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Kirish

Punksional analiz - matematik analiz, geometriya va chiziqli algebraning 

g'oya va usullarini cheksiz o'ichamli fazolar uchun umumlashtiruvchi fan hisob- 

ianadi. Hozirgi kunda funksional analizrting g'oya, konsepsiya, nsnl va tushun- 

chalari matematikaning barcha sohalari tomonidan tan oiingan. So'nggi yil- 

larda differensial tenglamalar, hisoblash usullari, matematik dasturlashning 

talab va ehtiyojlariga javoban funksional analizning yangi chiziqli bo'lrnagan 

tarmog'i paydo bo'idi. Zamonaviy matematikaning bu yo'nalishi amalivotchi- 

lar va muhandislarning o‘sib kelayotgan ehtiyojlarining bir qismini qondiradi.

Ushbu darslik Funksional analiz va integral tenglamalar fanidan nairm- 

naviy ishchi dasturga moslah tuzilgan. Darslik nniversitetiarning mexanika 

va matematika bakalavriyat yo'nalishîari bo'yicha ta’lim olayotgan talabalari 

uchun mo‘ljallab yozilgan.

Darslikning asosiy maqsadi bo'lg'usi mutaxassislarni funksional analizning 

asosiy tuslmnchaîari va usullari bilan tanishtirish, funksional analizning asosiy 

boblari bo'yicha nazariy bilimlarini shakîlantirish, masalalar yechishda malaka 

va ko'nikmalar hosil qilish, hamda uiarda integral tenglamalar bilan ishlash 

mahoratini pavdo qilishdan iborat.

Darslikni o'qish jarayonida talabalar o'zlarining matematik analiz, chiziqli 

algebra va geometriyadan oigan bilimlarini to'ldiradilar, hamda ularni funk

sional fazolarga moslab qo'llaydilar, ya’ni mustahkamlaydilar. Talabalar chi

ziqli funksional va operator tuslmnchaîari bilan tanishadilar va ularning asosiy 

xossalarini o'rganadilar. Cheksiz oichamli funksional tazolarni o'rganish jara

yonida o'quvchilar funksional analizning kuchli va nozik usullarini tushunishga 

biroz qiynaladilar, lekin tushunib yetganlaridan keyin o'zlarida ilmga undovchi 

qandaydir ichki kuch sezadilar. Bu kuch ta'siri uiarda cheksiz o'ichamli fazo- 

larda har qanday fundamental ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘îavermasligi va
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birlik shaming kompakt bo'lmasligini tuslmiiib yetganlarida namoyon bu'ladi.

Ushbu darslik 0 ‘zMU va SamDUda Funksiondl analiz hamda Funksional 

analiz va integral tenglarnalar fanidan ma’rilza va amaliy raashg'nlotlar olib 

boruvchi professor-o‘qituvchi larning ko'p yillik ish tajribalari asosida yozilgan.

Darslik 9 bob va 40 paragrafdan iborat. Har bir paragraf uchun ta’rif, teo

rema, lemrna va forinulalar alobida nomerlangan. Masalan, 2.3-teorema bu

2-paragrafdagi 3-nomerii teorema degani. (1.8) belgilash esa 1-paragrafdagi

8-raqamli formula ekanligini anglatadi. A — belgisi teorema, lemmayoki tas- 

diq isboti tugaganligini bildiradi. Har paragraf oxirida mustaqil ishlash uchun 

savol va topshiriqlar berilgan.

Ushbu darslikda. keltirilgan nazariy ma'ltirnotlar fan bo'yicha namunaviy 

va ishchi dasturda ko‘rsatilgan mavzularni to:liq qamraydi va i! professor- 

o'qituvchilarga o’zlarining ma’ruza matnlarini tuzishda yordam beradi. Unda 

tipik misollar namuna sifatida yechib ko'rsatilgan. Har paragraf oxirida keiti

rilgan mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlarni yechib o‘rgangan talabalar 

o'zlarida yetarli darajada bilim va ko‘nikmalar hosil qiladi. Tajribalarimiz- 

dan kelib chiqib aytishimiz mumkinki, bu kitob yosh mutaxassislarga funksio- 

nal analiz va integral tenglarnalar fanidan mashg'ulotlar olib borishida katta 

yordam beradi. Darslik matematik tahlii va matematik fizika mutaxassisligi 

bo'yicha ta’lim olayotgan magistrantlar va aspirantlar uchun ham foydalidir.

Mualliflar darslikni yaxshilashda bergan foydali maslahatlari uchun taqriz- 

chilar B.S. Zokirov, I.A. Ikrornov, Q.Q. Mo'mmovlarga, mas’ul muharrir M.E. 

Muminov, mattmi tahrir qilish uchun bergan yordamlari uchun B.E. Davranov 

va LN. Bozorovlarga o‘z minnatdorchiliklarini bildiradi. Darslik biriuchi mar

ta chop qilinayotgani uchun xato va kamchiliklar bo'lishi mumkin. Xato va 

karnchiliklar to'g'risidagi fikrlaringizni jabdullaev@mail.ru elektron adresiga 

jo'natishlaringizni so'raytniz.
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I  bob. T o ‘plam lar nazariyasinmg elementlaxi

Bu bob to'plamlar nazariyasinmg elementlariga bag'ishlangau bo'lib, u besh 

paragrafdan iborat. 1-paragrafda to'plamlar va ular ustida. amallar keltirilgan. 

Bu arnaliaming sodda xossalari o'rganilgan. Ikkilik munosabatlari isbot.la.ngan. 

'2-para.graf aksiaiitirisldar va to‘plamlarni sinflarga ajratishga bag'ishlangan. 

Akslantirishda to‘plamlar birlashmaaining (kesishnmsining) asli ular aslilari 

birlashmasiga (keeishmasiga) tengligi haqidagi teorema isbotlangan. Xuddi 

shunday to‘plamlar birlashmaaining tasviri ular tasvirlari birlashmasiga. teng- 

Jigi isbotlangan. To'plamlar kesishmasi udnrn bu xil tasdiq o'rinli bo'lmasligiga 

rnisol keltirilgan. To'plamlami sinflarga ajratish bilan akslantirishlar o'rtasidagi 

bog'lanish ochib berilgan. 3-para.grafda sanoqli to‘plamlar va, ularning asosiy 

xossalari o'rganilgan. Chckli yoki sanoqli sondagi sanoqli to'plamlarning bir- 

lashmasi yana sanoqli bo'lishi isbotlangan. Sanoqli to'plamlarga ko'plab misol- 

lax keltirilgan. 4-paragrafda haqiqiy sonlar toplamining sanoqsizligi ko'rsatilib, 

kontinuurn quvvatli to‘plamlarning ayrim xossalari o'rganilgan. To'plamlar 

ekvivalentligi haqidagi asosiy teoremalardan biri Kantor-Bemshteyn teore

mas isbotlangan. Oxirgi 5-paragraf to'plamlar sistemalariga bag'ishlangan. 

To'plamlar halqasi, to'plamlar yarim halqasi ta’rifi, misollar keltirilgan, ular

ning ayrim xossalari isbotlangan. a — algebra va 6— algebra tushunchalari 

kiritilib. bu tushunchalarning teng kuchli ekanligi ko'rsatilgan. Har paragraf 

oxtrida mustaqil isblash uchun savol va topsliiriqlar berilgan. Bu bob kelgusi 

boblarga tayyorlov vazifasiui o'taydi.

l-§ . To 'p lam lar ustida amallar

Matematikada juda xilma-xil to'plamlarga duch kelamiz. Haqiqiy sonlar 

to'plami, tekislikdagi ko'pburchaklar to'plami. ratsional koeffitsiyentli ko'phad- 

lar to'plami va hokazo. To'plam tushunchasi matematikada tayanch tushun-



chalaxdan bo'lib, unga ta’rif berilmaydi. "To'plam" so'zining sinonimlari sifati- 

da "ob’ektlar majmuasi" yoki "eleinentlar jamlanmasi" so'z birikmalaridan 

foydalaiiiladi.

To'piamlar nazariyasi hozirgi zamon jiiatematikasida juda muhim o'ringa 

ega. Biz uning ayrim xossalarini o'rganish bilan cbekianamiz.

To'plamlarhi lotin alifbosining bosh harflari A ,B , . ■ - , ulamiiig element- 

larini esa ldchik - a, b , ... harflar bilan beigilayiniz. a element A to ‘piarnga 

tegishli iborasi a e  A shaklda yoziladi. à i  A  yôzuv esa a element A  

to'plamga tegishli emasligini biidiradi. Agar A to'piamning barcha eleinent- 

lari B  to'planming ham eleinentlari bo'lsa, u holda A to!plain B  to'plamnmg 

qisini deb ataladi va A  C B  ko‘riuishda yoziladi. Masalan, natural sonlar 

to'plami lxaqiqiy sonlar to'plamining qisini bo'ladi. A  va B  to'piamlar bir xil 

elementlardan tashkil topgan bo*Isa., ular teng to'piamlar deyiladi va A =  B  

shaklda belgilanadi. Ko‘pincha, to'plamlarning tengligini isbotlashda. A c  B  

va B c  A rnunosaba.tla.rning bajarilishi ko'rsatiladi ([1] ga qarang). Ba’zida 

birorta ham elementi mavjad bo'Imagan to'plamlami qa.ra.shga to‘g‘ri keladi. 

Ma.sala.il, x2 +  1 =  0 tengla.ma.ning haqiqiy yechimlari to'plami, 2 <  x <  2 

qo'sh tengsizlikni qanoatlantiruvchi haqiqiy sonlar to'plami va hokazo. Bun- 

day to‘plamlar uchun maxsns bo ‘sh to ‘plant noini berilgan va uni belgalash- 

da 0 simvoldan foydalaniladi. Ma’himki, har qanday to‘plam bo'sh to‘plamni 

o'zida. saqlaydi va. har qanday to‘plam o'zining qisrni sifatida qa.ralishi rnumkin. 

To'plamlarmng bo'sh to‘plamdan va o;zidan farqli barcha qism to ‘plamlari xos 

qisrn to'piamlar deyiladi.

1.1. To 'p iam lar ustida amallar. Ixtiyoriy A  va B  to'piamlar berilgan 

bo'lsin. Agar C  to'plam faqatgina A va B  to'plam elementlaiidan iborat 

bolsa. u holda C  to'plam A  va. B  to'plamlarmng yig’indisi yoki birlashmasi 

deyiladi va C  == A  U B  shaklda belgilanadi (1.1-chizma).



bctiyoriy (chekii yoki cheksiz) sondagi A a to'plamlarriing yig'indisi ham 

shunga o'xshash aniqlanadi: Aa to'plamlarning kamida biriga tegishli bo'lgan 

barcha elementlar to'plami bis to'plamlaming yig'indisi deyiiadi va bu muno-

sabat U Aa shaklda belgilanadi.
ft

Endi A  va В  to'piarnlar kesishmasini ta’riñaymiz. A  va В  to’plamlammg 

umumiy eiementlaridan tashkil topgan to'plam ularning kesishmasi deyiiadi 

(1.2-chizma) va A n  В  shaklda belgilanadi.

1.2-chizma

Ixtiyoriy (chekii yoki cheksiz) sondagi to'plamlarning kesishmasi — f )  A*'
a

deb, Aa to'plamlamiug barchasiga tegishli bo'lgan elementlar to‘plarni tushu- 

Tiiladi.

To'piarnlar yig'indisi va kesishmasi aniqlanishiga ko'ra kommutativ va as- 

sotsiativdir, ya’ni

A U  В  — B U  A, (A  U B ) U C  =  A U ( B U  С ),

А П В  =  В  П А, (А  П В ) П С  =  А  П (В  П С).

Bundan tashqari, ular o'zaro distributivlik qonunlari bilan bog'langan

(A  U В )  П С  =  (А  П C )  U (В  П C),  (1.1)

(А  П B)  U G  =  (A  U С )  П ( B  U C).  (1.2)

Biz (1.1) va (1.2) tengliklarning isboti murakkab bo'lmaganligi uchun ularni

o'quvchiga havola qilamiz.



Endi A  va t í  to'plamlar ayirrnasini ta’riflaymiz. A  va t í  to'plamlar ayir- 

rnasi deb A  to'plamning В  to'plamga tegishli bo‘linagan barcha elernentla- 

ridan iborat to'plamga aytiladi va. A\B  shaklda belgilanadi (1.3-chizma).

Ba’zan (masalan o'lchovlar nazariyasida), A  va t í  to'plamlarnmg sim- 

metrik ayirmasi tushunehasini kiritish maqsadga muvofiq bo'ladi. A\B  va 

B\A  to'plamlarning birlashmasidan iborat to'plamga .4 va В  to'plamlaming 

simmetrik ayirmasi deyiladi va A A tí  shaklda belgilanadi, ya’ni A A tí — 

(A \ tí) U (t í\ A ) (1.4-chizma).

Ko'p hollarda qandaydir universal E  to'plamning qism to'plamlari qarala- 

di. Masalan, E  tekislik, A  tekislikdagi biror to'plam bo'lsin. Bu holda E\A  

ayirma A to'plamning to'ldiruvchi to'plami deyiladi va A' yoki С  A shaklda 

belgilanadi (1.5-chizmaga qarang).

C=A\B OAáB E\A

1.3-chiztna 1,4-chizma JL5-chizma

To'plamlar nazariyasi va. uning tadbiqlarida muhim o'rin tutadigan ikküik 

prinsipi deb nomlanuvchi quyidagi ikki munosabatni keltiramiz:

1 .1 . Yig'indining to ’ldiruvchisi toldiruvchilar kesishm,asiga teng:

t i \ \ j A a =  f ) ( b \ A a ). (1.3)
Ci a

1 .2 . Kesishmaning to‘ldiruvchisi toldiruvchilar угд‘indisiga teng:

Е\Г\Ла =  1 ) (Е \ А а ). (1.4)
а а

Ikkilik prinsipi abundan iboratki ixtiyoriy tenglikdan, agar bu tenglik qaii- 

daydir universal E  to'plamning qism to'plamlari ustida bo'lsa, ikkinchi ikkilik
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tenglikka o'tish minikin, burimg uchun barcha qaralayotgan to‘plamlar '.dar

ning toddiruvchilari bilan, to'plamlar kesishmasi-birlashma bilan, birlashmasi 

- kesishma bilan almashtiriladi.

Biz (1.3) teuglikmng isbotini keltiramiz. (1.4) tenglik shuuga o'xshash is- 

botlanadi.

Isbot. x  € E\ U Aa ixtiyoriy element bo'lsin. U holda x  € E  va x £
Cx

U A a bo‘ladi. Bundan ixtiyoriy a  uchun x  ning Aa to'plamgategishliemasligi-
CX

ga kelamiz. Demak, x  element Aa to'plamlaruing toidiruvcliilarida yotadi. 

Shunday qilib, ixtiyoriy a  uchun x  € E\Aa munosabat o‘rinii. bundan biz 

x  6 f\ (E\Aa)  ga ega bo:lamiz. Bu esa
a

E \ [ j A a c f ] ( E \ A a ) (1.5)
a a

munosabatni keltirib chiqaradi. Endi teskari munosabatni isbotlaymiz. Agar 

x  € ( '](E \ A a)  bo‘lsa, u holda barcha a  laxda x 6 E \A a bo'ladi va x
Oi

element Aa to‘plamlamiug birortasiga ham tegishli bo'lmaydi, bu esa x  $  

|Jj4a ekardigini bildiradi. Demak. x  € ¿ A U  A* ekan. Bundan biz
o r cx

E \ \ j A a D f ] ( E \ A a)  (1.6)
a  a

munosabatga kelamiz. (1.5). (1.6) munosabatlar (1.3) tenglikni isbotlaydi. A  

M ustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar

1. A A B  — {A U B)\ (A  n B)  tenglikni isbotlang.

2. (E \ A )A (E \ B )  =  A A B  tenglikni isbotlang. bu yerda A  C E, B C E.

3. (A u  B )A {C (J  D )  C ( A A C )  U ( B A D )  munosabatni, isbotlang.

4. A  va B  to ‘plamlaruchun A c B U ( A A B )  munosabatni isbotlang.

5. Agar A\ va A^ to'plamlar kesishmasa, C (/1| A S i )U (  42Ai?2) 

munosabatni isbotlang.
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2-§. Äkslantirishlar. T o ‘plamlarni sinflarga ajratish

2.1. Pimkmya tiishunchasini umumlashtirish. Ma’lumki, ina.tema.tik 

anali/.<lu lunksiyu kushuuchasi quyidagicha ta’riflanadi: X  sonlar o!qidagi biror 

tcVplam bo'lsin. Agar har bir x  € X  songa / qoida bo'yicha aniq bir y son 

moB q</yilgan bo*Isa, u holda X  to‘plamda f  funksiya aniqlangan deyiladi 

va 11 f ( x )  fihaklda, yoziladi. Bunda. X  ' to‘plam / funksiyaning aniqlmish 

solum deyiladi, bu funksiya qabul qiladigan barcha qiyrnatlardaii tashkil top- 

gan ¡ ' ¡ ( f )  to’plam / funksiyaning qiymatlar sohasi deyiladi, ya’ni E ( f )  =  

{ y : y  =  f ( x ) ,  x  e X  } .

Agar sonli to‘plamlar o'rnida ixtiyoriy to‘plamlar qaralsa. u holda funksiya 

tushunchasining umumlashmasi, ya’ni akslantirish. ta’rifiga kelaniiz. Bizga ix

tiyoriy X va Y to‘plamlar berilga.ii bolsin. Agar har bir x  € X  elementga 

biror / qoida bo’yicha Y to‘plamdan yagona y element mos qo'yiisa, u holda 

X  to'plainda aniqlangan Y  to'plaindan qiymatlar qabul qiluvchi / akelan- 

fcirish berilgan deyiladi. Buudan keyiu biz ixtiyoriy tabiatli to'plamlar bilan ish 

ko‘ramiz fshu jumladan sonli to'plamlar bilan ham), shuning uchun ko'pgina, 

hollarda funksiya termini o:rniga aksfanttri.sk atamasini ishlatamiz.

X  to’plamda aniqlangan va Y  to‘plamdan qiymatlar qabul qiluvchi / aks- 

lantirish uchun f  : X  ----> Y  belgilashdan foydalaniladi. Biz asosan quyidagi 

belgilashlardan foydalanamiz. N  — natural sonlar to‘plami, Z  — butun son

lar to'plami, Q  — ratsioiial sonlar to‘plami, R  — haqiqiy sonlar to‘plami, 

C — kompleks sonlar to'plami, R+ =  [0, oo), Z + =  {0 } [J N  hamda R” 

sifatida n o ‘leliamli arifmetik Evklid fazo belgilanadi.

Endi / : X  —> Y akslantirishga misollar keltiramiz. Quyida, 2.1-2.6 misol- 

larda keltirilgan akslantirishlarning qiymatlar sohalarini toping.

2 .1-misol.

/ : R  R, f ( x )  — |x|.

12



2.2. g : R  —>• R, g(x )  =  2 [x]. Bu yerda [x] belgi x ning butun qismi.

2.3. Dirixle funksiyasi D :R  —► R ,

2.5. Ortogonal proyeksiyalash funksiyasi P  : R2 —> R, P ( x ,y )  =  x .

Yechish. 2.1-misolda keltirilgan / : R  —*• R  akslaatirishning qiymatlar 

sohasi E ( f )  — [0,oo) dan iborat. Chunki barcha l e R  lar uchun |a;| >  0 

va ixtiyoriy y € [0, co) uchun f ( y )  =  y teiiglik o'rinli.

2.2-misoldagi g : R  —> R, g(x )  =  2 [ar] akslantirishning qiymatlar sohasi, 

aniqlanishiga ko‘ra E(g )  =  2 • Z  , —2 , 0 , 2 , , 2 n , . . . }  dan iborat.

Dirixle funksiyasi D  : R  —* R  ning qiymatlar sohasi ikki nuqtaii to‘plamdan 

iborat, ya’ni ¿-(S)) =  { 0; 1 } .

Riman funksiyasi 9í : R  —> R  ning qiymatlar sohasi,

Ortogonal proyeksiyalash funksiyasi P  : R 2 —> R, P ( x ,y )  — x ning 

qiymatlar sohasi, E ( P )  =  R  dan iborat.

Sferik aksiantirish S  : R3 —*■ R, S (x i, X2.X3) =  a:2 +  x$ +  ning qiy-

Endi f  : X —> Y aksiantirish uchun quyidagi tushunchalarni kirita- 

miz. Har bir a € X  uchun unga. mos qo'yilgan b =  f ( a )  € Y  element 

a elementning / akslantirishdagi tasviri yoki aksi deyiladi. Umuman, X

(2 .1)

2.4. Riman funksiyasi ÜH: R —*-R,

2.6 . Sferik aksiantirish S  : R 3 —» R, S (x i, £2, j:3) =  x\ +  :r2 +  x2.

rnatlar sohasi, E (S ) — R+ dan iborat. A
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to'plamning biror A qismi berilga.ii bo‘lsa., A  to'plam barcha elementlari- 

ning Y  dagi tasvirlaridan iborat to'plam A  to'plamning / akslautirishdagi 

tasviri yoki aksi deyiladi va. f ( A )  simvol bilan belgilanadi. Endi b € Y  ix- 

tiyoriy element bolsín. X  to'plamning b ga akslanuvchi barcha elementla- 

ridan iborat qismi b elementning / akslantirishdagi asli deyiladi va /- 1( 6) 

simvol bilan belgilanadi. /- 1(6) to'plam f ( x )  =  b tenglama ildizlaridan ibo

rat. O'z navbatida liar bir t í  C Y to'plam uchun X  ning B  ga akslanuvchi 

(o'tuvchi) qismi B  to'plamning / akslantirishdagi asli deyiladi va f ~ l (B )  =  

{ x  € X  : /(:r) € B }  shaklda belgilanadi. Umumanolganda, Y to'plamsifati- 

da / akslantitis.hn.ing qiymatlar sohasini o'zida saqlovchi to'plam qaraladi. 

Agar barcha b € t í  lar uchun ularning aslilari bo'sh bo'lsa, u holda

B  to'plamning .asli ham l>o‘sh to'plam boladi.

2.7. ‘2.1-2.2-misoUaxda. keltirilgan aksiantirishlarda A  — [0, 3) to'plamning 

tasviri va B  =  (1, 4) to'plamning aslini toping.

Yechish. / akslantirish [0, oo) da. ayniy akslantirish f ( x )  =  x  bolganíigi 

uchun / ([0 ,3 )) =  [0,3) bo'ladi. g(x)  =  0, x  € [0, 1 ) va xuddi shun- 

day g(x)  =  2, x  e  [1,2); g(x )  — 4, x G [2,3) ekanligidan c/([0, 3)) =  

{0; 2; 4 } ni olainiz. Endi t í  — (1,4) to'planming f  akslantirishdagi aslini 

topamiz. Buning uchun |.r| € (1 ,4 )} yoki 1 <  |x| <  4 qo'sh teng-

sizlikni qanoatlantiruvchi haqiqiy sonlar to'plamini topamiz. Bu qo'sh teng- 

sizlikning yechimi ( —4, —1) 1J(1, 4) to'plamdan iborat. Demak, /“ ' ( t í )  =  

(—4. —1) U(l, 4). Xuddi shunday g~1(B )  — { i € R :2  [x] € (1 ,4 )} to'plam 

esa. 1 <  2 [x] < 4  0,5 <  [x] <  2 qo'sh tengsizlikning yediimiaridan ibo

rat. Sonning butun qismi ta’rifiga ko'ra g~l (B )  =  [1, 2). A

2 .8. 2.3 va 2.4-inisollarda keltirilgan aksiantirishlarda A =  R\Q to'plam

ning tasviri va t í  =  ( l ,o o ) to'plamning aslini toping.

Yechish. ¡D va akslantirishlar R\<J to'plamning barcha elementlariga
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nolni mos qo'yadi, shuning uchun 5)(R\Q) =• 5H(R\Q) — {0 }. Dirixle va 

Riman ftinksiyalarining 1 dan katta qiyrnatlari mavjud ernas, shuning uchun

s r 1̂ )  -  { i  g  R : 2)(:r) >  1 }  =  IR - 'iB )  =  { *  €  R  : <R(x) >  1} =  0. A

Quyidagi tushunchalarni kiritamiz. Aniqlanish sohasi X  bo'lgan / : X  —*

Y akslantirishda f ( X )  — Y tenglik bajarilsa, / akslantirish X  to'plamni

Y to'plamning ustiga yoki syuryektiv akslantirish deyiladi. Umurniy holda, 

ya’hi f ( X )  c  Y  bo'lsa, u holda / akslantirish X  to'plamni Y  to'plamning 

ichiga akslantiradi deyiladi.

Agar / : X  Y akslantirishda X  dan olingan har xil x i  va ele- 

mentlarga har xil yi -  f ( x i )  va y2 =  f { x 2)  tasvirlar mos kelsa, u holda f  

inyektiv akslantirish yoki inyeksiya deyiladi. Bir vaqtda ham syuryektiv ham 

invektiv bo'lgan / : X  —* Y akslantirish biyeksiya yoki biyektiv akslantirish 

deyiladi.

2.9. / :.R —> R, f ( x )  — ax +  6, a ^  0 akslantirishning biyeksiya ekan- 

ligini isbotlang.

Isbot. Chiziqli / : R —> R  akslantirishning biyeksiya ekanligini ko'rsatish

uchun ixtiyoriy c € R  da ax+b  =  c tenglamaning yagona vechimga ega ekan-

ligini ko‘rsatish yetarli. Yechimning mavjudligi / : R —> R  akslantirishning

syuryektivligini, yechimning yagonaligi esa uning inyektivligini ta’minlaydi.
c — b

Bu tenglamaning yechimi yagona bo‘lib u x — ------ dir. A
(I

2.10. Agar / : X  —-> Y biyektiv akslantirish bo‘lsa, u holda ixtiyoriy 

A  c  X  uchun / : A  —> B (B  — f ( A ) )  ham biyeksiya bo'lishini isbotlang.

Isbot. f ( A )  — B  dan uning sjnuyektiv akslantirish ekanligi kelib chiqadi, 

inyektivligi esa / : X  —* Y ning inyektivligidan kelib chiqadi. A

2 .1-teorema. Ikki to ‘plam birlashmasining asli ular aslilarining birlash- 

masiga teng, ya’m

f - \ A  U B ) =  r \ A )  U r \ B ) .  (2.3)
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Isbot. Aytaylik, x  € f ~ l (A l>B )  ixtiyoriy element bo'lsin. U holda f ( x )  € 

A  U B , ya’ni /(:r ) € A  yoki f ( x )  € B .  Bit holda x  element /- 1(A ) yoki 

f ~ l (B )  to'plam'iaming kamida biriga tegishii bo'ladi, ya’ni x e  f ~ l (A )  U 

f ~ 1(B ) .  Bundan f ~ l ( A \ } B )  C /- 1(j4) U f ~ l {B )  munosabat kelib chiqadi. 

Endi teskari munosabatiii ko'rsatamiz. Faraz qilaylik, x  € f ~ l ( A ) U f ~ l (B )  ix

tiyoriy element bo'lsin, u holda x  element f ~ 1(A )  yoki f ~ \ B )  to'plamlarning 

kamida biriga tegishii bo'ladi, ya’ni f ( x )  A yoki B  to'plamlarning kamida 

biriga tegishii, shunday ekan, f ( x )  € A  U B . Bu yerdan x  e  f ~ 1(A  U B )  

ekanligi va natijada f ~ 1( A ) U f ~ 1(B )  c  f ~ 1( A u B )  munosabat kelib chiqadi. 

Dernak, (2.3) tenglik o'tinli. A

Quyida biz yana shunga o'xshash ikkita teorema kelt.ira.miz. Ucbala teo- 

remaning isbot sxemasi ikki G va D  to'plamlarning tengligini ko'rsatishda 

fpydalaniladigan C  C D  va D  c  C  munosabatlarga asoslangan.

2.2-teorema. Ikki to ‘plant kesishmasimng asli ular aslilarining kesish- 

tnasiga teng, ya’ni

r L(A  P, B )  =  f - \ A )  D f - \ B ) .  (2.4)

Isbot. x € f ~ l (A  fl B )  ixtiyoriy element bo'lsin, u holda f ( x )  € A  ft B , 

ya’ni f ( x )  € A  va f { x )  € B , shunday ekan, x e  f ~ l (A )  va x  € f ~ l ( B ) , 

ya’ni x  € f ~ l (A )  n  Dernak, f ~ l (A  n B )  C f ~ 1(A )  n

Endi x  € f ~ 1(A )  f l  f ~ l (B )  bo'lsin, u holda x  € f ~ 1(A )  va x € f ~ l (B ) .  

Bundan f ( x )  € A  va f ( x )  € B  ga yoki f ( x )  € A  n B  ga ega bo'lamiz. De- 

mak. x € f ~ l {AC\B). Bu yerdan f ~ l ( A ) n f ~ l ( B )  C / ^ ( A D B )  munosabat 

kelib chiqadi. Bu munosabatlar (2.4) tenglikni isbotlaydi. A

2.1 va 2.2-teoremalarning tasdiqlari ixtiyoriy (chekli yoki cheksiz) sondagi 

to'plamlar birlashmasi va kesishmasi uchun ham o'rinli, ya’ni

r1 (U A*) = U r 1 (fl 4») = n
\  a  /  a  \  a  /  a
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2.3-teorema. Ikki to'plam biriashmasining tasviri ufar tasvirlarining bir- 

lashmasiga teng

f ( A u B )  =  f ( A ) U f ( B ) .  (2.5)

Isbot. y € f ( A u B )  ixtiyoriy element bo'lsin, u holda y =  f ( x )  bo*lib, x 

element A  va B  to'plamlardan aqalli biriga tegishli boladi. Shunday ekan, 

y G f ( A )  U f ( B ) .  Bu yerdan f { A  U t í )  C f ( A )  U f ( B ) .

Endi teskari munosabatni ko'rsatamiz. Faraz qilaylik, y € f ( A )  U f ( B )  

ixtiyoriy element bolsín. U holda y =  f ( x )  bo'lib, x element A  va B  

to'plamlardau aqalli biriga tegishli boladi, ya’ni x  € A  U tí. Bundan, y =  

f { x )  € f ( A  U B)  vademak, f ( Á )  U f ( B )  c  f ( A u  tí). Bu rnunosaba.tia.rdan

(2.5) tenglik kelib chiqadí. A

2.3-teorema tasdigl hain ixtiyoriy (chekii yoki cheksiz) sondagi to'plamlar 

uchun o'rinli boladi, ya’ni f ( { J  Aa)  =  j j  f ( A a)  tenglik o'rinli.
a : a

2.1~eslatma. Umuman olgánda, ikki to'plam kesishmasining aksi ular ak- 

silarining kesishmasiga teng emas. Bunga quyidagi misolda ishonch hosii qila- 

rniz.

2.11. 2.5-misolda keltirilgan ortogonal proyeksiyalash akslantirishi 

P ( x ,y )  — x  va A =  {(£,?/) : O <  x  <  1, y =  0 } , B  =  { ( x,y ) : 0 <  x <

1, y =  1 } to'plamlai berilgan. P ( A  n  B)  =  P (A )  n P (  B) tenglik to'g'rimi?

Yechish. A  va B  to'plamlar o'zaro kesishmaydi, ya’ni A n  B  =■ 0 Ani

mo ulaming P  akslantirishdagi fcasvirlari ustma-ust tushadi, ya’ni P (A )  =  

[0, 1], P ( B )  =  [0, 1] va P ( A )  f ]  P ( B )  =  [0, 1]. Animo P ( A f ) B )  =  0.

2 .2 . To'plainlarni sinflarga ajratish. Ekvivalentlik munosabatlari. 

Ko'pgina. masalalarda berilgan to'plaruni elementlarining bá’zi bir beigilari- 

ga qarab o'zaro kesishmaydigan qism to'plamiarga ajratiiadi. Masalan, fezoni 

markazi koordinata boshida va radinsi r bo'lgan har xil sferaiarga. ajratish 

mumkin. Bu sferalar o'zaro kesishmaydi. Yoki bir shahar aholisini bir yilda



tug'ilganlik belgisiga ko'ra qism to'plamlarga ajratish mumkin. Bunday misoi- 

larning har biri to'plamni o'zaro kesishmaydigan sinflarga ajratish deyiladi.

To'piamlarni o'zaro kesishmaydigan sinflarga ajratish belgilari bar xii bo‘li- 

shi muinkin. Ammo bu belgilar ixtiyoriy ernas. Masalan, tekislikda ikki a va 

b nuqtalar orasidagi masofa 1 dan kicliik bo'lsa, uiarni bifcta siufga kiritsak, 

bu belgi tekislikni o'zaro kesishmaydigan sinflarga ajratmaydi, chimki a va. 

b nuqtalar orasidagi masofa 1 dan kichik, b va c nuqtalar orasidagi masofa 

ham 1 dan kichik bo‘lib, a va c nuqtalax orasidagi masofa 1 dan katta boiishi 

mumkin. Ko'riuyaptiki, a va b nuqtalar bir sinfda, b va c ham bir sinfda. U 

holda bir siufga orasidagi masofa 1 dan katta bo'lgan a va c nuqtalar tegishli 

boladi. Hosil qilingan xulosa sinflarnirig tashkil qilinishiga zid, ya’ni tekislik 

bu belgi yordainida o'zaro kesishmaydigan sinflarga ajralmaydi.

Etidi to'plam elementlari qanday shartlarni qanoatlantiruvchi belgilar yor- 

damida o'zaro kesishmaydigan sinflarga ajralishini qarab chiqamiz.

Biror M  to'plam vauning o'zini-o'ziga dekart ko'paytmasi M  x M  berilgan 

bo'lsin va, K  C M  x M  qisin to'pam bo'lsin. Agar (a, b) £ K  bo'lsa, a

element b element bilan <p munosabatda deyiladi va a ~  b shaklda belgilanadi.
¥■

2.1-ta ’rif. Agar M  to'plam elementlari orasidagi <p munosabat quyidagi 

shartlarni qanoatlantirsa, urtga ekvivalenilik rnmosabati deyiladi:

1. Ixtiyoriy a £ M  element uchun a ~ b  (refleksivlik);
v

2 . Agar a ~ b  bo'lsa, u holda b ~ a  (sirnrnetriklik);
v <p

3. Agar a ~ b  va b ~ c  bo'lsa, u holda a ~ c  ( tranzitivlik).ip tp ip
2.4-teorema. M  to'plamda kiritilgan munosabat M ni o'zaro ke

sishmaydigan sinflarga ajratishi uchun uning ekvivalentlik munosabati bo'lishi 

zarur va yetarli.

Isbot. Zaruriyligi. Agar M  da kiritilgan ip munosabat uni o'zaro kesish

maydigan sinflarga ajratsa. a b dan a va b nitig bir siufga tegishliligi kelib
v
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chiqadi. U holda a ~ a  va 6~ a  ekanligi kelib chiqadi. Agar a ~ b  va b ~ c<fi cp <p tp
bo'lsa, a,h va c lar bir sinfga tegishli bo'ladi, ya’ni a ~ c .  Demak, bu muno- 

«abat refieksiv, simmetrik va tranzitiv bo'ladi.

Yetarliligi. M  t,o‘plam elementlari orasida biror <p ekvivalentlik munos- 

abati o'rnatilgan bo'lsin. K a orqali a element bilan <p munosabatda bo'lgan

elementlarto'plaminibelgilasak,-refleksivlikkako'ra a ~ a  dan a € K a bo'ladi.
v

Agar K a va Kj, sinflami olsak, ular yoki fceng yoki K a. n  Kj, =  0 bo'ladi. 

Haqiqatan ham, c £ K a f) Kj, desak, c ~ a  va c ~ 6  bo'ladi. Simmetriklik<p <p
xossasiga ko'ra a ~  c u holda tranzitivlik xossasiga ko'ra 

v

a~b .  (2 .6)
ip

Endi x  — K a sinfdan olingan ixtiyoriy element bo'lsin, ya’ni x ~ a ,  u holda¡p
(2.6) va tranzitivlik xossasiga ko'ra x ~ b ,  ya’ni x  £ K*. Demak, K a c  K b.

v
Xuddi shunday ko'rsatish mumkinki, K b sinfning ixtiyoriy y elementi K a 

sinfga ham qarashli bo'ladi. Shunday qilib, agar ikki K a va sinflar hech 

boimaganda. bitta umumiy elementga ega bo'lsa, ular ustma-ust tushadi. A  

To'plamni sinfiarga ajratish tushunchasi akslantirish tushunchasi bilan uz- 

viy bog'liq. Aytaylik, A  to'plamni B  to'plamga akslantiruvchi / akslantirish 

berilgan bo'lsin. A  to'plamda aniqlangan / akslantirishda, B  to'plamda 

tasvirlari ustma-ust fcusbuvchi eiementlarni bir sinfga yig'sak, ya’ni har bir 

b £ B  uchun {x  £ A  : f  (x )  — b}  to'plamni bir sinf desak, natijada A  ni sinf- 

larga ajratishga ega bo'lamiz. Teskarisi, A  ixtiyoriy to'plam va uning biror bir 

sinfiarga ajralishini qaraylik. B  orqali A  to'plam ajralgan sindar to'plamini 

belgilaymiz. Har bir a £ A  elementga o'zi tegishli bo'lgan sinfni ( B  to'plam 

elementini) mos qo'visli bilan A ni B ga akslantirishga ega bo'lamiz.

2 .12 . Ortogona! proyeksiyalash akslantirishi P  : K 2 —> M, P(x,  y) =• x 

ni qaraymiz. Bunda O X  o'qidagi har bir a £ R  nuqtaning asli P ~ l (a) — 

{(a , y) : y £ E } , O X  o'qiga perpendikulyar bo'lgan vertikal chiziqdan ibo-
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rat. Shunday ekan, P  proyeksivalasb akslantirishiga tekislikni parallel to'g'ri 

chiziqlardan iborat sinflarga ajratish rnos keladi.

2.13. Uch o'lchamli R 3 fazoni lining koordinatalar boshidan bir xil uzoq- 

likda joylashgan nuqtalarini bir sinfga yig'ish bilan sinflarga ajratamiz. Ear 

bir sinf rnarkazi koordinatalar boshida boigan r  >  0 radiusli sferadan iborat 

boiadi. Demak, R 3 fazoni konsentrik sferalarga ajratishga bu fazoni [0, co) 

yarim o‘qqa akslantiruvchi S  : R3 —> R+, S (x )  =  x j  +  a^ +  a| sferik akslan- 

tirish rnos keladi.

2.14. Butun qismlari bir xil haqiqiy sonlami bir sinfga to"1 plash yo ii bilan 

haqiqiy sonlar to'plarnini sinflarga ajratish muxnkin. Bu sinflarga ajratishga 

g(x )  =  [a;] (2.2-tnisolga qarang) akslantirish mos keladi.

M ustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar

1. Agar a va b haqiqiy sonlarning kasr qismlari teng bo‘Isa. ulami <p 

munosabatda deymiz. Bu munosab.it ekvivalentlik munosabati bo‘ladimi?

2. / : R  —* R , f ( x )  — 0,5 • [x] funksiya berilgan. Agar A — [0, 8], 

B  — (2, 3) ho ‘Isa. f ( A )  va la,mi toping.

3. / : X  —> [5, 20], / (x )  — x2 +  1 funksiya berilgan. X  to ‘plam qanday 

tanlansa, f —ustiga ( syuryektivj akslantirish bo'ladi?

4. f  : X  —* [0, oo) , f ( x )  =  x 2 -(-1 funksiya berilgan. X  to ‘plain qanday 

tanlansa, f — inyektiv akslantirish bo‘ladi?

5. / : [0, tt] -> [-1 , 1], f ( x )  =  cosx , g  : [0, 7r] -> [0, 1], g(x)  =  sin a:, 

<p '■ [0, ~ ] ->• [0, 1], <p(x) =  sinx, '0 : [0, 3] —>• [0, 10], ^ ( x )  -  x 2+ l ,  

akslantirishlar ichidan inyektiv, syuryektiv va biyektivlarini ajrating.
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3-§. Ekvivalent to ‘plamlar

3.1. Chekli va cheksiz to ‘plam lar. Ciiekli doua elementdan iborat 

to'plamga chekli to'plam deyiladi, aks holda to'plam cheksiz deyiiadi. Har xil 

to'pîamlarni kuzatish jarayonida biror usul bilan berilgan to'plam elementlari 

sonini hech bo'lmaganda taxminan aytish mumkin. Masaian, ko'pyoq uchlari 

sonini, ma’lum sondan oshmaydigan tub sonlar sonini, ver yuzidagi barcba buv 

molekulalari sonini aniq voki taxminan aytish mumkin. Bu to'plamlaming har 

biri, aniq bo'lmasada, cheklita elementga ega. Ikkinchi tomondan element

lari soni chekli ho'lmagan to'plamlar îiam mavjud.- Masaian, natural sonlar 

to'plami, to'g'ri chiziqdagi nuqtalar to'plami, tekislikdagi doiralar to'plami, 

ratsional koeffitsiyentli barcha ko'phadlar to'plami va hokazolar cheksiz to'p- 

lamiarga misol bo'ladi. Bunda. cheksiz to'plam deganda. bu to'plamdan bit ta, 

ikkita, uchta va hokazo marta elementlanii olganda.n keyin ham elementlari 

tugamaydigan to'plam tushuniladi.

Ikki chekli to'plam elementlari sonining tenghgi, yoki biridagi elementlar 

soni ikkiûchisidan ko'pligini sanash bilan taqqoslash mumkin. Quyidagicha 

sa vol tug'iladi, ikki cheksiz to'plam elementlarini biror usul bilan taqqoslash 

mumkinmi? Boshqacha aytganda, tekislikdagi doiralar, sonlar o'qidagi rat

sional sonlar, [0, 1] da aniqlangan uzluksiz funksiyalar yoki fazodagi to'g'ri 

chiziqlardan iborat to'plamlardan qaysi birioing elementlari ko'p degan savol 

ma’noga egami?

Ikki chekli to'plam elementlari sonini taqqoslash usullari bilan tanishamiz. 

Birinchi usul, ula.r elementlaxini sanash yo'li bilan taqqoslashdir. Ikkinchi usul, 

bu to‘plarnla.r o'rtasida biyektiv moslik o'rnatish yo'li bilan taqqoslashdir.

Ravshanki, ikki chekli to'plam o'rtasida biyektiv moslik o'rnatish uehun, 

ulardagi elementlar soni teng bo'lishi zarur va yetarlidir. Masaian, oliygohdagi 

biror guruh talabalari soni va auditoriyadagi stullar soni tengligini tekshirish
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uchun, ularni saaamasdan, har bir taJabani aniq bir stulga r/'tqazish kifoya 

bo'ladi. Agar har bir taiabaga joy yetarli bo‘Iib, birorta ham ortiqcha bo‘sh 

stul qolmasa, ya’ni talabaiar to'plami va stullar to'plami o'rtasida biyektiv 

moslik o'niatilsa, bn to‘plamlaxdagi elementlar soni teng bo'ladi.

Ta’kidiash lozimki, agar birinchi taqqoslash usuli faqat chekli to‘plamtar 

uchun yaroqli bolsa, ikkindii taqqoslash usuli cheksiz to'plamlar uchun ham 

o'rinli bo'ladi.

3.2. Sanoqli to 'p lam lar. Cheksiz to'plamlar ichida eng soddaei sanoqli 

to‘plam deb ataluvchilaridir.

3.1-ta’rif. Agar M  to ‘plarn bilan natural sonlar to ‘plami o'rtasida biyek

tiv moslik o'matish murnkin bo‘Isa, M  ga sanoqli to ‘plam deyUadi. Boshqacha 

ta’riflasak, agar M  to'plam elementlarini natural sonlar vositasida at, a 

a „ ,... cheksiz ketma-ketlik ko'rinishida nomerlab chiqish murnkin bo‘Isa, M  

ga sanoqli to ‘plam dcyiladi.

Endi sanoqli to‘plamlarga misollar keltiramiz.

3.1. Butnn sonlar to'plami Z  va natural sonlar to'plami N o'rtasida 

biyektiv moslik o'rnating.

Yechish. Biyektiv moslikni quyidagi usui bilan o'matish mumkin.

/ : Z  N, / (« )
2n +  l ,  agar n >  0 

—2n, agar n <  0

ning biyektiv akslantirish eka.nl.igi 2.9-2.10 misollardan kelib chiqadi. Demak, 

butun sonlar to'plami sanoqli ekan. A

3.2. Barcha juft natural sonlar to'plami va natural sonlar to'plami o'rtasida 

biyektiv moslik ©‘mating.

Yechish. Biyektiv moslikni f (2 n ) =  n qoida bo'yicha o'rnatish mumkin. 

Quyida biz unclia oddiy bo'lmagan. lekin muliim misolni qaraymiz.

3.3. Ratsional sonlar to'plamining sanoqli ekanligini isbotlaiig.
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Isbot. Har bir ratsional son vagona iisulda

a =  p €  Z, q € N 
q

qisqarmas kasr ko'rinishida yoziladi. Ushbu ratsional son ucbun |p| +  q uning 

balandligi deyiladi. Ravshanki, berilgan balandlikka ega boigan ratsional son-

lar cheklita. Masalan, 1 balandlikka faqat 0 =  — son ega, 2 balandlikka faqat

1 - 1  1 2 1 2  1
1 =• ■- va —1 — —  sonlar ega, 3 balandlikka esa 2 — —, —, — -  va — -

1 1  1 2  1 ¿
Honlaxi ega va hokazo. Barcha ratsional sonlami ularning balandlikiari o'sib 

borishi tartibida nomerlaymiz, ya’ni dastlab balandligi 1 ga teng son, keyin 

balandligi 2 ga teng sonlar, undan keyin balandligi 3 ga teng sonlar yoziladi 

va liokazo. Bn tartiblashda har bir ratsional son auiq bir nomerga ega bo‘ladi, 

ya’ni natural sonlar to'plami va ratsional sonlar to'plami o'rt asida o'zaro bir 

qiymatli moslik o'rnatiladi. Bu yerdan ratsional sonlar to'plamining sanoqli 

ekanligi kelib chiqadi. A

Sanoqli to'plamlaming ba’zi umumiy xossalarini keltiramiz.

3.1-xossa. Sanoqli to'plarnning ixtiyoriy qisrn to'plami chekli yoki sanoq- 

lidir.

Isbot. Aytavlik A sanoqli to'plam, B  esa uning qism to'plami bo'lsin, 

ya’ni A — {(11,(12; • • • i «n. • • •} • A  niug B  ga tegishli elementlari anv a„2, . .. 

lar bo'lsin. Agar n - j , ... sonlar ichida eng kattasi mavjud boisa, u holda 

B  chekli to'plam bo'ladi, aks holda sanoqli to'plam bo'ladi, chunki uning 

elementlari natural sonlar hilan nomerlangan. A

3.2-xossa. Chekli yoki sanoqlita sanoqli to ‘plamlar btrlashmasi yana sanoqli 

to ‘plamdir.

Isbot. Aytaylik A\, A2, • - • sanoqli to'plamlar bo'lsin. Bu to‘plamlarni o'zaro 

kesishmasin deb talab qilamiz. Talabimiz o'rinli, chunki aks holda /lj, A 2VI.1, 

A 3\ (A i U A2), A 4\(A j U A2 U A 3) , . . .  to'plamlar o'zaro kesishmaydi, har 

biri ko'pi bilan sanoqli elementga ega va bu to'plamlar yig'indisi Ai, A2, ...
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to‘plamlar yig'indisiga teng. Qaralayotgan A 1.A 2, ___to'plamlarning hamma

elemeutlarini quyidagi cheksiz jadval ko'rinishida yozamiz:

Bu yerda birinchi satrda Ay to'plam elementlari jovlashgan, ikkinchi safcr- 

da A 2 to'plam elementlari joylashgan va hokazo. Endi jadvalning barcha el- 

ementlarini diagonal bo'yicha nomerlab chiqamiz, va’ni birinchi element deb 

(in ni, ikkinchi element deb a\2 ni, uchinchi element deb «21 ni, to'rtinchi 

element deb 031 ni, beshinchi element deb a22 ni, oltinchi element deb «13 

ni va hokazo, ya’ni quyida strelka bilan ko'rsatilgan tartibda harakat qilib, 

nomerlab chiqamiz:

« 1 1  ► « 1 2  « 1 3  — >  « 1 4 J - - -

/  /  S  /
« 2 1  a j 2  f l B  « 2 4 » - - -

1 /  /  /
ffll a32 asi

« 4 1  « 4 2  « 4 4 »  -  -

I

Umuman olganda amn element (m + 1)  • (n + 1) dan oshmagan nomerga ega 

bo‘ladi. Ravshanki, bu qoida bo‘yicha tartiblashda

OO
A =  \ j A n

n= l

to'plamning bar bir elementi aniq bir .nomerga ega bo‘ladi. Demak, jadval 

ko'rinishida tasviriangan A  to'plam va natural sonlar to‘plami 0‘rtasida o‘zaro 

bir qiymatli moslikni ko'rsatilgan usulda o'rnatish mumkin. A

3.3-xossa. lia r qanday cheksiz to'plam sanoqli qism to'plamga ega.

Isbot. Aytaylik, M  cheksiz to'plam bo'lsin. Undan ixtiyoriy a\ elementni 

tanlaymiz. M  cheksiz to'plam bo'lgani uchun unda a% dan farqli o2 elementni 

tanlash mumkin. undan keyin « j  va a2 dan farqli a:i elementni tanlaymiz, M  

cheksiz to'plam bo'lgani uchun bu jarayonni cheksiz davom ettirish mumkin. 

M  cheksiz to'plam bo'lganligi uchun har bir element tanlanganidan keyin
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unda cheksiz ko'p element qoladi. Natijada A  =  { a j , 02, . . . , cin, .• . }  sanoqli- 

qism to'plarnga ega bo'lamiz. A

Bundan, sanoqli to'plamlar cheksiz to'plamlar ichida eng minimali bo'ladi 

deb aytish mumkin.

3.3. Ekvivalent to 'p lam lar. U yoki bu cheksiz to'plamiarni natural son- 

lar to'plami bilan taqqoslash natijasida sanoqli to'plam tushunchasiga keldik. 

To'plamiarni nafaqat natural sonlar to'plami bilan taqqoslash mumkin, balki 

ixtiyoriy ikki to‘plamni ular o‘rtasida o‘zaro bir qiymatli moslik (biyeksiva) 

o'matish bilan taqqoslash mumkin.

3.2-ta’rif. Sanoqli ho'bnayan cheksiz to ‘plant sanoqsiz to ‘plum deyiladi.

3.3-ta’rif. Agar A va B  to'plamlar o'rtasida biyektiv moslik o'matish 

mumkin ho ‘Isa, u holda ular ekvivalent to ‘plamlar deyiladi, va A  ~  B  shaklida 

helgilanadi.

To'plamlaming ekvivalentligi tushunchasini ham chekli to'plamlar, ham 

cheksiz to'plamlar uchun qo'llash mumkin. Ikkita chekli to'plam ekvivalent 

bo'lishi uchun ularning elementlari soni teng bo'lishi zarur va yetarlidir.

Endi sanoqli to'plam tushunchasini boshqacha ta’riflash mumkin: agar to'p- 

lam natural sonlar to'plamiga ekvivalent bo'lsa, u sanoqli. to ‘plam deyiladi. 

Ishonch hosil qilish qiyin emaski, agar ikkita to'plam uchunchi to'plamga ek

vivalent bo'lsa, ularning o'zlari ham ekvivalentdir, xususan, ixtiyoriy ikkita 

sanoqli to'plamlar ekvivalentdir.

3.4. Ixtiyoriy ikkita [a, b] va [c, d\ kesmalardagi nuqtalar to'plamlari ek- 

vivalentligini isbotlang. B11 yerda a < b , c <  d deb faraz qiiinadi.

Isbot. [a, b\ va [c, d] kesmalar o'rtasidagi biyektiv moslik 3.1-chizmadan 

ham ko'rinib turibdi. Bu to'plamlar o'rtasida biyektiv moslikni

<p : [a, 6] - *  [c, d\, ip(x) =  — a) +  c

orqali o'matish mumkin. 99 ning biyektiv moslik ekanligi 2.9, 2.10-misollardan



kelib chiqadi.

3-T-chiiîma

3.5. Sonia,r o‘qi M va (0, 1) interval ekvivalent to'plamlardir. Bu to'plamlar 

o'rtasida biyektiv moslikni

1 1
у =  —aretgrr +  -

7Г 2

funksiya yordamida o'rnatiah mumkin.

Cheksiz to‘pjamlarga oid misollarni o'rganish jarayonida ko'rdikki, ba’zida 

cheksiz to'plamlar o'zining biror xos qism to'plamiga ekvivalent bo'ladi. Masa- 

ian, butun sonlar to'plami va natural sonlar to'plami ekvivalent, sonlar o‘qi 

esa (0, 1) intervalga ekvivalent.

Bu holat faqat cheksiz to'plaralarga xosdir. Haqiqatan, 3.2-banddagi 3.3- 

xossada ko'rilgan cheksiz M  to ‘plam va uning {ö i, a2, ■ - ■, an, . . . }  =  A  sanoqli 

qismini qarayiik. Bu A  to'plamni A\ — { a i , ß3, .. . • • •} va A 2 =  

{®2: a4, - ■ • > a2m ■ ■ } qism to'plamlarga ajratamiz.

3.6. M  va M \ A 2 to'plamlarni ekvivalent e'kanligini isbotlang.

Isbot. ,4 va A i to‘plamlar sanoqli bo'lgani uchun, ular ekvivalentdir. 

Shuning uchun ular o‘rtasida <p : A  —> A% biyektiv moslik mavjud. Bu 

moslikni undan kevin =■ M  va A i { J ( M \ A )  — M \ A 2 to‘pi aul

lar ga quyidagicha davom ettirish mumkin, ya’ni M \ A  to'plamning bar bir
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ф : М  M\/i2, ф (х) —

ulementiga o‘zi mos qo‘yi!adi, ya’ni

<p(x), agar x  s  A  

X,  agar x  e  M \A  

Shunday qiiib. M  va M \A 2 to'piamîar o‘rtasida biyektiv mosiik o‘rnatiidi. 

Lekin M  va M \A 2 to‘plamlar teng emas. ammo ular ekvivaient. A

Natijada biz quyidagi tasdiqqa cga bo'lamiz.

3.1-tasdiq. Jxtvyoriy cheksiz to ‘plarn o'zining biror zos qism to ‘plamiga 

ekvivaient bo‘ladi.

M ustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar

1 . 0 ‘zbekistondagi barcha talabalar to'plami sanoqlimi?

2 . Barcha misional sonlar to'plami sanoqlimi?

3. Ayirmasi chekli, keshishmasi sanoqli bo’lgan A va B sanOqli to'plam- 

larga misol keltiring.

4. Sirnmetrik ayirmasi sanoqli. kesishmasi chekli bolgan A  va В  sanoqli 

to ‘plamlarga misol keltiring.

5. A  va B  sonli to'plamlaming arifmetik yig'indisi deganda

С  — {с  : с — a +  b, a £ A, b € B } to'plam tushuniladi. Agar A va В  

to ‘plamlar sanoqli bo‘Isa, ularning arifmetik yig‘i.ndm harn sanoqli bo‘ti~ 

shini isbotiang?

6 . sin x =  0,5 tenglamaning barcha haqiqiy ildizlari to'plami sanoqlimi?

7. Barcha misional koeffitsiyentli ko‘phadlar to'plami sanoqli ekanligini is

botiang.

8 . Agar Ç son biror misional koeffitsiyentli ko‘phadning ildizi bo'lsa, Ç 

algebraik son deb ataladi Algebraik sonlar to'plamming sanoqli ekanligini 

isbotiang.
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9. Agar A to ‘plain, B  ga, B  to ‘plain C  ga ekvivalent 00‘Isa, v. holda A  

to ‘plam C  ga ekvivalent bo ‘lishini. isbotlang.

10. To‘plam),af o'rtasida kiritügan ekvivalentlik rnunosabati re.fleksiv, sim- 

metrik va iranzitiv bo ‘lishini. isbotlang.

4~§. H aqiq iy sonlar to ‘plamining sanoqsizligi

Oldingi paragrafiarda sanoqli to'plamlarga misollar qaradik va cheksiz fco'p- 

iamlaming ayriin xossalari bilan tanishdik. Quyidagi savol paydo bo'Iishi tabi- 

iydir: umuman oiganda sanoqli bo'lmagan cheksiz fcrplamlar mavjudmi? Bu 

savolga ijobiy javob quyidagi teoremada keltirilgan.

4.1-fceorema. [0, 1] kesrnadagi haqiqiy sonlar to ‘plami sanoqsizdir.

Isbot. Faraz qilaylik, [0. 1] kesmada yotuvchi (baxcha yoki ba’zi bir) 

haqiqiy sonlardan tuzilgan { « 1, 03, •••} =  A  sanoqli to'plam berilgan 

bo'lsin. U holda

«1 =  0, anai2«i3.. . «in . . . .

Ü2 =  0, «21 «22«23 • • • « 2n • • • ,

«3 =  0, «31«32«33 • • • «3n ■ • •,

(l,n — 0, CinlClnlO'n'i ■ ■ ■ ann • • • > (41 )

Bu yerda an, — 04 sonning k— chi o‘nli raqami. Endi 0 va 9 raqamlarga 

texig bo'lmagan bi, 62, . . . ,  bn, .. .  raqamlar ketma-ketligiui quyidagi usulda 

tanlaymiz: bi raqarn an ga. teng emas, 62 raqam «22 ga teng emas, 63 

raqain «33 ga teng emas va bn raqam ga. teng emas va hokazo. Tan- 

langan bi, 62, . . .  A i - "  raqamlar yordamida [0, 1] ga tegishli bo'lgan fi =

0, bil^bÿ .. .  bn . . .  kasrni aniqlaymiz. Aniqlanishiga ko‘ra, ¡3 son « 1, « 2, . . . ,  

a« , .. .  kasrlarning birortasiga ham teng emas, chunki /3 kasr a-i kasrdan ver- 

guldan keyingi birinchi raqami bilan, «2 dan verguldan keyingi ikkinchi raqami
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bilan va hokazo an dan verguldan keyingi n  raqanl! bilan farq qiladi. Shun- 

day qilib, [0, 1] kesma elementlaridan tashkil topgan hech bir sanoqli to'plam 

[0. 1] ni to'iiq qoplay olmaydi. A

4 . l - t a ’rif. [O, 1] kesma va unya ekvivalent bo ‘Igan to ‘pïamlar kontinuum 

quvvütli to ‘plamîar deyiladi.

Shimday qilib, [0, 1] kesma sanoqsiz bo'lgan to'plamga misol bo'ladi. En- 

di [0, 1] kesmaga ekvivalent bo'lgan, ya’ni kontinimm quvvatli to'plamlarga 

misollar keltiraraiz.

4 ,1-misol. [0, 1] kesina va (0, 1)  intervalning ekvivalent to'plamlar ekan- 

ligini isbotlang.

ïshot. Biining uchun (0, 1) dan A  =  { « j ,  Qy, ■ -., «n, • • }  sanoqli qism 

to'plamni ajratamiz va undan foydalanib. A i — { 0, 1 , ai, « 2,. • •, On, • • •} C 

[0, 1] to'plamni quramiz. Ushbu

Kp : [0, 1] -+ (0, 1), <p(x) =;x,  1 6  [0, 1] \At

9?(0) — Cil, ¥ (̂1) =  a'2: ~ ®n+2) ^ — 1

akslantirish [0, 1] va (0, 1) to'plamlar o'rtasida biyektiv moslik o'rtiatadi.

4 .2 . 3.4-misolga asosan [0, 1] kesma ixtiyoriy [a, 6] kesmaga va (a, b) 

inl,<TVHlgtt okvivftlcnl; bo'ladi, ya’ni [a, /»] va (a, b) to'plamlar ham sanoq- 

wl'/di 1,

4.3. 3.Í» va 4.1-inisollardan sonlar o'qidagi barcha nuqtalar to'plami [0,1] 

kesmaga ekvivalent ekanligi kelib chiqadi.

4.4. Tekislikdagi barcha nuqtalar to'plami, sfera sirtidagi nuqtalar to'plami, 

uch o'ichamli fazodagi nuqtalar to'plami, sfera ichidagi nuqtalar to'plami va 

hokazo to'plamlarga misol keltirish mumkinki, ularning har biri [0, 1] ga ek- 

vivalentdir.

4.5. Tekislikdagi hamma to'g'ri chiziqlar to'plami [0, 1] kesmaga ekviva- 

lentdir.
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4.6. Bit yoki bir nechte o'zgaruvchining uzluksiz funksiyalari to'plami ham 

[0, 1] ga ekvivalentdir.

Sonlar o'qida murakkabroq kontinuum quvvatli to‘p!amga rnisol qaraymiz. 

Qaralayotgan bu to'plam Kantor to'plami, yoki Kantor mukämmal to'plami 

nomi bilan taniqli.

4.7. Kantor to'plamini kontinuum quwatii ekanligini ko'rsating.

Yechish. Kantor to'plami quyidagicha quriladi. E  — [0, 1] bo'lsin. Un-

=  Ky intervalni chiqarib tashlaymiz, qolgan yopiq to'plamni b\dan
1 2
_ j —  i —  j.* .y  n iu o i v a i i i i  v-iin -jcii; u  i c iö in a y  iiii/ j, i>\j  j. ]_

-1 n  /7 8 ' 
v9’ 9/ V<i \9’ 9, 

tashlaymiz. ularning birlashmasini K 2 orqali, qolgan yopiq to'plamni. ya’ni

bilan belgilaymiz. Keyin t\  dan intervallarni chiqarib

F i\K 2 = 0, | | I 2 1 ! | |
U  ¡9 ’ 3J U

2 7
|3’ 9 u 9’

to'plamni F2 bilan (4.1-chizma) belgilaymiz. Bu to'rtta kesmaning har biri 

teng 3 qismga bo'linib, o'rtadagi uzunligi 3-3 teng bo'lgan interval diiqarib 

tashlanadi. Chiqarib tashlangan

1  JL
27' 27

25 26 
27' 27

(4.2)

to'plamni K 3 bilan ui esa F$ bilan (4.1-chizma) belgilaymiz. Bu

jaravonni cheksiz da,vom ettirib, yopiq to'plamlarning kamayuvchi Fn ketma- 

ketligini hosil qilamiz. Agar
OO

K  =  n  > »
n=l

deb belgilasak, K  yopiq to'plam bo'ladi. U [0, 1] kesmadan sanoqli sondagi 

Ky, K 2, ■ ■ ■ K n, . ..  intervallarni chiqarib tashlash natijasida hosil bo'ladi. Hosil 

bo'lgan K  to ‘plam Kantor to'plami deyiladi.

Endi K  to'plamningstrnkturasini o'rganamiz. Ravshanki, [0, 1] kesmadan 

chiqarib tashlangan intervallarning oxirlari bo'lgan

1 2  1 2  7 8
0, 1 ,

’ 3’ 3’ 9 ’ 9 ’ 9 ’ 9 ’ 
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nuqtalar К  ga tegishli bo'ladi. Biroq К  t.o‘plam faqat shu nuqtalardan iborat 

«mas. [0, 1] kesmadagi К  ga tegishli bo'lgan miqtalarni quyidagicha xarak- 

terlash mumkin. Buning uchun [0, 1] kesmadagi har bir x  ni uchlik sistemada 

yozamiz:
«1 , a2 . °:i . . an ,

^ " " 7  F  F

bu yerda an sonlar 0, 1 va 2 raqamlardan birini qabul qilishi mumkin. 0 ‘nli 

kasrlar holidagidek bu yerda bam ba'zi sonlami ikki xil koVmishda yozish 

mumkin. Masalau,

1 1  0 0_ _  0 JL 1
3 -  3 +  ^  +  • • • +  3„ +  32 +  ••• +  —  +  •••

1/3 2/3

1/9 2/9 1/3 2/3 7/9 8/9

I—I—I—t------ 1—I l-H--------------------i—t—1—I------ 1—I—)—I
0  ± i .  1 2 i  A  1 1  19 M  Z  S 2 5 2 6 .1

27 27 9  9  27 27 5  3  27 27 9  9  27 27

4.1-chizîïia

Er¿di К  to‘plamga tegishli soniarning uchlik sistemadagi yoyilmasi haqida 

filer yuri tamiz. Ravshanki, intervaldagi soniarning uchlik sistemadagi

'1 2\ /7
yoyilmasida ai son aibatta 1 ga teng bo'ladi, -  1 va - 1  inter-

vallarga tegishli soniarning uchlik sistemadagi yoyilmasida «2 son aibatta 1
, . « , , / 1- 2 4 / 7  8 4  /19 20'

ga teng ЬоЪкп. Xuddi shunga о xshash f — , —  j , I — , —  I , I — , —

( 25 264
— , —  I intervaUarga tegishli sonlar uchun ularn’mg uchlik sisfcemada- 
27 27/

gi yoyilmalarida 0.3 son aibatta 1 ga teng bo'ladi va hokazo. Shunday qilib, 

ixtiyoriy x € [0, 1 ]\K  son uchun uning uchlik sistemadagi yoyilmasida qat-
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nasbuvchi « 1, a2, .. .a,n, . .. sonlarningkamida bittasi 1 ga teng. Aytilganmu- 

lohazalardan quyidagi xulosa kelib chiqadi: К  to'plamga kamida bir mul bi- 

lan uchlik kasr ko'rinishida tasvirlanuvehi shunday x  € [0, 1] sonlar kiradiki. 

ularga mos äj, a%, . . .  an, . . .  ketma-ketlikda 1 raqami biror marta ham uchra- 

maydi. Shunday qilib, bar bir x  € К  ucbuii

ai} a2, . . . a„ . . . .  (4.4)

ketma-ketlikni mos qo'yish mumkin, bu yerda an raqam 0 yoki 2 ni qabul 

qiladi. Bunday ketma-ketliklar to'plami kontinuum quwatli to!planmi tasbkil 

qiladi. Bunga ishonch hosil qilish uchun har bir (4.4) ketma-ketlikka

b i ,h ,  ■ ■ ■ ,bn, ■ ■ ■ (4.5)

ketma-ketlikni shunday mos qo'yamizki, agar an =  0 bo‘lsa, hn =  0 bo'ladi, 

agar a,n — 2 bo'lsa, b„ — 1 bo‘ladi. Har bir (4.5) ketma-ketlikni, [0, 1] 

kesmadagi biror x  sonning ikkilik kasr yozuvi deb qarasb mumkin. Shunday 

qilib, К  to‘plamni [0, 1] ga biyektiv akslantirishni olamiz. Bu yerdan К  

ning kontinuum quwatli to'plam ekanligi kelib clxiqadi. (4.3) ketma-ketlikdagi 

sonlar to'plaxui sanoqli bo‘lgäni uchun. ular К  ni toia qoplamaydi. Л

Biz ko'rsatdikki. К  kontinuum quvvatga ega, ya’ni [0, 1] kesrria bilan 

К  to'plam o‘rtasida biyektiv moslik mavjud. Bundan tashqari Kantorning 

mukainmal to’plami bir qator ajoyib xossalaxga ega. Masalan:

1) Kantor to‘plamining o'lchovi nolga teng (6.3-misolga qarang).

2) Kantor to‘plamining yakkalangan nuqtalari mavjud emas.

3) Kantor to‘plamining ichki nuqtalari mavjud emas.

4) Kantor to'plami [0. 1] kesmaning hech yerida zieh emas.

Bu xossalarni mustaqil isbotiashni o'quvchiga havola qilamiz.

Endi to'plamlax nazariyasidagi asosiy teoremalardan biri Kantor -Bern- 

shteyn teoremasini isbotlaymiz.
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4.2-teorema (Kantor Bemshteyn). Ixtiyoriy A va B  cheksiz to'plamlar 

behlgan bo‘hin. Agar A  to 'plamni B  to ‘plarnning By qism to ‘plamiga biyek- 

tiv akslantiruvchi f  akslantirish va B  to'plamni A. to'plarnning A i qism 

to ‘plamiga biyektiv akslantimochi g akslantirish rnavjud bo‘Isa, u holda A va 

B to'plamlar ekvivalentdir.

Isbot. Umumiylikni chegaralamasdan, A va B  to'plamlar kesisbmaydi 

deb faraz qilishimiz mumkin. Ixtiyoriy x — -x0 6. A  elementni olamiz va 

{ x „ }  ketma-ketlikni quyidagicha aniqlaymiz. Agar B  to'plamda g (x ) — xq 

shartni qanoatlantiruvchi x  element mavjud bo'lsa, uni xy deb belgilaymiz. 

Agar A. to'plamda f ( x )  — xy tenglikni qanoatlantiruvchi x  element mavjud 

bo‘lsa, uni 3*2 deb belgilaymiz. Aytaylik xn element aniqlangan bo'lsin. Agar 

n juffc boisa, u holda xn+y orqali B  dagi ahunday elementni tanlaymizki (agar 

bunday element mavjud bo'Isa), xn — g (xn+l) shart bajarilsin, agar n toq 

boisa, xn+y—A. dagi sbunday elementki (agar u mavjud boisa), / (xn+i)  =  x„ 

shart bajarilsin. Bu yerda ikki hoi at sodir bo‘lishi mumkin.

1. Biror n  da ko'rsatilgan shartlami qanoatlantiruvchi x n+x element mav

jud bo'lmaydi. Bu holda n nomer x  elementning tariib soni deyiladi.

2. Cheksiz { x n}  ketma-ketlikka ega bo'lamiz. Bu holda x elementning 

tartibi cheksiz deyiladi.

Endi A  to'plamni uchta to'plamga ajratamiz. Juffc tartibli elementlardan 

tashkil bo'lgan qism to'plamni Ab  orqali, toq tartibli elementlardan tashkil 

bo'lgan qism to'plamni Aq  orqali va cheksiz tartibli elementlardan tashkil 

bo'lgan qism to'plamni A j  orqali belgilaymiz. B  to'plamni ham xuddi shun- 

day Be , Bp va B j qismlarga ajratamiz. Tushunish qiyin emaski, f  akslan

tirish A e  ni Bp ga va A j  ni B j  ga akslantiradi, g~l akslantirish esa Ap 

ni B e  ga akslantiradi. Shunday qilib, Ae  U A i  da / ga teng va Ap  da g~l 

ga teng ip akslantirish A  to'plamni B  to'plamga biyektiv akslantiradi. A



4.1 T o ‘plam quvvati tushunchasi. Agar ikkita cliekli to‘plain ekviva

lent bo‘lsa, ularning element,la,ri soni teng bo'ladi; Agar A  va B  to'plamlar 

ekvivalent bo‘lsa, u holda ular bir xil quvvatga ega deyiladi. Shunday qilib, 

quvvat ixtiyoriy i'kki ekvivalent to'plamlar uchun unmmiylik xusüsiyatidir. 

Chekli to'plamlar uchun quvvat tushunchasi odatdagi to'plam elementlari soni 

tushunchasi bilan ustma-ust tushadi. Natural sonlar to'plami va unga ekviva

lent to'plam quvvati uchun (alef nol deb o'qiladi) belgi ishlatiladi. [0, 1] 

keamadagi barcha haqiqiy sonlar to'plamiga ekvivalent to'plamlar haqida, ular 

’¡continuum quvvat ga ega deb gapiradilar. Bu quvvat uchun c yoki H simvol 

ishlatiladi. Kq va c orasida quvvat mavjudmi degan savol juda chuqur muam- 

mo hisoblanadi. Analizda uchraydigan cheksiz to'plamlarning deyarli barchasi 

yoki H0 > Y°ki c quvvatga ega.

M ustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar

1. Sonlar o ‘qidagi oxirlari ratsional bo'lgan barcha iniervallar to ‘plarnining 

sanoqli ekanligini isbotlang.

2 . Tekislikdagi ratsional koordinatali nuqtalar to ‘plarnining sanoqli ekanli

gini isbotlang.

3. Ixtiyoriy cheksiz M  va sanoqli A  to ‘plamlar uchun M 'ü A  ~  M  muno- 

sabatni isbotlang.

4. Ikkita har xil cheksiz o ‘nli kasrli yoyihnalarga ega bo'lgan sonlar to ‘p- 

lamining sanoqli ekanligini isbotlang.

5. Barcha irratsional sonlar to ‘plarnining sanoqsiz ekanligini isbotlang.

6. Barcha irratsional sonlar to ‘plarnining kontinuurn quvvatga ega ekanli

gini isbotlang.
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7 . Koordinata boshidan o ‘tuvchi barcha to ‘g ‘ri chiziqlar to ’plami [0, 1] 

to ‘planiga ekvivalmtmi?

5~§. To'plarnlar sistemalari

5.1. T o ‘plam lar halqasi. Elementlari to'plamlardan iborat to'plam to ‘p- 

lamlar sistemasi deyiiadi. Biz asosan oldindan berilgan X  to'plamning qism 

to'plamlaridan iborat sistemalarni qaraymiz. To'plarnlar sistemalarini belgi- 

lash uchun biz gotik alifbosining bosh harfiaridan foyda.iana.miz. Bizni asosan 

to'plamlax ust.ida.gi ba’zi amailarga nisbatan yopiq bo'lgan sistemaiar qiziqti- 

radi.

5.1-ta’rif. Agar ©  to'plarnlar sistemasi simmetrik ayirma va kesishma 

amaliariga nisbatan yopiq. ya’ni ixtiyoriy A, B  € ©  to ‘plamlar uchun 

A A B  € ©  va A (~ )B  € G  ho‘Isa, u holda & to'plarnlar sisternasiga halqa 

deyiiadi.

To'plarnlar halqasi quyidagi xossalarga ega.

5.1-xossa. Agar & to'plarnlar sistemasi halqa ho ‘Isa, u holda ©  birlashma 

va ayirma amaliariga nisbatan ham yopiq bo'ladi.

Isbot. Ixtiyoriy A, B  to'plarnlar uchun A U t í  =  ( A A B ) A ( A  fl B)  va 

A\tí — A A ( A  fl B)  tenghklar o'rinli. Bu tengliklardan hamda 6  sistema 

halqa ekaniigidan A  U B e  ©  va. A\B  € 6  munosabatlar kelib chiqadi. 

Demak, halqa birlashma va ayirma amaliariga nisbatan ham yopiq sistema 

bo'lar ekan. A

5.2-xossa. Agar ©  to'plarnlar sistemasi halqa bo‘Isa, u holda 6  chekli 

sondagi birlashma va kesishma amaliariga nisbatan ham yopiq bo’ladi

Isbot. Agar ©  to'plarnlar sistemasi halqa. bo'lsa, u holda, 5.1-xossaga ko'ra 

©  sistema o'zining A i va A2 to'plamlaxi bilan birgalikda ularning birlashmasi



va kesishmasini hará saqlaydi. Chekli indukt.iv qadamdan keyin & sistema
n m

C  =  [J Ak, D = f ) B k, A k, B k £ &  
k- 1 1

ko‘rinishdagi ixtiyoríy chekli yig‘indi va kesishmani ham o'zida saqlashi kelib 

chiqadi. Ushbu y4\,A =  0 tenglik ko'rsatadiki, har qanday halqa o'zida bo‘sh 

to'plamni saqlaydi. Faqat bo'sh to‘plamdan iborat sistema mumkin bo'lgan 

halqalar ichida. eng minimali bo'ladi. A

Agar 6  to‘plamlar sistemasida shunday E  £ &  to‘plam mavjud bo‘lib, 

ixtiyoríy A  € 6  uchun A D E  =  A  bo‘lsa, E  to'plam 6  sistematiing bir- 

lik dementi yoki biri deyiiadi. Sistemaning Inri deganda shu sistemadagi 

maksimal to ‘plain tushuniladi. Hamma sistema-lar ham maksimal tc/plamga 

ega bo'lavermaydi. Masalan, natural sonlar to‘plamining barcha. chekli qism 

to‘plainlaridan iborat sistemasida maksimal to‘plam mavjud emas.

5.2-ta’rif. Birlik elementga ega bo'lgan toylamlar halqasi algebra deyiiadi.

5.1-misol. Ixtiyoríy A  to*plam uchun uning barcha qism to'plamlaridan 

tuzilgan sistema, biri E  =  A  bo'lgan algebra bo'ladi.

5.2. Ixtiyoríy A  to'plam uchun uning barcha chekli qism to‘plamlaridan 

uzilgati sistema, halqa bo‘ladi. Bu balqa algebra bo'lishi uchun A  chekli to‘plam 

bo‘lishi zarur va yetarli.

5.3. Ixtiyoríy bo'shmas A  to'plam uchun A  va 0 to'plámlardaii üzilgan 

{A , 0 } sistema, biri E "=  A  bo'lgan algebra boíadi.

5.4. Sonlar o'qidagi barcha chegai'alangan tolplamlar sistemasi halqa bo'ladi, 

ammo algebra bolmaydi.

5.1-teorema. Ixtiyoríy {Oto} halqalar istemasi uchun ularning kesishmasi 

y ana halqa bo'ladi.

Isbot. A, B £ ÍH =  f l  Sta bo‘lsin, u holda ixtiyoríy a da A, B £ ÍKa
a

bo'ladi. halqa bo'iganligi uchun A A B  £ 9ia, A fí B  £ ÍH*. U holda 

A A B  £ va A  n B  £ 3t. A
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5.2-teorema . ¡xtiyoriy bo'shmas ©  to ‘plamlar istemasi uchun ©  ni o ‘zi

elet saqlovchi va 6  ni saqlovchi barcha 91 halqalarda saqlanuvchi yagona 

9Jt (© ) minimal halqa mavjud.

Isbot. Dastlab A' =  (J /1 to'plamni uzamiz, Ma’luinki, X  to'plam- 
Ae&

niiig bardia qism to'plamlaridati tuzilgan 91(A) sistema algebra bo'ladi, 

ya’ni xususiy holda halqa bo‘ladi vá ©  ni o'zida saqlaydi. Demak, 6  ni 

saqlovchi kamida bitta halqa mavjud ekan. Endi ©  ni o ‘zida saqlovdii ha,ru

ma 91 halqalar sistemasini bilan belgilayrniz. Isbotiangan 5.1-teoremaga

ko‘ra &  =  H  !H sistema halqa bo'ladi va ©  ni o'zida saqlaydi. Ravshanki, 
íkce

izlanayotgan sistema ®  ga teng. Haqiqatan ham, ©  ni o‘zida saqlovdii ixti- 

yoriy 91* halqani qarasak, kesishma 9 t*r ]2 l(X ) ham sistemad agi halqa 

bo'ladi, demak 23 c  91*. Shunday ekan, 93 haqiqatan ham, minimallik ta- 

labini qanoatlanfciradi. Bu halqa ©  sistema ustidagi minimal halqa deyiladi 

yoki ©  dan hosil qilingan minimal halqa deyiladi va 971 (6 ) simvol hilan 

belgila.na.di. A

5.2. T o ‘plam lar yarim  halqasi. Ko'pginamasalalarda, masalan, o'lchov- 

lar azariyasida halqa tushunchasi bilan birgalikda unga nisbatan umumivroq 

bo'lgan to'plamlax yarim halqasi tushunchasi ham muhiin ahamiyatga ega.

5.3-ta’rif. Agar ©  to ‘plamlar sistemasi quyidagi shartlami qanoatlantir- 

sa, unga yarim halqa deyiladi:

a) ©  bo‘sh to'plamni saqlaydi;

b) ©  to ‘plamlar kesishmasi amaliga nisbatan yopiq, y a ’ni A, B  € © 

munosabatdan A n  t í  e  6  munosabat keHb chiqadi;

c) A  € ©, At € ©  va, A i C A ekanligidan ©  sisternaning o ’zaro ke-
n

sishmaydigan A2, - . . , A n cheklita elementlari mavjud bo‘libr A\Ai =  (J Ak
h-2

tasvir o ‘rinli bo iadi.

Agar A  to'plam o'zaro kesishmaydigan A i, A2, . . An to'plamlar birlash-
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maridan iborat bo'lsa, bu biríaahma A  to'plamning che.Mi yoyilmasi deyiladi.

Ixtiyoriy &  to'plamlar halqasi yarim halqa bo‘ladi, chuiiki A va A i (A i C 

A)  to'plamlar 0  ga tegishli bo:lsa, u holda A2 =  -4\.4i € 6  bo!iib, A =  

Ai  U Ai  chekli yoyilma o'rinli bo'ladi. Demak, liar qanday halqa yarim halqa 

boiar ekan. Quyida biz shunday yarim halqaga misol keltiramizki, u halqa 

bo‘la olmaydi.

5.5. Sonlax o'qidagi barcha. [a, b) yarim ochiq intervaJlax sistemari -  6  

yarim halqa bo'lishini isbotlang.

Isbot. ©  bo‘sh [a, a) =  0 to'plamni saqlaydi. ©  to'plamlar kcsishmaai 

amaliga nisbatan yopiq, ya’ni [a,b), [c,d) e  ©  inunosabatdan [a, b) pj[c, d) € 

©  munosabat (5.1-chizma) kelibchiqadi. [a, b) € ©, [ai, bi) € 6  va [ai, bi) C 

[a, b) ekanligidan [a, í»)\[ox, &i) =  [a, a i) b) tasvir o'rinli hamda [a, ai) 

va [&i, b) lar ©  ga (5.2-chizma) qarashli. Demak, 0  yarim halqa bo'ladi. A

[a,6)n[c,d)= [c.i) 

a c b d

5.1-chizma

5.6. 5.5-misolda keltirilgan ristemaning halqa bo'la olmasíigini isbotlang.

Isbot. Buning uchun ©  sistemaning to'plamlar simrnetrik ayinnasi ama- 

liga nisbatan yopiq emasligini ko'rsatish yetarli. ©  sistemadan olmgan A =  

[0, 5) va, B — [1, 3) to'plamiarning simrnetrik ayirmarini qaxaymiz. Bu hoi- 

da. A A B  =  [0, 1) U[3, 5) (5.2-cliizma) bo'lib, u ©  sistemaga qarashli emas. 

Demak, ©  sistema halqa bo'la olmaydi. A

[a.WXtajA) = la.aj U [¿L,i)

-----[,----------- 1--------- )»“------- H—
a % ¿i b

5.2-diizma

Endi yarim halqaiaming ayrim xossaiaxi bilau tanishib chiqamiz.
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5.1-lemma. 6  yarim hdqadan A  to'plam va o'zaro kesishmaydigan A lf 

A2, ■ • •, A n to ‘plamlar olingan bo 'lib, 'darning har bin A to ‘plamda saqhnsin. 

U holda A i, A2, . . . ,  A„ to'plamlami A„+i , .. i, A s € ©  to ‘plamlar bilan A
S

to ‘plamning chekli yoyihnasiqa qadar toHdirish mumkin, y a’ni A =  U  At-
, k=1

Isbot. Lemrnani matematik induksiya metodi bilan isbotlaymiz. n — 1 

bo'lganda tasdiqning to‘g‘ri ekanligi yarim haiqa ta'riiidan bevosita. kelib chiqa- 

di. Faraz qilaylik, bu tasdiq n — m  uchim ham to‘g‘ri bo'lsin. Endi n — 

m +1  ta A i, A2, . . . ,  Am+i to‘plamni qaraymiz, ular iemina shartlarini qanoat- 

lantirsin. Farazimizga ko‘ra, n — rn da

A  — A\ U A 2 U ... U Am U B\ U .. . U }J.p (5.1)

tasvir o'rinli. Buyerda B i , .. ., Bp to'plamlar 6  yarim halqaga qarashli. (5.1) 

tenglikdan A m+i C B% U B2 U . . .  Bp ekanligi kelib chiqadi. Agar Bqj — 

A m+1 <~l Bq, q — 1, 2,. . .  ,p  desak, u holda A m+1 -  Bn  U B21 U ... U Bpl 

tenglik o'rinli. Aniqlanishiga ko‘ra Bqi C Bq boladi. Yarim halqa ta’rifiga 

ko‘ra Bq\Bq i to'plamni o'zaro kesishmaydigan Bq 2, . . Bqrq e  ©  to'plamlar- 

ning chekli yoyiimasiga yoyish mnmkin, ya’ni Bq\Bql — B q2 U ••• U Bv  . 

Ravshanki, (5.1)tenglikka ko'ra quyidagi

A  =  A i U A2 U • • • U Am U A m+1 U U ( U Bqj
q= 1 \ j=2

chekli yoyilma o'rinli bo'ladi. Shunday qilib, n =  m +  1 bo'lganda lemma 

tasdig'i to'g'ri ekanligi isbotlandi. Shunday ekan, ixtiyoriy n da lemma tasdig'i 

o'rinli. A

5.2-lemma. ©  yarim halqadan olingan har qanday cheklita A i, A2, . . . ,  An 

to'plamlar sistemasi uchun ©  da shunday o'zaro kesishmaydigan cheklita 

B i, to ‘plarrdar sistemasi mavjudki, har Mr Ak to ‘plain B i, . . . ,B t  

to ‘plainlardan ba ’zilari yordamida

A k -  (J  B s, Mk C {1,2,
seMk
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yig'indi ko 'rinishida tasvirlanadi.

Isbot. Bu lemmani ham rnatematik induksiya metodi bilan isbotlaymiz. 

Agar n =  1 bo'lsa, lemma isboti ko'rmib fcuribdi, chunki bu holda t =

1, B i =  A\. Faraz qilaylik, lemma tasdig'i n  =  m  bo'lganda o'rinli bo'lsin. 

Endi lemma tasdig'ining n — rn+ 1 uchun to'g'xiligini ko'rsatamiz. 6  danix- 

tiyoriy ravishda A\, A 2, ■.., A m. A m+i to'plamlarni olarniz. Farazimizga ko'ra, 

shunday cheklita o‘zaro kesishmaydigan B i, - . Bt to'plamlar mavjudki,

A\, A 2, . . . ,  Am to'plamlar uchun

Ak =  [J  Bs, k e  { 1,2, . . . ,  m }
seM k

chekli yoyilmalar o'rinli va M k c  (1., 2 , .  Endi

B$i — Am+i D Bs, s € {1 ,2, . . .  , t }

belgilashlami kiritamiz. 5.1-lemmaga ko'ra quyidagi chekli yoyilma o'rinli

<i
A m+l =  B u U  B21U . • ■ U BU U U ^  € 6 , p =  1 , 2. . . . ,  g. (5.2)

j>=i

Yarim halqa ta’ritiga ko'ra esa

B„ =  B sl U B ,2 U ... U B, f„  B sj e  6 ,

chekli yoyilmalar o'rinli. U holda k — 1 , 2, ,  m , bo'lganda

/»

Ak ~ LJ U
seM k j = i

chekli yoyilmalar o'rinli va

Bsj, Bp, 1 <  s <  t, 1 <  j  <  f 3, 1 <  p <  q

to'plamlar o'zaro kesishmaydi. Shunday qilib, BSJ, B'p to'plamlar sistemasi 

A \,. . . ,  Am, Am+i to'plamlar uchun lemma shartlarini qanoatlantiradi. A
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5,3. Yarim  halqadan hosil qilingan halqa. 5.1-bandda ko'rdikki, ix~ 

tiyoriy ©  sistema uchun uni o'zida saqlovchi yagona minimal halqa inavjud. 

Ammo ixtiyoriy ©  sistema uchun £51(6) ni ©  bo'yicha hosil qilish ancha 

murakkabdir. Agar ©  sistema yarim halqa bolsa, 9R (6 ) ni hosil qilish to‘liq 

sha.rhianisiii mumkin. Ya’ni quyidagi teorema o‘rinli.

5.3-teorema. Agar 6  yarim. halqa bolsa, u holda 971(6) minimal halqa
n  

Aje to ‘plamlar (Ak € © ) bo'yicha A  — (J Ak cheMi yoyUmaga ega bo‘lgan
k= I

A  to ‘plarnlarriing X  sistemasi bilan ustma-ust tnshadi..

Isbot. Dastlab X  sistemaning halqa ekanligini ko'rsa,tamiz. Agar A va t í  

lar X  ga tegishli boigan ixtiyoriy elementlar bo'lsa, u holda quyidagi chekli 

yoyilmalar o'rinli

n  m

A -  (J  Ai, t í  =  (J  t íh  Ai e  6 , t íj g  6 .

i - i  j —1

©  yarim halqa bo'lganligi uchun Cy =  Ai f ]  t í j G 6 . 5.1-lenunaga ko‘ra 

quyidagi chekii yoyilmalar ham o'rinli

m  n  S j

Ai =  U  C'y (J  (J  D ik- tíj  =  (J  Gij { J  (J  Efl, (5.3) 
j —1 k =  1 ¿=1 /=1

bu yerda Dik, ^ ji G ©• Hosil qilingan (5.3) tengliklardan A n  t í  va A A tí

to'plamlarmng chekli yoyilmalarga egaligi, ya’ni

n  m. /  n  Ti \  /  m  S j

^flS'UU«»' A* B = UU D*  U UlM- 
*=1 i —1 \*=1 k—1 )  \ i= l  l~l

va. demak, A n B  va A A B  laming X  ga tegishli ekanligi kelib chiqadi. Demak,

X  sistema halqa ekan va u ©  ni o'zida saqlaydi. Agar 971(6) sistema 6

ni o'zida saqlovchi minimal halqa boiisa, u holda ixtiyoriy A  G X  to'plam
n

A =  (J Ak, Ai G 6  chekli yoyilmagaega va 971(6) chekli yig'indiga nisbatan 
k=l

yopiq bo'lgani uchun A  G 971(6) bo'ladi, ya’ni X  C 971(6) . Demak, X  — 

971(6). A
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5.4. a - algebralar. Har xii masalalarda, xususan .o'lchoviar nazari- 

yasida, sanoqlita to'planrdar kesishmasi va yig'indisiiii qarashga to‘g !ri keladi. 

Shuning uchun, to'plamlar halqasi tushunchasidan tashqari, quyidagi tushun- 

chalami ham qarash maqsadga muvofiqdir.

5.4-ta’rif. Agar & to ‘plamlar halqasi undan olingan kdiyony A i, A2, 

An, .. .  to ‘plamlar ketma-ketligi hilan birgalikda. ulaming yig'indisi A =
OO
(J An ni ham o'zida saqlasa, u holda & sistemaga a - halqa deyiladi.

n—l
5.8-ta’rif. Agar & to ‘plamlar halqasi undan olingan imyony A t ,A 2,

. . . ,  A „ , . . .  to ‘plamlar ketma-ketiigí bilan birgalikda ulaming kesishmasi B  =
DO

P| An ni ham 0 ‘zida saqlasa, u holda & sistemaga S - halqa deyiladi.
«=1

5.6-ta’rif. Birlik elemeniii a - halqa cr - algebra deyiladi. Birlik element!,i 

ó - halqa esa 6 - algebra deyiladi.

Shuni ta’kidiash lozirnki,

U An =  E\ n (E\An), n An =  E\ U ( E\An)
n  n  n  n

ikkilik munosobatiaridaii a - algebra va 5 - algebra tushundialarining Vist

ula-ust tushishi kelib chiqadi.

A  cheksiz to‘plamnmg barcha qism to'plamlari sistemasi %(A),  o - algeb

ra. bo‘ladi. Agar biror <5 »sistema, beriigan bo'lsa, doim uni saqlovchi a -

algebra mavjud. Haqiqatan ham, agar X  =  \J A  desak, X  ning bareha
Ae<3

qism to'plamlaridan tuzilgan 21(A) sistema & ni oLzida saqlovchi a - algebra

bo'ladi. Agar — 6  ni o'zida saqlovchi biror a - algebra va X  uning bin

bolsa, u holda. ixfciyoriy A € & to'plain A  C X. munosabatga bo‘ysuna.di. va

shunday ekan, X  =  \J A c  X  ■ Agar & ni saqlovchi 93 — a - aigebraning 
^£6

biri X  uchun A' =  X  munosabat bajarilsa, bu a - algebra (©  ga nisbatan) 

keltirilrnaydigan cr- algebra deyiladi.

5.4-teorema. M iyoriy  bo'shmas & to ‘plamlar sistemasi. uchun (bu sis

temaga nisbatan) keltirilrnaydigan shunday © (© )  — a - algebra mavjudki, bu
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a - algebra ©  ni saqlaydi ©  ni saqlovchi barcha a - algebralarda saqlanadi.

Bu reorema isboti ham birinchi bandda keltirilgan 5.2-teoremaniT)g isbotiga 

o'xshash olib boriladi. 5.4-teoremada keltirilgari a - algebra 6  sisteina, ustiga 

qurilgan minimal a - algebra deyiladi.

Misol sifatida soniar o'qidagi barcha [a, 6] kesmalarva [a, b), (a, b] yarim 

mtervallar va (a, b) intervailardan tashkil topgan 6  yarim halqani qarasak,

u. holda 6  ustida qurilgan minimal a - algebrani © (© )  bilan belgilaymiz. 

Bu a - algebra elementlari Borel to'plamlari yoki Borel tipidagi to'plamlar 

deyiladi.

M ustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar

1 . a va S — halqalarga misollar keltiring.

2 . Halqaning birlik elementi (b in ) ga ta’r if  bering.

3. Soniar o'qidagi barcha ochiq va yopiq to'plamlar sisternasi yarim halqa 

(halqa) tashkil qiladirni?

4. Soniar o ‘qidagi barcha, chegaralangan to ‘plamlar sisternasi halqa ( yarim 

halqa) tashkil qiladirni?

5. Soniar o'qidagi barcha chekli to'plamlar sisternasi halqa (yarim halqa) 

tashkil qiladirni ?

6 . Soniar o'qidan olingan barcha [a, b] kesmalarva [«, b), (a, b] yarim 

internal,lar va (a, b) intervalla,r sisternasi yarim halqa bo'lishini ¡shot- 

lang. Bu sisternaning halqa, bo ‘la olrnasligini ko 'rsating.

7. Tekislikdagi barcha yarim ochiq { ( x ,y )  : a <  x  <  b, c <  y <  d} to'g'ri 

to ‘rtburchaklar sisternasi yarim halqa bo ‘lishini isbotlang. Bu sisternaning 

simrnetrik ayirma amaliga nisbatan yopiq emasligini ko'rsating.



I I  bob, 0 ‘lchovli to ‘plam!ar

Bu bob uch paragrafdan iborat. Dastlabki 6-paragrafda tekislikdagi to'plam- 

ning Lebeg o'lehovi tushunchasi kiritilgan. 0 ‘lchov tusliunehasi bu — kesma- 

iiing uzunligi, tekislikdagi shaklning yuzasi, fazodagi jissnning liajmi kabi tu- 

shunchalaruing umumlashmasi uatij asida paydo bo'lgan. Bu paragrafda Lebeg 

ma’nosida o'ichovli to‘plamlar sitifi Jordan ma’nosida o'lchovli to'plamlar sin- 

fidan kengroq ekanligi ta’kidlangan va Lebeg ma’nosida o'lchovli bo'lgan, am- 

mo Jordan ma’nosida o'lchovli bo'lmagan to'plamga misol keltirilgan. Lebeg 

o'ldiovining yarhii additivlik, additivlik, sanoqli additivlik va nzluksizlik xos- 

salari (6.6, 6.8-6.9 teoremalar) isbotlangan. Birlik kvadratdagi o'lchovli to'p- 

lamlar sistemas! o  — algebra tashkil qilishi ko'rsatilgan. Bu paragrafhing ay- 

rim to'ldirishlar bandida tekislikda berilgan A  to'plamning Lebeg ma’nosida 

o'lchovli bo'lishligi ta’rifiangan. Umumlashtirishlar bandida esa Lebeg-Stiltes 

o'lchovlari berilgan. Paragrafning oxirgi bandida son lar o'qida Lebeg ma’nosida 

o'Ichovsiz to'plamga misol keltirilgan. Absolyut uzluksiz, singulyar uzluksiz va 

diskret o'lchovlarga ta’rif berilgan liamda ularga misollar keltirilgan.

7-paragrafda o'lchovning umumiy ta’riii keltirilgan. Yarim halqada beril

gan o'lchovni yarim halqadan hosil bo'lgan minimal halqaga davoni ettirish 

va davomning yagonaligi (7.1-teorema) isbotlangan. Additiv va o  — addi

tiv o'ldiovlarning umumiy xossalari keltirilgan. Additiv, ainmo a — additiv 

bo'lmagan o'lchovga misol kel tirilgan.

Bobning oxirgi, 8-paragrafida yarim halqada berilgan o'lchovni Lebeg bo'yi- 

cha davom ettirish masalasi qaralgan. Bu yerda ham 6-paragrafdagiga o' xshash 

o'lchovning yarim additivlik, additivlik, sanoqli additivlik va uzluksizlik xos

salari isbotlangan. Birlik elementli &m yarim halqada er — additiv m  o'lchov 

berilgan bo'lsa, bu o'lchovning Lebeg bo'yicha davomi —ß ham a — additiv 

o'lcliov bo'lishi isbotlangan.
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6~§. Tekislikdagi to 'p lam ning o ‘ ld io v i

Biz bu paragrafda tekislikda Lebeg ma’nosida olckovli to:plain ta’rifini 

berarniz va oldiovli to'pkunlamiug asosiy xossaiarini isbotlaymiz.

6.1. Elementar to ‘plam o'lchovi. Aytaylik a,b,c va d lar ixkiyoriy 

Boalar bolsiu. Tekislikda

a <  x <  b, a <  x <  b, a <  x  <  b, a <  x <  b

va

c <  y <  d, c < y  <  d, c <  y <  d, c <  y <  d

tengsizliklaming istalgau bir jufti bilan aniqlangau fco'piamlar sistemasi beril- 

gan bolsiu. Bu to'plamlarni to:g‘ri to'rfcburchaklar deb atayiniz.

Bizga a <  x < 6 ,  c <  y <  d, tengsizliklar bilan aniqlangan to‘g:ri 

to'rtburchak beriigan bolsin. Agar a <  b, c <  d bolsa,, u chegaralari o‘ziga 

qarashli bo‘lgan to‘g‘ri to'rtbxirchakni, agar a ~  b va c < d yoki a <  b va 

c =  d bolsa kesmani, agar a =  b, c =  d bolsa nuqtani va agar a >  b 

yoki c >  d bolsa, bo'sh to'plamni aniqlaydi. Odiiq a <  x <  b, c <  y < d 

to'g'ri to'rtburdiak a, b, c va d larga bogliq ravishda chegarasi o‘ziga qarash

li bolmagan fco‘g‘ri to'rtburdiak yoki bo'sh to‘plam boladi. Yarim odiiq to'g'ri 

to'rtburchaklaming liax biri bir. ikki yoki udi. tomonsiz to'rtburckaklami, 

odiiq, yarim odiiq oraliqlami aniqlaydi.

& deb tekislikdagi barcha to'g'ri to'rtburchaklar sisteraasini belgilayraiz.

6.1-lemma. Tekislikdagi barcha to 'g 'ri to ‘rtburchaklar sistemasi & yarim 

halqa tashkil qiladi.

Isbot. a, b, c va d sonlari bilan auiqlaauvchi odiiq to'g'ri to'rtburchak 

a =  b bolganda bo'sh to'planmi aniqlaydi, dernak 0 € ©  Ikki to'g'ri to'rtbur- 

diakning kesislmiasi to'g'ri to'rtburchakdir (6.1-diizma), ya’ni Pi, P% € ©  

dan P i n P2 € 6  ekanligi kelib chiqadi. Faraz qilaylik P  =  Pabcd to'g'ri



to'rtburchak Pi — Paibi«idi *o‘g ‘ri to'rtburchakni o‘zida saqlasin. U holda.

a <  ai <  b\ <  b, с <  Ci <  di <  d

munosabatlar o'rinli. P\P i ayirmani quyidagicha tasvirlash mumkin.

P\Pi =  P2 U P¿ U P4 U Ji,

bu yerda (6.2-diizmaga qarang)

P i  — Pamed, P3 =  Paibdid, P4 = Pbbcdi, Pb = РщЬ^с, ■

Demak, tekislikdagi barcha to‘g‘ri to'rtburchaklar sistemasi в  yarim haiqa. 

tashkil qilar ekan.

Pi

P2

6.1-chizma

a qx

0.2-cbizma

б Л -ta ’rif. 6  yarim halqadan olingan va a, b, c, d sonlari bilan aniqlan- 

gan (yopiq, oc.hiq yoki yarim oc.hiq) P  =  Р0ш  to ‘g ‘ri. to ‘rtburchak uchun 

m (P )  =  (b — a ) ( d — с) sonnt mos qo'yamiz, agar P  bo‘sh to ‘plam bo‘Isa 

m (P ) =  0 deyrniz va m : & —> K. to ‘plam funksiyasini o ‘lchov deymiz.

Sliunday qilib, 6  dagi bar bir P  to‘g‘ri toTtburehakka lining olchovi 

m (P )  =  (b—a) (d—c) son nios qo'yildi. Bu moslik quyidagi shaxtiarni qanoat- 

lantiradi:

1 ) m ( P )  - manfiy bo'lmagan haqiqiy son.
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2) т  : 6  —> R  to'plam funksiyasi additiv, ya’ni agar

p  =  0  ^  =  Ь  J-‘ p k e  ©  
k =  1

n
bo'lsa, u holda quyidagi tenglik o'rinli m ( P )  — rn(Pt )  .

k= 1

-  -T-------------------
1

Pi 1 Pi 1 1

cT

---------------------------

cC

Pi

pe

q2

_______

. . .  ...

Qi

Qi

6.3-chizma 6.4-chizma

Maqsadimiz 1) va 2) xossalarni saqlagan holda m  o'lchovni barcha to'g'fi 

to'rtburchaklar sisfcemasi 6  dan kengroq bolgan sinfga davom ettirishdan 

iborat. Shu maqsadda 971(6) bilan &  yarim halqa ustiga qurilgan minimal 

halqani belgilaymiz.

8 .2-ta ’rif, 97l(@) halqa elementlari elementar to'plam, deyiladi.

5.3-teoremaga ko‘ra ixtiyoriy A  € 97l(©) fco'plam chekli sondagi o'zaro 

kesishmaydigan to‘g ‘ri to‘rtburchaklaming yig!indisi shaklida ifodalanadi va 

aksincha.

5.1-xossa va halqa ta’rifiga ko‘ra quyidagi tasdiq o'rinli.

6 .1-lemma. Ihki elementar to'plamning birlashmasi, kesishmasi, ayirmasi 

va simmetrik ayirmasi yarn elementar to 'plarn bo ‘ladi.

Endi Ш (& ) halqadagi to‘plamlarning, ya’ni elementar to‘plamlarning o‘l- 

chovi tushunchasini kiritamiz.
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6.3-ta’n f. Har bir A — [J P¡¡ & 971(6) elementar to'plamga 
k=l

n

rn '(A ) -  rn (Pk) 
fe= i

sonni mos qo’yuvchi mf : 2Jt(6 ) —> M inosükni aniqlaymiz. m ’{Ä ) miqdorni 

A to ‘plam,ning o'lchovi deb ataym.iz.

Elementar to'plarnlar sistemas! 271(6) da aniqlangan rn' funksiyaning qiy- 

mati A  elementar to'plamni chekli sondagi to‘g ‘ri to'rtburchaklar yig'indisiga 

yovish usulidan bog'liq emasligini ko'rsatarniz. Aytaylik, { k — 1 , 2 , ,  m } 

va {Qj, j  — 1,2, . . . ,  n }  larning har biri o'zaro kesishmaydigan to'g'ri to'rt- 

bnrchaklar sistemalari bo'lib, (6.3 va 6.4-chizmaga qarang)

m n

fc=l 1=1

tenglik o'rinli bo'lsin. U holda ikkita 1\ va Qj  to'g'ri to'rtburchaklarnmg 

kesishmasi P k n t.o‘g ‘ri to'rtburchak ekanligidan A to'piam o'zaro kesish

maydigan Pk fl Qj  to'g'ri to'rtburchaklar yig'indisi shaklida, ya’ni

m n

' t =  U U ( p* n % )  
k=lj=l

ko'rinishda taavirlanadi va,
m m n

m '(A ) =  Y ,m {P k )  =  E  E rn(Pk n 
k=l k= 1 j =1

n n m

rn' (A ) =  } Z  m W>) =  m (Pk n Q i) 
j =1 j =1 k—1

tengliklar o‘rinli. Oxirgi tengliklar ko'rsatadiki, A  elementar to‘plamning o'l

chovi m'(A )  uning to‘g ‘ri to'rtburcliaklar yig'indisi shaklida tasvirlanish usu- 

lidan bog'liq emas ekan, ya’ni elementar to'plam o'lchovi m'  niiig aniqlanishi 

korrekt ekan.
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1 . Agar A  € m ( & )  to'plam to'g'ri to'rtburchak bo'lsa, u holda m '(A ) =  

■m(A) bo'ladi.

2 . Agar A  € 9Jl(©) to'plam chekli sondagi o'zaro kesishmaydigan A i, A ¡,

. . . ,  An elementar to'plamlaming yig'indisi shaklida tasvirlansa, ya’ni A  —
n
[ j  Ah u holda 
k=1

m ' (A )  =  (6.1)
fc=i

tenglik o'rinli. Haqiqafcan ham, <4 € 97t(©) boiganligi uchun A t — U  f5y>
j= i

bu yerda - o'zaro kesishmaydigan to‘g‘ri to‘rtburchaklar sistemasi. U

holda

A= Ü Ü p*  va m' w = ¿ ¿ TO = ¿  m' ■ 
fc = lj= l  fc=l j = l  k =l

(6.1) tenglik m! o'Ichovning additivlik xossasini ifodaiaydi.

6 .1-teorema. Agar A  € 2tt(6 ) va { A „ } -  elementar to ’plamlaming

chekli yoki sanoqli sistemasi bo ‘lib, A  C |J A„ bo ‘Isa,

«* ' (A ) <  E  m ' (An) (6-2)
71

tenysizlik o ‘rinli bo ‘ladi.

Isbot. Ixtiyoriy c >  0 va A elementar to'plam uchun

rn (A ) >  m '(A ) — -  (6-3)
¿t

tengsizlikni qanoatlantiruvchi va A  to'plamda saqlanuvchi yopiq Ä  elementa!'
4 (b — a +  d — c) 

to'plam mavjud (6.5-chizmaga qarang, n  >  ---------- ■)

I-lar bir elementar An to'plam uchun ochiq Än D An elementar to'plam 

rnavjudki (6.6-chizmaga qarang)

m’ (X) <  rn' (A n) +  ^  (6.4)
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tengsizlik bajariladi. A  va An to'plamlarning tanlanishiga ko'ra A C 1J An
n

munosabat o‘rinli bo'ladi.

b x

6.5-chizma

o b x

6.6~chizma

Ochiq to'plamlar sistemasi { A i j  dan Geyne-Borel lemmasiga ko‘ra A  ni 

qoplovchi chekli sondagi Ánv A„2, .. . .  Ána to'plamiami ajratish raumkin. Á  

to‘plam chekli sondagi to‘g‘ri to'rtburchaklar hilan qoplangani uchun

o

m' (A)  <  E m" (A i ¡ )
Í=1

tengsizlik o‘rinli. (6.3) va (6.5) hamda (6.4) lardan

s oo

i '(A ) < m \A ) + \<Y, m> (X) + |<E  m' P»)

(6.5)

m i +
2=1 71— 1

+2 < E  + E  2Ím + 5 = E  m'(A») + !
7 1 = 1  7 1 = 1  n = l

ni hosil qilamiz va e > 0 ning ixtiyoriyligidan (6.2) tengsizlikning isboti kelib 

chiqadi. A

6.1-teorema tasdig'idagi (6.2) tengsizlik, ni! o'lchovning yarim additivlik 

xossasi deyiladi.

ni' o'lchovning yarim additivlik xossasidan uning o - additivlik xossasi 

kelib chiqadi, ya’ni quyidagi teorema o'rinli.



0,'¿-teorema. A elementar to'plam sanoqli sondagi o ‘¿am kesührnaydigan

\ i , A'),i ■ ■ •, An, ... elementar to'plamlaming yig'indisidan iborat, y a ’ni A  —

(J An bo'lsin. U holda quyidagi tenglik o'rinli 
tt-l

labot. m ' olchovning chekli additivlik xossasiga. ko'ra, ixtiyoriy N  € N

6 .2 . Tekislíkdagi to ‘plam larning Lebeg o ‘lchovi. Geometriya va klas- 

sik analizda udiraydigan to‘plainlar faqatgina elementar to'plamlardan iborat

bolmaydi. Shu sababli o’ldiov tußhunchaeini, uning xossalarini saqlagan liol- 

da elemental- to‘piamlar sistemasi dan kengroq to‘plamlar sistemasi

uchuii aniqlashga harakat qilamiz.

Lebeg o'lchovi uazariyasini bayon qilish jarayonida bizga nafaqat chek

li, balki cheksiz sondagi to‘g‘ri to'rtburdiaklar birlashmalarini Ixam qarashga 

to‘g ‘ri keladi. Bunda birdaniga cheksiz olehovli to‘pla.mlarga duch kelmaslik 

uchun, dastlab E  ~  { ( x ,y )  : 0 <  x  <  1, 0 <  y <  1} birlik kvadratda 

saqíanuvchi to'plamlar bilan ehegaialanamiz.

OO

rn '(A ) — E  rn’ (A n) • (6.6)

uchun

tongsizlik o'rinli. Agar iV —> oo da limitga o'tsak,
OO

n= 1

bo'ladi. 6.1-teoremaga ko:ra
OO

Oxirgi ikki munosabatdan (6.6) tenglik kelib chiqadi. A



son A to ‘plamning tashqi o ‘Ichovi deyiladi. Bu yerda aniq quyi chegara A  

to ‘plamm qoplovehi t.o‘g ‘ri to ‘rtburchakíarmng barcha chekli yoki sanoqli sis- 

temalan bo ‘yicha olinadi.

6.1-eslatma. Agar A —elementar to'plam bolsa, u bolda p*(A ) — rn '(A ). 

Haqiqatan harri, A — elementar to'plam P i, P ¡ , . . .  ,P n to‘g‘ri to‘rtburchak- 

laming birla,slnnasi koi'inishida, tasviriansin, 11 bolda

n
ß*(A)  <  y^/m  (Pk) =  rrí (A).  (6.8)

k- 1

{Pfc} to‘g‘ri to'rtburchaklar sistemasi A  to'plamni qoplaydi, shuning uclnm 

(6.8) o‘rinli.

Ikkinchitomondan. { Q j }  sistema A  to‘plarnni qopiovehi cbekli yoki sanoqli 

sondagi ixtiyoriy to‘g ‘ri to‘rtburchakiar sistemas! bolsa. 6.1-teoremaga ko‘ra 

n i’(A ) <  J2m ÍQ j )  kelib ehiqadi. Shuning uchun 
j

m '(A ) <  inf m(Q j )  =  /tí*(A). (6.9)
j

Demak, (6.8) va (6.9) lardan m '(A ) =  f i*(A)  tengiikka. ega. bolamiz. Shunday 

qilib, 9 J t(© ) da m !  va /j* olchovlar ustma.~ust tushar ekan. A

8.3-teorema. Agar chekli yoki sanoqli sondagi {An }  ta'plarnlar sistemasi 

uchun A  C !J An bo ‘Isa, u hoida
n

<  £ > * ( 4 0
n

tengsizlik o ‘rinli. Xususan, agar A c  t í  bo ‘Isa, (i* (A ) <  fi*( t í)  bo ‘ladi.

Isbot. Ixtiyoriy s >  0 va bar bir A„ uchun tashqi olchov ta’rifíga ko‘ra. 

to‘g:ri toltburchaklarning shunday chekli yoki sanoqli {P nk} sistemasi mavjud- 

ki,

X  C j j  Pnk. va V  to (Pnk) <  n* (A^) +  
k k
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bo'liidi. U holda quyidagilar o!rinli:

d e U U va < E E ? n - E f (-4» ) + e-
»  fe n k n

ii >  0 sonning ixtiyoriyligidan teoremaning isboti kelib chiqadi. A

Ma’lumki, elementar to‘plamlar sistemasi 27t(©) da m ' va ß* lar ustma- 

iihI; tushadi. Demak, 6. 1.-teorema 6.3-teoremaning xiisusiy holini ifodalaydi.

6.5-ta’rif. BizgaA C E  to'plam, berilgan bo'lsin. Agar ixtiyony e >  0 

uchun shunday B  C. E  elementar to ’plam mavjvd ho ‘üb, ß * (A A B )  <  s 

tengsizhk bajarilsa, u holda A  Lebeg ma’nosida o ’lchovli to ’plam deyüadi. 

Agar A  Lebeg ma’nosida o ’lchovli to ’plam bo’lsa, uning o ’lchovi deb tashqi 

o ‘Ichovini qahul qilamiz.

11 (E )  bilan E  ning barcha o‘lchovli qism to'plamlaridan tashkil topgan 

sistemani belgilaymiz. (i bilan ß"' to'plam funksiyasining 1l (E )  dagi qismini 

belgilaymiz, ya’ni ixtiyoriy A € 11 (E )  uchun ß{A)  — n*(A).  Aniqianish 

sohasi 11(22) bo'lgan u to'plam fimksiyasi Lebeg o ’lchovi deyiladi. Shunday 

qilib, o'lchovli to'plamlar sistemasi 11(22) va unda Lebeg o'lchovi ß aniqlandi.

Bizning asosiy maqsadirniz o'lchovli to'plamlar sistemasi 11(2?) ni chek- 

li yoki sanoqli sondagi to'plamlarning hirlashmasi va kesishmasiga nisbatari 

yopiqligini ko'rsatishdan, ya’ni U ( E )  ning a algebra tashkil qilisliini isbot- 

lashdan iborat.

6.2-eslatma. Agar (6.7) tenglikda aniq quyi chegara A  to'plamni qop- 

lovchi barcha elementar to'plamlar bo'yicha olinsa, A  to'plamning Jordan 

ma’nosidagi tashqi o ’lchovi hosil bo’ladi, u j * ( A )  bilan belgilanadi, ya’ni
n

j * ( A )  — inf rn ( P k) .
A c  IJ Pk fc=i 

k= 1

üshbu j t (A )  — l —j * (E \ A )  miqdor /1 to'plamning Jordan ma’nosidagi ichki 

o ’lchovi deyiladi. Agar j * ( A )  — j * (A )  bo'lsa, u holda A  Jordan ma’nosida 

o ’lchovli to ’plam deyiladi.
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Shuni ta’kidlash joizki, agar A  Jordan ma’nosida o'ichovli to'plam bo'lsa, 

u Lebeg ma’nosida ham o'ichovli to'plam bo'ladi va bu o'lchovlar o'zaro teng

Hozir biz Lebeg rna’nosida o'ichovli, ammo Jordan ma’nosida o'ichovli 

bo'lmagan to'plamga misol keltiramiz.

6.1-misol. A  C E  birlik kvadratdagi barcha ratsionai koordinatali nuqta- 

lar to'plaini bo'lsin. Uning Lebeg ma’nosida o'ichovli, ammo Jordan ma’nosida 

o'ichovli emasligini isbotlang.

Isbot. A va E\A  to'plaxnlar E  da zich boiganligi uchun

tengliklaro'rinli. Buyerdan j t (A )  =  0 va j * {A )  ^  j * (A ) .  Demak, A to'plam 

Jordan ma’nosida o'ichovli emas. Ma’lumki, A  sanoqli to'plam (3.3-misolga 

qarang), 3huning uchun uning elementlarini (xk, yk), f c g f f  ko'rinishda nomer- 

lab chiqish mumkin. Shunday ekan.

Ikkinchi tomondan ixtiyoriv A: € N  uchun m (P k)  — 0. Bu yerdan u*(A)  — 0 

ekanligi kelib chiqadi. Shuni ta’kidlash lozirnki, tashqi o'lchovi nolga teng 

bo'lgan har qanday to'plam o'ichovli to'plamdir. Buning uchun elementar 

to'plam sifatida B  — 0 ni olish yetarli:

Demak, A  Lebeg ma’nosida o'ichovli to'plam. Shunday qilib, A  Lebeg ma’no

sida o'ichovli bo'lgan, lekin Jordan ma’nosida o'ichovli boimagan to'plamga

f ( A )  =  1, f ( E \ A )  -  1

Ek =  {(a;, y ) - x k <  x <  xk, yk < y <  yk} ■

(i.* (A A B ) =  //*(„4A0) =  n*(A)  =  0 <  £.

misol bo'ladi.

6.4-teorema. 0 ‘lchovli to ‘plamning to'ldiruvchisi oichovUdir.
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Isbot. Teoremaning tasdig‘i elementar to'plarauing toldiruvdiisi elementar 

to'plam ekanligidan va

A A B  =  ( E \ A )A (E \ B )

tenglikdan (l-§ dagi 2-topshiriqqa qarang) kelib diiqadi. A

6.5-teorema. 0  ‘Ichovli to ‘plamlar sistemasi 11(E ) halqa bo ‘tadi.

Isbot. Teoremani isbotlash uehun o'lchovli to'plamlarmng kesishmasi va 

simmefcrik ayinnasi yana olchovli to‘plam okanligini ko'rsafcish yetarli. At, As 

oldiovli krplamlar boMsin. 6.5-ta’nfga ko'ra, ixtiyoriy e >  0 son uchun slrun- 

da.y B\ € 971(6) va B2 € 97t(<5) elementar to‘plamlar ma.vjud holib, quyida.- 

gi tengsizliklar bajariladi

ß *(A i& B i) <  ij,*(A2A B 2) <  -.

Uliolda ( A i f l A2)A (.ß in i?2) C ( A t A B i ) U ( A 2A B 2) munosabatdan vatashqi 

olchovning yarim additivlik xossasidan

H*((Ai n  A2)A (B i  n  B2) )  <  n*(A iABi)  +  / / ( A 2A.Ö2) < £

ga ega bo‘lamiz. Bt n B2 ning elementar to‘plam ekanligidan At n A2 ning 

oldiovli to'plam ekanligi kelib chiqadi.

Ikld to‘plarn Bimmetrik ayirmasining olchovli ekanligi

(A l A A 2) A ( B lA B 2) =  ( A t A B i ) A ( A 2A B 2) C (A tA B i )  U (A 2A B 2)

munosabatdan hamda. f f  o'lchovning yarim additivlik xossasidan kelib chiqa- 

di. A

Agar oichovli to'plasnlar sistemasi i i (E )  da birlik element mavjud boisa, 

u algebra tashkil qiladi. iX(E )  da. E  — {(.r, y) : 0 <  x  <  1, 0 <  y <  1} 

to'plam. birlik element slia.rtla.rini qanoatlantiradi. Demak, oldiovli to'plamlar 

sistemasi i i ( E )  algebra tashkil qiladi.



6.5-teorema va 5.1-5.2 xosealardan quyidagi fcasdiqlar kelib chiqadi.

6 .1 -natija. Ikki o'lchovli to'plamning birlashrnasi va ayirmasi yana o'lchovli 

to ‘plamdir.

6 .2-natija. Chekli sondagi o'lchovli to'plamlarning birlashrnasi va kesish- 

masi yana o'lchovli to ‘plamdir.

6 .6-teorem a  ( 0 ‘lchovning additivlik xossasi). Agar A i, A2, . .  . ,A n  lar 

o ‘zuro kesishtnaydigan o'lchovli to'plamlar bo‘Isa, и holda

П \ П

U Ak ) ~  v  ( A )  
k- 1 /  к- 1

tenglik 0 'rin li

Teoremani isbotlashda quyidagi lemmadaa foydalaniladi.

6 .2-lemma. M iyoriy  A  va В  to'plamlar uchun

\ß*(A) - /л*(В)\ <  (л*(ААВ )

tengsizlik 0 ‘rinli.

Isbot. A c  В  U (A  A B ) bo'lgani .uchun 6.3-teoremaga ko'ra

fj*(A.) <  fi * (B)  +  ß ( A A B ) .

Bu yerdan ¡A(A )  >  ¡u*(tí) hol uchun lemmaning isboti kelib chiqadi. Xuddi 

shutiday, t í  с  A  U (A A B )  munosabatdau

¡/ { t í )  <  p*{A)  +  ¡/ {A A B )

ni olamiz. Yuqoridagi iki tengsizlikdan

\,1* ( А ) - » * ( В ) \ < , Р ( А А . В ) .  A

6.6-teoremaning isboti. Teoremaning isbotida biz elementar to'plamlar 

uchun 0'rinli bo'lgan ц*{В) =  m !(B ), В  € Ш (6 ) tenglikdan ¿ytmasdan 

foydalanib ketamiz. Teoremani n =  2 uchun isbotlash yetarli. Bizga- A i va A ¡
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o'zaro kesishmaydigan o'ichovli to'plamlar berilgau bo'lsin. 6.5-ta rifga ko'ra 

ix tiy o riy  e >  0 son uchun shunday B\ va ¿>2 elementar to'plamlar mavjudki,

f f ( A iA B i)  <  e, P*(A 2A B 2) <  £

teugsizlikla r bajariladi. A — A i U A 2 va B  =  B\ U B 2 deyrniz. 6 .1-natijaga 

ko'ra A  to'plam o'ichovli. A i va A2 to'plamlar o'zaro kesishmaganligi uchun 

B l  n  B 2 C. (A 1A B 1) U (A2A B 2) munosabat o 'rin li (l-§  dagi 5-topshiriqqa 

qarang). Bu munosabatdan va 6.3-teoremadan m '(B i f l B 2) <  2e tengsizlik 

kelib chiqadi. 6.2~lemmaga ko'ra,

M *(^ i) -  £ <  n *(B x) =  m '(B {)  <  u*(A i) +  e 

,j*(A2) -  e <  tf ( B 2) =  m '(B 2) <  ¡ i ’ (A2) +  c

Endi m! o'lchovning additivlik xossasiga hamda (6.10) ga ko'ra,

m ! ( B )  =  m '( B i )  +  m '( B 2) -  m ' { B i  n  B 2 )  >  ¡ ¿ ‘ ( A i )  +  f ¿ { A 2 ) -  4s .  (6.11)

Quyidagi tengsizlik o 'rin li

¡ ¿ ( Ä )  >  r r t '( B )  — p * ( A A B )  >  m ’ ( B )  — 2t >  / - ¿ ( A i )  +  ¡ ¿ ( A 2 ) — 6e.

B irinc h i tengsizlik 6.2-lemmadan, ikkinchi tengsizlik

A A B  C (A i A  B i)  ( J  (A2 A  B 2)

munosabatdan, uchinchi tengsizlik (6.11) dan kelib chiqadi. e >  0 sonining 

ixtiyo riylig idan

p * ( A ) > ß *(A i) +  p*(A2) 

n i hosil qilam iz. Teskari tengsizlik

l¿ (A ) <  ,¿ (A i)  +  f¿ (A 2) 

esa A  C A iU A2 munosabatdan hamda 6.3-teoremadan kelib chiqadi. Demak,

l¿ ( A ) = p * ( A i)  +  t¿ (A 2)
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îenglik o'riiiii. Ai, A2 va A  to'plamlar o'lchovli bo!lganligi uchun /л* ni ц 

bilan almaslitirish mumkin, ya’ni u (A ) — f i(A i)  +  ji(A 2) . Д

6 .3 -n a tija . Ix tiyo riy  А  с E  o'lchovli to'plam uchun

/л (E\A )  =  1 — fi(A )  (6.12)

tenglik o 'r in li.

Isb o t. A va E\A  to'plamlar o'zaro kesishmaydi va

fj.(A) +  n (E\A ) =  f i( E )  =  1

Bu yerdan (6.12) tenglik kelib chiqadi. Д

6.7-teorem a. Sanoqli sandagi. o'lchovli to'plamlarnmg birlashmasi va ke- 

sishmasi yana o'lchovli to'plamdir.

Isb o t. A i, А.2, • • •, An, . . .  — o'lchovli to'plamlarnmg sanoqli sistem asi bo‘-
OO

lib , A — (J An bo 'lsin . Quyidagi belgilashlarni k irita m iz
П=1

71— 1

A'i — A i, A'n =  An\ [ J  Ak, n  >  2. 
k=l

00
Ravshanki, A =  \J A'n hamda A'n to'plamlar ju ft-ju fti bilan o'zaro kesish-

n—l
may di. 6.1 va 6.2-natijalarga ko'ra, A'n to'plamlar o'lchovli.

6.6-teoremadan hamda tashqi o'lehovning yarim  ad ditivlik xossasidan ix 

tiyo riy chekli n  6 N  uchun quyidagiga ega bo'lamiz

П
=  x :  ¡M k )  <  ^ ( a ).

i
°o

Shuning uchun У2 A4 (AJ,) qator yaqinlashadi. Demak. ix tiy o riy  e >  0 son
П=1

uchun shunday щ mavjudki,

x > « ) < §  (613)
п>щ

t* ÍU  4  
\k= i



tengsizlik bajariladi. C — i j  A!n to‘plain o ld io v li tocplamlarning chekli y i-
n =  1

g'ind isi sifatida o'lchovli bo'lgani uchun, shunday B  elementar to'plam mavjud-

«0

k i,

p*(C AB) < -  (6.14)

tengsizlik bajariladi. U  holda

A A B  c  ( C A j y ) [ J  ( [ j  <
\n>no

munosabatdan va tashqi o 'ld io v iiiiig  yarirn add itivlik xossasidan hamda (6.13 

va (6.14) laxdan foydalansa.k;

/** (-4 A  B ) <  fj*(C  A  B )  +  p* f IJ  ,4; j < | +  £
2 2

V?.>«o

kelib chiqadi. Deinak, A o'lchovli to'plam ekan.

O'ichovli to'plamlaming to 'ld iruvchisi o 'ld io v li ekanligida.11 hamda.

f ) A n =  E \ \ J ( E \ A n)
n n

tenglikdan sanoqli sondagi o'ichovli to'plamlarnmg kesishinasi ham o'ichovli 

ekanligi kelib chiqadi. A

6.4-na .tija . 0 ‘lchovli to‘plarnlar sistemasi i i ( E ) , <J. algebra tashkil qiiadi. 

Natijaning isboti 6.7-teoremadan hamda i i ( E )  sistemada E  — [0, 1] x  

[0, 1] ning b irlik  element ekanligidan kelib chiqadi.

6.7-teoreina 6.2-natijaning umumlaslimasi hisoblanadi. 6.6-teoremamng 

umumlashinasi quyidagicha.

6.8-teorem a (Oichovning a— additivlik xossasi). Agar { 4 „ } — o‘zaro 

kesishmaydigan 0 ‘Ichovli to ‘plamlar ketma-ketidgi uchun

OO

A = ! J
n=1
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bo‘Isa, u holda quyidagi tenglik o 'rin li

CO

K A) =  Y ]  I1 (A i)  ■ (6.15)n=1

k
A~ C  A  . 6  f )  Vfl. n  ____I ^Isb o t. Ix tiy o riy  k  €  N  da \J A „ c  A . 6.6 va 6.3-teoremala»a ko‘i

n—1

M ( [_J An j  =   ̂ f,L (An) <  ¡j(A ).
\n = l )  n—1

Agar k —» oo da lim itga o'tsafc,

OO

E  ^ (■A )  <  M^4) (6 16j
n=I '

tcngsizlikka ega b o la in iz. Oichovning yarim a d d itivlik xossasiga ko‘ra
OO

n(A) <  ^  j [¿(An) .  /g jyv
n- 1 ' '

(6.16) va (6.17) dan (6.15) tenglik kelib chiqadi. ^

Yuqorida. ke ltiiilgan teorerna oichovning sanoqli additivlik yoki o— addi 

tiv lik  xossasi deyiladi. Oichovning a— ad d itivlik xossasi dan uniug u z lu ksiz lik  

xossasi kelib chiqadi.

6.9-teorem a ( 0 ‘lchovning uzluksizlik xossasi). Agar o‘Ichovli to 'pUm hr 

ning A i D A2 D . . .  D An D . . .  ketma-ketligi uchun A  =  p] bo ‘Isa u 

holda ” 1

jj,(A) =  lim  fi(An).
n —'too

Isb o t. A =  0 to'plam bolgan holm qarash yetarli, chunki umumiy hoi 

An n i An\A bilan ahnashtirish natijasida .4  =  0 holga ke ltiriia d i Quyidagi

A 1 =  (Ai\^2) u (/I2VI3) u  ( ^ V t* )  U. . .

va

An  =  ( A n\A n+ i) U (A n+{\An+2) U ( .4 jv + 2\ -4 jv + 3 ) U . . .
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tengliklar o‘r in ii va qo'shiluvcfai to'planilar ju ft-ju fti bilan o‘zaro kesishmaydi. 

0 ‘ichovning a— additivlik xossasiga ko:ra

OO
f j(A i)  — 'y ' u (A n\An+ i) , (6.18)

n—1

oc
u(Apf) =  E , .  P (An\An+i) ■ (6.19)

n -N

(6.18) qator yaqinlashuvchi boigani uchuu uning qoldig'i (6.19) ./V —*• oo da 

nolga. intiladi. Sbunday qiiib,

lim  ¡j,(An ) =  0. A
JV —»OO

6 .5 -n a tija . Agar A i C A2 C . . .  G An c  . . .  o‘lchovli to'planilar ketrna-
OO

kf.tligi uehun A =  1J An ho ‘Isa, u holda
n= 1

/'( >) =  bin ¡i(A„).
n —> OO

Natijani isbotlash uchun An to‘plamlardan ularuing to‘ldiruvchilariga o‘ tish 

va 6.9-teoremadan foydalaiiish yetaxli.

6 .3 . A y rim  to ‘ld ir is h la r. B iz  yuqorida faqa.t b irlik  kvadrat 

E  — { (x ,  y) : 0 <  x  <  1; 0 <  y <  1} da saqlanuvchi tc/plamlarni qaradik. 

Bu cbeklashdan xaios bo‘lish  mumkin. M alum ki, R 2 ni ju ft-ju fti bilau o‘zaro 

kesisbmaydigan

E mn =  { {x ,  y) : TO <  x  <  to +  1, n  <  y <  n  +  1}

( to, n— butuu sonlax) kvadratlar yig‘iu d isi ko‘rinisuida taavirlash mumkin:

R2 = [J Emn'

6.6~ta’r if .  Agar istalgan to, n butun sonlar uchun Amn =  A. n  E mn 

to'plamiar o ‘Ichovli bo‘lsa, u holda A to‘plant o‘lchovU deyiladi. Agar A
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to ‘plam o ‘Ichovli bo ‘Iso,,

KA ) =  T  ti{Amn) (6.20)
m,n€ Z

qator yig 'indisi A to‘plamning Lebeg o'lchovi deyiladi.

Agar (6.20) qator y ig 'ind isi chckli bo'lsa, A chekli o‘Ichovli to‘plam deyila

di. A ks hoida A cheksiz o‘Ichovli to‘plam deyiladi. Shuning uchun u o'lchov 

cheksiz qiyrnat ham qabul q ilish i mnrnkin. Ó'íchov va o'lchovli to'plamlarning 

yuqorida o'rnatilgan barcha xossalari bu hoi uchun ham o 'rin li bo'ladi. Biroq

6.9-teoremada (6.18) qator yaqinlaehuvchi b o 'lish i uchun ft(A i) <  + ° °  shart- 

n i qo'shishim iz kerak bo'ladi. Takidiash lozim ki, sanoqlita chekli o'lchovli 

to'plamlar yig 'ind isi cheksiz o'ichovga ega bo'lish i mumkin. Tekislikdagi bar

cha o'lchovli to'plamlar sin fin i it ( R 2) bilan belgilaymiz.

Bu paragrafda tekislikdagi to'plamlar uchun Lebeg o'lciiovining q urilish  

u su iin i bayon qild ik. Sonlar o'qi R. dagi va uch o'Ichamli R 3 fazodagi to'p

lamlar uchun ham Lebeg o'lchovi shunga o'xshash usulda quriladi. Masalan 

sonlar o'qida o'lchov dastiab (a, b) intervallar, [a, b] kesihalar va [a, b), 

(a, b\ yarim intervallardan ta shkil bo'lgan <5i yarim halqada, ularning uzun- 

ligi. sifatida aniqianib, keyin © i ni saqlovchi m inimal halqaga davom e ttirila - 

di. Undan kevin esa tekislikdagiga o'xshash usulda Lebeg ma’nosida o'lchovli 

to'plamlardan iborat o algebragacha davom ettirila d i. Aynan shunga o'xshash 

usulda Lebeg o'lchovini istalgan n — o'Ichamli Evk lid  fazosida ham qurish 

mumkin. Tekislikcla Lebeg ma’uosida o'lchovli to'plainlarni k irit ish  jarayoni- 

da odatdagi yuza ta’rifidan keiib chiqdik. Shunga o'xshash b ir o'Ichamli holda 

Lebeg o'lciiovining k ir it iiis h i interval (kesma, yarim interval) uzunlig i tushun- 

cliasiga asoslanadi.

6.4. Ay rim  u m u m la sh tirish la r. Uinuman olganda o'lchov tushunchasini 

boshqacha usulda, ya’ni umumiyroq usulda k irit ish  mumkin. Bu umumiyroq 

usulni sonlar o'qidagi to'plamlar uchun amalga oshiram iz.
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Bizga sonlar o'qida aniqlangan kamaymaydigan o'xigdan u zlu ksiz F  funk- 

siya beriigan bo'lsin. Interval, kesrna va yarim intervallarga F  funksiya yor- 

damida quyidagi sonlarni mos qo'yamiz:

rn ((«, h)) - F(b  -  0) -  F(a ), m ([a, b]) =  F(b) -  F(a  -  0),

m ((a, b\) — F(b) — F(a), m  ([a, 6)) =  F(b  — 0) — F(a  — 0).

Ravshanki, bu usulda aniqlangan m  interval (kesina va yarim  interval) funk- 

siyasi tnanfiytnas va additiv. Yarim  haiqada kiritilg a n  bn o'lchovga yuqorida- 

gidek mulohazalarni qo'llab, qandaydir fxp(-) o’lchovni q urish im iz mumkin. 

Bunda pp o'lchovga nisbatan o'lchovli bo'lgan to'plamlarning Up  sistemasi 

sanoqli yjg 'ind i va sanoqli kesishmaga nisbatan yopiq bo'ladi, fXp o'lchov 

esa, a— additiv bo'ladi. Umurnan olganda, fxp o'lchovga nisbatan o'lchovli 

to'plamlar sin fi F  funksiyaning tanlanishiga bog'liq. Ammo R  da o'ngdan 

u zlu ksis, kamaymaydigan istalgan F  funksiya uchun ochiq va yopiq to'plamlar, 

shuningdek, ulaming istalgan sanoqli y ig 'ind i va sanoqli kesishmalari o'lchovli 

to'plamlar bo'ladi. U yoki bu kamaymaydigan o'ngdan u zlu ksiz F  funksiya 

vositasida qurilgan ¡xp o'lchov Lebeg-Stütes o‘lchovi deyiladi.

Bizga Lebeg o'lchovi ¡x va Lebeg-Stiltes o'Jchovi up beriigan bo'lsin.

6 .7 -ta ’r if .  Agar /i(A ) =  0 ekanligidan ftp(A) — 0 kelib chiqsa, ¡xp ab- 

solyut uzluksiz o'lchov deyiladi. Agar fip o'lchov chekli yoki sanoqli qiymat 

qabul qiluvchi F  funksiya yord.am.ida aniqlansa, ¡xp diskret o'lchov deb ata- 

ladi. Agar \xp o'lchovda istalgan bir nuqtali to'plam 0 o'lchovga ega bo‘Isa 

va Lebeg o'lchovi nolga teng bo'lgan biror A to'plam uchun /j,p(Hk\A) — 0 

bo'Isa, u holda ¡ip  singidyar o'lchov deyiladi.

Ko 'rsa tish  mum kinki, istalgan o'lchov absolyut uzluksiz, diskret va singul- 

yar o'lchovlar y ig 'ind isi ko 'rinishida tasvirlanadi va bu ta svir yagonadir.

8.5. O 'lc h o v siz to 'p la m n ing  m a vju d lig i. B iz  ko 'rsa td ikki, Lebeg ma- 

nosida o'lchovli bo'lgan to'plamlar s in fi yetarlicha keng. Ta b iiy ravishda Lebeg

63



ma’nosida o'lchovsiz to'plam mavjudmi? - degao savol paydo bo‘ladi. Bu savol 

ijob iy yechiliahini ko'rsatarniz. 0 ‘lchovsiz tc/plamni qurishni sonlar o‘qida amal- 

ga oshiram iz.

6 .2 -m iso l, Chegaralangan olchovsiz to'plamga m isol ke ltiring .

Yechísh. Buning uchun [—1, 1] kesmaning nuqtalari orasida ekvivalentlik 

tuahunchasini k irita m iz: agar x  va y nixig ayirmasi x —y ratsional son bolsa, 

ular ekvivalent deyiladi. Bu munosabat ekvivalentlik munosabati bo‘ladi. Shu- 

riing  uchun [—1, 1] kesma o‘zaro ekvivalent boigan element,lardan iborat 

K ( x ) ,  x  € [—1, 1] sinflarga ajraladi. Bunda tu rli sin fia r o'zaro kesishmaydi. 

Shunday q ilib  [—1, 1] kesma o‘zaro kesishmaydigan K ( x ) ,  x  € [—1, 1] sin f

larga ajraldi. Endi bu sinflarning har biridan bittadan element tanlab olib, bu 

tanlab olingan element! ar to'plam ini A  bilan belgilaymiz.

Bu A  to'plamning olchovsiz ekanligini isbotlayrñiz. [—1, 1] kesmadagi 

barcha ratsional sonlar to'plám ini nomerlab chiqámiz:

’"o =  0, r h r2, .. ,

Ak bilan A to'píamm r k songa siljitish d a n  hosil bo'lgan to'plamni belgi- 

laym iz, ya’ni Ak — A  +  r k — {y  : y — x  +  r k , x  e A } ■ Xususan A0 — A , 

A k to'plam A  tóplamdan r k ga s iljit is h  orqali hosil qilingani uchun ular b ir 

vaqída yo o'lehovli, yo o'lchovsiz to'plamlar bo'ladi. Faraz q ilaylik, A  uichovli 

to‘plam bo‘lsin . U holda vthi r k ga siljitishd a n hosil boigan Ak to'plam harn 

olchovli bo'ladi va f i(A k) =  i¿(A) tenglik o 'rin li. Ravshanki,

OO

[ - 1 ,  1] c  U  A k . 

k,=0

Bundan, olchovning yarim additivlik xossasiga asosan

OO

2 — A*([— 1 ? 1]) <  A4(| Ĵ A k )  — M(A) +  ¡J>{ A )  -f +  í i { A )  I ■ 
k=o
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Bu yerdan p(A) >  0 ckaiiligi kelib chiqadi. Ikkinchi tomondan, ix tiy o riy  

k e { 0 , 1 , 2 , . . . }  uehun Ak C [—2, 2]. Buridan

OO

U -4* C [ -2 ,  2] 
k—0

va Ak to'plamlar o‘zaro kesishniaydi. 0 ‘lchovniiig o— a d d itivlik xossasiga 

asosaii

OO

4 =  ¿¿([—2, 2]) >  /.<((J  Ak) — ß(A )  +  p(A) +  • • • +  ß(A ) +  • • • . 
fc=0

Bu yerdan ¡i(A ) =  0 ekanligi kelib diiqadi. Bu qarama-qaishilik A to'plam- 

ning o'lchovsiz ekanligini isbotlaydi. A

6 .3 . 4.7-misolda keitirilgan Kantor to'plami K  ning Lebeg o'lchovi nolga 

teng ekanligini isbotlang.

Isb o t. Kantor to'plami K  ning o'lchovi nolga tengligi /;([0, l]\/<) =  1 

tenglikdan kelib chiqadi. Barcha chiqarib tashlangan intervallar u zim lik la ri 

y ig 'ind isi

( °° \ °° 1 9  4 on—1
I K  = E  "<K"> -  3 + 9 + 27+' • *  • •• 1
n- 1 /  n—l

Dernak, /¿(K) =  0 . A

6 .4 . Hosäir b iz q u rilish i Kantor to'plami K. bilan bog'liq bo'lgan Kan- 

toming zinapoya funksiyasini (6.7-chizma) keltiram iz. Kantoming zinapoya 

funksiyasini Ä  bilan belgilaymiz va uni R  da quyidagicha aniqlaymiz. A(x) =

0, x  €  (—oo,0] va &(x) =  1, x  € [l.o o ). End i [0. l]\ i\  da quyidagicha 

aniqlaymiz. Ky  =  to'plam va uning chegarasida (6.7-chizmagaqarang)

65

1 2 
3 ! 3



K-Jt — l<2i U  ^22 — I  l ) n ( l  *
9 ’ 9 / I  9 ’ 9

to'plain va uning cliegaralarida

& (x) =

f  1 1 2"
—, ac/ar j;  €

9 ! 9
1 3 7 8"

j ,  agar x  €
9 ! 9

y

1 -  

7/8 

3/4 

5/8 

1/2 

3/8  -  

1 /4  - 

1/8

y = W )

--1------1------r -
1/9 2/9 l / 3 :

I I I I *■
2/3 7/3  8 /3 1 *

6.7-chusma

Endi

,,  ,4 l f . / 1  2 \ * | /  7 8 \ ,  | /19 2 0 \ .  , /25 26\ 
A  V33’ 33)  ^  V 3:1 ’ 3 V U U 3’ 33 j U t v33’ 33

to‘ plain va uning cliegaralarida

2k — 1
J?(x) = 23

, x  €  iv3fc, k — 1,2,3.4.

2"~
Xuddi shunday if „  =  (J #nk to'plamning k -  qo'shni interval! va uning 

k - i
chegarasida



Shunday q ilib , K n to'plamlar va ularning chegaralarida A  funksiya aniqlandi.
OO

Bu U K n =  [0, 1 ]\A' to'plam [0, 1] kesmada zich, Endi xq € K  soni R,
n = l

funksiya aniqlanmagan biror nuqta bo‘ls in , u holda

deymiz. H o sil qilingan funksiya Kaniorning zinapoya funksiyasi deyiladi. Kan- 

toming zinapoya funksiyasi R  da u zlu ksiz, monoton kamaymaydigan funksiya 

bo‘ladi. Xususan £ (0) =  0, £(1) =  1.

6.5. F ( x )  =  2x +  1 funksiya yordamida qurilgan ¡ip — Lebeg-Stiltes 

o'lchovi absolyut uzlu ksiz o'lchov bo‘Iadi. Bu o’lchov bo'yidha A — (1, 5] 

to'plamning o'lchovini toping.

• Yec h ish . Ta ’rifga ko‘ra

Hp (A ) =  F (  5) -  F {1 )  =  2 - 5 +  1 - ( 2 - 1  +  1) =  1 1 -  3 =  8. A

8.6. F ( x )  =  [®] funksiya yordamida qurilgan p,p— Lebeg-Stiltes o'lchovi 

diskret o'lchov bo'Jadi. Isbotlang.

Isb o t. Chunki F ( x )  =  [rc] funksiya monoton kamaymaydigan o'ngdan 

uzlu ksiz funksiya bo'lib. uning qiymafclar to'plami butun sonlar to'plami Z

6.T.  6.6-misolda keltirilgan (¿p— Lebeg-Stiltes o'lchov bo'yicha 

A  =  (1, 5 ]U {7 ; 8 } to'plamning o'lchovini toping.

Yechish. H o sil qilingan ¡ip — Lebeg-Stiltes o'lchovi bo'yicha ix tiy o riy  n  € 

Z  nuqtaning o'lchovi birga teng. Chunki {n }  =  [n. n] tenglik o 'rin li bo'lgani 

uchun, ta’rifga ko'ra

Demak, ¡Jp({7] 8 }) =  2. Endi B  =  (1, 5] to'plamning o'lchovini topamiz.

dan iborat. Butun sonlar to'plami esa sanoqli to'plamdir. A

Up ([n, n]) =  F (n )  — F ( n  — 0) =  n — (n — 1) =  1.

[xf (B )  =  F ( 5 ) - F ( 1 )  =  5 - 1  =  4.
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Berilgan A  to'plam o‘zaro kesishmaydigan t í  va {7 ; 8 } to'plarnlarning b ir- 

lashmasidan iborat. 0 ‘lchovning additivlik xossasiga ko'ra

/J'f ( A )  =  p p ( t í )  +  í ¿f { { 7 ; 8 } )  -  4  +  2  =  6 . Д

6.8. F ( x )  ~ Я ( х ) ,  buyerda Я (х )  Kaatorningzinapoyafunksiyasi. F ( x )  — 

f i( x )  vordamida qurilgan Lebeg-Stiltes o'lchovi ¡ iF  singulyar oichov ekanii- 

giai isbotlang.

Isb o t. цр— Lebeg-Stiltes o'lchovi bo'yicha ix tiyo riy  а € К  nuqtaning 

o'lchovi nolga teng. Chunki {а } =  [а, а] tenglik o 'rin li boigani uchun, ta’rif- 

ga, ko‘ra hamda Я (х )  aiag uzluksizlig idan ßF ([a, а]) =  Ä(a) — Ä(a — 0) =  0.

Buridan tashqari A — (—oo, o)U(i, oo) to'pîanming o'lchovi ham nolga 

teng. Haqiqatan ham, o'lchovning additivlik xossasiga ko'ra

fj,F ( A )  =  / i f  ( ( — со, 0 ) )  +  / 4 f ( ( 1 -  ° ° ) )  —

=  Ä(0) -  lim  R{a) +  lim  Я(а) -  Ä ( l)  -  0. (6.21)
а—>—oo a —í-oo

6.3-misolda ko 'rsa tild iki, p (K )  — 0. Agar ¡.iF {ß \ K )  — 0 ekanligi ko 'rsatilsa, 

/jp O'lchovning singulyar o'lchov ekanligi kelib chiqadi. Endi ßF (R\K) ni 

hisoblaymiz. O'lchovning additivlik xossasi va (6.21) tenglikka ko'ra

/лр(Ш\К) =  flp((-oo, 0)) +  M ( h  oo)) +  M i 0, 1 ]\K) =  M i  o, 1 ] W

Dastlab, K n, n  € N  to'plamlar uchun ß F ( K n) — 0 ekanligini ko'rsatamiz.

B iz  bu yerda Ä funksiyaning uzluksizlig idan foydalandik. Xuddi shunday



tengiik o 'rin li. ß i?{K„) = 0 , n >  3 tengliklar ham shunga o'xshash ko‘rsa ti- 

ladi. Endi Lebeg-Stiltes o'lchovi fip  ning <r— additiviik xossasidan foydalaiisak

ekanligini olamiz. Shunday q ilib , hosil qilingan Lebeg-Stiltes o'lchovi h f (')

1. fxp— 6.8-misolda keltirilgan Lebeg-Stiltes o'lchovi boisin. f ip (K )  =  1 

ekanligini isbotlang. Bu yerda K — Kantor to'plami.

2. fip — 6.8-misol,da keltirilgan Lebeg-Stiltes o'lchovi, A esa K  n i saqlovchi 

ixtiyo riy  to‘plam bo'lsin. /jp (A ) =  1 tenglikni isbotlang.

3. Elementar to'plamlar sisternasida aniqlangan m! olchoming additiviik 

xossasim isbotlang.

4. 6.4-teoremani ft. o'lchov uchun isbotlang. Bu xossa Lebeg o'lchovining 

yarim additiviik xossasi deyiladi.

5. F (x )  =  x  funksiya yordarnida qurilgan Lebeg-Stiltes o ‘Ichovi absolyut 

uzluksiz oichov bo ‘ladimi?

6. F ( x )  =  2[x] +  1 funksiya yordarnida qurilgan Lebeg-Stiltes o’lchovi 

diskret o'lchov bo‘ladimi?

7. Singulyar Lebeg-Stiltes o ‘Ichoviga misol keltiring.

8. Lebeg ma’nosida o'lchovli va [0, 1] kesrnaga qarashli to'plamlar s is- 

temasi er — aIgebra tashkil qüadirni? Javobni asoslang.

9. Tekislikdagi A =  { (x ,y )  : 0 <  x  <  1 ,0  <  y <  %} to‘pläm elementar 

to ‘plarn bo‘ladimi? Uning o‘l.chovini toping.

singulyar o'lchov ekan. A

M u sta q il ish la sh  uchun savo l va to p sh iriq la r
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7-§. 0 ‘Ichovning um um iy tushunc ha si

Bu  paragrafda b iz olchovning umumiy ta 'rifin i beramiz. 0 ‘lchovm yarim 

halqadan haiqaga davoin ettiram iz hamda uning a d d itivlik va, er — additivlik 

xossalarini isbotlaym iz. Tekislikd a  to‘g‘r i toTtburchaklar o‘lcbovi tusbuncbasi- 

ga, tayangan bolda uni kengroq to‘plamlar sinfiga yoyish natijasida o‘lchovni 

qurdik. Bunda (jaravonda) to 'g 'ri to'rtburchakiar o'lchovidati elementar to‘p- 

lamlar o‘ichoviga o'tishda to‘g‘r i to'rtburchaklar sistemasining yarim lialqa 

ekaiiligi va yuzaning manfiymas va additiv bo‘lish i muhnn ro i o‘ynadi. Bm i- 

dan tashqari, tekislikda.gi o'lehov Lebeg davomining er— additiviigi ham 

muhimdir.

Aytilganlarga ko‘ra 6-§ da tekislikdagi to‘plamlar uchun arnalga oskiriigan 

ko nstruksiva iii yetarlicka. umumiy abstrakt talqin q ilis li murnkin. Keyirig i ik k i 

para.gra.flax sku masa.ia.ga. bag‘iskianadi.

T . l- t a ’r if .  Agar ß  to‘plam funksiyasi quyidagi shartlami qanoatlantirsa:

1) ß  furiksiyaning aniqlanish sohasi & ß yarim halqa bo ‘Isa;

2) ß  funksiyaning qiymatlar sohasi haqiqiy va manfiymas bo ‘Isa;

3) ß  additiv bo‘lsa, ya/'ni ixtiyo riy  A e & ß to ‘plumning o‘zaro kesish- 

maydigan A i, A2, A3, . . . ,  An 6. to ‘plamlar bo ‘yicha

1

chekli yoyilmasi uchun
tl

K A )  =  X > ^ )  
fc=i

tenglik o ‘r in li bo ‘Isa, ß  : & ß —> R  ga 0 ‘lehov deyiladi.

Esla tm a . 0 =  0 U 0 yoyilmadan ß($) =  2ß($), ya’ni ß(%) =  0 tenglik 

kelib chiqadi.

7 .1 . 0 ‘lcbovni ya rim  halqadan undan h o sil bo‘lgan m in im a l haiqa

ga davom e tt irisb . Tekislikdagi to'plarnla.r Lebeg o'lehovini aniqlash uchun
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dastlabki qadarn, bu o'lchovni to‘g‘r i to'rtburehaklar sistem asi (yarim halqa) 

dan elementar to'plamlar sistemasi (undan hosil qilingan minimal halqa) ga 

da,vom e ttirish  bo'ldi. H o zir b iz bu konstruksiyaga o‘xshash abstrakt konstruk- 

siyani qaraymiz.

7 .2 -ta ’r if .  Agar m o'lchovning aniqlanish sohasi & m ikkinchi p o'lchov- 

ning aniqlanish sohasi & ß da saqlansa (G m C )  va ixtiyo riy  A €  & m 

to'plarn uchun

p{A) =  m (A )

tenglik o‘rinH hoisa, u hol,da p o'lchoy m o‘>ichotming da,vom,i deyiladi.

7.1-teorem a. Aniqlanish sohasi & m yarim halqa bo'lgan har b ir rn o'lchov 

uchun aniqlanish sohasi 971(©TO) ( & m n i o‘zida saqlovchi minimal halqa) 

boiyan yagona rn! davorn rnavjud.

Isb o t. Har b ir A 6 9R(&m) to'plam uchun

n

A = ( J J 3 fc, Bk €  ©rn» B k n  Bt — 0, k ± l .  (7.1)

ko'rinishdagi yoyihna mavjud. U  holda A ga
n

rn '(A ) =-- E  m (ß k) (7.2)
k= l

sonni mos qo'yuvchi va £W (6m) da aniqlangan rn! to'plam funksiyasi o'lchov 

bo'Iadi. Haqiqatan ham, (7.2) tenglik bila.n aniqlangan m!(Ä) miqdor (7.1)

yoyilmaning tanlanishiga bog'liq emas. chunki ix tiyo riy  ikk ita
n r

A =  C j €  6 m
t=i j=l

yoyilmalarni qarasak, B jC iC j kesishmalar & m ga tegishli bo'lganligi uchun 

m o‘lchovnmg additivligidan fovdalanib,
n n r  r

£  rn (B t) =  m{-B i  n ■= E  m(ci)
i— 1 2=1 j = l  j=z 1
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tengliklarga ega boiam iz.

Ravshanki, (7.2) tenglik bilan aniqlangan m '(A) funksiya manfiymas va 

additiv bo'ladi. Shunday q ilib , m o'ichovning T î ( & m) ga davomi mf ning 

mavjudligi isbotlandi.

Endi bu o'ichovning yagonaligini isbotlaym iz. Ix tiy o riy  A  € 9 J Î(6 TO) to‘p- 

îamni va uning biror

71

A ~ U n ~  k ^ Bk& 
k=1

yoyilmasini o laylik. I I  holda m  o'ichovning 97t(6r„) da aniqlangan ix tiy o riy  

fh davomi uchun
n n

m (A) =  fh (B k) =  M B k) -  m!(A) 
k=1 fe=l

tenglikni olamiz, ya’ni m o'lchov n i' o'lchov bilan ustma-ust tushadi. A  

O'ichovning manfiymaslik va additiviik xossalaridan quyidagi nvuhim xos- 

salar kelib chiqadi.

7.2-teorema. B iro r & m halqada aniqlangan rn o’lchov va & m gatcgishli 

A, A i, A'2, . . . ,  An to’plamlar berügan bo’lsin. U holda:
n

I.  Agar U  Ak C A va Ak f~) Ai — 0, k ^  l  bo’lsa, quyidagi tengsizlik 
k= 1

bajariladi

X  m (Ak) <  m(A).
k=1

I I .  Agar IJ Ak D A  bo ‘Isa, quyidagi tengsizlik bajariladi 
k= 1

n
m (Ak) >  rn(A).

1

Xusu-san, agar A, B  € & rn va. A  C B  bo’lsa,rn(A) <  r r i(B )  bo’ladi.

Isbot. & m ga tegisb.ll va o'zaro kesishmaydigan A i, A2, ■.., An to'plam

lar berilgan bo'lib, ularning barchasi A £ & m to'plamda saqlansin. U  holda
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rn  o‘lchovning additivligiga ko'ra

m(A) =  E  m (Ak) +  rn I a \ ( J  Ak j  .
k.=1 V fc=i /

n
Bundan, m(A\ i j  Ak) >  0 bo'lganligi nchtm I  - xossaning isbotiga ega 

k=1
bo'lamiz.

End i ix tiy o riy  A\, A2 € Gm to‘pIamlar uchun

m (A i U A2) =  m (A i) +  m (A2) — m (A i n  A2) <  rn (A i) +  m (A2)

tenglik o 'rin li ekaniigidan foydalansak, bu verdan chekli induktiv qadamdan

so!ng

m ( u  A k ) -  E  TO(ylfc) (7-3)
\k=l / fc=l

tengsizlikni olamix. Nihoyat, o'lchovning additivlik xossasiga ko'ra.

rn(A) — m A k'j -  rn  ^ (J  Ak\ J ij  <  rn A ^ j 

yoki (7.3) tehgsizlikka ko‘ra
n

m(A) <  y^m (Afc). A
k=l

H o zir b iz halqada aniqlangan o‘lchovlar uchun I  va I I  xossalarni isbotladik. 

Agar yarim halqada aniqlangan o'lchovni qarasak, lin ing  haiqadagi davotni 

uchun I  va I I  xossalar o‘rin !i bo'lganligidan, bu davomning yarim haiqadagi 

qism i uchun ham I  va I I  xossalar o 'rin li bo‘3ib qoladi.

7.3-ta’rif. Agar 6 m sistemada aniqlangan rn o'lchov va ixtiyo riy o'zaro 

kesishrnaydigan sanoqlita A i, A2, An, . . .  € & m to‘pl,amlar uchun 

[J Ak — A  € & m bo ‘Iganda quyidagi tenglik o ‘r in li bo ‘Isa
k=l

m( /
*=l
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t í holda m o ‘Ichov sanoqli additiv yoki a— additiv o ‘Ichov deyiladi.

6-§ da tekislikdagi to'plamlar uchun kiritilg a n  m  o'lchov a— additiv (6.8- 

teorema) oichovga miso! bo'ladi. Bosbqacha tabiatli <r— additiv o'lcbovga, 

miso! keltiram iz.

7 .1 -m iso l, Bizga ix tiy o riy  sanoqli X  — {rcj, X2, . . . ,  x n, . . . }  to'plam beril- 

gan bo'lsin.pn >  0 sonlarni shunday tanlaym izki,
OO

y ^ pn =  1
n—1

bo'lsin. Har b ir A  C X  to'plamga

m {A) =  Vn (7.4)
xn£Ä

sonni mos qo'yamiz. Aniqlanishiga ko'ra. rn(A) to'plam funksiyasi o'lchov 

bo'ladi va X  ning barcha qism to'plamlari o'Icbovli bo‘ladi. Rundan tasbqari, 

m (X ) =  1.

Endi X  ning o'zaro kesishrnaydigan sanoqlita ix tiy o riy  A i, . . . ,  An, ■ ■ ■ qism
OO

to'plam larini olaylik va 1J Ak — A bo‘ls in . Aniqlanishiga ko‘ra, rn(Á)
k=1

uchun (7.4) tenglik o 'rin li va tengiik o‘ug tomonidagi qator absolyut yaqin- 

lashuvchi bo'lgani uchun
30 OO

m (-4 ) p * = I 2
xi¡eA n= 1 Xk<iAn n=l

tengliklar o‘r in li, ya’n j rn o‘lchov o— additiv bo'ladi.

Endi additiv bo'lib, animo a— additiv bo'lmagan o'lchovga misol qaraymiz.

7 .2 -m iso l. [O, 1] kesmadagi barcha ratsional sonlar to'plam ini X  bilan 

belgilaymiz. & m orqali X  ning (a, b) interval, [a, b] kesrnava [a, b), (a, b] 

yarim iutervallar bilan kesishmalaridan iborat to'plamlar sistem asini belgi

laym iz. Ko 'rsa tish m um kinki, & m yarim  halqa bo'ladi. Agar

- U  -  x  f > ,  6) (f| [a , b], f > ,  %  f > -  &))
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(l(!sak, har b ir Aab to‘plamga

m(Aab) = b  — a

HOnni inos qo'yish nmmkin. Bu  to‘p lam funksiyasi m  additiv o‘lchov bo'ladi, 

ammo a— additiv bolmaydi. Chunki [0, 1] kcsmadagi barcha ratsional son- 

la r to‘plami sanoqli, ya’n i X  — { r j ,  r 2, .. . , r n, . . . }  tenglik o‘rin li. B irinc h i- 

dan /to| =  X  Pj[0. 1] to:plam uchun m (/% ) =  1 bo‘ladi, ikkinchi tomondan
DO

Aqi =  U A i  o'zaro kesishmaydigan sanoqlita nol o'lchovli An =  X  P|[rn, r n]
n—-1

to'plainUuning yig'indisidan iborat bo'ladi, ya’ni

OO

m(.40i) =  1 ^  E m(Ai) =  0.
n—1

7 va 8-§larda qaralayorgan olchovlarni a— additiv olchovlar deb hisob- 

layuiiz.

7.3-teorem a. Agar & m yarim halqada aniqlangan m o'tchov a— addi

tiv bo‘Isa. u holda bu o‘khovning 9Jt(6m) (& m ni o ‘zida saqlovchi minimal 

halqa) halqaga davomi /.i  ham a— additiv o‘lchov bo'ladi.

Isb o t. A 6 to'plam va o‘zaro kesishmaydigan B n e 9Jt(6TO),
OO

n € N l.o'plamlar berilgan bo‘3ib, A  =  |J B k tenglik ba ja rilsin . U  holda 5.3-
l

tooiemaga ko‘ra, & m da o‘zaro kesishmaydigan cheklit.a {A j, j  =  1,2,. . . ,  1}

t.o‘plamlar va ozaro kesishmaydigan { B n.î  s — 1,2, to'plamlar sis-
I L

temalari mavjud bo‘lib , A =  (J A j , va B„ — (J B ns, n  e N  chekli yoyil-
j —1

malar o‘r in li boiadi.

Endi C„gj =  B ns p) Aj belgilashlarni k irita m iz. Tu zilish ig a  ko’ra, Cnsj
OO In i

to‘piamlar o‘zaro kesishmaydi va Aj =  U  U  CnSj  va B ns =  i j  Cnsj  yoyil-
fl= 1 .9=1 j = 1

inalar o‘r ir i l i bo'ladi. & m da aniqlangan m  olchovning a — additivligidan

OO In I
m{Aj) =  E y 'm jCnsj) va m(Bns) =  y \n(Cnsj) (7.5)

U=  1 .9=1 j = 1



teiigliklargaegaho!la.miz. ikkinchi timondan 9Jt(©m) daberiigan /v, o‘ichovning 

aniqlanishiga ko‘ra,

l ln
ß{A )  =  y ^ ,m ( Aj )  va (i{ß n) =  Y ^ m (B ns). (7.6)

j - 1  S=1

U holda (7.5), (7.6) formulalardan

l l oe ln oo ln l

m  -4) =  E  m( ^ )  =  X  J 2  J 2  =  X  £  X  m( c » y ) =
j —l  j = 1 «,= 1 Ä=1 ft= 1 .9=1 j  =  l

oo Zn oo

= E E « = E ™ № )
n = l  ä= 1 n = l

tengliklai zanjirini olamiz. Bu tengliklar zanjirida qatnashayotgan barcha qa- 

torlar absolyut yaqiniaslmvchi, shuning uchun

OO

ß (A) = J 2 m( ß n)
n = l

tenglikning o'rinli ekaniigiga ega bo'lamiz. Ä

Koi'satiidiki, agar yarim halqada o — additiv o'lchov aniqlangan bo‘lsa, u 

holda uiiing hal.qa.ga davomi ham er— additiv o'lchov bo‘ladi, shuning uchun, 

boshidan olchovni biror halqada aniqiaiiga.n deb qarash mumkin.

7.4-teorema. Biror ©  halqada a — additiv m o'lchov berilgan bo‘lib, A  

va A i, A2, . . . ,  An, . . .  to ‘plamlar 6  ga tegishli bo'lsin. U holda:
OO

l c . Agar U  Ak C A  va i ^  j  da A i(^A .j — 0 bo'lsa, u holda 
k - l

OO

X  ™ (An) <  m (A )
n=1

tengsizlik 0 ‘rinli;
OO

Ha (sanoqli yarim additivlik). Agar A, C [J Ak bo‘lsa, u holda
1

OC

m (A )  <  X  tn (A i) 
tl=1
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tni,</mlik o 'rin li..

l.sb ot. Agar Ak to'plarnlar o'zaro kesishmasa va A  to'plamda saqlansa, u 

liolcla 7.2-teoremanmg ./ tasdig'iga, ko'ra har b ir n  € N  da

/fc=l
]rn(A k) <  rn(A)

M nigsizlik o 'rin li bo'ladi. Bu  yerdan n  —> oo da lim itga o'tsak tasdiq 

isbotiga ega bo'larniz.

Endi l l a tasdiqni isbotlaym iz. ©  halqa bo'lgani uchun

n—1
B n =  (An f )  A ) \ U  Ak.

k=1

to'plarnlar ©  ga tegishli bo'ladi. Tu zilisb ig a  ko'ra

A = [ J  ß k, /4  C An
k= 1

va B n to'plarnlar ju ft-ju fti bilan o'zaro kesishmaydi, shuning uchun
oo oo

•m(A) -  m(B k) <  E  m (Ak)- A
k=1 fc=l

7.1-esla tm a . Ko 'rin ib  tu rib d ik i, teoremaning I a tasdig'i o 'rin li b o iish i 

qaralayotgan o'lchovning er— additivligiga bog'liq ernas, shuning uchun ix t i-  

yo riy additiv o'lchov uchun ham bu tasdiq o 'rin li bo'ladi. Aksincha, Her tas- 

diqda. o'lchovning a— additivlik xossasi muhim ahamiyatga egadir. Haqiqatan 

ham, yuqorida qaralgan 7.2-misolda er— additiv bo'lmagan o'lchovda, o'lchovi 

1 ga teng X  to'plam o'lchovlari 0 ga teng b ir nuqtali to'plarnlar yig'indisida 

saqianadi, ammo I I „  tasdiq bajarilmaydi. Bundan tashqari shunga ishonch 

hosil q ilish  m um kinki, 1 1 # xossa umuman olganda er— add itivlik xossasiga 

teng kuchli. Haqiqatan ham, ©  varim halqada aniqlangan b iro r ß  o'lchov 

berilgan bo'lsin. A i,  A2, ■. ■, An, . . .  sanoqli sondagi to'plarnlar ©  dan olin-
CO

gan bo'lib, A u A2, . . . ,  A „ ,. . .  to'plarnlar o'zaro kesishmasin va A =  \J Ak
k=1
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tengük bajarilsin. U holda har qanday oichov i„  xossaga ega bo'lganligi 

sababli OO

£ > ( 4 . )  <  i<A )
n= 1

tengsizlik bajariladi. Bundan tashqari, agar ¡ i o'ichov l i „  xossaga harn ega 

bo'lsa, u holda (chunki A k la r ,4 n i qoplavdi)

OO

E m a o  ^ i*(Ä)
n—1

tengsizlik ham bajariladi. Shuning uchun

OO

Y i ß{A n) = n ( Ä )
n—\

tenglik o 'rin li. Demak. o'lchovning sanoqli yarim  additivlig i uning o — addi- 

riv lig io i ta’m inlar ekan.

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar

1. [0, 1] kesmadagi barcha irratsional sonlar to‘plarnini X  bilan belgi- 

layrniz. & m orqali X  hing (a, b) interval, [a, 6] kesma va [a, b) , 

(a, £>] yarim intervaüar bilan kesishmalaridan hosil ho 'lgan to ‘plamlar 

sistemasini bdgüaymiz. Agar y\ab =  X  p|(a. b) (f)[a , 6], f ) ( a> &]> f l[ a> &)) 

desak, har b ir Aab to‘plamga rn(Aai,) — b — a sonnt mos qo'yamiz. Bu  

ta'plam funksiyäsi m a—additiv o‘lchov bo'ladimi?

2. Har bir A  C R  to‘plamga

" > < - » =  E  ?
| A

sonni mos qo’yamiz. m to‘plam funksiyäsi o‘lchov bo'lishim ko‘rsating.

A  — (—•oc, 0) va ß  — [1, 4] to'plamlarning o'lchovlarini toping.

3. 2-m.isolda o,niqlangan m o‘lchov o— additiv o'lchov bo‘ladimi?
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8~§. 0 ‘lchovnmg Lebeg bo‘yicha davom i

8.1. Birlä ( b ir lik  elementli) yarim haiqada aniqlangan odchovning 

Lebeg bo‘yicha davomi. Agar & m yarim  haiqada aniqlangan m  o'ldiov 

additivlik xossasiga ega bo‘lib , arruno a— additiv bo'lmasa, u holda m  ning 

6 m dan Ш ( 6 m) ga davomi bilan o'lchovni davom e ttirish  jarayoni tugaydi, 

ya’n i m  olchovni £Dt(6m) dan kengroq sinfga davom e ttirib  bolmaydi. Agar 

©то da aniqlangan m  o‘lchov a— additiv bo‘lsa, u holda' m  ni & m dan 

Ш1(©то) ga nisbatán kengroq bo'lgan va qandaydir ma’noda maksimal sin f

ga davom e ttirish  murnkin. Bun i Lebeg bo'yicha davom e ttirish  yordamida 

amalga osh irish  mumkin. Bu bandda b irli yarim haiqada berilgan o'lchovni 

Lebeg bo‘yicha davom e ttirish  masalasini qaxaymiz, unmmiy holni esa kelgusi 

bandda qaraymiz.

Bizga b iro r ©m b irli yarim haiqada aniqlangan o — additiv rr i o'lchov beril

gan b o 'lsin  va E  to‘plam © m yarim halqaning b iri bo‘lsin . E  ning barcha 

qism to‘plamlaridan ta shkil topga.n Щ Е )  sistemada tashqi o‘lchov deb ata,Inv

ehí ß* funksiyani quyidagicha aniqlaymiz.

8.1-ta’rif. Ix tiyo riy  А с  E  to ‘plant uchun

H* (A) =  in f X  m( Mn) (8.1)
П

son A to‘plamning tashqi o'lchovi deb ataladi. Bu yerda aniq quyi chegara 

A to'plamni qoplovchi barcha che.kli yoki sanoqli { B n} , B n €  © m to'plamlar 

sistemasi bo’yicha olinadi. 

8.1-teorem a (Sanoqli yarim additivlik), Agar A va sanoqlitu A i, A2, . . . .
OO

An,,... to'plamlar uchun А с  U  An bo'lsa, и holda quyidagi tengsizlik
n = l

о ‘r in li
OO

s w  ^  2 > * ( a o -
n=1
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Bu teorema tasdig'imng isboti 6.3-teorema tasdig'i isbotiga (aynan) o'xshash 

amelga oshirilad i.

8 .2 -ta ’r if ,  Agar А С E  to'plam va istalgan e >  0 uchun shunday t í  £ 

Ш (& т ) to'plam mavjud bo‘líb,

ß ( A A H )  < £

tengsizlik bajaril.su, A (Lebeg bo'yicha) o'lchovli to'plam dcyiladi.

Faqat o'lchovli to'plamlar sinfida aniqlaagan p* funksiya Lebeg o‘lchovi 

deb ataladi va u p harfi bilan belgilanadi. jRáyshanki, & m va 9 tf(6 m) dan 

olingan to'plamlar o'lchovli bo'ladi. Bunda, agar A  G 6 m va В  € Ш1(6т ) 

bo'lsa, и holda

p(A) =  m (A ), p (B)  =  m '(B ).

Agar A  o'lchovli to'plam va p *(A A B) <  s  tengsixlikn i qanoatlaritiruvchi 

В  e Ш (6 т ) to'plam berilgan bo'lsa,

A A B  =  (E \ A )A (E \ B )

tcnglikda.ii A ning to'ldiruvchi to'plami E\A ning ham o'lchovli ekanligi keiib 

chiqadi.

8 .2 -teorema. O'lchovli to‘plamlar sistemasi i i ( E )  halqa bo'ladi. 

ísb o t. Ix tiy o riy  A i va A2 to'plamlar uchun

A i П Á2 =  v li\ (A i\ y í2) (8.2)

va

Ai U A2 =  E\[(E\Ai) П (/Д/12)] (8.3)

tengüklar o 'rin li bo'lgani uchun quyida,gini isbotlash yetarli. Agar A i 

A2 e ÍX (E) bo'lsa, u holda A — АД,42 € Я  (E) bo'ladi, ya’ni o'lchovli 

to'pla.mlarning ayirmasi o'lchovlidir. Haqiqatan ham, A i va A2 o'lchovli to'p

lamlar uchun shunday B i  € ЯЛ(бт ) va B 2 € 9Jt(6m) to'plamlar mavjudki, 

p '( A iA B i)  <  — va p *(A2A B 2) <  —
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tengsizüklar o 'rin li bo'ladi. В  — B i\ B 2 G $Я(& т ) bo'lganligî uchun

(/i1\,l2)A(i?1\S2) с ( A iA Bi) U (Л2Д 52)

munosabatdan foydalanib, р *(А А В ) < е tengsizlikn i olamiz. Demak, У-1Д/12 € 

I t (E )  u holda (8.2) va (8.3) munosabatlardan A i f )  A2 e Я (Е )  va A i ÍJ  A2 €  

í 1(E) ekanligini olamiz. A i va A2 fco'plamlarnmg sim m etrik ayirmasining 

o'lchovli ekaniigi

Ai¡AA2 — (yli\/l2) U (A2\A{) 

tenglikdan kelib chiqadi. A

8,1-esla tm a . & m ning b irlik  element,i  - E  o'lchovli to'plamlar sistemasi 

i t (E )  uchun ham b irlik  eliment bo'ladi, shuning uchun o'lchovli to‘plamiar 

sistem asi i t (E )  algebra tashkil qiladi.

8.3-teorem a. O'lchovli to'plamlar sistemasi Я (E )  da aniqlangan ¡ i  to'p- 

lam funksiyasi addituvdir.

Bu teoremaning isboti 6.6-teorerna isb otin i so‘zma-so‘z takrorlash bilan 

ainalga oshirilad i.

8.4-teorem a. O'lchovli to'plamlar sistemasi í i ( E )  da aniqlangan ¡ i to‘p- 

larn funksiyasi a— addituvdir.

Isb o t. 0 ‘lchovli to'plamlar sistem asi 1l(b ’) dan olingan A va ju ít-ju ft i
OO

bilan o'zaro kesishmaydigan A h A2, . . . ,  An, . . .  to'plamlar uchun /1 =  (J A»
П—1

bo'lsin. 8.1- teoremaga ko'ra,
OO ОС

I?(A) < 5 > ’ (A.) = >  КЛ ) < (8.4)
n=l n=l

tengsizlik o 'rin li. 8.3-teoremaga ko'ra, har b it n  da
П

p ( A ) > n ( Ú A  *) =  У > (Л ь )  (8.5)

tengsizlikni olamiz. (8.5) da n —> со da lim itga o'tib,
OO

l-t(A) >  J 2  íM n )  (8.6)
71=1
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ga ega bo'lamiz. (8.5) va (8.6) lardan teorema tasdig'i kelib chiqadi. A

8.5-teorem a. Lebeg bo'yicha o’lchovli bo'lgan barcha to‘piamlar sestemasi 

i l ( E ) , E  b irlik eiirnentli o — algebradir.

Isb o t. 6.7-teorema isbotin i so‘zma~so‘z takrorlash yordamida sanoqlita
OO

A i, A2, . . .  ,A n, . . .  €  t t ( E )  to'plamlar uchun A — U  An €  i i ( E )  ekanligini
n~  1

isbotlash mumkin. Ikkinchi tomondan,

OC OO

f } A n =  E \ { j( E \ A n)
n—1 n= 1

CO
tenglikka ko'ra, p) An € i i ( E )  ekanligiga ishonch hosil qilaroiz. A

n~  1
Tekiálikdagi to'píamiarning Lebeg o'lchovi xossalariga o'xshash, o'lchovning 

<t — additivlik xossasidan uning u z lu ksiz lik  xossasi kelib chiqadi.

Ya’n i, A i D A i D ■. ■ D An D . o'lchovli to'plamlar ketma-ketligi uchun
OO

A — P| An bo'laa, u holda
71 = 1

ß(A ) =  lim  n(An)
n~>00

bö'ladi. Xuddi shuningdek, agar b iro r o'lchovli to'plamlaming A\ C Ä2 C
OO

. . . C An c  . . .  ketma-ketligi uchun A — U  An bo'lsa, u holda
7 1 = 1

ß(A ) =  lim  n(An)
7 1 -* OO

tenglik o 'rin li.

Shunday qiüb, b iz ko 'rsa td ikki, agar b irlik  eiirnentli & m yarim  halqada 

er— addituv m  o'lchov berilgan bo'lsa, bu o'lchovni Lebeg bo'yicha davom 

e ttirish  na tijasida i i ( E ) , er— algebrada aniqlangan er— addituv \i o'lchov 

hosxl bo'ladi.

8 .3 -ta ’r if .  O'lchovli to‘plamlar sestemasi U  {E )  da aniqlangan va i i ( E )  

da tashqi o'lchov /1 * bilan ustma-ust tushuvchi ¡1 — L ( rn ) funksiya rn o‘l~ 

chovning Lebeg davomi deyiladi.
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o'lchovli to‘plam larketrna-ketligini tuzam iz. Tu zilish ig a ko 'ra . A!t ,A 2, . . . ,
n

A L___ to’plamlar o'zaro kesishmavdi. Blindan tashqari, istalgan n  da (J Ak
k—\

n
=  (J Ak te iig lik o 'rin li. Buudati tashqari 

k - i

(
n \  / n \ n oo

( J  Ak j -  sup /i ( ! J  Afk \ = sup E  v(Ak) < ]T  K A'k) < K  
k- 1 / ” \fe=l /  n fc=l fc=l 

shart bajariladi. Demak, istalgan e >  0 son uchun shunday t i e N  inavjudki,

( OO \  OO

U A 'k ] -  < 2
fe=«+l /  Jb=n'+1 

n
tengsizlik o‘rin !i bo'ladi. C — U  A!k to'plam o'lchovli bo'lgani uchun. shun-

k-1 £
day B  € & m to'plam mavjud bo'lib, n *(C A B) <  -  tengsizlik bajariladi.

( OO

u ^
k—n + l

munosabatdan foydalansak, p *(A A B) <  £ tengsizlikn i olamiz. Demak, A  

o'lchovli to'plam ekais.

Zaruriy lig i. Aytaylik sanoqlita A i, A.2, ■ ■ ■, An, .. o'lchpvíi to'plamlar uchun
OO

A =  (J An to'plam o'lchovli bo'lsin va p(A) chekli bo 'lsin. U  holda ista l- 
fl—1

n n
gan n € N  uchun U  Ak C A munosabatdan va (J Ak o'lchovli to'plam 

ifc=l k-1
bo'lgani uchun

H Í(J Akj  < !j,(A) <==> sup n ^¡J Akj  < n{A) < oo. A

8 .1 -n a tija . O'lchovli to'plamlar s in fi í Í ( E )  va A € Í l ( E )  to'plam. beril- 

gan bo'lsin. A to‘plarnning barcha B  € ¿1(1?) qism to‘plarnlari.dan tuzilgan 

95(1Í(.A)) sistema o— algebra bo'ladi.

Masalan, a,ga,r íl( R )  sonlar o'qidagi Lebeg ma’nosida o'lchovli to'plamlar 

sin fi va A =  [a, 6] ix tito riy  kesma bo'lsa, u holda [a, b] kesmada saqianuvchi 

o'lchovli to'plamlar sistemas! a— algebra tashkil qiiadi.
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Lebeg o Ich ovi ning yana b ir xossasini ke ltiram iz.

8 .4 -ta ’r if .  Agar ß(A ) =  0 va A! C A bolishidan A ' ning o‘lchovli ekan- 

tigi kelib chiqsa, f i o‘lchov to‘la deyiladi

Ta ’rifda keltirilgan A ' to'plam uchun p(A'} —■ 0 bo‘!adi.

Q iy inc h iliksiz isbotlash m um kinki, ix tiy o riy  olchovning Lebeg davomi to la  

boladi. Haqiqata.il ham. A! c  A, /i(A ) — ¡Ji*{A) =  0 bolsa, ¡x(A') =  0 

boladi va 0 €  6 «  n i olsak, //*(.4'A0) =  ¡x*(A') =  0 boladi, ya’n i A' 

to‘plamnirig o lc lio v li ekanligi kelib phiqadi.

Umuman olganda a— algebrada aniqlangan har qanday a— additiv o l- 

chovni to la  olchovgacha davom e ttirish  mumkin. Buning uchun nol olchovli 

to'plarnning ix tiy o riy  qismiga nolni mos qo'yish kifoya qiladi.

M u sta q il ish la sh  uchun savo l va to p sh iriq la r

1. X  — [0, 1]\Q bo'lsin. & m orqali X  ning [a, b) yarim interval, la r bilan

kesishmalaridan hosil bo'lgan to'plarnlar sistemasini belgilaymiz. Bu sistema- 

ning yarim haiqa ekanligini ko‘rsating.

2. l-topshiriqda aniqlangan <Sm yarim halqaning har b ir Aab =  X  D [a, b) 

to ‘plant,iga to(,4«j) =  b—a sonni mos qo ‘yamiz. Bu to'plam funksiyasi o'lchov 

bo ‘lish in i ko 'rsating.

3. 2-topshiriqda aniqlangan m : Gm ---> R  o'lchovning Lebeg bo'yicha davo- 

m ini toping. Uni sonlar o'qidagi Lebeg o'lchovi bilan ustrna-usi tushishini 

ko ‘rsating.

85



I l l  bob. 0 ‘lc h o v li fu n k siy a la r

Bu bob ik k i paragrafdan iborat. Dastlabki 9-paragrar olchovli funksiyalar 

xossalarini tekshirishga baglshlangan. 0 ‘lchovii funksiyalar Lebeg integral! 

tushunchasini kiritishd a  asosiy nxanba hisoblanadi. Bu  yerda olchovli funksiya- 

la r ta’riflanib , ulaming asosiy xossalari isbotlangan. Jumladan, o‘lchovli funk

siyalar to‘plaminmg arifm etik ainallarga, nisbatan yopiqligi (9.1 -teorema) ko‘r- 

satilgan. Yana, agar {/„,} olchovli funksiyalar ketma-ketligi lia r b ir x  € E  

nuqtada f ( x )  ga yaqinlashsa, u liolda lim itik  funksiya /  ning o‘lc liovli b o lish i 

(9.2-teorema) isbotlangan.

Bobning oxirg i. 10-paragrafida ekvivalent funksi valar ga ta’r if  berilib. uiarga 

m isollar keltirilgan. Ekvivalent funksiyalarning bin olchovli bolsa, ikkinch isi 

ham olchovli b o lish i isbotlangan. Bundan tashqari olchovli funksiyalar ketma- 

kctlikla rin ing nuqtali, deyarli va olehov bo‘yicha yaqinlashishlari ta’riflanib, 

ular orasidagi boglanishlar yoritilgan. Ma’lum ki, tekis yaqinlashishdan nuq

ta li yaqinlashish, nuqtali yaqinlashishdau esa deyarli yaqinlashish kelib chiqa- 

di. Deyarli yaqinlasliishdan olehov bo‘yicha yaqinlashish kelib chiqishi isbot

langan. Olehov bo'yicha yaqinlasliishdan deyarli yaqinlashish kelib ehiqadi- 

n ii degan savolga ijob iy javob yo‘q ekan. Olehov bo'yicha nol funksiyaga 

yaqinlashuvchi, lekin nolga b iror nuqtada ham yaqiniasmaydigan funksiyalar 

ketma-ketligiga m isol (10.5-m isol) keltirilgan. Ammo olehov bo'yicha yaqin

lashuvchi ketma-kefclikdan deyarli yaqinlashuvchi q isin iy  ketma-ketlik a jratish 

mum kinligi (10.5-teorema) ko‘rsatilgan. Te kis yaqinlashish va deyarli yaqin

lashish orasidagi boglanishni itbdalovehi Yegorov teoremasi (10.3-teorema) is 

botlangan. O lchovli funksiyaning uzlu ksiz funksiyaga qaysidir ma’noda yaqin 

b o lish i haqidagi Lu zin  teoremasi (10.6-teorema), ya’ni funksiya olchovli b o li- 

sliin ing  k rite riy si keltirilgan.
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9- §. O 'ic h o v li fu n k siy a la r va u la r u stid a  am a lla r

Bu paragrafda uzlu ksiz funksiyaga qaysidir ma’noda yaqin bo'lgan (Luzin  

teoremasiga qarang) o'ichovli funksiya tushunchasiga ta 'rif berarniz. 0 ‘lchovli 

funksiyalar Lebeg integrali tushunchasini kiritishd a  asosiy inanba hisoblanadi.

Bizga E  C M.(E c  R 2) Lebeg rna’nosida o'ichovli to'plam va unda aniqian- 

gan haqiqiy qiym atli /  funksiya beriigan bo'lsin.

9 .1 -ta ’r if .  Agar ixtiyoriy  c €  R  uchun { x  €  E  : f ( x )  <  c} :=  E ( f  <  c) 

to'plam, o'ichovli bo‘Isa, f  funksiya E  to ‘plañida o'ichovli deyiladi.

9 .1 -m iso l. /  : E  —» R , f ( x )  — a — const funksiyaning o'ichovli ekan- 

lig in i ko'rsating.

Yech ish . ix tiy o riy  c € M uchun

E ( f  <  c) =  { x e  E  : f ( x )  <  c}
E , agar c >  a,

0, agar c <  a

tenglik o 'rin li. E  va 0 to'piamlar o'ichovli. Demak, ix tiy o riy  c €  R  uchun 

E ( f  <  c) to'plam o'ichovli ekan. Ta ’rifga ko'ra, f ( x )  — a funksiya E  da 

o'ichovli funksiya bo'ladi.

9.1-teorem a. Agar f  va g funksiyalar E  to'plam,da o'ichovli balsa, u 

holda ularving yig'indisi f + g , ayirmasi f  — g va ko'paytmasi f  • g o'ichovli 

bo'ladi. Agar barcha x  e E  lar uchun g(x) ^  0 bo'Isa, u holda f/ g  funksiya, 

ham E  da o'ichovli bo'ladi,

Teoremani isbotlashda quyidagi lemmalardan foydalanamiz.

9.1-lem m a. Agar f  funksiya E  to'plamda o'ichovli bo‘Isa, u holda ix t i

yoriy a, b 6 R  lar uchun quyidagi to ‘pla,m,laming har b iri o ‘Ichovli bo ‘ladi:

1) E ( f  >  a); 2) E(a  <  f  < b ); 3) E ( f  =  a); 4) E ( f  <  a); 5) E ( f  >  a).

Xsfoot. Faraz q ila ylik, /  o'ichovli funksiya bo'lsin, u holda ta’rifga ko'ra, 

ix tiy o riy  a € R  uchun E ( f  <  a) to'plam o'ichovli bo'ladi.
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1) E ( f  >  о) =  E \ E ( f  <  a) tenglikdan, hamda o'lchovli to'plamning 

to'ld iravehisi o'lchovli ekanligidan E ( f  >  a) to'plamning o'lchovli ekanligi 

kelib chiqadi.

2) E(a  <  f  <  b) — E ( f  >  a ) f ) E ( f  <  b) tenglikdan, hamda o'lchovli 

to'plamlar kesishmasi o'lchovli ekanligidan E(a  <  f  < b )  to'plamning o'lchovli 

ekanligi kelib chiqadi.

3) E ( f  — a) to'plamning o'lchovli ekanligini ko'rgatamiz:

u - o'lchovli. O'lchovli to'plamlaming sanoqli sondagi kesishmasi (6.7-teorema) 

o'lchovli bo'iganligi uchun E ( f  — a) to'plam o'lchovli bo'ladi.

a) — E ( f  <  a ) [ j E ( f  — a) tenglikdan kelib chiqadi.

5) E ( f  >  a) — E \ E ( f  <  a) tenglikdan hamda to 'ld iru vc lii to'plamning

9.2-lem m a. Agar ixtiyo riy  a, b €  M la r uchun 9 .l-lemmadagi 1), 2), 4),

5) ko’rinishdagi to’plarnlarning birortasi o’lchovli bo‘Isa, и holda f  funksiya 

E  to‘plañida o’lchovli bo’ladi.

Isb o t. B iz  faqat 1) ko'rinishdagi to'plamning o'lchovli ekanligidan /  ning 

o'lchovli ekanligini ke ltirib  chiqaramiz. Qqlgan tasdiqlarning isbotin i o'quvchi- 

ga mustaqil isbotlashm tavsiya qilam iz. Paraz q ilayiik, E ( f  >  a) to'plam ix 

tiyo riy  a €  К  uchun o'lchovli bo'lsin. U holda uning to'ldiruvchi to'plami 

E ( f  < a) ham o'lchovli bo'ladi. 9.1-ta’rifga asosan /  o'lchovli funksiya

9.3-lem m a. Agar f  va g lar E  da o'lchovli funksiy alar bo‘Isa, и holda 

{ x  € E  : f ( x )  >  g (x)} =  E (  f  >  g) to’plam o’lchovli bo’ladi.
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4) E ( f  <  a) to'plamning o'lchovli ekanligi ta’rifdan, 3) dan hamda E ( f  <

o'lchovlilig i (6.4~teorema) dan kelib chiqadi.

bo'ladi.



Isb o t. Ratsional sonlar to'plami <Q> sanoqli bolganligi uchun uning ele- 

m entlarini nomerlab chiqamiz. ya’n i <Q) =  { r i ,  ?’2: . . . , r k. . . .} va. quyidagi 

tenglikni isbotlaym iz:

E ( f  >  .9) : = { x € E :  f ( x )  >  g(x)} =
OO

= U ( { x :  D { x ■ g(x) <rfc}) • (91) 
k- 1

Faraz q ila ylik, ;i'o €  {x  € E  : f ( x )  >  g (x)}  ya’n i f ( x 0) >  g(x0) b o lsin , u 

holda ratsional sonlarning zich lik xossasiga ko‘ra shunday r k € Q mavjudki, 

f ( x 0 ) > r k >  g{x0 ) mtinosabat 0‘r in li boladi. Demak,

x0 € { x  : f ( x )  >  r k}  P| { x  : g{x) <  r k}  .

Bunda.11
00

x0 € (J ({ x : f ( x) > rfc> 0  { 't:: g(x) <: r ^ )  := A 
k- 1

ekanligi, bundan esa E ( f  >  g) C. A kelib diiqadi. Endi teskari A C E ( f  >  g) 

inunosabatni ko‘rsataimz. Faraz q ilaylik,
OO

x o €  ( J  ( {  x  : f ( x )  >  r k}  f ] { x :  g(x) <  r k} )  
fc= 1

ix tiy o riy  nuqta b o lsin . u holda xq birlashmadagi to!piamlarning hech bol- 

maganda bittasiga tegishli bo‘ladi, ya’n i shunday k  s  N  mavjudki. x<) € 

{ x  : f ( x )  >  r k\ f l  {.7; :  g(x) <  r k}  . Demak, b ir vaqtda f ( x 0) >  r k va g(x0) <  

r k boladi. Bundan f ( x 0) >  g(x0) ekanligi. ya’ui xq e { x  €  E  : f ( x )  >  g(z)\ 

ekanligi kelib chiqadi. Bundan A  C E ( f  >  g) ni oiarrüz.

B iz  (9.1) tenglikni isbotladik. 9.3-lemmaning isboti (9.1) tenglikdan. ham- 

da. olchovli to£plamlarning sanoqli birlashmasi (6.7-teoreiria) yana olchovli 

ekanligidan keüb chiqadi. A

9 .1-teorem aning isb o ti. Teoremani b ir necha qismlarga ajratib isbot- 

laymiz.
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1) .agar / — o'ichovli funksiya bo'lsa, u holda ix tiv o riy  A; G R  uchun 

k  • /  va /  -1- fe funksiyalar ham o'ichovli bo'ladi. Haqiqatan ham, (k  ^  0 

deb hisoblaymiz k =  0 bo'lganda k  • /  ning o'ichovli b o 'lish i 9.1-inisolda 

ko 'rsa tild i)

f  E ( f  <  •%.). agar k >  0,
{:r G E : */ (» )  <  c} =  < u y ’ (9.2)

{  E ( f  >  % ) ,  agar k  <  0.

(9.2) tenglikning o‘ng tomonidagi to‘piamlarning lia r b in o'ichovli bolgani 

uchun k -  f  funksiya o'ichovli bo'ladi. f  +  k  funksiyaning o'lchovliligi

{ x g  E  : f ( x )  +  k  <  c } =  { x  G E  : f ( x )  <  c — k }

tenglikdan kelib chiqadi.

2) Agar /  va g Jar E  da o'ichovli funksiyalar balsa, u holda 9.3-lemmaga 

ko'ra

{ x  € E :  f ( x )  +  g(x) >  c} =  { x  € E  : f ( x )  >  c -  g(x)}

to1 plam ix tiv o riy  c G R  da o'ichovli bo'ladi. Demak, 9.2-lemmaga ko‘ra f  +  g 

olchovli funksiya bo'ladi.

3) 1) va 2) dan kelib chiqadiki. /  +  (—1 )g o'ichovli funksiya bo'ladi.

4) Agax /  o'ichovli bo'Isa, u holda |/| va f 2 la r ham o'ichovli fiinksiya la r 

bo'ladi. Haqiqatan ham,

„ , I E ,  agar c <  0
m \ > c )  =  {  (9.3)

[  E ( f  <  - c) U  E ( f  >  c), agar c >  0.

(9.3) tenglikning o'ng tomonidagi to'plaiular ix iiy o riv  e e R  da. o'ichovli 

bo'lganligi uchun |/| o'ichovli funksiya bo'ladi.



\

I/ I fanksiyaning o'ichovli ekanligidan, (9.4) tenglikning o‘ng tomonidagi to 'j 

lamlaming ix tiy o riy  c €  R  da o'lchövli ekanligi kelib chiqadi. Demak. f -  

o'ichovli funksiya bo'ladi.

5) 0 ‘lchovli fun ksiyal anting ko'paytmasi o'ichovli ekanligi quyidagi

f - 9  =  \ [ ( f  +  9)2 - ( f - 9 f \

ayniyatdan, hamda 1), 2), 3) va 4) xossalardan kelib chiqadi.

6) Agar g o'ichovli bo'lib, g(x) ^  0, \'x e E  bo'lsa, u holda -  tiing
Q

o'ichovli b o 'lish i

/ 1
E(g  <  0) U  E(g  >  - ) ,  agar c >  0

E G ̂  C) = ‘ E < 9 < °) ’ agar C < °’
E(g  <  0), agar c =  0

tenglikdan kelib chiqadi. Demak, -  — o'ichovli fim ksiya. 5-xossaga ko'ra, 

1
}  (x) • ------ fim ksiya ham o'ichovli bo'ladi, bunda g(x) ^  0. A

9\x )
Shunday q ilib , biz o'ichovli funksiyalar to'plarnining arifm etik amaliarga 

nisbatan yopiqligini ko'rsatdik.

Analizdan ma’lurn bo'lgan tekis va nuqtali yaqinlashish ta’rifia rin i ke lti- 

ram iz. E  o'ichovli to'plamda /  fim ksiya va {/ „ }  o'ichovli funksiyalar ketma- 

ketlig i berilgan bo'lsin.

9 .2 -ta ’r if .  Agar ixtiyo riy e >  0 uchun shunday no >  0 rnavjud bo‘lib, 

barcha n  >  n0 va x  € E  larda |/n(x) — /(x)| <  e bo‘ha, u holda { / „ }  funk

siyalar ketrna-ketligi E  to ‘plam-da f  funksiyaga tekis yaqinlashadi deyiladi.

9 .3 -ta ’r if .  Agar har b ir x  € E  da Ihn f n(x) — f ( x )  bo‘Isa, u holda { / „ }
n--*oo

funksiyalar ketrna-ketligi f  ga nuqtali yaqinlashadi deyiladi.

Quyidagi teorema o'ichovli funksiyalar to'plarnining lim itga o 'tish  (nuqtali 

yaqinlashish) amaliga nisbatan ham yopiqligini ifodalaydi.
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9.2-teorem a. Agar { / „ }  o'lchovli funksiya,lar ketma-ketligi har b ir x  € E  

da f ( x )  да yaqinlashsa,u holda lim itik  funksiya f  o'lckovli bo'ladi.

Isb o t. Shartga ko‘ra, ix tiy o riy  x  e E  uchun liin  f„ (x )  — f ( x )  o 'rit iii.П—>00
OO OO CO S N

E ( f  <  c) -  { x  : f ( x )  <  c} =  U  U П i  x : / « ( * )  <  c -  % }  (9'5)
k=l n= 1 m>n ^

teuglik [2] da isbotlangan. Teoremaning isboti (9.5) tenglikdan kelib chiqadi, 

chunki, sanoqli sondagi o'lchovli tóplamlarning birlashm asi va kesishmasi (6.7- 

teoremaga qarang) yana o'lchovli to'plamdir. A

Bu par agrafai quyidagi m isol bilan yakunlaymiz.

9 .2 -m iso l. Agar f  : E  —s- Ж o'lchovli funksiya bo'lsa, 11 holda /  funksiya 

E  rung ix tiy o riy  o'lchovli A  qismida ham. o'lchovli funksiya b o 'lish in i ko'rsating.

Yech ish . Haqiqatan ham, ix tiy o riy  c g l uchun

{ x  €  A : f ( x )  <  c} =  E ( f  <  с) П A

tenglik o 'rin li. E ( f  <  с) va A  to'plamlar o'lchovli bo'lganligi uchun ular- 

ning kesishmasi bo'lgan { x  € A : f ( x )  < c} to'plain ham o'lchovli bo'ladi.

9.1-ta’rifga ko'ra, f  funksiya A  da o'lchovli bo'ladi.

M u sta q il ish la sb  uchun savol va to p sh iriq la r

1. O'lchovli ЬоЧтадап funksiyaga misol keltiring.

2. 0 ‘lchovli ЬоЧтадап, lekin moduli o'lchovli bo'lgan funksiyaga misol kelti

ring.

3. (9.5) tenglikni isbot,lang.

4. 9.1-iemrnada keltinlgan 2), I )  va 5) ko'rirmhdagi to'plamlarning o'lchovli 

ekanligidan f  ning o'lchovli ekanligini keltirib chiqaring.

5. Shunday f  va g funksiya,larga misol keltiringki, ulaming yig'indisi 

o'lchovli bo'lsin, lekin ayirmasi o'lchovli bo‘Imasin.
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6. Shunday f  va g funksiyalarga misol keltiringki, ulaming ko‘vaytma,s%

o ‘Ichovli ho ‘I,sin, lekin yig ‘tndisi o ‘Ichovli bo ‘Imasin.

7. D irix le  funksiyasi !0 ning [0, 3] to'plamda o‘ichovli ekardigini ta’r i f  

yordamida ko‘rsating. 5) funksiya (2 . Í )  tenglik hilan antqlanadi.

S . Agar f  funksiya E  to'plamda o‘Ichovli bo‘ka, u holda h(x) =  [/(#)] 

ning o ‘Ichovli ekanligini isbotlang. Bu yerda [x] bilan x  ning butun qismi 

bclgilangan.

10- §. 0 ‘lchovli funksiyalar ketma-ketliklarining yaqiniashishlari

Bu paragrafda biz ekvivalent funksiyalar, ulaming ayrim xossalari va o‘l- 

d io vli funksiyalar kettna-kefcliklarining t.u rli yaqiniashishlari orasidagi bog‘la- 

n i shlarni o 'r ganarniz.

10 .1 -ta ’r if .  E  o‘Ichovli to'plamda aniqlangan f  va g funksiyalar uchun 

¡ i ({:/; €  E  : f ( x )  7  ̂ c/(.x')}) =  0 bo‘Iso,, f  va g lar ekvivalent funksiyalar de- 

yiladi va f  ~  g shaklda belgilanadi.

1 0 .1 -m iso l. D irix le  funksiyasi S) ((2.1) ga qaraiig), Riman funksiyasi 91 

((2.2) ga qarang) noi funksiya Q(x) — 0 hanida b ir I ( x )  1 funksiyalar 

orasidan o‘zaro ekvivalent funksiyálarni toping.

Ye c h ish . Ma’lum ki. Q sanoqli to'píáín, shuning uchun ¿¿(Q) =  0 . Lebeg 

o‘lchovi to1 la olehov (8.4-ta’r if ) , shunday ekan, ix tiy o riy  A c  Q uchun fi(A ) =

0. Endi bu funksiyalam i ekvivalentlikka tekshiram iz:

{ x  : £ )(x) ^  # (x)} =  <Q>, { x  : 9 t(x) ±  8 {x )}  -  Q,

{x  : 3>(x) #  9t(x)} C Q, {x : ®(x) + i(x )} = R\Q.

Bu yerdan quyidagi tengliklami hosil qilam iz:

p  ( {x  : 5 )(x) #  % ) } )  =  m ( {x  : 9 t(x) #  % ) J )  =  U X{Q}) -  0,
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,х { { x  : а д  Ф <Н(*)}) =  О, /У, ({X  : 3>(аг) ф Ц х ) } )  =  ц ({R \ Q }) ф 0.

Demak, 'S) ^  0, 2) ~  ?Н, 91 ~  в  bo'lacii. 1 bilan 3) ekvivalent етая.

10 .2 -ta ’r if .  Дг/аг biror xossa E  to'plamning nol, о ichovli qism 'to ‘plamidan 

boshqa barcha nuqtalarida bajarilsa, bu xossa E  to ‘plamda deyarli baja-rilo,di 

deyiladi.

Agar ikk ita  funksiya deyarli Leng bolsa. ular ekvivalentdir.

10 .2 -m iso l. Aytaylik, E  =  A i (J Л2 va A i П  A¡ =  0 bo‘isin . Agar f i  : 

A i —> R  va j 2 : Az --> R  funksiyalar olehovli bolsa, u holda

, ,  V I / | (3:) .  agar X  €  A¡
/ ( * )  =  S

{ ¡ 2{х), agar x  e Л2

E  da olehovli funksiya. b o lish in i isbotlang.

Isb o t. Ix tiy o riy  с €  R  da

{ x  € E  : f ( x )  <  c} =  { x  e A l : f\(x) <  c} U { x  e A2 : /2(z) <  c}

to'plam olehovli. Demak, /  funksiya E  da olehovli. Д

10 .3 -m iso l. Nol olehovli A  to‘plamda aniqlangan ix tiy o riy  f  : A —* Ш 

fimksiyaning olehovli b o lish in i isbotlang.

Isb o t. Lebeg olehovi to la  olehov (8,4-ta’r if )  bolganiigi uchun olehovi 

uolga teng bolga.ii to'plamning ix tiy o riy  qismi

{ x  e  A : f ( x )  <  e } С A

olehovli, shuning uchun /  funksiya A  da olehovli funksiya boladi. Д

10.1-teorem a. Agar f  funksiya E  о‘IchovU to‘plamda aniqlangan bo'lib, 

olehovli g : E  - *  Ш funksiyaga ekvivalent bo‘Isa, и holda f  ham E  da

о ‘Ichovli funksiya bo ‘ladi.

Isb o t. Faraz q ilayiik, g— olehovli va /  ~  g b o lsín , ya’ni

A — { x  : f ( x )  =  g(x)} , E \ A  =  { x  : f ( x )  ф g{x)} , fJ,{E\A) =  0.
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Í  /(■'»'). a9 a r  x  €  E \ A  

i g ( x ) ,  a g a r  x  ь  A

I 1! da o'ichovli ftm ksiya bö‘ladi. A

1 0 .1 . D e y a r l i  y a q in la sh ish .

1.0.3-ta ’’r i f .  A g a r  E  t o ‘p la m d a  a n iq la m ja n  { / „ }  fu n k s iy a îa r  k e tm a -k e t-  

l ig in in g  f  fu n k s iy a g a  y a q in la s h m a y d ig a n  n u q ta la r i t o ’p îa m in in g  o 'i c h o v i  n o l  

b o is a , и h o ld a  { / „ }  fu n k s iy a îa r  k e tm a -k e t l ig i E  to 'p ïa m d a  f  fu n k s iy a ga  

d e y a rli y a q in la s h a d i d ey ila d i, y a ’n i

l im  f n ( x )  =  f ( x )
Л -*  oo

te n g lik  E  d a g i d e y a r li ba rcha  x  la r  u ch u n  o ‘n n l i .  y ok i

A  =  ¡ x  : l im  / „ (x )  =  f ( x ) } ,  p ( E \ A )  =  0.
L n —►oo )

1 0 .4 -m is o l.  / „ (x )  = c o s "  :r, E  —  [0, 2тг] funksiya îar ketma-ketligining  

nol funksiyaga deyarli yaqiniashishini isbotlang.

Is b o t .  M a ’lum k i, barcha x  €  ( 0 ,2^т)\ {гг }  larda |cosx| <  1 tengsizlik  

o 'r in li hamda cosO — cos2tt — 1, costг — —1 ekanlighii hisobga olsak, 

quyidagini olam iz
/

0, a g a r  x  €  (0. 2? г)\ {тг},

10,2 va 10.3-m isollarga ko‘ra,

l im  f n ( x )  — lim  (c o sx )" — m a v ju d  e m a s  x  =  ir,

1, a g a r  x  €  {0 , 2 î t }  .

Agar A  =  ( x  : lim  f J x )  —  o l  == E \  {0 ;  7г; 2тг} deb belgilasak, u  holda 
I n—* oo J

U ( E \ A )  =  /.t ( {0 ;  тг; 2 t t } )  — 0

bo'ladi. T a ’rifga  asosan, f n ( x )  —  cos” x  funksiya îar ketma-ketligi E  -  [0, 27r] 

to !plamda 9 ( x )  =  0  funksiyaga deyarli yaqinlashadi. A
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10.2-teorem a. Agar E  to ‘plañida {/„,} o ‘lehovli funksiyalár ketma-ketligi 

f  ya deyarli yaqinlashsa, u halda, lim iiik  funksiya f  harn o 'lchovlid.tr.

Isb o t. A =  |x : lim  f n(x) =  f ( x )   ̂ bo 'lsin. U hoida teorema shartiga 

ko'ra, ¡j,(E\A) — 0 bo'ladi. A  to’plamda {/ „ }  funksiyalar ketma-ketligi 

/  ga nuqtali yaqiniashadi. 9.2-teoremaga ko‘ra ,. /  funksiya A  to'plamda 

o'lchovlidir. 10.3-misolga ko‘ta nol o'lchovli to'plamda aniqlangan ix tiyo riy  

funksiya o'lchovli, shuning uchun /  funksiya E \ A  da o'lehovli bo'ladi. 10.2- 

misolga ko‘ra, /  funksiya birlashma A — E  to'plamda ham o'lchov-

lid ir. A

Ma’lum ki, tekis yaqinlashishdan nuqtali yaqinlashish, nuqtali yaqinlashish- 

dan esa deyarli yaqinlashish kelib chiqadi. Quyidagi im plikatsiyalar o‘rin li:

Yegorov teoremasi deyarli yaqinlashish bilan tekis yaqinlashish orasidagi 

bogianishui ifodaiaydi.

10.3-teorem a, (Yegorov). E  chekli o'lchovli to‘platuda {/ „ }  funksiyalar 

ketma-ketligi f  ga deyarli yaqinlashsin. U halda ixtiyo riy  5 >  0 uchun shun- 

day E s  C E  to'plam mavjudki, uning uchun quyidagilar o'rinü:

1) /J,(E\Es) <  ó,

2) E s  to'plamda { / „ }  funksiyalar ketma-ketligi f  ga tekis yaqiniashadi. 

Isb o t. 10.2-teoremaga ko‘ra, /  o'lchovli funksiya bo'ladi. Aytaylik,

E Z  =  O i x : \ , U z ) - f ( x ) \ < l / m }
Í  >17,

bo'lsin. E!%f to'plamlar barcha n  va m  uchun o'lchovli bo'ladi. E%  to'plam 

tayinlangan n  va m  da barcha * >  n  la r uchun \f¡(x) — f(x)\ <  l/m



tengsizlikni qanoatlantiruvchi x  lar to'plamidan iborat. E rid i
OO

= y  k
n = l

b o lsín . Aniqlanishiga ko'ra E™ to'plamlar har bir m da

;.™ r m  r -  L 'm  , .fcl Cií-2 ' C C

munosabatni qanoatlantiradi. 0 ‘ichovning u z lu k siz lik  xossasiga ko'ra, 

lim  =  n ( E m) voki har b ir m  va <5 >  0 uchun shnnday no(m)
W—K»
mavjudki,

0 <  A* ( E m) -  M =  V ( v m\K,(m )) <  (10-1)

Endi OC

íü  =  f|  
m=l

b o lsín . Ko 'rsa tam izki, h)¡ to'piam teorema shartla rin i qanoatlantiradi. Dast- 

lab ¿;5 to'plamda {/ „ }  ketma-ketlikning /  ga tekis yaqinlashishini ko'rsatamiz. 

Aytaylik, x  € Ex  b o lsín . U  holda ix tiy o riy  m uchun bareha i  >  n0(m) 

nomerlarda \fi(x) -  /(x)| <  1/m tengsizlikba ja rilad i. Bundan E¿ to'plamda 

{./„} ketma-ketlikning /  ga tekis yaqiniashishi kehb chiqadi.

End i E\ E¿  to‘plam olchovini baholaymiz. Barcha m lar uchun /j.(E\ Em)

— 0. Haqiqatan ham, agar x 0 € E \ E m bolsa, u holda yetarlicha katta * la r 

uchun |f i( x 0) -  J(xí))\ >  1/m bpladi, va’n i { f n(xo)} ketma-ketlik f ( x 0) ga 

yaqinlashmavdi. Demak, E \ E m c  E\A  munosabat o‘r in li. Bu yerda

A — { x  : Um f n(x) =  f ( x ) } .
« —>OC

Bundan, j j. ( E \ E m) <  fj,(E\A) — 0 ga kelamiz. Bu o‘z navbatida ¡ i( E \ E m) —

0 ga olib keladi. Bu yerdanva (10.1) dan keiib chiqadiki,
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bo'ladi. Shuning uchun quyidagi tengsizlik o!rinli
OO \JA n =

m = i /

( OO \ OO OO r-

U £ E  c W W  < E = = '4 A
m=1 / m=l m=l

10,2. 0 ‘lchov bo ‘yicha yaqinlashish. Bizga E  to ‘plamda aniqlangan 

{/ „ }  o‘Ichovli funksiyalar ketma-ketligi va f  o'lehovli funksiya berilgan bo'lsin.

10.4-ta’rif. Agar ixtiyoriy 6 >  0 uchun

hin /i ( {x  G E  : I fn (x ) -  /(.r)| >  <5}) =  0

ténglik bajarilsa, ukolda {/ „ }  funksiydar ketma-ketligi E  to ‘piarada f  funk- 

siyaga o ‘lchov bo‘yicha yaqinlashadi deyiladi. *

DeyarÜ yaqinlashishdan o‘lchov bo1 yicha yaqinlashish kelib chiqadi. Quyida- 

gi teorema shu haqda.

10.4-teorema. Agar {/ „ }  o'lchovli funksiyalar ketma-ketligi E  (p (E )  <

oo)  to ‘piarada f  funksiyaga deyarli yaqinlashsa, a holda {/ « }  ketma-ketlik 

E  to 'piarada f  ga o ‘Ichov bo ‘yicha ham yaqinlashadi.

Isbot. 10.2-teoremaga ko‘ra, limitik funksiya / o‘lchovli bo'ladi.

A  -  {.r  : llm f „ (x )  -  / ( * ) }l  «-»OO J

bo'lsin. Teorema sbartiga ko‘ra, p (E \ A ) — 0 bo!ladi. Berilgan 6 >  0 son 

nchun quyidagi belgilashlarni kiritamiz.

Ek{¿) =  {x  : |f k(x ) -  f (x)\ >  ¿ }  ,
OO OO

R n(6) =  y  E k(S), M  =  f ]  Rn(6).
k—n n=1

0 ‘lchovli to'plamlarniug xossalaridan foydalanib, ko'rsatish mumkinki, yuqori- 

da kiritilgan barcha to'plamlar o‘lehovli boiadi. Ravshanki,

R iió )-D  R 2(d) D ■ ■ - Rn(ó) D ■ ■ ■ .
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0 ‘lchovning u z lu ksîz lik  xossasidau

lim K K ( f i ) )  =  K M )  (10.2)n—>00

tenglik kelib chiqadi. Ko‘rsatam izki, M  С E \ A  bo'ladi. Haqiqatan ham, x0 € 

A bo‘lsin , ya’ni

lim fn (x0) = / (x0).
П—'ОО

L im it ta’rifiga ko'ra, berilgan ó >  0 son uchun shunday n  mavjudki,

l/fc(:i;o) -  /<x0)| < <5
tengsizlik barcha к >  n lar uchun o 'rin li, ya’n i xq ф R n{5), shunday ekan, 

xq ф M . Bundan A С E \ M  =► M  С E\ A . 0 ‘lchovnmg yarim additivlik 

xossasidan

ц (М ) <  ц (Е\А )  =  0 =Ф  ц (М )  =  0.

Detrxak, (10.2) dan Ihn f i(R n(d)) — 0. E n(6) с  R-пЩ munosabatdan va
n-+oo

o'lchovniiig yarim additivlik xossasidan

Inn ß ( E n(<))) =  0
n~ЮС

ekanligi kelib chiqadi. Bu esa teorema,n i isbotlaydi. Д

0 :lehov bo!yicha yaqinlashishdan deyarli yaqinlashish kelib chiqadimi de- 

gan savol tug‘iladi. Umuman olganda o‘lchov bo'yicha yaqinlashishdan deyarli 

yaqinlashish kelib chiqmas ekan. Quyidagi rmsol bu fikm ing to‘g‘rilig m i tas- 

diqlaydi.

1 0 .5 -m iso l. Har b ir к e N uchun E  — (0, 1] yarim intervalda f [ k\ f^k\ 

. . . .  funksiyaiarni quyidagicha aniqlaymiz



Bu  furiksiya larni ta rtib  bilan nomerlab, {gn} (g i ■= j]  , 92 =  /2 > 93 =  

/ i? j &  =  /3^ , . ketina-ketlikni hosil qilam iz. {gn}  ketma-ketlikning E  

da nol funksiyaga o'lchov bo'yicha yaqinlashishini va b iro r nuqtada harn noíga, 

yaqirdashmasligirii iábotlang.

Isb o t. Har b ir n  €  N  uchun shundav к  va i  sonlar ju ft i topiladiki, 

f ¡ k\ x )  =  gn(x)  teuglik bajaríladi va n cheksizga in tilish i bilan к ham chek- 

sizga intila d i. Ixfciyoriy S >  0 uchun

fi ({ X : \gn{x) I > s  }) =

=  ß  ( {  *  ■■ /,“ >(*) >  i  } )  <  l ‘ ( ( ^ ,  i ]  )  =  i  

tengsizlik o 'rin li. Bu yerdan lim  /i(E(\gn\ >  0)) =  0 n i olamiz. Dernak,
n—> OO

10.4-ta’rifga ko'ra, {gn}  ketma-ketlik E  da nol funksiyaga o'lchov bo'yicha 

yaqinlashadi. Endi {дп}  ketma-ketlikni E  da nol funksiyaga deyarli yaqin- 

lashmasligini ko‘rsafcainiz. Ix tiy o riy  xq € (0, 1 ] nuqtaní olamiz. Shunday kn 

va i n (k i <  k¡ <  • • • <  k„ <  • • • ) sonlar ju ft i topiladiki,

X q €
1

V kn ’ kn_ 

bo'ladi. Bu yerdan quyidagini olamiz:

lim  j f ; ] (x-o) =  1 ^ 0 .n—> 00 n

Ya’n i, {<?„} ketma-ketlik b iro r uuqfcada ham nolga yaqinlashmaydi. A

10.5-teorem a. Agar { / „ }  o'lchovli funksiyalar ketma-ketligi E  to‘plamda 

f  да о ‘Ichov bo ‘yicha yaqirdashsa, и holda undan f  да deyarli yaqinlashuvchi 

qismiy ketma-ketlik a jratiih murnkin.

Isb o t. B iz  miisbat va nolga intiluvehi ketma-ketlikni va

rjit V2, ■ • • j Vn, ■ ■ ■ musbat sonlarni щ +  щ +  • • • +  Цп +  . . .  qator yaqinlashuv

chi bo'ladigan q ilib  tanlaymiz. Indekslar ketma-ketligi щ <  щ  <  . . .  la n ii
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quyidagicha tanlaymiz: щ  indéksni shunday tanlaym izki,

H ({ж : I f n i(x) -  f(x)\ >  ¿ i»  <  %

tengsizlik ba jarilsin. Bu tengsizlikni qanoatlantiruvchi щ  mavjudiigi {/ „ }  

ketma-ketlikning /  ga o'lchov bo'yicha yaqinlashuvchi ekanligidan kelib chiqa- 

di. E iid i «2 >  Щ indeks shunday tanlanadiki,

A* ( { *  : Ifnafr) -  f(x)\  >  г 2}) <  >)2

tengsizlik ba jarilsin. Umuman щ  > Пц- i  indeks shunday tanlanadiki,

H ( i x  ■ Ifnk(x ) -  / ( * ) l S: £'fc}) <  Vk

tengsizlik ba jarilsin. Tanlangan { f nk}  ketma-ketlikning f  ga deyarli yaqin

lashuvchi ekanligini ko'rsafcamiz. Quyidagi belgiiashlarni k irita m iz:

CO ‘ O p

R i =  U : I -  f ( x )\ >  va R  -  П  K i.  
k—i  i= l

Tanlanishiga ko‘ra, R i  D R 2 D • • • D Rn  Э ----- 0 ‘lchavning u z lu ksiz lik

xossasiga ko‘ra, lim  ß (R n) =  ,u(R). Ikkinchi tomondan, ravshanki,
77,— > 0 0

ß(Ri) =  /i ÍQ {:r : I f„ k(x)  -  /(æ)| > e*} j <

OO OO

-  Ê  M : I _  / ( æ)! ^  ^  X ) rft

tengsizlik 0‘r in li. So!nggi qator yaqinlashuvchi qatorning qoldigi bo'lganligi 

uchun lim  n (R n) =  0. Demak, /.i( R ) =  lim  /li(R í ) -  0. Endi ix tiy o riy  x  G
n— »CO  * - - *  CO

E \ R  uchun lim  f„ k{x) — /(rr)  n i ko‘rsa tish qoldi. Faraz q ila ylik, x 0 € tJ\R,
k—>QO

ya'ni жо 4 R  bo 'lsin. U  holda shunday щ mavjudki, x 0 $  R io. Bu shuni 

anglatadiki, barcha к  >  *0 la r uchun xo ф { x  : \f„k(x) — f(x)\  >  e*} ya’ni 

\fnk(x0) -  / ( x 0)| <  £*.
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Shartga ko'ra e* —» 0, shuning uchun lim  fnh(xo) — /(xo)- Ak-> oo
Quyidagi teorema u zlu ksiz va o'lchovli funksiyalar o'rtasidagi muhim bog'la- 

n ishni ifodalaydi.

10.6-teorem a (Luzin), [a, b] kesmada aniqlangan f  funksiya o'lchovli 

boHishi uchun ixtiyorvy e >  0 son uchun [a, 6] da uzluksiz bo’lgan shun- 

day ip funksiya rnavjud bo‘lib, ,u ( {x  € [a., i>] : f ( x )  ^  <p(x)}) <  £ tengsizlik 

bajanlishi zan ir va yetarli.

IQ .l-n a tija . [a, 6] kesmada uzluksiz funksiya o'lchovlidir.

10 .6 -m iso l. [0, 7r] kesmada aniqlangan

J a n a : ,  x  €  [0, ?r] \<Q 
f ( x )  =  <

! cos2 (sin  x ), ig Q

Funksiya o'lchovli bo'ladimi?

Yechish. 10.1-natijaga ko'ra, uzlu ksiz ip(x) — sin  x, x  €  [0, 7r] funksiya 

o'lchovli boiadi. Lu zin  teoremasi va

/'■ { {x  : f ( x )  j i  ip (x)}) =  /j([0, 7r] P|Q ) =  0 k  e 

tengsizllkdan f  funksiyaning [0, 7r] kesmada o'lchovli ekanligi kelib chiqadi.

M u sta q il ish la sh  nchun savol va to p sh iriq la r

1. Agar f  : E  —* E  o'lchovli funksiya va A c  E — o'lchovli to‘plam bolsa, 

u holda f  funksiyaning A to'plamda o'lchovli bo’lish in i isbotlang.

2 . Agar f  va g funksiyalar E  to‘piarada o’lchovli bolsa, u holda

h _(x) — m in { f  (x), g (x )} va h+(x) =  m a x{/(x ), g {x)} funksiya- 

laming o’lchovli bo'lishini isbotlang.

3. Agar f  ~  g va g ~  <p bo Isa, u holda f  ~  <p ekanligini isbotlang.

4. 10.5-rnisolda keltirilgan {g„} ketrna-ketlikdan nalga dcyarli yaqinlashuv- 

chi qismiy ketma-ketlik ajrating.
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5. .10.4-misal uchun Yegorov teoremas* shartiarini qanoatlantiruvcM Eg 

to ‘plamni <5 =  10~3 uchun quring.

6. D irix le  va Riman funksiyalari uchun Luzin  teoremasining shartiari

n i qanoatlantiruvchi uzluksiz <p funksiyani toping. ©  va 91 laming 

m iqlanishini (2,1 ) va (2 .2) - lardan qarang.

7. f  funksiyaga har b ir nuqtada yaqinlashuvchi, lekin tekis yaqinlashmay- 

digan f n funksiyalar ketma-ketligiga misol keltiring.

8 . /„(#) =  x n, x  e [0, 1] ftmksional ketmu-ketUkning tim itik funksiyasini 

toping.

9- /n(ar) =  xn, x  €  [—1, 1] junksional ketma-ketlik D irix le  yoki Riman 

funksiyalariga deyarli yaqinlashadimi ?

10. Deyarli yaqinlashuvchi funksional ketma-ketlikning limit,ik funksiyasi yago- 

na bo‘ladimi? Agar yagona, bo'lmasu. bu haqda o'z fik rin g im i ayting.
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IV  bob. Lebeg in te g ra li

Riman integrali odatda uzlu ksiz funksiyalar yoki u z ilish  nuqtalari juda ko‘p 

bo'lmagan funksiyalar uchun k iritila d i. R i tnan integrali avva! [a, b] kesmada, 

keyin esa [a, b] x  [c, a\ to‘g‘r i to‘rtburchakda. va hokazo k iritila d i. Lebeg inte

grali esa ix tiy o riy  tabiatli to‘plamlarda b ir xilda k iritila d i. Hattoki, aniqlanish 

sohasining hamrna yerida uzilishga ega bo-lgan funksiyalar uchun ham Lebeg 

integralini aniqlash tnumkin.

Lebeg integralining Riman integralidan asosiy farqlaridan b iri shundaki, u 

funksiyaning aniqlanish sohasi bo'lgan [a, b] kesmani bolaklarga bo‘layot- 

ganda argument qiymatlarining yaqinligini ernas, balki funksiya qiym atlari- 

ning yaqinligini hisobga oladi. Keyinchaiik biz ko 'ram izki, Lebeg integrali 

Riman integraliga qaraganda katta imkoniyatlarga ega bo‘ladi. Awal sodda 

funksiyalar uchun Lebeg integrali ta’riflanadi, keyin Lebeg integrali ix tiy o riy  

o'lchovli funksiyalar sin fi uchun aniqlanadi.

Bu bob 11-14 §§ lardan iborat. ll~§da sodda funksiyalar uchun Lebeg inte

grali kiritilg a n, uning A, B  va C xossalari isbotlangan. 12-§ da chekli olchovli 

to‘plamda aniqlangan olchovli funksiyalar uchun Lebeg integralining umurniy 

ta’r if i berilgan. Lebeg integralining asosiy xossalari ( I-V III)  keltirilgan. Buxo s- 

salar Riman integrali xossalari bilan so lishtirilgan. IV , V I, V II, va V III xossalar 

faqat Lebeg integrali uchun xos ekanligi taTddlanib, bu xossalar Riman inleg- 

raJi uchun tolg‘r i emasligiga m isollar keltirilgan. Bundan tashqari Lebeg integ- 

ralining absolyut u z lu k siz lik  va a— add itivlik xossalari isbotlangan. Lebeg in 

tegralining a— add itivlik xossasiga ma’lum ma’noda teskari teorema ke ltirilib  

isbotlangan. Manfiymas fuinksiya lar uchun Chebishev tengsizligi isbotlangan. 

Chebishev tengsizligidan foydalanib, manfiymas funksiyaning integrali nolga 

tengligidan uning o ‘k í  nolga ekvivalent, ekanligi ke ltirib  chiqarilgan. 13-§ in 

tegral belgisi ostida lim itga o‘tish  aloinatlariga bag'ishlangan. Lebeg, Levi
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va Fatu teoremalari o 'z isb otla rin i topgaxi. O xirg i 14-§ da cheksiz o'lchovli 

to'plam bo'yicha olingan Lebeg integraliga ta’r if  berilgan, Lebeg va Riman 

integrailarini taqqoslash haqidagi teorema isbotiangan. Lebeg ma’nosida in - 

tegrallanuvchi, lekin Riman ma’nosida integrallanuvchi bo'imagan funksiyaga 

miso! keltirilgan.

11-§. Sodda fu n k siy a la r uchun Lebeg in te g ra l!

B iz  ll-13-§§  larda o'lchovli E  yoki A  to'plamda aniqlangan, o'lchovli /  

funksiyaai qaraymiz va <  +00 deb feraz qilam iz.

1 1 .1 -ta ’r if .  Agar f  : E  —* E  o'lchovli bo'lib, uning qiymaüañ to'plam,i 

ko ‘pi hilan sanoqli bo ‘Isa, u holda f  sodda funksiya deyüadi.

1 1 .1 -teorem a. Ko'pi bilan sanoqlita har x i l  y i,  y ¡ , .. ., yn, ■.. qiyniatlami. 

qabul qüuvchi f  funksiya o‘lchovli bo'lishi uchun

An — €  E  . f  (■£’) — Vn\

to'plamlaming o'lchovli bo'lishi zarur va yetarii.

Isb o t. Zaruríy lig i. f  funksiya E  to'plamda o'lchovli bo'lsa, An to'plam- 

larning o'lchovli ekanligi 9.1-lernmadan kelib chiqadi.

Yetarliligi. An to’plamlarning har b iri o'lchovli ekanligidan /  funksiyaning 

o'lchovli ekanligini ke ltirib  chiqaramiz.

K f  < c) = u A»
!/»<«

tenglikdan va o'lchovli to’plamlarning chekli yoki sanoqli birlashmasi o'lchovli 

ekanligidan /  ning E  da o'lchovli funksiya ekanligi kelib chiqadi. A

11 .1 -m iso l. Agar /  : E  - *  M o'lchovli funksiya bo'lsa, u holda g(x) — 

[/(re)] funksiya E  da sodda funksiya bo 'lish i n i isbotlang. B u  yerda [es] belgi 

a sonining butun qism ini b ild iradi.
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Isb o t. g funksiya faqatgina butun qíymatlar qabul qiladi. Shuning uchun 

uning qiymatlar to'plami ko'pi bilan sanoqlidir. End i uuing o'lchovli ekanligini 

ko'rsatam iz. Haqiqatan hatn, ix tiyo riy  n  €  Z  uchun

tenglik o‘rin li. 9.1-lemmaga ko'ra E (n  <  f  <  n  +  1) to'plam o'lchovli. 11.1-

11 .2 -m iso l. Sodda funksiyaning songa ko'paytmasi vana sodda funksiya 

b o 'lish in i ko'rsating. Sodda funksiyalar y ig 'in d isi yana sodda funksiya b o 'lish in i 

isbotlang.

Isb o t. Sodda funksiyaning songa ko'paytmasi yana sodda funksiya b o 'lish i 

bevosita ta’rifdan kelib chiqadi. Sodda funksiyalar yig‘ind isiriing  vana sodda 

funksiya b o 'lish i esa, o'lchovli funksiyalar yig 'ind isin ing yana o'lchovli funksiya 

ekanligidan (9.1-teorema) hamda chekli yoki sanoqli sonli to’plamlarning a rif- 

metik y ig 'ind isi (3-§ dagi 5-topshiriq) yana chekli yoki sanoqli to'plam ekan

ligidan kelib chiqadi. A

11.2-teorem a ( 0 ‘lchovlilik mezoni). f  : E  —> M funksiya o'lchovli bo'lishi 

uchun unga tekis yaqinlashuvchi sodda funksiyalar ketma-ketligining mavjud 

bo'lishi zarur va yetarli.

Isb o t. Ye ta rliiig i 9.2-teoremadan kelib chiqadi.

Zaruriy lig i, / —o'lchovli funksiya bo'lsin. Unga tekis yaqinlashuvchi {/ „ }  

sodda funksiyalar ketma-ketligining m avjudligini ko'rsatam iz. 11.1-11.2 m i- 

sollarga ko'ra, har b ir n  €  N  uchun

{ x  € E  : g(x) — n } =  { x  € E  : n <  f ( x )  <  n +  1}

¡eoremaga ko'ra g funksiya E  da o'lchovli funksiya boiadi. ll. l- t a ’rifga ko'ra,

g sodda funksiya bo'ladi. A

( 11.1)

sodda funksiya bo'ladi. Bundan tashqari

n f( x )  -  [nf(x)\ =  {n f(x )\  <  1
n n
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tcngsizlik o 'rin li. Demak, / J rf ketma-ketlik /  ga tekis yaqinlashadi. A  

Dastlab cheidita y i, y2, ■ ■ - ,yn qiymatlami' qabul qiluvchi /  : A —* R  sod- 

da funksiya uchun Lebeg integrali tushunchasini ke lritam iz. Ix tiy o riy  k  6 

{1 ,2 , .  . . ,  n }  uchun

Ak =  { x  e A :  f ( x )  =  yk}  (11.2)

belgilasli olamiz.

11 .2 -ta ’r if .  Bizga y i, y2, ■ ■ •, yn qiymatlami qabul, qiluvchi f  : A —* fL 

sodda funksiya berilgan ho’ls in . U  holda
n

] P y k V iA k )
i

yig'indi f  sodda funksiyaning A to'plam bo‘yicha olingan Lebeg integrali de

yiladi va quyidagicha belgilanadi
n

/ f{x )d f i =  Y 2 vkKA k)- 
jA k—l

Endi bizga sanoqlita y i, y2, ■ ■ ■ ■ yn, ■ ■ ■ qiymatlami qabul qiluvchi f  : A - *  E  

sodda funksiya berilgan bo‘lsin . /  funksiya uchun quyidagi formal
OO

Y ^ V k K A k)  (11-3)
l

qatorni qaiaymiz. bu yerda Ak la r (11.2) tenglik bilan aniqlanadi.

11 .3 -ta ’r if .  Agar (11.3) qator absolyut yaqinlashuvchi bo‘Isa, u holda f  

sodda funksiya A to'plamda Lebeg rna’nosida integrallanuvchi deyiladi. (11.3) 

qatoming yigHndisi f  fvnksiyadan A to‘plam bo'yicha olingan Lebeg integrali

deyiladi va quyidagicha belgilanadi

r  00
/ f ( s W  =  Y . y nK ^ ) .

JA f i—i

Bu ta’rifda yn laming lia r x illig i talab qilingan. Lekin yn laming har x il-  

lig in i talab qilxnasda.ii ham sodda. fu iiksiya la r uchun Lebeg integrali ta’r iiin i 

ke ltirish  mumkin. Bu quyidagi lemma yordamida amalga oshiriladi.
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ll. l- le m m a . A =  \J Bk, B i  p) B j  =  0, va har bir B¡¡ to ‘piarada
k,

f  funksiya faqat bitta c* qiymat qabul qilsin. f  sodda funksiya A  to‘piarada 

integrallanuvchi bo ‘lish i uchun

y ^ V k K B k )  (11.4)
k

qatoming absolyut yaqinlashuvchi bo‘lish i zarur va, yetarlidir.

Isb o t. Osongina kcñ'ish m um kinki, har b ir

An =  {;c e A : f ( x )  =  yn}

to'plam cst =  Vn bo‘ladigan B k  to’plamlarmiig birlashmasidan iborat. ya’n i

An =  [J Bk-
r.k-Vn

Shuning uchun

y^VnKAn) =  X  viBk) =  y']ckí-i(Bk).
n n c.k-yn k.

0 ‘lchovning manfiymasligidan

X  1̂1 K An) =  X  \V”\ X) =  X) lCfe! : M#*)
n n C-k̂Vn k

ya’ni

X  VnVjAn) va y ]c k ji(B k )  
n k

qatorlar b ir vaqtda absolyut yaqiniashadi yoki uzóqlashadi. Sodda funksiyalar 

uchun Lebeg integralining ba’z i xossalarini isbotlayiniz.

A) Additivlik xossasi. Agar f  va g sodda funksiyalar A. lo ‘piarada mteg- 

rallanuvchi bolsa, u holda f  +  g sodda funksiya harn A to‘plamda integral

lanuvchi va quyidagi tenglik o 'r in li

I  [ f(x )  +  g(x)\dfi= f  f(x )d ¡i I f  g(x)dfj-.
Ja Ja Ja
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Isb o t. /  +  g n iiig  sodda. funksiya b o 'lish i 11.2-misoida isbotlangan. In- 

tegrallanuvchi / sodda. funksiya /¿ qiym atni Af C A  to'plamda, g sodda 

funksiya esa qiym atni t i ¡  C A  to'plamda qabul q ils in . U  holda

I  f  (x)du =  Y^ fnJ '(A i), j  g{x)d¡i =  Y ^ S j^ B j)
* 3

qatorlar absolyut yaqinlashuvchi bü'ladi. 0 ‘lohovning a — a d d itiv lik  xossasiga 

ko'ra, quyidagi tenglik lar o 'r in ii

M A ) =  iJ-(Bj) =  ^ / j ( A n ^ ) '
j  i

U holda quyidagi musbat hadli qatorlar

E E w i E E f e i
i  j  i  j

yaqinlashuvchi boladi. Demak,

E E ^ + - %
i  Í

qator absolyut yaqinlashuvchi. Bundan /  +  g sodda funksiyaning integral- 

lanuvchi ekanligi kelib chiqadi. 11.1-lernmaga ko'ra,

I  í f ( x ) + 9(x ) № = E E ( £ + » ) m a  f ]  B í)  =  E ^ E  ^ ( a  n  B í) +  
JA i í  i  j

+ E  9i E  m  a  n  5 i )  =  E  /* • / ' ( a ) + E  =
3 i i  3

=  /  f{x )d ¡ i +  /  g(x)d¡i. A
./A JA

B) Agar f  sodda funksiya / i to ‘plañida in.tegrallanuvc.hi bo ‘Isa, u holda 

ixtiyo riy  fe €  K. o'zgarrnas uchun fe ■ f  funksiya harri A to‘plañida integral- 

ianuvchi va quyidagi tenglik o‘r in li

I  k ■ f  (x)dfi =  fe f  f(x)dp .
J a J a
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Isb o t. Sodda funksiya integrali ta’rifiga ko'ra

[  k ■ f(x )d n  =  Y ] k -  f if i(A i)  =  k Y )  f iK A )  =  k I  f(x)dfx. A  
J a i  i  Ja

C) A to'plamda chegaralangan f  sodda funksiya intexjrallanuvchidir. Agar 

A da |/(x)| <  M  bo‘Isa. u holda quyidagi tcngsizlik o r in li

/ f(x )d n  
Ja

M  ■ ¡-¡(A).

Isb o t. Sodda funksiya integrali ta’rifidau

J a
<  Y I  \f’\ v(A i) <  M  Y ,  m (A) -  M fi(A). A

Bu paragrafni quyidagi sodda funksiyaning Lebeg integralini hisoblash bilan 

yakunlaymiz.

11 .3 -m iso l. A — (0, 1] da /  funksiyani quyidagicha auiqlaymiz:

1 1
f ( x )  — n, agar x  €  An — 2n ’ 2n~l

f  sodda funksiya A =  (0, 1] to'plamda Lebeg rna’nosida integrallanuvehimi? 

Agar integral lanuvclii bo'lsa, uning integralini hisoblang.

Yechish. Ma’lum ki,
OO
|J An =  (0, 1]. An p| Am =  0, n  ^  m.
n= 1

va A„ — {a: e A : f ( x )  = .n }  (¡englik o‘rin li. Sodda fuuksiyalar uchun Lebeg 

integrali ta’rifiga ko'ra,
CO

V V ‘2“n (11.5)
n= 1

qator yaqinlashuvchi bo'lsa, /  sodda funksiya A =  (0, 1] da integrailanuvchi 

bo'ladi. Bu holda musbat hadli qatorlami taqqoslash liaqidagi Da.la.mber alo- 

matidan foydalanish qulay.



Dexnak, (11.5) qator yaqinlashuvchi. Bu verdau /  sodda funksiyaning A  da 

Lebeg ma’nosida iiitegralianuvchi ekanligi kelib cliiqadi. End i (11.5) qator 

y ig 'in d isin i hisobiaymiz. Uning qisra iy y ig 'ind isi S n uchun

S n — 2 S n — 5I„ =  1 +  — +  — +  — +  . . .  +  ■

/ 1 2 . 3 .  n \  ( 2  1\ . / 3  2
V2 +  4 +  8 +  "  + W = 1  +  \ 2 ' 2 j  +  V 4 " 4 , l +  "  +  

. n  T I — 1 \ n  1 1 1 n
+  -  +  -  +  . . . +2 » - i  2”-1 )  2” 2 4 2n_1 2”

2"

1
Bu tenglikda n oo da iim itga o 'tib , ( bn — cheksiz kamayuvchi geo-

L
f(x )d u  =  lim  — lim  f ----- f —̂ ) — lim

, «-+CO ' ra-roo y  1 —  i  J  Ü-HX)

m etrik progressiya yig'indisidan foydalaniladi)

/(0 , 1 ] n ->oo y  1 — |

ekanligini olamiz.

Matematik analiz kursidan ma’lum ki ([4| ga qarang) /  funksiya Riman 

ma’nosida iiitegralianuvchi bo 'lish i uchun, uning chegaralangan bo‘M ii zarur. 

Chegaralanmagan funksiyalar uchun Riman integrali xosmas integral ma’no

sida ta’riflanadi. 11.1-misolda qaralgan /  funksiya (0, 1] da chegaralanma

gan. Lebeg integrali ta’rifida funksiyaning chegaralangan bo'lish i muhim emas, 

ya’n i chegaralangan va chegaralanmagan funksiyalar uchun Lebeg integrali foir 

xilda ta’riflanadi.

M u sta q il ish la sh  uchun savo l va to p sh iriq la r

1. f ( x ) — jor], x  € [0, 5) =  A ning sodda funksiya ekanligini ko'rsating 

m uning A to‘plam bo'yicka olingan integra,Uni hisoblang.

2. Sodda funksiyalar ko'paytmasi yana sodda funksiya bolish in i isbotiang.

3. D irix le  funksiyasini A — [0, 3] to'plamda sodda funksiya ekanligini 

ta’r i f  yordamida ko'rsating. Uning integratini hisoblang.
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4 . Riman fuñksiyasining A  — [O, 1] to‘plamda sodda funksiya ekanligini 

ta V i/ yordamidä ko ‘rsatmg. Uning integralini hisoblang.

12- §. Lebeg in te g ra lín in g  xo ssa ia ri

Bu paragrafda Lebeg integralíning asosiy xossaiari o'rganiladi, B iz  doirn 

chekli o'lchovii A ( fi{A )  <  +oo) to'plam va unda aniqlangan f  o'lchovii 

funksiyani qaraymiz.

12 .1 -ta ’r if .  Agar A to‘piarada f  funksiyaga tekis yaqinláshuvchi, inte- 

grallanuvchi sodda funksiyalarning { / „ }  ketma-ketligi rnavjud bo'lsa, f  funk

siya A to ‘piarada Lebeg rna ’nosida zntegrallanuvchi deyiladi va uning integraM

tenglik hilan aniqlanadi.

Bu ta’r if  korrekt, ya’n i kamchilíklardan holi b o 'lish i uchun quyidagi shartlar 

ba ja rilish i kerak:

1) Har qanday tekis yaqinlashuvchi va A  to‘plamda integrallanuvchi sodda 

fuñksiyalar ketma-ketligi uchun (12.1) lim it rnavjud bo 'lish i kerak.

2) Berilgan /  funksiya uchun (12.1) lim it {/ „ }  ketma-ketliknihg tanla- 

nishiga bog'liq emas.

3) Agar /  funksiya sodda funksiya bo'lsa, bu ta’r if  sodda fuñksiyalar uchun 

berilgan 11.2-ta 'rif bilan usma-ust tu sh ish i kerak.

1-3 shartlarning ba ja rilish im  ko'rsatamiz.

1) Sodda fuñksiyalar uchun ixitegralning A, B  va C  xossalaridan

te iig sízlik  kelib chiqadi. Bu esa (12.1) lim itriin g  m avjudligini isbotlaydi.

(12.1)

/ ./í z v / /  / J m \ 'L ) u tJ; /
J a J a Ja
I  fvk*)dn -  (  f m(x)d¡J. <  I  ( fn(x) -  f m(x)) dfi <

fi(A )  • sup |/n(.r) -  f m(x)\



2) (12.1) lim itn ing  {/ „ }  ketma-ketlikning tanlanishiga hog'liq cmasligini 

isbotlaym iz. Faraz q ila ylik, f  ga tekis yaqinlashuvchi ikk ita  {/ „ }  va {/¿ } 

ketm arketliklar ucimn (12.1) lim it lia r x il qiym ailar qabul q ilsin . U . holda

/1 > fv, /2, /2, •••, fay fay ■ ■ ■ ketma-ketlik /  ga tekis yaqinlashadi, lekin bu ketrna- 

kc tlik uchun (12.1) lim it mayjud emas. Bu esa hozirgina isbotlangan 1) shartga 

zid.

3) shartni isbotlash uchun ix tiy o riy  n  da f n(x) =  f ( x )  deb o lish  yetarli.

Endi 12.1-ta’rifga teng kuchli bo'lgan quyidagi ta’rifx ii keltirasrniz.

12 .2 -ta ’r if .  Agar har b ir n  € N  uchun (11.1) tenglik bilan aniqlanuvchi

fn d sodda funksiya integrallanuvchi bo'lsa, u holda f  funksiya -A to‘plamda 

Lebeg ma’nosida integrallanuvchi deyiladi va uning integrals

I  f  (x) dn =  lim  I  f ’vmt(x) dfx.
Ja n ■>00 Ja

12.1 . Lebeg in te g ra lin in g  a so siy  xo ssa la ri.

I. f ( x )  =  1, x  €  A. sodda funksiya integrallanuvchi va

/ 1 • dj.t =  f.i(A).
J a

I I .  B i r  j in s l i l ik  xossasi. Agar f  funksiya A to‘plarnda integrallanuvchi 

bo'Isa, u he,Ida ixtiyo riy  k  e R  0‘zgarmas uchun k ■ f  funksiya ham /1 

to'plamda integrallanuvchi va quyidagi tenglik p 'rin li

I  k ■ f(x)d ,fi =  k I  f  (x)d ji.
J a J a

Isb o t. B u  xossaning isboti sodda funksiyalar uchun Lebeg integralining B 

xossasidan lim itga o’tish  natijasida, o'zgarmasni lim it belgisi ostidan chiqarish 

mumkin degan qoidadan kelib chiqadi. Ya’n i, agar {/ „ }  integrallanuvchi sod

da funksiyalar ketma-ketligi f  funksiyaga tekis yaqinlashsa, u holda { k  • f n} 

integrallanuvchi sodda funksiyalar ketma-ketligi k • f  funksiyaga tekis yaqin- 

lashadi. Demak, k ■ f  funksiya iritegralla.nuvchi va



texigiik o‘r in li. A

I I I .  Additivlik xossasi. Agar f  va g funksiyaiar A to‘plarnda integraila- 

nuvchi bo ‘Isa, u holda f  +  g funksiya ham A to ‘plarnda inWgrallanuvchi va 

quyidagi tenglik o ‘r in li

[  [ f(x )  +  g (% )№ =  [  f(x)d p  +  f  g(x)dfi.
J a J a Ja

Isb o t. Agar {/ „ }  integrallanuvchi sodda funksiyaiar ketma-ketligi /  funk- 

siyaga, {gn}  integrailamivehi sodda funksiyaiar ketma-ketligi g funksiya- 

ga tekis yaqinlashsa, u holda {/„  +  gn} integrallanuvdii sodda funksiyaiar 

ketma-ketligi f  +  g funksiyaga tekis yaqinlashadi. Demak, f  +  g funksiya 

integral] anuvdii va sodda funksiyaiar uchun integralning A xossasiga ko‘ra

/ [ f{x )  +  g(x)]dp =  lim  /  [fn(x) +  gn(x)\dfi =
J a ” -',oc Ja

=  lim  / f n(x )d n +  lim  / gn{x) 041 =  / f ( x )  dp +  / g(x)dp 
”- >0° J a  n —>ou j  a  JA J a

teng lik o!r in li .  A

Shuningdek quyidagi tenglik 0‘r in li

[  f ( x ) dfi =  j  f ( x )  d/i+ [  f ( x )  dfi, A — A 1 U A2, A1 n A 2 = 0 .  (12.2)
J  A  J A i J  A2

IV . A. to ‘plarnda chegamlangan f  funksiya integrallanuvchidir,

Isb o t. Agar f  funksiya A to'plamda chegaralangan bo!lsa, u holda (11.1.) 

tenglik bila.11 aniqlanuvcln f t *  sodda funksiya, ix tiy o riy  n E  N  da eheklita 

qiymat qabul qiladi. Demak, 11.2-ta’rifga ko‘ra f t *  sodda funksiya integral- 

lanuvchi. 12.2-ta’rifga ko'ra f  ham integrallanuvdii. A

V. Agar f ( x )  > 0 , x  €  A funksiya integrallanuvchi bo ‘Isa, u holda

f(x)d/j. >  0.
J A

Isb o t. Bu xossa Lebeg integralining monotonlik xossasi deyiladi. Uning 

isboti sodda funksiyaiar uchun to‘g!ridan-to:g!r i ta’rifdan kelib chiqadi. Agar
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/  rnanfiymas funksiya bo'lsa, u holda unga tekis yaqinlashuvchi f^ut sodda 

funksiyalar ketma-ketligi ham rnanfiymas. Bundan

Bu yerdau n —► oo da limitga o'fcib, V xossaning isbotiga ega bo'lamiz. A 

Integrating monotonlik xossasidan quyidagi tasdiq keiib chiqadi. Agar 

f(x) > g(x) bo‘isa, u holda

tengsizlik o'rinli. Shuningdek. agar rn < f(x) < M. x € A bo'lsa, u holda

VI. Agar f  ~ g (ya’ni deyarli barcha x € A far uchun f(x) — g(x)) 

bo‘tib, ulardan bin integrallanuvchi bo‘Isa, u holda ikkinchi-si ham, integral-

1,anuvchi tin quyidagi tenglik o'rinli

Bu tasdiqlar Lebeg integralining ta’rifidan bevosita kelib chiqadi.

VII. Agar ip funksiya A to‘plamda integrallanuvchi boHib, deyarli barcha 

x £ A far uchun |/(jf)| < <p(x) bo‘Isa, u holda f  funksiya ham A to'plamda 

integrallanuvchi bo ‘ladi.

Isbot. Haqiqatan ham, agar /  va <p sodda funksiyalar bo'lsa, u holda 

A to‘piamdan o‘lchovi noi bo‘igan Ax — {x € A : |/(x) | > y-'(z)} to'plamm 

chiqarib tashlab, qolgan A! to'plamda \f(x)\ < (p(x) tengsizfikni hosil qi- 

lamiz. A! to'plamni chekli yoki sanoqli sondagi A!n to’plamlarning birlashmasi

tengsizliklar o'rinli.

VI. Agar ¡¿(A) — 0 bo‘Isa, u holda ixtiyoriy f  : A —> K uchun
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ko'rinishida shunday tasvirlaymizki, har bir A'n to'plamda /  va ip funksiyalar 

o'zgarmas bo'lsin, ya’ni

f(x) =  a ^  (x) - hn, x&A'n.

Shartga feo'ra \nv\ < bn tengsizlik bajariladi. <p funksiya integrallanuvchi 

bo'lganligi uchun hamda (12.2) va VI xossadan foydalanib

o c  CO

E  k i/ *  K ) < E 6̂  w  =
«=1 71=1

/ ip(x)dfi=  /  (p(x)du + /  tp(x)dn= I <p (x) du 
JA’ Ja  J a, J a

tii olamiz. Shuning uchun /  ham integrallanuvchi va

f{x) d/i [  fix ) dfj 
Ja1

'Y'] anll {A'n)

=  /  \fix) I d!>< /  <P (x) dp,. 
Ja  J a

Endi umumiy holni qaraymiz.

[»/(*)]
n

sodda funksiya ixtiyoriy n 6 N da

I./»"(*)! < <P ( r ) * 1. X € A'

tengsizlikni qanoatlantiradi. Demak, f^*(x) sodda funksiya integrallanuvchi.

12.2-ta’rifga ko'ra /  funksiya ham integrallanuvchi. A

VIII. Quyidagi integrallar bir vaqtda mavjud yoki mavjud emas:

h -  f  f(x)dp. I2=  f  \f(x)\dfi.
J a J a

Isbot. VII xossadan foydalanib. ko'rsatish mumkinki, I2 ning mavjudligi- 

dan 1\ ning mavjudligi kelib chiqadi. Teskari tasdiq f  sodda funksiya bo'lganda
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bevosita ta’rifdan keUb chiqadi. Umumiy hoini qaraymiz. /  fuuksiya A da 

integrallanuvchi bo'lgani uchun, unga tekis yaqinlashuvchi {/n} integrallamiv- 

chi, sodda funksiyalar ketrna-kefcligi m&vjud. U holda

ll/O»-’)! - 1/nWI! < |/(*) - /«(*)|

tengsizlikka ko‘ra, {|/n|} ■■ integraílauuvchi, sodda funksiyalar ketma-ketligi 

|/| funksiyaga tekis yaqiníashadi. Shunday екал, ta’rifga ko‘ra, /2 integral 

mavjud. Д

Lebeg ma’nosida integrallanuvchi fuuksiya Riman ma’nosida integrallanuv- 

chi bcrlishi shart enias.

12.1-misol. Dirixle funksiyaeini [0, 2] kesmada Lebeg va Riman ma’nola- 

rida, integrailanuvchanlikba tekshiring.

Yechish, J) sodda funksiya boiib, uning Lebeg integraíi

Э(х)й> =  1 • /и([0,2] П Q) + 0 • 2]\Q) =  0.
[0 ,2]

Dirixle funksiyasi [0, 2] kesmada Riman ma’nosida integrallanuvchi emas. 

Buni ko‘rsatish uchun [0, 2] kesmani teng n ho'lakka 0 =  xa < xi < 

x¡¡ < ... < xn-i < xn — 2 nuqtala.r yordamida bolamiz. Ma’lumki, Dirixle 

funksiyasining [xk-i, -rfc] bolakchadagi aniq yuqori chegarasi M* barcha 

к e {1,2,.. .,n} uchun 1 ga teng, Dirixle funksiyasining bu bolakchadagi 

aniq quyi chegarasi ro* esa 0 ga teng. Bu bo‘linishga mos Darbu yig-indilarini 

qaraymiz:

O n o n o n o n
Q„ =  - ¿ M *  =  - ¿ 1  =  2, u;n =  - ¿ n *  =  - У >  =  0-

n U  n t í  n t í  n t=í

Bu yerdan,

lim \L = 2. lim u>„ — 0
n-*oO П-» 00

tengíiklarga. kelamiz. Demak, Dirixle funksiyasi [0, 2] kesmada Riman ma’no

sida integrallanuvchi emas. Д



IV,VI, Vlí va VIII xossalar Lebeg integrali uchun xos. Bu xossalar Riman 

integrali uchun o!rinli ranas. Hozir buiarga misollar keltiramiz.

12.2-masala. IV va VI xossalar Riman integrali uchun o'rinli ranasligiga 

rnisol keltiring.

Yeehish. [0, 2] kesmada Dirixie funksiyasini qaraymiz. U chegaralangan 

va o'lchovli, demak IV xossaga ko‘ra u Lebeg ma’nosida integrallanuvchi, lekin 

Riman ma’nosida integrallanuvchi ranas (12.1-misolga qarang). [0, 2] kesma

da Dirixie ® va nol 9(x) — 0 ñmksiyalarni qaraymiz. Ular [0. 2] kesmada 

deyarli teng, shuning uchun Vl-xossaga ko'ra

Lekin nol funksiva Riman ma’nosida integrallanuvchi, Dirixie funksiyasi íO

Lebeg integralining VII va VIII xossalari harn Riman integrali uchun crrinli 

ranas. Bunga quyidagi misolda. ishonch hosil qilish mumkin.

12.3-misol. Quyidagi funksiyalarni qaraymiz:

Barcha x € [0, 2] lax uchun |/(a:)| < tp(x) tengsizíik o‘rinli. Lekin /  

funksiya [0, 2] kesmada Riman ma’nosida integrallanuvchi emas. Bu tasdiq 

ning Riman ma’nosida integrallanuvchi emasligiga. o xshash isbotlanadi. 

Demak, VII xossa Riman integrali uchun o'rinli emas.

/  funksiya [0, 2] to‘plañida Riman ma’nosida integrallanuvchi ranas, ani

mo |/(z)| =  1 funksiya esa integrallanuvchi. Demak, VIH xossa Riman integ

rali uchun o'rinli emas. A

12.2. Lebeg integralining a— additivlik va absolyut wzluksizlik 

xossalari. Yuqorida biz Lebeg integralining xossalarini tayinlangan A to'plam

esa. Riman ma’nosida integrallanuvchi emas (12.1-misolga qarang). A
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ho'yieha keltirdik. Eiidi

F(A) =  í  f  (x)d¡.t 
J a

ilbdaui o'lchovli to'plamlar sistemasi ií(E ) da aniqlangaii, A to'plamiiing 

funksiyasi siíatida qarab, Lebeg integralining ayrim xossalarini isbotiaymiz.

12.I-teorema (Lebeg integra,lining a— additivlikxossasi). 0 ‘lchovli A to‘p- 

lam o'zaro ke-sishmaydigan Ai, A2, ■ ■ ■, An, ... o’lchovli to’plamlaming bir- 

Inshmasidan iborat bolsín, ya,’ni

OO

A =■ [_J An, A  ̂p j  Aj =  0, i ^  j
n=1

va f  funksiya A to ‘plañida integrallanuvchi bo'lsm. V halda har bir An 

to'plam ho'yieha f  funksiyaning integrali mavjud,

n=1

qator absolyui yaqirdashadi va quyidagi tenglik o ‘rinli 

r 2? ^
/ f\x)d(í =  V ' / f(x)du. (12.3)

Ja n=í An

Isbot. Avvalo teorernani ylf y2, ■ ■ ■, yn> ■ • ■ qiymatlami qabui qiíuvdii /  

sodda funksiya uchun isbotiaymiz. Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

Bk = {x € A : f(x ) =  Vk} ,

Bnk =  € An : f(x ) =  yk} =  Bkf) An, Bk =  (J Bnk-
n

f  funksiya integralianuvdii bo‘lgani uchun YLvirM{Bk) qator absolyut yaqin-
k

lashuvehi boiadi. U holda

CO OO OG

f  f  (x)dfj =  ̂ 2  ykii(Jh) =  E  E  K Bnk) =
A k—l k—1 n=1

OO OC CO OO OO

=  ¿  ¿  VkKBnk) =  ¿  E  VkABnk) = X ) /  (12-4)
fc=l n=l n=l fc=l n=l A"
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Tb'plam o'lchoví rrmufiymas bo'lgani uchun (12.4) tengîiklar zanjiridagi barcha 

qatorlar absolyut yaqinlashuvchi bo‘ladi.

Exidi /  fiinkslya. A to'plamda, integrallanuvchi bo‘lgan ixtivoriy fimksiya 

bo1 Iain. U holda ixtiyoriy £ > 0 son uchun A da integrallanuvchi shunday 

g sodda funksiya inavjudki, barcha x € A larda |f(x) - g(x)\ < e yoki 

\f{x)\ < \g{x)\ + s tengsi’/lik bajariladi. Yuqorida isbotlanganiga ko‘ra g 

uchun

tenglik o'rinli ya g har bir An da integrallanuvchi hamda (12.5) qator ab

solyut yaqinlashuvchi. g ning An to‘plamlarda integrallanuvchi ekanligidan 

va |/(x)| < |̂ (ж)| +e tengsisilikdan /  ning bam har bir An to'plamda integ- 

rallanuvchi ekanligi kelib chiqadi hamda

qatorning absolyut yaqinlashuvchi ekanligiga va quyidagi bahoga olib keladi:

(12.5)

<

Bu esa (12.5) bilan birgalikda

ОС

Bu yerda e > 0 ixtiyoriy bo‘lganligi uchun (12.3) tenglik o'rinli. Д



12.1-natija. A,gar f  funksiya A to‘plamda integrallanuvchi bo'Isa, и holda 

f  funksiya A to ‘plamning ixtiyoriy о ‘Ichovli A! qismida ham integrallanuvchi 

bo'ladi.

Endi ma’lum ma’noda 12.1-teoremaga teskari hisoblanuvchi quyidagi teo- 

remani keltiramiz.

12.2-teorema. О‘Ichovli A to ‘plam о ‘zaro kesishmaydigan A\, A2, .

An, ... о‘Ichovli to’plamlaming birlashmasidan iborat bo ‘hin, ya’ni

A =  l ) A n,
П—1

Har bir An to ‘piarada f  funksiya integrallanuvchi va
CO p

E / i/Hî  (12-6)
H=1 'J An

qator yaqinlashuvchi bo ‘kin. U holda f  funksiya A to ‘plamda integrallanuvchi 

va (12.3) tenglik o‘rinli bo‘ladt .

Isbot. Teoremani isbotlash uchun /  funksiyaning A to'plamda integral

lanuvchi ekanligini ko'rsatisb yetarli. (12.3) nenglik 12.1-t.eoremadan kelibchiqa- 

di. Avvalo isbotni B¡ to'plamlarda }\ qiymatlarni qabiil qiluvchi /  sodda 

funksiya uchun keltiramiz Quyidagi belgilashlami kiritamiz:

Bi =  {x € /1 : f(z ) =  /,;} , Am =  A„ П Bt.

U holda quvidagilar o'rinli

U Ani =  Bi va /  \f(x)\du =  Y ]  |/ä|ß(Ani).
J An i

(12.6) qatorning yaqinlashuvchiligidan

ЕЕ ¡/¿ил«)
n i

qatorning yaqinlashuvchiligi kelib chiqadi. Yaqinlashuvchi musbat hadli qator 

hadlarining o'rinlarini Ixtiyoriy tartibda almashtirish mumkin. Sh,lining uchun

E E i/<i t^m) = E i/п E ^ )  ~ E Ш№)
n i  i n  i
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tenglik o'rinli. Oxirgi qatorning yaqinlashuvchiligi

I  f(x)dn =  'S2fifi{Bi)
Ja -

integralning mavjudligini bildiradi.

Umumiy holda ixtiyoriy s > 0 son va f  funksiya uchun shunday g sodda 

funksiya mavjudki, barcha x € A uchun

| f(x)-g(x)\ <e (12.7)

tengsizlik o'rinli. U holda VII xossaga ko‘ra, har bir An to'plamda g funksiya- 

ning integraii mavjud va

/  19(x)\dfi< I  \f(x)\dji+eii(An)
JA„ JAn

tengsizlik o'rinli. (12.6) qatorning yaqinlashuvchi ekanligidan, hamda

OC

Y2l*{An)= l*(A )
n= l

tenglikdan
oo ..

J 2  /  Iff(*)!<&*
n= 1 ■' An

qatorning yaqinlashuvchi ekanligi kelih chiqadi. Bundan g sodda funksiyaning 

A da integrallanuvchi ekanligi, (12.7) tengsizlikdan esa /  funksiyaning A 

to'plamda integrallanuvchi ekanligi kelib chiqadi. A

12.3-teorema (Chebishev tengsizligi). A. o‘lchovli to'plamda manfiymas 

(p funksiya va c > 0 son berilgan bo‘lsin. U holda quyidagi tengsizlik o'rinli

//. ({.r e .4 : <p{x) > c}) < - j  <p(x)dn.
c J a

Isbot. Aytaylik, Ac =  {:c € A : <p(x) > c} bo'lsin. (12.2) va V xossadan

/ (p(x)dfx - / xp(x)dp. + / cp(x)dfi > / ip(x)du > c ■ ¡jl{Ac)
J a J k . Ja\ac Jac
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MAO < -  v (x W
с Ja

tengsizlik kelib chiqadi.

12.2-natija. Agar

I U(x)\dfi =  0
Ja

bo ‘Isa, и holda deyarli barcha x € A uchun f( x) — 0 bo ‘ladi.

Isbofc. Chebishev teugsizligiga ko‘ra ixtiyoriy n uchun

M ^ € A : |/(x)| > < n ^  |/(x)| dfi =  0

munosabatga egamiz. Bundan tashqari

00 ( 1
{x e ,4 : f(x) ^ 0 } = ( N x e A :  \f(x)\ > - 

< In=1 4

tenglik o‘iinli. Oichovning yarira additivlik xossaeiga ko‘ra,

n ({x  € A : /(x ) Ф 0}) <  ¿  a  ( | x  € A : |/(x )| >  i  ¡> ) =s 0
n= l '  ^

ni olamiz. Bu yerdan

ga ega bo'laxniz. Bu esa natijani isbotlaydi. A

12.4-teorema (Lebeg integralining. absolyut uzluksizlik xossasi). Agar f  

funksiya A (/¿(A) < 00) to‘plamda integrallanuvchi bo‘Isa, и holda ixtiyoriy 

e > 0 son uchun shunday S > 0 son mavjudki, tA-D) < fi tengsizlikni 

qanoatlaniiruvchi kan qanday D С A to'plam uchun

f(x)d/x
D

tengsizlik 0 ‘rinli.

Isbot. Agar- /  funksiya A to‘pIamda M soni bilan chegaralangan bolsa, 

teoremani isbotlash uchun ö =  —  deb olish yetarli, chunki



Endi /  ixtiyoriy olchovli va integrallanuvchi funksiya bo'lsin. Quyidagi bel- 

gilashlarni kiritami:?:

N

An — { :r € A : n < \ f(x) \ < n + 1} , BN =  ! J  An, CN =  A\BN.
n=0

U holda 12.1-teoremaga ko‘ra,

I \f{x)\dß =  E  /  l/ (^ ) l#
Ja Ja,.

teiiglik o'rinli. Berilgan e > 0 son uchun iV ni shunday .tanlaymizki,

E  /  |/(a:)|d/i =  . /  |/(z)|ri/i < |
n=JV+l

tengsizlik bajarilsin va 0 < 6 < - -y bo'lsin. Agar ß(ü) < 6 bo‘lsa, u 

hoida

f  f(x)dp < f  \f(x)\dp= I \f(x)\dß + f  \f{x)\dn<
JD  J D  JDnBti JD nC N

< (N + 1)M(D) + j c |/(*)| dp < (N + l ) 2(- / + i y + | < e- A  

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar

1. Agar f  integrallanuvchi funksiya bo'lsa, u holda fn(x) =  —[nf(x)] sodda 

funknyaning integrallanuvchi bo'lishini isbotläng. Bv. yerda [x] belgi x 

sonning butun qismini büdiradi

2. Lebeg integralining VIIIxossasi Riman integrali uchun o'nnlimi? 12.3- 

misoldan foyda'lqnih javobingizni asoslang.

3. Agar f  funksiya A to'plamda chegaralanmagan bo'lsa, u Lebeg ma'nosi- 

da integrallanuvchi bo'Hshi mumkinmi? 11.1-misol yordamida tushunti- 

ring.
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4. f(x) — [2x2] funksiyaning A — [O, 2] to‘plam bo'yicha olingan Lebeg 

integral-mi hisoblang.

13- §. Lebeg integraii belgisi ostida lim itga o‘tish

integral belgisi ostida limitga o'tish yoki qatorlarni hadma-had integral- 

lash mas al as i ko'plab muammolarni yechishda uchraydi. integral belgisi osti

da limitga o'tishning yetarli shartlaridan biri berilgan ketma-ketlikning tekis 

yaqinlishish shartidir.

13.1-teorema (Lebeg). Agar {/„} ketma-keüik A to'plamning har bir 

nuqtasida f  funksiyaga yaqinlashsa va barcha n € N lar uchun |/n(x)| < 

(p(x) tengsizlik bajarilib, -ip funksiya A to‘platudaintegrallanuvchi bo‘lsa, u 

halda Umitik funksiya f  hatn A da integrallanuvchi bo ‘ladi va

lim / f„(x)dfj, — / ¡(x)dfi.
n-*~J a Ja

Isbot. Teorema shartidan limitik funksiya f  uchun |/(x)| < <p(x) teng-

sizlikning bajarilishi kelib chiqadi. Lebeg integralining VIÍ xossasiga ko‘ra, /  

integrallanuvchi funksiya boiadi. Endi £ > 0 ixtiyoriy son bo‘lsin. Lebeg in

tegralining absolyut uzluksizlik xossasiga (12.4-teorema) ko'ra, shunday S > 0 

son mavjudki, agar /.i(B) < S bo!lsa, u holda

f  <f(x)dfi < i  (13.1)
J b 4

tengsizlik o‘rinli bo'ladi. 10.3-Yegorov teoremasiga ko‘ra, tí to'plamni shun

day tanlash mumkinki, {/„} ketma-ketlik C — A\tí to‘piamda /  funksiyaga 

tekis yaqinlashadi. Demak, shunday N mavjudki, ixtiyoriy n > N lar va ix

tiyoriy x e C uchun

\f(x) - f n(x)\ <-± ^  (13.2)

tengsizlik bajariladi. U holda

/  f(x)dp. - í  f n(x)df¿= [  [f(x) - /„(.?•)] d/x + j  f(x)d/i - í  fn(x)dp. 
J a Ja J c J b Jb
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bo'ladi. Endi

l/(*)l < v{x), \fn(z)\ < <p(x) 

ekanligidan hamda (13.1) va (13.2) lardan

I  f(x)dp- f  fn(x)dß < I  \f(x) - fn(x)\dfi + j  \f(x)\d(i+
J a  J a  Je  J b

+/ / ’ w ' i ', s ¿ ) ' ,‘ (c )  + ¡  + r E' A

13.1-natija. Agar \fn(x)\ < M — const va lim fn(x) — f(x) bo ‘Isa, u
W-+00

holda integral belgisi ostida limitga o‘tish mumkin, ya’ni

lim [  f„(x)d,u = I f  (x)du.
™-+0° J a  J a

13.1-eslatma. Nol o'lchovli to!plamda funksiyaning qiytnatini crzgarfirish 

integral qiymatiga (VI xossa) ta’sir qilmaydi, shrining uchun 1.3.1-teoremada 

{/„} ketma-ketlikning /  funksiyaga deyarli yaqinlashishini va |/(x)j <  <p(x) 

tengsizlikning ham deyarli barcha x lar uchun bajarilishini talab qilish yetarli.

13.2-teorema (Levi). A to‘plamda monoton

fl(x) < Í2ÍX) < ■ < f„(x) <■ ■ ,

integrallanuvchi {/„} funksiyalar ketma-ketligi herilgan bo lib, barcha n € N 

lar uchun

Í  In(x)dfi < K 
J a

tengsizlik bajarilsin. U holda A to'plamning deyarli hamrna yerida lim f n(x) -
n—5-00

f(x) chekli limit rnavjud hamda f  funksiya A da integrallanuvchi va integral 

belgisi ostida limitga o‘tish mumkin, ya’ni

lim / fn(x)dp=  / f(x)dji. 
n^ °° Ja Ja

Isbot. Faraz qilaylik, fi(x) > 0 bo'lsin. Umumiyhol f„(x) — fn(x)—fi(x) 

almashtirish yordamida ]\(x) > 0 holga keltiriladi.

O =  ■< x € A : lim f„(x) ~ oo >
I »—*00 ' J

126



U/plaiimi qaraymiz. Agar biz üffl =  {x e A : fn(x) > r } to‘plamni kirit- 

sak, u hoida quyida.gi tenglik o'rinli bo‘!adi:

3 0  o o

n = :p | n (r), Q(r) =  l j n i r).
r— 1 n—\

Chebishev tengsizligiga (12.3-teorema) ko‘ra.

< -  I  fn(x)dn < — . r j A r

Hai- bir tayiiilauga.il r da 0 ^  C C ... C C ... munosabat o'rinli. 

O‘lchovning iizltiksizlik xossasiga ko'ra

M (n (r)) =  lim /i(il£ > )< - .
\  /  t l — KX» r

Har bir r uchun ß C 0 ^  eka.nligidan «(ß) < — ekanligi kelib chiqadi va r
r

ixtiyoriy bolgani uchun ju(ß) =  0 boladi.

Shu bilan monoton {fn(x)} ketma-ketlik deyarli barclia x e A larda 

chekli / (x) limitga ega ekanligi kelib chiqadi. Endi f but(x) =  [/(»)], Ar =  

{x € A : f mt(x) — r} =  {x € A :r  < f(x) < r + 1}, r =  0 .1 ,... deb ola- 

miz. Agar f lmi funksiyaning A to'plamda integrallanuvchi ekanligini ko‘rsat- 

sak, u holda. '-p(x) =  f hut(x) + 1 funksiya ham .4 to‘plamda integrallanuvchi 

bo'ladi va 13.1-teorernada.n 13.2-teorernaning tasdig‘i kelib chiqadi.

Endi f but funksiyaning A to‘pla.mda integrallanuvchi ekanligini ko'rsatamiz.
S

Bt =  U Ar deymiz. Bs da fn va /  funksiyalar chegaralangan va har doim
r=ö

f but(x) < f(x) bolgani uchun 13.1-natijaga ko‘ra

I f bnt{x) dfj, < /  f(x) d/j. =  lim I fn(x) dfi < K .
J b, Jb. n̂ °° Jb,

Ikkinchi tomondan,



Bu yig'indimng chegaralanganiigi

OO

r—0

qatoming yaqinlashuvdiiligini bildiradi. Deruak,

«  OO

/  f h,d(x )d p = Y 2 rv (A ).
JA r=0

Shunday qilib, f mt ning A da integrailanuvchi ekanligi isbotlandi. A

Tfcorernarii monoton o‘smaydigan ketma-ketliklar uchun ham isbotlash inum- 

kin.

13.2-natija. Ago,r 4>n(x) > 0 bo‘lih,

i!)n(x)dii < + 0 0  

bo ‘ha, u holda A to ‘plamning deyarli barcha nuqtalarida

OO

n=1

qator yaqinlashadi va qatorni hadlab integrallash mumkin, ya,’ni

tenglik, o ‘rinli.

13.3-teorema (Fatu). Agar manfiymas, oichovli {/„} funksiyahr ketma

- ketligi A to‘plamning deyarli barcha nuqtalarida f  funksiyaga yaqinlashsa 

va

/ fn(x) dfj < K 
Ja

bolsa, u holda f  funksiya A to'plamda integrailanuvchi va



Isbot. <pn(x) — inf ffe(x-) deb belgilaymiz. <pn olchovli, chunki
k>n

{ X : tpn(x) < c} =  ( J  {x : fk(x) < c} .
k>n

Blindan tashqari 0 < <p„(x) < fn(x) bo'lgani uchun <pn integrallanuvchi va

/  ipn{x)dß<  /  fn(x) dp. < K.
J a ja

Nihoyat, <pi(x) < 'f2(x) < ■ < ¥>n(x) < ■ deyarli barcha x lat uchun

lim <pn{x) - /(*)■n—>00

Shuning uchun 13.2-teoremani {<¿>„} ketma-ketlikka qo'llab, 13.3-teoremaning 

isbotiga ega bo'laniiz. A

Lebeg va Riman integraliari orasidagi quvidagi bog'lamshni isootlaymiz.

13.4-teorema. Agar [a, b] kesrnada

i =  (R) I  f  (x)dfi
Ja

Riman integrali mavjud bo'lsa, u holda f  funksiya [a, i>] kesrnada Lebeg 

m,a’nosida ham integrallanuvchi boladi va

(L) f  f(x)d¡x — (R) f  f(x)dx  
Ja

tenglik o‘rinü.

Isbot.. [o, b] kesmani

xk =  a + -£;(b-a), k e {  0 ,1 ,...,2 ”}
£

nuqtalar yordamida 2” ta bo‘lakka bo'latniz. Bu bo‘iinishga mos

2” , 2"0 — a yr—\ .. 0 — a v -
=  —ñ¡T Z-f nfc’ Wn ”  “ 2^  zL  

k=1 fc=l

Darbu yig'indilarini qaraymiz, bu yerda Mnk — f  funksiyaning [xjfe_i, x*] 

kesmadagi aniq yuqori chegarasi, mnk esa shu kesmadagi aniq quyi chegarasi. 

Riman integralining ta’rifiga ko'ra,

I  — lim Qn =  lim u>n
n — *OQ 71— >00
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chekli limit mávjud. Har bir n € N da /„ va. fn sodda funksiyalanii quyida- 

gicha aniqlaymiz:

/»(*) =  agar x e [x*_1: xk) , A e {1 ,2 ,..., 2n}, /„(6) =  /(&), 

/„(x) - m„fc, agar x € [x>_1: xfc) , fc e (1 ,2 ,..., 2"}, ¿(6 ) =  /(6). 

Sodda funksiya integrali ta’rifiga ko'ra,

I  fn(x) dfl — \lni I fn(x) —- X’n 
J [a,6] J [a,ft]

tengiiklar o(rin’ii. {/«} ketma-ketlik o'smaydigan ketma-ketlik, ya’ni

7i(;c) > 7¡(x) > . > 7̂ (x) > ..

{fn} esa kamaymaydigan ketma-ketlik, ya?ni

h (x) - M x) ^  ^  ¿  ■

bo'lgani uchun. deyarli hamma yerda

lina /„(x) = /(x) > f(x), liin /„(x) = /(x) < /(x)
n-yoo n—>OO —  —

cliekli limitlar rnavjud. 13.2-Levi teoremasiga ko'ra

/ f{x)dp — lim fi„ — 1 =  liin ujn — f(x)dp.
J\a,b] n“lco n“’°3 ,/[<¡,6]“

Shnning uchun

Í  \f(x) - ¿(x)\ dfl =  f  (7(x) - /(x)) a>
[a, 6] J  [a, 6]

0.

Bundan, deyarli hamma yerda /(x) — f(x) — 0 ekanligi kelib chiqadi, va’ni 

7(*) =  H x) =  f(x). Demak,

í  f(x)dfi =  I. A
J[a,b]

Bu xossadan foydalanib, Lebeg integralini hisoblash qulaydir.

M ustaqil islilash uchun savol va topshiriqlar
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1. Parane.tr a n-ing qanday qiymatlarida

/«(*) =  x e t°» X1x2 + j-n

ketma-ketlik integral he.lgi.si ostida limitga o'tish haqidagi Lebeg teoremasi 

shartlarini qanoatlantiradi.

2. Quyidagi {<?„,} ketma-ketlik integral belgisi ostida limitga o‘iish haqidagi 

Levi teorema,si. shartlarini qanoatlantimdimi ?

tenglik o'rinlimi? 0 ‘rinli bo ‘Imasa, rnisol, keltiring.

4. 13 .4-te.orem.a ishotida [a, b] kesma nima sababdan 2” ta te.ng qismga 

bo'linganini tushuntirihg. Agar [a, b\ kesma n ta te.ng qismga bo'linga- 

nida fn ketma-ketlik, o‘smaydigan, /j, ketma-ketlik esa kamaymaydigan 

bo‘masligi murnkin edi. Bunga misol keltiring.

5. [O, 1] kesrnada f(x) =  2* funksiya uchun f„, fn sodda funksiyaiarni

14-§. Cheksiz o‘lchovli to‘plam  bo‘yicha olingan Lebeg integrali

Sliu pa.y tga.dia biz faqat diekli o'ldiovli (//(,4) < +00) to‘planilarda Lebeg 

integrali va uning xossalarini o'rgaadik. Lekin ko‘plab masalalarni yechishda 

cheksiz o'lchovli to'plamda berilgan funksiyaning integralini qarashga to‘g‘ri 

keladi. Masalan, R  =  (—00, 00) da beriigan. funksiyaning Lebeg integralini 

qarashga to‘g‘ri keladi. Biz sanoqli sondagi diekli o'lchovli Xn to’plamíar- 

ning birla.shm.asi ko'rinishida. tasvirlanishi mumkin bo'lgan hol hilan chega- 

ralanamiz.

3. Fatu teoremasi shartlari bajarilganda

qurvng.
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14.1-ta’rif. Agar X to‘plañida p o'lchov berügan bo'lib, X  to'plamni 

sanoqli sondagi chekli o ‘Ichovli to ‘plamlaming birlashmasi ko ‘rinishida tasvir- 

lash mutnkin bo‘ha, u halda X  da p o'lchov a— chekli 0 ‘lchav dcyiladi.

<7— chekli o'lchovlarga soiilar o'qidagi va tekislikdagi Lebeg olchovlari mi

so! bola oladi.

cr— chekli bolinagan olchovga misol sifatida sonlar o'qidagi p olchovni 

quyidagicha ahiqlaymiz. Ha,r bir nuqtaning olchovini bir deb olamiz, ya’ni

— 1. U holda R niug barcha qism to'platnlari olchovli boladi. Agar 

A C R to'plam chekli bolsa, uning olchovi chekli, qolgan hammasi cheksiz 

oldiovli to'plamíar boladi.

14.2-ta’rif. X to ‘plamni qoplovchi kepn.a-ke.tlik deb, har qanday rnono- 

ton o ‘suvchi (Xn c  A„+i) {An} ketma-ketiikka ayuiadiki, a quyidagi ikkita 

shartni qanoatlantiradi:

14.3-ta’rif. X to‘plalnda a—chekli p o'lchov va X  da aniqlangan man- 

jiyrnas f  funksiya berilgan bo'hin. Agar f  funksiya ixtiyoriy chekli olchovli 

A c  X to‘piarada integrallanuuchi bo'Ub, biror qoplovchi {Xn} ketma-ketlik 

uchun

Umit rnavjud bo isa, u holda f  funksiya X. to ‘plañida integrallanuvchi deyüadi 

va bu Umit

1) [ J X n =  X, 2) p(Xn) < oo, Vn € N.

f  dan X to ‘plam bo ‘yicha olingan Lebeg integrali deyüadi.

Endi /  ixtiyoriy funksiya bo'lsin. Uni ikkita maufiymas funksiyalar ayir- 

rnasi shaklida tasvirlaymiz, ya’ni f(x) =  f+(x) — f-(x), bu yerda
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14.4-ta’rif. Agar f+ va /_ manfiymas funksiyalar X to‘plamda integral- 

lanuvchi bo ‘Isa, и halda f  funksiya X  to ‘plamda integrallanuvchi deyüadi va

[  f{x)dß =  I f+(x)dfi- j  f-(x)dfj,.
Jx Jx Jx

Mustaqil islilash uchun savoî va fcopsliiriqlar

1. F(x) — 2x+l, X € R, up esa Я'— funksiya yordamida qurilgan Lebeg- 

Stiltes o'lchovi bolsín, цр o‘lchov o — chekli o‘lchov bo‘ladimi?

2. f(x) =  j r - p ,  X  € A =  [1, oo) funksiya A to‘plamda integrallanuvchi- 

mi?

13.3



V bob. Lebegnmg aniqmas integrali va uni differensiallash

Bu bobda biz sonlar o'qida aniqla.nga.ri funksiyalarning Lebeg integrali- 

ni qaraymiz, va bu integralni ta.yinlanga.n /  da to'plam funksiyasi sifatida 

o'rganamiz.

Agar /  funksiya X  C K. o'lchovli to‘plainda integrallanuvehi bo‘lsa, u 

bolda integral

f  f(x) dfi 
Ja

barcha. oiehovli A C X  lax uehun mavjud va u t'ayinlangan /  da. o'ichovli 

to‘plam funksiyasi bo:ladi. Bu integral Lebegning aniqmas integrali deyila- 

di. X  sonlar o‘qidagi oraliq bo'lishi ham murnkin. Bu holda A tcfplam X 

dagi kesmadan iborat bo!lsa, yuqoridagi integral kesma ehetki nuqtalarinmg 

fanksiyasi bo‘iadi. Bu holda A kesma chap chetini tayinlab,

f
J[a,x]

integralning xossalarini o!rganamiz. Bu masala bizni sonlar o‘qida aniqlangan 

funksiyalarning ba’zi muhim sinfiarini qarashga olib keladi. Matematik analiz 

kursidan ma’lumki [4], differensiallash va integrallash a.maila.ri orasida quyida- 

gi boglanish mavjud. Agar / — uzluksiz funksiya, F— uzluksiz hosilaga. ega 

funksiya. bo'lsa, quyidagi tengliklar o‘rinli.

'« < *= /< *> . <v -‘> 

f  F'(t)dt =  F(b) - F{a). (V.2)
Ja

Quyidagicha savollar tug!iladi:

1. Lebeg ma’nosida integrallanuvehi funksiyalar uchun (V.l) tenglik o‘rinlimi?

2. Qanday funksiyalar sinii uehun (V.2) tenglik o'rinli?

Quyidagi uch paragraf shu savollarga javob berishga bag:ishlangan.
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15- §. Monoton funksiyalar

Lebeg integrali

<f>(x) =  f  f(t)dfi (15.1)
J  [a,xJ

ning xossalarini o'rganislmi quvidagi sodda va muhim faktdan boshlaymiz. 

Agar /  manfiymas funksiya bo'lsa, u holda $ monoton kamaymaydigan 

funksiya bo'ladi. Har qanday integrallanuvdii /  fiinksiya ikkita manfiymas 

/+ va /_ integrallanuvdii funksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlanadi

f(x) =  f+{x) - /_(*),

bu yerda /+ va /_  lar (14.1) tenglik bilan aniqlanadi.

Shuning uchun (15.1) integral ikkita monoton kamaymaydigan funksiyalar- 

ning ayirmasi shaklida ifodalanadi. Shu sababli yuqori chegarasi o'zgaruvdii 

bo'lgan (15.1) integralni o'rganish, monoton funksiyalarning xossalarini tek- 

shirish masalasiga kelar ekan. Monoton funksiyalar bir qator muhim xossalarga 

ega. Quvida biz ularni bayon qilamiz.

Avvalo ba’zi kerakli tushunchalarni keltiramiz. h o'zgaruvchi miqdorning 

haqiqiy musbat (manfiy) sonli qiymatlar qabul qilib nolga intilishini h —»

0 + (h —> 0—) shaklda belgilaymiz.

Haqiqiy sonlar to'plami R da aniqlangan /  funksiya va x0 e R nuqta 

beriigäii bo'lsin. Agar

lim f(xo + h) ( lim f(x0 + /?.))
/1—

limit mavjud bo'lsa, bu limitga /  funksiyaning x0 nuqtadagi o‘ng (chap) li- 

miti deviladi va / (%H-0) (/(xq—0)) ko'rinishdabelgilanadi. Agar /  funksiya

ning Xq nuqtadagi o‘ng (diap) lirniti mavjud bo‘lib,

/ {x0 + 0) =  f(x0) (f(x0) =  f(x0 - 0))
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tenglik o'rinli bo'lsa, /  funksiya xo- nuqtada o'ngdan (chapdan) uzluksiz de- 

yiladi. Agar /  funksiyaning xq rmqtada o‘ug va ehap limitlari rnavjud bo'lib,

f(x0 + 0) =  f(x0) =  /(x0 - 0)

tenglik o'rinli bo'lsa, f  funksiya .xo nuqtada uzluksiz deyiladi. Agarda

f(x0 - 0) #  f(x0 + 0)

bo'lsa, /  funksiya x0 nuqtada birinchi tur uzilishga ega deyiladi, Xg nuqta 

esa /  funksiyaning birinchi tur uzilish nuqtasi deyiladi.

f(x0 + 0) - f(xo - 0)

qiymatga /  funksiyaning x0 nuqtadagi sakrashi deyiladi.

Agar f  funksiyaning .r0 nuqtadagi o‘ng va chap limitlaridan birortasi 

mavjud ho'lmasa yoki birortasi cheksizga aylansa, bu nuqta /  funksiyaning 

ikkinchi tur uzilish nuqtasi deyiladi.

15.1-ta’rif. [a, b] kesrnada aniqlangan f  funksiya shu kesmadan olingan 

har qanday x1}x2 lar uchun Xi < x2 bo‘lgünda

f(x l) < f(x2) (f(x i) > f(x2) )

tengsizlikni qanoatlantirsa, f  funksiya [a, 6] kesrnada kamaymaydigan 

(o ‘smaymaydigan) funksiya deyiladi.

15.2-ta’rif. [a, b] kesrnada aniqlangan f  funksiya shu kesmadan olingan 

har qanday xlt x2 lar uchun x,y < x2 bo‘lganda

f(x i)< f (x 2) if{ x i)> f(x 2)) (15.2)

tengsizlikni qanoatlantirsa, f  funksiya [a, 6] kesrnada o‘suvchi (kamayuv- 

chi) funksiya deyiladi.

Umuman, qisqalik uchun monoton funksiya deyilganda, 15.1 va 15.2-ta’nf- 

larda keltirilgan funksiyalar tushuniladi.



Endi monoton funksiyalarnmg asosiy xossalarini keltiramiz.

1. [a, b\ kesmada aniqlangan har qanday monoton funksiya shu kesmada 

chegamlangan, o'lchovli va integrallanuvchi funksiyadir.

Isbot. Bu xossa. isbotini kamaymaydigan funksiyalar uchun keltiramiz. 

Ha.qiqat,an ham, kamaymaydigan funksiya ta’rifiga ko‘ra

/(a) < f(x) < f(b), Yx € [«, b]. (15.3)

Har qanday o'zgarmas c son uchun E( f  < c) — { x : f(x) < c } to‘plam yo 

kesma., yo yarim interval (yo bo‘sh to‘plam) bo'ladi. Faraz qilaylik, f(x) < c 

tengsizlikni qanoatlantiruvchi nuqtalar mavjud bo'lsin va d bu to‘plamning 

aniq yuqori chegarasi bo'lsin. U holda E (f < c) to'plam yoki [a, d) kesma 

yoki [a, d) yarim interval bo'ladi, bu to'plamlar o'lchovli. Demak, /  o'lchovli 

funksiya bo'ladi. /  ning integrallanuvchiligi uning chega.ralauganligida.il (IV 

xossaga qarang) kelib ch.iqa.di.

2. Monoton funksiya faqat birinchi tur uzilish nvqtaiarga eg a bo'iishi mum- 

kin.

Isbot. Faraz qilaylik, f  kamaymaydigan funksiya, xq € [a, b] ixtiyo- 

riy nuqt.a va {:cn} C [a, i>], xn < x0, xn —* xq nuqtalar ketma-ketligi 

bo'lsin. U holda {f(x„)} ketma-ketlik ham quyidan, ham yuqoridan chega- 

ralangan bo'ladi (masalan /(a) va. f(b) qiymatlar bilan). Shunday ekan, 

{f(xn)} ketma-ketlik karnida bitta limitik nuqtaga ega. Agar { }  ketma- 

ketlikni tarribini almashtirish yordamida xq ga o'sib yaqinlashuvchi {;r^} 

ketma-ketlikka. almashtirsak, {f(x'n)} monoton ketma-ketlik bo'ladi. Uning 

chegaralanganiigidan {f(x'n)} ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo'ladi. Bulimitni 

/(x0 —0) deb belgilaymiz. Yaqiidashuvchi {/(a^)} ketma-ketlikuing o'rinla- 

rini almashtirishdan hosil bo'lgan {f(xn)} ketma-ketlik ham f(x0 — 0) ga 

yaqinlashadi. Hosil bo'lgan /(.•r0 -- 0) limit {*„} ketma-ketlikning taala- 

nishiga bog'liq emas. Haqiqatan ham, agar ikkinchi {yn}, yn < yn —*
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ketma-ketlik uchun

lim f(y„) =  A ^  f{xo - 0)
n—»OO

desak, u holda {rc„} va {t&} ketma-ketliklanii birlashtirishdan hosil bo‘lgan 

{zn} ketma-ketlik uchun {/(--»,)} ketma-ketlik yaqinlashuvdii emas. Bu esa 

yiiqorida olingan ixtiyoriy xn —> xo(xn < a*j) ketma-ketlik uchun {/(#«)} 

ketma-ketlik yaqinlashadi degan xulosaga zid. Demak,

lim f(xn) =  lim f(yn) =  f(x0 -  0).
TI-+ O Q  n - +  OO

Bu /(a.’o—0) rniqdor /  funksiyaoing a?o uuqtadagi chap lirniti boladi, Shun- 

ga o'xBhash f (xo +  0) o‘ng limitning mavjudligi ko‘rsafciladi. A

S. Monoton funksiyaning uzüish nuqtalari ko‘pi hilan sanoqlidir.

Isbot. [a, b\ da monoton /  funksiyaning ixtiyoriy chekli sondagi sakrash- 

larining yiglndisi | f(b) — f{a)| dan oshmaydi. Har bir natural n uchun 

sakrashi 1/n dan katta bolgan uzilisb. nuqtalari soni cbeklidir, Barcha n lar 

bo'yicha yig'ib, sakrashlar soni chekli yoki sanoqli ekaniigiga feelaruiz. A 

Faraz qilaylik, /  kamaymaydigan, chapdan uziuksiz funksiya bolsin. Bu 

fuuksiyaniug uzilish nuqtalarini xi, x¡, ■ • •, x„,... orqali va funksiyaning bu 

niiqtalarga mos sákrashlarini hi, h % , h n, ... orqali bdgilaymiz.

h (x) =  h„
xn<x

orqali aniqlangaa funksiya /  funksiyaning sahrash fmhsiymi deyiladi. Bu 

funksiya chapdan uziuksiz, kamaymaydigan fuxiksiyadir.

ip(x) =  f(x) — H(x)

shaklda aniqlangaa funksiya uziuksiz, kamaymaydigan funksiya boladi (mus- 

taqii isbotlang). Natijada bäz quyidagi xossaga ega bolamiz.

4. Chapdan (o‘ngdan) uziuksiz bo'lgan har qanday monoton funksiyani 

yagona usul hilan uziuksiz monoton funksiya va chapdan (o'ngdan) uziuksiz



bo'lgan sakrash funksiyasi yig‘indisi shaMida tasvirlash mumkin. Ya'ni

f(x) =  ip(x) + H(x).

Monoton funksiyalar ichida eng soddasi bu sakrash funksiyalaridir. Ular quyi- 

dagicha quriladi. Bizga [ß, b] da chekli yoki sanoqli sondagi X\, x 2, x n , . . .  

mtqtalar berilgan bo'nb, ularga musbat h\, h2, . . . ,  h„ , ... soniar mos qo'yilgan 

boisin. [o, b] kesmada 11 funksiyani qnyidagicha aniqlaymiz

Ravshanki, U kamaymaydigan funksiya boiadi. Buridan tashqari u chapdan 

uzluksiz va unixig uzilish nuqtalari Xi,x2, ... ,xn, ... lardan iborat, hamda 

xn nuqtadagi sakrashi hn ga teng. Sakrash funksiyalari ichida eng soddasi, 

zinapoyasimon funksiyadir. Bu funksiya quyidagicha quriladi. Uning uzilish 

nuqtalari o'suvchi xj < x2 < • • • < xn < • • ■ ketma-ketlik nuqtalaridan 

iborat. Misol sifatida f(x) =  [ar] , bu yerda [x] miqdor x ning butun qismi, 

•funksiyani keltirisb mumkin.

Endi monoton funksiyaning hosilasi haqidagi masalaga qaytamiz.

15.1-teorema (Lebeg). [a, b] kesmada aniqlangan har qanday monoton 

f  funksiya shu kesrnaning deyarli harnma yerida chekli hosilaga ega.

15.1-natija. Sabnshhr funksiyasi deyarli harnma yerda chekli hosilaga 

ega va bu hosila nolga teng.

Endi yuqori cliegarasi o'zgaruvchi bo‘lgan integraldan hosila mavjudligi 

haqidagi masalani qaraymiz. Ma’lumki, integral J*  cp (t) dt istalgan integral- 

latmvehi funksiya. ncbim ikkita monoton kamaymaydigan funksiyalar ayirmasi 

shaklida tasvirlanadi. 15.1-teoremadan quyidagi natija kelib chiqadi.

15.2-teorema. Istalgan integrallanuvchi <-p funksiya uchun

H(x) =  V  hn.
xn<x

(15.4)
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hosila deyarli barcha x lar uchun rnavjud. 

Isbot. (p funksiyani ikkita inaxifiyinas

funksiyalarning ayirmasi shaklida tasviriaymiz. Natijada

(15.5)

integral ikkita monoton kamaymaydigan funksiyalar ayirmasi shaklida tasvir- 

lanadi. Monoton funksiyaning differensiallanüvchanligi haqidagi 15.1-teorema- 

ga ko'ra, (15.5) ifodaning deyarli barcha x larda chekli hosilasi mavjud. A 

Ta’kidlash joizki, biz faqat (15.4) hosilaning mavjudligmi ko!rsatdik, lekin

tenglik qanday <p lar uchun to‘g‘riligini quyida muhokama qilamiz.

Mustaqil ishlasli uchun savol va topshiriqlar

1. Ikki monoton funksiyaning yig'indisi monoton funksiya bo'laäimi?

2. Monoton funksiyalar ko'paytrnasi monoton funksiya bo'ladimi?.

3. Agar f  funksiya [o, 6] da o‘suvchi funksiya bo‘lib, f(a) =  A, f(b) =  B 

va g : [A. B\ —> R monoton funksiya bo‘lsa, u holda g(f(x)) funksiya 

[a, b] da monoton bo'iadimi?

4. Zinapoyasimon bo'lrnagan sakrash funksiyasiga irdsol kdüring.

5. [0, 1] kesrnadagi barcha ratsignal nuqtälarni x i,x2, . . .  ,xn,. . .  orqali 

belgilab chiqamiz va f  funksiyani [0,1] da quyidagicha aniqlaymiz

x„< x

U zinapoyasimon funksiya bo'ladimi?
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16-§. 0 ‘zgarishi chegaralangan fuiiksiyalar

Yuqori chega.ra.si o'zgaruvchi bo‘lgan Lebeg integralini differensiallash ma,sa.~ 

lasi, bizni monoton fuiiksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlash mumkin bo'lgan 

funksiyalar sinfini qarashga olib keldi. Bu paragrafda biz bu sinf funksiyalariga 

boshqacha ta’rif beramiz va ulaming ayrim xossalarim isbotlaymiz.

16.1-ta’rif. Bizga [a, 6] kesmada aniqlangan f  funksiya berilgan bo ‘hin. 

Agar biz [a, 6] kesmani

a =  xq < Xi < ••■ < xn-i < xn =  b

nuqtalar bilan ixtiyoriy n qisrnga bo‘lganimizda X{(i =  1 ,2 ,...,« ) nuqta-

larni tanlab olishga bog'liq bo ‘Imagun va ushbu

n

£ | / ( x fe)- / ( :r fc_ i)| < a  (16.1)
jfc=l

tengsizlikni qanoatlantiruvchi o'zgarmas C son rnavjud bo‘Isa, u holda f  

funksiya, [a, b] kesmada o ‘zgarishi chegaralangan funksiya deyiladi.

Har qanday monoton funksiya [a, v6] kesmada o'zgarishi chegaralangan va

(16.1) yig'indining chap tomoni bolmishdan bog'liq emas va. a |f(b) — f(a)\ 

ga teng.

16.2-ta’rif. Bizga [a, fc] kesmada o‘zgarishi chegaralangan f  funksiya

berilgan bo‘lsin. (16.1) yig'indilaming barcha chekli bo‘linishlar bo‘yicha olin-

gan aniq yuqori chegarasi f  funksiyaning [a, 6] kesmadagi to‘la o‘zgarishi

(to‘la variatsiyasi) deyiladi va V* [/] bilan belgilanadi, ya ’ni

n

Va [/] =  SUP ]T |/ (X i) - f  (Xi-1) |. (16.2)
{*•} ¿=1

Endi o‘zgarishi chegaralangan funksiyalaming ba’zi xossalarim keltiramiz. 

1. Ixtiyoriy k £ IK. son uchun quyidagi tenglik o'rinli

v*[kf} =  \k\vZlf] ■
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Tenglikning isboti bevosita ta'rifdarx kelib chiqadi.

2. Agar f  va g o ‘zgariski chegaralangan funksiya,Im- bo ’Iso,, u holda ular- 

ning yig‘in,disi harn o'zgarishi chegaralangan bo’ladi va

< [ f + Q]<V*[f]+V*[g] (16.3)

tengsizUk o ‘rinli.

Isbot. [o, b] kesmaning ixtiyoriy

a =  Xo < x\ < • • * < xn-i < xn =  b

bolinishi uchun

X  l / ( :r«) +  9(?i) - /(**-1) - 9{xi-1)| < ¿  I f(xi) - f(xi-i)i+
¿=1 !=1

¿=1

tengsizlik o'rixxli. Aniq yuqori chegaralar uchun rna’lum bo'lgan sup(,4-f B) < 

sup A + sup B  tengsizlikdan foydalansak, 2-xossa isbotiga ega bolamiz. A

3. Ixtiyoriy c€ (o, b) uchun quyidagi tenglik o ‘rinli

Kb[f]=v;-[f}+Kh[f}. (i6.4)

Isbot. Oldin [ö, b] kesmaning shunday bo'linishlarini qaraymizki, c bo‘li- 

nish nuqtalaridaxx biri bo'lsin, masalan xr =  c, u holda

E  I f ( X i )  -  f ( X i- 1)| =  ¿  I f ( X i )  -  1+

j=l ¿=1

+ X №) - /te-o i s [̂/] -i- Kfm (i6.5)
*=r+l

Endi [o, 6] kesmaning ixtiyoriy bolinishlarini qaraymiz. Agar biz bu bolinish 

nuqtalariga yarxa bir c nuqtani qo'shsak, u holda

n

E l f ( x d ~  f ( x i-i)\ 
i=1
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yig‘indining qiymati kamaymaydi. Demak, (16.5) tengsizlik [a, b] kesmaning 

ixtiyoriy bo'liiiishi uchun to'g'ri, shuning uchun

vab[f\<K[f] + Kh[f]- (16-6)
Ikkinchi tomondau har qanday s > 0 uchun [a, c] va [c, b] kesmalarning 

shunday {x'j} va {x'j} bolinishlari mavjudki

n m

E №) - > KfLfl -1- E 1/(4) - /(4-i)l > KfW - 2
¿=1 i=x

fcengsizliklar o'rinli bo'ladi. Bu ikki bo'linishni birlashtirib, [a, b] kesmaning 

shunday {x¡} bcrlinishiga ega bo'lamizki, uning uchun

n+m

E !/(**)~ = 
k=l

n m

E №•) - i)i+E W ) - I > Kf [/]+kV] - ?■
¿=1 j= i

Bu tengsizlik ixtiyoriy e > 0 uchun o'rinli, shuning uchun

Vab[f]>Vac[f] + Vrb[f). (16.7)

(16.6) va (16.7) lardan (16.4) tengiik kelib chiqadi. A

Ixtiyoriy o'zgarishi chegaralangan funksiyaning [a, 6] kesmadagi to'la o‘z- 

garishi manfiymas bo’lganligi uchun 3-xossadan quyidagi xosaa kelib chiqadi.

4. v(x) — Va[f] monoton kamaymaydigan funksiya.

5. Agar f  funksiya x* nuqtada chapdan uzluksiz bo'lsa, u holda

v{x) =  v ;if)

kam x* € (a, ft] nuqtada chapdan uzluksiz bo'ladi.

Isbot. Bizga ixtiyoriy s > 0 berilgan bo'lsin. Endi 6 > 0 ni shunday 

tanlaymizki,

1/(*’ ) - / ( * )  I < §
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tengsizlik ixtiyoriy x € (x* - 6, x*] uchun o'rinli boisin. Endi 

a =  x0 < xi < • • • < x„ - x* 

bolinishni shunday tanlaymizki,

Kxt[ f ] - iZ \ f ^ k ) - f M \ < £-
k=i

boisin va biss xn — xn_ j < S deb faraa qilishimiz mumkin.. Bundan.

I /  (®n) ~  /  (a 'n -i) | <  |

fcengsizlikka ega bo‘lamiz. Natijada

V« * [/] - E  I f  (**) ~ f  (**-0 I < £ 
k= 1

ga ega. be/lamiz. Bu tengsizlik o£z navbatida

[/]<*

tengsizlikni kelririb chiqaradi, ya’ni v (x*)-v (.r„_i) < £ o‘rinii. Biz bilamizki, 

v kamaymaydigan funksiya, shuning uchun barcha x 6 (xn-i, x*) lar uchun 

v (®*) — v (x) < s tengsizlik o'rinli. Bu esa v funksiyaning x* nuqtada 

chapdan uzluksiz ekanligini bildiradi. A

Xuddi shunday ko'rsatish mumkinki, agar /  funksiya x* nuqtada oligdan 

uzluksiz bo‘lsa, u holda v ham x* nuqtada o‘ngdan uzluksiz bo'ladi. Demak, 

agarda /  funksiya biror nuqtada uzluksiz bo'lsa, u holda v ham shu 

nuqtada uzluksiz bo'ladi.

Faraz qilaylik, /  : [a, l>] —* R. o'zgarishi chegaralangan ixtiyoriy funksiya, 

v(x) esa uning [«, x] kesmadagi to‘la o'zgarishi bolsm. <p(x) =  v (x)—f  (x) 

funksiyani qaravmiz.

16.1-lemma. cp : [a, 6] —> R monoton kamaymaydigan funksiyadir.
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Xsbot. Faraz qilaylik, xJ < x", x,\x" e [a, b] ixtiyoriy nuqtaiar bo'lsin, 

u holda

*,(*") - V(x') =  [v{x") - v{x')\ - [/(:V") - f ix 1)]. (16.8)

Ma’lumki,

\f(x") - f(x')\ < Vf[f] =  v(x") - v(x’).

Shuning uchun (16.8) ning o‘ng tomoni manfiymas, demak uning chap tomoni 

ham manfiyxnas'. Bu esa <p ning [a, f>] da monoton kamaymaydigan funksiya 

ekanligini bikliradi. f(x) - v(x) — <p(x) bo'lganligi uchun, biz quyidagi tas- 

diqqa keldik.

18.1-teorema. Har qanday o‘zgarishi chegaralangan funksiyani ikkita mo

noton kamaymaydigan funksiya,lar ayirmasi shaklida tasvirlash mumkin.

Teskari tasdiq doimo o'rinli, ya’ni ikkita monoton fimksiyalar ayirmasi 

shaklida tasvirlangan ha,r qanday funksiya o'zgarishi chegaralangandir. Shu

ning uchun ikkita monoton funksiya ayirmasi shaklida tasvirlanuvchi barcha 

funksiyalar to‘plami o'zgarishi chegralangan fimksiyalar sinfi bilan ustma-ust 

tushar ekan.

16.1 va 15.1-teoremalardan quyidagi tasdiq kelib chiqadi.

18.2-teorexna. [o, 6] kesmada aniqlangan o'zgarishi chegaralangan har 

qanday funksiya deyarli hamma yerda chtkli hosilaga ega.

Biz sakrashlar funksiyasini qnvidagicha umumlashtirishimiz mumkin. Bizga 

chekli yoki sanoqli a < x\ < x2 < . ■ ■ < xjy < b nuqtaiar berilgan bo‘lsin. 

Har bir xn ga ikkita g* va h* sonlarni mos qo‘yamiz va

\h„\) < OG
n—1

bo'lsin deb talab qilamiz. Bundan tashqari, agar x\ — a bo‘lsa, <ji — 0 va 

x?y =  b bo'isa, hjf — 0 deymiz.

H(x) =  J 2 g n + J2  hn. (16.9)
xn<x xn<x
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(16.9) ko'rinishdagi har qanday funksiyani biz sakrashlar fuiiksiyasi deb atay- 

miz. H funksiyaning [a, 6] dagi to‘la o!zgarishi

n

ga teng. Agar gn va hn soniardan birortasi noidan farqii bo'lsa, u holda xn 

nnqta ü  funksiyaning uzilish nuqtasi bo'ladi, hamda

H (x») ~ H (xn -  0) =  gn, H (xn + 0) - H (x„) = hn

tengliklar o‘rin]i. Quyidagi tasdiq o'rinii.

18.3-teorema. [a, 6] kesmada o ‘zgarishi chegaralangan har qanday f  

funksiyani uduksiz funksiya <p va sakrashlar funk-siyasi H lar yig'indisi ko'ri- 

nishida tasvirlash mumkin va bu tasvir yagonadir.

Isbot. Haqiqatan ham, /  funksiyani ikkita, monoton kamaymaydigan funk- 

siyalar ayirmasi shaklida tasvirlaymiz

f{x) =  v(x) - g(x).

Keyin ular yordamida sakrashlar fimksiyasi H va uzluksiz funksiya 9? ni 

quramiz. Masalan, v funksiya uchun (xn uzilish nuqtalari)

v(x„) - v(xn - 0) =  g„, v(xn + 0) - v(x„) =  h„

deymiz va Hv funksiyani quyiciagicha aniqlaymiz:

Hv{x) =  E  gn + E  hn■
xn<x xn<x

Uzluksiz funksiya sifatida <pv(x) — v(x) — Hv(x) ni olamiz. Xuddi shunday g 

funksiya uchun ham Hg va <p9 larni aniqlaymiz. Natijada /  funksiya uchun 

quyidagiga ega bo‘lamiz

f(x ) =  Hv(x) - Hg(x) + <pv(x) - <pg(x).

Bu yerda H/(x) — Hv(x) — Hg(x) sakrash funksiyasi ipf(x) — (pv(x) — <pg{x) 

uzluksiz funksiya bo‘ladi. A
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Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar

1. Agar f  funksiya [a, 6] ke.sma.da chegaralangan hosilaga ega bo‘Isa, f  

ning [a, b\ kesmada o'zgarishi chegaralangan bo‘lishini isbotlang.

2. [0, 1] kesmada aniqlangan uzluksiz

isbotlang.

3. Agar f  funksiya [a, 6] da Lipshits shartini qanoatlantirsa, u holda f  

ning [a, b] da o‘zgarishi chegaralangan bo'lishini isbotlang.

17-§. Absolyut uzluksiz funksiyalar

17.1. Lebegning aniqxnas integralidan hosila. 15— § da ko'rsatdikki,

Lebeg integral] x ning funkeiyasi sifatida deyarli hamma yerda chekli hosilaga 

ega. Lekin bu hosilani integral ostidagi funksiya. bilan bog;lanishini tekshir- 

rnadik. Quyidagi tasdiq o'rinli.

17.1-teorema. [a, 6] kesmada integrallanuvchi har qanday f  funksiya 

uchun deyarli barcha x € [a. b\ larda

tenglik o ‘rinli.

Bu teoremani isbotiashda biz quyidagi ta’rifdan ham foydalanamisi.

17.1-ta’rif. Agar % € [a, b] nuqta uchun shunday £ (x0 < £ < b) 

nuqta mavjud bo‘lib g (xo) < g(£) bo‘Isa, u holda Xq nuqta g funksiya,ning

o ‘ngdan ko ‘rinmaydigan nuqtasi deyiladi.

( 0. agar x =  0 

x ■ sin agar x € (0,1]

funksiyaning [0, 1] kesmadagi to‘la o ‘zgarishi Vq1 [/] =  co ekanligini
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17.1-teorema isboti. Har bir x € [a, b\ ga

* (* ) =  /  /  (í) d/J,

sormi mos qo'yuvchi Ф : [а, 6] —» К funksiyani qaraymiz, 15.2-teoretnaga 

ko'ra. bu funksiya deyarli hamma yerda ehekli hosilaga ega. Dastlab, deyarli 

hainma yerda

f(x) > §'(x) (17.1)

tengsizlik bajarilishini ko'rsatamiz. E  orqali /  (x) < Ф'(аг) tengsizlikni 

qanoatlantiruvchi nuqtalar to'plamini beigilaymiz. Agar biror x nuqtada 

f  (x) < Ф' (x) tengsizlik bajarilea, u holda shuuday a, ß e Q rafcsional aonjar 

mavjud bo‘lib,

/ (x) < a < в < Ф'(х) (17.2)

tengsizlik bajariladi. Har bir a, ß € Q (a < ß) sonlar juftiga

Eaß =  { x G [a, b] : f  (x) < a < ß < Ф' (x) }

to‘plamni mos qo‘yamiz. U holda

E =  {x : f(x) < Щх)} =  ( J  Eaß

{a.ß}

teriglikni yozish inumkin. (17.1) tengsizlikni isbotlash uchun har bir (a,ß) 

juftlik uchun ¡j (Eaß) — 0 ni koVsatieh yetarli. U holda Eag to‘plamlar ko‘pi 

bilan sanoqli ekanligidan р(Е) =  0 kelib chiqadi. Lebeg iiitegralining ab~ 

solyut uzluksizlik xossasiga (12.4-teorema) ko‘ra ixtiyoriy £ > 0 uchun shun- 

day S > 0 mavjudki, С  С [a, 6], ß(C) < 6 to‘plam uchun

I f  f(t)dfiI < e 
Jc

tengsizlik bajariladi. O'lchovli to‘plam ta’rifiga ko‘ra,

E ap  С G  С [а, 6] va ß { G )  < ß{Enß) + ó
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Hhartni qanoatlantiruvchi G ochiq to'plam rnavjud. End! /i(Eaß) =  0 teng- 

likni isbotlash uchun [a, b] da g(x) =  Ф(:г) — fix  funksiyahi aniqlaymiz. 

Ф(аг) ning auiqlanishiga ko‘ra, g : [o, b] —* R  uzhtksiz funksiya bo'iadi.

Bu g(x) =  Ф(:г) — ßx fiinksiyaning barcha o'ngdan ko'rinmaydigan nuq- 

talari to'plamini E  orqali belgilaymiz. U holda ixtiyoriy æ0 € E  uchun 

shunday £(®o < £ < b) nuqta mavjud bo'lib, g(xo) < g(£) bo'ladi. Agar

0 < e < g(£) — g(xo) desak, g ning uzluksizligiga ko‘ra, shunday 6 > 0 

mavjudki, barcha x e (x0 — ó, xq + ó) lar uchun |<?(x) — д(хц)\ < s yo- 

ki g(x) < g(x0) + s < g(£) bo'ladi. Shunday ekan (:c0 — S, ж0 ö) С E, 

ya’ni a’o E  ning ichki nuqtasi bo'ladi. Demak E  faqat ichki nuqtalardaii 

iborat, ya’ni E  ochiq to‘plam ekan. Sonlar o‘qklagi ochiq to‘plamlar struk- 

turasi haqidagi teoremaga ko'ra, chekli yoki sanoqli sondagi {{ak, bk)} o'zaro 

kesiahmaydigan intervallar mavjud bo'lib,

E =  y (ak, bk) 
к

yoyilma o'rinli. Ko'rsatish mumkinki, ixtiyoriy к  da

9Ы ) < 9% ) (17-3)

tengsizlik o'rinli. Haqiqatan ham, agar teskarisini faraz qilsak. ya'ni

ff(ak) > 9(h) (17.4)

desak, и holda (ak, bk) intervalda xq ichki nuqta mavjud bo‘lib, g(xo) > 

g(bk) bo'ladi. x* orqali (ak) bk) intervaldagi g(x) =  g(x0) tenglikni qanoat- 

lantiruvchi eng o‘ng nuqfcani belgilaymiz. :r* € (ak, bk) С E  bo'lgani uchun 

shunday £ > x* mavjudki, g(x*) < g(Ç) bo'ladi. g ning uzluksizligi va x* 

ning taiilanishiga ko‘ra, £ £  (ak, bk). Ikkinchi tomondan, $ > bk bo‘lishi 

mumkin emas, chunki g(£) > g(x*) > g(bk) dan bk € E  bo'lar edi. Bu zid- 

diyat ko'rsatadiki, (17.4) tengsizlik bajarilmaydä, ya’ni (17.3) tengsizlik o'rinli.
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Endi olingaii natijadan fi(Eaß) — 0 tenglikni isbotlashda foydalanamiz. 

Agar X 6 Eaß bo'lsa, u holda x ga yetarlicha yaqin bo'lgan ixtiyoriv £ > x 

lar uchun

S 9 - i f e )  >■/» (17.5)
Ç — X

tengsizlik yoki

$(£) - ß i > Ф(ж) - ßx. 

tengsizlik bajariladi. Bundan x ning Ф(ж) — ßx funksiya uchun o'ngdan 

ko'rinmay digan riuqta ekanligi kelib chiqadi. 0 ‘ngdan ko'rinmaydigan nuqtalar 

to'plami ochiq to'plam bo'lgani uchun-a: ning biror (x — ó, x + ó') с  G 

atrofidagi barcha nuqtalar o‘ngdan ko‘rinmaydigan nuqtalar bo'ladi. Shiming 

uchun g(x) ----- Ф(ж) — ßx funksiyaning G dagi o‘ngdan ko'rinmaydigan 

nuqtalari to'plaini qandaydir S ochiq to'plamdan iborat. bo'ladi, ya’ni Eaß С 

S с  G. Bundan tashqari,

S =  У (% , bk) 
к

va har bir к da

Щ к) - ß ■ bk > Ф (a,k) - ß • ak 

tengsizlik o'rinli. U holda

${h )~  > ß (h  - <‘k)

yoki

Jak

rh
f(t)d t > ß(bk - а*).

fak

Shunga o'xshash tengsizliklarni S ni tashkil qihivchi barcha (а*, bk) inter- 

vallar bo'yicha yig‘ib,

I f(t)dt > ßii{S). (17.6)
Js

tengsizlikni olamiz. Bu tengsizlik bilan bir vaqtda

f  =  f  f(t)dt + f  f(t)dt 
■>S JEaß J S\Eaß
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< o.n(Eaj5) + £ < a. • ¡i(S) + s + |<ï| • ô (17.7)

tengsiziik o‘rinli. Chunki f.i(S) < [i(G) < ^(Eal5) + fj,(S\Eiip) < ô va

f  f(t)dt < £.
Js\Ea l3

(17.6) va (17.7) tengsizliklaxni taqqoslab,

a /.i(S) + e + |a|Æ > (3/i(S) 

tengsizlikka ega bolamiz. Bundan

tengsiziik kelib chiqadi.

Shunday qilib, Ea$ to‘plamning o'ichovi istalgan sondan kichik bo‘lgan 

odiiq to‘plam bilan qoplash inumkin. Bundan ¡J,{Ettg) =  0 ekanligi kelib 

chiqadi. Denxak,

¡1 {x : f(x ) < $ '(x )} =  0 .

Shuning uchun deyarli hamma yerda f  (x) > ^(rr) tengsiziik o‘rinli. Endi 

/  (x) ni —f(x ) bilan almashtirsak, deyarli hamma yerda.

- / (x) > -<&' (x) <==s> f  (x) < (x ). (17.8)

(17.1) va (17.8)dan /  (x) =  (x) deyarli barcha x la.r uehun o‘rinli ekanligi 

kelib chiqadi. Shunday qilib.

f(x ) =  V (x ) =  ± I  f  (t) d/j.
J [a, x]

tenglik deyarli barcha x lar uchun o!rinli. A

Bobning boshida qo‘yilgan ikldta savoldan birinchisiga biz javob berdik. 

Endi ikkinchi savolga o‘tamiz, ya’ni uzluksiz differenwallanuvchi- funksiyalar 

uchun o‘rinli bo‘lgan Nyuton-Leybnits formulasini

F  (x) =  F  (a) + f  F ' (t) dl (17.9)
Ja
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Lebeg integral! uchun qanday umumlashtirish murakin? Ya’ni (17.9) tenglik 

qanday funksiyalar sinfi uchun o'rinli? Biz deyarli barcha nuqtalarda chek- 

li hosilasi mavjud bo'lgan funksiyalar sinfi bilan chegaralanamiz. Ma’lumki 

(16.2-teorema). o'zgarishi chegaralangan funksiya deyarli hamrna yerda cJhek- 

li hosilaga ega. ikkkinchi tomondan, (17.9) tenglikning o'ng tornoni o'zgarishi 

chegaralangan funksiya. Shuning uchun (17.9) tenglik o'zgarishi chegaralangan 

funksiyalar sinfidan kattaroq to‘plamda o'rinli boiishi rnumkin ernas. Har qan

day o'zgarishi chegaralangan funksiya ikkita monoton kamayuvchi funksiyalar 

ayirmasi ko'rinishida taavirlanadi. Shuning uchun monoton funksiyalar uchun

(17.9) tenglik o'rinlimi degan savolni qo'yamiz.

Urnuman olganda ixtiyoriy monoton funksiya uchun (17.9) tenglik o'rinli 

einas. Lekiu quyidagi tasdiq o'rinli.

17.2-teorema. Monoton kamaymaydigan f  funksiyaning hosilasi integ- 

rali.anuvc.hi va quyidagi teng.riziik o'rinli:

f  f ( t )  dt < / ( & ) - /  (a). (17.10)
J  a

Isbot. Hosila ta’rifiga ko'ra, /  ning x nuqtadagi hosilasi

n * + > o - m = M x )  (1711)

nisbatning h --> 0 dagi limitidir. /  ning monotonligidan uning integral- 

lanuvchanligi kelib chiqadi. Demak, har bir (ph integrallanuvchidir. Shuning 

uchun (17.11) tenglikni integrallash mumkin:

J  (fh (X) dx =  ~ ^  /  (x + h) dx -  Jt J  f  (x) dx.

j  funksiyani (b, oo) ga f(b) deb davom ettirib bu integralni qiiyidagicha 

yozish mumkini

fJa
b 1 fb+h  ̂ pb

(ph (x) dx =  — I f  (x) dx — — I  f  (x) t 
Ja+h ■' Ja

ix
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1 nb+h i ra+h

4 i  / w *-

Bu tenglikdan h —* 0 da limitga o'tamiz. Integral belgisi ostida limitga o'tish 

haqidagi Fatu teoremasiga ko'ra,

I f'(x) dx < lim j  >-ph (x) dx - f(b) - f(a  + 0) < f{b) - f  (a)
J a  J a

tengsiziik o'rinli. Bu yerda qafc’iy tetjgslzlik o'rinli bo'ladigan monoton funksiya- 

ga misol keltirish mumkin:

/(* ) =
0, agar x € [0, 0, 5]

1, agar x G (0,5, 1].

Deyarli bamma yerda f'(x ) — 0 ekanligdan

0 =  f 10 - d x < f ( l ) - i( 0 ) = l 
Jo

ni olamiz. Biror monoton uzluksiz funksiya uchun

f  (x)dx < f  (x) — /  (a) (17.12)
Ja

tengsizlikning barcha x € (a, b) lar uchun bajarilishini ko'rsatish qiziq masa- 

ladir. Kantorning zinapoya funksiyasi ß. (6.4-misol) uchun

f  fi!(x)dx < R(x) — Ä(0) =  Ä(a;)
Jo

tengsizlik barcha x € (0, 1) larda o'rinli bo'ladi. Mustaqil isbotlang.

17.2. Absuiyut uzluksiz funksiyalar. Shuni ta’kidlash lozimki, /  mono

ton funksiya bo'lgan holda

I  f  (t) dt — f  (&) — f  (a)
J  a

tenglikdan (a, b\ yarim intervaldagi ixtiyoriy x uchun

j X f  (t)d.t =  f (x )- f (a )  (17.13)
J a
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tenglik bajarilishi kelib chiqadi. Endi (17.13) tenglik o'rinli bo‘ladigan funk- 

siyalar sinfini tavsiflash uchun quyidagi ta’rifni keltiramiz.

17.2-ta’rif. Bizga [a, b\ kesrnada aniqlangan f  funksiya berilgan bo‘Ism. 

Agar ixtiyoriy г > 0 son uchun shunday Ô > 0 rnavjud bo‘lib, soni chek

li va har ikkisi o‘zara kesishmaydigan har qanday {(a*, &k)}jLj intervallar 

sisternasi uchun

n n

Ьк) С [a, bl Y l(bk ~ afc) < 6 
fe=i fe=i

shartlar bajanlganda
П

E № ) - / W l <£  (17.14)
k=l

tengsizlik o'rinli bo'lsa, и holda f  funksiya [a, 6] kesmada absolyut uzluksiz 

deyüadi.

17.2-ta’rifda n =  1 desak tekis uzluksiz funksiya ta’rifiga keíamiz. Ya’ni, 

har qanday absolyut uzluksiz funksiya tekis uzluksizdir.

Endi absolyut uzluksiz funksiyalarning ayrim xossalarini keltiramiz.

1. Absolyut uzluksiz funksiya ta’rifidagi "soni chekli" jurnlani "soni chekli 

yoht sanoqli " jwnla bilan almashtirish mumkin.

ïsbot. Haqiqatan ham, ixtiyoriy s > 0 uchun shunday 6 > 0 mavjud 

bo'lib, [a, b] dart olingan har qanday o‘zaro kesishmaydigan va uzunliklari 

yig'indisi ó dan kichik bo'lgan ixtiyoriy {(«*, bk)}nk=l chekli intervallar sis- 

temasi uchun
71

J2\f(bk)- f ( a k)\<s (17.15)
fc=i

tengsizlik bajariladi. Endi [a, b] dan olingan sanoqli sondagi o'zaro kesish

maydigan va uzunliklarining yig'indisi S dan kichik bo'lgan {(a*, h)}l°=l 

intervallar sisternasi berilgan bo'lsin. U holda ixtiyoriy n € N uchun (17.15)
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tengsizlik o'rinli. (17.15) tengsizlikda n —> oo da. limitga o‘tib.

OO

£ l / (b fc )-7(« fc ) l <e
k-l

tengsizlikni olamiz. Д

2. llar qanday absolyut uzluksiz funksiya o ‘zgarishi chegaralangandir. 

Isbot. Funksiya absolyut uzluksiz bo'lgani uchun quyidagilar o'rinli:

П

Ve > 0, 3S -  6(e) > 0, V{(a*A)KU> ]T (bk- a k)< 6
*=i

bolganda
n

E  \f(bk) - /(a*)l < £
1

tengsizlik bajariladi. [a, 6] kesmaui uzunligi <5 daii oshmaydigau [ж*, xt+i] . 

bo‘lakchalarga bo‘lamiz

П— 1

[a, b] =  У  [xfc, xfc+1], 
fc=0

u holda ixtiyoriy [ж*, a?t+i], (ж*+1~ж* < <í) uciiun V ^+1 [/] < t tengsizlik 

o'riiiíi. Shuning uchun

i46[/] =  E П • £.

¿fe=l

3. Absolyut uzluksiz funksiyalar yig‘indisi, ayirmasi yarn- absolyut, uzluksiz 

funksiyadir. Absolyut uzluksiz funksiyaning songa ко ‘paytmasi yana absolyut 

uzluksiz funksiyadir.

3-xossaning isboti bevosita ta’rifdaa kelib chiqadi.

4- Har qanday absolyut uzluksiz funksiyani ikkita monoton kamaymaydigan 

absolyut uzluksiz funksiyalar ayirmasi shaklida tasviriash mutnkin.

Isbot. /  absolyut uzluksiz funksiya bo‘lgani uchun u o'zgarishi ehegara- 

laugan funksiyadir. Shuning uchun quyidagi tasviriar o‘rinli

f(x ) =  v(x)-<p(x), V (x) =  Vax [/], <p (x) =  V (x) - f  (x) .
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/  ning absolyut uzluksizligidan v ning absolyut uzluksizligi keíib chiqadi. 

3-xossaga ko‘ra cp ham absolyut uzluksiz funksiya bo'ladi. A

Quyidagi ik.ki.ta teorema absolyut uzluksiz funksiya va Lebegaing aniqmas 

intégrala orasidagi rnubim bog:lanishni ifodalaydi.

17.3-teorema. Agar f  funksiya [a, b] kesmada integrallanuvchi bolsa, 

u halda

/•' (•' ) =  [  f  (t) dfi

funksiya [a, 6] da absolyut uzluksiz bo‘ladi.

Isbot. {(ak,bk)}” c  [a, 6] o’zarokesishmaydiganvauzunliklarinirigyig‘indisi 

ó > 0 oshmaydigan ixtiyoriy intervallar sistemasi bo‘lsin. U bolda

n n

J2 \ F (h )- F (a k)\ =  Y l  
1 k- 1

í  1 / ( 0 1 ^ =  / .  \f{l)\df¿<e.
L.-I J[d-kM J  U \ak,bk\

fc=l

Oxirgi tenglik Lebeg integraSining absolyut uzluksizlik xossasi (12.4-teorema) 

dan keíib chiqadi. A

17.4-teorema (Lebeg). F  — [a, b] da absolyut uzluksiz funksiya bo'lsin.

U holda F1 (:c) =  /  (x) funksiya [a, b] da integrallanuvchi va ixtiyoriy x €

[a, b\ da quyidagi tenglik o ‘rinli

j  f  (t) dp =  F  (x) - F  (a) .
./ [<2, x\

17.4-teorema isbotida quyidagi lemmadan íbydaliniladi,

17.1-lemma. Agar / — kamaymaydigan absolyut uzluksiz funksiya boiib,

f  (x) =  0 tenglik deyarli barcha x lar uchun o ‘rinli bo ‘Isa, u holda f  (x) — 

const.

17.4-fceoremanmg isboti. Teoremani /  (£) > 0 bo'lgan holda isbotlaeh
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yetarli. Bu holda F  (x) kamaymaydigan funksiya boladi.

$ (x) =  F  (x) - I  f  (t) dp (17.16)
J[a,x\

funksiyani qaraymiz. $ ham kamaymaydigan funksiya. Haqiqatan ham, x' < 

x" bolsin, u holda

$(*") - $(a0 =  F(x") - F(x') - I  f  (:t) dp > 0.
J  [x\ x"]

So‘nggi tengsizlik 17.2-teoremadan kelib chiqadi. F(x) va

[  f  (t) dp 
./[a,*]

lar absolyut uzluksiz funksiyalar bo‘lganligi uchun $ ham absolyut uzluksiz 

funksiya boladi. Bundan tashqari, deyarli barcha x lar uchun $'(ar) — 0. 

Bobning boshida qo'yilgan l-savolga javob berganda

f  f(t)dp =  f(x), $'(*) =  f(x) - ~  f  f(t)dp =  0 
J\a,x\ dx J^a xj

tengliklarni ko'Tsatgan edik. 17.1-lmnniaga ko'ra, $ (* ) =  const. Ikkinchi 

toiiiondaii

<f> (a) =  F  (a) — i f(t)d t — F (a )
Jm

tenglik o'rinli. Dernak, (17.16) ko'ra.

F  (x) =  F (a) + f  f{t) dp
\(l,;

tenglik o'rinli. A

17.3. Xulosa. 16.3-teoremaga ko'ra, ixtiyoriy o'zgaxishi chegaralangan 

funksiyani uzluksiz o'zgarishi chegaralangan funksiya <p va sakrashlar funk- 

siyasi H ning yig'indisi ko'rinishida tasvirlash inumkin, ya’ni /  (x) =  <p (x) + 

H (x).

Endi uzluksiz, lekin absolyut uzluksiz bolmagau va o'zgarishi chegaralan- 

gan <p funksiyani qaraymiz. lining uchun deyarli hanima x larda chekli (p'(x)
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Mila mavjud.

ф(х) =  [  ip1 (t) dfj,

belgilash kiritamiz. U holda % (x) =  <p(x)~ ф (x) uzluksiz o'zgarishi chega- 

ralangan funksiya boladi va deyarli barcha x lax uchun

17.3-ta’rif. Agar uzluksiz va o'zgarmasdan farqli o‘zgarishi chegaralangan 

f  funksiyaning hosilasi deyarli barcha x larda nolga aylansa, и singulyar 

funksiya deyiladi.

Shunday qilib, biz quyida.gi tasdiqqa keldik. Har qanday o'zgarishi chega

ralangan f  funksiya uchta funksiya yig'indisi koYinishida tasvirlanadi,

bu yerda H sakr&shlar funksiya,si. % singulyar funksiya, ф absolyut uzluksiz 

funksiya.

Bu funksiyalar /  funksiya yordamida. o‘zgarma.s qo'shiluvchi aniqligida 

bir qiymatli aniqlanadi. Agar bu funksiyalardan ixtiyoriy ikkitasini x =  a 

nuqtada nolga teng deb aniqlasak, u holda (17.17) yoyilma yagonadir. Uni 

diiferensiallab. deyarli barcha x lar uchun

tenglikka kelainiz. Demak. o'zgarishi chegaralangan /  funksiyaning hosilasi 

integral!angauda lining faqat absolyut. uzluksiz qismi tiklanar ekan, f  ning 

sakrashlar funksiyasi // , singulyar qismi x izsiz yo'qoladi.

17.1-misol. Kantorning zinapoya. funksiyasiui [0, 1] kesmada absolyut 

uzluksizlikka tekshiring.

(t) =  cp' (x) - “  /  <p' (t) dt =  0
dx  J\a, x]

f(x) =  H (x) + ф(х) + x(x), (17.17)

Г (х ) =  ф'(х) 

tenglikka. ega bo‘Iamiz. (17.18) tenglikni integrallab,

(17.18)
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Yechisli. 6.3-misülda ko'rsatiidiki, Kantor to'plami K  ning Lebeg o'lchovj 

nolga teng. Lebeg o‘lchovi ta’rifiga ko‘ra, ixtiyoriy S > 0 uchun shunday, 

o'zaro fcesishmaydigan {(a*, &*)}jjL| invervallar sistemasi mavjudki, quyida- 

gilar bajariladi:

n n
K C U (% , bk), £ (6 *  - ak) < 6. (17.19)

k=l k=1

Ikkinchi tomondan, 6.7-misolda ko'rsatiidiki ((6.16)-tenglikka qarang),

M O , 1 ]\K) -  0 va //Ä([0, 1]) -  Ä(l) - Ä(0) =  1

Bu yerda Kantorning zinapoya funksiyasi yordamida qurilgan Lebeg-Stiltes 

o'lchovi. Bu tenglikdan kelib chiqadiki, =  1- Endi o'lchovning yarim

additivlik xossasidan hamda (1.7.19) dan foydalansak, quyidagiga ega bo'lamiz:

n /  n

E  (& ( h )  ~  & (a k)) =  | | J (a * , h )  

k= l \k=l

Demak, Kantorning zinapoya funksiyasi £  absolyut uzluksiz funksiya ta’nfini

qanoatlantirmaydi. Ä absolyut uzluksiz funksiya etnas. A

Mustaqil ishlasli uchun savol va topshiriqlar

1. Agar f  funksiya [a, b] kesmada Livshits shartini qanoatlantirsa, u hol

ds, f  ning [a, b] kesmada absolyut uzluksiz bo'lishini isbotlang.

2. [a, b\ kesmada aniqlangan uzluksiz hosilaga egabo'igan f  funksiyaning 

[a, 6] kesmadagi absolyut uzluksiz ho ‘lishini isbotlang.

3. Agar f  funksiya [a, 6] da absolyut uzluksiz funksiya bo‘lsa, tuning tekis 

uzluksiz bo!lishini isbotlang.

4. [a, 6] kesmada tekis uzluksiz. lekin absolyut, uzluksiz bolmagan funksiya- 

ga misol kel,tiring.
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18- §. Lebeg-Stiltes integrali

18.1. Lebeg-Stiltes o‘lchovlari. Lebeg-Stiltes o'lchovlarini kiritishdan 

avval Lebeg o'lchovini aniqlash jarayonini eslaymiz. Sonlar o‘qidagi [a, b\ 

kesmalar, (a, b) intervallar va [a, b), (a, b] yarim intervallar sistemasidan 

tashkil topgan yarim halqani ©i bilan belgiSaymiz; tekislikdagi tomonlari 

koordinata o'qlariga parallel to‘g‘ri to'ptburchaklar (6.1-bandga qarang) sis

temasidan tashkil bo'lgan yarim halqani &2 orqali belgilaymiz; tekislikdagiga 

o'xshash uch o'lchamli fazodagi qirralari koordinata o'qiariga parallel to‘g‘ri 

parallelepipedlar sistemasidan tashkil bo'lgan yarim halqani 6 3  orqali bel

gilaymiz. Lebeg o'lchovini aniqlash (har uchehala holda ham 1110s ravishda) 

€»i dagi uzunlik, © 2 dagi yuza, © 3 dagi hajm tushunchalariga asoslaiiib ki- 

ritilgan o!lchoviarai dastlab yarim halqani saqlovchi minimal haiqaga davom 

ettirish va keyin yanada kengroq bo'lgan Lebeg bo'yicha o'lchovli to’plamlar- 

ning a— algebrasiga voyish usuli bilan amalga oshirilgan edi. Bunda barcha 

ochiq va yopiq to'plamlar, ulaming chekli va sanoqli birlashmalari va kesish- 

malari, bu birlashma va kesishmalarga to'ldiruvchi to'plamlar albatta o'lchovli 

to'plamlar bo'ladi. Bunday usul bilan aniqlangan Lebeg o'lchovi sanoqli addi- 

tivlik va uzluksizlik xossalariga ega.

Yana sonlar o'qiga va yarim haiqaga qaytamiz. Sonlar o'qida beril- 

gan F(x) — x funksiya yordamida @j da aniqlangan uzunlik tushunchasini 

(o'lchovni) quyidagicha ifodalash murnkin:

rn((a, b)) — b — a — F(b) — F(a) — F(b — 0) — F (a),

rn([a, b]) — b — a — F(b) — F(a) =  F(b) — F (a — 0), 

rn((a, 6]) =  b — a =  F(b) — F(a) =  F{b) — F{a).

m([a, b)) =  b - a =  F(b) - F (a) -  F(b - 0) - F (a - 0).
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Bu usuldan 61  da olcliovlar aniqlash uchun foydalanishimiz ínumkin. Bizga. 

sonlar o‘qida aniqlangan kamaymaydigan, o'ngdan uziuksis F  funksiya beril- 

gan bolsin. Har bir [a. /;], (a, b), (a, 6], [a, b) ko'rmishdagj tíraliqlarga F  

funksiya yordamida mos ravishda

m((a, b)) — F(b - 0) - F(a), m((a, 6]) =  F(b) - F(a), (18.1) 

m([a, b\) =  F(b) - F(a - 0)., m([a, b)) - F(b - 0) - F(a -  0). (18.2)

manfiymas sonlami mos qo'yarniz. íshondi hosil qilish mumkinki, (18.1) -

(18.2) tengliklax bilan aniqlangan oraiiqlar (kesma, interval va yarim inter- 

val) funksiya,si manfiymas va additivdir. Yarim halqada kiritilgan bu o‘íchovga

6 — § da amalga osliirilgan muiohazalami qollab, qandaydir /«*•(•) olehovni 

qurishimiz ínumkin. Sonlar o'qidagi fip oldrovga nisbatan olchovli bolgan 

to’plainlarning *B(6t, F) sistemasi sanoqli yig'indi va sanoqli keshishmaga 

nisbatan yopiq bo'ladi, fip o'lchov esa cr— additiv boladi. Umuman oiganda, 

Hf olchovga nisbatan olchovli to!plamlar sinfi F  funksiyaning tanlauishiga 

bog'liq. Arrimo R  da o'ngdan uzluksiz kamaymaydigan F  funksiya qanday 

tanlanmasin ochiq va yopiq to‘piamlar, shuningdek, ularning barcha cliekli va 

sanoqli birlashma va kesishmalari, ularga to'ldiruvchi to‘pJamíar (ya’ni Boreí 

to'plamiari) olchovli to'plamiar boladi.

Sonlar o'qida aniqlangan bunday fip olchov F  funksiyaning tanlanishiga 

bogliq holda ba’zi hususiyatlarga ega boladi.

Hozir fip oldiovning ba’zi bir sinfiari bilan tanishamiz. Bizga Lebeg qlcliovi 

¡j, va Lebeg-StiHes olchovi fj,p berilgan bolsín.

18.1-ta’rif. Agar Lebeg o'cho.vi nalga teng boígan ixtiyoriy A to'plam 

uchun fip(A) =  0 bo‘Isa. u holda ¡ip (Lebeg o'choviga nisbatan) absolyut 

uzluksiz o ‘Ichov, dtyiladi.

18.2~ta’rif. Agar ¡ip o'lchov uchun chekli yokisanoqli A to'plam mavjud 

boíib, A bilan kesishmaydigan ixtiyoriy B to'plam uchun hp(B) =  0
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bo isa (bu holat chekli yoki sanoqli qiymat qábul qiluvchi F funksiyalar uchun 

o‘rinl%), u holda diskret oichov deb ataladi.

18.3-ta’rif. Agar ¡ip o ichovda istalgan bir nuqtáli to ‘plarn nol o ‘Ichovga 

ega boisa va Lebeg oichovi nolga teng boigan biror A to‘plarn mavjud boiib, 

lip(R\A) = 0  boisa, u holda fip singulyar oichov deyiladi

Endi biror [a, 6] (—00 < a < b < 00) kesnxada aniqiangan kamay- 

maydigan, o‘xxgdaix uzluksis F  funksiyani olamiz. [a, 6] kesmada saqlanuv- 

chi har bir [a, ß] kesmalar, (a, ß) intervallar va (a, /?], [a-, ß) yarinx 

intervallar sistemasidan tashkil boigan 61  varan halqada F  funksiya orqali

(18.1)-(18.2) teixgliklar yordamida m o‘lclxovxxi aniqlaymiz. Keyin m olchovrxi 

©i dan olchovni davom ettirishning Lebeg nsulidan foydalanib, kexxgroq 

Î8 (© i, F) o— algebraga davom ettiramiz. Bu a — algebra [a, 6] kesma- 

da saqlanuvchi barcha odxiq va yopiq to'plamlarni, ularaing barelxa chekli 

va sanoqli birlaehma va kesishmlarini. bu yiglndi va kesishmála.ming toldi- 

ruvchilarini (demak, [a, 6] kesxtxada saqlanuvchi Borel to‘pla.iriiaririi) o‘zida 

saqlaydi.

18.4-ta’rif. Sonlar o'qida yoki [a, b] kesmada berilgan kamáymdydigan,

o ‘ngdan uzluksiz F  funksiya vositasida yuqorida aytilgan n,suida qurilgan pp 

oichov Lebeg-Siiltes oichovi deb ataladi.

Ko'reatish rnumkinki, istalgan o'Ichov absolyut uzluksiz, diskret va singul

yar o‘lchovla.r yig'indisi ko'rinisixida tasvirlanadi va bu tasvir yagonadir.

18.2. Lebeg-Stiltes integral!. [a, b] kesmada ániqlangan va kamay- 

maydigan, o!ngdan uzluksiz F  funksiya yordamida hosil qilingan ¡tp Lebeg- 

Stiltes oichovi berilgan bolsín. Bu oichov bo'yicha [a, 6] kesmada Lebeg 

ma’nosida integrallanuvchi funksiyalar sinfíni qaraymiz va liar bir funksiyaga 
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Lebeg integralini mos qo'yamiz. fxp o'lchov bo'yicha aniqlangan bu integral 

Lebeg-Stiltes integrate deb ataladi va uning uckun

belgilashdan foydalamladi.

Lebeg-Stiltes integralining ba’zi xususiy hollarini qaraymiz.

I. Bizga [a, i>] kesmada aniqlangan, o'ngdan uzluksiz, kamaymay-digan

Agar rei € [a, b] nuqtalar F  ning uzilish nuqtalari va hi sonlar F  funksiya- 

ning Xi nuqtadagi sakrashi bo'Isa, u holda

integral f ( xi)K  yig'indiga teng bo’ladi.

II. Agar F  funksiya [a, b\ kesmada aniqlangan kamaymaydigan absolyut 

uzluksiz bo‘lsa, 11 holda

Integralning o— additivlik xossasiga ko‘ra, (18.3) tenglikni n r o'lchov 

bo'yicha integrallanuvchi sodda fiinksiyalar uchun ham umumlashtirish mum- 

kin. Bizga /  funksiyaga tekis yaqinlashuvchi, integrallanuvchi {/„} sod

da funksiyalar ketma-ketligi berilgan boisin. Umumiylikni chegaralamasdan 

{/„} ketma-ketlikni kamaymaydigan deb hisoblashimiz mumkin. U holda 

{fn{x)F’(x)} - kamaymaydigan ketma-ketlik deyarli hamma yerda f(x)F'(x)

sakrashlar iunksiyasi F berilgan bo‘lsin. U holda fip diskret o'lchov bo'ladi.

a

Lebeg-Stiltes integrali f(x)F'(x) funksiyauing odatdagi

Lebeg integraliga teng bo'ladi, ya’ni

(18.3)
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Vmksiyaga yaqinlashadi. Demak, {/„ • F'} ketma-ketlik 13.2-teorema (Levi

teoremasi) shartlarini qanoatlantiradi. 

f b
(18.4)

tenglikda n —► d o  limitga o‘tib,

f f{x)dF(x)'= f f{x)F\x)dx 
Ja Ja

(18.5)

tengiikni hosil qilamiz.

Agar F kamaymaydigan funksiva sakrashlar funksiyasi va absolyut uziu'k- 

siz funksiyalar yig'indisidan iborat bo‘lsa, u holda ixtiyoriy /  integrallanuvchi 

(¡-ip o'lchov bo'yicha) funksiya uclmn uning Lebeg-Stiltes integrali qator (yo- 

ki chekli yig'indi) va odatdagi Lebeg integral ini hisoblashga keltiriladi. Agar 

F  kamaymaydigan funksiya singulyar komponentani ham saqlasa, yuqoridagi 

tasdiqni aytish mumkin emas.

Lebeg-Stiltes integrali tuskunchasini F  kamaymaydigan funksiya bo'lgan 

koldan 4> o'zgarishi chegaralangan funksiya bo'lgan holga umumlashtirish 

mumkin.Ayta.yIik, [a, 6] kesmaaa o'zgariski ckegaralangan $ funksiya beril- 

gan bo'lib, v esa uning [a, rr] kesmadagi to'la o'zgariski bo'lsin. 15 — § da 

olingan natijalarga ko‘ra, v(x), [a. b] da kamaymaydigan, o'ngdau uzluksiz 

funksiya. boiadi. Bnndan fcashqari g — v — funksiya ham kamaymaydigan, 

o'ngdan uzluksiz funksiya bo'ladi. Ya’ni $ funksiya ikkita monoton kamay

maydigan funksiyalar ayirmasi 'i> =  v — g ko'riniskda tasvirlanadi.

Agar f  funksiya uchun

Lebeg-Stiltes integrallari rnavjud bo‘lsa, u holda /  fimksiyaning funksiya



tenglik yordamida aniqhmadi.

Aytaylik. Ф o'zgarishi chegaralangan funksiya yana boshqa usulda W va 

h kamaymaydigan funksiyalarning Ф — W — h ayirmasi ko'rinishida tasvir-

f(x)dh(x)dx

tenglik o'rinli. MuBtaqil isbotlang.

Xulosa. /  funksiyaning Ф o'zgarishi chegaralangan ñuiksiya bo’yicha 

Lebeg-Stiltes integralini hisoblash uchun Ф funksiyaning ikki kamaymaydigan 

funksiyalar ayirmasi kcrriuishidagi istalgan fcaeviridan foydalanish mumkin.

18.1-misoh Quyidagi

Lebeg-Stiltes integralini hisoblang. Bu yerda A =  [0, oc) yarim o‘q, F(x) = 

[x] funksiya esa x ning butun qismiga teng.

Yechish. Ma’lumki, F(x) = [ж] funksiya yordamida hosil qilingan fj.p 

olchov diskret olchov boladi. Í ga ko‘ra,

tenglik o‘rinh. Agar F  (ri) — F(n  — 0) =  1 tenglikni e’tiborga olsak, so!nggi

bo'lgan cheksiz kamayuvchi geometrik progressiyaning yiglndisini ifodalaydi. 

Dernak.

lansin. Agar j*  f(x)d$(x) Lebeg-Stiltes intégrali mavjud boisa, u liokla

qator yiglndisini hisoblash muuikin. Bu qator bj =  1 va maxiaji q =  -

•/u n=0

18.2-mîsol. Quyidagi Lebeg-Stiltes intégrali ш hisoblang.

Bu yerda A =  [0, 3] kesma, F(x) =  x2 + 3.
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Yechish. Ma’lumki, F(x) =  x2 + 3 funksiya yordamida hosii qílingan ¡ip

o'lchov absoiyut uzluksiz o!lchov bo'ladi. II ga ko‘ra 

/■3 p3
f  (x + l)dF(x) =  f  (x + 1) • 2x dx 

Jo Jo

tenglik o'rinli. So'nggi integral jadvaí integrali bo‘Íib .unirxg qiymati 20 ga 

teng. Demak,

[  (x + í)dF(x) =  20.
Jo

Mustaqil ishlash uchun savol та topshiriqlar

1. Lebeg-Stiltes o'lchovi qanday bo‘lganda Ja f(x)d.F(x) lebeg-Sti.ltes integ

ra,Uni hisoblash rnasalasi. ma’lum qator yig‘iñdisini hisoblashga keltirila- 

di.

2. F funksiya qanday shartni qanoatlantirganda fa f(x)dF(x) Lebeg- 

Stiltes integmlini hisoblash rnasalasi, odatdagi Lebeg integral,iní hisoblash- 

ga keltiriladi.

3. J0! Á(x)dF(x) Lebeg-Stiltes integmlini hisoblang. Bu yerda F(x) =  2x+ 

1.

4. [g Á(x)dF(x) Lebeg-Stiltes integra,Uni hisoblang. Bu yerda F(x) = 

[3a:] + 2x.
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VI bob. M etrik fazolar

Bu bob metrik fazolar va undagi asosiy tushunchalami bayon qilishga bag'ish- 

langan bo‘lib, 4 (19-22) paragrafdan iborat.

19-paragrafda metrik fazo ta’riflanib, ularga ko'plab misollar keltirUgan. E” 

to'plamda har xii metrikalar kiritilgan. Metrikaning uchburchak tengsizligini 

isbotlashda Koshi-Bunyakovskiy, Minkovskiy va Gyolder tengsizliklaridan foy- 

dalanilgan. 0 ‘z navbatida bu tengsizliklar ham o‘z isbotlarini topgan. Koshi- 

Bunyakovskiv, Minkovskiy va Gyolder tengsizliklarining integral formasi ham 

keltirilgan. Bundan tashqari gomeomorf va izomorf metrik fazolar ta’riflanib, 

ularga misollar keltirilgan.

20-paragraf esa metrik fazolarda yaqinlashish va undagi ochiq va yopiq 

to'piamlarning xossalariga bag'ishlangan. Ochiq va yopiq to'plamlarni ta’rifiash 

uchun biz yordamchi tushunchalar - urinish nuqtasi, limitik nuqta, yakkalan- 

gan nuqta va ichki nuqta ta’riflarini berganmiz. Keyin yopiq va ochiq to'plam- 

larning xossalari isbotlangan. Jumladan metrik fazoda to'plam ochiq (yopiq) 

bolisliining yetarli va zarur sbarfclari keltirilgan. Yaqinlashuvchi ketma-ketiik 

ta’riflanib, unga misollar keltirilgan. Metrik fazoning hamma yerida zieh va 

hech yerda zichmas to'plamlar ta’riflanib, ularga misollar qaralgan. R” . RJJ, 

C[a, b], Cp[a, b], g2 fazolarning separabel metrik fazolar bo'lishi ko'rsatilgan. 

Separabel boimagan metrik fazoga misol keltirilgan. Sonlar o'qidagi ochiq 

to'plamlaming struktuuasi berilgan.

21-paragraf to‘la metrik fazolarga bag'ishlangau. Yaqinlashuvchi va funda

mental ketma-ketiiklar orasidagi bog‘ianish ochib berilgan. Rn , R", RJ,, i2, 

G[a, 6], metrik fazolarning to'laligi isbotlangan. C2[a, b] ning to‘la bo'lmagan 

metrik fazo ekanligi isbotlangan. Metrik fazoning to‘la bo'lishini ta’minlovchi 

iehma-ich joylashgan yopiq sharlar haqidagi teorema hamda Ber teoremas! is

botlangan. Har qanday metrik fazoni to'ldirish mumkinligi haqidagi teorema
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isboti bilan berilgan. Metrik fazolarda kompakt va nisbiy kompakt to'plam 

tushunehalari berilgan. Asosiy funksional fazolar G[a, b\ va lv da kompakt 

(nisbiy kompakt) lik krifceriylari keltirilib, isbotlangan. Kompakt (nisbiy kom

pakt) va kompakt bo‘lmagan (nisbiy kompakt bolmagan) to'plamlarga mis- 

ollar keltirilgan.

22-paragraf qisuvchi akslantirishlar prinsipi va iming tadbiqlariga bagish- 

langan. To'la métrik fazolarda har qanday qisuvchi akslantirishning yagona 

qo‘zg‘almas nuqtasi mavjudligi isbotlangan. Qisuvchi akslantirishlar prinsi- 

piníiig Rn metrik fazodagi algebraik tenglamalar sisternasiga tadbigl bayon 

qiüngan. Blindan tashqari chiziqli vacbiziqli bolmagan integral tenglamaiarni 

yechishda qisuvchi akslantirishlar prinsipidan qanday foydalanish mumkinligi 

bayon qilingan.

19- §. Metrik fazolar va iilarga misollar

Analizdagi eng muhim amallardan biri bu limitga o'tish amalidir. Bu amal- 

ning asosida sonlar o'qida ikki nuqta orasidagi masofa tusinmchasi yotadi. 

Ánalizda kiritilgan ko'pgina fundamental tushunchalar sonlar o‘qining algeb

raik xususiyatlariga bogliq emas. Haqiqiv sonlar haqidagi tasawurimizni to‘p- 

lam rna’nosida uinurnlashtirib, metrik fazo tushunchasiga kelamiz. Metrik fazo 

tushunchasi hozirgi zamon matemanikasida muhim o'rinni egallaydi.

19.1-ta’rif. Bo'shmas X  to'plamning ixtiyoriy x va y élementtar juftiga 

aniq bír p(x. y) son mos qo ‘yilgan bo ‘lib, bu moslik

1) P(x, V) > 0, V®, y £ X , p(x, y) =  0 x =  y,

2) p(x, y) =  p(y, x) (simmetñklik aksiomasi),

3) p(x,z) < p(x. y) + p(y, z) (uchburchak aksiomasi)

shartlarm qanoatlantirsa, p ya X  dagi masofa yoki metrika deb ataladi. 

(X, p) juftlik metrik fazo deyüadi.
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Odatda metrik fazo, ya’ni (X, p) juftiik bitta X  harfi bilan belgilanadi. 

Agar X  to'plamda pi, ps,., ■,pn metrikalaraniqlanganbo'lsa,uholda (X ,p i), 

(X, P2) , . . . , (X , pn) metrik fazolar mos ravishda X i, X 2, ■ ■ ■, X„ harflari bi

lan belgilanadi.

19.2-ta’rif. Agar shunday C\ > 0 va C'2 > 0 soülar mavjud bo'iih barcha 

x, y € X lar uchun

tengsizlik o‘rinli bo'lsa, pi va p2 lar ekvivalent metrikalar deyiladi.

Endi metrik fazoga bir nechta misollar keltiramiz.

19.1-misol. X  qandaydir bo'shmas to'plam bo'lsin va har bir x, y ele- 

rnentlar juftiga

qonuniyat, bo'yicha son mos qo'yiisin. Ravshanki, p akslantirish metrika ak- 

siomalarini qanoatlantiradi. Bu metrika diskret metrika deyiladi. Hosil bo'lgan 

metrik fazo yakkalangan nuqtalar fazosi deyiladi.

19.2. R— haqiqiy sonlar to‘plami p(x, y) — \x - y\ masofa bo'yicha metrik 

fazo tashkil qiladi va bu metrik fazo ham R harfi bilan belgilanadi.

19.3. ixtiyoriy n ta xi, x2,.'.,,x n haqiqiy sonlarning tartiblangan x =  

(xj, x2, ■ guruhlaridan tashkil topgan to'plamda har bir x va y lar 

jufti (x,y) ga

manfiymas sonni mos qo‘yuvchi p akslantirish masofa shartlarini qanoatlanti

radi. Hosil bo'lgan metrik fazo n— 0 ‘Icharnü arifrnetik Evklid fazo deyiladi. 

Endi (19.1) formula bilan aniqlangan p moslik metrika aksiornalarini qanoat- 

lantirishini ko'rsatarniz:

G\Pi(*, V) < P2(%, y) < C2Pi(x, y)

(19.1)
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1) Barcha x,y € R” lar uchun p(x,y) ning manfiymasligi (19.1) tenglikdan 

hamda haqiqiy sonning kvadrati manfiymasligidan kelib chiqadi.

P (x, У) =  ,, (Xfc _  У*)2 =  E  ( X k  ~  У к )2 =  ® 
k=l fc=1

tenglikdan barcha к —  1,2, . . . г а  larda xk — Ук ya’ni x —  у kelib chiqadi. 

Agar x =■ y bolsa, u holda (19.1) dan p(x,y) =  0 ekanligi kelib chiqadi. 

Demak, 1-aksioma bajariladi.

2) (a — b)2 — (b — a)2 ayniyatdan

P(x,y) = л i , (xk У к) 
\j 1 \ У] (Ук - xk)2 =  P (y, x)

k=l

niolamlz. Bn esa 2-aksiomanrag bajariliehini biidiradi. Endi 3-aksiomaning ba- 

jarilishini ko'rsatamiz. Ixtiyoriy uchta x — (xi, x2, ■.., xn) , у — (г/i, • • •, yn) , 

z — {zi t z2, ... ,zn) nuqtalar uchun uchburchak aksiomasi

\ k=1
Ÿ , (xk - Ук)2 +
k=l \

J2< jjk- Zkf  (19.2)

k=I

ko'rinishda boladi. Agar a* =  ж*— Ук, bk =  Ук,— zk. belgilashlarni kiritsak, 

Xk — Zk — cik + bk boladi va (19.2) tengsizlik

л i X  (flfc ^fc)2 —
\ k,=1 \ E»î+

к— 1
л E 6k 
\ fc=i

(19.3)

ko'rinishni oladi. Ushbu

J 2 ak' bk) =  ¿ 4  ■ ¿ bî - \¿ ¿ («A' - fljA;)2
^&=1 / fc=l fc=l г=1 j= l

ayniyatni e’tiborga olsak,



teugsiziikka, ega bo'lamiz. (19.4) Koshi - Bunyakovskiy tengsizligi debataladi. 

U liolda biz

k-1
E (afc ”1” E ak + 2 E ak̂k + E ̂  — 
fc=l

< ¿ 4  + 2
fc=l \

X 2 °t
k-i

X>ï+\\ E6*+E?,2* = i \
\ k-l k ^ l \ \

munosabatga ega bo'iamiz. Bu munosabatdan (19.3) tengsizlik bevosita kelib

chiqadi. Demak, uchburchak aksiomasi o'rinii ekan. Hosil bolgan metrik fazo

R” simvol bilan belgiianadi.

19.4. Yana n— ta haqiqiy sonlarning tartiblangan (:ci, x2, • ■., xn) =  x

guruhlaridan tashkiî topgan to'plamni qaraymiz va unda masofani

(19.5)
fc=i

formula vositasida aniqlaymiz. Hosil bo‘lgan metrik fazo simvol bilan bel- 

gilanadi. Bu mosiik metrikaning 1-3-aksiomaiarini qanoatiantirishini o‘quvchi 

mustaqil tekshirib ko'rishi mumkin.

19.5. Yuqoridagi 19.3 va 19.4-misollarda keltirilgan to‘pîamda elementlar 

orasidagi masofani

P c o (x , y) =  max \xk - yk\ (19.6)
1 <k<n

formula bilan amqlaymiz. Metrika aksiomalariniïig bajarilishi oson tekshirila- 

di. Hosil bo'lgan metrik fazo R£> simvol bilan belgiianadi.

19.6. [o, b] kesmada aniqlangaii va uzluksiz funksiyalardan tashkiî topgan 

to'piamni C[a, b] bilan helgilaymiz. Bu to‘plarnda

p (x, y) =  max | x(t) - y(t) 
û<̂£<0

(19.7)

akslantirish metrika aksiomalaxini qanoatlantiradi. Masofaning 1-3 aksiomalari 

bevosita tekshiril&di (o'quvchiga mustaqil tekshirish uchun tavsiya etiladi). Bu



metrik fazo analizda muhim ahamiyâtga ega bolib, u ham to‘plam kabi C[d, 6] 

bilan belgilanadi.

19.7. Haqiqiy sonlardan tuziigan va

< 0 0
*= 1

shartni qanoatlantiruvclii barcha x =  (xi, x%, . . .  t xn, . . .) kefcma-ketliklardau 

tashkil topgan to‘plamni (.2 bilan belgilaymiz. Bu to‘piamda masofa

р(х>У) =  * E  (Xk ~ Vk?
\j k=i

formula bilan aniqlanadi. Har bir x, y €  f-2 elementlar uchun
OO ОС

Y l Xk<oc’ ] C ^ < o°  
k=1 ¿=1

shartlar bajarilgani uchun va (х-k ± Ук)2 < 2 (x\ + y|) tengsizlikdan
ОС

J 2  (xk -  у*)2

(19.8)

к- 1

qatoming yaqinlasliuvchiligi kelib chiqadi. Endi (19.8) formula bilan aniqkm- 

gan p rnoslikniiig metrika aksiomalarini qanoatlantirisliini kó‘rsatamiz. Rav- 

shanki, 1 va, 2-akmoinalax bajariladi. Uchburchak aksiomasi esa

\
¿  (Xk -  zkf  <
k- 1 \ 'У '] (¿k — Ук)2 + 

к- 1 \ E  (Vk ~ Zk?  
к- 1

(19.9)

ko‘rinishga ega. Yuqorida zikr etilganlaxga ko‘ra (19.9) tengs.izlikd.agi qator- 

larning hammasi yaqinlashadi. Ikkinchi tomondan esa 19.3-misolda isbotlan- 

ganiga ko‘ra liar bir n da



tengsizük o‘rinîi. Oxirgi tengsizlikda n  —> oc da limitga o'tsak, (19.9) tengsiz- 

likning to‘g‘riligi isbotlanadi, ya ’ni uchburcliak aksiomasi o'rinli.

19.8. [a, b\ kesmada aniqlangan va uzluksiz barcha haqiqiy qiymatli funk- 

siyalar to‘plamida

p2 (x, y) = y  j f  (® (t) -  y (t))2 dt

formuia yordamida masofa aniqlash mumkin. Hosil boigan raetrikfazo C2[a, 6] 

simvol bilan beîgilanadi va uzluksiz fimksiyaiarning o'rtacha kvadratik metrika- 

li fazosi deb ataladi. Ravshanki, p2 moslik metrikaning 1 va 2-aksiomalarini 

qanoatlantiradi. Uchburcliak aksiomasining bajarilishi Koshi -  Bunyakovskiy- 

uiiig usb bu

I x (/.) • y (t) d t] < f x 2 (t)d t- f y2 (t)dt (19.10)
Ja / >a Ja

intégral tengsizligidan foydalanib isbotlanadi. Koshi -  Buuyakavskiy tengsizli-

gi esa osongina tekshirish mumkin bo'lgan

2 b b

j x (t) y (t) dt j  =  j  x2 (t) dt f ^ d t - l  I J  [x(s)y(t)-y(s)x(t)]2dsdt
a /  a  a a a

ayniyatdan kelib chiqadi.

19.9. Yana [«■, 6] kesmada aniqlangan uzluksiz haqiqiy qiymatli funksiyalar 

to‘plajnini qarayrniz. Bu to'plamda ushbu

Pi(x,y):-- f b\ x (t) -y ( l)\  dt. (19.11)
Ja

formula bilan aniqlangan akslantirish metrika shartlarini anoatlantiradi. Hosil

bo'lgan metrikfezo Ci[a, b] simvol bilan beîgilanadi. pi akslantirish metrika- 

niug 1-3 aksiomalarini qanoatlantirishini tekshirish o‘quvchiga mustaqil mashq 

sifatida tavsiya qilinadi.



19.10. Barclia chcgaralangan x = (xi, x2> • • • ! • • •) haqiqiy sonlar ketrna- 

ketliklaridan taslikil topgan to‘plamni qaraymiz. Bu to'plamdagi liar bir x va 

V — (Vi, V2, • • • i Vn, ■ ■ ■) elemenclar juftiga.

sonni mos qo'yiivchi p akslantirish masofa aniqlaydi. Hosil bolgan metrik iazo 

m harfi bilan belgilanadi. 0 ‘quvchi nchiin 1-3 aksiomalarning bajarilishini 

tekshirish qivin emas.

19.11. n— ta haqiqiy sonlarning tartiblangan guruhlaridan iborat E" to‘p- 

lamda har bir p > 1 son uchun

formula bilan aniqlangan pp moslik masofa aniqlaydi va hosil bo’lgan metrik 

fazo K” simvol bilan belgilanadi. Bu misolda ham 1— va 2— aksiomalar

ning bajarilishini tekshirish qiyin emas. Shuning uchun 3— aksiomaning ba

jarilishini tekshirish yetarli. Qaralayotgan to‘plamdau ixtiyoriy uchta x —

■a* = £k — Vk, fa — Vk — zk, belgilashlarni kiritsak, xk — zk — ak + h  bo‘ladi 
va natijada pp (x, z) < pp (x, y) f  pp (y . z) uchburchak tengsizligi

ko‘rinishni oiadi. Hosil bo‘lgan (19.1.4) tengsizlik Minkovskiy tengsizligi deb

turibdi (chunki, yig'indining moduli modullar yig'indisidan oshmaydi), shu- 

ning uchun p > 1 deb hisoblaymiz. Minkovskiy tengsizligining isboti Gy older 

tengsizligi deb nomlatiuvchi

p (x ,y )=  sup \xk -  yk\ (19.12)

(19.13)

(*i> x2, ■■■, « » ) , y =  (yi, V2, • • • ! Vn) ! Z  = (zi, z2, zn) nuqtalarni olib

Cl' ;aladi. Agar p — 1 bo‘lsa, Minkovskiy tengsizligining bajarilishi ko'rinib



tengsizlikka asoslangan. Bu yerda p > 1 va q > 1 sonlar

----1----
V q

(19.16)

shart bilan bog'langan. (19.16) dan quyidagi teugliklar kelib chiqadi

Ta’kidlashloziinki; (19.15) tengsizlik a = (cq, a2l . . . ,  an) va b =  (bi, 62, . . . ,  bn) 

nuqtalar uchun bajarilsa, u ixtiyoriy A va \i sonlarda A a — (Aai, A a2. . . . ,  A a„) 

va ¡jh — (fjbi, fibi, , . . ,  fjb„) nuqtalar uchun ham bajariladi va aksincha. Ya’ni

(19.15) bir jiiisli tengsizlikdir. Shunday ekan, (19.15) tenksizlikni

shartni qanoatlantiruvchi a va & € R.n nuqtalar uchun isbotlash yetarii. U 

holda (19.15) tengsizlik (19.17) shart bajarilganda

ko'rinishni oladi. (19.17) shartda (19.18) tengsizlikni isbotlash uchun (£,r/) 

tekislikda r¡ =  (£ > 0) yoki £ = rf~l (r¡ > 0) tenglamalar bilan aniqlan- 

gan egri diiziqli (19.1-chizma) trapetsiya yuzini Msoblaymia. Chizmadan koV 

rinib turibdiki, musbat a va b soniarai qanday tanlamaylik, ab < Si + 62 

tengsizlik o'rinli. S\ va ¿>2 yuzalarni hisoblaymiz:

П П
(19.17)

П
(19.18)

V

b

0 a

19*l-chizma



Shunday qiSib, quyidagi sonli tengsizlik.o'rinli:

,  . a? b“ 
ah < —• -f---- .

P <7

Agar a ni a* ga, b ni ga ahnashtirib va k ni 1 dan n gaeha o'zgartirib 

yig'indi tuzsak. (19.16) va (19.17) shartlar bajarilganda (19.18) tetigsizlik hosil 

boiadi. Shunday qilib, (19.18) tengsizlik isbotlandi. Shunday ekan, umumiy

(19.15) tengsizlik ham isbotlaiidi.

Agar p — 2 boisa, (19.15) Gyolder tengsizligidan (19.4) Koshi -  Bun- 

yakovskiy tengsizligi kelib chiqadi.

Endi Minkovskiy tengsizligining isbotiga o‘tamiz. Buning uchun

(\a\ + \b\r =  (|fl| + 1 b i r 1 k l + (M + \b\rl m

ayrxiyatdan foydalanamiz. Bu ayniyatda |a| ni | |  ga, |6| ni \bk\ ga. al- 

mashtirib va k ni 1 dan n  gacha o'zgartirib yig'indi tuzsak. quyidagi ayni- 

yatga ega bo‘larniz:
n n n

E (i +1 ̂ i)p = E (i a*i+1 fcir11 +E (i °*i+1 i&jbi.
k - 1 Ar—1 i = l

Teiiglikniiig o‘ng tomonidagi har ikkaîa yig'indiga haro. Gyolder tengsizligiui 

qo‘llasak va (p — 1) q = p ekanligini e’tiborga olsak, quyidagi tengsizlikka ega, 

bo‘lamiz:

*=1 <fc=i
E i«‘ î 
*=i

E i ‘Ok I
k- 1

Bu tengsizlikning har ikkala tomonini

N J
E(l°‘l + I bk\Y
k= 1 y

ga. bo‘lih, isbotlanishi kçrak bo'lgan (19.14) Minkovskiy tengsizligiga ega bo- 

lamiz. Shunday qilib, uchburchak aksiomasi o'rinli ekan.



Agar bu mjsolda p — 2 desak, pp metrika 19.3-misoldagi metrikaga va 

agar p — 1 desak, 19.4-misoldagi metrikaga aylanadi. Ko'rsatish mumkinki,

19.5rinisolda kirit.ilgan

pn0 (X, y) — max \xk - y k\1 <k<n

metrika pp metrikaning p —* oc dagi limitik liolati boladi, ya ’ni

(
n  \ p

V ]\xk-V k\P • (19.19)
A I
k=1 /

19,12. Hadlari
OG

]T' I x k\p < °C'. P >  1 
fc=l

shartni qaaoatlaritiruvchi barcha x — (xj, a;2> • • ■ > xn> • • •) haqiqiy sonlar ketma- 

ketliklaridan iborat va ikki nuqtasi orasidagi masofa

P ( x > y ) = ( ^ t\ * k - y * \ ^ P (19-2°)

formula bilan aniqlangan to’plamni qaraymiz. Bu to'plamni tp deb belgi- 

laymiz. Ixtiyoriy x. y e  ip lar uchun liar bir n  da

( E l - ^ r f ) i < ( t l x if ) i + ( D r f ) i  № 21)

Minkovskiy tengsizligi o'riali bo'lgani va
CO CO

E 1  x k\p < co, I y*\P < 00 
k—1 k=l

sharfclar bajariigani uchun (19.21.) da n —* oo da Hmitga o‘tsak,
/ 0 0  \ p  / 0 0  \ p  / 0 0  \ P

E i « r  *  E i ^ n  + E i ^ r  
\k=1 / \k—l / \ fc= l /

ga ega bo‘Iamiz. Buadan ixtiyoriy x, y € £p lar uchun (19.20) qatorning 

yaqinlashishiga ega bo'lamiz. (19.20) tenglik bilan aniqlangan p akslantirish



metrikaning 1 va 2-aksiomalarini qanoatlantirishi ko'rinib turibdi. Uchburchak 

aksiomasi (19.14) Minkovskiÿ tengsizligidàn foydalanib isbotlanâdi.

Eudi biz p > 1 sbartda Minkovskiÿ va Gyolder tengsiziiklarining intégral 

formasini beramiz.

(  b \ p / b  \  *

/  | x (i)+ 1/ (i)r^  < /  |x(i)|^ i +  I  \ y (t)fd t  . (19.22)

Bu Minkovskiÿ tengsizligi deb ataîadi. Minkovskiÿ tengsizligi, ya ’tii (19.22) 

tengsizlik [a, fc] kesmada p (p > 1) — chi darajasi.bilan Lebeg ma’nosida in- 

tegrallanuvchi ixtiyoriy x  va y funksiyalar uchun o'rinii.

[  \X (t) y (t)| d t<  ( /  \x (t)p» d t'j P ( y 6 1 y (t01« d t\* (19.23)

tengsizlik Gyolder tengsizligi deb ataladi. Bu yerda p > 1 va q > 1 bo'lib, 

ular (19.16) tenglikni qanoatlaiitiradi. Gyolder tengsizligi [o, b] kesmada 

p (p > 1) — chi darajasi bilan Lebeg ma’nosida integrallaraivchi x va q (q > 1) 

chi darajasi bilan integrallanuvchi ixtiyoriy y funksiyalar uchun o'rinii. (19.10) 

tengsizlik Koshi Bunyakovskiv tengsizligining intégral formasidir.

Endi V bobda xossalari o'rganilgan o'zgarishi chegaralangan va absolyut 

itzinksiz funksiyalar to'plamini qaraymiz.

19.13. Berilgan [a, b] kesmada aniqlangan va o'zgarishi chegaralangan 

funksiyalar to'plamida-ikki nuqta orasidagi masofani

P (x, y) =  | x (a) -  y (a) | +  V* [x -  y) (19.24)

formula bilan aniqîaymiz. Bu yerda V f[f ]— o'zgarishi chegaralangan / funksi- 

yaning [«., b] kesmadagi to'la o'zgarishi (variatsiyasi). (19.24) tenglik bilan 

aniqlangan p akslantirishning metrika àksiomalarini qanoatlantirishi funksiya 

to'la o'zgarishining xossalaridan kelib chiqadi.

Masalan, uchburchak tengsizligi p (x , z) < p (x, y) +  p (y, z) da x (t) — 

y  (t) = <p (t) va y(t) — z (t) — i> (t) belgilashlar olsak, u quyidagi ko'rinishni
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oladi

I <P («) +  Í> («) I + Va VP + *!>] < I V (ß) I +  I '<P («) I + Va [p\ +  Va M  •

Bu esa |o + b'\ < |a| + |6| fcengsizlikdan va o'zgarishi chegaralatigan funksiya- 

lanüng

v*[p +  4 \ < v ha [v\ +  v bM

xossasidan kelib ciiiqadi. Hosil qilingan metrik fazo o'zgarishi chegaralangan 

funksiyalar fazosi deyiladi va V\a, 6] orqali belgilanadi.

19.14. Berilgan [«, 5] kesmada amqlatigäji va absolyut uzluksiz funksiyalar 

to'piamini qaraymiz. Bu to‘plamda harn ikki x va y nuqtaiar orasidagi rnasofa 

p (x ,y ) , (19.24) tenglik bilau aniqlanadi. Hosil qilingan metrik fazo absolyut 

uzluksiz funksiyalar fazosi deb ataladi va AC[a, i>] orqali belgilanadi.

19 .1-eslaim a. (X , p) metrik fazo va M  uning bctiyoriy qism to‘plami 

bolsin. U holda X  da aniqlangan p masofa, uning qismi bolgau M da hani 

rnasofa aniqlaydi. Shuning uchun (Ai, p) metrik fazo bo'ladi. (A4, p) metrik 

fazo (X, p) metrik fazoning qism fazosi deb ataladi.

19.1. M etrik  fazolarn i uzluksiz akslan tirish lar

X  = (X, p) va Y  = (y, d) -  metrik fazolar, / esa X  ni Y  ga akslantirish 

bo‘lsin. Shunday qilib, har bir x €  X  elementga yagona y — f  (x) € Y  

element mos qo‘yilgan bo‘lsin.

19 .3-ta’rif. Agar ixtiyoriy e > 0 uchun shunday 6 > 0 rnavjud boiib, 

p(x, ¡fco) < & shartni qanoatiantiruvchi barcha x € X  nuqtaiar -uchun

d ( f(x ) ,f(x o)) < £

tengsizlik o‘rinli bo'lsa, u holda f  akslantirish x0 € X nuqtada uzluksiz deyi

ladi. Agar f  akslantirish X  ning hamma nuqtalarida uzluksiz ho‘lsa, u holda

f  ni X  da uzluksiz deb ataymiz.
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Agar X. va Y lar sonii to'plamlar bo'lsa, ya’ni x — son, /— sonli funksiya 

bo'lsa, u holda akslantirishning uzluksizlik ta ’rifi matematik aualizdan malum 

bo'lgan funksiyaning uzluksizligi ta’rifiga aylanadi.

Ta’kidlash lozlmki, agar X  metrik fazodagi p masofani X  x  X  metrik 

fazoni R+ = [0, oo) metrik fazoga akslantirish. deb qarasak, p— uzluksiz ak- 

slantirish bo'ladi. Bu yerda X  x X  = {(x, y) : x, y € X  } to'plamda (x j, ®2) 

va (y i,y2) juftliklar orasidagi masofa

d ((xi, x2) , (y i, yi)) = p(xi, yi) +  p (x2, y2)

formula yordamida aniqlanadi. Endi p akslantirishning uzluksizligini ko'rsa- 

tarniz. Ixtiyoriy (xo,yo) € X X X nuqtani olamiz va mahkamlaymiz. Keyin 

ixtiyoriy (x , y) € X x X  miqta olib, metrikaning uchburchak aksioinasidan 

foydalanamiz:

P (*, y ) < p ( x ,  x0) + p (x0, y) < p (x, x0) + p(x0, yo) +  P [vn, y ) ,

I
P(xo, yo) < p{x0,x) +  p (x ,y) +  p(y, yo).

Bu ikki tengsizlikdan

IP (x, y) -  p (xo, y0) | < P {x, Xq) + p (yo, y)

ga kelamiz. Agar

d ((x , y) , (ar0, Vo)) = P {%, xo) + P (y, Vo) < £

desak, u holda |p (x, y) — p (xo, yo) | < £ bo'ladi, ya’ni p uzluksiz akslantirish 

ekan.

Agar f  : X  —* Y akslantirish X  va Y metrik fazolax o'rtasida o'zaro 

bir qiymatli moslik o'rnatsa, u holda Y ni X  ga aksiantiruvchi x = f~ l (y) 

teskaxi akslantirish mavjud bo'ladi. Agar / o'zaro bir qiymatli moslik bo'lib, 

/ va /-1 akslantirishlar uzluksiz bo'lsa. u holda f  gomeomorf akslantirish
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yoki gomeomorfizm deb ata.la.di, X  va Y fazolar esa gomeomorf fazolar deb

ataladi. Gomeomorf metrik fazolarga R va (—1, 1) intervallarni misoi sifatida
2

qarash mumkin. Bu holda gomeomorfizmni y =  — arctgrr formula yordamida
7T

o‘ mat ish mumkin.

Agar X  =  (X , p) va Y =  (Y, d) rnetrik fazolar o‘rtasida o‘zaro bir 

qiymatli moslik o'matuvchi / akslantirish ixtiyoriy xi,x% € X  lar uchun 

p (xi ,X2) =  d (/ (xi) , f  (a^)) shartni qanoatlantirsa, / akslantirish izometriya 

deyiladi, X  va Y  fazolar esa izometrik fazolar deb ataladi.

X  va Y metrik fazolarning izometrikligi, ular elementlari orasidagi metrik 

bog'lanishlar bir xil bo'lib, faqatgina ular eleinfentlarining tabiatiga ko‘ra bir - 

biridan farq qilinishiui bildiradi. Ular orasidagi bu. farq metrik fazolar nuqtai 

naæaridan muhim emas. Bundan keyin o‘za.ro izometrik fazolami aynan bitta 

fazo deb qaraymiz.

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqîar

1. Gyolder va Minkovskiÿ tengsizliklanni integral, formada yozing.

2. (19.5) tenglik bilan aniqlangan pi : --> R+ akslantirish metrika- 

ning 1-3 shartlarini qanoatlantirishini ko ‘rsating.

3. (19.7) tenglik bilan aniqlangan p : C[a, 6] x G [a, 6] —> R+ akslantirish 

rnetrikaning 1-3 shartlarini qanoatlantirishini isbotlang.

4. (19.11) tenglik bilan aniqlangan pi : C\a, 6] x C7[o, 6] —> R+ akslantirish 

rnetrikaning 1-3 shartlarini qanoatlantirishini isbotlang.

5. (19.12) tenglik bilan aniqlangan p : m x m —> R+ akslantirsh rnetrika

ning 1 —3 shartlarini qanoatlantirishini isbotlang.

6. (19.19) tenglikni isbotlang.
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T. (19.24) tenglik bilan aniqbngan p i V[a, 6]x  V[a, 6] -»  R+ akslantirish 

metrikaning 1 — 3 shartlarini qanoatlanürishini isbotlang.

8. Quyidagi tasdiqlami isbotlang:

1 ) Agar 1 < p < q ho ‘Isa, ip to ‘plam £q to ‘pîamning qismi bo ‘ladi.

2 )  Absolyut uzluksiz funksiyalar fazosi AC[a, b] o'zgarishi cheganùan■■ 

gan funksiyular fazosi V'[a, 6] ning qism fazosi bo'ladi.

9. Rn fazoda kiritilgan ixtiyoriy pi va metrikalarni ekvivalent ekanligini 

•isbotlang. Xususan (19.1) va (19.13) tengliklar bilan aniqlangan p va 

Pp. P > 1 metrikalarni ekvivalent ekanligini isbotlang.

20- §. Metrik fazolarda yaqinlashish

Biz bu paragrafda rnetrik fazoning asosiy tushundialarini keltirîb, ochiq va 

yopiq to‘pla.mlarmng xossalarixii o‘rganamiz.

20.1- t a ’rif. X  rnetrik fazoda rc0 €  X  nuqta va r  > 0 son berilgan bo‘lsin. 

p (x ,x 0) < r  shartni qanoatlantiruvchi barcha x  €  X  elementiar to ‘plami 

rnarkazi xq nuqtada, radiusi r  bo'lgan ochiq shar deyiladi va u B ( xq, r)  

orqali belgUanadi. Berilgan; a*o €  X  va r  > 0  da p (x ,x 0) < r  shartni qanoat

lantiruvchi barcha x  €  X  elementiar to‘plami B[xo, r] orqali bdgilanadi va 

u rnarkazi nuqtada, radius* r  bo'lgan yopiq shar deyiladi.

Metrik fazolar naæariyasida rnarkazi xq nuqtada va radiusi s > 0 bo‘lgao 

B  (xo, e) ochiq shar xq nuqtaning s— atrofi deyiladi va u Oe (æo) ko‘riaislida 

belgilanadi.

20.1 -m isol. Shunday rnetrik fazoga va undagi ikkita B (x-i, r\) , B  (x2, r2) 

sharlarga misol feeltiringki. r j < r2 va B (x i,r{ )  D B (x 2, r 2) b o lán .

Yechish. Faraz qilaylik, X — R+ va p (a:, y) =  |a: — y\ b o lán . Agar 

B{ 1 ,5 )  =  {x  e  [0, 00) : \x — 1 | < 5}  deb rnarkazi 1 nuqtada va radiusi 5 

ga teng sha,mi, hamda B{3 ,4 ) =  {z  €  [0, 00) : \x — 3| < 4} deb rnarkazi 3
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nuqtada va radiusi 4 ga teng bo'lgan ochiq sharlarni olsak, u holda r 2 =  5 >  

r i  -  4 , ammo [0, 6) =  B  (1 ,5 )  C t í  (3 ,4) =  [0, 7).

2 0 .2 - ta ’rif. Agar X  metrik fazoning M  qism to‘plarni uchun uni o ‘zida 

saqiovchi shar mavjud bo ‘Isa, M chegaralangan to’plam deyiladi.

2 0 .3 - ta ’rif, X  metrik fazo, M uning qism, to‘plami va x  €  X  bo‘kin. 

Agar ixtiyoriy e > 0 uchun Oe (x) C]M ^  0 munosabat bajarilsa, x nuqta 

M rang urinish nuqtasi deyiladi. M rung barcha urinish nuqtalaridan iborat 

to ‘plam M ning yopig'i deyiladi va [Af] yoki M hilan belgilanadi.

Slmnday qilib, biz metrik fazo qism to'plamlari uchun ulardan ularning 

yopig'iga o'tish arnalini aniqladik. To'plam yopig'i amali quyidagi xossalarga 

ega,

2 0 .1 -te o re m a . Ushbu tasdiqlar o'rinli:

1) M  C [Af];

2) [[M]] =  [M];

3) a,gar M x C M2 bo‘Isa, u holda [A:/j] C \M2];

4) [ M i U M ^ N U N .

Isb ot. M  to'plamning har bir nuqtasi uning uchun urinish nuqtasi bo'lishi 

bevosita ta ’rifdan kelib chiqadi, shuning uchun M C [M].

Endi ikkinchi tasdiq isbotiga o'tamiz. Birinchi tasdiqqa ko‘ra [M] C [[M]]. 

Endi x €  [[Af]] ixtiyoriy nuqta bo'lsin. U holda ixtiyoriy £ > 0 uchun 

0 e/2O*On[JW] r ® ,  ya ’ni shunday y  €  [M] mavjudki, p (x ,y ) < Shunga 

o'xshash, Oe/2 (y) H M ±  0 ■ Y a’ni shunday z €  M  mavjud bo‘Iib, p (y, z) <
c

— bo‘ladj. U holda uchburdiak aksiomasiga ko£ra

£ £
P (x, z) < p (x, y) +  p (y , z) < - + • ! = £

bo'ladi, y a ’ni Os (x) f]M  ^  0 . Bundan x  €  [M] ekanligi kelib chiqadi. Shun

day ekan, [[Af]] C [Af], Demak, [[Af]] =  [M].

Uchinchi tasdiqning isboti. [AfJ to'plamning ixtiyoriy x nuqtasini olamiz.
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U holda ixtivoriy e > 0 uchun O, ^  0. Bundaii O, (x) p) M2 ^  0

ekanligi kelib chiqadi. Demak, x nuqta M2 to'plamning urinish nuqtasi, ya ’ni 

x  e  [M2] ekan. Bund an [Mi] c  [M2].

Nihoyat, to'rtinchi tasdiq isbotiga o'tamiz. Agar x £ [Mi |J M2] bo'lsa, 

u holda ixtiyony e > 0 uchun Ös (:>;) Pj (Mi IJ M2) ^  0 bo'ladi. Bundan, 

Of (a*) P| Mi ^  0 yoki Of (x) p| M2 =r 0 tengsizliklardan kamida bittasi 

bajariladi. U holda x € [M\\ yoki x e  [M2], bundan x e  [Mi] i j  [M2] 

ekan. Ya’ni [Mi [ j  M2] C [Mi] (J [M2]. Ikkinchi tomondan, M i C Mi (J M2 

va M2 C Mi IJ M2 bo'lgani uchun, 3-tasdiqqa ko‘ra [Mi] C [Mi IJ M2] 

va [M2] C [M1 IJM 2] . Shunday ekan, [-Mi]SJ[M2] c  [M i(JM 2]. Demak, 

[Mi] U[M2] — [Mi U M2] . A

20 .4-ta ’rif. X metrik fazo va M uning xos qism to ‘plami bo‘bin. Agar 

x e  X  ning ixtiyony Oe (x) atrofi M ning cheksiz ko ‘p elementlarini saqlasa, 

u holda x €  X nuqta M to'plamning limitik nuqtasi deyiladi

M ning barcha limitik nuqtalari to'plami M ' bilan belgilanadi. Agar M — 

M' bo'lsa M ga rnakammal to ‘plant deyiladi.

To'plamning limitik nuqtasi shu to'plamga tegishli bo'lishi ham, bo'lmasligi 

ham mumkin.

20.2. Agar Q ratsional sonlar to'plami bo'lsa, u holda R ning har bir 

nuqtasi Q uchun limitik nuqta bo'ladi.

20 .5 -ta ’rif, Agar M  to‘plamga tegishli x nuqta uchun shunday s > 0 

maujud bo‘lib, Oe (x) pj M  — {x} bo‘Isa, u holda x nuqta M to 'plamning 

yak.kala.ngan (yolg‘iz) nuqtasi deyiladi.

0 ‘quvchi mustaqil isbotlashi mumkin bo'lgan quyidagi tasdiqlar o'rinli. 

M to'plamning istalgan urinish nuqtasi shu to'plamning limitik nuqtasi, yoki 

yakkalangan nuqtasi bo'ladi. Bu yerdan xulosa sifatida kelib chiqadiki, [M] 

to'plam uch turdagi nuqtalardan tashkil topadi:
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1) M to‘plamning yakkaiangan nuqtalari,

2) M ga tegishli bo'lgan, M ning limitik nuqtalari,

3) M ga tegishli bolmagan M  ning limitik nuqtalari.

Baxulosalardau kelib chiqadiki, M  dan uning yopig‘i [A4] ga o'tish uchun,

M ga uning limitik nuqtalarini qo'shjb olish bilan amalga osbiriladi, ya ’ni 

[M] = M U M '.

20.1. M etrik  fazo larda yaq in lashish

20 .6 -ta ’rif. X metrik fazoda xt, x%, ■ ■., xn, , . .  nuqtalar ketma-ketligi 

va x  nuqta berilgan bo‘bin. Agar ixtiyoriy s > 0 uchun shunday norner 

mavjud bo ‘lib, barcha n > no lar uchun xn nuqta x ning Os (x) atrofi- 

ga tegishli bo'lsa, u holda bu kctma-ketlik x nuqtaga yaqinlashadi deyiladi. 

Agar {«„} ketma-ketlik x nuqtaga yaqinlashsa, u holda x  nuqta {*„} ketrna- 

ketlikning lirniti deyiladi.

Bu ta ’rifhi quyidagicha ham ifodalash mumkin. Agar

Ihn p x) =  0
n —* oo

inunosabat bajarilsa, {:rn} ketma-ketlik x nuqtaga yaqinlashadi deyiladi.

Yaqinlashuvchi ketma-ketlik ta’rifidan quvidagi ikki xulosa bevosita kelib 

chiqadi:

1) hecli qanday ketma-ketlik ikkita har xil lirnitga ega emas;

2) agar {.t„} ketma-ketlik x  nuqtaga yaqinlashsa, u holda uning ixtiyoriy 

qismiy ketma-ketligi harn x nuqtaga yaqinlashadi.

20.2-fceorema. Biror x nuqta M to ‘plamning urinish nuqtasi bo'lishi 

uchun M  da x ga yaqinlashuvchi {xn} ketrna-ketlikning mavjud bo'lishi 

zarur va yetarli

Ishot. Zaruriyligi x nuqta M  to‘plamning urinish nuqtasi bo'lsin. U hol

da ixtiyoriy n  natural son uchun Oj/„ (x) atrofda kamida bitta xn € M 

element mavjud. Bu x„ nuqtalardan tuzilgan C M  ketma-ketlik x



nuqtaga yaqinlashadi.

YetarlUigi. Agar {x„} C M  ketma-ketlik x nuqtaga yaqinlashsa, ixtiyoriy 

s > 0 uchun shunday no nomer mavjud bo'Iib, n > riß bo'lganda xn e  Oe (x) 

bo‘ladi, ya’ni Os (x) p] M ^  0. Demak, x nuqta M  ning uriuish nuqtasi 

bo'ladi. A

Agar x — M to'plamning limitik nuqtasi bo‘lsa, u hoida xn € Oi/n (x) f ]  M 

nuqtalarni harxil qiiib fcanlash inumkin, chunki Oj/n (x) Pj M — cheksiz to'plam. 

Shunday qiiib, x nuqta M to‘piam uchun limitik nuqta bo'lishi ucliun M  da 

x  ga yaqinlashuvchi liar xil nuqfcalardan tashkil topgan {:!.„} ketma-ketlikniug 

mavjud bo'lishi zarur va yetarli.

X  metrik fazoni Y metrik fazoga. akslantiruvdii / akslantirish uzluksizligi 

tushunchasini quyidagidia harn ta ’riflash inumkin. Bizga / : X  —> Y  akslan

tirish va .'Ko 6 X  nuqta berilgan bo'lsin. Agar Xq nuqtaga yaqinlashuvchi 

ixtiyoriy {x„} ketma-ketlik uchun unga mos keluvchi {yn =  f ( x n)}  ketma- 

ketlik yo =  f  (xo) nuqtaga yaqinlashsa, f  : X  —* Y akslantirish x0 nuqtada 

uzluksiz deyiladi. 19-§ da keltirilgan 19.2-ta’rif bilan bu ta’rifning teng kuchli 

ekanligini isbotlashni o'quvchiga qoldiramiz.

20.2, Zieh to ‘p lam lar

20 .7-ta’rif. A' metrik fazoning ikkita A va B  qisrn to'plamhri berilgan 

bo‘kin. Agar B  C [A] bo‘Isa, u hoida A to‘plain B  to'plamda zieh deyiladi. 

Xususan. agar [A] = X  bo‘Isa, A to'plam hamrna yerda zieh, (X  da zieh) 

deyiladi. Agar A to‘plam birorta ham sharda zieh bo'lrnasa (ya’ni har bir 

B C X  sharda A to'plam bilan umumiy elementga ega bo‘Imagan B 1 shar 

saqlansa), u hoida A hech yerda zichmas to'plam deyiladi.

20.3-misol. <Q> - ratsional sonlar fco'plami R  da zieh to‘plamdir.

20.4. Natural sonlar to'plami N haqiqiy sonlar metrik fazosi R ning hech 

yerida. zichmas to‘pla.mdir.
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Endi hamma yerda zieh sanoqli qism to'plamga ega bo'lgan rnetrik fazo- 

larga misollar qaraymiz. Odatda hamma yerda zieh sanoqli qism to'plamga 

ega bo'lgan metrik fazolar separabeî metrik fazolar deyiladi.

20.5. 19.1-riiisoîda keltirilgan diskret fazo, hamma yerda zieh sanoqli qism 

to'plamni fazoning elementlari sanoqli bo'lgan hold a va faqat slra holda saqlay- 

di. Chunki, bu fazoda ixtiyoriy M uchun [M] =  M  tenglik o'rinli. Shuning 

uclmn diskret fazo separabeî bo'üshi uchun uning sanoqli bo'lishi zarur va 

vetarli.

20.6. Haqiqiy sonlar to'plami M separabeî metrik fazodir. chunki ratsional 

sonlar to'plami Q sanoqli va u R ning hamma yerida zieh.

20.7. E", E”, E”. va E” ( l  < p < oo) metrik fazolarning hammasi- 

da ratsional koordinatali nuqtalar to'plami sanoqli va hamma yerda zichdir. 

Shuning uchun E", R",R£, va E”, p > 1 lar separabeî metrik fazolardir.

20.8. C[a, 6], Ci[a, ô] va C2[a, 6] metrik fazolarda ratsional koeffit- 

siyentli ko'phadlar to'plami sanoqli va hamma yerda zichdir. Shunday ekan, 

ular separabeî metrik fazolardir.

20.9. g2 fazoda hadlari ratsional sonlar bo'lib. ulardan cheklitasi noldan 

farqli bo'lgan ketma-kenliklar to'plami sanoqli bo'ladi va u t 2 ning hamma 

yerida zieh. Demak, í 2— separabeî metrik fazo.

20.10. Yuqoridagi metrik fazolardan farqli o'iaroq m separabeî bo'lmagan

metrik fazoga misol bo'ladi. Buni isbotlasli uchun hadlari 0 va 1 lardan ibo-

rat barcha mumkin bo'lgan ketma-ketliklar to'plamini $  bilan belgilaymiz.

$  C rn va ikkita ixtiyoriy x, y e  ketma-ketliklar kamida biror hadi bilan

farq qilgani uchun p(x,y) — 1 . Ma’Iumki, çt>— sanoqsiz (kontinuum quwatli)

to'plam. <1? ning elementlarini markaz qilib, radiusi — ga teng ochiq sharlarni
z

olamiz. Bu sharlar o'zaro kesishmaydi. Agar biror M  C m to'plam hamma 

yerda zieh bo'lsa, har bir sharda M  ning kamida bitta elementi yotadi. Shar-
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iar soni $  dagi eiementlar soniga teng. M dagi elementlar soni esa sharlar 

sonidan, shuning uchun, 4> dagi elementlar sonidan kam emas. Shunday ekan, 

M — sänoqsiz to'plam. Demak. m  ning hamma yerida zieh sanoqli to'plam 

mavjud emas ekan.

20.11. £p, p > 1 va cq fazolarda hadlari ratsional sonlar bo'lib, ulardan 

cheklitasi noldan farqli bo‘lgan ketma-ketliklar to'plami sanoqli bo!ladi va u 

£p va co fazolarning hamma yerida zieh. Demak, tp va c0 separabel metrik 

fazolar bo‘ladi.

20.3. Ochiq va yopiq to 'p lam lar

20 .8 -ta ’rif. X  metrik fazodagi M to'plam uchun M — [M] tenglik 

bajariisa, M. ga yopiq to'plam deyüadi. Boshqacha aytganda, agar to'plam 

o'zining barcha limitik nuqtalarini saqlasa, u yopiq to'plam deyüadi.

Ta’kidlashlozimki, 20.1-teoremagako‘ra M  to'plamning yopig‘i [M]— yopiq 

to'plamdir, hamda [M] to'plam M ni o'zida saqlovchi minimal yopiq to'plamdir

20.12-misol. Har qanday metrik fazoda yopiq shar yopiq to'plam bo'ladi. 

Xususan, C[a, b] fazoda ixtiyoriy C  > 0 uchun \f (a;)| < G shartni qanoat- 

lantiruvchi funksiyalar to'plami yopiq to'plam bo'ladi.

20.13. C[a, 6] fazoda |/ (;i’)| < C  (ochiq shar) shartni qanoatlantiruvchi 

funksiyalar to'plami yopiq emas, uning yopig'i |/ (ar)[ < C  shartni qanoat- 

lantiruvchi funksiyalar to'plamidan iborat.

20.14. Har qanday X  metrik fazoda X  va 0 to'plamlar yopiq to'plamlardir.

20.15. Har qanday metrik fazoda chekli to'plam yopiqdir.

20.3-teorem a. ixtiyoriy sondagi yopiq to'plamlar kesishmasi va chekli

sondagi yopiq to 'plamlar yig 'indisi yopiqdir.

Isbot, Ixtiyoriy sondagi Fa yopiq to'plaxnlarning

Ci
kesishmasini qaraymiz. F  to'plamning ixtiyoriy x limitik nuqtasini olaylik. U
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holda x ning ixtiyoriy 0 e (x) atrofida F  ning dieksiz ko‘p dementi mavjud. 

Shunday ekan, 0 s (x) da bar bir Fa ning cheksiz ko:p dementi mavjud. Bu 

ko'rsatadiki. x nuqta bar bir Fa uehun Iimitik nuqta bo'iadi va Fa lax yopiq 

boigani uchun bar bir a  da x €  Fa . Bundan

x e F  =  f ] F a
&

ekanligi kelib chiqadi, ya’ni F  yopiq to'piam.

Endi F — dieklita yopiq to'plarnlar yig'indisi, ya’ni
n

* * = 1 1 ^  
fe=1

va x $  F  bo'lsin. U holda x 4  Fk, k =  1,2, . . . , n ,  ya’ni x nuqta Fk 

udiuii Iimitik nuqta bo‘la  olmaydi. Shuning uchun x  ning 0 Sl(x), 0 £2(x), 

0 Sn(x) atroflari mavjudki, Oik(x) da Fk ning ko‘pi biian dieklita elementi 

bo:lishi mumkin. Agar

e — min ek
l<k<n

desak, Os(x) atrofda bar bir Fk to'plam elementlari soni cheklitadan ko‘p
n

emas. U holda Oe(x) atrofda F  =  IJ Fk to'plam elementlariniug soni ham
k^i

cheklitadan feo‘p emas. Shuning udmn x nuqta F  uchun Iimitik nuqta bola 

olmaydi. Ya’ni F  ning barcha Iimitik mxqtalari o'zida saqlanadi. Demak, F — 

yopiq to'piain. A

20 .9-ta ’rif. Agar x e  M nuqta uchun shunday e > 0 mavjud bo‘lib, 

Oe(x) a,trof M da to'liq saqlansa (;Oe(x) C M ), u holda x nuqta M  to'plam- 

ning ichki nuqtat>i deyiladi. Faqat ichki nuqtalardan tashkil topgan to‘plain
o

ochiq to'plam deyiladi. M  ning barcha ichki nuqtalaridan iborat to ‘plam M 

bilan btlgilanadi.

20.16-m isol. R sonlar o'qida ixtiyoriy (a, b) interval ochiq to‘plamdir. 

Haqiqatan ham, agar x e  (a,b) desak, e = mbi{x — a, b — x}  son uchun

0,:(x) c  (a, b).
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20.17. C[a, ó] fazodagi g funksiyani olib, tayinlaymiz va G orqali f( t)  < 

g(t), t € [a, b] shartni qanoatlantiruvchi funksiyalar to'plamini belgilayiniz. 

U kolda G ochiq to'plam bo'Sadi.

20.4-teorem a. M to'plam ochiq hoíishi uchun uning butun fazogacha 

to’ldiruvchisi X\M  yopiq boHishi zarur va yetarli.

Isbot. Zaruriyligi. M ochiq to:j>lam bolsín. U holda M  dan olingan har 

bir x  nuqfca o'zining biror Ot:(x) atrofi hilan M  ga tegishli boládi, ya ’ni 

Oe (x) D (X \M ) — 0. Shuning uchun X\M  ga tegishli bo‘hnagan nuqta 

X\M  uchun urinish nuqtasi bo la olmaydi, ya’ni X \ M — yopiq to'plam.

Yetarlüígi. X\M  yopiq to'plam bolsín. U holda uning o'ziga tegishli bo‘1- 

magan urinish nuqtasi yo‘q, ya’ni har bir x  uchun shunday Ot- (x) atrof 

mavjud bolib, 0,¿ (x) C M boladi. Demak, M ochiq to'plam. A

20.18. Bo‘sh to'plam va X  fazo yopiq to'plamlardir. Ular biri-ikkinehisining 

toldiruvchisi bo'lgani uchun 20.4-teoremagako‘ra 0 va X  lar ochiq to plamlar 

ham boladi.

íkkilik prinsiplari hamda 20.3 va, 20.4-teoremalar na.tija.si sifatida quyidagi 

teoremani keltiramiz.

20.5-teorem a. Ixtiyoñy sondagi ochiq to'plamlar yigHndisi va chekli son- 

dagi ochiq to'plamlar kesishrnasi yana ochiq to‘plamdir.

20,4. Sonlar o‘q idagi ochiq va yopiq to ‘p la in lar

Ixtiyoñy rnetrik fazoda, hattoki Evklid fazosida ham, ochiq va yopiq to'p

lamlar strukturasi, uinurnan olganda, juda murakkab. Atnmo, bir olchamli 

Evklid fazosida, ya’ni sonlar o'qida barcha ochiq to'piamiarni (shu juxnladan 

yopiq to'plamlarni) tavsifiash qiyin emas. Sonlar o'qidagi ochiq to'plamlar 

tavsifi quyidagi teorema orqali ifodalanadi.

20.6-teorem a. Sonlar o‘qidagi ixtiyoñy ochiq to'plam chekli yoki sanoqli 

sondagi o ‘zaro kesishrnaydigan intervallar yig'indisi ko’rinishida tásvirlanadi.
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Isbot. Sonlar o'qidagi G ochiq to'plamni qaraymiz. G to'plam elementlari 

orasida ekvivaleutlik inuiiosabatini kiritamiz. Agar x, y e  G nuqtalar uchun 

shun day (a ,0 )  interval mavjud bo'lib, x ,y  € (a , ß) C G bo'lsa, x  ~ y 

deymiz. Ravshanki, bu munosabat refleksiv va simmetrikdir. Bundan tashqari 

x ~ y va y ~ z bo'lgani uchun shunday (a , /?) va (7 , S) intervaliar xnavjud 

bo'lib, x, y € (a, ß) c  G va y, z e  (7 , 0) C G bo'ladi. Bundan 7  < y < ß  va 

(a, ß) f|(7 , 6) ±  0 larga ko'ra (a, 0 )  f|(7 , $) C G boiishi kelib chiqadi. Agar 

a = min {a, 7 }, b — max {ß, <5} desak, x, z € (a, b) — (a , /?) (J (7 , ¿) C G 

bo'ladi. Shunday ekan, ic ~ * ekanligi, ya ’ni kiritilgan munosabatning tranzi- 

tivligi kelib chiqadi. Shuning uchun, G o'zaro kesishmaydigan l r bir-biri bilan 

ekvivalent nuqtalarning sinflariga ajraladi, ya ’ni G = (JT l T ■ Har bir lT ning 

interval ekanligini ko'rsatamiz. a — inf 1T, b — sup i r belgilashlarni kirita

miz. l r ning tuzilishiga ko'ra a f_ 1T va b £ 1T ■ U holda l r C (a, b). Ikkinchi 

tomondan, agar x < y, x, y € l r desalt. 1T ning tuzilishiga ko‘ra (x , y) C l r  ■ 

Bundan tashqari a dan o‘ng tomonda va a ga isfcalgancha vaqin, b dan chap 

tomonda va b ga ixtiyoriy yaqinlikda 1T ning elementlari mavjud. Shuning 

uchun, chetlari {a, b) ga tegishli ixtiyoriy (o', V) interval i T da saqlanadi. 

Bundan 1T =  (a,b) tenghk kelib chiqadi. Bunday kesishmaydigan l r interval

iar soni ko‘pi bilan sanoqli, chtmki har bir lT interval kamida bitta ratsionai 

nuqtani saqlaydi. Shuning uchun intervaliar soni ratsionai nuqtalar sonidan 

ko‘p emas. A

Yopiq to'plamlar ochiq to'plamlarning to'ldiruvchi to'plami bo'lgani uchun, 

ixtiyoriy yopiq to'plam sonlar o‘qidan chekli voki sanoqlita o'zaro kesishmay

digan intervallarni chiqarib tashlashdan hosil bo'ladi.

20.19. R da sodda yopiq to'plamiarga misol sifatida kesmalar, alohida 

nuqtalar va chekli shunday to'plamlar yig'mdisini qarash mumkin.

20.20. Murakkabroq yopiq to'plamga misol sifatida Kantor to'plami ni
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keltirish mumkin. Kantor to'plamining qurilishi va kontinuum quwatli ekaiiligi 

47-misolda keltirilgan. Uning o'lehovi nol ekaiiligi 6.3-misolda ko'rsatilgan. 

U kontimium quwatli, noi o'lcbcivli to'plam. Kantor to'plamming quyidagi 

xossalarini isbotlang.

1) Kantor to'plamining yakkalangan.nuqtalari mavjud emas.
• r  . . . .  °2) Kantor to'plamining ichki nuqtalari mavjud emas, ya ’ni K  — 0 ■

3) Kantor to'plami mukammal to'plam. ya’ni K  — K ’ .

4) Kantor to'plami [0, 1] kesmaning hech yerida zieh emas.

M ustaq il ish lash  uchun savol va topshiriq lar

1. M — {a; € IK2 : x\ + x\ < 1} to‘plamni R2 metrik fazoda ochiq to'plam 

bo ‘lishini isbotlang.

2. M — {x e  R2 : 1 < x\ + x\ < 4} to ‘plamni R2 metrik fazoda yopiq 

to ‘plarn bo ‘Ushini isbotlang.

3. Ratsional soniar to'plami Q ning yopig'ini toping.

4. Q ni R ning harnma yerida zieh ekanligini isbotlang.

5. Butun soniar to'plami Z ni R  ning hech yerida zieh emasligini isbot

lang.

6. Q ning barcha yakkalangan nuqtalari to'plamini toping.

7. Z ning barcha yakkalangan nuqtalari to'plamini toping.

8. K.\Q ning barcha, limitik nuqtalari to'plamini toping.

9. To'plam yopig'ining xossalarini kelUring.

10. Sanoqli sondagi ochiq to'plam,laming kesishmasi ochiq to'plam bo'lmas- 

ligiga misol kelUring.
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11. Sanoqli sondagi yopiq to‘plam,laming birlashmasi yopiq to'plam bo'lmas- 

iigiga misol keitiring.

12. Kantor to'plam,i [0, 1] kcsmada zichmi? K  to'plam [0, 1] kesmadagi 

biror (a, b) intervalda zieh bola oladimi?

13. Kantor to'plamining Lebeg ma’nosida o'lchovli ekanligini ko'rsating. 

Uning o'lchovini toping.

14. Kantor to'plamining barcha yakkalangan nuqtalari to'plamini toping.

15. Diskret metrik fazoda ixtiyoñy M uchun M -  [M] tenglikni isbollang.

21- §. To‘la  m etrik  fazolar

Matematik analizdan ma’iuinki, har qandav fundamental sonli ketma-ketlik 

yaqinlashuvchidir. Bu tasdiq sonlar o'qining to'laligini ifodalaydi. Quyida ko‘r- 

satiladiki, ixtiyoriy metrik fazoda har qandav fundamental ketma-ketlik vaqin- 

lashuvchi (21.8-misolga qarang) bo!lavermaydi.

21 .1 -ta ’rif. Agar ixtiyoriy e > 0 uchun shunday Ns natural son rnavjud 

bo'lib, barcha n > Ns va m, > N¿ nomerlar uchun p(xn,x m) < s tengsizkk 

bajarilsa, u holda {arn} fundamental ketma-ketlik deyüadi.

üchburchak aksiornasidan bevosita kelib chiqadiki, har qanday yaqinla- 

shuvchi ketma-ketlik fundamentaldir. Haqiqatan ham, agar {xn } ketma-ketlik 

x ga vaqinlashsa, ixtiyoriy s > 0 uchun shunday Ns sou mavjudki, barcha 

n > A't- nomerlarda p (xn,x) < s/2 tengsizlik bajariladi. U holda ixtiyoriy 

n > At- va m > Nt nomerlar uchun
£ £

P (^n- Xm) 5 :  P ( Xn, x )  +  p  (;C , Xm )  <  — -f- — <  £.

Demak, {®n} fundamental ketma-ketlik ekan.

21 .2 -ta ’rif. Agar X  metrik fazoda ixtiyoriy fundamental ketma-ketlik yaqin- 

lashuvchi bo'lsa. a holda X  to'la metrik fazo deyüadi.
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21.1-misol. Yakkalangan nuqtalar fazosida faqatgina statsionar (ya’ni biror 

nomerdan boshlab hamma nomerlarda birgina nuqta takrorlanadigan) ketma- 

ketliklar fundamental va shuning ncbun yaqitilashadi, ya’ni bu fazo to‘la.

21.2. R — fazoning to'laligi matematik analiz [4] kursidan ma’lum.

21.3. Rn to'la metrik fazo dir. Isbotlang.

Isbot. Faraz qilaylik, x ^ ,,(p) „.(V),¿2  ! ) — R” dagi ixtiyoriy 

fundamental ketma-ketlik bolsín. U liolda bar bir e > 0 uchun shunday JVe 

nomér màvjud bolib, barcha p > iVK va с/ > iVe nomerlar uchun

i t  ( * - * ) ’ <*•  
\ fc=i

(21.1)

Natijada har bir к €  { 1 , 2 , . . . ,n} uchun | ketma-ketlik barcha p > Ns 

va q > Ns nomerlar uchun — ж { < e tengsizlikni qanoatlantiradi, 

ya ’ni I fundamental sonli ketma-ketlikdir va R fazo to‘la bolganligi 

uchun u yaqinlashuvchi holadi. Uning limitini

x k — lim x^\ к e  { 1 ,2 , . . . ,  n}
р—юо

orqali belgilaymiz. U holda, (21.1) tengsizlikda p > Ne deb q —> oo dalim itga 

o'tsak

\ fc=i

tengsizlikka ega bolamiz. Bundan

Inn x (p) = (xi, x2, . . . ,  xn) =
p —> OO

A

21.4.-21.5. R£> va fazolarning to'laligi ham shunga o'xshash isbot- 

lanadi.

21.6. C[a, ó] fazo to'la metrik fazodir. Isbotlang.
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ïsbo t. {:};„ } с  C'[a, 6] ixtiyoriy fundamental ketma-ketlik bolsín. U hol- 

da bar bir s > 0 ucbun shunday Ns mavjudki. n, m > Ne bolganda

p (xn, xm) =  max I x„ (t) -  xm (£) \ < e (21.2)
a < t< b

tengsizlik bajariladi. Bu esa {ay} funksional ketma-ketlikning [a, &] kesmada 

tekis yaqinlashish shartidir. Shuning ucbun {a-„} ketma-ketlik [a, b] kesmada 

ariiqlangan biror x  uzbiksiz funksiyaga tekis yaqinlashadi. Agar (21.2) teng- 

sizlikda n > Ne bolganda m —> oo da limitga o'tsak,

p (xn, x) = max I xn (t) - x ( t ) \ < e
a < t< b

tengsizlik kelib chiqadi, ya’ni {arn} ketma-ketlik C[a, 6] fazo metrikasida x 

funksiyaga yaqinla.shadi. Д

21.7. t i  to‘la metrik fazodir. Isbotlang.

Isbot. { )  С $2 ixtiyoriy ñindaméntal ketma-ketlik bolsín. U holdahar 

bir с > 0 ucbun sliuuday Ne mavjudki. n, m > Ne bolganda

r (™A
2

¿ ( 4 n)- 4 m)) <e (2L3)
fc=i

tengsizlik bajariladi, bu yerda = (x^\ x ^ , . . . ,  x^\ . . . j  . (21.3) dan

kelib chiqadiki, ixtiyoriy к natural son uehun „(«) _  „(»») boladi, ya’ni

bar bir к da x ^  haqiqiy sotilax ketma-ketligi fundamentaldir va. shuning 

ucbun u yaqinlasbadi. Aytaylik,

Xk =  lim x^\ к = 1 ,2 , . . .
n —> OO

bolsin. Endi x bilan yuqoridagi xk limitlar orqali tuzilgan (ari, x2, . . . ,  ж*,.. . . )  

ketma-ketlikni belgilaymiz.

Quyidagilariii ko‘rsatishimiz kerak:
OO

a) JZ x\ < 00 , ya’ni x € £2 ;



b) lim p(x, ) = 0 .n—>00
(21.3) tengsizlikka asosan har bir belgilangan N natural son. uchun

£ (*< ■ > - *£■>)’ « *  
fc=i

tengsiziik o rinli. Bu tengsizlikning chap tomonidagi yig!indida cheklita qo:shi- 

luvchi boigani uchun n > Nt: ni tayinlab, rn —> oo da limitga o‘tsak,

k - 1

tengsizlikka kelainiz. Bu tengsiziik barcha N larda o'rinli, shuning uchun 

N —* oo da limitga o‘tsak,

, 2E (4n) - ¿  
k - l

tengsizlikka ega boiamiz.
cc „ oo ,

E ( 4 " ’) , 
k,=1 k~l

qatorlax yaqinlashuvchi boigani va

, 2

(21.4)

24= E(«-4")+4">) <2E(**-0 +2E(4">)‘
fc—1 Ar=l

inunosabatdan

E*i
k - l

k - l k - l

qatorriing yaqinlashuvchi ekanligi kelib chiqadi, ya ’ni a) tasdiq isbotlandi.

(21.4) teogsizlikda s > 0 ixtiyoriy son bo'lgani uchun

lim p (x, x ) =n--+oo \ / lim
\

OO 9

E f a - 4 " )  = »  
k - l

teuglik o'rinli bo'ladi, ya’ni 4  fazo metrikasida —*• x . b) tasdiq ham isbot 

bo:ldi. A
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21,8. C y—1, 1] metrik fosso to'la emas. Isbotlang.

Isbot. Buning uchun C2 [— 1; 1] fazoda uzluksiz funksiyalarning

/»(*)

- 1 , 3; € [-1 , -1 / n ] , 

n : E ,  , r €  (-1/n , 1/n),

1, x €  [1/n, 1]

21.1-chiama

r I/» 2
l<ic = ---► 0, n —» 00.

ketma-ketligini qaraymiz. Bu ketma-ketlik C2[—1, 1] fazoda fundamentaldir, 

chunki barcha a: € [—1, 1] lar uchun |/„ (x) — f m (z) | < 1 ekanligini hisobga 

olsak va n < to desak,
/1 /-i

P2 (.fn,fm )=  /
J - l  J - l

Biroq {/„} ketma-ketlik C7g[—1-, l j  fazodagi birorta ham funksiyaga yaqin-

iashmaydi. Haqiqatan ham, / e  Cjf—1, 1] ixtiyoriy funksiya va

j  —1, apar z € [—1, 0),
\ 1, agar x € [0, 1] 

nol nuqtada uzilishga ega funksiya bo'isin, Ko'rinib turibdiki,

ip(x)

In (x) -  ip (X) = <
0, x  €. [—1, -1/n] U [l/n, 1], 

n .x +  1, re € (—1/n, 0), 

nx — 1, x 6 [0, 1/n).
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Buridan tashqari barcha x  e  [—1, 1] lar uchun \ f n (x) — <p (x) \ < 1. Shuning 

uchun
1 1/n

J  (/»(x ) -  <p (x))2 dx =  J  (fn (x) -  <p (x ) f  dx
—1 —1/n

0. n oo.

(21.5)

Agar Minkovskiy tengsizligidan foydalansak ((19.22) ga qarang),

f i 1 1 
J  (/ (x) -<#{x))2 d

< | I  (/ (x) -  fn ( x ) f  dx

tengsizlikka kelatniz. Endi quyidagi
r-i

+ (fn (x) -  ¡p (x)) dx

( f(x ) -< p {x )Y d x >  0

(21.6)

(21.7)

tengsizlikni isbotlaymiz. Uning isbotini ikki holga ajratamiz.

1) Faraz qiiaylik, /(0) < 0 bo'Isin, u holda f  nitig uzhiksizligiga, ko'ra 

shunday f>i > 0 mavjudki, barcha x  e  [0, c)'i] lar uchun f (x )  < 1/2 hoiadi.

Bundan

1/ (x) -  V5 (x) I2 > 1/4, a: € [0, ¿i]

adi. (21.8) tengsizlikni [0, dj] kesma b

J   ̂ (/ (x ) ~ 9  { x ) f  dx > j  (/ (a:) -  (p ( x ) f  dx

(21.8)

tengsizlik keiib chiqadi. (21.8) tengsizlikni [0, <5j] kesma bo'yicha integrallab,

h
4

tengsizlikka kelamiz.

2) Agar biz /(0) > 0 deb faraz qilsak, u holda shunday ¿2 > 0 mavjudki, 

barcha x €  [—¿2, 0) lar uchun |/ (x) — tp (x ) | > 1/2 boladi. Bundan

I (/ (*) -  9  (x) f  dx > f  (/ (x ) -  ip ( x ) f  dx > - j .
J - l  J - 6 2 4

Demak, (21.7) tengsizlik isbot bo'ldi. (21.6) tengsizlikdan



iiiag nolga yaqinlasha olmasligi kelib ehiqadi, ya’ni {/„} ketma-ketlik Cz[— 1, 1] 

dagi birorta ham fanksiyaga yaqinlasha olmaydi. A

21,9. £p¡ p > 1 va m, c, cq fazolar to la  rnetrik fazolardir.

21.1. Ichma-ich joy lashgan  sharlar haq idagi teorem a

Malumki, analizda ichma-ich joylashgan kesmalar haqidagi iemma keng 

qollaniladi. Metiik fazolar nazariyasida esa ichma-ich joylashgan yopiq shar

lar haqidagi teorema deb ataluvclii quyidagi teorema shunga o'xshasli muhim

ahaáíiyatga ega.

21.1-teorem a. X  rnetrik fazo to ‘la bo'lishi uchun undagi ixtiyoriy ichma- 

ich joylashgan va radiuslari nolga intiluvchi yopiq sharlar ketma-ketligining 

kesishmasi bo ‘sh bo'lmasligi zarur va yetarlidir.

Isbot. Zaruriyligi. X  to la  rnetrik fazo bolsín va B\, B¿¡, B$, . . .  - ichma- 

ich joylashgan yopiq sharlar ketma.-ketiigi bolib, ularning radiuslari ketrna- 

ketligi nolga intilsin. Bn gharuing markazí x„ naqtada va radiusi rn bolsín. 

Barcha m > n lar uchun p(xn,x m) < r„ va n —► oo da rn —> 0 bolgani 

uchun, sharlaming maxka.zla.ri ketma-ketligi {xn} fundamentaldir. X  to la  

rnetrik fazo bolgani uchun lim xn mavjud. Aytaylik,7), -iOQ

lim xn — x
n —> OO

bolsín. Har bir n da- barcha m > n lar uchun xm € Bn . Shunday ekan, har 

bir n d a i  nuqta Bn sha.r uchun urinish nuqtasi boladi. Barcha n larda Bn



DO OO

x e  f ]  Bn p ] Bn $  0.
n —l  n —l

Yetarliligi. X  da ixtiyoriy {xn} fundamental ketma-ketlik berilgan bo'lsin. ü  

holda bu ketma-ketlik uchunshunday n\ nomertopiladiki, barcha n > ni lar

da p (xn, xni) < i  tengsizlik o'rinli boladi. Markazi xni nuqtada va radiusi 1

ga teng Bi yopiq sbarni olamiz. Keyin m  > ni nomerni shunday tanlaymiz-
1ki, barcha n > n2 larda p(xn.x ní) < tengsizlik bajarilsin. Markazi x„2 

1
nuqtada va radiusi — ga teng B2 yopiq sbarni olamiz. Tanlanishiga ko'ra,

1
B2 C B i, r j = 1, r2 = —. Endi «3 > n.2 nomerni shunday tanlaymizki, 

barcha n  > n$ larda p(xn,x n3) < ^  tengsizlik bajarilsin. Agax sliu usulda 

xnx,x n2, .. . ,x nh nuqtalar tánlangaxi bolsa, u holda xnk+1 nuqtani shunday

tanlaymizki, nk+i > n* va barcha n > nk+i larda p (xn, x„k+1) <
1bo'lsin. Yuqoridagidek markazi a:nfcfl da va radiusi —r ga teng bolgan yopiq 

sbarni Bk+i orqali belgilaymiz. Sharlarni bunday qurish jarayonini davom 

ettira borib, ichma-ich joylashgan yopiq sharlar ketma.-ketligiui hosil qilamiz 

va ulaming ra.diusla.ri ketma-kétiigi |r¡b = j > A —► 00 da nolga inti-
3 0  OO

ladi. Teorema shartiga ko'ra, f  '\ Bn ^  ® va x e  B„ bo'lsin. Bu sharlar
n —l n—l

ketma-ketligi umumiy nuqtaga ega va bu nuqtani x  deb belgilaymiz. B¡¡ shar

lar ketrna-ketligining qurilishiga ko'ra x nuqta {xn*} ketina-ketlikning limiti 

bo'ladi. {®n} fundamental ketma-ketlikning {xnk} qisrniy ketma-ketligi x 

nuqtaga yaqinlashgani uchun, {x„J hain *  nuqtaga yaqinlashadi. Shunday 

qilib, x =  lim xn . A
n —KX>

2 1 .2~teorema (Be.r teoremas-i). To‘la metrik fazoni hech yerda z-ich bo‘l- 

magan sanoqli sondagi to‘plamlar yig'indisi ko'rinishida tmvirlash mumktn 

etnas.

yopiq bo'lgani uchun x  €  Bn ■ U holda.
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OO
X  = U  Mn

n=1

bo'lsin, bu yerda Mn laming har bin hech yerda zich bo'lmagan to'plandar.

Radiusi lgatengbiror B0 yopiq sharni olarniz. Farazimizga ko'ra M\ to'plam

tíy <ia zichmas. Shuning uchun radiusi ¿dan kichik shunday yopiq C B0
¿t

shar mavjudki, B if}M i — 0. Hech yerda zichmas M2 to'plam By shar-

da ham zichmas, shunday elcan, radiusi -  dan kichik slmnday B2 C Bi
ó

yopiq shar mavjudki, B2 f| M2 — 0 va hokazo. Jarayonni shu usulda cheksiz 

davom ettirib, yopiq sharlarning shunday ichma-ich joylashgan {Bn} ketma- 

ketligini hosil qilamizki, ularning radiuslari ketma-ketligi nolga intiladi. 21.1-
OO OO

teoremaga ko'ra p| Bn ^  0. Faraz qilaylik, x  € f| Bn bo'lsin. Bn sharlar-
71,-1 n=l

OO

ning tuzilishiga ko'ra ixtiyoriy n da x Mn, shunday ekan, x £ (J M„
n—l

OO

ya’ni X  ^  U Mn. Bu farazimizga zid. A

21.2. M etrik  fazolarni tcrld irish

Agar R  metrik fazo to'la bo'lmasa, uni biror usul bilan (aslini olganda 

yagona usul bilan) biror to'la metrik fazo ichiga joylaghtirishimiz mumkin.

21 .3 -ta ’rif. Agar: 1) R metrik fazo R* to ‘la metrik fazoning qism, fazosi 

bolsa; 2) R to'plam,- R* ning ham,ma yenda zich, ya’ni [R] — R* ho‘Isa, u 

holda R* metrik fazo R metrik, fazoning to ‘Idirmasi deyiladi.

21.3-teorem a. Har Mr R. metrik fazo to ‘Idirrnaga ega va bu to'ldirma 

fazo R rang nuqtalarini qo'zg‘almas holda qoldiruvchi izometriya aniqligida 

yagonadir.

Isbot. Dastlab to'ldirma fazoning yagonaligini isbotlaymiz. R* va R** 

lar R  ning ikkita to'ldirma fazolari bo'lib, pi va p2 mos ravishda ulardagi 

masofalar bo'lsin. Ta’rifga ko'ra, har bit x* £ R* uchun shunday {xn} C R

Isbot. Teskaridan faraz qilaylik,



;etma-ketlik mavjud bo'lib, {xv}  ---> x* bo'ladi. U lioida

munosabatga ko'ra, {xn} ketma-ketlik K, R* va R** fazolarda fundamental 

ketma-ketlik bo'ladi. Shuning uchun, yagona x** e  R** mavjud boiib, {#„} —♦ 

x*“. Bu x** miqta { xn} ketma-ketlikning taiilanishiga bog'liq einas. Chunki, 

agar {.x«} —> x* va {yn} -*  x* bo‘Isa,

ketma-ketlik bam x* ga yaqinlashadi. Tuzilishiga ko‘ra, {zn} — fundamental 

va lining {%} qismiy ketma-ketligi x** nuqtaga yaqinlashadi. U holda {zn} 

ning o‘zi ham x** ga yaqinlashadi va shunday ekan, {yn} qismiy ketma-ketlik 

ham x** ga yaqinlashadi. Ko'rsatilgan yo‘l har bir x* € R* uchun yagona x** 

ni mos qo'yadi. R* va R** o'rtasida <p(x*) = x** mosiikni o'rnatamiz. Agar 

x  e  R bo'lsa, x  € R* va x € R** bo'ladi, hamda xn =  x  statsionar ketma- 

ketlik x  elementga R* va R** fazolarda yaqinlashadi.

Shuning uchun, ixtiyoriy x  e  R  uchun tp(x) =  x . Bu usuida aniqlangan ip 

moslik R* ni R** ga o'zaro bir qiymatii akslantiradi. Endi <p ning izometriya 

ekanligini ko'rsatamiz. Aytaylik, —> x*, x* € R* va {xn} —> a;**, x ** €  

R** va {yn} -> y\ y* € R* va {yn} -> y**, y** e  R** bo'lsin. U holda 

metrikaning uzluksizlik xossasiga ko'ra

xk, agar n — 2k — 1, 

yk. agar n — 2k

Pi (x*,y*) = lim pi (xn, yn) =  lirn p (xn, yn)
n —5-00 n —r CO

va

p2 (x**,y**) =  lim p2 (xn, yn) = lim p (xn, yn) .

Bundan

Pi(x*,y*) =  p2 (x” ,y” ) .
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Demak. R* rii R** ga o'zaro bir qiymatli akslantiruvchi mosiik mavjud 

bolib, u quyidagi shartlarni qanoatlantiradi:

1) barcha x € R lar uchun <p(x) =  x ;

2) agar x* *-* x**. y* +•* y** bolsa, u holda pi (x*,y*) — pa (x**,y**). 

To'idiniia fazoning yagonaligi isbotlandi.

Endi to‘ldirma fazoning mavjudligini isbotlaymiz. R  ixtiyoriy rnetrik fazo 

bo‘lsin. R  daai olingan {x„} va {x„} fundamental ketma-keiliklax

lim p(xn,x'n) -  0n—»oo

shartni qanoatlantirsa, ular ekvivalent deb ataladi va {xn} ~ {:r„} ko‘rinishda 

yoziladi. Tekshirisli qiyin emaski, fundamental ketma-ketliklar o'rtasida kiri- 

tilgan bu ruunosabat refieksiv, simmekrik va kranzikivdir.

Bundan kelib chiqadiki, R ning elemeutlaridan tuzilgan barcha funda

mental ketma-ketliklar to'plami har biri olzaro ekvivalent ketma.--ketliklardan 

tashkil bo‘lgan va kesishmaydigan sinflarga ajraladi. Endi R* fazoni aniqlaymiz. 

R* ning elementlari sifatida yuqorida aniqlangan o‘zaro ekvivalent funda

mental kekma.-ketliklarda,n iborat smilarui qabul qilamiz va unda masofani 

quyidagicha aniqlaymiz. x* va y* shunday sinfiardan ikkitasi bolsin. Bu sinf- 

larning har biridan ixtiyoriy ravishda bittadan vakil tanlaymiz, ya’ni {xn} € 

x* va {yn\ € V* fundamental ketma^ketliklarni olamiz. x* va y* orasidagi 

masofani

p* (x*,y*) -  lim p {xn, ijn). (21.10)
n  --'too

usulda aniqlaymiz. Masofani bu usulda aniqlash imqsonlardau xoli ekanligini 

ko'rsatamiz, ya’ni (21.10) limit mavjud, hamda {.t„} € x* va {y„} € y* 

vakillarning tanlanishiga bog‘liq exnas.

Ushbu

P (xn, [In) P (xm, Vm) | P (-£>?; xm) ~b P (Vnj !Jm)
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tengsizlik ko'rsatadiki, agar {a;«} va {yn} lar fundamental ketma-ketliklar 

bo'lsa, ixtiyoriy £ > 0 uchun shuuday n va m lar mavjudki,

I P (xn, -  P (in, Vm) | < e

tengsizlik bajariladi. U holda Cn — p(xn, Vn) .sonli ketma-ketlik Koshi kri- 

teriysiiii qanoatlantiradi va shunday ekan. {c»} chekli limitga ega.

Bu limit {¡cB} € x* va {yn} £ y* laming tanlanishiga bog'liq emas. 

Haqiqatan ham, {a:„} e  x * , {:):„} e  a:* va {yn} e  i f . {yn\ e  y* boMsin. 

{xn\ ~ {xnj  va {y„} ~ {yn} bo‘lgani uchun

lim p (xn, xn ) — 0 va lim p (yn. = 0 
n-r> oo \ / n —> oo \ '/

bcvladi. U holda

P (xn, Vn) -  P (x n, y'nj < P (xn, xnj  + p (yn, y^j

tengsizlikdan

lim p (xn,yn) = lim p{x'n,y'n)n—>00 n—y oo

tenglik kelib chiqadi.

Endi H* da (21.10) formula bilan aniqlangan p* akslantirish rnetrika ak- 

siomalarini qanoatlantirishini ko'rsatamiz. Ishonch hbs.il qilish qiyin emaski, 1- 

va 2-aksiomalar bajariladi. Endi uchburchak aksiomasining bajarilishini fcek- 

shiramiz. Berilgan R  fazoda uchburchak aksiomafii bajarilgani udum ixtiyoriy, 

{xn} € x* va {yn} £ y* va {z„} £ z* fundamental ketma-ketliklar uchun. 

barcha n larda.

P (Xn, Zn) < P (Xn, Vn) + P (Vn, ¡n) 

tengsizlik o'rinli. Bu tengsizlikda n —* oo da limitga o‘tib,

lim p{xn, zn) < lim p(xn,yn)+  lim p(yn,zn)n—> oo n—»oo n~* oo
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p *(x\ z*)< p *(x\ y*) +  p * (y * ,S ).

R  metrik fazoni R* ning qisrn fazosi sifatida qarash mumkiniigini ko'rsatamiz.

Har bir x € R ga {x„ =  a:} statsionar ketma-ketlik va unga ekvivalent 

fundamental ketma-ketliklardan tashkil bo‘Sgati sitifni rnos qo'yamiz. Bu sinf 

x ga yaqinlashuvcbi {.t„} c  R  ketma-ketliklardan iborat. Tuzilishiga ko'ra 

bu sinf bo'sh emas. Shu bilan birgalikda, agar x, y e  R  uehun x =  lim xn
n —y OO

va y  — lim yn bo‘Isa, u liolda
n - >  OO

p*(x, y) =  lim p (xn, yn) .n~* OO

Chunki, (21.11) ko'ra

IP (x, y) ~ P (xntyn) | < p (x , xn) + p (y, yn) .

Shunday ekan, har bir x e R  ga unga yaqinlashuvcbi fundamental ketma.- 

ketliklar sinfi x* ni inos qo'yish bilan R ni i t  ning iehiga izometrik ak- 

slantiramiz. Bundan keyin R va wring R* dagi aksini farq qilmay R ni R* 

ning qism fazosi deb qarash murnkin. Navbat R metrik fazoning R* ning 

harnrna yerida zieh ekanligini ko'rsatishga keldi. Ixtiyoriy x* e  R* element va 

ixtiyoriy e > 0 sonni olamiz. x* sinfdan vakil tanlaymiz, ya’ni {:c„} funda

mental ketma-ketliksii olamiz.

Endi N uomerni shunday tanlaymizki, n > N va to > N bo‘lga,nda 

p(xn,x m) < s bo'lsin. U holda n >  N da

p*(xn,x * )=  lim p(xn,x m) < e .m—»oo

ya’ni x* ning ixtiyoriy e— atroii R ning nuqtasini sa.qla.ydi. Shunday qilib, 

R ning R* dagi yopig'i R* ga teng.

Endi R* ning to'laligini isbotlash qoldi. Dastlab shuni ta’kidlash lozimki, 

R* ning tuzilishiga ko‘ra, R  dan olingan ixtiyoriy fimdamental ketma-ketlik

fcengsizlikni olaniiz, ya’ni
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shu ketma-ketlikni saqlovchi x* € R* elementga yaqinlashadi- R fazo R* da 

zieh bo'lgani uchun R* dan olingan nuqtalarning ixtiyoriy x j, x\,. . . ,  x * , . . .  

fundamental ketma-ketügi uchun R da shunday x\, x2, ■ ■ •, xn, . . .  fundamen- 

tal ketma-ketlik topiladiki.

Inn p* (xn, x*) =  0.n~*OQ

Buning uchun har bir n da xn € R  nuqtani p* (x„, x*) < 1/n shart bo‘yicha 

tanlash yetarli. Tanlatigan {xn}  .ketma-ketlik R da fundamental va R* ning 

aniqlanishiga ko'ra, biror x* €  R* ga, yaqinlashadi. U holda

P* (**> O  < P* (x*>xn) + P* (*», •<)

tengsizlikka ko'ra,

lim p* (x*,x*) — 0,n-*oo
ya’ni {x*} ketma-ketlik x* ga yaqinlashadi. A

21.10-misoL X  deb ratsional soniar to'plamini belgilasak, u to'la bo'lmagan 

metrik fazo bo'ladi. Uning to'ldirmasi X*— haqiqiy sonlardan iborat metrik 

fazo bo'ladi. C2[a, 6] to'la bo'lmagan. metrik fazo bo'ladi. Uning to'ldirmasi 

1/2[a, b] fazodir (26-§ ning 26.18-misoliga qarang).

21,3. M etrik  fazo larda kom pakt to 'p lam lar 

Matematik analiz faniga. qat’iy asos solishda va uning rivojida Bolsano- 

Veyershtrass teoremasi va Geyne-Borel lenunalaii fundamental aliamiyatga 

ega. Bolsauo-Veyershtrass teoremasiga ko'ra soniar o'qidagi istalgan chegara- 

langan cheksiz to'plarn kamida bitta limitik nuqtaga ega. Geyne-Borel lem- 

masiga ko'ra soniar o'qidagi [o, 6] kesmaning ixtiyoriy ochiq qoplamasidan 

chekli qisin qoplarna ajratib olish rnumkin.

Soniar o'qidagi chegaralangan cheksiz to'plamiar va kesmalarning bu xos- 

salarini metrik fazoiarda unnmilashtirish maqsadida biz kompaktlik tushun- 

chasiga kelamiz.
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/
/

biri hisoblanadi. Kompakt to'plamlar kompakt operatorlarni ta ’rifiashdl*

ularni tekshirishda qo'llaniiadi. f t

Bizga X  metrik fazo berilgan bo'lsin. M  va Aa to'plamlar X  ning 4  f t
/to'plamläribo'lsin. {/!„'} to'plamlar sistemasi {Aa} to'plamlar sistemasir 

qismi bo'lsin. ^

21 .4 -ta ’rif. Agar M  C' ( JA* bo'lsa, {Aa} to'plamlar sistemasi M i?  ft/' 

lamning qoplamasi deyüadi. Agar {A ’¿>} C {Aa } qisrn sistema uchun № ft
J  i

U Aq¿ Im‘Isa, ii halda { A0/} sistema M ning qisrn, qoplamasi deyüadi. ft'
~ . /  

siy holda, X —i J A a bo'lsa, u holda {Aa } to'plamlar sistemasi X fazor
a >

qoplamasi deyüadi. J/
/ ,

2 1 .5 - ta ?rif. Agar K  C X  to ‘plämning istalgan ochiq qoplamasidan cP W 

qism qoplarna ajratish mumkin bo'lsa, u holda K  kompakt to‘plain d e y if\ft 

Agar X  fazoning istalgan ochiq qoplamasidan chekli qism qoplama ajra

Kompakt to'plamlar tushunchasi metrik fazolardagi asosiy tushunchalai /

mumkin bo ‘Isa, u holda X  kompakt metrik fazo deyüadi.

Quyida ko'rsatamizki, sonlar o'qida [a, Z>] kesma kompakt to'plam bo‘1* f t  

bilan bir qatorda K” va C” fazoiarda, istaigan chegaralangan yopiq to‘p* J 1
ftkompakt to'plam bo'ladi. Aksincha, sonlar o‘qi, K” va C" fazolar komj? 

bo'Imagan metrik fazolarga misol bo'ladi.

Endi 21.5-ta’rifga ekvivalent bo'lgan quyidagi ta ’rifni keltiramiz. f t

21 .6 -ta ’rif. Agar K  to'plamdan olingan ixtiyoriy {xn} ketma-ketluJ f t

K  da yaqinlashuvchi qisrniy ketma-ketlik ajratish mumkin ho ‘Isa. K  ga kJ

pdkt to'plam deyiladi. f t
ft21 .7-ta ’rif. Agar M to'plamning yopig'i [M] kompakt to'plam bo‘lsa, -i) f t  

■ixtiyoriy {#„} C M ketma-ketlikdan X  da yaqinlashuvchi qismiy ket/  

ketlik ajratish mumkin ho ‘Isa, M ga nisbiy kompakt to 'plam deyiladi. J
ft

Endi biz M" yoki C" fazolardagi to'plamlarning koinpaktlik kriteriy^



beramiz. Quyida 9 bilan ( 0 ,0 , . . . ,  0) € Rn imqta belgilangan.

21.4-teorem a. Rn (Cn) metrikfazodagi K  to‘plam kornpakt bolishi uchun, 

uning chegaralangan va yopiq bo ‘lishi zarur va yetariidir.

ísho t. Yetarlüigi. Chegaralangan va yopiq K  c  R” to'plam berilgan 

bo'lsin. K  chegaralangan to'plam bo'lganligi uchun u biror B [0,r] sharda 

saqlanadi, ya’ni ixtivoriy x € K  uchun

= \xk\2 < r .  (21.12)
\| k= 1

Endi K  to'plamdan ixtiyoriy = ^ x ^ , x ^ , . . . ,  ketma-ketlik olatniz. 

{x^} ketma-ketlik hadlari liara (21.12) tengsizlikni qanoatlantiradi. Bundan 

esa { x j^ j , { \ f  x ^ )  sonli ketma-ketliklarning chega-
l  ) p = l  l  J pz=  1 *v J  p =  1

raiangan ekanligi kelib chiqadi. BoisanoVeyershtrass teoremasigako‘ra |xj^ j  

ketma-ketlikdan biror songa yaqinlashuvchi j> qismiy ketma-

ketlik ajratish mumkin. Chegaralangan | ketma-ketlikdan Bolsano-

Veyershtrass teoremasiga ko'ra biror xf^ songa yaqinlashuvchi ^ qis

miy ketma-ketlik ajratish mumkin. Bu holda ham jx ^ * 2̂  j- qismiy ketma- 

ketlik xf*  songa yaqinlashuvchi bo'ladi. Xuddi shu yo‘l bilan n-chi qadamda 

chegaralangan j- ketma-ketlikdan Bolsa.no-Veyershtrass teoremasi

ga ko'ra biror x® songa yaqinlashuvchi jx{f*^ j qismiy ketma-ketlik ajratish 

mumkin. Natijada hosil bo‘lgan j  x(p*») — x )̂kri\ . . . ,  xj?*”^  j  ketma-

ket.lik x(°> = x ^ , . . . ,  *£») elementga yaqinlashadi. K  yopiq to'plam 

bo'lganligi uchun x<°> € K  bo'ladi. 21.6-ta’rifga ko'ra K  kompakt to'plam 

bo'ladi.

Zaruriyligi. Bizga R" metrik fazodagi K  kompakt to'plam berilgan bo'lsin. 

R” fazoning {B  (0, n )}^lj ochiq qoplamasini olatniz. Tabiiyki, {B  (6 ,
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ochiq eharlar sistema« K  to'plamni bam qoplaydi. K  kompakt to'piam 

bolganligi uehun shundav cliekli { B  ($, qism sistema mavjudki, u ham

K  -to'plamni qoplaydi. Agar biz m , n2, . . . ,  nj sonlarning eng kattasini n® bi- 

lan belgiiasak, B  ($, no) ochiq shar K  ni saqlavdi. Bu esa K  to'plamning 

chegaralanga.n ekanligini bildiradi.

Endi K  iiiug’yopiqligini isbotlaymiz. Teskárisidan faraz qilaylik, ya’oi K  

yopiq bolinasin. U holda W \ K  to‘pIamda K ning hech bo‘lmaganda bit- 

ta  limitik nuqtasi mavjud. Uni a:0 hilan belgilaymiz. Limitik nuqta ta ’rifiga 

ko‘ra x° ga yaqinlashuvchi {#*.} C K , ketma-ketlik mavjud. K  kompakt 

to'piam bolganligi uchun {ar*} ketma-ketlikdan K  da yaqinlashuvchi {a;*,} 

qismiy ketma-ketlik ajratish murnkm. {ac*} ketma-ketlik x° € W \ K  ele- 

mentga yaqinlashga.nligi uchun lining ixtiyoriy qismiy ketma-ketligi, jmnladan 

{%/} qismiy ketma-ketlik ham x° ga yaqinlashadi. Bundan as® € K  ekanligi 

kelib chiqadi. Bu qaratna-qarshilik K  ning yopiq to‘plam ekanligini isbotlaydi. 

A

21 .1-natija . R” (C") rnetrik fazodagi K  to'plarn nisbiy kompakt bo'lishi 

uchun, wring chegaralangan bo'lishi zarur va yetarlidir.

21 .2-natija . R” (C”) , p > 1 metrik fazodagi K  to “plain nisbiy kompakt 

bo ‘lishi uchun, uning chegaralangan bo ‘lishi zarur va yetmiidir.

Metrik fazolarda nisbiy kompaktlik tushunchasi to la chegaralanganlik tu- 

shunchasi bilan ustma-ust, tushadi. Shu maqsadda to la  chegaralangan to‘pla.m 

tushunchasini beramiz. Bizga (X , p) metrik fazodan olingan A, M  to‘plamlar 

va £ > 0 son berilgan bolsin.

21 .8-ta ’rif. Agar ixtiyoriy x € M  uchun shunday a & A mavjud bo‘lib, 

p (x ,a )< e  tengsizlik bajarilsa, A to‘plain M  to'plam uchun £ io ‘r  deyiladi.

A to‘piam M  ning qismi bo'lishi shart emas, umuman .4 p  M  ~  0 bolishi 

ham mumkin.
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21 .9-ta ’rif. Agar ixtiyoriy e > O son uchun M to'plamning chekli £ 

to ‘ri mavjud bolsa, M ga to la  chegaralangan to'plam deyiladi

Har qanday to'la chegaralangan to'plam chegaralangan bo'ladi, lekin teskarisi 

o‘rinli emas.
21.5-teorem a . (X , p) to'la metrik fazodagi M to'plam nisbiy kompakt 

bo'lishi uchun, uning to'la chegaralangan, bo'Ushi zarur va yetarlidir [1].

Asosiy funksional fazolardan biri C[a. b] fazodir. Bu fazodagi to'plamning 

kompaktlik kriteriysiui keltiramiz. Paragraf so‘agida tp , p > 1 fazodagi 

to'plamlarning kompaktlik kriteriysini beramiz.

F  C C[a, b] funksiyalar oilasi berilgan bo:lsin.

21 .10-ta’rif. Agar shunday C > 0 mavjud bo'lib, ixtiyoriy (j> <G F va 

barcha x € [a, 6] lar uchun |0(x)| < G tengsizlik bajarilsa. u holda F  

funksiyalar oilasi tekis chegaralangan deyiladi.

21.11-ta’rif. Agar ixtiyoriy e > 0 son uchun shunday ö > 0 son mavjud 

bo'lib, |«i — a^l < ö tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy xi, x2 € [a, 6] 

hamda barcha <¡> € F  lar uchun

\<P(x1 )-<p(x2)\ < £

tengsizlik bajarilsa, F  funksiyalar oilasi tekis do,rajada uzluksiz deyiladi

21.6-teorem a (Arsela teoremasi). M C C[a, h] to'plam nisbiy kompakt 

bo'lishi uchun uning tekis chegaralangan va tekis darajada uzluksiz bo'lishi 

yeiarli va zarurdir.

Isbot. Zaruriyligi. Al C G[a, b]— ixtiyoriy nisbiy kompakt to'plam bolsín. 

C’[o, b\ to'la metrik fazo bo'lgani uchun 21.5-teoremaga ko'ra, ixtiyoriy e da 

M  ning chekli {(pm <p2, . .  .•»¥>*} elementdan iborat s/3— to'ri mavjud. Har 

bir ifi funksiya [o, 6] kesmada uzluksiz bo'lganligi uchun u chegaralangandir, 

ya’ni

max | ipi (x ) | < Ki, i  =  1 , 2 , . . . ,  k.
Zfcfa, i>j
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K  — max K i +  — belgilash kiritamiz. to‘r ta ’rifiga ko'ra, har bir <p € M  l<i<k ö 3
uchun birorta (pi da

P (<A <Pi) =  max | <p (x) -  <pi (;x) ] < ~arii[a,oj O
tengsiziik bajariladi. Bti yerdan keiib chiqadiki, har bir x  € [o, b] uchun

! v  (*) I < | <pi (x) | + ^ < Ki + 1 < k .

Shunday qilib, M to‘plam fuuksivalar oilasi sifatida tekis chegaralangan ekan. 

Kantor teoremasiga ko'ra har bir &  funksiya [a, b] kesmada tekis uzluksiz 

bo'ladi. Demak, ixtiyoriy e > 0 son uchun shunday <5,- > 0 mavjud bo‘!ib,

\x\ — x2| < <5,- bo‘lganda

I V>i (*i) -  ‘Pi №2) I < |

tengsizlik bajariladi. Aytaylik, 6 — min bo'lsin. Ixtiyoriy (p e  M uchun <pt
!<*<& £•

funksiyani shunday tanlaymizki, ,0 (<p, (pi) < -  bo'lsin. U holda |xj — x2| < <5
o

shart bajarilganda

I V  ( * 1 )  -  <P ( * 2 )  | <

< | <p (aci) -  (pi (xi) l+l <pi (xi) -  <pi (x2) l+l ¡Pi (x2) -  v? (x2) | < l + l + l  = e 

0‘riuli. Bundan A4 ning tekis darajada uzluksizligi keiib chiqadi.

Yetarlüigi Punksiyalarning M C C[a, 5] oilasi tekis chegaralangan va 

tekis darajada uzluksiz bo'lsin. Agar biz, ixtiyoriy e > 0 son uchun M 

ning chekli £ to'ri mavjud ekanligini ko'rsatsak, 21.5-teoremaga ko'ra M  

ning nisbiy kompakt to'plam ekanligi keiib chiqadi. Harnrna <p €  M  v& 

barcha x € [a, 6] uchun \tp{x)\ < K  bo'lsin. Ixtiyoriy e > 0 uchun 

5 > 0 ni shunday tanlaymizki, barcha <p € M  lar uchun |xj — x2| < 5
£

bo'lganda | <P (xi) — '.p (x2) | < -  shart bajarilsin. Koordinatalar sistemasi-
5

ning O K o'qidagi [a, 6] kesmani

a — xo < x j < x2 < . . .  < x„ = b 
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nuqtalar bilan uzunliklari ö > 0 dan kichik oraliqlarga bo'lamiz va bu nuqtalar 

orqali OY o‘qiga parallel (vertikal) to‘g‘ri chiziqlar o'tkazamiz. Keyin OY 

o'qidagi [ -K , K] kesmani

- K  = V o <  yi < y2 < . . .  < Vm = K
£

nuqtalar bilan uzunliklari — dan kichik oraliqlarga bo‘lamiz va bu bo'linish
5

nuqtalari orqali OX  o'qiga parallel (gorizonfcal) to ‘g‘ri chiziqlar o'tkazamiz.

Shunday qilib, [o, 6] x [ -K , K] to‘g‘ri to'rtbnrchak gorizontal tomoni 5 dan 
£kichik va vertikal tomoni — dan kichik yacheykalarga ajraladi. Ii.ar bir <p €  M
o

funksiyaga uchlari («*, yi) nuqtalarda bo'lgan va har bir x* nuqtada <p(xk)
c

dan -  dan kichik chetlangan ?/> siniq chiziqni mos qo‘yamiz (bundav siniq
5

chiziq mavjud).

Bu siniq chiziqning tanlanishiga ko'ra

\v> ( % )  -  i ’ (xk) I <  \-P (xk n )  -  (xk+1 )  \ < ~ ,  Yp  i*k)  ~  V  ( x f c + i ) l  <  “  

bolgani uchun
3,

\ ^ ( x k ) - ' t p ( x k+i)\ <

tengsizlik bajariladi. Tuzilishiga ko‘ra funksiya [¡r*, arjt+i] kesmada chiziqli 

boiganligi sababli, barcha x  e  \xk. xvh] lar uchun

11- (x*) ~ ^  (x ) I < y -

Endi x — [a, 6] kesmaning ixtiyoriy nuqtasi va xk esa x  ga chapdan eng 

yaqin boiinish nuqtasi bo'lsin. U holda

| <p(x)~ i ’ (x) | < | cp(x)-<p (xk) |+| <p (xk) -  ip (xk) |+| tb (xk) -  V» (x) | < fc\

Shunday ekan, yuqorida ko'rsatilgan usulda qurilgan barcha ^  siniq chiziqlar 

to'plami chekli va u M  to'plam uchun e to'r bo'ladi. 21.5-teoremaga ko'ra 

Al nisbiy kompakt to'plam bo'ladi. A



F = i y ( s ) =  [  K  (s,t) x(t) dt, x e i i [ 0 , l ] }  (21.13)
l  ,hi J

funksiyalar oilasini nisbiy kompaktlikka tekshiring. Bu yerda B[0,1] to'plam 

C[a, b] fa.zodagi markazi nol nuqtada radiusi 1 ga, teug bo'lgan yopiq shar. 

K(s, t ) — [a, b] x [a, fr] kvadratda aniqlangan uzluksiz funksiya.

Yechish. Arsela teoremasiga ko'ra F  funksiyalar oilasining tekis chega- 

ralangan va tekis darajada uzluksiz ekaiiligini ko'rsatish yetarli. K (s ,t)  funk

siya. [a, fr] x [a, fr] kvadratda uzluksiz bo‘lganligi uchun u chegaralangan, ya’ni 

shunday G > 0 son mavjudki, barcha s, t € \a, fr] lar uchun |iC(s,t)| < G 

tengsizlik o‘rinli. x e  B[0,1] shartdan inax \x(t) | < 1 ekanligi kelib chiqa-
a<t<b

di. Endi F  funksiyalar oilasining tekis chegaralangan ekanligini ko'rsatamiz:

\V (s )l = / K  (s, t) x (t) dt < I \K (s, t)| • \x (t)| dt < C  • 1 • (fr -  a ) . 
J a  J a

Bu tengsizlik F  funksiyalar oilasining tekis chegaralangan ekanligini isbotlav-

di. Endi F  funksiyalar oilasining tekis darajada uzluksiz ekanligini ko'rsatamiz:
,-b  ,-b

dt

21.11-misol. C[a, fr] fazoda

|y (si) -  y (s2) | -  

,-b

I K (si,t) x (t) d t -  f  K  (s2, t) x (t) 
J  a Ja

l \K (.S'i, t) -  K  (52, t) \ ■ IX (i) I dt < s • 1 • (fr -  a ) .

So‘nggi munosabat |sj — s2| < S tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha, s j, -s2 e 

[o, fr] va barcha x  e  B[0,1] lax uchun o'rinli. Demak, F funksiyalar oilasi 

tekis darajada uzluksiz ekan. Shunday qilib, Arsela teoremasiga ko‘ra (21.13) 

tenglik bilart aniqlangan F  funksiyalar oilasi nisbiy kompakt to‘plam bo'ladi. 

A

Endi tekis chegaralangan, lekin tekis darajada uzluksiz bo'lmagan $  funksi

yalar oilasiga rnisoi keltiramiz.

21.12. C[0, 1] fazoda

*  =  { X a{t)= l T l h ’ « € ( 0 , o c ) }  (21.14)
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Yechish. Arsela teoremasiga ko'ra (21.14) tenglik bilau aniqlangan $  funksi

yalar oilasining tekis chegaralangan va tekis da.ra.jada uzluksiz ekanligini tek- 

shirisliimiz kerak. (1 — a  i f  = 1 -  2a  t+ o ?t2 > 0 tengsizlikdan \xa (i) j <1 

ekanligi keiib chiqadi. Deinak, $  funksiyalar oilasi tekis chegaralangan ekan. 

Tekis darajada uzluksiz emas degan tushuiichani taViüaymiz.

Agar biror £ > 0 son va ixtiyoriy 6 > 0 uchun shunday xa € $  va 

shunday h , t2 € [0, 1] larmavjud bold.) |ii — t2\ < S tengsizlik bajarilganda

I (ti) -  xa (t2) | > e

tengsizlik bajarilsa, 4> funksiyalar oilasi tekis darajada uzluksiz emas deyiladi.

Endi s — — va 6 > 0— ixtiyoriy son bo'lsin. Agar a  > -  va t\ =  ~, t2 =  0
2 d a

bo'lsa, u holda | i j  — igl = — < Ö bo'ladi, ammo
O.

funksiyalar oilasini nisbiy kompaktlikka t.ekshiring.

I Xa (h) -  xa (t2) I =  T T - T ^ T  =  1 > £
721 + O? .

tengsizlik o‘rinli. Demak, i> funksiyalar oilasi tekis darajada uzluksiz ernas 

ekan. Shunday qilib. (21.14) tenglik bilan aniqlangau $  funksiyalar oilasi nis- 

biy kompakt to'plam emas ekan. A

Arsela teoremasining uinumlashmasi quyidagicha. Cu n  bilan M  to‘plamni 

N to'piaraga akslantiruvclii baxeha uzluksiz akslantirisbiax to‘plamini belgi- 

layrniz. Bu yerda M va N lar kompakt to!plamlar.

21.7-teorem a (Arsela teoremasining umumlashmasi). D c  C m n  to'plam 

nisbiy kompakt bo'Ushi uchun D ning tekis darajada uzluksiz bo'lishi zarur va

Endi ip, p > 1 fazoda to'plamning nisbiy kompaktiik kriteriysini beramiz.

21.8-teorem a. K  C f:p to ‘plarn nisbiy kompakt ho ‘lishi uchun uning chega

ralangan va e > 0 son qanday bo ‘bnasin, shunday nomer mavjud bo ‘lib,
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ixiiyoriy n  > no va barcha £ — (si, $2, K  lar uchun

00

j —n+l

shartning bajariUshi zarur va yetarli.

Xsbot. Zaruriyligi. Bizga nisbiy kompakt. K  C ip to'plam beriigan bo'lsin.

U holda u to'la chegacalaugan bo'lgani uchun, chegaralangan ham boiadi. 

Eudi ikkinchi shartning bajarilishini ko'rsatamiz.

Biror rj > 0 sonrii olamiz va K  uchun chekli ?/— to'r {*1, « 2, • • •> n' 

quratniz. Har bir x € K  uchun r j -  to'rga tegishli x, element,ni shunday tan- 

laymizki, pp [x, xi) < rj bo'lsin. Har bir x — (£1, £2» • • • > fn> ■ ■ ■) €  £p element 

uchun Snx  == (si, 2̂- • • •, sn, 0, 0 , . . . )  va l^nX (0, 0 , . . . ,  v/v 11 ■ £«+2» • • ■) 

belgilashlarni kiritariiiz. U holda x va 0 == (0, 0 , . . . .  0, . . . )  eleinentlar uchun

Pp (^ti *:; ^) —  Pp (x, Snx) < Pp (x, Xjj \-pp (Xf, S nx) < Pp (xt Xi)+Pp (SnXi, Snx) +

{pp (RnXi, -I) '2l 2Pp (x , x^ + pp {RnXi, 0) < 2i] + pp (RnXf, 9) .

Ankjlanishiga ko'ra, har bir belgilangan x  element uchun

Inn pp (R„x, 0) =  lim (  E |£ / ] = 0.
n ~*00 n—>oc \ ■» /\j=n+l /

Shuning uchun, shunday no nomer rnavjudki, n > n0 bo‘lganda barcha

i — 1, 2, . . . , fe lar uchun pp (R„Xi,0) < rj bo'ladi. Shunday ekan, n > no

bo'lganda

Pp (Rnx, 0) < 377. 
e

Agar ixtiyoriy e > 0 uchun r/ = — desak,
o

(
00 \ p  00

E fei j <- y°ki E î i1' <
j=n+l / J=n+1

boiadi.
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Yetarîihgi. Ghegaralangan К  с. tp to‘plam uchun £ > 0 son qanday 

bo'lmasin, shunday щ  nomer inavjud bo'lib, ixtiyoriy n > no va x ----- 

(£b Í2, • € Л' larda

tengsizlik bajarilsin. Ixtiyoriy £ > 0 uchun A' to'plamning chekli £— to‘ri 

mavjudligini ko'rsatamiz. Berilgan £ > 0 uchun щ  nornerni shunday tan- 

laymizki, barcha x <s К  larda

tengsizlik bajarilsin. K„0 — { S„0x : x € K }  to'plamni qaraymiz. Har bir 

x К  da рр(ЯПох,в) < pp (x, 9) o'rinli va К  chegaralangan to'plam 

bo'Iganligi sababli K„0 ham chegaralangan to'plamdir.

Har bir Sn{lx (Ci, 2̂; - • • > snoî Ô, 0 , . . . )  €  Aг/а nuqtaga ( £2? • • *, £щ) ^ 

R£° nuqtani mos qo'yish bilan K„n to'plamni

to'plamga izornetrik mos qo'yamiz. K„0 chegaralangan to'plam bo'iganligi 

sababli Eno to'plam K£° da chegaralangan bo‘ladi. U holda 21.2-natijaga 

ko‘ra E„0 nisbiy kompakt to'plam bo'ladi. Demak, unga izomorf bo'lgan K no 

to'plam ham. nisbiy kompaktdir. Shunday ekan, K no to'plam uchun chek-

bo‘la.di. Haqiqatan ham, ixtiyoriy x e К uchun S^ x  e  K„0 va shunday 

Xi € { xi, x2, ■ ■., Xk} element mavjud bo'lib,

j = n +1

Eno = { (Îi, U )  : (Îi, £2, • • • ,tno, 0, 0 , . . . )  € K no} с  R"°

£■
li {xi, X2, £ k }  elementli ~ to‘r mavjud. Bu to'plam К  uchun e to‘r

Pp ( & Г Ц %i )  ^  2

boladi. U holda

pp (x} X2) — pp (x j Snox) f- pp {Snox , X?) — 
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€  £
—  Pp (R noX , O) +  [Jp Xi}  <  —  +  —  =  £.

Deinak, 21.5-teoremaga ko‘ra K  uisbiy kompakt to'plam bo'ladi, A

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar

1. 21.8-misolda keltirilgan /„ ketma-ketlikni Ci[— 1. 1] fazoda fundamen- 

tallikka tekshiring. U yaqinlashuvchi bo‘ladimi?

2. To‘la va to‘la bo‘lmagan metrik fazolarga misollar keltiring.

3. M metrik fazoda Bn — ( 1 — —, 1 ) ichma-ieh joylashgan sharlar\ n J
ketma-ketligini qaraymiz. blaming mdiuslari ketma-ketligining nolga in- 

tilishini ko 'mating. Bn sharlar ketma-ketligining kesislimasi bo ‘sh ekan- 

ligini ishotiang. B„ sharlar ketrna-ketligi uchun 21.1 -teorema sha.rtl.ari 

bajariladimi ?

4. C’[a, b], Ci[a, 6] va C^ja, b] metrik fazolarni to ‘lalikka tekshiring.

5. C'[a, b] va ¿2 metrik fazolarda hirlik shaming nisbiy kompakt to‘plam,

einasligini ishotiang.

(1 1 ^
—. 1 -----) , n  6 N sistema M  — (0. 1)

n n )  '
to'plam uchun qoplama bo'lishini ko‘mating. {A n} qoplarnadan M ni 

qoplovchi che.kli qisrn qoplama ajratish mutnkmmi? M kompakt to'plam 

ho:ladimi?

22- §. Qisuvchi akslantirishlar prinsipi va uning tadbiqlari

Berilgan shartlarda tenglama yechimining mavjudligi va yagonaligi bilan 

bog‘liq masalalarni mos metrik fazolardagi biror akslantirishning qo'zg'almas 

nuqtasi mavjudligi va yagonaligi haqidagi masala ko'rinishida ifodalash mum- 

kin. Qo'zg'almas nuqta mavjudligi va yagonaligi belgilari ichida eng sodda va
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shu bilan birga juda niuhim belgi - bu qisuvchi akslantirishlar prinsipi deb 

noml anuvchi belgidi r .

22 .1-ta ’rif. X  rnetrik fazo no, uni, o‘zini-o‘ziga akslaniiruvchi A akslan- 

tirish berilgan bo'lsin. Agar shunday a  €  (0, 1) son rnavjud bo ‘lib. barcha 

x, y € X  nuqtalar uchun

p(Ax, Ay) < a p ( x , y )  (22.1)

tengsizlik bajarilsa, A qisuvchi akslantinsh deyiladi.

Har bir qisuvchi akslantirish nzluksizdir. Haqiqatan ham, agar xn —* x 

(p (xn, x) r-+ 0) bo'lsa, u holda

0 < p(A xn, Ax) < a  p (xn> x) 

bo'lgani uchun lim p (Axn> Ax) =  0 boladi.
W,—> CO

Agar A  : X  —*• X  akslantirish uchun shunday x e. X  nuqta rnavjud 

bo'lib, Ax =  x  tenglik bajarilsa, x nuqta A  akslantirishning qo‘zg‘almas 

nuqtasi deyiladi.

22.1-teorem a (Qisuvchi akslantirishlar prinsipi). To'la metrikfazoda aniq- 

langan har qanday qisuvchi akslantinsh yagona qo‘zg’almas nuqta,ga ega.

Isbot. X  rnetrik fazodan ixtiyoriy xq nuqtani olarniz. Keyin Xi — Axo, x 2 

Axj — A2xq, Xj = A t2 = A^xq, . . . ,  xn — Axn- i  — Anxg, . . .  nuqtalar 

ketma-ketligini qaraymiz. Ixtiyoriy n < m natural sonlar uchun

P (x„, xm) =  p (A nx0, y4”*.r0) < a np (x0, xm_n) <

< a n (p (x0, X]) + p (xh x2) A  +  p xm- n)) <

< a np (x0, X|) ( l  +  a  +  a 2 H------ f  a m~n~l ) < a n p (x0, Xi)

tengsizlik o'rinli. a  € (0, 1) bo'lgani uchun

lim a n( l  — a )_1,<> (xn, x i) — 0.n~*oo
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Stoning uchun {xn} ketina-ketiik fundainentaldir. X  to‘la metrik fazo va 

{x„} fundamental ketma-ketlik bo'lgani uchun u yaqinlashuvchi. Aytàÿlik,

lim xn = X

ho'lsin. U holda A, akslantirishiiing uzluksiziigigâ ко'та

Ax = A  lim xn — lim Axn =  liin a:n+i = x ,
n - -> 0 0  n ~ iC Q  n —> OO

Stonday qffib, A akslantirish uchun qo‘zg‘ahnas nuqta mavjud ekan. Uning 

yagonaligini isbotlaymiz. Agar

Ax =  x, Ay = у

desak, (22.1) tengsizlikka ko‘ra

p (X, y) = p(A x, Ay) < a p ( x , y )  .

Bundan a  € (0, 1) bo'lgani uchun

p(x,y)  (1 -  a) < 0 => p(x, y) — 0

ya’ni x  — у  bo‘lishi kelib chiqadi. Qo‘zg‘almas nuqta yagona ekan. Д

22.1. Qisuvchi akslan tirish lar prinsipin ing tadb iq lari

Qisuvchi akslantirishlar prinsipini har xil tipdagi tenglamalar yechimlari 

mavjudligi va yagonaligi haqidagi teoremalarni isbotlashda qo'Uaeh mumkin. 

Qisuvchi aksiantirishlax prmsipi Ax, = x tenglama yechimi mavjudligi va ya

gonaligini isbotlash uchungina qollanib qolmay. bu tenglama yechimini topish 

uHulini ham beradi.

Qisuvchi akslantirishlar prinsipining tadbig'iga doir misollar qaraymiss.

22.1-m isol. Rn fazoni o‘zini~o‘ziga akslantiruvchi va
П
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forniulalar orqali aniqlaxtgan A  akslantirishning qisuvehilik shartlarini toping.

Yechish. Qanday shartlarda A  qisuvchi akslantirish boladi? Bu savolga 

javob fazoda qanday metrika beriliehiga bog'liq. Biz- quyida uch xil variantni 

qarayniiz:

a) fazo, ya’ni p(x,y) = max \xí — y¡\ bo‘lsin.l<l'<n

p(y', y") = max |y¡ -  y" [ = max E an  \xj  -  4) 
j=1

j=i

< max V I  OiA ■ max I x'¿ — x'¡ i = ¡ max > I o»,-| 1 p(x’,x !/) ~ l<i<n¿—f J 1 <1<« I Í í  ' l !<,:<„ / 1 O' I ' v /!<¿<n ‘-- -- í=i

Bu yerdan kelib diiqadiki, A qisuvchi akslantirish bo‘lislii uchun

max I a.,-,-I = a  < 1 1<¿<„ (22.2)
i=i

shartning bajarilishi yetarli. Shuning uchun R!^ fazoda. (22.2) shartni A  aks- 

lantirishning qisuvehilik sharti sífatida qabul qilamiz.
n

b) R” fazo, ya’ni p(x, y )  =  1 ~  V¡\ bo'lsin. U holda
2=1

p(y', y") = E I  v i -  v i I = E

i- 1 j - 1
n

< ¡ max
\ i <Í<t!

2~1

Uij\ j X j  I j  j

^ n
lax I a,,| j • E  la:' — x"\ < j max y ' '  | ay| • p (x1, x") .
'j<n  / J ' \ 1 < j  <U }

2— 1 /  j = l  \  ”  ”  7 = 1  /

Bu yerdan ko'rinadiki, A akslantirish uchun qisuvehilik sharti R” fazoda

2=1
(Xi  )

j=í
n / n

E Í E k
j - i  \¿=x 

/

I 7-' — t" II i  i I



ko'rinishga ega.

c) fazo, ya ’ni

\ ] T  {xi -  V if
?-=1

p(x,y) 

bo'lsin. U bolda

p2{y\ y") -  ¿ :  {y'i -  s/i')2 = ] L  ( £  ( 4  -  4 0  )

£ ¿ ( l > / )  E K - O 2
*=1 \j=l / J=I

< ( E E K I 2)
\ j = l ¡=1 /

Yuqorida keltirilgan teaglik va tengsizliklarga ko'ra Rn fazoda A-akglantirish- 

ning qisuvchilik sharci
n  n

¿ ¿ K | 2 < a < l  (22.4)
j =1 i= l

ko'rinishga ega.

Shunday qilib, agar (22.2) - (22.4) shartlardan birortasi bajarilsa, 11 holda 

yagona x =  (xi ,  x2, ■ ■ ■, xn) nuqta mavjud bo'lib,
n

X j t — ̂   ̂Q . j jX j H~ 6$, i — 1,2j . . .  

j =1

bo'ladi. Bundan tashqari bu nuqtada ketma-ket yaqinlashishlar quyidagi ko‘ri- 

nishga ega

-  V « « i f - ' 1 + h, i<*> = ( 4 ‘ l, * « , . . . , i f  >) , * =■ 1,2,3. . . .  
j= l

Bu yerda a :^  = (x[°\ x f \  . . . ,  a40̂  j sifatida Rn dagi ixtiyoriy nuqtani qabul 

qilish mumkin.

Qaralayotgan y — Ax  akslantirish qisuvchi bo'lishi uchun (22.2)-(22.4) 

shartlarning ixtiyoriy birining bajarilishi yetarli. Isbotlash mumkinki, (22.2)
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va (22.3) shartlar mos ravishda ffi"n va R" fazolarda y — Ax akslantirish 

qisuvchi bo'lishi uchun zarur harn bo'ladi.

Ta’kidlash iozimki, (22.2) - (22.4) shartiarning birortasi bam ketma-ket 

yaqinlashishlar usulining tadbig'i uchun zarur emas.

Agar \al} | < n~l bo'lsa, u holda (22.2) - (22.4) shartiarning hammasi 

bajarüadi va ketma-ket yaqinlashishlar usulini qo'llash mumkin.

Agar \â \ > n-1 bo'lsa, u holda (22.2) - (22.4) shartiarning birortasi ham 

bajarilmaydi.

22.2. Qisuvchi aksian tir ish lar prinsip in iiig  

in tegra l teng lam alarga  tadb iq i 

Fredholm tenglam asi. Qisuvchi aksiantirishlar prinsipini ushbu

ikkinchi tur Fredholm integral tenglamasi yechimining mavjudligi va yago- 

naligini isbutlash uchun qo'llaymiz. Bu yerda K  integral tenglama yadrosi, 

(p— berilgan funksiya, f — izlanayotgan (norna’lum) funksiya, A esa haqiqiy 

parametr.

Ko'rsatamizki, qisuvchi aksiantirishlar prinsipini A parametrning yetar- 

iicha kichik qiymatlarida qo'llash mumkin.

Faraz qilamiz, K (x, y) — [a, 6]x[o, b] kvadratda uzluksiz funksiya bo'lsin. 

Shunday ekan, musbat M  son mavjud bo'lib, barcha x, y  £ [a, 6] uchun 

\K(x,y)\ < M  tengsizlik bajariladi. To'ia C[a, b] fazoni o'zini-o'ziga

formula vositasida akslantiruvchi g = A f  akslantirish berilgan bo'lsin. TJ 

holda

P (9i, 92) =  max \gx (x) -  g2 (x) | < | A | M  (b - a ) • max |/j (x) -  f 2 (x) |
a<x<b a<x<b

rb
(22.5)

(22.6)
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yoki

p ( A h , A f 2) < |A| M (b — a) • p (/ i,/2) •

Shunday ekan,

,A| < M • (b -  a)
(22.7)

bo'lganda. Л qisuvchi akslantirish bo‘la.di. Qisuvchi akslamtirishlar prinsipiga 

asoslanib xulosa qilamizki, (22.7) shartni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy Л da.

(22.5) Fredholm tenglamasi yagona uzluksiz yechimga ega.

Bu yechimga intiluvchi ketma-ket yaqinlashishlar /о, /ь  . . . ,  f n, . . .

ko‘rinishgaega, bu yerda /0 sifatida ixtiyoriy uzluksiz funksiyani olish mumkin. 

Chiziq lim as in tegral tenglam alar. Qisuvchi akslantirishlar prinsipining

ko'rinishdagi chiziqlimas integral tenglamalarga tadbiqini qaraymiz. Bu yer

da К  va *fi funksiyalat uzluksiz bo‘lib, bundan tashqari К  o!zining 3 - chi 

funksional argumenti bo'yicha Lipshits shartini qanoatlantirsin, ya’ni shunday 

L > 0 inàvjud bcrlib,

tengsizlik barcha x, y € [a, 6] va Z\, z2 lar uchuu o‘rinli bolsin. Bu holda 

(7[a, 6] fazoni o‘zini-olziga

g(x) — X í  К  (x , y ; }(y)) dy + ip(x)
J  a

formula, vositasida akslantiruvchi g =  A f  akslantirish uchun

max I gi (ж) -  g2 (:r) | < | A | L ( b - a )  - max | /1 (x) -  f 2 (x) \Л<ж<0 > .'.b

IK(x,y ;z i )  -  K (x ,y ,z 2)\ < L\z\ — ^|
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tengsizlik o'rinli boladi, bu yerda gi — A ft, =  A fa . Shunday ekan,

< I - (b — a) 

shartda A  akslantirish qisuvchi boladi.

V olterra tenglam asi. Endi Volterra tipidagi

f ( x)  =  A I K (x , y) f (y)  dy + <p(x) (22.8)
Ja

tengíamani qaraymiz. Agar y > x da K (x, y) — 0 desak, (22.8) Volterra 

tenglamasi (22.5) ko'rinishdagi ikkíncíii tur Fredholm tenglamasiga keladi.

Biroq Fredholm integral tenglamasi holida biz A paiametrning kichik qiy- 

matlari bilan chegaralánishga majburrniz. Volterra tenglamasi holida qisuvchi 

akslantirishlar prinsipi (va ketma-ket yaqinlashishlar usuli) ni A ning barcha 

qiymatlarida qollash murnkiii. Aniqrogl, qisuvchi akslantirishlar prinsipi ning 

quyidagi uxnuxnlashmasi o'rinli.

22.2-teorem a. X  to‘la metrikfazoni o ‘zini-o‘ziga akslantiruvchi A uzluk- 

siz akslantirish uchun biror n da B  — An — qisuvchi akslantírish bo‘lsin. U 

halda Ax = x tenglama yagona yechimga ega bo ‘íadi.

Isbot. x € X  nuqta B  akslantiriahmng qo‘zg‘alirxas nuqtasi bolsín, ya’ni 

Bx — x . U holda B qisuvchi akslantirishga ketma-ket yaqinlashishlar usulini 

qollasak,

Ax =  ABx  = A B kx = AAnkx = Ank+1x =  AnkAx =

= B kAx =  B kxo - * x ,  k -> oo.

Chunki ixtiyoriy € X,  xususiy holda xn — Ax  uehun, Bxo, B2xo, . . . ,  

Bhx0, . . .  ketma-ketlik x  qo‘zg‘almas nuqtaga yaqinlashadi. Shunday ekan, 

Ax = x . Bu x nuqta yagona, chunki A uchun qo‘zg‘almas bolgan x  nuqta. - 

B — An uchun harn qo‘zg‘almas nuqtadir, B  esa yagona qo‘zg‘a!mas nuqtaga



22,2. C[a, ';] fazoni o!zini~o‘ziga akslantiruvchi va

(Af)(x)  = A /“  (x, y) /(?/) %  + y>(*) (22.9)
J  a

formula bilan aniqlangan A. akslantirishning biror darajasi qisuvchi ekanligini 

ko‘rsating.

Yechish. [a, 6] kesmada uzluksiz bo'igan /j va f 2 funksiyalarni olamiz. 

U holda

I (Afi )  (x) -  (Af2) (a?) | = | A | • | /* K  (x, y) {h(y) -  f 2(y)) dy | <

< | A | • M (x — a) ■ max \fi(x) -  f 2(x) \ .
a<x<b

Bu yerda M - max | K  (x, y) | . Olingan tengsizlikdan kelib chiqadiki,
&<x,y<b

\ (A2f i )  (x) -  (A2f 2) (x) | = | A |2 • M2 • • max \h(x) -  f 2(x) \ .
Z a<x<b

Umuman,

I (Anh )  (x) -  (.Anf 2) (x) | = | A |” • M n ■ • max |/,(x) -  f 2(x) | =
Tl I a<x^b

= |A|".M». - P ( f u f 2 ) .

Ixtiyoriy A ucbun n  nomemi shunday tanlash mumkinki,

| A |” . M n • i t l p l  < 1 
n !

tengsizlik bajariladi. U holda ti — A n akslantirish qisuvchi bo'ladi. A 

Shuning ucbun, yuqoridagi tasdiqqa asosan (22.8) Volterra tenglamasi bar 

qanday A da yagona yechimga ega.

Mustaqil ishlash ucbun savol va topshiriqlar

1. Qisuvchi akslantirish prinsipining umumlashmasim ay ting.

2. R." fazoni o‘zini-o‘ziga dkslantiriuvchi y — Ax + b akslantirishning 

qisuvchilik shartlarini toping.

3. C[a, 6] fazoda (22.9) tenglik bilan aniqlangan akslantirishning qisuvchi

lik shartlarini ke.ltiri.ng.
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VII bob. Chiziqli fazolar

Bu bobda biz chiziqli fazolar, chiziqli normalangan fazolar, Evklid fazolari 

va Hilbert fazolarining xossalarini o‘rganamiz. Bu bob 6 (23-28) paragrafdan 

iborat.

23-§ da chiziqli fazo ta'riflanib, ularga ko‘plab misollar keltirilgaa. Chiziqli 

fazo o'lchaini ta ’riflanib, chekli va eheksiz o'lchamli chiziqli fazolarga misollar 

keltirilgan. Chiziqli fazoning qism fazosi va faktor fazosi tushunchalari bayon 

qilingan. Faktor fazoda element! arni qo‘shish va songa ko'paytirish amallari 

kiritilgan va faktor fazoning chiziqli fazo tashkil qilishi ko‘rsatilgan. 24-§ da 

chiziqli funksionallar, ularning xossalari qarab chiqilgan. Chiziqli funksional- 

ning geometrik ma’nosi ochib berilgan. Chiziqli funksionallar va gipertekislik- 

lar o'rtasida biyektiv moslik o‘rnatilgan. 25-§ qavariq to'plamlar va qavariq 

funksionallaming xossalarini tahlil qilishga bag‘ishlangan. Qavariq jism va 

qavariq funksionallar orasidagi bog'lanish ochib berilgan. Chiziqli funksion- 

aini davom ettirish haqidagi Xan-Banax teoremasi va Xan-Banax teoremasin- 

ing kompleks variant! isbotlangan. Chiziqli normalangan fazolar mavzusi 26-§ 

da keltirilgan. Bu paragrafda chiziqli normalangan fazolarga ko’plab misollar 

qaralgan. Normalangan fazolardagi tushunchalar metrik fazolardagi tushun- 

chalar bilan taqqoslangan. Normalangan fazoning qism fazosi va faktor fa- 

zosiga misollar qaralgan. Navbatdagi 27-§ Evklid fazolariga bag'ishlangan. 

Evklid fazolarining xarakteristik xossalari ochib berilgan. Koshi -Bunyakovskiy 

tengsizligi, Bessel tengsizligi, Parseval tengliklari isbotlangan. Nomdor teore- 

malar ~ Riss- Fisher, Shmidtning ortogonal! ash tirish jarayoni haqidagi teore- 

malar isboti bilan berilgan. Ortogonal, ortonormal sistemalarga misollar qa

ralgan. Separabel Evklid fazolarida to ia  ortonormal sistema va yopiq ortonor

mal sistemalarning ekvivalentligi isbotlangan. Normalangan fazo Evklid fazo 

bo'lishining zarur va yetarli sharti keltirilgan.
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23 .2 -ta ’rif. Bizga L va L* chiziqli fazolar benlgan bo‘1-sin. Agar bu fa

zolar o ‘rtasida a ‘zaro bir qiymatli moslik o ‘rnatish mumkin bo lib,

x*-+x* va y<->y\ (x, y  € L, X*, y* € L*)

ekanligidan x +  y  <-> x* + y* va ax  ax*, (a  — ixtiyoriy son) ekanligi 

kelib chiqsa, uholda L va L* chiziqli fazolar o ‘zaro izomorf fazolar deyüadi. 

i:-.c orf fazolarni aynan bitta fazoning hat xil koVinishi deb qarash mumkin.

23 .3 -ta ’rif. Agar L chiziqli fazoning x t , x2, . ■ ■, xn elementlar sistemas* 

uchun hech bo'lmaganda birortasi noldan farqli holgan a j, a2, an sonlar 

mavjud bo ‘lib,

aiXi + a2x2 + + a„xn =  0 (23.7)

tenglik bajarilsa, u holda x  i, x2, . . . ,  xn elementlar sistemasi chiziqli bog'langan 

deyüadi. Aks holda, ya’ni (23.7) tenglikdan

a.i — a2 — • • • — an — 0

ekanligi kelib chiqsa, x%, x2, . . . ,  xn elementlar sistemasi chiziqli boglanrna- 

gan yoki chiziqli erkli deyüadi.

Agar x\, x2, . . . ,  xn, . . .  cheksiz elementlar sistemasining ixtiyoriy chek- 

li qism sistemasi chiziqli erkli bo'lsa, u holda {xn }̂ =1 sistema chiziqli erkli 

deyiladi.

23 .4 -ta ’rif. Agar L chiziqli fazoda n elementli chiziqli erkli sistema 

mavjud bo‘lib, bu fazoning ixtiyoriy n + 1 ta element dan iborai sistemasi 

chiziqli bog'langan bolsa, u holda L n — o‘Ichamli chiziqli fazo deyüadi va 

d i in i  — n kabi yoziladi. n o Ichamli L chiziqli fazoning ixtiyoriy n ta ele- 

mentdan iborat chiziqli erkli sistemasi shu fazoning bazisi deyiladi.

23 .5 -ta ’rif. Agar L chiziqli fazoda ixtiyoriy n € N uchun n elementli 

chiziqli erkli sistema mavjud bo Isa, u holda L cheksiz o Ichamli chiziqli fazo 

deyiladi va dim L — oo ko ‘rimshda yoziladi.

231



R” va C“ fazolar n o'lchamli chiziqli fazolardir. L — C[a, 6] fazodan 

boshlab 23.4-23.11 misollarda keltirilgan barcha fazolar cheksiz o'lchamli fa

zolardir. Masalan, 1% fazoda

-te» = °, -. .)}SS=1 (23.8)
n

sistema cheksiz chiziqli erkli sistemaga misol bo'ladi.

23.1, Chiziqli fazoxiing qism fazosi 

Bizga, L chiziqli fazoning bo‘sh bolmagan L' qism to'plaiai berilgan bo‘lsit).

23 .6-ta ’rif. Agar L' ning o ‘zi L da kirifálgan amaílarga nisbatan chiziqli 

fazoni tashhil qilsa, u halda U  to ‘plarn L ning qism fazosi deyiladi.

Boshqacha qilib aytganda, agar ixtiyoriy x, y e  L' va a, b e  C (IR) sonlar 

uchun ax + by £ V  bo‘lsa, V  ga qism fazo deyiladi.

Har qanday L chiziqli fazoning faqat nol elementdan iborat {0} qism 

fazosi bor. Ikkinchi tomondan, ixtiyoriy L chiziqli fazoni o'zining qism fazosi 

sifatida qarash rnumkin.

23 .7-ta ’rif. L chiziqli fazodan farqli va hech bo‘lrnaganda bitta nohnas 

elem.eMt.ni saqlovchi qism fazo xos qism fazo deyiladi.

23.12-misol. £2 C c0 C c C m fazolarning har biri o‘zidan keyingilari 

uchun xos qism fazo bo!ladi.

23.13. Endi [a, ó] kesmada p(p > 1)— darajasi hilan integrallanuvchi 

funksiyalar fazosi Lp [a, 6] ni qaraymiz. Bu fazoning nolga ekvivalent funksiya- 

laridan tashkil topgan qism to‘plamni [a, 6] ko'rinishda belgilaymiz. Ma'- 

himki, nolga ekvivalent funksiyalar yig'indisi yana nolga ekvivalent bo'lgan 

funksiya bo'ladi. Nolga ekvivalent funksiyaning songa ko‘paytmasi ham nolga 

ekvivalent funksiya bo‘la,di. Demak, V p  [a, b] to'plam Lp [a, b] fazoning xos 

qism fazosi boiadi.

23.14. 0 ‘zgarishi chegaralangan funksiyalar fazosi V[a, b\ ni qaraymiz. 

Ma’lurnki, [a, b] kesmada absolyut uzluksiz funksiyalar to'plami V[a, 6] ning
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qism tryplami bo‘ladi. Absolyut uzluksiz funksiyalar to‘plami funksiyalarni 

qo'shish (23.3) va songa ko'paytirish (23.4) amallariga nisbatan yopiq to'plam. 

Shuning uchun u l/[«, ?>] fazoning qism fazosi boladi va u AC[a, b] bilan 

belgilanadi.

23.15. V[a, 6] fazoda /(a) ■= 0 shartni qanoatlantiruvchi ftmksiyaiar 

krplamini qaravmiz. Bu to'plam funksiyalarni qo‘shish va songa ko‘paytirish 

amallariga nisbatan yopiq to‘plamdir. Shuning uchun u V[a, b] fazoning qism 

fazosi boladi va u Va[a, b] bilan belgilanadi.

23.16. Yana o‘zgarishi chegaralangau funksiyalar fazosi V[a, 6] ni qaray- 

miz. Ma’lumki, [a, b] kesmada monoton funksiyalar to‘plami V[a, 6] ning 

qism to‘plami bo:ladi. Ammo ikki monoton funksiyaning yiglndisi har doim 

monoton funksiya bolavermaydi. Bunga quyidagi misolda ishonch hosil qilish 

mumkin. x(t) =  t2 + 1, y(t) — —21 futiksiyalarning har biri [0, 2] kesmada 

monoton funksiya boladi, ammo uíárnirig yiglndisi x(t) + y(t) =  (t — 1 )2 

funksiya [0, 2] kesmada monoton emas. Demak, [a, 6] kesmada monoton 

funksiyalar to‘plami V[a, 6] fazoning qism fazosi bola olmaydi. Demak, chi

ziqli fa,zoning har qanday qism to‘plami qism fazo tashkil qilaverrnas ekan.

Bizga. L fazoning bo;sh bolmagan qism to'plami berilgan bolsin. U 

holda L chiziqli fazoda {a?¿} sisternani o‘zida saqlovchi minimal qism fazo 

mavjud.

Haqiqatan ham, {x,} sisternani saqlovchi hech bo!lmaganda bitta, qism 

fazo mavjud, bu L ning o!zi.

Ixtiyoriy sondagi qism fazolarning kesishmasi vana qism fazo bo'ladi. Haqiqa- 

ta.ii ham, agar

L- =  n  b  
i

bolib x, y € / /  bolsa., u holda ta’rifga kola ixtiyoriy i uchun x.y e .L» 

boladi. Li qism fazo bolganligi uchun ax  + ßy e Li munosabat barcha



a, 0 sonlar uchun o‘rinli. Demak, a x + 6 y £ L* bo‘ladi.

Endi {.r¿} sistemani saqlovchi L ning barcha qism fazolarini olamiz va 

ulárningkesishmasiniqaraymizharndauni L({xj}) orqali belgilaymiz. L ({a*}) 

qism fazo {¡c,} sistemani saqlovchi minimal qism fazo bo:ladi. Bu L({:c,;}) 

minimal qism fazo {x,} sistemadan hosil bo'lgan qism fazo yoki {:r¿} siste- 

tnaning chiziqli qobig'i deyiladi.

23.2. Chiziqli fazoning faktor fazosi

Bizga L chiziqli fazo va uning L' xos qism fazosi berilgan bo'lsin. L ning 

elementlari ora,sida quyidagicha munosabat o'matish mumkin.

23.8-ta’rif. Agar x.y £ L elemendar uchun x —y ayirtna ¡J ga tegishli 

bo'lsa, x va y ekvivalent elementiar deyiladi.

Fazo elementlari orasida o‘rnatilgan bu munosabat refleksivlik, simmetrik- 

lik va tranzitivlik xossalaxiga ega. Haqiqatan liam, x — x £ U  (refleksivlik); 

x — y € L' dan y — x =  —(x — y) £ L '(simmetriklik); x — y £ U , y — z £  U  

dan x—z — (x—y)+(y—z) £ L¡ (tranzitivlik). Skuning uchuu bu munosabat 

L ni o‘zaro kesisbmaydigan sinflarga ajratadi va. bar bir sinf o'zaro ekviva

lent elementlardan tashkil topgan. Bu sinflar qo ‘shni sinflar deyiladi. Barcha 

qo‘sbni sinflar to‘plami L chiziqli fazoning U  qism fazo bo‘yicba faktor fazosi 

deyiladi va L / íl ko‘rmisbda belgilanadi.

Tabiiyki, har qauday faktor fazoda yig'indi va songa ko‘paytirish amallari 

kiritiladi.

Aytaylik, £ va. r¡ lar L /IJ dan olingaa ixtiyoriy qo'shni sinflar bo'lsin. 

Bu sinflarning har biridan bittadan vakil tanlaymiz, masalan x £ y £ r¡.

£ va t¡ sinflarning yig'indisi sifatida x 4- y elementni saqlovchi £ sinf qa- 

bul qilinadi. £ qo'shni sinfning a  songa ko;paytmasi sifatida ax  elementni 

saqlovchi sinf qabul qilinadi. Natija x £ £, y £ rj vakillarning tanlanishiga 

bog‘liq emas, chunki, qandaydir boshqa %' £  £, y' £ r¡ vakillarni olsak harn
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(x + y) — (x‘ + y') — (x — x’) + (y — y') € L' bo'lgani uchun x' + y' € C 

bo'ladi. Bevosita tekahirish shuni ko'rsatadiki, L jL ' da aniqlangan qo'shish va 

songa ko'paytirish amallan chiziqli fazo ta’rifidagj aksiomaíami qanoatlanti- 

radi (buni mustaqil tekshirib ko'rishni o‘quvchiga tavsiya qilamiz). Boshqacha 

aytganda, L/L1 faktor fazo chiziqli fazo tashkil qiladi.

Shunday qilib, hat bir L/L' faktor fazo unda yuqorida ko'rsatilgan usul- 

da kiritilgan yig‘indi va songa ko'paytirish amallariga nisbatan chiziqli fazo 

tashkil qiladi. Sbuni ta’kidlash joizki, har qanday faktor fazoda V  qism tazo 

L/L' faktor fazoning nol elementi bo'ladi. Ma’lumki, U  qism fazoning ele- 

mentlari o'zaro ekvivaleut va Lf qism fazo L chiziqli fazoning nol elementini 

saqlaydi. Shuning uchun i  va L' qo'shni sinflarning yig'indisi x + 0 =  x 

(x € £, 6 € L') elerneutni saqiovchi qo'shni sinfga, ya’ni £ ga teng.

23.17. Faktor fazoga misolni tushunish nisbatan osonroq bo'lgan R2 fa- 

zodan boshlaymiz. L — R2 fazoning U  =  {(xi, x2) € M2 : x2 — 0} xos qism 

fazosini qaraymiz va L/L' faktor fazoning elernentlarini, ya’ni qo'shni sinf- 

iaming tavsifini betamiz. Ma’lumki, x — y — (xj — jq, x2 — y2) € U  bo'lishí 

uchun x2 — y2 bo'lishí zarur va yetarli. Demak, L/L' faktor fazoning ele- 

mentiari (qo'shni sinflar) 0  x¡ o'qiga parallel bo'lgan to'g'ri chiziqlardan ibo- 

rat. Masalan, (a, b) e R2 nuqtani o'zida saqiovchi £ qo'shni sinf O x¡ o'qiga 

parallel bo'lgan x2 — b to'g'ri chiziqdan (23.1 a-chizma) iborat.

\

(3 ,6 )e 3 ?

(3 ,5 ) efw? 

(2 ¿ )© ?

Xa

a )

x x

b )

28.1-chtema

Xuddi shunday, (1,2) va (2,3) nuqtalarni saqiovchi qo'shni sinflar yig'indisi



(3,5) nnqtaní saqlovchi x2 — 5 to'g'ri chiziqdan iborat. (1, 2) € £ qo‘shni 

sinfning 3 ga ko'paytinasi (3,6) nuqtani saqlovchi x2 — *> to‘g‘ri chiziqdan 

(23.1 6-chizmaj iborat.

23.18. Ma’lumki (23.9-23.10 misollarga qarang), [a, 6] kesmada p(p >

1)— darajasi bilan Lebeg ma’nosida integrallanuvchi funksiyalar to‘plami chi- 

ziqli fazo tashkil qiladi va u Lp [a, 6] bilan belgilanadi. Bu fazoning nolga ek- 

vivalent funksiyalaridan tashkil topgan qism fazosini i,® [a, 6] (23.3.3-m.isolga 

qarang) ko‘rinishda belgilaymiz. Endi Lp [o, b] chiziqli fazoning Lp [a, b] qism 

fazo bo'yicha faktor fazosini qarayiniz va bu faktor fazoni Lp [a, b] bilan belgi

laymiz. Bu fazo [a, 6] kesmada aniqlangan va p— darajasi biïan Lebeg ma’no- 

sida integralhnuvchi ekvivalent funksiyalar fazosi deyiladi.

Agar L — n olchamli chiziqli fazo va LJ üning k(0 < k < n) olchamli 

qism fazosi bolsa, u holda L /U  faktor fazo n — k olchamli boladi.

Bu tásdiqni isbotlayrniz. Aytaylik, x1( x2, • ••/x* elementlar sistemasi Lf 

da bazis bolsín. Bu sistemani xk+1, 'x¡¡+2, •••, xn € L elementlar bilan L 

fazo bazisigachatoldiramiz. Bu x*+i, x*+2, .. ., xn elementlar bir-biri bilan 

ekvivalent emas, aks holda xj, x2, ... , xj, Xk+i, Xk+2> ■ ■ ■ >®n sistema chiziqli 

boglarigan bolar edi. Shuning uchun xj¡+i, x*+2> ■ • •, xn elementlar har xil 

qo‘shni sinflarga tégishli boladi. orqali xk+i, i e {1, 2,.. : ,n —k} element 

tegishli bolgan sinfni belgilaymiz.

Endi ç2, .. ., £n_fc elementlar sistemasining L/U  da bazis bolishini 

isbotlayrniz. Ixtiyoriy £ € L/U  qo'shni sinfni olaylik va x € £ bolsín. II 

holda

X =  O íjX i -I- ci;2 x2 +  • • • +  akxk +  xk+l +  02 xk+2 +  • • • +  ¡3n-kxn

yoyilma o'rinli boladi. £ + .£/ =  £ (har qanday L/U  faktor fazoda U  qism 

fazo L/U  faktor fazoning nol elementi boladi, ya’ni 0 =  U ) bolgani uchun

x' — x — aix i - a2 x2--- -- akxk
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element, £ qo‘shni sinfga tegishli va

* Pi + P2 ~̂fc~f-2 1“ * * ~b Pn—k,Xn

yoyilma o'r'mli bo'Iadi. Buudan

4 =  A  £l +  ih  £2 +  • • • +  fin-ktn-k 

tenglik kelib cbiqadi. Har qanday ( ,  ... , /?„_*) ф 0 da

Pi Xfc+l + p2 %k+2 + ‘ • • + Pn-kXn L'

bo'lgani uchun £1, £2> •. ■, Ín-k cbiziqii bog'lanmagan sistema bo'ladi. Shun- 

day qilib, £1, £2, •••, Un-к sistema cbiziqii erkii va har bir £ e L/L' sinf 

Cl) €2, • ••> Cn-fc sinflamingcbiziqiikombinatsiyasidaniborat bo‘iganligi uchun 

6) 6 , in-fc sistemaniiigbazisekanligigakelamiz. Derriak, L/V  fazo n-  

A: o‘ichamii cbiziqii fazo ekan.

23.9-ta’rif. L/V  faktor fazoning о ‘Ichami V qism fazoning koo‘lchami 

deyiiadi.

Agar V  qism fazo chekli n koolchamga ega bolsa, u liolda L da shim- 

day xi, X2, ■ ■ ■ ,Xn elementlami tanlash mumkinki, ixtiyoriy x € L element

x — aiXi + a2X2 + ••• . + a„x„ + у ko‘rinishda bir qiymatli ifodalanadi, 

bu yerda a\,a2, . . .  ,a n sonlar, y € U . Haqiqatan ham, L/Ü  faktor fazo 

» — olcharnli bolsín. Bu faktor fazoda £1, £2, £n ba.zisni tanlaymiz va 

bar bir & sinfdan bittadan xk vakil oiamiz. Endi x € L ixtiyoriy element 

bo'lsin va £ esa x ni saqlovchi L/U  dagi qo'shni sinf bo'lsin. U liolda,

£ =  ОЦ £l ’I 0¿2 Í2  + * * ‘ + Aj£„.

Ta’rifga ko‘ra £ sinfdagi har bir element, xususiy holda, x element rcj, a-2, 

xn elementlarning

0-1 xi + a2X2 + ■■ ■ + anxn 
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chiziqli kombinatsiyasidau U  dan olingan elemeiitgagina, faxq qiladi, ya’ni

x =  aiX'i + «2 a?2 + 1'' + anxn + i/j y € jU.

Bu tasviming yagonaligim ko'rsatatniz. Aytaylik

x =  a[xi + a2 x2 + • • • + a'nx„ + y'\ y' e L'

tasvir harn o!rinli bo‘lsiu. U holda

0 =  (aj - cx'y)xi + (a2 - ot'2) x2+ ■■■ + (an - a'n)xn + y - y

tenglikka kelamiz. Bundau «1 =  ot[, a2 — cJ2, . . .,  an =  a'n, y =  y’ .

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar

1. Chiziqli fazoga misollar kdtiring.

2. Chiziqli bog'langan (chiziqli bog'lanmagan) sistema ta’rifini bering.

3. Chiziqli fazo o ‘Icharni ta’rifini bering.

4. [—1, 1] kesmada aniqlangan uzluksiz va juft (toq) funksiyalar to'plamirii 

(7+[—1, 1] (C~[— 1, 1]) hilan belgüayrniz. <7+[— 1, 1] 1, 1]) to‘plarn 

C[— 1, 1] chiziqli fazoning qistn fazosi bo ‘lishini ishotlang.

5. Op* [a, b] qism fazoning o‘Ichamini toping.

6. Lp[a,b] faktor fazoning o‘lchamini toping.

24- §. Chiziqli fimksicmallar

Bu paragraf chiziqli funksionallar, ularning ayriin xossalariga bag'ishlangan.

24.1-ta’rif. L chiziqli fazoda aniqlangan f  sonli Junksiya funktional de- 

yiladi. Agar barcha x, y e L lar uchun

f  (x + y) =  /  (x) + /  (y)
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bo ‘Isa, f  additiv funksional deyiladi.

24.2-ta’rif. Agar ixtiyoriy x € L va barcha a e C for uehun

f(ax ) =  a f (x)

bo‘lsa, f  bir jinsli funksional deyiladi. Agar ixtiyoriy x € L va barcha a € C 

sonfor uchun

f(a x ) =  a f(x )

bo‘Isa, v, holda kom,picks chiziqli fazoda aniqfongan f  funksional qo'shma bir 

jinsli deyiladi, bu yerda ä  soni a ga qo'shma kompleks son.

24.3-ta’rif. Additiv va bir jinsli funksional chiziqli funksional deyiladi. 

Additiv va qo'shma bir jinsli funksional qo‘shma chiziqli (yoki antichiziqli) 

funksional deyiladi.

Chiziqli funksionallarga misollar keitirarniz.

24.1~misol. Rn — n  o'lchamli vektor fazo va a — (a, o.2, a,n) € R" 

tayin bir element bo'Isin. U holda
n

f  : R" —+ R, f(x ) =  J 2 aixi 
i=l

moslik Rn da chiziqli funksional bo'ladi.
n

0fe
k=1

tenglik bilan aniqlanuvchi u : Cn —*■ C akslantirish qo'shma chiziqli funksio- 

nalni aniqlaydi.

24.2. Quyidagi 1 va I* : C{o., 5] -> C funksionallar

1 (x) — f  x(t)dt, F(x) =  f  x(t) dt 
Ja Ja

C[a, b] fazodagi chiziqli va qo'shma chiziqli funksionalga misol bo'ladi.

24.3. pq € C[a, 6] berilgan element bo'lsin. Har bir x € C[a-, b] funksi- 

vaga
“ ~ fb

F(x) =  / x(t) y0(t) dt 
J a
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sonni mos qo'yamiz. Bu funksionalning chiziqliligi integraliash amalining asosiy 

xossalaridan kelib chiqadi.

funksional C[ay b] fazoda qo'shma chiziqli funksional boladi.

24.4. £2 fazqda chiziqli funksionalga misol keltiramiz. k— taviii bir natural 

son bolsin. ¿2 dagi bar bir x — (xu x2, .. ■ , xk, ,..) uchun

Bizga L chiziqli fazoda aniqiangan, nolmas /  chiziqli funksional berilgan 

bolsin. Bu /  funksional uchun f(x) =  0 shartni qanoatlantiruvchi barcha 

X € L nuqtalar fco'plami uning yadrosi deyiladi va K erf =  {x € L : 

f{x) =  0} ko‘rinishda belgilanadi. Ker f  to'plam L ning qism fazosi boladi. 

Haqiqatan ham, agar x,y £ Ker f  bolsa, u hoida ixtiyoriy a, b sonlar uchun

tenglik o‘rinli.

K erf qism fazoning koo‘lcharni birga, teng. Haqiqatan ham, K erf ga 

qarashli bolmagan, ya’ni f(xo) ^  0 boladigan qandaydir x0 elementni 

olamiz. Bunday element mavjud, chunki f(x ) ^  0 (aynan nolga teng ernas). 

Umumiylikni chegaralamasdan hisoblasbimiz mumkinki, f(xo) — 1 (aks hoi

da biz x0/f(x o) ni oigan bo'iar edik, cbunki f(x0/f(x 0)) — 1). Ixtiyoriy * 

element uchun y — x — x0 ■ f  (x) desak, u holda

ya’ni y € Ker f . Qaralayotgan x element x — axq+y, y € Ker f  ko'rmish- 

da tasvirlanadi va bu tasvir yagonadir. Haqiqatan ham,

fk(x) =  xk

deymiz. Bu funksionalning chiziqliligi ko'rinib turibdi.

24.1. Chiziqli funksionalning geometrik ma’nosi

f(a x  + by) ~ a f  (x) + b f  (y) - 0

/(?/) =  /  (x - Xo • /  (x)) =  0,
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x =  a xo + y , y G Ker f  va x — a' x0 + y’ , y' G Ker f  

boisin. U hoida (a —a') x0 — y '—y tenglik o'rinli. Agar a =  a' boisa, y =  y' 

ekanligi ko'rinib turibdi. Agar a — a! ^  0 boisa, u holda

ÿ  - V _ v  ,
x0 —----- € Ker f

a — a'

ekanligi kelib chiqadi. Bu osa x0 ^ Ker f  shartga zid. Bu qarama-qarshilik 

tasdiqni isbotlaydi. A.

Bu. yerdan kelib chiqadiki, ikklta X\ va. x2 elementlar K erf qism fazo 

bo‘yicha bitta qo'shni sinfda yotishi uchun f(x{) — f(x2) shartning bajarilishi 

zarur va yetarli. Haqiqatan ham,

xi =  f(x i) Xq + Vi, Vi G K erf, x2 =  f  (x2) x0 + y2, y2 G K erf

tenglikdan

xi - x 2 =  (f (xj) - /  (x2)) x0 + (2/1 - y2)

tenglik kelib chiqadi. Bu yerdan kelib chiqadiki, xx — x2 G Ker f  boiishi 

uchun /  (xi) — /  (x2) — 0 boiishi zarur va yetarli.

Ker f  qism fazo boS-icha har qanday £ sinf o'zining ixtiyoriy vakili bilan 

bir qiymatli aniqlanadi. Sunday vakil sifatida ox0 ko'rinishdagi elementni 

olish mumkin. Bu yerdan ko'rinadiki, L/Ker f  qism fazoning oichami birga 

teng ekan, ya’ni Ker f  ning kooichami birga teng.

Chiziqli funksionalning yadrosi Ker f  o‘zida noiga aylanadigan funksio- 

nalni o'zgarmas ko'paytuvchi aniqligida bir qiymatli aniqlaydi.

Haqiqatan ham, /  va g fimksionallaryadrolari teng boisin, ya’ni K erf — 

Ker g . U holda /  uchun x0 G L elementni shunday tanlaymizki, /(x0) - 1 

boisin. Ko'rsatamizki, g(x0) 0. Ixtiyoriy x G L uchun

x =  /  (x) x0+y, y G Ker f  va g(x) =  f  (x) g (x0)+g (y) =  f  (x) g (x0)

tengliklarga egamiz. Agar g(xo) =  0 boisa, g(x) =  0 boiar edi. g(x) —
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QÍxo) f(x) tenglikdan /  va g funksjonallarning proporsional ekanligi kelib 

clxiqadi.

Koo'lchami birga teng bo'lgan ixtiyoriy ¡J qism fazo berilgan bo'lsin. U 

holda shunday f  chiziqli funksional mavjudki, Ker f  — JJ bo!ladi. Buning 

uchun U  qism fazoda yotmaydigan ixtiyoriy x0 e L elementan olamiz va 

ixtiyoriy x e L elemental x — ax0 + y, y e U  ko'rinishda yozamiz. Bunday 

yoyiima yagona. f(x ) — a teaglik yordamida aniqlanuvchi chiziqli funksio- 

nalning yadrosi K e rf — L' bo'ladi.

L chiziqli fazoda koo'lchami birga teng bo'lgan qandaydir U  qism fa

zo berilgan bo'lsin. U holda L fazoning U  qism fazo bo'yicha har qan- 

day qo'shni sinfi IJ qism fazoga parallel bo'lgan gipertekislik deyiladi (xusu- 

san, U  qism fazoning o'zi 0 elementni saqlovchi, va’ni koordinata boshidan 

o'tuvchi gipertekislik hisoblanadi). Boshqacha aytganda, L! qism fazoga paral

lel bo'lgan M ’ gipertekislik - bu U  qism fazoni qandaydir e L vektorga 

parallel ko'chirishdan paydo bo'ladigan to'plam, va’ni

M ' — Ij -J- xq — { y : y — x xq. x JL/} .

Ko'rinib turibdiki, agar x0 € L' bo'lsa, M ' — IJ bo'ladi, agarda ^ L' 

bo'lsa, u holda M ' /  U .

Agar /  — L chiziqli fazoda aniqiangan chiziqli funksional bo'lsa, M j — 

{a: € L : /(* ) =  1} to'plam K e rf qism fazoga parallel gipertekislik 

bo'ladi. Haqiqatan ham, f(xo) =  1 bo'ladigan Xq elementni tanlab, ixfciyo- 

riy elementni x — axo + y, y e Ker f  ko'rinishda yozishimizmumkih.

Ikkinchi tomondan, agar M' — koo'lchami birga teng bo'lgan L' qism fa

zoga parallel va koordinata boshidan o'tmaydigan gipertekislik bo'lsa, u holda 

shunday yagona /  chiziqli funksional mavjudki,

M ' = {x : f(x) =  1}
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ho‘ladi. Haqiqata.il ham, M ' =  U  -( xo, xq € L bo'lsin. U holda har qanday 

x e L element yagona ravishda x =  axo+y, y £ L' ko'rinishda tasvirlanadi. 

f(x) =  a tenglik yordamida aniqianadigaii chiziqli funksional izlanayotgan 

funksional bo'ladi. Uning yagonaligi quyidagidan kelib cliiqadi:

Aga.r x € M' da g(x) =  1 bo;lsa, u holda. y € U da g(y) ■= 0 bo‘ladi. 

Bundan

tenglik kelib chiqadi.

Shunday qilib, L chiziqli fazoda aniqlangaii noldan farqli baicha chiziqli 

funksionallar bilan koordinata boshidan o‘tmaydigan L dagi barcha. giperte- 

kisliklar o'rtasida o'zaro bir qiymatli moslik o'rnatildi.

1. Chiziqli funksionalning geometrik rna’nosini tush-untiring.

2. CJ[a,h] fazoda gipertekislikka rnisol kdtiring.

3. C[a, 6] fazoda f(x) =  x(b) chiziqli funksionalni qaraymiz. C[a, 6] fa

zoda M — { f  € C\a, 6] : f(x) =  1} to‘plam gipertekislik ho‘ladimi?

4. f  : V[a, 6] —► R , f(x) =  x(a) chiziqli funksionalning yadrosini to

ping. Ker f  =  Vo[a.b] tenglik to ‘g'rimi?

funksionalning chiziqli ekanligini ko ‘rsating. Tog funksiyalar to ‘plarni

C [—1, l] =  { i e C [ - l ,  1] : x(—i) — — x(t) } uchun C  [ — 1, 1]

C Ker f  munosabat to‘g‘rimi?

6. /  : R3 —* R, f(x) — xt chiziql/i funksionalning yadrosini toping. Bu 

fazoda {a; € R3 : f(x) =  1} gipertekislikni chizmada tasvirlang.

g(a x0 + y) =  a =  f  (a x0 + y)

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar

5. /  : C[— 1, 1] — R va
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25- §. Qavariq to‘piamlar va qavariq funksionallar

L - haqiqiy chiziqli fazo, x va y lining ikki nuqtasi bo'lsin. U hokla

a x -f (1 -  q )  y, a e [0, 1]

ko'rinishdagi barcha elementlar to:plami x va y nuqtalarni tutashtiruvchi 

kesma deyiladi va u [x, y\ biian belgilana.di, ya’ni

[x, y\ =  { ax  + (1 - a) y : a € [0, 1]} .

25.1-ta’rif. Agar M  C L to‘plam o ‘zining ixtiyoriy x,y € M  nuqtala- 

rini tutashtiruvchi [x,y] kesmani ham o ‘zida saqlasa, M ga qavariq to ‘plain 

deyiladi.

25.2-ta’rif, Agar biror x € E  nuqta va ixtiyoriy y € L uchun shunday 

s =  e(y) > 0 son mavjud bo ‘lib, barcha t, 111 < e larda x + ty € E muno- 

sabat bajarilsa, x € E nuqta E c  L to'plamning yadrosiga qarashU deyiladi. 

E c L  to'plamning yadrosi —J(E ) bilan be.lgilanadi, ya’ni

J(E ) =  {:c € E  : 3y e L, Vs =  e(y) >0, Vi € R , |i| < e, x + ty € E} .

25.3-ta’rif. Yadrosi ho ‘sh bo ‘Irnagan qavariq to ‘plam qavariq jism deyiladi.

25.1-misol. R3 fazoda kub, shar, tetrayedr, tekislikda to‘g!ri to!rtburchak,

doira, uchburchak qavariq jism bo'ladi. 4  fazodagi

birlik sliar qavariq jism bo'iadi.

25.2. R2 da to‘g‘ri chiziq (kesma) qavariq to‘plam bo'ladi, lekin qavariq 

jism bo‘lmaydi. Chunki, uning yadrosi bo‘sh to‘plani (mustaqil isbotlang).

Agar M  qavariq to'plam bolsa, u hoida uning yadrosi J(M ) bam qavariq 

to'plamdir. Haqiqatan ham,
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x, y € J (M ) va z — a x + (1 — a) y, a  € [O, 1] 

bolsín. U holda ixtiyoriy a e L uchun shunday £¡ > 0 , £2 > 0 sonlar 

mavjudki, ¡íx| < |í2| < £2 shartni qanoatlantiruvchi barcha ti, t2 

larda x + t\a va y + t2a elementlar M to'plamda yotadi. Bundau kelib chi- 

qadiki, barcha |£| < £ , £ — inin (t'i, £2) larda

a. (x + ía )+ (l—a) (y + ta )—ax + (l—a)y-\-o¡ta+(í—a )ta  — z+ ta€ M, 

ya'ni z € J  (M ).

25.1-teorema. Istalgan sondagi qavariq to'plamlaming kesishmasi yana 

qavariq to ‘plamdir.

Isbot. Faraz qilaylik,

M  -  f]  Ma
a.

bo’ilb, barcha Ma lar qavariq to'plamlar boisin, x va y lar M  ning ikki ix

tiyoriy nuqtasi bo’lsin. U holda x va y nuqtalarni tutashtiruvchi [x, y] kesma 

Ma larning liar biriga qarashli va demak, M ga ham qarashli. Shunday qilib, 

M  haqiqatan ham qavariq to'plarn ekan. A

Shuni eslatib o‘tamizki, qavariq jismlarning kesishmasi yana qavariq jism 

bo‘lavermaydi. Bunga quyidagi misolda ishonch hosil qilish mumkin.

25.3. Tekislikdagi P =  { (x, y) : 0 < x < 1, 0 < y < 1} va Q —

{ (x, y) : 0 < x"< 1, 1 < y < 2 } qavariq jismlarning kesishmasi

P n Q  — { (x, y) : 0 < x < 1, y -  1}

kesmadan iborat bo!lib, u qavariq jism emas (25.2-misolga qarang).

Qavariq to‘piam tushimchasi qavariq fimksional tushuuchasi bilan uzviy 

bog'liq.

25.4-ta’rif. Agar L haqiqiy chiziqli fazoda aniqlangan manfiymas p funk- 

sional

1) p (x + y) < p  (x) + p (y), Vx, y € L,
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2) р(ах) — ар(х ), Va > О va Vx € L shartlami qanoailantirsa, p да 

qavaiiq funktional deyiladi

Biz bu yerda p(x) miqdorni chekli deb feraz qilmaymiz, ya’ni ayrim x € L 

lar uchun p(x) =  oo bo'lishi mumkin. Agar barcha x G L lar uchun p(x) 

chekli boisa, p chekli funksional deyiladi.

25.4-misol. p ; C[a, £>] —> R va

akslantirishning chekli qavariq funksional ekanligini isbotlang.

Isbot. Integralning monotonlik xossasidan, ixtíyoriy x € C[a, b\ uchun 

p(x) > 0 ekanligi kelib chiqadi. Endi bizga C[a, b] fezoning ixtiyoriy x va y 

element,lari berilgaii bo'Isin. U holda

p (x + y )=  |x(í) + y(t)I dt < |x(í) I dt + / \y(i)I di = p  (x) + p (y)

tenglik o'rinli. Demak, p qavariq funksional ekan. lining chekli qavariq funk

sional ekanligi p (x) < (b — a) max |x (í) | tengsizlikdan kelib chiqadi. Д

25.5. q : (7[o, b] —> M va q (x) =  [x] akslantirish chekli bolnxagan 

qavariq funksional bo'lishini isbotlang.

Isbot. q funksionalning manfiymasligi va qavariq funksional ta'riñdagi

1-2 shartlarning bajarilishi funksiya to‘la o'zgarishi xossálaridan kelib chiqadi. 

0 ‘zgarishi chegarafengan funksiyalar mavzusidan ma’lumki, C[0, 1] fezoning 

id (t) — t sm(l/f), x0(0) — 0 elementi uchun q(x0) — V̂ [x] — +oo tenglik 

o'rinli. Demak, q chekli bo'Imagan qavariq funksionalga rnisol bo'ladi. A 

Endi qavariq to'plamlar bilan qavariq runksionallar orasidagi bog‘lanishni 

qarayiniz.

í>

tengsizlik o'rinli. Xuddi shunday ixtiyoriy x va a > 0 uchun
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25.2-teorema, Agar p : L —* R+ qavariq funksional va k > 0 bo‘Isa, u 

holda

qavariq to‘plam bo'ladt. Agar p funksional chekli bo‘Isa, u holda E  to‘pi,am 

yadrosi not elernentni saqlaydigan,

J  (E) — { x € L : p (x) < k}

yadroli qavariq jism ho ‘ladi.

Isbot. Agar x,y e E  va a + ß =  1, a, ß > 0  bcrlsa, u holda

p (ax  + ßy) < p(ax) + p(ßy) =  ap (x ) + ßp(y) < ka + kß =  k,

ya’ni E  — qavariq to'plam. Endi p chekli funksional, p(x) < k , i > 0 va 

y € L bo'lsin. U holda

Agar p(—y) =  p(y) =  0 bo‘isa, u holda ixtiyoriy t uchun x±ty € E  bo'ladi. 

Agar p(—y) , p(y) sonlardan hech bo‘linaganda birortasi noldan farqli bosIsa, 

u holda

shartda x ± t y e E  bo'ladi. Qavariq funksionaluing 6 uuqtadagi qiytnati

Endi k =  1 holni qaraymiz. U holda har qanday chekli p qavariq funk

sional L da 9 € J(E ) bo'ladigan yagona E  =  { x € L : p (x) < 1} qavariq 

jisinni aniqlaydi. Aksincha, E  — yadrosi nol elementui saqlaydigan qavariq 

jism bo'lsin. U holda har bir x € L ga

sonni mos qo'yuvchi akslantirish qavariq funksional bo'ladi (mustaqil isbot- 

lang). Bu funksional E  qavariq jism uchun Minkovskiy funksionali deyiladi.
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E = { x  € L : p(x) < k}

p (x ± t y )< p (x ) + tp (±y)

nolga. teng bo'lgani uchun 9 € J(E ). A



25.5-ta’rif. L haqiqiy chiziqli fazo va Lq uning biror qism fazosi bo'lsin. 

Lq qismfazoda /0 chiziqli funktional va L fazoda f  chiziqli funktional beril- 

gan bo'lsin. Agar ixtiyoriy x € Lq uchun f(x) =  fo(x) tenglik hajanlsa. f  

chiziqli. funktional, /0 funksionalning L fazoga davomi deyiladi.

Funksionalning davomi bir qiymatli emas. Funksionalning ixtiyoriy davomi 

rnaqsadga muvofiq emas. Odatda fimksionalni qandaydir shartni saqlab qoigan 

holda davom efctirish fcalab qilinadi.

25.3-teorema (Xan Banax). Aytaylik, p — L haqiqiy chiziqli fazoda 

aniqlangan qavariq funktional va Lq — L ning qism fazosi bo ‘Isin. Agar Lq 

da aniqlangan /0 chiziqli funktional

/0 (x) < p ( x ) x  € L0 (25.1)

shartni qanoatlantirsa. u holda /0 ni L da aniqlangan va L da (25.1) shartni 

qanoaUantinivchi f  chiziqli funksionalgacha davom ettirish m.umkin.

Isbot. Lq ^  L  bo‘lga.n holda /0 chiziqli funksionalni Lq dan kengroq 

bo'lgan qism fazogacha (25.1) shartni saqlagan holda chiziqli davom et

tirish mumkinligini ko'rsatamiz. Lq ga qarashli bo'lmagan ixtiyoriy z € L  

elementni olamiz. bilaii Lq va 2 elementlardan iashkil topgan qism fa- 

zoni belgilaymiz. L ^  quyidagicha ko:rinishdagi elementlardan tashkil topgan

{tz -f- X, t £  IR, X £ .Lq} .L ^ .

Agar fi fuaksional /0 ning iP^ qism fazogacha chiziqli davomi boisa, u 

holda

/1 (i s + -x) =  /1 (i z) + fi (x) =  t f i( z )  + /0 (x ), 

yoki fi(z) =  c deb oisak,

f i( tz  + x) =  tc + f0 (x)
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tenglik o'rinli boiadi. Endi c ni shunday tanlaymizki, f i funksional (25.1) 

shartni qanoatlantirsin, ya’ni

/1 (tz + x) = tc  + /0 (x) < p (t. z + x) (25.2)

tengsizlik bajarilsin. Agar t > 0 bo'lsa, (25.2) shart quyidagi shartga teng

kuchli:

c+/.(f) <)>(* + f) yoki <=<p(* + f)-/o(f)

i < 0 boisa,

¿ + /o(f) > - p ( - z - f )  yoki c > - p ( - * - | ) - / o ( f ) .

Bu ikkala shartni qanoatlantiruvchi c son bar doim inavjudligini ko'rsatamiz.

Z/q qism fazodan. olitigan ixtiyoriy y' va y" elementlar uchun

-/0  (?/') + P (y" + z )>  -fo (y) - p (~y' - z) (25.3)

tengsizlik o'rinli. Haqiqatan ham, bu tengsizlik quyidagi tengsizlikdan bevosita 

kelib chiqadi:

/0  (y") ~ /0  (y') =  /0  (?/' - y ')< p  (y" - y') =

=  F ( ( /  + 2) + (-V - 2)) < p (y" + +p (- 1/  - z ) .

Endi

c" =  inf {- M y ”) + F(y" + 2)), c' =  sup (-fo(y') -  p(—y' - 2 ))
» s'

deb olamiz. (25.3) tengsizlik ixtiyoriy y' va y" lar uchun o‘rinli bo!lganidan

c" > d  ekanligi kelib chiqadi. Agar c sonini d' > c > d qo‘sh tengsizlikni

qanoatlantiradigan qilib tanlasak, 11 holda

f i (Iz  + x) =  tc + f,) (x)
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formula bilan aniqlangan fy funksionaî chiziqli va (25-1) shartni qanoatlanti- 

radi.

Shunday qilib, biz /0 funksionaini î.q qism fazodan undan kengroq bo'îgan

Agar L chiziqli fazoda sanoqlita Xi, x2, xn, ... elementlax sistemasi 

mavjud bo'lib, bu sistemani saqlovchi L ({r*-}) minimal qism fazo L ning 

o'ziga teng bo'lsa. u hoida /0 funksionalni

kengayib boruvchi qism fazolarda yuqoridagidek aniqlab, /0 funksionalni L 

fazogacha (25.1) shartni saqlagan liolda davom ettirish mumkin.

Agar chiziqli qobig‘i L ga teng bo'ladigan sanoqli sistema mavjud boimasa, 

u holda teoremaning isboti Sorn lemmasi yordamida nihoyasiga etkaziladi ([lj

25.6. L — C[— 1, 1] uzluksiz funksiyaîar fazosi va uning qism fazosi Lq =  

{x € (7[— 1, 1] : suppar c  [0, 1]} ni qaraymiz. Lq qism fazoda /0 chiziqli 

funksionalni quyidagicha aniqlaymiz:

L — C[— 1, 1] chiziqli fazoda /  va p funksionallarni quyidagicha aniqlaymiz:

/  (x) — x (L) y0(t) dt + x (t) dt, p(x) - 2 max | x(t) | , x € L

Quyidagicha savollar qo'yamiz.

1) /0 funksionaî (25.1) tengsizîikm qanoatlantiradimi?

2) /  funksionaî / 0 funksionalning L fazogacha davomi bo'îadimï?

3) yo € <7[— 1, 0] qanday tanlanganda /  funksionaî Xan-Banax teoremasi- 

ning shartlarini qanoatlantiradi?

iß ) qism fazogacha (25.1) shartni saqlagan holda chiziqli davom ettirdik.

ga qarang). A
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Yechish. fo funksional (25.1) tengsizlikni qanoatlantiradi. Haqiqatan ham, 

i i

fo (x) =  J  x (i) dt < I  maXj | x (t) \dt =  2 m a^ \x(t)\ =  p (x), x € L0. 

-i -i

Agar x € Lo, bo'lsa u liolda

J x ( t) y0(t) dt - 0

bo‘ladi. Shuning uchun, barcha yo € C[—1, 0] larda f  (x) =  jo (x) , x € ¿o 

Len.gl.ik o'rinli. Dernak, barcha yo lar' udiun f  fuuksionai ./<> fuuksionalning 

L fazogadla davorni bolSadi. Nihoyat,

|y0(í)| dt + J  max \x(t)\ dt <

< 2 max |x(í)| =  p(x) , i e L  
~~ -i<í<i 1 w  w

tengsizlik,

I  | yo (í) | dt = c < 1

shartni qanoat lantiruvdii barcha yo € C[—1,0] larda o‘rinii. Demak, c € 

[0, 1] bo’lsa, Xan-Ba.tiax teoreniasining shartlaxi bajariladi. Shuuday qilib fo 

funksionalni (25.1) shartni saqlagan holda cheksiz ko'p usul hilan L fazogacha 

davom ettirish mumkin ekan.

Endi Xan-Banax teoremasining kompleks variantini isbofc qilamiz.

25.6-ta’rif. L — kompleks chiziqli fazo va unda aniqlangan rnanfiymas p 

funksional berilgan bo ‘¡sin. Agar ixtiyony x. y € L va ixtiyony a € C uchun 

p(x + y) < p(x) + p(y) va p(ax) =  |a| p(x) shartlar bajarilsa, u holda p 

qavariq funksional deyüadi.

25.4-fceorema (Xan-Banax). p — L kompleks chiziqli fazoda aniqlangan 

qavariq funksional. fo esa Lo qism fazoda aniqlangan bo ‘lib.

\fo(x)\<p(x), X €  Lo
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shartni. qanoatlantiruvchi chiziqli funksional ho ‘Ism. U holda butun L da aniq- 

langan va

f  (x) =  /0 (x) /  Vx € Lq, I /  (x) | < p(x) , Vx € L

shartlami qanoatlantiruvchi f  chiziqli funksional mavjud.

Ishot. L va L0 fazolarni haqiqiy chiziqli fazo sifatida qarab, mos ravishda 

Lr  va Loffi bilan belgilaymiz. Tiishunarliki, p funksional Lr  da aniqlangan 

qavariq funksional bo'Iadi, ¡or (x) — Re fa (x) esa

I ,/Ofl (x) I < p (x) , X e i.()R (= I-o)

shartni, bundan esa foR(x) < p(x) shartni qanoatlantiruvchi Lor da.gi 

haqiqiy chiziqli funksional bo‘ladi. 25.3-teoreinaga ko‘ra, Lr  da aniqlangan 

va

/fi (x) < p (x) , x e Lr (= L ), 

fit (x) =  foR (x) , x € Lor (= /-0) 

shartni qanoatlantiruvchi }'r chiziqli funksional mavjud. Tiishunarliki,

—fn (*) =  fn (-■'■) < p (~x) =  p (x ).

Demak,

\fn (x) ! < p(x). x € Lr (= L) (25.4)

Endi /  funksionalni L da quyidagicha aniqlaymiz.

/  (a ) =  / b  (®) -  i Ir ( « 0  ■

Murakkab bo'hnagan hisoblashlar yordamida ko'rsatish mumkinki, f  — L 

kompleks chiziqli fazoda aniqlangan chiziqli funksional bo'ladi bamda

/ (x) =  fa (x) , Vx € I/0, Ref(x) =  fR {x), Vx € L.
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Ixtiyoriy x e L uchun |/(.r)| < p(x) ekanligini ko'rsatsak. teorema is~ 

bot boladi. Teskaridan faraz qilamiz. Biror xo € L uchun |/ (x0) | > p(x0) 

bolsín. /  (x0) kompleks sonni /(x 0) =  p'e№, p > 0 ko'riaishda yozamiz va. 

i/o — e~vpXQ deb olamiz. U holda

fn (yo) — -Re f  (yo) =  He [e~l¥7  (x0)] =  p > p (x0) =  p (y0) .

Bu esa (25.4) shartga zid. A

Mustaqil ishlash uchun savol va topshíriqlar

1. V0[a, 6] qism fazoda aniqiangan f0(x) — x(b) funksional uchun f  : 

V[a, 6] —► R , f(x) =  a x(a) + x (b) funksional uning davorni bo'ladimi? 

p(x) — |x(a)| + \x(b)\, x € V[a,b] funksional qavariqmi? Parame.tr 

a e R  ning qanday qiyrnatlarida bu funksionallar uchun 25.3-teorema 

shartlari bajariladi 9

2. Yadrosi bo‘sh to‘plam bo‘lgán qavariq to'plamga misol keltiring.

3. IR2 fazoda qavariq va qavariq bo'lmagan funksionalga misol keltiring. 

Bu fazoda px (x) =  x\ + va p2 (x) =  y/xj T x f funksionalhmi 

qavariqlikka tekshiring.

4. 25.6-rnisolda keltirilgan /o va f  funksionallaming chiziqli ekanligini 

ko 'rsating.

5. 25.6-rnisolda keltirilgan p akslantirishning chekli qavariq funksional ekan

ligini ko ‘rsating.

8. Berilgan E { x e C [a, b] : max | x (t) I < 1} qavariq jisrnna rnos
a < t < b

Minkovskiy funkstonulini quring.

7. p : R2 —> R, p(x) =  |3’i+ x 2| funksional,ning chekli qavariq funksio

nal ekanligini ko‘rsating. Unga mos E — { i G I 2 : p(x) < 1} qavariq 

jismni R 2 fazoda chizib ko ‘rsating.



26- §. Chiziqli normalangan fazolar

Chiziqli fazolarda elementlarning bir-biriga yaqinligi degan tushuncha yo‘q. 

Ko'plab amaliy masalalarm hal qilishda elementlarni qo'shish va ularrxi songa 

ko'paytirish amallaridan tashqari, elementlax orasidagi masofa, lüarning yaqin

ligi tushunchaani kiritishga zarurat to‘g:iladi. Bu bizni normalangan chiziqli 

fazo tushunchasiga olib keladi. Normalangan fazolar uazariyasi S.Banax va 

boshqa rnatematiklar tomonidari rivojlautiril'gan.

26.1-taYif. L chiziqli fazo va unda aniqlangan p funksional berilgan 

bo ‘Isin■ Agar p qityidagi uchta shartni qanoatiantirsa, v.nga norma deyiladi:

1) p(x) > 0, Vx e L; p(x) — 0 -4=> x =  9;

2} p(ax) — |a| p(x), Va e C, Vx e L;

3) p(x + y) < p(x) + p(y), Vx, y € L.

26.2-ta’rif. Norrna kiritilgan L chiziqli fazo chiziqli normalangan fazo 

deyiladi va x € L elementning normasi ||a:|| orqali bdgilanadi.

Agar L — normalangan fazoda x, y € L elementlax jufti uchun

p(x,y) =  \\x-y\\

sonni mos qo‘ysak, p funksional metrikaning 1-3 a.ksiomala.rini qaaoatlantiradi 

(19.1-ta’rifgaqarang). Metrika aksiomalarining bajarilishi normaning 1-3 shart- 

laridan bevosita kelib chiqadi. Deinak, har qandav chiziqli normalangan fazoni 

inetrik fazo sifatida qarash manikin. Metrik fazolarda o‘rinli bo'lgan barclia 

tasdiqlax (malumofclar) chiziqli normalangan fazolarda harn o‘rinli.

X  chiziqli normalangan fazoda {x„} ketma.-ketlik berilgan boisin.

26.3-ta’rif. Fdi.ror x € X va ixtiyoriy e > 0 uchun shunday «o =  «o(e) >

0 rnavjud bo‘Ub; barcha n '>  n<j larda j|arn — arjj < s tengsizlik bajarilsa, {xn} 

kctma-ketlik x € X  elementga yaqinlashadi deyiladi.

26.4-ta’rif. Agar ixtiyoriy e > 0 son uchun shunday no =  no(e) > 0
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bajarilsa, {xn} ketma-ketlik fundamental deyiladi.

'26.3 va 26.4 ta’riflanxi 20.6 va 21.1 ta’riñar bilan taqqoslang.

26.5-ta’rif. Agar X chiziqli normalangan fazodagi ixtiyoriy {xn} funda

mental ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo Isa, u halda X to 'la normalangan fazo 

yoki Bañas, fazosi deyiladi.

Bu ta’rifhi quyidagicba aytish mvimkin: agar (X ,p), p (x, y) — |jx — y|| 

metrik fazo to‘Ia bolsa, u holda X to‘la, normalangan fazo deyiladi.

Chiziqli normalangan fazolarga misollar keltiramiz.

26.1-inisoI. L =  M. — haqiqiy sónlar to'plami. Agar ixtiyoriy x € R  soni

uchun =  |x| soimi mos qo'ysak, R  normalangan fazoga aylanadi.

26.2. L — C kompleks sonlar to'plami. Bu yerda ham norma yuqoridagidek

funksionallar norma shartlarini qanoatlantiradi. R” chiziqli fazoda ||«¡| nor

ma kirinilgat! bolsa, uni R" agar ¡¡«ü^ norma kiritilgan bolsa, uni R£> deb 

belgilaymiz (19.3-19.5, 19.11-misollar bilan taqqoslang).

26.4. L — Cn — n olchamli kompleks chiziqli fazo. Bu fazoda

funksional norma shartlarini qanoatlantiradi.

26.5. C[a, &] — [a, 6] kesrnada aniqlangan uzluksiz funksiyaiar fazosi. 

Bu fazoda f  € C[a, b] elementning uormasi (19.6-misol bilan taqqoslang)

kiritiladi: ¡]̂|| =  |.;j .

26.3. L — M.n — n olchamli haqiqiy chiziqli fazo. Bu fazoda

r  „  \ -1

=  max |xfc|, x € R" 
1

n



tengiik bilan aniqianadi. Xuddi 26.3-misoldagidek C[a, ?>] chiziqli fazoda nor

ma

ü/ii, - f\ m\ dt
J  a

formula vositasida kiritilgan bo‘lsa, uni Ci[a, í>] (19.9-misol), agar norma

Wf\\2=\l l b \ f(t)? d t

V
tengiik orqali kiritilgan bolsa uni C2[a,, b] (19.8-misolga qarang) deb belgi-

Quyida biz chiziqli fazo va unda kiritilgan normalarni beramiz.

26.8. (2 fazoda x elementning normasi quyidagicha kiritiladi:

№ =

\ k=l

26.7. co, c, m fazolarda x elementning normasi quyidagicha kiritiladi:

||a:|| =  sup .
l< n < oo

t2, Co, c va m fazolarning aniqlanishi 23.5-23.8 misollarda keltirilgan.

26.8. M[a, 6] — bilan [a, í>] kesmada aniqíangan barcha chegaralangan 

funksiyalar to'plamini belgilaymiz. Bu to'plam odatdagi funksiyalarni qo'shish

(23.3)va songa ko'paytirish ((23.4)ga qarang)amallariga nisbatan chiziqli fazo 

tashkil qiladi. Bu fazoda aniqíangan

p(x) - sup \x (í)| , x e  M  [a, 6] (26.1)
a<t<b

funksional norma shartlarini qanoatlantiradi va M  [a, 6] chiziqli normalangan 

fazo bo'ladi.

26.9. CW[a, 5]— bilan [a, 6] kesmada aniqíangan n marta uzluksiz difle- 

rcnsiallanuvchi funksiyalar to'plamini belgilaymiz. C^[a, 6] to'plam odatda

gi funksiyalarni qo'shish va songa ko'paytirish amallariga nisbatan chiziqli fazo

256



täshkil qiladi. Bu fazoda auiqlangan

П

funksioual normaning 1-3 sharfclarmi qanoatlantiradi.

26.10. [a, b] kesmada aniqlangan o'zgarishi chega.raiangan funksiyalar fa- 

zosi V[a, 6] (23.11-misolga qarang) ni qaraymiz. Bu fazoda

funktional norma aksiomalarini qanoatlantiradi va V [a, b] chiziqli nonna- 

langan fazo bo'ladi.

Endi Banax fazolariga misollar keltiramiz.

Yechish. To'la metrik fazokir (21-paragraf) mavzusidan ma’lumki Rn,

C[a, 6], Cp, p > 1, с, со lar (21.3-21.7 misollarga qarang) to‘la metrik 

fazoiar edi. Shuning uchun ular tola, nórmala,ngan fazolar, ya’ni Валах fazolari

26.12. Cafo, b] to‘la boirnagan (21.8-misolga qarang) metrik fazo edi.

Biz yuqorida chiziqli fazoning qism fäzosi tushunchasini kiritgan edik, ya’ni 

agar ixtiyoriy x,y £ Lq elëmentîar va ixtiyoriy a, ß sonlar uchun ax+ßy  € 

Lо bo‘lsa, bo‘sh bo'lmagati La с  L qism to'plam, qism fazo deyilar edi.

Normalängan fazolarda yopiq qism fazolar, ya’ni barcha limitik nuqtalarini 

o£zida saqlovchi qism fazolar muhirii ahamiyatga ega. Ghekli o‘lchamli rior- 

malangan fazolarda har qanday qism fazo yopiqdir. Cheksiz o‘lchamli nor

malangan fazolarda qism fazolar doim yopiq bo‘lavermaydi. Quyida. keltiri- 

iadigari rnisol fikrimizni tasdiqlaydi.

p : V[a, b]->R, p(x) =  |ж(а)| + V*[x] (26.3)

26.11. R”, K.”, C[a, o], Cp, p > 1, c, q> fazolarni to!laükka teksliiring.

bo‘ladi. Д

Shuning uchun 6г[о, 6] to‘la bolmagan normalangan fazóga misol boladi.

26.1. Normalangan fazoning qism fazosi



26.13. Uzluksiz funksiyalar fazosi <7[a, b\ dagi barcha ko'phadlar to'piami 

qism fazo tashkil qiladi, lekin u yopiq ernas. Bunga ishonch Iiosil qilish uchun

t2 tn 
PnW =  l  + t + ÿ+ - - ‘ + ^

ko‘phadla.r ketma-ketligini qaraymiz. Ravshanki, {P„} fondamental ketma- 

ketlik bo'lib, uning limiti x(t) =  é  ga teng. x(t) =  ê  funksiya esa ko!phad 

emas.

Normalangan fazolarda. asosaii yopiq cliiziqli qism fazolarni qaraymiz. Shu- 

ning uchun 23-§da kiritilgan qism fazo atamasiga o'zgartirish kiritish tabiiydir.

26.6-ta’rif. Agar L normalangan fazoning Lq C L qism, to'plamida ix- 

tiyoriy x, y € Lq elernentiar va ixtiyoriy a, /? sonlar uchun ax 4- j$y € Lq 

bo ‘Isa Lq chiziqli ko ‘pxillüik deyiladi. Agar Lq c  L qism to ‘plam yopiq chi

ziqli ko'vxïilüik bo'lsd, Lq qism to ‘plam L ning qism fazosi deyiladi.

26.14. Uzluksiz funksiyalar fazosi C[— 1, 1] dagi barcha toq funksiyalar 

to‘plami C~[— 1, 1] (‘23-§ning 4-chi topshirig'iga qarang) cliiziqli ko:pxillilik 

tashkil qiladi va u yopiq. Haqiqatan ham. { x„] toq funksiyalar ketma-ketligi 

biror x € C[— 1,1] elementga yaqinlashsin. U holda

x (-1) =  lim xn (- t) =  lim (~xn (t)) =  - lim xn(t) =  -x (t) .
n—> OO «--.+00 « —>co

26.15. [a, b\ kesmada aniqlangan va x (a) — 0 shartni qanoatlantiruvchi 

o'zgarishi chega.ralangan funksiyalar to‘plamini Vq[a, 6] bilan belgilaymiz. 

Ma’lumki, V q [ ü , /?] to‘plam V[a, 6] fazoning (23.15-misoIga qarang) qism 

fazosi. ya’ni yopiq chiziqli ko!pxillilik boladi. Bu fazoda ham x elemeutning 

normasi (26.3) tenglik bilan aniqlanadi. (26.3) tenglik I/o [a, b] fa.zoda.quyidagi 

ko‘rinishga ega bo‘ladi:

11*11 =  VaM (26.4)

va u norma. aksioinalarini qanoatiantiradi. Demak, Vo[a, 6] to‘pla.m chiziqli 

normalangan fazo bo‘!adi.
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26.16. [a, b] kesmada aniqlangan va x(a) =  0 shartni qanoatlantiruvchi 

absolyut uzluksiz funksiyalar to'plamini ACq[o, b] bilan belgilaymiz. Ma’lurn- 

ki, ACo\a, 6] to‘plam Vo[a, b] fazoning (26.15-misolga qarang) qism fazosi 

bo‘ladi. Shuning uchun bu fazoda ham x elementning normaai (26.4) tenglik 

bilan aniqlanadi va AC'o[a, 6] tx/plam chiziqli normalangan fazo hosil qiladi.

Bizga L normalangan fazo va, uning L0 C L qisra fazosi berilgan bo'lsin. 

P  — L/Lq faktor fazoni qaraymiz va unda normani quyidagicha aniqlaymiz. 

Har bir £ € P  qo'shni sinfga

sonni mos qo'ysak, bu funksional norma aksiomalarini qanoatlantiradí. De- 

mak, L/Lo faktor fazo ham normalangan fazo bo'Iar ekan.

Agar L to‘la normalangan fazo boisa, L/Lq faktor fazo ham (26.5) nor- 

maga nisbatan to‘la fazo bo'ladi (1|.

26.17~misol. Faktor fazoga misol keltirishni tushunish nisbatan osonroq 

bo'lgan R3 fazodan boshlaymiz. L — R3 fazoning sos qism fazosi U =  

{(¡»i, x2,x%) € R3 : x$ — 0} ni qaraymiz va L jU  faktor fazoning element- 

larini, ya’ni qo‘shni sinflarning tavsifini beramiz. Ma’lumki,

bo'lishi uchun xs — y-¡ bo'lishi zarur va yetarli. Dernak, L jU  faktor fazoning 

elementlari Ox\x2 tekislikka parallel bo‘lgan tekisliklardan iborat. Masalan, 

(a, b, c) € R3 nuqtani o'zida saqlovchi £ qo'shni sinf 0xix2 tekisligiga paral

lel bo‘lgan £3 — c tekislikdan iborat. Bu faktor fazoda f  elementning normasi

tenglik bilan aniqlanadi. Bu faktor fazoning o'lchami 1 ga teng va u to'la 

normalangan fazo.

26.2. Normalangan fazoning faktor fazosi

(26.5)

x - y  =  (xi - x2, x2 - y2) x-s - y3) € t i



26.18. Lp[a, 6] faktor íazoni (23.18-misolgaqarang) qaraymiz. Agar Lp[a, 6] 

dan olingan liar bir £ qo'shni sinfga uning ixtiyoriy /  € £ vakili yordamida 

aniqlanuvchi va vakilning tanianishiga bog'liq bo'lmagan

sonni mos qo'ysak, bu funkskmal norma sbarfclarini- qanoatSantiradi. Demak, 

Lp[a, b], p > 1 chiziqli normalangan fazo bo‘iadi. Bu fazo [a, b] kesmada 

aniqlangan va p — chi darajasi bilan Lebeg ma’nosida integrallanuvchi ekvi- 

valent funksiyalar fazosi deyiladi. Barcha p > 1 larda Lp[a, b] fazo to‘la 

uormalaagan fazo, ya’ni Banax fazosi bo'ladi [1].

26.19. O'zgarishi chegaralangan funksiyalar fazosi V[a, 6] ni (26.10-misoi- 

ga qarang) qaraymiz. Unda o'zgarmas funksiyalardan iborat U  =  {x € 

V[a, b] : x(t) — const} bir o'lchamli qism fazoni olamiz. Endi V[a, 6] 

chiziqli fazoning U  qism fazo bo'yicha faktor fazosini qaraymiz. Faktor fazo 

ta’rifiga ko'ra x, y e l7 [a, 6] elementlar bitta qo'shni sinfda yotishi uchun 

x(t) — y(t) s  const bo‘lishi zarur vayetarli. Boshqacha aytganda y € V[a, 6] 

elernent x elementni saqlovclíi £ qo'shni sinfda yotishi uchun y(t) =  x(t) — 

(7, C =  const ko'rinishda tasvirlanishi zarur va yetarli. Ma’lumki, bar qan- 

day faktor fazoda £ elementning normasi quyidagicha aniqlanadi:

O'zgarishi chegaralangan funksiyalar xossalaridan ma’lumki, istalgan C  o‘z- 

garrnas uchun

tenglik o'rinli. |.i'(a) — C\ ning aniq quyi chegarasi esa nolga teng. Bulardan 

foydalanib, (26.7) ni quyidagicha yozish muinkin:

(26.6)

!|£|| =  in f Hvll -  inf (\x{a) - C | + V¿[x - C\) . (26.7)

U\\ =  Va[A: va X(a) =  °- (26.8)
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(xi, Xi) ^  0 bo‘lgani uchun, barcha i € (1.2,.. _,•»}. larda =  0 bo'ladi.

27.4-ta’rif. Agar {a:**} sistemani o'zida saqlovchi minimal yopiq qismfazo 

E fazoning o‘ziga teng bo'lsa, u holda {¡ta} sistema to'la deyiladi.

27.5-ta’rif. Agar {xa} ortonormal sistema to'la bo'lsa, u holda bu sistema 

E fazodagi ortonormal (ortogonal normalangan) bazis deyiladi.

Ravshanki, agar {;ca} ortogonal sistema bo'lsa. u holda

ortonormal sistema bo'ladi.

27.1-misol. Rn =  {x =  (aq, x2, ■. ■ ■ xn) , xt € R} — n o'ichamli Evklid 

fazosi. Bu fazoda skalyar ko'paytma quvidagicha kiritiladi

n

{x, y) =  XiVt' 
i = 1

Bu fazoda {ek - (0 . . . . , 0,1, 0 , . . 0)}fc=1 vektorlar sistemasi ortonormal 

k
bazisni tashkil qiladi.

27.2. Kvadrati bilan jamlanuvchi ketma-ketliklar fazosi, ya’ni £2 niqaraymiz. 

Bu fazoda skalyar ko'paytma quyidagicha kiritiladi

OC

(x,y) = Y h Xiyi- 
2=1

£2 fazoda ortonormal bazis sifatida (23.8) tengiik bilan aniqlanuvchi {en}£Li 

vektorlar sistemasini ojish mumkin.

27.3. 6] fazoda skalyar ko'paytma quyidagicha kiritiladi

( f ,g )=  f  f( t)g (t)d t . (27.4)
J  a

Bu fazoda ortogonal (normalanmagan) bazisga

1 2 7T n t 2irnt
-, eos----, son-----, n =  1,2,...
2 b — a b — a

funksiyalardan tashkil topgan trigonornetrik sistema miso! bo'ladi.

265



27,4. L2[a, 6] fazoda ham /  va g elementlarning skalyar ko'paytmasi

(27.4) tenglik bilan aniqlanadi.

27,6-ta’rif. Agar E  Evklid fazosinihg hamma yerida zich bo ‘Igan sanoqli 

to ‘plain mavjud bo ‘Isa, E  separabel Evklid fazosi deyiladi

Yuqorida keltirilgan Rn, £2, C2[a, 6] va L2[a, b] fazolar (19.-3-19.6 misol- 

larga qarang) separabel Evklid fazolariga misol bo'ladi. Har qand'ay separabel 

Evklid fazosidagi ixtivoriy ortonormal sistema ko'pi bilan sanoqiidir. Mustaqil 

isbotlang.

27,1-teorema (Ortogonallashtirish jarayoni). Bizga E Evklid fazosida 

chiziqli bog ‘lanmagan

/ 1, /2, (27.5)

elementlar sistemasi berilgan bo'lsin. U holda E  Evklid fazosida quyidagi 

shartlarni qanoatlantiruvchi

01, <h, . . . ,  <f>n, ■ ■ ■ (27.6)

sistema mavjud:

1) (27.6) ortonormal sistema.

2) Har bir <f>n element f lt f2, . . . , f n elementlarning chiziqli komMnatsiya- 

sidan iborat, ya’ni

tyn ~  ®nl/l H- <̂«.2/2 ~b ■ '' ~b &nnfn> ann :> 0 j

3) har bir fn element

fn  =  bnl 01 +  bn2 02 +  • ■ • +  bnn <j>n , bnn >  0

9 ko ■rinishda tasvirianadi.

4) (27.6) sistema,ning har bir dementi 1-3 shartlar bilan bir qiymatli aniqlana

di.
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Isbot. <t>i elernent, an /1 ko'rinishda izlanadi va «n 

( ¿ 1 ,  <£i) =  a ? i  ( / 1 ,  / 1 )  =  1 

shartdan aniqlanadi. Bu yerdan

au =  V E T a ! =  Í M  > °'

Ko'rinib turibdiki, ó 1 bir qiymatli aniqlanadi. Fa-raz qilaylik, 1-3 shartlarni 

qanoatlantiravchi <pk, k € {1,2,..., n —1} elementlar qiirilgan bo!lsin. Ushbu

'4*11 — fn (fn’> 4>l) 4*1 (/«■! 02) 4*2 ~ — (/«; 0n-l) <?n-l

elementni kiritamiz. Ko‘rsatish muxnkinki, agar k £  { 1,2,__ , n — 1} bo!lsa,

(^ft, 4>k) =  0 bo‘ladi. (^n, V>„) =  0 tenglik (27.5) sisfcemauing ehiziqli erkli 

ekanligiga zid, shuning uehun ($n, V'n) > 0 • Endi

x ^n Ón --  /-------------

y/(4'n,i>n)

deymiz. »̂n vektorning qurilishiga ko‘ra u /i, /2, •••,-/« vektorSarning chi- 

ziqii kombinatsiyaai va demak, én ham ularning ehiziqli kombinatsiyasi, ya’ni

4>n — anifi 4- an2/2 + • • • + fflnn/», bu yerda o*« =  — L  > 0.
v (% , Vn)

Blindan tashqari (<?>„, <¿>n) =  1, (<pn, <¡>k) =  0, (k < n) va

fn  =  6)il 4*1 “I" «̂2 02 ‘ ’ "4* n̂n fci bnn — (¿nn =  V {4*n-, 4 n ) 0,

ya’ni (j>„ teorema shartlarini qanoatlantiradi. A

(27.5) sistemadan 1-3 shartlami qanoatiantiruvchi (27.6) sistemaga o‘tish 

ortogonallashtirish jarayoni deyiladi. Ko'rinib turibdiki, (27.5) va (27.6) sis- 

temalardau hosil bolgan qisra fazolar ustma-us!; tushadi. Bundan kélib ehiqadi- 

ki, bu sistemaSar bir vaqtda tola yoki tola einas.

27.1-natija. Har qanday sepa,rabel Evklid fazo sida sanoqli ortonormai bazis 

mavjud.
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Isbot. {ij>n} C Et Evkiid fazosining hamnia yerida zich sanoqli to'plam 

bolsín. Undan chiziqli bog'langan elementlarni ehiqarib tashlab. qolgan {/„} 

sistemaga ortogonallashtirish jarayonini qo'llab, ortonormal bazisni hosii qila- 

miz. A

27-1. Bessel tengsizligí. Yopiq ortogonal sistema 

Bizga n —o'ichamli E  Evkiid fazosi va. uning ei, e2, . . . ,  en ortonormal 

bazisi berilga.ii bo'lsin. U holda ixtiyoriy x e E  elementni

n

x = cte* (27-7)
k—l

yoyilma ko'rmishda yozish mumkin, buyerda c* — (x, e&) , ■ k € {1, 2, ...,.n}. 

Bu yoyilmani cheksiz o'ichamli Evkiid fazolari uchun qanday umumlashtirish 

' mumkinligini ko'rib chiqamiz. Bizga E  Evkiid fazosining (

\
4>i, fa, (27.8)

ortonormal sistemasi va /  6 E  ixtiyoriy elementi berilgan bo'lsin. f  elemeut-

ga

Ck =  if , <Pk), k =  1, 2, . . . ,  n , . . .  (27.9)

sonlar ketmarketligini mos qo'yamiz va q¡ sonlar /  elernentniiig koordinata- 

iari yoki {èn}  sistemadagi Furye koeffitsiyentlari deyiladi.

OO

J 2 c* ̂  (2 7 lo)
k-l

formal qator esa /  elementning {<pn\ ortonormal sistema bo'yicha Furye 

qatori deyiladi.

Quyidagicha savol tug'iladi. (27.10) qator yaqiiilashuvchimi? Ya’iii qator- 

ning qismiy yig'indilari ketma-ketligi

^  ' cfc fik — fn 
k~l
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biror elementga yaqinlashadimi? Agar {/„} ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo'lsa, 

u holda (27.10) qatornmg yig'indisi /  ga teng boiadimi?

Bu savollarga javob berish uchun quyidagi masalani qaraymiz. Berilgan n 

natural son uchun ak, k € {1 ,2 ,... ,n} koeffitsiyentlarni shunday tanlash 

kerakki. /  va
n

Sn = YLak<t>k (2.7.11)
k=i

yig'indi orasidagi || /  — S„|| masofa minimal bo'lsin. Bu masofa kvädratini 

hisoblaymiz. (27.8) ortonormal sisteraa boigani uchun

II /  - S n f =  ( /  “  E  a* fa ’ f  ~ X  CXk $k 
\  k = 1 ¿ = 1  )

f  ” \ (  ” \ /  ” " \
= (f, f) -  I /, 2J ak fa J -  ( 2_j ak fa’ /)  1 (X CVk fa> zJ aj vj j =

V *=i /  \fc=i / \fc=i =̂1 /

=  (/> /) - 2 E  (/> &) + ]C  =  
k - l  k = 1

= 11 f ! 112 ~ 2 2 a*Ck+ E  + J 2  $  - 2  c* =
fc=l A:=l fc=l A-=l

h i / ii2+ x > * - c*)2- x :4- 
¿=1 *:=i

Bu ifoda barcha fee {1,2,..., n} larda

ak — ck (27.12)

bo'lgan holda minimumga erishadi. Bu holda

n

ll/-5„||2^ ll/ll2- E 4 -  (27.13)
k = l

Biz isbotladikki, (27.11) ko'rinishdagi yig'indilar ichida /  elementdan Purye 

qatorining
n

fn  — /  "I C'ktftk 

k=l
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Bu tasdiqning geometrik ma’nosi shundau iboratki,

n

f  ~ £  (' k 
k= 1

vektor cfix, 4>2, - • •, <t>n vektoriarning barcha ehiziqli kombinatsiyaláriga orto

gonal, ya’ni /  — Sn element tj>i, <h> •••A n  vektorlardan hosil bo'lgan qism 

fazoga ortogonal bo'lishi uchun (27.12) shartning bajarilishi zarur va yetarlidir.

II f  — 5n||2 > 0 bo'lgani uehun (27.13) tenglikka ko‘ra

¿ 4  < ll/ll2- 
k= 1

Bu tengsizlik ixtiyoriy n € N uchun o‘rinli, shunday ekan.

OO

E < í  ■ 
fc=i

qator yaqitilashuvchi va
OO

E 4 <  l l / l l2 . (27.14)
k= l

So‘nggi (27.14) tengsizlik Bessel tengsizliyi deyiladi.

27.7-ta’rif. Agar ixtiyoriy f  6 E uchun

OO

£ ( / , 4 ) 2 H I / | | 2 (27.15)
k=1

tenglik o‘nnli bo‘Iso,, {(¡>n} oiionorrnal sistema yopiq sistema deyiladi. (27.15) 

tenglik Parsevat tengligi deyiladi.

(27.13) tenglikdan kelibchiqadiki, {<fin} ortonormal sistemaningyopiqbo'lishi 

uchun, har bir /  € E  da
OO

E
;

Ck<Pk

i

Furye qatorining qismiy yig'indilar ketma-ketligi /  elementga vaqinlashishi 

zarur.

qismiy yig'indisi eng kam chetlanar ekan.
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27,2-teorema. Se.parabel Evklid fazosida har qanday to ia ortonormal sis

tema yoptq va aksincha.

Isbot. E  dan olingau ixtiyoriy {</>«} to'la ortononnal sisteiriani qaraymiz. 

Istálgan /  € E  uchun ck =  (/, <j>k), k =  1,2, Purye koeffit-

siyentlarini oiarniz. { ^ }  sistema to'la bo'lgani uchun ixtiyoriy e > 0 songa
Ar

ko'ra, shunday a* 0k cliekli yig'indi mavjud bolib, 
k-i

N

f  ~ '?;k <Pk 
fc=l

< £

tengsizlik bajariladi. U holda n > N bo'lganda

N

v f - z t s t / f - ? : * -  
k-1 k-i

Olingaxi bu muiiosabatlardan

l/ l

N

fc=1

<

Jfc=l
< e.

E < *
fc=l

Parseval tengligi kelib chiqadi, ya’ni {</>„} sistema yopiq ekan.

Endi {$>«} — E  dan olingaxi ixtiyoriy yopiq ortononnal sistema bolsín.
OO

/  € E  vektor qanday bolmasin, uning Furye qatori °k <t>k ning qismiy
k-1

yig'indilar ketma-ketligi /  elementga yaqinlashadi, chunki

Ihn
n—*oo =lim Ü/H2- E 4  = 0.n—»■ OO \ •*— /

fe=l I \ fc=l /

Shuning uchun {^„} — sistemaning barcha chekli kombinatsiyalaxi to'plami 

E  ning hamma yenda zieh bo'ladi. Ya’ni {<f>n}  to'la ortonormal sistema 

bo'ladi. A

27.23. C2[-7t, 7t] sepaxabel Evklid fazosida {<£» (t) — 7r-1/2sm »i} ^  

sistema ortononnal boladimi? Agar {̂ >„J ortonormal sistema bolsa, u to'lanii?
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Yechish. Malumki, { tt */2 sin n t} trigonometrik sistema ortogonaidir. 

Endi (([>n, <pn) =  1 tenglikni tekshiramiz.

1 í" 1 f K 1 
(ón- <S>n) =  — / sin2ni d t—~— i (1 — eos2nt) dt — —  (2ir — 0) =  1.

7T 2tt 2/r

Demak, {$>„} ortonormal sistema ekan. Endi uní t,o‘ialikka tekshiramiz. 27.2- 

teoremaga ko'ra {©„} sistema tola bolishi uchun uning yopiq bolishi zarur 

va yetarlidir. /0 (í) =  1 € C'2[—7r, tt] uchun Parsevai tengligi bajarilishi- 

ni tekshiramiz. /o ning Purye koeffitsiyentlarini hisoblaymiz. Ma’lumki, toq 

funksiyamng [—a, a] kesma bo‘yicha oiingan integraU nolga teng. Shuning 

uchun istalgan n 6 N da

i r
Cn =  (/o, <t>n) =  ~7= siim í dt =

V'T j  — TÍ

Bundan

27r =  il/oll2 > 0 = y ^ ¿__ n
n—1

tengsiziik kelib cliiqadi. Parsevai tengligi bajarilmayapti, shuning uchun {ón} 

sistema yopiq emas, demak, u tola, bolmagan ortonormal sistema ekan.

27.2. To‘ía EvklidSa Evklid fazolari. Riss-Fisher teoremas!

Bizni asosan tola Evklid fazolari qiziqtiradi.

27.8-ta’rif. E  Evklidfazosi ||x|¡ =  \J(x,x) normaga nisbatan to ia bo isa, 

u to ‘la Evklid fazosi deyiladi.

27.6-misol. C2[a, b] tola bolmagan separabel Evklid fazosi boladi (21.8- 

¡nisolga qaxang).

27.7. ¿2 va ii2[a, b] tola separabel Evklid fazolariga misol boladi (21.7 

va 26.18-misollajga qarang).

E  — tola separabel Evklid fazosi va {0«} undagi ortonormal sistema (tola 

bolishi shart emas) bolsín. Bessel tengsizligidan kelib chiqadiki, ci, c¡ , . . . ,  c«,...
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sonlar biror /  elementning Furye koeffitsiyentlari bo'lishi uchun

OO

E < í  <27-16)
n=\

qatorning yaqiñlashishi zarur.

To‘la Evklid fazolarida bu shart yetarli ham ekan.

27.3-teorema (Riss-Fisher). {<bv)  — E tola Evklid fazosidagi ixtiyoriy 

ortonormal sistema va ci, c2, . . . ,  cn, ... sonlar shunday bo'lsinki, (27.16) qa- 

tor yaqinlasksin. V holda shunday f  6 E  element rnavjudki,

,00

Ck =  (/, 4>k) , k =  1 ,2 , . . . ,  va = ( / , / )  H i /H 2
71=1

tengliklar o ‘rinti bo ‘ladi.

Isbot. E  to'la Evklid fazosida {/„} ketma-ketlikni quyidagicha aniqlay- 

miz:
n

ín  =  ^   ̂ tpk' 

k=1

(27.16) qator yaqinlashuvchi bolgani uchun ixtiyoriy e > O son uchun shun

day n(e) > O rnavjudki, barcha n > n(e) va p € N larda

n + p

ll fn+p /n i! “  ¡I í ’tí+1 1-1 “H ’ ' '  í Cn+ptfrn+pII y  ' ' k C' c

fc=n+l

tengsizlik o‘rinli, ya’ni {/„} — fundamental ketma-ketlik. E  ning to’laligiga 

ko'ra {/„} ketma-ketlik biror f  € E  elementga yaqinlashadi. Istalgan i € N 

uchun

(A &) -  (/«»*) + (/ - /«»* )  > (27-17)

tenglik o'rinli. (27.17) ning o‘ng tomonidagi birinchi qo'shiluvchi n > i da 

ga teng, ikkinchi qo'shiluvchi esa n —> oc da nolga intiladi, chunki



(27.17) tenglikning chap tomoni n ga bog'liq emas, shuning uchun n —> oo 

da limitga o'tsak,

(/, <j>i) =  c*-

/  ning aniqlanishiga ko'ra,

n  n  \  OO

/ - X) / - E  Cfc!̂  ) = °- n ”*■ °°-
fc=l fc—I / fc=l

Shuning uchun

( / • / ) - ll / I !2 - A
n=l

Ortogonal sistemaning to'laligi haqida quyidagi fceoremani isbotlaymiz.

27.4-teorema. To‘la sepa-rabel Evklid fazosidatji {<f>n} ortonormal sistema 

to'la bo'lishi uchun, E  da {$„} sistemaning barcha elementlariga ortogonal 

bo‘lgan nohnas elementning mavjud bo‘lmasligi zarur va yetarli.

Isbot. ZoTuriyligi. Faraz qilaylik, {^„} to'la sistema bolsín, u holda 27.2- 

teoremaga ko'ra u yopiq ham bo'ladi. Agar /  element {<£>„} sistemaning bar

cha elementlariga ortogonal bo'Isa, u holda uning barcha Purye koeffitsiyentlari 

nolga teng, ya’ni cn — 0 bo'ladi. U holda Parseval tengligiga ko'ra,
OO

(/. /) = E £'= 0'

ya’ni f  =  6.

Yetarliligi. Teskarisini faraz qilaylik, {4>n} to'la bo'Imagan sistema bo'lsin,
OO

ya’ni E  da shunday g± 6  element mavjud bo'lib, (g, g) >■ X) c|, bu yerda
k=l

ck =  {g, 9k) tengsizlik bajarilsin. Riss-Fisher teoremasiga asosan, shundav 

/  € E  element mavjudki,
CO

(/, <pk)= Ck, (/, /)  =  e  4
k~L

tengliklar o'rinli. Bu holda f  — g element barcha <pk larga ortogonal bo'ladi.

(/-/)=E4< (9,9) 
k=1
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tengsizlikdan /  — g ̂  O ekanligi kelib chiqadi. A

27.8-misol. L2[— 7í , 7r] Evklicl fazosida. {ipn (i) =  ?i_1/,2c o sn í} ^1 orto- 

normal sistema tola boladimi?

Yecliish. {ipn} larning barchasiga ortogonal bo'lgan fo(t) =  1 nolmas

element mavjud. Shuaitig uchun. 27.4-teoremaga ko‘ra {̂ >„} sistema tola 

emas.

27.3. Evklid fazolarining xarakteristik xossalari

Quyidagichasavolni qaraymiz. E  — norrnalangan fazo bolsin. E  da aniqlan- 

gau norma qanday qo'shimcha shartlarni qanoatlantirsa, E  Evklid fazosi 

ham boladi? Boshqacha aytganda, qanday sliartlarda norma orqali unga ¡nos 

skalyar ko‘pa.ytma kiritish mumkin?

27.5-fceorema. E norrnalangan fazo Evklid fazosi boTishi uchun, ixluyony 

ikküa /, g € E eiernentiar uchun

II /  +  9 lP +  II /  -  Sil2 =  2 II /  II2 +  2 || 0 1|2 (27.18)

tenglik bajariUshi zarur va yetarli.

Isbot. Zaruriyligi. f  + g va f  — g tomonlari /  va g vektorlardan ibo- 

rat parallelogramin diagonallaridir. (27.18) tenglik Evklid íazosidagi paral leí- 

ogrammning ma’lum xossasini ifodalaydi, ya’ni parallelogramm diagonallari 

kvadratla.riuing yig'indisi barcia tomonlar kvadratlarining yighndisiga ten:

11/ + 9\\2 +11/ ~ g\\2 =  ( /  + g J  + g) + ( f  -  g, j -  g) =

=  2 (f ,f)  + 2(g,g) =  2\\jf + 2\\gf .

Yetarliligi. E  norrnalangan fazoda normaning (27.18) ayniyatidan fby- 

dalanib, E  da skalyar ko'paytma kiritish mumkinligini ko‘rsatish kifoya. Ix- 

tiyoriy f,g (~ E  elementlar udiun

(/,3) = Kll/ + sll2-||/-fll.l2) (2719)
275



deymiz. Ko’reatish mumkinki, agar (27.18) tenglik bajarilsa, (27.19) tengiik 

yordamida aniqlangan funksional skalyar ko'paytma shartlarini qanoatiantira- 

di. A

27.9-misol. RJJ — n o'lchamii vektor fazoni qarayrniz. Bu fazoda x ele- 

mentning normasi quyidagiclia aniqlanadi (26.3-raisolga qaraag):

Qanday p > 1 larda normalangan fazo Evklid fazosi bo'ladi?

Yechish. R” dan /  — (1,1,0, . . .,  0) va g =  (1. —1.0,.... 0) vektor- 

larni olarniz. U holda

/  + 9 =  (2,0, 0, . . . ,  0), / -  g =  (0, 2, 0, .. ., 0) .

Endi (27.18) tenglikning bajarilishini tekshirib ko‘ramiz:

II /  + £ !lj> =  (21’)1/'p — 2, || /  — g\\p — 2, ||/||J,=i|ffH„ =  21/p,

22 + 22 = 2 • 22/p + 2 • 22/p, 2 =  22/p.

So'nggi tenglik faqat p =  2 da o'rinli. Demak, faqat p =  2 da R” normalan- 

gan fazo Evklid fazosi ham bo'ladi.

27.10. C[0. ?r/2] fazoni qarayrniz. Ma'luniki. bu fazoda f  elementniüg 

normasi quyidagiclia aniqlanadi

||/j|= max. |/(0I- (27-20)
0<i<Tr/2

Bu fazo Evklid fazosi bo‘ladimi?

Yechish. <7[0,7r/2] fazodan /(£) =  cosí, g{t) =  sini elementlami



ü /  — g |j =  inax I eos t — sin í| =  1.
0 < i < 7 r / 2

Eiidi (27.18) teiiglikning bajarilishini tekshirainiz:

2 + 1 =  2(1 + 1), 3 ^ 4 .

Dernak. C[0, 7r/2] fazo Evklid fazosi bo‘la olmaydi. Boshqacha aytganda (27.20) 

tenglik bilan aniqlanuveki norma,ni biror bir skalyar ko'paytma yordamida 

berish mumkin emas. A

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar

1. Shunday funksionalga rnisot keltiringki, skalyar ko‘paytmaning 1-sharti 

hajarilmasin,

2. Skalyar ko‘paytmaning 1-sharti bajarilib, 2-4 shartiari bajarümaydigan 

funksionalga misal keltiring.

3. To‘la va tola ho'lmtigan Evklid fazolariga misollar keltiring. í2 va C72[—1, 1] 

fazolarni tahlil qiUng.

4. R3 fazoda x =  (1, 1, 1), y =  (1, 1, 0) 2 =  (1, 0, 0) vektorlami 

oiiogonallasht'iring.

5. C2[a, 6] fazoda ortónormal sistemaga rnisol keltiring.

6. C72[— 1, 1] fazoda f(x) — 1 vo g(x) =  x vektorlar orasidagi burehakni 

toping. Uní funksiya grafiklari orasidagi burchak bilan taqqoslang.

7. { fn (t) — eos (?i7r®)} ^.j sistemani C2[—1¡ 1] fazoda ortogonallikka 

tekshvring. U ortonormal, sistema bo'ladimi?

8. { Un (t) =  sin (mr x) } JLj sistema í^[— 1, 1] fazoda yopiq sistema bo'la- 

dimi ?
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9. /--2 [ — 1, 1] Evklid fazosida f(x) =  1 va g(x) — x vektorlaming

{ fn (x) — cos (n 71 x)}, n € N

ortonorrnal sistemadagi Furye koeffitsiyentlarini toping.

10. L2[-l, 1] separabel Evklid fazosida

2~1//2, fn (x) — cos (n ',x x) , g„ (x) =  sin (n tc x) , n e N 

ortonorrnal sistema to‘la bo'ladimi?

11. (p chiziqli nonnalangan fazo p > 1 ning qanday qiyrnatlarida Evklid 

fazosi bo'ladi.

12. Lp[a, b], p >  1 chiziqli nonnalangan fazo p ning qanday qiyrnatlarida 

Evklid fazosi bo‘ladi.

28-§. Hilbert fazolari

To‘la Evklid fazolarini qarashda davom etainiz. Bizni faqat cheksiz olchainli 

Evklid fazolari qiziqtiradi, chiinki diekli olchainli Evklid fazolari R" fazoga 

izomorfdir.

28.1-ta’rif. Cheksiz o‘lchamli to‘la Evklid fazosi Hilbert fazosi deyiladi. 

Sliunday qilib. ixtiyoriy tabiatli /, g, ip,... elementlarning H to'planii 

Hilbert fazosi bo‘lsa, u quyidagi uchta shartxii qanoatlantiradi:

1) H — Evklid fazosi, ya’ni skalyar ko‘paytma kiritilgan chiziqli fazo;

2) p(x, y) =  \J{x — y, x — y) nietrika. ma’nosida H  — tola fazo;

3) I I  fazo - cheksiz o'lchamli, ya’ni unda cheksiz elementli chiziqli erkli 

sistema mavjud.

Oda.tda sepaxabel Hilbert fazolari qaraladi, ya’ni H ning hamma yerida 

zieh bolgan sanoqli to'plam mavjud.

Bundan keyin biz faqat separabel Hilbert fazolarini qarayrniz.



28.1-misoI. C$a, 6] Evklid fazosi tola emas (21.8 - miaolga qarang), 

shuning uchun C2 [a, 6] Hilbert fazosi bo'la olmaydi.

28.2. l 2 va l^ a , 6] lar cheksiz olchamli tola separabel Evklid fazolaridir 

(27.7-misolga qarang). Shuning uchun ular Hilbert fazolari boladi.

28.2-ta’rif. Agar E  va E* Evklid fazolari o ‘rtasida o ‘zaro bir qiyrnatli 

moslik o‘matish mumkin bo‘lib,

ekanligidan

x + y <--> x* + y*, At* va (x,y) =  (x* ,y*)

munosabatfar kelib chiqsa, E  va E* lar izomorf fazolar deyiladi.

Boshqacha aytganda, Evklid fazolarining izomorfiigi shundan iboratki, bu 

fazolar o'rtasida o'zaro bir qiyrnatli moslik mavjud bolib, bu moslik shu fazo- 

lardagi chiziqli amallami va ulardagi skalyar ko'paytmani saqlaydi.

Ma'lumki, n — olchamli ixtiyoriy ikkita Evklid fazosi o'zaro izomorfdir. 

Cheksiz olchamli Evklid fazolari o'zaro izomorf bolishi shart emas. Masalan

l 2 va C2[a, b] fazolar izomorf emas, chunki (2 tola, (72[a, b] esa tola emas. 

Quyidagi teorema o'rinli.

28.1-teorema. Ixtiyoriy ikkita separabel Hilbert fazosi o'zaro izomorfdir. 

Isbot. Ixtiyoriy H  Hilbert fazosini í 2 fazoga izomorfligini ko'rsatamiz. 

Agar shurii ko'rsatsak, teorema isbot bo'Igan boladi. H  Hilbert fazosidan 

ixtiyoriy {<£„} tola ortonormal sistema,ni olamiz va f  £ H  elementga lining 

Furye koefitsiyentlari bo'Igan C\, c2, . . . , cn¡ ... ketma-ketlikni rnos qo'yamiz. 

Bessel tengsizligiga ko'ra,

Shuning uchun e =  (cj, c2, .. . ,  Cn,. . .) ketma-ketlik fazoning elementi 

boladi. Teskarisi, Riss-Fislxer teoremasiga ko'ra, t2 fazoning ixtiyoriy c =
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(ci, ca, •.., Cni ■ ■ •) elementiga (ketma-ketligiga) H fazoning yagona /  de

menti mos keladi va uning Furye koeffitsiyentlari bo'lib, Ci, c2, c „ ,  ... 

sonlar xizmat qiiadi. 0 ‘rnatiigan bu moslik o‘zaro bir qiymatiidir. Agar

/  *-» c-  (cy. c2, . . . ,c n, ...) va g <-» d =  (dj, d2, . . . ,  dn, ...)

bo'lsa, u holda

/  + g c + d — (ci + di, c2 + d2, . . . ,  (-’n + • • -)

va

a f  q;c — (qci, ac2, . . . ,  ac„, . . . )  .

Nihoyat. Parseval tengligidan

OO

(/,0> =  £ < U .  =  M )
n=l

ekanligi kelib chiqadi. Haqiqatan ham,

OO OO

( / . / ) = E t i  (ff’ f f ) = 'E 4  (281)
n=I n=l

va

(/ + 9>f + ff) =  (/>/) + 2 (/; p) + (<?. (j) —
OO O O O O O O

= V (c* + 4)2 = E ̂  + 213 Cna” +13
n — 1 n = l  n = l  rc= l

Bn yerdan. va (28.1) dan

OO

(/, .9) =  53Cn dn =  (c>d) -
72=1

Shunday qilib, biz o‘matgan moslik izomorfizm ekan, ya’ni bu moslik chiziqli 

amallarni va skalyar ko’paytmani saqlaydi. A

Isbotlangan teoremadan shunday xulosa kelib chiqadiki, izomorfizm aniqligi- 

da faqat £2 Hilbert fazosi mavjud ekan. Boshqacha aytganda, t2 fazo H  

Hilbert fazosining koordinat ko‘nnishi desak bo'ladi.
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tí Hiíbert fazosining qism fazosi deganda yopiq qism fazoni tushunamiz. 

Hilbert fazosining qism fazolariga inisollar keltiramiz.

28.3-misol. h € I I  — ixtiyoriy element bo'lsin. h ga ortogonal bolgan 

barcha f  € tí elementlar to'plami qism fazo tashkil qiladi.

28.4. £2 fazoda xy — ;r2 shartni qanoatlantiruvehi elementlax to!plami 

qism fazo tasliki! qiladi.

28.5. ¿2 fazoning M  =  {a; € ¿2 : x =  (a*, 0, x3, 0, x ¡ ¡ , x 2n+i, 0,...)} 

to'plami uning qism fazosi boladi.

Hilbert fazosining har qanday qism fazosi yo diekli olchamli Evklid fazosi 

boladi. yo uning o‘zi Hilbert fazosim tashkil qiladi.

28.6. L'2[ 1, 1] Hilbert fazosida toq funksiyalardan ibora,t i 2 [ — 1, 1] =  

{ / € ././2[— 1,1] : / (—t) =  —/(í)} to‘plam qism fazo tashkil qiladi.

28.7. Iq[—1, 1] separabel Hilbert fazosida quyidagi to‘plain Lq[—1, 1] =  

{ / € L?[— 1, 1] : suppf C [—1, 0]} qism fazo tashkil qiladi.

Agar tí Hilbert fazosi separabel bolsa, uning ixtiyoriy qismi hara separabel 

boladi. Bu quyidagi lemiuadan kelib chiqadi,

28.1-lemma. E separabel Evklid fazosining har qanday E' qismi. yana 

separa beldir.

Hiíbert fazosining qism fazolari ayrim rnaxsus xossalaxga egaki, ixtiyoriy 

normalangan fazoning qism fazolari bu xossalaxga ega emas. Bu xossalar Hilbert 

fazosida kiritilgan skalyar ko'paytma va unga mos ortogonallik tushunchasiga 

asoslangan.

tí separabel Hiíbert fazosining M qism fazosi berilgan bolsin. Bu qism 

fazoning hamma yerida zieh bolgan sanoqli sistema olamiz va unga ortogo- 

nallashtirish jaxayonini qollab, quyidagi teoremaga ega bolamiz.

28.2-fceorema. H separabel Hiíbert fazosining irtiyoriy M  qism fazosida 

shunday {ón} ortonormal sistema mavjudki, uning chiziqli qobig'ining yopig'i



M ga teng.

Bizga H Hilbert fazosining M qism fazosi herilgan bo'lsin. Bareha /  € M 

elementlarga ortogonal bo'lgan g e H element lar to'plamini M x — H © M  

orqali belgilayrniz, ya’ni

M 1 ham H ning qism fazosi ekanligini isbotlaymiz. Bu .to'plamning qo'shish 

va songa feo'paytirish amallariga nisbatan yopiqligini ko'rsatamiz. Agar gt, g¡ e 

M 1 bo'lsa, u holda

Endi M L t,o‘plarnning yopiqligini kef reatamiz. Faraz qilaylik, {gn} C M 1 

olementlar ketma-ketligi g € H elementga yaqinlashsin. U holda skalyar 

ko'paytmaning uzluksizligiga ko'ra, istalgan /  € M uehun

Dernak, g € M x , ya’ni M x vopiq qism fazo bo‘lar dean. M L qism fazo M  

qism fa.zonir.ig ortogonal to'ldiruvchisi deviladi,

Bizga H Hilbert fazosi va uning Mi va M2 qism fazolari herilgan bo'lsin.

28.3-ta’rif. Agar bareha /1 € Mi va /2 € M2 lar uchun (/1, /2) =  0 

bo'ka, u holda M i va M% qism fazolar ortogonal qism fazotar deyiladi.

28.3-teorema. Agar M — H Hilbert fazosining yopiq qism fazosi bo‘lsa. 

u holda uiiyoriy f  € H element yagona usul hilan f  =  h + hf yig'indiga 

yoyiladi, bu yerda h e M , h! 6 M x .

Isbot. Avvalo, bu yoyilmaning mavjudligini isbotlaymiz. Bulling uchun M 

da {<pn\ to‘la ortononnal sistema olamiz va

M 1 =  { g € H : (/, g) =  0, V/ € M }.

+ a2g2, f) — o-'i(gi,f) + £*2 (</2, f )  — 0.

(.<?,/) =  Ihn (gn, f ) 0.
n—> OO

C O
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deymiz. Bessel tengsizligiga ko'ra,

OO

qator yaqinlashuvchi bo'lgani uchun h € M . Endi h! — f  — h deb olamiz. 

Ko'rimb turibdiki, ixtiyoriy n 6 N uchun

ya’ni h‘ € M 1-.

Endi yoyilmaning yagonaligini isbotlaymiz. Faraz qilaylik, boshqa bir /  — 

hi+h'v hi € M, h[ £ M x yoyilma mavjnd bo'lsin. U holda ixtiyoriy n € N 

uchun

28.1-natíja. M  C H qism fazoning ortogonal to‘ldiruvchisining ortogonal

Shunday qilib, H fazoning o'zaro to'ldiruvchi qism fazolari haqida fikr 

yuritish rnumkin. Agar M va M 1 ikkir.a shunday bir-birmi to'idiruvchi qism 

fazolar va {<¡>n}, {$„} — mos ravishda M  va M l dagi to'la ortonormal 

sistema bo'lsa, u holda {<->„} va {<//n} sistemalarning birlashmasi butun H  

fazoda toia ortonormal sistema bo'ladi.

28.2-natija. H fazodagi har qanday ortonormal sistemani to‘la sistema- 

gacha to ‘Idirish mumkin.

Agar {<pn}  sistema chekli bolsa, u holda bu sistemaga kiruvchi elementlar 

soni {4>n} sistemadan hosil qilingan M  qism fazoning o'lchamiga va M L 

qism fazoning koo‘lchamiga fceng. Shunday qilib, quyidagiga egamiz.

(h : (Pn) — (j , fin) (fh lÁi) — £n — 0.

Ixtíyoriv £ € Al element uchun

(J'l' *pn) - (./■ 41n) ~~

Bu. yerdan keiib chiqadiki h\ =  h, h[ =  h!. A

to'ldiruvchisi M ning o‘ziga teng, ya’ni (M 1) — M .
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28.3-natija. n o'lchamli qism fazoning ortogonal to‘ldiruvchisi n koo‘1- 

charnga ega va aksincha.

28.4-ta’rif. Bizga H Hilbert fazosí va uning o‘zaro ortogonal M i va M2 

qism fazolari berilgan bo‘Isin. Agar ixtiyoriy f  € H element

ko'rinishda tasvirlansa, u holda H fazo o'zara ortogonal M\ va M2 qism 

fazolaming ta‘g‘n  yigHndisiga yoyiladi deyiladi va

ko ‘rimshda yoziladi.

To'g'ri yig'mdini chekii yoki sanoqli sondagi qism fazolar uchun ham umtun- 

lashtirish mumkin. Agar quyidagi shartlar bajarilsa H o'ziniug Mi, M2,

Mn, ... qism fazolarining to‘g‘ri yig‘indisiga yoyilgan deyiladi:

a) Mi qism fazolar juffc-juffci bilan o'zaro ortogonal, ya’ni Mt dagi ixtiyoriy 

vektor Aik dagi barcha vektorlargaortogonal, i ^ k :

b) ixtiyoriy /  e H element

/  — + 112 + • • • + hn + • • • < hn € Mn, n — 1, 2, ... (28.2)

qator yaqinlashuvchi bo'ladi. Bu holda H — ¿  ®Mn ko'rinishda yoziladi.

Osongina ko'rsatish mumkinki, agar /  uchun (28.2) yoyilma mavjud bo'lsa, 

u yagona va quyidagi tenglik o‘rinli:

/  — hi + h,2 , hi <E Mi, h2 £ iW2

I I  =  M i®  M2

CO

71—1

OO
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Qism fazolarning to‘g‘ri yig'indisi bilan bir qatorda chekli yoki sanoqli 

sondagi Hilbert fazolarining to‘g‘ri yig'indisi haqida ham gapirish mumkin. 

Agar Hi va _tí2 lar ixtiyoriy Hilbert fazolari bo'lsa, u holda -darning to‘g‘ri 

yig'indisi H =  Hi @ H2 quyidagicha aniqlanadi. H faaoning elementlari 

barcha (h i, h^), hi £ Hi, h2 £ H2 jd ’tiiklardan iborat. H = Hi © H2 fa- 

zoda qo'shish, songa ko'paytirish va skaiyar ko‘paytma ainallari quyidagicha 

aniqlanadi:

(hi, he) + (h[, h'2) =  (hi + h[, h2 + h2) , hu h{ £ Hu h2, h!2 £ H2,

a(hi, h2) =  (ahi, ah2), hi £ tli, h2 £ H2, a c. C,

((hi, h ) , (h'i, h'2)) =  (hi, h[)Hi + (h2, h2)Ha, hu h[ £ Hu h¡,h'2 £ H2.

Chekli sondagi Hi, H2, ■ ■ ■, Hn Hilbert fazolarining to‘g‘ri yig'indisi ham 

xuddi shunday aniqlanadi.

Sanoqli sondagi Hi, H2, . . . ,  Hn, ... Hilbert fa.zoiarining to‘g‘ri yig'indisi
DO

H =
n—1

quyidagicha aniqlanadi

H fazoda skaiyar ko‘paytma quyidagicha kiritiladi
OO

(h, =  E  g«> ’ h =  (ftl> ■ • • >hn’ ’ •') > g =  (3i’ • • • > 5«, • • •) > hn,9n € Hn
n= 1

28.8. 23.6-rnisolda keltirilgan L2 [—1, 1] (toq funksiyalar to‘plami) qism 

fazoning ortogonal to'ldiruvchisini toping.

Yeehish. L2[— 1, 1] =  { / € [— 1 - 1] : / (—i) =  /(£)} juffc funksiya.la.r- 

dan iborat to'plam i^[.— 1, 1] fazoning qism fazosi bo'ladi va dar o‘zaro 

ortogonal, ya’ni Lj[—1, l]±i^"[—1, 1]. Haqiqatan ham,

(/“ , / +) =  J  f~ (t) ■ f + (t) dt - 0, Y /" e LJ[-1, 1], V/+ e ¿2 [-1, 1].
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Bu yerdan (L j[-Í, 1])± D L%[-1, 1] va 1])" C ¿a[-l, munosa-

batlar kelib duqadi. Bulardan esa (Lj[-1, 1]) ' =  l4[—l, 1] tenglikni olamiz.

28.1. Kompleks Evklid fazolari

Haqiqiy Evklid fazolari hilan bir qatorda kompleks Evklid fazolari ham qa- 

raladi (ya,’ni skalyar ko‘payfcma kiritiígan kompleks chiziqli fazo). Lekin haqi

qiy Evklid fazolaridagi skalyar kospaytmaning 1-4 aksiomalari kompleks Evk

lid fazolari uchun bir vaqfcda bajarilmaydi. Haqiqiy Evklid faaolarida skalyar 

ko‘paytma.nirig 1-4 aksiomalari quyidagicha edi:

1) (x, x) > 0, Va; € E; (x, re) =  0 <=> x =  9,

2) (x,y) =  (y,x), V x ,y eE ,

3) (Xx, y) =  X(x, y), VA e R , Ve, y £ E,

4) (rrj + x2, y) =  (¿i, y) + (¿2, y), Vxi, x2, y £ E.

Biz 2 va 3 dan quyidagiga ega. bola,miz

(A x, A x) =  X (a:, A a:) =  A (A x, x) =  A2 (x, x ).

Agar A kompleks son bolsa, u holda A =  i bolganda, (ix, ix) =  —(x, x ), 

ya’ni x va ix vektorlarning skalyar ko'paytmasi bir vaqfcda musbat bola, ol- 

maydi, bu esa 1-sharfcga. zid, ya’ni kompleks chiziqli fa.zolar holida 1, 2 va 

3-shartlax bir vaqfcda bajarilishi mumkin f ¡irías. Demak, kompleks chiziqli fa- 

zolarda skalyar ko'paytmaning siiartlarini biroz o'zgartirish kerak.

Kompleks chiziqli fazoda skalyar ko'payfcmamng shartlarini keltirámiz:

1) (x. x) >  0, Ve € E; (x, x) =  0 <==> x =  O,

2) (x,y) =  (y,x), \'x, y € E ,

3) (Xx, y) =  X(x, y), VA £ C , Ve, y £ E,

4) (ari + x2, y) =  (xi, y) + (x2, y). \Jx¡. x2, y £ E.

2 va 3 dan (x, X y) =  X (x, y) kelib chiqadi. Haqiqafcan ham,

( x, A y) =  (A y, x) =  X (y, x) =  A (y, x) =  A (x, y ).
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28.9-misai. E  — Cn— kompleks chiziqli fazo. Bu fazoda skalyar ko'paytma 

quyidagicha kiritiladi:
n

(x,y) =■ Y 2 X kÿk- 
k=1

28.10. l 2— | æ =  {xh .. . , xn, ...), i n ê C :  Y1 \xr>\2 < °°|  kompleks 

chiziqli fazo. Bu fazoda skalyar ko'paytma quyidagicha kiritiladi:

CO

(x,y) =  ^T xkM- 
k= 1

28.11. E  — C2[a, b\ — [a, b] kesmada aniqlangan kompleks qiymatli uzluk- 

siz funksiyalar fazosi. Bu fazoda skalyar ko'paytma quyidagicha kiritiladi:

( / ,5 )=  /  f ( t )W )d t . (28.3)
J  a

28.12. E  =  L'2[a, &]— [a, i>] kesmada aniqlangan kompleks qiymatli va 

kvadrati bilan integrallanuvchi ekvivalent fiinksiyalar sinfi. Bu fazoda h am /  

va g elementlaming skalyar ko'paytmasi (28.3) tenglik bilan aniqlanadi.

Kompleks Evklid fazolarida ham elementning normasi xuddi haqiqiy Evklid 

fazolari holidagidek

Il /  !! =  \ÍÜ7J) y°ki IIx I! =  V (x, x)

formula bilan aniqlanadi.

Kompleks Evklid fazolarida ikki vekfcor orasidagi burchak tushunchasi kiri- 

tilmaydi, lekin vektorlarning ortogonallik tushunchasi saqlanib qoladi. Ya'ni, 

agar (x, y) — 0 bo'isa, u holda x va y vektorlar o'zaro ortogonal deyiladi.

28.5-ta’rif. Agar

{ 1, agar n =  m

0, agar n m .

bo'isa, nolmas {<£„} C E  sistema ortogonal normalangan sistema deyiladi.



Xuddi haqiqiy Evklid fazolaridagi kabi, cn — (/, <p„), n € N sonlar /  € E  

vektorning {$„} ortonorrnal sistemadagi Furye koeffitsiyentlari deyiladi.

OO

n= 1

qatqr /  vektorning {<j>n} sistemadagi Furye qatori deyiladi. Bn yerda ham 

Bessel tengsizligi o'rinli:
oo

£ w 2< ii/ i i2-
n=1

Kompleks Evklid fazolari hoiida ham Koshi-Bimyakovskiy tengsizligi o‘z ku- 

chini saqlaydi:

l(*,y)| < ||*|| • II» ||.

28.6-ta’rif. Cheksiz o'lchamli to‘la kompleks Evklid fazosi kompleks Hilbert 

fazo si deyiladi.

Kompleks Hilbert fazolari uclum ham izomorfizm haqidagi teorema o'rinli.

28.4-teorema. Barcha separabel kompleks Hilbert fazolari o‘zaro izomorfdir.

28.13. i 2 va i®[a, 6] lar separabel kompleks Hilbert fazolariga misol bo'ladi.

28.14. Tr, 7r] separabei kompleks Hilbert, fazosida

pint

^«(0 =  ^ = ,  n e Z

sistema tola ortonorrnal sistema boladi. Mustaqil isbotlang.

M ustaqil ishiash. uchun savol va topshiriqlar

1. Hilbert fazolariga misollar keltirihg. fazo Hilbert fazosi bo‘ladimi?

2. Separabel bo'lmagan Evklid fazosiga misol keltirina.

3. to— chegaralangan ketma-keiliklar fazosida

r,nXn’yn
n=1

funksional skalyar ko‘paytma shartlarini qanoatlantiradimi? m separabel 

Evklid fazosi bo!ladirni?
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4. ¿2 fazoni ikkita ortogonal qisrn fazolo,rning to‘g‘ri yig'indisi shakUda yoz- 

ing.

5. L2[—l, 1] Hilbert fazosida L2 [—1, 1] =  { / € L2 [-1, 1] : f (  — t) =  / (0 )

juft funksiyalar to ‘plami qirnn fazo ho iishini ko ‘rsating. Vráng ortogonal 

to ‘Idiruvckisini toping.

6. 28.7-mi soldo, kelt.irilga.n Lq [-1. 1] qistn fazoning ortogonal to ‘Idiruvchisini 

toping.

7. Hilbert fazolarining to‘g‘ri yigHndisida skalyar ko'paytma qanday kiriti- 

ladi?

8. 12 va L2[— 1, 1] Hilbert fazolarining to‘g‘n  y%g‘indisida skalyar ko‘paytma 

qanday kint/dadi ?

OO 1 ____
9. Quyidagi ((x, /)  ,(y,g))= £  xn¥¿. + /  /  0*0 5 0*0 V G ¿2,

71=1 —1
/, y € L2 [—1, 1] funksional Z2® L 2[-1, 1] Hilbert- fazosida skalyar 

ko‘paytma bo‘ladimi?
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VIII bob. Chiziqli operatorlar

Bu bob 6 paragrafdan (29-34-§§ lardan) iborat bo'lib, unda chiziqli opera- 

torlar va chiziqli funksionallarning asosiy xossalari o'rganiladi. 29-§ chiziqli 

uzluksiz operatorlar xossalariga bag'ishlangan bo'lib, unda chiziqli operator- 

laming asosiy xossalari isbotlangan. Chiziqli operatorlarning aniqlanish sohasi, 

qiymatlar sohasi va yadrolari ta’riflanib, misollarda tushuntirilgan. Chiziq

li operatorlar uchun uzluksiziik va chegaralanganlik ekvivaleirt tushimchalar 

ekanligi isbotlangan. X  chiziqli normalangan fazoni Y chiziqli normaiangan 

fazoga akslantimvchi chiziqli uzluksiz operatorlar to!plami— L(X, Y) chi

ziqli normalangan fazo bo!lishi ko'rsatilgan. 3G-§ da normalangan fazolarda 

chiziqli uzluksiz funksionallarning avrim xossalari qaralgan. Chiziqli uzluk

siz funksionalning normasini saqlagan holda butun fazogacha davom ettirish 

mumkinligi haqidagi Xan-Banax teoremasi isbotlangan. Asosiy funksional fa

zolarda (£p, C[a,6], Lp[a, 6]) chiziqli uzluksiz funksionallarning uirmmiy 

ko'ritrishidan foydalanib, asosiy funksional fazolarga qo‘shma fazolar izomor- 

fizm aniqligida topilgan. 31-§ chiziqli uzluksiz operatorlar fazosining xossalari

ga bag'ishlangan. Unda chiziqli operatorlar ketma-ketligining tekis (norma 

bo'yicha), kuchli (nuqtali) va kuchsiz yaqinlashishlari ta’riflanib, misollarda 

tahlil qilingan. Agar Y tola normalangan fazo bolsa, u holda L{X , Y) chi

ziqli normalangan fazoning Banax fazosi bolishi isbotlangan. X — G[— 1, 1], 

Y =  C2[— 1, 1] bolgan holda L(X ,Y ) ning tola bolmagan chiziqli nor

malangan fazo bo'lishi isbotlangan. Bundan tashqari Banax-Shteynxaus teo

remasi (tekis chegaralanganlik prinsipi) isbotlangan va lining yordamida X  

va Y lar Banax fazolari bolgan holda chiziqli uzluksiz operatorlar fazosi 

L(X ,Y) — ning kuchli yaqinlashishga nisbatan ham tola bolishi ko'rsatilgan. 

32~§ teskari operatorlar, ularning asosiy xossalariga bag'ishlangan. Bu para- 

grafda chiziqli operator teskarilanuvchan bo'lishining zaruriy va yetarli shart-
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lari keltirilga.ii. Shuningdek chegarala.nga.il teskari operator mavjud bo'lishining 

yetarli. zaruriy va yetarli shartlari keltiriladi. Keltirilgan teorema shartlarin- 

ing bajarilishiga doir misollar qaralgan. Na.vbatda.gi 33-§ da. Banax va Hilbert 

fazolarida beriigan operatorlarning qo‘shmalari ta’riiianib, ularning asosiy xos- 

sa.la.ri bayon qilingan. Hilbert fa.zola.ri ¿2 va L^a, 5] laida ko‘paytirish ope- 

ratorining o!z-o‘ziga qo‘shmalik kriteriysi beriigan. L^[a, b] fazoda K(x,y) 

yadro bilan aniqlanuvchi integral operatoming o!z-o‘ziga qo'shmalik shartlari 

keltirilgan. So'nggi 34-§ da chiziqli operatorlarning spektri klassifikatsiya qili- 

nib, uiarga doir misollar qaralgan. Chiziqli uzluksiz operatoming spektri bo'sh 

bo'lmagan yopiq to'plam ekanligi isbotlangan. Muhim spektr. qoldiq spektr va 

chiziqli operatoming xos qiymatlarini topishga doir misollar qaralgan. Spek

tri kompleks sonlar to‘plami C bilan ustrna-ust tushuvchi chiziqli operatorga 

misol keltirilgan.

29- §. Chiziqli uzluksiz operatorlar

Biz asosan chiziqli operatorlanii qaraymiz. Chiziqli operatorlarning aniqla- 

nish sohasi va qiymatlar to'plami chiziqli tiormalaagan fazolarning qisin fa- 

zolari boladi. Shunday qiiib, bizga X  va Y chiziqli normalangan faaolar 

beriigan boisin.

29.1-ta’rif. X fazodan olingan har Mr x dementga Y fazoning yagona 

y elernentini mos qo'yuveM

Ax = y {x e X, ye  Y)

akdantirish operator deyiladi.

Umuman A operator X  ning hamrna yerida aniqlangan bo'lishi shart 

emas. Bu holda Ax mavjud va Ax e Y bo'lgan barcha x € X  lar to'plami 

A operatoming atiiqlanish sohasi deyiladi va D(A) bilan belgilanadi, ya’ni:

D(A) =  {a; e X  : Ax mavjud va Ax € Y}
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Odatda D(A) ning ehiziqli koípxiililik (26.6-ta’rifga qaraug) bolislii talab 

qilinadi. ya'ni agar x,y £ U (A) bo!lsa, u hoida ixtiyoriy a, 0 £ С lar uchun 

a x + 13 у £ U (A) bola,di.

29.2-ta’rif, Адат ¡xtíyoriy x, у £ 1) (A) elernentlar va ixtiyoriy a, /3 £ С 

sonlar uchun ax  + (3y £ D (A) bo lib,

A(a x + ¡3 y) =  a A x 4- (3 A у

tenglik o‘rinli bo‘Isa, A да ehiziqli operator deyiladi.

29.3-ta’rif. Bizga A : X ■—* Y operator va xq £ D (A) nuqta berilgan 

bo'lsin. Agar уд =  Ax о € Y ning ixtiyoriy V atroji uchun. xq nuqtaning 

shnnday U atrofi mavjud bo ‘lib, ixtiyoriy x £ U f) J) (A) lar uchun Ax £ V 

bo ‘Isa, A operator x — x0 nuqtada uzluksiz deyiladi.

29.3-ka’rifga teng kuchli quyidagi ta’rifiarni keltiramiz.

29.4-fca’rif. Agar ixtiyoriy e > 0 uchun shunday 6 — 5(e) > 0  mavjud 

bo‘lib, ||ic — д-oil < S tengsizlikni qanoatlantiravchi bareha x 6 D(A) lar 

uchun

\\Ax — Axo|| < £

tengsizlik bajarilsa, A operator x =  ;cy nuqtada uzluksiz deyiladi.

29.5-ta’rif. Agar щ nuqtaga yaqinlashuvchi ixtiyoriy {%} С D( A) ketrna- 

ketlik uchun lim ||j4xw — Ахц\\ =  0 bo‘Isa, и ho Ida A operator xq nuqtada
n—ЮО

uzluksiz deyiladi. Agar ,4 operator ixtiyoriy x £ D (A) nuqtada uzluksiz 

bolsa, A uzluksiz operator deyiladi.

29.6-ta’rif. Ax = 9 fe.ngli.kni qanoatlantiruvchi barc.ha x £ 1)(A) lar 

to‘plami A operatorning yadro& deyiladi va и KerA bilan belgilanadi.

29.7-ta’rif. Biror x £ IJ(A) uchun у =  Ax bajariladigan y £ Y lar 

to‘plami A operatorning qiymatlar sohasi yoki tasviri deyiladi va и ImA  

yoki R(A) hilan belgilanadi.
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Matematik sknvollar yordamida operator yadrosi va qiymatlar sohasini 

quyidagicha yozish mumkin:

Ker A — { x e D (A) : Ax =  9 } ,

R(A) 1mA — { y € Y : biror x e I) (A) uchun y — Ax } .

Chiziqli operatorning qiymatlar sohasi va yadrosi chiziqli ko'pxillilik boiadi. 

Agar D(A) — X bo'lib, A uzluksiz operator boisa, n holda Ker A yopiq 

qism fazo boiadi, ya’ni Ker A — [Ker A]. A operator nzluksiz boigan holda 

ham IrnA C Y  yopiq qism fazo boirnasligi mumkin.

Chiziqli operator larga misollar

29,1-imsol. X. — ixtivoriy chiziqli normalangan fazo boisin.'

Ix  — x, x € X

akslantirish hirlik operator deyiladi. Uni chiziqlilik va uzluksizlikka tekshiring.

Yechish. Bu operatorning chiziqliligi va uzluksizligi quyidagi tengliklardan 

b evos it a kelib chiqadi:

I  (ax  + 0 y) — ax  + 3 y — a I  x + /31 y, |j I  (x — a?o)|| — ¡i-t: — «oil •

Qo'shimcha qilib aytishimiz mumkinki, uning aniqlanish sohasi, qiymatlar so

hasi va yadrosi uchun quyidagilar o'rinli:

D (l) =  X , R (l) =  X, Ker I  =  {<?}.

29.2. X  va Y ixtiyoriy chiziqli normalangan fazolar bo'Isin.

G : X -+ Y, &x =  9

operator nol operator deyiladi. Uni chiziqlilik va uzluksizlikka tekshiring.

Yechish. Nol operatorning chiziqliligi va uzluksizligi bevosita ta’rifdan 

kelib chiqadi. Uning aniqlanish sohasi, qiymatlar sohasi va yadrosi uchun



D (9) =  X, R (e)  = {<?}, Ker(&) = X.

29.3. Aniqlanish sohasi D(A) — C'Mfa, b] C C[a, i>] boigan va C[a, 6] 

fazoni o‘zini~o‘ziga akslantiruvdxi

A : C[a, b] -  C[o, b}, (.A f) (x) =  /' (x)

operatomi qaraymiz. Bu operator differtnsiallask operatori deyiladi. Uni chiziq- 

lilik va uzluksizlikka tekshiring.

Yechish. Uning chiziqli ekanligini ko'rsatamiz. Buning uchun ixtiyoriy 

f ,g  € D(A) elementlarning chiziqli kombinatsiyasi boigan a f  + ,8g ele- 

mentga A operatorning ta ’sirini qaraymiz:

( A ( a f + t 3 g ) ) ( x) = (a  f  (x) +  3 g (x)) —

= a  f  (x) + 8gf (x) = a  (A f)  (x) +  8  (Ag) (x ) .

Biz bu yerda yig‘indining hosilasi hosilalar yigindisiga tengligidan, hamda 

o'zgarmas sonni hosila belgisi ostidan chiqarish munkinligidan foydalandik. 

Demak, A  operator chiziqli ekan. Uni nol nuqtada uzluksizlikka tekshiramiz. 

Maiumki, A9 — 0 , bu yerda 6— C [a, b] fazoning nol dementi, ya ’ni 9 (x) =s 

0. Ends nolga vaqinlashuvchi f n € D (A) ketma-ketlikni tanlaymiz. Umumjy- 

likni buzmagan holda a — 0, b — 1 deymiz.

fn(x) = ——■, lim || f n
n  -t 1 n-*oo

Ikkinchi tomondan,

(A fn) (x) -  xn, lim II A fn — AO || = lim max |x”| — lim 1 — 1 ^  0.
n—kx> n-->oo0<flj<l n~+oo

Demak, A operator nol nuqtada uzluksiz emas ekan. 29.2-teoremaga ko‘ra 

differensiallash operatori aniqlanish sohasining barcha nuqtalarida uzilishga 

ega.

quyidagilar o‘rinli:
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Uning qiymatlar sohasi va yadrosi uchun quyidagiiar o'rinli:

R(A) — C[a, 6], K erA  = {const}.

29.4, Endi C[a. 6] fazoni o‘zini-o‘ziga akslantiruvchi B  operatorni quyi- 

dagicha. aniqlaymiz:

Bu operator integral operator deyiladi. Bu yerda K (x, y) funksiya, [a, b) x 

[a, b] — kvadratda a.niqianga.n, uzluksiz. K  (x, y) integral operatorning o ‘zagi 

(yadrosi) deyiladi. B operatorni chiziqlilik va uzluksizlikka tekshiring.

Yechish. Ma'luinki, ixtiyoriy / € C[a, 6] uchun K (x ,t ) f ( t ) funksiya x 

va t ning uzluksiz funksiyasidir. Mateinatik analiz kursidaii ma’lurnki,

integral pararnetr x  € [a, 6] ning uzluksiz funksiyasi bo'ladi. Bulardan B  

operatorning aniqlanish sohasi D(B) uchun 1)(B) = C[a, b] tenglik o'rinli 

ekanligi kelib chiqadi. Integral operatorning chiziqli ekanligi integrallash ama- 

lining chiziqlilik xossasidan , kelib chiqadi, ya’ni ixtiyoriy f ,  g €  C'[a, b] va

a , /? € C lar uchun

tengliklar o'riiili. Endi integral operator B ning uzluksiz ekanligini ko‘rsa.ta,miz. 

/o € C[a, 6] ixtiyoriy tayinlangan element va {/„} C C[a, 6] unga yaqin- 

lashuvchi ixtiyoriy ketma-ketlik boisin. U holda

(29.1)

II Bfn -  Bfo\\ = max | f  K (x, t) (/„ (t ) -  /0 (i)) dt <n<T.<ha<x<b | J a
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Bu yerda

I \K (x, t) I dt 
Ja

C  =  max
а<х<Ь

С  ning chekli ekanligi [a, 5] kesmada uzluksiz fuxiksiyaning chegaraiangan 

ekanligidan kelib chiqadi. Agar (29.2) tengsizlikda n —> oo da lirnitga o‘tsak,

ekanligiiii olamiz. Agar |] B fn — Bfo\\ > 0 tengsizlikni hisobga olsak,

Shunday qiíib, В integral operator ixtiyoriy nuqtada uzluksiz ekan.

В  ir¿tegral operatorning qiymatlar sohasi va yadrosi integral operator- 

ning o‘zagi — K (x ,y )  funksiya.uing berilishiga bog'liq. Masalan, K (x ,t ) = 1 

bolsa. В  operatorning qiymatlar sohasi Irn В  o‘zgaimas funksiyalardan ibo- 

rat, ya’ni Im В =  {/ € G[a, b] : f( t)  — const}. uning yadrosi K e rtí  o;zga,r- 

másga ortogonal funksiyalardan iborat, ya’ni

29 .8 -ta ’rif. Bizga X  norrnalangan fuzoning M to ‘plami berilgan bo ‘kin. 

Agar shunday C > 0 son rnavjud bo‘lib. barcha x  €  M uchun ||x|j < C  

tengsizlik o ‘rinli bo‘Iso,, M to'plam chegaraiangan deyiladi.

29 .9-ta ’rif. X  fazoni Y  fazoga akslantiruvchi A chiziqli operator beril

gan bo‘lsin. Agar A ning aniqlanish sohasi D(A) =  X  bo‘lib, har qan- 

day chegaraiangan to ‘plarnni yana chegaraiangan to ‘plamga akslantirsa. A 

<ja chegaraiangan operator deyiladi.

Chiziqli operatorning chegaralanganligini tekshirish uchun quyidagi ta ’rif

lim Л B fn -  B fo|l < С  • lim ¡| /„ -  /0|| = О
я--*СО Я—>00

lim \\Bfn -B fo \  1 = 0 .

■ь
К  e r  В  = { / € С  [а , Ь] :



29 .10-ta ’rif. A : A' -~%;Y chiziqli operator bo‘bin. Agar shunday C > 0 

son rnavjud bo‘lib, ixtiyoriy x € L) (A) uchun

I Axil < C -  ||ar¡1* il (29.3)

tengsizlik bajarilsa, A chegaralangan operator deyiladi.

29 .11-ta ’rif. (29.3) tengsizlikni qanoatlantiruvchi C sonlar to ‘plamining 

aniq quyi chegarasi A operatorning normasi deyiladi va u || A || bilan belgi- 

lanadi, ya’ni

||A|| -  inf C.

Bu ta ’rifdan ixtiyoriy x  6 U (A) uchun || A x  || < || A || • ||x || tengsizlik 

o'rinli ekanligi kelib chiqadi.

29.1-teorem a. X  normalangan fazoni Y  normalangan fazoga akslan- 

tiruvchi chiziqli chegaralangan A. operatorning normasi || A || uchun

|A|| = sup ||Ax || — sup  ̂ir -Tr-

tenglik o ‘nnli.

Isbot. Quyidagicha belgilash kiritamiz

II A x I

(29.4)

O' = sup -
x±t) 11*11

A chiziqli operator boigani uchun 

II A x |
a  — sup

X̂ &

Ixtiyoriy x ^  0 uchun

= sup
x^6 Ill'll x̂ -0

At
*11

sup IIAx II
¡MM

|| A x || < a .

Demak. ixtiyoriy x  € X  uchun j| A x  || < a  || x  ||. Bundan esa

IIA || < « .
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Aniq yuqori chegara ta ’rifiga ko‘ra, factiyoriy e > 0 son uchun, shunday хь ф в 

element mavjudki,
l|Axe|| „ „

a ~ e -  ~ ы  - 11 11
tengsizlik bajariladi. Bu yerdan £ > 0 ixfciyoriy boigani uchun,

о < || A|'|. (29.6)

(29.5) va (29.6) lardati || A || = a  tenglik kelib chiqadi. Д

29.1-tasdiq. Chiziqli chegaralangan A operator uchun

sup || A x || = sup || A x  ||
ll*ll=i Nisi

tenglik о ‘rinli.

29.1-tasdiqni mustaqil isbotlang.

X  chiziqli normalangan fazoni Y chiziqli notmaiangan fazoga aksiantiruv- 

chi chiziqli chegaralangan operatorlar to'plamini L(X, K) bilan belgilaymiz. 

Xususan, X  = Y bo'isa L(X, X ) — L(X).

29 .1-natija . Ixtiyoriy A € L(X, Y) va x € D(A), ||a;|| = 1 uchun

\\Ax\\ < ||A|| (29.7)

tengsizlik о ‘rinli.

(29.7) teugsizlikning isboti (29.4) tengsizlikdan kelib chiqadi.

29 .12-ta’rif. A : X -*  Y  va В : X  —> Y chiziqli opera,torhirning 

yigHndisi deb, x €  D(A) П D(B) elementga у — Ax +  Bx  6 Y  elementni 

mos qo ‘yuvchi С  — A  + В  operatorga aytiladi

Ravshanki, С  chiziqli operator bo'ladi. Agar A, В  € L(X, Y) bo'isa, u 

holda С  ham chegaralangan operator bo'ladi va

11̂  II = IIA + Й || < || A || + \\B || (29.8)

tengsizlik o'rinli. Haqiqatan ham,

||Ca-1| -  11Ax + J3*|| < 11Ax У + || J3®|| <
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<  IMII • I N +  11#II • II*II < ( P I I  + I I # I D I M I -
Bu yerdan (29.8) tengsizlik kelib cliiqadi.

29 .13-ta ’rif. A chiziqli opemtoming a  songa ko‘paytmasi x element,ga 

a  Ax elementni mos qo ‘yuvchi operator sifatida aniqlanadi. ya ’ni

(aA )(x ) = a  Ax.

29 .14-ta ’rif. A  : X  —> Y va B  : Y —* Z chiziqli operatorlar berilgan 

bo‘lib-, B(A) C 0(B ) bo'lsin. B va A opemtorlarrring ko'paytmasi deganda, 

har bir x £ D(A) ga Z fazoning z = B(Ax) elementini mos qo‘yuvchi 

C  = B A  : X  —* Z opera,tor tushuniladi.

Agar A  va B lar chiziqli chegaralangan operatorlar bolsa, u hoida C  ham 

chiziqli chegaralangan operator boiadi va

||Cl!<||¿i||-||A|| (29.9)

tengsizlik oiin li. Haqiqatau ham.

||Gx \\z = \\B(Ax) \\z < \\B\\ • ||Ac ||y < j|B || ■ \\A || ■ \\x ||x .

Bu yerdan (29.9) tengsizlik kelib chiqadi.

Operatorlarni qo;shish va ko:paytirish assotsiativdir. Qo'shish a.mali kom- 

rnutativ, lekin ko'paytirish amali kormnutativ emas.

Agar X  va Y lar chiziqli noraiaJangan íazolar bolsa, L(X, Y) ham chi

ziqli normalangan fazo boiadi, ya’ni p : L(X, Y) —>■ M,

p(A) -  S U p  ||Ar|| 
r  ||*||-1

funksional uormatiing 1-3 -• shart.larini qanoatlaiitiradi.

29.2-teorem a. X normalangan fazoni Y normalangan fazoga akslanti-

ruvchi A : X  -*  Y  chiziqli operator berilgan bo ‘Isin. U holda quyidagi tas-

diqlar teng kuchli:
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1 ) A operator biror xq nuqtada uzluksiz;

2) A operator uzluhsiz;

3) A operator chegaralangan.

Xsbot. 1) =j> 2). Chiziqli 4  operatorning biror xq nuqtada uzluksiz ekan- 

ligidan uning ixtiyoriy nuqtada uzluksiz eka,nligini keitirib cliiqaramiz.

A operator x0 nuqtada uzluksiz boiganiigi uchun, xq ga intiluvcbi ix

tiyoriy {a;®} ketina-ketlik uclmn Ax® Ax0 . Ixtiyoriy x' € D(A) nuq- 

fc-a uchun, x'n —> x' ekanligidah Ax'„ J &  kelib chiqishini ko'rsatamiz. 

y'n = xn ~ x' + 3;o —► deymiz. U holda

lhn Ay' =  lim .4 (x'n -  x' + x0) = lim (A x'n -  A x' + A x0) =  A x0.
n - iO O  n - i  OO n--> oo

Bu esa

lim A x ’n =  A x'
n —»OO

ekanligini bildiradi. Demak, A operator ixtiyoriy x' nuqtada uzluksiz.

2) = >  3). A operatorning uzluksiz ekanligidan uning chega.ralanganligi ke

lib chiqishini ko‘rsatamiz. Teskaridan faraz qilaylik, A  chiziqli operator uzluk

siz bo'lsin, lekin chegaralangan bo‘lmasin, ya’ni ixtiyoriy C > 0 sc5n uchun 

shunday xc € D(A) element mavjud bo‘lib,

|| Axc || > C  ||

bo'lsin. Agax C  =  n  €  N desak, ixtiyoriy n  € N uchun shunday xn € D(A) 

mavjudki, ||Ar„|| >n|jarn || tengsizlik bajariladi. Quyidagi

x

« I W I

ketma-ketlikni qaraymiz. Kolinib turibdiki, £n —> 0 , ya’ni



Ikkinchi tomondan,

Bu qaraina-qarshihk A  operatoming chegaraiangan ekanligini ko‘rsatadi.

3) => 1). A chiziqli chegaralaiigan operatoming biror miqtada uzluk- 

sizligini ko'rsatamiz. Ta'rifga ko:ra, shimday С > 0 son mavjudki, ixtiyoriy 

X 6 D(A) uchun

\\Ax (Iy  < С  I) X  !¡x

tengsizlik bajariladi. Faráa qilaylik; {:r„J — x ga yaqinlashuvchi ixtiyoriy 

ketma-ketiik bo'lsin, u hoída Axn —> Ax ekanligini koisatamiz:

11 Ахп -  Ах Л = I! A(x„ -  x) ¡I < С  ||x„ -  x II ->■ 0, n -+ oo 

ya’ni lim II Axn — Ax\\ — 0. Д
П--ЮО

29 .2-natija . A chiziqli operator chegaraiangan bo'lishi uchun uning uzluk- 

siz bo'lishi zarur va yetarli.

29.5-m isol. Birlik va nol operatoriamirig (29.1 va. 29.2-misollar) chegara

iangan ekanligini ko‘rsatib, ularning normasini hisoblang.

Yechish. Birlik operatoming diegara.la.ngan ekanligini ko'rsatib, normasini 

hisoblaymiz. ixtiyoriy x € E  uchun \\íx || = ||x|| tenglik o'rinli. Ta’rifga 

ko‘ra, i  chegaraiangan va uning normasi' 1 ga teng. Endi nol operatoming 

chegaraiangan ekanligini ko'rsatib, uning normasini topamiz. ístalgan x € E  

uchun ||©x К =  ||0 || =  0 tenglik o‘rinli. Bundan ||0 || =  0 ekanligi kelib 

chiqadi. Nol operator L(X, Y) chiziqli normalangan. fazoning nol elementi 

bo‘ladi.

29.6. 29.3-misolda keltirügan A : C[a, p] —> C[a, b\ differensiallash ope- 

ratorining chegara.lanmagan ekanligini ko'rsating.

Yechish. Buninj| uchun A  akslantirishda D(A) = C ^[0 , 1] fazoáagi 

birlik shar B[0, 1] ning tasviri chegaralanmagan to‘plam ekanligini ko'rsatish
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yetarli. Biriik shar B[9, 1] da yotuvchi -{/«} ketma-ketlikni quyidagieha ta.n- 

laymiz:

f n(x) =  xn, ||/„!| = max \xn\ =  1 .
US# S*

U liokla

(A fn) (■>:) =  n ■ xn~l , \\Afn\\ =  max |n ■ xn\ = n.

Bundan

lim ||A fn || = oon—>oo
ekanligi kelib diiqadi. Demak, differeiisiallasl; operatori diegaralanrnagan ope

rator ekan.

29.7. 29.4-misolda keltirilgan B  : C[a, b] —* G[a, b] integral operator- 

ning chegaralangan ekanligini ko'rsatiug.

Yechish. 29.4-misolda B  operatorning uzluksiz ekanligi ko'rsatilgan edi.

29.2-natijaga ko‘ra, u chegaralangarj bo'ladi.

29.8. C[— 1, 1] fazoda x ga ko‘paytirisk operatorini, ya’ni

B  : C [ - 1, 1 ] C [ - 1, 1], (B f)(x ) =  x f(x )  (29.10)

operatomi qaraymiz. Uning diegaralaugan ekanligini ko'rsatib, normasini to

ping.

Yechish. B  operatorning chiziqli ekanligi oson tekshiriladi. Uzluksiz funk- 

siyalarning ko'paytmasi uzluksiz ekanligidan B  operatorning aniqlanish sohasi 

D (B )= C [— 1, 1] ekanligi kelib chiqadi. Endi B operatorning chegaralangan 

ekanligini ko'rsatamiz.

IIB f  || = max \xf(x)\ < max |x| • max |/(s)| = 1 ■ ||/||
—1<*<1 —1<®<1 —l<.r<l

Bu tengsizlikdan B  operatorning chegaralangan ekanligi va ||i?|| < 1 kelib 

chiqadi. Ikkinchi tomondan, agar /o(x) = 1 desak, u holda

(B fo ) (x )~ x ,  p / 0|| = l ,  ||.g|| >
l l J O l i
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ni olamiz. Yuqoridagilardan ||B || — 1 kelib chiqadi.

Xuddi slnmday ko'rsatish mumkinki, L2[—l,  1] Hilbert fazosida ham (29.10) 

tenglik bilan aniqlangats B  operator chiziqli chegaralangan bo'lib, normasi 1 

ga teng bo'ladi.

29,9. Endi t 2 fazoda ko'paytirish operatorini, ya ’ni

A : £2 —> ¿2, (Ax)„ -  anxn, sup \an\ — a < oo (29.11)
r*> l

operatorni qaraymiz. lining chegaralangan ekanligini ko‘rsatib, normasini to

ping.

Yechish, Ixtiyoriy x  € l 2 uchun Ax £ i 2 ekanligini ko‘rsatamiz:
OO OO CO

E  \(AxU 2 -  E  I'V n l2 < sup I «„I2 E  \xr>\2 = «2 Ik II2 • (29.12)
77,= 1  U = l  — U = 1

Bu mutiosabatlardan D(A) — l 2 ekanligini olamiz. Endi uning chiziqli ekan

ligini ko'rsatamiz. ,4 operatorning aniqlanishiga ko‘ra

(A(ax  + Py))n =  an(axn + 0yn) =  ana x n + an0yn = ot{Ax)n + 0(A y)n.

Dernak, A chiziqli operator ekan. Uning chegaralangan ekanligi (29.12) teng- 

sizlikdan kelib chiqadi. Bundan tashqari (29.12) tengsizlikdan ||A|| < a ekan

ligi ham kelib chiqadi. A operatorning normasi ||A|j — a ekanligini isbot- 

laymiz. Bulling uchun l 2 fazoda {en}^Li ortonormal sistemani ((23.8) ga 

qarang) olamiz. A operatorning aniqlanishiga ko‘ra, ixtiyoriy n € N uchun 

Ae„ — ane„ tenglik o’rinli. Bundan va (29.7) dan

11A  |J ^  ||Aen || — — \cin\ • j|e„|| — |&n|

munosabat kelib chiqadi. Bu tengsizlik ixtiyoriy n € N da o'rinli bo'lgani 

uchun

II A|| > sup |a„| — a (29.13)
n> 1

ni olamiz. Deinak, ||A|| — a tenglik isbotlandi. A

M ustaq il ish lash uchun savol va topshiriq lar



1. Li]—! ,  1] Hilbert fazosida (29.10) tenglil: hilan aniqlangan t í  ko'paytirish 

operatorining chiziqti chegaralangan ehanligini kofrsatib, fating normasi- 

ni toping.

2 . L2[a, 5] Hilbert fazosida (29.1) tenglik bilan aniqlangan t í  integral opé

rât, oming chiziqli chegaralangan ehanligini ko ‘rsating.

3. L2[—ti, 7r] Hilbert fazosida (29.1) tenglik bilan aniqlangan t í  integral 

operatornmg o ‘zagi K  (x, t) = cos(x — t) bo ‘Igan holda, uning yadrosi 

K e rti va qiymatlar sohasi R(tí) ni tavsifiang.

4. 29.3 va 29.8-m,i,sollarda keltinlgan operatorlar y ig‘indisini toping.

5. Integral operator

A : (7|—L 1] -* C [-\ , 1], (Af){:r) = I  (1 + xy)f(y)dy

va 29.8-rnisolda keltinlgan x ga ko'paytirish operaton t í  laming ko'paytmasini 

toping. AB — BA tenglik to‘g‘rimi?

6 . Agar A, B  e  L{X, Y) bo‘lsa, u holda | ||A|| -  ||£|| | < ||A -  B\\ teng- 

sizlikni isbotlang.

7. Aytaylik, X  chiziqli normalangan fazo bo‘Isin. p : X  —» R , p(x) =  ||æ|| 

akslantirishning uzluksizligini isbotlang.

30- §. Normalangan fazolarda chiziqli fimksionallar

Ma’lumki, chiziqli funksional va uning nollari 24-§ da o'rganilgan edi. 25-§ 

da esa L0 qism faaoda aniqlangan /0 chiziqli fnnksionalni p qavariq funksio- 

nalga bo ‘ysungan holda butun L fazogacha chiziqli davom ettirish mumkinli- 

gi haqidagi Xan-Banax teoremasi isbotlangan edi. Biz bu paragrafda chiziqli
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funksionalning norma,sini saqlagan holda uni b-utun L fezogacha davom et- 

tirish mumkinligi haqidagi Xan-Banax teoremasini isbotlaymiz, hairida funk- 

sionai fazolaxda chiziqii uzluksiz fuiiksionallarning umuiniy ko'riiiishidan foy- 

dalanib, asosiy funksional fazolarga qo‘shma fazolami izomoriizm auiqllgida 

topamiz.

30.1. Chiziqii funksionallar

Agax operatorning qiyrnatlari sonlardan iborat bolsa, bunday operator 

funksional deyiladi (24.1-ta’rifga qarang). Agax A' chiziqii fazoda aniqlangaa 

/ funksional uchun quyidagi shaxtlar hajaxilsa

1 ) /(a:, + x2) =  f ( x i) + f ( x 2), \fxu x2 € X  ; additivlik,

2) / (Xx) ~  Xf(x), Vx €  X , VX €  C , (yoki R), bir jinslilik 

/ ga chiziqii funksional (24.2, 24.3-ta’riflarga qarang) deyiladi.

30 .1 -ta ’rif. Agar ixtiyoriy e > 0 uchun slvunday S =  6(e) > 0 rnavjud 

bo‘lib, jjrr — it'ofi < <5 tengsizlikni qanoatlantirumhi barcha x  e  D (f) lar 

uchun \f(x) -  f ( x 0)\ < e tengsizlik bajarilsa, f  funksional x = x0 nuqtada 

uzluksiz deyiladi. Agar f  funksional ixtiyoriy x  e  D (f) nuqtada uzluksiz 

bo ‘Isa, f  uzluksiz funksional deyiladi.

30.1-ta’rifga teng kuchli bo'lgan quyidagi ta’riftri keltiramiz.

30 .2 -ta ’rif. Agar x0 nuqtaga yaqinlashuvchi ixtiyoriy xn ketma-ketlik uchun 

lim \f(x„) — f ( x 0)\ = 0 ho‘Isa, u holda f  funksional x0 nuqtada uzluksiz
n -> Q O

deyiladi.

C — kompleks sonlar to'plami (R  — haqiqiy sonlar to'plaini) Banax fazosi 

bo:lgan!igi uchun 29-§ da chiziqii operatorlar uchun o''rnatilga:n teorema va. 

tasdiqlar chiziqii funksionallar uchun ham o;rinli bo‘ladi.

30.1-teorema. X chiziqii normalangan fazoda aniqlangan chiziqii funk

sional biror xo € X  nuqtada uzluksiz bo‘Isa, u holda bu chiziqii funksional 

butun X  fazoda uzluksiz.
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30.2-teorem a. X  chiziqli norma langem fazoda aniqlangan chiziqli f  funk- 

sional uzluksiz ho ‘lishi uchun uning chegaralangan ho ‘lishi zarur va yetarli.

Xuddi chiziqli operatoriardagidek |/(rc) ¡ < M ||ar|| tengsizlikni qanoat- 

lautiruvclii M  sonlariiing aniq quyi chegarasi f  funksionalning normasi deyi- 

ladi va j|/|) bilan belgitanadi. Slmnday qilib,

|/(*)| < Il/Il • INI! •

Buridan tashqari, chiziqli chegaralangan ñinksionalniiig normasi |j/j| uchun 

quyidagi tenglik o'rinli:

11/II = sup \f(x)\ =  sup ^ . (30.1)
11*11=1 11*11

30.3-teorem a (Xan-Banax). E  kompleks chiziqli norrnalangan fazo, Eo — 

E ning qism fazosi va fo — Eo da aniqlangan chiziqli uzluksiz funksional 

bo'lsin. U holda fo ni nortnasini saqlagan holda E da aniqlangan f  chiziqli, 

funksionalgacha davom ettirish mumkin, y a ’ni

/(*) =  /<)(*); x £ Eo va ü/lljj — ll/ollij,

shartlami qanoatlantiruvchi f  : E —* C chiziqli funksional rnavjud.

Isbot. Aytaylik, Il/oll^ = K  bo'lsin. Norma aksiomalaridan bevosifca kelib 

chiqadiki, barcha x  6 E  laxda p(x) — K  ||x|| tenglik bilan aniqlanuvchi 

akslantirish qavariq funksional bo'ladi. Buridan tashqari ixtiyoriy x €  Eo 

uchun

I fo(x) | < \\M\eo ■ 11*11 = K  ■ 11*11 = V{x)

tenpizlik o'rinli. Sliunday ekan, fo 25.3-teorema shartlarini qanoatlanfciradi. 

U holda E  da aniqlangan slmnday / chiziqli funksional rnavjudki. quyidagilar 

bajariladi:

/(*) = /o(*), Vx €  E0, | f(x )  | < p(x) =  H/oll • ||x||, Vx e E.
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Bu verdan / ning chegara!anganligi va j¡ / || < |j /o|¡ tengsizlik kelib chiqadi. 

Ikkinchi tomondaií,

30 .1-natija . X  chiziqli norm,alangan fazo va undagi ixtiyony bel-

güangan dement bo ‘bin. U halda bufan X  da aniqlangan shunday f  chiziqli, 

funksional mavjudki;

tengliklar o ‘rinli bo ‘ladi.

Isbot. / funksionalni bir o'lchamli X q =  {aar<j} qism fazoda quyidagicha 

aniqlaymiz: fo(ax0) — a  |ja;o||. Ko'rinib turibdiki,

f ( x 0) = llxoll, |/o(x)| = |o|. I I | [  = II * 11-, x -  a x 0

Bu verdan \\fo\\E — 1- fo funksionalni butim X  gacha chiziqli davom etti- 

ramiz. Hosil bolgan funksional (30.2) shartlarni qanoatlantiruvchi funksional 

boladi. A

Endi chiziqli funksionalning davomiga doir miso! qaraymiz.

30.1-m isol. L — C[— 1, 1] uzluksiz funksiyalar fazosi va uning Lo =  

{ f  €  C [ - 1 , 1] : supp/ C [0, 1]} qism fazosini qaraymiz. ¿o qism fazoda /0 

chiziqli funksionalni quyidagicha aniqlaymiz:

/o funksionalni normasini saqlagan holda davom ettiring.

Yecfaish.. /o funksionalning normasini hisoblaymiz. Agar x  e  Lq bolsa,

Demak, || / ||£ = ||/o||Ä A

= 1 , f ( x o) = ll ôil (30.2)



¿o-l/o(ac)l = / x(t)dt — f  x(t)dt\ < max |.r(i) | / cfe = ||a;||
•/-1 J  0 I 0<t<l Jo

Demak,

I I / o l í  < 1 -

Endi Л/o[| > 1 tengsizíikni ko'rsatamiz. Buning uchun <7[— 1, 1] fazoda 

uzluksiz funksiyalarning

0, t e  [- i,  o] 
xn(t) = < nt, t € (0, Vn)> 

k 1 . « € [Vn, 1]

ketma-ketligini qarayiniz. Bu ketma-ketlik uchun quyidagilar o'rinli:

bo'ladi. Shuning uchun

n
(30.3)

xn € Lo, ||жп|| = 1, VneN,

l/o(*»)| = / a?„(t)dí > [  d t -  1
o

(30.3) tengsizlikda n  lar bo'yicha aniq yuqori chegara olsak,

II / o | |  >  s u p  | / o ( * n ) |  =  s u p  { 1  -  - 1  =  1
n>1 ri> 1 L ^ j

tengsizlikka ega bo'lamiz. Bu ikkala tengsizlikdan ¡|/o|| — 1 tenglikni olamiz.

25.0-misoldagi kabi C [— 1, 1] chiziql i fazoda gy, y e  Ц>[—1> 0] funksionalni 

quyidagicha aniqlaymiz:
/■° /-i 

gy(x) — / x(t)y(t)d t+  / x(t)dt, x e  L. (30.4)
J - i  . / o

Ma'lumki, istalgan y £ Щ —1, 0] uchun (fy funksional /0 funksionalning 

C[— 1, 1] fazogaclia davomi bo'ladi. gy funkaioual uchun Xan-Banax teore- 
masining tasdig’i o‘rinlimi? Boshqacha ayt,ganda ¡|/0|| — || gy\\ tenglik qanday 

У € Vq[— 1, 0] lar uchun o'rinli? C[a, ?>] fazodagi chiziqli uzluksiz funksional

ning umumiy ko’rinishi haqidagi Riss - 30.4-teorema, hamda (30.19) tenglik- 

dan foydalansak, (30.4) ko‘rinishdagi davomlar ichida yagona go funksional
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/о fimksionalning normaeini saqla.ga.n holda L — C[—1 , 1] fazogacha. davo- 

mi bo'ladi. 25.6-misolda /о funksionalni (25.1) shartni saqlagan holda cheksiz 

ko‘p (kontinuum) usul bilan L fazogadia davom ettirish mumkin edi.

30.2. Qo‘shm a fazolar

Chiziqli funksionallarning umuiriiy korinishidan foydalanib, qo'shma fazoni 

ayrim hollarda izomorfizm aniqîigida topish mumkin.

30 .3 -ta ’rif. X  normalangan fazoda aniqlangan, chiziqli uzluksiz funksia- 

nallar fazosi X да qo'shma fazo deijiladi va X* bilan belgilanadi, y a ’ni X* — 

L(X, C).

Bundan keyingi 31-§ da ya’ni chiziqli uzluksiz operatorlar fazosi rnavzusi- 

da biz Y to‘la fazo bo'Igan holda L(X, Y) fazoning Bauax fazosi bo'lishini 

isbofcîaymiz. Shunga. ko*ra (31.1-natijaga qarang) X  chiziqli normalangan fa.- 

zoga qo'shma bo'lgan X* = Ц Х, C) fazo Валах: fazosi boladi. Chunki, 

kompleks sonlar to'plami C = Y to'la normalangan fazo. Qo'shma fazo- 

lami o'rganishni eng sodda lioldan, yani A" fazo n  o'ichamli (haqiqiy yoki 

compleks) chiziqli fazo bo'lgan lioldan boshlaymiz.

30.2-m isol. X  n  o'ichamli (haqiqiy yoki compleks) chiziqli faso bo'lsin. 

Bu fazoda biror ei, e%,. . . ,  en bazisni tanlaymiz. U holda har bir x € X  vektor 

yagoua. ravishda
П

X =  X jCj (30.5)
j=i

ko'rinishda tasvirlanadi. Agar / — X  da aniqlangan chiziqli funksional bo'lsa, 

u holda ravshanki,
П

f ( x) =  (30-6) 
i= l

bo'ladi; Shunday ekan, chiziqli funksional o'zining ei, e%,. . . ,  en bazis vektor- 

la.rda.gi qiymatlari bilan bir qiyrnatli aniqlanadi. Bundan tashqari bu qiymat-



larni ixtiyoriy berish mumkin. Usbhu gi,g2, ■••,9n funksionallami

| 0, agar 
9i\ej) =  <

I 1 , agar i =  j

deb auiqlaymiz. Ko‘rsatish mumkioki, bu funksionallar chiziqli boglanmagau. 

Agar x € X  element (30.5) ko‘riniahda bolsa,, u hoida g,(x) =  x, tenglik 

bajariiadi. Shuning uchun (30.6) formulani
n

/(■'-) = E  »(*)/(*)
¿=i

ko‘finishda yozish mumkin. Shunday qilib gi, g2, . . . ,  gn funksionallar X* fa

zoda bazis tashkil qilar ekan, ya ’ni X* ham n  olehainli fazodir. X* dagi 

gt, 92, ■ ■ ■, 9n bazis X  dagi e¡, 62, ,  en bazisga ikkilamchi bazis deyiladi.

X  fazoda aniqlangan har xil rtormalar X* fazoda har xil normalarni 

keltirib chiqaradi. Hozir biz X  va X* fazolarda bir-biriga mos keluvchi nor- 

malarga misol keltiramiz.

a) Yuqoridagi n — olchamli A' va X* fazolartii qaraymiz. Har bir x e  X 

uchun (30.5) ol'inli bolib, x ning normasi

E n

formula bilaxL aniqlangan bolsin. U hoida ixtiyoriy / €  X* uchun

\ m \ E * ( * ) / ( eo
i—1

E/<
¿=1

< E i
¿=1 31

n
V  i f■ i2 = 
Z w  1 J t  I j

*=1
E I  & I2 '!!a: II

tengsizlikka ega bolamiz, bu yerda /¿ = i € { 1 , 2 , Agar
n

■E f  ~   ̂f i  *
i— 1 
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desak,

!/<*/)!
«=i

E l *
|2

¿=1
INI-

i= 1

Bundan

Ei
«=l

tenglikni olamiz. Shunday ekan, X  va X* fazolarda

11*11 = E i ^ i 2 va n/n =
¿=i

E i / < i 2
¿=i

normalar bir-biriga mos uormalar juftligi ekan.

b) Endi X  fazodagi bar bir x  €  X  element uchun uning normasi

v?;=i
formula, bilan aniqlangan bo'lsin. Bu normaga mos X* fazodagi normani 

aniqlash uchun Gyolder tengsizligidan ((19.15) formulaga qarang) foydalanamiz 

U holda bar bir / €  X* chiziqli funksional va ixtiyoriy x € X  uchun

E Xj * 6i va

desak, Gyolder tengsizligiga asosan

!/ (* ) !  =

i = l

l
q {  U

*=1

S Ei/.-r E w r = Ei/.I*
>¿=1 , *=i

tengsizlik barcha x €  X  lar uchun o'rinli bo'ladi. Bu yerda

1 < p < oo, 1 < q < oo, -  + -  = 1.
V Q

Agar x j £ X  elementning koordinatalarini

(30.7)

IiT-2
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ko‘rinishda tanlasak (agar /, = 0 bo'lsa, re,- = 0 deb olinadi), u hoida

Xi- fi = 7i ■ \fi\q~2 ■ fi = \fi\q > 0, i e  {i- 2

va

-fi = I fi ?  = \fi\^ = (\ fi l^ ) P = k i f
tengliklar o'rinii bo'ladi. Chunki

I I — If. 19-1\*i\ = \fi\q- = \ f i \ - ' ,  q~  1 =
F - l

U hoida Xi • f i  — | f j \q va * / = | |p tengliklarga ko‘ra

n / n \ | / n  \p
£ * ■ / . -  ! > ■ *  ==

n
V  T- • f-

1=1 

q /  f l

,¿=1

/ n
£ i /<m  E i* .  i- = £ i/< I! *  lip ■
i—l \ i= l

Demak, / funksionalning normasi uchun quyidagi tenglik o'rinii

i m i , =  ( ± i / . r ) i .

Shunday qilib, X  va X* fazolarda mos normalar juftligi

i m i ,  = i x > < r f ,  ii/ ii, =  ( ± i / . r Y (30.8)
¿=1 , ¿=1

ko'rinishda. boiar ekan. Bu yerda p va. q soniar (30.7) munosabatni qanoat- 

lantiradi.

c) X  fazodagi har bir x  € X  uchun (30.5) tasvir o‘rinli bo‘lib, x ning 

normasi

11*111 = 1 : 1**1 
¿=1

formula bilan aniqlangan bo'lsin. Ixtiyoriy / € X*' chiziqli funksioaal va 

barcha, x € X  larda
n

f  (x) =  Y 1  h  f* =  f  (e’: ) ’ * € { 1 , 2 , . . . ,  n}
2 = 1
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tenglik o'rinli bo'lgani uchun

l/('T) I ••T*l ^  max | /¿| • ( ¿ | x ,- |  ] = max \f)\ • ||ar||1(l<i<n \ / !<?<»
¿=1 “ “  \*=1 /

ya’ni

¡| f  || < max | fi\ .

Faraz qüaylik, biror in e  {1, 2, . . . ,  n} uchun | /,• j = max | /¡¡| boisin. Agar
i< i<n

X° ~ i p»0»y. O»1; 0; • ■ ■, o j

desak, f[ ^olli — 1 va

I /(*o) I = I /<o I = max | /¿| = max | /*[ • || x0||, l<«<n l<«sn

tengliklar o'rinli bo‘ladi. Bundan

II / II = max | ft]
lsasn.

tenglikka ega bo'lamiz. So'nggi normani biz || • bilan belgilaymiz. Mate- 

matik analizdan ma’lumki, ((19.19) ga qarang)

lim || *  || = lim j V  | Xi\p I - max | xt\ = || x ¡U  .
p  oc  1 J) ix .' \  z— d /  K i v n

\ j= l /

Shunday qilib, A va X* chekii n — olchamii fazolarda

1 1 * 1 1 , 1 1 / 1 1 « ,  = mj« |/< | (30.9)
¿=i

lar bir-biriga mos keluvchi nor malar juftligini hosil qiladi. Agar biz (30.7) 

munosabatni saqlagan holda q —* oo da limitga o'tsak, p = 1 va q = oo 

ni olarniz. Demak, (30.9) normalar juftligi (30.8) normalar juftligining limitik 

ho!an: ekan.

d) Endi n — o'lchamli X  fazoda norma

I M L  = max | a-, |1 <z<n
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formula vositasida aniqlangan bo'lsin. Ixtiyoriy / € X* chiziqli funksional 

uchun f i  — i e  {1, 2, n} (ej, e2, . . . , en lar X  fazoningbazisi)

desak, barcha x  € X  lar uchun

f(x )  =  Y 2 f iXi 
i=1

tendik va

i / ( * )  I =  £ I f* ' I ■ i ] C 1 /¿I ) =  I ^I ■ IIx  iloo.——* l<t<-n \ i—• / l<«<ni=l \ ¿=1 /
tengsizlik o'rinli. Ikkinchi tomondan

X =(A.A. iu ii = i
' *  V l / i l ’ I/2I’ m l "  ,! /,loc

element uchun

J j J i

i= 1 l/‘ > ¿= 1 \ i= i
E 1/.1 -I*/«.

U holda

l l / l l i  =  Êl/il 
¿=1

tenglikka ega bo'lamiz. Demak, X  va X* fazolarda

¡1* IL = I Xi I, ||/|li = £ | / * |  (30.10)l<t<n
¿=1

normalar bir-biriga mos keluvchi normalar juftligi bo'ladi. (30.10) tenglik (30.8) 

tenglikning p —> 00 dagi limitik holatiga mos keladi.

30.3. Endi ip fazoni qaraymiz. Ma’lumki, bu fazo

¿ 1** |p < 00 
1=1

shartni qanoatlarrtiruvchi barcha x — {x„} ketma-ketliklardan iborat va unda 

x elementniug normasi

* « , =  £ 1* 1'
\ 2—1 
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tenglik bilan aniqlanadi. Agar biz q > 1 sonni (30.7) munosabatdan aniqlasak, 

u holda tp fazo êq fazoga izomorf boladi. Buni isbotlash uchun £q fazoning 

ixtiyoriy / = {fn} dementi yordamida lv fazoda
CO

f ( x )  =  I n  ■ x n  ( 3 0 .1 1 )
П—1

chiziqli funksionalni aniqlaymiz. Dastlab (30.11) tenglikning o‘ng tomonidagi 

qatorning absolyut yaqinlashuvchi ekanligini kcrrsatamiz, Ma’lumki, ixtiyoriy 

n  natural son uchun

I M I S  ( ¿ u p ) ’  ( ¿ I X , r ) ! <  (±I Лl> ) '  II- II, (30.12,

o‘riiiíi. Biriuchi tengsizlikni yozishda biz Gvolder tengsizligidan ((19.15) for- 

mulaga qarang) foydalandik. Bu yerdan (30.11) tenglikning o‘ng tomonidar 

gi qatorning absolyut yaqinlashuvchiligi hamda. / fnnksiona.1 uchun quyidagi 

munosabatlar keiib chiqadi:

*= 1

Demak, (30.11) tenglik bilan aniqlangan / funksional chiziqli va uzluksiz. 

Agar Xf € £p eleihentning hadiarini

X i= 7 i  \ fi\9~2 , * e {  1 , 2 , . . . ,  CX)}

(agar fi =  0  bo‘lsa, a* = 0  deb olinadi) ko'rmishda tanlaaak, 30.1-misolning

b) bandidagidek quyidagilarga ega bolamiz:

Xi fi = I fi\q > 0 , Xi fi =  I Xif > 0 , i €  {1, 2 , . . . , oo} .

Biz Xf e  ip va / = {ft}  € £q ekanligini hisobga olsak,
OO 0 0  /с о  \ q / 0 0

I f ( x f )\ =  I ^ 3  *«/«1 У 1 x i f i  = Í У ] xi f i  j ( x i f i
i —1 ¿=1 V i —i / \ i-У

/(* )
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Demak,

Ko'rsatish muinkinki, tq fazodagi ixtiyoriy / chiziqli uzluksiz funksional (30.11) 

ko'rinishda tasvirlanadi.

Shunday qilib tq va tq, p~l + q~* =  1 fazolarning izomorfligi isbotlandi. 

Xusus&u, p =  2 da t ¡  =  t ¡  kelib chiqadi. Shuaing uchun t2 fazo o‘z-o‘ziga 

qo'shma fazo deyiladi. Xuddi shunday ko'rsatish muinkinki, ixtiyoriy Hilbert 

fazosining qo‘shmasi ham o'ziga izornorf boladi.

30.4. Endi £i fazoning qo‘shmasini topamiz. 30.2-misoining c) bandidagi- 

ga o'xshash mulohazalar qilib ko'rsatish muinkinki, fj fazoning qo'shmasi 

too — m — chegaralangan ketma-ketliklar fazosiga izomorfdir, ya’ni =  rn. 

Quyidagi tasdiqlarni o'quvchiga mustaqil isbotlash uchun qoldiramiz:

c* =  t  u 4 ; =  t t .

Bu tengliklarni izomorfízm aniqiigida tushunish kerak.

30.5. Endi X  = C[a, &] fazoga qo'shma. fazoni izoinorfizin aniqiigida 

topamiz. Malutnki, [«, 6] kesmada aniqíangan va t =  a nuqtada nolga 

aylanuvchi o‘zga.rishi chegaralangan funksiyalar fazosi Vq [a, f>] orqali beígi- 

ianadi (26.15-misolga qarang). Ko'rsatish muinkinki, bu to'plam funksiyalami 

qo'shish va ularni songa ko'paytiñsh amallariga nisbatan diiziqii fazo tashkil 

qiladi. Bu fazoda x  elementning nonnasi |¡ x  || = V’’ [x] tenglik biian aniqlana- 

di.Buyerda Vb [x] o'zgarishi chegaralangan x  funksiyaning [a, b] kesmadagi 

to'ía o‘sga,rishi. Ko'rsatamizki, (C[a, 6])* = V¿[a, 6] .

Biz M[a, b] — biian [a, b] kesmada aniqlangan bareha chegaralangan funk

siyalar to'plamiiii belgilaymiz. Bu to'plam odatdagi funksiyalami qo'shish va



songa ko'paytirish amallariga nisbatan chiziqli iazo tashkil qiiadi (26.8-misoIga 

qarang). Bu fazoda x eleinentniiig normasi

Il X II =  S lip  I x{t) I
a<t<b

tenglik bilan aniqlanadi. Har bir x  e  C[a, b] funksiya diegaraiangan va

sup | x(l) | =  in a x  | x(t) |
a<t<b a<t<b

t;englik o‘rinli bo'lgani uchun C'[a, b\ fazoni M[a, 6] fazoning qism fazosi 

sifatida qarash rnumkin. Endi / € C*[a. b] ixtiyoriy chiziqli uzluksiz funksio- 

nal bo'lsin. Normalangan fazolarda Xan-Banax teoremasiga (30.3-teoremaga 

qarang) ko'ra, / € C* [a, 6] funksionalni normasi ni saqlagan holda but,un 

M[a, ?>] fazoga davom ettirish rnumkin. F  deb f  funksionalning C[a, 6] 

dan M[a, b] ga davomini belgilaymiz.

Endi
1 1 , agar a < Ç < t ,

M O  = < > ,
| 0, agar t < £ < b 

t € [a, i>] funksiyalar oilasini qaraymiz. Ravshanki, ixtiyoriy t € [a, b] uchun 

(fit G Aï[a, 6]. F  funksionalning <pt € M[a, b] elementdagi qiymatini u(t) 

deb belgilaymiz, ya’ni u(t) — t & [a, 6]. Natijada [a, b] kesrna-

da u funksiya aniqlandi. Bu funksiyaning o'zgarishi diegaraiangan ekanligini 

isbotlaymiz. Butting uchun [a, b] kesraani ixtiyoriy chekli sondagi

a — ¿0 < t-i < t2 < • • • < tn- i  < tn — b (30.13)

nuqtalar bilan boiakchalarga ajratamiz. (30.13) bo'linishga rnos

¿ | « ( i * ) - « ( t * _ i ) |  
fc=i

yig'indini qaraymiz. Agar

a k =  sign [u(tk) -  u(tk- 1) ] , k — 1 , 2, . . . ,  n  
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belgilashlarni kiritsak, u holda

E  I u(tk) -  u(i*_i)| = J2  cxk | u(tk) -  u(ifc_i)| =
n
E ak {vtk -  v%_J

A?=l A:=l

= E a* | -  *,(Wi)| = t'
k=1 ,fc=l

F  chiziqli funksionalning chegaralanganligi va || F || = |j f  || dan

k=1

tenglik keîib chiqadi. Soiiggi tenglik
k= 1

=  11/11

E a *
*:=i

sup
?€[«, 6] E ak ( v h io  -  <pu-i ( o )  

fc=l
= 1

tenglikka asoslangan. Shunday qilib, (30.13) ko'rinishdagi ixtiyoriy bo‘linishda
n

E  k m  -  «(<fc-i)i < ¡i /ii 
fc=i

tengsizlik o‘rinli. Bundan kelib chiqadiki, u e  V [a, h) va

Va[U] < Il / Il ■ (30.14)

;t' € (?[<*, 6] — ixtiyoriy element bo'lsin. Har bir nnatural son uchun [a, b\ 

kesmani

b cia =  £0 < i j  < £2 < . . .  < i„_j < tn = b, tk — a +  —— k, k = 1 , 2, . . . ,  n
n

(30.15)

nuqtalar yordamida n ta teng bo'lakka ajratamiz va
n

&(*) = E  *(**) K.W - jv,(t)] (30.16)
k=i

pog'onasimon funksiyani quramiz. U holda F(yn) quyidagi formula bo'yicha 

aniqlanadi:
n

F (yn) = E  x (^)  m m  -  u(tk~i)] •
k=l
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Bu yn funksiyalarning amqlanishidan ko'rinib turibdiki, yn(a) — x(a) va

agar tk-1  < t < tk bo‘l-sa yn(t) — x(tt), k = 1. 2, n . Kantor teo-

remasiga ko'ra., x funksiya [o, i»] kesmada tekis uzluksiz funksiya bo‘ladi.

Demak, e > 0 uchun slmnday ó > 0 mavjud bo'lib, |í — t'\ < S tengsizlikni

qa.noafcíantiruvchi baxcha i, i! € [a, 6] lar uchun |x(í) — x(i')| < e tengsizlik

bajariladi. Shundav ekan, n yetarlicha. katta bolganda -— -  < S boigani
n

uchun

max | x (t) -  yn(t) | = max max | x{i) -  x(tk) | < e
íe[a, b\ l<k<n ífcltfc-i.ítj

tengsizlik bajariladi. Bu yerdan {y„} ketma-ketlikning x funksiyaga [a. 6] 

kesmada tekis yaqinlashishi kelib chiqadi. F  uzluksiz funksional bolgauligi 

uchun

lim F(yn) = F(x).
n—+ oo

Ikkinchi tomondan [a, b] da uzluksiz x  va [a, 6] da o‘zgarishi chegaralan

gan u funksiyalar uchun
■b

x(t) du(t)

Riman-Stiltes integral} mavjudligi va (30.16) yig'indi uning (30.15) bolinish 

bo'yicha integral yiglndisi bolganligi sababli
n ,b

F(x) = lim F(y„) =  lim V '  x(tk)  [u(tk) -  u(ik- 1)] = / x(t) dú{t).n—±00 n—>OC Á--* ís.
k - l  J a

Aromo, x  € C[a, b] boigani uchun F(x) = f ( x ) , ya’iri

f { x ) =  í  x{t)du(t) (30.17)
Ja

tenglik o'rinli. Shunday qilib ixtiyoriy x  € C[a, 6] uchun f(x )  (30.17) formu

la bo‘yicha aniqlanadi. Riman-Stiltes integrallari uchun o‘rta qiymat haqidagi 

teoremaga. ko‘ra ixtiyoriy x e  C[a, 6] uchun 
r b

\ m \  =
f  x(t) du(t) < max | x(t) \ V*[u\ < V’h[u] |¡ x ||

Ja \ *4». *1
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tengsizlikni oíamiz. Blindan

(30.18)

fceiigsizlik kelib chiqadí. Endi (30.14) va (30.18) teng'sizliklarni taqqoslab,

lozimki. <pa(t) =  0 va. F (0) = 0 bo'lgani uchan u(a) = F(<pa) — 0 shart 

o‘rinli.

Endi / funksionai uchun olingan natijaiarni jamiab. quyidagi F.Riss teo- 

remasini keltiramiz.

30.4-teorem a. C[a, 6] fazoda berilgan vdiyoriy f  chiziqli uzluksiz funk

sionai uchun ska f  funksionai bo’yieha aniqlanuvchi shunday и € Ц) [e, b] 

o‘zgarishi chegaralangan funksiya mavjudki; barcha x  € C[a, Ц larda (SO. 17) 

va (80.19) tengliklar o ‘rinli.

Ko'rsafcish mumkinki fl], bar bir o'zgarishi chegaralangan и e  Vo [a, b\ 

funksiya (30.17) tenglik yordamida yagona / € C'[a, i>] funksionalni aniqlay- 

di. Shuning uchun, C*[a, b] dagi chiziqli funksionallar bilan V0 [a, 6] o‘zgarishi 

chegaralangan funksiyalar fazosining elementlaxi o'rtasida <Vza.ro bir qiymatli 

raoslik mavjud. Bundan tashqari [j / ij = || и || boigani uchun, bu rnoslik 

izomorfdir, ya’ni C*[a, />] = Vo [a, .

30.6. Berilgan [a, b\ kesmada p(p > 1) — darajasi bilan Lebeg ma’nosida 

integrallanuvchi funksiyalar sinfini Lp[a, b] bilan belgilaymiz (26.15-rnisolga 

qarang). Ma’lumki, Lp[a, 6] to‘la normalangan fazo, ya ’ni Banax fazosidir.

Endi p > 1 uchun (30.7) munosabatni qanoatlantiruvchi q sonni olamiz. 

Isbotlamasdan quyidagi tasdiqni keltiramiz. Har bir / e  L*[a, b] funksionai 

uchun yagona y e  Lq[a, 6] element mavjud bo'lib, ixtiyoriy x G Lp[a, b]

(30.19)

tenglikka ega bo''lamiz. Olingan natijalardan tashqari yana slmni ta ’kidlash



/ (* )=  f x { t ) y { t ) d t  (30.20)
J  a

fcenglik bajariladi va aksincha, y  € Lq[a, b] uchun (30.20) formula L*[a, 6] ga 

tegishli biror funksionalni aniqlaydi. Bundan tashqari (30.20) formula L*[a, b] 

va L q [ a ,  6] fazolar o‘rtasida izometrik moslik o‘rnatadi. Shuning uchun 

L*[a, b] va Lq[a, .6] fazolar o‘zaro izomorfdir. ya ’ai L*[a, 6] = Lq[a, 6]. 

Xususan, p — 2 da Lÿa, b] — L2[a, b\. Shuning uchun .L2[a, b] o‘z-o‘ziga 

qo'shma fazo deyiladi.

30.7. Hilbert fazosida chiziqli funksionalning umumiy ko'rinishi quyidagicha 

/(x) — (X, y), ya ’ni ixtiyoriy / chiziqli uziuksiz funksionalga shu fazoning 

yagona y element i moa keladi, shuning uchun Hilbert fazosi o‘z-o‘ziga qo'shma 

fazo hisoblanadi. Xuddi shu sababli, n  o‘lchamli Evklid fazosi ham o‘z-o‘ziga 

qo'shma fazo bo'ladi.

M ustaq il ishlash uchun savol va, topshîriq lar

1- /о : Со —» С, /о(ж) = Xi chiziqli funksionalni normasini saqlagan

holda с fazoga chiziqli davom, ettiring.

2 . Chiziqli funksional davorni yagonami? Javobni asoslang.

3. f  : (72[0 1] —► 6'2[0 1], /(.?:) — ar(0) funksionalni chiziqli chegaralangan- 

likka tekshiring.

4. Evklid fazolarida chiziqli funksionalning umumiy ко ‘rinishi qanday bo ‘ladi ?

5. Uziuksiz funksiy alar fazosi C[— 1, 1] dagi barcha toq funksiyalar to'plami 

C~[— 1, 1] — I/o (26.14-misolga qarang) qismfazo tashkil qiladi. Lq qism 

fazoda f 0 chiziqli funksionalni quyidagicha aniqlaymiz:



6 . (i, ¿2 va 1 fazolarga qo'shma fazolarni toping.

7. co, c va in fazolarga qo'shma fazolarni toping.

8 . C[a, b] fazoga qo'shma fazoni toping.

9. L2[a, 6] fazoga qo'shma fazoni toping.

10. II Hilbert fazosiga qo 'shrna fazoni toping.

31- §. Chiziqli uzktksiz operatorlar fazosi

Mazkur paragrafda biz chiziqli uzluksiz (chegaralangan) operatorlar fazosi 

L(X, Y) ning to'laligi haqidagi teoremani isbotlaymiz. Operatorlar ketma- 

ketligi ning kuchsiz, kuchli (nnqtaii) va tekis (norma bo'yicha) yaqinlashish 

ta ’riflarini beramiz. Ularni misollarda tahlil qilamiz.

31.1-ta’rif. Agar {A n} C L(X, Y) operatorlar ketma-ketligi uchun shun- 

day A  6 L(X, Y) operator mavjud bo‘lib, lim II An — All = 0 bo‘Isa, {An}n—»CO
operatorlar ketma-ketligi A operatorga norma bo ‘yicha yoki tekis yaqinlashadi 

deyiladi va An A shaklda belgilanadi.

31 .2-ta ’rif. Agar ixtiyoriy x  €  X uchun lim \\Anx — Ax\\ — 0 bo'Isa,
n —* oo '

{A„} operatorlar ketma-ketligi A operatorga kuchli yoki nuqtali yaqinlashadi 

deyiladi va An ——•> A shaklda belgilanadi.

31.3-ta’rif. Agar ixtiyoriy f  e Y *  va barcha x €  X  lar uchun lim f ( A nx)
71—>0O

— f (A x ) bo‘Isa, {An} operatorlar ketma-ketligi A. operatorga kuchsiz yoki 

kuchsiz ma’noda ^An A^ yaqinlashuvchi deyiladi.

31.3-ta’rif Hilbert fazosida quyidagicha bo'ladi.

/o funksionalni normasini saqlagan holda C[— 1, 1] gacha davom etti-

ring.
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31 .4 -ta ’rif. Agar ixtiyoriy x, y  €  H uchun \im(Anx ,y )  = (Ax, y)
n - ±  OO

bo‘Isa. {An} operatorlar ketma-ketligi A operatorga huchsiz yaqinlashuvchi 

deyiladi.

31.1-xnisol. An : £2 ->• £2, A i i  = (0 , 0., 0, x j, x2, z 3, .. .)
n

operatorlar ketma- ketligining kuchli va kuehsiz ma’noda nol operatorga yaqin- 

laskisbini tekshiring.

Yechish. £2 Hilbert fazosi bo'lganligi uchun An : £2 —> 4  operatorlar 

ketinarketligining kuehsiz ma’noda nol operatorga yaqinlashishini 31.4-ta’rifdan 

foydalanib tekshirainiz. Ixtiyoriy y = (yi, V2, ■ ■ •) € t% uchun

I (Anx, y) -  (Ox, y) I2 =
2

2
x|r E  (3 1 1 )

¿=n+l

munosabat o'rinli. y € ¿2 bolganligi uchun .
OO

im i2 = X > i 2 < °°-
k~ 1

Shunday ekan yaqinlashuvchi qatomiug qoldigi

£  i ^ i 2
k—n+l

n —> 00 da nolga intiladi. Bundan (31.1) ga ko‘ra, ixtiyoriy x, y e  4  larda

I (./inx, y) — (Ox, y) I ning n  —» 00 da. nolga intilishi kelib chiqadi. Demak, 

{An} operatorlar ketma-ketligi nol operator 0  ga kuehsiz ma’noda yaqin- 

lashar ekan. {A,} operatorlar ketma-ketligi nol operatorga kuchli ma’noda 

yaqinlashinaydi, chuuki

lim II Anx — Ox H = lim || x  || = || x  || ±  0. A
n-+ 00 n —>00

31.2. Quyida berilgan Pn, Qn & L(£2) operatorlar ketma,-ketligining kuch

li va fcekis ma’noda birlik va nol operatorlarga yaqinlashishini teksiring.

Pn : £2 -* £2, Pnx  = (xi, x2, • • : , xn, 0 , . . .  , 0 , . . . )  ,
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tengsizlikni olainiz. Bimdan

! ! / ! !<  V Î H (30.18)

tengsizlik kelib chiqadi. Endi (30.14) va (30.18) tenpizliklami taqqoslab,

tenglikka ega boiamiz. Oîingan natijalardan tasbqari yana shuni ta ’kidlash 

lozimki, <pa{t) =  0 va F (0) = 0 bo'lgani uchun u(a) — F(<pa) =  0 shart 

o‘rinli.

Endi / funksionai uchun oiingan natijaiarni jainîab. quyidagi F.Riss teo- 

remasini keltiramiz.

30.4-teorem a. C[a, 6] fazoda berügan ixtiyoïiy f  chiziqli uzluksiz funk

sionai uchun shu f  funksionai, bo‘yicha aniqlanuvchi shunday и e  Ц> [a, 6] 

o‘zgarishi chegaralangan funksiya rnavjudki. barcha x  € C[a, &] tarda (30.17) 

va (30.19) tengliklar о ‘finit.

Ko'rsafcish murnkinki [1], har bir o‘zgarishi chegaralangan и e  V'o [a, 6] 

funksiya (30.17) tenglik yordamida yagona / € C*[a, b] funksionalni aniqiay- 

di. Shuning uchun, C*[a, 6] dagi chiziqli fanksionaliar bilan V0 [a, b] o‘zgarishi 

chegaralangan funksiyalax fazosining elernentlari o‘rtasida o'zaro bir qiymatli 

moslik mavjud. Bundan tasbqari || / ¡j = |j и || bo‘lgani uchun, bu moslik 

izomorfdir, ya ’ni C*\a, 6] = Ц) [e> 4  •

30,6. Berilgan [a, b] kesmada p(p > 1) — da.ra.jasi bilan Lebeg ma’nosida 

integrallanuvchi funksiyalax sinfini Lp[a, 6] bilan belgilaymiz (26.15-misolga 

qarang). Ma’Iümki, Lp[a, b] to‘la normalangan fazo, ya’ni Banax fazosidir.

Endi p > 1 uchun (30.7) munosabatni qanoa.tIa.nt,iruvehi q sorxni olamiz. 

Isbotlamasdan quyidagi tasdiqni keltiramiz. Har bir / 6  Ll[a, b\ funksionai 

uchun yagona y €  Lq[a, b] elenient mavjud bolib, ixtiyoriy x  € Lp[a, b\

W f \ \ = v M (30.19)
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larda

f { x ) =  f  x (t)y(t)d t (30.20)
J  a

tengiik bajariladi va aksincha, y  € Lq[a, b] uchun (30.20) formula L*[a, b] ga 

tegishli biror funksionalni aniqlaydi. Blindan tashqari (30.20) formula L*[a, b] 

va Lq[a. 6] fazolar o'rtasida izometrik moslík o'rnatadi. Shuning uchuii 

E*[a, b] va Lq[a, b] fazolar o'zaro izomorfdir, ya ’ni L*[a, 5] = Lq[a, b\. 

Xususan, p — 2 da L^o, 6] = L2[a, b]. Shuning uchun L2[a., í>] o‘z-o‘ziga 

qo'shma fazo deyiladi.

30.7. Hilbert fazosida chiziqli funksionalning umumiy ko'rinishi quyidagicha 

f(x )  — (x, y), ya ’ni ixtiyoriy f  chiziqli uzluksiz funksionalga shu fazoning 

yagona y elementi rnos keladi, shuning uchun Hilbert fazosi o‘z-o‘zigaqo‘shma 

fazo bisoblanadi. Xuddi shu sababli, n  o'lchamli Evklid fazosi ham o‘z-o‘ziga 

qo'shma fazo bo‘ladi.

M ustaqit íshlash uchun savol va topshiriq lar

1- /o : Co —» C, fo(x) =  x i chiziqli funksionalni normasini saqlagan

halda c fazoga chiziqli davótn ettiring.

2 . Chiziqli funksional davorni yagonami? Javobni asoslang.

3. f  : <72[0 1] —> C2[0 1], f ( x) — x (0) funksionalni chiziqli chegaralangan- 

Ukka tekshiring.

4. Evklid fazolar ida chiziqli funksionalning umumiy ko ‘rinishi qanday bo ‘ladi ?

5. Uzluksiz funksiyalar fazosi <7[— 1 , 1] dagi barcha toq funksiyalar to'plami 

C~[— 1, 1] = L0 (26.1J,-rnisolga qarang) qismfazo tashkil qüadi. L0 qism 

fazoda fo chiziqli funksionalni quyidagicha aniqlaymiz:

h (x )  =  I  t x(t) dt, x  € L0- 
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6 . ¿ i, va >̂> 1 fazolarga qo‘shma fazolami toping.

7. cp, c va m fazolarga qo'shma fazolami toping.

8 . C[a, ö] fazoga qo'shma fazoni toping.

9. Jbzla, b] fazoga qo'shma fazoni toping.

10. II Hilbert fazosiga qo 'shma fazoni toping.

31- §. Chiziqli uzluksiz operato rlar fazosi

Mazkur paragrafda biz chiziqli uzluksiz (ehegaralangan) operatorlar fazosi 

L(X. Y) ning to'laligi haqidagi teoremani isbotlaymiz. Operatorlar ketma- 

ketligining kuchsiz, kuchli (nuqtali) va tekis (norma bo'yicha) yaqinlashish 

ta ’riflarini berainiz. Ularni misollarda tahlil qilamiz.

31 .1-ta ’rif. Agar {A n} c  L(X, Y) operatorlar ketrna-ketligi uchun shun- 

day A  € L(X, Y ) operator rnavjud bo‘lih, lim j| An — .-4|| = 0 bo'lsa, {/i,,}
n—>oo

operatorlar ketrna-ketligi A operatorga norma bo ‘yicha yoki tekis yaqinlashadi 

deyiladi va An — > A  shaklda belgüanadi.

31 .2-ta ’rif. Aqar ixtivoriy x € X. uchun lim I] Anx  — Ax\\ — 0 bolsa,
n —> oo '

{An} operatorio,r ketrna-ketligi A operatorga kuchli yoki nuqtali yaqinlashadi 

deyiladi va An ——■> A  shaklda belgüanadi.

31 .3-ta ’rlf. Agar ixtiyoriy f  € Y * va barcha x € X  lar uchun lim f ( A nx)
n —> OO

= f(A x ) bo‘lsa, {A n} operatorlar ketrna-ketligi A. operatorga kuchsiz yoki 

kuchsiz ma’noda {A„ -----> yaqinlashuvchi deyiladi.

31.3-ta’rif Hilbert fazosida quyidagicha bo'iadi,

/o funksionalni normasini saqlagan holda C\— 1, 1] gacha davorn etti-

ring.
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31 .4 -ta ’rif. Agar ixtiyoriy x, y  € H uchun Y\m(Anx ,y )  .== (Ax, y)n—±oo
boisa. {A n} operatorlar ketma-ketligi A operatorga kuchsiz yaqinlashupchi 

deyiladi.

31.1-m isol. An : C-2 h-. AnX = (0, 0, „ ., 0, xy, x2, x3, . . . )
n

operatorlar ketma- ketligining kuchli va kuchsiz ma’noda nol operatorga yaqin- 

lasliisliini tekshiring.

Yechish. £2 Hilbert fazosi bo'lganligi uchun An : £2 —> £2 operatorlar 

ketma-ketligining kuchsiz ma’noda nol operatorga yaqinlashishini 31.4-ta’rifdan 

foydalanib tekehiramiz. Ixtiyoriy y = (yi, jfe,. . . )  € £2 uchun
OC

 ̂%k Vn+k. 
k- 1

U ll2 E  |y*l2 (31.1)
k—n +1

I (AnX, y) -  (Qx, y) |2 

munosabat o‘rinli. y  € £2 bo'lganligi uchun
CO

¡ iyi i2 = x ; i t t i a <oo. 
k- 1

Shunday ekan yaqinlashuvchi qatorning qoldig!i
OC’

n  —*■ oc da nolga intiladi. Bun dan (31.1) ga ko‘ra, ixtiyoriy x, y  € £2 larda

I (Anx, y) — (Qx, y) I ning n —► 00 da. nolga intiiishi kelib chiqadi. Demak. 

{An\ operatorlar ketma-ketligi nol operator 0  ga kuchsiz ina’noda yaqin- 

laehar ekan. {An} operatorlar ketma-ketligi nol operatorga, kuchli ma’noda 

yaqinlashmaydi, ehunki

lim ¡1 Anx — Qx || = lim || x |j = || x || ^  0. A
n —>oc n —»OC

31.2. Quyida berilgan Pn, Qn € ¿ (¿ 2) operatorlar ketma,-ketligining kuch

li va tekis ma’noda birlik va nol operatorlarga yaqinlashishini tcksiring.

in : £2 ?2, Pnx  = (xi, X2 , . . . , x „ , 0 , . . . , 0 , . . . ) ,
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Qn —  I Qn% —  (0 , .  . - , 0 , Xn+ \, Xn+2? %n+3? * • •) •

Yechishu Ixtiyoriy rr € £2 uchun
00

II Qn% ||2 = E I  x*+k\2 °> n °°- 
k.=1

Chunki x £ £2 , ya ’ni
CO

liz  ii2 = X ) 1 x*\2 < 00 •
k=I

Shunday ekan, oxirgi qatorning qoldig'i
CO

'y I xn+k\ 
k- 1

n —» 00 da nolga intiladi. Demak, {Qn} opera.torla,r ketma.-ketligi uol ope- 

ratorga kuchli ina’noda yaqinlashar ekan. Buridan {Pn — I — Qn} operator- 

lar ketma-ketligining birlik operator 1 ga kuchli ma’noda vaqinlashishi kelib 

chiqadi. End! {Qn} operatorlar ketma-ketligi uol operatorga tekis ma’noda 

yaqinlashadimi yoki yo'qmi, shuni tekshiramiz.
CO

II Q n x f  =^J^\xn+k\2 <\\x\\2 . 
fc=1

Bundan

||<5»|| < 1 (31.2)

ekanligini olatniz. Ikkincbi tomondan, Qnßn+i = ?n+i ■ Bundan

IIQnl! > ||Q«e„+i|| = l. (31.3)

(31.2) va (31.3) dan ixtiyoriy n € N uchun || Qn\\ = 1 ga kelamiz. Demak, 

Qn operatorlar ketma-ketligi no! operatorga tekis (norma bo‘yicba) yaqinlash- 

maydi. Buyerda.il {/«.} operatorlar ketma-ketligi birlik operator 1 ga tekis 

yaqinla-shmasligi kelib chiqadi.

31.3. ¿2 [—1/2, 1/2] Hilbert fazosini o‘zini-o!ziga akslautiruvchi va.

(Anf )  =  x”f(x )
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formula bilan aniqlanuvclii An operatorlar ketnxa-ketligining noi operatorga 

tekis yaqinlashishini tekshiring.

Yechish. Ixtiyoriy f  €  L2 [—1/2, 1/2 ] uchun
/•1/2

U n f\  ? =  \xnf(x)\2 dt <
J - 1/2

f l / 2  i 

£ - ./ S S W  i ^  L p £  *=  ■ и f  в2 • <3 i -4>

Bundan ЦДгЦ < ~  tengsizlikrii olamiz. Agar biz 0 < ||4„|| efeaniigini 

bisobga oüb, n  —> oo da limitga o‘tsak,

lim  II A n -  ©Il =  0.n—~oo

Shunday ekan, A„ operatoria.r ketma-ketligi nol operatorga tekis yaqinlashadi.

Yuqorida kuchsiz yaqinlasuvchi operatorlar ketma-ketligi kuchli ma’noda 

yaqinlashmasligiga (31.1-rnisol) va kuchli ma’noda. yaqiulashuvehi operatorlar 

ketma-ketligi norma bo‘yicha yaqinlashmasligiga (31.2-misol) rnisol keltirildi.

Quyida biz tekis yaqiulashuvehi operatorlar ketma-ketligining kuchli ma’noda 

haut yaqinlashuvchi bolishini va, kuchli ma’noda yaqiûlashuvchi operatorlar 

ketma-ketligining kuchsiz ma’noda ham yaqinlashuvchi bolishini isbotlaymiz.

31.1-Iemma. Agar {.4n} С L(X, Y) operatorlar ketma-ketligi biror A e 

L(X, Y) operatorga tekis yaqinlashsa, V holda {A,} opera,torlar ketma-ketligi 

A operatorga, kuchli ma’noda ham yaqinlashuvchi bo'ladi.

ïsbo t. Lemma shartiga ko‘ra || An — A\\ —> 0, n - * o o .  U holda ixtiyoriy 

X € X  uchun

Il Anx — Ax\\ < Il An — 4|| • Il r. Il.

Bonli tengsizlikka ega bo'lamiz. Matematik analizdàn ma’lumki, tengsizliklarda. 

limitga. o‘tish mumkin. Bunga ko‘ra,

0 < lim |( AnX -  Ат II < Ihn || An — A\\ ■ il x II — 0.n—> oo “ n—>oo V 11
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Demak, {A n} operatoriar ketma-ketligi A operatorga kuchli ma’noda ham 

yaqinlashar ekan. A

Shunga o'xshash quyidagi tasdiqni, bevosita ta ’rifdan foydaianib isbotlash 

mumkin.

31.2-lem m a. Agar {A n} C L(X, Y) operatoriar ketma-ketligi biror A € 

L (X ,Y ) operatorga kuchli ma’noda yaqinlashsa, u holda {/!«} operatoriar 

ketma-ketligi A operatorga kuchsiz ma ’noda ham yaqinlashuvchi bo ‘ladi. 

Isbofc. Lemma shartiga ko‘ra. ixtiyoriy x e  X  uchun

liin || A„x — Aa’H = 0.n—roo

U holda ixtiyoriy x € X  va f  €  Y* uchun

0 < | f(Anx) -  f ( A r) | = | f{A nx  -  A x)| < || Anx -  Ax\\ ■ || / 1| 

sonli tengsizlikka ega bo'lamiz. Bu tengsizlikda n  —> oo da limitga o'tib,

0 < liin | f{A nx) -  f(A x )  | < lim || Anx -  Ax\\ ■ || / 1| = 0Tl—>00 n—*OQ

irmiiosabatui olamiz. Demak, {j4„} operatoriar ketma-ketligi kuchsiz ina’tioda 

A operatorga yaqinlashar ekan. A

31.1-teorem a. Agar Y to‘la fazo bo‘Isa. u holda L{X, Y) fazo ham to‘la, 

y a ’ni Banax fazosi bo‘ladi.

Isbot. { A„} C L(X, Y) ixtiyoriy fundamental ketma.-ketlik bo'lsin, ya’oi 

n, vi —> oo da || An -  Am|| —» 0. U holda ixtiyoriy x  € X  uchun

II Anx -  Amx\\ < II An -  AmII • II x II --> 0, n, m oo.

Shuiiiiig uchun liar bir x  € X  da {Anx} c  Y ketma-ketlik fundamentaldir. Y 

to‘la hizo bo'lgani uchun {Anx} ketma-ketlik biror y e  Y elementga yaqin- 

lashadi. Demak, har bir x € X  ga {A„x} ketrna-ketlikriing limiti bo'lgan 

yagona y €  Y  element rnos qo'yilyapti. Bu moslikni -4 : X  —> Y  orqali
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belgilaymiz:

A r = lim Anx = y.
71—* 0 0

Endi A  € L(X, Y) ckanügini ko'rsatamiz. Chiziqliligi:

A (a ¡x ¡ + a 2x2) — lim An (« i^ j + a 2x 2) = lim (Anai-Tj + Ana 2x2) —
n —ю с  П—+ОС

— «x lim AnXi + a 2 lim Anx2 — «i?/i + a 2y2 — оцАху +  a.2Ax2.
П—+СО 7),—Ю 0

Endi A  niug chegaralangan ekanligini ko'rsatamiz. Shartga ko'ra,

II An -  Am|| ---> 0, n, in -+ 00.

Demak. (29-§ning 6-topshirig‘iga qarang)

I II Л . Ц  -  | | A » | |  I <  I! A .  -  A m\\ - »  0, n, m  -*■ .30.

Bitndan { | | A i | | }  sonli ketma-ketlikning fundamentalligi kelib chiqadi. Haqiqiy 

sonla.rfa.zosi ffi to'la bó'lgánligi uchun, {||Ail|} sonli kefcma-kethkyaqinlashuv- 

chidir, yaqinlashuvchi ketma-ketlik esa chegaralangan bo‘ladi. Ya'ni shunday 

К > 0 son mavjudki, ixtiyoriy n € N uchun ||Л„|| < К  tengsizlik bajanladi. 

Norma ta ’rifidan

I I A i ^ H  <  | | A » I I  • I I X  II <  К  • | | * | | .

Bundan esa

lim Anx — lim || Anx || < К  ■ [| x ||.

Buyerda biz normaning uzluksizligidan foydalandik. Endi {A»} ketma-ketlikni 

chiziqli operatorlar fazosi L(X, Y) da A  ga yaqinlashishini ko'rsatamiz.

Ixtiyoriy e > 0 son uchun shunday щ  son mavjudki, barcha n  > щ , p 6 

N va [I a; Il < 1 lar uchun

An+pX An '-1--11 ^  £
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tengsizlik bajariladi. Agar so'nggi tengsizlikda p —> oo da limitga o'tsak va 

normaning uzluksizligidan foydalansak, ixtiyoriy n  > rig va ¡| x || < 1 lar 
uchun

|| Ax -  Anx\\ < £ 

tengsizlikka ega bo'lamiz. Shuning uchun ixtiyoriy n  > uq da

II A  -  A„|| = sup || Ax  -  Anx^ < s 
IMi<i

Demak, L(X, Y ) fazodagi norma ma’nosida liin \\A — Ail| = 0. Shundayn—►OO
qilib, L (X  Y) to la  fazo ekan. A

31 .1-natija . X  chiziqli normalangan fazoga qo‘shma bo'lgan X* = L(X, C) 

fazo Banax fázosidir.

Isbot. Komplekssonlax to'planii C to la fazo, shuning uchun 31.1-teoremaga 

ko'ra, L(X, C) Banax fazosi boladi. A

31.4-misol. L (C2[a, &], C\a, {*]) fazoni tolalikka tekshiring.

Yechish. Y — G[a, 6] to'la fazo bo‘lganligi uchun 31.1-teoremaga ko‘ra,

L  (C ija, 6], G[a, 6]) to‘la fazo, ya ’ni Banax fazosi boladi. A

31.5. L(G[a, &], C2[a, 6]) fazo uchun 31.1-teorema sharti bajariladimi? U 
tolam i?

Yechish. Y — C2[a, 6] fazo tola bo'lmagan (21.8 -misolga qarang) nor

malangan fazo bolganligi uchun 31.1-teorema sharti bajarilmaydi. Shuning 

uchun biz L(C[a, 6], C2[a, &]) fazoni to la  fazo deya olmaymiz. Aniqlik uchun 

<i — —1, 6 = 1 deymiz va L(C[a, 6], C2[a, &]) fazoning to la  emasligini 

ko'rsatamiz. Buning uchun C2[—l, 1] fazoning to la  emasligini ko'rsatishda 

qo'llanilgaii (21 .8-misol va 21 .1-chizmaga qarang) uzluksiz funksiyalaming



tengaizlik bajariladi. Agar so'aggi tengsizlikda p —> oo da limitga o'tsak va 

normaning uzluksizligidan fpydalansak, ixtiyoriy n  > n0 va ¡j x  || < 1 lar 

udiun

|| Ax -  A„x|| < e 

tengsizlikka ega bolamiz. Shuning uchun ixtiyoriy n > no da

II A -  An|| =r sup II Ax -  Anx\\ < e 
IMI<i

Demak, L(X, Y) fazodagi norma ma’nosida lina H..-4 — .AJI = 0. Shunday
n—»OO

qilib, L(X, Y) to la  fazo ekan. A

31.1-natija . X  chiziqli normalangan fazoga qo‘shma ho'lgan X* — L(X, C) 

fazo Banax fazosidir.

Isbot. Kompleks soniar to‘plami C to la  fazo, shuning uchun 31.1-teoremaga 

ko'ra, L(X, C) Banax fazosi boladi. A

31.4-misol. L (C^fa, b\, (7[o, h\) fazoni tolalikka tekshiring.

Yechish. Y — G[a, 6] to la  fazo bo!lganiigi uchun 31.1-teoremaga ko‘ra>, 

L(C2[a, 6], C[a, b\) to‘la fazo, ya’ni Banax fazosi bo!ladi. A

31.5. L(C[a, b], C-2[a, b]) fazo uchun 31.1-teorema sharfci bajariladimi? U 
to‘lami?

Yechish. Y  =  C2[a, i>] fazo to'ia bo'lmagan (21.8 -misolga qarang) nor- 

malangan fazo bolganligi uchun 31.1-teorema sharti bajarilmaydi. Shuning 

uchun biz L(C[a, 6], C2[a, 6]) fazoni to la  fazo deyao]maymiz. Aniqlik uchun 

« = —1, b — 1 deymiz va L(C [a , &], C'2[a, &]) fazoning to la  emasligini 

ko'rsatamiz. Buning uchun C2[— 1, 1] fazoning to la  emasligini ko'raatishda 

qollanilgan (2 1 .8-rnisol va 2 1 .1-chizmaga qarang) uzluksiz funksiyalarning

fn(x)

- 1 , x  e  [ - 1 , -1/ n],

nx, x € (—1, —1/n) (31.5)

1 , x e  [1/n, l]
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ketma-ketíigidan foydalanib, An e  L (C [—1, 1], C2[ - 1, 1]), n g N  operator

ia ! ketma-ketligini quyidagieha quramiz:

(Anf) (x) = fn(x) f(x ). (31.6)

An operatorning chiziqii va uzluksizligi oson tekshiriladi. {A n} operator- 

lar ketina-ketiiginiíig L (C [—1, 1], 1, 1]) fazoda fundamental ekanligini 

ko'rsatamiz. Buning uehun || An — Am || normará hisoblaymiz:

|| An -  Am || =  SU p  || A n f -  An /11 =
11/!|<1

sup \l I  I fn(x) -  f m (x)\2 1 f{x )  I2 dx. (31.7)
/¡i<i V -/-i

(31.7) va || / || = max^ | f(x )  | < 1 ekanligidan foydalansak,

i í 1
|| An -  Am || < J  I   ̂| f„(x) -  f m (a;)|2 dx = || /» -  /mjlcy-i, i] (31-8)

tengsizlikni olamiz. {/„,} ketma-ketlikning Cjf—1 , 1] fazoda fundamentalligi

21.8-misoldaisbotlangan. (31.8) dan harnda {/«} ketma-ketlikning fundamen- 

talligidan {An} operatorias ketma-ketligining fundamentalligi kelib chiqadi. 

Lekin {A).} operatorlar ketma-ketligi L (C [— 1, 1], 6 2 [—1, 1]) fazoda.yaqin- 

lashuvchi emas. Teskaridan faraz qiíaylik. {Ai} operatorlar ketma-ketligi biror 

A € L (C [— 1. 1], C2[— 1 • 1]) operatorga yaqinlasiisin. U kolda ixtiyoriy / e

Cía, b] uehun lim || Anf  — /1/11 = 0 tenglik o‘rinli. Ikldnchi tomondan /0 —
«-->00

1 uehun

(-A /o ) ( a )  =  / « ( * ) ,  n  €  N

tenglik o‘rinli va (Afo) (x) = %(x) deylik. 21 .8-rnisoida {/„} feétma-ketlikning 

birorta ham uzíuksiz funksiyaga C ^ ~ l, 1] fesso normasidá yaqinlasha olmasíi- 

gi ko‘rsa.tilgan edi. jumlada.11 { A»/o — fn} ketma-ketlik go = Afo funksiya.- 

ga ham yaqinlasha ohnaydí. Bu qarama-qarehilik { An} operatorlar ketma-
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ketligining yaqinlashuvchi emasligini bildiradi. Demak, L{C[— 1, 1], Ck[— 1, 1]) 

to'la bo:lmagan normalangan fazo ekan. A

Banax-Shteynxaus teoremasi yordamida ko'rsatish mumkinki, agar X  va

Y lar Banax fazolari bolsa, u liolda L(X, Y) fazo kuchli yaqinlasbisliga nis- 

batan ham to la  bo'ladi.

31 .2-teorem a (Banax-Shteynxaus yoki tekis chegaralanganlik prinsipi). 

Agar chiziqli uzluksiz operator!,aming {An} ketma-ketiigi X  Banax fazosi- 

ning har Mr nuqtasida chegaralangan (ya’ni har Mr x  € X uchun shunday 

Mx > 0 mavjud bo ‘lib, ixtiyoriy n, e  N uchun

\\Anx\\<M x (31.9)

tengsizlik o'rinli) bo‘Isa, u holda bu operatoriarning nórmalaridan tuzilgan 

(IIAnjl} sonii ketma-ketlik ham chegaralangan bo‘ladi.

Isbot. Avvalo (31.9) shart bajarilganda shunday

B  [ao, r 0] =  {x  e  X  : (I X -  Ooll < r 0} 

yopiq shar mavjud bo‘lib, bu sharda {Anx}^Ll ketma-ketlik chegaralangan 

bo‘lishini (ya’ni shunday M0 > 0 son mavjud bo‘lib, ixtiyotiy x e B[oq, r0] 

va barcha ri €  N larda \\Anx\\ < Mo tengsizlik bajarilishini) ko'rsatamiz. 

Teskaridan faraz qilaylik, ya’ni ketma-ketlik birorta ham yopiq

sharda chegaralangan bo'lmasin. Ixtiyoriy B  [x0, £'o] shar olainiz. { A n x } ^  

kétma-ketlik B  [xq. e0/2] sharda chegaralanmagan bo'lgani uchun shuaday 

£1 € B[xq, £o/2] element va n¡ notner inavjudki, {Anix i} > 1 bo'ladi. Afll 

operatorning uziuksizligidan bu tengsizlik i3 [x j, £j] C B[xq, £'o/2] sharda 

ham bajariladi. B[x\, fc'i/2] sharda {A nx}°Ij ketma-ketlik chegaralanma.- 

gan bolgani uchun shunday x2 € B [x j, ei/2] element va «2 nomer inavjud

ki, {A„2x2} > 2 shart bajariladi. An,  ning uzluksizligidan bu tengsizlik 

B[x2, £2] C B [x1 , ei/2] sharda ham baja.ri.ladi va hokazo k — chi qadam- 

da B  [xfc-i, £k-1] shaming xk nuqtasida {Ankx*,} > k shart bajariladi. Ank
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ning uzluksizligidan bu tengsizlik B  [a:*., £*] C B  s*_i/2] sharda ham 

bajariladi. Demak, ichma-idi joylashgan va radiuslari nolga intiluvchi

B  [a;0, e0] D B [.rj, c j  D • • • D B [**, £k] => • • •

yopiq sharlar ketma-ketligining barchasiga qarashli bo'lgan x 6 B  [a:*, £>] 

element mavjud va bardia k <= N larda || AKkx  || > k tengsizlik bajarila

di. Bu esa (31.9) ga aid. Shunday qilib, {Anx'Y^l ketma-ketlik chegaraian- 

gan bo'ladigan B [oq, ?'o] yopiq shar mavjud. Ixtiyoriy x  € B[9, 1] uchun 

x' — r0x + ao nuqta B  [c0, r0] sharda yotadi. Shuning uchun, ixtiyoriy n da 

IIAnx'\\ < A40. Endi x =  1(x> — a0) tenglikdan foydalansak,

IIAi*  ||
/ 2

An \ —( x ' -  a0) 
V o

=  — || Anx' -  A„ao|| <r0

(|| Ana/|| + || Anao\\) < — (Mo + || ..4.„ao||) < — (Mo + Mao) — M. 
ro H r0

U hoi da

II 4„ II = sup \\Anx\\< M.
II *ll<i

A

31.3-teorem a. Agar X  va Y h r  Banax fazolari bo'lsa, u holda L(X, Y) 

operatorlar fazosi kuchli yaqinlashishga nisbatan to ‘ladir.

Isbot. Istalgan x €  X  da {A„x} ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo'lgani 

uchun, har bir x  e  X. da lim Anx  mavjud va biz Ax — lim Anx — y
n —>oo * n—>00

tenglik bilan aniqlanuvchi A  operatorga ega bo'lamiz. Bu operatorning chi- 

ziqliligi 31.1-teorema isbotida keltirilgan. Endi lining chegaralangan ekanligini 

ko'rsatamiz. Har bir x e  X  da {A„:c} ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo'lgani 

uchun, u chegaralangandir. Banax-Shfceynxaus teorernasiga ko‘ra, ixtiyoriy 

n  € N da II An\\ < M o'rinli. Bunda.ii

la: = lim Anx lim j| A„a;|| < M ■ ||ar ||.

Demak, ||AII < M . A
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31.6-misol. 31.2-misolda keltirilgan

Pn : i 2 - »  ¿2, Fnx = (x1; x2, ■ ■ •, X„, O,. . . ,  O,. . . )

operatoria1.' ketma-ketligi Banax-Shteynxaus teoremas» shartlarini qanoatlanti- 

radimi?

Yechish. Pn : í 2 ¿2 operatoria!' ketma-ketügi Banax-Shteynxaus teo- 

remasi shartlarini qanoatlantiradi. Haqiqatan hatn, X — l2 va Y =  i 2 — 

lar Banax fazolari. Pn ning chegaralangan ekanligi oson tekshiriladi. Har bir 

x € í 2 nuqtada {Pnx} chegaralangan ekanligi

31.7, L (í2) fazo kuehli yaqinlashishga nisbatan to ia  fazo boladimi? 

Yechish. , X  = Y — i 2 lar to la  fazolar boiganligi u ck n  31.3-teorernaga

1. Operatoriar ketrna-ketligining kuchsiz, kuehli va teléis yaqinlashishlarini 

ta ’riflang.

2. Kuehli yaqinhshuvchi, lekin tekis yaqinlashrnaydigan operatoria/)' ketma- 

kethgiga misol keltiring (81.2-misalga qarang).

3. Kuchsiz yaqirdashuvchi, lekin kuehli yaqinlashmaydigan operatorlar ketma- 

ketligiga misol keltiring (Sl.l-misolga qarang).

4. L ( í i)  fazo kuehli yaqinlashishga nisbatan to'la fazo bo'ladimi? 31.3- 

teoremadan foydalaning.

5. 31.2-misolda keltirilgan Qn : í 2 —► í 2

X

munosabatdan kelib chiqadi. A

ko‘ra L{12) fazo kuehli yaqinlashishga nisbatan to la  fazo boladi.

M ustaq il ish lash  uchun savol va topshiriq lar

A

Qn'X — (0 , . - . j 0 , ^ ri-i 1 - 2; ■ ■ ‘ )
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operatorlar ketma-ketligi Banax-Shteynxaus teorernasi shartlarini. qanoat- 

lantiradimi?

6 .  A„, : L2 [—7T, 7r] L 2 [ - 7 r ,  ir ] ,

/7T

COS nic cos n y f(y )d y
•7T

operatorlar ketma-ketiigini nol operatorga kuchli va kuchsiz ma'noda yaqin- 

lashishga tekshiring.

7- {.4„} C .L'(C[—1, 1] -* L2[— 1, 1]) operatorlar ketma-ketligini qtiyidagicha

aniqiaymiz:

(A n f ) ( x )  = f n(x )f(x )

Buyerda /„ lar (31.5) tenglik bilan aniqlanadi. An operatorlar ketma- 

ketligining limitini coping. Lirnitik operatorga An operatorlar ketma- 

ketligi qaysi ma’noda (tekis, kuchli. kuchsiz) yaqinlashadi?

8 . L(C\[a, b]) fazo 31.1-teorerna shartlarini qanoatlantiradimi?

32-§.  Teskari operatorlar

Bizga X  ni Y  ga akslantiruvchi A operator berilgan bolsín. D(A) -  

«xüng aniqlanish sohasi, Im A  esa uning qiymatlar sohasi bo‘lsin.

32 .1 -ta ’rif. Agar ixtiyoriy y <= Im A uchun Ax =  y tenglarna yagona 

yechimga ega bo‘lsa, u holda A teskarilanuvchan operator deyiladi.

Agar A  teskarilanuvchan operator bo‘lsa, 11 holda ixtiyoriy y e  Im A  ga 

Ax = y  tenglamaning yechimi bolgan yagona x € D(A) element mos keladi.

Bu moslikui 0‘rnatuvchi operator A operatorga teskari operator deyiladi va 

A~l bilan belgilanadi, hamda

A~~l : Y  ■—> X , D(A~l ) = ImA, Im A-1 =  D{A).
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Bundan tasbqari teskari operatorning aniqianisbidan

A~1 Ax = x, x e D ( A ) ,  AA~xy =  y, y  € D(A~l) (32.1)

tenglildar kelib cbiqadi.

Endi A akslantirish X  ni o‘zmi-o‘ziga akslantiruvcbi ehiziqh operator 

bo'lsin. Agar B € L(X, X ) = L(X ) operator uchun B  A = I ho‘lsa, u boi- 

da B  operator A operatorga chap teskari operator deyiladi. Xuddi shimday, 

AC  =  1 teiiglik bajarilsa, C  operator A  ga o ‘ng teskari operator deyiladi.

32.1-fcasdiq. Agar A operator uchun ham chap teskari, ham o'ng teskari 

operatorlar mavjud bo‘ha, u holda ular o ‘zaro teng.

Isbot. A uchun B  chap teskari, C  o:ng teskari operatorlar bo'lsin, u 

holda

B = B l =  B(AC) = (BA)C = 1C  =  C. A

32.1-m isol. A : ¿2 -*■ £2, Ax — (0, x\, z2, . . . ,x„_ 1, . . . )  operatorga 

chap teskari operatorni toping. A o‘ngga siljitish opcratori deyiladi.

Yechish. B : £2 —> ¿2 bilan chapga siljitish operatorini belgilayrniz:

Bx =  (x2, x-i, . . . , x n+h . . . ) .

Endi B A  operatorning x € £2 elementga ta'siriiii qaraymiz.

BAx = B(Ax) =  B  (0, xi, X2, . . . ,  Xn—it .,..) = (xi, x2) . . . ,  xn, .. .)  =  Ix.

Derrtak, B  operator A  uchun chap teskari operator ekan.

32.2. 32.1-misolda keltirilgan A : £2 —> £2 operatorga o‘ng teskari operator 

mavjudmi?

Yechish. Faraz qilaylik, A  ga o‘ng teskari operator mavjud bolsin. Uni 

C : £2 —*■ £2 orqali belgilayrniz. 32.1-tasdiqqa ko‘ra (32.1-misolga qarang) 

B — C  bo'ladi, ya’ni

C x =  (x2, x3, ...,x „ + i, . . . ) :
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Endi A C  operatorning x 6  i 2 elementga ia ’sirini qaraymiz.

ACx  = A(<7x) = /1 (x2, x3, . xn+h . ..) = (0, x2, ■ ■ ■, xn, . . . )

Demak. C  operator ,4 uchun o‘ng teskari operator emas ekan. Bundan A 

uchun o‘ng teskari operatorning mavjud emasligi keiib chiqadi.

32 .2-tasd iq . Agar A uchun bir vaqtda ham o‘ng teskari, ham chap teskari 

operatoriar -mavjud bo‘Isa, u holda A teskarilanuvchan operator bo'ladi va 

A” 1 = B  — C  tenglik o ‘rinli.

•32.2 tasdiqning isboti 32.1-tasdiq va (32.1) tenglikdan kelib chiqadi.

32.1-teorem a. A chiziqli operatorga teskari ho'lgan A-1  opera,tor ham 

chiziqlidir.

Isbot. Shuni aytib o'tisb kerakki, Im A — D(A~l) chiziqli ko'pxilhlikdir. 

Shunday ekan ixtiyoriy ct\, a 2 sonlar va ixtiyoriy yi, y2 € Im A  elementlar 

uchun

A-1  ( « i  yi + <x2y2) =  ol\A V i + a 2A 1y2 (32.2)

tenglikning to'g'ri ekanligini ko'rsatish yetarli. A x i —y\ va Ax2 — y2 deymiz. 

A chiziqli bo'lgani uchun

A ( « i  X\ a 2 x2) — Q'iVi + Oi.2y2. (32.3)

Teskari operator na’rifiga ko‘ra, xi — A~lyi, x2 — A~ly2. Bu tengliklarm 

mos ravishda va a 2 sonlarga ko'paytirib qo‘shsak,

oíi Xj + a 2 x2 — (*iA lyi +  cx2A  1y2.

ikkinchi tomondan, (32.3) dan va teskari operatorning ta ’rifidan

«1 xi +  a 2 x2 — A_1(cv1y1 + a 2y2)

tenglik kelib chiqadi. Oxirgi ikki tenglikdan (32.2) tenglikni olamiz. A
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32.2-teorem a (Teskari operator haqida Banax teoremasi). A operator X  

Banax fazosini Y Banax fazosiga biyektiv akslantiruvchi chiziqli chegaralan- 

gan operator bo‘hin. V holda A~l operator mavjud va chegaralangan. 

Teoremani isbotlashdan oldin quyidagi lemmani isbotlaymiz.

32 .1-lemma. M to‘plam X  Banax fazosining hamma yerida zieh bo'lsin. 

U holda ixtiyoriy nolrnas y €  X  elementni

y = yi + y2 +.'-'+yn + '"
qatorga yoyish rnumkin. Bu yerda yk €  M, || 2/* || < 3 • 2~k • ||y||, k e  N.

Isbot. yi, xjh . . .  eiementlarni ketma-kefc quramiz. M  to'plam X  Banax 

fazosining hamma yerida zieh bo'lgani uchun, shunday yi e  M  mavjudki,

bo'ladi. </2 € M  elementni shunday tanlaymizki,

ll II "II y -  yI -  2/2 II < 

bo‘lmu. ISndi (/3 G M elementni shunday tanlaymizki,

II V — 2/1 — 2/2 — 3/3 ¡1 <

bajnrilain. Umuman yn € M  elementni shunday tanlaymizki,
II V||

IIV ~ Vi -  2/2 -  2/3 -------------!Jn || <

bo‘lsin. Btmday tanlash mumkin, chunki M  tc/plam X  ning hamma yerida 

zieh. yn € M  elementlarning tanlanishiga ko‘ra



qator yaqinlashadi va lining yig'indisi y ga teng. Endi yn e  M elementlarning 

normalariixi baholaymiz:

I! Vi I! = ]| Vi —y + ?/|| < II Vi — y\\ + II y II < + II3/11 < 2  !i 2/ II > 

II 2/2 II = II 2/2 + 2/1 - y  + y -  2/1 II < II2/2 + 2/1 -  y\\ + 11 y -  Vi II <

<-' M  4- 111 < 3Hyll
“ 4 2 “  22

va nihoyat

II Vn II — II yn + Vn-i + — \ r v i - y +  y - V i --------- Vn-i II <

< \\yn + Vn-i + ’ • • + y\ ~ V || + IIV ~ V i-------- Vn-i II <

< M  + M <  M i d  A
-  2” 2n~l ~ 2”

-x32.2-teorem aning isboti. A bij

operator mavjud va D(A~1) — Y . Endi Y fazoda

Mk = { y e Y  -.W A -'y '^ k W y W }, k =  1 , 2 , . . .

to'plamlarni qarayiniz. Y fazoning ixtiyoriy elementi Mk to'plamlarning biror- 

tasida yotadi. Shuning uchun
OO

y  = U  Mk. 
k=1

Ber teoremasiga ko‘ra, Mk to'plamlaming birortasi qandaydir B e  Y sharda 

zieh bo'ladi. Faraz qilaylik, M„ to‘plam B  sharda zich bo'Isin. B  shar ichida 

sharsimon P  qatlam olamiz, ya’ni

P  — {z e  B  : j3 < \ \ z - i/o 11 < «} , 0 < ,8 < a, y0 € M„.

P  qatlasrmi markazi nolda bo'ladigan qilib parallel ko'chirarniz va

P0 = { z : Y  : 6  <\\z\\< a }
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sharsimon qatlamga ega bo'lamiz. Birorta «o € N uchun Mno to'plam Po da 

zieh bo'lishini ko'rsatamiz. Agar z € P  n  Mn bo'lsa. u holda z — yo £ Po 

bo'ladi. Bundan tashqari

< n II0 1| + n  II yo II = n (II  ̂-  yo +  t/oll + II yoll) < n  (II * -  ?A)|| + 2 || yo\\) =

deb olamiz. U holda (32.4) ga ko'ra, z — yo £ M„0 bo'ladi. M„ to'plamning

P  qatlamda zieh ekanligidan M«o to'plamning Po qatlamda zieh ekanligi

kelib chiqadi. Endi Y dan ixtiyoriy nolinas y element olamiz.. Slmnday A

son ma.vju.dki, ß  < || A-y || < a  tengsizlik o'rinli, ya ’ni Xy £ Po bo'ladi. Mno

to'plam Po qatlamda zieh bo'lgani uchun Xy ga yaqinlashuvchi yk £ Mno

ketma-ketlik qurish mumkin. U holda ykfX —» y . Ravshanki, yk £ Mnp bo'lsa,

u holda ixtiyoriy A ^  0 uchun — € Mno bo'ladi. Shunday qilib, Mn0 to'plam
A

Y ! {0} da zieh va demak, Y ning o'zida harn zieh.

Endi ixtiyoriy nolmas y £ Y elementni olamiz va 32.1-lemmaga ko'ra Mno 

to'plamning eleinentlari orqali qatorga yoyamiz:

|| A l (z -  yo)\\ < || A 1z\\ + || ( - 1  )A  Vo|| = || A 1z\\ +  || A  Vo|| <

»II ( l  + Í Í M )  ■ (31.4)

V — Ui + s/2 H-------b Vn 4---- ||.y* ||. < 3 • 2 k || y j|, k €  N.

X  fazoda xk — A~lyk elementlardan tuzilgan qatorni qaraymiz:
CO

k=1 k=1

Bu qator qatidaydir x £ X  elementga yaqinlashadi, chunki
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va. bo oo oo

(3*2.5) qatorning yaqinlashuvchiligida-n va A ning iizluksizligidan

oo \ /00 \ 00 00

Bu yerdan x = A ly  ekanligi keiib chiqadi. Bundan tashqari

< 3no ||y||

Bu yerdan |j A 1 1| < 3 * no tengsizlik kelib chiqadi. Shunday qilib, A 1 ope-

Berilgan operatorga teskari operatoming mavjudligmi ko'rsatish birmuneha 

osonroq, lekin teskari operatorni topish inasalasi murakkab masaladir. Shuning 

uchun teskari operatorni topishni soddaroq holdan. ya’ni qaralavotgan fazo 

olchami ehekli bo‘lgan hoidan boshla.ymiz.

32.3. A : R3 —► R3, Ax =  (®i, x% + xi, £3) operatorga teskari operator 

mavjudini? Agar mavjud bo‘lsa, uni toping.

Yechish. Berilgan A  operatorga teskari operator mavjud bo'lishi uchun, 

ixtiyoriy y € 1m A — R3 da Ax  = y tenglarna yagona yechimga ega bo'lishi 

kerak. Endi Ax =  y tenglikdan x  ni toparmz:

ratorning chegaraiangan ekanligi isbotlandi. A

Ax = y  <*=>■ {xt , x2 + x h x3) = (3/1, y2, Vi) ■

Bundan
xi = yi

ya'ni

(xi, x2, x3) = (yi, y2 -  yi, 2/3) — A 1y. 
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Shun day qilib, A  operatorga teskari operator mavjud bo'lih u

A~* : R3 —> R3, A~lx =  (xi, x2 — xi, X3)

ko‘rimshga ega. 32.1-teoreinaga ko‘ra, u chiziqli operator bo‘ladi. A

32.4. 32.3 misolda qaralgaii A : R3 —* R3 operator teskari operatorlar 

haqida Banax teoremasi shartlarini qanoatlantiradirni?

Yechish. X  — R3 va Y = R3 lax Banax fazolari bo‘lganligi uchun A 

akslantirishning biyeksiya ekanligini ko'rsatish yetarli. R3 fazodan ixtiyoriy 

ikkita turli x = (* 1, x2, x$) va y — (yj, y2, y-j) elementlaxni olamiz va 

Ax ±  Ay ekanligini ko'reatanm. Teskaridan faraz qilaylik, Ax — Ay =»Q 

bo!lsin. So‘nggi tenglikdan x — y ekanligiga kelamiz. Bu qarania-qarshilik A 

akslantirishning inyektiv ekanligini ko'rsatadi. 32.3-misolda ixtiyoriy y e  R3 

uchun Ax = y tenglama vagona yediimga ega ekanligi ko‘rsatilgan ed-i. Bu 

esa. A  akslantirishning syuryektiv ekanligini ko‘rsatadi. Demak, .4 biyektiv 

akslantirish ekan. A

32.1. Teskari operatorlar haq ida b a ’zi teorem alar 

Biz bu bandda operator teskarilanuvehan bolishining zaruriy va yetar

li shartini keitiramiz. Shuningdek teskari operator mavjud va diegaxa.la.nga.11 

boiishining yetarli. zarur va yetarli shartlarini keitiramiz.

32.3-teorem a. /1 : X  —* Y chiziqli operator teskarilanuvehan bo'lishi 

uchun Ax — 9 tenglama faqat x  =  9 yechvmga ega ho ‘lishi zarur va yetarli.

Isbot. Zarvriyligi. A  teskarilanuvehan bo‘lsin. U holda Ax  = 0 tenglama 

yagona yechimga ega bo‘Ia.di. A. chiziqli bo'lgani uchun bu yechim x — 0 

boladi.

Yetarliligi. Ax  = 0 tenglama faqat riol yechimga ega bo'lsin, u holda ix

tiyoriy y e  1mA uchun A x =  y  tenglama yagona yechimga ega boiadi. 

Teskarisini faraz qilaylik. biror y  € ImA  uchun yechim ikkita. bo'lsin, ya ’ni 

Axi =  y, Ax2 = y . U holda A(x 1 — x2) = 6  bo'ladi. Shartga ko‘ra,
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:t'i — x2 —6. Bundan x'i = £'2• A

32.4-teorem a. X  chiziqli normalangan fazoni Y chiziqli normalangan 

fazoga akslantiruvchi chiziqli A operator berilgan bo lain. 1m A da chega- 

ralangan A~l operator mavjud bo‘lishi uchun, shunday m > 0 son mavjud 

bo'iib, ixtiyoriy x g D(A ) lar uchun

|| Ax  || > m  || x  || (32.6)

tengsizlikning bajariUshi zarur va yetarli.

Isbot. Zaruriyligi. A~l mavjud va chegaralangan bo'lsin, ya’ni

|| A-V|| Vy e  1) (A-1) .M n m

U holda

|| Ax || = || y || > to || A~ly || = m || x ||.

Dernak, (32.6) shart o'rinli.

YetarlUigi. (32.6) shartdan A operatoming o'zaro bir qiymatli ekanligi ke- 

lib chiqadi. Teskarisini faraz qiiaylik, (32.6) shart bajarilsinu A  o'zaro bir 

qivmatli akslantirish bo'lmasin. U holda shunday Xi, X2 € D(A), x i ^  x2 

elementlar mavjudki.

Ax 1 = y, A x2 =  y.

Bundan A(x 1 — £2) — # ekanligi kelib chiqadi. (32.6) tengsizlikka ko‘ra,

0 < m  || x v -  x 2 H < || A (.tj -  x2)|j = 0.

Bu verdan x j = x% qarama-qarshilikka kelamiz. Demak, A —o'zaro bir qiy- 

matli akslantirish ekan. Shuning uchun, teskari A~l operator mavjud. En- 

di A-1  operatoming chegaralangan ekanligini ko'rsatamiz. (32.6) tengsizlikka 

ko'ra,

II x || < ^  || Ax ||.

341



Ixtiyoriy y — Ax  €  IniA  uchun

II

Bu yerdan A 1 operatorning ehegaralangan ekanligi harnda

cengsizlik keiib chiqadi.

Endi 32.3 va 32.4-teorema shartlarining bajarilishiga doir inisollar qaraymiz.

32.5-misol. C[0, 1] fazoda x  ga ko'paytirish operatorini, ya ’ni

operatorni (29.8-misolga qarang) qaraymiz. Bu operator 32.3-teorerna shart- 

larini qanoatlautiradimi? B  teskarilauuvchan operator bo'ladimi?

Yechish. B operatorning ehiziqli ekanligi oson tekshiriladi. Endi B f  — 0 

tenglamani, ya ’ni x f ( x )  — 0 tenglamani qaraymiz. Bu tenglama C[0, 1] 

fazoda faqat f( x )  s  0 yechimga ega. B  operator 32.3-teorema shartlarini 

qan'oatlantiradi. Demak, B  — teskarilanuvchan operator, ya’ni B  ga teskari 

operator mavjud.

32 .6 .32.5-misoldaqaralgan x ga ko'paytirisli operatori (B f)(x ) — x f( x ) ,  

f  € C[0, 1], 32.4-teorema shartlarini qanoatlantiradimi?

Yechish, Ma’lmnki, B  — ehiziqli operator. B  operator uchun 32.4-teore- 

maning (32.6) sharti bajarilmasligini ko'rsataraiz. Buning uchun (7[0, 1] fazo

da har bir elementining normasi 1 bo'lgan (32.1-chizma) {_gn} ketma-ketlikni

B  : C{0, 1] —> C[0, 1], (B f)(x ) =  x f ( x )

l

■ 1

32.1-c iiiz iiia
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9n(x) =
1 — nx, agar x 6 [0, 1 /n] 

0, agar x e  [ 1/n, 1] 

qaraymiz. Endi || B  gn \\ norma,ni hisoblaymiz;

|! Bgn || = max | (B  gn)(x)\ =  max I* <?„(*)! = ^m ax^ j x -  nx2\ =  — || gn ||.

Istalgan to > 0 son uehun shunday «« natural son mavjudki, ----- < m
4/io

tengsizlik o'rinli boiadi. Bu yerdan kelib diiqadiki,

II B gn \\ =  || (/„|| < m i|,„||.

Demak. B  operator uchun (32.6) tengsizlikni qanoatlantiruvciu to. > 0 son 

mavjud emas. 32.5-mi,soida koi’satildiki, B  ga teskari operator mavjud, lekin

32.4-teoremaiiing sharti bajarilmaganligi uehun. B  ga teskari operator chega- 

ralanmagan bo:ladi. A

32.7. Endi Z,2[— 1, 1] Hilbert fazosini o‘zini-o:ziga akslantiruvchi

A : L2[— 1, 1] -  L2[ - 1, 1], (A f)(x )  = (x2 + 1) f(x )

operatorni qaraymiz. A  operator 32.4-teorema. shartlarini qanbatlantiradimi? 

.4 ga chegaraiangan teskari operator mavjudmi?

Yechish. A operatorning chiziqli ekanligi oson tekshiriladi. Endi A ope

rator udiun 32.4-teorema.iiiug (32.6) sharti bajarilishini koVsatamiz. Bimihg 

uchun |j A f  || normani quyidan baholaymiz.

II A f  ||2 = J   ̂| (x2 + 1) f(x ) \2 d x>  j  \ f(x )  |2 dx =  || / ||2 .

Biz bu yerda |â  + l j  > 1 tengsizlikdan hamda iutegralning monotonlik xos- 

salaridan foydalandik. So'nggi tengsizlikdan || A f  jj > || / || tengsizlik kelib 

chiqadi. Bu yerda to > 0 son sifatida (0, 1]. dagi ixtiyoriy sonni olish mumkin.

32.4-teorema tasdig’idan foydalansak, A  ga chegaraiangan teskari operator
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mavjudligi hairida |j A- 1 j| < 1 teiigsizlik kelib cbiqadi. Aslida |[ A_1 j| = 1 

tengiik o'rinli. A

32.5-teorem a. X  — Banax fazdsi va A e. L (X ) . Agar || A  ¡| < q < 1 

bo ‘l.sa, u holda I — A operator uchun ehegaralangan teskari operator mavjud. 

Isbot. L(X) faaoda quvidagi formal qatorni qaraymiz:

I  + A + A2 + • • • + An +  • • • . (32.7)

Ma’lumki, || A2\\ < |j A  ||2 . Xuddi shuniiigdek. ||.,4n|| < || .4 ||n. U holda (32.7) 

qatorning n
S'n = i  + X > fc 

¿=1
qismiy yig'iridilari ketma-ketligi Kofihi shartini qanoatlantiradi, ya’ni

li Sn+P -  5„|| = || An+1 + An+1 +••..+' A*»|j <

< qn+l + ( f +2 + ---- f  gn+p —► 0 , n —► oo.

(32.7) qatorning qismiy yig'iridilari ketma-ketligi S„ — fundamental ekan, 

L(X) := L(X, X ) to!la bo'lgaui (31.1-teoremaga qarang) uchun

Sn -+ S  e  L(X).

Shunday qilib,
DO

/ + ¿ 4 * =  =  S. 
i

Bnndan tashqari

S (1  -  >1) = lim Sn( l -  A) =n—>OO
= lim (1 +  A +  A2 -\-------1 A" — A -  A2 --------- An+1) =

n - i  CO

=  lim (I -  An+1) = /.n—*■ OO
Xuddi shunday ko'rsatish mumkinki, ( I — A)S = I. Demak, S  operator T—A  

operator uchun teskari operator ekan. S  operatorning normasi
OO oc .

i i s y < y ; i i / n ! < E ' i "  = r b -n—0 n=0
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Demak, S  — (1 — A) 1 operator chegaralangan va uning normasi

l|5|| = | | U - ^ r l ||<

tengsiziikni qanoatlantiradi. A

32 .1-natija . X — Banax fazosi va A € L(X ) bo‘lib, ¡|̂ 4|| < q < 1 bo ‘Isa, 

u holda I  + A perator uchun chegaralangan teskari operator mavjud.

Natijaning isboti 32.5-teoremadan kelib chiqadi va

(/ + A )-1 = I  — A + A2----- + (—l)”4n + • • •

tenglik o‘rinIi.

32.2-lem m a. Agar .4, B € L(X ) bo‘lib, A~l , B~l e  L(X ) bo'lsa, u 

holda A B  operatorga chegaralangan teskari operator mavjud va (AB)~l — 

jb' - 1 /!“ 1 tenglik o'rinli.

Lemmaning isboti A B B ~ lA~l =  !, B~1A~1AB =■ 1  tengliklardan 

hamda 32.2-tasdiqdan kelib chiqadi.

32.6-teorem a. A €  L (X ) operatorga chegaralangan teskari opera,tor mavjud 

bo ‘Isin. Agar A' : X  —► X  operatoming normasi

tengsizlikni qanoatlantirsa, u holda B — A — A  operatorga chegaralangan 

teskari operator mavjud.

Isbot. B  operatomi quyidagicha yozib oiamiz: A  — A  = A( l — A~lA ' ) . 

Endi A~l A' operatoming normasini baholaymiz:

WA-'A'W < |[ A-1 |) ■ || i'|| < 1 .

32.5-teoremaga ko'ra, 1 — A~lA! operatorga chegaralangan teskari operator 

mavjud. U holda 32.2-lemmaga ko'ra. A(1 — A~lA )  operator ham teskari- 

lanuvchau boiadi, hamda

B~l =  ( I  -  A - 1 A ) ~ l  A ~ l , |i B~l || <
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munosabatlar o'rinli. A

32.8-misol. Parametr Л € К ning qanday qiymatlarida

(I - A A)f(x) =  /(:>;) - Л f  cos a; si ny f(y) dy, f  € L2[-k, 7r]
./ — 7Г

operatorga. 32.5-teoremani va unitig 32.1-natijasini qo'llash mumkin?

Yediish. A € L(L2[—tv, тх]) ekanligirii tekshiramiz. Shu maqsadda ixtiy- 

or'C/ ft 9 6 L2[— тт. 7r] elementlarni va ixtivoriy a, ß € С sonlarni olamiz va 

/1 operatorning a f  -f ßg elementga ta’airini qaraymiz:

(A (otf + ßg)) (x) — f  cos X sin y (a f + ßg)(y)dy =
J —7Г

= a J cosx sin y f(y) dy + ß j cos x sin y g{y) d(y) =

=  a(Af)(x) + ß(Ag)(x).

Biz bu yerda integrating additivlik va bir jinslilik xossaîaridan foydalandik. 

Endi A operatorning chegaraiangan ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun 

\\Af\\ norma kvadratini baholaymiz:

/
7Г /»7ГJ L

— j  cos2 x dx ■ j

cosx sin y f(y)dy dx =

Sillyf{y)dy\ . (32.8)

Endi Koshi-Burtyakovskiy — |(/, #)] < || /¡j • \\g j| tengsizligidan hamda

cos2 a — ~(1 + cos2x), sin2 x — -(1 — cos2x)
A A

avniyatlardan va cos2x ning 1 ga ortogonalligidan fqydalansak, (32.8) dan

ЦА/¡I2 < я-2 И/II2 (32.9)

tengsizlik kelib chiqadi. (32.9) dan

1И /Н <*11 /11«=ЧИ 1<*  (32.10)
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tengsizlikka ega bolamiz. Ikkinchi tomondan f0(x) =  sinx desak, u holda 

(Afo)(x) — 7rcosx va jj/o|| — s/ tx: \\Afo\\ = |̂|/o|| bo‘ladi. Ma’lumki,

M l i M -
JO

va (32.10) dan. foydalansak, j| A || =  7r tenglikka ega bo‘larniz. Bu yerdan 
/ 1  1\

barclia A € j — , — I lar uchun |) A A || < 1 tengsizlikning bajarilislii
\ 7T 7x)

kelib diiqadi. Demak, 32.5-teorema. va uning natijasiga ko‘ra, bardsa A €

( )  larda I —XA operatorga teskaxi operator niavjud va chegaralan- 
\ 7T' 7X J
gan. 32.5-teorema shartlarining bajarilishi I — A A operatorga teskari operator 

mavjud va chegaralangau bo‘lishini ta’minlaydi. Lekin A ^ , -- j  ekan- 

iigidan I —X A operatorga chegaralangan teskari operator mavj ud emas degau 

xulosa kelib chiqmavdi. A

Na.vbatda.gi misolimiz bu fikrimizni tasdiqlaydi.

32,9. Parametr A ning A € ( --, — ) qiymatlarida
\ 7T 7XJ

( / A A) f  (x) — f  (x) — X f cos £ sin y f  (;y) dy, f  e l2 [-tí, 7í]
J —K

operatorga. 32.5-teoremani qoilab, unga teskari operatorni toping.

Yechish. 32.8-raisolda A € ( ——, —) qiyma.tla.r uchun 1 —XA opera-
V 7i' 71 /

torga teskari operator mavjudligi ko'rsatilgan edi. Bu misolga. 32.5-teoremani 

qo‘llashimiz uchun A operatorning darajalarini hisoblashimiz kerak. Dastlab

A operator kvadratini hisoblaymiz:

( A2/ ) (x) =  A y j  cos a: sin y f  (y) dyj =

=  /  cos x sin t ( / I  cos t sin y f  (y) dy j dt. (32.11)

(32.11) tenglikda t bo'yicha. integraini hisoblash mumkin. Agar biz

7T

cos t sin t dt — 0
7T
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tengiikni hisobga. oisak, A2 — 0 ga ega bc/lamiz. Bu tenglikdan barcha n > 2 

larda A” =  0 ekanligi kelib chiqadi. Natijada biz, S =  1 + XA =  (1 — A -A)-1 

ga ega bo‘la-miz. Haqiqatan ham,

(J- X A ) (1 + XA) = 1 + XA- XA - X2A2 =  1

va

(/ + A A) (1 - X A) = 1 — XA + XA — A2A2 = 1

tengliklar o'rinli. Isbot jarayonidan malum bo'ldiki, barcha A € R larda

I — X A operatorga teskari operator mavjud va chegaralangan boiadi.

32.10. Parametr A € R ning qaixday qiymatlarida

(Bf) (x) = (1 + x2) f(x )- X  I  xy f  (y) dy, f  € L2 [-1, 1] (32.12)

operatorga 32.6-teoremani qo'llash mumkin?

Yechish. B operatorni A—A A1' ko;rinishda yozib olamiz. A e L(Lj2 [—\, 1]) 

operator sifatida (32.7-misolga qarang)

(Af)(x):= (x 2+ l) f ( x ) j€ L 2[-i, 1]

ni, A' G L (¿2 [— 1, 1]) operator sifatida esa

( /17) (x) ~  I  v y  f  (y) dy, f  e  l 2 [-1 , l]

ni olamiz. 32.7-misolda A operatoming teskarisi mavjud va |j A -1 jj = 1 ekan

ligi ko‘rsatilgan edi. 32.6-teoremani (32.12) tenglik bilan aniqlangan B =

A — A A' operatorga qo'llashiiniz uchun

II A A' || < = 1 (32.13)

tengsizlik o'rinli boladigan A nitig barcha qiymatiarini topishimiz kerak. Shu 

maqsadda A' operatoming normasini topamiz. Buning udiun |j A' f  |j norma 

kvadratini ba.lioia.ymiz:



=  j ^ x 2dxс- l^ y f (y )d y  < ( j )  11/II2- (32.14) 

Biz bu yerda Kcehi-Bunyakovskiy tengsizligidan hamda

i - f d x = \ 

tenglikdan foydalandik. (32.14) dan

I! A' II < | (32.15)

tengsizlik kelib chiqadi. Ikkinchi tomondan f0 (ж) = x desak, u hoida

M 7 o ) ( * )  =  § * *  =  §  •/<>(*) va P '/ o l l  =  §  • ||/o||f ||/o|| =  |  

boladi. Ma’lumki,

,1 A lt 3 ' <3216>
, 2

(32.15) va (32.16) lardan |j A! ¡j =  - tenglikka ega bolamiz. Bu yerdan bar

cha A €  ̂ 2’ 2 ) uc^un (32.13) ning, yani |j  A/i''|| <1 tengsizlikiiing

bajarilishi kelib chiqadi. 32.6-teoremaga ko:ra, barcha A € ( ■ larda
,\ 2 2/

В operatorga teskari operator mavjud va chegaraiangan. 32.8-misoldaHdek 
(  3 3\ ’

^ Ф ( —g» 2 ) ebuligidan ^  operatorga chegaraiangan teskari operator

mavjud ema.3 degan xulosa kelib chiqmaydi. д

32.11. Quyidagi operatorning teskarilanuvchan emasligini ko'rsating

A : С  [0, 1] -  С [0, 1], (Af) (.x) = /  (0) x + /  (1) ж2. (32.17)

Yechish. Ma’lumki, chiziqli operator teskarilanuvchan bolishi uchun Af =

0 tenglama faqat / (ж) = 0 yechimga ega bolishi zarur va yetarli. (32.17) for

mula bilan berilgan A operator uchun /0(ж) = a ? ( l- x) funksiyani olsak, 

/о (0) = /о (1) = 0 bolgani uchun

(Ah) (x) f0 (0) x + /о (1) ж2 = 0.
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Dexnak, Af =  0 tenglama. nolmas /0 yechimga ega, 32.3-teoremaga ko'ra, A 

operator teskaxilanuvchan emas. A

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar

1. Teskarilanuvchan operator ta’rifini keltiring.

2. Chiziqli operatorga teskari operator har doirn chiziqli bo'ladimi?

3. Chiziqli c.hegaralangan operatorga teskari opera,tor rnavjud, bo ‘Isa, u chi

ziqli chegaraiangan bo'ladimi? Misollarda tu.shuntiri.ng. 32.5, 32.6-rnisol- 

iarga qarang.

4. A chiziqli ope.ratorni.ng tjadrosi KerA nolmas elementni saqlasa, u 

holda A ga teskari operator rnavjud bo'lishi rnurnkinmi?

5. 32.10-misoldagi B operatorga teskari operatomi toping.

6. 32.5-misolda keltirilgan 8  operatorga teskari operatomi toping. B~l 

operatoming aniqlanish sohasini toping. L)(B~l) =  (7[0,1] tenglik to‘g‘- 

rimi? Agar bu tenglik to'g'ri bo'lmasa, D(B~l) to'plarn G[0,1] fazoning 

hamnia yerida zichrni?

7. Ko'paytirish operatori A : £2 —> £2, (Ax)n — OnXn ning teskarilanuv

chan bo'lishining zarur va yetarli shartini toping.

8. Ko'paytirish operatori A : i2 —» t% (Ax)n =  anxn ga, chegaraiangan 

teskari. operator rnavjud bo'lishining zarur va yetarli shartini toping.

9. Ko'paytirish operatori A : £2 £2, (Ax)n =  n~lxn ga teskari opera

tomi toping. V chegaraiangan operator bo 'ladimi?

10. Ko'paytirish operatori, .4 : /^[—1,1] —> /,2 [—1, 1], (A f)(x) =

[æ] f(x ) ga teskari operator rnavjudmi? Bu operatoming yadrosini to
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ping. dim KerA — oo tenglik to'g'rimi? Bu yerda [rc] deb x sonining 

butun qismi belgilangan.

33- §. Qo'shma operatorlar

Bu paragrafda biz Banax va Hilbert fazolarida aniqlangan operatorlarga 

qo'shma operatorlarni qaraymiz va ulaming ayrim xossalarini o'rganamiz.

33.1. Banax fazosida qo'shma operatorlar 

X  chiziqli normalangan fazoni Y chiziqli norrnalangan fazoga akslantiruv- 

chi chiziqli uzluksiz A operator berilgan boisip., ya’ni

A :X - *  Y, y =  Ax e Y, D(A) = X.

Bizga ixtiyoriy g : Y —* C chiziqli chegaralangan funksional berilgan 

bo'lsin. Bu funksionalning y — Ax elementga ta’sirini qaraymiz g(y) — 

g(Ax). Osongina ko‘rsatish mumkinki, g(Ax) funksional A' da aniqlangan 

biror chiziqli /  funksionalni aniqlaydi. Shunday qilib,

g(Ax) = f(x). (33.1)

Endi (33.1) tenglik bilan aniqlangan /  funksionalning chiziqli ekanligini ko‘r- 

satamiz:

f(atix! + a2x2) = g{A(aiXi + a 2x2)) — g{aiAxx + a2Ax2) —

= acig(Axi) + a2g(Ax2) = Oif(xL) + a2f(x2). (33.2)

(33.2) tenglik barcha xlt x2 e X  va ixtiyoriy an, a2€C  lar ucliun o'rinli. De- 

mak, f  chiziqli funksional ekan. Endi uning chegaralangan ekanligini (uzluk- 

sizligini) ko'rsatamiz. Ixtiyoriy x € X  uchun

l/(-K)| =  \g(Ax)\ <  II g\\ ■ II A a:|| <  || g\\ ■ || A j| • || x ||

tengsizlik o'rinli. Bu yerdan f  funksionalning chegaralanganligi kelib chiqadi.
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Agar /  runksionalnmg x nuqtadagi qiyinatini (/, x) deb belgilasak, u 

holda

(f,x) =  (g,Ax). (33.3)

33.1-ta’rif. Bizga X, Y — chiziqli normalangan fazolar va A : X  —» Y 

chiziqli chegamlangan operator berilyan bo‘lain. Agar biror A* : Y* —> X* 

operator va barcha x € X, g e Y* lar uchun

(g, Ax) = (4 *3, x)

tengiik o'rinli bo‘Isa, A* operator A ga qo'shma operator deyiladi.

Demak, bar bir g £ Y* funksionalga (33.3) tengiik bilan aniqlanuvchi 

i  € X* funksionalni mos qo'yuvdii A* : Y* —► X* operator A operatorga 

qo'shma operator deyiladi.

Qo'shma operatorlar quyidagi xossalarga ega:

1. .4* operator chiziqli.

2. (A +  B ) *  =  A* +  B * .

3. Ixtiyoriy k son uchun (kA)* — kA*.

4. Agar A uzluksiz bo'lsa, u holda A* ham uzluksiz bo'ladi.

Aniqrog'i, quyidagi tasdiq o'rinli.

33.1-teorema. Agar A e L(X, Y) bo‘Isa, u holda A* e L(Y*. X*) bo'ladi 

va ||A*|| = \\A || tengiik o'rinli.

Isbot. Punksional hamda operator normasining xossalariga ko'ra,

|(A*<?,x)| =  |(<?, Ax)| < ¡| Ax || < \\A\\ \\g\\ ||x||.

Bu yerdan

!|A*p|| < ||A || |b|| 

tengsizlikka ega bo'lamiz. Demak,

P I  < ll>l|| (33.4)
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Endi x e X, Ax ф 9 shartni qaaoatiantiruvchi ixtiyoriy element bo'isin, wo =
Ax

lilTjf € ^  deymiz. Ko'rmib turibdiki, |jy0|| = 1- Xan-Banax teoremasining

30.1-natijasiga kcvra. shnnday g : Y С fanksional mavjudki. ||g || - 1 va 

9(Уо) =  Ы1 = 1. ya’iii

Ф о) =  9 ( p T j j )  =  =  L

Bn yerdan,

g(Ax) — I! Aar |j 

tenglikka ega ЬоЧагши. U holda

|[Ar|| =  g(Ax) =  I (A*g)(x) \ < \\A*g\\ \\x || < ||A*|| \\g\\ ||*|| ■= ||A*|| ||x || 

munosabatdan

¡1A I! < ||A* II (33.5)

tengsizlikni olamiz. (33.4) va (33.5) munosabafclardan

II a !! =  \\a * !!

tenglik kelib cliiqadi. Д

33.2. Hilbert fazosida qo‘shma operatorlar

Ma’hirnki, Hilbert fazosiga qo‘shma fazo uning o‘ziga izomorf, ya’ni II = 

H* (tenglik izomorfizm ma’nosida). Shuning ucliun Hilbert fazolarida qo'shma 

operatorlar xossalarini o'rganish ancha qulay.

33.2-ta’rif. H Hilbert fazosi va А £ Ь(Н) operator berilgan bo'lsin. 

Agar biror А* : H —* II operator va ixtiyoriy x, у € H lar uchun

(Ax, y) = (x, A*y)

tenglik о ‘rinli bo ‘Isa, A* operator А да qo ‘shrna operator deyiladi.

Bu ta’rif Banax fazosidagi qo‘shma operatorning ta’rifidan biroz farq qiladi, 

ya’ni bu yerda (kA)* = kA* (3-xossaga qarang) tenglik o'riiili.
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Hilbert faüom holida A va A* operatorlar aynaa bifcta fazoda. aniqlangani 

uchun, ba’zan A =  A* tenglik ham o'rinli bo‘lishi muinkin.

33.3-ta’rif. Agar A = A* bo ‘Isa, ya ’ni ixtiyoriy x, у € H uchun

(Ax, y) = (x, Ay)

tenglik o ‘rinli bo ‘Isa, A operator о ‘z-o ‘ziga qo ‘shrna operator deyiladt.

33.4-ta’rif. Bizga A : 11 —> 11 chiziqli operator va 11$ С Я qism fazo 

berilgan bolsín. Agar ixtiyoriy x € Ho uchun Ax € Ho bo‘Isa, и holda Ho 

qism fazo A operatorga nisbatan invariant qism fazo deyiladi.

33.1-lemma. Bizga A : H —* H chiziqli operator va Щ  С H qism 

fazo berilgan bo bin. Agar Ho qism fazo A operatorga nisbatan invariant 

bo‘Isa, и holda uning ortogonal to‘ldiruvchisi bo'lgan Щ  С  H qism fazo A* 

operatorga nisbatan invariant bo‘ladi.

Isbot. Haqiqatau ham, agar у € Щ  Ьо‘1яа, u holda ixtiyoriy x € Щ  

uchun (A*y,x) = (y, Ax) — 0 : chunki At € Ho- Demak, A*y € //0' . Д

Xususiy holda, agar A = A* bo'lsa, u holda A(./:/0) С Ho ekanligidan 

A(Hq ) С Ho ekardigi kelib chiqadi.

Hilbert fazosida qo'shma operatorlar quyidagi xossalarga ega:

33.2-lemma. Agar A, В € L(H) bo ‘Isa, и holda

1) (a A + ßB)* =  äA* I ßB*,

2) (AB)* = В*A*,

3) (А*)* — A tengliklar о‘rinli.

Isbot. Birinchi tenglikni isbotlaymiz:

((aA + ßB)x, у) =  (аАх + ßBx, у) — a(Ax, у) + 3(Bx, у) =

=  а(х, А*у) + ß(x, В* у) =  (х, а  А* у) + (.т, ßB*y) =  (х, (а А* + ßB*)y). 

Bundan (аА + ßB)* -=ÖL4* + ßB* tenglik kelib chiqadi.



2) ni isbotlaymiz:

((AB)x, y) = (A(Bx), y) =  (fe , 4*y) =  (x, B*A*y).

Bundan (AS)* — if*/4* tengiik kelib chiqadi.

3) ning isboti bevosita qo'shma operator ta’rifidan kelib chiqadi, A 

Endi operatorlarning Banax va Hilbert qo!shmalarini topishga doir misollar

qaraymiz.

33.1-misoI. X =  Y — i x va T o'ngga siljitisb operat.ori bo'Isin (32.1- 

misolga qarang), ya’ni

Tx =  (0, Xi, x2, «3,...., xn-x, ....), 

bo'Isin. T ga qo'shma T* operatomi toping.

'Vechish. X  — l\ va Y — t\ lar Banax fazolari bo'lganligi uchun T 

operatorning Banax qo'shmasini topamiz. Ma’lumki, T € L(£i) operatorning 

Banax qo'shmasi barcha x € va /  e (£j)* lar uchun

C r f ) ( x )  =  fCJ-x) (33.6)

tenglikni qanoatlantiruvchi va (li)* fassoni fazoga akslaniiruvchi oper- 

atordan sborat. Bizga ma’lumki, (£{)* — to, boshqacha aytganda har qanday 

/  € (<?i)* uchun shunday yagona y e to mavjudki,
OO

f  (x ) =  Y l- T'kVk- 2/ =  0/1 > • • • > 2/n, • • •), y e  TO (33.7) 

fc=i
tengiik barcha x € ¿i lar uchun o'rinli bo'ladi. Xuddi shuningdek, shunday 

C € to mavjudki,
OO

( i w/ ) ( x )  =  C =  (Ci, C , • ■ •) e  to  (33.8) 
fc=i

tengiik barcha x € £i lar uchun bajariladi. (33.7) va (33.8) tengliklarni hisobga 

olsak, berilgan operator uchun (33.6) shart quyidagi ko'rinishga keladi:
o c  OO OO

i L ,  Xk^k ?  z L ' xk-iVk =  Y !  x kVk+i- (33.9)
k=l k=2 k=1
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Bu tenglik baccha lar uchun bajariladi. Xususiy holda, (23.8) tenglik bilan 

aniqlanuvchi {e* — (0,..., 1,0....)}, k & N elementlar uchun (33.9) tenglik

Ck — Vk+i) k 1; 2

aylanadi. Shunday qilib, '1 '* : to. —■> m operator

T*y — V2- • • • > Vni ■ ■ ■) — (V2, V'S- ■ ■ ■ > Vn+h ■ ■ •)> V £ to-

formula bilan aniqianar ekan.

33.1-teoremaga ko'ra, T € L(X,Y) ekanligidan T* € L(Y*,X*) ekan- 

ligi kelib chiqadi va \\T\\ =  p'*|| tenglik bajariladi. Qaralayotgan misolda

33.1-teorernaning o'rinli ekanligini tekshirib ko‘rainiz. T* operatorning chiz- 

iqli ekariligi lining aniqlatiishidan ko'rinib turibdi. p'|| — \\T*\\ tenglik baja- 

rilishini ko'rsatamiz. Haqiqatan ham,

OO

ill'll = sup \\Tx\\ = sup = L-
IMM ll*ll-i fc=i

\\T*\\ =  sup \\T*y\\ =  sup \yk\ = 1.
M=1 2<(j/fe|<oo

33.2. £2 fazoda ko'paytirish operatorini, ya’ni (29.9-misolga qarang)

A : t2 -* ¿2» (M n  = anxm sup |an| = a < oo (33.10)

operatomi qarayrniz. Unga qo'shma operatorni toping.

Yechish. X =  Y — i2 Hilbert fazolari bo'lganligi uchun ,4 ga Hilbert 

ma/nosidagi qo‘shma operatorni topamiz. A operatorning chiziqli va chega- 

ralanganligi 29.9-misolda ko'rsatilgan. A ga qo'shma operatorni topish uchun 

(Ax,y) skalyar ko‘paytmani qarayrniz, £2 fazodagi skalyar ko'paytmadan foy- 

dalansak,

OO OO OO

(Ax, y) — (Ax)kyk — ^   ̂(tkxkyk — ^  J xkdkyk ' A ■/) 
k=1 fc= 1 k= 1
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A* : l i --> 12, (Ax)n =  % xn,

ni olamiz. Bu yerdan A ning qo'slimasi o‘ziga teng bo‘lishi uchuii a», n £ N 

sonlarning haqiqiy bolishi zarur va yetarlidir dega.n xulosaga kelamiz. A

33,3. L2[a, b] kompleks Hilbert fazosida, u(x) funksiyaga ko'paytirish 

operatori ui, ya’ni

(Af)(x) = u(x)f(x), f  £ L2[a, 6]

operatorni qaraymiz. Bu yerda u chegaralangan va olchovli funksiya. A. ga 

qo‘shma operatorni toping.

\echish. X =  Y = L2[a, 6] Hilbert fazolari bo'lganligi uchun A ga 

Hilbert rna’nosidagi qo'shma operatorni fcopamiz. u funksiyaning ehegara- 

langan va olchovli ekaaligidau A operatorning aniqlanish sohasi D(A) = 

Lila, fe] ekanligi va A ning chegaralangan ekanligi kelib cliiqadi. Ta’rifga 

ko‘ra, A operatorning qo'shmasi liamma f,g  £ L2[a, 6] lar uchun

(Af,g) =  (f,A*g) (33.11)

tenglikni qanoatlantiruvchi A* £ L(L2[a, &]) operatordan iborat. Agar biz 

Lila, b] fazodagi skalyar ko'paytmadan foydalansak, (33.11) tenglikni quyida- 

gicha yozishiiniz muinkin:

x =  u{x) f{x)g(x)dx =
Ja

f(x)u(x)g(x) dx = (/, A\g).

Bu tenglikdan

(A*g)(x) =  u(x) g(x), g £ L2[a, b]

ekanligi kelib chiqadi. Bu yerdan A =  A* bo‘lishi uchun, deyarli barcha x € 

[a, 6] larda u(x) £ R bolishi zarur va yetarlidir.

Bundan

(Af, g) = f h (Af)(x)g(x) d 
J a
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33.4. Endi L2[a,b] Hilbert fazosida K(x,y) yadro bilan aniqlanuvchi in

tegral operatorni, ya’ni

(Af)(x) =  f  K(x.y)f(y)dy, f  € L2[aJ>] (33.12)
Ja

operatorni qaraymiz. Bu yerda K — [a, 6] x [a, b] kvadratda aniqlangan che- 

garalangan va olchovii funksiya. A operatorga qo'shma operatorni toping.

Yechish. K funksiyaning chegaralangan va o’lehovli ekanligidan. uning 

L2([a, 6] X [a, 6j) fazoga qarashli ekanligi kelib chiqadi. Fubini teoremasidan 

(37.1-teorerna) foydalanib, quyidagiga ega bo'lamiz: 

b i b  'j b b 

(Af, g) = j  \ j  K (x, y)f(y)dy | g(x) dx =  J  J  K(x, y)f(y) dyg(x)dx =

= j  f(x) | j  K{y,x)g{y) dy 1 dx =  (/, A*g).

Bu verdan

(A*g){x)= f  K(y, x) g(y) dy (33.13)
Ja

tenglik kelib chiqadi. Xususan, (33.12) ko'rinishdagi A operator L2[a, &] fa- 

zoda o‘z-o‘ziga qo‘shma boiishi uchun. deyarli barcha x,y e [a, b\ lax uchun

K(x,y) = K(y,x) (33.14)

tenglikning bajariiishi yetarli va zarurdir.

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar

1. Banax fazosida operatorning qo‘shmasi qanday ta’riflanadi?

2. Hilbert, fazosida operatorning qo'shmasi qanday ta’riflanadi?



3. Yuqoridagi ta’riflarda qanday farq bar? Javobni xossalarda tushunUring.

4. ()‘z~o‘ziga qo‘shrna va o'z-o‘ziga qo‘shrna bo'lmagan .opemtorlarga mi- 

sollar keltiring.

5. Hilbert, fazosida birlik operatorga qo‘shrna operatomi toping. U o‘z-o‘ziga 

qo ‘shrna bo‘ladirni?

6. Chiziqli chegaralangan operatorga qo‘shrna operator har doirn chiziqli 

chegaraiangan bo ‘ladirni?

7. A : i 2 —!• ¿2) Ax — (aiXl,a.2X2, .. ■ ,anxn>...) operatorga qo‘shrna 

operatorni toping. Bu yerda a,n € C, n € N. 33.2-nmoldan foydalaning.

8. ,4 : (:2 -> £2, Ax = (0, aixi, 0, a3x3.. ., 0, a2n-ix2„-i, ■ ■ •) operatorga, 

qo'shma operatomi toping. Bn yerda an € C, n € N.

9. B : L2[0, 1] —+. L2[0, 1], (Bf)(x) — u(x)f(x) operatorga qo'shma 

operatomi toping. Bu yerda u : [a, 6] —> C uzluksiz funksiya.

10. 0 ‘z-o‘ziga qo'shma A, B : L2[0, 1] —* L2[0, 1] operatorlar berilgan:

AB va BA operatorlami toping. Ular o‘z-o‘ziga qo'shma bo'ladirni?

11. A : L2[— 1, 1] —► ¿ 2[— 1 j 1] operator berilgan:

Uning invariant qism fazolarini toping. Juft funksiyalardan iborat 

¿2 [— 1j !] — { /€  L2[— 1, 1] : f (—x) — f(x)} qism fazo A operator 

uchun invariant, qism fazo bo‘ladirni?
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Operatorlar riazariyasida spektr tushurichasi eng mnhira tushunchalardan

•34- §. Chiziqli operatorning spektri va rezolventasi

Masalan, kvant mexanikasida sistema Hamiltoniani - bu Hilbert fazosidagi o‘z- 

o'ziga qo'shma operatordir, uning spektrini o‘rganish sistema fizik xususiyat- 

iarini o'rganish uchun muhimdir. Spektr tushunchasini dastlab chekli olchamli 

fazolardagi chiziqli operatorlar uchun èslatamiz.

Faraz qilaylik. A : C” —> C” chiziqli operator berilgan bdlsih. Agar biror 

A € C son uchun

tenglama nolmas x € C” yechimga ega boisa, u hol da A son A operator

ning xos qiyrnati deyiladi, unga mos keluvchi nolmas x yechim esaxos vektor 

deyiladi. Ma’lumki, har bir A : C" —> C”" chiziqli operatorga {%} — n x n 

matritsa mos keladi va aksincha. Chiziqli aigebra kursidan ma’lumki, agar A 

son A operatorning xos qiymatî boisa, det(A — \I) — 0 boladi va aksincha. 

n x n matritsa determinant! det{A — Ai), parametr A ning n— darajal| 

ko‘phadi boladi va det(A — XI) — 0 tenglama ko‘pi bilan n ta ildizga ega, 

ya’ni A : C" —> C" chiziqli operator ko1'pi bilan n ta xos qiyrnatga ega. Agar 

A son A operatorning xos qiymati boisa A —XI ga teskari operator mavjud 

emas va aksincha. Agar A son A operator uchun xos qiymat bolmasa, ya’ni 

det(A — XI) jé 0 boisa, u holda A — XI ga teskari operator mavjud va u C" 

fazoning hamma yerida aniqlangan boladi.

34.1-teorema. A : Cn —> Cn chiziqli operator chegaralanyandir.

Isbot. C” fazoda ei,e2, ...,ew ortonormal bazisni tanlaymiz. U holda 

har bir x € Cn vektor yagona usulda

biridir. Chiziqli operator spektrini o'rganish matematik nzika uchun muhimdir.

Ax — X x

n
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ko!rinishda tasvirlanadi. Agar A operator C” da aniqlangan chiziqli operator 

boisa, it holda

boiadi. Shunday ekan, chiziqli operator o'zining ex,«2, . .. ,e„ bazis vektor- 

lardagi qiymatlari bilan bir qiymatli aniqlaxiadi. Endi Ax ning normaaini ba-

holaymiz:

Demak, diekli oichamli fazoda aniqlangan har qanday chiziqli operator chega-

Yuqorida aytilganlarning natijasi sifatida ghuni ta’kidlash lozimki, ehek- 

li oichamli fazolardagi chiziqli operatorlar Tichun quyidagi ikki hoi at sodir 

boiishi murnkin:

:l) A son uchun Ax — Xx tenglaraa noimas yechimga ega, ya’ni A son 

A operator uchun xos qiymat, bu holda A — XI ga teskari operator mavjud 

emas;

2) A son uchun C” fazoning hamrna yerida aniqlangan (A—\I)~l operator 

mavjud va demak, chegaralangan.

Chekli oichamli fazolarda chiziqli operatorning xos qiymatlari to'plami 

operatorning spektri deyiladi. Agar A 6 C son A operator uchun xos qivmat 

boimasa, u A operatorning regulyar nuqtasi deyiladi. Umuman aytganda, 

chekli oichamli fazolarda spektr termini kam ishlatiladi. •

Agar A operator cheksiz oichamli X . fazoda berilgan bo'lsa, u holda 

vuqorida keltirilgan 1 va 2 holatlardan farqli boigan uchinchi holat ham

n

Bu yerda

ralangan boiar ekan. A



boiadi, ya’ni:

3) (A—Xl)~l operator mavjud, ya’ni Ax =X x  tenglama faqat nol yechim- 

ga ega, lekin (A — Xl)~l operator X ning hamma yerida aniqlanmagan yoki

Jm (A  -  XI) /  X.

34.1-ta’rif. Agar X 6 C son uchun A — XI ga teskari operator inavjud 

bo‘lib, u X  ning hamma yerida aniqlangan bo‘Isa, X soni A operatoming 

regulyar nuqtasi deyiladi,

Rx(A) =  (A - XI)-1

operator esa A operatoming X nuqtadagi rezolventasi deyiladi. Barcha regul

yar nnqtalar to ‘plarni p(A) arqali belgilanadi.

34.2-ta’rif. A operatoming regulyar bo ‘Imagan barcha nuqtalah to‘plarni 

A operatoming spektri deyiladi va u <j (A) orqaii belgilanadi.

34.3-ta’rif. Agar biror X e C son uchun (A—Xl)x =  0 tenglama nolmas 

(x ^  0) yechimga ega bo‘Isa, X son A operatoming xos qiymat,i deyiladi.
l

nolmas yechim x esa xos vektor deyiladi.

Ko'rinib turibdiki, barcha xos qiymatlar to‘piami spektrda yotadi, chunki 

A xos qiymat boisa, A — XI operatoming teskarisi inavjud emas.

Spektr quyidagi qismlarga ajratiladi.

34.4-ta’rif. a) Barcha xos qiymatlar tofplami A operatorning nvqtali spek

tri deyiladi va app(,A) bilan belgilanadi.

b) Agar X xos qiymat bo‘lmasa va lm(A — XI) ^  X, ya’ni A — XI ope

ratoming qiymatlar sohasi X ning hamma yerida zieh emas. Sunday X lar 

to‘plarni A opera,torning qoldiq spektri, deyiladi va crqoi{A) bilan belgilanadi.

Endi o‘z-o‘ziga qo'shma operatorlar uchun muhim spektr ta’rifini kelti- 

ramiz.
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34.5-ta’rif. Agar biror A € <r(A) son uchun nolga kuchsiz yaqinlashuvchi 

fn € H hirlik vektorlar ketrna-ketUgi mavjud bo 'Mb

liin IK-4 - A7)/„|| =  0
n-+oo

boisa, u hotda X son A — A* operatorning rnuhirn spektriga qarashli deyiladi. 

A operatorning muhim spektri aess(A) bilan belgilanadi.

Operatorning nuqtali va qoldiq spektrlari o'zaro kesishmaydi. NuqtaSi va 

irmhiin spektrlar o‘zaro kesishishi niumkin.

34.2-teorema. Agar A € L(X) va |A| > |j./4 || boisa, u holda X re.gv.lyar 

nuqta bo iadi.

Isbot. A — XI operàtorni quyidagicha yozib olainiz:

A -X ! =-X{l -\a ). (34.1)
A

Teorema shart.ida.n i/4 operatorning normasi 1 dan kichik ekanligi kelib

1
chiqadi, shuning uchun 32.5-teoremaga ko:ra, 1 — —A operatorning chega-

A

raiarrgan teskarisi mavjud. Bundan va (34.1) tenglikdan A — XI operatorning 

teskarisi mavjud va chegaralangan ekanligi kelib chiqàdi. ^ A

Shunday qilib, chegaralangan A : X —* X  operatorning spektri inarkazi 

koordinataiar boshida va radiusi ||A|j ga teng yopiq doirada saqlanar ekan.

34.3-teorema. Agar A G L(A') boisa, u holda a(A) yopiq to'plarndir. 

Isbot, Operatorning spektri o(A) regulyar nuqtalar to‘plaminiug to'ldiruv-

chi to‘plaiïii bolgarti uchun, p(A) nirig ochiq to‘pla.nj ekanligiui kovrsatish 

yetarii. Endi A € p(A) ixtiyoriy nuqta. bolsín, ya’ni A —XI operatorning
vjr

teskarisi mavjud va chegaralangan bolsin. U holda 32.6-teoremaga ko‘ra, bar- 

cha ô, ó < ( ||(A — Ai)_1|j ) 1 lar uchun A — XI — ôl operatorning ham 

chegaralangan teskarisi mavjud. Demak, A € p(A) nuqta o'zining e =  (|(A

—A/)-1!)-1 > 0 atrofi bilan p(A) ga qarashli ekan. Bu esa A nuqtaning 

p(A) to£plam uchun ichki nuqta ekanligini bildiradi. A ning ixtiyoriyligidan
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p(Ä) ning ochiq to'plam eka.rJ.igi kelib chiqadi. Denia.k, 20.4-teoremaga. ko'ra 

cr(A) =  C\p(A) yopiq to'plam. Ä

Quyidagi taediqni isbotsiz keltiramiaz.

34.4-teorema. A € L>(H) o‘z~o‘ziga qo‘shma operator bo'lsin: U holda:

(a) (Jqoi(A) — bo‘sh to'plam.

(b) <r(Ä) to'plam R  ning qisrni, ya’ni u(A) C R.

(c) A operatorning har xil xos qiymatlariga mos keluvcM xos vektorlari

o ‘zaro ortogonaldir.

34.1-misol. ¿2[a, &] Hilbert fazosida erkiu o'zgaruvchi x ga. ko‘paytirish 

operatori (33.3-inisolga qarang), ya’ni

A : L2[a, b] -> L2[a, b\, (Af)(x) =  xf(x)

opera,torni qaraymiz. Uiiing nuqtaii, qoldiq va muhim spektrini toping.

Yechish. 33.3-misol natijasiga va u(x) = x — x = u(x) tenglikka ko'ra, 

A = A*. 34.4-teoreman:ing (a) tasdig'iga ko‘ra, oqoi(A) =  0. Ma’lüinki,

(Af)(x) =  \f(x) ya’ni (x - X)f(x) = 0 (34.2)

teiiglama ixtiyoriy A € C ucliun yagona aol yechimga ega. Deinak, A op

erator xos qiymatlarga ega emas, ya’ni %,(/4) = 0. (34.2) tehglama. faqat 

nol yechimga ega ekanligidan 32.3-teoremaga ko'ra, (A — Xl)f(x) = g(x) 

tenglamaiiing ixtiyoriy g G Im A da yagona yechimga ega ekanligi kelib chiqa- 

di. Ko'reatish mumkinki A — XI operaforga teskari operator

(A — XI)~lg(x) = (x — X )_1g(x) (34.3)

formulabilau aniqlanadi. Agar A (¡L [«,6] bo'lsa. u holda x —X?£ 0, natijada 

(A —\f)~l operator ¿2[a,b] fazoning hamrna yerida aniqlangan va Banax 

teoremasiga. ko'ra, u chegaralangan boladi. Demak, A 4. [a, 6] regulyar nuqta, 

ya’ni <t{A) C [a, 6]. Lekin (34.3) formula bilan aniqlangan teskari operator
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A € [a.b] boiganda L2[a.,b] fazoning hamma yerida aniqlanmagan. Demak, 

[a, 6] C <r(A). Bulardan, <r(A) =  [a, 6]. Etidi A operatorning spektridagi ix- 

tiyoriy nuqta uning muhim spektriga qarashii ekanligini ko'rsanamiz. Ixtiyoriy 

A e [a, b) uchun

,  , , f  V n(n +  1), agar x € An :=■ [A + — 7-7, A + -), 
fn(x) =  <[ n +1 n

( 0, agar x € [a, 6]\/i„

devmiz. Maiurn nomerdan boshlab A + — < b boiadi va bunday nomer-
n

lar uchun ||/n || =  1 fcengiik o'rinli. Bundan tasbqari bar xil n va m  lar- 

da AnOAm = 0 boigani uchun (/„, fm) — 0 tenglik o'rinli, ya’ni {/„} 

ortononrial sisterna ekan. Ma’lumki, ixtiyoriy ortonormal sistema nolga kuch- 

siz ma’nodayaqinlashadi, shuning uchun {/„} ketma-ketlik bam nolga kuchsiz 

ma’noda yaqinlashadi. Endi j| (.4 — AJ)/„|| norma kvadratini hisoblaymiz:

A + i

!I(A- A/)Ai|2 -  n(n + 1) J (t-  A fd t =  ^  -+ 0, n -*■ 00.

<̂+s+r

Demak, ta’rifga ko'ra, A € [a,, b) son A operatorning muhim spektriga 

qarashii ekan. A — b iiuqtani A operatorning muhim spektriga qarashii 

bo'lishini 6‘quvchiga mustaqil isbotlash uchun qoldiramiz. Shunday qilib, A 

operatorning spektri faqat muhim spektrdan iborat bo'lib, u [a, b] kesma 

bilari ustma-ust tushadi. Xulosa

& qo i(A ) — O pp (A ) —  0 , o css(y1) — <?(A ) =  [a, f?]. A

34.2, 34.1-misolda qaralgan A operatorni G[a, 6] Banax fazosida, ya’ni

A : C[a, b] -> C[a, b], Af(x) = xf(x)

operatorni qaraymiz. lining nuqtali va qoldiq spektrini toping.

Yechish. Maiumki, ((34.2) ga qarang) (Af)(x) — Xf(x) ya’ni

(x - A)f(x) =  0, /  € C[a, b] (34.4)
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tenglama ixtiyoriy A e C uchun yagona nol yechimga ega. Demak, A op

erator xos qiymatlarga ega emas, ya’ni o-№(A) =  0. (34.4) tenglama faqat 

nol yechimga ega ekanligidan 32.3-teoremaga ko'ra (A — A/)/(x) — g(x) 

tenglamaning ixtiyoriy g e ImA da yagona yechimga ega ekanligi kelib 

chiqadi. Demak. A — XI operatorga teskari operator mayjud va u (34.3) for

mula bilan aniqlanadi. Xuddi 34.1-misoldagi kabi ko'rsatishimiz mumkinki, 

u( A) — [a, fe] tenglik o'rinli. Haqiqatan ham, agar A <£ [a, b] bo'isa, u holda 

(34.3) ning o‘ng tomoni ixtiyoriy g £ C[a, 6] da uzluksiz funksiya bo'ladai, 

ya’ni D((A — A/)-1) — C[a, 6] va teskari operatorlar haqidagi Banax teore- 

rnasiga ko'ra, (.A — A/)-1 operator chegaralangan bo'ladi, demak A regulyar 

nuqta, ya’ni a (A) C [a, b]. Agar A € [a," 6] bo'isa, u holda (34.3) formu

la bilan aniqiangan (A — A/)-1 operator C[a, b\ fazoning hamma yerida 

aniqlanmagan, bundan [a,b] C a (A). Bulardan, a (A) — [a, 6] ekanligi kelib 

chiqadi. Endi o(A) =  oqoi(A) ekanligini ko'rsatamiz. Ixtiyoriy A G [a, 6] 

uchun A — XI operator ning qiymatlar sohasi

Im(A - XI) = {g € C[a, b] : g(x) = (x - X)f(x)}

C[a, b\ fazoda zich emas. Haqiqatan. ham, lm(A—XI) chiziqli ko'pxillilikdagi 

ixtiyoriy g uchun g(A) =  0 shart bajariladi. Agar biz fo(x) = 1 desak, u 

holda ixtiyoriy g € lm(A — XI) uchun

Wff - /oil =  max, b(*) - h (x)\ > l.<?(A) - /o(>-)l =  1
xe[a, b\

tengsizlik o'rinli. Demak, Im(A — XI) chiziqli ko'pxillilikdan fo(x) =  1 

elementga yaqinlashuvchi ketma-ketlik ajratish mumkin emas. Qoldiq spek- 

r,r ta’rifiga ko'ra, ixtiyoriy A e [o, 6] uchun A e o-qoi(A) munosabat o'rinli. 

Bundan a (A) c  Vqoi(A) kelib chiqadi. Teskari munosabat a(A) D 'Jqoi(A) 

doim o'rinli. Demak, o (A) — crqoi(A) — [a, b]. A

34.1 va 34.2-misollarda bir xil qonuniyat bo'yicha ta'sir qiluvchi A ope

rator liar xil Li2[a, 6] va (7[a, b] fazolarda qaralgan. Har ikki holda ham
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A operatorning spektri [a, b] kesjna bilan ustma-ust. tushgan, lekin spektr- 

ning qismlarida (strukturasida) o'zgarish bo'ldi. Birinchi holda (34.1-inisolda) 

cqd(A-) = 0 edi, ikkinchi holda oqoi(A) ■= [a, b],

34.3. Endi ('2 Hilbert fazosida ko'paytirish operatorim, ya’ai

A: t2 -+£2, Ax= ((11X^02X2, a3x3,.. . ,a nxn,...) (34.5)

operatorni qaxaymiz (29.9, 33.2-misolla.rga qararig). Uning xos qiymatlarini va 

spektrini toping.

Yechiah. sup | an \ — a < 00 bo'lgan holda, A ning chegaralangan ekanligi
W>1

29.9-misokla ko'rsatilgan. Bundan tashqari |(./4J[ = sup \an\ =  a tenglik isbot-
n> 1

langan edi. Ax = Xx tenglama À = an bolganda en =  (0,..., 0,1,0,...) 

nolmas yechimga ega. Demak, On, n e N sonlar A operatorning xos qiymat- 

lari bo‘lar ekan. Agar birorta harn n € N da A ^  an bo'lsa, u holda. (A — Al) 

operator teskarilanuvchan bo'ladi va

(.4 - XI)-1 x =  - ( j ^ - ,  ’ • "  > ■ ■ ■ ) ■  (34.6)
\A — ai A - a2 A - a„ )

Bularda.11 [ai, o,2>.... an, ...} =  Cipp(A) tenglik kelib chiqadi. Malumki, xos

qiyiriatlar operatorning spektriga^arashli bo'ladi, shuning uchun

{«i,a2, .. . ,an, .. •} C cr(.4).

Ikkinchi toinondan chegaralangan operatorning spektri yopiq to'plamdir, de

mak cTpp(A) to‘plamning yopigi [vpp{A)\ uchun

{ai, a2, ..., a„,.. •} = [(T2>p('4)] C u (A) (34.7)

inunosabat o!rinli. Agar A [vpp(A)] bo'lsa, u holda (34.6) tenglik bilan 

aniqlangan (.4 — À/)-1 operator £2 fazoning hamina yerida aniqlangan va 

chegaralangan bo'ladi. Bundan C\[o-pp(,4)] C p(A) ekanligi kelib chiqadi.

Bu yerdan

o(A) C  M 4 )] . (34.8)



(34.7) va. (34.8) munosabatlardan a{A) = [<?pp(A)\ ga. kelamiz. Ko‘rsatamizki,

{an} ketma-ketlikning barcha limitik nuqtaiari A operatorning rnuhim spek- 

fcriga qarashli boiadi. Buning uchun limitik nuqta A ga yaqinlashuvchi {a„h} 

qisrniy ketma-ketlikm qaraymiz. U holda

ll(A — A./)eflJl|| = I|(<}«t — A)enJ| =  \ank — A| —» 0, k —+ oo.

{enk} ketma-ketlikortonorma] sistemaboiganligi uchun nolga kuehsiz ma’noda 

yaqinlashadi. Demak, A son A operatorning muhim spektriga qarashli ekan. 

A

34.4, Quyidagicha savol qo‘yamiz. 4  Hilbert fazosida shunday A". 

chiziqli operatorga misol keltiringki, uning spektri oldindan berilgan M C C 

yopiq to'plam bilan ustma-ust tushsin.

Yechish. Kornpleks sonlar to'plami C separabel metrik fazo boigani uchun, 

uning hamma yerida zieh sanoqli D to'plam mavjud. U holda MÇ]D to'plam 

sanoqli va M  ning hamma yerida zieh boiadi. Endi M  f] D to'plam element- 

larini {«i, ..., an, ...} nomeriab chiqamiz va 34.3-misolda qaralgan, (34.5) 

tenglik bilan aniqlanuvchi A operatorni qaraymiz. 34.3-misolda ko’rsatilgani- 

dek f ' x

o\A) =  [vpp{A)] = M f]D  -  M. A

Bu yerda, biz M =  C deb olisbimiz ham mumkin. Demak, spektri hufcun kom- 

pleks sonlar to‘plami C bilan ustma-ust tushuvchi chiziqli operator mavjud 

ekan. Bu holda ta’rifga koia, p(A) =  0 boiadi. Shuni ta’kidlaymizki, agar 

M C C yopiq to'plam chegaralangan boisa, u holda spektri M bilan ustma- 

ust, tushuvchi A operator ham chegaralangan boiadi va, aksincha.

Mustaqil ishlash uchun savoî va topshiriqlar

1. C'hekli o'khamli fazolarda operatorning spektri faqat chekli sondagi xos 

qiyrnatlardan iborat ekanligini ko'rsating.
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2. A : L2[0, 1] —» L2[0, 1], (Af)(x) - u(x)f (x) opemtorning spektrini 

toping. Bu yerda u : [a, 6] —* C— uzluksiz funksiya.

3. L2[— 7r, /r] fazoda integral opemtorning xos qiymatlarini taping:

5. A : L2[-1, 1] ¿2[-l, 1]. (A/')(*) = fix) - /(1  +'xy)f(y)dy

opemtorning xos qiymatlarini toping.

6. Yuqorida keltirilgan A : L2[-l, 1] —> L2[-1, 1] opemtorning A ntttf- 

tadagi rezolventasini toping.

7. ¥>i, ^ 2) <¿>3 lor A chiziqli opemtorning Aj. A2, A3 xos qiym.atla.riga mos 

keluvchi xos vektorlari ho'lsin. (pi, c£>2, <p$ laming chiziqli erkli (chiziqli 

bog‘lanmagan) ekanligini isbotlang.

8. Spektri birlik doiradan iborat bo’lgan operatorga misol keltiring.

9. Spektri 0 to‘plamdan iborat bo‘lgan chiziqli operator mavjudmi? Mavjud 

bo ‘Isa misol kelt iring.

10, 34.1-rnisolda A — b nuqtani A opemtorning muhim spektriga qarashli 

ekanligini isbotlang.

4. Birlik opemtorning spektrini toping.

1

- 1

369



IX  bob. Kompakt operatorlar va integral tenglamalar

Chiziqli operatorning spekfcri va rezolventasi rnavznsida (34-§ ga qarang) 

ko'rsatildiki, chekii o'lchamli fazolarda aniqlangan A chiziqli operatorning 

spektri chekii sondagi xos qiymatlardan iborat. Chekii o'lchamli fazolarda 

aniqlangan chiziqli operatorlardan farqli o'laroq, cheksiz o'lchamli fazolardagi 

ixtiyoriy chiziqli operatorning spektrini to'la o'rganish ancha qiyin masaladir. 

Lekia ba’zi bir siaf operatoriariniag spektrini biz toiaroq o'rganishimi?, mum- 

kin. Operatorlarning bunday sinfi kompakt operatoria! deb nomlangan. Bu 

sinf operatorlari o'zining xossalari bo'yicha chekii o'lchamli operatorlarga o‘x- 

shab ketadi va ularning spektri yetarlicha aniq izoUanadi. Shunday qilib bu 

bob kompakt operatorlar, ularning muhim sinfi integral operatorlar va, integral 

tenglamalarni yechish usullariga bag'ishlangan.

Bu bob 6 paragrafdan (35-40-§§ lardan) iborat bo'lib, unda biz kompakt 

operatorlar va integral tenglamalaraing asosiy xossalarini o‘rganamiz.35-36-§§ 

lar kompakt operatorlarning asosiy xossalariga bag'ishlangan bo'lib, unda Ba- 

nax va Hilbert fazolaridagi kompakt operatorlarning muhim xossalari ochib 

berilgan. 35- § da chekii o'lchamli fazolardagi chiziqli operatorlarning kom

pakt,ligi va chekii o'lchamli operatorlarning kompaktligi ko'rsatilgan. Cheksiz 

o'lchamli fazolarda, birlik operatorning kompakt emasligi ko'rsatilgan. 36- §da 

esa kompakt operatorning asosiy xossalari isbotlangan. .Jumladan, X  Ba- 

nax fazosini Y Banax fazosiga akslantiruvchi kompakt operatorlar to'plami 

—K(X,Y) ning to'la normlangan fazo bo'lishi isbotlangan. Kompakt ope- 

ratorga qo'shma operatorning kompaktligi isbotlangan. Agar {An} kompakt 

operatorlar ketma-ketligi A operatorga norma bo'yicha yaqinlashsa, u ho- 

da limitik operator A ning kompaktligi ko'rsatilgan. Paragraf oxirida Ba

nax fazolarida aniqlangan kompakt operatorlar xossalari Hilbert fazosidagi 

o'z-o'ziga qo'shma kompakt operatorlarga taalluqli bo'lgan ayrim faktlar bi-
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lau to‘ldirilgan. Xususan, bunday operatoriar uchun chiziqli algebra kursidan 

ma’lum bolgan matritsalarni diagonal ko'rinishga keltirish haqidagi teorema- 

ga o'xshash Hilbert-Shmidt teoremasi isbotlangan.

37-38-§§ larda kompakt operator xossalari integral tengla.mala.rga tadbiq 

qilinadi. II tur Fredholm integral tengla.ma.si yeehimining mavjudlik masalasi, 

T kompakt operator uchun 1 soni xos qiymat bolish yoki bo‘lmaslik masalasi 

bilau bog‘laiiadi. Agar 1 soni T kompakt operatorning xos qiymati bolmasa, 

u =  f  + Tu integral tenglama istalgan /  uchun yagona. yechimga ega boiadi. 

Agar 1 soni T kompakt operatorning xos qiymati bo‘lsa, u holda u = f  + 

Tu tenglama yechimga ega bolishi uchun /  funksiya bir jinsli g = T*g 

tenglainaniiig barcha yechimlariga ortogonal bo'lishi zarui* va yetarli ekanligi 

isbotlanadi. Buridan tashqari u =  Tu va g =  T*g bir jinsli tenglamalarning 

chiziqli boglaninagan yechimlaxi soni chekli va o*zaro teng ekanligi isbotlanadi. 

Bu tasdiqlar Fredhohnning fundamental teoremalari norni bilan mashhurdir.

Fredliolm integral tenglamasinin^ ((39.3) ga. qarang) yechimlari uch xil 

metod yordamida va uch xil formada beriladi. Bular:

1) Keüna.-ket o‘niiga qo‘yish usuli bo'lib, bu usul Ney inan (Nuemann), 

Volterra. (Volterra), Liuvill (Liouville)lar tomonidan rivojlantirilgan. Bu usul- 

da u yechim A parametrning darajali qatori shaHida, ifodalanadi va A pa.ra- 

metr darajasi oldidagi koeffitsiyentlar x uing funksiyasidan iborat. Bu darajali 

qator A parametrning absolyufc qiymati biror chekli sondan kichik bo‘lgandagi 

barcha qiymatlarida. yaqinlashadi [7], [10].

2) ikkinchi metod Fredhohnga tegishli bo'lib, u yechim A parametr dara- 

jalaridan iborat ikkita qatorning nisbati shaklida ifodalanadi. Suratdagi qator 

koeffitsiyentlari x ga. bog‘liq boMib, maxrajdagi qator koeffitsiyentlari esa. x 

ga bogiiq emas. Har ikkala qatorlaming yaqinlashish radiusíari cheksiz bo'ladi



3) Uchinchi metod Hilbert va Shmidt (Schmidt) lax tomonidan ishlab chiqil- 

gan boiib, u yechim (37.6) integral operatorning xos funksiyalari (funda

mental funksiyalari) va f(x) ning chiziqli kombinatsiyasi shaklida ifodalanadi 

[1]. [7]. 37 va 38-paragraiiarda Hilbert-Shmidt metodi bilau misollar yechib 

ko'rsatilgan.

39-paragrafda A parametrli ikkinchi tur Predholm integral tenglamalari 

yechimlari xossalari oiganilib. ular integral operatorlar qatrxashgan integral 

tenglamalarni yediishga qo'llauiladi. Chiziqli integral tenglamalarni yechish- 

xring vuqorida bayon qilingan birinchi usuli keltiriiadi va u misollarga tadbiq 

qilinadi. Bu paragrafda C[a, 5] fazoda A parametrli ikkinchi tur Predholm 

integral tengkuxialarini yechish usullari bilan shug‘ullanamiz. Dastlab Fred- 

holm va Vofterra tipidagi integral tenglamalar uchun ketma-ket o'nxiga qo‘yish 

usuiini bayon qilamiz. Keyin esa A parametrli ikkinchi tur Predholm integral 

tengiamaiarini ketma.-ket yaqinlashishlar usuli biian yechamiz.

40-paragrafda esa integral tenglamalarni Predholm tomonidan berilgan ye

chish usuiini batafsilroq bayon qilamiz.

35-§. Kompakt operatorlar

Dastlab normalangan fazodagi kompakt, nisbiy kompakt to:plamlarga ta’rif 

berarniz. Chunki kompakt operatorlar shu tushunchalar asosida ta’riflanadi. 

Biz normalangan fazolarda kompaktlik kriteriylariui ham keltiramiz. Keyin 

esa asosiy tushuncha kompakt operatorga ta’rif berarniz va unga misollar kelti

ramiz.

Banax fazosida kompakt operatorlar. Bizga X  - Banax fazosi va. 

M C X  to‘pla.m berilgan boisin. Agar M to'plamdan olingaii bttiyoriy {.Tn} 

ketma-ketlikdan M da yaqinlashuvchi qismiv ketma-ket iik ajratish mumkin 

bolsa. M  ga kompakt to ‘plant deyiladi (21.6-fca’rifga qarang). Agar N to'plam- 

ning yopig'i [N] kompakt to'plam boisa, u holda N nisbiy kompakt to’plant
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deyiiadi (21.7-ta'rifga qarang). To’plam nisbiy kompakt, boiishi uchun uning 

tola chegaralangan boiishi zarur va yetarli (21.5-teoremaga qarang). Chekii 

o‘lcharnIi fazolarda to'plam kompakt bo'lishi uchun (21.4-teoremaga qarang) 

uning chegaralangan va vopiq boiishi zarur va yetarlidir. Asosiy funksional 

fazolardan bin C[a, 6] fazodir. Bu fazodagi to'plamning nisbiy kompaktiik 

kriteriysi Arsela tebremasi (21.6-teoremaga qarang) yordamida bayon qilin- 

gan. fp, p > 1 fazoda to‘piam nisbiy kompakt bo‘lishining zarur va yetarli 

sha.rtia.ri 21.8-teoremada keltirilgan.

Chekii oldhamli fazolarda aniqlanga.n chiziqli operatorlardan farqli o‘laroq, 

cheksiz olchamli fazolardagi ixtiyoriy chiziqli operatorning spektrini to‘la o‘r- 

ganish ancha qiyin masaladir. Lekin kompakt operatorlaming spektrini tola- 

roq o‘rgaiiish mumkin. Kompakt operatorlar xossalariga ko‘ra chekii olchamli 

operatorlarga o'xshab ketadi va. ularning spektri yetarlicha aniq tavsiflanadi. 

Bundan tashqari, kompakt operatorlar ko‘ pl#> tatbiqlarga ega, masalan in

tegral tenglainalar nazariyasida. Bu nazariyaning bir qismini biz keyingi 37 - 

40 - paragrafiarda keltiramiz.

35.1-ta’rif. Agar A € L(X, Y) va dim JmA < oo bo‘lsa, a holda A ga 

chekii o‘lchamli operator deyiiadi. Agar dim Im  A — n bo‘Isa,, u holda A ga 

n o'lchamii operator deyiiadi.

35.2-ta’rif. Bizga A : X —* Y operator berilgan bo'lsin. Agar A. operator 

X dagi har qanday chegaralangan to ‘plamni Y dagi nisbiy kompakt to ‘plarnga 

akslantirsa, v, holda A kompakt operator yoki to‘la uzluksiz operator deyiiadi.

Chekii o'lchamii fazolarda to'plain kompakt boiishi uchun (21.4-teorema) 

uning chegaralangan va yopiq boiishi yetarli va zarurdir. Demak, chekii olcharn- 

li fazodagi har qanday chegaralangan to'plam nisbiy kompaktdir va aksincha. 

(21.1-natijaga qarang).

35.1-teorema. A : <C” —> C” chiziqli operator kompaktdir.
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Isbot. C” fazoda aniqlangan chiziqii A operatorning chegaralanganligi

34.1-teoremada isbotlangan edi. A chegaralangan operator bo'lganligi uchun, 

har qanday chegaralangan to'plarrmi yana chegaralaiigan to'plamga o‘tkazadi. 

Har qanday chegaralangan to'plam esa cheMi o'lchamli fazoda nisbiy kompakt- 

dir. Demak, A : Cn —* C” chiziqii operator kompaktdir. A

35.2-teorema. A € L(X, Y), dim ImA < oo bo‘kin. U hold,a A 

kompakt operator bo'ladi.

Isbot. A chegaralangan operator bolganligi uchun ixtiyoriy chegaralangan 

M  tö'plamni yana chegaralangan A(M) to'plamga akslantiradi. Ma’lumki, 

A(M) C ImA va dim 1mA < oo bolgani uchun A(IvI) nisbiy kompaktdir. 

Demak, A — kompakt operator. A

35.1-misol. C" Evklid fazosidagi Ix — x biriik operat'orni kompaktlikka 

tekshiring.

Yecbish. Biriik operatorning chiziqliligi 29.1-misoida ko'rsatilgan. 35.1- 

teoremaga ko'ra Ix =  x, x € C" biriik operator kompakt bo'ladi. A

Cheksiz o'lchamli fazolarda kompaktlik talabi uzluksizlik talabidan ancha 

kuchliroqhisoblanadi. Hozir biz uzluksiz, lekin kompakt bo‘lmagau operatorga 

misol keltiramiz.

35.2. H Hilbert fa.zosida.gi Ix = x biriik operatorning kompakt emasligini 

k:o‘rsating.

Yecbish. Biriik operatorning úzluksizligi uning chega.rala.ngan ekanligidan 

kelib chiqadi (29. 1-misolga qarang). Endi uning kompakt emasligini ko'rsatamiz. 

H dagi B[6, 1] ;= ;{<pe H : |¡0|| < 1} biriik yopiq shami qaraymiz. Bu 

to'plam chegaralangan to'plam bo'ladi, uning 1 akslantirishdagi tasviri (aksi) 

o‘ziga teng. Lekin biriik shar nisbiy kompakt emas. Buni isbotlash uchun H 

da. ixtiyoriy {<£„.} ortonormal sistemani olarniz. Ma’lumki, ixtiyoriy n e N
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uchun <j>n e B[0, 1]. Agar n j=rn boisa. u holda

'pml: — ((Pn <Pn 4*111) ~~ ($n> 0n) “b f^mi $m) 2.

Bu yerdan ko'rinadiki {<pn} ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi qismiy ketma- 

ketlik ajratish mumkin emas. Demak, birlik shar B[9, 1] nisbiy kompakt 

to'plam emas ekan. Bu o‘z navbatida birlik operatorning kompakt emasligini 

bikliradi. A

Cheksiz oichamli Banax fazolarida birlik sharning nisbiy kompakt to'plam 

emasligi quvidagi iemmadan keiib chiqadi.

35.1-lemma. X — chiziqli normalangan fazo va Xi, x2, ...,x n, ... lar 

X dagi chiziqli erkli sistema bo'lsin. Xn büan Xi, x2, ■ ■■,xn elemenüaming 

chiziqli qobig ‘idan tashkil topgan qism fazoni belgüaym¿z. V holda quyidagi 

shartlami qanoatlantiruvchi yi, y2, ■ ■ ■, yn, ■ ■ ■ vektorlar rnavjud:

1) ||2/n|| =  lj 2) yn A„; 3) p (;</,,. An_i) =■ iiif \\y„ 2-jj > —.
x€Xn-i Z

Isbot. Lemma shartiga ko‘ra Xi, x2, ... ,xn, ... elementiar sistemasi chi

ziqli erkli. Shuning uchun, xn $ Xn-i va An_i ning yopiq chiziqli ko'pxillilik 

ekanligidan p(xn, Xn-y) — a > 0 boiadi. Shunday x* G. Xn-i element 

mavjudki ||a:* — rc„|j < 2a boiadi. U holda

a <  p(xn -x*, Xn-i).

INi atij

( _  :r* Z  Xfl
^n jj™*_.T jij jX  Xn  |j

vektor 1-3 shartlarni qanoatlantiruvchi vekror boiadi. j/j vektor sifatida Xi/ 

vektorni olish yetarli. A

Bu Iemmadan foydalanib, cheksiz oichamli Banax fazosidagi yopiq birlik 

sharda yotuvchi shunday {yn\ ketma-ketlik qurish mumkinki, \\yn — ym\\ >
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1/2, n to shart bajariladi. Bunday ketma-ketlik o'zida birorta ham yaqin- 

lashuvchi qisrniy ketma-ketlikni saqlamaydi. Dernak, cheksiz o'lchamli Banax 

fazosidagi birlik shar nlsbiy kompakt to'plam emas. Bu yerdan quyidagi tiatija 

kelib chiqadi.

35.1-natija. Agar X — cheksiz o’lchamli Banax fazosi bo‘Isa, u holda 1 : 

X —* X, lx  = x operator kompakt emas.

35.3-ta’rif. X, Y — Banax fazolari ho‘bin. Agar A : X —>■ Y chiziqli 

operator X fazodagi birlik sharni Y fazodagi nisbiy kompakt to ‘plamga aks- 

lantirsa, A ga kompakt, operator deyiladi

35.3-ta’rifga teng kuchli bo'lgan quyidagi ta’rifni keltiramiz.

35.4-ta’rif. Bizga A e L(X, Y) (X, Y — Banos, fazolari,) operator va 

ixtiyoriy {x„} C X chegaralangan ketma-ketlik berügan bo'lsin. Agar {.4x„} 

ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi qisrniy ketma-ketlik ajratish murnkin bo‘Isa. u 

holda A ga kompakt, operator deyiladi.

35.3-misol. Berilgan bar bir n € N uchun

An ■ ¿2 -* %2> Anx F  {a lxh a2x2, • • • , OtnX„, 0, 0, . . .)

operatorning kompaktligini ko'rsating.

Yechish. An operatorning kompakt ekanligini ko'rsatishda 35.2-teoremadan 

foydalanamiz. Chunki A.n chegaralangan operator va dim ImAn — n < oo. 

Haqiqatan ham,

tengsizliko'rinli. An operatorning qiymatlar sohasi IrnA„ esa {ej,e2, ... ,e„} 

vektorlar sistemasidan hosil bo'lgan qisrn fazo bilan ustma-ust tushadi. Shu-
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ning uchun dim fm.An =  n. 35.2-teoremaga ko'ra, An kompakt operator 

i>o:ladi. A

35.4. Lp[—7r, tt], p > 1 fazoda, quyidagi integral operatorning kornpakt- 

ligini ko'rsating.

(Af)(x) =  I cos(x - y) f(y) dy.
J—7T

Yechish. Dastlab A opera.torning chegaralangan ekanligini ko'rsatamiz.

Af  f  =  (  | /  cos(;E - y) f(v ) dy
iJ—7T

p

dx

<1 {j  \cos(x-y)\fJ dyj dx J  \f(y)\pdy.

Bu yerda biz Gvolder tengaieligidan foydalandik. p va q lar (19.16) shart 

bila.ii bog‘langan. Agar | coe(ar — y) \ < 1 tengsizlikni e’tiborga olsak,

II Af ||p < 27!' ■ (2/r)® || /  ||p = »  || Af || < 27t ■ || / 1|

ga ega bolamiz. Bundan || j4|| < 27r ekanligi kelib chiqädi.

Agar biz cos(x — y) =  cosx cosy + sinx siny ayniyafcdan foydalansak,

7T 7T

(Af)(x) =  cos x j  cos y f(y) dy + sin x j  sin y f(y) dy =  a cos x + ß sin x

— 7T — JT

tenglikka ega bo‘lamiz. Bu yerda

/*7T pTC
cos y f(y) dy, ß =  / sin y f(y) dy.

-T\ J  — 7T

Demak, ixtiyoriy g — Af element cos a: va sins larning chiziqii kombinat- 

siyasi shaklida tasvirlanadi. Bundan dim ImA — 2 ekanligi kelib chiqadi. 

Demak, 35.2-teoremaga ko'ra. A operator kompakt bo‘ladi. A

Miistaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar

1. C” va £2 fazolarda biriik shar nisbiy kompakt to‘plam bo'ladimi?



2. ip fazoda Ax =  (xi,2x2,4*3,0,...) operatoming o'lchamini toping.

3. £2 fazodagi birlik shaming А.:Лц —* ¿2, Ax = (xi,2~1x2,3-1хз,0,...) 

akslaritrrishdagi tasvmning nisbiy kompakt. to‘plarn bo'lisktni ko'rsating.

4. Chekli о ‘Icharnli operatorlarga rnisollar keltiring.

36-§. Kompakt operatorlarning asosiy xossalari

Bu paragrafda. biz kompakt 'opera torlar to‘plamini chiziqli normalangan fa- 

zo tashkil qilishini ko‘rsatamiz. Agar X  Banax fazosini Y Banax fazosiga 

akslantiruvchi bareha kompakt operatorlar to'plamini K(X, Y) orqali belgi- 

iaymiz va uni Banax fazosi boiishini isbotlaymiz.

36.1-lemma. Agar Y Banax fazosi bo ‘Isa. K (X ,Y ) to'plarn L(X, Y) 

chiziqli normalangan fazoda chiziqli ко ‘pxillilik bo ‘ladi.

Isbot. Lcmmaui isbotlash uchun kompakt operaiorlarning yig‘mdisi va 

songa ko‘paytmasi уаиа kompakt operator boiishini ko'rsatisli yetarli. Faraz 

qilayiik, A, В € K(X, Y) va {xn} С X ixtiyoriy chegaralanganketma.-ketlik 

boisin. {(A + B)xn) С Y ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi qisiniy ketma.- 

ketlik ajratish mumkinligini ko'rsatamiz. A kompakt operator boigani uchun 

{Axn} ketma~ketlikda.n yaqinlashuvchi {АхПк} qismiy ketma-ketlik ajratish 

mumkin. В  kompakt operator boigani uchun {ВхПк} ketmarketlikdan yaqin

lashuvchi {Bxnkt} qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin. Demak. {{A+B)xnic[} 

ketma-ketlik yaqinlashuvchi boiadi. Buridan A + В operatoming kompakt 

ekanligi kelib chiqadi (35.4-ta’rifga qarang). Kompakt operatoming songa ko‘- 

paytmasi yana kompakt operator boiishi shunga o‘xshaeh ko'rsatiiadi. Д

Endi K(X, Y) qism fazoning yopiqligini isbotlaymiz.

36.1-teorema. Agar Y Banax fazosi bo‘ha, и holda K( X, Y) ham Ba

nax fazosi bo ‘ladi.
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Isbot. Faraz qilaylik, {A„} C K (X, Y) ixtiyoriy fai^mental ketma- 

ketlik bo'lsin. An € K(X, Y) ekanligidan An € L(X, Y) ekanligi kelib chiqa- 

di. L(X, Y) fazoning to'laligidan (31.1-teoremaga qarang) {An} fundamen

tal ketma-ketlikning biror A e L(X, Y) operatorga yaqinlashishi kelib chiqa- 

di. Eridi limitik operator A ning kompaktligini isbotlaymiz. Buning uchun 

chegaralangau {:c„} C X ketma-ketlikqanday bo'lmasin, {Axn\ C Y ketma- 

ketlikdan yaqinlashuvchi qismiy ketma-ketlik ajratish mumkmligini ko'rsatish 

kifoya.

Ai kompakt operator bo'lganligi uchun {AiXn} ketma-ketlikdan vaqin- 

lashuvchi qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin.

x^, xil\ . . . .., (36.1)

qismiy ketma-ketlik shunday bo'lsinki, I  A ix ^ j ketma-ketlik yaqinlashuv-

chi bo* lain. Endi {a 2x$ }  ketma-ketlikni qaraymiz. A% kompakt operator

bo'lganligi uchun shunday {#»*} C {xj,1̂ } qismiy ketma-ketlik ajratish
V ( \ 

mumkinki, j.42X^ j  ketma-ketlikyaqinlashuvehi bo'ladl. Bu holda *yAiXn̂  |

ketma-ketlik ham yaqinlashuvehi bo'ladi. Yuqoridagidek mulohaza yurgizib, 

ketma-ketlikdan shunday ja?£3̂ j> qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin- 

ki,bunda I j , j.42a,'®j, ketrna-ketliklar yaqinlashuvehi bo'

ladi. Bu jarayonnl eheksiz davom ettiramiz va

4 \ x f\ ...,x ^ ,... (36.2)

diagonal ketma-ketlikni olamiz. Bu ketma-ketlikni Ai, A2, ..., An, ... ope- 

ratorlar yaqinlashuvehi ketma-ketliklarga oYkazadi. (36.2) ketma-ketlikni A 

operator harn yaqinlashuvehi ketma-ketlikka o'tkazishini ko‘rsatamiz. Y Ba- 

nax fazosi bo'lganligi uchun | A x^ j  ketma-ketlikning fundamental ekanligini 

ko'rsatish kifoya:

Ax?} - Axg> | = \Ax$> _  Akxf> + Akx ^  ^  Akx™ + Akx™  - Ax™
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< lU zi”) a - 4 n) + Akx™ - Akx™ ! + Akx™ - Ax™ . (36.3)

j#nn* j  C X  ketma-ketlik chegaralangan bo'lganligi uchun, shunday C > 0

mavjudki, ixtiyoriy n e N  da :cln̂ 

k € N sonni shunday tanlaymizki,

I < C bo!ladi. Ixtiyoriy e > 0 son uchun

U-M \
£

3c

tengsizlik bajarilsin. Shunday ri$ son? mavjudki, barcha n, m > no lar uchun

AkxW -AkxW\

Bu shartlar bajarilganda (36.3) dan quyidagiga ega bo'lamiz

Demak, n, rn

AeJW - Asct] 

oo da

< 77C + - + .
3 C  3 3 c  

Axffl — Axffl —> 0. Bu esa |.AL'!n̂ | ketma- 

ketlikrring fundamental ekanligini ko'rsatadi. Y to'la fazo bo'lganligi uchun u 

yaqinlashuvchi. Demak, A — kompakt operator. A

36.1-natija. Agar {/!„} c  K(.X, Y) (Y — Ban,ax fazosi) ketma-ketUk 

A operatorga norma bo‘yicha yarjinlashsa, u hoi,da A harn kompakt operator 

ho ‘ladi.

Natijaning isboti 36.1-teoremaning isbotidan bevosita kelib chiqadi.

36.2-teorema. Agar A e K(X ) va B e L(X) (X— Banax fazosi) 

bo‘Isa, u holda A.B va BA operatorlar harn kompakt operatoriar ho‘ladi.

Isbot. Agar M C X  to‘plam chegaralangan bo'lsa, u holda B(M) ham 

chegaralangan to'plam bo'ladi. A kompakt operator bo'lgani uchun A(B(M )) 

to'plam - nisbiy kompakt to’plamdir. Bu esa AB operatorning kompakt ekan

ligini isbotlaydi.

Endi BA operatorning kompaktligini ko'rsatamiz. Buning uchun chega

ralangan {xn} c  X  ketma-ketlik qanday bo'lmasin, {BAxn} c  X  ketma- 

ketlikdan yaqinlashuvchi qismiy ketma-ketlik ajratish mumkinligirii ko'rsafcish
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yetarli. A kompakt operator bolgani uchun {Axn} ketma-ketiikdan yaqin- 

lashuvchi {Axnk} qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin. tí operator uzluksiz 

bolgani uchuxx {BAx„k} ketma-ketlik ham yaqinlashuvchi boladi. Demak, 

BA kompakt operator ekan. A

36.2-natija. X cheksiz o ‘Ichamii Banax fuzosi ho ‘hin. U holda A <£ 

K( X) operatoming ehegaralangan teskarisi mavjud emas.

Isbot. Teskaridan faraz qiiaylik, ya’ni A~l mavjud va ehegaralangan bol

sín. U holda 1 =  A~lA. birlik operator cheksiz olchamli X  Banax fazosida 

kompakt bolar edi, bu esa 35.1-natijaga zid. Bu qarama-qarshilik natijani 

isbotlayoi. A

36.3-teorema, Kompakt operaiorga qo ‘skma operator kompaktdir.

Isbot. Bizga X Banax fazosirii o!zini-o!ziga akslantiruvchi A kompakt

operator berilgan bolsín. A ga qo'shma. bolgan A* operator X * dagi har 

qanday ehegaralangan to‘plarmií nisbiy kompakt to‘plamga akslantirishini ko:r- 

satamiz. Normalangan fazodagi har qanday ehegaralangan to‘pla.m qandaydir 

suarda saqlauadi, shuning uchun A* operator X* dagi birlik shar S* ni (35.3- 

ta’rifga. qarang) nisbiy kompakt to'plamga. o'tkazisbini ko'rsatiah yetarli.

X* dagi uzluksiz funksionallarni X fazoda emas, faqat kompakt A(S)— 

to'plamda aniqlangan funksional sifatida qaraymiz. Bu yerda S to‘plam X 

dagi birlik shar. Bu holda S* dagi funksionallarga mos keluvchi funksiyalar 

to‘plaiui tekis ehegaralangan va fcekis darajada uzluksiz boladi. Haqiqatan 

ham, agar ¡ĵ H < 1 bolsa., u holda

sup I(/?(*■)[ =  sup |̂ (x)| < || <p || • sup || Ax y < ¡I .4 ||,
xeA(S) xi:A(S) xeS

I <p(z) - Ay) I < II II • II * - 2/11 < IIX - y||.

Arsela teoremasiga ko‘ra, cí> to‘plam C ^4(5) 

boladi. Uzluksiz funksiyalar fazosi C v̂4(S)

fazoda nisbiy kompakt to‘plain 

dagi to‘p!am X * fazodagi
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A*(S*) to'plaimga izometrik boiadi. Ha.qiqa.tari ham, agar gi,g% € S* boisa, 

u holda

H-4*̂  - A*g21| = sup\{A*gi - A*g2, .t)| =  sup \{gi - g2: Ax)\ =
xeS xeS

=  s u p  I (.91 -  f l2 ,  ¿ ) l  =  P ( ;7 l , 3 2 ) .
26.4(6')

4> uisbiy kompakt to‘plain boigauligi uchun u toia chega.ralan.gan boiadi. 0 ‘z 

navbatida, unga izometrik boigan A*{5'*) to'piam ham toia ehegaralangan 

boiadi. Demak, A*(S*) - uisbiy kompakt to'plam. A

36.4-teorema. X Banax fazosida A kompakt operator va ixtiyoriy p > 0 

son berilgan bo'hin. A operatorning absolyut qiymati bo'yicha p dan katta 

bo'lgan xos qiymo.tiari.ga mos keluvcM cMziqli erkli xos vektorlarining soni 

cheklidir.

Isbot. Avvalo shuni ta’kidlaymizki, A operatorning nolrnas A xos qiyrnati- 

ga mos keluvchi xos vektorlaridau tashkil topgau X\ invariant qism fazo ehek- 

li oichamii boiadi. Haqiqatan ham, agar X\ = Ker(A— XI) qism fazoning 

oichami cheksiz boiganda edi, u holda A operator X\ qism fazoda va demak, 

butun X  da kompakt boimas edi. Shu sababli, teor.emaning isbotini yakun- 

lash uchun, agar {An} — kompakt A operatorning nolmas, bar xil xos qiymat- 

larining ixtiyoriy ketma-ketligi boisa, u holda Ara —> 0 ekanligini ko'rsatish 

yetaxli. 0 ‘z navbatida A“1 ketma-ketlik ehegaralangan boiadigan har xil A„ 

xos qiymatlaming eheksiz ketma-ketligi mayjud emasligini ko'rsatish yetaxli.

Faraz qilaylik, buuday ketma-ketlik mayjud boisin va. xn vektor A„ xos 

qiymatga mos keluvchi xos vektor boisin. Maiumki. X\, x2, ..., xn, ... vek- 

torlar chiziqli erkli boiadi. Xn bilan xy,x2, . . . ,xn vektorlarning chiziqli qo- 

big'ini belgilaymiz, ya’ni X„ to‘plam

koi'inishdagi elementlardan tashkil topgan. Har bir y <E Xn uchun quyidagiga

n

k~l



egamiz

I  V ^  V "  ttfcAfc V--V /
' - — .Ay = 2 ^  O'kXk -  2_  ̂~ y ~ X k ~ 1 1

77,-1

Bu yerdan ko'rinadikj,

y - —'4?/ e A„_j.

An

Endi {y„} ketma-ketlikni shunday tanlaymizki,

1) yn € Xn; 2) ||yn|| =• 1; 3) p{y„, Xn_{) =  in f \\yn - rc|| > ~
x̂ Xn-i A

shartlar bajarilsin (bunday ketma-ketlikning mavjudligi 35.1-lemmada isbot- 

langan). Agar {A”1} ketma-ketlik chegaralangan bo'lsa, u holda {A“1*/»} 

ketma-ketlik X  da chegaralangan beyladi. Lekin shu bilan birga, {^(A“1?/»)} 

ketma-ketlik o‘zida birorta ham yaqinlashuvehi qismiy ketma-ketlikni saqla- 

maydi. Haqiqatan ham, ixtiyoriy n > to da

A

Chunki

Vn
Vn yn - t~AVn + A 

An

Vm 

. A m

>

Vn — t —Ayn + A ( ---- 1 €  X n_i.
A„ ' “ VA„

Hosil qilingan qarama-qarshilik teoremani isbotlaydi. 

36.1-misol. 11 Baiiax fazosida

A. \ —> l i ,  A.X *1, “^2, ■ )

operatorni qaraymiz. lining kompaktligini ko'rsating.

Yechish. Agar biz A operatorga tekis yaqinlashuvehi kompakt operator- 

lar ketina-ketligi mavjud ekanligini ko'raatsak, u holda 36.1-natijaga ko'ra, A 

kompakt operator bo'ladi. A.n operatorlami quyidagicha tanlavmiz:

An : £i -*• ti, Anx ;
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An operatorlarning chiziqliligi oson tekshiriladi. Ularning chegaralangan ekan- 

ligini ko'rsatamiz.

Bu yerdan j|..4n|j < 1 tengsiziik kelib chiqadi. 35.3-misoida ko'rsatilganidek 

dim ImAn — n tenglik o‘rinli. Demak, An chegaralangan va n — oiehamli 

operator. 35.2-teoremaga ko‘ra, An kompakt operator. Bundan tashqari An 

operatorlar ketma-ketligi A operatorga tekis yaqinlashadi. Haqiqatan ham,

Hilbert fazolarida kompakt operatorlar. Yuqorida biz Banax fazosida 

aniqlangan kompakt operatorlar haqida so‘z yuritdik va ularning ba’zi xos- 

salarini isbotladik. Hozir biz bn ma’lumotlarai Hilbert fazosidagi kompakt 

operatorlarga taalluqli bo'lgan ayrim faktlar bilan to'ldiramiz.

Bizga 11 Hilbert tazosi, uning x nuqtasi hamda {x„} c  H ketma-ketligi 

berilgan bo‘lsin.

36.1-ta’rif. Agar ixtiyoriy y € H uchun lim (x„, y) — (x, y) ho‘Isa,

{«n} ketma-ketlik x ga kuchsiz yoki kuchsiz rna’noda yüqmlashuvchi deyiladi

36.2-ta’rif. Agar lim ||a :n — x ll — 0 bo‘lsa, {#„} ketma-ketlik x gakuch-
n—>co

li ma’noda yaqinlashuvchi deyiladi va xn —» x shaklda helgilanadi.

Endi H Hilbert fazosida kuchsiz ma’nodagi nisbiy kompakt to'plam ta’rifini

36.3-ta’rif. Agar M  C H to'plamniny ixtiyoriy {x„} ketma-ketligidan

ekanligini olamiz. 36.1-natijaga ko!ra, A kompakt operator bo'ladi. A

va xn x shaklda helgilanadi.

berainiz.
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kuchsiz rna’noda yaqinlashuvchi qismiy ketma-ketlik ajratish muinkin bo ‘Isa, 

M ga kuchsiz rna’nodagi kompakt to ‘plain deyiladi.

Quyidagi tasdiqui isbotsiz keltiramiz.

36.5-teorema. M C H to‘plam kuchsiz rna’noda kompakt bo‘lishi uchun 

uning chegaralangan bo ‘Ushi zarur va yetarlidir.

Biz har qanday chegaralangan to'plamni nisbiy kompakt to'plamga akslan- 

tiruvchi A operatorni kompakt operator• deb atadik. 36.5-teoremaga ko'ra H 

dagi hamma chegaralangan to'plamlar (va faqat ular) - kuchsiz kompakt. De

mak, Hilbert fazosidagi kompakt, operator!arni har qanday kuchsiz kompakt 

to'plamni nisbiy kompakt to'plamga o'tkazuvchi operator sifatida aniqlash 

mumkin. Va iiihoyat, ayrim hollarda Hilbert fazosidagi operatorlarning kom- 

paktligini tekshirishda quyidagi ta’rif qulay.

36.4-ta’rif. Agar H HUbert fazosida aniqlangan A operator har qan

day kuchsiz yaqinlashuvchi ketrna-ketlikni kuchli yaqinlashuvchi ketma-ketlikka 

akslantirsa, u holda A kompakt operator deyiladi.

Haqiqatan ham, bu shart bajarilgan boisin va M c  H chegaralangan 

to'plam boisin. M to'plainning har qanday cheksiz qism to’plami o'zida kuch

siz yaqinlashuvchi ketma-ketiikni saqlaydi. Agar bu ketma-ketlik A operator 

ta’sirida kuchli yaqinlashuvchi ketma-ketlikka o‘tkazilsa, u holda A(M) — nis

biy kompakt.

Aksincha, A — kompakt operator va {»„} ketma-ketlik x elementga kuch

siz rna’noda yaqinlashsin. U holda {Axn} ketma-ketlik o‘zida kuchli yaqin- 

lashuvchi qismiy ketma-ketlikni saqlaydi. Shu biiat) birga {Ar„} ketma-ketlik, 

A ning uzluksizligiga ko‘ra, Ax ga kuchsiz vaqinlashadi. Bu yerdan kelib 

chiqadiki, {Arn} ketma-ketlik bittadan ortiq limitik nuqtaga ega emas. De

mak, {A.xn} yaqinlashuvchi ketma-ketlik.

Endi biz o‘z-o‘ziga qo'shma boigan kompakt operatorlarni batafeilroq o‘r-



ganamiz. Xususan, bunday operatorlar uchun chiziqli algebra kursidan malum 

bo'lgan matritsalami diagonal ko'rinishga keltirish haqidagi teoremaga o'xshash 

Hilbert-Shmidt teoremasini isbotiaymiz. Avval quyidagi ikkita fcasdiqni isbot- 

laymiz.

36.2-lemma. H kompleks Hilbert, fazasidagi o‘z-o‘ziga qo'shma Wigan 

chegaralangan A operatoming barcha xos qiymatlari haqiqiydir.

Ishot. Haqiqatan ham, Ax — Xx tenglarna x ^  8 yechimga ega bolsin. 

U hoi da

X(x, x) — (Xx, x) — (Ax, x) — (x, Ax) — (x, Xx) =  X(x, x).

Bu yerdan A — A. A

36.3-lemma. 0 ‘z-o‘ziga qo'shrna chegaralangan operatoming har xil xos 

qiymatlariga mos keluvchi xos vektorlari o ‘zaro ortogonaMir.

Isbot. Haqiqatan ham, agar Ax — Xx, Ay — (jy, harnda A — ß /  0 

bo'lsa, u holda

X(x, y) =  (Ax, y) =  (x, Ay) =  (x, i-iy) = n(x, y).

Bu yerdan (A — ¡i) (x, y) — 0, ya’ni (x, y) =  0. Detnak, x.Ly. A

Endi quyidagi fundamental teoremani isbotiaymiz.

36.6-teorema (Hilbert-Shmidt). II Hilbert fazosida kompakt, o‘z-o‘ziga 

qo'shma, chiziqli /1 operator berilgan bo‘lib, {An} - uning barcha nolmas xos 

qiymatlari ketrna-ketligi bo‘lsin. U holda H fazoda shu xos qiymatlarga mos 

keluvchi xos vektoriardan iborat shunday {^„} ortonormal sistema mavjudki, 

har bir £ e I I element yagona usulda

^ = J 2 Ck<f>k+̂
k

ko ‘rinishda tasvirlanadi, bu yerda £  uektor A£f — 0 shartni qanoatlantiradi.



Bu holda

^  Ak C k i ’k- 

k

Agar nolrnas xos' qtymatlar soni cheksiz bo‘Isa, u holda

lim A„ =  0.
T).—>00

Bu asosiy teoremani isbotlash uchun bizga quyidagi yordamchi tasdiqlar 

kerak bo!ladi.

36.4-lemma. A kompakt operator va {£n} ketma-ketlik £ elementga 

kuchsiz yaqinlashsin. u holda

Q(£n) -  (A£n,£n) -  (AC.O =  Q(£).

Isbot. Ixtiyoriy n natural son uchun

|(-A£»,£«) -  (M,0\ =  KMn^n) -  (¿£:£n) + (A£,£„) - (AC,0\ <

< |( A£», £n) - (AC, £n)| + \(A£, £n) - (A£, £)l •

ikkinchi tomondan,

\(A£n, £«) - (A£, £„)| =  I(A£n - ,4£, £„)| < || £» |.| • || A(£„ - £)j|

va

№ ,£„) -  (A£, 01 = \(A£., £„ -  01 = I«. '4* (£„ -0 )1  < lie 11-11 A'Gn -  oil ■
Ma’iumki, || £n || sonlar ketma-ketligi chegaralangan vä

lim (||A(£„ — Oll +  II A* (£„, — Oil) =  0,n-?OO

bolganligi. uchun, n —* 00 da

(A iiO I^ O . A

36.5-Ieinma. A — o‘z-o‘ziga qo‘shrna chegaralangan operator va (A£, 0  = 

Q(0 bo‘kin. Agar |Q(£)I funktional birlik shaming §0 nuqtasida rnaksi- 

mumga erishsa. u holda (£0,0  =  0 ekanligidan

( A M -($>,¿0 =  0
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tengliklar kelib chiqadi.

Isbot. Ravshanki, ixtiyoriy £ € H uchun Q (£) =  (/t£, £) e M. Agar 

IQ (£)| funksional birlik shaming £0 nuqtasida maksirnumga erishsa. u holda 

¡|e0|! =  1- Haqiqatan ham, agar |j£0|! < 1 bolsa, u holda

¿0 €0
A — )I N I / ’ IICol -¡2 l(A?0, 4o)| > IQ (€o)|

II SOU

7 Bu munosabat \Q (£o)| ning raaksimal qiyinat ekauligiga aid. Endi Q & H 

vektor & ga ortogonal bo‘Igan ixtiyoriy elemeut bo‘lsin. Bu element yorda,mi

da £ elementni quyidagicha quramiz

£ — 0̂ + aC

\/i + M2 • IKil2

Bn yerda a —ixtiyoriy kompleks son. ||̂o|| = 1 ekanligidan |j£j| = 1 kelib 

chiqadi.

Q (0  = ;— , ,2..2 ¡Q(6>) + 2Rea (A^  0  + 1«!2 Q (0
l  + |o| ■ IIC1I 1 J

bolgani uchun, yetarlicha kiehik a larda

Q (0  =  Q (Co) + 2 Rea (A&, 0  + 0(a2).

Oxirgi tenglikdan ko'rinib turibdiki, agar (A£jo,C) 7̂  0 bo‘Isa, a ni shunday 

tanlash mumkinki, |<3(0| >. \Q (£o)l tengsizlik bajariladi. Bu esa |'Q(co)l 

maksimai qiyrnat eka.nligiga zid. A

36.6-lemma. Agar A— 0 ‘z-o ‘ziga qo'shrna chegamlangan operator bo‘lib, 

|(>i£,£)| =  \Q (01 funksional birlik shaming £0 nuqtasida maksirnumga erish

sa. u holda biror X soni uchun v4.£o = A£o tenglik 0 ‘rinli.

Isbot. 36.5-lemmaga ko‘ra. £0 vektorga ortogonal bo‘lga.n

M ¿:=  o,i) = 0}

qism fazo A operatorga nisbatan invariant bo‘ladi. A— o‘z-o‘ziga qc»‘shma 

operator boiganligi uchun qism fazoga ortogonal boUgan, bir 0‘lchamli



M0 — {£ e H : £ — iv£,:o} qismfazoham A ganisbatan (33.1-lemmagaqarang) 

invariant bo'ladi. Bir o'lchamli fazoda har qanday chiziqli operator songa 

ko'paytirish operatoridir. Demak, >4£o — tengiik o‘rit)H. A

36.6-teoremaning isboti, Biz <pk elementlami iilarga mos keluvchi xos 

qiymatlarning absolyut qiymatlari kamayib borishi tartibida induksiya bo'yi- 

cha quramiz:

|Ai| > |A2| > •• • > |An| >•••'.

4>i elementni qurish uchun \Q (£)J = |(A£,£)| funksionalni qarayrniz va uni 

biriik sharda maksimumga erishishini isbotiaymiz.

Si = sup |(A£,£)|
!lill<i

va ^1,^2. ••• — kefcma-ketlik uchun, < 1 va

lim |(A£„,£„)| = 5'i
n—>(X>

bo‘lsin. Biriik sliar ¡1 da kuchsiz kompakt bo‘lganligi uchun {£„} dan biror 

C elementga kuchsiz yaqiniashuvchi qismiv ketma-ketlik ajratish mumkiu. Bu 

holda IICÜ < 1 va 36.4-lemrnaga ko'ra

| (AC, 01 =  S\.

Biz C elementni <j> 1 deb qabul qilamiz. 36.5-lenima isbotiga ko‘ra ||£|j = 

II ĵII =  1. Bu holda 36.6-lemmaga ko'ra A4>i — Ajifo, bu yerdan |Aj| =

|( A<j>i, (pi)| =  Sj. Endi Aj, A2, .. ., An xos qiymatlarga mos keluvchi <pi, <j>2, ■ ■ ■, 

<pn xos vekfcorlar qurilgan bo‘lsin. |<3(£)l ~ funksionalni

M- = H © M ({<MLi)

qism fazoda qarayrniz. qismfazo A operatorga nisbatan invariant (chunki 

M ({(pkYl-1) invariant va A o‘z-o‘zigaqo‘slmia operator). |(.i4£,£)| funksional



4>n+1 € da maksitnumga erishsin. 38.6-Iemmaga ko'ra u A operatoming 

xos vektori bo'ladi, ya’ni Á<j>n+i =  An+i^»+i-

Bu yerda quyidagi ikki hol bo'lishi mumkin.

i) Ghekli qadamdan so'ng, biz shunday qisni fazoga ega bo'lamizki, 

bu fazoning barcha £ elementlarida (A£, £) — 0 bo'ladi.

ii) Ixtiyoriy n € N uclmn qism faz-oda (A£, £) ^  0.

l Birinchi holda 36.6-lemmadan kelib chiqadiki, A operator qism íazoui 

uoiga o'tkazadi, ya’ni qism fazo A =  0 xos qiymatga moa keiuvchi xos 

vektorlardan iborat. Bu holda qurilgan {<¡>n} vektorlar sistemasi chekli sondagi 

elernentdan iborat.

Ikkmchi holda xos vekfcorlaming {én}  ketma-ketiigi liosií bo'lib, ulaming 

har biri uchun An ^  0. Bu holda A„ —> 0 ekanligtni ko'rsatamiz. ketma- 

ketlik (har qanday ortonormal sistema kabi) nolga kuchsiz yaqinlashadi, chunki 

ixtiyoriy /  € H  uchun uning Furye koeffitsiyesitlari cn — (/, <j>n) uchun

mimosabat o'rinli. Qator yaqinlashishming zaruriy shartidan lim (/, á>n)  =  0

ekanligi kelib chiqadi. A operatorning kompaktligidan A<j>n — An4>n ketrna- 

ketlik nolga kuchli ma’noda yaqinlashadi, ya’ui

Faraz qilaylik, M 1  bo‘sh bo'lmasin. Agar £ € M A- va 4 ^ 0  boisa, u holda 

ixtiyoriy n € N uchun

oo

lim |j A<;¿n[j = lim |A„ | = 0.
n — ■ rt —wvi

Quyidagicha belgilash kiritamiz

m 1  =  t í e  m  ({& }*ii) =  n  •

\(M,0\ < Ia».! • lis II2-
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(At-t.) 0.

36.6-leminani M x qisin fazo uehun qo‘llab. =  0 ga ega bolamiz, ya’ni 

KerA =  M 1 ■ {<M sistemaning qurilishidan ko'rmib fcuribdiki, ixfciyoriy £ €

I I  — M  © M 1  vektor

i  =  Y ,  ck<l>k + £' € M 1  =  KerA, 
k

ko'rinishda t.asvirlanadi. Bu yerdan

k

Endi H da kompakt operatorlavga misollar keltiramiz.

36.2. t i Hilbert fazosida {an} ga ko'paytirish operatorini, ya’ni

A : £2 4 , Ax =  (aixi, a2x2, anxn, ...) 

operatorni qaraymiz. A G A'(i2) bo'lishi ucliun

lim a„ = 0 (36.4)
n-*oo

shartning bajarilishi zarur va yetarli ekanligini isbotlang.

Isbot. YetarlU-igi. (36.4) share bajarilsin. Agar biz A operatorga tekis 

yaqinlashuvchi kompakt operatorlar ketma-ketligi mavjud ekanligini ko‘rsata 

oisak, u hold a 36.1-natijaga ko‘ra, A kompakt operator bo'ladi. An operator- 

larni quyidagicha quramiz:

An : ¿'2 ->■ 4 , AnX =  (aixi, a2x 2, . . . ,  anxn, 0,0... .) .

35.3-misolga, ko‘ra, har bir n € N da An operatorlar kompakt. Bundan 

tashqari An operatorlar ketma-ketligi A operatorga tekis yaqinlashadi. Haqi- 

qatan ham, 29.9-misolga ko!ra

||A — An\\ =  sup |ojfc|.
n<k< oo

Bu yerdan iimitga o;tsak.
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lim IL4 — A.„\i = lim sup |ojfe| = 0.
n->oo ! в-too n < k < x

Deinak, 36.1-natijaga. ko‘ra, A kompakt. operator bo‘Iadi.

iaruriyligi. Рагак qilaylik, A kompakt operator bo'lsin. U holda nolga 

kuchsiz yaqinlashuvchi ixtiyoriy {:rn} С f-2 ketma-ketlik uchun Axn ketma- 

ketlik nolga kuchli yaqinlashuvchi bo'ladi. Nolga kuchsiz yaqinlashuvchi ketma- 

ketlik sifatida i2 fazodagi ortonormal bazis {en}^=1 ni ((23.8) ga qarang) 

olamiz. 34.3-misolga ko‘ra, Aen = omen tenglik o'rinli. {Aen} ketma-ketiik- 

ning nolga yaqinlashishidan

lim |L4eJ| = lim jja„e„|| = lim \an\ |je„|| = lim \an\ = 0
n---> 00 n —> 00 n —> 00 n—> CO

ni olamiz. Dernak, (36.4) shart bajariladi. A

36.3. 35.4-misolda qaralgan integral operatorni, yalii

(A f)(x)= f  cos(x- y)f(y)dy, f  € L2[-7Г,7г]
J —tx

operatorni qaraymiz. A operator Hilbert-Shmidt. teoremasi shartlarini qanoat- 

iantiradimi?

Yechish. A operatorning kompaktligi 35.4-misolda ko'rsatilgan edi. 33.4- 

misolda La [a, b] fazoda K(x, y) yadroli integral operatorning qo'shmasi topi- 

lib, integral operatorning o‘z-o!ziga qo'shma bo’lishiinug zarur va yetarli sharti

(33.14) ko‘rmishda boMishi keitirilga.il edi. Qa.ralayot.gan A operator uchun

(33.14) shartning bajarilishini tekshiramiz.

Bizning holirnizda K(x. у) =  cos(x — y) bo'lgani uchun

K(x, y) = cos(x - y) =  cos(y - x) = cos(y — x) = K(y, x)

tenglik o‘rmii. Deinak, A = A*. Shunday qilib, A operator Hilbert-Shmidt 

teoremasi shartlarini qanoatlantiradi. A

Bundan va (36.4) shartdan



36,4. 36,3-misükla qaralgan ,4 operatorning xos qiyinat va xos funksiya- 

larini toping.

Yechish. Xos qiyinatga nisbatan tenglama A f — A/, ya’ni

[ cos{x - y) f(y) dy =  A f(x)

tenglamani qaraymiz. Bu tenglamani qtiyidagicha ham yozish mumkm.

f ,r ^
Xf(x) =  cosx I cosy f(y) dy + sin X I sin y f(y) dy —

=  a eos x + íi sin x. (36.5)

Bu yerda

/
'7T />7!

cosy f  (y) dy, (3- I  sin y f(y)d,y, (36.6)

Ikki holni aiohida qaraymiz: i) A =  0, ii) A ^  0.

i) Bu holda acosa; + /?sinrc — 0 ga ega bo'iamiz. u\(x) — cosx va 

vi(x) — sin a: elementlar diiziqli boglanmagan, shuning uchun a =  B =  0. 

Demak, (36.6) ga ko'ra,

/  cosy f(y) dy — 0, f  sin y f(y) dy — 0 (36.7)
J  — K  J —7T

bo‘Iadi. (36.7) shartni qanoatlantiruvchi elementlar to'plaini A operatoriiing 

yadrosini tashkil qiladi. Boshqaeha ayt,ganda, (36.7) shartni qanoatlanfcimvchi 

elementlar to‘plami ui(x) — cosa; va vi(x) — sina; element,larga ortogonal 

qism fazo. Bu qism fazoda

1 f / A 1 r  í , , 1 - r—==, un(x) =  —  eosnx ¡ t vn(x) =  —¡= smnx } 
v27T i V7T j n=2 i  y '? j H=2

sistema ortonormal bazis bo'ladi. Demak, dim KerA =  oo. Shunday ekan 

A — 0 soni A operator uchun cheksiz karrali xos qiyrnat bo'ladi.

Endi A ^  0 bo'lsin, ya’ni ii) holni qaraymiz. (36.5) dan foydalansak, A f — 

A/  tenglamaning yecliimi /  uchun quyidagi ko'rinislmi olamiz;



Bu yerda a va ß koeffitsiyentlar noma’lumlar, chunki tilar izlanayotgan /  

funksiyaning integrali orqali ifodalangan. Agar biz /  ning (36.8) ifodasini

(36.6) ga qo'ysak, a va ß noma’lumlarga nisbatan quyidagi tenglamalar sis- 

temasiga ega bo’lamiz:

a ß .
dy

7ra

X
cos y I — sm y 

A = T
a ß . ' dy =

Tvß

X
cos y + — sin IJ 

A = T '
Bu tenglama faqatgina A — ir da nohnas yechimga ega. Bu holda a va ß lar 

sifatida ixtiyoriy sonni olish munkin. (36.8) ga ko'ra

f(x) — Ci cos x + C2 sin x (36.9)

element X — tt xos qiymatga inos keluvchi xos funksiya bo'ladi. Demak, A — 

icl operatorning yadrosi ikki o‘lchamli qism fazo ekan. Bundan X — tt xos 

qiymatning karraligi 2 ga teng ekanligi kelib chiqadi. A

Agar biz 36.3-misolda qaralgan A operatorga Hilbert-Shmidt teorernasini 

qo'llasak, Ai = A2 =  n va A„ = 0, n > 3 ekanligini hosil qilarniz.

Kompakt operatorlarning rnuhim sinfi sifatida L2[a; 6] fazodagi integral 

operatorlarni qarash mumkin.

36.5. Har bir x € L2[a, 6] elementga

(Ax)(s) = I  K(s,t) x(t) dt 
J a

formula bo'yicha ta’sir qiluvchi A operatomi kompaktlikka tekshiring. Bu yer

da K(-, •) integral operatorning yadrosi, u [a, b] x [a, b] da uzluksiz funksiya.

Ko‘rsatma. A operator uchun 37-§ dagi 37.2-fceorema shartlari bajarili- 

s'nini ko‘rsating.

Mustaqil islilash uchun savol va topshiriqlar

1. 1 ,2[0, 1] — fazoda chekli 6‘lchamli operatorga mis61 keltiring.
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2. A : H —* H o'z-oziga qo'shma, chegaralangan operator, m va M 

sonlar (Ax, x) junksi.onalni.ng birlik shardagi aniq quyi va aniq yuqori 

chegaralari bo ‘hin. o (A) C [to, M] munosahatni isbotlang.

3. O‘z-oziga qo'shma, chegaralangan A operator uchun to, M  € o(A) 

munosahatni isbotlang.

4. Shunday o ‘z-oziga qo ‘shrna, chegaralangan A operatorga misol keltir- 

■ingki. o(.A) n (to, M) =  0 bo'lsin.

5. 0 ‘z-oziga qo‘shrna. chegaralangan A : 11 —> 11 operator uchun

tenglikni isbotlang.

6. u — [0, 1] kesmada uzluksiz funksiya. La[0, 1] fazoda (Af)(x) = 

u(x) f(x) tenglik bilan aniqlangan A operatorga qo ‘shrna operatorni 

toping. Natijani u(x) = cos x + i sin x bo ‘Igan holda tekshmb ko ‘ring.

7. LqI—w, 7r] Hilbert fazoda aniqlangan

operatoming o'z-oziga qo1 shrna va kompakt ekanligini ko‘rsating. \(Ax, x)| 

\Q(x)\ funksionalning birlik shardagi aniq yuqori chegarasini toping. A 

operatoming noldan farqli xos qiymatlari sonini toping.

8. LqI— 7T, 7r] Hilbert fazoda berilgan

operatoming o‘z-oziga qo‘shrna ekanligini ko'rsating. Kompaktlikka tek- 

shiring. Noldan farqli xos qiymatiarini toping. Ularga rnos xos funksiya*• 

laming {</>«} sistemasini quring. Bu. operatorga Hilbert-Shmidt teore- 

masini qo‘llang va M1 qism fazoning tavsifini bering.

sup |(Ar, x)\ = Si =  IIA I!



Funksional fazoda (masalan, C[a, b], L%[a, 6], C [̂a, b] ) tenglama beriS- 

ga.n bo'lib, noma’lum element funksiyadan iborafc bo‘lsa, bunday tenglama 

funksional tenglama deyiladi. Agar funksional tenglamada noma’lum funksiya. 

integral ostida bolsa, u holda tenglama integral tenglama deyiladi. Masalan,

<KS) = [  K(s, t) g(<p(t), t)dt
j  a

tenglama <j> ga nisbatan integral tenglamadir, bn yerda. K(s, i), g(s, t) — 

berilgau funksiyalar.

Integral tenglarnadagi ifoda nomalum funksiyaga nisbatan diiziqli bolgan 

holda tenglama chiziqli integral tenglama deyiladi. Quyidagi tenglamalar dii

ziqli integral tenglamalarga misol bo‘ladi:

f ’ K(s, t) 4>(t) dt + f(s) = 0, (37.1)
Ja

<p{s) = f  K(s, t) 4>{t) dt + f(s). (37.2)
J  a

Bu yerda <j> noma’lum funksiya. K(s, t)va f(s) malum funksiyalar. (37.1) 

va (37.2) tenglamalar mos ravishda birincki va ikkinchi tur Fredhohn tengla- 

malari deyiladi.

Xususan, K(s, t) funksiya t > s qiymatlar uchun K(s, i) = 0 shartni 

qanoatlantirsa, u holda (37.1) va (37.2) tenglamalar mos ravishda

[  K(s, t) <p(t) dt + f(s) = 0, (37.3)
■la

4>(s) = J  K(s, t) dt + f(s) (37.4)

ko'rinishlarga ega boladi. Bunday tenglamalar birinehi va ikkinchi tur Volter- 

ra tenglamalari deyiladi. Volterra tengla.ma.lari Fredholm tenglamalaxining 

xusueiy holi bolsada, ular alohida o'rganiladi, dmnki Volterra tenglamalari 

o'ziga xos bolgan xossalarga ega.

37- §. Chiy/iqli integral tenglamalar



Agar (37.1)-(37.4) teuglamalarda f  funksiya nolga teng bo'lsa, bu tengla,- 

malax bir jinsli deyiiadi.

37.1-misoI. Quyidagi

№  = I  (° < «  < /(°) =  0)

tenglarna <f> noma’lumga nisbatan Abel tenglamasi deyiiadi. Bu tenglama Vol- 

terra tenglamalarining xususiy lioli bolib, 1823 yilda N. Abel tomonidan qa- 

ralgan, uning yediimi

smox f J V j d s  

W  Jo ( i - s ) 1" “
ko‘rinishga ega.

Biz bu yerda faqat ikkinchi tur Predholm teuglainasini qaraymiz. L2[a. b\

kompleks Hilbert fazosida ikkindii tur Fredholm teuglainasini, ya’rii (37.2)

tenglamani olamiz. Bu tenglamada /  ma’Ium, <j> noma’lum funksiyalar bolib,

ulax Z/2[a, 6] fazoning element lari deb faraz qilinadi.

(37.2) tenglamaning yadrosi deb noinlanuvehi K(s, t) funksiyadan quyida-

gilarni talab qilamiz, u - olehovli va

/"b pb
/ / \K(s, t,)\2 dsdt < 00 (37.5)

Ja Ja

shartni qanoatlantirsin, ya’ni K(s, t) kvadrati bilan integrallanuvdii funksiya. 

L2[ö, h] fazoda aniqlangan

(T<j>)(s) = f K(s, t) <p(t) cIt- (37.6)
Ja

operatorni qaraymiz. Bu operator K  yadroli Fredholm operatori deyiiadi.

(37.2) tenglamani o'rganish shu operatorning xossalarini tckshirishga kelti- 

riladi.

Navbatdagi teoremalarni isbotlashda biz integrallash tartibini almashtirish 

haqidagi Pubini teoremasining natijasida.n foydalanarniz. Pubini teoremasi nati- 

jasining quyidagi bayoni biz udiun qulaydir.
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37.1-teorema (Fubini). Agar |K(x, y) |2 funksiyá [a, 6] x [a, 6] kvadratda 

integrallanuvchi bo'lsa, u holda deyarli barcha x e [a, b] (y e [a, 6]) larda

b / 6

I  \K(x, y) |2 dy í J\K{x, y) |2 dx

integral rnavjud va quyidagilar o ‘rinli 

b b b b

j  I  jK(x, y) |2 dxdy = J dx I |K(x, y) |2 dy = j dy j \X(x, y) |2 dx.

a a a a a a

37.2-teorema. Agar K(x, y) yadro (37.5) shartni qanoatlantirsa, u holda 

Íj2[«, 6] fazoda (37.6) tenglik hilan aniqlanuvchi T opemtor kompakt va uning 

normasi uchun quyidagi tengsizlik o‘rinli

\\T\\<J £  f*\K(s,t)\2dsdt, (37.7)

Isbot. Awalo shuni ta’kidlaymizki, Fubini teoremasi va (37.5) shartga 

ko‘ra, deyarli barcha s lar uchun

rb

~ dtí  \K(s,t)\2d 
Ja

integral rnavjud. Boehqacha aytganda, K(s, t) funksiyá t ning fuoksiyasi 

sifatida deyarli bardia s larda L^a, 6] fazoga qarashli. Kvadrafci bilan in- 

tegrallanuvehi funksiyalarning ko'paytmasi integrallanuvcM bolgani uchun,

(37.6) ning o:ng tomonidagi integral deyarli barcha s lar uchun rnavjud, ya’ni

— (T4>) (s) funksiyá deyarli hamma yerda aniqlangan. ip € Li[a, &] 

ekaiiligiui ko'rsatamiz. Koslii-Bunyakovskiy tengsizligiga ko‘ra, deyarli barcha 

s lar uchun
¡■b 2 

Í#0I = / K(í;t)(j>{t)dt <
Ja

[ h\K(s, i) I2 di ¡ h\m\2 dt = \\<j>\\2 f b\K(s, t)I2 dt 
Ja Ja J a

<
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tengsizlikni olamiz. Oxirgi ifodani a dan b gacha s bo'yicha integrallab va 

|A'(s, i)|2 dan takroriy integralni ikki karrali iritegralga almashtirib, quyidagi 

tengsizlikka ega, bo'lamiz

j|7>jj2 - f°\ip(s)\2ds < \\<¡>f f  f\K{s, t)\2 dtds.
Ja  J  a Ja

Bu yerdan | (̂s)|2 ning integrallanuvchanligi va (37.7) tengsizlik kelib ehiqadi.

Endi T operatorning kompaktligini ko'rsatish qoldi. {tpn} sistema b]

fazoda, to‘la ortonormal sistema boisin. U holda V’niO} ko‘paytmalar

sisternasi L2([«, ■>] x [o, 6]) fazoda toia ortonormal sistemani tashkil qiladi

va demak,
OO OO 
-\ V-'V

K ($, i) — /  j /  . Q-rnnVin(®) V̂i(’ ) 
m=l n=X

yoyilma o'rinli. Endi

N N

K n ( s , t) — ^  ' üm.n'Pm.(s) r'Pn(0
771=1 i?,= l

yadroga mos Fredholm operatorini 'ijv bilan belgiiaymiz. Bu operator kom

pakt,, chtmki u ehegaralangan va ¿^[a, 6] fazoni chekli N— oichamli qism 

fazoga akslantiradi. Haqiqatan ham, ixtiyoriy <f> € J.̂ [a, 6] ucbun

(TN<l>)(s) = I  KN(s, t) <j)(t)dt —
Ja

N N ~b N N

— ^  S_, ^   ̂um.n>rm('<i) I  f  dt =  ^  ' i ’m(s) /*  ̂amn̂ n>
m=l n=1 a m=l n=l

buyerda bn — j b f(i) dt. Demak, 7jy operator i^[a, 6] fazoni fa, tfa, ..., 

•0jv fimksiyalarning chiziqli qobig'i boigan /V— olcbamli qism fazoga aks

lantiradi. Kn (s, t) ftmksiya K(s, t) funksiyaning {^m(s) sistema 

bo'yicha Furye qatorining qismiy yig'indisidan iborat. Shuning uchun, N -* 

oo da

f  I  | K (s, t) — Kx(s, t)|2 ds dt —*■ 0. 
a Ja
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Eiidi (37.7) tengsizlikni T — 'l'n operatorga qollasak,

P ' ~ '1 ivll <  y  J  J  \><{s, t) - KN(s, t)\2dsdt 0, N -* oo.

Shunday qilib, {1'n } kompakt operatorlar ketma-ketiigi norma bo'yieha T 

operatorga yaqinlashadi. Kompakt operatorlarning asosiy xossalari mavzttsida- 

gi 36. l.-nacijaga asosan T bam kompakt operator bo'ladi. A

Eslatmalar.

1. 37.2-teoremaning isboti davomida biz shu narsani o'rnatdikki, liar qan- 

dav Predholm operatori chekli olchamli operatorlarning norma bo‘yicha limi- 

tidir.

2- Th 12 —(37.6) ko'rinishdagi ikkita operator va K\, K2 — «larga mos 

keluvchi yadrolar bolsin. Agar barcha (j) € L 2[a, b] lar uchun '1\6 — T$j> 

bolsa, u holda devarli hainma yerda Ki(s, t) — K2(s, t). Haqiqatan ham, 

agar barcha <j> € L2[a, b] lar uchun

(1\4> - T2<p){s) == f  (Ki(s, i) - K2(s, i)) <p(t)dl = 0 
J  a

bo‘lsa, deyarli barcha s € [ai, &] larda

I
b

\Ki(s, t) — K2(s, t)\2dt — 0

va demak,

IIKi - K2f  = f  f  |ATi(a, t) - K2(s, t)\2dsdt =  0.
Ja Ja

Bu yerdan bizning tasdig'imiz Ki(s,t) = K2(s, t) kelib chiqadi. Ma’lumki, 

L-2 ([a, b]2) fazoda ekvivalent ftmksiyalar bitta element sifatida qaraladi, shu

tting uchun aynish mumkinki, integral operatorlar bilan yadrolar o'rtasidagi 

moslik o'zaro bir qiymatlidir.

37.3-teorema. T — K(s, t) yadro bilan aniqlanuvchi Fred,holm opera

tori bo‘kin, V holda unga qo‘shma bo’lgan T* opera,tor K(t,s) yadro bilan 

aniqlanadi.
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Isbot. Fubini teoremasidan foydalanib, quyidagiga ega bo'lamiz:

rb  f  f b  \ ______  ,-b p h

Bu jordan

(T*g)(s)= f  K(t,s)g(,)dt

tenglik. ya’ni teoremanmg tasdig'i keiib chiqadi. A

Xususan, (37.6) ko‘rinishdagi T operator Ц[а, b] fazodao;z-o‘zigaqo‘shma, 

ya’ni T* = T bo‘lishi uchun ((33.14) ga qarang)

shartnmg bajarilishi yetarli va zarurdir. Haqiqiy Hilbert fazosi (va demak 

haqiqiy К yadro) qaraiadiga.n holda o'z-o‘ziga qo‘shmalik shart.i bo'lib, К (s. t) 

■— K(t, s) tenglik xizmat qiladi. (37.8) shartni qanoatlantiruvdii yadroiar sim- 

metrik yadroiar deyiladi.

Hilbert-Shidt usuli. Endi (37.8) shartni qanoatlantiruvdii yadroli integ

ral tenglamani o!rga.namiz. Yuqorida aytiiganidek, bu holda

o‘z-o‘ziga qo'shma kompakt operator. Deinak, bu operatorga Hilbert-Shmidt 

teoremasini qo'llash mumkin. (37.2) tenglamani qisqacha

ko'rinishda yozamiz. Hilbert-Shmidt teoremasiga asosan. T operator uchun 

{An} xos qiymatlargamos keluvdii xos funksiyaJarning shimday {фп} ortonor- 

ma,l sistemas! mavjudki, ixtiyoriy £ 6 l^ a , 6] element yagona. usul bilan

(37.8)

4> = T<j> + f (37.9)

£ = У 'а пфп + £, £еК егТ ,
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ko‘rinishda ifodalanadi. Shunday qilib,

/ = X ! 4 f  ’ f e K er 7 '> (37.10)
77=1

deymiz va (37.9) tenglamaning yechimini

<j> — 2_2 xni>n + 4>\ <¡>' € Ker'T,
n—1

(37.11)

kp‘rinishda izlayiniz. (37.10), (37.11) yóyílmalami (37.9) ga qo‘yib,

Agar A„ 1 bolsa, u holda xn — bn{ 1 — A«)“1 va An = 1 bolsa, bn =  0.

Ko'rinib turibdiki, A„ = 1 holda bn =  0 shart (37.9) tenglamaning yechim- 

ga ega bolishi uchun yetarli va zarurdir. Bunday \n =  1 uchun x„ — ixtiyoriy. 

Shu bilan quyidagi teorema isbotlandi.

37.4-teorema. Agar 1 son-i, T operator uchun xos qiyrnut bo‘Imasa, u 

holda (37.9) tenglama ixtiyoriy f  uchun y a,gana yechimga ega. Agar 1 soni 

T operator uchun xos qiyrnat bo‘lsa, u holda (37.9) tenglama yechimga ega 

bo'íishi uchun f  fvnksiya 1 soniga rnos keluvchi barcha xos funhsiyalarga 

ortogonal bolishi yetarli va zarurdir. Bu holda (37.9) tenglama yechimlarining 

soni cheksizdir.

37.2. L2[—7T, 7r] Hilbert fazosida

n—1

tenglamaga keíarniz, ya’ui

Y]( i - An)xnil>„ + <i> = y :  bn'én + f .
71—1 ti— 1

Bunday yoyilrna yagotia bolganligi sababii

é' =  f ,  xn(l — A„) =  bn, n =  1,2,3,... .

—7T
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integral tenglania berilgan. Parametr Л € К ning qanday qiymatlarida T\  

uchim bir soni xos qiymat bo'ladi?

Yechish. Qaralayotgan integral tenglamaning yadrosi

К  (x, y )  -I- eos X  eos y)

haqiqiy qiymatli va simmetriklik shartini qanoatlantiradi, ya’ui

К  (x, y) =  К  (y, x )  T x = ' l \ .

Endi xos qiymat uchun tenglama 7 \ u  — и  ni qarayrniz, va’ni:

А (*  А Г
~  / u ( y ) d y +  — COSX / eos y  u(y)dy  — u (x ) . (37.13)
2vt J _ r  2тг J _ x

Agar biz (37.13) da

a  — í  u(y)dy  va /3 — j  eosy u (y )d y  

beigilashiarni kiritsak, u holda u(x) uchun quyidagi ifodani olamiz:

(37.14)

u(x) — -~ -a  +  — ß  cosx. (37.15)
2tt 27t' 

(37.15) ni (37.14) ga qo'yib, 

/  dy — 2тг, / cosydy  =  0, / eos2 ydy  =  тг (37.16)
J —7Г J —K J — 7Г

tengliklardan foydalansak, a  va ß  larga nisbatan quyidagi tenglaraalar sis- 

temasini olamiz:

a  -  f  ( ^ - a +  ■£-ß  cos y ) dy — «A.
Д  \2тг 2тг y

Ï (  А А л \  , A . 
ß  =  J cosy  S —  O! +  —  ß  cosy  \ dy =  - ß .

Bu tenglamalar sistemasi nolmas yechimga ega bo‘lishi uchun uning detérmi- 

nanti Д(А) ning uol bo'lishi zarur va yetariidir, ya’ni

Л(А) =  ( 1 - А ) ( 1 - | )  =  0. (37.17)
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(37.17) dan A =  1 yoki X — 2 larni olamiz. Demak, A parametriiing Ax — 1 

va A2 =  2 qiymatlarida 1 \  uchun 1 soni xos qiymat boiadi. Endi T\u — 

u va 'J'2u — u  tenglamalarni yechamiz. Yuqorida bayon qiiinganlardan bu 

tenglamalarning yechimlari mos-ravishda ui(x) =  G  va u2(x) =  C  • cosx  

(C  — const) ekanliklari kelib chiqadi.

37.3. 37.2-misolda qaralgan (37.12) integral tenglamaga A ^  { 1; 2} boigan 

holda 37.4-teoremani qoilang va (37.12) integral tengiamani yeching.

Yecbish. Agar A £  { 1; 2} boisa, u holda T \  operator uchun bir xos 

qiymat ©mas, 37.4-teoremaga ko'ra, (37.12) integral tenglama istalgan /  € 

¿2 [—7T, tt] da yagona yechimga ega. (37.14) belgilashdati foydalansak, (37.12) 

tengiamani quyidagicha yozishimiz mumkin:

(37.18) ni (37.14) ga qo'yib, (37.16) tengliklarda.il foydalansak, a  va ¡3 larga 

nisbatan quyidagi tenglamalar sisternasini olamiz:

a  va ¡3 laming bu qiyrnatlarini (37.18) ga qo'yib, (37.12) tenglamaning yechi- 

rnini olamiz:

(37.18)

Bu sistema A ^ {1; 2} da yagona yechimga ega va

I

37.4. 37.2-misolda qaralgan tengiamani A — 1 boigan holda, ya’ni

(37.20)
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Yechish. Agar A — 1 bo‘Isa, u holda T \  operator uchun bir xos qiyrnat 

bo'ladi. 37.4-teoremaga ko'ra. (37.20) tengiaina yechimga ega bo'lishi uchun 

/  funksiya '1 \u  — u tenglamaning barcha yechimlariga, ya’ni u(x) =  const

tenglamani yeehing.

shartning bajarilishi zarur va vetarli. Agar biz (37.14) belgilauhdan foydaiansak,

(37.20) tenglamani quyidagieha yozishixniz imimkin:

va ¡3 laiga nisbatan quyidagi tenglamalar sistemasini olamiz:

Bu yerdan ko‘rinib turibdiJri, a  sifatida ixtiyoriy sonni olish mumkin. Bu 

qiymatlarni (37.22) ga qo'yib, (37.20) tenglamauing umumiy yechimini hosii 
qilarniz:

Bu yerda C — ixtiyoriy o'zgarmas son.

M ustaqil ishJash uchun savol va topshiriqlar

1. jLa[—-7T, v{] Hilbert fazosida

(Au)(x) =  — cos(:r — y)u(y)dy

integral operator normasini 37.2-teoremadan foydalanib baholang.

405

ga (37.2-inisolga. qaxang) ortogonal bo'lishi zarur va yetarli. Demak, (37.20) 

tengiaina yechimga ega- bo'lishi uchun

(37.21)

27r 2?r (37.22)

(37.22) ni (37.14) ga qo'yib, (37.16) va (37.21) tengliklardaa foydalansak, a.
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2. 37.3-teoremadan foydalanib, LqI—k, tt] fazoda

(.Au)(x) =  I  (cos x sin y +  I sin x  cos y)u{y)dy

integral operatorga qo ‘shma opervtomi toping.

3- L2[ - tt, 7r] Hilbert fazosida quyidagi. integral tenglamani. yeching: 

u(x) =  sinx  4- /  cos z  sin yu(y)dy .

4. Parame.tr A e  1R ning qartday qiymatlarida

u(x) =  f ( x )  +  A I  (2 +  cos x  cos y )u (y )dy

integral tenglama ixtiyoriy f  € Ljf—tt, tt] ¿a yagona yechirnga ega 

bo'ladi?

5. i/2[—tt, tt] Hilbert fazosida

integral tenglama berilgan. Tenglama yechirnga ega bo1ladigan f  lar to ‘p- 

latnini tavsiflang. Bu to ‘plain qisvi fazo tashkil qiladimi ? Agar u qism fazo 

tashk.il qilsa, uning o ‘Ichamini toping.

tenglamani o‘rganishni davom ettiramiz. Navhatdagi mulobazaiarda T  ope- 

ratorning integral ko'rinishi emas, balki faqat uning kompaktligi muhim rol 

o'ynaydi. Shuning uchun II Hilbert fazosida birorta T  kompakt operatomi

— 7T

38-§. Fredholm teoremalari

Bu yerda ham yuqorida ko'riigan

<P =  T<j> +  f (38.1)



olib, (38.1) ko'rinishdagi tenglamani o'rganamiz. Buning uchun A  — 1 -  T  

operatorni kiritgan holda (38.1) tenglamani

A(f> =  f  (38.2)

ko'rinishda yozamiz. (38.2) tenglama bilan bit qatorda bir jinsli bo'lgan

A(f>0 =  0 (38.3)

tenglamani va bularga qo‘shma bo'lgan

AH' =  g  (38.2*)

A*ipo =  0 (38.3*)

tenglamalarni qaraymiz. Bu yerda A* operator A  operatorga qo'shma, ya’ni 

A* =  (I -  T)* =  1 -  T*.

Quyida isbotlanadigan teoremalar Fredholm teoremalari deb nomlanib. shu 

to‘rt tenglamaning yechimlari orasidagi bog’lanishlami ifodalaydi.

38.1-teorem a. (38.2) tenglama yechimga ega bo‘Hshi uchun f  vektor 

(38.3* ) tenglamaning har bir yechimiga ortogonal bo ‘lishi zarur va yetarli.

Isbot. K e r A  va I m A  lar A  operatorning mos ravishda yadrosi va qiy- 

matlari sohasi, ya’ni

KerA. =  {.t € H : A x — 0},

Im A  — {y  — A x : x  €  H }  — A(H )

ekanligini eslatamiz. Ma’lumki, A  uzluksiz bo'lgani uchun K e r A  to‘plam H  

ning yopiq qism fazosi bo'ladi. I m A  ham H ning yopiq qism fazosi ekanligini 

isbotlaymiz. {yn} C I m A  ketma-ketlik biror y  £  II elementga yaqinlashuv- 

chi bo’lsin deb faraz qilaylik. Demak,



shartni qanoatlantiruvchi {%} ketma-ketlik mavjud. x n vektorlarni K e r A  

fazoga ortogonal deb hisoblash mumkin. aks holda x n liing o'rniga x'n — 

x n — P r x n vektorlarni olish mumkin; bu yerda p r x n element x n vektoming 

KerA. qism fazoga proyeksiyasi. Bundan tashqari, {ar„} ketma-ketlik chega- 

ralangandir. Aka holda j|rcn|| —» oo deb hisoblash mumkin, demak, (38.4) ga 

asosan

munosabat o‘rinli.

Ikkinchi tomondan {xn 11;cn11—1} ketma-ketlik birlik sharga tegishli boigani 

va T  kompakt operator ekaniigi tufayli biror {x„k} qismiy ketma-ketlik uchun

ya’ni 2 € K erA .  Ammo har bir xn element K e r A  ga ortogonal edi, demak, 

z L K e r A .  Bu ikki munosabatdan z  =  0 kelib chiqadi. Bu || z  || =  1 tenglikka 

zid. Bu ziddiyat {ar„} ketma-ketlikning chegaralangan ekanligini koi'satadi. 

T  operator kompakt boigani uchun {Tæn} ketma-ketlikdan yaqinlashuvdii 

boigan {T x ni}  qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin. (38.4) ga asosan {*»,} 

ketma-ketlik ham yaqinlashuvdii boiadi. Bu limitni x  bilan belgilasak, u 

holda

Bu yerdan y  € I m A  ekaniigi kelib chiqadi. Demak, Ira A  yopiqdir. 36.3- 

teoremaga asosan, T* operator ham T  bilan bir qatorda kompakt boigani 

sababli, 1mA* ham H  ning yopiq qism fazosi boiadi.

(38.5)

T  ||xnJ | xj  ketma-ketlik biror z  elementga yaqinlashuvdii bo*ladi. Bun

dan (38.5) ga asosan |¡|arBt||-1 • ketma-ketlik ham shu z  elementga 

yaqinlashuvdii boiadi. Ravshanki, ||¿|| — 1, (diunki |¡ar;„|¡ • x n = 1 ) ,

A z  =  z  — T z  —

y  =  lim Axn =  lim A x n. — A ( lim x n.) — Ax.



Endi biz quvidagi munosabatlarni isbotlaymiz:

K e r  A* © I m A  — II. (38.7)

Ravshanki, K e r  A va ImA* o'zaro ortogonal qism fazolardir. Haqiqatan, 

ixtiyoriy h e  K e r  A, va x  £  11 uchun

(h, A*x) — {Ah, x)  — (9, x ) — 0.

Ma’himki, ImA*  ga ortogonal har qanday qism fazo ( I m A * )1 ning qismidir. 

Shunday ekan, K e r  A  c  (ImA*)-1. Agar biz (Im A *)1- C K e r  A  ekanligini 

ko'rsatsak, (38.6) tenglik isbot bo'lgan bo'ladi. Faraz qilaylik, z  vektor ImA*  

ga ortogonal bo'lgan ixtiyoriy element boisin, u holda barcha x e  H uchun

(Az, x) — (z, A*x) — 0.

Detnak, A z  =  0, ya’ni ~z €  K e r  A. Buiidan (IrnA*)1 C K e r  A  ekanligi 

kelib chiqadi.

Xuddi shunday, K e r  A* — ( I m A )1 tengiikni ko‘rsat.ib, (38.7) tengiikning 

isbotiga ega boiamiz. (38.7) tenglikdan 38.1-teorema bevosita kelib chiqadi, 

ya’ni /  € I m A  bo'lishi uchun / L K e r A *  bo'lishi yetarli va zarurdir. A 

Har bir k natural son uchun H k orqali IrriAk fazoni belgilayriiiz, xususan 

H l =  I m  A. H k ning tuzilishidan ravshanki, A (H k) =  H k+1 va

H1 D H l Z) H 2 D ■■■

38.1-teoremani isbotlash davomida ko‘rsatilganidek, har bjr H k vopiqdir.

38.1-lem ma. Shunday natural non mavjudki, barcha k >  jo uchun 

H k+l — H k tenglik oYinli.

Isbot. Teskaridan faraz qilaylik, harnma IIk fazolar har xil bo‘lsin. Bu 

holda shunday {:£&} ortononnal sistema mavjudki, Xk €  H k va Xh±M*+l-
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Txi -  Txk — -Xk + (xi + A x  к -  M i).

Bu yerda xt +  A xk -  Axi e  H k+1 bo'lgani uchun

\\Txi -  T x kf  =  ¡I xic\\2 +  II xi +  A x k -  A x i f  >  1,

ya’ni {Txib} ketmarketlikdan yaqinlaehuvchi qismiy ketma-ketlik ajratieh mumkin 

ernas. Bu esa T  operatorning kompaktligiga zid. -A

38.2-teorem a (Fredholm dtemativasi). Yo (38.2) tenglama ixtiyoriy /  €

H  uchun yagona yechimga ega, yo (38.3) tenglamaning noldan farqli yechimi 

mavjud.

Isbo t. Agar K e r A  =  {0} bolsa (ya’ni (38.3) tenglama noldan farqli 

yechimga ega bolm asa), u holda A  o‘zaro bir qiymatli akslantirishdir. Shuning 

uchun, agar H l =  I m A  ф H deb feraz qilsak, u holda H2 ф  t í 1, . . . ,  t í k+í ф  

t í k munosabatlar ixtiyoriy к uchun o'riníidir. Bu esa 38.1-iemmaga zid. De

mak, I m A  =  t í ,  ya’ni (38.2) tenglama ixtiyoriy /  uchun yagona yechimga 

ega.

Agar (38.2) tenglama ixtiyoriy f  uchun yagona yechimga ega. bolsa., u hol

da Im  A  — t í  va (38.7) munosabatga asesan K e r  A* =  {é1}. Bu fcenglikdan 

yuqoridagidek I m  A* =  11 munosabat kelib chiqadi. Endi (38.6 } munosabat- 

dan foydalansak, K e r A  =  {0}, ya’ni (38.3) tenglama íaqat nol yechimga. ega 

ekanligi kelib chiqadi. A

38.3-teorem a. (38.3) va (38.3*) tenglarnalaming chiziqli erkli. ЪоЧдап 

yechirnlari sorti cheMi va o'zaro tengdir. Boshqacha qilib aytganda,

dim KerA. =  dim K e r A * < oo.

Isbot. K e r A  fazoning olchami cheksiz deb feraz qilaylik. Bu holda. K e r A  

da. cheksiz elementli {xn} ortonormal sistema, mavjud. xn e. K e rA ,  ya’ni

Demak, ixtiyoriy I, к (I > k) soniar uchun
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A xn — x n — T x n — 0 bo'lgani sababii, x„ — T x n. Demak,

1111*»  ^ xmt\ —' ikn  xrn| ! — V ^,  7^ Til.

Bu yerdan kelib chiqadiki, {7'»n} ketrna-ketlikdan yaqiiilashuvchi qisiniy ket- 

ma-kefclik ajratish xmimkin emas. Bu esa 7' ning kompaktligiga zid. Shunday 

qilib, diin/ver,4 < oo ekan. Xuddi shunday dim K erA *  < oo ekanligi iabot- 

lanadi. Faraz qilaylik,

dim K  erA — //, dim K erA * — v  

boiib. //• < i/ bo'lsin. Endi K e r A  va K erA *  fazolardan mos ravishda

ortonormal basizlarni tanlab olamiz va
1L

S x  — Ax  +  q>j)4>j 
i =i

operatorni qaraymiz. 5  operator .4 operatorga chekii o'lchamli operatorni 

qo'shish natijasida hosil boiganligi sababii, S  operator uchun ham yuqorida 

A  uchun isbotlangan barcha tasdiqlar o'rinli. Bu operator uchun S x  =  8 

tenglama faqat no] yechimga ega. Haqiqafcan ham,

j=i

boisin, u holda (38.7) rnunosabatga asosan A x ±  <pj)'>pj. Bu yerdan va 

(38.8) tenglikdan

{<!>u <h, ■ •, <̂ /i} C K e r  A. va {%bh V-v} c  -^er

(38.8)

dan) hamda (38.9) dan barcha j  G {1 ,2 ,.. .,/i}  iarda

(» ,  ^ )  =  0
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tengliklami olamiz. Shunday qilib, bir tomondan x €  K e r A ,  ya’ni x  vektor 

{^i, <i>2, • • •, 4>pt} vektorlarning diiziqli kombinatsiyasidir, ikkiuchi tomondan, 

x bx! vektorlarga ortogonai. Bundan x  — 6. Deraak, K e r S  =  {0}. 38.2- 

teoremani S  operatorga qo'llagan holda /  =  '¿'n, i deb olsak,
n

A y  +  Y > ,  ( ¡ » ^ j  =  -ipll+l 

j=i

tenglama biror y  yechirnga ega bo‘ladi. Bu tenglikning ikkala qismini "tpfi+i 

vektorga skalyar ko'paytirsak, 0 =  1 ziddiyat hosil bo'iadi (chtmki I m A l-K e rA *  

va A y  € Im A , ip^+i € K erA * ) .  Demak, p  < v  farazimiz ziddiyatga olib 

keldi, ya’ni p  >  u ekan. Xuddi shunday, A  operator o'rniga A* operator 

olinsa, ( i < v  tengsizlik isbotlanadi. Demak, ¡.i =  v. A

Yuqoridagi teoremalarda biz T —I  operatorga teskari operatoming mavjud- 

lik shartlarini ko'rdik. Ravshanki, 38.1-38.3-teoremalar T  — XI (A ^  0) ope- 

ratorlar uchun ham o'rinlidir. Predholm teoremalaridan quyidagi natija kelib 

chiqadi.

38.1-nafcija. Kompakt operatoming svektridan otingan ixtiyoriy noldan 

■farqli son bu operator uchun chekli karrali xos qiymatdir.

Isbot. Faraz qilaylik, nolmas A € cr(T) bo'lsin. U holda 38.2-teoremani 

T —Xl operator uchun qo‘llab (T —X l ) f  — 0 tenglama noldan farqli yechirnga 

ega ekanligiga kelamiz. Bu yerdan A ^  0 soni T  operatoming xos qiymati 

ekanligi kelib chiqadi. 38.3-teoremaga ko‘ra dim K e r  (T  — XI) — n <  o o . Bu 

esa A soni T  operatorning n  — karrali xos qiymati ekanligini bildiradi. A 

Misol sifatida ajralgan yadroli integral tenglamalarni qaraymiz.

if>(s) — f  K(s,t)<p(t)dt +  f ( s ) .  (38.10)
J  a

Predholm integral tenglamasining yadrosi

K ( s , t )  =  Y i t>{8)Qi{ t )  (38.11)
i=l
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ko'rinishga. ega bo'lsa, u holda K (s ,  t)  ajralgan yadvo deyiladi. Bu yerda 

P i,  Q i  funksiyalar L^a, 5] fazoda.11 olingan. Ravshanki, P i ,  P 2, . . . ,  P n funksi- 

yalarni chiziqli erkli deb hisoblash mumkin, aks holda K ( s ,  t)  yadroni chiziqli 

erkli boigari P i ,P i ,  Pi (i <  n) lar orqali ifodalash mumkin. (38.11) fceng- 

likdan foydalanib, (38.10) tengla.ma.ni quyidagi ko;rinishga keltiramiz:

<P(S) =  Pi^  (  +  f ( s )-
¿ = 1  J a

Agar biz

f  Qi(t)(i>{t)dt — qi; i e  {1.2, . . . ,  n }  
Ja

belgilaslilami kiritsak. u holda (38.10) tenglama
n

4>{s) =  Y ^ < k JJi ( s ) +  f ( s ) 
i—1

(38.12)

ko‘rinishga. keladi. <j> funksiyaning bu ifodasini berilgan integral tenglamaga 

qo'ysak,
rb

Y J <npj ( t) + f i f)  
.j= 1

'/   ̂Ojij qj "f* ^  
i= 1

d t  +  / ( s ) ,

(38.13)

y j qi m  +  f { s )  =  J 2 p i(s) f  Qi(t)
«=x ¿=1 Ja

ya’ni

i— 1 7 = 1
ko’rinishdagi tenglikka kelamiz. Bu yerda

r b  p b

a>.j = / Qi(t)Pj(t)dt, h =  I Qi(t)f(t)dt .
Ja Ja

Endi P{(s) funksiyalar chiziqli erkli ekanligini hisobga olsak, (38.13) munosa- 

batdau quyidagi tengliklar kelib chiqadi:
Yl

qi =  ^ 2  +  bi> * € { 1 ,2 ,..., n}. (38.14)
j=i

Agar biz bu chiziqli tenglama.]ar sistemasini ® larga nisbatan yechsak, u holda

(38.12) tenglikdan 6(s)  funksiya harn topiladi. Shunday qilib, ajralgan yadroli
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integral tengiamani yechish masalasi (38.14) chiziqli 'tengla.malar sistemasini 

yechish masalasiga teng kuchli. Bunday tenglamalar yechimlarining xossalari 

bizga chiziqli algebra kursidan malum.

Yuqorida bayou qilingan Fredholm teoremalarini chekli olchauili fazolarda 

quyidagicha bayon qilish mumkin.

38.4-teorem a. A x  =  y ,

A =  (a y ) , i , j  € { 1 ,2 ,.. . ,  »}, x  =  (art, . y = ( y i , . , , . ,  yn)

chiziqli tenglamalar sistemasi yechimga ega bo‘lishi uchun y  vektor qo‘shrna 

bir jinsli

A*z =  6 (A* =  («]?))

tenglamaning barcha yechirnlariga ortogonal boHishi yetarli va zarurdir,

38.5-teorem a. Agar A. matritsaning deterrninanti noldan farqli bo tsa, 

u holda A x  =  y  tenglama ixtiyoriy y  uchun yagona yechimga ega. Agar 

A matritsaning deterrninanti nolga teng bo‘Isa, u holda bir jinsli A x  — 9 

tenglama noldan farqli yechimga ega.

38.6-teorem a. A =  (o#) va A * =  (ají) matritsalaming ranglari o'zaro 

teng. Xuddi shunday bir jinsli .Ax =  9 va A*z =  9 sisternalaming chiziqli 

erkli yechirnlari soni ham o ‘zaro teng.

Ko'rinib turibdiki. ajralgaxi yadroli Fredholm teoglamalaxi uchun Fredliohn- 

ning 38.1-38.3 teoremalaxi yuqoridagi 38.4-38.6 teoremalaxdan kelib chiqadi.

38.1-misol, 'I' operatomi I^[—7r, tt] fazoda quyidagicha aniqlaymiz

(T f ) (x )  =  Í  (1 1 cosx cosy +  3 sin siny ) f (y )d y .  (38.15)
J — IT

Bu operatomi o‘z-o‘ziga qoSshtrta va. kompakthkka tekshiriug, uning xos qiy- 

mat va xos funksiyalarini toping.

Yechish. Qaralayotgan operatorning yadrosi

K (x , y) --- 1 +  COS X  cos y +  3 sin X  sin y 
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haqiqiy qiymatli va (37.8) shartni qanoatlantiradi. Deinak, T  o'z-o'ziga qo'sh- 

ma operator ekan. Integral operator T  ning yadrosi (37.5) shartni qanoat

lantiradi, shun mg uchun 37.2-teoreinaga ko'ra. kompakt operator bo'ladi. 

Endi T  operatorning xos qiymatlarini topamiz. Buning uchun xos qiymatga 

nisbatan tenglama yozamiz:

T f  =  z f  

Bundan

r/ (1 +  eos x  cos y +  3 sinx  siny ) f ( y ) d y  — z f ( x ) .
J  —ir

*  7f 7T

z f ( x ) -  J f  (y)dy  +  cos x  j cos y  f  ( y ) d y +  3 sin x  j  sin y f ( y ) d y  (38.16)
— JT - I T  - 5 T

tenglikka kelamiz.

i) Agar (38.16) tenglikda z  — 0 bo'lsa, u holda 1, c o s t ,  sin a: funksi- 

yalarning chiziqli erkli ekanligidan quyidagi
/ 7f n  Mr

f ( y ) d y  =  0, /  c o s y f (y )d y  — 0, /  w a y f ( y ) d y  =  0 (38.17)
•7T J —7T J— 7r

t.engliklarga ega boiamiz. (38.17) tengliklar f  fimksiyaning 1, cos.r, sin« 

elementlarga ortogonal ekanligini bildiradi. Ma’lumki Xa[—7r;-7r] fazoda bu 

elementlarga ortogonal bo'lgan cheksiz ko'p chiziqli erkli element!ar mavjud, 
bular:

{cosnx, sinn.x’}^L2-

Dernak, 1 ' f  =  0 • j  tenglama cheksiz ko‘p chiziqli erkli yechimlarga ega ekan. 

Bu esa o‘z navbatida z  =  0 soni T  operator uchun cheksiz karrali xos qiymat 
ekanligini bildiradi.

ii) Agar (38.16) tenglikda z  0 bo'lsa, u holda xos funksiya /  uchun 

quyidagi ko‘rinishni olamiz

f ( x )  — ~[a + b cos x  +  3csin«]. (38.18)
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Bu yerda

/  ning (38.18) ifodasiui (38.19) ga qo‘yib, a. b, c larga nisbatan quyidagi 

tengiamalar sistemasiga ega bo'lamiz:

c — -  J sin?/|a +  bcosy  +  'Scsiny\dy — —~ .

Biz bu yerda {1, cos x, cos 2x , sins} funksiyalar sisteinasining ortogonal 

ekanligidan hamda

ayniyatlardan foydalandik. (38.20) tengiamalar sistemasi nolrnas yechimga ega 

bo'lishi uchun, uning determinant

nolga teng bo'lishi zarur va yetarli.

Agar z  — 2/r bolsa, u holda A ( z )  — 0 boiadi. Bu holda (38.20) dan 

b — c — 0 va a— ixfciyoriy son ekanligiui olamiz. Endi (38.18) dan xos funksiya 

f ( x )  — G  — const bo'lishiga kelamiz.

Agar z  — tx bo‘lsa, u holda A (z) — 0 bo‘ladi. Bu holda (38.20) dan

o =  c =  0 va &— ixtiyoriy son bo'ladi. (38.18) dan esa xos funksiya uchun 

f (x )  — C  • cosx  ko’rinishni olamiz.

Xnddi shunday z  — 3n xos qiymatga mos keluvchi xos funksiya /  (x) — 

C  sin a; ekanligiui olamiz.

Shunday qilib, biz (38.15) formula bilan aniqlangan T  operatorning o‘z- 

o‘ziga qo'slima ekanligiui ko'reatib, uning barcha xos qiymatlari va xos funksi-

(38.20)

COS2 y  =  ~  [1 +  cos 2 y], sill2 y  =  i  [1 -  cos 2y]
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yalarini topdik. z =  0 dieksiz karrali xos qiymat, qolgan тг, 2ж va Зтг soniar 

bir karrali xos qiymatlar ekan.

38.2. T  operator (38.15) tenglik bilan aniqlangan bo‘lsin. Parametr A € С 

ning qanday qiymatlarida

T  f  — X f  — g  (38.21)

tenglama ixtiyoriy g € [—тг, тг] da yagona yechimga ega bo íadi?

Yechish. A — T  — X I  operatorga 38.1-teoremani qo'llaymiz. 38.1-misol- 

daii ma’lumki, A e  C \ {7t; 2?r ; 3?r} boisa К  er A* =  K e r ( T  — X I)  =  {(9}. 

Demak, barcha A € C \ {тг; 2тг; 37г} laida. (38.21) tenglama ixtiyoriy g  6 

L i  [—тг, тг] da yagona yechimga ega. Agar A =  тг ( A — 2тг, A =  Зтг) bolsa, u 

holda (38.21) tenglama yechimga ega bo'lishi uchun g € L2 [—тг, 7r] funksiya 

Tu — mi — 0 (Tu — 2тга =  0, Тг>, — Зтга =  0) tenglamaning yechimi 

и(х) — С  cos X (и(х) =  С, и(х) =  С  sin х) funksáyaga ortogonal bo'lishi 

zarur va yetarlidir. A

M ustaqil ishlash uchun savol va topshiriq lar

1. Ajralgan yadroli integral tenglarnaga misollar keltiring.

2. Z/2[a, b] fazoda

u(x) =  f ( x )  +  A i  4>(x)ip(t)u(t)dt 
J  a

integral tenglamani yeching. Banda ip va ф funksiya,lar uzluksiz bo'lib, 

(<p, ф) =  0 shartni qatoatlantiradi.

3. Parametr  A € R. ning qanday qiymatlarida

u(x) — sin xX j  (eos X  eos t  — sin x  sin t)u (t)d t

tenglama yagona yechimga ega? Qanday qiymatlarda tenglama yechimga 

ega ernas? Qanday qiymatlarda tenglama cheksiz ko‘p yechimga ega?
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4. A : —7T, 7r] —¥ L2[—7T, jt] operator yadrosining o icharmni toping:

39-§. K etm a-ket o‘rn iga qo‘yish va ketm a-ket yaqinlashishlar usuli

Ushbu pa.ragra.fda C[a, &] fazoda beriigau Fredholm operatori

integral tenglamalami qaraymiz. Butun 39-paragraf davomida /  dan uziuk- 

sizlik. K  dan esa uzhiksizlik va simmetrikiik shartlarini talab qilamiz. ya’ni:

A) K { x , t )  =  K ( t ,  x )  ^  0 va K .G  C  ([a, b\ x [a, b]) haqiqiy qiymatli 

funksiya;

B) f e  G[a, ti\ haqiqiy qiymatli funksiya.

Faraz qilaylik, Fredholm tipidagi integral operatorning fi ^  0 nuqtadagi 

rezolventasini topish talab qilingan bo'isin, ya’ni

tenglamani, yoki bu yerda A =  fj, 1 va f (x )  =  —/j, l <p(x) deb olsak, u holda

7T

■b
(39.1)

ni, Volterra tipidagi integral operatorni, ya’ni
•X

(39.2)

operatorni va ular bilan bog:liq ((37.2) va (37.4) ga qarang)

(39.3)

(39.4)

■b



tenglamani ya’ni (39.3) ko'rinishdagi tenglamani yechish masalasi qo'yiladi.

Biz ushbu paragrafda C[a, 6] fazpda A parametrli ikkinchi tur Fredholm
A

integral tenglamaiarini yechish usullari bilan shug ullanamiz. Dastlab Fred

holm va Volterra tipidagi integral tenglamalar uclmn ketma-ket o'raiga qo'yish 

usulini bayon qilamiz. Key in esa A parametrli ikkinchi tur Fredholm integral 

tenglamaiarini ketma-ket yaqinlashishlar usuli bilan yechamiz. 40-paragrafda 

esa integral tenglamalarni Predholm tomonidan berilgan yechish usulini batafsil 

bayon qilamiz.

Dastlab integrallash chegaralari o'zgarmas bo'Igan hoi, ya’ni Fredholm ti

pidagi operatorlar qatnashgan (39.3) tenglamani qaraymiz.

Qayd etish joizki, agar (39.3) tenglamaning biror uzluksiz u(x)  yechimi 

mavjud bo'lsa, u holda K (x ,  t)  uzluksiz funksiya ekanligidan f ( x )  funksiya- 

ning ham uzluksiz ekanligi kelib chiqadi. Shuning uchun biz B) shartni kiritdik.

Y adroni iteratsiyalash . Ma’lumki, (39.3) tenglik bilan aniqlangan T  

operator -  Fredholm opemtori, K (x ,  t) esa Predholm operatorining yadrosi 

deyiladi. Quyidagi belgilashlami kiritarniz:

K i ( x , t )  ■— K (x , t),

K 2(x, t) =  j *  K  (x, s )K i(s ,  t)ds,

K „ (x , t )  -  f * K ( x ,  s ) K n- i ( s ,  t)ds.

(39.5)

Bu ko'rinishda qurilgan K j, K.2, K n funksiyalarga K (x ,  t)  yadroni ite- 

ratsiyalari deyiladi. Tekshirish qiyin emaski, K n(x, t) iteratsiya T n integral

operatorning yadrosi bo'ladi.

(39.5) formulani ketma-ket qo'Ilab, K n uchun quyidagi ifodani olamiz:

,b f b
K n{x, t ) =  ■ ■■ j  K  (x, 3 i)K  (si, s2) ■ ■ ■ K  (sn_1, t )dsn-1 • • • dsv  (39.6)

J  a J  a
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(39.6) formulaga asosan quyidagi munosabat o'rinli

K n+p(x, t ) =  [  K n(x, s )K p(s, t)ds. (39.7)
J  CL

39.1. K e tm a-k e t o ‘rn ig a  q o ‘y ish  usuti. Endi (39.3) tengiamaning o‘ng 

tomonidagi u(l)  funksivaning o'rniga uning

« (0  =  / ( 0  +  A f  K ( t ,  tx)u(tx)dti (39.8)
J  a

ifodasini qo'yib, quyidagini hosil qilamiz:

u(x) =  f ( x )  + X f  K ( x , t ) [ f ( t )  +  A I K ( t , t i )u { t i )d t i ]d t  =
■J a J  a

- f ( x )  +  X f  K ( x , t , ) f ( t )d t  +  X2 f  K ( x , t )  (  K ( t , t i ) u ( t l )d tid t =
J  a J  a J a

=  f i x )  + A ( T f ) ( x )  + X2(T2a){x).

Bu tengiamaning o‘ng tomonidagi u ning o!tniga, uning (39.8) ifodasini qo‘- 

yamiz:

u ix ) = f ( x ) +  X I  K (x, t ) f ( t ) d t +
J  a

+A2 f  K (x ,  t) f  K (t , t ,1) [ f ( t 1) + X I  K ( t i , t 2)u(t2)d t2]dtid t =
J  a J  a J  a

=  f { x )  + X ( T f ) ( x )  +  A 2{T2f ) i x )  +  X 3{T 3 u){x).

Bu yerda biz yadroni iterats'iyalash formulalaridan foydalandik. Ushbu jara- 

yontii davom etfcirib, n — o'rniga qo'yishdan keyin, biz quyidagi tenglamani 

olamiz

u(x) =  f { x )  +  A ( T f ) i x )  +  • •• +  Xn(Tnf ) { x )  +  Xn+1(Tn+lu){x). (39.9) 

Shunday qilib, biz quyidagi chekuiz qatorni o‘ rganish masalasiga kelamiz:

f i x )  +  X (T /)(* )  +  A 2{T2f ) i x )  +  • • • +  Xn{Tnf ) { x )  +  - . . .  (39.10)
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Bizning farazimizga asosan bu qatorning bar bir hadi [a, b] kesmada uzluksiz 

fiinksiyadan iborat. Demak, agar bu qator [a, fe] kesmada tekis yaqinlasbuvchi 

bolsa, u holda uning yig'indisi biror uzluksiz funksiyani aniqlaydi.

К  (x, t)  va f ( x )  funksiyalar trios ravishda [ft, b] x [a, b\ kvadrat va [a, 6] 

kesmada uzluksiz bolganligi udiun Veyershtrass teoremasiga ko‘ra quyidagilar 

o'rinii:

(39.10) qatoming n  +  1 —chi liadidaii iborat bo'lgan, A"(Tn /)(x ) ifodani 

quyidagicha yozib olamiz:

Л'Ч/ ” /)(:<•)-

=  Xn Í  K ( x , t ) f  K ( t , h )••• [  K ( t n- 2, tn- i )  f  (tn- i ) d tn- i  • • • dtidt.

Urnumiy hadi (39.12) koi'inishdagi bahoga ega bolgan qator yaqinlasbuvchi 

bolishi uchun

shartning bajarilishi yetarli. Demak, (39.10) qator A parametrning

tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha. qiymatlarida tekis yaqinlasbuvchi boladi.

Agar (39.3) tenglama biror u(x) uzluksiz yechimga ega bo‘lsa, u holda. u

(39.9) tenglamani ham qanoatlantiradi. и  ning [a, b] kesmada uzluksizligidan

(39.11) ga asosan A n(Tn /)(x )  ni quyidagicha baholash mumkin 

\Xn(Tn f ) ( x )I <  |A|" M f M n(b -  a)n. (39.12)

\X\M(b -  a) <  1

(39.13)

| (x) j <  Mu, Vx € [a, b]. 

tengsizlik kelib chiqadi. U holda

\Xn+l(Tn+lu)(x)\ <  |A|n+lMu M n+l( b - a ) n+1.

(39.14)
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Agar (39.13) tengsiziik bajariladi deb faraz etsak, u holda

liin An+1 {'ln + lu){x) =  0.
f l —HX>

Agar biz (39.9) da n —> 00 da limitga o'tsak

u(x) -  f ( x )  +  X(T f ) ( x )  +  A2(T2f ) (x )  +  ■■■ +  \ n('lnf ) (x )  +  • • •

tenglikni hosil qilamiz. Demak, biz liar bir n  da (39.9) tenglamaiii qanoat- 

iantiruvdii u(x) funksiya (39.10) koVinishdagi qator shaklida tasvirlanishiga 

islioiicli hosil qildik.

Bevosita o‘rniga qo'yish yordamida. ko'rsatieh mumkinki, (39.10) qator yi- 

g‘indisi bo'lgan u(x) funksiya (39.3) tenglamani qanoatlantiradi. Bulling uchun

(39.10) qatoming yig'indisini u(x)  bilan belgilab. bu tenglikriing ikkala qis- 

mini AK (x ,  t) ga ko‘paytirib va hosil bo'lgan tekis yaqinlaslmvchi qatomi 

badlab integra.llaym.iz. U holda biz quyidagilarni hosil qilamiz:

A /  К (x ,t )u ( t)d t  =  A /  K ( x , t ) [ f ( t )  + X  K ( t , t i ) f ( t i ) d t i  4-----}dt =

Demak, haqiqatan ham (39.10) qatoming yig'indiei u (x ) ,  (39.3) tenglamani 

qaiioatlantirar екай. Shuiiday qilib, quyidagi teorema, isbot qilindi.

39.1-teorem a. Agar A ) va В) sharüar hamda (39.13) tengsiziik bajaril- 

sa. (39.3) integral tenglamaning yagona uzluksiz yechimi rnavjud. Bu yeehim 

[«., b] da absolyut va tek,is yaqinlashuvchi (39.10) qator yig'rndisi bilan ustma- 

ust tushadi

tengiama (39.3) tenglamaning A =  1 boigan xususiy hoiidan iborat. Ush- 

bu holda ham biz yuqorida keltirgau mulohazalariiniz heeh bir o‘zga.rishsiz 

taki'orlanadi.

Ushbu
■b

(39.15)
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Qayd etish joizki, (39.3) integral tenglama (39.13) tengsizlik bajan Imasa 

ham uzluksiz yechimga ega bo'lishi mumkin. Bunga, quyidagi misolda. ishonch 

hosil qilish mumkin.

integral tenglama uchun \X \M (b— a) — 2 >  1 bo!lib, tenglama u(x) =  x 

ko‘rinishdagi uzluksiz yechimga ega.

V olterra tipidagi integral tenglainaiar. Endi biz Volterra tipidagi ope- 

ratorlaming rezolventasini topish másalasini qaraymiz. Quyida keltirilgan tas- 

diqlardan shu narsa kelib chiqadiki, Volterra operatorining rezolventasi noldan 

farqli barcba nuqtalarda mavjud va chegaralangan bo'lar ekan.

(39.4) Volterra tenglama,sining o‘ng tamoniga u(t)  faiiksiyaning ifodasini 

ketma-ket qo'yib, quyidagini hosil qilamiz:

u(x) =  f { x )  +  X (V f)(x )  +  • • • +  Xn(V nf ) ( x )  +  Afi+1(t/n+1u)(:r). (39.16) 

Umumiy liadi An(V nf ) (x )  bo‘lgan

f ( x )  +  X (V f)(x )  +  X \ V 2f ) { x )  +  • • • +  A“(l/» /)(* ) +  • • • (39.17)

funksional qatorni qaraymiz. (39.11) tengsizlik bajarilganda (39.17) qatorning 

umumiy hadini quyidagicha báholash mumkin:

bo‘lgan musbat hadli qator A, M¡ va M  larning barclia qiymatlarida yaqin- 

lashadi. Shuning uchun (39.17) funksional qator absolyut va tekis yaqinlashadi.

Agar (39.4) integral tenglama biror uzluksiz u(x) yechimga. ega bolsa, u 

holda bu yeeliiiii (39.16) tenglamani ham qanoatlantiradi. (39.16) ning so‘nggi

Umumiy hacli
(b -  a)n 

\x\nM f M - - j - L
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qo'shiluvchisi An+1 ( Vn+1u)(x)  uchun quyidagi baho ( x  ь  [a, b]) o‘rinli: 

|A”+1(V“+i«)(a:)| <  [A|n+1A4 M n+l -  \Mn+1

Bundan quyidagi limitik munosabatni olamiz:

(39.16) da n  -» со da limitga o'tib, biz (39.4) tenglanumi qanoatlantiruv- 

clii u(x) ftmksiya (39.17) qator ko‘rinishida ifodalaiiishiiii hosil qilamiz. Xud- 

di yuqorida ko'réatilgani kabi, (39.17) qator yig'indisi u(x)  ftmksiya (39.4) 

tenglanumi qanoatkmtirishini isbotlasli mumkin. Dernak, biz quyidagi tasdiqni 

isbotladik.

39.2-teorem a. Agar A ) va В) shartlar bajarilsa, и hol,da, barcha A lav 

uchun (39.4) integral tenglarna yagona uzluksiz yechimga ega. Bu yechirn [a, b] 

da absolyut va tekis yaqinlashuvchi (39.17) qator ko ‘rinishida ifodalanadi.

Bu yerda olingan nati.jala.rni o‘zgarisbsiz ravishda

tengiamaga A =  1 deb fcadbiq etish mumkin.

39.2, K etm a-ket yaqinlashishlar usuli. Shuni qayd etish joizki. ketma- 

ket yaqinlashishlar usuli yuqorida bayou qilingan ketma-ket o'miga qo'yisli 

usulidan farq qiladi. Ketma-ket yaqinlashishlar usulida С  [a, 6] dan ixtiyoriy 

щ  funksiyani olamiz va uni (39.3) tenglarna o‘ng tomonidagi u(t)  ning o'rniga 

qo‘yib

ni olamiz. Hosil qilingan щ (х)  ftmksiya ham A) va. В) shartlarga ko‘ra [a, b] 

kesmada uzluksiz ftmksiya bo ladi. (39.3) tenglarna o‘ng tomonidagi u{t)  ning 

o'rniga u\(t)  ni qo‘yib

lim An+1 (V/n+1 u)(x) =  0.

■i,
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щ (х), щ (х) ,  u2(x), • •• , un{x), •••

funksiyälar ketma-ketligini hosil qilamiz. Agar biz (39.1) Fredholm operatori 

ko'rinishidan foydalansak, u holda yuqoridagi ketina-ketlikning hadlari mos 

ravishda quyidagi teagliklar bilan aniqlanishi kelib chiqadi:

Ui(x) =  f ( x )  + \ ( Т щ ) ( х )

un-  i(a-) =  f ( x )  +  A ( T u n- 2)(x)

Un(x) =  f i x )  +  A ( T u n- i ) ix ) .

Bu tengljklardan un(x) uchun quyidagini hosil qilamiz

Unix) =  f i x )  +  \ ( T  f ) (x )  +  A\ T 2f ) ( x )  +  . . .  +  Xn- \ T n~lf ) { x )  +  R n(x). 

Bu yerda

R n(x) =  \ niT nu»)(x).

«©(z) funksiyaning uzluksizligidan R„(x) uchun quyidagi bahoga ega bo'lamiz:

\Rn(x)\ <  \X\nM UoM n(b — a)n.

Bu yerdan, (39.13) tengsizlik bajarilgan holda quyidagi limitik munosabat 

kelib chiqadi:

lim R n( x ) ~  0.
n - + o o

(39.10) qator (39.13) shartda absolyut va tekis yaqinlashadi. Shuning uchun 

n  ning ortishi bilan un(x) ketma-ketlik (39.10) qator yig'indisi bo'lgan u(x)  

funksiyaga tekis yaqinlashadi, ya’ni

lim un(x) — u(x).
n-+ OO

Ushbu jarayonda hosil qilinayotgan bar bir un(x) funksiya tanlangan г%(ж) 

funksiyaga bogiiq bo'lib, lekin u(x )— limitik funksiya и0(х) funksiyaning tan- 

lanishidan bog'liq etnas.

ni hosil qilamiz. Bu jarayoimi davom ettirish natijasida biz
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Endi biz yeehimni yagonaligini isbotlaymiz. Paraz qilamiz, yana bitta v (x )  ^  

a(x)  yechim mavjud bq!lsin. uq(x ) sifatida shu v(x)  funksiyani o'zini olamiz. 

ya’ni tio(x) — v(x).  U hoida ravshanki, bar foir un(x) fimksiya v(x)  bilan 

ustma-ust tushadi va o‘z navbatida ularning limiti yana v(x)  funksiyadan 

iborat bo‘!adi. Yuqorida ta ’kidlaganimizdek, un(x)  laming limiti u ( x ) . Uq(x ) 

ning tanlanishidan bog'liq emas. Bu esa u(x)  — v(x)  ekanligini anglatadi. Bu 

zidlik qaralayotgan tenglama yechitnining yagonaligini isbotlaydi.

Predholm tenglamasining Volterra tomonidan berilgan yechimi.

39.1-ta’rif. Agar M ( b — a) < 1 sharf. bajarilsa, uslibu

~(I<i(x, t)  +  I<2(x, i) I....... f  K n(x, <) +  •••) (39.18)

qator abmlyut va tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi. Uning yigHndisi k(x, t ) funk

siya K (x ,  t) yadroning o'zaro to ‘ldiruvchi funksiyasi deb ataladi.

Bu yerda K n( x , t ) lar (39.5) tenglik bilan aniqlanadi.

O'zaro to'ldiruvchi funksiya k(x, t)  quyidagi tengliklami qanoatlantiradi:

(39.19)K ( x , t )  +  k (x , t )  — I  K (x ,  s )k (s , t )d s  — f  k(x, s )K ( s , t )d s .
J  a J  a

Haqiqatan ham,

- K ( x ,  t ) -  k(x, t) =  (  K x{x, s )[K i(s ,  t) H-------h K n- i ( s ,  t) H-----jds -
•fa

— I [K i(x ,s )  +  • '• +  K n- i ( x , s )  +
./ a

Bu tengliklardagi kvadrat qavs ichidagi ifodalar (39.18) ga asosan mos ravishda 

—k(s, t) va —k(x, s) ga teng bo'lib, bu (39.19) ni isbotlaydi.

Predholm tengla.ma.si, ya’ni (39.3) tenglamaning A =  1 bo'lgan hoida 

Volterra tomonidan berilgan yechish usulini bavon qilamiz.

Faraz qilaylik, k(x, t)  funksiya K (x .  t)  yardroning o'zaro toidiruvchi 

funksiyasi, u(x) esa (39.15) tenglamaning uzluksiz yechimi bo'lsin, ya’ni

i(t) =  f { t )  +  I  K  (t, t i )u ( t i)d t i .
J a
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Bu tenglikuiug ikkala. qismini k(x, i)—o'zaro toldiruvchi funksiyaga ko‘paytirib, 

t  o‘zgaruvchi bo'yicha [a, b] kesmada integrallaymiz:

Bu yerda biz (39.19) munosabatdan foydalandik. Oxirgi tenglikdan esa

Shunday qilib, aga.r (39.15) intégral tenglama biror uzluksiz yeebimga ega 

bo'lsa, u yagona bo'ladi va (39.21) tenglik bilan ifodalanadi. Demak, biz 

quyidagi tasdiqni isbotladik.

39.3-teorem a. A), B) va M (b — a) < 1 shartlar bajarilsin, (39.15) 

tenglama yagona uzluksiz ye.c.himga ega va u (39.21) formula bilan ifodalanadi.

Integra! tenglamalarni yechishga doir misollar. Endi biz intégrai 

tenglamalarni yuqorida keltirilgan usullar bilan yechishga doir misollar kelti- 

ramiz.

39.1-misol. Quyidagi

integra! tenglama,ni ketma-ket o‘rniga qo‘yish usuli bilan yeching.

Yechish. Bu Volterra tipidagi integra! tenglama. 39.2-teoreinaga ko‘ra u 

bareha À larda yagona yeebimga ega. Bu integra! tenglama uchun ketma-ket

=  /  k ( x , t ) f ( t ) d t  +  I [K ( x , t i )  +  k (x , t i ) \u ( t i )d t i .

(39.20)

ni ola.miz. (39.15) ga asosan

bo'lib. uni (39.20) ga qo‘yib, quyidagi ifodani olamiz:

(39.21)

u(x) =  1 +  A f  u(t)dt (39.22)



o miga qo‘yish usulini qo‘llash rnumkin. Bu misolda f ( x )  =  1. Endi (V nf ) (x )  

larni hisoblaymiz:

,=  I dt =  X ,
/o

(V f ) ( x )  -  /  f ( t ) d t  =  I 
Jo Jo

¡■ X  r t  , - x  j - t  i ' X

(V 2. f ) ( x ) =  /  /  f ( t i )d t id , t— /  dt d t i =  /  td t =  T .
Jo Jo Jo Jo Jo ¿

Xuddi shunday (V/3/)(x) ni hisoblash mumkiu.

rx rv i4 rx [У rx y2 X3
(1/3f ) ( x ) =  dy dt /  ds =  dy  td t  =  I ^ d y ^ - r ,

Jo Jo Jo Jo Jo Jo ¿ ó-

va hokazo

(y -/)(x ) =

Shunday qilib, qaralayotga (39.22) integral tenglama yechimi quyidagi ko'rinishga 

ega ekan

u(x) =  1 +  A* +  ^  +  • • • +  ^  +  •••=.  в*** (39.23)

Osongina ko‘rsatish inumkinki, u(x)  =  eXx funksiya istalgan A uchun (39.22) 

tenglamani qanoatlantiradi.

Endi (39.22) integral tenglamani ketma-ket yaqinlashishlar ueuli bilan yeeha- 

mia. Ravshanki, dastlabki щ  yaqinlashisli sifatida biz ixtiyoriy funksiyani 

tanlasliimiz rnumkin. щ (х )  =  0 deb olainiz. U holda (39.22) tenglamaning 

o‘ng tomonidagi u(t)  o'miga щ  ni qo'yib birindxi yaqinlasliish щ (х)  uchun 

щ (х) =  1 ni olamiz. Endi u(t) o‘miga Ui(t) ni qo‘ysak, 2-chi yaqinlasliish 

щ(х) — 1 +  Аз; ni olamiz. Shu kabi
r - X  j - X  J

щ (х) — 1 4- A J  u i( t)d t  =  1 +  A j  (1 +  At )d t  =  1 +  Ax +

Bu jarayonni davom ettirib n  +  1 — qadamda

* » < * ) = i + л.т+■ • ■ + — L ^ - v - ‘ + I a v
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lim un(x) — eXx
n—± oc

(39.22) integral tenglama yechimini olainiz.

Dernak, barclia A G R lar uchun (39.22) integral tenglamaga ketma-ket 

yaqinlashisblar usitlini qo'llash nrurnkin va hosil bo'lgan {un(x )}  ketma-ketlik

(39.22) integral tenglama Vechimi bo'lgan u(x) =  eAX ga vaqinlashadi.

39.2-misol. Quyidagi

f b
u(x) — f  (x) +  A /  <p(x)i’( t)u(t)d t (39.24)

J  a

integral tenglamani yeching. Bunda <p va -ip funksiyalar uzluksiz bo'lib
fb
/ (p(ty<p(t)dt =  0 (39.25)

J  a

shartni qatoatlantiradi.

Yechish. (39.24) integral tenglamani ketma-ket o'rniga qo'yish usuli M an 

yechamiz. Bulling uchun

u(t) =  f ( t )  +  A f  :p(t)w{s)u(s)ds
J  a

ni (39.24) ning o'ng tonionidagi vAt) o'rniga qo'yamiz:

u(x) =  f ( x )  +  A I  <f(x)4>(t) j / ( i )  +  A j f  V (t)y (s )u (s )d s^  dt =

=  f ( x )  +  Xip(x) j  ip ( t) f ( t)d t  +  \ 2(p(x) { /  v(ty>p(t)dt^ J 'tp(s)u(s)ds.

Agar (39.25) shartdan foydalansak u(x)  uchun quyidagi ifodani olamiz
f b

u(x)  =  f ( x )  +  \<p(x) /  '<p(t)f(t)dt. (39.26)
J  a

Bu tenglikning o'ng tomoni u(x) ga bog'liq emas, keyingi o'rniga qo'yishlar 

vana (39.26) tenglikka olib keladi. Demak, ixtivoriy A G R uchun (39.24) 

integral tenglamaning yechimi (39.26) ko'rinishda bo'lar ekan.

ni hosil qilamiz. Bu tenglikda n  --> oo da limitga o‘tib
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Eiidi (39.24) integral tenglamani ketma-ket yaqinlashishlar usulidan foy- 

dalanib yechamiz. Boshlanglch yaqinlashish sifatida щ (х)  — /(:r) ni olamiz. 

U holda birinchi yaqinlashish

Щ(х) =  f ( x )  + \<p(x) f  ip(t)f(t.)dt (39.27)
Ja

bo'ladi. «i(x) ni (39.24) ning o‘ng tomoniga qo'yib u2(x) uchun quyidagini 

olamiz

U2(x) =  f(x)-\-X ip(x) I  ÿ ( t )  i f ( t )  +  \ < p ( t ) J  ^ ( s ) f ( s ) d s ^ d t  =

— f ( x )  I \ f ( x )  I  Ip (t)f( t)d t +  \ 2'~ p {x ) l j  <f(t)4>(t)dt\ J tp(s)f(s)ds.

(39.28)
Ortogonallik sharti boigan (39.25) dan foydalanib, (39.28) dan t{2(rc) =  Ui(x) 

ga. kelamiz. Xuddi shunday un(x) =  щ (х) ,  n  >  3 tenglikka kelamiz. Demak. 

biz (39.24) integral tenglamaga ketma-ket yaqinlashishlar usulini qo'llab, biz 

ikkinchi hadidan boshlab o‘zgarma bo‘lgan
fb

un(x) =  f ( x )  +  \<p(x) / 4’( t ) f ( t )d t  
Ja

fimksionai ketma-ketlikka ega bo'ldik. Bundan

lira. un(x) =  ui(x).n--*oo

Demak, istalgan Л € К da (39.24) tenglama yagona vechimga ega va u

(39.27) tengiik bilan ifodalanadi.

M ustaqil ishlash uchun savo l va topshiriqiar

Î. Fredholm tipidagi integral tenglamaning umumiy ko‘nnishini yazing.

2. Volterra tipidagi integral tenglamaning umumiy ko‘rinishini у о zing.

3. C [—7Г, 7 t]  fazoda

u(x) — sin X +  A / cos X cos t  u(t)dt
J —Ik

integral tenglamani ketma-ket o ‘miga qo‘yish usuli bilan yeching.
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4. C\— 7T, tt] fazoda

u(:ï) — sin x +  A / sin a? sin t  u ( t) dt
J—7T

integra!, tenglamani ketma-ket yaqinlashüh usuli bilan yecMng.

5. Paraine.tr A € R  ning qanday qiymatlarida

u(x) ----- sin .r -h A / (cos x cos t  — sin x  sin t )u { t )d t

intégral tenglama uchun (89.13) tengsizlïk bajariladi.

40- §. Intégral tenglam alam i Fredholm usvili bilan yechish

Biz bu paragrafda (39.3) intégrai tenglamaning Fredholm tomonidan beril- 

gan yechish usulini bayon qilamiz. Butun 40-paragraf davomida /  dan kvadrati 

bilan integrallanuvchanlik shartini, K  dan ësa 39-§ dagi A) shartning bajari- 

lishirii fcalab qilamiz. Bu shartda 37.2-teoremaga ko‘ra (39.1) tenglik bilan 

aniqlangan T  operator (>] fazoda oVo'ziga qo'shma, ehegaraiangan va 

kompakt bo'iadi.

Endi Fredholm tomonida.ii bcrilgan yechish usulida muSiim o‘rin tutadigan 

Fredholm determinanti A(A) va Fredholm minorini D (x , t; A) ni keltirainiz:

CO \n
(40.1)

K ( t u ti)  ••• K (t i , tn )

K { t 2; tl)  K ( t 2, t 2) ••• K ( t 2, tn)
dtt dt2 • • ■ dt-n,

K (i„, il) K  (tn, t2) ■ ■ ■ K  (tn, tn)

(40.2)
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pb rb
B n(x , t )  =  /  . . .  /  

Ja Ja

K (x ,  t) K (x ,  t i )  ■ ■ ■ K (x ,  tn) 

K ( t i ,  t) K ( tu  t{) • • • K ( t i ,  tn)
(Jjt\ * ‘ 4 dtn-

K ( t n, t ) K ( t n, h )  ■•■K(tn, t n)

Bu funksiyalarga K (x ,  y) yadro orqali qurilgan (39.3) integral tenglamaga 

rnos Fredholm determinanti va iñinori deyiíadi. Kevinclialik (39.3) integral 

tengiamaning yechimini topish jarayonida muhim aha.miya.tga ega ho‘la.diga.n 

Fredholmning 2 ta fundamental munosa.ba.tini keltirib utamiz:

D (x, t; X) -  X K (x , i )A(A) =  A í  K (s , t )D (x , s; X)ds, (40.3)
Ja

D (x,  t; A) -  X K {x,  í)A(A) =  A í  K (x ,  s )D (s ,  t; X)ds. (40.4)
Ja

(39.3) integral tengiamaning Fredholm tomonidan berilgan yeehimi Fredholm 

detenninanti va minori bilan uzviy bog'liq. Üshbu qatorlarning yaqinlashishi- 

ni, ulaxning uinumiy hadlarini biror yol bilan baho.la.sb orqali ko'raatiladi. 

Buning uchun biz quyidagi Adamar teoremasidan foydalanamiz.

40.1-teorem a (Adamar). Ushbu

B

bubi2---  bin

&21 &22 • • • hn

bnl bn2 • • • bnn

algebraik deiermmantning har bir bn¡ hadi haqiqiy bo ‘Hb,

IM  < M, i  =  1 , . . , ,  n, k =  í , . . . , n

tengsizlikni qanoatlantirsin. u halda \B\ <  M n \ /n n tengsizUk o'rinlt. 

Adamar teorema» quyidagi lemma. yordamida isbotlanadi.
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40.1-lemma. Agar

A -

au  a\2 ■ • • a ln

«21 «22 • • • a 2n

ttnl On2 ' ' ' ®ni

algebraik determ,inanimng har bir aik hadi haqiqiy bo ‘lib

n
E M 2 < 1 ,  k =  l , . . . , n
I—I

tengsizlikni qanoatlantirsa, jAj < 1 tengsizlik o'rinli.

Bu lemmaning isbotini keitirmavmiz, lekin n — 2 va n  =  3 boigan 

hollardagi geometrik talqinini beramiz. Tekislikda bir uchi koordinata boshi 

0 (0 ,0 ) da, qolgan uchlari Pi(xi,:vi), P2(x2i II2) hamda P3OE3, 2/3) nuqtalar- 

da bo'lgan paraileiogrammning yuzini topish masalasi qo'yilgan bo'lsin. Bu 

parallelogrammning yüzi

S  =  [A],
X i  Vi

X2 V2

formula bilan hisoblanadi. Agar OPj va OP2 vektorlar uzunliklari birga 

teng, ya’ni x% +  yf  =  x% +  y \  — 1 bo'isa, u holda bu parallelogrammning 

vuzi 1 dan oshmaydi. Xuddi shunday uch oichainli fazoda O P i(x i ,  yi, z { ) , 

OP2(x2, V2, Z2) va OPi{xz,y$,Zz)  vektorlar yordamida hosil qilingan paral- 

lelepipedning hajmi

V =  |A|, A  =

Xi yx zi

x 2 2/2 x 2 

X3 y-i z-i

formula yordamida hisoblanadi. Ma’lumkim birlik \OPi\ — xf +  y f  +  zi — 

=  1,2,3 vektorlar yordamida qurilgan parallelepipedning hajmi birdan



oshmaydi. Hajrn 1 ga teng bo'lishi uchun vektorlaming ortogonal bo'lishi 

zarur va yetarlidir.

40 .1-teorem aning isboti. Quyidagi belgilashni kiritamiz:

t f l  +  bi2 H-------- 1“ })in ~  S«>

Quyidagi ikkita hol bo'lishi mumkin.

1-hol. Si lardan bir yoki bir nechtasi nolga teng, maaalan — 0. U holda 

barcha k =  1 ,2, . . . ,  n  lar uchun 6« — 0 boiib, bundan cea determinantning 

bitta satr elernentlari nol bo'lganligi uchun bu determinant nolga tengligini, 

ya’ni B  =  0 ni oiamiz. Bu. holda teorema tasdig’i bajariladi.

2-bol. Si lardan birortasi hairt nolga teng ernas. U holda ixtiyoriy i  —

1,2, . . . , n  uchun Sf >  0 o'rinli. Endi B  determinantni quyidagicha tasvir- 

layrniz:

B  — Vsis2 ■

6u 6l2 6 In

\ / s ¡ V ^ I  " ' 7 5 1

}>nl 6«2 6„ „

yf$n y/Sn

Uning har bir satr elernentlari uchun

+ +  • - + 1 - 7 = ) - 1 ,  * =  1,2,.

teuglik o'rinli, ya’ni 40.1-lemma sliartlari bajariladi. Bundan esa

\B\ -i \/* lS2 " * ’ '-n

tengsizlikning o'rinli ekanligini olamiz. Teorema shartiga asosan 16«.j <  M  

bo'lgani uchun s¿ <  n M 2 bo'lib, bundan kerakli

|8 j <  M nVññ

tengsizlikni olamiz.

434

A



Ushbu teoremadan foydalanib К (x, t)  yadro \K (x , t ) \  <  M  tengsizlikni 

qaiioatlantirsa, unga mos (40.1) qator bilan aniqlanuvchi A(A) Fredholm de- 

terminanti A parametrning barcha qiymatlarida yaqinlashuvchi bo'ladi. Agar 

biz (40.1) ui darajali qator sifatida qarasak, uning yaqinlashish radiusi R  —

oo bo‘ladi. Bundan Д(А) funksiyaning kompleks tekislikda analitik funksiya 

ekanligi kelib chiqadi. Xuddi shunday (40.2) qator bilan aniqlanuvchi D (x, t; A) 

Fredholm minori ham A parametrning barcha qiymatlarida va har bir (x, y ) € 

[a, 6] x [a, b] da absoiyut, [a, b] x [a, b] da tekis yaqinlashuvdii bo‘ladi. De- 

mak. uning yigindisi bo'lgan U (x, t ; A) funksiya (x, t) bo‘yicha uzluksiz va 

A parametrning analitik funksiyasi bo'ladi.

(39.3) integral tenglamaning Fredholm tomonidan berilgan yechirni quyida- 

gi 40.2, 40.4 va 40.5-teoremalarda o‘z ifodasini topgau.

40.2-teorem a. A ) shaii bajanl,sin va Д(А) Ф 0 bo'lsin. Uhol,da ixtiyoriy 

f  e  Ь2[а, b] da (39.3) integral tenglarna

formula bilan ifodalanuvchi yagona yechimga ega.

Isbo t. Faraz qilaylik, (39.3) tenglama u(x)  yechimga ega bo'lsin. Uni 

quyidagi ko'rinishda yozib olamiz

(40.6) tenglikni ikkala qismini D(x, t; A) ko’paytirib t — o'zgaruvchi bo'yicha 

a dan b gacha iiitegrallab, natijada,

í  D (x, t ; A) u(t) dt —
J  a

=  í  D (x , t ;X ) f ( t )  dt +  A í  I  L)(x. í; X)K  (í, s)u{s)dsdt  (40.7)

tenglikni hos.il qilamiz. Ikki karrali integral ostidagi ifoda t  va s lar bo'yicha 

integrallanuvchi bolganligi uchun. Fubiïii teoremasiga (37.1-teoremaga qarang)

(40.5)

■b
(40.6)

a Ja



ko£ra, unda integrallash tartibini o'zgariirish mumkin. Uni quyidagicha yoza- 

miz

J  u(s)  |  A j  K (t,  S) D(x, t- A) dt |  ds. (40.8)

(40.3) Fredholm fundamental munosabatiga ko‘ra (40.8) ni quyidagicha yozish 

mumkin
fb
/ {D(x,s-, A) — A A(A) K (x ,  s)} u(s)ds.

J a
Bu tenglikka kc'ra (40.7) fcengiaraa ko'rinisbi quyidagicha bo'Jadi

6
D (x , t; A) u(t) dt =

U O V

— J D ( x , t ; X ) f ( l ) d t - \  J D (x, s;X)u(s)ds  — A A(A) j K (x ,s )u (s )d s .
a a a

Agar biz

I  D ( x , t - ,X ) u ( t ) d t— f  D (x ,s ;X )u (s )ds  
Ja Ja

ayniyatni hisobga olsak oxirgi tenglikdan quyidagini olamiz:

A j  K (x ,  t) u{t)d t  =  -----  J  D ( x , t ‘,X ) f ( t )d t .

A /  K  (x , t )  u (t)d t ning bu ifodasini (39.3) ga qo’yib

It(x) =  /(:r) +  J D (x, t; X ) f ( t )d t

ni olamiz. Deraak, (39.3) tengiamaning ixtiyoriy yechimi (40.5) ko'rinishga ega 

ekan. Bu 40.2-teoremani isbotlaydi. A

Bu teoremadan natija sifatida aytish mumkinki, agar A(A) ^  0 bo'lsa,

(39.3) integral tenglamaga inos bir jinsli integral tenglama faqat nol yechirnga 

ega bo'ladi.

40.1. B ir jinsli tengiam aning  yechimi. Endi (39.3) integral tengla

maga inos bir jinsli tenglamani, ya’ni
fb

u(x) — X I K ( x , t )u ( t )d t  (40.9)
J a
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tenglamani qaraymiz. Quyidagi tasdiq o'rinli.

40.3-teorem a. Agar A(A0) =  0 va D (x , t ;  A0) aynan no I funksiya 

bo'lmasa, u holda shunday (q € [a, 6] mavjudki, D (x , t(¡; Ao) funksiya

/■ft
u(x) — Xq I  K ( x , t )u ( t )d t  (40.10)

J  a

tenglamaning aynan nolga teng bo'lmagan uzluksiz yechimi bo'iadi.

Isbot. (40.10) integral tenglamaning vechimini topish uchun barcha A 

larda o'rinli bo!lgan Predholmning (40.4) fundamental munosabatidan foy- 

dalanamiz. Teorema shartida (40.4) munosabat

D (x,  i; Ao) =  A0 I K ( x ,  s )D (s ,  i; Ao)ds (40.11)
J  a

ko‘rinishni oladi. Teorema shartiga ko'ra ío 6 [a, b\ ni shunday tanlash 

mumkunki, D ( x , t 0; A0) aynan nolga teng bo-lmagan funksiya bo'iadi. (40.11) 

munosabat barcha t  e  [a, b] larda, xususan, t  — t$ bo'lganda ham o'rinli, 

ya’ni

D(x, ¿o; Ao) — Xq I K ( x , s )D (s ,  to; Xo)d,s.
J  a

Bu esa, D ( x , t0; A0) funksiya (40.10) integral tenglamaning yechimi ekanligini 

anglatadi. Yuqorida keitirilgan Adamar teoremasidan ko'rinadiki, D (x , t ;  A) 

funksiya barcha x, t  e  [a, b] larda tekis yaqinlashuvchi va hadlari uzluksiz 

funksiyalardan iborat qator yig'indisi sifatida uzluksizdir. A

40 .1-ta’rif. Agar biror A =  Ao uchun A(Aq) =  0 bo‘ha, Ao go K (x ,  t.) 

yadroning xarakteristik sont deyiladi. (40.10) tenglamaning nohnas yechimi 

esa K (x ,  t) yadroning Ao xarakteristik songa mos fundamental, funksiyasi 

deyiladi.

Agar Aq— K ( x , t)  yadroning xarakteristik soni bo'lsa, u holda (i — 1/A0 

soni (39.1) tenglik bilan aniqîangan T  operatorning xos qiymati bo'iadi. K (x ,  t) 

yadroning fundamental funksiyalari, T  operatorning xos funksiyalari bo'iadi.
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40.3-teoremada ü ( x , l ;  Ao) aynan nolga teng emas shartini A'(Aq) ^  0 

shart bilan almashtirish mumkin. Bulling ucnun biz barcha A lama o’rinli 

bo'lgan quyidagi tenglikdan ([10] ga qarang) foydaianamiz

Faraz qilaylik, A(Aq) =  0 va A'(Ao) ^  0 boisixx. Ma’lumki ((40.1) ga qarang), 

A(0) =  1 shuning uchun Ao ^  0. Agar biz (40.12) formulada A =  A0 desak, 

lining o‘ng tomoni noldan farqli bo'ladi, shunday ekan uning chap tomoni 

ham nolmas bo'ladi. Bundan D (x, x; A0) aynan nolga teng emasligi va o‘z 

navbatida D (x, t; A0) ning ham aynan nolga teng emasligi kelib chiqadi.

Agar A(A0) =  0 bilan birgalikda D (x, t; A0) =  0 boisa, u holda (40.10) 

bir jiiisli tenglamaning nolmas veehimlarini topish uchun yuqori iartibli ini- 

norlarni qarashga to‘g‘ri keladi. Yuqori tariibli minorlarni kiritish uchun biz 

quyidagi bei gi lashlardan foydalananriz:

(4.0.12)

(

K  (.Si, ¿i) A (ii, t2) ■■■ K ( s i , t n) 

A  (S'2> ¿ l )  K  ( s 2> H )  • • • K  (,S2 , t n ) (40.13)
¿2: • • • j ln

*̂ ls • • ■ > Xp, 61, . . .  j tn

V li  • • * , Vpi ^1;• • • :
diy • • • dtn. (40.14)

Xususau n — 0 da

(Vl; 1/2, •• • , Vp

*1, :K2> ■■ --Zp

y  1, 2/2, ■■■;Vp
(40.15)
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U holda Д(А) ning p -  ta.rt.ibli rninori quyidagidia aniqlanadi

Уъ У2: ■ ■ ■, Ур, А /  г,- О П' \  У1, У2,---

=  Dp(x>y;\) (40.16)

Xususiy hol p =  1 da Dy(x, у; А) =  D ( x , y ; А). Ta’kidlash joizki, agar biror 

i  ф  j  uchun Xi =  Xj bolsa, u holda (40.13) teiiglik bilan sniqlaugan

K  (  « b  X 2 . . \ . , T p  \

\ ?/l, У ъ  ■ ■ ■ ; Vp J

determiriantiiing i — chi va j — chi satrlari bir xil boladi va natijada

К  l  Xb X2,' " ,Xp j =  о
\  У\, У2, /Уp J

boladi. Bundan Dp(x, у; A) =  0 ekanligi kelib ehiqadi. Xuddi shunday biror 

i  ф j  uchun y-i =  yj  bolsa ham Dp(x, у, А) =  0 boladi. Agar (40.13) tenglik 

bilan auiqlaiigan

determinantda :r¿ bilan Xj ning o'mini almashtirsak (40.13) detenninantda 

i — chi va j — chi satrlarning o'rni almashadi. bu esa (40.13) determinantning 

ishorasini o'zgartiradi. Bu xossa p  — ta.rt.ibli minor Dp(x, y, A) uchun ham 

o‘rinli, ya’ni agar biz p — tartibli minor

i  x i ,  x2, . . . , x p,X \  
ü  := Dp(x, y; A)

\  УЬ У2; • ■ • , Ур, A J

da ((40.16) formulagaqarang) :r¿ bilan Xj ni o‘mini almashtirsak, p  — tartibli

minor D p(x ,y ,  A) ning faqat ishorasi almashadi.

Fredholmning umuinlashgan fundamental munosabatlari quyidagilar:
/

К



=  Y , { - l T * e > .K ( x „ y f ) V \  *•' ....... « * *  | +
2/1 > • • • ! 2/0-1» 2/5+1> • • • > 2/p, Aa=l

+A I K ( t ,  ijp) D  ( i , ^ , ^ + i , . . . , ^ , A  J ^  (40.17) 
Ja \ Vi........ t, Vrmi...................V„, A I

Y ; ( - l ) ° + ‘>XK(xenyfi) L) j :El: J +
\  2/1, • • •, 2//3-1,2 //3 + 1 , • • •, 2 /p , Aftel

rh
+ x f °  K ( x a, i) D j :tl’ ‘ ”  ’ *“ l! Xa+1’ ‘ ■ ■ ’ Xp’A ] dt. (40.18) 

\  2/1, • • •» V p -1, 2(8, 2///+1, • • ■ » 2/p, A y

Yuqorida keltirilgan (40.12) munosabat quyidagi umumiy munosabatning xu- 

susiy holidir

6 6 / \

f  ■ ■ ■ /  D  j Xl> X2’ ••>*•>’A J rfxi. . .  dXp =  (_i)papaW (A). (40.19) 
y {  \ x u  x 2, . . . , x p,X J

(40.17)-(40.19) tengliklarning isboti [10] da keltirilgan. Faraz qilaylik, Ao soni 

A(A) =  0 fcenglamaning ildizi bo'Isin. Ma’lumki, A(0) =  1 shuning uchuci 

Aq 0. A (A) analitik funksiya bolganligi uchun Ao uning chekli r  kariali 

noli bo'ladi, ya’ni

A(A0) =  0, A'(A0) =  0, . . . ,  A ^ ( A e )  =  0, A«(A0) ^  0.

Agar biz (40.19) formulada A =  Ao va p  =  r  desak. u holda (40.19) ning 

o’ng tomoni nolrnas boladi. Demak, uning chap toinoni ham nolmas, bu esa 

o‘z navbatida p — tartibii Dp(x , x ;Xq) minorhihg aynan nolmas ekanligini 

keltirib chiqaradi. Bu yerdan Dp(x, y; Ao) ning aynan nol funksiya emasligi 

kelib chiqadi. Agar Ao soni A(A) funksiyaning r  kaxrali noli boisa, u holda
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shunday q < r  natural son mavjudki, quyidagilar bajariladi:

Д(Л0) =  0, D(x,y;  A0) =  0 , i ) e_x(x,y;A0) =  0

bo'lib, IJq(x,y; Ao) aynan nolmas bo’ladi.

40 .2 -ta’rif. Yuqarida amqlungan q soniga Aq xarakteristik sanning kar- 

raligi depila di.

Shuni ta ’kidlaymizki, simmetrik yadrolar uchun q =  r  tenglik o'riuli. Xusu- 

san bizning holimizda ham q — r  boiadi.

D q(x ,y ,  Ao) aynan nolmas funksiya bolganligi uchun shunday x i  =  x'v  

x 2 =  x'2, . . . ,  Xg =  x'q, y  I =  y[, y2 =  ÍJ2, • • • ,  Уд =  Уд nuqtalar mavjud

boiadi. Bndi Fredholmtiing (40.18) umumlashgan''fundamental munosabatida 

A =  Aq, p — q va

Уl =  y'v V á - l - Ú - l ,  Уа =  У'а , Уа+l =  y'a+l, ■••,?/« =  Уд 

desak, quyidagi tenglikka ega bolamiz

dt, (40.20)

(40.20) tenglikning ikkala qisinini noldan farqli bolgan



boiamiz va

D
,  x x  x t i ’  ■ ■ ^ y 0 - V  1 /(1 ’ y p + V ^ V q ^ O  j

* # •  A»>"  ------------ T W ^ i ) --------  <4° 21)
belgilash kiritib, barcha a  =  1, 2 , . . . ,  q larda quyidagiga ega bo'lamiz

<P*(x, Ao) =  A0 í  K  (x, t)<pa(t, A0) dt. (40.22)
■/<2

(40.22) tenglik <pi(x, A0), ip2(x, Ao); .. •, '~Pq{x, A0) lar bir jinsli (40.10) tengla- 

maning yechimlari ekanligini bildiradi. Bu yeehimlar uzluksiz va (40.21) ga 

ko‘ra
, , , s I 1) a9ar ot -  ,

<Pc№ fiM  =  {  (40.23)i 0, agar a  ^  ¡3.

40.1-lem ma. Bir jinsli (40.10) tenglamaning yechimlari sistemas-i 

<Pi(x, Ay). <p2{x, A0), . . . ,  Aq) chiziqli erklidir.

Isbot. Faraz qilaylik,

Cx fPi(x ¡ ^o) +  C2 <p2(x, A0) 4-------h Cq ipq(x, A0) =  0

tenglik biror C'i, C2, . . . ,  Cq sonlar uchun o'rinli bo'lsin. So'nggi tenglikda 

x  =  x'a desak, (40.23) ga ko'ra Ca =  0, a  — 1. 2, ga ega bo'lamiz. A 

Ma’iumki bir jinsli tenglama yechimlari yig'indisi va songa ko‘payí;masi 

vana yechim bo’ladi. Shuning uchun

u(x)  =  C'j ¡Pi(x, A0) +  C2 <fi2(x, Ao) + -----1 Cq <pq(x, A0) (40.24)

funksiya ixtiyoriy C i,  C2, . . Cq sonlar uchun (40.10) bir jinsli tenglamaning 

yechimi bo'ladi. Endi (40.10) bir jinsli tenglamaning ixtiyoriy yechimi (40.24) 

ko'rinishga ega ekanligini ko‘rsatamiz. Faraz qilaylik, v(x)  bir jinsli (40.10) 

tenglamaning biror yechimi bo'lsin, ya’tii

v(t)  — A0 í  K ( t ,  s)  v (s)  ds =  0 (40.25)
J a
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bolán . U hoida ixtiyoriy t í  (x , t)  uzluksiz funksiya uchun quyidagi ayniyafc 

o:rinli

■dt =  0. (40.26)J  Iv ( t ) t í ( x ,  t) -  A0 I  K( t ,  s) v ( s ) t í (x ,  t) <is11 

(40.25) dan (40.26) ni ayirib, quyidagiga ega bo'lamiz

v(x)  =  A0 Í  N ( x , t ) v ( t ) d t ,  (40.27)
Ja

bu yerda

\ q N( x ,  t) =  \ q K ( x ,  t) — H(x,  t) +  A0 í  K ( s ,  t) t í ( x ,  s) ds.
Ja

Endi Fredholmning (40.17) umumlaahgan fundamental munosabatida A =  

Ao) P — <?+1 % fi — x> Vq+1 — У detíak va. x¿ bilan xj ning o’rni almash- 

ganda V p( x , y ; Aq) ning ishorasi almashinishini hisobga oisak, quyidagiga ega 

bolamiz

X, X ¡ , . . . ,  Xq. A0 \  (  Xí} . . . , X a, . . . , Xg , Á0
D  \ =  A0k { x , y )  D i .

У, У\, • • • > Vq,  Ao J  \ y i ,  . . . , y p , .  . . ,  Уд,  A0

-  ¿  Ao K ( x a , y) D  (  Xu • ' • ■’ ;E“+b •• • ’ A° )  +

\  2/1 ! • • • i V a —1> У а ! У а + 1; • • • ; Vq< Aq J0=1

rb
í  K ( s ,  y) D  i Ao J dg {4028^

Ja ‘ s, y i , . . . , y q, A0 I
+Ao

(40.28) tenglikda

x l =  x[, . . . ,  xq =  x'q, y  =  t, vi = y [ ,  . . . ,  yq =  y'g 

almashtirish qilamiz, hamda (40.28) tenglikning ikkala qismini noldan farqli



ga. bo‘iamizi va

(40.29)

beigilash kiritib quyidagigâ ega bo'lamiz:

AoK  (.<„ t)<pa(x, A0) =

=  A0K (x ,  t) — +  A0 f  K ( s , t )  H (x,s)d.s.
Ja

(40.30)

(40.30) tenglikning o’ng tomoni \ qN ( x , t) ga teng. (40.26) aytiyat ixtiyony 

H (x, t) uzluksiz funksiya uchuii o'rinli edi. Shuning uchun biz uni (40.29) 

tenglik bilan aniqlangan H (x, t) bilan almashtiramiz. Natijada

tenglikni olamiz. AoN (x ,  t) ning bu ifodasini (40.27) tenglikning o‘ng tomoni- 

ga qo'yib,

fcenglikka ega bo'laxoiz. Bundan v(x)  ning (40.24) ko‘rimshda tasvirlanishi ke- 

iib chiqadi. Shunday qilib, biz Fiedliolmning ikkinchi fundamental teoremaeiui 

isbotladik.

40.4-teorem a. Agar A =  Ao soni K ( x ,  t) yadroning q karraii xarakteris- 

tik soni bo‘lsa. u holda (40.10)  bir jinsli tenglarna q ta chiziqli bog’lanmagan 

<pa(x, Ao), a  — 1, 2 , . . . ,  q yechimlarga ega bo‘ladi va ixriyoriy u(x) yechïm 

ulaming chiziqli kombinatsiyasi ko'rinishida tasvirlanadi, ya ’ni u(x) yec.him 

uchun (40-24)  tenglik o ’rinli.

Bu chiziqli boglanrnagan <pa(x, Ao), a  =  1, 2, . . . , q  vechimlar sistemasi

(40.21) tenglik bilan aniqlanadi.

A0N (x, t) =  ] T  A0K  (x'a, t)<pa(x, A0)
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40.2, Bir jínslím as tenglam aning  um um iy yechimi, Hozir biz bir 

jinslimas (39.3) integral tenglamaning umumiy yechimini'beramiz. Agar A(A) 

0 bo’lsa, (3S.3) integral tengiama yagona. yechimga ega va u (40.5) tengiik 

bilan aniqlanadi. Endi (39.3) bir jinslimas integral tenglamani A(A) — 0 hol- 

da yeehishga harakat qilamiz. 38.1-teoremaga ko'ra (39.3) tengiama yechimga 

ega boiishi uchun /  € [a, 6] funksiya (40.9) bir jinsli tenglamaga qo'shma 

tenglamaning barcha yechimlariga ortogonal bo‘lishi zarur va yetarli. Biz. sim- 

metrik yadrolarni ((37.8) shartga qarang), ya’ni T  — T* holni qaravapmiz. 

Bu holda (40.9) bir jinsli tenglamaga qo'shma tengiama (40.9) tenglamaning 

o'zidan iborat. Faraz qilaylik, A — A0 soni K (x ,  t ) yadroning q karrali 

xarakteristik soni boisin, u holda (40.10) bir jinsli tengiama q ta  chiziqli 

bog'lanmagan <pa(x, A0), a  =  1, 2 , . . . ,  q yechimlarga ega bo'ladi. Bu holda 

(-39.3) tengiama yechimga ega bo'lishi uchun /  € L2[a, b] funksiya (40.10) 

bir jinsli tenglamaning barcha yechimlariga ortogonal bo'lishi zarur va yetarli, 

ya’ni

/  f ( x )  <Pa(x, Ao)dx — 0, a  =  1, 2, . . . ,  q. (40.31)
J a

Faraz qilaylik, (40.31) shartlar bajarilgan bo'isin, u holda 38.1-teoremaga ko'ra

(39.3) tengiama yechimga ega bo'ladi. Bu teorema yechimning mavjudligini 

beradi xalos. Yeclrimni topish esa oson masala emas. Hozir biz yechimni top- 

ishning Fredholm tomonidan berilgan usulini bayon qilamiz. Faraz qilaylik, 

(40.31) shartlar bajarilgan bo'isin. U holda

f b
^ A 0K{x'a ,x )  /  f(t)<pa( t , \ 0) d t =  0 (40.32)
a—1 Ja

ayniyatga ega bo'lamiz. A0 K  (x, x'a)  — A0 K(o¡/a,x )  ifoda t  ga bog'liq bo'lma- 

ganligi uchun uni integral tagiga kiritish mumkin, ya’ni

¿  A0A"(x'a , x )  ipa(t, A0) i  f { t ) d t  ~  0. (40.33)
a = l  )
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(40.30) dan hamda K  (x, t)  — K  (t, x) shartdan foydalanib (bu holda t i  (x, /) — 

t i  (£, x ) bo'ladi) (40.33) ni quyidagicha yozish mumkin

0 A0 i  K ( x , t ) f ( t ) d t — I  H (x, t ) f ( t ) d t +
Ja Ja

fb  ( r b
+Ao

So‘nggi qo'shiluvchi

j f(t)ÍJ K ( x , s ) H ( s , t ) d s \ d t .  (40.34)

rb pb
/ j  f ( t )  K  (x, s) H (s, t) ds di 

Ja Ja

ni quyidagicha liam yozish mumkin: bunda t  va s larni joyini almashtirib

A° í  j  f ( s ) K  (x, t ) H ( t ,  s) dt ds 
Ja Ja

yoki

A K (x ’t ) { f a U ( t , s ) f ( s ) d s |  dt.

Bu ifodani (40.34) ga qo’yib va birinehi va oxirgi hadlarni birlashtirib quyida- 

giga kelamiz:

6 í 6 ) b
A0 J K ( x , t ) ^ f ( t )  +  J  H ( t , s ) f  (s)ds  j  dt — j H ( x , t ) f ( t ) d t .  (40.35)0

Agar biz

u0

yoki

(t) =  f ( t ) +  í  H (t,  s) f ( s ) d s  
Ja

«o( x ) - f ( x ) =  f  H ( x , s ) f ( s ) d s  
Ja

(40.36)

clesak, u holda (40.35) quyidagi ko‘rinishga keiadi:
f b

M x ) =  f ( x ) +  Ai) /  K (X, S) u0(s)ds.
Ja

Shunday qilifa, (40.31) shartlar bajarilganda (39.3) tenglamaning A — A0 da 

hech bo'lmaganda bitta (40.36) tenglik bilan aniqlanuvchi u q ( x ) yechimi mav- 

jud. Endi (39.3) tenglamaning barcha yechimlarini topamiz. Faraz qilaylik.



(39.3) tenglama A =  Ao da uo(x) dan farqli «(a:) yeehimga hain ega bolsin. 

U holda u(x)  — uq(x ) (40.10) bir jinsli tenglamaning yechimi bo'ladi. 40.4- 

teoremaga ko‘ra

u(x) -  u0(x) =  C\ (fi(x, A0) +  C2 (f2(x, A0) +  • — h Cq <pq(x, A0).

Bu yerda C i, C 'a , , Cq ixtiyoriy o'zgarmàsiar. MaTumki. bir jinslirrias tèng- 

lainaning umumiy yechitni, uning biror xususiy yechimi bilan bir jinsli tengla

maning umumiy yechimi yig’indisidan iborat. Shunga ko‘ra. (39.3) tenglama- 

ning A =  Ao da.gi umumiy yechimi

boladi. Shunday qilib biz Fredhohnning uchinchi fondamental teoremasini 

isbotladik.

40.5-teorem a. Agar A =  A0 soni K (x ,  t) yodroning q karrati xarakte- 

ristik soni bo ‘Isa, u holda (39.3) tenglama umurnan olganda yechimlarga ega 

ernas. Bu tenglama yeehimga ega bo ‘lishi uchun (40.31) shartlarning bagarili- 

shi zarur va yetarli. Agar (40-31) shartlar bajarilsa, u holda (39.3) tenglama 

cheksiz ko‘p  yechimlarga ega bo‘Ub, ular (40-37) formula bilan aniqlanadi. 

(40.37) da Ci, 62, . .  - ,C q ixtiyoriy o'zgarmàslar, <pa(x, Ao), a  =  1, 2, . . . ,  q 

lar (40.21) formula bilan, H (x , t )  funksiya (40.29) tenglik bilan aniqlanadi.

in tég ra l teng lam alam i yechishga doir m isoliar. Endi biz intégral 

tenglamalarni Fredliolin usuli bilan yechishga doir misoliar qaraymiz.

40.1-misol. L-2[—tî, tt] fazoda

intégral tenglaniaga mos Fredholm determinanti va Fredholm minorini toping.
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■b

+ C i  <pi{x, Aq) 4- C'2 Ao) H---- A Cq <pq(x, Ao) (40.37)

u(x) =  f ( x ) +  A / (l +  cosrrcosy)u(y)dy



Yechish. Bu integral tenglaraaniugyadrosi K ( x , y )  =  1 + cosx c o s y  haqi- 

qiy qiymatli va simmetriklik shartini qanoatlantiradi, ya’ni K (x ,  y) =  K ( y ,  x ) . 

Endi (40.1) formula yordamida An, n € N koeffitsiyentlami hisoblaymiz:
/'TC /'7T

A; ~  I K  (x, x) d x =  (1 +  cos2 x) dx =  2 /r
7T J —'7T

+  it  =  3tt.

Xuddi shunday A2 koeffitsiyent hisoblauadi 

A2 I dx I
J  — JT J —7T

K  (x, x) K  (x, y) 

K ( y , x ) K ( y , y )
dy -

=  / dx [(1 +  cos2 a1) (1 +  cos2 y) — (1 f  cos a; cos y )2] dy =
J  — 7T J —TT

/ K  /*7T

dx  /  (cos2 x  ! cos2 y  — 2 cos x  cos y) dy  — 2?r2 +  27r2 — 0 =  47T2.
-K J  — 7T

Intrgral tenglama yadrosining rangi 2 bo'lganligi uchun, barcha. n  >  3 larda 

An =  0 bo‘ladi. Shuning uchun determinant A(A) quyidagiga teng boladi:

A(A) =  1 - X A i +  ̂ X2A 2 =  1 —37rA +  ̂ A2-47r2 =  (ttA - 1)(2ttA- 1). (40.38)

Integral tenglama yadrosining rangi 2 bo'lganligi uchun, barcha n >  2 larda. 

Bn(x ,i )  =  0 tenglik o’rinli. B i(x , t )  uchun esa quyidagi

K ( x , t )  K ( x , t i )

| K ( t u t) K ( t h t i )

=  (2 /T  +  7r) ( 1  +  COS X  COS i )  — 271' — 7t COS X  COS I  -  IX +  2 ? r  cos x  cos t.  

tenglik o’rinli. Shunday qilib D (x, t; A) uchun quyidagiga ega bolamiz:

D (x , t; A) ■= A K  (x, t) — X2 B i(x , t) A(1 +  cos x cos t )—

—A2(tr +  2?r cos x  cos t) — A(1 — ttA) +  A (1 — 2ttA) cos x  cos t , (40.39)

40.2-misol. K ( x ,y )  =  1 +  cosx cosy yadroning xarakteristik sonlari va 

fundamental fuxiksiyalarini toping.

B 1( x J , ) =  I"
J — 71

j d t i -



Yechish. Yadroning xarakteristik sonlari bu A (A) rting nollaiidir. 40.1- 

misolda K ( x , y ) =  1 +  eos .-reos y  yadroga mos Fredholm determinanti to- 

pilgaü■ Uning iiollari ((40.38) ga qarang) Aj =  ir~l va A2 =  (2Tr)-1 lardir. 

Demak, ulax K (x ,  y) yadroning xarakteristik sonlari bo'ladi. Bu Aj va A2 

nuqtalarda birinchi tartibli minor U (x ,t;  A) noldan farqli bo'lganligi uchun 

bu xarakteristik sonlarning karraliklari birga teng, ya’ni bir jinsli tenglamaning 

yediimlari to‘plami bir o'lchamli chiziqli fazodir. (40.39) ga ko‘ra bu xarakte- 

ristik soularga mos keluvdii fundamental funksiyalar quyidagidia boiadi:

Bir jinslimas integral tenglamani A =  Ax =  -ir 1 bo'lganda 40.5-teoremadan 

foydalanib yediing.

Yechish. Qaralayotgan integral tenglama yechimga ega bolishi uchun ozod 

liad f ( x )  =  sin x  (40.40) ga mos bir jinsli tenglamaning barcha yechimlariga. 

ortogonal bo'lishi zarur va yetarlidir. (40.40) ga, mos bir jinsli tenglamaning 

umumiy yechimi 40.2-misol va 40.4-teoremaga ko‘ra C<p(x, Aj) ko'rinishda 

bo'ladi. Bu holda ortogonallik sharti bajariladi. Haqiqatan harn.

Endi (40.40) tenglamaning umumiy yechimini topish uchun biz (40.29) tenglík 

bilan aniqlanuvchi H (x , l )  funkeiyani qurishimiz kerak. Buning uchun esa 

bizga (40.16) tenghk bilan aniqlanuvchi' ikkinchi tartibli minor U 2{x, t; Ai) 

kerak bo'ladi. Integral tenglama, yadrosining rangi 2 bolgauligi ucliun, barcha

40.3-misol. í.2[—7T, tt] fazoda

u(x) — sin x  +  A (1 +  eos x  eos y)u(y)dy.  (40.40)

G r  (f ( x  )<p(x. Ai) dx =  C  I sin x [ ■[ —  eos x  ) dx =  0.



\  íl, <;2- Aj у \  ÍJ, ¿2

tenglikka kelamiz. Murakkab bo'lmagan hisoblashlar shuni ko!rsatadiki

ayniyat o’rínli. Ënndan (40.16) ga ko‘ra

X i , X 2

tu  h

=  eos xy eos t i  +  eos x2 eos Ц — eos x t eos t 2 — eos x2 eos t i  

tenglik o’rinii. Natijada hlz

D
X i , X 2, \ l

t i, ¿2 , Ai

=  7Г 2 (cos X] eos ti  +  eos x2 eos t2 — eos xj eos t2 — eos x2 eos íi)

tenglikni olamiz. U hoida H ( x , t ) quyidagiga teng bo;ladi:

IJ
x ,0 ,X

t, 0, At ! i
H (x, t) =  — .=  —  (eos X eos í +  1 -  eos x  -  eos t)  .

U (0, üj Ajj 7Г

Endi (40.36) yordamida xususiy yecliim щ (х )  ni topamiz:

щ (х)  =  /(x )  +  I H(x. 5) f ( s ) d s  ~  sin x +  0 =  sin x.
J — ÏÏ

40.5-teoremaga ko!ra umumiy yechim

u(x) =  u q ( x )  +  G <p(x, Aj) =  sin x  +  С  eos x.

M ustaq il ishlash uchun savol va topshiriqlar

1. (39.3) integral tengla.ma.ga rnos Fredholm determinanti va minori. qanday 

aniqlanadi.



2. u(x) — sinx+A /*  (2cosxcosi — sinxsan t)u(t)d t integral tenglamaga 

mos Fredholm determinantini toping.

3. u(x) — siiix  f  A J " x(Zco8XCQ8t — 5 sinxsin t)u (l)d t integral tengla

maga mos Fredholm rninonni toping.

4. K ( x , t ) =  cosx c o s t  — 2 sinx sin i yadroning xarakteristik sonlari va

ularga mos fundamental funksiyalarini toping.

5. Quyidagi

integral tenglarna umurniy yechimini 40-5-teorernadan foydalanib toping.

6, Agar K (x ,  t) yadro (38.11) ko ‘rinishda (rangi n bolgan ajralgan yadro) 

bo‘Isa, bo.rc.ha k > n  larda A k+1 — 0, B k(x, t)  =  0 bo‘lishini isbotlang.

u(x) — sinx  1 (cos X  cos t —  sin x  sin t )u (t)d t
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