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Kirish

Punksional analiz - matematik analiz, geometriya va chizigli algebraning
g'oya va usullarini cheksiz o'ichamli fazolar uchun umumlashtiruvchi fan hisob-
ianadi. Hozirgi kunda funksional analizrting g'oya, konsepsiya, nsnl va tushun-
chalari matematikaning barcha sohalari tomonidan tan oiingan. So'nggi vyil-
larda differensial tenglamalar, hisoblash usullari, matematik dasturlashning
talab va ehtiyojlariga javoban funksional analizning yangi chizigli bo'lrnagan
tarmog'i paydo bo'idi. Zamonaviy matematikaning bu yo'nalishi amalivotchi-
lar va muhandislarning o‘sib kelayotgan ehtiyojlarining bir gismini gondiradi.

Ushbu darslik Funksional analiz va integral tenglamalar fanidan nairm-
naviy ishchi dasturga moslah tuzilgan. Darslik nniversitetiarning mexanika
va matematika bakalavriyat yo'nalishiari bo'yicha ta’lim olayotgan talabalari
uchun mo'ljallab yozilgan.

Darslikning asosiy magsadi bo'lg'usi mutaxassislarni funksional analizning
asosiy tuslmnchatfari va usullari bilan tanishtirish, funksional analizning asosiy
boblari bo'yicha nazariy bilimlarini shakilantirish, masalalar yechishda malaka
va ko'nikmalar hosil gilish, hamda uiarda integral tenglamalar bilan ishlash
mahoratini pavdo gilishdan iborat.

Darslikni o'gish jarayonida talabalar o'zlarining matematik analiz, chizigli
algebra va geometriyadan oigan bilimlarini to'ldiradilar, hamda ularni funk-
sional fazolarga moslab qo'llaydilar, ya’'ni mustahkamlaydilar. Talabalar chi-
zigli funksional va operator tusimnchafari bilan tanishadilar va ularning asosiy
xossalarini o'rganadilar. Cheksiz oichamli funksional tazolarni o'rganish jara-
yonida o'quvchilar funksional analizning kuchli va nozik usullarini tushunishga
biroz giynaladilar, lekin tushunib yetganlaridan keyin o'zlarida ilmga undovchi
gandaydir ichki kuch sezadilar. Bu kuch ta'siri uiarda cheksiz o'ichamli fazo-

larda har ganday fundamental ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘favermasligi va
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birlik shaming kompakt bo'Imasligini tuslmiiib yetganlarida namoyon bu'ladi.

Ushbu darslik 0 ‘zMU va SamDUda Funksiondl analiz hamda Funksional
analiz va integral tenglarnalar fanidan ma’rilza va amaliy raashg'nlotlar olib
boruvchi professor-o‘gituvchilarning ko'p yillik ish tajribalari asosida yozilgan.

Darslik 9 bob va 40 paragrafdan iborat. Har bir paragraf uchun ta'rif, teo-
rema, lemrna va forinulalar alobida nomerlangan. Masalan, 2.3-teorema bu
2-paragrafdagi 3-nomerii teorema degani. (1.8) belgilash esa 1-paragrafdagi
8-ragamli formula ekanligini anglatadi. A — belgisi teorema, lemmayoki tas-
dig isboti tugaganligini bildiradi. Har paragraf oxirida mustaqil ishlash uchun
savol va topshiriglar berilgan.

Ushbu darslikda. keltirilgan nazariy ma'ltirnotlar fan bo'yicha namunaviy
va ishchi dasturda ko'‘rsatilgan mavzularni to:lig gamraydi va i! professor-
o'gituvchilarga o’zlarining ma’ruza matnlarini tuzishda yordam beradi. Unda
tipik misollar namuna sifatida yechib ko'rsatilgan. Har paragraf oxirida keiti-
rilgan mustagil ishlash uchun savol va topshiriglarni yechib o‘rgangan talabalar
o'zlarida yetarli darajada bilim va ko‘nikmalar hosil giladi. Tajribalarimiz-
dan kelib chigib aytishimiz mumkinki, bu kitob yosh mutaxassislarga funksio-
nal analiz va integral tenglarnalar fanidan mashg'ulotlar olib borishida katta
yordam beradi. Darslik matematik tahlii va matematik fizika mutaxassisligi
bo'yicha ta’lim olayotgan magistrantlar va aspirantlar uchun ham foydalidir.

Mualliflar darslikni yaxshilashda bergan foydali maslahatlari uchun tagriz-
chilar B.S. Zokirov, I.A. Ikrornov, Q.Q. Mo'mmovlarga, mas'ul muharrir M.E.
Muminov, mattmi tahrir gilish uchun bergan yordamlari uchun B.E. Davranov
va LN. Bozorovlarga o‘z minnatdorchiliklarini bildiradi. Darslik biriuchi mar-
ta chop gilinayotgani uchun xato va kamchiliklar bo'lishi mumkin. Xato va
karnchiliklar to'g'risidagi fikrlaringizni jabdullaev@mail.ru elektron adresiga

jo'natishlaringizni so'raytniz.


mailto:jabdullaev@mail.ru

I bob. To‘plamlar nazariyasinmg elementlaxi

Bu bob to'plamlar nazariyasinmg elementlariga bag'ishlangau bo'lib, u besh
paragrafdan iborat. 1-paragrafda to'plamlar va ular ustida. amallar keltirilgan.
Bu arnaliaming sodda xossalari o'rganilgan. Ikkilik munosabatlari isbot.la.ngan.
2-para.graf aksiaiitirisldar va to‘plamlarni sinflarga ajratishga bag'ishlangan.
Akslantirishda to‘plamlar birlashmaaining (kesishnmsining) asli ular aslilari
birlashmasiga (keeishmasiga) tengligi hagidagi teorema isbotlangan. Xuddi
shunday to‘plamlar birlashmaaining tasviri ular tasvirlari birlashmasiga. teng-
Jigi isbotlangan. To'plamlar kesishmasi udnrn bu xil tasdiq o'rinli bo'Imasligiga
rnisol keltirilgan. To'plamlami sinflarga ajratish bilan akslantirishlar o'rtasidagi
bog'lanish ochib berilgan. 3-para.grafda sanogli to‘plamlar va, ularning asosiy
xossalari o'rganilgan. Chckli yoki sanogli sondagi sanoqli to'plamlarning bir-
lashmasi yana sanoqli bo'lishi isbotlangan. Sanoqli to'plamlarga ko'plab misol-
lax keltirilgan. 4-paragrafda haqigiy sonlar toplamining sanogsizligi ko'rsatilib,
kontinuurn quvvatli to‘plamlarning ayrim xossalari o'rganilgan. To'plamlar
ekvivalentligi hagidagi asosiy teoremalardan biri Kantor-Bemshteyn teore-
mas isbotlangan. Oxirgi 5-paragraf to'plamlar sistemalariga bag'ishlangan.
To'plamlar halqasi, to'plamlar yarim halqasi ta'rifi, misollar keltirilgan, ular-
ning ayrim xossalari isbotlangan. a— algebra va 6— algebra tushunchalari
Kiritilib. bu tushunchalarning teng kuchli ekanligi ko'rsatilgan. Har paragraf
oxtrida mustagil isblash uchun savol va topsliiriglar berilgan. Bu bob kelgusi

boblarga tayyorlov vazifasiui o'taydi.

I-§. To'plamlar ustida amallar

Matematikada juda xilma-xil to'plamlarga duch kelamiz. Hagiqiy sonlar
to'plami, tekislikdagi ko'pburchaklar to'plami. ratsional koeffitsiyentli ko'phad-

lar to'plami va hokazo. To'plam tushunchasi matematikada tayanch tushun-



chalaxdan bo'lib, unga ta'rif berilmaydi. "To'plam" so'zining sinonimlari sifati-
da "ob’ektlar majmuasi" yoki "eleinentlar jamlanmasi" so'z birikmalaridan

foydalaiiiladi.

To'piamlar nazariyasi hozirgi zamon jiiatematikasida juda muhim o'ringa

ega. Biz uning ayrim xossalarini o'rganish bilan cbekianamiz.

To'plamlarhi lotin alifbosining bosh harflari A ,B,.m=s-, ulamiiig element-
larini esa Idchik - a, b,... harflar bilan beigilayiniz. a element A to piarnga
tegishli iborasi a e A shaklda yoziladi. a i A ybzuv esa a element A
to'plamga tegishli emasligini biidiradi. Agar A to'piamning barcha eleinent-
lari B to'planming ham eleinentlari bo'lsa, u holda A tolplain B to'plamnmg
gisini deb ataladi va A C B ko'‘riuishda yoziladi. Masalan, natural sonlar
to'plami Ixagigiy sonlar to'plamining qisini bo'ladi. A va B to'piamlar bir xil
elementlardan tashkil topgan bo*lsa., ular teng to'piamlar deyiladi va A = B
shaklda belgilanadi. Ko‘pincha, to'plamlarning tengligini isbotlashda. A ¢ B
va B ¢ A rnunosaba.tla.rning bajarilishi ko'rsatiladi ([1] ga garang). Ba'zida
birorta ham elementi mavjad bo'Imagan to'plamlami ga.ra.shga to‘g‘ri keladi.
Masalail, x2+ 1= 0 tengla.ma.ning haqigiy yechimlari to'plami, 2 < x < 2
qo'sh tengsizlikni ganoatlantiruvchi haqiqgiy sonlar to'plami va hokazo. Bun-
day to‘plamlar uchun maxsns bo‘sh to plant noini berilgan va uni belgalash-
da O simvoldan foydalaniladi. Ma’himki, har ganday to‘plam bo'sh to‘plamni
o'zida. saqglaydi va. har ganday to‘plam o'zining gisrni sifatida qga.ralishi rnumkin.
To'plamlarmng bo'sh to‘plamdan va o;zidan fargli barcha gism to plamlari xos

gisrn to'piamlar deyiladi.

1.1. To'piamlar ustida amallar. Ixtiyoriy A va B to'piamlar berilgan
bo'lsin. Agar C to'plam fagatgina A va B to'plam elementlaiidan iborat
bolsa. u holda C to'plam A va B to'plamlarmng yig’indisi yoki birlashmasi

deyiladi va C = A U B shaklda belgilanadi (1.1-chizma).



bctiyoriy (chekii yoki cheksiz) sondagi Aa to'plamlarriing yig'indisi ham
shunga o'xshash aniglanadi: Aa to'plamlarning kamida biriga tegishli bo'lgan
barcha elementlar to’plami bis to’plamlaming yig'indisi deyiiadi va bu muno-
sabat Ld:Aa shaklda belgilanadi.

Endi A va B to'piarnlar kesishmasini ta'rifiaymiz. A va B to’plamlammg
umumiy eiementlaridan tashkil topgan to'plam ularning kesishmasi deyiiadi

(1.2-chizma) va A n B shaklda belgilanadi.

1.2-chizma

Ixtiyoriy (chekii yoki cheksiz) sondagi to'plamlarning kesishmasi — f) A*'
a
deb, Aa to'plamlamiug barchasiga tegishli bo'lgan elementlar to‘plarni tushu-

Tiiladi.
To'piarnlar yig'indisi va kesishmasi aniglanishiga ko'ra kommutativ va as-

sotsiativdir, ya’'ni
AUB —BUA, (AUB)UC = AU(BU C),
AMB = BMA, (AMB)MC=AM(BMNC).
Bundan tashgari, ular o'zaro distributivlik gonunlari bilan bog'langan
(AUB)MC = (AMC)U(B MNC), (1.1)

(AMB)UG = (AUC) N (B UC). 1.2)

Biz (1.1) va (1.2) tengliklarning isboti murakkab bo'Imaganligi uchun ularni

o'quvchiga havola gilamiz.



Endi A va ti to'plamlar ayirrnasini ta'riflaymiz. A va ti to'plamlar ayir-
rnasi deb A to'plamning B to'plamga tegishli bo‘linagan barcha elernentla-
ridan iborat to'plamga aytiladi va A\B shaklda belgilanadi (1.3-chizma).

Ba'zan (masalan o'lchovlar nazariyasida), A va ti to'plamlarnmg sim-
metrik ayirmasi tushunehasini Kiritish magsadga muvofig bo'ladi. A\B va
B\A to'plamlarning birlashmasidan iborat to'plamga .4 va B to'plamlaming
simmetrik ayirmasi deyiladi va AAti shaklda belgilanadi, ya'ni AAti —
(A\ti) U (tiNA) (1.4-chizma).

Ko'p hollarda gandaydir universal E to'plamning gism to'plamlari qarala-
di. Masalan, E tekislik, A tekislikdagi biror to'plam bo'lsin. Bu holda E\A
ayirma A to'plamning to'ldiruvchi to'plami deyiladi va A' yoki C A shaklda

belgilanadi (1.5-chizmaga garang).

C-A\B OA&B BENA

1.3-chiztna 1,4-chizma JL5-chizma

To'plamlar nazariyasi va. uning tadbiglarida muhim o'rin tutadigan ikkuik
prinsipi deb nomlanuvchi quyidagi ikki munosabatni keltiramiz:
1.1. Yig'indining to’ldiruvchisi toldiruvchilar kesishm,asiga teng:

ti\\jAa= f)(b\Aa). (1.3)

Ci a

1.2. Kesishmaning to‘ldiruvchisi toldiruvchilar yrg‘indisiga teng:

E\IM\/la = 1)(E\Aa). (1.4)
a a

Ikkilik prinsipi abundan iboratki ixtiyoriy tenglikdan, agar bu tenglik gaii-

daydir universal E to'plamning gism to'plamlari ustida bo'lsa, ikkinchi ikkilik
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tenglikka o'tish minikin, burimg uchun barcha garalayotgan to‘plamlar '.dar-
ning toddiruvchilari bilan, to'plamlar kesishmasi-birlashma bilan, birlashmasi
- kesishma bilan almashtiriladi.

Biz (1.3) teuglikmng isbotini keltiramiz. (1.4) tenglik shuuga o'xshash is-
botlanadi.

Isbot. x € E\ U Aa ixtiyoriy element bo'lsin. U holda x € E va x £
U Aa bo'ladi. Bundgn ixtiyoriy a uchun x ning Aa to'plamgategishliemasligi-
g;Xa kelamiz. Demak, x element Aa to'plamlaruing toidiruvcliilarida yotadi.

Shunday qilib, ixtiyoriy a uchun x € E\Aa munosabat o‘rinii. bundan biz

x 6 f\(E\Aa) ga ega bo:lamiz. Bu esa
a

E\[jAacf](E\Aa) (1.5)
a a

munosabatni keltirib chigaradi. Endi teskari munosabatni isbotlaymiz. Agar

x € ('l(E\NA3 bo'‘lsa, u holda barcha a laxda x 6 E\Aa bo'ladi va x
¢}

element Aa to‘plamlamiug birortasiga ham tegishli bo'Imaydi, bu esa x $

|Jj4a ekardigini bildiradi. Demak. x € (¢ AU A* ekan. Bundan biz

or [>%

E\\jAaDf](E\Aa) (1.6)

a a

munosabatga kelamiz. (1.5). (1.6) munosabatlar (1.3) tenglikni isbotlaydi. A
Mustagqil ishlash uchun savol va topshiriglar
1. AAB —{A U B)\(A n B) tenglikni isbotlang.
2. (ENA)A(E\B) = AAB tenglikni isbotlang. buyerda A C E, B C E.
3. (Au B)A{C(J D) C (AAC) U (BAD) munosabatni, isbotlang.
4. A va B toplamlaruchun AcB U (A AB) munosabatni isbotlang.

5. Agar A\ va A" to'plamlar kesishmasa, C (/1A Si)U ( 42Ai?2)

munosabatni isbotlang.
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2-§. Akslantirishlar. To‘plamlarni sinflarga ajratish

2.1. Pimkmya tiishunchasini umumlashtirish. Ma’lumki, ina.tema.tik
anali/.<lu lunksiyu kushuuchasi quyidagicha ta'riflanadi: X sonlar o!qgidagi biror
tcVplam bo'lsin. Agar har bir x € X songa / qoida bo'yicha aniq bir y son
moB g</yilgan bo*lsa, u holda X to‘plamda f funksiya aniglangan deyiladi
va 1 f(x) fihaklda, yoziladi. Bunda. X 'to‘plam / funksiyaning aniglmish
solum deyiladi, bu funksiya gabul giladigan barcha giyrnatlardaii tashkil top-
gan 'i(f) to’plam / funksiyaning giymatlar sohasi deyiladi, ya'ni E (f) =
{y:y = f(x), xe X }.

Agar sonli to‘plamlar o'rnida ixtiyoriy to‘plamlar garalsa. u holda funksiya
tushunchasining umumlashmasi, ya'ni akslantirish. ta'rifiga kelaniiz. Bizga ix-
tiyoriy X va Y to‘plamlar berilga.ii bolsin. Agar har bir x € X elementga
biror / qoida bo’yicha Y to‘plamdan yagona y element mos qo'yiisa, u holda
X to'plainda aniglangan Y to'plaindan giymatlar gabul giluvchi / akelan-
fcirish berilgan deyiladi. Buudan keyiu biz ixtiyoriy tabiatli to'plamlar bilan ish
ko‘ramiz fshu jumladan sonli to'plamlar bilan ham), shuning uchun ko'pgina,
hollarda funksiya termini o:rniga aksfanttri.sk atamasini ishlatamiz.

X to’plamda aniglangan va Y to‘plamdan giymatlar gabul giluvchi / aks-
lantirish uchun f : X —Y belgilashdan foydalaniladi. Biz asosan quyidagi
belgilashlardan foydalanamiz. N — natural sonlar to‘plami, Z — butun son-
lar to'plami, Q — ratsioiial sonlar to‘plami, R — haqiqiy sonlar to‘plami,
C — kompleks sonlar to'plami, R+ = [0, 00), Z+ = {O}[JN hamda R”
sifatida n o'‘leliamli arifmetik Evklid fazo belgilanadi.

Endi /7 : X —Y akslantirishga misollar keltiramiz. Quyida, 2.1-2.6 misol-
larda keltirilgan akslantirishlarning giymatlar sohalarini toping.

2.1-misol.

/ R R, f(x) —Ix].
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2.2. g :R —R, g(x) = 2[x]. Bu yerda [x] belgi x ning butun gismi.

2.3. Dirixle funksiyasi D :R —»R,

2.1

2.4. Riman funksiyasi UH: R —*-R,

2.5. Ortogonal proyeksiyalash funksiyasi P : R2—R, P(x,y) = X.

2.6. Sferik aksiantirish S :R3—R, S(xi,£2,j:3 = X\ + 2+ x2.

Yechish. 2.1-misolda keltirilgan / : R —% R akslaatirishning giymatlar
sohasi E (f) — [0,00) dan iborat. Chunki barcha le R lar uchun || > 0
va ixtiyoriy y € [0,co) uchun f(y) = y teiiglik o'rinli.

2.2-misoldagi g : R —R, g(x) = 2[a] akslantirishning giymatlar sohasi,
aniglanishiga ko‘ra E(g) = 2 <Z ,—2,0,2,,2n,...} dan iborat.

Dirixle funksiyasi D :R — R ninggiymatlar sohasi ikki nugtaii to‘plamdan
iborat, ya'ni ¢-(S)) = {0;1}.

Riman funksiyasi 9i : R —R ning giymatlar sohasi,

Ortogonal proyeksiyalash funksiyasi P : R2 — R, P(x,y) — x ning
giymatlar sohasi, E(P) = R dan iborat.

Sferik aksiantirish S : R3 —amR, S(xi, X2.X3) = a2+ x$ + ning qiy-
rnatlar sohasi, E(S) — R+ dan iborat. A

Endi f : X — Y aksiantirish uchun quyidagi tushunchalarni Kkirita-
miz. Har bir a € X wuchun unga. mos qo'yilgan b = f(a) € Y element

a elementning / akslantirishdagi tasviri yoki aksi deyiladi. Umuman, X

13



to'plamning biror A qismi berilga.ii bo‘lsa, A to'plam barcha elementlari-
ning Y dagi tasvirlaridan iborat to'plam A to'plamning / akslautirishdagi
tasviri yoki aksi deyiladi va. f(A) simvol bilan belgilanadi. Endi b€ Y ix-
tiyoriy element bolsin. X to'plamning b ga akslanuvchi barcha elementla-
ridan iborat gismi b elementning / akslantirishdagi asli deyiladi va /- 1(6)
simvol bilan belgilanadi. /-1(6) to'plam f(x) = b tenglama ildizlaridan ibo-
rat. O'z navbatida liar bir ti C Y to'plam uchun X ning B ga akslanuvchi
(o'tuvchi) gismi B to'plamning / akslantirishdagi asli deyiladi va f~1(B) =
{x € X :/(r) € B} shaklda belgilanadi. Umumanolganda, Y to'plamsifati-
da / akslantitis.hn.ing giymatlar sohasini o'zida saglovchi to'plam garaladi.
Agar barcha b € ti lar uchun ularning aslilari bo'sh bo'lsa, u holda

B to'plamning .asli ham I>0'sh to'plam boladi.

2.7. 2.1-2.2-misoUaxda. keltirilgan aksiantirishlarda A — [0, 3) to'plamning
tasviriva B = (1, 4) to'plamning aslini toping.

Yechish. / akslantirish [0, 00) da. ayniy akslantirish f(x) = x bolganiigi
uchun /([0,3)) = [0,3) bo'ladi. g(x) = 0, x € [0,1) va xuddi shun-
day g(x) = 2, x e [1,2); g(x) — 4, x G [2,3) ekanligidan c/(0, 3)) =
{0; 2;4} ni olainiz. Endi ti — (1,4) to'planming f akslantirishdagi aslini
topamiz. Buning uchun Il € (1,4)} yoki 1< ¥ < 4 go'sh teng-
sizlikni ganoatlantiruvchi haqigiy sonlar to'plamini topamiz. Bu go'sh teng-
sizlikning yechimi (—4, —1) 1J(1, 4) to'plamdan iborat. Demak, /“'(ti) =
(—4. —1) U(l, 4). Xuddi shunday g~1(B) — {i€ R :2 [x] € (1,4)} to'plam
esa 1< 2[x] <4 0,5 < [x] < 2 go'sh tengsizlikning yediimiaridan ibo-
rat. Sonning butun gismi ta'rifiga ko'ra g~1(B) = [1, 2). A

2.8. 2.3 va 2.4-inisollarda keltirilgan aksiantirishlarda A = R\Q to'plam-
ning tasviri va ti = (l,00) to'plamning aslini toping.

Yechish. iD va akslantirishlar R\<J to'plamning barcha elementlariga
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nolni mos go'yadi, shuning uchun 5)(R\Q) == 5H(R\Q) — {0}. Dirixle va

Riman ftinksiyalarining 1 dan katta giyrnatlari mavjud ernas, shuning uchun
srir) - {igR:2)(¢r)> 1} = IR-'iB)={*€ R:<R(x)> 1}=0. A

Quyidagi tushunchalarni kiritamiz. Aniglanish sohasi X bo'lgan /7 : X —*
Y akslantirishda f(X) — Y tenglik bajarilsa, / akslantirish X to'plamni
Y to'plamning ustiga yoki syuryektiv akslantirish deyiladi. Umurniy holda,
ya’hi f(X) ¢ Y bo'lsa, u holda / akslantirish X to'plamni Y to'plamning
ichiga akslantiradi deyiladi.

Agar / : X Y akslantirishda X dan olingan har xil xi va ele-
mentlarga har xil yi - f(xi) va y2 = f{x2) tasvirlar mos kelsa, u holda f
inyektiv akslantirish yoki inyeksiya deyiladi. Bir vaqtda ham syuryektiv ham
invektiv bo'lgan /7 : X —* Y akslantirish biyeksiya yoki biyektiv akslantirish
deyiladi.

2.9. / :.R—=R, f(x) —ax+ 6, a” 0 akslantirishning biyeksiya ekan-
ligini isbotlang.

Isbot. Chizigli /7 : R —R akslantirishning biyeksiya ekanligini ko'rsatish
uchun ixtiyoriy ¢ € R da ax+b = ¢ tenglamaning yagona vechimga ega ekan-
ligini ko'rsatish yetarli. Yechimning mavjudligi / : R — R akslantirishning
syuryektivligini, yechimning yagonaligi esa uning inyektivligini ta’minlaydi.
Bu tenglamaning yechimi yagona bo'‘lib u x —9——(7——? dir. A

2.10. Agar / : X —> Y biyektiv akslantirish bo‘lsa, u holda ixtiyoriy
Ac X uchun 7 :A —-=B (B —f(A)) ham biyeksiya bo'lishini isbotlang.

Isbot. f(A) —B dan uning sjnuyektiv akslantirish ekanligi kelib chigadi,
inyektivligi esa / : X — Y ning inyektivligidan kelib chigadi. A

2.1-teorema. Ikki toplam birlashmasining asli ular aslilarining birlash-

masiga teng, ya'm
f-N\NA UB)=r\A)Ur\B). (2.3)
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Isbot. Aytaylik, x € f~1(AlI>B) ixtiyoriy element bo'lsin. U holda f(x) €
AUB,yani /(r) € A yoki f(x) € B. Bit holda x element /-1(A) yoki
f~1(B) to'plam'iaming kamida biriga tegishii bo'ladi, yani x e f~I(A) U
f~1(B). Bundan f~I1(A\}B) C /-1(j4) U f~I1{B) munosabat kelib chigadi.
Endi teskari munosabatiii ko'rsatamiz. Faraz gilaylik, x € f~1(A)Uf~I1(B) ix-
tiyoriy element bo'lsin, u holda x element f~1(A) yoki f~\B) to'plamlarning
kamida biriga tegishii bo'ladi, ya'ni f(x) A yoki B to'plamlarning kamida
biriga tegishii, shunday ekan, f(x) € A UB . Bu yerdan x e f~1A U B)
ekanligi va natijada f~1(A)Uf~1(B) ¢ f~1(AuB) munosabat kelib chigadi.
Dernak, (2.3) tenglik o'tinli. A

Quyida biz yana shunga o'xshash ikkita teorema kelt.ira.miz. Ucbala teo-
remaning isbot sxemasi ikki G va D to'plamlarning tengligini ko'rsatishda
fpydalaniladigan C C D va D ¢ C munosabatlarga asoslangan.

2.2-teorema. Ikki toplant kesishmasimng asli ular aslilarining kesish-

tnasiga teng, yani
r ULAPB)=f-\A) Df-\B). (2.4)

Isbot. x € f~I(A fl B) ixtiyoriy element bo'lsin, u holda f(x) € A ft B,
ya'ni f(x) € A va f{x) € B, shunday ekan, x e f~I(A) va x € f~1(B),
yani x € f~I(A) n Dernak, f~I(AnB) C f~1(A) n

Endi x € f~1(A) f1 f~1(B) bo'lsin, u holda x € f~1(A) va x € f~1(B).
Bundan f(x) € A va f(x) € B gayoki f(x) € A nB gaega bo'lamiz. De-
mak. x € f~1{AC\B). Buyerdan f~I(A)nf~I(B) C /~(ADB) munosabat
kelib chigadi. Bu munosabatlar (2.4) tenglikni isbotlaydi. A

2.1 va 2.2-teoremalarning tasdiqlari ixtiyoriy (chekli yoki cheksiz) sondagi

to'plamlar birlashmasi va kesishmasi uchun ham o'rinli, ya’'ni
ri(UA)=u r 1(f14») =n
\ a / a \ a / a
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2.3-teorema. Ikki to'plam biriashmasining tasviri ufar tasvirlarining bir-

lashmasiga teng

f(AuB) = f(A)UT(B). (2.5)

Isbot. y € f(AuB) ixtiyoriy element bo'lsin, uholda y = f(x) bo*lib, x
element A va B to'plamlardan aqalli biriga tegishli boladi. Shunday ekan,
y Gf(A) Uf(B). Buyerdan f{A Uti) C f(A) Uf(B).

Endi teskari munosabatni ko'rsatamiz. Faraz gilaylik, y € f(A) U f(B)
ixtiyoriy element bolsin. U holda y = f(x) bo'lib, x element A va B
to'plamlardau aqalli biriga tegishli boladi, ya'ni x € A U ti. Bundan, y =
f{x) € f(A UB) vademak, f(A) Uf(B) ¢ f(Au ti). Bu rnunosaba.tia.rdan
(2.5) tenglik kelib chiqadi. A

2.3-teorema tasdigl hain ixtiyoriy (chekii yoki cheksiz) sondagi to'plamlar
uchun o'rinli boladi, ya'ni f({J Aa) = jj f(Aa tenglik o'rinli.

2.1~eslatma. Umuman olggnda, ikk? to'plam kesishmasining aksi ular ak-
silarining kesishmasiga teng emas. Bunga quyidagi misolda ishonch hosii gila-
rniz.

2.11. 2.5-misolda keltirilgan ortogonal proyeksiyalash akslantirishi
P(x,y) —x va A= {(£,?/) :0< x< 1 y=0},B = {(x,y) :0< x <
1, y= 1} to'plamlai berilgan. P(A n B) = P(A) n P( B) tenglik to'g'rimi?

Yechish. A va B to'plamlar o'zaro kesishmaydi, yani An B =m0 Ani-
mo ulaming P akslantirishdagi fcasvirlari ustma-ust tushadi, ya'ni P(A) =
[0, 1], P(B) = [0, 1§ va P(A) f] P(B) = [0, 1]. Animo P(Af)B) = 0.

2.2. To'plainlarni sinflarga ajratish. Ekvivalentlik munosabatlari.
Ko'pgina. masalalarda berilgan to'plaruni elementlarining ba’zi bir beigilari-
ga garab o'zaro kesishmaydigan gism to'plamiarga ajratiiadi. Masalan, fezoni
markazi koordinata boshida va radinsi r bo'lgan har xil sferaiarga. ajratish

mumkin. Bu sferalar o'zaro kesishmaydi. Yoki bir shahar aholisini bir yilda



tug'ilganlik belgisiga ko'ra gism to'plamlarga ajratish mumkin. Bunday misoi-
larning har biri to'plamni o'zaro kesishmaydigan sinflarga ajratish deyiladi.

To'piamlarni o'zaro kesishmaydigan sinflarga ajratish belgilari bar xii bo'li-
shi muinkin. Ammo bu belgilar ixtiyoriy ernas. Masalan, tekislikda ikki a va
b nugtalar orasidagi masofa 1 dan kicliik bo'lsa, uiarni bifcta siufga Kiritsak,
bu belgi tekislikni o'zaro kesishmaydigan sinflarga ajratmaydi, chimki a va.
b nugtalar orasidagi masofa 1 dan kichik, b va ¢ nugtalar orasidagi masofa
ham 1 dan kichik bo‘lib, a va ¢ nuqgtalax orasidagi masofa 1 dan katta boiishi
mumkin. Ko'riuyaptiki, a va b nugtalar bir sinfda, b va ¢ ham bir sinfda. U
holda bir siufga orasidagi masofa 1 dan katta bo'lgan a va c¢ nugtalar tegishli
boladi. Hosil gilingan xulosa sinflarnirig tashkil gilinishiga zid, ya'ni tekislik
bu belgi yordainida o'zaro kesishmaydigan sinflarga ajralmaydi.

Etidi to'plam elementlari ganday shartlarni ganoatlantiruvchi belgilar yor-
damida o'zaro kesishmaydigan sinflarga ajralishini garab chigamiz.

Biror M to'plam vauning o'zini-o'ziga dekart ko'paytmasi M x M berilgan
bo'lsin va, K C M x M qisin to'pam bo'lsin. Agar (a,b £ K bo'lsa, a
element b element bilan g munosabatda deyiladi va a~ b shaklda belgilanadi.

2.1-ta’'rif. Agar M to'plam elementlari orasidagi ¥<p munosabat quyidagi
shartlarni ganoatlantirsa, urtga ekvivalenilik rnmosabati deyiladi:

1. Ixtiyoriy a £ M element uchun a~b (refleksivlik);

\%
2. Agar a~b bo'lsa, u holda b~a (sirnrnetriklik);

\"
3. Agar aTb va bt|~oc bo'lsa, u<pholda ai~pc (tranzitivlik).
2.4-teorema. M to'plamda kiritilgan munosabat M ni o'zaro ke-
sishmaydigan sinflarga ajratishi uchun uning ekvivalentlik munosabati bo'lishi
zarur va yetarli.

Isbot. Zaruriyligi. Agar M da Kiritilgan ip munosabat uni o'zaro kesish-

maydigan sinflarga ajratsa. a b dan a va b nitig bir siufga tegishliligi kelib
\%
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chigadi. U holda aza va 6?pa ekanligi kelib chigadi. Agar a:pb va bE)c
bo'lsa, a,h va c lar bir sinfga tegishli bo'ladi, ya'ni a~c. Demak, bu muno-
«abat refieksiv, simmetrik va tranzitiv bo'ladi.

Yetarliligi. M to'plam elementlari orasida biror < ekvivalentlik munos-
abati o'rnatilgan bo'lsin. Ka orqgali a element bilan p munosabatda bo'lgan
elementlarto’plaminibelgilasak,-refleksivlikkako'ra a~a dan a € K abo'ladi.
Agar Ka va Kj, sinflami olsak, ular yoki fceng yoki VK an Kj, = 0 bo'ladi.
Hagigatan ham, ¢ £ Kaf) Kj, desak, c;a va C;DG bo'ladi. Simmetriklik

xossasiga ko'ra a~ ¢ u holda tranzitivlik xossasiga ko'ra
\%

anb. (2.6)

Endi x —Ka sinfdan olingan ixtiyoriy element bo'lsin, ya’'ni x-}pa, u holda
(2.6) va tranzitivlik xossasiga ko'ra x~b, yani x £ K*. Demak, Kac Kb
Xuddi shunday ko'rsatish mumkinki, VKb sinfning ixtiyoriy y elementi Ka
sinfga ham garashli bo'ladi. Shunday qilib, agar ikki Ka va sinflar hech
boimaganda. bitta umumiy elementga ega bo'lsa, ular ustma-ust tushadi. A

To'plamni sinfiarga ajratish tushunchasi akslantirish tushunchasi bilan uz-
viy bog'liq. Aytaylik, A to'plamni B to'plamga akslantiruvchi / akslantirish
berilgan bo'lsin. A to'plamda aniglangan / akslantirishda, B to'plamda
tasvirlari ustma-ust fcusbuvchi eiementlarni bir sinfga yig'sak, ya'ni har bir
b£ B uchun {x £ A :f (x) — b} to'plamni bir sinf desak, natijada A ni sinf-
larga ajratishga ega bo'lamiz. Teskarisi, A ixtiyoriy to'plam va uning biror bir
sinfiarga ajralishini garaylik. B orgali A to'plam ajralgan sindar to'plamini
belgilaymiz. Har bir a £ A elementga o'zi tegishli bo'lgan sinfni (B to'plam
elementini) mos go'visli bilan A ni B ga akslantirishga ega bo'lamiz.

2.12. Ortogona! proyeksiyalash akslantirishi P : K2 —M, P(x,y) == Xx
ni garaymiz. Bunda O X o'gidagi har bir a £ R nuqtaning asli P~I(a) —

{(a,y) :y £ E}, OX o'giga perpendikulyar bo'lgan vertikal chizigdan ibo-
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rat. Shunday ekan, P proyeksivalasb akslantirishiga tekislikni parallel to'g'ri
chiziglardan iborat sinflarga ajratish rnos keladi.

2.13. Uch o'Ichamli R3 fazoni lining koordinatalar boshidan bir xil uzoqg-
likda joylashgan nugqtalarini bir sinfga yig'ish bilan sinflarga ajratamiz. Ear
bir sinf rnarkazi koordinatalar boshida boigan r > O radiusli sferadan iborat
boiadi. Demak, R3 fazoni konsentrik sferalarga ajratishga bu fazoni [0, co)
yarim o‘qga akslantiruvchi S : R3—R+, S(x) = xj + a™+ a] sferik akslan-
tirish rnos keladi.

2.14. Butun gismlari bir xil hagiqiy sonlami bir sinfga to'lplash yoii bilan
hagiqiy sonlar to'plarnini sinflarga ajratish muxnkin. Bu sinflarga ajratishga

g(x) = [a] (2.2-tnisolga qarang) akslantirish mos keladi.
Mustagqil ishlash uchun savol va topshiriqglar

1. Agar a va b haqigiy sonlarning kasr gismlari teng bo‘lsa. ulami <

munosabatda deymiz. Bu munosab.it ekvivalentlik munosabati bo‘ladimi?

2. / : R —<+ R, f(x) — 0,5 ¢[x] funksiya berilgan. Agar A — [0, 8],
B —(2, 3) ho'lsa. f(A) va la,mi toping.

3. /:X —J[5 20], /(x) —x2+ 1 funksiya berilgan. X toplam ganday

tanlansa, f —ustiga (syuryektivj akslantirish bo'ladi?

4. f :X —*]0, oo), f(x) = x2-(-1 funksiya berilgan. X toplain ganday

tanlansa, f — inyektiv akslantirish bo‘ladi?
5. /7:[0, t] ->[-1, 1], f(x) = cosx, g :[0, #]1-> [0, 1], g(x) = sina,
<m0, ~] > [0, 1], <p(x) = sinx,'0:[0, 3] —=[0, 10], ~(x) - x2+I,

akslantirishlar ichidan inyektiv, syuryektiv va biyektivlarini ajrating.
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3-8. Ekvivalent to‘plamlar

3.1. Chekli va cheksiz to‘plamlar. Ciiekli doua elementdan iborat
to'plamga chekli to'plam deyiladi, aks holda to'plam cheksiz deyiiadi. Har xil
to'pfamlarni kuzatish jarayonida biror usul bilan berilgan to'plam elementlari
sonini hech bo'Imaganda taxminan aytish mumkin. Masaian, ko'pyoq uchlari
sonini, ma’lum sondan oshmaydigan tub sonlar sonini, ver yuzidagi barcba buv
molekulalari sonini aniq voki taxminan aytish mumkin. Bu to'plamlaming har
biri, anig bo'Imasada, cheklita elementga ega. Ikkinchi tomondan element-
lari soni chekli ho'Imagan to'plamlar Tiam mavjud.- Masaian, natural sonlar
to'plami, to'g'ri chizigdagi nuqtalar to'plami, tekislikdagi doiralar to'plami,
ratsional koeffitsiyentli barcha ko'phadlar to'plami va hokazolar cheksiz to'p-
lamiarga misol bo'ladi. Bunda. cheksiz to'plam deganda. bu to'plamdan bitta,
ikkita, uchta va hokazo marta elementlanii olganda.n keyin ham elementlari
tugamaydigan to'plam tushuniladi.

Ikki chekli to'plam elementlari sonining tenghgi, yoki biridagi elementlar
soni ikkiGchisidan ko'pligini sanash bilan taqgoslash mumkin. Quyidagicha
savol tug'iladi, ikki cheksiz to'plam elementlarini biror usul bilan tagqoslash
mumkinmi? Boshgacha aytganda, tekislikdagi doiralar, sonlar o'gidagi rat-
sional sonlar, [0, 1] da aniglangan uzluksiz funksiyalar yoki fazodagi to'g'ri
chiziglardan iborat to'plamlardan qgaysi birioing elementlari ko'p degan savol
ma’noga egami?

Ikki chekli to'plam elementlari sonini taqgoslash usullari bilan tanishamiz.
Birinchi usul, ula.r elementlaxini sanash yo'li bilan taggoslashdir. Ikkinchi usul,
bu to‘plarnla.r o'rtasida biyektiv moslik o'rnatish yo'li bilan taggoslashdir.

Ravshanki, ikki chekli to'plam o'rtasida biyektiv moslik o'rnatish uehun,
ulardagi elementlar soni teng bo'lishi zarur va yetarlidir. Masaian, oliygohdagi

biror guruh talabalari soni va auditoriyadagi stullar soni tengligini tekshirish
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uchun, ularni saaamasdan, har bir taJabani aniq bir stulga r/'tgazish kifoya
bo'ladi. Agar har bir taiabaga joy yetarli bo'lib, birorta ham ortigcha bo‘sh
stul golmasa, ya'ni talabaiar to'plami va stullar to'plami o'rtasida biyektiv
moslik o'niatilsa, bn to‘plamlaxdagi elementlar soni teng bo'ladi.

Ta’kidiash lozimki, agar birinchi tagqoslash usuli fagat chekli to'plamtar
uchun yaroqgli bolsa, ikkindii taqqoslash usuli cheksiz to'plamlar uchun ham
o'rinli bo'ladi.

3.2 Sanogqli to'plamlar. Cheksiz to'plamlar ichida eng soddaei sanoqli
to‘plam deb ataluvchilaridir.

3.1-ta'rif. Agar M toplarn bilan natural sonlar toplami o'rtasida biyek-
tiv moslik o'matish murnkin bo‘lsa, M ga sanogli to plam deyUadi. Boshgacha
ta’riflasak, agar M to'plam elementlarini natural sonlar vositasida at, a
a,,,... cheksiz ketma-ketlik ko'rinishida nomerlab chigish murnkin bo‘lsa, M
ga sanogli toplam dcyiladi.

Endi sanogli to‘plamlarga misollar keltiramiz.

3.1. Butnn sonlar to'plami Z va natural sonlar to'plami N o'rtasida
biyektiv moslik o'rnating.

Yechish. Biyektiv moslikni quyidagi usui bilan o'matish mumkin.

2n+ 1, agar n >0
/ Z N, 7/ («)
—2n, agar n <0

ning biyektiv akslantirish eka.nl.igi 2.9-2.10 misollardan kelib chigadi. Demak,
butun sonlar to’plami sanogli ekan. A
3.2. Barchajuft natural sonlar to'plami va natural sonlar to'plami o'rtasida
biyektiv moslik ©mating.
Yechish. Biyektiv moslikni f(2n) = n qoida bo'yicha o'rnatish mumkin.
Quyida biz unclia oddiy bo'Imagan. lekin muliim misolni garaymiz.

3.3. Ratsional sonlar to'plamining sanogli ekanligini isbotlaiig.
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Isbot. Har bir ratsional son vagona iisulda

a= p€ Z, g€ N
q

gisqarmas kasr ko'rinishida yoziladi. Ushbu ratsional son ucbun |p] + g uning

balandligi deyiladi. Ravshanki, berilgan balandlikka ega boigan ratsional son-

lar cheklita. Masalan, 1 balandlikka fagat 0 = — son ega, 2 balandlikka faqat
1= 3 1ot [ 3 balandlikka esa 2 — 2 = 2 !
= ® va —1 — — sonlar ega, alandlikka esa 2 — —,— —- va —
T T 9 12 1 .

Honlaxi ega va hokazo. Barcha ratsional sonlami ularning balandlikiari o'sib
borishi tartibida nomerlaymiz, ya’'ni dastlab balandligi 1 ga teng son, keyin
balandligi 2 ga teng sonlar, undan keyin balandligi 3 ga teng sonlar yoziladi
va liokazo. Bn tartiblashda har bir ratsional son auiq bir nomerga ega bo‘ladi,
ya’'ni natural sonlar to'plami va ratsional sonlar to'plami o'rtasida o'zaro bir
giymatli moslik o'rnatiladi. Bu yerdan ratsional sonlar to'plamining sanoqli
ekanligi kelib chigadi. A

Sanoqli to'plamlaming ba’zi umumiy xossalarini keltiramiz.

3.1-xossa. Sanogli to'plarnning ixtiyoriy qgisrn to'plami chekli yoki sanog-
lidir.

Isbot. Aytavlik A sanogli to'plam, B esa uning gism to'plami bo'lsin,
ya'ni A —{(11,(12, ee«i«n. ===} = A niug B ga tegishli elementlari anv a,,2, ...
lar bo'lsin. Agar n - j, ... sonlar ichida eng kattasi mavjud boisa, u holda
B chekli to'plam bo'ladi, aks holda sanoqgli to'plam bo'ladi, chunki uning
elementlari natural sonlar hilan nomerlangan. A

3.2-xossa. Chekli yoki sanoglita sanoqli to plamlar btrlashmasi yana sanoqli
to ‘plamdir.

Isbot. Aytaylik A\, A2, -+ sanogli to'plamlar bo'lsin. Bu to‘plamlarni o'zaro
kesishmasin deb talab gilamiz. Talabimiz o'rinli, chunki aks holda /1j, A2VI.1,
A3 (Ai UA2, AN(A] UA2U A3,... to'plamlar o'zaro kesishmaydi, har

biri ko'pi bilan sanogli elementga ega va bu to'plamlar yig'indisi Ai, A2, ...
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to‘plamlar yig'indisiga teng. Qaralayotgan A1.A2,  to'plamlarning hamma
elemeutlarini quyidagi cheksiz jadval ko'rinishida yozamiz:

Bu yerda birinchi satrda Ay to'plam elementlari jovlashgan, ikkinchi safcr-
da A2 to'plam elementlari joylashgan va hokazo. Endi jadvalning barcha el-
ementlarini diagonal bo'yicha nomerlab chigamiz, va’'ni birinchi element deb
(in  ni, ikkinchi element deb a\2 ni, uchinchi element deb «21 ni, to'rtinchi
element deb 031 ni, beshinchi element deb a22 ni, oltinchi element deb «13
ni va hokazo, ya'ni quyida strelka bilan ko'rsatilgan tartibda harakat qilib,

nomerlab chigamiz:

«41 «a2 « 445 - -

Umuman olganda amn element (m + 1) ¢(n + 1) dan oshmagan nomerga ega

bo‘ladi. Ravshanki, bu goida bo‘yicha tartiblashda

@
A=\jAn
n=1

to'plamning bar bir elementi anig bir .nomerga ega bo‘ladi. Demak, jadval
ko'rinishida tasviriangan A to'plam va natural sonlar to‘plami O‘rtasida o‘zaro
bir giymatli moslikni ko'rsatilgan usulda o'rnatish mumkin. A
3.3-xo0ssa. liar ganday cheksiz to'plam sanogli gism to'plamga ega.
Isbot. Aytaylik, M cheksiz to'plam bo'lsin. Undan ixtiyoriy a\ elementni
tanlaymiz. M cheksiz to'plam bo'lgani uchun unda &% dan fargli 02 elementni
tanlash mumkin. undan keyin «j va a2 dan fargli a:i elementni tanlaymiz, M
cheksiz to'plam bo'lgani uchun bu jarayonni cheksiz davom ettirish mumkin.

M cheksiz to'plam bo'lganligi uchun har bir element tanlanganidan keyin
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unda cheksiz ko'p element qoladi. Natijada A = {aj,02,...,cin,.=.} sanogli-
gism to'plarnga ega bo'lamiz. A

Bundan, sanoqgli to'plamlar cheksiz to'plamlar ichida eng minimali bo'ladi
deb aytish mumkin.

3.3. Ekvivalent to'plamlar. U yoki bu cheksiz to'plamiarni natural son-
lar to'plami bilan taggoslash natijasida sanogli to'plam tushunchasiga keldik.
To'plamiarni nafagat natural sonlar to'plami bilan taggoslash mumkin, balki
ixtiyoriy ikki to‘plamni ular o‘rtasida o‘zaro bir giymatli moslik (biyeksiva)
o'matish bilan taggoslash mumkin.

3.2-ta’rif. Sanogli ho'bnayan cheksiz to plant sanogsiz toplum deyiladi.

3.3-ta'rif. Agar A va B to'plamlar o'rtasida biyektiv moslik o'matish
mumkin ho‘lsa, u holda ular ekvivalent to plamlar deyiladi, va A ~ B shaklida
helgilanadi.

To'plamlaming ekvivalentligi tushunchasini ham chekli to'plamlar, ham
cheksiz to'plamlar uchun go'llash mumkin. lkkita chekli to'plam ekvivalent
bo'lishi uchun ularning elementlari soni teng bo'lishi zarur va yetarlidir.

Endi sanoqli to'plam tushunchasini boshgacha ta’riflash mumkin: agar to'p-
lam natural sonlar to'plamiga ekvivalent bo'lsa, u sanoqgli. toplam deyiladi.
Ishonch hosil gilish giyin emaski, agar ikkita to'plam uchunchi to'plamga ek-
vivalent bo'lsa, ularning o'zlari ham ekvivalentdir, xususan, ixtiyoriy ikkita
sanogli to'plamlar ekvivalentdir.

3.4. Ixtiyoriy ikkita [a, b] va [c, A\ kesmalardagi nuqtalar to'plamlari ek-
vivalentligini isbotlang. Bllyerda a <b, c¢ < d deb faraz giiinadi.

Isbot. [a, B\ va [c, d] kesmalar o'rtasidagi biyektiv moslik 3.1-chizmadan

ham ko'rinib turibdi. Bu to'plamlar o'rtasida biyektiv moslikni
P:ifa 6-*[c,d\ ipXx)= —a)+c

orgali o'matish mumkin. D ning biyektiv moslik ekanligi 2.9, 2.10-misollardan



kelib chigadi.

3-T-chiiima

3.5. Sonia,ro‘qi M va (0, 1) interval ekvivalent to'plamlardir. Bu to'plamlar

o'rtasida biyektiv moslikni

1 1
y = —aretgrr + -
m 2

funksiya yordamida o'rnatiah mumkin.

Cheksiz to‘pjamlarga oid misollarni o'rganish jarayonida ko'rdikki, ba’zida
cheksiz to'plamlar o'zining biror xos gism to'plamiga ekvivalent bo'ladi. Masa-
ian, butun sonlar to'plami va natural sonlar to'plami ekvivalent, sonlar o‘qi
esa (0, 1) intervalga ekvivalent.

Bu holat fagat cheksiz to'plaralarga xosdir. Hagigatan, 3.2-banddagi 3.3-
xossada ko'rilgan cheksiz M to‘plamva uning {0i, a2, s-m an, ...} = A sanoqli
gismini garayiik. Bu A to'plamni A\ — {ai, 33, ... eeel va A2 =
{®2: a4, -me>aZ2m mm } qism to'plamlarga ajratamiz.

3.6. M va M\A2 to'plamlarni ekvivalent e'kanligini isbotlang.

Isbot. ,4 va Ai to'plamlar sanogli bo'lgani uchun, ular ekvivalentdir.
Shuning uchun ular o‘rtasida 9 : A — A% biyektiv moslik mavjud. Bu
moslikni undan kevin =aM va Ai{J(M\A) —M\A2 to'piaul-

larga quyidagicha davom ettirish mumkin, ya’ni M\ A to'plamning bar bir
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ulementiga o‘zi mos go‘yiladi, ya'ni
DM M\/i2, d(x) — P9, agar x s A
x, agar x e M\A
Shunday giiib. M va M\AZ2 to'piamiar o‘rtasida biyektiv mosiik o‘rnatiidi.
Lekin M va M\A2 to‘plamlar teng emas. ammo ular ekvivaient. A
Natijada biz quyidagi tasdigga cga bo'lamiz.
3.1-tasdig. Jxtvyoriy cheksiz toplarn o'zining biror zos gism toplamiga

ekvivaient bo‘ladi.
Mustagqil ishlash uchun savol va topshiriglar

1. 0 ‘zbekistondagi barcha talabalar to'plami sanoglimi?
2. Barcha misional sonlar to'plami sanoqlimi?

3. Ayirmasi chekli, keshishmasi sanogli bolgan A va B sanQOqli to'plam-

larga misol keltiring.

4. Sirnmetrik ayirmasi sanogli. kesishmasi chekli bolgan A va B sanoqgli

to plamlarga misol keltiring.

5. A va B sonli to'plamlaming arifmetik yig'indisi deganda
C —{c:c—a+ b af£ A, b€ B} to'plam tushuniladi. Agar A va B
to plamlar sanogli bo‘lsa, ularning arifmetik yig‘i.ndm harn sanoqli bo‘ti~

shini isbotiang?
6. sinx = 0,5 tenglamaning barcha hagqiqgiy ildizlari to'plami sanoglimi?

7. Barcha misional koeffitsiyentli kophadlar to'plami sanoqli ekanligini is-

botiang.

8. Agar C son biror misional koeffitsiyentli ko‘phadning ildizi bo'lsa, C
algebraik son deb ataladi Algebraik sonlar to'plamming sanoqli ekanligini
isbotiang.
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9. Agar A toplain, B ga, B toplain C ga ekvivalent 00‘Isa, v. holda A

to plam C ga ekvivalent bo‘lishini. isbotlang.

10. Toplam),af o'rtasida kiritigan ekvivalentlik rnunosabati re.fleksiv, sim-

metrik va iranzitiv bo lishini. isbotlang.
4~8. Haqiqiy sonlar to‘plamining sanogsizligi

Oldingi paragrafiarda sanoqli to'plamlarga misollar garadik va cheksiz fco'p-
iamlaming ayriin xossalari bilan tanishdik. Quyidagi savol paydo bo'lishi tabi-
iydir: umuman oiganda sanogli bo'Imagan cheksiz fcrplamlar mavjudmi? Bu
savolga ijobiy javob quyidagi teoremada keltirilgan.

4.1-fceorema. [0, 1] kesrnadagi haqigiy sonlar toplami sanogsizdir.

Isbot. Faraz qilaylik, [0. 1] kesmada yotuvchi (baxcha yoki ba’zi bir)
hagigiy sonlardan tuzilgan {«1, 03, eee} = A sanogli to'plam berilgan
bo'lsin. U holda

«1 = 0, anai2«i3... «in ....
2 = 0, «21«2223 e oo 2 ooe,

«3 = 0, (31«32«33 e* e 3N Wee,

(n — 0, GnIANION'| mmmann «e«> (41)

Bu yerda an, — 04 sonning k—chi o‘nli ragami. Endi 0 va 9 ragamlarga
texig bo'Imagan bi, 62,..., bn,... ragamlar ketma-ketligiui quyidagi usulda
tanlaymiz: bi ragarn an ga teng emas, 6 ragam «2 ga teng emas,
ragain «33 ga teng emas va bn ragam ga. teng emas va hokazo. Tan-
langan bi, 62,... A i-" ragamlar yordamida [0, 1] ga tegishli bo'lgan fi =
0, bilMby ... n... kasrni aniglaymiz. Aniqglanishiga ko‘ra, i3 son «1,«2, ...,

a«,... kasrlarning birortasiga ham teng emas, chunki /3 kasr ai kasrdan ver-

guldan keyingi birinchi ragami bilan, «2 dan verguldan keyingi ikkinchi ragami
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bilan va hokazo an dan verguldan keyingi n raqganl! bilan farq giladi. Shun-
day qilib, [0, 1] kesma elementlaridan tashkil topgan hech bir sanoqgli to'plam
[0. 1] ni to'iig goplay olmaydi. A

4. I-ta’'rif. [O, 1] kesma va unya ekvivalent bo‘lgan to piamlar kontinuum
quwviitli to plamiar deyiladi.

Shimday qilib, [0, 1] kesma sanogsiz bo'lgan to'plamga misol bo'ladi. En-
di [0, 1] kesmaga ekvivalent bo'lgan, ya’'ni kontinimm quvvatli to'plamlarga
misollar keltiraraiz.

4.,1-misol. [0, 1] kesinava (0O, 1) intervalning ekvivalent to'plamlar ekan-
ligini isbotlang.

ishot. Biining uchun (0, 1) dan A = {«j, Qy,m-., «n, *=} sanogli gism
to'plamni ajratamiz va undan foydalanib. Ai — {0, 1, ai, «2,. *=, On, e} C

[0, 1] to'plamni quramiz. Ushbu
K:[0, 1]-+ (0, 1), <p(x)=;x, 16 [0, 1]\At

9200) —dal, ¥Y1) = a2 ~ ) N—1
akslantirish [0, 1] va (0, 1) to'plamlar o'rtasida biyektiv moslik o'rtiatadi.

4.2. 34-misolga asosan [0, 1] kesma ixtiyoriy [a, 6] kesmaga va (a, b)
inl,<TVHIgtt okvivfticnl; bo'ladi, ya'ni [a, A va (a, b) to'plamlar ham sanog-
wi/di 1,

4.3. 3.» va 4.1-inisollardan sonlar o'gidagi barcha nugtalar to'plami [0,1]
kesmaga ekvivalent ekanligi kelib chigadi.

4.4. Tekislikdagi barcha nugtalar to'plami, sfera sirtidagi nugtalar to'plami,
uch o'ichamli fazodagi nugqtalar to'plami, sfera ichidagi nugtalar to'plami va
hokazo to'plamlarga misol keltirish mumkinki, ularning har biri [0, 1] ga ek-
vivalentdir.

4.5. Tekislikdagi hamma to'g'ri chiziglar to'plami [0, 1] kesmaga ekviva-

lentdir.
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4.6. Bit yoki bir nechte o'zgaruvchining uzluksiz funksiyalari to'plami ham
[0, 1] ga ekvivalentdir.

Sonlar o'gida murakkabroq kontinuum quvvatli to‘p!amga rnisol qaraymiz.
Qaralayotgan bu to'plam Kantor to'plami, yoki Kantor mukdmmal to'plami
nomi bilan taniqli.

4.7. Kantor to'plamini kontinuum quwatii ekanligini ko'rsating.

Yechish. Kantor to'plami quyidagicha quriladi. E — [0, 1] bo'lsin. Un-
dan }j g i = Ky mdervalni chigarib tasiMaynmiz, qolgan yopiq to'plamni p\

bilan belgilaymiz. Keyin t\ dan Lo /7 8 intervallarni chigarib

V9 9/ W \9' 9,
tashlaymiz. ularning birlashmasini K2 orqali, qolgan yopiq to'plamni. ya'ni

| 2 7
Fi\K2= 0, Iz 1 u
U i9' 3JU |3 9 9’

to'plamni F2 bilan (4.1-chizma) belgilaymiz. Bu to'rtta kesmaning har biri
teng 3 gismga bo'linib, o'rtadagi uzunligi 3-3 teng bo'lgan interval diiqarib

tashlanadi. Chiqgarib tashlangan

25 26
1 JL 4.2)
27 27 27" 27
to'plamni K 3 bilan ui esa F$ bilan (4.1-chizma) belgilaymiz. Bu

jaravonni cheksiz da,vom ettirib, yopiq to'plamlarning kamayuvchi Fn ketma-

ketligini hosil gilamiz. Agar
g q g ®

K=n >»
n=I

deb belgilasak, K yopiq to'plam bo'ladi. U [0, 1] kesmadan sanogli sondagi
Ky, K2, mmmK n, ... intervallarni chiqarib tashlash natijasida hosil bo'ladi. Hosil
bo'lgan K toplam Kantor to'plami deyiladi.

Endi K to'plamningstrnkturasini o'rganamiz. Ravshanki, [0, 1] kesmadan
chigarib tashlangan intervallarning oxirlari bo'lgan

12 12 7 8
0, 1, (4.3)
33 9 9 9 9
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nuqgtalar K ga tegishli bo'ladi. Biroq K t.o'plam fagat shu nuqtalardan iborat
«mas. [0, 1] kesmadagi K ga tegishli bo'lgan migtalarni quyidagicha xarak-
terlash mumkin. Buning uchun [0, 1] kesmadagi har bir x ni uchlik sistemada

yozamiz:
«1 , a2 . °:i . . an ,
N = =

bu yerda an sonlar O, 1 va 2 ragamlardan birini gabul gilishi mumkin. O ‘nli
kasrlar holidagidek bu yerda bam ba'zi sonlami ikki xil koVmishda yozish

mumkin. Masalau,

11 0 0 0 JL
3- 3+ N 4+ eeet 37 - + 32+ eee + — + eee
1/3 2/3
19 2/9 1/3 2/3 7/9 8/n
[T S N T R — [P W
0+ i. 1 2 i A1 1 19mM z S 2526.1
27 27 9 9 27 27 5 3 27 27 9 9 27 27
4.1-chiziiia

Eridi K to‘plamga tegishli soniarning uchlik sistemadagi yoyilmasi hagida
filer yuritamiz. Ravshanki, intervaldagi soniarning uchlik sistemadagi

. . . . o1 2\ /7 .
yoyilmasida ai son aibatta 1 ga teng bo'ladi, -1 va -1 inter-

vallarga tegishli soniarning uchlik sistemadagi yoyilmasida «2 son aibatta 1
, L « [ 1- 24/ 7 84 /19 20
ga teng bobkn. Xuddi shunga o xshash f—, — j , | — 1, I —, —

( 25 264 . - L
> E?/I intervaUarga tegishli sonlar uchun ularnmg uchlik sisfcemada-

gi yoyilmalarida O3 son aibatta 1 ga teng bo'ladi va hokazo. Shunday qilib,

ixtiyoriy x € [0, 1J]\K son uchun uning uchlik sistemadagi yoyilmasida qat-

31



nasbuvchi «1, a2, .. .an, ... sonlarningkamida bittasi 1 ga teng. Aytilganmu-
lohazalardan quyidagi xulosa kelib chigadi: K to'plamga kamida bir mul bi-
lan uchlik kasr ko'rinishida tasvirlanuvehi shunday x € [0, 1] sonlar kiradiki.
ularga mos &aj, a%,... an, ... ketma-ketlikda 1 ragami biror marta ham uchra-

maydi. Shunday qilib, bar bir x € K ucbuii
ai} a2,...a,,.... (4.4)

ketma-ketlikni mos go'yish mumkin, bu yerda an ragam O yoki 2 ni gabul
giladi. Bunday ketma-ketliklar to'plami kontinuum quwatli to!planmi tasbkil

giladi. Bunga ishonch hosil gilish uchun har bir (4.4) ketma-ketlikka
bi,h, =mmbn, =am (4.5)

ketma-ketlikni shunday mos qo'yamizki, agar an = O bo‘lsa, m = 0 bo'ladi,
agar an — 2 bo'lsa, b, — 1 bo‘ladi. Har bir (4.5) ketma-ketlikni, [0, 1]
kesmadagi biror x sonning ikkilik kasr yozuvi deb garasb mumkin. Shunday
qilib, K to‘plamni [0, 1] ga biyektiv akslantirishni olamiz. Bu yerdan K
ning kontinuum quwatli to'plam ekanligi kelib clxigadi. (4.3) ketma-ketlikdagi
sonlar to'plaxui sanogli bo‘lgani uchun. ular K ni toia goplamaydi. n

Biz ko'rsatdikki. K kontinuum quvvatga ega, ya'ni [0, 1] kesrria bilan
K to'plam o‘rtasida biyektiv moslik mavjud. Bundan tashqari Kantorning
mukainmal to’plami bir gator ajoyib xossalaxga ega. Masalan:

1) Kantor to‘plamining o'lchovi nolga teng (6.3-misolga garang).

2) Kantor to‘plamining yakkalangan nugtalari mavjud emas.

3) Kantor to‘plamining ichki nugtalari mavjud emas.

4) Kantor to'plami [0. 1] kesmaning hech yerida zieh emas.
Bu xossalarni mustagqil isbotiashni o'quvchiga havola gilamiz.

Endi to'plamlax nazariyasidagi asosiy teoremalardan biri Kantor -Bern-

shteyn teoremasini isbotlaymiz.
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4.2-teorema (Kantor Bemshteyn). Ixtiyoriy A va B cheksiz to'plamlar
behlgan bo‘hin. Agar A to'plamni B toplarnning By gism toplamiga biyek-
tiv akslantiruvchi f akslantirish va B to'plamni A to'plarnning Ai qism
to plamiga biyektiv akslantimochi g akslantirish rnavjud bo‘lsa, u holda A va

B to'plamlar ekvivalentdir.

Isbot. Umumiylikni chegaralamasdan, A va B to'plamlar kesisbmaydi
deb faraz qilishimiz mumkin. Ixtiyoriy x —-x0 6 A elementni olamiz va
{x,} ketma-ketlikni quyidagicha aniglaymiz. Agar B to'plamda g(x) — xq
shartni ganoatlantiruvchi x element mavjud bo'lsa, uni xy deb belgilaymiz.
Agar A to'plamda f(x) —xy tenglikni ganoatlantiruvchi x element mavjud
bo‘lsa, uni 32 deb belgilaymiz. Aytaylik xn element aniglangan bo'lsin. Agar
n juffc boisa, uholda xn+yorqgali B dagi ahunday elementni tanlaymizki (agar
bunday element mavjud bo'lsa), xn — g(xn+l) shart bajarilsin, agar n toq
boisa, xn+y—A dagi sbunday elementki (agar u mavjud boisa), 7/ (xn+i) = x,,

shart bajarilsin. Bu yerda ikki hoiat sodir bo‘lishi mumkin.

1. Biror n da ko'rsatilgan shartlami ganoatlantiruvchi xn+x element mav-

jud bo'lmaydi. Bu holda n nomer x elementning tariib soni deyiladi.

2. Cheksiz {xn} ketma-ketlikka ega bo'lamiz. Bu holda x elementning

tartibi cheksiz deyiladi.

Endi A to'plamni uchta to'plamga ajratamiz. Juffc tartibli elementlardan
tashkil bo'lgan gism to'plamni Ab orgali, toqg tartibli elementlardan tashkil
bo'lgan gism to'plamni Aq orqgali va cheksiz tartibli elementlardan tashkil
bo'lgan gism to'plamni Aj orgali belgilaymiz. B to'plamni ham xuddi shun-
day Be, Bp va Bj gismlarga ajratamiz. Tushunish giyin emaski, f akslan-
tirish Ae ni Bp gava Aj ni Bj ga akslantiradi, g~I akslantirish esa Ap
ni Be ga akslantiradi. Shunday qilib, Ae U Ai da / gateng va Ap da g~I

ga teng ip akslantirish A to'plamni B to'plamga biyektiv akslantiradi. A



4.1 To‘plam quvvati tushunchasi. Agar ikkita cliekli to‘plain ekviva-
lent bo‘lsa, ularning element,la,ri soni teng bo'ladi; Agar A va B to'plamlar
ekvivalent bo‘lsa, u holda ular bir xil quvvatga ega deyiladi. Shunday qilib,
quvvat ixtiyoriy i'kki ekvivalent to'plamlar uchun unmmiylik xusisiyatidir.
Chekli to'plamlar uchun quvvat tushunchasi odatdagi to'plam elementlari soni
tushunchasi bilan ustma-ust tushadi. Natural sonlar to'plami va unga ekviva-
lent to'plam quvvati uchun (alef nol deb o'giladi) belgi ishlatiladi. [0, 1]
keamadagi barcha hagiqgiy sonlar to'plamiga ekvivalent to'plamlar hagida, ular
jcontinuum quvvat ga ega deb gapiradilar. Bu quvvat uchun c yoki H simvol
ishlatiladi. Kg va c orasida quvvat mavjudmi degan savol juda chuqur muam-
mo hisoblanadi. Analizda uchraydigan cheksiz to'plamlarning deyarli barchasi

yoki HO>Y°Kki ¢ quvvatga ega.

Mustagqil ishlash uchun savol va topshiriglar

1. Sonlar o‘gidagi oxirlari ratsional bo'lgan barcha iniervallar to‘plarnining

sanoqli ekanligini isbotlang.

2. Tekislikdagi ratsional koordinatali nugtalar to plarnining sanoqli ekanli-

gini isbotlang.

3. Ixtiyoriy cheksiz M vasanogli A toplamlar uchun M'GA ~ M muno-

sabatni isbotlang.

4. |kkita har xil cheksiz o‘nli kasrli yoyihnalarga ega bo'lgan sonlar to p-

lamining sanoqli ekanligini isbotlang.
5. Barcha irratsional sonlar to plarnining sanogsiz ekanligini isbotlang.

6. Barcha irratsional sonlar toplarnining kontinuurn gquvvatga ega ekanli-

gini isbotlang.
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7. Koordinata boshidan o‘tuvchi barcha to‘g‘ri chiziglar toplami [0, 1]

to planiga ekvivalmtmi?

5~8. To'plarnlar sistemalari

5.1. To'plamlar halgasi. Elementlari to'plamlardan iborat to'plam top-
lamlar sistemasi deyiiadi. Biz asosan oldindan berilgan X to'plamning gism
to'plamlaridan iborat sistemalarni garaymiz. To'plarnlar sistemalarini belgi-
lash uchun biz gotik alifbosining bosh harfiaridan foyda.iana.miz. Bizni asosan
to'plamlax ust.ida.gi ba’zi amailarga nisbatan yopiq bo'lgan sistemaiar qizigti-
radi.

5.1-ta’rif. Agar © to'plarnlar sistemasi simmetrik ayirma va kesishma
amaliariga nisbatan yopiq. ya’'ni ixtiyoriy A, B € © toplamlar uchun
AAB € © va A(~)B € G ho'lsa, u holda & to'plarnlar sisternasiga halga
deyiiadi.

To'plarnlar halqgasi quyidagi xossalarga ega.

5.1-xossa. Agar & to'plarnlar sistemasi halga ho‘lsa, u holda © birlashma
va ayirma amaliariga nisbatan ham yopiq bo'ladi.

Isbot. Ixtiyoriy A, B to'plarnlar uchun A Uti = (AAB)A(A fl B) va
A\ti — AA(A fl B) tenghklar o'rinli. Bu tengliklardan hamda 6 sistema
halga ekaniigidan A UB e © va A\B € 6 munosabatlar kelib chigadi.
Demak, halga birlashma va ayirma amaliariga nisbatan ham yopiq sistema
bo'lar ekan. A

5.2-xossa. Agar © to'plarnlar sistemasi halga bo‘lsa, u holda 6 chekli
sondagi birlashma va kesishma amaliariga nisbatan ham yopiq bo’ladi

Isbot. Agar © to'plarnlar sistemasi halga. bo'lsa, u holda, 5.1-xossaga ko'ra

© sistemao'zining Ai va A2 to'plamlaxi bilan birgalikda ularning birlashmasi



va kesishmasini hara saglaydi. Chekli indukt.iv gadamdan keyin & sistema
n m

c=[JAk, D=f)Bk AkBKE&
k-1 1
ko‘rinishdagi ixtiyoriy chekli yig‘indi va kesishmani ham o'zida saglashi kelib

chigadi. Ushbu y4\,A = O tenglik ko'rsatadiki, har ganday halga o'zida bo‘sh
to'plamni saglaydi. Fagat bo'sh to‘plamdan iborat sistema mumkin bo'lgan
halgalar ichida. eng minimali bo'ladi. A

Agar 6 to‘plamlar sistemasida shunday E £ & to‘plam mavjud bo'‘lib,
ixtiyoriy A € 6 uchun ADE = A bo‘lsa, E to'plam 6 sistematiing bir-
lik dementi yoki biri deyiiadi. Sistemaning Inri deganda shu sistemadagi
maksimal to plain tushuniladi. Hamma sistema-lar ham maksimal tc/plamga
ega bo'lavermaydi. Masalan, natural sonlar to‘plamining barcha. chekli gism
to'plainlaridan iborat sistemasida maksimal to‘plam mavjud emas.

5.2-ta'rif. Birlik elementga ega bo'lgan toylamlar halgasi algebra deyiiadi.

5.1-misol. Ixtiyoriy A to*plam uchun uning barcha gism to'plamlaridan
tuzilgan sistema, biri E = A bo'lgan algebra bo'ladi.

5.2. Ixtiyoriy A to'plam uchun uning barcha chekli gism to‘plamlaridan
uzilgati sistema, halga bo‘ladi. Bu balga algebra bo'lishi uchun A chekli to‘plam
bo‘lishi zarur va yetarli.

5.3. Ixtiyoriy bo'shmas A to'plam uchun A va O to'plamlardaii Gzilgan
{A, 0} sistema, biri E"= A bo'lgan algebra boiadi.

5.4. Sonlar o'qidagi barcha chegai‘alangan tolplamlar sistemasi halga bo'ladi,
ammo algebra bolmaydi.

5.1-teorema. Ixtiyoriy {Oto} halgalar istemasi uchun ularning kesishmasi

yana halga bo'ladi.

Isbot. A, B £ [H = fl Sta bo‘lsin, u holda ixtiyoriy a da A, B £ iKa

a
bo'ladi. halga bo'iganligi uchun AAB £ 9ia, A fi B £ IH* U holda
AAB £ va AnB £ 3t A
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5.2-teorema. jxtiyoriy bo'shmas © to plamlar istemasi uchun © ni o‘zi-
et saglovchi va 6 ni saglovchi barcha 91 halgalarda saglanuvchi yagona
93t (©) minimal halga mavjud.

Isbot. Dastlab A' = (J /A to'plamni uzamiz, Ma’'luinki, X to'plam-
niiig bardia gism to‘plamfaegdati tuzilgan 91(A) sistema algebra bo'ladi,

ya'ni xususiy holda halga bo‘ladi vA& © ni o'zida saglaydi. Demak, 6 ni

saqlovchi kamida bitta halga mavjud ekan. Endi © ni o‘zida saqlovdii haru

ma 91 halqgalar sistemasini bilan belgilayrniz. Isbotiangan 5.1-teoremaga
kora & = H !H sistema halga bo'ladi va © ni o'zida saglaydi. Ravshanki,
ikce

izlanayotgan sistema ® ga teng. Hagiqatan ham, © ni o‘zida saqlovdii ixti-
yoriy 91* halgani qarasak, kesishma 9t*r]21(X) ham sistemadagi halqa
bo'ladi, demak 23 ¢ 91*. Shunday ekan, 93 hagigatan ham, minimallik ta-
labini ganoatlanfciradi. Bu halga © sistema ustidagi minimal halga deyiladi
yoki © dan hosil gilingan minimal halga deyiladi va 971(6 ) simvol hilan
belgila.na.di. A

5.2 To‘plamlar yarim halgasi. Ko'pginamasalalarda, masalan, o'lchov-
lar azariyasida halga tushunchasi bilan birgalikda unga nisbatan umumivroq
bo'lgan to'plamlax yarim halgasi tushunchasi ham muhiin ahamiyatga ega.

5.3-ta’rif. Agar © to plamlar sistemasi quyidagi shartlami ganoatlantir-
sa, unga yarim halga deyiladi:

a) © bo‘sh to'plamni saglaydi;

b) © toplamlar kesishmasi amaliga nisbatan yopig, yani A,B € ©
munosabatdan An ti e 6 munosabat keHb chigadi;

c) A €O, At € © va,Ai C A ekanligidan © sisternaning ozaro ke-
sishmaydigan A2,-..,An cheklita elementlari mavjud bo‘libor A\Ai = (T] Ak
tasvir o'rinli boiadi. "2

Agar A to'plam o'zaro kesishmaydigan Ai, A2,. . An to'plamlar birlash-
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maridan iborat bo'lsa, bu biriaahma A to'plamning che.Mi yoyilmasi deyiladi.

Ixtiyoriy & to'plamlar halgasi yarim halga bo‘ladi, chuiiki A va Ai(Ai C
A) to'plamlar O ga tegishli bo:lsa, u holda A2 = -4\.4i € 6 boliib, A =
Ai UAi chekli yoyilma o'rinli bo'ladi. Demak, liar ganday halga yarim halga
boiar ekan. Quyida biz shunday yarim halgaga misol keltiramizki, u halga
bo‘la olmaydi.

5.5. Sonlax o'gidagi barcha. [a, b) yarim ochiq intervaJlax sistemari - 6
yarim halga bo'lishini isbotlang.

Isbot. © bo'sh [a, a) = O to'plamni saglaydi. © to'plamlar kcsishmaai
amaliga nisbatan yopiq, ya’'ni [a,b), [c,d) e © inunosabatdan [a, b) pj[c, d) €
© munosabat (5.1-chizma) kelibchigadi. [a, b) € ©, [ai, bi) € 6 va [ai, bi) C
[a, b) ekanligidan [a, i»)\[ox, &) = [a, ai) b) tasvir o'rinli hamda [a, ai)

va [&i, b) lar © ga (5.2-chizma) qarashli. Demak, 0 yarim halga bo'ladi. A

[a,6n[c,d)= [c.i)
a c b d

5.1-chizma

5.6. 5.5-misolda keltirilgan ristemaning halga bo'la olmasiigini isbotlang.
Isbot. Buning uchun © sistemaning to'plamlar simrnetrik ayinnasi ama-

liga nisbatan yopig emasligini ko'rsatish yetarli. © sistemadan olmgan A =

[0, 5) va, B —[1, 3) to'plamiarning simrnetrik ayirmarini gaxaymiz. Bu hoi-

da. AAB = [0, 1)U[3, 5) (5.2-cliizma) bo'lib, u © sistemaga garashli emas.

Demak, © sistema halga bo'la olmaydi. A
[AWKEA =1a.aj Ug1)
----- [ 2 )»e H—
a % Ml b
5.2-diizma

Endi yarim halgaiaming ayrim xossaiaxi bilau tanishib chigamiz.
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5.1-lemma. 6 yarim hdgadan A to'plam va o'zaro kesishmaydigan A If
A2, mes An to plamlar olingan bo'lib, 'darning har bin A to plamda saghnsin.
U holda Ai, A2, ..., A, to'plamlami A,,+i,.. i, As€ © toplamlar bilan A
to‘plamning chekli yoyihnasiqa gadar toHdirish mumkin, ya’ni A = LSJ At-

Isbot. Lemrnani matematik induksiya metodi bilan isbotlaymfz.k:% — 1
bo'lganda tasdigning to‘g‘ri ekanligi yarim haiga ta'riiidan bevosita. kelib chiga-
di. Faraz qgilaylik, bu tasdig n — m uchim ham to‘g‘ri bo'lsin. Endi n —
m+1 ta Ai, A2, ..., Am+i to‘plamni garaymiz, ular iemina shartlarini ganoat-

lantirsin. Farazimizga ko‘ra, n —rn da
A —A\UA2U ... UAmMUB\U ... Ulp (5.1)

tasvir o'rinli. Buyerda B i,.. ., Bp to'plamlar 6 yarim halgaga garashli. (5.1)
tenglikdan Am+i C B% U B2 U ... Bp ekanligi kelib chigadi. Agar Bqg —
Am+l<iBg, g — 1,2,...,p desak, u holda Am+l - Bn UB21 U ... U Bpl
tenglik o'rinli. Aniglanishiga ko‘ra Bgi C Bqg boladi. Yarim halga ta'rifiga
ko‘'ra Bg\Bg to'plamni o'zaro kesishmaydigan B2,. . Bgge © to'plamlar-
ning chekli yoyiimasiga yoyish mnmkin, ya'ni BqQ\Bgl — B2 U e U Bv .

Ravshanki, (5.1)tenglikka ko'ra quyidagi
A= AiUA2U seeUAMUAM+IU U {_U Bqj
g=1\j=2

chekli yoyilma o'rinli bo'ladi. Shunday qgilib, n = m + 1 bo'lganda lemma
tasdig'i to'g'ri ekanligi isbotlandi. Shunday ekan, ixtiyoriy n da lemma tasdig'i
o'rinli. A

5.2-lemma. © yarim halgadan olingan har ganday cheklita Ai, A2, ..., An
to'plamlar sistemasi uchun © da shunday o'zaro kesishmaydigan cheklita
Bi, to plarrdar sistemasi mavjudki, har Mr Ak toplain Bi, ...,Bt
to plainlardan ba’zilari yordamida

Ak- (J Bs, Mk C {1,2,
seVk
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yig'indi ko'rinishida tasvirlanadi.

Isbot. Bu lemmani ham rnatematik induksiya metodi bilan isbotlaymiz.
Agar n = 1 bo'lsa, lemma isboti ko'rmib fcuribdi, chunki bu holda t =
1, Bi = A\. Faraz qgilaylik, lemma tasdig'i n = m bo'lganda o'rinli bo'lsin.
Endi lemma tasdig'ining n —rn+ 1 uchun to'g'xiligini ko'rsatamiz. 6 danix-
tiyoriy ravishda A\, A2, m.., Am. Am+i to'plamlarni olarniz. Farazimizga ko'ra,
shunday cheklita o‘zaro kesishmaydigan Bi, - . Bt to'plamlar mavjudki,

A\, A2 ..., Am to'plamlar uchun

Ak = [J Bs, ke {1,2,...,m}

seMk

chekli yoyilmalar o'rinli va Mkc (1.,2 , . Endi

B$i — Am+i DBs, s€{1,2,...,t}

belgilashlami kiritamiz. 5.1-lemmaga ko'ra quyidagi chekli yoyilma o'rinli

4
Am+l = BuU B21U .-IUBUUU N €6,p=12....,09 (5.2

j>=i

Yarim halqga ta'ritiga ko'ra esa
B, = BslUB,2U ... UB,f, Bsje 6,

chekli yoyilmalar o'rinli. U holda k — 1,2, , m, bo'lganda

b
a~ LJU

seMkj=i

chekli yoyilmalar o'rinli va
Bsj, Bp, 1<s<t 1<j<f3 l<p<aq

to'plamlar o'zaro kesishmaydi. Shunday gilib, BSJ, Bp to'plamlar sistemasi

A\,..., Am,Am+i to'plamlar uchun lemma shartlarini ganoatlantiradi. A
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5,3. Yarim halgadan hosil gilingan halga. 5.1-bandda ko'rdikki, ix~
tiyoriy © sistema uchun uni o'zida saglovchi yagona minimal halga inavjud.
Ammo ixtiyoriy © sistema uchun £51(6) ni © bo'yicha hosil gilish ancha
murakkabdir. Agar © sistema yarim halga bolsa, 9R(6) ni hosil gilish to‘lig
sha.rhianisiii mumkin. Ya’'ni quyidagi teorema o'rinli.

5.3-teorema. Agar 6 yarim. halga bolsa, u holda 971(6) minimal halga
Aje toplamlar (Ak € ©) bo'yicha A — (nJ Ak cheMi yoyUmaga ega bo‘lgan
A to plarnlarriing X sistemasi bilan ustrﬁ;ust tnshadi..

Isbot. Dastlab X sistemaning halga ekanligini ko'rsa,tamiz. Agar A va ti

lar X ga tegishli boigan ixtiyoriy elementlar bo'lsa, u holda quyidagi chekli

yoyilmalar o'rinli
A- (JAi, ti= (Jtih Aie6, tijg6.
i-i j—
© yarim halga bo'lganligi uchun Cy = Aif]tij G 6 . 5.1-lenunaga ko'ra
quyidagi chekii yoyilmalar ham o'rinli
m n Sj
Ai= U Cy(J (J Dik- tij = (3 Gij{J (3 Efl, (5.3)
i— k=1 =1 /=1
bu yerda Dik, "ji G ©= Hosil gilingan (5.3) tengliklardan An ti va AAti
to'plamlarmng chekli yoyilmalarga egaligi, ya'ni

Ti / m Sj

n m. / n \
L} | ]
MIS'UU«»' axs= UU br U UIM-
*=1i—1 \*=1 k—1 ) \i=11~1
va. demak, AnB va AAB laming X ga tegishli ekanligi kelib chigadi. Demak,
X sistema halga ekan va u © ni o'zida saglaydi. Agar 971(6) sistema 6
ni o'zida saglovchi minimal halga boiisa, u holda ixtiyoriy A G X to'plam
A= (J Ak, Ai G6 chekli yoyilmagaega va 971(6) chekli yig'indiga nisbatan
k=1

yopiq bo'lgani uchun A G 971(6) bo'ladi, ya'ni X C 971(6) . Demak, X —
971(6). A
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5.4. a - algebralar. Har xii masalalarda, xususan .o'lchoviar nazari-
Shuning uchun, to'plamlar halgasi tushunchasidan tashqari, quyidagi tushun-
chalami ham garash magsadga muvofigdir.

5.4-ta'rif. Agar & toPplamlar halgasi undan olingan kdiyony Ai, A2,
® An,... toplamlar ketma-ketligi hilan birgalikda. ulaming yig'indisi A =
(J An ni ham o'zida saglasa, u holda & sistemaga a - halga deyiladi.

5.8-ta'rif. Agar & toplamlar halgasi undan olingan imyony At,A2,

.., A,,... toplamlar ketma-ketiigi bilan birgalikda ulaming kesishmasi B =
[I;O| An ni ham 0Zida saglasa, u holda & sistemaga S - halga deyiladi.
«_15.6-ta’rif. Birlik elemeniii a - halga o - algebra deyiladi. Birlik element!,i
6 - halga esa 6 - algebra deyiladi.

Shuni ta’kidiash lozirnki,

U An= E\n (E\An, n An= E\U(E\An)

ikkilik munosobatiaridaii a - algebra va 5 - algebra tushundialarining Vist-
ula-ust tushishi kelib chigadi.

A cheksiz to'plamnmg barcha gism to'plamlari sistemasi %(A), o - algeb-
ra. bo'ladi. Agar biror <6 »sistema, beriigan bo'lsa, doim uni saglovchi a -
algebra mavjud. Haqgigatan ham, agar X = \J A desak, X ning bareha
gism to'plamlaridan tuzilgan 21(A) sistema & ?\Tglzida saglovchi a - algebra
bo'ladi. Agar —6 ni o'zida saglovchi biror a - algebra va X uning bin

bolsa, u holda. ixfciyoriy A € & to'plain A C X. munosabatga bo‘ysuna.di. va

shunday ekan, X = \J A c X mAgar & ni saglovchi 93 —a - aigebraning
"£6

biri X uchun A' = X munosabat bajarilsa, bu a - algebra (© ga nisbatan)
keltirilrnaydigan cr- algebra deyiladi.
5.4-teorema. Miyoriy bo'shmas & toplamlar sistemasi. uchun (bu sis-

temaga nisbatan) keltirilrnaydigan shunday © (©) — a - algebra mavjudki, bu
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a - algebra © ni saglaydi © ni saglovchi barcha a - algebralarda saglanadi.

Bu reorema isboti ham birinchi bandda keltirilgan 5.2-teoremaniT)g isbotiga
o'xshash olib boriladi. 5.4-teoremada keltirilgari a - algebra 6 sisteina, ustiga
qurilgan minimal a - algebra deyiladi.

Misol sifatida soniar o'qidagi barcha [a, 6] kesmalarva [a, b), (a, b] yarim
mtervallar va (a, b) intervailardan tashkil topgan 6 yarim halgani garasak,
u holda 6 ustida qurilgan minimal a - algebrani © (©) bilan belgilaymiz.
Bu a - algebra elementlari Borel to'plamlari yoki Borel tipidagi to'plamlar

deyiladi.
Mustagqil ishlash uchun savol va topshiriglar

1. a va S — halqgalarga misollar keltiring.
2. Halganing birlik elementi (bin) ga ta'rif bering.

3. Soniar o'gidagi barcha ochiq va yopiq to'plamlar sisternasi yarim halga

(halga) tashkil giladirni?

4. Soniar o‘gidagi barcha, chegaralangan to plamlar sisternasi halga (yarim

halga) tashkil giladirni?

5. Soniar o'gidagi barcha chekli to'plamlar sisternasi halga (yarim halga)

tashkil giladirni?

6. Soniar o'gidan olingan barcha [a, b] kesmalarva [«, b), (a, b] yarim
internal,lar va (a, b) intervalla,r sisternasi yarim halga bo'lishini jshot-

lang. Bu sisternaning halga, bo‘la olrnasligini ko 'rsating.

7. Tekislikdagi barcha yarim ochiq {(x,y) :a< x < b,c<y< d} to'g'ri
to ‘rtburchaklar sisternasi yarim halga bo ‘lishini isbotlang. Bu sisternaning

simrnetrik ayirma amaliga nisbatan yopig emasligini ko'rsating.



Il bob, O ‘Ichovli to‘plam!ar

Bu bob uch paragrafdan iborat. Dastlabki 6-paragrafda tekislikdagi to'plam-
ning Lebeg o'lehovi tushunchasi kiritilgan. 0 ‘Ichov tusliunehasi bu — kesma-
iiing uzunligi, tekislikdagi shaklning yuzasi, fazodagi jissnning liajmi kabi tu-
shunchalaruing umumlashmasi uatijasida paydo bo'lgan. Bu paragrafda Lebeg
ma’nosida o'ichovli to‘plamlar sitifi Jordan ma’nosida o'lchovli to'plamlar sin-
fidan kengroq ekanligi ta’kidlangan va Lebeg ma’nosida o'lchovli bo'lgan, am-
mo Jordan ma’nosida o'lchovli bo'Imagan to'plamga misol keltirilgan. Lebeg
o'ldiovining yarhii additivlik, additivlik, sanogli additivlik va nzluksizlik xos-
salari (6.6, 6.8-6.9 teoremalar) isbotlangan. Birlik kvadratdagi o'lchovli to'p-
lamlar sistemas! o — algebra tashkil gilishi ko'rsatilgan. Bu paragrafhing ay-
rim to'ldirishlar bandida tekislikda berilgan A to'plamning Lebeg ma’nosida
o'lchovli bo'lishligi ta'rifiangan. Umumlashtirishlar bandida esa Lebeg-Stiltes
o'lchovlari berilgan. Paragrafning oxirgi bandida sonlar o'gida Lebeg ma’nosida
o'Ichovsiz to'plamga misol keltirilgan. Absolyut uzluksiz, singulyar uzluksiz va
diskret o'lchovlarga ta'rif berilgan liamda ularga misollar keltirilgan.

7-paragrafda o'lchovning umumiy ta'riii keltirilgan. Yarim halgada beril-
gan o'lchovni yarim halgadan hosil bo'lgan minimal halgaga davoni ettirish
va davomning yagonaligi (7.1-teorema) isbotlangan. Additiv va o — addi-
tiv o'ldiovlarning umumiy xossalari keltirilgan. Additiv, ainmo a — additiv
bo'Imagan o'lchovga misol kel tirilgan.

Bobning oxirgi, 8-paragrafida yarim halgada berilgan o'lchovni Lebeg bo'yi-
cha davom ettirish masalasi qaralgan. Bu yerda ham 6-paragrafdagiga o' xshash
o'Ichovning yarim additivlik, additivlik, sanogli additivlik va uzluksizlik xos-
salari isbotlangan. Birlik elementli &m yarim halgada e — additiv m o'lchov
berilgan bo'lsa, bu o'Ichovning Lebeg bo'yicha davomi —3 ham a — additiv

o'Icliov bo'lishi isbotlangan.
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6~8. Tekislikdagi to'plamning o‘ldiovi

Biz bu paragrafda tekislikda Lebeg ma’nosida olckovli to:plain ta’rifini
berarniz va oldiovli to'pkunlamiug asosiy xossaiarini isbotlaymiz.
6.1. Elementar to‘plam o'lchovi. Aytaylik a,b,c va d lar ixkiyoriy

Boalar bolsiu. Tekislikda
a< x<b a<x<b a<x<b a<x<b

va

c<y<d c¢c<y«<d c<y<d c<y<d

tengsizliklaming istalgau bir jufti bilan aniglangau fco'piamlar sistemasi beril-
gan bolsiu. Bu to'plamlarni to:g‘ri to'rfcburchaklar deb atayiniz.

Bizga a < x <6, c¢ < y < d, tengsizliklar bilan aniglangan to‘g:ri
to'rtburchak beriigan bolsin. Agar a < b, ¢ < d bolsa,, u chegaralari o‘ziga
garashli bo‘lgan to‘g'ri to'rtbxirchakni, agar a ~ bva ¢ < d yoki a < b va
¢ = d bolsa kesmani, agar a = b, ¢ = d bolsa nugtani va agar a > b
yoki ¢ > d bolsa, bo'sh to'plamni aniglaydi. Odiig a< x < b, c<y <d
to'g'ri to'rtburdiak a b, c va d largabogliq ravishda chegarasi o‘ziga garash-
libolmagan fodg‘ri to'rtburdiak yoki bo'sh to‘plam boladi. Yarim odiiq to'g'ri
to'rtburchaklaming liax biri bir. ikki yoki udi. tomonsiz to'rtburckaklami,
odiig, yarim odiiq oraliglami aniglaydi.

& deb tekislikdagi barcha to'g'ri to'rtburchaklar sisteraasini belgilayraiz.

6.1-lemma. Tekislikdagi barcha to'g'ri to‘rtburchaklar sistemasi & yarim
halga tashkil giladi.

Isbot. a, b, c va d sonlari bilan auiglaauvchi odiiq to'g'ri to'rtburchak
a = b bolganda bo'sh to'planmi aniglaydi, dernak 0 € © Ikki to'g'ri to'rtbur-
diakning kesislmiasi to'g'ri to'rtburchakdir (6.1-diizma), ya'ni Pi, Pb € ©

dan Pi n P2 € 6 ekanligi kelib chigadi. Faraz gilaylik P = Pabd to'g'ri



to'rtburchak Pi — Paibi«ddi *o‘g‘ri to'rtburchakni o‘zida saglasin. U holda.

a<ai < b<b c<Ci<di<d

munosabatlar o'rinli. P\Pi ayirmani quyidagicha tasvirlash mumkin.

P\Pi = P2U P¢ U P4U Ji,

bu yerda (6.2-diizmaga garang)

Pi — Pamed, P3 = Paibdid, P4 = Pbbcdi, Pb = Pwb”c, m

Demak, tekislikdagi barcha to‘g‘ri to'rtburchaklar sistemasi B yarim haiga.

tashkil gilar ekan.

Pi

0.2-chizma

6.1-chizma
6/1-ta’'rif. 6 yarim halgadan olingan va a, b, ¢, d sonlari bilan aniglan-

gan (yopiq, oc.hiq yoki yarim oc.hig) P = PQu to‘g‘i. to‘rtburchak uchun
sonnt mos go'yamiz, agar P bo‘sh toplam bo‘lsa

m(P) = (b—a)(d—g¢)
0 deyrniz va m : & —K toplam funksiyasini o‘lchov deymiz.

m(P) =
Sliunday qilib, 6 dagi bar bir P to‘g‘ri toTtburehakka lining olchovi
m(P) = (b—a)(d—c) son nios go'yildi. Bu moslik quyidagi shaxtiarni ganoat-

lantiradi:
1) m(P) - manfiy bo'Imagan haqigiy son.
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2) T :6 —R to'plam funksiyasi additiv, ya'ni agar

p=0 7~ = b }' pke ©
k=1
n
bo'lsa, u holda quyidagi tenglik o'rinli m(P) — rn(Pt) .
k=1

S
1
Pi g. Pi q2

Pi Qi

6.3-chizma 6.4-chizma

Magsadimiz 1) va 2) xossalarni saglagan holda m o'lchovni barcha to'g'fi
to'rtburchaklar sisfcemasi 6 dan kengroq bolgan sinfga davom ettirishdan
iborat. Shu magsadda 971(6) bilan & yarim halga ustiga qurilgan minimal
halgani belgilaymiz.

8.2-ta’'rif, 971(@) halga elementlari elementar to'plam, deyiladi.

5.3-teoremaga ko‘ra ixtiyoriy A € 97I1(©) fco'plam chekli sondagi o'zaro
kesishmaydigan to‘g‘ri to‘rtburchaklaming yig'indisi shaklida ifodalanadi va
aksincha.

5.1-xossa va halga ta'rifiga ko‘ra quyidagi tasdiqg o'rinli.

6.1-lemma. lhki elementar to'plamning birlashmasi, kesishmasi, ayirmasi
va simmetrik ayirmasi yarn elementar to 'plarn bo ‘ladi.

Endi W (&) halgadagi to‘plamlarning, ya'ni elementar to‘plamlarning o‘l-

chovi tushunchasini kiritamiz.
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6.3-ta'nf. Har bir A — [J Pjj &971(6) elementar to'plamga
k=l

rn'(A) - m (PK)
fe=i
sonni mos go’yuvchi mf : 2Jt(6 ) —M inosiikni aniglaymiz. m’{A) migdorni
A toplam,ning o'lchovi deb ataym.iz.

Elementar to'plarnlar sistemas! 271(6) da aniglangan rn' funksiyaning qiy-
mati A elementar to'plamni chekli sondagi to‘g‘ri to'rtburchaklar yig'indisiga
yovish usulidan bog'lig emasligini ko'rsatarniz. Aytaylik, { k—1,2,, m}
va {Qj, j —1,2,..., n} larning har biri o'zaro kesishmaydigan to'g'ri to'rt-

bnrchaklar sistemalari bo'lib, (6.3 va 6.4-chizmaga garang)

tenglik o'rinli bo'lsin. U holda ikkita 1\ va Qj to'g'ri to'rtburchaklarnmg
kesishmasi P kn t.o'g'ri to'rtburchak ekanligidan A to'piam o'zaro kesish-
maydigan Pkfl Qj to'g'ri to'rtburchaklar yig'indisi shaklida, ya'ni

n

m
't=U
k=

U (p*n %)
J:

ko'rinishda taavirlanadi va,

m m n
m'(A) = Y, m{Pk) = E E rn(Pkn
k=l k=1j=1
n n m
m'(A) = }Z mWw>) = m(Pk n Qi)
j=1 j=1 k4

tengliklar o‘rinli. Oxirgi tengliklar ko'rsatadiki, A elementar to‘plamning o'l-
chovi m'(A) uning to‘g‘ri to'rtburcliaklar yig'indisi shaklida tasvirlanish usu-
lidan bog'lig emas ekan, ya'ni elementar to'plam o'lchovi m' niiig aniglanishi

korrekt ekan.
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1. Agar A € m(&) to'plam to'g'ri to'rtburchak bo'lsa, u holda m'(A) =
mm(A) bo'ladi.

2.Agar A € 9JI(©) to'plam chekli sondagi o'zaro kesishmaydigan Ai, Aj,
..., An elementar to'plamlaming yig'indisi shaklida tasvirlansa, ya'ni A —

n
[i Ah u holda
k=1

m'(A) = (6.1)

fc=i

tenglik o'rinli. Hagigafcan ham, <€ 97t(©) boiganligi uchun At — U f5y>
J=i
bu yerda - 0'zaro kesishmaydigan to‘g‘ri to‘rtburchaklar sistemasi. U

holda
A=UU P vamw=¢ ¢ O =¢mM =
fc=1lj=1 fc=l j=1 k=1
(6.1) tenglik m! o'Ichovning additivlik xossasini ifodaiaydi.
6.1-teorema. Agar A € 2tt(6) va {A,}- elementar toplamlaming

chekli yoki sanogli sistemasi bo‘lib, A C |JA, bo‘lsa,

*'(A) < E m'(An) (6-2)

tenysizlik o‘rinli bo‘ladi.

Isbot. Ixtiyoriy ¢ > 0 va A elementar to'plam uchun

rm (A) > m'(A) —- (6-3)
a
tengsizlikni ganoatlantiruvchi va A to'plamda saglanuvchi yopiq A elemental'
4
to'plam mavjud (6.5-chizmaga garang, n > e L)

I-lar bir elementar An to'plam uchun ochiq An D An elementar to'plam

rnavjudki (6.6-chizmaga garang)

m’ ()Q <rn'(An + » (6.4)
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tengsizlik bajariladi. A va An to'plamlarning tanlanishiga ko'ra A C 1JAn
n
munosabat o‘rinli bo'ladi.

6.5-chizma 6.6~chizma

Ochiq to'plamlar sistemasi {Aij dan Geyne-Borel lemmasiga ko‘'ra A ni
qoplovchi chekli sondagi Anv A,2 .... Ara to'plamiami ajratish raumkin. A

to‘plam chekli sondagi to‘g‘ri to'rtburchaklar hilan goplangani uchun
m' (A) < E m"(Aij) (6.5)
tengsizlik o‘rinli. (6.3) va (6.5) hamda (6.4) lardan

Mia) <m\A) +\<Z1’ m(X) + |< E mP») +

71— 1

+2 <E +E 2Im+5=E m'(A»)+!

ni hosil gilamiz va e > 0 ning ixtiyoriyligidan (6.2) tengsizlikning isboti kelib
chigadi. A
6.1-teorema tasdig'idagi (6.2) tengsizlik, ni! o'lchovning yarim additivlik
xossasi deyiladi.
ni' o'lchovning yarim additivlik xossasidan uning o - additivlik xossasi

kelib chigadi, ya’'ni quyidagi teorema o'rinli.



0,'c-teorema. A elementar to'plam sanogli sondagi o ‘;,am kesiuhrnaydigan
N\, A)i mme, An,... elementar to'plamlaming yig'indisidan iborat, ya’ni A —
(3 An bo'lsin. U holda quyidagi tenglik o'rinli

tt-1
a

rn'(A) —E rm’(An) - (6.6)
labot. m' olchovning chekli additivlik xossasiga. ko'ra, ixtiyoriy N € N

uchun

tongsizlik o'rinli. Agar iV —o00 da limitga o'tsak,

00

bo'ladi. 6.1-teoremaga ko:ra

00

Oxirgi ikki munosabatdan (6.6) tenglik kelib chigadi. A
6.2. Tekislikdagi to‘plamlarning Lebeg o‘lchovi. Geometriya va klas-
sik analizda udiraydigan to‘plainlar fagatgina elementar to'plamlardan iborat
bolmaydi. Shu sababli o’ldiov tu3hunchaeini, uning xossalarini saglagan liol-
da elemental- to‘piamlar sistemasi dan kengroq to‘plamlar sistemasi
uchuii aniglashga harakat gilamiz.
Lebeg o'lchovi uazariyasini bayon qilish jarayonida bizga nafagat chek-
li, balki cheksiz sondagi to‘g‘ri to'rtburdiaklar birlashmalarini Ixam garashga
to‘g‘ri keladi. Bunda birdaniga cheksiz olehovli to‘pla.mlarga duch kelmaslik
uchun, dastlab E ~ {(x,y) :0< x < 1, 0< y < 1} birlik kvadratda

saqianuvchi to'plamlar bilan ehegaialanamiz.



son A toplamning tashqgi o‘lchovi deyiladi. Bu yerda aniq quyi chegara A
to plamm qoplovehi t.og‘ri to‘rtburchakiarmng barcha chekli yoki sanogli sis-
temalan bo‘yicha olinadi.
6.1-eslatma. Agar A—elementar to'plam bolsa, u bolda p*(A) —rn'(A).
Hagigatan harri, A—elementar to'plam Pi, Pj,... ,Pn to‘g‘ri to‘rtburchak-
laming birla,slnnasi koi'inishida, tasviriansin, 11 bolda
n

R*(A) < yA/m (PK) = rri(A). (6.8)
k1

{Pfc} to‘g‘ri to'rtburchaklar sistemasi A to'plamni qoplaydi, shuning uclnm
(6.8) o‘rinli.

Ikkinchitomondan. {Qj} sistema A to‘plarnni qopiovehi cbekli yoki sanoqli
sondagi ixtiyoriy to‘g‘ri to‘rtburchakiar sistemas! bolsa. 6.1-teoremaga ko'ra
ni'(A) < J_2min) kelib ehigadi. Shuning uchun

J
m'(A) < inf m(Qj) = /ti*(A). (6.9)
j
Demak, (6.8) va (6.9) lardan m'(A) = fi*(A) tengiikka. ega. bolamiz. Shunday
gilib, 9Jt(©) da m! va 4* olchovlar ustma.~ust tushar ekan. A

8.3-teorema. Agar chekli yoki sanogli sondagi {An} ta'plarnlar sistemasi

uchun A C !J An bo‘lsa, u hoida
n

<E£>*(40
n

tengsizlik o rinli. Xususan, agarA c ti bo‘lsa, (i*(A) < fi*(ti) bo‘ladi.
Isbot. Ixtiyoriy s > 0 va bar bir A,  uchun tashqgi olchov ta'rifiga ko'ra
to'‘g:ri toltburchaklarning shunday chekli yoki sanoqli {P nk} sistemasi mavjud-
ki,
X Cjj Pk va V to(Pnk) < n*(A")+
k k
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bo'liidi. U holda quyidagilar o'rinli:

d e U U va < EE? n -Ef (4)+e-
» fe n Kk n
ii > 0 sonning ixtiyoriyligidan teoremaning isboti kelib chigadi. A

Ma’lumki, elementar to‘plamlar sistemasi 27t(©) da m' va * lar ustma-
iihl; tushadi. Demak, 6. 1-teorema 6.3-teoremaning xiisusiy holini ifodalaydi.

6.5-ta'rif. BizgaA C E to'plam, berilgan bo'lsin. Agar ixtiyony e > 0
uchun shunday B C E elementar toplam mavjvd ho‘lb, R*(AAB) < s
tengsizhk bajarilsa, u holda A Lebeg ma’nosida o’lchovli toplam deyladi.
Agar A Lebeg ma’nosida o’lchovli toplam bo’lsa, uning o’lchovi deb tashqi
o‘Ichovini gahul gilamiz.

11 (E) bilan E ning barcha o‘Ichovli gism to'plamlaridan tashkil topgan
sistemani belgilaymiz. (i bilan R" to'plam funksiyasining 1I(E) dagi gismini
belgilaymiz, ya'ni ixtiyoriy A € 11(E) uchun B{A) — n*(A). Anigianish
sohasi 11(22) bo'lgan u to'plam fimksiyasi Lebeg o’Ilchovi deyiladi. Shunday
gilib, o'lchovli to'plamlar sistemasi 11(22) va unda Lebeg o'lchovi R aniglandi.

Bizning asosiy magsadirniz o'lchovli to'plamlar sistemasi 11(2?) ni chek-
li yoki sanoqli sondagi to'plamlarning hirlashmasi va kesishmasiga nisbatari
yopigligini ko'rsatishdan, ya'ni U(E) ning a algebra tashkil qgilisliini isbot-
lashdan iborat.

6.2-eslatma. Agar (6.7) tenglikda aniq quyi chegara A to'plamni qop-
lovchi barcha elementar to'plamlar bo'yicha olinsa, A to'plamning Jordan

ma’nosidagi tashgi o’lchovi hosil bo’ladi, u j*(A) bilan belgilanadi, ya’'ni

n
j*(A) — inf rm (PK .
AcklglPk {o=]
ushbu jt(A) — 1 —*(E\A) miqgdor /1 to'plamning Jordan ma’nosidagi ichki

o’Ilchovi deyiladi. Agar j*(A) —j*(A) bo'lsa, u holda A Jordan ma’nosida
o’lchovli toplam deyiladi.
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Shuni ta’kidlash joizki, agar A Jordan ma’nosida o'ichovli to'plam bo'lsa,

u Lebeg ma’nosida ham o'ichovli to'plam bo'ladi va bu o'lchovlar o'zaro teng

Hozir biz Lebeg rna’nosida o'ichovli, ammo Jordan ma’nosida o'ichovli
bo'lImagan to'plamga misol keltiramiz.

6.1-misol. A C E birlik kvadratdagi barcha ratsionai koordinatali nugta-
lar to'plaini bo'lsin. Uning Lebeg ma’nosida o'ichovli, ammo Jordan ma’nosida
o'ichovli emasligini isbotlang.

Isbot. A va E\A to'plaxnlar E da zich boiganligi uchun

f(A) =1 f(E\A)- 1

tengliklaro'rinli. Buyerdan jt(A) = 0 va j*{A) ™ j*(A). Demak, A to'plam
Jordan ma’nosida o'ichovli emas. Ma’'lumki, A sanogli to'plam (3.3-misolga
garang), 3huning uchun uning elementlarini (xk, yk), fc g ff ko'rinishda nomer-

lab chigish mumkin. Shunday ekan.

Ek= {(@;, y)-xk< x< xk, yk<y< yk} =

Ikkinchi tomondan ixtiyoriv A€ N uchun m(PK —0. Bu yerdan u*(A) —0
ekanligi kelib chigadi. Shuni ta’kidlash lozirnki, tashqi o'lchovi nolga teng
bo'lgan har ganday to'plam o'ichovli to'plamdir. Buning uchun elementar

to'plam sifatida B — O ni olish yetarli:

(i.*(AAB) = //*,4A0) = n*(A) = 0 < £

Demak, A Lebeg ma’nosida o'ichovli to'plam. Shunday qilib, A Lebeg ma’'no-
sida o'ichovli bo'lgan, lekin Jordan ma’nosida o'ichovli boimagan to'plamga

misol bo'ladi.
6.4-teorema. O ‘Ichovli toplamning to'ldiruvchisi oichovUdir.
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Isbot. Teoremaning tasdig'i elementar to'plarauing toldiruvdiisi elementar

to'plam ekanligidan va
AAB = (E\A)A(E\B)

tenglikdan (I-8 dagi 2-topshirigga garang) kelib diigadi. A
6.5-teorema. O ‘Ichovli to plamlar sistemasi 11(E) halga bo‘tadi.

Isbot. Teoremani isbotlash uehun o'lchovli to'plamlarmng kesishmasi va
simmefcrik ayinnasi yana olchovli to‘plam okanligini ko'rsafcish yetarli. At, As
oldiovli krplamlar boMsin. 6.5-ta’nfga ko'ra, ixtiyoriy e > O son uchun slrun-
day B\ € 971(6) va B2 € 97t(<5) elementar to‘plamlar ma.vjud holib, quyida.-

gi tengsizliklar bajariladi
B*(Ai&Bi) < ij,*(A2AB2 < -.

Uliolda (AiflA2A(.Bini?2) C (AtABi)U(A2AB2 munosabatdan vatashqi

olchovning yarim additivlik xossasidan
H*((Ai n A2 A(Bi n B2) < n*(AiABi) + //(A2A.02 < £

ga ega bo‘lamiz. Bt n B2 ning elementar to‘plam ekanligidan At n A2 ning
oldiovli to'plam ekanligi kelib chigadi.

Ikld to'plarn Bimmetrik ayirmasining olchovli ekanligi
(AIAA2A(BIAB2 = (AtABi)A(A2AB2) C (AtABi) U (A2AB2

munosabatdan hamda. ff o'lchovning yarim additivlik xossasidan kelib chiga-
di. A

Agar oichovli to'plasnlar sistemasi ii(E) da birlik element mavjud boisa,
u algebra tashkil giladi. iX(E) da E — {(.r,y): O0<x< 1 0O<y< 1}
to'plam. birlik element slia.rtla.rini ganoatlantiradi. Demak, oldiovli to'plamlar

sistemasi ii(E) algebra tashkil giladi.



6.5-teorema va 5.1-5.2 xosealardan quyidagi fcasdiglar kelib chigadi.

6.1-natija. Ikki o'Ichovli to'plamning birlashrnasi va ayirmasi yana o'lchovli
to plamdir.

6.2-natija. Chekli sondagi o'lchovli to'plamlarning birlashrnasi va kesish-
masi yana o'lchovli to plamdir.

6.6-teorema (O ‘Ichovning additivlik xossasi). Agar Ai, A2,...,An lar

o0 ‘zuro kesishtnaydigan o'lchovli to'plamlar bo‘lsa, n holda
n \ n

U Ak) ~ v (A)

k-1 / K—1
tenglik O'rinli
Teoremani isbotlashda quyidagi lemmadaa foydalaniladi.

6.2-lemma. Miyoriy A va B to'plamlar uchun
\B*(A) - /m*(B)\ < (n*(AAB)

tengsizlik O‘rinli.

Isbot. A¢c B U(AAB) bo'lgani .uchun 6.3-teoremaga ko'ra
fi*(A.) < fi*(B) + B(AAB).

Bu yerdan jA(A) > ju*(ti) hol uchun lemmaning isboti kelib chigadi. Xuddi

shutiday, ti ¢ A U (AAB) munosabatdau
i/7{ti) < p*{A) + i/{AAB)
ni olamiz. Yuqoridagi iki tengsizlikdan
\I*(A)-»*(B)\<,P(AA.B). A

6.6-teoremaning isboti. Teoremaning isbotida biz elementar to'plamlar
uchun O'rinli bo'lgan y*{B) = m!(B), B € LI (6) tenglikdan ¢ytmasdan

foydalanib ketamiz. Teoremani n = 2 uchun isbotlash yetarli. Bizga- Ai va Aj
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o'zaro kesishmaydigan o'ichovli to'plamlar berigau bo'lsin. 6.5-ta rifga ko'ra

ixtiyoriy e > 0 son uchun shunday B\ va {>2 elementar to'plamlar mavjudki,
ff(AiIABI) < e, P*(A2AB2) < £

teugsiziklar bajariladi. A —Ai U A2 va B = B\ U B2 deyrmiz. 6.1-natjaga
kora A to'plam o'ichovl. Ai va A2 to'plamlar o'zaro kesishmaganligi uchun
BlnB2C (AlLABL) U (A2AB2) munosabat o'rinli (I-§ dagi 5-topshiriqga
garang). Bu munosabatdan va 6.3-teoremadan m'(Bi fl B2) < 2e tengsizlik

kelib chigadi. 6.2~lemmaga ko'ra,

M*(Ni) - £< n*(Bx) = m'(B{) < u*(Ai) + e 6.10)
J*(A2 - e< tf(B2)= m'(B2) < ji’(A2 + c .

Endi m! ollchovning additivlk xossasiga hamda (6.10) ga ko'ra,
mi(B) = m'(Bi) + m'(B2)- m{BiNB2) > j;'(Ai) +fe{A2)- 4s. (6.11)
Quyidagi tengsizlik o'rinli
i¢(A) > rrt'(B) —p*(AAB) > m'(B) —2t > /-¢.(Ai) + i (A 2) —6e.
Birinchi tengsizlik 6.2-lemmadan, ikkinchi tengsizlik
AAB C (AiABI) (J (A2AB2)

munosabatdan, uchinchi tengsizlik (6.11) dan kelibb chigadi. e > 0 sonining
ixtiyoriyligidan
p*(A)>B*(AiQ) + p*(A2)

ni hosil gilamiz. Teskari tengsizlik
e (A) < o (AD) + (A2
esa A C A iU A2 munosabatdan hamda 6.3-tecremadan kelib chigadi. Demak,

le (A)=p*(AD) + (A2
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bilan almaslitirish mumkin, ya'ni u(A) —fi(Ai) + ji(A2) . a

6.3-natija. Ixtiyoriy A ¢ E o'lchovli to'plam uchun
/M(E\A) = 1—fi(A) (6.12)

tenglik o'rinli.

Isbot. A va E\A to'plamlar o'zaro kesishmaydi va
fi.(A) + n(E\A) = fi(E) = 1

Bu yerdan (6.12) tenglik kelib chigadi. il
6.7-teorema. Sanogli sandagi. o'lchovli to'plamlarnmg birlashmasi va ke-
sishmasi yana o'lchovli to'plamdir.
Isbot. Ai, A2, === An, ... — o'lchovlito'plamlarnmg sanoq]li sistem asi bo*

[e]e]

lib, A— (J An bo'lsin. Quyidagi belgiashlarni kiritam iz
r=1

71—1

A'i —Ai, An= An\[J Ak, n > 2

k=l
@
Ravshanki, A = \J An hamda An to'plamlar juft-jufti bilan o'zaro kesish-
n—

maydi. 6.1 va 6.2-natijalarga ko'ra, An to'plamlar o'lchovl.
6.6-teoremadan hamda tashqi o'lehovning yarim additivlik xossasidan ix-
tiyoriy chekli n 6 N uchun quyidagiga ega bo'lamiz
|

tIU 4 =x:imk) <~a).

\k=i i

Shuning uchun Y2 Al (AJ,) gator yaqinlashadi. Demak. ixtiyoriy e > 0 son
n=1

uchun shunday w, mavjudki,

X > « )< 8§ (613)
n>iuy,



tengsizlk bajariladi. C — ;(? An to‘plain oldiovli tolamlarning chekl yi-
g'indisi sifatida o'lchovlibo'Tg:aniuchun, shunday B elementarto’plam mavjud-
ki,

p*(CAB) < - (6.14)

tengsizlik bajariadi. U holda

AAB c (CAjY)[I (T[] <
\n>no

va (6.14) laxdan foydalansa.k;

r(-4AB)< fi*(CAB) +p* T 1) 4] < 1+ 5

V?.>«0
kelib chigadi. Deinak, A o'lchovl to'plam ekan.
O'ichovli to'plamlaming to'ldiruvchisi o'ldiovli ekanligida.ll hamda.
f)A n= ENX\J(E\ANn)
n n
tenglikdan sanoqli sondagi o'ichovli to'plamlarnmg kesishinasi ham o'ichovli
ekanligi kelib chigadi. A
6.4-na.tija. 0 ichovli toplarnlar sistemasi ii(E ), <J. algebra tashkil giiadi.
Natijaning isboti 6.7-teoremadan hamda ii(E) sistemada E — [0, 1] x
[0, 1] ning birlik element ekanligidan kelib chigadi.
6.7-teoreina 6.2-natijaning umumlaslimasi hisoblanadi. 6.6-teoremamng
umumlashinasi quyidagicha.
6.8-teorema (Oichovning a— additivlik xossasi). Agar {4, }— o<zaro
kesishmaydigan Oichovli to plamlar ketma-ketidgi uchun
A=1
n=1
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bofsa, u holda quyidagi tenglik o'rinli

KA =Y] I1(Ai) =
vl (6.15)

k
Isbot. Ixtiyoriy k € N da n\lei,é A. 6.6 v 6.3-teoremalaxa ko'

M ([JIAnj = ~ML(An) < ji(A).
\n=I ) n—1
Agar k —» oo da limitga o'tsafc,

E ~"®@) < MM (6 16j
n=| '

tcngsizlikka ega bolainiz. Oichovning yarim additivlk xossasiga ko‘ra

[e]e)

n(A) < ™ jLe(ANn). /g jyv
n1 t
(6.16) va (6.17) dan (6.15) tenglik kelib chigadi. n

Yuqorida. keltilgan teorera oichovning sanoqli additivliik yoki o— addi
tivlik xossasi deyiladi. Oichovning a— additivlik xossasidan uniug u zlu ksizlik
xossasi kelib chigadi.

6.9-teorema (0 ichovning uzluksizlik xossasi). Agar ofchovli to'pUmhr
ning Ai D A2D ... D An D ... ketma-ketligi uchun A = p] boisa u
holda 71

IL.(A) = lim fi(An).
Isbot. A = 0 to'plam bolgan holm garash yetarli, chunki umumiy hoi

An ni An\A bilan ahnashtirish natijasida .4 = 0 holga keltiriadi Quyidagi
At= (Ai\*2) u (/I2VI3) u (*Vt*) U...

va
An = (An\An+i) U (An+{\An+2) U (.4jv+2\-4jv+3) U ...

60



tengliklar orin ii va qo'shiluvcfai to'planilar ju ft-ju fti bilan o‘zaro kesishmaydi.

0 ‘ichovning a— additivlik xossasiga ko:ra

@

fi(Al) —'y " u(AMAN+I), (6.18)
n—1
@

u(Apf) = E,. P (An\An+i) m (6.19)
n-N

(6.18) gator yaginlashuvchi boigani uchuu uning goldig'i (6.19) & —%o00 da

nolga. intiladi. Sbunday qiiib,
lim__§,(An) = 0. A
Vo (An)

6.5-natija. Agar Ai C A2C ... G Anc ... ofichovli to'planilar ketrna-
@

kf.tligi uehun A = 1J An ho‘sa, u holda

n=1
7'( )= binii(A,,).
N atijaniisbotlash uchun An to‘plamlardan ularuing to‘ldiruvchilariga o‘tish
va 6.9-teoremadan foydalaiish yetaxl.
6.3. Ayrim to‘ldirishlar. Biz yugorida fagat b irlik kvadrat
E —{(x,y):0<x< 1, 0<y< 1} da saglanuvchi tc/plamlari qaradik.
Bu cbeklashdan xaios bo‘lish mumkin. Malumki, R2 nijuft-jufti bilau o‘zaro

kesisomaydigan
Emm= {{x,y) :TO< x <to+ 1 n<y<n+ 1}
(to, n—Dbutuu sonlax) kvadratlar yig ‘iudisi ko‘rinisuida taavirlash mumkin:

FQ: [J Emn'

6.6~ta’rif. Agar istalgan to, n butun sonlar uchun Arn = A n Emm

to'plamiar ofchovli boisa, u holda A toplant oichovU deyiladi. Agar A
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to plam oichovli boso,,

KA) = T ti{Amm) (6.20)
m,n€Z
gator yig'indisi A toplamning Lebeg o'lchovi deyiladi.

Agar (6.20) gator yig'indisi chckli bo'lsa, A chekli o‘ichovli toplam deyia-
di. Aks hoida A cheksiz oichovli toplam deyiladi. Shuning uchun u o’lchov
cheksiz giyrnat ham gabul g ilishi mnrnkin. O'ichov va o'lchovli to'plamlarning
yuqgorida o'rnatilgan barcha xossalari bu hoi uchun ham o rinli bo'ladi. Biroq
6.9-teoremada (6.18) gator yaqinlaechuvchi b o'lishi uchun ft(Ai) < +°° shart-
ni go'shishimiz kerak bo'ladi. Takidiash lozimki, sanoqlita chekli o'lchovli
to'plamlar yig'indisi cheksiz o'ichovga ega bo'lishi mumkin. Tekislikdagi bar-
cha o'lchovli to'plamlar sinfini it(R 2) bilan belgilaymiz.

Bu paragrafda tekislikdagi to'plamlar uchun Lebeg o'Iciiovining qurilish
usuiini bayon qidik. Sonlar o'gi R. dagi va uch o'lchamli R 3 fazodagi to'p-
lamlar uchun ham Lebeg o'Ichovi shunga o'xshash usulda quriladi. Masalan
sonlar o'gda olchov dastiab (a, b intervallar, [a, b] kesihalar va [a, b),
(a, K\ yarim intervalardan tashkil bo'lgan <5i yarim halgada, ularning uzun-
ligi. sifatida anigianib, keyin © i ni saglovchi minimal halgaga davom e ttirila -
di. Undan kevin esa tekisikdagiga o'xshash usulda Lebeg ma’nosida o'ichovli
to'plamlardan iborat o algebragacha davom ettiriladi. Aynan shunga o'xshash
usulda Lebeg o'lchovini istalgan n— o'lchamli Evklid fazosida ham qurish
mumkin. Tekislikcla Lebeg ma’uosida o'lchovli to'plainlarni kiritish jarayoni-
da odatdagi yuza ta’rifidan keiib chigdik. Shunga o'xshash bir o'lchamli holda
Lebeg o'Iciiovining kiritiiish i interval (kesma, yarim interval) uzunligi tushun-
cliasiga asoslanadi.

6.4. Ayrim um um lashtirishlar. Unuman olganda o'lchov tushunchasini
boshgacha usulda, ya’ni umumiyroq usulda kiritish mumkin. Bu umumiyroq

usulni sonlar o'gidagi to'plamlar uchun amalga oshiramiz.
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Bizga sonlar o'gida aniglangan kamaymaydigan o'xigdan uzluksiz F funk-
siya berigan bo'lsin. Interval, kesma va yarim intervallarga F funksiya yor-
damida quyidagi sonlarni mos qo'yamiz:

m((«,h) - F(b- 0)- F(a), m(ab)= F(b)- F(a- 0),

m ((a, b)) —F(b) —F(a), m ([a, 6)) = F(b —0) —F(a —0).
Ravshanki, bu usulda aniglangan m interval (kesina va yarim interval) funk-
siyasi tnanfiytnas va additiv. Yarim haigada kiritigan bn ollchovga yugorida-
gidek mulohazalarni go'lab, gandaydir fxp(-) o’lchovni qurishimiz mumkin.
Bunda pp olchovga nisbatan o'lchovli bolgan to'plamlarmning Up sistemasi
sanoqli yjg'indi va sanoqli kesshmaga nisbatan yopiq bo'ladi, fXp o’lchov
esa, a— additiv bo'ladi. Umurnan olganda, fxp olchovga nisbatan o'lchovli
to'plamlar sinfi F funksiyaning tanlanishiga bog'iq. Ammo R da o’ngdan
uzluksis, kamaymaydiganistalgan F funksiya uchun ochiqvayopiq to'plamlar,
shuningdek, ulaming istalgan sanoqli yig'indi va sanoqli kesishmalari o'lchovli
to'plamlar bo'ladi. U yoki bu kamaymaydigan o'ngdan uzluksiz F funksiya
vositasida qurigan ixp o'lchov Lebeg-Stiites ofichovi deyiladi.

Bizga Lebeg o'lchovi ix va Lebeg-Stites o'Jchovi up berigan bo'lsin.

6.7-ta’rif. Agar A(A) = 0 ekanligidan ftp(A) — 0 kelib chigsa, xp ab-
solyut uzluksiz o'Ichov deyiladi. Agar fip o'lchov chekli yoki sanoqli giymat
gabul giluvchi F funksiya yord.am.ida aniglansa, ijxp diskret o'lchov deb ata-
ladi. Agar \xp olchovda istalgan bir nuqtali to'plam 0 o'lchovga ega boisa
va Lebeg o'lchovi nolga teng bo'lgan biror A to'plam uchun /j,p(HK\A) — 0
bo'lsa, u holda jip singidyar o'lchov deyiladi.

Ko'rsatish mumkinki, istalgan o'lchov absolyut uzluksiz, diskret va singul-
yar o'lchovlar yig'indisi ko'rinishida tasvirlanadi va bu tasvir yagonadir.

8.5. O'lchovsiz to'plamning mavjudligi. Biz ko'rsatdikki, Lebeg ma-

nosida o'lchovli bo'lgan to'plamlar sin fi yetarlicha keng. Tabiiy ravishda Lebeg
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ma’nosida o'lchovsiz to'plam mavjudmi? - degao savol paydo bo‘ladi. Bu savol
ijobiy yechiliahiniko'rsatarniz. 0 ‘lchovsiz tc/plamni qurishnisonlar o‘gida amal-
ga oshiramiz.

6.2-misol, Chegaralangan olchovsiz to'plamga misol keltiring.

Yechish. Buning uchun [—1, 1] kesmaning nuqtalari orasida ekvivalentlik
tuahunchasini kiritam iz: agar x va y nixig ayirmasi x —y ratsional son bolsa,
ular ekvivalent deyiladi. Bu munosabat ekvivalentlk munosabati bo‘ladi. Shu-
ring uchun [—1, 1] kesma o‘zaro ekvivalent boigan elementlardan iborat
K(x), x € [, 1] sinflarga ajraladi. Bunda turli sinfiar o'zaro kesishmaydi.
Shunday qilib [—1, 1] kesma ozaro kesishmaydigan K (x), x € [, 1] sinf-
larga ajraldi. Endi bu sinflarning har birdan bittadan element tanlab olib, bu
tanlab olingan element!ar to'plamini A bilan belgilaymiz.

Bu A to'plamning olchovsiz ekanligini isbotlayrfiz. [—1, 1] kesmadagi

barcha ratsional sonlar to'plamini nomerlab chigamiz:
o= 0,rhr2..,

Ak bian A to'piamm rk songa silitshdan hosil bolgan to'plamni belgi-
laymiz, yani Ak — A+ rk — {y :y —x + rk, x e A} » Xususan A0 — A,
Ak to'plam A toplamdan rk gasiljitish orqgali hosil giingani uchun ular bir
vagida yo o'lehovli, yo o'lchovsiz to'plamlar bo'ladi. Faraz qilaylik, A uichovli
to‘plam bo‘sin. U holda vthi rk gasilitshdan hosil boigan Ak to'plam hamn
olchovli bo'ladi va fi(Ak) = i¢(A) tenglik o'rinli. Ravshanki,

[-1, Jc U Ak
k=0

Bundan, olchovning yarim additivlik xossasiga asosan

oo

2—A([1? 1) < AN Ak) — M(A) + >{A) + ii{Aa) | ]
k=0
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Bu yerdan p(A) > 0 ckailigi kelib chigadi. lkkinchi tomondan, ixtiyoriy
ke {0,1,2,...} uehun Ak C [—2, 2]. Buridan

U 4 c [-2, 2]
k-0

va Ak to'plamlar ozaro kesishniaydi. 0 ‘lchovniig o— additivlik xossasiga

asosaii
4= ¢(—2, 2]) > /<@ AK) —RB(A) + p(A) + ===t R(A) + eee,
fc=0

Bu yerdan ji(A) = 0 ekanligi kelib diigadi. Bu garama-qgaishiik A to'plam-
ning o'lchovsiz ekanligini isbotlaydi. A

6.3. 4.7-misolda keitiilgan Kantor to'plami K ning Lebeg o'lchovi nolga
teng ekanligini isbotlang.

Isbot. Kantor to'plami K ning o'lchovi nolga tengligi /;([0, ]\/<) = 1
tenglkdan kelib chigadi. Barcha chigarib tashlangan intervallar uzim liklari
yig'indisi

on—
o % o

e :E S 3O+ -1

n-1 /

Dermak, /¢(K) = 0. A
6.4. Hosair biz qurilishi Kantor to'plami K. bian bogliq bolgan Kan-
toming zinapoya funksiyasini (6.7-chizma) keltramiz. Kantoming zinapoya
funksiyasini A bilan belgilaymiz vauni R da quyidagicha aniglaymiz. A(x) =
0, x € (—00,0] va &(x) = 1, x € [lL.oo). Endi [0. ]\I\ da quyidagicha
aniglaymiz. Ky = to'plam va uning chegarasida (6.7-chzmagaqgarang)

12

3!3
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Kt —1<2iu ~22 — | 1)n (1 to'plain va uning cliegaralarida

*
9’ 9/ 19”9

f1 12
—, ac/ar j; €
_ 919
&(x) = 13 . 7 g
f agar X
: 9 919
y
1
718
3/4
5/8
y=W)
1/2
3/8 -
1/4 -
1/8
R A IS | | | | k|
1/9 2/9 1/3 2/3 713 8/3 1 *
6.7-chusma
Endi
" i /1 2\ * |/ 7 8\, |/19 20\. ,/25 26\
A V33" 33) A V31’3V U U 3 33juU tv33 33

to‘plain va uning cliegaralarida

J?2(x) = , x € iv3fc, k —1,2,3.4.
2"~
Xuddi shunday if,, = (J #nk to'‘plamning k - qgo'shni intervall va uning
k-i

chegarasida



Shunday qilib, K n to'plamlar va ularning chegaralarida A funksiya aniglandi.
@
Bu ngl Kn= [0, 1\A' to'plam [0, 1] kesmada zich, Endi xqg € K soni R,

funksiya aniglanmagan biror nugta bo‘lsin, u holda

deymiz. Hosil giingan funksiya Kaniorning zinapoya funksiyasi deyiladi. Kan-
toming zinapoya funksiyasi R da uzluksiz, monoton kamaymaydigan funksiya
bo‘ladi. Xususan £(0) = 0, £(1) = 1.

6.5. F(x) = 2x + 1 funksiya yordamida qurigan jip— Lebeg-Stites
o'lchovi absolyut uzluksiz olchov bo‘ladi. Bu o’lchov bo'yidha A — (1, 5]
to'plamning o'lchovini toping.

e Yechish. TaTifga ko‘ra
Hp (A) = F(5)- F{1) = 2-5+ 1-(2-1 + 1)= 11- 3= 8. A

8.6. F(x) = [®] funksiya yordamida qurigan p,p—Lebeg-Stiltes o'lchovi
diskret o'lchov bo'Jadi. Isbotlang.

Isbot. Chunki F(x) = [ funksiya monoton kamaymaydigan o'ngdan
uzluksiz funksiya bo'lib. uning giymafclar to'plami butun sonlar to'plami Z
dan iborat. Butun sonlar to'plami esa sanoqli to'plamdir. A

6.T7. 6.6-misolda keltirigan (¢p—Lebeg-Stites o’lchov bo'yicha
A = (1, 5]U{7; 8} to'plamning o'lchovini toping.

Yechish. Hosil giingan jip—Lebeg-Stiltes o'lIchovi bo'yicha ixtiyoriy n €
Z nuqtaning o'lchovi birga teng. Chunki {n} = [n. n] tenglik o'rinli bo'lgani

uchun, ta’rifga ko'ra
Up ([n, n]) = F(n) —F(n —0)=n—(n—1) = 1.
Demak, Jp({7] 8}) = 2. Endi B = (1, 5] to'plamning o'lchovini topamiz.

[xf (B) = F(5)-F(1) = 5-1 = 4.
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Berigan A to'plam o‘zaro kesishmaydigan ti va {7; 8} to'plarnlarning bir-

lashmasidan iborat. 0 ‘Ichovning additivlik xossasiga ko'ra
e (A) = pp(ti) + icf{{7; 8}) - 4+ 2 = 6. i

6.8. F(x) ~A(x), buyerda A(x) Kaatorningzinapoyafunksiyasi. F(x) —
fi(x) vordamida qurigan Lebeg-Stiltes o'lIchovi jiF singulyar oichov ekanii-
giai isbotlang.

Isbot. yp—Lebeg-Stites olchovi bo'yicha ixtiyoriy a € K nuqgtaning
o'lchovi nolga teng. Chunki {a} = [a, a] tenglik o'rinli boigani uchun, tarif-
g ko‘ra hamda A(x) aiag uzluksizigidan RF ([a, a]) = A(a) —A(a—0) = 0.

Buridan tashqari A — (—oo0, O)U(i, 00) to'pianming o'lchovi ham nolga

teng. Haqgigatan ham, o'lchovning additivlik xossasiga ko'ra
fiF (A) = /if ((—co, 0)) + /4f((1- °°)) —

= A@©) - _im R{a)+ lim A@) - A() - 0. (6.21)

6.3-misolda ko'rsatildiki, p(K) —0. Agar jiF{B\K) —0 ekanligi ko'rsatilsa,
/ip O'lchovning singulyar o'lchov ekanligi kelib chigadi. Endi BF (R\K) ni

hisoblaymiz. O'lchovning additivlik xossasi va (6.21) tenglikka ko'ra
/np(LNK) = flp((-00, 0)) + M (h o00))+ M i0, I]\K) = M io, W

Dastlab, Kn, n € N to'plamlar uchun BF (Kn) —0 ekanligini ko'rsatamiz.

Biz bu yerda A funksiyaning uzluksizligidan foydalandik. Xuddi shunday



tengik o'rinli. Bi?{K,,) =0, n > 3 tengliklar ham shunga o'xshash ko‘rsati-

ladi. Endi Lebeg-Stiltes o'Ichovi fip ning <— additiviik xossasidan foydalaiisak

ekanligini olamiz. Shunday qilib, hosil giingan Lebeg-Stites o'lchovi h f(')

singulyar o'lchov ekan. A
M ustaqil ishlash uchun savol va topshiriglar

1. fxp— 6.8-misolda keltirigan Lebeg-Stiltes o'lchovi boisin. fip (K) = 1

ekanligini isbotlang. Bu yerda K — Kantor to'plami.

2. fip— 6.8-misol,da keltirigan Lebeg-Stiltes o'lchovi, A esa K nisaglovchi

ixtiyoriy toplam bo'lsin. 4p(A) = 1 tenglikni isbotlang.

3. Elementar to'plamlar sisternasida aniglangan m! olchoming additiviik

xossasim isbotlang.

4. 6.4-teoremani ft olchov uchun isbotlang. Bu xossa Lebeg o'lchovining

yarim additiviik xossasi deyiladi.

5. F(x) = x funksiya yordarnida quriigan Lebeg-Stiltes o9chovi absolyut

uzluksiz oichov boiadimi?

6. F(x) = 2[x] + 1 funksiya yordarnida qurilgan Lebeg-Stiltes olchovi

diskret o'lchov boladimi?
7. Singulyar Lebeg-Stiltes o‘ichoviga misol keltiring.

8. Lebeg manosida o'lchovli va [0, 1] kesrnaga qarashli to'plamlar sis-

temasi e— algebra tashkil quadirni? Javobni asoslang.

9. Tekisikdagi A = {(x,y) :0< x < 1,0<y< %} toplam elementar

to plarn bofadimi? Uning of.chovini toping.
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7-8. 0 ‘Ichovning umumiy tushunchasi

Bu paragrafda biz olchovning umumiy ta'rifini beramiz. 0 ‘ichovm yarim
halgadan haigaga davoin ettiramiz hamda uning additivlk va, e— additivlik
xossalariniisbotlaymiz. Tekislikd a to‘g‘ri toTtburchaklar o‘lcbovi tusbuncbasi-
ge tayangan bolda uni kengroq to‘plamlar sinfiga yoyish natijasida o‘lchovni
qurdik. Bunda (jaravonda) to'g'ri to'rtburchakiar olchovidati elementar to‘p-
lamlar o‘ichoviga o'tishda to‘g‘Ti to'tburchaklar sistemasining yarim lialga
ekaiiligi va yuzaning manfiymas va additiv bo‘lishi muhnn roi o‘ynadi. Bmi-
dan tashqari, tekisikda.gi olehov Lebeg davomining er— additivigi ham
muhimdir.

Aytilganlarga ko‘ra 6-8 da tekislikdagi to‘plamlar uchun arnalga oskirigan
konstruksivaiii yetaricka. umumiy abstrakt talgin q ilisli murnkin. Keyirigi ikki
para.graflax sku masaiaga. bag‘iskianadi.

T.I-ta rif. Agar B toplam funksiyasi quyidagi shartlami ganoatlantirsa:

1) B furiksiyaning aniglanish sohasi & yarim halga boisa;

2) B funksiyaning qgiymatlar sohasi haqgigiy va manfiymas bofsa;

3) B additiv boisa, ya/ni ixtiyoriy A e &R toplumning oZzaro kesish-
maydigan Ai, A2, A3,..., An 6. to plamlar bo‘yicha

chekli yoyilmasi uchun "

KAy = X > 1)
o

tenglik orinli boisa, R : &R —>R ga Ofehov deyiladi.

Eslatma. 0= 0U 0 yoyimadan R($) = 2B($), ya’ni (%) = 0 tenglik
kelib chigadi.

7.1. 0 ‘icbovniyarim halgadan undan hosil bo‘lgan minim al haiga-

ga davom e ttirisb . Tekisikdagi to'plarmnla.r Lebeg o'lehovini aniglash uchun
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dastlabki gadarn, bu o'lchovni to‘g'ri to'rtburehaklar sistemasi (yarim halga)
dan elementar to'plamlar sistemasi (undan hosil gilingan minimal halqga) ga
da,vom e ttirish bo'ldi. Hozir biz bu konstruksiyaga o‘xshash abstrakt konstruk-
siyani garaymiz.

7.2-ta’rif. Agar m o'lchovning aniqglanish sohasi &m ikkinchi p o'lchov-
ning aniglanish sohasi &R da saglansa (Gm C ) va ixtiyoriy A € &m
to'plarn uchun

p{A) = m(A)
tenglik otinH hoisa, u ha,da p o'lchoy m o“ichotming davomi deyiladi.
7.1-teorema. Aniqglanish sohasi & m yarim halga bo'lgan har bir rn o'lchov
uchun aniglanish sohasi 971(©1Q (&m ni oZzida saglovchi minimal halga)
boiyan yagona rn! davorn rnavjud.

Isbot. Har bir A 6 9R(&m) to'plam uchun

n

A=(JJ3fc Bk€ ©m» BknBt—0, kzl. (7.1)

ko'rinishdagi yoyihna mavjud. U holda A ga
n
r'(A) =E m(R k) (7.2)
k=1

sonni mos gqo'yuvchiva £W(6m) da aniglangan rn! to'plam funksiyasi o'lchov
bo'ladi. Hagigatan ham, (7.2) tenglik bila.n aniglangan m!(A) migdor (7.1)

yoyilmaning tanlanishiga bog'lig emas. chunki ixtiyoriy ikkita
A= Ci€6m

yoyimalarni garasak, BjCiCj kesishmalar &m gategishli bo'lganligi uchun

m o‘lchovnmg additivligidan fovdalanib,
n n r r

£ rn(Bt) = m{Bin =E m(ci)
i—1 2=1 j=1 j=21
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tengliklarga ega boiamiz.

Ravshanki, (7.2) tenglik bian aniglangan m'(A) funksiya manfiymas va
additiv bo'ladi. Shunday qgililb, m ofichovning Ti(& m) ga davomi mf ning
mavjudligi isbotlandi.

Endi bu o'ichovning yagonaligini isbotlaymiz. Ixtiyoriy A € 9JI(6TQ to‘p-

famni va uning biror

7
a- U N - «k~ Bke&
k=1

yoyimasini olaylik. Il holda m o'ichovning 97t(6r,) da aniglangan ixtiyoriy

fh davomi uchun

n n
m(A) = fh (Bk) = M Bk) - m!(A)
k=1 fed
tenglikni olamiz, ya’ni m o’lchov ni' ollchov bilan ustma-ust tushadi. A

O'ichovning manfiymaslik va additivik xossalaridan quyidagi nvuhim xos-
salar kelib chigadi.

7.2-teorema. Biror & m halgada aniglangan rn olchov va & m gatcgishli
A, Ai, A2,..., An toplamlar berigan bo’lsin. U holda:

n

I. Agar U AKC A va AKHAiI —0, k ™| bolsa, quyidagi tengsizlik
k=1
bajariladi

X  m(Ak) < m(A).

k=1
Il. Agar 13 AkD A boflsa, quyidagi tengsizlik bajariladi
k=1
n
m (AK) > rn(A).
1

Xusu-san, agar A, B € &m va A C B bolsa,rn(A) < rri(B) boladi.
Isbot. &m gategisb.ll va o'zaro kesishmaydigan Ai, A2, m.., An to'plam-

lar berigan bo'lb, ularning barchasi A £ &m to'plamda saglansin. U holda
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rn oflchovning additivigiga ko'ra

m(A)= E m(Ak)+rm | a\(J Akj .
k=1 V & /
n
Bundan, m(A\ ij Ak) > 0 bo'lganligi nchtm | - xossaning isbotiga ega
k=1
bo'lamiz.

Endi ixtiyoriy A\, A2€ Gm to‘plamlar uchun
m(AiU A2) = m(Ai) + m(A2) —m (Ain A2) < rn(Ai) + m(A2

tenglik o'rinli ekaniigidan foydalansak, bu verdan chekli induktiv gadamdan

solng

Ak) - E T 7-3
" (\IL<J:I ) fcd oo (73)

tengsizlkni olamix. Nihoyat, olchovning additivlik xossasiga ko'ra.
m(A) —m AK'] - rn ~(J AK\Jij < AN

yoki (7.3) tehgsizlikka ko‘ra
n
m(A) < y™m (Afc). A
k=l

Hozir biz halgada aniglangan o‘lchovlar uchun | va Il xossalarni isbotladik.
Agar yarim halgada aniglangan o'lchovni garasak, lining haigadagi davotni
uchun | va |l xossalar oin!i bo'lganligidan, bu davomning yarim haigadagi
gismiuchun ham | va Il xossalar o 'rinli bo‘3ib qoladi.

7.3-ta'rif. Agar 6 m sistemada aniglangan rn o'lchov va ixtiyoriy o'zaro
kesishrnaydigan sanoqlita Ai, A2, An,... € &m topl,amlar uchun
k[.]I Ak —A € &m boiganda quyidagi tenglik oTinli bofisa

m( /

*:l
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ti holda m o‘ichov sanoqli additiv yoki a— additiv o‘ichov deyiladi.

6-8 da tekisikdagi to'plamlar uchun kiritlgan m o'lchov a— additiv (6.8-
teorema) oichovga miso! bo'ladi. Bosbgacha tabiatli <— additiv olcbovga,
miso! keltramiz.

7.1-misol, Bizga ixtiyoriy sanoqli X —{rcj, X2, ..., xn,...} to'plam beri-

gan bo'lsin.pn > 0 sonlarni shunday tanlaymizki,

(o)

y~rpn=1
n—1

bo'lsin. Har bir A C X to'plamga
m{A) = Vn (7.4)
XNEA
sonni mos go'yamiz. Aniglanishiga ko'ra. rn(A) to'plam funksiyasi o'lchov
bo'ladiva X ning barcha gism to'plamlari o'Icbovli bo‘ladi. Rundan tasbqari,
m(X) = 1L
Endi X ning o'zaro kesishrnaydigan sanoqlita ixtiyoriy A, ..., An, ammqism
to'plamlarini olaylk va f] Ak — A bofsin. Aniglanishiga ko‘ra, rm(A)
uchun (7.4) tenglik o'rinI!(:vla tengiik o‘ug tomonidagi gator absolyut yaqin-

lashuvchi bo'lgani uchun
K] oS

m (4
) XieA n:1)4<<1'Anp n=|

tengliklar orinli, ya’nj rn o‘lchov o— additiv bo'ladi.
Endi additiv bo'lib, animo a— additiv bolmagan o'lchovga misol garaymiz.
7.2-misol. [Q 1] kesmadagi barcha ratsional sonlar to'plamini X bilan
belgilaymiz. &morqgali X ning (a, b) interval, [a b] kesmava [a, b), (a, b
yarim iutervallar bilan kesishmalardan iborat to'plamlar sistemasini belgi-

laymiz. Ko'rsatish mumkinki, &m yarim halga bo'ladi. Agar

-U - x f> , 6) (flla, b, f> , % f> - &)
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(I('sak, har bir Agb to‘plamga
m(Aab) =b —a

HOnNnNi inos qo'yish nmmkin. Bu to‘plam funksiyasi m additiv o‘lchov bo'ladi,
ammo a— additiv bolmaydi. Chunki [0, 1] kcsmadagi barcha ratsional son-
lar to‘plami sanoqli, ya’ni X —{rj, r2,...,rn,...} tenglk ofinli. Birinchi-
dan /tOIBD: X Pj[0. 1] to:plam uchun m (/%) = 1 bo‘ladi, ikkinchi tomondan
Aqi = U Ai ozaro kesishmaydigan sanoqlita nolo’lchovli An = X P|[mn, rn]
to'plair?JllJning yig'indisidan iborat bo'ladi, ya’ni

m(.40) = 1" E m(Ai) = 0.
n—1

7 va 8-8larda garalayorgan olchovlarni a— additiv olchovlar deb hisob-
layuiiz.

7.3-teorema. Agar &m yarim halgada aniglangan m o'tchov a— addi-
tiv boisa. u holda bu okhovning 9Jt(6m) (&m ni oZzida saglovchi minimal
halga) halgaga davomi /i ham a— additiv oichov bo'ladi.

Isbot. A 6 to'plam va o‘zGaDro kesishmaydigan Bn e 9Jt(6T0O,
n € N Lo'‘plamlar berigan bo'3b, A = |J Bk tenglik bajarilsin. U holda 5.3-
tooiemaga ko‘ra, & m da o‘zaro kesishma):digan chekita {Aj, j = 1,2,..., 1}
to'‘plamlar va ozaro kesishmaydigan {Bni*s —1,2, to'plamlar sis-
temalari mavjud bofib, A = _(IJ Aj ,va B, — I(_J Bns, n e N cheki yoyil-
malar orin li boiadi. =

Endi C,g = Bnsp)Aj belgiashlami kiritamiz. Tuziishiga kora, Crg
to‘piamlar ozaro kesshmaydi va Aj = fISDllJn Cr§ va Bns= _ilj Cng yoyil-

=1.9=1 j=1

inalar o'ririli bo'ladi. &m da aniglangan m olchovning a— additivligidan

@ In |
m{Aj) = E y 'mjCnsj) va m(Bns) = y \n(Cnsj) (7.5)

U=1 .9=1 j=1



teiigliklargaegaho!la.miz. ikkinchi timondan 9Jt(©m) daberiigan 4 o‘ichovning

aniglanishiga ko'ra,

| In
B{A) = y*,m(Aj) va (i{Bn) = Y ~m(Bns). (7.6)
j-1 S=1
U holda (7.5), (7.6) formulalardan
| I @@ In @ In |
m-=E m(~) =X J2J2 =X £ X m(cry)=
j— j=1 «=1 A=1 ft=1 .9=1 j=1
0o n 0o
=E E«=E ™ Ne )
n=1 a=1 n=1

tengliklai zanjirini olamiz. Bu tengliklar zanjirida qatnashayotgan barcha ga-

torlar absolyut yaginiasimvchi, shuning uchun

(o)

R(A)=J 2 m(Rn)

n=1
tenglikning o'rinli ekaniigiga ega bo'lamiz. A
Koi'satiidiki, agar yarim halgada o— additiv o'lchov aniglangan bo‘lsa, u
holda uiiing hal.ga.ga davomi ham er— additiv o'lchov bo‘ladi, shuning uchun,
boshidan olchovni biror halgada anigiaiiga.n deb garash mumkin.
7.4-teorema. Biror © halgada a— additiv m o'lchov berilgan boflib, A

va Ai, A2,..., An,... toplamlar 6 ga tegishli bo'lsin. U holda:

(o0
Ic. Agar U AKC A vai”j daAi(™A.] —0 bo'lsa, u holda
k-1
(o]
X ™(An) < m(A)
n=1

tengsizlik 0‘rinli;
(o]

Ha (sanogli yarim additivlik). Agar A C [J1 Ak bo‘lsa, u holda

ocC

m(A) < X tn(Ai)
t=1
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tni,</mlik o'rinli..
l.sbot. Agar Ak to'plarnlar o'zaro kesishmasa va A to'plamda saqglansa, u

iolcla 7.2-teoremanmg / tasdigiga, ko'ra har bir n € N da

Irn(AK) < rn(A)
fci

Mnigsizlk o'rinli bo'ladi. Bu yerdan n —> oo da limitga o'tsak tasdiq
isbotiga ega bo'larniz.

Endi Il a tasdigni isbotlaymiz. © halga bo'lgani uchun

n—
Bn= (Anf) A)\U Ak.
k=1

to'plarnlar © gategishli bo'ladi. Tuzilisbiga ko'ra

A =[J Rk, /4 CAn
k=1

va B n to'plarnlar juft-ju fti bilan o'zaro kesishmaydi, shuning uchun

a a
em(A) - m(Bk) < E m(AKk)- A
k=1 fcA

7.1-eslatma. Ko'rinib turibdiki, teoremaning |la tasdig'i o'rinli boiishi
garalayotgan o'lchovning e—additivigiga bog'lig ernas, shuning uchun ix ti-
yoriy additiv olchov uchun ham bu tasdiq o rinli bo'ladi. Aksincha, Her tas-
digda. o'lchovning a—additivlik xossasi muhim ahamiyatga egadir. Hagiqatan
ham, yuqgorida garalgan 7.2-misolda e— additiv bolmagan olchovda, o'lchovi
lgateng X to'plam o’lchovilari 0 gateng bir nugtali to'plarnlar yig'indisida
sagianadi, ammo |l,, tasdig bajarimaydi. Bundan tashqari shunga ishonch
hosil gilish mumkinki, 11# xossa umuman olganda e—additivik xossasiga

teng kuchli. Hagigatan ham, © varim halgada aniglangan biror B o'lchov

berigan bo'lsin. Ai, A2, m m An, ... sanoqli sondagi to'plarnlar © dan olin-
co

gan bo'lib, Au A2, ..., A,,,... to'plarnlar o'zaro kesishmasin va A = \J Ak
k=1
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tengik bajarilsin. U holda har ganday oichov i,, xossaga ega bo'lganligi

sababli

@
£>(4.) <i<A)
n=1
tengsizlik bajariladi. Bundan tashqari, agar ji o'ichov li,, xossaga ham ega

bo'lsa, u holda (chunki Ak lar ,4 ni goplavdi)

Em ao ~i*(A)
n—1

tengsizlik ham bajariladi. Shuning uchun

oo

Y iR{An)=n(A)
n—\

tenglik o'rinli. Demak. o'lchovning sanoqli yarim additivligi uning o— addi-

rivligioi ta’minlar ekan.

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriglar

1. [0, 1] kesmadagi barcha irratsional sonlar toplarnini X bilan belgi-
layriz. &m orqgali X hing (a, b) interval, [a 6] kesma va [a, b),
(@, 8] yarim intervatar bilan kesishmalaridan hosil ho'lgan to plamlar
sistemasini bdgtaymiz. Agar b= X p]@ b) (f)[a, 6], f)(a>&> fl[a>&))
desak, har bir Aeb toplamga rn(Aa,) —b—a sonnt mos qo'yamiz. Bu

ta'plam funksiyasi m a—additiv o9chov bo'ladimi?

2. Har bir ACR toplamga

"><-»= E ?
K

sonni mos goyamiz. m toplam funksiyasi o‘ichov bo'lishim ko‘rsating.

A —(—oc, 0) var —][1, 4] to'plamlarning o'lchovlarini toping.
3. 2-m.solda o,nigangan m o‘chov o—additiv o'lchov bofadimi?
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8~8. 0 ‘Ichovnmg Lebeg bo‘yicha davomi

8.1. Birla (b irlik elementli) yarim haigada aniglangan odchovning
Lebeg bo‘yicha davomi. Agar &m yarim haigada aniglangan m o'ldiov
additivlik xossasiga ega bo‘lib, armuno a—additiv bo''masa, u holda m ning
6 m dan W (6 m) ga davomi bilan o'lchovni davom e ttirish jarayoni tugaydi,
ya’ni m olchovni £Dt(6m) dan kengroq sinfga davom e ttirib bolmaydi. Agar
©1r0 da aniglangan m oflchov a—additiv bo‘sa, u holda'm ni &m dan
LLU1(©10) ga nisbatan kengroq bo'llgan va gandaydir ma’noda maksimal sinf-
ga davom ettirish murnkin. Buni Lebeg bo'yicha davom e ttirish yordamida
amalga oshirish mumkin. Bu bandda b irli yarim haigada berigan o'lchovni
Lebeg bo‘yicha davom e ttirish masalasini gaxaymiz, unmmiy holni esa kelgusi
bandda garaymiz.

Bizga biror ©m b irli yarim haigada aniglangan o—additiv rri o'lchov b eril-
gan bo'lsin va E to‘plam ©m yarim halganing biri bo‘lsin. E ning barcha
gism to‘plamlaridan tashkiltopga.n L, E) sistemada tashqi o‘ichov deb ata,Inv-
ehi B* funksiyani quyidagicha aniglaymiz.

8.1-ta’rif. Ixtiyoriy A c E to plant uchun

H*(A) = infX  m(Mn) (8.1)
M

son A toplamning tashgi o'lchovi deb ataladi. Bu yerda aniq quyi chegara
A to'plamni goplovchi barcha chekii yoki sanoqgli {B n} , Bn€ ©m to'plamlar
sistemasi boYyicha olinadi.

8.1-teorema (Sanoqli yarim ad(cz:l)i)tivlik), Agar A vasanodlitu Ai, A2,....
An,,... to'plamlar uchun A c U An bolsa, n holda quyidagi tengsizlik

n=I

ofrinli
)

sw ~N2>*(ao-
n=1
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Bu teorematasdig'imng isb oti 6.3-teorema tasdig'i isbotiga (aynan) o'xshash
amelga oshiriladi.

8.2-ta’rif, Agar A C E to'plam va istalgan e > 0 uchun shunday ti £
W (&T ) to'plam mavjud bolib,

B(AAH) <£
tengsizlik bajaril.su, A (Lebeg bo'yicha) o'lchovli to'plam dcyiladi.

Fagat o'lchovli to'plamlar sinfida aniglaagan p* funksiya Lebeg o‘lchovi
deb ataladi va u p harfi bilan belgilanadi. Rayshanki, &m va 9tf(6 m) dan
olingan to'plamlar o'lchovli bo'ladi. Bunda, agar A G6 mva B € LW1(6T)
bo'lsa, n holda

P(A) = m(A), p(B) = m'(B).

Agar A o’lchovli to'plam va p*(AAB) < s tengsixlikni ganoatlaritruvchi

B e Wl (671) toplam berigan bo'lsa,

AAB = (E\A)A(E\B)
tenglikda.i A ning to'ldiruvchito'plami ENA ning ham o'lchovli ekanligi keiib
chigadi.

8.2-teorema. O'lchovli toplamlar sistemasi ii(E) halga bo'ladi.

isbot. Ixtiyoriy Ai va A2 to'plamlar uchun

AiNA2=viN(Ai\yi2) (8.2)
va
Ai UA2= E\[(E\AI) N (/40/12)] (8.3)
tengiklar o rinli bo'lgani uchun quyida,gini isbotlash yetarli. Agar Ai
A2 e IX(E) bo'a, u holda A — Af,42 € A(E) bo'ladi, ya’ni olchovi
to'pla.mlarning ayirmasi o'lIchovlidir. Hagigatan ham, Ai va A2 o'iIchovli to'p-
lamlar uchun shunday Bi € A/1(67) va B2 € 9Jt(6m) to'plamlar mavjudki,

p'(AiABi) < — va p*(A2AB2) < —
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tengsiziiklar o rinli bo'ladi. B —Bi\B2 G$5(&T) bo'lganligi uchun
(/IN\,I2)A(i?1\S2) c (AIiABI) U (J120,52)

munosabatdan foydalanib, p*(AAB) < e tengsizlikniolamiz. Demak, Y-11/12 €
It (E) uholda (8.2) va (8.3) munosabatlardan Aif) A2e A(E) va AilJ A2€
i1(E) ekanligini olamiz. Ai va A2 fcoplamlammg simm etrik ayirmasining
o'lchovli ekaniigi
AijAA2 —(yliN/12 U (AAA]

tenglikdan kelib chigadi. A

8,l-eslatma. &m ning birlik elementi - E o'lchovli to'plamlar sistem asi
it (E) uchun ham birlik eliment bo'ladi, shuning uchun o'lchovli to‘plamiar
sistemasi it (E) algebra tashkil giladi.

8.3-teorema. O'lchovli to'plamlar sistemasi 1 (E) da aniglangan ji to'p-
lam funksiyasi addituvdir.

Bu teoremaning isboti 6.6-teorerna isbotini so‘zma-so‘z takrorlash bilan
ainalga oshiriladi.

8.4-teorema. O'lchovli to'plamlar sistemasi ii(E) da aniglangan ji top-
larn funksiyasi a— addituvdir.

Isbot. 0 ‘Ichovli to'plamlar sistemasi 1l(b’) dan olingan A va juitc-dy fti
bilan o'zaro kesshmaydigan Ah A2, ..., An,... to'plamlar uchun /1 = I'(IilA»

bo'lsin. 8.1- teoremaga ko'ra,

I?7(A) <5 >"(A) => KN) < (8.9)
n=l n=l
tengsizlk o'rinli. 8.3-teoremaga ko'ra, har bit n da
n
p(A)>n(UA* =Y>(/lb) (8.5)

tengsizlkni olamiz. (8.5) da n —>co da limitga o'tib,

I-t(A) > J2 iMn) (8.6)
=

Sl



ga ega bo'lamiz. (8.5) va (8.6) lardan teorema tasdig'i kelib chigadi. A
8.5-teorema. Lebeg bo'yicha olchovli bo'lgan barcha topiamlar sestemasi
il(E), E birlik eirnentli o— algebradir.
Isbot. 6.7-teorema isb otini so‘zma~so‘z takrorlash yordamida sanoqlita
Ai, A2, ... ,An,... € tt(E) to'plamlar uchun A — fJO An € ii(E) ekanligini
isbotlash mumkin. Ikkinchi tomondan, i

f}A n= EN{j(E\AN)
n—1 n=1

@
tenglikka ko'ra, p) An € ii(E) ekanligiga ishonch hosi gilaroiz. A

Tekidlkdagi t(;rp?am iarning Lebeg o'lchovixossalariga o'xshash, o'lchovning
€— additivlk xossasidan uning uzluksizlik xossasi kelib chigadi.
Ya’ni, AiD AiD mmD AnD . o0'lchovl to'plamlar ketma-ketligi uchun
A — CF>’O| An bolaa, u holda
71=1
B(A) = nIi~n"|>00n(An)
bé'ladi. Xuddi shuningdek, agar biror o'lchovli to'plamlaming A\ C A2 C

[e]e]
...C Anc ... ketma-ketligi uchun A — U An bo'lsa, u holda
71=1

B(A) = 7'}{'{‘ n(An)

tenglik o'rinli.

Shunday qiub, biz ko'rsatdikki, agar birlik eirnentli &m yarim halgada
e—addituv m o'lchov berigan bo'sa, bu o'lchovni Lebeg boyicha davom
ettirish natijasida ii(E), e—algebrada aniglangan er— addituv \i o'lchov
hosxl bo'ladi.

8.3-ta’rif. O'lchovli toplamlar sestemasi U{E) da aniglangan va ii(E)
da tashgi o'lchov A* bilan ustma-ust tushuvchi I — L(rn) funksiya rm o'~

chovning Lebeg davomi deyiladi.
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o'lchovli to‘plamlarketrna-ketligini tuzamiz. Tuzilishigako'ra. Alt,A2, ...,
n

AL___ to’plamlar o'zaro kesishmavdi. Blindan tashqgaui, istalgan n da (I.(]_\Ak

n
= (J Ak teiiglik o'rinli. Buudati tashqari
K-i
n \ / n \ n 00
(JAkj-sup i (1) Ak\=supE V(AK) <]T KAK <K
k-1 / ” \fesl / n fca fc

shart bajariladi. Demak, istalgan e > 0 son uchun shunday tie N inavjudki,

( [e]e) \ [e]e)

UAk], <2

fe=«+l [/ Jon+1
n

tengsizlk orinli bo'ladi. C — U Ak to'plam o'lchovli bo'lgani uchun. shun-
k-1

£
day B € &m to'plam mavjud bo'lib, n*(CAB) < - tengsizlik bajariladi.

(
u N
k—n +1
munosabatdan foydalansak, p*(AAB) < £ tengsizlikni olamiz. Demak, A
o'lchovli to'plam ekais.
Zaruriyligi. Aytaylik sanoqlita Ai, A2, smm, An, .. o'lchpviito'plamlaruchun

A= (il_An to'plam o'ichovli bo'lsin va p(A) chekli bo'lsin. U holda istal-
fl

n n
gan n € N uchun U Ak C A munosabatdan va (J Ak o'lchovli to'plam
ifcd k-1

bo'lgani uchun
HI(J AN <1,(A) <> supn ~jJ A < n{A) < oo. A

8.1-natija. O'chovli to'plamlar sinfi ii[(E) va A €[I(E) toplam. beril-
gan bo'lsin. A toplarnning barcha B € ¢1(1?) qism toplarnlari.dan tuzilgan
95(1i(.A)) sistema o— algebra bo'ladi.

Masalan, agar iI(R) sonlar o'gidagi Lebeg ma’nosida o'lchovli to'plamlar
sinfiva A = [a €] ixtitoriy kesma bo'lsa, u holda [a, b kesmada sagianuvchi

o'lchovli to'plamlar sistemas! a— algebra tashkil giiadi.
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Lebeg olchovining yana bir xossasini keltiramiz.

8.4-ta’rif. Agar B(A) = 0 va Al C A bolishidan A' ning oichovli ekan-
tigi kelib chigsa, fi ofichov tofa deyiladi

Tarifda keltirigan A' to'plam uchun p(A'} —a0 bo‘ladi.

Qiyinchiliksiz isbotlash mumkinki, ixtiyoriy olchovning Lebeg davomitola
boladi. Hagigata.l ham. Al ¢ A, A(A) — i{J*{A) = 0 bolsa, jx(A') = 0
boladi va 0 € 6 « ni olsak, //*(.4'A0) = ix*(A") = 0 boladi, yani A’
to‘plamnirig olcliovli ekanligi kelib phigadi.

Umuman olganda a— algebrada aniglangan har ganday a— additiv o I-
chovni tola olchovgacha davom e ttirish mumkin. Buning uchun nol olchovli

to'plarnning ixtiyoriy qgismiga nolni mos qo'yish kifoya qiladi.

M ustaqil ishlash uchun savol va topshiriglar

1. X — [0, 1\Q bo'lsin. &m orgali X ning [a b) yarim intervallar bilan
kesishmalaridan hosil bolgan to'plarnlar sistemasini belgilaymiz. Bu sistema-
ning yarim haiga ekanligini ko ‘rsating.

2. |-topshirigda aniglangan <Sm yarim halganing har bir Aeéb= X D [a b)
to plantiga to (,4«j) = b—a sonni mos go‘yamiz. Bu to'plam funksiyasi o'lchov
bofishini ko 'rsating.

3. 2-topshirigda aniglangan m : Gm — R 0'Ichovning Lebeg bo'yicha davo-
mini toping. Uni sonlar o'gidagi Lebeg o'Ichovi bilan ustrna-usi tushishini

ko fsating.
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Il bob. 0 ‘lchovli funksiyalar

Bu bob ikki paragrafdan iborat. Dastlabki 9-paragrar olchovli funksiyalar
xossalarini tekshirshga bagilshlangan. 0 ‘Ichovii funksiyalar Lebeg integral!
tushunchasini kiritishd a asosiy nxanba hisoblanadi. Bu yerda olchovli funksiya-
lar tariflanib, ulaming asosiy xossalari isbotlangan. Jumladan, o‘lchovli funk-
siyalar to‘plaminmg arifm etk ainallarga, nisbatan yopiqligi (9.1-teorema) ko‘r-
satigan. Yana, agar {/,,,} olchovli funksiyalar ketma-ketligi liar bir x € E
nugtada f(x) gayaqinlashsa, uliolda lim itik funksiya / ning o‘lcliovli bolishi
(9.2-teorema) isbotlangan.

Bobning oxirgi. 10-paragrafida ekvivalent funksivalargata’rif berilib. uiarga
misollar keltiriigan. Ekvivalent funksiyalarning bin olchovli bolsa, ikkinchisi
ham olchovli b olishiisbotlangan. Bundan tashqari olchovli funksiyalar ketma-
kctliklarining nuqtali, deyarli va olehov bo‘yicha yaqinlashishlari ta’riflanib,
ular orasidagi boglanishlar yoritigan. Malumki, tekis yaqginlashishdan nug-
tali yaqinlashish, nuqgtali yaqinlashishdau esa deyarli yaqginlashish kelib chiga-
di. Deyarli yaqinlaslishdan olehov bo‘yicha yaqinlashish kelib chiqishi isbot-
langan. Olehov bo'yicha yaqinlasiishdan deyarli yaqginlashish kelib ehigadi-
nii degan savolga ijobiy javob yo‘g ekan. Olehov bo'yicha nol funksiyaga
yaqinlashuvchi, lekin nolga biror nugtada ham yaqginiasmaydigan funksiyalar
ketma-ketligiga misol (10.5-misol) keltiilgan. Ammo olehov bo'yicha yaqin-
lashuvchi ketma-kefclikdan deyarli yaqginlashuvchi qisiniy ketma-ketlik ajratish
mumkinligi (10.5-teorema) ko‘rsatigan. Tekis yaginlashish va deyarli yaqin-
lashish orasidagi boglanishni itbdalovehi Yegorov teoremasi (10.3-teorema) is-
botlangan. Olchovli funksiyaning uzluksiz funksiyaga qaysidir ma’noda yaqin
bolishi hagidagi Luzin teoremasi (10.6-teorema), ya’ni funksiya olchovli b oli-

slining kriteriysi keltirigan.
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9-8 O'ichovli funksiyalar va ular ustida amallar

Bu paragrafda uzluksiz funksiyaga gaysidir ma’noda yaqin bo'lgan (Luzin
teoremasiga qarang) o'ichovli funksiya tushunchasiga ta 'rif berarniz. 0 ‘ichovli
funksiyalar Lebeg integrali tushunchasini kiritishd a asosiy inanba hisoblanadi.

Bizga E C M.(E c R2) Lebeg ma’nosida o'ichovli to'plam va unda aniqgian-
gan haqiqiy giymatli / funksiya berigan bo'lsin.

9.1-ta’rif. Agar ixtiyoriy c€ R uchun {x € E :f(x) < c} := E(f < ©
to'plam, o'ichovli bolsa, f funksiya E to‘plafiida o'ichovli deyiladi.

9.1-misol. / : E —» R, f(x) —a—const funksiyaning o'ichovli ekan-
ligini ko'rsating.

Yechish. ixtiyoriy c€ M uchun

E, agar c> a,
E(f <= {xe E :f(x) <c}
0, agar c< a

tenglk o'rinli. E va 0 to'piamlar o'ichovl. Demak, ixtiyoriy ¢ € R uchun
E(f < c) to'plam o'ichovli ekan. Tarifga ko'ra, f(x) — a funksiya E da
o'ichovli funksiya bo'ladi.

9.1-teorema. Agar f va g funksiyalar E to'plam,da o'ichovli balsa, u
holda ularving yig'indisi f+ g , ayirmasi f —g va ko'paytmasi f «g o'ichovli
bo'ladi. Agar barcha x e E lar uchun g(x) ™ 0 bo'lsa, u holda f/g funksiya,
ham E da o'ichovli bo'ladi,

Teoremani isbotlashda quyidagi lemmalardan foydalanamiz.

9.1-lemma. Agar f funksiya E to'plamda o'ichovli boisa, u holda ixti-

yoriy a, b6 R lar uchun quyidagi to pla,m,Jaming har biri oichovli boiadi:
DE(f>a) 2)E(a<f <b); 3)E(f=a); 4) E(f<a) 5) E(f>a).

Xsfoot. Faraz qilaylik, / o'ichovli funksiya bo'lsin, u holda tarifga ko'ra,

ixtiyoriy a€ R uchun E (f < a) to'plam o'ichovli bo'ladi.
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1) E(f > 0) = E\NE(f < a) tenglkdan, hamda o'lchovl to'plamning
to'ldiravehisi olchovli ekanlgidan E (f > a) to'plamning o'lchovli ekanligi
kelib chigadi.

2) E(a < f < b)—E(f > a)f)E(f < b) tenglkdan, hamda o'lchovli
to'plamlar kesishmasio’lchovliekanligidan E(a < f <b) to'plamning o'lchovli
ekanligi kelib chigadi.

3) E(f —a) to'plamning o'lchovli ekanligini ko'rgatamiz:

u- o'lchovl. O'lchovli to'plamlaming sanoqli sondagi kesishmasi (6.7-teorema)
o'lchovli bo'iganligi uchun E (f —a) to'plam o'Ichovli bo'ladi.

4) E (f < a) to'plamning o'lchovli ekanligi ta’rifdan, 3) dan hamda E (f <
a) —E(f < a)[j E(f —a) tenglkdan kelib chigadi.

5) E(f > a) —E\E(f < a) tenglkdan hamda to'ldiruvcli to'plamning
o'lchovliigi (6.4~teorema) dan kelib chigadi.

9.2-lemma. Agar ixtiyoriy a, b€ M lar uchun 9.l-lemmadagi 1), 2), 4),
5) korinishdagi toplarnlarning birortasi o’lchovli bofsa, n holda f funksiya
E toplafida olchovli boladi.

Isbot. Biz fagat 1) ko'rinishdagi to'plamning o'lchovli ekanligidan / ning
o'lchovli ekanligini ke Itirib chigaramiz. Qglgan tasdiglarning isb otini o'quvchi-
ga mustaqil isbotlashm tavsiya gilamiz. Paraz qilayik, E (f > a) to'plam ix-
tiyoriy a € K uchun o'lchovli bo'lsin. U holda uning to'ldiruvchi to'plami
E(f < & ham olchovli boladi. 9.1-tarifga asosan / o'lchovli funksiya
bo'ladi.

9.3-lemma. Agar f va g lar E da o'Ichovli funksiyalar boisa, n holda

{x €E :f(x) > g(x)} = E(f > g) toplam olchovli bo’ladi.
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Isb ot. Ratsional sonlar to'plami <@ sanoqli bolganligi uchun uning ele-
mentlarini nomerlab chigamiz. yani Q = {ri, 2:...,rk....} va quyidagi

tenglikni isbotlaymiz:

E(f>9:={x €E: f(x) >gx)} =

:kool({x: D{XIQ(X) <rt}). (91)

Faraz gilaylik, ;jjo € {x € E :f(x) > g(x)} yani f(x0 > g(x0 bolsin, u
holda ratsional sonlarning zichlik xossasiga ko‘ra shunday rk € Q mavjudki,

f(xo) > rk > g{xo) mtinosabat O‘in li boladi. Demak,
X0€ {x :f(x) >rk}P]{x :g{x) <rk}.

Bunda.ll
xo€§]l({x (%) > >0 {lt:g(x) <rn) = A

ekanligi, bundan esa E (f > g) C A kelib digadi. Enditeskari A C E (f > g)

inunosabatni ko‘rsataimz. Faraz qilaylik,

[e]e]

x0€ (J ({x:f(x) >rkB f]1{x: g(x) <rk})
fo=l

ixtiyoriy nuqta bolsin. u holda xq bilashmadagi to!piamlarning hech bol-
maganda bittasiga tegishli bo‘ladi, ya’ni shunday k s N mavjudki. x) €
{x :f(x) > rk\fl {{Z: g(x) < rk} . Demak, bir vaqtda f(x0) > rk va g(x0) <
rk boladi. Bundan f(x0) > g(x0) ekanligi. ya’ui xqe {x € E : f(x) > g(@)\
ekanligi kelib chigadi. Bundan A C E (f > g) ni oiarriz.

Biz (9.1) tenglikniisbotladik. 9.3-lemmaning isboti (9.1) tenglkdan. ham-
da olchovli tofplamlaming sanoqli biflashmasi (6.7-teoreiria) yana olchovli
ekanligidan kelb chigadi. A

9.1-teoremaning isb oti. Teoremani bir necha gismlarga ajratib isbot-
laymiz.
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1) .agar / — o'ichovli funksiya bo'lsa, u holda ixtivoriy A G R uchun
k «/ va / -k fe funksiyalar ham o'ichovli bo'ladi. Hagigatan ham, (k ™~ 0
deb hisoblaymiz k = 0 bo'ganda k </ ning o'ichovli bo'lishi 9.1-inisolda

ko'rsatildi)

f E(f < «%). agar k > 0,
{irGE :*/(») <c}=< u y ’ (9.2)
{E(f>%), agar k <0.

(9.2) tenglikning o‘ng tomonidagi to‘piamlarning liar bin o'ichovli bolgani

uchun k- f funksiya o'ichovli bo'ladi. f + k funksiyaning o'lchovliigi
{xg E :f(x) + k<c}= {x GE :f(x) < c—Kk}

tenglikdan kelib chigadi.
2) Agar / va g Jar E dao'ichovlifunksiyalar balsa, u holda 9.3-lemmaga
ko'ra

{x €E: f(x) +g(x) >c}={x €E :f(x) >c- gix)}

tolplam ixtivoriy cGR dao'ichovli bo'ladi. Demak, 9.2demmagakora f + g
olchovli funksiya bo'ladi.

3) 1) va 2) dan kelib chigadiki. / + (—1)g o'ichovli funksiya bo'ladi.

4) Agax / o'ichovli bo'lsa, u holda |/] va f 2 lar ham o'ichovii finksiyalar
bo'ladi. Hagigatan ham,

” | E, agarc< 0

m\'>c)={ (93)
[ E(f<-c)UE(f >c), agar c> 0.

(9.3) tenglikning o'ng tomonidagi to'plaiular ixiyoriv e e R da o'ichovili

bo'lganligi uchun J/] o'ichovl funksiya bo'ladi.



I/1 fanksiyaning o'ichovli ekanligidan, (9.4) tenglikning o‘ng tomonidagi to'j
lamlaming ixtiyoriy ¢ € R da o'lchévli ekanligi kelib chigadi. Demak. f-
o'ichovli funksiya bo'ladi.

5) 0 ‘ichovli funksiyalanting ko'paytmasi o'ichovli ekanligi quyidagi

£-9 = \[(f+9)2-(f-9 f\

ayniyatdan, hamda 1), 2), 3) va 4) xossalardan kelib chigadi.

6) Agar g o'ichovli bo'ib, g(x) ™~ 0, \'x e E bo'lsa, u holda - ting

. . Q
o'ichovli bo'lishi
1
E(g <0)U E(g > -), agar c>0
ok ] (o}
EGA¢— E §<O) agar C<
E(g < 0), agar c= 0
tenglkdan kelib chigadi. Demak, - — o'ichovli fimksiya. 5-xossaga ko'ra,
1
}(xX) *------ fimksiya ham o'ichovli bo'ladi, bunda g(x) ~ 0. A
9\x

Shunday qilib, biz o'ichovli funksiyalar to'plarnining arifmetk amalarga
nisbatan yopiqligini ko'rsatdik.

Analzdan ma’lurn bo'llgan tekis va nuqtali yaqginlashish ta’rifiarini kelti-
ramiz. E o'ichovlito'plamda / fimksiya va {/,,} o'ichovli funksiyalar ketma-
ketligi berigan bo'lsin.

9.2-ta’rif. Agar ixtiyoriy e > 0 uchun shunday no > 0 rnavjud bolib,
barchan > nOva x € E larda |h(x) —/(x)] < e boha, u holda {/,,} funk-
siyalar ketrna-ketligi E toplamda f funksiyaga tekis yaqinlashadi deyiladi.

9.3-ta’rif. Agar harbir x € E da nI_r_1*(rj1c)fn(x) —f(x) boisa, u holda {/,,}
funksiyalar ketrna-ketligi f ga nuqgtali yaqinlashadi deyiladi.

Quyidagi teorema o'ichovli funksiyalar to'plarnining limitga o'tish (nuqtali

yaginlashish) amaliga nisbatan ham yopiqligini ifodalaydi.
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9.2-teorema. Agar {/,,} o'lchovlifunksiya,lar ketma-ketligi har bir x € E
da f(x) pa yaginlashsa,u holda limitik funksiya f o'lckovli bo'ladi.
Isb ot. Shartga ko‘ra, ixtiyoriy x e E uchun Hi_g@f"(x) —f(x) o 'ritiii.

[e]e) [e]e} co

S N
E(f<o- xfx)<a=u UTTiXsq)<C wy (o)

k=In=1m>n N
teuglik [2] da isbotlangan. Teoremaning isboti (9.5) tenglkdan kelib chigadi,
chunki, sanoqlisondagi o'lchovlitoplamlarning birlashmasi va kesishmasi (6.7-
teoremaga garang) yana o'ichovli to'plamdir. A
Bu paragrafai quyidagi misol bilan yakunlaymiz.
9.2-misol. Agar f : E —s>X o'lchovli funksiya bo'lsa, Il holda / funksiya
E rungixtiyoriy o'lchovli A gismida ham. o'lchovlifunksiya b o'lishini ko'rsating.

Yechish. Haqgigatan ham, ixtiyoriy ¢ g | uchun
{x € A:f(x) <c}=E(f<cNA

tenglk o'rinli. E(f < ¢ va A to'plamlar o'lchovli bo'lganligi uchun ular-
ning kesishmasi bolgan {x € A :f(x) < c} to'plain ham o'lchovli bo'ladi.
9.1-tarifga ko'ra, f funksiya A da o'lchovli bo'ladi.

M ustaqil ishlasb uchun savol va topshiriglar
1. O'Ichovli boYtagan funksiyaga misol keltiring.

2. 0 ichovli boYtagan, lekin moduli o'lchovli bo'lgan funksiyaga misol kelti-
ring.

3. (9.5) tenglikni isbot,lang.

4. 9.l-iemrnada keltinlgan 2), I) va5) ko'rirmhdagi to'plamlarning o'lchovli
ekanligidan f ning o'lchovli ekanligini keltirib chigaring.

5. Shunday f va g funksiyalarga misol keltiringki, ulaming yig'indisi
o'lchovli bo'lsin, lekin ayirmasi o'lchovli boimasin.
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6. Shunday f va g funksiyalarga misol keltiringki, ulaming ko ‘vaytma,s%

oichovli hof,sin, lekin yig tndisi o9chovli boimasin.

7. Dirixle funksiyasi !0 ning [0, 3] to'plamda ofichovli ekardigini tarif

yordamida kotsating. 5) funksiya (2.1) tenglik hilan antglanadi.

S. Agar f funksiya E to'plamda ofichovli boka, u holda h(x) = [/(#)]
ning ofichovli ekanligini isbotlang. Bu yerda [x] bilan x ning butun qismi

bclgilangan.
10-8 O ‘Ichovli funksiyalar ketma-ketliklarining yaginiashishlari

Bu paragrafda biz ekvivalent funksiyalar, ulaming ayrim xossalari va ofl-
diovli funksiyalar kettna-kefcliklarining t.urli yaqiniashishlari orasidagi bog‘la-
nishlarni o'rganarniz.

10.1-ta’rif. E ofchovli to'plamda aniglangan f va g funksiyalar uchun
il ((/; € E :f(x) T™c/(X)}) = 0 boiso, f va g lar ekvivalent funksiyalar de-
yiladi va f ~ g shaklda belgilanadi.

10.1-misol. Dirixle funksiyasi S) ((2.1) ga qaraiig), Riman funksiyasi 91
((2.2) ga gqarang) noi funksiya Q(x) — 0 hanida bir I(x) 1 funksiyalar
orasidan o‘zaro ekvivalent funksiyalarni toping.

Yechish. Malumki. Q sanogli to'piain, shuning uchun ¢¢(Q) = 0. Lebeg
o‘lchovi tola olehov (8.4-taif), shunday ekan, ixtiyoriy A ¢ Q uchun fi(A) =

0. Endi bu funksiyalami ekvivalentlikka tekshiramiz:
{x tE)(X) N #(X)} = @ {x :9t(x) £ 8{x)} - Q,
X 13> # X))} CQ, {X :®(X) +i(x)} = R\Q.
Bu yerdan quyidagi tengliklami hosil gilamiz:

P ({x :5)(x) # % )}) = m({x :9t(x) # % )J) = UX{Q}) - O,
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x{{x:ra g ®<HMM}) = O H{X :3>@)dlUx)}) = 4u({R\Q}) 0.
Demak, 'S)~ 0, 2) ~ ?H, 91 ~ B bo'laci. 1 bian 3) ekvivalent etas.

10.2-ta’rif. Ar/ar biror xossa E to'plamning nol, oichovli gism 'to plamidan
boshga barcha nuqtalarida bajarilsa, bu xossa E to plamda deyarli baja-rilo,di
deyiladi.

Agar ikkita funksiya deyarli Leng bolsa. ular ekvivalentdir.

10.2-misol. Aytaylk, E = Ai(J N2 va Aill Aj = 0 bofsin. Agar fi :

Ai —R va j2:Az —>R funksiyalar olehovli bolsa, u holda

. I /1(3). agar X e Aj
/(*) =S

{ iXx), agar x e N2
E daolehovl funksiya. bolishini isbotlang.

Isbot. Ixtiyoriy c€ R da
{x €E :f(x) <c}={x e Al :f\(x) < clU{x e A2:/2(z) < c}

to'plam olehovli. Demak, / funksiya E da olehovli il
10.3-misol. Nol olehovli A to‘plamda aniglangan ixtiyoriy f : A — LU
fimksiyaning olehovli bolishini isbotlang.
Isbot. Lebeg olehovi tola olehov (8,4-tarif) bolganiigi uchun olehovi

uolga teng bolga.ii to'plamning ixtiyoriy gismi
{xe A:f(x) <e}CA

olehovli, shuning uchun / funksiya A daolehovli funksiya boladi. A

10.1-teorema. Agar f funksiya E oichovU toplamda aniglangan bo'lib,
olehovli g : E -* LW funksiyaga ekvivalent bo’sa, n holda f ham E da
oichovli funksiya bofiadi.

Isbot. Faraz qilayik, g— olehovliva / ~ g bolsin, ya’ni

A —{x :f(x) = g(x)}, E\NA = {x:f(x) dg{x)}, fI{E\A) = 0.
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10,2 va 10.3-misollarga ko‘ra,

[ /(w>»). ag9ar x € E\A
i g(x), agar x b A
11 da o'ichovli ftmksiya bo6‘ladi.
10.1. Deyarli yaqinlashish.
1.0.3-ta’rif. Agar E to‘plamda aniglamjan {/,} funksiyaiar ketma-ket-
ligining f funksiyaga yaginlashmaydigan nuqtalari to’pfamining o'ichovi nol
boisa, u holda {/,} funksiyafar ketma-ketligi E to'piamda f

funksiyaga

deyarli yaginlashadi deyiladi, ya'ni

lim fn(x) = f(x)
N-*oo

tenglik E dagi deyarli barcha x lar uchun o‘nnli. yoki

A= ix :lim /,(x) = f(x)}, p(EXA) = 0.
L n—wo

10.4-misol. /,(x) =cos" i, E — [0, 21r] funksiyalar ketma-ketligining
nol funksiyaga deyarli yaqiniashishini isbotlang.
Isbot. Ma’lumki, barcha x € (0,2*1)\{rr} larda |Jcosx] < 1 tengsizlik

o'rinli hamda cosO — cos2tt — 1, costr — —1 ekanlighii hisobga olsak,

quyidagini olamiz

0, agar x € (0. 2?2r)\{7r},

lim fn(x) — lim (cosx)" — mavjud emas x = ir,

1, agar x € {0, 27t} .
Agar A = (x : lim fix) —ol =E\ {0; 7r; 27r} deb belgilasak, u holda
I n—2o0 J
U(E\NA) = /t({O; Tr; 2tt}) — O

bo'ladi. Ta rifga asosan, fn(x) — cos” x funksiyailar ketma-ketligi E - [0, 27r]

tolplamda 9 (x) = 0 funksiyaga deyarli yaqinlashadi. A
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10.2-teorema. Agar E to plafida {/,,,} ofehovlifunksiyalar ketma-ketligi
f ya deyarli yaqinlashsa, u halda, limiiik funksiya f harn o'lchovlid.tr.

Isbot. A = |x: Ilm fn(x) = f(x) ™~ bo'lsin. U hoida teorema shartiga
ko'ra, ii,(ENA) — 0 bo'ladi. A to’plamda {/,,} funksiyalar ketma-ketligi
/ ga nugtali yaginiashadi. 9.2-teoremaga ko‘ra,./ funksiya A to'plamda
o'lchovlidir. 10.3-misolga ko‘ta nol o'lchovli to'plamda aniglangan ixtiy o riy
funksiya o'lchovli, shuning uchun / funksiya E\A da o'lehovli bo'ladi. 10.2-
misolga ko‘ra, / funksiya bilashma A —E to'plamda ham o'lchov-
lid ir. A

Ma’lum ki, tekis yaqginlashishdan nugtali yaqginlashish, nuqtali yaqinlashish-

dan esa deyarli yaginlashish kelib chigadi. Quyidagi im plikatsiyalar o‘rin li:

Yegorov teoremasi deyarli yaqginlashish bian tekis yaqinlashish orasidagi
bogianishui ifodaiaydi.

10.3-teorema, (Yegorov). E chekli o'lchovli toplatuda {/,,} funksiyalar
ketma-ketligi f ga deyarli yaqinlashsin. U halda ixtiyoriy 5 > 0 uchun shun-
day Es C E to'plam mavjudki, uning uchun quyidagilar o'rinu:

1) A,(E\Es) < ¢

2) Es to'plamda {/,,} funksiyalar ketma-ketligi f ga tekis yaqiniashadi.

Isbot. 10.2-teoremaga ko‘ra, / o'lchovli funksiya bo'ladi. Aytaylik,

EZ = Oix:\,Uz)-f(x)\<I/m}
i>17,

bo'lsin. E%f to'plamlar barcha n va m uchun o'lchovli bo'lladi. E% to'plam

tayinlangan n va m da barcha * > n lar uchun \fj(x) —f(x)\ < I/m



tengsizlkni ganoatlantiruvchi x lar to'plamidan iborat. Eridi
@

n=|

bolsin. Aniglanishiga ko'ra E™ to'plamlar har bir m da
fol ciit® = c '™ c-

munosabatni ganoatlantiradi. 0 ‘ichovning uzluksizlik xossasiga ko'ra,

\}\im = n(Em) voki har bir m va € > 0 uchun shnnday no(m)
»
mavjudki,
0< A(Em) - M =V (vmK,(m)) < (10-1)
Endi a
ia = f]
m=I

bolsin. Ko'rsatamizki, h)j to'piam teorema shartlarini ganoatlantiradi. Dast-
lab ¢;5to'plamda {/,,} ketma-ketlkning / gatekis yaqinlashishini ko'rsatamiz.
Aytaylk, x € Ex bolsin. U holda ixtiyoriy m uchun bareha i > n0(m)
nomerlarda \fi(x) - /(x)] < 1/m tengsizlkbajariladi. Bundan E¢ to'plamda
{./,,} ketma-ketlkning / gatekis yaqiniashishi kehb chigadi.

Endi E\E¢ to‘plam olchovini baholaymiz. Barcha m lar uchun /j.(E\Em)
— 0. Hagigatan ham, agar x0€ E\Em bolsa, u holda yetaricha katta * lar
uchun Fi(x0) - Jx))\ > 1/m bpladi, va’ni {fn(xo)} ketma-ketlk f(x0) ga

yaqinlashmavdi. Demak, EN\Em c E\A munosabat ofinli. Bu yerda
A — Um f = f .
{x : Um fn(x) = f(x)}

Bundan, jj.(ENEm) < fj,(ENA) — 0 gakelamiz. Bu 0‘z navbatida ji(E\NEm) —

0 gaolib keladi. Bu yerdanva (10.1) dan keiib chigadiki,
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bo'ladi. Shuning uchun quyidagi tengsizlik o!rinli

‘U EECWW <E==4 A
=1 / = mel

10,2. 0 ‘Ichov bo'yicha yaginlashish. Bizga E to‘plamda aniglangan
{7/ ,} o‘Ilchovli funksiyalar ketma-ketligi va f o'lehovli funksiya berilgan bo'lsin.

10.4-ta'rif. Agar ixtiyoriy 6 > 0 uchun
hin i({x GE : Ifn(x) - Z(N] > <B) =0

ténglik bajarilsa, ukolda {7/ ,} funksiydar ketma-ketligi E topiarada f funk-
siyaga o ‘Ichov bo‘yicha yaginlashadi deyiladi. *

DeyarU yaginlashishdan o‘Ichov boYicha yaginlashish kelib chigadi. Quyida-
gi teorema shu haqgda.

10.4-teorema. Agar {/,} o'lchovli funksiyalar ketma-ketligi E (p(E) <
00) topiarada f funksiyaga deyarli yaginlashsa, a holda {/ «} ketma-ketlik
E to'piarada f ga o‘lchov bo‘yicha ham yaginlashadi.

Isbot. 10.2-teoremaga ko'ra, limitik funksiya / o‘lchovli bo'ladi.

A - {I.r :«!)I&)f,,(x) - /(*)j
bo'lsin. Teorema sbartiga ko‘ra, p(E\A) — O bol!ladi. Berilgan 6 > 0 son

nchun quyidagi belgilashlarni kiritamiz.

Ek{¢) = {x : Fk(x) - f()\ > ¢},

(€)) ()
Rn6) =y EkS), M = f] Rn(6).
k—n n=1

0 ‘Ichovli to'plamlarniug xossalaridan foydalanib, ko'rsatish mumkinki, yuqori-

da kiritilgan barcha to'plamlar o‘lehovli boiadi. Ravshanki,

Rii6)-D R2(d) D =s-Rn(6) D mmm.
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0 ‘lchovning uzluksizlik xossasidau

nIi_I;BKK(fi)) = KM) (]Qa

tenglik kelib chigadi. Ko‘rsatamizki, M C E\A bo'ladi. Hagigatan ham, x0 €

mfro0= 69

Lim it ta’rifiga ko'ra, berigan 6 > 0 son uchun shunday n mavjudki,

Id19- <0 <&

tengsizlk barcha k > n lar uchun o'rinli, ya’ni xq R n{5), shunday ekan,

A bo‘lsin, ya’ni

xq M. Bundan A C EAXM =» M C E\A. 0 ichovnmg yarm additivlik

xossasidan

4(M) < 4(ENA) = 0 =o  4(M) = 0.

Detrxak, (10.2) dan I|hn fi(Rn(d)) — 0. En(6) c R-nll, munosabatdan va
n-+00

o'lchovniig yarim additivlik xossasidan
Inn B (EnK)) =10
Inn 8 (En(9)

ekanligi kelib chigadi. Bu esa teorema,ni isbotlaydi. il
0 :lehov bolyicha yaginlashishdan deyarli yaqinlashish kelib chigadimi de-
gan savol tug‘iladi. Umuman olganda o‘lchov bo'yicha yaginlashishdan deyarli
yaginlashish kelib chigmas ekan. Quyidagi rmsol bu fikming to‘g‘riigm i tas-
diglaydi.
10.5-misol. Har bir k @ N uchun E — (0, 1] yarim intervalda f[k\ f~k\

funksiyaiarni quyidagicha aniglaymiz



Bu furiksiyalarni tartib bian nomerab, {gn} (gi m=j] , R = /2 >R =
/i?j & = /3~ , . ketina-ketlikni hosil gilamiz. {gn} ketma-ketlkning E
da nol funksiyaga o'lchov bo'yicha yaqinlashishini va biror nugtada harn noiga,
yaqirdashmasligiri iabotlang.

Isbot. Har bir n € N uchun shundav Kk va i sonlar jufti topiladiki,
fik\x) = gn(x) teuglik bajariladi va n cheksizga intilishi bilan k ham chek-

sizga intiladi. Ixfciyoriy S > 0 uchun
fi{x: ) 1>s}) =

=R ({* W >®)>i}) <1 (" , i]1) =i
tengsizlk o'rinli. Bu yerdan nIiLn(D/i(E(\gn\> 0)) = 0 ni olamiz. Demak,
10.4-tarifga ko'ra, {gn} ketma-ketlik E da nol funksiyaga o'lchov bo'yicha
yaqinlashadi. Endi {gr# ketma-ketlkni E da nol funksiyaga deyarl yaqin-
lashmasligini ko‘rsafcainiz. Ixtiyoriy xq € (0,1] nuqgtani olamiz. Shunday kn
vain (ki < kj < eee< k,, < eee) sonlarju fti topiladiki,

1
Xq €
V kn 7 kn_

bo'ladi. Bu yerdan quyidagini olamiz:
r%ﬂ}nﬂnjfn;](x—o): 170.

Ya’ni, {<?,} ketma-ketlk biror uugfcada ham nolga yaqinlashmaydi. A
10.5-teorema. Agar {/,,} o'lchovlifunksiyalar ketma-ketligi E toplamda
f pa ofchov boYyicha yagirdashsa, n holda undan f pa deyarli yaqginlashuvchi

gismiy ketma-ketlik ajratiih murnkin.

Isbot. Biz misbat va nolga intiluvehi ketm a-ketlikni va
rjit V2, meej \/n, mmm musbat sonlarni w, + w, + ee=+ Ln+ ... gator yaqinlashuv-
chi bo'ladigan gilib tanlaymiz. Indekslar ketma-ketigi w, < w, < ... lanii
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quyidagicha tanlaymiz: w indéksni shunday tanlaymizki,
Hx :Ifni(x) - fX)\N > ¢ i» <%

tengsizlik bajarilsin. Bu tengsizlkni ganoatlantiuvchi w, mavjudigi {/,,}
ketma-ketlkning / gao'chov bo'yicha yaginlashuvchi ekanligidan kelib chiga-

di. Eildi «2 > Ll indeks shunday tanlanadiki,
A{* :Ifnafr) - f)\ >r12}) < P

tengsizlk bajarilsin. Umuman w, > Mu-i indeks shunday tanlanadiki,
H(ix mifnk(x) - /(*)I S: £fc}) < WK

tengsizlk bajarilsin. Tanlangan {fnk} ketma-ketlkning f ga deyarl yaqin-

lashuvchi ekanligini ko'rsafcamiz. Quyidagi belgiashlarni kiritam iz:

co : op
Ri= U : - f(x)\ > va R - N Ki.
k—i i=1
Tanlanishiga ko‘ra, Ri D R2 D eeeD RN 9 - 0 ‘Ichavning uzluksizlik

xossasiga ko‘ra, Iim B(Rn) = u(R). Ikkinchi tomondan, ravshanki,
77—>00

B(Ri) =/ IQ:r DI k(x) - /@] > e*}J <

- E M o _(a N N X))t
tengsizlik Orinli. So!nggi gator yaqginlashuvchi gatorning goldigi bo'lganligi
uchun nIi_rzlon(Rn) = 0. Demak, /i(R) = .I,i,mo'{i(Ri) - 0. Endi ixtiyoriy x G
E\R uchun kIi_r)nQDf,,k{x) —/(rr) ni ko‘rsatish goldi. Faraz gilaylk, x0€ tI\R,
ya'ni 0 4 R bo'lsin. U holda shunday u; mavjudki, xO $ Rio. Bu shuni
anglatadiki, barcha k > *0 lar uchun xo do{x : \f,k(x) —f(x)\ > e*} ya’ni
\fnk(x0) - /(x0)] < £*.
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Shartga ko'ra e* — 0, shuning uchun IE_n)}ljfnh(xo) — /(x0)- A

Quyidagiteorema uzluksiz vao'lchovlifunksiyalar o'tasidagi muhim bog'la-
nishni ifodalaydi.

10.6-teorema (Luzin), [a, b kesmada aniglangan f funksiya o'lchovli
boHishi uchun ixtiyorvy e > 0 son uchun [a, 6] da uzluksiz bolgan shun-
day ip funksiya rnavjud boflib, u({x € [a, B : f(x) ™ <p(X)}) < £ tengsizlik
bajanlishi zanir va yetauli.

IQ .I-natija. [a 6] kesmada uzluksiz funksiya o'lchovlidir.

10.6-misol. [0, 7] kesmada aniglangan

Jana:, x € [0, 7]\Q
f(x) = <
I cos2(sin x), ig Q

Funksiya o'lchovli bo'ladimi?
Yechish. 10.1-natjaga ko'ra, uzluksiz ip(x) —sin x, x € [0, 7] funksiya
o'lchovli boiadi. Luzin teoremasi va
/m{{x :f(x) ji ip()}) = /[0, M]PIQ) = Ok e
tengsizlkdan f funksiyaning [0, 7] kesmada o'Ichovli ekanligi kelib chigadi.

Mustaqil ishlash nchun savol va topshiriglar

1. Agar f :E —*E o'lchovlifunksiya va A ¢ E — o'Ichovli to‘plam bolsa,
u holda f funksiyaning A to'plamda o'Ichovli bolishini isbotlang.

2. Agar f va g funksiyalar E topiarada o’lchovli bolsa, u holda
h_(x) —min{f(x), g(x)} va h+(x) = max{/(x), g{x)} funksiya-
laming olchovli bo'lishini isbotlang.

3. Agar f ~ g va g~ 9 bolsa, uholda f ~ 9 ekanligini isbotlang.

4. 10.5-rnisolda keltiriigan {g,,} ketrna-ketlikdan nalga dcyarli yaginlashuv-
chi gismiy ketma-ketlik ajrating.
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5.

10.

10.4-misal uchun Yegorov teoremas* shartiarini ganoatlantruvcM Eg

to plamni €= 10~3 uchun quring.

Dirixle va Riman funksiyalari uchun Luzin teoremasining shartiari-
ni ganoatlantiruvchi uzluksiz g funksiyani toping. © va 91 Ilaming

miqglanishini (2,1) va (2.2) - lardan garang.

f funksiyaga har bir nugtada yaqinlashuvchi, lekin tekis yaginlashmay-

digan fn funksiyalar ketma-ketligiga misol keltiring.

. /,,#) = xn, x e [0, 1] ftmksional ketmu-ketUkning timitik funksiyasini

toping.

/n(@) = xn, x € [—1, 1] junksional ketma-ketlik Dirixle yoki Riman

funksiyalariga deyarli yaqginlashadimi?

Deyarli yaginlashuvchifunksional ketma-ketlikning limit,ik funksiyasi yago-

na boladimi? Agar yagona, bo'lmasu. bu hagda o'z fikringimi ayting.
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IV bob. Lebeg integrali

Riman integrali odatda uzluksiz funksiyalar yoki uzilish nuqtalarijuda ko‘p
bolmagan funksiyalar uchun kiritla di. Ritnan integrali awa! [a, bl kesmada,
keyin esa [a, blx [c, &\ to‘gTi to‘rtburchakda. va hokazo kiritiladi. Lebeg inte-
grali esaixtiyoriy tabiatli to‘plamlarda bir xilda kiritila d i. Hattoki, aniglanish
sohasining hamma yerida uziishga ega bo-lgan funksiyalar uchun ham Lebeg
integralini aniglash tnumkin.

Lebeg integralining Riman integralidan asosiy farglaridan biri shundaki, u
funksiyaning aniglanish sohasi bo'lgan [a, bl kesmani bolaklarga bo‘layot-
ganda argument giymatlarining yagqinligini ernas, balki funksiya giymatlari-
ning yagqinligini hisobga oladi. Keyinchaik biz ko'ramizki, Lebeg integrali
Riman integraliga garaganda katta imkoniyatlarga ega bo‘ladi. Awal sodda
funksiyalar uchun Lebeg integrali tariflanadi, keyin Lebeg integrali ixtiy o riy
o'lchovli funksiyalar sinfi uchun aniglanadi.

Bu bob 11-14 8§lardan iborat. II~§da sodda funksiyalar uchun Lebeg inte-
gralikiritlgan, uning A, B va C xossalariisbotlangan. 12-§ dachekliolchovli
to‘plamda aniglangan olchovli funksiyalar uchun Lebeg integralining umurniy
ta’rifi berigan. Lebegintegralining asosiy xossalari (I-V Ill) keltirigan. Buxos-
salar Riman integralixossalari bilan solishtirigan. IV, VI, V I, vaV Il xossalar
fagat Lebeg integrali uchun xos ekanligi taTddlanib, bu xossalar Riman inleg-
radi uchun tolg‘ri emasligiga misollar keltiiigan. Bundan tashgari Lebeg integ-
ralining absolyut uzluksizlik va a— additivlk xossalari isbotlangan. Lebeg in-
tegralining a— additivlik xossasiga ma’lum ma’noda teskari teorema ke ltirilib
isbotlangan. Manfiymas fuinksiyalar uchun Chebishev tengsizligi isbotlangan.
Chebishev tengsizigidan foydalanib, manfiymas funksiyaning integrali nolga
tengligidan uning o“i nolga ekvivalent, ekanligi ke ltirlb chigarigan. 13-§8 in-

tegral belgisi ostida limitga o‘tish aloinatlariga bagishlangan. Lebeg, Levi
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va Fatu teoremalari o'z isbotlarini topgaxi. Oxirgi 14-8 da cheksiz o'lchovli
to'plam bo'yicha olingan Lebeg integraliga ta’rif berigan, Lebeg va Riman
integrailarini tagqgoslash haqgidagi teorema isbotiangan. Lebeg ma’nosida in-
tegrallanuvchi, lekin Riman ma’nosida integrallanuvchi boimagan funksiyaga

miso! keltirigan.
11-8. Sodda funksiyalar uchun Lebeg integral

Biz II-13-88 larda o'lchovli E yoki A to'plamda aniglangan, o'lchovl /
funksiyaai garaymiz va < +00 deb feraz qilamiz.

11.1-ta’rif. Agar f : E — E O0'lchovli bo'lib, uning giymatan to'plam,i
ko pi hilan sanogli bo‘sa, u holda f sodda funksiya deytad..

11.1-teorema. Ko'pi bilan sanoqlita har xil yi, yi,.. ., yn, m.. giyniatlami.

gabul quuvchi f funksiya ofichovli bo'lishi uchun
An— € E .f @) —Wn\

to'plamlaming o'lchovli bo'lishi zarur va yetatrii.

Isbot. Zaruriyligi. f funksiya E to'plamda o'lchovli bo'lsa, An to'plam-
larning o'lchovli ekanligi 9.1-lernmadan kelib chigadi.

Yetarliligi. An to’plamlarning har biri o'lchovli ekanligidan / funksiyaning
o'lchovli ekanligini keltirib chigaramiz.

Kf<o=UA
/<«

tenglikdan va o'Ichovli to’plamlarning chekli yoki sanoqli bilashmasi o'lchovli
ekanligidan / ning E da o'lchovli funksiya ekanligi kelib chigadi. A

11.1-misol. Agar / : E -* M o'lchovl funksiya bo'lsa, u holda g(x) —
[/(re)] funksiya E dasodda funksiya bo'lishini isbotlang. Bu yerda [e] belgi
a sonining butun qgismini bildiradi.
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Isbot. g funksiya fagatgina butun giymatlar gabul giladi. Shuning uchun
uning giymatlar to'plami ko'pi bilan sanoqlidir. Endi uuing o'lchovli ekanligini

ko'rsatamiz. Haqgigatan hatn, ixtiyoriy n € Z uchun
{x €E :g(x) —n} = {x €E :n < f(x) <n+ 1}

tenglk o‘rinli. 9.11lemmaga ko'ra E(n < f < n + 1) to'plam o'lchovli. 11.1-
jeoremagako'ra g funksiya E dao'lchovlifunksiya boiadi. Il.I-ta ’rifga ko'ra,

g sodda funksiya bo'ladi. A

11.2-misol. Sodda funksiyaning songa ko'paytmasi vana sodda funksiya
bo'lishiniko'rsating. Sodda funksiyalaryig 'indisi yana sodda funksiya b o'lishini
isbotlang.

Isb ot. Sodda funksiyaning songa ko'paytmasi yana sodda funksiya b o'lishi
bevosita tarifdan kelib chigadi. Sodda funksiyalar yig‘indisiring vana sodda
funksiya b o'lishi esa, o'lchovli funksiyalar yig'indisining yana o'lchovli funksiya
ekanligidan (9.1-teorema) hamda chekli yoki sanoqli sonli to’plamlarning arif-
metik yig'indisi (3-8 dagi 5-topshiriq) yana chekli yoki sanoqli to'plam ekan-
ligidan kelib chigadi. A

11.2-teorema (0 ichovliik mezoni). f : E —M funksiya o'lchovli bo'lishi
uchun unga tekis yaqinlashuvchi sodda funksiyalar ketma-ketligining mavjud
bo'lishi zarur va yetarli.

Isbot. Yetarliigi 9.2-teoremadan kelib chigadi.

Zaruriyligi, /—o'lchovli funksiya bo'lsin. Unga tekis yaqinlashuvchi {/,,}
sodda funksiyalar ketma-ketligining mavjudligini ko'rsatamiz. 11.1-11.2 mi-

sollarga ko'ra, har bir n € N uchun

(11.1)

sodda funksiya bo'ladi. Bundan tashqari

nf(x) - [nfx)\ = {nf(x)\ < 1
n n
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tcngsizlik o'rinli. Demak, /Jif ketma-ketik / gatekis yaginlashadi. A
Dastlab cheidita yi, y2, mm-,yn giymatlami gabul giluvchi / : A —=*R sod-
da funksiya uchun Lebeg integrali tushunchasini kelritamiz. Ixtiyoriy k 6
{1,2,. .., n} uchun
Ak= {x e A: f(x) = yk} (11.2)
belgiasl olamiz.

11.2-ta’rif. Bizga yi, y2, mme, yn giymatlami gabu, qiluvchi f : A — fL

sodda funksiya berilgan holsin. U holda
n

1PykViAKk)

1
yig'indi f sodda funksiyaning A to'plam boyicha olingan Lebeg integrali de-
yiladi va quyidagicha belgilanadi

n

/ fH{x)dfi = Y2 vkKAK)-
iA k—+

Endi bizga sanoqlita yi, y2, smmmyn, mmm giymatlami gqabul qiuvchi f : A -* E

sodda funksiya berigan bo‘lsin. / funksiya uchun quyidagi formal

[e]e)

YAVKKAK) (11-3)
|

gatorni gqaiaymiz. bu yerda Ak lar (11.2) tenglik bilan aniglanadi.
11.3-ta’rif. Agar (11.3) gator absolyut yaqinlashuvchi bofisa, u holda f

sodda funksiya A to'plamda Lebeg rna’nosida integrallanuvchi deyiladi. (11.3)

gatoming yigHndisi f fvnksiyadan A toplam bo'yicha olingan Lebeg integrali

deyiladi va quyidagicha belgilanadi

r @
/ f(sW =Y.ynK"™).
JA fii

Bu tarifda yn laming liar xilligi talab giingan. Lekin yn laming har xil-
ligini talab qixnasda.i ham sodda. fuiiksiyalar uchun Lebeg integrali ta'riiini

keltirish mumkin. Bu quyidagi lemma yordamida amalga oshiriladi.
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ILI-lem ma. A= \JBk, Bip)Bj =0, va har bir Bjj to piarada
k
f funksiya faqgat bitta c* giymat gabul qilsin. f soddafunksiya A topiarada
integrallanuvchi boflishi uchun

yAVKKBK) (11.4)
K

gatoming absolyut yaginlashuvchi boiishi zarur va yetarlidir.

Isb ot. Osongina kci'ish mumkinki, har bir
An= {ice A :f(x) = yn}

to'plam ot = Wnh bofladigan Bk to’plamlarmiig bilashmasidan iborat. ya’ni

An= [J Bk
rk-vihn
Shuning uchun
y~VnKARN) = X viBk) = y']cki-i(Bk).
n n ckyn k

X Thoan-X wX) - X) @)

ya’'ni

X VnVjAn) va y]cKkiji(Bk)
n k

gatorlar bir vagtda absolyut yaqiniashadi yoki uzéglashadi. Sodda funksiyalar
uchun Lebeg integralining ba’zi xossalarini isbotlayiniz.

A) Additivlik xossasi. Agar f va g sodda funksiyalar A lo piarada mteg-
rallanuvchi bolsa, u holda f + g sodda funksiya harn A toplamda integral-
lanuvchi va quyidagi tenglik o'rinli

I [f(x) + gO)\dfi= f f(x)dii | f gX)dfj-.

Ja Ja Ja
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Isbot. / + g niiig sodda. funksiya bo'lishi 11.2-misoida isbotlangan. In-
tegrallanuvchi / sodda. funksiya /¢ giymatni Af C A to'plamda, g sodda
funksiya esa giymatni ti; C A to'plamda gabul qilsin. U holda

I f(xX)du = Y~ TfnJ'(A), i g{x)diji= YNS|j~Bj)
* 3
gatorlar absolyut yaqginlashuvchi bu'ladi. 0 ‘lohovning a— additivlik xossasiga
ko'ra, quyidagi tengliklar o'rinii
MA) = iJ-Bj) = ~/j(Ann)’
j i
U holda quyidagi musbat hadli gatorlar
E Ewi E E f e i
I [
yaqinlashuvchi boladi. Demak,
EEN+-%
i
gator absolyut yaginlashuvchi. Bundan / + g sodda funksiyaning integral-
lanuvchi ekanligi kelib chigadi. 11.1-lernmaga ko'ra,

| if(x)+ 9(x)Ne = E E (£ +»)maf]Bi)=E ~ E ~(an Bi)+
JA i i i

+E 99E man 5i)=E /e/'(a)+ E =
3 i i 3
= / f{x)dji+ / gx)dii. A
JA JA
B) Agar f sodda funksiya /i to plafida in.tegrallanuvc.hi bo‘sa, u holda
ixtiyoriy fe€ K. o'zgarrnas uchun femf funksiya harri A toplafida integral-
ianuvchi va quyidagi tenglik otinli

| k of (x)dfi= fe f f(x)dp.

a a
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Isb ot. Sodda funksiya integrali tarifiga ko'ra
[ kmf(x)dn = Y ]1k- fifi(Ai) = kY) fiKA) = k | f(x)dfx. A
Ja i i Ja
C) A to'plamda chegaralangan f sodda funksiya intexjrallanuvchidir. Agar
A da |/x)] < M bofsa. u holda quyidagi tcngsizlik orinli
/ f(x)dn M mi-i(A).
Ja
Isbot. Sodda funksiya integrali taifidau
<Y I\WW(A)) < MY, m(A) - Mfi(A). A
Ja
Bu paragrafni quyidagi sodda funksiyaning Lebeg integralini hisoblash bilan
yakunlaymiz.
11.3-misol. A —(0, 1] da / funksiyani quyidagicha auiglaymiz:
1 1
f(x) —n, agar x € An— 5. 9o
f soddafunksiya A = (0, 1] to'plamda Lebeg ma’nosida integralanuvehimi?
Agar integrallanuvclii bo'lsa, uning integralini hisoblang.

Yechish. Ma’lumki,

@
1J An= (0, 1]. Anp|] Am= 0, n”™ m.
n=1

va A,, —{a:e A:f(x) =.n} (jendlk o‘rinli. Sodda fuuksiyalar uchun Lebeg

integrali tarifiga ko'ra,

co

V V 2“n (11.5)
n=1
gator yaqginlashuvchi bo'lsa, / sodda funksiya A = (0, 1] daintegraianuvchi

bo'ladi. Bu holda musbat hadli gatorlami taqqoslash liagidagi Dala.mber alo-

matidan foydalanish qulay.



Dexnak, (11.5) qator yaqinlashuvchi. Bu verdau / sodda funksiyaning A da
Lebeg ma’nosida iitegralianuvchi ekanligi kelib cligadi. Endi (11.5) qgator

yig'indisini hisobiaymiz. Uning qisraiy yig'indisi Sn uchun

Sn—2Sn—5,= 1+ — —+ —+ ... + m
/12 .3. n\ (2 I\ . /3 2
V2+4+8+" +W =1+\2"'"2)] +V4"4, I+ " +
n TI— 1\ n 1 1 1 n
. P T
2»-i 27-1) 2" 2 4 2n 1 2"
1

Bu tenglkda n oo daiimitga o'tib, (In — o cheksiz kamayuvchi geo-

m etrik progressiya yig'indisidan foydalaniladi)

f(x)du = lim —Im f —f2) —Im
1/(0,1} (L= - ra-roo y 1 =1 U-HX)

ekanligini olamiz.

Matematk analiz kursidan malumki (4] ga garang) / funksiya Riman
ma’nosida iitegralianuvchi bo'lishi uchun, uning chegaralangan bo‘M i zarur.
Chegaralanmagan funksiyalar uchun Riman integrali xosmas integral ma’no-
sida tariflanadi. 11.1-misolda qaralgan / funksiya (0, 1] da chegaralanma-
gan. Lebeg integrali ta’rifida funksiyaning chegaralangan b o'lishi muhim emas,
ya’ni chegaralangan va chegaralanmagan funksiyalar uchun Lebeg integrali foir

xida tariflanadi.

M ustaqil ishlash uchun savol va topshiriglar

1. f(x) —jor], x € [0, 5) = A ning sodda funksiya ekanligini ko'rsating

m uning A toplam bo'yicka olingan integra,Uni hisoblang.
2. Sodda funksiyalar ko'paytmasi yana sodda funksiya bolishini isbotiang.

3. Dirixle funksiyasini A — [0, 3] to'plamda sodda funksiya ekanligini
ta’rif yordamida ko'rsating. Uning integratini hisoblang.
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4. Riman fufiksiyasining A — [O 1] toplamda sodda funksiya ekanligini

taVi/ yordamid& ko rsatmg. Uning integralini hisoblang.
12- 8 Lebeg integralining xossaiari

Bu paragrafda Lebeg integralining asosiy xossaiari o'rganiladi, Biz doin
chekli o'lchovii A (fi{fA) < +00) to'plam va unda aniglangan f o'lchovi
funksiyani garaymiz.

12.1-ta’rif. Agar A topiarada f funksiyaga tekis yaqinlashuvchi, inte-
grallanuvchi sodda funksiyalarning {/,,} ketma-ketligi rnavjud bo'lsa, f funk-

siya A to piarada Lebeg rna’nosida zntegrallanuvchi deyiladi va uning integraM
(12.1)

tenglik hilan aniglanadi.

Bu ta’rif korrekt, ya’ni kamchilklardan holi bo'lishi uchun quyidagishartlar
bajarilishi kerak:

1) Har ganday tekis yaqinlashuvchiva A to‘plamda integrallanuvchi sodda
fufiksiyalar ketma-ketligi uchun (12.1) lim it rnavjud bo'lishi kerak.

2) Berigan / funksiya uchun (12.1) limit {/,,} ketma-ketlknihg tanla-
nishiga bog'liq emas.

3) Agar / funksiya soddafunksiya bo'lsa, bu ta’rif sodda fufiksiyalar uchun
berigan 11.2-ta'rif bilan usma-ust tushishi kerak.

1-3 shartlarning bajariishim ko'rsatamiz.

1) Sodda fufiksiyalar uchun ixitegralning A, B va C xossalaridan

J}'a fwkion - J(/a §00didy < J};l (fn(x) - fm(x)) dfi <

fi(A) esup IM(.r) - fmx)\

teiigssizlik kelib chigadi. Bu esa (12.1) limitring mavjudligini isbotlaydi.



2) (12.1) limitning {/,,} ketma-ketlkning tanlanishiga hog'iq cmaslgini
isbotlaymiz. Faraz qilaylk, f ga tekis yaqinlashuvchi ikkita {/,,} va {/¢}
ketmarketlklar ucimn (12.1) lim it liar xil giymailar gabul qilsin. U.holda
[1>fv, /2,/2, ===, fay fay mmmketm a-ketlk / gatekis yaqginlashadi, lekin bu ketrna-
kctlik uchun (12.1) lim it mayjud emas. Bu esa hozirgina isbotlangan 1) shartga
zid.

3) shartni isbotlash uchun ixtiyoriy n da fn(x) = f(x) deb olish yetarl.

Endi 12.1-tarifga teng kuchli bo'lgan quyidagi ta’rifxii keltirasrniz.

12.2-ta’rif. Agar har bir n € N uchun (11.1) tenglik bilan aniglanuvchi
fnd sodda funksiya integrallanuvchi bo'lsa, u holda f funksiya -A toplamda

Lebeg ma’nosida integrallanuvchi deyiladi va uning integrals

I f(x)dn= Ilim__ | fimt(x) dfx
Ja nela

12.1. Lebeg integralining asosiy xossalari.

I. f(x) = 1, x € A sodda funksiya integrallanuvchi va

/ 1edit= fi(A).
Ja

II. Bir jinslilik xossasi. Agar f funksiya A toplarnda integrallanuvchi
bo'lsa, u helda ixtiyoriy k e R 0Ozgarmas uchun k mf funksiya ham /1

to'plamda integrallanuvchi va quyidagi tenglik p'rinli

| k mf(x)d,fi= k | f(x)dji.

Ja Ja

Isbot. Bu xossaning isboti sodda funksiyalar uchun Lebeg integralining B
xossasidan limitga o’tish natijasida, o'zgarmasni lim it belgisi ostdan chigarish
mumkin degan goidadan kelib chigadi. Ya’'ni, agar {/,,} integralanuvchisod-
da funksiyalar ketma-ketligi f funksiyaga tekis yaginlashsa, u holda {k <fn}
integrallanuvchi sodda funksiyalar ketma-ketligi k =f funksiyaga tekis yaqin-

lashadi. Demak, k »f funksiya irtegralla.nuvchi va



texigik o‘rin li. A
I11. Additivlik xossasi. Agar f va g funksiyaiar A toplarnda integraila-
nuvchi bo‘sa, u holda f + g funksiya ham A to plarnda inWgrallanuvchi va

quyidagi tenglik ofinli

[ [f(x) + g(%)Ne= [ f(x)dp + f g(x)dfi.

Ja Ja Ja

Isbot. Agar {/,,} integrallanuvchisodda funksiyaiar ketma-ketligi / funk-
syaga, {gn} integrailamivehi sodda funksiyaiar ketma-ketligi g funksiya-
ga tekis yaqginlashsa, u holda {/,, + gn} integrallanuvdii sodda funksiyaiar
ketma-ketlgi f + g funksiyaga tekis yaqinlashadi. Demak, f + g funksiya
integrallanuvdii va sodda funksiyaiar uchun integralning A xossasiga ko‘ra

/ [f{x) + g(x)]dp = lim / [fn(x) + gn(x)\dfi =
Ja 7 'ocla

= Iim / fn(x)dn+ lim / gn{x)041= / f(x)dp+ / x)d
s (x) n_>Ouja@1{) JA()|o Ja@J()p
tenglik o'rinli. A

Shuningdek quyidagi tenglik Oin i

[ f(x)dfi= j f(x)d/i+ [ f(x)dfi, A—AlUA2 AlnA2 =0. (12.2)
JA JAi JA2

IV. A toplarnda chegamlangan f funksiya integrallanuvchidir,

Isbot. Agar f funksiya A to'plamda chegaralangan bollsa, u holda (11.1.)
tenglik bia.ll aniglanuvcin ft* sodda funksiya, ixtiyoriy n E N da eheklita
giymat gabul giladi. Demak, 11.2-ta’rifga ko‘ra ft* sodda funksiya integral-
lanuvchi. 12.2-tarifga ko'ra f ham integrallanuvdii. A

V. Agar f(x) >0, x € A funksiya integrallanuvchi bofisa, u holda

f(x)d/j. > 0.
JA

Isbot. Bu xossa Lebeg integralining monotonlik xossasi deyiladi. Uning

isboti sodda funksiyaiar uchun to‘g'ridan-to:g'ri ta’rifdan kelib chigadi. Agar

114



/ manfiymas funksiya bo'lsa, u holda unga tekis yaginlashuvchi fAut sodda

funksiyalar ketma-ketligi ham rnanfiymas. Bundan

Bu yerdau n —»00 da limitga o'fcib, V xossaning isbotiga ega bo'lamiz. A
Integrating monotonlik xossasidan quyidagi tasdiq keiib chigadi. Agar

f(x) > g(x) bo‘isa, u holda

tengsizlik o'rinli. Shuningdek. agar m < f(x) < M. X € A bo'lsa, u holda

tengsizliklar o'rinli.

V1. Agar j,(A) —O0 bo'lsa, u holda ixtiyoriy f : A —K uchun

VI. Agar f — g (ya’ni deyarli barcha x € A far uchun f(x) —g(x))
bo‘tib, ulardan bin integrallanuvchi bo‘lsa, u holda ikkinchi-si ham, integral-

L,anuvchi tin quyidagi tenglik o'rinli

Bu tasdiglar Lebeg integralining ta’rifidan bevosita kelib chigadi.

VII.  Agar ip funksiya A toplamda integrallanuvchi boHib, deyarli barcha
x £ A far uchun |/(jf)] < <p(X) bo‘lsa, u holda f funksiya ham A to'plamda
integrallanuvchi bo ‘ladi.

Isbot. Hagigatan ham, agar / va <p sodda funksiyalar bo'lsa, u holda
A to‘piamdan o‘lchovi noi bo‘igan Ax—{x € A : |/(X) |> y-'(@} to'plamm
chigarib tashlab, golgan A! to'plamda X\ < (p(X) tengsizfikni hosil gi-

lamiz. A! to'plamni chekli yoki sanogli sondagi Aln to’plamlarning birlashmasi
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ko'rinishida shunday tasvirlaymizki, har bir An to'plamda / va ip funksiyalar

o'zgarmas bo'lsin, ya’ni
fx)=a » (X) - m, x&A'n.

Shartga feora A< bn tengsizlik bajariladi. < funksiya integrallanuvchi

bo'lganligi uchun hamda (12.2) va VI xossadan foydalanib

oc co

E ki/* K )< E & w =
«=1 7=

/ ip(x)dfi= / o(xX)du + / tp(x)dn= | <p(x)du
A Ja

Ja, Ja
tii olamiz. Shuning uchun / ham integrallanuvchi va

{x) dfi J[ 1fix) dfj Y] anll {An)

= / \fix) ldi>< / <P(x)dp,.
Ja Ja
Endi umumiy holni garaymiz.
/()]
n
sodda funksiya ixtiyoriy n 6 N da

L/»"(*)! < P(r) *L xeA

tengsizlikni ganoatlantiradi. Demak, fA*(x) sodda funksiya integrallanuvchi.
12.2-ta’rifga ko'ra / funksiya ham integrallanuvchi. A

VIIl. Quyidagi integrallar bir vagtda mavjud yoki mavjud emas:
h - f fxX)dp. 12= f \f)\dfi.
Ja Ja

Isbot. VII xossadan foydalanib. ko'rsatish mumkinki, 12 ning mavjudligi—

dan ™N\ning mavjudligi kelib chigadi. Teskaritasdig f sodda funksiya bo’lganda
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bevosita ta’rifdan keUb chigadi. Umumiy hoini qaraymiz. / fuuksiya A da
integrallanuvchi bo'lgani uchun, unga tekis yaginlashuvchi {/n} integrallamiv-

chi, sodda funksiyalar ketrma-kefcligi m&vjud. U holda
o) = 1/nWIl < |/(*) - /«(®)]

tengsizlikka ko‘ra, {|/n|} mintegrailauuvchi, sodda funksiyalar ketma-ketligi
I/l funksiyaga tekis yaginiashadi. Shunday ekan, ta’rifga ko‘ra, /2 integral
mavjud. yi|
Lebeg ma’nosida integrallanuvchi fuuksiya Riman ma’nosida integrallanuv-
chi berlishi shart enias.
12.1-misol. Dirixle funksiyaeini [0, Z] kesmada Lebeg va Riman ma’nola-
rida, integrailanuvchanlikba tekshiring.
Yechish, J) sodda funksiya boiib, uning Lebeg integraii
[ ]3(x)|‘7|>= 10,21 NQ) +0- 2NQ = 0.
0,2
Dirixle funksiyasi [0, 2] kesmada Riman ma’nosida integrallanuvchi emas.
Buni ko‘rsatish uchun [0, Z] kesmani teng n ho'lakka 0 = xa < Xi <
Xjj < ... < Xn-i < xn —2 nugtala.r yordamida bolamiz. Ma’lumki, Dirixle
funksiyasining [xk-i, ¥&§ bolakchadagi aniq yuqori chegarasi M* barcha
kKe {1,2,...,n} uchun 1 ga teng, Dirixle funksiyasining bu bolakchadagi
aniq quyi chegarasi ro* esa 0 ga teng. Bu bo‘linishga mos Darbu yig-indilarini
garaymiz:

On on on on
-Y> =0
nu nti nti n t=i

I
(o
<
*
I
o
=
I
N
£
=
I
o
=
*
I

Bu yerdan,

lim \L=2. Ilim uw,—0
n-*00 M->00

tengiiklarga. kelamiz. Demak, Dirixle funksiyasi [0, 2] kesmada Riman ma’no-

sida integrallanuvchi emas. A



IV,VI, Vi va VIl xossalar Lebeg integrali uchun xos. Bu xossalar Riman
integrali uchun olrinli ranas. Hozir buiarga misollar keltiramiz.

12.2-masala. IV va VI xossalar Riman integrali uchun o'rinli ranasligiga
rnisol keltiring.

Yeehish. [0, 2] kesmada Dirixie funksiyasini garaymiz. U chegaralangan
va o'lchovli, demak 1V xossaga ko‘ra u Lebeg ma’nosida integrallanuvchi, lekin
Riman ma’nosida integrallanuvchi ranas (12.1-misolga garang). [0, 2] kesma-
da Dirixie ® va nol 9(x) —O0 fimksiyalarni garaymiz. Ular [0 2] kesmada

deyarli teng, shuning uchun VI-xossaga ko'ra

Lekin nol funksiva Riman ma’nosida integrallanuvchi, Dirixie funksiyasi iO
esa. Riman ma’nosida integrallanuvchi emas (12.1-misolga garang). A

Lebeg integralining VIl va V Il xossalari harn Riman integrali uchun crrinli
ranas. Bunga quyidagi misolda. ishonch hosil gilish mumkin.

12.3-misol. Quyidagi funksiyalarni garaymiz:

Barcha x € [0 2] lax uchun J/(&)] < tp(x) tengsiziik orinli. Lekin /
funksiya [0, Z] kesmada Riman ma’nosida integrallanuvchi emas. Bu tasdiq

ning Riman ma’nosida integrallanuvchi emasligiga. o xshash isbotlanadi.
Demak, VIl xossa Riman integrali uchun o'rinli emas.

/ funksiya [0, 2] to‘plafiida Riman ma’nosida integrallanuvchi ranas, ani-
mo |/(2)|] = 1 funksiya esa integrallanuvchi. Demak, VIH xossa Riman integ-
rali uchun o'rinli emas. A

12.2. Lebeg integralining a—additivlik va absolyut wzluksizlik

xossalari. Yuqorida biz Lebeg integralining xossalarini tayinlangan A to'plam
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ho'yieha keltirdik. Eiidi
F(A) = 1 fX)djt

a
ilbdaui o'lchovli to'plamlar sistemasi ii(E) da aniglangaii, A to'plamiiing

funksiyasi siiatida garab, Lebeg integralining ayrim xossalarini isbotiaymiz.
12.1-teorema (Lebeg integra,lining a—additivlikxossasi). O ‘Ichovli A top-
lam o'zaro ke-sishmaydigan Ai, A2, mmAn,... o’lchovli toplamlaming bir-

Inshmasidan iborat bolsin, ya’ni

A=m[JAn A'pjAj=0 i"]
n=1

va f funksiya A toplafiida integrallanuvchi bo'lsm. V halda har bir An

to'plam ho'yieha f funksiyaning integrali mavjud,

n=1
gator absolyui yagirdashadi va quyidagi tenglik o‘rinli
r 2 N
/ AN\Xx)d(i= V"' / f(x)du. (12.3)
Ja n=i An
Isbot. Awvalo teorernani ylIf y2, mmgyn>m mgiymatlami gabui qiiuvdii /

sodda funksiya uchun isbotiaymiz. Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:
Bk= {x € A :f(x) = W},

Bnk = € An : f(x) = yk} = Bkf) An, Bk= (JBrik-
n

f funksiya integralianuvdii bo‘lgani uchun YLvirM{BK) gator absolyut yaqin-
K

lashuvehi boiadi. U holda

f f(x)dfj= 22 ykiidh)= E E KBnk) =
A k—+ k41 n=1
=¢ ¢ VKKBnk)=¢ E VKABnNK)= X) / (124)
fc=l n=I n=l fc=l n=l A"
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Thb'plam o'Ichovi rrmufiymas bo'lgani uchun (12.4) tengjiiklar zanjiridagi barcha
gatorlar absolyut yaginlashuvchi bo‘ladi.

Exidi / fiinkslya. A to'plamda, integrallanuvchi bo‘lgan ixtivoriy fimksiya
bolain. U holda ixtiyoriy £ > 0 son uchun A da integrallanuvchi shunday
g sodda funksiya inavjudki, barcha x € A larda F(x) - g\ < e yoki
NN < g\ + s tengsi’lik bajariladi. Yugorida isbotlanganiga ko‘ra g
uchun

(12.5)

tenglik o'rinli ya g har bir An da integrallanuvchi hamda (12.5) qator ab-
solyut yaqginlashuvchi. g ning An to‘plamlarda integrallanuvchi ekanligidan
va |/X)] < |"0¥] +e tengsisilikdan / ning bam har bir An to'plamda integ-

rallanuvchi ekanligi kelib chigadi hamda

Bu esa (12.5) bilan birgalikda

gatorning absolyut yaqginlashuvchi ekanligiga va quyidagi bahoga olib keladi:
€D

Bu yerda e > 0 ixtiyoriy bo‘lganligi uchun (12.3) tenglik o'rinli. Jil



12.1-natija. Agar f funksiya A toplamda integrallanuvchi bo'lsa, n holda
f funksiya A toplamning ixtiyoriy o ichovli A! gismida ham integrallanuvchi
bo'ladi.

Endi ma’lum ma’noda 12.1-teoremaga teskari hisoblanuvchi quyidagi teo-

remani keltiramiz.

12.2-teorema. O‘Ichovli A toplam o zaro kesishmaydigan A\ A2, .

An, ... o‘lchovli toplamlaming birlashmasidan iborat bo‘hin, yani
A=1)An,
ma

Har bir An topiarada f funksiya integrallanuvchi va

E / VH" (26)
H=1JAn
gator yaqginlashuvchi bokin. Uholda f funksiya A toplamda integrallanuvchi
va (12.3) tenglik o‘rinli bo‘ladt.
Isbot. Teoremani isbotlash uchun / funksiyaning A to'plamda integral-
lanuvchi ekanligini ko'rsatisb yetarli. (12.3) nenglik 12.1-t.eoremadan kelibchiga-
di. Awvalo isbotni Bj to'plamlarda F\ giymatlarni gabiil giluvchi / sodda

funksiya uchun keltiramiz Quyidagi belgilashlami kiritamiz:
Bi= {x€/1:f(z) =/;}, Am= A,TlBt
U holda quvidagilar o'rinli
UAni= Bi va [/ \fN\du= Y] JAIR(ANI).
JAn i

(12.6) gatorning yaqinlashuvchiligidan

EE i

n i
gatorning yagqinlashuvchiligi kelib chigadi. Yaginlashuvchi musbat hadli gator

hadlarining o'rinlarini Ixtiyoriy tartibda almashtirish mumkin. Sh,lining uchun
E E iir'm) =E iFE ) ~E wne)
n i in i
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tenglik o'rinli. Oxirgi gatorning yaginlashuvchiligi

| f(x)dn = 'S2fifi{Bi)

Ja
integralning mavjudligini bildiradi.
Umumiy holda ixtiyoriy s > 0 sonva f funksiya uchun shunday g sodda

funksiya mavjudki, barcha x € A uchun
FO)-g(x)\.<e 12.7)

tengsizlik o'rinli. U holda V Il xossaga ko‘ra, har bir An to'plamda g funksiya—
ning integraii mavjud va

/ B)\dfi< | \f(xX)\dji+eii(An)

JA,, JANn

tengsizlik o'rinli. (12.6) gatorning yaginlashuvchi ekanligidan, hamda

@
Y2I*{An)=1*(A)

n=1

tenglikdan
@

12 1 Iff()I<&*
n=1

AN

gatorning yaginlashuvchi ekanligi kelih chigadi. Bundan g sodda funksiyaning
A da integrallanuvchi ekanligi, (12.7) tengsizlikdan esa / funksiyaning A
to'plamda integrallanuvchi ekanligi kelib chigadi. A

12.3-teorema (Chebishev tengsizligi). A o‘lchovli to'plamda manfiymas

(p funksiya va ¢ > 0 son berilgan bo'sin. U holda quyidagi tengsizlik o'rinli
A{re 4. >c}) <- JJ <p(x)dn.
cla
Isbot. Aytaylik, Ac= {ic€ A : <p(X) > c} bo'lsin. (12.2) va V xossadan
/ (PEYdfx —= /7 xp(X)dp. + / eO)dfi > /7 ip(x)du > c MKAQ
Jk.

Ja Jasc Jac
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ni olamiz. Bu yerdan
MAO <- Vv (XW
clJa

tengsizlik kelib chigadi.
12.2-natija. Agar
| UCON\dfi= 0
Ja

bo‘lsa, n holda deyarli barcha x € A uchun f(x) —0 ho‘ladi.

Isbofc. Chebishev teugsizligiga ko‘ra ixtiyoriy n uchun
M~ €A /] > <n” |/X)] dfi=0

munosabatga egamiz. Bundan tashqgari

0 ( 1
{xe 4:f(x)"0}=(NxeA: NXY\> -
n=Fh

tenglik o‘iinli. Oichovning yarira additivlik xossaeiga ko‘ra,
N{XE€EA:/(X)P0}) <¢ a(|x €A/X))>1i p)=s0
n=1 A
ga ega bo'laxniz. Bu esa natijani isbotlaydi. A
12.4-teorema (Lebeg integralining. absolyut uzluksizlik xossasi). Agar f
funksiya A (/¢(A) < 00) toplamda integrallanuvchi bo‘lsa, n holda ixtiyoriy
e > 0 son uchun shunday S > O son mavjudki, tA-D) < fi tengsizlikni
ganoatlaniiruvchi kan ganday D C A to'plam uchun
f(x)d/x
D
tengsizlik O‘rinli.
Isbot. Agar-/ funksiya A to‘plamda M soni bilan chegaralangan bolsa,

teoremani isbotlash uchun 6 = — deb olish yetarli, chunki



Endi / ixtiyoriy olchovli va integrallanuvchi funksiya bo'lsin. Quyidagi bel-
gilashlarni kiritami:?:
N

An—{r€A:n< Xx)n+1}, BN=1J An, CN= A\BN.
n=0

U holda 12.1-teoremaga ko'ra,
I \NfYN\dR=E / I/ (M)I#
Ja Ja,
teiiglik o'rinli. Berilgan e > 0 son uchun iV ni shunday .tanlaymizki,

E /[ [@)|dli= ./ /@]rili < |

n=VvH
tengsizlik bajarilsin va 0 < 6 < - <y bo'lsin. Agar B (i) < 6 bo‘lsa, u
hoida
f f(x)dp < f \f()\dp= | NN\ + N\FH)\dn<
D D JDnBti JDnCN

<S(N+DMD) +jc ®)Idp< (N+D2(-/+iy+ | < e A
Mustagqil ishlash uchun savol va topshiriglar

1. Agar f integrallanuvchi funksiya bo'lsa, u holda fn(x) = —[nf(x)] sodda
funknyaning integrallanuvchi bo'lishini isbotlang. Bv. yerda [X] belgi x

sonning butun gismini bidiradi

2. Lebegintegralining VllIxossasi Riman integrali uchun o'nnlimi? 123-

misoldan foyda'lgnih javobingizni asoslang.

3. Agar f funksiya A to'plamda chegaralanmagan bo'lsa, u Lebeg ma'nosi-
da integrallanuvchi bo'Hshi mumkinmi? 11.1-misol yordamida tushunti—
ring.
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4. f(x) — [2€] funksiyaning A —[Q Z] toplam bo'yicha olingan Lebeg
integral-mi hisoblang.

13- 8. Lebeg integraii belgisi ostida limitga o‘tish

integral belgisi ostida limitga o'tish yoki gatorlarni hadma-had integral—-
lash masalasi ko'plab muammolarni yechishda uchraydi. integral belgisi osti-
da limitga o'tishning yetarli shartlaridan biri berilgan ketma-ketlikning tekis
yaginlishish shartidir.

13.1-teorema (Lebeg). Agar {/,.} ketma-kelik A to'plamning har bir
nugtasida f funksiyaga yaginlashsa va barcha n € N lar uchun /)] <
(p(¥) tengsizlik bajarilib, -p funksiya A toplatudaintegrallanuvchi bolsa, u
halda Umitik funksiya f hatn A da integrallanuvchi bo‘ladi va

lim / f,0)dfi, — / j(x)dfi.

n—*~Ja Ja

Isbot. Teorema shartidan limitik funksiya f uchun /()] < <p(X) teng-
sizlikning bajarilishi kelib chigadi. Lebeg integralining Vi xossasiga ko'ra, /
integrallanuvchi funksiya boiadi. Endi £ > 0O ixtiyoriy son bo‘lsin. Lebeg in-
tegralining absolyut uzluksizlik xossasiga (12.4-teorema) ko'ra, shunday S> 0

son mavjudki, agar /.i(B) < S bollsa, u holda
f <f()dfi < i (13.1)
Jb 4

tengsizlik o‘rinli bo'ladi. 10.3-Yegorov teoremasiga ko‘ra, ti to'plamni shun-
day tanlash mumkinki, {/,,} ketma-ketlik C —A\ti to‘piamda / funksiyaga
tekis yaginlashadi. Demak, shunday N mavjudki, ixtiyoriy n > N lar va ix-
tiyoriy x e C uchun

Nf(X) - fn(xX))\N<-x~" (13.2)
tengsizlik bajariladi. U holda

/ fx)dp. - i fn(x)dfe= [ [f(X) - /(2] dXx+ j f(x)d/i- i fn(X)dp.
Ja J Jc Jb Jb

a
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bo'ladi. Endi

/Y < vi{x),  NNI\< P
ekanligidan hamda (13.1) va (13.2) lardan

I f(xX)dp- f fn(x)dB < | \f(X) - fnO)\dfi + j \FO)\d(i+

Ja Ja Je Jb
+//°w'iys ¢ ) ) +i+r E A

13.1-natija. Agar Nn(¥\.< M —const va \}mbfn(x) —f(x) bo'lsa, u

holda integral belgisi ostida limitga o‘tish mumkin, ya™ni
lim [ £,00du= | f()du.
™A Jl;al Ja

13.1-eslatma. Nol o'Ichovli to!plamda funksiyaning giytnatini crzgarfirish
integral giymatiga (VI xossa) ta’sir gilmaydi, shrining uchun 1.3.1-teoremada
{/,,} ketma-ketlikning / funksiyaga deyarli yaginlashishini va |/(xX)j < <p(X)
tengsizlikning ham deyarli barcha x lar uchun bajarilishini talab gilish yetarli.

13.2-teorema (Levi). A toplamda monoton
fi(x) < I2(X) < m < f,(x) <m m

integrallanuvchi {/,,} funksiyalar ketma-ketligi herilgan bolib, barcha n € N
lar uchun

I In(x)dfi < K

Ja
tengsizlik bajarilsin. Uholda A to'plamning deyarli hamrna yerida Iir&D fn(x) -

n—

f(x) chekli limit rnavjud hamda f funksiya A da integrallanuvchi va integral

belgisi ostida limitga o‘tish mumkin, ya’ni

lim / fn(xX)dp= / f(x)dji.
n°° Ja Ja

Isbot. Faraz gilaylik, fi(x) > 0 bo'lsin. Umumiyhol f,,(x) —fn(x)—fi(x)
almashtirish yordamida TN\(X) > 0 holga keltiriladi.

0= llx €A: »l%f,,,(x) ~ 00 J>
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U/plaiimi garaymiz. Agar biz 0ffl = {x e A : fn(x) > r } to‘plamni kirit—
sak, u hoida quyida.gi tenglik o'rinli bo‘ladi:

30 oo

n=:pln(), QM= Ijnir).
r—1 n—\

Chebishev tengsizligiga (12.3-teorema) ko‘ra.
<7 jIAfn(x)dn <.

Hai- bir tayiiilauga.il r da 0~ C c..cC C ... munosabat o'rinli.

O‘Ichovning iizltiksizlik xossasiga ko'ra
M(n@) = lim /i(ilE>)<-.
\ / t1—KX» r

Har bir r uchun 3 C 0~ ekanligidan «(B) < - ekanligi kelib chigadi va r
ixtiyoriy bolgani uchun ju(B) = 0 boladi.

Shu bilan monoton {fn(x)} ketma-ketlik deyarli barclia x e A larda
chekli /(x) limitga ega ekanligi kelib chigadi. Endi fbut(x) = [/(»)], Ar =
{XEA: fmiX)—r} = XxX€EA:r <f(x) <r+1}, r = 0.1,... deb oa-
miz. Agar fIm funksiyaning A to'plamda integrallanuvchi ekanligini ko‘rsat—
sak, u holda. 'p(¥) = fhut(x) + 1 funksiya ham 4 to‘plamda integrallanuvchi
bo'ladi va 13.1-teorernada.n 13.2-teorernaning tasdig‘i kelib chigadi.

Endi fhut funksiyaning A to‘pla.mdaintegrallanuvchi ekanligini ko'rsatamiz.
Bt = Ls,l Ar deymiz. Bs da fn va / funksiyalar chegaralangan va har doim

r=0

fbut(x) < f(x) bolgani uchun 13.1-natijaga ko‘ra

| fox) df, < / fx)dj.= lim | fn(x)dfi< K.
b, Jb. me° Jb

’

lkkinchi tomondan,



Bu yig'indimng chegaralanganiigi
00

r—o

gatoming yagqinlashuvdiiligini bildiradi. Deruak,
« 00
/ fhd(x)dp=Y2rv(A).
JA =0

Shunday qilib, f nt ning A da integrailanuvchi ekanligi isbotlandi. A
Tfcoremarii monoton o ‘smaydigan ketma-ketliklar uchun ham isbotlash inum-
kin.
13.2-natija. Ago,r 4n(x) > 0 bofih,

iMn(x)dii < +00

bo‘ha, u holda A toplamning deyarli barcha nuqgtalarida

00

n=1

gator yaqginlashadi va gatorni hadlab integrallash mumkin, ya, ni

tenglik, o‘rinli.

13.3-teorema (Fatu). Agar manfiymas, oichovli {/,,} funksiyahr ketma
—ketligi A toplamning deyarli barcha nuqtalarida f funksiyaga yaginlashsa
va

/ M(x) dfj < K
Ja

bolsa, u holda f funksiya A to'plamda integrailanuvchi va



Isbot. qn(x) —ii(nf fie) deb belgilaymiz. gn olchovli, chunki
>n

{X:tpn(x) < c} = (J {x:fk(Xx) < c}.

k>n

Blindan tashgari 0 < <p,,(X) < fn(x) bo'lgani uchun {n integrallanuvchi va

/ ipn{x)dB< / fn(X)dp. < K.
Ja j

ja
Nihoyat, <pi(x) < 'f2(x) < m< ¥n(x) < m deyarli barcha x lat uchun
i, <) — /()m
Shuning uchun 13.2-teoremani {<>} ketma-ketlikka go'llab, 13.3-teoremaning
isbotiga ega bo'laniiz. A
Lebeg va Riman integraliari orasidagi quvidagi bog'lamshni isootlaymiz.

13.4-teorema. Agar [a, b] kesmada
i = (R) I fQdfi
Ja

Riman integrali mavjud bo'lsa, u holda f funksiya [a ] kesmada Lebeg

m,a’nosida ham integrallanuvchi boladi va
(L) f fX)dijx —(R) f f(x)dx
Ja

tenglik o‘rind.

Isbot.. [o, b] kesmani
xk=a+ EE;(b—a), ke{0,1,...,27}

nugtalar yordamida 2” ta bo‘lakka bo'latniz. Bu bo‘iinishga mos
0—a y?A 0—a vz—

= —RjTZ-f nc Wh” “2" zL

k=1 fc=1

Darbu yig'indilarini garaymiz, bu yerda Mnk —f funksiyaning [qfei, x*]
kesmadagi aniqg yuqgori chegarasi, mnk esa shu kesmadagi aniq quyi chegarasi.

Riman integralining ta’rifiga ko'ra,
I —lim Qn= lim vn

n —*0Q 71— >00
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chekli limit mavjud. Har bir n € N da /,, va. fn sodda funksiyalanii quyida-
gicha aniglaymiz:
I»(*) = agar xe [x* 1 xk, Ae {1,2,..,2n}, /,(6)= /&),
/,,(xX) -m,. G agar Xx€ [x>1 x, fte (1,2,...,2"} ¢(6) = /(6).
Sodda funksiya integrali ta’rifiga ko'ra,
I fn(x) dfl — i I fn(x) —Xnh
NIES J [t}
tengiiklar o(rinii. {/«} ketma-ketlik o'smaydigan ketma-ketlik, ya’ni

hO>7i(¢>. >7\>
{fn} esa kamaymaydigan ketma-ketlik, yahi

h(x)-Mx) " n (¢ m

bo'lgani uchun. deyarli hamma yerda

nl_igox% 1 =1X)>fx), lin /(4 =/(x) </X)

cliekli limitlar rnavjud. 13.2-Levi teoremasiga ko'ra
/  #{dp — limfi,—1= liinyh—  f(x)dp.
IN\a,b] n“lco n“°3 JI<i.6]“
Shnning uchun
I N\ - ¢\ dfl= f (7(x) - /(X)) a 0.
24 J[ad
Bundan, deyarli hamma yerda /(x) —f(x) —O0 ekanligi kelib chigadi, va’ni

7(*) = Hx) = f(x). Demak,

i fo)dfi= 1. A
Jlab]

Bu xossadan foydalanib, Lebeg integralini hisoblash qulaydir.

Mustaqil islilash uchun savol va topshiriglar
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1. Parane.tr a nHng ganday giymatlarida

l«(*) = X2+j’T xe tt» XL
ketma-ketlik integral helgi.si ostida limitga o'tish hagidagi Lebeg teoremasi

shartlarini ganoatlantiradi.

2. Quyidagi {<2,} ketma-ketlik integral belgisi ostida limitga o ‘iish hagidagi

Levi teorema,si. shartlarini ganoatlantimdimi?

3. Fatu teoremasi shartlari bajarilganda

tenglik o'rinlimi? O ‘rinli bo‘lmasa, misol, keltiring.

4. 13.4-teorema ishotida [a, B kesma nima sababdan 2” ta teng gismga
bo'linganini tushuntiring. Agar [a, B\kesma n ta teng gismga bo'linga-
nida fn ketma-ketlik, 0'smaydigan, /j, ketma-ketlik esa kamaymaydigan

bo'masligi murnkin edi. Bunga misol keltiring.

5. [@ I kesmada f(x) = 2* funksiya uchun f,,, fn sodda funksiyaiarni

qurvng.
14-8. Cheksiz o‘lchovli to‘plam bo‘yicha olingan Lebeg integrali

Sliu paytga.dia biz fagat diekli o'ldiovli (//(,4) < +00) to‘planilarda Lebeg
integrali va uning xossalarini o'rgaadik. Lekin ko‘plab masalalarni yechishda
cheksiz o'Ichovli to'plamda berilgan funksiyaning integralini garashga to‘g‘ri
keladi. Masalan, R = (—00,00) da beriigan. funksiyaning Lebeg integralini
garashga to‘g‘ri keladi. Biz sanoqli sondagi diekli o'lchovli Xn to’plamiar-
ning birla.shm.asi ko'rinishida. tasvirlanishi mumkin bo'lgan hol hilan chega—

ralanamiz.

131



14.1-ta’rif. Agar X tobplafiida p o'lchov beriigan bo'lib, X to'plamni
sanogli sondagi chekli o‘lchovli to plamlaming birlashmasi ko ‘rinishida tasvir-
lash mutnkin bo’ha, u halda X da p o'lchov a—chekli 0‘lchav dcyiladi.

Z—chekli o'Ichovlarga soiilar o'qidagi va tekislikdagi Lebeg olchovlari mi-
so! bola oladi.

a—chekli bolinagan olchovga misol sifatida sonlar o'gidagi p olchovni
guyidagicha ahiglaymiz. Har bir nugtaning olchovini bir deb olamiz, ya'ni

— 1 U holda R niug barcha gism to'platnlari olchovli boladi.

A C R to'plam chekli bolsa, uning olchovi chekli, golgan hammasi cheksiz
oldiovli to'plamiar boladi.

14.2-ta’rif. X toplamni goplovchi kepna—ketlik deb, har ganday mono-
ton o‘suvchi (Xn c A,,+i) {An} ketma-ketiikka ayuiadiki, a quyidagi ikkita

shartni ganoatlantiradi:
) [JXn=X, 2) p(Xn)<oo Vn€N.

14.3-ta’rif. X toplalnda a—chekli p o'lchov va X da aniglangan man-
jiyrnas f funksiya berilgan bo'hin. Agar f funksiya ixtiyoriy chekli olchovli
A c X topiarada integrallanuuchi bo'Ub, biror goplovchi {Xn} ketma-ketlik

uchun

Umit rnavjud boisa, u holda f funksiya X toplafida integrallanuvchi deyiadi

va bu Umit

f dan X toplam bo‘yicha olingan Lebeg integrali deytadi.
Endi / ixtiyoriy funksiya bo'lsin. Uni ikkita maufiymas funksiyalar ayir-

rmasi shaklida tasvirlaymiz, ya’ni f(x) = f+(x) —f-(x), bu yerda
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14.4-ta’rif. Agar f+ va /_ manfiymasfunksiyalar X toplamda integral-

lanuvchi bo‘lsa, n halda f funksiya X toplamda integrallanuvchi deyuadi va
[ fOdBR = 1 f+(x)dfi- J] f-(x)dfj,.
Jx JIX X
Mustaqil islilash uchun savoi va fcopsliiriglar

1 F(X) —2x+I, X€R, up esa A— funksiya yordamida qurilgan Lebeg-

Stiltes o'lchovi bolsin, up o‘chov o—chekli o‘lchov boladimi?

2. f(x) = jr-p. x € A= [1 00) funksiya A toplamda integrallanuvchi-

mi?
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V bob. Lebegnmg anigmas integrali va uni differensiallash

Bu bobda biz sonlar o'gida aniglangari funksiyalarning Lebeg integrali-
ni garaymiz, va bu integralni ta.yinlanga.n / da to'plam funksiyasi sifatida
o'rganamiz.

Agar / funksiya X C K o'Ichovli to‘plainda integrallanuvehi bo‘lsa, u

bolda integral
f f(x) dfi

Ja
barcha. oiehovli A C X lax uehun mavjud va u t'ayinlangan / da. o'ichovli

to‘plam funksiyasi bo:ladi. Bu integral Lebegning anigmas integrali deyila-
di. X sonlar o‘gidagi oraliq bo'lishi ham murnkin. Bu holda A tcfplam X
dagi kesmadan iborat bo!lsa, yuqoridagi integral kesma ehetki nuqtalarinmg

fanksiyasi bo‘iadi. Bu holda A kesma chap chetini tayinlab,

f

Jax]
integralning xossalarini olrganamiz. Bu masala bizni sonlar o‘gida aniglangan
funksiyalarning ba’zi muhim sinfiarini garashga olib keladi. Matematik analiz
kursidan ma’lumki [4], differensiallash va integrallash amaila.ri orasida quyida—
gi boglanish mavjud. Agar / —uzluksiz funksiya, F— uzluksiz hosilaga. ega

funksiya. bo'lsa, quyidagi tengliklar o‘rinli.

w<Fz[<*> v <>

f F'(t)dt = F(b) - F{a). V.2)
Ja
Quyidagicha savollar tug'iladi:
1 Lebeg ma’nosidaintegrallanuvehi funksiyalar uchun (V.lI) tenglik o‘rinlimi?
2. Qanday funksiyalar sinii uehun (V.2) tenglik o'rinli?
Quyidagi uch paragraf shu savollarga javob berishga bag:ishlangan.
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15-8 Monoton funksiyalar

Lebeg integrali
= £ f()dfi (15.2)
J[ax

ning xossalarini o'rganisimi quvidagi sodda va muhim faktdan boshlaymiz.
Agar / manfiymas funksiya bo'lsa, u holda $ monoton kamaymaydigan
funksiya bo'ladi. Har ganday integrallanuvdii / fiinksiya ikkita manfiymas

/+ va /_ integrallanuvdii funksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlanadi
f(x) = {9 - /_(%),

bu yerda /+ va /_ lar (14.1) tenglik bilan aniglanadi.

Shuning uchun (15.1) integral ikkita monoton kamaymaydigan funksiyalar-
ning ayirmasi shaklida ifodalanadi. Shu sababli yuqori chegarasi o'zgaruvdii
bo'lgan (15.1) integralni o'rganish, monoton funksiyalarning xossalarini tek—
shirish masalasiga kelar ekan. Monoton funksiyalar bir gator muhim xossalarga
ega. Quvida biz ularni bayon gilamiz.

Awvalo ba’zi kerakli tushunchalarni keltiramiz. h o'zgaruvchi migdorning
hagigiy musbat (manfiy) sonli giymatlar gabul qilib nolga intilishini h —»
0+ (h —=0—) shaklda belgilaymiz.

Hagiqiy sonlar to'plami R da aniglangan / funksiya va X0 e R nuqta

beriigéii bo'lsin. Agar
Ai_m f(xo +h) (lim f(x0+ /?))

limit mavjud bo'lsa, bu limitga / funksiyaning x0 nuqgtadagi o‘ng (chap) li-
miti deviladi va / (%H-0) (/(xq—0)) ko'rinishdabelgilanadi. Agar / funksiya-
ning Xg nuqgtadagi o‘ng (diap) lirniti mavjud bo‘lib,

/pO+0) = f(x0 (f(x0 = f(x0- 0))
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tenglik o'rinli bo'lsa, / funksiya o~ nugtada o'ngdan (chapdan) uzluksiz de-

yiladi. Agar / funksiyaning xgq rmqgtada o‘ug va ehap limitlari rnavjud bo’lib,
f(x0+0) = f(x0 = /(x0- 0)
tenglik o'rinli bo'lsa, f funksiya >0 nuqtada uzluksiz deyiladi. Agarda
f(x0- 0) # f(x0+0)

bo'lsa, / funksiya x0 nuqtada birinchi tur uzilishga ega deyiladi, Xg nuqgta

esa / funksiyaning birinchi tur uzilish nugtasi deyiladi.
f(x0+0) - f(xo- 0)

giymatga / funksiyaning x0 nuqtadagi sakrashi deyiladi.

Agar f funksiyaning .r0 nuqtadagi o‘'ng va chap limitlaridan birortasi
mavjud ho'lmasa yoki birortasi cheksizga aylansa, bu nugta / funksiyaning
ikkinchi tur uzilish nuqgtasi deyiladi.

15.1-ta’rif. [a Bl kesrnada aniglangan f funksiya shu kesmadan olingan

har ganday x1}x2 lar uchun Xi < x2 bofginda

f(xIl) < f(x2) (f(xi) > f(x2)

tengsizlikni ganoatlantirsa, f funksiya [a, 6] kesmada kamaymaydigan
(o‘smaymaydigan) funksiya deyiladi.
15.2-ta’rif. [a, b] kesmada aniglangan f funksiya shu kesmadan olingan

har ganday xItx2 lar uchun xy < x2 bo‘lganda

f(xi)<f(x2 iif{xi)>f(x2) (15.2)
tengsizlikni ganoatlantirsa, f funksiya [a 6] kesrada o‘suvchi (kamayuv-
chi) funksiya deyiladi.

Umuman, gisgalik uchun monoton funksiya deyilganda, 15.1 va 15.2-ta'nf-

larda keltirilgan funksiyalar tushuniladi.



Endi monoton funksiyalarnmg asosiy xossalarini keltiramiz.

1 [a, B\ kesmada aniglangan har ganday monoton funksiya shu kesmada
chegamlangan, o'lchovli va integrallanuvchi funksiyadir.

Isbot. Bu xossa. isbotini kamaymaydigan funksiyalar uchun keltiramiz.

Ha.gigat,an ham, kamaymaydigan funksiya ta’rifiga ko‘ra
/(a) < f(x) < f(b), YX€ [« b] (15.3)

Har ganday o'zgarmas c son uchun E(f < ¢) —{x : f(x) < c} to‘plam yo
kesma., yo yarim interval (yo bo‘sh to‘plam) bo'ladi. Faraz qgilaylik, f(x) < c
tengsizlikni ganoatlantiruvchi nuqtalar mavjud bo'lsin va d bu to‘plamning
aniq yuqori chegarasi bo'lsin. U holda E (f < ¢) to'plam yoki [a, d) kesma
yoki [a d) yarim interval bo'ladi, bu to'plamlar o'lchovli. Demak, / o'Ichovli
funksiya bo'ladi. / ning integrallanuvchiligi uning chega.ralauganligida.il (IV
xossaga garang) kelib ch.iga.di.

2. Monoton funksiya fagat birinchi tur uzilish nvgtaiarga ega bo'iishi mum-
kin.

Isbot. Faraz gilaylik, f kamaymaydigan funksiya, xq € [a, b] ixtiyo—-
riy nugta va {{cn} C [a B xn < x0, xn —* xq nugtalar ketma-ketligi
bo'lsin. U holda {f(x,,)} ketma-ketlik ham quyidan, ham yugoridan chega—
ralangan bo'ladi (masalan /(a) va f(b) giymatlar bilan). Shunday ekan,
{f(xn)} ketma-ketlik karnida bitta limitik nuqtaga ega. Agar { } ketma-
ketlikni tarribini almashtirish yordamida xq ga o'sib yaginlashuvchi {;r"}
ketma-ketlikka. almashtirsak, {f(x'n)} monoton ketma-ketlik bo'ladi. Uning
chegaralanganiigidan {f(x'n)} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo'ladi. Bulimitni
/(x0—0) deb belgilaymiz. Yagiidashuvchi {/(a”)} ketma-ketlikuing o'rinla—
rini almashtirishdan hosil bo'lgan {f(xn)} ketma-ketlik ham f(x0—0) ga
yaginlashadi. Hosil bo'lgan /(erO —0) limit {*,,} ketma-ketlikning taala-
nishiga bog'liq emas. Hagigatan ham, agar ikkinchi {yn}, yn < yn —*
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ketma-ketlik uchun
. - AA B
Jipef(y.) = A~ f{xo- 0)
desak, u holda {rc,} va {t&} ketma-ketliklanii birlashtirishdan hosil bo‘lgan
{zn} ketma-ketlik uchun {/(--»,)} ketma-ketlik yaginlashuvdii emas. Bu esa
yiigorida olingan ixtiyoriy xn —>xo(xn < a*) ketma-ketlik uchun {/(#«)}

ketma-ketlik yaginlashadi degan xulosaga zid. Demak,

lim f(xn) = lim f(yn) = f(x0- 0),

TI40Q
Bu /(a.’'0—0) rniqgdor / funksiyaoing &b uuqtadagi chap lirniti boladi, Shun-
ga o'xBhash f(xo + 0) o‘ng limitning mavjudligi ko‘rsafciladi. A

S. Monoton funksiyaning uziish nugtalari kopi hilan sanoqlidir.

Isbot. [a, B\da monoton / funksiyaning ixtiyoriy chekli sondagi sakrash-
larining yigindisi F(b) —f{a)] dan oshmaydi. Har bir natural n uchun
sakrashi 1/n dan katta bolgan uzilisb. nuqgtalari soni cbeklidir, Barcha n lar
bo'yicha yig'ib, sakrashlar soni chekli yoki sanogli ekaniigiga feelaruiz. A

Faraz qilaylik, / kamaymaydigan, chapdan uziuksiz funksiya bolsin. Bu

fuuksiyaniug uzilish nugtalarini xi, Xj, me, X,,,... orgali va funksiyaning bu
niigtalarga mos sakrashlarini hi, h % , h n,... orgali bdgilaymiz.
h(x) = h,,

Xn<xX
orgali aniglangaa funksiya / funksiyaning sahrash fmhsiymi deyiladi. Bu

funksiya chapdan uziuksiz, kamaymaydigan fuxiksiyadir.

ip(x) = f(x) —H(x)
shaklda aniglangaa funksiya uziuksiz, kamaymaydigan funksiya boladi (mus-
taqii isbotlang). Natijada bdz quyidagi xossaga ega bolamiz.

4, Chapdan (o‘ngdan) uziuksiz bo'lgan har ganday monoton funksiyani

yagona usul hilan uziuksiz monoton funksiya va chapdan (o'ngdan) uziuksiz



bo'lgan sakrash funksiyasi yig‘indisi shaMida tasvirlash mumkin. Ya'ni
f(x) = ip(x) + H(X).

Monoton funksiyalar ichida eng soddasi bu sakrash funksiyalaridir. Ular quyi-
dagicha quriladi. Bizga [ b] da chekli yoki sanogli sondagi x\, x2, x n,...
mtqtalar berilgan bo'nb, ularga musbat h\.h2, ..., h,,,... soniar mos qo'yilgan
boisin. [o, B kesmada 11 funksiyani gnyidagicha aniglaymiz

H(x) = V hn.

xn<x

Ravshanki, U kamaymaydigan funksiya boiadi. Buridan tashgari u chapdan
uzluksiz va unixig uzilish nugtalari Xi,x2,... ,xn, ... lardan iborat, hamda
Xn nugtadagi sakrashi hn ga teng. Sakrash funksiyalari ichida eng soddasi,
zinapoyasimon funksiyadir. Bu funksiya quyidagicha quriladi. Uning uzilish
nugtalari o'suvchi Xj < x2 < ees < Xn < semketma-ketlik nugtalaridan
iborat. Misol sifatida f(x) = [a], bu yerda [X] migdor X ning butun gismi,
funksiyani keltirisb mumkin.

Endi monoton funksiyaning hosilasi hagidagi masalaga qaytamiz.

15.1-teorema (Lebeg). [a B] kesmada aniglangan har ganday monoton
f funksiya shu kesrnaning deyarli harnma yerida chekli hosilaga ega

15.1-natija. Sabnshhr funksiyasi deyarli harnma yerda chekli hosilaga
ega va bu hosila nolga teng.

Endi yugori cliegarasi o'zgaruvchi bo‘lgan integraldan hosila mavjudligi
hagidagi masalani garaymiz. Ma’lumki, integral J* @(t) dt istalgan integral-
latmvehi funksiya. ncbim ikkita monoton kamaymaydigan funksiyalar ayirmasi
shaklida tasvirlanadi. 15.1-teoremadan quyidagi natija kelib chigadi.

15.2-teorema. Istalgan integrallanuvchi <p funksiya uchun

(15.4)
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hosila deyarli barcha x lar uchun rmavjud.

Isbot. (p funksiyani ikkita inaxifiyinas

funksiyalarning ayirmasi shaklida tasviriaymiz. Natijada
(15.5)

integral ikkita monoton kamaymaydigan funksiyalar ayirmasi shaklida tasvir-
lanadi. Monoton funksiyaning differensiallaniivchanligi hagidagi 15.1-teorema—
ga ko'ra, (15.5) ifodaning deyarli barcha x larda chekli hosilasi mavjud. A

Takidlash joizki, biz fagat (15.4) hosilaning mavjudligmi kolrsatdik, lekin

tenglik ganday <p lar uchun to‘g‘riligini quyida muhokama gilamiz.
Mustaqil ishlasli uchun savol va topshiriglar
1. Ikki monoton funksiyaning yig'indisi monoton funksiya bo'ladimi?
2. Monoton funksiyalar ko'paytrnasi monoton funksiya bo'ladimi?.

3. Agar f funksiya [o, 6] da o‘suvchifunksiya bo'lib, f(a) = A, f(b) = B
va g : [A BN\—>R monoton funksiya bo‘lsa, u holda g(f(x)) funksiya

[a b] da monoton bo'iadimi?
4. Zinapoyasimon bo'lrnagan sakrash funksiyasiga irdsol kdiring.

5. [0 1] kesmadagi barcha ratsignal nuqtalarni xi,x2,... ,xn,... orqali

belgilab chigamiz va f funksiyani [0,1] da quyidagicha aniglaymiz

X, <X

U zinapoyasimon funksiya bo'ladimi?
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16-8. 0 ‘zgarishi chegaralangan fuiiksiyalar

Yuqori chegarasi 0'zgaruvchi bo‘lgan Lebeg integralini differensiallash masa~
lasi, bizni monoton fuiiksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlash mumkin bo'lgan
funksiyalar sinfini garashga olib keldi. Bu paragrafda biz bu sinffunksiyalariga
boshgacha ta’rif beramiz va ulaming ayrim xossalarim isbotlaymiz.

16.1-ta’rif. Bizga [a, 6] kesmada aniglangan f funksiya berilgan bohin.
Agar biz [a, 6] kesmani

a=xq< Xi < -m<Xn-i<xn=Db

nugtalar bilan ixtiyoriy n qismnga bo‘lganimizda X{(i = 1,2,...,«) nugta—

larni tanlab olishga bog'lig bo‘lmagun va ushbu
n
El/(xB-/(C:rti)]<a (16.1)

jfe=1
tengsizlikni ganoatlantiruvchi o'’zgarmas C son rnavjud bo‘lsa, u holda f
funksiya, [a, b] kesmada o‘zgarishi chegaralangan funksiya deyiladi.

Har ganday monoton funksiya [a, ] kesmada o'zgarishi chegaralangan va
(16.1) yig'indining chap tomoni bolmishdan bog'lig emas va. a F(b) —f@\
ga teng.

16.2-ta’rif. Bizga [a, f§ kesmada o‘zgarishi chegaralangan f funksiya
berilgan bo‘lsin. (16.1) yig'indilaming barcha chekli bolinishlar bo‘yicha olin-
gan aniq yuqori chegarasi f funksiyaning [a, 6] kesmadagi to‘la o‘zgarishi

(to‘la variatsiyasi) deyiladi va V* [/] bilan belgilanadi, ya’ni
n
\a[/1=SP 1T [/ xi) - f (G- |} (16.2)
) A
Endi o‘zgarishi chegaralangan funksiyalaming ba’zi xossalarim keltiramiz.

1 Ixtiyoriy k £ IK son uchun quyidagi tenglik o'rinli

VKT = \K\VZIf] =
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Tenglikning isboti bevosita ta'rifdarx kelib chigadi.
2. Agar f va g ozgariski chegaralangan funksiya,Im- bo’lso, u holda ular-

ning yig‘in,disi harn o'zgarishi chegaralangan bo’ladi va
<[f+Ql<V*[fl+V*[g] (16.3)

tengsizUk o'rinli.
Isbot. [o, b] kesmaning ixtiyoriy
a= X0 <X\ se*< Xn-i < xn=Db

bolinishi uchun

X g+ 92i) - /(**-1) - ofxi-1)| < ¢ If(xi) - f(xi-i)i+
=1 =1

&l
tengsizlik a'rix«i. Aniq yugori chegaralar uchun rna’lum bo'lgan sup(,4-fB) <

sup A+ supB tengsizlikdan foydalansak, 2-xossa isbotiga ega bolamiz. A

3. Ixtiyoriy c€ (0, b) uchun quyidagi tenglik o‘rinli
Kb[f]=V;-[f}+Kh[f}. (i6.4)

Isbot. Oldin [6, b] kesmaning shunday bo'linishlarini qaraymizki, ¢ bo‘li-

nish nugtalaridaxx biri bo'lsin, masalan xr = ¢, u holda

E If(Xi) - f(Xi-D]= ¢ IF(Xi) - 1+
j=1 =1
+X N9 - AecisV/]#dm (69

Endi [o, 6] kesmaning ixtiyoriy bolinishlarini garaymiz. Agar biz bu bolinish

nugtalariga yar<a bir ¢ nuqtani go'shsak, u holda
n

E 1f(xd~ f(xi-)\
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yig‘indining giymati kamaymaydi. Demak, (16.5) tengsizlik [a, b] kesmaning

ixtiyoriy bo'liiiishi uchun to'g'ri, shuning uchun

VAN +KH- (6%)

Ikkinchi tomondau har ganday s > 0 uchun f, c] va [c b] kesmalarning

shunday {x'j} va {x'j} bolinishlari mavjudki

ENg-  >Hi-1 E UQ—/dH) K-

fcengsizliklar o'rinli bo'ladi. Bu ikki bo'linishni birlashtirib, [a, bl kesmaning

shunday {xj} bcrlinishiga ega bo'lamizki, uning uchun

n+m

EWY~ =
ENe)- DHEwW)-  [>HZHev) -

Bu tengsizlik ixtiyoriy e > 0 uchun o'rinli, shuning uchun
\Veb[ f]>V a[f] + Mb[). (16.7)

(16.6) va (16.7) lardan (16.4) tengiik kelib chigadi. A
Ixtiyoriy o'zgarishi chegaralangan funksiyaning [a, 6] kesmadagi to'la o'z
garishi manfiymas bo’lganligi uchun 3-xossadan quyidagi xosaa kelib chigadi.
4. v(x) — Va[f] monoton kamaymaydigan funksiya.
5. Agar f funksiya x* nugtada chapdan uzluksiz bo'lsa, u holda

v{x) = v;if)

kam x* € (a, ff] nuqgtada chapdan uzluksiz bo'ladi.
Isbot. Bizga ixtiyoriy s > 0 berilgan bo'lsin. Endi 6 > 0 ni shunday
tanlaymizki,
/¢)-/1(*) 1< 8§
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tengsizlik ixtiyoriy x € (x* - 6, x¥] uchun o'rinli boisin. Endi
a=X0< Xi < eee< X, — X*
bolinishni shunday tanlaymizki,

Kxt[f1-iZ\ fAk)-fM \ <&
k=i

boisin va hiss xn—xn_j < S deb faraa gilishimiz mumkin.. Bundan.

I/ @n)~ / (an-i) |< |

feengsizlikka ega bo‘lamiz. Natijada

V*[1- E  If (%) ~f (**-0 1< £
k=1

ga e be/lamiz. Bu tengsizlik ofz navbatida

[/1<*

tengsizlikni kelririb chigaradi, ya’ni v (x*)-v (.r,,_i) < £ o‘rinii. Biz bilamizki,
v kamaymaydigan funksiya, shuning uchun barcha x 6 (xn-i, x*) lar uchun
V(@®) —v (X) < s tengsizlik o'rinli. Bu esa v funksiyaning x* nuqgtada
chapdan uzluksiz ekanligini bildiradi. A

Xuddi shunday ko'rsatish mumkinki, agar / funksiya x* nuqgtada oligdan
uzluksiz bo‘lsa, u holda v ham x* nugtada o‘ngdan uzluksiz bo'ladi. Demak,
agarda / funksiya biror nuqtada uzluksiz bo'lsa, u holda v ham shu
nugtada uzluksiz bo'ladi.

Faraz qgilaylik, / : [a § —* R. o'zgarishi chegaralangan ixtiyoriy funksiya,
Vv(X) esauning [« X] kesmadagito‘la o'zgarishi bolsm. <p(x) = v (xX)—f (X)
funksiyani qaravmiz.

16.1-lemma. @: [a 6] —=R monoton kamaymaydigan funksiyadir.
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Xsbot. Faraz qgilaylik, X < x", xN\X"e [a b] ixtiyoriy nugtaiar bo'lsin,

u holda
(") - V(X) = [{X") - O\ - [/(V) - fix D). (16.8)
Ma’lumki,
Nf(X) - FON < VL] = v(X") - v(X).

Shuning uchun (16.8) ning o‘ng tomoni manfiymas, demak uning chap tomoni
ham manfiyxnas'. Bu esa p ning [a, ] da monoton kamaymaydigan funksiya
ekanligini bikliradi. f(x) - v(X) —<p(X) bo'lganligi uchun, biz quyidagi tas—
digga keldik.

18.1-teorema. Har ganday o‘zgarishi chegaralangan funksiyani ikkita mo-
noton kamaymaydigan funksiya,lar ayirmasi shaklida tasvirlash mumkin.

Teskari tasdig doimo o'rinli, ya’ni ikkita monoton fimksiyalar ayirmasi
shaklida tasvirlangan har ganday funksiya o'zgarishi chegaralangandir. Shu-
ning uchun ikkita monoton funksiya ayirmasi shaklida tasvirlanuvchi barcha
funksiyalar to‘plami o'zgarishi chegralangan fimksiyalar sinfi bilan ustma-ust
tushar ekan.

16.1 va 15.1-teoremalardan quyidagi tasdig kelib chigadi.

18.2-teorexna. [o, 6] kesmada aniglangan o'zgarishi chegaralangan har
ganday funksiya deyarli hamma yerda chtkli hosilaga ega.

Biz sakrashlar funksiyasini gnvidagicha umumlashtirishimiz mumkin. Bizga
chekli yoki sanogli a < X\ < x2 < .= Xjy < b nugtaiar berilgan bo‘lsin.
Har bir xn ga ikkita g* va h* sonlarni mos qo‘yamiz va

NN < &G
n—1

bo'lsin deb talab gilamiz. Bundan tashgari, agar X\—a bo‘lsa, i —0 va

X = b bo'isa, hjf —0 deymiz.

H(x) = J2gn+ J2 hn. (16.9)

Xn<x Xn<x
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(16.9) ko'rinishdagi har ganday funksiyani biz sakrashlar fuiiksiyasi deb atay-
miz. H funksiyaning [a 6] dagi to‘la o'zgarishi

n
ga teng. Agar gn va hn soniardan birortasi noidan fargii bo'lsa, u holda xn

nngta U funksiyaning uzilish nugtasi bo'ladi, hamda
H@p»)~H(MXn-0)=gn, HXn+0)- H(X,)=hn

tengliklar o‘rin]i. Quyidagi tasdiq o'rinii.

18.3-teorema. [a, 6] kesmada o‘zgarishi chegaralangan har ganday f
funksiyani uduksizfunksiya <p va sakrashlar funk-siyasi H lar yig'indisi ko'ri-
nishida tasvirlash mumkin va bu tasvir yagonadir.

Isbot. Hagigatan ham, / funksiyani ikkita, monoton kamaymaydigan funk-

siyalar ayirmasi shaklida tasvirlaymiz

{x) = v(x) - 9(x).
Keyin ular yordamida sakrashlar fimksiyasi H va uzluksiz funksiya 9? ni
quramiz. Masalan, v funksiya uchun (xn uzilish nuqgtalari)
v(X,) - v(xn-0) = g,, v(xn+0)- v(x,)=h,

deymiz va Hv funksiyani quyiciagicha aniglaymiz:

HWX)= E gn+E hnm

XNn<x Xn<xX

Uzluksiz funksiya sifatida g(x) —v(x) —HwW(X) ni olamiz. Xuddi shunday g
funksiya uchun ham Hg va €9 larni aniglaymiz. Natijada / funksiya uchun
quyidagiga ega bo‘lamiz

f(x) = HV(X) - Hg(x) + ps(x) - B(X).

Bu yerda H/(x) —HWV(xX) —Hg(x) sakrash funksiyasi ipf(x) — (ov(x) —o{Xx)
uzluksiz funksiya bo‘ladi. A
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Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriglar

1. Agar f funksiya [a, 6] kesmada chegaralangan hosilaga ega bo‘lsa, f

ning [a, B\ kesmada o'zgarishi chegaralangan bofishini isbotlang.
2. [0 1 kesmada aniglangan uzluksiz

( 0. agar x=0

X msin agar x € (0,1]

funksiyaning [0 1] kesmadagi to‘la o‘zgarishi \l[/] = co ekanligini
isbotlang.

3. Agar f funksiya [a, 6] da Lipshits shartini ganoatlantirsa, u holda f

ning [a b] da oZzgarishi chegaralangan bo'lishini isbotlang.
17-8. Absolyut uzluksiz funksiyalar

17.1. Lebegning anigxnas integralidan hosila. 15—8§ da ko'rsatdikki,

Lebeg integral] x ning funkeiyasi sifatida deyarli hamma yerda chekli hosilaga
ega. Lekin bu hosilani integral ostidagi funksiya. bilan bog;lanishini tekshir-
rnadik. Quyidagi tasdiq o'rinli.

17.1-teorema. [a, 6] kesmada integrallanuvchi har qanday f funksiya

uchun deyarli barcha x € [a. B\ larda

tenglik orinli.
Bu teoremani isbotiashda biz quyidagi ta’rifdan ham foydalanamisi.
17.1-ta’rif. Agar % € [a b] nugta uchun shunday £ (xO < £ < b)
nugta mavjud boflibg(xo) < g(£) bo‘lsa, u holda Xg nuqta g funksiya,ning
o‘ngdan ko ‘rinmaydigan nuqtasi deyiladi.
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17.1-teorema isboti. Har bir x € [a, I\.ga
**)= 1/ [/ (@)d]

sormi mos qo'yuvchi @ : [a 6] — K funksiyani garaymiz, 15.2-teoretnaga
ko'ra. bu funksiya deyarli hamma yerda ehekli hosilaga ega. Dastlab, deyarli
hainma yerda

f(x) > 8'(x) (17.1)
tengsizlik bajarilishini ko'rsatamiz. E orqgali / (xX) < ®'(ar) tengsizlikni
ganoatlantiruvchi nuqgtalar to'plamini beigilaymiz. Agar biror x nuqtada
f (X) < ' (x) tengsizlik bajarilea, u holda shuuday a, 3 e Q rafcsional aonjar
mavjud bo‘lib,

/(X) <a<B< ®'(x) 172

tengsizlik bajariladi. Har bir a, B € Q (a < R) sonlar juftiga
Eal= {xGa h:f(xX)<a<B<dX?}I}
to‘plamni mos go‘yamiz. U holda

E={x:f(x) <Wx)}= (J EaB
{3}
teriglikni yozish inumkin. (17.1) tengsizlikni isbotlash uchun har bir (a,R)
juftlik uchun jj (Eaf’) —O0 ni koVsatieh yetarli. U holda Eag to‘plamlar ko‘pi
bilan sanogli ekanligidan p(E) = 0 kelib chigadi. Lebeg iiitegralining a—~
solyut uzluksizlik xossasiga (12.4-teorema) ko‘ra ixtiyoriy £ > 0 uchun shun-

day S> 0 mavjudki, C C [a 6], B(C) < 6 to‘plam uchun
I f f(t)dfil<e
Jc

tengsizlik bajariladi. O'Ichovli to‘plam ta’rifiga ko‘ra,

EapCc C[a 6] va r{c) <B{ENR)+¢
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Hhartni ganoatlantiruvchi G ochiq to'plam rnavjud. End! /i(EaR) = O teng-
likni isbotlash uchun [a bl da g(x) = ®(r) —fix funksiyahi aniglaymiz.
®(ar) ning auiglanishiga ko‘ra, g : [o, b] =R uzhtksiz funksiya bo'iadi.

Bu g(x) = o(r) —RBx fiinksiyaning barcha o'ngdan ko'rinmaydigan nug-
talari to'plamini E orgali belgilaymiz. U holda ixtiyoriy a0 € E uchun
shunday £(®o < £ < b) nuqgta mavjud bo'lib, g(x0) < g(£) bo'ladi. Agar
0 < e < g(£) —g(x0) desak, g ning uzluksizligiga ko‘ra, shunday 6 > 0
mavjudki, barcha x e (X0—6, xq + 0) lar uchun |<AY —aM)\ < s yo-
ki g(x) < g(x0) +s < g(E) bo'ladi. Shunday ekan (c0—S»x0 6) C E,
ya’ni @0 E ning ichki nuqtasi bo'ladi. Demak E fagat ichki nugtalardaii
iborat, ya'ni E ochiq to‘plam ekan. Sonlar o‘gklagi ochiqg to‘plamlar struk-
turasi hagidagi teoremaga ko'ra, chekli yoki sanogli sondagi {{ak, bk)} o'zaro

kesiahmaydigan intervallar mavjud bo'lib,
E= ){((ak, bk)
yoyilma o'rinli. Ko'rsatish mumkinki, ixtiyoriy . da
9bl) < 9%) (17-3)

tengsizlik o'rinli. Hagigatan ham, agar teskarisini faraz qilsak. ya'ni

fi) > () 14
desak, n holda (ak, bK) intervalda xqg ichki nugta mavjud bo‘lib, g(xo) >
g(bK) bo'ladi. x* orgali (ak) bk) intervaldagi g(x) = g(x0 tenglikni ganoat-
lantiruvchi eng o'ng nugfcani belgilaymiz. :r* € (ak, bk) C E bo'lgani uchun
shunday £ > x* mavjudki, g(x*) < g(C) bo'ladi. g ning uzluksizligi va x*
ning taiilanishiga ko‘ra, £ £ (ak, bK). Ikkinchi tomondan, $ > bk bo‘lishi
mumkin emas, chunki g(£) > g(x*) > g(bk) dan bk € E bo'lar edi. Bu zid-
diyat ko'rsatadiki, (17.4) tengsizlik bajarilmayd4, ya'ni (17.3) tengsizlik o'rinli.
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Endi olingaii natijadan fi(Ea) — 0 tenglikni isbotlashda foydalanamiz.
Agar X 6 Eall bo'lsa, u holda x ga yetarlicha yaqin bo'lgan ixtiyoriv £ > x
lar uchun

S 9@—_i)1:e ) >m» (17.5)
tengsizlik yoki

$(E) - Bi > () - Rx.

tengsizlik bajariladi. Bundan x ning ®(k) —Rx funksiya uchun o'ngdan
ko'rinmaydigan riugta ekanligi kelib chigadi. O ‘ngdan ko'rinmaydigan nugtalar
to'plami ochig to'plam bo'lgani uchun-a& ning biror (x —6, x +¢&) ¢ G
atrofidagi barcha nugtalar o‘ngdan ko‘rinmaydigan nugtalar bo'ladi. Shiming
uchun g(xX) — ®(k) —RBx funksiyaning G dagi o‘ngdan ko'rinmaydigan
nugtalari to'plaini gandaydir S ochiq to'plamdan iborat. bo'ladi, ya'ni Eaf3 C
S ¢ G. Bundan tashgari,

S=Y (%, bk
K
va har bir Kk da

WK) - R mk> d@K - R eak

tengsizlik o'rinli. U holda

${h)~ >R (h - <K
oki
4 rh
f(t)dt > B(bk- a*).
Shunga o'xshash tengsizliklarni S ni tashkil gihivchi barcha (a*, bk) inter—
vallar bo'yicha yig‘ib,
| f(t)dt > Rii{S). (17.6)
Js

tengsizlikni olamiz. Bu tengsizlik bilan bir vagtda

f = f fdt+f  f()dt
=S JEaR IR
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< o0.n(Egp) + £ < a *ji(S) +s+ K| 6 a7.7)
tengsiziik o‘rinli. Chunki f.i(S) < [i(G) < ~(Eal5) + f1,(S\Eiip) < 6 va

f  f(H)dt <&£
JS\EaIS

(17.6) va (17.7) tengsizliklaxni taggoslab,
ali(S) +e+ JalE> (3/i(S)

tengsizlikka ega bolamiz. Bundan

tengsiziik kelib chigadi.

Shunday qilib, Ea$ to‘plamning o'ichovi istalgan sondan kichik bo‘lgan
odiig to‘plam bilan goplash inumkin. Bundan jJ{Ettg) = O ekanligi kelib
chigadi. Denxak,

it {x :f(x) < $'(x)} = 0.
Shuning uchun deyarli hamma yerda f (xX) > ~(rr) tengsiziik o‘rinli. Endi

/ (X) ni —f(x) bilan almashtirsak, deyarli hamma yerda.

-/ X)> <&8X) <= fX< (X). (17.8)
(17.1) va (17.8)dan / (x) = (X) deyarli barcha x lar uehun o‘rinli ekanligi
kelib chigadi. Shunday qilib.

f(x)=V(x)==* 1 _f(t)dj
(x) W)+JM()J

tenglik deyarli barcha x lar uchun o!rinli. A
Bobning boshida go‘yilgan ikldta savoldan birinchisiga biz javob berdik.
Endi ikkinchi savolga o‘tamiz, ya'ni uzluksiz differenwallanuvchi- funksiyalar

uchun o‘rinli bo‘lgan Nyuton-Leybnits formulasini
FX)=F@+ f F' (tdl (17.9)
Ja
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Lebeg integral! uchun ganday umumlashtirish murakin? Ya’ni (17.9) tenglik
ganday funksiyalar sinfi uchun o'rinli? Biz deyarli barcha nuqtalarda chek-
li hosilasi mavjud bo'lgan funksiyalar sinfi bilan chegaralanamiz. Ma’lumki
(16.2-teorema). o'zgarishi chegaralangan funksiya deyarli hamrna yerda chek—
li hosilaga ega. ikkkinchi tomondan, (17.9) tenglikning o'ng tornoni o'zgarishi
chegaralangan funksiya. Shuning uchun (17.9) tenglik o'zgarishi chegaralangan
funksiyalar sinfidan kattaroq to‘plamda o'rinli boiishi rumkin emas. Har gan-
day o'zgarishi chegaralangan funksiya ikkita monoton kamayuvchi funksiyalar
ayirmasi ko'rinishida taavirlanadi. Shuning uchun monoton funksiyalar uchun
(17.9) tenglik o'rinlimi degan savolni go'yamiz.

Urnuman olganda ixtiyoriy monoton funksiya uchun (17.9) tenglik o'rinli
einas. Lekiu quyidagi tasdiq o'rinli.

17.2-teorema. Monoton kamaymaydigan f funksiyaning hosilasi integ—

rali.anuvc.hi va quyidagi teng.riziik o'rinli:
f f(t) dt</(&)-/ (a). (17.10)
Ja

Isbot. Hosila ta’rifiga ko'ra, / ning x nuqgtadagi hosilasi

nN*+ >0-m =M X) (1711)

nisbatning h — 0 dagi limitidir. / ning monotonligidan uning integral-
lanuvchanligi kelib chigadi. Demak, har bir (ph integrallanuvchidir. Shuning

uchun (17.11) tenglikni integrallash mumkin:
J (thX)dx=~" [/ (x+h)ydx-JgJ f(x) dx.

j funksiyani (b, 00) ga f(b) deb davom ettirib bu integralni giiyidagicha
yozish mumkini

1 fb+h N
] Eh(x) dx= —1 f(xX)dx——1 f (X) tix

Ja+h mJa
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1 nb-+h i ra+h

4i /' w *-

Bu tenglikdan h —0 da limitga o'tamiz. Integral belgisi ostida limitga o'tish
hagidagi Fatu teoremasiga ko'ra,

I f(x)dx < lim j >;(x) dx - f(b) - f(a +0) < f{b) - f (a)

Ja Ja
tengsiziik o'rinli. Bu yerda gafciy tetjgslzlik o'rinli bo'ladigan monoton funksiya—

ga misol keltirish mumkin:

0, agar x€ [0, 0,5]

/(*) =
) 1, agar x G (0,5, 1}

Deyarli bamma yerda f'(x) —0 ekanligdan

0= f10-dx<f(l)-i(0)=1
Jo
ni olamiz. Biror monoton uzluksiz funksiya uchun
f (X)dx <f (xX)—/ (a) 17.12)
Ja

tengsizlikning barcha x € (a, b) lar uchun bajarilishini ko'rsatish giziq masa-

ladir. Kantorning zinapoya funksiyasi . (6.4-misol) uchun
f fil(x)dx < R(X) —A(0) = A@®)
Jo

tengsizlik barcha x € (0, 1) larda o'rinli bo'ladi. Mustagqil isbotlang.

17.2.  Absuiyut uzluksiz funksiyalar. Shunita’kidlash lozimki, / mono-
ton funksiya bo'lgan holda
I f (t)dt—Ff (& —F ()
Ja
tenglikdan (a, B\yarim intervaldagi ixtiyoriy x uchun

i Xf (dt= f(x)-f(a) (17.13)

Ja
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tenglik bajarilishi kelib chigadi. Endi (17.13) tenglik o'rinli bo‘ladigan funk-
siyalar sinfini tavsiflash uchun quyidagi ta’rifni keltiramiz.

17.2-ta’rif. Bizga [a BN\ kesmnada aniglangan f funksiya berilgan bo‘lsm.
Agar ixtiyoriy r > 0 son uchun shunday © > 0 rnavjud bo'lib, soni chek-
li va har ikkisi o‘zara kesishmaydigan har ganday {(a*, &Kk)}jLj intervallar
sisternasi uchun

n n

) C [a bl Y I(bk~af) < 6
fesi

shartlar bajanlganda
0

ENe )-/W I<£ (17.14)
k=l

tengsizlik o'rinli bo'lsa, n holda f funksiya [a, 6] kesmada absolyut uzluksiz
deyiadi.

17.2-tarifda n = 1 desak tekis uzluksiz funksiya ta’rifiga kefamiz. Ya'ni,
har ganday absolyut uzluksiz funksiya tekis uzluksizdir.

Endi absolyut uzluksiz funksiyalarning ayrim xossalarini keltiramiz.

1  Absolyut uzluksiz funksiya ta’rifidagi "soni chekli" jurnlani "soni chekli
yoht sanogli " jwnla bilan almashtirish mumkin.

isbot. Hagigatan ham, ixtiyoriy s > O uchun shunday 6 > 0 mavjud
bo'lib, [a b] dart olingan har ganday o‘zaro kesishmaydigan va uzunliklari
yig'indisi 6 dan kichik bo'lgan ixtiyoriy {(«*, bk)}k=l chekli intervallar sis-

temasi uchun

J2\f(bK) - f(a K \.<s (17.15)
fo=i

tengsizlik bajariladi. Endi [, b] dan olingan sanogli sondagi o'zaro kesish-
maydigan va uzunliklarining yig'indisi S dan kichik bo'lgan {(a*, h)}I°=I

intervallar sisternasi berilgan bo'lsin. U holda ixtiyoriy n € N uchun (17.15)
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tengsizlik o'rinli. (17.15) tengsizlikda n —o00 da. limitga o‘tib.
@

£1/(bfe)-7(«fo)l<e

tengsizlikni olamiz. A
2. llar ganday absolyut uzluksiz funksiya o‘zgarishi chegaralangandir.

Isbot. Funksiya absolyut uzluksiz bo'lgani uchun quyidagilar o'rinli:
I
Ve>0, 3S-6() >0 V{(a*A)KU> ]T(kk-aky<6

*:i

bolganda

n
E N - /(a*)l <£
1
tengsizlik bajariladi. [a, 6] kesmaui uzunligi € daii oshmaydigau PK* xt-+i] .

bo‘lakchalarga bo‘lamiz
M
[a b=Y [<c xfeH],

fc=0
u holda ixtiyoriy pr*, atH], Ok*+1-K* < <) uciiun V[/] <t tengsizlik

o'riiiii. Shuning uchun

6[/] = E Me£.
JeA

3 Absolyut uzluksiz funksiyalar yigindisi, ayirmasi yam- absolyut, uzluksiz
funksiyadir. Absolyut uzluksiz funksiyaning songa ko paytmasi yana absolyut
uzluksiz funksiyadir.

3-xossaning isboti bevosita ta’rifdaa kelib chigadi.

4- Har ganday absolyut uzluksiz funksiyani ikkita monoton kamaymaydigan
absolyut uzluksiz funksiyalar ayirmasi shaklida tasviriash mutnkin.

Isbot. / absolyut uzluksiz funksiya bo‘lgani uchun u o'zgarishi ehegara-

laugan funksiyadir. Shuning uchun quyidagi tasviriar o‘rinli

f(x) = v(x)-<p(x), V(X)) = Vx/], (X)) =V(KX -Tf ().
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/ ning absolyut uzluksizligidan v ning absolyut uzluksizligi keiib chigadi.
3-xossaga ko‘ra @ ham absolyut uzluksiz funksiya bo'ladi. A
Quyidagi ik ki.ta teorema absolyut uzluksiz funksiya va Lebegaing anigmas
intégrala orasidagi rnubim bog:lanishni ifodalaydi.
17.3-teorema. Agar f funksiya [a, b kesmada integrallanuvchi bolsa,
u halda

FE)Y= [ f () dfi

funksiya [a, €] da absolyut uzluksiz boladi.
Isbot. {(ak,bk)}’ ¢ [a 6] o’zarokesishmaydiganvauzunliklarinirigyig‘indisi
06 > 0 oshmaydigan ixtiyoriy intervallar sistemasi bo‘lsin. U bolda
n n

- = f (O df,
IZNF(M)-F@kN=Y 1 oo

i 1/(017= /. \f{l)\df;.<e.
Ll J[d-kM 7 U ek

Oxirgi tenglik Lebeg integraSining absolyut uzluksizlik xossasi (12.4-teorema)
dan keiib chigadi. A

17.4-teorema (Lebeg). F —[a B da absolyut uzluksiz funksiya bo'lsin.
Uholda F1(:c) = / (X) funksiya [a, b] da integrallanuvchi va ixtiyoriy x €
[a, B\ da quyidagi tenglik o‘rinli

./jB’Af ®dp=F-F (.

17.4-teorema isbotida quyidagi lemmadan ibydaliniladi,

17.1-lemma. Agar / — kamaymaydigan absolyut uzluksiz funksiya boiib,
f (X) = 0 tenglik deyarli barcha x lar uchun o‘rinli bo‘lsa, u holda f (x) —
const.

17.4-fceoremanmg isboti. Teoremani / (£) > 0 bo'lgan holda isbotlaeh
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yetarli. Bu holda F (x) kamaymaydigan funksiya boladi.
$)=FX -1 f(@®dp (17.16)
Jax\
funksiyani garaymiz. $ ham kamaymaydigan funksiya. Hagigatan ham, x' <

X" bolsin, u holda
$(*") - $(a0 = F(xX") - F(x") - 1 f @ dp>0.
J AKX

So‘nggi tengsizlik 17.2-teoremadan kelib chigadi. F(x) va

ea' O

lar absolyut uzluksiz funksiyalar bo‘lganligi uchun $ ham absolyut uzluksiz
funksiya boladi. Bundan tashgari, deyarli barcha x lar uchun $'(ar) —O0.

Bobning boshida go'yilgan I-savolga javob berganda

f _f(t)dp = f(x), $'(*)=Ffx)-~ f f(t)dp=0
feaf®dp = 700, ') = ) - 3 £ f(©dp
tengliklarni koTsatgan edik. 17.1-Imnniaga ko'ra, $(*) = const. Ikkinchi
toiiiondaii
@ =F@—i f(t)dt—F(a)
Jm
tenglik o'rinli. Dernak, (17.16) ko'ra.

FX)=F@+ f f{t)dp
A S

tenglik o'rinli. A
17.3. Xulosa. 16.3-teoremaga ko'ra, ixtiyoriy o'zgaxishi chegaralangan
funksiyani uzluksiz o'zgarishi chegaralangan funksiya <p va sakrashlar funk-
siyasi H ning yig'indisi ko'rinishida tasvirlash inumkin, ya’'ni / (x) = p(x) +
H (x).
Endi uzluksiz, lekin absolyut uzluksiz bolmagau va o'zgarishi chegaralan-

gan <pfunksiyani garaymiz. lining uchun deyarli hanima x larda chekli (p'(x)
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Mila mavjud.
Gx) = [ ipl(t) of,
belgilash kiritamiz. U holda %(x) = <p(X)~ ¢ (x) uzluksiz o'zgarishi chega-

ralangan funksiya boladi va deyarli barcha x lax uchun

tH=gx-" / P@®d=0
dx Na,X]

17.3-ta’rif. Agar uzluksiz va o'zgarmasdan fargli o‘zgarishi chegaralangan
f funksiyaning hosilasi deyarli barcha x larda nolga aylansa, n singulyar
funksiya deyiladi.

Shunday qilib, biz quyida.gi tasdigqga keldik. Har ganday o'zgarishi chega-

ralangan f funksiya uchta funksiya yig'indisi koYinishida tasvirlanadi,
f(x) = H(X) + d(x) + X(x), 17.17)

bu yerda H sakr&shlar funksiya,si. % singulyar funksiya, ¢ absolyut uzluksiz

funksiya.
Bu funksiyalar / funksiya yordamida. o‘zgarma.s go'shiluvchi anigligida

bir giymatli aniglanadi. Agar bu funksiyalardan ixtiyoriy ikkitasini x = a
nugtada nolga teng deb aniglasak, u holda (17.17) yoyilma yagonadir. Uni

diiferensiallab. deyarli barcha x lar uchun
r(x)=o¢'x) (17.18)

tenglikka. ega bo‘lamiz. (17.18) tenglikni integrallab,

tenglikka kelainiz. Demak. o'zgarishi chegaralangan / funksiyaning hosilasi
integrallangauda lining fagat absolyut. uzluksiz gismi tiklanar ekan, f ning
sakrashlar funksiyasi //, singulyar gismi X izsiz yo'goladi.

17.1-misol. Kantorning zinapoya. funksiyasiui [0, I] kesmada absolyut
uzluksizlikka tekshiring.
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Yechisli. 6.3-mislilda ko'rsatiidiki, Kantor to'plami K ning Lebeg o'Ichovj
nolga teng. Lebeg o‘lchovi ta'rifiga ko‘ra, ixtiyoriy S > 0 uchun shunday,
o'zaro fcesishmaydigan {(a*, &9}jL| invervallar sistemasi mavjudki, quyida—-

gilar bajariladi:

n n
K CU(%, bW, £(6* - ak) < 6. (17.19)
k=I k=1

Ikkinchi tomondan, 6.7-misolda ko'rsatiidiki ((6.16)-tenglikka garang),
MO, INK -0 va /A0 1 - A() - A0)=1

Bu yerda Kantorning zinapoya funksiyasi yordamida qurilgan Lebeg-Stiltes
o'lchovi. Bu tenglikdan kelib chigadiki, = 1 Endi o'Ichovning yarim
additivlik xossasidan hamda (1.7.19) dan foydalansak, quyidagiga ega bo'lamiz:

n / n

E (&(h) ~ &(ak)) = I13(a*, h)
k=1 k=l

Demak, Kantorning zinapoya funksiyasi £ absolyut uzluksiz funksiya ta’nfini

ganoatlantirmaydi. A absolyut uzluksiz funksiya etnas. A
Mustaqil ishlasli uchun savol va topshiriglar

1. Agar f funksiya [a b] kesmada Livshits shartini ganoatlantirsa, u hol-

ds, f ning [a b] kesmada absolyut uzluksiz bo'lishini isbotlang.

2. [a, B\ kesmada aniglangan uzluksiz hosilaga egabo’igan f funksiyaning

[a, 6] kesmadagi absolyut uzluksiz ho‘lishini isbotlang.

3. Agar f funksiya [a 6] da absolyut uzluksiz funksiya bo‘lsa, tuning tekis

uzluksiz bollishini isbotlang.

4. [a 6] kesmada tekis uzluksiz. lekin absolyut, uzluksiz bolmagan funksiya—

ga misol kel tiring.
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18- 8. Lebeg-Stiltes integrali

18.1. Lebeg-Stiltes o‘lchovlari. Lebeg-Stiltes o'Ichovlarini kiritishdan
awval Lebeg o'Ichovini aniglash jarayonini eslaymiz. Sonlar o‘gidagi [a, B\
kesmalar, (a, b) intervallar va [ b), (a, b] yarim intervallar sistemasidan
tashkil topgan yarim halgani ©i bilan belgiSaymiz; tekislikdagi tomonlari
koordinata o'glariga parallel to‘g‘ri to'ptburchaklar (6.1-bandga garang) sis-
temasidan tashkil bo'lgan yarim halgani &2 orgali belgilaymiz; tekislikdagiga
o'xshash uch o'lchamli fazodagi qgirralari koordinata o'giariga parallel to‘g‘ri
parallelepipedlar sistemasidan tashkil bo'lgan yarim halgani 63 orqali bel-
gilaymiz. Lebeg o'Ichovini aniglash (har uchehala holda ham 1110s ravishda)
©»i dagi uzunlik, ©2 dagi yuza, ©3 dagi hajm tushunchalariga asoslaiiib ki-
ritilgan o!lchoviarai dastlab yarim halgani saglovchi minimal haigaga davom
ettirish va keyin yanada kengroq bo'lgan Lebeg bo'yicha o'lchovli to’plamlar-
ning a— algebrasiga voyish usuli bilan amalga oshirilgan edi. Bunda barcha
ochiqg va yopiq to'plamlar, ulaming chekli va sanogli birlashmalari va kesish—-
malari, bu birlashma va kesishmalarga to'ldiruvchi to'plamlar albatta o'lchovli
to'plamlar bo'ladi. Bunday usul bilan aniglangan Lebeg o'lchovi sanogli addi-
tivlik va uzluksizlik xossalariga ega.

Yana sonlar o'giga va yarim haigaga qgaytamiz. Sonlar o'gida beril-
gan F(x) —x funksiya yordamida @j da aniglangan uzunlik tushunchasini

(o'lchovni) quyidagicha ifodalash murnkin:

m((a, b)) —b—a —F(b) —F(a) —F(b —0) —F (a),

m([a, b]) —b—a —F(b) —F(a) = F(b) —F (a —0),

rn((a, 6]) = b—a= F(b) —F(a) = F{b) —F{a).

m([a, b)) = b- a= F(b) - F(a) - F(b - 0) - F(a- 0).
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Bu usuldan 61 da olcliovlar aniglash uchun foydalanishimiz inumkin. Bizga.
sonlar o‘gida aniglangan kamaymaydigan, o'ngdan uziuksis F funksiya beril-
gan bolsin. Har bir [a. /], (a, b), (a, 6], [a b) ko'rmishdagj tiraliglarga F
funksiya yordamida mos ravishda
m((a, D) —F(b - 0) - F(a), m((a, 6])= F(b) - F(a), (18.1)

m([a, BN= F(b) - F(a-0).,, m([a, b) - F(b-0) - F(a - 0). (18.2)
manfiymas sonlami mos qo'yarniz. ishondi hosil gilish mumkinki, (18.1) -
(18.2) tengliklax bilan aniglangan oraiiglar (kesma, interval va yarim inter—
val) funksiya,si manfiymas va additivdir. Yarim halgada kiritilgan bu o‘ichovga
6 —§ da amalga osliirilgan muiohazalami gollab, gandaydir /«*s(s) olehovni
qurishimiz inumkin. Sonlar o'gidagi fip oldrovga nisbatan olchovli bolgan
to’plainlarning *B(6t, F) sistemasi sanoqli yig'indi va sanogli keshishmaga
nisbatan yopiqg bo'ladi, fip o'lchov esa c—additiv boladi. Umuman oiganda,
Hf olchovga nisbatan olchovli to!plamlar sinfi F funksiyaning tanlauishiga
bog'lig. Arrimo R da o'ngdan uzluksiz kamaymaydigan F funksiya ganday
tanlanmasin ochiq va yopiq to‘piamlar, shuningdek, ularning barcha cliekli va
sanogli birlashma va kesishmalari, ularga to'ldiruvchi to‘pJamiar (ya’ni Borei
to'plamiari) olchovli to'plamiar boladi.

Sonlar o'gida aniglangan bunday fip olchov F funksiyaning tanlanishiga
bogliq holda ba’zi hususiyatlarga ega boladi.

Hozir fip oldiovning ba’zi bir sinfiari bilan tanishamiz. Bizga Lebeg glcliovi
il va Lebeg-StiHes olchovi fj,p berilgan bolsin.

18.1-ta’rif. Agar Lebeg o'cho.vi nalga teng boigan ixtiyoriy A to'plam
uchun fip(A) = 0 boilsa. u holda jip (Lebeg o'choviga nisbatan) absolyut
uzluksiz o‘lchov, dtyiladi.

18.2~ta’rif. Agar jip o'lchov uchun chekli yokisanogli A to'plam mavjud
boiib, A bilan kesishmaydigan ixtiyoriy B to'plam uchun hp(B) = O
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boisa (bu holat chekli yoki sanogli giymat gébul giluvchi F funksiyalar uchun
0rinl%), u holda diskret oichov deb ataladi.

18.3-ta’rif. Agar jip oichovda istalgan bir nugtali to plarn nol o‘lchovga
ega boisa va Lebeg oichovi nolga teng boigan biror A toplarn mavjud boiib,
lip(R\A) =0 boisa, u holda fip singulyar oichov deyiladi

Endi biror [a 6] (—00 < a < b < 00) kesnxada anigiangan kamay-
maydigan, o“ogdbix uzluksis F funksiyani olamiz. [a, 6] kesmada saglanuv-
chi har bir [a, @] kesmalar, (a, RB) intervallar va (a, /7], [as B) yarinx
intervallar sistemasidan tashkil boigan 61 varan halgada F funksiya orgali
(18.1)-(18.2) teixgliklar yordamida m o‘ldxowod aniglaymiz. Keyin m olchovrxi
©i dan olchovni davom ettirishning Lebeg nsulidan foydalanib, kexxgrog
18 (©i,F) o— algebraga davom ettiramiz. Bu a— algebra [a, 6] kesma-
da saglanuvchi barcha odxiq va yopiq to'plamlarni, ularaing barelxa chekli
va sanogli birlaeshma va kesishmlarini. bu yigIndi va kesishmala.ming toldi-
ruvchilarini (demak, [a 6] kesxtxada saglanuvchi Borel to‘pla.iriiaririi) o‘zida
saglaydi.

18.4-ta’rif. Sonlar o'gida yoki [a, b] kesmada berilgan kaméaymdydigan,
o'hgdan uzluksiz F funksiya vositasida yuqgorida aytilgan n,suida qurilgan pp
oichov Lebeg-Siiltes oichovi deb ataladi.

Ko'reatish rnumkinki, istalgan o'lchov absolyut uzluksiz, diskret va singul-
yar o‘lchovlar yig'indisi ko'rinisixida tasvirlanadi va bu tasvir yagonadir.

18.2. Lebeg-Stiltes integral!. [a, b] kesmada aniglangan va kamay-
maydigan, olngdan uzluksiz F funksiya yordamida hosil gilingan jtp Lebeg-
Stiltes oichovi berilgan bolsin. Bu oichov bo'yicha [a, 6] kesmada Lebeg
ma’nosida integrallanuvchi funksiyalar sinfini garaymiz va liar bir funksiyaga
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Lebeg integralini mos go'yamiz. fxp o'Ichov bo'yicha aniglangan bu integral

Lebeg-Stiltes integrate deb ataladi va uning uckun

belgilashdan foydalamladi.

Lebeg-Stiltes integralining ba’zi xususiy hollarini garaymiz.

I. Bizga [a, ] kesmada aniglangan, o'ngdan uzluksiz, kamaymay-digan
sakrashlar iunksiyasi F berilgan bo‘lsin. U holda fip diskret o'Ichov bo'ladi.
Agar @ € [a, b] nuqgtalar F ning uzilish nugtalari va hi sonlar F funksiya—

ning Xi nuqtadagi sakrashi bo'lsa, u holda

a
integral f(xi)K vyig'indiga teng bo’ladi.
Il.  Agar F funksiya [a, B\ kesmada aniglangan kamaymaydigan absolyut

uzluksiz bo‘lsa, 11 holda

Lebeg-Stiltes integrali f(x)F'(x) funksiyauing odatdagi

Lebeg integraliga teng bo'ladi, ya’ni
(18.3)

Integralning o—additivlik xossasiga ko‘ra, (18.3) tenglikni nr o'lchov
bo'yicha integrallanuvchi sodda fiinksiyalar uchun ham umumlashtirish mum-
kin. Bizga / funksiyaga tekis yaginlashuvchi, integrallanuvchi {/,,} sod-
da funksiyalar ketma-ketligi berilgan boisin. Umumiylikni chegaralamasdan
{/,,} ketma-ketlikni kamaymaydigan deb hisoblashimiz mumkin. U holda
{fn{xX)F’(x)} -kamaymaydigan ketma-ketlik deyarli hamma yerda f(x)F'(x)
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Vmksiyaga yaginlashadi. Demak, {/,, *F'} ketma-ketlik 13.2-teorema (Levi

teoremasi) shartlarini ganoatlantiradi.

fb (18.4)
tenglikda n —»do limitga o‘tib,

ff{x)dF(x)': ff{x)F\x)dx (18.5)

Ja Ja

tengiikni hosil gilamiz.

Agar F kamaymaydigan funksiva sakrashlar funksiyasi va absolyut uziu'k-
siz funksiyalar yig'indisidan iborat bo‘lsa, u holda ixtiyoriy / integrallanuvchi
(jHp o'lchov bo'yicha) funksiya uclmn uning Lebeg-Stiltes integrali gator (yo-
ki chekli yig'indi) va odatdagi Lebeg integralini hisoblashga keltiriladi. Agar
F kamaymaydigan funksiya singulyar komponentani ham saglasa, yuqoridagi
tasdigni aytish mumkin emas.

Lebeg-Stiltes integrali tuskunchasini F kamaymaydigan funksiya bo'lgan
koldan 4> o'zgarishi chegaralangan funksiya bo'lgan holga umumlashtirish
mumkin.Ayta.ylik, [a 6] kesmaaa o'zgariski ckegaralangan $ funksiya beril-
gan bo'lib, v esauning [a n] kesmadagi to'la o'zgariski bo'lsin. 15—§ da
olingan natijalarga ko‘ra, v(x), [a b] da kamaymaydigan, o'ngdau uzluksiz
funksiya. boiadi. Bnndan fcashgari g—v —  funksiya ham kamaymaydigan,
o'ngdan uzluksiz funksiya bo'ladi. Ya'ni $ funksiya ikkita monoton kamay-
maydigan funksiyalar ayirmasi ™= v —g ko'riniskda tasvirlanadi.

Agar f funksiya uchun

Lebeg-Stiltes integrallari rnavjud bo‘lsa, u holda / fimksiyaning  funksiya



tenglik yordamida anighmadi.
Aytaylik. ® o'zgarishi chegaralangan funksiya yana boshga usulda W va
h kamaymaydigan funksiyalarning ® —W —h ayirmasi ko'rinishida tasvir-

lansin. Agar j* f(x)d$(x) Lebeg-Stiltes intégrali mavjud boisa, u liokla
f(x)dh(x)dx

tenglik o'rinli. MuBtaqil isbotlang.

Xulosa. / funksiyaning ® o'zgarishi chegaralangan fiuiksiya bo’yicha
Lebeg-Stiltes integralini hisoblash uchun ¢ funksiyaning ikki kamaymaydigan
funksiyalar ayirmasi kcrriuishidagi istalgan fcaeviridan foydalanish mumkin.

18.1-misoh Quyidagi

Lebeg-Stiltes integralini hisoblang. Bu yerda A = [0, oc) yarim o‘q, F(X) =
[X] funksiya esa x ning butun gismiga teng.
Yechish. Ma’lumki, F(x) = Pq funksiya yordamida hosil gilingan fj.p

olchov diskret olchov boladi. | ga ko‘ra,

tenglik o‘rinh. Agar F (ri) —F(n —0) = 1 tenglikni e'tiborga olsak, songgi
gator yiglndisini hisoblash muuikin. Bu gator bj = 1 va maxiaji q = -
bo'lgan cheksiz kamayuvchi geometrik progressiyaning yiglIndisini ifodalaydi.

Dernak.

u =0
18.2-misol. Quyidagi Lebeg-Stiltes intégraliwu hisoblang.

Bu yerda A = [0, 3] kesma, F(x) = x2+ 3.
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Yechish. Ma’lumki, F(x) = x2+3 funksiya yordamida hosii gilingan jip

o'lchov absoiyut uzluksiz ollchov bo'ladi. 1l ga ko‘ra
]

B
f X+ DdF(x) = f (x+ 1) «2xdx
Jo Jo
tenglik o'rinli. So'nggi integral jadvai integrali bo‘lib .unirxg giymati 20 ga
teng. Demak,

[ (x+D)dF(x)= 20.
Jo

Mustaqil ishlash uchun savol Ta topshiriglar

1. Lebeg-Stiltes o'lchovi ganday bo‘lganda Ja f(x)d.F(x) lebeg-Sti.ltes integ-
raUni hisoblash rnasalasi. ma’lum gator yigifidisini hisoblashga keltirila—
di.

2. F funksiya ganday shartni ganoatlantirganda fa f(x)dF(x) Lebeg-

Stiltes integmlini hisoblash rnasalasi, odatdagi Lebeg integral,ini hisoblash-

ga keltiriladi.

3. JOA(X)dF(x) Lebeg-Stiltes integmlini hisoblang. Bu yerda F(x) = 2x+
1

4. [@PAX)F(x) Lebeg-Stiltes integra,Uni hisoblang. Bu yerda F(x) =
[E] + 2x.
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VI bob. Metrik fazolar

Bu bob metrik fazolar va undagi asosiy tushunchalami bayon qgilishga bag'ish-
langan bo‘lib, 4 (19-22) paragrafdan iborat.

19-paragrafda metrik fazo ta’riflanib, ularga ko'plab misollar keltirUgan. E”
to'plamda har xii metrikalar Kiritilgan. Metrikaning uchburchak tengsizligini
isbotlashda Koshi-Bunyakovskiy, Minkovskiy va Gyolder tengsizliklaridan foy-
dalanilgan. O ‘z navbatida bu tengsizliklar ham o‘z isbotlarini topgan. Koshi—
Bunyakovskiv, Minkovskiy va Gyolder tengsizliklarining integral formasi ham
keltirilgan. Bundan tashgari gomeomorf va izomorf metrik fazolar ta’riflanib,
ularga misollar keltirilgan.

20-paragraf esa metrik fazolarda yaqinlashish va undagi ochiq va yopiq
to'piamlarning xossalariga bag'ishlangan. Ochiq va yopiq to'plamlarni ta’rifiash
uchun biz yordamchi tushunchalar -urinish nuqgtasi, limitik nuqgta, yakkalan-
gan nugta va ichki nugta ta’riflarini berganmiz. Keyin yopiq va ochiq to'plam-
larning xossalari isbotlangan. Jumladan metrik fazoda to'plam ochiqg (yopiq)
bolisliining yetarli va zarur sbarfclari keltirilgan. Yaginlashuvchi ketma-ketiik
ta’riflanib, unga misollar keltirilgan. Metrik fazoning hamma yerida zieh va
hech yerda zichmas to'plamlar ta’riflanib, ularga misollar garalgan. R”. R,
C[a, b], Cp[a b], 2 fazolarning separabel metrik fazolar bo'lishi ko'rsatilgan.
Separabel boimagan metrik fazoga misol keltirilgan. Sonlar o'gidagi ochiq
to'plamlaming struktuuasi berilgan.

21-paragraf to‘la metrik fazolarga bag'ishlangau. Yaginlashuvchi va funda-
mental ketma-ketiiklar orasidagi bog‘ianish ochib berilgan. Rn, R", RJ,, i2,
G[a, 6], metrik fazolarning to'laligi isbotlangan. C2[a, b] ning to‘la bo'Imagan
metrik fazo ekanligi isbotlangan. Metrik fazoning to‘la bo'lishini ta’minlovchi
iehma-ich joylashgan yopiq sharlar hagidagi teorema hamda Ber teoremas! is-

botlangan. Har ganday metrik fazoni to'ldirish mumkinligi hagidagi teorema
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isboti bilan berilgan. Metrik fazolarda kompakt va nisbiy kompakt to'plam
tushunehalari berilgan. Asosiy funksional fazolar G[a, B\va Iv da kompakt
(nisbiy kompakt) lik krifceriylari keltirilib, isbotlangan. Kompakt (nisbiy kom-
pakt) va kompakt bo‘lmagan (nisbiy kompakt bolmagan) to'plamlarga mis-
ollar keltirilgan.

22—-paragraf gisuvchi akslantirishlar prinsipi va iming tadbiglariga bagish-
langan. To'la métrik fazolarda har ganday qgisuvchi akslantirishning yagona
go‘zg‘almas nuqtasi mavjudligi isbotlangan. Qisuvchi akslantirishlar prinsi-—
piniiig Rn metrik fazodagi algebraik tenglamalar sisternasiga tadbigl bayon
giungan. Blindan tashgari chizigli vacbizigli bolmagan integral tenglamaiarni
yechishda gisuvchi akslantirishlar prinsipidan ganday foydalanish mumkinligi

bayon gilingan.

19-§. Metrik fazolar va iilarga misollar

Analizdagi eng muhim amallardan biri bu limitga o'tish amalidir. Bu amal-
ning asosida sonlar o'gida ikki nuqgta orasidagi masofa tusinmchasi yotadi.
Analizda kiritilgan ko'pgina fundamental tushunchalar sonlar o‘gining algeb-
raik xususiyatlariga boglig emas. Haqigiv sonlar hagidagi tasawurimizni to‘p-
lam rna’nosida uinurnlashtirib, metrik fazo tushunchasiga kelamiz. Metrik fazo
tushunchasi hozirgi zamon matemanikasida muhim o'rinni egallaydi.

19.1-ta’rif. Bo'shmas X to'plamning ixtiyoriy X va y élementtarjuftiga
aniq bir p(x.y) son mos go‘yilgan bo‘ib, bu moslik
DPX,V)>0, WBYEX, pxy)=0 X=Y,

2) p(x,y) = p(y, X) (simmetfklik aksiomasi),
3) p(x,2) < p(x.y) + p(y, z) (uchburchak aksiomasi)
shartlarm qanoatlantirsa, p ya X dagi masofa yoki metrika deb ataladi.

(X, p) juftlik metrik fazo deyuadi.
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Odatda metrik fazo, ya’ni (X, p) juftiik bitta X harfi bilan belgilanadi.
Agar X to'plamda pi, ps,., mon metrikalaraniglanganbo'lsa,uholda (X,pi),
(X, P2),..., (X,pn) metrik fazolar mos ravishda Xi, X2, mm X,, harflari bi-
lan belgilanadi.

19.2-ta’rif. Agar shunday C\.> 0 va C2 > 0 soular mavjud bo'iih barcha
X,y € X lar uchun

G\Pi(*, V) < P2(% y) < CPi(x, y)

tengsizlik o‘rinli bo'lsa, pi va p2 lar ekvivalent metrikalar deyiladi.
Endi metrik fazoga bir nechta misollar keltiramiz.
19.1-misol. X gandaydir bo'shmas to'plam bo'lsin va har bir x, y ee-

rnentlar juftiga

gonuniyat, bo'yicha son mos go'yiisin. Ravshanki, p akslantirish metrika ak-
siomalarini ganoatlantiradi. Bu metrika diskret metrika deyiladi. Hosil bo'lgan
metrik fazo yakkalangan nugtalar fazosi deyiladi.

19.2. R—haqigiy sonlar to‘plami p(X, y) — - Y\masofa bo'yicha metrik
fazo tashkil giladi va bu metrik fazo ham R harfi bilan belgilanadi.

19.3. ixtiyoriy n ta xi, x2,.".,,x n hagiqiy sonlarning tartiblangan x =
(Xj, x2, m guruhlaridan tashkil topgan to'plamda har bir x va y lar

jufti (x,y) ga

(19.1)

manfiymas sonni mos qo‘yuvchi p akslantirish masofa shartlarini ganoatlanti-
radi. Hosil bo'lgan metrik fazo n— 0O‘Icharnii arifrnetik Evklid fazo deyiladi.
Endi (19.1) formula bilan aniglangan p moslik metrika aksiornalarini ganoat-

lantirishini ko'rsatarniz:
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1) Barcha x,y € R” lar uchun p(x,y) ning manfiymasligi (19.1) tenglikdan

hamda hagiqiy sonning kvadrati manfiymasligidan kelib chigadi.

Px,Y) =, (OFc_ y*)2= E (Xk-~ Yk)2= ®
k=l =1

tenglikdan barcha kK - 1,2, .. larda xk — Yk ya’ni x - y kelib chigadi.
Agar x -my bolsa, u holda (19.1) dan p(x,y) = O ekanligi kelib chigadi.
Demak, 1l-aksioma bajariladi.

2) (a—b)2— (b —a)2 ayniyatdan

PX,Y) = ni  ,(xk Y Y] k- xK2= P(y, X)
M 1 k=l

niolamlz. Bn esa 2-aksiomanrag bajariliehini biidiradi. Endi 3-aksiomaning ba—
jarilishini ko'rsatamiz. Ixtiyoriy uchta x — (xi, x2, m.., xn) , y —(/i, ***, yn) ,

z—{zitz2, ... ,zn) nugtalar uchun uchburchak aksiomasi

Y, (xk- Y2+ J2<jjk- Z (19.2)
\ k=1 k=l k=l

ko'rinishda boladi. Agar a* = »*— Yk, bk = Yk—zk belgilashlarni kiritsak,
Xk —2Zk —adk + bk boladi va (19.2) tengsizlik

X (e 52—\ BEi+ne & (19.3)
\k=1 (] \fcH

ko'rinishni oladi. Ushbu
J2ak'bk) =¢ 4 m bi-\¢ ¢ («A'-fljA)2
N&=1 / fe=l fc=l r=1 j=1

ayniyatni e'tiborga olsak,



teugsiziikka, egabo'lamiz. (19.4) Koshi - Bunyakovskiy tengsizligi debataladi.
U liolda biz

E@I Ea&HE dtEN—

fe=l

<¢4d +2 X2t Y@“"E'Z_I\@H‘

fc=1 -i \k-1 Kk~

munosabatga ega bo'iamiz. Bu munosabatdan (19.3) tengsizlik bevosita kelib
chigadi. Demak, uchburchak aksiomasi o'rinii ekan. Hosil bolgan metrik fazo
R” simvol bilan belgiianadi.

19.4. Yana n—ta haqgigiy sonlarning tartiblangan (:ci, X2, +m, xn) = X

guruhlaridan tashkii topgan to'plamni garaymiz va unda masofani

(19.5)
fH

formula vositasida aniglaymiz. Hosil bo‘lgan metrik fazo simvol bilan bel-
gilanadi. Bu mosiik metrikaning 1-3-aksiomaiarini qanoatiantirishini o‘quvchi

mustagqil tekshirib ko'rishi mumkin.
19.5. Yuqoridagi 19.3 va 19.4-misollarda keltirilgan to‘piamda elementlar

orasidagi masofani

Pco(x, ¥Y) = max M- yk\ (19.6)

1<k<n
formula bilan amglaymiz. Metrika aksiomalariniiig bajarilishi oson tekshirila-
di. Hosil bo'lgan metrik fazo RE> simvol bilan belgiianadi.
19.6. [o, b] kesmada aniglangaii va uzluksiz funksiyalardan tashkii topgan

to'piamni C[a, b] bilan helgilaymiz. Bu to‘plarnda

p(X,y) = 2, Ix(®) -y (19.7)

akslantirish metrika aksiomalaxini ganoatlantiradi. Masofaning 1-3aksiomalari

bevosita tekshiril&di (0'quvchiga mustagil tekshirish uchun tavsiya etiladi). Bu



metrik fazo analizda muhim ahamiyatga ega bolib, u ham to‘plam kabi C[d, 6]
bilan belgilanadi.

19.7. Haqiqiy sonlardan tuziigan va

<00
*=

shartni ganoatlantiruvclii barcha x = (xi, x4 ... txn,...) kefcma-ketliklardau

tashkil topgan to‘plamni (2 bilan belgilaymiz. Bu to‘piamda masofa

p(x>Y) = *;‘ lkE:i Xk ~ W? (19.8)

formula bilan aniglanadi. Har bir x, y € 2 elementlar uchun

[ele) oc

Y IXk<oc’ ]C ™ <o0°
k=1 =1

shartlar bajarilgani uchun va (xk+ Y2 <2 (x\ +y|) tengsizlikdan

J2 (xk - y*)2
K1l

gatoming yaginlasliuvchiligi kelib chigadi. Endi (19.8) formula bilan anigkm-
gan p rnoslikniiig metrika aksiomalarini ganoatlantirisliini ko‘rsatamiz. Rav-

shanki, 1 va, 2-akmoinalax bajariladi. Uchburchak aksiomasi esa

( Ok- 2k <\ YTk —YR2+ B (k- 20 (19.9)
\ k1 \ k1 k1l

ko'rinishga ega. Yuqorida zikr etilganlaxga ko‘ra (19.9) tengs.izlikd.agi gator-
larning hammasi yaginlashadi. Ikkinchi tomondan esa 19.3-misolda isbotlan-

ganiga ko'ra liar bir n da



tengsizuk o'rinii. Oxirgi tengsizlikda n —oc da limitga o'tsak, (19.9) tengsiz-
likning to‘g‘riligi isbotlanadi, ya’ni uchburcliak aksiomasi o'rinli.
19.8. [a, B\ kesmada aniglangan va uzluksiz barcha haqiqiy gqiymatli funk-

siyalar to‘plamida

p2(x,y) =y jf @®() - y (t)2dt

formuia yordamida masofa aniglash mumkin. Hosil boigan raetrikfazo C2[a, 6]
simvol bilan belgilanadi va uzluksiz fimksiyaiarning o'rtacha kvadratik metrika-
li fazosi deb ataladi. Ravshanki, p2 moslik metrikaning 1 va 2-aksiomalarini
ganoatlantiradi. Uchburcliak aksiomasining bajarilishi Koshi - Bunyakovskiy-
uiiig usbbu
| X (/)ey (H)dt] < f X2 (t)dt- f y2 (t)dt (19.10)
Ja / >a Ja

intégral tengsizligidan foydalanib isbotlanadi. Koshi - Buuyakavskiy tengsizli-
gi esa osongina tekshirish mumkin bo'lgan

. 2 . b b

Jx®y®dtj = ) x2@dtfr d t-1 1 J Ix(8)y()-y (s)x (t)] 2dsdlt

a / a a a a
ayniyatdan kelib chigadi.

19.9. Yana [#= 6] kesmada aniglangan uzluksiz haqiqiy qiymatli funksiyalar

to‘plajnini garayrniz. Bu to'plamda ushbu
Pi(x,y):-- Jf b\x(t)-y(I)\ o (19.11)
a

formula bilan aniglangan akslantirish metrika shartlarini anoatlantiradi. Hosil
bo'lgan metrikfezo Ci[a, b] simvol bilan beigilanadi. pi akslantirish metrika-
niug 1-3 aksiomalarini ganoatlantirishini tekshirish o‘quvchiga mustagil mashq

sifatida tavsiya qgilinadi.



19.10.  Barcliachcgaralangan x = (xi, x2>ee!  ee¢) hagiqgiy sonlar ketrna-
ketliklaridan taslikil topgan to‘plamni garaymiz. Bu to'plamdagi liar bir x va

V—(Vi, \2, ee«iVn, mm elemenclar juftiga.
p(x,y)= sup Wk- yk\ (19.12)

sonni mos go'yiivchi p akslantirish masofa aniglaydi. Hosil bolgan metrik iazo
m harfi bilan belgilanadi. 0 ‘quvchi nchiin 1-3 aksiomalarning bajarilishini
tekshirish givin emas.

19.11.  n—ta hagiqgiy sonlarning tartiblangan guruhlaridan iborat E" to‘p-
lamda har bir p > 1 son uchun

(19.13)

formula bilan aniglangan pp moslik masofa aniglaydi va hosil bo’lgan metrik
fazo K” simvol bilan belgilanadi. Bu misolda ham 1—va 2— aksiomalar-
ning bajarilishini tekshirish giyin emas. Shuning uchun 3— aksiomaning ba-
jarilishini tekshirish yetarli. Qaralayotgan to‘plamdau ixtiyoriy uchta x —
(*i>x2, mm«»), y = (yi, V2, **!Vn)! z = (zi, z2, zn) nugtalarni olib
m* = £k—\k, fa —Vk—zk belgilashlarni kiritsak, xk —zk—ak+ h bo‘ladi
va natijada pp(x,z) < pp(x,y) f pp(y.z) uchburchak tengsizligi

ko'rinishni oiadi. Hosil bo‘lgan (19.1.4) tengsizlik Minkovskiy tengsizligi deb
asaladi. Agar p — 1 bo‘lsa, Minkovskiy tengsizligining bajarilishi ko'rinib
turibdi (chunki, yig'indining moduli modullar yig'indisidan oshmaydi), shu-
ning uchun p > 1 deb hisoblaymiz. Minkovskiy tengsizligining isboti Gyolder

tengsizligi deb nomlatiuvchi



tengsizlikka asoslangan. Bu yerda p > 1 va q > 1 sonlar

weedees 19.16
v o q ( )

shart bilan bog'langan. (19.16) dan quyidagi teugliklar kelib chigadi

Ta’kidlashloziinki; (19.15) tengsizlik a = (cq, a2l ..., an) va b= (bi, &, ..., n)
nugtalar uchun bajarilsa, u ixtiyoriy Ava \i sonlarda Aa — (Aai, Aa2...., Aa,)

va ijh —(fibi, fibi, ,.., fib,,) nugtalar uchun ham bajariladi va aksincha. Ya'ni
(19.15) bir jiiisli tengsizlikdir. Shunday ekan, (19.15) tenksizlikni
I M
(19.17)

shartni ganoatlantiruvchi a va &€ Rn nuqgtalar uchun isbotlash yetarii. U

holda (19.15) tengsizlik (19.17) shart bajarilganda
n

(19.18)

ko'rinishni oladi. (19.17) shartda (19.18) tengsizlikni isbotlash uchun (£r/)
tekislikda rj = (E > 0) yoki £= rf~I (rj > 0) tenglamalar bilan aniglan-
gan egri diizigli (19.1-chizma) trapetsiya yuzini Msoblaymia. Chizmadan koV
rinib turibdiki, musbat a va b soniarai ganday tanlamaylik, ab < Si + 62
tengsizlik o'rinli. S\ va &2 yuzalarni hisoblaymiz:

19*I-chizma



Shunday qiSib, quyidagi sonli tengsizlik.o'rinli:
ah < a—?--——g‘.
P g
Agar a ni a* ga, b ni  ga ahnashtirib va k ni 1 dan n gaeha o'zgartirib
yig'indi tuzsak. (19.16) va (19.17) shartlar bajarilganda (19.18) tetigsizlik hosil
boiadi. Shunday qilib, (19.18) tengsizlik isbotlandi. Shunday ekan, umumiy
(19.15) tengsizlik ham isbotlaiidi.
Agar p — 2 boisa, (19.15) Gyolder tengsizligidan (19.4) Koshi - Bun-
yakovskiy tengsizligi kelib chigadi.
Endi Minkovskiy tengsizligining isbotiga o‘tamiz. Buning uchun

M+ \o\r= (fi]+ D irtkl + (M + \b\rl m

ayrxiyatdan foydalanamiz. Bu ayniyatda Ja] ni || ga, K ni W\ ga al-
mashtirib va k ni 1 dan n gacha o'zgartirib yig'indi tuzsak. quyidagi ayni-

yatga ega bo'larniz:

EQ +pE (ai+fdirll +E(+ g

Teiiglikniiig o'ng tomonidagi har ikkaia yig'indiga haro. Gyolder tengsizligiui
go'llasak va (p —1) q = p ekanligini e’tiborga olsak, quyidagi tengsizlikka ega,
bo‘lamiz:

i«'T j &I
- < Bir R

Bu tengsizlikning har ikkala tomonini

NJ
E(1° 1 +biay
k=1 y

ga. bo'lih, isbotlanishi k¢rak bo'lgan (19.14) Minkovskiy tengsizligiga ega bo-
lamiz. Shunday qilib, uchburchak aksiomasi o'rinli ekan.



Agar bu mjsolda p — 2 desak, pp metrika 19.3-misoldagi metrikaga va
agar p — 1 desak, 19.4-misoldagi metrikaga aylanadi. Ko'rsatish mumkinki,

19.5rinisolda kirit.ilgan
pro (X,y) —max \xk-y k\

metrika pp metrikaning p —* oc dagi limitik liolati boladi, ya’ni

n \p
(V]\xk—Vk\P . (19.19)
A |
k=1 /

19,12. Hadlari
JIT"Ixkp <°C. P> 1
=

shartni qaaoatlaritiruvchi barcha x —(xj, a2>=«mxr>ee*) hagiqiy sonlar ketma-

ketliklaridan iborat va ikki nuqgtasi orasidagi masofa

P(x>y)=("t\*k-y*\"P (192°)

formula bilan aniglangan to’plamni garaymiz. Bu to'plamni tp deb belgi-

laymiz. Ixtiyoriy x.y e ip lar uchun liar bir n da

(El-~rrf)i<(tlxif)i+ (D rf)i Ne 21)

Minkovskiy tengsizligi o'riali bo'lgani va

E 1 xky < co, ly*\P < 00
k—1 k=l
sharfclar bajariigani uchun (19.21) da n —* 0o da Hmitga o‘tsak,
/00 \ p /00 \p /00 \p
E i« r * Ei®“n + Ei~r
\k=1 / \k—+ / \fc=1 /

ga ega bo‘lamiz. Buadan ixtiyoriy x,y € # lar uchun (19.20) gatorning
yaginlashishiga ega bo'lamiz. (19.20) tenglik bilan aniglangan p akslantirish



metrikaning 1va 2-aksiomalarini ganoatlantirishi ko'rinib turibdi. Uchburchak
aksiomasi (19.14) Minkovskiy tengsizligidan foydalanib isbotlanédi.
Eudi biz p > 1 sbartda Minkovskiy va Gyolder tengsiziiklarining intégral
formasini beramiz.
(b \p/ b \ *
/ Ix(D)+1/7()~r </ Ix(DINT + 1 \y(Dfdt . (19.22)

Bu Minkovskiy tengsizligi deb atafadi. Minkovskiy tengsizligi, ya'tii (19.22)
tengsizlik [a, f§ kesmada p (p > 1) —chi darajasi.bilan Lebeg ma’nosida in-
tegrallanuvchi ixtiyoriy x va y funksiyalar uchun o'rinii.

[ X))y ®]dt< (/7 W@OprdtjP(y 6l @lcdt\* (19.23)

tengsizlik Gyolder tengsizligi deb ataladi. Bu yerda p > 1 va g > 1 bo'lib,
ular (19.16) tenglikni ganoatlaiitiradi. Gyolder tengsizligi [0, b kesmada
p (p > 1) —chi darajasi bilan Lebeg ma’nosida integrallaraivchi x va q (g > 1)
chi darajasi bilan integrallanuvchi ixtiyoriy y funksiyalar uchun o'rinii. (19.10)
tengsizlik Koshi Bunyakovskiv tengsizligining intégral formasidir.

Endi V bobda xossalari o'rganilgan o'zgarishi chegaralangan va absolyut
itzinksiz funksiyalar to'plamini garaymiz.

19.13. Berilgan [a, b] kesmada aniglangan va o'zgarishi chegaralangan
funksiyalar to'plamida-ikki nuqta orasidagi masofani

P(x,y) = x(@)- y(@) I+ V*[x- ) (19.24)

formula bilan anigiaymiz. Bu yerda V f[f]—o'zgarishi chegaralangan / funksi-
yaning [«, b] kesmadagi to'la o'zgarishi (variatsiyasi). (19.24) tenglik bilan
aniglangan p akslantirishning metrika aksiomalarini ganoatlantirishi funksiya
to'la o'zgarishining xossalaridan kelib chigadi.

Masalan, uchburchak tengsizligi p(x,z) < p(x,y) + p(y,z) da x (t) —
y (t) = 9p(t) va y(t) —z (t) —i>(t) belgilashlar olsak, u quyidagi ko'rinishni
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oladi

IP(«) + B(«) I+ Va W+ B < IV(R) I+ I'P(«) 1+ Va [p\+ Va M «

Buesa |o+ B\< [a] + [§ fcengsizlikdan va o'zgarishi chegaralatigan funksiya-
laniing
v¥[p+4\<vA[\\+vVvM

xossasidan kelib ciiigadi. Hosil gilingan metrik fazo o'zgarishi chegaralangan
funksiyalar fazosi deyiladi va V\a, 6] orgali belgilanadi.

19.14.  Berilgan [«, 5] kesmadaamglatigdji va absolyut uzluksiz funksiyalar
to'piamini gqaraymiz. Bu to‘plamda harn ikki x va y nuqtaiar orasidagi rnasofa
p(x,y), (19.24) tenglik bilau aniglanadi. Hosil gilingan metrik fazo absolyut
uzluksiz funksiyalar fazosi deb ataladi va AC[a, F} orgali belgilanadi.

19.1-eslaima. (X, p) metrik fazo va M uning bctiyoriy gism to‘plami
bolsin. U holda X da aniglangan p masofa, uning gismi bolgau M da hani
rnasofa aniglaydi. Shuning uchun (Ai, p) metrik fazo bo'ladi. (A4, p) metrik
fazo (X, p) metrik fazoning gism fazosi deb ataladi.

19.1. Metrik fazolarni uzluksiz akslantirishlar

X = (X, p) vaY = (y, d) - metrik fazolar, / esa X ni Y ga akslantirish
bo‘lsin. Shunday qilib, har bir x € X elementga yagona y —f (x) € Y
element mos go'yilgan bo‘lsin.

19.3-ta'rif. Agar ixtiyoriy e > 0 uchun shunday 6 > 0 rnavjud boiib,

p(x, {fd) < & shartni ganoatiantiruvchi barcha x € X nugtaiar -uchun
d(f(x),f(x0) <£

tengsizlik o‘rinli bo'lsa, u holda f akslantirish x0 € X nugtada uzluksiz deyi-
ladi. Agar f akslantirish X ning hamma nuqtalarida uzluksiz ho‘lsa, u holda

f ni X da uzluksiz deb ataymiz.
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Agar X va Y lar sonii to'plamlar bo'lsa, ya'ni x— son, /—sonli funksiya
bo'lsa, u holda akslantirishning uzluksizlik ta’rifi matematik aualizdan malum
bo'lgan funksiyaning uzluksizligi ta’rifiga aylanadi.

Ta'kidlash lozlmki, agar X metrik fazodagi p masofani X x X metrik
fazoni R+ = [0, 00) metrik fazoga akslantirish. deb garasak, p— uzluksiz ak-
slantirish bo'ladi. Buyerda X x X = {(x,y) : x,y € X } to'plamda (xj, &)
va (yi,y2) juftliklar orasidagi masofa

d((xi, x2), (yi,yi)) = p(xi,yi) + p(x2,y2)

formula yordamida aniglanadi. Endi p akslantirishning uzluksizligini ko'rsa-
tarniz. Ixtiyoriy (xo,yo) € X X X nugtani olamiz va mahkamlaymiz. Keyin
ixtiyoriy (x,y) € X x X migta olib, metrikaning uchburchak aksioinasidan

foydalanamiz:
P(*,y)<p(x,x0 + p(x0y) < p(x x0) + p(x0,yo) + P[vn,y),
P(xo0,yo0) < p{x0,x) + p(x,y) + p(y, yo).
Bu ikki tengsizlikdan
IP(x,y) - p(x0,y0) |< P{x,Xg + p(yo,y)
ga kelamiz. Agar
d((x,y), @0,vo)) = P{%x0) + P(y, Vo) < £

desak, u holda p (x, y) —p (X0, yo) |< £ bo'ladi, ya'ni p uzluksiz akslantirish
ekan.

Agar f : X —*Y akslantirish X va Y metrik fazolax o'rtasida o'zaro
bir giymatli moslik o'rnatsa, u holda Y ni X ga aksiantiruvchi x = f~1 (y)
teskaxi akslantirish mavjud bo'ladi. Agar / o'zaro bir giymatli moslik bo'lib,
/ va /-1 akslantirishlar uzluksiz bo'lsa. u holda f gomeomorf akslantirish
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yoki gomeomorfizm deb atala.di, X va Y fazolar esa gomeomorffazolar deb
ataladi. Gomeomorfmetrik fazolarga R va (—4, 1) intervallarni misoi sifatida
garash mumkin. Bu holda gomeomorfizmni y = %arctgrr formula yordamida
o‘matish mumkin.

Agar X = (X,p) va Y = (Y,d) rnetrik fazolar o‘rtasida o‘zaro bir
giymatli moslik o'matuvchi / akslantirish ixtiyoriy xi,x% € X lar uchun
p (xi,X2) = d(/ (xi),f (@) shartni ganoatlantirsa, / akslantirish izometriya
deyiladi, X va Y fazolar esa izometrik fazolar deb ataladi.

X va Y metrik fazolarning izometrikligi, ular elementlari orasidagi metrik
bog'lanishlar bir xil bo'lib, fagatgina ular eleinfentlarining tabiatiga ko‘ra bir -
biridan farq gilinishiui bildiradi. Ular orasidagi bu. farq metrik fazolar nuqgtai
nazaridan muhim emas. Bundan keyin o‘zaro izometrik fazolami aynan bitta
fazo deb garaymiz.

Mustaqil ishlash uchun savol va topshirigiar

1. Gyolder va Minkovskiy tengsizliklanni integral, formada yozing.

2. (19.5) tenglik bilan aniglangan pi : —>R+ akslantirish metrika-

ning 1-3 shartlarini ganoatlantirishini ko rsating.

3. (19.7) tenglik bilan aniglangan p : C[a, 6] X G[a, 6] —R+ akslantirish

rnetrikaning 1-3 shartlarini ganoatlantirishini isbotlang.

4. (19.11) tenglik bilan aniglangan pi : C\a, 6] x C7[o, 6] —R+ akslantirish

rnetrikaning 1-3 shartlarini ganoatlantirishini isbotlang.

5. (19.12) tenglik bilan aniglangan p :m x m —R+ akslantirsh rnetrika-

ning 1—3 shartlarini ganoatlantirishini isbotlang.

6. (19.19) tenglikni isbotlang.
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T. (19.24) tenglik bilan anigbngan pi V[a, 6]x V[a, 6] -» R+ akslantirish

metrikaning 1 —3 shartlarini gqanoatlantrishini isbotlang.

8. Quyidagi tasdiglami isbotlang:
1) Agar 1 <p <q ho'lsa, ip toplam £ to plamning gismi boladi.
2) Absolyut uzluksiz funksiyalar fazosi AC[a, b] o'zgarishi cheganuanm

gan funksiyular fazosi V'[a, €] ning gism fazosi bo'ladi.

9. Rn fazoda kiritilgan ixtiyoriy pi va metrikalarni ekvivalent ekanligini
eisbotlang. Xususan (19.1) va (19.13) tengliklar bilan aniglangan p va

Pp. P> 1 metrikalarni ekvivalent ekanligini isbotlang.
20- 8. Metrik fazolarda yaginlashish

Biz bu paragrafda rnetrik fazoning asosiy tushundialarini keltirib, ochiq va
yopiq to‘pla.mlarmng xossalarixii o‘rganamiz.

20.1-ta’'rif. X rnetrikfazoda ra@0€ X nuqta va r > 0 son berilgan bo‘lsin.
p(x,x0 < r shartni ganoatlantiruvchi barcha x € X elementiar to plami
rnarkazi xg nuqtada, radiusi r bo'lgan ochig shar deyiladi va u B (xq,r)
orqgali belgUanadi. Berilgan; @0€ X var >0 da p(x,x0 < r shartni ganoat-
lantiruvchi barcha x € X elementiar toplami B[xo, r] orgali bdgilanadi va
u rnarkazi nugtada, radius* r bo'lgan yopiq shar deyiladi.

Metrik fazolar nasariyasida rnarkazi xq nuqtada va radiusi s > 0 bo‘lgao
B (xo0, €) ochiqg shar xq nuqtaning s— atrofi deyiladi va u Oe (e0) ko‘riaislida
belgilanadi.

20.1-misol. Shunday rnetrik fazoga va undagi ikkita B (x-i, r\), B (x2,r2)
sharlarga misol feeltiringki. rj < r2 va B (xi,r{) DB (x2,r2) bolan.

Yechish. Faraz gilaylik, X — R+ va p(a,y) = Ja—\ bolan. Agar

B{1,5) = {xe [0, 00) : \Xx—1]< 5} deb rnarkazi 1 nuqtada va radiusi 5
ga teng shami, hamda B{3,4) = {z € [0, 00): \x—3] < 4} deb rnarkazi 3
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nugtada va radiusi 4 ga teng bo'lgan ochiq sharlarni olsak, u holda r2=5 >
ri - 4, ammo [0, 6) = B (1,5) C ti (3,4) = [0, 7).

20.2-ta'rif. Agar X metrik fazoning M gism toplarni uchun uni o‘zida
sagiovchi shar mavjud bo‘lsa, M chegaralangan toplam deyiladi.

20.3-ta’rif, X metrik fazo, M uning gism, toplami va x € X bokin.
Agar ixtiyoriy e > 0 uchun Oe(x) CIM ~ 0 munosabat bajarilsa, x nuqgta
M rang urinish nuqgtasi deyiladi. M rung barcha urinish nuqtalaridan iborat
toplam M ning yopig'i deyiladi va [Af] yoki M hilan belgilanadi.

Simnday qilib, biz metrik fazo gism to'plamlari uchun ulardan ularning
yopig'iga o'tish arnalini aniqgladik. To'plam yopig'i amali quyidagi xossalarga
ega,

20.1-teorema. Ushbu tasdiglar o'rinli:

1) M C [Af];

2) [MI] = [M];

3) agar MxC M2 bo'lsa, u holda [A/] C \M2];
4 [MiUMANUN .

Isbot. M to'plamning har bir nuqgtasi uning uchun urinish nuqtasi bo'lishi
bevosita ta'rifdan kelib chigadi, shuning uchun M C [M].

Endi ikkinchi tasdiq isbotiga o'tamiz. Birinchi tasdiqqa ko‘ra [M] C [[M]].
Endi x € [[Af]] ixtiyoriy nuqgta bo'lsin. U holda ixtiyoriy £ > 0 uchun
0e/20*0On[JW] r® , ya'ni shunday y € [M] mavjudki, p(x,y) < Shunga
o'xshash, Oe/2(y) HM = 0 mYa’ni shunday z € M mavjud bo‘lib, p (y, z) <
C—bo‘ladj. U holda uchburdiak aksiomasiga kofia

P(x,2) <p(x,y)+p(y,2) <-£+.!£:£

bo'ladi, ya'ni Os (x) f]M ~ 0. Bundan x € [M] ekanligi kelib chigadi. Shun-
day ekan, [[Af]] C [Af], Demak, [[Af]] = [M].
Uchinchi tasdigning isboti. [Af] to'plamning ixtiyoriy X nuqtasini olamiz.
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U holda ixtivoriy e > 0 uchun O, A 0. Bundaii O, (x)ppM2~ 0
ekanligi kelib chigadi. Demak, x nugta M2 to'plamning urinish nuqgtasi, ya’ni
x e [M2] ekan. Bundan [Mi] ¢ [M2].

Nihoyat, to'rtinchi tasdiq isbotiga o'tamiz. Agar x £ [Mi |[JMZ2] bo'lsa,
u holda ixtiyony e > 0 uchun Os(=)Pj (MilJ M2) ~ 0 bo'ladi. Bundan,
Oof @) PIMi ~ 0 yoki Of (x) pfM2 =r 0 tengsizliklardan kamida bittasi
bajariladi. U holda x € [WM\\ yoki x e [M2], bundan x e [Mi]ij [M2]
ekan. Ya'’ni [Mi[j M2 C [Mi] (J [M2]. Ikkinchi tomondan, Mi C Mi (J M2
va M2 C MilJM2 bo'lgani uchun, 3-tasdigga ko‘ra [Mi] C [MilJ M2]
va [M2] C [M1lUM 2] . Shunday ekan, [-Mi]SJ[M2] ¢ [Mi(JMZ2]. Demak,
[MiJUMZ —[MiU M2] . A

20.4-ta'rif. X metrik fazo va M uning xos gism to ‘plami bobin. Agar
x € X ning ixtiyony Oe (x) atrofi M ning cheksiz ko p elementlarini saglasa,
u holda x € X nuqgta M to'plamning limitik nuqgtasi deyiladi

M ning barcha limitik nuqgtalari to'plami M bilan belgilanadi. Agar M —
M' bo'lsa M ga rnakammal to plant deyiladi.

To'plamning limitik nugtasi shu to'plamga tegishli bo'lishi ham, bo'Imasligi
ham mumkin.

20.2.  Agar Q ratsional sonlar to'plami bo'lsa, u holda R ning har bir
nuqgtasi Q uchun limitik nugta bo'ladi.

20.5-ta'rif, Agar M toplamga tegishli x nugta uchun shunday s > 0
maujud bo‘lib, Oe (x) pjM —{x} bo‘lsa, u holda x nugta M to'plamning
yak.kala.ngan (yolg‘iz) nuqtasi deyiladi.

0 ‘quvchi mustaqil isbotlashi mumkin bo'lgan quyidagi tasdiglar o'rinli.
M to'plamning istalgan urinish nugtasi shu to'plamning limitik nuqtasi, yoki
yakkalangan nuqgtasi bo'ladi. Bu yerdan xulosa sifatida kelib chigadiki, [M]

to'plam uch turdagi nugtalardan tashkil topadi:
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1) M to'plamning yakkaiangan nugtalari,
2) M ga tegishli bo'lgan, M ning limitik nuqtalari,
3) M ga tegishli bolmagan M ning limitik nugtalari.

Baxulosalardau kelib chigadiki, M dan uning yopig‘i [A4] ga o'tish uchun,
M ga uning limitik nugtalarini go'shjb olish bilan amalga osbiriladi, ya'ni
[M]=MUM".

20.1. Metrik fazolarda yaqinlashish

20.6-ta'rif. X metrik fazoda xt, X% mm., xn,,.. nuqtalar ketma-ketligi
va X nugta berilgan bo‘bin. Agar ixtiyoriy s > 0 uchun shunday norner
mavjud bofib, barcha n > no lar uchun xn nugta x ning Os(x) atrofi-
ga tegishli bo'lsa, u holda bu kctma-ketlik x nuqtaga yaginlashadi deyiladi.
Agar {«,} ketma-ketlik x nuqgtaga yaginlashsa, u holda x nugta {*,} ketrna-
ketlikning lirniti deyiladi.

Bu ta'rithi quyidagicha ham ifodalash mumkin. Agar

nlﬂgop x)=0

inunosabat bajarilsa, {:rn} ketma-ketlik x nuqgtaga yaqinlashadi deyiladi.
Yaginlashuvchi ketma-ketlik ta'rifidan quvidagi ikki xulosa bevosita kelib
chigadi:
1) hecli ganday ketma-ketlik ikkita har xil lirnitga ega emas;
2) agar {.t,} ketma-ketlik x nuqtaga yaginlashsa, u holda uning ixtiyoriy
gismiy ketma-ketligi harn x nugtaga yaginlashadi.
20.2-fceorema. Biror x nugta M toplamning urinish nugtasi bo'lishi
uchun M da x ga yaginlashuvchi {xn} ketrna-ketlikning mavjud bo'lishi
zarur va yetarli
Ishot. Zaruriyligi x nugta M to‘plamning urinish nugtasi bo'lsin. U hol-
da ixtiyoriy n natural son uchun Oj/, (x) atrofda kamida bitta xn € M

element mavjud. Bu x, nugtalardan tuzilgan C M ketma-ketlik x



nugtaga yaqinlashadi.

YetarlUigi. Agar {x,,} C M ketma-ketlik x nugtaga yaginlashsa, ixtiyoriy
s > 0 uchun shunday no nomer mavjud bo'lib, n > ri bo'lganda xn e Oe (x)
bo'ladi, ya’ni Os(x) p]M ~ 0. Demak, x nugta M ning uriuish nuqtasi
bo'ladi. A

Agar x —M to'plamning limitik nugtasi bo‘lsa, u hoida xn € Oi/n (x) f] M
nugtalarni harxil giiib fcanlash inumkin, chunki Oj/n (x) Pj M — cheksiz to'plam.
Shunday giiib, x nugta M to‘piam uchun limitik nuqta bo'lishi ucliun M da
x ga yaqginlashuvchi liar xil nugfcalardan tashkil topgan {.,.} ketma-ketlikniug
mavjud bo'lishi zarur va yetarli.

X metrik fazoni Y metrik fazoga. akslantiruvdii / akslantirish uzluksizligi
tushunchasini quyidagidia harn ta'riflash inumkin. Bizga / : X —Y akslan-
tirish va K0 6 X nuqta berilgan bo'lsin. Agar Xqg nugtaga yaginlashuvchi
ixtiyoriy {x,,} ketma-ketlik uchun unga mos keluvchi {yn= f(xn)} ketma-
ketlik yo = f (x0) nuqgtaga yaqginlashsa, f : X —* Y akslantirish x0 nugtada
uzluksiz deyiladi. 19-§ da keltirilgan 19.2-ta’rif bilan bu ta’rifning teng kuchli
ekanligini isbotlashni o'quvchiga goldiramiz.

20.2, Zieh to‘plamlar

20.7-ta'rif. A metrik fazoning ikkita A va B qisrn to'plamhri berilgan
bokin. Agar B C [A] bo‘lsa, u hoida A toplain B to'plamda zieh deyiladi.
Xususan. agar [A] = X bo'lsa, A to'plam hamrna yerda zieh, (X da zieh)
deyiladi. Agar A toplam birorta ham sharda zieh bo'lrnasa (ya'ni har bir
B C X sharda A to'plam bilan umumiy elementga ega bo‘lmagan B1 shar
saglansa), u hoida A hech yerda zichmas to'plam deyiladi.

20.3-misol. - ratsional sonlar fco'plami R da zieh to‘plamdir.

20.4.  Natural sonlar to'plami N hagigiy sonlar metrik fazosi R ning hech

yerida. zichmas to‘pla.mdir.
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Endi hamma yerda zieh sanoqli gism to'plamga ega bo'lgan rnetrik fazo-
larga misollar garaymiz. Odatda hamma yerda zieh sanogli gism to'plamga
ega bo'lgan metrik fazolar separabei metrik fazolar deyiladi.

20.5. 19.1-riiisoida keltirilgan diskret fazo, hamma yerda zieh sanogli gism
to'plamni fazoning elementlari sanogli bo'lgan holda va fagat slra holda saglay-
di. Chunki, bu fazoda ixtiyoriy M uchun [M] = M tenglik o'rinli. Shuning
uclmn diskret fazo separabei bo'lshi uchun uning sanogli bo'lishi zarur va
vetarli.

20.6. Hagqiqiy sonlar to'plami M separabei metrik fazodir. chunki ratsional
sonlar to'plami Q sanogli va u R ning hamma yerida zieh.

20.7. E", E”, E”. va E”(l <p < 00) metrik fazolarning hammasi-
da ratsional koordinatali nuqgtalar to'plami sanogli va hamma yerda zichdir.
Shuning uchun E", R",RE, va E”, p > 1 lar separabel metrik fazolardir.

20.8. C[a, 6], Ci[a, 6 va C2[a, 6] metrik fazolarda ratsional koeffit-
siyentli ko'phadlar to'plami sanogli va hamma yerda zichdir. Shunday ekan,
ular separabei metrik fazolardir.

20.9. g2 fazoda hadlari ratsional sonlar bo'lib. ulardan cheklitasi noldan
fargli bo'lgan ketma-kenliklar to'plami sanogli bo'ladi va u t2 ning hamma
yerida zieh. Demak, i2— separabei metrik fazo.

20.10. Yugoridagi metrik fazolardan fargli o'iaroq m separabel bo'lImagan
metrik fazoga misol bo'ladi. Buni isbotlasli uchun hadlari 0 va 1 lardan ibo-
rat barcha mumkin bo'lgan ketma-ketliklar to'plamini $ bilan belgilaymiz.
$ C rn va ikkita ixtiyoriy x,y e  ketma-ketliklar kamida biror hadi bilan
farqg gilgani uchun p(x,y) —1 . Ma’lumki, ¢=—sanogsiz (kontinuum quwatli)
to'plam. < ning elementlarini markaz qilib, radiusi Z—ga teng ochiq sharlarni
olamiz. Bu sharlar o'zaro kesishmaydi. Agar biror M Cc m to'plam hamma
yerda zieh bo'lsa, har bir sharda M ning kamida bitta elementi yotadi. Shar-
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iar soni $ dagi eiementlar soniga teng. M dagi elementlar soni esa sharlar
sonidan, shuning uchun, 4> dagi elementlar sonidan kam emas. Shunday ekan,
M —sénogsiz to'plam. Demak. m ning hamma yerida zieh sanogli to'plam
mavjud emas ekan.

20.11.  #, p > 1 va cq fazolarda hadlari ratsional sonlar bo'lib, ulardan
cheklitasi noldan fargli bo‘lgan ketma-ketliklar to'plami sanoqli bo'ladi va u
$ va co fazolarning hamma yerida zieh. Demak, tp va c0 separabel metrik
fazolar bo'ladi.

20.3. Ochig va yopiq to'plamlar

20.8-ta'rif. X metrik fazodagi M to'plam uchun M — [M] tenglik
bajariisa, M ga yopiqg to'plam deytadi. Boshgacha aytganda, agar to'plam
o0'zining barcha limitik nuqtalarini saglasa, u yopiq to'plam deytadi.

Ta'kidlashlozimki, 20.1-teoremagako‘ra M to'plamning yopig‘i [M]—yopiq
to'plamdir, hamda [M] to'plam M ni o'zida saglovchi minimal yopiq to'plamdir

20.12-misol. Har ganday metrik fazoda yopiq shar yopiq to'plam bo'ladi.
Xususan, C[a, b fazoda ixtiyoriy C > 0 uchun \f (&)] < G shartni ganoat-
lantiruvchi funksiyalar to'plami yopiq to'plam bo'ladi.

20.13. C[a, 6] fazoda J (i)] < C (ochiqg shar) shartni ganoatlantiruvchi
funksiyalar to'plami yopiq emas, uning yopig'i |/(a)[ < C shartni ganoat-
lantiruvchi funksiyalar to'plamidan iborat.

20.14. Har ganday X metrik fazoda X va 0 to'plamlar yopiqto'plamlardir.

20.15. Har ganday metrik fazoda chekli to'plam yopiqdir.

20.3-teorema. ixtiyoriy sondagi yopiq to'plamlar kesishmasi va chekli
sondagi yopiq to ‘plamlar yig ‘indisi yopiqdir.

Isbot, Ixtiyoriy sondagi Fa yopiq to'plaxnlarning

a
kesishmasini garaymiz. F to'plamning ixtiyoriy x limitik nugtasini olaylik. U
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holda x ning ixtiyoriy 0e(x) atrofida F ning dieksiz ko'p dementi mavjud.
Shunday ekan, 0s(x) da bar bir Fa ning cheksiz ko:p dementi mavjud. Bu
ko'rsatadiki. x nugta bar bir Fa uehun limitik nugta bo'iadi va Fa lax yopiq
boigani uchun bar bir a da x € Fa. Bundan

xeF =f]Fa

&
ekanligi kelib chigadi, ya'ni F yopiq to'piam.

Endi F— dieklita yopiq to'plarnlar yig'indisi, ya'ni

n
* % :é:%/\
va X $ F bo'lsin. U holda x 4 Fk, k = 1,2,...,n, ya'ni x nugta Fk
udiuii limitik nugta bo‘la olmaydi. Shuning uchun x ning 0 Sl(x), 0 £xx),
0 Sn(x) atroflari mavjudki, Oik(x) da Fk ning ko'pi biian dieklita elementi
bo:lishi mumkin. Agar
e — Min ek

desak, Os(x) atrofda bar bir Fk to'plam elementlari soni cheklitadan ko'p
emas. U holda Oe(x) atrofda F = klrl]gl Fk to'plam elementlariniug soni ham
cheklitadan feo'p emas. Shuning udmn x nugta F uchun limitik nugta bola
olmaydi. Ya’ni F ning barcha limitik mxqtalari o'zida saglanadi. Demak, F—
yopiq to'piain. A

20.9-ta'rif. Agar x e M nugta uchun shunday e > 0 mavjud bo'lib,
Oe(x) a,trof M da to'lig saglansa (;0e(x) C M), uholda x nuqgta M to'plam-
ning ichki nugtat>i deyiladi. Fagat ichki nuqtalardan tashkil topgan toplain
ochiq to'plam deyiladi. M ning barcha ichki nuqtalaridan iborat toplam I\3I
bilan btlgilanadi.

20.16-misol. R sonlar o'gida ixtiyoriy (a, b) interval ochig to‘plamdir.
Hagigatan ham, agar x e (a,b) desak, e = mbi{x —a, b—x} son uchun
0,:(x) ¢ (a, b).
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20.17. C[a, ¢ fazodagi g funksiyani olib, tayinlaymiz va G orqgali f(t) <
g(t), t€ [a, b shartni ganoatlantiruvchi funksiyalar to'plamini belgilayiniz.
U kolda G ochiqg to'plam bo'Sadi.

20.4-teorema. M to'plam ochiq hoiishi uchun uning butun fazogacha
to'ldiruvchisi X\M yopiq boHishi zarur va yetarli.

Isbot. zaruriyligi. M ochiq to:j>lam bolsin. U holda M dan olingan har
bir x nugfca o'zining biror Ot:(x) atrofi hilan M ga tegishli boladi, ya'ni
Oe(x) D (X \M) — 0. Shuning uchun X\M ga tegishli bo‘hnagan nugta
X\M uchun urinish nugtasi bola olmaydi, ya'ni X\ M — yopiq to'plam.

Yetarltiigi. X\M yopiq to'plam bolsin. U holda uning o'ziga tegishli bo‘l-
magan urinish nuqgtasi yo‘q, ya'ni har bir x uchun shunday Ot-(x) atrof
mavjud bolib, 0,; (x) C M boladi. Demak, M ochiq to'plam. A

20.18. Bo'shto'plam va X fazoyopiqto'plamlardir. Ular biri-ikkinehisining
toldiruvchisi bo'lgani uchun 20.4-teoremagako‘ra 0 va X lar ochiqto plamlar
ham boladi.

ikkilik prinsiplari hamda 20.3 va, 20.4-teoremalar na.tija.si sifatida quyidagi
teoremani keltiramiz.

20.5-teorema. Ixtiyofly sondagi ochiq to'plamlar yigHndisi va chekli son-
dagi ochiq to'plamlar kesishrnasi yana ochig toplamdir.

20,4. Sonlar o‘gidagi ochiq va yopiq to‘plainlar

Ixtiyofly rnetrik fazoda, hattoki Evklid fazosida ham, ochiq va yopiq to'p-
lamlar strukturasi, uinurnan olganda, juda murakkab. Atnmo, bir olchamli
Evklid fazosida, ya'ni sonlar o'gida barcha ochig to'piamiarni (shu juxnladan
yopig to'plamlarni) tavsifiash giyin emas. Sonlar o'gidagi ochiq to'plamlar
tavsifi quyidagi teorema orqali ifodalanadi.

20.6-teorema. Sonlar o‘gidagi ixtiyofly ochiq to‘plam chekli yoki sanogli

sondagi 0 zaro kesishrnaydigan intervallar yig'indisi ko’rinishida tasvirlanadi.
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Isbot. Sonlar o'gidagi G ochiqto'plamni garaymiz. G to'plam elementlari
orasida ekvivaleutlik inuiiosabatini Kiritamiz. Agar x,y e G nugtalar uchun
shunday (a,0) interval mavjud bo'lib, x,y € (a,R) C G bo'lsa, x ~ vy
deymiz. Ravshanki, bu munosabat refleksiv va simmetrikdir. Bundan tashqari
X ~y va y ~ z bo'lgani uchun shunday (a,/?) va (7,S) intervaliar xnavjud
bo'lib, x,y € (a,R) ¢ Gvay,ze (7,00 CG bo'ladi. Bundan 7 <y <R va
(a,R) f](7,6) = 0 larga ko'ra (a, 0) f](7,$) C G boiishi kelib chigadi. Agar
a=min{a, 7}, b—max{B, <& desak, x,z € (a,b) —(a,/(J(7,;) C G
bo'ladi. Shunday ekan, ic ~ * ekanligi, ya'ni Kiritilgan munosabatning tranzi-
tivligi kelib chigadi. Shuning uchun, G o'zaro kesishmaydigan Ir bir-biri bilan
ekvivalent nugtalarning sinflariga ajraladi, ya’ni G = (JTITaHar bir 1T ning
interval ekanligini ko'rsatamiz. a —inf1T, b—supir belgilashlarni Kirita-
miz. Ir ning tuzilishigako'ra a f 1Tva b£ 1TaU holda Ir C (a, b). Ikkinchi
tomondan, agar x <y, x,y € Ir desalt. 1T ning tuzilishigako‘ra (x,y) C Ir m
Bundan tashqari a dan o‘ng tomonda va a ga isfcalgancha vaqin, b dan chap
tomonda va b ga ixtiyoriy yaginlikda 1T ning elementlari mavjud. Shuning
uchun, chetlari {a, b) ga tegishli ixtiyoriy (0',V) interval iT da saglanadi.
Bundan 1T= (a,b) tenghk kelib chigadi. Bunday kesishmaydigan I r interval-
iar soni ko'pi bilan sanogli, chtmki har bir IT interval kamida bitta ratsionai
nugtani saglaydi. Shuning uchun intervaliar soni ratsionai nuqtalar sonidan

ko'p emas. A

Yopiq to'plamlar ochiqg to'plamlarning to'ldiruvchi to'plami bo'lgani uchun,
ixtiyoriy yopiq to'plam sonlar o‘gidan chekli voki sanoglita o'zaro kesishmay-

digan intervallarni chigarib tashlashdan hosil bo'ladi.

20.19. R da sodda yopiq to'plamiarga misol sifatida kesmalar, alohida

nuqtalar va chekli shunday to'plamlar yig'mdisini garash mumkin.

20.20. Murakkabrog yopig to'plamga misol sifatida Kantor to'plami ni

191



keltirish mumkin. Kantor to'plamining qurilishi va kontinuum quwatli ekaiiligi
47-misolda keltirilgan. Uning o'lehovi nol ekaiiligi 6.3-misolda ko'rsatilgan.
U kontimium quwatli, noi o'lchcivli to'plam. Kantor to'plamming quyidagi
xossalarini isbotlang.

1) Kantor to'plamining yakkalangan.nugtalari mavjud emas.

3

4) Kantor to'plami [0, 1] kesmaning hech yerida zieh emas.

2) Kantor to'plamining ichki nugtalari mavjud emas, ya’ni K —0m
)

Kantor to'plami mukammal to'plam. ya'ni K —K".

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriglar

1. M —{g € IR:x\+x\ <1} toplamni R2 metrikfazoda ochiq to'plam
bofishini isbotlang.

2. M —{xe R2:1<x\+x\ <4} toplamni R2 metrik fazoda yopiq
to plarn bo‘Ushini isbotlang.

3. Ratsional soniar to'plami Q ning yopig'ini toping.
4. Q ni R ning harnma yerida zieh ekanligini isbotlang.

5. Butun soniar to'plami Z ni R ning hech yerida zieh emasligini isbot-

lang.

o

Q ning barcha yakkalangan nugtalari to'plamini toping.
7. Z ning barcha yakkalangan nugqtalari to'plamini toping.
8. KN\Q ning barcha, limitik nugtalari to'plamini toping.
9. To'plam yopig'ining xossalarini kelUring.

10. Sanogli sondagi ochiq to'plam,laming kesishmasi ochig to'plam bo'Imas-
ligiga misol kelUring.
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11. Sanoqli sondagi yopiqg toplam,laming birlashmasi yopiq to'plam bo'lmas-
iigiga misol keitiring.
12. Kantor to'plam,i [0, 1] kcsmada zichmi? K to'plam [0, 1] kesmadagi

biror (a, b) intervalda zieh bola oladimi?

13. Kantor to'plamining Lebeg ma’nosida o'lchovli ekanligini ko'rsating.

Uning o'lchovini toping.
14. Kantor to'plamining barcha yakkalangan nugtalari to'plamini toping.
15. Diskret metrik fazoda ixtiyofiy M uchun M - [M] tenglikni isbollang.
21-8. To'la metrik fazolar

Matematik analizdan ma'’iuinki, har gandav fundamental sonli ketma-ketlik
yaginlashuvchidir. Bu tasdiq sonlar o'qining to'laligini ifodalaydi. Quyida ko'r-
satiladiki, ixtiyoriy metrik fazoda har gandav fundamental ketma-ketlik vagin-
lashuvchi (21.8-misolga garang) bollavermaydi.

21.1-ta'rif. Agar ixtiyoriy e > 0 uchun shunday Ns natural son rnavjud
bo'lib, barcha n > Ns va m > N; nomerlar uchun p(xn,xm) < s tengsizkk
bajarilsa, u holda {am} fundamental ketma-ketlik deyuadi.

uchburchak aksiornasidan bevosita kelib chigadiki, har ganday yaginla-
shuvchi ketma-ketlik fundamentaldir. Hagigatan ham, agar {xn} ketma-ketlik
x ga vaginlashsa, ixtiyoriy s > 0 uchun shunday Ns sou mavjudki, barcha
n > At nomerlarda p(xn,x) < s/2 tengsizlik bajariladi. U holda ixtiyoriy

n > At-va m > Nt nomerlar uchun

£ £
P®n-Xm)5: P(Xn,x) + p¢c, Xm) < —-f- —< £

Demak, {&n} fundamental ketma-ketlik ekan.
21.2-ta'rif. Agar X metrik fazoda ixtiyoriy fundamental ketma-ketlik yagin-

lashuvchi bo'lsa. a holda X to'la metrik fazo deyiadi.
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21.1-misol. Yakkalangan nuqtalar fazosida fagatgina statsionar (ya’'ni biror
nomerdan boshlab hamma nomerlarda birgina nugta takrorlanadigan) ketma-
ketliklar fundamental va shuning ncbun yagitilashadi, ya’ni bu fazo to‘la.

21.2. R—fazoning to'laligi matematik analiz [4] kursidan ma’lum.

21.3. Rn to'la metrik fazodir. Isbotlang.

Isbot. Faraz gilaylik, x~ n(p),d»g(\o! ) — R” dagi ixtiyoriy
fundamental ketma-ketlik bolsin. U liolda bar bir e > 0 uchun shunday JMe

nomér mavjud bolib, barcha p > iVKva ¢> iVe nomerlar uchun

H * _ * 1 ke (21-1)
s ¢ )<

Natijada har bir k € {1,2,...,n} uchun | ketma-ketlik barcha p > Ns
va q > Ns nomerlar uchun —x { < e tengsizlikni ganoatlantiradi,

ya'ni | fundamental sonli ketma-ketlikdir va R fazo to‘la bolganligi

uchun u yaginlashuvchi holadi. Uning limitini
xk—pll_rgox’\\ ke {1,2,...,n}

orqali belgilaymiz. U holda, (21.1) tengsizlikda p > Ne deb g—00 dalimitga
o0'tsak

\

tengsizlikka ega bolamiz. Bundan
Inn x@ = (xi, x2,..., Xn) = A
p—00

21.4.-21.5. RE> va fazolarning to'laligi ham shunga o'xshash isbot-
lanadi.

21.6. C[a, ¢ fazo to'la metrik fazodir. Isbotlang.
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isbot. {}.}c C'a € ixtiyoriy fundamental ketma-ketlik bolsin. U hol-

da bar bir s >0 ucbun shunday Ns mavjudki. n,m > Ne bolganda

p (xn,xm) = max Ix, (t) - xm(E)\< e (21.2)

a<t<b
tengsizlik bajariladi. Bu esa {ay} funksional ketma-ketlikning [a, & kesmada
tekis yaginlashish shartidir. Shuning ucbun {a;,} ketma-ketlik [a, b] kesmada
ariiglangan biror x uzbiksiz funksiyaga tekis yaginlashadi. Agar (21.2) teng-
sizlikda n > Ne bolganda m —00 da limitga o'tsak,

p (xn,x) = max Ixn(t) -x(t)\ <e
a<t<

tengsizlik kelib chigadi, ya'ni {am} ketma-ketlik C[a, 6 fazo metrikasida x
funksiyaga yaqginla.shadi. a
21.7. ti to‘la metrik fazodir. Isbotlang.
Isbot. { ) C s ixtiyoriy iindaméntal ketma-ketlik bolsin. U holdahar

bir ¢ >0 ucbun sliuuday Ne mavjudki. n,m > Ne bolganda

2
r(™A i (4n)-4m) <e @L3)
tengsizlik bajariladi, bu yerda = XM\ x”™,...,x™\ ... (213) dan
kelib chigadiki, ixtiyoriy k natural son uehun n(€) — o) boladi, ya'ni

bar bir k da x~ hagigiy sotilax ketma-ketligi fundamentaldir va. shuning

ucbun u yaginlasbadi. Aytaylik,

Xk = lim x*\ k=1,2,...

bolsin. Endi x bilan yuqoridagi xk limitlar orgali tuzilgan (ari, x2,..., x*,...)
ketma-ketlikni belgilaymiz.

Quyidagilariii ko‘rsatishimiz kerak:

a) Joi x\ <00, ya'ni x € £2;



b) ligpx, ) =0.

(21.3) tengsizlikka asosan har bir belgilangan N natural son. uchun

E(*<m>-*£m>) « *
f=

tengsiziik o rinli. Bu tengsizlikning chap tomonidagi yig'indida cheklita go:shi-
luvchi boigani uchun n > Nt ni tayinlab, rn —00 da limitga o'tsak,

k-1
tengsizlikka kelainiz. Bu tengsiziik barcha N larda o'rinli, shuning uchun
N —* 00 da limitga o'tsak,

,2

E (41)- ; (214)

tengsizlikka ega boiamiz.
cc . @

E@4™)
k=1 k

gatorlax yaginlashuvchi boigani va

24= E(-4"Y5 <2E(*-0 42

fc—1 Ar=l

inunosabatdan
gatorriing yaginlashuvchi ekanligi kelib chigadi, ya’'ni a) tasdiq isbotlandi.
(21.4) teogsizlikda s > 0 ixtiyoriy son bo'lgani uchun
()] 9
rI}i_rTj‘(lep(x, X ): lim \ E_|fa 4y =

teuglik o'rinli bo'ladi, ya'ni 4 fazo metrikasida —3x . b) tasdiq ham isbot
bo:Idi. A
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21,8. Cy—, 1] metrik fossoto'la emas. Isbotlang.
Isbot. Buning uchun C2[—; 1] fazoda uzluksiz funksiyalarning

-1, 3€[-1, -1/n],
/»(*) n:e, ,re (-1/n, 1/n),
1, x€ [I/n, 1

21.1-chiama

ketma-ketligini garaymiz. Bu ketma-ketlik C2[—1, 1] fazoda fundamentaldir,
chunki barcha a € [, 1] lar uchun |/, (x) —fm(z) |< 1 ekanligini hisobga
olsak va n <to desak,

/1 A)
I<ic

2
P2 (.fn,fm)= J/I = ——pd, N —»00.

-1
Biroq {/,.} ketma-ketlik Cigq—%, |j fazodagi birorta ham funksiyaga yagin-
iashmaydi. Hagigatan ham, / e Cjf—, 1] ixtiyoriy funksiya va

j —1 gH|ze[ 0)

ip(x)
\ 1 agarx € [0, ]]
nol nugtada uzilishga ega funksiya bo'isin, Ko'rinib turibdiki,

0, x€[4, -1/nJUI[I/n, 1],
In(x)- ipX)=<nx+1 r€ (—2/n, 0),
nx —1, x 6 [0, 1/n).
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Buridan tashqari barcha x e [, 1] lar uchun ¥n (x) —p(x) \< 1. Shuning

uchun
1 1/n
J (/»(X)- P(x))2dx = J (fn(x) - p(x)f dx 0. n oo
— —i/n
(21.5)
Agar Minkovskiy tengsizligidan foydalansak ((19.22) ga garang),
fil
J (/ (x) -<#{x))2d
<t (/X)- fn(x)fdx + (fn (x) - ip(x)) dx @16)
tengsizlikka kelatniz. Endi quyidagi
rH
(f(x)-<p{x)Ydx> 0 (21.7)

tengsizlikni isbotlaymiz. Uning isbotini ikki holga ajratamiz.

1)  Faraz qgiiaylik, /(0) < 0 ba'lsin, u holda f nitig uzhiksizligiga, ko'ra
shunday f+ > 0 mavjudki, barcha x e [0, ¢)i] lar uchun f(x) < 1/2 hoiadi.
Bundan

V(x)- \B(x) 2> 1/4, a€ [0, ¢i] 218)
tengsizlik keiib chigadi. (21.8) tengsizlikni [0, &f] kesma bo'yicha integrallab,

I A/ (X)~9{x)fdx>] (/(&)- ((x)fdx Ql

tengsizlikka kelamiz.
2)  Agar biz /(0) > 0 deb faraz qilsak, u holda shunday ;2 > 0 mavjudki,
barcha x € [—2, 0) lar uchun J (x) —tp(x) |> 1/2 boladi. Bundan
JI_I (/(*)- 9 (x)f dx > erz(/ (x)- ip(x)fdx > z!
Demak, (21.7) tengsizlik isbot bo'ldi. (21.6) tengsizlikdan



iiilag nolga yaginlasha olmasligi kelib ehigadi, ya'ni {/,,} ketma-ketlik Cz[—1, 1]
dagi birorta ham fanksiyaga yaginlasha olmaydi. A

21,9. Hi p>1va m, c, o fazolar tola rnetrik fazolardir.

21.1. Ichma-ich joylashgan sharlar haqgidagi teorema

Malumki, analizda ichma-ich joylashgan kesmalar hagidagi iemma keng
gollaniladi. Metiik fazolar nazariyasida esa ichma-ich joylashgan yopiq shar-
lar hagidagi teorema deb ataluvclii quyidagi teorema shunga o'xshasli muhim
ahaaiiyatga ega.

21.1-teorema. X rnetrikfazo to1a bo'lishi uchun undagi ixtiyoriy ichma-
ich joylashgan va radiuslari nolga intiluvchi yopig sharlar ketma-ketligining
kesishmasi bo‘'sh bo'lmasligi zarur va yetarlidir.

Isbot. Zaruriyligi. X tola rnetrik fazo bolsin va B\, B;j, BS,... - ichma-
ich joylashgan yopiq sharlar ketma.-ketiigi bolib, ularning radiuslari ketrna-
ketligi nolga intilsin. Bn gharuing markazi x,, naqtada va radiusi rn bolsin.
Barcha m > n lar uchun p(xn,xm) <r, va n —»00 da rn —0 bolgani
uchun, sharlaming maxka.zlari ketma-ketligi {xn} fundamentaldir. X tola
rnetrik fazo bolgani uchun ﬂP.an mavjud. Aytaylik,

lim xn —x

n —00

bolsin. Har bir n da barcha m > n lar uchun xm € Bn. Shunday ekan, har

bir n d ai nuqta Bn shar uchun urinish nuqgtasi boladi. Barcha n larda Bn



yopiq bo’lgani uchun x € BnmU holda.

DO [e0)
xe f] Bn p]l Bn$ 0.
n— n—

Yetarliligi. X da ixtiyoriy {xn} fundamental ketma-ketlik berilgan bo'lsin. i
holda bu ketma-ketlik uchunshunday n\ nomertopiladiki, barcha n > ni lar-
da p (xn,xni) < i tengsizlik o'rinli boladi. Markazi xni nuqtada va radiusi 1
ga teng Bi yopiq sbarni olamiz. Keyin m > ni nomerni shunday tanlaymiz-
ki, barcha n > n2 larda p(xn.xni) < 1 tengsizlik bajarilsin. Markazi x,,2

1
nugtada va radiusi —ga teng B2 yopiq sbarni olamiz. Tanlanishiga ko'ra,
1
B2 C Bi, rj = 1, r2= — Endi «3 > n2 nomerni shunday tanlaymizki,

barcha n > n$ larda p(xn,xn3) < ” tengsizlik bajarilsin. Agax sliu usulda
xnx,xn2, .. .,xrh nuqtalar tdnlangaxi bolsa, u holda xrk# nugtani shunday

tanlaymizki, nk+i > n* va barcha n > nk+i larda p (xn,x,k+) <

bo'lsin. Yuqoridagidek markazi anfcfi da va radiusi —1r ga teng bolgan yopiq
sbarni Bk+i orgali belgilaymiz. Sharlarni bunday qurish jarayonini davom
ettira borib, ichma-ich joylashgan yopiq sharlar ketma.-ketligiui hosil gilamiz

va ulaming ra.diuslari ketma-kétiigi |rib = J > A —»00 da nolga inti-

[ee]

ladi. Teorema shartiga ko'ra, ;O\Bn N ®va X e B,, bo'lsin. Bu sharlar
ketma-ketligi umumiy nuqtaganaa va bu nugtani xna:eb belgilaymiz. Bjj shar-
lar ketrna-ketligining qurilishiga ko'ra x nuqta {xn*} ketina-ketlikning limiti
bo'ladi. {&} fundamental ketma-ketlikning {xnk} qisrniy ketma-ketligi x
nuqgtaga yaqinlashgani uchun, {x,J hain * nuqtaga yaginlashadi. Shunday
qgilib, x = nIi4mx>xn. A

21.2~teorema (Be.r teoremas-i). To‘la metrik fazoni hech yerda zich bo‘l-
magan sanogli sondagi toplamlar yig'indisi ko'rinishida tmvirlash mumktn

etnas.
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Isbot. Teskaridan faraz gilaylik,

()
= U Mn
n=.

bo'lsin, bu yerda Mn laming har bin hech yerda zich bo'Imagan to'plandar.
Radiusi Igatengbiror B0 yopiq sharni olarniz. Farazimizga ko'ra M\ to'plam
tiy <ia zichmas. Shuning uchun radiusi %Idan kichik shunday yopiq C BO
shar mavjudki, Bif}Mi — 0. Hech yerda zichmas M2 to'plam By shar-
da ham zichmas, shunday elcan, radiusi 5 dan kichik simnday B2 C Bi
yopiq shar mavjudki, B2f] M2 —0 va hokazo. Jarayonni shu usulda cheksiz
davom ettirib, yopiq sharlarning shunday ichma-ich joylashgan {Bn} ketma-
ketligini hosil qllamlzkl ularning radiuslari ketma- ketllgl nolga intiladi. 21.1-

teoremaga ko'ra p| Bn~ 0. Faraz gilaylik, x € f| Bn bo'lsin. Bn sharlar-
71,-1

ning tuzilishiga ko'ra ixtiyoriy n da x  Mn, shunday ekan, x £ n(iLM,,

yani X ~ (8 Mn. Bu farazimizga zid. A
21.2. Metrik fazolarni tcrldirish

Agar R metrik fazo to'la bo'lImasa, uni biror usul bilan (aslini olganda
yagona usul bilan) biror to'la metrik fazo ichiga joylaghtirishimiz mumkin.

21.3-ta'rif. Agar: 1) R metrik fazo R* to‘la metrik fazoning gism, fazosi
bolsa; 2) R to'plam- R* ning hamma yenda zich, ya'ni [R] —R* ho'lsa, u
holda R* metrik fazo R metrik, fazoning to ‘Idirmasi deyiladi.

21.3-teorema. Har Mr R metrik fazo to‘ldirrnaga ega va bu to'ldirma
fazo R rang nuqtalarini qo'zg‘almas holda qoldiruvchi izometriya anigligida
yagonadir.

Isbot. Dastlab to'ldirma fazoning yagonaligini isbotlaymiz. R* va R**
lar R ning ikkita to'ldirma fazolari bo'lib, pi va p2 mos ravishda ulardagi
masofalar bo'lsin. Ta'rifga ko'ra, har bit x* £ R* uchun shunday {xn} C R



;etma-ketlik mavjud bo'lib, {xv} —x* bo'ladi. U lioida

munosabatga ko'ra, {xn} ketma-ketlik K, R* va R** fazolarda fundamental
ketma-ketlik bo'ladi. Shuning uchun, yagona x** e R* mavjud boiib, {#,} —&
x*“. Bu x** migta {xn} ketma-ketlikning taiilanishiga bog'lig einas. Chunki,
agar {x< —x* va {yn} -* x* bo'lsa,

xk, agar n —2k —1,
yk. agar n —2k

ketma-ketlik bam x* ga yaginlashadi. Tuzilishiga ko‘ra, {zn} — fundamental
va lining {%} gismiy ketma-ketligi x** nuqtaga yaqinlashadi. U holda {zn}
ning o'zi ham x** ga yaqinlashadi va shunday ekan, {yn} gismiy ketma-ketlik
ham x** ga yaginlashadi. Ko'rsatilgan yo‘l har bir x* € R* uchun yagona x**
ni mos qo'yadi. R* va R** o'rtasida ®(x*) = x** mosiikni o'rnatamiz. Agar
x e R bo'lsa, x € R* va x € R* bo'ladi, hamda xn = x statsionar ketma-
ketlik x elementga R* va R** fazolarda yaginlashadi.

Shuning uchun, ixtiyoriy x € R uchun tp(x) = x . Bu usuida aniglangan ip
moslik R* ni R** ga o'zaro bir qiymatii akslantiradi. Endi <pning izometriya
ekanligini ko'rsatamiz. Aytaylik, —x*, x* € R* va {xn} —=a**, x** €
R= va {yn} ->y\ y* € R* va {yn} -> y**, y** e R* bo'lsin. U holda
metrikaning uzluksizlik xossasiga ko'ra

Pi (x*,y*) = nlmopi (xn,yn) = nIi_rrrc1op (xn,yn)
va
p2 (x**y**) = lim p2(xn,yn) = lim p (xn,yn) .
Bundan
Pi(x*y*) = p2(x”.y").
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Demak. R* rii R** ga o'zaro bir giymatli akslantiruvchi ~ mosiik mavjud
bolib, u quyidagi shartlarni ganoatlantiradi:
1) barcha x € R lar uchun <p() = x;
2) agar x* **x**  y* 4*y=* bholsa, u holda pi (x*,y*) —pa (x**,y**).
To'idiniia fazoning yagonaligi isbotlandi.

Endi to‘ldirma fazoning mavjudligini isbotlaymiz. R ixtiyoriy rnetrik fazo

bo‘lsin. R daai olingan {x,,} va {x,,} fundamental ketma-keiliklax
AI_)%p(xn,x'n) -0

shartni ganoatlantirsa, ular ekvivalent deb ataladi va {xn} ~ {ir,,} ko'rinishda
yoziladi. Tekshirisli giyin emaski, fundamental ketma-ketliklar o'rtasida kiri-
tilgan bu ruunosabat refieksiv, simmekrik va kranzikivdir.

Bundan kelib chigadiki, R ning elemeutlaridan tuzilgan barcha funda-
mental ketma-ketliklar to'plami har biri olzaro ekvivalent ketma.--ketliklardan
tashkil bo‘lgan va kesishmaydigan sinflargaajraladi. Endi R* fazoni aniglaymiz.
R* ning elementlari sifatida yuqorida aniglangan o‘zaro ekvivalent funda-
mental kekma.-ketliklarda,n iborat smilarui gabul gilamiz va unda masofani
quyidagicha aniglaymiz. x* va y* shunday sinfiardan ikkitasi bolsin. Bu sinf-
larning har biridan ixtiyoriy ravishda bittadan vakil tanlaymiz, ya'ni {xn} €
x* va {yn\ € V¥ fundamental ketma”ketliklarni olamiz. x* va y* orasidagi
masofani

p* (x*,y*) - nli_ntgo p {xn,ijn). (21.10)
usulda aniglaymiz. Masofani bu usulda aniglash imgsonlardau xoli ekanligini
ko'rsatamiz, ya'ni (21.10) limit mavjud, hamda {t.} € x* va {y,} € y*
vakillarning tanlanishiga bog'liq exnas.

Ushbu

P(xn,[IN  P(xmVm) | P E2xm)-bP (VhjIm) (21.11)
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tengsizlik ko'rsatadiki, agar {a«} va {yn} lar fundamental ketma-ketliklar

bo'lsa, ixtiyoriy £> 0 uchun shuuday n va m lar mavjudki,
IP (xn, - P(in,vm) |<e

tengsizlik bajariladi. U holda G — p(xn, Vn) .sonli ketma-ketlik Koshi kri-
teriysiiii ganoatlantiradi va shunday ekan. {c»} chekli limitga ega.

Bu limit {icB} € x* va {yn} £ y* laming tanlanishiga bog'liq emas.
Hagigatan ham, {a,} e x*, {).,} e a* va {yn} e if. {yn\ e y* bolMsin.
{xn\~ {xnj va {y,} ~ {yn} bo‘lgani uchun

m,p Genxn) 0 va ligp ., =0
bevladi. U holda
P(xn,Vn) - P(xn,y'nj <P (xn,xnj +p (yn,y"j

tengsizlikdan
N p(xnyn) = r;i_r;g]op{X'n,y'n)
tenglik kelib chigadi.
Endi H* da (21.10) formula bilan aniglangan p* akslantirish rnetrika ak-
siomalarini ganoatlantirishini ko'rsatamiz. Ishonch hbs.il gilish giyin emaski, 1-
va 2-aksiomalar bajariladi. Endi uchburchak aksiomasining bajarilishini foek-

shiramiz. Berilgan R fazoda uchburchak aksiomafii bajarilgani udum ixtiyoriy,
{xn} € x* va {yn} £ y* va {z,,} £z~ fundamental ketma-ketliklar uchun.

barcha n larda.

P (Xn, zZn) < P(Xn, V) + P (Vn,in)
tengsizlik o'rinli. Bu tengsizlikda n —* o0 da limitga o'tib,

lim _p{xn, zn) <n||_)%p(xn,yn)+ lim p(yn,zn)
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fcengsizlikni olaniiz, ya’'ni
p*(xX\z*)<p*(x\y*) + p*(y*,S).

R metrik fazoni R* ning qisrn fazosi sifatida garash mumekiniigini ko'rsatamiz.

Har bir x € R ga {x,, = a} statsionar ketma-ketlik va unga ekvivalent
fundamental ketma-ketliklardan tashkil bo‘Sgati sitifni rnos qo'yamiz. Bu sinf
x ga yaginlashuvcbi {t,} ¢ R ketma-ketliklardan iborat. Tuzilishiga ko'ra
bu sinf bo'sh emas. Shu bilan birgalikda, agar x, y e R uehun x = lim xn

n —00
va y —lim yn bo'lsa, u liolda
n-> 00

P y) = ligp (xn,yn) .
Chunki, (21.11) ko'ra

IP(x,y) ~ P(xntyn) |< p(x,xn) + p(y, yn) .

Shunday ekan, har bir x e R ga unga yaqginlashuvchi fundamental ketma.-
ketliklar sinfi x* ni inos go'yish bilan R ni it ning iehiga izometrik ak-
slantiramiz. Bundan keyin R va wring R* dagi aksini farq gilmay R ni R*
ning qgism fazosi deb garash murnkin. Navbat R metrik fazoning R* ning
harnrna yerida zieh ekanligini ko'rsatishga keldi. Ixtiyoriy x* e R* element va
ixtiyoriy e > 0 sonni olamiz. x* sinfdan vakil tanlaymiz, ya'ni {c,} funda-
mental ketma-ketliksii olamiz.

Endi N uomerni shunday tanlaymizki, n > N va to > N bo‘lga,nda
p(xn,xm) <s bo'lsin. Uholda n> N da

p*(xn,x*)= nIwil)’r)%np(xn,xm) <e.
ya'ni x* ning ixtiyoriy e— atroii R ning nugtasini sa.glaydi. Shunday qilib,
R ning R* dagi yopig'i R* ga teng.
Endi R* ning to'laligini isbotlash goldi. Dastlab shuni ta’kidlash lozimki,

R* ning tuzilishiga ko‘ra, R dan olingan ixtiyoriy fimdamental ketma-ketlik
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shu ketma-ketlikni saglovchi x* € R* elementga yaginlashadi- R fazo R* da
zieh bo'lgani uchun R* dan olingan nugtalarning ixtiyoriy xj, x\,..., X*,...
fundamental ketma-ketiigi uchun R da shunday x\, x2, mme, xn, ... fundamen-
tal ketma-ketlik topiladiki.

I"I_r)&‘)p* (xn,x*) = 0.
Buning uchun har bir n da xn € R nugtani p* (x,,, x*) < 1/n shart bo'yicha

tanlash yetarli. Tanlatigan {xr} .ketma-ketlik R da fundamental va R* ning

aniglanishiga ko'ra, biror x* € R* ga, yaginlashadi. U holda

P*(*>0 < P*(x*xn) + P*(*», <)

tengsizlikka ko'ra,
rﬂ%p* (x*,x*) —0,

ya'ni {x*} ketma-ketlik x* ga yaginlashadi. A

21.10-misoL X deb ratsional soniar to'plamini belgilasak, u to'la bo'Imagan
metrik fazo bo'ladi. Uning to'ldirmasi X*—haqiqgiy sonlardan iborat metrik
fazo bo'ladi. C2[a, 6] to'la bo'lmagan. metrik fazo bo'ladi. Uning to'ldirmasi
14[a, b fazodir (26-§ ning 26.18-misoliga garang).

21,3. Metrik fazolarda kompakt to'plamlar

Matematik analiz faniga. gat’iy asos solishda va uning rivojida Bolsano-
Veyershtrass teoremasi va Geyne-Borel lenunalaii fundamental aliamiyatga
ega. Bolsauo-Veyershtrass teoremasiga ko'ra soniar o'qidagi istalgan chegara-
langan cheksiz to'plarn kamida bitta limitik nuqtaga ega. Geyne-Borel lem-
masiga ko'ra soniar o'gidagi [0, 6] kesmaning ixtiyoriy ochig goplamasidan
chekli gisin qoplarna ajratib olish rnumkin.

Soniar o'gidagi chegaralangan cheksiz to'plamiar va kesmalarning bu xos-
salarini metrik fazoiarda unnmilashtirish magsadida biz kompaktlik tushun-

chasiga kelamiz.
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Kompakt to’'plamlar tushunchasi metrik fazolardagi asosiytushunchalai//
biri hisoblanadi. Kompakt to'plamlar kompakt operatorlarni ta’rifiashdl*
ularni tekshirishda go'llaniiadi. ft

Bizga X metrik fazo berilgan bo'lsin. M va Aa to'plamlar X ning 4 ft
to'plamléribo’lsin. {/!,,'} to'plamlar sistemasi {Aa} to‘plamlarsistemasirl
gismi bo'lsin. N

21.4-ta'rif. Agar M C'(JA* bo'lsa, {Aa} to'plamlar sistemasi M i? f/

lamning qoplamasi deyiadi. Agar {A¢>} C {Aa} qisrn sistema uchun Ne ft

J i
U Aq Imisa, ii halda {A0/} sistema M ning gismn, qoplamasi deytiadi. ft'
siy holda, X —iJAa bo'lsa, u holda {Aa} tB'pIamIar sistemasi X fézor/
a >
goplamasi deyladi. J/

21.5-ta?if. Agar K C X topldmning istalgan ochiq qoplamasidan CP/W
gism qoplarna ajratish mumkin bo'lsa, u holda K kompakt toplain deyif\ft
Agar X fazoning istalgan ochiq goplamasidan chekli gism goplama ajra
mumkin bo‘lsa, u holda X kompakt metrik fazo deyuadi.

Quyida ko'rsatamizki, sonlar o'gida [a, Z kesma kompakt to'plam bo‘* ft
bilan bir qatorda K” va C” fazoiarda, istaigan chegaralangan yopiq to'p* J 1
kompakt to'plam bo'ladi. Aksincha, sonlar o'qi, K” va C" fazolar komj?ft
bo'Imagan metrik fazolarga misol bo'ladi.

Endi 21.5-ta’rifga ekvivalent bo'lgan quyidagi ta’rifni keltiramiz. ft

21.6-ta'rif. Agar K to'plamdan olingan ixtiyoriy {xn} ketma-ketluJft
K da yaginlashuvchi gisrniy ketma-ketlik ajratish mumkin ho‘lsa. K ga kJ
pdkt to'plam deyiladi. ft

21.7-ta'rif. Agar M to'plamning yopig'i [M] kompakt to'plam bo‘lsa, -|)f¥t
mixtiyoriy {#,} C M ketma-ketlikdan X da yaginlashuvchi gismiy ket/
ketlik ajratish mumkin ho‘lsa, M ga nisbiy kompakt to'plam deyiladi. J

Endi biz M" yoki C" fazolardagi to'plamlarning koinpaktlik kriteriy’ft



beramiz. Quyida 9 bilan (0,0,..., 0) € Rn imqta belgilangan.
21.4-teorema. Rn (Cn) metrikfazodagi K toplam kornpakt bolishi uchun,
uning chegaralangan va yopiq bo‘lishi zarur va yetariidir.
ishot. Yetarluigi. Chegaralangan va yopig K ¢ R” to'plam berilgan
bo'lsin. K chegaralangan to'plam bo'lganligi uchun u biror B[0,r] sharda
saglanadi, ya'ni ixtivoriy x € K uchun

= Wk <. (21.12)
\ k=1

Endi K to'plamdan ixtiyoriy = AXN XML ketma-ketlik olatniz.
{x"} ketma-ketlik hadlari liara (21.12) tengsizlikni ganoatlantiradi. Bundan
esa {xj")jp:I g J\pZ:1 EX"}M sonli ketma-ketliklarning chega-

raiangan ekanligi kelib chigadi. BoisanoVeyershtrass teoremasigako‘ra | xj |

ketma-ketlikdan hbiror songa yaginlashuvchi P qismiy ketma-
ketlik ajratish mumkin. Chegaralangan | ketma-ketlikdan Bolsano-
Veyershtrass teoremasiga ko'ra biror xf~ songa yaginlashuvchi N qis-

miy ketma-ketlik ajratish mumkin. Bu holda ham jx~*2V- gismiy ketma-

ketlik xf* songa yaginlashuvchi bo'ladi. Xuddi shu yo'l bilan n-chi gadamda
chegaralangan j- ketma-ketlikdan Bolsa.no-Veyershtrass teoremasi-
ga ko'ra biror x® songa yaginlashuvchi jx{f*"j gismiy ketma-ketlik ajratish
mumkin. Natijada hosil bo‘lgan j x(p*») — XN\ ..., Xj?*"~ | ketma-
ket.lik x°>= X", ..., *£») elementgayaginlashadi. K yopiqg to'plam
bo'lganligi uchun x>€ K bo'ladi. 21.6-ta'rifga ko'ra K kompakt to'plam
bo'ladi.

Zaruriyligi. Bizga R" metrik fazodagi K kompakt to'plam berilgan bo'lsin.
R” fazoning {B (0, n)}”lj ochig qoplamasini olatniz. Tabiiyki, {B (6,
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ochig eharlar sistema« K to'plamni bam qoplaydi. K kompakt to'piam
bolganligi uehun shundav cliekli {B (3, gism sistema mavjudki, u ham
K -to'plamni qoplaydi. Agar biz m, n2,..., nj sonlarning eng kattasini n® bi-
lan belgiiasak, B ($, no) ochig shar K ni saglavdi. Bu esa K to'plamning
chegaralanga.n ekanligini bildiradi.

Endi K iiiug’yopigligini isbotlaymiz. Teskérisidan faraz gilaylik, ya'oi K
yopig bolinasin. U holda W\K to‘plamda K ning hech bo‘Imaganda bit-
ta limitik nugtasi mavjud. Uni a0 hilan belgilaymiz. Limitik nuqta ta'rifiga
ko'ra x° ga yaginlashuvchi {#} C K , ketma-ketlik mavjud. K kompakt
to'piam bolganligi uchun {ar*} ketma-ketlikdan K da yaginlashuvchi {a*,
gismiy ketma-ketlik ajratish murnkm. {ac*} ketma-ketlik x> € W\K ele-
mentga yaginlashga.nligi uchun lining ixtiyoriy gismiy ketma-ketligi, jmnladan
{%/} gismiy ketma-ketlik ham x° ga yaginlashadi. Bundan &®€ K ekanligi
kelib chigadi. Bu garatna-garshilik K ning yopiq to‘plam ekanligini isbotlaydi.
A

21.1-natija. R” (C") rnetrik fazodagi K to'plarn nisbiy kompakt bo'lishi
uchun, wring chegaralangan bo'lishi zarur va yetarlidir.

21.2-natija. R” (C”) ,p > 1 metrik fazodagi K toplain nisbiy kompakt
bolishi uchun, uning chegaralangan bo‘lishi zarur va yetmiidir.

Metrik fazolarda nisbiy kompaktlik tushunchasi tola chegaralanganlik tu-
shunchasi bilan ustma-ust, tushadi. Shu magsadda tola chegaralangan to‘plam
tushunchasini beramiz. Bizga (X , p) metrik fazodan olingan A, M to‘plamlar
va £> 0 son berilgan bolsin.

21.8-ta'rif. Agar ixtiyoriy x € M uchun shunday a & A mavjud bo'lib,
p(x,a)<e tengsizlik bajarilsa, A toplain M to'plam uchun £ io‘r deyiladi.

A to‘piam M ning gismi bo'lishi shart emas, umuman .4p M ~ 0 bolishi

ham mumkin.
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21.9-ta'rif. Agar ixtiyoriy e > O son uchun M to'plamning chekli £
to‘ri mavjud bolsa, M ga tola chegaralangan to'plam deyiladi

Har ganday to'la chegaralangan to'plam chegaralangan bo'ladi, lekin teskarisi
o'rinli emas.

21.5-teorema. (X, p) to'la metrik fazodagi M to'plam nisbiy kompakt
bo'lishi uchun, uning to'la chegaralangan, bo'Ushi zarur va yetarlidir [1].

Asosiy funksional fazolardan biri C[a. b fazodir. Bu fazodagi to'plamning
kompaktlik kriteriysiui keltiramiz. Paragraf so‘agida tp, p > 1 fazodagi
to'plamlarning kompaktlik kriteriysini beramiz.

F C CJa, I funksiyalar oilasi berilgan bo:lsin.

21.10-ta'rif. Agar shunday C > 0 mavjud bo'lib, ixtiyoriy ¢<GF va
barcha x € [a, 6 lar uchun |O(X)] < G tengsizlik bajarilsa. u holda F
funksiyalar oilasi tekis chegaralangan deyiladi.

21.11-ta'rif. Agar ixtiyoriy e >0 son uchun shunday 6 > 0 son mavjud
bo'lib, J«i —a™ < & tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy xi, x2 € [a, 6]

hamda barcha <€ F lar uchun
\<PX)-<p(x2\ < £

tengsizlik bajarilsa, F funksiyalar oilasi tekis do,rajada uzluksiz deyiladi

21.6-teorema (Arsela teoremasi). M C C[a, H to'plam nisbiy kompakt
bo'lishi uchun uning tekis chegaralangan va tekis darajada uzluksiz bo’lishi
yeiarli va zarurdir.

Isbot. zaruriyligi. Al C G[a, b]—ixtiyoriy nisbiy kompakt to'plam bolsin.
Co, B to'la metrik fazo bo'lgani uchun 21.5-teoremaga ko'ra, ixtiyoriy e da
M ning chekli {(pm<2,.. »¥*} elementdan iborat s/3— to'ri mavjud. Har
bir ifi funksiya [0, 6] kesmada uzluksiz bo'lganligi uchun u chegaralangandir,
ya'ni

max_Jipi (x) |[<Ki, i=1,2,..., k
max_ livi (x) |

210



K —E%(Ki + 0_—be|gllash kiritamiz. to'r ta'rifiga ko'ra, har bir € M

3
uchun birorta (pi da
PEAR) = ax 19() - 9() 1< 5
tengsiziik bajariladi. Bti yerdan keiib chigadiki, har bir x € [0, b uchun
() I<|9(X) [+ <Ki+l<k.

Shunday qilib, M to‘plam fuuksivalar oilasi sifatida tekis chegaralangan ekan.
Kantor teoremasiga ko'ra har bir & funksiya [a, b] kesmada tekis uzluksiz
bo'ladi. Demak, ixtiyoriy e > 0 son uchun shunday & > 0 mavjud bo'lib,
W\ —x2| < § bo‘lganda

& (*i) - PiNe) I < |
tengsizlik bajariladi. Aytaylik, 6 —!gig& bo'lsin. Ixtiyoriy (pe M uchun <t
funksiyani shunday tanlaymizki, ,0(< (pi) < 5 bo'lsin. U holda |xj —x2]< $§
shart bajarilganda

IV (*¥1) - <P(*2) | <

< |¢(aci) - @i (xi) I+1<(xi) - g (x) I+1iPi(x2) - V(X2 |<I+ 1+ 1 =e
o'riuli. Bundan A4 ning tekis darajada uzluksizligi keiib chigadi.

Yetarluigi Punksiyalarning M C C[a, 5 oilasi tekis chegaralangan va
tekis darajada uzluksiz bo'lsin. Agar biz, ixtiyoriy e > 0 son uchun M
ning chekli £ to'ri mavjud ekanligini ko'rsatsak, 21.5-teoremaga ko'ra M
ning nisbiy kompakt to'plam ekanligi keiib chigadi. Harnrha 0 € M v&
barcha x € [a, 6] uchun \tp{X)\ < K bo'lsin. Ixtiyoriy e > 0 uchun
5 > 0 ni shunday tanlaymizki, barcha ¢ € M lar uchun |xj—x2] < 5
bo'lganda |®(xi) —p(x2) | < 5 shart bajarilsin. Koordinatalar sistemasi-
ning OK o'gidagi [a, 6] kesmani

a—X0 <X] <x2<..<X,=hb
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nuqtalar bilan uzunliklari 6 > 0 dan kichik oraliglarga bo'lamiz va bu nugtalar
orgali OY o‘giga parallel (vertikal) to‘g‘ri chiziglar o'tkazamiz. Keyin OY
o'gidagi [-K, K] kesmani

-K =Vo<yi<y2<..<Vn=K

nugtalar bilan uzunliklari E—dan kichik oraliglarga bo‘lamiz va bu bo'linish
nugtalari orgali OX o'giga parallel (gorizonfcal) to‘g‘ri chiziglar o'tkazamiz.
Shunday qilib, [0, 6] x [-K, K] to‘g‘ri to'rtbnrchak gorizontal tomoni 5 dan
kichik va vertikal tomoni 0£—dan kichik yacheykalarga ajraladi. li.ar bir p€ M
funksiyaga uchlari («*,yi) nugtalarda bo'lgan va har bir x* nuqtada <p(xk)
dan CS dan kichik chetlangan % siniq chizigni mos qo'yamiz (bundav siniq
chizig mavjud).

Bu sinig chizigning tanlanishiga ko'ra

(W) - i (xk) | < W(xkn) - (xk+1) \<~, Ypi*k) ~ V (xfe+i)l < *

bolgani uchun
3,
A\~ (xk)-"tp (xk+)\ <

tengsizlik bajariladi. Tuzilishiga ko'ra  funksiya [jr*, arjt+H] kesmada chizigli
boiganligi sababli, barcha x e k. xvh] lar uchun
D-x)~"*x)I<y-

Endi x —[a, 6] kesmaning ixtiyoriy nugtasi va xk esa x ga chapdan eng

yaqgin boiinish nugtasi bo'lsin. U holda
I<pC)~ 17 () < lep(x)-<p (xK) [H P(xKk) - ip (xK) [Htb(xk) - W(x) |[< T\

Shunday ekan, yugorida ko'rsatilgan usulda qurilgan barcha ~ siniq chiziglar
to'plami chekli va u M to'plam uchun e to'r bo'ladi. 21.5-teoremaga ko'ra

Al nisbiy kompakt to'plam bo'ladi. A



21.11-misol. C[a, f] fazoda
F= iP/(s): [ K (s,t) x(t) dt, xeii[0,I]} (21.13)
i J

funksiyalar oilasini nisbiy kompaktlikka tekshiring. Bu yerda B[0,1] to'plam
Cla, b fazodagi markazi nol nuqtada radiusi 1 ga, teug bo'lgan yopiq shar.
K(s,t)— [a 1 x [a, f] kvadratda aniglangan uzluksiz funksiya.

Yechish. Arsela teoremasiga ko'ra F funksiyalar oilasining tekis chega-
ralangan va tekis darajada uzluksiz ekaiiligini ko'rsatish yetarli. K(s,t) funk-
siya. [a, il x [a, f] kvadratda uzluksiz bo‘lganligi uchun u chegaralangan, ya’'ni
shunday G > 0 son mavjudki, barcha s, t € \a f] lar uchun |iC(st)] < G
tengsizlik o‘rinli. x e B[0,1] shartdan ;Qtag% \x(t) |< 1 ekanligi kelib chiga-
di. Endi F funksiyalar oilasining tekis chegaralangan ekanligini ko'rsatamiz:

W(s)l = J/ K (s, t) x(t) dt <J| \K (s, t)] e ()] dt < Cele(fr- a).
a a

Bu tengsizlik F funksiyalar oilasining tekis chegaralangan ekanligini isbotlav-

di. Endi F funksiyalar oilasining tekis darajada uzluksiz ekanligini ko'rsatamiz:
b b

ly(si) - y(s2) |- I K (sit) x(t) dt- f K (s2,t) x (t) dt
Ja Ja

-b

| \K (Si,t) - K (s2,t) \mIX(i) | dt < sele(fr- a).

So‘nggi munosabat |sj —s2] < S tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha, sj, < e
[0, fi] va barcha x e B[0,1] lax uchun o'rinli. Demak, F funksiyalar oilasi
tekis darajada uzluksiz ekan. Shunday qilib, Arsela teoremasiga ko‘ra (21.13)
tenglik bilart aniglangan F funksiyalar oilasi nisbiy kompakt to‘plam bo'ladi.
A

Endi tekis chegaralangan, lekin tekis darajada uzluksiz bo'lmagan $ funksi-
yalar oilasiga rnisoi keltiramiz.

21.12. C[0, 1] fazoda

* = {Xa{t)= IT Ih ' «£(0,0¢)} (21.14)
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funksiyalar oilasini nisbiy kompaktlikka t.ekshiring.
Yechish. Arsela teoremasiga ko'ra (21.14) tenglik bilau aniglangan $ funksi-
yalar oilasining tekis chegaralangan va tekis da.ra.jada uzluksiz ekanligini tek-
shirisliimiz kerak. (1 —a if = 1- 2a t+0?t2 > 0 tengsizlikdan “a (i) j <1
ekanligi keiib chigadi. Deinak, $ funksiyalar oilasi tekis chegaralangan ekan.
Tekis darajada uzluksiz emas degan tushuiichani taVitaymiz.

Agar biror £ > 0 son va ixtiyoriy 6 > 0 uchun shunday xa € $ va
shunday h, t2 € [0, 1] larmavjud bold.) Jii —t2\<S tengsizlik bajarilganda

I (ti)- xa(t2) |>e

tengsizlik bajarilsa, 4>funksiyalar oilasi tekis darajada uzluksiz emas deyiladi.

Endi s —2—va 6 > 0—ixtiyoriy son bo'lsin. Agar a > q va t}i= ~, 12=0

bo'lsa, u holda |ij —igl = O—< O bo'ladi, ammo

IXa(h) - xa(t?2 I= EIL(}AJZ =1>£

tengsizlik o‘rinli. Demak, > funksiyalar oilasi tekis darajada uzluksiz ernas
ekan. Shunday qilib. (21.14) tenglik bilan aniglangau $ funksiyalar oilasi nis-
biy kompakt to'plam emas ekan. A
Arsela teoremasining uinumlashmasi quyidagicha. Cun bilan M to‘plamni
N to'piaraga akslantiruvclii baxeha uzluksiz akslantirisbiax to‘plamini belgi-
layrniz. Bu yerda M va N lar kompakt to!plamlar.
21.7-teorema (Arsela teoremasining umumlashmasi). D ¢ cmn to'plam

nisbiy kompakt bo'Ushi uchun D ning tekis darajada uzluksiz bo’lishi zarur va

Endi ip, p > 1 fazoda to'plamning nisbiy kompaktiik kriteriysini beramiz.
21.8-teorema. K C fp to plarn nisbiy kompakt ho‘lishi uchun uning chega-

ralangan va e > 0 son ganday bo‘bnasin, shunday nomer mavjud bolib,
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ixiiyoriy n > no va barcha £ — (si, $, K lar uchun
[00]

j—a+
shartning bajariUshi zarur va yetarli.

Xshot. Zaruriyligi. Bizga nisbiy kompakt. K C ip to'plam beriigan bo'lsin.
U holda u to'la chegacalaugan bo'lgani uchun, chegaralangan ham boiadi.
Eudi ikkinchi shartning bajarilishini ko'rsatamiz.

Biror rj > 0 sonrii olamiz va K uchun chekli %/—o'r {*1, «2, eee> n'
quratniz. Har bir x € K uchun rj- to'rga tegishli x, element,ni shunday tan-
laymizki, pp [x, xi) < rj bo'lsin. Har bir x —(£1, £2»eee>fi>mm) € H element
uchun Snx =(si, "2-+e¢,sn,0, 0,...) va ’'nX (0, 0,..., WiimEt2neem
belgilashlarni kiritariiiz. U holda x va 0 =(0, 0,.... 0, ...) eleinentlar uchun

Pp (M%7~ = Pp (X, Snx) < Pp (X, XIJ \Hp (XF, Snx) < Pp (XtXi)+Pp (SnXi, Snx) +

{pp (RnXi, -1) "2 2Pp (x,x" + pp{RnXi, 0) < 2i] + pp (RnXf,9) .

Ankjlanishiga ko'ra, har bir belgilangan x element uchun

Inn pp (R,.X,0) = I|m |£//1
j=n

Shuning uchun, shunday no nomer rnavjudki, n > no bo‘lganda barcha
i —1, 2, ...,fe lar uchun pp (R, Xi,0) < rj bo'ladi. Shunday ekan, n > no
bo'lganda

Pp(Rnx, 0) < 377.

Agar ixtiyoriy e > 0 uchun /= (e)—desak,
00
Ef j - VKU E NI<
=N+l J=+l
boiadi.
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Yetariihgi. Ghegaralangan K c. tp to‘plam uchun £ > 0 son ganday
bo'Imasin, shunday w nomer inavjud bo'lib, ixtiyoriy n > no va x —
(Eb 12, » € 1" larda

j=n +1
tengsizlik bajarilsin. Ixtiyoriy £ > 0 uchun A’ to'plamning chekli £—to'ri
mavjudligini ko'rsatamiz. Berilgan £ > 0 uchun w, nornerni shunday tan-
laymizki, barcha x s K larda

tengsizlik bajarilsin. K,,0 — {S,,0x : x € K} to'plamni garaymiz. Har bir
X K da pp(Afix,B) < pp(x,9) o'rinli va K chegaralangan to'plam
bo'lganligi sababli K,,0 ham chegaralangan to'plamdir.

Harbir Sniix ~ (Ci, /2 -++>naiQ 0,...) € Aranuqtaga (  £22ee* £0)) »
RE® nugtani mos go'yish bilan K,,n to'plamni

Ero= { (Ti, U) : (Ti, £2,¢¢2,tno,0, 0,...) € Kno} ¢ R™

to'plamga izornetrik mos go'yamiz. K,,0 chegaralangan to'plam bo'iganligi
sababli Eno to'plam KE° da chegaralangan bo‘ladi. U holda 21.2-natijaga
ko'ra E,,0 nishiy kompakt to'plam bo'ladi. Demak, unga izomorf bo'lgan Ko
to'plam ham. nisbiy kompaktdir. Shunday ekan, Kno to'plam uchun chek-
li {xi, X2, £ k } elementli ~ to‘r mavjud. Bu to'plam K uchun e to'r
bo'la.di. Hagigatan ham, ixtiyoriy x e K uchun S~x e K,0 va shunday
Xi € {xi, x2, m., Xk} element mavjud bo'lib,

Pp (&I LL%) ~ 2

boladi. U holda

pp (x} X9 —pp (xjSnax) f-pp{Snox, X?) —
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€ £
— Pp (RnoX, 0) + [Jp Xi} < —+ — = £

Deinak, 21.5-teoremaga ko‘ra K uisbiy kompakt to'plam bo'ladi, A
Mustagqil ishlash uchun savol va topshiriglar

1. 21.8-misolda keltirilgan /,, ketma-ketlikni Ci[—l. 1] fazoda fundamen-
tallikka tekshiring. U yaginlashuvchi bo‘ladimi?

2. To'la va to‘la bolmagan metrik fazolarga misollar keltiring.

3. M metrik fazoda Bn — (17 1} ichma-ieh joylashgan sharlar
ketma-ketligini garaymiz. blaming mdiuslari ketma-ketligining nolga in-
tilishini ko 'mating. Bn sharlar ketma-ketligining kesislimasi bo‘sh ekan-
ligini ishotiang. B,, sharlar ketrna-ketligi uchun 21.1-teorema sha.rtl.ari

bajariladimi?
4. CYa, b], Ci[a, 6] va C"a, b] metrik fazolarni to ‘lalikka tekshiring.

5. C'a, b] va ¢2 metrik fazolarda hirlik shaming nisbiy kompakt to‘plam,
einasligini ishotiang.
1/\
C—.l ----- ), n 6 N sistema M — (0. 1)

n) '
to'plam uchun qoplama bo'lishini ko‘mating. {An} qoplarnadan M ni

goplovchi chekli gisrn gqoplama ajratish mutnkmmi? M kompakt to'plam

holadimi?

22- 8. Qisuvchi akslantirishlar prinsipi va uning tadbiglari

Berilgan shartlarda tenglama yechimining mavjudligi va yagonaligi bilan
bog‘lig masalalarni mos metrik fazolardagi biror akslantirishning qo'zg'almas
nugtasi mavjudligi va yagonaligi hagidagi masala ko'rinishida ifodalash mum-
kin. Qo'zg'almas nuqgta mavjudligi va yagonaligi belgilari ichida eng sodda va
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shu bilan birga juda niuhim belgi - bu gisuvchi akslantirishlar prinsipi deb
nomlanuvchi belgidir.

22.1-ta'rif. X rnetrik fazo o, uni, 0‘zini-oziga akslaniiruvchi A akslan-
tirish berilgan bo'lsin. Agar shunday a € (0, 1) son rnavjud bo‘lib. barcha

X, ¥ € X nugtalar uchun

p(Ax, Ay) <ap(x,y) (22.1)

tengsizlik bajarilsa, A gisuvchi akslantinsh deyiladi.
Har bir gisuvchi akslantirish nzluksizdir. Hagigatan ham, agar xn —*x
(p (xn,x) r—+0) bo'lsa, u holda

0 < p(Axn, Ax) < ap (Xr>x)

bo'lgani uchun V&irgop (Axr»Ax) = 0 boladi.

Agar A : X —3 X akslantirish uchun shunday x e. X nugta rnavjud
bo'lib, Ax = x tenglik bajarilsa, x nuqta A akslantirishning go‘zg‘almas
nugtasi deyiladi.

22.1-teorema (Qisuvchi akslantirishlar prinsipi). To'la metrikfazoda anig-
langan har ganday gisuvchi akslantinsh yagona qo‘zg’almas nugta,ga ega.

Isbot. X rnetrik fazodan ixtiyoriy xq nugtani olarniz. Keyin Xi —Axo, x2
AXj —A2xq, Xj = At2 = A™q,..., Xxn — Axn-i — Anxg,... nuqtalar
ketma-ketligini garaymiz. Ixtiyoriy n <m natural sonlar uchun

P(X,, xm) = p(Anx0, y¥"*.r0) < anp(x0, xm_n) <
<an(p 0, X]) + p(xh x2 A +p Xm-n)) <
< anp(xo, X]) (I + a+ a2H--—-—-- f amn~l) <an p (x0, Xi)
tengsizlik o'rinli. a € (0, 1) bo'lgani uchun
rﬂ% an(l —a)_1xn, xi) —0.
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Stoning uchun {xn} ketina-ketiik fundainentaldir. X to‘la metrik fazo va

{x,,.} fundamental ketma-ketlik bo'lgani uchun u yaginlashuvchi. Aytaylik,
lim xn= X
ho'lsin. U holda A akslantirishiiing uzluksiziigiga ko'ta

Ax = A lim xn— lim Axn= liin an+i = x ,

n-->00 n~iCcQ n —00

Stonday gffib, A akslantirish uchun qo‘zg‘ahnas nuqgta mavjud ekan. Uning
yagonaligini isbotlaymiz. Agar

desak, (22.1) tengsizlikka ko‘ra

P(X.y) = p(Ax, Ay) <ap(x.y) .

Bundan a € (0, 1) bo'lgani uchun
p(x,y) (1- a) <0 =p(x,y) —0

ya'ni x —y bo'lishi kelib chigadi. Qo‘zg‘almas nuqta yagona ekan. 4
22.1. Qisuvchi akslantirishlar prinsipining tadbiqlari
Qisuvchi akslantirishlar prinsipini har xil tipdagi tenglamalar yechimlari
mavjudligi va yagonaligi hagidagi teoremalarni isbotlashda go'Uaeh mumkin.
Qisuvchi aksiantirishlax prmsipi Ax, = x tenglama yechimi mavjudligi va ya-
gonaligini isbotlash uchungina qollanib golmay. bu tenglama yechimini topish
uHulini ham beradi.
Qisuvchi akslantirishlar prinsipining tadbig'iga doir misollar garaymiss.

22.1-misol. Rn fazoni 0‘zini~0'ziga akslantiruvchi va
n
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forniulalar orgali aniglaxtgan A akslantirishning gisuvehilik shartlarini toping.
Yechish. Qanday shartlarda A gisuvchi akslantirish boladi? Bu savolga

javob fazoda ganday metrika beriliehiga bog'lig. Biz- quyida uch xil variantni

garayniiz:
a) fazo, ya'ni p(x,y) = max, i —yi\ bo'lsin.

P(y',y") = max pi- y"[= max Elan \j - 4)
J:

j=i

S R O m[RRE i = R > /lod FrGexy

Bu yerdan kelib diigadiki, A gisuvchi akslantirish bo‘lislii uchun

lad1=a <1 @22)

L

shartning bajarilishi yetarli. Shuning uchun R fazoda. (22.2) shartni A aks-

lantirishning gisuvehilik sharti sifatida gabul gilamiz.
n
b) R” fazo, ya'ni p(x,y) = 1~ W\ bo'lsin. U holda
1

'yVIY=E lvi-vil=E A
Py, y™) C i ( )
n /n
onba i ETE K Y
i'lj'l j-i \(',=X
n Non /
< \i”%% Sl E laj —x"\ < {Qj%y? layl y TPOXLXT)

Bu yerdan ko'rinadiki, A akslantirish uchun gisuvehilik sharti R” fazoda



ko'rinishga ega.

c) fazo, ya'ni
p(x,y) IT {xi- Vif
\

bo'lsin. U bolda

p2iy\y") - ¢ {i- SAR=]L (£ (4 -40)
£¢(1> /7 EK-02
iof \(=l ), §
< (EEKI 2)
\j | = =1
Yugorida keltirilgan teaglik va tengsizliklarga ko'ra Rn fazoda A-akglantirish-
ning gisuvchilik sharci )
¢ K | 2<ax<| (22.4)
j=1 i=I
ko'rinishga ega.
Shunday qilib, agar (22.2) - (22.4) shartlardan birortasi bajarilsa, 1 holda

yagona x = (xi, x2, ssm xn) nuqta mavjud bo'lib,
n
xjt —"™ Nolixi H6b, i—1,2j...
j=1
bo'ladi. Bundan tashqari bu nugtada ketma-ket yaqinlashishlar quyidagi ko'ri-

nishga ega

- Vexif-"1+h, i<k>= (4'], *«,...,if>y, *=l1,23....
j=1
Buyerda a:* = (X[°\ xf\ ..., a40"\j sifatida Rn dagi ixtiyoriy nugtani gabul
gilish mumkin.
Qaralayotgan y — Ax akslantirish gisuvchi bo'lishi uchun (22.2)-(22.4)
shartlarning ixtiyoriy birining bajarilishi yetarli. Isbotlash mumkinki, (22.2)
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va (22.3) shartlar mos ravishda ffi'n va R" fazolarda y — Ax akslantirish
gisuvchi bo'lishi uchun zarur harn bo'ladi.

Ta'kidlash iozimki, (22.2) - (22.4) shartiarning birortasi bam ketma-ket
yaqginlashishlar usulining tadbig'i uchun zarur emas.

Agar \a}| < n~1 bo'lsa, u holda (22.2) - (22.4) shartiarning hammasi
bajartiadi va ketma-ket yaginlashishlar usulini go'llash mumkin.

Agar \¥\ > n-1 bo'lsa, u holda (22.2) - (22.4) shartiarning birortasi ham
bajarilmaydi.

22.2. Qisuvchi aksiantirishlar prinsipiniiig
integral tenglamalarga tadbiqi

Fredholm tenglamasi. Qisuvchi aksiantirishlar prinsipini ushbu
rb

(22.5)
ikkinchi tur Fredholm integral tenglamasi yechimining mavjudligi va yago-
naligini isbutlash uchun qo'llaymiz. Bu yerda K integral tenglama yadrosi,
(p— berilgan funksiya, f — izlanayotgan (norna’lum) funksiya, A esa haqiqiy
parametr.

Ko'rsatamizki, gisuvchi aksiantirishlar prinsipini A parametrning yetar-
iicha kichik giymatlarida go'llash mumkin.

Faraz gilamiz, K(x,y) — [a, 6]x[o, k] kvadratda uzluksiz funksiya bo'lsin.
Shunday ekan, musbat M son mavjud bo'lib, barcha x, y £ [a, 6] uchun

\K(x,y)\ < M tengsizlik bajariladi. To'ia C[a, b] fazoni 0'zini-o'ziga

(256)

formula vositasida akslantiruvchi g = Af akslantirish berilgan bo'lsin. T
holda

P(9i,92) = max \ox(x) - 9209 I< IAIM (b-a) emax [4(x) - f2(x) |
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yoki
p(Ah,Af)) < M (b—a) *p(/i,/2)
Shunday ekan,

A <Meb- a) (22.7)

bo'lganda. /1 gisuvchi akslantirish bo‘la.di. Qisuvchi akslamtirishlar prinsipiga
asoslanib xulosa gilamizki, (22.7) shartni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy J1 da
(22.5) Fredholm tenglamasi yagona uzluksiz yechimga ega.

Bu yechimga intiluvchi ketma-ket yaqginlashishlar /o0, /b ..., fn, ...

ko'rinishgaega, bu yerda /0 sifatida ixtiyoriy uzluksiz funksiyani olish mumkin.

Chiziglimas integral tenglamalar. Qisuvchi akslantirishlar prinsipining

ko'rinishdagi chiziglimas integral tenglamalarga tadbiqini qaraymiz. Bu yer-
da K va fi funksiyalat uzluksiz bo‘lib, bundan tashgari K olzining 3 - chi
funksional argumenti bo'yicha Lipshits shartini ganoatlantirsin, ya’ni shunday
L > 0 inavjud bcrlib,

IK(x,y;zi) - K(x,y,z2\ < L\z2\ —/|

tengsizlik barcha x,y € [a, 6] va 2\ 22 lar uchuu o'rinli bolsin. Bu holda

(7[a, 6] fazoni o'zini-olziga
9(x) —XJI'a K (x,y; }(y)) dy + ip(x)
formula, vositasida akslantiruvchi g = A f akslantirish uchun

Hgax:lgi eK) - (N |J< JAJL (b-a) -max I71 (x) - f2(x) \
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tengsizlik o'rinli boladi, bu yerda gi —Aft, = Afa. Shunday ekan,

< I -(b—a)
shartda A akslantirish gisuvchi boladi.

Volterra tenglamasi. Endi Volterra tipidagi
f(x) = AJI K (x,y) f(y) dy + <p(x) (22.8)
a

tengiamani garaymiz. Agar y > x da K(x,y) —O0 desak, (22.8) Volterra
tenglamasi (22.5) ko'rinishdagi ikkinciii tur Fredholm tenglamasiga keladi.

Birogq Fredholm integral tenglamasi holida biz A paiametrning kichik qgiy-
matlari bilan chegaralanishga majburrniz. Volterra tenglamasi holida gisuvchi
akslantirishlar prinsipi (va ketma-ket yaginlashishlar usuli) ni A ning barcha
giymatlarida gollash murnkiii. Anigrogl, gisuvchi akslantirishlar prinsipining
quyidagi uxnuxnlashmasi o'rinli.

22.2-teorema. X to‘la metrikfazoni ozini-o‘ziga akslantiruvchi A uzluk-
siz akslantirish uchun biror n da B — An — qisuvchi akslantirish bo‘lsin. U
halda Ax = x tenglama yagona yechimga ega bo fadi.

Isbot. x € X nugta B akslantirilhmng qo‘zg‘alirxas nugtasi bolsin, ya'ni
Bx —x . Uholda B gisuvchi akslantirishga ketma-ket yaginlashishlar usulini

gollasak,
Ax = ABx = ABkx = AAnkx = Ank+1x = AnkAx =

= BkAx = Bkxo-*x, k -> 00.

Chunki ixtiyoriy € X, xususiy holda xn—Ax uehun, Bxo, B2xo,...,
Bhx0,... ketma-ketlik x go‘zg‘almas nugtaga yaginlashadi. Shunday ekan,
Ax = x . Bu x nuqgta yagona, chunki A uchun go‘zg‘almas bolgan x nugta. -

B —An uchun harn qo‘zg‘almas nugtadir, B esa yagona go‘zg‘almas nuqgtaga



22,2. C[a, "] fazoni olzini~0'ziga akslantiruvchi va
(AD(x) = A/ (xy) /0% +y>(*) (22.9)
Ja

formula bilan aniglangan A akslantirishning biror darajasi gisuvchi ekanligini
ko'rsating.

Yechish. [a, 6] kesmada uzluksiz bo'igan /j va f2 funksiyalarni olamiz.
U holda

[(Afi) (x) - (Af2) @) |= |A]* 1/7*K (x,y) {h(y) - f2(y)) dy |<
< |AI*M (x —a) mmax \fi(x) - 2() \.

Bu yerda M - ayx<b IK (x,y) |. Olingan tengsizlikdan kelib chigadiki,

m
&<x
\(A2fi) (x) - (A2f2) X) |= |JAR*M2- . -Egi(b\h(x) - f2(x) \.
Umuman,

I(Anh) (x)- (Anf2) (x) |= JAT *Mnm s max 1/, - f2) | =

ull
= |A]".M». -P(fuf2).
Ixtiyoriy A ucbun n nomemi shunday tanlash mumkinki,
|A|’.Mn-itlnq | <1
tengsizlik bajariladi. U holda ti —An akslantirish gisuvchi bo'ladi. A
Shuning ucbun, yuqoridagi tasdigga asosan (22.8) Volterra tenglamasi bar
ganday A da yagona yechimga ega.
Mustagil ishlash ucbun savol va topshiriglar

1. Qisuvchi akslantirish prinsipining umumlashmasim ayting.

2. R" fazoni o‘zini-o‘ziga dkslantiriuvchi y — Ax + b akslantirishning

gisuvchilik shartlarini toping.

3. C[a, 6] fazoda (22.9) tenglik bilan aniglangan akslantirishning gisuvchi-

lik shartlarini ke.ltiri.ng.
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V11 bob. Chizigli fazolar

Bu bobda biz chizigli fazolar, chizigli normalangan fazolar, Evklid fazolari
va Hilbert fazolarining xossalarini o‘rganamiz. Bu bob 6 (23-28) paragrafdan
iborat.

23-8 da chiziqgli fazo ta'riflanib, ularga ko‘plab misollar keltirilgaa. Chizigli
fazo o'Ichaini ta'riflanib, chekli va eheksiz o'lchamli chizigli fazolarga misollar
keltirilgan. Chizigli fazoning gism fazosi va faktor fazosi tushunchalari bayon
gilingan. Faktor fazoda element!arni go'shish va songa ko'paytirish amallari
kiritilgan va faktor fazoning chizigli fazo tashkil gilishi ko‘rsatilgan. 24-§ da
chizigli funksionallar, ularning xossalari garab chigilgan. Chizigli funksional-
ning geometrik ma’nosi ochib berilgan. Chizigli funksionallar va gipertekislik-
lar o'rtasida biyektiv moslik o‘rnatilgan. 25-§ gavariq to'plamlar va gavariq
funksionallaming xossalarini tahlil gilishga bag‘ishlangan. Qavariq jism va
qavariq funksionallar orasidagi bog'lanish ochib berilgan. Chizigli funksion-
aini davom ettirish hagidagi Xan-Banax teoremasi va Xan-Banax teoremasin-
ing kompleks variant! isbotlangan. Chizigli normalangan fazolar mavzusi 26-§
da keltirilgan. Bu paragrafda chizigli normalangan fazolarga ko’plab misollar
garalgan. Normalangan fazolardagi tushunchalar metrik fazolardagi tushun-
chalar bilan taggoslangan. Normalangan fazoning gism fazosi va faktor fa-
zosiga misollar garalgan. Navbatdagi 27-§ Evklid fazolariga bag'ishlangan.
Evklid fazolarining xarakteristik xossalari ochib berilgan. Koshi-Bunyakovskiy
tengsizligi, Bessel tengsizligi, Parseval tengliklari isbotlangan. Nomdor teore-
malar ~Riss- Fisher, Shmidtning ortogonal'ashtirish jarayoni hagidagi teore-
malar isboti bilan berilgan. Ortogonal, ortonormal sistemalarga misollar ga-
ralgan. Separabel Evklid fazolarida toia ortonormal sistema va yopiq ortonor-
mal sistemalarning ekvivalentligi isbotlangan. Normalangan fazo Evklid fazo
bo'lishining zarur va yetarli sharti keltirilgan.
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23.2-ta'rif. Bizga L va L* chizigli fazolar benlgan bo‘l-sin. Agar bu fa-

zolar o‘rtasida a‘zaro bir giymatli moslik o‘rnatish mumkin bolib,
X*-+x* va y<->y\ (x,y €L, X5 y*€ L%

ekanligidan x +y <x* + y* va ax ax*, (a —ixtiyoriy son) ekanligi
kelib chigsa, uholda L va L* chizigli fazolar o‘zaro izomorffazolar deyladi.
i-c orffazolarni aynan bitta fazoning hat xil koVinishi deb garash mumkin.

23.3-ta'rif. Agar L chiziglifazoning xt, x2, . = xn elementlar sistemas*

uchun hech bo'lmaganda birortasi noldan fargli holgan aj, a2, an sonlar
mavjud bolib,

aiXi + a2x2 + + a,xn=10 (23.7)
tenglik bajarilsa, u holda xi, x2,..., xn elementlar sistemasi chizigli bog'langan

deyuadi. Aks holda, ya'ni (23.7) tenglikdan
ai—a2— e —an—~0

ekanligi kelib chigsa, x4 x2,..., xn elementlar sistemasi chizigli boglanrna-
gan yoki chizigli erkli deyuadi.

Agar x\, x2, ..., xn,... cheksiz elementlar sistemasining ixtiyoriy chek-
li gism sistemasi chizigli erkli bo'lsa, u holda {xn}*=l sistema chizigli erkli
deyiladi.

23.4-ta'rif. Agar L chizigli fazoda n elementli chizigli erkli sistema
mavjud bo‘lib, bu fazoning ixtiyoriy n + 1 ta elementdan iborai sistemasi
chizigli bog'langan bolsa, u holda L n— o‘lchamli chizigli fazo deyiadi va
diini —n kabi yoziladi. n olchamli L chizigli fazoning ixtiyoriy n ta ele-
mentdan iborat chizigli erkli sistemasi shu fazoning bazisi deyiladi.

23.5-ta’rif. Agar L chizigli fazoda ixtiyoriy n € N uchun n elementli
chizigli erkli sistema mavjud bolsa, u holda L cheksiz olchamli chizigli fazo

deyiladi va dim L —o00 ko ‘rimshda yoziladi.
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R” va C“ fazolar n o'lchamli chizigli fazolardir. L —CJa, 6] fazodan
boshlab 23.4-23.11 misollarda keltirilgan barcha fazolar cheksiz o'lchamli fa-
zolardir. Masalan, 19% fazoda

-te» = ° - )5l (23.8)

n
sistema cheksiz chizigli erkli sistemaga misol bo'ladi.

23.1, Chizigli fazoxiing qism fazosi

Bizga, L chizigli fazoning bo‘sh bolmagan L' gism to'plaiai berilgan bo'lsit).

23.6-ta’'rif. Agar L' ning ozi L da kirifadlgan amailarga nisbatan chizigli
fazoni tashhil gilsa, u halda U toplarn L ning gism fazosi deyiladi.

Boshgacha qilib aytganda, agar ixtiyoriy x,y e L' va a, be C (IR) sonlar
uchun ax + by £V bo'lsa, V ga gismfazo deyiladi.

Har ganday L chizigli fazoning fagat nol elementdan iborat {0} qism
fazosi bor. Ikkinchi tomondan, ixtiyoriy L chizigli fazoni o'zining gism fazosi
sifatida garash rnumkin.

23.7-ta'rif. L chizigli fazodan fargli va hech bo‘lrnaganda bitta nohnas
elemeMt.ni saglovchi gism fazo xos gism fazo deyiladi.

23.12-misol. £ C c0 C ¢ C m fazolarning har biri o‘zidan keyingilari
uchun xos gism fazo bo!ladi.

23.13. Endi [a, g kesmada p(p > 1)—darajasi hilan integrallanuvchi
funksiyalar fazosi Lp[a, 6] ni garaymiz. Bu fazoning nolga ekvivalent funksiya-
laridan tashkil topgan gism to‘plamni [a, 6] ko'rinishda belgilaymiz. Ma'-
himki, nolga ekvivalent funksiyalar yig'indisi yana nolga ekvivalent bo'lgan
funksiya bo'ladi. Nolga ekvivalent funksiyaning songa ko‘paytmasi ham nolga
ekvivalent funksiya bo‘la,di. Demak, Vp [a, b] to'plam LpJ[a, b fazoning xos
gism fazosi boiadi.

23.14. 0 ‘zgarishi chegaralangan funksiyalar fazosi V[a, B\ ni garaymiz.
Ma'lurnki, [a, b kesmada absolyut uzluksiz funksiyalar to'plami V[a, 6] ning
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gism tryplami bo‘ladi. Absolyut uzluksiz funksiyalar to‘plami funksiyalarni
go'shish (23.3) va songa ko'paytirish (23.4) amallariga nisbatan yopiq to'plam.
Shuning uchun u 1I/[«, 3 fazoning qgism fazosi boladi va u AC[a, b] bilan
belgilanadi.

23.15. V[a, 6] fazoda /(a) == O shartni ganoatlantiruvchi ftmksiyaiar
krplamini garavmiz. Bu to'plam funksiyalarni qo‘shish va songa ko*‘paytirish
amallariga nisbatan yopiq to‘plamdir. Shuning uchun u V[a, b] fazoning gism
fazosi boladi va u \a[a, B] bilan belgilanadi.

23.16. Yana o‘zgarishi chegaralangau funksiyalar fazosi V[a, 6] ni garay-
miz. Ma’lumki, [a b] kesmada monoton funksiyalar to‘plami V[a, 6] ning
gism to‘plami bo:ladi. Ammo ikki monoton funksiyaning yigIndisi har doim
monoton funksiya bolavermaydi. Bunga quyidagi misolda ishonch hosil gilish
mumkin. x(t) = t2+ 1, y(t) ——21 futiksiyalarning har biri [0, 2] kesmada
monoton funksiya boladi, ammo uiarnirig yiglndisi x(t) + y(t) = (t—1)2
funksiya [0, 2] kesmada monoton emas. Demak, [a 6] kesmada monoton
funksiyalar to‘plami V[a, €] fazoning gism fazosi bola olmaydi. Demak, chi-
zigli fa,zoning har ganday gism to‘plami gism fazo tashkil gilaverrnas ekan.

Bizga. L fazoning bo;sh bolmagan gism to'plami berilgan bolsin. U
holda L chizigli fazoda {a?} sisternani o‘zida saglovchi minimal gism fazo
mavjud.

Hagigatan ham, {x,} sisternani saglovchi hech bollmaganda bitta, gism
fazo mavjud, bu L ning o!zi.

Ixtiyoriy sondagi gism fazolarning kesishmasi vana gism fazo bo'ladi. Hagiga-

ta.ii ham, agar

L-=n b
i
bolib x,y € // bolsa., u holda ta’rifga kola ixtiyoriy i uchun x.y e .»

boladi. Li gism fazo bolganligi uchun ax + By e Li munosabat barcha



a, 0 sonlar uchun o'rinli. Demak, a x + 6y £ L* bo‘ladi.

Endi {r;} sistemani saglovchi L ning barcha gism fazolarini olamiz va
ularningkesishmasinigaraymizharndauni L({x]j}) orqgali belgilaymiz. L ({a*})
gism fazo {jc,} sistemani saglovchi minimal gism fazo bo:ladi. Bu L({:c,;})
minimal gism fazo {x,} sistemadan hosil bo'lgan gism fazo yoki {ir;} siste-
tnaning chizigli gobig'i deyiladi.

23.2. Chizigli fazoning faktor fazosi

Bizga L chizigli fazo va uning L' xos gism fazosi berilgan bo'lsin. L ning
elementlari ora,sida quyidagicha munosabat o'matish mumkin.

23.8-ta’rif. Agar x.y £ L elemendar uchun x—y ayirtna jJ ga tegishli
bo'lsa, x va y ekvivalent elementiar deyiladi.

Fazo elementlari orasida o‘rnatilgan bu munosabat refleksivlik, simmetrik-
lik va tranzitivlik xossalaxiga ega. Hagigatan liam, x —x £ U (refleksivlik);
X—y €L"'dan y—x = —(x—y) £ L'(simmetriklik); x—y £ U, y—z£ U
dan x—z — (x—y)+(y—=2) £ Lj (tranzitivlik). Skuning uchuu bu munosabat
L ni o‘zaro kesisbmaydigan sinflarga ajratadi va. bar bir sinf o'zaro ekviva-
lent elementlardan tashkil topgan. Bu sinflar go‘shni sinflar deyiladi. Barcha
go‘sbni sinflar to‘plami L chizigli fazoning U gism fazo bo‘yicba faktor fazosi
deyiladi va L /il ko‘rmisbda belgilanadi.

Tabiiyki, har qauday faktor fazoda yig'indi va songa ko‘paytirish amallari
kiritiladi.

Aytaylik, £ va rj lar L/1J dan olingaa ixtiyoriy qo'shni sinflar bo'lsin.
Bu sinflarning har biridan bittadan vakil tanlaymiz, masalan x £ vy £ rj.
£ va ¢ sinflarning yig'indisi sifatida x 4-y elementni saglovchi £ sinf ga-
bul qgilinadi. £ go'shni sinfning a songa ko;paytmasi sifatida ax elementni
saglovchi sinf gabul gilinadi. Natija x £ £, y £ rj vakillarning tanlanishiga

bog‘lig emas, chunki, gandaydir boshga % £ £, y' £ rj vakillarni olsak harn
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X+y) —X+Yy)— (X—X) + (y—y") € L' bo'lgani uchun x'+y' € C
bo'ladi. Bevosita tekahirish shuni ko'rsatadiki, LjL"' da aniglangan qo'shish va
songa ko'paytirish amallan chizigli fazo ta’rifidagj aksiomaiami ganoatlanti-
radi (buni mustagil tekshirib ko'rishni o‘quvchiga tavsiya gilamiz). Boshgacha
aytganda, L/L 1faktor fazo chizigli fazo tashkil giladi.

Shunday qilib, hat bir L/L" faktor fazo unda yuqorida ko'rsatilgan usul-
da kiritilgan yig‘indi va songa ko'paytirish amallariga nisbatan chizigli fazo
tashkil giladi. Sbuni ta’kidlash joizki, har qanday faktor fazoda V qism tazo
L/L" faktor fazoning nol elementi bo'ladi. Ma’lumki, U gism fazoning ele-
mentlari o'zaro ekvivaleut va Lf gism fazo L chizigli fazoning nol elementini
saglaydi. Shuning uchun i va L' qo'shni sinflarning yig'indisi x + 0 = x
(x €£, 6 € L") elerneutni sagiovchi go'shni sinfga, ya’ni £ ga teng.

23.17. Faktor fazoga misolni tushunish nisbatan osonroq bo'lgan R2 fa-
zodan boshlaymiz. L —R2 fazoning U = {(xi, x2) € M2 : x2—0} xos gism
fazosini qaraymiz va L/L"' faktor fazoning elernentlarini, ya’ni qo'shni sinf-
iaming tavsifini betamiz. Ma’lumki, x —y — (Xj —jq, xX2—y2) € U bo'lishi
uchun x2 — y2 bo'lishi zarur va yetarli. Demak, L/L" faktor fazoning ee-
mentiari (qo'shni sinflar) 0 xj o'giga parallel bo'lgan to'g'ri chiziglardan ibo-
rat. Masalan, (a, b) e R2 nugtani o'zida sagiovchi £ go'shni sinf O Xj o'qgiga

parallel bo'lgan x2—b to'g'ri chizigdan (23.1 a-chizma) iborat.

\
(3,6)e3?

(3,5)efw?
(2¢)©?

Xa X X
a) b)

28.1-chtema

Xuddi shunday, (1,2) va (2,3) nuqgtalarni sagiovchi qo'shni sinflar yig'indisi



(3,5) nngtani saglovchi x2 — 5 to'g'ri chizigdan iborat. (1,2) € £ qo‘shni
sinfning 3 ga ko'paytinasi (3,6) nugtani saglovchi x2 — * to‘g‘ri chizigdan
(23.1 6-chizmaj iborat.

23.18. Ma’lumki (23.9-23.10 misollarga garang), [a, 6] kesmada p(p >
1)—darajasi bilan Lebeg ma’nosida integrallanuvchi funksiyalar to‘plami chi-
zigli fazo tashkil giladi va u Lp [a, 6] bilan belgilanadi. Bu fazoning nolga ek-
vivalent funksiyalaridan tashkil topgan gism fazosini i® [a 6] (23.3.3-m.isolga
garang) ko‘rinishda belgilaymiz. Endi Lp [o,b] chizigli fazoning Lp [a b] gism
fazo bo'yicha faktor fazosini qarayiniz va bu faktor fazoni Lp [a, b] bilan belgi-
laymiz. Bu fazo [a, 6] kesmada aniglangan va p—darajasi biian Lebeg ma’no-
sida integralhnuvchi ekvivalent funksiyalar fazosi deyiladi.

Agar L —n olchamli chizigli fazo va LJ Gning k(0 < k < n) olchamli
gism fazosi bolsa, u holda L/U faktor fazo n —k olchamli boladi.

Bu tasdigni isbotlayrniz. Aytaylik, x1( x2, ee¢/x* elementlar sistemasi Lf
da bazis bolsin. Bu sistemani xk+l, 'xjj+2, ==, Xxn € L elementlar bilan L
fazo bazisigachatoldiramiz. Bu x*+H, x*+2, ..., xn elementlar bir-biri bilan
ekvivalent emas, aks holda xj, x2,... ,Xj, Xk+H, X+2> mmm>®n sistema chizigli
boglarigan bolar edi. Shuning uchun xjj-+, x*+2> me, xn elementlar har xil
go‘shni sinflarga tégishli boladi.  orqali xkH, i e {1, 2,.. :,n —k} element
tegishli bolgan sinfni belgilaymiz.

Endi G2, ..., £n_t elementlar sistemasining L/U da bazis bolishini
isbotlayrniz. Ixtiyoriy £ € L/U qo'shni sinfni olaylik va x € £ bolsin. 1l
holda

X = 0fjXi 4-d2X2+ - + akxk+ XkH + 02xk#2+ «-« + F-kxn

yoyilma o'rinli boladi. £ + £ = £ (har ganday L/U faktor fazoda U gism

fazo L/U faktor fazoning nol elementi boladi, ya’ni 0= U) bolgani uchun
X' —X —aixi - a2x2 ——— —— akxk
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element, £ go‘shni sinfga tegishli va

*  Pi 4+ P24pf21° ** HPnHOh

yoyilma o'rmli bo'ladi. Buudan
4= A £+ ih £+ eee + fin-kin-k
tenglik kelib cbigadi. Har ganday ( , ... ,/2,.*)® O da
PiXfcH + p2 %2+ ‘oo +Pn-kXn L'

bo'lgani uchun £1, £2>-. min-k cbizigii bog'lanmagan sistema bo'ladi. Shun-
day qilib, £1, £2, ees, LKk sistema cbiziqii erkii va har bir £ e L/L" sinf
Cl) €2, ««> Ot sinflamingcbizigiikombinatsiyasidaniborat bo‘iganligi uchun
6) 6, in-fc sistemaniiigbazisekanligigakelamiz. Derriak, L/V fazo n-
A o‘ichamii cbiziqii fazo ekan.

23.9-ta’rif. L/V faktor fazoning o‘ichami V gism fazoning koo‘lchami
deyiiadi.

Agar V qgism fazo chekli n koolchamga ega bolsa, u liolda L da shim-
day xi, X2, mmmXn elementlami tanlash mumkinki, ixtiyoriy x € L element
X — aiXi + a2X2 + e + a,x, + Yy ko‘rinishda bir giymatli ifodalanadi,
bu yerda a\a2,... ,an sonlar, y € U . Hagigatan ham, L/U faktor fazo
» —olcharnli bolsin. Bu faktor fazoda £1, £2, £n bazisni tanlaymiz va
bar bir & sinfdan bittadan xk vakil oiamiz. Endi x € L ixtiyoriy element

bo'lsin va £ esa x ni saglovchi L/U dagi qo'shni sinf bo'lsin. U liolda,
£= oufl’l gi2 + *** +AjE,,.

Ta'rifgako‘ra £ sinfdagi har bir element, xususiy holda, x element rgj, a2,
xn elementlarning

OlXi +a2X2+ mmm+ anxn
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chizigli kombinatsiyasidau u dan olingan elemeiitgagina, faxq qgiladi, ya’ni
X = aiX'i+«2d2+ 1" +anxn+ifj y <€ jU.
Bu tasviming yagonaligim ko'rsatatniz. Aytaylik
X = a[xi +a2x2+ eee +anx,, +yY\y'e L'
tasvir harn olrinli bo‘lsiu. U holda
0= (aj - Xy¥ + (a2- A2 x2+ mm+ (an- An)xn+y -y

tenglikka kelamiz. Bundau «1 = ot[, a2—cR, ..., an=an, y=Yy’.

Mustagqil ishlash uchun savol va topshiriglar

1. Chizigli fazoga misollar kdtiring.
2 . Chizigli bog'langan (chizigli bog'lanmagan) sistema tafrifini bering.
3. Chizigli fazo o‘Ilcharni ta’rifini bering.

4. [, 1] kesmada aniglangan uzluksiz vajuft (toq) funksiyalar to'plamirii
(7H—L, 4 (C~[—1, 1] hilan belgiaymiz. <7+H—1, 1] 1, 1) toplarn
C[—4, 1] chizigli fazoning qistn fazosi boflishini ishotlang.

5. Op* [a b] gismfazoning o‘lchamini toping.
6. Lp[ab] faktorfazoning o‘lchamini toping.

24-§. Chiziqli fimksicmallar

Bu paragraf chizigli funksionallar, ularning ayriin xossalariga bag'ishlangan.
24.1-ta’rif. L chizigli fazoda aniglangan f sonli Junksiya funktional de-
yiladi. Agar barcha x,y e L lar uchun

fx+y)=/7()+/(y)

238



bo‘lsa, f additiv funksional deyiladi.
24.2-ta’rif. Agar ixtiyoriy X € L va barcha a e C for uehun

f(ax) = af(x)

bolsa, f birjinsli funksional deyiladi. Agar ixtiyoriy x € L va barcha a € C
sonfor uchun
f(ax) = af(x)
bo‘lsa, v, holda kom,picks chizigli fazoda anigfongan f funksional qo'shma bir
jinsli deyiladi, bu yerda & soni a ga go'shma kompleks son.
24.3-ta’rif. Additiv va bir jinsli funksional chizigli funksional deyiladi.
Additiv va go'shma bir jinsli funksional go‘'shma chizigli (yoki antichizigli)
funksional deyiladi.
Chizigli funksionallarga misollar keitirarniz.
24.1~misol. Rn—n o'lchamli vektor fazo va a — (@, a2, an) € R"

tayin bir element bo'lsin. U holda
n

f :R" —R, f(x) =J2 aixi
i=I
moslik Rn da chizigli funksional bo'ladi.
n

e
k=1
tenglik bilan aniglanuvchi u : Cn —mC akslantirish qo'shma chizigli funksio-
nalni aniglaydi.

24.2. Quyidagi 1 va I* : C{o.,, 5] = C funksionallar
1x) — f  x(t)dt, F(x) = f x(t) dt
Ja Ja

Cl[a, b] fazodagi chizigli va qo'shma chizigli funksionalga misol bo'ladi.
24.3. pg € C[a, 6] berilgan element bo'lsin. Har bir x € CJa-, b] funksi-
vaga

fb
F(x) = J/ x(t) yo(t) dt
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sonni mos go'yamiz. Bu funksionalning chizigliligi integraliash amalining asosiy

xossalaridan kelib chigadi.

funksional C[ayb] fazoda go'shma chizigli funksional boladi.

24.4, £2 fazqda chizigli funksionalga misol keltiramiz. k—taviii bir natural

son bolsin. (2 dagi bar bir x —(xu x2, .. mxk,,..) uchun
fk(x) = xk

deymiz. Bu funksionalning chizigliligi ko'rinib turibdi.
24.1. Chizigli funksionalning geometrik ma’nosi
Bizga L chizigli fazoda anigiangan, nolmas / chizigli funksional berilgan
bolsin. Bu / funksional uchun f(x) = 0 shartni ganoatlantiruvchi barcha
X € L nugtalar fco'plami uning yadrosi deyiladi va Kerf = {x € L
f{x) = 0} ko‘rinishda belgilanadi. Ker f to'plam L ning gism fazosi boladi.

Hagigatan ham, agar x,y £ Ker f bolsa, u hoida ixtiyoriy a, b sonlar uchun
f(ax +by) —af (xX) +bf (y)- 0

tenglik o‘rinli.

Kerf qism fazoning koo‘lcharni birga, teng. Hagigatan ham, Kerf ga
garashli bolmagan, ya'ni f(xo) ~ 0 boladigan gandaydir x0 elementni
olamiz. Bunday element mavjud, chunki f(x) ~ 0 (aynan nolga teng ernas).
Umumiylikni chegaralamasdan hisoblasbimiz mumkinki, f(xo) —1 (aks hoi-
da biz x0/f(x0) ni oigan bo'iar edik, cbunki f(x/f(x0) —1). Ixtiyoriy *

element uchun y —x —xO mf (x) desak, u holda
1) =1 (x- Xoe/ (X)) = 0,

yani y € Ker f . Qaralayotgan x element x —axq+y, y € Kerf ko'rmish-

da tasvirlanadi va bu tasvir yagonadir. Hagigatan ham,
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x=axo+y, yc Kerf va x—a'x0+y, y'c Kerf
boisin. U hoida (a—a") xO—y'—y tenglik o'rinli. Agar a = a' boisa, y=Vy'
ekanligi ko'rinib turibdi. Agar a—a! * 0 boisa, u holda

XO—Z—_——\-/€ Kerf

ekanligi kelib chigadi. Bu osa x0" Ker f shartga zid. Bu garama-qarshilik
tasdigni isbotlaydi. A

Bu. yerdan kelib chigadiki, ikklta X\ va x2 elementlar Kerf gism fazo
bo‘yicha bitta go'shni sinfda yotishi uchun f(x{) —f(x2 shartning bajarilishi

zarur va yetarli. Hagigatan ham,
xi = f(xi) Xg+Vi, Vic Kerf, x2=1f (x2 x0+y2, y2G Kerf

tenglikdan

Xi -x2= (f (xj) -/ (X2)) x0O+ (21 - y2)
tenglik kelib chigadi. Bu yerdan kelib chigadiki, xx—x2 G Kerf boiishi
uchun / (xi) —/ (x2) —O0 boiishi zarur va yetarli.

Ker f gism fazo boS-icha har qanday £ sinf 0'zining ixtiyoriy vakili bilan
bir giymatli aniglanadi. Sunday vakil sifatida ox0 ko'rinishdagi elementni
olish mumkin. Bu yerdan ko'rinadiki, L/Ker f qism fazoning oichami birga
teng ekan, ya’ni Ker f ning kooichami birga teng.

Chizigli funksionalning yadrosi Ker f o‘zida noiga aylanadigan funksio-
nalni o'zgarmas ko'paytuvchi anigligida bir giymatli aniglaydi.

Hagigatan ham, / va g fimksionallaryadrolari teng boisin, ya’ni Kerf —
Kerg. U holda / uchun x0G L elementni shunday tanlaymizki, /(x0) - 1

boisin. Ko'rsatamizki, g(x0) 0. Ixtiyoriy X G L uchun
x=/ (X) XO0+y, yc Kerf wva gx)=f (X) gx0+g(y) =f (X) g(x0)

tengliklarga egamiz. Agar g(xo) = 0 boisa, g(x) = 0 boiar edi. g(x) —
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Qixg)f(x) tenglikdan / va g funksjonallarning proporsional ekanligi kelib
clxigadi.

Koo'lchami birga teng bo'lganixtiyoriy jJ gism fazo berilgan bo'lsin. U
holda shunday f chizigli funksional mavjudki, Kerf —JJ bolladi. Buning
uchun U gism fazoda yotmaydigan ixtiyoriy x0 e L elementan olamiz va
ixtiyoriy x e L elemental x —ax0+y, y e U ko'rinishda yozamiz. Bunday
yoyiima yagona. f(x) — a teaglik yordamida aniglanuvchi chizigli funksio—
nalning yadrosi Kerf —L' bo'ladi.

L chizigli fazoda koo'lchami birga teng bo’lgan gandaydir U qgism fa-
zo berilgan bo'lsin. U holda L fazoning U gism fazo bo'yicha har gan-
day go'shni sinfi 1J qgism fazoga parallel bo'lgan gipertekislik deyiladi (xusu-
san, U gism fazoning o'zi 0 elementni saglovchi, va’ni koordinata boshidan
o'tuvchi gipertekislik hisoblanadi). Boshgacha aytganda, L! gism fazoga paral-
lel bo'lgan M’ gipertekislik —bu U gism fazoni gandaydir e L vektorga

parallel ko'chirishdan paydo bo'ladigan to'plam, vani
M'—Ilj +g—{y: y—X xqg. x J/}.

Ko'rinib turibdiki, agar xO€ L' bo'lsa, M' —1J bo'ladi, agarda ™ L'
bo'lsa, u holda M*'/ U .

Agar / —L chizigli fazoda anigiangan chizigli funksional bo'lsa, Mj —
{a: € L : /(*) = 1} to'plam Kerf gism fazoga parallel gipertekislik
bo'ladi. Hagigatan ham, f(x0) = 1 bo'ladigan Xg elementni tanlab, ixfayo-
riy elementni x —axo +y, Yy e Kerf ko'rinishda yozishimizmumkih.

Ikkinchi tomondan, agar M' —koo'lchami birga teng bo'lgan L' gism fa-
zoga parallel va koordinata boshidan o'tmaydigan gipertekislik bo'lsa, u holda

shunday yagona / chizigli funksional mavjudki,

M'= {x: f(x) = 1}
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ho‘ladi. Hagigata.il ham, M'= U « x0, xq € L bo'lsin. U holda har ganday
X e L element yagona ravishda x = axo+y, y £ L' ko'rinishda tasvirlanadi.
f(x) = a tenglik yordamida anigianadigaii chizigli funksional izlanayotgan
funksional bo'ladi. Uning yagonaligi quyidagidan kelib cliigadi:

Agar x € M' da g(x) = 1 bo;lsa, u holda. y € U da g(y) m=0 bo‘ladi.
Bundan

g@axo+y)=a= f(ax0+y)

tenglik kelib chigadi.

Shunday qilib, L chizigli fazoda aniglangaii noldan fargli baicha chizigli
funksionallar bilan koordinata boshidan o‘tmaydigan L dagi barcha. giperte—
kisliklar o'rtasida o'zaro bir giymatli moslik o'rnatildi.

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriglar
1. Chizigli funksionalning geometrik rna’nosini tush-untiring.
2. CQJ[ah] fazoda gipertekislikka misol kdtiring.

3. CJa, g fazoda f(x) = x(b) chizigli funksionalni garaymiz. C[a, 6] fa-
zoda M — {f €C\a,6] : f(x) = 1} to’plam gipertekislik holadimi?

»

f: V[a 6 >R, f(x) = x(@) chizigli funksionalning yadrosini to-
ping. Kerf = Vo[ab] tenglik tog'rimi?

5. /:C[—, J—R va

funksionalning chizigli ekanligini ko ‘rsating. Togfunksiyalar to plarni
C 1, 11={iec[-1, : X(—H) ——x(®)} uchun C [—1, 1
C Kerf munosabat tog ‘rimi?

6. / :R3—=*R, f(x) —xt chizigl/i funksionalning yadrosini toping. Bu
fazoda {a; €R3: f(x) = 1} gipertekislikni chizmada tasvirlang.
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25-8. Qavariq to‘piamlar va gavariq funksionallar
L -hagiqiy chizigli fazo, x va y lining ikki nuqgtasi bo'lsin. U hokla
ax-f(L-q)y, ael[o 1

ko'rinishdagi barcha elementlar to:plami x va y nugtalarni tutashtiruvchi

kesma deyiladi va u [x, Y\biian belgilana.di, ya'ni
X W= {ax+@-a)y: a€][0 1.

25.1-ta’rif. Agar M C L toplam oZzining ixtiyoriy x,y € M nugtala-
rini tutashtiruvchi [xy] kesmani ham oZzida saglasa, M ga gavariq to plain
deyiladi.

25.2-ta’rif, Agar biror x € E nugta va ixtiyoriy y € L uchun shunday
s = e(y) > 0 son mavjud bolib, barcha t, 111< e larda x +ty € E muno-
sabat bajarilsa, X € E nuqta E ¢ L to'plamning yadrosiga garashU deyiladi.
E cL to'plamning yadrosi —J(E) bilan be.lgilanadi, yani

J(E)={c€E : 3yel, Vs=ely) >0, Vi€R, || <e, x+ty€E}.

25.3-ta’rif. Yadrosi ho‘sh bo‘lmagan gavariq to plam gavariqjism deyiladi.
25.1-misol. R3fazodakub, shar, tetrayedr, tekislikda to‘g!ri to!rtburchak,

doira, uchburchak gavariq jism bo'ladi. 4 fazodagi

birlik sliar gavariq jism bo'iadi.

25.2. R2 da to‘g‘ri chiziq (kesma) gavarig to‘plam bo'ladi, lekin gavariq

jism bo‘lmaydi. Chunki, uning yadrosi bo‘sh to‘plani (mustagil isbotlang).
Agar M gavariqg to'plam bolsa, u hoida uning yadrosi J(M) bam gavariq

to'plamdir. Hagigatan ham,
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X, YEJ(M) vaz—ax+(1—a)y, a€][Q ]
bolsin. U holda ixtiyoriy a e L uchun shunday £; >0, £2 > 0 sonlar
mavjudki, jix] < li2] < £2 shartni ganoatlantiruvchi barcha ti, t2
larda x + f\a va y +t2a elementlar M to'plamda yotadi. Bundau kelib chi-
gadiki, barcha ] < £, £ —inin (t'i,£2) larda

a (x+ia)+ (I—) (y+ ta)—ax+ (l—)y-\-ojta+(i—a)ta —z+ta€ M,

yani z€J (M).
25.1-teorema. Istalgan sondagi gavariq to'plamlaming kesishmasi yana
gavariq to plamdir.
Isbot. Faraz qilaylik,
M - f] Ma

a.
bo’ilb, barcha Ma lar gqavariq to'plamlar boisin, x va y lar M ning ikki ix-

tiyoriy nugtasi bo’lsin. U holda x va y nugtalarni tutashtiruvchi [,y] kesma
Ma larning liar biriga garashli va demak, M ga ham qarashli. Shunday qilib,
M hagigatan ham gavariq to'plarn ekan. A
Shuni eslatib o‘tamizki, gavariq jismlarning kesishmasi yana gavariq jism
bo‘lavermaydi. Bunga quyidagi misolda ishonch hosil gilish mumkin.
25.3. Tekislikdagi P = {(x,y) : 0<x<1 O0O<y<1}vaQ—

{(xX,y) : 0<x"<1 1< y< 2} gavariqjismlarning kesishmasi
PnQ —{(x,y): 0<x< 1 vy- 1}

kesmadan iborat bollib, u gavariq jism emas (25.2-misolga gqarang).

Qavarig to‘piam tushimchasi gavariq fimksional tushuuchasi bilan uzviy
bog'lig.

25.4-ta’rif. Agar L hagiqiy chiziglifazoda aniglangan manfiymas p funk-
sional
Dpx+y)<p(X)+ply), Vxy€L,
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2) p(ax) —ap(x), Va> O va Vx € L shartlami ganoailantirsa, p oa
gavaiiq funktional deyiladi

Biz bu yerda p(x) miqdorni chekli deb feraz gilmaymiz, ya’ni ayrim x € L
lar uchun p(x) = oo bo'lishi mumkin. Agar barcha x G L lar uchun p(x)
chekli boisa, p chekli funksional deyiladi.

25.4-misol. p ;C[a, ]—R va

akslantirishning chekli gavariq funksional ekanligini isbotlang.

Isbot. Integralning monotonlik xossasidan, ixtiyoriy x € C[a, B\uchun
p(x) > 0 ekanligi kelib chigadi. Endi bizga C[a, b] fezoning ixtiyoriy x va y
element,lari berilgaii bo'lsin. U holda

S
p(x+y)= IX() +y®ldt < [x@)Idt+ / N\yOldi =p (X) +p(y)

tengsizlik o'rinli. Xuddi shunday ixtiyoriy x va a > 0 uchun

tenglik o'rinli. Demak, p gavariq funksional ekan. lining chekli gavariq funk-
sional ekanligi p (xX) < (b—a) max [x(i) | tengsizlikdan kelib chigadi. A
25.5. g: (7[o, B —M va q(x) = [X] akslantirish chekli bolnxagan
gavariq funksional bo'lishini isbotlang.
Isbot. g funksionalning manfiymasligi va gavariq funksional ta'rifidagi
1-2shartlarning bajarilishi funksiya to‘la o'zgarishi xossélaridan kelib chigadi.
0 ‘zgarishi chegarafengan funksiyalar mavzusidan ma’lumki, C[O, 1] fezoning
id (t) —t sm(l/f), x0(0) —O elementi uchun q(x0) —V\[X] —+oo0 tenglik
o'rinli. Demak, q chekli bo'lImagan gavariq funksionalga misol bo'ladi. A
Endi gavariq to'plamlar bilan gavariq runksionallar orasidagi bog‘lanishni

garayiniz.
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25.2-teorema, Agar p : L —*R+ gavariq funksional va k > 0 bo‘lsa, u
holda
E={x €L :p(x) <k}
gavariq toplam bo'ladt. Agar p funksional chekli bo‘lsa, u holda E topi,am

yadrosi not elernentni saglaydigan,
J(E) —{x€L :pX <k}

yadroli gavariq jism holadi.

Isbot. Agar x,y e E vaa+R =1, a, B3>0 bcrlsa, uholda
p(ax +RBy) <p(ax) +p(By) = ap(x) +Bp(y) < ka +kB =k

ya'ni E — gavariq to'plam. Endi p chekli funksional, p(x) < k, i > 0 va

y € L bo'lsin. U holda

pxEty)<p(x) +1tp (xy)

Agar p(—y) = p(y) = 0 bo‘isa, u holda ixtiyoriy t uchun xxty € E bo'ladi.
Agar p(—y), p(y) sonlardan hech bo‘linaganda birortasi noldan farqgli bodsa,
u holda

shartda x =ty e E bo'ladi. Qavarig funksionaluing 6 uuqtadagi giytnati
nolga. teng bo’lgani uchun 9 € J(E). A

Endi k = 1 holni garaymiz. U holda har ganday chekli p gavariq funk-
sional L da 9 € J(E) bo'ladigan yagona E = {X €L :p(X) < 1} gavariq
jisinni aniglaydi. Aksincha, E —yadrosi nol elementui saglaydigan gavariq

jism bo'lsin. U holda har bir x € L ga

sonni mos qo'yuvchi akslantirish gavariq funksional bo'ladi (mustaqil isbot-

lang). Bu funksional E qavariq jism uchun Minkovskiy funksionali deyiladi.
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25.5-ta’rif. L hagigiy chizigli fazo va Lq uning biror gism fazosi bo'lsin.
Lqg gismfazoda /0 chizigli funktional va L fazoda f chizigli funktional beril-
gan bo'lsin. Agar ixtiyoriy X € Lq uchun f(x) = fo(x) tenglik hajanisa. f
chizigli. funktional, /0 funksionalning L fazoga davomi deyiladi.

Funksionalning davomi bir giymatli emas. Funksionalning ixtiyoriy davomi
rnagsadga muvofig emas. Odatda fimksionalni gandaydir shartni saglab goigan
holda davom efctirish fcalab gilinadi.

25.3-teorema (Xan Banax). Aytaylik, p — L haqiqiy chizigli fazoda
aniglangan qavariq funktional va Lq — L ning gism fazosi bo‘lsin. Agar Lq

da aniglangan /0 chizigli funktional
O0X)<p(x)x €LO (25.2)

shartni ganoatlantirsa. u holda /0 ni L da aniglangan va L da (25.1) shartni
ganoaUantinivchi f chizigli funksionalgacha davom ettirish m.umkin.

Isbot. Lg” L bo‘lgan holda /0 chizigli funksionalni Lqg dan kengroqg
bo'lgan gism fazogacha (25.1) shartni saglagan holda chizigli davom et-
tirish mumkinligini ko'rsatamiz. Lq ga garashli bo'Imagan ixtiyoriy z € L
elementni olamiz. bilaii Lqg va 2 elementlardan iashkil topgan gism fa-

zoni belgilaymiz. L ~ quyidagicha ko:rinishdagi elementlardan tashkil topgan
{tz £X t£ IR, X£ Lq} .L~.

Agar fi fuaksional /0 ning iP™ gism fazogacha chizigli davomi boisa, u
holda
/L(is+xX=/1(iz) +fi (x) = tfi(z) +/0(x),

yoki fi(z) = c deb oisak,

fi(tz +x) = tc +fO(X)
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tenglik o'rinli boiadi. Endi ¢ ni shunday tanlaymizki, fi funksional (25.1)

shartni ganoatlantirsin, ya’ni
/l(tz+X)=tc +/0(X) <p(tz+Xx) (25.2)

tengsizlik bajarilsin. Agar t > 0 bo'lsa, (25.2) shart quyidagi shartga teng
kuchli:

CH.(f) P(H) v <=(*H)-/0(f)

i <0 boisa,

<',+/df)>—p(—z—f) yoki c>-p(-*-])-/0(f).

Bu ikkala shartni ganoatlantiruvchi ¢ son bar doim inavjudligini ko'rsatamiz.

Zlq gism fazodan. olitigan ixtiyoriy y' va y" elementlar uchun
/0 /) +P " +2)> -fo(y)-p(~Y' - 2) (25.3)

tengsizlik o'rinli. Hagigatan ham, bu tengsizlik quyidagi tengsizlikdan bevosita

kelib chigadi:
o y)=no¢)=n0 @ -y)<py' -y)=
=F((/ +2)+(-V-2)<pWyY'+ +p(-¥-2).
Endi
¢'= Inf{-My") +F(y" +2)), ¢ = Sup (-fo(y) - p(—y" - 2))

deb olamiz. (25.3) tengsizlik ixtiyoriy y' va y" lar uchun o‘rinli bollganidan
c" > d ekanligi kelib chigadi. Agar ¢ sonini d' > ¢ > d qo‘sh tengsizlikni
ganoatlantiradigan qilib tanlasak, 11 holda

fi (Iz +x) = tc +f) (X)
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formula bilan aniglangan fy funksionai chizigli va (25-1) shartni ganoatlanti-
radi.
Shunday qilib, biz /0 funksionaini .q qism fazodan undan kengrog bo‘igan
i3) gism fazogacha (25.1) shartni saglagan holda chizigli davom ettirdik.
Agar L chizigli fazoda sanoglita Xi, x2, Xn, ... elementlax sistemasi
mavjud bo'lib, bu sistemani saglovchi L ({r*-}) minimal gism fazo L ning

0'ziga teng bo'lsa. u hoida /0 funksionalni

kengayib boruvchi gism fazolarda yuqgoridagidek aniglab, /0 funksionalni L
fazogacha (25.1) shartni saglagan liolda davom ettirish mumkin.
Agar chizigli gobig‘i L gateng bo'ladigan sanoq]li sistema mavjud boimasa,
u holda teoremaning isboti Sorn lemmasi yordamida nihoyasiga etkaziladi ([lj
ga garang). A
25.6. L —C[—1, 1 uzluksiz funksiyalar fazosi va uning gism fazosi Lq =
{X € (7/[L, 1] : suppar c [0 1]} ni garaymiz. Lq gism fazoda /0 chizigli

funksionalni quyidagicha aniglaymiz:

L —C[—1, 1] chizigli fazoda / va p funksionallarni quyidagicha aniglaymiz:

/ (X) — x (L) yo(t) dt + x () dt, p(xX) - 2max [x(®) ], x€L

Quyidagicha savollar go'yamiz.

1) /0 funksionai (25.1) tengsiziikm ganoatlantiradimi?

2) / funksionai /0 funksionalning L fazogacha davomi bo'fadimi?

3) yo € <1, (] ganday tanlanganda / funksionai Xan-Banax teoremasi—

ning shartlarini ganoatlantiradi?

250



Yechish. fo funksional (25.1) tengsizlikni ganoatlantiradi. Hagigatan ham,
i i
fo(x)=J x(i)dt< I maXj k(@ =2 mar \x®\= p(x), x€ LO.
—i —i

Agar x € Lo, bo'lsa u liolda

J x(t)yO(t) dt - 0

bo‘ladi. Shuning uchun, barcha yo € C[—1, (] larda f (X) = jo(X), X € (0
Lenglik o'rinli. Dernak, barcha yo lar' udiun f fuuksionai 4> fuuksionalning
L fazogadla davorni bolSadi. Nihoyat,

fOO< maxy YOI/ BOOI dt+J max N\dt <

<208 PO =pg et
tengsizlik,

I o) Jdt=c<1

shartni ganoatlantiruvdii barcha yo € C[—1,0] larda o‘rinii. Demak, c €
[0, 1] bo’lsa, Xan-Ba.tiax teoreniasining shartlaxi bajariladi. Shuuday qilib fo
funksionalni (25.1) shartni saglagan holda cheksiz ko'p usul hilan L fazogacha
davom ettirish mumkin ekan.

Endi Xan-Banax teoremasining kompleks variantini isbofc gilamiz.

25.6-ta’rif. L —kompleks chizigli fazo va unda aniglangan rnanfiymas p
funksional berilgan bo‘jsin. Agar ixtiyony x.y € L va ixtiyony a €C uchun
p(x +y) < p(x) +p(y) va p(ax) = Jal p(x) shartlar bajarilsa, u holda p
gavariq funksional deyuadi.

25.4-fceorema (Xan-Banax). p — L kompleks chizigli fazoda aniglangan

gavariqg funksional. fo esa Lo gism fazoda aniglangan bo‘lib.

N\fo(x)\<p(x), xe€ Lo
psi



shartni. ganoatlantiruvchi chizigli funksional ho‘lsm. U holda butun L da anig-

langan va
fFX)=/0X)/ VWx€Lg I/ X |<pX), WE€L

shartlami ganoatlantiruvchi f chizigli funksional mavjud.
Ishot. L va LO fazolarni hagiqgiy chizigli fazo sifatida garab, mos ravishda
Lr va Loffi bilan belgilaymiz. Tiishunarliki, p funksional Lr da aniglangan

gavariq funksional bo’ladi, jor (xX) —Refa (X) esa
/A I<p(x), XeiQR(= 10

shartni, bundan esa foR(x) < p(x) shartni ganoatlantiruvchi Lor dagi
haqiqiy chizigli funksional bo‘ladi. 25.3-teoreinaga ko‘ra, Lr da aniglangan

va

fix)<p(X), xelr(=L),
fit(x) = foR(X), X € Lor (= /-0
shartni ganoatlantiruvchi ¥r chizigli funksional mavjud. Tiishunarliki,
—fn (*) = fn (== < p (~x) = p (X).

Demak,
Nh(X)!'< p(x). XxX€Lr(=1L) (25.4)

Endi / funksionalni L da quyidagicha aniglaymiz.
/(@)=/b@®) -ilr(«<0 m

Murakkab bo'hnagan hisoblashlar yordamida ko'rsatish mumkinki, f —L

kompleks chizigli fazoda aniglangan chizigli funksional bo'ladi bamda

/ xX)=fa(xX), Vx€I/0, Ref(x) = fR{x), Vx€L.
=



Ixtiyoriy x e L uchun |/(.r)] < p(x) ekanligini ko'rsatsak. teorema is~
bot boladi. Teskaridan faraz gilamiz. Biror xo € L uchun |/ (x0) | > p(x0)
bolsin. / (x0) kompleks sonni /(x0) = p'eNe, p > 0 ko'riaishda yozamiz va

/o — e~pXQ deb olamiz. U holda

fn (yo) —+ef (yo) = He [e¥ (x0] = p> p (X0 = p (YO .
Bu esa (25.4) shartga zid. A

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriglar

1. \WO[a, € qgism fazoda anigiangan fO(x) — x(b) funksional uchun f
V[a, 6] =R, f(x) = a x(a) + x (b) funksional uning davorni bo'ladimi?
p(xX) — IxX@] + YO\ x € V[ab] funksional gavarigmi? Parame.tr
a e R ning ganday giyrnatlarida bu funksionallar uchun 25.3-teorema

shartlari bajariladi9
2. Yadrosi bo‘sh toplam bo‘lgan gavariq to'plamga misol keltiring.

3. IrR2 fazoda gavarig va gavariq bo'lmagan funksionalga misol keltiring.
Bu fazoda px(x) = X\+ va p2(xX) = y/xjT xf funksionalhmi
gavariglikka tekshiring.

4. 25.6-misolda keltirilgan /o va f funksionallaming chizigli ekanligini
ko 'rsating.

5. 25.6-misolda keltirilgan p akslantirishning chekli gavariq funksional ekan-
ligini ko ‘rsating.

8. Berilgan E {xe C[a b : max [x(t) | < 1} gavariq jisrnna mos

a<t<b

Minkovskiy funkstonulini quring.

7. p: R2—R, p(x) = Bi+ x2] funksional,ning chekli gavariq funksio-

nal ekanligini ko‘rsating. Unga mos E — {i G| 2: p(x) < 1} gavariq

jismni R2 fazoda chizib ko ‘rsating.



26- §. Chizigli normalangan fazolar

Chizigli fazolarda elementlarning bir-biriga yaqinligi degan tushuncha yo‘q.
Ko'plab amaliy masalalarm hal gilishda elementlarni go'shish va ularrxi songa
ko'paytirish amallaridan tashqari, elementlax orasidagi masofa, liiarning yaqin-
ligi tushunchaani kiritishga zarurat to‘g:iladi. Bu bizni normalangan chizigli
fazo tushunchasiga olib keladi. Normalangan fazolar uazariyasi S.Banax va
boshga rnatematiklar tomonidari rivojlautiril'gan.

26.1-taYif. L chizigli fazo va unda aniglangan p funksional berilgan
bo‘lsinmAgar p qityidagi uchta shartni ganoatiantirsa, v.nga norma deyiladi:

1) px) >0 Vxel; p(X)—0-4=>x=09;

Z} p(ax) — H p(x), Vae C, Vxe L;

3) px+y) < p(Xx)+p(y), VX y€L.

26.2-ta’rif. Norra kiritilgan L chizigli fazo chizigli normalangan fazo
deyiladi va x € L elementning normasi || orgali bdgilanadi.

Agar L — normalangan fazoda x,y € L elementlax jufti uchun
pP(X,Y) = \NaANN\

sonni mos qo‘ysak, p funksional metrikaning 1-3 a.ksiomala.rini gaaoatlantiradi
(19.1-ta’rifgaqarang). Metrika aksiomalarining bajarilishi normaning 1-3shart-
laridan bevosita kelib chigadi. Deinak, har gandav chizigli normalangan fazoni
inetrik fazo sifatida garash manikin. Metrik fazolarda o‘rinli bo'lgan barclia
tasdiglax (malumofclar) chizigli normalangan fazolarda harn orinli.

X chizigli normalangan fazoda {x,,} ketma.—ketlik berilgan boisin.

26.3-ta’rif. Fdurar x € X va ixtiyoriy e > 0 uchun shunday «o = «o(e) >
0 rnavjud bo‘Ub; barcha n'> ng larda jlan —aijj < s tengsizlik bajarilsa, {xn}
kctma—ketlik x € X elementga yaqginlashadi deyiladi.

26.4-ta’rif. Agar ixtiyoriy e > 0 son uchun shunday no = no(e) > 0O
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bajarilsa, {xn} ketma-ketlik fundamental deyiladi.

'26.3 va 26.4 ta’riflanxi 20.6 va 21.1 ta’rifiar bilan taqgoslang.

26.5-ta’rif. Agar X chizigli normalangan fazodagi ixtiyoriy {xn} funda-
mental ketma-Kketlik yaqinlashuvchi bolsa, u halda X to'la normalangan fazo
yoki Bafias, fazosi deyiladi.

Bu ta’rifhi quyidagicba aytish mvimkin: agar (X,p), p (X, y) — IIX—MI
metrik fazo to‘la bolsa, u holda X to‘la, normalangan fazo deyiladi.

Chizigli normalangan fazolarga misollar keltiramiz.

26.1-inisol. L = M —haqiqiy soénlar to'plami. Agar ixtiyoriy x € R soni
uchun = P4 soimi mos qo'ysak, R normalangan fazoga aylanadi.

26.2. L —C kompleks sonlar to'plami. Bu yerda ham norma yuqoridagidek
kiritiladi: NI = 1.

26.3. L —Mn — n olchamli hagiqgiy chizigli fazo. Bu fazoda
1

r, \

= nax pfk], x€R"

funksionallar norma shartlarini ganoatlantiradi. R” chizigli fazoda |k] nor-
ma kirinilgat! bolsa, uni R" agar jj«0" norma kiritilgan bolsa, uni RE> deb
belgilaymiz (19.3-19.5, 19.11-misollar bilan taggoslang).

26.4. L —Cn — n olchamli kompleks chizigli fazo. Bu fazoda

n

funksional norma shartlarini ganoatlantiradi.

26.5. Cla, § — [a 6] kesmada aniglangan uzluksiz funksiyaiar fazosi.

Bu fazoda f € C[a, b] elementning uormasi (19.6-misol bilan taggoslang)



tengiik bilan anigianadi. Xuddi 26.3-misoldagidek C[a, Zchiziqli fazoda nor-
ma
u/ii, - A\ m\.dt
Ja

formula vositasida kiritilgan bo‘lsa, uni Ci[a, § (19.9-misol), agar nhorma

WENN2=\I | b\ f(t)?2dt

tengiik orqali kiritilgan bolsa uni C2[a, b] (19.8-misolga garang) deb belgi-

Quyida biz chizigli fazo va unda kiritilgan normalarni beramiz.

26.8. (2 fazoda x elementning normasi quyidagicha Kiritiladi:

No =

\ k=

26.7. oo, ¢, m fazolarda x elementning normasi quyidagicha kiritiladi:
IBll= S,

t2, Co, c va m fazolarning aniglanishi 23.5-23.8 misollarda keltirilgan.

26.8. M[a, 6] —bilan [a, H kesmada anigiangan barcha chegaralangan
funksiyalar to'plamini belgilaymiz. Bu to'plam odatdagi funksiyalarni go'shish
(23.3)va songa ko'paytirish ((23.4)ga garang)amallariga nisbatan chizigli fazo
tashkil giladi. Bu fazoda anigiangan

p(X) - Sup XOl ., xe M [a ¢ (26.1)

funksional norma shartlarini ganoatlantiradi va m [a, 6] chizigli normalangan
fazo bo'ladi.

26.9. CWJa, 5} bilan [a 6] kesmada anigiangan n marta uzluksiz difle-
rensiallanuvchi funksiyalar to'plamini belgilaymiz. C~[a, €] to'plam odatda-

gi funksiyalarni qo'shish va songa ko'paytirish amallariga nisbatan chizigli fazo
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téshkil giladi. Bu fazoda auiglangan
n

funksioual normaning 1-3 sharfclarmi ganoatlantiradi.
26.10. [a, b] kesmada aniglangan o'zgarishi chega.raiangan funksiyalar fa—

zosi V[a, 6] (23.11-misolga garang) ni garaymiz. Bu fazoda
p: Vla b]->R, p(x) = @I + VX] (26.3)

funktional norma aksiomalarini ganoatlantiradi va V[a b] chizigli nonna-
langan fazo bo'ladi.

Endi Banax fazolariga misollar keltiramiz.

26.11. R”, K”, C[a, 0], ®, p > 1, c, o> fazolarni tollaikka teksliiring.

Yechish. To'lametrik fazokir (21-paragraf) mavzusidan ma’lumki Rn,
Cla, 6, o p > 1, ¢, co lar (21.3-21.7 misollarga garang) to‘la metrik
fazoiar edi. Shuning uchun ular tola, nérmala,ngan fazolar, ya’ni Banax fazolari
bo‘ladi. i

26.12. Cafo, B to‘la boirnagan (21.8-misolga qarang) metrik fazo edi.
Shuning uchun 6r[o, €] to‘la bolmagan normalangan fazéga misol boladi.

26.1. Normalangan fazoning gism fazosi

Biz yugorida chizigli fazoning gism fazosi tushunchasini kiritgan edik, ya’ni
agar ixtiyoriy X,y £ Lg elémentiar va ixtiyoriy a, 3 sonlar uchun ax+Ry €
Lo bo‘lsa, bo‘sh bo'Imagati La ¢ L gism to'plam, gism fazo deyilar edi.

Normaléngan fazolarda yopiq gism fazolar, ya’'ni barcha limitik nugtalarini
ofzida saglovchi gism fazolar muhirii ahamiyatga ega. Ghekli o‘lchamli rior—
malangan fazolarda har ganday gism fazo yopiqdir. Cheksiz o‘lchamli nor-
malangan fazolarda qism fazolar doim yopig bo‘lavermaydi. Quyida. keltiri-

iadigari rnisol fikrimizni tasdiglaydi.



26.13. Uzluksiz funksiyalar fazosi <7[a, B\dagi barcha ko'phadlar to'piami
gism fazo tashkil giladi, lekin u yopig emas. Bunga ishonch liosil gilish uchun

t2 tn
PhW=1l+t+y+--*+ "

ko‘phadla.r ketma-ketligini qaraymiz. Ravshanki, {P,,} fondamental ketma-
ketlik bo'lib, uning limiti x(t) = é gateng. x(t) = & funksiya esa ko!phad
emas.

Normalangan fazolarda. asosaii yopiq cliizigli gism fazolarni garaymiz. Shu-
ning uchun 23-8da kiritilgan gism fazo atamasiga o'zgartirish kiritish tabiiydir.

26.6-ta’rif. Agar L normalangan fazoning Lq C L gism, to'plamida ix-
tiyoriy X,y € Lg elernentiar va ixtiyoriy a,/? sonlar uchun ax 4-j%y € Lq
bo‘lsa Lg chizigli ko pxilluik deyiladi. Agar Lq ¢ L gism to plam yopiq chi-
zigli ko'vxiillik bo'lsd, Lg gism toplam L ning gism fazosi deyiladi.

26.14. Uzluksiz funksiyalar fazosi C[—L, 1] dagi barcha toq funksiyalar
to‘plami C~[—1, 1] (23-8ning 4-chi topshirig'iga qarang) cliizigli ko:pxillilik
tashkil giladi vau yopiqg. Hagigatan ham. {x,,] toq funksiyalar ketma-ketligi
biror x € C[—1,1] elementga yaqinlashsin. U holda

x(-1 = nIigmeoxn (-t = I_mo (—=xn(t)) = - I|_r>nCo xn(t) = -x (t) .

26.15. [a, P\kesmada aniglangan va x(a) — O shartni gqanoatlantiruvchi
o'zgarishi chegaralangan funksiyalar to‘plamini Vg[a, 6 bilan belgilaymiz.
Ma’lumki, vqra, /] to'plam V[a, € fazoning (23.15-misolga garang) gism
fazosi. ya’ni yopiq chizigli kolpxillilik boladi. Bu fazoda ham x elemeutning
normasi (26.3) tenglik bilan aniglanadi. (26.3) tenglik lo[a, b] fa.zoda.quyidagi
ko‘rinishga ega bo‘ladi:

1= VaM (26.4)
va u norma. aksioinalarini ganoatiantiradi. Demak, Vo[a, €] to‘pla.m chizigli
normalangan fazo bo‘ladi.

258



26.16. [a, b] kesmada aniglangan va x(a) = O shartni ganoatlantiruvchi
absolyut uzluksiz funksiyalar to'plamini ACqlo, b] bilan belgilaymiz. Ma’lum-
ki, ACoN\g, 6] to‘plam Vo[a, b] fazoning (26.15-misolga garang) gism fazosi
bo‘ladi. Shuning uchun bu fazoda ham x elementning normaai (26.4) tenglik
bilan aniglanadi va ACo[a, 6] tx/plam chizigli normalangan fazo hosil giladi.

26.2. Normalangan fazoning faktor fazosi

Bizga L normalangan fazo va uning LOC L qisra fazosi berilgan bo'lsin.

P —L/Lq faktor fazoni garaymiz va unda normani quyidagicha aniglaymiz.

Har bir £ € P go'shni sinfga
(26.5)

sonni mos go'ysak, bu funksional norma aksiomalarini ganoatlantiradi. De-
mak, L/Lo faktor fazo ham normalangan fazo bo'lar ekan.

Agar L to‘la normalangan fazo boisa, L/L q faktor fazo ham (26.5) nor-
maga nisbatan to‘la fazo bo'ladi (1].

26.17~misol. Faktor fazoga misol keltirishni tushunish nisbatan osonroq
bo'lgan R3 fazodan boshlaymiz. L — R3 fazoning sos gism fazosi U =
{(i»i, x2x%) € R3: x$—0} ni gqaraymiz va LjU faktor fazoning element-

larini, ya’ni go‘shni sinflarning tavsifini beramiz. Ma’lumki,
X-y = (Xi - X2, X2- y2)*%s- y3) € ti

bo'lishi uchun xs —y+ ba'lishi zarur va yetarli. Dernak, L jU faktor fazoning
elementlari OX\>2 tekislikka parallel bo‘lgan tekisliklardan iborat. Masalan,
(a, b, c) € R3 nugtani o'zida saglovchi £ qo'shni sinf 0xix 2 tekisligiga paral-

lel bo‘lgan £3 —c tekislikdan iborat. Bu faktor fazoda f elementning normasi

tenglik bilan aniglanadi. Bu faktor fazoning o'lchami 1 ga teng va u to'la

normalangan fazo.



26.18. Lp[a 6] faktor iazoni (23.18-misolgagarang) qaraymiz. Agar Lp[a, 6]
dan olingan liar bir £ go'shni sinfga uning ixtiyoriy / € £ vakili yordamida

aniglanuvchi va vakilning tanianishiga bog'liq bo'lImagan

(26.6)

sonni mos go'ysak, bu funkskmal norma sharfclarini- ganoatSantiradi. Demak,
Lp[a b], p > 1 chizigli normalangan fazo bo‘iadi. Bu fazo [a, b] kesmada
aniglangan va p — chi darajasi bilan Lebeg ma’nosida integrallanuvchi ekvi—
valent funksiyalar fazosi deyiladi. Barcha p > 1 larda Lp[a, b fazo to‘la
uormalaagan fazo, ya’ni Banax fazosi bo'ladi [1].

26.19.  O'zgarishi chegaralangan funksiyalar fazosi V[a, 6] ni (26.10-misoi—
ga garang) garaymiz. Unda o'zgarmas funksiyalardan iborat U = {x €
V[a, bl : x(t) — const} bir o'lchamli gism fazoni olamiz. Endi V[a, 6]
chizigli fazoning U qism fazo bo'yicha faktor fazosini garaymiz. Faktor fazo
ta’rifiga ko'ra X,y e |7[a 6] elementlar bitta qo'shni sinfda yotishi uchun
X(t) —y(t) s const bo‘lishi zarur vayetarli. Boshgacha aytganda y € V[a, 6]
elernent x elementni saglovclii £ go'shni sinfda yotishi uchun y(t) = x(t) —
(7, C = const ko'rinishda tasvirlanishi zarur va yetarli. Ma’lumki, bar gan-

day faktor fazoda £ elementning normasi quyidagicha aniglanadi:

Il = infHMI — inf (N - C |+ Ve[x - ON. (26.7)

O'zgarishi chegaralangan funksiyalar xossalaridan ma’lumki, istalgan C oz~

garrmas uchun
tenglik o'rinli. ].i"(@ —C\ ning aniq quyi chegarasi esa nolga teng. Bulardan
foydalanib, (26.7) ni quyidagicha yozish muinkin:

ON\= \a[A: va X(@@) = - (26.8)
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(xi, Xi) ™ 0 bo‘lgani uchun, barcha i € (1.2,.. _e}. larda = 0 bo'ladi.
27.4-ta’rif. Agar {a*%} sistemani o'zida saglovchi minimal yopiq gismfazo
E fazoning o‘ziga teng bo'lsa, u holda {jta} sistema to'la deyiladi.
27.5-ta’rif. Agar {xa} ortonormal sistema to'la bo'lsa, u holda bu sistema
E fazodagi ortonormal (ortogonal normalangan) bazis deyiladi.

Ravshanki, agar {;ca} ortogonal sistema bo'lsa. u holda

ortonormal sistema bo'ladi.
27.1-misol. Rn = {x = (aq,x2, mmkn) , xt € R} — n o'ichamli Evklid

fazosi. Bu fazoda skalyar ko'paytma quvidagicha kiritiladi
n

{xy) = Xivt'

i=1

Bu fazoda {ek - (0....,0,1,0,..0}Hc=1 vektorlar sistemasi ortonormal
bazisni tashkil giladi.

27.2. Kvadrati bilan jamlanuvchi ketma-ketliklar fazosi, ya’ni £2 nigaraymiz.

Bu fazoda skalyar ko'paytma quyidagicha kiritiladi

oc

(x,y) =Y h Xiyi-

2=1
£2 fazoda ortonormal bazis sifatida (23.8) tengiik bilan aniglanuvchi {en}£Li
vektorlar sistemasini ojish mumkin.

27.3. 6] fazoda skalyar ko'paytma quyidagicha kiritiladi

(f.g)= Jf f(t)g(t)dt. (27.49)
a

Bu fazoda ortogonal (normalanmagan) bazisga

1 eos27I'nt on 2irnt n= 12
2’ b—a’ b—a’ oo

funksiyalardan tashkil topgan trigonornetrik sistema miso! bo'ladi.
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27,4. L2[a 6] fazoda ham / va g elementlarning skalyar ko'paytmasi
(27.4) tenglik bilan aniglanadi.

27,6-ta’rif. Agar E Evklid fazosinihg hamma yerida zich bo‘lgan sanogli
to plain mavjud bo‘lsa, E separabel Evklid fazosi deyiladi

Yugorida keltirilgan Rn, £2, C2[a, 6] va L2[a b] fazolar (19.-3-19.6 misol-
larga gqarang) separabel Evklid fazolariga misol bo'ladi. Har gand'ay separabel
Evklid fazosidagi ixtivoriy ortonormal sistema ko'pi bilan sanogiidir. Mustagqil

isbotlang.
27,1-teorema (Ortogonallashtirish jarayoni). Bizga E Evklid fazosida
chizigli bog‘lanmagan

/1, 12, (275)

elementlar sistemasi berilgan bo'lsin. U holda E Evklid fazosida quyidagi

shartlarni ganoatlantiruvchi

01, <h, ..., <tn == (27.6)

sistema mavjud:
1) (27.6) ortonormal sistema.
2) Har bir 4a element flt f2, ...,fn elementlarning chizigli komMnatsiya-

sidan iborat, ya’ni

tyn ~ ®nl/l HL®R/2 b &' b &nnfn>  ann >0]

3) har bir fn element

fn = bnlOl + bn202+ em® + bnn<$n, bnn > 0

9kominishda tasvirianadi.

4) (27.6) sistema,ning har bir dementi 1-3 shartlar bilan bir giymatli aniglana-
di.
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Isbot. ¢ element, an /1 ko'rinishda izlanadi va «n
(¢1, <Ei) = a%i (/1,/1) = 1

shartdan aniglanadi. Bu yerdan

au= VETal=1M >°
Ko'rinib turibdiki, 61 bir giymatli aniglanadi. Fe—raz gilaylik, 1-3 shartlarni
ganoatlantiravchi 9k k € {1,2,..., n—1} elementlar giirilgan bo!lsin. Ushbu

#l—fn  (fn>44) 241 (e 02) 22~  —(/<; On-I) <

elementni Kiritamiz. Ko‘rsatish muxnkinki, agar k£ {1,2, , n—1} bollsa,
("Mt, 48 = 0 bo‘ladi. (*n, \5) = 0 tenglik (27.5) sisfcemauing ehizigli erkli
ekanligiga zid, shuning uehun ($n, Vn) > 0« Endi

& . n

y/(4'n,i>n)
deymiz. “n vektorning qurilishiga kora u /i, /2, es*,-/« vektorSarning chi-
ziqii kombinatsiyaai va demak, én ham ularning ehizigli kombinatsiyasi, ya’ni
n—anifi 4-an2/2 + e++ + ffinn/», buyerda o*«= — L > 0.
v (%, Vn)

Blindan tashgari =, )= 1, @, <=0, (k< n) va

fn = 6)il 41 ‘1" X202 o nfei onn — @enn = V @n-4n) 0O,

ya’ni (5, teorema shartlarini ganoatlantiradi. A
(275) sistemadan 1-3 shartlami ganoatiantiruvchi (27.6) sistemaga o‘tish
ortogonallashtirish jarayoni deyiladi. Ko'rinib turibdiki, (27.5) va (27.6) sis-
temalardau hosil bolgan gisra fazolar ustma-us!; tushadi. Bundan kélib ehigadi-
ki, bu sistemaSar bir vaqtda tola yoki tola einas.
27.1-natija. Har ganday sepa,rabel Evklid fazosida sanogli ortonormai bazis

mavjud.
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Isbot. {ipn} C Et Evkiid fazosining hamnia yerida zich sanoqli to'plam
bolsin. Undan chizigli bog'langan elementlarni ehigarib tashlab. golgan {/,.}
sistemaga ortogonallashtirish jarayonini go'llab, ortonormal bazisni hosii gila—
miz. A

27-1. Bessel tengsizligi. Yopiq ortogonal sistema
Bizga n —o'ichamli E Evkiid fazosi va uning ei, €2, ..., en ortonormal

bazisi berilga.ii bo'lsin. U holda ixtiyoriy x e E elementni
n

X = cte* 277)
k—+

yoyilma ko'rmishda yozish mumkin, buyerda c*—(x,e8), . € {1, 2, ...,.n}.
Bu yoyilmani cheksiz o'ichamli Evkiid fazolari uchun ganday umumlashtirish

" mumkinligini ko'rib chigamiz. Bizga E Evkiid fazosining (
24, fa, (27.8)

ortonormal sistemasi va / 6 E ixtiyoriy elementi berilgan bo'lsin. f elemeut-

ga
K= if, ), k= 1,2,...,n,... (27.9)
sonlar ketmarketligini mos go'yamiz va qj sonlar / elernentniiig koordinata—
iari yoki {én} sistemadagi Furye koeffitsiyentlari deyiladi.
00

12 ¢ (2710)

formal gator esa / elementning {1\ ortonormal sistema bo'yicha Furye
gatori deyiladi.
Quyidagicha savol tug'iladi. (27.10) gator yagqiiilashuvchimi? Ya’iii gator—
ning gismiy yig'indilari ketma-ketligi
Nt ciefik —fn
k~I
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biror elementga yaqginlashadimi? Agar {/,,} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo’lsa,
u holda (27.10) gatornmg yig'indisi / ga teng boiadimi?

Bu savollarga javob berish uchun quyidagi masalani garaymiz. Berilgan n
natural son uchun ak k € {1,2,...,n} koeffitsiyentlarni shunday tanlash

kerakki. / va N
= D((_I__d@k (2711)
=i

yig'indi orasidagi |/ —S,J| masofa minimal bo'lsin. Bu masofa kvédratini

hisoblaymiz. (27.8) ortonormal sisteraa boigani uchun

I/ - Snf= (/“ E a*fa’f ~X Ok$k

k=1 =1 )
f /"
=(f,f) - \I//, g.JI akfa J- &fc_glakfa /) 1&(0:'kaaZJ qj VJ) =

= (>/) - 2E (>&)+1]C =

k-1 k=1

= 2f IP~22 a*Ck+E +J23%$ -2 c*=
fe=I A=l fc=1 A=l

hi/ 2+x> * - &)2- x:4-
=1 *=i
Bu ifoda barcha fee {1,2,..., n} larda

ak —ck (27.12)

bo'lgan holda minimumga erishadi. Bu holda

n
-5, ] |2 WII2- E 4 - (27.13)

Biz isbotladikki, (27.11) ko'rinishdagi yig'indilar ichida / elementdan Purye

gatorining
n
fn — / "I Cktftk
k=1
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gismiy yig'indisi eng kam chetlanar ekan.

Bu tasdigning geometrik ma’nosi shundau iboratki,

n

f~£  (k
k=1

vektor dix 42, —e, <tn vektoriarning barcha ehizigli kombinatsiyalariga orto-
gonal, ya’ni / —Sn element >, < eeeAn vektorlardan hosil bo'lgan gism
fazoga ortogonal bo'lishi uchun (27.12) shartning bajarilishi zarur vayetarlidir.

If —5n]J2> 0 bo'lgani uehun (27.13) tenglikka ko‘ra

i 4 <I2-

k=1
Bu tengsizlik ixtiyoriy n € N uchun o'rinli, shunday ekan.

00

E<i -
f
gator yagqitilashuvchi va
E4< 2. (27.14)

k=1
So‘nggi (27.14) tengsizlik Bessel tengsizliyi deyiladi.

27.7-ta’rif. Agar ixtiyoriy f 6 E uchun
(1,4)2H11|)2 (27.15)
k=1

tenglik o‘nnli bo'lso, {(pn} oiionorrnal sistema yopiq sistema deyiladi. (27.15)
tenglik Parsevat tengligi deyiladi.

(27.13) tenglikdan kelibchigadiki, {<fin} ortonormal sistemaningyopiqgbo'lishi
uchun, har bir / € E da

[e]e)

E Ck<Pk

Furye gatorining gismiy yig'indilar ketma-ketligi / elementga vaginlashishi

zarur.
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27,2-teorema. Se.parabel Evklid fazosida har ganday toia ortonormal sis-
tema yoptq va aksincha.

Isbot. E dan olingau ixtiyoriy {<~¢ to'la ortononnal sisteiriani garaymiz.
Istdlgan / € E uchun ck = (/, 9K, k = 1,2, Purye koeffit—
siyentlarini oiarng. {"} sistema to'la bo'lgani uchun ixtiyoriy e > O songa

ko'ra, shunday y ~a* 0k cliekli yig'indi mavjud bolib,
i

N
f~  oxdk <E

fc=1
tengsizlik bajariladi. U holda n > N bo'lganda

N N

) * < <e
—_— — - —_—

Olingaxi bu muiiosabatlardan

I/l pex

fc=l
Parseval tengligi kelib chigadi, ya'ni {<=} sistema yopiqg ekan.
Endi {$¢} —E dan olingaxi ixtiyoriy yopiq ortononnal sistema bolsin.

/ € E vektor ganday bolmasin, uning Furye gatori " 1°k¢k ning gismiy

yig'indilar ketma-ketligi / elementga yaginlashadi, chunki

I’%% | zlm\\UFQ' E_4 // = 0.

fe=I fo=l
Shuning uchun {#,,} — sistemaning barcha chekli kombinatsiyalaxi to'plami
E ning hamma yenda zieh bo'ladi. Ya’ni &} to'la ortonormal sistema
bo'ladi. A
27.23. C2[-7t ] sepaxabel Evklid fazosida {<f» (t) —A1/2sm»i} »

sistema ortononnal boladimi? Agar {*>,J ortonormal sistemabolsa, u to'lanii?
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Yechish. Malumki, {tt *2sinnt} trigonometrik sistema ortogonaidir.

Endi (», 9 = 1 tenglikni tekshiramiz.
’%1—1/ '2'di'cll i 11£Kt dt 2i 0}1
(on- )_f sin2ni _Zttl (1 —eos2nt) —%(lr—)— .

Demak, {$>,} ortonormal sistema ekan. Endi uni t,o‘ialikka tekshiramiz. 27.2-
teoremaga ko'ra {©,,} sistema tola bolishi uchun uning yopiq bolishi zarur
va yetarlidir. /0(i)) = 1 € C2F-, tf] uchun Parsevai tengligi bajarilishi-
ni tekshiramiz. /o ning Purye koeffitsiyentlarini hisoblaymiz. Ma’lumki, toq
funksiyamng F-a, a] kesma bo‘yicha oiingan integraU nolga teng. Shuning

uchun istalgan n 6 N da

i r
= (/o, TN = \~/7"T'j __fsnmldt:
Bundan

Zir=il/0lI2> 0=y " ¢n
n—

tengsiziik kelib cliigadi. Parsevai tengligi bajarilmayapti, shuning uchun {6n}
sistema yopiq emas, demak, u tola, bolmagan ortonormal sistema ekan.
27.2. To‘ia EvklidSa Evklid fazolari. Riss-Fisher teoremas!

Bizni asosan tola Evklid fazolari gizigtiradi.

27.8-ta’rif. E Evklidfazosi |pdi= \J(X,X) normaga nisbatan toia boisa,
u tola Evklid fazosi deyiladi.

27.6-misol. C2[a, b] tola bolmagan separabel Evklid fazosi boladi (21.8-
jnisolga gaxang).

27.7. ¢2 va ii2[a, b] tola separabel Evklid fazolariga misol boladi (21.7
va 26.18-misollajga garang).

E —tola separabel Evklid fazosi va {0«} undagi ortonormal sistema (tola
bolishi shart emas) bolsin. Bessel tengsizligidan kelib chigadiki, ci, cj,..., c«,...
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sonlar biror / elementning Furye koeffitsiyentlari bo'lishi uchun
@

E<i <2716
=\ )

gatorning yagqifilashishi zarur.

To'la Evklid fazolarida bu shart yetarli ham ekan.

27.3-teorema (Riss-Fisher). {&) —E tola Evklid fazosidagi ixtiyoriy
ortonormal sistema va ci, c2,..., cn,... sonlar shunday bo'lsinki, (27.16) o

tor yaqinlasksin. V holda shunday f 6 E element rnavjudki,
0]
&= (/, 2, k= 1,2,..., va =(/,/) Hi/H2

711
tengliklar o‘rinti bo{adi.

Isbot. E to'la Evklid fazosida {/,,} ketma-ketlikni quyidagicha aniglay—
miz: N

in =~ "~ tk
k=1

(27.16) qator yaginlashuvchi bolgani uchun ixtiyoriy e > O son uchun shun-
day n(e) > O rnavjudki, barcha n > n(e) va p € N larda
n+p

Il fn+p  /ni! “ jliti+1 1“H """ 1 Cn+ptfr+pll y ' 'kCc
fc=n+l

tengsizlik o'rinli, ya'ni {/,,} — fundamental ketma-ketlik. E ning to’laligiga
ko'ra {/,,} ketma-ketlik biror f € E elementga yaginlashadi. Istalgan i € N
uchun

(A &) - (J«»*) +(/ = [«»*) > (2747)
tenglik o'rinli. (27.17) ning o‘ng tomonidagi birinchi go'shiluvchi n > i da

ga teng, ikkinchi go'shiluvchi esa n —oc da nolga intiladi, chunki



(27.17) tenglikning chap tomoni n ga bog'lig emas, shuning uchun n — o0

da limitga o'tsak,

(/, F)=c=
/ ning aniglanishiga ko'ra,
/7 - fni /_)() / -E (jjj\): — n’r-
fe=1 e / fe=l
Shuning uchun
(1+])-1IN2- A

n=l
Ortogonal sistemaning to'laligi hagida quyidagi fceoremani isbotlaymiz.

27.4-teorema. To'la sepa-rabel Evklid fazosidatji £fn} ortonormal sistema
to'la bo'lishi uchun, E da {$,,} sistemaning barcha elementlariga ortogonal
bollgan nohnas elementning mavjud bo‘lmasligi zarur va yetarli.

Isbot. ZoTuriyligi. Faraz gilaylik, {*,,} to'la sistema bolsin, u holda 27.2-
teoremaga ko'ra u yopiq ham bo'ladi. Agar / element {5} sistemaning bar-
cha elementlariga ortogonal bo'lsa, u holda uning barcha Purye koeffitsiyentlari

nolga teng, ya’ni cn —O0 bo'ladi. U holda Parseval tengligiga ko'ra,

(.)=E £=0
yani f = 6.
Yetarliligi. Teskarisini faraz qilaylik, {4n} to'la bo'Imagan sistema bo'lsin,
ya’ni E da shunday g=+ 6 element mavjud bo'lib, (g, g) >-)O(0) c|, bu yerda
ck = {g, 9k) tengsizlik bajarilsin. Riss-Fisher teoremasiga alfszolsan, shundav

/ € E element mavjudki,

co

(/l <pk):Ck (/,/):e 4
k~L

tengliklar o'rinli. Bu holda f —g element barcha <k larga ortogonal bo'ladi.
/-1)=E4< 9,9
( ) k=1
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tengsizlikdan / —g” O ekanligi kelib chigadi. A
27.8-misol. L2, #] Evklicl fazosida. {ipn (i) = 7i_1/2cosni}”"1 orto-
normal sistema tola boladimi?

Yecliish. {ipn} larning barchasiga ortogonal bo'lgan fo(t) = 1 nolmas
element mavjud. Shuaitig uchun. 27.4-teoremaga ko‘ra {*>,} sistema tola
emas.

27.3. Evklid fazolarining xarakteristik xossalari

Quyidagichasavolni garaymiz. E — norrnalangan fazo bolsin. E da aniglan-
gau norma ganday go'shimcha shartlarni ganoatlantirsa, E Evklid fazosi
ham boladi? Boshgacha aytganda, ganday sliartlarda norma orqali unga jnos
skalyar ko‘pa.ytma Kiritish mumkin?

27.5-fceorema. E norrnalangan fazo Evklid fazosi boTishi uchun, ixluyony

ikkiia /, g € E eiernentiar uchun

I+ 9P+ I/ - Sil2= 211 12+ 2] o1 (27.18)

tenglik bajariUshi zarur va yetarli.

Isbot. Zaruriyligi. f +g va f —g tomonlari / va g vektorlardan ibo-
rat parallelogramin diagonallaridir. (27.18) tenglik Evklid iazosidagi parallei-
ogrammning ma’lum xossasini ifodalaydi, ya’ni parallelogramm diagonallari

kvadratla.riuing yig'indisi barcia tomonlar kvadratlarining yighndisiga ten:
W+NR+1Y ~R= (/+gJ +g)+(f-g.j- 0) =

= 2(f,f) +2(g,9) = 2\\jf + Ngf .

Yetarliligi. E norrnalangan fazoda normaning (27.18) ayniyatidan foy-
dalanib, E da skalyar ko'paytma kiritish mumkinligini ko‘rsatish kifoya. Ix-

tiyoriy f,g(—~ E elementlar udiun

(,3) = K11/ +sli2-] |-fILID (2719)
25



deymiz. Ko'reatish mumkinki, agar (27.18) tenglik bajarilsa, (27.19) tengiik
yordamida aniglangan funksional skalyar ko'paytma shartlarini ganoatiantira—
di. A

27.9-misol. R — n o'lchamii vektor fazoni garayrniz. Bu fazoda x ele-

mentning normasi quyidagiclia aniglanadi (26.3-raisolga garaag):

Qanday p > 1 larda normalangan fazo Evklid fazosi bo'ladi?
Yechish. R” dan / —(1,1,0, ..., 0) va g = (L. —1.0,.... 0) vektor-

larni olarniz. U holda
/ +9= (20,0, ..., 0), /- g=(0,20,...,0).
Endi (27.18) tenglikning bajarilishini tekshirib ko‘ramiz:
I/ +£lp= )W —2, V —N—2, VIP=ilffH,, = 21/p,

22+ 22= 2«22+ 2 «22pp, 2= 22/p.

So'nggi tenglik fagat p = 2 da o'rinli. Demak, fagat p = 2 da R” normalan-
gan fazo Evklid fazosi ham bo'ladi.
27.10. C[O. &/2] fazoni garayrniz. Ma'luniki. bu fazoda f elementnitig

normasi quyidagiclia aniglanadi

L1/i1= g, 1/(01- (27-20)

Bu fazo Evklid fazosi bo‘ladimi?
Yechish. <7[0,7r/2] fazodan /(£) = cosi, g{t) = sini elementlami



U/ —g = inax leost—sini]= 1

0<i<7r/2

Eiidi (27.18) teiiglikning bajarilishini tekshirainiz:
2+1=2(1+1), 3"4.

Dernak. C[O, 7r/2] fazo Evklid fazosi bo‘la olmaydi. Boshgacha aytganda (27.20)
tenglik bilan aniglanuveki norma,ni biror bir skalyar ko'paytma yordamida
berish mumkin emas. A

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriglar

1. Shunday funksionalga rnisot keltiringki, skalyar kopaytmaning 1-sharti

hajarilmasin,

2. Skalyar kopaytmaning 1-sharti bajarilib, 24 shartiari bajariimaydigan

funksionalga misal keltiring.

3. To'la vatola ho'lmtigan Evklidfazolariga misollar keltiring. i2 va G2, 1]
fazolarni tahlil giung.

4, R3 fazoda x = (1,1, 1), vy = (1,1,0) 2 = (1, 0, 0) vektorlami

oiiogonallasht'iring.
5. C2[a 6] fazoda orténormal sistemaga rnisol keltiring.

6. C2F, 1] fazoda f(x) —1 vo g(x) = x vektorlar orasidagi burehakni
toping. Uni funksiya grafiklari orasidagi burchak bilan taggoslang.

7. {fn(t) —eos(A7r®)} ".j sistemani C2—j 1] fazoda ortogonallikka

tekshvring. U ortonormal, sistema bo'ladimi?
8. {Lh(t) = sin(mrx) } JLj sistema i"[—L, 1] fazoda yopiq sistema bo'la—
dimi?

277



9. /2, 1] Evklidfazosida f(x) = 1 va g(x) —x vektorlaming
{fn (X) —cos (N 71X)}, n €N
ortonorrnal sistemadagi Furye koeffitsiyentlarini toping.
10. L2[-1, 1] separabel Evklid fazosida
2~ fn(X) —cos(n'xXx), g, (X)=sin(hntx),ne N
ortonorrnal sistema to‘la bo'ladimi?

11. (p chizigli nonnalangan fazo p > 1 ning ganday giyrnatlarida Evklid

fazosi bo'ladi.

12. Lp[a b], p> 1 chizigli nonnalangan fazo p ning ganday qiyrnatlarida
Evklid fazosi bo‘ladi.

28-8. Hilbert fazolari

To'la Evklid fazolarini garashda davom etainiz. Bizni fagat cheksiz olchainli
Evklid fazolari gizigtiradi, chiinki diekli olchainli Evklid fazolari R" fazoga
izomorfdir.

28.1-ta’rif. Cheksiz o‘lchamli to‘a Evklid fazosi Hilbert fazosi deyiladi.

Sliunday qilib. ixtiyoriy tabiatli /, g, ip,... elementlarning H to'planii
Hilbert fazosi bo‘lsa, u quyidagi uchta shartxii ganoatlantiradi:

1) H — Evklid fazosi, ya’ni skalyar ko‘paytma kiritilgan chiziqli fazo;

2) p(x,y) = \N{x—y, x —y) nietrika. ma’nosida H — tola fazo;

3) Il fazo - cheksiz o'lchamli, ya’ni unda cheksiz elementli chizigli erkli
sistema mavijud.

Oda.tda sepaxabel Hilbert fazolari garaladi, ya’ni H ning hamma yerida
zieh bolgan sanoqli to'plam mavjud.

Bundan keyin biz fagat separabel Hilbert fazolarini garayrniz.



28.1-misol. C$a, 6] Evklid fazosi tola emas (21.8 - miaolga garang),
shuning uchun C2[a, 6] Hilbert fazosi bo'la olmaydi.

28.2. 12 va I™a, € lar cheksiz olchamli tola separabel Evklid fazolaridir
(27.7-misolga garang). Shuning uchun ular Hilbert fazolari boladi.

28.2-ta’rif. Agar E va E* Evklid fazolari o‘rtasida o‘zaro bir giyrnatli

moslik o‘matish mumkin bo‘lib,

ekanligidan
X +Yy <>X5+ Y, At* va (X)) = (X*y*)

munosabatfar kelib chigsa, E va E* lar izomorffazolar deyiladi.
Boshgacha aytganda, Evklid fazolarining izomorfiigi shundan iboratki, bu
fazolar o'rtasida o'zaro bir giyrnatli moslik mavjud bolib, bu moslik shu fazo-
lardagi chizigli amallami va ulardagi skalyar ko'paytmani saglaydi.
Ma'lumki, n — olchamli ixtiyoriy ikkita Evklid fazosi o'zaro izomorfdir.
Cheksiz olchamli Evklid fazolari o'zaro izomorf bolishi shart emas. Masalan
12 va C2[a, b] fazolar izomorfemas, chunki (2 tola, (72[a, b] esatola emas.
Quyidagi teorema o'rinli.
28.1-teorema. Ixtiyoriy ikkita separabel Hilbert fazosi o'zaro izomorfdir.
Isbot. Ixtiyoriy H Hilbert fazosini i2 fazoga izomorfligini ko'rsatamiz.
Agar shurii ko'rsatsak, teorema isbot bo'lgan boladi. H Hilbert fazosidan
ixtiyoriy {<£,} tola ortonormal sistema,ni olamiz va f £ H elementga lining
Furye koefitsiyentlari bo'lgan C\.c2, ..., cnj ... ketma-ketlikni mos go'yamiz.

Bessel tengsizligiga ko'ra,

[e]e)

Shuning uchun e = (cj, 2, ..., Cn,...) ketma-ketlik fazoning elementi

boladi. Teskarisi, Riss-Fislxer teoremasiga ko'ra, t2 fazoning ixtiyoriy c =
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(ci, ca,».., Onimm) elementiga (ketma-ketligiga) H fazoning yagona / de-
menti mos keladi va uning Furye koeffitsiyentlari bo'lib, Ci, 2, c ,, ,

sonlar xizmat giiadi. O ‘rnatiigan bu moslik o‘zaro bir giymatiidir. Agar
/ *=»c- (cy. 2,...,cn, ...) va g<»d= (dj, d2..., dn, ..))
bo'lsa, u holda
/ +g c+d—(ci+di, c2+d2..., &h+ e

va
af g.,c — (qci, ac2, ..., ac,, ...) .

Nihoyat. Parseval tengligidan

(/,0>=£<U .=M)
n=l

ekanligi kelib chigadi. Hagigatan ham,

[e]e) [e]e)

(/.1y=E ti (FPff)="Ea (281)
va

(/+9>F+ff)= (/>)) +2(/;p) + () —

=V EHA)2=E " 21313

Bn yerdan. va (28.1) dan

(/, 9= 53C‘ndn = (cxd) -
72-1
Shunday qilib, biz o‘'matgan moslik izomorfizm ekan, ya’ni bu moslik chizigli
amallarni va skalyar ko’paytmani saglaydi. A
Isbotlangan teoremadan shunday xulosa kelib chigadiki, izomorfizm anigligi-

da fagat £2 Hilbert fazosi mavjud ekan. Boshgacha aytganda, t2 fazo H
Hilbert fazosining koordinat ko'nnishi desak bo'ladi.
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ti Hiibert fazosining qism fazosi deganda yopiq gism fazoni tushunamiz.
Hilbert fazosining gism fazolariga inisollar keltiramiz.

28.3-misol. h € Il —ixtiyoriy element bo’lsin. h ga ortogonal bolgan
barcha f € ti elementlar to'plami gism fazo tashkil giladi.

28.4. £2 fazoda xy — ;r2 shartni ganoatlantiruvehi elementlax to!plami
gism fazo tasliki! giladi.

28.5. 2 fazoning M = {&; €¢2: x= (a@* 0, x3,0, X jj,x2n+,0,...)}
to'plami uning gism fazosi boladi.

Hilbert fazosining har ganday gism fazosi yo diekli olchamli Evklid fazosi
boladi. yo uning o‘zi Hilbert fazosim tashkil giladi.

28.6. L'2[ 1, ] Hilbert fazosida toq funksiyalardan iborat i 2[—1, 1] =
{/ € /2F11] :/(—) = —/(i)} to‘plam gism fazo tashkil giladi.

28.7. g1, 1] separabel Hilbert fazosida quyidagi to‘plain Lg[—1, 1] =
{/ € L?[, 1 : suppf C 1, O]} qism fazo tashkil giladi.

Agar ti Hilbert fazosi separabel bolsa, uning ixtiyoriy gismi hara separabel
boladi. Bu quyidagi lemiuadan kelib chigadi,

28.1-lemma. E separabel Evklid fazosining har ganday E' gismi. yana
separabeldir.

Hiibert fazosining gism fazolari ayrim maxsus xossalaxga egaki, ixtiyoriy
normalangan fazoning gism fazolari bu xossalaxga ega emas. Bu xossalar Hilbert
fazosida kiritilgan skalyar ko'paytma va unga mos ortogonallik tushunchasiga
asoslangan.

ti separabel Hiibert fazosining M qism fazosi berilgan bolsin. Bu gism
fazoning hamma yerida zieh bolgan sanogli sistema olamiz va unga ortogo-
nallashtirish jaxayonini gollab, quyidagi teoremaga ega bolamiz.

28.2-fceorema. H separabel Hiibert fazosining irtiyoriy M qism fazosida

shunday {6n} ortonormal sistema mavjudki, uning chizigli gobig'ining yopig'i



M ga teng.
Bizga H Hilbert fazosining M qgism fazosi herilgan bo'lsin. Bareha / € M

elementlarga ortogonal bo'lgan g e H elementlar to'plamini Mx —H © M

orgali belgilayrniz, ya’ni
M1={g€H: (/,g)=0 V/€M}

M 1 ham H ning gism fazosi ekanligini isbotlaymiz. Bu .to'plamning qo'shish
va songa feo'paytirish amallariga nisbatan yopigligini ko'rsatamiz. Agar gt, gj e

M1 bo'lsa, u holda
+ a@,f) —o—i(gi,f) + £2<R,f) —O0.

Endi ML toplarnning yopigligini kefreatamiz. Faraz qgilaylik, {gn} C M1
olementlar ketma-ketligi g € H elementga yaginlashsin. U holda skalyar

ko'paytmaning uzluksizligiga ko'ra, istalgan / € M uehun

<) = nIgrgb(gn,f) 0.

Dernak, g € M x, ya’ni M x vopiqg gism fazo bo‘lar dean. ML gism fazo M
gism fa.zonir.ig ortogonal to'ldiruvchisi deviladi,
Bizga H Hilbert fazosi va uning Mi va M2 qism fazolari herilgan bo'lsin.
28.3-ta’rif. Agar bareha /1 € Mi va /2 € M2 lar uchun (/1, /2) = 0
bo'ka, u holda Mi va M qism fazolar ortogonal gism fazotar deyiladi.
28.3-teorema. Agar M — H Hilbertfazosining yopiq gism fazosi bo‘lsa.
u holda uiiyoriy f € H element yagona usul hilan f = h + hf yig'indiga
yoyiladi, bu yerda he M, h!6 Mx.
Isbot. Awvalo, bu yoyilmaning mavjudligini isbotlaymiz. Bulling uchun M

da {gn\to‘la ortononnal sistema olamiz va

co
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deymiz. Bessel tengsizligiga ko'ra,
@

gator yagqinlashuvchi bo'lgani uchun h € M . Endi h! —f —h deb olamiz.
Ko'rimb turibdiki, ixtiyoriy n 6 N uchun

(h:e)—G,fin) (fh A)—  £n—o.

Ixtiyoriv £ € Al element uchun

ya’ni h* € M 1=

Endi yoyilmaning yagonaligini isbotlaymiz. Faraz gilaylik, boshqga bir / —
hi+h'v hi € M, h[ £ Mx yoyilma mavjnd bo'lsin. U holda ixtiyoriy n € N
uchun

(' ) — (fmdn) —
Bu. yerdan keiib chigadiki h\= h, h[ = hL. A
28.1-natija. M C H gism fazoning ortogonal to‘ldiruvchisining ortogonal
to'ldiruvchisi M ning oZziga teng, ya’ni (M1) —M .

Shunday qilib, H fazoning o'zaro to'ldiruvchi gism fazolari hagida fikr
yuritish rnumkin. Agar M va M 1 ikkir.a shunday bir-birmi to'idiruvchi gism
fazolar va &n}, {$..} — mos ravishda M va M| dagi to'la ortonormal
sistema bo'lsa, u holda {<=} va {&h} sistemalarning birlashmasi butun H
fazoda toia ortonormal sistema bo'ladi.

28.2-natija. H fazodagi har ganday ortonormal sistemani to‘la sistema-
gacha to‘ldirish mumkin.

Agar {q1} sistema chekli bolsa, u holda bu sistemaga kiruvchi elementlar
soni {&n} sistemadan hosil gilingan M gism fazoning o'lchamiga va ML
gism fazoning koo‘lchamiga feeng Shunday qilib, quyidagiga egamiz.
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28.3-natija. n o'lchamli gism fazoning ortogonal to‘ldiruvchisi n koot
charnga ega va aksincha.
28.4-ta’rif. Bizga H Hilbert fazosi va uning o‘zaro ortogonal Mi va M2

gism fazolari berilgan bo‘lsin. Agar ixtiyoriy f € H element
/ —hi+h2, hi €Mi, h2 £ W2

ko'rinishda tasvirlansa, u holda H fazo o'zara ortogonal M\ va M2 gism

fazolaming ta‘g‘’n yigHndisiga yoyiladi deyiladi va
Il = Mi® M2

ko ‘rimshda yoziladi.

To'g'ri yig'mdini chekii yoki sanogli sondagi gism fazolar uchun ham umtun-
lashtirish mumkin. Agar quyidagi shartlar bajarilsa H o'ziniug Mi, M2,
Mn, ... gism fazolarining tog‘ri yig‘indisiga yoyilgan deyiladi:
a) Mi qism fazolar juffc—uffci bilan o'zaro ortogonal, ya’ni Mt dagi ixtiyoriy
vektor Aik dagi barcha vektorlargaortogonal, i Kk :

b) ixtiyoriy / e H element

/| — + 12+ eee +hn+ eee< hn€Mn, n—1, 2, ... (28.2)

gator yaginlashuvchi bo'ladi. Bu holda H — ¢ ®Mn ko'rinishda yoziladi.
a1

Osongina ko'rsatish mumkinki, agar / uchun (28.2) yoyilma mavjud bo'lsa,

u yagona va quyidagi tenglik o‘rinli:

[e]e)
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Qism fazolarning to‘g‘ri yig'indisi bilan bir gatorda chekli yoki sanoqli
sondagi Hilbert fazolarining to‘g‘ri yig'indisi hagida ham gapirish mumkin.
Agar Hi va _ti2 lar ixtiyoriy Hilbert fazolari bo'lsa, u holda -darning to‘g‘ri
yig'indisi H = Hi @ H2 quyidagicha aniglanadi. H faaoning elementlari
barcha (hi,h”), hi £ Hi, h2£ H2 jd tiiklardan iborat. H = Hi © H2 fa-
zoda qo'shish, songa ko'paytirish va skaiyar ko‘paytma ainallari quyidagicha

aniglanadi:
(hi,he) + (h[[H2 = (hi + h[[ 2+ h2), hu { £ Hu h2 H2£ H2,
a(hi, h2 = (ahi, ah2), hi £ tli, h2£ H2, a c C,
((hi, h), (hfi, H2) = (hi, hDHi + (h2,h2)Ha, hu h[ £ Hu hj,h"2£ H2.
Chekli sondagi Hi, H2, mmHnN Hilbert fazolarining to‘g‘ri yig'indisi ham

xuddi shunday aniglanadi.

Sanoqli sondagi Hi, H2, ..., Hn,... Hilbert fa.zoiarining to‘g‘ri yig'indisi
H =
n—
quyidagicha aniglanadi

H=. (> sesj o)y na Cl> A il
n—

H fazoda skaiyar ko‘paytma quyidagicha kiritiladi

(h, =E ge’ h= (fti>me>hn'’«) >g= (3i’***>b«, **¢) >hn,9n € HN
1
28.8. 23.6-misolda keltirilgan L2 [, 1] (toq funksiyalar to‘plami) gism
fazoning ortogonal to'ldiruvchisini toping.
Yeehish. L2, = {/ € FL1-9: /() = /(£)} juffc funksiyalar-
dan iborat to'plam i*[.—1, 1] fazoning qgism fazosi bo'ladi va dar o‘zaro

ortogonal, ya’ni Lj[—L, []=i*'[—1, 1]. Hagigatan ham,
(/“/H=3 f~(t)m+() dt-0, Y/" elLJ[-1, 1], V/I+e  2[-1 1]
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Buyerdan (Lj[-1, 1)%D L%[-1, 1] va 1" C ¢a[-1, munosa-
batlar kelib duqadi. Bulardan esa (Lj[-1, 1]) ' = 14[, 1] tenglikni olamiz.
28.1. Kompleks Evklid fazolari

Haqiqiy Evklid fazolari hilan bir qatorda kompleks Evklid fazolari ham og-
raladi (ya’ni skalyar ko‘payfcma kiritiigan kompleks chizigli fazo). Lekin hagi-
giy Evklid fazolaridagi skalyar kogpaytmaning 1-4 aksiomalari kompleks Evk-
lid fazolari uchun bir vagfcda bajarilmaydi. Haqiqiy Evklid faaolarida skalyar
ko*‘paytma.nirig 1-4 aksiomalari quyidagicha edi:

D) (xX,x)>0, Va€E; (X,©=0<=>x=09,

2 (xy) = (yx), Vx,)yeE,

3) XX, y) = X(X, ¥), VAeR, Ve y£E,

4 (mj+x2, y)= (¢i,y)+(2y), Vxi,x2 y£E.

Biz 2 va 3 dan quyidagiga ega bola,miz

(Ax, AX) = X(&, Aa) = AAX, X) = A2(X, X).

Agar A kompleks son bolsa, u holda A = i bolganda, (ix,ix) = —(x,x),
ya’ni X va ix vektorlarning skalyar ko'paytmasi bir vagfcda musbat bola, ol-
maydi, bu esa 1-sharfogp zid, ya’ni kompleks chizigli fa.zolar holida 1, 2 va
3-shartlax bir vagfcda bajarilishi mumkin fiirias. Demak, kompleks chizigli fa-
zolarda skalyar ko'paytmaning siiartlarini biroz o'zgartirish kerak.

Kompleks chizigli fazoda skalyar ko'payfcmamng shartlarini keltiramiz:

1) X.X)>0, Ve€E; (X,X)=0<=x=0

2) (xy)= (yx), \XXy€E,

3) (XX, ¥) = X(X,y¥), VAEC, Ve y£E,

4) (@ri+x2,y)= (xi,y) + (X2y). Xj. x2 y£ E.

2va3dan (x,Xy) = X(X,y) kelib chigadi. Hagigafcan ham,

(X, AY) = Ay, X) = X, X) = A, X) = A (X,¥).
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28.9-misai. E —Cn—kompleks chizigli fazo. Bu fazoda skalyar ko'paytma

guyidagicha kiritiladi: 0

(x,y) =Y 2 Xkijk-
k=1

28.10. 12— | &= {xh...,xn,...), inéC: Y1LXX< °°| kompleks
chizigli fazo. Bu fazoda skalyar ko'paytma quyidagicha kiritiladi:

co

xy) = "T xkM-
k=1

28.11. E —C2[a B\—[a b] kesmada aniglangan kompleks giymatli uzluk-

siz funksiyalar fazosi. Bu fazoda skalyar ko'paytma quyidagicha kiritiladi:
(/,5)= [/ f(t)w)dt. (28.3)
Ja

28.12. E = L2[a & [a 5] kesmada aniglangan kompleks giymatli va
kvadrati bilan integrallanuvchi ekvivalent fiinksiyalar sinfi. Bu fazoda ham /
va g elementlaming skalyar ko'paytmasi (28.3) tenglik bilan aniglanadi.

Kompleks Evklid fazolarida ham elementning normasi xuddi haqiqiy Evklid

fazolari holidagidek
17 0= \U7)) vk 1xe= v(xx)

formula bilan aniglanadi.

Kompleks Evklid fazolarida ikki vekfcor orasidagi burchak tushunchasi kiri—
tilmaydi, lekin vektorlarning ortogonallik tushunchasi saglanib goladi. Ya'ni,
agar (x,y) —O0 bo'isa, u holda x va y vektorlar o'zaro ortogonal deyiladi.

28.5-ta’rif. Agar

{l, agar n=m

O, agarn m.

bo'isa, nolmas {<£,} C E sistema ortogonal normalangan sistema deyiladi.



Xuddi haqigiy Evklid fazolaridagi kabi, cn —(/, <p,,), n € N sonlar / € E
vektorning {$,,} ortonorrnal sistemadagi Furye koeffitsiyentlari deyiladi.
@

n=1
gatgr / vektorning {n} sistemadagi Furye gatori deyiladi. Bn yerda ham
Bessel tengsizligi o'rinli: ©
£ w 2<iil ii2-
n=1
Kompleks Evklid fazolari hoiida ham Koshi-Bimyakovskiy tengsizligi o'z ku-
chini saglaydi:
1T < 1P =1 ]I
28.6-ta’rif. Cheksiz o'lchamli to‘la kompleks Evklid fazosi kompleks Hilbert
fazosi deyiladi.
Kompleks Hilbert fazolari uclum ham izomorfizm haqgidagi teorema o'rinli.

28.4-teorema. Barcha separabel kompleks Hilbertfazolari ozaro izomorfdir.

28.13. i2va i®[a, 6] lar separabel kompleks Hilbert fazolariga misol bo'ladi.

28.14. T, #] separabei kompleks Hilbert, fazosida
pint
Nn(O=7r=, neZ

sistema tola ortonorrnal sistema boladi. Mustagqil isbotlang.

Mustaqil ishiash. uchun savol va topshiriglar
1. Hilbert fazolariga misollar keltirihg. fazo Hilbert fazosi boladimi?
2. Separabel bo'lmagan Evklid fazosiga misol keltirina.

3. to— chegaralangan ketma-keiliklar fazosida

r,nXnyn
n=1

funksional skalyar kopaytma shartlarini ganoatlantiradimi? m separabel

Evklid fazosi bolladirni?
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4.

5.

¢2 fazoni ikkita ortogonal gisrn fazolo,rning to‘g‘ri yig'indisi shakUda yoz-
ing.
L2, 1] Hilbertfazosida L2 1, = {/ € L2[-1, T}: f( —t) = /(0)

juft funksiyalar to plami girmnfazo hoiishini ko‘rsating. Vrang ortogonal

to ‘Idiruvckisini toping.

28.7-misoldo, kelt.irilga.n Lg[-1. 1] qistnfazoning ortogonal to ‘Idiruvchisini
toping.

Hilbert fazolarining togri yigHndisida skalyar ko'paytma ganday kiriti—

ladi?

. 12va L2, 1] Hilbertfazolarining to‘g’n yfindisida skalyar kopaytma

ganday kint/dadi?

@ 1
idagi ((x,/) ,(y.9))= £ ., +/ /1 00500 VG2,
Quyidagi ((x,/) (¥, ))= £_xn¥% + /, ¢

/.,y € L2, 1] funksional 2® L2[-1, 1] Hilbert- fazosida skalyar

kopaytma bofladimi?
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V11l bob. Chiziqli operatorlar

Bu bob 6 paragrafdan (29-34-8§ lardan) iborat bo'lib, unda chizigli opera—
torlar va chizigli funksionallarning asosiy xossalari o'rganiladi. 29-§chizigli
uzluksiz operatorlar xossalariga bag'ishlangan bo'lib, unda chizigli operator—
laming asosiy xossalari isbotlangan. Chizigli operatorlarning aniglanish sohasi,
giymatlar sohasi va yadrolari ta’riflanib, misollarda tushuntirilgan. Chizig-
li operatorlar uchun uzluksiziik va chegaralanganlik ekvivaleirt tushimchalar
ekanligi isbotlangan. X chizigli normalangan fazoni Y chizigli normaiangan
fazoga akslantimvchi chizigli uzluksiz operatorlar to!plami— L (X, Y) chi-
zigli normalangan fazo bollishi ko'rsatilgan. 358 da normalangan fazolarda
chizigli uzluksiz funksionallarning avrim xossalari garalgan. Chizigli uzluk-
siz funksionalning normasini saglagan holda butun fazogacha davom ettirish
mumkinligi hagidagi Xan-Banax teoremasi isbotlangan. Asosiy funksional fa-
zolarda (£p, C[a,6], Lp[a 6]) chizigli uzluksiz funksionallarning uirmmiy
ko'ritrishidan foydalanib, asosiy funksional fazolarga qo‘shma fazolar izomor-
fizm anigligida topilgan. 31-8 chiziqgli uzluksiz operatorlar fazosining xossalari-
ga bag'ishlangan. Unda chizigli operatorlar ketma-ketligining tekis (norma
bo'yicha), kuchli (nugtali) va kuchsiz yaginlashishlari ta’riflanib, misollarda
tahlil gilingan. Agar Y tola normalangan fazo bolsa, u holda L{X,Y) chi-
zigli normalangan fazoning Banax fazosi bolishi isbotlangan. X —G[—1, 1],
Y = C2F, 1] bolgan holda L(X,Y) ning tola bolmagan chizigli nor-
malangan fazo bo'lishi isbotlangan. Bundan tashgari Banax-Shteynxaus teo-
remasi (tekis chegaralanganlik prinsipi) isbotlangan va lining yordamida X
va Y lar Banax fazolari bolgan holda chizigli uzluksiz operatorlar fazosi
L (X,Y) — ning kuchli yaginlashishga nisbatan ham tola bolishi ko'rsatilgan.
3-8 teskari operatorlar, ularning asosiy xossalariga bag'ishlangan. Bu para-

grafda chizigli operator teskarilanuvchan bo'lishining zaruriy va yetarli shart-
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lari keltirilga.ii. Shuningdek chegarala.nga.il teskari operator mavjud bo'lishining
yetarli. zaruriy va yetarli shartlari keltiriladi. Keltirilgan teorema shartlarin-
ing bajarilishiga doir misollar garalgan. Na.vbatda.gi 33-8 da. Banax va Hilbert
fazolarida beriigan operatorlarning go‘shmalari ta’riiianib, ularning asosiy xos-
salari bayon qgilingan. Hilbert fazolari ;2 va L”a, 5 laida ko‘paytirish ope-
ratorining 0'z-0ziga qo‘shmalik kriteriysi beriigan. L"[a, b fazoda K(x,y)
yadro bilan aniglanuvchi integral operatoming o!z-0ziga qo'shmalik shartlari
keltirilgan. So'nggi 34-8 da chizigli operatorlarning spektri klassifikatsiya qili-
nib, uiarga doir misollar garalgan. Chizigli uzluksiz operatoming spektri bo'sh
bo'lImagan yopiq to'plam ekanligi isbotlangan. Muhim spektr. goldiq spektr va
chizigli operatoming xos giymatlarini topishga doir misollar garalgan. Spek-
tri kompleks sonlar to‘plami C bilan ustrna-ust tushuvchi chizigli operatorga

misol keltirilgan.
29-8. Chiziqgli uzluksiz operatorlar

Biz asosan chizigli operatorlanii garaymiz. Chizigli operatorlarning anigla-
nish sohasi va giymatlar to'plami chizigli tiormalaagan fazolarning qisin fa-
zolari boladi. Shunday giiib, bizga X wva Y chizigli normalangan faaolar
beriigan boisin.

29.1-ta’rif. X fazodan olingan har Mr x dementga Y fazoning yagona

y elernentini mos qo'yuveM
Ax=y {xeX, yeY)

akdantirish operator deyiladi.

Umuman A operator X ning hamrna yerida aniglangan bo'lishi shart
emas. Bu holda Ax mavjud va Ax e Y bo'lgan barcha x € X lar to'plami
A operatoming atiiglanish sohasi deyiladi va D(A) bilan belgilanadi, ya’ni:

D(A)={a;e X : AX mavjud va AxX€Y}
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Odatda D(A) ning ehizigli koipxiililik (26.6-ta’rifga garaug) bolislii talab
gilinadi. ya'ni agar x,y £ U (A) bollsa, u hoida ixtiyoriy a,0 £ C lar uchun
ax+ By £ U (A) boladi.

29.2-ta’rif, Agat jxtiyoriy x,y £ 1) (A) elernentlar va ixtiyoriy a, /3£ C
sonlar uchun ax + (8y £ D (A) bolib,

A(ax +i3y) = aAx4BAy

tenglik orinli bo'lsa, A ga ehizigli operator deyiladi.

29.3-ta’rif. Bizga A : X m* Y operator va xq £ D (A) nugta berilgan
bo'lsin. Agar yo = Axo € Y ning ixtiyoriy V atroji uchun. xq nugtaning
shnnday U atrofi mavjud bofib, ixtiyoriy x £ U f) J) (A) lar uchun Ax £ V
bo‘lsa, A operator x —x0 nuqtada uzluksiz deyiladi.

29.3-ka'rifga teng kuchli quyidagi ta’rifiarni keltiramiz.

29.4-fca'rif. Agar ixtiyoriy e > 0 uchun shunday 6 —5(e) >0 mavjud
bolib, |le—amd < S tengsizlikni ganoatlantiravchi bareha x 6 D(A) lar
uchun

NX—A0]| < £

tengsizlik bajarilsa, A operator x = gy nuqtada uzluksiz deyiladi.

29.5-ta’rif. Agar w, nuqtaga yaginlashuvchi ixtiyoriy {%} C D(A) ketma—
ketlik uchun r%i_r;am||j4><W—A11_i,\\= 0 bo'lsa, n holda A operator xq nugtada
uzluksiz deyiladi. Agar 4 operator ixtiyoriy X £ D (A) nuqgtada uzluksiz
bolsa, A uzluksiz operator deyiladi.

29.6-ta’'rif. Ax = 9 fenglikni ganoatlantiruvchi barcha x £ 1)(A) lar
toplami A operatorning yadro& deyiladi va n KerA bilan belgilanadi.

29.7-ta’rif. Biror x £ 1J(A) uchun y = Ax bajariladigan y £ Y lar
toplami A operatorning giymatlar sohasi yoki tasviri deyiladi va n ImA
yoki R(A) hilan belgilanadi.
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Matematik sknvollar yordamida operator yadrosi va giymatlar sohasini

quyidagicha yozish mumekin:
KerA—{xe D (A): Ax=9},

R(A) ImA —{y €Y : birorxel) (A) uchun y—Ax}.

Chizigli operatorning giymatlar sohasi va yadrosi chizigli ko'pxillilik boiadi.
Agar D(A) — X bo'lib, A uzluksiz operator boisa, n holda KerA yopiq
gism fazo boiadi, ya'’ni KerA —[KerA]. A operator nzluksiz boigan holda
ham IrnA C Y yopiq gism fazo boirnasligi mumkin.

Chiziqgli operatorlarga misollar

29,1-imsol. X. —ixtivoriy chizigli nhormalangan fazo boisin.'
IX —%X, X€X

akslantirish hirlik operator deyiladi. Uni chiziglilik va uzluksizlikka tekshiring.
Yechish. Bu operatorning chizigliligi va uzluksizligi quyidagi tengliklardan

bevosita kelib chigadi:
l(ax +0y) —ax +3y—al x+/31y, Ijl (x —ad)|] — it —«oil »

Qo'shimcha qilib aytishimiz mumkinki, uning aniglanish sohasi, giymatlar so-

hasi va yadrosi uchun quyidagilar o'rinli:
D()=X, R(() =X, Kerl={&%
29.2. X va Y ixtiyoriy chizigli normalangan fazolar bo'lsin.
G : X —+Y, &x=9

operator nol operator deyiladi. Uni chiziglilik va uzluksizlikka tekshiring.
Yechish. Nol operatorning chizigliligi va uzluksizligi bevosita ta’rifdan

kelib chigadi. Uning aniglanish sohasi, giymatlar sohasi va yadrosi uchun



quyidagilar o‘rinli:
D(9) = X, R(e) = {<%, Ker(&) = X.

29.3. Aniglanish sohasi D(A) —C'Mfa, b C C[a, i} boigan va CJa, 6]

fazoni o'zini~0'ziga akslantiruvdxi
A:Cla b - Clo, b, (Af) (x) = 7' (X)

operatomi gqaraymiz. Bu operator differtnsiallask operatori deyiladi. Uni chizig-
lilik va uzluksizlikka tekshiring.

Yechish. Uning chizigli ekanligini ko'rsatamiz. Buning uchun ixtiyoriy
f,g € D(A) elementlarning chizigli kombinatsiyasi boigan a f + ,8g ele-
mentga A operatorning ta’sirini qaraymiz:

(A(af+1t3g))(x) = (af (x) +3g(x)) —
=af (x) +8gf(x) =a (Af) (xX) + 8 (Ag) (X).
Biz bu yerda yig‘indining hosilasi hosilalar yigindisiga tengligidan, hamda
o'zgarmas sonni hosila belgisi ostidan chigarish munkinligidan foydalandik.
Demak, A operator chizigli ekan. Uni nol nugtada uzluksizlikka tekshiramiz.
Maiumki, A9 —0, bu yerda 6— C [a, k] fazoning nol dementi, ya'ni 9 (x) =

0. Ends nolga vaginlashuvchi fn € D (A) ketma-ketlikni tanlaymiz. Umumijy-

likni buzmagan holda a —o0, b—1 deymiz.

rn\l
fn(x) = n_—t_l- IID(;]O Ifn Il—qgo o@x‘?ﬁ n-k1 — rl]l_ n+1_ 0.

Ikkinchi tomondan,

(Afn) (x) - xn, Ilm IAfn—AO = lim max |x”|—||m 1—17n0.

n-->000<flj<I
Demak, A operator nol nuqtada uzluksiz emas ekan. 29.2-teoremaga ko‘ra
differensiallash operatori aniglanish sohasining barcha nuqtalarida uzilishga
ega.
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Uning giymatlar sohasi va yadrosi uchun quyidagiiar o'rinli:

R(A) —C[a, 4], KerA = {const}.

29.4, Endi C[a. 6] fazoni 0'zini-o‘ziga akslantiruvchi B operatorni quyi-

dagicha. aniglaymiz:
(29.1)

Bu operator integral operator deyiladi. Bu yerda K(x,y) funksiya, [a, b) X

[a, b — kvadratda a.nigianga.n, uzluksiz. K (x,y) integral operatorning o ‘zagi

(yadrosi) deyiladi. B operatorni chiziglilik va uzluksizlikka tekshiring.
Yechish. Ma'luinki, ixtiyoriy / € C[a, 6] uchun K (x,t)f(t) funksiya x

va t ning uzluksiz funksiyasidir. Mateinatik analiz kursidaii ma’lurnki,

integral pararnetr x € [a 6] ning uzluksiz funksiyasi bo'ladi. Bulardan B
operatorning aniglanish sohasi D(B) uchun 1)(B) = C[a, b] tenglik o'rinli
ekanligi kelib chigadi. Integral operatorning chizigli ekanligi integrallash ama-
lining chiziglilik xossasidan ,kelib chigadi, ya’ni ixtiyoriy f, g € C'[a, ] va
a, 7€ C lar uchun

tengliklar o'riiili. Endi integral operator B ning uzluksiz ekanligini ko‘rsa.ta,miz.
/o € C[a, 6] ixtiyoriy tayinlangan element va {/,,} C Cl[a, 6] unga yaqin-
lashuvchi ixtiyoriy ketma-ketlik boisin. U holda

IBfn - Bfo\\ = . ,Jfa K (x,t) (/,(t) - 70(i)) dt <
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Bu yerda

C=max | \K(xt)ldt
a<x<b Jag

C ning chekli ekanligi [a, 5 kesmada uzluksiz fuxiksiyaning chegaraiangan
ekanligidan kelib chigadi. Agar (29.2) tengsizlikda n —00 da lirnitga o'tsak,

lim NBfn- Bfol <C lim i|/,- /0] =0
A--*CO A—0

lim \\Bfn-Bfo\1= 0.

Shunday qiiib, B integral operator ixtiyoriy nuqgtada uzluksiz ekan.

B iritegral operatorning giymatlar sohasi va yadrosi integral operator-
ning o‘zagi —K (x,y) funksiya.uing berilishiga bog'liq. Masalan, K (x,t) =1
bolsa. B operatorning giymatlar sohasi Irn B o‘zgaimas funksiyalardan ibo-
rat, ya'ni Im B = {/ € G[a, i : f(t) —const}. uning yadrosi Kerti 0;zgar-

mésga ortogonal funksiyalardan iborat, ya’'ni
B

KerB={/€Cla B:

29.8-ta’rif. Bizga X norrnalangan fuzoning M to plami berilgan bo‘kin.
Agar shunday C > 0 son rnavjud boflib. barcha x € M uchun | < C
tengsizlik o rinli bo‘lso, M to'plam chegaraiangan deyiladi.

29.9-ta'rif. X fazoni Y fazoga akslantiruvchi A chizigli operator beril-
gan bo‘lsin. Agar A ning aniglanish sohasi D(A) = X bo'lib, har gan-
day chegaraiangan to plarnni yana chegaraiangan to plamga akslantirsa. A
<Ja chegaraiangan operator deyiladi.

Chizigli operatorning chegaralanganligini tekshirish uchun quyidagi ta'rif



29.10-ta'rif. A : A -9Y chizigli operator bo‘bin. Agar shunday C > 0
son rnavjud bo'lib, ixtiyoriy x € L) (A) uchun

AXil < C- il (29.3)

tengsizlik bajarilsa, A chegaralangan operator deyiladi.

29.11-ta'rif. (29.3) tengsizlikni ganoatlantiruvchi C sonlar to ‘plamining
aniq quyi chegarasi A operatorning normasi deyiladi va u |JJA || bilan belgi-
lanadi, ya'ni

Il - infC.

Bu ta’rifdan ixtiyoriy x 6 U (A) uchun JAx I< JIA I * Xl tengsizlik
o'rinli ekanligi kelib chigadi.

29.1-teorema. X normalangan fazoni Y normalangan fazoga akslan-

tiruvchi chizigli chegaralangan A operatorning normasi JJA | uchun
Al = sup [1Ax | —sup "ir-Tr- (29.4)

tenglik o nnli.

Isbot. Quyidagicha belgilash kiritamiz

NAX I
O=sup-
xxt) 11

A chizigli operator boigani uchun

A
a —sug x| =sup At sup HAX Il
1 X0 *1 iMM

Ixtiyoriy x A 0 uchun
1Ax 1
<a.

Demak. ixtiyoriy x € X uchun jJAx ]| <a |Ix || Bundan esa

HA || <«. (29.5)
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Aniq yuqori chegara ta'rifiga ko'ra, factiyoriy e > 0 son uchun, shunday xb ¢ B
element mavjudki,

I[Axe]l .,
a~e- ~bn -1 1
tengsizlik bajariladi. Bu yerdan £> o ixfciyoriy boigani uchun,
o < Al (29.6)
(29.5) va (29.6) lardati JJA = a tenglik kelib chigadi. a

29.1-tasdiqg. Chizigli chegaralangan A operator uchun

sup JAX = sup JAx 1
I-l=i Nisi
tenglik o‘rinli.

29.1-tasdigni mustagqil isbotlang.

X chizigli normalangan fazoni Y chizigli notmaiangan fazoga aksiantiruv-
chi chizigli chegaralangan operatorlar to'plamini L(X, K) bilan belgilaymiz.
Xususan, X =Y bo'isa L(X, X) —L(X).

29.1-natija. Ixtiyoriy A € L(X, Y) va x € D(A), |Bll= 1 uchun

WX < A (29.7)
tengsizlik o‘rinli.

(29.7) teugsizlikning isboti (29.4) tengsizlikdan kelib chigadi.

29.12-ta'rif. A . X -* Y va B : X —Y chizigli opera,torhirning
yigHndisi deb, x € D(A) N1 D(B) elementga y —AXx + Bx 6 Y elementni
mos qo ‘yuvchi C —A + B operatorga aytiladi

Ravshanki, C chizigli operator bo'ladi. Agar A, B € L(X, Y) bo'isa, u
holda C ham chegaralangan operator bo'ladi va

= 1A+ N< A I+ 8] (29.8)
tengsizlik o'rinli. Hagigatan ham,
[ICx] - UAX + B3] < LAY+ |BR|] <
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< IMIFoIN + 1280« 1141 < (P11 +1I#IDIMI-
Bu yerdan (29.8) tengsizlik kelib cliigadi.

29.13-ta’rif. A chizigli opemtoming a songa kopaytmasi x element,ga

aAx elementni mos go yuvchi operator sifatida aniglanadi. yani
(aA)(x) = aAx.

29.14-ta'rif. A X —Y va B :Y —*Z chizigli operatorlar berilgan
bolib, B(A) C 0(B) bo'lsin. B va A opemtorlarrring ko'paytmasi deganda,
har bir x £ D(A) ga Z fazoning z = B(Ax) elementini mos go‘yuvchi
C = BA : X —*Z opera,tor tushuniladi.

Agar A va B lar chizigli chegaralangan operatorlar bolsa, u hoida C ham

chizigli chegaralangan operator boiadi va

HCKILEN-THAT (29.9)
tengsizlik oiinli. Hagigatau ham.
1Gx ¥ = \\B(AX) Y < \BW * |JAc [y <jIB Im\A I m\ |k .

Bu yerdan (29.9) tengsizlik kelib chigadi.

Operatorlarni qo;shish va ko:paytirish assotsiativdir. Qo'shish a.mali kom-
rnutativ, lekin ko'paytirish amali kormnutativ emas.

Agar X va Y lar chizigli noraiaJangan iazolar bolsa, L(X, Y) ham chi-
zigli normalangan fazo boiadi, ya'ni p: L(X, Y) —=M,

r P(A) - sur, I

funksional uormatiing 1-3 = shart.larini ganoatlaiitiradi.

29.2-teorema. X normalangan fazoni Y normalangan fazoga akslanti-
ruvchi A : X -* Y chizigli operator berilgan bo‘lsin. U holda quyidagi tas-
diglar teng kuchli:
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1) A operator biror xq nugtada uzluksiz;

2) A operator uzluhsiz;

3) A operator chegaralangan.

Xsbot. 1) =j> 2). Chizigli 4 operatorning biror xqg nugtada uzluksiz ekan-
ligidan uning ixtiyoriy nugtada uzluksiz eka,nligini keitirib cliigaramiz.

A operator x0 nuqtada uzluksiz boiganiigi uchun, xq ga intiluvcbi ix-
tiyoriy {a®} ketina-ketlik uclmn Ax® Ax0. Ixtiyoriy x* € D(A) nug-
fea uchun, xn —x' ekanligidah Ax',, J& kelib chigishini ko'rsatamiz.

yn=xn~x"'+ 30— deymiz. U holda

Ihn Ay' = lim 4(xXn- x' +x0) = lim (AxXn- Ax" + Ax0) = AXx0.
n-i0 0 n-i00

n—>00
Bu esa
nIi_)nig]DAxh = AX
ekanligini bildiradi. Demak, A operator ixtiyoriy x' nuqtada uzluksiz.
2) => 3). A operatorning uzluksiz ekanligidan uning chega.ralanganligi ke-
lib chigishini ko‘rsatamiz. Teskaridan faraz qgilaylik, A chizigli operator uzluk-
siz bo'lsin, lekin chegaralangan bo‘lmasin, ya'ni ixtiyoriy C > 0 s5n uchun

shunday xc € D(A) element mavjud bo'lib,
xcl>c |
bo'lsin. Agax C = n € N desak, ixtiyoriy n € N uchun shunday xn € D(A)

mavjudki, [JA..ll >n]jarn | tengsizlik bajariladi. Quyidagi

X
« W I

ketma-ketlikni garaymiz. Kolinib turibdiki, £n —0, ya'ni



Ikkinchi tomondan,

g\ o
v\ n P

Bu garaina-garshihk A operatoming chegaraiangan ekanligini ko‘rsatadi.

Ln- A

3) => 1). A chizigli chegaralaiigan operatoming biror miqtada uzluk-
sizligini ko'rsatamiz. Ta'rifga ko:ra, shimday C > 0 son mavjudki, ixtiyoriy
X6 D(A) uchun

WX (ly < C Dx lix
tengsizlik bajariladi. Farda qgilaylik; {:r,J —x ga yaginlashuvchi ixtiyoriy
ketma-ketiik bo'lsin, u hoida Axn —>Ax ekanligini koisatamiz:

Iaxn- Ax 1= IA(x,, - x) I<C |Ix,- x I-m0, n -+ 00

ya'ni r“prrgo HAXN —AN —0. il
29.2-natija. A chizigli operator chegaraiangan bo'lishi uchun uning uzluk-
siz bo'lishi zarur va yetarli.

29.5-misol. Birlik va nol operatoriamirig (29.1 va. 29.2-misollar) chegara-
iangan ekanligini ko‘rsatib, ularning normasini hisoblang.

Yechish. Birlik operatoming diegara.la.ngan ekanligini ko'rsatib, normasini
hisoblaymiz. ixtiyoriy x € E uchun \\ix | = || tenglik o'rinli. Ta'rifga
ko'ra, i chegaraiangan va uning normasi' 1 ga teng. Endi nol operatoming
chegaraiangan ekanligini ko'rsatib, uning normasini topamiz. istalgan x € E
uchun JlexK= D |= 0 tenglik o'rinli. Bundan P |= 0 ekanligi kelib
chigadi. Nol operator L(X, Y) chizigli normalangan. fazoning nol elementi
bo'ladi.

29.6.  29.3-misolda keltiriigan A : C[a, pl —C[a, I\ differensiallash ope-
ratorining chegara.lanmagan ekanligini ko'rsating.

Yechish. Buninj] uchun A akslantirishda D(A) = C~[0, 1] fazodagi

birlik shar B[0, 1] ning tasviri chegaralanmagan to‘plam ekanligini ko'rsatish
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yetarli. Biriik shar B[9, 1] da yotuvchi-{/«} ketma-ketlikni quyidagieha ta.n-

laymiz:
fnx) = xn, |I4]= %‘\m\: 1.
U liokla
(Afn) @)= n mxn~l, \\Afn\= max [nmxn\= n.
Bundan

lim, I fn 1= 00
ekanligi kelib diigadi. Demak, differeiisiallasl; operatori diegaralanrnagan ope-
rator ekan.

29.7. 29.4-misolda keltirilgan B : C[a, b —* G[a, b integral operator-
ning chegaralangan ekanligini ko'rsatiug.

Yechish. 29.4-misolda B operatorning uzluksiz ekanligi ko'rsatilgan edi.
29.2-natijaga ko'ra, u chegaralangarj bo'ladi.

29.8. C[—1, 1] fazoda x ga ko'paytirisk operatorini, ya'ni

B:C[-1, 1 ]CI[-L 1 (Bf(x)=xf(x) (29.10)

operatomi garaymiz. Uning diegaralaugan ekanligini ko'rsatib, normasini to-
ping.

Yechish. B operatorning chizigli ekanligi oson tekshiriladi. Uzluksiz funk-
siyalarning ko'paytmasi uzluksiz ekanligidan B operatorning aniglanish sohasi
D (B)=C[—, 1] ekanligi kelib chigadi. Endi B operatorning chegaralangan

ekanligini ko'rsatamiz.
IBf = max \xf(x)\ < max emax |[/G)|=1m
1= _max i\ < max K+ max 1/6)] = 1 =/l

Bu tengsizlikdan B operatorning chegaralangan ekanligi va ||P]] < 1 kelib

chigadi. Ikkinchi tomondan, agar /o(x) = 1 desak, u holda

(Bfo)()~x, p/O00=1, lidl >

11JOli
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ni olamiz. Yuqoridagilardan |IB |—1 kelib chigadi.

Xuddi slnmday ko'rsatish mumkinki, L2[, 1] Hilbert fazosida ham (29.10)
tenglik bilan aniglangats B operator chizigli chegaralangan bo'lib, normasi 1
ga teng bo'ladi.

29,9. Endi t2 fazoda ko'paytirish operatorini, ya'ni

A: 2—>i2, (AX), - anxn, sup \an\—a < 00 (29.11)

r*>|

operatorni garaymiz. lining chegaralangan ekanligini ko‘rsatib, normasini to-

ping.
Yechish, Ixtiyoriy x € 12 uchun Ax £i2 ekanligini ko‘rsatamiz:
E vaxuz2- E rvniz<sup k2B xme= 21kl2e  (20.12)
=1 U=l — u=1

Bu mutiosabatlardan D(A) —I2 ekanligini olamiz. Endi uning chizigli ekan-

ligini ko'rsatamiz. ,4 operatorning aniglanishiga ko‘ra
(A(ax + Py))n = an(axn+ 0yn) = anaxn+ an0yn = ot{Ax)n+ 0(Ay)n.

Dernak, A chizigli operator ekan. Uning chegaralangan ekanligi (29.12) teng-
sizlikdan kelib chigadi. Bundan tashqari (29.12) tengsizlikdan ||| < a ekan-
ligi ham kelib chigadi. A operatorning normasi |JAli —a ekanligini isbot-
laymiz. Bulling uchun 12 fazoda {en}*Li ortonormal sistemani ((23.8) ga
garang) olamiz. A operatorning aniglanishiga ko'ra, ixtiyoriy n € N uchun

Ae,, —ane,, tenglik o’rinli. Bundan va (29.7) dan
WA P [Aen || — —\an\e jle.|l — l&n|

munosabat kelib chigadi. Bu tengsizlik ixtiyoriy n € N da o'rinli bo'lgani

uchun
IA] > sup [a,] —a (29.13)
n>1

ni olamiz. Deinak, || —a tenglik isbotlandi. A
Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriglar



1. Li]—, 1] Hilbertfazosida (29.10) tenglil: hilan aniglangan ti ko'paytirish
operatorining chizigti chegaralangan ehanligini kofrsatib, fating normasi-

ni toping.

2. L2[a, 5 Hilbertfazosida (29.1) tenglik bilan aniglangan ti integral opé-

rat,oming chiziqli chegaralangan ehanligini ko ‘rsating.

3. L2[—t, 7] Hilbert fazosida (29.1) tenglik bilan aniglangan ti integral
operatornmg ozagi K (x, t) = cos(x —t) bo‘lgan holda, uning yadrosi

Kerti va giymatlar sohasi R(ti) ni tavsifiang.
4. 29.3 va 29.8-m,i,sollarda keltinlgan operatorlar y ig‘indisini toping.
5. Integral operator
AL J-*CI-\, 1, (AHL{r) =1 (1+ xy)f(y)dy

va 29.8-rnisolda keltinlgan x ga ko'paytirish operaton ti laming ko'paytmasini

toping. AB —BA tenglik to‘'g‘rimi?

6. Agar A, B e L{X, Y) boilsa, uholda ||Nl- IEIl I< IIA- B\ teng-

sizlikni isbotlang.

7. Aytaylik, X chizigli normalangan fazo bo‘lsin. p : X —R, p(x) = |HI

akslantirishning uzluksizligini isbotlang.
30- 8. Normalangan fazolarda chizigli fimksionallar

Ma’lumki, chizigli funksional va uning nollari 24-§ da o'rganilgan edi. 25-§
da esa L0 gism faaoda aniglangan /0 chizigli fnnksionalni p qavariq funksio-
nalga bo‘ysungan holda butun L fazogacha chizigli davom ettirish mumkinli-

gi hagidagi Xan-Banax teoremasi isbotlangan edi. Biz bu paragrafda chizigli
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funksionalning norma,sini saglagan holda uni b-utun L fezogacha davom et-
tirish mumkinligi hagidagi Xan-Banax teoremasini isbotlaymiz, hairida funk-
sionai fazolaxda chizigii uzluksiz fuiiksionallarning umuiniy ko'riiiishidan foy-
dalanib, asosiy funksional fazolarga go‘shma fazolami izomoriizm auiqgllgida
topamiz.

30.1. Chiziqii funksionallar

Agax operatorning giyrnatlari sonlardan iborat bolsa, bunday operator
funksional deyiladi (24.1-ta’rifga garang). Agax A’ chizigii fazoda aniglangaa
/ funksional uchun quyidagi shaxtlar hajaxilsa
1) /(a;, +x2) = f(xi) + f(x2), \fxu x2 € X ;additivlik,

2) /(Xx) ~ Xf(x), Vx€ X, VX€C, (yokiR), birjinslilik
/ ga chizigii funksional (24.2, 24.3-ta’riflarga qarang) deyiladi.

30.1-ta'rif. Agar ixtiyoriy e > 0 uchun slvunday S = 6(e) > 0 rnavjud
boflib, jjr—itofi < <& tengsizlikni ganoatlantirumhi barcha x e D (f) lar
uchun \f(x) - f(x0)\ <e tengsizlik bajarilsa, f funksional x = x0 nuqtada
uzluksiz deyiladi. Agar f funksional ixtiyoriy x € D (f) nugtada uzluksiz
bo‘lsa, f uzluksiz funksional deyiladi.

30.1-ta’rifga teng kuchli bo'lgan quyidagi ta'riftri keltiramiz.

30.2-ta'rif. Agar x0 nuqgtaga yaginlashuvchi ixtiyoriy xn ketma-ketlik uchun
nlirg]O \f(x,,) —f(xO\ = 0 ho'lsa, u holda f funksional x0 nugtada uzluksiz
deyiladi.

C —kompleks sonlar to'plami (R —haqiqiy sonlar to'plaini) Banax fazosi
bo:lganligi uchun 29-8 da chizigii operatorlar uchun o"rnatilga:n teorema va.
tasdiglar chizigii funksionallar uchun ham o;rinli bo‘ladi.

30.1-teorema. X chizigii normalangan fazoda aniglangan chizigii funk-

sional biror xo € X nugtada uzluksiz bo‘lsa, u holda bu chizigii funksional

butun X fazoda uzluksiz.
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30.2-teorema. X chizigli normalangemfazoda aniglangan chizigli f funk-
sional uzluksiz hofishi uchun uning chegaralangan ho‘lishi zarur va yetarli.

Xuddi chizigli operatoriardagidek |/(rc)j < M |g]| tengsizlikni ganoat-
lautiruvclii M sonlariiing aniq quyi chegarasi f funksionalning normasi deyi-
ladi va j|/]) bilan belgitanadi. Simnday qilib,

11(*)] < 11 INI! o

Buridan tashqari, chizigli chegaralangan fiinksionalniiig normasi [j/j] uchun

quyidagi tenglik o'rinli:
/M = sup \f()\ = sup N (30.12)
1= i

30.3-teorema (Xan-Banax). E kompleks chizigli norrnalangan fazo, Eo —
E ning gism fazosi va fo — Eo da aniglangan chizigli uzluksiz funksional
bo'lsin. U holda fo ni nortnasini saglagan holda E da aniglangan f chiziqli,

funksionalgacha davom ettirish mumkin, yahni
/(*) = /%), x £Eo va u/lljj — li/ollij,

shartlami ganoatlantiruvchi f : E —C chizigli funksional rnavjud.

Isbot. Aytaylik, 1170l = K bo'lsin. Norma aksiomalaridan bevosifca kelib
chigadiki, barcha x 6 E laxda p(x) — K || tenglik bilan aniglanuvchi
akslantirish gavariq funksional bo'ladi. Buridan tashgari ixtiyoriy x € Eo
uchun

Ifo(x) |< \\Wheo m11*11 = K mit*1l = V{x)
tenpizlik o'rinli. Sliunday ekan, fo 25.3-teorema shartlarini ganoatlanfciradi.
Uholda E da aniglangan simnday / chizigli funksional rnavjudki. quyidagilar

bajariladi:

/(*) = /0(*), Vx€ E0, F(x) [<p(x) = HOl « |\l Vxe E.
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Bu verdan / ning chegaralanganligi va ji/ | < J/o]; tengsizlik kelib chigadi.

Ikkinchi tomondaii,

Demak, I/ |E = IWOlIA A

30.1-natija. X chizigli norm,alangan fazo va undagi ixtiyony bel-
guangan dement bo‘bin. U halda bufan X da aniglangan shunday f chiziqli,
funksional mavjudki;

=1, f(x0) = Ial (30.2)

tengliklar o‘rinli bo1adi.
Isbot. / funksionalni bir o'lchamli X q= {aar<j} gism fazoda quyidagicha
aniglaymiz: fo(ax0) —a |po]]. Ko'rinib turibdiki,

f(x0) = lixoll, o] = Jo]. 11][ = 1* 15 x- ax0

Bu verdan \WO\E —1- fo funksionalni butim X gacha chizigli davom etti-
ramiz. Hosil bolgan funksional (30.2) shartlarni ganoatlantiruvchi funksional
boladi. A
Endi chizigli funksionalning davomiga doir miso! qaraymiz.
30.1-misol. L — C[—1, 1] uzluksiz funksiyalar fazosi va uning Lo =
{f € C[-1, 1] :supp/ C [0, 1]} gism fazosini garaymiz. ;o qism fazoda /0

chizigli funksionalni quyidagicha aniglaymiz:

/o funksionalni normasini saglagan holda davom ettiring.
Yecfaish.. /o funksionalning normasini hisoblaymiz. Agar x e Lq bolsa,



bo'ladi. Shuning uchun

o{l X(t) ! JO X(t) t\| 0<té| I.r(l) IJO/ I :
Den ak,

Ii/oli < 1-

Endi 1] > 1 tengsiziikni ko'rsatamiz. Buning uchun <71, 1] fazoda
uzluksiz funksiyalarning

0, te [-i, O]
xn(t) = <nt, t€ (0 W>
k1. «€ [Vn, 1]

ketma-ketligini garayiniz. Bu ketma-ketlik uchun quyidagilar o'rinli:
xn€ Lo, |p=1 VneN,

Vo)l = / @,@di > [ dt-1 (30.3)

(30.3) tengsizlikda n lar bo'yicha aniq yuqori chegara olsak,

n>1 n>1 L

Wioll > sup [lo(*n)| = suyp {1 Alj = 1

tengsizlikka ega bo'lamiz. Bu ikkala tengsizlikdan il/o]] —1 tenglikni olamiz.
25.0-misoldagi kabi C[—1, 1] chizigli fazoda gy, ye LH—1>0] funksionalni
quyidagicha aniglaymiz:

Y VAl
gy(x) — / x(t)y(t)dt+ / x(t)dt, x e L. (30.4)
J-i Io

Ma'lumki, istalgan y £ LWL —1, 0] uchun (fy funksional /0 funksionalning
C[—4, 1] fazogaclia davomi bo'ladi. gy funkaioual uchun Xan-Banax teore-
masining tasdig’i o'rinlimi? Boshqgacha ayt,ganda i]/0 ] — Joy\ tenglik ganday
Y€ M—4, 0] lar uchun o'rinli? C[a, % fazodagi chizigli uzluksiz funksional-
ning umumiy ko'rinishi hagidagi Riss - 30.4-teorema, hamda (30.19) tenglik-
dan foydalansak, (30.4) ko‘rinishdagi davomlar ichida yagona go funksional
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/o fimksionalning normaeini saglaga.n holda L —C[—, 1] fazogacha. davo-
mi bo'ladi. 25.6-misolda /o funksionalni (25.1) shartni saglagan holda cheksiz
ko'p (kontinuum) usul bilan L fazogadia davom ettirish mumkin edi.
30.2. Qo‘shma fazolar
Chizigli funksionallarning umuiriiy korinishidan foydalanib, qo'shma fazoni
ayrim hollarda izomorfizm anigligida topish mumkin.

30.3-ta’rif. X normalangan fazoda aniglangan, chizigli uzluksiz funksia-
nallarfazosi X pga go'shmafazo deijiladi va X* bilan belgilanadi, ya’ni X* —
L(X, C).

Bundan keyingi 31-§ da ya’'ni chizigli uzluksiz operatorlar fazosi rnavzusi-
da biz Y to‘la fazo bo'lgan holda L(X, Y) fazoning Bauax fazosi bo'lishini
ishofclaymiz. Shunga. ko*ra (31.1-natijaga qarang) X chizigli normalangan fa-
zoga go'shma bo'lgan X* = L X, C) fazo Banax: fazosi boladi. Chunki,
kompleks sonlar to'plami C = Y to'la normalangan fazo. Qo'shma fazo-
lami o'rganishni eng sodda lioldan, yani A' fazo n o'ichamli (haqiqiy yoki
compleks) chizigli fazo bo'lgan lioldan boshlaymiz.

30.2-misol. X n o'ichamli (hagigiy yoki compleks) chizigli faso bo'lsin.
Bu fazoda biror ei, e%..., en bazisni tanlaymiz. U holda har bir x € X vektor

yagoua. ravishda
A

X = X|Cj (30.5)
j=i
ko'rinishda tasvirlanadi. Agar / —X da aniglangan chizigli funksional bo'lsa,

u holda ravshanki,
n

fx)= (30-6)

i=1
bo'ladi; Shunday ekan, chizigli funksional o'zining ei, e%..., en bazis vektor-
larda.gi giymatlari bilan bir giyrnatli aniglanadi. Bundan tashqari bu giymat-



larni ixtiyoriy berish mumkin. Usbhu gi,g2, mee,9n funksionallami

| o, agar
9i\g) = < o

I 1, agar i=j
deb auiglaymiz. Ko'rsatish mumkioki, bu funksionallar chizigli boglanmagau.
Agar x € X element (30.5) ko‘riniahda bolsa,, u hoida g,(x) = x, tenglik

bajariiadi. Shuning uchun (30.6) formulani
n

Aw)=E»()/(")

4
kofinishda yozish mumkin. Shunday qilib gi, g2, ..., gn funksionallar X* fa-
zoda bazis tashkil gilar ekan, ya'ni X* ham n olehainli fazodir. X* dagi
gt, 92, mm 9n bazis X dagi ej, 62, , en bazisga ikkilamchi bazis deyiladi.

X fazoda aniglangan har xil rtormalar X* fazoda har xil normalarni
keltirib chigaradi. Hozir biz X va X* fazolarda bir-biriga mos keluvchi nor-

malarga misol keltiramiz.
a)  Yugoridagi n —olchamli A va X* fazolartii garaymiz. Har bir x e X

uchun (30.5) ol'inli bolib, x ning normasi

E n

formula bilaxL aniglangan bolsin. U hoida ixtiyoriy /7 € X* uchun

\m\ E*(*)/(eo

i—
n
E< < Ei v, \t®= e gptal
=1 =1 a*:
tengsizlikka ega bolamiz, bu yerda 7 = i€{ 1,2, Agar
n
W~ Afi*
i—
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desak,

l/<*/) ) EIl* .
«= =1 1=1

Ei

tenglikni olamiz. Shunday ekan, X va X* fazolarda

Bundan

Iml: Ei~ri2 va n/n= Ei/<i2
= =

normalar bir-biriga mos uormalar juftligi ekan.
b) Endi X fazodagi bar bir x € X element uchun uning normasi

e
formula, bilan aniglangan bo'lsin. Bu normaga mos X* fazodagi normani
aniglash uchun Gyolder tengsizligidan ((19.15) formulaga garang) foydalanamiz
U holda bar bir / € X* chizigli funksional va ixtiyoriy x € X uchun

E Xi*6i va

| *—

desak, Gyolder tengsizligiga asosan
|

g { U

1/ (%)) = S Ei/.-r Iglwr = Q/.I*

>

tengsizlik barcha x € X lar uchun o'rinli bo'ladi. Bu yerda

1<p<o00 1l<g<o00 -+-=1 (30.7)
vV Q

Agar xj£ X elementning koordinatalarini

1%}
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ko'rinishda tanlasak (agar /, = 0 bo'lsa, r-= 0 deb olinadi), u hoida
Xi- fi = 7i i\ 2 mfi = \NI\g> 0, ie {i- 2
va
-fi = Ifi 2 = \fi\» = (\fi [*)P= kif
tengliklar o'rinii bo'ladi. Chunki
W=\ fin-, g~ 1= -
U hoida Xi «fi —|fj\gva */ =] p tengliklarga ko‘ra

n n /n \|/n \p
=V Tt grmy. > m* =
1=1 =1
q | fl /n
£ il<km Ei*. - = £il< 1* lipm
i—+ \i=|

Demak, / funksionalning normasi uchun quyidagi tenglik o'rinii

imi,= (£i/.r)i.

Shunday qilib, X va X* fazolarda mos normalar juftligi

imi, =ix><rf, ii/ii= (xi/.rY (30.8)

(',=1 ,(,—1
ko'rinishda. boiar ekan. Bu yerda p va. g soniar (30.7) munosabatni ganoat-
lantiradi.

c) X fazodagi har bir x € X wuchun (30.5) tasvir o‘rinli bo‘lib, x ning
normasi
U*11 =1 @ 11

=1
formula bilan aniglangan bo'lsin. Ixtiyoriy / € X*' chizigli funksioaal va

barcha, x € X larda
n
f(x)=Ylh  f=f() *€{1,2,..., n}

2=1
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tenglik o'rinli bo‘lgani uchun

/(T TN jop V- e | )= g N i
o= e \*=1
ya'ni

ilf 1< max |fi\.

Faraz quaylik, biror ine {1, 2, ..., n} uchun |/e j= max |/il boisin. Agar

X~i p»0»y. Os; 0;*mmO]j

desak, f”olli —1 va

I/(*0) I= lA0l= max Vil = f0ax 11 IX0ll

tengliklar o'rinli bo‘ladi. Bundan
I/ 1= max [ft]
Isasn.

tenglikka ega bo'lamiz. So'nggi normani biz ¢  bilan belgilaymiz. Mate-
matik analizdan ma’lumki, ((19.19) ga garang)
AT R L bRl b= U
Shunday qilib, A va X* chekii n —olchamii fazolarda
11*11,11/711«, =mj« |K]| (30.9)

=
lar bir-biriga mos keluvchi normalar juftligini hosil giladi. Agar biz (30.7)

munosabatni saglagan holda g — oo da limitga o'tsak, p = 1 va q = 00
ni olarniz. Demak, (30.9) normalar juftligi (30.8) normalar juftligining limitik
holan: ekan.

d) Endi n —o'lchamli X fazoda norma

IML = max la- |
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formula vositasida aniglangan bo'lsin. Ixtiyoriy / € X* chizigli funksional
uchun fi — ie{l 2 n} (e}, €2, ...,en lar X fazoningbazisi)

desak, barcha x € X lar uchun
f =Y 2fiXi
(x) Y2 iXi
tendik va

i/(*) 1= £ xIf*" t<n! wmilc Yplw= / Jimix iloo.
i=l \¢=1

tengsizlik o'rinli. Ikkinchi tomondan
X=(A.A. iu i =i
LAV VATER V/IK ml" I /loc
element uchun

Jidi
ol _ \Ei y.l -1*%/«,
U holda
niti = EI/Il
(,:1

tenglikka ega bo'lamiz. Demak, X va X* fazolarda

arIL = IXil, |)/li=£]/*] (30.10)

=l
normalar bir-biriga mos keluvchi normalar juftligi bo'ladi. (30.10) tenglik (30.8)

I<t<n

tenglikning p —00 dagi limitik holatiga mos keladi.
30.3. Endi ip fazoni garaymiz. Ma’'lumki, bu fazo
¢ 1™ p<oo
1=1
shartni ganoatlarrtiruvchi barcha x —{x,,} ketma-ketliklardan iborat va unda

x elementniug normasi

*«,= £ 1*1
\ 21
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tenglik bilan aniglanadi. Agar biz g > 1 sonni (30.7) munosabatdan aniglasak,
u holda tp fazo éq fazoga izomorf boladi. Buni isbotlash uchun £y fazoning
ixtiyoriy / = {fn} dementi yordamida Iv fazoda

co

f(x) = In mxn (30.11)
M

chizigli funksionalni aniglaymiz. Dastlab (30.11) tenglikning o‘ng tomonidagi
gatorning absolyut yaginlashuvchi ekanligini kcrrsatamiz, Ma’lumki, ixtiyoriy

n natural son uchun

IMIS (gup)' (¢ !IX,n)l< (_I__IJ'II>)' I- 11, (30.12,

o'riiifi. Biriuchi tengsizlikni yozishda biz Gvolder tengsizligidan ((19.15) for-
mulaga garang) foydalandik. Bu yerdan (30.11) tenglikning o‘ng tomonidar
gi gatorning absolyut yaginlashuvchiligi hamda. / fnnksiona1 uchun quyidagi
munosabatlar keiib chigadi:

" g

Demak, (30.11) tenglik bilan aniglangan / funksional chizigli va uzluksiz.

Agar Xf € H eleihentning hadiarini
Xi=7i \fi\o~2, *e{1,2, ..., CX}

(agar fi = 0 bo'lsa, a* =0 deb olinadi) ko'rmishda tanlaaak, 30.1-misolning
b) bandidagidek quyidagilarga ega bolamiz:

Xifi = 1fi\g>0, Xifi=1Xif>0, i€ {1,2,...,00}.

Biz Xf e ip va / = {ft} € & ekanligini hisobga olsak,

00 00 Ico \gq /00
F(x\ = IN3 %L Y Ixifi = 1Y Ixifi j (  xifi
i— o=l Vi-i /  \iY
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Demak,

Ko'rsatish muinkinki, tq fazodagi ixtiyoriy / chizigli uzluksiz funksional (30.11)
ko'rinishda tasvirlanadi.

Shunday qilib tg va tg, p~I + g~ = 1 fazolarning izomorfligi isbotlandi.
Xusus&u, p = 2 da tj = tj kelib chigadi. Shuaing uchun t2 fazo o0‘z-o'ziga
go'shma fazo deyiladi. Xuddi shunday ko'rsatish muinkinki, ixtiyoriy Hilbert
fazosining qo‘shmasi ham o'ziga izornorf boladi.

30.4. Endi £i fazoning qo‘shmasini topamiz. 30.2-misoining ¢) bandidagi-
ga o'xshash mulohazalar gilib ko'rsatish muinkinki, fj fazoning go'shmasi

too —m —chegaralangan ketma-ketliklar fazosiga izomorfdir, ya’ni = rn.

Quyidagi tasdiglarni o'quvchiga mustagil isbotlash uchun goldiramiz:
c*=tu 4;=tt.

Bu tengliklarni izomorfizm anigiigida tushunish kerak.

30.5. Endi X = C[a, & fazoga go'shma. fazoni izoinorfizin anigiigida
topamiz. Malutnki, [«, 6] kesmada anigiangan va t = a nuqgtada nolga
aylanuvchi o'zgarishi chegaralangan funksiyalar fazosi Vqla, £ orqali beigi-
ianadi (26.15-misolga garang). Ko'rsatish muinkinki, bu to'plam funksiyalami
go'shish va ularni songa ko'paytifish amallariga nisbatan diizigii fazo tashkil
giladi. Bu fazoda x elementning nonnasi |x |= V”[X] tenglik biian aniglana-
di.Buyerda Vb[x] o'zgarishi chegaralangan x funksiyaning [a, b] kesmadagi
to'fa o'sga,rishi. Ko'rsatamizki, (C[a, 6])* = V¢[a, €].

Biz M[a, 1 —biian [a, b kesmadaaniglangan bareha chegaralangan funk-

siyalar to'plamiiii belgilaymiz. Bu to'plam odatdagi funksiyalami go'shish va



songa ko'paytirish amallariga nisbatan chizigli iazo tashkil giiadi (26.8-misolga

garang). Bu fazoda x eleinentniiig normasi

I1X1= Slip IX{t)I
a<t<b

tenglik bilan aniglanadi. Har bir x e C[a, b] funksiya diegaraiangan va
28, 1= g WO

tienglik o'rinli bo'lgani uchun C'[a, B\ fazoni M[a, 6] fazoning gism fazosi
sifatida garash rnumkin. Endi /7 € C*[a. b] ixtiyoriy chizigli uzluksiz funksio-
nal bo'lsin. Normalangan fazolarda Xan-Banax teoremasiga (30.3-teoremaga
garang) ko'ra, / € C*[a 6] funksionalni normasini saglagan holda butun
M[a, % fazoga davom ettirish rnumkin. F deb f funksionalning C[a, €]
dan M[a, b] ga davomini belgilaymiz.

Endi

11, agar a<(C<t,
MO =<|0, agar t<E<b
t € [a, B} funksiyalar oilasini garaymiz. Ravshanki, ixtiyoriy t € [a, b] uchun
(fit G Ai[a, 6. F funksionalning st € M[a, b] elementdagi giymatini u(t)
deb belgilaymiz, ya'ni u(t) — t & [a, 6]. Natijada [a, 0] kesrna-
da u funksiya aniglandi. Bu funksiyaning o'zgarishi diegaraiangan ekanligini

isbotlaymiz. Butting uchun [a, k] kesraani ixtiyoriy chekli sondagi
a—(0 <t <t2<eee<tni <tn—b (30.13)

nugtalar bilan boiakchalarga ajratamiz. (30.13) bo'linishga rnos

yig'indini garaymiz. Agar

ak=sign [u(tk) - u(tk-1)], k—1,2,..., n
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belgilashlarni kiritsak, u holda

E lu(tk) - u(i* )] = 32 ok Ju(tk) - u(ifci)] =
A=l A=l

n
—E a* - *(Wi)| =
E a* | wi)] =t E akutic oo J
F chizigli funksionalning chegaralanganligi va JF = f || dan

k=1 k=1
tenglik keiib chigadi. Soiiggi tenglik

* Su io - i =1
E.:i a ?€[<<P6] 1I‘Ec=l ak (vhio - <puwi(0)
tenglikka asoslangan. Shunday qilib, (30.13) ko'rinishdagi ixtiyoriy bo‘linishda
n

E km - «(<fci)i <ii/ii
fa
tengsizlik o‘rinli. Bundan kelib chigadiki, u e V[a, h va

va[u < i/ 1im (30.14)

t € (< 6] —ixtiyoriy element bo'lsin. Har bir nnatural son uchun [a, K&\
kesmani

b d

k, k=1,2,...,n
(30.15)

a=0<ij<L<..<i,|j<tn=b, tk—a+

nugtalar yordamida n ta teng bo'lakka ajratamiz va

& :E ) KW- jv,(t)] (30.16)

pog'onasimon funksiyani quramiz. U holda F(yn) quyidagi formula bo'yicha

aniglanadi:
n

Fyn)=E x(™)mm - u(tk-i)] *
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Bu yn funksiyalarning amglanishidan ko'rinib turibdiki, yn(a) — x(a) va
agar tk-1 <t < tk bo'lsa yn(t) — x(tt), k = 1 2, n. Kantor teo-
remasiga ko'ra, x funksiya [0, ] kesmada tekis uzluksiz funksiya bo‘ladi.
Demak, e > 0 uchun simnday 6 >0 mavjud bo'lib, [i—t'\ <S tengsizlikni
ga.noafciantiruvchi baxcha i, i! € [a, 6] lar uchun |x(i) —x(i")] <e tengsizlik
bajariladi. Shundav ekan, n yetarlicha. katta bolganda - < S boigani
uchun

ie[a,b\lx() yn@® | I<k<n ffcltfc-i.it befi) - x(th) I<e

tengsizlik bajariladi. Bu yerdan {y,,} ketma-ketlikning x funksiyaga [a. 6]
kesmada tekis yaginlashishi kelib chigadi. F uzluksiz funksional bolgauligi
uchun
nli_r;go F(yn) = F(x).

Ikkinchi tomondan [a, b da uzluksiz x va [a, 6] da o‘zgarishi chegaralan-

gan u funksiyalar uchun .
x(t) du(t)

Riman-Stiltes integral} mavjudligi va (30.16) yig'indi uning (30.15) bolinish
bo'yicha integral yigIndisi bolganligi sababli

F(x) = A@DF(YH) = AQUXH* X(tR [u(tk) - u(ik-1)] = é,bx(t) duqt).

k-1 Ja

Aromo, x € C[a, b boigani uchun F(x) = f(x), ya'ir
f{x)= i x{t)du(t) (30.17)
Ja

tenglik o'rinli. Shunday qilib ixtiyoriy x € C[a, 6] uchun f(x) (30.17) formu-
la bo'yicha aniglanadi. Riman-Stiltes integrallari uchun o‘rta giymat haqgidagi

teoremaga. ko‘ra ixtiyoriy x e C[a, 6] uchun

rb
f x(t) du(t) < max |x(t) W*u\ < VHhu] |x
i )] ()\ *4».*1|() [ nul Ix 1
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tengsizlikni oiamiz. Blindan

(30.18)
feeiigsizlik kelib chigadi. Endi (30.14) va (30.18) teng'sizliklarni tagqoslab,

(30.19)

tenglikka ega bo"lamiz. Olingan natijalardan tashgari yana simni ta’kidlash
lozimki. fa(t) = 0 va F(0) = 0 bo'lgani uchan u(a) = F(<pa) —0 shart
o'rinli.

Endi / funksionai uchun olingan natijaiarni jamiab. quyidagi F.Riss teo-
remasini keltiramiz.

30.4-teorema. C[a, 6] fazoda berilgan vdiyoriy f chizigli uzluksiz funk-
sionai uchun ska f funksionai boyieha aniglanuvchi shunday n € L) [e, b]
o0'zgarishi chegaralangan funksiya mavjudki; barcha x € C[a, L, larda (SO.17)
va (80.19) tengliklar o'rinli.

Ko'rsafcish mumkinki fl], bar bir o'zgarishi chegaralangan v e \b[a, B\
funksiya (30.17) tenglik yordamida yagona / € C'[a, &} funksionalni aniglay-
di. Shuning uchun, C*[a, b] dagi chizigli funksionallar bilan \0[a, 6 o‘zgarishi
chegaralangan funksiyalar fazosining elementlaxi o'rtasida <vzaro bir giymatli
raoslik mavjud. Bundan tashqgari [j/ij = [Ju || boigani uchun, bu rnoslik
izomorfdir, ya'ni C*[a, &= \W|a,

30.6. Berilgan [a, & kesmada p(p > 1) —darajasi bilan Lebeg ma’nosida

integrallanuvchi funksiyalar sinfini Lp[a, b] bilan belgilaymiz (26.15-rnisolga
garang). Ma’'lumki, Lp[a, € to‘la normalangan fazo, ya'ni Banax fazosidir.
Endi p > 1 uchun (30.7) munosabatni ganoatlantiruvchi g sonni olamiz.
Isbotlamasdan quyidagi tasdigni keltiramiz. Har bir / e L*[a, b] funksionai
uchun yagona y e Lg[a, 6] element mavjud bo'lib, ixtiyoriy x G Lp[a, b



/(*)= fx{t)y{t)dt (30.20)
Ja

fecenglik bajariladi va aksincha, y € Lg[a, b] uchun (30.20) formula L*[a, €] ga
tegishli biror funksionalni aniglaydi. Bundan tashqari (30.20) formula L*[a, b]
va Lq[a, 6] fazolar o‘rtasida izometrik moslik o‘rnatadi. Shuning uchun
L*[a, b] va Lq[a, 6 fazolar o‘zaro izomorfdir. ya'ai L*[a, 6] = Lq[a, 6].
Xususan, p —2 da Lya, b —L2[a, b\ Shuning uchun .L2[a, bl 0‘z-0'ziga
qo'shma fazo deyiladi.

30.7.  Hilbert fazosida chizigli funksionalning umumiy ko'rinishi quyidagicha
/(x) — (X, y), ya'ni ixtiyoriy / chizigli uziuksiz funksionalga shu fazoning
yagona y elementi moa keladi, shuning uchun Hilbert fazosi 0‘z-0'ziga qo'shma
fazo hisoblanadi. Xuddi shu sababli, n o‘lchamli Evklid fazosi ham 0'z-0'ziga
go'shma fazo bo'ladi.

Mustaqil ishlash uchun savol va, topshiriglar

1- fo: @— C, /o(x) = Xi chizigli funksionalni normasini saglagan

holda c fazoga chizigli davom, ettiring.
2. Chizigli funksional davorni yagonami? Javobni asoslang.

3. f : (72[0 1] —»6'2[0 1], /(.?:) —ar(0) funksionalni chizigli chegaralangan-
likka tekshiring.

4. Evklidfazolarida chizigli funksionalning umumiy ko rinishi ganday bo‘ladi?

5. Uziuksizfunksiyalarfazosi C[—1, 1] dagi barcha toqfunksiyalar to'plami
C~[—1, 1] —I/o (26.14-misolga garang) gismfazo tashkil giladi. Lg gism

fazoda f0 chizigli funksionalni quyidagicha aniglaymiz:



/o funksionalni normasini saglagan holda C[—L, 1] gacha davom etti-

ring.
6. (i, ¢2 va 1 fazolarga qo'shma fazolarni toping.
7. €0, ¢ va in fazolarga go'shma fazolarni toping.
8. CJa, b] fazoga go'shma fazoni toping.
9. L2[a, 6] fazoga qo'shma fazoni toping.

10. 11 Hilbert fazosiga go'shrna fazoni toping.
31- 8. Chiziqgli uzktksiz operatorlar fazosi

Mazkur paragrafda biz chizigli uzluksiz (chegaralangan) operatorlar fazosi
L(X, Y) ning to'laligi hagidagi teoremani isbotlaymiz. Operatorlar ketma-
ketligining kuchsiz, kuchli (nngtaii) va tekis (norma bo'yicha) yaginlashish
ta'riflarini beramiz. Ularni misollarda tahlil gilamiz.

31.1-ta'rif. Agar {An} C L(X, Y) operatorlar ketma-ketligi uchun shun-
day A 6 L(X, Y) operator mavjud bo'lib, r!i_r)HDII An—All = 0 bo‘lsa, {An}
operatorlar ketma-ketligi A operatorga norma bo‘yicha yoki tekis yaginlashadi
deyiladi va An A shaklda belgilanadi.

31.2-ta'rif. Agar ixtiyoriy x € X uchun nIi_r,p00 \\Vnx —AXN\ —0 bo'lsa,
{A,.} operatorlar ketma-ketligi A operatorga kuchli yoki nugtali yaginlashadi
deyiladi va An —&A shaklda belgilanadi.

31.3-ta'rif. Agar ixtiyoriy f eY* va barcha x € X lar uchun 7!i_rIOIOf(A nx)
—f(Ax) bo‘lsa, {An} operatorlar ketma-ketligi A operatorga kuchsiz yoki
kuchsiz ma’noda "An AN yaginlashuvchi deyiladi.

31.3-ta’rif Hilbert fazosida quyidagicha bo'ladi.
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31.4-ta'rif. Agar ixtiyoriy x,y € H uchun n\iirOnO(Anx,y) = (AX,Y)
bo'lsa. {An} operatorlar ketma-ketligi A operatorga huchsiz yaqginlashuvchi
deyiladi.

31.1-xnisol. An :£2->£, Aii = (0,0, 0,x], x2,23,...)

operatorlar ketma- ketligining kuchli va kuehsinz ma’noda nol operatorga yagin-
laskishini tekshiring.

Yechish. £ Hilbert fazosi bo'lganligi uchun An : £2 —=4 operatorlar
ketinarketligining kuehsiz ma’noda nol operatorga yaginlashishini 31.4-ta’rifdan

foydalanib tekshirainiz. Ixtiyoriy y = (yi, \2, =) € %% uchun
2

I(Anx, y) - (Ox, y) b= x|F E (311)

¢=n+l

munosabat o'rinli. y € ;2 bolganligi uchun .
()]

imi2= X > j2<°°-
k~1

Shunday ekan yaginlashuvchi gatomiug goldigi

k§H+| ni2
n —>00 da nolga intiladi. Bundan (31.1) ga ko'ra, ixtiyoriy x, y e 4 larda
I(/inx, y) —(Ox, y) I ning n — 00 da. nolga intilishi kelib chigadi. Demak,
{An} operatorlar ketma-ketligi nol operator 0 ga kuehsiz ma’noda yaqin-
lashar ekan. {A,} operatorlar ketma-ketligi nol operatorga kuchli ma’noda

yaginlashinaydi, chuuki
nI-IJ[nca) IAnx —Ox H= nIl_r;n00 I= Ixl£0. A

31.2.  Quyida berilgan Pn, Qn & L(£2) operatorlar ketma,-ketligining kuch-
li va focekis ma’noda birlik va nol operatorlarga yaginlashishini teksiring.

Pn:2-*£, Pnx = (Xi, x2,**:,xn,0,...,0,...),
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tengsizlikni olainiz. Bimdan
/1< ViH (30.18)
tengsizlik kelib chigadi. Endi (30.14) va (30.18) tenpizliklami tagqoslab,

WA\ =vM (30.19)

tenglikka ega boiamiz. Ofingan natijalardan tasbqari yana shuni ta’kidlash
lozimki, ¢a{t) = 0 va F(0) = 0 bo'lgani uchun u(a) — F(<pa) = 0 shart
o'rinli.

Endi / funksionai uchun oiingan natijaiarni jainiab. quyidagi F.Riss teo-
remasini keltiramiz.

30.4-teorema. C[a, 6] fazoda bertigan ixtiyoiiy f chizigli uzluksiz funk-
sionai uchun shu f funksionai, bo'yicha aniglanuvchi shunday n e Li>[a, 6|
o0‘zgarishi chegaralangan funksiya rnavjudki. barcha x € C[a, & tarda (30.17)
va (30.19) tengliklar o finit.

Ko'rsafcish murnkinki [1], har bir o‘zgarishi chegaralangan v e \oJ[a, €]
funksiya (30.17) tenglik yordamida yagona / € C*[a, b] funksionalni anigiay-
di. Shuning uchun, C*[a, €| dagi chizigli fanksionaliar bilan \0[a, b] o‘zgarishi
chegaralangan funksiyalax fazosining elernentlari o‘rtasida o'zaro bir giymatli
moslik mavjud. Bundan tasbgari |/ j = v || bo‘lgani uchun, bu moslik
izomorfdir, ya'ni C*\a, 6 = L)[e>4

30,6.  Berilgan [a, ] kesmada p(p > 1) —da.rajasi bilan Lebeg ma’'nosida
integrallanuvchi funksiyalax sinfini Lp[a, 6] bilan belgilaymiz (26.15-misolga
garang). Ma’limki, Lp[a, b to‘la normalangan fazo, ya'ni Banax fazosidir.

Endi p > 1 uchun (30.7) munosabatni ganoa.tla.ntiruvehi g sorxni olamiz.
Isbotlamasdan quyidagi tasdigni keltiramiz. Har bir / 6 Ll[a, B\ funksionai
uchun yagona y € Lg[a, b elenient mavjud bolib, ixtiyoriy x € Lp[a, B\
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larda
f{x)= Jf x(t)y(t)dt (30.20)
a

tengiik bajariladi va aksincha, y € Lg[a, b] uchun (30.20) formula L*[a, b] ga
tegishli biror funksionalni aniglaydi. Blindan tashqari (30.20) formula L*[a, b]
va Lg[a 6] fazolar o'rtasida izometrik moslik o'rnatadi. Shuning uchuii
E*[a, b] va Lq[a b] fazolar o'zaro izomorfdir, ya'ni L*[a, 5 = Lqg[a, b\
Xususan, p —2 da L”"o, 6] = L2[a, b]. Shuning uchun L2[a, i} 0'z-0'ziga
go'shma fazo deyiladi.

30.7.  Hilbert fazosida chizigli funksionalning umumiy ko'rinishi quyidagicha
f(x) — (x, y), ya'ni ixtiyoriy f chizigli uzluksiz funksionalga shu fazoning
yagona y elementi rnos keladi, shuning uchun Hilbert fazosi 0‘z-0'zigaqo‘shma
fazo bisoblanadi. Xuddi shu sababli, n o'lchamli Evklid fazosi ham 0‘z-0'ziga
go'shma fazo bo‘ladi.

Mustaqit ishlash uchun savol va topshiriglar

1- /o: @ —» C, fo(x) = xi chizigli funksionalni normasini saglagan

halda c fazoga chizigli davotn ettiring.

N

Chizigli funksional davorni yagonami? Javobni asoslang.

w

f 1 €2[0 1] —=C2[0 1], f(x) —x(0) funksionalni chizigli chegaralangan-
Ukka tekshiring.

4. Evklidfazolarida chizigli funksionalning umumiy ko rinishi ganday bo‘ladi?

5. Uzluksizfunksiyalarfazosi <fl—i, 1] dagi barcha toqfunksiyalar to'plami
C~[—1, 1] = LO (26.1J,-rnisolga garang) gismfazo tashkil quadi. LO gism

fazoda fo chizigli funksionalni quyidagicha aniglaymiz:
h(x) =1 tx(t)dt, x € LO-
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/o funksionalni normasini saglagan holda C\—1, 1] gacha davorn etti-

ring.
6. ¢, va => 1 fazolarga go‘shma fazolami toping.
7. p, ¢ va m fazolarga go'shma fazolami toping.
8. CJa, ¢ fazoga go'shma fazoni toping.
9. Jbzla, b] fazoga qgo'shma fazoni toping.

10. 11 Hilbert fazosiga qo 'shma fazoni toping.
31-§. Chiziqgli uzluksiz operatorlar fazosi

Mazkur paragrafda biz chizigli uzluksiz (ehegaralangan) operatorlar fazosi
L(X. Y) ning to'laligi hagidagi teoremani isbotlaymiz. Operatorlar ketma-
ketligining kuchsiz, kuchli (nugtali) va tekis (norma bo'yicha) yaginlashish
ta’riflarini berainiz. Ularni misollarda tahlil gilamiz.

31.1-ta'rif. Agar {An} ¢ L(X, Y) operatorlar ketrna-ketligi uchun shun-
day A € L(X, Y) operator rnavjud bo'ih, nIE}nﬂDlen—.AIl =0 bo'lsa, {/i,}
operatorlar ketrna-ketligi A operatorga norma bo‘yicha yoki tekis yaginlashadi
deyiladi va An — >A shaklda belglianadi.

31.2-ta'rif. Aqar ixtivoriy x € X uchun nIi_r:n00 [Anx —AXN\ — 0 bolsa,
{An} operatorio,r ketrna-ketligi A operatorga kuchli yoki nugtali yaginlashadi
deyiladi va An —=A shaklda belglanadi.

31.3-ta’rIf. Agarixtiyoriy f € Y* va barcha x € X lar uchun Iirgof(A nx)
= f(Ax) boflsa, {An} operatorlar ketrna-ketligi A operatorga knu_chsiz yoki
kuchsiz ma’noda {A,, — yaginlashuvchi deyiladi.

31.3-ta’rif Hilbert fazosida quyidagicha bo'iadi,
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31.4-ta'rif. Agar ixtiyoriy x,y € H uchun rQ{rﬁl(Anx,y) = (AX, y)
boisa. {An} operatorlar ketma-ketligi A operatorga kuchsiz yaginlashupchi
deyiladi.

31.1-misol. An:@ h. AnXx=(0,0,, ., 0,xy,x2,x3,...)

operatorlar ketma- ketligining kuchli va kuchsinz ma’noda nol operatorga yagin-
lasliisliini tekshiring.

Yechish. £ Hilbert fazosi bo'lganligi uchun An : £2 — £ operatorlar
ketma-ketligining kuchsiz ma’noda nol operatorga yaginlashishini 31.4-ta’rifdan

foydalanib tekehiramiz. Ixtiyoriy y = (yi, jfe,...) € £2 uchun

0C

| (AnX, y) - (QX, Y) 2 7%k Virtk Ullz g |y*12  (31.1)
k-1 k—+1

munosabat o'rinli. y € £ bo'lganligi uchun
co
jiyiia= x;ittia <oo.
k-1

Shunday ekan yaginlashuvchi gatorning goldigli
oc

n —moc da nolga intiladi. Bundan (31.1) ga ko'ra, ixtiyoriy x, y € £ larda
I(Anx, y) —(Qx, y) I ning n —»00 da. nolga intiiishi kelib chigadi. Demak.
{An\ operatorlar ketma-ketligi nol operator 0 ga kuchsiz ina'noda yagqin-
laehar ekan. {An} operatorlar ketma-ketligi nol operatorga, kuchli ma’noda

yaginlashmaydi, ehunki
o o _ n
nI|_r>rgC LAnx —Qx |l n“_fﬂc Ixi=IxI"o. A

31.2.  Quyida berilgan Pn, Qn € ;(;2) operatorlar ketma,-ketligining kuch-
li va tekis ma’noda birlik va nol operatorlarga yaginlashishini tcksiring.

in :£2 72 Pnx = (xi, X2,..., X, 0,..., 0,...),
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Qn — 1 Qn% — (0,. .-,0, Xn+\, Xn+2? %n+3? *ee) «

Yechishu Ixtiyoriy € £ uchun
0

IOn%|e2=E | x*+k® °> n  °°-
k=1
Chunki x £ £, ya'ni
co

liziiz= X )1x™\2 < 00 *

Shunday ekan, oxirgi gatorning qoldig'i

co

v o IxnHA

k-1
n — 00 da nolga intiladi. Demak, {Qn} opera.torlar ketma.-ketligi uol ope-
ratorga kuchli ina’noda yaqinlashar ekan. Buridan {Pn —1 —Qn} operator-

lar ketma-ketligining birlik operator 1 ga kuchli ma’noda vaginlashishi kelib
chigadi. End! {Qn} operatorlar ketma-ketligi uol operatorga tekis ma’noda

yaginlashadimi yoki yo'gmi, shuni tekshiramiz.
IQnxf =7IM\xmHA2 <\\x\\2.
=1

Bundan
IBll<1 (31.2)

ekanligini olatniz. Ikkincbi tomondan, QnRn+i = ?n+i mBundan

Q! > [|Qe ]| = I. (3L3)

(31.2) va (31.3) dan ixtiyoriy n € N uchun JOQn\= 1 ga kelamiz. Demak,
Qn operatorlar ketma-ketligi no! operatorga tekis (norma bo'yicba) yaqinlash-
maydi. Buyerda.il {/«} operatorlar ketma-ketligi birlik operator 1 ga tekis
yaginla-shmasligi kelib chigadi.

31.3. ;2 [4/2, 1/2] Hilbert fazosini o'zini-olziga akslautiruvchi va

(Anf) = x”f(x)
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formula bilan aniglanuvclii An operatorlar ketnxa-ketligining noi operatorga
tekis yaginlashishini tekshiring.
Yechish. Ixtiyoriy f € L2[1/2, 1/2] uchun

14112
Unf\?= \xnf(x)\2dt <
J-1/2

fl/2 [

£-/SSW in L p £ *= muf B2 Sli4>
Bundan ULl < ~  tengsizlikrii olamiz. Agar biz 0 < |J4,]] efeaniigini
bisobga olib, n —00 da limitga o‘tsak,

lim Tan- ©Il = 0.
n—e

Shunday ekan, A,, operatoria.r ketma-ketligi nol operatorga tekis yaginlashadi.

Yuqorida kuchsiz yaqinlasuvchi operatorlar ketma-ketligi kuchli ma’noda
yaginlashmasligiga (31.1-rnisol) va kuchli ma’noda. yagiulashuvehi operatorlar
ketma-ketligi norma bo'yicha yaginlashmasligiga (31.2-misol) rnisol keltirildi.

Quyida biz tekis yagiulashuvehi operatorlar ketma-ketligining kuchli ma’noda
haut yaginlashuvchi bolishini va, kuchli ma’noda yagidlashuvchi operatorlar
ketma-ketligining kuchsiz ma’noda ham yaginlashuvchi bolishini isbotlaymiz.

31.1-lemma. Agar {4n} C L(X, Y) operatorlar ketma-ketligi biror A e
L(X, Y) operatorga tekis yaginlashsa, Vholda {A,} operatorlar ketma-ketligi
A operatorga, kuchli ma’noda ham yaqginlashuvchi bo'ladi.

isbot. Lemma shartiga kora JAn—A\—0, n-*o0o0. U holda ixtiyoriy
x € X uchun

AN —AN < Il An—4]| «lir. 11

Bonli tengsizlikka ega bo'lamiz. Matematik analizdan ma’lumki, tengsizliklarda.
limitga. o‘tish mumkin. Bunga ko'ra,

0< Iig [(AnX - ATI 5 If_jn [ An —A\ I{|/X H—O.
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Demak, {An} operatoriar ketma-ketligi A operatorga kuchli ma’noda ham

yaginlashar ekan. A
Shunga o'xshash quyidagi tasdigni, bevosita ta'rifdan foydaianib isbotlash

mumekin.
31.2-lemma. Agar {An} C L(X, Y) operatoriar ketma-ketligi biror A €

L(X,Y) operatorga kuchli ma’noda yaginlashsa, u holda {/!«} operatoriar
ketma-ketligi A operatorga kuchsiz manoda ham yaqinlashuvchi bo ‘ladi.

Isbofc. Lemma shartiga ko'ra. ixtiyoriy x e X uchun
rwr%o lA.x —Aa’H= 0.
U holda ixtiyoriy x € X va f € Y* uchun
0 < (Anx) - f(AT1) |= [f{Anx- AX)|< JAnx - AN\ m}/ ]
sonli tengsizlikka ega bo'lamiz. Bu tengsizlikda n —00 da limitga o'tib,
0< _Ili_igDH{Anx) - f(AX) |< rli—%;)lAnX - A\ =]/ =0

irmiiosabatui olamiz. Demak, {j4,.} operatoriar ketma-ketligi kuchsiz ina’tioda

A operatorga yaginlashar ekan. A
31.1-teorema. Agar Y to‘lafazo bo‘lsa. u holda L{X, Y) fazo ham to‘la,

ya’ni Banax fazosi bo‘adi.
Isbot. {A,} C L(X, Y) ixtiyoriy fundamental ketma.-ketlik bo'lsin, ya’oi
n, vi —00 da JAn- Am]—0. U holda ixtiyoriy x € X uchun

AN - A\ < TAn- Amllellx 10, n, m 00.

to‘la hizo bo'lgani uchun {Anx} ketma-ketlik biror y e Y elementga yaqin-
lashadi. Demak, har bir x € X ga {A,x} ketrna-ketlikriing limiti bo'lgan
yagona y € Y element mos qo'yilyapti. Bu moslikni -4 : X —Y orqali
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belgilaymiz:

Ar = lim Anx = .

71—00

Endi A € L(X, Y) ckanlgini ko'rsatamiz. Chizigliligi:

A (ajxj + a2x2) —Ilim An(«i®j + a2x2) = lim (Anai-Tj + Ana2x2) —
n—oc n—0C

—«X lim AnXi + a2 lim Anx2 —«i?/i + a2y2 —ouAxy + a2Ax2.

M—+Co 7)—00

Endi A niug chegaralangan ekanligini ko'rsatamiz. Shartga ko'ra,
«An- Am]-=>0, n, in -+ 00.
Demak. (29-8ning 6-topshirig‘iga qarang)
iiau - asi 1< na. - Am\-» 0, n, m-m.30

Bitndan (1 11, sonli ketma-ketlikning fundamentalligi kelib chigadi. Hagiqiy
sonla.rfa.zosi ffi to'la bé'lganligi uchun, {]]Ai]} sonli kefcma-kethkyaginlashuv-
chidir, yaginlashuvchi ketma-ketlik esa chegaralangan bo‘ladi. Ya'ni shunday
K > 0 son mavjudki, ixtiyoriy n € N uchun |J1]] < K tengsizlik bajanladi.

Norma ta’rifidan

AairH < qastt - X < Kooy

Bundan esa
lim Anx —Ilim JAnx I< K =] ||

Buyerda biz normaning uzluksizligidan foydalandik. Endi {A»} ketma-ketlikni
chizigli operatorlar fazosi L(X, Y) da A ga yaginlashishini ko'rsatamiz.
Ixtiyoriy e > 0 son uchun shunday wu; son mavjudki, barcha n > w, p 6

N va [la I < 1 lar uchun

An+pX Antn N £
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tengsizlik bajariladi. Agar so'nggi tengsizlikda p —00 da limitga o'tsak va
normaning uzluksizligidan foydalansak, ixtiyoriy n > rig va i|Jx | < 1 lar
uchun

IAX - AnA\< £

tengsizlikka ega bo'lamiz. Shuning uchun ixtiyoriy n > uq da
A - AJl= sup fJAx - Anx™ <'s
IMi<i
Demak, L(X, Y) fazodagi norma ma’nosida rmﬁm\\A—Aill = 0. Shunday
gilib, L(X Y) tola fazo ekan. A

31.1-natija. X chizigli normalangan fazoga go‘shma bo'lgan X* = L(X, C)
fazo Banax fazosidir.

Isbot. Komplekssonlax to'planii C tola fazo, shuning uchun 31.1-teoremaga
ko'ra, L(X, C) Banax fazosi boladi. A

31.4-misol. L (C2[a, & C\a, {f fazoni tolalikka tekshiring.

Yechish. Y —G[a, 6] to'la fazo bo‘lganligi uchun 31.1-teoremaga ko'ra,
L (Cija, 6], G[a, 6]) to‘la fazo, ya'ni Banax fazosi boladi. A

31.5. L(G[a, &, C2[a, 6]) fazo uchun 31.1-teorema sharti bajariladimi? U
tolami?

Yechish. Y —C2[a, 6] fazo tola bo'Imagan (21.8 -misolga garang) nor-
malangan fazo bolganligi uchun 31.1-teorema sharti bajarilmaydi. Shuning
uchun biz L(C[a, 6], C2[a, &) fazonitola fazo deya olmaymiz. Aniglik uchun
4 ——1, 6 = 1 deymiz va L(C[a, 6], C2[a, &) fazoning tola emasligini
ko'rsatamiz. Buning uchun C2[, 1] fazoning tola emasligini ko'rsatishda
go'llanilgaii (21.8-misol va 21.1-chizmaga garang) uzluksiz funksiyalaming



tengaizlik bajariladi. Agar so'aggi tengsizlikda p —>00 da limitga o'tsak va
normaning uzluksizligidan fpydalansak, ixtiyoriy n > nova jjx | < 1 lar
udiun

IAx - AxlI<e

tengsizlikka ega bolamiz. Shuning uchun ixtiyoriy n >no da
A - Anjl=r sup Ax- An\<e
IMI<i
Demak, L(X, Y) fazodagi norma ma’nosida nI%I—M—.AJI = 0. Shunday
gilib, L(X, Y) tola fazo ekan. A

31.1-natija. X chizigli normalangan fazoga go‘shma ho'lgan X* —L (X, C)
fazo Banax fazosidir.

Isbot. Kompleks soniar to‘plami C tola fazo, shuning uchun 31.1-teoremaga
ko'ra, L(X, C) Banax fazosi boladi. A

31.4-misol. L (C"a, b\ (7[o, N fazoni tolalikka tekshiring.

Yechish. Y —G[a, 6] tola fazo bollganiigi uchun 31.1-teoremaga ko'
L(C2[a, 6], C[a, bY to'la fazo, ya’'ni Banax fazosi bo!ladi. A

31.5. L(C[a, b], CG2[a, b]) fazo uchun 31.1-teorema sharfci bajariladimi? U
to‘lami?

Yechish. Y = C2[a, i} fazo to'ia bo'Imagan (21.8 -misolga garang) nor-
malangan fazo bolganligi uchun 31.1-teorema sharti bajarilmaydi. Shuning
uchun biz L(C[a, 6], C2[a, 6]) fazonitola fazo deyao]maymiz. Aniglik uchun
« = —1, b — 1 deymiz va L(CJ[a, & C2[a, &) fazoning tola emasligini
ko'rsatamiz. Buning uchun C2[—1, 1] fazoning tola emasligini ko'raatishda
gollanilgan (21.s-rnisol va 21.1-chizmaga garang) uzluksiz funksiyalarning

-1, xe [-1, -1/n],
fn(x) nx, x € (—1, —1/n) (31.5)
1, xe [1/n, 1]
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ketma-ketiigidan foydalanib, Ane L(C[—, 1], C2[-1, 1]), n gN operator-
ia!l ketma-ketligini quyidagieha quramiz:

(Anf) (x) = fn(x) f(x). (31.6)

An operatorning chizigii va uzluksizligi oson tekshiriladi. {An} operator-
lar ketina-ketiiginiiig L (C[—L, 1], 1, 1]) fazoda fundamental ekanligini
ko'rsatamiz. Buning uehun JJAn —Am || normara hisoblaymiz:

IAn- Am|l= sup JANnf- An/ll=
<t

sup \I I Ifn(x) - fm(x)\21f{x) kdx. (31.7)
/ii<i V-/-i
(3L7) va |/ = max” Jf(x) |< 1 ekanligidan foydalansak,

iil
JAn- Am< 3 1 AR - fm@)dx= |/ - /mjlcy-i, i (31-8)

tengsizlikni olamiz. {/,,} ketma-ketlikning Cjf—, 1] fazoda fundamentalligi
21.8-misoldaisbotlangan. (31.8) dan harnda {/«} ketma-ketlikning fundamen-
talligidan {An} operatorias ketma-ketligining fundamentalligi kelib chigadi.
Lekin {A).} operatorlar ketma-ketligi L (C[—L, 1], 62[—, 1]) fazoda.yaqin-
lashuvchi emas. Teskaridan faraz gifaylik. {Ai} operatorlar ketma-ketligi biror
A € L(C[—L 1], C2[—- 1]) operatorga yaqinlasiisin. U kolda ixtiyoriy / e
Cia, b] uehun (!lgao lAnf —/1/11 = 0 tenglik o'rinli. Ikldnchi tomondan /0 —
1 uehun
(-A/0) (a) = 7«(*), n€ N

tenglik o'rinli va (Afo) (x) = %(x) deylik. 21.8-rnisoida {/,,} feétma-ketlikning
birorta ham uziuksiz funksiyaga C~~1, 1] fessonormasida yaginlasha olmasii-
gi ko'rsa.tilgan edi. jumladax { A»/o —fn} ketma-ketlik go = Afo funksiya.-

ga ham yaqginlasha ohnaydi. Bu garama-qarehilik {An} operatorlar ketma-
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ketligining yaginlashuvchi emasligini bildiradi. Demak, L{C[—1, 1], Ck[—1, 1]
to'la bo:lmagan normalangan fazo ekan. A

Banax-Shteynxaus teoremasi yordamida ko'rsatish mumkinki, agar X va
Y lar Banax fazolari bolsa, uliolda L(X, Y) fazo kuchli yaginlasbisliga nis-
batan ham tola bo'ladi.

31.2-teorema (Banax-Shteynxaus yoki tekis chegaralanganlik prinsipi).
Agar chizigli uzluksiz operator!,aming {An} ketma-ketiigi X Banax fazosi-
ning har Mr nugtasida chegaralangan (ya'ni har Mr x € X uchun shunday

Mx > 0 mavjud bo'lib, ixtiyoriy n,e N uchun
WA\ \ <M x (31.9)

tengsizlik o'rinli) bo‘lsa, u holda bu operatoriarning nérmalaridan tuzilgan
(IANjI} sonii ketma-ketlik ham chegaralangan bo‘ladi.
Isbot. Avvalo (31.9) shart bajarilganda shunday

Blao, ro] = {Xxe X : (X- Qdl < ro}

yopiq shar mavjud bo‘lib, bu sharda {Anx}~LI ketma-ketlik chegaralangan
bo'lishini (ya'ni shunday M0 > 0 son mavjud bo'lib, ixtiyotiy x e B[oq, r(]
va barcha ri € N larda \\M\ < Mo tengsizlik bajarilishini) ko'rsatamiz.
Teskaridan faraz gilaylik, ya'ni ketma-ketlik birorta ham yopiq
sharda chegaralangan bo'lmasin. Ixtiyoriy B [x0, £9 shar olainiz. {Anx}~»
kétma-ketlik B [xq. ea/2] sharda chegaralanmagan bo'lgani uchun shuaday
£1 € B[xq, £0/2] element va nj notner inavjudki, {Anixi} > 1 bo'ladi. Afil
operatorning uziuksizligidan bu tengsizlik i3[xj, £]] C B[xq, £0/2 sharda
ham bajariladi. B[x\, fci/2] sharda {Anx}°lj ketma-ketlik chegaralanma.-
gan bolgani uchun shunday x2 € B[x], ei/2] element va «2 nomer inavjud-
ki, {A,2x2} > 2 shart bajariladi. An, ning uzluksizligidan bu tengsizlik
B[x2, £2 C B[x1, ei/2] sharda ham baja.riladi va hokazo k —chi gadam-
da B [xfc-i, £k-1] shaming xk nugtasida {Ankx*} > k shart bajariladi. Ark
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ning uzluksizligidan bu tengsizlik B [a*, £ C B s*_i/2] sharda ham
bajariladi. Demak, ichma-idi joylashgan va radiuslari nolga intiluvchi

B [0, €0] D B [.j, Cj D e+ D B [**, £ =eee

yopiq sharlar ketma-ketligining barchasiga garashli bo'lgan x 6 B [a* £
element mavjud va bardia k <N larda JAK« ]| > k tengsizlik bajarila-
di. Bu esa (31.9) ga aid. Shunday qilib, {Anx"Y~l ketma-ketlik chegaraian-
gan bo'ladigan B[oqg, 7] yopiq shar mavjud. Ixtiyoriy x € B[9, 1] uchun
X' —r0x + ao nugta B [c0, r0] sharda yotadi. Shuning uchun, ixtiyoriy n da

AN\ < A40. Endi x =  1(x>—a0) tenglikdan foydalansak,

/2
HAF | AnN—(x'-a0) = g A - Al <

(IAn]] + JAn0\Y < E(MO + 14.20]]) < —O(MO + Mag) —M.
ro r

U hoida

H4, 1= sup \\Mnx\\< M. A
IHi<i

31.3-teorema. Agar X va Y hr Banaxfazolari bo'lsa, u holda L(X, Y)
operatorlar fazosi kuchli yaginlashishga nisbatan to ‘ladir.

Isbot. Istalgan x € X da {A,x} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo'lgani
uchun, har bir x e X da n”ﬂ‘mA”X mavjud va biz Ax —nli_n>gOAnx —y
tenglik bilan aniglanuvchi A operatorga ega bo'lamiz. Bu operatorning chi-
zigliligi 31.1-teorema isbotida keltirilgan. Endi lining chegaralangan ekanligini
ko'rsatamiz. Har bir x e X da {A,.:c} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo'lgani
uchun, u chegaralangandir. Banax-Shfceynxaus teorernasiga ko‘ra, ixtiyoriy
n € N da IAn\< M o'rinli. Bunda.ii

la = lim Anx lim jlJAall <M =] ||

Demak, [JAIl <M. A
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31.6-misol. 31.2-misolda keltirilgan
Pn:i2-» 42, Fnx = (x1 x2, m X, O,..., O,...)
operatorial ketma-ketligi Banax-Shteynxaus teoremas» shartlarini ganoatlanti-
radimi?
Yechish. Pn :i2 ;2 operatoria!' ketma-ketiigi Banax-Shteynxaus teo-
remasi shartlarini ganoatlantiradi. Hagigatan hatn, X — 12 va Y = i2—
lar Banax fazolari. Pn ning chegaralangan ekanligi oson tekshiriladi. Har bir

x € 12 nugtada {Pnx} chegaralangan ekanligi

munosabatdan kelib chigadi. A
31.7, L (i2) fazo kuehli yaginlashishga nisbatan toia fazo boladimi?
Yechish.,X =Y —i2 lar tola fazolar boiganligi uckn 31.3-teorernaga

ko'ra L{12) fazo kuehli yaginlashishga nisbatan tola fazo boladi. A

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriglar

1. Operatoriar ketrna-ketligining kuchsiz, kuehli va teléis yaqginlashishlarini

ta riflang.

2. Kuehli yaginhshuvchi, lekin tekis yaginlashrnaydigan operatoria/)" ketma-
kethgiga misol keltiring (81.2-misalga garang).

3. Kuchsiz yagirdashuvchi, lekin kuehli yaginlashmaydigan operatorlar ketma-

ketligiga misol keltiring (SI.I-misolga garang).

4. L (fi) fazo kuehli yaginlashishga nisbatan to'la fazo bo'ladimi? 31.3-

teoremadan foydalaning.
5. 31.2-misolda keltirilgan Qn : {2 —»f2

Qn'X — (0, .-.jo, Ari-it- 2; ')
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operatorlar ketma-ketligi Banax-Shteynxaus teorernasi shartlarini. ganoat-

lantiradimi?

6. A, : L2[—m L2[-7r, ir],

/ QCBnic cosnyf(y)dy

ar

operatorlar ketma-ketiigini nol operatorga kuchli va kuchsiz ma‘'noda yagin-

lashishga tekshiring.

7- {4,} C L'(C[, 1] -* L2[, 1]) operatorlar ketma-ketligini gtiyidagicha
anigiaymiz:

(Anf)(x) = fn(x)f(x)

Buyerda /,, lar (31.5) tenglik bilan aniglanadi. An operatorlar ketma-
ketligining limitini coping. Lirnitik operatorga An operatorlar ketma-

ketligi gaysi ma’noda (tekis, kuchli. kuchsiz) yaqinlashadi?

8. L(C\[a, b]) fazo 31.1-teorerna shartlarini ganoatlantiradimi?
32-8. Teskari operatorlar

Bizga X ni Y ga akslantiruvchi A operator berilgan bolsin. D(A) -
«xling aniglanish sohasi, ImA esa uning giymatlar sohasi bo‘lsin.

32.1-ta'rif. Agar ixtiyoriy y < ImA uchun Ax = y tenglarna yagona
yechimga ega bo‘lsa, u holda A teskarilanuvchan operator deyiladi.

Agar A teskarilanuvchan operator bo‘lsa, 1 holda ixtiyoriy y e ImA ga
Ax =y tenglamaning yechimi bolgan yagona x € D(A) element mos keladi.
Bu moslikui o‘rnatuvchi operator A operatorga teskari operator deyiladi va
A~ bilan belgilanadi, hamda

A : Y m>X, D(A-) =ImA, ImA-1 = D{A).
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Bundan tasbqari teskari operatorning anigianisbidan
A~1Ax = x, xeD(A), AA~xy =y, y£€D(A~I) (32.1)

tenglildar kelib cbigadi.

Endi A akslantirish X ni o0‘zmi-o'ziga akslantiruvcbi ehizigh operator
bo'lsin. Agar B € L(X, X) = L(X) operator uchun B A =1 ho'lsa, u boi-
da B operator A operatorga chap teskari operator deyiladi. Xuddi shimday,
AC =1 teiiglik bajarilsa, C operator A ga o‘ng teskari operator deyiladi.

32.1-fcasdig. Agar A operator uchun ham chap teskari, ham o'ng teskari
operatorlar mavjud bo‘ha, u holda ular o‘zaro teng.

Isbot. A uchun B chap teskari, C o:ng teskari operatorlar bo'lsin, u
holda

B =BIl=B(AC) = (BA)C = 1C = C. A
32.1-misol. A : 2 “m£, Ax — (0, x\, 22, ...,X,,_1,...) operatorga
chap teskari operatorni toping. A o‘ngga siljitish opcratori deyiladi.

Yechish. B : £ —:2 bilan chapga siljitish operatorini belgilayrniz:

Bx = (X2, X-i, ...,xn+h ...).

BAx = B(Ax) = B (0, xi, X2, ..., Xn—it .,..) = (xi, X2 ..., xn, ...) = IX.

Derrtak, B operator A uchun chap teskari operator ekan.
32.2.  32.1-misoldakeltirilgan A : £2 —£2 operatorga o'ng teskari operator
mavjudmi?
Yechish. Faraz gilaylik, A ga o'ng teskari operator mavjud bolsin. Uni
C : £2 —mg2 orqali belgilayrniz. 32.1-tasdigga ko‘ra (32.1-misolga garang)
B —C bo'ladi, ya'ni

Cx = (X2, X3, ....X,,+1i, ...):
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Endi AC operatorning x 6 i2 elementgaia’sirini garaymiz.
ACx = A(<7x) = /L(x2,x3,. xn+h ...) = (0, x2, mmm xn, ...)

Demak. C operator ,4 uchun o‘ng teskari operator emas ekan. Bundan A
uchun o‘ng teskari operatorning mavjud emasligi keiib chigadi.

32.2-tasdig. Agar A uchun bir vagtda ham o‘ng teskari, ham chap teskari
operatoriar -mavjud bo‘lsa, u holda A teskarilanuvchan operator bo'ladi va
A’1=B —C tenglik o'rinli.

«32.2 tasdigning isboti 32.1-tasdig va (32.1) tenglikdan kelib chigadi.

32.1-teorema. A chizigli operatorga teskari ho'lgan A-1 opera,tor ham
chiziglidir.

Isbot. Shuni aytib o'tisb kerakki, ImA —D(A~I) chizigli ko'pxilhlikdir.
Shunday ekan ixtiyoriy ct\, a2 sonlar va ixtiyoriy yi, y2 € ImA elementlar
uchun

A-1 («iyi + <2y2) = d\A Vi +a2A ly2 (32.2)

tenglikning to'g'ri ekanligini ko'rsatish yetarli. Axi —y\ va Ax2 —y2 deymiz.

A chizigli bo'lgani uchun
A («i X\ a2x2) —QiVi + Ggy2. (32.3)

Teskari operator na'rifiga ko'ra, xi — A~lyi, x2 — A~ly2. Bu tengliklarm

mos ravishda va a2 sonlarga ko'paytirib qo‘shsak,
oif Xj + a2x2—(*iA lyi + c2A 1ly2.
ikkinchi tomondan, (32.3) dan va teskari operatorning ta’rifidan
«1xi+ a2x2 —A_1(cviyl + a2y?2)

tenglik kelib chigadi. Oxirgi ikki tenglikdan (32.2) tenglikni olamiz. A
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32.2-teorema (Teskari operator hagida Banax teoremasi). A operator X
Banax fazosini Y Banax fazosiga biyektiv akslantiruvchi chizigli chegaralan-
gan operator bohin. V holda A~ operator mavjud va chegaralangan.

Teoremani isbotlashdan oldin quyidagi lemmani isbotlaymiz.

32.1-lemma. M toplam X Banax fazosining hamma yerida zieh bo'lsin.

U holda ixtiyoriy nolrnas y € X elementni

y=yi+y +.'-"+yn+

gatorga yoyish rumkin. Bu yerda yk€ M, 2 1< 3<2~ke]||lyl], ke N.
Isbot. yi, xjh... eiementlarni ketma-kefc quramiz. M to'plam X Banax

fazosining hamma yerida zieh bo'lgani uchun, shunday yi e M mavjudki,

bo'ladi. ¥2€ M elementni shunday tanlaymizki,
| " y-yl-20<
bo‘lmu. I1Sndi 3G M elementni shunday tanlaymizki,

nw—21—-22—-3Ri <

bajnrilain. Umuman yn € M elementni shunday tanlaymizki,

i
W~Vi- 22- 23— Uny <

bo'lsin. Btmday tanlash mumkin, chunki M tc/plam X ning hamma yerida

zieh. yn€ M elementlarning tanlanishiga ko‘ra



gator yaginlashadi va lining yig'indisi y ga teng. Endi yne M elementlarning

normalariixi baholaymiz:
IVil=]Vi v+ A< IVi =N+ lyli< + AL <2 li/l>

RZ0=1Mn+u-y +y- 2t0<l2+21- W+ 1y - Vill<

<M 4111 <3l

va nihoyat
Ivnll —llyn+ Vn-i + — \rvi-y+y -V i---—-—--- Vn-ill <
<\Wn+Vn-i + "ee+ W~V [+ IV~ Vi--—--- vn-i I <
<M +M < Mid A
- 27 2n-l -~ 27
X

32.2-teoremaning isboti. A bij
operator mavjud va D(A~1) —Y . Endi Y fazoda

Mk= {yeY -WA-'y'""kWyW}, k=12,...

to'plamlarni garayiniz. Y fazoning ixtiyoriy elementi Mk to'plamlarning biror-

tasida yotadi. Shuning uchun

[ele]

y = U Mk
k=1

Ber teoremasiga ko‘'ra, Mk to'plamlaming birortasi gandaydir B e Y sharda
zieh bo'ladi. Faraz gilaylik, M,, to‘plam B sharda zich bo'lsin. B shar ichida

sharsimon P qatlam olamiz, ya'ni
P—{zeB:j3<\\z-illl<«}, 0<,8<a, y0O€M,,.
P qatlasrmi markazi nolda bo'ladigan gilib parallel ko'chirarniz va

PO={z:Y :6 <\\z\\< a}
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sharsimon gatlamga ega bo'lamiz. Birorta «o € N uchun Mro to'plam Po da
zieh bo'lishini ko'rsatamiz. Agar z € P n Mn bo'lsa. u holda z —yo £ Po
bo'ladi. Bundan tashqari

IA 1z- Y\ < JA 1A+ [(-1)A Vo|| = JA 1A+ A W] <

<nllo+nliyol=n"- yo+ tAl+ Iydl) <n (I*- B +2 [y =
IL(1L+T1TM ) m  (314)

deb olamiz. U holda (32.4) ga ko'ra, z—yo £ M,,0 bo'ladi. M,, to'plamning
P qgatlamda zieh ekanligidan M«o to'plamning Po gatlamda zieh ekanligi
kelib chigadi. Endi Y dan ixtiyoriy nolinas y element olamiz.. Simnday A
son mavju.dki, B < JAy || < a tengsizlik o'rinli, ya’ni Xy £ Po bo'ladi. Mno
to'plam Po gatlamda zieh bo'lgani uchun Xy ga yaginlashuvchi yk £ Mno
ketma-ketlik qurish mumkin. U holda ykiX —»y . Ravshanki, yk £ Mnp bo'lsa,
u holda ixtiyoriy A~ 0 uchun T€ Mno bo'ladi. Shunday qilib, Mn0 to'plam
Y! {0} da zieh va demak, Y ning o'zida harn zieh.

Endi ixtiyoriy nolmas y £ Y elementni olamiz va 32.1-lemmaga ko'ra Mno
to'plamning eleinentlari orgali gatorga yoyamiz:

V—Ui+ 2H—bWnd— |Iy* 1< 3+2 klyjl. k€N

X fazoda xk —A~lyk elementlardan tuzilgan gatorni garaymiz:

co

k=1 k=1
Bu gator gatidaydir x £ X elementga yaqinlashadi, chunki
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va. ko ® ®

(3*2.5) gatorning yaginlashuvchiligida-n va A ning iizluksizligidan
o \ /00 \ ® ®

Bu yerdan x = A ly ekanligi keiib chigadi. Bundan tashqari

< 3no M|

Bu yerdan JA 1] < 3*no tengsizlik kelib chigadi. Shunday qilib, A 1 ope-
ratorning chegaraiangan ekanligi isbotlandi. A

Berilgan operatorga teskari operatoming mavjudligmi ko'rsatish birmuneha
osonrog, lekin teskari operatorni topish inasalasi murakkab masaladir. Shuning
uchun teskari operatorni topishni soddaroq holdan. ya'ni garalavotgan fazo
olchami ehekli bo‘lgan hoidan boshla.ymiz.

32.3. A :R3—R3, Ax = (®i, X%+ xi, £3) operatorga teskari operator
mavijudini? Agar mavjud bo‘lsa, uni toping.

Yechish. Berilgan A operatorga teskari operator mavjud bo'lishi uchun,
ixtiyoriy y € ImA —R3 da Ax =y tenglarna yagona yechimga ega bo'lishi
kerak. Endi Ax =y tenglikdan x ni toparmz:

Ax =y <=m {xt,x2+ xh x3) = @371, y2, Vi) m

Bundan

ya'ni
(xi, x2, x3) = (yi, y2- vyi, 2B) —A ly.
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Shunday qilib, A operatorga teskari operator mavjud bo'lih u
A~* :R3—R3, A~Ix = (xi, x2—xi, X3)

ko‘rimshga ega. 32.1-teoreinaga ko‘ra, u chizigli operator bo‘ladi. A

32.4.  32.3 misolda qaralgaii A : R3 — R3 operator teskari operatorlar
hagida Banax teoremasi shartlarini ganoatlantiradirni?

Yechish. X —R3 va Y = R3 lax Banax fazolari bo‘lganligi uchun A
akslantirishning biyeksiya ekanligini ko'rsatish yetarli. R3 fazodan ixtiyoriy
ikkita turli x = (*1,x2,x$) va y — (yj, y2, y4§) elementlaxni olamiz va
Ax %= Ay ekanligini ko'reatanm. Teskaridan faraz gilaylik, Ax —Ay =»Q
bollsin. So‘nggi tenglikdan x —y ekanligiga kelamiz. Bu garania-garshilik A
akslantirishning inyektiv ekanligini ko'rsatadi. 32.3-misolda ixtiyoriy y e R3
uchun Ax =y tenglama vagona yediimga ega ekanligi ko‘rsatilgan ed-i. Bu
esa. A akslantirishning syuryektiv ekanligini ko‘rsatadi. Demak, .4 biyektiv
akslantirish ekan. A

32.1. Teskari operatorlar hagida ba’zi teoremalar

Biz bu bandda operator teskarilanuvehan bolishining zaruriy va yetar-
li shartini keitiramiz. Shuningdek teskari operator mavjud va diegaxa.la.nga.
boiishining yetarli. zarur va yetarli shartlarini keitiramiz.

32.3-teorema. /1. X —* Y chizigli operator teskarilanuvehan bo'lishi
uchun Ax —9 tenglama faqat x = 9 yechvmga ega holishi zarur va yetarli.

Isbot. Zarvriyligi. A teskarilanuvehan bo‘lsin. U holda Ax = 0 tenglama
yagona yechimga ega bo‘ladi. A chizigli bo'lgani uchun bu yechim x —0
boladi.

Yetarliligi. Ax = 0 tenglama fagat riol yechimga ega bo'lsin, u holda ix-
tiyoriy y e 1mA uchun Ax = y tenglama yagona yechimga ega boiadi.
Teskarisini faraz gilaylik. biror y € ImA uchun yechim ikkita. bo'lsin, ya'ni
Axi = y, Ax2 = y. U holda A(x1—x2) = 6 bo'ladi. Shartga ko'ra,
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i —x2 —6. Bundan X'i = £2¢ A

32.4-teorema. X chizigli normalangan fazoni Y chizigli normalangan
fazoga akslantiruvchi chizigli A operator berilgan bolain. 1mA da chega-
ralangan A~| operator mavjud bolishi uchun, shunday m > 0 son mavjud

bo'iib, ixtiyoriy x g D(A) lar uchun
IAx I>m Ix | (32.6)

tengsizlikning bajariUshi zarur va yetarli.

Isbot. Zaruriyligi. A~l mavjud va chegaralangan bo'lsin, ya'ni
WAVILK m Vye 1) (A-1).

U holda
IAX1= Iy 1> to [A~ly I=m Ix ||
Dernak, (32.6) shart o'rinli.

YetarlUigi. (32.6) shartdan A operatoming o'zaro bir giymatli ekanligi ke-
lib chigadi. Teskarisini faraz giiaylik, (32.6) shart bajarilsinu A o'zaro bir
givmatli akslantirish bo'Imasin. U holda shunday Xi, X2 € D(A), Xxi ™ x2
elementlar mavjudki.

Axl=vy, Ax2=y.

Bundan A(x1—£2) —# ekanligi kelib chigadi. (32.6) tengsizlikka ko'ra,
o<m [xv- x2H< JA(tj - x| =o.

Bu verdan xj = x% garama-qgarshilikka kelamiz. Demak, A —o'zaro bir qiy-
matli akslantirish ekan. Shuning uchun, teskari A~l operator mavjud. En-
di A-1 operatoming chegaralangan ekanligini ko'rsatamiz. (32.6) tengsizlikka
ko'ra,

Ix <™ JAX |}

341



Ixtiyoriy y —AX € IniA uchun

Bu yerdan A 1 operatorning ehegaralangan ekanligi harnda

cengsizlik keiib chigadi.
Endi 32.3 va 32.4-teorema shartlarining bajarilishiga doir inisollar garaymiz.

32.5-misol. C[0, 1] fazoda x ga ko'paytirish operatorini, ya'ni
B : C{0, ] —C[0, 1], (Bf)(x) = xf(x)

operatorni (29.8-misolga garang) garaymiz. Bu operator 32.3-teorerna shart-
larini gqanoatlautiradimi? B teskarilauuvchan operator bo'ladimi?

Yechish. B operatorning ehizigli ekanligi oson tekshiriladi. Endi B f —0
tenglamani, ya'ni xf(x) — 0 tenglamani garaymiz. Bu tenglama C[0, 1]
fazoda fagat f(x) s O yechimga ega. B operator 32.3-teorema shartlarini
gan'oatlantiradi. Demak, B —teskarilanuvchan operator, ya’ni B ga teskari
operator mavjud.

32.6.32.5-misoldagaralgan x ga ko'paytirisli operatori (Bf)(x) —xf(x),
f € C[0, 1], 32.4-teorema shartlarini ganoatlantiradimi?

Yechish, Ma'lmnki, B —ehizigli operator. B operator uchun 32.4-teore-
maning (32.6) sharti bajarilmasligini ko'rsataraiz. Buning uchun (7[0, 1] fazo-

da har bir elementining normasi 1 bo'lgan (32.1-chizma) {on} ketma-ketlikni
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1 —nx, agar X 6 [o,

9n(x) =
0, agar x e [1/n, 1]

garaymiz. Endi B gn\ norma,ni hisoblaymiz;

IBgn = max |(B gn)(X)\ = max I*<?,(*)! = "max® jx - nx2\= — Jon ||

Istalgan to > 0 son uehun shunday «« natural son mavjudki, s <m
tengsizlik o'rinli boiadi. Bu yerdan kelib diigadiki,

IBgn\= WA <miill1-

Demak. B operator uchun (32.6) tengsizlikni ganoatlantiruvciu to. > 0 son

mavjud emas. 32.5-mi,soida koi'satildiki, B ga teskari operator mavjud, lekin

32.4-teoremaiiing sharti bajarilmaganligi uehun. B ga teskari operator chega-

ralanmagan bo:ladi. A
32.7. Endi Z2[—, 1] Hilbert fazosini o'zini-o:ziga akslantiruvchi

A L2, 1- L2[-1 1), (Af)(x) = (x2+ 1) f(x)

operatorni garaymiz. A operator 32.4-teorema. shartlarini ganbatlantiradimi?
4 ga chegaraiangan teskari operator mavjudmi?

Yechish. A operatorning chizigli ekanligi oson tekshiriladi. Endi A ope-
rator udiun 32.4-teorema.iiiug (32.6) sharti bajarilishini koVsatamiz. Bimihg

uchun JAf ]| normani quyidan baholaymiz.
IAf 2= \] A(x2+ 1) f(x) Rdx> j  M(x) Rdx = |}/ |I2.

Biz bu yerda |a*+ Ij > 1 tengsizlikdan hamda iutegralning monotonlik xos-
salaridan foydalandik. So'nggi tengsizlikdan JAf jj > |/ | tengsizlik kelib
chigadi. Bu yerda to > 0 sonsifatida (0, 1] dagi ixtiyoriy sonni olish mumkin.

32.4-teorema tasdig’idan foydalansak, A ga chegaraiangan teskari operator
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mavjudligi hairida JA-1j] < 1 teiigsizlik kelib cbigadi. Aslida [A_1j]= 1
tengiik o'rinli. A

32.5-teorema. X —Banax fazdsi va A e L(X). Agar JAil<g<1
bo‘lsa, u holda I —A operator uchun ehegaralangan teskari operator mavjud.

Isbot. L(X) faaoda quvidagi formal gatorni garaymiz:

I+ A+ A2+ eeo+ An+ eoo (32.7)

Malumki, JA2\N< JA |2. Xuddi shuniiigdek. |J4nI< 4 Jh. U holda (32.7)

gatorning N

Sh=i+X>¢
=1
gismiy yig'iridilari ketma-ketligi Kofihi shartini gqanoatlantiradi, ya'ni

iSP- 5] = JANH + Antl +ee +' A*»]j <
< gn+l + (f2+ -——Ff gntp—»O, n —oO0.
(32.7) gatorning gismiy yig'iridilari ketma-ketligi S,, — fundamental ekan,
L(X) := L(X, X) tolla bo'lgaui (31.1-teoremaga garang) uchun
Sn -+S e L(X).

Shunday qilib,

DO
/+i4*= =8
i
Bnndan tashqari

S(1- )= liggsn(l - A) =

= lim (1 + A+ A2N-——1 A" —A - A2 --ommm- An+l) =
= r%i—%)(l - Antl) = /.
Xuddi shunday ko'rsatish mumkinki, (1—A)S = 1. Demak, S operator T—A

operator uchun teskari operator ekan. S operatorning normasi
()] 00

iisy<x_;9ii/n!<En:'Oi" =rb -

344



Demak, S —(1 —A) 1 operator chegaralangan va uning normasi
ISH = 11U -"rl]I<
tengsiziikni ganoatlantiradi. A
32.1-natija. X —Banax fazosi va A € L(X) bo'lib, j|¥]] <g< 1 bo‘lsa,

u holda I + A perator uchun chegaralangan teskari operator mavjud.

Natijaning isboti 32.5-teoremadan kelib chigadi va
(/+A)_1= | —A + A2 - +(—|-)”4n+ (XY}

tenglik o'rinli.

32.2-lemma. Agar 4, B € L(X) bolib, A~l, B~l e L(X) bo'lsa, u
holda AB operatorga chegaralangan teskari operator mavjud va (AB)~I —
jo-171#1 tenglik o'rinli.

Lemmaning isboti ABB~IA~I = !, B~1A~1AB =m1 tengliklardan
hamda 32.2-tasdiqdan kelib chigadi.

32.6-teorema. A € L(X) operatorga chegaralangan teskari opera,tor mavjud

bo‘lsin. Agar A" : X —»X operatoming normasi

tengsizlikni ganoatlantirsa, u holda B — A —A operatorga chegaralangan
teskari operator mavjud.
Isbot. B operatomi quyidagicha yozib oiamiz: A —A = A(l —A~IA").
Endi A~IA' operatoming normasini baholaymiz:
WA-"A'W < [A-1)m]i]] <1.

32.5-teoremaga ko'ra, 1 —A~IA! operatorga chegaralangan teskari operator
mavjud. U holda 32.2-lemmaga ko'ra. A(1 —A~IA) operator ham teskari-

lanuvchau boiadi, hamda
B~l=(1- A-1A)~1A~1, [|iB~I||< (- A~IA"
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munosabatlar o'rinli. A

32.8-misol. Parametr /1€ K ning ganday giymatlarida
(I - AAF(X) = /() - ﬂjf_Tcosac siny f(y) dy, f €L2[-k, #]

operatorga. 32.5-teoremani va unitig 32.1-natijasini qo'llash mumkin?
Yediish. A € L(L2+y 1} ekanligirii tekshiramiz. Shu magsadda ixtiy—
ord ft 9 6 L2Fat. A elementlarni va ixtivoriy a, 3 € C sonlarni olamiz va

/1 operatorning af —-f3g elementgata’airini garaymiz:
(A (otf +13g)) (X) _Jf_TOOSX siny (af +Rg)(y)dy =
=a »J cosx sin yf(y) dy +BJ cosx siny gfy) d(y) =

= a(AfH)(x) +BAG)(X).

Biz bu yerda integrating additivlik va bir jinslilik xossaiaridan foydalandik.
Endi A operatorning chegaraiangan ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun

NN\ norma kvadratini baholaymiz:

/J L cosx sinyf(y)dy dx=

—j— cos2x dx -j Sillyf{y)dy\ . (32.8)
Endi Koshi-Burtyakovskiy — |/, #] < W/ij * \sj] tengsizligidan hamda

—~(1 + i ——(1 —
cos2a A(1 €0S2x), Ssin2x A(1 C0S2X)
avniyatlardan va cos2x ning 1 ga ortogonalligidan fqydalansak, (32.8) dan
LA/ < a21/112 (32.9)
tengsizlik kelib chigadi. (32.9) dan

IN/H<*11/11«=YHYWN1<* (32.10)

346



tengsizlikka ega bolamiz. Ikkinchi tomondan fO(x) = sinx desak, u holda
(Afo)(xX) —7rcosx va jjo]] —¢ ¢ NONN\= "]Jo]] bo‘ladi. Ma’lumki,
M i I\J/IO -

va (32.10) dan. foydalansak, jlA | = * tenglikka ega bo‘larniz. Bu yerdan
barclia A € {\iﬂ, % lar uchun PAA || < 1 tengsizlikning bajarilislii
kelib diiqadi. Demak, 32.5-teorema. va uning natijasiga ko‘ra, bardsa A €
& 7]) 23 larda | —XA operatorga teskaxi operator niavjud va chegaralan-
gan. 32.5-teoremashartlarining bajarilishi | —AA operatorga teskari operator
mavjud va chegaralangau bo‘lishini ta’minlaydi. Lekin A" , — ekan-
iigidan | —XA operatorga chegaralangan teskari operator mavjud emas degau
xulosa kelib chigmavdi. A

Na.vbatda.gi misolimiz bu fikrimizni tasdiglaydi.

32,9. Parametr A ning A€ \__7I“ ﬁ giymatlarida

(1 ABF () —F () —XJtKCOSESinyf &)dy, feld-— 7

operatorga. 32.5-teoremani qoilab, unga teskari operatorni toping.

Yechish. 32.8-raisolda A€ &/ _‘,i' 'A_) giymatlar uchun 1 —XA opera-
torga teskari operator mavjudligi ko'rsatilgan edi. Bu misolga. 32.5-teoremani
go‘llashimiz uchun A operatorning darajalarini hisoblashimiz kerak. Dastlab

A operator kvadratini hisoblaymiz:

(AZ)(X)= Ayj cosasinyf(y) dyj =

= / cosxsint (/| costsinyf (y) dyj dt. (3211)

(32.11) tenglikda t bo'yicha. integraini hisoblash mumkin. Agar biz

m

costsintdt —0
_T
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tengiikni hisobga. oisak, A2—0 ga ega bc/lamiz. Bu tenglikdan barcha n > 2
larda A” = 0O ekanligi kelib chigadi. Natijada biz, S = 1+ XA = (1 —A-A-1

ga ega bo‘la-miz. Hagigatan ham,

(J-XA) (L+XA) = 1+XA- XA - X2A2= 1

(/ +AA) 1 - XA) = 1—XA+XA—MPA2=1
tengliklar o'rinli. Isbot jarayonidan malum bo'ldiki, barcha A € R larda
I —XA operatorga teskari operator mavjud va chegaralangan boiadi.
32.10. Parametr A€ R ning gaixday giymatlarida
B X)=A+xf(x)-X | xyf(y)dy, f€L2[-1, 4 (3212

operatorga 32.6-teoremani go'llash mumkin?
Yechish. B operatorni A—AA1ko;rinishdayozib olamiz. A e L(Lj2 =\ 1)
operator sifatida (32.7-misolga garang)
(AP)(X):=(x2+ Df(x)j€L2[-i, 1
ni, A' GL (2 L 1]) operator sifatida esa
I )~ 1 vy fo)dy, fel?2-1, 1

ni olamiz. 32.7-misolda A operatoming teskarisi mavjud va JA-1j = 1 ekan-
ligi ko‘rsatilgan edi. 32.6-teoremani (32.12) tenglik bilan aniglangan B =
A —AA' operatorga go'llashiiniz uchun

TAA' < =1 (32.13)
tengsizlik o'rinli boladigan A nitig barcha giymatiarini topishimiz kerak. Shu

magsadda A' operatoming normasini topamiz. Buning udiun JA'f | norma

kvadratini ba.licia.ymiz:



= jrx 20c- 1Ny f(y)dy < (j) 11/12- (32.14)

Biz bu yerda Kcehi-Bunyakovskiy tengsizligidan hamda

i-fdx=\

tenglikdan foydalandik. (32.14) dan

AN < | (32.15)
tengsizlik kelib chigadi. Ikkinchi tomondan fO(K) = x desak, u hoida

M70)(*) = §** = § o/<>(*) VA P'/oll = § «|lo]If [0l = |
boladi. Ma’lumki,
1AL 3 <3216>

(32.15) va (32.16) lardan JA! j :2 - tenglikka ega bolamiz. Bu yerdan bar
cha A€~ 2’ 2) uctun (32.13) ning, yani j Ai"]] <1 tengsizlikiiing

bajarilishi kelib chigadi. 32.6-teoremaga kora, barcha A € & - larda
B operatorga teskari operator mavjud va chegaraiangan. 32. 8—m|soldaHdek
3 3\

N @ (—g» 2 ) ebuligidan ™ operatorga chegaraiangan teskari operator
mavjud ema.3 degan xulosa kelib chigmaydi. a

32.11. Quyidagi operatorning teskarilanuvchan emasligini ko'rsating
A:C[0 Q- C0 1], (AHX =/ 0 x+/ (1) »x (32.17)

Yechish. Ma’lumki, chizigli operator teskarilanuvchan bolishi uchun Af =
0 tenglama fagat / () = O yechimga egabolishi zarur vayetarli. (32.17) for-
mula bilan berilgan A operator uchun /0¢K) = a ? (1- X) funksiyani olsak,

/o (0) = /o (1) = 0 bolgani uchun

(Ah) (X) fO(0) x + /o (1) 2= O.
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Dexnak, Af = 0 tenglama. nolmas /0 yechimga ega, 32.3-teoremaga ko'ra, A

operator teskaxilanuvchan emas. A

10.

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriglar

Teskarilanuvchan operator ta'rifini keltiring.

Chiziqli operatorga teskari operator har doim chizigli bo'ladimi?
Chizigli c.hegaralangan operatorga teskari operator mavjud, bo‘lsa, u chi-
zigli chegaraiangan bo'ladimi? Misollarda tu.shuntiri.ng. 32.5, 32.6-misol-
iarga garang.

A chizigli ope.ratomi.ng tjadrosi KerA nolmas elementni saglasa, u

holda A ga teskari operator rmavjud bo'lishi rnurnkinmi?
32.10-misoldagi B operatorga teskari operatomi toping.

32.5-misolda keltirilgan 8 operatorga teskari operatomi toping. B~I
operatoming aniglanish sohasini toping. L)(B~1) = (7[0,]] tenglik to'g‘-
rimi? Agar bu tenglik to'g'ri bo'lmasa, D(B~I) to'plarn G[0,1] fazoning

hamnia yerida zichrni?

Ko'paytirish operatori A : £2 —£2, (AX)n — OnXn ning teskarilanuv-
chan bo'lishining zarur va yetarli shartini toping.

Ko'paytirish operatori A :i2 — % (AX)n = anxn ga, chegaraiangan

teskari. operator rnavjud bo'lishining zarur va yetarli shartini toping.

Ko'paytirish operatori A: £2 £, (Ax)n= n~Ixn ga teskari opera-
tomi toping. V chegaraiangan operator bo'ladimi?

Ko'paytirish operatori, 4 : /"[1,1] — /24, 1], (AH)(x) =
[ f(x) oga teskari operator rnavjudmi? Bu operatoming yadrosini to-
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ping. dim KerA —oo tenglik to'g'rimi? Bu yerda [ deb x sonining
butun gismi belgilangan.
33-8. Qo'shma operatorlar
Bu paragrafda biz Banax va Hilbert fazolarida aniglangan operatorlarga
go'shma operatorlarni garaymiz va ulaming ayrim xossalarini o'rganamiz.
33.1. Banax fazosida qo'shma operatorlar
X chizigli normalangan fazoni Y chizigli norrnalangan fazoga akslantiruv—
chi chizigli uzluksiz A operator berilgan boisip., ya'ni
A:X-*Y, y=AxeY, D(A)=X.
Bizga ixtiyoriy g : Y —* C chizigli chegaralangan funksional berilgan
bo'lsin. Bu funksionalning y — Ax elementga ta’sirini garaymiz g(y) —

g(Ax). Osongina ko‘rsatish mumkinki, g(Ax) funksional A" da aniglangan

biror chizigli / funksionalni aniglaydi. Shunday qilib,
g(Ax) = f(x). (33.1)
Endi (33.1) tenglik bilan aniglangan / funksionalning chizigli ekanligini ko‘r-
satamiz:
f(atix! +a2x?2 = g{A(aiXi +a2<?) —g{aiAxx+aZAx2) —

= acig(Axi) +ag(Ax2 = Oif(xDh) +a2f(x2. (332
(33.2) tenglik barcha xIt x2 e X vaixtiyoriy an,a2€C lar ucliun o'rinli. De-
mak, f chizigli funksional ekan. Endi uning chegaralangan ekanligini (uzluk-
sizligini) ko'rsatamiz. Ixtiyoriy x € X uchun

VRO = NIAN< 1 0Nm Azl < 10NmA - X

tengsizlik o'rinli. Bu yerdan f funksionalning chegaralanganligi kelib chigadi.
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Agar / runksionalnmg X nugtadagi giyinatini (/, X) deb belgilasak, u
holda
(f,x) = (g,AX). (333
33.1-ta'rif. Bizga X, Y — chizigli normalangan fazolar va A : X —»Y
chizigli chegamlangan operator berilyan bolain. Agar biror A* : Y* — X*
operator va barcha X € X, ge Y* lar uchun

(9, AX) = (473, X)

tengiik o'rinli bolsa, A* operator A ga go'shma operator deyiladi.

Demak, bar bir g £ Y* funksionalga (33.3) tengiik bilan aniglanuvchi
i € X* funksionalni mos qo'yuvdii A* : Y* —»X* operator A operatorga
go'shma operator deyiladi.

Qo'shma operatorlar quyidagi xossalarga ega:
1 .4* operator chizigli.
2. (A+B)r = A*+ B+
3. Ixtiyoriy k son uchun (kA)* —kA*.
4. Agar A uzluksiz bo'lsa, u holda A* ham uzluksiz bo'ladi.

Anigrog'i, quyidagi tasdiq o'rinli.

33.1-teorema. Agar A e L(X, Y) bolsa, uholda A* e L(Y*. X*) bo'ladi
va Kl = W] tengiik o'rinli.

Isbot. Punksional hamda operator normasining xossalariga ko'ra,
Ix<2X)] = KA < iIAX 1< NN K]

Bu yerdan
&Il < 1AL W
tengsizlikka ega bo'lamiz. Demak,

P 1< IH (334)
0



Endi x e X, Ax ¢ 9 shartni gaaoatiantiruvchi ixtiyoriy element bo'isin, wo=
Ii'lo\'l)'(jf € "N deymiz. Ko'rmib turibdiki, |yOJ= 1 Xan-Banax teoremasining
30.1-natijasiga kewa. shnnday g : Y  C fanksional mavjudki. Jgll- 1 va
9(o0) = bl1l = 1 yaiii
®0)=9(pTjj) = =L
Bn yerdan,
g(AX) — I Aar §

tenglikka ega boYarwum. U holda

A1 = 9(Ax) = 1ATG)(X) N NONNX] <[RS\ = [1x1] 1]

munosabatdan

Al < &I (33.5)

tengsizlikni olamiz. (33.4) va (33.5) munosabafclardan
la 1= W*1

tenglik kelib cliigadi. yi
33.2. Hilbert fazosida qo‘shma operatorlar
Ma’hirnki, Hilbert fazosiga qo‘shma fazo uning o‘ziga izomorf, ya'ni Il =
H* (tenglik izomorfizm ma’nosida). Shuning ucliun Hilbert fazolarida qo'shma
operatorlar xossalarini o'rganish ancha qulay.
33.2-ta’rif. H Hilbert fazosi va A £ b(H) operator berilgan bo'lsin.
Agar biror A* : H —= |l operator va ixtiyoriy X,y € H lar uchun

(Ax,y) = (X, A%y)

tenglik orinli bo‘lsa, A* operator A fa go'shma operator deyiladi.
Bu ta’rif Banax fazosidagi qo‘shma operatorning ta’rifidan biroz farq giladi,
ya’ni bu yerda (kA)* = kA* (3-xossaga garang) tenglik o'riiili.
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Hilbert fallom holida A va A* operatorlar aynaa bifcta fazoda. aniglangani
uchun, ba’zan A = A* tenglik ham o'rinli bo‘lishi muinkin.

33.3-tarif. Agar A = A* o’lsa, yani ixtiyoriy X,y € H uchun
(AX,y) = (X, Ay)

tenglik o'rinli bolsa, A operator o0z-0ziga go ‘shma operator deyiladt.
33.4-ta’rif. Bizga A : 11 — 11 chizigli operator va 11$ C A gism fazo
berilgan bolsin. Agar ixtiyoriy X € Ho uchun Ax € Ho boflsa, v holda Ho
gismfazo A operatorga nisbatan invariant gism fazo deyiladi.
33.1-lemma. Bizga A : H —* H chizigli operator va Ll C H gism
fazo berilgan bobin. Agar Ho gism fazo A operatorga nisbatan invariant
bo‘lsa, n holda uning ortogonal to‘ldiruvchisi bo’lgan LW, ¢ H gismfazo A*
operatorga nisbatan invariant bo‘ladi.
Isbot. Hagigatau ham, agar y € LW, bo‘lsa u holda ixtiyoriy x € L
uchun (A*y,X) = (y, AX) —0: chunki At € Ho- Demak, A*y € //0. A
Xususiy holda, agar A = A* bo'lsa, u holda A(///0) C Ho ekanligidan
A(Hqg) C Ho ekardigi kelib chigadi.
Hilbert fazosida go'shma operatorlar quyidagi xossalarga ega:
33.2-lemma. Agar A, B € L(H) bo‘lsa, u holda
1) (aA+RB)* = 4A* | RB¥,
2) (AB)* = B*A*,
3) (A*)* —A tengliklar o‘rinli.

Isbot. Birinchi tenglikni isbotlaymiz:
(@A +BB)x,y) = (aAx +BBx,y) —a(Ax,y) + 3(Bx,y) =

= a(x, A*y) +RB(X, B*y) = (X, a A*y) + (T,BB*y) = (X, (aA*+ RB*)y).

Bundan (aA + RB)* -=0L4* + RB* tenglik kelib chigadi.



2) ni isbotlaymiz:
((AB)x,y) = (A(Bx),y) = (fe, 4%y) = (x, B*A%y).

Bundan (AS)* —if*/4* tengiik kelib chigadi.
3) ning isboti bevosita go'shma operator ta’rifidan kelib chigadi, A

Endi operatorlarning Banax va Hilbert go!shmalarini topishga doir misollar
garaymiz.

33.1-misol. X = Y —ixva T o'ngga siljitisb operatori bo'lsin (321~
misolga garang), ya’ni

Tx = (O, Xi, X2,«3,...., XN=X ....),

bo'lsin. T ga qo'shma T* operatomi toping.

Vechish. X — N\ va Y — t\ lar Banax fazolari bo'lganligi uchun T
operatorning Banax go'shmasini topamiz. Ma’lumki, T € L(£i) operatorning

Banax qo'shmasi barcha x € va / e (£j)* lar uchun
Crf)(x) = fCI-x) (33.6)

tenglikni ganoatlantiruvchi va (li)* fassoni fazoga akslaniiruvchi oper—
atordan sbhorat. Bizga ma’lumki, (E{)* —to, boshgacha aytganda har ganday
/ € (<A)* uchun shunday yagona y e to mavjudki,

F00 = Y1-Tkve 2- 0> .co52n .o, ye O (33.4
cai
tengiik barcha x € ¢i lar uchun o'rinli bo'ladi. Xuddi shuningdek, shunday

C€ to mavjudki,

[e]e]

(iw)(x) = c
fe=i
tengiik barcha x € £i lar uchun bajariladi. (33.7) va (33.8) tengliklarni hisobga

olsak, berilgan operator uchun (33.6) shart quyidagi ko'rinishga keladi:

(Ci, C,ometo (33.8)

iL, Xkk? zL'xk-iVk = Y 1 xKVK+i- (33.9)
k=l k=2 k=1
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Bu tenglik baccha lar uchun bajariladi. Xususiy holda, (23.8) tenglik bilan
aniglanuvchi {e*—(0,..., 1,0....)}, k &N elementlar uchun (33.9) tenglik

K—\kH) kL2

aylanadi. Shunday qilib, "1* : to. —sam operator

Ty — V2-eeeS\Hi mmm—(\2,vs- mmmm\irrh > VE O

formula bilan anigianar ekan.

33.1-teoremaga ko'ra, T € L(X,Y) ekanligidan T* € L(Y*,X*) ekan-
ligi kelib chigadi va \N\= p*]| tenglik bajariladi. Qaralayotgan misolda
33.1-teoremaning o'rinli ekanligini tekshirib ko‘rainiz. T* operatorning chiz-
igli ekariligi lining aniglatiishidan ko'rinib turibdi. p']] —\N\\tenglik baja-
rilishini ko'rsatamiz. Hagigatan ham,

ill'll = sup \NRNN\=sup = L-
IMM IMl-i f=

N s N ﬁé? W= 1

33.2. £2 fazoda ko'paytirish operatorini, ya’ni (29.9-misolga garang)
At2-*2»(Mn =anxm sup |an]=a< oo (33.10)

operatomi garayrniz. Unga go'shma operatorni toping.

Yechish. X = Y —i2 Hilbert fazolari bo'lganligi uchun 4 ga Hilbert
ma/nosidagi go‘shma operatorni topamiz. A operatorning chizigli va chega—
ralanganligi 29.9-misolda ko'rsatilgan. A ga qo'shma operatorni topish uchun
(AX,y) skalyar ko‘paytmani garayrniz, £2 fazodagi skalyar ko'paytmadan foy-
dalansak,

00 00 [e]e]

(Ax,y) —  (Akyk—" "xckyk—" Ixkdkyk A =
k=1 1 k=1
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Bundan

A*:li =12 (AX)n= % xn,
ni olamiz. Bu yerdan A ning go'slimasi o‘ziga teng bo‘lishi uchuii a», n £ N
sonlarning haqiqiy bolishi zarur va yetarlidir dega.n xulosaga kelamiz. A

33,3. L2[a, b kompleks Hilbert fazosida, u(x) funksiyaga ko'paytirish

operatoriui, ya'ni

(ADX) =u)f(x), f£L2a 4
operatorni garaymiz. Bu yerda u chegaralangan va olchovli funksiya. A ga
go‘shma operatorni toping.

N\echish. X = Y = L2[a € Hilbert fazolari bo'lganligi uchun A ga
Hilbert rna’nosidagi go'shma operatorni fcopamiz. u funksiyaning ehegara—
langan va olchovli ekaaligidau A operatorning aniglanish sohasi D(A) =
Lila, & ekanligi va A ning chegaralangan ekanligi kelib cliigadi. Ta'rifga

ko‘ra, A operatorning qo'shmasi liamma f,g £ L2[a €] lar uchun
(Af,g) = (fA*g) (3311)

tenglikni ganoatlantiruvchi A* £ L(L2[a, &) operatordan iborat. Agar biz
Lila, B fazodagi skalyar ko'paytmadan foydalansak, (33.11) tenglikni quyida—

gicha yozishiiniz muinkin:

(Af,9) = fHADNK)g(X) dx= _ uf{x) f{{x)g(x)dx =
Ja Ja

fOQu(x)g(x) dx = (/, A\g).
Bu tenglikdan
(A*g)(¥) = u(x) 9(x), 9£ L2 Y
ekanligi kelib chigadi. Bu yerdan A = A* bo‘lishi uchun, deyarli barcha x €
[a € larda u(x) £ R bolishi zarur va yetarlidir.
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33.4. Endi L2[ab] Hilbert fazosida K(x,y) yadro bilan aniglanuvchi in-
tegral operatorni, ya'ni

(ADG) = £ KEy)fy)dy, f € L2 (33.12)
a

operatorni garaymiz. Bu yerda K —[a, € x [a b] kvadratda aniglangan de-
garalangan va olchovii funksiya. A operatorga qo'shma operatorni toping.
Yechish. K funksiyaning chegaralangan va o’lehovli ekanligidan. uning
L2[a 6 X [a 6j) fazoga garashli ekanligi kelib chigadi. Fubini teoremasidan
(37.1-teorema) foydalanib, quyidagiga ega bo'lamiz:
bib y b b
(Af.9)=] N\ KX y)f(y)dy lgi)dx=J J K(x,y)f(y) dyg(x)dx =

:j f(x) | J K{y,x)g{y) dy 1 dx= (/, A*g).

Bu verdan
(A*g){x)= J; Ky, x)g(y) dy (33.13)
tenglik kelib chigadi. Xususan, (33.12) ko'rinishdagi A operator L2[a & fa-

zoda 0'z-0ziga qo‘shma boiishi uchun. deyarli barcha x,y e [a P\lax uchun
K(xy) = K(y.x) (33.14)
tenglikning bajariiishi yetarli va zarurdir.
Mustagqil ishlash uchun savol va topshiriglar
1. Banax fazosida operatorning go‘shmasi ganday ta’riflanadi?

2. Hilbert, fazosida operatorning qo'shmasi ganday ta’riflanadi?



3.

4,

10.

11.

Yugoridagi ta'riflarda ganday farq bar? Javobni xossalarda tushunUring.

() z—0Ziga go‘shma va 0'z-0ziga go‘shma bo'lmagan .opemtorlarga mi-

sollar keltiring.

Hilbert, fazosida birlik operatorga go‘shima operatomi toping. U 0z-0Ziga

go‘shma bo‘ladirni?

Chizigli chegaralangan operatorga qo‘'shrna operator har doim chizigli

chegaraiangan bo‘ladirni?

A i2 %2 Ax — (aiXl,a2x2,.. manxn>...) operatorga go‘shma
operatorni toping. Bu yerda an € C, n € N. 33.2-nmoldan foydalaning.

A:(@2—=>£2 Ax= (0aixi, 0,a33..., 0,ah-ix2,-i, =) operatorga,

go'shma operatomi toping. Bn yerda an€ C, n € N.

B :L20 I —+L20, 1], (Bf)(x) —u(x)f(x) operatorga go'shma
operatomi toping. Bu yerda u : [ 6] —C uzluksiz funksiya.

0 ‘z-oziga qo'shma A, B : L2, ] —*L2[0, [ operatorlar berilgan:

AB va BA operatorlami toping. Ular o‘’z-0ziga go'shma bo'ladirni?

A L2, 1]—»¢ 24 1] operator berilgan:

Uning invariant gism fazolarini toping. Juft funksiyalardan iborat
CEHEYT —{/€ L2 1 : f(—) —f(x)} qismfazo A aperator
uchun invariant, gism fazo bo‘ladirni?
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“%4-8. Chizigli operatorning spektri va rezolventasi

Operatorlar riazariyasida spektr tushurichasi eng mnhira tushunchalardan
biridir. Chizigli operator spektrini o'rganish matematik nzika uchun muhimdir.
Masalan, kvant mexanikasida sistema Hamiltoniani —bu Hilbert fazosidagi oz
0'ziga qo'shma operatordir, uning spektrini o‘rganish sistema fizik xususiyat-
iarini o'rganish uchun muhimdir. Spektr tushunchasini dastlab chekli olchamli
fazolardagi chizigli operatorlar uchun éeslatamiz.

Faraz gilaylik. A : C” —C” chizigli operator berilgan bdlsih. Agar biror
A€ C son uchun

AX — XX

tenglama nolmas x € C” yechimga ega boisa, u holda A son A operator-
ning xos giyrnati deyiladi, unga mos keluvchi nolmas x yechim esaxos vektor
deyiladi. Ma’'lumki, har bir A : C" —C™ chiziqli operatorga {%} —n x n
matritsa mos keladi va aksincha. Chizigli aigebra kursidan ma’lumki, agar A
son A operatorning xos giymati boisa, det(A—\I) —O0 boladi va aksincha.
n x n matritsa determinant! det{A —Ai), parametr A ning n— darajal]
ko‘phadi boladi va det(A —XI1) —O0 tenglama ko'pi bilan n ta ildizga ega,
ya’ni A :C" —C" chiziqli operator kodi bilan n ta xos giyrnatga ega. Agar
A son A operatorning xos giymati boisa A—X1 ga teskari operator mavjud
emas va aksincha. Agar A son A operator uchun xos giymat bolmasa, ya’ni
det(A —XI) jé 0 boisa, u holda A—XI ga teskari operator mavjud vau C"
fazoning hamma yerida aniglangan boladi.

34.1-teorema. A : Cn—>Cn chizigli operator chegaralanyandir.

Isbot. C” fazoda ei,e2, ...,ew ortonormal bazisni tanlaymiz. U holda

har bir x € Cn vektor yagona usulda

n
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ko'rinishda tasvirlanadi. Agar A operator C” da aniglangan chizigli operator

boisa, it holda N

boiadi. Shunday ekan, chizigli operator o'zining ex«2,... ,e,, bazis vektor-
lardagi giymatlari bilan bir giymatli aniglaxiadi. Endi Ax ning normaaini ba—

holaymiz:

Bu yerda

Demak, diekli oichamli fazoda aniglangan har ganday chizigli operator chega—
ralangan boiar ekan. A

Yugorida aytilganlarning natijasi sifatida ghuni ta’kidlash lozimki, ehek-
li oichamli fazolardagi chizigli operatorlar Tichun quyidagi ikki hoiat sodir
boiishi murnkin:

) A son uchun Ax — Xx tenglaraa noimas yechimga ega, ya’ni A son
A operator uchun xos giymat, bu holda A —XI ga teskari operator mavjud
enas;

2)  Asonuchun C” fazoning hamrna yerida aniglangan (A—\I)~l operator
mavjud va demak, chegaralangan.

Chekli oichamli fazolarda chizigli operatorning xos giymatlari to'plami
operatorning spektri deyiladi. Agar A6 C son A operator uchun xos givmat
boimasa, u A operatorning regulyar nugtasi deyiladi. Umuman aytganda,
chekli oichamli fazolarda spektr termini kam ishlatiladi. *

Agar A operator cheksiz oichamli X .fazoda berilgan bo'lsa, u holda

vuqorida keltirilgan 1 va 2 holatlardan fargli boigan uchinchi holat ham



boiadi, ya'ni:

3) (A—XI)~I operator mavjud, ya'ni Ax =X x tenglama fagat nol yechim-

ga ega, lekin (A —XI)~I operator X ning hamma yerida aniglanmagan yoki
Jm(A - X))/ X.

34.1-ta’rif. Agar X 6 C son uchun A —XI ga teskari operator inavjud
bolib, u X ning hamma yerida aniglangan bo‘lsa, X soni A operatoming

regulyar nuqtasi deyiladi,
Rx(A) = (A- XI)-1

operator esa A operatoming X nugtadagi rezolventasi deyiladi. Barcha regul-
yar nnqgtalar toplarni p(A) argali belgilanadi.

34.2-ta’rif. A operatoming regulyar bo‘lmagan barcha nuqgtalah toplarni
A operatoming spektri deyiladi va u £(A) orgaii belgilanadi.

34.3-ta’rif. Agar biror Xe C son uchun (A—XI)x = 0 tenglama nolmas
(x N 0) yechimga ega bolsa, X son A operatoming xas giymat,i deyiladi.I
nolmas yechim x esa xas vektor deyiladi.

Ko'rinib turibdiki, barcha xos giymatlar to‘piami spektrda yotadi, chunki
A xos giymat boisa, A —XI operatoming teskarisi inavjud emas.

Spektr quyidagi gismlarga ajratiladi.
34.4-ta’rif. a) Barcha xos giymatlar tofplami A operatorning nvqgtali spek-
tri deyiladi va app(,A) bilan belgilanadi.

b) Agar X xos giymat bolmasa va Im (A —XI) ~ X, ya’ni A—XI ope-
ratoming giymatlar sohasi X ning hamma yerida zieh emas. Sunday X lar
toplarni A operatoming goldiq spektri, deyiladi va atg{A) bilan belgilanadi.

Endi o'z-0ziga go'shma operatorlar uchun muhim spektr ta’rifini kelti-

ramiz.
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34.5-ta’rif. Agar biror A€ <r(A) son uchun nolga kuchsiz yaginlashuvchi
fn € H hirlik vektorlar ketma—ketUgi mavjud bo'M

liin_ IK4- A7V, |1 = 0

boisa, u hotda X son A —A* operatorning rnuhirn spektriga garashli deyiladi.
A operatorning muhim spektri aesg(A) bilan belgilanadi.

Operatorning nugtali va goldiq spektrlari o'zaro kesishmaydi. NuqtaSi va
irmhiin spektrlar o‘zaro kesishishi niumkin.

34.2-teorema. Agar A€ L(X) va > [4] boisa, uholda X regvlyar
nugta boiadi.

Isbot. A —XI operatorni quyidagicha yozib olainiz:

A-X1=-X{l -\a). (34.1)

Teorema shartidan i/4 operatorning normasi 1 dan kichik ekanligi kelib

chigadi, shuning uchun 32.5-teoremaga kora, 1 —AEA operatorning chega—
raiarrgan teskarisi mavjud. Bundan va (34.1) tenglikdan A—XI operatorning
teskarisi mavjud va chegaralangan ekanligi kelib chigadi. n A
Shunday qilib, chegaralangan A : X —* X operatorning spektri inarkazi
koordinataiar boshida va radiusi |JA]j ga teng yopiq doirada saglanar ekan.
34.3-teorema. Agar A GL(A") boisa, u holda a(A) yopiqg to'plarndir.
Isbot, Operatorning spektri o(A) regulyar nugtalar to‘plaminiug to'ldiruv-
chi to‘plaiiii bolgarti uchun, p(A) nirig ochiq to‘planj ekanligiui kovrsatish
yetarii. Endi A € p(A) ixtiyoriy nugta. bolsin, ya'ni A —XI operatorning
te\s‘II;arisi mavjud va chegaralangan bolsin. U holda 32.6-teoremaga ko‘ra, bar-
cha 6, o6 < (||JA—AI)_1}) 1lar uchun A—XI —0l operatorning ham
chegaralangan teskarisi mavjud. Demak, A € p(A) nugta o'zining e = (J(A
—A/)-1)-1 > 0 atrofi bilan p(A) ga garashli ekan. Bu esa A nugtaning
p(A) tofplam uchun ichki nugta ekanligini bildiradi. A ning ixtiyoriyligidan
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p(A) ning ochiq to'plam ekarligi kelib chigadi. Denia.k, 20.4-teoremaga. ko'ra
cr(A) = C\p(A) yopiq to'plam. A

Quyidagi taedigni isbotsiz keltiramiaz.

34.4-teorema. A € L>(H) 0z~0ziga go‘'shma operator bo'lsin: U holda:

(@) (Jgoi(A) — bo'sh to'plam.

(b) <r(® to'plam R ning gismi, yani u(A) C R.

(c) A operatorning har xil xos giymatlariga mos keluveM xos vektorlari
0‘zaro ortogonaldir.

34.1-misol. ¢2[a & Hilbert fazosida erkiu o'zgaruvchi x ga ko‘paytirish
operatori (33.3-inisolga garang), ya’ni

A L2[a b = L2[a b\ (Af)(x) = xf(x)

operatorni garaymiz. Uiiing nugtaii, goldiq va muhim spektrini toping.
Yechish. 33.3-misol natijasiga va u(x) = x —x = u(x) tenglikka ko'ra,

A = A*. 3A4-teoremaniing (a) tasdig'iga ko‘ra, ogd(A) = 0. Ma'liinki,
(AH)(X) = \f(x) yani (x- X)f(x) =0 (34.2)

teiiglama ixtiyoriy A€ C ucliun yagona aol yechimga ega. Deinak, A op-
erator xos giymatlarga ega emas, ya'ni %,(/4) = 0. (34.2) tehglama. fagat
nol yechimga ega ekanligidan 32.3-teoremaga ko'ra, (A —XDf(x) = g(x)
tenglamaiiing ixtiyoriy g G Im A da yagona yechimga ega ekanligi kelib chiga-
di. Ko'reatish mumkinki A —XI1 operaforga teskari operator

(A—XD~1g(x) = (x—X)_19(x) (34.3)
formulabilau aniglanadi. Agar A ([L[«6] bo'lsa. uholda x —X?£ O, natijada
(A —\N- operator ¢2[al fazoning hamrna yerida aniglangan va Banax

teoremasiga. ko'ra, u chegaralangan boladi. Demak, A 4 [a, 6 regulyar nuqta,
ya'ni <tfA) C [a 6] Lekin (34.3) formula bilan aniglangan teskari operator
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A € [ab] boiganda L2[ab] fazoning hamma yerida aniglanmagan. Demak,
[a, 6] C <r(A). Bulardan, <r(A) = [a 6]. Etidi A operatorning spektridagi ix-
tiyoriy nugta uning muhim spektriga garashii ekanligini ko'rsanamiz. Ixtiyoriy
Ace [a b) uchun

<f{V n(h+ 1), agar X € An == [A+ H_7'_-17, A+ ﬁ)’

( 0, agar X € [a 6]\,

fn(x) =

devmiz. Maiurn nomerdan boshlab A + - < b boiadi va bunday nomer-
lar uchun | = 1 foengiik o'rinli. Bundan tasbgari bar xil n va m lar-
da AnOAm = 0 boigani uchun (/,,,fm) — O tenglik o'rinli, ya’ni {/,.}
ortononrial sisterna ekan. Ma’lumki, ixtiyoriy ortonormal sistema nolga kuch-
siz ma’nodayaginlashadi, shuning uchun {/,,} ketma-ketlikbam nolga kuchsiz
ma’noda yaqginlashadi. Endi jl(4 —AJ)/,,]] norma kvadratini hisoblaymiz:

A+i
(A= ADAIR=- n(n+1) J (t- Afdt = A —+0,n -m00.

<sH
Demak, ta’rifga ko'ra, A € [a, b) son A operatorning muhim spektriga

garashii ekan. A — b iiugtani A operatorning muhim spektriga garashii
bo'lishini 6‘quvchiga mustagil isbotlash uchun goldiramiz. Shunday qilib, A
operatorning spektri fagat muhim spektrdan iborat bo'lib, u [a b] kesma
bilari ustma-ust tushadi. Xulosa

&qoi(A) — Opp(A) — O, ocss(yl) — <?(A) = [a, f7]. A
34.2, 34.1-misolda qaralgan A operatorni G[a, 6] Banax fazosida, ya'ni
A :C[a B —=C[a b, Af(x) = xf(x)

operatorni garaymiz. lining nuqgtali va goldiq spektrini toping.
Yechish. Maiumki, ((34.2) ga garang) (Af)(x) —Xf(x) ya’ni

(x- Af(x) =0, / €C[aH (34.4)
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tenglama ixtiyoriy A e C uchun yagona nol yechimga ega. Demak, A op-
erator xos giymatlarga ega emas, ya’ni oN9A) = 0. (34.4) tenglama fagat
nol yechimga ega ekanligidan 32.3-teoremaga ko'ra (A —A/)/(X) — g(X)
tenglamaning ixtiyoriy g e ImA da yagona yechimga ega ekanligi kelib
chigadi. Demak. A —XI| operatorga teskari operator mayjud va u (34.3) for-
mula bilan aniglanadi. Xuddi 34.1-misoldagi kabi ko'rsatishimiz mumkinki,
u(A) —[a #{ tenglik o'rinli. Hagigatan ham, agar A <€ [a b] bo'isa, u holda
(34.3) ning o'ng tomoni ixtiyoriy g £ C[a, 6] da uzluksiz funksiya bo'ladai,
ya’ni D((A —A/)-1) —CJa, g va teskari operatorlar hagidagi Banax teore-
rmasiga ko'ra, (A—A/)-1 operator chegaralangan bo'ladi, demak A regulyar
nugta, yani a(A) C [a b]. Agar A€ [a" g bo'isa, u holda (34.3) formu-
la bilan anigiangan (A —A/)-1 operator C[a, B\.fazoning hamma yerida
aniglanmagan, bundan [ab] C a(A). Bulardan, a(A) —[a 6] ekanligi kelib
chigadi. Endi o(A) = oqi(A) ekanligini ko'rsatamiz. Ixtiyoriy A G [a €]
uchun A —XI operatorning giymatlar sohasi
Im(A - XI) = {g€C[a 0] :9(x) = (x - X)f(x)}

C[a, B\fazoda zich emas. Hagigatan. ham, Im (A—XI) chizigli ko'pxillilikdagi
ixtiyoriy g uchun g(A) = 0 shart bajariladi. Agar biz fo(x) = 1 desak, u
holda ixtiyoriy g € Im (A —XI) uchun

WF- foil = 1 %b(*) -h(OON\> 1A - lo>-)I= 1

tengsizlik o'rinli. Demak, Im(A —XI) chizigli ko'pxillilikdan fo(x) = 1
elementga yaginlashuvchi ketma-ketlik ajratish mumkin emas. Qoldiq spek-
rrta’rifiga ko'ra, ixtiyoriy Ae [o, 6] uchun A e cegi(A) munosabat o'rinli.
Bundan a(A) ¢ Vqoi(A) kelib chigadi. Teskari munosabat a(A) D "Jqoi(A)
doim o'rinli. Demak, o(A) —awd(A) —[a b]. A

34.1 va 34.2-misollarda bir xil gonuniyat bo'yicha ta'sir giluvchi A ope-
rator liar xil Li2[a, 6] va (7[a, b] fazolarda garalgan. Har ikki holda ham
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A operatorning spektri [a D] kesjna bilan ustma-ust. tushgan, lekin spektr-
ning gismlarida (strukturasida) o'zgarish bo'ldi. Birinchi holda (34.1-inisolda)
cgd(A-) = 0 edi, ikkinchi holda oqd(A) ==[a, b,

34.3. Endi (2 Hilbert fazosida ko'paytirish operatorim, ya’ai

A t2+£2, Ax= (X"02X2,a3x3...,anxn,...) (34.5)

operatorni gaxaymiz (29.9, 33.2-misolla.rga gararig). Uning xos giymatlarini va
spektrini toping.

Yechiah. Suvg Pn\—a < 00 bo'lgan holda, A ning chegaralangan ekanligi
29.9-misokla ko'rsatilgan. Bundan tashqari |4 = %l;pj)_ e a tenglik isbot-—
langan edi. Ax = Xx tenglama A= an bolganda en = (O,..., 0,1,0,...)
nolmas yechimga ega. Demak, On, n e N sonlar A operatorning xos giymat-
lari bo‘lar ekan. Agar birorta harn n € N da A™ an bo'lsa, u holda. (A —Al)

operator teskarilanuvchan bo'ladi va

(4-XD-2X= - (% a_ g2 >mmm) - (34.6)
Bulardall [ai,q2>.... an,...} = Gp(A) tenglik kelib chigadi. Malumki, xas

giyiriatlar operatorning spektriga”arashli bo'ladi, shuning uchun
{«i,a2 .. .,an,.. ¢} C cr(.4).

Ikkinchi toinondan chegaralangan operatorning spektri yopiq to'plamdir, de-
mak cTppA to‘plamning yopigi [MP{A\ uchun

{ai, a2,..., a,,.. + = [2p4] C u(d) (34.7)

inunosabat olrinli. Agar A [vpp(A)] bo'lsa, u holda (34.6) tenglik bilan
aniglangan (4 —A/)-1 operator £2 fazoning hamina yerida aniglangan va
chegaralangan bo'ladi. Bundan CNop(4)] C p(A) ekanligi kelib chigadi.
Bu yerdan
o(A) c M 4)]. (34.8)



(34.7) va (34.8) munosabatlardan a{A) = [<IA\ g kelamiz. Ko‘rsatamizki,
{an} ketma-ketlikning barcha limitik nugtaiari A operatorning rnuhim spek-
foarigagarashli boiadi. Buning uchun limitik nugta A ga yaginlashuvchi {a,,h}
gisriy ketma-ketlikm garaymiz. U holda

A —ANefl]= 1|t —A)en)] = Mk—A —»0, k —+00.

{enk} ketma-ketlikortonorma] sistemaboiganligi uchun nolga kuehsiz ma’noda
yaginlashadi. Demak, A son A operatorning muhim spektriga garashli ekan.
A

34.4, Quyidagichasavol go'yamiz. 4 Hilbert fazosida shunday A"
chizigli operatorga misol keltiringki, uning spektri oldindan berilgan M C C
yopiq to'plam bilan ustma-ust tushsin.

Yechish. Kormpleks sonlar to'plami C separabel metrik fazo boigani uchun,
uning hamma yerida zieh sanogli D to'plam mavjud. U holda MC]D to'plam
sanogli va M ning hamma yerida zieh boiadi. Endi M f] D to’'plam element-
larini {«i, ..., an,...} nomeriab chigamiz va 34.3-misolda garalgan, (34.5)
tenglik bilan aniglanuvchi A operatorni garaymiz. 34.3-misolda ko’rsatilgani—
dek f'x

oO\A) = (vp{A] = M f]D - M. A
Bu yerda, biz M = C deb olisbimiz ham mumkin. Demak, spektri hufcun kom-
pleks sonlar to‘plami C bilan ustma-ust tushuvchi chizigli operator mavjud
ekan. Bu holda ta’rifga koia, p(A) = 0 boiadi. Shuni ta’kidlaymizki, agar
M C C yopiq to'plam chegaralangan boisa, u holda spektri M bilan ustma-
ust, tushuvchi A operator ham chegaralangan boiadi va, aksincha.

Mustaqil ishlash uchun savoi va topshiriglar

1. Chekli o'khamli fazolarda operatorning spektri fagat chekli sondagi xaos

giyrmatlardan iborat ekanligini ko'rsating.
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2. A:L2D0, ]—>L2[0 1, (Af)(x) - u(x)f(x) opemtorning spektrini
toping. Bu yerda u : [a, ¢ —* C— uzluksiz funksiya.

3. L2+, /] fazoda integral opemtorning xos giymatlarini taping:

4. Birlik opemtorning spektrini toping.
1
5 A :L2[-1 ] ¢2[-1, 1. (A/N™*) = fix) - /(1 +'xy)f(y)dy
-1
opemtorning xas giymatlarini toping.
6. Yudorida keltirilgan A : L2[-1, ] —L2[-1, 1] opemtorning A nittf—
tadagi rezolventasini toping.

7. ¥,72)<8 lor A chizigli opemtorning Aj. A2, A3 xos giym.atla.riga mos
keluvchi xas vektorlari ho'lsin. (pi, €, g% laming chizigli erkli (chizigli
boglanmagan) ekanligini isbotlang.

8. Spektri birlik doiradan iborat bo’lgan operatorga misol keltiring.

9. Spektri O toplamdan iborat bo‘lgan chizigli operator mavjudmi? Mavjud

bo‘lsa misol keltiring.

10, 34.1-misolda A—b nuqtani A opemtorning muhim spektriga garashli
ekanligini isbotlang.
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IX bob. Kompakt operatorlar va integral tenglamalar

Chizigli operatorning spekfcri va rezolventasi mavznsida (34-8 ga garang)
ko'rsatildiki, chekii o'lchamli fazolarda aniglangan A chizigli operatorning
spektri chekii sondagi xos giymatlardan iborat. Chekii o'lchamli fazolarda
aniglangan chizigli operatorlardan fargli o'laroq, cheksiz o'lchamli fazolardagi
ixtiyoriy chizigli operatorning spektrini to'la o'rganish ancha giyin masaladir.
Lekia ba’zi bir siaf operatoriariniag spektrini biz toiaroq o'rganishimi?, mum-
kin. Operatorlarning bunday sinfi kompakt operatoria! deb nomlangan. Bu
sinf operatorlari 0'zining xossalari bo'yicha chekii o'lchamli operatorlarga o'
shab ketadi va ularning spektri yetarlicha aniq izoUanadi. Shunday gilib bu
bob kompakt operatorlar, ularning muhim sinfi integral operatorlar \a, integral
tenglamalarni yechish usullariga bag'ishlangan.

Bu bob 6 paragrafdan (35-40-88 lardan) iborat bo'lib, unda biz kompakt
operatorlar va integral tenglamalaraing asosiy xossalarini o‘rganamiz.35-36-88
lar kompakt operatorlarning asosiy xossalariga bag'ishlangan bo'lib, unda Ba—
nax va Hilbert fazolaridagi kompakt operatorlarning muhim xossalari ochib
berilgan. 35- § da chekii o'lchamli fazolardagi chizigli operatorlarning kom-
pakt,ligi va chekii o'lchamli operatorlarning kompaktligi ko'rsatilgan. Cheksiz
o'lchamli fazolarda, birlik operatorning kompakt emasligi ko'rsatilgan. 36- 8da
esa kompakt operatorning asosiy xossalari isbotlangan. .Jumladan, X Ba-
nax fazosini Y Banax fazosiga akslantiruvchi kompakt operatorlar to'plami
—K(X,Y) ning to'la normlangan fazo bo'lishi isbotlangan. Kompakt ope-
ratorga qo'shma operatorning kompaktligi isbotlangan. Agar {An} kompakt
operatorlar ketma-ketligi A operatorga norma bo'yicha yaginlashsa, u ho-
da limitik operator A ning kompaktligi ko'rsatilgan. Paragraf oxirida Ba-
nax fazolarida aniglangan kompakt operatorlar xossalari Hilbert fazosidagi

0'z-0'ziga qo'shma kompakt operatorlarga taallugli bo'lgan ayrim faktlar bi-
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lau to‘ldirilgan. Xususan, bunday operatoriar uchun chizigli algebra kursidan
ma’lum bolgan matritsalarni diagonal ko'rinishga keltirish haqidagi teorema—

ga o'xshash Hilbert-Shmidt teoremasi isbotlangan.

37-33-88 larda kompakt operator xossalari integral tengla.mala.rga tadbiq
gilinadi. Il tur Fredholm integral tenglama.si yeehimining mavjudlik masalasi,
T kompakt operator uchun 1 soni xos giymat bolish yoki bo‘lmaslik masalasi
bilau bog‘laiiadi. Agar 1soni T kompakt operatorning xos giymati bolmasa,
u= f +Tu integral tenglama istalgan / uchun yagona. yechimga ega boiadi.
Agar 1 soni T kompakt operatorning xos giymati bo‘lsa, u holda u = f +
Tu tenglama yechimga ega bolishi uchun / funksiya bir jinsli g = T*g
tenglainaniiig barcha yechimlariga ortogonal bo'lishi zarui* va yetarli ekanligi
isbotlanadi. Buridan tashqari u = Tu va g= T*g bir jinsli tenglamalarning
chizigli boglaninagan yechimlaxi soni chekli va 0*zaro teng ekanligi isbotlanadi.

Bu tasdiglar Fredhohnning fundamental teoremalari norni bilan mashhurdir.

Fredliolm integral tenglamasinin® ((39.3) ga garang) yechimlari uch xil
metod yordamida va uch xil formada beriladi. Bular:

1) Kelina.—ket o‘niiga qo‘yish usuli bo'lib, bu usul Neyinan (Nuemann),
Volterra. (Volterra), Liuvill (Liouville)lar tomonidan rivojlantirilgan. Bu usul-
da u yechim A parametrning darajali gatori shaHida, ifodalanadi va A para—
metr darajasi oldidagi koeffitsiyentlar x uing funksiyasidan iborat. Bu darajali
gator A parametrning absolyufc giymati biror chekli sondan kichik bo‘lgandagi
barcha giymatlarida. yaqinlashadi [7], [10].

2) ikkinchi metod Fredhohnga tegishli bo'lib, u yechim A parametr dara-
jalaridan iborat ikkita gatorning nisbati shaklida ifodalanadi. Suratdagi gator
koeffitsiyentlari x ga bog‘liq boMib, maxrajdagi gator koeffitsiyentlari esa x

gabogiiq emas. Har ikkala gatorlaming yaginlashish radiusiari cheksiz bo'ladi



3)  Uchinchi metod Hilbert va Shmidt (Schmidt) laxtomonidan ishlab chigil-
gan boiib, u yechim (37.6) integral operatorning xos funksiyalari (funda-
mental funksiyalari) va f(x) ning chizigli kombinatsiyasi shaklida ifodalanadi
[1} [7] 37 va 38-paragraiiarda Hilbert-Shmidt metodi bilau misollar yechib
ko'rsatilgan.

39-paragrafda A parametrli ikkinchi tur Predholm integral tenglamalari
yechimlari xossalari oiganilib. ular integral operatorlar gatrxashgan integral
tenglamalarni yediishga go'llauiladi. Chizigli integral tenglamalarni yechish-
xring vugorida bayon gilingan birinchi usuli keltiriiadi va u misollarga tadbiq
gilinadi. Bu paragrafda C[a, 9 fazoda A parametrli ikkinchi tur Predholm
integral tengkuxialarini yechish usullari bilan shug‘ullanamiz. Dastlab Fred-
holm va Vofterra tipidagi integral tenglamalar uchun ketma-ket o'nxiga qo‘yish
usuiini bayon gilamiz. Keyin esa A parametrli ikkinchi tur Predholm integral
tengiamaiarini ketma.-ket yaqginlashishlar usuli biian yechamiz.

40-paragrafda esa integral tenglamalarni Predholm tomonidan berilgan ye-

chish usuiini batafsilroq bayon gilamiz.
35-8. Kompakt operatorlar

Dastlab normalangan fazodagi kompakt, nisbiy kompakt to:plamlargata’rif
berarniz. Chunki kompakt operatorlar shu tushunchalar asosida ta’riflanadi.
Biz normalangan fazolarda kompaktlik Kkriteriylariui ham keltiramiz. Keyin
esa asosiy tushuncha kompakt operatorga ta’rif berarniz va unga misollar kelti-
ramiz.

Banax fazosida kompakt operatorlar. Bizga X - Banax fazosi va
M C X to‘plam berilgan boisin. Agar M to'plamdan olingaii bttiyoriy {Tn}
ketma-ketlikdan M da yaqginlashuvchi gismiv ketma-ketiik ajratish mumkin
bolsa. M ga kompakt to plant deyiladi (2L6-fcarifga garang). Agar N to'plam-
ning yopig'i [N] kompakt to'plam boisa, u holda N nisbiy kompakt toplant
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deyiiadi (21.7-ta'rifga garang). To’plam nisbiy kompakt, boiishi uchun uning
tola chegaralangan boiishi zarur va yetarli (21.5-teoremaga garang). Chekii
o‘lchamli fazolarda to'plam kompakt bo'lishi uchun (21.4-teoremaga garang)
uning chegaralangan va vopiq boiishi zarur va yetarlidir. Asosiy funksional
fazolardan bin C[a, 6] fazodir. Bu fazodagi to'plamning nisbiy kompaktiik
kriteriysi Arsela tebremasi (21.6-teoremaga garang) yordamida bayon qilin-
gan. fp, p > 1 fazoda to‘piam nisbiy kompakt bo‘lishining zarur va yetarli
shartiar 21.8-teoremada keltirilgan.

Chekii oldhamli fazolarda aniglanga.n chizigli operatorlardan fargli o‘laroq,
cheksiz olchamli fazolardagi ixtiyoriy chizigli operatorning spektrini to‘la o‘r-
ganish ancha giyin masaladir. Lekin kompakt operatorlaming spektrini tola-
rog o‘rgaiiish mumkin. Kompakt operatorlar xossalariga ko‘ra chekii olchamli
operatorlarga o’xshab ketadi va. ularning spektri yetarlicha aniq tavsiflanadi.
Bundan tashgari, kompakt operatorlar ko'pl#> tatbiglarga ega, masalan in-
tegral tenglainalar nazariyasida. Bu nazariyaning bir gismini biz keyingi 37 -
40 - paragrafiarda keltiramiz.

35.1-ta’rif. Agar A€ L(X, Y) vadimJmA < oo boilsa, a holda A ga
chekii o‘lchamli operator deyiiadi. Agar dim ImA —n bo'lsa, u holda A ga
n o'lchamii operator deyiiadi.

35.2-ta’rif. Bizga A : X —*Y operator berilgan bo'lsin. Agar A operator
X dagi har ganday chegaralangan toplamni Y dagi nisbiy kompakt to plamga
akslantirsa, v, holda A kompakt operator yoki to‘la uzluksiz operator deyiiadi.

Chekii o'lchamii fazolarda to'plain kompakt boiishi uchun (21.4-teorema)
uning chegaralangan vayopiq boiishi yetarli vazarurdir. Demak, chekii olcharn-
li fazodagi har ganday chegaralangan to'plam nisbiy kompaktdir va aksincha.
(21.1-natijaga garang).

35.1-teorema. A : <C —C” chizigli operator kompaktdir.
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Isbot. C” fazoda aniglangan chizigii A operatorning chegaralanganligi
34.1-teoremada isbotlangan edi. A chegaralangan operator bo'lganligi uchun,
har ganday chegaralangan to'plarrmi yana chegaralaiigan to'plamga o‘tkazadi.
Har ganday chegaralangan to'plam esacheMi o'lchamli fazoda nisbiy kompakt—
dir. Demak, A : Cn—*C” chiziqii operator kompaktdir. A

35.2-teorema. A € L(X, Y), dimImA < oo bokin. U holda A
kompakt operator bo'ladi.

Isbot. A chegaralangan operator bolganligi uchun ixtiyoriy chegaralangan
M td'plamni yana chegaralangan A(M) to'plamga akslantiradi. Ma’lumki,
A(M) C ImA va dim ImA < oo bolgani uchun A(Ivl) nisbiy kompaktdir.
Demak, A — kompakt operator. A

35.1-misol. C" Evklid fazosidagi 1x —x biriik operat'orni kompaktlikka
tekshiring.

Yecbish. Biriik operatorning chizigliligi 29.1-misoida ko'rsatilgan. 36.1-
teoremaga ko'ra Ix = x, X € C" biriik operator kompakt bo'ladi. A

Cheksiz o'lchamli fazolarda kompaktlik talabi uzluksizlik talabidan ancha
kuchliroghisoblanadi. Hozir biz uzluksiz, lekin kompakt bo‘lmagau operatorga

misol keltiramiz.

35.2.  H Hilbert fazosidagi Ix = x biriik operatorning kompakt emasligini
ko'rsating.

Yecbish. Biriik operatorning Uzluksizligi uning chega.rala.ngan ekanligidan
kelib chigadi (29. 1-misolgagarang). Endi uning kompakt emasligini ko'rsatamiz.
H dagi B[6, 1] ;= ;{<pe H : |i0]] < 1} biriik yopiq shami garaymiz. Bu
to'plam chegaralangan to’plam bo'ladi, uning 1 akslantirishdagi tasviri (aksi)
o‘ziga teng. Lekin biriik shar nisbiy kompakt emas. Buni isbotlash uchun H
da ixtiyoriy {<£.} ortonormal sistemani olarniz. Ma’lumki, ixtiyoriy n e N
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uchun $a e B[O, 1]. Agar n j=rn boisa. u holda
ol —(fn $h  #m) —@> On) ‘bf*mi $m) 2

Bu yerdan ko'rinadiki {gm} ketma-ketlikdan yaqginlashuvchi gismiy ketma-
ketlik ajratish mumkin emas. Demak, birlik shar B[9, 1] nisbiy kompakt
to'plam emas ekan. Bu 0‘z navbatida birlik operatorning kompakt emasligini
bikliradi. A

Cheksiz oichamli Banax fazolarida birlik sharning nisbiy kompakt to'plam
emasligi quvidagi iemmadan keiib chigadi.

35.1-lemma. X —chizigli normalangan fazo va Xi, X2, ...,xn,... lar
X dagi chizigli erkli sistema bo'lsin. Xn blan Xi, x2, s elemeniiaming
chizigli gobig idan tashkil topgan gism fazoni belgiaym¢z. V holda quyidagi

shartlami ganoatlantiruvchi yi, y2, sssgyn, ssmvektorlar mavjud:
D=1 2y A, 3)p(,Ani) = il Ny, 24>

Isbot. Lemma shartiga ko‘ra Xi, X2, ... ,xn, ... elementiar sistemasi chi-
zigli erkli. Shuning uchun, xn $ Xn-i va An_i ning yopiq chizigli ko'pxillilik
ekanligidan p(xn, Xn-y) —a > 0 boiadi. Shunday x* G Xn-i element
mavjudki |lB*—iG,]j < 2a boiadi. U holda

a< p(xn-x*, Xn-i).

Nhtij

- inmz_ig:jij
vektor 1-3shartlarni ganoatlantiruvchi vekror boiadi. j/j vektor sifatida Xi/
vektorni olish yetarli. A

Bu lemmadan foydalanib, cheksiz oichamli Banax fazosidagi yopiq birlik

sharda yotuvchi shunday {yn\ ketma-ketlik qurish mumkinki, Y —ym\&
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1/2, n to shart bajariladi. Bunday ketma-ketlik o0'zida birorta ham yaqgin-
lashuvchi gisrniy ketma-Kketlikni saglamaydi. Dernak, cheksiz o'lchamli Banax
fazosidagi birlik shar nisbiy kompakt to'plam emas. Bu yerdan quyidagi tiatija
kelib chigadi.

35.1-natija. Agar X —cheksiz o’lchamli Banax fazosi bo'lsa, u holda 1 :
X —=*X, Ix = x operator kompakt emas.

35.3-ta’rif. X, Y — Banax fazolari hobin. Agar A : X —sY chizigli
operator X fazodagi birlik sharni Y fazodagi nisbiy kompakt to plamga as-
lantirsa, A ga kompakt, operator deyiladi

35.3-tarifga teng kuchli bo'lgan quyidagi ta’rifni keltiramiz.

35.4-ta’rif. Bizga A e L(X, Y) (X, Y — Banos, fazolari,) operator va
ixtiyoriy {X,,} C X chegaralangan ketma—ketlik beriigan bo'lsin. Agar {.4x,.}
ketma-ketlikdan yaginlashuvchi gismiy ketma-ketlik ajratish murnkin bo'lsa. u
holda A ga kompakt, operator deyiladi.

35.3-misol. Berilgan bar bir n € N uchun

Anm2 -*9% AnxF {alxh a2x2, ss,0mX, 0, 0, ...)

operatorning kompaktligini ko'rsating.

Yechish. An operatorning kompakt ekanligini ko'rsatishda 35.2-teoremadan
foydalanamiz. Chunki An chegaralangan operator va dimlmAn —n < oo.
Hagigatan ham,

n n

Demak, An chegaralangan va uning normasi uchun

tengsizliko'rinli. An operatorning giymatlar sohasi IrnA,, esa {ej,e2,... ,e,.}

vektorlar sistemasidan hosil bo'lgan gism fazo bilan ustma-ust tushadi. Shu-
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ning uchun dim fmAn = n. 35.2-teoremaga ko'ra, An kompakt operator
i>oladi. A

35.4. Lp[—, tf], p > 1 fazoda, quyidagi integral operatorning kompakt-
ligini ko'rsating.

(Af)(x)= 1 cos(x-y) f(y) dy.
J—

Yechish. Dastlab A operatorning chegaralangan ekanligini ko'rsatamiz.

p
Af f = ( H_7|cos(;E— y) f(v) dy dx

<1 {j NoosyND dyj dxd  NgNpdy.

Bu yerda biz Gvolder tengaieligidan foydalandik. p va q lar (19.16) shart
bila.ii bog‘langan. Agar [Jcoe(ar —y) ¢ 1 tengsizlikni e’tiborga olsak,

IAf p<27'w2f® ) b =» JATI<2am/ ]

ga ega bolamiz. Bundan Jj4]] < Zir ekanligi kelib chigadi.
Agar biz cos(x —Yy) = cosx cosy + sinx siny ayniyafcdan foydalansak,

(Af)(X) = cosxj cosyf(y) dy+sinx | sinyf(y) dy= acosx + Bsinx
- —r
tenglikka ega bo‘lamiz. Bu yerda
" C
cosyf(y)dy, B= / sinyf(y)dy.
N Jom

Demak, ixtiyoriy g —Af element cosa va sins larning chiziqii kombinat-
siyasi shaklida tasvirlanadi. Bundan dim ImA — 2 ekanligi kelib chigadi.
Demak, 35.2-teoremaga ko'ra. A operator kompakt bo‘ladi. A

Miistaqil ishlash uchun savol va topshiriglar

1. C” va £ fazolarda biriik shar nisbiy kompakt toplam bo'ladimi?



2. ip fazoda Ax = (Xxi,2x2,4*3,0,...) operatoming o'lchamini toping.

3. £2 fazodagi birlik shaming Al —* 2, Ax = (xi,2~1x2,3-1x3,0,...)
akslaritrrishdagi tasvmning nisbiy kompakt. toplarn bo'lisktni ko'rsating.

4. ChekKli o‘lcharnli operatorlarga risollar keltiring.
36-8. Kompakt operatorlarning asosiy xossalari

Bu paragrafda. biz kompakt ‘operatorlar to‘plamini chizigli normalangan fa-
zo tashkil gilishini ko‘rsatamiz. Agar X Banax fazosini Y Banax fazosiga
akslantiruvchi bareha kompakt operatorlar to’plamini K(X, Y) orqali belgi-
iaymiz va uni Banax fazosi boiishini isbotlaymiz.

36.1-lemma. Agar Y Banaxfazosi ho‘lsa. K(X,Y) toplarn L(X, Y)
chizigli normalangan fazoda chizigli o pxillilik bo‘ladi.

Isbot. Lecmmaui isbotlash uchun kompakt operaiorlarning yig‘mdisi va
songa ko‘paytmasi yana kompakt operator boiishini ko'rsatisli yetarli. Faraz
gilayiik, A, B € K(X, Y) va {xn} C X ixtiyoriy chegaralanganketma.—ketlik
boisin. {(A +B)xn) C Y ketma-ketlikdan yaginlashuvchi gisiniy ketrmma.—
ketlik ajratish mumkinligini ko'rsatamiz. A kompakt operator boigani uchun
{Axn} ketma—ketlikda.n yaginlashuvchi {AxING gismiy ketma-ketlik ajratish
mumkin. B kompakt operator boigani uchun {BxI'¢ ketmarketlikdan yaqin-
lashuvchi {Bxrkt} gismiy ketma-ketlik ajratish mumkin. Demak. {{A+B)xrd}
ketma-ketlik yaginlashuvchi boiadi. Buridan A + B operatoming kompakt
ekanligi kelib chigadi (35.4-ta’rifga garang). Kompakt operatoming songa ko‘-
paytmasi yana kompakt operator boiishi shunga o'xshaeh ko'rsatiiadi. A

Endi K(X, Y) qism fazoning yopigligini isbotlaymiz.

36.1-teorema. Agar Y Banaxfazosi boha, nholda K(X, Y) ham Ba-
nax fazosi boladi.
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Isbot. Faraz qilaylik, {A,.} C K (X, Y) ixtiyoriy fai*mental ketma-
ketlik bo'lsin. An€ K (X, Y) ekanligidan An€ L(X, Y) ekanligi kelib chiga—
di. L(X, Y) fazoning to'laligidan (31.1-teoremaga gqarang) {An} fundamen-
tal ketma-ketlikning biror A e L(X, Y) operatorga yaqginlashishi kelib chiga—
di. Eridi limitik operator A ning kompaktligini isbotlaymiz. Buning uchun
chegaralangau {:c,.} C X ketma-ketlikganday bo'lmasin, {AXn\C Y ketma-
ketlikdan yaginlashuvchi gismiy ketma-ketlik ajratish mumkmligini ko'rsatish
kifoya.

Ai kompakt operator bo'lganligi uchun {AiXn} ketma-ketlikdan vagin-

lashuvchi gismiy ketma-ketlik ajratish mumkin.
X", xil\ L. (36.1)

gismiy ketma-ketlik shunday bo'lsinki, | Aix”j ketma-ketlik yaginlashuv-
chi bo*lain. Endi {aZ$} ketma—ketlikni garaymiz. A% kompakt operator
bo'lganligi uchun shunday {#»*} C {x,¥} qismiy ketma-ketlik ajratish
mumkinki, j.42X"j ketma—\lgetlikyaqinlashuvehi bo'ladl. Bu holda *(yA|Xn"|\
ketma-ketlik ham yaqinlashuvehi bo'ladi. Yuqgoridagidek mulohaza yurgizib,
ketma-ketlikdan shunday ja%3"\p> gismiy ketma-ketlik ajratish mumkin-
ki,bunda 1 j,J-42,'®], ketma-ketliklar yaginlashuvehi bo'-

ladi. Bu jarayonnl eheksiz davom ettiramiz va

AN XN\ XN, (36.2)

diagonal ketma-ketlikni olamiz. Bu ketma-ketlikni Ai, A2, ..., An,... ope-
ratorlar yaqginlashuvehi ketma-ketliklarga oYkazadi. (36.2) ketma-ketlikni A
operator harn yaginlashuvehi ketma-ketlikka o'tkazishini ko‘rsatamiz. Y Ba-
nax fazosi bo'lganligi uchun JAx” j ketma-ketlikning fundamental ekanligini

ko'rsatish kifoya:
AX?} - AXg> |= WP Alxf> + Akx M A ARK™ + Akx™ — Ax™
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<IUZi") 44 + AKK™M - Akk™ |+ AKK™ - AX™ . (36.3)

j#nnY) C X ketma-ketlik chegaralangan bo'lganligi uchun, shunday C > 0
mavjudki, ixtiyoriy neN da :dm*l < C bolladi. Ixtiyoriy e > 0 son uchun
k € N sonni shunday tanlaymizki,

£
U-M\ 4

tengsizlik bajarilsin. Shunday r$ son? mavjudki, barcha n, m > no lar uchun
AkxW - A kdVN\
Bu shartlar bajarilganda (36.3) dan quyidagiga ega bo'lamiz

AelW - Asct] < 367(: +atal

Demak, n, m 00 da Axffl —Axffl — 0. Bu esa |JAL'T| ketma-
ketlikrring fundamental ekanligini ko'rsatadi. Y to'la fazo bo'lganligi uchun u
yaginlashuvchi. Demak, A —kompakt operator. A

36.1-natija. Agar {/1,,} ¢ K(X,Y) (Y— Banax fazosi) ketma-ketUk
A operatorga norma bo'yicha yarjinlashsa, u hoi,da A harn kompakt operator
ho‘ladi.

Natijaning isboti 36.1-teoremaning isbotidan bevosita kelib chigadi.

36.2-teorema. Agar A e K(X) va B e L(X) (X— Banax fazosi)
bolsa, u holda AB va BA operatorlar ham kompakt operatoriar holadi.

Isbot. Agar M C X to‘plam chegaralangan bo'lsa, u holda B(M) ham
chegaralangan to'plam bo'ladi. A kompakt operator bo'lgani uchun A(B(M))
to'plam - nisbiy kompakt to’plamdir. Bu esa AB operatorning kompakt ekan-
ligini isbotlaydi.

Endi BA operatorning kompaktligini ko'rsatamiz. Buning uchun chega-
ralangan {xn} ¢ X ketma-ketlik ganday bo'lImasin, {BAxn} ¢ X ketma-
ketlikdan yaqginlashuvchi gismiy ketma-ketlik ajratish mumkinligirii ko'rsafcish
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yetarli. A kompakt operator bolgani uchun {Axn} ketma-ketiikdan yagin-
lashuvchi {Axnk} gismiy ketma-ketlik ajratish mumkin. ti operator uzluksiz
bolgani uduxx {BAX,,K} ketma-ketlik ham yaqginlashuvchi boladi. Demak,
BA kompakt operator ekan. A

36.2-natija. X cheksiz o‘lchamii Banax fuzosi hohin. U holda A <
K(X) operatoming ehegaralangan teskarisi mavjud emas.

Isbot. Teskaridan faraz giiaylik, ya’ni A~l mavjud va ehegaralangan bol-
sin. U holda 1 = A~1A birlik operator cheksiz olchamli X Banax fazosida
kompakt bolar edi, bu esa 35.1-natijaga zid. Bu garama-garshilik natijani
isbotlayoi. A

36.3-teorema, Kompakt operaiorga go‘skma operator kompaktdir.

Isbot. Bizga X Banax fazosirii o'zini-olziga akslantiruvchi A kompakt
operator berilgan bolsin. A ga go'shma. bolgan A* operator X * dagi har
ganday ehegaralangan to‘plarmii nisbiy kompakt to‘plamga akslantirishini ko:r-
satamiz. Normalangan fazodagi har ganday ehegaralangan to‘pla.m gandaydir
suarda saglauadi, shuning uchun A* operator X* dagi birlik shar S* ni (35.3-
ta’rifga. garang) nisbiy kompakt to'plamga. o'tkazisbini ko'rsatiah yetarli.

X* dagi uzluksiz funksionallari X fazoda emas, fagat kompakt A(S)—
to'plamda aniglangan funksional sifatida garaymiz. Bu yerda S to‘plam X
dagi birlik shar. Bu holda S* dagi funksionallarga mos keluvchi funksiyalar
to'plaiui  tekis ehegaralangan va foekis darajada uzluksiz boladi. Hagigatan
ham, agar jjH < 1 bolsa., u holda

sup 1(Xw[= sup "] < Bl-sup IAXY< i4]]

xeA(S) Xi:A(S) xeS
P2 -Ay) i<l Hell* - 2ML< IIX-y]]

Arselateoremasiga ko'ra, ¢ to‘plam C ~4(5) fazoda nisbiy kompakt to‘plain

boladi. Uzluksiz funksiyalar fazosi C VAS) dagi  to‘plam X * fazodagi
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A*(S*) to'plaimga izometrik boiadi. Ha.gigatari ham, agar gi,g% € S* boisa,
u holda

H4 - A*g2]= susp\{A’tj - A*g2 9] = sug\{g - 2 A\=
Xe Xe

236?6)“'91- fl2, ¢)l = P(;71,32).

4> uisbiy kompakt to‘plain boigauligi uchun u toia chega.ralan.gan boiadi. O ‘z
navbatida, unga izometrik boigan A*5*) to'piam ham toia ehegaralangan
boiadi. Demak, A*(S*) -uisbiy kompakt to'plam. A

36.4-teorema. X Banaxfazosida A kompakt operator va ixtiyoriy p > 0
son berilgan bo'hin. A operatoring absolyut giymati bo'yicha p dan katta
bo'lgan xos giymo.tiari.ga mos keluveM cMzigli erkli xos vektorlarining soni
cheklidir.

Isbot. Awalo shuni ta’kidlaymizki, A operatorning nolmas A xos giyrnati—
ga mos keluvchi xas vektorlaridau tashkil topgau X\ invariant gism fazo ehek-
li oichamii boiadi. Hagigatan ham, agar X\.= Ker(A—XI) gism fazoning
oichami cheksiz boiganda edi, u holda A operator X\ gism fazoda va demak,
butun X da kompakt boimas edi. Shu sababli, teor.emaning isbotini yakun-
lash uchun, agar {An} —kompakt A operatorning nolmas, bar xil xos giymat-
larining ixtiyoriy ketma-ketligi boisa, u holda Aa—>0 ekanligini ko'rsatish
yetaxli. 0 ‘z navbatida A*1 ketma-ketlik ehegaralangan boiadigan har xil A,
xos giymatlaming eheksiz ketma-ketligi mayjud emasligini ko'rsatish yetaxli.

Faraz qilaylik, buuday ketma-ketlik mayjud boisin va xn vektor A, xos
giymatga mos keluvchi xos vektor boisin. Maiumki. X\X2, ..., xn, ... wek-
torlar chizigli erkli boiadi. Xn bilan xy,x2,...,xn vektorlarning chizigli opo-
big'ini belgilaymiz, ya'ni X,, to‘plam

n
k~
kor'inishdagi elementlardan tashkil topgan. Har bir y <€Xn uchun quyidagiga



egamiz

. i VA VAR
- —Ay= 2’\0k><k-2’\~y~><k~ 11
An
Bu yerdan ko'rinadikj,
y - —WEAJ.

Endi {y,.} ketma-ketlikni shunday tanlaymizki,

Dyn€Xn; 2 Il=1 3)ply,, Xnd = gt . w-dl> %

shartlar bajarilsin (bunday ketma-ketlikning mavjudligi 35.1-lemmada isbot—
langan). Agar {A”1} ketma-ketlik chegaralangan bo'lsa, u holda {A* %}
ketma-ketlik X da chegaralangan beyladi. Lekin shu bilan birga, {"(A*“12/»)}
ketma-ketlik o'zida birorta ham yaqinlashuvehi gismiy ketma-ketlikni sagla-
maydi. Hagigatan ham, ixtiyoriy n > to da

vin
A vno yn- G=AVI+ A >

Am

Chunki
W —t —A I’]+A — 1€ Xn_i.
D’ yn+ 4 {/Ah -

Hosil gilingan garama-qgarshilik teoremani isbotlaydi.

36.1-misol. 11 Baiiax fazosida
AN\ —li, AX *1, “"2, m )

operatorni garaymiz. lining kompaktligini ko'rsating.

Yechish. Agar biz A operatorga tekis yaqginlashuvehi kompakt operator-
lar ketina—ketligi mavjud ekanligini ko'raatsak, u holda 36.1-natijaga ko'ra, A
kompakt operator bo'ladi. An operatorlami quyidagicha tanlavmiz:

An :£i 2oti, Anx;
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An operatorlarning chizigliligi oson tekshiriladi. Ularning chegaralangan ekan-

ligini ko'rsatamiz.

Bu yerdan jj4n} < 1 tengsiziik kelib chigadi. 35.3-misoida ko'rsatilganidek
dim ImAn —n tenglik o‘rinli. Demak, An chegaralangan va n — oiehamli
operator. 35.2-teoremaga ko‘ra, An kompakt operator. Bundan tashqgari An
operatorlar ketma-ketligi A operatorga tekis yaginlashadi. Hagigatan ham,

ekanligini olamiz. 36.1-natijaga ko'ra, A kompakt operator bo'ladi. A

Hilbert fazolarida kompakt operatorlar. Yuqorida biz Banax fazosida
aniglangan kompakt operatorlar hagida so'z yuritdik va ularning ba’zi xos-
salarini isbotladik. Hozir biz bn ma’lumotlarai Hilbert fazosidagi kompakt
operatorlarga taallugli bo'lgan ayrim faktlar bilan to'ldiramiz.

Bizga 11 Hilbert tazosi, uning X nugtasi hamda {x,,.} ¢ H ketma-ketligi
berilgan bo'lsin.

36.1-ta’rif. Agar ixtiyoriy y € H uchun lim (X, y) — (X, ¥) holsa,
{«n} ketma-ketlik x ga kuchsiz yoki kuchsiz rna’noda yugmlashuvchi deyiladi
va xn X shaklda helgilanadi.

36.2-ta’rif. Agar rI]i_r;ncola:n —x Il —O0 bo'sa, {#,,} ketma-ketlik x gakuch-
li ma’noda yaginlashuvchi deyiladi va xn—»x shaklda helgilanadi.

Endi H Hilbert fazosida kuchsiz ma’nodagi nisbiy kompakt to'plam ta’rifini
berainiz.

36.3-ta’rif. Agar M C H to'plamniny ixtiyoriy {x,} ketma—ketligidan

384



kuchsiz rna’noda yaqinlashuvchi gismiy ketma-ketlik ajratish muinkin bo‘lsa,
M ga kuchsiz rna’nodagi kompakt toplain deyiladi.

Quyidagi tasdiqui isbotsiz keltiramiz.

36.5-teorema. M C H toplam kuchsiz rna’noda kompakt bolishi uchun
uning chegaralangan bo‘Ushi zarur va yetarlidir.

Biz har ganday chegaralangan to'plamni nisbiy kompakt to'plamga akslan-
tiruvchi A operatorni kompakt operatore deb atadik. 36.5-teoremaga ko'ra H
dagi hamma chegaralangan to'plamlar (va fagat ular) - kuchsiz kompakt. De-
mak, Hilbert fazosidagi kompakt, operator!arni har ganday kuchsiz kompakt
to'plamni nishbiy kompakt to'plamga o'tkazuvchi operator sifatida aniglash
mumkin. Va iiihoyat, ayrim hollarda Hilbert fazosidagi operatorlarning kom-
paktligini tekshirishda quyidagi ta’rif qulay.

36.4-tarif. Agar H HuUbert fazosida aniglangan A operator har gan-
day kuchsiz yaginlashuvchi ketrna-ketlikni kuchli yaginlashuvchi ketma-ketlikka
akslantirsa, u holda A kompakt operator deyiladi.

Hagigatan ham, bu shart bajarilgan boisin va M ¢ H chegaralangan
to'plam boisin. M to'plainning har ganday cheksiz gism to’plami o'zida kuch-
siz yaqginlashuvchi ketma-ketiikni saglaydi. Agar bu ketma-ketlik A operator
ta’sirida kuchli yaginlashuvchi ketma-ketlikka o‘tkazilsa, u holda A(M) —nis-
biy kompakt.

Aksincha, A—kompakt operator va {»,,} ketma-ketlik x elementga kuch-
siz rna’noda yaginlashsin. U holda {Axn} ketma-ketlik o'zida kuchli yagin-
lashuvchi gismiy ketma-ketlikni saglaydi. Shu biiat) birga {Ar,,} ketma-ketlik,
A ning uzluksizligiga ko'ra, Ax ga kuchsiz vaqinlashadi. Bu yerdan kelib
chigadiki, {Arn} ketma-ketlik bittadan ortiq limitik nugtaga ega emas. De-
mak, {Axn} yaqginlashuvchi ketma—ketlik.

Endi biz 0'’z-0ziga qo'shma boigan kompakt operatorlarni batafeilrog o‘r-



ganamiz. Xususan, bunday operatorlar uchun chizigli algebra kursidan malum
bo'lgan matritsalami diagonal ko'rinishga keltirish hagidagi teoremaga o'xshash
Hilbert-Shmidt teoremasini isbotiaymiz. Awal quyidagi ikkita fcasdigni isbot-
laymiz.

36.2-lemma. H kompleks Hilbert, fazasidagi 0z-0ziga go'shma Wigan
chegaralangan A operatoming barcha xas giymatlari haqiqiydir.

Ishot. Hagigatan ham, Ax —Xx tenglarna x * 8 yechimga ega bolsin.
U hoida

XX, X) —(XX, X) — (A%, X) —(X, AX) —(X, XX) = X(X, X).

Bu yerdan A—A A
36.3-lemma. 0 z-0Ziga go'shrna chegaralangan operatoming har xil xas
giymatlariga mos keluvchi xas vektorlari o'zaro ortogonaMir.
Isbot. Hagigatan ham, agar Ax —Xx, Ay —(jy, harnda A—R / 0O
bo'lsa, u holda

XX, y) = (AX, y) = (X Ay) = (X, Hy) = n(X, y).

Bu yerdan (A—iji) (X, y) —0, yani (X, y) = 0. Detnak, x.Ly. A
Endi quyidagi fundamental teoremani isbotiaymiz.
36.6-teorema (Hilbert-Shmidt). Il Hilbert fazosida kompakt, 0z-0ziga
go'shma, chizigli /1 operator berilgan bo'lib, {An} -uning barcha nolmas xas
giymatlari ketrma-ketligi bolsin. U holda H fazoda shu xos giymatlarga mos
keluvchi xos vektoriardan iborat shunday {*,,} ortonormal sistema mavjudki,

har bir £ e Il element yagona usulda

N=]2 Gk
k

ko ‘rinishda tasvirlanadi, bu yerda £ uektor AEf—O shartni ganoatlantiradi.



Bu holda

n AkCkik-
k
Agar nolrmas xos' gtymatlar soni cheksiz bo'lsa, u holda

lim A, = 0.
1I—>00A’

Bu asosiy teoremani isbotlash uchun bizga quyidagi yordamchi tasdiglar
kerak bolladi.

36.4-lemma. A kompakt operator va {£n} ketma—ketlik £ elementga
kuchsiz yaginlashsin. u holda

Q(En) - (Afngn) - (AC.0 = QE).
Isbot. Ixtiyoriy n natural son uchun
|CAEYEQ) - (M,0N\ = KMn~n) - ((£:80) + (AEE,) - (ACON\ <
< KAE» £n) - (AC £n)] + \(AE £n) - (AL, £)l -
ikkinchi tomondan,
NANEQ - (AL, £)] = I(AEn- AL £)] < IE> II* IAE. - il
va
Ne ,£)- (AE,0L=\AE,E,- 01= l«. #(£,-0)1 < lieMA'Gn - oil m
Ma'iumki, J£n | sonlar ketma-ketligi chegaralangan va
liegd|AE,, —OlI + I1A* @&, —Oil) = 0,
bolganligi. uchun, n —*00 da
(Aii0 170 A
36.5-leinma. A —07-07iga go‘shma chegaralangan operator va (A£,0 =

Q(0 bokin. Agar |Q(E)l funktional birlik shaming §0 nuqtasida maksi-
mumga erishsa. u holda (£0,0 = O ekanligidan

(AM -($>,,0=0
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tengliklar kelib chigadi.
Isbot. Ravshanki, ixtiyoriy £ € H uchun Q (£) = (/t£,£) e M Agar
IQ ®)] funksional birlik shaming £ nugtasida maksirnumga erishsa. u holda

ilOl = 1- Hagigatan ham, agar |0} < 1 bolsa, u holda

W g2 ol R @)
7Bu munosabat N\Q(Eo)] ning raaksimal giyinat ekauligiga aid. Endi Q & H
vektor & ga ortogonal bo‘lgan ixtiyoriy elemeut bo‘lsin. Bu element yorda,mi-
da £ elementni quyidagicha quramiz
£— ~0+aC
N\ + M2+ IKil2
Bn yerda a —ixtiyoriy kompleks son. |Jfg] = 1 ekanligidan Ji§] = 1 kelib
chigadi.

- . N
Q(0 T ol ,deél,q(6>)+2Rea (A 0 +142Q (0 j
bolgani uchun, yetarlicha kiehik a larda
Q(0 = Qo+ 2Rea (A&, 0 +0(a2).

Oxirgi tenglikdan ko'rinib turibdiki, agar (A£o,C) 7 0 bo‘lsa, a ni shunday
tanlash mumkinki, [<30] >. \Q(fo)l tengsizlik bajariladi. Bu esa |'Q(co)l
maksimai giyrnat eka.nligiga zid. A

36.6-lemma. Agar A—0z-07iga go'shma chegamlangan operator bofib,
|GIEL)| = \Q(01 funksional birlik shaming £ nugtasida maksimumga erish-
sa. u holda biror X soni uchun Vo= Afo tenglik o ‘rinli.

Isbot. 36.5-lemmaga ko‘ra. £ vektorga ortogonal bo‘lgan
Mg := 0,i) = 0}

gism fazo A operatorga nisbatan invariant bo‘ladi. A—o‘z-0'ziga gosshma

operator boiganligi uchun gism fazoga ortogonal boUgan, bir 0‘lchamli



MO—{£ e H : £ —nf 0} gismfazoham A ganisbatan (33.1-lemmagagarang)
invariant bo'ladi. Bir o'lchamli fazoda har ganday chizigli operator songa
ko'paytirish operatoridir. Demak, >4f0— tengiik o'rit)H. A

36.6-teoremaning isboti, Biz gk elementlami iilarga mos keluvchi xos
giymatlarning absolyut giymatlari kamayib borishi tartibida induksiya bo'yi—
cha quramiz:

Wl > 1RI> <> [>ee
45 elementni qurish uchun N\Q(E)J = [(A££E)] funksionalni garayrniz va uni
biriik sharda maksimumga erishishini isbotiaymiz.
Si = sup |(AEE)]
Hill<i

va ",N2. eee — kefocma—ketlik uchun, < 1lva
n"_@@ I(AE,.£.)] = 5i

bo‘lsin. Biriik sliar j1 da kuchsiz kompakt bo‘lganligi uchun {£,,} dan biror
c elementga kuchsiz yaqginiashuvchi gismiv ketma-ketlik ajratish mumkiu. Bu

holda 11IJ < 1 va 36.4-lemmaga ko'ra
I(AC,01 = S\

Biz C elementni §¢ deb gabul gilamiz. 36.5-lenima isbotiga ko'ra |} =
IINjll = 1 Bu holda 36.6-lemmaga ko'ra Ad>5i — Ajifo, bu yerdan 4| =
A=, ()]l = Sj. Endi Aj, A2, ..., An xos giymatlarga mos keluvchi <, §2, s
< xos vekfeorlar qurilgan bo'lsin.  |<3E) ~ funksionalni

M- = H©OM ({<MLi)

gism fazoda garayrniz. gismfazo A operatorga nisbatan invariant (chunki

M ({(pkYI-1) invariant va A 0o‘z-0'zigaqo‘slmia operator). |(i4E£)] funksional



4l € da maksitnumga erishsin. 38.6-lemmaga ko'ra u A operatoming
xos vektori bo'ladi, ya'ni Agn+H = An+it»+i-

Bu yerda quyidagi ikki hol bo'lishi mumkin.

i) Ghekli gadamdan so'ng, biz shunday gisni fazoga ega bo'lamizki,

bu fazoning barcha £ elementlarida (A£, £) —O0 bo'ladi.

ii) Ixtiyoriy n € N uclmn gism faz-oda (A£,£) ~ O.
I Birinchi holda 36.6-lemmadan kelib chigadiki, A operator gism iazoui
uoiga o'tkazadi, ya’ni gism fazo A = 0 xos giymatga moa keiuvchi xos

vektorlardan iborat. Bu holda qurilgan {pn} vektorlar sistemasi chekli sondagi

elernentdan iborat.

Ikkmchi holda xos vekfcorlaming {ér} ketma-ketiigi liosii bo'lib, ulaming
har biri uchun An 0. Bu holda A,, —0 ekanligtni ko'rsatamiz. ketma-
ketlik (har ganday ortonormal sistema kabi) nolga kuchsiz yaqinlashadi, chunki

ixtiyoriy / € H uchun uning Furye koeffitsiyesitlari an — (/, $n) uchun
@

mimosabat o'rinli. Qator yaginlashishming zaruriy shartidan lim (/, &) = 0
ekanligi kelib chigadi. A operatorning kompaktligidan Agn — An4n ketrna—

ketlik nolga kuchli ma’noda yaginlashadi, ya’ui
lim A= Jim. A= O.
Quyidagicha belgilash kiritamiz
mt =tie m ({&}*ii) = n .

Faraz gilaylik, M1 bo‘sh bo'Imasin. Agar £ € M A-va 4 ~0 boisa, u holda
ixtiyoriy n € N uchun

MO XX lax! «lis 112-

390



Bu yerdan iimitga o;tsak.

(At-t) O
36.6-leminani M X gisin fazo uehun go‘llab. = 0 ga ega bolamiz, ya'ni
KerA = M 1 m{<M sistemaning qurilishidan ko'rmib fcuribdiki, ixfciyoriy £ €
Il —M © M1 vektor

i =Y, ddk+ £ € M1 = KerA,
k

ko'rinishda t.asvirlanadi. Bu yerdan

k

Endi H da kompakt operatorlavga misollar keltiramiz.

36.2. ti Hilbert fazosida {an} ga ko'paytirish operatorini, ya’ni
A2 4, Ax= (aixi, a2, anxn, ...)
operatorni garaymiz. A G A'(i2) bo'lishi ucliun
nI_i*[yo a,=0 (36.49)

shartning bajarilishi zarur va yetarli ekanligini isbotlang.

Isbot. YetarlU-gi. (36.4) share bajarilsin. Agar biz A operatorga tekis
yaginlashuvchi kompakt operatorlar ketma-ketligi mavjud ekanligini ko‘rsata
oisak, u holda 36.1-natijaga ko‘ra, A kompakt operator bo'ladi. An operator-

larni quyidagicha quramiz:
An:i2-m4, AnX= (aixi,a2..., axn,0,0....) .

35.3-misolga, ko‘ra, har bir n € N da An operatorlar kompakt. Bundan
tashgari An operatorlar ketma-ketligi A operatorga tekis yaginlashadi. Hagi-

gatan ham, 29.9-misolga ko'ra

IA—ANNe sup  [qfc]

N<k<oo
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Bundan va (36.4) shartdan

lim IL4—A,,\'1: lim sup k=0

n->00 ! B-to0 n<k<x
Deinak, 36.1-natijaga. ko‘ra, A kompakt. operator bo‘ladi.
iaruriyligi. Parak qgilaylik, A kompakt operator bo'lsin. U holda nolga
kuchsiz yaginlashuvchi ixtiyoriy {im} C f2 ketma-ketlik uchun Axn ketma-
ketlik nolga kuchli yaginlashuvchi bo'ladi. Nolga kuchsiz yaginlashuvchi ketma-
ketlik sifatida i2 fazodagi ortonormal bazis {en}*=1 ni ((23.8) ga garang)
olamiz. 34.3-misolga ko‘ra, Aen = aren tenglik o'rinli. {Aen} ketma—ketiik—

ning nolga yaqinlashishidan
limp IL4ed] = lijas ]l = limpySaNg ]l = lim e 0

ni olamiz. Dermak, (36.4) shart bajariladi. A

36.3. 35.4-misolda garalgan integral operatorni, yalii

(AH)(x)= Jf_KCOS(X- y)f(y)dy, f € L2[-7.4]
operatorni garaymiz. A operator Hilbert-Shmidt. teoremasi shartlarini ganoat—
iantiradimi?

Yechish. A operatorning kompaktligi 35.4-misolda ko'rsatilgan edi. 334~
misolda La[a B fazoda K (X, y) yadroli integral operatorning go'shmasi topi—
lib, integral operatorning o°z-0lziga qo'shma bo’lishiinug zarur va yetarli sharti
(33.14) ko‘'rmishda boMishi keitirilga.il edi. Qa.ralayotgan A operator uchun
(33.14) shartning bajarilishini tekshiramiz.

Bizning holirizda K(x. y) = cos(x —y) bo'lgani uchun
K(x, y) = cos(x - y) = cos(y - X) = cosly —x) = K(y, X)

tenglik o‘rmii. Deinak, A = A*. Shunday qilib, A operator Hilbert-Shmidt

teoremasi shartlarini ganoatlantiradi. A



36,4. 36,3-misukla garalgan ,4 operatorning xos giyinat va xos funksiya-
larini toping.

Yechish. Xos giyinatga nisbatan tenglama Af —A/, ya'ni
[ cos{x - y) f(y) dy = Af(x)

tenglamani garaymiz. Bu tenglamani qtiyidagicha ham yozish mumkm.
fr A
Xf(x) = cosx | cosyf(y) dy +sinx | siny f(y) dy —

= aeosX + fisinx. (36.5)

Bu yerda

m s
/ cosy f(y)dy, (3- 1 sinyf(y)dy, (36.6)
Ikki holni aiohida garaymiz: i) A= 0, ii) A~ 0.
i) Bu holda acosa; + /?sinrc — 0 ga ega bo'iamiz. UN\(X) — cosx va
vi(xX) —sina elementlar diizigli boglanmagan, shuning uchun a = B = 0.

Demak, (36.6) ga ko'ra,

/ cosy f(y) dy —0, f siny f(y) dy —0 (36.7)

J —K J —
bo‘ladi. (36.7) shartni ganoatlantiruvchi elementlar to'plaini A operatoriiing
yadrosini tashkil giladi. Boshqgaeha ayt,ganda, (36.7) shartni ganoatlanfcimvchi
elementlar to‘plami ui(x) — cosa; va vi(x) —sina; element,larga ortogonal

gism fazo. Bu gism fazoda

Elﬁ" !un&)o‘: V%Teosnxjrin:2 ti"vnéx)': ;};s'mnxj'}H:Z
sistema ortonormal bazis bo'ladi. Demak, dim KerA = oo. Shunday ekan
A —O0 soni A operator uchun cheksiz karrali xos giyrnat bo'ladi.

Endi A~ 0 bo'lsin, ya’ni ii) holni garaymiz. (36.5) dan foydalansak, Af —

A/ tenglamaning yecliimi / uchun quyidagi ko'rinisimi olamiz;



Bu yerda a va 3 koeffitsiyentlar noma’lumlar, chunki tilar izlanayotgan /
funksiyaning integrali orgali ifodalangan. Agar biz / ning (36.8) ifodasini
(36.6) gaqo'ysak, a va 3 nomalumlarga nisbatan quyidagi tenglamalar ss-
temasiga ega bo’lamiz:

R Tra
cosy | ASmY dy -7

a
X
a R, ', TR
Xcosy + Asinu dy gt
Bu tenglama fagatgina A—ir da nohnas yechimga ega. Bu holda a va 3 lar

sifatida ixtiyoriy sonni olish munkin. (36.8) ga ko'ra
f(x) —Ci cosx + C2sinx (36.9)

element X —t x0s giymatga inos keluvchi xos funksiya bo'ladi. Demak, A —
icl operatorning yadrosi ikki o‘lchamli gism fazo ekan. Bundan X — tt xaos
giymatning karraligi 2 ga teng ekanligi kelib chigadi. A

Agar biz 36.3-misolda qaralgan A operatorga Hilbert-Shmidt teorernasini
go'llasak, Ai = A2=n va A,= 0, n > 3 ekanligini hosil gilarniz.

Kompakt operatorlarning rmuhim sinfi sifatida L2[a; 6] fazodagi integral
operatorlarni garash mumkin.

36.5. Har bir x € L2[a, 6] elementga

(AX)(s) = JI K(s,t) x(t) dt

a

formula bo'yicha ta’sir giluvchi A operatomi kompaktlikka tekshiring. Bu yer-
da K(-, ¢ integral operatorning yadrosi, u [a b]x [a B] da uzluksiz funksiya.
Ko‘rsatma. A operator uchun 37-8 dagi 37.2-fceorema shartlari bajarili-
snini ko‘rsating.
Mustagqil islilash uchun savol va topshiriglar
1. 12]0 1] —fazoda chekli 69chamli operatorga mis6l keltiring.
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A : H —= H o'z-oziga qo'shma, chegaralangan operator, m va M
sonlar (Ax, X) junksi.onalni.ng birlik shardagi aniq quyi va anig yuqori
chegaralari bohin. o(A) C [to, M] munosahatni isbotlang.

Oz-oziga qo'shma, chegaralangan A operator uchun to, M € o(A)
munosahatni isbotlang.

Shunday 0‘z-oziga go‘shma, chegaralangan A operatorga misol keltir—
migd. o(A) n (to, M) = 0 bo'lsin.
0 z-oziga qo‘'shma. chegaralangan A : 11 —11 operator uchun
sup [(Ar, \= Si = lIA I
tenglikni isbotlang.
u — [0 I kesmada uzluksiz funksiya. La[O, 1] fazoda (Af)(x) =

u(x) f(x) tenglik bilan aniglangan A operatorga go‘shrna operatorni

toping. Natijani u(x) = cosx +isinx bo‘lgan holda tekshmb ko ‘ring.

Lgl—w, #] Hilbertfazoda aniglangan

operatoming 0'z-oziga qoshrna va kompakt ekanligini ko‘rsating. (A% X)|
N\QRY\ funksionalning birlik shardagi aniq yugori chegarasini toping. A

operatoming noldan fargli xas giymatlari sonini toping.

Lgl—T#] Hilbertfazoda berilgan

operatoming 0z-oziga qo‘shrna ekanligini ko'rsating. Kompaktlikka telk-
shiring. Noldan fargli xos giymatiarini toping. Ularga mos xos funksiya®
laming {&>¢ sistemasini quring. Bu operatorga Hilbert-Shmidt teore-

masini qollang va M1 qism fazoning tavsifini bering.



37-8. Chiy/igli integral tenglamalar

Funksional fazoda (masalan, C[a, b], L%a, 6], C\[a, b] ) tenglama beriS-
gan bo'lib, noma’lum element funksiyadan iborafc bo‘lsa, bunday tenglama
funksional tenglama deyiladi. Agar funksional tenglamada noma’lum funksiya.

integral ostida bolsa, u holda tenglama integral tenglama deyiladi. Masalan,

9 = ,-E K(s, 1) o(p(®), )dt

tenglama 9> ga nisbatan integral tenglamadir, bn yerda. K(s, i), g(s, t) —
berilgau funksiyalar.

Integral tenglarnadagi ifoda nomalum funksiyaga nisbatan diizigli bolgan
holda tenglama chizigli integral tenglama deyiladi. Quyidagi tenglamalar dii-

zigli integral tenglamalarga misol bo‘ladi:

Jf ’K(s, t) 4 dt H(s) =0, (37.0)

PP = f K(s, t) &pdt +1(s). (372

Ja
Bu yerda $>noma’lum funksiya. K(s, t)va f(s) malum funksiyalar. (37.1)
va (37.2) tenglamalar mos ravishda birincki va ikkinchi tur Fredhohn tengla—

malari deyiladi.
Xususan, K(s, t) funksiya t > s giymatlar uchun K(s, i) = O shartni

ganoatlantirsa, u holda (37.1) va (37.2) tenglamalar mos ravishda

[ K(s, t) <0 dt +f(s) = 0, (37.3)
ma

49 = vJ K(s, t) dt +f(s) (37.9)
ko'rinishlarga ega boladi. Bunday tenglamalar birinehi va ikkinchi tur Volter—
ra tenglamalari deyiladi. Volterra tenglamalari Fredholm tenglamalaxining
xusueiy holi bolsada, ular alohida o'rganiladi, dmnki Volterra tenglamalari

0'ziga xos bolgan xossalarga ega.



Agar (37.1)-(37.4) teuglamalarda f funksiya nolga teng bo'lsa, bu tengla,—
malax bir jinsli deyiiadi.
37.1-misol. Quyidagi

Ne = | C<«< /()=0
tenglarna $~noma’lumga nisbatan Abel tenglamasi deyiiadi. Bu tenglama Vol-
terra tenglamalarining xususiy lioli bolib, 1823 yilda N. Abel tomonidan g
ralgan, uning yediimi

smox fJV jds
w Jo (i-s)1"'"
ko'rinishga ega.

Biz bu yerda fagat ikkinchi tur Predholm teuglainasini garaymiz. L2[a B\
kompleks Hilbert fazosida ikkindii tur Fredholm teuglainasini, ya'ri (37.2)
tenglamani olamiz. Bu tenglamada / ma’lum, f+noma’lum funksiyalar bolib,
ulax Z2[a, 6 fazoning elementlari deb faraz gilinadi.

(37.2) tenglamaning yadrosi deb noinlanuvehi K(s, t) funksiyadan quyida—
gilarni talab gilamiz, u - olehovli va

/b
/1 \K(s, )\ dsdt < 00 (37.5)
Ja Ja

shartni ganoatlantirsin, ya’ni K(s, t) kvadrati bilan integrallanuvdii funksiya.

L2[6, H] fazoda aniglangan
T = J1‘ K(s, t) <p) de (37.6)
a

operatorni garaymiz. Bu operator K yadroli Fredholm operatori deyiiadi.
(37.2) tenglamani o'rganish shu operatorning xossalarini tckshirishga kelti-
riladi.

Navbatdagi teoremalarni isbotlashda biz integrallash tartibini almashtirish
haqgidagi Pubini teoremasining natijasida.n foydalanarniz. Pubini teoremasi nati—
jasining quyidagi bayoni biz udiun qulaydir.
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37.1-teorema (Fubini). Agar K(X, y) R funksiya [a, €x [a 6] kvadratda
integrallanuvchi bo'lsa, u holda deyarli barcha x e [a B (y e [a 6]) larda

b /6
I NK(K y) Bdy T INK{x, y) Bdx

integral rmavjud va quyidagilar o‘rinli

b b b b
J v koo y) paxay=J ol ko vy By =] ay] N y) o

a a a a a a
37.2-teorema. Agar K(Xx, y) yadro (37.5) shartni ganoatlantirsa, u holda
lj2[« €] fazoda (37.6) tenglik hilan aniglanuvchi T opemtor kompakt va uning

normasi uchun quyidagi tengsizlik o‘rinli
NN\ £ PN\K(s,)\2 dsdt, (37.7)

Isbot. Awalo shuni ta’kidlaymizki, Fubini teoremasi va (37.5) shartga

ko‘ra, deyarli barcha s lar uchun
rb

J; N\K(sHN\2dt

integral ravjud. Boehgacha aytganda, K(s, t) funksiyd t ning fuoksiyasi
sifatida deyarli bardia s larda L"a, 6 fazoga garashli. Kvadrafci bilan in-
tegrallanuvehi funksiyalarning ko'paytmasi integrallanuvcM bolgani uchun,
(37.6) ning 0:ng tomonidagi integral deyarli barcha s lar uchun rnavjud, ya'ni
— (T4>) (s) funksiya deyarli hamma yerda aniglangan. ip € Li[a, §
ekaiiligiui ko'rsatamiz. Koslii-Bunyakovskiy tengsizligiga ko‘ra, deyarli barcha
s lar uchun

jmb 2
i#01 = / K@p@>{tdt <
Ja

< [h\K, )2 di i hN\mMN\2dt = o fb\K(s, t)12dt
Ja Ja Ja
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tengsizlikni olamiz. Oxirgi ifodani a dan b gacha s bo'yicha integrallab va
|A(s, )] 2 dan takroriy integralni ikki karrali iritegralga almashtirib, quyidagi
tengsizlikka ega, bo'lamiz
jl175ii2- PNipe\s < NgfF f I\ K{s, 1)\2 dtds.
Ja Ja Ja

Buyerdan ]”s)] 2 ning integrallanuvchanligi va (37.7) tengsizlik kelib ehigadi.
Endi T operatorning kompaktligini ko'rsatish goldi. {tpn} sistema bl
fazoda, to‘la ortonormal sistema boisin. U holda WniO} ko‘paytmalar
sisternasi L2(J«, ® x [o, 6]) fazoda toia ortonormal sistemani tashkil giladi

va demak,

00

L NAY
K@ i) —/ j/ .QmMn(® ™M()

m=I n=X
yoyilma o'rinli. Endi
N N

Kn(s, t) — N " im.n'Pm.(s) tPn(0
==l

yadroga mos Fredholm operatorini ‘ijv bilan belgiiaymiz. Bu operator kom-
pakt,, chtmki u ehegaralangan va ¢(“[a, 6] fazoni chekli N— oichamli gism

fazoga akslantiradi. Hagigatan ham, ixtiyoriy €€ J"[a, €] ucbun

(TN)(9) = ) ; KN(s, t) g)(t)dt —

N N - N N
—N SN Mumrem(d) | f dt= " "i'm(s) " ame
m=I n=1 a m=l n=I

buyerda m—j bf(i) dt. Demak, 7jy operator i*[a, 6] fazoni fa, tfa, ...,
Qv fimksiyalarning chizigli gobig'i boigan A/ olcbamli gism fazoga aks-
lantiradi. Kn(s, t) ftmksiya K(s, t) funksiyaning {"m(s) sistema
bo'yicha Furye gatorining gismiy yig'indisidan iborat. Shuning uchun, N —*
00 da

f 1 K(s t)—Kx(s, t)|]2dsdt —mD.
a Ja

399



Eiidi (37.7) tengsizlikni T —'I'n operatorga qollasak,

P'~"1ivil < y J J \{st) - KN(s,)0\dsdt 0, N -* oo.

Shunday qgilib, {I'n} kompakt operatorlar ketma-ketiigi norma bo'yieha T
operatorga yaginlashadi. Kompakt operatorlarning asosiy xossalari mavzttsida—
gi 36. l.-nacijaga asosan T bam kompakt operator bo'ladi. A

Eslatmalar.

1. 37.2-teoremaning isboti davomida biz shu narsani o'rnatdikki, liar gan-
dav Predholm operatori chekli olchamli operatorlarning norma bo‘yicha limi-
tidir.

2- Th 12 —(37.6) ko'rinishdagi ikkita operator va K\, K2—«larga mos
keluvchi yadrolar bolsin. Agar barcha ¢ € L2[a, b] lar uchun '1N6 — Tsp
bolsa, u holda devarli hainma yerda Ki(s,t) — KZX(s, t). Hagigatan ham,
agar barcha € L2[a, ] lar uchun

(NG - T2DHS) =Jf (Ki(s, i) - K2, i)) <p(d = O
a

bo‘lsa, deyarli barcha s € [d, § larda

| i \Ki(s, t) —K 2(s, H\edt —0

va demak,
IKi - K2f = f f |JATi@t) - K2(s, )\dsdt = 0.
Ja Ja

Bu yerdan bizning tasdig'imiz Ki(s,t) = K2(s,t) kelib chigadi. Ma’lumki,
L2 ([a, b)) fazoda ekvivalent ftmksiyalar bitta element sifatida garaladi, shu-
tting uchun aynish mumkinki, integral operatorlar bilan yadrolar o'rtasidagi
moslik o'zaro bir giymatlidir.

37.3-teorema. T —K(s, t) yadro bilan aniglanuvchi Fredholm opera-
tori bokin, V holda unga qo‘shma bo’lgan T* operator K(t,s) yadro bilan

aniglanadi.
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Isbot. Fubini teoremasidan foydalanib, quyidagiga ega bo'lamiz:

rb f fb N\ ~b  ph

Bu jordan
(T*g)(s)= f K(t,s)g(,)dt
tenglik. ya’ni teoremanmg tasdig'i keiib chigadi. A
Xususan, (37.6) ko‘rinishdagi T operator Ll[a, B fazodao;z-0'zigaqo‘shma,
ya’ni T* = T bo'lishi uchun ((33.14) ga garang)

(37.8)
shartnmg bajarilishi yetarli va zarurdir. Haqigiy Hilbert fazosi (va demak
haqgiqiy K yadro) garaiadiga.n holda 0'z—-0'ziga qo‘shmalik shart.i bo’lib, K(s. t)
m-K(t, s) tenglik xizmat giladi. (37.8) shartni ganoatlantiruvdii yadroiar sim-
metrik yadroiar deyiladi.

Hilbert-Shidt usuli. Endi (37.8) shartni ganoatlantiruvdii yadroli integ-

ral tenglamani olrga.namiz. Yugorida aytiiganidek, bu holda

0‘z-0ziga go'shma kompakt operator. Deinak, bu operatorga Hilbert-Shmidt

teoremasini go'llash mumkin. (37.2) tenglamani gisgacha
L= T+ f (37.9)

ko'rinishda yozamiz. Hilbert-Shmidt teoremasiga asosan. T operator uchun
{An} xos giymatlargamos keluvdii xos funksiyaJarning shimday {cr} ortonor-
mg,| sistemas! mavjudki, ixtiyoriy £ 6 1"a, €] element yagona. usul bilan

£=Y'ampn+£, £feKerT,
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ko‘rinishda ifodalanadi. Shunday qilib,

/=X ' 4f’f eKer7> (37.10)
deymiz va (37.9) tenglamaning yechimini

$—2 2xn>n + A\ $€ Ker'T, (37.11)

n—1
kp‘rinishda izlayiniz. (37.10), (37.11) yoyilmalami (37.9) ga qo'yib,

n—
tenglamaga keiarniz, ya'ui
Y1(i - Aoxnibs;, +<4>=y : mén+f.
n—1 ti—1

Bunday yoyilra yagotia bolganligi sababii
e'=f, xn(l—A)=mn, n=1,2,3,... .

Agar A, 1 bolsa, u holda xn —n{1—A«)“1 va An= 1 bolsa, lm= 0.

Ko'rinib turibdiki, A, = 1 holda In = 0 shart (37.9) tenglamaning yechim-
gaega bolishi uchun yetarli va zarurdir. Bunday N = 1 uchun x,,—ixtiyoriy.
Shu bilan quyidagi teorema isbotlandi.

37.4-teorema. Agar 1 soH, T operator uchun xos giymut bolmasa, u
holda (37.9) tenglama ixtiyoriy f uchun yagana yechimga ega. Agar 1 soni
T operator uchun xos giyrnat bolsa, u holda (37.9) tenglama yechimga ega
bo'iishi uchun f fvnksiya 1 soniga mos keluvchi barcha xos funhsiyalarga
ortogonal bolishi yetarli va zarurdir. Bu holda (37.9) tenglama yechimlarining
soni cheksizdir.

37.2. L2F+T, #] Hilbert fazosida
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integral tenglania berilgan. Parametr J1 € K ning ganday giymatlarida T\
uchim bir soni xos giymat bo'ladi?

Yechish. Qaralayotgan integral tenglamaning yadrosi
K (x,y) -- e0S X €0SY)
haqgigiy giymatli va simmetriklik shartini ganoatlantiradi, ya’ui
K y) = K(y,Xx) Tx="I\.
Endi xos giymat uchun tenglama 7\u —wu ni garayrniz, va™ni:
étt.];_t u(y)dy+ 2'—jT COSXJ):X eosy u(y)dy —u(x). (37.13)

Agar biz (37.13) da

a— i u(y)dy va /3—j eosyu(y)dy (37.14)
beigilashiarni kiritsak, u holda u(x) uchun quyidagi ifodani olamiz:
u(x) —-Z-Ea + Etﬁ COSX. (37.15)
(37.15) ni (37.14) ga qo'yib,

/| dy —2mr, |/ cosydy =0, [/ eos2ydy= T (37.16)

J—r J—K J T
tengliklardan foydalansak, a va B larga nisbatan quyidagi tenglaraalar sis-
temasini olamiz:

a - N-a+ mE-R cosy )dy —«A.
Yy

[
O \2tr 2T
1 A A \ A.
R = J cosy g— a+ —é1cosy\dy= R
Bu tenglamalar sistemasi nolmas yechimga ega boishi uchun uning detérmi-
nanti A(A) ning uol bo'lishi zarur va yetariidir, ya’ni
NA)=(1-A)(1-]) =0 (37.17)
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(37.17) dan A= 1 yoki X —2 larni olamiz. Demak, A parametriiing Ax—1
va A2 = 2 giymatlarida 1\ uchun 1 soni xos giymat boiadi. Endi T\u —
u va 'J22u —u tenglamalarni yechamiz. Yuqgorida bayon giiinganlardan bu
tenglamalarning yechimlari mos-ravishda ui(x) = G va u2(x) = C *COSx
(C —const) ekanliklari kelib chigadi.

37.3.  37.2-misolda garalgan (37.12) integral tenglamaga A~ {1; 2} boigan
holda 37.4-teoremani qoilang va (37.12) integral tengiamani yeching.

Yecbish. Agar A £ {1; 2} boisa, u holda T\ operator uchun bir xos
giymat ©mas, 37.4-teoremaga ko'ra, (37.12) integral tenglama istalgan / €
(2 [T, tf] da yagona yechimga ega. (37.14) belgilashdati foydalansak, (37.12)

tengiamani quyidagicha yozishimiz mumkin:
(37.18)

(37.18) ni (37.14) ga qo'yib, (37.16) tengliklarda.il foydalansak, a va i3 larga

nisbatan quyidagi tenglamalar sisternasini olamiz:

Bu sistema A" {1; 2} da yagona yechimga ega va

|
a va j3 laming bu giyrnatlarini (37.18) ga qo'yib, (37.12) tenglamaning yechi-

rnini olamiz:

37.4. 37.2-misolda garalgan tengiamani A—1 boigan holda, ya’ni
(37.20)
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tenglamani yeehing.

Yechish. Agar A—1 bo‘lsa, u holda T\ operator uchun bir xos giyrnat
bo'ladi. 37.4-teoremaga ko'ra. (37.20) tengiaina yechimga ega bo'lishi uchun
[ funksiya 'I\u —u tenglamaning barcha yechimlariga, ya’ni u(x) = const
ga (37.2-inisolga. gaxang) ortogonal bo'lishi zarur va yetarli. Demak, (37.20)

tengiaina yechimga ega- bo'lishi uchun
(37.21)

shartning bajarilishi zarur va vetarli. Agar biz (37.14) belgilauhdan foydaiansak,

(37.20) tenglamani quyidagieha yozishixniz imimkin:

o o (37.22)

(37.22) ni (37.14) ga qo'yib, (37.16) va (37.21) tengliklardaa foydalansak, a

va i3 laiga nisbatan quyidagi tenglamalar sistemasini olamiz:

Bu yerdan ko‘rinib turibdiJri, a sifatida ixtiyoriy sonni olish mumkin. Bu
giymatlarni (37.22) ga go'yib, (37.20) tenglamauing umumiy yechimini hosii

gilarniz:

=
Bu yerda C— ixtiyoriy o'zgarmas son.

Mustaqil ishJash uchun savol va topshiriglar
1. jLa—T \{] Hilbert fazosida

(Au)(x) = —  cos(:r —y)u(y)dy

integral operator normasini 37.2-teoremadan foydalanib baholang.
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2. 37.3-teoremadan foydalanib, Lgl—k, tt] fazoda
(Au)(x) = I (cosxsiny+ Isinx cosy)u{y)dy
integral operatorga qo shma opervtomi toping.
3- L2[-+, 7] Hilbert fazosida quyidagi. integral tenglamani. yeching:

u(x) = sinx 4- / _cosz sinyu(y)dy.
A

4. Parame.tr Ae IR ning gartday giymatlarida
u(x) = f(x) + Al (2+ cosx cosy)u(y)dy

integral tenglama ixtiyoriy f € Ljf—, ttf] ¢a yagona yechirnga ega

bo'ladi?

5. i/2[—, tf] Hilbert fazosida

integral tenglama berilgan. Tenglama yechirnga ega boladigan f lar to p-
latnini tavsiflang. Bu to plain gisvifazo tashkil giladimi ? Agar u gism fazo

tashk.il gilsa, uning o ‘lchamini toping.
38-§. Fredholm teoremalari
Bu yerda ham yuqorida ko'riigan
P= Tt f (38.1)

tenglamani o‘rganishni davom ettiramiz. Navhatdagi mulobazaiarda T ope-
ratorning integral ko'rinishi emas, balki fagat uning kompaktligi muhim rol

o'ynaydi. Shuning uchun 11 Hilbert fazosida birorta T kompakt operatomi



olib, (38.1) ko'rinishdagi tenglamani o'rganamiz. Buning uchun A —1- T

operatorni kiritgan holda (38.1) tenglamani

AB= f (38.2)
ko'rinishda yozamiz. (38.2) tenglama bilan bit gatorda bir jinsli bo'lgan

AP0 =0 (38.3)
tenglamani va bularga go‘shma bo'lgan

AH' =g (38.2%)

A*ipo = 0 (38.3%)

tenglamalarni garaymiz. Bu yerda A* operator A operatorga gqo'shma, ya’ni
A*= (I - T)Y* = 1- T
Quyida isbotlanadigan teoremalar Fredholm teoremalari deb nomlanib. shu
to‘rt tenglamaning yechimlari orasidagi bog’lanishlami ifodalaydi.
38.1-teorema. (38.2) tenglama yechimga ega bo‘Hshi uchun f vektor
(38.3*) tenglamaning har bir yechimiga ortogonal bo ‘lishi zarur va yetarli.
Ishot. KerA va ImA lar A operatorning mos ravishda yadrosi va qiy-

matlari sohasi, yani
KerA. = {t€ H :Ax —0},

ImMA —{y —Ax :x € H} —A(H)

ekanligini eslatamiz. Ma’llumki, A uzluksiz bo'lgani uchun KerA to‘plam H
ning yopiq gism fazosi bo'ladi. ImA ham H ning yopiq gism fazosi ekanligini
isbotlaymiz. {yn} C ImA ketma-ketlik biror y £ 11 elementga yaginlashuv-
chi bo’lsin deb faraz gilaylik. Demak,



shartni ganoatlantiruvchi {%} ketma-ketlik mavjud. xn vektorlarni KerA
fazoga ortogonal deb hisoblash mumkin. aks holda xn liing o'rniga xn —
xn —Prxn Vvektorlarni olish mumkin; bu yerda prxn element xn vektoming
KerA. gism fazoga proyeksiyasi. Bundan tashqgari, {ar,.} ketma-ketlik chega-
ralangandir. Aka holda jiren|| —» 00 deb hisoblash mumkin, demak, (38.4) ga

asosan
(38.5)
munosabat o‘rinli.

Ikkinchi tomondan {xn m1-2} ketma-ketlik birlik sharga tegishli boigani

va T kompakt operator ekaniigi tufayli biror {x,,k} gismiy ketma-ketlik uchun

T [[xnd| ¥ ketma-ketlik biror z elementga yaqinlashuvdii bo*ladi. Bun-

dan (38.5) ga asosan |jlarBt||-1 ketma-ketlik ham shu z elementga

yaginlashuvdii boiadi. Ravshanki, [|¢|| —1, (diunki liar)i exn =1),
Az=7—Tz —

ya’ni 2 € KerA. Ammo har bir xn element KerA ga ortogonal edi, demak,
zLKerA. Bu ikki munosabatdan z = 0 kelib chigadi. Bu ||z || = 1 tenglikka
zid. Bu ziddiyat {ar,} ketma-ketlikning chegaralangan ekanligini koi'satadi.
T operator kompakt boigani uchun {Ten} ketma-ketlikdan yaginlashuvdii
boigan {Txni} gismiy ketma-ketlik ajratish mumkin. (38.4) ga asosan {*»,}
ketma-ketlik ham yaqinlashuvdii boiadi. Bu limitni x bilan belgilasak, u
holda

y = lim Axn= lim Axn.— A(lim xn.) — Ax.

Bu yerdan y € ImA ekaniigi kelib chigadi. Demak, IraA yopiqdir. 36.3-
teoremaga asosan, T* operator ham T bilan bir gatorda kompakt boigani

sababli, 1ImA* ham H ning yopiq gism fazosi boiadi.



Endi biz quvidagi munosabatlarni isbotlaymiz:
KerA © IrnA* = H, (38.6)

KerA*© ImA —I1I. (38.7)

Ravshanki, KerA va ImA* o'zaro ortogonal gism fazolardir. Hagigatan,

ixtiyoriy h e Ker A va x £ 11 uchun
(h, A*x) —{Ah, x) —(9, x) —O0.

Ma’himki, ImA* ga ortogonal har ganday gism fazo (ImA*)1 ning gismidir.
Shunday ekan, Ker A ¢ (ImA*)-1. Agar biz (ImA*)1- C Ker A ekanligini
ko'rsatsak, (38.6) tenglik isbot bo'lgan bo'ladi. Faraz gilaylik, z vektor ImA*

ga ortogonal bo'lgan ixtiyoriy element boisin, u holda barcha x e H uchun
(Az, x) —(z, A*x) —0.

Detnak, Az = 0, ya’ni~z € KerA. Buiidan (IrnA*)1 C Ker A ekanligi
kelib chigadi.

Xuddi shunday, Ker A* —(ImA)1 tengiikni ko‘rsat.ib, (38.7) tengiikning
isbotiga ega boiamiz. (38.7) tenglikdan 38.1-teorema bevosita kelib chigadi,
yani / € ImA bo'lishi uchun / LKerA* bo'lishi yetarli va zarurdir. A

Har bir k natural son uchun Hk orgali IrriAk fazoni belgilayriiiz, xususan

HI = Im A. Hk ning tuzilishidan ravshanki, A(HK) = Hk+l va
HID HI 2 H2D =m

38.1-teoremani isbotlash davomida ko‘rsatilganidek, har bjr Hk vopiqdir.
38.1-lemma. Shunday natural non mavjudki, barcha k > jo uchun
H k+l —H k tenglik oYinli.
Ishot. Teskaridan faraz gilaylik, harnma 11k fazolar har xil bo‘lsin. Bu

holda shunday {£&} ortononnal sistema mavjudki, Xk € Hk va XhxM*+-
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Demak, ixtiyoriy I,k (I > k) soniar uchun
Txi - Txk —-XKk + (xi + AxK- Mi).
Bu yerda xt+ Axk - Axi e Hk+l bo'lgani uchun
\Txi - Txkf = jIxic\2+ lIxi + Axk- Axif > 1,

ya’ni {Txib} ketmarketlikdan yaginlaehuvchi gismiy ketma-ketlik ajratieh mumkin

ernas. Bu esa T operatorning kompaktligiga zid. -A
38.2-teorema (Fredholm dtemativasi). Yo (38.2) tenglama ixtiyoriy / €

H uchun yagona yechimga ega, yo (38.3) tenglamaning noldan fargli yechimi

mavjud.

Isbot. Agar KerA = {0} bolsa (yani (38.3) tenglama noldan fargli
yechimgaegabolmasa), uholda A o‘zaro bir giymatli akslantirishdir. Shuning
uchun, agar H1 = ImA ¢ H deb feraz gilsak, uholda H2 ¢ til, ..., tik+i ¢
tik munosabatlar ixtiyoriy k uchun o'riniidir. Bu esa 38.1-iemmaga zid. De-
mak, ImA = ti, ya’ni (38.2) tenglama ixtiyoriy / uchun yagona yechimga
ega.

Agar (38.2) tenglama ixtiyoriy f uchun yagona yechimga ega. bolsa., u hol-
da Im A —ti va (38.7) munosabatga asesan Ker A* = {€B. Bu fcenglikdan
yugoridagidek Im A* = 11 munosabat kelib chigadi. Endi (38.6 } munosabat-
dan foydalansak, KerA = {0}, ya’ni (38.3) tenglama fagat nol yechimga. ega
ekanligi kelib chigadi. A

38.3-teorema. (38.3) va (38.3*) tenglarnalaming chizigli erkli. boYaan

yechirnlari sorti cheMi va o'zaro tengdir. Boshgacha qilib aytganda,
dim KerA. = dim KerA*< 00.

Isbot. KerA fazoning olchami cheksiz deb feraz gilaylik. Bu holda. KerA

da. cheksiz elementli {xn} ortonormal sistema, mavjud. xn e. KerA, ya’ni
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Axn —xn—Txn—0 bo'lgani sababii, x,, —Txn. Demak,
mMt»  Axm\ —ikn  xrn!—V*, 7 Tl

Bu yerdan kelib chigadiki, {7'»n} ketrna-ketlikdan yagiiilashuvchi gisiniy ket-
ma-kefclik ajratish xmimkin emas. Bu esa 7' ning kompaktligiga zid. Shunday

qgilib, diin/ver,4 < oo ekan. Xuddi shunday dim KerA* < oo ekanligi iabot-

lanadi. Faraz gilaylik,
dimKerA —//, dimKerA* —v
boiib. /e < i/ bo'lsin. Endi KerA va KerA* fazolardan mos ravishda
{<>u<h, me, AN} C Ker A va {h A} c -"er

ortonormal basizlarni tanlab olamiz va

1L
Sx —AXx + Pj)4
i=i

operatorni garaymiz. 5 operator .4 operatorga chekii o'lchamli operatorni
go'shish natijasida hosil boiganligi sababii, S operator uchun ham yuqorida
A uchun isbotlangan barcha tasdiqlar o'rinli. Bu operator uchun Sx = 8

tenglama faqgat no] yechimga ega. Hagigafcan ham,

(38.8)
j=i
boisin, u holda (38.7) rnunosabatga asosan Axz+ <j)>pi. Bu yerdan va

(38.8) tenglikdan

dan) hamda (38.9) dan barcha j G {1,2,.. .,/i} iarda

(>.%) =0
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tengliklami olamiz. Shunday qilib, bir tomondan x € KerA, yani x vektor
{"i, 42, *=~, 4t} vektorlarning diizigli kombinatsiyasidir, ikkiuchi tomondan,
x bd vektorlarga ortogonai. Bundan x —6. Deraak, KerS = {0}. 38.2-

teoremani S operatorga qo'llagan holda / = *¢'n,i deb olsak,

n
Ay + Y >, (i»”j = -pll+l

=i

tenglama biror y yechirnga ega: bo‘ladi. Bu tenglikning ikkala gismini *‘tpfi+i
vektorga skalyar ko'paytirsak, 0 = 1 ziddiyat hosil bo'iadi (chtmki ImAl-KerA*
va Ay € ImA, ipr+i € KerA=*). Demak, p < v farazimiz ziddiyatga olib
keldi, yani p > u ekan. Xuddi shunday, A operator o'rniga A* operator
olinsa, (i<v tengsizlik ishotlanadi. Demak, ii= v. A

Yuqoridagi teoremalardabiz T — operatorga teskari operatoming mavjud-
lik shartlarini ko'rdik. Ravshanki, 38.1-38.3-teoremalar T —XI (A"~ 0) ope-
ratorlar uchun ham o'rinlidir. Predholm teoremalaridan quyidagi natija kelib
chigadi.

38.1-nafcija. Kompakt operatoming svektridan otingan ixtiyoriy noldan
mfargli son bu operator uchun chekli karrali xos giymatdir.

Isbot. Faraz gilaylik, nolmas A € cr(T) bo'lsin. U holda 38.2-teoremani
T —XI1 operator uchun qo‘llab (T—X1)f — 0 tenglama noldan fargli yechirnga
ega ekanligiga kelamiz. Bu yerdan A" 0 soni T operatoming xos giymati
ekanligi kelib chigadi. 38.3-teoremaga ko‘ra dim Ker (T —XI) —n < o00.Bu
esa A soni T operatorning n —Xkarrali xos qiymati ekanligini bildiradi. A

Misol sifatida ajralgan yadroli integral tenglamalarni garaymiz.

it>s) — f K(s,t)<p(t)dt + f(s). (38.10)
Ja

Predholm integral tenglamasining yadrosi

K(s,t) = Y it>{8)Qi{t) (38.11)
i=l
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ko'rinishga. ega bo'lsa, u holda K(s, t) ajralgan yadvo deyiladi. Bu yerda
Pi, Qi funksiyalar L~a, 5 fazodallolingan. Ravshanki, pi, P2, ..., Pn funksi-
yalarni chiziqgli erkli deb hisoblash mumkin, aks holda K (s, t) yadroni chizigli
erkli boigari Pi,Pi, Pi (i < n) lar orgali ifodalash mumkin. (38.11) foeng-
likdan foydalanib, (38.10) tengla.ma.ni quyidagi ko;rinishga keltiramiz:

<P(S) = Pir ( + f(s)-

Agar biz
f Qity(i>{tydt —qi; ie {1.2,...,n}
Ja

belgilaslilami kiritsak. u holda (38.10) tenglama

n

4>{s) = Y A<ki(s) + f(s) (38.12)
i—

ko‘rinishga. keladi. $> funksiyaning bu ifodasini berilgan integral tenglamaga

go'ysak,
rb
y jgim +f{s) = J2pi(s) f Qi(t) yyapj(n+ fif dt+ /(s).
X =1 Ja J=1
ya’ni
‘[ "Qijqj " (38.13)

ko’rinishdagi tenglikka kelamiz. Bu yerda

a>.j:/ Qi(t)Pj(t)dt, h = Ip Qi(t)f(t)dt.
Ja Ja

Endi P{(s) funksiyalar chizigli erkli ekanligini hisobga olsak, (38.13) munosa-
batdau quyidagi tengliklar kelib chigadi:
Y
gi= "2 + bi>*€ {1,2,..., n}. (38.14)
j=i
Agar biz bu chizigli tenglama.]ar sistemasini ® larga nisbatan yechsak, u holda

(38.12) tenglikdan 6(s) funksiya harn topiladi. Shunday gilib, ajralgan yadroli
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integral tengiamani yechish masalasi (38.14) chizigli ‘tengla.malar sistemasini
yechish masalasiga teng kuchli. Bunday tenglamalar yechimlarining xossalari
bizga chizigli algebra kursidan malum.

Yugorida bayou gilingan Fredholm teoremalarini chekli olchauili fazolarda
quyidagicha bayon gilish mumkin.

38.4-teorema. Ax =y,
A= (ay), i,j € {1,2,...,»}, x= (art,. y=(yi,.,,., yn

chizigli tenglamalar sistemasi yechimga ega bofishi uchun y vektor qoshrna
bir jinsli
A*2= 6 (A* = (7))

tenglamaning barcha yechirnlariga ortogonal boHishi yetarli va zarurdir,

38.5-teorema. Agar A matritsaning deterrninanti noldan fargli botsa,
u holda Ax = y tenglama ixtiyoriy y uchun yagona yechimga ega. Agar
A matritsaning deterrninanti nolga teng bo‘lsa, u holda bir jinsli Ax — 9
tenglama noldan fargli yechimga ega.

38.6-teorema. A = (o#) va A*= (aji) matritsalaming ranglari o'zaro
teng. Xuddi shunday bir jinsli .Ax = 9 va A*z = 9 sisternalaming chizigli
erkli yechirnlari soni ham o ‘zaro teng.

Ko'rinib turibdiki. ajralgaxi yadroli Fredholm teoglamalaxi uchun Fredliohn-
ning 38.1-38.3 teoremalaxi yuqoridagi 38.4-38.6 teoremalaxdan kelib chigadi.

38.1-misol, 'I' operatomi I~[—, tt] fazoda quyidagicha aniglaymiz

(Tf)(x) = | (1 1cosxcosy+ 3sin siny)f(y)dy. (38.15)

J =T

Bu operatomi 0‘z-0‘ziga goSshtrta va. kompakthkka tekshiriug, uning xos qiy-
mat va xos funksiyalarini toping.

Yechish. Qaralayotgan operatorning yadrosi

K(x,y) — 1+ cosx cosy+ 3sinxsiny
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haqgigiy giymatli va (37.8) shartni ganoatlantiradi. Deinak, T 0'z-0'ziga go'sh-
ma operator ekan. Integral operator T ning yadrosi (37.5) shartni ganoat-
lantiradi, shunmg uchun 37.2-teoreinaga ko'ra. kompakt operator bo'ladi.
Endi T operatorning xos giymatlarini topamiz. Buning uchun xos giymatga

nisbatan tenglama yozamiz:

Tf=zf [ (1 + eosxcosy + 3sinx siny)f(y)dy —zf(x).
J—ir
Bundan
* _7f _7T
zf(x) - \Jf (y)dy + COSXJ cosyf (y)dy+ 35inxJ sinyf(y)dy (38.16)
—Jr AT 5T

tenglikka kelamiz.
i) Agar (38.16) tenglikda z — 0 bo'lsa, u holda 1, cost, sina funksi-
yalarning chizigli erkli ekanligidan quyidagi

/| 7 n M
f(y)dy = 0, [/ cosyf(y)dy —0, [/ wayf(y)dy =0 (38.17)
o J- J—+

t.engliklarga ega boiamiz. (38.17) tengliklar f fimksiyaning 1, cos.r, sin«
elementlarga ortogonal ekanligini bildiradi. Ma’lumki Xa[—r-7] fazoda bu
elementlarga ortogonal bo'lgan cheksiz ko'p chizigli erkli element!ar mavjud,

bular:
{cosnx, sinn.x}L2-
Dernak, 1'f = 0¢j tenglama cheksiz kop chizigli erkli yechimlarga ega ekan.
Bu esa 0z navbatida z = 0 soni T operator uchun cheksiz karrali xos giymat
ekanligini bildiradi.
ii) Agar (38.16) tenglikda z 0 bo'lsa, u holda xos funksiya / uchun

quyidagi ko‘rinishni olamiz
f(x) —~[a+ bcosx + 3csin«]. (38.18)
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Bu yerda

/ ning (38.18) ifodasiui (38.19) ga go‘yib, a. b, ¢ larga nisbatan quyidagi

tengiamalar sistemasiga ega bo'lamiz:

(38.20)
¢ —- J sin?/|a + bcosy + 'Scsiny\dy —— .

Biz bu yerda {1, cosx, cos2x, sins} funksiyalar sisteinasining ortogonal

ekanligidan hamda
Ry = ~[1+ cos2y], sill2y = i [1- cos2y]

ayniyatlardan foydalandik. (38.20) tengiamalar sistemasi nolrnas yechimga ega

bo'lishi uchun, uning determinant

nolga teng bo'lishi zarur va yetarli.

Agar z — 2/r bolsa, u holda A(z) — 0 boiadi. Bu holda (38.20) dan
b —c —0 va a—ixfciyoriy son ekanligiui olamiz. Endi (38.18) dan xos funksiya
f(x) —G —const bo'lishiga kelamiz.

Agar z — « bo‘lsa, u holda A(z) — 0 bo‘ladi. Bu holda (38.20) dan
0= c= 0 va & ixtiyoriy son bo'ladi. (38.18) dan esa xos funksiya uchun
f(x) —C «cosx ko’rinishni olamiz.

Xnddi shunday z — 3n xos giymatga mos keluvchi xos funksiya / (x) —
C sing ekanligiui olamiz.

Shunday qilib, biz (38.15) formula bilan aniglangan T operatorning o0‘z-

0‘ziga qo'slima ekanligiui ko'reatib, uning barcha xos giymatlari va xos funksi-
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yalarini topdik. z = 0 dieksiz karrali xos giymat, qolgan T, 2k va 31 soniar
bir karrali xos giymatlar ekan.

38.2. T operator (38.15) tenglik bilan aniglangan bo‘sin. Parametr A€ C
ning ganday qiymatlarida

Tf —Xf —g (38.21)

tenglama ixtiyoriy g € [, da yagona yechimga ega bo iadi?

Yechish. A —T —X1 operatorga 38.1-teoremani qo'llaymiz. 38.1-misol-
daii ma’lumki, Ae C\ {7t;2x;3%} boisa Ker A* = Ker(T —XI) = {(9
Demak, barcha A € C\ {mr; 2mr; 371} laida. (38.21) tenglama ixtiyoriy g 6
Li [ar,m] da yagona yechimga ega. Agar A= m(A—2mr, A= 3tm) bolsa, u
holda (38.21) tenglama yechimga ega bo'lishi uchun g € L2 [r, 7] funksiya
Tu —mi — 0 (Tu—2tra = 0, Tr> —3rra = 0) tenglamaning yechimi
n(x) —C cosX (n(x) = C, wu(x) = C sinx) funksayaga ortogonal bo'lishi
zarur va yetarlidir. A

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriglar

1. Ajralgan yadroli integral tenglarnaga misollar keltiring.
2. ZP[a, b] fazoda
u(x) = f(x) + Ai L x)ip(t)u(t)dt
Ja

integral tenglamani yeching. Banda ip va ¢ funksiya,lar uzluksiz bo'lib,

(<p, ) = 0 shartni gatoatlantiradi.
3. Parametr A€ R ning ganday giymatlarida
u(x) —sinxXj (eosx eost —sinx sint)u(t)dt

tenglama yagona yechimga ega? Qanday giymatlarda tenglama yechimga

ega ernas? Qanday giymatlarda tenglama cheksiz kop yechimga ega?
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4. A : T %] —¥L2[T jt] operator yadrosining oicharmni toping:

™

39-§. Ketma-ket o‘rniga go‘yish va ketma-ket yaqginlashishlar usuli

Ushbu pa.ragra.fda Cl[a, & fazoda beriigau Fredholm operatori

»
(39.1)
ni, Volterra tipidagi integral operatorni, ya’ni
X
(39.2)
operatorni va ular bilan bog:lig ((37.2) va (37.4) ga garang)
(39.3)
(39.4)

integral tenglamalami garaymiz. Butun 39-paragraf davomida / dan uziuk-
sizlik. K dan esa uzhiksizlik va simmetrikiik shartlarini talab gilamiz. ya’ni:

A) K{x,t) = K(t,x) » 0 va K.G C ([a, b\ x [a b]) haqgigiy giymatli
funksiya;

B) fe G[a, t\ hagigiy giymatli funksiya.

Faraz gilaylik, Fredholm tipidagi integral operatorning fi ~ 0 nuqtadagi

rezolventasini topish talab gilingan bo'isin, ya’ni
®

tenglamani, yoki bu yerda A= f, 1va f(x) = —j, I<p(x) deb olsak, u holda



tenglamani ya’ni (39.3) ko'rinishdagi tenglamani yechish masalasi qo'yiladi.

Biz ushbu paragrafda C[a, 6] fazpda A parametrli ikkinchi tur Fredholm
integral tenglamaiarini yechish usullari bilan shug'?]llanamiz. Dastlab Fred-
holm va Volterra tipidagi integral tenglamalar uclmn ketma-ket o'raiga go'yish
usulini bayon gilamiz. Keyin esa A parametrli ikkinchi tur Fredholm integral
tenglamaiarini ketma-ket yaginlashishlar usuli bilan yechamiz. 40-paragrafda
esa integral tenglamalarni Predholm tomonidan berilgan yechish usulini batafsil
bayon gilamiz.

Dastlab integrallash chegaralari o'zgarmas bo'lgan hoi, ya’ni Fredholm ti-
pidagi operatorlar gatnashgan (39.3) tenglamani garaymiz.

Qayd etish joizki, agar (39.3) tenglamaning biror uzluksiz u(x) yechimi
mavjud bo'lsa, u holda K(x, t) uzluksiz funksiya ekanligidan f(x) funksiya-
ning ham uzluksiz ekanligi kelib chigadi. Shuning uchun biz B) shartni kiritdik.

Yadroni iteratsiyalash. Ma’llumki, (39.3) tenglik bilan aniglangan T
operator - Fredholm opemtori, K(x, t) esa Predholm operatorining yadrosi

deyiladi. Quyidagi belgilashlami kiritarniz:

Ki(x,t) = K(x, t),
K2(x,t) = j* K (x, s)Ki(s, t)ds, (39.5)
K, (x,t) - f*K(x, s)Kn-i(s, t)ds.

Bu ko'rinishda qurilgan K j, K.2, K n funksiyalarga K(x, t) yadroni ite-
ratsiyalari deyiladi. Tekshirish giyin emaski, Kn(x, t) iteratsiya Tn integral
operatorning yadrosi bo'ladi.

(39.5) formulani ketma-ket go'llab, Kn uchun quyidagi ifodani olamiz:

b fb
Kn{x, t)= mmj K (X, 3i)K(si, s2) mmK (sn_1,t)dsn-1 esedsv  (39.6)
Ja Ja
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(39.6) formulaga asosan quyidagi munosabat o'rinli

Kn+p(x,t)= [ Kn(x,s)Kp(s, t)ds. (39.7)

39.1. Ketma-ket o‘rniga qo‘yish usuti. Endi (39.3) tengiamaning o‘ng

tomonidagi u(l) funksivaning o'rniga uning
«(0=/(0 + Af K (t, tx)u(tx)dti (39.8)
Ja
ifodasini qo'yib, quyidagini hosil gilamiz:

ux) = f(x) + X f K(x,O[f(t) + A 1 K(tti)u{ti)dti]dt =
wa Ja

Sf(x) + X T OKGE)F()dE+ X2 f K(x,t) ( K(tti)u(tl)dtidt =
Ja Ja Ja

= fix) + ATf)(x) + X2(T2a){x).
Bu tengiamaning o‘ng tomonidagi u ning oltniga, uning (39.8) ifodasini qo*
yamiz:
uix) = f(x) + X I K(x, t)f(t)dt+
Ja

+A2 f K(x,t) T K(t,t,D[f(tD + X | K(ti,t2u(t2dtdtidt =

Ja Ja Ja

= f{x) + X(T)(x) + A{T2f)ix) + X3{T3u){x).

Bu yerda biz yadroni iterats'iyalash formulalaridan foydalandik. Ushbu jara-
yontii davom etfcirib, n —o'rniga qo'yishdan keyin, biz quyidagi tenglamani

olamiz
u(x) = f{x) + A(Tf)ix) + eee + Xn(Tnf){x) + Xn+1(Tn+lu){x). (39.9)
Shunday qilib, biz quyidagi chekuiz gatorni o‘rganish masalasiga kelamiz:

fix) + X(T/)(*) + A{T2f)ix) + eee+ Xn{Tnf){x) + -... (39.10)
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Bizning farazimizga asosan bu gatorning bar bir hadi [a, b] kesmada uzluksiz
fiinksiyadan iborat. Demak, agar bu qator [a, ] kesmada tekis yaqinlasbuvchi
bolsa, u holda uning yig'indisi biror uzluksiz funksiyani aniqlaydi.

K (x,t) va f(x) funksiyalar trios ravishda [ft, b] x [a, b\ kvadrat va [a, ]
kesmada uzluksiz bolganligi udiun Veyershtrass teoremasiga ko‘ra quyidagilar

o'rinii:

(39.10) gatoming n + 1 —<chi liadidaii iborat bo'lgan, A"(Tn/)(x) ifodani
quyidagicha yozib olamiz:
'y N(:<e)-
=xn | K(x,t) f K(t,h)eee [ K(tn-2,tn-i)f (tn-i)dtn-i «==dtidt.
(39.11) ga asosan An(Tn/)(x) ni quyidagicha baholash mumkin

Xn(Tnf)(x)I < |A"MfMn(b- a)n. (39.12)

Urnumiy hadi (39.12) koi'inishdagi bahoga ega bolgan gator yaginlasbuvchi
bolishi uchun
\X\WM(b- a) < 1

shartning bajarilishi yetarli. Demak, (39.10) gator A parametrning

(39.13)

tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha. giymatlarida tekis yaginlasbuvchi boladi.
Agar (39.3) tenglama biror u(x) uzluksiz yechimga ega bo‘lsa, u holda. u

(39.9) tenglamani ham ganoatlantiradi. u ning [a, b] kesmada uzluksizligidan
| (X)j< Mu, VXE€ [a b (39.14)
tengsizlik kelib chigadi. U holda

Xn+I(Tn+lu)(x)\ < |An+IMuM n+I(b-a)n+l.
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Agar (39.13) tengsiziik bajariladi deb faraz etsak, u holda

liin ALl {"In+1u){x) = 0.

fl1—HX>

Agar biz (39.9) da n —00 da limitga o'tsak
u(x) - f(x) + X(TF)(x) + A2(T2f)(x) + mm+ \n('Inf)(x) + oo

tenglikni hosil gilamiz. Demak, biz liar bir n da (39.9) tenglamaiii ganoat-
iantiruvdii u(x) funksiya (39.10) koVinishdagi qator shaklida tasvirlanishiga
islioiicli hosil gildik.

Bevosita o‘rniga qo'yish yordamida. ko'rsatieh mumkinki, (39.10) gator yi-
g‘indisi bo'lgan u(x) funksiya (39.3) tenglamani ganoatlantiradi. Bulling uchun
(39.10) gatoming yig'indisini u(x) bilan belgilab. bu tenglikriing ikkala qis-
mini AK(x, t) ga ko‘paytirib va hosil bo'lgan tekis yaginlasimvchi gatomi

badlab integra.llaym.iz. U holda biz quyidagilarni hosil gilamiz:

Al KO udt= A/l KxDF(L) +X  K(tti)f(ti)dti 4----}dt =

Demak, hagigatan ham (39.10) gatoming yig'indiei u(x), (39.3) tenglamani
gaiioatlantirar ekain. Shuiiday qilib, quyidagi teorema, isbot gilindi.

39.1-teorema. Agar A) va B) shartiar hamda (39.13) tengsiziik bajaril-
sa. (39.3) integral tenglamaning yagona uzluksiz yechimi rnavjud. Bu yeehim
[«, b] da absolyut va tek,is yaginlashuvchi (39.10) gator yig'rndisi bilan ustma-
ust tushadi

Ushbu

(39.15)

tengiama (39.3) tenglamaning A = 1 boigan xususiy hoiidan iborat. Ush-
bu holda ham biz yuqgorida keltirgau mulohazalariiniz heeh bir o‘zga.rishsiz

taki'orlanadi.
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Qayd etish joizki, (39.3) integral tenglama (39.13) tengsizlik bajanImasa
ham uzluksiz yechimga ega bo'lishi mumkin. Bunga, quyidagi misolda. ishonch

hosil gilish mumkin.

integral tenglama uchun \X\M(b—a) — 2 > 1 bollib, tenglama u(x) = x
ko‘rinishdagi uzluksiz yechimga ega.

Volterra tipidagi integral tenglainaiar. Endi biz Volterra tipidagi ope-
ratorlaming rezolventasini topish mésalasini garaymiz. Quyida keltirilgan tas-
diglardan shu narsa kelib chigadiki, VVolterra operatorining rezolventasi noldan
fargli barcba nuqtalarda mavjud va chegaralangan bo'lar ekan.

(39.4)  Volterra tenglama,sining 0‘ng tamoniga u(t) faiiksiyaning ifodasini

ketma-ket qo'yib, quyidagini hosil gilamiz:
u(x) = f{x) + X(VF)(x) + eeo+ Xn(Vnf)(x) + Afi+l(t/n+1u)(:r). (39.16)
Umumiy liadi An(Vnf)(x) bo‘lgan
f(X) + X(VE)(X) + X\V 2[){x) + soet A'(I/»/)(*) + ooe (39.17)

funksional gatorni garaymiz. (39.11) tengsizlik bajarilganda (39.17) gatorning

umumiy hadini quyidagicha baholash mumkin:

Umumiy hacli
(b- _aln
xX\nMfM - -j-
bo‘lgan musbat hadli gator A° M;j va M larning barclia qiymatlarida yagin-
lashadi. Shuning uchun (39.17) funksional gator absolyut va tekis yaginlashadi.

Agar (39.4) integral tenglama biror uzluksiz u(x) yechimga. ega bolsa, u
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go'shiluvchisi Antl (Vn+lu)(x) uchun quyidagi baho (x b [a, b]) o‘rinli:
A +L(V“+i)(a:)| < [An+1A4 Mn+l - \Mn+l
Bundan quyidagi limitik munosabatni olamiz:

lim Antl Mn+lu)(x) = O.

(39.16) da n -» co da limitga o'tib, biz (39.4) tenglanumi ganoatlantiruv-
clii u(x) ftmksiya (39.17) gator kotinishida ifodalaiiishiiii hosil gilamiz. Xud-
di yuqorida ko'réatilgani kabi, (39.17) gator yig'indisi u(x) ftmksiya (39.4)
tenglanumi ganoatkmtirishini isbotlasli mumkin. Dernak, biz quyidagi tasdigni
isbotladik.

39.2-teorema. Agar A) va B) shartlar bajarilsa, n hol,da, barcha A lav
uchun (39.4) integral tenglarna yagona uzluksiz yechimga ega. Bu yechirn [a,
da absolyut va tekis yaginlashuvchi (39.17) gator ko rinishida ifodalanadi.

Bu yerda olingan nati.jala.rni 0‘zgarisbsiz ravishda

tengiamaga A= 1 deb fcadbiq etish mumkin.

39.2, Ketma-ket yaqginlashishlar usuli. Shuni gayd etish joizki. ketma-
ket yaginlashishlar usuli yugorida bayou gilingan ketma-ket o'miga go'yisli
usulidan farq giladi. Ketma-ket yaqinlashishlar usulida C[a, 6] dan ixtiyoriy
w, funksiyani olamiz va uni (39.3) tenglarna o‘ng tomonidagi u(t) ning o'rniga

o'yib )
qoy ‘
ni olamiz. Hosil gilingan wy(x) ftmksiya ham A) va. B) shartlarga ko‘ra [a, b]
kesmada uzluksiz ftmksiya bo ladi. (39.3) tenglarna o‘ng tomonidagi u{t) ning

o'rniga u\(t) ni go'yib
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ni hosil gilamiz. Bu jarayoimi davom ettirish natijasida biz
w(x), w(x), u2(x), e, un{x), ees
funksiyélar ketma-ketligini hosil gilamiz. Agar biz (39.1) Fredholm operatori

ko'rinishidan foydalansak, u holda yuqoridagi ketina-ketlikning hadlari mos

ravishda quyidagi teagliklar bilan aniglanishi kelib chigadi:

Ui(x) = f(x) + \(Tw)(x)

un-i(a-) = f(x) + A(Tun-2)(x)
un(x) = fix) + A(Tun-i)ix).
Bu tengljklardan un(x) uchun quyidagini hosil gilamiz
Unix) = fix) + \(T f)(x) + AT 2f)(x) + ... + Xn-\T n~If){x) + Rn(x).
Bu yerda
Rn(x) = \ niTnu»)(x).
«©(z) funksiyaning uzluksizligidan R,,(x) uchun quyidagi bahoga ega bo'lamiz:
\Rn(x)\ < \X\nM WM n(b —a)n.
Bu yerdan, (39.13) tengsizlik bajarilgan holda quyidagi limitik munosabat
kelib chigadi:
lim Rn(x)~ 0.

N-+oo

(39.10) gator (39.13) shartda absolyut va tekis yaginlashadi. Shuning uchun
n ning ortishi bilan un(x) ketma-ketlik (39.10) gator yig'indisi bo'lgan u(x)
funksiyaga tekis yaqginlashadi, ya’ni
I_im un(x) —u(x).
Ushbu jarayonda hosil gilinayotgan bar bir un(x) funksiya tanlangan r%(x)
funksiyaga bogiiq bo'lib, lekin u(x)—limitik funksiya n0(x) funksiyaning tan-
lanishidan bog'liq etnas.
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Endi biz yeehimni yagonaligini isbotlaymiz. Paraz gilamiz, yana bitta v(x) »
a(x) yechim mavjud bgllsin. uq(x) sifatida shu v(x) funksiyani o0'zini olamiz.
ya’ni tio(x) —v(x). U hoida ravshanki, bar foir un(x) fimksiya v(x) bilan
ustma-ust tushadi va 0z navbatida ularning limiti yana v(x) funksiyadan
iborat bo‘ladi. Yuqorida takidlaganimizdek, un(x) laming limiti u(x). Uq(x)
ning tanlanishidan bog'liq emas. Bu esa u(x) —v(x) ekanligini anglatadi. Bu
zidlik garalayotgan tenglama yechitnining yagonaligini isbotlaydi.

Predholm tenglamasining Volterra tomonidan berilgan yechimi.

39.1-ta’rif. Agar M (b—a) < 1 sharf. bajarilsa, uslibu

~(I<i(x, t) + 1<2(x, i) l....... f Kn(x, Q + ee°) (39.18)

gator abmlyut va tekis yaginlashuvchi bofladi. Uning yigHndisi k(x, t) funk-
siya K(x, t) yadroning o'zaro to‘ldiruvchi funksiyasi deb ataladi.
Bu yerda Kn(x,t) lar (39.5) tenglik bilan aniglanadi.

O'zaro to'ldiruvchi funksiya k(x, t) quyidagi tengliklami ganoatlantiradi:

K(x,t) + k(x,t) — I K(x, s)k(s,t)ds — T k(x, s)K(s,t)ds. (39.19)

Ja Ja
Hagigatan ham,

-K(x,t)- k(x,t) = ( Kx{x, s)[Ki(s, t) H------ hKn-i(s, t) H----jds -
fa

— | [Ki(x,s) + "¢+ Kn-i(x,s) +
la

Bu tengliklardagi kvadrat gavs ichidagi ifodalar (39.18) ga asosan mos ravishda
—k(s, t) va —k(x, S) gateng bo'lib, bu (39.19) ni isbotlaydi.

Predholm tengla.ma.si, ya’ni (39.3) tenglamaning A = 1 bo'lgan hoida
Volterra tomonidan berilgan yechish usulini bavon gilamiz.

Faraz qilaylik, k(x, t) funksiya K(x. t) yardroning o'zaro toidiruvchi

funksiyasi, u(x) esa (39.15) tenglamaning uzluksiz yechimi bo'lsin, ya’ni

uft) = f{t) + J| K (t, ti)u(ti)dti.

a
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Bu tenglikuiug ikkala. gismini k(x, i)—o'zaro toldiruvchi funksiyaga ko‘paytirib,

t o‘zgaruvchi bo'yicha [a, b] kesmada integrallaymiz:

= | k(x,O)f()dt+ 1 [K(x,ti)+ k(x,ti)\u(ti)dti.

Bu yerda biz (39.19) munosabatdan foydalandik. Oxirgi tenglikdan esa

(39.20)

ni olamiz. (39.15) ga asosan

bo'lib. uni (39.20) ga qo‘yib, quyidagi ifodani olamiz:
(39.21)

Shunday qilib, aga.r (39.15) intégral tenglama biror uzluksiz yeebimga ega
bo'lsa, u yagona bo'ladi va (39.21) tenglik bilan ifodalanadi. Demak, biz
quyidagi tasdigni isbotladik.

39.3-teorema. A), B) va M(b —a) < 1 shartlar bajarilsin, (39.15)
tenglama yagona uzluksiz ye.c.himga ega va u (39.21) formula bilan ifodalanadi.

Integra! tenglamalarni yechishga doir misollar. Endi biz intégrai
tenglamalarni yuqorida keltirilgan usullar bilan yechishga doir misollar kelti-
ramiz.

39.1-misol. Quyidagi
ux) = 1+ Af udt (39.22)

integra! tenglama,ni ketma-ket o‘rniga qo‘yish usuli bilan yeching.
Yechish. Bu Volterra tipidagi integra! tenglama. 39.2-teoreinaga ko‘ra u

bareha A larda yagona yeebimga ega. Bu integra! tenglama uchun ketma-ket



0 miga go‘yish usulini go‘llash rnumkin. Bu misolda f(x) = 1. Endi (Vnf)(x)

larni hisoblaymiz:

(VE)(x) - | f(tydt= | dt=x
Jo Jo

imX rt X j-t i'X
(v2.f)(x)= [ [ f(ti)dtid,t— / dt dti= / tdt=T .
Jo Jo Jo Jo Jo ¢

Xuddi shunday (M3/)(x) ni hisoblash mumkiu.

rx rv i4 rx [y rx XZ X3
(1/3f) (x) = dy dt / ds= dy tdt = | dy”-r,
Jo Jo Jo Jo Jo Jo ¢ 0-

va hokazo
(y-N(x) =
Shunday qilib, garalayotga (39.22) integral tenglama yechimi quyidagi ko'rinishga

ega ekan
u(x) = 1+ Ax+ A + oot A + eee=, B (39.23)

Osongina ko‘rsatish inumkinki, u(x) = exx funksiya istalgan A uchun (39.22)
tenglamani ganoatlantiradi.

Endi (39.22) integral tenglamani ketma-ket yaqginlashishlar ueuli bilan yeeha-
mia. Ravshanki, dastlabki w yaqinlashisli sifatida biz ixtiyoriy funksiyani
tanlasliimiz rnumkin. w(x) = 0 deb olainiz. U holda (39.22) tenglamaning
0‘ng tomonidagi u(t) o'miga w ni go'yib birindxi yaqginlasliish w(x) uchun
w(x) = 1 ni olamiz. Endi u(t) o‘miga Ui(t) ni go‘'ysak, 2-chi yaqinlasliish
w(x) —1+ Az ni olamiz. Shu kabi

X - J

w(x) —14-AJ ui(t)dt= 1+ Aj @+ A)dt= 1+ AX+
Bu jarayonni davom ettirib n + 1 —gadamda

*»<*)= i+ nTimem+— L M -v -+ ] av
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ni hosil gilamiz. Bu tenglikda n -> 00 da limitga o'tib

nIi_l;&:un(x) —eX
(39.22) integral tenglama yechimini olainiz.

Dernak, barclia A G R lar uchun (39.22) integral tenglamaga ketma-ket
yaginlashisblar usitlini qo'llash nrurnkin va hosil bo'lgan {un(x)} ketma-ketlik
(39.22) integral tenglama Vechimi bo'lgan u(x) = eAX ga vaginlashadi.

39.2-misol. Quyidagi

u(x) —f (x) + A ;b<p(x)i’(t)u(t)dt (39.24)
Ja
integral tenglamani yeching. Bunda <p va -p funksiyalar uzluksiz bo'lib
fb
! (p(ty<p(t)dt = O (39.25)
Ja

shartni gatoatlantiradi.
Yechish. (39.24) integral tenglamani ketma-ket o'rniga qo'yish usuli Man

yechamiz. Bulling uchun
ut) = f(t) + AT pyw{s)u(s)ds
Ja
ni (39.24) ning o'ng tonionidagi vAt) o'rniga qo'yamiz:

u(x) = f(x) + Al <f(x)4>(t) j/(i) + Ajf V(t)y(s)u(s)dsn dt =

= f(x) + Xip(x) j ip(t)f(t)dt+ \2(p(x) { / v(ty>p(t)dtr J "tp(s)u(s)ds.

Agar (39.25) shartdan foydalansak u(x) uchun quyidagi ifodani olamiz

fb

u(x) = f(x) + \<p(x) / '<p(t)f(t)dt. (39.26)
Ja

Bu tenglikning o'ng tomoni u(x) ga bog'liq emas, keyingi o'rniga qo'yishlar
vana (39.26) tenglikka olib keladi. Demak, ixtivoriy A G R uchun (39.24)

integral tenglamaning yechimi (39.26) ko'rinishda bo'lar ekan.
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Eiidi (39.24) integral tenglamani ketma-ket yaginlashishlar usulidan foy-
dalanib yechamiz. Boshlanglch yaginlashish sifatida w(x) —/(:r) ni olamiz.

U holda birinchi yaqginlashish
W(X) = f(x) +\<p(x) f ip(t)f(t.)dt (39.27)
Ja
bo'ladi. «i(x) ni (39.24) ning 0‘ng tomoniga go'yib u2(x) uchun quyidagini
olamiz

W(x) = f(x)-\-Xip(x) 1 §(t) if(t) + \<p(t)I ~(s)f(s)ds~dt =

—f(x) I\f(x) 1 Ipt)f(t)dt+ \2'~p{x)lj <f(t)4>(t)dt\\] tp(s)f(s)ds.
(39.28)
Ortogonallik sharti boigan (39.25) dan foydalanib, (39.28) dan t{2(rc) = Ui(x)
ga. kelamiz. Xuddi shunday un(x) = w(x), n > 3 tenglikka kelamiz. Demak.
biz (39.24) integral tenglamaga ketma-ket yaginlashishlar usulini go'llab, biz
ikkinchi hadidan boshlab ozgarma bo‘lgan
fb
un(x) = f(x) +\<p(x) / 4’(t)f(t)dt
Ja
fimksionai ketma-ketlikka ega bo'ldik. Bundan
rl_l_l;%oun(x) = ui(x).

Demak, istalgan J1 € K da (39.24) tenglama yagona vechimga ega va u
(39.27) tengiik bilan ifodalanadi.
Mustaqil ishlash uchun savol va topshirigiar

1. Eredholm tipidagi integral tenglamaning umumiy ko‘nnishini yazing.

2. Volterra tipidagi integral tenglamaning umumiy ko‘rinishini yozing.

3. C[—sr, g fazoda

u(x) —sinX+ A/ cosXcost u(t)dt
J—k

integral tenglamani ketma-ket o‘miga go‘yish usuli bilan yeching.
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4. C\—TT, tt] fazoda
u(:i) —sinx + A/ sindsintu(t) dt
J—

integral, tenglamani ketma-ket yaginlashih usuli bilan yecMng.

5. Paraine.tr A€ R ning ganday giymatlarida
u(x) —sin.r-h A/ (cosxcost—sinxsint)u{t)dt
intégral tenglama uchun (89.13) tengsizlik bajariladi.
40- § Intégral tenglamalami Fredholm usvili bilan yechish

Biz bu paragrafda (39.3) intégrai tenglamaning Fredholm tomonidan beril-
gan yechish usulini bayon gilamiz. Butun 40-paragraf davomida / dan kvadrati
bilan integrallanuvchanlik shartini, K dan ésa 39-8 dagi A) shartning bajari-
lishirii fcalab gilamiz. Bu shartda 37.2-teoremaga ko‘ra (39.1) tenglik bilan
aniglangan T operator @ fazoda oVo'ziga go'shma, ehegaraiangan va
kompakt bo'iadi.

Endi Fredholm tomonida.ii berilgan yechish usulida muSiim o‘rin tutadigan

Fredholm determinanti A(A) va Fredholm minorini D(x, t; A) ni keltirainiz:

co \n
(40.1)
K (tu ti) ees K(ti,tn)
K{t2;tl) K(t2,t2) eee K(t2,
f1z:th (t2,12) (t tn) dttdt2 « emdth,
K (i, i) K (tn,t2) mmsK (tn,tn)
(40.2)
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K(x, t) K(x,ti) =mm K (x, tn)
pb rb ; coe H
Bct) = /L. ) K (ti, t) K(tu t{) K (ti, tn) Gt * ddtn-
Ja Ja

K(tn,t)K (tn,h) memK(tn,tn)

Bu funksiyalarga K(x, y) yadro orqgali qurilgan (39.3) integral tenglamaga
rnos Fredholm determinanti va ifiinori deyiiadi. Kevinclialik (39.3) integral
tengiamaning yechimini topish jarayonida muhim aha.miya.tga ega ho‘la.diga.n

Fredholmning 2 ta fundamental munosa.ba.tini keltirib utamiz:

D(x, t; X) - XK(x, i)AA) = AT K (s,t)D(x, s; X)ds, (40.3)
Ja

D(x,t; A) - XK{x, DA(A) = A i K(x, s)D(s, t; X)ds. (40.4)
Ja

(39.3) integral tengiamaning Fredholm tomonidan berilgan yeehimi Fredholm
detenninanti va minori bilan uzviy bog'liq. Ushbu gatorlarning yaqinlashishi-
ni, ulaxning uinumiy hadlarini biror yol bilan baho.la.sb orgali ko'raatiladi.
Buning uchun biz quyidagi Adamar teoremasidan foydalanamiz.
40.1-teorema (Adamar). Ushbu
bubi2--- bin
&1 &2+ hn

bnl bn2eee bnn
algebraik deiermmantning har bir bnj hadi haqiqgiy bo ‘Hb,
IM <M, i=1,...,,n, k=1,...,n

tengsizlikni ganoatlantirsin. u halda \B\ < Mn\/nn tengsizUk o'rinlt.

Adamar teorema» quyidagi lemma. yordamida isbotlanadi.
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40.1-lemma. Agar

au a\2 mee aln

1 Q200 a2,

ttnl OR2''" @

algebraik determ,inanimng har bir aik hadi hagiqgiy bo 1ib

n
E M 2<1, k=1,...,n
—+

tengsizlikni ganoatlantirsa, jAj < 1 tengsizlik o'rinli.

Bu lemmaning isbotini keitirmavmiz, lekin n — 2 va n = 3 boigan
hollardagi geometrik talginini beramiz. Tekislikda bir uchi koordinata boshi
0(0,0) da, golgan uchlari Pi(xi,:vi), P2(x2il12) hamda P33, 23) nugtalar-
da bo'lgan paraileiogrammning yuzini topish masalasi go'yilgan bo'lsin. Bu
parallelogrammning yuzi

Xi Vi

S = [Al
X2 \2

formula bilan hisoblanadi. Agar OPj va OP2 vektorlar uzunliklari birga
teng, ya’ni x%+ yf = x%+ y\ — 1 bo'isa, u holda bu parallelogrammning
vuzi 1 dan oshmaydi. Xuddi shunday uch oichainli fazoda OPi(xi, yi, z{),
OP2(x2,V2,22) va OPi{xz,y$,Zz) vektorlar yordamida hosil gilingan paral-
lelepipedning hajmi
Xi yx zi
V=1A, A= somx2
X3 y-i zi
formula yordamida hisoblanadi. Ma’lumkim birlik \OPi\ — xf + yf + zi —

= 1,2,3 vektorlar yordamida qurilgan parallelepipedning hajmi birdan



oshmaydi. Hajrmn 1 ga teng bo'lishi uchun vektorlaming ortogonal bo'lishi
zarur va yetarlidir.

40.1-teoremaning isboti. Quyidagi belgilashni kiritamiz:

tfl + bi2 H--1Din ~ Se

Quyidagi ikkita hol bo'lishi mumkin.

1-hol. Si lardan bir yoki bir nechtasi nolga teng, maaalan —0. U holda
barcha k = 1,2,..., n lar uchun 6« —0 boiib, bundan cea determinantning
bitta satr elernentlari nol bo'lganligi uchun bu determinant nolga tengligini,
ya’ni B = 0 ni oiamiz. Bu. holda teorema tasdig’i bajariladi.

2-bol. Si lardan birortasi hairt nolga teng ernas. U holda ixtiyoriy i —

1,2, ...,n uchun Sf > 0 o'rinli. Endi B determinantni quyidagicha tasvir-

layrniz:
6u 612 6In
\Isi var -+ 751
B —Vsis2m
Pl 62 6...
yf$n y/Sn

Uning har bir satr elernentlari uchun
+ +e-+1-7=)-1, *=1.2,
teuglik o'rinli, yani 40.1-lemma sliartlari bajariladi. Bundan esa
\B\ -i \/*IR2"*"'n

tengsizlikning o'rinli ekanligini olamiz. Teorema shartiga asosan 16«j < M

bo'lgani uchun s; < nM 2 bo'lib, bundan kerakli
8] < MnViif

tengsizlikni olamiz. A
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Ushbu teoremadan foydalanib K (x,t) yadro \K(x,t)\ < M tengsizlikni
gaiioatlantirsa, unga mos (40.1) qgator bilan aniglanuvchi A(A) Fredholm de-
terminanti A parametrning barcha giymatlarida yaginlashuvchi bo'ladi. Agar
biz (40.1) ui darajali gator sifatida garasak, uning yaqinlashish radiusi R —
00 bo‘ladi. Bundan A(A) funksiyaning kompleks tekislikda analitik funksiya
ekanligi kelib chigadi. Xuddi shunday (40.2) gator bilan aniglanuvchi D(x, t; A)
Fredholm minori ham A parametrning barcha qiymatlarida va har bir (x, y) €
[a, 6]x [a, b] da absoiyut, [a, b] x [a, b] da tekis yaginlashuvdii bo‘ladi. De-
mak. uning yigindisi bo'lgan U(x, t;A) funksiya (x, t) bo‘icha uzluksiz va
A parametrning analitik funksiyasi bo'ladi.

(39.3) integral tenglamaning Fredholm tomonidan berilgan yechirni quyida-
gi 40.2, 40.4 va 40.5-teoremalarda oz ifodasini topgau.

40.2-teorema. A) shaii bajanl,sin va [(A) @ 0 bo'lsin. Uhol,da ixtiyoriy
f e b2[a, b] da (39.3) integral tenglarna

(40.5)

formula bilan ifodalanuvchi yagona yechimga ega.
Isbot. Faraz gilaylik, (39.3) tenglama u(x) yechimga ega bo'lsin. Uni
quyidagi ko'rinishda yozib olamiz
)]
(40.6)
(40.6) tenglikni ikkala gismini D(x, t; A) ko’paytirib t— o'zgaruvchi bo'yicha
a dan b gachaiiitegrallab, natijada,

i D, t;Au(t) dt —

Ja

= i D(x,t;X)f(t)ydt+ AT I L)x i; X)K (i, s)u{s)dsdt (40.7)

a Ja
tenglikni hos.il gilamiz. Ikki karrali integral ostidagi ifoda t va s lar bo'yicha

integrallanuvchi bolganligi uchun. Fubiiii teoremasiga (37.1-teoremaga garang)



kofta, unda integrallash tartibini o'zgariirish mumkin. Uni quyidagicha yoza-
miz

J u(s) | Aj K(t, S) D(x, t- A)dt| ds. (40.8)
(40.3) Fredholm fundamental munosabatiga ko‘ra (40.8) ni quyidagicha yozish
mumkin

fb

[ {D(x,s-, A) —AA(A) K(x, s)} u(s)ds.

Ja

Bu tenglikka kc'ra (40.7) fcengiaraa ko'rinisbi quyidagicha bo'Jadi
6
D(x,t; Au(t) dt =

U 0 Y,
—\] D (x,t; X)f(1)dt-\ \] D (x, s;X)u(s)ds —AA(A) J K(x,s)u(s)ds.

a a a
Agar biz
| D(x,t-,X)u(t)dt— f D(x,s:X)u(s)ds
Ja Ja
ayniyatni hisobga olsak oxirgi tenglikdan quyidagini olamiz:

Aj  K(x, tu{t)dt= ----- J  D(x,tX)f(t)dt.
A/l K (x,t) u(t)dt ning bu ifodasini (39.3) ga qo'yib
It(x) = /(:r) + \] D(x, t; X)f(t)dt

ni olamiz. Deraak, (39.3) tengiamaning ixtiyoriy yechimi (40.5) ko'rinishga ega
ekan. Bu 40.2-teoremani isbotlaydi. A
Bu teoremadan natija sifatida aytish mumkinki, agar A(A) ~ 0 bo'lsa,
(39.3) integral tenglamaga inos bir jinsli integral tenglama faqat nol yechirnga
ega bo'ladi.
40.1. Bir jinsli tengiamaning yechimi. Endi (39.3) integral tengla-

maga inos bir jinsli tenglamani, ya’ni
fb
u(x) —X I K(x,t)u(t)dt (40.9)

Ja
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tenglamani garaymiz. Quyidagi tasdiq o'rinli.

40.3-teorema. Agar A(AO0) = 0 va D(x,t; A)) aynan nol funksiya
bo'lmasa, u holda shunday (qQ€ [a, 6] mavjudki, D(x, t(j; A0) funksiya

/nkt
u(x) —XqJIa K(x,t)u(t)dt (40.10)

tenglamaning aynan nolga teng bo'lmagan uzluksiz yechimi bo'iadi.

Isbot. (40.10) integral tenglamaning vechimini topish uchun barcha A
larda o'rinli bol!lgan Predholmning (40.4) fundamental munosabatidan foy-

dalanamiz. Teorema shartida (40.4) munosabat
D(x,i;A0)= A | K(x,s)D(s, i; Agds (40.11)
Ja

ko‘rinishni oladi. Teorema shartiga ko'ra io 6 [a, b\ ni shunday tanlash
mumkunki, D (x,t0; A0) aynan nolga teng bo-Imagan funksiya bo'iadi. (40.11)
munosabat barcha t e [a, b] larda, xususan, t —t$ bo'lganda ham o'rinli,
ya’ni
D(x, ¢0; Ao) —XqJI K (x,s)D(s, to; Xo)d,s.
a

Bu esa, D (x,t0; A0) funksiya (40.10) integral tenglamaning yechimi ekanligini
anglatadi. Yuqorida keitirilgan Adamar teoremasidan ko'rinadiki, D(x,t; A)
funksiya barcha x,t e [a, b] larda tekis yaginlashuvchi va hadlari uzluksiz
funksiyalardan iborat gator yig'indisi sifatida uzluksizdir. A

40.1-ta’rif. Agar biror A= Ao uchun A(AgQ) = 0 boha, A0 go K(x, t)
yadroning xarakteristik sont deyiladi. (40.10) tenglamaning nohnas yechimi
esa K(x, t) yadroning Ao xarakteristik songa mos fundamental, funksiyasi
deyiladi.

Agar Ag—K (x, t) yadroning xarakteristik soni bo'lsa, u holda (i — 1/A0
soni (39.1) tenglik bilan anigiangan T operatorning xos giymati bo'iadi. K(x, t)
yadroning fundamental funksiyalari, T operatorning xos funksiyalari bo'iadi.
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40.3-teoremada i (x,l; Ao) aynan nolga teng emas shartini A'(Ag) * 0
shart bilan almashtirish mumkin. Bulling ucnun biz barcha A lama o’rinli

bo'lgan quyidagi tenglikdan ([10] ga garang) foydaianamiz
(4.0.12)

Faraz gilaylik, A(Ag) = 0 va A'(Ao) ™ 0 boisixx. Ma’lumki ((40.1) ga garang),
A(0) = 1 shuning uchun Ao~ 0. Agar biz (40.12) formulada A= A0 desak,
lining o'ng tomoni noldan fargli bo'ladi, shunday ekan uning chap tomoni
ham nolmas bo'ladi. Bundan D(x, x; A0) aynan nolga teng emasligi va 0z
navbatida D(x, t; A0) ning ham aynan nolga teng emasligi kelib chigadi.
Agar A(AQ) = 0 bilan birgalikda D(x, t; A0) = 0 boisa, u holda (40.10)
bir jiiisli tenglamaning nolmas veehimlarini topish uchun yugqori iartibli ini-
norlarni garashga to‘g‘ri keladi. Yuqori tariibli minorlarni Kiritish uchun biz

quyidagi beigilashlardan foydalananriz:

K (Si, ¢i) A (ii, t2) wm K (si,tn)

A (S2>il) K (s22H) e+ K (,S2,tn)

(40.13)
( (/2 oooj In
*Ns eem>Xp, 61, ... Jtn diy e+ dtn. (4014)
Vi "*,Vpi /\1;. oo
Xususau n —0 da
*1, K>m--Zp (40.15)
VI: 112, + \ y1, 272, wmm\p
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U holda A(A) ning p- tartibli rninori quyidagidia aniglanadi

Yt Y2 mmm Yp, A / r,-O n \ Y1, ¥2,---
= Dp(x>y;\) (40.16)
Xususiy hol p = 1 da Dy(x,y; A) = D(x,y;A). Takidlash joizki, agar biror
i @j uchun Xi = Xj bolsa, u holda (40.13) teiiglik bilan sniglaugan
K ( «b X2..\.,Tp\

\ 2?1, Y, umm;Vp J

determiriantiiing i—chi va j —chi satrlari bir xil boladi va natijada

K | xbx2'"xp j= o
', w2, 1¥p J

boladi. Bundan Dp(x, y; A) = 0 ekanligi kelib ehigadi. Xuddi shunday biror
i ¢j uchun yi=yj bolsa ham Dp(x,y, A) = 0 boladi. Agar (40.13) tenglik

bilan auiglaiigan

K

determinantda r; bilan Xj ning o'mini almashtirsak (40.13) detenninantda
i— chi va j — chi satrlarning o'rni almashadi. bu esa (40.13) determinantning
ishorasini o'zgartiradi. Bu xossa p — tart.ibli minor Dp(x, y, A) uchun ham
o‘rinli, ya’ni agar biz p — tartibli minor

i Xi, X2,...,xp,X \

U = Dp(x,y; A

\ Yb Y2 ome, Yp, AJ
da ((40.16) formulagaqgarang) :r; bilan Xj ni o‘mini almashtirsak, p —tartibli
minor Dp(x,y, A) ning fagat ishorasi almashadi.

Fredholmning umuinlashgan fundamental munosabatlari quyidagilar:
/



=Y {-IT*e> K(x,yf) vV \ > «** |+

a=1 21> o0l 2/0-1» 2/5+1> e e e>2/p, A
+A | K(t ijp) D ( AN AN A DN (40.17)
Ja \ Vi...... t, Virmio.ooooeiiiiinnns Vv, Al
Y (-1)°+ >XK(xenyfi) L) j :B: J+
ftel \ 2/1, eee, 2/[3-1213+1, o, 2/p, A
rh . .
+x feK(xa,i)Dj I’ "> I Xatl’'md Xp'A ] dt. (40.18)

\ 2/1, eee»Vp-1, 2(8, 2///+1, com»2/p, Ay
Yugqorida keltirilgan (40.12) munosabat quyidagi umumiy munosabatning xu-
susiy holidir
6 6 / \
f umm/ D j XI>X2 ee>*>"A Jrfxi... dXp = (_i)papaW(A). (40.19)
Yy { \'X ux2,...,xp,XJ
(40.17)-(40.19) tengliklarning isboti [10] da keltirilgan. Faraz gilaylik, Ao soni
A(A) = 0 fcenglamaning ildizi bo'lsin. Ma’lumki, A(0) = 1 shuning uchuci
Ag 0. A(A) analitik funksiya bolganligi uchun Ao uning chekli r kariali

noli bo'ladi, ya’ni
A(A0)=0, AA0Q=0, ..., A~(Ae) =0, A«A0Q"O.

Agar biz (40.19) formulada A= Ao va p = r desak. u holda (40.19) ning
0’ng tomoni nolrnas boladi. Demak, uning chap toinoni ham nolmas, bu esa
0z navbatida p— tartibii Dp(x,x;Xq) minorhihg aynan nolmas ekanligini
keltirib chigaradi. Bu yerdan Dp(x, y; A0) ning aynan nol funksiya emasligi
kelib chigadi. Agar Ao soni A(A) funksiyaning r kaxrali noli boisa, u holda
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shunday q < r natural son mavjudki, quyidagilar bajariladi:
00 =0, D(x,y;A) =0 , i) ex(xy;A0 =0

bo'lib, 13q(x,y; Ao) aynan nolmas bo’ladi.

40.2-ta’rif. Yugarida amglungan q soniga Aq xarakteristik sanning kar-
raligi depiladi.

Shuni ta kidlaymizki, simmetrik yadrolar uchun g = r tenglik o'riuli. Xusu-
san bizning holimizda ham g —r boiadi.

Dq(x,y, Ao) aynan nolmas funksiya bolganligi uchun shunday xi = xv

X2 = X2,...,Xg = xXq, yl =y[, y2= 12, ... ya = yg nuqtalar mavjud

boiadi. Bndi Fredholmtiing (40.18) umumlashgan"fundamental munosabatida

A= Ag p—qva

Yl = y'v Va-1-U-l, Ya= Ya, Yatl = ya+l, me 2« = Y

desak, quyidagi tenglikka ega bolamiz

dt,  (40.20)

(40.20) tenglikning ikkala gisinini noldan fargli bolgan



boiamiz va

X X x ti’ mmAy0-V 1fl'yp+VAVQgrO |
e A" e TW ~i) - <4° 21)
belgilash kiritib, barcha a = 1, 2,..., g larda quyidagiga ega bo'lamiz

<P*(x, A0) = AOiIQ K (x, t)<pa(t, AD) dt. (40.22)

(40.22) tenglik <pi(x, AD), ip2(x, Ao); .. =, “Ri{x, AD) lar bir jinsli (40.10) tengla-
maning yechimlari ekanligini bildiradi. Bu yeehimlar uzluksiz va (40.21) ga
ko‘ra

s | 1) a%ar ot-

<PCNefiM = { (40.23
{I 0, agar a ~ 3 ( )

40.1-lemma. Bir jinsli (40.10) tenglamaning yechimlari sistemas-i
<Pi(x, AY). 9{x, AD), ..., AQ) chizigli erklidir.
Isbot. Faraz gilaylik,

Cx Pi(x j"0) + C242(x, AD) 4------- hCqipg(x, A0) = 0

tenglik biror C'i, C2,..., Cq sonlar uchun o'rinli bo'lsin. So'nggi tenglikda
x = xa desak, (40.23) ga ko'ra Ca= 0, a —1 2, ga ega bo'lamiz. A
Ma’iumki bir jinsli tenglama yechimlari yig'indisi va songa ko‘payi;masi

vana yechim bo’ladi. Shuning uchun
u(x) = CjiPi(x, A0) + C24i2(x, A0) + ----- 1 Cq9m(x, AD) (40.24)

funksiya ixtiyoriy Ci, C2,. . Cq sonlar uchun (40.10) bir jinsli tenglamaning
yechimi bo'ladi. Endi (40.10) bir jinsli tenglamaning ixtiyoriy yechimi (40.24)
ko'rinishga ega ekanligini ko‘rsatamiz. Faraz gilaylik, v(x) bir jinsli (40.10)

tenglamaning biror yechimi bo'lsin, ya'tii
v(t) —A0 i K(t,s)v(s)ds= 0 (40.25)
Ja
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bolan. U hoida ixtiyoriy ti (x, t) uzluksiz funksiya uchun quyidagi ayniyafc

o:rinli
J (Hti(x, t) - A | K(t, s) v(s)ti(x, t) <isl = 0 (40.26)

(40.25) dan (40.26) ni ayirib, quyidagiga ega bo'lamiz

v(x) = AOJI N(x,t)v(t)dt, (40.27)
a
bu yerda
\gN (X, t) = \gK(x, t) —H(x, t) + A0 | K(s, t) ti(x, s) ds.
Ja

Endi Fredholmning (40.17) umumlaahgan fundamental munosabatida A =
A)P —<2+1 % fi —x>wgtl —Y detiak va. x; bilan xj ning o’rni almash-
ganda Vp(x,y;Ag ning ishorasi almashinishini hisobga oisak, quyidagiga ega

bolamiz

X, Xi,..., Xq. A0\ ( Xi}...,Xa,...,Xg,A0
D\ = AOk{x,y) D i.

Y. W, eee5vg, A0 J \yi, ...,yp,. .., vg, A0

- ¢ AoK(xa,y)D ( Xu e'°-i Ei4D oo o’ A )+
0=1 \ 21leeeiVa—1> Yal Ya+l; eee;Vg< Aq J

rb
+A0 | K(s,y)D i Ao J dg {4028

Ja ‘s, yi,.L, yq, A0 |
(40.28) tenglikda

xI=x[, ..., xq=xq, y=1 vi=y[, ..., yg=yg

almashtirish gilamiz, hamda (40.28) tenglikning ikkala gismini noldan fargli



ga. bo‘iamizi va

(40.29)
beigilash kiritib quyidagigé ega bo'lamiz:
AoK (.<,, )<pa(x, AD) =
= AOK(x, t) — + AOJf K (s,t) H(x,s)d.s. (40.30)
a

(40.30) tenglikning o’ng tomoni \gN(x, t) ga teng. (40.26) aytiyat ixtiyony
H(x, t) uzluksiz funksiya uchuii o'rinli edi. Shuning uchun biz uni (40.29)

tenglik bilan aniglangan H (x, t) bilan almashtiramiz. Natijada
AON (x,t) = 1T AOK (x'a, t)<pa(x, A0)

tenglikni olamiz. AoN (x, t) ning bu ifodasini (40.27) tenglikning o‘ng tomoni-

ga qo'yib,

fcenglikka ega bo'laxoiz. Bundan v(x) ning (40.24) ko‘rimshda tasvirlanishi ke-
iib chigadi. Shunday qilib, biz Fiedliolmning ikkinchi fundamental teoremaeiui
isbotladik.

40.4-teorema. Agar A= Ao soni K(x, t) yadroning q karraii xarakteris-
tik soni bo‘lsa. u holda (40.10) birjinsli tenglarna q ta chizigli boglanmagan
qa(x, Ao), a —1, 2,..., q yechimlarga ega bo‘adi va ixriyoriy u(x) yechim
ulaming chizigli kombinatsiyasi ko'rinishida tasvirlanadi, ya’ni u(x) yec.him
uchun (40-24) tenglik o’rinli.

Bu chizigli boglanrnagan qa(x, Ao), a = 1, 2,...,q vechimlar sistemasi

(40.21) tenglik bilan aniglanadi.



40.2, Bir jinslimas tenglamaning umumiy yechimi, Hozir biz bir

jinslimas (39.3) integral tenglamaning umumiy yechimini'beramiz. Agar A(A)
0 bo’lsa, (3S.3) integral tengiama yagona. yechimga ega va u (40.5) tengiik
bilan aniglanadi. Endi (39.3) bir jinslimas integral tenglamani A(A) —0 hol-
da yeehishga harakat gilamiz. 38.1-teoremaga ko'ra (39.3) tengiama yechimga
ega boiishi uchun / € [a, €] funksiya (40.9) bir jinsli tenglamaga go'shma
tenglamaning barcha yechimlariga ortogonal bo‘lishi zarur va yetarli. Biz. sim-
metrik yadrolarni ((37.8) shartga garang), ya’ni T — T* holni garavapmiz.
Bu holda (40.9) bir jinsli tenglamaga qo'shma tengiama (40.9) tenglamaning
o'zidan iborat. Faraz qilaylik, A — A0 soni K(x, t) yadroning q karrali
xarakteristik soni boisin, u holda (40.10) bir jinsli tengiama q ta chizigli
bog'lanmagan m(x, A0), a = 1, 2,..., q yechimlarga ega bo'ladi. Bu holda
(-39.3) tengiama yechimga ega bo'lishi uchun / € L2[a, b] funksiya (40.10)
bir jinsli tenglamaning barcha yechimlariga ortogonal bo'lishi zarur va yetarli,

yani
J/a f(x) <Pa(x, Ao)dx —0, a=1,2 ..., q. (40.31)

Faraz qgilaylik, (40.31) shartlar bajarilgan bo'isin, u holda 38.1-teoremaga ko'ra
(39.3) tengiama yechimga ega bo'ladi. Bu teorema yechimning mavjudligini
beradi xalos. Yeclrimni topish esa oson masala emas. Hozir biz yechimni top-
ishning Fredholm tomonidan berilgan usulini bayon gilamiz. Faraz qilaylik,

(40.31) shartlar bajarilgan bo'isin. U holda

fb
~N A OK{x'a,x) / f(t)<pa(t,\0)dt= 0 (40.32)
a— Ja

ayniyatga ega bo'lamiz. AOK (x, xa) —AOK(oj/a,x) ifoda t ga bog'liq bo'Ima-

ganligi uchun uni integral tagiga Kiritish mumkin, yani

¢, AOA'(xa,x) ipa(t, A0) | f{t)dt ~ 0. (40.33)

a=| )
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(40.30) dan hamda K (x, t) —K (t, x) shartdan foydalanib (bu holda ti (x, /) —
ti (£, x) bo'ladi) (40.33) ni quyidagicha yozish mumkin

0 Ai K(x,t)f(t)dt— I H(x, t)f(t)dt+
Ja Ja

+A0_lfb f(tjllij(x,s)H(s,t)ds\dt. (40.34)

So‘nggi go'shiluvchi
rb pb

[ j f(t) K(x,s) H(s, t) dsdi
Ja Ja

ni quyidagicha liam yozish mumkin: bunda t va s larni joyini almashtirib

Al J f(s)K (x, YH (t, s) dt ds
Ja Ja
yoki
A K(x't){fa U(t,s)f(s)ds]| dt.
Bu ifodani (40.34) ga goyib va birinehi va oxirgi hadlarni birlashtirib quyida-
giga kelamiz:
JS i 6 b
0 A0V K (x,t)~f(t) o J H(t,s)f(s)dsj dt —J H(x,t)f(t)dt. (40.35)
Agar biz
uo(t) = f(t)+ 1 H(t, s) f(s)ds
Ja
yoki
«0(x)-f(x)= Jf H(x,s)f(s)ds (40.36)
a

clesak, u holda (40.35) quyidagi ko‘rinishga keiadi:
fb
M x) = f(x) + AI)J/ K (X, S) u0(s)ds.
a
Shunday dilifa, (40.31) shartlar bajarilganda (39.3) tenglamaning A —A0 da
hech bo'lImaganda bitta (40.36) tenglik bilan aniglanuvchi uq(x) yechimi mav-

jud. Endi (39.3) tenglamaning barcha yechimlarini topamiz. Faraz gilaylik.



(39.3) tenglama A= Ao da uo(x) dan fargli «(a:) yeehimga hain ega bolsin.
U holda u(x) —uq(x) (40.10) bir jinsli tenglamaning yechimi bo'ladi. 40.4-

teoremaga ko‘ra
u(x) - uo(x) = C\ (fi(x, AQ) + C2(f2(x, AD) + *— h Cq<m(x, AD).

Buyerda Ci, C 'a ,,Cq ixtiyoriy o'zgarmasiar. MaTumki. bir jinslirrias teng-
lainaning umumiy yechitni, uning biror xususiy yechimi bilan bir jinsli tengla-
maning umumiy yechimi yig’indisidan iborat. Shunga ko‘ra. (39.3) tenglama-

ning A= Ao da.gi umumiy yechimi

+Ci <pi{x, A) 4-C2  A0) H— A Cqu(x, A0) (40.37)

boladi. Shunday qilib biz Fredhohnning uchinchi fondamental teoremasini
isbotladik.

40.5-teorema. Agar A= A0 soni K(x, t) yodroning q karrati xarakte-
ristik soni bo ‘Isa, u holda (39.3) tenglama umurnan olganda yechimlarga ega
ernas. Bu tenglama yeehimga ega bo 1ishi uchun (40.31) shartlarning bagarili-
shi zarur va yetarli. Agar (40-31) shartlar bajarilsa, u holda (39.3) tenglama
cheksiz kop yechimlarga ega bo‘Ub, ular (40-37) formula bilan aniglanadi.
(40.37) da Ci, 62,.. -,Cq ixtiyoriy o'zgarmaslar, qa(x, Ao), a = 1,2,..., g
lar (40.21) formula bilan, H(x,t) funksiya (40.29) tenglik bilan aniglanadi.

intégral tenglamalami yechishga doir misoliar. Endi biz intégral
tenglamalarni Fredliolin usuli bilan yechishga doir misoliar garaymiz.

40.1-misol. L-2[—i, ttf] fazoda
u(x) = f(x)+ A/ (I + cosrrcosy)u(y)dy

intégral tenglaniaga mos Fredholm determinanti va Fredholm minorini toping.
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Yechish. Bu integral tenglaraaniugyadrosi K(x,y) = 1+cosxcosy haqi-
qgiy giymatli va simmetriklik shartini ganoatlantiradi, ya’ni K(x, y) = K(y, x).

Endi (40.1) formula yordamida An, n € N koeffitsiyentlami hisoblaymiz:

c m
A; ~ | K(x,x)dx= (1 + cos2x) dx = 2/r+ it = 3tt.

m J —T

Xuddi shunday A2 koeffitsiyent hisoblauadi

K(x,x) K(x,y)
A2 1 dx I dy -
I 3T K(y,x) K(y,y)

= /| dx [(1 + cos2a) (1 + cos2y) —(1 f cosg cos y)2] dy =
J —m J—r

K T
/ dx / (cos2x ! cos2y —2cosx cosy) dy —22+ 22—0 = 4712
-K J —T
Intrgral tenglama yadrosining rangi 2 bo'lganligi uchun, barcha. n > 3 larda

An = 0 bo‘ladi. Shuning uchun determinant A(A) quyidagiga teng boladi:
A(A) = 1-XAi+ ~"X2A2= 1-3NA+ "A2-47r2= (ttA- 1)(2ttA- 1). (40.38)

Integral tenglama yadrosining rangi 2 bo'lganligi uchun, barcha n > 2 larda.

Bn(x,i) = 0 tenglik o’rinli. Bi(x,t) uchun esa quyidagi

BixJ,)= 1" K.t Kt jdti-
| K(tut) K(thti) T
= (2/T+ 7r) (1 + COSX COS i) — 271' — 7tCOSX COS | - IX+ 22rCOSX COS t.

tenglik o’rinli. Shunday gilib D(x, t; A) uchun quyidagiga ega bolamiz:
D(x,t; A =AK (x, 1) —X2Bi(x,t) Al + cos x cos t)—

—A2(tr + 2?rcos x cos t) —A(l —ttA) + A(L —2ttA) cos x cos t, (40.39)

40.2-misol. K(x,y) = 1+ cosxcosy yadroning xarakteristik sonlari va

fundamental fuxiksiyalarini toping.



Yechish. Yadroning xarakteristik sonlari bu A(A) rting nollaiidir. 40.1-
misolda K (x,y) = 1+ eos.-reosy yadroga mos Fredholm determinanti to-
pilgatimUning iiollari ((40.38) ga garang) A = ir~l va A2 = (2Tr)-1 lardir.
Demak, ulax K(x, y) yadroning xarakteristik sonlari bo'ladi. Bu Aj va A2
nugtalarda birinchi tartibli minor U(x,t; A) noldan fargli bo'lganligi uchun
bu xarakteristik sonlarning karraliklari birga teng, ya’ni bir jinsli tenglamaning
yediimlari to plami bir o'lchamli chizigli fazodir. (40.39) ga ko‘ra bu xarakte-

ristik soularga mos keluvdii fundamental funksiyalar quyidagidia boiadi:

40.3-misol. i.2[—T, u] fazoda
u(x) —sinx + A (1+ eosxeosy)u(y)dy. (40.40)

Bir jinslimas integral tenglamani A= Ax= 4ir 1 bo'lganda 40.5-teoremadan
foydalanib yediing.

Yechish. Qaralayotgan integral tenglama yechimga ega bolishi uchun ozod
liad f(x) = sin x (40.40) ga mos bir jinsli tenglamaning barcha yechimlariga.
ortogonal bo'lishi zarur va yetarlidir. (40.40) ga, mos bir jinsli tenglamaning
umumiy yechimi 40.2-misol va 40.4-teoremaga ko‘ra C<p(x, Aj) ko'rinishda

bo'ladi. Bu holda ortogonallik sharti bajariladi. Hagigatan harn.
G f(x )<p(x. Ai)dx = C [ sin x EI— eos x )dx = 0.

Endi (40.40) tenglamaning umumiy yechimini topish uchun biz (40.29) tenglik
bilan aniglanuvchi H (x,l) funkeiyani qurishimiz kerak. Buning uchun esa
bizga (40.16) tenghk bilan aniglanuvchi' ikkinchi tartibli minor U2{x, t; Ai)

kerak bo'ladi. Integral tenglama, yadrosining rangi 2 bolgauligi ucliun, barcha



ayniyat o’rinli. Enndan (40.16) ga ko‘ra

\Vil, @AYy \ D, 2
tenglikka kelamiz. Murakkab bo'Imagan hisoblashlar shuni ko!rsatadiki

Xi, X2
tu h

= e0S Xy e0S ti + e0S X2 e0s Ll —e0s xt e0S t2 —e0S X2 €0S ti
tenglik o’rinii. Natijada hlz

Xi,X2,\1
ti, ¢2, Al

= T 2(cos X] eos ti + e0s X2 e0s t2 —e0s Xj €0S t2 —e0s x2 e0s fi)
tenglikni olamiz. U hoida H (x,t) quyidagiga teng bo;ladi:

x,0,X

t, 0,A ! i
— ... .= —_(eos Xeos i+ 1- eosx - eos t).
U (0, tj Aji 7t X )

1J

H(x,t) =
Endi (40.36) yordamida xususiy yecliim w(x) ni topamiz:
w(x) = /(x) + 1 _H(x.5 f(s)ds ~ sinx+ 0= sin x.
J
40.5-teoremaga kolra umumiy yechim
U(x) = ua(x) + G <p(x, Aj) = sin x + C eos x.
Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriglar

1. (39.3) integral tengla.ma.ga rnos Fredholm determinanti va minori. ganday

aniglanadi.



u(x) —sinx+A/* (2cosxcosi—sinxsant)u(t)dt integral tenglamaga

mos Fredholm determinantini toping.

u(x) —siiix f AJ"x(Zco8XCQ8t —5sinxsint)u(l)dt integral tengla-

maga mos Fredholm rninonni toping.

K (x,t) = cosxcost —2sinxsini yadroning xarakteristik sonlari va

ularga mos fundamental funksiyalarini toping.
Quyidagi
u(x) —sinx 1 (cosx cost — sinx sint)u(t)dt
integral tenglarna umurniy yechimini 40-5-teorernadan foydalanib toping.

Agar K(x, t) yadro (38.11) ko rinishda (rangi n bolgan ajralgan yadro)
bo‘lsa, borcha k > n larda Ak+1—0, Bk(x,t) = 0 bofishini isbotlang.
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