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Fniiksional anaiiz - mateinatik anaüz, geometriya va chiziqli algebraiiing 

g'cjya va iisullariiii cliekyiz o'lcliainli fazolar uchuii urmmilashtiruvchi fan Iiisob- 

lanadi. Hozirgi kunda fnnksional anaiizning g ‘oya, korisepsiya, iisiii va t.ushim- 

dialari matfiniatikaning harclia sohalari toraonidan tan oiingan. So'nggi yil- 

lai'da diiferensial tenglamalar, hisoblash usullari, matematik dastnrlashning 

talab va eiitiyojlariga javoban funksiona! analizning yangi chiziqli bo'lniagan 

taririog'i paydo bo‘ldi. Zatnonaviy matematikaning bn j^o'nalishi amaliyotchi- 

lar va muhandisiarning o‘sib kelayotgan ehtiyojlarining bir qismini qondiradi.

Ushbn darslik Funksiona! anaiiz va integral tenglamalar fanidan nainu- 

na,viy ishchi dasl.iirga moslab tuzilgaii. Darsiik un.iversitetlarning mexanika 

va rnatematika bakalavriyat yo‘nalishlari bo‘yic;ha ta’Iim olayotgan talabalari 

udum mo'ljallab yozilgan.

Darslikning asosiy maqsadi bo‘lg‘usi mutaxassislarni finiksional analizning 

asosiy tushunchalari va usullari bilan tanislitirish, ñmksional analizning asctóiy 

boblari bo‘yidia nazariy biliinlarini shakilantirish, masalalar yediishda malaka 

va ko'nikmalar hosil cjilish, liamda uiarda integral tenglamalar bilan ishlash 

inalioratini paydo qilishdan iborat.

Darsiikni o'ciisli jarayonida talabalar o'zlarining matematik anaiiz, diiziqii 

algebra va geom.etriyadan oigan biliinlarini to'ldiradilar, liamda ularni funk- 

sional fazolarga moslab <}o‘llaydilar, ya'ni m*ustahkamlaydilar. Talabalar dii­

ziqii funksiona! va operator tusliundialari bilan tanisliadilar va ularning asosiy 

xossalarini o'rganadilar. Cbeksiz o^chamli funksional fazolarni o‘rganish jara­

yonida o'quvdiilar funksiona! analizning kudili va nozik usullarini tushunisliga 

biroz qiynaladilar, Ickin tushunib yetganlaridan keyin o'zlarida ilinga undovchi 

qandaydir idiki kudi sezadilar. Bu kudi ta'siri ularda dieksiz o'ldiamli fazo- 

larda bar uanda,v fundamental ketma-ketlik vaainiashuvchi bo'lavermasliei va
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birlik «haniing Iminpakt-, bo'hnaKligiiii tushunib yetganlarida namoyon bo'ladi.

Uslibu (larslik C)‘x,MU va SainDUda Funhsional analiz harnda Funksional 

analiz va int.fiffral taighvrnalar fanidan ma’riiza va ainaliy niashg'îüotlar olib 

bonivclii profeHHOi'-o'qituvchilarning ko‘p yillik ish tajribalari asosida yozilgan.

Daralik 9 bob va 40 paragrafdan iborat, Har bir paragraf uchun ta’rif, teo­

rema, lornrna va forrniilalar akdiida riomerlangan. Masalari, 2.3-teoreina bu 

2-paragrafdagi 3-notnerli teorema degani. (1.8) belgilash esa l-paragrafdagi 

8-raqamli formula ekanligini anglatadi. A  — belgisi teorema, lemma yoki tas- 

diq iwboti tugaganligini bildiradi. Har paragraf oxirida mustaqil ishlash u(;huii 

aavol va topshiriqlar berilgan.

IJshbu darslik<ia keltirilgan na’/ariy ma'hnnotlar fan bo‘yiclia uamunaviy 

va ishchi dasturda ko'rsatilgan rnavzularni to‘ liq qamraydi va u professor- 

o‘qituvchilarga o'zlarining ma’ruza matiilarini tuzishda yordam beradi. Unda 

tipik misollar namuna sifatida yediib ko‘rsatilgaii. Har paragraf oxirida koilti- 

rilgan mustaqil ishlash uduin savijl va topshiricjlarni yediib o'rgangan talabalar 

o‘zlarida yetarli darajada bilim va ko‘iiikmalar hosil qiladi. Tajribalarimiz- 

daii kelib diiqib aj'tishimiz mumkiiiki, bu kitob yosh mutaxassislarga furiksio- 

nal analiz va integral tenglariialar fanidan mashg'ulotlar olib borishida katta 

yordam beradi. Darslik Tnatematik tahlil va materna,tik fizika mutaxassisligi 

bo'yidia ta’lim olayotgan magistrantlar va aspirantlar uchun ham foydalidir.

Muallifiar darslikiii yaxshilashda bergan foydali maslahatlari uchun taqriz- 

diilar B.S. Z(jkirov, I.A. Ikromov, Q.Q. Mo'minovlarga, mas'ul muharrir M.E. 

Muminov, mat.Tiïii tahrir <¡ilish uchun bergan yor<lanilari uchun B.E. Davranov 

va I.N. Bozorovlarga o‘z minnatdorchiliklarini bildiradi. Darslik birinchi mar­

ta chop qilinayotgani u(;huu xato va kamchiliklar bo‘lishi mumkin. Xato va 

karnchiliklar to‘g‘risidagi fikrlariugizni jab<lullaev@mail.ru elektron adresiga 

jo‘natishlaringizni so‘raymiz.

mailto:lullaev@mail.ru


I  bob. To ‘p!am lar nazariyasining eiementlari

Bu bol) to‘pla.iula.f uazariyasiiiiiig eiomeiitla.r3ga bag‘ishlanga.n boiib, u besh 

paragrafdan iborat. 1-paragrafda to'planilar va ular ustida ainallar keltirilgan 

Bu aniallarning sodda xosKala.ri o‘rga.uiigari. Ikkilik muuoKabatlari isbotlaiigaii

2-paragraf aksiantiriHblar va to‘pla.inIami sitiflarga. ajratishga bagishíangaii 

Akslantirislida to’plairilar birlashmasiuing (kesishmasining) asii ulai- aslilari

l)irlasliina.HÍga (kesislariasiga) teiigiigi hafiidagi teorema isbotlangari. Xuddi 

shunday to‘p!arnla.r birlashrnasiiiiiig t&sviri ular tasvirlari birlashmasiga teng- 

Jigi isí)Otlan.gan. To'plamiar kesislmiasi ucíiun bu xií tasdiq o'rinli bo'lmasligiga 

misol keltirilgan. To'plamlami sinflarga a.jratisli bilan ak.slantirishlar o‘rta.sidagi 

bog'lanish ocliib berilgan. 3-paragrafda sa.noqli to'plamlar va uiarning asosiy 

xossalari o'rganilgan. Chekli yoki Hanoqli Hondagi sarioqli to'plamlaruiug bir- 

laslimAsi yana Kanoqli bo'lislii isbotlangan. Sanoqli to‘plamlarga ko'plab misol- 

lax keltirilgan. 4-paragrafda haqiqiy sonlar to'plaminiiig sanoqsizligi ko‘rsatilib, 

kontinmmi quvva.tli to‘plcimlarning ayrim xossalai'i o‘rga.nilgan. To'plamlar 

(¡kvivalentügi haqidagi asosiy teoremalardan l.)iri Kantor-Bernshteyn tfiore- 

masi isl)otla.ngan. Oxirgi 5-paragraf to'piamlar sistemalariga bag^islilangaji. 

To‘pla.mla.r halqañi, to'plamlax yarim halqasi ta’rifi, núsoliar keltirilgan, ular- 

ning ayrim xossalari isbotlangan, cr— algebra va ó— algebra tushunchalari 

kiritilib, bu tusliunchalarning teng kuclili elíanügi ko‘rsatilgan. Ha.r paragraf 

oxirida muBtaqil ishlash uchun savoi va topshiriqlax berilgan. Bu bob kelgusi 

boblaxga ta.yyorlov vazifasirn o'taydi.

l-§. T o ‘piam lar ustida amallar

Matemafcikada juda xüma-xil to‘plamiarga du.cb kelamiss. Haqiqiy sonlar 

to‘piami, tekislikdagi ko‘pburcliak}ar to‘plami, ratsional koeffitsiyentli ko'phad- 

l«T tnSilíUTii va hokay.o. To‘nlam tusliimcliasi rriatematikada tavanch tushun-



cfaalardaa bo'lib, unga fca’rif berilmaydi. "To‘pIam" so‘zining sinonimlari sifati-

da "ob’ektlar ma.jimiasi" yoki "eleirientlar jainlanmasi" so‘z birikmalaridari 

foydalaniladi.

To‘pianilar nazariyasi b.ozirgi zamon 3xiatema.tikasida juda iinjiiim o‘ringa 

ega. Biz uniiig ayriiii xossaiarini o‘rganish bilan cbekia,na,niiz.

To'plamlarni lotin alifl>osining bosh harilari A . B , . . . ,  ularning eicinent- 

iarini esa kichik - a,b, .. .  harflar bilan belgiiaymiz. a ehrneMt A ix>‘plarnga 

tegishli iborasi a 6 A  shaJklda yoziladi. a (j A  yozuv esa a element A  

to‘plamga tegishli emasligini bildiradi. Aga.r A to'plaxmiing barcha element- 

lari B  to'planming ham elementlari bo‘lsa, u holda A  to'plam i i  to‘pla.mning 

qismi deb a.ta,ladi va A  C B  ko‘rinislida yoziladi. Masalaii, natural sonlar 

to'piami liaqiqiy soiilar to'plaauiiiag qismi boladi. A  va B  to‘plamiar bir xii 

eleraentlardan tashkil topgari bo'lsa, iiiar teng to'plarniar deyiladi va A =  B  

shaklda belgilanadi. Ko‘pincha, to'plamiarning tengligini isbotiashda A C B  

va B  c  A  munosa,batlarning bajarilishi ko'Tsatiladi ([1] ga qarang). Ba’zida 

birorta ham dementi raavjud l;>o‘lmagan to‘plamiarni qarasliga to'g‘ri keladi. 

Masaian, +  1 =  0 tenglamaning haqiqiy yecliirnlari to‘pla.mi; 2 <  x  <  2 

qo'sh tengsizlikni qanoatlautiruvchi haqiqiy sonlar to'plami va iiokazo. Bun- 

day to‘plajiilar uchun maxsus bo‘.sh to'plam riomi berilgau va uni belgalasli- 

da 0 Bimvoldfm foydalaniladi. Ma’luniki, har qanday to‘plam b(>‘sh to‘plamni 

oVida saqlaydi va, har qa,nday to‘plam o'ziniiig qismi sifatida qaxalishi riiuiiikin. 

To'plamiarfning bo‘sh to'plamdan va o'sidarx farqli barcha qwrn to ‘plamlari xos 

qism to ‘plmnlar deyiladi.

1.1. To 'p la in lar ustida amallar. Ixtiyoriy A  va B  to‘plamlar berilgau 

bo'lsiii. Agar C  to‘piam faqatgina A  va B  to'plam elementlaridan iborat 

bo‘Isa, u bolda C  to'plam A  va B  to'plamiarning yigHndisi yoki birlashrnasi 

deyiladi va C  =  A^U B  sha.klda belgilanadi (1 .1-chizma).



Ixtiyoriy (chekli yoki cheksiz) soiidagi A « to'plarnlarning yig‘iridisi ham 

shimga o'xshash aiiiqlaiiadi; Aa to'plamlariiing kainida biriga tegishii bo'lgaii 

bardia elenientiar to‘¡5laini bu to'ijlatniarning yig'indisi deyiladi va bu inuno- 

sabat U Aa shakkia belgilanadi.
a

Endi A  to'plamlar kemhrnasini ta’rifiaymiz. A  va B  to'plainlaming 

uinurniy eleinoiitlai'idan tashkil topgan tc/plam uiarning kcsishmasi deyiladi 

( 1 .2-chiznia) va Af\l. i  ahaklda belgilanadi.

l. l-ch iz iii i i 1.2-chizma

Ixtiyoriy (chekli yoki cheksiz) sondagi to‘plamlarning kesishinasi — f l
a

deb, Aa to'plamlarning barchasiga tegislili bo'lgan elementlar to‘plami tushu- 

triladi.

Tó'planilar yig‘indisi va ke.sishniasi aniíjlanisbiga ko‘ra kommuí.ativ va as- 

sotsiativdir, ya’ni

A l )  B U A ,  (.4 U B)  U C  =  U {B U C ),

A O  B  =  B  C\ A, {A n B)  n C ^  A n { B C ] C ) .

Bundan tashqari, ular o‘zaro distributivlik qonunlari bilan bog‘langan

{ A U B ) C \ C  =  {A (^ C )U {B O .C ) . ,  (1.1)

{ A r \ B )\ j C  ^ { A i J C ) r \ { B u C ) .  (1.2)

Biz (1.1) va (1.2) tengliklarning isboti inurakkab bo‘lmaganligi uchun ularni 

0‘quvcliiga havola qilanriz.



Elidí A  va B  txj'piainlar ayirrnasini ta’riflaymiz. A  va B  to'plamlar ayir- 

rnasi deb A  to'plainning B  to‘plamga tegishli bo'hnagan barcha elementla- 

ridan iborat i;o‘plamga aytiladi va A\B  sliaklda beigilanadi (1.3-chizma).

Ba’zaii (masalaii o‘lcliovlar nazariyasida), .4 va B  to'plamlarning sim- 

metrik ayirmasi tushunchasini kiritish maqsadga muvofiq bo‘ladi. A\B  va 

B\A  to'plamlaming birlasliinasidan iborat to‘planiga A  va B  to'plainlaniing 

.simmetrik ayirmasi deyüadi va Ad¡.B shakida beigilanadi, ya’ni AÜS.B — 

iA \ B ) U { B \ A )  (1.4-chizma).

Ko‘p hollarda qandaydir universal E  to‘pIamning qism to‘plamlari qaraia- 

di. Masalan, E  tekislik, A  tekislikdagi biror to'plain bo‘lsin. Bu liolda E\A  

ayirrna A to‘p]amning toldiruvchi no‘pla,mi deyiladi va A' yoki CA. shakuia 

beigilanadi (1.5-chizmaga qarang).

1 .3 -ch iz in a 1 .4 -ch izm a

To‘plamiar nazariyasi va uning tadbiqlarida tnuhim o‘ rin tutaxligan, ikküik 

prinsipi deb nomlanuvchi quyidagi ikki munosabatni keltiramiz:

1.1. Yig%ndming to ‘ldiruvchisi toUiruvchilar kesishrnasiga tcng:

=  (1-3)
a oc

1.2. Kesishmaning to'ldiruvchisi to ‘ldiravchilar yig‘indisiga teng:

E \ f ] A , , ^ [ j i E \ A ^ , ) .  (1.4)
a a

Ikkilik prinsipi shuiidan iboratki ixtiyoriy íenglikdan, agar bu tenglik qan­

daydir universal E  to'plamning (|ism to'plamlari ustida bo‘lsa, ikkinclii ikküik
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teugiikka o'tish minikin, buniiig uciiuii barcha qaralayotgaii to‘plamlar uiar­

ning to'ldiruvdiiiari bilan, to‘plamlar kesishmasi-birlashma bilan, biiiashmasi 

- kosislima bilan almashtiriladi.

Biz (1.3) teiiglikaing isbotiui keltiramiz. (1.4) tenglik shuiiga o‘xsha8h is- 

botlanadi.

Isbot. X € ii'\ U  Aa ixtiyoriy element bo‘lsiu. U holda x € E  va, x
a

IJ/lo bo‘lcuii. Bundaii ixtiyoriy a uchun x  riing A « to‘plamga tegislili emasligi-
a
ga kelamia. Demak, x  element Aa to'plamlariiing toldiruvchilarida yotadi. 

Sliunday qilib, ixtiyoriy a  uchun x  e  E\Aa irmnosaba.t o'rinli, bundan biz 

X  € bo‘la.miz. Bu esa
cx

E \ [ j A a C f ) { E \ A a )  (1.5)
o a

idunoHabiitiii keitirif) ciiiqaradi. Eudi toskari miinosabatni isbotlaymiz. Aga.r 

X € bo'ba, n holda l)archa ql laxda x € E\Aa bo'ladi va x
Cn

element Aa to‘pIamlarning birortasiga ham tegishh bo'hnaydi, bu esa x  ^ 

IJ Aq ekariligini bildiradi. Demak, x e it '\ ljv4 a  ekaii. Bundan biz
or

E \ \ j A a D f ] ( E \ A a )  (1 .6)
a a

muiiofjaba.tga kelatniz. (1.5), ( 1.6) mm,iosal>atlar (1.3) tenghkiii isbotlaydi. A  

M iistaqil islilash uchun savol va topshiiiqlar

1. A A B  — (A  U B)\{A  n B)  tenglikni isbotlang.

2. {E \ A )A (E \ B )  =  A A B  tenglikni isbotlang, bu yerda A  C E, B  C E.

3. (A  U B ) A ( C  U D)  C (/1A(7) U { B A D )  rnmwsahatni isbotlang.

4. .4 va B  to ‘plarnlar uchun A c B U ( A A B )  rnunosabatni isbotlang.

5. Agar Ai va A2 to ‘plamlar kesiihmasa, 610. 82 C (A iA .6 i )U (A 2A.S2) 

rnunosabatni isbotlang.
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2.1. FuTiksiya tiishuncliasini umumiashtirisli, Ma,'lumki, ina,teína,tik 

analizda, funksiya tushundiafii quyidagidia ta ’riflanadi: soiilar c/qida,gi biror 

to 'p lam  bo ‘lsin. Agar har bir x € X  songa /  qoida bo ‘y id ia  a-niq bir y son 

mos Cjo‘yilgaii bo‘isa, u holds X  to ‘pla.Jiida, / funksiya aniqlangari deyiladi 

va y =  f { x )  shaJdda yoziladi. Bunda X  to'piam / funteiyaning aniqlanish 

sohasi deyiladi, bu ñiiiksiya qabul qiladigaii bardia qiyma,tlarda,ri tashkil top- 

gan i i '(/ )  to'piam  /  fuuksiyaniiig qryrnatlar sohasi deyiladi, ya’rii h ' { f )  =

{ y - y  =  f i x ) ,  x e X } .

Agar soiili to‘pla.mlar o'riiida ixtiyoriy to'pla.mlar qaralsa, u hoida funksiya 

tusliiuidiasiniiig uniumlaslimasi, ya’ni akslaritirish taVifiga kelamiz. Bizga ix- 

tiyoriy X va Y to‘plainla,r berilgan bo‘lsin. Agar har bir x  € X  elemeiitga 

biror / qoida bo'yicha Y to‘pla,nida,ii yagoiia y element mos qo'yiisa, u holda 

X  to‘pla,rnda £iniqlariga,u Y' to'plamdaii qiymatlar qa.bul qiluvdii / akslan- 

tirisli berilgan deyiladi. Buiidan keyisi bia ixtiyoriy tabiatli to'plainlar bilan ish 

ko‘raiiiia (shu jumladan sonli to‘plamiar bilan ham), sliuning uchun ko‘pgina 

hollarda funksiya termini o’rniga akslantirish atamasini ishlatamiz.

X  to‘plarnda aniqlangari va Y  to‘planidan qiymatlar qabul qiluvchi f  a,ks- 

lantirish uchun / : X  Y  belgilashdan foyda,lanila.di. Biz asosan quyidagi 

belgilashlardaii foydalanamiz. N  — natural sonlar to‘ Lilami, Z  — l)utun son- 

lax to‘plami, Q — rafcsiotial sonlar to'plaini, R  — haqiqiy sonlar to‘piar.rii, 

C — kompieks sonlar to‘pia,mi, E+ =  [0, o o ), =  { 0 }U ^  harnda E” 

sifatida n o'lcharnli arifmetik Evklid fazo beigilanadi.

Endi / : X  — K alcsla,ntirisliga misollar keltiramiz. Quyida, 2.1-2.6 misol- 

larda keltirilgan akslantirishlarriing qiymatlar solialarini toping.

2 .1-misoi.

/ : R  --> IR, f i x )  =  |j;|.

2-§ . A k s la n tir ish la r . T o ‘p }am la .m i s in fla rga  a jr a t is i i
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2.2. ,g : R  —» R., g{x)  =  2 [a:]. Bu yerda [x] beigi x uing butim qismi.

2.S. Dirixle fuiiksiiyasi ®  :E  E ,

I 1. a g a r x e Q  
^ { x )  =  { ^  . (2 .1)

! 0, agar x  e  R\Q

2.4. Rimau fuiiksiyasi 9 t : R  —♦ R ,

{ 1 Tn , „
—, aqar x -------- aisaarmas kasr, tr € Z, n N

n (2.2)
0, agar x €2.5. Ortogonal proyeksiyalaRh ftinksiyasi P  : » R., P{x,  y) — x.

2.6. Sferik aksiaiitirisli 5  ; R^ R, 5 (.xi,a;2,x 3) =  Xj +  x  ̂ -ci-

Yechish, 2.1-iriisolda keltirilga.n / : R  —» R  a.ksla.ntii'isiinii:.ig qiymatlar

Hoha.si B { f )  — [0, oo) dan iborat,. Glmnki barcha x e R lar uchiiii |x| >  0 

va ¡.xtiyoviy y € [0, oo) uchun f {y )  = y  tenglik o'riiiii.

2.2-uiisoldagi g : R  R, g{x)  =  2 [x] akslaiitirishning qiyiiiatlar sohasi, 

a-niqlanishiga ko‘ra ií-'(íi') =  2 • Z  , —2 ,0 ,2 ,..., 2n, . . . }  da.n iborat.

Dirixlefunksiya,si S  :R  —̂ R  uiugqiymatlarsohasi ikki imqta.!i to‘plamda.ii 

iborat, ya'iii ¿ '(3 )) =  {0; 1 }.

Riman funksiyasi ÍH : R  --»• R  ning qiymatlar sohasi.

Ortogonal ¡.H'oyeksiyaJash fuuksiyasi P  : ^  R, F{x ,y )  =  x niiig 

qiyina.tiar sohasi, hJ{F) = R  dan iborat.

Sferik akgia.ntirish S  ; R^ —+ R, S{x i , x 2,xs) =  xf +  x^ +  x  ̂ uing qiy­

matlar sohasi, ¿/'(5) =  R+ dan iborat. A

Endi / : X  —> y alíslantirish uchun quyida.gi tushiuichaiarni kirita- 

miz. Ha.r bir a G X  uchun unga mos qo'yilgan 6 =  / (a ) € Y  element 

a elementning / akslantirishdagi tasviri yoki aksi deyiladi. Umuman, X
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to‘pla.mnjng l)iror A qisini heriigan bolsa, A  to‘pla.ni ijarcha elemeiitla.ri- 

uing Y dagi tasviriaridan ihorat to’piam A  to'plammng / akslaiitirishda-gi 

tasviri yoki aksi dcyiiadi va, f ( A )  simvoi bilan belgikuiadi. Endi b & Y ix- 

tiyoriy eleuienl bo‘lsii!. A' to'planiiiiug b ga aksianuvdii bardia elementia- 

ridan iborat qismi b elenientiiing / aJcsiantirishdagi asli deyiladi va 

simvo! bilan belgilanadi. /'~ (̂&) to‘pla,iii/(x) =  b tenglama ildizlaridan ibo­

rat. 0 ‘z navba-tida liar bir B  c  Y to'plam udiun X  ning B  ga akslamivdii 

(o‘tuvdii) qismi B  to‘ i>lamiiiiig / akslaiitirishdagi asli deyiladi va f~^{B)  =  

{ x  € X  : f { x )  e  B }  shakldabelgilanadi. Umumauolganda, Y to‘pla.msifati- 

da / akslantirishning qiymatlar sohasiiii o'zida saqlovdii to'plara qaxaiadi. 

Agar bardia b € B  lar udiun ulaming f~^{b) aslilari bo‘sli bo'lsa, u holda 

B  to‘pla.miiiiig .asli bam !x)‘sh. to‘plam boMadi.

2.7. 2.1-2.2-inÍ8o!larda keltirilgan aksiaiitirishlaxda A =  [0, 3) to'piamning 

tasviri va B  =  (1, 4) to‘piamiiing aslini toping.

Yechish. / aJíslantirish [0, co) da ajaiiy akslantirish f  {x ) =  x  bo1ga.nligi 

uchun /([0, 3)) =  [0, 3) bo'ladi. g{x) =  0, x  e  [0,1) va xuddi shun- 

day g{x) =  2, a: G [1,2); g{x) =  4, x e  [2,3) ekanligidaii ^([0, 3)) =  

{0; 2; 4 } oi olamiz. Endi B  =  (1,4) to‘i)lamiiirig / akBlarrtirishdagi asliiii 

topamiz. í3uning uchun {a; e  R  : |:r| € (1 ,4 )} yoki 1 <  |a;| <  4 qo‘sh teng- 

sizlikni qanoatlaritiruvchi haqiqiy sonlar to‘pla.mini topamiz. Bu qo'sh teng- 

sizlikning yechimi ( —4, —1)U(1>4) to‘planidan iborat. Demak, f~^{B)  =  

(—4, —1) U(l> 4). Xuddi Khunday =  { x  € M : 2 [.t] € (1 ,4 )} to‘plam

esa 1 <  2 [;r] < 4  0,5 <  [:r] <  2 qo'sh teiigsizlikning yechimlaxidan ibo­

rat. Somiing buturi qismi ta'rifiga ko‘ra g~^{B) =  [1, 2). A

2.8. 2.3 va 2.4-misollarda keltirilgan akslantirishiaxda A  =  1R\Q to‘pla.m- 

ning tasviri va B  =  ( l ,o o ) to‘j>la.mning a,slini toping.

Yechish. S) va 91 akslantirishlar R\0  to'piamning bardia elementlariga
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noliii mos qo‘yadi, shuiiiiig uchun S (E \Q ) =  JH(K\Q) =  {0 }. Dirixle va 

Riinan funksiyalarining 1 dan katta qiymatlari inavjud emas, shuiiing uchun

=  {x  e E  : V { x )  >  1} =  m - \ B )  =  {x  e  M : 9l(.r) >  1} =  0. A

Quyidagi tushunchalami kiritamiz. Aniqlanish sohasi X  bo'lgan f  : X  —*

Y akslantirishda f { X )  — V tenglik bajarilsa, / akslantirish X  to'plamni

Y to‘plainning ustiga yoki syuryektiv akslantirish deyiladi. Umiuniy holda, 

ya’ni f { X )  C V bo'lsa, u hohia / akslantirish X  to'plamni Y to‘]>latnning 

ichiga, akslantiradi deyiladi.

Agar f  : X  V akslantirishda X  dan olingaii har xil Xi va X2 elo- 

ineritlarga har xil yi — f { x i )  va t/2 =  f { x 2) tasvirlar mos kelsa, u liolda / 

inyektiv aJislantirisli yoki inyeksiya deyiladi. Bir vatjtda ham syuryektiv ham 

, inyektiv bo‘lgan f  : X Y akslantirish hiyeksiya yoki biyektiv akslantirish 

deyiladi.

2.9. / : E —> B, f { x )  — ax +  h, a ^  0 akslantirishning biyeksiya ekari- 

ligini isbotlang.

Isbot. Chiziqli / : E  —̂ E  akslantirishning biyeksiya ekanligini ko'rsatish

uchun ixtiyoriy c e  E  da ax+b =  c tenglamaning yagona yechimga ega ekan-

ligini ko'rsatish yetarli. Yechimning mavjudligi / : E —> E  akslantirishning

sy’rryektivligini, yechimning yagonaligi esa uning in_yektivligini ta’miniay<ii.
c — b

Bu tenglamaning yechimi yagona bo‘lib u x  = ------  dir. A
a

2.10. Agar / : A' --> Y biyektiv akslantirish bo‘lsa, u holda ixtiyoriy 

A C X  uchun f  : A —̂  B  (B  — f ( A ) )  ham biyeksiya bo'lishini isbotlang.

Isbot, f {A )  — B  dan uning syuryektiv akslantirish ekanJigi kelib chiqadi, 

inyektivligi esa / : A' —> K ning inyektivligidan kelib chiqadi. A

2.1-teorema. Ikki to ‘plam birlashrnasining asli ular asUlanning birlash- 

masiga, teng, ya’ni

r \ A  U B ) ^  U r \ B ) .  (2.3)
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Isbot. Ayta3'-lik, x  e  ixtiyoriy element bo‘lsin. U holda f ( x )  €

A U  B ,  ya’ni f ( x )  € A  yoki f { x )  t  B .  Bis holda x  element / "^ (A ) yoki 

to'i^lamlarniiig kamida biriga tegishii bo'ladi, ya’ni x e  f~^{A)  U 

f~^ (B ) .  Blindan f~^{A\JB)  C f ~ ^ (A )U f ~ ^ { B )  inunosabat kelib chiqadi. 

Endi teskari irmnosabatni ko'rsatamiz. Fariiz qilayiik, ;c G f~^ (A )Uf~^{B )  ix­

tiyoriy element bo'lsin, u holda X element yoki f~^{B)  to'plamlarning 

kamida biriga tegishli bo'iadi, ya’ni f { x )  A 3'oki B  to^plamlarning kamida 

biriga tegishli, shunday ekan, f { x )  € A  U B .  Bn ,yerdan x  € f " ^ (A  U B )  

ekanhgi va natijada f '^^(A)Uf~^(B)  C f ~ ^ (A u B )  mimosabat kelib chiqadi. 

Demak, (2.3) tenglik o'rinli. A  

Quyida bi'z yana shunga o‘xshas]i ikkita. teorema kelt.irainiz. lidíala teo- 

remaning isbot sxemasi ikki C  va I )  to'plamlarning tengligini ko'rsatishda 

foydalanila<ligan C  C D  v& JJ G C  mmiosabatlarga asosiangan.

2.2-teorema. Ikki to ‘plam kedshinasin'ing asli ular aslilarirang kesish- 

masiga teng, ya’ni

r ^ { A n B } ^ r ^ { A ) n r \ B ) .  (2.4)

Isbot. X € f ~ ^ ( A n B )  ixtiyoriy element bo‘lsin, u holda f { x )  € A n  B , 

ya’ni f { x )  e  A  va f { x )  e  B , shunday ekan, x e f~^(A)  va x e f~^{B ) ,  

ya’ni X € f~^{A)  n f~^{B).  Demak, f^^{AC\ B)  C  n

.Endi X € f~^(A )  n /” ^(ii) bo'lsin, u holda x e  f~^{A)  va x G f ^ ^ { B ) . 

Blindan f { x )  € A  va /(x‘) € B  ga yoki f { x )  e  /1 n B  ga ega bo'lamiz. De- 

rnak, X € f~\AC\B) .  Buyerdan f~^{A)C\ f~^{B)  C /"^(_Ani>') inunosabat 

kelib diiqadi. Bu tnunosabatlar (2.4) tenglikni isbotlaydi. A

2.1 va 2.2-teoremalarning tasdiqlari ixtiyoriy (diekli yoki dieksiz) sondagi 

to'plamlar birlashmasi va kesishmasi uchun ham o'rinli, ya’ni

( U  ̂4« )  == U  ( n  '4«) -  f l
\ a / ct \ a / a
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2.3-teorema. Ikki to ‘piam birlashmasining tasviri ular tasvirlannin,g bir- 

Imhrnasiga teng

f { A u B )  =  f { A ) U f { B ) .  (2.5)

Isbot. y € f { A u B )  ixtiyoriy element bolsin, u holda y =  f ( x )  bolib. x 

element A  va B  to‘piamlardan aqalh biriga tegisldi boladi. Shunday ekan, 

y € f { A )  IJ f { B ) .  Bu yerdan f { A  U B)  C f { A )  U f {B ) .

Endi tesliaxi rmmosaba.tni ko'rsatamiz. Faraa qilayiik, y € / (A ) U f { B )  

ixtiyoriy element boisin. U holda y =  f { x )  bo lib, x  element A  va B 

to‘i:>lainlai'dan aqalii biriga. t<;gishli boiadi, ya’ni x  & A u  B. Biuidan, y — 

f { x )  € f { A u B )  va dema-k, f { A ) U  f { B )  C f{A^U B ). Bu immosabatlardaii

(2,5) tenglik kehb diiqadi. A

2.3-teorertia tasdig'i ham ixtiyoriy (diekh yoki cheksiz) sondagi to''plan3!ar 

udiun o^riiili boMadi, ya’ni. f i i J  Aa) =  i J f {A a )  tenglik o‘rinli.
a a

2.1-eslatma. Umumau olgauda, ikki to‘piam kesiBhmasining akssi ular ak- 

silarining kesislimasiga teiig emas. Bunga quyidagi misolda ishonch hosil qila- 

miz.

2.11. 2.5-misolda keltirilgan ortogonal proyeksiyalash akslaiitirishi 

P{x ,y )  =  X va A =  { ( x ,y )  : 0 <  X <  1, y =  0} , B  =  { ( x .y )  : 0 <  x <

1, ?/ =  1} t0‘pliuul:i.r berilgaa. B(  A n B) =  F (A )  fl B (B )  tenglik to‘g ‘rimi?

Yechish. /4 va B  to'plamlar o'zaro keHÍshma.ydi, ya’ni A f \ B  =  % Am­

mo ularaiug P  akslaiitirishda.gi tasvirlari ustma-ust tushadi, ya’ tii P{A )  =  

[0, 1], P{t { )  =  [% 1] va F (A )n ^ ( i i )  =  [0, 1]. Ammo P{AC\J3) =  $.

2.2. T o ‘piam iai’ni siiiflarga ajratish. Ekvivalentlik munosabatiari. 

Ko‘pgina masalalarda 1>erilgaii to'plamiii elementlarining ba’zi bir belgilari- 

ga qarab o‘'za.ro kesishmaj?digan qism to‘plamiarga a.jra.tiiadi. Masalan, fazoni 

maxkazi koordin,ata boshida va radiusi r  bo‘lgaii hax xil sferalarga a,jratish 

nminkin. Bu sferalar o'zaxo kesishma-ydi. Yoki bir sha.har aliohsini bir yilda
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tug'iiga.nlik belgisiga kcvira qisin to'plajniarga ajratish umnikin. Bunday inisol- 

laniiug liar biri to'plamni o'zaro ke.sishinaydigan sinftarga ajratish deyiladi.

To'plainlarni oV,aro kcsisiimaydigaii sinflarga ajratish belgilari har xil bo‘li- 

shi luuiiikiu. Ammo bu belgiiar ixtiyoriy emas. Masalaii, tekislikda ikki a va 

h i.iuqtala.r ora.si(la.gi inasofa 1 dan kicliik boMsa, ularni bitta sinfga kiritsak, 

bu belgi tekisiikni o'zaro kesishmaydigan sinflarga ajratmaydi, chunki a va 

b nnqtalar orasidagi inasofa 1 dan kichik, b va c nuqtalai ora«idagi masofa 

iiam 1 dan kichik bo'hb, a va c nuqtalar orasidagi inasofa 1 dan ka.tta bo‘lishi 

iruiinkin. Ko‘ritiya.i)tiki. a va b niKitala.r bir sinfda, b va c ham bir sinfda. U 

holda. bir sinfga orasidagi niafiofa 1 dan katta boigan a va c nuqtalar tegishli 

bo‘ladi. Hosil qilingaii xulosa sinflariiing tashkil qilinishiga zid, ya’ni tekislik 

bu belgi yordainida o‘zaro kesishmaydigan siniiarga ajralniaydi.

Eiidi to'plam elementlari qanday shartlanii qanoatlantiruvclii belgilax yor- 

daiiiida. o'zai'o kesishinaydiga.n sinflaxga ajralishini qarab diiqami?!.

Biror M. to‘pla.m va uning o‘zini-o‘5!iga dekart ko'pa,ytmasi M  x M  berilgan 

bo‘lsin va K  C. M  X M  qism to''pam bo'lsin. Agar (a, b) € K  bo'lsa, a 

element b element bilan </7 munosahatda deyiladi va shaklda belgilanadi.

2.1-ta’rif. Agar M  to ‘pla,m. eleuientlari orasidagi munosahat quyidagi 

shurtlarni qanoailantirsa, unga ekvivalenilik rnanosabati deyiladi:

1. Ixtiyoriy a € M  element uchun a'-^b (rejieksivlik);
f

2- Aqar a ^ b  bo‘lsa, u holda b'^ci: (sirnmetriklik);
V V

3. Aqar a ^ b  va b ^ c  boisa, u holda a<^c (tranzitivUk).
V ‘P <p

2.4-teorema. M to'plamda kiritilgan munosahat M  ni o ‘zaro ke­

sishmaydigan sinflarga ajratishi uchun uning ekvivalentlik munosabati bo ‘Ushi 

zarur va yetarli.

Isbot. Zarwtiyligi. Agar M  da kiritilgan yp munosabat uni o'iiaro kesish­

maydigan sinflarga ajratsa, a<'^h diu) a va b ning bir sinfga tegisliliiigi kelib
‘p
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diiqadi. ü holda a-^a va 6 ̂  a ekanligi kelib chiqadi. Agar a ~  6 va l>^-c(f, ¡P ■ ip tp
bo‘lsa, a,h va c lar bir sinfga tegiahli bo'ladi, ya’ni a-~c. Demak, bu rmino-' i f  '
sabat refleksiv, simmetrik va tranzitiv bo'ladi.

Yetarliligi. M  to'piam elenientlari orasida biror (p ekvivalentlik munos- 

abati 0‘rnatilgan bo'lain. Ka orqali a element bilan munosabatda bo‘lgan 

elernentlarto‘plamini belgilasak, refleksivlikka ko‘ra a^'^a dan a e  Ka bo'ladi. 

Agar Ka va Kj, sinfiami olsak, ular yoki teng yoki Ka ri /ij =  0 bo'ladi. 

Haqiqatan ham, c e  KaC\ Kf, desak, a va c~&  bo'ladi. Simraetriklik
V 9

xossayiga ko‘ra a c u holda tranzitivlik xossaaiga ko'ra

a ~  h. (2.6)

Endi X — Ka sinfdan olingan ixtiyoriy element bo‘laiu, ya’ni u holda
<fi

(2.6) va traii/il'Jvlik xossawiga ko'ra ya’ni x € Kb- Demak, Ka C K¡,.
V

Xiiddi Hliun<lay ko‘rsatÍHÍi mumkinki. 7Í¡, sinfning ixtiyoriy y elementi Ka 

Hiuiga liain. qaraslili bo'ladi. Shunday qilib, agar ikki K^ va K¡, sinflar hech 

bo'lmaganda bitta iimumiy elemenrga ega bo'lsa, ular ustrna-ust tushadi. A  

To‘p!amni sinflarga ajratish tushunchasi akslantirish tushunchasi bilan uz- 

viy bog'liq. Ayt.aylik, A  to'plamni B  to'plamga akslantiruvchi / akslantirish 

berilgan bolsin. A  to‘plamda aniqlangan / akslantirishda, B  to‘p!anida 

tasvirlari iistma-ust tushuvchi elementlarni bir sinfga yig‘sak, ya’ni bar bir 

b € B  uchun {x  & A : f { x )  — b} to'plamni bir sinf desak, natijada A  ni sinf­

larga ajratishga ega bo'lamiz. Teskarisi, A ixtiyoriy to'piam va uning biror bir 

sinflarga ajralishini qaraylik. B  orqali A to'piam ajralgan sinflar to'plamini 

beigilaymiz. Har bir a G A  elemeiitga o‘zi tegislili bo‘lgan siiifni ( B  to'piam 

elementini) mos qo'yish bilan .4 ni B  ga akslantirishga ega bo'lamiz.

2.12. Ortogonal proyeksiyalash akslantirishi P  : R, P{x ,y )  — x

ni qarayrniz. Bunda O X  o'qidagi har bir a € R  nuqtaniiig asli =

{(a, y) : i/ € R } ,  O X  o'qiga perpendikulj^ar bo'lgan vertikal chiziqdaii ibo-
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rat,. Shunday ekan, P  proyeksiyalash akslantirishiga tekislikni parallel to‘g‘ri 

chiziqlardan iborat siirflarga ajratish nios keladi.

2.13. IJdi. o‘ld).amii E* fazoni lining koordinataiar boshidan bir xil nzoq- 

likda joylashgan niiqtalarini bir sinfga yig'ish bilan sinflarga ajrataraiz. Har 

bir sinf inarkazi koordinataiar boshida bo'lgan r  >  0 radiusli sferadan iborat 

bo'ladi. Dernak, fazoni konseiitrik sferalarga ajratishga bu fazoni [0, 'oo) 

yarim o‘q<5(a akslantiruvchi 5  :  ̂E+, S{x )  xf  +  x\ +  x1 sferik akslan­

tirish mos keladi.

2.14. Biitun qismlari bir xil haqiqiy sonlarni bir sinfga to'plash yo‘li bilan 

haqiqiy sonlar to'plarnini sinflarga ajratish inuinkin. Bu sinflarga ajratishga 

g{x ) =  [x] (2.2-misolga (jarang) akslantirish rD,os keladi.

M ustaqii ishlash uchun savol va topshiriqlar

1. Agar a va b haqiqiy sonlarning kasr qismlari ten.g bolsa, ularni ip 

munosabatda deymiz. Bu munosalkit ekvivalentlik niunosa,hati holadirni?

2. f  : M R , f { x )  — 0,5 ■ [x] funksiya heriigan. Agar A =  [0, 8], 

B  =  (2, 3) ho Isa, f ( A )  va f~^{B)  hrn i toping.

3. f  : X —> [5, 20], j  (x ) — +  1 funksiya heriigan. X  to ‘plam qand,ay 

tanlansa, f —ustiga (syuryektiv) akslantirish ho‘ladi‘̂

4. f  : X  [0, oo) , f { x )  — 1 funksiya berilgan. X  to ‘pla,m qanday 

tanlansa, f — inyektiv akslantirish ho‘ladi?

5. / : [0, 7t] -h. [ - 1, 1], f { x )  =  cos-T , <?: [0, tt] -> [0, 1], g{x)  ^  s in x , 

(p : [0, [0, 1], (p{x) =  smx, ip : [0, 3] [0, 10], ^l){x) = x ^ + l ,

akslantirishlar icMdan inyektiv, syuryektiv va hiyektivkmni ajrating.
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3-§. Ekvivalent to ‘piam!ar

3.1. Chekli va cheltsiK t.o‘j)lamlar. Chekli doua elemeiitda.xi iborat 

t(y]jla.mga chekli to'plam deyila.di, aks liolda to'plam cheksiz deyiladi. Har xii 

to'plaiiila.riii kuzatiHli jarayonida liiror usul bilaa berilgau to'plam elementlari 

sonini hech bo'lniagauda taxminan a.ytisli mumkin. Masaian, ko'pyoq uchlari 

soiiini, шаЛигп s(!udai.i oshma.ydigan t;iib Honlar souir.ii, yer yuzida-gi barcha suv 

molekulalari sonini aniq yoki taxminan aytish mumkin. Bu to'plamiarning liax 

biri, aniq bo'lniasada, cheklita elementga ega. lltkinchi tomondan element- 

iari soni chekli bo'hnagan to'j.)lani]ar iiarri ma-vjud. Masaian, liatural sciiilar 

to‘pia.nu, to'g'ri chiziqdagi nuqtalax to'plami, tekislikdagi doiralax i.o'piann, 

ratBioiial koeffitsiyentii l)archa ko'piiadiar to'plami va hoka.zolar cheksiz to‘i> 

lamlarga misoi bo'iadi. Bunda, cheksiz to'piani deganda, bu to'plamdan liitta, 

ikkita, uchta va hoka.zo marta eleraentlarni olgandaxi keyin ham elementlaxi 

tuganiaydigan lo‘piam tusliuniladi.

Ikki chekli to'plam elemeutla.ri sonining tenghgi, yoki biridagi elernentlar 

sotii ikkinchisidan ko'pligini sanash bilan taqqoslash mumkin. Quyidagicha 

savol tug'iladi, ikki cheksiz to'plam elemontlaxini biror usul bila.n taqqosiash 

mumkituni? Bosliqacha aytganda, tekislikdagi doiralar, sonlar o'qidagi rat- 

sional sonlar, [0, 1] da aniqlangan uzluksiz fiinksiyalax yoki faxodagi to'g'ri 

ch.iziqlaxdaii iborat to'pIa.mlardan qaysi biriuing eiemeiitlai'i ko'p degan savol 

rna’nogai egami?

Ikki cliekli to'plam eleinentlari sonini taqqosiash usaliari bilan tanisliamiz. 

Birinchi usul ulax elementlaxini sanash yo'li bilan taqqosiashdir. Ikkinchi usul, 

bu to'plamlar o'rtasida bij^ektiv moslik o'rnatish yo'li bilan taqqoslaslidir.

R.a.vsiianki, ikki chekli to'plam o'rtasida biyektiv moslik o'rna.tish ucliun, 

ulardagi elementlar soni teng bo'lishi zarur va yetarlidir. Ma.salan, oliygolrdagi 

biror guruh talabalari soni va auditoriyadagi stuilar soni tengligini tekshirish
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uchun, ularni eanamaedan, har bir talabani aiiiq bir stulga o‘tqazish kifoya 

bo‘ladi. Agar har l>ir tala!)a.ga, joy yetarh bo'iib. birorta ham ortiqcha bo‘sh 

stul qolmasa, ya’iii talai.ialar to‘plami va stullar to‘plami o‘rtasida biyektiv 

rnoshk o‘i'iiat)lKa, bu to‘ pla.iiilardagi elementlar soni tcng boladi.

Ta’kidlash loisimki, agar biriudii taqqoslaeh usuli faqafc diekli to‘plamlar 

uchun yaroqli bo'lsa, ikkincJii taqqoslash usuli cheksiz to‘plamiar uchun ham 

o'rinli bo'ladi.

3.2. Sanoqli to'plam lar. Cheksiz to'plamiar ichida eng soddasi sanoqli 

to'piam deb ataluvchilaridir.

3 .1-ta ’rif. Agar M  to ‘pla7n hilan natural sonlar to ‘plarni o'rtasida biyek­

tiv moslik 0 ‘matish mutnkin bo‘Isa, M  ga sanoqli to ‘plam deyiladi. Boshqacha 

ta’rijiasak, agar M  to ‘plarn ekrnentlarini natural soidar vositasida ai, a. ,̂. . . ,  

a„,.. ■ cheksiz ketrna-ketlik ko‘nnishida nomerlab chiqish mumkin bo‘lsa, M  

ga sanoqli to ‘plam, deyiladi.

Endi sanoqli to'planilarga misollar keltiramiz.

3.1. Butun sonlar to'plami Z  va natural sonlar to'piami N o'rtasida 

Ixiyektiv moslik o'rnating.

Yechish. Biyektiv moslikni quyidagi usul bilan o'rnatish mumkin.

2n +  1 . agar n >  0
/ : Z  N, /(■«) =  <

—2n, a,gar n <  0

ning biyektiv akslantirish ekanligi 2.9-2.10 misoliardan kelib chiqadi. Demak, 

butim sonlar to‘pla.mi sanoqh ekan. A

3.2. Barcha juft natural sonlar to'piami va. natural sonlar to'piami o'rtasida 

biyektiv moslik o'rnating.

Yechish. Biyektiv moslikni /(2n) =  n qoida bo'yicha o'i'natish mumkin.

Quyida biz uncha oddiy bo'lmagan, lekin muhim misolni qaraymiz.

3.3. R.atsional sonlar to'pla.mining sanoqh ekanligini isbotlang.
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Isbot. Har bir rataional son yagoria iisiiida

q; =  ~, p € Z ,  g e N

(;(i.s(:iartrj,as kasr ko'rinisliida yoziladi. ll.shbu ratsional son uchun |p| -|-g uning 

bülandliyi (kiyiiadi. Ravsiianki, berilgan balandhkka ega boigan ratsional son-

la.r ciieklilH,. Ma.salan, 1. balandhkka faqat O =  j  son ega, 2 balandhkka faqat

1 —1 2 1 2 1
1 irr ~ va —1 — sonlar ega, 3 balandhkka esa 2 — — -  va —-

1 1  1 2  1 ^
Hoiilari ega va lioka/o. Barcha ratsional sonlarni uiarning balandliklari o‘.sib 

l>ori.shi tartibida noinerlayiniz, ya’ni dastlab balandligi 1 ga teng son, keyin 

balandligi 2 ga teiig sonlar, undan keyin balandligi 3 ga teng sonlar yoziladi 

va lioka'zo. Bu tartiblashda har bir ratsional son aniq bir nomerga ega bo'ladi, 

ya’ni natural sonlar tio‘plain.i va ra1;siotial sonlar to‘plairii o'rtasida o‘zaro bir 

(¡iyituitli uioslik fi'rnatihuh. Bu yerdan ratsional sonlar to'plamining sanoqli 

ckanligi kelib cliitjadi. A

Sanoijli to'plainlaming ba’zi umuiniy xossalarini keltirarniz.

3.J.-xos.sa*. Sanoqli to ‘plarnniny ixtiyoriy qism, to'plam,i cheMi yoki sanoq- 

lidir.

Isbot. Aytaylik A  sanoqli to‘plana, B  esa uning qism to'plami bo‘lsin, 

ya’ni A  =  {cíi, « 2, • • •, O'n, • • i'dng B  ga tegisíJi eiementlari a^, a„2, ■ ■ ■

lar bo‘Í8Ín. Agar n i,n 2, ... sonlar ichida eng ka,ttasi mavjud boisa, u holda 

B  chekli to'plam bo'ladi, aks holda sanoqli to'plam bo'ladi, chunki uning 

eiementlari natural sonlar bilan nomerlangan. A

3.2-xossa. Chekli yoki sanoqlita sanoqli to ‘plamlar Urlashmast yana sanoqli 

to ‘plawídir.

Isbot. Aytaylik Ai, A 2, ■ ■ ■ sanoqli to'plamlar bo'lsin. Bu to'plamlami o'zaro 

kesishmasin deb talab qilamiz. Talabimiz o'rinli, chunki aks holda Ai, ^ 2X^1, 

/Í3\(.4i U A 2) ,A 4\{A¡ U A 2 U /Í3) , . . .  to'plamlar o'zaro kesishmaydi, har 

biri ko'pi bilan sanoqli elementga ega va bu to'plamlar yig'indisi Ai, A 2, . ■.
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to'plamlar yig'indisiga teng. Qaralayotgan A i . A ^,... to'plamlarniiig liainma 

elenientlariiii quyidagi cheksiz jadval ko'rinishida yozamiz;

Bu yerda i:>irinchi satrda Ai  to'plam elementlari joy)ashgaij, ikkinchi satr- 

da A 2 to‘plam elementlari joylashgan va hokazo. Endi jadvalning barcha el- 

ementlarini diagonal bo'yicha uomerlab chiqamiz, ya’ni birinchi element deb 

(111 ni, ikkinchi element deb ai2 ni, ucliinchi element deb «21 i“ , to‘rtinchi 

element deb 031 ni, beslrindri element deb «22 c)ltin.chi element deb «13 

ni va hokazo, ya’ni quyida strelka bilan ko'rsatilgan tartibda harakat qilib, 

nomerlab chiqamiz:

«13 -> «*14:.--- ,
^  y  ^

“ 21 “ is ,  “ 24»---
\ y  y  ya„ ^  fljj ̂  Ojj « 34̂ --

«41 «42 « «  «44 -̂-
\ y

Umuman olganda a^n eleinerit {m +  1) • (гг,+ 1) daii oshmagan rion^erga ega 

bo'iadi. Ravshanki, bu qoida bo'yicha tartiblashda

00
A =  \ j A „

n = l

to'plamning har bir elementi aniq bir nornerga ega bo'iadi. Detnak, jadval 

ko'rinishida tasvirlangan A to'plam va natural sonlar to'plami o'rtasida o'zaro 

bir qiyrnatli moslikni ko'rsatilgan usulda o'rnatish mumkin. A

3.3-xossa. Ha,r qanday cheksiz to'plam sanoqli qtsrn to'plamga ega.

Isbot. Ayiaylik, Ai cheksiz to'plam bo'lsin. Undan ixtiyoriy aj elementrii 

tanlaymiz. M  cheksiz to'plam bo'lgani uchun unda aj dan farcfii «2 elementni 

tanlash mtunkin, undan keyin ai л?а в2 dan farqli a-̂  elementni tanlaymiz, M  

cheksiz to'plam bo'lgani uchun bu jarayonni cheksiz davom ettirish mumkin. 

M  cheksiz to'plam bo'lganligi uchun har bir element tanlanganidan keyin
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unda cheksiz ko‘p element qoladi. Natijada /1 =  {ai, аг, . . . ,  cin, ■ ■ ■} sanoqli 

qism to'plamga ega bo'lamiz. Д

Bundan, sanoqli tc/p)lamlar cheksiz to'plainlar ichida eng minimali boiadi 

deb aytish mumkin.

3.3. Ekvivalent to 'p lam lar. U yoki bu cheksiz to'plamlarni natural son­

lar to'plami bilan taqqosiash natijasida sanoqli to'plam tushunchasiga keldik. 

To‘i)lamlanri nafaqat natural sonlar to'plasrii bilan taqcjoslash rn.umkin, balki 

ixtiyoriy ikki to'plamni ular o'rtasida o'zaro bir qiymatli moslik (biyeksiya) 

o'rnatish bilan taqqosiash mumkin.

3.2-ta’rif. Sanoqli bo'hnagan cheksiz to'plam sanoqsiz to ‘plam deyiladi.

З..З-ta ’rif. Ago,r .4 va В to'plamlar o ‘rtasida biyektiv moslik o'rnatish 

rnwnkin ho ‘Isa, и holda ular ekvivalent to ‘plamlar deyiladi va A  В  shaklida 

belgilanadi.

Tb'plamlarning ekvivalentligi tushuncliasini ham chekli to'plamlar, ham 

cheksiz to'plamlar uchun qo'llash mumkin. Ikkit.a chekli to'plam ekvivalent 

bo'lishi uchun ularning elementlari soni teng bo'lishi zarur va yetarlidir.

Endi sanoqli to'plam tushunchasini boshqacha ta’riflash mumkin; agar to'p­

lam natural sonlar to'plamiga ekvivalent bo'lsa, u sanoqli to'plam deyiladi. 

ishonch hosil qilisii (jiyin emaski, agar ikkii;a. to'i.ilatn uchunchi i.o'plamga ek­

vivalent bo'lsa, ularning o'zlari ham ekvivalentdir, xususan, ixtiyoriy ikkita 

sanoqli to'plamlar ekvivalentdir.

3.4. Ixtiyoriy ikkita [a, 6] va [c, d] kesmalardagi nuqtalar to'plamlari ek- 

vivalentligini isbotlang. Bu yerda. a <  b, с <  d deb f'araz ( îlinadi.

Isbot. [a, 6] va [c, d] kesmalar o'rtasidagi biyektiv maslik S.l-chizmadan 

ham ko'rinib turibdi. Bu to'plamlar o'rtasida biyektiv moslikni

^  ___ Q
'■p : [a, b] - t  [c, d], ¡ ф )  =  - a )  +  c

orqali o'rnatish mumkin. w ning biyektiv moslik ekanligi 2.9, 2.10-misollardan
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kelib chiqadi.

S.l-ch izm a

3.5. Sonlar o‘qi M va (0, 1) interval ekvivalent, to‘plamlardir. Buto‘plaiiilar 

0‘rtasida biyektiv moslikni

1 1
у =  — arctg;r +  -

7Г 2

funksiya yordamida o'matish inumkin.

Cheksiz to'plamlarga oid misollarni o'rganitih jarayonida ko‘rdikki, ba’zida 

chekaiz to'plamlar o‘zining biror xos qism to'plamiga ekvivalent bo'ladi. Masa­

lan, butim sonlar to'plami va natural sonlar to''i>lami ekvivalent, sonlar о‘<у 

esa (О, 1) intervalga ekvivalent.

Bu holat faqat cheksiz to'plamlarga xosdir. Haqiqatan, 3.2-banddagi 3.3- 

xossada ko'rilgan cheksiz M  to'plam va uning {a i, ci2-,. . . ,  a „ , . . . }  =  A  sanoqli 

qismini qarayhk. Bu A  to'plamni A i =  {a^, ag,. . . ,  a2n-i> • • ■} "va ^2 =  

{a.2. 0,4, . . . ,  a2n, ■ ■ -} qism to'plamlarga ajratamiz.

3.6. M  va M \A 2 to'plam.larni ekv'ivalent ekanligini isbotlang.

Isbot. A  va A l to'plamlar sanoqli bo'lgani uchun, ular ekvivalentdir. 

Shuriing uchun ular o'rtasida ip : A  A i biyektiv moslik mavjud. Bu 

moslikni undan k(;yin A|J(M \A) =■ M  va =  M \A 2 to'plam-

larga quyidagicha davom ettirish miumkin, ya’ni M \ A  to'piamning har bir
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elemciitiga o‘zi mos qo‘yiiadi, ĵ a’ni

( ф(х), agar x € A  

X , agar x  € M \A  

Shunday qilib; M  va M \A 2 to‘piainlax o‘rtas¡da biyektiv mosiik o‘rnat.ildi. 

Lekin M  va M \A 2 to‘plainiar teng етая, апшю ular ekvivalent. Д

Natijada biz quyidagi tasdiqqa ega boiamiz.

3.1-tasdiq. Ixtiyoriy cheksiz to ‘phm  o ‘zining biror xos qism to‘pl,amiga 

ekvivalent bo ‘ladi.

M ustaqil ishlash uchun savol va topsliiriqlar

1. 0 ‘zbekistondagi barcha tai,abalar to ‘plami sanoqlimi?

2 . Barcha ratsional sonlar to'piami sanoqlimi?

3. Ayinnasi chekli, keshishmasi sanoqli bo'lgan A va В sanoqli to ‘plam- 

iarga misol keltinng.

4. Simm.eíiik ayirmasi sanoqli. kesishm.asi chekli ЬоЧдап A  va В  sanoqli 

f,o‘plamlarga misol keltiring.

5. A va, В  sonli to'plamlarning arifmetik yig‘indisi deganda

С  — {<;: с. — a \ b, a A, b € B }  to'piam tush'uniladi. Agar A va В  

to ‘]ilamlar san.oqli ho'ka, v-larning arifmetik ytg'indisi ham sanoqli bo‘li- 

shini isbotlan.g?

6. sin.T =  0,5 tenglamaning barcha haqiqiy ildizlari to ‘plami sanoqlimi?

7. Barcha ratsional koeffitsiyentli ко ‘phadlar to ‘plami sanoqli ekanligini is­

botlang.

8. Agar  ̂ .‘¡on biror ratsional koeffiisiyentU ko‘phadning ildizi bo‘lsa,  ̂
algebra,ik son deb ataladi. Algehnúk sonlar to ‘plamining sanoqli ekanligini 

isbotlang.
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9. Agar A to ‘plarn B  ga, B  to ‘plarn C  ga ekvivalent bo‘Isa, u holda A  

to ‘plam C  ga ekvivalent bo ‘lishini isbotlang.

10. To'plamlar o ‘rt.asida kiritilgan ekvivalentlik rnunosabati refleksiv, sim- 

rnetrik va tranzitiv bo ‘lishini isbotlang,

4-§. H aqiqiy sonlar to ‘pIamining sanoqsizligi

Oldiiigi paragi'aiiarda .saiioqii to‘pla.tnlarga misollai' qaradik va dieksiz to‘i>- 

iairjlaniiiig ayriin xossalari bilan taiiÍRÍidik. Quyidagi savoi paydo bo‘iishi tabi- 

iydir; timmnan olgauda sanoqli Ixjimagan dieksiz to'plamlar mavjudmi? Bu 

savolga ij(5biy ja-vob quyidagi t(»femada keltirilgan.

4 . 1 - t e o r e m a .  [0 , 1 ] kesmadagi haqiqiy sonlar to'plami sav.oq.sizdir.

I s b o t .  Faraz qilayiik, [0 , 1 ] kesmada yotuvdii (baxdia yoki ba’zi bir) 

haqiqiy sonlardari tuzilgan {a i,a2, ■■■} =  A  sanoqh to'plam berilgan 

bo'lsin. U holda

«1 =  0, cmai2ai3 • • • »In • ■ •!

Ü 2  ^  0 , a2 lfl2 2 «2 3  . . . fl2n • ■ ■ ,

« 3  =  0 , a 3 i «3 2 «3 3  • • ■ « 3 «  • • • ,

(2n =  0, I%lííj),2íín3 • • ■ (¡nn • • - ! (4-1)

Bu yerda 04k — flj somiing fc—dii o'nli raqarui. Endi 0 va 9 raqamlarga 

teng bo'hnagaii bi,b2, . . .  ,bn, ■ ■. raqamlat' ketma.-ket])gini quyidagi usvdda 

tanlaymiz: bi raqa.m an ga teng emas, 62 raqam 0,22 ga teng emas, 63 

raqam 033 ga teng emas va raxjam a„„ ga teng emas va hokazo. Tau- 

langan bi,h2, .. ■ ,b„ ,. . .  raqamlax yordamida [0, 1] ga tegishii bo'lgan ,6 =  

Oi bib2b3 ■. ,b „ . .. kasnii aniqlaymiz. Aniqlanishiga ko‘ra, ¡3 sou a-i, 0,2, . . . ,

On,. . .  kasrlarniug birorta-siga liam teng emas, chunki kasr cii kasrdan ver- 

guldan keyingi birinchi raqami bilan, «2 dan verguldan keyingi ikkinchi raqami
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bilan va hokazo a„ dgin verguldan keyingi n raqami bilan farq qiladi. Shun- 

(lay (jilib, [0, 1] kf!sma elementlaridan tashkil topgan hech bir sanoqli to'plam 

[0, 1] ni to‘liq qoplay olmaydi. Д

4.1-ta’rif. [0; 1] kesma no, unga ekvivalent bo'lgan to ‘plamlar kontinuum 

quvvatli to ‘plamlar deyiladi,

Shunday qilib, [0, 1] kesma sanoqsiz bo'lgan to'plamga misol bo'iadi . En­

di [0, 1] kf!8ma.ga, ekvivalent bo'lgan, ya’ni kontinuum quvvatli to'plamlarga 

misollar keltiramiz.

4 .1-misol. [0, 1] kesma va (0, 1) intervalning ekvivalent to'plamlar ekan- 

ligini isbotlang.

isbot. Buning uchun (0, 1) dan A — {a.i, a.2: ■ ■ ■, o.„,. . . }  sanoqh qism 

to'plamni ajratamiz va undan foydalanib, A i — { 0, 1 , ai, « 2. ■ • • ■ «п) • • •} С 

[О, 1] to'plam.ni quramiz. Ushbu

(p : [0, 1] (0, 1) ,  (f {x ) = x ,  x e  [0, 1] \^i 

ifiO) =  ai, ip{l) ^  a-2, V^(a„) =  a„+2, r i > l  

akslantirish [0, 1] va (0, 1) r.o'plamlar o'rtasida biyektiv moslik o'rnatadi.

4.2. 3.4-miHolga asosan [0, 1] kesma ixtiyoriy [o, b] kesmaga va (a, b) 

inl',(irvnlgn okvivakml; bo'iadi, ya’ni [a-, b] va (a, b) to'plamlar ham sanoq- 

Hlzdii'.

4.3. 3.5 va 4.1-nusollar(lan sonlar o'qidagi barcha nuqtalar to'plami [0,1] 

kesm.aga ekvivalent ekanligi kelib chiqadi.

4.4. Tekislikdagi barcha nuqtalar to'plami, sfera sirtidagi nuqtalar to'plami, 

uch o'lchamli fazodagi nuqtalar to'plaTni, sfera ichidagi nuqtalar to'pianri va 

hokazo to'plamlarga misol keltirish mum.kinki, ularning har biri [0, 1] ga ek- 

vivaientdir.

4.5. Tekislikdagi hamma to'g'ri chiziqlar to'plami [0, 1] kesm.aga ebava- 

lentdir.
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4.6. Bir yoki bir iiedita o‘zgaruvchiiiiiig ixzluksiz funksiyalari to'piami ham 

[0, 1] ga ekviva.lenixiir.

Sonlar o'qida murakkabroq kontinuiim quvvatli to'plamga misol qaraymiz. 

Qaralayotgan bu to'piam Kantor to ‘pla.rni, yoki Kantor inukammal to ‘plami 

nomi bilan tairiqli.

4.7. Kantor to ’plamirii kontiniinm cirrvvatli ekanligini ko'rsating.

Yecliish. Kantor to'piami quyidagidia quriladi. E  =  [0, 1] bo'lsin. Un-

dan i 0! 0 j  =  intervaini diiqarib taslilayrniz, qolgan yopiq to'piamni Fi

1 2
bilan belgilaymiz. Keyin F i dan ) va

V » 9,/
tashlayrniz, ularning birlaahmasini K 2 orqali, qolgan yopiq to'plamni. ya'ni

^ j intervallarni diiqarib

F i\K 2 = “■I 2 7 
3 ’ 9 U

to'plamni F2 bilan (4.1-chizma) belgilaymiz. Bu to'rtta kesmaning har biri 

teng 3 qismga bo'linib, o'rtadagi uzunligi 3“  ̂ teng bo'lgan interval diiqarib 

tasulanadi. Chi(}arib tashlangan 

( 1 2
\27’ 27.)u& |)u(iJ)u(|.i) (-)

to'plamni /Cg bilan. i<2\^3 ni esa F̂  bilan (4.1-diizma) belgiiaymiz. Bu 

jarayonni cheksiz da,vom ettirib, yopiq to'plamlarning kamayuvchi F„ ketma- 

ketligini liosil qilamiz. Agar
,CC

K  =  P )  Fn
n=l

deb belgilasak, K  yopiq to'piam bo'ladi. U [0, 1] kesmadan sanoqli sondagi 

K\y A ’2, ... K ji, .. . intervallarni diiqarib tashlash natijasida hosil bo'ladi. Hosil 

bo'lgan K  to ‘plam Kantor to ‘plami deyiladi.

Endi K  to'plamningstruktiirasini o'rgauamiz. R,a,vshanki, [0, 1] kesmadan 

chiqarib tashlangan intervallarning oxirlari bo'lgan

2 7 8
0 1 i  ^ i
’ ’ 3’ 3 ’ 9 ’ 9 ’ 9 ’ 9 ’

(4.3)
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tiiiqtalai' K  ga tegishli bo'iadi. Biroq K  to'plam faqat shii nuqtalardaii iborat 

oimas. [0, 1] kesmadagi K  ga tegishli boigan iwqtalami quyidagicha xarak- 

terlash mumkiu. Biuiiag uchun [0, 1] kesmadagi har bir x  ni uchlik sistemada 

yoza.miz:
« I  , « 2  , « 3  , , Ot! ,

■” = 3  ' + 5 : +  ■■
bu y(n'(la a„ soultu’ 0, 1 va 2 raqamlardaii birini qabul qilishi rruimkiu. 0 ‘nli 

kasrliu iiolidagidiik bii yerda hatn ba'zi sonlarni ikki xil ko'rinishda yozish 

iiiuinkiu. Masal.'ui,

1 - i  iL  A  - 9 .  1 . 1  
3 “  3 32 3” ^  ”  3 32 3« “

G 1 /3 2 /3

0 1 /9 2/9 1/3 2 /3  7 /9 8 /9  1

1 1 1 1 
0 1 2 1

1 1 1 1
2 X  s 1

I 1 1 r

i  IE. 20 I 8 25 26;!̂
37 27 9 ó  27 27 3 3 27 27 9 9 27 27

4 .1 -ch izm a

Eudi K  lo'phunga tegishli soiilarning uchlik sistemadagi yoyilmasi haqida 
/1  2\

fikr yuritamiz. R.avshanki, I -  intervaldagi sonlarning uchlik sistemadagi
V3 3/

yoyilmasida <n sou albatta 1 ga teng bo'iadi, va  ̂ inter-

valUu'ga tegishli sonlarning uchlik sistemadagi yoyilmasida U2 son albatta 1
t , , , /1  2 \  / 7  8 \ /19 20

ga leug bo'la.cn. Xtuidi shuriga o'xsiiasii
27’ 27

25 26' 

’,27’ 27y

27 2727’ 27/

iutcrvallarga tegislili .sonlar uchun ularning uchlik sistemada -̂ 

gi yoyilmalarida as son albatta 1 ga teng bo'iadi va hokazo. Shunday qilib, 

ixtiyoriy X G [0, 1]\A' sou uchun uning uchHk sistemadagi yoyilmasida qat-
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naehuvchi « i ,  0,2 , . . .  a „ , ... soiilaming kamida bittasi 1 ga teng. Aytilgan inu- 

k)hai;ala.rdan quyidagi xidosa kelib diiqadi: К  to'plarnga teimida bir usul bi­

lan udilik kasr ko‘riuiphida taKvirlauuvdii shunday x  e [0, 1] sonlar kira.diki, 

ulaxga mos « i,  o/^,... a„ ,. . .  ketma.-ketlikda 1 ra.qaiui biror maxta iiam udira- 

maydi. Shunday qilib, har i)ir x  € К  udiun

Й'2 , • - • ö«,! • • ■ (4-4)

ketma^ketlikni mos qo'yish mumkin, bu yerda a« raqam 0 yoki 2 ni qal;>ul 

qiladi. Bunday ketma.-kctliklax to‘plami koiifcinuum quvvatli to‘planuii tashkil 

qiladi. Bunga ishondi hosil qilish udiun liar bir (4.4) kctm.a.-ketlikka

(4.5)

ketma-ketlikni sliunday mos qo‘yamiír.ki, agar =  0 bo'lsa, =  0 bo‘ladi,

a.ga3- a„ =  2 bo'lsa, =  1 bo'ladi. Hax bir (4.5) ketma.-kethkiii, [0, 1] 

kesmadagi biror x  sonning ikkilik kasr yozuvi deb qaxash mumkin. Shunday 

qilib, К  to'plamni [0, 1] ga biyektiv akslantirishni olamiz. Bu yerdan К  

ning kontinuum quvvatli to'plam (ikanligi kelib diiqa.di. (4.3) ketmarketlikdagi 

sonlai- to ’plami sanoqh bo‘lgaiii udiun, !ila.r К  ni tola qoplamaydi. A

Biz ko'rsatdikki, К  kontinuum quvvatga ega, ya’ni [0, 1] kesma bilan 

К  to'plam o'Ttasida biyektiv moshk ma.vjud. Bundan tashqari Kantorning 

mukammal to'plami bir qator ajoyib xossalarga ega. Masalan;

1) Ka.iitor to‘j;>lamining o'ldiovi nolga teng (6.3-misolga qarang).

2) Kantor to'plamining yakkalangan miqtalari mavjud emas.

3) Kantor to'plamining idiki nuqtalaxi mavjud emas.

4) Kantor to'platnl [0, 1] kesmaning hedi yerida zidi ema.s.

Bu xossalarni mustaqii isbotia.shni o'quvdiiga havola qilamiz.

Endi to'plamlar na.zaxiyasida.gi asosiy teoremalardan biri Kantor -Bern- 

shteyn tœremasini isbotlaymiz.
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4.2-teorem a  Bernshteyn). Ixtiyoriy A  va B  cheksiz to'plamlar

berilgan bo‘bin. Agar /1 to ‘plamm B  to‘plamning By qimt f.o‘plamiga biyek­

tiv oMslantiruvchi f  akshntirish va B to ‘plamni A. to ‘plamning Ai qism 

to ‘plamiga biyektiv akslantiruvchi g akslantirish mo,vjud bo ‘ka, u holda A  va 

B  to ‘plamlar ekvivalcntdir.

isbot. üninraiyiikiü chegaraiamasdan, A  va B  to‘plamlar kesisbmaydi 

deb faraz qilishimiz mumkin. ixtiyoriy x — X g  6 A  eiementiii olamiz va 

{ x „ }  ketm.a-ketiikni qiiyidagicha aniqiaymiz. Agar B  to'plarnda g(x)  == xo 

shartni qaiioatiantiriivchi x  element max'jiid bo'lsa, uni xi  deb belgilaymiz, 

■Agar A to‘plamda f ( x )  =  x i tenglikni qanoatlantiruvchi x  element mavjud 

bo‘lsa, uni X 2  deb belgilaymiz. Aytaylik x„ element aniqlangan bo'lsin. Agar 

n juft bo‘lsa,u holda orqali B  dagi ahunday elementni tanlaymiizki (agar 

bunday element mavjud bo‘lsa), x„ — g{x„+i) sliart bajarilsiii, agar n toq 

bo‘lsa, x„+ i—A. dagi shunday elementki (agar u mavjud bo'Lsa), f (x „ + i)  — x„ 

shart bajarilsin. Bu. 3̂ erda ikki holat sodir bo'lishi miraikin.

1. Biror n da ko'rsatilgan shartlarni qanoatlantiruvchi x„+i element rnav- 

jud bo'lmaydi. Bu holda n nomer x  elementning taiiih soni deyila<ii.

2. Cheksi’/ ketma-ketlikka ega bo'lamiz. Bu holda x  elementning 

tartiln clukMZ d(;yiladi.

Endi A. to'plamni uchta to'plamga ajratamiz. Juft tartibli eleinentlardan 

tashkil bo'lgan qism to'plamni A e  orqali, toq tartibli elementlardan tashkil 

bo'lgan qism to'plamni A q orqali va cheksiz tartibli elementlardan tashkil 

bo'lgan (jisin to'plaimii A j orqali belgilaymiz. B  to'plamni ham xuddi shun­

day Be , Bq va B j qismlarga ajratamiz. Tushunish qiyin emaski, / akslan­

tirish A e  lii Bq ga va A j  ni B j ga akslantiradi, akslantirish esa A q . 

ni B e  ga akslantiradi. Shunday qilib, A e  U A j da / ga teng va Aq da g~  ̂

ga teiig ip akslantirish A  to'plamni B  to'plamga biyektiv akslantiradi. A
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4.1 To ‘plam  quvvati tushunchasi. Agar ikkita cliekli to'piain ekviva­

lent bci'lsa, ularning eleinentlari soni teng bo'iadi. .4gar .4 va В  to'plamlar 

ekrv'ivalent bo'lsa, u holda ular bir xil qumatga ega deyiladi. Shunday qilib, 

quv\'at ixtiyoriy ikki ekvivalent to'plamlar uchun umumiylik xusnsiyatidir. 

Chekli to'plamlar uchun quvvat tuvshunchasi odatdagi to'plam elementlari soni 

nuslmnchasi bilan ustma-n.st tusha<ii. Natural sonlar to'plami va unga ekviva­

lent to'plam quvvati uchun Hq (alef nol deb o'qiladi) belgi ishlatiladi. [0, 1] 

kesmadagi barcha haqicjiy sonlar to'plamiga ekvivalent to'plamlar haqida, ular 

kontinuum quvvat ga ega deb gapiradilar. Bu quvvat uchun с yoki H simvol 

ishlatiladi. Kq va с orasida quvvat mavjudmi degan savol juda cliuqur muam- 

mo hisoblanadi. .Analizda uchraydigan cheksiz to'plamiarning deyarli barchasi 

yoki , yoki с qiwvatga ega.

Mii.staqil ishlash uchun savol topshiriqlar

1. Sonlar o ‘qidagi oxirlari raUional bo‘lgan barcha intervallar f,o‘plarnining 

sanoqli ekanligini isbotlang.

2. Tekislikdagi ratsional koordinatali nuqtalar to ‘plamining sanoqli ekanli­

gini isbotlang.

3. Ixtiyoriy cheksiz M  va sanoqli A  to ‘planilar uchun M u A  ~  M  muno- 

sabatni isbotlang.

4. Ikkita har xil cheksiz o ‘nli kasrli yoyihnalarga ega bo'lgan sonlar to'p- 

lamining sanoqli ehmligini isbotlang.

5. Barcha irratsional sonlar to ‘plarnining sanoqsiz ekanligini isbotlang.

6 . Barcha irratsional sonlar to'plamining konlintmm quvva.tga ega ekanli­

gini isbotlang.



7. Koordinata boshidan o ‘tuvchi harcha to 'g 'ri chiziqlar to'plarni [0, 1] 

to ‘plarnga ekvivale.ntrni ?

5- §. T o ‘plam lar sistemalari

5.1. T o ‘plam iar halqasi. Eleinentlaii to'plamiardan iborat to'plam to'p­

lamlar sistemasi deyiladi. Biz iisosaii oldindaii berilgan X  to'piamning qism 

to'plamlaridan iborat sistemalarni qaraymiz. To'plamlar sistemalarini belgi- 

lash nclmn biz gotik alifbosiniiig bosii harflaxidan foydalanamiz. Bizni asosan 

to‘piamlax ustidagi ba’zi amallarga nisbatan yopiq boigan sistemaiax qiziqti- 

radi.

5.1-ta’rif. Agar & to'plamlar sistemasi simmetrik ayirma va kesishma 

amallariga nisbatan yopiq, ya’ni ixtiyoriy A, B  E & to'plamlar uchun 

uAAB G ©  va A Pi B  € & bo 'Isa, u holda & to 'plamlar sisternasiga halqa 

deyiladi.

To'plamlar halqasi quyidagi xossalarga ega.

5.1-xossa. Agar & to'plamlar sistemasi halqa bo'lsa, u holda S  birlashma 

va ayirma amallariga nisbatan ham yopiq bo 'ladi.

Isbot. Ixtiyoriy A, B  to‘i>lainlar udmn .4 U =  (A A i? )A (A  n ¿Í) va 

A\B =  A A {A  n B)  tougliklax o‘i-inii. Bu tengliklaxdaii hamda 6  sistema 

halqa ekanligidan A 'J  B £ & va A\B  € 6  munosabatlar kelib diiqadi. 

Demak, halqa birlashma va ayirma amallariga nisbatan ham yopiq sistema 

bo'lar ekan. A

5 .2-xossa. Agar & to'plamlar sistemasi halqa bo'lsa, u holda & chekli 

sondagi birlashma va kesishma amallariga nisbatan ham., yopiq bo'ladi.

Isbot. Agax G  to'plamlax sistemasi halqa bo'lsa, u holda, 5.1-xossagako‘ra 

6  sistema o'zining A i va A 2 to'plamlaxi bilan birgalikda ulaxning birlashmasi
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va kesislimasini Ьал 1 saqlaydi- Cíiekii iuduktiv qadarnda.ij keyin 6  sisfceiiia
n m

C = ( J / l b  D = ^ f\ B k „  A k , B k e 6  
k-1 *;=!

ko‘r¡iiishda.gi ixtiyoriy chckü yig‘iiidi va kesisíimaíii ha.ni o‘zida saqia.shi keiib 

chiqadi. Ushbu A\A =  0 lenglik ko‘rsa.tadiki, har qauday halqa. o ‘zida bo‘sh 

to^iílamni saqla.ydi. Faqat bo'sh to‘pIa.mdan ibora,t sistema i^umkin bo'lgan 

halqalar ichida erig miiiimali bo'ladi. Д

Agar 6  to‘plainlar sisternasida shunday E  e & to'plam iiiavjud bolib, 

ixtiyoriy A  € & uchuii A П E  =  A  bo'lsa, E  to‘plaiu в  sisteinatiing bir- 

lik elementi yoki bin deyiladi. Sistemaiiing biri deganda shu sistemadagi 

maksimal to'plam tushuniladi. Hamma sistenialar ham maksimal to'plamga 

ega l)o‘lavermaydi. Masaian, natural sonlar to'plamining barcha. chekli qism 

to‘pla.mlarida.ri il:>orat sistemasida maksimal to'plam mavjud emas.

o.2-ta’rif. Birlik elementga ega bo'lgan to'plamlar halqasi algebra deyiladi.

5.1-misol. ixtiyoriy A  to'plam uchun uning barcha. qism to''pia.iiila.rida,n 

tuzilgan 51(A)— sistema, biri E  — /1 bo'lgan algebra bo'iadi.

5.2. Ixtiyoriy A  to'plam uchun uning barcha chekli qism to'plamlaridan 

uzilgaii sistema lialqa bo‘ladi. Bu halqa algebra bo'lishi uchun A  chekli to'plam 

bo'hshi zarur va yetarli.

5.3. ixtiyoriy bo'shiiias /1 to'pla.rn uchun A  va 0 to'planilardan uziigan 

{,.4, 0 } .sistema, biri E  =  A  boigan algebra bo'iadi.

5.4. Sonlar o'qidagi barcha ehegaralangan to'plamlar sistemasi lialqa bo'iadi, 

ammo algebra bo4ma.ydi.

5.1-teorema. Ixtiyoriy {ÍH «} halqalar istem,asi uchun ularrdng kesishmasi

=  pj ÍH„; у ana halqa bo 'ladi.

Isbot. A , B e í R = P \ Í K n  bo'lsin, u holda ixtiyoriy a da A,'B  € ÍH«, 

bo'iadi. ÍHa halqa bo'lganligi uchun A A B  e  9ia, A П В  e  ÍHa- U holda 

A A B  € ÍH \'a A  n 5  e  91. A
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5.2~teorema. Ixtiyoriy ho‘shmaa G to ‘plamlar istejnjisi uchun 6í ni o ‘zi- 

da saqlovcM va & ni saqlovchi barcha 91 halqalarda saqkmuvchi yagona 

iPt (6 ) minimal halqa mavjud.

Isbot. DaBtiiib X  =  U "'I to'plamni uzamiz. Ma’lumki, X  k)‘x>larn- 
Af~e

ning barcia qism to'plamlaridan tu.zilgau % { X )  sistema algebra bo'ladi, 

ya’ni xususiy Iiolda halqa l)o‘ladi va 6  ni o'zida saqlaydi. Demak, ©  ni 

saqlovchi kamida bitta halqa mavjnd ekan. Endi & ni o'zida saqlovchi ham- 

ma ÍH halqalar sistemasini V] bilau belgilaymiz. Isbotlangan 5.1-teoremaga 

ko'ra ® =  Pi JH sistema halqa bo'ladi va & ni o'zida saqla.ydi. Ravshanki, 

izlanayotgau sistema ®  ga teng. Haqiqatan ham, &  ni o'zida saqlovchi ixti­

yoriy ÍH* hajijani qarasak, bisishma ?H 'p]9l(X ) ham sistemadagi halqa 

bo'ladi, demak ®  C 9t*. Shunday ekan, ?B haqiqatan liam, rninimallik ta- 

labini qanoatlantiradi. Bu halqa & sistema ustidagi minimal halqa deyiladi 

yoki (S dan hosil qilirigan. minimal halqa deyiladi va Í5JI (6 ) simvol bilan 

beigilanadi. A

5.2. To ‘planilar yai*im halqasi. Ko'pgina masalalarda, masala.ii, olchov- 

lax aéarij'asida lialqa tusliundiasi bilan. birgalikda un.ga liisbatai: u.rnumiyroq 

bo'lgai! to'plaii'ilax yaritn halqasi tushuiichasi ham muhim aiiamiyatga ega,

5.3-ta’rif. Agar & to ‘plamlar sistema.n quyidagi shartlarni qanoatlantir- 

sa, un-ga yarim halqa deyiladi:

a) & ho‘sh to ‘plamni saqlaydi;

b) & to ‘plamlar kesishmasi amaUga nishatan yopiq, ya’ni € 6 

munosabatdan A n  B  e  & m.uno.$ahat kelib chiqadi;

c) A  € &;  v4i € ©  va -Ai C A ekanligidan 6  sistejnaning o ‘zaro ke-
n

sishnaydigam. Aa,......4„ cAeklMa elementlari mav:jud bo‘lib, .A\./ii =  [J A*
fe=2

tasvir o ‘nnli bo iadi.

Agax .4 to'piam o'zaxo kesishmaydigaii A i, A2, . . . ,  An, to'plamlax birlash-
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masidan iborat bo‘lña, bu birlasiuiia A  to‘pla,imiing cheMi yoyilmasi deyiladi.

Ixtiyoriy 6  to'plamlar halqasi jrai'im halqa bo'ladi, cliunki A  va Ai {A i  C 

A)  to'plamlar 6  ga tegishii bo'lsa, u holda A2 =  -4\.4i € 6  bo'lib, A  =  

Ai  U A2 chekii yoyilma o'riiili bo'ladi. Demak, har qanday halqa yarim halqa 

bo'lar ekau. Quyida biz shunday yarim halqaga misol keltiramizki, u halqa 

bo'la olma.ydi.

5 .5 . Sonlar o'qidagi baxcha [a, b) yarim ochiq intervallax sistemasi -  6  

yarim halqa bo'hshini isbotlang.

Isbot. 0  bo'sh [a, a) =  0 to'plamni saqlaydi. ©  to'plamlar kesishma.si 

amaliga nisbatan yopiq, ya’ni [a,h), [c,cl) G & munosabatdan [a, ^

6  munosabat (5.1-diizrna) k<dib chiqadi. [a, b) € 6 , [ai, bi) e 6  va [aj, hi) c  

[a, h) eka.iiligidan [a, hi) =  [a, ai)U[^i> tasviro'rirdi hamda [a, ai)

va [61, h) lar 6  ga (5.2-chizma) qarashli. Demak, S  yarim halqa bo'ladi. A

[a,4)n[c,d)= [c .b )

•I----
c b

5 .1 -ch izm a

5.6. 5.5-misoIda keltirilgan sistemaning halqa bo'la olmasligini isbotlang.

Isbot. Buning uchun S  sistemaning to'plamlar simmetrik ayirmasi a.ma- 

llga nisbatan yopiq emashgini ko'rsatish yetarli. 6  sistemaiian olingan A  =  

[0, 5) va, B = [ i ,  3) to'plamlarning simmetrik ayirmasini qaxaymiz. Bu hol- 

da A A B  =  [0, 1) 1J[3, 5) (5.2-cliizma) bo'hb, u 6  sistemaga qarashli emas. 

Demak, 6  sistema halqa bo'la olmaydi. A

— I----------1------- )---------1—
a  b

5 .2 -(J iizm a

Endi yarim halqalarning ayrim xossalari bilan tanishib chiqamiz.
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5.1-Iemma. 6  yanrn halqadan A to ‘plam va o'zaro kesishmaydigan A i, 

A2, . . .  ,An to ‘pimrdor olingan bo lib, ularning ho,r biri, A. to ‘plamda saqlansin. 

U holda A i , A 2, . . . , A n  to'plam,larni , .4, € 6  to ’plamlar bilan A
s

to ‘plamning chekli yoyihnasiga qadar to ‘Idirish m,umkin, ya ’ni A =  [J A^.
k = l

Isbot. Lemrnaiii matematik indiiksiya metodi bilan isbotlaymiz. n — I  

bo‘lganda t.asdiquing to'g'ri ekanligi yariiri Inakja ta'riii<ian bevosita kelib chiqa- 

di. Faraz qilaylik, bu tasdiq n =  m  uchim ham to'g'ri bo'lsin. Endi n  — 

vTt+1 ta A i, A2, . . /Im+i to'plamni qaraymiz, ular lemma shartlarini qanoat- 

lantirsin. Farazimizga ko'ra, n — rn da

A =  A iU  A 2U .. .  U .4„ U B i U .. . U Bp (5.1)

tasvir o'rinli. Bu yerda Bi, ■. . ,Bp to'plamlar 6  yarim halqaga qarashli. (5.1) 

tenglikdan A^+i C B i U B2 U ... Bp ekanligi kelib chi<|adi. Agar B^i — 

Afn+i n Bg, q — 1,2,..  . ,p  desak, u holda Aj^+i =  B ^  U B21 U ... U 

tenglik o'rinli. Aniqlanishiga ko'ra Bqi C By bo'iadi. Yarim halqa ta’rifiga 

ko'ra Bg\Bfji to'plamni o'zaro kesishmaydigan Bg2, • • •, Bĝ  ̂€ ©  to'plamlar- 

iiing chekli yoyilmasiga yoyish rnlim.kin, ya’ni Bq\Bgi — Bg2 U U Bq̂ .̂ 

Ravshanki, (o.l)tenglikka ko'ra quyidagi
p  /  r.. \

,4 A i U ^2 U • • • U An  U Ara-H U U U Bqj
9=1 \J=2 “  J

chekli yoyilma o'rinli bo'iadi. Shunday qilib, n — m +  1 bo'lganda lemma 

tasdig'i to'g'ri ekanligi isbotlandi. Shunday ekan, ixtiyoriy n  da lemma tasdig'i 

o'rinli. A

5.2-lemma. 6  yarim halqadan olingan har qanday cheklita A i, A2, .. , ,An

to ‘plam,l<ir sistemasi uchun 6  da shunday o'zaro kesishm,aydigan cheklita 

B i , . . . , B t  to ’plamlar sistemasi nuwjudki, har bir Ak to ’plam B i , . . . , B t  

to ’planilardan ha ’zilo.ri yordarnida

Ak =  U  Bg, Mk C {1,2, . . . ,  i }  
neMk
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yig‘indi ko ‘rinisliida tasvirlanadt.

Isbot. Bu leininani liarn inaternatik iiidiiksiya metodi bilan isbotlaymiz. 

•4gar n — 1 bo'lsa, lemma isboti ko'rinib tiiribdi, chunki bu holda t —

1, B i =  .4,1. Faraz qilayiik, lemma tasdig'i ri =  m  bo'lganda o'rinli bo'lsin. 

Endi lemma tasdig'ining n — m + 1  uchun to'g'riligini ko'rsatamiz. 6  dan ix­

tiyoriy ravish-da A i, A 2, , . . ,  A „+ i to'plamlami olarni'/. Farazimizga ko'ra, 

shunday cheklita o'ŝ aro kesishmaydigan Bi, ■. ■, Bf to'plamlar ma,vjudki,

Ai, A 2, . . . ,  Am to'plamlar uchun

. 4 f c = l j i i , ,  k €
seMk

chekli yojnlmalar o'riuli va .M*, c  {1,2, . . . ,  i } . Endi

-Ssi — Ato+i n S,, .s e  { 1 , 2, . . . ,  i }  

belgil&shlarni kiritamiz. 5.1-lemmaga ko'ra quyidagi chekli yoyilma o'rinli

-4„.+i -  B n  U  ̂ 2̂1U  • • • U  ^ ‘1 U  Ú  i i ;  € 6 , p =  1 , 2. . . . ,  q. (5.2)
p=i

Yarim halqa ta’rifiga ko'ra esa

B , =  B ,i U B „2 U ... U B ,j e  6 ,

chekli yoyilm.alar o'rinli. U holda A; =  1,2, . . . ,  m, bo'lganda

U Ú",'í
seMkj=i

chekli yoyilm,alar o'rinli va

B,j,  i i ;, l < 4 ’ < i ,  l < j < / „  \ < p < q

to'plamlar o'zaro kesishmaydi. Shunday qilib, Bgj, Bp to'plamlar sistemasi 

Ax, . . . ,  Ajn, Am+i to'plamlar uchun lemma shartlarini qanoatlantiradi. A
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5.3. Yarim  halqadan hosil qiiingan halqa. 5.1-bandda ko‘rdikki. ix­

tiyoriy 6  sistema uclniii uiii o'zida saqlovchi yagona minimal halqa mavjud. 

Ammo i.xtlyoriy 6  sistema uchun SDt(6 ) ni & bo‘yicha hosil qilish andia 

murakkabdir. Agar 6  sistema yarirn lialqa bo'lsa, ®1(в ) iii hosil qilish to‘liq 

sha.rhianisiii mumkin. Ya’ni quyidagi teorema o‘rinli.

5.3-teorema. Agar & yarirn halqa bo‘l,sa, и holda Ш {& )  minimal halqa
n

Ak to ‘plamlar {Ak € 6 ) ho‘yicha A  — |J y\k chekli yoyilmaga ega ЬоЧдап 

A  to ‘plamlaniing X  sistem.asi bilan ustm-a-ust tu»hadi.

Isbot. Dastlab sistemaning halqa ekanligini ko‘rsa.ta.uiis;. Agar A va t í  

lar X  ga tegishh bo‘ igaii ixtiyoriy elementlar bo'Isa, u holda quyidagi chekli 

yoyilmalar o'rinli

n m
.4 =  \J Ai, В  =  U  Bj, Л; € e ,  Bj e ©.

¿=1 j - l

e  yarirn halqa bo'lgaiiligi uchun Cij =  A i f ]  Bj e  6 . 5.1-leiumaga ko‘ra 

quyidagi cbekli yoyilmalar ham o'rinli

m Vi n

/ л  =  =  (^.з)
k=i ¿=1 г=1

bu yerda Dik, Eji € ©. Hosil qihngan (5.3) tenghklardan AC\ В  va AA.B 

to'plamlarning chekli yoyilmalarga egaligi, ya’ni

n m /  n r¡ \  \

r̂iB=-UUce> UU ft* и uu^-
va demak, А п В  va A A B  laming X  ga tegishii ekanligi kelib chiqadi. Demak,

X sistema halqa ekan va u ©  ni o'zida saqlaydi. Agar 97l(©) sistema © 

ui o'zida saqlovchi minimal halqa boisa, u holda ixtiyoiiy A € X  to‘plam
n

A  =  (J Ak, Ai e  ©  chekli yoyilma.ga ega va 9H(©) chekli yig'indiga nisbatan 
k^t

yopiq bo'lgani uchun A  e  9Я(©) bo'ladi, ya’ni X  С ÍOÍ(©) . Demak, X  =  

® l(© ). A
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5.4, a - algebralar. Har xii niasalalarda, xiisusan o‘ichovla.r nazari- 

yasida, sanoqlita tc/plarnlai' kesishinasi va yig‘iiidisiiii qaxashga to‘g’'ri keladi. 

Sliunirig uchun, to'plamlar halqasi tuBliunchasidari ta.shqari, quyida-gi tushun- 

chalarni ham qarash maqsadga muvofiqdir.

5.4:~ta’rif. Agar ©  to ‘pl.amlar halqasi uiulan. olingan ixtiyoriy A i, A2, 

A „ , . .. to ‘plamlar ketma-ke.tUgi bilan birgalikda ulaming yig'indisi A =
CX'
U A„ ni ham o'zida saqlasa, u holda ©  sistemaga a - halqa deyiladi. 

n—l
5.5-ta’rif, -Agar ©  to ‘plam,!ar halqasi imdan olingan ixtiyoriy A i , A 2-,

.. . ,  An, ... to ‘plo,mlar ketma-ketligi bilan birgalikda uiarning kesishmasi B  =  

Q  An ni ham o ‘zida saqlasa, u holda ©  sistemaga S - halqa deyiladi.
n-i

5.6-ta’rif. Birlik elementli a - halqa cr - algebra deyiladi. Biriik elcrnentli 

S - halqa esa 5 - algebra deyiladi.

Shuni ta’kidlash lozimki,

U A„ =  }i!\ n {E\An), n An =  E\ U {E\A„.)
n n n n

ikkilik munosobatlaxidan a - algebra va ó - algebra tushunchalaxiuing ust-

ma.-uBt tushishi kelib chiqa.di.

A  cheksiz to'piamning l)archa qism to‘plamla.ri siistemasi 2t(.,4), a - algely-

ra bo'ladi. Agax Ijiror ©  sistema berilgan bo'lsa, doim uni saqlovchi a -

algebra mavjud. Haqiqatan ham, a.gar X  =  A  desak, X  mng barcha
A<se

qism-to'plaxnlaridan tuzilgan % {X )  sistema ©  ni o'zida saqlovchi a - algebra

boiadi. Agar ®  — ©  ni o'zida saqlovchi biror a - algebra va X  uning biri

bo'lsa, u holda ixtiyoriy A e & to'plam A  C X  munosabatga bo'ysunadi, va

shunday ekan, X  =  \J A  C X  ■ Agar ©  ni saqlov<;hi -  (7 - aJgebraiiing 
^€6

biri X  uchun A' =  X  munosabat bajaxilsa, bu a - algebra (©  ga nisbatan) 

keltirilmaydigan cr- algebra deyiladi.

5.4~teorema. Ixtiyoriy bo‘shm.as ©  to ‘plamlar si.sternasi uchun (bn sis­

temaga nisbatan) keltirilmaydigan shvnda.y 53(©) — cr - algebra mavjudki, bu
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o - algebra 6  ni saqlaydi G  ni saqlovcJa barcka cr - algebralarda, saqlanadi.

Bu reoreina isboti harn, birinchi bandda keltirilgat! 5.2-teoremanÍTigihiboí;iga 

o'xshash olib boriladi. 5.4-teoreinada keltiriigan a - algebra ©  sistema ustiga 

qurilgan m.inimal a - algebra deyiladi.

Misol sifatida sonlar o'qidagi barcha [a, 6] keamalar va [a, b), {a, b] yarim 

intervallar va (a, b) intervaliardan tashkil topgan 6  yarim halqani qarasak, 

u holda ©  iistida qurilgai'i minimal a - algebran! 55(©) bilan belgiiaymiz. 

Bu cr - algebra elementlari Borel to'plamlari yoki Borel tipidagi to'plamlar 

deyiladi.

Miistaqjl ishlash iichiin savol va topshiriqlar

1. <j va S — halqaíarga misollar keltiring.

2. Halqaning birlik. elementi (b'i,n) ga ta’n f  bering.

3. Sonlar o'qidagi barcha ochiq va yapiq to'plamlar sistemasi yarim halqa 

(halqa) ta.shkil qiladimi?

4. Sonlar o 'qidagi barcha ehegaralangan to 'plamlar sistem,asi halqa ( yarim, 

halqa) tashkil qiladim,i?

5. Sonlar o'qidagi barcha chekli to'plamlar sistem,asi halqa (yarim, halqa) 

tashkil qiladimi ?

6 . Sonlar o'qidan olingan barcha [a, 6] kesmalar va [a, b), (a, b] yarim 

intermllar va (a, b) intervallor sistem,a.si yarim halqa bo'lishini isbat- 

hing. Bu sisternaning halqa bo'la olm,asligmi ko'rsating.

7. Tekislikdagi barcha yarim, ochiq {{x, y) : a <  x <  b, c <  y <  d} to'g'ri 

to 'Hlrarchaklar .sistemasi yarim halqa ho 'lishini isbotlang. Bu sisternaning 

simMietrik ayirma amaliga rmbatan yopiq ernasUgim ko'rsating.
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I I  bob. 0 ‘lchovli to ‘plamlar

Bn bob iich paragrafdan iborat. Dastlabki C-paragrafda tekislikdagi to'plam- 

ning Lebeg o'lchovi tuslniuchaKi kiritilgan. 0 ‘lchov tiislmiichasi bu — kesma- 

iiing iizunligi, tekislikdagi shaklning yuzasi, fazodagi jismning liajmi kabi tii- 

sliiinclialaming unirirnla.shniat;i natijaaida paydo bo‘lgaii. Bu paragrafda Lebeg 

ma’nosida o‘lchovli to‘))latnlar sinfi Jordan rn,a’riosi<ia o‘lch<jvii to‘plainlar sin- 

fidan kengroq ekanligi ta’kidlangan %-a Lebeg ma’nosida o'lchovli bo‘lgan, am­

mo Jordan ma’nosida o‘lchovli bo'lmagan to'plamga misol keltirilgan. Lebeg 

o'lchovining yarim additivlik, additivlik, sanoqli additivlik va uzluksizlik xos- 

salari (6.6, 6,8-6.9 teoremalar) isbotlangan. Birlik kvadratdagi o‘l(;hovli to‘p- 

lamlar sistemasi a — algebra tashkil qilishi ko'rsatiigan, Bu paragrafning ay- 

rim to‘ldirishlar bandida tekislikda berilgan A  to'plamning Lebeg ma’nosida 

o'lchovli bo'lishligi ta’riflangan. Umumlashtirislilar bandida esa Lebeg-Stiltes 

o‘lchovlari berilgan. Paragrafning oxirgi bandida sonlar o‘c(ida Lebeg ma’nosida 

oichovsiz to'plamga misol keltirilgan. .A.bsolynt uzluksiz, singulyar uzlnksiz va 

diskret o'Ichovlarga ta’rif berilgan hamda ularga misollar keltirilgan.

7-paragrafda o'lchovning urnumiy ta’rifi keltirilgan. Yarim halqada beril­

gan o'lchovni yarim halqadan hosil bo'lgan minimal halqaga davom ettirish 

va davomning yagonaligi (7.1-teorema) isbotlangan. Additiv va <7 — addi­

tiv o'lchovlarning umumiy xossalari keltirilgan. Additiv, ammo a — additiv 

bo'lmagan o'lchovga misol keltirilgan.

Bobning oxirgi, 8-paragrafida yarim halqada berilgan o'lchovni Lebeg bo'yi- 

cha davom ettirish, masalasi qaralgan, Bu yerda ham 6-paragrafdagiga o'xshash 

o'lchovning yarim additivlik, additivlik, sanoqli additivlik va uzluksizlik xos- 

salari isbotlangan. Birlik elementli yarim hakjada a — additiv m  o'lchov 

berilgan bo'lsa, bn o'lchovning Lebeg bo'yicha davomi —fx ham a — additiv 

o'lchov bo'lishi isbotlangan.
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6-§. Tekisiikdagi to‘plamning oHdiovi

Biz bu paragrafda tekislikda Lebeg ma’nosida oldiovli to'plam taViiiiii 

bcrauiiz va oldiovli to'plamlamiiig asosiy xossaiarini isbotlaymiz.

6.1. Elementar to ‘plain o ‘ichovi. Aytaylik a, 6, c va d lax ixtiyoriy 

sotilax bo'lsin. Tekislikda

a <  X < b , a <  X <  b, a <  x < b , a <  x <  h

va

c <  y <  d, c < y  < d , c < y  <  d, c <  y <  d

terigsizliklaming istaigan bir jiifti bilan aniqlangan to'plamlar sistemasi beril- 

gau bo'lsin. Bu to'pla.mlarni to'g'ri to'rtburdia.kIax deb ataymiz.

Bizga a <  X <  b, c <  y <  d, tengsizliklax bilan aniqlangan to'g'ri 

to'rtl-iurdiak berilgan bo'lsin. Agar a <b , c <  d bo'lsa, u diegaralari o'ziga 

qarashli bo'lgan to'g'ri to'rtburdiakiii, agar a =  b va c <  d yoki a <  b va 

c =  d bo'lsa kesmani, agar a =  b, c =  d bo'lsa nuqtani va agar a >  b 

j’oki c >  d bo'lsa, bo'sh to'i.>lainni aniqlaydi. Odiiq a <  x <  b, c <  y <  d 

to'g'ri to'rtburdiak a, b, c va d iarga bog'Iiq ravishda diegarasi o'ziga qarash­

li bo'hnagan to'g'ri to'rtburdiak yoki l:>o'sh to'plam bo'iadi. Yarim odiiq to'g'ri 

to'rtburdiaklaming har l:>iri bir, ikki yoki udi tomonsiz to'rtburdiaklarni, 

odiiq, yarirn odiiq oraliqlami aniqlaydi.

0  deb tojkislikdagi bardia to'g'ri to'rtburdiaklar sistemasini belgiiaymiz.

6.1-lemma. Tekislikdagi barcha to 'g 'ri to'rtburchaklar sistemasi & yarim 

halqa tashkil qiladi.

Isbot. a, b, c va d sonlari bilan aniqlanuvdii odiiq to'g'ri to'rí.burdiak 

a =  b bo'lganda bo'sh to'planuii aniqlaydi, demak 0 € ©  Ikki to'g'ri to'rtbur- 

diakning kesishmasi to'g'ri to'rtburdiakdir (6.1-diizma), ya’ni Pi, P2 € 6  

dan Pi n P2 G & ekanligi keiib chiqadi. Fara.z qilaylik P  =  ,PabeA to'g'ri
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to‘rtburdia.k Pi — Paii,i<iidi to‘g ‘ri to‘rtburdiakni o'zida saqlasin. IJ holda

«  <  oi <  h  <  b, c <  Cl <  di <  d

munosabatlar o'rinli. P\Pi ayirmaiii quyidagicha tasvirlash mumkin.

P\Pl =  P2 U Ps Li P i U i i ,

bu yerda (6,2-duzmaga qarang)

P2 — Pamnd-, P3 ~  Paibdid> Pi — Pbihcdii Ph ~  Paibicci-

Demak, tekiHlikdagi l)ardia to'g'ri to'rtburdiaklar sistemiisi 6  yai'im halqa 

tashkil qilax elam.

V 

d .
ri.--

- -
c

a Ql

0.2-chizma

6 ,1-ta ’rif. S  yarim halqadan olingan va a, b, c, d sonlari bilan aniqlan- 

gan (yopiq: ochiq yoki yarim ochiq) P  — PabcA to ‘g ‘ri to'rtburchak uchun 

m {P )  =  {b — a ) {d — c) sonni mos qo‘yamiz, agar P  bo‘sh to ‘plam. bo‘lsa 

rn{P ) — 0 deymiz va m : 6  to ‘plam funksiyasini o 'lchov deymiz.

Shunday qilil), ©  dagi har bir P  fco'g'ri to‘rtburdia.kka uniiig o'ldiCivi 

m {P )  =  {b — a){d—c) son mos qo'yildi. Bu mosiik quyidagi shaxtlarni qanoat­

lantiradi;

1) m {P )  - ma.ufiy boima.gan haqiqiy son.
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2) m  : 6  —r E  to'piam funksiyasi additiv, ya’ni agar

n

k—1

bo'lsa, u holda quyidagi tenglik o'rinli m { P )  — ^  ni{Pk) .
k=l

P2

Pe

11
03

Q.

6 .3 -c liizm a 6 .4 -ch izm a

Maqsadimiz 1) va 2) xossalarni saqlagan holda m o'lchovni barcha to‘g‘ri 

to'rtburchaklar sistemasi ©  dan kengroq bo'lgan sinfga davom ettirishdan 

iborat. Shu maqaadda SPÍ(©) bilan ©  yarim halqa ustiga qurilgan minimal 

halqani belgilaymiz.

6 .2-ta ’rif. 9Ji(©) halqa elernentlari clem,entar to'piam deyiladi.

5.3-te/jremaga ko'ra ixtiyoriy A € 97i(©) to'piam chekli sondagi o'zaro 

kesishmaydigaii to'g'ri to'rtbnrchaklarning yig'indisi shaklida ifodalanadi va 

aksincha.

5.1-xossa va halqa ta’rifiga ko'ra quyidagi tasdiq o'rinli.

6.1-lemma. Ikki elem,entar to ‘plamning birlashmasi, kesishmasi. ayirmasi 

va sim.m.etrik ayirtnasi yana elementar to'piam bo‘ladi.

Endi 97i(©) halqadagi to'plamlarning, ya’ni elementar to'plamlarning o'l- 

chovi tiishunchasini kiritamiz.
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0.3-ta’rif. Har bir A — (_J I\, G SPT(©) elementar to ‘plam,ga 
k=l

m'{A)  -  ¿  m ( i ’fe) 
k=l

sonni mos qo‘yuvchi rn' : SPT(©) —*• R moslikni aniqlaymiz. m ’{A ) miqdomi 

A to'piamning o ‘lchovi deb ataymiz.

Elementar to'plamlar sistemasi 97t(©) da aniqiangan m ' funksiyaning qiy- 

mati A  elementar to'plamni chekli sondagi to'g'ri to'rtburchaklar yig'indisiga 

j^oyish nsiilidan bog‘lic¡ em.asligin.i ko'rsatamiz. Aytaylik, {P^, fe — 1,2, . . . ,  m } 

va {Qj,  j  — 1,2, . . . ,  n }  laming har biri o'zaro kesishmaydigan to'g'ri to'rt- 

burchaklar sistemalari bo'lib, (6.3 va 6.4-chizmaga qarang)

m  n

A ^ [ j P , ^ [ j Q ,  
k = l  i=\

tenglik o'rinli bo'lsin. U holda ikkii:a Pk va Qj  to'g'ri to'rtburchaklarning 

kesishmasi Pk^^Qj to'g'ri to'rtburchak ekanligidan .4 to'plam, o'zaro kesish­

maydigan i-fc n Qj  to'g'ri to'rtburchaklar yig'indisi shaklida, ya’ni

m n

 ̂=  U U w n o i )
fc=li=l

ko'riiilsh<la tasvirlariadi va
171 rn. n

rn '{A ) 5 3 m (P ,)  ^  ' ■>
k = \  3=1

n n m

j = l  j = l  k =l  

tengliklar o'rinli. Oxirgi tengliklar ko'rsatadiki, A  elementar to'piamning o'l-

chovi m'{A )  uning to'g'ri to'rtburchaklar yig'indisi shaklida tasvirlanish usxi-

lidan bog'liq emas ekan, ya’ni elementar to'plam o'lchovi m'  ning aniqlanishi

korrekt ekan.



1. Agar /1 G 9Л (6 ) to'piam to‘g‘ri to'rtburchak bo'lsa, u holda m '{A ) — 

■m{A) bo'ladi.

2 . Agar A  e  9Я(©) to'piam diekli sondagi o'zaro kesishmaydigaii .4i, Аг.

, A„ elementar to'plamlarning yig'iiidisi shaklida tasvirlansa, ya’ni A  =
n
[J A]e u holda 
k=l

(6.1)
k=l

fsk
t.euglik o'rinli. Haqiqatan ham, A € 971(6) bo'lganligi udiim Ak — \J Pkj,

J=i _

bn yerda {I 'kj} - o'zaro kesishmaydigaii to'g'ri to'rtburdiaklar sistemasi. U 

holda

 ̂ U U rn\A) = 53 X] •
*;=lj=l k=i j= l k=l

(6.1) tenglik m ' o'lchovning additivlik xossasini ifodalaydi.

6.1-teorema. Agar A € SPT(6 ) va { A „ } -  elem,entar to'plamlarning

chekli yoki sanoqli sistema,si bo 4ib, A  С ÍJ An bo ‘Isa,
n

1

•m' (/1) <  m' [An] (6.2)
n

teng.sizHk o'rinli bo'ladi.

Isbot. Ixtiyoriy £ >  0 va A elementar to'piam nchuu

rn! [A ) >  rn'{A) -  ^ (6.3)

tengsizlikni <^anoatlanf:iruvchi va A. to'plamda saqlaraivchi yopKj .4 elementar
4(6 — Cl d — c) .

to'piam mavjud (6.5-chizma,ga qarang, n > --------- ;;;--------- .)

Har bir elementar .4„ to'piam udnm ochiq A„ D -A„ elementar to'piam 

mavjudki (6.6-cliizmaga qarang)

m ' ( A „ ) < m ' ( A „ )  +  ^  (6.4)
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tengsizlik bajariladi. A  va A„ to‘pk«nlaming tanlanishiga ko'ra A c . \ J A „
n

munosabat o'rinli boiadi.

6 .5 -ch iz in a

Odiiq to'plamlar sistemasi ■ dan Geyrie-Borel lemmasiga ko'ra A  ni 

qoplovdii diekli sondagi A„^, A„2, . . . ,  An  ̂ t.o'piamiarni ajratish mumkin. A  

to'plam chekli sondagi to'g'ri to'rtburchaklar bilan qoplangani uchun

ft
m ' ( A )  ( a „ ,) (6.5)

a=l

tengsizlik o'vinW. (6.3) va (6.5) hamda (6,4) lardan

s ^  ^

'i '(A ) <  jn 'iA ) +  ^ +m  I
n-li=l

oo CX3 ^  oc

+ 5  <  E  + E  5 * 1 + 5  =
n = l

2«+i 2
n—l n=l

ni hosil qilamiz va £ >  0 ning ixtiyoriyligidan (6.2) tengsizlikning isboti kelib 

chiqadi. A

6.1-teorema tasdig'idagi (6.2) tengsizlik, m- o'lchovning yarirn additivUk 

xossasi dejaladi.

rn' o'lchovning yarim additivlik xossasidan uning a - additivlik xossasi 

kelib chiqadi, ya’ni quyidagi tcorema o'rinli.

50



6.2-teorema. A. elementar to'plam sanoqli sondagi o ’zaro kesislim.aydigo.n 

At, A2, An, ■ - • elementar to ’plamiarning yig‘indisidan iborat, ya’ni A —
oc-
IJ An bo'lsin. U holda quyidagi tenglik o'rinli

n = l

rn'' {A )  =  Y\rn ' {An ) .  (6.6)
n—l

Isbot. m ' o‘lchovning chekli additivlik xossasiga ko‘ra, ixtij^oriy N  € N 

rn'{A) > m ’ \ j A n  =  ^  m\An)
\i?,=l /  n = l

tengsizuk 0‘rinli. Agar N  -^  00 da limitga o‘tsak,
00

m '{A ) >  ^  rn' {An)
n~l

bo'iadi- 6.1-teoreinaga ko’ra

m '{A ) <  ^  m' (An) .
n - l

Oxirgi ikki muiiosaba.tdaa:i (6.6) tenghk kelib ciiiqadi. A

6.2. Tekislikdagi to 'p lam iarning Lebeg o'lchovi. Geometriya va kla.s- 

Bik aiialiüda, iidiraydigan to'plamlar faqatgina elementar to'i)lamlaidaa iborat 

})o‘lmaydi. Sim sa.babli o'idiov tushu;ticha.sini, lining xossaiarini saqlaga.n liol- 

da (ilcmentaj’ to'plainliir ñistema.Hi SDt(6 ) dan kengroq to'plamlar sistemasi 

udiim a.uiql(whgfi. l,ia<ra.b>.t qih'uniz.

L(.'b(;g oichovi nazariyasini bayoa qilisli jarayonida bi«ga nafaqat chek-

li, balki click,siz sondagi to'g'ri to'rtburdiaklar. birlashmalarini ham qa.raijliga 

to'g'ri keladi. Bunda birdaniga cheksiz o'lchovii to'plamlarga duch kelma.slik 

uchun, dastlab E  =  { {x ,y )  : 0 <  x  < 1 ,  0 <  y <  1} birlik kvadratda 

Kaqlamivchi to‘pla,mIar bilan chegaralanamiz.

6.4"ta’rif, Ixtiyoriy A C E  to'plam uchun

' k k
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son A f.o‘plmnning tashqi o ‘lchovi deyiladi. Bu yerda o,niq quyi chegara A 

to'plamni qoplovcki to'g 'ri to'rtburchaklarning ЬатгЛа chekM yoki sanoqli sis­

temalari bo'yicha olinadi.

6.1-eslatma. Agar .4—eloniexitar to‘plain bo'lsa, u hoida ¡j,*{A )̂ — rn'{A). 

Haqiqatan bam, A —elementar to'piaiu Pi, , t ’n to'g'ri io'rtburdiak-

larning birlaslnna^i ko'rinishida tasvirlansin, ii holda

n

w  =  (6-8)
k^l

{  Pfc} to'g'ri to'rtbnrdiaklar fiistemasi .4 to'plarnni qopla.ydi, shuning ndmn 

(6.8) o'rinli.

Ikkinchi tornoridau, { Q j }  sistema A  to'plamni qoplovchi chekh yoki sanoqh

sorida.gi ixtiyoriy to'g'ri to'rtburdia.klar sistemasi bo'lsa. 6.1-te<3remaga ko'ra

m '{A ) <  Yl''^ÁQi) diiqadi. Shuning uchun
i

m '{A ) <  inf Y ,  H Q i )  =  (6.9)
3

Demak, (6.8) va (6.9) lardan m '{A ) =  /л*(Л) tenglikka ega bo'lamiz. Shunday 

qilib, ÜTÍ(©) da m' va ц* o'ldiovlar ustma-ust tusliaj eka.n. Д

6.3-teorema. Agar chekli yoki sanoqli sondagi {-4„,} to'plamlar sistema.ú 

tichun j4 С IJ An bo 'Isa, и holda
n

f i * {A )< Y , , f i * {A n )
n

tengsizlik o'rinli. Xususan, agar A С В  bo'lsa, l^*{A) <  ix*{B) bo'ladi.

Isbot. bitiyoriy с >  0 va har bir 4 « uchun tashqi o'lchov ta’rifiga ko'ra 

to'g'ri to'rtburchaklarning shunday chekh yoki sanoqh {Pnk} sistemasi ma,vjud- 

ki,

A  с  M  Prnt va V  m (P„/,) <  //' (Л )  + ¿  
к к
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bo'ladi. ü liolda quyidagilar o'rinli:

A  c  U U  y ]  m (P „ ,) <  ^ / r  (..4„) +  ff.
n k n k «

e >  O aonning ixtiyoriyligidan teoreinaiiing isboti kelib chiqadi. A

Ma’lumki, elementar to'plairdar sistema-si da m ' va u* lar ustma-

usr tushadi. Demak, 6. ¡ -teorema 6.3-teoremaniiig xususi.y hoiini ifcxlalaydi.

6.5-ta’rif. BizgaA C E  to'piam berilgan bo'lsin. Agar ixtiyoriy >  O 

uchun -shunday B  C. E  elem-entar to'piam mavjud bo'lih, f i * (AAB)  <  £ 

tengsizlik bajanlsa, u holda /4 Lebe/j ma’nosida o'lchovli to'piam deyiladi. 

Agar A  Lebeg m,a’nosida a'lchovli to'piam bo'lsa, uning o'lchovi deb tashqi 

o'lehovini qabul qilamiz.

iX{E) bilan E  ning barcha o'lchovli qism to'plamiaridan tashkil topgan 

sisternani belgilaymiz. /j bilaii ¡j,* to'piam ñmksiyasiiiing dagi qismini

belgilaymiz, ya’ni ixtiyoriy .4 e  í i (¿ ')  uchun f i{A)  =  ¡j!^{A). Aniqlanish 

sohasi bo'lgan ¡j. to'piam funksiyasi Lebe^ o'lchovi deyiladi. Shunday

qilib, o'lchovli to'plamlar sistemasi va unda Lebeg o'lchovi aniqlandi.

Bizning asosiy maqsadimiz o'lchovli to'plamlar sistemasi i i {E )  ni chek­

li yoki sanoqli sonxlagi to‘j)latnlarn,ing birlashmasi va kesishrnasiga nisbatan 

yopiqligini k<,)'rsatishdan, ya’ni íí (¿ ')  ning a algebra tashkil qilishini isbot- 

lashdan ib(jrat.

6.2-e.slatiria. Agar (6.7) tenglikda aniq quyi chegara A  to'plamni qop- 

lovchi barcha elementar to'plamlar bo'yicha olinsa, A  t.o'plamning Jordan 

ma’nosidagi tashqi o'lchovi hosil bo'ladi, u ,j*{A) bilan beigilanadi, ya’ni

/ ( . 4 )=  inf ¿ m ( P f c ) .
Ac U Pk k=l 

k=l
üshbu j:^{A) — l —j * {E \ A )  miqdor A  to'plarnning Jordan ma’nosidagi ichkt 

o'lchovi deyiladi. Agar j * ( A )  =  j i,{A)  bo'lsa, u holda jí Jordan ma'nosida 

o'lchovli to'piam deyiladi.
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Shuni ta’kidlaah joizki, agar A  Jordan ma’nosida o‘k;hovli to‘plam boisa, 

u Lebeg ina’nosida ham oichovh to'plam boiadi va bu oichovlar o‘zaro teng 

boiadi.

Hozir biz Lebeg ma’nosida oichovh, ammo Jordan ma’nosida oichovli 

boimagan to'plamga mi.sol keltiramiz.

6.1-misol. A c . E  birlik kvadratdagi barcha ratsional koordinatali nuqta- 

lar to'plaini boisin. Uning Lebeg ma’nosida oichovli, ammo Jordan ma’nosida 

oidiovli em.asligini isbotlang.

Isbot. A  va E\A  to'plamlar E  da zich bo'lganligi uchun

/ (/ Í) =  1, f ( E \ A )  =  1

tengliklar o'rinh. Bu yerdan ,h (A ) = 0  va J* (A)  ^  J*(A). Demak, A to'plam 

Jordan ma’nosida o'Ichovli emas. Ma’hnnki, A  sanoqli to'plam (3.3-misolga 

qarang), shuning uchun uning elementlarini (x/., y^), A; e  N  ko'rinishda nomer- 

lab clricjish nurnikin. Shmiday ekan,

CO

^  =  U  y ) - ^ k < x <  Xk ,  V k < y <  Vk} ■
k=l

Ikkinchi tomondan ixtiyoriy k e 'H  uchun m(i-fc) =  0. Bu yerdan i-i*{A) =  0 

ekanligi kehb chiqadi. Sluini ta’kidlash lozimki, tashqi o'ldiovi nolga teng 

bo'Igan har (janday to'plam o'Ichovli to'plairulir. Buning tichun elem,eirf.ar 

to'plam sifatida B  — % ni olish yetarli:

f i * {AAB)  =  ^*(.,4A0) =  /i*{A) =  0 <  £.

Demak, A  Lebeg ina’nosida o'Ichovli to'plam. Shunday qilib, A  Lebeg ma’no­

sida o'Ichovli bo'Igan, lokin Jordan, ma’nosida o'Ichovli bo'lmagan to'plamga 

misol bo'ladi. A

6.4-teorema. 0 ‘lchovli to'piamning to'ldimvchi.'ii o'lchovltdir.
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Isbot. Teorernaning tasdig'i elemental’ to'plannnng toidiruvchisi elementar 

to'plam ckauligidan va

A A B  =  {E\A )A {E\B )

tenglikdan (l-§ da.gi 2-topshiriqqa qarang) kelib ciiiqadi. A

6.5-teorema. 0 ‘lchovli to ’plamlar sistemasi ÍL{E) halqa ho‘íadi.

Isbot. Teoreinani isbotlash uchun o'lcliovli to'plamiarning kesishmasi va 

simmetrik aviiinasi yana o'lcliovli to'plam elfii.nhgini ko'rsatish yetarli. A j, A2 

o'khovll to'plamlar bo'lsin. 6.5-ta’riíga ko'ra, ixtiyoriy e >  O son uchun siiuri- 

day El € M (© ) va B2 € 3JÍ(©) elementar to'plamlar mavjud bo'lib, quyida.­

gi tengsizliklar bajariladi

M *(A iA iíi) <  |, (X*{A2A B 2) <  |.

Uholda (,4in Á 2)A (.B in i32) C (A iA .B i)U (/Í2Aí?2) munosaba.tdan vatashqi 

oichovning yarim additivlik xossasidan

fi*{{Ai n A2)A {B i  n B 2) )  <  iJ.*{AiABt) +  ix*{A2A B 2)  <  e

ga oga, bo'la.iuiz. Bi f1 B2 ning elementar to‘i>lam ekanligidan A i n A2 ning 

oichovli to'i>líun eka,nligi kelib chiqadi.

Ikki to'{)lam sinuni^trik ayirma-sining o'lchovli ekanligi

(yliA.4.2)A(;:íiAiÍ2) =  {AiABi)A{A2AB2) C (.4iAS,) UÍ^aASa)

munosabatdan hainda fi* o'lchovning yarim additivlik xossasida,n kelib chiqa­

di. A  

Agar o'lcliovli to'i,>laínlai- sisteni&si í i {E )  da birlik element mavjud bo'lsa, 

u algeljva tashkil qiladi. U{E )  da E  =  {(.r, y) : O <  x <  1, O <  y <  1} 

to'plam birlik element shartlarini qanoatlantiradi. Demak, o'lchovli to'pkmlar 

sistemasi íd{E) algebra tashkil qiladi.



6.5-teorema, va 5.1-5.2 xossa,la.rdan quyidagi tasdiqlar kelib chiqadi.

6.1-natija. Ikki o'lchovli. to'plarnning birlashmasi va ayirrnasi yana o'lchovli 

to ‘plamdir.

6 .2-riatija. Chekli .^ondayi o'lchovli to'plamlarning birla.'ihtnasi va kesi;>h- 

rnasi yana o 'IchovU to 'plamdir.

6 .6-teorem a (O'lchovning additivlik xossasi). .Agar A i , A 2, . . . , A n  lar 

o'zaro kesishrnaydigan o'lchovli to ‘plarnlar bo'lsa, u holda

/ n \ n 

\Jk=l /  fc=l

tenglik o'rinli.

Teoremani isboMashda cjuyidagi lemtnadaii foydaiaiiiladi.

6 .2-lemma, hiiyoriy A va ti to'plarnlar uchun

\^J,\A) - ll\B)\<,J^{AAB)

tengsizlik o 'rinli.

Isbot. A c . B U { A A B )  bolgarii vichiin G.3-teoremaga ko'ra

^i*{A) <  n*{B)  +  n*{AAB ) .

Bu yerdari >  ^*{B)  hoi uchun lemmaning isboti kelib chiqadi. Xuddi

shunday, c  A  U [ A A B )  livunosabatdaii

f i * i B ) < ^ * i A )  +  f i * (AAB)

ni olamií!. Yuqoridagi iki tengsizlikdan

\f i* {A) - i . i * {B)\<iJ,\AAB) .  A

6 .6-teorem aning isboti. Tcoremariing isbotida biz clenioiitar to'plamlar 

uchun 0‘rinli bo‘lgai:i l^*{B) =  m'{B) ,  B  € StJi(6 ) tenglikda,n aytjiiaiidau 

foydalanib ketamiz. Teoremani n =  2 uchun isbotlash );’etarli. Bizga A\ va A 2
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o'zaro kesishmaydigan o'Ichovli to'plamlar berilgan bo'lsin. 6,5-ta rifga Ko'ra 

ixtiyoriy e >  0 son iichim shunday B¡ va B 2 elementar to'plamlar mavjudki,

t.engsizliklar bajariladi. A  =  ,Ai U A2 va В  — B i  U B 2 deymiz, 6. l-natijaga 

ko'ra A  to'plam o'Ichovli. Ai va A 2 to'plamlar o'zaro kesishmaganligi uchun 

B i  (~i B 2 С {A iA B i )  U {A2A B 2 ) munosabat o'rinli (l-§ dagi 5-topshiriqqa 

qarang). Bu munosabatdan va 6.3-teoremadaii m '{B i  П B 2 )  <  2s tengsizlik 

kelil) chiqadi. 6.2-lemm.aga ko'ra,

¡.i*{Ai) -  e <  i.i*{Bi) -  m '(ii i )  <  +  0  ^

IJ-4A2) -  s <  i f { B 2 ) -  m'{tí2) < РП Л 2 ) + - J '
Endi m' o'lchovning additivlik xossasiga hamda (6.10) ga ko'ra,

m '{B) = +  7п (В2) -  m '{Bi П B2) >  ¡ / {A i)  +  ̂ *(̂ 2) -  Ae. (6.11)

Quyidagi tengsizlik o'rinli

>  m’{B ) -  ^i*{AAB) >  rn'{B) - 2e >  ^t*(A i) +^^^■(yÍ2) -  6s.

Birinchi tengsizlik 6.2-lemmadan, ikkinchi tengsizlik

/1Д В  С (Л , Д  B i)  !J  (Л 2 Л  B 2)

munosabaUlan., uchinchi tengsizlik (6.1!) dan kelib chiqadi. гг >  0 sonining 

ixtiyoriyligidan

^ 4 A ) > u 4 A i )  +  fi4A2)

ni hosil qilamiz. Teskari tengsizlik

/ / (A )< / .* (A i)+ / / (A 2 ) 

esa A  с  /I1 U A 2 munosabatdan hamda 6.3-teoremadan kelib chiqath. Demak,

//(A) =  //(A i )-H m%42)
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tenglik o'rinli. A l, A 2 va A  to'plamlar o'lchovii bo'lganligi uchun /j,* ni /.1 

bilan ahnashtirish mvunkin, ya’ni /j(A ) =  /-¿(Ai) +  /u(A2) . A

6.3-natija. Ixtiyoriy A  C E  o'lchovli to ‘plam uchun

IJ . { E \ A )^ 1 -H { A )  (6.12)

tenglik o 'rinli.

Isbot. A va E \ A  to'plamlar o'zaro kesíshmaydi va

^,{A) +  ¡x {h \ A )^ ^ > {E )= ^ l

Bu yerdan (6.12) tenglik kelib chiqadi. A

6.7-teorem a. Sanoqli sondagi o ‘lchovU to ‘plamlaraing birlashrnasi va ke­

sishmasi yana o ‘lchovli to ’plamdir.

Isbot. A l, A 2, . . . ,  A „ , . . .  — o'lchovli to'plamiarning sanoqli sistemasi bo'-
00

Hb, /1 =  (J An bo'lsin. Quyidagi belgilashlarni kiritamiz
n=l

n - l
A\ — A l ,  ==: /1„\ [J  Ak, n  >  2. 

fc=i

(X)
Ravshanki, A  =  IJ A'^ hamda A'^ to'plamlar juft-jufti bilan o'zaro kesish- 

n=l
maydi. 6.1 va 6.2-natijalarga ko'ra, to'plamlar o'lchovh.

6.6-teoremadan hamda tashqi o'lchovning yarirn additivlik xcjssasidan ix- 

tiyoriy chekli n e  N  uchun quyidagiga ega bo'lamiz

/ n \ n 

\fc=l / k=l

OC

Shuning uchun y i  M (A '„) qator yaqinlashadi. Demak. ixtiyoriy s >  O son
n=l

uchun shunday n,) mavjudki,

(6 1 3 )
n>no
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na
tengsizlik bajaxiladi. C  =  [ j  A'„ to'piam o'lcliovli to'plamlarning chekli yi-

n= 1
g'indisi sifatida o'lchovli bo'lgani uchun, shunday B  elementar to'piam mavjud- 

ki,

t . i * { C A B ) < ~  (6.14)

tengsizlik bajcwiladi. U holda

A A B c i C A B )   ̂j(u<)
\n>no /

munosabatdan va tashqi olchovniug yarim additivlik xossasidati liainda (6.13) 

va, (6.14) lardan foydalansak,

 ̂ .  e
M* (A  A B ) <  ( i *{C  A  i í )  +  /i* U  .4;  ^

\n>no /

kelil) chiqadi. Demak. A  o'lchovH to'piam ekari.

O'lchovli t,o'pla.mlamiug to'ldiruvchisi o'iciiovh eka.nligida.n hamda

f| / l „  =  A Í J ( í ; \ ^ j
n n

fcenglikdan sanoqli sondagi o'k:hovli to'plamlarning kesishmasi ham o'lchovli 

ekanligi kehb chiqadi. A

6.4-natija. 0 ‘lchovli to ‘plarnlar sistemasi iX {E ) , <r algebra tashkil qiladi. 

Natijaning isboti 6.7-teoremada.ii hamda ií(./i') sistemada E  =  [O, 1] x  

[O, 1] ning bii'lik element eka.nligidaii kelib chiqadi.

6.7-ieorema 6,2--naí;ijaDÍiig uaiuinlaslimasi hisoblanadi. 6.6-teciremaning 

umumlashmasi quyidagidia.

6.8~teorem a (O ichovning a — additivlik xossasi). Agar { A „ } — o ‘zaro 

kesishrnaydigan o'lchovH to'plamlar ketma-ketiigi uchun

00
a = \ J a „
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J

bo ‘Isa, u holda quyidagi tenglik o ‘rinli

CO

M '4 ) =  (6.15)
n=l

k
Isb o t. Ixtiyoriy A' € N  da IJ A„, C .4. 6.6 va 6.3-teoro;nialarga ko‘ra

n—l

k k

U ^ 4 „ U X ^ , u ( A , ) < M ^ ) .
n=l / n=l\n=

Agar k oo da liniitga o‘tsak,

OO

l ] / i ( / W . < M - i )  (6.16)
n—i

tengsizlikfca. ega- bo‘ia.miz. Oichoviiing yarim a.dditivlik xossasiga ko'ra,

H{A) < J 2  . (6.17)
n - l

(6.16) va (6.17) dan (6,15) tenglik kelib chiqadi. A

Yuqorida keltirilgan t(»rem a o'lchovning sanoqli additivlik yoki a — addt- 

tivlik xossasi de.yiiadi. O ldiovning a — additivlik xossasidan uning uzluksizlik 

xossafii kelib chiqadi.

6 .9 -teorem a ( 0 ‘lchovning uzluhsizUk xossasi). Agar o'Ichovli to ’plamlar-
OO

ning A i D  A.2 D  . . .  D An D . . .  ketma-ketligi uchun A  =  y4„, bo ‘ba, u
n—l

holda

li{A )  =  lun fi{An ).
n —>oo

Isbot. A  =  it to ’piam bo'Igan hohii (larash yetarli, chuiiki uuiuiriiy hoi 

An ni A„\.4 bila,n almasiitiriBh natijasida .4 =  0 holga keltiriiadi. Quidda.gi

/11 .= (A i \A2) U (/l2\/i3) U (A3\/l4) U ...

va

A n  — (A jv\A jv+l) U (AjV-i l\/ljV+2) U (.4Ar+2\AAT+3) U • • •

GO



tengliklar o'rinli va qo'shiluvchi to ‘pla.mla.r juft-Jufti bilan o‘za.ro kesishraa.ydi. 

Oichovning cr— additivlik xossasiga ko'ra

OO

=  (6.18)
n -l

OC

ĵ.{An ) =  E  A'(-4„,\yl„,+i). (6.19)
n - N

(6.18) qator yaqinlaslruvchi bo'lgani ucliua uning qoldig'i (6.19) iV —> oo da 

nolga intiladi. Shunday qilib,

liin ij,{Am} = 0 .  A
j\ -*0C.

6-5-natija. Agar Ay G A 2 C. . . .  C An C . . .  0 ‘Ichovli to ‘plamlar ketrna-
OO

ke.tligi uchun A. =  U  <4„ bo ‘ka, u halda
n—l

/v,(A) ^  Ihn //(A,)-
n->oo

Natijani isbotlash uchun An to'planilanian ulai-ning to'ldiruvchilarigao'tisli 

va 6.,9-teoremadan foydalanish yetaiii.

6.3. A y r im  toHdirishlar, Biz yuqorida faqat birlik kvadrat 

E  — {(a;, y) : 0 <  X <  1, 0 <  y <  1 } da saqlannvchi to'planilarni qaradik. 

Bu cheklashdan xaios bo'lisli mumkin. Aiaiumid, ¡jj juft-jufti bilan o'zaro 

kesishmaydigan

Emn =  {(.i^, \i) '■ m <  X <  m  +  1, n <  y <  n  +  1 }

( m, n— butuii soiilax) kvadratlar yig'iudisi ko'rinisliiiia tasvirlash mumkin:

U  Err,.n.

6.6~ta’rif. Agar istaigan in, n  hutun sonlar uchun Amn — A n  Emn 

to'plamlar o ‘lchovH bo‘lsa, u holda A  to ‘plarn o ‘lchovli deyiladi. Agar A
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to'piam o'lchovli ho'ba,

m,ni--̂

qator yig'indisi A  to'plarnning Lebeg o'lchovi deyiladt.

Agar (6.20) qator yig'indisi chekli bo'lsa, A  chekli o'lchovli to'piam  deyila­

di. Aks holda A  cheksiz o'lchovli to'piam, deyiladi. Shuiiiiig uchun /i oichov 

cheksiz qiymat ham qalnil qilishi murnkin. O'lchov va o'lchovli fco'pla.mlarning 

yuqorida o'rnatilgan barcha xossiilari bu hoi uchun ham o'rinli bo'ladi. Biroq

6.9-teoreniada (6.18) (jator yaqiulasliuvclii bo'lishi uchuii i-i{A i) <  + cxd sliart- 

ni qo'shisliimiz kerak bo'ladi. 'Takidiasli k^iiiiki, sajioqlita chekli o'lchovli 

to'plamlar yig'indisi cheksiz o'lchovga ega bo'lishi mumkin. Tekislikdagi bar­

cha o'lchovli to'plamlar sinfiai it(lR^) bilan belgilaymiz.

Bu paragrafda tekislikdagi to'plaiiilar uchuu Lebeg o'lchovining qurilish 

usulini bayon qildik. Sonlai' o‘qi M dagi va uch o'lchamii fazodagi to'p­

larnlar uchiui ham Lebeg o'lchovi shunga o'xshash usulda quriladi. Masalan 

sonlar o'qida o'lchov dastlab (a, b) iutervallar, [a, 6] kesinalar va [a, b), 

{a, b] yarim intervallardan tashkil bo'lgan 6 i  yaxim halqada, ularning uzun- 

ligi sifatida a.niqlanib, keyiu 6 i  fii saqlovchi minimal halqaga da.voin ettirila.- 

di. Uudan keyin esa tekislikdagiga o'xshash usulda Lebeg ma’nosida o'lchovli 

to'plamlardan iborat <j  algebragacha davorn ettiriladi. Aynan shunga o'xshash 

usulda Le!>eg o'lchoviui istalgan n— o'lcliamli Evklid fazosida ham qurish 

rminikiu. Tekislikda Leijeg ma’iiosida o'lchovli to'plamlariii kiritish jarayoni- 

da odatdagi yuza ta ’rifidan kelib chiqdik. Shunga o'xshash bir o'lchamii holda 

Lebeg o'lchovining kiritilishi irrterval (kesnia, yarim interval) uzunligi tushun- 

chasiga asoslaiiadi.

6.4. A y r im  umuinlashtirishlar. Uuiuman olganda o'lchov tushunchasiiii 

boshqacha usulda, yâ ’ni ununniyroq usulda kiritish mumkin. Bu uiruimiyroq 

usulni sonlar o'qidagi to‘pla.mlai uchun a.malga oshiramiz.
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Bizga Hoiiiar o'qida aniqiangan kamaymaydigan o'ngdan uzluksiz F  funk­

siya berilgan bo'lsin. Interval, kesrna va yarim intervallarga F  funksiya yor­

damida quyidagi sonlarni mos qo'yamiz;

rn ((a, Щ) =  F {b  -  0) -  F {a ), m  ([a, 6]) -  F {b ) -  F {a  -  0),

m  {{a, 5]) — F {b ) -  F {a ), m  ([a, 6)) =  F{h  -  0) -  F {a  -  0).

Ravslianki, bu usulda aniqiangan ni interval (kesma va yarim interval) funk- 

siyasi manfiytna,s va additiv. Yarim hai()ada kiritilgan bu oici^rovga yuqorida- 

gidek mulohazalarni qoilab, qandaydir Hf { ')  o ‘ lcliovni qurishimiz mumkin. 

Bimda X̂F oichovga nisbatan oichovli boigan to‘plamlarning iXp sistemasi 

sanoqli yigindi va sanoqli kesishrnaga irisbatan j'opiq boiadi, o id iov  

esa o — additiv boiadi. Umuman olganda, ßp  o id iovga  nisbatan o id iov li 

to'plamlar sinfi F  funksiyaning tanlanishiga bogiiq. Ammo E  da o'ngdan 

uzluksis, kamaymaydigan istalgan F  funksiya udmn ochiq va yopiq to'plamlar, 

shunirigdek, ulaming istalgan sanoqli yig'indi va sanoqli kesishmalari o'Ichovli 

to'plamlar bo'ladi. U j'oki bu ka;maymaydigan o'ngdan uzluksiz F  funksiya 

vositasida qurilgan /лр o'lchov Lebeg-Stiltes a ‘lchovi deyiladi.

Bizga Lebeg o'lchovi ¡j, va Lebeg-Stiltes o'lchovi ¡j,p berilgan bo'lsin.

6 .7 -ta ’rif. Agar ß (A ) =  0 ekanligidan l-tp{A) =  0 kelib chiqsa, /xp ab- 

solyut uzlvksiz oHchov deyiladi. Aga,r ßp o ‘lchov chekli yoki sanoqli qiymat 

qahul qiluvchi F  funksiya yordamida aniqlansa, ¡.ip diskret o ‘lchov deb ata- 

ladi. Agar ßp o'lchovda istalgan bir nuqt.ali to'plam  0 oichovga ega bo‘Isa 

va Lebeg olchovi nolga teng bo'Igan biror A  to'plam uchun ¡.ip{M\A) — 0 

bo'lsa, и holda ¡ip  singulyar o'lchov deyiladi.

Ko'rsatish mumkinki, istalgan o'lchov absolyut uzluksiz, diskret va singul­

yar o'ldiovlar yig'indisi ko'rinishida tasvirlanadi va bu tasvir yagonadir.

6.5. O ‘lchovsiz to ‘p lam iiin g  ma^^judligi. Biz ko'rsatdikki, Lebeg ma’­

nosida oichovli bo'Igan to'plamlar sinfi yetarlidia keng. Tabiiy ravishda Lebeg
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ina’ii08ida o id iovsiz to'plam mavjudmi? - degan savol paydo bo'ladi. Bu savol 

ijobiy yediilÍHliini ko'rsatamiz. O id iovsiz to'plamni qurishni sonlar o'qida amal- 

ga osíriramiz.

6.2-m isol. ehegaralangan oidiovsiz to'plamga misol keltiring.

Yecliish . Buning udiun [—1, 1] kesmaning nuqtalari orasida ekvivalentlik 

tushundiasini kiritamiz: agar x  va y ning ayirmasi x — y ratsional son bo'lsa, 

ular ekvivalent deyiladi. Bu munosabat ekvivalentlik munosabati bo'ladi. Shu- 

ning udiun [-1 . 1] kesma o'zaro ekvivalent, bo'lgan elementlarilan iborat 

K {x ),  X € [—1, 1] sinflarga ajraladi. Bunda turli sinflar o'zaro kesishmaydi. 

Shunday qilib [—1, 1] kesma o'zaro kesishmaydigan K {x ) ,  x €  [—1, 1] sinf­

larga ajraldi. Endi bu sinflarning har biridan bittadan element tanlab olib, bu 

taniab olingan eiem.entlar to'plamini A  bilan belgiiaymiz.

Bu A  to'plamning o'ldiovsiz ekanligini isbotlaymiz. [—1, 1] kesmadagi 

bardia ratsional sonlar to'plamini nomerlab driqanriz:

ro =  o, ?’1, r 2, . . .

Afc bilan A  to'plamni r¡¡. songa, siljitislidan liosil bo'lgan to'plamni belgi- 

laymiz, ya’ni A * =  A. =  {y  :y  — x  +  rk, x  e  A } . Xususan Ao — A ,  

A¡f, to'plam A  to'plamdan rk ga siljitish orqali hosil qilingani udiun ular bir 

vaqtda yo o'lchovli, yo oichovsiz to'plamlar bo'ladi. Faraz qilaylik, A  o'lchovli 

to'plam bo'lsin. U holda mii r¡-, ga siljitishdan hosil bo'lgan Ak to'plam liarn 

o'lchovli bo'ladi va ii{Ak¡) — l-i{A) tenglik o'rinli. Ravshanki,

OO

[-1 , 1] C i j  Afc.

Bundan, o'lchovning yarim additivlik xossasiga asosan

oc>

2 =  1]) <  A ) +  /i(A) H-------h A ) -I---- .
fc=ü
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Bu yerdaJ! f i{A ) >  0 ekanligi kelib chiqadi. Ikkinchi tomondau, ixtiyoriy 

k e  { 0 ,1,2, . . .} uchun Ak C [—2, 2]. Bundan

OC’

U C [-2 , 2] 
fe=0

va Ak to'piainiar o ‘zaro keHishmaydi. 0 ‘lchovniug a — additivlik xossasiga 

asogai).

4 — /t([—2, 2]) >  A '(iJ  ^fc) — +  m(-4) 4-------1- ß {A ) -1- • • • .
fc=o

Bu yerdari fj,{A) =  0 ekanligi kelib chiqadi. Bu qaxama.-qaxshilik A  to'plain- 

iiing o'lchovsiz ekanligini isbotlaydi. A

6.3. 4.7-niisolda keltirilgan Kantor to'plarni K  ning Lebeg o'lchovi nolga 

teng ekanligini isbotlang.

Isb o t. Kantor to'‘plaini K  ning o'lchovi nolga tengligi /x([0, IJX ii) =  1 

tenglikdan kehb chiqadi. Barcha chiqarib tashlangan intervallax uzunliklari 

yig'indisi

\ “  1 9 4 9»-l
fl {[0, 1 ]\A ) =  u [ J  K „ =  ^ 2  K ^ n )  =  *------ '— 3^— '---- ~

\ n -l  / n~i

Demak, /y(A') =  0. A

6.4. Hozir )>iz qurilishi Kantor to'piami K  bilau bogMiq bo'lgan Kan-

toirdng zinapoya funksiyasini (6.7-chizma) keltiramiz. Kantorning zinapoya

funksiyasini Ä  bilan belgilaymiz va uni R  da quyida,gicha aniqiaymiz. Ä(rr) =

0, X € ( —00,0] va Ä {x ) =  1. X e  [l.o o ). Endi [0. 1]\A' da quyidagidia 
/1 2\ ,

auiqla,yniiz. K i =  ö  ) to'plarnvauuiugchegarasida (6.7-chizmagaqarang) 
\o o /

1 2

3 ’ 3

65



K 2 =  A'21 U  K 22 — ( I  j  U  ̂ ) 'to ‘pIam va uning chegaraiarida

A (x )  =

' 1 1 2‘

4 ’
agar x  €

9 ’ 9
3 ■7 8'

_ 4 ’
agar x  e

.9 ’ 9

y

1 -

7/s -

3/4 -

5/8 -

1/2  -

3/8 -

1/4 -

1/8 -

y = m ) :

------1--------------1------------ r -

1/9 2/9 1/3

—I----- 1----- 1-----1---- -
2/3 7/3 S/9 1

6.7-chiiima

Endi

_ . V ,  _ / l  2^1  j / 7  8 Ĵ | / 1 9  1 / ^  26
“  Jri ”  V ^ ’ ^  V3-'̂ ’ 33;  \3'^’ 3 V  V33’ 33

to‘plain va uning chegaraiarida

9^ _  1 __
=  x e l U k ,  ’̂ =  1,2,3,4.

2«-
Xuddi shunday K „  =  U ^nk tc/planuiing k -  qo'shni intervali va uning

chfjgarasida

A {x ) =

k=l

2k - 1  
2"

, x e K „ k ^  A: =  1 ,2 , 3 , . . . , 2 ',i?-l
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Shunday qilib, K „  to'plamlar va uiarning chegaralarida Ä  fnnksiya aniqlandi. 

Bu Kn  =  [0, 1]\A' to'plam [0, 1] kesmada zidi. Endi xq € K  soni ñ. 

funksiya aniqlanrnagan bircir nuqta boisin, u holda

=  sup : X <  Xq, x  € ( J  A „ |

deymiz. Hosil qilingan funksiya Kantorning zinapoya fv,nksiyasi deyiladi. Kan­

torning üinapoya fimksiyasi M da uzluksiz, monoton kamaymaydigan fimksiya 

boiadi. Xususan Ä (0 ) — 0, Ä ( l )  =  1 .

6.5. F { x )  =  2x +  1 ftinksiya yordamida qurilgan /j,f— Lebeg-Stiltes 

o id iov i absolyut uzluksiz oidiOv boiadi. Bu o id io v  bo‘yid ia A  — (1, 5] 

to'piamning oid iovin i toping.

• Yechish. Ta'rifga ko'ra

^ p {A ) =  F {5 ) -  F ( l )  =  2- 5 +  1 - ( 2 - 1 4 - 1 )  =  1 1 -  3 - 8 .  A

6 .6 . F { x )  =  [x] funksiya yordamida qurilgan / if—Lebeg-Stiltes oichovi 

diskret oichov boiadi. Isbotlang.

Isbot. Chunki F { x )  — [x] funksiya monoton feimaymaydigan oiigdan 

uzluksiz funksiya bo'iib, uning qiymatlar to'plami butim sonlar to'plami Z  

dan iborat. Butun sonlar to'plami esa sanoqli to'plamdir. A

6.7. 6-6-miisolda keltirilgan /ij— Lebeg-Stiltes o'lchov bo'yicha 

/1 =  (1, 5 ]iJ {7 ; 8 }  to'piamning o'lchovirii toping.

Yechish, Hosi! <;[ilingan /ij— Lebeg-Stiltes o'lchovi bo'yicha ixtiyoriy n  e  

Z  nuqtaning o id iov i birga teng. Chunki {n }  — \n, n] tenglik o'rinli bo'lgani 

uchun, ta ’rifga ko'ra

fip  ([??,, ri]) — F {n )  — F {n  — 0) =  n — {n  — 1) =  1.

Demak, ßp{{7 ; 8 } )  2. Endi B  — (1, 5] to'piamning o'lchovini topamiz.

u p ( B ) - ^ F ( 5 ) - F { 1 ) ^ 5 - 1 ^ 4 .
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Berilgan A  to'plam o'mm  kesishmaydigan B  va {7 ; 8 }  to'plamiarning bir- 

lashrnasidan iborat. (,')‘ lch(jvning additivlik xosaasiga ko'ra

M  A) =  ixp{B ) +  ({7 ; 8 } )  -  4 +  2 =  6 . A

6 .8 . F {x )  =  ñ {x ),  buyorda ñ {x )  Kantorning zinapoya fanksiyaai. P\x) =  

.S(.x) yordamida qurilgan Lebeg-Stiltes o'lchovi fxp singulyar o'lchov ekanli­

gini isbotlang.

Isbot. //./'—Lebeg-Stiltes oichovi bo'yicha ixtiyoriy a € K  nuqtaning 

o'lchovi nolga teng. Chunki { a }  =  [a, a] tenglik o'i’inli bo'lgani uchun, ta ’rif- 

ga ko'ra hamda ning uzlukKizligidan /.(/'{[a, « ] )  =  ^ {a ) — ñ.{a — 0)  =  0 .

Bundan tashqari y l = ( —oo, 0 )IJ (1 , oo) to'plamning o'lchovi ham nolga 

teng. Haqiíjatan liarn, o'lchovning additivlik xossasiga ko'ra

fJ.F{A) ^  0 )) -I- / íf((1 , oo))

=  .ft(O) -  liin ñ {a ) +  lim R{a ) -  .^(1) -  0. (6.21)
a-^—oo a-^oo

6.3-misolda ko'rsatildiki, n { K )  — 0. Agar n p { R \ K )= 0  ekanhgi ko'rsatilsa, 

fj.p o'lchovning singulyar o'lchov ekanligi kelib chiqadi. Endi fj,p{M\K) ni 

hi.soblayrniz. O'lchovning additivlik xossasi va (6.21) tenglikka ko'ra

=  /J.jr((-oc., 0 )) +  iJ,FÍ{h o o )) +  / if ([O, Í\\K ) ^  /7, f ( [ 0, 1]\/í).

Dastlab, K „, n  e  N  to'plamlar uchun ,Uf ( iv „ )  =  O ekanligini ko'rsatamiz.

Biz bu yerda .ft funksiyaning uzluksizligidan fbydalandik. Xuddi shunday 

№ № )  =  № ( ( Í ,  5 ) ) + № ( ( 5 . 5
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tcjigiik 0 ‘riiili. ¡ир{Кп) =  0, гг >  3 tengliklar ha,m shunga o'xshash ko'rsati- 

ladi. Endi Lebeg-Stiltes olchovi ßp  ning a — additivhkxossfisidanfoydalaiisak

/ 0 0  \  OO

/IP ( [ 0 , 1 ] \ K ) =  ßp и  =  E  =  0
\n=l / n—1

ekaiihgini olamiz. Shuiiday qihb, hosil qiliuga.n Lebeg-Sliltes oichovi ß p {‘) 

singulyar o'lchov ekan. Д

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar

1. f ip ~  6.8-misolda keltirilgan Lebeg-Stiltes o'lchovi bo'lsin. f ip (K )  =  1 

ekanligini isbotiang. Bu yerda K — Kantor to ‘plami.

2. f ip — 6.8-m.isolda keltirilgan Lebeg-Stiltes olchovi, A  esa К  ni saqlovcM 

ixtiyoriy to ‘plam bo'lsin. ß p {A ) =  1 tenglikni isbotla,ng.

3. Elementar to ‘plamlar sistemasida aniqlangan rn' o'lchovning additivlik 

xossa.mn isbotlang.

4. 6.4-teoremani ¡J, o'lchov uchun isbotlang. Bu xossa Lebeg o'lchovining 

yarirn additivlik xo.ssasi deyiladi.

5. E {x )  =  X /ипк-ща yordainida qurilgan Lebeg-Stiltes o'lchovi absolyut 

uzhksiz o'lchov bo'ladirni'^

6. E (x )  =  2 [x ]- I-1 funkúya yordamida qurilgan Lebeg-Stiltes o'lchovi 

diskret o'lchov bo‘ladimif

7. Singulyar Lebeg-Stiltes 0 ‘Ichoviga misol keltiring.

8 . Lebeg rna’ri,o,sida o'lchovli va [0, 1] kesrnaga qarashli to'plarnlar sis­

temasi o — algebra tashkil giladiini? Javobni asoslang.

9. Tekislikdagi A  =  { { x ,y )  : 0 <  x  <  1,0 <  у <  x }  to'piam elementar 

to ‘piara bo'ladimi? Uriing o'lehovini toping.
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7-§. 0 ‘ lchovning um um iy tushimchasi

Bu paxagrafda biz oicliovniiig iiimimiy ta'iifini beraxniz. Oichovni yarirn 

halqadan halqaga davoin ettiramiz hamda uning additivlik va a — additivlik 

xossalarini isbotlaymiz. Tckislikda to‘g ‘ri i.o‘rtbui chaklai’ o id iov i tusliundiasi- 

ga tayangan holda uni kengroq to'plandar sinfiga yoyish iiatijasida oid iovn i 

qurdik. Bunda (jarayonda) to'g'ri to'rtburchaklax oidiovidan elementar to'i>- 

lamlar o id iov iga  oiishda to'g'ri to'rtbnrdiaklar sistemasining yarim halqa 

ekanligi va yuzan.ing manfiynias va additiv bo'lislii muhim rol o'ynadi. Bun­

dan tashqari, tekislikdagi o 'ldiov Lebeg davomining a — additivligi ham 

muhimdir.

Aytilganlarga ko'ra 6-§ da tekislikdagi to'plamlar udran amalga oshirilgan 

koiistxulcsiyani yetarlicfaa umumiy abstrakt talqin. qilieh nmmkin. Keyingi ikki 

paragraflax shu masaiaga. bag'ishlanadi.

7.1-ta ’rif. Agar fj, to'plmn junksiymi quyidagi sharihrni qanoaüanürsa:

1) ¡.I funksiyaning aniqlanish sohasi yarim. halqa bo‘Isa;

2) ß funksiyaning qiymatlar sohasi haqiqiy vn manfiymas bo ‘Isa;

3) /.I additiv bo‘Isa, ya’ni ixtiyoriy A  € to ‘plamning o ‘zaro kesish- 

m,aydigan A i, A 2, A 3, . . . ,  A„, € to'plamlar bo‘ytcha

A  =  ( j A k  
k~l

chekli yoyilmasi uchun
n

k=l

\tenglik o ‘rinli bo‘lsa, ß : &ß K  ga o'lchov deyiladi.

Eslatm a. 0 =  0U 0  yoyilrnadan ß{$ ) =  2^(0), ya’ui ß{$ ) =  0 tenglik 

kelib diiqadi.

7.1. 0 ‘ lchovni yarim  halqadan vmdan hosil b o ‘ igan m in im al halqa­

ga  davom  ettirish . Tekislikdagi to'plamlar Lebeg oid iovini aniqlash udimi
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(iastlabki qadarn, bu oichovni to ‘g ‘ri to'rtburchaklar sistemasi (yarim halqa) 

dan elementar to'plamlar sistemasi (undan hosil qilingan minimal halqa) ga 

davom ettirish bo'ldi. Hozir biz bu konstruksiyaga o'xshash abstrakt konstruk- 

siyani qaraymiz.

7.2 -ta ’rif. Agar rn o'lchovriirig ariiqlanish sohasi ikkinchi ^ o'lchov­

ning aniqlanish sohasi 6^  da saqlansa (& m  )  va vMiyoñy A  € 

to'plam uchun

ß {A ) =  rn {A )

tenglik o ‘ri,nIi ho‘Isa, n holda fj. o ‘lchov m  o'lchovning do,vomi deyiladi.

7.1-teorem a. Aniqhmish sohasi © „, yarim halqa ho'lgan har hir rn o ‘lchov 

uchun aniqlanish sohasi f ©m o ‘zido, saqlovchi minimal halqa)

ho'lgan yagona w! davorn mavjud.

Isb o t. Har bir .4 e  9Jl(©m) to'platn uchun

n

A = [ j B k . ,  B ke& m ., B k H B i^ d K  k ^ l .  (7.1)
k=i

ko'rinishdagi yoyilma mavjud. U liolda A  ga

n
rn '{A ) =  \ 2 m {B k )  (7.2)

k=l

soT)ni m.os qo'yuvchi va 9Ji(©m) da aniqlangati w! to'plam funksiyasi o'lchov 

bo'ladi. Haqiqatan ham,, (7.2) tenglik bilan aniqlangan m ’{A ) miqdor (7.1) 

yoyilnianing tanlanishiga bog'Iiq emas, chunki ixtiyoriy ikkita

n r

B i& G m ., C j e S m
i=l j= l

yoyilmalarni qarasak, BiCsCj kesishrnalar © „  ga tegishli bo'lganligi uchun 

m o'lchovning additivligidan foydalanib,

y ;  rn {B ,) ^  ¿  ¿  n Q )  ¿  m {C j) 
i= l i= l j= l j= l
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tengliklarga ega boiainiz. j

Ravslianki, (7.2) tetiglik bilan aniqiangan rn’{A ) funksiya manfiymas va 

additiv boiadi. Shunday qilib, m oichovning 9)1(©ct) ga davomi tt?/ n.ing 

mavjudligi isbotlandi.

Endi bu oicliovning yagonaligini isbotlaymiz. Ixtiyoriy A  e. 3H(©m) to'p­

lamni va uning biror

n

A = [ j B k . ,  =  k ^ l ,
k=l

yoyilmasini olayiik. U holda m  oichovning da aniqiangan ixtiyoriy

ni davomi uchun

n n
in (A )  ^  ^  m {B k) Y L  =  rn l{A )

k=l k=l

tenglikni olamiz, ya’ni m  o'lchov m: o'lchov bilan ustma-ust tushadi. A  

O'lchovning man.fiymaslik va additivlik xos.salaridan quyidagi muhim xos- 

salar kelib chiqadi.

7 .2-teorem a. B iror halqada aniqiangan rn o'lchov va Gm ga tegishii 

A, A\, A 2 , . . . ,  An to'plamlar berilgan bo'lsin. U holda:
n

I. Agar U  Ak C A  va k ^  I bo'lsa, quyidagi tengsizlik
k=l

bajariladi

fc=i
n

II. Agar y  A^ D A  bo'lsa, quyidagi tengsizlik bajartladt 
k=i

rn{Ak) >  m {A ). 
k=l

Xtmusan, agar A , B  € &m A  C B  bo'lsa,rn{A) <  m {B ) bo'la,di.

Isbot. Sm  ga tegishii va o'zaro kesishmaydigan A i, A 2 , . . A „  to'plam­

lar berilgan bo'lib, uiarning barchasi A  G © „  to'plamda saqlansin. U holda
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rn oicliovíling additiviigiga ko'ra

n / "  \
rn {A ) ^  m {A k) +  m  yl\ |J Ak 

k=i \ fc=i /

Blindan, m {A \  Q  Ak) >  0 bolgatiligi uchun Í - xoMsaiiing isbotiga ega 
k=l

bo'lamiz.

Endi ixtiyoriy ^ 1 , A 2 € to'plamlar uchun

m {A i U A 2 )  — rn {A i) +  77i(/Í2) — m (A i  n A 2)  <  rn {A i) +  m (A 2) 

tenglik o'rinli ekanligida.n foydalansak, bu yerdan chekli induktiv qadamdan

so'ng
/

TO
\

Vi:=l / k=l
tengsizlikni olamiz. Nihoyat, o'lchovning additivlik xossasiga ko'ra

/ n \ / n \ / n \

(7.3)

rn {A ) =  m  I J  A.k 

\k=l }
— rn u

\fc=i
TO

/
u

V¿=i /

yoki (7.3) tengsizlikka ko'ra

m(/i) <  ¿ m (/ l * ) .  A
fe=i

Hozir biz halqada aniqlangan o'lchovlar uchun I va II xossalarni isbotladik.

Agar yarirn halqada aniqlangan o'lchovni qarasak, lining halqadagi davomi

uchuji I va II xossalar o'rinli bo'lganligidan, bu davomning yarim halqadagi

qismi udnm ham I va II xossalar o'rinli bo'iib qoladi.

7 .3-ta ’rif. Agar sistemada aniqlangan rn o'lchov va iiiiyoriy  o'zaro

kesishrnaydigan sanoqlita A i, A 2 , ■ ■ ■ ,A „ , . . .  € &m to'plamlar uchun

¡J Ak =  A  e  6m  bo ‘Iganda quyidagi tenglik 0 ‘ri,nU bo ‘Isa 
fc=i

fc=i
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u holda m o ‘Ichov sanoqli addifdt; yoki a — additiv o ‘Ichov deyiladi.

6-§ da tekislikdagi to ‘plamlar uchun kiritilgan rn fr-lchov a — additiv (6.8- 

teorema,) o id iovga rnisol bo'ladi. Boshqacha tabiatli a — additiv o'lchovga 

misol keltiramiz.

7.1-rnisoL Bizga ixtiyoriy sanoqli X  =  { x j ,  X2, . ■ x „ , . . . }  to'plam beril­

gan bo'lsin. >  0 sonlarni shunday tanlayrnizki,

OÜ

n=l

bo'lsin. Har bir A  C X  to ‘plainga

7Tl{Á) =  E  Pn ( ’̂ ■4)
x„<iA

sonni mos qo'yamiz. Anitjlanishiga ko'ra, m {A ) to'plam funksiyasi o'lchov 

bo'ladi va X  ning ba.rcha qism to'plainlari o'lchovli bo'ladi. Bun<]an tashqari, 

m (X ) -  1.

Endi X  ning o'zaro kesishmaydigan sanoqlita ixtiyoriy A i , . . . ,  A „ , . . .  qism
CO

to'plamlari ni olaylik va \J Ak =  A  bo'lsin. Aniqlanishiga ko'ra, rn {A ) 
k=l

uchun (7.4) tenglik o'rinli va tengiik o'ng tomonidagi (lator absolyut yaqin- 

lashuvchi bo'lgani uchun

xkeA n=l xkSA„ n=l

tengliklar o'rinli, ya ’ni rn o'lchov o — additiv bo'ladi.

Endi additiv bo'lib, ammo a — additiv bo'hnagan o'lchovga misol qaraymiz.

7.2-miso.l. [0, 1] kesmadagi barcha ratsional sonlar to'plamini X  bilan 

belgiiaymiz. orqali X  ning {a, b) interval, [a, h\ kesrna va [a, ö), (a, 6] 

yarim intervallar bilan kesishrnalaridan iborat to'plamlar sistemasini belgi- 

laymiz. Ko'rsatish mumkinki, © „  j'-arirn halqa bo'ladi. .Agar

-  X  f ] { a ,  b) ( f ] [ a ,  b], f| (a , b], f| [ « .  &
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desak, bar bir Aah to ‘plaraga

m{Aah) =  b — a

sonni mos qo'yish mumkin. Bu to‘piam funksiyasi m additiv oichov boiadi, 

ammo a — additiv boimfiydi. Chunki [0, 1] kesmadagi barcha ra.tsiouai son- 

la.r to‘plami sanoqli, ya’ni X. =  { r i ,  /’2, ■ • ■ • • •} tenglik o'rinli. Birindii- 

dan Aoi =  A' f][0 , 1] to'plam uchun Tn (A )i) =  1 boiadi, ikkinchi tomondan
00

^^1 =" U o‘ziiro kesishmaydigan sanoqlita nol oichovh An =  X  n['"n, ’>'n]
n=l

to'plamlarning yigindisidau iborat boiadi, ya’ni

OÜ

m (A o i) =  1 ^ Y ^ m iA n )  =  0. 
t i - i

7 va 8-§ larda qara.layorgan oicliovlarni cr— additiv o'lchovlar deb hisol)- 

laymiz.

7.3-teorema. Agar © „  yarim halqada aniqiangan m  o'lchov a — addi­

tiv bo'lsa. a holda bu o'lchovning 971(6^) (6»n ni o'zida saqlovchi minimal 

halqa) halqaga davomi ¡.i ham. 0— additiv o'lchov bo'ladi.

Isbot. A  e  9K(6m ) to'plam va o'zaro kesishmaydigan Bn €
00

n € N  to'pla.mlar berilgan bo'lib, A  =  IJ Bk tenglik bajarilsin. U holda 5.3-
k=l

t(X)remaga ko'ra, &m da o'za.ro kesislima.ydiga¡i (heklit.a {A j,  j  =  1 ,2 , . . . ,  Í }  

to ‘plamla.r va o'zaro kesislmmydigan {Bns, s — 1 , 2 , . . . , to'plamlar sis-
■/ /n

t(3malari mavjud bo‘li)>, A  =  [J  A j , va Bn =  IJ Bn.,, n  £ N  chekli yoyil-
j “ l S=1

malar o'rinli bo iadi.

Endi Cn.ij — B n .if ]A j  belgilashlarni kiritamiz. Tuzilishiga ko'ra, Cnsj
00 i„ I

to'plamlar o'zaro kesishmaydi va A j =  i j  U ^nsj va B„s =  IJ Cnsj yoyil-
n—l Ä=1 j= l

malar o'rinli bo'ladi. ©m da ani<ilaagan m oichovning o — additivligidan

00 Jn Í
m (.4j) =  va (7.5)

n -l .?=1 i= l
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teiiglikiargaegabo‘Iainiz. ikkinchi timonda.n SPi(0m,) da berilga,i3. ,u o‘icliovuiug 

aniqianisliiga ko'ra.

I h
ß {A ) = --Y ^ m {A j) va ß {B „ ) =  (7.6)

S^l

Ü holda (7-5)^ C -̂ )̂ foniialalar<iaii

/ I  oo In 00 Iji  I

= E  E  £  w (a ,., i ) = E  £  E  ) =
J =  1 n = l  .9=1 n—1 .5=1 J=:l

CO / „  OCI

n —1 ,5=1 n = l

tenglikla,!' zanjirini olamiz, Bu tengliklar zanjirida qa.tna.sliayotgan barcha qa,- 

torlax absolyut yaqinlashuvchi, shuning uchun

n = l

tenglikning o'rinli ekaniigiga ega bo'lamiz. A

Ko'rsatildiki, agar yarim lialqada a — a.dditiv o'lchov aniqla.nga.n bo'lsa, u

holda uiiiiig lialqaga davomi ham a — additiv o'lchov 1,10'ladi, shuning uchuu,

boshidan o'lchovni biror halqada aniqlangan deb qa,rash mumkin.

7.4-teorem a. Biror 6  halqada a — additiv rn o ‘lchov berilgan bo‘lib, A

va A i, A2, . . . ,  An, ■. ■ to ’plarnlar &  ga tegishii bo'lsin. U holda:
00

U - Agar \J Ak<Z A  va i ^  j  da A if ]A . j  =  0 bo'lsa, -a holda 
fc=i

00

tengsizlik 0 ‘rinli;

I  la (sanoqli yarirn additivlik). Agar A  C  \j Ak bo'lsa, u hoida-
*;=I

30

rn{A ) <  m {A „ )
J7—1
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tengsizlik o 'rinli..

Isb o t. Agar Ak to ‘piarnlar o'zaro kesishinasa va A  to'plamda sacjkinsa, ii 

holda 7.2-l;eorematnng I  tasdigiga ko'ra har bir n e  N  da

n

Y ^ m {A k ) <  rn{A ) 
k=l

tengsizlik o'rinli bo'ladi. Bn. yerdan n —*■ oo da üraitga o'tsak ig. tasdiq 

isbotiga ega bo'lamiz.

Endi i l „  tasdiqni isbotlaymiz. ©  halqa bo'lgani uchun

n -l

fc=l

to'plamlar 6  ga tegishli bo'ladi. Tuzilisliiga ko'ra

OO

/1 -  U  Bk, B„ C -4„ 
fe=i

va Bn to'plamlar juft-jufti bilan o'zaro kesishmaydi, shuning uchun

OO OO

m {A ) =  m {B k) <  E  ̂ ^{Ak). A
k=l k=l

7.1-esIatina. Ko'rinib turibdiki, teorernaning tasdig'i o'rinli bo'lishi 

qaralayotgan o'lcliovning ít—additivligiga bog'liq emas, shuning uchun ixti­

yoriy addiniv o'lchov uchun. hatn bu i;asdiq o'rinli bo'ladi. Aksincha, 11  ̂ tas- 

diqda o'lchovning cr—additivlik xossasi muhim ahan.iiyatga egadir. Haqiqatan 

ham, yuqorida qaralgan 7.2-misolda a — additiv bo'lnuigan o'lchovda, o'lchovi

1 ga teng A' to'plam o'lchovlari O ga teng bir niiqtali to'plamlar yig'indisida 

saqlanadi, ammo tasdiq bajarilmaydi. Bundan tashqari slnmga ishonch 

hosil qilish mumkinki, i l . j  xossa umimiari olganda cr—additivlik xossasiga 

teng kuchli. Haqi<|atan ham, ©  yarim halqada aniqlangan biror pí o'lchov 

berilgan bo'lsin. A ^  A 2, . . . ,  -4„,. . .  sanoqli sondagi to'plamlar ©  dan olin-
00

gan bo'lib, A l, A 2, . . . ,  A „, -.. to'plamlar o'zaro kesishmasin va A =  [J  .4*
í:=l
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îonglik bajarilsiii. U holda har qanday o'lchov U  xossjaga ega boiganligi 

sababh
OO

n=l

r,engsÍ7,]ik bajariladi. Bundan tashqari, agar // o'icnov .11̂  xossaga 'nam ega 

boisa, u holda (chunki Ai¡ lar A  ni qoplaydi)

OO

Y l ^ A n )  >  1<{A)
n=l

tengsizlik ham bajariladi. Shuning uchun

Y ^ j.i{A n ) ^  p.{A)
n=l

tenglik o'rinli. Deniak, o'lchovning sanoqli yarim additivligi uning o — addi- 

tivligini ta ’minlar ekan.

Miisfcaqil ishlash uchun savol va topsh iriq lar

1. [0, 1] kesmadagi- barcha irratsional sonlar to'plamini X  bilan helgi- 

laymiz. orqali X  ning (a, b) interval, [a, b] kesma va [a, b ) , 

(a, 6] yarim intervallar bilan kesishnalaridan hosil ho'lgan to'plamlar 

sistemasini belgiiaymiz. Agar A„h — X  n (a , h) (n [® j n(^'> ^)) 

desak, har hir Aab to'plamga m{Aab) — b — a sonni m,os qo'yamiz. Bu 

ta'plam funksiyasi m  o'— additiv o'lchov bo'ladimt?

2. Ha,r bir A  C  K. to'plamga

™(̂ )= E ?
n<;NiV

sonni mos qo'yamiz.. m  to'plarn funksiyasi o'lchov bo'lishim ko.'rsating.

A  =  {—oo, 0) va B — \i, 4] to'plamiarning o'ichovlarini toping.

3. 2-m,isoida aniqlangan ni o'lchov a — additiv o'lchov bo'laditni?
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8-§. 0 ‘ lchovn ing L eb eg  b o ‘ yicha davom i

8.1. B ir li (b ir iik  e lem en tli) ya r im  halqada an iq langan  o ‘ lchovning 

L eb e g  b o ‘y icha davom i. Agar 6™, yarim halqada aiiiqlatigai! rn o'lchov 

additivlik xossasiga ega bo'iib, a.innio a — additiv bo'lrnasa, u hoida m  ning 

&m dan 97l(©m) ga davomi bilan o'lchovni davom ettirish jarayoni tugaydi, 

ya’rii rn o'lchovni SDÍ(©m) dan kengroq sinfga davom ettirib bo'lmaydi. Agar 

&m da a.iiiqlangan m  o'lchov a —additiv bo'lsa, u holda m ni 6 m dan 

SDi(©ra) ga nisbatan kengroq bo'lgan va qa.ndaydir ma’noda maksimal sinf­

ga davorn ettirish murnkin. Buni Lebeg bo'yicha davom ettirish yordamida 

amalga oshirish mumkin. Bu baridda birii yarim halqada berilgan o'lchovni 

Lebeg bo'yicha davom ettirish rnasalasini ciaraymiz, umumiy holiii esa kelgusi 

liandda qaraymiz.

Biz.ga biror 6 m birli yarim halqada aniqlangan <7—additiv rn o'lchov beril­

gan l:>o'lsin va E  to'piam &m. yarim halqaning biri bo'lsin. E  nitig barcha 

qism to'plamlai'idan tashkil topgan 9t(£') sistemada tashqi o'lchov deb ataluv- 

chi i-i* ftinksiyani quyidagidia aniqiaymiz.

8 .1 -ta ’rif. Ixtiyoriy A  C .E  to ‘plam uchun

//.*(,4) -  inf ̂  m( Bn) (8.1)
n

son A  to ‘plamning tashqi o ‘lchovi deh ataladi. Bu yerda aniq quyi chegara 

A  to ‘plamni qovlovchi barcha chekli yoki sanoqli {B n } ■, Bn 6 6  m. to'plamlar 

sistemasi bo ‘yicha oUnadi.

8.1 -teorem a (Sanoqli yarirn additivlik). Agar A  va sanoqlita A\, A 2, . . . .  

-An,-.- to'plarnlar uchun A  C  i j  bo'lsa, u holda quyidagi tengsizlik
n - l

0 ‘rinli

¡J*{A) <
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Bu teorema tasdig‘ining isboti 6.3-tectena tasdig'i isbotiga (ayiian) o'xshash 

amalga oshiriladi.

8.2-ta’rif. Agar A  C E  to'plarn va istalgan e >  O uchun shunday B  € 

9TÍ(© „) i o ‘plam mavjud bo‘lib,

./ j* (A A B )< e

tengsizlik baja.rilsa, A (Leheg bo'yicha) o'Ichovli to ‘plarn deyiladi.

Faqat o'Ichovli to ‘i.)lamIar siiiíida a.niqíangan /i* funksiya Lebeg o‘ lcliovi 

deb ataladi va u /.í harfi bilaii belgilanadi. Ravslianki, &m va 9JÍ(6m) dan 

olingan to'plamlar o'lcliovli bo'ladi. Bunda, agíix A  € &m va 5  € 

bo'lsa, u holda

l4 A ) =  m {A ), p {B ) =  m '{B ).

Agar A  o'lchovdi to‘plam va f j* {A A B ) <  e tengsizlikni qauoatla.rii;iruvchi 

B  € 9TÍ(6ffl) to'plam berilgan bo'fea,

A A B  =  [E \ A )A {E \ B )  

tenghkdan A ning to'ldiruvchi to'piami E \ A  ning ham o'Ichovli ekanligi kelib 

chiqadi.

8.2-teoreina. 0 ‘lchovli to'plamlar sistemasi i í { E )  halqa bo'ladi.

Isbot. Ixtiyoriy A l va A 2 to'plamlar uchun

j i i  n  A 2 =  A i\(A i\/Í2) (8-2)

va

A l U Á2 =  ¿\ [(M -4 i) n {E\A2)] (8.3)

tengliklar o'rinli bo'lgari uchun quyidagini isbotlash yetarh. Aga,r A i G Í Í {E ),

A 2 e  lC(ii') bo'lsa, u holda /1 =  A i\ A 2 € i l (¿ 0  bo'ladi, ya’ni o'Ichovli 

to'plainlaming ayimiasi o'lchovlidir. Haqiqataii ham, /li va A 2 o'Ichovli to'p­

lamlar uchun simnday B i € va B2 € 97l((Sm) to'plamkix mavjudki, 

IJ ,*{A iAB i) <  ~  va fi*{A 2A B 2)  <  -  
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tengsizliklar o'rinli boiadi. B  =  B {\B 2 € 9TÍ(©to) boiganligi uchun

(/ Í i\ A 2 )A (í? i\ S 2 ) C  ( A i A S i )  U (A 2A B 2)

munosabatdan foydalanib, ¡.i*{A .AB) <  £ tengsiziikni olaniiz. Demak, A i\yl2 € 

U (£ ') u holda (8.2) va (8.3) munosabatlardan A i f ] A 2 €■ i l ( i? )  va A 1U A 2 € 

H {E )  ekanligini olamiz. A j va A 2 r,o‘planilarnin.g simmetrik ayirmasining 

oichovli ekanligi

A 1A A 2 =  (Ai\yÍ2) U (A2\A i) 

ten.glikda3i kelib chiqadi. A

8.1-esiatm a. &m ning birlik elemerrti - E  oichcjvli to'plamlar sistemasi 

i í ( i i ')  uchun ham birlik eliment boiadi, shuning uchun oichovli to'plamlar 

sistemasi it ( i i ')  algebra taslikil qiladi.

8 .3-teoren ia . 0 ‘lchovli t.o‘plo,rnlar sistemasi i í (E )  da aniqlangan ¡i to 'p­

lam fmihsiyasi aidituvdir.

Bu teorernaning isboti 6.6-teorema isbotini so'zma-so'z takrorlash bilan 

amalga osliiriladi.

8.4-teorem a. O ‘IcnrroH to'plamlar sistemasi H {E ) da aniqlangan fi to 'p ­

larn funksiyasi a — addituvdir.

Isb o t. O'lchovli to'plamlar sistemasi U (ií') dan olingan A  va juft-jufti
CO

bilan o'zaro kesislnnaydigan A i, A 2, . .., A „ , .. .  to'plamlar uclmn A  — \J A„
n~l

bíj'lsin.. 8.1- teoremaga ko'ra,

M * ( A ) < ¿ ^ / ( / í „ )  ^ ( A ) < ¿ M ^ „ )  (8.4)
n—l n—l

tengsizlik o'rinli. 8.3-teoremaga ko'ra, har bir n  da
n

K Á ) > f t . { u A k ) ^ J 2 K A , }  (8.5)
k=i

tengsizlikni olamiz. (8.5) da n  —+ 00 da limitga o'tib,

 ̂E
n—l
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ga ega bo'lamiz. (8.5) va (8.6) lardan teor<;ma tasdig‘i kelib chiqadi. A

8.5-teorem a. Lehcy bo'yicha o'Ichovli bo'Igan barcha to'plamlar sestcmasi 

iX {E ), E  birlik elirn.entli a — algebradir.

Isbot. 6.7-tcorema isbotiui so‘zma-so‘z takrorlash yordamida sanoqlita 

A i ,Á 2, . . .  ,A n , . . .  S It (J i) to'plamlar uchun A  — |J A„, € il(£?) ekanligini
n=l

isbotlash mumkin. Ikkinchi t.omondan.

( ^ A „ ^ E \ [ J i E \ A „ )
n=l n=l

CO

tenglikka ko'ra, H  A„, e  Í Í {E )  ekanligiga ishonch hosil qilamiz. A
n=l

Tekislikdagi to'plamlarning Lebeg o'lchovi xossalariga o'xshash, o'lchovning 

cr— additivlik xossasidan uning uzluksizlik xossasi kelib chiqadi.

Ya ’ni, A i D  A2 D .. ■ D  A„ D . . .  o'Ichovli to'plamlar ketma-ketligi uclnm
00

A  — Pi A„  bo'lsa, u holda
n=l

IJ.{A) == lim fj.{A„)

bo'ladi. Xuddi shuningdek, agar biror o'Ichovli to'plamlarning A i C  A 2 C
00

. udmn .4 U  A„
n=l

¡í¿(A) =  lim jli(A „ )

. . .  C  A„ C  . . .  ketma-ketligi udmn .4 == Q  A„ bo'lsa, u holda
n=l

tenghk o'rinli.

Shunday qilib, biz ko'rsatdikki, agar birlik elimentli yarim halqada 

cr—addituv m o'lchov berilgan bo'lsa, bu o'lchovni Lebeg bo'yicha davom 

ettirish natijasida i i { E ) , cr—algebrada aniqiangan cr— addituv /j, o'lchcjv 

hosil bo'ladi.

8 .3 -ta ’rif. O'Ichovli to'plamlar sestcmasi H {E ) da aniqiangan va i i { E )  

da tashqi o'lchov fJ* bilan ustma-ust tushuvchz f.i- =  L{rn ) funksiya m o 'l­

chovning Lebeg davomi deyiladi.
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8.2. B irlik  e lem en tga  ega  b o ‘ lm agan  ya r im  halqada berilgan  o ‘ l- 

chovni davom  ettirish . Agar m o'lchov biriik elimeiitga ega bo'lmagan &m 

yarim luilqada aniqlangfvn bo'lsa, u holda a.vvalgi banddagi o'lchovni Lebeg 

bo'yicha davoiii ettirish jarayouida ba’/i o'zgarishlar sodir bo'ladi. Aniqrog'i, 

/j* tashqi o'lchov chekli yig ‘hidiga ega bo'lgan IJ € 6m qop-
n n

laniasi mavjud bo'lgan A  to'plamlar iichun aniqlanadi. To'plaiii o'lchovliligi 

ta’rifi o'zgarishsiz qoladi. 8.2-S.4-teorenia!ar va 8.3-ta’rif o'z kuchini saqlab 

qola.di. Yariin halqada birlik elementning mavjudllgidan 8.2--teoreina isbotida 

foydalaiiilgan. Umumiy holda ham 8.'2-teorema.ni isbotiash raumkin. Buning 

uchuii -4.1, A 2 € iX(A') da,II /Ij U / I2 € kelib chiqishini birlik elementga 

bog'liqsiz ravishda ko'rsatish kerak. Bu tasdiq

(.4 i U Ä 2 )A (B i  U B 2 )  C  (-4 iA i? i)  U {A 2 A B 2 )

munosabatdan kelib chiqadi. 6 m yarim halqada biilik element mavjud bo'l­

magan holda S.5-te(jreina quyidagi teoremaga almashtirila.di.

8 .6 -teorem a. htalgan boshlang‘ich m  o ‘lchov uchun Lebeg ho‘yicha o 'l­

chovli to'plamlar sistemasi í i { E )  ö— halqa bo'ladi. Sanoqli sondagi o'lchovli
CO

A l, A 2, . . . ,  An, ■ ■ ■ to'plamlar birlashmasi bo'lgan A  — IJ Ai, to'plarnning
n—l

o'lchovli bo'lishi uchun M (^Ü miqdoming n  ga hog'liqsiz o'zgarmas

bilan chegaralangan bo 'lishi zarur va yetarli.

Isb o t. Yetarliligi. O'lchovli to'plairilaniing A\, A 2, . •., A n ,. ■. sanoqli sis­

temasi berilgan bo'iib,

/ «
sup ß
n>l

=  K  < 00

bo'lsin. Yang)

n—1

Ai =  Ai, A' =  A2\Ai, A' =  As\(Ai |J A2) , ...,  A^ =  .4«\ [J  A , , ...
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o'lchovli to'plamlar ketma-ketligini tuzamiz. 'I'üzilisbiga ko'ra, , A j, . . . ,
n

.44,. -. to'plamlar o'zaro kcsi.shma.ydi. Bundan tashqari, istalgaii n  da [J A!¡̂
k̂ \

n
=  (J A i  tenglik o'rinli. Bundan tashqari

ifc=i

sup fJ,
n

— sup /i
n \ k -l  /  "  k^l fc=l 

ah.a.rt bajariladi. .Demak, istalga.n £ .> O son ucliun shunday n e  N  ma.vjudki,

/ 3 0  \ 00

/  n  \

W i  /

\fc=n+l / <:=n+l

e

2

teng.sizlik o'rinli bo'ladi. C  =  \J A'¡̂  to'plam o'lchovli bo'lga.ni uchun, shim-
k -i

day B  € &m. to'plam mavjud bo'lib, p i*{C A B ) <  ~ tengsizlik bajariladi.
Zt

/ 0 0  \

A A B c { C A B ) \ J i  i j  A',
\fc=n+l /

niunosabatdan foydalansak, f i* {A A B ) <  e tengsizlikni olamiz. Dernak, A  

o'lcliovli to'plam ekan.

ZaniriyligL Aytaylik sanoqlita A i, A2, ■ ■ ■ ,A „ , . . .  o'lchovli to'i'íamlax uchun
OC'

A  =  IJ A „ to'plam o'lchovli bo'lsin va //(A) chekli bo'lsin. U holda istal-
n=l

n n
ga.n n e  N  uchun {J Ak C  A  rnunosa.batdan va IJ .-4*; o'lchovli to'plam 

fc=l k -í
bo'lgani uchun

/ ” \

A'

\

U  A J  <  /.{(A) 
\í:=l /

sup i-l IJ Afc I <  yu(A) < 00. A  
\fe=l /

8.1-natija. 0 ‘lchovli to'plamlar sinfi U {E ) va A  e  ií(.E’) to ‘plam. beril­

gan bo'lsin. A  to'plamning barcha B  € íd {E ) qism to'plamlaridan tuzilgan 

® ( i l (A ) )  sistema o — algebra bo'ladi.

Masalan, agar Ü (R ) sonlar o'qidagi Lebeg ma’nosida o'lchovli to'plamla.r 

sinfi va A  =  [a, tí\ ixtitoriy kesma bo'lsa, u holda [a, b] kesmada sac[lanuvchi 

o'lciiovii to'plamlar sistemasi a— algebra tashkil qiladi.
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Lebeg o‘lchovii¡ing ya.iia bir xossasini keitiramiz.

8 .4 -ta ’rif. Agar /.i{A) =  O va A ' c. A  ho'lishidan A ’ ning o ‘lchovU ekan­

ligi kelib chiqsa, /i o'lchov to ‘la deyiladi.

Ta’rifda keltirilgan .4' to‘ ijlam udiun. /i(A ') =  O boladi.

Qiyindiiiiksiz isl)Otlasli minnkinki, ixtiyoriy o ‘khovning Lel)eg davomi to ‘la 

bo'ladi. Haqiqatan ham, A ' C  A, ^ (.4 ) =  p^*{A) — O bolsa, i i {A ')  =  O 

b d a d i va 0 G 6 ^  ni olsak, ^ .*(A 'A0) =  n * {A ') =  O bo’ladi, ya’ni A ' 

to'plamiiing o'ldiovli ekanligi kelib diiqadi.

Umuma.n olganda cr— algebrada aniqla.ngan har qanda.y a — additiv o‘i- 

(;hovni to‘la o‘ldiovgacha davoni ettirish inuinkin. Buning udiun nol o‘ldiovli 

to‘plaiiining ixtiyoriy qisrniga nolni iiios qo'yish kifoya qüadi.

M u staq il ishlash uchun savo l va  topsh iriq lar

1. X  ~  [O, 1]\Q bo'lsin. Gm orqali X  ning [a, b) yarim internallar bilan 

kesishinalaridan hosil ba'lgan to'plamlar sistemasirú belgilayrniz. Bu sisterna- 

ning yarim halqa ekanligini ko‘rsating.

2. 1-top.vhiriqda aniqiangan &m yarim halqaning har bir j\ah =  A" (1 [a, h) 

to'plamiga ni{Aah) =  b—a sonni mos qo‘yamiz. Bu to'plam fimksiyasi o'lchov 

bo‘lishini ko'rsating.

3. 2-topshiriqda aniqiangan m  : —> R  o'lchovniri.g Leheg bo'yicha davo- 

m ini toping. Uni sonlar o'qidagi Lebeg o'lchovi bilan mtrna-ti.st tushishini 

ko 'rsating.
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I l l  bob. 0 ‘lchovii funksiyalar

Bu bob ikki paragi'af<ian iborat. Dastlabki 9-p>a,ragraf o'lchovli fimksiyala-r 

xossalariui tekshirisbga bag'ishiangan. O ichovli funksiyalax Lebeg integrali 

tushuncha,sini kiritishda asosiy manba hisoblanadi. Bu yerda o'lchovli funksiya­

lar ta’riñanib, ularning asosiy xossalari isbotlangan. Jurnladan, o'lchovli funk­

siyalar to'plaiiiiiiiiig arifmetik amaJlarga nisbatan yopiqligi (9.1-teorenia) ko'r- 

satilgan. Yana, agar {/ „ }  o'lchovli funksiyalar ketnja-ketligi ha,r bir x  € bJ 

nuqtada f { x )  gayaqinlashsa, u holda hmi tik funksiya / ning o'lchovli bo'hshi 

(9.2- teorema) isbotlangan.

Bobiiing oxirgi. 10-j;>aragraiida ekvivalent funksiyalarga ta’rif berilib, ularga 

misollar keltirilgan. Ekvivalent funksiyalarning biri o'lchovli bo'lsa, ikkincliisi 

ham o'lchovli bo'lishi isbotlangan. Bundan tashqari o'lchovli funksiyalar ketma- 

kethklarining nuqtali, deyarli va o'lchov bo'yicha yiiqinlasliishiari ta’riflanib, 

ular orasidagi liog'lanishlar yoritilgan. Malui.riki, tekis yaqinlashishdan iiuq- 

tali yaqinlashish, nuqtali yaqinla.shishdan esa deyarli yaqinlashish kelib chiqa­

di. Deyarli yaqinlashishdan o'lchov bo'yicha yaqinlashish kehb chiqishi isbot­

langan. O'lchov bo'yicha yaqinlashishdan deyarli yaqinlashish kelib chiqadi- 

mi degan sa.voIga ijobiy javob yo'q ekari, O'lchov bo'yicha nol funksiya.ga 

yaqinlashuvchi, lekin nolga !>iror nuqtada ham yaqinlasmaydigan ñmksiyalar 

ketma-ketligiga misol (10.5-misol) keltirilgan. Ammo o'lchov bo'yicha yaqin­

lashuvchi ketma-ketlikdan deyarli yiwiinlashuvchi qisiniy ketma-ketlik a.jratish 

inumkinligi (10.5-teorema) ko'rsatilgan. Tekis yaqinlashish va deyarli yaqiii- 

lashish orasidagi bog'lanishni ifodalovchi Yegorov teoremasi ( I0.3-teoreuia) is- 

botlaugan. O'lchovli funksiyaning uzluksiz funksiyaga qaysidir rna'noda ya.qin 

bo'lishi iia^iidagi Luzin teoremasi (l0.6-teorema), ya’ni funksiya o'lchovli bo'li- 

shinitig kriteriysi keltirilgan.
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9- §. 0 ‘ lchovli funksiyalar va  u iar ustida am allar

Bu paragrafda uzluksis: funksiyaga qaysidir ina’noda yaqin boigan (Luzin 

teoremasiga qarang) oichovli funksiya tuyhunchasiga ta ’rif beramiz. Oichovh 

fvniksiyahir Lebeg intf^grali tushunchasini kiritishda asosiy tnanba hisoblanadi.

Bizga E  C  M(ii-’ C  Lebeg ma’nosida oichovli to ‘plam va unda aniqlan­

gan haqiqiy qiyma.tli / funksija berilgan bo'lsin.

9.1-ta’rif. Agar ixtiyoriy c € M uchMn {x  G E  : f { x )  <  c } E { f  <  c) 

tc/plarn o'lchovli bo'lsa, f  funkstya E  to'plamda o'lchovli deyiladi.

9.1-inisol. / : E  —> R, f ( x )  — a — con.st funksiyaning o'lchovli ekan­

ligini ko'rsating.

Yechish. ixtiyoriy c e  R  uchun

1 E, agar c >  a,
E { f  <  c) =  { x  e  E  : f { x )  <  c }  =  ^

Í 0, agar c <  a

tenglik o'rinli. E  va 0 to'plamlar o'lchovli. Demak, ixtiyoriy c G R  uchun 

E { f  <  c ) to'plam o'lchovli ekan. Ta ’rifga ko'ra, f { x )  — a funksiya E  da 

o'lchovli funksiya bo'ladi.

9.1-teorem a. Agar f  va g funksiyalar E  to'plamda o'lchovli ho'Isa, a 

holda ularning yig'indisi f  +  g, ayirmasi f  — g va ko'paytmasi f - g  o'lchovli 

bo'ladi. Agar barcha x  e  E  lar uchun g (x )  ^  0 bo'lsa, u holda f/ g  funksiya 

ham E  da o'lchovli bo'ladi.

Teoremani isbotiashda quyidagi lemmalardan fbydalanamiz.

9.1-Iem m a. Agar f  funksiya E  to'plamda o'lchovli bo'lsa, u holda ixti­

yoriy a, 6 e  R  lar uchun quyidagi to'plamiarning har biri o'lchovli bo'ladi:

l ) E { f > a ) ;  2 ) E { a < f < b y ,  3) E ( f  ^  a)- 4) E ( / <  « ) ;  5) E { f  >  a).

Isbot. Faraz cfilayiik, / o'lchovli funksiya bo'lsin, u holda ta ’rifga ko'ra, 

ixtiyoriy a G R  uchvm E ( f  <  a)  to'plam o'lchovli bo'ladi.
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1) F ( f  >  o)  =  F \ F { f  <  a)  tenglikdaii, hamda o'lchovh to'piamning 

to'ldiruvchisi o'Ichovli ekfuiligidan E { f  >  a) to ‘plarmiing o'Ichovli ekanligi 

kelib chi<5adi,

2) E { a  <  f  <  b) =  E { f  >  a ) C \ E { f  <  h) tenglikdan, ham.da o'lchovii 

to'plamlar kesishmasi o'Ichovli ekanligidan E { a  <  f  <  b) to'piamning o'Ichovli 

ekanligi kelib chiqadi.

3) E { f  — a)  to'piamning o'Ichovli el-ainligini ko'rsatamiz:

E { f ^ o . )  =  n E ( a < f < a  +  - ] .  
\ n jn=l

Bu yerda E  Í a <  / <  o +  — | to'plam 2) ko'rinishdagi to'plam bo'lgani uchun
V ,

u - o'Ichovli. 0'lcho%di to'plamlarning sanoqli sondagi kesishmasi (6.7-teorema) 

o'Ichovli bo'lganligi uchun E { f  =  a) to'plam o'Ichovli bo'ladi.

4) E { f  <  «.) to'piamning o'Ichovli ekanligi ta'rifdan, 3) dan hamda E { f  <

a) =  E { f  <  a) IJ E { f  =  a)  tenglikdan kelib chiqadi.

5) E { f  >  a)  — E \ E { f  <  a)  tenglikdan liamda to'ldiruvchi to'piamning 

o'lchoviiligi (6.4-teorema) dan kelil) chi(¡a<li. A

9.2-lem m a. Aga/r vitiyony a, ó G K  h r  uchnn 9.1-kmm,adag% 1), 2), 4),

5) ko'rinishdagi to'plamlarning birortasi o'Ichovli bo'lsa, u holda f  funksiya 

E  to'plamda o'Ichovli bo'ladi.

Isbot. Biz faqat 1) ko'rinishdagi to'p>lamning o'Ichovli ekanligidan / ning 

o'Ichovli ekanligini keltirib chiqararniz. Qolgau tasdiqlarning isbotini o'quvchi- 

ga mustaqil isbotlashni tavsiya qilamiz. Faraz qilayiik, £■(/ >  a) to'plam ix­

tiyoriy a G R  uchun o'Ichovli bo'lsin. U holda uning to'ldiruvchi to'piami 

E { f  <  a) ham o'Ichovli bo'ladi. 9.1-ta’rifga asosan / o'Ichovli funksiya 

bo'ladi. A

9.3-lem m a. Agar f  va g lar E  da o'Ichovli funksiyalar bo'lsa, u holda 

{.T G E  : f ( x )  >  g { x ) }  =  E { f  >  g ) to'plam o'Ichovli bo'ladi.



Isb o t. IlatBional soniax to'piami Q  sanoqli bo'lganligi u,diun uning ele- 

mentlarini nonitírlab diiqaniiz, ya’ni Q  =  {?'i, ?'2: va quyidagi

tenglikni ÍKbotl3.ymiz:

‘% f  >  9)  :=  {  3; e  E  : f { x )  >  g { x ) }  =
00

=  U  ( {  : f { x )  >  Tk} f ]  {  :c : g ( x )  <  r* ,}) . (9.1)
fe=i

Fara,z qilaylik, :io € {.t  e  E  : f { x )  >  g { x ) }  ya’ni ¡ {x q ) >  g (xo ) bolsin, u 

holda ratsional sonlaxning -/jidiiik xossasiga ko‘ra shunday rk € Q  inavjudki, 

f ( x o )  >  1'k >  g{x(,) munosabat o‘rinli bo'ladi. Demak,

Xü e  { x  : f { x )  >  r¿ } p| { a ; : g {x ) <  rk} .

Bíjridati
oc

Xo € U  ( {  a ' : f { x )  >  rk} f ]  { ;t;: g{x)  <  —  /1 
fe=i '

ekanhgi, bundan esa E { f  >  g)  c  A  kelib chiqadi. Endi teskari A  C E { f  >  g)  

munosabatni koTsatamiz. Faraz qilaylik,
00

■̂ 0 e  i j  ( { :r : f { x )  >  r j  f )  {  a :: g{x)  <  rk } ) 
h -i

ixtiyoriy nuqta bolsín, u holda xq birlashmadagi to'plamlarning hech bo‘1- 

inaganda bíttíisiga tegishh boiadi, ya’ni shunday k (£ N  mavjudki, a,o € 

{ x  : f { x )  >  r-k} n {a -  : rj{x) <  r * }  . Demak, bir vaqtda f{x (, ) >  rk va g{xQ) <  

Tk !;>o‘ladi. Bundan f { xo )  >  g{x(¡) ekanligi, ya’ui .'1:0 G {;?■ € E  : f { x )  >  g { x ) }  

ekanhgi kehb chiqadi. Bundan A  C E { f  >  g)  ni olamiz.

Bíz (9.1) tenghkni isbotladik. 9.3-lemmaníng isboti (9.1) tenglikdan, ham­

da o'lchovli to'plamiarning saiioqli birlashmasi (6.7-ieorerna) yana o'lchovli 

ekaiiíigidan kelib chiqadi. A

9 .1 -teorem an ing isboti. Teoremani bir necia qismiarga ajratib isbot- 

laymiz.
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1) agax / — o'lchovli funksiya boisa, u holda ixtiyoriy k € U. uchun 

k ■ f  va f  +  k fimksiyalar ha.m oichovli boiadi. Haijiqatan ham, [ k  ^  0 

deb iiisoblaymisi k == 0 boiga.nda k ■ / ning oichovli boiifjhi 9.1-misoida 

koi'satildi)

E { f  <  % )  ■ (i.gar k >  0, 
{ x e E : k f { x ) < c } = <  (9.2)

\ E { ! > % ) ,  o,gar k < ^ .

(9.2) tenglikniug o‘ng tomonidagi to''pla.mla.rning ha.r biri oichovli boigani 

uchuii k • f  funksiya oichovli boiaili. / +  k funksiyaning Ciicb.ovliligi

{a- e  E  : f i x )  +  k <  c| =  { x  e  E  : f { x )  < c - k }

tenglikdan kelib chiqadi.

2) .Agar f  va g lar E  da oichovli fimksiyalax bo‘lsa, u hf)lda 9.3-lemmaga 

ko‘ra

{ x e E :  f i x )  +  g ix ) >  c } =  { x  € E  : f { x )  >  c -  tf(:r)}

lo ‘ plam ixtiyoriy c €  E  da oichovli boiadi. Demak, 9.2-leminaga ko'ra f  +  g 

oichovli fiinksiya boia4i.

3) 1) va. 2) dan kehb chiqadiki, f  + { —l ) g  oichovli funksiya boiadi.

4) Agai- / oichovli boisa, u holda |/| va lax ham oichovli funksiyalar

l)oiadi. Haqiqatau ham,

{
 E , agar c <  0

(9.3)

E i f  <  —c) U  E 'i f  >  c), agar c >  0.

(9.3) tenglikning o iig  t.omoiiida.gi io'plamlax ixtiyoriy c e  M da oichovli 

boigauKgi uchun |/| oichovli funksiya boia.di.

„ , E . agar c <  0
E i f ^ > c )  =  {  (9.4)
E{\f  \ >  \/c), agar c >  0.
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I/I furiksr/aning o'Ichovli ekanligidan, (9.4) tenglikniiig o ‘ng tomonidagi to ‘p- 

lainlaniing ixtiyoriy c G R  da oichovli ekanligi kelib chiqadi. Dernak, p  

o'Ichovli funksi,ya bo'ladi.

5) O'Ichovli firnksiyaianiitig ko'paytmasi o'Ichovli ekanligi quyidagi

ayniyatdaii, hamda 1), 2), 3) va 4) xossalardaii kelib chiqadi.

6) Agar g o'Ichovli bo'lib, g ( x )  ^  0, Vx G E  bo'lsa, u holda ~  ning 

o'Ichovli bo'lishi

E { -

P {9 <  0 )U ^ Í 9 >  - ) ,  aoar c >  0
/1 \ ^

E  -  <  g <  0 , agar c <  0,
/

E {g  <  0), agar c =  0

tenglikdan kelib chiqadi. Demak, ~ — o'Ichovli funksiva. 5-xossaga ko'ra,

1 "  
f { x )  • funksi}-a ham o'ichovli boiadi, bunda g{x )  ^ 0 .  A

Shunday qilib, biz o'ichovli funksiyalar to'plamining arifmetik amallarga 

nisbatan yopiqligini ko'rsatdik.

Analizdan ma’lum bo'Igan tekis \'a nuqtali yaqinlashish ta’rifiarini kelti­

ramiz. ¿/'o'ichovli to'plamda / ftinksiya va {/ „ }  o'ichovli funksiyalar ketma- 

ketligi berilgan bo'lsin.

9.2-ta’rif. Agar ixtiyoriy e >  0 uchun shunday no >  0 mavjud bo‘lib, 

barcha n >  va x e  E  larda |/„(x) — /(.t)| <  e ho‘Isa, u holda {/ „,} funk­

siyalar ketm.a-ketligt E  to ‘plarnda f  funksiyaga tekis yaqinlashadi deyiladi.

9 .3 -ta ’rif. Agar har bir x  G E  da lim fn{x )  =  f { x )  bo‘lsa, u holda {/ „ }
n-+oo

funksiyalar ketma-ketligi f  ga nuqtali yaqinlashadi deyiladi.

(Juyidagi teorema o'ichovli funksiyalar to'plamining limitga o'tish (nuqtali 

yaqinlashish) amaliga nisbatan ham yopiqligini ifodalaydi.
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9.2-teorem a. Agar {/ „ }  o'lchovli funksiyala,r  ketma-ketUgi har bir x  € E  

da f { x )  ga yaqinlashsa, v, holda Umitik funksiya f  oichovli bo‘lad,t.

Isbot. Siiartga, ko‘ra, ixtiyoriy x  G E  uchun lim / n (x )  — f ( x )  o ‘riuh.

OO OO oo  ̂ \

E { f  < c)  =. {;r : f { x )  <<=}-= IJ U i1 ) “ fc f
k=ln=lm >n  ^

(9.5)

teiighk [2| da isbotlangan. Teoreinaning isboti (9.5) tenghkdan kehb chiqadi, 

diunki, sanoijli sondagi o'lchovli to'plainlartiing birlaslunasi va kesishmasi (6.7- 

teoreinaga qarang) yana o'lchovli to'plamdir. A

Bu paragrafni quyidagi misol bilan yakmilaymiz.

9.2-m isol. Agar / : i/' —+ M o'ichovli funksiya bo'lsa, ii holda / funksiya 

E  ning ixtiyoriy o'lchovli A  (^ismida ham o'lchovli funksiya bo'lishini ko'rsating. 

Yechish. Haqiqatan ham, ixtiyoriy c € M uchun

{ x  £ A  : f ( x )  <  c }  =  E { f  <  c) n yi

tenglik o'rinli. E { f  <  c) va .4 to'plamlar o'lchovli bo'lganhgi uchun ular­

ning kesishmasi bo'lgan {a; € /1: f { x )  <  c } to'piam ham o'lchovli bo'ladi.

9.1-ta’rifga ko'ra, / funksiya A  da o'lchovli bo'ladi.

M u sta q il ishlash iichira savol va  topsh iriq lar

1. O'lchovli bo'lmagan funksiyaga misol keltiring.

2. O'lchovli bo'lmagan, lekin m,oduli o'lchovli bo'lgan funksiyaga misol kelti­

ring.

3. (9.5) tenglikni isbotlang.

4. 9.1-lemmada keltirilgan 2), 4 ) va o ) ko'rinishdagi to ‘pla,m,lai'ning o'lchovli 

ekanligidan f  ning o'lchovli ekanligini keltirib chiqaring.

5. Shunday f  va g funksiyakirga misol keltiringki, ularning yig'indisi 

o'lchovli bo'bin, lekin ayirmasi o'lch,ovli bo'lmasin.
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6. Shunday f  va g funksiyalarga misol keltiringki, ularning ko‘vaytmasi 

o'lchovli bo'lsin, lekin yig'indisi o'lchovli ho'lmasin.

7. Dirixle funksiyasi S  ning [O, 3] to 'plamda o 'Ichovli ekanligini ta ’r if 

yordamida ko'rsating. 2) funksiya (2.1 ) tenglik hilan aráqlanadi.

8. Agar f  funksiya E  to'plam.da o'lchovli bo'lsa, u holda h {x ) =  [/ (x )] 

ning o'lchovli ekanligini isbotlang. Bu ye.rda [x] bilan x  ning butun qismi 

helgilangan.

10-§. 0 ‘khov1i funksiyalar ketm a-ketlik larin ing yaqin lashish lari

Bu paragrafda l)iz ekvivalent funksiyalar, ulaniing ayriín xossalari va o‘l- 

cliovli fuiiksiyalar ketiina-keUikla.r!uing turli yaqinlafjliishlari orasidagi bogia-- 

nisiilarni o í  ganamiz.

10.1-ta’rif. E  o'lchovli to'plamda aniqlangan f  va g funksiyalar uchun 

f i { { x  € E  : f { x )  ^  ff(x ')}) =  O bo'lsa, f  va g lar ekvivalent funksiyalar de­

yiladi va f  g shaklda belgilanadi.

10.1-:íxiísoL Dirixle fiuiksiyasi 2) ((2.1) ga qa.ratig), R.imau funksiyasi IR 

((2.2) ga qarang) nol ñmksiya 0(x )  =  O hamda bir T{x)  1 funksiyalar- 

ora-sidan o ‘zaro ekvivalent funksiyalanii toping.

Yechish. Ma’lumki, Q sanoqli to'plam, shuning uchun fi{Q) =  O. Lebeg 

oichovi toiaolchov(8.4-ta’rif), shunday ekíui, ixtiyoriy /i C Q uchun /t(A) =

0. Endi l)u fuuksiyalariii ekvivalentlikka, tckshiramiz;;

{x : S (.t ) #  í^(a.)} -  Q, {.T : fR{x) ^  0(a’) }  =  Q,

{x : D (x ) #  ÍH(x-)} C Q, {x : ©(rr) ^  I{x)} =  R\Q.

Bu j^erdaii quyidagi tongliklarni hosil qilamiz:

M ({rr ; ^ { x )  #  0{x ) } )  <R{x) 0 (o :)}) =  ¡i ( { Q } )  =  O,
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IX { {x  : 0 ( :r )  ^  SH(x)}) =  0, // ( { a : : ® (x )  #  i ( x ) } )  =  p. ( {M \ Q }) /  0.

Demak, S  9, 15 ~  ÍH, 91 ~  & l>o']a,cii. I  bilan 2) ekvivalent emas,

10.2-ta’rif. Agar biror xos.w, E  to ‘plamning nol o'ichovli qisrn to ‘plamidan 

boshqa barcha nuqtalarida bajarilsa, bu xossa E  to 'plainda dtyarli bajariladi 

deyiladi.

Agai' ikkita funksiya deyarli teng bo'lsa, ular ekvivalentdir.

;l0.2-misol. Aytaylik, E  =  A i\J  A 2 va .-4i Q  .A2 — 0 bo'lsin. Agar /1 : 

A ] •-> R  va /2 : A 2 --> K  funksiyalar o'ichovli l)o'lsa, u holda

/(•^) =  <
[  h { x ) ,  agar x  6 A 2

E  da o'lchovh funksiya bo'lishini isbotlang.

Isbot, Ixtiyoriy c e  IR, da

{x  € E  : f { x )  <  c }  =  { x  € A i : f i { x )  <  c}  U {a: € A 2 : /2(0;) <  c }

to'plam o'ichovli. Demak, / funksiya E  da o'ichovli. A

10.3-misoI. Nol o'ichovli A  to'plamda aniqiangan ixtiyoriy / ; A  —*• M 

hmksiyaning o'ichovli bo'lishini isbotla,ng.

Isbot. Lebeg o'lchovi to'la o'lchov (8.4-ta’rif) bo'lgauiigi uchun o'lchovi 

nolga teng bo'Igan to'piamning ixtiyoriy qismi

{.I’ e  A  : f { x )  <  c } C A

o'ichovli, shuning nchun f  funksiya A  da o'ichovli funksiya bo'ladi. A

10.1-teorem a. Aga,r f  funksiya E  o ‘lchovli to ‘pla?nda aniqiangan bo'Hb, 

o'ichovli g ■. E  R  funksiyaga ekvivalent bo'lsa, u holda f  ham E  da

0 ‘Ichovli funksiya bo ‘ladi.

Isbot. Faraz qilayiik, g— o'ichovli va / ~  <7 bo'lsin, ya’ni

A  =  { x :  f { x )  =  g { x ) }  , E \ A  =  { x  : f { x )  ^  g{x ) } , fJ-iE\A) =  0.
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, í  f ( x ) ,  agar x  e  E \ A  

g {x ), agar x  € A

E  da o'lchovli funksiya bo'ladi. A

10.1. Deyaxli yaqinlashish.

10.3-ta’rif. Agar E  to ‘nlam,da aniqlangan {/ „ } funksiyalar ketrna-ket- 

ligining f  funksiyaga yaqinlashmaydigan nuqtalari to'plamining o'lchovi nol 

ho‘ha, u holda { f „ }  funksiyalar ketma-ketligi E  to ‘plañida f  funksiyaga 

dtyarli yaqinlashadt deyiladi, ya’ni

lim fn {x ) =  / (x )
n-’OO

tenglik E  dagi deyarli barcha x  lar uchun o ‘rinli, yoki

.4 =  |x : lim f „ (x )  =  f { x ) }  , ß {E \ A ) =  0.
i. n-^oo J

10.4-misoi. /„(;r) =  cos"x, i/ '=  [O, 27t] funksiyalar ketma-ketliginiug 

npl funksiyaga deyarli yaqinlashishini isbotlang.

Isb o t. M a’luinki, barcha x  e  (0,27r)\{7r} larda |cosa;| <  1 tengsizlik 

o'rinli hamda eos O =  cos27t -  1, c o s t t  =  —1 ekanligini hisobga olsak, 

quyidagini olamiz

O, ac?ar a: € (O, 27¡)\{7i- },

10.2 va 10.3-misoIlarga ko'ra,

lim f n ( x )  — lim (cos;r)”  = m a vju d  einas x  — tt,

1, agar x  e  {O, 27t} .

Agar 4. =  ( x  : lim fn (x ) — o| =  i?\{0; tt; 27t} deb belgilasak, u holda 
L n-^oo  ̂  ̂ J

u (E \ A ) ^  /i ({0; tt; 27t}) =  0

bo'lach. Ta ’rifga asosan, / „(x ) — cos” a; funksiyalar ketma-ketligi E  =  [0, 27t] 

to'planida ß {x ) — O funksiyaga deyarli yaqinlashadi. A
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10.2-teorema./If/ar E  to'plamda { / „ }  o'ichovli funksiyalar ketma-ketligi 

f  ga deyarli yaqinlashsa, u holda Umitik funksiya f  harn o ‘Ichovlidir.

Isbot. A  — X : liiii f „ { x )  =  f { x )  > bo'lsit). U holda teorema shartiga
n—̂oo )

ko'ra, n { E \ A )  — 0 bo'ladi. A  to'plamda {/ „ }  funksiyalar ketma-ketligi 

/  ga nuqtali yaqinlashadi. 9.2-teorernaga ko'ra, / funksiya A  to'plamda 

o'lchovlidir. 10.3-misolga ko'ra nol o'ichovli to'plamda aniqiangan ixtiyoriy 

funksiya o'ichovli, shuning uchun / funksiya E \ A  da o'ichovli bo'ladi. 10.2- 

misolga ko'ra, / funksiya birlashma A\ J { E\A )  — E  to'plamda ham o'lchov­

lidir. A  

M a’luinki, tekis yaqinlashishdan nuqtali yaqinlashish, nuqtali yaqinlashish- 

dan esa deyarli yaqinlashish kelib chiqadi. Quyidagi implikatsiyalar o'ririli;

Yegorov teoremasi deyarli yaqinlashish bilan tekis yacjinlashish orasidagi 

bog' ianislrui ifodalaydi.

10.3-teorem a (Yegorov). E  chekli o'ichovli to'plamda { / „ }  funksiyalar 

ketma-ketligi f  ga deyarli yaqinlashsin. U holda vMiyoriy S >  0 uchun shun­

day E j  C E  to ‘plam mavjudki, uning udmn quyidagilar o ‘rinlt:

1) i i{E \ E i) <  5,

2) Es to'plamda { / „ }  fv,nksiyalar ketrna-ketUgi f  ga tekis yaqinlashadi. 

Isb o t. 10.2-teoremaga ko'ra, / o'ichovli fiinksiya bo'ladi. Aytayhk,

K ^ f ] i r , : l U x ) - f { x ) \ < l / m . }
i>n

bo'lsin. to'plamlar barcha n va rn uchun o'ichovli bo'ladi. E™ to'plam 

tayinlangan n  va m da barcha i >  n  lar uchun |/¿(x) — /(.r)| <  1/rn
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tengsizlikni qanoatlantiruvclii x  lar to'plamidan iborat. Endi

OO

IJ  ií,™
n=I

boisin. Auiqlatiishiga ko‘ra A'”  to'plamlar har bir m da

C  C  • • • C  C  • ■ •

munosabatni qanoatlantiradi. O'lchovning uzluksizlik xossasiga ko'ra, 

lim voki har bir m va <5 >  O uchun shunday no(m )
n-^oo
mavjudki,

O <  /í { t n  -  M (fer„(„)) =  M (10-1)

Endi

rm
fl(m) 

m=l
b-ylsin. Ko'rsatamizki, Es to'plam te-orema shartlarini qanoatlantiradi. Dast­

lab Es to'plamda {/ „ }  ketma-ketlikning / ga tekisyaqinlashishini ko'rsatamiz. 

Aytaylik, X € Es bo'lsin. ü  holda ixtiyoriy m uchun bar<;ha i  >  ri(,{m} 

nomerlarda |/¿(a’) — f {x)\ <  I j i n  tengsizlik bajariladi. Bundan E¿ to'plamda 

{/ „ }  ketma-ketlikning / ga tekis yaqinia-shishi kelib chiqadi.

Endi E \ E ¡ to'plam o'lchovini baholaymiz. Barcha m  lar uchun i.i{E \E ” )̂ 

=  0. Haqiqatan ham, agar X(¡ € E\E"^ bo'lsa, u holda yetarlicha katta i lar 

uchun \fi{xi)) -  /(;Co)| >  1/m bo'ladi, ya’ni { f „ { xo ) }  ketma-ketlik /(;co) ga 

yaqiulashmay<li. Demak, EXh:]™- c  E\A  ¡nimosabat o'rinli. Bu yer<la

A ^ { x :  lim /„(.r) =  f { x ) } .
n~̂ oo

Bundan, n {E \ E '^ ) <  ij,{E \ A ) =  O ga kelamiz. Bu o'z navbatida fi{E \E "^ ) —

O ga olib keladi. Bu yerdan va (10.1.) dan kelib chiqadiki,
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bo'ladi. Shuning uchun quyidagi tengsizHk o'rinU

/ 00 \

7*

\ m=l 

oc

/
/ 0 0  \

U £ EMt’\iZ(-)) <£!; = ■>■
\m=l / m=l m=l

10.2. 0 ‘ lc liov  b o ‘y ic lia  yaqinlashish. Bizga E  to'plamda aniqlangan 

{ I n }  o'lchovli funksiyalar ketnia-ketligi va / o'lchovli funksiya berilgan bo'lsin.

10.4-t.a’rif. Aijar ixtiyoriy <5 >  0 uchun

Jiin /<■ ({;r  G E  : |/„(x) -  f {x)\ >  <5}) =  0

tenglik bajanlsa, и holda {/ n } funksiyalar ketrna-ketligi E  to'plamda f  funk- 

svyaga o4chov bo‘yicha yaqinlashadi deyiladi.

Deyarli yacjirilashishdan o'lchov bo'yicha yaqinlashish kelib cliicjadi. Quyida,- 

gi teorema shu haqda.

10.4-teorem a. A^er {/ „ }  o ’lchovli funksiyalar ketma-ketligi E  ( f i {E)  <

oo) to'plamda f  funksiyaga deyarli yaqinlashsa, и holda { / „ }  ketma-ketlik 

E  to'plamda f  ga o'lchov bo'yicha ham yaqinlushadi.

Isbot. 10.2-teoremaga ko'ra, limitik funksiya / o'lcluwli bo'ladi.

■T : hm fn{x )  =  f { x )

bo'lsin. Teorema sliartiga ko'ra, fj.{E\A ) — 0 bo'ladi. Berilgau á >  0 son 

uchun quyidagi belgilashlanii kiritamiz.

Ek{0)  =  { x - . l h { x ) - f { x ) \ > S } ,
00 00

1 Ш  =  и  EkiS), Rn{6).
k=n n=l

O'lchovli to'plamlarning xossalaridan foydalanib, ko'rsatish mumkinki, yuqori­

da kiritilgan barcha to'plamlar o'lchovli bo'ladi. Ravshanki,

i? i(5 )D ñ 2 (ó - )D  - ñ „ (¿ )D  - - .
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Oichovning vizhiksizHk xossasidaii

lim m(/4(^')) =  K M )  (10.2)
n- >00

tenglik kelib chiqadi. Ko'rsatamizki, M  C E \ A  boiadi. Haqiqatan ham, xq € 

yi boisin, ya’ni

lim fn (.To) =  ,f (xo) •n—*co

Limit ta ’rifiga ko'ra, berilgan <5 >  0 son uchun shunday n  mavjudki,

|AOro)-/(xo)| <<5

tengsizhk barcha k >  n  lar uchun o'rinli, ya’ni a;o ^ shunda.y ekan,

a’o é M . Bundaii A  C E \ M  => M  C E \A . O'lchovniiig yarim additivlik 

xossasidan

m (M ) <  f.i{E\A ) = 0  = >  f i { M )  =  0.

Detnak, (10.2) dan lim /ii{Rn{S)) =  0. E„{S ) C Rn{¿) muiiosa,l)atdan va
n-+cc

oichovning yarim additivlik xossasidan

lim /.Í iE „ (S )) =  0
n-̂ 'OO

ekaiiligi kelib chiqadi. Bu esa teoremani isbotlaydi. A

O'lchov bo'yicha yaqinlashishdan deyarli yaqinlashish keiib cliiqadimi dc-v 

gan savol tug'iladi. Unmman olganda o'lchov bo'yicha yaqinlashishdan deyarli 

yaqiula-sliish kehl) c!iiqma.s ekan. Quyidagi misol bu fikrning to'g'riligini tas- 

diqla.ydi.

10.5-m isol. Har bir fc € N  uchun E  =  (0, 1] yarim iutervalda f [ ' '\  ¡ 2 ^  

. . . .  ñuiksiyalarni quyidagicha aniqlaymiz

' ¿ 1  i
1, agar <  x  <

' i  — 1 i
0 ,  agar x  €  ( 0 ,  1 ] \  (



Bu funksiyala.rni tarl;ib bilan no¡neiia.b, {g „ }  (g i — gi — 9‘i  =  

9a =  /з^\---) ketma.-ketlikiu hosil qilamiz. { p « }  ketma-ketlikning E  

da nol ñnikslyaga o'lchov bo'yicha yaqiiilaehisliiiii va bii'or nuqtíuia harn iiolga 

yaqinlíishuiasligini isbotlang.

Isbot. Har bir n e  N  uchun shunday к va i  sonlar jufti topiladiki,

— gn{x) teuglik bajariladi va n  cheksizga intilislii bilan к ham diek- 

sizga intiladi. Ixtiyoriy 6 >  O uchun

1
k

tengsizlik o‘rinli. Bu yej.4Ía.ii liin ц{Е[\дп\ >  ú)) =  O ni olaniiz. Demak,
n—*oo

10.4-ta’rifga ko‘ra, { ^ „ }  ketma-ketlik E  da nol funksiyaga o'lchov bo'yicha 

yaqinlashadi. Endi {g „ }  ket¡ria.-ketlikni E  da nol funksiya.ga deyarli yaqin- 

lashmasligini ko‘rsatamiz. Ixtiyoriy ;го € (0 ,1] nu.qtani olamiz. Shunday kn 

va i„ (k i <  ¿2 <  • • • <  k„ <  ■••) soldar jufti topiladiki,

í  in -  1

kn k„

bo'ladi. Bu yerdan quyidagini olarniz;

lim (xo) =  1 ^ 0.
n->co

Ya'ni, {(? „ } ketrna-ketlik biror uiiqtada ha.m x-olga yaqinlashma.ydi. A

10.5-teorem a. _4^ar {/ „ }  o'ichovli funksiyalar ketma-ketligi E  to'plamda 

f  ga o ‘Ichcjv bo ‘yicha yaqirdashsa, и holda undan f  ga deyarli yaqinlashuvchi 

qistniy ketrna-ketlik ajratish mumkin.

Isbot. Biz musbat va uolga, intiluvchi ei, £2, ■ ■ ■ ,Sn, ■ ■ ■ ketma-kethkni va 

rji,T]2, . . .  , r ] „, . . .  musijat, sonlarui щ + г ]2 +  . . .  +  щ  +  ■ ■ ■ qator yaqinlashuv­

chi bo'Iadigan qilib tanlaymiz. Ind(:ksla.r ketma-ketligi nj <  <  . . .  lanii
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quyidagidia tanlayiniz: rii indeksni shunday tarilaymizki,

fl ( { x  : |/„j(a-) -  f ( x )\ >  4-1» <  7?i

teiigsizHk bajarilsin. Bu teiigsizlikni qanoatlantinivdii rii inavjudligi { / „ }  

ketrna-ketlikning / ga o ‘ld iov bo'yidia yaqinlashuvchi ekanligidan kelib chiqa­

di. Endi «2  •> rii indeks shunday tanlanadiki,

I-Í : \fn2i x )  -  f {x)\ >  £2} )  <  '72 

tengsizlik bajarilsin. Umuinan nk >  nk-\ indeks shunday tanlanadiki,

M {{;*-■ : I fnÁ^)  -  f {x)\ >  £■*:}) <  Vk

tengsizlik bajarilsin. Tanlangan {frik} ketma-ketlikning / ga deyarli yaqin­

lashuvchi ekatiligini ko‘rsal;ain.iz. Quyidagi belgilasltlarni kiritamiz:

00 CO

= U = I ^  p]
k=i i=l

Tanlanishiga ko‘ra, R i D  R 2 ^  D  M „  D  ----  O'lchovning uzluksizlik

xossasiga ko'ra, lim ¡jl{R „ )  =  m(í¿). Ikkinchi tomondan, ravshanki,

/ 0 0

m )= U = I 
\*=i

<

k=i k=i 

tengsizlik o'rinli. So'iiggi qator yaqinlashuvchi qatorning qoldig'i bo'lganligi

uchun lim u iR n ) =  0. Demak, u.(R) — lim =  0. Endi ixtiyoriy x  6
n-^oo  ̂ i-^oo

tJ\R uchun lim /„^(x) — / (x ) ni ko'rsatish qoldi. Faraz qilaylik, Xq € E \R ,
k->oo

ya'ni Xo ^ R  bo'lsin. U holda shunday tq mavjudki, Xq ^ Rgg. Bu shuni 

anglatadiki, barcha k >  ¿0 udiun xq ^ { x  : — fi^Oi ^  ^k} ya’ni

\fnd'~^o) -  f{xo)\ <  £k-
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Shartga ko‘ra -+ 0, shuning uchun lim fnki^o) — ^
fc—>cc

Quyidagi teorema uzluksiz va oichovli funksiyalar o'rtasidfigi iiiuhim bogia- 

uishni ifodalaydi.

10.6-teorem a (Luzin), [a, 6] kesmada aniqlangan f  funksiya o'lchovli 

bo'lishi uchun ixtiyoriy e >  0 son uclmn [a, b] da uzluksiz bo'lgan shun­

day ip funksiya rnavjud bo'lib, fJ { {x  € [a, 6] : f { x )  ^  ^ tengsidik 

hajarilishi zarur va yetarli.

10.1-natija. [a, 6] kesm,ada uzluksiz funksiya o'lchovlidir.

10.6-misol. [0, 7t] kesrnada aniqlangan

Í siiix , x  € [0, ?r]\Q

I cos^(sina:), x  € Q

ñmksiya oichovli boiadimi?

Yechish, 10.1-uatijaga ko‘ra, uzluksiz =  siii x, x €  [0, tt] fiinksiya 

oi.chovli bo‘ladi. Luzin teoremasi va

//. { {x  : f { x )  +  ‘p { x ) } )  ^  //.([0, ?r] P i  Q ) =  0 <  e 

tetigsizlikdan / funksiyaning [0, tt] kesmada oichovli ekanligi kelib chiqadi.

M iis ta q jl ishlash uchun savol va topsh iriq lar

1. Aga,r f  : E  —+ M o'lchovli funksiya t.ifl A  C  E — a'Ichovli to'rdam, bo'lsa, 

u holda f  funksiyaning A  to'plamda o'lchovli bo'lishini isbotlang.

2. Agar f  va g funksiyalar E  to'plamda o'lchovli bo'lsa, u holda

h_{x )  — m in {/ (;r ), g ( x ) }  va h+ {x ) — m ax {/(.?:), g { x ) }  funksiya- 

laming o'lchovli bo'lishini isbotlang.

3. Agar f  g va g ~  (p bo'lsa, u holda f  ^  (p ekanligini isbotlang.

4. I0.5-mi,solda keltiriigan {í/„} ketrna-ketlikdan nolga deyarli yaqmlashuv- 

chi qismiy ketnia-ketlik ajrattng.

102



5. lO -i-núsol uchun Yegorov teoremasi shartlarini qanoatUintirwuchi Es 

to ‘plamsni <5=10“  ̂ uchun quring.

6. D irixk  va Riman funksiyalari uchun, Luzin teorernasining shartlari­

ni qanoatlaritiruvchi uzluksiz w funksiyani toping. X) i;a ÍH larning 

amqlunishini (2.1)  va ( 2.2)  - lardan qarang.

7. f  funksiyaga har bir nuqtada yaqinlashuvchi, lekin tekis yaqirúashmay- 

digan f„  fanksiyalar ketrna-keiiigiga misol ke.ltiring.

8- f n { x ) = x ” , x G  [O, 1] fimksional ketma-ketlikning lirriitik funksiyasini 

toping.

9. .fn{x) =  x ” , X  G [—1, 1] funksional ketrna-ketlik Dirixle yoki Rim,an 

funksiyalariga deyarli yaqinlashadimi ?

10. Deyarli yaqinlashuvchi funksional ketma-ketlikning Um,itik funksiyasi yago- 

na bo‘l,adimi? Agar yagona bo‘lrnasa, bu haqda o'z fikringizni ayting.
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IV  bob. L e b e g  in tegra li

Riiiian integrali odatda uzluksiz funksiyalar yoki uzilish nuqtalari juda ko‘p 

boirnagaii funksiyalar uchuu ku'itiladi. Riinaii integral] avval [a, h] kesniada. 

keyin esa [a, 6] x  [c, d\ to‘g ‘ri to‘rtburchakda va hokazo kiritiladi. Lebeg intc- 

grah esa. ixtiyoriy tabiatli to ‘piainlarda bir xilda kiritiladi. Hattoki, aniqlanish 

sohasining hainrna yerida uzilishga ega bo‘lgcUi funksiyalar uchun ham Lebeg 

iutegralini ariiqlash mumkin.

Lebeg integralining Riman iiitegrahdan asosiy farqlaridan biri shundaki, u 

funksiyaning aniqlanish sohasi bo‘lgan [a, b] kesnumi bo'laklaxga bo'layot- 

gauda axgument qiymatlaxiiiing yaqii¡ligii.ii emas, balki funksiya qiymatlari- 

ning yaqinligini hisobga oladi. Keyinchalik biz ko‘ramizki, Lebeg integrali 

Riman integraliga qaraganda katta imkoniyatlarga ega bo'ladi. Avval sodda 

fimksiyalar uchuu Lebeg integrali ta’riflanadi, keyin Lebeg integrali ixtiyoriy 

o'ichovli funksiyalar sinii uchun. aniqiaiiadi.

Bu bob 11-14 §§laxdan iborat. l l - §da  sodda funksiya.lar uchun Lebeg iute- 

graii kiritilgaii, uiiing A, B  va C  xossalaxiisbotlangaii. 12-§ da chekli o'lchovli 

to'plamda aniqlangan o ‘lcl.iovH funksiyalar uchun. Lebeg integralining urnuniiy 

ta ’rifi berilgan. Lebeg integralining asosiy xossalari (I-V ÍIÍ ) keltirilgan. Buxos- 

saiar Riman integi’ali xossalari bilan solishtirilgan. IV, VI, V II, va V III xossalar 

faqat Lebeg integral! uchun xos ekanligi ta ’kidlatiib, bu xossalar Rimaii inleg- 

rali uchun to'g'ri einasligiga misollar keltirilgan. Bundan tashqari Lebeg integ- 

rahning absolyut uzluksizlik va <t —  additivhk xossalari isbotlangan. Lebeg in- 

tegralining a — additivlik xossasiga ma’him ma’noda teskari teorema k(;ltirilib 

isbotlangan. Manfiymas fumksiyalar uchun Chebishev tengsizligi isbotlangan. 

Chebishev tengsizhgida.n foydala.uib, m.a.nfiyn»as funksiyaning integrali- nolga, 

tenghgidan uning o'zi nolga ekvivalent eka.niigi keltirib diiqaxilgan. 13-§ in­

tegral belgisi ostida liniitga o'fcisli alomatlariga bag'ishlangan. Lebeg, Levi
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va Fatu teoreinalari o ‘z isbotlarini topgan. Oxirgi l ‘J:-§ da cheksiz oichovli 

to ‘p!ani bo'-yicha olingan Lebeg integraliga ta ’rif berilgan, Lebeg va Riman 

integrallarini taqqosiash haqidagi teorema isbotlangan. Lebeg ma’nosida in- 

tegrallanuvchi, lekin Riman ina’nosida integrallanuvchi boimagan nmksij^aga 

misol keltiriigan.

11-§. Sodda, fim ksiya lar uchun .Lebeg in tegra l!

Biz ll-13-§§ larda o‘lchovli E  yoki .4 to'plamda aniqlangan, o'lchovli / 

funksiyani qaraymiz va ¡.¡{E) <  +oC' deb faraz qilamiz.

11.1-ta ’rif. Agar f  : E  M o'lchovli bo'Uh, uning qiyrnatlari to'plami 

ko'pi hilan sanoqli bo'lsa, n holda f  sodda funksiya, deyikidi.

11.1-teorema.. K o ‘pi hilan sanoqlita har xil y i ■ ■ ■ ,Vn, ■ • ■ qiymaManii, 

qahv.l qiluvchi f  funksiya o'lchovli bo'lishi uchun

A „ ^  {:v € E  : f { x )  =  ?/„}

to'plamiarning o'lchovli bo'lishi zarur va yetarli.

Isb o t. Zaruñyligi. f  funksiya E  to'plamda o'lchovli bo'lsa, A„  to'plam- 

larning o'lchovli ekanligi 9.1-lemmadan kelib chiqadi.

Yctarliligi. A„  to ’plamiarning har biri o'lchovli ekanligidan / funksiyaning 

o'lchovli ekanligiiri keltirib chiqaramiz.

m  < c) = u
Vn«:

tenglikdan va o'lchovli to ’plamiarning chekli .yoki sanoqli birlashmasi o'lchovli 

ekanligidan / ning E  da o'lchovli ñmksiya ekanligi kelib chiqadi. A

11.1-misol. Agar f  : E  M. o'lchovli funksiya bo'lsa, u holda g{x )  =  

[/ (x )] funksiya E  da sodda funksiya bo'lishini isbotlang. Bu yerda [a] belgi 

a sonining butun qismini bildiradi.
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Isbot. g fiinksiya faqatgina butun qiymatlar qabul qiladi. Shuning uchun 

uning qiymatlar to'piami ko'pi bilan sanoqlidir. Endi uning o'ichovli (ekanligini 

ko‘rsat;am.ÍK. Haciicjatan harn, ixtiyoriy n € Z  uchun

{x  e  E  : g{x )  — n }  =  {.t  e  E  : n  <  f { x )  <  n +  1 }

tenglik o'rinli. 9.1-lemmaga ko'ra E {n  <  f  <  n +  1) to'plam o'ichovli. 11.1- 

teoremaga ko'ra g ftmksÍ3fa E  da o'ichovli ftmksiya bo'ladi. 11.1-ta’rifga ko'ra, 

g sodda funksiya bo'ladi. A

11.2-niisol. Sodda, funksiyaning songa ko'paytmasi yana sodda funksiya 

bo'lisliini ko'rsating. Sodda funksiyalar yig'iudisi yana sodda funksiya bo'lishini 

isbotlang.

Isbot. Sodda funksiyaning songa ko'paytmasi yana sodda funksiya bo'lishi 

bevosita ta ’rifdan kelib chiqadi. Sodda funksiyalar yig'indisining yana sodda 

ñmksiya bo'lishi esa, o'ichovli funksiyalar yig'indisining yana o'ichovli funksiya 

ekanligidan (9.1-teorerna) hamda chekli yoki sanoqli sonli to ’plamlarning arif­

metik yig'indisi (3-§ dagi 5-topshiriq) yana chekli yoki sanoqli to'plam ekan­

ligidan kelib ch.iqadi. A

11.2-teorema (O'lchovUUh mezoni). / ; ií-' —> M funksiya, o ‘lckovli bo'lishi 

uchun unga tckis yaqinlashuvchi sodda funksiyalar ketw,a-ketligining mavjud 

bo'lishi zarur va yetarli.

Isbot. Yetarliligi 9.2-teoremadan kelib chicjadi.

Zaruriyligi. /—o'ichovli funksiya bo'lsin. Unga tekis yaqinlashuvchi {/ „ }  

sodda funksiyalar ketrna-ketligining mavjudligini ko'rsatamiz. 11.1-11.2 mi- 

sollarga ko'ra, har bir n € N  uchun

f ^ \ x )  ^  M M  (11.1)
Tí

sodda funksiya bo'ladi. Bundan tashqari

f { x )  -  / ^ ( s ) / W -
ri/ (x )]

n

n f ( x )  -  [ n f { x ) ]

n
i n f i x ) }  1

n n
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tengsi-zlik o‘rinli. Demak, ketma,-ketlik / ga. tekis yaqiniashadi. A  

Dastiab dieklita y\. y2, . . . ,  yn qiymatia.rni qa.bul qiluvchi f  : A  sod­

da funksiya uchun Lebeg integrah tushunchasiiii kchitamiz. Ixtiyoriy k e  

{ 1 ,2 , . .  . , n }  uchun

Ak =  { x €  A :  f { x )  =  yk} (11.2)

belgilash olamiz.

l l , 2 “t.a’ rif. Bizga Vi ,y2, ■ ■ ■ iVn qiyrnathrrvi qabul qiluvchi / : „4 —> R

iiodda funksiya berilgan bo'lsin. U holda
n

fc=i

yig'indi / sodda funksiyaning A to'piam bo'yicha oUngan Lebeg integrali de- 

yiladi va quyidagicha beigilanadi

Í  ”
/ f { x )d i i  =  J2 vkK A k).

V» A i._i

Endi bizga sanoqlita yi,V 2, ■ ■ ■ ;Vn, ■ ■■ qiyrna,tlarni qabul qiluvchi / : /1 —> R  

sodda funksiya berilgan bo'lsin. / funksiya uchun quyidagi formal
OO

fc=i

qatorni qaxaymiz, bu yerda Ak lar (11.2) tenglik l/dan aniqlanadi.

11.3-ta’rif. Agar (11.3) qator absolyut yaqinlashuvchi bo'lsa, u holda f  

.sodda funksiya A  to'plamda Lebeg m a’nosida integrallanuvchi deyiladi. (11.3) 

qatoraing yig 'indisi f  funksiyadan A  to 'plam bo 'yicha olingan Lebeg integrali 

deyüadi va quyidagicha beigilanadi
. oo

/ f{x )d i.i =  Y^yntJ-U^)-

Bu ta ’rifda t/„ laming har xilligi talab qihngan. Lekin laming har xil- 

ligini talab qihaasdan harn sodda funksiyalar uchun Lebeg integrah ta’rifini 

keltirish mumkin. Bu quyidagi hamna yordamida amalga oshiriladi.
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l l . l - ie m m a . A  =  [ j B k ,  — i ^ j  vuharh i r  B^ to'plamda
k

f  funksiya faqat hitta, Ck qiymat qabul qilsin. f  sodda funksiya A  to ‘plamda 

integrallanuvchi ho ‘lishi uchun

Y ^VkttiB k ) (11.4)
k

qatoniing absolyut yaqinlashuvchi ho ‘lishi zarur va yetarlidir.

Isbot. Osongiiia koi'ish mumkinki, har bir

An =  { x  G A  : f { x )  =  y„}

to‘pla¡ii Cjt =  y„ boiadiga.n Bk to’plainia,ruing birlashmasidan iborat, ya’ni

A n =  1 )  Bk.

Shuning uchun

Y2,yr>AAr,) =  Y l y ”- E  =  Y l^ k ti{B k )-
n n e.k̂ y„ k

0 ‘lchovning mariiiymasiigidan

E i-y«! ><An) = E \y-\ E = E
n n Ck=̂Vn k

ya'ni

'^ V n K A n )  va Y^C kjjiB k )
n k

qatorlar bir vaqtda absoiyut yaqinlashadi yoki uzoqlashadi. Sodda funksiyalar 

uchun Lebeg integraliriiug ba’zi xossakirini isbotlaymiz.

A ) Additivlik xossasi. Agar f  va g sodda funk-ñyalar A  to ‘plainda integ­

rallanuvchi ho‘Isa, u holda f  +  g sodda funksiya ham A to ‘plamda integral­

lanuvchi va quyidagi tenglik o ‘rinli

I [ f { x )  +  g { x ) W =  f f { x ) d f i +  f g{x)d¡j.
JA JA Ja
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Isb o t. f  +  g  iiiiig sodda fiinksiya bo‘iÍRÍii 11,2-misolda isbotlangan. In- 

tegrallanuvchi / sodda funksiya /,; qiymatni Ai c  A  to'plamda, g sodda 

funksiya esa Qj qiymatni B j c  A  to'plamda qabul qilsin. U holda

Í  9{x)df i  =  Y2 gj ixiBj )
- A  ■ Ja ■

qatorlar absolyut yaqinlashuvchi bo'ladi. O'lchovning o — additivlik xossasiga 

ko'ra, quyidagi tengliklar o'rinli

MA:) =
3 i

ü  hoida qiiyidiigi niuBbat hadli qatoiia.r

E E i/.i ■ n Si). E E i»i ■ '‘(■I.- n Bi)
i j i j

ya-qiiilasiiuvcili boladi. Deinak,

qator absolyut yaqinlashuvchi. Bundan f  +  g sodda funksiyaning integral- 

lanuvchi ekanligi kelil) chiqadi. 11.1-lemmaga ko'ra,

/ [/(̂ )+íÁx)]dix= + 9jMA pj Bj) = J2fiY, n 
¿ j i j

+E ® E n = E + E =
j i i j

^  JA ^

B) Agar f  sodda funksiya A  to ’plamda integrallanuvchi ho‘lsa, u holda

ixtiyoriy k e R  o ‘zgarmas uchun k • / funksiya ham A  to ‘plamda integral­

lanuvchi va quyidagi tenglik o ‘rinli

j  k • f{x)d/j, — k J  f { x ) dp .
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Isbot. Sodda funksiya integrali ta’j’ifiga ko‘ra

f  k ■ f { x )d i i  f i i i {  A i) ^  k Y . ,  fU Á A ,) =  k í f {x)dp„  A
J a  i i Ja

G) A to ‘plamda chajaralangan f  soddu funksiya integrallanuvchddir. Agar

A  da |/(x)| <  Al ho‘lsa, u holda quyidagi tengsizlik o ‘rinli

<  M  ■ n (A ).

Isbot. Sodda funksiya integrali ta ’rifidan

J j { x ) d i i

Bu paragrafni quyidagi sodda funksiya.ning Lebeg integralini hisoblash bilan 

yakunlaymiz.

11.3-míso!. -A =  (O, 1] da / fuiiksiyaiú quyidagicha aniqlayiiiiz:

f { x )  =  n,  agax re € A „ =  ^ n e

f  sodda fiinksiya A  =  (O, 1] to'plamda Leiieg ma'nosida integrailanuvciiimi? 

Agar integrallanuvdii bo'lsa, uning integralini liisobiaiig.

Yechish. Ma’luniki,

OO

An =  (O, 1], A„ Afn =  0j m.
n - l

va A„ =  {a; e  A  : f { x )  =  r?.} tenglik o'rinli. Sodda. funksiya.lar uchun Lebeg 

integrah ta ’rifiga ko'ra,
oo

V n - 2 - ” (11.5)
n=l

qator yaqinlashuvchi bo'lsa, / sodda funksiya A  =  (O, 1] da integrallanuvchi

bo'ladi. Bu liolda musbat hadli qatorlaxni taqqosla,sli lía.qidagi Dalamber a lo

inatidan foj^dalaxiish qula.y.

,. a «+ i V n +  1 2”  1 
Irm ------=  hm ' • —  =  X < 1-
n-ioc (In 2”+* n  2
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Demak, (11.5) (jator yaqinlashuvchi. Bu yerdan / sodda funksiyaning A  da 

Lebeg rna’uosida iiitegralumuvchi ekanligi kelib chiqadi. Endi (11.5) qator 

yig'iudisini hisoblaj’-miz. üning qisniiy yig'indisi S „ uchuu

+  T - T
/ 1 2  3 n \   ̂ /2 1 

( 2  + 4 + 8 + - - + 2Í ^ j - ^ + Í 2 ” 2;  ■ V4 4/  
í  n  n — l \ n , l l  1 n

+
V'“ in - i  J 2" 2 4 2 "- i 2 "'

Jn
Bu tenglikda n oo da lirnitga o‘tib, ( b„ =  cheksiz kamayuvchi geo-

metrik progressiya yigindisidaii foydalaniladi)

1 (1 - i ) n
-  lim — 2f{x)djj, =  lim 5„ =  lim j ¡ .....

1] n-»oo fl-iOO 1 — 5 /

ekanligini olamiz.

Matematik anaíia kursidan ma’huiiki ([4| ga qarang) / funksiya Riman 

ma’nosida integrallanuvchi boiishi uchun, uning ehegaralangan boiishi zarur. 

C|hegaralanmagan funksiyalar uchun Riman integrali xosmas integral ma’no­

sida ta ’rifianadi. 11,1-misolda qaralgan / funksiya (O, 1] da chegaralanma- 

gau. Lebeg integrali ta ’rifida funksiyaning ehegaralangan boiishi imihirn emas, 

ya’ni ehegaralangan va chegaralanmagan funksiyalar uchun Lebeg iuregrali bir 

xilda ta ’rifianadi.

M u staq il ishlash uchun savol va  topsh iriq lar

1. f { x )  =  [x], X e  [O, 5) A. ning sodda funksiya ekanligini ko'rsating 

va uning A  to ‘plarn bo’yicha olingan integralini hisohlang,

2. Sodda funksiyalar ko’paytmasi yana sodda funksiya ho’ltshini isbotlang.

3. Dinxle funksiyasini A  — [O, 3] to ’plamda sodda funksiya ekanligini 

ta ’r if  yordajmda ko’rsating. üning integralini hisohlang.
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4. Riman funksiyasimng A  =  [О, 1] to ’plamda sodda funkszya ekanligini 

ta ’r if  yordamida ko ‘rsating. Uning integralini hisoblang.

12- §. L eb eg  in tegra liiiin g  xossaiari

Bu paragrafda Lebeg integraliiiing asosiy xossalari o'rgaiiiladi. Biz doim 

chekli o'ichovli Л  { ¡ i {A )  <  -f-oo) to'plam va unda aniqiangan / o'ichovli 

funksiyani qaraymiz.

12.1-ta’rif. Agar A  to ’plamda f  funksiyaga tekis yaqinlashuvchi, inte­

grallanuvchi sodda fv,nksiyalarning {/ «,} ketm,o,-ketligi mavjud bo’lsa, / funk­

siya A  to ‘plarnda Lebeg rna ’nosida mtegrallanuvchi deyiladi va uning integrali

lim f  f„{x)dfi= I  f{x)dn (12.1)
J a

tenghk Inlan aniqlanadi.

Bu ta ’rif korrekt, ya’ni kajnchiliklardan holi bo'lishi nclmn quyidagi shartlar 

bajarilishi kerak:

1) Har qanday tekis yaqinlashuvchi va A  to'plamda integrallanuvchi sodda 

funksiyalar ketma-ketligi uchun (12.1) limit mavjud bo'lishi kerak.

2) Berilgan / funksiya uchun (12.1.) limit { / „ }  ketnia-ketiikning tanla­

nishiga bog'liq emas.

3) Agar / funksiya sodda funksiya bo'lsa, bu ta ’rif sodda fimksiyalar uchun 

berilgan 11.2-ta’rif bilan usrna-nst tushishi kerak.

1-3 shartlarning bajarilishini ko'rsatamiz.

1) Sodda fimksiyalar uchun integralning A, В  va С  xossalaridan

/  fn{x)d¡J, - I  fm{x)d¡i < I  {¡„(x) - fm{x)) dji 
Ja Ja Ja

/ i ( y l ) - s u p | / „ , ( : r ) - / „ ( : c ) |  
xeA

tengsizlik kelib chiqadi. Bu esa (12.1) limitning mavjudligini isbotlaydi.

112



2) (12.1) iimitiiiiig { / „ }  ketma,-ketliki!ing taiilaiiisliiga bog'liq euiasiigini 

isbotlaymiz. Fara.z qilaylik, / ga tekis yaqinlasliuvchi ikkita {/ „ }  va i f ' }  

ketma-ketliklar ucliun (12.1) limit har xil qiyrnatlax qabul qilsiii. U holda 

f i ;  f i ;  h ,  ¡ 2, • • • I fn, fñ, ■ • ■ ketma-kethk / ga tekis yaqinlashadi, lekin bu ketma- 

ketlik uchun (12.1) limit mavjud emas. Bu esa hozirgina isbotlangan 1) shartga 

zid.

3) shartni isbotlash uchun ixtiyoriy n  da /„(a:) =  f { x )  deb olish yetarh.

Endi 12.1-ta’rifga i.eng kuchli boMgan qujd<iagi ta’riiini keltirauiiz.

12.2-taTÍf. Agar har bir n  e  N  uchun ( I I . 1) tenglik hilan aniqlanuvchi

sodda funksiya integrallanuvchi bo‘lsa, u holda f  funksiya A  to'plamda 

Lebeg ma'nosida integrallanuvchi deyiladi m  uning integrali

I  f i x )  du =  lim / f^ \ x )d ß .
Ja  >̂ -><̂ Ja

12.1. L eb eg  in tegra lin ing asosiy xossalari,

Í. f { x )  =  1, X g  A sodda funksiya integrallanuvchi va

1 • d,u =  ß{A) .L
II. B ir  jinslilik xossasi. Agar f  funksiya A  toylarnda integrallanuvchi 

bo'lsa, u holda ixtiyoriy k € R  o'zgarmas uchun k • f  funksiya ham A  

to'plamda integralhnuvchi va quyidagi tenglik o'rinlt

k • f { x )d f i  f{x)d/j,.

Isbot. Bu xossa,ning isboti sodda funksiyalar uchun Lebeg integrahning ß 

xossasida,n lirnitga o'tish natijasida, o';iga,rmasni limit belgi.si ostidan chiqarish 

mumkin degan qoidadan kelib cliiqadi. Ya ’ni, agax {./ „} integrallamivchi sod- 

da funksiyalar ket.ma-ketligi / funksiyaga tekis ya.qinlashsa, u holda {k  • / „ } 

integrallanuvchi sodda funksiyalar ketma,-kethgi k ■ f  funksiyaga tekis yaqin- 

laßhadi. Demak, k • f  funksiya integrallanuvchi va

k • f { x ) d ß =  Ihn f k ■ fn{x )dß =  k • \im f f„ ix )d p ,=  k [  f ( x ) d ß
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tenglik oi'inli. ■! A

III. Additivlik xossasi. Agar f  va g funksiyalar A to‘plamda integralla- 

nuvc.hi bo ‘Isa, u holda f  + g funksiya ham A to ‘plamda integrallanuvchi va 

quyidagi lenglik o‘rinli

í [f{^) + 9Í^)]dtí =  í f{x)d¡.i + í g{x)díx.
J a Ja Ja

Isbot. Agar {/„} iiitegTallanuvchi sodd.a ftinksiyaJar ketma-ketligi /  ñmk- 

siya.ga, {gn\ intíigrallanuvchi 3í.)dda ftmksiyalar ketnía-ketligi g funksiya­

ga tekis yaqinlaslisa, u holda {fn + Qn} iiitegrallanuvchi sodda funksiyalax 

ketina-ketligi / + g funksiyaga tekis yaqinlashadi. Dernak, / +  g funksiya 

integrallanuvdii va sodda funksiyalar uchuu iutegraluing A xossa.siga ko‘ra

Í  [/(3̂ ) + 3(3;)] dfi =  lim I  [fn{x) -F gn{x)]d(i =
Ja «-><̂ Ja

=  lim / f„{x) djj, + \im / gn{x)d¡j,= / f{x)d¡i+  /  g{x) d̂x-
”-^°^Ja ^-*°^Ja Ja Ja

tenghk o'rinli. A

Sliuningdck quyidagi tenglik o'rinh

í f (x )d ii=  I f { x )d i i+ í f{x)dfi, A =  AiU.4.2, AinA.2 = 0. (12.2)
Ja J  j4j J  Á2

IV. A t.o‘plam.da ehegaralangan f  funksiya integralkmuvchidir.

Isbot. Agar /  ñmksiya A to‘plarnda ehegaralangan boisa, u holda (11.1) 

tenglik bilan aniqlamivdú sodda funksiya ixtiyoriy n e N da cheklita 

qiymat qabul qiladi. Demak, 11.2-ta’rifga ko'ra sodda funksiya integral­

lanuvdii. 12.2-ta'rifga ko'ra /  ham integrallanuvchi. A

V. Agar f{x) > 0 , x G A funksiya integrallanuvchi bo ‘Isa, u holda

j  f  (x;)d/Li > 0.

Isbot. Bu xossa Lebeg integralining monotonlik xossasi deyiladi. Uning 

isboti sodda fimksiyalar uchun to'g'ridan-to'g'ri ta’rifdaii keiib chiqadi. Agar
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/  manfiymas funksiya boisa, u holda unga tekis yaqinlashuvchi sodda 

funksiyalar ketma-ketligi ham manfiymas. Bundan

Í f infix)] dii > 0.
J a n J aJ a ' n J /

Bu yerdan n oo da iimitga o'tib, V xossaning isbotiga, ega boiamiz. A 

Integralning monotonlik xossasidan quyidagi tasdiq kelib chiqadi. Agar 

f ix )  > g{x) boisa, u holda

/  ¡{x)di, > [  gix)d^
J a J a

tengsizlik o'rinli. Shuningdek, agar m  <  f ix ) < M, x e A boisa, u holda

m¡.i{A) < j  fix)d/j, < N1 jiiA)
J  A

tengsizliklar o‘rinli.

VI. Agar n{A) =  0 ho‘lsa, n holda ixtiyoriy f  : A —̂ M uchun

I fix)dfx = 0.
A

VI. Agar f  g (ya’ni deyarli harcha x € A lar uchun f ix ) — ffix) )

(
bo‘lib, ulardan biri integrallanuvchi bo'lsa, u holda ikktnchm ham integral­

lanuvchi va quyidagi tenglik o'rinli

/ fix)dfi = / gix)dfi. 
Ja  Ja

Bu tasdiqlar Lebeg integralining ta’rifidan bevosita kelib chiqadi.

VII. Agar funksiya A to'plamda integrallanuvchi bo'lib, deyarli harcha

X € A lar uchun |/(.i')| < (fix) bo'lsa, u holda f  funksiya ham A to'plamda 

integrallanuvchi bo 'ladi.

Isbot. Haqiqatan ham, agar /  va ip sodda funksiyalar boisa, u holda 

A to'plamdan o'lchovi nol bo'Igan Ai =  {;c € A : |/(x)| > <,¡7(x)} to'plamni 

chiqarib tashlab, qolgan A  to'plamda |/(a;)| < ¡pix) tengsizlikni hosil qi­

lamiz. A  to'plarimi chekli yoki sanotili sondagi to’plamlarning birlashmasi
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ko'rinishida shunday tasviiiayrnizki. har bir to'plamda /  va ip funksiyalar 

0 ‘zgarmas bo'lsin, ya’ni

f{x) =  a„, <p{x)^bn, xeA '^,

Shartga ko'ra |«„| < bn tengsizlik bajariladi. 9? funk.siya integrallaniivchi 

bo'lganligi uchnn hamda (12.2) \?a Vi xossadan foydalanib

cx; CO

n=l

/  ip{x)djj,= /  ip{x)dn+  /  (p{x)d¡i^ / ‘pj{x)du 
Ja! JA' JAi Ja

ni olamiz. Shuning uchun /  ham integrallanuvchi va

I  fix}d¡i =  I f{x)d(.
J a J a'

=  /  \f{x}\ du < Í  ip{x}df,i. 
J a  J a

Endi umumiy holni qaraymiz.

n

sodda ñmksiya ixtiyoriy . n  € N da

|/Г(^)| + a-€.4'

tengsizlikni qaiioatlantiradi. Demak, sodda funksiya integrallanuvchi.

1 2 .2 -ta’rifga ko'ra /  funksiya ham integrallanuvchi. Д

VIÍI. Quyidagi integrallar bir vaqtda mavjud yoki mavjud emas:

f f{x)dfi, [  \f{x)\dfi.
J a J a

Isbot. VII xossadan foydalanib, ko'rsatish mumkinki, / 2  ning mavjudligi- 

dan i l  ning mavjudligi kelib chiqadi. Teskfiri tasdiq /  sodda funksiya bo'lganda
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bevosita ta’rifdan kelib chiqadi. IJsiiumiy holni qaraymiz. /  ftmkBiya A da 

integrailaiiuvchi bo'lgani uchun, unga tekis yaqinlashuvchi {/„} integrallaiiuv- 

chi,,sodda fuiiksiyaliir ketnia-kctligi mavjud. U holda

||/(:c)| -  |/„(x)|| < j/(.x) - U x )l

teiig'sizlikka ko'ia, {|/n|} - iutegraJlaiiuvciii, sodda fuiiksiyalai ketuia-ketligi 

I/I fuiiksiy.siga tekis yaqinlashadi. Shunday eka,n, ta’i'ifga ko‘ra, /2  integral 

mavjud. A

L(;beg ma’nosida iutegralUuiuvchi fuuksiya Riman ma’nosida integrallanuv- 

chi boiishi sliart ernas.

12.1-misol. Dirixle funksiyasini [0, 2] kesma,da Lebeg va Riman ma’nola- 

rida integrallanuvcha.nlikka tekshiring.

Yechish, 5) sodda funksiya l;)o‘lib, uning Lebeg integrah

=  1 • m([0, 2] n  Q) + 0 • m([0, 2]\Q) =  0.
[0,2|

Dirixle funksiyasi [0, 2] kesmada Rimau ma’nosida integrallanuvchi emas. 

Buui ko'rsatish. uchun [0, 2] kesniaui teng n bo'lakka 0 =  xq < a.’i < 

X2 < . •. < x„-i < =  2 nuqtalar yord.amida bo'lamiz. Ma’himki, Dirixle 

funksiyasining xj,] bo'lakchadagi aniq yuqori chegarasi Ms, barcha

k e {1, 2,...,'«.} i.ichun 1 ga t<ing, Dirixle funksiyasining bu bo'lakchadagi 

aniq quyi chegarasi ni/c esa 0 ga teng. Bu bo'llnishga mos Darl>u yig'iudilaxini 

qaraymiz:

2 ” _  2 A  2 ”
- 'V  i\4 =  - ^  1 =  2, a;„ =  - ^  mfc =  - ^  0 =  0.

Bu yerda.u.

i=i k=i ifc=i

lim i = 2, Ihn — 0
n-̂OC- «->̂00

teiigliklarga kelamiz. Demak, Dirixle funksiyasi [0, 2] kesrnada Riman ma’no­

sida integrallanuvchi emas. A
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IV,VI, Víí va, VIH xossaiax Lebeg integrali uchun xos. Bu xossalar Psimari 

integrah uchun o'rinli emas. Hozir bularga misollar keltiramiz.

12.2-masala. IV va VI xossalar Riman integrali uchun o'rinli emashgiga 

misol keltiring.

Yechish. [O, 2] kesmada Dirixle funksiyasini qaraymiz. ü  chegaralangan 

va cí'lcliovli, demak IV xofssaga ko'ra u Lebeg ma’tiosida mtegrallanuvchi, lekin 

Riman ma’iiosida integrallariuvchi emas (12.1-misolga qarang). [O, 2] kesma- 

da Dirixle Э  va nol 9{x) — O funksiyalarni qaraymiz. Ular [O, 2] kesmada 

deyarli teng, shuning ucliun Vl-xossaga ko'ra

'S{x)dp =  I  0(x)dfi =  0. 
I ./[0,217(0,2) ./(0,2]

Lekin nol fiinksiya Riman ma’nosida integrallanuvdii, Dirixle funksiyasi S  

esa Riman nia'nosida integraJlanuvdii emas (12.1-misolga qarang). A

Lebeg iniegxaliiiiüg VII va VIII xossalari ham Riman integrali uchun o'rinli 

emas. Bunga quyidagi niisolda ishonch hosil qilish ¡iiumkin.

12.3-inisoL Quyidagi funksiyalarni qaraymiz;

{
1, aqar a; € O,

-1, agar x e R\Q.

Baxcha x e [O, 2] lax uchun i/(.r)| < ip(x) tengsizlik o'rirdi. Lekin /  

fiinksiya [O, 2] kesmada Riman ma’riosida integrallanuvchi emas. Bu tasdiq 

S  ning Riman rna’nosida integrallanuvchi emasligiga o'xshash isbotlanadi. 

Demak, VII xossa Riman integrali uchun o'rinli emas.

f  funksiya [O, 2] to'plamda Riman ma’aosida integrallariuvchi emas, am­

mo |/(a;)| =  1 fiinksiya esa integrallanuvchi. Demak, VIÍÍ xossa Riman iiiteg- 

rali uchun o'rinli emas. •' A

12.2. Lebeg integralining <7—additivlik va absolyut «ziuksiziik 

xossalari. Yuqorida biz Lel)eg integralining xossalarini tayinlangan A to'plam
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bo'yicha keitirdik. Endi ,

ifodani o'lchovli to'plamlar sistemasi H(£/) da aniqlangan, A to'plarnning 

fiinksiyasi sifatida <|arab, Lebeg integralining ayrim xossalarini isbotlaymiz.

12 .1-teorema (Lebeg integralining a — additivlik xossasi). 0 ‘lchovti A to'p­

iam o'zaro hesishmaydigan yli, A2 , . . . , / i„ ,. • • o'lclmdi to’plamlarning hir- 

lashmasidan iborat bo 'bin, ya ’ni

00

/1 =  y  An, A- f ]  Aj = 0 , ¿ ^  j

n = i

va f  funksiya .4 to'plamda integrallanuvchi ho‘bin. V holda har bir A„ 

to'piam, bo'yicha f  funksiyaning integrali mavjud,

00 ^

E  /

qator absolyut yaqinlashadi va quytdagt tenglik 0 'rinli

f f{x}diJ ¿  / f(x)dfi. (12.3)
n=i ”

Isbot. Avvalo teoremani yi,!J2, ■ ■ ■ ,yn, ■ ■ ■ qiymatlarni qabul qiluvchi ./ 

sodda funksij^a uchun isbotlaymiz. Quyidagi belgilashlanii kiritamiz;

Bk =  {x€ A : f ix )  Vk},

Bnk =^{xe A„ : f(x ) =  Vk} =  Sfe n  -K, B k ^ [ j  Bnk-
n

f  fuuksiya integrallanuvchi bo'lgani uchun ykpiBk) qator absolyut yaqin-
k

lashuvchi bo'ladi. U hoida

L
00 00

f{x)df.i, =  =

¿=1 fe=l n = l

<j»o w  CO 00 OC'

 ̂E E  ̂E E - E / (12.4)
k=l n=l n=l k=l n= l ''^r ‘
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To'plam o'lchovi maiifiymas bo'lgani uchun (12.4) tengliklar zanjiridagi barcha 

qatorlar absolyut yaqinlashuvchi bo'ladi.

.Etidi /  fiinksiya A to'plamda integrallaniivchi bo'lgan ixtiyoriy funksiya 

bo'lsin. U holda ixtiyoriy t > 0 son uchun A da integrallanuvchi shunday 

g sodda ñmksiya mavjudki, barcha x € A larda \ f{x) — g{x)\ < e yoki 

l/(^)l < b(^)l Ь ■' tengsizlik bajariladi. Yuqorida isbotlanganiga ko'ra g 

uchun

I  g {x )d ii^y^ , [  g{x)dfj, (12.5)
J a

tenglik o'rinli va g har bir da integrallanuvchi hamda (12.5) <jator ab- 

solyut yaqinlashuvchi. g ning to'plamlarda integrallanuvdii ekanligidan 

va |/(ж)| < |.g(rc)|+£: tengsizlikdan /  ning ham har bir to'plamda integ­

rallanuvchi ekanligi kelib chiqadi hamda

¿ í g(x)dn <
J a„ J a,.

OO Л DO

- E /  -  Sfx{A).
n = l n = l

Bu esa (12.5) bilan birgalikda

¿  /  /(;ь')Ф

qatorning absolyut yatiinlashnvchi ekanligiga va quyidagi bahoga olib keladi:

¿ / f{x)dl-i - I f{x)dfx
„=1 J a

E f ê [ f a{x)dii~ í f{x)dfx <

E  /  f i ^ W -  /  + /  f{x)di.i- /  g{x)diJ.
yj—I An J  An J  A J  A

< 2s/j,(A).

Bu yerda e > 0 ixtiyoriy bo'lganligi udiiui (12.3) tenglik o'rinli.
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12.1-natija. Agar f  fv.nksiya A to'plamda mtegrallanuvcht bo'lsa, и holda 

f  funksiya A to ‘plamning ixtiyoriy о ‘Ichovli A' qisrmda harn integrallanuvchi 

bo 'ladi.

Endi ma’lum ma’noda 12.1-teoremaga teskari liisoblaruivchi quyidagi teo 

remani keltiramiz.

12.2-teorema. O'ichovli A to'plam o'zaro ke.nshmayd.igan A i,A 2, . . . ,  

An, ■ ■ ■ o'ichovli to'plamlarning birlashmimdan iborat bo'lsin, ya’ni
OO

A ^ \ jA „ ,  0-
n=l

Har bir An to 'plarnda f  funksiya integrallanuvchi va
oo .

Е /  (12-6)
■■'A„

qator yaqinlashuvchi bo'lsin. Uholda f  fu,nksiya A to'plamda integrallanuvchi 

va (12.3) tenglik o'rinli bo'ladi.

Isbot. Teoremaiii isbotlash uchun /  funksiyaiiing A to'plamda integral­

lanuvchi ekanligini ko'rsatish yetarli. (12.3) tenglik 12.i.-teoremadaii kelib chiqa- 

di: Avvalo isbotni Bi to'plamlarda /, qiymatlarni qabul qiluvchi /  sodda 

ftmksiya uchun keltiramiz Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

Bi =  {x € /1 : f{x) =  fi} , Ani =  n  Bi.

U holda quyidagilar o'rinli

U Ani ^  Bi va [  |/(x)| d î =  l/il fi{A„i).
” J a„ i

(12.6) qatoming yaqinlashuvchiligidan

n i

qatorniiig yaqinlashm'-chiligi kelib chiqadi. Yaqinlashuvchi musbat hadli qator 

hadlarining o'rinlarini ixtiyoriy tartibda ahnashtirish mumkin. Shuning uchun

E E Ш - E i-i E = E
n i i n  i
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tenglik o'rinli. Oxirgi qatorning yaqinlatihuvchiligi

Ja ^

integralning niavjudligini bildiradi.

Umumiy liolda ixtiyoriy e > 0 Hon va /  funksiya uchun shunday g sodda 

funksiya mavjudki, barcha x G A uchun

\f{x)-g{x)\<e (12.7)

tengsizlik o'rinli. U holda VII xossaga ko'ra, har bir A„ to'plamda g ftmksiya- 

ning integrali mavjud va

\g(x)\d4J.< \f{x)\dfi + ei4An)

tengsizlik o'rinli. (12.6) qatorning yaqinlashuvchi ekanligidan, hamda

OO

J 2 i.i{A„) ^ A )

n,=l
tenglikdan

n=l
qatorning yaqinlashuvchi ekanligi kelib chiqadi. Bundan g sodda funksiyaning 

A da integrallanuvchi ekanligi, (12.7) tengsialikdan esa /  funksiyaning A 

to'plamda integrallanuvchi ekanligi kelib chiqadi. A

12.3-teorema (Giebishev tengsizligi). A o‘ichovli to‘plarnda mavfiyrnas 

ip funksiya va c > 0 son berilgan bo ‘Isin. U holda quyidagi tengsizlik o ‘rinli

M ({.T e .4 : if{x) > c}) <  ^ Í  ■p{x)diJ,.
J a

Isbot. Ayt.aylik, =  {a: e A : (p{x) > c} bo'lsin. (12.2) va V xossadan

/  ¡fi{x)dfi = /  if{x)df.i + / (p{x)du > /  íp{x)d¡i > c ■ i4 Ac)
J a JAc J a\Ac J a„
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oi olamiz. Bu yerdan

teugsizlik kelib diiqadi.

12.2-natija. A<jar

A

I  \m\dß=o
Ja

bo‘lsa, u holda deyarli barcha x € A uchun f(x) = 0  bo'ladi. 

Isbot, Chebishev teugsizligiga ko‘ra ixtiyoriy n  udiun

/i e A : |/(a;)| > ^  ^  ®

munosabatga egamiz. Bundan tasliqari

oo J- ^

{a: e A : f(x) 0} =  [ J  a; e A : |/(x)| > -

n=l ^
n

tenglik o'rinli. 0 ‘]diOvning yaxim additivlik xossasiga krra,

M ( { X  € A : f ix ) #  0}) < £  a ( ( x s /1: |/(x)| > ~ | )  =  0

i?,=l ^ ^  ̂

ga ega bplarniz. Bu esa natijani isbotlaydi. A

12,4-teorema (Lebeg mtegi'a'Hning absolyut uzluksizlik xossasi). Agar f  

funksiya A ißi^i) < 0 0 ) to'plamda integrallanuvchi bo'Lsa. u holda ixtiyoriy 

c > 0 son uchun shunday S > 0 son mavjudki, ß{D) < ö tengsizlikni 

qanoatlantiruvchi har qanday D  C. A to'piam uchun

[  Hx)dp. 
J d

< £

tengsizlik 0 'rinli.

Isbot, Aga,T f  fuuksiya A to‘i.)lamda M soni bilaxi diegaxalangan bo'lsa,

teoremani isbotlash uchun 5 =  ■— deb ohsh yetarli, chunki
m

fix)dß
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Endi /  ixtiyoriy o'ichovli va infcegrailaniivchi ñiiikgiya, boisin. Quyidagi bel- 

gilaahiarni kiritamiz;

N

An =  { X € A : n < \f{x) | < n. + 1} , =  [ J  A„,, Cm =  A\Bm-

J7— 0

Ü holda 12.1-teorema.ga ko'ra,

/| / (х )| ф  =  е /  \f{x)\dp
Ja J a,.tA „_o JAn

tenglik o'riuli. Berilgan e > 0 roií uchun N ni Bhu!KÍay.tanla.ymizki,

¿  /  mx)\dij,= f | / (х)|ф <|  
n=<V + i J^«

teng'sizlik bajarilsin va 0 < i  < ргттт-—гг bo'lsin. Agar < ó bo'lsa, u
2(iV + 1)

holda

f f{x)dp < j \f(x)\dp= f \f{x)\d¡.i+ Í |/(ж)|ф<
JjD Jl) J Т)Г\В̂ t/jDnCjv

< {N + \f(x)\ф , < (N + + I  < -  Л

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar

1. Agar f  integmllarmvchi funksiya bo'lsa. и holda jn{x) =  ~[nf{x)] sodda 

funksiyaning integrallanuvchi bo‘lishini isbotlang. Bu yerda [.r] bdgi x 

sonning butun qismini bildiradi.

2. Lebeg integralining VIII xossasi Riman integrali udiun o'rinlimi? 12.3- 

misoldan foydalanih javobingizni asoslang.

3. Agar f  funksiya A to'plamda chegaralanmagan bo'lsa, и Lebeg ma'nosi- 

da integrallanuvdii bo‘lishi mumkimni? 11.1-misol yordamida tushunti- 

ring.
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4. / ( t )  =  [2x̂ ] f  unksiyaning A =  [0, 2] to 'piam bo 'yicha olingan Lebeg 

integralini hisohlang.

13- §. Lebeg integrali belgisi ostida lim itga o‘tish

Intégrai belgisi ostida limitga o'tish yoki qatorlarni hadma-had integral- 

lash masalasi ko‘plab muammolarni yechisîida ucliraydi. Intégral belgisi osti­

da limitga o'tishning yetarli sliartlaridan biri berilgan ketma-ketlikning tekis 

y aqi ni isiii sh sh art i di r.

13.1-teorema (Lebeg). Agar {/„} ketma-ketlik A to'plamning har hir 

nuqta.sida f  funksiyaga yaqinla.shsa va harcha n € N lar uchun |/n(x)| < 

ip{x) teng.sizlik hajarilih, ip funksiya A to'plamda integrallanuvchî ho'Isa, u 

holda Urnitik funksiya f  ham A da integralhnuvchi bo'ladi va

lim f  fn{x)d>i =  [  f{x)dfi.

Lsbot. Teorema shartidan limitik fnnksiya /  uchun i/(x)| < <p>{x) teng­

sizlikning bajarilishi kelib cliiqadi. Lebeg integralining VÍÍ xossasiga ko'ra, /  

iii,tegrallanuvchi funksiya bo'ladi. Endi c > 0 ixtiyoriy son bo'lsin. Lebeg in­

tegralining absolyut uzluksizlik xossasiga ( 12.4-teorema) ko'ra, shunday i  > 0 

s(jn mavjudki, agar ,w(S) < ô bo'lsa, u holda

L<p{x)d.p < ~ (13.1)
B 4

tengsizlik o'rinli bo'ladi. 10.3-Yegorov teoremasiga ko'ra, B to'plamni shun­

day tanlash mumkinki. {/„,} ketma-ketlik C — A\B to'plamda /  funksiyaga 

tekis yaqinlashadi. Deniak, shunday N mavjudki, ixtiyoriy ri :> N lar va ix­

tiyoriy x G C uchun

i / ( x ) - / „ ( : r ) i < ^  (13.2)

tengsizlik bajariladi. U holda

fix)d/j, -  /  f„{x)dp =  f [/(x) - fn{x)] du + I f{x)dii - [  f„{x)dii 
J a Je  J b J b
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bo'ladi. Endi !

l/(x)| < ^{x), |/„(:r)| < 

ekanligidan hamda (13.1) va (13.2) lardan

!{x)d¡x~ í fn{x)dß < j \f{x}- f„{x)\dß+ [  \f{x)\dn+ 
Ja  Je  Jb

-I-

13.1-natija. Ayar |/„,(x)| < A4 =  const va lim fn{x) — f{x) bo'lsa, u
n—>OÜ

holda integral belgisi ostida lirnitga o'tish rnumkin, ya’ni

lim f f„{x)dii =  I f{x)d!x.
J a J a”- ^ J a J a

13.1-eslatiria. Nol o'lchovli to'plamda funksiyaning qiymatini o'zgartirish

integral qiymatiga (VI xossa) ta'sir qihnaydi, shuning uchun 13.1-teoremada 

{/„} ketma-ketlikning /  funksiyaga deyarli yaqinlashishini va |/(a:)| < ^{x) 

tengsialikning ham deyarli barcha x lar uchun bajarilishini talab qilish yetarli.

13.2-teorema (Levi). A to'plamda monoton

fl{x) <  Í2ÍX) <■■■ <  fnix) <■■■ ,

integrallanuvchi {/„} funksiyalar ketina-ketligi berilgan bo'iib, barcha n € N 

lar uchun

f„(x)dn < KL!A
tengsizlik bajarilsin. U holda A to'plarnning deyarli ham-ma yerida lim fn(x)-

n-̂ oo

f{x) chekli limit mavjud hamda f  funksiya A da integrallanuvchi va integral 

belgisi ostida lirnitga o'tish mumkin, ya’ni

Ihn / fn{x)dß=  /  f{x)d¡i.
J a J a

Isbot. Faraz qilayhk, fi{x) >  0 bo'lsin. l.hnumiy hol /„(;r) =  fnix}—fi{x) 

almashtirish yordamida fi{x) >  0 holga keltiriladi.

ü  =  \ x e A : hm f„{x) =  oo |
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to'plaHmi qaraymiz. Agar biz 0.«  ̂ =  {x e A : fn{x) > r } to'plamni kirit- 

sak, u holda quyida.gi tenglik o'rinli !>o'l;adi:

Q===:Qn(’’\ 0(’-) =  Q n W .

r = l  n = l

Chebishev tengsizligiga (12.3-teorema) ko'ra,

!п Ш ц  <

Har bir tayinlatigan r da С  С  . .. С  fin ̂  С  . . .  nmnosabat o'rirdi. 

O'lchovning uziiikRizlik xossasiga ko'ra

Har bir r lichini Ü С 0^’’̂  ekanligidan д(П) < ekanligi kelib chiqadi va r 

ixtiyoriy bo'lgani uchun /^(П) =  0 bo'ladi.

Shu bilan monoton {fn(x)} ketma-ketlik deyarli barclia x & A larda 

chekli f{x) limitga ega ekanligi kelib chiqadi. Endi /^“‘(x) =  [/(a-)], Ar =  

{ж € A : f'”‘̂ {x) =  r} =  {ж e -A : r < f(x) < r + 1} , r =  0 ,1 ,... deb ola- 

miz. Agar funksiyaning .4 to'plamda integrallanuvchi ekanligini ko'rsat- 

sak, u holda '-p{x) =  /*'“*(:c) + 1 funksiya ham A to'plamda integrallanuvchi 

bo'ladi va 13.1-tcorcrnadan 13.2-teoremaning tasdig'i kehb chiqadi.

Endi /*"* funksiyaning A to'plamda integrallanuvchi ekanligini ko'rsatamiz. 

Д, =  IJ Ar deymiz. Д, da /„ va /  funksiyalar cliegaralanga.n va har doim
r = 0

< 7{x) bo'lgani uchun 13.1-natijaga ko'ra

f f^^\x) dfj. < j fix ) dfj, =  lim / fn{x) dfi < К .
J b, J b. JB,

Ikkinchi i,omonda.n,

/ VrAi(.4r) < A'.
JB, tri.r=0
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Bu yig‘indining chegaralajigaiiJigi I

r=0

qatorning yaqÍMÍaslnivcli¡lig:ini l)ildiradi. Dema.k,

« co

/  f ’”‘% x )d p ^T 2 M A r).
JA ‘- ir=0

Shunday qihb, ning A da integrallanuvchi ekanligi isbotlandi. A

Tfcorcmani inonoton o'sinaydigan ketma-ketliklar uchun hanr isbotlash riuuri- 

kin.

13.2-na.tija. Agar i ’n ii)  > O hoíib,

OO «

E  /  '>!’n{x)dn <  +00
n=i

bo'lsa, u holda A to'plamning deyarli harcha nuqtalarida

00
Y . ’>̂ n{x)
n= i

qator yaqinlashadi va qatorni had,lab integralla.'ih rnurakin, ya’ni

\

¿v(x) dfj.= \ i)„{x) dfj,

/

tenglik o 'rinli.

13.3-teorema (Fatu). Agar manfiym.a.‘¡, o'lchovli {/„} funksiyalar ketma 

- ketligi A to'plamning deyarli barcha nuqtalarida f  fimksiyaga yaqinlashsa 

va

J^ fn (x )d (i<  K  

bo'lsa, u holda f  funksiya A to'plamda integrallanuvchi. va

J f{x) dfj, < K

tengsizlik o 'rinli.
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Isbot. ifin{x) — ini fk{x) deb belgiiaymiz. o'lchovii, clmnki
k>n

{ X : (p„{x) <  c} IJ {x : fk{x) < c} .

k>n

Blindan tashqari O < ípn{x) < f„{x) bo'lgani udiim ípn integrallanuvdii va 

<p„(x) dfi. <  f„(x) dfj, <  K.

Nihoyat, < < yO„{x ) < ■ ■■ deyarli barcha a: lar iidiun

Ihn (p„(x) =  f{x).
n —i-oo

Shiining uchun 13.2-teoreniani ketiria-ketlikka qo'llab, 13.3-teoremaning 

isbotiga ega bo'laniia. A

Lebeg va Riman ixitegraHari orasidagi quyidagi bog'lanishni isbotlaytmz.

13.4-teorema. Agar [a, b] kesmada

1 =  {R) j j{ x ) d i . i

Riman inteyrali mavfud ho‘lsa, u holda f  funksiya [a, t>] kesmada Lebeg 

ma’nosida ham, integrallanuvchi hoÍ,adi va

(L) í  f(x )d ¡ j^ {R ) í  f{x)dx
Jla,h] Ja

tenglik o ‘rinh.

Isbot. [a, /?] kesmani

=  a + A: e {0 ,1 ,...,2 ”}

nuqtalar yordamida 2” ta bo'lakka ])o‘lamiz. Bu bo'Hnishga mos

2" , 2”
^  b — a . b — a v-^

fc=l k=l 

Darbu yig'indilarini (qaraymiz, bu yerda Mnk — f  funksiyaning [x^-i, X)^

kesmadagi aniq yuqori chegarasi, esa shu kesmadagi aniq quyi chegarasi.

Riman integralining ta’rifiga ko'ra,

I  =  lim n„ =  lim w„
n—̂QO n—>00
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chekii hmit mavjud. Har bir n e N da /„ va /„ sodda funksiyabimi quyida­

gicha aniqiaymi/!;

fnix) M„k, agar X e [a-fc_i, Xk), k e { l , 2, . . . ,  2"}, A(fe) =- f{b), 

fn{x) =  rn„k, agar a; € [xk-i, Xk) , A: € (1 ,2 ,..., 2”}, M b ) ==f{b). 

Sodda funksiya integrali ta’rifiga ko'ra,

j fn{x)dii =  ün, / f„.{x)dii =  w„
J\a,b\ J[a,6]

tengliklar o'rinli. {/„} ketma-ketlik o'smaydigan ketma-ketlik, ya'ni

Ti{x) > h i^ ') >■■■> k{x) >■■■

Ш  esa kaniaytnaydigan ketma-ketlik, ya’ni

^  M " )  ^  • • ■ ÍÍ ^  •

bo'lgani uchun, deyarli hamma yerda

Шп X(-f) = 7{x) > fix ), Um U x )  = l ix )  < fix ) 

chekli lirnitlar ma\'jnd. 13.2-Levi teorernasiga ko'ra

/ fix)dfj, =  lim Q„ =  /  =  lim =  / fix)dp.
Jw,b] J\a,b\-

Shuning tichim

[  ¡fix) -  /(ж)I dfi =  f  (Jix) -  Ц х)) djj, =  0.
•/[«,&)

Bundan, deyarli hamma yerda f ix ) — /(x) =  0 ekanligi kelib chiqadi, ya’ui 

fix ) =  f ix ) =  fix ). Deinak,

/  fix)d/.i=^r. Д
J[n,4

Bu xossadan foydalanib, Lebeg integralini hisoblash qulaydir.

M ustaqil ishlash. ucliun savol va topshiriqlar 
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1. Parame.tr a  ning qanday qiymatlarida

n

ketma-ketlik intég ra i belgisi ostida limitga o ‘tish haqidagi Lebeg tem'emasi 

shartlarini qanoatlantiradi.

2. Quyidagi {<?„,} ketma-ketlik integral belgisi o.stida limitga oHish haqidagi 

Levi teore.masi shartlarini qanoatlantimdimi ?

*"<*> " iSh '  ̂ t“'
3. Fatu teoremasi shatilari bajarilganda

lim / fn{x)dfj,= f f{x)dft.
Ja Ja

tenglik o'rinlimi? 0 ‘rinli bo‘lmasa, misol keltiring.

4. lS.4-teorem,a isbotida [a, ?>] kesma nima sababdan 2” ta teng qismga 

bo'linganini tush-untiring. Agar [a, 6] kesma n ta teng qismga ho‘linga- 

nida fn ketma-ketlik o‘smaydigan, f„ ketma-ketlik esa kamaymaydigan 

bo ‘ma-digi mumkin edi. Bunga misol keHiring.

5- [0, 1] kesmada f{x) =  2® ftmksiya uchun fn, fn sodda funksiyalarni 

quring.

14-§. Cheksiz o‘lchovli to ‘p lam  bo ‘yicha olingan Lebeg integrali

Sim paytgadia \nz faqat. diekli o'ldiovli < +oo) to'plamlarda Lel)eg

integrali va uning xossaiarini o'rgandik. Lekin ko'plab ma.s;ilalarni yechishda 

dieksiz oidiovli to'plamda berilgan funksiyaning integralini qartushga to'g'ri 

keladi. Masalaii, K =  (-c», oo) da berilgan, funksiya.ning Lebeg integralini 

qarashga to'g'ri keladi. Biz sanoqli sonda.gi diekli o'ldiovli X.„ to’plainlar- 

ning birlashmasi ko'rinisliida tasvirla.nishi mumkin bo'lgan hoi bilan chega.- 

ralanauiiz.
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14.1-ta’rif. Agar X  to'plamda fi 0 ‘lchov berilgan ho'lib, X  to'plamni 

sanoqli sondagi chekli o'lchovli to'jdarnlarning birlashmasi ko'rinishtda tasvir- 

lash mumkin bo'lsa, u holda X  da fj, o'lchov a —chekli o'lchov deyiladi.

a — chekli oicliovlarga Hoiilax o'qidagi va tekislikdagi Lebeg oicliovlari mi­

sol bo'la oladi.

a — chekli bo'lmagan o'lchovga misol sifatida sonlar o'qidagi ß o'lchovni 

quyidagi(iha aniqiaymiz. Ha.r bir nuqtanirig o'lehovini bir deb olamiz, ya’ni 

ß{x} =  1. U holda K iiiug barcha qism to'jjlainlari o'lchovli bo'ladi. Agax 

/1 C IR to'piam chekli bo'lsa, uning o'lchovi chekli, qolgan hammasi cheksiz 

o'ldiovh to'plamlar bo'ladi.

14.2-ta’rif. X  to'plamrä qoplovchi ketma-ketlik deb, har qanday mono­

ton o'snvchi [X„ C A„,+i){A'n} ketma-ketlikka aytiladiki, u quyidagi ikkita 

shartni qanoatlantiradi:

3 0

1) \JXn =  X, 2) ß (Xn)<oo , V neN .

n—l

14.3-ta’rif. X  to'plamda a—chekli ß o'lchov va X  da aniqlangan man­

fiymas f  funksiya berilgan bo'lsin. Agar f  funksiya ixtiyoriy chekli o'lchovli 

A G X- to'plamda integrallanuvchi bo'iib, biror qoplovchi {A'„} ketrna-ketlik 

uchun

lim I  f{x)dß

limit mavjud bo 'Isa, tt holda f  f  unksiya X. to 'piarada integrallanuvchi deyüadi 

va bu limit

f f{x)dß =  lim f f{x)dß 
Jx Jx„

f  dan X. to 'plam bo ‘yicha olingan Lebeg integrali deyiladi.

Endi /  ixtiyoriy funksiya bo'lsin. Uni ikkita manfiymas funksiyalar’ ayir­

masi shaklida tasvirlaymiz, ya’ni f{x) — f+{x) — f-{x), bu yerda

/ ^ ( ,)  =  !№ l)í ^ > 0. / _ ( .)  =  I M L ' / Í í )  > 0. (14.1)
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14.4-ta’riL Agar f+ va /- manfiymas funksiyalar X  to'plamda integral­

lanuvchi bo ‘Isa, V, holda f  ftmksiya X  to ‘plamda integrallanuvchi deyiladi va

í f{x)di.,.= f /+(.E)a>- //_ (x )d /i.
X  J  X  J  X

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar

1. h\x) =  2x+l, a; € R; ¡ip esa F — funksiya yordamida qurilgan Lebeg- 

Stiltes o‘lchovi bo‘lsin,. fj,p o‘le hov o—chekli o‘lchov bo'ladimi?

2. f{x) =  -píj, X  £ A — [1, oo) funksiya A to‘plamda intcgmllanuvchi-
FJ

mi?
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V bob. Lebegning aniqmas integraii va uni differensiallash

Bu bo1:)da biz sonlar o‘qida aniqiangan funksiyalarning Lebeg integrali­

ni qaraymiz, va bu integralni tayinlangan /  da to'plam fimksiyasi sifatida 

o'rganamiz.

Agar /  funksiya A C R  oidiovli to'plamda integrallanuvdii bo'lsa, u 

holda integral

f(x) d/LlLJA
barcha o'ichovli A C X  ia.r uchun mavjud va u tayinlangan /  da o'ichovli 

to'plam fimksiyasi bo'ladi. Bu integral Lebegning aniqmas integrali deyila­

di. A' sonlar o'qidagi oraliq bo'lishi ham mumkin. Bu holda A to'plam X  

dagi kesmadan iborat bo'lsa, yuqoridagi integral kesma dietki nuqtalarining 

fimksiyasi bo'ladi. Bu holda A kesma chap chetini tayinlab,

J[a,x]

integralning xossalarini o‘rga.namiz. Bu inasala bizni sonlar o'qida aniqiangan 

fimksiyalaniing l.ia’zi muhim sinflarini qarashga olib keladi. Matfmatik a.naliz 

kursidaii ma’lumki [4], differensiallash va integrallash amallari orasida quyida­

gi bog'lanish mavjud. Agar / — uzluksiz funksiya, F — uzluksiz hosilaga ega 

funksiya bo'lsa, quyidagi tengliklar o'rinh.

=  (V.i)

F'{t)d.t =  F{b) -  F{a). (V.2)

Quyidagicha savolla.r tug'iladi:

1. Lebeg ma’nosida integrallanuvchi funksiyalar uchun (V. 1) tenglik o'rinhmi?

2. Qanday fimksiyalar sinfi udiun (V.2) tenglik o'rinli?

Quyidagi uch paragraf shu savollarga javob berishga ba.g'ishlangan.
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Lebeg integrali

f  f(t)dß  (15.1)
J[a,x]

iiing xossaiarini o'rganislmi quyidagi sodda va muhim faktdan boshlaymiz. 

Agar /  manfiymas funksiya boisa, u holda Ф monoton kamaymaydigan 

funksiya bo'ladi. Har qanday integrallanuvchi /  funksiya ikkita manfiymas 

/-1- va /_  integrallanuvchi funksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlanadi

/ (x )^ /+ (x )- /_ (x ) ,

bu yerda /+ va /_  lar (14.1) tenglik bilan aniqlanadi.

Shuning uchun (15.1) integral ikkita monoton kamaymaydigan funksÍ3?alar- 

nirig ayirmasi shaklida ifodalanadi. Slui sababli yuqori chegarasi o'zgaruvchi 

bo'lgan (15.1) integralni o'rganish, monoton fimksiyalarning xossaiarini tek­

shirish masalasiga kelar ekan. Monoton funksiyalar bir qator muhim xossalarga 

ega. Quyida biz ularni bayon qilamiz.

Avva'io ba’zi kerakli tushunchalami keltiramiz. h o'zgaruvchi miqdorning 

haqiqiy musbat (marifiy) sonli qiymatlar qabul qilib nolga intilishini h

0 + {h 0—) shaklda belgiiaymiz.

Haqiqiy sonlar to'plami К da aniqlangan /  funksiya va xq e К nuqta 

berilgan bo'lsin. Agar

lim / (%  + h) ( lim /(жо + h))

limit mavjud bo'lsa, bu limitga /  fimksiyaning .Xo nuqtadagi o‘ng (chap) li- 

deyiladi va /(xq+0) (/(ж«—0)) ko'rinishda belgilanadi. Agar /  funksiya­

ning a’o ruKitadagi o'ng (diap) limiti mavjud bo'lib,

f{xo -HO) -  /(a-o) (Пх„) ̂  /(xo -  0))

15-§. M o n o to n  fu nk s iy a la r
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tenglik o'rinli bo'lsa, /  funksij'a ;co nuqtada o'ngdan (chapdan) uzluksiz de­

yiladi. Agar /  bmksiyaniiig a;o nuqtada o'ng va chap limitlari mavjud bo'iib,

/ (^0  + 0) =  /(xo) /(жо -  0)

tenglik o'rinli bo'lsa, /  funksiya .To nuqtada uzluksiz deyiladi. .A,garda

/(:ro - 0 )^ /( .ro  + 0)

bo'lsa, /  funksiya .Tq nuqtada birinchi tur uzilishga ega deyiladi, Xq nuqta 

esa /  ftmksiyaning birinchi tur uzilish nuqtasi deyiladi.

f{xo + 0) -  /(xo - 0)

qiymatga /  funksiyaning nuqtadayi sakrashi deyiladi.

Agar /  funksiyaning .xq mi<jtadagi o'ng va chap limitlaridan, birortasi 

mavjud bo'lrnasa yoki birortasi cheksizga aylansa, bu nuqta /  funksiyaning 

ikkinchi tur uzilish nuqtasi <leyiladi-

15.1-ta’rif. [a, 6] kesrnada a.niqlangan, f  fimksiya shu ке^таёш-оМщап 

har qanday Xi,X2 lar uchun Xi < X2 bo‘Iganda

f{xi) < / (хг) (/(x i) > /(X 2) )

tengsizlikni qwnoatlantirsa, f  funksiya [a, fc] kesrnada kamaym,ayd,igan 

(0 ‘sniay may digan) funksiya deyiladi.

15.2-ta’rif. [a, b] kesrnada aniqlangan f  funksiya shu kesmadan olingan 

har qanday Xy,X2 lar uchun Xj < X2 bo‘Iganda

f{X l)< f{X 2) ( , f ( X l ) > / ( X 2 ) )  (15.2)

tengsizlikni qanoatlantirsa, f  funksiya [a, b] kesmada o‘suvehi (kammjuv- 

chi) funksiya deyiladi.

Umuman, qisqalik uchun monoton funksiya deyilganda, 15.1 va 15.2-ta’rif- 

larda keiltirilgaii funksiyalar tushuniladi.
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Endi monoton ñinksiyalaming asosiy xossalarini keltiramiz.

1. [a, 6] kesviada aniqiangan har qanday monoton funksiya shu kesmada 

chegaralangan, o'ichovli va integrallanuvchi funksiyadir.

Isbot. Bu xossa isbotini kamaymaydigan funksiyalar uchun keltiranhz. 

Ha<}iqatan ham, kamaymaydigan funksiya ta’rifiga ко‘гЗ:

f(a) <  fix ) < f{b), Vx e [a, 6]. (15.3)

Har qanday o'zgarmas с son uchun E {f < c) =  { x : f{x) < с } to‘plam yo 

kesma, yo yarim interval (yo l:)o‘sh to'plam) boiadi. Fara.z qilayiik, f{x) < с 

tengsizlikni qanoatlantiruvchi nuqtalax mavjud boisin va d bu to'piamning 

aniq yuqori chegarasi boisin. U holda E {f < c) to'plam yoki [a, d] kesma 

yoki [a, d) 3?axim interval bo'ladi, bu to'i)lamlar o'ichovli. Demak, /  o'ichovli 

funksiya bo'ladi. /  ning integrallanuvchiligi uning chegaralanganligidan (IV 

xossaga qarang) kelil) chiqadi.

2. Monoton funksiya faqat birinchi tur uzilish nuqtalarga ega bo'lishi mum­

kin.

Isbot. Faraz qilayhk, /  kamaymaydigan funksiya, ;to € [«, b] ixtiytv 

riy nuqta va. {;r„} С [a, 6], Xn < xq, x„ —* xo nuqtalar ketma-ketligi 

boisin. U holda {/(x„)} ketrna.-ketlik ham quyidan, ham yuqoridan chega­

ralangan bo'ladi (míisalan f{a) va f{b) qiymatlar bilan). Shunday ekan, 

\{/(ж„)} ketma-ketlik kamida bitta limitik nuqtaga ega. Agar {.г'„} ketmar 

Ketlikui tartibini ahnashtirish yorda-mida -Tq ga o'sib yaqinlashuvchi {.eÍ¡} 

etma,-ketlikka, almashtirSak, {f(x'„)} monoton ketma,-kethk bo'ladi. Uning 

cjiegaraianganligidan {/(x^)} ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo'ladi. Bu limitni 

i(a;o —0) deb belgilayrniz. Yaciinlashuvdii {/(x^)} ketma-ketlikning o'rinla- 

ihn almasiitirishdan hosil boigan {f{x„)} ketma-kethk ham /(xq — 0) ga 

yaqinlashiadi. Hosil boigan f{xo — 0) limit {.Кп} ketma-ketlikning tanla.- 

nishiga bog'liq emas. Haqiqatan ham, agar ikkinchi {уп}, Уп < 2'o, Уп xq
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ketma-ketiik uchun I

lim /(?/„) =  f(xo-  0)
n->oo

desak, u holda {x„} va {уп} ketma-ketliklanii biiiashtirishdan hosil bo‘igaii 

{zn} ketma-ketlik uchun ketmarketlik yaqinlashuvchi ernas. Bu esa

yuqorida olingan ixtiyoriy x„ —* xq(x„ < xq) ketma-ketlik ucbra {/(xn)} 

ketma-ketlik yaqinlashadi degan xuiosaga zid. Demak,

lim /(;r„) =  lim f(y„,) =  f(:i'o -  0).
n-i-OO n-̂ oo

Bu f(xo~0) miqdor /  funksiya.ning a.’o .uuqtadagi chap hrniti bo'ladi. Shun- 

ga ((‘xshash f(xo + 0) o‘ng limitning mavjudligi ko'rsatiladi. Д

5. Monoton funksiyaning uzHish nuqtalari ko ‘pi bilan sanoqlidir.

Isbot. [a, b] da monoton /  funksiyaning ixtiyoriy chekli sondagi sakrash- 

larining yig'indisi \f{b) — f{a)\ dan oshinaydi. Har bir natural^ja^^hun 

sakraslii 1/n  dan katta i>o‘igan uzihsh. nuqtalari soni cb,eklidip<^aj:'cha n lar 

bo'yiclia yig'ib, sakra.shlax soni (úiekli yoki sanoqli ekaiüjgíga kelaniiz. A 

Faraz qilaylik, /  kamaymaydigan, (;ha.pdan ii^Mksiz funksiya bo'lsin. Bu 

funksiviuiing uzilish nuqtalarini xi, X2, . . . ,  . orqali va funksiyaning bu 

uiiqtalarga mos sakrasiilaxini h\,h2, .. .,hn, - ■ ■ orqali belgiiaymiz.

(̂•̂ ) = E  ^
.г„<ж

orqali aniqlangan funksiya f  funksiyaning xakrash funksiyasi deyiladi. Bu 

fiinksiya chapdan uzluksiz, kamaymaydigan fuuksiyadir.

ф )  =  Ц х )- Н {х )

shaklda aniqlangan funksiya uzluksiz, ka.ma.yrnaydigan funksiya bo'ladi (mus­

taqil isbotlang). Na.tijada biz quyidagi xossaga ega bo'laniiz.

4- Chapdan (o‘ngdan) uzluksiz bo'lgan har qanday monoton funksiyani 

yagona usul bilan, uzluksiz monoton funksiya va cho,pdan (о ‘ngdanj uzluksiz
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ЪоЧдап sakrash funksiyasi yig'indisi shaklida tasvirlash m,umkin. Ya’ni

/(;r) =  Ф )  + H (x).

Monoton funksiyalar ichida eng soddasi bu sakrash lunksiji’alaridir. Ular quyi­

dagicha quriladi. Bizga [a, b] da chekli yoki sanoqli sondagi xi, X2, ■ ■ ■ ,Xn, ■ • • 

rnnitalar berilgan bo'iib, ularga musbat hi, h,2, -.., h-n, ■ ■ ■ sonlar mos qo'yilgan 

bo'lsin. [a, b\ kesmada H ftmksiyani quyidagicha aniqiaymiz

H{x) =  Y  K-
Xn<X

Ravshanki, H kamaymaydigan funksiya bo'ladi. Bundan tashqari u chapdan 

uzluksiz va uning uzilish nuqtalari Xi,X2, ■ • ■ ,x „ , ... lardan iborat, hamda 

•T„ nnqtadagi sakrashi h„ ga teng. Sakr ash funksiyalari ichida eng soddasi, 

zinapoyftsimion funksiya,dir. Bu funksiya quyidagicha quriladi. Uning uzilish 

nuqtalari o'snhichi xi < X2 < ■ < x„ < • • • ketma-ketlik nuqtalaridan 

iborat. Misol sifatida f{x) — [a:] , bu yerda [;c] iniqdor x ning butun qismi, 

funksiyani keltirish mumkin.

Endi monoton ftmksiyaning hosilasi ha^jidagi masalaga qaj'tamiz.

15.1-teorema (Lebeg). [a, b\ kc,smada aniqlangan ha,r qanday monoton 

f  funksiya shu kesmaning deyarli lumim.a yerida chekli hosilaga ega.

15.1-natija. Sakrashlar funksiyasi deyarli hamma yerda chekli ho,silo,ga 

ega va bn hostia nolga teng.

Endi yuqori chegarasi o'zgaruvchi bo'lgan integraldan liosila mavjudligi 

haqidagi masalani qaraymiz. Ma’lumki, integral j  * ip {t) dt istalgan integral- 

laniivchi funksiya uclnin ikkita monoton kaniayinaydigan funksiyalar ayirmasi 

shaklida tasvirianadi. 15.1-teoremadan quyidagi natija kelib chiqadi.

15.2-teorema. Istalgan integrallanuvchi ‘p> funksiya uchun

d_

dx
J  ip{t)dt (15-4)
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hosüa deyarli barcha x lar uchun rnavjud.

Isbot. (f fiinksiyaiii ikkita manfiymas

fimksiyalaniing ayirniasi Khaklida tasviriaymiz. Narljada

/  Lp{t)dt^ Í  ':p+{t)dt- I  if,^{t)dt (15.5)
J a Ja Ja

integral ikkita monoton ka.m.aymaydigan funksiyalar ayirmasi shaklida tasvir­

lanadi. Monoton funksiyaning differensiallanuvchanligi haqidagi 15.1-teorema- 

ga ko‘ra, (15.5) ifodaning deyarli barcha x larda chekli hosilasi mavjud. A 

Ta’kidlash joizki, biz fe<3,at (15.4) hosilaning mavjudligini ko'rsatdik, lekin 

d

dx

tenglik qanday (p lar uchun to‘g‘riligini quyida mididiama qilamiz.

M ustaqil ishlash uchun sirecfl va topshiriqlar

1. Ikki monoton, funksiyanin,g yig'indisi mmioton funksiya ho'ladimt?

2. Monoton funksiyalar ko‘paytmasi monoton funksiya bo‘ladim,i9.

3. Agar f  funksiya [a, b] da o'suvchi funksiya ho‘Ub, f{a) — A, f{b) — B 

va g : [A, B\  ̂ E  inonoton funksiya bo‘lsa, u holda g{f{x)) funksiya 

[a, 6] da monoton ho‘ladimi'?

4. Zinapoyasirnon bo‘lrnagan sakrash funksiyasiga misol keltiring.

5. [0, 1] kesmadagi harcha misional nuqtalarni Xi,X2,- . . ,x „ ,. . .  orqali 

belgilab chiqamiz va f  funksiya,ni [0,1] da quyidagicha a,niqlaymiz

X n < X
2«

U zinapoyasvm.on funksiya ho'ladimi?
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16-§. 0 ‘zgarishi chegaraiangan fimksiyalar

Yuqori chegaxasi o‘zga.nivchi bo‘iga.H Lebeg integralini differensiailasli тава.- 

lasi; bizni monoton funksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlash mumkin bo'lgan 

funksiyalar siniini qarasliga olil) kekii. Bu paragrafda biz bu sinf funksiyalariga 

b'Oshqadia ta’rif beramiz va ularning ayrim xossaiarini isbotlaymiz.

16.1-ta’rif. Bizga [a, b] kesmada aniqlangan f  funksiya berilgan bo 'Isin. 

Aga.r biz [a, ?>] kesmani

a =  ;го < ;ri < • • • < < Xn =  b

nuqtalar hilan ütíyoriy n qismga bo4ganimizda X{(i =  l , 2, . . . , n )  nuqta,- 

Jarni tanlab olishga bog'Iiq ho'lrnagan va ushbu

n

(16-1)

tengsizlikni qanoatlantiruvchi o'zgarmas С  son mavjud ba‘lsa, и holda f  

funksiya [a, h\ kesmada о ‘zgarishi ehegaralangan funksiya deyiladi.

Har qaiida.y monoton funksiya [a, 6] kesmada o'zgarishi ehegaralangan va

(16.1) yig'indining chap tomoni boiiriishdan bog'Iiq emas va u \f{b) — /(a)| 

ga teng.

16.2-ta’rif. Bizga [a, 6] kesmada o‘zgarishi ehegaralangan f  funksiya 

berilgan bo’lsin. (16.1) yig‘indilarnin{/ harcha chekli bo'linishlar bo’yicha olin­

gan aniq yuqori chegarasi f  funksiyaning [a, 6] kesmadagi to’la o’zgarishi 

(to ‘la variatsiyasi) deyiladi va Vj" [/] btlan belgilanadi, ya ’ni

n

«̂И= E i/ I ■ (16-2)

Endi о 'zgarishi ehegaralangan fiuiksiyalaxning ba’zi xossaiarini keltiramiz.

1. Ixtiyoriy fc G M. son uchun quyidagi tenglik о ‘rinli

v ![kf] =  \k\V̂ [f] .

141



Tfenglikning isboti bevosita ta’rifdan kelib chiqadi.

2. Agar f  va g o ‘zgarishi chegaralangan funksiyalar bo ’Isa. u holda ular­

ning yig'indisi ham o‘zgarishi chegaralangan bo’ladi va

v^Af + g ] < v M  + v M  (16.3)

tengsizlik o ‘rinli.

Isbot. [a, h] kesmaning ixtiyoriy

a =  Xo < xi < • • • < Xn-i < Xn =  h

bo‘hnishi uchun

n n

2̂ 1 7-i

n

+ 13b(^ i)-5 ('i'i- i)! 
i=l

tengsizhk o‘rinh. Aniq yuqori cliegaralar uchun malum bolgan sup(/l4-i?) < 

sup A + sup B  kengsizlikdan foydalansak, 2-xossa isbotiga ega bolamiz. A

3. hiiyoriy c€ {a, b) uchun. quyida,gi tenglik o‘rinli

^«[/] =  v;1/] + ;̂‘ [/]• (16.4)

Isbot. Oldin [o, h] kesmaning shunday bolinislilarini qaraymizki, c boli- 

nish miqtalarida.u biri bolsin, masalan =  c, u holda

J 2 1/(^0 -  m-i)\  =  E  - /(^- i)i+

+ E  1/(^0 - /(^- i) i < K lf]  + vXf] (16.5)
i—r+l

Endi [a, &] kesmaning ixtiyoriy bolinishlarini qaraymiz. Agax biz bu bolinish 

nuqtalariga yana bir c nuqtani qo'shsak, u holda

E|/(x ,:)- /(x ,:_O I
7 =  1
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yig'indiiiing qiymati kamaymaydi. Demak, (16.5) tengsizlik [a, b] kesmamiig 

ixtiyoriy boiiiiishi uchun to‘g‘ri, shuning uchun

VaV]<K[f] + VcXfl (16.6)

ikkinchi tomondan har qanday > 0 udmn [a, c] va [c, b] kesnialarning 

shunday {x'} va {.r"} bo'linishlari mavjudki

n m

E  !/("":) - > K in  - E  1 /(4) -  -  2

i=l j=l

tengsizhklar o'rinli boiadi. Bu ikki bo'linislmi birlashtirib, [a, 6] kesmaning 

shunciay {xj} bo'hnishiga ega bolamizki, uning uchun

n+m

Y.\f{Xk)-f{Xk-l)\^ 
k=l

n m

E ( ^ ' ^ - i ) i +E  1̂ (4) - /(4-i)l > «̂1/1+ -  - 
¿=1 j=i

Bu tengsizlik ixtiyoriy ít > 0 uchun o'rinli, shuning uchuti

' / Va\f]>K[f] + KXn- (16.7)

(16.6) va (16.7) lardan (16.4) tenglik kelib chiqadi. A

Ixtiyoriy o‘z,garishi chegaralangan funksiyaning [a, h] kesmadagi to'la o'z- 

garishi manfiymas bo'lganligi uchun 3-xossadan quyidagi xossa kelib chiqadi.

4. v{x) — V^'lf] monoton kmnaymuydigan funkmya.

5. Ago,r f  funksiya x* nuqtada chapdan uzluksiz ho ‘Isa, u hold,a

v { x ) ^ V ^ f ]

ham. X* € (a, 6] nuqtada chapdan uzluksiz bo'ladi.

Isbot. Bizga ixtiyoriy £ > 0 berilgan boisin. En<li <5 > 0 ni shunday 

tanlaymizki,

1/ [x^ -  f  (x) I < “
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tengsizlik ixtiyoriy x  € {x* — 6, x*] uchun o'rinli bo'lsin. Endi 

a  =  xo  <  x i  <  ■•■ <  x „  =  .X* 

boiinishni shunday tanlayinizki,

k=l

bo'lsin va híz x„ — x„_i < ó deb faraz (}ilishimiz muTnkin. Bundan

| / ( x „ ) - / ( x „ _ O I < |  

í;engsizlíkka ega bo'lamiz. Natijada

k=i

ga ega bo'lami/í. Bu tengsizlik o'z navbatida

i;engMÍzlikni keltirib chicjaradi, ya’ni v (x*)—v (x„_i) < ít o'rinli. Biz bilarni^ki,

V kamaymaydigan fimksiya, shuning uchun barcha x e (x„_i, x*) lar uchim 

v (x*)— v(x) < £ tengsizlik o'rinli. Bu esa v funksiyaning x* nuqtada 

chapdan uzluksiz ekanligini bildiradi. A

Xuddi shunday ko'rsatish mumkinki, agar /  funksiya x* nuqtada o'ngdan 

u7,luksiz bo'lsa, u holda v iíam x* nuqtada o'ngdan uzluksiz bo'ladi. Demak, 

agarda /  funksiya biror Xo nuqtada uzluksiz bo'lsa, u holda v ham shu 

nuqtada uzluksiz bo'ladi.

Faraz qilaylik, /  : [a, ¿>] -■' R o'zgarishi chegaraiangan ixtiyoriy funksiya, 

v{x) esa uning [a, x] kesmadagi to'la o'zgarishi bo'lsin. (p {x) =  v (x)—f  (x) 

funksiyani qaraymiz.

16.1-lemma. ¡.p : [a,b] —+ K rnonoton kumaymaydigmi funksiyadir.
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Isbot. Faraz qilaylik, xf < x", ж',х" € [а, b] ixtiyoriy iiuqtalar bo'lsin, 

u holda

Ф " )  - ф ! )  =  [v{xJ‘') -  v{x')] - [fix") -  f (x %  (16.8)

Ma’lumki,

\f{x’’)- f ix ')\ <V f[ f]=v ix " )- v {x ') .

Shuning uchun (16.8) ning o‘ng tomoni m-anfiymas, demak uning chap tomoni 

ham manfiymas. Bu esa ¡p ning [a, b] da monoton kamaymaydigan funksiya 

ekanligini bildiradi. f{x) - v(x) — (p{x) bolganligi uchun, biz quyidagi tais- 

diqqa keldik.

16.1-teorema. Har qanday o‘zgarishi chegaralangan funksiyani ikkita mo­

noton kamaym.aydigan funksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlash mumkin.

Teskaxi tasdio, doimo o'Tinli, ya’ni ikkita. monoton funksiyalar ayirmasi 

shaklida tasvirlangan har qanday funksiya o'zgarishi chegaralangandir. Shu­

ning uchun ikkita monoton funksiya ayirmasi shaklida tasvirlanuvchi barcha 

funksiyalar to‘plami o‘zgarishi chegxalangan funksiyalar sinfi bilan ustma-ust 

tushar el<an.

16.1 va 1.5.1-teoremalardan qn,yidagi tasdiq kelib chiqach.

16.2-teoreina. [a, b] kesmada aniqlangan o‘zgarishi chegaralangan har 

qanday funksiya deyarli hamma yerda chekli hosilaya ega.

Biz sakraslilar fiuiksiyasi ni (luyidagicha umumlasl:itirishÍTniz mumkin. Bizga 

chekli yoki sanoqli a < Xi < < ■ ■ ■ < xj^ < b nuqtalar berilgan bo'lsin. 

Har bir Xfc ga ikkita Qk va sonlarni mos qo'yamiz va

n=l

bo'lsin deb talab qilamiz. Bundan tashqari, agar a;i — a bo'lsa, ö̂ i =  0 va 

Xjv =  b bo'lsa, =  0 deymiz.

H{x) =  Y , g n + Y ^ ^ -  (16.9)
ж„<ж ж„<ж
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(16.9) ko'rinishdagi har (jaiiday funksiyani bisi sakrashlar fimksiyasi deb atay- 

rniz. H funksiyaning [a, b] dagi toia o'zgarishi

n

ga teng. Agar va h„ sonlardan birortasi noklan farqh boisa, ii hokia x„ 

nuqta ./:/ funksiya,ning uzihsh miqtasi boiadi, hamda

H (;r„) =  g„, H  (rc„ + Q )- H  (,r„) =  /i„

ienghkiar o'rinli. Quyidagi tasdiq o'rinli.

16.3-teorema. [a, 6] kesmada o‘zgarishi chegaralangan har qanday f  

funksiyani uzluksiz funksiya ip va sakrashlar funksiyasi H lar yig‘indist ko'ri­

nishida tasvirlash mumkm va bu tasvir yagonadir.

Isbot. Haqi<;(at,an liain, /  funksiyani ikkita monoton kairiaymaydigan funk­

siyalar ayirniasi shakhda tasviriaymiz

f{x) v{x) - g{;x).

Keyin ular yordamida sakrashlar funksiyasi H va uzluksiz ñmksiya ip ni 

quramiz. Masalan, v funksiya uchun (x„ uzilish nuqtalari)

v{xn) -  v{xn - 0) =  gn, v(x„ + 0) - v(x„) =  h„

deymiz va funksiyani (juyidagicha anicjlaymiz;

HÁX) -  E  + E
x„<x x„<x

Uzluksiz fnnksiya sifatida iptr{x) — v{x) — Hy{x) ni olamiz. Xuddi shunday g 

funksiya uchun ham Hg va ipg larni aniqlaymiz. Natijada /  funksiya udmn 

quyidagiga ega bo'lamiz

f{x) =  H,,{x) - Hg{x) + -  ifg{x).

Bu yerda Hf{x) =  H„{x) — Hg{x) sakrash funksiyasi ip/{x) — ip„{x) — ipg{x) 

uzluksiz funksiya boiadi. A
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Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar

1. Acjar f  funksiya [a, &] kesmada chegarahngan hosilaga ega bo'lsa, f  

ning [a, b] kesmada o‘zgarishi chegaral,anga,n bo'lishini isbotlang.

2. [0, 1] kesmada aniqlangan uzluksiz ^

\ 0, aoar X =  0
f ix )  =  <

X ■ sin agar x e (0,1]

funksiyaning [0, 1] kesmadagi to'la o’zgarishi V(/[/] =  oo ekanligini 

isbotlang.

3. Agar f  funksiya [a, 6] da Lipshits shartini qanoatlantirsa, и holda f  

ning [a, b] da o’zgarishi chegaraiangan bo’lishini isbotlang.

17-§. Absolyut uzluksiz fimksiyalar

17.1. Lebegning aniqmas integralidan hosila. 15 —§ da koisatdikki,

/  f{ t)d f j ,=  i  f  (Í) dt 
J[a,x\ Ja

Lebfig integrali x ning fuiiksiyasi sifatida deyarli Ьатша yerda diekli hosilaga 

ega. Lekin bu hosilani integral ostidagi funksiya bilan bog'lanishini tekshir- 

niadik. Quyidagi tasdiq o'rinli.

17.1-teorema. [a, 6] kesmada integra,Uun/uvchi ha.r qanday f  funksiya 

uchun deyarli barcha x € [a, b] larda

i f  f{ t )d i i  =  f{x)
ax J\a,x\

tenglik 0 ’rinli.

Bu teoremani isbotiashda hiz quyidagi ta’rifdan ham foydalanamiz.

17.1-ta’rif. Agar .kq € [a, b\ nuqta uchun shunday ^ (xq < ^ < b) 

miqta m.avjud bo’lib, g{xo} < д{^ bo’lsa, и holda xo nuqta g funksiyaning 

o’ngdan ko’rinm.aydigan nuqtasi deyiladi.
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17.1-teorema isboti. Har bir x € [a, 6] ga

ф(;г)= f  f(^)dp.

soriiii mos qo'yuvdii Ф : [a,  ̂ К fuiiksiyani qaraymiz. 15.2-leoreinaga. 

ko'ra, bu funksiya deyarli harrima yerda chekli hosilaga ega. Dastlab, deyarli 

hamma yerda

f ix) > Ф'(х) (17.1)

tengsizlik bajarilishini ko'rsatamiz. E  orqali f ix )  < Ф'(;г;) tengsizlikni 

qanoatlantiruvchi nuqtalar to'plamini belgilaymiz. Agar biror x nuqtada 

/  {x) < {x) tengsizhk f)ajarilsa, u liolda shunday a, ß rat8ion.aJ sonlar 

mavjud 'Dovhb,

f{x) < a < ß < Ф'{х) (17.2)

tengsizlik bajariladi. Har bir a, ß € Q  (a < ß) sonlax juftiga

E ,,ß ^{xe\ a ,b\ :f{x )<a<ß<< t> '{x )}

to‘pla.nmi nios qo'yamiz. U holda

E =  {x : fix ) < Ф’(х)} =  ( J  E^e

{a.fl)

toinglikni yozish mumkin, (17.1) tengsizlikni isbotlash uchun ha.r l)ir ia ,ß)  

juftlik uchun ¡J. iEaß) =  0 ni ko'isatish yetarli. U holda Eaß to'plamiar ko‘pi 

bila.n sanoqh <3kanligidan fj{E) =  0 kelib chiqadi. Lebeg integralining ab- 

solyut uzluksizlik xossasiga (12.4-teorema) ko'ra ixtiyoriy £ > 0 uchun shun­

day (5 > 0 mavjudki, С  с  [a, 6], ß{C) < S to'piam uchun

Л О Ф | < е
с

tengsizhk bajariladi. O'lchovli to'piam ta’rifiga ko'ra,

Eaß С. G с. [a, b] va fi{G) < f,i{Eaß) + S 
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ahartiii qanoatlantiruvchi G ochiq to'plam mavjud. Endi fx{Eaf)) — O teng­

likni isbotlash ucliun [a, b] da g{x) ■= Ф(2 ‘) — /?.r funksiyani aniqlaymiz. 

Ф(:с) ning aiiiqlaiiishiga ko‘ra, g : [o., 6] -+ R  uzluksiz funksiya bo‘la<li.

Bu g{x) =  Ф(а;) — j3x funksij'aning barcha o'ngdan ko'rinmaydigan nuq­

talari to'plamini E  orqali belgilayrniz. U holda ixtiyoriy xq € E  uchun 

shunday ^ < b) nuqta mavjud bo'lib, g{xo) < g{^) bo'ladi. Agar

O < e < g{^) — g(xo) de.sak, g ning uzluksizligiga ko'ra, shunday á > O 

mavjudki, barcha x e (хц — á, xq + S) lar uchun |<?(x) — <?(xo)| < s yo­

ki g'(x) < 5 (xq) + £ < g{^) bo'ladi. Shunday ekan (xq — ó, Xq + í)  C E, 

ya’ni Xo E  ning ichki nuqtasi bo'ladi. Demak .E-' facjat ichki nuqtalardau 

iborat, ya’ni E  ochiq to'plam ekan. Sonlar o'qidagi ochic'i to'plamlar struk- 

turasi haqidagi teoremaga ko'ra, chekli yoki sanoqli sondagi {(a*, bk)} o'zaro 

kesishmaydigan intervallar mavjud bo'lib,

fc’ =  y(efc, bk)

yoyilma o'rinli. Ko'rsatish mum.kinki, ixtiyoriy к da

 ̂ 9{ak) <  9{bk) (17.3)

tengsizlik o'rinli. Haqiqatan ham, agar toskarisini faraz (lilsak, ya'ni

íiin-k) >  g(bk) (17.4)

desak, u holda {ak, bk) intervalda Xq ichki nuqta mavjud bo'lib, g{xo) > 

9{bk) bo'ladi. X* orqali (a*, bk) intervaldagi g{x) =  д{хо) tenglikni qanoat- 

lanfeiruvchi eng o'ng nuqtaiii belgilayrniz. x* 6 {ak, bk) С E  bo'lgani uchun 

shunday f  > X* mavjudki, g(x*) < g{^) bo'ladi. g ning uzluksizligi va x* 

ning tanlanishiga ko'ra, ^ ^  (a^, bk). Ikkinchi tomondan, £ > bk bo'lishi 

mumkin emas, clmnki g{$J > g{x*) > g{bk) dan bk & E  bo'lar edi. Bu zid- 

diyat ko'rsatadiki, (17.4) tengsizlik bajarihnaydi, ya’ni (17.3) tengsizlik o'rinli.
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Endi olingan natijadan =  0 tenglikni isbotiashda foydalanamiz.

Agar X e Baß boisa, u holda x ga yetaiiicha yaqin boigan ixtiyoriy 4‘ > a: 

lar iichuT)

> ß (17.5)

tengsizlik yoki

$ (0  -  /?c > $(.*) - /3X

tengsizlik bajarila.di. Bundan x ning — ßx  funksiya uchun o'ngdan 

ko'rinmaydigan nuqta ekiinligi kelib chiqadi. Oiigdan ko'rinmaydigan nuqtalar 

to'plami ochiq to'plam bo'lgairi uchun x ning biror (x — ó, a: + S) C G 

atrofidagi barcha nuqtalar o'ngdan ko'rinmaydigan niK[talar bo'ladi. Sliuning 

uchun g{x) - i ’(a-) — ßx  funksiyaning G dagi o'ngdan ko'rinmaydigan 

nuqtalari to'plami qandaydir S ochiq to'plamdan iborat bo'ladi, ya’ni E^ß C

S C G. Bundan tashqari,

k

va har bir k da

i i b k ) - ß - h > M a k )- ß - a k

tengsizlik o'rinli. U holda

-  $(afe) > ß{hk -  flfc)

yoki

/  f{ t )d t>  ßibk- a.k).
Jak

Shunga o'xshash tengsizliklarni S ni tashkil qiluvchi barcha {ak, bk) inter­

vallar bo'yicfia yig'ib,

j^ f{ t)d t> ß ii{S ). (17.6)

tengsizlikni olamiz. Bu tengsizlik bilan bir vaqtda

[ f{ t)d t=  f f{t)dt+ f f{t)d t<
■>S JEai) JS\E„ß
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< a:fi{Eaß) + £ < о. • ¡.i{S) + £ + \а\ - 6 (17.7)

tengsizlik 0 ‘rinii. Cminki ß{S) < ß{G) < ß{Eaß) + S, /j,{S\Eaß) < ö va

/ f(t)dt < £.
JS\E„ß

(17.6) va (17.7) terigsizliklami taqqoslab,

ai.j{S) + t + |q|í > ß/J.{S) 

tengsiziikka ega boiamiz. Bundaii

^  ^ + |0!|á

tengsizlik kelib chiqadi.

Shunday qilib, Eaß to'planming olchoyi istalgan sondan kichik bolgan 

ochiq to‘plam bilan qoplash nmmkin. Bundan ß{Eaß) =  0 ekanligi kelib 

chiqadi. Demak,

1л { х : Л х ) < Ф '{ х ) }  =  0.

Shuning uchun deyarli hamma yerda f  {x) >  Ф'’(ж) tengsizhk o‘rinh. Endi 

/  (x) ni —/  (x) l)ilan almashtir.sak, deyai’h hamma yerda

- / ( ж ) > - Ф ' ( х )  ^  1{х )<Ф '{х ) .  (17.8)

(17.1) va (17.S)dan /  (x) =  Ф' (x) deyarli barcha x lax uchun o‘rinli ekanhgi 

kelib chiqadi. Shunday qihb,

/  (x) =  Ф' (x) =  I  f  (t) du
J\a,x]

tenglik deyarli Imrcha. x lax uchun o‘rinli. А

Bobning boshida qo‘yilgan ikkita savoldan birinchisiga biz javob berdik. 

Endi ikkinchi savolga ol.anriz, ya'ni uzhiksiz diiferensiallanuvchi funksiyalar 

uchun o'rinli bo'lgan Nyuton-Leybnits formuiasini

F  {x) =  F  (a) + £  F' (0 dl (17.9)
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Lebeg integrali uchun qatiday umuinlashtirish mumkin? Ya’ni (17.9) tenglik 

qaiiday funksiya.la.r sinfi uchun oi'inli? Biz deyarli barcha miqtalai'da chek­

li hosilasi mavjud boigan funkKiyalar sinfi bilan chegaralanamiz. Maiumki 

(16.2-teorema), o‘zgarishi clicgaralangari funksiya deyarli liauima yerda chek- 

h hosila.ga ega,. fkkkinchi ton:ioi)dan, (17.9) tenglikoing o‘ng tornoni o‘zgarislii 

chegaralangan funksiya. Shuning uchun (17.9) tenglik o‘zgarishi diegarala.ngan 

funksiyalar sinfidan ka ltaroq to'plamda o'rinli bo'lishi niumkiu emas. Har qan­

day o'zgarishi cliegaralangan funksiya ikkita inorioton kamayuvchi funksiyalar 

ayirmasi ko'rinishida tasvirlanadi. Sliunirig uchun monoton funksiyalar uchun

(17.9) tenghk o'rinhmi degan savolni qo'yamiz.

Umunian olganda ixtiyoriy monoton funksiya uchun (17.9) tenglik o'rinli 

emas. .Lekin quyida.gi ta.sdiq o'rinli.

17.2-teorema. Monoton kwmaymaydigan f  funksiyaning hosilasi integ­

rallanuvchi va quyidagi tengsizlik o ‘rinli:

f ' { t ) d t < f  { b )- f  {a). (17.10)/J  a

Isbot. Hosila ta’rifiga ko'ra, /  ning x imqt.adagi hosilasi

nisbatning h O dagi limitidir. /  ning monotonhgidan miing integral- 

lanuvchanligi kelib diiqadi. Demak, har bir ¡fh integrallanuvdiidir. Shuning 

uchun (17.11) tenglikni integrallasli mumkin.;

J  (fh {x) dx =  ^J f  {x + h) dx I  •

/  funksiyani (6, ОС’) ga f{b) deb davoni ettirib bu integralni quyidagicha 

yozish mumkini

/
1 /-6Ч /i 1

iph {x) d x ^ -  J   ̂ f  {x) dx-  - I f  {x) dx =
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Bu tenglikdan h->-0 da linaitga o'tamiz. Integral belgisi osti<ia limitga o‘tish 

haqidagi Fatu teoremasiga ko'ra,

f  f'{x) dx < lim f  iph (x) dx =  f{b) - f{a + 0) < f{h) -  f{a)
Ja Ja

tengsizlik o'rinli. Bu yerda qatïy tengsizlik o'rinli bo'ladigan monoton funksiya- 

ga misol keltirish mumkin;

i  0, agar x € [0, 0,5]
/  W  =  S

1, agar x e (0, 5, 1].

Deyarli hamma yerda f ( x )  — 0 ekanligdan

Jo

ni olamiz. Biror monoton uzluksiz funksiya uchun

£  f i x ) d x < f { x ) - f { a )  (17.12)

tengsizlikning barcha x € (a, b) lar uchun bajarilishini ko'rsatish qiziq masa- 

ladir. Kantorning zinapoya funksiyasi Â (6.4-misol) uchun

A'{x)dx < Â{x) -  .ft(O) =  Â(x)
Jo

tengsizlik barcha x € (0, 1) larda o'rinli bo'ladi. Mustaqil isbotlang.

17.2. Absolyut uzluksiz funksiyalar. Shuni ta’kidlash lozim.ki, /  mono­

ton funksiya bo'lgan holda

j "  f i t )  d t ^ f { b ) ~  f  {a)

tenglikdan (a, h] yarim intervaldagi ixtiyoriy x uchun

r  f '{ t ) d . t ^ f { x )-  f{a) (17.13)
J a

1 rb-hh 1 pa-\-k
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tenglik bajarilishi kelib diiqadi. Endi (17.13) tenglik o'rinli bo'ladigan funk­

siyalar sinfini tavsiflasli ndiun quyidagi ta ’rifni keltiramiz.

17.2-t&’riL Bixga [a, b] kesrnada aniqlangan f  funksiya berilgan ho‘hin. 

Agar ixtiyoriy £ > 0 son uchun shunday 5 > 0 mavjud holih, soni chek­

li va har ikkisi o‘zaro kesishm.aydigan har qanday {(o*, intervallar 

sistemasi uchun

n n

lj(afe, h )  C [a, &], ^
*;=! k=l

shartlar hajarilganda

¿ № ) - / K ) l < ^  (17.14)
k=l

tengsizlik a ‘nnli bo‘Isa, u holda f  funksiya [a, 6] kesmada absolyut uzluksiz

17.2-ta’rifda n =  1 desak tekis uzluksiz fimksiya ta’rifiga kelamiz. Ya’ni, 

har qanday absolyut uzluksiz funksiya tekis uzluksizdir.

Endi absolyut uzluksiz funksij^alarning ayrim xossalarini keltiramiz.

I. Absolyut uzluksiz funksiya ta’rifidagi "soni chekli" jumdani "soni chekli 

yoki sanoqli" jtcmla bilan abnashtirish mumkin.

Isbot. Haqiqatan ham, ixtiyoriy £■ > 0 uchun shunday ó >  0 mavjud 

bo'iib, [a, b] dan olingan har qanday o'zaro kesishmaydigan va uzunliklari 

yig'indisi S dan kichik bo'lgan ixtiyoriy {(a*;, í>fe)}¿=i chekli intervallar sis­

temasi uchun

J2.\f{bk)-f{ak)\<e (17.15)

fe=i

tengsizlik bajariladi. Endi [a, Í)] dan olingan sanoqli sondagi o'zaro kesish­

maydigan va uzunliklarining yig'indisi S dan kichik bo'lgan {(a*;, i'fc)}^! 

intervallar sistemasi berilgan bo'lsin. U holda ixtiyoriy n e N uchun (17.15)
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tengsizlik o i’inli. (17.15) tengsizlikda n с» da. liinitga. o‘tib.

OO

jfc=i

tengsizlikni olamiz. Д

2. Har qanday absolyut uzluksiz funksiya о ‘zgarishi chegaralangandir. 

Isbot, Funksiya aljsolyut uzluksiz boigani uchun quyidagilai' o'rinli:

n

Vc .>0, 3Ó'=  <5(e) .> 0, y{{ak,bk)}l^i, -  a^) < <5

k^i

boiganda

¿ № ) - . / ( a O I < e
fc==i

tengsizlik bajariladi. [o, b] kesmani wzuiiligi S dan oshruaydigau [ж*, aJi+i] . 

boiakchaiarga boiamiz — ^

n-l

[a, 6] =  У  

fe=0

u holda ixtiyoriy [xk, -Tfc+i], {xk+i-xk < S) uchun Vxi^^^[f] < s tengsizhk 

o'rinli. Shuning uchun

¿=i

3. Absolyut uzluksiz funksiyalar yig'indisi, ayirmasi yana absolyut uzluksiz 

funksiyadir. Absolyut uzluksiz funksiyaning songa ко ‘paytmasi yana absolyut 

uzluksiz funksiyadir.

3-xossanlng isboti Ijevosita ta’rifdaii kelib (iiiqadi.

4- Har qanday absolyut uzluksiz funksiyani ikkita monoton kamayraa,ydigan 

absolyut uzluksiz funksiyalar ayirmasi .shaklida tasvirlash mumkin.

Isbot. /  absolyut uzluksiz funksiya bo'lgani uchun u o'zgarishi chegara­

iangan fatiksiya.dir. Shuning uchun quyidagi tasvirlar o'rinli

/  {x) =  V (x) -  (x), V {x) =  V^- [/], (p{x)= V (x) - f ( x ) .
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/  ning absolyut uzhikfiizligidan v ning absolyut uziuksizligi keiib chiqadi. 

3-xossaga ko‘ra y? ham absolyut uzluksiz funksiya boiadi. Д

Quyidagi ikkita teorema absolyut uzluksiz funksiya va Leljeguing anianias 

integrah orasidagi muhim bogianishni ifodalaydi.

17.3-teorema. Agar f  funksiya [o, 6] kesmada integrallanuvchi bo‘ha,

V. holda

Í
funksiya [a, b] da absolyut uzluksiz bo ‘ladi.

Isbot. {(«*,&/!:)}? С [a, b] o'zaro kesishmaydigan va uziuihklarining yigindisi 

á > 0 oshniaydigan ixtiyoriy iiitervallar sistemasi boisin. U holda

j2\F{h)-F{ak)\ = 'f2 Í <

< E  /  | / ( 0 1 Ф =  in \f{t)\d(,.<e.
i—t J\ak,bk\ J U \<4i,bk\

fc=i

Oxirgi tenglik Lebeg integralining absolyut uzluksizlik xossasi (12.4-teorerna) 

dan kehb chiqadi. A

17.4-teorema (Lebeg). F  — [a, b] da absolyut uzluksiz funksiya bo'lsin. 

U holda F '(x) =  f  (x) funksiya [a, b] da integrallanuvchi va ixtiyoriy x € 

[a, b] da quyidagi tenglik o‘rinU

f f{t)dp. =  F (x )- F { a )  .

17.4-teorerna isl.wtida quyidagi lemniadaa foydaliniladi.

17.1-iemma. Agu,r / — kamaymaydigan absolyut uzluksiz funksiya ho'iib,

f  {x) =  0 tenglik deyarli barcha x lar uchun о ‘rinli bo ‘Isa, и holda f  (x) =

C07lSt.

17.4-teoremaning isboti. Teoremani f { t ) > 0  boigan holda isbotlash
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yetarli. Bu hoida, F  (x) ka.inayrna.3fdiga,n funkRiya bo‘ladi.

$  (x) =  F  (x) - /  /  (i) dß (17.16)
Jla,x]

funksiya,lii qara.ymiz. $  ham ka,ma.yma,ydigan funksiya. Haqiqatan ham, x' < 

x" bo‘isin, u holda

$(.T''') - i>(x') =  F{x") - F(x') - I  f  {t) dß >  0.

So‘nggi tengsizlik 17.2-teoremadan kehb chiqadi. F(x)  va

f f  (i) dß 
J[a,4

lar absolyut uzluksiz funksiyalar l:>o‘lganligi uchun # ham absolyut iiziviksiz 

funksiya bo'ladi. Bundan tashqari, deyarii barcha x lar uchuu (x) =  0. 

Bobning boshida qo‘yil.gari l-savolga javob berga.nda

~  /  f{t)dß =  fix), =  fix) - ^  [  f{t)dß =  0
dJ- J\a,x\ dx Ĵ a,x\

terigliklarni ko'Tsatgan edik. 17.1-lemmaga ko'ra, (x) —■ const. Ikkinchi 

tbmoiidan

^{a) =  F { a )-  I  f{t)d t =  F{a)
J\a,a\

tenglik o'rinli. Dema,k, (17.16) ko'ra,

F ix )  =  F i a ) + [  f i t )d ß  
J\a,x\

tenglik o'rinh. A

17.3. Xiilosa. 16.3-teorema,ga, ko'ra, ixtiyoriy o'zgarishi chegaralangan 

funksiyani uzluksiz o'zgarishi chegaralangan fimksiya \p va sakrashlar funk­

siyasi H nixig yig'indisi ko'rinishida tasvirlash mumkin, ya’ni /  (x) =  (p (x) + 

H ix ) .

Endi uzluksiz, lekin absolyut uzluksiz bo'ima,gan va o'zgarishi, iiega.rala,n- 

gan tfi firnksivaiii qaraymiz. Uning uchun deyarli hamma x iarda chekli (p’{x)
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/íiosila nia.vjud.

4>{x)= /  íp’ {t)dfi 
J[a,x]

belgilash, kiritamiz. ü  holda % (^) — 9? (ж) — Ф (x) uzluksiz o'zgarishi chega­

raiangan funksiya boiadi va deyarli barcha x lar uclran

17.3-ta’rif. Agar uzluksiz va o‘zgarrnasdan farqli 0 ‘zgarishi chegaraiangan 

f  funksiyaning hosilasi deyarli barcha x larda nolga aylansa, и singulyar 

funksiya deyiladi.

Shunday qilib, biz quyida.gi tasdiqqa keldik. Har qanday o'zgarishi chega- 

ralanga.n /  funksiya uchta funksiya yig'indisi ko'riuishida tasviriaiiadi,

f{x) =  H (x) + -ф{х) + x{x), (17.17)

bu yerda H sakrashlar funksiyaei, x singulyar funksiya, ф absoiyut uzluksiz 

funksiya.

Bu funksiyalar /  funksiya yordamida o'zgaxnms qo'sliiiuvchi aniqligida 

bir qiymatli aniqlanadi. Agar bu funksiyalardan ixtiyoriy ikkitasiui x =  a 

nuqtada nolga teng deb aniqlasak, u holda (17.17) yoyilma yagonadir. Uni 

differensiallab, deyarli ba.rclia x lar uchun

f { x )  =  4^{x) (17.18)

tenglikka ega l)o'lamiz, (17.18) teiiglikni integj'aüab,

/  f ' i t ) d , i=  I  ^ '{ t)d t =  ^{x)
./[a, ж] ./[a, ж]

tenglikka kelamiz. Demak, o'zgarishi chegaraiangan /  funksiyaning hosilasi 

integralianganda uning faqat absolyut uzluksiz qismi iáldanar ekaii, f  ning 

sa.krashíar funksiyasi H , singular qismi x izsiz yo'qoladi.

17.1-misoL Kantorning zinapoya funksiyasini [O, 1] kesmada a.bsoIyufc 

uzluksiziikka tekshiring.
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Yechish. 6.3-inisolda ko'rsatildild, Kantor to'piami K  ning Lebeg oichovi 

DXilga teng. Lebeg o'Iciiovi ta’rifiga ko'ra, ixtiyoriy ¿ > O uchun shunday, 

o'zaro kesishmaydigan {(as, bk)}”-̂  invervaiiar ¡íistemasi mavjudki, qu,yida- 

gilar bajariladi;

n n

A ' c [ j K ,  5fc), Y .^ h - a k )< S .  (17.19)

*=i

ikkinchi tomondan, 6.7-misoida ko'rsatildiki ((6.16)-tenglikka qarang),

fj,d[0, 1]\A) -  O va /i^([0, 1]) -  .ft(l) - .^(0) =  1.

Bu yerda Kantorning zinapoya funksiyasi yordamida qurilgan Lebeg-Stiltes 

o'lchovi. Bu tenglikdan kelié cliiqadiki, fí^{K) — L Endi o'ldiovning yarim 

additivlik xossasidan hamda (17.19) dan fbydalansak, quyidagiga ega bo'lamiz;

¿  im )  -  Kiak)) = (  i j ( a , ,  bk)] > R í (A') = 1.
\k=l /

Demak, Kantorning zinapoya funksiyasi ñ  absolyut uzluksiz funksiya ta’rifini 

qarioatlantirmaydi. M. absolyut uzluksiz funksiya emas. A

M ustaqii ishlasli uchun savol va topshiriqlar

1. Agar f  funksiya [a, 6] kesmada Lipshits shartini qanoatlantirsa, u hol­

da f  ning [a, b] kesmada absolyut uzluksiz ho‘lishini isbotlang.

2. [a, b] ke.sm,ada aniqiangan uzluksiz ho.Hilaga tya bo‘lgan f  funksiyaning 

[fl, 6] ke.s'inadagt absolyut uzluksiz ho ‘lishini ishothmg.

3. Agar f  funksiya [a, 5] da absolyut uzluksiz funksiya ho‘lsa, uning tekis 

uzluksiz ho ‘lishini isbotlang.

4. [a, b] kesmada tekis uzluksiz, lekin absolyut uzluksiz bo‘lmaga,n funksiya­

ga misol keltiring.
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18- §. Lebeg-Stiltes integrali

18.1. Lebeg-Stiltes o‘lchovlari. Lebeg-Stiltes oichovlariiii kiritishdan 

avval Lebeg o'lchoviiii aniqlash jarayonini eslaymiz. Sonlar o'qidagi [a, h\ 

kestnaiar, (a, h) intervallar va [a, b), {a, b] yarim intervaliar sistemasidan 

tashkil topgan yarim halqani © i bilan belgilaymiz; tekislikdagi tomonlari 

küordinata o'(ilariga parallel to‘g‘ri to'ptburchaklar (6 .1-bandga qarang) sití- 

ternasidan tashkil bo'lgan yarim halqani 6 2  orqali belgilaymiz; tekislikdagiga 

o'xshash uch o'lcham.li fazodagi cjirralari koordinata o'qiariga parallel to'g'ri 

parallelepipedlar sistemasidan tashkil bo'lgan yarim halqani © 3  orqali bel- 

gilayniiz. Lebeg o'lchoviui aniqlash (har uchchala holda ham mos ravishda) 

© 1  dagi uzunlik, © 2  dagi yuza, © 3  dagi hajm tushuiichalariga asoslanib ki­

ritilgan o'lchovlarni dastlab yarim halqani saqlovchi miniin.al halqaga davom 

ettirish va keyin yanada kengroq bo'lgan Lebeg bo'yicha o'lchovli to’plamilar- 

ning o'— algebrasiga yoyish usuli bilan amalga oshirilgan edi. Bunda barcha 

ochiq va yopiq to'plamlar, ularning chekli va sanoqli birlashrnalari va kesisli- 

rnalari, bu birlashm.a va kesishmalaxga to'ldiruvchi to'i)lamlar albatta o'lchovli 

to'plamlar bo'ladi. Bunday usul bilan aniqlangan Lebeg o'lchovi sanoqli addi­

tivlik va uzluksizlik xossalariga ega.

Yana sonlar o'qiga va © 1  yarixn halqaga c(aytamiz. Sonlar o'qida beril­

gan F{x) =  X funksiya yordamida © 1  da aniqlangan uzunlik tushunchasini 

(o'lchovni) quyidagicha ifodalash mumkin:

■m((a, b)) =  b - a =  F{b) -  F{a) =  F{b -  0) - F(a), 

m([a, b])=^b~a =  F{b) - F{a) == F(b) -  F{a -  0), 

m((a, b]) — b — a =  F{b) — F{a) — F{b) — F(a), 

m([a, b)) = ^ b - a ^  F{b) -  F(a) =  F{b -  0) - F(a -  0).
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Bu usuidan S i da o'ldioviar aniqlash udnui foydalanishimiz mumkin. Bizga 

>sonlar o'qida aniqlangan kamaymaydigan, o'ngdan uzhiksis F  funksiya beril­

gan bo'lsin. Har bir [a, 6], (a, b), (a, b], [a, b) ko'rinishdagi orahqlaxga 

funksiya yordamida mos ravishda

7п((а, b)) =  F(b -  0) - F(a), m((a, b]) =  F{b) -  F{a), (18.1)

m{[a, 5]) =  F{b) — F{a -  0), m{[a, b)) =  F{b — 0) - F{a — 0). (18.2)

manfiymas sonlarni mos qo'yarniz. íshondi hosil qilish mumkinki, (18.1) - 

(18.2) tengliklar bilan aniqlangan oraliqlar (kesma, interval va yarim inter­

val) funksiyasi manfiymas va additivdir. Yarim. halqada kiritilgan bu o'ldiovga

6 — § da amalga oshirilgan mulohazalarni qo'llab, qandaydir ßp{-) o'ldiovni 

qurishimiz mumkin. Sonlar o'qidagi ßp o'ldiovga nisbatan o'ldiovli bo'lgan 

to’plamlarning ® (6 i, F) sistemasi sanoqli yig'indi va sanoqli kesliishmaga 

nisbatan yól;̂ iq bo'ladi, ßp o'Idiov esa a - additiv bo'ladi. Umuman olganda, 

ßp o'lchovga nisbatan o'lchovli to'plamlar sinfi F  funksiyaning tanlanishiga 

bog'liq. Ammo R  da o'ngdan uzluksiz líamaymaydigan F  funksiya qímday 

tanlanmasin ochiq va yopiq to'plamlar, shuningdek, ularning barcha chekli ya 

sanoqli birlashma va, kesisiuTiaLari, ularga to'ldiruvchi to'plamlar (ya’ni Borel 

to'plamlari) o'lchovh to'plamlar bo'ladi.

Sonlar o'qida aniqlangan bunday ßp o'lchov F  funksiyaning tanlanishiga- 

bog'liq holda ba’zi hususiyatlarga ega bo'ladi.

Hozir ßp o'lchovn.ing ba’zi l>ir siníiari bilan tanisliamiz. .Bizga Lebeg o'lchovi 

ß va Lebeg-Stiltes o'lchovi ßp berilgan bo'lsin.

18.1-ta’ri£ Agar Lebeg o‘chovi nolga teng bo'lgan ixtiyoriy A. to'plarn 

uchun ßp{Ä) =  O bo‘lsa, и holda ßp (Lebeg o‘choviga nisbatan) absolyut 

uzluksiz o‘lchov deyiladi.

18.2-ta’rií". Agar ßp o'lchov uchun chekli yoki sanoqli A to'piam mavjud 

bo'lib, A bilan kesishmaydigan ixtiyoriy В  to'piam uchun ßp{B) =  O
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bo‘Isa (bu holat chekli yoki sanoqli qiymat qabul qiluvchi F  funksiyalar uchan 

o'rinli), ti holda /лр diskret o'lchov deb ataladi.

18.3-ta’rif. Agar ¡лр o'lchovda istalgan Ыг nuqtali to'plam nol o'lchovga 

ega bo ‘Isa va Lebeg o ‘Ichovi nolga teng bo ‘Igan biror A to ‘plam mavjud bo ‘lib,

(M\A) =  O bo‘ka, и holda ¡j,p singulyar o‘lchov deyiladi.

Endi biror [o,, 6] ( — 0 0  < a < b < 0 0 ) kesmada. ariiqla.nga.Ji ка.шау- 

,raaydiga.ii, o'ngdau, uzluksis F  funksiyani olamiz. [a, 6] kesmada eaqlanuv- 

chi har bir [a, в] kesmalar, (a, /?) intervallax va {a, /3], [a, ,0) yarim 

intervallar sistemasidan tashkil boigan S i yarim halqada F  funksiya orqali

(18.1)-(18.2) teiiglikla.r yordamida m  oiclioviii aniqlaymiz. Keyin m oicliovni 

© 1  dan oichovni davom ettirishning Lebeg usulidan foydalanib, kengroq 

5 5 (6 1 , i'’) o— aJgebraga davom ettiramiz. Bu a — algebra [a, b] kesma­

da ScWjlanuvdii bardia odiiq va yopiq to‘plamku-ni, ulaming bardia chekli 

va sanoqli birlashma va kesishmlarini, l)u yigindi va kesishtnalarning ioidi- 

ruvdiilarini (demak, [a, 6] kesmada saqla.nuvchi Borei to‘plajriiarini) o'zida 

saqiaydi.

18.4-ta’rif. Sonlar o‘qida yoki [a, b] kesmada berilgan kamaymaydigan,

o ‘ngdan uzluksiz F  funksiya vositasida yuqorida aytilgan usulda qurilgan fj,p 

o'lchov Lelxg-saltes o‘lchovi deb ataladi.

.Ko‘rsa,tish. nuimkinki, istalga.:o oidiov absolyut uzluksiz, diskret va singul­

yar oidiovlax' yigindisi ko‘riiiÍBÍiida tasvirlanadi va l,)u tasvir yagonadir.

18.2. Lebeg-Stiltes integrali. [o, b] kesmada aniqiangan va kamay- 

maydigan, o‘ngda.n uzluksiz F  ftinksiya yordamida hosil qilingan fip Lebeg- 

Stiltes oichovi berilgan boisin. Bu oidiov bo‘yidia [a, b] kesmada Lebeg 

rna’nosida integrallanuvdii funksiyalar siníiiii qara.ymiz va liar bir fuiiksiyaga 

uning

ri
f{x)dp.p/■
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Lebeg integralini mos qo'yamiz. ¡.ip o'lchov bo'yicha aniqlangan bu integral 

Lebeg-Stiltes integrali deb ataladi va uning uchun

/  f{x)dF{x)
Ja

belgilashdan foydalaniladi.

Lebeg-Stiltes integralining ba’zi xususiy hollarini qaraymiz.

L Bizga [a, b] kesmada aniqlangan, o'ngdan uzluksiz, kamaymay-digan 

sakrashlar funksiyasi F  berilgan bo'lsin. U holda ßp diskret o'lchov bo'ladi. 

Agar Xi e [a, 6] nuqtalar F  ning uzilish nuqtalari va ft, sonlar F  ñinksiya- 

ning Xi rüKjtadagi sakrashi bo'lsa, u holda

f{x)dF{x)
•/ a

integral Y\ f{Xi)hi yig'indiga teng bo'ladi.

IL Agar F  ^funksiya [a, b] kesmada aniqlangan kamaymaydigan absoljnit 

uzluksiz bo'lsa, u holda

! ' “
Lebeg-Stiltes integrali f{x)F'(x) funksiyaning odatdagi

L
b

'Iff{x)F'{x) dx 

Lebeg integraliga teng bo'ladi, ya’ni

f\f{x)dF(x):= f  f{x)F\x)dx. (18.3)
J a  a

Integralning <7—additivlik xossasiga ko'ra, (18.3) tenglikni ¡.ip o'lchov 

bo'yicha integrallanuvdii sodda funksiyalar uchun ham unnimlashtirish miim- 

kin. Bizga /  funksiyaga tekis yaqinlashuvchi, integrallanuvchi {/„} sod­

da funksiyalar ketma-ketligi berilgan bo'lsin. ümumiylikni chegaralamasdan 

{/„} ketnia-ketlikni kamaymaydigan deb hisoblashimiz mumkin. U holda 

{ f n { x ) F ' { x ) }  - kamaymaydigan ketma-ketlik deyarli hamiria yerda / { x ) F ' { x )
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funksiyaga yaqiniatihadi. Demak, {/„ ■ F'} ketma-ketlik 13.2-teorema (Levi 

teoremasi) shartlarini qanoatlantiradi.

rb rb

ÍJa
f j„{x)dF{x)= I f„{x)F'{x)dx (18.4)
a Ja

tenghkda n —> oo limitga o'tib,

f f { x ) d F { x ) ^  f "  f{x)F'{x)dx (18.5)
■Ja Ja

tenglikni hosil qilamiz.

Agar F  kamaymaydigan fnnksiya sakrashlar funksiyasi va absolyut uzhik- 

siz funksiyalar yig'indisidan iborat bo‘lsa, u holda ixtiyoriy /  integrallanuvchi 

(,up o‘lchov bo'yicha) funksiya uchmi uning Lebeg-Stiltes integrali qator (yo­

ki chekli yig'indi) va odatdagi Lebeg integralini hisoblashga keltiriladi. Agar 

F  kamaymaydigan funksiya singulyar komponentani ham saqlasa, yuqoridagi 

tasdiqni aytisli mumkin emas.

Lebeg-Stiltes integrali tushunchasini F  kamaymaydigan funksiya boigan 

lioldan 4* 0 ‘zgariahi chegaxalangati i’unksiya boigan iiolga urniirnlashtirish 

mumkin. Aytaylik, [a, b] kesmada o'zgarishi chegaraiangan $  fanksi,ya beril­

gan boiib, V esa uning [a, x\ kesmadagi to'la o'zgarishi bo'lsin. 15 — § da 

olingan natijalarga ko'ra, v{x), [o., b] da kamaymaydigan, o'ngdan uzluksiz 

funksiya bo'ladi. Bundan tashqari g — v — futiksiya ham kamaymaydigan, 

o'ngdan uzluksiz funksiya bo'ladi. Ya’ni funksiya ikkita monoton kamay­

maydigan funksiyalar ayirmasi 1> v — g ko'rinishda tasvirlanadi.

Agar /  funksiya uchun

Í  f{x)dv{x) va Í  j{x)dg{x)dx 
Ja Ja

Lebeg-Stiltes integrallari raavjud bo'lsa, u holda /  funksiyaning $ fnnksiya 

bo'yicha Lebeg-Stiltes integrali

f{x )dЦ x )=  Í  f{x)d,v{x)- I  f{x)dg{x)dx 
Ja Ja
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tenglik yordamida, aniqlanadi.

Aytaylik, o'zgaxishi chegaraJangan fiinksiya yana boshqa usulda W va 

h kamaymaydigan funksiyalarning 1> =:=: W — h ayirmasi ko'rinishida tasvir- 

lansin. Agar j  * f{x)d^(x) Lebeg-Stiltes integrali iiiavjud bo'lsa, u holda

f  f{x)dv{x) - [  f{x)dg(x)dx =  f  f{x)dW(x) - f  f{x)dh{x)dx 
J  (I Ja  Ja  Ja

tenglik o'rinli. Mustaqil isbotla.ng.

Xulosa. /  funksiyaning <l> o'zgarishi chegaralangan fimksiya bo'yicha

Lebeg-Stiltes integraJini hisoblash uchun funksiyaning ikki kamaymaydigan

funksiyaJax ayirmasi ko'riuisb,ida.gi istalgan c.asviridan foydalanish nnunldn..

18.1-misoL Quyidagi

^ 2-^dF{x)
./0

Lebeg-Stiltes iutegralini hisoblang. Bu yerda A =  [0, oq) yarim o'q, F{x) =  

[x] funksiya e.sa x ning butun qismiga teng.

Yechish. Ma'Iuniki, F(x) =  [x] funksiya yordamida hosil qiiingan /x.p 

o'lchov diskret o'lchov bo'ladi. i ga ko'ra,

f
oo

2-^dF{x) =  E  2“” - F{n -  0))

n-O

tenglik o'rinh. Agar F(n) — F(n  — 0) =  1 tenghkni e’tiborga olsak, so'nggi 

qator yig'siidisini hisoblash namikin. Bu qator =  1 va. maxra.ji q =  ^ 

lio'lgan cheksiz kamayuvchi geometrik progressiyaning yig'indisini ifodalaydi. 

Demak,
y-OO ^
/ 2~^-dF{x) =  y  2-” =  2.'

■̂0 n=0

lS.2-misoL Quyidagi Lebeg-Stiltes integraliiii hisoblang,

f (x -1- l )dF (x ).
Jo

Bu yerda A =  [0, 3] kesma, F{x) =  + S.
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Yechish. Ma’lumki, F{x) =  x^ + 3 funksiya yordamida hosil qilingan ¡íp 

oichov absolyut uzluksiz oichov boiadi. II ga ko'ra

rti ¡-‘if {x+ l)dF{x )^  I {x+ l)- 2xdx 
Jo Jo

tenglik o'rinli. So'nggi integral jadval integrali bo'lib uning qiymati 20 ga 

teng. Demak,

[  {x + í)dF{x) =  2Q.
Jo

Mustaqil ishlash uchun savoi \<a topshiriqlar

1. Lebeg-Stiltes o'lchovi qanday ho'lganda f{x)dF{x) Lebeg-Stiltes integ- 

ralini hisoblash masalasi, ma’lum qator yig‘indisini hisoblashga keltirila- 

di.

2. F  funksiya qanday sharini qanoatlantirganda f{x)dF{x) Leheg- 

Stiltes integralini hisoblash masalasi, odatdagi Lebeg integralini hisohlash- 

ga keltirUadi.

3. Jq ñ{x)dF{x) Lebeg-Stilies integra,lini hisoblang. Bu yerda F{x) =  2x+ 

1.

4. fg ñ(x)dF(x) Leheg-StiHes integralini hisoblang. Bu yerda F{x) =  

[3x] + 2x.
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bo‘iadi. Haqiqa,ta.n liarn, M ' =  IJ  +xo, xo e L bo‘!siii. U holda ha,r qanday 

X Ç. L element yagona ravishda x =  ax^^+y, y Ç. L' ko'rinishda tasvirla.na.di. 

f{x) =  a tenglik yordamida a,niqla.nadigan chiziqli funksional izlana.yotgan 

funksional boMadi. Uning yagonaligi quyidagidaxi kelib ciiiciadi:

Agar X € Ai' da g{x) =  1 bo'lsa, n holda y € U  da g{tj) =  0 bo'ladi. 

Bundan

g{a Xo + y) =  a =  f{a a;o + y)

tenglik kelib chiqadi.

Shunday qilib, L chiziqli fazoda amqlanga.n noldan farqli barcha chizicili 

funksionaliar bilan koordiaata boshidan o'tmaydigan L dagi barcha giperte- 

kisliklar o'rtasida. o'zaro bir qiymatli moslik o'rnatildi.

Mustaqil ishlash uchun savoi va topshiriqlar

1. ChdziqH funk.Tionaknng geornetrik rna’nosini tushuntiring.

2. (J[a, 6] fazoda gipertekisUkka rnisol keltiring.

3. G[a, &] fazoda f{x) =  x{b) chiziqli funkaionalni qaraymiz. C[a, 6] fa- 

zodu &4 =  { /  € 6'[a, ft] : f{x) =  1} to'plarn gipertekislik bo'ladirni?

4. /  : V[a, 6] ^  R , f(x) =  x(a) chiziqli'ftinksiop.ahvirig yadrvsini to­

ping. Ker f  =  V(¡[a,b] tenglik to‘g‘rirni?

5. /  : C[—l, 1] R  ya

f ix )  =  I   ̂X (t) dt

fimksionalning chiziqli ekanligini ko'rsating. Tog funksiyalar to'plami 

C'~[—1, 1] =  { .T € 1]: x(—i) =  —x(i) } uchun C’“ [—1, 1]

C Ker f  munosahat to'g'rirni?

6. /  : R3 —> R, f(x) — .I’l chiziqli funksionalning yadrosini toping. Bti 

fazoda. {x e R^ : f{x) =  l}  giperteki.slikni chizrnada tasviriang.
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25-§. Qavaricj to‘plamlar va qavariq funksionailar

L  - haqiqiy chi2áqli fazo, x va y uning ikki uuqtasi bo'lsin. U holda

a;i-+ (1 - Q) y, a  € [0, 1]

ko'rinishdagi bardia elementlar to'piami x va y imqlaiarni tutafjlitiruvdii 

kesma deyiladi va n [.r, y\ bilan beigilanadi, ya’ni

[x,y\^ { a x + ( l- a )y \  a  €[0,1]}.

25.1-ta’rif. Agar M  C L to‘plarn o‘zininfj ixtiyoriy x,y G M  nuqtala- 

rini tutashMruvchi \x,y\ kesmani kam o‘zida saqlasa, M ga qavariq to‘plam

25.2"ta.’rif. Agar biror x € E  nuqta va ixtiyoriy y € L uchun, shunday 

£ — £{y) > 0 son inanjnd bo'iib, barcha t, |i| < e larda x + ty G B muno- 

sahat bajarilsa, x £ E nuqta E G L to'plarnning yadrosiga qarashli deyiladi. 

E g L  to‘plam,ning yadi'osi —J(E ) bilan beigilanadi, ya’ni

J{E) =  {a- e E :  3y e L, Ve =  £{y) >0 , V te R ,  |i| < x + ty e E} .

25.3-ta’rif. Yadmsi bo'sh bo'lmagan qavariq to'piam qavariq jism deyiladi. 

25.1~misol. fazodakub, shai-, tetra.yedr, tekislikda to'g'ri to'rtburdiak, 

doira, udiburdiak qavariq jism bo'ladi. (.2 fazodagi

B[0, l ] = í x e . i 2 - ¿ K , P < l |  
n=l J

birlik ,shar qavariq jism bo'ladi.

25.2. da to'g'ri chiziq (kesnia) qavariq to'piam bo'ladi, lekin qavariq 

jism bo'lmaydi. Chnnki, uning yadrosi bo'sh to'piam (musta<]il ÍRbotla.ng). ' 

Agax M  qavaxiq to'piam bo'lsa, n holda uning yadrosi ./(Ai) l.iam qavariq 

to'plamdir. Haqiqatan harn,
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Bu bob metrik fazolar va undagi asosiy tushunchalarni bayon qilishga bag'ish- 

langan bo‘lib, 4 (19-22) paragrafdan iborat.

19-paragrafda metrik fazo ta’rifianib, ularga ko‘plab misollar keltirilgan. K" 

to'plamda har xil metrikalar kiritilgan. Metrikaning iidibiu'chak tengsizligini 

iybotlashda Koshi-Bunyakovskiy, Minkovskiy va Gyolder tengsizliklaridan foy- 

dalanilgan. 0 ‘z navbatida bu tengsizliklar ham o‘z isbotlarini topgan. Koshi- 

Bunyakovskiy, Minkovtikiy va Gyolder tengsizlikiarining integral formasi ham 

keltirilgan. Bundan tashqari gomeomorf va izomorf metrik fazolar ta’riftanib, 

ularga misollar keltirilgan.

20-paragraf esa metrik fazolarda yaqinlashish va undagi ochiq va yopiq 

to'plarnlarriiug xossalariga ]>ag‘ishiangan. Odiiq va yopiq to'plamlami ta’riflash 

udiun biz yor<lamdii tushundialar - urinish nuqtasi, limitik nuqta, yakkalan- 

gan nuqta va ichki nuqta ta’riflarini berganmiz. Keyin yopiq va ochiq to'plam­

larning xossalari isbotlangan. .Jurnladan metrik fazoda to'plam ochiq (yopiq) 

bo'lishixiing yetarli va zarur sharnlari keltirilgan. Yaqin.lasbuvchi ketma-ketlik 

ta’riflanib, unga misollar keltirilgan. Metrik fazoning hamma yerida zieh va 

hech yerda zichmas to'plamlar ta'riflanib, ularga misollar qaralgan. M",

C[a, b], 6p[a, b], Í2 fazolarning separabel metrik fazolar bo'lishi ko'rsatilgan. 

Separabel bo'lmagan metrik fazoga misol kelt;irilgan. Sonlar o'qidagi ochicj 

to'plamlarning strukturasi berilgan.

21-paragraf to'la metrik fazolarga bag'ishlangan. Yaqinlashuvchi va funda­

mental ketma-ketiiklar orasidagi bog'lanish ochib l^erilgan. M ", E ”, E^,,

C[a, 6], metrik fazolarning to'laligi isbotlangan. C2[a, b] ning to'la bo'lmagan 

metrik fazo ekanligi isbotlangan. Metrik lazoning to'la bo'lishini ta’minlovchi 

ichrna-ich joylashgan yopiq sharlar haqidagi teorema hamda Ber teoremasi is- 

botlaiigan. Har qanday metrik fazoni to'ldirish mumkinligi haqidagi teorema

V I b o b . M e tr ik  fazo la r
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isboti bilan berilgan. Metrik fazolarda kompakt va nisbiy kompakt- to'plam 

tnshunchalari berilgan. Asosiy funksional fazolar G\a, b] va (’p da kompakt 

(nisbiy kompakt) lik kriteriylari keltirilib, isbotlangan. Kompakt (nisbiy kom­

pakt,) va kompakt, boimagan (nisbiy kompakt boimagan) to'plarnlarga mis- 

ollar keltirilgan.

22-paragraf (¡isuvchi akslantirishlar prinsipi va uning tadbifjlariga bag'ish­

langan. To'la mortrik fazolarda har qanday qisuvchi akslantirishning yagona 

qo'zg'almas nuqtasi ma,vjudligi isbotlangan. Qisuvchi akslantirislilar prinsi- 

pining M” metrik fazodagi algebraik tenglamalar sisternasiga tadbig'i bayon 

(jilingan. Bunilan tashqari chiziqli va chizicili bo‘lm.agan ir)tegral tenglamalarni 

yechishda qisuvchi akslantirishlar prinsipidan qanday foydalanish mumkinligi 

bayon qilingan.

19- §. Metrik fazolar va ularga misollar

Analizdagi eng muhim amallardan biri bu limitga o'tish amalidir. Bu amal- 

ning asosida sonlar o'ciida ikki nuqta oi-asidagi masofa tushuncliasi yotadi. 

Analizda kiritilgan ko'pgina fundamental tushunchalar sonlar o'qining algeb­

raik xususiyatlariga bog'liq emas. Haqiqiy sonlar haqidagi tasavvurimizni to'p­

lam rna’nosida um.urnlashtirib, rnetrik fazo tushunchasiga kelamiz. Metrik fazo 

tushunchasi hozir,gi zamon matematikasida nnihini o'rinni egallaydi,

19.1-ta’rif. Bo'shm.as X  to'piamning ixtiyoriy x va y dementlar jufiiga 

aniq bir p(x, y) son mos qo ‘yilgan bo ‘lib, bu rnoslik

1) p{x, y) > 0, Vx, y € A', p{x, y) =  0 X == y,

2) p{x, y) — p{y, x) (simrnetriklik aksiom.asi),

3) p(x, z) < p{x, y) + p{y, z) (uchburdiak aksiomasi)

shartlarm qanoatlantirsa, p ga X  dagi masofa yoki metrika deb ataladi. 

( A, p) jufilik metrik fazo deyiladi.
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Odaîda metrik fazo, ya iii {X, p) juftlik bitta X  harfi bilau beigilanadi. 

Agar X to'plamda py, p 2, ■■ - ,Pn metrikalar aniqlangan bo'lsa, u hokla ( X , p i ) , 

(X, P2) , . . . ,  (X, pn) motrik tazolar mos ravishda Xi, X2, ■ ■ ■, Xn harflari bi­

lan beigilanadi.

19 .2-ta’rif. Agar shunday  C\ > 0 va C2 > 0 s on la r  m av jud  b o ‘lih harcha 

X, y G X lar uchun

GlPl{x, y )  < P2ÍX, y )  < C2P1ÍX, y )

tengsizlik o ‘rinli bo'lsa, p i  va p 2 h ir ekvivalent m,etrikalar deyiladi.

Endi metrik fazoga bir nechta misollar keltiramiz.

19.1-misol. X qandaydir bo'shmas to'piam* bo'lsin va har bir x, y  ele­

mentlar juftiga
0, a g a r  x = y,

I  1, a g a r  x ^  y

qonuniyat bo'yicha son mos qo'yilsin. Ravshanki, p  akjslantirish metrika ak-

siomaiarini qanoatlantiradi. Bu înetrika diskret metrika  deyiladi. Hosil bo'lgan
I

metrik fazo yakkalangan nuqta lar fazo si dej'iladi.

19.2. M— haqiqiy sonlar to'piami p{x, y )  = \x -  y\ masofa bo'yicha metrik 

fazo tashkil qiladi va bu metrik fazo ham K harfi bilan beigilanadi.

19..3. Ixtiyoriy n ta .x’i, rt2 , liaqiqiy sonlarning tartiblangan x —

(x i, X2, . . . ,T .n )  guruhiaridan tashkil topgan to'plamda har bir x va y  lar 

jufti [x , y )  ga

p{fir;y) =

p  (x, y )  = (19.1)
fc=i

manfiymas sonni mos qo'yuvchi p  akslantirish masofa shartlarini qanoatlanti­

radi. Hosil bo'lgan metrik fazo n— o ' lcham ii ar ifmetik Evklid fazo  deyiladi. 

Endi (19.1) formula bilan aniqlangan p  moslik metrika aksiomalarini qanoat- 

lantirishini ko'rsat,amiz:
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1) Barcha x, y  € M” lar uchun p{x, y )  ning manfiymasügi (19.1) tenglikdan 

hamda haqiqiy sonning kvadrati manfiymashgidan kelib chiqadi.

= 0 Y l i x k - y k f  
k=i fc=i

tenglikdan barcha fc — 1,2, . .  . n  larda — Vk ya’ni x — y  kelib chiqadi. 

.\gar X = y  bo'lsa, u holda (19.1) dan p { x ,y )  = O ekanligi kehb chiqadi. 

Demak, 1-aksioma bajariladi.

2) (a — b)^ = {b — a)^ ayiiiyatdan

p ( x , y )  = ¿  {xk -  y k f  -= . 
k=l \

Y l ^ y k - X k f  P (y,  X)
k=l

ni olamiz. Bu esa 2-aksiomanit)g bajarilishini bildiradi. Endi 3-aksiomaning ba­

jarilishini ko'rsatamiz. Ixtiyoriy uchta x = {xi, X2, ■ ■ ■, x „ ), y  — (y i ,  ■ ■ ■, Vn) > 

.í = (2 :1 , Z2, • ■ ■ ,z„)  nuqtalar uchun uchburchak aksiomasi

\ j : i - k - z k f <  y k f
k=l \ í:=l \

(19.2)
fc=i

ko‘rÍTiisiida bo'iadi. Agar a^ — X k - Vk, b^ =  y ¡ . -  Zk belgilashlam i kirinsak, 

Xk — ^k =  dk +  bk b o iad i va (19.2) tengsizlik

\
¿  (a-k +  b k f  <  . 
fc=i \ k=l fc=l

(19.3)

ko'rinishni oladi. üshbu

í ¿  «fc • = ¿  «I • ¿  -  5 ¿  ¿  
\fc=i / fc=i fe=i ¿=i }=i

ayu.iyatni e’ti])orga olsak,

n n

y  1 ük  • bk
k=l

<■

- \ k=l \

n

k=l
(19.4)
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tengf>izlikka.ega boiamiz. (19.4) Koshi -  B unyak ov s l i y  ttngsizligi. deb ataladi. 

Ü liolda biz

fc=l *:=! fc=l fc=l

\ E « l +
Jb=l Jt=1

n I n  n
E 4 - J E ^ ^ + E ^ i  = 
jfc=i ifc=i k^i

munosabatga ega boici.miz. Bu munosabatdan (19.3) tengsizlik bevosita kelib 

chiciadi. Demak, uchburdiak aksiomasi o'rinli ekan. Hosil boigan metrik fazo 

R" simvoi bilan belgilanadi.

19.4. Yana n — ta haqiqiy sonlarning tartiblangan (x i, X2 , . . . ,  x„) = x 

guruhlaridan tashkil topgan to'plamni qaraymiz va unda masofani
n

P i{x ,y )  =  Y ^ \ xk-yk\  (19.5)
k=l

formula, vositasida a.niqlaymiz. Hosil bo'igan metrik fazo M” simvoi bilan bel­

gilanadi. Bu moslik metrikaning 1-3-aksiomala.rini qanoaxlantirishini o'quvchi 

irmstaqil tekshirib ko'rishi mumkin.

19.5. Yuqoridagi 19.3 va 19.4-misollarda keltirilgan to'plamda elementlar 

í.irasidagi masofani

Pooix, y) =  max \xk -  yk\ (19.6)l<«<n
forirniia bila.n aniqlaymiz. Metrilai. aksiomalariniug bajarilishi oson tekshirila- 

di. Hosil bo'Igan metrik fa.zo simvoi bilan belgilanadi.

19.6. [a, b] kesmada aniqiangan va uzluksiz fiinksiyalardan tashkil topgan 

to'planmi C[a, &] bilan belgila.ymiz. Bu to'plamda

p { x ,y )  = m ^ \ x { t ) - y { t ) \Û<s.i<6 (19.7)

akslantivisli metrika aksiornaJa.rini qanoatlaaitiradi. Masofaning 1-3 aksiomala,ri 

bevosita tekshiriladi (o'quvchiga mustaqil tekshirish uchun tavsiya etiladi). Bu
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metrik fazo analizda muliiiï! ahamiyatga ega bo‘Iil.), u ham to'piam ka,bi C[a, f>] 

bilaiî beigilanadi.

19.7. Haqiqiy sonlardaii trizilgan va

¿ 4  < 0 0  

k -l

shartni oarioatlaiitiruvclii Î>archa x = (.ti, .7 :2 , • • •, . . . )  kei;ma,-kethklaxdaii 

tashkil topgan to'plamni £ 2  bila.ii belgilaymi?;. Bu to'piamda masofa

p { x ,y )  =

forniuia bilan aniqlajiadi. Har bir x, y  € ^ 2  eieiaentla-r uchun
00

E 4

(19.8)

0 0  0 0

k=l k=l

siiiu tlar bajarilgaiii ucium va (x> ± ykŸ < 2 (z| + y|) tengsizlikdan

J 2  i^k -  V k f
k-l

qatorning yiwiinlafïiruviJhligi kelib chiqadi. Endi (19.8) formula bilan aniqlan­

gan p  moslikniiig metrika aksiomalarini qaiioatla.ntiirishini ko'rsatanhz. Rav­

shanki, 1 va, 2-aksiomalar bajariladi. L.fchburchak a.ksioma,si esa

\ E  -  Zkf <
fe=l

CO
E  “■ y>̂ )̂  + 
k^l \

(19.9)
¿=1

ko'rinishga ega. Yuqorida ziisr etiiganla.rga ko'ra (19.9) tengsizlikdagi qator- 

la.rning harnmasi ya,qiiila.sha,di. Ikkinchi toinondan esa 19.3-misolda isbotlan- 

ganiga ko'ra har bir n  da

\ E  {Xk -  Z k f <
¿=1

E  {Xk -  V k f  +  . 
*=1 \ k=l
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tengsizlik o'rinli. Oxirgi tengsizlikda n —i- oo da limitga o'tsak, (19.9) tcngsiz- 

liknirig to‘g‘riligi isbotlanadi, ya ’ni nchbnrcliak aksiomasi o'rinli.

10.8. [a, b] kesmada aniqlangan va uzluksiz barcha haqiqiy qiymatli funk­

siyalar to'plamida

P2 {x, y) = y I  {x (t) -  y  { t ) f  dt

formula,yordamidamasofa aniqlash mumkin. Hosii bo'lgan nretrikfazo C-2 [a, b] 

siinvol bilan belgilanadi va uzluksiz fiinksiyalarning o 'r ta cha  kvadratik metrika- 

U fazo s i  deb ataladi. Ravshanki, p2 m̂ oslik metrilcaning 1 va 2-aksiom.alarini 

qanoatlantiradi. üchburchak aksiomasining bajarilishi Koshi -  Bunyakovskiy- 

nÍD.g ushbu

x { t ) - y { t ) d t  < j  x ^{ t)d t -  I  i / ( t ) d t  (19.10)

integral tengsizligidan foydalanib isbotlanadi. Koshi.Bunyakovskiy tengsizli­

gi esa osongina tekshirish mumkin bo'lgan

/ 6 / \ 

I  x{t) y { t ) d t
\ a  /

2

j  x'^{t)ét j  y ^ ( t ) d t - ^  j J [x { s ) y{ t ) - y{ s )x ( t ) fd s d t

ayniyatdan kelib chiqadi.

19.9. Yana [a, b] kesmada aniqlangan uzluksiz haqiqiy qiymatli funksiyalar 

to'plamini qaraymiz. Bu to'plamda ushbu

Pi {x, y ) =  Í  I ^ (t) -  y  (t) I d i (19.11)
Ja

formula bilan aniqlangan akslantirish metrika shart,larini anoatlantiradi. Hosil 

bo'lgan metrik fazo b] simvol bilan belgilanadi. p i akslantirish metrika- 

ning 1-3 aksiomalarini qanoatlantirishini tekshirish o'quvchiga mustaqil mashq 

sifatida tavsiya qilinadi.
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p  y )  ^  sup \xk -  Vk\
l<k<c¡o

19.10. Barcha chegaralangan x — (x i, X2, . . .  , x „ , . . . )  haqiqiy sonlar ketrna- 

ketliklaridan tashkil topgan to'plairmi qarayiniz. Bu to'plamdagi har bir x va 

y  ^  {yi, V2, ■■■, Vn, ■ ■ •) elementlar juftiga

(19.12)

sonni mos qo'yuvchi p  akslantirish masofa anifilaydi. HosÜ bo'lgan metrik fazo 

m  harfi bilan beigilanadi. O'quvchi uchun 1-3 aksiomalarning bajarilishini 

tekshirish qiyin emas.

19.11. n — ta  haqiqiy sonlarning tarlùblangan guruhiaridan iborat E” to'p- 

iamda har bir p  > 1 son uchuu
/ n \ p

Pp (■̂  ̂y ) ^  ~ I (19.13)
\fe=i /

formula bilan aniqlangan pp mosHk masofa aniqlaydi va hosi! bo'lgan metrik 

fazo Mp simvol bilan beigilanadi. Bu misolda ham 1— va 2— aksiomalar­

ning bajarilishini tekshirish qiyin emas. Shuning uchun 3— aksiomaning ba­

jarilishini tekshirish yetarli. Qaralayotgan to'plamdan ixtiyoriy uchta x — 

(.xi, X2, . . . ,  Xn) , y  == {yi, V2, • • -, î/n), î: = (^1 , 2̂, ■ • -. z„) nuqtalarni oiib 

àfc — Xk — Vk, bk — Vk — Zk belgilashlarni kiritsak, Xk — Zk = ük + bk bo'ladi 

va natijada pp {x, z) < pp (x, y )  + pp {y. z) uchburchak tengsizligi 

/ « \ 5 / n \ ? / B N 5
(19.14)

\fe=i / \fc=i / \fc=i / 
ko'rinishni i)la<h. Hosil bo'lgan (19.14) tengsizlik Minkovskiy tengs iz lig i deb

ataiadi. Agar p — 1 bo'lsa, Minkovskiy tengsizligining bajarilishi ko'rinib 

turibdi (chunki, yig'indining moduli modullar yig'iiidisidan oshmaydi), shu­

ning uchun p  > 1 deb hisoblaymiz. Minkovskiy tengsizligining isboti G yo ld er  

tengsiz lig i deb nomlanuvchi
Í n \ P / \ 5

k = l \ k = l / Vi;=l
(19.15)
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tengsizlikka asoslangaii. Bu yerda p  > 1 va q > l  soniax

i + i  = i
P Ч

fihart bilan bog‘iaugan. (19.16) dan quyidagi tengliklax kelib chiqadi

P Q

(19.16)

q = p  =p - r  " q - l -
Ta’kidiashlozimki, (19.15) tengsizlik a (a j, аг, . . . ,  a„) va b = (bi, 6 2 , • ■ •, b„) 

nuqtalar uchun bajarilsa, u ixtij^riy A va ¡.i sonlarda Aa, = (Aai, Ааг, . . . ,  Aa„) 

va iJ.b = {pbi, /.ib̂ , . . . ,  f.d>n) nuqtala,r uchun ham bajariladi va ateincha. Ya’ni 

(:I9.15) bir jinsli tengsizlikdir. Shunday ekan, (19.15) teiikBizlikni

= = l (19.17)
k=l

shartni qanoatlantinivchi a v& b G R” nuqtalax uchun isbotlash yetarli. U 

liolda (19.15) tengsizlik (19.17) shart baja.rilga.nda

(19.18)
k=i

ko'rinishni ola.di. (19.17) sha,rtda (19.18) tengsizlikni isbotlash uchun (^ ,77) 

tekislikda rj = (^ ,> 0 ) yoki | = rf~^ (r/ > 0 ) tenglamalar bilan a.niqlan- 

gan egri diiziqli (19.1"Chiznia^tra.petsiya yuziin hisol^layiniz. Cliizmadan ko‘- 

rinib turil:)diki, musbat a  va b sonlarni qanday tanlamaylik, ab < St +  ¿ 2  

tengsizlik o‘rinli. 5 i va S2 yuzalarni hisobla.ymiz;

Si = Г  S2 == f  г г ч г ,  =  ---.
Jo P Jo Ч
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Shunday qihb, quyidagi sonh tengsizlik.o‘rinh:

, fii* 6« 
ab < ---- 1---- .

p  q

Agax a ni ak ga, b ni bk ga almashtirib va к  ni 1 dan n  gacha o‘zgartirib 

yig‘indi tuzsak, (19.16) va (19.17) shartlar bajarilganda (19.18) tengsizlik hosil 

bo'ladi. Shunday qilib, (19.1S) tengsizlik isbotlandi. Shunday ekan, umumiy

(19.15) tengsizlik liam isbotlandi.

Agar p  = 2 bolsa, (19.15) Gyolder tengsizHgidan (19.4) Koshi -  Bun- 

ya.kovskiy tengsizligi kelib chiqadi.

Hindi Minkovskiy tengsizligining isbotiga o'tamiz. Buning uchun

(i«| +  \ b \ r  =  i\a\ +  \ b \ r - ^  ja| +  (|al +  |b|)"-i \b\

a;vTiiyatdan foydalanamiz. Bu ayniyatda |a| ni |o¿| ga, |&| ni |6¿| ga ai- 

mashtirib va к ai 1 dan n  gadia o‘zga.rtirib yig'indi tuzsa.k, quyidagi ayni- 

yatga ega boiamiz:

E (! «íbi +16.1)" = E (I +1 i «̂1 + E (i +1 I • 
k^i k=i fc=i

Teughknitig o'ng tomonidagi bar ikkala yig'indiga ha.ra Gyoldei- tengsizligiiii

qo'llafiak va {p—l ) q  = p ekanligini e’tiborgaolsak, quyidagi tengsizlikte,ega

bo'lamiz;

Е(|а^| + |Ы)"< (Í2 i\ ^ k \  +  \bk\y 
k^í \ k-l

Bu tengsizlikning har ikka.la tomonini

/ ”•

\ ? / 1p i \p

/ V . k - i .,fc=i /

\k^i

ga. bo'lib, isbotlanishi kerak bo'lgan (19.14) Minkovskiy tengsizligiga ega bo'­

lamiz. Shunday qiiib, uchburchak aksiornasi o'rinli ekan.
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Agar bu mÎBoIda p  — 2 desak, Pp metrika 19.3-misoklagi metrikaga va 

agar p  — 1 desak, 19.4-misoldagi metrikaga aylanadi. Ko'rsatish mumkiiiki,

19.5-misolda kiritilgan

poo {x,y) =  max \xk-Vk\l<k<n

metrika pp metrikaning p c x >  dagi limitik holati boiadi, ya ’ni

/ «
(19.19)

\ ife=i

19.12. Hadlari

P >1
k=l

shartni qanoatlantinivchi barcha x =  (x j, X2, ■ ■ - , x „ , . . .) haqiqiy sonlar ketina- 

ketliklaridan iborat va ikki nuqtasi orasidagi masofa

/ oo

p ( x , y ) ^
\  P

\k=i
(19.20)

formula bilan aniqiangan to'plamni qaraymiz. Bu to'plamni êp deb belgi- 

laymiz. Ixtiyoriy x, y  e  êp âr ucliun har bir n  <ia

/ n
E  i 

\fc=i

\ V

<
/  n \ p  /  n  

\fc=i / \fc=i
(19.21)

/
Minkovskiy tengsizligi o'rinli boigani va

OO OO

j 2 \ x k f< o o ,  
k=l k=l

sbartiar bajarilgairi ucbun (19.21) da n —̂ o o  da üm.itga o'tsak,

/  CX)

E I
\k=i

\  P /
<

./

\ P

\i;=l

/ oo

+
/ \k=l

ga ega bo'lamiz. Bundan ixtiyoriy x , y  € ip  lar uchun (19.20) qatorning 

yaqinlashisliiga ega boiamiz. (19.20) tenglik bilan aniqiangan p  akslantirish
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metrikaning 1 va 2-aksiomalarini qanoatlantirishi koiinib turibdi. Uchburchak 

aksiomasi (19.14) Minkovskiy teiigsizhgidan foydalanib isbotlanadi.

-Endi biz p > 1 sbariida Minkovskiy va Gyolcier tengsizlikiaritiing in!;egral 

formasini beramiz.
I l l  

\ p  / 6  \  p /  >> \  p(  *
I  \x{ t)+ y{ t) f -

\a
dt <

/
\ x { t ) fd t \ y { t ) f d t (19.22)

/\a / \«
Bu Minkovskiy tengsizli ffi deb ataladi. Minkovskiy teiigsizligi, ya ’tii (19.22)

tengsizlik [a, b] kesmada p  {p > 1 )—chi darajasi.bilan Lebeg mia’nosida in­

tegrallanuvchi ixtiyoriy X va y  funksiyalar uclmn o'rinli.

£  |x (i) y  (i)| á í < |x { t ) f  d t^  ” \y { t ) f  á í )  ’  (19-23)

tengsizlik G yold er  tengs iz lig i deb ataladi. Bu yerda p  > I va q > 1 boiib, 

ular (19.16) tenglikni qanoatlantiradi. Gyolder tengsizligi [o, &] kesmada 

p  (p > 1) — chi darajasi bilan Lebeg m.a’nosi<ia integrailannvchi x va q {q > 1) 

chi darajasi bilan integrallanuvchi ixtiyoriy y  funksiyalar uchun o'rinli. (19.10) 

tengsizlik Koshi- Bunyakovskiy tengsizligining integral formasidir.

Endi V bobda xossalari o'rganilgan o'zgarishi chegaraiangan va absolyut 

uziuksi"/ funksiyalar to'plamini qaraym.iz.

19.13. Berilgan [a, &] kesmada aniqlangan va o'zgarishi chegaraiangan 

fi.inksiyalar to'plamida ikki nuqta orasidagi masofani

p  (X, y )  =  I .T (a ) -  y  (a) | + [:r -  y] (19.24)

formula bilan aniqlaymiz. Bu yerda o'zgarishi chegaraiangan / funksi­

yaning [a, b] kesmadagi to'la o'zgarishi (variatsiyasi). (19.24) tenglik bilan 

aniqlangan p  akslantirishning metrika aksiomalarini qanoatlantirishi funksiya 

to'la o'zgarishining xossalaridan kelib chiqadi.

Masaian, uchburchak tengsizligi p{ x ,z )  < p{ x ,y )  + p{y, z) da x{t) — 

y  (t)  = (t) va y  (i) — (i) =: t/i (t) belgilashlar olsak, u quyidagi ko'rinishni
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oladi

I («) + -Ip {a) I + [!fi + i>]<\^{a)\ + \ é  (a) | + [(̂ ] + [^;].

Bu esa la + 6| < |a| + 1&| tengsizlikdan va o'zgarishi chegaxalaiigan Riiiksiya- 

larning

v ! y  + i ] < \ tW \  + y M

xossasidan kehb chiqadi. Hosil qihngan inetrik fazo o 'zgarish i ch ega ra langan  

furiksiya lar f a z o ú  V̂ [a, 6] orqali beigilanadi.

19,14. Berilgan [o, b] kesmada aniqlatigari va al:)soiyut uzluksiz funksiyalar 

to'plamini qaraymiz. Bu to'pliiiTida ham ikki x va y  nuqtalar orasidagi masofa 

p { x , y ) ,  (19.24) tenghk bilan aniqlanadi. Hosil qihngan metrik fazo abso lyu t  

uzluksiz funk siya la r  fazosi deb atalach va At7[a, i>] orqah beigilanadi.

19 .1-eslatm a, (Jf, p) ¡iietrik fazo  va M  miing ixtiyoriy (jisru to‘¡>lami 

bo'lsin. U holda X  da aniqlangan p  masofa,, uning qismi bo'lgan M da ham 

masofa aniqlaydi. Shuning uchun (Ai, p) metrik iazo bo'la.di. (Ai, p) metrik 

fazo {X, p) metrik fazoning qism fazosi  deb atalíKÜ.

/
19.1. Metrik fazolarni uzluksiz akslantirishlar

X = {X, p )  va Y = (y , (i) -  metrik fazolar, / esa X  ni Y  ga aksla.ntirish 

bo'lsin. Shunday qilib, har bir x € X  elementga yagona y  = f  (x) € Y  

element mos qo'yilgaii bo'lsin.

19 ,3-ta ’rif. .4̂ 0.?- ix tiyo r iy  e > 0 u chun  shunday  d > 0 m av jud  bo'iib, 

p  {x, Xo) < S sha r tn i  qanoatlan tiruvch i barcha x £ X nuqta lar uchun

d { f{ x ) J { x o ) ) < e

tengsizlik o 'r in l i  bo'lsa, a ho lda  f  akslantinsh  xq € X. nuqtada uzluksiz d e y i ­

ladi. Agar J  akslantirish X  n in g  ham m a nuqtalarida tizhiksiz ho'ka, u holda  

f  ni X  da uzluksiz deb atayrniz.

179



Agax X va Y lar soníi to'plamlar bo'lsa, ya’ni x— son, /— sonli funksiya 

bo'lsa, u holCia akslantirishning uzluksizlik ta ’rin niatematik a.nalizda,n ma’lurn 

boigan funksiyaning uzluksizligi íia’rifiga aylana.di.

Ta’kidlash lozimki, agax X metrik fazodagi p  masofexii X x X  metrik 

fa,zoni R+ = [O, oo) rnetrik fazoga akslantirish deb qarasak, p — uzluksiz ak­

slantirish bo'ladi. Bu yerda X x X = { (x .y )  : x , y  e  X} to'plamda (x i, x^) 

va {yifVí) juftliklux orasidagi masofa

d { {x i,x 2) , (í/i/í/2)) =  p { x i,y i)  +  p (x 2 , y2)

formula yordamida aniqlanadi. Endi p  akslantirishning uzluksizligini ko'rsa- 

tarriiz. Ixtiyoriy (.tq, yo) & X x X nuqtani olamiz va rnahka-mlayniiz. Keyin 

ixtiyoriy (« , y )  € X X X nuqta olib, metrikaning udiburchak afettomasidan 

foydalanamiK:

P (x,  y )  <  p (x, .i’o) +  P (-” 0, y) <  P { x ,  Xo) +  p (xq , yo) +  p [yo, y ) ; 

P {xo; yo) < p { x ( í , x )  +  p  [x, y )  +  p {y,  y o ) .

Bu ikki tengsizlikda.n

\p ( x ,  y) -  P {'Xo, yo) I <  P ( x ,  Xo) +  p (yo, y)

ga kelamiz. Agar

d { { x ,  y ) , (reo, yo))  =  P ( x ,  Xo)  +  p  [y. yo) <  £'

desak, u holda \p [x, y )  -  p  (xo, yo) j < e  bo'ladi, ya’ni p  uzluksiz akslantirish 

ekan.

Agar / : X Y akslantirish X va Y metrik fazolar o'rtasida o'zaro 

bir qiymatli mosiik o'rnatsa, u holda Y ni X. ga a.ksla.ntir-ovdii x  = f~^ ( y )  

teskaxi akslantirish mavjud bo'ladi. Agar / o'zaro bir qiymatli moslik bo'lib, 

/ va akslantirishlar uzluksiz l,)o'lsa, u hoida / gomexm ior f aM an tir ish
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.gomeomorfom deb a.tala.di, .X va Y h m l u c  esa g om e .om o r f  fazo lar d eh

ataladi. Gomeoniorf metrik fazolarga R va (—1, 1) iiitervailarni misol sifatida
2qarisflli mumkin. Bu holda gomeoriiorfizmni y  — —arctgx formula yordcunida
7T

o'Tiiatish numikin.

Aga.r X = (A, p )  va Y — (V, d) uietrik fazolar o'rtasida o'zaro bir 

qiymatli moslik o'rnatuvchi / akslantirish ixtiyoriy x i ,x 2 € X lar uchun 

P ixi,X2) = d  (/ (:Ei), / {x2))  Bhaxfcni qanoatlantirsa, / akslantirish izornetriya  

deyiladi, X  va Y  fazolar esa izornetrik fazo la r  deb ataladi.

X  va Y metrik fazolarning izometrikligi, uiar elementlari orasidagi metrik 

bog'lanishkir bir xil bo'hb, faqatgina ular eleinentlarining tabiatiga ko'ra bir - 

biridan far<| qilinishiiii bildiradi. Ular orasida.gi bu farq metrik fazolar nuqtai 

nazaridan mulnm ema.s. Bundan keyin o'zaro izornetrik fazola.rni aynan bitta 

fazo deb qaraymiz.

Mustaqil ishiash uchim savol va topshiriqlar

1. G yold er  va Minkovskiy tengsizliklarini in tegra l f o rm ad a  yozing.
!

y
2. (19.5) tengiik bilan aniqlangan pi : R” x R ” -—> R+ akslantirish metr iha- 

n in g  1-3 shartlar in i qanoatlantir ishin i ko ‘r,sating.

3. (19.7) tenglik hilan aniqlangan p  : C[a, b] x C'[a, 6] ~> R+ akslantirish 

rnetrikardng 1-3 shart lar in i qanoaManti'rishini isbotlang.

4. (19.11) tenglik hilan aniqlangan p i  : G[a, 6]xC'[a, 6] R+ akslantirish 

m.etrikaning 1-3 shartlar in i qanoatlantir ishin i isbotlang.

5. (19.12) tenglik hilan aniqlangan p : m x m - ^  R+ akslantirsh metrika- 

n in g  1 — 3 shart la rm i qanoatlantir ishin i isbotlang.

6. (19.19) tenglikni isbotlang.
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7. (19.24) teJigUk h-íMm. aniqlangan p :  V[a, &]-»  R+ akslantirish 

mctr ikan in g  1 — 3 .shartlarini qanoatlantir ishin i isbotlang.

8. Quyidagi tasdiqlarni isbotlang:

1) Agar \ < p  < q bo ‘Isa.; £p to ‘p lam  iq to ‘p larnning qismi bo ‘ladi.

2) Ahsobjat uzlaksiz funksiya lar fazost AC[a, b] o 'zga iish i  ch ega ra lan ­

gan  funksiya lar fazo.ni V [a, 5] n m g  qism faaosi  ho ‘ladi.

9. R” fazoda kiritilgan ix tiyor iy  pi va P2 mctrikalarni ekviva len t ekanligini 

isbotlang. Xusu.'^an (19.1) va (19.13) tengliklar bilan aniqlangan p  va 

Pp> P > 1 m,etrikalarni ekvivalen t ekanligini isbotlang.

20- §. Metrik fazoiarda yaqinlashish

Biz l)u paxagrafda metrik faz.Oiiing asosiy tushmidialarini keltirib, ochiq va 

yopiq to'plamlarning xossalaxuii o'rganamiz.

20.1-ta’rif. X metrik fazoda xq€. X nuqta va  r  > 0 s o n  berilgan b o ‘lsin. 

P(x,xq) < r  shartn i qanoatlantiruvch i barcha x € X e l em en t la r  to 'p iam i  

rnarkazi xo nuqtada, m d iu s i  r  b o ‘lgan ochiq .shar deyi ladi va u

orqali beigilanadi. B er i l gan  xq € X va r  > 0 da p{x,x(¡) < r  shartn i qanoat­

lan tiruvch i barcha x € X eleme.ntla.r t o ‘plarni B[xo,r] orqali beigilanadi va 

u rnarkazi Xq nuqtada, radiusi r  bo'lgan yopiq  sh a r  deyiladi.

Metrik fazolar naaaxiyasida rnarkazi nuqtada va radiufji £ > 0 bo'lgan 

B  (:ro, £t) ocliiq sliar xo nuqtanirig e— atrofi deyiladi va u (.To) ko'rinishda 

belgila.na<ii.

20.1-niisol. Shunday metrik fazoga va sindagi ikkita B  {xi, r i ) , B  (x 2 , ra) 
shailarga misol keltiringki, rj < r 2  va B { x i , r i )  D B  (x2, r 2) bo'lsin.

Yechish. Faraz qilayhk, A = E+ va p{ x ,y )  = |x -  i/| bo'lsin. Aga.r 

.8(1,5) — {x e  [0, oo) : |x — 11 < 5} deb markazi 1 nnqtada va radiusi 5 

ga teng shaxni, haxnda i?(3,4) = {x S [0, oo) : |x — 3| <4} deb rnarkazi 3
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nuqtada va radiusi 4 ga teng bo'igan ochiq sharlarni olsak, u holda T2  = 5 > 

Ti ^  4, ainmo [O, Q) = B  (1,5) C  B  (3,4) = [O, 7).

20 .2 -ta ’rif. Aym' X metr ik  fa z on in g  M  qú m  to 'p iam i u chun  uni o'zida 

saq lovch i shar m av jud  bo'lsa, M ch ega ra langan to 'p lam  deyiladi.

20 .3 -ta ’rif. A' metrik fazo, M uning qtsm to'plam,i va x £ X bo'lsin. 

Agar ixtiyor iy  ¡r > O uchun 0,j (x) f ] M  ^ 0  munosabat bajarilsa, x nuqta 

M n in g  urin ish nuqtúsi d e y i la d i  M n in g  barcha ur in ish  nuqtalaridan iborat 

to 'p lam  M ning y op ig ' i  d eyi ladi va [M] yoki M bilan belgilanadi.

Shunday qüib, biz metrik fazo qism to'plamlari uchun ulardan uiarning 

yopigiga o'tish anialini aniqladik. To'plam yopig'i amali quyidagi xossalarga 

ega.

20.1-teorem a. Ushbu tasdiqlar o'rinli:

1) M C [M]-,

2) [[M]] == [A4];

3) a ga r  M ¡  C M 2 bo'lsa, u holda  [Mi] C  [M2 ].‘

4} [Mi U M2] = [.Mi]U [M 2].
Isbot. Al to'piamning har bir nuqtasi uning uchun urinish nuqtasi bo'lishi 

bevosita ta ’rifdan kelib chiqadi, shuning uchun M  C  [M].

Endi ikkinchi tasdiq isbotiga o'tamiss. Birinchi tasdiqqa ko'ra [M] C [[Ai]]. 

Endi X € [[Af]j ixtiyoriy nuqta bo'lsin. U liolda ixtiyoriy £■ > O uchun 

Oe/2 Íx)r\[M] ^  0 , ya ’ni shunday y  € [M] mavjudki, p ( x , y )  < Shunga 

o'xshash, 0¿y2 i v )  f l  ^  ® • Ya’ni shunday e  M  mavjud bo'lib, p  {y, z) < 

^ bo'ladi. U hoida uchburchak aksiomasiga ko'ra

p{ x ,z )  < p ( x , y )  + p { y ,z )  < 1  + 1

bo'ladi, ya'ni (x) f ] M  /  0. Bundan x e [Af] ekanligi k(3Üb chiqadi. Shun­

day elcan, [[Ai]] C  [M ]. Demak, [[Ai]] = [M].

Ucliinchi tasdiqning isboti. [Aíi] to'piamning ixtiyoriy x nuqtasini olamiz.
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u  holda ixtiyoriy £ > 0 uchun 0 ¡ . :{x ) f]M i  ^  0. Bundan 0 ¡ . ;{x)f]M 2 0 

ekanligi kelib chiqadi. Deinak, x imqta M 2 to'plamning urinish nuqtasi, ya ’ui 

X e  [.W2 ] ekan. Bundan [.Wi] C [M2 ].

Nihoyat, to'Ttinohi tasdiq iybotiga o'tamiz. .Agar x G [Mj i j  M2 ] boisa, 

u holda ixtiyoriy e > 0 uchun (x) p} (Aii |J AÍ2 ) ^  0 boiadi. Bvmdan, 

•̂̂ 4- (x) n  M l 0 yoki Og (x) Pi M2 ^  0 tengsizliklardaii kainida bittasi 

bajariladi. U holda x e  [Mi] yoki x e  [M2 ], bundan x € [Aii] IJ [AÍ2 ] 

ekan. Ya’ni [A/1 U M 2 ] C [M'i] |J [M2 ]. Ikkinclri tomondan, M i C AÍ1 IJ AÍ2  

va AI2 C Ml (J M2 boigani uchun, 3-tasdiqqa ko'ra [Mi] c  [Mi [J M2 ] 

va [M2 ] C [M1 UAÍ2 ] • Shunday ekan, [Aii]|J[M 2 ] C [M i i jM z ] .  Demak,

[Ail] U[-‘̂ 2] =  [Ail U M2] ■ A

20 .4-ta ’rif. X metrik fazo va M unint) xos qism t o ‘p lam i b o ‘ls-in. Ago.r 

x G X n in g  ix t i y on y  (x) atrofi M n in g  cheksiz ko ‘p  e l em en t la r in i  saqlasa, 

V, holda X G X nuqta M t o ’p lam n in g  limitik nuqtasi dleyiladt.

M  ning barcha limitik nuqtalari to'plami M' bilan belgilanadi. Agar M = 

M' bo'lsa Ai ga mukammal t o ’p lam  deyiladi.

To'plamning limitik nuqtasi shu to'plamga tegishli bo'lishi ham, bo'hnasligi 

ham mumkin.

20.2. Agar Q ratsional sonlar to'plami bo'lsa, u holda R ning har bir 

nuqtasi Q uchun hmitik nuqta bo'ladi.

20 .5 -ta ’rif. Agar M  t o ’p lam ga  teg ish l i  x nuqta u chun  shunday  s  > 0 

m,avfad b o ’lib, O i :{ x ) f ]M  = {x} b o ’lsa, u holda x nuqta M t o ’p lm nn in g  

yakkalangan ( y o l g ’iz) nuqtasi deyiladi.

O'quvchi mustaqil isbotlashi mumkin bo'lgan quyidagi tasdiqlar o'rinli. 

Ai to'plamning istaigan urinish nuqtasi shu to'plamning limitik nuqtasi, yoki 

yakkalangan nuqtasi boiadi. Bu yerdan xulosa sifatida keiib chiqadiki, [M] 

to'plam uch turdagi uuqtalardan tashkil topacii;
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1) Ai to'plarnning ya.kkalangan nuqtalaxi,

2 ) M  ga tegishli bo'lgan, Al ning hmitik nuqtalari,

3) M  ga tegishh bo'lniagan Al ning hmitik nuqtalari.

Bu. xulosalaxclati kehb chiqa.diki, Al dan uning }̂ o¡:ng‘i [AI] ga o'tish, uchun, 

Al ga uning hmitik nuqtalaxii,ii qo'shib olish bilan ama,lga oshiriiadi, ya ’ni 

[Al] = M  UM' .

20.1. M etrik  fazo iarda yaqin lash ish

20.6-taV if. X metr ik  fazoda x i,  X2 , . . . ,  . . .  nuqta lar ketma-ketligi 

va X nuqta herilgan bo'lsin. Agar ixtiyoriy  £■ > O uchun  .shunday no n o m e r  

m,avjud bo iih, harcka n  > rto lar u chun nuqta x n in g  0 ,- (x) atrofi- 

g a  teg ishli ho'lsa, u holda bu ketma-ketlik x nuqtaga yaqinlashadi deyiladi. 

Agar {x„} ketma-ketlik x nuqtaga yo.qinlashsa, u holda x nuqta ketrna- 

ketlikning lirniti deyiladi.

Bu ta’rifiii quyidagicha ham ifodalash mumkin. Agar

l im /> Or„, .x) = O

ihunos,abat ba,jarilBa, {x„} ketma,-ketiik x nuqtaga yaqinlashadi deyiladi.

Ya,qi:iilashuvchi ketma-ketlik ta’riíídan quyidagi ikki xulosa bevosita kelib 

chiqadi:

1) hech qanday ketma,-ketlik ikkita har xil lirnitga ega emas;

2) agar {,T„} ketma,-ketlik x nu(ita.ga yaqinlashsa, u holda uning ixtiyoriy 

qismiy ketma-ketligi h.a,m x nucjtaga yaqinlashadi.

20.2-teorem a. B iro r  x nuqta M  t.o'plamning ur inish nuqtasi bo'lishi 

uchun M  da x g a  yaqin la shuvch i {x„} ketma-ketlikning m.avjud bo'lishi 

zarur va y e ta r l i

Isbot. ZariiriyligL x nuqta M to'plarnning urinish imqtasi bo'lsin. U hol­

da ixtiyoriy n  natural bo .ii uchun Oi/„ {x) atrofda kamida bitta Xn € M  

element mavjud. Bu Xn nuqtalardan tuzilgan {x„} C AI ketma,-ketlik x
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nuqtaga yaíjinlashadi. !

Yetarliligi. A.gar {x„} С М  ketma-ketlik х iniqta.ga yaqinlashsa, ixtiyoriy 

г > 0 uchuii shvuiday пц riomer rnavjud boiib, n  > тщ boiga.nda {x)

boiaxli, ya’ni Os {x) ф  0. Demak, x nuqta M  ning nrini.sli nuqtasi 

boiadi. Д

Aga.r X — AI to'piamning hmitik nuqtasi bo'ka., u holda x„ e  Ot/n (-с)П 

nuqtalarni har xil qilib tanlash mumkin, chunki (x) f ]  M — cheksiz to'pkm. 

Shunday qilib, x nuqta AI to'jjlam uchun limitik nuqta bo'hshi ucliun A4 da 

X ga yaqinlashuvchi har xil nuqta.la.rdan tasLikil toi-)gau {x„} ketma.-ketlikniug 

ma.vjud bo'lishi zarur va yetaxli.

JK metrik fazo.iii Y metrik fazoga akslantiruvchi / aksla.ntirish uzluksizligi 

tushunchafiini quyidagicha ha.in ta ’riflash mumkin. Bizga f  : X  1" akslan­

tirish va Xo € X  nuqta berilgan bo'lsin. Agar Xo nuqtaga yaqinlashuvchi 

ixtiyoriy {x„} ketma.-ketrtk ucliun linga mos keluvcba {Уп = f{xn )}  ketma- 

ketlik уо = f  (xo) nuqta.ga yaqinla.8hsa, f  : X Y aksla.ntirish xo nuqtada 

uzluksiz deyiladi. 19-§ da keltirilgan 19.2-ta’rif bilan bu ta’rifning teng kuchli 

eka.nligini isbotlashni o'tiuvchiga qoldiramiz.

20.2. Zieh to 'p lam lar

20 .7-ta’rif. X meti ik  fazordng ikkita A va В  qisrn t o ‘p lamhir i berilgan  

bo ‘kin. Agar В  С [A] bo ‘ha , и holda A to ‘plam, В  to ‘plarnda zieh deyiladi. 

Xususan, a ga r  [A\ = X bo'lsa, A to 'p lam  ham m a y erda  zieh (X  da zieh) 

deyiladi. Agar A t o ‘p lam  birorta ham. sharda zieh ho'lrnasa ( у а ш  ha r  bir 

В  (Z X sharda A. to 'p lam bilan um um iy  e l em en t g a  e.ga bo 'hnagan B '  sha r  

saqlansa), и holda ,4 h e ch  y erda  z i e h n a s  to 'p lam  deyiladi.

20.3-misoL Q - ratsional sonlai- to‘¡")]ami К da zich to'xJai^dir. '

20.4. Natural sonlar to'piami N hacjiqiy sonlar metrik faaosi E ning hech 

yerida zichmas to'pla.mdir.
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Endi hamma yerda zieh sanoijli qism to'plamga ega boigan metrik fazo­

larga inisollar qaraymiz. Odatda liamma yerda zieh sanoqli qism to'plamga 

ega bo'lgan metrik fazolar separahel metrik fazo la r  deyiladi.

20.5. 19.1-rnisolda keltiriigan diskret fazo, hamma yerda zieh sanoqli qism 

to'plamni fazonirig elemen!;lari sanoqli bo'lgan holda va fac[a,t shu holda saqlay­

di. Chunki, bu fazoda ixtiyoriy kl uclmn [M] = M  tenglik o'rinli. Shuning 

uchun diskret fazo separabel bo'lishi uchim uning sanoqli bo'lishi zarur va 

yetarli.

20.6. Haqiqiy sonlar to'plami M separabel metrik fazodir, chunki ratsional 

sonlar to'plami Q sanoqli va u K. ning hamma yerida zieh.

20.7. M”, va (1 < p  < oo) metrik fazolarning hammasi- 

da ratsional koordinatali nuqtalar to'plami sanoqli va hamma yerda zichdir. 

Shuning uchun K”, va, E”, v  > 1 lar separabel metrik fazolardir.

20.8. C[a, &], Ci[a, 6] va C'2 [a, 6] metrik fazolarda ratsional koeffit- 

siyentli ko'phadlar to'plami sanoqli va hamma ji-erda zichdir. Shunday el-an, 

ular separabel metrik fazolardir.

20.9. ¿2 fazoda hadlari ratsional sonlar bo'lib, ulardan chekiitasi noldan 

farqli bo'lgan ketma-ketliklar to'plami sanoqli bo'ladi va u f-2 ning hanama 

yerida zieh. Demak, £2— separabel metrik fazo.

20.10. Yuqoridagi metrik fazolardan farqli o'laroq m separabel bo'hnagan 

metrik fazoga misol bo'ladi. Buni isbotlash uchun hadlari 0 va 1 lardan ibo­

rat barcha mumkin bo'lgan ketmai-ketliklar to'plamini $  bilan belgiiaymiz. 

4' C rn va ikkita ixtiyoriy x, y  € 4' ketma-ketliklar kanrida biror hadi bilan 

farq qilgani uchun p{;x, y )  = 1 . Ma’lumki, i>- sanoqsiz (kontinuum quwatli) 

to'plam. $  ning elementlarini markaz qilib, radiusi -  ga teng ochiq sharlami 

olam.iz. Bu sharlax o'zaro kesishmaydi. Agar biror M  C m to'plam hamma 

yerda zieh bo'lsa, har bir sharda M  ning karnida bitta elementi yotadi. Shar-

187



iar soni Ф dagi elementlar soniga teng. M  dagi elementlar soni esa sliarlar 

sonidan, shuning nehun, Ф dagi elementlar sonidan kam emas. Shunday ekan, 

A-i—sanoqsiz t.o'piam,. Demak, m  ning hamma yerida zieh sanoqli t.o‘plam. 

mavjud emas ekan.

20.11. ip, p  > 1 va Co fazolarda hadlari ratsional sonlar bo'lib, ulardan 

chekiitasi noldan farqli boigan ketrna-ketliklar to'plami sanoqli boiadi va u 

£p va Co fazolarning ham.ma yerida zieh. Deniak, ip  va cq separabel metrik 

fazolar boiadi.

20.3. Ochici va yopiq to 'p iam lar

20 .8-ta ’rif. X metrik fazodayi M to 'p lam  ud iu n  AI — [M] tenglik  

hajarilsa, A4 ga  yapiq to'plam, deyiladi. B oshqa cha  aytganda, aqar to 'p lam  

o 'zining barcha limitik nuqtalarini saqlasa, и yop iq  to'plam, deyiladi.

Ta’kidlash lozimki, 20.1-teoremaga ko'ra M  to'plamning yopig'i [iVÍ]—yopiq 

to'plaindir, hamda [AI] to'plam Ai ni o'zida saqlovchi minimal yopiq to'plamdir.

20.12-misol. Har qanday metrik fazoda yopicj sliar yopiq to'plam bo'ladi. 

Xususan, C[a, b] fazoda ixtiyoriy С  > 0 uchim |/(a;)¡ < С  shartni qanoat­

lantiruvchi fvmksiyalar to'plami yopiq to'plami bo'ladi.

20.13. C[a, b] fazoda |/(;c)|<C' (ochiq shar) shartni qanoatlantiruvchi 

ftmksij'alar to'plami yopiq emas, uning yopig'i |/(x)| < С  shartni qanoat­

lantiruvchi funksi^'alar to'plamidan iborat.

20.14. Har qanday X metrik fazoda X va 0 to'plamlar yopiq to'plainlardir.

20.15. Har (janday metrik fazoda chekli to'plam yopiqdir.

20.3-teorem a. Ix t iy on y  sonda g i  yop iq  to 'p lam lar kesishmasi va chekli

son da g i  yapiq to ‘plam,lar y i g  'indisi yopiqdir.

Isbot. Ixtiyoriy sondagi Fa yopiq to'plamiarning

a
kesishrnasini qaraymiz. F  to'plamning ixtiyoriy x limitik nuqtasini olaylik. U
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hoida X ning ixtiyoriy {x) a.trofida F  ning cheksiz ko‘'i;) elementi ma.vjiid. 

Shunday ekan, Og (x) da har bir h'a ning cheksiz ko‘p elementi mavjud. Bu 

ko'rsatadiki, x nuqta hcir bir uchun ürnitik nuqta bo'lacii va Fa lar yopiq

l.)oigaiii uchun har bir a  da x & F^. Buudan

X € F  = Fq
a

ekanhgi kelib chiqadi, ya’ni F  yopiq to'plam.

Endi F — cheklita yopiq to'plamlar yig'indisi, ya’ni

f  = ( j n
fc=i

va X ^ F  l,)o'lsin. U holda x ^ F¡c, k = 1,2, . . . , n ,  ya’ni x nuqta F̂  

ucliun limitik nuqta bo'la olinaydi. Shuning uchun x ning Og^{x), Ogj(x),. . . ,  

Oe^(x) a.trofla.ri mavjudki, 0 ¿i (̂x) da Fk ning ko'pi bilan cheklita elementi 

bo'hshi niiimkin. Agar

í: = min €kl<k<n
desak, Oi¡{x) atrofda liar bir F̂ , to'plam elemeiitlaxi soni cheklita,dan ko'p

emas. U holda 0¿{x) atrofda F  = [J  Fk to'plam elementlarining soni ham
fe=i

cheklitadiui ko'p ernas. Shuning uchun x nuqta F  u.ch.vui limitik uuqta ]>o'Ia 

olmaydi. Ya’ni F  ning barcha limitik nuqtalari o'zida saqlanadi. Demak, F — 

yopiq to'pla.m. A

20 .9 -ta ’rif. Agan-X € .M nuqta u chun  shunday  s  > O r rm rh d  b o ‘lib, 

Oe(x) a t r o f  M da t o ‘liq saqlansa {Os{x) C M ), u holda x nuqta M  tc/plam- 

n in g  ichki nuqtasi deyiladi: Faqat ichki nuqtalardo.n tashkil topgan  t o ‘p lam
O

ochiq t o ‘p lam  deyiladi. M  n in g  barcha, ichki nuqtalaridan ihorat t o ‘plarn M 

hilan belgilanadi.

20.16-mlsol. R sonla,r o'qida ixtiyoriy {a,b) interval ochiq to‘pla,indir. 

Haqiqatan ham, aga.r x € (a, 6) desak, s  = miii{.T — a, b — ;r} son uchun

0 , { x ) c { a , b ) .
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20.17. C[a, b] iazodagi g  fuuksiya,ni olib, ta,yiiiia3anii! va G orqa,li f{ t )  < 

g{t), t € [a, &] shartni qanoatlantiruvchi funksiyalar to'plainini belgilaymiz. 

U holda G ochiq to‘plam bo'ladi.

20.4-teorem a. Ad f,o‘plarn ochiq b o ‘lishi u chun  un ing  butun fazoga cha  

to ' ld iruv ch is i  X\Ad yopiq  bo'lishi zarur va yetarli .

Isbot. Zaruriyligi. A4 ochiq to'piam bo'lsin. U holda A/1 dan ohngan har 

bir X nuqta o'zining biror Of., (;c) atrofi bikm Ad ga tegishh bo'ladi, ya ’ni 

Ofc i-x) Shuning uchun X\A'l ga tegishli bo'lmagan nuqta

X\M uchun urinish nuqtasi bo'la oin,iaydi, ya’ni X \ M — yopiq to'piam.

Yetarliligi. X\M  yo]:>iq to'piam bo'lsin. U iiolda uning o'ziga tegishh bo'l­

magan urinish nuqtasi yo'q, ya’ni hai- bir x  uchun shunday 0  ̂ (x) atrof 

mavjud bo'Hb, (x) C M  bo'ladi. Demak, M  ochiq to'pla.m. A

20.18. Bo'sh to'piam va X fazo yopiq to'pia,mla,rdir. Ula.r biri-ikkinchisining 

to'ldiruvchisi bo‘lga,ni uchun 20.4-teorernaga ko'ra 0 va X lar ochiq to'plamlar 

ham bo'ladi.

Ikkihk prinsiplaxi hamda 20.3 va 20.4-teorenia.lar natija,si sifatida quyidagi 

teoremani keltiramiz.

20.5-teorem a. Ix tiyor iy  s ondag i  o ch iq  to 'p lam lar y ig ' ind is i  va chekli s o n ­

dagi och iq to 'plamlar kesishmasi yana  ochiq to 'plamdir.

20.4. Sonlar 0 ‘q idagi ochiq va yopiq to‘piam Iar

Ixtiyoriy metrik fazoda, hattoki Evkhd fazosida ham, ochiq va yopiq to'p­

lamlar strukturasi, umuman olganda, juda murakkab. Ammo, bir o'lchamii 

Evklid fazosida, ya’ni sonlar o'qida barcha ochiq to'piamiarni (shu jumiaitan 

yopiq to'piamiarni) tavsifiash qiyin emas. Sonia,r o'qidagi ochiq to'plamlar 

tavsifi quyidagi teorema orqali ifodalanadi.

20.6-teorem a. Son lar o'qidagi ix tiyor iy  och iq to'plarn chekli yoki sanoqli 

sondag i  o'zaro kesishrnaydigan in te rva l la r  y ig ' ind is i  ko'rinishida tasvirianadi.
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Isbot. Sonlar o'qidagi G ochiq to'plamni qaraymia. G to'plam elementlari 

orasida ekvivalentlik munosabatini kiritamiz. Agar x, у  e  G nuqtalar uchim 

shunday {a,/3) interval mavjiul bo'lib, x , y  € (a,/?) С G bo'lsa, x ~ 

deymiz. Ravshanki, bu munosabat refleksiv va simmetrikdir. Bundan tashqari 

X у  va у  z bo'lgani uchun shunday {a,j3) va (7 , <5) intervallar mavjud 

bo'lib, X, у  €  {a, fJ) С G va y, z e  (7 , S) С G bo'ladi. Bundan '•/ < у  < l3 va 

(a , /3) pj(7 , iJ) ^  0 larga ko'ra {a, /3) f|(7: S) С G bo'lishi kelib chiqadi. Agar 

a — mill {a, 7 }, b — max {0, desak, x ,z  G (a, b) = (a ,  ¡3) (J (7 , d) С G 

bo'ladi. Shunday ekan, x z ekanligi, ya'ni kiritilgan munosabatning tranzi- 

tivligi kelib chiqadi. Shuning uchun, G o'zaro kesishmaydigan U bir-biri bilan 

ekvivalent rau:[talarning sinflariga ajraladi, ya ’ni G = Ur 

interval ekanligini ko'rsatamiz. a — iiif/r, Ь = supi^ belgilashlami kirita­

miz. I r  ning tuzilishiga ko'ra a  ф U b ф I t  ■ H holda U C. (a, b ) . Ikkinchi 

tomondan, agar x < y ,  x, у  € U desak, Ir ning tuzilishiga ko'ra (x, y )  С U  • 

Bundan tashqari a dan o'ng tomonda va a  ga istalgancha yaqin, b dan chap 

tomonda va b ga ixtiyoriy yaqinlikda I t  ning elementlari mavjud. Shuning 

uchun, chetlari (a, b) ga tegishli ixtiyoriy (a', b') interval I t  da saqlanadi. 

Bundan I t  — (a, b) tenghk kelib chiqadi. Bunday kesishmay<ligan U  interv'al- 

lar soni ko'pi bilan sanoqli, chunki har bir inte'.val kamida bitta ratsional 

nuqtani saqlaydi. Shuning uchun intervallar soni ratsional nuqtalar sonidan 

ko'p emas. Д

Yopiq to'plamlar ochiq to'plamiarning to'ldiruvchi to'plami bo'lgani uchun, 

ixtiyoriy yopiq to'plam. sonlar o'cjidan chekli yoki sanoqlita o'zaro kesish’nay- 

digan inter\"allarni chiqarib tashlashdan hosil bo'ladi.

20.19. E da sodda yopiq to'plamlarga misol sifatida kesmalar, alohida 

nuqtalar va chekli shunday to'plamlar yig'indisini qarash mumkin.

20.20, Murakkabroq yopiq to'plamga misol sifatida K an to r  t o ’p lam i  ni
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keltirish mumkin. Kantor to‘phmiining qurihshi va kontinuiim quvvatU ekanligi 

4.7-misolda keltirilgan. Uning o'lchovi nol ekanligi 6.3-misolda ko'rsatilgan. 

1.1 kontimnim ci',ivva.f.li, nol o'lchovli to'plami. Kantor fco'plamining quyidagi 

xossalarini isbotlang.

1) Kantor to'plamining yakkalangan nuqtalari mavjud emas.
O

2) Kantor to'plamining ichki nuqtalari mavjud emas, ya ’ni K  — 0 ■

3) Kantor to'piami mukammal to'piam, ya’ni K  = K ' .

4) Kantor to'piami [O, 1] kesmaning hech yerida zieh emas.

Mustaqil ishlash iichim savol va topshiriqlar

1. M — {:r € : Xj + -X' 2  < 1} to ‘p lam n i metrik fazoda o ch iq  t o ’p iam  

bo ‘Ushini isbotlang.

2. M  — {.r e  : 1 < xf + < 4} t o ’p lam n i metr ik  fazoda yop iq  

to ‘p lam  bo ‘Ushini isbotlang.

3. Ratsional son la r  t o ‘p lami Q n in g  y o p i g ‘ini toping.

4. Q M n in g  harnma y e r id a  zieh ekanligini isbotlang.

5. B utun .sonlar t o ‘plam,i Z m E n in g  h e ch  y e r id a  zieh emasUgivÂ isbo t­

lang.

6. Q n in g  barcha yakkalangan nuqtalari t o ’p lam in i  toping.

7. Z n in g  barcha yakkalangan nuqtalari t o ‘p lam in i  toping.

8. M\Q n in g  barcha Hmitik nuqtalari t o ‘plarnini toping.

9. To’p iam  y o p i g ’in in g  xossa larini keltiring.

10. Sanoqh son da g i  och iq t o ’piam,la m in g  kcsishmu.ú ochiq t o ’piam, b o ’lmas- 

l ig iga m iso l  keltiring.
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11. Sanoqh sondag t  yop iq  to 'p lamkirn ing hirlashmaai yop iq  t o ’p iam  b o ‘lm,as- 

l ig iga  rnisol keltiring.

12. K an to r  to 'p iami [0, 1] ke.smada z i chm i?  K  to 'p lam  [0, 1] kesmadagi  

hiror (a ,b )  in terva lda zich b o ‘la o lad im i?

13. K an to r  to 'p lam in ing  Lebeg m a 'no s ida  o ‘Ichovli ekanligini ko'rsating. 

Uning o ' l ch ov in i  toping.

14. K an to r  to 'p lam in ing  barcha yakkalangan nuqtalari to 'p lam in i toping.

15. Diskret metrik fazoda ix t iyo i iy  M u chun  N1 = [M] tenglikni isbotlang.

21-§ . To‘la  m etrik  fazolar

Mateinatik analizdan ma’lumki, har qanday iinidamental sonli ketma-ketlik 

yaqinlashiivchidir. Bii tasdiq sonlar o'qining to'laligiui ifodalaydi. Quyi<ia ko‘r- 

satiladiki, ixtiyoriy metrik fazoda har qanday fimdamental ketma-ketlik yaqin­

lashuvchi (21.8-misolga qarang) bo'lavemiaydi.

21 .1 -ta ’rif. Agar i/.diyoriy £ > 0 nchun  .slnmday natural s o n  rnavjud 

ho'iib, barcha n  > va rn > A',.- n om e rh i r  u chun  p{xn,xm) < s  teng.sizlik 

bajarilsa, u holda {.x„} fundumiental ketm.a-ketlik deyiladi.

Uchburchak aksiornasidan bevosita kelib chiqadiki, har qanday yaqinla­

shuvchi ketma-ketlik fundamentaldir. Haqiqatan ham, agar {:r„} ketma-ketlik 

X ga yaqinlashsa, ixtiyoriy c > 0 nchun shimday son mavjudki, barcha 

n  > A't- nomerlarda p  (x„, x) < £/’2 tengsizlik bajariladi. U holda ixtiyoriy 

n > At: va rn > A'fc nomerlfxr uchim
c 6*

p  (-£■«, p  {Xm x) -\- p  {x, X î) ¿ .

Demak, {x„} fundamental ketma-ketlik ekan.

21 .2 -ta ’rif. Agar X m,etnk fazoda v i i i y o r i y  fu n dam en ta l  ketma-ketlik yaqtn- 

la shuvch i ho 'Isa, u holda X  to  'la metri,k fazo deyiladi.
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21.1-m isol. Yakkaiangan nuqtalar fazosida faqatgina statsionar (ya’ni biror 

nomerdan boshlab liarnma iioinerkirda birgina nuqta takrorlanadigan) ketina- 

ketliklar fuudainentai va shimitig uchun yaqiTilashadi, ya ’ni bu, fazo f,oÍa.

21.2. R — fazoning toiahgi matematik anahz |4| kursidan ma’lum.

21..3. R" to4a metrik fazodir. Isbotlang.

Isbot. Faraz qilaylik, .r^  = . . . ,  — R" dagi ixtiyoriy

fundamental ketma-ketlik boisin. U holda har bir e > 0 uchun shunday iV̂  

uomer mavjud boiib, barcha p  > 7V'¡,. va q > N,¿ nomerlar uchun

EO
k=l

k < £. (21 .1)

Natijada har bir k € (1 ,2, . .  . ,n} uchun ketrna-kethkbarcha p  >

va q > Ng nomerlar uchuti ..ip )  ,,.(9 )•<1, -¡'U < £ terigsizlikni qanoatlantiradi, 

ya’ni fundamental sonli ketma-ketlikdir va R fazo to ia  boiganligi

uchun u yaciinlashuvchi bo‘la<ii. Uning limitini

x f c = l i m x ^ \  f c e { l , 2 , . . . , n }p-^oo

orqali belgiiaymiz. U holda, (21.1) tengsizlikda p  > Ng deb q o o  da limitga 

o'tsak

\
tengsizlikka ega bo'lamiz. Bundan

lim jM  = (x i, X2, . . . , x„) = X. A
p--*oo

21.4.-21.5. R^ va R̂ ' fazolarning toialigi ham shunga o'xshash ishiot- 

lanadi.

21.6. C[a, 6] fazo to'la metrik fazodir. Isbotlang.
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Isbot, {x„J C C'[a, 6] ixtiyoriy fuudairiexitfil ketma.-ketiik bolsín. U hol­

da har bir £• > O iichuii shunday N.s mavjudki. n, m  > bolgaiida

P {xn; Xm) = max I Xn {t) -  Xm (0  I < e (21.2)

tengsizhk bajariladi. Bu esa {x„} funksional ketma-kethkning [a, 6] kesmada 

tekis yaqinlashish shartidir. Shuning uchun , ketma-ketlik [«, 6] kesmada 

aniqlangan biror x uzluksiz funksiyaga tekis yaqinlashadi. Agar (21.2) teng- 

sizlikda n  > JS¡¿ bo'iganda m oc. da limitga o'tsak,

p  {xn, x) = max I Xn (í) -  x (í) | < e d<t<b

tengsizhk kelil) clúqadi, ya’ni {x„} ketma.-ketlik C[a, 6] fazo metrikasida x 

funksiyaga yaqinlashadi. A

21.7. (-2 to la  metrik fazodir. Isbotlaxig.

Isbot. C ¿2 ixtiyoriy fmidamental ketma-ketlik bolsin. U holda har

bir e .> O uchun shunday A'g mavjudki, ii, m  > bolganda

;  k~l

tengsizlik bajariladi, bu yerda • • •, j  . (21.3) dan

kelib chiqadiki, ixtiyoriy k natural son uchmi — x]^^ < £ boladi, ya’ni

hax bir k da haqiqiy sotüax ketniíi-ketligi fundamentaldir va shuning 

uchun li ya(|inla.sh.adi. Aytaylik,

Xk = lim fe = 1 , 2 , . . .n-*oo

liolsin. Endi X bilan yuqoridagi Xk limitlar orqali tuziigaxi (,ti, X2 , .. .,Xk, ■ ■ ■) 

ketmarkethkni belgilaymiz.

Quyidagilarni ko‘rsatishimiz kerak;
<X)

a) E 4  <; oo, ya’ni x € £2 •
4=1
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b) lim p (x, xW) = 0 . ̂ n-fOO '
(21.3) teiigalzlikfe asosan har bir belgilaiigan N natural sou uchuii

N

k - l

tengsizhk oi'inli. Bu teiigsizlikning chap tomonidagi yigindida cheklita qo'shi- 

luvchi boigaiii uchun n  > A's iii tayinlab, rn oo da iimitga o‘tsak,

k=l

tengsizlikla kelamiz. Bu tengsizlik ba.rcha N larda o‘rinh, shuning uchun 

/v' —> oo da limitga o‘t.8ak,
 ̂ 9

I ..(«) ' (21-4)
ir=l

tengsizlikka ega boia.miz.

¿ ( 4 ” )'. ¿ ( 4 ”’ -«* )'  
k~l k^l

qatoria-r yatynlashuvchi boigani va
C5C 0C< oo ty oo ^

i;4= E («-4”’+4"’) £2E(«-4“’) +2^(4“’) 
i:=l k-i k^l fc=l

mmiosabatdan
CX)

E - i
fc=i

qatorning yaqinlashuvchi ekariligs keiib diiqadi, ya'ni a) tasdiq iabotJandi.

(21.4) tengsizlikda e  > 0  ixtiyoriy son boigani uchun

lim p I X, j = lim
n —>oo

OO

X ;( ^ * ~ 4 ”’ )  .=0

tenglik oiiid i boiadi, ya’ni ¿ 2  fazo inetrikasida —+ x . b) tasdiq ham isbot 

boldi. A
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21.8. C2I—I, 1] metrik fazo to ia  emas. Isbotlang.

Isbot. Bulling uciiuii C'2 [—1, 1] fazoda uzluksiz fuiiksiyalarnirig

- 1 , a; e [-1 , -l/ r;.], 

n x ,  , T€ ( - l / n ,  1/n), 

1, x €  [1/n, 1]

21.'i-c}iizma

ket,ina-ketligiiii ([araj'miz. Bu ketma-ketlik C2 [—1, 1] fazoda fundamentaldir, 

chunki barcha x e [-1 , 1] lar uchun |/„ (x) - / „  (:c) | < 1 ekanligini hisobga 

¿Isak va n  < rn desak,
rl/n/•1 /‘1/n 2

ifn , U  -  / ifn (x) -  fm. (: 0̂)" dx < / Idx = -  -  0, 
J -1 J - l/n

Biroq {J ,̂} ketma-ketlik C'2 [ - l ,  I] fazodagi birorta harn funksiyaga yaqin- 

lashmay.di. .Haqiqacan hain, / e  C'2 [ - l ,  1] ixt.iyoriy fimksiya va

—/1, a g a r  x € [—1, 0),

1, a g a r  x € [0, 1] 

uol nuqtada u.zilishga ega funksiya bo‘Isin. Koiinib turibdiki,

0 , : r e [ - l ,  -1/n] U [1/n, 1],

71X  + 1, X  € (—1/n, 0), 

nx  -  1, X e  [0, 1/n).
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Bundan tashqari barcha x € [—1, 1] iar uchuu |/„ {x) — (x) | < 1. Shuning

l/n
ucnun 

1

J  i f n i - x ) - d x  = j  ( / „ ( x ) - 9 j ( x ) f  dx < ^ 0, f t -
- 1  - l/ n

Agar Minkovskiy tcngsizhgidan foydalansak ((19.22) ga (jarang),

[ f l  ] 5
j  ^ U '{^ ) - ' -p {x ) fd x  <

 ̂ *1 1- r 1
y_^ (/ (i’) -  i n  dx^ '  + (/„ (X) -  i f  ( x ) f  dx

!i quyidagi

J i ^ ) - < f { ^ ) f d x  > 0

•DO.

(21.5)

<

tengsiziikka kel8.iniz. E’ndi quyidagi

(21.6)

(21.7)

tengsizlikni isbotlaymiz. Uning isbotini ikki holga ajratamiz.

1) Faraz qilajdik, /(0) < 0 bo'isin, n holda / ning ualnksizligiga ko‘ra 

shunday > 0 mavjudki, barcha x € [0, (Ji] lar uclum /(x) < 1/2 bo'ladi. 

Bundan

1/ (x) -  (fi (x) f  > 1/4, X € [0, <3i] (21.8)

tengsizlik kelib chiqadi. (21.8) tengsizlikni [0, ¿i] kesma bo'yicha integTallab,

£  (/ (x) -  y. { x ) f  dx > (/ (x) -  ^ (x))2 dx > ^

tengsiziikka kelamiz.

2) Agar biz /(0) > 0 deb faraz qilsak, u holda shunday 62 > 0 mavjudki, 

barcha x € [—¿2 ) 0) lar uchun |/(x) — '~p{x) \ > 1/2 bo'ladi. Bundan

£  (/ (x) -  { x ) f  dx > £  (/ (x) -  { x ) f  d x > ^ .

Demak, (21.7) tengsizlik isbot bo'ldi. (21.6) tengsizlikdan

J \ f { x ) - f „ i x ) f d : c
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> j  ̂ { í { x ) - ( p { x ) f  dx -  I  ̂ { f „ { x ) - ( p { x ) f d x  

ni oiainiz. (21.5), (21.7) va (21.9) lardan

(21.9)

p { f j n )  = f  { f  {x) -  f n { x ) f  dx 
I -Í

ning nolga yaqinlaslia oimasligi kelib diiqadi, ya’ni { /„} ketma-ketlik C2 [—1, 1] 

da,gi l;>irofta iiaiu funksiyaga i?aqiiila.sha oliuaydi. A

21.9. Ip, p>  1 va m , c, co fazolar to‘la rnetrik fazolardir.

21.1. Ichma-ich jo y lashgan  sharlar haq idagi teorem a

Ma’lumki. a.riaJizda idiiiia-idi joylashgan kesmaiar haqidagi lemma keng 

qollaniladi. Metrik fazolar nazariyasida esa i chm a - ich  jo y la sh ga n  yopiq  shar­

lar haqidagi teorema deb ataluvchi quyidagi teorema shunga o‘xshash muhim 

aha.miyatga ega.

21.1-teorem a. X m-etrik fazo t o ‘la bo ‘Ushi u chun  undagi ix tiyor iy ichma-  

iéh jo y la sh gan  va radiuslari no lga in ti luvch i yopiq  sharla r ketma-ketligin ing  

kesishmasi ho'sh bff‘lmasligi zorur va  yetarlid ir .

Isbot. Zaruriyligi. X  to'la rnetrik fazo bo'lsin va B i, B 2, B s , . . .  - idima- 

idi joylashgan yopiq sharlar ketmar-ketligi bo'lib, ulaxning radiuslari ketirui- 

ketligi nolga iiitilsin. Bn .shartiiug maxkazi .r„ nuqtada va radiusi r„ bo'lsin. 

Baxdia, m > n lax udnm p  (xn, Xm) < rn va n  —» 0 0  da r„ —> 0 bo'lgani 

udiun, sharlarning iriajka.zlari ketnia-kethgi {x„} fundamentaldir. X to ia 

metrik fazo bo'lgani udiun lim x„, mavjud. Aytaylik,n -->oc> x

lim x„ = X
n —>co

bo'Lsin. Hax bir ??, da barcha m  > n  lar uchim Xm € Bn ■ Shunday ekaii, har 

bir n  da X nuqta Bn shax uchun urinish nuqtasi bo'ladi. Bai'cha n  larda Bn
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yopiq Í>o‘lgaiii uchun x € Bn ■ U holda

DO OO

X e  p ] Bn ==> Q
n=l n —í

YetarUUgi. X  da ixtiyoriy {x„} fundamental ketma-ketlik berilgan bo'lsin. IJ 

holda bu ketma-ketlik udiun shunday ni nomer topiladiki, bardia n  > n i  lar­

da p (x n ,x n i )  < ^ tengsizlik o'ririh boiadi. Markazi x^  nuqtada va radiusi 1 

ga teng B i  j'opiq sliarni olamiz. Keyin ng > rii nomerni shunday tanlaymiz-

ki, barcha n  > ri2 larda /c»(;r„,, .Tn̂ ) < t(3ngsiznk bajaxilsin. Marka.zi 
1

nuqtada va radiusi -  ga teng B 2 yopiq sharni olamiz. Tanlanishiga ko'ra, 

B 2 C B i ,  Ti = 1, T2  = Endi ÎÎ3  > rí2 noirierni shunday i'aiilayinizki, 

barcha n > n .3 larda p{x„,x„^) < ~  tengsizlik liajarilsin. Agar shu usulda 

Xn̂ , x„,2, ■ ■ ■, ^uk nuqtalar tanlaiigau bo'lsa, u holdS: nuqtani shunday

tanlaymizki, n^+i > Uk va barcha n  > n¡..+i larda p  (x„, ^nt+i) < 2 ^  

bo'lsin. Yuqoridagidek markazi a;-,,,, da va radiusi ^  ga teng bo'lgan yopiq 

shaiiii Bk+i orqali belgiiaymiz. Sharlarni bunda.y qurish jarayonini davom 

ettira borib, ichma-ich joylashgaii yopiq sharlar ketmarkekligim hosil qilamiz 

va ularning radiusiari ketma-kétligi J' ’ nolga inti-
:.X‘ OC'

la4i. Teorema shartiga ko'ra, f~] Bn ^  0 va a; e  f~] Bn bo'lsin. Bu sharlar 

ketma-ketligi umumiy nuqta,ga ega va bu nuqta.ni x deb belgiiaymiz. Bk shar­

lar ketma-ketligining qurilishiga ko'ra x nuqta {.Tn¡,} ketma-ketlikning limiti 

bo'ladi. {x„} fundamenta! ketma-ketlikning qismiy ketma.-ketligi x

miqtaga ya.qinla.shg8,ni u.chun, {x„} ham :r nuqtaga yaqinla.sliadi. Shrjnda.y 

qilib, x ~ lim Xn ■ An-~̂ co ■ ..
21.2-teoreina (B e r  t eo r emasi) .  T o ‘la rnetrík fazon i h e ch  y erda  zieh bo ‘l- 

m agan  sanoqli sor idagi to 'p lamlar y ig ' ind is i  k o ‘rin ishida tasvir la sh mumkin  

emas.
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Isbot. TeskarÍ€Ían faraz qilaylik,

OO

X  = y  Un
n=l

bo'lsin, bu yerda larning har biri hech yerda zieh bo'lmagan to'plamlar.

R,adiusi 1 ga teng biror B q yopiq sharni olamiz. Farazimizga ko'ra Mi to'piam

tío <ia zidimas. Shuning iiclnm i'adiusi -dan kichik sluuKlay yopiq B i  С B^
z

shax mavjudki, B i f ] M i  = 0. Hech yerda zichmas M-2 to'piam B i  sihar-

da ham zichmas, shunday ekan, radiusi — dan kichik shunday B 2 С By
ó

yopiq shar maл'judki, B 2 f| = 0 va hokazo. .Jarayonni shu usulda cheksiz 

davom, ettirib, yopiq sharlarning shunday ichma-icli joylashgan ketma-

ketligini hosil qilamizki, ularning radiuslari ketma-ketligi nolga intiladi. 21.1-
CC> 00

teoremaga ko'ra П B„ ф  0. Faraz qilaylik, x € П bo'lsin. B„ sharlar-
n—1 n—l

0 0

ning tuzilishiga ko'ra ixtiyoriy n  da x ф. А4ц, shunday ekan, x ф \J M„
n=l

00

ya ’ni X Ф U Mn ■ Bu farazimizga zid. Д
n=l

! 21.2. M etrik  fazolairii to‘ld irisli

Agar R  metrik fazo to'la bo'lmasa, uiii biror usul bilan (aslini olganda 

yagona usul bilan) biror to'la metrik fazo ichiga joyla^htirishirniz mumkin.

21 .3 -ta ’rif. Ддаг,-1) R metrik fazo R"" t a ‘la rnetrik fa z on in g  qism, fazo si- 

b o l s a ;  2) R to'piam, R* n in g  ham,ma y e r id a  zieh, ya 'n i  [i¿] — R* b o ‘lsa, и 

holda R* тгьстпк fazo R  metr ik  fazon in g  to ‘Idirrnasi deyiladi.

21.3-teorem a. Яс,г bir R metr ik  fazo t o ‘ldirm,aga ega va bu to4dirm,a 

fazo R ning nuqtalari,ni q o ‘z g ‘almas holda qold iruvch i izom etr iya  aniqligida 

yagonad ir .

Isbot. Dastlab to'ldirma fazoning yagonaligini isbotlaj^iz. R" va R** 

lar R  ning ikkita to'ldirma fazolari b o ^ ,  p i  va p 2 mos ravishda ulardagi 

masofalar bo'lsin. Ta’rifga ko'ra, har bir x* G R* uchun shunday {x„} С R
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ketma-ketlik mavjud bo‘lib, {j;„} -->■ x* bo'ladi. ü  halda

lim p  (x„, Xm) ^  hm Pi {oc„, x^ )  = lim p2 (x„, Xm) = O
TO>n-*oo m>n-»oo m¿n~>oo

munosabatga ko'ra, {a;„} ketma-ketlik R, R* va R** faz-olarda fundamental 

ketma-ketlik bo'ladi. Shuning uchun, yagona x** € R** mavjud bo'lib, {x„} —̂ 

x**.Bu X** imqta {x„} ketma-ketlikning tanlanishiga bog'hq emas. Chunki, 

agar {;r„} ^  X* va {í/„} —> x* bo'lsa,

Xfc, a g a r  n  — 2k — í ,  

yk, a g a r  n  ~ 2k

ketma-ketlik ham x* ga yaqinlashadi. Tuzilishiga ko'ra, {z„}— fi!n<iamenta1 

va uning {Xfe} qismiy ketm.a-ketligi x'** nuqtaga yaqinlashadi. ü  holda {z„} 

ning o'zi ham x** ga yaqinlashadi va shunday ekan, {y„} qismiy ketma-ketlik 

ham X ** ga yaqinlashadi. Ko'rsatilgan yo'l har bir x* €■ R* uchun yagona x** 

ni rnos qo'yadi. R* va R** o'rtasida (f{x*) = x** tnosiikn.i o'rnatamiz. Agar 

X e  R  bo'lsa, X e  R* va x e  R** bo'ladi, hamda x„ == x statsionar ketma- 

ketlik X  elementga R* va R** fazolarda 3 'aqinlashadi.

Shuning uchun, ixtiyoriy x e  R  uchun yj(x) = x . Bu usuida aniqiangan <p 

moslik R* ni R*'’ ga o'zaro bir qiymatli akslantiradi. Endi ning izoinetriya 

eka,nligini ko'rsatamiz. Aytaylik, {x„} —> x*, x* e  R ” va {x„J —> x**, x**’ G 

R** va {y„} y*, y* € R* va {y„} y**, y** € R** bo'lsin. U holda 

metrikaning uzluksizlik xossasiga ko'ra

Pi {x*,y*) = lim Pi (x„, y„) = lim p{x„, y„)
n-i-oo n-i-oc-

P2 {x**,y**) = lim P2 (xa, t/„) == lim p  (x„, y „ ) .

va

Bundari

Pl (x*,y*) = P2 ix**,y**) . 
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Deina.k. H* ni R** ga o'zaro bir qiymatli a.kslantinivdii ip tnosiik nia.yjud 

bo'iib, \i quyidagi shartlarni qanoatlantiradi;

1) barcha a: G /? lar uchun = x ;

2) agar X * <-> X**, y* <->■ y** bo'lsa, u holda p i {x*,y*) =  p2 {x**,y**). 

To'ldiniia fazoning yagonaligi isbollandi.

Endi to'ldirma fozouing mavjudligini isbotlaymiz. R  ixtiyoriy metrik fazo 

bo'lsin. R  dan oiinga.u {x„} va {x^} fundamental ketma-ketliklax

lim p(x„,x'„) = 0n—̂oo

Rliaxtai qanoatlaiitirsa, ular ekvivalent deb ataladi va, ~ ko'rinishda 

yozilach. Tckshirish qiyin emaski, fundamental ketma-ketliklar o'rtasida kiri- 

lilgaii l>u munosabat reiieksiv, simmeli’ik va trarizitivdii’.

Bundan kelil) chiqaciiki, R  ning elemeutlaxidau tuzilgan barcha funda­

mental ketma-ketliklar to'piami har t.)iri o'zaro ekvivalent ketma-ketliklarda.n 

tashkil bo'lga.n va kesishmaydigaii sinflarga ajraladi. Endi R* fazoni aniqiaymiz. 

R* niug elernentlari sifatida yuqorida aniqlangan o'zaro ekvivalent funda­

mental ketma.-kethklaxda.ii iborat sitifiarui qabul qilamiz va unda masofa.ni 

quyidagicha aniqiaymiz. x* va y* shunday sinflaxdan ikkitasi bo'lsin. Bu sinf- 

larning har biridau ixtiyoriy ravishda bittadan vakil tanlaymiz, ya’ni {x„} € 

X* va {yn} € y* ñmda.mentcil ketma.-ketliklanh olamiz. x* va y* orasidagi 

masofatii

( f  {x*,y*) = lim p  (x„, yn) ■ (21.10)n - ’OO

usulda aniqiaymiz. Masofani bu usulda aniqlash iniqsfjniardau xoli ekaidigini 

ko'rsatamJz, ya ’ni (21.10) limit mavjud, hamda {xn} € x* va {y„} € y* 

vakillarning tanlanishiga bog'liq emas.

Ushbu

|p(Xn,J/n) P Vm} I /?(Xn,Xni)H~ p { y n i y m )  (2 1 .1 1 )
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tengsizlik ko'rsatadiki, agar {;r„,} va {¡jn} lar fundamental ketma.-ketlik!ar 

bolsa, ixtiyoriy t' > O ucliun shunday n  va m  lax mavjudki,

\p{Xn,yr,) -  PÍXm., ym)\ < S

tengsizlik bajariladi. U holda Cn = p (x n ,yn )  sonli ketma.-ketlik Koshi kri- 

teriysiiii qaiioatlant.iradi va sliunday ekaii; {c„,} cliekli liinitga ega.

Bu hniit { t „ }  €  X* va {yn}  G y* larning tanlanishiga bog'liq emas. 

Haqiqatan ham, {,t„} e  x * , {;¡4} G x* va {y„} e  y * , {y^} € ?/* bo'lsin. 

{xn} ~ {x„} va {y„} -  {y'n} bo'lgani ucliun

lim p  ( .T„, j = O va lim p  ( y„, y j  = O
n-^oo  V / n--K)0 \ /

bo'ladi. U holda

PÍXn,yn) -  P [Xn,yn < p{ Xn, x„ ) + p  iin,y„

tengsizhkdan

l im  p{xn,yn) = l im  p{x'„,y’„)
n —>oo n —>00

tenglik kelib chiqadi.

Endi R* da (21.10) formula bilan aniqiangan p* akslantirish metrika ak- 

siomalarini qanoatlantirisliini ko'rsataîniz. Ishonch hosil qihsh qiyin emaski, 1- 

va 2-aksiomala.r bajariladi. Endi uchburdiak aksiomasining bajariiishini tek- 

shiramiz. Beriigaji R  faaoda uchburdia.k aksioruAsi bajarilgani uchun ixtij^oriy, 

{ x n }  G X* va { y n }  €  y* va { z „ }  G ;2* ftmda.mental ketma.-ketliklar uchun. 

barcha n  larda

p  {Xn, z„) < p  {Xn, Vn) + P {Vn, Zn) 

tengsizhk o'rinli. Bu tengsizlikda n  —? 0 0  da hinitga o'tib,

lim p{xn,Zn) < lim p{ x n ,yn )+  hm p{yn,Zr,)
n —̂ oo n —̂ cx> n -^ 0 0
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tengsizlikni ola.mÍ7>, ya,’ni

f/ { x * ,z ^ )< p ^ x \ y * )  + p*{y%z’̂ ).

R  metrik faaoni R* ning qisni fazosi sifatida qarash mumkinhgini ko'rsatamiz.

Har bir X e  R  ga {xn  =  a:} statsionar ketma-ketlik va uiiga ekviva.lent 

fundamental ketma-ketliklardan tashkil. bo'lgan siufni rnos qo'yamiz. Bu sinf 

X ga yaqinlashuvchi {.t„} C R  ketma-ketliklardan iborat. Tuzilishiga ko'ra 

bu sinf bo'sh (!mas. Shu bilan birgalikda, a.gar x, y  G R  uchun x = lim Xnn^oo
va y  — lim yn bo l̂síi, u holdan-->oo

p*{x,y) = lim p{xn,y„)  .
« - » • O Ü

Chunki; (21.11) ko'ra

\ p  (x, y ) - p  {xn, yn) I < P (x, x„) -I- p  (y ,  Vn) ■

Shunday ekan, har bir a; € i? ga unga yaqinlashuvchi fundamental ketma- 

ketliklar sinfi a:* ni mos qo'yish bilan R  ni R* uing ichiga izometrik ak- 

slaxitiramiz. Bundan keyin R  va uning R* dagi aksini farq qilmay R. ni R* 

ning qism fazosi deb qa.rash mumkin. Navbat H. metrik fa.zoniiig R* ning 

hainma yerida zich ekanhgini ko'rsatishga keldi. Ixtiyoriy a:* € R* element va 

ixtiyoriy ¿r > O sonni olamiz. a:* sinfdan va.kil ta.nla.ymiz, ya’ni {a:„} funda­

mental ketma.-ketlikni olamiz.

Eudi N n.omerni shunday tanla.ymizki, n  > N va m  > N bo'Íga,nda 

p{xn, Xm) < £ bo'lsin. U holda n > N da

p*{xn, x*) =  lim p{xn,xm) < £.m̂ oo

ya’ni a:* ning ixtiyoriy e — atroíi R  ning nuqtasirii saqlaydi. Shunday qiiib, 

R  ning R* dagi yopig'i R  ̂ ga teng.

Endi R* ning to'laligini isbotlash qoldi. Dastlab shuni ta’kidlash lozimki, 

R* uing tuzihshiga ko'ra, R  dan ohngaii ixtiyoriy ñmdamental ketma-ketlik
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shu ketma-kethkni sa.qlovchi :e* € R* elementga yaqinlashadi. R. fazo R* da 

zieh bo'lgani uchun R* dan olingan nuqtalarning ixtiyoriy .-rj, . . . ,  a;*,. . .  

fimdamental ketma-ketiigi uchun R  da shunday x i ,x 2, . .  . fundamen­

tal ketma-ketlik topiladiki,

lim p* (xn, O  = 0.n—>̂oo

Buning uchun har bir n da x„ € R  nuqta.iii p* (xn,x*) < l/n shart bo'yicha 

ta.nlash yetarh. Tanlangan {x„} ketma-ketlik R  da fundamental va R* ning 

aniqlaihahiga ko'ra,, biror x* € R* ga. yaqinlashadi, U holda

tengsizliklia. ko'ra,

]im p*{x\x :)  = 0,
Í1—tOO

ya’ni {x*} ketma-ketlik x* ga yaqinlashadi. A

21.10-misol. X. deb ratsional sonla.r to'plamini belgilasak, u to'la bo'lmaga.n 

metrik fazo bo'ladi. Uning to'ldirmasi X*—haqiqiy sonlardan iborat metrik 

fazo bo'ladi. C2[a, 6] to'la bo'hna.gan metrik fa.zo bo'ladi. Uning to'ldirmasi 

l 2[a, 6] fazodir (26-§ ning 26.18-miso1iga qarang).

21.3. M etrik  fazoiarda kom pakt to ‘p la in lar 

Maternatik anahz faiiiga qa.t’iy asos sohshda va uning rivojida Bolsano- 

Veyershtrass teoremasi va Geyne-Borel lemmalari fuiida.meni.al a.hamiya.tga 

ega. Boisano-Veyershtrass teoremasiga ko'ra sonlar o'qidagi istalga.n chegara- 

langan cheksiz to'piam kamida bitta limitik nuqtaga ega. Geyne-Borel lem- 

masiga ko'ra sonlar o'qidagi [a, 6] kesma.niug ixtiyoriy ochiq qoplarnasidan 

chekli qism qoplama ajratib ohsh mumkin.

Sonlar o'qidagi cliegaralangaii cheksiz to'plamlar va kesmalaxning bu xos­

salarini metrik fazoiarda umumlashtirish maqsa.dida l)iz kompaktlik tushim- 

chasiga kelamiz.
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Kompakt to'plamlar tushunchasi metrik fazolardagi asosiy tushunchalardaii 

biri hisoWaiiadi. Kompakt to'plamlar kompakt operatorlarni ta ’riftaslida va 

ularni tekshirishda qo'llanüadi.

Bizga X  metrik fazo berilgan bo'lsin. M  va Aa to'plamlar X ning qism 

to'plamlari bo'lsin. {./V} to'plamlar sistemasi {A„} to'plamlar sistemasinirig 

qisrni bo'lsin.

21 v i f .  Agar M C.'\jAa b o ‘ha , {.4^} t o ‘p lam lar s i s t em a s i  M t o ‘p-
a

lam m n g  qoplamasi deyiladi. Agar {A„/] C  {A^} qism sistem,a u chun  M  C  

[JAa' bo'lsa, ti holda {Aa^} s i s t em a  M  n in g  qism qop lamasi deyiladi. Xusu-
cx'
s i y  holda, X — [ JAa bo'lsa, u hold,a {Aa} to 'p lam lar sistemM Í X. fazon in g

a
qophnnasi deyiladi.

21 .5 -ta ’rif. Agar K  C X to'plarn,ning istaigan ochiq qoplarnasidan chekli 

qism qoplama a,jra,üsh m,umkin bo'lsa, u holda K  kom,pakt to'plam. deyiladi. 

Ago,r X  fazon in g  istalga.n o ch iq  qoplam,asidan chekli qism qoplama a jm tish  

mmnkin bo 'Isa, u holda X kom,pakt metrik fazo deyiladi.

Qu}dda ko'rsatamizki, sonlar o'qida [a, fc] kesma kompakt to'plam bo'lishi 

bilan bir qatorda R" va C” fas-.oiarda. istaigan chegaralangat] yopiq to'plam 

kompakt to'plam bo'ladi. Aksincha, sonlar o'qi, R” va C” fazolar kompakt 

bo'lmagan metrik fazolarga misol bo'ladi.

Endi 21.5-ta’rifga ekvivalent bo'lgan quyidagi ta’rifiii keltiramiz.

21 .6 -ta ’rif. Agar K  to'plam,dan o l in gan  ix tiyor iy  {a;„} ketm,a-ketlikdan 

K  da yaqtnla.shuvchi q ism iy  ketma-ketlik a jratish mumkin ho 'Isa, K  g a  kom­

pakt to'plam, deyiladi.

21..7-ta’rif. Agar A4 to 'p lam n in g  y op ig ' i  [M] kompakt to 'p lam bo'lsa, yoki 

ix tiyor iy {x„} C iVi ketma-ketlikdan X. da yaq in la shuvch i q ism iy  ketm,a- 

ketlik ajratish mumkin ho 'Isa, M ga  nish iy  kompakt to 'plam d e y i la d i

Endi biz R" yoki C” fazolardagi to'plamiarning kompaktlik kriteriysini

207



beramiz. C^uyida 9 bilan (0 , 0 , . . . ,  0) € R” nuqta belgilangan.

21.4-teorerna. R” (C”) metrik fazodagt K  to'plam. kompakt bo'lishi uchun, 

un ing  ch ega ra langan va yopiq  bo ‘lishi zarur va yetar lid ir .

Isbot. Yetarliligi. Chegaralangan va yopiq i\ C E" to'plam berilgan 

bo'lsin. K  chegaralangan to'plain bo'lganligi uchim u biror B  [9, ?“] yharda 

saqlanadi, ya ’ni ixtiyoriy x £ K  nchun

P  (if, 9 ) =
fc=i

.ilndi K  to'pianidan ixtiyoriy . . . ,  j  ketma-ketlik olamiz.

{x̂ P)} ketrna-ketlik hadlari ham (21.12) tengsizlikni qanoatlantiradi. Bundan
( \ 'I oo f fol 1 °° f 1,y.u) i, ) x„ sonli ketma-ketliklarning chega-

1 I J »=1 p=i
esa

p= i
' ,(/>)ralangan ekanligi kelib chiqadi. Bolsano-Veyershtrass teorema.siga ko'ra j x j  

ketma-ketlikdan biror xf^ songa yaqinlashuvclii qismiy ketitma-

ketlik ajratish mumkin. Chegaralangan. j- ketm.a-ketlikdan Bolsano-

Vej>-ershtrass teorernasiga ko'ra biror x̂ “  ̂ songa yaqinlashuvchi

miy ketma-ketlik ajratish mumkin. Bu holda harn qismiy ketma-

ketlik Xj®̂ songa yaqinlashuvchi bo'ladi. Xuddi shu yo'i bilan /7-chi qa<iamda 

chegaralangan ketma-ketlikdan Bolsano-Veyershtrass teoremasi-

ga ko'ra biror xl®̂  songa yaqinlashuvchi ■ qismiy ketma-ketlik ajratish

mumkin. Natijada hosil bo'Igan | . . . ,  | ketma-

kethk x̂ ®̂ — xl*̂ ĵ elementga yaqinlashadi. K  yopiq to'plam

bo'lganligi uchun x̂ ®) € K  bo'ladi. 21.6-ta’riiga ko'ra K  kompakt to'plam 

bo'ladi.

Zaruriylig-i,. Bizga. W  metrik fasiodagi K  kompakt to'plam berilgan bo'lsin. 

R" fazoning {iri (9, ochiq qoplamasini olamiz. Tabiiyki, {B  {9, »"i)}^!!
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odiiq shariar sistemasi K  to'plamni b.am qoplaydi. K  kompakt to'piam 

bo'lganligi udlun shiiiida,y diekli {B {9, qism sistema mavjudki, u ham

K  to'plamni qoplaydi. Agar biz n i ,  n^, . . . ,  ru sorilarihng eng ka.ttasini no bi- 

laii l)elgilasak, B  {9, ochiq «har K  ni saqlaydi. Bu esa K  to'plamnijig 

chegaxalanga-n ekaxihgini bildiradi.

Endi K  liiug yopiqligini isbotlaymiz. Teskarisidan faraz qilayhk, ya’oi K  

yopiq l>o'lmasin. U holda W^\K to'plamda K  ning hedi bo'lmaganda bit­

ta limitik nuqtasi ma.vjud. Uni rc® bilan l)elgila.ymiz. Limitik nuqta ta’rifiga 

ko'ra .T® ga yaqinlashuvchi {.-cj,} C K , ketiiia-ketlik mavjud. K  kompakt 

to'piam bo'lganligi uchun {a;*} ketma-ketlik(ia.n K  da yaqinlashuvchi {art,} 

qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin. {»*,} ketma.-kethk a:® '€ R.“\iC ele­

mentga yaqinlashganligi uchun uning ixtiyoriy qismiy ketma-kethgi, jumladan 

{;CfcJ qismiy ketma-ketlik ham ar® ga yaqinlashadi. Bundan ar® €  K  ekanhgi 

kelib chiqadi. Bu qarama.-qaxshilik K  ning yox)iq to'piam ekanligini isbotlaydi. 

A

Z l.l-n atija ., K” (C”) met,rik fazodagi K  i o ‘piara n isb iy  ko-inpakt: bo'lishi 

uchun, un ing  ch c ga ra h n ga n  bo'lishi zarur va yetarlid ir .

21,2-natija , (C”) , p > l  metrik fazodagi K  to 'piam nisbiy kompakt 

bo ‘l ishi uchun, un ing  ch ega ra langan bo 'lishi zarur va yetar lid ir .

Metrik fazoiarda nisbiy kornpakthk tushunchasi to'la chegaralanganlik tu- 

shmichasi bilan i]stma.-ust tushadi. Shu rnaqsadda to'la chegaralangan to'piam 

tushunchasini beramiz. Bizga {X, p) metrik fazodan olingan A, M  to'plamlar 

va e > 0 son berilgan bo'lsin.

21 .8 -ta ’rif. Agar ixtiyoriy x € M  uchun shunday a & A m av jud  bo'iib, 

p{ x ,a )< £  tengsizlik bajarilsa, A to'jAam M  to 'p iam u chun  e t o ' r  deyiladi.

A to'piam M  ning qismi bo'lishi shart emas, umuman A f ] M  = 0 bo'lishi 

ham mumkin.
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21.9-ta’rif. Agar ixtiyor iy e  > 0 s o n  u c h m  M to 'p iamn in g  chekli e  

t o ‘ri m a v jvd  ЬоЧна, M ga  t o ‘la ch ega ra langan to 'p lam  d ey i lad i

Har qanday to la  cliegaralaiigan to'plain chega.raiangan boiadi, leldii teskarisi 

o'rinli eiim .

21.5-teorema. (X, p) to'la metrii: fazodagi M  to 'p lam n isb iy  kompakt 

bo'lishi u chun, un in g  to 'la ch ega ra langan b o ‘lishi zarur va  y eta r i id ir [1].

Asosiy funksional fazolardan biri C[a, b] fazodir. Bu faaodagi to'piamning 

kornpaktlik kriteriysini keltiramiz. .Paragraf so'¡igida ip ,  p  > 1 fo.zodagi 

to'plamlarning koiiipaktlik kriteriysini beramiz.

F  С C\a, 6] fimksiyalar oilasi berilgan bo'lsin.

21 .10-ta’rif. Agar shunday  C' > 0 rnavjud bo'lib, ixf.tyoriy ф € F  va 

barcha x  € [a, b] la r  uchun  |^ж)| < С  tengsizlik bajarilsa, и holda F  

funksiya lar o i la si tekis ch ega ra langan d e y i la d i

21.11-ta’rif. Agar ixtiyoriy £ > 0 s o n  u chun shunday  á > 0 s on  rnavjud 

h o ‘lib, |a;i — a:2 | < d' tengsizlikni qarwatkmtiruvchi ix tiyor iy xi, X2 € [a, 6] 

hamda harcha ф € F  lo r  uchun

\ф{Х1) - ф { Х 2}\ < £

tengsizlik bajarilsa, F  funksiya lar oi la si tekis darajada uzluksiz d e y i la d i

21.6-teorema (Arsela teo r emasi) .  M  С С [a, b] t o ‘plam. n isb iy  kompakt 

bo'lishi u chun  un ing  tekis ch ega ra langan va tekis darajada uzluksiz bo'lishi 

y e ta r l i  va zar~urdir.

I s b o t .  Z a rw iy l i g i .  M  С C[a, b]— ixtiyoriy nisbiy kompakt to'plam bo'lsin. 

C[a, b] to la  metrik fazo boigani uchun 21.5-teoremaga ko'ra, ixtiyoriy e  da 

M ning chekli {ipi, . . . ,  elementdan iborat £¡Z— to'ri ina,vjud- Har 

bir ipi fnnksiya [a, b] kesmada nzluksiz ]>o'lgaxiligi ucliun u chegara-langandir, 

ya’ni

m ax  \(pi{x)\ < Ki, i  = l , 2, . . . , k .
3'.£[a,b]
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к  =  max K-i + belgilash kiritamiz. to‘r ta ’rifiga ko'ra, har bir (p €  M  
l<i<k о  3

uchun birorta (pi da

P {¥>, V i)  ^  m ax I V  ( x )  -  V i  ( - « 0 1 <  ^хе\а,Ц 6

tengsizlik bajariladi. Bn yerdan kelib chi(iadiki, har bir x £ [a, ??] iichun

|<^р(.г)|<1(А:(х)| + | < К ,  + |< К -.

Shunday qiiib, M  to'plam iiinksiyalar oilasi sifatida tekis chegaraiangan ekan. 

Kantor teoremasiga ko'ra har bir 9 3 ,; funksiya [a, b] kesmada tekis uzluksiz 

bo'ladi. Demak, ixtiyoriy e  > 0 son ncliun shiinday <5¿ > 0 mavjud bo'lib, 

1 ^ 1  “  '̂ ‘2 ! < 4: bo'lganda

i Vi ( x i )  -  Vi Ы  I <  I

tengsizlik bajariladi, Aytavlik. ó  — inin ó'¡ bo'lsin. Ixtiyoriv ip e  A4 uchun (pi
l<i<k

funksiyani shuriday tanlaymizki, p {(p, p i )  < -  bo'lsin. IJ holda \xi — Жг! < <5
О

shart bajarilganda

I V  (-Cl) -  V  [хг)  1 <

-< 1V (¿ i)  -  Vi Ы ) \+\vi {x i) -  Vi Ы  l+l Vi Ы  -  V Ы ! < ^

o'rinli. Blindan M  ning t(;kis darajada iizlnksizligi kelib chiqadi.

Yetarliligi. Fiinksiyalarning Al с  C[a., &] oilasi tekis chegaraiangan va

tekis darajada, uzluksiz bo'lsin.. .Agar biz, ixtiyoriy e  > O son uchun Al

ning cliekii £ to'ri mavjnd ekanligini ko'rsatsak, 21.5-teoremaga ko'ra M

ning nisbiy kompald; to'plam ekanligi keiib diiqadi. Hamma íp e. AI va.

barcha x € [a, b] uchun | tp (x) | < К  bo'lsin. ixtiyoriy -t' > O uchun

ó' > O tr¡ shunday tanlaymizki, barcha p  € M lar uchun (xi — X2 I < S

bo'lganda | íp (.Xi) — (/? (.̂ 2 ) | < ^ shart bajarilsin. Koordinatalar sistemasi-
5

ning OX  o'qidagi [a, b] kesmani

a — Xo < x\ < X2 < ■ ■ ■ < Xfi — b 
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nuqtalar bilan uzunliklari ¿  > 0 dan kichik oraliqlarga bo'lamiz va bu nuqtalar 

orqah OY o'qiga parallel (vertikal) to'g'ri chiziqlar o'tkazarniz. Keyin OY 

o'qidagi [—K , K] kesmani

- K  =  i/o < УI < Ш <■■■ < Уш ^  К

nuqtalar bilan uzunliklari ~ dan kichik oraliqlarga bo'lamiz va bu boliuisli
5

nuqtalari orqali OX  o'qiga parallel (gorizontal) to'g'ri chiziqiar o'tkazarniz. 

Shunday qihb, [a, 6] x [~K, K] to'g'ri to'rcburchak gorizontal tomoni ó dan 

kichik va vertifcil tomoni ^ dan kichik yacheykalarga ajraladi. Har bir ip G M
О

funksiyaga uchlari (ж*, yi) nuqtalarda bo'lgan va har bir xj, nuqtada if{xk)

dan -  dan kichik chetlangan ф .siniq chizi<jiii тон qo'yamiz (’Dunday Hiiriq 
5

chiziq ma,vjud).

Bu ф{х) sinici chiziqning tanlanishiga ko'ra

(% ) -  Ф i '̂k) I < \'P i^k+i) -  Ф i^k+i) I < g , \̂P i^k) ~ ("î fc+i)l < 5

bo'lgani uchun

\Ф {з:к) -  'Ф {^k+\)\  <  g--

tengsizlik bajariladi. Tuzilishiga ko'ra ф funksiya [xk- kesmada chiziqli 

bo'lganligi sababli, barcha x  6. [x*, x^+i] lar nchim

I Ф (xk) ~  Ф (2-) I <  -|---

Endi X — [a, b] kesmaning ixtiyoriy nuqtasi va Xk esa x  ga chapdan eng 

yaqin bo'linish nuqtasi bo'lsin. U holda

\ i p ( x ) -  Ф (x ) I <  1V? (x ) -  (Xfc) l+ l <f {xk) -  Ф (xfe) l+ l Ф (xk) -  Ф (x)  I <  e.

Shmiday ekan, yuqorida ko'rsatilgan usulda qurilgan barcha ф siniq chiziqiar 

to'piami chekli va u M  to'piam uchun e to'r bo'ladi. 21.5-teoremaga ko'ra 

AI nisbiy kompakt to'piam bo'ladi. Д
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21,ll-m Í8oL C[a,  b] fa.zoda

F = í ^ y { s ) =  f  K { s , t ) x { t )  d t ,  a’ €-tí[0,1]| (21.13)

funksiyalar oilasini nisbiy koinpakílikka tekshiring. Bu yerda B [0 ,1] to'plam 

C[a, b] fazodagi markazi nol nuqtada radiusi 1 ga teng iio'lgan yopiq sliar. 

K{s, t ) — [a, &] X [(2 , b] kvadratda aniqlangan uzluksiz ñmksiya.

Yechish. Arsela teoremasiga ko'ra F  funksij^alar oilasining tekis chega­

raiangan va tekis darajada uzluksiz ekanligini ko'rsatish yetaxii. K ( s , t )  funk­

siya [a, b] X [o, fc] kvadi-atda uzluksiz bo'lganligi uclmn u ch.egaralar.igan, ya’ni 

shunday C > O son mavjudki, barcha s,  t  £ [a, fc] lar uchun |ií(.s,í)| < C 

tengsizlik o'rinli. x G ß [ ö ,  1] shartdan max |a;(í) | < 1 ekanhgi kehb chiqa-
a<t<h

di. Endi F  funksiyalar oilasining tekis chegaraiangan ekanligini ko'rsatamiz:

\y (.s)| = f x  i s ,  t) X i t )  dt  < f  \K i s ,  í)| • |rn (í)| d t < C - í - i b -  a ) . 
J a  Ja

Bu tengsi'/lik F  fimksiyalar oilasining tekis chegaraiangan ekanhgini isbotlay­

di. Endi F  ñmksiyalar oilasining tekis darajada uzluksiz ekinligini ko'rsatamiz:

I y  (äi) -  y  (.52) I =
/

,-h

j  K ( . S i ,  í) X i t )  U,t — j  K  ( S 2 ,  í )  X (í) dt  I <

< / \K (.Si, í) -  K  (,S2, í) I • IX it)  I d t < £ - l - { b ~  a ) .
J a

So'nggi munosabat |si — S2 I < tengsizlikni qanoatIairtiru.v<iii barcha a’i, $2 € 

[a, fc] va barcha x g i? [0,1] lar uchun o'rinh. Demak, F fimksiyalax oilasi 

tekis daxajada uzluksiz ekan. Shunday qilib, Arsela teoremasiga ko'ra (21.13) 

tenglik bilan aniqlangan F  funksiyalar oilasi nisbiy kompakt to'plam bo'ladi. 

A

Endi tekis chegaraiangan, lekin tekis darajada uzluksiz bo'lrnagan # funksi­

yalar oilasiga misol keltiramiz.

21.12. C'[0, 1] fazoda
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fiiiiksiyalai oilasini nisbiy kompaktlikka. tekshiring.

Yechish. Arsela teoremasiga ko'ra (21.14) teugiik bilaa aniqlangan $  funksi­

yalar oilasiniiig tekis chegarala,iiga,n va tekis darajada uzluksiz eka.nligini tek- 

shirishimiz kerak. (1 — a  = 1—2«  t+o^t^ > 0 tengsizlikda.ii |íCq. (í) | < 1 

el<aiihgi l«;!ib chiqa.di. Demak, •Í’ funksiyalar oilasi tekis chegaralangan ekan. 

Tekis darajada uzluksiz emas degan tusliunchani ta ’riilaymiz.

Agar l)iror e > 0 son va ixtiyoriy ö > 0 uchun shunday € Í ’ va 

shuD-day t i ,  Í2 € [0, 1] lar mavjud boiil> | ii  — Í2 I < ¿ tengsizlik hajarilganda

I ik) -  Xa (¿2) I > c

tengsizhk bajarilsa, funksiyalar oilasi tekis darajada uzluksiz emas deyiladi.

Endi e = ^ va i  > 0— ixtivori)? son bo'lsin. Agai- a  > -- va i i  = ■—, ¿2 = 0
2  ̂ ' a  a

bo'lsa, u holda | i i  — Í2 I = •“  < 0  bo'ladi, ammo

2 a  ■ A
I a:« ( i i )  -  a:« (¿2) | =  =  1 >  e

tengsizlik o'rinh. Demak, 'h funksi,yalar oilasi tekis daxajada uzluksiz emas 

ekan. Shunday qilil), (21.14) tenglik l)ilan aniqla.ngan 4' fuiiksiyala.r oilasi nis- 

biy kompakt to'piam emas efcm. A

Arsela teoremasiniiig unuimlaslimasi quyida.gicha. Cmn bilan M  to'i>lamni 

iV to'plam.ga akslantiruvchi l:)axcha uzluksiz akslantirishlax to'plamini belgi­

laymiz. Bu 3?erda M  va I\' lar kompakt to'plamlar.

21.7-teorem a (Arsela teorernasining umurnlashrnasi). D C Cmn  to ‘plam 

nisbiy kompakt ho ‘lishi uchun D ning tekis darajada uzluksiz bo ‘lishi zarur va 

yetarli,

Endi p>  1 faaoda to'plamning nisbiy kompaktlik kriteriysini beramiz, 

21.8”teorem a. K  C ip to ‘plam, nisbiy kompakt bo‘lishi uchun uning chega­

ralangan va e > 0 s o n  qanday bo'lmasin, shunday no nomer m av jud  bo'iib,
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E
j=n+l

shartnirtg bajariltshi zarur va y e ia rü .

Isbot. Zaruriyligi. Bizga nisbiy kompakt К  С £p to'plam. berilgan boisin.

U holda u to'la chegaralangan bo'lgani nclnm, chegaralangan ham bo'ladi. 

Endi ikkinchi shartning bajarilishini ko'rsatamiz.

Biror r; > 0 sonni olamiz va К  uchun chekli r;—to'r {xi, a;2 , • • ■, a?*:} ni 

quramiz. Har bir x € К  uchun tj-  to'rga tegishii ж,- elementni shunday tan­

laymizki, Pp {x, Xi) < r¡ bo'lsin. Har bir x — (^i, ■ ■ ■) € ¿p element 

uchun S„x = (Cl, b>- -  ■; &i) 0, 0 , . . . )  va R„x = (0, 0 , . . . ,  Cn.+i, Cn+2 , • • •) 

belgilashlarni kiritamiz. U holda x va t9 = (0, 0 , . . . ,  0, . . . )  elementlar uchun

Pp 6 )  — Pp { x ,  b f i x )  <  Pp { x ,  X i)-i~P p { x i ,  S ¡f¡x) <; Pp (•£', ^ i)~ \"P p  { S n f i i t  5'n-c) +

+Pp {RnXi, в )  < 2pp {x, Xi) + Pp {R„Xi, в )  < 2?? + Pp {R„Xi, в )  . 

■Anicjlanishiga ko'ra, har bir belgilangan x element uchun

ixtiyoriy n  > По va barcha $ =  (4"i, S ,  -  ■, Sm €  К  lar uchun

\

l im  pp(R„x, в )  = l im
n-^oo n-̂ OC' \  ̂ /

\j=n+l /
=  0 .

Shuning uchun, shunday rio nomer mavjudki, n  > uq bo'lganda barcha 

i =  lar uchun pp{R^Xi,0) < r/ bo'ladi. Shunday ekan, n  > щ

bo'lganda

Pp {Rn^’i ^) < ^4-

Agar ixtiyoriy e > 0 uchun r¡ = -- desak,
ó

/  OO \  p  OO

Pp{R nX ,e)^  ¡ J 2  \^j\n < S  yoki E
\j=n+l / }=n+l

bo'ladi.
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Yetarli l ig i  Chegaraiangan К  с  £p to'plam uchim e > О sou qanday 

bo'imasin, shunday rio uomer rnavjud bo'lib, ixtiyoriy n  > щ  va x = 

(6 , b i  • ■ -, i n , . • •) e  К  larda

Е  iS íi' < г '
j=n+l

tengsizlik bajarilsin. Ixtiyoriy e  > O uchim К  to'plamning chekli to'ri 

mavjudligini ko'rsatamiz. Berilgan £■ > O uchun no nomerni shunday tan­

layinizki, barcha x G К  larda

/ ~ cr
Pp {Hr ^x , e ) =i  E

Vj=no+l / 2

tengsizlik bajarilsin. Kno = { Sno^ : x G K }  to'plamni qaraymiz. Har bir 

X € К  da pp{Rn^x,9) < pp{x,9) o'rinli va К  chegaraiangan to'plam 

bo'lganligi sababii К щ  ham chegaraiangan to'plamdir.

Har bir S ^ x  = (Ci, 4o, O, O,. . . )  G rmqtaga ( 6 ,  • ■ •, ¿no)

nuqtani mos qo'yish bilan K„g to'plamni

Eno = { (Ci, ¿2 , . . . ,  U )  : (fb 6 ,  • • ■, Cno, O, O,. . . )  € i^ n j С

to'plamga izometrik mos qo'yainiz. chegaraiangan to'piani bo'lganligi 

saoabli Ещ to'plam E”“ da diegaralangan bo'ladi. U liolda '21.2~natijaga 

ko'ra Ещ nisbiy kompald; to'plam bo'ladi. Demak, unga izomorf bo'lgan 

to'plam ham. nisbiy kompaktdir. Shunday ekan, K„o to'plam uchun cliek- 

li {xi, Ж2 , . . . ,  elementli ~ to'r mavjud. Bu to'plam К  uchun e  to'r 

bo'ladi. Haqicjatan ha:n, ixtiyoriy x G К  ucliun S„^x G /<„ц va shmiday 

X-i íí { aJi, X2 , . . . ,  Xk} element mavjud bo'lib,
£

bo'ladi. U iiolda

Pp {S'r^x, Xi) < 2

Pp {x, Xi) ^  Pp {x, 5„„x) + Pp (5„„x, Xi) = 
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— Pp + Pp (Sno' '̂t ̂ i) 2 ^  2 ~ ^

Demak, 21.5-teoremaga ko'ra К  nisbiy kompakt to'plam bo'ladi. A

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar

1. 31.8-тгзо1(1а keltir ilgan Jn ketma-ketlikni Ci[—1, 1] fazoda fu n dam en -  

tallikka tekshiring. V yaq in la shuvch i bo 'ladim i?

2. T o ‘la va t o ‘la b o ‘lrnagan metr ik  fazolarga m iso l la r  keltiring.

/ 1 \ .
3. M m,etrik fazoda B„ — 1 -----, 1 1 ichrna- ich  j o y la sh ga n  sharlar

\ n  / ^
ketma-ketligini qaraymiz. U lam ing radiuslari ketma-ketligirdng nolga in- 

t ilishini ko ‘r sa tm g . B„ shar la r  ketma-ketligin ing kesishm,asi ho ‘sh  ekan­

l ig in i isbotlang. B„ sha i ia r  ketma-ketligi u chun  21. l - t e o r em a  shaHlari. 

bajariladimi?

4. C[a, 6] , C'i[a, ¿>] va C2[a, h] rnetrik fazo larn i t o ‘lahkka tekshiring.

5. C[a,  5] va P-2 metr'ik fazolarda birlik s h a m in g  n isb iy  kom.pakt, t o ‘plam, 

em.asligini isbotlang.

/1 1\6. E rnetrik fazoda A„ — —, 1 -----, r a e N  sistem.a M  — (0, 1)
\ n  n )

to 'p lam  u chun  qoplama bo'lishini ko ‘rsating. {A„} qoplarnadan M ni 

qop lovch i chekli qisrn, qoplarna ajratish rnumkinrni? M kompakt to 'plam  

ho ‘lodirni?

22- §. Qisuvchi akslantirishlar prinsipi va uning tadbiqlari

Berilgan shartlarda tenglama yechimining mavjudligi va yagonaligi bilan 

bog'liq masalalarni mo8 metrik fazolardagi biror akslantirishning qo'zg'alrnas 

nuqtasi mavjudligi va yagonaligi haqidagi niasala ko'rinishida ifodalash mum­

kin. Qo'zg'alrnas niujta mavjiidiigi va yagonaligi belgiiari ichida eng sodda va
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shu bilan birga juda muhim belgi - bu qisuvchi akslantirishlar prinsipi deb 

nomlauuvchi belgidir.

22 .1 -ta ’rif. X metrik fazo tni uni o ‘z in i - o ‘ziya ukslantiruvchi A akslan­

tir ish berilgan b o ls ín .  Agar shunday a  €  (0, 1) s o n  rnavjud b o ‘lib, barcha 

X, y  e  X nuqtalar u chun

p{Ax, -Ay) < a p { x , y )  (22.1)

tengsizlik bajarilsa, A qisuvchi akslantirish deyiladi.

Har bir qiauvchi akslantirish uzluksizdir. Haqiqatan ham, agar x^ —>• x 

( p{xn,x)  + 0) bo'lsa, u holda

0 .< p{Ax„, Ax) < ap{xn ,  x) 

bo'lgani uchun lim p  (Ar„, Ax) — 0 bo'ladi.n—>C50
Agar .A : X —r X akslantirish uchiui shunday x € A' nuqta mavjud 

bo'lib, A.T = æ tenglik bajarilsa, x nuqta A akslantirishning q o ‘z g ‘alm,as 

nuqtasi deyiladi.

22.1-teorenia (Q isuvch i akslantinshlar p r in s ip i) .  To‘la metr ik  fazoda aniq- 

hm gan  ha r qanday q isuvch i akslantirish ya gona  q o ‘z g ‘almas nuqtaga ega.

Isbot. A' metrikfazodan ixtiyoriy a,'o nuqtani olamiz. Keyin xi — Ax^, X2 = 

Axi = = Ax2 = , Xn •= Ax^-i — A^Xq, . . .  nucjt.alar

ketma-ketligini qaraymiz. ixtiyoriy n < m  natural sonlar uchun

p{xn. Xm) p ( A”xo, A™ .To) < aVO^o, x„-„) <

< a ” ( p (xo, ;Ci) + p (Xi, X2) -I- • • • + P  (Xm-n-l, ^m-«)) <

< a " p  (xq, Xi ) ( 1  + cv + H------ f  < a ” (xg,  Xi)

tengsizlik o'rinli, a  e  (0, 1) bo'lgani uclran

lim a " ( l — a )“V’ - î) — 0.n~KO
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Shuning iichim {x«} ketina-keüik fimdainentaidir. X to'la metrik fa.zo va 

{x„} fundamental ketma-ketlik bolgaiii ucliun u yaqinlashuvchi. Aytaylik,

lim Xn = Xn->00

bo'lsin. Ü holda A akslantirisbniiig uzluksizligiga ko'ra

Ax = A lim Xn =  lim Axn =  lim Xn+i = ;c.
n-->oo n-iCO n->oo

Shunday qilii:), A akslantirish uchun qo'zg'almas iiuqta mavjud eka.ri. Uning 

yagonaligini isbotlaymiz. Agar

Ax = X, Ay — y

desak, (22.1) tengsiziikka ko'ra

p{x, y )  = p{Ax, Ay) < a p{x , y ) .

Bundan a  € (0, 1) bo'lgani uchun

P{x, y )  (1 -  a) < 0 ^  p{x, y )  = 0

ya’ni x — y  bo'lishi kelib chiqadi. Qo'zg'aimas miqta ya.gona ekan. A

22.1. Qisuvchi ak slan tirish lar prinsipinm g tadb iq lari 

Qisuvchi akBlantirishlar prinsipini har xil tipdagi tenglamalar yechimlari 

niavjudhgi va yagoriahgi haqidagi tciorcsmalami isbothushda qo'llash mumkin. 

Qisuvchi akslantirishlar ])riusipi Ax = x tenglama yechiiiii mavjudligi va ya.- 

gonaligini i.sbotlash uchungina qo'llanib qolmay, bu tenglama yechimini topish 

uKuhni ham beradi.

Qisuvchi akslantirishlar prinsii>ining tadbig'iga doir niisollar qaraymiz.

22.1-misoL R” fazooi o‘zijii--o‘ziga. akslantiruvchi va
n

(Ax)- = E  + ? = 1 , 2 , . . . ,  n 
i=i
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formuiaíar orqa.ii aniqlangan A aksiantirishning qisuvcbilik shartlarini toping.

Yechish. Qa.nda.y sliartlai'da A qisuvchi akslantirish boladi? Bu savolga 

javob fa.zoda qa.iida.y metrika berilistiiga bogliq. Biz quyida uch xil varia.ntni 

qaraymiz:

a) E”, fazo, ya'ni y) = max bolsin.l<i<n

p{y\ y") = max \y¡ -  y ¡  \ = m ^  <<J<n í=i

‘‘■j -“í

4 - 4 l <

/ N
< max O-u ■ lOáx
~  K i < n ^  ■' í<3<n 

j - i
Bu yerdau kelib diiqadiki, A qisuvchi akslantirish bolishi uchun

(22.2)

shaxtning ba,ja.rilishi yetarli. Shuning iidmii RJ, fazoda. (22.2) >sha.rtni A aks- 

lantirishning qisuvchilik .sharti sifatida qabul qilamiz.
n

b) Mí fa.zOj ya'ni p ( x , y )  — \xi -  yi\ bolsin. U holda
¿=:1

i—\ 2=]
n / n,

= E Ei«.3i,
i= i V j - l  /

n \
<

\ /
■p{t , x")  .

Bu yerdau ko'rinadiki, A akskuitirish ucliun qisuvchilik sharti E” fazoda
n

lax V '  I cijA = a  < 1 (22.3)
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ko'rinishga ega.

c) E"- fazo, ya ’ni

?:= i

bo'lsin. Ü holda

p^{y’, y ”) -  ¿  (y ¡ -  = E  ( ¿  “y ( 4  -  4 )  
?:=i !=i \j=i

n / n \ n

^ E  E i % P,:=i \;=i / j=i
/ n n \

/

< E E l ' ^ y i ^  (a--', a:'").
Vj=i ii=i /

Yucprida keltirilgan tenglik va tengsizliklarga ko'ra E" fazoda A akslantirish- 

niiig qisuvchilik .sharti

E E l « y l ' ^ « < l  (22 .4)
ji=i ¿=1

ko'rinishga ega.

Slurnday qilib, agar (22.2) - (22.4) shartlardan birortasi bajarilsa, ii hoida 

yagona a: = ( ici, X2, ■ ■ ■, x„) nnqta mavjud bo'lib.

,n
J=i

bo'ladi. Bundan tashqari bu nuqtada ketma-kef, yaqinlashishlar quyidagi ko'ri­

nishga ega

4 ‘ >- ¿ + 6„ * «  = ( 4 ‘ >,4 \ . . . . 4 * » ) . * - 1 . 2 , » . . . .
J=i ^

Bu 3^erda • • • > I sifatida E” dagi ixtiyoriy nuqtani qabul

qilish mumkin.

Qaralayotgan y  — Ax akslantirisli qisuvchi bo'lishi uchun (22.2)-(22.4) 

sliartlaruing ixtiyoriy birining bajarilishi yetarli. isbotlash mumkinki, (22.2)
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va (22.3) shartlar mos ravishda M”, va fazolarda y  = y4o; akslantirish 

qisuvchi bo'lishi uchuu aarur harn bo'ladi.

Ta’kidiash lozimki, (22.2) - (22.4) shartlarning birortasi hain keírna-ket 

yaqinlashishlar usulining tadbig'i uchun zarur emas.

Agar \aj,j\ < n“* bo'lsa, u holda (22.2) - (22.4) shartlarning hammasi 

bajariladi va keíma-ket yaqinlashishlar usulini qo'llash mumkin.

Agar \aij\ > bo'lsa, u holda (22.2) - (22.4) shartlarning birortasi ham 

bajarilmaydi.

22.2. Qisuvchi akslantirísM ax prinsipin ing 

in tegra l teng lam alarga tadb iq i 

Fredholm teriglam asi. Qisuvchi akslantirishlar prinsipini ushbu

/(x) f  K  (x, y )  f { y )  d y  + ip{x) (22.5)
J  a

ikkinchi tur Fredholm integral tenglamasi yechimining mavjudligi va yago- 

naligini isbotlash uchun qoTiaymiz. Bu yerda K  integral tenglama yadrosi, 

(p— berilgan funksiya, /— izlauayotgan (norna’lum) funksiya, A esa haqiqiy 

parametr.

Ko'rsatamizki, qisuvchi akslantirishlar prinsipini A parametrning yetar­

licha kichik qiymatlarida qo'llash mumkin.

Faraz qilamiz, i í ( x ,  y) — [a, b]x[a,  6] kvadratda uzluksiz funksiya bo'lsin. 

Shunday ekan, musbat M  son mavjud bo'lib, barcha x, y  G [a, b] uchun 

\K{x, y)  \ < M  tengsizlik bajariladi. To'la C[a,  6] fazoui o'zini-o'ziga

g{x) =  \ i  K{x, y )  f{ij)dy+'i.''{x) (22.6)
Ja

rbi'mula vositasida akslantiruvchi g  = A f  akslantirish berilgan bo'lsin. U 

holda

P Í9i, 92) ^  max \gi (x) - Q 2 {x)\<\ A | M  {b -  a)  ■ max |/i (.x) -  / 2  {x) \
a<x<h a<x<b
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yoki

p { A f u A f 2) <  |A| M  ( 6 - a ) - p ( / i , /2 ) .

Shuiiday ekau,

l"l < A T ( b ¡ )

!>o'lga.nda A qisuvchi akslantirisli bo'ladi. Qisuvchi aksla.iitirishlax prinsipiga 

asoslaiiib xulosa qilarnizki, (22.7) shartni ciaxioatlautiruvchi ixtiyoriy A da

(22.5) Fredholm tenglamasi ya.gona uzluksiz yecliimga ega.

Bu yechimga intiluvchi ketiiia-ket yaqinlasliishlar /0 , /1 , . . . ,  . . .

fn{x) = A ^  K{x, y )  ;„_i(</) d y  + ip{x)

ko'rinishga ega, bu yerda / 0  sifatida ixtiyoriy uzluksiz funksÍ3ra.ni ohsh mumkin. 

Ch isiq lim as in tegra l tenglam aJar. Qisuvchi akslantirishlar prinsipining

f {x)  = X I  K  (:r, y- /(i/)) d y  + ip{x)
J a

ko'rinishdagi chiziqlimas integral tenglarnaJai-ga tadbiqini qaraymiz. Bu yer­

da K  va i f  funksiyalar uzhiksiz bo'hb, bundan tashqaxi K  o'zining 3 - chi 

funksional argumenti bo'yicha Lipshit.s shartini qanoat.laiitirsin, ya’ni shunday 

L > 0 mavjud bcrlib,

\K{x, y ,z i )  -  K{x, y , Z2)\ < L \zi -  Z2I

tengsizlik barcha x , y  6 [a, b] va Zi, Z2 la.r uchun o'rinli bo'lsin. Bu holda 

C[a,  I'j] fazoni o'zini-o'ziga

g{x) = X Í  K  {x, y ; f {y ) )  d y  + ip{x)
J  a

formula vositasida akslantiruvchi g  = .4/ akslantirish uchun

max I g i  (x) -  §2 {x) | < | A | L { b - a ) ‘ max | / 1  (x) -  / 2  (x)  j
a<T.<b a<̂ -<o
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tengsizlik o'rinli Ijo'ladi, bu yerda g i  = Af i ,  02 — A.¡2 . Shunday ekau,

shaxtda A ak>slantirish qisuvchi bo'ladi.

Volterra tengia inasi. Endi Volterra tipidagi

f {x)  = x i  K{x , y )  f { y ) d y + y y ( x )  (22.8)
Ja

tenglainani qarayuiiss. Agar y  > x da K{x, y )  =  0 desak, (22.8) Volterra 

tenglamasi (22.5) ko‘riiiishda.gi ikkinchi t)ir Fredholm tenglauiasiga keladi.

Biroq Fredholm integral tenglamasi holida, biz A parametrning kichik qiy­

rnatlari bilan. chegaxalaiiisliga raajbiimüz. Volterra tenglamasi holida qisuvchi 

akslantirishlar prinsipi (va ketma-ket yaqinlashishlar usuli) ni A ning barcha 

qiymatlarida qo'llash murnkin. Aniqrog'i, qisuvchi akslantirishlar prinsipining 

quyidagi uinimilashrnafii o'ririh.

22.2-teorem a. X t o ‘la m etñk  fazon i o ‘zini~o‘ziga akslantiruvchi A uzluk­

siz akslantirish u chun  b iror n  da B  ~ A” — qisuvch i uksUmtirish ho ‘kin. U 

holda Ax = x ten g lam a ya gona  y e ch im ga  ega ho ‘ladi.

Isbot. X e  X nuqta B  akslaiitii-ishiiiiig <io'zg‘a.l¡na.B ruiqtasi bo'lsin, yahii 

B x  = .T. U holda B  qisuvchi .aksiantirishga ketma.-ket yaqinlashishlar usulini 

qo'llasak,

Ax = ABx = AB'^x = AA^’̂ 'x = = A^ '̂Ax =

= B^Ax = B^'xo X. k oo.

Chunki ixtiyoriy xo e  X, xususiy holda .To = Ax uchun, B xq, B^xq, . . . ,  

B^xq, . . .  ketma-ketlik .t qo'Kg'almas nuqtaga yaqinlashadi. Shunday ekau,

A s = x .  Bu X nuqta yagona, chunki A. uchun qo'zg'ahiiiis bo'lgan x nuqta 

B  = /1” uchun ham qo'zg'almas miqtadir, B  esa yagona qo'zg'aimas riuqtaga 

ega. A
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22.2. C[a,  &] fazoni o'ziiii-o'ziga akslantiruvchi va

{Af){x)  = A K{x, y )  f { y )  d y  + ip{x) (22.9)

formula bilan aniqlangan A akslantiri.shning biror darajasi qisuvchi ekanligitii 

ko'rsating.

Yechish. [a, ?>] kesmada uzluksiz bo'lgan f i  va / 2  fimksiyalarni olamiz. 

U holda

I (^/1) (.̂ ) -  (A/2) (.r) I = I A I. I /; K{x, y )  i h i y )  -  Î2{y)) d y  I <
< I A I • jli (x -  a)  ■ max \fi{x) -  /¡{x) | .

a<x<b
Bu yerda M — max | K  (x, y )  \ . Olingan tengsizlikdan kelib chiqadiki,

a<x,y<b

I {A\h) (x) -  (A^h) {x) 1  ̂IA p . M2 . . max^ |A(.r) -  h{x) \ .
Umuman,

I (A"A) (x) -  (/l”/2 ) (x) I -  IA r  ■ N r  ■ • ma« \h{x) -  h{ x )  \ ^

^ | A | « . M ” . - ^ i ^ . p ( / „ / 2 ) .  ^

Ixtiyoriy A uchun n  nom,erni shimday tanlash mumkinki,

' | A r . M . . Í Ü ^ . =  l
' n!

tengsizlik bajariladi. U holda B  = A” akslantirish qisuvchi bo'ladi. A

Shuning uchun, yuqoridagi tasdiqqa asosan (22.8) Volterra tenglamasi har 

qanday A da yagona yechimga ega.

Mu.staqil ishlash uchun savol va topshiriqlar

1. Qisuvchi ukslantirish pr ins ip in im j um vm la shm asin i  ayting.

2. R" fazon i o ‘zini~o‘ziga akslantiriuvchi y  — A x b  akslantirishning  

qisuvchilik shartlar in i toping.

3. C[a,  b] fazoda (22.9) tenglik bilan aniqlangan akslantiriahning qisuvchi- 

lik .shai'flarini keltirinu.
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Bu bobda hm chiziqli fazolar, chiziqli normalangan fazolar, Evklid fazolari 

va Hilbert fazolarining xossalarini o'rganamiz. Bu bob 6  (23-28) paragrafdan 

iborat.

23-§ da chisíicjli fazo ta’riflanib, ularga ko'plab misollar keltirilgan. Chiziqli 

fazo o'lchaini ta’rifianib, chekli va cheksiz o'lchamli chizicili fazolarga misollar 

keltirilgan. Chizicili fazoning qism fazosi va faktor fazosi tiislranchalari bayon 

qilingan. Faktor fazoda elementlanii qo'shisli va songa ko'paytirish amallari 

kiritilgan va faktor fazoning chiziqli fazo tashkil qilishi ko'rsatilgan. 24-§ da 

cliiziqli funksionallar, uiarning xossalari qarab chiqilgan. Chiziqli funksional- 

ning geometrik ma’nosi ochib berilgan. Chiziqli funksionallar va gipertekislik- 

lar o'rtasida biyektiv moslik o'rnatilgan. 25-§ qavariq to'plamlar va qavariq 

funksionallarning xossalarini tahlil qilishga bag'ishlangan. Qavariq jism va 

qavariq ñiiiksionallar orasidagi bog'lanish ochib berilgan. Chiziqli funksion- 

alni davom ettirish haqidagi Xan-Banax teoremasi va Xan-Banax teoremasin- 

ing kompleks varianti isbotlangan. Chiziqli normalangan fazolar mavzusi 26-§ 

da keltirilgan. Bu paragrafda chiziqli normalangan fazolarga ko'plab misollar 

qaralgan. Nomialangan fazolardagi tushmichalar rnetrik fazolardagi tushtui- 

chalar bilan taqqoslangan. Normalangan fazoning qism fazosi va faktor fa- 

zosiga misollar qaralgan. Navbatdagi 27-§ Evklid fazolariga bag'ishlangan. 

Evklid fazolarining xarakteristik xossalari ochib berilgan. Koshi -Bunyakovskiy 

tengsizligi, Bessel tengsizligi, Parseval tengliklari isbotlangan. Norndor teore- 

malar - Riss- Fisher, Siirnidtning ortogonailashtirish jarayoni haqidagi i;eorê- 

malar isboti bilan berilgan. Ortogonal, ortonormal sistemalarga misollar qa­

ralgan. Separabel Evklid fazolarida to'la ortonormal sistema va yopiqj ortorior- 

inal sisternalariiirig ekvivaletrtligi isbotlangan. Normalangan fazo Evklid fazo 

bo'lishining zarur va yetarli sharti keltirilgan.

V II bob. Chiziqli fezolar
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23.2-ta’rif. Bizga L va L* chiziqli fazolar henlgan ho‘lsin. Agar hu fa­

zolar 0 'rtasida o ‘zaro Hr qiymatli m.osUk o ‘rnatish mumkin ho %b,

X X* va y y\ {x, y e L ,  x*, y* € L*)

ekanligidan x + y <r-> x* + y* va ax <-> ax*, (a — ixtiyoriy son) ekanligi 

kelib chiqsa, u holda L va L* chiztqli fazolar o‘za.ro izonmf fazolar deyiladi. 

L.-:.. .’f fazolarni aynan bitta fazoning har xil ko‘rinishi deb qarash mumkin. 

23.3~ta’rif. Agar L chiziqli fazoning x¡, X2, ■ ■ ■, x„ elejnentlar $istem,asi 

uchun hech ho‘hnaganda birortasi noldan farqli ho‘lgan cij, a.2 , . . . ,  a„ sonlar 

mavjud bo‘lib,

ai;Ej -+- CI2X2 +  • • • +  a.„x„ =  0 (23.7)

tenglik bajarilsa, u holda Xi, X2, ■ ■ ■, x„ elementlar .sistemasi chiziqli hog‘langari 

deyiladt. Aks holda, ya’ni (23.7) tenglikdan

ai — Ü2 — • • • =  o-n — 0

ekanligi kelib chiqsa, .Ti, X2, ■ . x.  ̂ elementlar .sistemasi chiziqli bog‘lanma- 

gan yoki chiziqli erkli deyiladi.

Agar x\, x,2, . . . ,  x„,... cheksiz elementlar sistemasining ixtiyoriy chek­

li qism sistemasi chiz-iqli erkli bo‘lsa, u liokla sistema chiziqli erkli 

deyiladi.

23.4-ta’rif. Agar L cMziqli fazoda n elem,entli chiziqli erkli .sistema 

m.avjud bo‘lib, bu fazoning ia;tiyoriy n + 1 ta elementdan iborat sistemasi 

chiziqli bog‘langan ho‘Isa, u holda L n— o‘lcham.li chiziqli fazo deytladi va 

dim L — n ka.bi yoziladi. n 0 ‘IchamJt L chiziqli fazoning ixtiyony n ta ele­

mentdan iborat chiziqli erkli sistemasi shu fazoning hazisi deyiladi.

23.5-ta’i'if. Agar L diiziqh fazoda ixtiyoriy n € N uchun n elementli 

chiziqli erkli sistema mavjud boisa, u holda L cheksiz 0 ‘lchamli chiziqli fazo 

deyiladi va dim L =  00 ko ‘rinishda yoziladi.
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M" va C” fazolar n o'lchamii chiziqli fazolardir. L =  C[a, 6] fazodan 

boyhlab 23.4-23.11 misollarda keltiriigan barcha tW.olar cheksiz o'lchamli fa­

zolardir. Masaian, Í2 fazoda

=  (23.8)

n

sistema cheksiz chiziqli crkli sistemaga misol bo'ladi.

23.1. Chiziqli fazoning qism fazosi 

Bizga L ciiiziqli fazoning bo'sh bo'hnagan IJ  qism to'plami berilgan bo'lsiii.

23.6-ta’rif. A)jo,r L' ning o‘zi L da kiritilgan amailarga nishatan chiziqli 

fazoni tashkil qilsa, u holda L' to'plam, L ning qism, fazosi deyiladi.

Boshqacha qilib ajaganda, agar ixtiyori,y x, y € L' va o, 6  G C (M.) sonlar 

nchiin ax + try € L' bo'lsa, L' ga qism fazo deyiladi.

Har qanday L chiziqli fazoning faqat nol elementdan iborat {0} qism 

fazosi bor. Ikkinchi tomondan, ixtiyoriy L chiziqli fazoni o'zining qism fazosi 

sifatida qarash murnkin.

23.7-ta’rif. L chiziqli fazodan farqli vo, hech Im'bnaganda hitta nohn.as 

elementni .saqlovchi qisrn fazo xos qism fazo deyiladi.

23.12-misol. 4  C Co C c C m  fazolarning har biri o'zidan keyingilari 

ucluin xos qism fazo bo'ladi.

23.13. Endi [a, b] kesmada p(;p >  1)- darajasi bilan integrallamivchi 

funksiyalar fazosi Lp [a, b] ni qaraymiz. Bu fazoning nolga ekvivalent funksiya- 

laridan tashkil topgan qism to'plamni [a, h\ ko'rinishda belgiiaymiz. Ma'- 

lumki, nolga ekvivalent funksiyalar yig'indisi yana nolga ek\ivaient bo'lgan 

fimksiya bo'ladi. Nolga ekvivalent funksiyaning songa ko'payt>na.si ham nolga 

ekvivalent funksiya bo'ladi. Demak, [a, 6] to'plam Lp [a, 6 ] fazoning xos 

ciism fazosi bo'ladi.

23.14. O'zgarishi chegaraiangan fimksiyalar fazosi V̂ [a, b] ni qaraymiz. 

Ma’lumki, [a, 6 ] kesmada absolyut uzluksiz funksiyalar to'plami \/[a, b] ning
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qism to‘],)la.mi bo‘ladi. Absolyut. uzluksiz funksiyalar to‘i.>lami funksiyaiami 

qo'shish (23-3) va songa ko'paytirish (23.4) amallariga uisbataii yopiq to'plam. 

Shuiiiiig uchun u 6] fazoning qism fazosi bo'ladi va u AC[a, &] bilan 

belgilana.di.

23.15. 6] fas;oda /(a) =  0 shartni qanoatlantiruvchi funksiya.lar 

to'plamini qarayiniz. Bu to'platn funksiyalai’ni qo'shish va songa ko‘¡,)aytirish 

aíiiallariga nisbata.ii yopiq to'plamdir. Shuning uclrun a V[a, 6] fa.'/iouiiig qism 

fazosi bo'ia.di va u Vo[a, &] bila.u belgilanadi.

23.16. Yana o'sigarishi chega,ralangan funksiyalar fazosi V[a, 6] ni qara.y- 

rniz. Ma.’lumki, [a, Í?] kesmada monoton funksiyalar to'piami V[a, 6] ning 

qism to'piami bo'ladi. Anmio ikki monoton funksiyaning yig'indisi har doim 

monoton funksiya bo'lavermaydi. Bunga quyidagi misolda ishonch hosil qilish 

mumkin. x{t) =  + 1 , y{t) =  —2t futiksiyaJaxning har biri [0 , 2 ] kesmada 

monoton funksiya bo'ladi, a,mmo uiarning yig'indisi x{t) + y{t) =  (^ — 1 

funksiya [0, 2] kesmada monoton emas. Dema.k, [a, h\ kesmada jiionoton 

fimksiyalar to'piami V-'f«, 6] fazoning qism fazosi bo'la olmaydi. Dema.k, chi- 

ziqh fazoning har qanday qism to'plaini qism fa,ao tashkil qilavermas ekan.

Bizga L fazoning bo'sh bo'hnaga.n {xj} qism to'piami berilgan bo'lsin. U  

holda L chiziqli fa.zoda {:c¿} sistemani o'zida saqlovchi minimal qism fazo 

ma.vjiid.

Haqiqata.n ham, {x{} sistemani saqlovchi hech bo'lmaganda bitta qism 

fazo mavjud, bu L ning o'zi.

Ixtiyoriy sondagi qisrn fazolarning kesishmasi yana qism fazo bo'ladi. Haqiqa­

tan ham, a.gax

i

bo'lib x,y G L" bo'lsa, u holda ta’rifga ko'ra ixtiyoriy i uchun x,y G Li 

bo'ladi. Li qism fazo bo'lganligi uchun ax  + ,8 y € Li mvmosabat barcha
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a, [3 sonlar uchun o'rinli. Deniak, ax  + [3y € L* bo‘la.di.

Endi {.Xj} sistemani saqlovchi L ning barcha qism fazolarini olamiz va 

ularning kesishrnasini qaraymiz hamda uni L ({a:,}) orqali belgiiaymiz. L {{a;,}) 

qism fazo {.Tj} sist(;niani saqlovclii minimal qism fazo boiadi. Bu L({x¿}) 

minimal qism fazo {x,;} .nsf.emadan hosil bo'lgan qiani fazo yoki {.r,-} siste- 

maning chiziqli qohig‘i deyiladi.

23.2. Chiziqli fazoning faktor fazosi

Bizga L chiziqli fazo va uning U  xos qisrn fazosi berilgan boisin. L ning 

elornentiari orasida quyidagicha munosabat o'rnatish mumkin.

23.8-ta ’rif. Agar x, y e L elementlar uchun x — y ayirma 1/ ga tegishli 

bo'lsa, X va y ekvivalent elementlar deyiladi.

Fazo elementlari orasida o'rnatilgan bu munosabat refleksiviik, simmetrik- 

lik va tranzitivlik xossalariga ega. Haqiqatan liain, x — x £ L' (refleksiviik); 

x — y e L '  dan y - X =  —{x — y) e L' (sirnmetriklik); x — y € L- , y - z  € L' 

dan x—z =  {x—y)+{y—.z) e U  (tranzitivlik). Shuning uchuu bu munosabat 

L ni o'zaro kesishmaydigan, sinflarga ajratadi va har l)ir sinf o'zaro ekviva­

lent elementlardan taslrkil topgan. Bu sinfiar qo ‘shni sinflar deyiladi. Barcha 

qo'shni sinflar to'plami L chiziqli fazoning L' qism fazo bo'jacha faktor fazosi 

deyiladi va L /IJ  ko'rinishda belgilanadi.

Ta.l.)iiyki, har qanday faktor fazoda yig‘i.(idi va songa ko'paytirisb. aiiiallari 

kiritiladi.

Aytaylik, ^ va tj la.)- L /lJ  dan olingan ixtiyoriy qo'shni sinflar bo'lsin. 

Bu sinflarning har biridan bittadan vakil tanlaymiz, masalan x € y € rj.

^ va t] sinflarning yig'indisi sifatida a; -f- y elementni saqlovchi C sinf qa­

bul qilinadi. ^ qo'shni sinfning a songa ko'paytmasi sifatida ax  elenjentni 

saqlovchi sinf qabul qilinadi. Natija x £ y £  r] vakiliarning tanlanishiga \ 

bog'Iiq emas, chunki, qandaydir boshqa x' £  ^, y' £ rj vakillaini olsak ham

234



(x + y) - [x' + 'í/) =  (;c - x') + {y- y') e U  bo'lgani udmn x' + y’ 6 C 

bo'ladi. Bevosita tekshirish shuni ko'rsatadiki, L jU  da aniqiangan qo'shish va 

songa ko'paytirish amallari diixiqli fa,sio ta’rifidagi aksiomalarni qanoatlanti­

radi (bimi mustaqil tekshirib ko'rishni o'quvdiiga tavsiya qilamiz). Boshqadia 

aj'tganda, L jU  faktor fazo diiziqli fazo tashkil qiladi.

Shunday qilib, har bir L jL ' fektor fazo unda yuqorida ko'rsatilgan usul­

da kiritilgan yig'indi va songa ko'paytirish amallariga nisbatan chiziqli fazo 

ta-shkil qiladi. Shuni ta’kidlash joizki, har (janday faktor fazO'da SJ (jism fazo 

L jlJ  faktor fazoning nol elementi bo'ladi. Ma’lumki, L' qism fazoning ele- 

mentlari o'zaro ekvivalent va U  qism fazo L diiziqli fazoning nol elementiiii 

saqlaydi. Shuning udiun ^ va iJ  qo'shni sinflarning yig'indisi x + 6 =  x 

(;r e 9 & IJ )  elementni sacjlovdii qo'shni sinfga, ya’ni 4" ga teng.

23.17. Faktor fazoga misolni tushunish nisbatan osonroq bo'Igan fa- 

zodan boshlayiniz. L — M? fazoning L' =  {(a:i,;r2) € =  O} xos qism.

fazosiiii qaraymiz va L/L' faktor fazoning elementlarini, ya’ni qo'shni sinf- 

lamirig tavsifini beramiz. Ma’lumki, x — y — (xi — yj, X2 — 2/2) € iJ  bo'lishi 

udiun X2 — V2 bo'lishi zarur va yetarli. Demak, L jL ' faktor fazoning ele- 

mentlari (qo'shni sinflar) O x i o'qiga parallel bo'Igan to'g'ri chiziqlardan ibo­

rat. Masalan, (a, b) e R^ nuqtani o'zida saqlovchi ^ qo'shni sinf O x i o'qiga 

parallel bo'Igan X2 =  0 to'g'ri chiziqdan (23.1 a-chizma) iborat.

a)

(3,6)e3e

Í22ÍS—

23.1-ohÍ7.ina

Xuddi shunday, (1,2) va (2,3) nuqtalarni saqlovchi qo'shni sinflar yig'indisi

235



(3,5) nuqtani saqlovchi X2 — 5 to‘gi'1 chiziqdan iborat. (1,2) €• ^ qo'shni 

siirfning 3 ga ko‘pa\i;!nasi (3,6) nuqtani saqlovchi X2 =  6  to'g'ri chiziqdan 

(23.1 ?7-c]3.izrn.a) iborai;.

23.18. Ma’himki (23.9-23.10 rnisollarga qarang), [a, 5] kesmada p(p >

l)-darajasi bilan Lebeg nia’nosida integrallanuvchi fanksiyalar to'plaini chi­

ziqli fasíO tashkil (|iladi va u Lp [a, b] bilan belgilanadi. Bu fazoning nolga ek- 

vivñient. fnnksiyalaridan tashkil topgais qisrn fazosini /5] (23.13-ínisolga 

qarang) ko'rinishda belgilayrniz. Endi Lp [a, 6] chiziqli fazoning Lp [a, b] qism 

fazo bo'yicha faktor fazosini qaraymiz va bu faktor fazoni Lp [a, 6] bilan beigi- 

laymiz. Bu fazo [«, h] kesmada aniqiangan va p- darajast hilan Lebeg ma’no­

sida integrallanuvchi ekvivalent fv.nksiyalar fazosi deyiladi.

Agar L — n  o'lchamli chiziqli fazo va L' uning k{0 < k < n) o'lchainli 

qism fazosi bo'lsa, u holda L/L ' faktor fazo n — k o'lchamli bo'ladi.

Butasdiqni isbotlaymiz. Aytaylik, :í’i, X2, ■ ■■, x¡. elementlar sistemasi L' 

da bazis bo'lsin. Bu sistemani Xfc+i, x¡¡.+2j ■ ■ ■ > -̂n € L elementlar bilan L 

fazo bazisigacha to'ldiramiz. Bu rcfe+i, Xk+2, . - •, elementlar bir-biri bilan 

ekvivalent emas, aks holda ;ci, X2, . . . ,  Xk, Xk+i, Xk+2, • ■ ■ sistema chiziqli 

bog'langan bo'lar edi. Shuning uchun Xk+2, • • •, Xn elementlar har xi!

qo'shni sinflarga tegishii bo'ladi. orqali Xk+i, i € {1, 2 , . . . ,  n —k} element 

tegishii bo'Igan sinfni belgilayrniz.

Endi ^1, 2̂ ; ■ • •, ín-fc elementlar sistemasining L jU  da bazis bo'lishini 

isbotlaymiz. Ix!;iyoriy ^ G LjL- qo'shni sinfiri olayiik va x £ ^ bo'lsin. ü  

holda

X  —  cx iX i + a.2 X2 -|- ••• -!- a k X k  -t- A  a-fc-n -|- /?2  2'fc+2 + • • • + i%-kXn

yoyilma o'rinli bo'ladi. ^ -|- L' — ^ (har qanday L /U  faktor fazoda L' qism 

fazo L/L ' faktor fazoning nol elementi bo'ladi, ya’ni 9 =  L[ ) bo'lgani uchun

x '  ^ x -  a i X i  - a 2 X 2 ---------- ------  a^Xk
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element. ¿ qo‘shni sinfga tegishli va

X’ =  ß lX k+ l +  ß2Xk+ 2+  ••• + ßn-kXn  

yoyilma. 0 ‘i'inli bo'ladi. Bundati

 ̂=  A  6  + /% e  + • • • + ßn-kin-k 

tenglik kelib chiqadi. Har qanday { ß i ^  0 da

ßl -"Cfc+l + /% Xk+2 + • • • + ßn-kXn Ф i>'

bo'lgani uchun ¿2 , • • •, ín-k chiziqli bog‘lanma,gan sistema bo'iadi. Shun­

day qihb, 4i, £2 ! •••, in-k sistema chiziqh erkli va har bir ^ 6 L /U  sinf

6 . s2 , • ••, Cn-i sinflarning chiziqli kombinatsiyasidan iborat bo'lganligi uchun 

sb C2 , •••, in-k sisternaningbazisekauligigakelamiz. Demak, L/L' fazo n — 

к o'ichainli chiziqli fazo eka.n.

23.9-ta’rif. L jU  faktor fazoning 0 ‘kharni U  qisrn fazoning koo 4cham,i 

deyiladi.

Agar 1/ qisrn fazo chekli n koo'lchamga ega bo'lsa, u holda L da shim- 

day, Xi, X2, ■ ■ ■ ,Xn elenientlami taniash mumkinki, ixtiyoriy x € L element 

X =  aix i + Ü2 X2 + ■■■ + a„Xn -l- у ko'rinishda bir qiymatli ifodalanadi, 

bu yerda « 1 , 0 2 , •• • sonlar, у € L '. Haqiqata.n ham, L/L' faktor fazo 

n—oldiamli bo'lsin. Bu faktor fazoda Ci, bazisni tanlaymiz va

har bir ^k sinfdan bittadan Xk vakil olamiz. Elndi x e L  ixtiyoriy element 

bo'lsin va esa.x ni saqlovchi L /U  dagi qo'shni sinf bo'lsin. U holda

С =  «1 Cl o¡2 6  + • • • + <̂ ^n-

Ta’rifga ko'ra С sinfdagi hai- bir element, xususiy holda, x element xi, X2, . . . ,  

Xn elemeiitlajiiing

Qi + 0 2X2 + ■■■ + anX„
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. ,^5 Ídaii 1/  dan oliiigau eierneutgagina farq qiladi, ya’ni 

diiziqii kombina*^’^

^  + «2^-2+ • • • + (X„Xn + y, y € L’ .

■X- ^

ĵjjiligixii ko‘rsa.tainis5. Aytaylik

B u tcTSvimiug
^  + ^ 2 X2 + • • • + a'nXn + y', y' e V  

!],.;(iii. U liolda

tasvir ham o'tídI’

/ ) t l  “ 1“  (<̂ 2 ~  « '2)  X 2 +  ‘ • • +  ( f t n  ~  Oín)Xn +  y  y

^^jjdan a i =  a'i, « 2  =  aá, . . . ,  a„ =  < ,  y =  y '. 

tenglikka jg^ash uclnm savol va topshiriqlar

^^¡soltar keltiring.

1, Chiziqli
^^(¡n (chiziqli hog'lanmagan.) sistema ta'rifini hering.

2, Chiziqli ho§
q¡.fi,arni ta’rifini hering.

3, Chiziqli ^
aniqlangan uzluksiz va juft (toq) funksiyalar to'plamini 

4- ["1> bilan belgilaymiz. C'+[—1, 1] (C“ [—1, 1]) to'piam

í7+[-l, 1] , fazoning qism fazosi bo 'Ushini isbotlang.

C [ - \ ,  1]

fufioning o'lchamini toping.

5 . 4"’ K ' ’l <
fazoning o'lchamini toping.

6.
24- §. Chiziqli ftinksionallar

^ p  fxjiiksionaJiar, ularning ayrim xosísalariga bag'ishlangan. 

Bu p a r a g r a f  th ' a n i q l a n g a n  f  sonli funksiya funksional de-

2 4 .1-ta’rif. ^ lar uchun

yiladi. Agar barĉ ^

f{x  + y) =  f{x)~\- f  {y)
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bo ‘Isa, f  additiv funksional deyiladi.

24.2-ta’rif. Agar ixtiyoriy x e L va barcha a  € С  lar uchun

f  (аж) =  a f  {x)

bo‘Isa, f  bir jinsli funksional deyiladi. Agar ixtiyoriy x G L va barcha a  e C 

sonlar uchun

f{ a x )  =  ä f{ x )

bo ‘Isa, и holda kom,pleks chiziqli fazoda aniqiangan f  funksional qo ‘shma bir 

jinsli deyiladi, bu yerda ä  soni a  ga qo ‘shma kompleks son.

24.3-ta’rif. Additiv va bir jinsli funksional chiziqli funksional deyiladi. 

Additiv va qo‘shma bir jinsli fanksional qo‘shma chiziqli (yoki antichiziqli) 

funksional deyiladi.

Chiziqli fuiiksioiiallarga misollar k(;ltiramiz.

24.1-misol. M” — n o'lchamli vektor fazo va a — (a.i, a.2, . .. ,«n) € E” 

tayin bir element bo'lsin. U holda
n

f : W ^ R :  f{x ) =  Y^aiX i 

i=l

moslik da chiziqli funksional bo'ladi.
n

fc=l
tenglik bilan aniqlanuvehi и : C” С  akslantirish qo'shma chiziqli nmksio- 

nalni aniqlaydi.

24.2. Quyidagi 1 va Г  : &]—*■€ funksionallar

l (x )=  Í  x{t)dt, Г { х )=  f  x{t) dt 
Ja Ja

C[a, 6] fazodagi chiziqli va qo'shma chiziqli fimksionalga misol bo'ladi.

24.3. уо € C[a, 6] berilgan element bo'lsin. Har bir x € C[a, b] funksi-

F{x) =  j  x{t) yt)(t) dt
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gixo)f{x) tenglikdan /  va g funksionallarning proporaional ekanligi kelib 

chiqadi.

Koo'lcharni birga teng bo'lgan ixtiyoriy L’ qism fazo berilgan bo'lsin. U 

holda shunday /  chiziqli fimksional mavjudki, Ker f  — L' bo'ladi. Buning 

uchun iJ  qism fazoda. yotmaydigan ixtiyoriy Xq e L eletnentni olamiz va 

ixtiyoriy x € L elementni x =  ax^ + y, y € L' ko'rinishda j^ozamiz. Bunday 

yoyilma yagona. f{x) =  a tenglik yordamida ciniqlanuvchi chiziqli funksio­

nalning yadrosi Ker f  =  L' bo'ladi.

L chiziqli fazoda koo'lchami birga teng bo'lgan qandaydir L' qism fa­

zo berilgan bo'lsin. Ü holda L fazoning 1/ qism fazo bo'yicha har qan­

day (}o'shni sinfi 1 / qism fazoga parallel bo'lgan gipertekislik deyiia<li (xusti- 

san, iJ  qism fazoning o'zi 6 elementni saqlovchi, ya’ni koordinata boshidan 

o'tuvchi gipertekislik hisoblanadi). Boshqacha aj^tganda, L' qism fazoga paral­

lel bo'lgan M ' gipertekislik - bu U  qism fazoni qandaydir x^G L vektorga 

parallel ko'chirislidan pay<lo bo'ladigan to'plam, ya’ni

M ' =  U  + Xo =  {y ■■ y =  x+  xq, X e L'} .

Ko'rinib tiu'ibdiki, agar Xq € L' bo'lsa, AI' =  JJ bo'iadi, agarda :co ^ L' 

bo'lsa, u holda M ' ^  I J .

.4gar /  — L chiziqli fazoda ani<]langan chiziqli funksiona] bo'lsa,, Alf =  

{x € L : f(x) =  1} to'plam K e r f  qism fazoga parallel gipertekislik 

bo'ladi. Haqiqatan ham, f{xo) — 1 bo'ladigan xq elementni tanlab, ixtiyo­

riy elementni x =  ax^ + y, y e  Ker f  ko'rinishda yozishimiz murnkin.

Ikkinchi tomondan, agar Af' - koo'lchami birga teng bo'lgan L- qism fa­

zoga parallel va koordinata boshidan o'tmaydigan gipertekislik bo'lsa, u holda 

shim<la,y yagona /  chiziqli fiinksional mavjudki,

Al' =  {x: f { x ) ^ l }  .
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X ,  y e J  (M) va ,2 =  a :c + (1 — a) y, a  e [O, 1] 

bo'lsin. II holda ixtiyoriy a € L iichun shunday £i > 0 ,  ¡?2 > O sonlar 

mavjudki, |íi| < Sy, |Í2 | < <--2 shartni qanoatlanfciruvchi barcha h , Í2 

larda X + í i <2 va y + Í2a elementlar M  to'plamda yotadi. Bundan kelib chi­

qadiki, barcha |¿|<t , £■ — min (t'i, £2 ) larda

Q {x + 1 a)+{l—a) (i/ + í e) =  a  .r+(l—«) y+at a+{l—a) ta  — z+t a € M , 

ya'ni z e J  ( M ) .

25.1-teorema. Istalgan sondagi qavariq to'plamlarning kesishmasi yana 

qavariq to ‘plamdir.

Isbot. Paraz qilaylik,

M  ^  f ]  Af«

a

bo'lib, barcha Ma lar c[avariq Éo'plamlar bo'lsin, :r va y lar M  ning ikki ix­

tiyoriy nuqtasi bo'lsin. ÍJ holda x va y nuqtalarni tutashtiruvchi [x, y] kesma 

Ma larning liar biriga qarashli va demak, M  ga ham qarashli. Shunday qilib. 

Ai haqiqatan ham qavariq to'piam ekan. A

Shuni eslatib o'tamizki, qavariq jismiarning kesishmasi yana qavariq jism 

bo'lavermaydi. Bunga quyidagi misolda ishonch hosil qilish mumkin.

25.3. Tekislikdagi P  =  { {x, y) : O <  x < 1, O < y < 1} va Q =

{ {x, y) : O < ;r < 1, 1 < y  < 2 } qavariq jismiarning kesishmasi

P n Q ^ { { x ,y ) :  Q < x < l , y ^ l }

kesmadan iborat bo'lib, u qavariq jism emas (25.2-misolga qarang).

Qavariq to'piam tushunchasi qavariq funksional ttishunchasi bilan uzviy 

bog'liq.

25.4-ta’rif. Agar L haqiqiy chiziqli fazoda aniqlangan manfiymas p funk- 

sional

1) p {x + y) < V {x) + p (y) , Vx, y e L ,
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2) p(ax) — ap{x), Va > 0 va V;c € L sharthrni qanoatlantirsa, p ga 

qavariq funksional deyilacU.

Biz bn ji-erda p{x) miqdorni chekli deb faraz qilmaymiz, ya’ni ayrim x € L 

lar uchun p{x) — oo bo'lishi mumkiu. Agar barcha x £ L lar uchun p{x) 

chekli bo'lsa, p chekli funksional deyiladi.

25.4-misol. p : C[a, 6] —»• E  va

p (x ) ^  I  \x{t)\dt 
J a

akslantirishning cliekli qavariq ñinksiotial ekanligini isbotlang.

Isbot. Integralning inonotonlik xossasidan, ixtiyoriy x € C[a, &] uchun 

p{x) > 0 ekanligi kelib chiqadi. Endi bizga C[a, 6] fazoning ixtiyoriy x va y 

elementlari berilgan bo'lsin. U holda

p{x + y )=  I  \x{t) + y{t)\dt < Í  \x{t)\dt+ Í  \y{t)\dt^p{x)+piy)
J  a J  a a

tengsizlik o'rinli. Xuddi shunday ixtiyoi'iy x va a  > 0 uchun

p { a x )=  f  \ax{t)\dt~ a  f  | x ( i ) l  t- î =  a p  (a :)

Ja  J  a

tenglik o'rinli. Demak, p qavariq funksional ekan. Uning chekli qa,variq funk­

sional ekanligi p (x) < {b — a) max \x (i) | tengsizlikdan kelib chiciadi. A

25.5. q : C[a, b] —> E  va q{x) — [a;] akslantirish chekli bo'lrnagan 

qavariq funksional bo'lishini isbotlang.

Isbot. q funksionalning mannymasligi va qavariq fiinksional ta’rindagi 

1-2 shartlarning bajarilishi funksiya to'la o'zgarishi xossalaridan kelib chiqadi. 

O'zgarishi chegaraiangan. funksiyalar !ria.vzusidan ma’lumki, (7[0, 1] fazoning 

’̂o(^) — sin(l/i), a,’o(0) =  0 elementi uchun q{xo) =  V()̂ [a;] =  -|-oo tenglik 

o'rinli. Demak, q chekli bo'lmagan qavariq fuiiksionalga misol bo'ladi. A 

Endi qavariq to'plamlar bilan qavariq funksionaliar orasidagi bog'lanishni 

qaraymiz.
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25.2-teorema. Agar p : L E+ qavariq funksional va k > 0 ho'lsa, u 

holda

E  =  {x & L : p(x) < k}

qavariq to‘plam bo‘ladi. Agar p funksional chekii ho‘lsa, u holda E  to‘plarn 

yadrosi nol elementni saqlaydigan,

J { E ) ^ { x  e L : p {x )< k }

yadroli qavariq jism ho'iadi.

Isbot. Agar x,y e E  va a + ¡3=1, a, ¡3>0  bo'lsa, u holda

p{ax  + 0 y) < p{ax )+ p{fjy ) =  ap{x ) + 0 p{y) < ka + k¡3= k,

ya’iii E  — qavariq to‘j>la,m. Endi p chekli funksional, p{x) < k, i > 0 va 

y e L  bo‘lsin. U holda

p{x± ty) <p{x) + tp{±y)

Agar p{—y) =  p{y) =  0 bo‘lsa. u hoida ixtiyoriy t uchun x± ty  € E  bo‘iadi. 

Agar p(—y ), p{y) sonlardan hech bo‘liiiaganda birortasi noklan farqli bo‘lsa, 

u holda

i <  ‘ - i ’ W
inax(p {y),p{-y))

shartda x ± ty  € E  bo‘ladi. Qavariq funksioiialniug B nuqtadagi qiymati 

nolga teng bo‘igani uchun 6 e J{E). A

Endi k =  1 hohii qaraymiz. U holda har qanday chekli p qavariq funk­

sional L á'á 0 e J{E) boladigari yagona E  =  {x G L ■. p (x) < 1} qavariq 

jistnni aniqlaydi. Aksincha, E  - yadrosi nol elementui saqlaydigan qavariq 

jism bo'lsin. IJ hoida h.3.r bir x & L ga

r
Pe {x̂  — inf ■ r > 0 : - € ii 'l

sonni mos qo‘yuvchi aksla.ntirish qavariq ñinksionai bo'ladi (rnustaqii isbot­

lang). Bu fiuiksional E  qavariq jisin uchun Minkovskiy fvnksionali deyiladi.
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25-5-ta’rif. L haqiqiy chiziqli fazo va Lo uning biror qism fazosi ho'lsin. 

L(j qism fazoda / 0  chiziqli funksional va L fazoda f  chiziqli funksional beril­

gan bo‘lsin. Agar ixfiyoriy x € Lq uchun f  {x) =  fo{x) tenglik bajarilsa, f  

chiziqli funksional / 0  funksionalning L fazoga davomi deyiladi.

Punksionalniiig davomi bir qiymatli emas. Fiinksionalniiig ixtiyoriy da.vomi 

inaqsadganmvofiqemas. Odatda ñinksionalni qandaydir shartni saqla.b qolgan 

holda davom ettirish talab qiliiiadi.

25.3-teorema (Xan-Banax). Aytaylik, p — L haqiqiy chiziqli fazoda 

aniqlangan qavariq funksional va Lq — L ning qism fazosi bo‘lsin. Agar Lq 

da aniqlangan / 0  chiziqli funksional

fo {x )<p{x ), x€l-A) (25.1)

shartni qanoatlantirsa, u hoida / 0  ni L da aniqlangan va L da (25.1) shartni 

qanoatiantimvchi f  chiziqli funksionalgacha davom ettirish m.umkin.

Isbot. Lo ^  L bo'lgan holda / 0  chiziqli ñinksionalui Lo dan kengroq 

bo'lgan qi>sm fazogacha (25.1) shartni saqlagan holda chiziqli davom et- 

tirish munikinligini ko'fsatainiz. Lq ga qarashli bo'lmagan ixtiyoriy ^ e L 

elementni olamiz. L̂ ^̂  bilaxi Lij va 2  elejnentlai'da.n tashkil topgan qism fa.- 

zoni belgilaymiz. quyidagicha ko'rinishdagi elementlardan tashkil topgan

{tz “I"  X ,  Í  G  E ,  X €  ~  L̂ ^\

Agar /1  funksional / 0  ning qisrn fazogacba chiziqli davomi bo'lsa, u 

holda

/ 1  2 + x) =  f i{ t z) + / 1  (;c) =  tfi{z)-i-fo (x) , 

yoki /i(z) =  c deb olsaJi,

f i{ tz  + x) =  Í c + / 0  {x)
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tenglik o'rinli bo'ladi. Endi c ni shunday tanlaymizki, / 1  funksional (25.1) 

shartni qanoatlantirsin, ji-a'ai

/ 1  (i 5 + x ) :^ tc  + / 0  {x) < p (t z + x) (25.2)

tengsizlik bajarilsin. Agar i  > 0 bo'lsa, (25.2) shart quyidagi shartga teng 

kiichli;

c + f o ( j ) < p ( ^ + f )  yoM c < p ( >  + f ) - / . ( f )

Í < 0 bo'lsa,

f )  — ~ )~ A (f ) '

Bu ikkala shartni qanoatlantiruvchi c son har doiin mavjudligini ko'rsatamiz. 

Z/Q qisrn fazodan oufigan ixtiyoriy y’ va y" elementlar uchun

- h  (?/') + P  (?/■' +  z) >  - fo  i u )  -  P i- y '  -  Z) (25.3)

tengsizlik o'ritili. Haqiqatan ham, ’du tengsizlik qujddagi tengsizlikdan bevosita 

kelib chiqadi:

fo iy") - fo (y') = fo (r - y') < P fe" - y') = 

=  P iiy” + z) + i-y' -  ^)) < p i'y" + z)+p {~y' -  z ) .

Endi

c" =  inf i-foiv") + p(y'' + z) ) , c' =  sup i-fo{y) -  p{-y' -  z))
y' y

deb olamiz. (25.3) tengsizlik ixtiyoriy y' va y" lar uchun o'rinli bo'lganidan 

c" > d  ekanligi kelib chiqadi. Agar c sonini d' >  c > d  qo'sh tengsizlikni 

qanoatlantiradigan qilib tanlasak, u holda

/1 (t z + .1-) n=r Í c + /0 (re)
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formula bilan aniqiangan f i funksional chiziqli va (25.1) shartni qanoatlanti­

radi.

Shunday qihb, biz / 0  funksionalni Lq qism fazodan undan kengroq bo‘Igan 

qism fazogacha (25.1) shartni saqlagan holda chiziqli davom ettirdik. 

Agar L chiziqli fazoda sanoqlita xi, X2, ■ ■ ■ ■ x„,. ..  elementlar sisf.emasi 

mavjud bo'lib, bu sistemani saqlovchi ¿({xj,}) minimal qism fazo L ning 

o'ziga teng bo‘lsa. xi holda /q funksionalni

=  :ri}, =

kengayib boruvchi qism fazolar(ia yuqoridagidek aniqlab, / 0  funksionalni L 

fazogacha (25.1) shartni saqlagan holda davom ettirish mumkin.

Agar chizi<5¡i qobig'i L ga teng bo'ladigan sanoqli sistema mavjud bo'imasa, 

u holda teoremaning isboti Sorn lemmasi yordamida nihoyasiga etkaziladi ([1] 

ga qarang). A

25.6. L =  C'[—1, 1] uzluksiz funksiyalar fazosi va unirig qism fazosi Lo =  

{xeC7[—1, 1]: suppx C [0, 1]} ni qaraymiz. Lq qism fazoda / 0  chiziqli 

funksionalni quyidagicha aniqlaymiz:

/0 J  ̂  ̂̂ 0-

L =  C[—1, 1] chiziqli fazoda f  va p finiksionallarni quyidagicha aniqlaymiz:

/  (x) =  f  X (t) yo(i) dt + I  X (t) dt. p{x) —■ 2 max | x(t) | , x € L 
J-i Jo ' -i<t<i

Quyidagicha savollar qo'yamiz.

1) / 0  funksional (25.1) tengsizlikni qanoatlantiradirni?

2) /  funksiori8.1 / 0  funksionaluing L fazogacha davomi bo'ladjmi?

3) yo € C[—\, 0] qanday tanlanganda /  funksional Xan-Banax teoremasi- 

ning .shartlarini qanoatlantiradi?
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Yechish. /о funksional (25.1) tengsizlikni qanoatlantir.adi. Haqiqatan ham, 

1 1

/о (x) =  I  X (t) d t<  I  I :e {t) \dt =  2 \ x{t)\ =  p(x), x e  Ьц.

-1 -1

Agar X e L(j, bo'lsa u holda

j  X  (t) yo{t) dt - 0

bo'ladi. Shuning udiun, ba.rcha щ € C[—\, 0] la.rda f  (x) =  fo{x), x € Lo 

tenglik o'riuli. Demak, bardia уо lar tidiun /  ftuiksional /ó fuiiksionahiing 

L fazogacha davomi bo'ladi. Nihoyat,

/ (x ) < |x(í)| \yo{t)\ dt + max |x(i)| dt <

< 2 l-c (i)l — V{^) > X e L

tengsizlik,

I Уо ( 0  \dt =  c < l
I-i

sha.ri;iii qa.noatlantiruvdii barcha j/o € larda o'rinli. Demak, c e

[0, 1] l)o‘lsa, Xan-Ba.nax.. teorer.uasining shaxtlari bajariladi. Shunda.y qilil) /o 

funksionadni (25.1) shaxtni saqla.gaii holda dieksiz ko'p usul bila.n L fazogacha 

da.vom ettirish nnimkin eka.n.

Endi Xan-Baua.x teoreniasining komplclcj variantini isbot qilamiz.

25.6-ta’rif. L — kompieks chiziqli fazo va undo, aniqlangan manfiymas p 

funksional henlgan bo ‘kin. Agar ixtiyoriy x, y e L va ixtiyoriy a  € C uchun 

p(x -{- y) <  p(x) + »(?;) va, p{a x) =  ja| p{x) shartlar bajarilsa, u holda p 

qavariq funksional deyiladi.

25.4-teorema (Xa,n~Banax). p — L kompieks chiziqli fazoda aniqlangan 

qavariq funksional, / o  esa L o  qism fazoda aniqlangan bo ‘lib,

I /o  (x) I <  jO (a :) , X e  L o
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shartni qanoatlantini,vc.hi chiziqli funksional bo ‘Isin. U holda hutun L da a.niq- 

langan va

f { x )  =  fo { x ) ,  V x e l o ,  \ f{ x )\ < p { x ) ,  y x e L

sha.rtlai'ni qanoatlantiruvchi f  chiziqli funksional mavjud.

Isbot. L va Lq fazoJami haxjiqiy cluKiqii fa,zo sifatida qaral), inos ravishda 

Lr  va Loji bilan belgiiaymiz. Tushunarliki, p fimkHioiial Lr da aniqlangan 

qavaxiq funksional )>o‘ladi, /oi?, (a:) =  Refo (x) esa

I foR (x) I < P ( x ) , X e Lor  (=  Lo)

shartni, bundan esa fonix) < p{x) shartni qanoatlantiruvchi Lor dagi 

haqiqiy ciiiziqli fiinksional boiadi. 25.3-teoreinaga ko‘ra, L r  da aniqlangan 

va

fa  (x) < p (x) , -T € L r  L ) ,  

f n  (x) =  foR ( x ) , X e  L or (=  Lo) 

shartni qanoatlantiruvchi /n chiziqli funksional mavjud. Tushunarliki,

- .fR  (x)  =  fR  i - x )  < p i- x )  =  p (a:).

Den.iak,

\fR{x)\<p{x), x g Lr {=^L) (25.4)

Etidi /  fuJiksionalni L da quyidagicha aniqlaymiz

J (x ) =  fR  (x)  -  i  fR  ( i x ) .

Murakkab boimagan liisoblashlar yordainida ko'Tsatish mumkinki, f  — L 

kompieks chiziqli faaoda. a.niqlaiigan chiziqli funksional boiadi hamda

/  (x) =  fo (x), Vx e Lo, Ref (x) =  / « (x) , Vx € L.
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Ixtiyoriy X € L  uchun |/(x)| <  p { x )  elcanHgini lío‘rsatñalí, teorema is-

l)ot l>o‘ladi. Teslíaridan faraz qilamiz. Biror € L uchun |/(aro)| > p{x(¡) 

bo'Isiii. /  (xo) kompleks sonni /  (xo) =  p e^, p > 0  ko'rinishda yozarniz va 

■i/o =  deb olamiz. U liokla

I r {yo) =  Ref {yo) =  Re [er'“f‘f  (xo)] = p > p  (xq) =  p {yo).

Bu esa (25.4) shartga zid. A

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar

1. Va[a, 5] qtsm fazoda, aniqiangan /o(x) =  x{b) funksional uchun f  : 

V[a, 6] —̂ M, /(x) =  ü;x(a)-t-x(5) funksional uning davomi bo‘ladimíf 

p{x) =  |x(a)| + |x(6)|, X € V[a,h] fimksional qavariqmi? Parametr 

o; e M ning qanday qiymatlarida bu. ranksionallar uchun 25.8-teorema 

sharllari bajariladi?

2. Yadrosi ho‘sh to'plam bo'lgan qavariq to'plamga misol keltiring.

3. fazoda qavariq va qavariq bo'lmagan fimksionalga misol keltiríng. 

Bu fazoda pi{x) =  xf + x| va p2 {x) =  y/x^ + x^ ¡unksionalla,nd 

qavariqlikka tekshiring.

4. 25.6-misolda keltirilgan fo va f  funksionallarning chiziqli ekanligini 

ko 'rsating.

5. 25.6-misolda keltirilgan p akslantirishning chekli qavariq funksional ekan­

ligini ko ‘rsating.

6. Berilgan E  =  {x € C  [a, b] : max |x(í) | < 1} qavariq jisniga m.os
«■<t<h

Minkovskiy fmknonalini quring.

7 . p : —í- E ,  p (x ) =  I.T1 + .X 2 I funk.sionalning chekli qavariq funksio­

nal eka.nligini ko'rsating. Unga mos E  =  {x gW? : p{x) <  1} qavariq 

jismni fazoda chizib ko'rsating.
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Chiziqli fivzolarda eleinentlarniiig bir-hiriga yaqiriligi degaii tushuricha yo‘q. 

Ko‘plab amaJiy raasalalai'iii hai qilislida eleinentia.rni qo'.shisb. va ularni songa 

ko‘paytirish amallaridari tashqari, elenientlax orasidagi masofa, ularning yaqin- 

ligi tushuncliasini kiritisliga zarurat to‘g‘iladi. Bu bizni normaîangan chiziqli 

fazo tushuncliasiga olib keladi. Normala.nga.n fazolar nazariyasi S.Banax va 

boshqa matcniatiklar to!iionida.n rivojlantirilgan.

26.1-ta’rif. L chiziqli fazo va unda aniqlangan p funksional htrilgan 

bo'lsin. Agar p quyidagi uchta ‘sharini qanoatlantirsa. unga nortna deyiladi:

1 j p{x) > 0, V.r e L-, p{x) — 0 x =  $;

2} p{ax) =  jaj p{x), Va e C, V:r € L;

3) p(x + y) < p{x) + p{y), 'vx, y € L.

26.2-ta’rjf. Norma kiritilgan L chiziqli fazo chiziqli no-nnalangan fazo 

deyiladi va x € L elementning nomiasi jjxjj orqali beigilanadi.

Agar L — nomialaii.gan fa.zo<ia x, y € L elenientlax jufti uchun

p{x,y) =  \\x-y\\

Ronni mos qo‘ysa.k, p funksional metrikaniiig 1-3 aksiomalarini qanoatlantiradi 

(19.1-ta’rifgaqarang). Metrika aksionialarining bajarihshi normaning 1-3 shart- 

laridan bevosita kelib chiqa.di. Deinak, har qaiiday chiziqli nornialfuigan fazoni 

inetrik fazo siiatida qarasli mainkin. Metrik fazoiarda o‘finli bo'lgan barclia 

tasdiqlar (nialumotlar) chiziqli normaîangan fa,zr)larda hain o'rinli.

X  chiziqli normaîangan fazoda {x«} ketma.-ketlik berilgan bo'lsin.

26.3-ta’rif. Bii'or X G X. va ixtiyoriy e > 0 uchun shunday ??,o =  «o(£) >

0 mavjud bo'lib, barcha n > nÿ larda ||a;„ — xjj < s tengsizlik bajarilsa, {x'„} 

ketma-ketlik x € X  elementga yaqinlashadi deyiladi.

26.4-ta’rif. Aga.r ixtiyoriy s > 0 son uchun .shunday no =  rto{s) > 0

26- § . C h îz iq îi n o rm a îan g an  fazo la r
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rnavjud boiib, harcha n > ?7-o üéí p € N larda — :c„|| < £ tengsizlik

hajarilsa, {x„} ketrna-kethk fundamental deyiladi.

26.3 va 26.4 íaTÍflami 20.6 va 21.). ta’riflar bilan taqqoslang.

26.5-ta’rif. Agar X  chiziqli norm.alangan fazodagi ixtiyoriy {x„} funda­

mental ketma-ketlik yaqinlashuvchi ho 'Isa, u holda X  to ‘la normalangan fazo 

yoki Banax fazosi deyiladi.

Bu ta’rimi quyidagicha ayti.sh mumkin; agar {X ,p), p{x, y) — ||.x —y|| 

metrik fazo to'la bo'lsa, ii holda A' to‘la normalangan fazo deyiladi.

Chiziqli normalangan fazolarga misollar keltiramiz.

26.1-niisol. L — R  — haqiqiy sonlar to'plami. Agar ixtiyoriy a; € R soni 

uchun ||;j:|| =  |.t | sotmi mos (¡o'ysak, R  normalangan fazoga aylanadi.

26.2. L — C kompieks sonlar to'plami. Bu yerda ham norma yuqoridagidek 

kiritiladi; \\z\\ — \z\.

26.3. iy — R"' — 11 o'lchamli haqiqiy chiziqli fazo. Bu fazoda

i

funksionaliar norma shartlarini qanoatlantiradi. R" chiziqli fazoda |¡»||p nor­

ma kiritilgan bo'lsa, uni Rp.agar norma kiritilgan bo'lsa, uni R^^ deb 

belgiiaymiz (19.3-19.5, 19.11-misoIiar bilan taqqoslang).

26,4. L =  C" — n o'lchamli kompieks chiziqli fazo, Bu fazoda

jfc=l

funksional norma shartlarini qanoatlantiradi.

26.5. C[a, b] — [a, b] kesmada aniqlangan uzluksiz funksiyalar fazosi. 

Bn fazoda /  € C[a, 5] elementning normasi (19.6-misoI bilan taqqoslang)

ll/ll =- ma^l/WI.
a<x<o
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tenglik bilan aniqlanadi. Xuddi 26.3-misoldagidek C[a, &] chiziqli fazoda nor­

ma

formula vositasida kiritilgan bo'lsa, uni Ci[a, fe] (19.9-misol), agar norma

'| /(í)P á í

tenglik orqali kiritilgan bo‘lsa uni C2\p-, b] (19.8-misolga qarang) deb beigi- 

laymiz.

Quyida biz chiziqli fazo va unda kiritilgan normalarni beramiz.

28.6. ¿2 fazoda x elementning normasi quyidagicha kiritiladi:

w i =
fc=i

26.7. cq, c, rn fazolarda x elementning normasi quyidagicha kiritiladi:

|¡x|| sup l-Tnl.
l<n,<oa

¿2 ; Ci), c va m fazolarning aniqlanishi 23.5-23.8 misollarda keltirilgan.

26.8. M[a, fe]—bilaii [a, fe] kesmada aniqiangan barcha chegaralangan 

funksiyalar to'plamini belgilayrniz. F3u to'plam odatdagi funksiyalarni qo'shish

(23.3)va songa ko'paytirish ((23.4)ga qarang)amallariga nisbatan chiziqli fazo 

tashkil qila(h. Bu fazoda aniqiangan

p{x) =  sup ]x{t)\ , X e M[a, fe] (26.1)
a<t<b

funksional norma shartlarini qanoatlantiradi va M[a, fe] chiziqli normalangan 

fazo bo'ladi.

26.9. C'(” [̂íí, fe]— bilan [a, fe] kesmada aniqiangan n marta uzluksiz difí'e- 

rensiallanuvchi funksiyalar to'plamini belgilayrniz. fe] to'plam odatda­

gi funksiyalarni qo'shish va songa ko'paytirish amallariga nisbatan chiziqli fazo

250



táñJikil qiladi- Bu fazoda aiuqlaiigaji

n

p{x) =  max |:j;(í)| + V  max  ̂ .j, g b] (26.2)
ú.<t<h u j V /

funksional normaning 1-3 shartlarini qanoatlantiradi.

26.10. [a, /?] kesniada, aniqla.ngan o'zgarishi chegaxalangau funksiyalar fa­

zosi V[a, 6] (23.11-misolga qarang) ni qaraymiz. Bu fazoda

p : V[a, 6] E , p (x) =  |a;(a)| + V̂ [x] (26.3)

funksional norma aksiomalarini qanoatlantiradi va V[a, b] chiziqli norma­

langan fazo bo'ladi.

Endi Banax fazolariga misollar keltiramiz.

26.11. R” , E ”, C[a, 5], fp, p >  1, c, cq fazokrni to'ialikka tekshiring. 

Yechish. To'la metrik fazolar (21-paragraf) mavzusidan ma’lumki R”', R^,

C[o,, 6], £p, p > 1, c, lar (21.3-21.7 misollarga cprang) to'la metrik 

fazolar edi. Shuning uchun uiar to'la normalangan fa.zolar, ya’ni Banax tazolari 

bo'ladi. A

26.1?. C2[a, 6] to'la bo'lnia.gan (21.8-misolga qaxang) metrik fazo edi. 

Shuning uchun Cz[a, h] to'la bo'lmagan normalangan fazoga misol bo'ladi.

26.1. NorinaJaiigan fazoning qism fazosi 

Biz yuqorida chiziqli fazoning qism fazosi tushunchasini kiritgan edik, ya’ni 

agar ixtiyoriy x,y € Lo elementlar va ixtiyoriy a, ¡3 sonlar uchun ax+ 0y  € 

Lo bo'lsa, bo'sh bo'ljiiagan Lo C L qism to'plam, qism fazo deyilax edi.

Normalaiigari fkíolarda yopiq qism fazolar, ya’ni barcha limitik nuqtalarini 

o''zida saqlovchi qism fazolar iirahim a]).a.miyatga ega. Chekli o'lchaicilt rior- 

mala.nga.n íazolaxda har qanday qism fazo yopiqdir. Cheksiz o'lchamli nor- 

mala.ngan fazolaxda qism fazolax doim yopiq bo'lavermaydi. Quyida keltiri- 

ladigau misol fikrimizni tasdiqlaydi.
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26.13. Uzluksiz fiuiksiyaiar tazosi C[a, b] dagi barcha ko‘phadiax to‘plara.i 

qism fazo tashkil qiladi, lekin u yopiq emas. Buiiga ishonch hosil qilish udum

f2 ¿n

Pn{t) =  í  + t + :^ + ■■■

ko‘phadlar ketma.-ketligiv)i qaraymiz. R,avsha,iiki, {F„} ftiiidamental ketma- 

ketlik bo'lib, uniug limiti x(t) =  é  ga teng. x{t) — é  funksiya esa ko'ijhad 

omas.

Nortiialarigau fazoiarda asosau yopiq chiziqli qism faaolami qaraymiz. Shu- 

iiing uchun 23-§da kiritilgan qism fazo atamasiga o'zgartirish kiritish tai.)iiydir.

26.6-ta’rif. Agar L normaîangan fazoning Lo C L qism to ‘plamida ix­

tiyoriy x,y e Lo elementlar va ixtiyoriy a, /? sonlar uchun ax -|-,% e Lo 

bo‘lsa Lo chiziqli ko‘pxillilik deyiladi. Agar Lo C L qism to‘plam yopiq chi­

ziqli ko ‘vxiMilik bo ‘Isa, Lo qism to ‘plam L ning qism fazosi deyiladi.

26.14. Uzluksiz funksiya.lar fazosi C'[—1, 1] dagi bardia toq funksiyala.r 

to‘plarni C~[—l , 1] (23-§ning 4-dii topshirig'iga qaxang) chiziqli ko'pxillilik 

tashkil qiladi va u yopiq. Haqiqatan haxn, { x„] toq funksiyalar ketma-ketligi 

biror x 6 C[—1,1] eleineutga yaqinlaslisin. U holda

x (~t) =  lim Xn (~t) =  lim {-Xn {t}) =  -  lim x„ (í) =  -x ( t) .
n->co n-*00 M,->CO

26.15. [«, 6] kesmada aniqlangan va x{a) =  O shaxtni qanoatlantiruvchi 

o'zgarishi cliegaralangan funksiyalar to‘i,>lamini Vo[a, b\ l)iian belgilaynúz. 

Ma’lumki, Vo[a, . to'piam V[a, ft] fazoning (23.15-misolga qarang) qism 

fazosi, ya’ni yopiq chiziqli ko'pxillilik bo'ladi. Bu fa.zoda ham x elementning 

uormasi (26.3) tenglik bilan aniqlanadi. (26.3) tenglik % fazoda quyidagi 

ko'rinishga ega bo'ladi;

||x|¡ =  V̂ [x] (26.4)

va u norma .aksiomalarini qanoatlantiradi. Demak, Voí*. to'piam chiziqli 

normaîangan fazo l)o‘ladi.
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26.16. [a, h\ kesmada aniqiangan va x{a) =  0 shartni qarioathintiruvchi 

absolyut uzluksiz funksiyalar to'phiinini AC{¡[a, h] bilan belgilayrniz. Ma’hirn- 

ki, ..4C'o[a, h] to'plam H[a, 6] fazoning (26.15->nisolga qarang) qism, faaosi 

bo'ladi. Shuning uchun bu fazoda ham x elementning normasi (26.4) tenglik 

bilan aniqlanadi va /iC'o[a, h] to'plam chiziqli normalangan fazo hosil qiladi.

26.2. Normalangan fazoning faktor fazosi 

Bizga L normalangan fezo va lining Lq C L  qism fazosi berilgan bo'lsin. 

P  — L jL q faktor fazoni qaraymiz va unda normani quyidagicha aniqlaymiz. 

Har bir ^ e P  qo'shni sinfga

II e II =  in f  II a: II (26.5)

sonni mos qo'j^sak, bu funksional norma aksiomalarini qanoatlantiradi. De­

mak, L /Lq faktor fazo ham norm.alangan fazo bo'lar elcan.

Agar L to'la normalangan fazo bo'lsa, L/Lq faktor fazo ham (26.5) nor- 

maga nisbatan to'la fazo bo'ladi |lj.

26.17-misol. Faktor fazoga misol keltirishni tushunish nisbatan osonroq 

bo'Igan fazodan boshlsymiz. L =  fezoning >;;os qism fazosi U =  

{(3'i)î 2>-'ẑ 3) C M* : i's — 0} ni qaraymiz va L j lJ  faktor fazoning element­

larini, ya’ni qo'sluii sinflarning tavsifini beramiz. Ma’lumki,

X - y  =  (.fl -  X2, X2 -  V2, X-s -  ys) € L'

bo'lishi uchun a’3 y¡ bo'lishi z.arur va yetarli. Demak, L/.U faktor fazoning 

eiementlari 0 xix2 tekislikka, parallel bo'Igan tekisiiklardan iborat. Masalan, 

{a, b, c) € imqtani o'zida saqlovchi ^ qo'shni sinf 0 x¡x2 tekisligiga paral­

lel bo'Igan xs =  c tekislikdan iborat. Bu faktor fazoda f  elementning normasi

p( 0  =  inf X/ xf + xl + xl ^  inf J  xj -t- ;r| + x¡ ^  Ixgj
Xizi;  '  y

tenglik bilan aniqlanadi. E4u faktor fazoning o'lchami 1 ga teng va u to'la 

normalangan fazo.
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26.18. Lp[a, b\ faktor fazoni (23.18-misolga qarang) qaraymiz. Agar Lp[a, i>] 

dan olingan liar bir ^ (lo'slini sinfga uning ixt.iyoriy /  G C vakili yordamida 

aniqianuvchi va vakilning ta,nianishiga bog'Iiq bo'lmagan.

■b \p
i ieii-inf / m tw d t  =i i / i i  (26.6)

/e? \Ja /

sontii mos C(o‘ysak, bu funksional norma shartlarini qanoatlantiradi. Demak, 

Lp[a, b], p > 1 chiziqli nornialangan fazo bo'ladi. Bu fazo [a, b] kesmada 

aniqlangan va p — (;hi darajasi bilan Lebeg ma’nosida integrallanuvchi ekvi- 

valent funksiyalar fazosi deyiladi. Barcha p > 1 larda Lp[a, 6] fazo to‘la 

■lormalangaTi fazo, ya’ni Banax fazosi bo'ladi [1].

26.19. O'zgarishi chegaraiangan funksiyalar fazosi l/[a, 6] ni (26.10-misol- 

ga qarang) qaraymiz. Unda o'zgarmas funksiyalardan iborat L' =  {x € 

V[a, h] : x{t) - const} bir o'lchamli qisrn fazoni olamiz. Endi ^[a, f>] 

chizic(li fazoning iJ  <¡ism fazo bo'yicha fa,kt(jr fazosiiii qaraymiz. Faktor fazo 

ta’rifiga ko'ra x, y € V''[a, b] elementlar bitta qo'shni sinfda yotishi uchun 

x{t) — y{t) ~ const bo'lishi zarur va yetarli. Boshqacha aytganda y € V[a, 6] 

element x elementni saqlovchi ^ qo'shni sinfda yotislii uchun y{t) x(t) — , 

C , C — const ko'rinishda tasvirlanishi zarur va yetarli. Ma’himki, har qan.- 

day fakt.or fazoda q elementning normasi quyidagicha aniqlanadi:

lleil inf llyll inf (!x(a) -  C| + - C']). (26.7)

O'zgarishi chegaraiangan funksiyalar xossalaridan ma’lumki, istaigan C  o'z­

garmas uchun

tenglik o'rinli. |a'(a) — C\ ning aniq quyi chegarasi esa nolga teng. Bulardan 

foydalanib, (26.7) ni quyidagicha yozish mumkin:

liill =  X € e va x(a) ^  0. (26.8);

260



(x¿, Xi) ^  o bo'lgani udmn, barcha ¿ e (1,2, . . . ,  n} larda a i — O bo'ladi.

27.4-ía’rif. Agar {.ro} sisternani o'zida saqlovcht minimal yopiq qisrn fazo 

E  fazoning o'ziga teng bo'lsa, v. holda {.7;̂ } sistema to'la deyiladi.

27.5-ta’rif. Agar {xq.} ortonormal sistem,a to'la bo'lsa, u holda bu sistema 

E  fazodagi ortonorm,al (ortogonal normaîangan) bazis deyiladt.

Ravshanki, agar {x«} ortogonal sistema bo'lsa, u holda

ortonormal sistema bo'ladi.

27.1-misol. K” —■ {x — (;ci, X2, ■. ■, x„ ) , e E} — n o'lchamii Evklid 

fazosi. Bri fa.zoda .skalyar ko'paytma (inyidagicha kiritiladi

n

(x, y) =  E  
!=1

Bu fazoda =- (O,. . . ,  0 ,1, O,. . . ,  0)}^_j vektorlar sistemasi ortonormal 

k
bazistii tashkil (jiiadi.

27.2. Kvadrati büanjamlanuvchi ketm.a-ketliklar fazosi, ya’ni £2 ni qaraymiz. 

Bu fazoda skalyar ko'paytma quyidagicha kiritiladi

Oü

{x,y) =  Y ^ iy i-  
i=i

Î2 fazoda ortonormal bazis sifatida (23.8) tenglik bilan aniqlanuvchi {e„}^j 

vektorlar siste;rnasini olish mumkin.

27.3. C'2 [a, &] fazoda skalyar ko'paytma quyidagicha kiritiladi

U ,g ) ^  f  f{ t)g { t)d t . (27.4)
■Ja '

Bu fazoda ortogonal (normalanniagan) bazisga

1 27t n t 2tt n t
-, eos---- , sm-----, n =  l , 2 , ...
2 b — a h~ a

funksij'-alardan tashkil t,of)gau trigonornetrik sistema misol bo'ladi.
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27.4. Ьг[а, b] fazoda ham f  va g elomentlarning skalyar ko'paytmasi

(27.4) tenghk bilan aniqlanadi.

27.6-ta,’rif. Agar E  Evklid fazosininy hamma yerida zich bo4ga,ii mnoqli 

to ‘plam m.a,vjud bo ‘Isa, E  sepo,rabel Evklid fazosi deyiladi.

Yuqorida keltirilgan E” , ¿2 , C2{a, 6] va I/2 [o, 6] fazolar (19.3-19.6 misol- 

larga qarang) separabel Evklid fazolariga misol bo'ladi. Har qanday separabel 

bjvklid fazosidagi ixtiyoriy ortonormal sistema ko‘pi bilan sanoqlidir. Mustaqil 

isbotlang.

27. l-teorema (Ortogonailashtirish jarayoni). Bizga E  Evklid fazo sida 

chiziqli bog'lanrnagan

/ь  /2. (27.5)

elementlar sistemasi berilgan bo‘lsin. U holda E  Evklid fazosida quyida,gi 

shartlarm qanoatlantiruvchi

4>i, Ф2, ... ,фп, ■ ■. (27.6)

sistema mavjud:

1) (27.6) ortonormal sistema.

2) Har bir фп element Д, / 2 , • • . , /„  elem,entlarning chiziqli kom,binatsiya- 

iborat, ya’ni

<Pn — ® n l / l  “ t" *^»,2/2 “Ь • • • “b  O-nnfm ® nn ^  0  !

3) har bir fn element

f n  =  K .l Ф1 +  Ьп2ф2+ • +  i>nn Фп, bnn >  0 

• ko ‘rinishda tasvirlanadi.

4) (27.6) .aistemaning har bir elementi 1-3 shartlar bilan bir qiymatli aniqlana­

di.
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Isbot. Ф1 element ац / i ko'rinishda khnadi va ац 

(Ф1 , Ф1) =  all i f u f i )  =  l

shaxtdan aniqlanadi. Bu yerdan

Ko'rinib turibdiki, ©i bir qiyrnath aniqlanadi. Faraz qilaylik, 1-3 shartlarni 

qarioatla.irtiruvchi фк, к € {1,2, .. .,  n —l} elementlar qurilgan bo'lsin. Ushbu

'Фп =  fn - ifn, Ф1) Ф1 -  ifn, Ф2) Ф2 - - (/n, Фп-l) Фп-l

elementni kiritamiz. Ko'rsatieh nramkiuki, agax к 6 {1, 2 , . . . ,  n — 1} bo'lsa, 

{Фп, Фк) =  О bo'ladi. {Фп, Vn) =  О tenglik (27.5) sistemaaii.ig chiziqli erkli 

ekanligiga zid, shuning uchun {ф.̂ п, ф>п) > О. Endi

•фп
<Pn

V

deymiz. V-’n vektorning qurilishiga ko'ra u / 1 , / 2 , ■ ■ ■, fn vektorlaraing chi­

ziqli kornbinatsiyasi va dema,k, фп harn ularning chiziqli kombinatsiyasi, ya’ni

Фп =  a-nifi + «17,2 /2  + • • • + annfn, bu yerda o„,„, =  > 0.
Vbl’n, Фп)

Bundan tashqari {фп, фп) =  1 j {Фп, Фк) =  0, {к < п) va

fn =  bnl Ф1 + b„2 Ф2 + • • • + bnn Фп, bnn =  «ni =  \'{Wn, фп) > o,

ya’ni фп teorema shartlarini qanoatlantiradi. Д

(27.5) sisteraadan 1-3 sliaxtlami qa.noatlantiruvchi (27.6) sistemaga o'tish 

ortogonaUashtirish jarayoni deyiladi. Ko'rinib turibdiki, (27.5) va (27.6) sis- 

temalardau hosil bo‘lgan qism fazolar usfctria-ust tushadi. Bundan fcelib chiqadi­

ki, bu sistera;alar bir vaqtda to'la yoki to'la emas.

27.1-natija. Har qanday sepa,rabel Evklid fazo sida sanoqli ortonormal hazte 

mavjud.
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j Isbot. {ipn} c_ hj Evklid fazosiriijig hamma yerida «ich sanoqli to‘i)iam

bo'lsin. Undan chiziqli bog‘langaii elementlarni chiqarib tashlab, qolga.n {/„} 

sistemaga ortogonailashtirish jarayonini qo'llab, ortonormal bazisni hosil qila.- 

rniz. A

27.1. Bessel tengsiziigi. Yopiq ortogonal sistema 

Bizga ?7 —o'lchamii E  Evklid fa.zosi va lining ei, 6 2 , . . . ,  e„ ortonorma.l 

bazisi berilgan bo'lsin. U holda ixtiyoriy x £ E  elementni

Í / )
(277)

k-l

yoyilma ko'riuishda yozish. mumkin, bu yerda c* =  {x, e¡.) , /c e {1, 2 , . . .  , n } . 

Bu yoj'ilmani cheksiz o'lchamii Evklid fazolari uchuu qanday umumlashtirish 

mumkinhgini ko'rib chiqamiz. Bizga E  Evklid fazosining (

<j>i, 4>2, ■■■ j (27.8)

ort.onormal sistemasi va /  e E  ixtiyoriy elementi berilgan bo'lsin. /  elemeiit­

ga

Ck =  { f , 9k), 1, 2, ...,?z,..-. (27.9)
\

sonlax ketma-ketligini mos qo'yamiz va sonlax /  elementning hoard,inata- 

iari yoki {4>n} sistemadagi Fur-ye koeffitsiyentlari deyiladi.

00

(¿¡} (27.10)

formal qator esa /  elementning {d>„} ortonormal sistema bo'yicha Fuuje 

qatori deyila-di.

Quyidagicha savol tug'ila.di. (27.10) qator yaquilashuvchimi? Ya’ni qator­

ning qismiy yig'indilari ketma.-kethgi

n

fn
k^l
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biror elementga yaqinlashadimi? Agar {/„} ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo'lsa, 

u holda (27.10) qatorning yig'indisi /  ga teng bo'ladimi?

Bll savollarga javob berish uchun tiuyidagi masalani qarayini?:. Berilgan n 

natural son uchun â r, k e {1,2, . . . , n }  koeifitsiyentlarni shunday tanlash 

kerakki, /  va
n

(2.7.11)
k=l

yig'indi orasidagi jj /  — S'»!! masofa minimal bo'lsin. Bu masofa kvadratini 

hisoblaymiz, (27.8) ortonormal sisteraa bo'lgani ucium

/  « )i \

\ k=l k=l /

/ n  \ / n \ / n  n \

(/> / )  -  Í /, E  ^ ^
V ¿=1 /  \ i;= l /  \ifc=l i= l  /

(/, / )  - 2 ¿  a* (/, ¿fc) + ¿  4  =  
fe—1

^ l í / f - 2  ¿ « * £ ¿  + ¿ ^ - ^ ¿ ^ - ¿ 4  =

í:=l *=1 fc=l 

n n
k=l

~ -I ¡1̂ + E  “  E  '"fe- 
<;=1 fc=l 

Bil iíbda barcha k e (1,2, . . . ,  ?í} larda

«fc =  Ck

bo'Igan holda rninimumga erishadi. Bu holda

(27.12)

\\f-Snf =  \\ff-Y^k- (27.13) ■■
fc=i

Biz isbotladikki, (27.11) ko'rinishdagi yig'indilar ichida /  elementdan Pur_ye 

qatorining
n

fn =  E  
k=l
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qismiy yig'indisi eng kam chetlanar ekan.

Bu tasdiqning geoinetrik ma’iiosi shundaii iboratki,

n

k=l

vektor <pi, tp2,...,(p „  vektorlarning barcha chiziqli kombinatsiyalariga orto­

gonal, ya’ni /  — S„ element ^i, <¡>2, ■■■ An  vektorlardan hosil bo'lgan qism 

fazoga ortogonal bo'lishi uchun (27.12) shartning bajarilishi zarur va yetarlidir.

II /  -  S'njf > 0 bo'lgani uchun (27.13) tenglikka ko'ra

k=l

Bu tengsizlik ixtiyoriy n- € N uchun o'rinli, shunday ekan, /

OO 

fe=i

c[ator yaqiTilashuvchi va

E 4 < i i / i i ^  
fe=i

So'nggi (27.14) tengsizlik Bessel tengsizliyi deyiladi.

27.7-ta’rif. Agar ixtiyoriy f  e tJ uchun

fc=i

(27.15)

tenglik 0 ‘rinli ho‘Isa, oHonorinal sistema yopiq sistema deyiladi. (27.15) 

tenglik Parseval tengligi deyiladi

(27.13) tenglikdan kelib chiqadiki, {̂ 6„} ortonormal sistemaning yopiq bo'lishi 

uchun, har bir f  € E  da
OO

k=l

Furye qatorining qismiy yig'indilar ketma-ketligi /  elementga yaqinlashishi 

zarur.
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27.2-teorema. Separabel Evklid fazosida har qanday to ‘la orf.onorrnal sis­

tema yopiq va aksincha.

Isbot. E  dai! olingaii ixtiyoriy {<;&„} tola ortonormal sisteina.iii qaraviiiiz. 

lstalga.n /  € bJ uclran c* =  (/, ék)\ k — 1, 2, . . . ,  n , . ..  Piuye koefñt-

sijí'entlarini olarniz. {^«,} sistema to'la bo‘Iga.ni uchun ixtiyoriy s: > O songa 
N

ko'ra, shunday o-k^k chekli yig'indi mavjud bo'lib, 
i=i

f - jZ a k é k

tengsizlik bajariladi. U holda n > N  bo'lganda

N

l l / l P - E ‘ í  s l | / f - E 4  =  
k—1 k—1

Olingan bu mutiosabatlardai.i

N

<
N

< e.

I I / I P - E 4
k=l

Parseval tengligi kelib chiqadi. ya’ni {<̂ „} sistema yopiq ekau.

Endi {(/;„,} — E  dan olingan ixtiyoriy yopiq ortonormal sistema bo'lsin.
OO

f  G E  vektor qauday bo'lmasin, uning Fuiye qatori J2 k̂ (h niug qismiy
fc=i

yig'iudilar ketma-ketligi /  elementga yaqinlashadi, chunki

liin
n-̂ oo

k=i

=  lim
n—?oo

\ k=l

Shuning uchun {^n} — sisternaning barcha chekli kombinatsiyalaxi to'plami 

E  ning hamma yerida zieh bo'iadi. Ya’ni {cj>n} to'la ortonormal sistema 

bo'ladi. A

27.23. C2 [—vr, 7t] separabel EvMid fazosida { (í) =  Tr^^/^sinní} 

sistema ortonormal bo'ladimi? Agar {4>n} ortonormal sistema bo'lsa, u to'la,mi?
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Yechish, Ma’lmnki, { tt sin n i}  íirigonometrik sistema ortogonaidir. 

Endi (0n> ^n) =  1 tenglikni tekBhiramiz.

1 í"  1 n  1
{<bn, <¡>n) =  — / siii^ nt dt =  ~  (1 — eos 2n t) dt =  ■—  (27t — 0) =  1.

/T J _ ^  2rf 2/r

Demak, {cpf,} ortonormal sistema ekan. Endi uni to‘lalikka teksíiiraniis!. 27.2- 

teoremaga. ko'ra {¿„} sistema to'la I)o‘lishi uchun, uning yopiq bo'lishi zarur 

va yetarlidir. /o (í) =  1 € C'2 [—tt, tt] uchun Parseval tengligi bajarilishi­

ni tekshiramiz. /o ning Furye koeffitsiyentlarini hisoblaymiz. Ma’lumki, toq 

funksiyaiiing l~a, a] kisma bo'yicha oliugan integrali nolga teug. Shuning 

uchun istalgan n G N da

1 r
Cn =  (/o, ^  : ; ^ y  shintdt =  0.

Bundan

27T=j!/of > 0 - £ c 2  

n=l

tengsizhk kelib chiqadi. Parseval tengligi !)ajarilmayapti, shuning uchun {^„} 

sisteraa yopiq emas, demak, u to'la bo'lmagan cirtononnaJ sistema ekan.

27.2. To‘la Evklidla Evklid fazolari. Riss-Fisher teoremasi 

Bizni asosaji to'la Evkhd fazolari qiziqtiradi.

27.8-ta’rif. A’ Evklid fazosi ||x|| =  {x, x) normaga nisbatan to‘la ho isa, 

u to‘la Evklid fazosi deyiladi.

27.6-misoi. C2[a, h] to'la bo'lmagan separabel Evklid fazosi bo'líuii (21.8- 

misolga qarang).

27,7. ¿2 va l/2 [a, b] to'la separabel Evklid fazolariga rnisol bo'ladi (21.7 

va 26.18-misoIlarga. qarang).

E  — to'la separabel Evklid fa.zosi va, {(^„} undagi ortonormai sistema (to'la 

bo'lishi shart emas) bo'lsin. Bessel tengsizligidan kelib chiqadiki, cj, q j,__ , ĉ ,.,...
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sonlar biror /  elememtning Fnrye koeffitsiyentlari bo'lishi uchun

n=l

qatorning yaqinlashishi zarur.

To'la Evklid fazolarida bu shart yetarli ham ekan.

27.3~teorema (Riss-Fisher). — F to‘la EvUid fazosidagi ixtiyoriy 

ortonormal sistema va Cj, C2 , . . . ,  c„,. . .  sonlar shunday bo‘lsinki, (27.16) qa­

tor yaqinlashsin. U holda shunday f  € E  dement mavjudki,

00

c, =  (/, 4>,), /0 = 1 , 2 , . , . ,  va E  / )  =  11-̂11'

tengUklar o ̂ rinii ho ‘hdi.

Isbot. E  to'la Evklid fazosida {/„} ketina-ketlikui quyidagicha aiiiqlay- 

rniz:
n

/)7. =  E  
fe=i

(27.16) qator yaqinlashuvchi bo'lgani uchun ixtiyoriy e > 0 son uchun sliun- 

day n{£) > 0 mavjudki, barcha n  > ?z(c) va p € N larda

' n+p

I! fn+p  ~  fn\\ — il tW+1 'Pn+l +  • • • +  Cj^+p 9^n+p|| — ^  ^  ^
k=n+l

tengsizlik o'rinli, ya’ni {/„} — fundamental ketma-ketlik. E  ning to'laligiga 

ko'ra {/„} ketrna-ketlik biror f  e E  elementga yaqinlashadi. Istalgan i € N 

uchmi

i f ,  4>ú =  i fn ,  4>i) +  ( /  -  in , é i )  , (27.17)

tenglik o'rinli. (27.17) ning o'ng tomonidagi birinchi qo'shiluvchi n > i da c, 

ga fceng, ikkinchi qo'shiluvchi esa n —+ 0 0  da nolga intiladi, chunki

! ( /  -  In , <'/>t)l <  !l /  -  / n i l  • II ^̂ *11 =  II /  -  / n i l  - ^ 0 ,  n - ^ 00 .
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(27.17) tenglikning chap tomoni n ga bog'hq emas, shiming nchun n  oc 

da hmitga o'tsak,

(/, <i>i) -

/  ning aniqlanishiga ko'ra,

/  n n  \ OO

W f - f n f ^  f - Y 2 ck<t)k, I-y2ok4>k n-^OC'.
\ k-l fe=l /  *=1 

Shuning uchun

E 4 =  ( / . / ) - l l / I ! " -  ^
n - i

Ortogonal sistemaning to'laligi ha.qida quyidagi teoremani isboflaymiz.

27.4-teorema. To‘lo, separabel Evklid fazosidagi {^„} ortonormal sistema 

to'la bo'lishi uchun, E  ia  {<j>n} sistemaning harcha elem,entlanga ortogonal 

bo'Igan nolmas elem.entning mavjud bo'lmasligi zarur va yetarli.

Isbot. Zonmyligi. Faraz qilayiik, {4>n} sistema bo'Í!?in, u holda 27.2- 

teoremaga ko'ra u yopiq ham bo'ladi. Agar /  element {</>„} sistemaning bar­

cha elementlariga ortogonal bo'lsa, u holda uning barcha Furye koeffitsiyentlari 

nolga teng, ya’ni c„ =  0 bo'ladi. U holda Parseval tengligiga ko'ra,

( / , / )  =  ¿ 4 - 0 ,  

k=l

ya’ni /  =  Ö.

Yetarliligi. Teskarisini faraz qilayiik, to'la bo'lmagan sistema bo'lsin,
CC

ya’ni E  da shunday g ^ 0  element mavjud bo'lib, (ry, g) > X] 4 ’ yerda
fe=l

C'k — (g, 9k) tengsizlik bajarilsin. Riss-Fisher teorernasiga asosan, shunday 

f  € E  element mavjudki,

if , <Pk) =  Ck, ( / ; / )  =  ¿ 4  
k=l

tengliklar o'rinli. Bu holda f  — g element barcha <pk larga ortogonal bo'ladi.

( / ’ / )  < Í9,g)
k=l
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teD.gs!zlikdaji f  — g ^ 0  ekanligi kelib chiqadi. A

27.8-mssoL L2[—7t, îv] Evklid fazosida { i ’n{i) =  cosnt}^_i orto­

normal sistema tola boiadimi?

Yechish. {é„} laruiiig barchasiga ortogonal bo'lgan fo{t) =  1 nolmas 

element mavjud. Shuoiug uchun, 27.4-teoremaga ko'ra {V'«} sistema to'la 

emas.

27.3. Evidid fazolarîniiig xarakteristik xossalari

Quyidagicha savolni qaraymiz. ii' — normalangan fazo bo'lsin. daaniqlan- 

gati norma qanday qo'sliimcha shartiaxrii qarioa-tlantirsa, E  Evklid fazosi 

ham boiadi? Boshqacha aytganda, qanday sharllarda norma orqali unga mos 

skalyar ko'paytma kiritish mumkin?

27.5-teorema. E  narmalangan fazo Evklid fazosi bo‘lishi uchun, ixtiyoriy 

ikkita /, g € E  elementlar uchun

Il f  + 9 f ’ + Il /  -  9 Í  =  2 II /  il' + 2 II Í7 II"* (27.18)

tenglik bajarilishi zarur va yetarli.

Isbot. Zaruriyligi. f  -f g va /  — g tomonlari f  va g vektorla,rda.n ibo­

rat paralielogramm dia.gona.lla.ridir. (27.18) tenglik Evkiid fazosidagi paraUel- 

ogramrnning ma’lum xossasini ifodalaydi, ya’ni paralielogramm diagonallaxi 

kvadratîariuiiig yig'indisi barcha tomonlar kvadratlaiining yiÿindisiga ten:

11/ + 3lP + 11/ -  g f  -  ( /  + 9 ,f  + 9) + i f  - 9 , / - 9 )  =

=  2 i f J )  + 2ig,g) =  2 U f  + 2\\gfi
)

Yetarliligi. E  normalangan fazoda normaning (27.18) a.yniya.tidan foy­

dalanib, E  da skatyar ko'paytma kiritish mumkinligini ko'rsatish kifoya. Ix­

tiyoriy /, g € E  elementlar uchun

( / , 5 ) = ~ (| | /  + 5 l P - l l / - # )  (27.19)
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deymiz. Ko'rsa.tish mumkinki, a.ga.r (27.18) tenglik bajarilsa, (27.19) tenglik 

yordamida aniqla.ngan funksiorial skalyar ko’paytma sliartlarini qaiioatlantira- 

di. A

27.9-inisol. — n o‘lcíiamIi vektor fa.zoni qaraymiz. Bu fazoda x ele- 

mentiiing normasi quyidagidia aniqlanadi (26.3--irtisolga <|axa(ig):

Qanday p > 1 larda normaîangan fazo Evklid fazosi boladi?

Yechish. E ” dan /  =  (1, 1, O, . . . .  0) va g =  (1, —1,0, . . . .  0) vekLor- 

larni olamiz. U holda

/  + i?.= (2,0,0, . . . , 0 ) ,  / -  <7-(0,2,0, . . . , 0 )  .

En<ii (27.18) tenglikning l)aja.rilis!iini tekshirib ko'rainiz:

||/ + í?!i, =  (2^)‘/ "- 2 , ||/-í/i|, =  2, il/||,=  ¡i^||,^2‘/í’,

2̂  + 2  ̂=  2 • 2 /̂  ̂+ 2 • 2 =  2^^ .̂

So‘nggi tenglik fa.qat p = 2  da o'rinli. Demak, faqat p =  2 da IR” nonnalan- 

gan fazo Evklid fazosi ham boladi.

27.10. C[0, 7t/2] fazoiii qai'aymiz. Ma’luiriki, í,)u fazoda /  eiementnisig 

normasi quyidagidia aniqlanadi

11/11= max |/(í)|. (27.20)0< í <7t/2

Bu fazo Evklid fazosi boladimi?

Yechish. C'[0,7r/2] fazodan /(¿) =  cosí, g{t) =  sin/, elementlarni 

olamiz. U hoida || /  || =  || ÿ ü =  1,

„ . n , . , /7::
l¡/ + í?ll= max |cos^f smí| = ~ v ' 2 ,

a<t<7T/2 2 2
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I l / “ í7li= max I cosí — siníl =  1.
" '' 0<í<z/2 ' '

Endi (27.18) teiigli.kii.iiig ba.jarili,!3liini tekBhirainiz:

2 + 1 =  2(1 + 1), 3 ^ 4 .

Demak, 6'[0, tt/2] fazo Evkiid fazosi bo‘la olma.ydi. Boshqacha aytganda (27.20) 

tenglik bilan aniqlanuvehi normani biror bir skalyar ko'paytma yordamida 

borish mumkin emas. A

Mustaqii ishlash uchun savol va topshi.riqlar

1. Shunday funksiondga misol keltiñngki, skalyar ko'paytmaning 1-sharti 

hajarihnasin.

2. Skalyar ko‘payfmaning l-sha.rti hajaríM, 2-4 shartlari bajaribnaydigan 

fimksionalga rnisol keltiring.

3. Toia va to‘¡aho‘lrnagan Evklid fazolariga rn-isollar keltiring. £2 va C2I—I, 1] 

fazolarni tahlil qiling.

4. fazoda x =  (1, 1, 1), y =  (1, 1, 0) .s =  (1, O, 0) vektodarni 

oHogonallashtiring.

5. Cila, 6] fazoda ortonormal sistemaga rnisol keltiring.

6. C2 [—1, 1] fazoda f{x) =  1 va g{x) = x  vektoriar omsidagi burchakni 

toping. Uni funksiya grafiklari omsidagi burchak hitan taqqoslang.

{ fn (t) =  eos (mr x)} sisteman,i C'2 [—1, 1] fazoda ortogonaUikka 

tekshiring. U ortonormal sistema boiadirni?

8- { íín (í) =  sin {mrx) } ÍJlj .sistema L2[—l, 1] fazoda yopiq .sistema hoia- 

dirni?
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9. 1] EvUid fazosida f{x) =  l  va g{x) =  x vektorla,rri,mg

{ fn (x) =  cos (n-rx)} , n € N 

ortonormal sistemadagi Furye koeffiMiyentlarini toping.

10. L2[-1, 1] separahel EvUid fmosida

fn{x) =  cos{ri'fcx), gn{x) = 8m{n.'Kx) ,n  e N  

ortonormal sistemAh to‘la ho‘ladimi‘i

11. 4> '̂hiziqU normalangan fazo > 1 ning qanday qiymatlarida Evklid 

fazosi bo'iadi.

12. Lp[a, b], p > l  chiziqli normalangan fazo p ning qanday qiymatlarida 

Evklid fazosi bo ‘h

28-§. Hñbert fazolari

To‘la Evklid faaolaiini qaxaslida davom etamiz. Bizai faqat cheksiz olchamli 

Evklid fazolaxi qiziqtiradi, chuiiki chekli o'lcha.mli Evklid fazolari R ” fazoga 

izomoifdir.

28.1-ta’rif. Cheksiz o‘lchamU to‘la Evklid fazosi Hilbert fazosi deyiladi. 

Shunday qilib, ixtiyoriy tabiatii /, g, (p,... elementlaming H to‘piarui 

Hilbert fazœi bo‘lsa, u quyidagi uchta shartni qanoa.tlantiradi:

1) H — Evklid fazosi, ya’ni skalyar ko‘pa.ytma kiritilga:« chiziqli fazo;

2) p {x, y) =  \J{x — y, X — y) metrika ma’nosida H  — tola fazo;

3) I I  fazo - cheksiz oldiamli, ya’ni unda cheksiz elementli chiziqli erkli 

sistema mavjud.

Oda.tda sepaxabel Hilbert fazolari qaraladi, j'-a’ni H ning hamma yerida, 

zich boigan sanoqli to'plam mavjud.

Bundan keyin biz faqat separabel Hilbert fazolarini qaraymiz,
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28.1-misol. C2¡a, h] Evidid fazosi to‘la emas (21.8 - misolga qarang), 

shuning vichmi Chla, 6] Hilbert fazosi bo‘!a olrnaydi.

28.2, ¿ 2  va I/2 [a, b] lar cheiisiz o'lchamii to‘la sej^arabel Evklid fazoiaridir 

(27.7-misolga qarang). Shuning nchun ular Hilbert fazolari bo'ladi.

28.2-ta’rif. Agar E  va E* Evklid fazolan o'rtasida o'zaro bir qiymatli 

moslik o'rna,tisk m.umkin bo'lih,

X x\ y ->• y\ X, y € E, X*, y* €  E*

ekanligidan

x +y<-^x* + y*, Xx^-^Xx* va (x,y) ^  {x*,y*}

mxinosúhatlar kelib chiqsa, E  va E* lar izom,orf fazolar deyiladi.

Boshqacha aytganda, Evklid fazolarining izomorfligi sliundau iboratki, bu 

fazolar o'rtasiiia. o'zaro bir ijiyiriatii moslik mavjuci bo'lib, bu moslik .ghu fazo- 

lardagi chiziqli amallarni va ulardagi skalyar ko'paytmani savilay-di.

Ma’lumki, n — o'lchamii ixtiyoriy ikkita Evklid fazosi o'zaro izomorfdir. 

Cheksiz 0 ‘lchamli Evklid fazolari o'zaro izomoif bo'lishi shart emas. Masalan 

Í2 va C2\a, I] fazolar izomorf emas, chunki Í2 to'la, C'2 [«; b] esa to'la emas. 

Quyidagi teorema o'rinli.

28.1-teorema. Ixtiyoriy ikkita separahel Hilbert fazosi o'zaro izomorfdir. 

Isbot. Ixtiyoriy H  Hilbert fazosini €2 fazoga izomorfligini ko'rsatamiz. 

Agar shuni ko'rsatsak, teorema isbot bo'lgan bo'ladi. H  Hilbert fazosidan 

ixtiyoriy {(p„] to'la ortonormal sistemara olamiz va /  € H  elementga uning 

FUrye koeffitsiyentlari bo'lgan Ci, C2 , . . . ,  c„, ... ketma-ketlikni mos qo'yamiz. 

Bessel tengsizligiga ko'ra,

E ^ .  < - •
n=l

Shuning uchun c =  (ci, C2 , . . . ,  c„,..,) ketma-ketlik ¿2 fazoning elementi 

bo'ladi. Teskarisi, Riss-Fisher teoremasiga ko'ra, €2 fazoning ixtiyoriy c =
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(ci, c’2 , . . . ,  c„,...) eleinentiga (ketma-ketligiga) H fazoning yagona /  de­

menti mos keladi va uning Fuiye koeffitsiyeutlari bo'lib, ci, C2 , ■ ■ ■, Cn, ■ ■ ■ 

sonlar xizmat ciiladi. O'rnatilgan bu mosiik o'zaro bir qiymatliilir. Agar

f  ^  c -  (ci, C2 , . . . ,  c„, ...) va g ^ d  =  (di, ¿2 , . . . ,  d„, . •.)

bo'lsa, u holda

/  -h ^  C +  d =  (ci + f/i, C-2 +  «2, . . . , Cn +  • • •)

va

a f  <r̂  a c =  {aci, ac2, . . . ,  ac„, . - •

Nihoyafc, Paxseval tengligidan

OO

(/, iO
n = l

ekanligi kelib chiqadi. Haqiqatan ham,

OO OO

(/> ¿  Ca> 5) - ¿  4  (28.1)
77=1 »=1

va

i f  + g J  + g) =  if, f )  + 2 (/, £i) + ig, g) ^
oo oo oo oo

=  X ]  + ^«)^ =  I Z  + 2 V ] c„4  + E

n = l  n = l  n = l  n = l

PiU yerdan va (28.1) dan

if , g) — /   ̂ — (c, d ) .
n = l

Shunday qilib, biz o'rnatgan moslik izomorfizm ekan, ya’ni bu moslik chiziqli 

amallarni va skalyar ko'paytmani saqlaydi. A

Isbotlangan teoremadan shunday xulosa kelib chiqadiki, izomorfizm aniqligi- 

da faqat ¿ 2  Hilbert fazosi mavjud ekan. Boshqacha aytganda, (2 fazo I I  

Hilbeit fazosining koordinat ko‘nnishi desak bo'ladi.
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H Hilbert faííosining qism íazosi deganda yopiq qism fa,zoni tiishunariiiz. 

Hübert fazosining qism fasioiariga misollar keltiramiz.

. 28.3-misoí. h € H  — ixtiyoriy element bo'lsin. h ga ortogonal bo'lgan 

barcha f  G. H (ilemeiitlar to'plami qism fazo tíishkil qiladi.

28.4. ¿2 fazoda 3:1 =  X2 shartni qaiioatiantinivchi elementla.r to'plami 

qism fazo tashkil qiladi.

28.5. í-2 fawming M  — {x e £2 ■ x =  {xi, O, x-¿, O, x ^ , X2„+i, O,...)} 

to‘pla.mi uning qism fazosi Ijo'ladi.

Hilbert fazosining hai- qanday (lisni fa.zosi yo ciekli o'lchamli Evklid fazosi 

bo'ladi; yo uning o'zi Hilbert fazosini tashkil qiia.di.

28.6. L2[-“ 1> 1] Hilbert fazosida toq funksiyalardan iborat — 1,1] =  

{ /  € L2[—1 , 1] : f{~t) =  to'i-ilain qism fazo tashkil qiladi.

28.7. L2[—Í. 1] separabel Hilbert fazosida quyidagi to'plam Ló[—1, 1] =  

{ /  e L-2[—1 , 1] : snppf C [—1, 0]} qism fazo tashkil qiladi.

Agar H Hilbert fazosi separabel bo'lsa, uning ixtiyoriy qismi ham separabel 

bo'la.di. Bu quyidagi lemma<lan kelib chiqadi.

28.1-lemma. E  separabel Evklid fazosining har qanday E' qismi yana 

separaheldir.

Hilbert fa.zo3Íning qism fa.zolari ayrim umxsus xossalarga egaki, ixtiyoriy 

normalangan fazoning qism ñizolari bu xossalarga ega ernas. Bu xossalar Hilbert 

fazosida kiritilgan skalyar ko'paytma va unga mos ortogonalhk tushundiasiga 

asoslangan.

H separab-el Hilbert fazosining M qisíii fazosi berilgan lio'lsin. Bu qisrn 

fazoning haiimia yerida zich bo'lgan sanoqli sistema olarniz va unga ortogo- 

nallashtirish jarayonini qo'llab, quyidagi teoremaga ega bo'lamiz.

28.2-teorema. H separo,bel Hilbert fazosining íMiyony M  qism fazo.úda 

shunday {ó„} ortonorm,al sistema m.avjudki, uning chiziqli qobig’ining yopig'i
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Al ga teng.

Bizga H Hilbert fazosining Al qism fazosi borilgaii bo'lsin. Barcha /  € Al 

clementlarga ortogonal bo'lgan g € H elementlar to'plamini M-  ̂— H <3 Al 

orqali belgilaymiz, ya’ni

A l ^ = { g € H :  U ,g )= 0 ,  V / € M }.

ham H niug qism famsi ekanligini isbotlaymiz. Bu to'plamniug qo'sliish 

va songa ko'paytiri-shamaliariga nisbatan yopiqhgini ko'rsatamiz. Agar gi, g2 G 

AI-̂  bo'lsa, u holda

(aiS'i + «202, / )  =  « lif t , / )  + o.2{g2, f )  =  0.

Endi to'plarnning yopiqligini ko'rsatamiz. Faraa qilaylik, {g^} C Al^ 

elementlar ketma-ketligi g € H elementga yaqinlashsin. U holda ska.lya.r 

ko'paytmaning uzluksizligiga ko'ra, istalgan /  € Al uchun

Í9 ,f) =  J j^ ^ ig n J )  -=0.

Demak, g € Al-^, ya’ni Al^ yopiq qism fazo bo'lar elcan. Al^ qism fazo M  

qism fa.zoning ortogonal to'ldiruvchisi deyiladi,

Bizga H Hilbert faaosi va uning Ali va M2 qism faaolari berilgan bo'isin.

28.3-ta’rif. Agar harcha / 1  € Mi va / 2  € M2 lar uchun (fi, / 2 ) =  O 

bo ‘Isa, u holda Ali va AI2 qisrn fazolar oriogonal qisrn fazolar deyiladi.

28.3-teorema. Agar Al — H Hilberi fazosining yopiq qisrn fazosi bo ‘Isa, 

u holda ixtiyoriy f  € H element yagona usul hilan f  =  h + h' yig'indiga 

yoyiladi, hu yerda h e A I, hl 6 At^-.

Isbot. Avvalo, bu yoyilmaning mavjudligini isbotlaymiz. Buning uchuu M  

da {(p„} to'la ortonorniaJ sistema olamiz va

00

h  =  Y^Cn<Pn, Cn =  {f,<i>n) 

n= i
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oo

n=l

qator yaqinlashuvchi bo'lgani uchun h 6 M . Endi h' — f  — h deb olamiz. 

Ko'rinib turibdiki, ixtiyoriy n e N uchun

(//, =  if, - (h, cka) =  c„ -  c„ =  0.

Ixtiyoriy ^ e M  element uchun

oo oo

C =  X ]  (h', <i>n) ^  0,
n=l !l=l

ya’ni h' e Ai-'".

Endi yoyilmaning yagonaligini isbotlaymin. Faraz qilayiik, boshqa bir /  =  

/zi+ft/j, hi e M, h[ € yoyilma mavjuxl bo'lsin. Li holda ixtiyoriy n e N 

udmn

Q h , (j>„) =  ( / , <¡>n) =  c„.

Bu yerdan keiib chiqadiki h\ =  /?,, h'̂  =  /i'’. A

28.1-natija. M  C // qism, fazoning oHogonal to'Mm/vchisining ortogonal 

toidiruvchisi M  ning o‘ziga teng, ya’ni — M .

Shunday qilib. H fazoning o'zaro to'ldiruvchi qism fazolari haqida fikr 

yuritish miraikin. .4gar M  va A4-̂  ikkita slnmday bir-birini to'ldiruvchi qism 

fazolar va {<f>n}, {<Á'n} ~ ravishda ,M va M"- dagi to'la ortonormal 

sistema bo'lsa, u holda {^„} va {4>̂ } sistemalarning birlashmasi butun I I  

fazoda to'la ortonormal sistema bo'ladi.

28.2-natija. H  fazodagr har qanday oiiononnal sistemani toia szstema- 

gacha to'ldirish m.umkin.

Agar {0„} sistema chekli bo'lsa, u holda bu sistemaga kiruvchi elementlar 

soni {(pn} sistemadan hosil qilingan M  qism fazoning o'lcliamiga va 

qism fazoning koo'lchamiga teng. Shunday qilib, tiujndagiga egamiz.

deymiz. Bessel tengsizligiga ko'ra,
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28.3-natija. n o'lchamli qism, fazoning ortogonal to'ldiruvchisi n koo‘l- 

charnga ega va ahsincha.

28.4-ta’rif. Bizga H Hilbert fazosi va uning o'zaro ortogonal M i va M 2 

qism. fazolari berilgan bo ‘Isin. ..Agar i:niiyony f  e H element

f  ~ hl + hy2, hl € Ml, ĥ2 € M 2

ko'rinishda tasviiiansa, u holda H fazo o'zaro ortogonal M i va M 2 qism, 

fazolarning to'g'ri yig'ind,isiga yoyiladi deyiladi va

II ^  Ml ©  M2

ko 'rinishda yoziladi.

To'g'ri yig‘in(iini cbekü yoki sanoqli sondagi (¡ism fazoiar iichun ham iimiim- 

lashtirish irmmkiri. Agar quyidagi shartlar bajarilsa H o'zining A4i, M 2, • • ■, 

M „,... qism fazolarining to'g'ri yig'tndisiga yoyilgan deyiladi;

a) Mi qism fazolar juft-jufti bilan o'zaro ortogonal, ya’ni Mi dagi ixtiyoriy 

vektor Mk dagi barcha vektorlarga ortogonal, i ^  k ;

b) ixtiyoriy /  € H element

/  =  / i j  -f- /?-2 -|- • • • + h„ +  • • • ) hfl G Mn, Ti — 1, 2, . . .  (2 8 - 2 ) 

ko'rinishda tasvirlanadi, agai qo'shiluvdiilar soni dieksiz bo'lsa,

CO

E l i

n=l

00
qator yaqinlashuvdii bo'ladi. Bu holda 14 — Yl ko'rinishda j^oziladi.

n=l
Osongina ko'rsatish rnumkinki, agar /  udiun (28.2) yojalma mavjud bo'lsa, 

u yagona va quyidagi tenglik o'rinli;

00

l l/H’ - E l l ' * » ! ! " -
77,=1 ' " ■
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Qism fa.zola.rning to‘g‘ri yig'indisi l,)ila.n bir qatorda chekli yoki sanoqii 

sondagi Hilbert fazolarining to'g'ri yig'indisi haqida ham gapirish mumkin. 

Agar Hi va H2 lax ixtiyoriy Hilbert fazolari bo'lsa, u holda ularning to'g'ri 

yig'indisi H =  Hi © H2 quyidagidia aniqlanadi. H fazoning elernentlari 

baxcha (hi, ha), hi G Hi, h,2 G H2 Juftliklaxda.n iborat. H =  Hi ® H2 fa­

zoda qo'shish, songa ko'paytirish va skalyar ko'paytma amallari quyidagicha 

aniqlanadi;

(hi, h^) + (h[, h'2) =  (hi + ha f  h'2) , hi, h'l G Hi, ¡12, h'̂  e //2 ,

Oi{h\, h.2) =  (ahi, ah2), hi G Hi, ha G H2, a  G C,

{{hi, Ita) , (^i' ^2)) =  (̂ 1̂: M)iTi + i ‘ ^1 '’̂ 2)if2 ? *̂2 . h'2 G H2-

Chekli sonda-gi Hi, H2, ■ ■ .,Hn  Hilbert fazolarining to'g'ri yig'indisi ham 

xuddi sliuiiday aniqlanadi.

Sanoqli sondagi Hi, H2, .. •, Hn, .. • Hilbert fazolarining to'g'ri yig'indisi
00

H =  J 2 (&H„

n = i

quyida.gicha aiilqlau.a.<li

H = ^  h =  (hi, h.2, . . . ,K , . . . ) ,  hn G Hn, J 2  I! 11̂ < 0^1 • 

H fazoda skalyar ko'paytma quyidagicha kiritiladi

28.8, 28.6-mioolda keltirilgan [—1, 1] (toq funksiyalax to'piami) qism 

fazoning ortogonal to'ldiruvchisini toping.

Yechish. 1, !] =  { / €  L2 [—1, 1] : f{—t) =  f{()} juft ftmksiyalar- 

dan iborat to'piam L2[— 1, 1] fazoning qism fa¡íosi bo'ladi va ular o'zaro 

ortogonal, ya’ni 1, IJ ii.-J[—1, 1]. Haqiqatan ham,

( / “ , /+) =  r  it) • /+ (Í) dt =  0, V r  e 7.2 [-1, 1], V/+ € L+[-l, 1].
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Bu yerdan (LJ[~1, 1]) '̂ " D 1] va 1])""' C  ¿2 [—1, 1] niunosa-

batlar kelib diiqadi. Bulardanesa 1, 1]) '̂ =  1] tenglikni olamiz.

28.1. Kompleks Evklid fazolari

Haqiqiy Evklid fasíoiaxi biiaxi bir qatorda. kompleks Evküd fazolari harn qa- 

raladi (ya’ni skalyar ko‘paytma kiritilgan kompleks chiziqli fazo). Lekin haqi­

qiy Evklid fazolaridagi skalyar ko‘paytrna.riing 1-4 aksioniala.ri kompleks Evk­

lid fazola-ri uchun bir vaqtda bajarilmaydi. Haqiqiy Evklid fazolarida skalyar 

ko‘paytnia.ning 1-4 aksiomalari quyidagicha edi:

1) (:r, x)  > 0 ,  v « €  E-  (x, X) =  0 ^ x  =  9,

"í) {x ,y)=  y x ,y e E , y

3 ) (Ax, y) =  X(x, y), VA € R , Va;, y € E,

4) (xi + X2, y) =  (xi, y) + {X2, y); '^Xu X2 , y € E.

Biz 2 va 3 dan quyidagiga ega bo'lamiz

(A :r, A x) =  A {x, A x) =  A (A x, x) =  Â  {x, x ) .

Agar A kompleks son bo'lsa, u holda. A =  i bo'lganda, {ix,ix) =  ~{x,x), 

ya’ni X va ix veklorlarning skalyar ko'paytmasi bir vaqtda musbat bo'la ol­

maydi, bu esa 1-shartga zid, ya’ni kompleks chiziqli fazolar holida 1, 2 va 

3-shartlax bir vaqtda bajarilishi mumkin emas. Demak, kompleks chiziqli fa.- 

zolarda skalyar ko'paytmaning sliaxtlaxini biroz o'zgartirish kerak.

Kompleks chiziqh fazoda skalyar ko'paytmaning 8Ímrtla,rini keltiramiz;

1) {x, x) > O, V:r e E; (x, a;) =  O x =  9,

2) {x,y) =  iy,x), Vx,y € E ,

3) (Xx, y) =  X{x, y), VA € C , Vx-, y e E,

4) (a?i + X2, y) =  (;ci, y) + {x2, y), Vti, X2, y € E .

2 va 3 dan ( x, A y) =  A (:r, y) kelib chiqadi. Haqiqatan ham,

( a;, A y) =  (A y, x) =  A (y, a;) =  A (y, x) =  X {x, y) . 
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28.9-misol. E  =  C'*— kompîeks chiziqli fazo. Bu fazoda skalyar ko'paytma 

quyidagicha kiritiladi:
n

k= i

28.10. ¿2 =  =  {xi, . . . ,  x„, . . . ) ,  e C : l^nP < oo| kompieks 

chiziqli fazo. Bu fazoda skalyar ko'paytma quyidagicha kiritiladi:

OO

{x,y) =  'E x k ÿ i. 

k= l

28.11. E  — C’2 [a, b\ — [a, 6] kesmada aniqlangan kompieks qiymatli uzluk­

siz fimksiyalar fazosi. Bu fazoda skalyar ko'paytma quyidagicha kiritiladi:

rb

i f ,9) =  I  f{t)9{t)dt .  (28.3)
Ja

28.12. E  =  L2[(í; b]— [a, 6] kesmada aniqlangan kompieks qiymatli va 

kvadrati bilan integrallanuvchi ekvivalent í'unksiyalar sinfi. Bu fazoda ham /  

va g elementlaming skalyar ko'paytmasi (28.3) tenglik bilan aniqlanadi.

Kompieks Evklid fazolarida harn elementning normasi xuddi haqiqiy Evklid 

fazolari holidagidek

II /  11 =  V U T T j yoki i| a: I! =  V í^ T ^ )

formula bilan aniqlanadi.

Kompieks Evklid fezolarida ikki vekí;or orasidagi burchak rnsbimchasi kiri- 

tilmaydi, lekin vektorlarning ortogonallik tushunchasi saqlanib qoladi. Ya^ii, 

agar {x, y) — O bo'lsa, u holda x va y vektoriar o’zaro ortogonal deyiladi.

28.5-ta ’rif. Agar

(1, agar n — m

O, agar n ^  m .

bo’lsa, nolrnas {^„} C  E  sistema ortogonal normalangan. sistema deyiladi
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Xuddi haqiqiy Evkiid fazoîaridagi kabi, c„ =  (/, (p„) , n € N sonlar /  G ii’ 

vektornirig {çn} ortonormal sistemadagi Furye koeffif.siyenÜan deyiladi.

OO

n=l

qator /  vektorniiig {çS«} sistemadagi Furye qatori deyiladi. Bu yerda ham 

Bessel tengsizligi o'rinli:
OO

E w ”sii/ii '

Kompieks Evklid fazolari holida ham Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi o‘z ku­

chini saqlaydi:

ICf,ÿ)|<|!a:||-iiyi|.

28.6-ta’rif. Cheksîz o'lchamii to 'la kom,pleks Evklid fazom kompieks Hilbert ■ 

fazosi deyiladi.

Kompieks Hilbert fazolari uclum ham izomorfizm haqidagi teorema o'rinli.

28.4-teorema. Barcha separabcl kompleka Hilbert fazolari o'zaro izomorfdt)'.

28.13. ¿ 2  ■''■a ^ 2 [a, 5] lar separabel kompieks Hilbert fazolariga misol bo'ladi.

28.14. /-/2 [—7T, tt] aeparabel kompieks Hilbert fazosida

e’”*

sistema to'la ortonormal sistema bo'la<li. Mustaqil isbotlang.

M ustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar

1. Hilheii fazolariga m,ÍHollar keltiring. £2 fazo Hilbert fazosi bo'ladimi'?

2. Seporabel bo 'Itnagan Evklid fazosiga misai keltiring.

3. m— chegaralangan ketm.a-ketliklar fazosida

(x/g) =
n=l

funksional skalyar ko'paytm.a .shart,larim qanoatlantîradimi? m, separabcl 

Evklid fazosi bo'ladimiŸ
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4. ¿2 fazoni ikkita ortogonal qisrn fazolarning to'g'ri yig'indisi shaklida yoz­

ing,

5. 1] mihert fazosida L+ [-1, 1] =  {/ € ¿2  [-1, 1] : / (  - i) -  /(01  

jvft funksiyalar ta'plmni qisrn fazo bo'lishini ko'rsating. Uning ortogonal 

to ‘Idiruvchisini toping.

6. 28.7-rnisolda keltiriigan [—1, 1] qism fazoning ortogonal to‘Idiruvchisini 

toping.

7. Hilbert, fazolarining to'g'ri yig'indisida skalyar ko'paytma qanday kiri,ti- 

ladi?

8. ¿2 L'2[—1, 1] Hilhertfazolarining to'g'ri yig'indisida skalyar ko'paytma 

qanday kir'itiladi ?

9. Quyidagi {{x, f )  , (y, g)) ^  Xn Vn+ J  f  {x) 9 (x) dx, x,y € ¿2 ,
n=l -1

f , g € L-2 [—1, 1] funksional ^’2 © L-2 [—1, 1] Hilbert-fazosida skalyar 

ko 'paytrna bo 'ladimi ?
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Bu bob 6 paragrafdan (29-34-§§ lardan) iborat bo'lib, unda chiziqli opera­

toriar va chiziqli funksiona.llaniing asosiy xossalari o'rganiladi. 29-§chiziqli 

uzlukais! operatoriar xossalariga bag'ishlangan bo'lib, unda chiziqli operator- 

laming asosiy xossalari isbotlangan. Chiziqli operatorlarning aniqlanish sohasi, 

qiymatlar sohasi va yadrolari ta’rifianib, rnisollarda tushuntirilgan. Chiziq-

ii operatoriar uchim uzluksizlik va chegaralangan lik ekvivalent tuslnmchalar 

eka,nligi isbotlangan. X  chiziqli normalangan fazoni Y chiziqli normalangan 

fazoga akslantiruvchi chiziqli uzluksiz operatoriar to'piami — L{X, Y) chi- 

ziqU normalangan. fazo bo'lishi ko'rsatilgan. 30-§ da normalangan fazolarda 

chiziqli uzluksiz fiinksionallarning ayrim xossalari qaralgan. Chiziqli uzluk­

siz funksionalning normasini saqlagan holda butun fazogacha davom ei:tirish 

mumkinligi haqidagi Xan-Banax teoremasi isbotlangan. Asosiy funksional fa­

zolarda [ip, C'[a, 5], Lp\a, 5]) chiziqli uzluksiz funksionallarning umumiy 

ko'rinishidan foydalanib, asctsiy fimksional fazolarga tio'shma fazolar izomor­

fizm aniqligida topilgan. 31-§ chiziqli uzluksiz operatoriar fazosining xossalari­

ga bag'ishlangan. Unda chiziqli operatoriar ketma-ketligining tekis (norma 

bo'yicha), kuchli (nuqtali) va kuch.siz yaqinlashishlari ta’rifianib, misollarda 

tahlil qilingan. Agar V' to'la normalangan fazo bo'lsa, u holda L{X, Y) chi­

ziqli normalangan fazoning Banax fazosi bo'lishi isbotlangan. X  =  C[-\, 1],

Y  =  C'2 [-l^ 1] bo'Igan holda L (X ,Y ) ning to'la bo'lmagan chiziqM nor­

malangan fazo bo'lishi isbotlangan. Bundan tashqari Banax-Shteynxaus teo- 

I’emasi (tekis cbegaralanganlik prinsipi) isbotlangan va uning yordamida X  

va Y lar Banax. fazolari bo'Igan holda chiziqli uzluksiz operatoriar fazosi 

L(X, Y) — ning kuchli yaqinlashishga nisbatan ham to'la boiishi ko'rsatilgan. 

32-§ teskari operatoriar, uiarning asosiy xossalariga bag'ishlangan. Bu para­

grafda chiziqli operator teskarilariuvchan bo'lishiiring zaruriy va yetarli shart-

V III bob. Chiziqli operatoriar
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lari keltirilga,ii. Shuningdek chega.rala.iigaii Ceskari operator mavjud bo‘lishining 

yetarli; zaxuriy va yetarli >shartlari keltiriladi. Keltiriigan teorema shartlarin- 

ing bajarilishiga doir inisollar qaralgan. Navbatdagi 33-§ da Banax va Hilbert 

fazolarida b-erilgan operatorlai'uiiig qo'sbmalexi ta’riilanib, alariiing a.sosiy xos- 

salari bayon qilingan. Hilbert faaolari ¿2 va L2 [g, larda ko‘pa.ytirish ope- 

ratorining o‘z-o‘ziga qo‘shrnalik kriteriysi berilgan. L2[a, b] fazoda K{x,y) 

yaiiro bilan aniqia.nuvdii integral operatorning o‘z-o‘ziga qo‘shinalik shartlari 

keltirilgaii. So'nggi 34-§ da chiziqli operatorlarniag spektri klasaifikatsiya qili- 

nib, iilarga doir inisollar qaralgan. Chiziqli uzluksiz operatorning spektri bo'sh 

bo'lmagan yopiq to'plarn ekanhgi isbotlangan. Muhiiri spektr; qoldiq spektr va 

chiziqli operatorning xos qiyinatiaxini topishga doir misollar qaralgan. Spek­

tri kompieks sonlar to'plami C l.iilaa ustma-ust tushuvchi chiziqli operatorga 

misol keltiriigan.

29- §. Chiziqli uzluksiz operatorlar

Biz asosan chiziqli operatorlarni qaxayrniz. Chiziqh operatorlarning aniqla­

nish sohasi va qiymatlar to‘pla,mi chiziqli tiormalangaii fazolaxniiig qism fa,- 

zolaxi bo'ladi. Shunday qihb, bizga X  va Y chiziqh normala.iigaii fa.zolar 

berilgan bo'lsin.

29.1-ta’rif. A' fazodan olingan har bir x elementga Y fazoning yagona 

y elementini mos qo‘yuvchi

A t =  y (x € X , y e  Y)

akslantirish operator deyiladi.

Umuman Ji operator X  ning hamma yerida aniqlangan bo'hshi shart 

emas. Bu holda Ax mavjud va Ax e Y bo'lgan barcha x € X  lar to'plami 

A o¡)eratCiniing atiiqla.iiish sohasi deyiladi va Ü{ A) bilan belgilanadi, ya’tii:

D{A) =  {x € X  : Ax mavjud va Ax Ç. Y}
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Odatda D{A) ning chiziqli ko'pxillilik (26.6-ta’rifga qarang) bo'lishi talab 

qilinadi, ya’ni agar x,y € V  (.4) bo'lsa, n hqlda ixtiyoriy a,,de .C  lar uchuu 

ax  + 6 y e D { A )  bo’ladi.

29.2-ta’rif. Agar ixtiyoriy x, y G ü  (/1) elementlar va ixtiyoriy a,/3 €<C 

sonlar uchun ax  + /3y € ü  (A) bo'lib,

A{a X + ̂ 3y) =  aA  x -|- /? A y

tenglik o ‘rinli bo ‘ka, A ga chiziqli operator deyiladi.

29.3-ta’rif. Bizga A : X  —f Y operator va xq € ü  (A) nuqta berilgan 

bo‘lsin- Agar ya — A.X(¡ 6 Y ning ixtiyori.:y V atrofi uchun. :ro nuqtaning 

shunday U atrofi. mavjud bo‘lib, ixtiyoriy x e U f] l){A ) lar uchun A.X t  V ■ 

bo ‘ka, A operator x — xo nuqtada uzluksiz deyiladi.

29.3-(:a’rifga teng kuchli quyidagi t.a’riííarni keltiraniiz.

29.'4"taVif. Agar ixtiyoriy £ > O uchun shunday =  ó' (s') > O mavjud 

bo‘lib, ||íc —a;oj| < tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha x e L>{A) lar 

uchun

jUx -  Axol! < £■

tengsizlik bajarilsa, A opero,tor x — xq nuqtada uzluksiz deyiladi.

29.5-ta’rif. Agar ;i‘o nuqtaga yaqinlashuvchi ixtiyoriy {a;„} C D{A) ketma- 

ketlik uchun lim ||A;r„ - Axoll =  O bo‘lsa, v, holda A operator xo nuqtada
n—>oc

uzluksiz deyiladi. Agax A operator ixtiyoriy x G D {A) nuqtada uzluksiz 

bo'lsa, A uzluksiz operator deyiladi.

29.6-ta’rif. Ax =  9 tenglikni qanoatlantiruvchi barcha x € V{A) lar

to'piami A ope.ratorning yadra. î deyiladi va u KerA hilan beigilanadi.

29.7-ta’rif. Biror x e D{A) uchun y =  A .r hajariladigan. y € Y lar 

to'piam,i A opera,torn,ing qiymatlar sohasi yoki ta.syiri deyiladi va u Irti,A 

yoki R{A) hilan beigilanadi.
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Matematik simvollar yordamida operator yadrosi va qiymatlar sohasini 

quyidagicha yozish mumkin;

K e r A ^ { x e V ( A ) :  A x ^ O } ,

R{A) Im A  — { y £ Y ; biror x e L> {A) udiun y =  .4a: }.

Chiziqli operatorning qiymatlar sohasi va yadrosi chiziqli ko'pxillilik bo'ladi. 

Agar !.){A) =  X  bo'lib, A lizluksiz operator bo'lsa, u holda KerA yopitj 

qism fazo bo'ladi, ya’ni KerA =  [KerA]. A operator uzluksiz bo'Igan holda 

ham Im A  C Y  yopiq qism fazo bo'lmasligi mumkiu.

Chiziqli operatorlarga txiisollar

29.1-misol. A' — ixtiyoriy chiziqli normalangan fazo bo'lsin.’

lx  =  x, x e X

akslantirish birlik operator deyiladi. Uni chiziqlilik va uzluksizlikka tekshiring.

Yediish. Bu operatorning chiziqliligi va uzluksizligi quyidagi tengliklardan 

bevosita kelib chiqadi;

I  {a X + (3 y) =  a  x + ,3 y a  I  x + BIy,  |¡/ (a: - a'o)|| == ||.t -  a:oi! •
I

Qo'sliimcha qilib aytishimiz mumkinki, uning aniqlanish sohasi, qiymatlar so- 

hasi va yadrosi uchun quyidagilar o'rinli;

V{l) =  X , R{1) =  X , K e r l^ { e } .

29.2. X  va Y ixtiyoriy chiziqli norjnalangan fazolar bo'lsin.

Qx =  0

operator nol operator deyiladi. Uni chiziqlilik va uzluksizlikka tekshiring.

Yechish. Noi operatorning chiziqliligi va uzluksizligi bevosita ta’rifdau 

kelib chiqadi. Uning aniqlanish sohasi, qiymatlaf sohasi va yadrosi uchun
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ij{e) =  X, R{e) =  {^} , Ker(e) x .

29.3. Aniqlanish sohasi i>(A) =  (-7(i)[a, b] C C[a, &] boigan va C[a, h] 

fazoni o‘zini-o‘ziga akslantiruvchi

A :C[a,b]~ .C [a.,b]A A f) (x) ^  f  {x)

operatomi qaraymiz. Bu opf;rator differensiaUask opemtori deyiladi. Uni chiziq­

lilik va uzluksizlikka tekshiring.

Yechish. Uning chiziqli ekanligini ko‘rsai;amiz. Buning uchun ixtiyoriy 

f ,g  € i){A) elementlarning chiziqli kombinatsiyasi boigan a f  + ¡3g ele- 

inentga A operatorning ta’sirini qaraymiz:

{A {a f  +13 g)) (x) =  {a f  (x) + ¡3 g (:r))' =

^ a f  (x) + ,6 g' (x) =  a (A f) (x) + ¡3 {Ag) (x).

Biz bu yerda yigindining hosilasi hosilalar yig'indisiga tengligidan, hamda 

o'zgarmas sonni hosila belgisi ostidan chiqarish munkinligidan foydalandik. 

Demak, A operator chiziqli ekan. Uni nol nuqtada uzluksizlikka tekshiramiz. 

Maiumki, A6 — 6 , bu yerda d— C  [a, &] fazoning nol elementi, ya’ni 8 (x)

0. Endi nolga yaqinlashuvf;hi /„ € D ketma-ketlikni tanlaymiz. Umumiy- 

likni buzmagan holda a — 0, b =  1 deymiz.

quyidagilar o'rinli:

fn(x) — --- 7, lim II /„II — lim max
'  n + r  n-«oO<s<l

Ikkinchi tomondan.

n 1

(Afn) (x) =  x", lim II Afn — AB || — lim max |x”| =  lim 1 =  1 0.
n — >00  n —KX5 0<X<1 n - ^ c o

Demak, .4 operator nol nuqtada uzluksiz emas ekan. 29.2-teoremaga ko'ra 

differensiallash operatori aniqlanish sohasining barcha nuqtalarida uzilishga 

ega.
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R{A) =  C[a, ?)], Ker A =  {const}.

29.4. Endi C[a, ??] fazoni o‘ziiii-o‘ziga aksiantiruvchi B  operatorin qujd- 

dagicha aniqlaymiz:

(i?/) (x) =  j  K  (x, t) f (í) di (29.1)

Bu operaf.or integral operator deyiladi. Bu yerda K{x,y) funksiya [a, 6] x 

[a, 6]— kvadratda aniqlangan, uzluksiz. K{x,y) integral operatoniing o 

(yadrosi) deyiladi. B opera,torui chiziqlilik va uzlukBizlikka tekshiring.

Yechish. Ma'lumki, ixtiyoriy /  e C[a, b] uchim K{x, t)f{t) ñmksiya x 

va t ning iizluksiz fuaksiyasidir. Matematik aiializ kursidan ma’lumki,

K{x, t)f{ t) dt

integral parametr x € [a, ?)] ning uzluksiz funksiyasi bo'ladi. Bulai-dan B 

operatorning aniqlanish soiia,si D{B) uchun 1J{B) =  C[a, 6] tenghk o'rinli 

ekanligi kehb chiqadi. Integral operafoming chiziqli ekanhgi integrallash ama- 

hniiig chiziqhlik xossasidan. kelib chiqadi, ya’ni ixtiyoriy /, g € C[a, h] va

a, /? € C iar uchun

Uning qij^matlax soiiasi va yadrosi uchun quyidagüar o'rinh:

{B {af + ¡3g)) {xj =  K{x, t) {af (í) + ,dg (¿)) dt =

=  a  J K  {x, i) f  (í) dt + 0 J  K  {x, t) g (í) dt =  a {Bf) {x) + (3 {Bg) {x)

tengliklar o'rinli. Endi integra! operator B  ning uzluksiz ekajiHgini ko'rsatamiz. 

/o € C'[íí, b] ixtiyoriy tayinlangan element va {/„) C C[a, 6] unga yaqin­

lashuvchi ixtiyoriy ketmarketlik bo'lsin. U holda

i B f n  -  B / o | i  =  m a x
a<x<..b

K  (-r, t )  { f n {t)  -  .fo (0 ) dt  
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< max I fn (Í) - / 0  (i) I max I \K (:c;, t) dt\ =  C -\\ /„ - /oil • (29.2) 

Bu yerda

C  =  max /  \K (x, t) | dt. 
a<^<h A  '

C  ning chekli ekanhgi [a, &] kesmada uzluksiz funksiyaning chegaralangan 

ekajiligidan keli!) chiqadi. Agar (29.2) tengsizlikda n —> 00 da limitga o'tsak,

lim  j| Bfn -  5 /o il < • lim  li /« -  /oil =  0
n--+oo n—>00

ekajiligiiii olamiz. Agar || Bfn — i?/ó|| > 0 tengsiiîlikni hisobga olsak,

lim ||iï/„,-5/o|| =  0.
• n—»-OC'

Shuiiday qilib, B integral operator ixtiyoriy miqtada uzluksisi ekan.

B  integral operatorriing qiymatlar sohasi va yadrosi integral operator- 

iiingo‘zagi — K{x, y) funksiyaning berilisliiga bogliq. Masalan, K(x,t) =  1 

bo‘Isa, B  operatorning qiymatlar sohasi Irn B  o^zgarmas funksiyalardan ibe­

ra,t, ya’ni !v i B =  { /  G C[a, b] : f{t) — const}, uning jradrosi KerB  o'z;ga,r- 

rnásga ortogonal funksiyalardan iborat, ya’ni

K e r B = { f  GC[a, b]: f{ t)d t =  0}.
J  a

29.8-ta’rif. Bizga X  normaîangan fazoning A4 to ‘plami herilgan ha ‘Isin. 

Agar shunday C > 0 son mavjud bo‘lib. barcha x e Ad uchun j|a;|i <  C  

tengsizlik 0 ‘rinli ho‘Isa. M  to‘plam. chegaralangan deyiladi.

29.9-ta’rif. X  fazoni Y fazoga ak.slantiruvchi A chiziqli operator heril- 

ga.n bo‘lsin. Agar A ning aniqlanish sohasi D{A) — X  ho‘lib, har qan­

day chegaralangan to‘plam.ni yana chegaralangan to‘plamga akslantirsa, A  

ga chegarahngan operator deyiladi.

Chisiiqli operatorning chega.ralanga.nligini tekshirish uchun quyidagi ta’rif 

qula3?dir.
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29.10-ta’rif. .4 ; A' Y chiziqli operator holsin. Agar shunday C > Q 

son mavjud bo iib, ixtiyoriy x e D (A) uchun

\AxW<C-Wx\\ (29.3)

tengsizlik bajarilsa, A chegaralangan operator deyiladi.

29.11-ta’rif. (29.S) tengsizlikni qanoatlantiruvchi C  sonlar to'plamining 

aniq quyi chegarasi /1 operatorning normasi deyiladi va u |j A || bilan belgi­

lanadi, ya’ni

|j.4|l := inf C.

Bu ta’rifdan ixtiyoriy x € D  (A) uchun |j Aa;|| < 1|4|| • Ijx || tengsizlik 

o'rinli ekanligi kelib chiqadi.

29.l-teorema. X  normalangan fazoni Y  normalangan fazoga akslan­

tiruvchi chiziqli chegaralangan A operatorning norm.asi [| A j| uchun

\Ax\\
||.4j| =  sup IIAxli =sup-

i|rr||=l

tenglik o‘rinli.

Isbot. Quyidagicha belgilash kiritamiz 

i iU x ll

(29.4)

O' =  sup

A chiziqli operator bo'lgani uchun

liAxjl 
a=rsup --sup

xji9 Ipll
A =  sup ¡¡ylx|| . 

¡N1=1

i>cti.yoriy X ^  0 uchun

!A.t I
< a.

Demak, ixtiyoriy x € X  uchun || || < a  ¡j x ]|. Bundan «»a

i II < a. 
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Aniq yuqori chegara ta’rifiga ko'ra, ixtij'oriy e > 0 son uchun, shunday ^  6 

element mavjudki,

« - £< <IIA|i

tengsizhk bajariladi. Bu yerdan s > 0 ixtiyoriy bo'lgani uchun,

a<||A||. (29.6)

(29.5) va (29.6) lardan |j .A || =  a  tenglik kelib chiqadi. A

29.1-tasdiq. Chiziqli chegaraiangan A operator uchun

sup II Ax II =  sup II Ax II
||a:i|=I ||xi|<l ■

tenglik o ‘rinli.

29.1-tasdiqni mustaqil isbotlang.

X  chiziqli normalangan fazoni Y chizicili normalangan fazoga aksiantiruv­

chi chiziqli chegaraiangan operatorlar to'plamini L{X, Y) bilan belgiiaymiz. 

Xususan, X ^ Y  bo'lsa L{X, X ) ^  L{X).

29.1-natija. Liiiyoriy A € L{X, Y) va x € Ü{A), ||x|| =  1 uchun

IIAxll <  ||A|| (29.7)

tengsizlik o ‘rinli.

(29.7) tengsizlikning isboti (29.4) tengsizlikdan kelib chiqadi.

29.12-ta’rif. A : ..Y —̂ F  va B : X  —>• Y chiziqli operatarhrning 

yig‘indisi deb, x € D{A) n  D{B) elem,entga y =  Ax -f Bx € Y  elementni 

mos qo ‘yuvchi C — A + B operatorga aytiladi.

Ravshanki, C  chiziqli operator bo'ladi. Agar A, B  € L(X, Y) bo'lsa, u 

holda C ham chegaraiangan operator bo'iadi va

1|G1I =  ||A- .̂«||<||A||-H|.«|| (29.8)

tengsizlik o'rinli. Haqiqatan ham,

IjCx II =  ||Ax + Sx|| < II Ax II + II Bx\\ <
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< | | / l | | - í | . x | j  +  ! ! / í i | - b | | < ( P l |  +  | | t í | | ) i | : c | l .

Bu yerdan (29.8) tengsizlik kelil;> chiqadi.

29.13-ta’rif. A chiziqli operatorning a  songa ko'payUnasi x elementga 

aAx elementni mos qo‘yuvchi operator sifatida aniqlanadi, ya’ni

{aA){x) =  aAx.

29.14-ta ’rif. A : X  y va B : Y Z chiziqli operatorlar berilgan 

bG‘Hb. RIA) C D{B) bo'lsin. B va A operatorlarning ko‘paytmasi deganda, 

har bir X e D(A) ga Z fazoning z =  B(Ax) elernentini mos qo’yuvchi 

C =  B A : X  Z operator tushuniladi.

Aga.r A va B  lar chizicjli chegaraiangan operatorlar bo'lsa, u holda C  ham 

chiziqli chegara-langan operator boMadi va

r i l < l l / í i i - ¡ | A | |  (29.9)

tengsizlik o'rinli. Haqiqatan ham,

¡ | G r  ! i ^  =  \\B{A.r) i l ^  <\\Bf¡- 11 A t  11^ < \\B 11 • 11A  II . lia: .

Bu yerdan (29.9) tengsizlik kelib chiqadi.

Operatorlarni qo'shish va ko'paytirish assotsiativdir. Qo'shish amah kom­

mutativ, lekin ko'paytirish amali kommutativ emas.

Agar X  va Y lar chiziqli normalangan fazolar bo'lsa, L(X, Y) ham chi­

ziqli normalangan fazo bo'iadi, ya’ni p : L(A,, K) —> E ,

p(.4) =  sup llA.rll

funksional normaning 1-3 - shartlarini qanoatlantiradi.

29.2-teorema. Ä normalangan fazoni Y normalangan fazoga akslanti­

ruvchi A : X  Y  chiziqli operator berilgan bo‘lsin. U holda quyidagi tas­

diqlar teng kuchli:
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1) A. operator biror xo nuqtada uzluksiz;

2) A operator uzluksiz;

3) /1 operator chegaralangan.

Isbot. 1) 2). Chiziqli A operatorning biror .ro nuqtada uzluksiz ekan­

ligidan uning ixtiyoriy nuqtada uzhiksiz ekanligini keltirib chiqaramiz.

A operator xq nuqtada uzluksiz bo'lganligi uchun, xq ga intiluvchi ix­

tiyoriy {x®} ketma-ketlik uchun Ax^ Axq. Ixtiyoriy x' 6 D{A) nuq­

ta u(iiun, x'n —* x' ekinligidan Ax'„ —> Ax' kelib cliiqishini ko'rsatamiz. 

y'n ~ -̂n “  x' + a;o —>■ xq deymiz. ü  liolda

lim A t / „ =  Um A { x ' — x!  -|-a;o)= lim { A x ' ~ A x ' + A xq) =  A xo.
n-̂ OO n -¥00 n—>oo

Bu esa

lirn Ax'.ĝ  =  A x'
n~^oo

ekanligini bildiradi. Demak, A  operator ixtiyoriy x'  nuqtada uzluksiz.

2) = >  3). A operatorning uzluksiz ekanligidan uning chegaralanganligi ke­

lib (iiiqishini ko'rsatamiz. Teska.ridan faraz qilayiik, A chiziqli operator uzluk­

siz bo'lsin, lekin chegaj’alajigan l>o'lmasin, ya'ni ixtiyoriy C7 > 0 son uchun 

shunday x^ € 0 {A) element mavjud bo'lib,

||Arr,!l>Cl|:r,|i

bo'lsin. Agar C =  n  € N desak, ixtiyoriy n € N uchun shunday € U{A) 

mavjudki, \\A.x„ || > n ||x„ || tengsizlik liajariladi. Quyidagi

C

ketma-ketlikni qaraymiz. Ko'rinib turibdiki,  ̂9, ya’ni

n||x„|| '' ' n 
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ikkinchi tomoudan,

/ r •En

Vn|b„| n liXn I!
Ax„ | |A r „ i |  >  1.

Bu qa,!-a.ma-qai'shiiik A opei-atoruing cliegaraJaBgaxi ekanhgini ko‘reata.di.

3) =?• 1). A cbiziqh diega.rala.ngan operatorning biror nuqtada uzluk- 

siziigini ko'rsatamiz. Ta’rifga ko'ra, ahuiidaj? C > 0 son mavjudki, ixtiyoriy 

X € DiA) uclum

tengsizlik bajariladi. Faraz qilaylik, {x„} — x ga yaqinlashuvchi ixtiyoriy 

ketma-kethk bo'isin, u hoida Axn --*• Aj : ekanligini ko'rsa.tairhz:

||At„ - Ax II =  IIA(x„ - x) II < C  ||x„ - X II 0, n -*■ .:x) 

ya’ni lim l|Ax„ — Ax|| =  0. - A
n--̂ oo

29.2-natija. A chiziqli operator chegaralangan bo ‘lishi uchun uning uzluk­

siz bo'lishi zarur va yetarli.

29.5-mLsol. Birlik va nol operatorlamiiig (29.1 va 29.2-inirsolla.r) chegara.- 

langan (ikauiigini ko'rsatib, ularning normasini hisoblang.

Yechish. Birlik operatorning diegaralangan ekanligini ko'rsatib, normasini 

hisoblaymiz. Ixtiyoriy x € E  uchun |jix|| =  ||x || tenglik o'rinli. Ta’rifga 

ko'ra, 1 diegarala.nga.il va uning normasi 1 ga teng. Endi nol operatorning 

chegaralangan ekanligini ko'rsatib, uning normasini toparriiz. Istalgan x € E  

uchuu 110.« II =  11̂ II =  G tenglik o'rinli. Bundaii ||0|| =  0 eka.nligi kelib 

chiqadi. Nol operator L{X, Y) chiziqli norm,ala.ngan fazoning nol elementi 

bo'ladi.

29.6. 29.3-misolda keltirilgan A : C[a, f>] (7[o, differensialla.sh ope- 

ratorining chegaralanma.gaD ekanligini ko'raating.

Yechish. Buning u,draii A a,kslantirishda D{A) =  1] fazoda.gi

birlik sha,r 1] ning tasviri chegaralaiimagan to'pla.m ekanhgini ko'rsatish
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yetarli. Bíríik shar B[0, 1] da yotuvchi {/„} ketma-ketlikiii quyidagicha tan- 

laymiz:

U x )  =  x”-, ||/„,|| =  m a x jx » |  =  l .

U holda

(Afn) (x) =  n ■ x”-\ \\Afn\\ =  \n ■ :r”| =  n.

Hundan

lim \\Afn !| =  oo
n-̂ oo

eka.i-thgi kelib chiqadi. Demak, ditíereiísiallask operatori ciiegarala.nma.gan ojie- 

rator ekan.

29.7. 29.4-misolda keltirilgan B : C[a, h\ —> C[a, 6] integral operator­

ning chegaralangan eka,nligini ko'rsating.

Yechish. 29.4-misoÍ(ia B  operatorning uzluksiz eka.nligi ko'rsatilgan edi.

29.2-natijaga ko'ra, u chegaralangan bo'ladi.

29.8. C[—l, 1] fazoda x ga ko'paytirish opera.torini, ya’ni

B  : C[-l, 1] C[-l, 1], (Bf){x) =  xf{x) (29.10)

operatorni qara.yniiz. Uning chegaralangan ekanligini ko'rsatil), norrna.sini t<>- 

ping.

Yechish. B  operatorning chiziqli ekanligi oson tekshiriladi. Uzluksiz funk­

siyalarning ko'pa.ytrnasi uzluksiz ekanligidan B  opera.torning aniqlanish soha.si 

D{B) =  C[—l, 1] ekanligi kelib chiqadi. Endi B  operatorning ciiegíiralangaxi 

ekanhgini ko'rsatamiz.

\\Bf II =  jx /(:c)| <  _ m ^^  \x\ • _ m ^^  |/(a;)| =  1 • ||/||

Bu tengsiziikdan B  operatorning chegarala.nga:n ekanligi va ||i? || < 1 kelib 

cliiqadi. Ikkinchi tomondan, a.ga.r fo{x) =  1 desa.k, u holda

( B m x ) = x, \\BM =  1, i¡.eii > =  1 
liioll
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ni olamiz. Yuqoridagilardan \\B j| =  1 icelib cliiqadi.

Xuddi slmriday lío'rsatisii mumlíinici, L2[—\, 1] Hilbert fazosida liam. (29.10) 

tenglik biian aiiiíjlangat! B  operator driziqli diegaralangan bo'lib, normasi 1 

ga teng bo'ladi.

29.9. Endi (-2 fazoda ko'paytirish operatorini, ya’ni

.4 ; ¿2  -> 4 , (A.x)„ =  a„Xn, sup |a„| =  a < oo (29.11)
n>l

operatorni qaraymi/,. Uning diegaralangan ekanlighii ko'rsatib, normasini to- 

ping.

Yechish. Ixtiyoriy x £ £2 ud îuii Ax e ¿2 ekanligini ko'rsatamiz;

OÜ 00 .X í

E  =  E  V^nXnt < sup |a „ P  E  11̂ 1!̂  • (29.12)
n = l  n = l  n = l

Bu munosabatlardan D{A) - Í2 eka.nligini olamiz. Endi uning diiziqli ekan­

ligini ko'rsatamiz. .4 operatorning aniqlanishiga ko'ra

(A(m; + /??/))„ aj^ocxn + /%„) =  =  a(4x)„ + 0{Ay)n.

Demak, A diiziqli operator ekan. üning chegaraiangan ekanligi (29.12) teng- 

siziikdan kelib chiqadi. Bundari tashqari (29.12) tengsizlikdan ||4i|¡ < a ekan­

ligi ham keiib chiqadi. A operatorning normasi ||A|| =  a ekanligini isbot- 

layiniz. BUnixig uchun Í2 fazoda {e„}^¡ ortonormal sistemani ((23.8) ga 

qarang) olamiz. A operatorning aniqlanishiga ko'ra, ixtiyoriy n € N uchun 

Ae-n — cinP-n tenglik o'rinli. Bundan va (29.7) «ia-i

||/i!|>i|.4e„|| =  |Ke„|HK|-|Ki| =  K|

munosabat kelib chiqadi. Bu tengsizlik ixtiyoriy n € N da o'rinli bo'lgani 

uchun

i|/l!l >sup|a„| =  a (29.13)
n>l

ni olamiz. Demak, ||A|i a tenglik isbotlandi. A

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar
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1. L2[—\, 1] Hilbert fazosida (ê9.10) tenglik bilan aniqlangan B ko‘paytiri,sh 

operatorimng chiziqli diegaralangan ekariUgini ko'rsatib, lining normasi­

ni toping.

2 . L2[®î b] Hilbert fazosida (29.1) tenglik bilm aniqlangan B integral ope­

ratorning chiziqli chegaralangan ekanligini ko ‘rsating.

3. L,2[—ii, 7î] Hilbert, fazosida (29.1) tenglik bilan aniqlangan B  integral 

operatorning o'zagi K{x, t) — cos(x — t) bo'lgan holda, uning yadrosi 

KerB va qiymatlar sohasi R{B) ni tavsiflang.

4. 29.3 va 29.S-rnisoUarda keltirilgan operatorlar y ig'ind.isim toping.

5. Integral operator

A : C [ - h  1]-.C[-1, 1], {Af){x)=^ I '{ i+ x y )f{y )d y

va 29.8-Tnisolda kdtinlgan x ga ko'paytirish operaton B  larning ko'puÂ/tmas'mi 

toping. AB =  BA tenglik to'g'rirni?

6. Agar A, B e  L{X ,Y )  ho'lsa, u holda j p j j  - ||.yil | < 1|A -  ¿.'|| teng­

sizlikni isbotlang.

7. Aytaylik, X  chiziqli normaîangan fazo b'o'lsin. p : X  —> R , p{x) — ¡¡a;j| 

akslantirishning uzluksizligini isbotlang.

30-§. Normaiaiigaii fazoiarda chiziqli fuiiksionallar

Ma’lumki, chiziqli funksional va uning nollari 24-§ da o‘rganilgan edi. 25-§ 

da esa Lq qism fa/oda aniqlangan /q chiziqli funksionalni p c|avariq funksio- 

nalga ho 'ysungan holda butun L fazogaciha chiziqli davom ettirish mumkinli- 

gi haqidagi Xan-Banax teoremasi isbotlangan edi. Biz bu paragrafela chiziqli
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fuiiksiorialuing iionnasini saq!aga.n holda uni butun L fa.zogacha davom et­

tirish imiinkiniigi haqida.gi Xan-Banax teoremasini isbotlaymiz, hamda funk­

sional fazolarda chiziqli uzluksiz funksionallarning umumiy ko‘riiiishidan foy­

dalanib, asosiy fun,ksional faaolarga qo‘shma fazolarni Izomorfizm aniqligida 

topa.miz.

30.1. Chixiqli fiinksionallar

Agar operatorning qiymatlari sonlardan iborat bo'lsa, bunday operator 

funksional deyiladi (24.1-ta’rifga qarang). Agar X  diiziqli fazoda aniqiangan 

/  4’unksionaJ uchun quyidagi sha.rtla.r b.ajarilsa

1) f{xi + X2) =  f{xi) + f{x2), Vxi,x2 e A ; additivlik,

2) f{Xx) =  A/(x), Vx € JÍ, VA G C , {yoki IR), bir jinslilik 

/  ga c.hiziqli funksional (24.2, 24.3-ta’rifiarga qarang) deyiladi.

30.1-ta’rif. Agar ixtiyoriy e > 0 uchun shunday S =  6{s) > 0 mavjud 

boiib, ||x —xqII < 6 tengsizlikni qanoatlantiruvchi harcha x e 0 {f) lar 

uchun, \f{x) — f{x(,)\ < £  tengsizlik bajarilsa, f  funksional x =  xq nuqtada, 

uzlvksiz deyiladi. Agar f  funksional ixtiyoriy x e 0 { f) nuqtada uzluksiz 

ho isa,. f  uzluksiz funksional deyiladi.

30.1-ta’rifga teng kuchli bo'lgau quyidagi ta’riihi keltiramiz.

30.2-fca’rif. Agar x'o nuqtaga yaq-inlashuvchi ixtiyoriy x„, ketma-ketlik ticlmn 

lim \f{Xn) — f{xo)\ =  0 boisa, u holda f  funkúono,l xq nuqtada uzlvksiz
n - K X )

deyiladi.

C — koinpleks sonlar to'piami ( R — haqiqiy sonlar to'piami) Banax fazosi 

bo'lganligi uchun 29-§ da chiziqli operatoriar uchuii o'rnatilgan teorema va 

tasdiqlar chiziqli ñinksionallar uchun ham o'rinh bo'ladi.

30.1-teoreraa. .X chiziqli norm.alangan fazoda aniqiangan chiziqli funk­

sional biror .To e X  nuqtada uzluksiz boisa. u holda bu chiziqli fimksional 

buturi, X  fazoda uzluksiz.
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30.2-teorema. A chiziqli norm,alangan fazoda aniqlangan ch.iziqli f  funk- 

,sional uzluksiz bo ‘lishi uchun uning chegaraiangan ho ‘lishi zarur va yetarli.

Xuddi chiziqli oporatorlardagidek |/(a;)j < M  ||xjj terigsizhkiii qanoat­

lantiruvchi M  sonlarning aniq quyi chegarasi /  funksionalning normasi deyi­

ladi va ll/ll bilan belgilanadi. Shunda.y qilib,

Bundan tashqari, chiziqli chegaraiangan ftmksionalning normasi ||/|| uchim 

quyidagi tenglik o'rinli;

¡1/11= sup |/(:r)| =  sup M  (30.1)
11*11=1 xtd IfII

^Q.^teoTeina. (Xan-Banax). E  kompieks chiziqli normalangan fazo, £b — 

E  ning qism fazosi va /o — Eq da aniqlangan chiziqli uzluksiz funksional 

ho‘lsin. U holda /o ni normasini saqlagan holda E da aniqlangan f  chiziqli 

funksionalgacha davom ettirish mumkin, ya’ni

f{x) - fo{x), X e Eo va j|/||̂  =

sharllami qanoatlantiruvchi f  : E  C chiziqli funksional rnavjud.

Isbot. Aytaylik, ||.foiÍ£̂  =  boisin. Noi’tna a.ksiomalaridan bevosita kelib 

chiqadiki, ba.rcha x e .E larda p(x) =  iv |l;r|| tenglik bilan. aniqianuvchi 

akslantirish qavariq fiinksional boiadi. Bundan tashqari ixtiyoriy x € E) 

uchun

I fo(x) i < !|/o|!b„ • |Í2:|i =  K ■ i|x|| =  p(x) 

tengsizlik o‘rinIi. Sliunday elian, fo 25.3-teorema shartlarini qanoatlantiradi. 

U holda E  da aniqlangan shiuiday /  chiziqli funksional mavjudki, quyidagilai- 

bajariladi;

fix ) =  fo(x), yx e Eo, \f{x) I < p{x) =  ll/oll • !|xi|, Vx e E. :

306



Bu yerdan /  ning cliegaralanganligi va || /  j| < || /oj| tengyiislik kelib chiqadi, 

Ikkinchi t,omondan,

V h =  S - >  -up M  =
xeE,xÿig II a; II x€Eoa¥  ̂ | | a : j i  

Domak, ! i / ! U = L y ^ .  A

30.1-natija. X  chiziqli normaîangan fazo va undagi ixtiyoriy bel- 

gilangan dement bo ‘¡sin. U holda butun X  da aniqlangan shunday f  chiziqli 

fanhsional m,avjudki,

11/11 =  1, /(xo) =  | M  (30.2)

tengUklar o ‘rinli bo ‘ladi.

Isbot. /  ñinksionakii l)ir o'lchamii ./Yq =  {o;xo} qism fazoda quyidagicha 

aniqiaymiz; /o(axo) =  a  ||a;o||. Ko'rinib turibdiki,

fixo) ^  I k ü l l , | . / o ( ^ ) l  =  I a I  I k o  II =  l i ^  I I , x ^ a x o

Bu yerdan li/ojl^^ =  1- ,fo funksionalni butun X  gacha diiziqli davom etti- 

ramiz. Hosil bo'lgan funksional (30.2) shartlarni qanoatlantiruvchi funksional 

bo'ladi. A

Endi chiziqli fimksionalning davomiga doir misol qaraymiz.

30.1-misol. L =  C'[—1, 1] uzluksiz funksiyalar fazosi va uning ¿o — 

{ / G C[—l, 1] ; supp/ C [O, 1]} qisrn fazosini qaraymiz. Lq qism fazoda /o 

chiziqli ñinksionalni quyidagicha aniqiaymiz;

fo[x) =  j  x(t)d.t, X  e  L f).

/o funksionalni normasini saqlagan holda davom ettiring.

Yechish. /o funksionaining normasini hisoblaymiz. Agar x & Lq bo'lsa, 

u holda

J x{t)dt — O

307



bo'ladi. Shuning uchun.

l/o(a:)l= I  x{t)dt =  I  x{t)dt 

Demak,

! i i o l l < i .

-F]iidi ||/o|i > 1 tengsizlikni, ko'rsatamiz. Buning uchun C[—l, 1] fazoda 

uzluksiz funksij'-alarning

O, t e [-1, 0]

Xn{t) -  nt, i € (O, l/n),

^1, t e  [\, 1] 

ketina-ketligiiii qaraymiz. Bu ketma-ketlik uchun t[uyidagilar o'rinli;

x„eLo,  |ix„|i =  i, V n e N ,

l/o('í'n)| =  /  x„{t)dt > í  (30.3)
Jo J í  TI

(30.3) tengsizlikda n lar bo'yicha aniq yuqori chegara olsak,

!| /olí >  su p  |/o (2:„ ) | =  su p  ( l  -  - 1  =  1
n>l n>l L '-í j

tengsizlikka ega bo'lamiz. Bu ikkala tengsizhkdan ||/o|| =  1 tenglikni olamiz. 

25-6-misoldagi kabi C[—l, 1] chiziqli fazoda g,j, y e l''o[—1, 0] funksionalni 

quyidagicha aniqlaymiz:

¡■o .-I
g,j(x) =  I  x(t)y{t)dt+ I  x{t)dt, X  e L. (30.4)

Ma’lumki, istalgan y € ^oí—1, 0] uchun gy funksional /o funksionalning 

C[—l, 1] fazogacha davomi bo'ladi. gy funksional uchun Xan-Banfuc teore- 

masining tasdig'i o'rinhmi? Boshqacha aytganda ||/o|| == || 5fj,|| tenglik qanday 

y 0] lar uchun o'rinli? C[a, ?j] fazodagi chiziqh uzluksiz funksional­

ning umumiy ko’rinishi haqidagi Riss - 30.4-teorema, hamda (30.19) tenglik­

dan foydalansak, (30.4) ko'rinishdagi davomlar ichida yagona.g-o funksional
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/o funksioiialiiing normasini saqlagan holda L — C[-\, 1] fazogacha da.vo- 

mi boiadi. 25.6-misoida /o fiuiksionalni (25.1) shartni saqlagan holda cheksiz 

ko‘p (kontinimm) usul bilan L fazogacha davom ettirish mí.imkin edi.

30.2. Qo‘shma fazolar

Chiziqli funksionallarning umiimiy ko'rinishidan foydalanib, qo'slmia fazoni 

ayrim liollarda izomoríizm aniqiigida topish iruiinkhi.

30.3-taVif. X  normalangan fazoda aniqlangan, chiziqli uzluksiz funksio- 

nallarfazost X  ga qo‘shma fazo deijiladi va X* bilan belgilanadi, ya’ni X* =  

L(X,  C).

Bnndan keyingi 31-§ da ya’ni chiziqli iizhiksiz operatorlíu' fazoíá rnavzusi- 

da biz Y to'la faao bo'lgan holda L{X, Y) fazoning Ba.nax l;a.zosi bo'lishini 

isbotlaymiz. Sluinga ko'ra (31.1-natijaga qa.ra.ng) X  chiziqli normalangan fa­

zoga qo'shma bo'lgan X* =  L{X, C) fazo Banax fazosi boladi. Chuíiki, 

kompieks sonlar to'plami C ~ Y to'la normalangan fazo. Qo'shma fazo­

larni o'rganishni eng sodda holdan, yaiii A' fazo n o'lchamü (haqiqiy yoki 

compleks) chiziqli fazo bo'lga.n holdaii l:)Oshlay:miz.

30.2-misoi. vf n o‘lcha.mli (haqiqiy yoki compleks) diiziqli fazo bo'lsin. 

Bu fazoda biror ei, ea,. . . ,  bazisni tanlaymiz. U holda har bir x € X  vektor 

yagona. ravishda

n

x =  Y ^  Xj€j (30.5)

ko'rinishda tasvirlanadi. Agar /  —X  da aniqlangan chiziqli funksional bo'lsa, 

u holda ravshanki,

n

f{^) =  Y lx jf{e j)  (30.6)

bo'ladi. Shunday ekan, cJriziqli fimksional o'zining ei, 6 2 , . . . ,  ba.zis vektor- 

lardagi qiyrna.tla.ri biian bir qiymath aniqlanadi. Bundan tashqari bu qiymat-
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ii£o-
|/o(3;)| = f  x { t)d t  =  [  x { t)d t <  max |x(!i) \ (  d t —

J-i Jo 0<i<l Jo

Demak,

.f]ndi II/oil > 1 tengsizlikni. ko'rsatamiz. Buning uchun (7[—1, 1] fazoda 

uzluksiz funksiyalarning

0, t e  [-1, 0] 

x„{ t) = < n t ,  t € (0, !/«)>

^1. Í e H i,  1]

ketma-ketligini qaraymiz. Bu ketrna-ketlik uchun quyidagilar o'rinli:

bo'ladi. Shuning uchun.

Xn € Lo, ||x„J| =  1, Vn €

> 1 -

n
(30.3)

(30.3) tengsizlikda n lar bo'yicha aniq yuqori chegara olsak,

!l foW >  sup |/o(x„)| = sup ( l  - = 1
n>l n>l I. J

tengsiziikka ega bo'lamiz. Bu ikkala tengsizlikdan ||/o|| =  1 tenglikni olamiz.

25.6-misoldagi kabi C'[—1, 1] chiziqli fazoda g ,̂ y G Vo[—í, 0] funksionalni 

quyidagicha aniqiaymiz:

g,j{x}-— I  x{t)y(t)dt+ I  x{t)dt, X G L. (30.4)

Ma'lumki, istalgan y G H[—1, 0] uchun g,j fiuiksional fo funksionaining 

C’[—1, 1] fazogacha davomi bo'ladi. g,j funksional uchun Xan-Banax teore- 

masining tasdig'i o'rinhmi? Boshqacha aj.-tganda | l/ o ||  =  || 5 j,|| tenglik qanday 

'¡/€ Vo[—1) 0] lar uchun o'rinli? C[a, b] fazodagi chiziqh uzluksiz ñniksional- 

ning umumiy ko’rinishi haqidagi Riss - 30.4-teorema, hamda (30.19) tenglik­

dan foydalansak, (30.4) ko'rinishdagi davomlar ichida yagona go funksionai
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fo funksioiialïüiig uonnasiai saqlagan holda L =  C[—l, 1] fazogacha da,vo­

mi bo'ladi. 25.6-niisolda fo ñinksionalni (25.1) shartni sa^ilagan hoida ch(;ksiz 

ko‘p (kontinuum) usul bilan L fazogadia davom ettirish inunikin edi.

30.2. Qo‘shma fazoiar

Cliiziqii funksionallarning umumiy ko‘rinishidan foydalanib, qo'slmia fazoni 

ayrim hollarda izomorfizm aniqiigida topish inumkiji.

30.3-ta’rif. X  normalangan fazoda aniqiangan, chiziqli uzluksiz funksio­

nallar fazosi X  ga qo‘sbma fazo deyiladi va X* bilan belgilanadi, ya'ni X* =  

L(X, C).

Btmdan keyingi 31-§ da ya’ni chiziqli uzluksiz operatoriar fazosi mavzusi- 

da biz Y to‘Ia fazo bo‘Ígan holda L{X, Y) fazoning Banax fazosi bo'lishini 

isbotlaymiz. Sliunga ko'ra (31.1-natijaga qaxang) A' diiziqli normalauga.n fa­

zoga qo'shina bo'Igan X ’ =  L{X, C) fazo Banax fazosi boiadi. Chunki, 

kompleks sonlar to'piami C =  Y to'ia normalangan fazo. Qo'shma fazo­

larni o'rganishni eng sodda hoidan, yani A' fazo n o'lchamli (haqiqiy yoki 

compleksj chiziqli fazo bo'lga.n hoidan l;>oshIaymiz.

30.2-misoî. X  n o'iciiamli (haqiqiy yoki compleks) chiziqli fazo bo'lsin. 

Bu fazoda biror ci, ■. - ,e„ bazisni tanlaymiz. U holda har bir x G X  vektor 

yagoua. ravishda

n

x ^Y ^X jC j (30.5)

ko'rinishda tasvirlanadi. Agar f  —X  da aniqiangan chiziqh funksional bo'lsa, 

u holdii ravshanki,

n

f{x) =  Y^Xjf{ej) (30.6)

i=-i

bo'ladi. Shunday ekan, chiziqli funksional o'zining ei, e„ ba.zis vektor-

lardagi qiymatlari bilan bir qiymatli aniqlanadi. Bundan tashqari bu qiymat-
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iarni ixtiyoriy berish mumkin. Ushbu gi,g2, . . . ,  Qn fuuksioiiaJlami

J o ,  agar 

1, agar t =  j

deb aniqlaymiK, Ko'rsatish mumkinki, bu funksionailar chiziqli boglanmagati. 

Agar X 6 X  element (30.5) ko'rinishda bo'lsa, u hoida gi{x) — tenghk 

bajariladi. Shuning uchun (30.6) formuiani

n 

8 = 1

ko'rinishda yozish mumkin. Shunday qihb gi,g2, . . gn funksionailar X* fa­

zoda bazis tashkil qilar elcan, ya’ni X* ham n o'lchamii faaodir. X*  diigi 

91, 92, ■ ■ - , 9n bazis X  dagi ei, ег,. . . ,  e« bazisga ikkilamchi bazis deyiladi.

X  fazoda aniqlangan hajr xil normalar X* fazoda har xil nórmala,rni 

keltirib chiqaradi. Hozir biz X  va X* fazoiarda bir-biriga mos keluvchi nor- 

malarga misol keltiramiz.

a) Yuqoridagi ?г —o'lchamii A' va X* fazolarni qaraymiz, Har bir x £ X  

uchun (30.5) o'rinli bo'lib, x ning normasi

\ г

\г=1

formula bilan aniqla-ngan bo'lsin. U holda ixtiyoriy f  e X*  uchun

n

Y,9i{x)f{ei) =l / W I -
S=1

\ Е 1 Л 1 ’ =  , Е1Л1

tengsiziikka ega bo'lamiz, bu yerda fi =  /(e¿), i €. {1,2, .. .,  r?,}. Agar

n

t=i
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desak.

¿=1 i = l \ i= l
Bimdati

\ E i / ^ i
¿=1

tenglikni olamiz. Shunday ekan, X  va X* fazolarda 

\ E k a P  va ||/ii= E l/*-  
¿ = 1  \ 1 = 1

normalar bir-biriga mos norrnalar juftligi ekan.

b) Endi X  fazodagi har bir x € X  element uchun nning normasi

/  n \ 5

E k i l ^  , K p <  
\i=l J

OO

formula bilan aniqlangan boisin. Bu normaga rnos X* fâ ioda.gi normani 

aniqlash uchun Gyolder tengsizligidan ((1.9.15) formulaga qarang) foydalanamiz.

U holda har bir f  £  X* chiziqli funksional va ixtiyoriy x € X  uchun
1

¿=1

desak, Gyokler tengsizligiga asosan

i= l

/  n
<

2=1 i= l

/  n

V j=i / \ ¿=1 / \ i=i
tengsizlik barcha x e X  lar uchun o'rinli bo'ladi. Bu yerda

1 < p < oo, 1 < g < oo, - H- - =  1.
P Q.

Agar Xf e X  elementning koordinatalarini

(30.7)
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ko'rinishda taniasak (agar =  0 bo'lsa, == 0 deb olinadi), u holda

\hr^ • fi =  If if  > 0 , г € {1, 2, . , . ,  n}

va

• Л -  I f i  I® =  I f i  1 ^  =  ( | f i  -  I f

nenghklar o'rinli bo'ladi. Chunki

1
p-\

U holda Xi •/,■=! f i  I* va x,- • f  — \ x.¿ f  tengliklarga ko'ra

Л fi (

YL - fi = Y  ’ f i" "  Y  ̂ i ■ fi fi ==
4=1 != i V ¿=1 /  V i=i

/  n \ ; / n  \p / n

Е 1 Л 1 *  
\i=i /

(30.8)

Е 1 Л 1 '  E i * < r
V»:=i / \i=i /

Demak, /  fuuksionalning normasi uchun (juyidagi tenglik o'rinli

/  n \ 5

l l / l l , =  Е 1 Л П  ■
Vi=i /

Shunday qilib, X  va A''* fazolarda mos normalar juftligi

\¿=i /  \i=i /  

ko'rinishda bo'lar ekan, Bu yerda p va q sonlar (30.7) rnuno.sabatni qanoat­

lantiradi.

c) X  fazodagi har bir x € A' uchun (30.5) tasvir o'rinli bo'lib, x ning 

normasi

Ü "= ¿  k i l

iorimila bilan aniqiangan bo'lsin. ixtiyoriy /  € A* chiziqli fimksional va 

barcha x e X  larda

f{x) =  ¿  f, Xi, fi f{e i), ? e {1, 2, . . . ,  ?7.}

¿=1
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tenglik 0 ‘rinli bo'lgani nchun

I f { x )  I -  ¿  I ' -̂¿1 <  m g í I /¿I • [ ¿  I 1]  =  mgc ]f i\-  II a: i i i ,
¿=i ' \¿=i /

ya’ni

I /  II < max I fi\.l< i<n
Faraz (jilayük, biror ¿o € {1, 2, , n} uchun j /,„ j =  max | /¿| bo'Jsin. Agar

desak, || »o|íi =  1 va

p, O,. . ,0,1, 0, . . . ,  O

\ ¿o

/(- 0 ) I =  I /¿o I === I /¿I =  I fi\ ■ II a:o||i
l<t<n l<t<n

tengliklar o'rinli bo'ladi. Bundan

=  m‘̂  |/¿|
lSí<n

tenglikka ega bo'lamiz. So'nggi normani biz || • ||̂  bilan belgiiaymiz. Mate­

matik analizdan ma'lumki, ((19.19) ga qarang)

/  n \ P
lim II ar II =  lim

i' p~>oo
\¿=i /

Shunday qilib, X  va A'* chekli ??,—o'lchamli fazolarda

l il i l í  " " 1 ^ 1 ‘̂ '»1’ !i/ilco =  (30.9)
?:=i

lar bir-biriga mos keluvchi normalar juftligini hosil qiladi. Agar biz (30.7) 

munosabatni saqlagan holda q 00 da limitga o'tsak, p =  1 va g =  0 0  

ni olamiz. Demak, (.30.9) normalar juftligi (30.8) normalar juftligining limitik 

holani ekan.

d) Endi n — o'lchamli X  fazoda norma

l<iS.n
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formula vositasida aniqlangan bo'lsin. Ixtiyoriy f  € X* chiziqli funksionai 

uchun fi =  fie-i), «€{1 , 2 , . . . ,  n} (ei, 6 2 , ■ ■ ■ ,e„ lar X  fazouirigbazisi) 

desak, barcha x e X  lar ucliun

i=l

tenglik va

/  n \

I ■ li ^ iioo .
i= l \  i= l /

tengsizlik o'rinli. Ikkinchi tomondan

( I l  J2
X f  =

element uchun

V IM ’ lAI

¿=1 i= i \ i = i  /
U holda

2= 1

tenglikka ega bo'lamiz. Demak, X  va A * fazoiarda

l k l l o c =  l l / l l i  =  ¿ l / ¿ l (30.10)

i = l

normalar bir-biriga mos keluvchi normalar juftiigi bo'ladi. (30.10) tenglik (30.8) 

tenglikning p ---y 00 dagi liniitik holatiga mos keladi.

30.3. Endi ip fazoni qarayrniz. Ma’lumki, bu fazo

oc
¿=1

shartni qanoatlantiruvchi barcha x — {x„} ketrna-ketliklardan iborat va unda 

X elementning normasi

/  n

E i - ^ i  
\j=i /

\ ï
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tenglik bilan a.riiqlana,di. Agar l)iz q>\  sonni (30.7) m.unosabatda.n ajiiqlasak, 

u holda îa,zo f,q fazoga izomorf })o‘la.di. Buni isbotlash udmn £q fazoning 

ixtiyoriy /  =  {/n} elementi yordamida ip fazoda

f{x) =  V )  /„ • x„ (30.11)

n-l

diiziqli fiinksionalni aniqlaymiz. Dastlab (30.11) tenglikning o‘ng tomonidagi 

qatorning absolyut yaqinlasîiuvdii elranligini ko'rsatamiz. Malumki, ixtiyoriy 

n natural son uchun

n \ q / n

E i / ^ N  E i - I
J \i=i

\ p /
<

/
E i / . - i

\i-l /\s=l

o'riïih. FÎiriiichi tengsizlikni yozishda biz Gyolder fcengsizligidan ((19.15) for- 

mula.ga qaraxig) foydala.iidik. Bu yerdan (30.11) tenglikning o‘ng tornonida.- 

gi qatoming absolyut yaqinlashuvchiligi hariida /  funksional uchun qu>'idagi 

nmnosa.batlar kelib chiqadi:

7 ( : r - ) U £ | / i : S . l <  j!/|iJ l.T |i^ , ||7 | | < 11/ | | , .
¿=1

Demak, (30.11) tenglik bilan a.niqlangan /  funksional chiziqh va uzluksiz. 

Agar Xf £ ¿p elementning hadiarini

Xi =  J \ f i r ^ ,  ¿€{1,2,

(agax /j — 0 bo'lsa, x,; =  0 deb olinadi) ko'rinishda taniasak, 30.1-misolning 

b) bandidagidek quyidagilarga ega bo'lamiz;

Xifi =  \lif>0,  x ifi =  \xif>0,  é€ {1,2, co}.

Biz Xf e ip va /  =  {fi} € iq ekanligini hisobga olsak.

/

¿=1 ¿=1
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/ o o  \ ^  /  X  \ ~

\¿=i / \¿=T /

Demak,

/ =  i i / ! L -
9

Ko'rsatish mumkinki, £q faaodagi ixtiyoriy /  chiziqh uziuksiz funksional (30.11) 

ko'rinishda tasvirianadi.

Shunday qilib tg va êq, p~  ̂+ q~̂  =  1 fazolarning izomorfligi isbotlandi. 

Xususan, p =  2 da £2 =  £-2 kelib chiqadi. Shaiiing n,ch,u]i ^  fazo oV.-o'ziga 

qo'shma fazo deyiladi. Xuddi shunday ko'rsatish mumkinki, ixtiyoriy Hilbert 

fazosining qo'shmasi ham o'ziga izomorf bo'ladi.

30.4. Endi £\ fazoning qo'shmasini topamiz. 30.2-misolning c) bandidagi- 

ga o'xshash mulohazalar qilib ko'rsatish nrumkinki, £y fa.zoniiig qo'shmasi 

£00 — fn — chegaralangan ketma-ketlikiar fazosiga izouiorfdir, ya’ni — in. 

Quyidagi tajidiqlarni o'quvciiiga nmstaqil isl>otlash uchuu qoldiramiz:

c* =  £i, 4  =  £i.

Bu tengliklarni izomoriizm aniqligida t.ushunisli kerak.

30.5. Endi X  =  C[a, ¿>] fazoga qo'shma fazoni izomorfizm aniqligida 

topamiz. Ma’lumki, [a, /)] kf.sima.da auiq!auga.ii va t =  a imqt.ada nolga

a.ylajmvchi o'zgaxishi diegaralangan fimksiya.la.r fazosi Vo[a, b] orqa.li beigi­

lanadi (26.15-misolga qara.ng). Ko'rsatish mumkinki, l)u to'piam funkvsiyaianii 

qo'shish va ularni songa ko'paytirish. amallariga nisba.tan chiziqh fa.zo tashkil 

qiladi. Bu fazoda x elementning normasi || :r || =  [x] tenglik bilan aniqla.na- 

di.Bu yerda V^[x] o'zgarishi chegaralangan x funksiyaning [«, b] kesmadagi 

to'la o'zgarishi. Ko'rsatamizki, (C'[a, 6])* =  Vo[a, &].

Biz M[a, 6] — bilan [a, b] kesmada aniqlangan barcha chegarala.nga.n funk- ' 

■siyalai' to'plamini belgilaymiz. Bu to'piam odatdagi fimksiyalarni qo'shish va
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songa ko'paytirish amaüariga nisbatan chiziqii fazo tashkil qiladi (26.8-misolga 

qarang). Bu fazoda x elementning normasi

i|rE|| =  sxip \x{t}\
a<t<h

t.englik bilan aniqlanadi. Har bir x € C'[e, 6] funksiya chegaraiangan va

sup |a(í)| =  i n ^  |a:(í)|
a<t<b

tenglik o'rhili bo'lgani uchun C[a, 6] fazoni M[a, 6] fazoning qism fazosi 

sifatida qarash nmmkin. Endi /  € C*[a, 6] ixtiyoriy chiziqli uzluksiz funksio­

nal bo'lsin. Normalangan fazolarda Xan-Bana>: teoremasiga (30.3-teoremaga 

qarang) ko'ra, /  e C'*[a, b] funksionalni normasini sacjlagan holda butun 

Л/[а, ?>] fazoga davom ettirish minnkin. F  deb /  funksionalning C\a, b\ 

dan M[a, b] ga davomini belgiiaymiz.

Endi ^

1, agar a < ^ < t ,

O, agar t < ^ < h

t € [a, fe] funksiyalar oilasini (jaraymiz. R.av.shanki, ixtiyoriy í € [a, b] uchun 

€ M[a, Ь]. F  funksionalning ¡fit € M[a, h] elementdagi qiymatini u{t) 

deb belgiiaymiz, ya’ni w(£) =  F{ípt),  ̂ € [a, &]. Natijada [a, fe] kesma­

da и funksiya aniqlandi. Bu funksiyaning o'zgarishi diegaralangan ekanligini 

isbotlaym.iz. Buiring uchun [a, fe] ke,smani ixtiyoriy chekli sondagi

a =  ¿0 < íi < Í2 < • • • < ín-i < i'n =  fe 

nuqtalar bilan bo'lakchalarga ajratamiz. (30.13) bo'hnishga mos

^| ií(fí,)-M (íí:_i)|

k=l

yig'indini qaraymiz. Agar

ak =  sign [u{tk) -  ?((¿i:-i)], fe =  1, 2, . . . ,  гг. 
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belgilashlarni kiritsak, u holda

É  I u(tk) -  uitk-i)\ ^  E  ckfe I u{tk) -  w(í¿-i)| =  
*=i i=i

k=l .k=l

F  chiziqli funksionalning chegaralanganligi va || F || =  |j /  || dan

=  \\f\Y\uitk)-u{tk-i)\<\\F\\-

k=l

tenglik kelib chiqadi. So'aggi tenglik

k=i
sup

e€[a, &]

fe=l

У2 - vt,-iio) 
k=l

tenglikka asoslangaii. Shunday qilib, (30.13) ko'rinishdagi ixtiyoriy bo'linishda

n

T2 \u{tk) - v{tk-i)\ <  II/II 
k=l

tengsizlik o'rinli. Bundan kelib chiqadiki, и e V[a, b] va

^«M< li/ll- (30.14)

X € C[a, b] — ixtiyoriy element bo'lsin. Har bir rinatural son uchun [a, 6] 

kesmani

a =  t ( j < t i < t 2 < ■■■ < t„_i =  tk =  a + fc =  1, 2, . . . ,  n
n

(30.15)

nuqtalar yordamida n ta teng bo'lakka ajratamiz va

n 

*=1

(30.16)

pog'onasimon funksiyani quramiz. Ü holda F{y„) quyidagi formula bo'yicha 

aniqlanadi:
n
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Bu ijn funksiyaJaxning aniqlaiiishidari ko'rinib turibdiki, ?/„(a) =  x{a) va

agar tk-i < t < tk bolsa y„,(í) =  x(tk), k =  1, 2, n . Kantor teo-

reniasiga ko'ra, x funksiya [a, 6] kcsrnada tekis uzluksiz funksiya bo'ladi.

Dfunak, e > O uchuii shunday d' > O inavjud bo'lib, |í — ¡t' | < ó tengsiz;hkni

qanoatlantiruvchi barcha t, t' e [a, h] la.r uchun |ar(í) — x{t')\ < e tengsizhk

bajariladi. Shuiidav ekan. n yetailicha katta bo'lganda -— - < ó bo'lgani
n

uchun

max I x{t) - yn{t) I =  max max | x{t) - x{tk) \ <e  
¿ela,/>1 l<k<nte[tk-i,tt]

tengsizhk bajaxiladi. Bu yerdan {yn} ketina-kethkning x funksiyaga [a, í>] 

kesmada tekis yaqinhushishi kehb chiqadi. F  uzluksiz funksional bo'lganligi 

uchuu

lim F{y„) =  F{x).
y n~*oo

Ikkinchi tomondan [a, h] da uzluksiz x va [a, fc] da o'zgarishi chegaralau- 

gan u funksiyalar uchuu

j  x(t) du(t)

Rimaii-Stiltes integrali mavjudligi va (30.16) yig'indi uning (30.15) bo'iinish 

bo'yicha integral yig'indisi bo'lganligi sabablí

n 6

F(x) =  Ihn F(y„) =  lim E  [u(tk) - u(tk-i)] - / x(t)du(t).
n ^ c c  n - o o

Armno, X € C[a, 5] bo'lgani ucliun F{x) =  f{x) , yalii

f{x) — J x(t)du{t) (30.17)

tenglik o'rinli. Shunday qilib ixtiyoriy x € (7[a, fe] uchun f{x) (30.17) formu­

la bo'yicha aniqlanadi. Rimaji-Stiltes integrallari uchuu o'rta ciiymat haqidagi 

teoremaga ko'ra ixtiyoriy x e C[a, 5] uchun

\ m \  = .r(í) du{t) < m a x U ( í ) | V j M < ^ > ] l i - ^ l
6]
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tengsizlik kelib chiqadi. Endi (30.14) va (30.18) tengslzliklan?à taqqoslab,

¡1/11 = -/Л г̂] (30.19)

tenglikka ega bo'iamiz. Olingan riatijalarda.n tashqari yana shimi ta’kidlash 

lozimki, (fiait) =  0 va / ’(0) =  0 bo'lgani uchuii u{a) =  F(ipa) — 0 shart 

o‘rinîi.

Endi /  fimksional uchun ohnga.n natija.larni jamlab, quyidagi F.Riss teo- 

remasirii keltiramiz.

30.4-teorema. C[a, ô] fazoda berilgan ixtvyoriy f  chiztqli uzluksiz funk­

sionai uchun shu f  funksionai bo'yicha aniqlanuvchi shunday u € Ц) [a, b] 

o'zgarishi chegaralangan funksiya mavjudki, barcha x £ C[a, 6] larda (SO. 17} 

va (SO. 19) tengliklar o'rinli.

Ko'Tsatish mumkinki [1], liar bir o'zgarishi chegaralangan u e Ko [a, Ц 

fvuiksiya (30.17) tenghk yordamida yagona /  € C*[a, Щ funksionalni a.niqlay- 

di. Shuning uchun, C'*[o, b] da,gi chiziqli ftinksionallar bilan Ц)[а, b] o'zgaxishi 

chegara.langa.n funksiyalar fazosining elementla.ri o'rtasida o'zaro bir qiymatli 

moslik mavjud. Bundan tasliqari ||/i¡ =  || íí|| bo'lgani uchun, bu moslik 

izomorfdir, ya’ni 0’*[a, Щ =  [a, 6].

30.6. Berilga,n [e, b] kesmada p{p >  1) — darajasi bilan Lebeg ma’nosida 

integrallanuvchi funksiyalar sinfini Lp[a, b] bilan l>elgilayniiz (26.15-misolga 

qarang). Ma’lumki, Lp[a, h] to'la norma.ia.ngan fazo, ya’ni Baria.x fazosidir.

Endi p > \ uchun (30.7) munosabatni qanoatla.utiruvchi q soimi olamiz. 

Isbotlamasdaxi quyidagi fcasdiqni keltiramiz. Har bir /  € £»p[a, b] funksionai 

uchun yagona y € Lq[a, b] element mavjud bo'lib, ixtiyoriy x € Lp[a, ■?)]

tengsizlikni olamiz. Blindan

ll/||<K f[«] (30.18)
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tenglik bajariladi va aksindia, y e Lq[a, b] udruri (30.20) formula L*[a, b] ga 

tegishii biror fuíiksionalni aniqlaydi. Brmdan tashqari (30.20) formula L*p[a, b] 

va Lq[a, h] fazolar o'rtasida izometrik moslik o'rnatadi. Shuning udiun

b] va Lq[a, ,6] fazolar o'zaro izomorfdir, ya’ni L*[a, b] =  Lq[a, b]. 

Xususan, p — 2 da &] • Shuning uchun L2[o,, 6] o‘z-o‘ziga

qo'shma fazo deyiladi.

30.7. Hilbert fazosida chiziqli funksionalning umumiy ko'rinishi quyidagicha 

J (x) — {x, y), ya’ni ixtiyoriy /  chiziqli uzluksiz fimksionalga shu fazoning 

yagona y elementi mos keíadi, shuning uclum Hilberf; fazosi o'z-o'ziga qo'sluna 

fazo hisoblanadi. Xuddi shu sababli, n o'lchamli Evklid £a,zosi ham o'z-o'ziga 

qo'shma fazo bo'ladi.

Mustaqil ishlash Hchuii savol va topshiriqlax

!■ fo ■ Cf) C, foix) — xi chiziqli funksionalni normasini saqlagan 

holda c fazoga chiziqli davom, ettiring.

2. Chiziqli funksional davomi yagonami? Javobni asoslang.

3. /  : C2[0 1] —í- G’2[0 1], f{x) =  x(0) funkaionalni chiziqli cÁejjamlangan- 

likka tekshiring.

4. Evklid fazolarida chiziqli funksionalning umumiy ko'rinishi qanday bo'ladi?

5. Uzluksiz funksiyalar fazosi C[~l, 1] dagi barcha toq funksiyalar to‘plam.i 

C~[-l, 1] — ¿o (26.14-misolga qarang) qisiri fazo tashkil qiladi. Lq qism 

fazoda /q chiziqli funksionalni quyidagicha aniqlaymiz:

larda

f { x )  =  j ^ ^ x { t ) y { t ) d t  (30.20)

fo{x)= j  tx{L)dt, xeLo.
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/o funksionalni nornumni saqlagan holda C'[—1, 1] gacha davom etti- 

ring.

6. í'i, ¿2 í̂>> P íí 1 fazolarga qo‘shma fazolarni toptng.

7. cq, c i;a rn fazolarga qo'shma fazolarni toping.

8 . C[a, b] fazoga qo'shrna fazoni toping.

9. L2 [a, {)] fazoga qo‘.$hma fazoni toping.

10. l í  Hilbert fazosiga qo ‘shma fazoni toping.

31- §. Chiziqli uzluksiz operatorlar fazosi

Mazkiir paragrafda biz chiziqli uzluksiz (che3garalangan) operatorlar fazosi 

L{X, Y) ning to‘laligi haqidagi teoremani isbotlaymiz. Operatorlar ketma- 

ketligining kuchsiz, kuchli (niKjfcali) va tekis (norma bo'yicha) _ya(iinlashish 

ta’riflarini beramiz. Ularni misollarda talilil qilamiz.

31.1-ta’rif. Agar C L{X, Y) operatorlar ketrna-keÜigi uchun shun­

day A e L{X, Y) operator m,avjud bo'lib, liin || A„ — A.\\ — O bo'lsa, {.4„;} 

operatorlar ketrna-ketligi A operatorga, norma bo'yicha, yoki tekis yaqinlashadi 

deyiladi va .4 shaklda belgilanadi.

31.2-ta’rif. Agar ixtiyoriy x & X. uchun lim ''ú A„x — Ax\\ — O bo'lsa,
n-5-OO "

{An\ operatorlar ketma-ketligi A operatorga kuchli yoki nuqtaü yaqinlashadi 

deyiladi va A„ — A shaklda, belgilanadi.

3 1 . rif. Agar ixtiyoriy f  & Y* va harcha x £ X  lar-uchun lim flA^x)
n-̂ oo

— f(Ax) bo'lsa, {A„y operatorlar ketma-ketligi A opera,torga kuchsiz yoki 

kuchsiz m,a’noda yaqinlashuvchi deyiladi.

31.3-ta’rif Hilbert fazosida quyidagicha bo'ladi,
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31.4~ta’rif. Agar ixtiyony x, y G ti uchun lim (A„,;r, y) =  {Ax, y) 

bo‘lsa, {-4„J operatorlar ketrna-ketligi A operatorga kuchsi.z yaqinlashuvchi 

deyiladi.

31.1-misGl. An : 4  4 , AnX =  (0, 0, . . . ,  0, X2, X3, ...)

n
operatorlar kctma-- ketligiiiiiig kuclili va kuchsiz ma’noda nol operatorga yaqiri- 

lasliisliini tekshiring.

Yiechisli, ¿2 Hilbert fazosi bo'lganligi iichmi A„ : 4  ^2  opera,torlax 

ketma-ketligining kuclisiz ma’noda nol operatorga yaqiiilashishini 31.4-ta’rifdan 

foydala,nib tekshiramiz- Ixtiyoriy y =  (yi, 't/2 , • • •) € (2 uchun

1 {A„x, y) -  (Ox, y) p = E Xk Vn+k

fc=l

nmnosabat o'rinli. y £- ¿2 bo'lganligi uchun

\\yf <  CO-

Shunday ekan yaqinlashuvchi qatorning qoldig'i

< i k i f  E  01-1)
k=n+l

E Vk'̂
fe—n+1

n — 7 da nolga intiladi. Bundan (31.1) ga ko'ra, ixtiyoriy x, y e larda 

I {AnX, y) — (0x, y) I ning n —> 0 0  da. nolga intiiishi kehl) chiqadi. Demak, 

{y4„} operatorlar ketma.-ketligi nol opera.tor 6  ga kudisiz ma’noda yaqiii- 

lashar efcm. {A„} operatorlar ketma.-ketligi nol opera.torga kuchli rna’noda 

yaqinlaslnnaydi, chunki

lim II AnX — Qx II =  lim || x || =  || x || ^  ̂0. A
n —>00 n~^oc

31.2. Quyida berilgan Qn € i/(4) operatorlar ketma,-ketUgining kuch- 

h va tekis ma’noda birlik va nol o|>eratorlarga yaqinlashishini teksiring.

Pn ■ 4  PnX =  (Xi, X2,. . . ,  -T„, 0 , . . . ,  0 , . . . ) ,
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Qn — I  Fn, QnX — (0, . . . , 0, Xf i +I ,  X n +2 , 3?„+3; . . .) . 

Yechish. Ixtiyoriy x € (,2 uchun

CO

Ii QnX 11̂ =  E  i 0, n  0 0 .
fc=l

Chunki x & Í2 , ya’ni
CX̂

it=i

Shunday ekan, oxirgi qatorning qoldig'i

E I\xn+k''̂  
i:=l

n 0 0  da nolga intiladi. Demak, {<5n} operatoriar ketma-ketligi nol ope- 

ratorga kuclili ma’noda yaqinlashar el-an. Bundan {Fn — I  — Qn} operator­

iar ketma-ketligining birlik operator J ga kuchli ma’uoda ya.qinlafib̂ ishi kehb 

chiqadi. Endi {Qn} operatoriar ketma-kethgi nol operatorga tekis rna'noda 

yaqinlashadimi yoki yo‘qmi, shuni tekshiramiz.

II Q n x f  =  J2\x„^kf<\\xf.  

k^l

Bundan

ilQnil <  1 (3 1 .2 )

ekanligini olatniz. Ikkinclii tomxindan, Qn^n+i =  e„+i. Bundan

l!Q«il>||Q„e„+iil =  l- (31.3)

(31.2) va (31.3) dan ixtiyoriy n € N uchun || Qn|| =  1 ga kelamiz. Demak, 

Qn operatoi’lar ketma-kethgi nol ox)eratorga tekis (norma bo'yicha) yaqinlash- 

inaydi. Bu yerdan {Fn} operatoriar ketiria-ketligi birlik operator 1 ga tekis 

yaqinlashmasligi kelib chiqadi.

31,3. L2 [—1/2, 1/2] Hilbert faaosini o'Mni'O'ziga akslautiruvchi va

(/!„/) =  x”f{x)
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formula bilau aniqianuvchi ,4„ opera.fcorlar ketma.-ket,hgining uol operatorga 

tekis yaqinlashishini tekshiring.

Yechish. ixtiyoriy f  €. L^i—1/2, 1/2 ] uchun

ri/2

max
-l/2<3:<l/2

/l/Z
\x'^j\x)tdt <

■1/2

/•1/2 1

< ^ - \ \ f f-  (31.4)

2̂?).

Bundan Ijy-inll < ^  tengsizlikni olamiz. Agar biz 0 < ||A„|| ekmhgini 

hisobga olib, n —> oo da limitga o'tsak.

lim |j - ©II =  0.
W,—i-OO

Shunday ekan, A„ operatorlar ketma.-ketligi uol opera.torga tekis yaqinlashaxli.

Yuqorida kuchwy. yaqinlasuvchi operatorlar ketma-ketligi kuchh ma’noda 

yaqinla.Klunasligiga (31.1-mÍBol) va kuchli ma’noda yaqiulashuvchi opera.torlar 

ketma-ketligi norma bo'yicha yaqinlashmasligiga (31.2-misol) misol keltirildi.

Quyida biz tekis yaqinlashuvchi opciratorlar ketma-kethgining kuchh ma’noda 

ham yaqinlashuvchi bo‘hshini va kuchli ma’noda yaqinlashuvchi operatorlar 

k(3tma-keUigiiiing kuchsiz ma’iioda iiam yaqinlashuvchi bo‘lish.ini isbotla.ymiz.

31.'l-ienima. Agar {.4„J C L(X, Y) operatorlar ketma-ketligi biror A € 

L{X, Y) operatorga tekis yaqinlashsa, v. holda {An} operatorlar ketrna-ketligi 

/1 operatorga kuchli ma’noda harn yaqinlashuvchi bo'ladi.

Isbot. Lemma shartiga ko'ra || An — A\\ 0, n oo. U holda ixtiyoriy 

X £  X  udnu;

\\A„x-Ax\\< II A„-/!|| ■ 11*11. 

sonh tengsizlikka ega i)o‘lamiz. Matematik analizdan ma’lumki, tengsisiliklarda 

limitga o'tish mumkiu. Bunga ko'ra,

0 < lim || AnX - Arjj < lim || An -  A|| • || rr || =  0.
« H>oo ' n,-»oo " " "
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Demak, {.4„} operatoria,r ketma-ketligi A operatorga kuchli ma’noda ham 

ya.qinlashar ekan. A

Shuiiga 0 ‘xshash quyida.gi tasdiqni, Ixjvosita ta’rifdan foydalanib isbotlash 

murnkin.

31.2-lemma. Af/ar {/í«} C L(X, Y) operatorlar ketma-ketligi biror A € 

L{X, Y) opera,torga kuchli ma’n,oda yaqinlashsa, u holda {At} operatorlar 

ketma-ketligi A operatorga kuchsiz nía ’noda ham yaqinlashuvchi bo ‘ladi 

Isbot. Leiimia shartiga ko‘ra, ixtiyoriy x e X  uclum

lim II AnX — Ax\\ =  0.
n—K30

U holda ixtiyoriy x € X  va f  € Y* uchun

O < I f{AnX) -  f{Ax) I =  I f(AnX - Ax)\ <  II AnX -  Ar|¡ • || /  || 

sonh tengsiziikka, ega bo'lamiz. Bu tengsizlikda n —*■ oo da limitga o'tib,

O < lim I ¡(Anx) -  f{Ax) I <  Ihn || AnX -  y4.r|| ■ || / 1| =  O
n~*oo n->oo

mutKisabattii olainia. Demak, {.A„} operatorlar ketma-ketligi kudisiz ma’nxida 

A operatorga yaqinlashar ekan. A

31.1-teorema. Agar Y to‘la fazo bo'lsa, u holda L{X, Y) fazo ham- to‘la, 

ya’ni Banax fazosi bo'ladi.

Isbot. {.4„} C L{X, Y) ixtiyoriy fundamental ketina.-ketlik bolsin, ya’ui 

■n, m —> 0 0  da || — A ^ i —̂ 0. U holda ixtiyoriy x € X  uchun

II AnX - A^xil < II An - /Imll ■ II II -> O, n., m oc.

Shuniug uchun har bir x € X  da {.4„x} C Y ketma-ketlik fundameutaklir. Y 

to'la fazo bolgaui uclnm {A„x} ketma-kethk biror y e Y  elementga j^aqin- 

lashadi. Demak, har bir x e X  ga {Anx} ketma,-ketlikning limiti bo'lgan 

yagona y € Y  element mos qo'yilyapti. Bu moshkni A : X  Y  orqah
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belgilayrniz:

Ax =  lim A„x =  y.
n-*oo

Endi A e L{X, Y) ekanligini ko'rsatamiz. Chiziqliligi;

A (ttixi + « 2X2) =  lim An {aixi + «2X2) =  lim (.4„aiXi + AnUzXz) =
n~~*00 n-H'OC

— «1 Ihn A„xi + «2 lim A„X2 =  Qíi?A + a2V2 — o¡iAxi + a2ÁX2.
ri’-̂CO n--K>o

Endi A ning chegaralangan ekanligini ko'rsatamiz. Shartga ko'ra,

II An -  A^ll --> O, n,  m  00.

Demak. (29-§ning 6-topshirig'iga qarang)

III An\\ - !|v4„|| I < II A.n -  4m|Í ^  O, n, m. 'DO.

Blindan {ItAilD sonli ketina-kertlikningfundamentalligi kelib chiqadi. Haqiqiy 

sonlar famsi K to'la bo'lganligi iickm, {||4„|i} sonli ketma-ketlik ya,qinlashnv- 

chidir, yaqinlashuvchi ketma-ketlik esa chegaralangan bo'ladi. Ya'ni shunday 

K > O son mavjudki, ixtiyoriy n € N uchun ||yí„|| < K  tengsizlik bajariladi. 

Norma ta’rifidan

||.4„x¡|<||^J|-||x||<iv.||x||.

Bundan esa

i|-4x|| =  lim AnX — lim i| A„x || < /<” • || x ||.
n->oc n-^oo '

Bu yerda biz normaning iizluksizligidan foydalandik. F̂ ndi {A„} ketma-ketükni 

chiziqli operatoriar fazosi L{X, Y) da A ga yaqinlashishini ko'rsatamiz.

Ixtiji-oriy e > O son. uchun shun<iay no son mavjudki, barcha n > í?,o, p € 

N va IIX II < 1 lar uchun

II .4„+pX -  /i„x|| < í:
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tengsizlik bajariladi. Agar so'nggi tengsizlikda p --h- o c  da limitga o'tsak va 

normaning uzluksizligidau foydalansak, ixtiyoriy n > no va || x || < 1 lar 

udmn

tengsiziikka ega bo'lamJz. Shuning udmn ixtiyoriy n > no da 

il ^  -  --̂nl! =■ sup li Ar - .4„x|i < £

Demak, L(X, Y) fazodagi norma ma’nosida Ihn |l.4 — ,/4„ii =  0. Shunday
n—̂oo

qilib, L(JC, Y) to'la fazo ekan. A

31.1-natija. X  chiziqh normaîangan fazoga qo‘shm,a ho‘lgan X* =  L{X, C) 

fazo Banax fazosidir.

Isbot. Kompieks sonlar to'piami C to'la fazo, shuning udiim 31.1-teoremaga 

ko'ra, L(X, C) Banax fazosi bo'ladi. A

31.4-misoL ¿  (C'2 [a, b], C[«, b]) fazoai to'lalikka tekshiring.

Yechish. Y — C[a,, ?>] to'la fazo bo'lganligi uchun 31.1-teoremaga ko'ra, 

L(C'2 [a, 6], C'[a, 6]) to'la fazo, ya’ni Banax fazosi bo'ladi. A

31.5. L(C[a, b], C2 [a, b]) fazo uchun 31.1-teorema sharti bajariladimi? U 

to'lami?

Yechish. 1' — C2[a, 6] fazo to'la bo'lmagan (21.8 -misolga qarang) nor- 

rnalangan fazo bo'lganligi uchun 31.1-teorema sharti bajarilrnaydi. Shuning

u.chun biz L (C’[a, 6], C2[a, 6]) fazord to'ia fazo deya olmaymiz. Aniqlik uchuti 

a =  —1, 6 =  1 deymiz va L{C[a, 6], C-2[a, h\) fazoning to'la emasligini 

ko'rsatamiz. Buning uchun C2[—\, 1] fazoning to'la emasligini ko‘rsatish<.ia 

qo'llanilgan (21.8-misol va 21.1-chizmaga qarang) uzluksiz funksiyalarning

fn{x) = -
-1, X  e [-1, - l / v ] ,

nx, x e (—1, - l /n )  (31.5)

1, a :€[ l /n , l ]
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ketmarketíigidaiifoydala.!iib, e iv(C’[--l, 1], C2 [—1, 1]), n  € N operator- 

iar ketma.-ketligini quyidagicha quramiz:

(-4„/) (x) =  f„{x) f{x). (31.6)

An operatorning chiziqh va uzlufcsiziigi oson tekshiriladi. {A„} operator­

lar ket market hginiug L(C'[—1, 1], C2 [—1, 1]) fazoda fundameiital ekatihgini 

ko‘rsa,tamiz. Buning u.cmm |! — A„,. || normaui hisoblaymiz:

Ii Am {! — sup II A^f ^4«,/11 =

=  sup J  I  \fnix) - fmix )f\fix)f  dx. (31.7)
i l / i l<i  V -̂-1

(31.7) va II /  II =  I f{x) I < 1 ekanligidan foydaJansak,

1
|2II An Am II 1; y I  ^\fn{x) Jm{x)\ dx — \\ f„ ./№.11(721-1,1] (31.8)

tengsizhkni olamiz. {/„} ketmarketlikning C'2 [—1, 1] fazoda fundamentaliigi

21.8-misoida isbotlangan. (31.8) dan hamda {fn} ketma-ketliknirig fundaiuen- 

talligidaa {A„} operatorlar ketma-kctligining fundamentalligi kehb chiqadi. 

.Leki.(j {A„} ox)eratoriar ketmarketligi L(C[—1, 1], C’2 [—1, 1]) fa.zo da yaqin­

lashuvchi emas. Teskaridau faxa.z qilaylik. {A„} operatorlar ketma.-ketligi biror 

A € L{C[—1, 1], C2 [~l, 1]) operatorgayaqinlashsin. IJ holda ixtiyoriy /  e 

C\a, 6] uchun lim |j A„_f — Af\\ =  0 tenghk o'rinli. Ikldnclii tomondan ft, =
n-->oo

1 uchun

{A„fo){x) =  f„{x), n e N

tenglik o'riuii va (A/o)(:c) =  go{x) deylik. 21.8-misolda {/„} ketmarketlikniiig 

birorta ham uzluksiz ftmksiyaga C'2 [—1, 1] fazo iioraiasida yaqinlasha ohna.sii- 

gi ko'rsatilgan edi, jumiada.n { A*,/o =  /„} ketma-ketlik =  A/o funksiyar 

ga ham yaqinlasha olmaydi. Bu qaxama-qarshilik { A„} operatorlar ketma-
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ketiigining yaqinlashuvchi emasligini bildiradi. Dexnak, L(6'[-l, 1], C2[~l, 1]) 

to‘la bo'lmagan normalangan fazo ekan. ^

Banax-Shteynxans teoremasi yordamida ko‘rsa.tÍBh mumkinki, agar X  va

Y lar Banax haohii bo'lsa, u liolda L{X, Y) fazo kuchli yaqinlashishga. nis­

batan ham to'la bo'ladi.

31.2-teorema (Banax-Shteynxaus yoki tekis chegaralanganlik prinsipi). 

Agar chiziqli uzluksiz operatorkmiing {A„} ketma-ketligi X  Banax fazosi­

ning har bir nuqtasida chegamlangan (ya’ni har bir x € X  uchun shunday 

> 0 mavfud bo ‘lib, ixtiyoriy n e N uchun

\\Anx\\<M̂  (31-9)

tengsizlik o'rinli) bo'lsa, u holda bu operatorio,rning norrnalaridan tuzilgan 

{||yl„||} sonli ketma-ketlik ham chegaralangan bo'ladi.

Isbot. Avvalo (31-9) shart bajarilganda shunda.y

K ,  ? o ]  ~ { x e X  : II .T -  a o l l  <  r o }  

yopiq shar ma.vjud bo'lib, bu sharda { ketnm-ketlik chegaralangan 

bo'lishini (ya’ni shunday Mo >  0 son ma.vjud bo'lib, ixtiyotiy e S[oo, ro] 

va barcha n € N larda ||A„a;|| <  Mo tengBizlik ba.jarilishiiii) ko'rsai.amiz. 

Teskaridan faraz qilayhk, ya’ni ketma-ketlik birorta harn yopiq

shaxda chegaralangan bo'irnasin. Ixtiyoriy B  [xo, £'o] «har oiainiz. { 

ketma.-ketlik B  [a?o, eo/2] sharda chegaralanmagan bo'lgani uchun shunday

xi € B[xo, <To/2] element va. n i  nomer mavjudki, > 1 bo'k«ii. A ji

operatorning uzluksizhgidan. bu  tengsizlik ei] C i? [.tq, eo/2] sharda

ham bajariladi. B[x i , £ i / 2] sharda ketma-ketlik chegaxa.lanma-^

gan bo'lgani uchun shunday € B  [rci, ei/2] element va nomer mavjud- 

ki, {AnjXi} >  2 shart bajariladi. A„^ ning uiriuksizligidan bu tengsizlik 

B[x2, £2] C B[xi, ei/2] sliarda. ham baja,riladi va hoka.zo k-cM  qadam- 

da B[xk-i,£k-i\ shaming Xk rxuqtasida > k sha,rt bajariladi:

330



ning uzluksizligidan bu tengsizlik В  e j  С В  [xfc_i, ¿'*-1/ 2 ] sharda ham 

bajariladi. Demak, ichma-ich jo3'-lashgan va radiuslari nolga intiluvchi

В  [xo, £0] => В  [жь £i] D • • • D S [.Tb D • ■ ■

yopiq sharlar ketma-ketiigining barchasiga qarashli bo'lgan x ç B  [xk, £'*;] 

element mavjud л̂а barcha /с e N larda ||/i„̂ âf|| > k tengsizlik bajarila­

di. Bu e.sa (3L.9) ga zid. Shunday qilib, ketraa-ketÜk cliegaralan- 

gan bo'ladigan B  [üq, j'o] yopiq shar mavjud. Ixtiyoriy x € В[в, 1] uchun 

x' — VÿX + Oo nuqta B  [cîq, Го] sharda yotadi. Shuning uchun, ixtiyoriy n da

<  AIq. Endi X — r^^{x' — cio) tenglikdan foydalansak.

< ”  (Il .4„У!| + ¡I АпЩ\\) <  -  {Mo + li -4„a„||) < -  {Mo + M J  -  M. 
*̂ 0 »'0

ü  holda

== sup il A„x|| < M. Д

31.3-teorema. yii/ar va Y lar Banax fazolari bo'lsa, u holda L{X, Y) 

operatorlar fazosi kuchlt yaqinlashishga nisbatan to ‘ladir.

Isbot. Istalgan x € X  da {A^x} ketma-kortlik yaqinlashuvchi bo'lgani 

uchun, har bir x e A' da lirn A„x mavjud va biz Ax - lim .4„a; =  y
п-тсо n~*oo

tenglik bilan aniqlanuvchi A operatorga ega bo'lamiz. Bu operatorning chi- 

ziqliligi 31.1-teorema isbotida keltirilgan. Endi uning chegaralangan ekanligini 

ko'rsatamiz. Har bir x € A  da {Л„;г} ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo'lgani 

uchun, u chegaralangandir. Banax-Shteynxaus tectremasiga ko'ra, ixtiyoriy 

та € N da || А„\\ < M  o'rinli. Bundan

Il .4x11=. 

Demak, ||.4||<M.

lim AnX
n->OC'

=  lim il .4„x|| < M ■ Il X II.

Д
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31.6-misol. 31.2-misolda keltiriigan

: Í2 X2,. . . ,  .T„, 0 , . . . ,  0,.. .)

cipera.toriar ketma-ketligi Banax-Shte,ynxar.s teoremasi shartlarini ([anoailanti- 

radimi?

Yecliish. P„ : ¿2 ^ 2  operatorlar ketma-ketligi Banax-Sliteyiixaus teo­

remasi shartlarini qanoatlantiradi, Haqiqatan ham, X  — £2 ^  — ^ 2  “  

iar .Banax fazolari. F„ ning diegaralangan ekanligi oson tekshiriladi. Har bir 

■X € Í2 nuqtada {Pn,x} chegaraiangan ekanligi

PnX\\̂
fc=l \l fc=l

munosabatdan kelib chiqadi. A

31.7. L (£2 ) faao kuchli yaqinlashishga nisbatan to'la fazo bo'ladimi? 

Yechish.,X =  Y — C2 to'la fazolar bo'lganligi uchun 31.3-teoremaga 

ko'ra L (£'2 ) fazo kudili yaqinlashi.shga nisbatan to'ia fazo bo'lach. A

M ustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar

1. Operatorlar ketma-ketligining kuchsiz, kuchlt tia tekis yaqinlashtshJartni 

ta ’nflang.

2. Kuchli yaqi7ilashuvchi, lekin tekis yaqinlashjnayitgan operatorlar ketrna- 

ketligiga misol keltiring (S1.2-m,isolga qarang).

3. Kuchsiz yaqinlashuvchi, lekin kuchli yaqinlashm.aydigan operatorlar ketnui- 

ketligiga m,i,sal keltiring (Sl.l-misolga qarang).
<x

4. L{£i) fazo kuchli yaqinlashishga nishatan to‘la fazo ho‘ladinii? 31.3- 

teoremadan foydalaning.

5. S1 .2-misolda keltiriigan Q„ : ¿2 2̂

Q n^ — (0) • • • ! 0. if'n+l) -*'Vi+2i -Z-’n-f-S! ■ . ■)
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operatoriar ketma-ketligi Banax-Shteyraam teoremasi shartlarini qanoat- 

lardiradimi?

6. An : ¿'2[-7r, tt] L2[-tt, 7t] ,

{ A n f ) { x ) = J  cos nx cos ny f{y) dy

operatoriar keXm.a-ketligird nol operutorga, kachli va kuchsiz ma’noda yaqin- 

lashishga, tekshiring.

7. {.4«} C L{C[—1, 1] ¿ 2 [—1, 1]) operatoriar ketm.a-ketligini qiiyidagicha

aniqlaymiz:

{ A „ f ) { x ) = f n { x ) f { x )

Bu yerda fn lar (31.5) tenglik htlan aniqlanadi. A„ operatoriar ketma- 

ketligining limitini toping. Limitik operatorga An operatoriar ketma- 

ketligi qaysi ma’noda (tekis, kuchli, kuchsiz) yaqirdashadi?

8. L{Ci[a, i>]) fazo 31.1-teorema shartlarini qanoatlantiradirni?

32- §. Teskari operatoriar

Bizga X  ni y  ga, akelaatiruvchi A operator berilgan l)o'lsin. D(A) — 

uning aniqlanish sohasi, IrnA. esa uning qiymatlar sohasi bo‘lsin.

32.1-ta’rif. Agar ixtiyoriy y e Im A  uchun Ax =  y tenglama yagona 

yejC-himga ega boisa, u holda A teskarilanuvchan operator deyiladi

Agar A teskarilanuvcJian operator bo‘lsa, u holda ixtiyoriy y e Im A  ga 

Ax — y tenglarnaning yechirni bo'Igan yagona x 6 D{A) element mos keladi.

Bu moslikni o‘riiatuvchi oj>era.tor A opera.torga teskari operator deyiladi va 

A~̂  bila.n belgilanadi, hamda

4̂-1 ; y  X, D{A-^) =  ImA, =  D{A).
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Blinda.!) ta.sliqari teskari operatorning aniqlanishidan

Ax =  x, X e D{A), AA~^y =  y, y e  D{A~^) (32.1)

tengliklar kelil) chiqadi.

Endi A akslaiitiriBh X  ni o‘zini-o‘ziga akslantiruvchi chiziqli operator 

bo'lRin. Agar В e L{X, X ) =  L{X) operator uchim В A =  I bo‘lsa, u hoi­

da В  operator A operatorga chap teskari operator deyiladi. Xuddi shunday, 

AC =  1 tenglik bajarilsa, С  operator A ga o‘ng ieskan орегого?-deyiladi.

32.1-tasdiq. Agar A operator uchun ham chap teskari, ham o‘ng teskari 

operatorlar mavjud ho‘lsa, и holda ular o‘zaro teng.

Isbot. A uchun В  chap teskari, С  oíig teskari operatorlar bo‘lsin, u 

holda

В  =  B I =  B(AC) =  {BA)C =  IC  =  C. Д

32.1-mlsol. A : Í2 ^  ¿2, =  (O, xi, X2, ...) operatorga 

chap teskari operatorni toping. A o'ngga siljitish oporatori deyiladi.

Yechish. В  : £2 ¿2 bilan (;hapga siljitish operatorini belgilaymiz:

B x  =  {X2, X 3, .Tn+ l, . . . ) .

Endi В  A operatorning x € £2 ebmentga ta’sirini qaraymiz.

BAx =  B(/Íx) =  В  (O, :ci, X2, . . . ,  x„-i, — (xi, X2, . ..,x„, ...) =  Ix.

Demak, В  operator A uchun cliap teskaii operator ekan.

32.2. 32.1-misolda keltirilgan .4 : £2 £2 operatorga o‘ng teskari operator 

mavjndmi?

Yechish. Faraz qilaylik, A ga o‘ng teskaxi operator mavjud bolsin. Uni 

С  : £2 £2 orqali belgilaymiz. 32.1-tasdiqqa kol’a (32.1-niisolga qarang) 

В  — С  boladi, ya’ni

Cx =  (3:2 , X3 , . . . ,  Хп+Ъ • • •) •
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Endi AC  operatorning x € £ 2  elementga ta’sirini qaraymiz.

ACx =  A{Cx) =  A (X2, X3, x„+i, . . . ) ^ ( 0,X2, . . . ,  x„, . . . ) ^  Ix.

Demak, C  operator A uchun o‘ng tesitari operator emas ekan. Bundan A 

udran o'ng teskari operatorning mavjud ernasligi kelib chiqadi.

32.2-tasdiq. Ayar A uchun hir vaqtda ham o‘ng teskari, ham chap teskari 

operatorla,r mavjud ho‘ka, u holda A teskari,lanuvchan operator bo'ladi va 

A~  ̂— B  =  C  tenglik 0 ‘rinli.

32.2 tasdiqning isboti 32.1-tasdiq va (32.1) tenglikdan kelib chiqadi.

32.1-teorema. A chiziqli operatorga teskari ho‘lgan A~  ̂ operator ha,m, 

chiziqlidir. ''

Isbot. Sliuni aytib o‘ti.sh kerakki, Im A  =  D{A~^) chiziqli ko'pxillilikdir. 

Shunday ekan ixtiyoriy ai, a'2 sonlar va ixtiyoriy yi, y2 € ImA. elementlar 

uchun

.4“* (ai yi + c\2 2/2) =  OiiA~^yi + a2-A~̂V2 (32.2)

tenglikning to'g'ri ekanligini ko'rsatish yetarli. jAxi =  yi va Ax2 =  2/2 deymiz. 

A chiziqli bo'lgani uchim

A (ai xi + «2 -’̂ 2) =  « 12/1 + «2?/2- (32.3)

Teskari operator ta’riiiga ko'ra, xi - A~^yi, X2 =  4 “V/2- Bu tengliklarni 

mos ravishda a i va « 2  sonlarga ko'paytirib qo'shsak,

Qi a'l + «2 X2 — a i/r^V i + a'2A“*y2-

ikkinchi tomondan, (32.3) dan va teskari operatorning ta’riiidan

a i xi + a-2 X2 =  A~^(aiyi + a-2?/2)

tenglik kelib chiqadi. Oxirgi ikki tenglikdan (32.2) tenglikni olamiz. A
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32.2-teorema (Teskari operator haqida Banax teoremasi). A operator X  

Banax fazasini Y Banax fazosiga biyektiv akslantmivchi chtziqU cheyaralan- 

¡/an, operator bo'lsin. U holda A~  ̂ operator m,airjud va chega,ralangan. 

Teoremani isbotlasiwian okiin quyidagi lemmani isbotiayiniz.

32.1-iemrna. M to‘plam X  Banax fazosining ham-ma yerida zich boisin. 

U holda ixtiyoriy nolmas y £ X  elementni

y =  yi + y2 + "-+Vn + ---

qatorga yoyish 'm.umkin. Bu yerda i/k G M, || y/t || < 3 • • || y ||, k € N.

Isbot. ?/i, ?/2 , •. - eiementiarni ketrna-ker; c[urarn.iz. M  to‘p!a!ii X  Banax 

fazosining hamma yerida zicli bo'lgani uchun, shunday yi G M  mavjudki,

bo'ladi. y2 G M  elementni shunday tanlaymizki,

lyll
\y- y i -  V2

4

bo'lsin. Endi G M  elementni shunday tanlaymizki,

l i ' i / i
\ y - y i- y 2 -y-i\\<

bajarilsin. Umuman t  M  elementni shimday tanlaymizki,

'|y||
\ y - y i - y 2 - y ‘i - ------Vn II < 2«

bo'lsin. Bunday tanlash mumkin, chimki M  to'plam X  ning hamma yerida 

zich. G M  elementlarning tanlanishiga ko'ra

liin
71-»O O

ya’ni

k=i

oo

E y ^
A=i

=  0,
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qator yaqiiiiashadi va uning yig'indisi y ga teng. Endi € M  elementlaniing 

nonnaiarini baholaymiz:

I k i l l  =  ¡|?/i - y  +  yl! <  II1/1 - ? / l l  +  ii2 /ii <  ^  +  l ly | |  <  | l l y | | ,  

li y2 II =  IIV2 + Vi - y  + y -  Vi II <  II y2 + Vi -  y || +  II y  -  yi II <

4 ^  2 22 ’

va nihoj^at

IIVnII =  IIVn + Vn-i + --- + y i - y  + y - y i ----- '¿/«-ill <

< II ?/n + Vn-̂  H----b ?/i — ?/ II + 11 ?/ — ?/'i —--- Vn-i II :<

M  . M  <  A
~ 2” 2”“ ‘ ~ 2"'

32.2-teoremaning isboti. A biyektiv akslantirish bo'lganhgi udmn A~  ̂

operar,or in.avjtid va D{A~^) — Y . Etidi Y fazoda

Mf c  =  { ? / e y  : il , 4 - ‘ ?;i|  < / c | | ? ^ | | } ,  k =  í,2,...

to'piamiarni qaraymiz. Y fazoning ixtiyoriy elementi M¡., to'plamlarning biror- 

tasida yotadi. Shuning udiun

CO

Y -  U  Mk. 
k=l

Ber teoremasiga ko'ra, Mk to'plamlarning birortasi Cjandaydir B  C Y sharda 

zidi bo'ladi. Faraz qilaylik, M„ to'piam B  sharda zidi bo'lsin. B  shar ichida 

sharsimon P  qatlam olamiz, ya’ni

P  ^ { z e  B  ■. ¡3 < II -  í/ol! < « } , 0 < ,3 < a, yo € M„.

P  qatlamni markazi iiolda bo'ladigan qilib parallel ko'chiramiz va

Po =  {2 : y  :/?<||^||<«}
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sharsimon qatlamga ega bo'iamiz. Birorta riQ £  N ucliun to'plam Fq da 

zich bo'hshini ko'rsatamiz. Agar ^ n  M„ bo'lsa, u holda z — ijo £  Fq 

bo'ladi. Bundan tafihqari

< A-1.
+ II (-l)-4 *2/0II =  A + A *yo <

<  n. It 0 II +  n  II ?/o II =  « (II z - y o  + ?/o|| +  I
12/0

: n ( | | ^ - y o l H - 2 | | i / o | | ) -  

< n||̂ -yoi|
\ /3

(31.4)

Ma’lumki, n ( 1 -f- miqdor í; ga bog'Iiq emas va biz

n 1 + M M )
p )\

deb olamiz. U holda (32.4) ga ko'ra, z - £  Mn„ bo'ladi. A4„ to'plamning

F  qatlamda zich ekanligidan to'plam.ning F^ qatlamda zich ekanligi

kelib chiqadi. Endi Y dan ixtiyoriy nolmas y element olamiz. Shunday A

son mavjudki, ¡3 < || Ay|| < a  tengsizlik o'rinli, yami Xy £ F(¡ bo'ladi. Ai„o

to'plam Pq qatlamda zich bo'lgani uchun Xy ga yaqinlashuvchi yk £  Mno

ketma-ketlik qurish mumkin. U holda yk/X y . Ravshanki, yk £  M„o bo'lsa,

u holda ixtiyoriy A ^  0 uchun ~  £ M„a bo'ladi. Shunday qilib, M„o to'plam
A

Y ! {0} da zich va demak, Y ning o'zida ham zich.

Endi ixtiyoriy nolmas y £ Y  elementni olamiz va 32.1-lemmaga ko'ra M„o 

to'plamning elementlari orqali qatorga yoyamiz;

?y =  yi + i/2 + ---+?/n + ---, Ijyfcll < 3-2"*||?/||, k £ K  

X  fazoda Xk =  A~^yk elementlardan tuzilgan qatorni qaraymiz;

0 0  OO

y  , -c*: =  a,'i + rC2 H----1- a;„ H---- ^  ̂ ~^yk- (32.5)
k=l k=l

Bu qator qandaydir x £ X  elementga yaqinlasn.a<li, chunki

Xfell =  A S ‘k < «0 II yfcil <  3no-
2*̂
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va
CX) 1

<  E  li -  ^ ” 0  il ^  

k=l k=l

(32.5) qatoming yaqinlashuvchi ligidai! va A ning iizluksiziigidan

Ax =  A ! lim ^  Xk
\  n -> o o  i
\ k^l J

00 \ / oo \

- lim A
n  --i-CO

f ] x k  =  E  E  =  y- 
\fc=l /  k^l k=l

Bu J^erdan x =  A ekanligi kelib chiqadi. Bundan tashqari

iM “ 'y|hl|.î;||<3no!|y||-

Bu yerdan |j-4“  ̂|¡ < 3-rzo tengsizhk kelib chiqadi. Shunday qilib, A~  ̂ ope­

ratorning ch(îga.ra,la.ïigan ekanligi isbotlandi.

Berilgan operatorga teskari operatorning nia.vjudligiiii ko'rsatish birmundia 

osonroq, lekin teskari operatomi topish incisalasi murakkab masaJadir. Shuning 

udmn teskari operat.orni topishni soddaroq holdaii, ya’ni qaralayotgan fazo 

o'lchami chekli bo‘lga.n lioldan boshiaymiz.

32.3. .4 : ^  X2 + XU Xÿ) operatorga. teskari operator

rnavjudnii? Agar rnayjud bolsa, uni toping.

Yechish. Berilgan operatorga teskari operator mavjud bo'lishi uchun, 

ixtiyoriy y € Im A  =  R® da Ax =  y tenglama yagona yechimga ega bo'lishi 

kei-ak. Endi Ax =  y tenglikdan x ni toparniz:

4.a; =  y {xi, xz + xi, xz) =  '¿̂2 , Vi) ■

B'jndan

=  Vi 

Xi I- X2 =  V2 

^3 =  Vi

ya'm

xt =  yi 

X2 =  V2 -  

X3 =  2/3

(xi, X2, Xs) =  (yi, ya -  yi, ys) =  A ŷ- 
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Shunday qilib, A operatorga tefikaj-i oi)erator niavjud bo’iib u

A-^ : E l  A~h: =  (si, xz -  xi, X3)

koi’inishga ega. 32.1-teoremaga ko‘ra, u chiziqli operator boladi. A

32.4. 32.3 misolda qaralgau A : R* -+ R® operator teskari operatorlar 

haqida Bana,x teoremasi Bha.rtla.rini qa.noa.tlantiradiini?

Yechish. va Y =  la.r Banax fa.zoIa.ri bolganligi uchun .4

akslantirishning biyeksiya ekuüigini ko'rsatish yetarli. R.̂  fazoda.n ixtiyoriy 

ikkita t'urh ;r =  (.xj, X2, x^) va y =  {yi, y2, y-s) elenientlariii olamiz va 

Ax ^  Ay ekanligini ko‘rsata,miz. Teskaridan fara.z qilaylik, Ax — Ay =  0 

bolsin. Soliggi tenglikdan x =  y ekaniigiga kelamiz. Bu qarama.-qarshihk A 

akslantirishning inyektiv ekanhgini ko‘rsatadi. 32.3-inisolda ixtiyoriy y e 

uchun Ax =  y tenglama yagona yechimga ega ekanhgi ko'rsatilgan edi. Bu 

esa A akslantirishning syuryektiv ekanligini ko'rsatadi. Dejiiak, A biyektiv 

akslantirish ekan. A

32.1. Teskari operatorlar haqida ba ’zi teoremalar

Biz bu bandda operator teskarilanuvdia.n bolishining za-ruriy va yetai'- 

li sh.ai't.ini keltiramiz. Siraningdek teskari operator mavjud va chegaralangan 

bolishining yetarli, zarur va yetarli sha.rtlarini keltiramiz.

32.3-teorema. /1 : X  —* Y chiziqli operator teskarilanuvchan bo'lishi 

uchttn A.X =  9 tenglama faqat x =  0 yechimga e.ga bo ‘lishi zarur va yetarli.

Isbot. Zaruriyligi. A teskarilainivchan bolsin. ü  holda Ax =  teiigkuna 

yagona yechimga ega boladi. A diiziqh bolgcuii uchun bu yechini x =  9 

boladi.

Yetarliligi. Ax =  9 tenglaroa faqat nol yechimga ega bolsin, u iiolda. ix­

tiyoriy y € Im  A uchun Ax =  y tenglama yagona yechimga ega boladi. 

Teskarisini faraz qilaylik, biror y € Im A  udum yechim ikkita bolsin, ya’ni 

Axi =  y, Ax2 =  y. U hoida A{xi — X2) =  9 boladi. Slia.rtga ko'ra,
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-"1 — X2 — o . Bundan a,'i =  X2- A

32.4-teorema. X  chiziqli normalangan fazoni Y  chiziqli normalangan 

fazoga akslantiruvchi chiziqli A opemtor berilgan bo'lsin. 1mA da chega­

raiangan A^^ operator mavjud bo'lishi uchun, shunday m > 0 son mavjud 

bo'lib, ixtiyoriy X e D{A) lar uchun

|j Ax |j >  m |j X II (32.6)

tengsizlikning bajarilishi ZQ,rur va yetarli,

Isbot. Zaruri,yligi. mavjud va chegaraiangan bo'lsin, ya'ni

.4 Ii < — II2/ II, Vy € D (A ‘ ) . 
m

Ü holda

II Ax II =  ||y II > m|| A j| ^m\\x\\.

Demak, (32,6) shart o'rinli.

Yetarliligi. (32.6) shartdan A operatorning o'yavo bir qiymatli ekan.ligi ke­

lib chiqadi. Teskarisini faraz qilaylik, (32.6) shart bajarilsinu A o'zaro bir 

qiymatli akslantirish bo'lmasin. U holda shunday x\, X2 € U(A), x¡ ^  X2 

elementlar rriavjudki,

' Axi =  y, Ax2 =  y.

Bundan A(.x’i — X2) =  0 ekanligi kehb chiqadi. (32.6) tengsizlikka ko'ra,

0 <  77?, II X i  -  X2 II <  II A  (Xi -  X2)|| =: 0 .

Bu yerdan xi — X2 qarama-qarshilikka kelamiz. Demak, A —o'zaro bir qiy­

matli akslantirish ekui. Shuning uchun, teskari A”  ̂ operator mavjud. En­

di A~  ̂ operatorning chegaraiangan ekanligini ko'rsatamiz. (32.6) tengsizlikka 

ko'ra,

|k||<l||Ax||.
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A~h

Ixtij^oriy y  =  A . X  € 1 m A  udniri

<
1

m i | y | |

Bu yerdan A  ̂ operatorning chegaralangan ekanligi harnda

<1
m

tengsizlik kelib chiciadi. A

Endi 32.3 va 32.4-teorema shartlarining bajarilishiga doir misollar qaraymiz.

32.5-rnisol. C[0, 1] fazoda x ga ko'pajlirish operatorini, ya’ni

B  ; C[0, 1] C[0, 1], {Bf){x) =  X fix )

operatorni (29.8-misolga qarang) qaraymiz. Bu operator 32.3-teorema shart­

larini qanoatlantiradimi? B  teskarilanuvchan operator bo'ladiini?

Yechish. B  operatorning chiziqli ekanligi oson tekshiriladi. Endi B f  =  0 

tenglamani, ya’ni x f{x) =  0 tenglamani qaraymiz. Bu tenglama C[0, 1] 

fazoda faqat f{x) — 0 j^echimga ega. B  operator 32.3-teorcma shartlarini 

qanoatlantiradi. Dernak, B  — teskarilanuvchan operator, ya’ni B  ga teskari 

operator mavjud.

32.6.32.5-misolda qaralgan x ga ko'paytirish operatori {Bf){x) =  x f{x), 

f  € C'[0, 1], 32.4-teorema shartlarini qanoatlantiradimi?

Yechish, Ma’lumki, B  — chiziqli operator. B  operator uchun 32.4-teore- 

maning (32.6) sharti bajarilrnasligini ko''rsatanriz. Biminguchtm 1] fazo­

da har bir elementining normasi 1 bo‘lgan (32.1-chizma) {g„} ketma-ketlikni

3 2.1-ch i2m a
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 ̂  ̂ , 1 -nx ,  agar x e [0, 1/n]
9n{x) =  {

0, agar x e [ l / n ,  1] 

qaraymiz. Eudi norma.ni iiisoblayiniz;

Istaigan TO > 0 son uchun shunday natural sou mavjudki, -i- <' m
4n<)

tengsizlik o‘riuli bo'ladi. Bu yerdan kelib chiqadiki,

Demak, B  operator uchun (32.6) tengsizhkni qanoatla.ntiruvt;hi to > 0 son 

mavjud emas. 32.5-rnisolda ko'rsatildiki, B  ga teskiiri operator uiavjud, lekin

32.4-teorema,liing sharti bajarilma.ga.nligi uchuu, B  ga teskari operator ciiega- 

ralanmagan bo'ladi.

32.7. Endi Í 2 [—1, 1] Hilbert fazosini o'zini-o'ziga akslantiruvchi

.4 : L2Í-1, 1] L2[-1 , 1], (Af){x) =  (x^ + 1) f{x)

operatorui qaraymiz. A operator 32.4-teorema shartla.rini qanoatlantiradimi? 

A ga chegaraiangan tesk-iri operator mavjudmi?

Yechish. A operatorning chiziqli ekanligi oson tekshiriladi. Endi ,4 ope­

rator udum 32.4-teoremaaiiug (32.6) sharti bajai-ilishini ko'rsatamiz. Buning 

uchun II A f II uormaui quyidan baholaymiz.

II A f 11̂ = /  J  î  - / j  I = ii il̂  ■

Biz bu yerda x"̂  4 lj > 1 teugsizlikdau hainda integralning mouotonlik xos- 

saJaridan foydalandik. So'nggi tengsizlikdan j] A f  || > || /  |j tengsizlik kehb 

chiqadi. Bu yerda rn, > 0 son sifatida (0, 1] dagi ixtiyoriy sonni olish mumkin.

32.4-teorema tafidig'idan foydalansa.k, A ga chegaraiangan teskari operator
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mavjudligi hamda |j A“ |̂j <  1 tengsizlik kelib diiqadi. Aslida || A~̂\\ =  1

tenghk o'rinli. A

32.5-teorema. X  — Banax fazosi va A G L{X) . Agar || A.\\ <  C[ <  1 

bo‘lsa, u holda I  — A operator uchun chegaralangan teskari operator rnavjud. 

Isbot. L(X) faKoda quyidagi formal qakorxii qaraymiz;

l  + A + Â -[----h /1” + • • • . (32.7)

Ma’lumki, || Ä̂\\ <  || A jp . Xuddi shuningdek, ||yl”!| < || A jj” . U holda (32.7)

qa.torriing

Sn = }  +
k“ l

qismiy yig'indilari ketma-ketligi Koshi shartiiii qanoatlantiradi, ya’ni 

II Sn+p -  S„|l =  II /l"+‘ + + • • • + A '̂+ l̂ <

<  (f+ ‘ + + • • • 4- /■+Í’ ^  0, n  ^  oo.

(32.7) qatorning qismiy yig'indilari ketma-ketligi Sn — fundamental ekan, 

L{X) := L{X, X )  tola bo'lgani (31.1-teoremaga qarang) udmn

5 e L(X).

Shimday qihb.

Bundan tashqari

i + Y 1 a''' =  s.

S (I -  A) =  lim S„(l -  A) =
n->oo

=  lim (I + A + Â A---- + Â- - A - A ? ----- .4”'+‘ ) =
n,-’<X' ■

=  lim ( / - A”+i) =  /.
n~̂co '

Xuddi shunday ko'rsatish mumkinki, ( I—A)S =  /.Demak, S operator I —A 

operator udiun teskfiri operator ekan. S operatorning normasi
OO OC

n=0
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Demak, S — {1 —  A) ^ operator chegaraiangaii va uning normasi

<
1

1 - q
\\S\\=^l{l-A)-^

teugaizlikni (janoatlautiradi. A

32.1-natija. X — Banax fazo.ri va A €  L{X) boiib, || yi || < g < 1 boim, 

u holda I  + A pera,tor uchun chegaralangan teskari operator mavjud.

Natyaning isboti 32.5-teorernadan kelib diiqadi va

(/ + A)-i =  I ^ a  + A^--- + (-1)"A" + ...

tenglik o'rinli. '

32.2-}emma. Agar .4, B e L(X) boiib, A~\ B~^ e L{X) boisa, u 

holda AB operatorga chegaralangan teskari operator mavjud va (AB)~^ =

o rinli.

Lemmaning isboti ABB~^A~^ =  B-^A~KAB =  ./ tengliklardan 

hamda 32.2-tasdi(idan kelib diiqadi.

32.6~teorema. .4 € L(X) operatorga chegaralangan teskari operator mavjud 

boistn. Agar A' : X  X  operatorning normasi

1
<

¡A-MI

tengsizlikni qanoatlantirsa,, u holda B =  A ~  A' operatorga chegaralangan 

teskari operator mavjud.

Isbot. B  operatorni quyidagicha yozib olamiz: .4 - A' =  A{1 - .4-‘_4'). 

Endi A~^A' operatorning nonnasini baholaymiz:

< A- 1 u 'l l  < 1.

32.5-teoremaga ko‘ra, I - A~^AJ operatorga diegaralangan teskari operator 

mavjud. U holda 32.2-lemmaga ko'ra, A{1 - A~^A') operator ham teskari- 

lanuvdian bo'ladi, liamda

B-^ =: {I -  A-yA'y\\-\ ||i?-‘ ||< { I-A-^A ’)-^ . A~1
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irmnosabaílar A

32.8-misol. Parametr A € K ning qanday qiymatlarida

(/ - XA)f{x) =  f{x) -  A J eosX suiyfiy ) dy, f  € L2[-t ,̂ tt]

operatorga 32.5-teoremarii va uning 32.:l-na.tijasini qo'llash mumkin?

Yechish. A € L(L2[—'̂ , tí"]) ekanligini tekshiramiz. Shu maqsadda ixtiy­

oriy /, g e L2[—k, tt] elementlarni va ixtiyoriy a, 0 £  C  sonlarni olamiz va 

A operatorning a f  + 0 g elem.entga ta’sirini qaraymiz;

{A{af + /3g)){x)=r í cosxsiu y ( a f  + 0g){y)dy =
J—7T

=  a J  cosx sin y f  (y) dy + ,8 j  cosx sin y g(y) d(y) —

=  a{yif)ix)+0iAg){x).

Biz bu yerda integralning additivlik va bir jinslilik xossalaridan foydalandik. 

Endi A operatorning chegaraiangan ekanligini ko'rsatamiz. Buning uchun

II A/II norma kvadratini baholaymiz;

\\Aff = cosx sin y f{y) dy dx —

=  / cos^xdx- I smyf{y)dy
J —Z J —7C

(32.8)

Endi Koshi-Bunyakovskiy — |(/, (3i)| < ||/|| • Ijíĵ  ¡| tengsizligidan hamda

coŝ  a =  i ( l  + eos2a:), sin^ :c =  ~(1 — eos 2x)
A ¿t

ayniyatlardan va cos2x ning 1 ga ortogoualligidan foydalansak, (32.8) dan

\\Af\f<n^yf  (32.9)

tengsizlik kelib chiqadi. (32.9) dan

||A/||<7r||/||^||A||<7r (32-.10)
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tengsiziikka ega bo‘laniiz. ikkinchi tomondan /o(a;)=sina; desak, u holda 

('4/o)(.-k) =  7TCOS.X va ||/o|| =  ||.4/o|! =  ttj|/o|| bo‘iadi. Ma’himki,

l i . 4 | l > ^  =  .

va (32.10) dan foydalansak, j| A|| =  tt tenglikka ega bo'iamiz. Bu yerdan

bardia A G uchun 1|AA|| < 1 tengsizlilining bajarilishi

kelib chiqadi. Demak, 32.5-teorema, va uning natijasiga ko'ra, baxdia A e 
/ 1  1\
I — , — larda I  —XA operatorga teskari operator rnavjud va chegaralan-
V TT Try

gan. 32.5-teorema shartiaxining bajarilishi I —XA operatorga tesiiaxi operator

/ 1 1 \
mavjud va diegaxaiangan boiisluni ta’minlavdi. Lekin A ¿  I — , -- eltan-

V TT tt /
I  — XA operatorga chegaralaagaii teskari operator mavjud emas degan

xulosa kehl) chiqmaydi. A

Navl)atdagi niisoiimiz l;>u fikrirnizni tasdiqlaydi.
/  1 1\

32,9. Paxainetr A niug A G -- , — j qiymatlarida
\ •TT TT

{I -  X A) f  (x) =  f ( x ) ~ X  Í  cosXsiny /  (■;;) dy, f  e 1̂ 2 [-'/r, 7f]
J —K

operaloraa 32.5-teoremaiii qo'üab. unga teslvari operatorni tcijjing.
/ '  1 ' 1 \

'Vechish, 32.8-misolda A € -- , — qiymatlax udiun I —XA opera-
\ 7 i '  7 1 /

torga teskari operator mavjudligi ko'rsatilgan edi. Bu misolga 32.5-teoremani 

qo'llashimiz uchun A operatorning darajalarini hisobiasiiimiz kerak. Dastlab 

A operator kvadratini hisoblaymiz:

(A^f) (x) — A J cosXsiny f  (y) dy \ =

sint (^1 cosÍ sin;// (y) %  I dt. (32.11)cos X
—7T

(32.11) tenglikda t bo'yicha integralni hisobiasli mumkin. Agar biz

cos Í sin Í A  =  0
— 7T
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tenglikni hisobga olsak, .4.̂  =  O ga ega bo'lamiz. Bu tenglikda.n barcha n > 2  

larda 4.” =  O ekanligi kelib chiqadi. Natijada biz, 5  =  iH-A/í =  (1 — A .4)“  ̂

ga ega bo'lamiz. Ha.qiqatan ham,

{I -  XA) (I + XA) =  1 + XA -  XA - X^A^ =  1

va

( i + A A) {1 -X A )  =  J - X A  + A 4 - Â 4:2 =  I

tengliklar o'rinli. Isbot jarayonidan ma’luin bo'ldiki, barclia A e M larda

I  — XA operatorga teskari opera,tor rnavjud va diegaraJangan bo'ladi.

32.10. Parametr A G K ning qanday qiymatlarida

{Bf) {x) =  (1 + x^) f  {x)-X j  ^xy f  {y) dy, f  e L-2 [ - 1 ,  1] (32.12)

operatorga 32.6-teoremani qo'ilash ¡rmmkin?

Yechish. ß  operatorni 4 —A .4' ko'rinishda yozib olamiz. A € L{L2 [—1 , 1]) 

operator sifatida (32.7-niisolga qarang)

{Af){x) =  {x‘̂ + í ) f { x ) , f € L 2 [-l, 1]

ni, A e L ( ¿ 2 [—1) 1]) operator sifatida esa

(A / )  (^) =  f_^ f  (y) dy, ¡ € L 2 [-1, 1]

ni olamiz. 32.7-misolda A operatorning tœkarisi mavjud va ¡ =  1 el<an- 

ligi ko'rsatilgan e(h. 32.6-teoremani (32.12) tenglik l'ilan a,niqlanga,n B =  

yl — A c>]:)eratorga qr>'Hashimiz uchun

l | A A ! l < i p ^  =  l  (32.13)

tengsizhk o'rinli bo'la.(iigan A nitig barcha qiymatlariiii topishimiz kerak. Sliu 

niaqsa.dda A' operatorning normasini toparniz. Buning udiun |j4.'/|| norma 

kvadratini baholaymiz:

'y f{y) dy dx =
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=  J  ^x^dx-  j  f { y ) dy <
/2
§1 ll/!P (32.14)

Biz bu yerda. Koshi-Buuyakovfjkiy tengsizligidan harnda

2 

3/
1 9

x^ dx =  ~
1

tenglikdan foydalandik. (32.14) dan

I AMI < (32.15)

tengsizlik kelib chiqadi. Ikkinchi tomondan fo (x) =  x desak, u holda 

(A'fo)(x) =  l . x  =  l . f o ( x )  va !|A7o!l =  g-||/o|!, |i/oH =  ?

bo'ladi. Ma’lumki,

(32.16)

(32.15) va (32.16) lardan |j A'|| =  ~ tenglikka ega boliuniz. Bu yerdan bar-
o

cha A lar uclmn (32.13) ning, ya’ui ||AA'|| < 1 teugsizhkuing

bajarilishi kelib chiqa.di. 32.6-teoremaga ko'ra, barcha A €
2 ’  2 larda

B  operatorga tesliari operator uuivjud va chegaralangim. 32.<S-misolda.gidek, 
' 3 3^

A ^ 1^--, I  ekajiltgidan B  operatorga chegaraiangan teBkari operator 

raavjud emas degan xulosa kehb chiqmaydi. A

32,11. Quyidagi opera.toruiiig teskaxilanuvchan emashgiui ko'rsating

A : C' [0, 1] (.7 [0, 1], (A/) (x) =  f {0 )x  + f  (1) x^. (32.17)

Yechish. Ma’lumki, chiziqli opera.tor teskaxilamivchan bo'lishi uchun A f =  

0 tenglama faqat f(x) =  0 yechimga ega bo'lishi zarur va yetarh. (32.17) for­

mula bilan berilgan A operator uchun /o (x) ■= x (1 - x) funksiyani olsak, 

fo (0) =  fo (1) =  0 bo'lgani uchun

{Afo)ix) =  foiQ)x + fo{l)x^ =  0.
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Demak, A f  =  O tenglama. noimas fo yechimga ega, 32.3-teoremaga ko‘ra., A 

operator teskai'iianuvchari emas. A

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar

1. Teskonlanuvchan operator ta ’rifini keltiring.

2. Chiziqli operatorga teskari operator har doim chiziqli ho'ladimi?

3. Chiziqli chegaralangan opera,torga teskari opera,tor rnavjud ho ‘ba, u chi­

ziqli chegaralangan, bo‘ladirni? Misollarda tushuntiring. 82.5, 32.6-rnisol- 

larga qarang.

4 . A chiziqli operatorning y adro.si K erA  nolmas elementni saqlasa, u 

holda 4̂ ga teskari operator rnavjud bo'lishi rrmrnkinmi?

5 . 32. IQ-misoldagi B operatorga teskari operatorni toping.

6 . 32.5-mi‘iolda keltirilgan B operutorga teskari operatomi toping. B~  ̂

operatorning aniqlanish sohasini toping. =  6 ' [0 , 1 ] tenglik to‘g ‘- 

rimi? Aga.rhu tenglik to‘g‘riho ‘lm.asa, Ü{B~^) to'plam 6 ’ [0 ,1] fazoning 

hamma yerida zichmi?

7. Ko'paytirish operatori A : ¿2 4 ,  {Ax)^ =  On'Xn ning teskarilanuv- 

chan bo'lishining za,mr va yetarli shariini toping.

8 . Ko'paytirish operatori .4 : ¿ 2  2̂ , ga, chegaralangan 

teskari operator mavjud bo‘li.shining zarur va yetarli shariini toping.

9. Ko'paytirish operatori A : ¿2 —» ¿2 , ga teskari opera­

tomi toping. U chegaralangan operator bo'ladirrii?

10. Ko'paytirish operatori A : / ^ [—1 ,1 ] —+ 1, 1], {A f){x )  =  

[re] / (ar) ga teskari operator rnavjudrni? Bu operatoming yadrosini to­
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ping, dim K  er A  — oo tenglik to‘g ‘rind? Bu yerda [x] deb x sonining 

butun, qisnii belgilanyan.

33- § . Q o 'sh m a o p e ra to r la r

Bu paragrafda hiz Banax va Hil’Derl; fazolari<la aniqlangan operarorlarga 

qo'shma operatorlarni qaraym iz va ularning ayrim xossalarini o'rganamiz.

33 .1 . B a n a x  fa îsosida q o ‘.sh ina o p e ra to r la r  

X  chiziqli normaîangan fazoni V cliiziqïi normaîangan fazoga akslantiruv­

chi chizit^li uzluksiz A oj)era,tor berilgan bo'lsin, y a ’ni

A : X ^  Y, y ^ A x e  Y, D(A) ^  X.

Bizga ixtiyoriy g : V C chiziqli chegaralangan funksionai berilgan 

bo'lsin. Bu fiinksionalning y =  Ax. elementga t a ’sirini c¡araymiz g{y) — 

g{Ax). Osongina ko'rsatish miuTikinki, g{Ax) funksionai X  da aniqlangan 

biror chiziqli / funksionalni aniqlaydi. Shunday qilib,

g{Ax) -  f{x ). (33.1)

Endi (33.1) tenglik bilan aniqlangan / funksionaining chiziqli ekanligini ko'r- 

satam iz;

f { a i X i  + OÍ2X2) — g i^ i o i i X i + (-'‘2X2)) — g { ( x iA x i  a 2Ax,2)  —

= aiPÁ^Xi) -t- a2g{Ax2) =  a i f { x i )  o:2f{x2). (33.2)

(33.2) tenglik barcha xi, X2 6  X  va ixtiyoriy « i ,  a 2 & C  lar uchun o'rinli. De- 

rnak, / chiziqli funksional ekan. Endi uning chegaralangan ekanligini (uzluk­

sizligini) ko'rsatamiz. Ixtiyoriy x e uchun

l./'(->:)l =  \9(Äx)\ < |j i?|| ■ ¡I ./1 .r|| < j| g\\ ■ |[ A II • |j XII

tengsizhk o'rinli. Bu yerdan / funksionaining chegaralanganligi kehb chiqadi.
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Agar / funkaionalning x  imqtadagi q iyinatin i ( f ,x )  deb belgilasak, u 

holda

(f,x)= ^(g ,A x). (33.3)

33.1-ta’rif. Bizga X , Y  — chiziqli normalangan fazolar va A : X  —> Y  

chiziqli chegaraiangan operator berilgan bo‘lsm. Agar biror A* : Y* —* X* 

operator va harcha x €  X, g £ Y* lar uchun

{g, Ax) ^  {A*g, x)

tenglik o ’rinli bo'lsa, A* operator A ga qo'shma operator deyiladi.

Deniak, har bir g €  Y* funksionalga (33.3) tenglik bilan aniqianuvchi 

/ €  X* funksionalni mos qo’yuvchi A* : Y* X* operator A operatorga 

qo‘shma operator deyiladi,

Qo'shma operatorlar quyidagi xossalarga ega:

1. -4* operator chiziqii.

2 . {A + B y  =  A* +  B*.

3. Ixtiyoriy k son uchun [kA y — k.A*.

4. Agar A  uzluksiz bo'lsa, u holda .4* ham uzluksiz bo'ladi.

Aniqrog'i, quyidagi tasd iq o'rinli.

33.1-teorema. Agar A  €  L{X, Y) bo'lsa, u holda A* e L(Y*, X*) hoHadi 

va ||4i*|] =  ||y41] tenglik o'rinli.

Isbot. Funksional hamda operator normasining xossalariga ko'ra,

| ( A í ? , x ) | ^ | ( í ? , A x ) |  <11511 | ! 4 ; r | | < | ! 4 i t  IH I  ! ¡ x l | .

Bu yerdan

tengsizlikka ega bo'lam iz. Demak,

11-4*11 <11AII (33.4)
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Endi X e  X , a\x Ф в fiiiartiii qaiioatiaxitiruvchi ixtiyoriy element bo'isin, г/о =
Á.X

■¡r~—¡J €  Y deymiz. Ko'rinib turibdiki, |j?/o|| =  1. Xan-Bai}.ax teorernasining 
II Arc II
30.1-iia.tijasiga ko'ra, slivmday g : Y С  funksionai mavjudki, ||̂  |j = 1 va 

äiVo) =  ||ш|| = 1, y a ’ui

Bu yerdan,

g(Ax) =  II Аж II 

tenglikka ega bci'lamlK. U Iiolda

II Axil гДАх) =  I {A*g){x) \ < i|.4 *5 || ||x || < ||A*|| Ц.9 Ц ||x|| =  ||A*|| ||x Ц 

muiiosabät(iaii

II 4 !1 <  II-4* II (33.5)

teugsizlikni ola.miz. (33.4} va (33.5) uiunosabatiardan

IM || =  ||A*il

tenglik kelib d iiqadi. Д

3 3 .2 . H ilb e r t  fa zo s id a  q o 'sh m a  o p e ra to r la r

M a’lumki, Hilbert fa.5i0 .siga qo'slima faao uning o 'aiga izomorf, y a ’ni H = 

H* (tenglik izomorfizni m a’nosida). Shuning udiu ii Hilbert fazolarida qo'shiiia 

operatorlar xossalarini o'rgaiiish ancha quiay.

S 3 .2 - ta ’rif. H Hilbert fazosi va A G Ь{Н) operator henlgan bo'lsin. 

Agar biror A* : H H operator va ixtiyoriy x , у  € H lar uchun

{Ax, y) =  (x , A*y)

tenglik 0 ‘rinli bo ‘ka, A* operator A ga qo ‘shma operator deyiladi.

Bu ta ’rif Banax fazosidagi qo'shma operatorning t a ’rifidan biroz farq qiladi, 

ya 'n i bu yerda {kA)* = kA* (3-xossaga qarang) tenghk o'rinli.
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Hilbert fazofii holida A va A* operatoriar ayrian b itta  fazoda auiqlanga,ni 

uchun, ba ’zan A  — A* tenglik ham o'rinli bo'lishi mumkin.

33.3-ta’rif. Agar A  = A* ho ‘Isa, ya ’ni ixtiyoriy x, y €  H uchun

{Ax, y) =  {x, Ay)

tenglik o ‘rinli bo ‘Isa, A operator o ‘z-o ‘ziga qo ‘shma operator deyiladi.

33.4-ta’rif. Bizga A : H -j- H chiziqli operator va IIq C H qism fazo 

berilgan ho‘lsin. Agar ixtiyoriy x  G Hq uchun Ax  €  Ho bo‘Isa, u holda Ho 

qism fazo A. operatorga nisbatan invariant qism fazo deyiladi.

33.1-Iemiria. Bizga A : H H chiziqli operator va Ho C H qism 

fazo berilgan bo’lsin. Agar Ho qism fazo A operatorga nisbatan invwriant 

ho‘Isa, u holda uning ortogonal to'ldiruvchisi ho‘lgan Hq C H qisrn fazo A* 

operatorga nisbatan invariant bo‘ladi.

Isbot. Haqiqatan ha.m, a.ga.r y G Ho bo'lsa, u holda ixtiyoriy x G Ho 

uchun {A*y,x) =  {y. Ax) =  0, chunki Ax  €  //q. Demak, A*y €  H¿-, A  

Xususiy hoida, agar A — A* bo'lsa, u hoida A{Ho) C Ho ekanligidan 

A { H o )  C  H ¿  ekanligi kelib chiqadi.

Hilbert fazosida qo'shma operatoriar quyidagi xossalarga ega:

33.2-ieinma. Agar A, B €  L{H) bo‘lsa.; u holda

1) {aA +  [ m y  =  +  JiB\,

2) { A B f  =  B*A\,

3) (yl*)* =  A tengliklar o'rinli.

Isbot. Birinchi tenglikni isbotlaymiz:

{{aA  +  ,8B)x, y) = {aAx + 0B x, y) =  a{Ax, y) +  P{Bx, y) =

= a{x, A*y) +  /3(x, B*y) = {x,aA*y) + {x,j3B*y) =  {x, (aA * +  l3B*)y).

Bundan (aA  +  /3B)* = aA* +  ¡3B* tenghk kelib chiqadi.
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2) ni isbotlayniisi;

{{AB)x, y) =  (A{Bx), y) =  {Bx, A^y) (x, B*A*y).

Bundan {AB)* -  B* A* tenglik kelib chiqadi.

3) ning isboti bevosita qo'shma operator t a ’rifidan kelib chiqadi. A  

Endi operatorlarning Banajc va Hilbert (jfyshmalarini topishga doir misollar

qaraymiz.

3 3 .1 -m iso Í . X = Y — £¡ va T o'ngga sil.jiiish operatori bo'lsin (32.1- 

misolga qarang), y a ’ni

7 ;K =• (O, x i, X2, x - i , . . . ,  ...), x e ^ i

bo'lsin. T ga qo'shma T* operatorni toping.

Y ec liish . X  — i i  v& Y — i i  lar Banax fazolari bo'lganligi uchun T 

operatorning Banax qo'shmasini topamiz. M a’lumki, '1' €  B{¿i) operatorning 

Banax qo'shmasi barcha x e  i i  va / €  (¿ i)*  lar uchun

{T * f){x )^ f{T x )  (33.6)

tenglikni qanoatlantiruvchi va (¿ i)*  fazoni {¿i)* fazoga akslantiruvchi oper- 

atordan iborat. Bizga m a’lum.ki, {f.i)* — m, boshqacha aytganda har qanday 

/ €  (£i)* uchun shrmday yagona y  €  m mavjudki,
OC'

/ (x ) =  E  y =  {yu V2: ■ • •, ?/n, • • •)> y ^  ™ (33-7) 
k—\

tenglik barcha x  €  lar uchun f/rinli bo'ladi. Xuddi shuningdek, shunday 

C €  m mavjudki,
OO

( ' i ' 7 ) ( x ) - E ^ * í ’̂ ’ C-(Ci,C2, .--,Cn,---)em (33.8)

tenglik barcha x €  ¿i lar uchun bajarilad i. (33.7) va (33.8) tengliklarni hisobga 

olsak, berilgan operator uchun (33.6) shart quyidagi ko'rinishga keladi:
OO OO o o

y  J k̂Ck — y  J Xk-lVk — y  ' XkPk+l- (33.9)
k=l k=2 k=l
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Bu tenglik barcha lar uchun bajarilad i. Xusu.sijf holda, (23.8) tenglik bilan 

aniqlanuvchi {ej, =  (O,. . . ,  1 ,0 ---- )}, fc €  N elementlar uchun (33.9) tenglik

Ck^Vk+h

aylanadi. Shunday qilib, T* : rn m operator

T y  ^  T*{yi, y2, =  {y2, y-i, • • •, yn+h ■■■), y e  m

formula bilan anicflanar efoui.

33.1-teoremaga ko‘ra, T G L {X ,Y )  ekanhgidan T* €  L{Y*, X*) ekan­

ligi kelib chiqadi va ||ïj| =  ||ï’*|| tenglik bajarilad i. Qaralayotgan misolda

33.1-teorernaning o'rinli ekanligini tekshirib ko'ramiz. 'i'* operatorning chiz­

iqli eltanligi uning aniqlanishidan ko‘rinib turibdi. ¡|'Í‘]| — ||7'*i| tenglik b a ja­

rilishini ko'rsatam iz. Haqiqatan ham,

OO

||:/j| = sup \\Tx\\ =  sup ^
Ik!i=i

||'i'*|| =  sup Il'i'*y¡| == sup l'í/fci = 1.
ilÿ|l=l 2<lÿ;t|<CX)

33 .2 . f.2 fazoda ko'paytirish operatorini, ya4;ii (29.9-misolga qara.ng)

A : (.2 Í2, i^x)„  =  sup |a„| =  a  < oo (33.10)

operatorni qaraymiz. Unga cio'shtna operatorni toping.

Y ech ish . X = Y — £2 Hilbert fazolari bo'lganligi uchun A ga Hilbert 

ma'nosidagi qo'shma operatorni topamiz. .4 operatorning chizicili va. chega­

ralanganligi 29.9-misolda ko'rsatilgan. A ga qo'shma operatorni topisli uchun 

(/Ix, y) skalyar ko'paytmani qaraymiz. £2 fazodagi skalyar ko'paytm adan foy­

dalansak,
0 0  0 0  0 0

{Ax, y) =  ^{Ax)ky~k =  E  =  YL  .
fc=i k=i k=i
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-4* : Í2 -> 4 ,  (A r)„  =  S:̂  Xn,

ni olarniz. Bu yerdan A  ning qo'shmasi o'ziga teng bo'hshi uchun a„, n  e  N 

sonlarning haqiqiy bo'lishi zarur va yetarlid ir degan xulosaga kelamiz. A

3 3 .3 . Lila, b] kompieks Hilbert fazoada, u{x) funksiyaga ko'paytirish 

operatorini, y a ’ni

{A f){x) =  u{x)f{x), f  €  L2[a, 6]

operatorni qaraymiz. Bu yerda u cliega.iala.ngan va o'lchovli funksiya. A ga 

Cio'shma operatorni toping.

Y ech ish . X = Y =  b] Hilbert fazolari bo'lganhgi uclum A ga

Hilbert ma'nosidagi qo'shma operatorui topa.miz. u fimksiyaning chegara- 

laugaii va o'lchovli ekanligidan ,4 operatorning aniqlanish soliasi D{A) = 

/.■2 [a, b] ekanhgi va A ning chega.ralaugan ekauligi kehb chiqadi. Ta’rifga 

ko'ra, A  operatorning qo'shmasi ha.mnia f ,g £  li2[a, b] lar uchun

{A f,g )= -{f,A *g )  (33.11)

tenglikni qanoa,tla,ntiruvchi A* e  L{L2[a, b]) operatordan iborat. Agar biz 

Lila, &] fazodagi skalyar ko'paytm adan fbj?dalan.sa.k, (33.11) tenghkni quyida­

gicha yozishimiz mumkin;

{ A f,g )=  í {A f){x)g{x)dx=  í u{x) f{x)g{x)dx =
Ja Ja

= /  =  (/. A\j).

Bu tenglikdan

{A*g){'x) = u(x) g{x), g € ¿af« , ?>]

ekanligi kelib chiqa.di. Bu yerdan A = A* bo'lishi uchun, deya.rh baxcha x  e  

[a, h] larda it{x) €  R  bo'hshi zarur va. yetarlidir.

Blindan
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33 .4 . Endi l^[a,h] Hilbert f.azosida K {x ,y)  yadro bilan aniqlanuvehi in­

tegral operatorni, y a ’ni

{A f){x) = J 'K { x ,y ) f { y )d y ,  f  e  L2[a, b] (33.12)

opera.t.omi qatayniiz. Bu yerda K  -  [a, 6 ] x  [a, 6 ] kvadratda aniqiangan che­

garalangan va. oichovli funksiya. A operatorga qo‘sluna opera.torni toping.

Y ech ish . K  funksiyaning chegaralangan va o'lchovh ekanligidan, lining 

LqÍIü, ?>] X [a, ? )] )  fazoga qarashli ekanligi kehb chiqadi. Fubini teoremasidan 

(3 7 . 1 -teorenia) foyda.lanib, quyida.giga ega l)o lam iï!:

6 / 6  'I h h
(A f,g )=  fl Í K { x ,y ) f i y ) d y [ ' ^ d x  =  J  J K {x ,y )f{y ) dy g{x)dx ==

= J K  {x, y) g{x) dx I  f{y ) dy =

K {y,x)g{y)d y dx =  U,A*g).

Bu verdan

{A*g){x)= f  K {y,x )g {y)d y  (33.13)
Ja

tenglik kelib chiqadi. Xususan, (33.12) ko'rinishda.gi A  operator I-2 [ a , 6 ] fa­

zoda o‘z-o'ziga qo'shma bo'lishi uchun, deyaxli barcha x, y G [a, h] lar uchun

K{x, y) = K{y, x) (33.14)

tenglikning bajarilislii yetarli va zarurdir.

M u s ta q il  ish la sh  uch un  sav o l v a  to p sh ir iq la r

1. Banax fazosida operatorning qo'shmasi qanday ta ’riflanadiV

2. Hilbert, fazosida operatoming qo‘shmasi qanday ta ’riflanadi?
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3. Yuqoridagi ta ’nfiarda qanday fani bar? Javobni xossalarda tushuntiring.

4. ()‘z-o‘ziga qo‘ñhma va o'z-o‘ziga qo'shma bo‘bnagan operatorio,rga mi­

sollar keltinng.

5. Hilbert fazosida birlik operatorga qo‘shma operatorni toping. U o ‘z-o‘ziga 

qo‘shma oo ‘ladirni?

6. Chiziqli che/jaralangan operatorga qo‘shm,a operator har doirn chiziqli 

chegaralangan bo ‘ladirni'?

7. A : l?2  —> £2, Ax  = {aiXi,a2X2, ■.. ,a„x„ ... .)  operatorga qo‘shma 

opero,torn,i toping. Bu yerda a„ €  C, n  e  N. 33.2-rnisoldan foydalaning.

8. .4 : (2 —*• £-2, Ax =  (0, f lix i, 0, ap'-s. . . ,  0, a2„-iX2„-i, - . . )  operatorga 

qo‘shma opera,torni toping. Bu yerda a„ €  C, n €  N.

9. B : L2[0, 1] —> L2{0, 1], {B f){x) — u{x)f(x) opei'atorga qo‘shm,a 

operatorni toping. Bu yerda u  : [a, 6] C  uzluksiz funksiya.

10. 0 ‘z-o‘ziga qo‘shrna A, B : L2[0, 1] —> ¿^[O, 1] oper'atorlar berilgan:

{A f){x) := x f(x ) , {B f){x )=  f xyf{y)d.y.
Jo

A B  va BA operatorlarni toping. Ular o ‘z-o‘ziga qo’shma bo‘ladirni?

11. .4 ; L-2 Í—1, 1] 1, 1] operator berilgan:

(A f)(x )  =  j  {x  ̂+  iy^)f{y)dy.

Uning invariant qism, fazolarini toping. Juft funksiyalardan iborat 

¿ 2  [—1; ! ]  =  { / €  L2[—1, 1] : f { - x )  -  f (x )}  qisrn fazo A operator 

uchun invariant qism fazo ho‘ladirni?
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Operatorlar nazariyasida spektr tiislninchasi eng muhim tushunchalardan 

biridír. Chiziqli operator ypektrini o'rganish rnatem.atik fizika tichuri muhimdir. 

M asalaii, kvant m exaiiikasida sistema Hamiltoniani - bu Hilbert fazosidagi o‘z- 

o'ziga qo'shma oi^eratordir, uning spektrini o'rganish sistema íízik xususiyat- 

larini 0 ‘rganish uduui irmhirndir. Spektr tushunchasini dastlab d iek li o'lchamli 

fazolardagi chiziqh operatorlar uclmn eslatam iz.

Faraz q ilaylik , A : C" C” chiziqli operator berilgan bo'lsin. Agar biror 

A €  C  son udiun.

Ax -  X X

tenglam a nolmas x  €  C" yechimga ega bo'lsa, u holda A son A  operator­

ning xofí qtyrnaü deyiladi, uuga mos keluvchi nolmas x  yed iim  esaxas vektor 

deyiladi, M a’lumki, har bir A : C” —5- C" dnziqli operatorga {a^} — n x  n  

m atritsa mos keladi va aksincha. Chiziqli algebra kursidan m a’lumki, agar A 

son A  operatorning xos q ijin a ti bo'lsa, det{A — XI) — O bo'ladi va aksincha. 

n  X n m atritsa determ inanti det{A — A/), parametr A ning n — dara ja li 

ko'phadi bo'ladi va det{A — XI) — O tenglam a ko'pi bilan. n  ta  ildizga ega, 

y a ’ni A : C” —> C" chiziqli operator ko'pi bilan ?г ta  xos qiym^atga ega. ..A.gar 

A son A  operatorning xos qiym ati bo'lsa A — XI ga teskari operator mavjud 

emas va aksincha. Agar A son A operator uchun xos (jiym at bo'lmasa, y a ’ni 

det{A — XI) ^  O bo'isa, u holda A — XI ga teskari operator mavjud va 11 C” 

fazoning hamma 3?erida aniqlangan bo'ladi.

3 4 .1 -teo rem a . A : C” —> C” chiztqli operator chegaralangandir.

Isb o t. C” fazoda 6 1 , 6 2 , ortonormal bazisni tanlaym iz. U holda

har bir X e  C” vektor yagona usulda

n

■•K = E
i=l ■

3 4 -  §. C h iz iq ii o p e r a to rn in g  s p e k t r i  v a  re z o lv e n ta s i
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ko'rinishda tasvirlanadi. Agar A operator C" da aniqiangan chiziqli operator 

bo'lsa, u holda ^
n

i=l
bo'ladi. Shunday ekan, chiziqli operator o'zining 6 1 , 6 2 , bazi s vektor- 

lardagi q iym atlari bilan bir q iym atli aniqlanadi. Endi Ax  ning normasini ba­

holaymiz:

| | .4 x | ¡< ¿| :r , i  ||.4e,||< ( Y ^ l l A e i f V  <M-\\x\\.
i=l \i=l / \i=l )

Bu yerda

M  =
V¿=i /

Demak, chekli o'lchamli fazoda aniqiangan har qanday chizi(}li operator ehega,- 

ralangan bo 'lar ekan. A

Yuqorida aytilganlarn ing natijasi sifatida shuni t a ’kidlash krzimki, chek­

li o'lchamli fazolardagi chiziqli operatoriar uchun quyidagi ikki holat sodir 

bo'lishi mumkin:

1) A son uchun Ax =  Ax tenglam a nolrnas yechimga ega, y a ’ni A son 

A operator uclum xos qiym at, bu holda A — XI. ga teskari operator mavjud 

emas;

2 ) A son uchun C" fazoning ham.ma yerida aniqiangan {A—XI)~^ operator 

mavjud va demak, chegaralangan.

Chekli o'lchamli ÍBzolarda chiziqli operatorning xos q iym atlari to'piami 

operatorning spektri deyiladi. Agar A e  C son .4 operator uchun xos qiynmt 

bo'lm asa, u .4 operatorning regulyar nuqtasi deyiladi. Umuman aytganda, 

chekli o'lchamli fazolarda spektr term ini kam ish latilad i. •

Agar A  operator cheksiz o'lcham li X . fazoda berilgan bo'lsa, u holda 

yuqorida keltirilgan 1  va 2  holatlardan farqli bo'lgan uchinchi holat ham
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bo'ladi, y a ’ni:

3) ( A— ojjera,tor mavjud, y a ’ni Ax — A:e tenglam a faqat nol yechim- 

ga ega, lekin {A -X l)~ ^  operator A' ning hamma yerida aniqlanrnagan yoki

I m { A -  XI) ^  X.

34 .1 -t.a ’r if . Agar A €  С  son uchun A — XI ga teskari operator mavjud 

ho'iib, и X  ning harnma yerida aniqiangan bo'lsa, X soni A operatoming 

rtgulyoT nuqtasi deyiladi,

RxiA) =  {A -X I)-^

operator esa A operatorning A nuqtadagi rezolventasi deyiladi. Barcha regvl- 

ya,r nuqtalar to'plarni p{A) orqali belgilanadi.

3 4 .2 - ta ’r if . A operatorning regulyar bo'lmagan barcha nuqtalari, to'plam,i 

A operatorning spektri deyiladi va и <j{A) orqali ЬеЛдИапаИ.

3 4 .3 -i,a ’r if . Agar biror A e  С  son uchun {A —XI)x =  0 tenglama nolrnas 

{x Ф 0) yechim.ga ega bo'lsa, X son A operatorning xos qiymati deyiladi, 

nolmas yechim x esa xos vektor deyiladi,

Ko'rinib turibdiki, barcha xos q iym atlar to 'p iam i spekt,rda yotadi, chunki 

A xos qiym at bo'lsa, A — XI operatorning teskarisi mavjud em.as.

Spektr quyidagi qisrnlarga a jratilad i.

34.4~ta’rif . a) Barcha xos qiymatlar to'piami .4 operatam.ing nuqtali spek­

tri deyihdi va <Jpp{A) bilan belgilanadi.

b) Agar X xos qiymat bo'imasa va Im{A  — XI) ф X , уа’пг A — XI ope- 

ratam.ing qiymatlar sohasi X ning hamma yerida zich emas. Bunday X lar 

to'plam,i A operatorning qoldiq spektri deyiladi va (TqoiiA) hilan belgilanadi 

Endi o'z-o'ziga qo'shma operatoriar uchun muhim spektr t a ’rifini kelti­

ramiz.
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3 4 .5 - t a ’r i í .  Agar biror A €  son uchun nolga kuchsiz yaqinlashuvchi 

fn €  H birlik vektoriar ketma-ketligi mavjud bo iih

liin ||(.4 -  A/)/„i| =  O
n -* o o

bo‘lsa, u holda A son A -■ A* operatorning muhim spektnga qarashli deyiladi. 

A operatorning muhim spektri cr«,,,,(A) hilan belgilanadi.

Operatorning nuqtali va qoldiq spektrlari o‘zaro kesishmaydi. Nuqtah va 

¡nuhiin spektiiar o‘zaro ke8jsh,isb.i mumkin.

3 4 .2 -teo rem a . Agar A e  L{J<) va |A| > ||/í |¡ bolsa, u holda A regulyar 

nuqta bo'ladi.

Isb o t. A — XI operatorni quyidagicha yozib olamiz:

A - X I  - \ a ). (34.1)
A

Teorema shartida.n —A operatorning normasi 1 dan kichik eka.nligi kelib 
Л

chiqadi, shuning uchun 32.5-teoremaga ko'ra, I — operatorning chega- 

ralangan tesloirisi mavjud. Bundan va (34.1) tenglikdan /1— XI operatorning 

teskarisi rnavjud va chegaraiangan ekanligi kelib ehiqádi. Д

Shunday qilib, chi.ígaxalangan A : X  X  operatorning epektri marka.zi 

koordinatalar boshida va radiusi ||.4|¡ ga teng yopiq doirada saqlanax екал. 

34 .3"te o rem a . Agar A  €  Ь{Х) ho‘lsa, и holda o{A) yopiq to'plamdir. 

Isb o t. Operatorning si.->ektn о (Л ) regulyar o.uqtalarto‘plaminiug to'ldiruv- 

clii to 'plam i bo'lgani uchun, p{A) uing ochiq to'i^lam ekauligiiii ko'rsati.sh 

yetarh. Endi A e  p{A) ixtiyoriy nuqta bo'lsin, ya.’ni A — XI opera.torniug 

teskarisi mavjud va chega.ralangan bo'lsin. ü  holda 32.6-tef.n'ema.ga ko'ra, bar- 

cha ó, ó < ( ||(Л — A./)“ M j  * la r uchuu A — XI — 61 operatorning ham 

chegaraiangan teskarisi mayjud. Demak, A €  /э(Л) nuqta o'zining -s =  (|(Л 

—Л/)~*|)“ * > О atrofi bilaji p{A) ga qai’ashli ekan. Bu esa A nuqtauing 

p{A) to'plam uchun ichki nuqta ekanligini bildiradi. A ning ixtiyoriyligidan

363



p{A) iiing ochiq to ‘pîa.m ekanligi kehb chiqadi. Deinak, 20.4-teoremaga ko‘ra  

<r{A) =  C\p(A) yopiq to ‘i)la.rn. A

Quyidagi tasdiqni isbotsiz keltiramiaz,

3 4 .4 -teo rem a . A  €  L{H) o ‘z-o‘ziga qo‘shmo, operator bo‘Isin: U holda: 

(a) cTqo/(A) -  bo‘sh to‘pl,am.

(h) a{A) to‘plarn R ning qismi, y a ’ni cr{A) C  R.

(c) A operatorning har xil xos qiymatlariga mos keluvchi xos vektorlari

0 ‘zaro ortogonoMir.

34.1>m isol. J^[a, 6] Hilbert fazosida erkin o‘zga.n]vchi x  ga ko'paytirish 

operatori (33.3-mi3olga qarang), ya'n i

A  : L2[a, 6] L2[a, b\, {A f){x) =  x f{x )  

operatorni qaxaymiz. Uning nuqtah, qoldiq va muhim spektrini toping.

Y ech ish . 33.3-rnisoi natijasiga va u{x) = x =  x = u[x) tenglikka ko'ra, 

A =  A*. 34.4-teoremaniiig (a) tasd ig 'iga ko'ra, Oqoi{A) =  0 . Aia’lumki,

(A f){x) =  Xf(x) y a ’ni (x ~  X)f{x) =  0 (34.2)

teiig laina ixtiyoriy A €  C  uchun yagona nol yechimga ega. Demak, A  op­

erate» xos q iym atlarga ega emas, ya'n i o-pp{A) =  0 . (34.2) tenglam a faqat 

nol yechimga ega ekanligidan 32.3-teoremaga ko'ra, (y l — A i)/ (x ) =  g(x) 

tenglamaning ixtiyoriy g €  Irn A  da yagona yechimga ega ekanligi kelib chiqa.­

di. Ko'raatish iimnikinki ..4 — XI operatorga teskari operator

(A -  XI)-^g(x) = { x -  X)-^g{x) (34.3)

formula bilau auiqla.nadi. Agar A ^  [a, &] bo'lsa, u Iiolda x — X ^  0, uatijada 

[ A - X jy ^  operator &] fazoning ham m a yerida aniqlangan va Banax 

teoremasiga ko'ra, u chegaralangan bo'la-di. Demak, A 0  [a,b] regulyar nuqta, 

y a ’ni <t{A) C [a, h\. Lekin (34.3) formula bilan aniqlangan teskari operator
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A €  [a, 6] bo'lganda h 2[a,h] fazoning liam ina yerida aniqlanrnagan. Demak, 

[a,b] c  cr(A}. Bulardan, a{A) — [a, 6]. Endi A  operatorning spektridagi ix­

tiyoriy miqta lining muhim spektriga qarashli ekanligini ko‘rsai;am.iz. Ixtiyoriy 

A €  [a, b) uchun

1 ,
/•/X J V r t in + l) ,  agar rc €  [A + A + - ) ,

f „ ( x )  = <(  ̂ n  + 1 n '
0, agar x  G [a, 6]\/l„

deymiz. M a’lum nomerdan boshlab A +  ~ < 6 bo'ladi va bundav nomer-
n

lar uchun |j/„|| =  1 tenglik cyrinli. Bundan tashqari har x i! n va m lar- 

da == 0 bo'lgani uchun {fnJm ) ~ 0 tenghk o'rinh, y a ’ni {/„}

oitonormal sistem a ekan. M a’hunki, ixtiyoriy ortonormal sistem a nolga kuch­

siz m a ’noda yaqinlashadi, shuning uchun {/„} ketma-ketlik ham nolga kuchsiz

m a ’noda yaqinlashadi. Endi ||(.4 — A/)/„J| norma kvadratini liisoblaymiz:
A+A

II(A -  A / )/ „f ^  n{n  -1-1) j  { t -  X fd t  =  -> 0, n  oo.

Demak, t a ’rifga ko'ra, A €  [a, h) son A operarorning muhim. spektriga 

qarashli ekan. X = b nuqtani A  operatorning muhim spektriga qarashli 

bo'lishini o'quvchiga mustaqil isbotlash uchun qoldiramiz. Shunday qilib, A 

operatorning spektri faqat muhim spektrdan iborat bo'lib, u [a, b] kesma 

bilan ustma-ust tushadi. Xulosa

o-qoiiA) =  CF.pp{A) 0, 0V;.<.-s(A) <j(yl) =  [a, &]. A

3 4 ,2 . 34.1-misokla qaralgan A  operatorni C[a, 6] Banax ÍBzosida, y a ’ni

yi : C\a, b] C [a , 6], A f{x ) =  x f(x )

operatorni qaraymiz. Uning nuqtali va qoldiq spektrini toping.

Y ech ish . M a’lumki, ((34.2) ga qarang) {Af){x} — Xf{x) y a ’ni

{x -  X)f{x) =  0, / €  C [a , Í.] (34.4)
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tenglam a ixtiyoriy A €  С  ucluin yagona uol yechimga ega. Demak, A  op­

erator xos q iym atlarga ega emas, y a ’ni o-pp(A) — 0. (34.4) tenglam a faqat 

n.ol yechimga, ega ekanligidan 32.3-teoreniaga ko'ra. {A — X l)f(x )  — g{x) 

tenglam aning ixti,yoriy g e  ImA  da yagona j-'echimga ega ekanligi kelib 

chiqadi. Demak, A  — XI operatorga teskari operator mavjud va u (34.3) for­

mula bilan aniqlanadi. Xuddi 34.1-rnisoldagi kabi ko'rsatishim iz mumkinki, 

<j{A) ~ [a, b] tenglik o'rinli. Haqiqatan harn, agar A ё  [a, b] bo'lsa, u liolda 

(34.3) ning o'ng tomoni ixtijroriy g €  C[a, 6] da uzluksiz funksiya bo'ladai, 

y a ’ni D{{A — A/)“ )̂ =  C'[a, 6] va teskari operatorlar haqidagi Banax teore- 

rnasiga ko'ra, (Л -  A/)“ * operator chegaraiangan bo'ladi, deniak A regulyar 

nuqta., y a ’ni (j{A) С [a, b]. Agar A e  [a, 6] bo'lsa, u. liolda (34.3) formu­

la bilan aniqlangan {A — A/)~* operator C[a, b] fazoning hamma yerida 

aniqlanmagan, bundan [a, b] С <у{А). Bulardan, <r(/í) [a, b] ekanligi kelib 

chiqadi. Endi a{A) =  Oqoi{A) ekanligini ko'rsatam iz. Ixtiyoriy A e  [a, &] 

uchun A —XI operatorning qiym atlar sohasi

lrn{A  -  XI) = { g e  C\a., h] , g{x) =  (x -  A)/(x-)}

С [a, 6] fazoda Kich emas. Haqiqatan ham, ¡m {A —XI) chiziqli ko'pxillilikdagi 

ixtiyoriy g uchun g(X) 0 shart bajarilad i. Agar biz /o(x) = 1 desak, u 

holda ixtiyoriy g €  Im{A  — A i) uchun

!|fi'-/o||=- m ax |,g(:r) - /о(ж)| > ¡гДА) - /о(Л)| = 1 
жб[а,6|

tengsizlik o'rinli. Demak, Im,{A — XI) chiziqli ko'pxillilikdan fo{x) = 1 

elementga yaqinlashuvchi ketma-ketlik a jratish  rnumkin emas. Qoldiq spek­

tr t a ’rifiga ko'ra., ixtiyoriy A € [a, 6] uchun A €  crqoi{A) numosabat o'rinli. 

Bundan cr(A) с  o-qoi{A) kelib chiqadi. Teskari mimosabat a{A) D crqoi{A) 

doim o'rinh. Demak, a{A) =  aq^iiA) =  [a, 6]. - , Д

34,1 va 34.2-misoIlarda bir xil qonuniyat bo'yicha t a ’sir qiluvchi A  ope­

rator har xil La [a, b] va С  [a, 6] fazolarda qaralgan. Har ikki holda ham
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A operatorning spoktri [a, 6] kesma bilan uBtma.-ust tushgan, lekin spektr- 

niiig qism larida (strukturasida) o'zgaxish b o ld i. Birinchi holda (34.i-m isolda) 

=  0  edi, ikkinchi holda. Oqoi,{A) ■= [a., b],

3 4 ,3 . Endi ¿ 2  Hilbert fazosida ko'paytirish operatorini, y a ’ni

A : .?2  4 ,  ÄX =  (ttiX i, (1-2X2, <2 3X3 , . . . ,  Or,.Xn, ■ ■ •) (34.5)

operatorni qaxaymiz (29.9, 33.2-misollargaqa,ra,ng). Uning xos qiym atlarini va 

spektrini toping.

Y ech ish , sup \ô \ =  a <; 0 0  bo'lgan holda, /1 ning chegaralangan eka.nHgi 
« > 1

29.9-misolda ko'rsatilgan. Bundan tashqari |j A|| =  sup |a„| =  a  tenghk isl>ot-
n > l

langa.n edi. A.x = Xx tengiam a A =  a„, bo'Jga.nda e„ =  ( 0 , . . . ,  0 ,1 ,0 , . . . )  

nolmas yechimga ega. Demak, On, n  e  N sonlar A operatorning xos qiymat- 

lari bo 'lar ekan. Agax birorta ham n  €  N da A ^  a„ bo'lsa, u holda (A  — XI) 

operator teskarilanuvchan i:>o‘ladi va

/ .  X n - l  Í  -'*•2 \(A  -  XI) -------- , -------- , • • • , ---------, • • •
\A — ffli A — « 2  A — a„ J

(34.6)

Bularda .11 { « 1 , 0 2 , . . . ,  a „ , . . .}  =  (Jpp{A) tenghk kelib chiqadi. M alum ki, xos 

qiyma.tlar operatorning spektriga qarashli bo'ladi, shuning uchun

{ « 1 ,  tt2, . . . ,  a „ , . . . }  C  o ‘ ( -4 ) .

Ikkinchi tomondan chegaxala.ngan operatorning spektri yopiq to'i:>lamdir, de- 

niak <Tpp{A) to'plarnning yopig'i [(rpp{A)] uchun

{ai, a-2 , .. ■, cj ,̂,. . . }  = [app{ A)] C  a{A) (34.7)

inunosabat o'rinh. Agax A ¿  [o'pp(A)] f.>o‘lsa, 11 holda (34.6) tenghk Irilaii 

«.niqlangan (..4 — XI)~  ̂ operator £2 fazoning hamma yerida an iqlaiigaii va 

chegaralangan bo'ladi. Bundan C\[a^{A)] C p{A) ekanligi kelib chiqadi.

Bu yerdan

^ (-4 )g M A ) ] . ,  (34.8)
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(34.7) va (34.8) muuosabatla.rdan a{A) =  [(Трр{А)] ga kela.miz. Ko‘rsata,:riizki, 

{an} ketma.-ketiikniiig barcha Hmitik nuqtalari A  operatorning rriuhim spek- 

triga qarashh bo‘Ia.di. Buning uchun lim itik  nuqta A ga yaqinlashuvchi {a„^} 

qismiy kefciiia-ketlikni qaraymiz. U holda

l|(yl — AJ)entll =  j|(ii'«i, — А)еп|(.|| =  — Aj —s- 0 , A; — 'Эо.

{бя*} ketirui-ketlik ortonormal sisfcema bo'lganligi uchun uolga kuchsiz m a’noda 

yaqinlashadi. Demak, A коп A operatorning muhim s{)ektriga qaxashh ekan. 

Д

34 .4 . Quyidagicha savol qo'yamiz. 4  Hilbert fazosida shmiday Л : 4  —»■ -4 

chiziqli operatorga misol keltiringki, uning spektri oidindan berilgan А/ с  С 

yoi>iq to'plam  bilan ustma-ust tushsin.

Y ech ish . Kompleks sonlar to'piam i С separabel metrik fazo bo'lgani uchun, 

uning hamma yerida zich sanoqli В  to 'p lain mavjud. U holda Ai f] D  to 'plam  

sanoqli va Ai uing ham ma yerida zich bo'ladi. Eudi A df)D  to 'plam  elemetit- 

larini {oi, «2 , . . . ,  o „ ,. . . }  nomerlab chiqamiz va 34.3-misolda qaralgan, (34.5) 

tenglik bilan aniqlanuvehi /1 operatorni qaraymiz. 34.3-misolda ko'rsatilgani- 

dek

a(A) =  Ы А ) ]  =  AI f l  D = AI. Д

Bu yerda, biz M  =  С  deb olishimiz ham mumkin. Demak, spektri butun korri- 

pleks sonlar to 'piam i С  bilan ustma,-ust tushuvchi chiziqh operator mavjud 

екал. Bu holda t a ’rifga ko'ra, p{A) =  0 bo'ladi. Shuni t a ’kidlaym izki, agar 

AI с  С  yopiq to'plam cliegaralangaji bo'lsa, u holda spektri AÎ bilan ustma.- 

ust tushuvchi A operator ham chegaralangan bo'ladi va aksincha.

M u s ta q i l  ish la sh  uch un  sav o l т а  to p sh ir iq la r

Î .  Chekli o'lchamli fazolarda operatoming spektri faqat chekli sondagi xos 

qiymatlardan iborat ekanligini ko'j'sating. ' - •
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2. A : ¿ 2 [0 , 1] ”-í' ¿ 2 [0 , 1], {Af){x) — u{x)f{x) operatorning spektrini 

toping. Bu yerda u : [a, b] —* C — uzluksiz ¡unks'iya.

3. f̂] fazoda integral operatorning xos qiymatlarini toping:

oo. J  j

{A f)(x}  =  ™ / s i i in x  sinnyf{y)dy.
 ̂ i

4. Birlik operatorning spektrini toping.

5. A : L a l-h  1] ^  1], iA .f)ix) =  f ( x ) -  J (1 +  x y )f{y )d y
- 1

operatorning ;r.os qiymatlarini toping.

6. Yuqorida keltiriigan A : ¿ 2 [-l>  1] L2[—l,  1] operatorning X nuq­

tadagi rezolventasini toping.

• Vu ¥^3 A chiziqli operatorning Ai, A2 , A3  xos qiymatdariga mos 

keluvchi xos vektorlari bo‘lsin. ípi, '.p2, Vi laming chiziqli erkli (chiziqli 

hog‘lanmagan) ekanligini isbotlang.

8 . Spektri birlik doiradan iborat bo‘lgan operatorga rnisol keltiring.

9|. Spektn 0 to'plamdan iborat bo'lgan chiziqli operator mavjudmi? Mavjud 

ho ‘Isa rnisol keltinng.

10. 34. l~mÍ3olda X = b 'nuqtani A operatorning muhim. spektriga qarashli 

ekanligini isbotlang.
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Chiziqli operatorning spektri va rezolveirtasi rna\"ziisida (34-§ ga qarang) 

ko‘rsatild iki, d iekli o'lchamii- fazoiarda aniqlangan A chiziqli operatorning 

spektri chekli sondagi xos qiym atlardan iborat. Chekli 0 ‘lchamli fazoiarda 

aniqlangan chiziqli operatorlardan farqli oiaro<i, cheksiz o'lchamii fazolardagi 

ixtiyoriy chiziqli operatorning spektrini to 'la  o'rganish ancha qiyin m asaladir. 

Lekin ba’zi ]>ir sinf operatorlarining spektrini biz to 'laroq o'rganishim iz mum- 

kin. Operatorlarning bunday sinfi kompakt operatorlar deb nomlangan. Bu 

sinf operatorlari o'zining xossalari bo'yicha chekli o'lchamii operatorlarga o'x- 

shab ketadi va ularning spektri yetarlicha aniq izohlanadi. Shunday qilib bu 

bob kompakt operatorlar, ularning muhim sinfi integral operatorlar va integral 

tenglam alarni yechish usullariga bag'ishlangan.

Bu bob 6 pariigrafdan (35-40-§§ lardan) iborat bo'lib, unda biz kompakt 

operatorlar va integral tenglarnalarning asosiy xossalarini o'rganandz.35-36-§§ 

lar kompakt, operatorlarning aisosiy xossalariga. bag'ishlangan bo'lib, rtnda Ba­

nax va Hilbert fazolaridagi kompakt operatorlarning muhim xossalari ochib 

berilgan. 35- § da chekli o'lchamii fazolardagi chiziqli operatorlarning kom- 

paktligi va chekli o'lchamii operatorlarning kornpaktligi ko'rsatilgan. Cheksiz 

o'lchamii fazoiarda birlik  operatorning kompakt em asligi ko'rsatilgan. 36- §da 

esa kompakt operatorning asosiy xossalari isbotlangan. Jum ladan, X  Ba­

nax fazosini Y  Banax fazosiga akslantiruvchi kom.pakt operatorlar to 'piam i 

—K {X ,Y  ) ning to 'la  norrnlangan fazo bo'lishi isbotlangan. Kompakt ope­

ratorga qo'shma opera.lorning kornpaktligi isbotlangan. Agar {A„} kompakt 

operatorlar ketma-ketligi A operatorga norma b o 'y id ia  yaqinlashsa, n ho- 

da lim itik  operator A  ning kompaktligi ko'rsatilgan. Paragraf oxirida Ba- 

nfix fazolarida aniqlangan kompakt operatorlar xossalari Hilbert fazosidagi 

o'z-o'ziga qo'shma kompaki; operatorlarga taalh iq li bo'lgan ayrim  faktlar bi-

IX  b o b . K o m p a k t  o p e r a to r la r  v a  in te g ra l  te n g la m a la r
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la.n to 'idiriîgan. Xususan, bunday operatorlar uchun chiziqh algebra kursidan 

m a'h in i bo'lgan nia.tritsalarni diagonal ko'rinishga keltirish haqidagi teorema­

ga o'xshash Hilbert-Shmidt teoremasi isbotlangan.

37-38-§§ larda kompakt operator xossalari integral tengla.malarga tadbiq 

qilinadi. II tur Pi-edholm integral tenglam asi yechimining тал?1ийНк masalasi, 

ï '  kompakt operator uchun 1 soni xos qiym at bo'lish yoki bo'lm aslik masalasi 

bilau bog'la.riadi. .A.ga.r 1 soni T  kompakt operatorrdng xos qiyinati bo'lmasa, 

u =  f  +  Tu integral tenglam a istaigan /  uchun yagona yechimga ega bo'ladi. 

Agar 1 soni Ï  ' kompakt opera.torning xos qiym ati bo'lsa, u holda и = f  +  

Tu tenglam a yechimga ega bo'lishi uchun / funksiya bir jinsli g — T*g 

tenglamaning barcha yechim lariga ortogonal bo'hshi zaxur va yetarli ekanligi 

isl)otla.nadi. Bundan tashqaxi и =  'l'u va g = T*g bir jinsh tenglam alam ing 

chiziqh bog'lanm agan yechimlaxi soni chekli va o 'zaj’o teng ekajiligi isbotlanadi. 

Bu tasd iqlar Fïedholmning fundamental teoremalari nouh bilan mashhurdir.

Fredhoiin integral tenglamasining ((39.3) ga qarang) yechimlari uch xil 

inetod yordamida va uch xil formada beriladi. Bular;

1) Ketma-ket o 'rniga qo'yish usuli bo'lib, bu usul Neyrnan (Nuernami), 

Volterra. (Volterra), Liuvill (Liouville)lax tornonidan rivojlantirilgan. Bu usul­

da и yechim Л parametrning darajah  qa.tori sha,klida ifodalanadi va Л para.- 

metr dara jasi oldidagi koeffitsiyentlax x  uing ñm ksiyasidaii iborat. Bu darajah 

qator Л param etriiing absolyut qiym ati biroi' chekli soudaxi kichik bo'lganda.gi 

barcha qiymatlarida. yaqinlashadi [7j, [10].

2) Ikkinchi rnetod Fredholmga tegishli bo'lib, и yechim Л paxametr dara.- 

ja larid aii il>orat ikkita qatorning nisbati sluikhda ifodalanadi. Suratdagi qator 

koeffitsiyentlaxi x ga bog'hq bo'lib, maxrajda.gi qator koeffitsiyeutlari esa x 

ga  bog'hq emas. Har ikkala qatorlarning yaqinlashish radiusiari cheksiz i)o'ladi 

[10].
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3) Uchiiicíii metod Hilbert va Shmidt. (Schmidt) lar tomonidan ishlal) chiqil­

gan bo'lib, u yechim (37.6) integral operatorning xos funksiyalari (funda­

mental funksiyalari) va f{x )  ning chiziqli kombinatsiyasi shaklida ifodalanadi 

jl|.[7j. 37 va 38-paragraiiarda Hilbert-Shmidt in.ei:0 di bilan misollar yecliib 

ko‘rsa.tilgaii.

39-paragrafda A jmrametrh ikkinchi tur Fi’edhoim integral tenglam alari 

yechimlari xossalaxi o'rganili!.-), ular integral operatoriar qatnashgan integral 

teuglamaJarni yecliisliga qcillatiiladi. Ch,iziqli integral ieiiglam aiarni yechish- 

iiing yuqorida bayon qilingan birinchi usuli keltiriiadi va u rnisollarga tadbiq 

qilinadi. Bu paragrafda C[a, h\ fazoda A pararnetrli ikkinchi tu r Fredholm 

integral tengkm alarin i yechish usullari bilan shug'ullanam iz. Dastlab Fred­

holm va Volterra tipidagi integral teaglama,iar uchun ketma-ket o 'riiiga qo'yish 

usulini bayon qilamiz. Keyin esa A pararnetrli ikkinchi tur FVedholm integral 

tenglam alari ni ketma-ket yaqinlashishlar usuli bilan yechamiz.

40-paragrafda esa integral tenglam alarni Fredholm tomonidan berilgan ye­

chish usuhiii batafsilroq l>ayon qilamiz.

35- §. Kompakt operatoriar

Dastlab normalangan fazodagi kompakt, nisbiy kompakt to'plamlai'ga t a ’rif 

beramiz. Chunki kompakt operatoriar shu tushunchaiai- asosida t a ’riilanadi. 

Biz normalangan fa.zolarda kompakt.lik kriteriylarin i ha.m keltiramiz. Keyin 

esa asosiy tushuncha kompakt operatorga ta ’rif beramiz va unga misollar kelti­

ramiz.

B a n a x  fa z o s id a  k o m p a k t o p e ra to r ia r . B izga X  — Banax fazosi va 

M <Z X  to'plam berilgan bo'lsin. Agar M to 'plam dan olisxga.n ixtiyoriy {.x„} 

ketmarketlikdan M da yaqinlashuvclii qismiy ketma-kethk ajra.tish mumkin 

bo'lsa, M  gñkompakt to'plam áey'úaS- (21.6-ta’rifgaqarang). Agar N to'piam ­

ning yopig'i [jV ]  kompakt to 'i'lam  bo'lsa, u  holda N nisbiy kompakt to‘plam
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deyiladi (21.7-ta’rifga qarang). To'piam nisbiy kompakt b o lislii uclnm nning 

to1a chegaralangan bo lish i zarur va yetarh (21.5-teoremaga qarang). Chekli 

o ‘lchamli fazoiarda to 'piam  kompakt bo'lishi uchun (21.4-teoremaga qarang) 

uning chegaralangan va yopiq bo'lislii zarur va yetarlid ir. ,A.sosiy funksionai 

fazolardan biri C[a, b] fazodir. Bu fazodagi to'plarnning nisbiy kompaktlik 

kriteriysi Arsela teoremasi (21.6-teoremaga qarang) yordam ida bayon qihn­

gan. £p, p > 1 fazoda to'planr nisbiy kompakt bo'hshining zarur va yetarli 

.sjhartlari 21.8-fceoremada keltirilgan.

Chekli o'lchamh fazolaida aniqlangan chiziqh operatorlardan faxqh o'laxoq, 

cheksiz o'lchamii fazolardagi ixtiyoriy chiziqh operatorning spektrini to 'la o'r­

ganish ancha qiyin masaJadir. Lekin kornpiikt operatorlarning spektrini to 'la­

roq o'rganish mumkin. Kompakt operatorlar xossalariga ko'ra chekli o'lchamii 

operatorlarga o'xshab ketadi va uiaxning spektri yetaxhcha aniq tavsiflanadi. 

Bimdan tashqari, kompakt operatorlar ko'plab tatb iq larga ega, masalan in­

tegral tcnglanialar na.zariyasida. Bu nazaxiyaning bir qismini biz keyingi 37 -  

40 - pa!'a.grallarda keltiratniz.

35.1-ta’rif, Agar A €  L(X, V) va dim ImA < oo bo'lsa, u holda A ga 

chekli o'lchamii operator deyiladi. Agar dim/m.4 = n ho'lsa, u holda A ga 

n 0 ‘Ichanili operator deyiladi.

35.2-ta’rif. Bizga A : X  Y operator berilgan bo'lsin. Agar A operator 

X dagi har qanday chegaralangan to ‘plamni Y dagi nisbiy kompakt to 'plamga 

akslantirsa, u holda A kompakt opera,tor yoki to‘la uzluksiz operator deyiladi.

Chekli o'lchamh fa.zolarda to'piam  kompakt bo'lishi uchtm (21.4-teorema) 

uning chegaralangan va yopiq bo'lishi yetarli va zarurdir. Deniak, cliekli o'lcliam-- 

h fa.zodagi hax qanday chegaralangan to 'piam  nisbiy kompaktdir va aksincha, 

(21.1-natij aga qaxang).

35.1-teoreina. A : C" —> C” chiziqli operator kompaktdir.
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Isb o t. С” fazoda auiqla-ngaii chiziqli A operatorning chegaralangaiihgi

34.1-teoremada isbotlangan edi. A chegaralangan operator bo'lganligi uchun, 

lutj qanday chegaralangan to'planmi yana chegaralangan to‘pla.mga o'tkaaadi. 

Har qauday chegaralangan to'plam esa cliekli o'iciiam li fazoda nisbiy kompakt- 

dir. Dem.ak, A : C" — C” chiziqli operator kompaktdir. Д

3 5 .2 -teo rem a . A e  F{X, Y), d im IrnA < oc bo‘lsin. U holda A  

kornpakt operator bo'ladi.

Isb o t. A chegaralangan operator bo'lganligi uchun ixtiyoriy chegaralangan 

M  to'plamni yana chegaxalangan A(M ) to 'p lam ga akslantiradi. M a’lumki, 

A(M ) c  Im A  va dim Im A < oo l;)o'lgani uchun A{PI) nisbiy kompaktdir. 

Demak, A  — kompakt operator. Д

35 .1 -m iso l. C” Evklid fazosidagi Ix  =  x  biriik operatorni kompakthkka 

tekshiring.

Y ech ish . Birlik operatoming chiziqhligi 29.1-misolda ko'rsatilgan. 35.1- 

teorema,ga ko'ra /х = ;r, x  €  C” biriik operator kompakt b o 'lad i Д

Cheksiz o'lchamli fazolarda kompakthk talabi uzluksizlik talabida.n ancha 

kuchlircîq liisoblanadi. Hozir biz uzluksiz, lekin kompa.kt l)o'hnagan operatorga 

misol keltiramiz.

35 .2 . H Hilbert fazosidagi Ix — x  birlik operatorning kompakt ernasligini 

ko'rsating.

Y ech ish . Birlik operatoming uzhjksizligi uning chegaralangan ekanligidan 

kehb diiqadi (29.1-m isolgaqaraug). Endi uning kompakt eniasligini ko'rsatamiz. 

H da.gi B[9, 1] :=  {Ф e  И : ||̂ || < 1} birlik yopiq shanii qaraymiz. Bu 

to'plam  chegaxalangan to'plam bo'ladi, uning 1 akslantirishdagi tasviri (aksi) 

o'ziga teng. Lekin birlik shar nisbiy kompakt em,ae. Buni isbotlash uchun H 

da ixtiyoriy {фп} ortonormal sistemani olamiz. M a’lumki, ixtiyoriy n €  N
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uchun (pn €  B[0, 1]. Agar n ^  rn b o lsa , u holda

il^n ~  (<i>n ~  (Pm: 'Pn ~  4>m) — {4’nt Pn) + i^mt 4*m) — 2.

Bu yerdau ko'rinadiki {<̂ „} ketma-kethkdau yaqinlaslmvclii qismiy kenma- 

kethik a jratish  mumkin emas. Demak, birhk shar B]fi, 1] nisbiy kompakt 

to 'plam  emas ekan. Bu o‘z navbiitida birlik operatorning kompakt emasligini 

bildiradi. A

Cheksiz o lchain li Banax fazolarida birlik sham ing nisbiy kompakt to'plam 

emasligi (juyidagi lemmadan keiib c:hiqa<ii.

35 .1 -Ie rn m a. X  — chiziqli normalangan fazo va ;i’i ,  X2, . . .  ,x „ , .. . lar 

X dagi chiziqli erkli sistejna bo‘Isin. Xn hilan X2, elementlaming

chiziqli qohig‘idan tashJk;il topgan qism fazoni belgiiaymiz. U holda quyidagi 

shartlarni qanoatlantiruvchi yi, P2, . . .  ,y„, ■ ■ • vektoriar mavjud:

1) WvnW =  1; 2) Vn €  Xn, 3) p(y„, X n-i) = |!i/„ -  x|| > i .xeX-n-x ¿

I s b o t, Lemma shartiga ko'ra xi, X2, . . . ,  x „ , . . .  elementlar sistemasi chi­

ziqli erkli. Shuning uchuu, ^ X„-.i va A'„_i ning yopiq chiziqli ko'pxillilik 

ekanligidan p{x„, =r a  > 0 bo'ladi. Shunday x* €  X„^i element

mavjudki ||;c* — x„|| < 2a  bo'ladi. ü  holda

a <  p (xn -  X*, X n - i) .

N atijada
X- -  x„

Vn =
t-nii-  Xn

vektor 1-3 shartlarni qanoatlantiruvchi vekror bo'ladi. yi vektor sifatida Xi/ ||xij 

vektorni olish yetarh. A

Bu lemmadan foydalanib, cheksiz o'lchamli Banax fazosidagi yopiq birlik 

sharda yotuvchi shunday {?/„} ketma-ketlik qurish mumkinki, Hy« —?/m!! >
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1/2, п ф т  shart bajarilad i. Bunday ketma-kethk o‘zida birorta ham yaqin­

lashuvchi qism iy ketma-ketlikni saqlarnaydi. Demak, cheksiz o‘lchamii Banax 

fazosidagi birlik shar nisbiy kompakt to 'iilam  emas. Bu yenia.n quyi<lag! natija  

kelib chiqadi.

3 5 .1 -n a t ija . Agar X  — cheksiz o ‘lcharr„li Banax fazosi bo'lsa, и holda 1 : 

X  X , Ix  =  X operator kompakt emas.

3 5 .3 - ta ’r if . X , Y — В an,ax fazolari bo‘Uin. Agar A : X  Y chiziqli 

operator X  fazodagi birlik sha,rni Y fazodagi nisbiy kompakt to ‘plamga aks­

lantirsa, A ga kompakt operator deyiladi.

35.3-ta’rifga teng kuchli bo'lgan quyidagi t a ’rifni keltiram iz.

3 5 .4 - ta ’r if . Bizga A e  L(X, Y) {X, Y -  Banax fazolari) overator va 

ixtiyoriy {x„} С X chegaralangan ketma-ketlik berilgan ho‘Isin. Agar {Ax„} 

ketvm-ketlikdan yaqinlashuvchi qism,i.y ketma-ketlik ajratish m,umkin bo isa, и 

holda A ga kom.pakt operator deyiladi.

35.3~niisol. Berilgan har bir n  e  N uchun

; ¿ 2  ¿2 , ,A„x == (« iX i, « 2 ^2 , • • •, a„Xn, 0, 0 , . . . )

operatorning kompaktligini ko'rsating.

Y ech ish . operatorning kompakt ekanligini ko'rsatishda 35.2-teoremadan 

foydalanamiz. Chunki A„ chegaralangan operator va dim  /m.4„ = rt < oc-. 

Haqiqatan ham.,

!|4„xj|^ = У '  |ojk • Xfcp < m ax E  N P  < in ax  |üfcp • || x f .
' ■■— '  K k < n  K k < n/fc=l ■■ ■■ k=l

Demak, .4„ chegaralangan va uning normasi uchun

11Л11 < max jafcl
l<k<n

tengsizhk o'rinli. operatorning q iym atlar sohasi IrnAn esa {.ei, C2, . . .  ,.e„} 

vektorlar sistemasidan hosil bo'lgan qism fazo bilan ustma-iist tushadi. Shu-
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ning uchun dim JviAn — n. 35.2-teorema.ga ko‘ra, ,4„ kompakt operator 

bo'ladi. A

3 5 .4 . Lp[~TT, tt], p  > Í fa,zoda quyidagi integral operatorning kompakt- 

ligini ko‘rsa,ting.

(A f){x) = j  cos{x -  y) f(y )  éy.

Y ech ish . Dastlab A  opera.torning chegaxalangan ekanhgini ko'rsatamiz.

II A f  \ f=  I  I cos{x -  y) f{y ) dy
J  — X J~7i

dx <

< J  I cos(rr -  y) f  d y j  dx j  I f{y ) f  dy.

Bu yerda biz Gyolder tengsizhgidan foydalandik. p va, q lar (19.16) shart 

b ilaii bog'larigau. Agax |cos(;c — y) | < 1 tengsizhkni e ’tiborga olsak,

| | A / | r < 2 7 r . ( 2 7 r ) ? l | / | i ' ’ = >  l | A / | | < 2 7 r - | | / i !

ga ega bo'lam iz. Bimdan || A|| < 2tt ekanligi kd ib  chiqadi.

Agax biz eos{x — y) — co sx  co sy  +  s in x  s in y  ayniyatda.n foydalansak.

sm x.(-4/ )(x ) =  co sx  j  co sy f{y )d y  +  shix j  siny f{y ) dy =  aeo sx  + ß si
I . -7T  -7T

tenglikka ega bo'lamiz. Bu yerda

a  =  j  co sy f{y)d y , ß  =  J sm yf{y )d y .

Demak, ixtiyoriy g = A f  elemeut co sx  va s in x  laxniiig chiziqli krsiiibiriat- 

siyasi shaklida. ta.svirianadi. Bundan d im /m .4 = 2 ekanhgi kelib chiqadi. 

Demak, 35.2-teorema.ga ko'ra A operator kompa.kt bo'ladi. A

M u s ta q il  ish la sh  uch un  savo l va  to p sh ir iq la r

1. C” va ¿2 fazolarda birlik shar nisbiy kompakt to'plam bo'ladimi?

377



2. ip fazoda Ax =  {x i,2x2, 4x3, 0, . . .)  operatoming o'khatnint toping.

3. ¿2 fazodagi birlik sham/mg A :  £2 4 ,  Ax = (xi, 2~̂ X2,3~^xs, 0 , . . . )  

akslantiri.'ihdagi tasvirining nisbiy kompakt to ‘plam bo'lishini ko'rsating.

4 . Chekli 0 ‘Ichamli operatorlarga misollar ke.ltiring.

3 6 -§ . K o m p ak t o p e ra to r la rn in g  a so s iy  x o s s a la r i

Bu paxagrafda biz koiiipakt operatoriar to 'plam ini cliiziqli riorrna.langan fa­

zo tashkil qilishiiii ko'rsatainiz. Agar X  Banax fazosini Y  Banax fazosiga 

akslantiruvchi barcha kompakt operatoriar to'plam ini K {X , Y) orqali belgi- 

layniiz va nni Banax fazosi bo'lishini isbotlaymiz.

3 6 .1 -lem m a . ..45'«r .V Bawn fazosi bo'lsa, K { X ,Y )  to'plam- L{X, Y) 

chiziqli normal<ingan fazoda chiziqli ko‘p.xiUilik bo'ladi.

Isb o t. Lemmani isbotkish \ichun kompakt operatorlarning yig 'indisi va 

songa ko'paytmasi yaxsa kompakt operator bo'lishini ko'rsatisli yetai'li. Faraz 

qilayiik, A, B e  K {X , Y) va {x„} C X  ixtiyoriy chegaxalangan ketma.-ketiik 

bo'lsin. {{A +  B )xn} C Y ketma-ketlikdan yaciinlashuvdii qismiy ketma- 

ketlik a jratish  rnumkinligini ko'rsatamiz. A  kompakt operator bo'lgani uchun 

{Ae„} ketma-keí.likdaií j'-aqinlasiiuwlii {Ax„i^} qism iy ketma-ketlik a jratish  

mumkin. B  kompakt operator bo'lgani uchun {Bxm } ketmar-ketlikdaii ya.qin- 

lashuvchi {Bxn^^} qismiy ketma-ketlik a jratish  mumkin. Demak, {{A+B)xm^^} 

ketma.-kethk yaqinlashuvchi bo'ladi. Bundan A + B  operatorning kompakt 

ekaxiligi kelib chiqadi (35.4-ta’rifga qarang). Kompakt operaiiorning songa ko'­

paytmasi yana kompakt operator bo'lishi shunga o'xshash ko'rsatiladi. A

Endi K {X , Y) qism fa.zoning yopiqligini isbotlaymiz.

3 6 .1 -teo rem a . Agar Y  Banax fazosi boisa, u holda K (X , Y) ham. Ba­

nax fazosi bo'ladi.
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Isb o t. Faraz qilaylik , {/!„} c  K (X , Y) ixtiyoriy nindamentai ketma- 

ketlik bolsiiL  G K {X , Y) efemligidaii A„ e  L{X, Y) ekan lig i kelib chiqa­

di. L (X , Y) fazoning (;o‘lahgidan (31. ï.-teoremaga qarang) {A„} fondamen­

ta l ketma-ketlikning biror .4 €  L(X, Y) o p e r a t o r g a  yaqinlashishi kelib chiqa­

di. Endi lim itik operator A  ning kompaktligini isbotlaymiz. Buning uchun 

chegaralangan {rc„} c  X  ketma-ketlik qanday bo'lmasin, {Ax„} C Y ketrna- 

ketlîkdan j'aqiniasliuvchi (^ismiy ketma-ketlik a jratish  mumkinligini ko'rsatish 

kifoya.

A l kompakt op<;rator bo'lganligi uchun ketma-ketlikdan yaqin-

' laslmvclii qism iy ketma-ketlik a jratish  mumkin.

. . .  (36.1)

qism iy ketma-ketlik shunday bo'lsinki, • ketma-ketlik yaqinlashuv­

chi bo'lsin. Endi ketma-ketîikni qaraymiz. A2 kompakt operator

bo'lganligi uchun shunday C qism iy ketma-ketlik a jratish

mumkinki, |..42.t1̂ |̂ ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo'ladi. Bu holda 

ketma-ketlik ham ya(;iinlasliuvchi bo'ladi. Yuqoridagidek mulohaza yurgizib,

■ ketma-ketlikdan shunday q i s m n y  ketma-ketlik a jra tish  mumkin-
j' • V, J

ki, bunda , {.4 3 X®} ketma-ketliklar yaqinlashuvchi bo'­

ladi. Bu jarayonni cheksiz davom ettiram iz va

diagonal ketma-ketlikni olamiz. Bu ketma-ketlikni Ai, A 2, ■ ■ ■ 

ratorlar yaqinlashuvchi ketm a-ketliklarga o'tkazadi. (36.2) ketma-ketlikni A  

operator haîn. yaqinlashuvchi ketma-ketlikka. o'tkazishini ko'rsa,tamiz. Y  Ba­

nax fazosi bo'lganligi uchun ■ k e t m i a - k e t l i k n i n g  fundamental ekanligini 

ko'rsatish kifoya:

Ax(”  ̂ -  = ||.4xW -  4 ,x W  + . 4 , x ^  +  AkX<̂  ̂ -  Ax̂ :̂ ^
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‘ C X  ketma-ketlik chegaialangan bo'lganligi uchun, shunday C > 0

< C  bo'ladi. Ixtiyoriy e > 0 sou uchun

< I  +  ||Afc4”) -  -  Ax(“ )|| . (36.3)

mavjudki, ixtiyoriy n e N  da 

A; €  N souTii shunday tanlayin izki,

Ü A - . 4 ,
3C

tengsizlik bajarilsin . Shunday rto soni mavjudki, barcha n, m > no lar uchun

Bu. shart,lar bajarilga,nda (36.3) dan quyi<iagiga ega bo'lam iz 

M « )  -  .4 x ^ 1  < ^ C  + i  +  ^ G ^ s .

oo da —> 0. Bu esa

e
3

Demak, n, m ketma-4-rW _/1 X77,

ketlikning fundamtmtal ekanligini ko'rsatadi. Y to 'la  fazo bo'lganhgi uchim u 

yaqinlashuvchi. Deinak, A — kompakt operator. A

3 6 .1 -n a t ija . Agar {A„} C K{X, Y) (Y — Ban,ax fazosi) ketmn-ketUk 

A operatorga norma bo'yicha yaqinlcLihsa, u hoUa .4 ham kompakt operator 

bo ‘ladi.

Natijanirig isboti 36.1-teoreinaning isbotidan bevosita kelib chiqadi.

3 6 .2 -teo ren ia . Agar A €  K {X ) va B 6  L{X) {X — Banox fazosi) 

bo‘Isa, u holda A,ß va B A  operatorlar harn kompakt operatoria,r  bo'ladi.

Isb o t. Agar M  C X  to 'plam  chegaraiangan bo'lsa, 11 holda B{M ) ham 

chegaraiangan to 'plam  bo'ladi. A  kompakt operator bo'lgani uchun A{B{M ))

to 'p larn ..nisbiy kompakt to'plamdir. Bu esa AB  operatorning kompakt ekfui-

hgini isbotlaydi. ^

Endi B A  operatorning kompakt,ligini ko'rsatamiz. Buning uchun chega­

raiangan {x„} C X  ketma-ketlik qanday bo'lmasin, {BA'X„} C X  ketma- 

ketlikdan yaqinlashuvchi qism iy ketma-ketlik a jratish  mumkinhgini ko'rsatish
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yetarli. A. kompakt opera.tor !>o‘lgarii uchun {Axn} ketma-kethkdan yaqiii- 

laßhuvchi {Axni,} qism iy ketma-kethk ajratish  mumkin. B  operator uzhiksiz 

b o lga iii uchun {BAxn^} ketma-ketlik ham yaqinlashuvchi bo‘ladi. Demak, 

B A  kompakt operator eka.n. A

3 6 .2 -n a t ija .  X cheksiz o ‘icharnli Banax fazosi boHsin. U holda A  €  

K {X ) operatorning chegaralangan teskarisi mavjud emas.

Isb o t . Teskaridan fara.z- qilaylik , j^a’ni .-4“ * mavjud va chegaralangan bo'l­

sin. ü  holda 1 = A~^A birlik operator cheksiz o'lchamh X  Bana.x fazosida 

kompakt bo'Iai edi, bu esa 35.1-natijaga zid. Bu qarama-qarshihk natijan i 

isbotlaydi. A

3 6 .3 -teo rem a , Kompakt operatorga go‘shnia operator kmnpaktdir.

I sb o t. Bizga X  Bauax fazofiini o'zini-o'ziga akslantiruvchi .4 kompakt

oper.ator berilgan bo'lsin. .4 ga qo'shma bo'lgan A* operator X* dagi har 

qanday chegaralangan to'plamni nisbiy kompakt to 'p lam ga akslaiitirishini ko'r­

satam iz. Normaîangan fazodagi har qanday chegaralangan to'pUim qandaydir 

sharda saqlanadi, shuning uclmn .4* operator X* dagi birlik shar S* ni (35.3- 

t a ’rifga qara.ng) nisbiy kompakt to 'p lam ga o'tkazishini ko'rsatish yetarh.

X* dagi uzhiksiz fiiuksionailami X  fazoda emas, faqat kompakt A (5 )— 

to 'plam da aniqlangan funksionai sifatida qaraymiz. Bu yerda S  to'piam  X  

dagi b irlik shax. Bu holda S* dagi funksionallarga mos keluvclii funksiyalar 

to‘pIami 4' t(;kis chegaralangan va tekis dara jada uzluksiz bo'ladi. Haqiqatan 

ham, agar |j93|j < 1 bo'lsa, u holda

sup |v?(;c)| =  sup |v3(x)| < ¡1 II • sup II Ax  || < || .4 ||, 
xeA(S) xe:A(S) xeS

I ¥’ ( x )  -  -A y )  I < II II • il -  ?/!! < II a: -  ?;|| •

Arsela teoremasiga ko'ra, to'piam  C

bo'ladi. Uzluksiz funksiyalar fazosi G
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A*{S’') to ‘p lam ga kom etrik bo‘iadi. Haqiqatan ham, agar gi,ffy fc S* bo‘lsa, 

u holda

\\A*gi -  A*g2\\ =  s u p \{A*gi -  A*Q2,x)\ =  s u p \{gi -  g2, Ax)\ = 
xeS xeS

=  sup l(.9 i -  92, z)\ =  p{gug2)-
zeA(S)

4> iiisbiy kömi>akt to‘pla!n.bo‘]gaii!igi uciiuii a to 'la  chegaralaugan bo iad i. 0 ‘z 

navbatida-, u iiga izometrik bo'Igan ■ .■4*(5'*) to 'plam  iiam  to'la d iegaralangan 

bo'ladi. Demak, .4*(S'*) - nisbiy kompakt to'plam . A

3 6 .4 -te o re m a . A' Banax fazosida A kompakt operator- va ixtiyoriy p > 0 

son heriigan bo‘hin. A operatorning absolyut qiymati bo'yicha p dan katia 

bo‘lf;an xos qiymatlariga mos kehivchi chiziqli e.rkli xos vektorlarining soni 

cheklidir.

Isb o t. Avvalo shuni ta ’kidlaym izki, A operivtorning noimas A xos qiym ati- 

ga mos keluvdii xos vekto¡-larida.ii taslik il tci¡;>gan A'„\ invariant qism iazo diek- 

li o 'id iam li bo'ladi. Haqiqatan ham, agar X\ — K er{A  — XI) qism fazoning 

o'lchami cheksiz bo'lganda edi, u holda A  operator qism fazoda va demak, 

butun X  da kompakt bo'lrnas edi. Shu sababli, teoremaning isbotini yakun- 

lâ sh ucJiun, agar {A„}— kompakt. A operatorning nolma*í, har xil xos qiymat- 

larining ixtiyoriy ketma-kethgi bo'lsa, u hoida A„ —> 0 ekanligini ko'rsatish 

yetaxh. O'z navbatida A“ ’ ketma-ketlik diega.ralangan bo'ladigan har x il A„ 

xos qiym atlarning dieksiz ketma-kethgi mavjud emasligini ko'rsatish yetarli.

Faraz qilayiik , bunday ketma-kethk mavjud l.io'lsin va x„ vektor A„ xos 

qiym atga mos kehivchi xos vektor iio'lsin. M a’lumki, Xi, ^2 , . . .  , x „ , . . .  vek­

toriar diiziqli erkli bo'ladi. X„ iMlan x i,x 2, ■ ■ ■ vektorla.rning chiziqli qo- 

big'ini belgikym iz, y a ’ni A„ to'plam
n

y  =  E  
fc=l

ko'rinishdagi elementlarda.n tashkil topgan. Ha.r bir y Ç X„, udiun quyidagiga
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egamiz

1 oikXk I Xk \
y  -  — A y =  }_^akXk -  2 ^ ^ X k  =  2 ^ 0 ; ^  1 -  —  

k=i k=i k=i ^
Xk-

Bu yerdat) ko’rinadiki,

y -  -^ A y e  X„^i.

Endi {Vn} ketma-ketlikni sliunday tanlaym izki,

1) Vn e  A „; 2) ||y„|| ^  1; 3) p{y„, A „_ i) = inf ||i/„ -  x\\ > ^ 
xeXn-1 ¿

shartlar bajarilsin  (bunday ketma-ketlikning mavjudligi 35.1-lemmada isbot­

langan). Agar ketma-ketlik chegaraiangan bo'lsa, u holda {A“ *yn} 

ketma-ketlik A' da chegaraiangan bo'ladi. Lekin shu bilan birga, {A(A“ Vn)} 

ketma-ketlik o'zida birorta harn yaqinlashuvchi qism iy ketma-ketlikni saqla.- 

maydi. Haqiqatan ham., ixtiyoriy n  > m  da

A i f l - A
\XmJ

Chunki

1 Vn — T ~ A yn  +  a {  -f-™  1 €  X j i - i -

> 1

I ' Xn \Xm

Hosil qilingan qarama.-qarshilik teoremani isbotlaydi.

36 .1 -m iso L  ¿I Banax fazosida

A :£ i-^  £'i, Ax  == ^X2, ^ x „ ,. . .

operatorni <^araymiz. Lhiing kompaktligini ko'rsating.

Y ech ish . Agar biz A operatorga tekis yaqinlashuvchi kompakt operator­

lar ketma-ketligi mav'jud ekanhgini ko'rsatsak, n holda 36.1-natijaga ko'ra, A 

kompakt operator bo'ladi. A„ operatorlarni quyidagicha tanlaviniz:

/ 1 1  \
A„ : i i  ii, A„x -^ [ x i ,  ~X2, - x „ ,  0 , 0 , . . .  . 

\ 2 n  y
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An operatorlarning chiüiqliligi osen tekshiriladi. Ularning chegaralangan ckan- 

ligini ko'rsatamiz.

l<M<n l<k<oo

Bvi yerdan ||..4„|| < 1 tengsizlik kelib chitjadi. 35.3-misolda ko‘rsat;ilgatiidek 

dim ImAn =  n tenghk o'rinh. Demak, /!„ chegaralangan va n — o'lchamii 

operator. 35.2-teoremaga ko'ra, /l„ kompakt operator. Bundan tashqari v4„ 

operatorlar ketma-ketligi A operatorga tekis yaqinlashadi. Haqiqatan ham,

1 1 ( л - л м =  j ;  J X ,  ы <  1 " "
n+l<*:<cx)

Bu yerdan

n  + 1 ^  n +  1n+l<fe<03

¡IA — A„\\ < — -̂------> 0, n  —» oo
1 + n

ekanligini olamiz. 36.1-natijaga ko'ra, A  kompakt operator bo'ladi. A

H ilb e r t f a z o la r id a  k o m p a k t o p e ra to r la r .  Yuqorida biz Banax fazosida 

aniqlangan kompakt operatorlar haqida so‘z yuritd ik  va ularning ba ’zi xos­

salarini isbotladik. Hozir biz bu m a’lumotlarni Hil’Dert fazosidagi kompakt 

operatorlarga taalluq li bo'lgan ayrim  faktlar bilan to'ldiram iz.

Bizga 11 Hilbert fazosi, uning x  nuqtasi ham da {ж„} С Л  ketma-ketligi 

berilgan bo'lsin.

3 6 .1 - ta ’r if .  Agar ixtiyony у g  Я  uchun lim  y ) = (x, y) bo'lsa,
n - ’ OC'

{x„} ketma-ketlik x ga kudisiz yoki kuchszz ma’noda yaqinlashuvchi deyiladt 

va Xn X shakida beigilanadi.

3 6 .2 - ta ’r if . Agar lim  ||a;„ —x|| = 0  bo'lsa, {x„} ketma-ketlik x ga kuch-n—>oo
li ma’noda yaqinlashuvchi deyiladi va ? x shakida beigilanadi.

Endi H Hilbert fazosida kuchsiz m a’nodagi nisbiy kompakt- to 'p iam  t a ’rifini 

beramiz.

3 6 .3 - ta ’r if . Agar M  С Я to'pUnnning ixtiyoriy {.t„} ketma-ketligidan
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kuchsiz rna’noda yaqinlashuvchi qismiy kctma-ketíik ajratish rnurnkin bo'lsa, 

Al ga kuchsiz rna’nadagi kompakt to‘plarn deytladi.

Quyidagi tasdiqni isbotsisi keltiram iz.

3 6 .5 -teo rem a . Al c  H to'plam, kuchsiz ma’noda kompakt bo'lishi uchun 

uning chegaralangan bo ‘lishi zurur va yetarlidir.

Biz har qanday chegaralangan to 'plam ni nisbiy kompakt to 'p lam ga akslan­

tiruvchi A  operatorni kom,pakt operator deb atadik. 36.5-teoremaga ko'ra H 

dagi hamma chegaralangan to 'p lam lar (va faqat ular) - kuchsiz kompakt. De- 

tnak, Hilbert fazosidagi kompakt operatoriarni har ('¡anday kuchsiz kompakt 

to'plamni nisbi.y kompakt to 'p lam ga o'tkazuvchi operator sifatida aniqlash 

mumkin. Va nilioyat, ayrim  hollarda Hilbert fazosidagi operatorlarning kom- 

paktligin i tekshirishda quyidagi t a ’rif quiay.

3 6 .4 - t a ’r if . Agar H Hilheri fazosida aniqiangan A oper'ator har qan­

day kuchsiz yaqinlashuváú ketma-ketlikni kuchli yaqinlashuvchi ketma-ketlikka 

ak.slantirsa, u holda A kompakt operator deyiladi.

Haqiqatan ham, bu shart, bajarilgan  bo'lsin va M C 11 chegaralangan 

to'plam  bo'lsin. Ai to'piamning har qanday cheksiz qism to'plarni o'zida kuch­

siz yaqinlashuvchi ketma-ketlikni sacjlaydi. Agar bu ketma-ketlik A operator 

t a ’sirida kuchli yaqinlashuvchi ketma-ketlikka o 'tkazilsa, u holda A(M ) — nis­

biy kompakt.

Aksincha, /1 — kompakt operator va {;c„} ketma-ketlik x  elementga kuch­

siz m a’iioda yaqinlashsin. U holda {Ax^} ketma-ketlik o 'zida kuchli yaqin­

lashuvchi qism iy ketma-ketlikni saijlaydi. Shu bilan birga {Ax„} ketina-ketlik, 

A  ning uzluksiziigiga ko'ra, Ax ga kuchsiz yaqinlashadi. Bu yerdan kelib 

chiqadiki, {A:c„} ketma-ketlik b ittadan ortiq lim itik nuqtaga ega emas. De­

mak, {Ax„} yaqinlashuvííhi ketma-ketlik.

Endi biz o'z-o'ziga qo'shma bo'lgan kompakt operatorlarni batafsilroq o'r-
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ganamiz. Xususan, bunday operatorlar uchun chiziqli algebra kursidan m a’lutn 

bo'lgan m atritsalarn i diagonal ko'rinishga keltirish haqidagi teoremaga o'xshash 

Hilbert-Shmidt teoremasini isbotlaymiz. Avvai quyidagi ikkita tasdiqni isbot­

laymiz.

3 6 .2 -le} «m a . H kompieks Hilhert fazosidagi o ‘z-o'ziga qo‘shmu ha'lgan 

chegaraiangan A operatorning harcha xos qiym.atlari haqiqiydir.

Isb o t. Haciiqatan ham, Ax  — Arc tenglam a x 9 yechimga ega bo'lsin. 

Ü liokla

\{x, x) — (Ax, x) =  (Ax, x ) =  (x , A x) =  (x . Ax) =  A(x, x ).

Bu yerdan A — A. A

36..3-lem m a . ()‘z-o‘ziga qo'shma chegaraiangan operatorning har xil xos 

qiym.atlariga mos keluvchi xos vektorlari o ‘zaro ortogonaldir.

Isb o t. Haqiqatan ham, agar Ax = Ax, Ay — py, hamda X — ¡i ^  0 ;  

bo'lsa, u holda

A(x, y) =  (Ax, y) =  (.-r, A y) =  (x , ¡.ly) =  fx{x, y).

Bu yerdan (A — p) (x, y) — 0, y a ’ni (x , y ) =  0 . Demak, x±y. A

Ench quyidagi lundam eiital teoremani isbotlaymiz.

3 6 .6 -teo rem a  (Hilhert-SJmidt). H Hilbert fazosida kom,pakt, o‘z-o‘ziga 

qo'shma, chiziqli A operator berilgan- ho‘lib, {A„} - uning harcha nolmas xos 

qiymatlari ketma-ketligi bo'lsin. U holda H fazoda shu xos qiym.atlarga m-os 

keluvchi xos vektorlardan iborat .shunday {<j>n} ortonormal sistema m.avjudki, 

har bir ^ element yagona usulda

'̂ =  E  
k

ko 'rinishda tasvirlanadi, bu yerda vektor A ’̂  ̂= 0 shartni qanoatlantiradi.
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=  E  ^kCk4'k- 
k

Agar nolrnas xos qiymatlar son/i cheksiz ho'lsa, u holda

liin  A„ =  0.
n —>CO

Bu asosiy teorema.ni Í3l)otia>sh uchun bizga quyidagi yordamchi tasdiqiar 

keiñk bo lad i.

36 .4 " iem m a. /1 kompoM operator va {^„} ketrna-ketlik  ̂ elementga 

kuchsiz yo,qinlashsin, u holda

Q{în) = {Aen,èn)-̂ HM,0 = Qiî)-
Isb o t. Ixtiyoriy n natural son uchun

\{Adn,e«,) -  (^ e , 01 = K̂ Cn, Cn) -  (At e„) + (At c«) -  (a ,̂o\ <

< i(.4e«, &) -  (.4Ç, ç„)i + K̂ e, e«) -  (A c ,o i  •
Ikkinchi tomondan,

i(A$,„e„) -  {A.C, e„)i =  i(A£„ -  Ac, e«)i < li c« ii • ii a {^„ -  f)n

va

m.,e«,) - (Â, 01 = i(Ac, 4 - OI = m a* - o)i < ii e ímí A*(e„ - oii •
Ma,’himki, ¡| || soniax ketma,-ketligi chegara,langa.n va

] im (| iA (f „ -O !l  + P * ( e n - O I I ) - 0 ,n—̂oo

bo lgan lig i udmn, n —>■ oo da

l ( 4 4 „ e n ) - ( A e , O H 0 .  A

3 6 .5 -Iem m a. A — o ‘z-o‘ziga qo‘shma chegaralangan operator va (/1̂ :0 ~ 

<5(0 ho'lsin. Agar |<5(0! funksional hirtík shanlirig nuqta,sida rnaksi- 

mum.ga erishsa, u holda (çqj C) =  O ekanligida.n

(-4^0,0-(6,/10 = O 
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Agcur
tengliklar kelib chiqadi.

Isb o t. R,avshar;ki. ixtiyoriy £ e  U uchun Q{^) =  e

\Q (£)| funksional birlik sham ing nuqtasida inaksinmmga erishsa., u holda 

ll^oli =  1- Ha.qiqat.a.n b.ani, agar j|̂ o|i < 1 Ijo lsa, u holda

Jo _ \
iieo ii;

&  ̂
'1/

1
llC 4^o,4o)|> |Q (§o)| .Vllioll/’ ilColL

Bu munosabat |<5(Co)l nixig maksimal q iym at ekanligiga aid. Endi C €  ü  

vektor ^ 0  g9, ortogonal bo‘lgaa ixtiyoriy element bo'lsin. Bu element, yordatni- 

da £ elementni quyidagicha. quramiz

0̂ + a<

l  + \af

Bu yerda a —ixtiyoriy kompleks son. jj^oil =  1 ekanligidan ||fi| = 1 kehb 

d iiqad i.

Q iO  = 1 4- \af̂ 172 (50  + 2Rea (A^o, 0  + k P  <3 (C)
II '

bo‘lga,ni uchun, ye tarlid ia  kichik a larda

Q iO = -Q  (Co) + 2 Rea (A4o, C) +  0 {a^).

Oxirgi tenghkdan ko'rinib turibdiki, agar (.4^o,C) ¥" 0 bo'lsa, a ni shunday 

tanlash mumkinki, |(5( '̂)| > lQ(^o)| tengsizlik bajarilad i. Bu esa |Q(Co)l 

maksimal qiymat ekanligiga zid. Á

36 .6 -Iem m a, Agar A — o‘z-o‘ziga qo‘shma chegaralangan operator ko‘Hh, 

|(A4",iJ')| =  IQ (01 funknonalbbiik shaming 4o nuqtasida maksinmrnga erisk- 

sa, u holda hiror X .‘ioni uchun .4.̂ 0 =  Â o tenglik o ‘rinli.

Isb o t. 36.5-lemrna.ga ko'ra, ¿o vektorga ortogonal bo1ga,n

qism fazo A operatorga n isliata ii invariant bo'ladi. .4—o'z-o'ziga. qo'shma 

operator bo'lganligi uchun M ¿  qism fazoga ortogonal bo'lga,n, bir o'lchamli
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Afo — £ И :  ̂— a 4 o} qism fazo harn A  ga nisbatan (33.1-lemmaga qarang) 

invariant bo'ladi. B ir o'lchamli fazoda har qanday chiziqli operator songa 

ko'paytirisli oporatoridir. Deinak, A^o -  Â o tenglik o'rinli. A

3 6 .6 -te o re m a n in g  isb o t i. Biz фк elementlarni u larga mos keluvchi xos 

qiym atlarning absolyut qiym atlari kamayib borishi tartib ida induksiya bo'yi­

cha quramiz:

l-^ii > IA2 I > ■ • • > |A„| > • • • .

1551 elementni qurish uchun |í5 ( í ) l  = |(A^, ¿)| funksionalni qaraym iz va uni 

birlik sharda maksimumga erishishini isbotlaymiz.

Si =  sup |(Ae,e)|

va — ketma-ketlik uchun, < 1  va

lim  i(A 4 ,i„ )|  = 5 i
n-^oo

bo'lsin. Birlik shar U da kuchsiz kompakt bo'lganligi uchun {^„} dan biror 

С elementga kuchsiz yaqinlashuvchi qism iy ketma-ketlik a jratish  mumkin. Bu 

holda IjCII < 1 va 36.4-lemrnaga ko'ra

/ | (A C ,C )| -5 'i-

Biz Q elementni фх deb qabul qilamiz. 36.5-lemma isbotiga ko'ra ||C|¡ — 

|ji3̂ i|| == 1. Bu holda 36.6-lemmaga ko'ra Афх — У.1Ф1, bu yerdan (Ai| == 

|(Л<̂ 1 , (/>i)| == i>i. Endi Aj, Л2 , . . . ,  A„ xos q iym atlarga mos keluvchi Ф1, Ф2, -. •, 

Фп xos vekto iiar qurilgan bo'lsin. !<5 (i)| =  |(A¿, 4")| funksionalni

м ^ ^ ^ н е м { { ф к У 1^^

qism fazoda qaraymiz. qism fazo A operatorga nisbatan invariant (chunki 

-iW {{ФкХк 1̂) invariant va A  o 'z-o'ziga qo'shma operator). |(A^, C)l funksional
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4>n+i S  da maksimumga erishsin. 36.6-leininaga ko'ra u A operatorning 

xos vektori bo'ladi, y a ’ni A<̂ n+i =

Bu yerda quyidagi ikki hoi bo'hshi mumkin.

i) Chekli qadamdan so'ng, biz shunday qisni fazoga ega bo'lam izki, 

bu fazoning b ard ia  ^ elementlarida C) =  0 bo'ladi.

ii) Ixtiyoriy n  e  N udiun qism fazoda (A^, 4') ^  0.

B irindii holda 36.6-lernmadan kehb d iiqad ik i, A  operator A4¿ qism fazoni 

nolga o'tkazadi, y a ’ni A!'̂ - qism fazo A = 0 xos qiym atga mos kehivchi xos 

vektorlardan iborat. Bu hoida qurilgan {<j>n} vektorlar sistemasi d iek li sondagi 

elementdan iborat.

Ikkinchi holda xos vektorlarning {ip̂ ,} ketma-ketligi liosil bo'lib, ularning 

har biri udiun A„ ^  0. Bu holda A„ ^  0 ekanligini ko'rsatamiz. ketma- 

ketlik (har qanday ortonormal sistema kabi) nolga kuchsiz yaqinlashadi, diunki 

ixtiyoriy f  £ H uchun uning Furye koeffitsiyentlari c„ = (/, én) uchun ?

OO

n=l

munosabat o'rinli. Qator yaqinlashishining zan u iy  shartidan lim  (/, 4>n) — 0n^oo
ekanligi kelib chiqadi. A  operatorning kompaktligidan A^„ — A„^„ ketma- 

ketlik nolga kuchli m a’noda yaqhilashadi, y a ’ni

lim llAi;¿„|| = lim |A„| = 0.
n —>oo n —

Quyidagicha belgilash kiritam iz

n—1

Faraz qilaylik, i W b o ' s h  bo'lmasin. Agar Í  e  Ai ‘- va ^ 0 bo'lsa, u holda 

ixtiyoriy n e  N udm n

p e , O l < | A « i - i i e ! r
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Bu yerdan liin itga o‘tsa.k,

(A " ,e ) =  o.

36.6-iei!i¡naiii qism fazo uchun qo'llab, A i =  O ga  ega bo iam iz, y a ’ui 

K erA  = . {íp„} sistemaning qurilishidaa koVinib turil)diki, ixtiyoriy 4" e  

H = M  © M  '- vektor

í  = E  Ck<Pk + e', e ' €  A/-‘ =  KerA , 
k

ko‘rinisiada tasvirlanadi. Bu yerdan

M  =  E  k̂Ck<i>k- A
k

Eudi H da kompakt operatorlarga misollai’ keltiramiz.

36 .2 . £ 2  Hilbert fazosida {a„} ga ko'paytirish o¡)eratorini, y a ’ni

Ax =  {aixi, Ü2X2, . . . ,  ünXn,...)

operatorni qaraymiz. A  e  A '(4 )  bo iish i uchun

lim  a„ = O (36.4)

shartning bajarilish i zarur va yetarli ekanligini isbotlang.

Isb o t. Yetarliligi. (36.4) shart bajarilsin . Agar biz A  operatorga tekis 

yaqinlasliuvchi kompakt operatorlai ketuia.-kethgi mavjud ekanligini k o i’sa.ta 

olsak, u holda 36.1-natijaga ko'ra, A kompakt operator bo'ladi. A„, operator­

larni quyidagicha quramiz;

A„ : ‘¿2 Í2 , AnX =  {aixi, a2X2, . . . ,  ünX„, O, O, . . . ) ,

35.3-misoiga ko'ra, har bir n  G N da jU. operatoriar kompakt. Bundan 

tíishqari An operatorlax ketma.-ketligi A  operatorga tekis yaqinlashadi. Haqi­

qatan ham, 29.9-misolga ko'ra

||.4 -  An\\ =  sup jajfcl.
n<k<oo
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lim  ||.4 — A„¡¡ =  lim  sup \ak\ =  0.
n-^oc n-*oo „<k<x

Deinak, 36.1-natijaga ko‘ra, A  kompakt operator bo‘Iadi.

Zaruriyligi. Faraz qilaylik , A kompakt operator bo'lsin. U holda- uolga 

kuchsiz yaqinlashuvchi ixtiyoriy C £ 2  ketma-kethk uchuu A.Xn ketma- 

ketlik nolga kuchli yaqinlashuvchi bo'ladi. Nolga kuchsiz yaqinlashuvchi ketma- 

ketlik sifatida £ 2  faaodagi ortonormal bazis { e „ } ^ j iii ((23.8) ga qarang) 

olamiz. 34.3-misolga ko'ra, =  a„,e„ tenghk o'rinh. {.4e„} ketma-kethk- 

ning nolga yaqinlashishidan

Ihn ]|Ae„|| =  Inn ¡|o«e„¡| =  lim  \a„\ ||e„|j = lim  jö«| = 0
«-->00 - n->oo n—>00 n->cc

ni olainiz. Deina.k, (36.4) shart ba.ja.r)ladi. A

3 6 .3 . 35.4-misoida qara.lgan integral operatorni, yahii ^

{A f){x) =  j  eos{x -  y) f{y ) dy, / e  Lah^r.Tr]

operatorni qara.yiniz. A  operator Hilbert-Shmidt teoremasi shartlarin i qanoat- 

lantiradim i?

Y ech ish i /1 opera.toriiing kompaktligi 35.4-misolda ko'rsatilgan edi. 33.4- 

misolda L-2[ci, b] fazoda A'(.r, y) yadro 11 integral operatorning qo'shmasi topi- 

lib, integral oijeratoj'iiing o'z-o'ziga qo'slnna bo'lishiihiig zarur va yetarli sharti

(33.14) ko'rinishda bo'lishi keltiriigan o;di. Qa.ralayotga.n A operator uchun

(33.14) shartning bajarilishini tekshiramiz.

Bizning holimizda K  {x, y) =  cos(a; — y) bo'lgani uchun

Bundan va (36.4) shartdan

K{x, y) =  cos{x - y )  — cos{y — x) =  eos(y — x) =  K (y, x)

tenghk o'rinh. Demak, A = A*. Shunday qilib, .4 operator Hilbert-Shmidt 

teoremasi shartla.rini qanoatlantiradi. ' A
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3 6 .4 . 36.3-misolda qaralgan A  operatorning x o k  q iyinat va xos funksiya- 

larini toping.

Y e d iish . Xos qiym atga nisbatan tenglam a A f  =  Xf, y a ’ni 

j  cos(x -  y) f(y )  dy =  Xf{x) 

fcenglamani cjarayrniz. Bu tenglam ani quyidagicha ham yoúsh mumkin. 

X f{x )= c o sx  j  cosy f{y )  dy + sinX J  siny f{y )  dy ^

=  a  cos X + ß  sin  X. (36.5)

Bu yerda

cosy f{y )  dy, j  mny f{y)dy. (36.6)

Ikki holni alohida ciaraymiz; i) A =  0, ii) A ^  0.

i) Bu holda a c o s x  +  /?sinx — 0 ga ega bo'lam iz. ui{x) =  c a s .ï va 

Vi{x) — s in x  elementlar chiziqli bog'larmiagan, shuning uchun a  — ß  — 0. 

Deniak, (36.6) ga ko'ra,

^  cosy f{y )  dy =  0, j  siny f(y )  dy =  0 (36.7)

bo'ladi. (36.7) shartni qanoatlantiruvchi elementlar to'piami A  operatorning 

yadrosini/tashkil qiladi. Boshqacha aytganda, (36.7) shartni cianoatlanniruvchi 

elementlar to 'piam i ui(x) = cosx va v i(x ) — s in x  elementlarga ortogonal 

qism fazo. Bu qism fazoda

sistem a ortonormal bazis bo'ladi. Demak, dim K erA  =  oo. Shunday ekan 

A =  0 soni A  operator uchun cheksiz karrali xos qiyrnat bo'ladi.

Endi A ^  0 bo'lsin, y a ’ni ii) holni qaraymiz. (36.5) dan foj^dalansak, A f  = 

X f tenglam aning yechimi / uchun quyidagi ko'rinishni olamiz:

ß
f{x )  =  — cosx + ~ s iiix . (36.8)

A  A
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Bu yerda a  va ,8 koeffitsiyentlar iioma’Iuinlar, chunki ular izlanayotgau / 

funksiyaning integrah orqali iíbdalangan. Agar biz f  ning (36.8) iíbdasini

(36.6) ga qo‘ysak, a  va f3 noma'hm iiarga nisbatan ¿(uyidagi tenglam alar sis­

temasi ga ega bo'lamiz;

7Г
a  =  f  eos y

— 7Г
7Г

,8 — f  sin y

a í3 .
dy =

жа
Â

eos y  -t- Ysm?/
Л A

a в  . ' dy
ттв

Â
cosy + дШПУ

■ A ■

Bu tenglam a faqatgina A = тг da nolmas yechimga ega. Bu holda a  va fi lar 

sifatida ixtiyoriy sonni olish munkin. (36.8) ga ko'ra

J{x)  = C'i cosa: -|- C'2 sina; (36.9)

element A =  тг xos qiym atga mos kehivchi xos funksiya bo'ladi. Demak, A — 

ТГ.1 operatorning yadrosi ikki o'lchamli qism fazo ekan. Bundan A =  тг xos^ 

qiymatning karraligi 2 ga  teng ekanligi kelib chiqadi. A

Agar biz 36.3-misolda qaralgan 4̂ operatorga Hilbert.-Shmidt teoremasini 

qo'llasak, Ai =  Аг — '/г va A„ =  O, n  > 3 ekanligini hosil qilamiz.

Kompakt operatorlarning muhim sinfi sifatida L 2 [a, b\ fazodagi integral 

operatorlarni xiarash mumkin.

36 .5 . Har bir X €  b 2[a, &] elementga

i A x ) { s ) ^  x { t )d t

formula bo'yicha ta 's ir  qiluvchi A operatorni kompaktlikka tekshiring. Bu yer­

da K{-, •) integral operatorning yadrosi, u  [a, &] x  [a, b] da uzluksiz funksiya.

K o‘r s a tm a . /1 operator uchun 37-§ dagi 37.2-teorema shartlari bajarili- 

shini ko'rsating.

M u s ta q i i  isM ash  uch u n  sav o l v a  to p sh ir iq la r

1. í/2 [0 , 1] — fazoda chehii o ‘lchandi operatorga rnisol keltiring.
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2 . A : H H o ‘z~oziga qo‘shma, chegaraiangan operator, m va M 

sonlar (Ax, x) funksionalning birlik shardagi aniq quyi va aniq yuqori 

chegaralari ho‘lsin. o(A) C [m, i\4] munosabatni isbotlang.

3. O‘z-oziga qo'shm.a, chegaraiangan A operator uchun m, M  €  a(A) 

munosabatni ishotlmig.

4 . Shunday o ‘z-oziga qo’shma, chegaraiangan A operatorga misol keltir­

ingki, a ( ,4 ) n  (to, M ) =  0 bo'lsin.

5. O‘z-oziga qo'shma, chegaraiangan A  : H —> H operator uchun

sup |(Ax, x)| =  5 i =  II A  ¡I

tenglikni isbotlang.

6. u — [0, 1] kesmada uzluksiz funksiya. ¿2[0, 1] fazoda (A f)(x)  = 

u{x) f(x )  tenglik bilan aniqlangan A operatorga qo'shma operatorni 

toping. Natijani u(x) =  cos x + i sin x bo 'Igari holda tckshirib ko 'ring.

7. L 2 [—7i’,'i'r] Hilbert fazoda aniqlangan

(A f)(x) =  / (1 +  cx)SXcx)Sy) f(y )  dy
J - 1T

operatorning o'z-oziga qo'shma va kompaki ekanligini ko'rsating. |(,Ax, x)|
/

\Q(x)\ funksionalning birlik shardagi aniq yuqori chegarasini toping. A 

operatorning noldan farqli xos qiymatlari sonini toping.

8. L2[—TT,Tr] Hilbert fazoda berilgan

1 1 f ’' 
iA f){x ) =  -  7̂  co sn xco sn yfiy ) dy

operatorning o'z-oziga qo'shma ekanligini ko'rsating. Kompaktlikka tek- 

shiri,ng. Noldan farqli xos qiymatlarini toping. Ularga rnos xos funksiya- 

larning {(pn} sistemasini quring. Bu operatorga Hilbert-Shm.idt teore­

masini qo'llang va qisrn fazoning tavsifini bering.
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Fui'ksional fazoda, (iiiafi£Üau, C[a, £■], I^[a, b], Czla, b] ) tenglama beril­

gan bo‘lib, iiom alu jri eleirient fiuiksiyadari iborat, b o isa , bunday tenglam a 

funksionai tenglama deyiladi. Agar funksionai tenglainada uoma’lurn funksiya 

integral ostida bo'lsa, u holda tenglaiiia integral tenglama deyiladi. Maeahm,

P̂{s) =  g m > t )  dt

tenglama ^  ga  nisbatan iiitegi-al tenglajua.dir, bu yerda K{s, t), g(s, t) — 

berilgan funksiya.lar.

integral teiiglam adagi ifoda noma’luin funk.siyaga nisbatan chiziqli bo‘lga.n 

holda tenglam a chiziqli integral tenglama deyiladi. Quyida.gi tengla,m alar chi­

ziqli integral tenglarnalarga misol bo'ladi;

37-§. Chiziqli integral tenglamalar

/
b

K{s, t) 4 it) dt + f{ s )  =  0, (37.1)

^( <,-) =  K (s, t) 4i t )  di -I- ! { s ) . (37.2)

Bu yerda <j> noma’luin funksiya, K{s, t)v& f{s )  m alurn  fimksiyalar. (37.1) 

va (37.2) tenglam alar .mos ra.vishda birinchi va ikkinchi tur Fredholm tengla- 

malari deyiladi.

Xususan, K {s, t) funksiya t > s q iym atlar uchun K {s, i)  =  0 shartni 

qanoa,t!antirsa, u holda (37.1) va (37.2) tenglamala,r mos ravishda

’ a ' ( 5, í ) < ^ ( í ) d í + / ( í ) = 0 ,  (37.3)

4>{s) =  K (s, t) 4>{t) dt +  f{s )  (37.4)

ko'rinishlarga ega bo'ladi. Buuda.y tengla.malar birinchi va ikkinchi tur Volter­

ra tenglamalari deyiladi. Volterra tengla,malari Fredholm tenglamala,rining 

xususiy hoh bo'lsada, ula,r alohida o 'rganiladi, ciuiuki Volterra tenglam alari 

o'ziga xos bo'lgan xossalarga (-;ga. ■
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Agai- (37.1)-(37.4) tenglainala.rda / funksiya nolga teng bo‘lsa, bu tengla.- 

rnaiax bir jinsli deyiladi.

3 7 .1 -m iso l. Quyidagi

^  (0 < “  < 1- / (0) =  0) 

tenglam a (f> norna'luniga nisbatan Abel tenglamasi deyiladi. Bu tenglam a Vol- 

terra tenglam akuining xususiy holi bo'hb, 1823 y ilda N. Abel tomonidan qa­

ralgan, uning yediim i

^  i  { t - s y -
ko'rinishga eg a ..

Biz bu yerda faqat ikkindii tur ftedholm  teuglam asini qaxaymiz. Lzla, h] 

kompleks Hilbert fazosida ikkindii tur Fredholm tenglam asini, y a ’ni (37.2) 

tenglam ani olamiz. Bu tenglam ada / ina ’lum, (p nom alum  funksiyalar bo'hb, 

ular i/2 [o, h] fazoning eiementlari deb faraz qilinadi.

(37.2) tenglarnaning deb iionilanuvchi K {s, t) funksiyadan quyida-

gilarni talab <iilamiz, u -  o 'ldiovli va
rh ib

/ / \K{s, t ) f  dsdt < oc (37.5)
Ja Ja

shartni qanoatlantirsin, y a ’ni K {s, i) kvadrati bilan integrallanuvdii funksiya. 

Lai«, faaoda aniqiangan

{T4>){s)= f  K { s , t ) < m d t  (37.6)
J  a

operatorni qaxaymiz. Bu operator K  yadroli Fredholra operatori deyiladi.

(37.2) tenglamani o'rganish shu operatorning xossalaxini tekshirishga kelti- 

rila-di.

Navbatdagi teoremalam i isbotlashda biz integrallash tartib in i ahnashtirish 

haqidagi Pul)ini teoremasining natijasidan foydalana.miz. Fubini teoremasi nati- 

jasin iiig  quyidagi bayoni biz udiun qulaydir.
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3 7 .1 -teo rem a  (Fubini). Agar \K{x, y)Ÿ funksiya [a, 6 ]x [a , 6] kvadratda

integrallanuvchi bo'lsa, u holda deyarli barcha x  €  [a, 6] (y  €  [a, 6]) larda

b / b  \ 

j'\ K {x , y)\^d:y | | iv (x ,  y)\ U x
a \ a  /

integral mavjud va quyidagilar o'rinli

b b  b b * *

1 1  \K{x, y) Ÿ d x d y =  j I \^i^: y) P dy == j dy j \K{x, y) ^ dx.
a a a a a a

3 7 .2"teo rem a . Agar K  {x, y) y adro (37.3) shartni qanoatlantirsa, u holda 

Lzla, b] fazoda (37.6) tenglik Ulan aniqlanuvchi T operator kompakt va uning 

norm,asi uchun quyidagi teng.sizlik o'rinli

I rb rhI  I \ K {s ,t) f  dsdt. (37.7)
J a  a

Isb o t. Avvalo shuni t a ’kidla.ymizid, Fubini teoremasi va (37.5) shartga 

ko‘ra¡ deyaxli harcha s lar uchuii

\ K {s,t)\ ^ d t

integral mavjud. Boshqa.cha aytganda, K {s, t) funksiya t ning funksiyasi 

sifatida deyarli barcha s larda Lafa, 6] faííoga qarashli, Kvadxati bilan in- 

tegraJlanuvchi funksiyalarning ko‘paytma.si integrallanuvchi bo igan i ucluin,

(37.6) ning o‘ng tomonidagi integral deyarli barcha s lax uchun mavjud, y a ’ni 

%¡)[s) = {T4>){s} funksiya deyiu-h hamma yerda aniqlangan. €  J^ [a , 6] 

ekaxihgini ko'rsatam iz. Koslii-Bunyakovskiy tengsizligiga ko'ra, deyarli barcha 

s lar uchun
rb 2

, V . 0  / . . .  V , .  .  .

rh

K (s, t) 4>{t) dt 

< f\ K { s ,  t ) f  dt dt =  u f  f \ K i s ,  i )p  dt
J a  J a  J a
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tengsizlikni üiamiz. Oxirgi ifbdani a dan b gacha $ bo'yicha integrallab va 

| ií(s , í ) p  dan takroriy integralni ikki karrali integralga alinashtirib, quyidagi 

teng8izlikka ega bo'lamiz

I!T^!P ^  í  m s ) fd s  < u f  f  r  \K{s, t)\̂  dtds.
Ja  Ja  Ja

Bu yerdan |¿'(*‘)P  ning integrallanuvchanligi va (37.7) tengsizlik kelib chiqadi.

ICndi T operatoming kompaktligini ko'rsati.sh qoldi. {ijjn} sistema L^la, h]

fazoda to 'la  ortonormal sistema bo'lsin. ü  holda {"^»*(5 ) ^ n (í)}  ko'paytm alar

sistem asi L2{[a, 6] x  [a, h¡) fazoda to 'la  ortonormai sistemani tashkil qiladi

va demak,
0 0  0 0

K (*’> O = 1 2  H  ̂ rn.nÍ’m{íí) i'Á -)
777=1 n = l

yoyilm a o'rinli. Endi

N N 

m.=l n—l

yadroga rnos Fredholm operatorini bilan belgilayrniz. Bu operator kom­

pakt, chunki u chegaralangan va L2 [a, &] fazoni chekli A '— o'lchamli qism 

fazoga akslantiradi. Haqi<iatan ham, ixtiyoriy é  €  Ц uchun

f (í'n4‘) { s ) ^  j  Kj>,r{s,t) é{t)dt =
Ja

N N ^

m —l  n=l “ m=l n=l

bu yerda h„ ~  f{ t)  ’ipn{t) dt. Demak, j  j\r operator L2[a, 5] fazoni 'tpi, 'ip2, • ■ •, 

tpjy funksiyalarning chiziijli cjobig'i bcj'lgan /V— o'lchamli qism fazoga aks­

lantiradi. íÍa '(,s, t) fimksiya A '(s, í )  funksiyaning { '^„(s) tpnit)} sistema 

bo'yicha Piirye qatorining qismiy yig 'indisidan iborat. Shuning uchun. A' —i-

00 da
rh

/ / \K (.?, t) -  K !,’(.% Í)P  ds dt 0.
J  a J  a
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Endi (37.7) tengsizlikni T —T^ operatorga qo'llasak,

11'̂ ' J  I  \l<(s, t) -  K^{s, t)\^dsdt 0, N oo.

Shunday qilib, {'ijy} kompakt op(;ratorlar ketma-ketligi norma bo'yicha T 

operatorga yaqinlashadi. Kompakt operatorlarning asosiy xossalari mavzusida- 

gi 36. ],-na!;ijaga asosan T harn kompakt operator bo'ladi. A

E s la tm aJa r .

1. 37.2-teoremaning isboti davomida hiz shu narsani o 'rnatdikki, har qan­

day Fredholm operatori chekli o'lchamli operatorlarning norma bo'yicha limi- 

nidir.

2 . Ti, T2 —(37.6) ko'rinishdagi ikk ita  operator va K i, i i ' 2  —ularga mos 

keluv(;hi yadrolar bo'lsin. Agar barcha <j) €  ^ 2 (0 ., h] lar uchnn 'l\ç — 'l'ié 

bo'lsa, u holda deyarli hamma yerda Ki{s, t) — K iis , t). Haqiqatan ham, 

agar barcha ç  €  L2[a,, h] lar uchun

-  T2^){s) ^  f  (Ki{s, i) -  K 2ÍS, t)} 4>{t)dt -  0 
Ja

bo'lsa, deyarli barcha s £ [a, b] larda

/  \ K i{ s , t ) -K 2Ís ,t) fd t  =  0 
Ja

va dernak,

llÄ'i -  K 2\? -  / V  \KiiS; t) -  K 2ÍS, t)\Msdt = 0.
Ja Ja

Bu yerdan bizning tasdig'im iz K i{s,t) — iv 2 (s, i )  kehb chiqadi. M a’himki, 

i '2  ([« , b]̂ ) fazoda ekvivalent ftmksiyalar b itta  element sifatida qaraladi, shu- 

ning uchun aynish mumkinki, integral C)pera:tor]ar bilan ya<h'oiar o‘rtasi(iagi 

moslik o'zaro bir qiym atlidir.

3 7 .3 -teo rem a . T — K {s, t) yadro bilan aniqianuvchi Fredholm opera­

tori bo'lsin. V holda unga qo‘shma bo’lgan T* operator K {t,s) yadro bilan 

aniqlanadi.
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Isb o t . f\ibini teoremasidan foydalanib, quyidagiga ega bo'lam iz;

{T f.,g )=  K (s,t)f{t)d t^ g {s)d s = j  J  K{s,t}f{t)dtg(s)ds =

= = j y i - ‘̂ ) y ' W ^ 9 Í t ) d t ^ d s

Bu yerdan

{T g){s) =  M ^ g { t ) d t

tenglik, y a ’ni ta;>:reraaiiio.g tasd ig 'i kelib d iiqadi. A

Xususan, (37.6) ko'rinishdagi 7' operator Lila, b] fazoda o'z-o'ziga qo'shma, 

y a ’ni T* = T bo'lishi uchuu ((33.14) ga  qarang)

K {s,t) =  K (t,s )  (37.8)

shartniiig bajarilishi j'^etarli va zarurdir. Haqiqiy Hilbert faxosi (va dernak 

haqiqiy K  yadro) qaraladiga.n holda o'z-o'ziga qo'shm alikshai'ti bo'hb, K{s, t)

-  K {t, s) tenghk xizrnat qiladi. (37.8) shartni qanoatlantiruvchi yadrolar sim­

m etrik yadrolar deyiladi.

H ilb e r t -S h id t  u su li. Endi (37.S) shartni qanoatlantiruvchi yadroli integ­

ral tenglamaui o'rgaiiam iz. Yuqorida aytilganidek, bu holda

{T<¡>){s)== f  K{s,t)4>{t)dt
Ja

o'z-o'ziga qo'shma kompakt operator. Demak, bu operatorga Hilbert-Shmidt 

teoremasini qo'llash mumkin. (37.2) tenglama.ni qisqacha

(P==T(l> +  f  (37.9)

ko'rinishda yozamiz. Hilbort-Shiiúdt teoremasiga asosan, T  operator uchun 

{ A„,} xos q iym atlarga rnos keluvchi xos funksiyaJarning shi¡nda.y {4>n} ortonoi- 

ma.l sistemasi ina.vjudki, ixtiyoriy ^ b] element .yagona. usul bilan

? ' € i í e r r ,
n=l
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ko‘rinisíida, ifodaknadi. Shunday qilib,

f  =  Y .^ r,A . + f :  f ' e K e r T ,  (37,10)
n=l

deymiz va (37,9) tenglaiiumiiig yechiiriini

n=l

ko'rinishda izlaymiz. (37.10), (37.11) yoyilm alam i (37.9) ga qo'yib,

хпЧ’п + Ф '= Y 1  + Y 1  + f '
n - l  n=l n - l

tenglam aga kelamiz, y a ’ni

^ ( 1  -  Хп)х„ф„ +Ф' = Y 2  '̂ пФп + /'■
n - l  n - l

Butiday yoyünia yagona l>o‘lganligi sababli

Ф' = f ,  ;r„ (l -  Xn) = bn, n  = 1 , 2 , 3 , -----

Agar A„, -ф 1 b o lsa , ;u holda x„, = b„(l — A„)“ * va An = 1 I)olsa, 5„ = 0.

Ko'rinib turibdiki, A„ = 1 holda b„ = 0  sha.rt (37,9) iengla.maiiing yecÜin- 

ga ega iw lish i uchun yetarli va zarurdir. Bunday A„ = 1 udmn ж„— ixtiyoriy. 

Shu bila,n quyidagi teorema isbotlandi.

3 7 .4 -teo re in a . Agar 1 soni T operator uchun xos qiymat bo‘Imasa, и 

holda (37.9) tenglama ixtiyoriy f  uchun yagona yechimga ega. Agar 1 soni 

'Г operator uchun xos qiymat bo‘tsa, и holda (37.9) tenglam.a yechimga ega 

bo'lishi uchun f  funksiya 1 soniga mos keluvchi barcha xos funksiyalarga 

ortogonal bo'lishi yetarli va zarurdir. Bu holda (37.9) tenglama yechimlarining 

soni chek.úzdir.

37 .2 . ¿ 2 [—7Г, tt] Hilbert fazosida

v{x) =  -^ í  {l + cosxeosy)u(;y)dy + f{x):= {T xu){x) +  f{x )  (37:12)
2тг
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integral tenglam a berilgan. Param etr A €  K ning qanday qiym atlarida '1\ 

uchnn bir aoiri xo-s q iym at bo'ladi?

Y ech ish . Qaralayotgan integral tenglam aning yadrosi

K  {x, y) =  ^ { 1  +  eos X eos y)

haqiqiy qiym atli va simmetriklik sliartini qanoatlantiradi, y a ’ni

K {x, y) =  K{y, x) <=>

Endi xos qiym at uchun tengiam a T\u =  u ni qaraym iz, y a ’ni:

—  / u{y)dy +  -— eos X cosyu{y)dy =  u{x). (37.13)
J--K J-7!

A gar biz (37.1.3) da,

a  — J 'u{y)dy va P — j cosyu(y)dy (37.14)

belgilashlarni k iritsak, u holda u{x) uchun quyidagi ifodani olamiz;

u (x )--= ~ a  + -^13 cosx. (37.15)
 ̂  ̂ 2tt 2tt

(37.15) ni (37.14) ga qo'yib,
/‘TT /'TT

' J  dy =  2TT, I  cosydy =  0, j  cos  ̂ydy =  tt (37.16)

tengliklardan íxydalan.yak, a  va 0  larga nisbatan quyidagi tenglam alar sis- 

tem asini olam.iz;
 ̂ / A X \

4  \2k  ̂ 27t   ̂ J

f3=  j  cosy a  + cosy^ dy =  ^¡3.

Bu tenglam alar sistemasi nolmas yechimga ega bo'lishi uchun uning determi- 

nanti A(A) iring nol bo'lishi zarur va yetarlid ir, y a ’ni

A ( A ) ^ ( l - A ) ( l - ^ )  = 0. (37.17)
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(37.17) dan Л =  1 yoki Л — 2 lan ii olamiz. Demak, A parametrning Ai =  1 

va A2  = 2 q iym atlarida '1\ uclum 1 soni xtís qiym at bo'ladi. Endi 'l\u =  

и  va ‘l'iU  — V. tenglam aiarni yechamiz. Yuqorida bayon qilinganlardan bi! 

tenglam alam ing yechimlari rnos ravishda ui{x) ~ G va U2{x) — С  - cosx  

(C  = const) ekanliklari kehb chiqadi.

37 .3 . 37.2-misolda qaralgan (37.12) integral tenglam.aga A ^ { 1; 2} bo'lgan 

holda 37.4-teoremani qo'llang va (37.12) integral (lenglaraani yechiug.

Y ech ish , Agar A ^ {1 ; 2} bo'lsa, u holda 'i\ operator uchun bir xos 

qiym at ernas, 37.4-teoremaga ko'ra, (37.12) integral tenglam a istaigan  / e  

¿ 2[—7Г, 7г] da yagona yechimga ega. (37.14) belgilashdan foyda,lansak, (37.12) 

tenglamani quyidagicha yozishimiz miiinkin:

Ф )  ^  f{x )  + -~~a +  cosx. (37.18)

(37.18) ni (37.14) ga qo'yib, (37.16) tengliklardan foydalansak, a. ß  larga 

nisbatan quyidagi tenglam alar sistemasini oiamiz;

a  =  /  í{y)dy +  «A,
—r.

ß ^  f  eos y f(y )d y  +  ^ß.

Bu sistema A ^ { 1; 2} da yagona 3^eciiiiiiga ega va

1 ^
Q' у З д  j  !{y)dy,

ß  =  ./ cos yf{y)d y .
^ ^ -7Г

a  vd ß  larning bu qiym atlarin i (37.18) ga qo'yib, (37.12) tenglam aning yechi- 

miiü olanáz;
7Г 7Г

u{x) = f{x )  +  7” I  f{y)dy  + “ 2 ^ ^  y fb )d y -  (37.19)
-Л- —7Г

37 .4 . 37.2-misolda qaralgan tetigiam aui A 1 bo'lgan holda, y a ’ni

u{x) =  ^  co s;cco sy )u (y )d y  + f(x )  (37.20)
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Yechish. Agar A =  1 bo 'ka, ii hoida T\ operator uchun bir xos qiymat 

bo'ladi. 37.4-teoremaga ko'ra, (37.20) tenglam a yechimga ega bo'lishi uchun 

/ funksiya Tiu =  u tenglamaning barcha yed iim iariga, y a ’ni u{x) =  const 
ga (37.2-inisolga qaxang) ortogonal bo'hshi zaxur va yetarh. Demak, (37.20) 

tenglam a yechin.iga ega, bo'hñhi uchun

tenglamani yeching.

£ f{y)dy =  0 (37.21)

shartning bajarilish i zarur va yetarli. Agar biz (37.14) belgilaslidan foydalansaJk, 

(37.20) tenglam ani quyidagicha yozishimiz mumkin:

'̂(̂ ■) =  /(^O + ™  a  + cos X. (37.22)

(37.22) ni (37.14) ga  qo'yib, (37.16) va (37.21) tenghkiajda,n foydalansak, a  

va /3 larga nisbatan quyidagi tenglam alar sistemasini olamiz;

a  = a,

,/3 =  2 cos y f{y)dy.

Bu yerdax! ko'rinib turibdiki, a  sifatida, ixtiyoriy sonni ohsh mumkin. Bu 

qiym atlarni (37.22) ga  qo'yib, (37.20) tenglam aning umumiy yechimini hosil 

qilamiz:
1 r

■u{x) = f{x ) + ~ COS.T cosy f{y)dy + C.
J —7T

Bu yerda C — ixtiyoriy o'zgarmas son.

M u s ta q il  ish la sh  uch u n  savo l v a  to p s h ir iq la r

1. Laf—7i', -t] Hilbert fazosida

1 r
{Au){x) = -  c o s ( t  -  y)u{y)dy

J —7T

integral opera,tor norrnasini 37.2-teoreniadan foydalanib baholang.
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2 . 37 .3-teoremadan foydalanib, ./v2 [—тг, ж\ fazoda

(Au){x) = j  (cosx s in y  + i s in X co sy)u{y)dy 

integral opei'atorga qo ‘shma operatorni toping.

3. .¿/2 [~ 7г, tt] Hilbe.H fazosida quyidagi integral tenglamani yeching:

?y(x) = SÍI1 X+ J cosx sin у u{y)dy.

4 . Pararneir A €  M ning qanday qiymatlarida

u(x) =  f(x )  + X j  (2 +  cos X cos y)u{y) dy

integral tenglama ixtiyoriy f  e  Ь2[-тг, тг] da yagona yechimga ega 

bo ‘1алШ

■ 5. Laf—7Г, tt] Hilbeii: fazosida

1 Г
v{x) =  f{x ) + — cos a; cos yu{y)dy

^  У - 7Г

integral tenglama berilgan. Tenglama yechimga ega ho ‘ladigan f  lar to ‘p- 

lamini tavsiflang. Bu to‘plam qism fazo tashkil qiladiniif Agar и qisrn fazo 

tashkil qilsa, uning o ‘lcham.ini toping.

38-§. Fredholm teoremalari

Bu yerda ham yuqorida ko'riiga.ii

ф =  Тф +  /  (38.1)

tenglamani o'rganishni davom ett.irainiz. Navbatdagi mulohazalarda 'Г ope­

ratorning integral ko'rinishi emas, balki faqat uning kompaktligi muhirri rol 

o 'ynaydi. Shuning udmn II Hilbert fazosida Liirorta T komj>akt operatorni
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olib, (-38.1) ko'rinishdagi tenglamani o'rganamiz. Buning uchun A — 1 — T 

operatorni kiritgaii holda (38.1) tenglamani

AcP = / (38.2)

ko'rinishda yozamiz. (38.2) tenglama bilan bir qatorda bir jinsli bo'lgan

A(l>o =  0 (38.3)

tenglamani va bularga (jo'shma bo'lgan

A * t ^  g (38.2*)

A*iP-„ =  9 (38.3*)

tenglamalarni qaraymiz. Bu yerda A* operator A operatorga qo'shma, ya’ni 

A  = (I -  T y  ^  1 -  T*.

Quyida isbotlanadigan teoremalar Fredholm teoremalari deb nomlanib, shu 

to'rt tenglamaning yechimlari orasidagi bog'lanishlarni ifodalaydi.

38 .l-teorem a,. (88.2) tenglama yecJmnga ega boiishi uchun f  veMor 

(38.3*) tenglamaning har bir yechimiga ortogonal bo iisM zarur va yetarli.

Isbot. K erA  va Im A  lar A operatorning mos ravishda yadrosi va qiy­

matlari sohasi, ya ’ni

K erA  =  {x e  H : Ax — 9},

Im A  = {y =  Ax : x e H }  =  A{H)

ekanligini e^latamdz. Ma’lumki, A  uzluksiz bo'lgani uchun K erA  to'plam H 

uing ,yopi<i qisrn, fazosi bo'ladi. h n A  ham H ning yopiq qism fazosi ekanligini 

isbotlaymiz. {y„} c Im A ketma-ketlik biror y e  H elementga yaqinlashuv­

chi bo'lsin deb faraz qilayiik. Demak,

Vn — Xfi — I  x„ >■ y (38.4)
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shartni qanoatlantiruvchi {a:„} ketma-kethk mavjud. vektorlarni K e r  A  

fazoga ortogonal deb hisoblash mumkin, aks liolda n'ing o‘rniga 4  ~ 

Xn — p rx„  vektoi'larni olish mumkin; bu .yerda prxn  element x„ vektorning 

K e r  A. qism fazoga proyeksiyasi. Bundan tashqari, {x„}  ketma-ketlik chega­

ralangandir. Aks holda ||.t„|| —> oo deb hisoblaah mumkin, demak, (38.4) ga 

asosan

munosabat o'rinli.

Ikkinchi tomondan {x„  ||2r„||~*} ketma-ketlik birlik sharga tegishli bo'lgani 

va 7' kompakt operator ekanligi tiifayli biror {Хщ }̂ <:[ismiy ketma-ketlik uchuu 

T (x„. ||x„, ir*') ketma-ketlik biror ,г elementga j^aqinlashuvchi bo'ladi. Bun-
Ч /

dan (38.5) ga asosan ketma-ketlik ham shu 2: elementga

yaqinlashuvchi bo'iadi. Ravshanki, ||г|| = 1, (chunki • rr„. = 1

A z — z — Tz —

-1 „ _Л|„. n-l™ \ ____ i;_л /ll™ l|-l=  lim ||a’„Ji x„î  -  lim T ||a:„J| ) =  lim A I ||x„,J|
k-^oo k-^00 \ / k—̂oo \

ya’ni .z €  K e r  A. Ammo har bir .x„ element K e r  A  ga ortogonal edi, demak, 

z ± K e rA .  Bu ikki munosabatdan z — Q kelib chiqadi. Bu |i z \i — 1 tenglikka 

zid. Bu ziddiyafc {.t„} ketma-ketlikning chegaraiangan ekanligini ko'rsatadi. 

T  operator kompakt bo'lgani uchun ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi

bo'lgan {T x„.}  qismiy ketma.-kethk ajratish mumkin. (38.4) ga asosan 

ketma-ketlik ham jmqinlashuvchi bo'iadi. Bu limitni x  bilan belgilasak, u 

holda

y -= lim A:z-„ — lim Ax„. =  A(lhn x^ ) =  Ax.
n —^OO ' i —i'OO  ̂ i — > o o

Bu yerdan y €  Im A  ekanligi kelib chiqadi. Demak, Im-A yopiqdir. 36.3- 

teoremaga asosan, '1'* ope;rator harn T bilan bir qatorda kompakt bo'lgani 

sababli, 1mA* ham H ning yopiq qism fazosi bo'ladi,
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Endi bií! quyidagi niimosabatlarni isbotlaymiz:

K erA *  0  ImA =  II. (38.7)

Ra.vshanki, K erA  va ImA* o‘zaro ortogonal qism fazolardir. Haqiqatan, 

ixtiyoriy h £ KerA. va. x e  II uchun

(h, A*x) — ( Ah, x) — (9 , x) =  0.

Ma’Iuniki, lm,A* ga ortogonal har qanday <}ism fazo {1тА *У ' ning qismidir. 

Shunday ekan, K e rA  с  ( 1 т А * у .  Agar biz [ImA*)'- С K e rA  ekanligini 

ko'rsatsak, (38.6) tenglik isbot bo'lgan bo'ladi. Faraz qilaylik, л vektor ImA* 

ga ortogonal bo'lgan ixtiyoriy element bo'lsin, u Iiolda barcha x €  H uchun

(Az, x) ^  (z, A*x) 0.

Demak, Az =  0, ya’ni г s  K eryi. Btiudan (IrnA*)-^ С  K e rA  efcuiligi 

kelib chiqadi.

Xuddi shunday, KerA* — {ImA)^- tengiikn/i ko'rsatib, (38.7) tenglikning 

isbotiga ega bo'lamiz. (38.7) tenglikdan 38.1-teorema bevosita kelib chiqadi, 

ya ’ni / € Im A  bo'lishi uchun f  L K e r  A* bo'lishi yetarli va zarurdir. Д 

Har bir к natural son uchun orqali ImA'^ fazoni belgilaymiz, xususan 

Я* = h n  A. Я* ning tiizilishidan ravshanki, Л(Я*) — va

Н D D ■ ■ ■

38.1-teoremaüi isbotlash davomida ko'rsatilganidek, har bjr Я*̂  yopiqdir.

38.1-1етш а. Shunday jo natural non mavjudki, barcha к > jq uchun 

j-jk+i ^  ffj,ngl¡k oyinli.

Isbot. Teskaridan faraz qilaylik, harnma Я* fazolar har xil bo'lsin. Bu 

holda shunday ortonormal sistema mavjudki, x^ G Я*̂  va .г>_кЯ*+ .̂

KerA® ImA* (38.6)
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Txi -  Txk = -Xk + {xi + Axk -  Axi).

Bu yerda x¡, + Axk -  Axi e  bo'lgani uchun

W'l'xi — Txk\}^ ~  II a-fcjp + II x i  +  Ai'j; — A x i ' ^  ^  1,

ya’ni {Txk} ketmarketlikdan yaqinlashiivdii qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin 

emas. Bu esa 1' operatorning kompaktligiga zid. Д

38.2-teorem a (Fredholm alternativasi), Yo (38.2) tenglama ixtiyoriy f  €

H uchun yagona yechimga ega, yo (38.3) tenglamaning noldan farqli yechimi 

mavjud.

Isbot. Agax K e rA  = {в} bo'lsa (ya’ni (38.3) tenglama noldan farqh 

yechimga ega bo'lrnasa), u holda A o'zaro bir qiymatli aksia,ntirishdir. Shuning 

uchun, agar = Im A Ф H deb faraz qilsak, u holda ф U ^ , ф 

И’‘ niuiiosabatlai ixtiyoriy к uchun o'rinlidir. Bu esa 38.1-lenunaga zid. De­

mak, Im A  = H, уалп (38.2) tenglama ixtiyoriy / uchun yagona yechimga 

ega.

Agar (38.2) tenglama ixtiyoriy / uchun yagona yechimga ega bo'lsa. u hol­

da /m A = H va, (38.7) munosabatga. asosan K erA *  = {Д}. Bu tenglikdai! 

yuqoridagidek Im  A* = H munosabat kehb chiqadi. Endi (38.6} rruinosabat- 

da.ii foydalansak, K e rA  =  {(?}, ya’ni (38.3) tenglama faqat nol yechimga ega 

ekanligi kelil) chiqadi. A

38.3-teorem a. (38.3) va (38.3*) tenglamalarnmg chiziqli erkli ho‘lgan 

yechimlari soni chekli va, o‘zaro tengdir. Boshqacha qilib aytganda,

dim KerA. =  dim KerA* < og.

Isbot. K erA  fazoning o'lchami cheksiz deb fara.z qilayiik. Bu holda K erA  

da cheksiz elementh {ж„} ortonormal sistema mavjud. x„ € K erA , -ya’ni

Demak, ixtiyoriy I, к {I >  k)  sonlar uchun
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Axn — Xn — Tx„ =  0 bo'igani sababli, Demak,

— ijxn — Xnill — n  ^  Tn.

Bu yerdan kelib chiqadiki, {Txn} ketrna-ketlikdan yaqinlashuvchi qismiy ket- 

markeslik ajratish rnurnkiti ernas. Bu esa '.I' ning kompaktligiga zid. Slmnday 

qilib, d im /ver .4 < oo ekan. Xuddi shunday dim/ver.4’‘ < oo ekanligi isbot­

lanadi. Faraz qilaylik,

dim K e r A  = /i, dim K e r A* — v

bo'lib. ¡.I < V bo'lsin. Endi K e r A  va K e r A* fazolardan mos ravisfida

{4>h h ,  C K e r A. va {̂ .»1 , ■■■, i ’v} C K e r A*

ort.onormal basizlarui tanlab olainiz va

S x  == Ax +  ^ ( a - ,  (pj)i>j

operatorni qaraymiz. S  operator A operatorga chekli o'lchamli operatorni 

qo'shish natijasida hosil bo'lganligi sababli, S  operator uchun ham yuqorida 

A uchim isbotlangan barcha tasdiqlar o'rinli. Bu operator uchun S x  — 9 

tenglama faqat nol yechimga, ega. Haqiqanan harn,

S x  = Ax -I- Y^{x, (f>j)rpj =: 9 (38.8)

/i
bo'lsin, u liolda (38.7) munosabatga asosan AxL  Bu yerdan va

(38.8) tenglikdan
¡Í

Ax = 9 v a  ^ 9  (38.9)
i=i

ga ega boiamiz. {'(pi, '4)2, • • ■, ih>} sisternaning ortogonalligidan (chiziqli erkliligi- 

dan) hamda (38.9) dan barcha j  G { 1 ,2 ,.. .,/j} larda

{x,<Pj)^0
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tengliklarni olamiz. Shiinday qilib, bir tomondan x  G K erA , ya ’ni x  vektor 

{4>i, , <ri¡} vektorlarning chiziqli kombinatsiyasidir, ikkinchi tomondan,

X bii vektorlarga. ortogonal. Bimiian x =  0. Demak, K e rS  = {0}. 38.2- 

teoremani S  operatorga qo'llagan holda / = deb olsak,

Ay + Y^{y, ^  '^¿>^+1

3=1
tenglama biror y yecJiirnga ega boladi. Bu tenglikning ikkala qismini 

vektorga skalyar ko'pa^rtiraak, 0 = 1  ziddiyat hosil bo'ladi {chunki .hn A.LKerA* 

va Ay e  ImA, € K erA *). Demak, /i < v  farazimiz ziddiyatga oiib

k;ldi, ya ’ni /j. > v ekan. Xuddi shunday, A operator o'rniga A* operator 

olinsa, ß < u tengsizlik isbotlanadi. Demak, fi — i/. A

Yuqoridagi tf»remalarda biz 7̂ —1 operatorga teskari operatorning mavjud- 

lik shartlarini ko'rdik. Ravshanki, 38.1-38.3-teoremalar T — XI (A ^  0) ope­

ratorlar uchun ham o'rinlidir. Fredholm teoremalaridan quyidagi natija kelib 

chiqadi.

38 ,1-natija . Kompakt opemtorning spektiidan ol/tngan ixtiyoriy noldan 

farqli son bu operator uchun chekli karrali xos qiymatdir.

Isbot. Faraz qilaylik. nolmas A € ö’(T') bo'lsin. U holda 38.2-teoremani 

T —XI operator uchun qo'llab (T—XI) f  — 0 tenglama noldan farqli yechimga 

ega ekaniigiga kelamiz. Bu. yerdati X ^  0 soni 1' operatorning xos qiymati 

ekanligi kelib chiqadi. 38.3-teoremaga ko'ra dim K e r {T — XI) — n < oo. Bu 

esa A soni 'I' operatorning n —karrali xos qiymati ekanligini bildiradi. A 

Misol sifatida ajralgan yadroli integral tenglamalarni qaraymiz.

cPis) =  J\ {s ,t)4 > { t)d t  + /(5). (38.10)

Pi’edholm integral teiiglamasining yadrosi
n

y í(s ,í)= .^ i-^ :( ,.)Q ¿(í) (38.11)
t = l
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ko'rinishga ega bo'lsa, u holda K{s, t) ajralgan yadro deyiladi. Bu yerda 

Pi, Qi funksiyalar La[a, 5] faaodan ohngan. Ravshanki, P1.P 2, ■■ - ,Pn funksi­

yalarni chiziqh erkli deb hisoblash muuddn, aks holda K {s, t) yadroui chiziqli 

erkli bo'lgan Pi, P2, . . . ,P i { i <  n,) lac orqali ifodaJasli inurnkiii. (38.11) teng- 

likdaii foydalanib, (38.10) teiigiamani quyidagi ko'rinishga. keltiraaniz:

= E  Í Q i m m + m -
¿ = 1

Agar biz

I  Qi{t)ó{t)dt = cu, ¿€{1 , 2 , . . . ,  n} 

belgilasliianii kiritsak, u holda (38.10) teixgîania
n

¿=1
(38.12)

ko'rinishga keladi. ó  funksiyaning bu ifodasini beriiga.n integral tengla.maga 

qo'ysak,
/•6 r n

+  dt + f(s),Ÿ ^ q iP is) +  f{s) =  f2 P i{ s )  Í  Qiit)
-i=i

ya'm

i=i
Y lo i jq j^ -h

L i= i

(38.13)

ko'rinishdagi tenghkka kelarniz. Bu yerda

%  =  /  Qi{t)Pj{t)dt, bi= Í Qi{t)f(t)dt.
J a  J a

Endi Pi{s) funksiyalar chiziqli erkli ekanligini hisobga olsak, (38.13) niunosa- 

batdari quyidagi tengliklar kelib chiqadi:

(38.14)qi =  E  * e  { 1 ,2 ,. . . ,  n}.
j= l

Aga.r biz bu chiziqli tenglamalar sistemasini larga nisbatan yechsak, u holda 

(38.12) tenghkdan é{s) fiinksiya ham topiladi. Shunday qilib, ajralgan yadroli
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integral tenglamaiii yediisii masaiasi (38.14) diiziqli tengla.maiar sistemasini 

yechish masalasiga teng kudih. Bunday tenglamalar yechimlaiinirig xossalari 

l)izga chiziqh algebra kursidan ma’lum.

Yuqorida bayon qilingan Predholni teoremalarini ch.ekii o'lchamli fazolarda 

quyidagicha bayon. qilish n.uimkin.

38.4-teorem a. Ax ~ y,

A =  (aij), i , j  e  { 1 , 2 , . . . ,  n}, X = {xi, ...,X n), y =  ( y i , y „ }

chiziqli tenglamalar sistemasi yechimga ega bo ‘lishi uchun y vektor qo ‘shm,a 

bir jinsH

A*z =  e{.A* =  {a¡¡))

tenglamaning barcha yechimlariga oHogonal ho ‘Ushi yetarli va zarurdir.

38.5-teorem a. Agar A. matritsaning determinanti noldan farqli bo'lsa, 

u holda Ax =  y tenglama ixtiyoriy y uchun yagona yechimga ega. Agar 

A matritsaning determinanti nolga teng ho‘Isa, u holda bir ßnsli Ax =  0 

tenglama noldan fo.rqli yechimga ega.

38.6-teorem a. A = (Ojj) va A* =  (aj7) matritsalarning ranglari o ’zaro 

teng. Xuddi shunday hir jinsli Ax = 9 va A*z = 9 sisternalarning chiziqli 

erkli yechimlari soni ham, o‘zaro teng.

Ko'rinib turibdiki, ajralgan yadroli Fredfiolm tenglamalari uchun Fredliohn- 

ning 38.1-38.3 teoremalari yuqoridagi 38.4-38.6 teoremalardan keiib diiqadi.

38.1-misol. T operatorni L a f — r̂, tt] fazoda quyidagicha aniqlaymiz

{Tf){x) =  j  {1 + cosxcosy +  Ssm xsh\y)f{y)dy. (38.15)

.Bu operatorni o'z-o'ziga qo'sinna va korupakthkka tekshiring, uning xos qiy- 

mat va xos funksiyalaxini toping.

Yechish, Qaralayotgan operatorning yadrosi

K  {x,y) = 1 +  cos X cos y + 3 sin X sin y 
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haqiqiy qiymath va (37.8) shartni qanoatlantiradi. Demak, T (j'z-o‘ziga qo‘sh- 

ma operator ekan. Integral operator T ning yadrosi (37.5) shartni qanoat­

lantiradi, shurring nchim 37,2-i;eore!naga ko'ra 7' komi^ak!; operator bo‘ladi. 

Endi T operatorning xos qiymatlarini topamiz. fitming uchiui xos qiymatga 

nisbatan tenglama yozamiz:

I  f  =  z f  J  (1 -h cos X cos у + 3 sin X sin y)f{y)dy -  zf{x).

Bundan
7Г 7Г 7Г

^f{x) =  j  f{y)dy + co sx  j  cosyf{y)dy + 3sm x J sinyf{y)dy  (38.16)
—n —a -7Г

tenglikka kelamiz.

i) A,gar (38.16) tenglikda г = 0 bo‘lsa, u holda 1, cosa’, sinx fnnksi- 

yalarning chiziqli erkli ekanligidan quyidagi

/Tt p-ñ Mr
f{y)d y^ O , / cosyf(y)dy =  0, / sinyf(y)dy =  0 (38.17)

5Г J - X  J - 7 C

teugiiklarga ega bo'lamiz. (38.17) tengliklar / ftmksiyaning 1, cos.r, siii.-r

elem-entlarga ortogonal ekanligini bildiradi. Ma’lumki Ь2[-'п\ж\ fazoda bu

elementlarga ortogonal bo'lgan cheksiz ko'p chiziqli erkli elementlar mavjud,
I ■

bular;

{cosm;, sinna'}5JÍ2-

Dernak, 1 7  = 0- f  tenglama cheksiz ko‘p chiziqli erkli yechimlarga ega ekan. 

Bu esa o‘z navbatida z — 0 soni T operator uchun cheksiz karrali xos qiymat 

ebmligini bildiradi.

ii) Agar (38.16) tenglikda ,3' ф 0 bo'lsa, u holda xos funksiya / uchun 

quyidagi ko'rinishni olamiz

j{x) =  ^ [a, + 6 cos ж 3csiii ;r]. (38.18)
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Bu yerda

a =  í  f{y)dy, b =  í  cosyf{y)dy, f sm yf(y)dy. (38.19)
J —i: J  — 7C J-7Ï

f  iiiiig (38.18) ifodasiiii (38.19) ga qo'yib, a, b, c larga nisbatan quyidagi

tenglaüialax sisternasiga ega bo'lamiz,:

1 r r , „ . 1 , 2a7T a -  -  J [a + ocosy + Scsm yjay = -----,

b = -  f  cosy[a + bcQsy +  3csiiiy]%  = — , (38.20)
^-s- *
1 r  - r 7 o  • 1 I 3c7T  c — ~ J Sin ÿ[«. + b eos y +  3c sm y\dy — ---- .
-̂TT ~

Biz bu yerda {1, cosx, cos2;r, sin re} iiinksiyalar sistemasining ortogonal 

ekanligidan hamda

coŝ  y = [1 + eos 2y], sin̂  y —  ̂[1 “  eos 2y]¿i

ayniyatlardaii foydalanchk. (38.20) tenglamalar sistemasi nolmas yechimga ega 

bo'lishi uch'in, iming deterininanti

nolga teng bo'lishi zarur va yetarli.

Agar  ̂ == 2/í bo'lsa, u holda A{z) — O bo'ladi. Bu holda (38.20) dan 

b — c — Ova a— ixtiyoriy son eka.nligiui olamiz. B̂ ndi (38.1.8) dan xos funksiya 

/(re) — C — const bo'lishiga kelamiz.

Agar z — TV bo'lsa, u holda A(íí) = O bo'ladi. Bu holda (38.20) dan 

a =  c — O v‘d b— ixtiyoriy soii bo'ladi. (38.18) dan esa xos ftinksiya uchun 

f{x ) — C • cosrE ko'rinishni Cilainiz.

Xuddi shunday z — Z-k x o s  qiз^natga mos kehivchi xos funksiya /(re) = 

G sinx ekanligini olamiz.

Shunday qilib, biz (38.15) formula bilan aniqiangan T operatorning o'z- 

o'ziga qo'shma ekíuiligiiii ko'rsatib, uning barcha xos qiymatlari va xos funksi-
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yalarini topdik. z =  0 cheksiz karrali xos qiymat, qolgan тг, 2тг va Зтг sonlar 

bir karrali хов qiymatlar ekan.

38.2. Т operator (38.15) tenghk bilan aniqlangan bo‘lsin. Parametr A € С 

ning qanday qiyrnatlaiida.

T f - X f  =  g (38,21)

tenglama ixtiyoriy g €  L2 [—тг, тг] da ya,gona yechimga ega bo‘Iadi?

Yechish. y\ =  T — XI operatorga 38.1-teoremani qo'llaymiz. 38.1-misol- 

daii rna’lumki; A € С\{7г;27г; 3?г} bolsa K erA* = K er (Т — XI) = {в}. 

Demak, barcha A € C\ {тг; 2тг; Зтг} larda (38.21) tenglama ixtiyoriy g € 

L2 [—7Г, 7t] da yagona yechimga ega. Agar A = 7Г ( A = 2тг, A = Зтг) bolsa, u 

holda (38.21) tenglama yechimga ega bolishi uchun g e  L2 [—тг, тг] funksiya 

Tu — mi. = O {'Tu. — 2wu = O, 'Ги — Зтги, = 0) tienglarnaiiing yechitni 

u{x) = С  cos.T [u{x) — 6', u{x) =  С  síii.t) funksiya.ga ortogona.1 bolishi 

zarur va yetarlidir. Д

M ustaq il ish lash uchun savol va topsh iriq lar

1. Ajralgan yadroli integral tenglama,ga, misollar keltiring.
\

2. t-2 [a, ft] fazoda

u{x) = f(x )  + X J  (f{x)'>¡j(t)u{t)dt

integral tengla,mani yeching. Bunda (p va ф funksiyalar uzluksiz bo ‘lib, 

== .0, .shartni qatoatiaiitiradi.

3. Parametr A € R ning qa,nda,y qiym.atlarida

u(x) =  sin xX j  (eosX eos í  — sin Xsin t)u{t)dt

tenglama yagona yechimga ega? Qanday qiymatlarda tenglama yechimga 

ega emas? Qanday qiymatlarda tenglama cheksiz ko‘p yechimga ega?
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4. A : L ii—Ti', 7t] —> Laf—TT, ?r] opemtor yadrosining o ‘lchamini toping:

\

(Au)(;r) = u {x )-----/ ( -  + cos(a; -  t) u{t)dt.
7 f ./  V2 /

—7T

39-§. Ketma-ket o‘i niga qo‘yish va ketma-ket yaqiniashishlar usuli

Ushbu paragraMa (7[a, 6] fazoda berilgan Fs-edliolin operatori

(T u){x) = j  K (x, t) u{t)dt, (39.1)

ai, Volterra tipidagi integral operatonh, ya’iii

(V v ){x )=  I  K {x,t)u{t)d t, (39.2)
Ja

operatorni va idar bilan bog'Iiq ((37.2) va (37.4) ga qarang)

= f{x )  + A y  K {x, t)u{t)dt, (39.3)

u{x) = f{x ) + X K {x, t)u{t)dt (39.4)

integi-al tenglamaiarni qaraymiz. Butiui 39-para.graf davonhda / dan uzluk­

sizlik, K  da.n esa uzluksizlik va .sirnmetriklik shartlarini talab qilamiz, ya ’ni:

A) K {x ,t) =  K {t,x )  ^  0 va K  e  C {[a, b] x [a, 6]) haqiqiy qiymath 

funksiya;

B ) / <E 0 [a , ha.qiqiy qiyn'iatli funksiya.

Fara.z qilayhk, PVedhoim tipidagi integral ojjeratoruing n ^  0 nuqtadagi 

rezolventasini toi>ish talab qihngan bo'lsirx, ya’ni

{T -  ß I) u{x) = ¡f{x) f  K {x ,t) u { t)d t-ß ii{x )  = Lp{x)
Ja

tengiamani, yoki bu yerda A = va /(;r) = -fjr\ o {x)  dob olsak, u holda
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tenglamani ya’ni (39.3) ko'rinishdagi tenglamani yechish masalasi qo'yiladi.

Biz ushbu paragrafda C7[a, 6] fazoda A pararnetrli ikkinchi tur FVedholm 

integral tenglamalarini yechish usullari bilan shug'ullanamiz. Dastlab Fted- 

holm va Volterra tipidagi integral tenglamalar uchun ketma-ket o'miga qo'yish 

usulini bayon <iilamiz, Keyin esa A pararnetrli ikkinchi tur Ftedhohn integral 

tenglaniaiarini ketma-ket yaqinlasiiislilar usuli bilan yechamiz. 40-paragrafda 

esa integral tenglamalarni Fredholm tomonidan berilgan yechish usulini batafsil 

bayon qilamiz.

Dastlab integrallfish chegaralari o'zgarmas bo'lgan hoi, ya ’ni Fredholm ti­

pidagi operai;oriar (jatnashgan (39.3) tenglamani (iaraymiz.

Qayd etish joizki, agar (39.3) tenglamaning biror uzluksiz u{x) yechimi 

rnavjud bo'lsa, u holda K{;x, t) uzluksiz funksiya ekanligidan f{x )  funksiya- 

niîig ham uzluksiz ekanligi kelib chiqadi. Shuning uchun biz B) shartni kiritdik.

Yadroni ite rats iya iash . Ma’lumki, (39.3) tenglik bilan aniqiangan T 

operator -  Fredholm opemtori, K {x, t) esa Fredholm operatorining yadrosi 

deyiladi. Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

= K(x, t),

K 2{ x ,t )^  ¡lK {x ,s ) iU {s ,t)d s ,

Kn{x,t) = xf A(,T, s)Kn-i{s, t)ds.

(39.5)

Bu ko'rinishda qurilgan A'l, K 2, Kn funksiyalarga K (x , t) yadroni ite- 

ratsiyalari deyiladi. Tekshirish qiyin emaski, K„(x, t) iteratsiya i/'”' integral 

operarorning yadrosi bo'ladi.

(39.5) formulani ketma-ket qo'llab, Kn uchun quyidagi ifodani olamiz:

A„(.r, Í) = / . . . /  A' (;r, S i ) K  (51, .S2) ■• ■K (5„_1, 0«A'n-l • • • dsi. (39.6) 
J  a Ja
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Kn+p{x, I) =  ^  Kni:x, s)Kp{s, t)ds. (39.7)

39.1. K etm a-ket o‘rn iga qo‘yish  usu li. Endi (39.3) tenglamaning o'ng 

tomonidagi u{t) funksiyaning o'rniga uning

u(t) -  f i t )  + x j ^  K {t, ti)uiti)dti (39.8)

ifodasini qo'yib, quyidagini hosil qilamiz:

u{x)=^ f{x ) + X J K {x ,t)[f(t) +  X J K{t,t¡)ii{ti)dti]dt =

= f { 3̂ ) + X I  K {x ,t)f{ t)d i + X̂  Í  K {x ,t)  f  i< {t,ti)u{ti)d tid t^
J  a J  a J a

= /(:i-) + A(J'/)(:r) + A2(7'2u)(:r).

Bu tenglamaning o'ng tomonidagi и rung o'rniga, uning (39.8) ifVjdasini qo'­
yamiz:

u {x )^  f{x ) +  X j  K {x ,t)f{ t)d t+
J a

H-Â  / K {x ,t)  Í ií( í,íi)[/ (íi)-| -A  I  K { t i ,t2)u{t2)dt2]dtidt ^
J a  J a  J a

= f ix )  -b A(T/)(;>■) -f X\T^f)(x) + ХЦТ^и)(х).

Bu yerda biz yadroni iteratsiyalash formulalaridan foydalandik. Ushbu jara­

yonni davom ettirib, n —o'rniga qo'yishdan keyin, biz quyidagi tengiamani 

olamiz

«.(re) = f ix )  +  A(T f ) ix )  + • • • + X"i'l^f)ix) +  X-+^(:r^+^u)ix). (39.9) 

Shunday qilib, bi/ quyidagi dieksiz qatorni o'rganish masalasiga kelarniz: 

f ix )  -b X{T f) ix )  +  X\T^f)ix) + . . .  -b A”(T”/)(x) -b . . .  . (39.10)
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Bizniiig farazimisîga asosau bu qatoniing liar bir hadi [a, 5] kesmada uzluksiz 

ftinksivadan ibora.t. Demak, agai- bu qa;tor [a, 6] kesmada tekis yaqinlashuvchi 

boisa, u holda uniug yigindisi biror uzluksiz funksiya,ni aniqlaydi.

K {x, t) va f{x ) fuiiksiyalar mos ravi.shiia [a, 6] x [a, 6] kvadrat va [a, &] 

kesmada uzluksiz bo'lganligi uchun Veyershtrass teorema,siga ko'ra quyidagilar 

o'rinh:

\K{x, i)| < Ai, V(x, Í) e  [a, 6] X [a, h], \f(x)\ < M f^ x  6 [a, b\. (39.11)

(39.10) qatorning n. + 1 -  chi h.adida,n iborat bo'lgan A "(ï"/)(;r) ifodani 

quyidagicha yozib olamiz:

A”f i ” /)(x) =
ph pb ûh

= A" / K {x ,t)  / / K {tn-2;tn -i)f{tn -i)d tn -i---d h d t.
J (I Ja Ja

(39.11) ga asosan A”( ï '” f){x ) ui quyidagicha baliolash imunkin

|A”(7« f){x) I < iA|”' M ß r ( b  -  a f .  (39,12)

Umumiy hadi (39.12) ko'rinishdagi bahoga ega boigan qator yaqinlashuvchi 

bo'hshi udiun

\X\M{b -  a) < 1

shartning bajarihshi yetarli. Demak, (39.10) qator A para,metrning

1̂1  ̂ m h )
tengsizlikni qaxioat]an.tii'uvchi bardia qiymatla.rida tekis yaqinlashuvchi bo'ladi.

Agax (39.3) tenglama biror u(x) uzluksiz yechimga ega bo'lsa, u hoida u

(39.9) tenglamani ham qanoatlantiradi, m ning [a, b] kesmada uzluksizhgida,n

|w(a;)| < A4, Vx e  [a, 6], (39,14)

tengsizhk kelib chiqa,di. U holda
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Agar (39.13) tengsizlik bajariladi deb fara,z etsak, u iioida 

liin A”+1 ( 'r+ ‘ u)(;r) = 0.n~̂ oc

Agar biz: (39.9) da n —> oo da. limitga o'tsak

u(x) = fix) + X{Tf){x) + XHT f̂){x) + . ■. + x ri-f){x ) + ■■■

tenglikni hosil qilamiz. Demak, hiz hax bir n da (39.9) teiiglama.ni qanoat­

lantiruvchi u(x) fuiik.siya (39.10) ko'rinishdagi qator shakhda tasvirlanishiga 

ishonch hosil qildik.

Bevosita o'rniga qo'yish 5¡'ordairiida ko'rsatish mumkinki, (39.10) qator yi­

g'indisi bo'lgan u{x) funksiya (39.3) tenglamani qanoa.tlantiradi. Buning uchun

(39.10) qatorning yig'indisini u(x) bilan belgilab, bu tenglikning ikkala qis- 

inini X K {x,t) ga ko'paytirif) va hoslI bo'lgan tekis yaqinlashuvchi qatonii 

hadlab integra.lla.ymiz. U hoMa. biz quyidagila.rni hosil qilamiz:

A / K {x,t)u {t)d t=  X Í K {x ,t)[f{t) + X j  K {t,ti)f{ti)dti-\ -----]dt =
J  a J  a J  a

= X Í K{x,t}f(t)dt+X^ I  K {x ,t) j  K (t,t{) f{ ti)d tid t+ ---=  u{;x)-f{x). 
Ja  Ja  Ja

Demak, haqiqata.n ham (39.10) qatorning yig'indisi u[x), (39.3) tenglamaui 

qaiioatlantirar ekan. Shunday qihb, quyidagi teorema isbol- qilindi.

39.1-teorem a. Agar A) va B) shartlar hamda (39.13) tengsizlik hajarU- 

sa, (39.3) integral tenglamaning yagona uzlvksiz yechimi rnavjud. Bu yechim 

[a, b] da ahsolyut va tekis yaqinlashuvc-hi (39.10) qator yig^irdisi bilan astma- 

mt tushadi.

Ushbu ^

u{x) = f { x ) + j  K {x,t)u(t)dt (39.15)

tenglama (39.3) tenglamaning A = 1 1)o'lgan xususiy hohdan iborat. Ush­

bu holda h.am biz yuqorida keltirgan mulohazalaiiiuiz hech bir o'zgarishsiz 

takrorlanadi.
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Q.ayd etish joizki, (39.3) integral tenglama (39.13) tengsizlik bajarilmasa 

ham uzluksiz ycchimgaega bo'lishi nmmkin. Bunga quyidagi nhsolda ishonch 
hosil qilisii mumkiu.

integral tenglama uchun |A|Ai(6- a) = 2 > 1 bo'lib, tenglama u(x) ~  x 

ko'rinishdagi uzluksiz yechimga ega.

V olterra tip idagi in tegral te iig la in aiar. Endi biz Volterra tipidagi ope­

ratoria,rnirig rezolventasini topish mg,sala,sini qa,raymiz. Quyida keltiriigan tas- 

diqlardan shu narsa keiib cliiqadiki, Volterra operatorining rezolventasi nolda,n 

farqli barcha nuqtalarda ma,vjud va chegaraiangan bo'lar eka.n.

(39.4) Volterra teiiglaxiia-siriing o'ng tamon.iga u{t) ftiiiksiyaning ifodasini 

ketma,-ket qo'yib, quyidagini hosil qila.miz:

u{x) =  f ix )  + A(V'f)(x) + ■ • • + X^iV”f){x) +  A”+i(l/”+iu)(x). (39.16)

Umumiy hadi A”(\/"/)(x) bo'lgan

, /(:r) + X{Vf){x) + X:^{V^f){x) + . .  • + A"(i/”/)(x) + . •. (39.17)
i

fanksional qatorni qaraymiz. (39.11) tengsizhk bajarilganda (39.17) qa,torning 

umumiy ha,diiii quyidagicha ba.holash mumkin;

|A”(V^/)(.t)| < < \ X rM fA r^ -~^^” , (a < x < b).
TI-, Tt.

Umuniiy hadi

•' n\
bo'lgan musliat haxili qator A, M j va Ai laming barcha qiymatlarida yaqin­

lashadi. Shuning ucliun (39.17) funksional qa.tor a.bsolyut va tekis .yaqinlashadi.

Agar (39.4) integral tenglama l:)iror uzluksiz u{x) yechimga ega bo'lsa, u 

holda bu yechiin (39.16) tengiamani ham qanoatlantiradi. (39.16) ning so'nggi
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qo‘ñliiliivcliiñi (V''”+̂ ?/)(.x) uchun quyidagi baho (x  fe [a, 6]) o‘rinli: 

|A”+i(^^”+i«)(x)| < < !АГ+1Л4М"'+‘ ^ ^ ^ .
“h ly» “h Ij*

Blindan quyida.gi limitik munosabatni olamiz:

lim A”+‘ (\/”+‘ '£í)(x) -  0.n--̂ oc>

(39.16) da n CX) da hmitga o‘tib, biz (39.4) tenglaniani qaiioa.tkmtiruv- 

clii u(x) fiinksiya (39.17) qator ko'riiiishida ifodaJanishini hosil qilaitiiz. Xud­

di yuqorida ko‘raatiiga.ni ka.bi, (39.17) qator yig'indisi u{x) funksiya (39.4) 

tenglamani qanoatlantirishini isbotlash murnkin. Demak, biz quyidagi tasdiqni 

isl)0 tladik.

39,2-teorem a. Agar A) va B) shartlar bajarilsa, v, holda barcha A lar 

uchun (39.4) integral tenglama yagona uzluksiz yechimga ega. Bu yechim, [a, 6] 

da absolyut va tekis yaqinlashuvchi (39.17) qator ko'rinishida ifodala.nadi.

Bu yerda olingan natijalarni o‘zgarishsiz ravishda

n{x) ~ f{x ) +  j  K (x, t)u{t)dt

tenglamaga A = 1 deb tadbiq etish mumkin.

39.2. K etm a-ket yaq in iash ish iar usu li. Shuni qayd etish joizki, ketma,- 

ket yaqiniashishiar usuli yuciorida bayon qiiingan kc;tma-ket o'rniga qo'yisli 

usulida.n farq qiladi. Ketma.-ket ya.qiidashishlar usiüida C[a, 6] dan ixtiyoriy 

Щ funksiya.ni olamiz va uni (39.3) tengiama o‘ng tomonidagi w(í) niiigo'miga 

qo'yib ^

«i(^0 = y ^o{i')dt

ni olamiz. Hosil qihnga.n ui(x) funksiya ham A) va B) shartlaxga ko‘ra [a, 6] 

kesmada uzluksiz funksiya bo'ladi. (39.3) tenglama o'iig tomonidagi u{t) ning 

o'rniga 'iti(í) ni qo'yib

щ { х )= Л х )  + Х / K {x J)u i{ l)d t  
Ja
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ni liosil qilamiz. Bu jarayonni davom ettirish natijasida biz

щ{х), ¿íi(a;), U2Íx), ••• , u„{x), •••

funksiyalar ketma-ketiigini hosil qilamiz. Agar biz (39.1) Fr(;dholm operatori 

ko'rinishidan foydalansak, u holda yuqoridagi ketma-ketlikniug hadlari mos 

ravishda quyidagi teugliklar bilan aniqlanishi kelib chi<iadi;

ui(x) ^  f ix )  + Х(Тщ){х)

Un-i{x) = f ix )  4- A( J '/ i„ _ 2) ( x )

Unix) ^ fix)+  MTnn-i)i-r).
Bu tengliklardan u„(.'c) uchun quyidagini hosil c(ilam.iz

Unix) = fix) + ,\(T/)(x) + XHT f̂)ix) + ... + ,\”- ‘(T"-V)(^) + Rni-x). 

Bu yerda

Rnix) ^  \ ^ {Г щ ){х ). 

z¿oix) funksiyaning uzluksizligidan И„{х) uchun quyidagi bahoga ega bo'lamiz; 

|i?„(x)| < |ЛГЛ4„М”(&-Й )”.
I

Bu yerdan, (39.13) tengsizlik bajarilgan holda quyidagi limitik munosabat 

kelib chiqadi;

lim /i„ix) ~ 0.
П --Ю О

(39.10) qator (39.13) shartda absolyut va tekis yaqinlashadi. Shuning uchun 

n ning ortishi bilan щ {х) ketma-ketlik (39.10) qator yig'indisi bo'lgan u{x) 

funksiyaga tekis yaqinlashadi, ya'ni

lim v,„ix) — и{х).
n —̂ oo

Ushbu jarayonda hosil qiiinayotgan har bir u„ix) funksiya tanlangan '«0 (0:) 

funksiyaga bog'liq bo'lib, lekin u(rr)—limitik funksiya щ{х) funksiyaning tan- 

lanishidan bog'liq emas.
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Endi biz yechimni yagonaligini isbotlaymiz. Faraz qilamiz, yana bitta ¿>(x) ф 

'u(x) yechiin mavjud bo'lsin. '«о(а;) sifatida shu v(x) funksiyani o'zini olamiz. 

ya’ni щ (х) =  v{x). U holda ravshanki, har bir u„{x) fimksiya v{x) bilan 

ustma-iist tushadi va o‘z navbatida ularning limiti yana v{x) funksiyadan 

iborat bo'ladi. Yuqorida ta ’kidlaganimizdek, u„{x) laming limiti u {x), щ{х) 

ning tanlanishidan bog'Iiq emas. Bu esa u{x) = г̂ {х) ekanligini anglatadi. Bu 

zidlik qaralayotgan tenglama yechimining yagonaligini isbotlaydi.

bVedhoim terig iam asin ing ’VЪlterra tom onidan berilgan  yecliim i.

39 .1 -ta ’rif. Agar M { b -  a) < 1 shart hajarilsa, ushbu

-{ K i(x , t) + I<2ÍX, Í) + • • • + K„{x, Í) + ..  •) (39.18)

qator absolyut va tekis yaqirdashuvcM boiadi. Uniny yig'indisi k{x, t) funk­

siya К {x, t) yadroning о ‘zaro to ‘Idiruvchi funksiya.Hi deb ataladi.

Bu yerda К „{х,1) lar (39.5) tenghk bilan aniqlanadi.

O'zaro to'ldiruvchi ñmksiya k{x, t) quyidagi tengliklarni <p.noatlantiradi:

K{x.,t) + k {x ,t)=  f  K ix ,s )k {s ,t)d s^  Í k{x,s)K {s,t)ds. (39.19) 
Ja Ja

Haqiqatan ham,

-  K{x, t) -  k{x, t) =  f  K iix, .s)[Ki{s, Í) + ■ • ■ + Í) + • • • ]ds =
•fa

— Í  *’) H-------h i^n-l(-> *')+•••
J  a

Bu tengliklardagi kvadrat qavs ichidagi ifodalar (39.18) ga asosan mos ravishda 

—A;(s, t) va —k{x, s) ga teng bo'lib, bu (39.19) ni isbotlaydi.

Fredholm tenglamasi, ya’ni (39.3) tenglamaning .\ = 1 bo'lgan holda 

Volterra tomonidan berilgan yechish usulini bayon qilamiz.

Faraz qilaylik, k{x, t) funksiya K{x, t) yardroniug o'zaro to'ldiruvchi 

fuuksiyasi, u(x) esa (39.15) tenglamaning uzluksiz yechimi bo'lsin, ya’ni

uit) = f ( t ) +  j  K (t,ti)u{ti)d ti.
J  a'a
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Bu tenglikning ikkala qismini k{x, t ) - o'zaro toldiruvciii funksiya.ga ko‘paytirib, 

t o‘zgaruvdii bo'yidia [a, b] kesmada integrailaymiz: 
j'b i'b pb /-b
/ u{t)k{x,t)d t=  k {x ,t)f{ í)d t+  I  k {x ,t)K {t,ti)d tu m )d ti =

Ja Ja Ja

=  j  k(x, t)f{t)d t + j  [K\x, íi)  + k{x, íi)] u{ti)dti.

Bu yerda biz (39.19) jrmuosaltatdan foydalandik. Oxirgi tenglikdan esa

í  k {x ,t)j\ t)d t+  I K {x ,t)u {t)d t =  0 (39.20)
Ja Ja

ni olamiz. (39.15) ga asosan

J K{x, t)u{t)dt =  u{x) -  f{x )

bo'lib, uni (39.20) ga qo'yib, quyidagi ifodani olamiz;

v{x) = f{ x )~  j^ k {x ,t)f{f)d .t. (39.21)

Shunday qilib, a.gar (39.15) integral tenglama biror uzluksiz ycdrimga ega 

bo'lsa, u yagona bo'ladi va (39.21) tenglik bilan ifodalanadi. Demak, biz 

quyidagi tasdiqni isbotladik.

39.3-teorem a. .4), B) va M{b -  a) < 1  sha,rilar bajaiilsm, (39.15) 

tenglama yagona uzhksiz yechimga ega va и (39.21) formula bilan ifodalanadi.

Integral tenglam alarn i yechishga doir m isollar. Endi biz integral 

tonglamalarni yuqorida keltirilgan usulla.r biiaii yechishga doir misollar kelti- 

rarniz.

3 9 .1-m iso l. Quyidagi

u{x) =  1 -I- A /  u{t)dt (39.22)
./o

integral tengla.inani ketina.-ket o'riiiga qo'yish usuh bilan yeching.

Yechish. Bu Volterra tipida.gi integral tenglama, 39.2-teoremaga ko'ra u 

barcha A larda yagona yechimga ega. Bu integral tenglama uchun ketma,-ket
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O'rniga qo'yish usuhni qo'liash mumkin. Bu njisoida f{x)  =  1 . Endi ( V" f){x)  

larni hisoblaymiz:

{ v f ) { x ) =  r  m d t =  f  d t= x ,
JO Jo

(V^f)(x)=  r  f f ih ) d h d i  = f  dt f d t i =  Î t à t ^  Ç .
Jo JO  Jo Jo Jo ^

Xuddi shunda.y {V'-^f){x) ni hisoblash mumkin.

{V'̂  f){x) = dy dt dy

va hokazo

n\

Shunday qihb, qaralayotga (39.22) integnjl tenglama yechimi quyidagi ko'rinishga 

ega elia.li

u{x) = 1 + Ax + ^  + . • • + + • • • = . (39.23)

Osongina ko'rsatish mumkinki, m(x) = funksiya istalgim A uchun (39.22) 

tenglamani qaiioatlajitira.di.

Endi (39.22) integral tenglainani ketma-ket yaqinlashishlar usuli bilan yecha­

miz. Ravshanki, dastlabki «o yaqinlashish sifatida biz ixtiyoriy funksiyani 

tanlasliirniz mumkin. uo{x) =  0 deb olamiz. U holda (39.22) tenglamaning 

o'ng tomonidagi w(i) o'rniga «o iii qo'yil) liirinchi yaqinlashish ut{x) uchun 

iii(a;) = 1 ni olamiz. Endi u{t) o'rniga ui{t) ni qo'ysak, 2-chi yaqinla.Kliish 

v^ix) = 1 -F Ax ni olamiz. Shu ka.bi

Uÿ{x) = 1 + A Í U2{t)dt = 1 + A / (1 H- Xt)dt = 1 + Ax + — Â x .̂
Jo Jo ^

Bu jara.yonni davom ettirib n + 1 — qada.mda

= 1 + X x + -  +  + Í A - * -  ■
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lim Un{x) =n-í-00

(39.22) integral tenglama yechimini olamiz.

Demak, barcha A € R lar uclmn (39.22) integral tenglarnaga ketma-ket 

yaqinlashishlar usulini qo'llash nmmkin va hosil bo'lgan {«„(x)} ketma,-ketlik

(39.22) integral tenglama yechimi bo'lgan u{x) — ga yaqinlashadi.

39.2-m isoi. Quyidagi
í-b

u{x) = f{x} +  X í̂ o{xy<i>{t)u{t.)dt (39.24)
Ja ‘

integral tengiamani yeching. Bunda </? va ip funksiyalar uzluksiz bo'lib
r b

ip{ty,lit)dt = O (39.25)

ni hosil qilamiz. Bu tenglikda n oq da lim itga o 'tib

i
shartni qatoatlantiradi.

Yechish. (39.24) integral tengiamani ketma-ket o'rniga qo'yish usuli bilan 

yechamia. Buning uchun

u{t) =  f{ t)  + X i  ^{ty^(s)u{s)ds 
J  a

ni (39.24) ning o'ng tomonidagi ti{l) o'rniga qo'yamiz:

7J,{X) ^  f{ x )+ X  I  ifO{xyi>(t) ^ f{ t)+ X  j  >fi{t)i;{s)u{syis^ dt ::r:=

f{x )  +X'-.p{x} I  'ip{t)f{t)dt +X^ (̂fi{x) J  (fityiityit'^  J  i)(s)u{s)ds. 

Agar (39.25) shartdan foydalansak u{x) uchu!i quyidagi iibdani olamiz

u{x) ^  f{x) +  Xip{x) J ip{t)f{t)dt. (39.26)

Bu tenglikning o'ng tomoni u{x) ga bog'Iiq emas, keyingi o'rniga qo'yishlar 

yana (39.26) tenglikka olib keladi. Demak, ixtiyoriy A e  M uchun (39.24) 

integral tenglamaning yechimi (39.26) ko'rinishda bo'lar ekan.
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Endi (39.24) integral tenglamani ketma-ket yaqiniashishiar usiilidan foy­

dalanib yediarniz. Boshlang'ich yaqinlashish sifatida wo(;i') — f(x )  ni olamiz. 

If holda biritidii ya([iriiashish

uiUO = fi^ )  + (39.27)
Ja

bo'ladi. Ui(x) ni (39.24) ning o‘ng tomoniga qo‘yib U2(x) uchun quyidagini 

olamiz

U2(x) = fix ) + X<̂ ix) j'n^it) I /(f) + X^t) J \ is ) f is )d s ^  dt =

= fix ) + X-fix) J i>{t)fit)dt +X^ifiix) ifiit)'il!Ít)dt  ̂j  i¡;is)fis)ds.

(39.28)

Ortogonallik sharti boigan (39.25) dan foji-dalanib, (39.28) dan « 2 (2 ;) = « i(^ ) 

ga kelamiz. Xuddi shunday M„(;r) = w.i(;r), n > 3 teiiglikia kelamiz. Demak, 

biz (39.24) integral tenglamaga ketma-ket yaqiniashishiar usulini qoilab, biz 

ikkinchi hadidan boshlab o'zgarma bo'lgan

u„ix) =  f{x ) + Xifix) J  i>it)f{t)dt 

funksional ketma-ketlikka ega bo'ldik. Bundan

lim Unix) — ui(x).
n-* oo

Demak, istalgan A e  M da (39.24) tenglama yagona yechimga ega va u

(39.27) tenglik bilan ifodalanadi.

M ustaq il ish lash  uchun savol va topshiriq lar

1. Fredholm tipidagi integral tenglamaning umumiy ko’rinishini yozing.

2. Volterra tipidagi integral tenglamaning umum.iy ko‘rinishini yozing.

3. C’[—7T, 7t] fazoda

uix) =  sin ,T -I- A 1̂  cos X cos t uit)dt 

integi'ol tengla,rna.ni ketma-ket o‘rniga qo'yish u.huU ¡rilan yeching.
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4. G[—TT, tt] fazoda

u(x) =  sin z  4- A y   ̂ sinXshit u{t) dt 

inte.gro.1 tengiamani ketma-ket yaqinlashish usuli hiUin yeching.

5. Parametr A € R ning qanday qiymatlarida

u{x) = sin X  4  A j\ c o s  X COS t — sin :csin t)u{t)dt 

integral tenglama uchun (SB.lSj tengsizlik bajariladi.

40-§. Integral tengiam aiarrd  Fredholm usuli b ilao yechish

Bi?, bu paragrafda (39.3) integral tenglamaning Fredholm tomonidan beril­

gan y(;chish usulini bayon qilamiz. Butun 40-paragraf da,vomida / dan kvadrati 

bilan integrallanuvchanlik shartini, K  dan esa 39-§ da.gi A) shaxtuing ba,jari- 

hsliini talab qilamia. Bu. filiartda 37.2-teoreinaga ko‘ra (39.1) tenglik bilan 

aniqlangan T operator L2[a, i>] fa.zoda o‘z-o‘ziga qo'shma, chegaraiangan va 
kompakt boiadi.

Endi Fredholm tomonidan l)erilgan yechish usulida rriuliim o'rin tutadigan 

Fredholm determinanti A(A) va Fredholm m.inorini l){x, t; A) ni keltiranhz:

A”
(40,1)

n = l

An
pb ph 

J  a Ja

K {ti,ty) K { tu t2) ••• K {tu t„) 

K (Í2, ti) K{t,2, ti) • • • K (ti, t„)

K (i„ ,ti)•••K (t„ ,t„ )

dtidti • • • dtn.

D(x, t; A) = XK(x, t) 4  ¿ ( - l ) » ^ i ? „ , ( ^ ,  /.),
TI.

n = l
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ß „ (x ,i)=  f - -  f
Ja  Ja

K{x, t) K{x, ti) • • • K(x, tn)

dti - ■■ din-

K ( tn ,Í )  K ( t n , t i )  • • • K { tn ,tn )

Bu funksiyalarga K  {x, y) yadro orqali qurilgan (39.3) integral tenglainaga 

mos Frtdhcdm deterrninardi va minori. deyiladi. KeyinchaJik (39.3) integral 

tenglamaning yechimini topish jarayonida muhini aJiamiyatga ega bo'ladigan 

Pi-edholmning 2 ta fundamental munosabatini keltirib utamiz;

D{x, A) -  XK(x, i)A(A) =  X K (s, t)ü {x , s; X)ds, (40.3)

ü {x , t- X) -  XK{x, í)A(A) = xj^  ̂ K (x, s)D(s, t; X)ds. (40.4)

(39.3) integral tenglamaning Fredholm tomonidan berilgan yechimi Fredholm 

determlnanti va minori bilan uzviy bog'liq. Ushbu qatorlarning yaqinlashishd- 

ni, uiarning umumiy hadiarini biror yo‘l l:>ilan baiiolash orqali ko'rsa.tiladi. 

Buning uchun biz quyidagi Adamar teoremasidan foydalanamiz.

40. l-teo rem a (Adamo,r). Ushbu

bn Í>12 • 

h l Í>22-

b\n

hn

bnl bn2 ' • • bnn

algebraik deienninanvning har bir bik hadi haqiqiy bo Íi.b,

\hk\<M, i =  l , . . . , n ,  k =  l , . . . , n

tengsizlikni qanoatlantirsin, u holda \B\ < tengsizlik o'rinli.

Adamar teoremasi quyidagi lemma yordamida isbotlanadi.
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40.1-îemma. Agar

A =

«11 Ö12 ■
«21 «22 • ß'2n

«ni (in2 • • ■ 0.nn

algebraih deterininantrang har hir Uik hadi haqiqiy holih

E K : a:P < 1 , ¿ = '1 , . . . , n
i=l

tengsizlikni qanoatlantirsa, jAj < 1 tengsizlik o ‘rinli.

Bu lemmaning isbotini keltirmaymiz, lekin n = 2 v& n =  3 bo'lgan 

liollardagi geometrik talqinini beramisi. Tekislikda bir uchi koordinata boshi 

0 (0 , 0 ) da qolgan uchlari Pi{xi,yi), P2{x2,y 2) hamda ^ 3 (^3 , ÿs) tiuqtalar- 

da bo'lgan parallelogrammuing yuzini topish masalasi qo'yilgan bo'lsin. Bu 

parallelograminning yiizi

,S' = |A), .4 -
xi Vi

X2 V2

formula bilan hisoblanadi. Agar 0P\ va OP2 vektorlar uzunliklari birga 

teng, ya ’ni x\ + î/f = .7:| + = 1 bo'lsa, u holda bu parallelogramrnning 

yuzi 1 dan oshmaydi. Xuddi shunday uch o'lchamii fazoda OPi{xi, yi, Zi), 

OP2{x2,y 2, 2̂) va OPi{x‘i,y ‘i,z-i) veîktorlar yordamida hosil qihngan paral- 

lelepipedning hajmi

K -  |A|, A =
x\ Vi zi

X2 y2 X2 

X3 2/3

formula yordamida hisoblanadi. Ma’lumkim birlik \OPi\ = =

1, « = 1 ,2 ,3  vektorlar yordamida qurilgan parallelepipedning hajini birdan
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üshmaydi. Hajrn 1 ga teng bo'lishi uchun vektorlaniing ortogonal bo'lishi 

zarur va yetarlidir.

40.1-teorem aning isboti. Quyidagi belgilashiú kiritamiz;

+  ^¿2  "I------------1“ în =  i  — n.

Quyidagi ikkita hol bo'hshi mumkiu.

1-hoi. Si lardan bir yoki bir nechtasi nolga teng, masalan s* 0. U holda 

barcha k =  1 ,2 , . . .  ,n  lar uchun hik = O bo'lib, bundan osa determinantning 

bitta satr elementlari nol bo'lganligi uchun bu determinant nolga tengligini, 

ya ’ni B = d ni oiamiz. Bu holda teorema ta,sdig'i bajariladi.

2"hoi. Si lardan birortasi ham nolga teng emas. II holda ixt.iyoriy i =  

l , 2 , . . . , n  uchun Si > O o'rinh. Endi B  determinantni quyidagicha tasvir- 

layxniz:

B =^y/SiS2---Sn

1̂1 "12

K.i ’»2 K n

Uning har bir satr elementlari uchun

(  în
\ \ ^ ij  \ v ^ y  ' ' V v^y

tenghk o'rinh, j^a’ni 40.1-lernma shartlari bajariladi. Bundan esa

\B\ < ^/SlS2 - - -S„

tengsizlikning o'rinli ekanligini olamiz. Teorema shartiga asosan |6,:fc| < M 

bo'lgani uchun St < nA'P bo'lib, bimdan kerakli

IBj < A:/”v ^

tengsizlikni olamiz. ' A
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Ufihbu teoremada.nfoydaia.Tiii) K {x,t) yadro \K{x,t)\ < M tengsizlikni 

qajioa.tlaiitirsa, uiiga mos (40.1) qator bilan aniqlanuvehi Д(А) Fredhohii de- 

terniinanti A paramctming bardia qiymatlarida yaqiiilaehuvchi bo‘la.di. Agar 

biz (40.1) ni da.ra.jah qator sifatida qarasak, uning yaqinlashish radiusi JR =  

oc bo‘la.di. Bundan Д(А) fnnksiya.ning koiiipbks tekisakda a,naJitik funksiya 

ekanhgi kehb chiqadi. Xuddi shunday (40.2) qator bilan aniqlanuvehi D{x, t\ A) 

Fredhohn minori ham A para.iiietrniag barcha qiymatlarida va har bir {x, y) € 

[a, b] X [a, 6] da absoiyiit, [a, b] x [a, b] da tekis ya.qinla.shuvchi boiadi. De­

mak, uning yig'indisi bo'lgan D{x, Ц A) funksiya (x, t) bo'yidia. uzluksiz va 

A paranietniing analitik hinksiyasi bo'ladi.

(•39.3) integral tenglamaning Fredholm tomonidan berilga.ii yechimi quyida.­

gi 40.2, 40,4 va 40.5-t(íoremalafda o'z ifodaBini topga.n.

40.2-teorem a. A) shaH bajarilsin va Д(А) ф О hoisiri. U holda ixtiyoriy 

f  € i /гК b] da (39.3) integral tenglama

u{x) =  f ix )  -f- £  lJ(x, t; X)f(t).dt (40.5)

formula bilan ifodalanuvchi yagona yechimga ega.

Isbot. Faraz qila.yhk, (39.3) tenglama u{x) yechimga ega bo'lsin. Uni 

quyidagi ko'rinishda yozil;> oiainiz

'̂ {̂t) =  f{ t) + ^ J  s)u{s)ds. (40.6)

(40.6) tenglikni ikkala qisiiiiiii JJ{x, t; A) ko'paytirib t— o'zgaruvchi bo'yicha 

a dan b gacha integralla.b, natijada

Z>(:r, t- A) u{t) dt =

rb rb /‘b
=  / D {x,t;X )f{t)d t + X / I L){x,t-,X)K{t,s)u{s)dsdt (40.7) 

Ja Ja Ja
tenglikni hosil qilamiz. ikki karrali integral ostidagi ifoda t va s lar bo'yicha 

integrailariuvchi bo'lga.nligi uchun, Fubini teorernasiga (37.1-teorema.gaqarang)

435



ko‘ra, linda integrallash tartibini cyzgartirisli mumkin. Uni quyidagicha yoxa-

miz

u{s) | K {t, $) D(x, t- A) di J  ds. (40.8)

(40.3) Fredholm fundamental munosabatiga ko'ra (40.8) ni quyidagicha yozish 

mumkin
fb
/ {D ix,s;X } -X A iX )l< ix ,s )}u {s )d s .

Ja
Bu, tenglikka ko'ra (40.7) renglarna ko'rinishi quyidagicha bo‘!a<ii

b
j  D{x, t; A) u{t) dt =
a

h b b 
= J D{xJ.-,X) f{ t)d t+  J D{x,s;X)u{s)ds — XA{X) j  K{x,s)u{s)ds.

( D {x,t;X )u{t)d t — f D{x.,s;X)u{s)ds
a J  a

a
Agar biz

ayniyatni hisobga olsak oxirgi tenghkdan quyidagini olamiz:

A j  K {x ,t)u { t)d t^  A(A) / ^Kx,t-,X)f{t)dt.

X K  {x, t) ii(t)dt ning bu ifodasini (39.3) ga qo’yib

ic{x) = f ix )  + J  D(x, t] X)f{l)dt

ni olamiz. Dernak, (39.3) tenglamaning ixtiyoriy .yeclrinh (40.5) ko'rinishga ega 

ekan. Bu 40.2-teoremani isbotlaydi. A

Bu teoremadan natija sifatida aji;ish mumkinki, agar A(A) ^  0 bo'lsa,

(39.3) integral tenglamaga inos bir jinsli integral tenglama faqat nol yechimga 

ega bo'ladi.

40.1. B ir jin s li tengla inan ing yechim i. Endi (39.3) integral tengla­

maga mos bir jinsli tenglamani, ya’ni

u{x) — X j  K{x,t)u{t)dt (40.9)
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tengiamani qaraymiz. Quyidagi tasdiq o'rinii.

40.3-teorem a. Agar A(Aq) = 0 va D{x,t:Xo) aynan nol funksiya 

bo‘lrnasa, u holda shunday io € [a, 6] rnavjudkz, J9(x,io;Ao) funksiya.

t/,(x) =  Xo [  K{x,t}u(t)dt (40.10)
Ja

tenglamaning aynan nolga teng ho‘lmagan uzluksiz yechimi bo'ladi.

Isbot. (40.10) integral tenglamaning yechim.ini topish uchun barcha A 

larda o'rinli bo'lgan Fredholmning (40.4) fundamental munosabatidan foy­

dalanamiz. Teorema shartida (40.4) munosabat

D{x,t;Xo) -  Xd I K {x ,s)D (s, i-,Xo)ds (40.11)
Ja

ko'rinishni oladi. Teorema shartiga ko'ra io € [a, h] ni shunday tanlash 

miimkunki, i.̂ (.E, ¿o; Aq) aynan nolga reng bo'lmagan fimksiya bo'ladi. (40.11) 

munosabat barcha t e  [a, b] lar<ia, xususan, t =  to bo'lganda ham o'rinli, 

ya ’ni

D{x, to', Ao) = Xo J K {x, s)D{s, to', Xo)ds.

Bu esa JJ{x,to',Xo} finiksiya (40.10) integral tenglamaning ,yef;himi ekanligini 

anglatadi. Yuqorida keltiriigan Adamar teoremasidan ko'rinadiki, D{x,t;X) 

fimksiya barcha x ,t  G [a, h] larda tekis yaqinlashuvchi va hadlari uzluksiz 

ñinksiyalardan iborat; t¡ator yig'indisi sifatida uzluksizdir. A

40 .1 -ta ’rif. Agar biror A = Aq uchun A(Ao) = 0 bo'lsa, Aq ga, K{x, t) 

yadroning xarakteristik soni deyiladi. (40.10) tenglamaning nolmas yediim,i 

e.sa K {x, t) yadmning Ao xarakteri.stik songa mos fundamental funksiyasi 

deyiladi.

Agar Aq— K (x , t) yadroning xarakteristik soni bo'lsa, u holda fi =  1/Ay 

soni (39.1) tenglik bilan aniqlangan T  operatorning xos qiymati bo'ladi. K{x, t) 

yadroning fiindamental fimksi^/alari, T operatorning xos fiuiksiyalari bo'ladi.
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40-3-teore:nada D{x, t-,Xo) aynan nolga teng emas shartini A'(Ao) ^  0 

shart bilan ahnashtirish mumkin. Buning ucnun biz barcha A larda o’rinli 

iDo'lgan quyidagi tenglikdan ([10] ga (jarang) ioydalanamiz 

¡■b
J  iJ{x, x; X)dx =  -A  Д'(А). (40.12)

Faraz qilaylik, A(Ao) — 0 va A'(Aq) Ф 0 bo'lsin. Ma’lumki ((40.1) ga qarang), 

A(0) = 1 shuning uchun Aq # 0. Agar biz (40.12) forixiulada A Aq desak, 

uning o'ng tomoni noldan farqli bo'ladi, slnmday ekan miing chap tomoni 

ham nolmas bo'ladi. Bundan V{x, x ;Xq) aynan nolga teng emasligi va o'z 

navbatida D(x, i;Ao) ning ham aynan nolga teng emasligi kelib chiqadi.

Agar A(Aq) = 0 bilan birgahkda D(x, i;Ao) = 0 bo'lsa, u holda (40.10) 

bir jinsli tenglamaning nolmas yechimlarini topish uchun yuqori tartibli rni- 

norlarni qarashga to'g'ri keladi. Yuqori tartibli minorlarrii kiritish uchun biz 

quyidagi beigiiashlardan foy<laianamiz:

К
,S2, •

\
■;Sn

-, (n J

К (.Si, i l )  к  (si, ¿2 ) 

K{S2,t i)  K (S 2, t 2) к  (.52, t„)

va

Bn

К  (s„, il) К  (s„, Î2) • • • A' (Sn, t„)

X i ,  X 2 , . . . , X p

Уъ У2,---:Ур

(40.13)

- f - f -J  a J  a

X i ,  . . . , Xp ,  ti, . . . , tn

?/l> • ■ ■ ) Ур! til  • • • !

\

d t f  - dt„ (40.14)

Xususan 77, = 0 da

S o

/
X i ,  X2 ,  . .

\
• 1 Xp : r i ,  X2,  ■. ■ - Xp

(40.15)
\ Уь У2, ■ ■■̂ Ур j у у I, У2, • •■ --.Vp f
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U Jioida A(A) ning p -  ta.rtibli minori quyidagidia aniqlanadi 

y u y 2,---,yp ,X  I „^0
D

/ \
X i ,  X2 ,  . . . , X p

n\

^  Dp{x,y-\) (40.16)

Xususiy hoi p = 1 da D i{x,y, A) = D {x,y; A). Ta’kidlash joizki, agar biror 

i 7  ̂j  iichun Xi =  Xj bo'lsa, u holda (40.13) teiiglik bilaii aniqlaiigaii

K
/ \

xi, X 2 ,...,a y

\ y u y 2 ,  ■ ■ ■ , y p  J  

deterniinantiiing i— chi va j — chi satrlari bir xil bo'ladi va natijada
\

X i ,  X 2 , . . . , X p
K = 0

yi, :</2, - V̂p /

bo'ladi. Bundan Dp{x, y; A) = 0 ekanhgi kelib chiqadi. Xnddi shunday biror 

i 7  ̂j  uchiui Vi =  Vj bo'lsa ham Dp{x, y; A) ~ 0 bo'ladi. Agar (40.13) tenglik 

bilan aniqiangan

K
X i ,  X 2 , . . . , X p

Vu V2, ■■■,yp /
determinantda X{ bilan xj ning o'rnini almashtirsak (40.13) determinantda 

i— chi va j — chi satrlarning o'rni alnuushadi, bu esa (40.13) determinaiitning 

ishora.sini o'zgartiradi. Bu xossa p — tai tibli minor Dp{x,y;X) uchun ham 

o'rinli, ya’ni agar biz p — tartilrli minor

D
X i ,  X2 ,  . . . , X p , A

:= Dp{x, y, A)
\ yu V2, . . . ,y p ,  X J  

da ((40.16) formuiaga qarang) Xi bilan xj ni o'rnini almashtirsak, p — tartibli 

minor Dp{x,y; A) ning faqat ishorasi almashadi.

Fredholmning umumlashgan fundamental munosabatiari quyidagilar: 

D
/ \ 

X i ,  X2 ,  ■ ■ . , X p ,  A

\ yu V2, - . . ,  yp, A
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a = l \

+
/

+A
/

y.0)D

Vi, ■■ ■, y,3-i, yg+u ■■ - ,yp,X 

\
dt. (40.17)

X i ,  . . . ,  X a _ l ,  X a ,  X a + l ,  . . . , Xp ,  X

 ̂ 2/ii • • •; Vp-i-, i-i yp+i, • • -1 Vpi A J

J J  ^2) • • - ? Á

?/i, Z/2, • • •, ?/p, A 

/
= ^ ( - l ) “+'̂ ’’Aiv(ar„,?;/3) L>

/
p

E
<3=1

\
+

+A Xa, t) D dt.

.1.1, . . .  5 Xfy î, '-̂ a+li • • ' 5 ^p, A

\  y i ,  ■ ■ ■, 1//5-1,'£//5+1, • • •, A y

X i ,  . ■. ,  X(y—i ,  I , X( j+i , . . . ,  Xp, A 

yi .  . • •, V0-1,  y e,  V i i + i ,  ■■■, yp,  A 

Yuqorida keltiriigan (40.12) munosabat quyidagi umumiy munosaba,tning xu­

susiy holidir 

b b

/

\
(40.18)

D dxi ■ ■ ■ dXp = (-I)í'Aí'AW(A). (40.19)
X i ,  X 2 , . . . , X p , X

(40.r7)-(40.19) tengliklariiing isboti [10] da keltiriigan. Faraz qilaylik, Ao soni 

A(A) = 0 tenglamaning ikiizi boisin. Maiumki, A(0) = 1 shuning udiun 

Ao 0. A(A) analitik funksiya boiganligi udiuu Ao uning chekli r  karrah 

noh boiadi, ya ’ni

A(Ao) = 0, A'(Ao) = 0, AÍ'-iííAo) = 0, A«(Ao) 0.

Agar biz (40.19) formulada A = Ao va p = r  desak, u holda (40.19) ning 

o’ng tomoni nolmas bo'ladi. Demak, uning chap tomoni ham nolmas, bu esa 

0*55 navbatida p — tartibli V.p{x,x;Xo) minomiiig aynan nolma,s eka,uligini 

keltirib chiqaradi. Bu yerdan Dp{x, y, Ao) ning aynan uol funksiya emashgi 

kelib chiqadi. Agar Aq soni A(A) funksiyaning r  karrali noli boisa, u holda

440



A(Ao) 0, D(x, y; Ao) = 0 , . . . ,  y> ^o) = 0

bolib, Dq{x,y-,}s{j) ayuan nohn.as boMadi.

40 .2 -ta ’rif. Yuqorida aniqlangan q soniga Ao xamkteristih sonning kar- 

raïigi deyiladi.

Slmni ta ’kidlaymizki, simmetrik yadrolar uchim q — r  tenglik o'rinli. Xusu­

san bizning Iiolirnizda ham q -  r  bo'ladi.

Dg{x,y;Xo) aynan nolmas funksiya bo'lganligi uchiui shunday .Ti = x[, 

X2 = X2, . . . ,  Xfj x'g, yi =  y[, y2 = î/2 , • • •, î/ç = v',j nuqtalar mavjud 

bo'lib,

shunday q <  r  natural son mavji.idld, quyidagilar bajariladi;

D
x'i: 4 , . . . , x '  Ao

\  ÿ i ,  !/2î • • •. vip ■•■'‘0

bo'ladi. Eruli Fredholrnuing (40.18) umumlashgan fundamental munosabatida 

A Ao, p=^q va

,T l = x \ ,  . . . ,  === x '^ _ i ,  X a  =  X , X a + i  :=  . . . , X^ ^  x 'g ,

V l^ y ' l ,  ■■■, y a - l^ y 'a - V  y a ^ y 'co  Va+1 =  V a+ V  ■ ■ , yq ^  y'q 

(iesak, c[uyidagi tenglikka ega bo'lamisi

D

= Ao f  K (x ,t)
•J a

\ /

dt. (40.20)

(40.20) tenglikning ikkala qismini noldan farqii bo'lgan

' X2, . . . ,Xg,Xo  ^

 ̂ Vv y'ii • • • I Vrp ^0 y
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bo'lam iz va

D
^Vi, ■■■,y0-v,y'0,y p + v - ,y r> ^ o  /

‘M ^:, Ao) = — --------------------------------------------(40.21)
Dg{x>,y'-,Xo) ^

belgilash kiritib, barcha a  — 1, 2, . . .  ,q larda quyidagiga ega bo'lamiz

Va(x,Xo) Xq f K{x,t)ipa{t,Xo)dt. (40.22)
Ja

(40.22) tenghk ípi{x, Aq), íp2{x, Ao),. . . ,  '-fiqix, Aq) lar bir jinsli (40.10) tengla­

maning yechimlari ekanligini bildiradi. Bu yechimlar uzlulcsiz va (40.21) ga 

ko'ra
/ í . . i 1, agar a  = 8 

'Mx'¡},Xo) = { (40.23)
i O, agar a  ^  ,8.

40.1-lemma. Bir jinsli (4O.IOJ tenglamaning yechimlari sistemasi 

'̂ o). Aq), •. •, P̂q{x, Ao) chiziqli erklidir.

Isbot. Faraz qilayiik,

Cl ffl{x, Ao) + C2 ‘p2{x, Ao) -I-----+ Cq 'Pqix, Ao) = O

tenglik biror C.’i, C2, ■ ■ Cq sonlar uchun o'rinli bo'lsin. So'nggi tenglikda 

X = x'a desak, (40.23) ga ko'ra 6^ = 0, a  -  1, 2, . . . ,  t] ga ega bo'lamiz. A 

Ma'lumki bir jinsli tenglama yechimlari yig'indisi va songa ko'payí;ma.si 

yana yechim bo'ladi. Shuning uchun

u{x) = Ci Ao) + C'2 (P2ÍX, Ao) -h • • • -h Cq íf'q{x, Aq) (40.24)

fiinksiya ixtiyoriy Gi, C'2 , ■ ■. ,Gq sonlar uchun (40.10) bir jinsli tenglamaning 

yechimi bo'iadi. Endi (40.10) bir jinsli tenglamaning ixtiyorij? yechimi (40.24) 

ko'rinishga ega ekanligini ko'rsatamiz. Faraz qilayiik, v{x) bir jinsli (40.10) 

tengiam.aning biror yechimi bo'lsin, ya’ni

v { t ) - X o J ^  K { t , s ) v { s ) d s =  O (40.25)
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boisin. U holda ixtiyoriy H (x, t) uzluksiz ñmksiya ucliun quyidagi ayniyat 

o iin ii

J  i^ v{t)H {x,t)- Xo I  K {t,s)v{s)H {x,t)ds'^  dt sa 0. (40.26)

(40.25) da.ri (40.2C) ni ayirib. quyidagiga ega boiamiz

• y ( ;r )  =  Ao j  N {x,t)v{t)d t, (40.27)

bu yerda ^

XoN{x, t) =  XoK{x, t) -  H{x, t) + Xo J K { 3, t) H{x, s) ds.

Endi Fredholmning (40.17) umuinla.shgan fiindamental muuosabatida A = 

Ao, P = <7+1 va -'Ẑi+i = X, t/q+i =  y desa.k va .r,- i>ila.n Xj ning o’nii almash- 

ganda Dp{x, y; Aq) niiig ishorasi almashinishini hisobga olsak, quyidagiga ega 

boiamiz

D
y, yi, ■■■,Vq,Xo

E
0=1

{

/ \ \  X i, . . . ,Xa, . . . Ao

y u  . . . , y n , . . . ,  y g ,  Ac 

\
X i ,  , X q ,_ i ,  X,  X a + l ,  • • - , Xq ,  Aq

?/l, ■ • • , i/a—li Va: Va+li ■ ■ • i Vqi Afl
+

/
/ , \

X , X i ,  . . . , X q , X o

\ S, yh---^Vq, Ao
ds. (40.28)+Ao I K {s ,y )D

(40.28) tenglikda

Xi =  x'i, Xg =  x ’g, y ^ t ,  1/1 =  2/1, . . . ,  Vg =  y'g

alnuxslitii'ish qilamiz, hamda (40.28) tenglikning ikkala qismini noldan faxqii 

boigan

D
Xj, X'2, . . . ,Xg,X0 

\ yi, y'2, ■ • ■ ,V r Xo j  
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ga bo‘!arniz va

btjlgilash kiritib quyidagiga ega boiamiz:

Ч

Y2 XoK{x'^,t}iPo{x, Ao) =
a=l

= XoK{x, t) -  H{x, t) +  Ao t) B(x, s) ds. (40.30)

(40.30) tenglikiiing o’ng tomoni X o N ( x ,  t ) ga teng. (40.26) aytiyat ixtiyoriy 

H{x, t) uzluksiz funksiya uchuu o'rinii edi. Sliuriing uchun biz uni (40.29) 

tenglik bilan aiiiqlangan H{x, t) bilan almashtiramiz. Natijada

9

Ao /V(:r, t )  =  Y ^  X oK (x '^ ,  t ) ípa {x , Ao)

tenglikni olamiz, XqN { x , t) ning bu ifodasini (40.27) tenghkning o‘ng tomoni­

ga qo‘yib,
.1  ̂ rb

v{x) =  Ao ^o) / A'(.<, t) v{t) dt
0=1

tenglikka ega boianiiz, Bundan v{x) iiiiig (40.24) koiinishda tasviiianishi ke­

lib chiqadi. Shunday qilib, biz Fi-edholmning ikki:üchi fundaínental í.eoremasiui 

isbotladik.

40.4-teorem a. .Agar A = Aq soni K {x, t) yadroning q karrali xarakteris- 

tik soni boisa, и holda (40.10) bir jinsli tenglama q ta chiziqli bog’lanmagan 

íPa{x, Ao), a  =  l ,  2, . . . ,  q yechimlarga ega ho‘ladi va ixri.yoriy tí{x) yechim. 

ularning chiziqli kombinatsiyasi ko'rinishida tasvirianadi, ya’ni u{x) yechim. 

uchun (40.24) tenglik o ’ñnli.

Bu chiziqh boglanmagan ¡^а(;х, Ao), a  = 1, 2 , . . . ,  q yechimiar sistemasi

(40.21) tenglik bilan aniqlanadi.

444



40.2. B ir jiiis lim as tenglam an ing um um iy yechim i. Hozir biz bir 

jinslirnas (39.3) intcjgral teiiglamaniiig umumiy yechimini beramiz. Agar A(X) 

^  0 bo'lsa, (39.3) integral tenglama yagona yechimga ega va u (40.5) tenglik 

bilan aniqlanadi. Endi (39.3) bir jinslimas integral tenglamani A(A) = 0 hol­

da yediisliga harakat qilamiz. 38.1-teoremaga ko'ra (39.3) tenglama yechimga 

ega boiishi uchun / e  L2[a, &] funksiya (40.9) bir jinsli tenglarnaga qo'shma 

tenglamaning bardia yec:himlariga, ortogonal bo'lishi zarur va yetarli. Biz sim­

metrik yadrolarni ((37.8) shartga qarang), ya’ni T = T* holni qarayapmiz. 

Bu holda (40.9) bir jinsli tenglarnaga qo'shma tenglama (40.9) tenglamaning 

o'zidan iborat. Faraz qilayiik, A = Â  soni K {x, t) yadroniiig q karrali 

xarakteristik soni bo'lsin, u hoida (40.10) bir jinsli tenglama q ta  chizitili 

bog'lanmagan Aq), a  — 1, 2 , q yechiinlarga ega bo'ladi. Bu holda

(39.3) tenglama yechimga ega bo'lishi uchun / e  L2[a, b] funksiya (40.10) 

bir jinsli tenglamaning barcha yediimiariga ortogonal bo'lishi zarur va yetarli, 

ya ’ni

/
■b

f{x ) cpa(x, Xo)dx ^ 0 ,  a  = 1, 2, . . . ,  q. (40.31)

Faraz (jilayiik, (40.31) shartlar bajarilgan bo'lsin, u holda 38. i.-teoremaga ko'ra

(39.3) tenglama yechimga ega bo'ladi. Bu teorema yechimning mavjudligini 

beradi xalos. Yediimni topish esa oson masala emas. Hozir biz yechimni top- 

ishning Fredhohn tomonidan berilgan usulini bayon qilamiz. Faraz qilayiik, 

(40.31) shai-tlar bajarilgan bo'lsin. U holda

J2X oK ix'^ ,x) / (í)^^(í,A o)A =  0 (40.32)
0= 1

ayniyatga ega bo'lamiz. Aq A {x, x ' J  — Aq A(a’4, x) ifoda ¿ ga bog'liq bo'lrna- 

gaiiligi uchun uni integral tagiga kiritish mumkin, ya’ni

V  AqA x) Ao) 1  f i t )  dt = 0. (40.33) 
.0 = 1 J
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(40.30) dan hamda K  (x, t) =  K  {t, x) shartdan foydalanib (bu holda H {x, í) = 

H {t,x) boiadi) (40.33) ni quyidagicha yoz.ish mmnkin

0 -A o  f  K {x A )f[ t)d t~  H {x ,t)f{i)d t+
J a  J  a

y \ K { x ,s ) H { s J ,) d s ^  dt. (40.34)

So'nggi qo'shiluvchi

Ao / / /(O K (x, s) H (s, t) ds dt 
J a  J a

ni quyidagicha ham yozish iniiinkin; bimda t va ,s larni joyini almashtirib 
fb /'h

An

yoki

0̂ í í f{s) K {x ,t)  H {t,s)dtds  
Ja Ja

Aoj^ H {t,s )f{s )d s^  dt.

Bu ifodani (40.34) ga qo’yib va birinchi va oxirgi hadlarni birlaslitirib quyida­

giga kelamiz:
b

O-Ao
a

.Agar biz

A '( :c ,í)| / (0  + j  m t , s ) f { s ) d s jd t -  J  H {x,t)f{t)d t. (40.35) 

u o ( t ) ^ m +  l '  H {t,s}f{s)ds

yoki

í ío (x )  - /(:c) -  f  H {x,s)f{s)d s  (40.36)
■Ja

desak, u holda (40.35) qnyida.gi ko'rinishga keladi;

«ü(x) = f{x )  -F Ao / K {x, s) uo{s)ds.
J a

Shunday qilib, (40.31) shartlar bajarilganda (39.3) tenglamaning A == Ao da 

heích bo'lmaganda bitta (40.36) tenglik bilan aniqlanu^^chi ua{x) yechimi mav- 

jud. Endi (39.3) tenglamaning barcha yechimlarini topamiz. Faraz qilaylik,
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(39.3) tenglama Л = Aq da щ{х) daii tarqii u{x) yechimga ham ega bolsín. 

U holda u{x) — щ(х) (40.10) bir jinsh tenglamaning yechimi boiadi. 40.4- 

teoremaga ko‘ra

u{x) -  щ{х) =  C\ ipi{x, Ao) 4- C'2 (p2Íx, Ao) 4- • • • 4- Cq ̂ q{x, Ao).

Bu yerda Ci, C'2 , ■■■,Cg ixtiyoriy o‘zgarmasiar. Maiumki, l>ir jinshmas teng­

lamaning umur.viiy yechimi, uning ))iror xususiy yechiiiii l>ilan bir jinsli tengla.- 

maning umumiy yechimi yig’indisidan iborat. Shunga ko'ra, (39.3^.tenglama- 

ning A = Ao dagi umumiy yechimi

u{x) = f{x )  4- ^  H{x, t) f{ t) dt+

+C"'i (fii{x, Ao) 4- C'2 ip2(x, Ao) 4-------h Cq <Pq{x, Ao) (40.37)

boiadi. Shunday qihl) biz Fredholmning uchinchi fundamentaJ teoremasini 

isbotladik.

40.5-teorema. Ддаг A = Ao soni K {x ,t)  yodroning q karrali xarakte­

ristik soni boisa, и holda (39.3) tenglama umuman olganda yechimlarga ega 

emas. Bu tenglama yechimiga ega boiishi uchun, (40.31) shartlarning bajarili- 

,shi zarar va yetarli. Agar (40.31) shartlar hajarUsa, и holda (39.3) tenglama 

cheksiz ko'p yechimlarga ega bo‘lib, ular (40.37) formula bilan aniqlanadi. 

(40.37) da Cl, C'2 , ■ ■ .,Cq ixtiyoriy o'zgarmaslar, ¡fia{x, Ao), a  = 1, 2, . .  ,,q  

lar (40.21) formula bilan,, H {x,t) ftmksiya (40.29) tenglik bilan aniqlanadi.

In tegral tenglam alarn i yechishga doir m isollar. Endi biz integral 

tenglamalarni Fredholm usuli bilan yechishga doir misollar qaraymiz.

40.1-misol. ¿ 2 [—7i', 7!'] fazoda

u{x) =  f{x)-i- A J (1 + cosXcosy)u{y)dy

integral tenglarnaga mos Fredholm d(iterminanti va Fredholm iniriorini toping.
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Yechish. Bu integrd. teugiamaiiing yadrosi K {x ,y ) =  H-cos;rcos?,' haqi­

qiy qiymatli va simnietriklik shartini qanoatiaritiradi, ya’ni K {x ,y) = K{y, x). 

Endi (40.1) formula yordamida An, n € N koefRtsiyentlarni hisobiayrniz:

Ai =  Í  K [x , x) dx = I  (1 + cos  ̂x) dx — 2 tt + tí= 3tt.
J —TT J — TT

Xtiddi shunday yÍ2 koefStsiyent hÍ8ohla.nadi;

K  (x, x) K  {x, y) 

K {y,x ) K {y ,y)
dy =

— / dx / [(1 + cos  ̂a:) (1 -1- cos  ̂?/) — (1 + cos a: cos y f ]  dy =
J —TT J —TT

= I  dx / (cos^x +  cos^y - 2 cosx cos y) dy =  2Tt̂  + 27t̂  — 0 = 47t̂ .
J —K J —-K

IntrgraJ tengiama yadrosining rangi 2 bo'lganligi uchun. barcha n > 3 larda 

A„ — 0 bo'ladi. Shuning uchun determinant A(A) quyidagiga teng boladi:

A(A) = l - X A i+ lx ^ A 2 =  l-37rA-|-ÍA2.4'/r2 = (7rA -l)(27rA -l). (40.38)
2 Á

Integral tenglama yadrosining rangi 2 bolganhgi uc:huii, barcha n > 2  iarda 

Bn{x, t) =  0 tenglik o’rinli. B i{x,t) uchun e.sa quyidagi

Bx{ x j ) ^  r
J  —

K {x,t) K {x ,ti)

K {h ,t) K{f,iM )

=  { 2 k  +  t t )  (1 -b cos X  cos i )  — 271' — 7rC 0S X  cos Í =  7r +  2?I cos X  cos t.  

tenghk o’rinh. Shunday qilib J.){x,i;X) uchun quyidagiga ega bolainiz:

D{x, t-X) =  X K  {x, t) — X̂  Bi {x, i) = A(1 -b cos x cos t)—

—)?{'K + 27rcos x cos t) =  A(1 — 7tA) + a  (1 — 27tA) cos 3: cos t . (40.39)

40.2-misoi. K{x, y) =  1 +cos:rcosiy .yadroning xarakteristik soulaiiva 

nmdamental funksiyaiarini toping.
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Yechish. Yadroning xa.ra.kterjstik sonlari bu A(A) ning uoilaridir. 40.1- 

misoida K {x ,y) =  1 + eos .t eos y yadroga mos Fredholm determinanti to- 

pilga,n. Uning nollari ((40.38) ga qarang) Ai = va A2  = (27í')“* lardir. 

Deiriak, ulax K{x, y) yadron.iiig xavakteriBtik sonlaxi l.>oÍadi. Bu A¡ va A2  

nuqtalaxda birinchi tartibH minor !){x,t]X) noída.n faxqli boiganligi uchun 

bu xarakteristik sonlarning karraliklari birga teng, ya’ni bir jinsli tenglamaning 

yechimlari to‘plaxni Irir oichamh chiziqli fazodir. (40.39) ga ko‘ra bu xarakto- 

ristik sooJaxga mos keluvc]?á fundamental funksiyalar quyidagicha J)OÍadi:

Al) = D{x, 0; Al) = - i  eos x, ij;[x, Aj) = D{x, 0; A2 ) =

40.3-m isol. Í2[-7r, tt] fazoda

u(x) = sin X + A y" (1 + eos x eos y)u{y)dy. (40.40)

Bir jinslimas integraJ tenglamaxii A = Ai = boiganda 40.5-teoremadaxi 

foydalanib yeching.

Yechish. Qaralayotgan integral tenglama yechimga ega boiishi uchun ozod 

liad f{x ) =  sin x (40,40) ga rnos bir jinsli tenglamaning barcha yechimlariga 

ortogonal boiishi zarur va yetarlidir, (40,40) ga. mos bir jinsli tenglaxnaning 

umumiy yechimi 40.2-misol va 40.4-teoro)maga ko'ra Cíp{x, Ai) ko'rinishda 

bo'ladi. Bu holda ortogonallik sharti bajariladi. Haqiqatan ham,

C  f  f{x)íp{x,X{)áx =  C  í  s in x  — eos dx = 0.
i-?r' ./-TT V ''>■ /

Endi (40.40) tenglamaning umumiy yechimini topish ucliun biz (40.29) tenghk 

bilan aniqianuvchi H {x,t) funksiyani qurishimiz kerak. Buning uchun esa 

bizga (40.16) tenglik bilan aniqianuvchi ikkinchi tartil:>li minor D2 (x, í;A i) 

kerak bo'ladi. Integral tenglama yadrosining rangi 2 bo'lganligi ucJmn, barcha 

n > 1 larda

B . ; '
tí, t-2
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ayniyat o ’ririli. Bundan (40.16) ga ko‘ra

D
^.Ti ,X2,Ai

\
h , Í2;Ai

Al B(¡

tenglikka kelamiz. Murakkab bo‘lmagaii hisoblashlar slumi ko'rsatadiki

/ Xi, X2  ̂
iio —

\ i l )  h J

=  COS Xi cos i i  +  cos X2 cos t-2 ~  COS Xi COS ¿2 — COS X2  COS ¿i 

tenglik o’riuli. Natijada hh

I)
X i ,X 2 ,  Ai

\
h , Í2, Ai /

=  7T  ̂ (cos X i cos Í1 +  COS X2 COS tj, — COS X i  COS Í2 “  COS X 2 COS í i )  

tenglikni olamiz. U liolda H (x, t) quyidagiga teng bo'ladi;

D
t; 0,Al

Z_ =  _ 1  (cos X COS Í +  1 — cos X — COS £ ) .
iJ(0 ,0 ;A i)

Endi (40 .36 ) yo rd am id a  xusu siy  yechim  mo( x )  ni topam iz:

iifl(x) = / (x) + Í H(x, s) f{s)ds — sin X + 0  = sin x.
J  — 7T

40.5-teoremaga ko'ra urnuiniy yechim

•u(x) = uo(x) + C if{x, Ai) = sin X + C cos x.

M ustaq il ishlash uchun savol va topshiriq lar

1. (39.3) integral tenglarnaga mos Fredholm deterrninanti va minori qanday 

aniqlanadi.

450



2. ít(a:) = sinx + A J2^^(2cosa:cosí — sin is in í)u (¿)í¿ í integral tenglamaga 

mos Fredholm, determ,inantini toping.

3. u{x) — sin.T + A j2^,(3cosa;'cosí — ^sm x sin t)u{t)dt integral tengla- 

maga mos Fredholm, rninorini toping.

4. K {x ,t)  — cosx cosí — 2 sin.Tsiní yadroning xarakteristik sonlari va 

vkirga mos fundamental funksiyaiarini toping.

5. Quyidagi
s

1u(x) — sinx +  — / (COS-T eos t — sin X sin t)u{t)dt
J-K

integral tenglama umumiy yechimini 40.S-teorem.adart foydalanib toping.

6. Agar K{x, t) yadro (38.11) ko‘ri,niahda (rangi n bolgan ajralgan yadro) 

ha‘lsa, barcha k > n larda A^+i =  O, Bk(x,t) = O ha‘lishi,ni isbotiang.
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