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СУ З БО Ш И

Ушбу цуллапма В-460100 (математика) па В-480100 
(лмплип математика па информатика) таълими йуиалиши 
буИмчн унинерситетларда гах,сил олаётган талабалар учун 
мулжаллапгаи.

I »у уцун цулланмада функционал аиализдан масалалар 
«"•пип учун талабаларга ёрдам берииши асосий мацеад килиб 
олниди. Чумки <|)ункционал аиализдан масалалар ечишда та- 
лабалар куипша кийинчиликка дуч келадылар, яъии мухокама 

мулох,аза юритишда камчилик иа хатоларга йул куядилар. 
Illy иуцтаи иазардан бу ерда масалалар ечиб- курсатилди. Г>у 
:»са улар олгаи иазарий билимларни чукуррок урганишга на 
манзуларни туб мохпятп бнлан англаб олтпига ёрдам берадн.

Функционал анализ ксиг маъиода айтганда математик би- 
лимларнииг 'гаркпбий цисмларини ташкил этиб, ^озирги замой 
математика фан и учун умумийдир. Шунипг учун у математик 
бнлимларда асосий ахамиятга эга.

Функционал анализ физика, техника масалаларини ечииг- 
да на математик иазарияни рииожлантнришда кон г ургапи- 
ланнлади.

Функционал анализ хозирги замой математикасинииг ти- 
лидан иборат. .Пекин бу тилии талабалар томоиидан узлаш- 
тирнш осон эмас. Унн узлаштирмш учун албатта масалалар 
ечиш талаб этнлади.

Ушбу куллаима функционал анализдап масалалар ечишда- 
ги кун йиллик тажрибалар асосида, яъии униперситетда олиб 
борилган кун йиллик иазарий на амалнй машрулотлар асосида 
тайёрланди.

Ушбу куллаима хаки да фикр-мулохазаларнпм билдир- 
гаи шахсларга миииатдорчилик билдирамнз.

М уаллнфлар
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1-§. ТУПЛАМЛАР НАЗАРИЯСИНИНГ ЭЛЕМЕНТЛАРИ

1. Асосий тушунчалар

Агар Л на В туплам элементларп орасида узаро бир 
кпйматлн мослик урнатилгап булса, А на В тупламлар эквива
лент дейилади ёки тент кушттли тупламлар дейилади.

Зквивалентлик ~  деб белгилапади, яъии А<*>В.
Иккита чеклн А ва 15 тупламлардаги элемсптлар сопи бир 

хил булса, бундай А на В тупламлар эквивалент ёки теп г 
цувватли булад! i.

Шундай цплиб тупламларпппг теиг кувватли (бир хил 
кувватлилик) тушупчаси чекли тупламлар элементлар еоии- 
и и и г бир хилл и к тушунчасипипг йигиндисидап иборат.

Ихтиёрий А туиламиииг цувватипи А  ёки ш(А) деб бел- 
гилаймиз. Чекли туплам куввати туплампи ташкил этувчи эле- 
ментлар соиидап иборат.

Масалаи: А -  {а\, а2, ..., аз}, А ==23, т(А ) - 23.
Агар А туплам N — {I, 2, 3,...} патурал сопл ар туплампга 

эквивалент булса, А саноклп туплам дейилади.
Сапоцли туиламиииг кувватпип К0 xapc¡> билап белгилай-

миз:
m(N) = К0 ёки дГ =

Патурал соилар туиламига эквивалент булмагаи чексиз туп
лам еанодсиз туплам дейилади.

Теорема. [0,1] кесмадаги иуцталар туплам и саноксиздир.
Таъиф. [0,1] кесмадаги иуцталар туиламига эквивалент 

булгап туплам континуум цувватли туплам дейилади.
Континуум туплам кувватипи с хдрф билаи белгилаймиз.

I! = [0,1 J, m(U) — с ёки и  ~ с
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2. Асосий теоремалар

1.1-теорема. (Каитор-Бернииейн) агар А туиламнинг Д| 
кием туилами А|~В були б В туиламнипг В] цисм туплами
111 ' *А булса, у х,олда А~В булади.

1.2-теорема. Чекли ёкп саноцли мпкдордагн чеклп ёкп са- 
поклн тунламларннпг бмрлашмаси, яма чекли ёкп самокли тум- 
ламдам иборат.

1.3-теорема. Агар А тунламиинг элемемтлари чекли нара- 
мстрлар билап ашщланган булиб, х,ар бири бир-бприга боглмк 
булмаган холда саиоцли туиламлар цийматларими кабул килса, 
у х,олда буидай А = {а^, ¡ , туиламиинг кувиати

1м(А)=К0 булади.
Г»у теоремами куйидагича хам келтириш мумкии.
1 .ЗА-теорема. Агар А туиламнинг элемемтлари и параметр 

билам аниклангаи булиб, булариииг хар бири бонгцаеига 
боглиц булмаган хдгсда саиоцли туплам кийматлариии кабул 
килса, яъми

А - { а  }, хк ~ {х хк, х 2к,...}-, к - \ Л , ..., и
%\9

булса, у х°лда ш(А) = К0 булади.
1.4-теорема. Чекли ёки саиоцли микдордаги континуум туп- 

ламлариииг бирлашмаси яма континуум тун лам дам иборат.
1.4А-теорема. Хар кап дай [а, Ь| сегментдаги нукталар rÿn- 

ламм континуум цувватли туплам дир.
1.5-теорема. Агар А тупламнмпг элемептлари а ={а ,' 1 1 г'

сапоцли параметрлар билам аннцлапган булиб ха|> бири бир- 
бмрига боклнк булмасдан иккига дар хил кийматларни кабул 
килса, у х,олда буидай А тун лам куввати т(А )=с булади.

1.6-теорема. Агар А туиламнинг элементлари А = {а/ ,, ,...}
чекли ёки санок,ли параметрлар таилаш билап ап и клан га и бу
лпб, хар бири боищаснга боклнк булмаган х,олда континуум 
кнйматии кабул килса, у х,олда буидай А туплам куввати 
ш(А)=с булади.



1.7-теорема. Узлуксиз функциялар туплами континуум
m(C[a, 1>J) = с

1.8-теорема. Фараз цилайлик, М ихтиёрий туплами бул- 
сип. Агар элемептлари Миинг хамма кием тунламларидан ибо 
рат булган тунлам Ш булса, у холда Шиинг цуввати берилгап 
М туилампппг цувватидан кагга булади, яъни

т(Ш) > т(М).
Демак, биз берилгап М ихтиёрин тупламдан цуввати упдаи 

кагга булган 171 туплампп тузишнмиз мумкпп на буидан яна 
цуввати Шникидан катта булган бошца туплампи тузипгимиз 
мумкпп. Шуидай цилиб биз цувиатлариинг юцоридаи чегара- 
лапмаган шкаласипп хосил цилпшимпз мумкии.

Агар Миинг кувватиии а  десак, у х,олда Шиниг цуввати 2“ 
булиб, 1.8-теоремани

а<2“
тенгсизлик курииишда нфодалаш мумкии. Ву тенгсизлик М 
чекли туилам булганда куриииб турибди.

Агар <2=К0 булса, у холда < 2 Sn , яъпп иатурал сон-
лар туплампдап тузилгап кпем тупламлар тупламипнг цуввати, 
иатурал соилар тупламиипг цувватидаи кагга.

1.9-теорема. Иатурал сопла}) тупламииииг х,амма кием 
тунламларидан тузилгап тупламнииг . цуввати коитииуумдир, 
яъни

2 К° = с
1.10-теорема. Чекли ёки сапоклм мицдордаги санокли туп- 

ламларпппг Декарт к^айтмаси сапоцли тупламдир.
1.11-теорема. Ai'ap А ва В тупламлар континуум кушита 

:>га булса, у х,олда уларнииг Декарт купайтмаси АхВ хам кон
тинуум цувватга эга булади.

Агар а - с  континуум булса, у холда 2Г — гпнерконтпиуум 
дейилади.

1.12-теорема. [ 0 ,1J сегментда берилгап хаки кин функция- 
лар тупламииииг цуввати 2е га теиг, яъни гиперконтинуум 
цувватидаи иборат.

1.13-теорема. Тугри чизнцнинг барча кисмларидап тузил
гап тупламлар тпзимниинг цуввати 2<: га теиг.
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3. Масалалар еташ

1.1-масала. [а,Ь| кесмадагн нуцталардан тузил ran хамма
i ■ i мл кетликлар т^плами континуум цувватга эга эканлиги ис-
t М > 1 . '| | | |  ICI II 1 .

Кчиш. [a,bj кесмадагн нукталардан тузилган хамма кетма- 
кпликлар тупламини А бнлан белгилайлик. У холда хар бир а 
»ломеит (аеА) а  = a¡ .... сапокли парметрлар танлаш

билан аинцланган буЬшб, хар цапеи бонщасига боглик булма- 
гаи х<>лда [а, Ь] иуктадаги нуцталар туплами кап дай кувватга 
:>га булса, шунча цмйматларни кабул килади, яъии континуум 
кнймат кабул км.пади. У холда 1.(i-теоремara acocan ni(A)=c 
булади.

1.2-масала. Агар

булсин. У холда А|СА ва m(Ai)=c<m(A) булиши курпниб ту- 
рнбди. Иккинчи томондан АсС[0,1 J на гп(С)=е булганидан

A ={x(l)eC |0,1j : х (<>)=()} 
булса, А т\7пламппнг кувватп ннмага тенг?

Ечиш. Фа раз цилайлик,
A|={x(l!)еС[0,1]: x(t)=al, 0<а<1}

m(A)<m(C)
АзА]Дап m(A)>m(Ai)=c. Демак, ш(А)=с
1.3-масала.

о
титлам кувватн ннмага тенг? 

Ечшп. Фараз килайлнк,

А, = {x(¿) е С[0,1] : х(() = О, 0 < t < \  ; 
x(t) = ait -  i), {< t<  1, 0<öf< l}

булсин. У холда А|СА ва m(A|)=c<m(A) эканлиги равпган.
Иккинчи томондан AjCC[ö,l] ва ш(А)<ш(С)=е. 

Демак,



1.4-масала. Бутуп когк[х|>11n,iit'irijiм дара жнеи п дан ошмаП 
дм га и алгебра и к купхадлар тумламмнипг цуввати ипмага теиг? и

Ечиш. Фарая цилаилик, Р маеала шартмдаги алгебрам ( 
ку;ихадлар тумлами булс.им. Агар P (t)eP  булса, у холда

m  = î > /
1(-0

кум ха д ( м-Ь I ) -та курншппдаги параметр 6n.iai

аиицлапгаи булиб, булармммг хар бирм бошкасига боглнк бул- 
магам х,олда бутуп соыларш! кабул киладп, яъмн

ni{ak} -  а, к = О, 1, 2, п

Шупмнг учун I .Л-теоремага acocan ni(P)=a.
1.5-маеала. Бутуи коэффициентам хамма алгебрами куч i - 

х,адлар тупламининг цувнати иимага тенг?
Ечиш. Р„ орцалн 1.4-теоремада.ги алгебрамк купхадлар 

тупламипи на Р оркали хамма бутуи коэффициента и кумхад
лар тупламипи белгиланлнк. У холда,

:)пди 1.2-теоремага acocan m(P)=a яканини курамия.
1.6-маеала. (i раками катиашмайдиган ÿiuin каср билап 

ифодаланунчи 10,11 кесмадагм пуцталар тупламининг кунватн 
мммага тенг?

Ечига. Маеала шартмдаги [0,1] кесмадаги нукталар тупла
мипи А деб на I(), 11 кее.мадаги еоиларим туккизли касрга 
ёйнлмаеи туплами 15 булсии.

By А на В туплам ораеида уяаро бмр кийматли мослик ур- 
матиш мумкни. Вуиипг учун А тупламдаги хар бмр касрда 
9 рацаммй олтппчи ÿpniira ёяамия. У холда А ва В туплам эле- 
меитларп орасидагп мослнк бир хил тук кия ракамли ёйилма. 
билан таъминлапгап булади.
Демак, ш(А)=с.

Эелатма. Агар хе [0 ,I| булса, у холда х=0,'(Х], а 2 , аз, ... 
бунда хар бир СХ|( бошкасига боглик булмаган холда упли 
ёйилмада мумкмп булга и



|йм,ш » д а „ «Лул гйШ,М“"" М™'

",rtÿj,raH о, 1 ,2 , 3 ,4 ,  5, 6 ,7 ,  8
шмИтлардан кабул цилади.

‘ •” 'л{(х,у)еРЛ. _Ы+х=Ы+У, x W < l}
VUJ.aMH.nir цуввати нимага тенг' радиус» бирга теиг

Ечиш. Маркая» координат бошщ ̂  ^ Л ^ и л а й л и к . Тс- 
улган доиранинг нуцталар тупламиш 1 (чегараси-

r S .  и у ^ ™ У - и  нуцталар 
,арила[) билан биргаликда) » У 
упламини А2 деб белгилайлик. У Х«лда,

A=AinA‘2 
А,Ц (*. y )sK 2; ? +у2. ^ ,

Л2Ц(Х, у )еК 2: Л+Х=Ы+У>

булади (шаклга царанг):

AcR2 булганда m(A)<m(R2) с.

В={(х,у )eR 2: у=х, х>0, X
бФлсйм'.

У хрлда В сА  ва т ( В ) = е  аканлиги курнниб турпбди.



Шундай килиб,
c=m(B)<m(A)

Энди с<111 (А) ва т(А )<с тснгсизликлардан
т(А )=с

келиб чицади.
1.8-масала. А= [0,1J, B=Qn[(),l] булса, у холда l)=Axlí 

туплам цувватипи топинг. Бунда Q рационал сонлар тун ламп.
Ечиш. А ва В тупламларпниг Декарт купайтмяси (х, у) 

жуфтлар тупламидаи иборат булиб хеА, уе В лардаи иборат- 
дир. Шунииг учуп I) туплам цуйидагича ифодаланади.

D={(x, y)eR 2: 0<х<1, у=а, а е  В}

Энди DcR 2 булганидан m(D)<m(R2)=c 
Иккиичи томондаи [0 ,l]cD  булганидан

n.([0,lj)=c<m (D)
л

Дома к, ni(D)=c
1.9-масала. «Агар А сапокли туплам булса, у холда А туп

лам х,ам санокли» деб тасдицлаш мумкнпми? А эса Анииг ту- 
ташмаси.

Ечиш. Фараз кплаплик, Q рационал сонлар туплами бул- 
син, яъни

QcR=(-oo, оо)

У х,олда

W ( 0  = «o

Энди g=R булганидан ва m(R)=c булганидан

т(£>)=с

хоспл буладп. Демак, масаладаги тасдпк уринлн эмас.
1.10-масала. Комплекс текисликда sin г функция фанат 

макхум цийматга ага буладиган пукталар тупламннииг 
куиватини топинг.

Ечиш. Излапаётгап туплампи А деб белгилайлик
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sin z = sin(X + iy ) = sin xchy + i eos xshy
¿y + e-y ¿y -  р-'У 

shy = ---------- *, chy -
2 2 i 

Ьулгапидан A тупламда фацат siruæhj*=0
Пуладпгап К2 фазонинг нукталари киради. .Пекин chy^O, ye R. 
Шунипг учун A={(x,y)eR2: sinx=0, |\j <°°} AcR2 булгапи- 
дап т(А)<с.

И ккинчн томоидаи
В={(х, y )eR 2: х=0, |у| <°°} 

гуплам А туплам ичида жойлашган, яъни ВсА.
Энди т(В )= с эканлигини кайд килеак ва ВсА муносабат- 

IHI эътнборга олсак,
c=m(B)<m(A)

I Iнхолт гп(А)<с ва ш(А)>с тенгсизликдан ш(А)=с келиб 
чицадн, яъни масала шартидаги туплам куввати контннуумга 
тенг.

1.11-масала. [0,1] ва [0,1 J\JJLl туплам элементларн ора-
\п\

сида узаро бир кийматли мослик 5'рнатипг.
Ечиш. А ва В туплам элементлари ораенда узаро бир 

цийматлн мосли к ии купи да ги ча ÿpi i атиш мумкии.
Фа раз кила й Ли к:

4  - { х е  [ОД]: x = f ,  h e n ], А = [0,1]

5 ,= { х е [ 0 ,1 ] :  x = j¡, ne N}, Я =  [0Д ]\{*}

Энди
л/2 1 л/2 1С, =  А, и  В, =

деб белгилайлик.
В| ва С] тупламлар саиокли. Шуиинг учуй упииг элемент

лари ораенда узаро бир кийматли моелнкни рака мл аш цоидаси 
буйича ÿpiia'1'инг мумкин.

A/C^B/Ai
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булга ни учуй бу титлам элемептлари орасида узагю
> « ш >  Ф..ИИ ÿaiira« к м и м , бш,„„ му

БУ эса А ва В т.уплам элемснтларн ооасимя в,«™ г 
цмиматли „ «  „ ,1 т ш  мумк„„ ЭМШ1'ига„'„ 61

4. Мустак,ил ечшп учун масалалар

'■ А=<х <'>е С[0,11: хП Ъ 0} ф «  куюат|| 6J.

ДИ !

син 2Г Фар?  ЦИЛаЙЛИК’ А т^ ,и чизнВДа санонли тунлам бул

J i i Z T “ ф у , " ‘ ,1" , л " р  ■»—«
в. Фараз цилайлнк, [а, Ь| ке,м.да б,,,,,,,,,.,, х ( |)  ф „ 1к. 

булшн. 1WP “Р ( '°е [а ' Ь)) н™ ’аД« «жал минимум га зга

~ S r - Ä Ä S T  w i,“ p""
;« т л п ’ м о 'и к '

1MÍX VÍ6R21 У Л < п Т  PatWOHaJ1 Нукталар ТУплами А на 
» й 'б у л а д и ?  У } УЛСа’ У W  D=AXB W ™

12



2-§. УЛЧОВЛИ ТУПЛАМЛАР

1. М асалаларни ечиш  учун зарурий тушунчалар

Фара» килайлик a=(ah a j  ва Ь=(Ь„ Ъ2 Ъ) лар R
фа.юнииг пккита нук'гаси булиб cij<bi 0 1, п) >УЛС

G ={xeRn, х= (хь х2, хп), а,<х,<£>,)
гуплам 1<„ фазода п ^.човли очн« параллелепипед деяаладиI
im

F={xeR n, х= (xi, Х2 ,..., хп), Щ < к ^ }
туплам R,, фазода н улчовли ёпиК параллелепипед

т ' G cD cF шартни каноатлаитирувчп D туплам учи а ва Ь 
нуцталарда булгап п-улчовли параллелепипед V**™™-

Arm АС-R туплампи узаро кесишмайдигаи (1>к} паралль 
„ « м а р ш ш г  б ^ а ш м а »  к5р—  лфодаааш « * ■ «  
булса (A=uDk), у холда А элементар туплам деиилади.

Ушбу
a  A -  inf 'LmD,

AcsjD/ç к

сон A (AcR„ ) туплампипг ташки улчови деиилади, бунда

m D -X\{b:~aj)
,=\ 1 1

сон и улчовли параллелепипед ёки 1' (О - °чик < ки 1 ч)
пинг хажми деиилади. Т\тлам

Таъриф. Агар Vs>0 учун шупдаи элемешар ВсК„ чупла
мавжуд булиб, AcR„ булганда

/ / ( ААВ)<£

булса, у холда А туплам Лебег буйича улчовли деиилади.

13



- J í " Ä E W S S Ä S Ä  а ,

s m Z J ’*** бил‘ш **  «
У",бу ^ A = m Ü -ß  (Сл1)), a c D=KJ Dk

сои А тупламшшг пчкп улчовп дейилади * 

м у м ^ Г  5 " ЛаМНИ,,Г Лебег У—  НУЙидап,ча та.рпфла

л у wаталади iui  ̂ Лебег улчови дс

Д«‘б еиилади. ^

Агар ^ Г б & с п  б"ЖарШ“ а“
»«<». (б-,, ’ ,,1 7 б у л ,^ л с н 1“ ”м,'""г !т ж ипи  ‘ж 

, ОТ(Ж, И)

- л ,™  и ;р,,™т  С к и Г ' И 8 ,ЛЧОВ"" <*“ “ »> W -

м у м т п иМБу"" J ™ , i v ñ l T 3 ЦИЙМат,,.и X-ÍIM кабУл кили,,,,, 
микдордап, чекли улчовп »г-Гг™ ‘̂ ‘- Д этамш- Сановуш

| Ь .... . « * »  н " « м ; „ ; ; х ™ л 1 г : х и ,:!:'’',ашмаси-

2. Асосисй теоремалар

я- Ä j T Tfni,mmHr

s r б* ,га"

у... -s* .... » » - Ä « ' Z « ra,s r ,en,w" ii'",0M"wp -
унинг улчош, у,и, ^ашкил1 П|И,,..,1{ М(М" ;1,> тУплам улчовли на 
ринпнг йприндисига тенг. ' d" 1Шраллол('1ШПеДЛ£Ф Улчовла-
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2 6-теорема. Саноции мивдордаги ?лчовли туиламлар б..р-
ГвТгесишмаси улчовли тунламдан иборат. шмпсп ва ыдлшма у \ туплаЯ улчовлидир.

2 .7 -теорема. Ихтесрий еп и к о,н ц )
2 .8 -теорема. Лга„ ул™ш. А,, А ^ У  '

|( Л2СЛ3С... ёки кисцарувчи А р Л 2Э Л >Р- 
нмкил этиб мос равишда ^

°° ёки . _ л

К=1 '

п'
п—>°°

¡улади.

2.9-теорема. А,-ар Л - V A ,  6?либ, Ак (к -  1. 2. » .->  

гунламлар улчовли булса, у холда

к
4 а П /  — 1 2  3  i у л ч о в л и  т у н л а м л а р

2 .1 0 -теорема. Агар Ак (к -  i, > -v

булкС 4  = ¡ ¿ 4 .;  A¡nAj=0; И  б у .~ , у ^  = I X

..ZIT Ш [«—  — “ —
2 2 .. _.... a r«n у na V нииг айирмаси х

— : -  -  - *  
1 ш т .  Г»У эквивалеитлик '

1) Симметриклнк: агар х  у (  У -У
2) Транзитивлик: агар х~у, y-z булса, x~z.
3 Рефлексивлик: *ар кандап х злеме.п учун х х.

г чсос-ш Г 1 Г1 сегмент, узаро эквивалент булгап эле-1>у ерда, acot an —
* rtvirr-in K(x) синфларга ажратиладимеитлардан иборат булган



(хе ). Бу ерда иккита х,ар хил К(х) синф $заро к<1  I  
2 ’  2

шшмайди. Шундай килиб, сегмент узаро кесншмайдй

гаи синфларга булинади.
Энди бу сиифларнинг хар биридан бнтгадан элемент тан 

лаб олиб, бу танлаб олинган элементлар пупламини А билам 
белгиланади. Буидай А тупламиинг улчовсиз эканлиги, яъни

ц  * А Ф /и, А
муНосабат [1] нинг 22-§ да батафсил баём кнлинган.

Масалаларн ечиш учун цуйидагиларни эсалтиб утамиз.
1. Тутри чнзнкдаги Ь, нукташшг атрофи деб т у  иуктаии 

уз ичига олгаи оралтщца (интервалга айтнлади).
2. Тугри чизшеда бирор £, нуцта ва Е туп л мм берилган 

булсин. Агар 2, нуцтанпнг хар цаидай атрофида Е тупламиинг 
 ̂ дан фарцли камида битта нуцтаси булса, у х,олда  ̂ мук.та Е 

тупламиинг лимит нуцтаси дейилади.
3. Е тупламиинг барча лимит нуцталарндан иборат булгаи 

туплам Е тупламиинг дот ла туплами дейилади ва уни Е’ би- 
лан белгилаймнз.

4. Е = Е й  Е' туплам Е тупламиинг ёгшлмаси дейилади.

3. Масалалар ечиш намуналари

1-масала. А={(х,у)б Кг, у=2х, у=2"2х, у<4} тупламиинг ул- 
човини топинг?

Ечиш: Масала шаргидан 2Х=4, 2~2х=4 булганда Х]=2, Х2=-1 
топамиз. А туплам цуйидаги чизмада (1-чизма) текисликнинг 
штрихлаиган цисмндан иборат.

у=2_2хХК / У /

1 —1 11

-I
1
2

X

1-чпзш .
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„ со с и  51ЯОЮИ. УПИИ|

Б , ,уш,»м « к  “ " “ l  « * * ■  Л - И Г Г У "  
эед u r n « ,,am . =

| С 4 - 2 ~ > * + !<4 - г ) А

г 2-" ,’- _ , 2 ---?—

., , Л тспламнииг ёшшмасн Л 
ri'bíivvi килаилик * — 'Гс\<*"

2 -масша. Ф а р » ' .  л = 0  буладо» »

.Аг«Р ^  6S,,"J' 1 Х

*- л ' « « - : у

а ^ г “юиг, т т ;° — -  'г""""“  ’e*,“*w" "
/1U Л' -  Л. т '̂пла^ ,.1лар туплами). яидаги раидонал

<««> * ^ J S X  ̂ 6) ч№ада:уцинг нукгаларивл i

Т 2’ 7 з» •••

оо
(9 = U  {^гЛ 

у  fc = l fc

',)иди
, , 0  (k*s) б^лгаиидан.

Й П Й '

Т е о р е м а  9 га acocan
¿íQ= I  M Tfcb°

чучки и{т  т)
7) = К, булиб унппг чияикл» Улчови

, е  .
/ / 1 = 0  e jnaw i* дрб uv"

Демак, . | U = 0  ««*» . » М

„ ,* •* »  « « ¡ » » » » -  'уе



«p Ä  Ä 2i ' , z r r r j r

¡T'jSTZSZT
Ечиш. [О, lj кеомани К) та те,ir булаглпм™ г - 

на хар бир булакни усувчи 0 12 ( ' була"'ПТГГЯЙМН1 а •• ,  р*>ммлар оркали бо
1 Ламда б»финчи уили раками 1 ва 4  

нуцталар цатиашмапди (2-чизмага цараиг).

2-чизмя.

Г>У эса бизга [О, I] кесмадаи Ц Д )  ва , 4 5 j Ш|

тсрвалларни 4„w 6 тшшшшш Z Z m i ,  J 0 Ï  биринч, 
цадамда (О, 1J кесмадаи узунлиги 1  булга,, иккита „птер- 

налии чицариб ташлаш керак Кол га и с т . . , ,
т  му_ „  ю : ^ Щши

“  y ,y "-™™ £  »  ™ »  булган икю тчю м интер. 

«алии ташлаймиз, яъии иккинчи цадамда 1 0 , [] кесмадаи 
улчовм g.___ булган тумлампи чицариб ташлаймиз ва хока 

золар. IIихоят [0,1] кесмадаи улчош,

^ ° = ^ г + 8 ~ + 8 2 — +•■■= Ï  ^ - - 1  ?  Í 4
1°- Ю3 „=1 ю » 4 ¿ i  15

б Ц Г  °  ° Ч“К Т5™ “м '""<»Риб ,а„шамд„. э„д„ л=[0 , | ] \ 0  

/^=M 0,1]-//G =1-1=0  

булпиг,г уз-узпдан равшан.
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W ̂  'гУш,ам

? у холда Л туплам *еч цаерда зич эмаснарда зич булмасл, у холда • R
» .  « «  *4* *р « с* « ч « *  бошка в ,1 „
,„„жу» булиб Л туплам била,, умумий W »  -
V хеч каерда зичмас дейилади.

В'глА= 0
Масала я »  Фар»» ».лайлпк, F с  Я„ туплам улч.ш,, 

„ига теиг «¡taran 6ÿùmac ёпик туплам бужи,,. г(.,г) с  Я. 

:>са ß (.,r )n F = 0  булгаи ихтиёрий очик, шар б>лсин.
Агар Ä(-,r) с  F булса, у холда

0 < //£ (• , r )< / jF  
Ленин бундай булиши мумкш эмос, чунки

Демак, шуидай xe B ( . , r )  » » * »  « ¡ « *  У
XBCF • Лекин №  очик TjtainM. Шуиипг учуй Хнпиг «тро-

(|»и булга и А(х)
1 A ( x ) n F = 0
шартни цапоаглантирувчи ^

6ÿiiraH А(х) туплам мавжуддир- .)пди !»(•, 1 ) оп,к г> 

б}лгаии У"У" у ( х ) с В ( . , г )

булган U ( X )  TÿnJiaMHH олайлик. Фараз килайлик, 
V (x )= A (x )nU (x )  

булсии. У холда V(x) туплам х иукга аф(к|>идир ва
V (x)cA (x) ,  A ( x ) n F = 0

б^ганидан K ( x ) n F = 0

4-масала. »лчм п  « »  m ..' б9лпш «1> каидай б?шма„ т .
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By мухокамаларга асоеан
£ (• ,  r ' ) n F = 0

B (• ,  г') с  V(x) с  U(x) с  В(», г)

булган В(•, г’) очиц шар мавжуд.
Демак F туплам х,еч цаерда зич эмас.
5-масала. Агар —1< х < О булганда f(x)=-х2 ва 0< х < 1 

булган да 1(х)=1 булса, у холда ихтиёрий aeRj сои учуп 
E(f>a) туплам улчовли буладнми?

Ечиш. Агар а > I булса E(f > а )= 0  Агар 0 < а< 1 бул
са, E(f > а)=((),I j . Агар -1 < а< 0 булсй,‘ E(f>a)=(—V- а  , 1J. 
Нихолт агар а < -1 булса, у холда E(f > а)=[ -1 , 1]. Эпди
0 ,  (0,1], ( - V ^  1}, [-1, 1J тупламлар улчови булган пдан 

Vae Р>| учуй E(f>a) туплам улчовли буладн.

4. Мустакдл ечиш учуп масалалар

1. Агар
A={te [О, I]: x’(l)=0, x’(t)eC [0, 1]}

булса у холда
* цА=0

булишиии исботланг.
2. Агар [0, I] кесмаиииг кием туилами булган At 

(к=1,2 ,...,н) туплам учуи

^  flAk > п -  1 булса, у холда Ак j  > О

булИШИ11И исботла 11 г.
3. [0, I] кесмаиииг хамма улчовли кием тупламлар тупла- 

мннннг куввати континуум кувватдан капа эканлиги исбот- 
лансии.

4. Текисликиинг бирлик квадратдаги |sin«|< | ва cos(x + у)

пррационал сон буладнгаи (х, у )е В2 нукталар тупламининг 
Кием туплам улчовиии топииг.
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5.Сонни 5'нли санод гизимида ёзганда, 2 ракам 3 ракамдан 
пинал учрайдиган [0, l j кесманинг кием тунлам 5*лчовини то-
ИИПГ.

(>. Фараз килайлнк, С аплананииг узунлиш I га тенг бул- 
<1111 па а  бирор нррационал сон булсин. С айланани н ал (н- 
бутун сои) бурчакка буришда бирор пукта айлапанипг боища 
цуктасига утувчи пукталарии бир синфга киритамиз. Б у сииф- 
нирпннг х,ар бири нукталармимг самокли тупламидаи нборат 
булади. Хар бир синфда бпттадаи нукта танлаимиз. Буидай 
мукталар тупламини Ф0 деб белгилаймиз. Ф0 тупламнинг ;ул- 
човсиз эканлигини KÿpcariiHr (курсатма [4] 2(54-265 бетга 
царанг)
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3-§. УЛЧОВЛИ ФУНКЦИЯААР

1. Зарурий тушунчалар

Улчовли Е т$тшшда берилган Г(х) функция ва ихтиёрий 
не IV | сон учуй

E(fc>a)={xeE : Г(х)>а}

туплам улчовли булса, у холда 1(х) К тупламда улчовли ф унк
ция дейнладн.

Агар
ц  {хе Е, ||'(х) |=°°}=0

булса, у холда Е тупламда берилган 1(х) функция деярлй 
хамма жойда чекли дейилади.

Агар

lim ju {x & E \f  (х )-/» /(х )} = 0
П->оо "

булса, у х,олда {Г„(х )} функциялар кетма-кетлиги Е тупламда 
1(х) фуикцияга деярли хамма жойда яцинлашувчи дейилади. 

Агар ихтиёрий £>() учун

lim ju{xeE:fn (x)- f(x)> £}= 0  
и—

булса, у холда {/„(х)} функциялар кетма-кетлиги Е тупламда 
берилган f(x) фуикцияга улчов буйнча якннлашадн дейнладн.

Агар Г(х) ва ф(х) (функциялар Е улчовли тупламда берил
ган булиб

ц{х€ Е: Г(х)^ф(х)}-() 

булса, у холда Г(х) ва ф(х) <|>ункциялар Е тупламда эквива
лент дейилади ва Г(х)“ ф(х) деб белгиланади.
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2. Асосий теоремалар

3.1-теорема. Агар Г(х) функция Е тупламда улчовли 
ojbrca, у ^олда бу функция Е тупламнинг улчовли кием t ^t i -  

ипмида улчовли булади.
3.2-теорема. Агар С(х)ва g(x) фуикциялар Е тупламда 

Улчовли булеа, у холда

f(x)±g{x),f(x)-g(x),^-{g(x)-£ 0)
g(x)

фуикциялар Е тупламда улчовли булади.
3.3-теорема. Агар улчовли ва деярли х,амма жоида чеклп 

{Г,, (х)} фуикциялар кетма-кетлиги Е тупламнинг деярли 
х,амма жойида 1'(х) функция га яцинлашеа, у х,олда бу 1(х) 
функция Е тупламда улчовли булади.

3.4-теорема. Агар улчовли фуикциялар {(п(х)} кетма- 
кетлиги Е тупламнинг деярли хамма жойида 1(х) функцняга 
якпплашеа, у холда бу кетма-кетлик шу f(x) фуикцияга ул- 
чов буйича якиилашади.

3.5-теорема. (Ф.Рисс). Улчов буйича f(x)ra якинлашувчи 
х,ар кандап {f„(x)} фуикциялар кетма-кетлигидан шу 1(х)га 
деярли хамма жоида якинлашувчи цне.мий

{/„  (х)} 
пк

нетма- кетликларни (хар хил булнши м ум кин) ажратиш мум- 
кин.

3.6-теорема. (Д.Ф.Егоров, 1911 йил). Агар улчовли функ- 
циялар {('„(х )} кетма-кеглиги Е тупламнинг деярли хамма 
жойида f(x) функцияга якинлашеа, у холда V5>0 учун шун- 
дан Eg (EgC Е) улчовли цисмин туплам мавжуд булнб цуйпда- 
гилар бажа рилади:

1) цЕ8>цЕ-5
2) Е§ тупламда {(„(х)} кетма-кетлик 1(х) функцияга текис 

якиилашади.
3.7-теорема. (Н.Н.Лузин, 1913 й). [а, Ь] кесмада берилган 

Г(х) (функция ^лчовли булиш учуй Ve>() учун [а, Ь] кесмада 
шундай ф(х) узлуксиз (функция мавжуд булиб,

//{хе [а, Ь]: Д х )  Ф (р{х)} < е 
булнши зарур ва ки<|юя.
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3. Масалалар ечиш

1-масала. f(x) функция Е туиламда (E clí|)  улчовли. 
cxpf(x)=ef(x) функция х,ам Е туиламда улчовли буладими? 
Ечиш. Агар а<0 сои булса, у холда Е{е^х)>а.} туилам Е гуи-

лам билан устма-уст тушади. Бу хрлда 1(х) функция Еда ул- 
човлидир.

Агар а>0 булса, у холда

E{ef(x)>a}=E{f(x)>lna}

булиб, E{f(x)>lua} улчовли туилам булганидан, таърифга aco
can í'(x) функция Е туиламда улчовли булади. Бу холда хам 
(>1(х) функция Еда улчовли. Демак, е1**) функция Е туи
ламда улчовли булади.

2-масала. [О, 1J кесмада улчовли булгаи F(x) (функция 
фацат битта нуктада узлуксиз булипш мумкинми?

Ечиш. Фараз цилайлик, f(x)=x-D(x) булиб, бунда 1)(х) 
Дирихле функцияспдан иборат булснн, яънн хе  10,1J Да

1)(х) =
1, х-рационал нуктада

0, х-иррационал нуктада

У холда f(x) функция (0,1] ярим иитсрвалиииг ха|> бир 
нуктасида узилишга эга, чуикн х рационал нукта булса, 
Г(х)=х^0; х иррационал иукта булса, 1(х)~0. Энди х„—>0, 
(и—>°°) ихтйёрйй {х„}с(0,1] кетма-кетликни олаилик. У холда 
х„—>0 да 1(хп)—>1‘(0)=0 булади, чуикн 1'(хм)=х1|-1)(х11):)дп. Де
мак, f(x) функция Гейне таърифига асосаи х=0 нуктада уз- 
луксизднр.

Шундай килиб факат битта ноль нуктада f(x) функция 
узлуксиз. Энди f(x)=x l)(x) фуикцияиинг улчовли аканлигини 
курсатиш кифоя.

f‘i(x).=x функция узлуксиз функция булганидан улчовли- 
дир. Дирихле фуикциЯси D(x) эса чегаралангаи функция, 
яънн улчовли функция. Демак, 3.2-теорем ага. асосаи 
f(x)=x-D(x) функция улчовлидир. Шундай килиб, Еда улчов-
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ni булган функция фа цат битта нуцта узлуксиз булиши мум- 
i.iiii, кол гаи барча нуцталарда узллишга ага булади.

3-масала. Фараз цилайлик, Г(х) функция [0, 1] кесмада
V лчовли булсин. У холда ихтнёрнй очи к G туплам учун 
(()с[0, IJ) унинг аслп I'"1 (G) улчовли туплам аканлигини ис- 
Потланг.

Ечиш. G туплампи узаро кесншмайдиган самокли пнтер- 
ниллариииг бнрлашмаси куринишида тасвирлаймпз, яълп

G = u (a k ,j3k )
к

( a i ,/3j ) n ( a j , j 3 j ) = 0  *

Энди (а к, Рк) интервалпи

(«к, Рк) = (-°°. Рк)п («к> “ )

куриимшда цараймиз. Верилган í‘(x) функция [О, IJда улчовли 
булганида

E(f(x)>ak )=f~X

E(f(x)<j3k ) = r \ ( -  ~,/Зк )) 

тупламлар улчовлидир. У холда

У~Ч(ак, РкУ)=ГЧ(ак, ~))п/-Ч(-~, Рк))

булгапидан 2.2-теоремага acocan саиоцли булган
гЧ«к,Рк)

тупламларнинг хар бири улчовли Тупламлардан нборатдир.
Энди

f - \ G ) = v f - \ a k,Pk))

тенгликни эътиборга олиб 2.6-тсоремага acocan, Н (G) туп- 
ламнинг улчовлн аканлигини тасдиклаймиз.
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î махала. Агар (Г„(х )} ва {gM(x)} фуикциялар кет* 
кетликлар мое. равишда 1'(х) на g(x) фупкцияларга Е т§ 
ламда улчон буйича якинлапюа, у холда улариипг нншндн 
{(’л ( X ) +g„(x)} х,ам Е тупламда f(x)+g'(x) фуикциялар и и р и м д  

сига улчон буйича якнилашмшинн исботланг.
Ечшп. {f,,(х )} ва {g,,(X)} кетма-кетликлариииг улчо| 

буйича 1(х)ва g(x) якиплаишшдаи цуйидагилар келиб чицад 
Хар каидай е>() учуй и— да

тенгашшкларпниг бажарплипшни курсатади. Бу охирги тел 
сизлпклардап

/Æ (|/„(x)-/(x)|> |)->0

^ g n (x ) -g (x )> ~ )- )0

¡ ) | |Д И

щ г п (х)+ ёп ( х ) н т + ё Щ  > £ )а  п

эканлигини курсатамиз.
Хаки катан, агар х£А, у холда

хй£( | /и(х )- /(х ) |> |)  

^ E { g n {x )-g {x )> ^

By эса \/хйА учун

|[/„ ( x )+ g n (x )]-[/(x )+ g (x )] | < £
келиб чицади.
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x i  £(()[/„ (x)+g„ (x)]-[/i(x)+g-(x)]|><r)

Шуидай цилиб (*) муносабат исботлаиди ва бундам Ve>0 
мун il—>°°да

Демак,

>uE{[fn (x)+gn(x)]-[f(x)+g(x) ]>ö-}->0

шм.абат келиб чикади. Uly билап масала гула ечилди. 
Гьмасала. Хар цапдай

х"
/ . W

” 1+х"
1 i тма-кетлик учун яцинлашиш турларини куреатииг.

Ечиш. Агар х=0 булса, у холда ViteN учун f(x)=0 на х=() 
цук/гада и—>°°да (п(х)—>0. Агар 0<х<1 булса, у холда нц—>°° 
ni х"—>0. Шупннг учуй il—>оо да Ги(х )—>(). Агар x=l булса, у

нолда VneN учун f„(x) = -  , яъни х=1 иуктада п—>°°да

1|,( Ч)—> — •
2

Фараз цилайлик, 0<х<1 булгавда 1'о(х)=() ва х=1 бÿлганда.

¡п{х) — — булспп. У холда юкорпдагн мухокамаларга acocan

h >оо да f„(x)—»f(>(X) кслиб чикадп. Кечма-кетликиннг 
нуцтавий якинлашишидан хамма. жойда дсярли якдтнлашити 
ни улчов буйича яцинлашиши (3.4-теорема) келиб чиццаилигм 
учуй берилган кетма-кетлик f'o(х ) функцилга якимлашади ва 
унмма жойда дсярли якиплашади хам да улчов буйича хам 
икпнлашади. .Пекин бу кстма-кетлик Г0(х) функцияга текне 
|||,ч|илашмайди, чунки акс холда i’o(x) функция узлуксиз 
фуикциядаи нборат булиши керак эди.

6-масала. (Лебег теоремасига дойр, яъни 3.4-теорема.га 
дойр).

Фа раз килайлнк,
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/„(*) =
1+ -

п + 1 « +1
< je < 1 бул ганда;

X  -  -
1

п + 1
булганда

фупкциялар кетма-кетлнгн берилгаи булспи. Бу кстма 
кетликпмнг

1 , 0 < X < 1 
,  X  -  1

(функцияга улчои бу̂ йича якпплашиши курсатилсин.
Ечиш. Берилгаи функциянииг таили куйндагича.

/00  =

у

4

3

2

1

1
1
1
1
j_

'

■
■

1
1

_

f(x ) J.

11

fl

h

h

d=3

4 3

' Берилгаи {fn(x)} фупкциялар кстм а - кегл и ги н инг Е=[0, 1 
даги f(x) функцияга ящшлашмайднгап нуцталар тунламнни ] 
деб белгилайлик,

В = E(f„ -h  / ) •

Яна куйидаги белгилашларни олайлнк

А = E(\f\  = оо\ I 
An = E(\fn | = ооН

(1)

(2)
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Q = Л и^ и  Д,1иВ • 

бслгила i штарга acoca и

■4 = {1}- л  = {^тг}' £ = {0’1}'

Ьундяи
/* б  =  0 (3)

н . л  11 и  1111 k ÿ p a M H S .  Демак,
l im /„  = /
П—>°°

муиосабат Е туплампипг деярли хямма иуцталарида бажарила- 
ДН-

Эпди
Ek{a) = E{\fk - f \ > o ) ,  (4)

R ,X c )y Ek(cг).к -п

М  = Cj Rn(cr)
п=\

Оулсии. Агар ст=3 десак, у холда

а д = { Ц ,  а д = | , 4 ( 3 ) = ^ , . } .

ммш Еп(3) туплам иккита х = —-—, х = 1 пукталардан ибо-
п + I

I »и г isa

/Ц з И  1, -  , —  ... , О k М={0, 1 }булиб,-Ек, Rk, М
п п+1

гунламлар улчовлидир ва улчовлари иол га теиг.
R{(cr) о  R2(o ) Z) Æ,(<r) =)...

п^лгапдаи а— да (улчовли тупламлар кетма-кечлигшшиг 
чоссасига acocan)

JURM) -»  ММ (5)

29



Энди масалани ечиш учун
М с 0  (6)

муиосабатни курсатиш кифоя, чунки (6) курсатилса, (Л) г 
acocan цМ=0 ва (5) дан п—>°° да

j u R M )  = 0 (7)
экамлиги келиб чгщади. Суигра

E„(or)czRn(or) 
булгамидаи

£ „ ( < т ) ^ 0  

булпб, мае,ала ечилган булади.
Шундай кили б (6) пн курсатамиз. Агар x 0£ Q  булса, ; 

холда
lim /,(x0) = / ( x 0) 
к-*™

маижуд булпб, барча

АЫ, /2(*0)> -
чекли соилардир ва уларпинг лимиты f (x 0) хам чекли сои бу 
лади. Шуиипг учун k>n булгаида

\ / Л хо ) - / ( хо)\< °' 
буладиган и сонини топиш мумкин. Бундам (4)ra acocan 

х0 <t Ек(ст), k > п
гжамлигм кслмб ч и кади. Шунга acocan

x0<£Rn(cr), хй£ М

Демак,
M a Q

7-масала. (Рисс тсоремасига дойр) Хар бар натурал к в 
s=l, 2, к соилар учуй [0,1) оралшда аииклапгап (k = 1, 2,...)

1, ХЕ  [—  , j ) ,

,°’ х е  [ ¥ > » ) •

фупкциялар кетма-кетлишнинг улчов буйича яцимлашиш 
курсатилсин ва бунда н деярли я кпилашунчн кием мм кетма 
кетл и к ажратилспн.
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Кчиш. Берилган функциялар кеша - кетл иги i1 и купида in 
«|ншишда ёаамня:

-  /•(»/
<PÁ*) = f ¡ \х), <Р2(Х) = / (2\х),

VÁx) = f i 2)( x \  (Р,(х) = А ° \х ) ,  . . .

Агар <р„(х) — /Цк)(х)  булса, у холда хар каидай о сон 

("■ (T l̂) учуй
5 - 1  S 'IIьAI

~ 1 Г ’ Г ,

щ (иди. Бундан

М(Р\<РЯI > сг})=  j  

1111 h ->оо да к—>°° учун

м{е\(Р„\> о-})-> °  (А)

1,1'мак, берилган функцияЛар кетма-кетлиги улчов буйича нол- 
III нцпнлашади.

Энди (А) муносабат бажарилганлига учун

П 1 < П 2 < . . . < П к < . . .

i i \шдиган натурал соиларни

1
22 ’

\ (в)

Е\\(Р„Л* к + 1

iiiiipiMiap бажариладиган щшиб танлаймиз. 
Maca лап, (рп (х) фуикцияни
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W :

1, xe 

0, x t

i-1 л

«i ’ ".

5 - 1  J 
И, ’ n,

деб танлаш мумкип.
By ($>„ (x)} фуикциялар кетма-кетлигпипнг E=[0,1 )

ламда деярли яцинлашувчи экаплипшн курсатамнз.
il I 1 1Rm = y E \ W \ >

к=т к  + 1

туштмларнп тузайлик. By ерда
K |3R 2=)R:îZ3...

6jVrraни учун улчовлн 'гупламлар кетма-кетлигннинг хосса< 
acocan »j—>°°да

)A(Rni)->MQ-

Иккинчи томоидан, (В) тенгсизликларга кура
°о 1 1

; 2í+l 2"

Демак m— да 

Бундам
M-(Q)=o

тснглик келиб ч и кади.
Энди Е/Q туплампинг хар бир нуцтасида jç? (х)} ф;

циялар кетма-кстлигинииг яцинлашувчи гжанлигини Kÿpc 
мим.

Ихтпёрип х„е Е/Q учуй x0gR„, буладиган m=m0 пи то 
мумкин. Агар k>m0 булса, у холда х0 g  R l¡4 

1
Е\\<р. >

к +1
келиб чицадн. Демак, k>m0 булгаида
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(«t ни ща деярли нолга

нышлмшади.
8-масала (Егоров теоремасига дойр). Фараз цилайлик, Е 

. м1|)илаыган тупламда f(x) аницлангая ва улчовли функция 
ic i и i. FçE f»ÿjia;u ira 11 F тупламда узлуксиз ва f(xj функцияга. 

и ми- яцпплашадигаи {fn(x)} фуикциялар кетма-кетлигиии nÿp- 
llllllir.

Ечиш. Шартга acocan f(x) функция Е да аницлангаи, чек- 
III на улчовли булга пи учуи

iуиосабат бажарилади.
!)иди [-N, Nj кесмани ш та тенг оралицца буламиз:

{!ffxjl <1 }с{I f(x) \ < 2}ç ... ва u{ \f (x ) \< N }= E

и« (“за оламиз. 
У холда

lim //{ ¡ /(х ) | < # } =  /¿Е <

in нхтиёрий £ мусбат сон учуи

-N=y0<yi <У2< ■ ■ ■ <yni=N

h i .Yu—У к—l = v  деб белгилаймиз. 
Энди

Ек= {Ук- 1^ (х )< Ук }

¡Унлпмин царайлик. Шакл цуйидагича
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К к тупламлар уотма-уст тушмайдп ва

E,u E2u ...u Eui2{I f(x)| <N}

Хар бир Ек тупламда улчови
£

ß F k > /Æ k -
4т

буладиган 1*\ тунлампи олайлик, чупкн

» ( и  F ^ j u E - e

Энди uF k=Pw тупламда fEV(x) функцияни 

fev(x)=yk, xeFk

дсб белгилаймиз. Бундай fEV(x) фуикциялар хар бир Fk да уз 
луксиз (узгармас). Демак, I£V(x) (функция FEV да узлуксиз ва 
шу билан бирга

I fev(x)—f(x) |<V

тенгсизлик F0V нмпг х,амма иуцталарнда бажарилади.
Энди

£|+Е2+...<'£

булган 8k (k=i, 2 ,...) муебат еоиларни ва и—>°° да V,,—>0 була- 
диган V,, мусбат еоиларни олайлик. Х,ар бир (e,v)=(8n,vn) 
жуфтлик учун худди юцоридагидек

F„=Fev, f„(x)=l'EV(x )
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Hi|'iiii тузайлик. У холда {fn(x)} кетма-кетликлар F=nF„ да 
>>1ммл fn(x) функциялар аникланган, узлуксиз булиб f(x) 
||у|н;цияга текис якннлашадн, чункн

| l n(x )-f(x ) |<v„

и игсизлик ихтиёрий х е PcF„ учун бажарилади. Шулдай цилиб 
| гуиламда f(x) функция узлуксиз булиб, текис яциплашувчи 
№ ||и(-пз {fn(x)} функциялар кстма-кетлигининг лимитидаи 
||(и1|)1ггдир на шу билан бирга FcE,

M-(E/F)=jo,(uE/En)<8i+E2-tb...<e.

4. Мустак,ил ечиш учун масалалар

I. Агар Г(х) улчовли функция булса, у холда ln |f (x ) |
\ |Човлн функция буладнми?

2. Агар Г(х) функция кесмада улчовли булса ва7С Л  

2' 2 _
|/'(jc) | < 1 булса, у холда arcsinf(x) функция улчовли буладн
ми?

3. Агар Е тунламда | Г(х) | функция улчовли булса, у 
чолда 1'(х) (функция К тунламда улчовли буладими?

4. [0,1] кесмада улчовли булиб, фа цат битга пуктада узи- 
Нпига зга булган, хеч кандай узлуксиз функцияга эквивалент 

fty iMaran функция булиши мумкипми?
5. Агар f(x) функция хар кандай [a, P ]c(a , b) кесмада 

Улчовли булса, у холда f(x) функция [а, 1)] кесмада хам 
\ 1човли булншини исботланг.

(>. Фараз цн лай лик, {Г„(х)} функциялар кетма-кетлиги 
I (х) функцияга улчов буйнча якинлашсии ва ихтиёрий н 
иитурал сон учун f„(x)<a, хе [0 ,1 j булсин. У холда [0,1] кес- 
шишнг деярли хамма жойида 1(х)<а тенгсизликнинг бажари- 
импнни исб<п'ланг.

7. Агар f(x) функция [а, Ь] кесманннг хар бир пуцтаспда 
чс»-илага эга булса, у холда [а, Ь] кесмада бу ходила улчовли 
*|>упкциядам иборатлиги нсботлансин.

35



4-§. ЛЕБЕГ ИНТЕГРАЛИ. ИНТЕГРАЛ ОСТИДА 
ЛИМИТГА УТИШ. 

РИМАН ВА ЛЕБЕГ ИНТЕГРАЛЛАРИНИ 
СОЛИЩТИРИШ

{Я

1. Зарурий тушунчалар

Агар С(х) функциянннг Ё тупламдагп хар хил кийматлар | 
сони саиоцли тупламдап ортиц булмаса, у х,олда бундай Г(х) 
функция Е тупламда содда функция дейилади.

Агар Ек туплам улчовли |0ЁК ва

Е к = {х е Е :Д х )= С к }

булиб
.МЕ,СкI '  

к
катор яцинлашувчи булса, у х,олда Ё тупламда бсрилган ва ул-1 
човли булган С(х) содда функция Ё дуплам буйича Лебег 
магы юсида 111ггеграллаиувчи дейилади.

Агар Е тупламдагп 1'(х) содда фуншщя интегралланувчи 
булса, у холда

МЕ,I  

к
цатор Лебег ннтеграли дейилади ва

¡/(х)сЬс
Е

деб белгиланади.
Агар Е туплам деярли х,амма жойида Г(х) функцияга тек не 

якинлапгуичи интегралланувчи содда {Сп(х )} фуикцпялар кет- 
ма-кетлпги мавжуд булса, у холда улчовлп ва деярли хамма 
жойда чекли булган С(х) (функция Е туплам буйича Лебег 
маъноснда интегралланувчи дейилади.

36



Агар f(x) функция Е туп лам да интегралланувчи булса, у 
мид»

■im i f n(x)dx
Yl— > °°  ß

I гуплам буйича Лебег интеграли дейилади ва
\ f(x )dx  
Е

ir(i белгилаиади.

2. Асосий теоремалар

4Л-теорема. Фарая кцлайлик, f(x) содда функция

Е = u  Е ,  , (Е ,  = { х е  E ; f  (х) = С , } <  Е . г л Е  = 0 ,  к Ф з  
^ к к к к s

гупламда берилган булсии. Агар Е̂  тупламнипг jyip бири ул- 
човли булса, у холда f(x) функция Е туп лам да улчовли була- 
дм.

4.2-теорема. Улчови пол булгаи туплам буйича ихгиёрий 
Г( х) функциядам олппгаи интеграл нога тенг.

4.3-теорема. Улчови иол булгап тупламдаги иптегралла- 
иуичи фуикциянинг узгариши, унинг интеграл цийматини ул- 
I пртирмайди.

4.4-теорема (аддитивлик хосеасн). Фараз кплаплик, Е 
туплам А̂  тупламларпинг бирлашмасп снфатида тасвирлаиган 
булиб Акларнинг ихгиёрий бир жуфти кесншмайдиган булсин 
мп {A|J туплам сони саноцлм тупламдап ортиц булмасин. Агар 
I(х) <})уикцня Е тупламда интегралланувчи булса, у холда f(x) 
\л|) бир Ак тупламда интегралланувчи булади ва

¡f(x)djU=Z j  f(x )d n  
Е к А к

ui у билаи бирга

X Лл*)|ф<~ 
к А к
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4.5-теорема. Фаряз циляйлик, Е туилям Ак т^пламлариииг 
бирлашмаеи енфатнда таевирланган булиб, А^лариинг нхтиё- 
рий бир жуфти кесишмайдигяи булсин ва {Ак} туплам самоцли 
туламдам ортик, булмасин. Агар 1(х) функция хар бир Ак туп- 
ламлярдя интеграллаиувчи булса ва

булса, у холда 1(х) функция Ё туиламда иитеграллапувчи бу- 
лади.

4.6-теорема (абсолют узлуксизлик хоссаси). Агар 1(х) 
«функция Ё туп лам да иитеграллапувчи булса, у холда Уе>0, 
35=8(е)>0 булиб, ихтиёрий есЕ (|ые<5) учуй

4.7-теорема (А.Л.Лебег). Фараз киляйлпк, {(„(х)} функ- 
циялар кетма-кеглиги Ё туиламда Г(х) фуикцияга улчов буин- 
ча якинлашсни ва Ё туиламда интеграллаиувчи булгаи ф(х) 
учуй

теигсизлнкни Е туиламда деярли бажарнлсии. У холдя 1'(х) 
(функции Е туиламда интеграллаиувчи булади ва

тенглик урннли булади.
4.8-теорема (Б.Леви). Фараз цнлайлнк, {(„(х )} функция- 

лар кетма-кеглиги цуйидаги шаргларни цаноатлантирсин:
1) { ( х )} кетма-кетлик камаймадиган (усмайдиган) бул-

син;
2) Е туиламда I',,(х ) (функциялар интеграллаиувчи булиб

I  / | / ( х ) |  й М <°° 

к А к

} |/(х ) | ац< £
е

булади.

/ п (х)<<р(х),\/пеЫ

Нш \ / п (х)с1/и= |  (Нт/ п (х))с1м
п Е Е п

1 /п (х)сЬс<К,\/г,еМ={ 1, 2,3,...} 
Е
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(tyjicHii. У холда

iim f j x ) = f ( x )  
л—>°°

мовжуд ва ('(х) функция Е да интегралланувчи булади ва шу 
(»клан бирга

lim i  f n (x)dju=j lim f n (x)dju= \ f  (x)dx
П — ^ O O ß  £ П — ) о о  £

Натижа. Агар манфнй булмагап (1ц(х)} фуикциялар кст- 
ма-к(“гли1'и учуй Е тупламда

I  i f n (x)dju 
п= \Е п

кгггор яцинлашувчи булса, у холда
0 0

1  /„(*)
п=1

цатор Е тупламда деярли хаммя жойда якннлашувчи булади ва 

\ i f n { x ) d ß = i \ f ( x ) d ß
£77=1 п и=1£

'|чч |глик бажарилади.
4.9-теорема (11.Фату). Агар манфнй булмагап {(„(х)} 

фуикциялар кетма-кетлиги Е тупламда f(x) функция деярли 
мкмнлашувчи булиб, Е тупламда Г„(х) фуикциялар интеграл- 
ланувчи булса ва ихтиёрий и натурал сон учуй

f f  (x)djU < К , к =const 
Е П

fijbica, у холда f(x) функция Е тупламда иитеграллаиувчи 65'- 
ниди ва

\ f { x ) d f i< K
Е

(•Улади.
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4 .10-теорема, [а, Ь] кеемада берилган Г(х) (функция Ри- 
ман буйпча интеграллапувчи б^лиши учун 1(х) функция чега- 
ралангаи ва [а, Ь] кеемада деярли х,амма жонда узлукеиз бу- 
лишп зарур ва кнфоядпр.

3. Масалалар ечиш

4.1-масала. [-1,1] кеемада иптеграллапмайднгаи еодда 
функцияни тузинг.

Ечиш. 1(х) функЦияни куйидагича тузами». Агар

хе _1___ 1_
и+Г п+1

, п = 1,2,3,...

булеа, Г(х)=п деб оламиз ва х=0 булеа, Г(х)=0 деб оламиз. У 
х,олда Г(х) еодда ва улчовли функциялардан иборат булади. 
Агар

1 1
Е  =П

1 г
\?

п п п+ 1 п+\

булеа, у холда Е„ улчовн

¡иЕ

Энди
" п(п+1)

ОО ОО

X ><МЕп )=2 X
п=1 п=1п+1

булгапи учун 1(х) функция [-1,1] кеемада ннтегралланувчи 
эмас.

4.2-маеала. Агар Р ва Qn.l туплам Кантор гупламлари 
булиб

-1
(®кп>Ркн)̂  ^хе Д„= 2 

и 
к = 1

булгаида
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f(x )= (a kll-x)(x-ßklI)

fïÿjica. на xE P булгаида
f(x)=0

булеа, у х,олДа
1

J f(x)<lx 
О

111 rrerpa л и и xik-c >бл an r.
Ечиш. Бундам бери л ran Г(х) функция [0,1] кесмада уз

лу кем л. Шунинг учун [О, IJ да Лебег маъиосида на демак 
Рнмам маъиосида хам интеграллашувчи. 4.4-теоремага acocan

¡ f ( x ) d x = ¡ f ( x ) d x + ¡ f ( x ) d x  ' PuQ=
О Р Q

Энди (lP=0 булгаии учуй 4.2-теОремага кура, 

j f ( x )d x = О 
р

Бу тенгликии эътиборга олнб 4.4-теоремага acocan теиг- 
лнкка цуиндагиин тонам из.

1 оо оо 2”-' \
j f (x )dx= '£  j f (x)dx=  ¿  I  I (ak - x ) ( ß k -x )dx=
0 »=1 Дп и=1 k=\ ak " "

I 2I  1  / - ^ - x ) f e = S 2 ^ - l3i U x - x 2)dx= 
n=\ k=\ о v3 J  n=1 о V3 J

¿ 32w+. n U n )  1S0
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4.3-масала. Фа раз цилайлик, (1 А<°° булиб, А тупламнинг 
х,амма жойида деярли 1‘(х)>0 булсин. Агар

\ /{х)сЬс=О
А

булса, у холда цА=0 экаилиги исботлансин.
Ечиш. В тупламии куйидагича аниклаймиз

В={хе А; С(х)<0}

У х,олда цВ=0 зканлнги масала шартпдан келиб чикадп.
4.3-теоремани эътиборга олсак, А туиламда С(х)>0 деб 
карашимиз мумкин.

Энди фараз цилайлпк, |лА^0 булсин. У хрлда цЕ^О булса 
ЕсА, берк цием тунлам мавжуддир ва Б туиламда С(х) функ
ция узлуксиз буладм (Лузин теоремасига каранг). Р тунлам- 
пинг ихтиёрий х иуцтаси учун Г(х)>() булганидан ва Г(х) 
функция Е туиламда узлуксиз булганидан Г(х)>С тенгсизлик 
уринли буладиган С>() сон мавжуд.

Энди
О = | / ( * ) < / / / >С  )>  О

А Р

Бу царама-царщилик (знддмят) бпзнипг фаразимиз но- 
тукри эканлигини курсатади.

Демак, цА=0.
4.4-масала.

\ х р~х \ п ( [ - х С1) с 1 х ,р > \ ^ > 0  
о

интегралии хисобланг.
Ечиш. Маълумки, 1н( 1-х(|) функцняни [0,1) о рал и кда уш-

бу

даражалн каторга ёйнладн. Ву катор [О, I )да текис 
якинлашувчндир. Демак, цатор 1н(1-хч) фупкцияга [0,1) хам- 
ма жойида деярлп ящшлашадн.
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деб фараз кнлайлик. 1'п(х) функциялар усмайдигаи кетма- 
кетликни ташкил цилади на уиинг интеграл»

\ / ( х ) с 1 х
о

п 1 , п 1 , п 1 , и 1
= у -------- =  - У ------- < - У  —  < - У  —  < с

*=1 к(1щ+р) чк=\к(к+%) Ч = \к2 4 к=\ к 2

Бу эса {1„(х)} кетма-кетлпкнинг 4.8-теорома шартларшш 
цаноатлаитиришини курсатади.

Демак,

\ * Р~' 1п(1-х2у х = Н ш  \ /  { х ) (к = - 1  г  1 .
О п->°° о п к=\К\Щ-т-р)

4.5-масала. Ушбу
л/ х э т х

х+100

(функция [О, оо) ораливда:
а) Римам буйича иитеграллаиувчй буладими? 
в) Лебег буйича нитегралланувчи буладими?
Ечиш. Дуймдагича белгилаш циламиз.

/ О ) = -> &х) = вш X
х+100

С(х) функция х—>°°да монотои камаювчидир ва 1'(х)—>0. §(х)
.функцпяиинг [О, А] ораликдагм бошлаирич функцпясп текпс 
чегаралаиган. Шуиииг учуй [0, °°)да ('(х)-^(х) фуикцияпииг 
Римаи иитеграли мавжуд (Дирихле аломатига асосан).

Лебег маъиосида Г(х)-у(х) па | Г(х)^(х) | функциялар бир 
вацтда ёки интйграллаиувчи ёки иитеграли мавжуд эмас. 
[0,°°)да | Г(х)-у(х) | фуикцияпииг шгаеграллаиувчи эмас экаи- 
лигиии к^реатамиз.



Хдоицатан х,ам, агар |С(х)^(х)|итччраллаиувчи булга, у

функция хам интегралланувчи булади.
Дсмак, [0, °°)да f(x) ва f(x)cos2x функцпялар интеграл- 

ланувчм.

иинг 10,о°) да интегралланувчи эмас экаилигини курсатади.
Демак, бу функцияиинг Лебег интеграли мавжуд амае.
4.6-маеала. 1(х) фуикцнянннг ихтиёрий [а, (3]да 

( [а,{3]с(а,1>)) Риман интеграли мавжуд. Бу функцияиинг 
[а, Ь] кесмада интеграли мавжудми?

Ечиш. Юкоридаги 4.10-теоремага аеоеан 1(х) (|)ункцня че- 
гаралаиган ва [а, Ь] иинг деярли х,амма жойида узлуксиз бу- 
лиши керак.

Ихтиёрий [а, |3]с(а, Ь) кесмада Г(х) (функция нптегралла- 
нувчи булгамлигидам Г(х) функция (а, Ь) интервалда деярли 
хамма жойда узлуксизлиги келиб чиЦади. У холда [а, 1>] кес- 
манииг хдмма жойида деярли узлуксиз. .Пекин ихтиёрий 
[а, (3]с(а, Ь) кесмада Г(х)иипг чегараланганлнгидан [а, 1>] 
кесмада чегараЛанганлиги келиб чицади. Хакццатан хам, агар

f (  - —!— булса, у х,олда Г(х) (|>ункция |а, 1>| кесмада че-

хрлда siu2x<| sinx | (V xell) га acocan

2 1 I/(x)sin x=—f (*)-—/ (x)eos 2x

•Пекин

булгаии учун

бу охирги царама-царшилик (зиддият) I ((x) g(x) I функция

х - а
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гараланмаган, лекин ихтиёрий [а, ß]c(a, Ь)да функция чегар- 
лаиган.

Демак, i'(x) функцияшшг [а, Ь] кесмада Риман интеграли 
мавжуд булмаслнги мумкин.

4.7-масала. Агар
/  (х)=пхе~'п

булса
1 1 

l im j / (x)dx= \\\m f  (x)dx, п - 1,2,...
" о п о ”

тенглик ÿpiiHJin буладими?
Ечиш. {(„(х)} функциялар кетма-кетлиги [0 ,1 ] кесмада 

иолга яциилашади. Демак, {Г„(х)} кетма-кетлик и— ÿjriou 
буйича полга яцинлашади. Бу аса Лебег теоремасипипг (4.7- 
теорема) бирипчн шарти бажарилишини куреатади.

Энди

f пхе~пх7 dx= -  п f е nt dt = -  (1 -  е~п ) -»  - ,  п —»
о 2 о 2 2

булгани учун Лебег теоремасипипг иккинчи шарти бажарил- 
маслигиии курам из.

Шундай килиб {i'n(x)} функциялар кетма-кетлиги учун ин- 
тогралланувчи можаронта (таккослалувчи) функция мавжуд 
эмаслигиии тасдиклаймиз.

Демак, берилгаи функция учун

lim J f„(x)dx*j( lim f„{x))dx 
"О о

4.8-масала. Агар

f rj(x)=na x ( \-x )n

булса, у хрлда анинг кап дай цийматларида
1 1 

lim j /„  {x)dx=\(lim f n(x))dx
о о

тенглик урншш булади?
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Ечиш. Ихтиёрии iie N={ 1, 2, ...} « чум 

/ И(0.) = / Л(М = 0

By эеа и—>00 да х=0, х=1 нукталарда 1„(х) >0 :жашшгиии 
курсатади. Агар 0<х<1 булса, у холдя (К 1-х 0 па

па ( \ - в ) в п =па Оп - п а Оп+{

Ихтиёрий ОСбКе(-°°, учуй п—>°° да м“9"—»0 булгаимдяп 
и— да [0,1] кесмада fn(x)—>0, ае  R.

Шунмнг учуй ае  R бугшб 11—>°° да

Í (lim /„  (x))dx —>0
о

Иккинчи томомдап

J f„(x)dx=na j  х(1-х)п dx=na j ( l -x )xndx=—— -------
0 0  о (и+1)(и+2)

Бу охирги тенглик а<2 булга и да 

1
lim I f n(x )dx= 0 ,n—> ОО

я o'
тенгликни келтириб чикаради.

Демак, берилган функция учун курсатилган тенглик а<2 
Хамма цийматлар учун бажарилади.

4.9-масала. [О, ]] кесмада цуймдагп игартни цапоатлам- 
тирувчи {f],(х )} интегралланувчи функциялар кетма-кетлигийи 
тузинг:

1) 11—»°° да Г„(х)—> f(x) деярлн хамма жойда;
2) Г(х) функция [0,1] да интегралланувчи;
3 ) '

lim I \fn(x)-f(x)\dx^0 ' 
п о

Ечиш. {Гц(х)} функциялар кетма-кетлигини цуйидагича 
тузамиз:
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п2, 0<х< —1

Г„(х)= К

О, -<х<1  
V. п

[0,1] кесмада деярли, п—>°°да Г„(х)—> 0 экаилиги кури ни 6 
турибди ва шу билан бирга

| ( П т / ;;(х))£/х=0
о

| >у эса 1) ва 2) шарт бажарилишини курсатади. .Пекин
1

1' у п
П т  ||/п(х)|йЗс— П т  л \с1х=°°Ф§
н— 0 и— о

Ву 3) шарт бажарилишини куреатади.
4.10-маеала. Агар

г с
1

С|1(х)= <

1их [ ,

оСОЙ Х ,

0<х<-
п

<х<1

булса, у хр.|дя 10,1] кеемада {!'„(х)} фуикциялар кетма- 
кетлигинииг лимит фуикцияси интеграллаиувчи буладими?

Ечиш. Х,ар цандай х>() учуй — < х буладигаи но=пц(х)

сон топилади. Ву эса п>по булганда ихтиёрий х>() учун 
Г|1(х)=сов2х, яъий н— да ихтиёрий х>() учун {„(х)—>со§2х 
муиосабатии бнлдиради. Агар х=0 булса, у холда ихтиёрий 
н (не N) учуй Г„(х ) —°°. Демак, и— да деярли хамма жойда 
(ц(х)—>еов2х ва бу лимит функция [0,1]да ннтеграллаиувчн- 
дир.

47



Энди чегараланлнп л11 ■ 11\ .и ............. 1с(нт иптегралига дойр
масалаларпп курии пп,

Лввнло, ч<ч приыимш ип фмищннпшп Лебег интеграли 
тушупчаспнн :ммш(1 пп.

Фараз цнлалн пп. I ( ч ) О фуимтч булпт «а [Г(х)]„ эса 
цуйпдагпча аншсланснп

Ву {1(х)},, (функция чегаралшнап на ^лчоили. Демак, у нп- 
тегралланувчи.

Энди Г(х) функцнядап I1’, туплам буиича олнпгап иитеграл- 
ии [1(х)]„ функция ннтегралинмнг лнмнтп спфатида аниц- 
лайлик (лимит мавжуд булган холда), яъпи

Е

4.11-масала. Ушбу
Е

| х  “йх
О

интеграл (Х-нинг кап дай кийматларида маижуд? 
Ечиш. В из да а(ч)=ч'“ берилган. Шупинг учун

х  , х е  п “,1

деб оламнз.
Энди Лебег буйича интеграл куйидагича

I
I П а 1

п а

бунда, ()<а<1; агар а=1 булса интеграл мавжуд эмае. 
Демак, берилган интеграл 0<а<1 да мавжуд.
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4. Мустак,ил ечиш учун масалалар

1. j d x  интегрални хиеобланг, бунда |х] эса хнинг бутуп
J [х]
О 1 J

циоми.

2. Фара:* цилайлик, цА< °° булиб, Г(х) функции А тунлам- 
да интеграллапувчи ва деярли Аиипг деярли хамма жоймда
I g(x) I <ni бу.гкч in, А тун лам да C(x)g(x) функциянинг иптег- 
ралланувчп экашшш иеботланеин.

3. [0,°о) да

/ 0)=
XР sinx 

1+х*

[ ) > - 2 ,  р < « |< р + 1

(функция Римам ва Лебег буинча интеграллапувчи б уладим и?
4.

i

111 п егралии хиеобланг.
5. Агар

r s in x  ,
---- -т-ах

ol+x2

• V ! , \  2~ п
1+7?  X

булеа, у холда

1 im j /„  {x)dx= \( lim f n (x))dx
n—>°°o Q v\—>°°

тенглик урннлими? 
(). Агар

í'n(x)= ■<

elgx, 0<x< — 
n

-i, -< x < l  
n

булеа, у холда
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1 1 
l im  \ f n(x)dx=  | (И ш /й(х))г/г

о о
уриилими?

7. Фа раз цилайлик, чегараланган, мапфиймас {Г,,(х )} ÿji- 
човли функциялар кстма-кетлиги учуй п—;>°о

\ f„ (x )d x - >  О

Е

булсип. У холда Е тупламнипг дсярлп ха мм г» жойида Г(х)—>0 
деб тасдиклати мумкипми?

8. Агар f(x)=(cosm!ux)2n булса,

¡ f (x )d x
0

интсгрални хпсобланг.
9.

1
j lr i jd x

о

111 ггеграл и и хм собл а иг?
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5-§. МЕТРИК ФАЗОЛАР. 
КЕТМА-КЕТЛИКНИНГ МЕТРИК ФАЗ ОДА ЯК.ИНЛАШИ11Ш

1. Асосий тушупчалар

Фа раз цилайлик, X нхтиёрнй буш булмагап туплам булсин. 
I»у туиламда маифий булмагаи икки узгарувчили р(х, у)>() 
(функция куйидаги шартларни (аксиомаларни) каноатлаитпр- 
са, бундай р(х, у) (функция X тупламда метрика (ёки масо- 
фа) дсйилади:

1) р (х, у)=0<-> х—у
2) Р (X, у)= Р (у, х)
3) р (х, у)< р (х, z)+ р (z, у), Vx, у, z6 X
Бир жуфт (X, р) метрик фазо дейилади. Агар чизпкли 

фазога метрика тушуй чаем кнрнтплса, у чпзпкли метрик (фа
зо дейиладм.

Агар il—>°ода р (х„, х )—>0 булеа, {Х„}сХ кетма-кетлик х 
ну к/rara якиилашувчи дойилади. Бупи и—>«=да х„—>х ёки
liinX,, ~ X  деб белгилаймиз.11—><*>

В(х0, г)={леХ: р(х0, х )<г} 
туплам г радиуслп хоеХ марказли очи к шар деб аталади на

В(х„, г)={лбХ: р(х„, х)<1-} 
туплам г радиуели маркази Х(>еХ нуцтада булгаи ёпик шар 
дсйилади. Агар А туплампи (АсХ) бнрор (очш; ёки ёпик) 
uiap билап ураб олиш мумкнп булса, у холда А туплам чега- 
ралаигаи дсйилади. Агар га, п—»«»да р(х„, хш)--»0 булса, у 
холда {х,,} сХ  кетма-кетлик (фуидамеитал дейилади.

Агар и—»«»да х„—»хо дан Г(х)—>f(xo) к.елиб чикса, у холда 
X пи У га Г акелаитириш х() пуцтада (хцеХ) узлуксиз’де
йилади, бунда хцеХ, V{xn}cX, f(x)eY , Г{х0)ce Y на X, У мет
рик (фазолар. Агар Хии Уга акслаптирувчи (', яъии С: X—>Y.

51



X метрик фазопипг хар бмр иуцтасида узлуксиз булса, у 
холда (' акслаитприш X метрик фпаоди узлуксиз дейилади.

Агар X метрик фазода ихтиёрий фупда1у1ентал кетма- 
кетлнк яцпнлашувчн булса, у холда бундай X метрик фазода 
тула дейилади.

2. Зарурий теоремалар

5.1-теорема. Агар {хп}сХ кетма-кетлик х£X элемеитга 
якиилаина, у холда бундай х лимит элемент фа кат битта- 
дир.

5.2-теорема. Агар {х„}сХ кетма-кетлик хбХ элемента 
якинлашса, у холда бу кётма-кетлик чегаралангйи.

5.3-теорема. Агар {х„}сХ кетма-кетлик якпплашса, у 
холда бундай кетма-кетлмк фупдамептал кегма-кетликдан ибо 
рат. Агар {х„}сХ кетма-кетлик фундаментал булмаса, у хол
да бупдай кетма-кетлик яцинлашувчи булмайди.

3. Масалалар ечиш

5.1-масала. тупламда метрика

р(х, у) = I ex-ev|

деб аииклапглп. Метрика акеиомаларнинг бажарилншиии.тек- 
шнрннг.

Ечиш. Агар р(х, у)=0 булса, у холда | ех-еу| =0, яъни х=у 
на аксиича, агар х=у булса, у холда ex=e-v па р(х, у)=0. 
р(х, у)~р(у, х) уз-узидан равшан. Иихоят

р (х, у) = I ex-e-v | = | cx-ez l-ez-e-v | < | ex-ez | 4-1 e W  | =
= p(x, z)-fp(z, y).

Демак, X тупламда метрик шартлари бажарилдн, яъни 
х—(—оо; оо) метрик фазо.

5.2-масала. Фараз цплайлпк, С1 [а, 1>| туплам [a, bj кес- 
мадаги узлуксиз ва бириичи тартибли х,осиласн хам узлуксиз 
болтан функцнялар туплампдаи иборат булспи. |»у тупламда 
метриками
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р  ( х ,  у )  -  max \ x( t )  -  у (?) I + max ix '( /)  -  y ' ( t )  Ia <t< b {ct .b)
деб апицлайлпк.

Метрика аксиомаларинииг бажарилмшиии текши ринг. 
Ечига. Агар р(х, у)~0 булеа, у холда шах | х(I) —у(1) I =0 

ва шах | х '(! )-у '(I) | =0. У х,олда х(1.)=у(1), яыш х=у. Аксим- 
ча, агар х=у булеа, у холда х (I)- у (I) ва x'(t)y'(1). Шунииг 
учуи р (х,у )- (). Иккиичи аксиома уз-узидан равшаи. Учинчи 
аксиомами текширамиз. Абсолют кийматлар хоссасига асоосап.

| х( I ) у ( I ) I + 1 х'( I )-у( I ) I < I х ( I )-z( I.) | + 1 А I )-у(>) I +

+ 1х '(t)- z '( t)  | + 1z '( t)- y '( l)  I < m ax  |x (t)- z ( t)  | +
I

+ m ax | z ( l)- y ( t)  1 + m ax  j x " ( ll)- z '( l) | + max |z/(t)- y '( l) |
1 * 1  1

y'C)
У холда

p(x, y)< p(x, z) t-p(z, y)

Демак, метрика аксиомалари бажарнладц. Шупдай кмлиб 
( j 1 [а, 1>| метрик фа .'¡о.

5.3-масала. II,, Евклид фазосида иккита

х=(хи х 2,..., хп) ва у=(уь у2,..., Уп) 

элемент (вектор) учуй метрика

p U  у)=> ¿ к - л ) 2
Ч*=1

деб аниклапган. Метрика шартларимимг бажарилишиии тек- 
ширинг.

Ечиш. I) Агар р(х, у) =0 булеа, у холда (х|<-ук)2~0, яъмм 
*к=Ук, к=1, 2,..., м. Демак, х=у.

Агар х~у булеа, у холда Х|<=у|. (к=1, 2,...,м). Демак, 
р(х,  .г)=0.

2) р(х, у)= р (у, х) темглмк бажарилмшм уз-узидан равшаи.
3) Учбурчак темгеизлмгм, яъии р (А', у)< р (х, /.)+ p(z, у) 

оса, Z— (z |, '¿2, ■■■, Zn) Деб ка рал гам да
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X х * л ]  ]y¡
ki'=l J k=\ ¿=1 

Конти-Буняковскип тенгсмзлнгидап келиб чицади. Шупдаи 
кмлпб чекли п-улчовли Евклид фазосн метрик фазодир.

5.4-масала. Чексиз улчовли Евклид фазоси 12 булсин. Бун
да алементлар x=(xj, х 2, х п ,...) б^либ, уиинг координата- 
лари

£ ^ 2 < -
к=\

пш ртни цат юатлантирсин.
Метрика пи

p{x>y)=[Y,{xk - y k f  
\ * = 1

деб апицлаб 12 пинг метрик фозо .жаилиги тек ширил сип.
Ечиш. Метрик фазо шартларипи худди аввалги мисолдаги- 

дск текширамиз. Демак, чексиз улчовли Евклид фазоси 12 мет
рик фазодан иборат.

5.5-масала. Хамма чегараланган х,ациций сонли кетма- 
кетликдан иборат б$'лган фазо ш булсин. Бунда пккита 
х={ап}=(<*1> а2, аП1 ■■■) ва y={bn}=(bll Ъ2, Ъп, ...) эле
мент учуй метрика

P ( x ,y )  = sup\ak - b k
к

деб аинцлангап булсин. Бу m (|)азо метрик фазо акаплигини 
текширинг.

Ечиш. Метрикаиинг биринчи ва иккинчи шартларн бажа- 
рилинти равшан, чунки бу ерда хамма п учуй | an| <А, I Ьп| <В. 
Учтнтчи шартни кунпдагпча текширамиз. z—{ c ¡ J (с с 2,...,сп,
| сп| <С булга ни учуй

р(х,  у )  = sup|a, -  bk | < sup|a* - с к | + supjск -  Ък | = р(х,  z)  + p(z ,  у)  
к  к к

5.6-масала. Элементлари х —{ап} пхтиёрпи чексиз кстма- 
кегликдаи иборат булга и фазо S булсин. Иккпта X {ап}= (а 
а2, ап, ...) ва у={Ъп}=(Ь}, Ъ2, Ьп, ...) элемент учуй
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/7—1

булсин. S-фазонпнг метрик фазодап иборатлпги текшнрилсип.
Ечиш. Метрикаиипг биринчн на иккинчи шартларипи 

текшириш кийин эмас. Учинчи шартнинг бажаршшшини кур- 
еатиш учун

1я+*1 ¿ И i И (,)
1 + \а + b\ 1 + \а\ 1 + 1¿|

тенгеизликии эътиборга оламиз. Бу (*) тенгсиапик [1]минг 
2(> бегида псботлаиган.

Ai'a|> б из z={cn} пхтиёрий кетма-кетликни олсак, у холда 
(*) тенгшзлпкдан р(х, у)<р(х, z)+p(z, у) кслнб чикади, яъни
S фазо метрик фазодан нборат.

5.7-масала. [а, Ь] кесмада ани флангам на узлукеиз булга и 
x(t) функцияларнинг фазосипи С [а, ЪJ деб белгилайлик. Бу 
С [а, Ь] фазода иккита x(t) на y(t) фупкциялар учуй

Р ( х > У) = m ax|x( 0  -  y(t)\
a<l<b

д<'€> апнклаисни. С[а, Ь] метрик фазо :->каилигм текшнрилеин.
Ечиш. Метриканипг бирипчи на иккинчи шартлари бажа- 

рнлишп равшандир. Учиичп шартиииг бажарилиши 
куйндагидан келиб чикади (анализ курсидаш Вейеригграсс 
теоремаеига acocan)

/x ( t ) -y ( t) /< /x ( t) -z ( t) /  + /z ( t) -y ( t) /<
< т ах /x(t)—z(t)/+max'/z(t)—y(t)/

Бу тепгсизлик нхтнёрни te[a,b] нуцта на ихтиёрнй x(t), 
y(t), z(t.) узлукеиз фупкциялар учун бажарилади.

Демак, С[а, Ъ\ фазо метрик фазодан нборат.
5.8-масала. {а, Ъ] кееМада ашщлангаи узлукеиз фуикция- 

лар фазоси учуй метрика
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р {х>У) |jU (0 -y (0 |''< //j

деб апицлгтггш. Метрика шартлариии текшнршп
Ечиш. Метрпкаиипг учиичи шартпми текшнршп билап ки- 

фояланампз. Бунипг учуй Буттяковскийпипг ушбу

^x(t)y(t)dt <■ с (t)Y dt 2d X

тенгсизлигидан

+ y(t) \  dt\ < f[x(í)]2 dt\ +

тснгснзликнп хос.ил цилами».
Энди бундам

р(х ,  у)< р(х, z )+ p (z ,  у)

теигсизликии хоеил килиш кий пи ;>мас. Шуидай кклиб 
Караластган фазо метрик фазодан иборатдир. Биз бундай мет
рик фазони С, Да, Ь] деб белгилаймиз.

5.9-масала. Метрика

( °°
р{ х ’у ) =  • р - ]

V А"1 /

деб апицлаиган, илемеитларп x~(x¡, X'j,—, xw ...) котма-кет- 
ликдаи тузил rail 1¡, фазоиши метрик (|)«зодаи иборат гжанлиги 
иеботлаисии, бу орда Х={хп} (x¡, Х2,-.., х,,,...) учуй

2 ы  к -1
шарт бажарилади деб царилеии.
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Ечиш. 'Метрик фазонинг биримчи на иккинчи шартлари 
бажарилишп равшан. Учиичи шарт бажарилиши

I I*=i
а к +ьк\ < Z H '  + Z W '

V к=\ У V к=I
(а)

тепгсизликдап келиб чикади. Бу (А) тешеизликни уз вактида 
цуйидаги Гельдер!iинг

И А
V*=l

Z k
V *=i

У1ь* (б)

генгсизликдан кслйб чикади. Юцоридаги (а) ва (в) тенгсиз- 
ликлар [4]нинг 52 бетдаги (13), (14) тенгоизликлардаи ли- 
митга ути ni билам хосил цилипади.

5.10-масала. Агар i=n да £," = 1 ва i^n, булганда =0 

бу>лган Х„={^''}, 11=1, 2, 3,... кетма-кетлик l-¿ фазода якиила- 
шадими?

Ечиш. L¿ фазо тугта. Шунинг учун {X,,} кетма-кетликнинг 
якинлашишини текшириш учун унинг фундаменталлигини 
курсатши кифоя. {X,,} кетма-кетликшшг аницлапишидан и-/ли 
булганда = I, £ ” =0 тенгликлар £™ = \, ¿f"=0 булгаида бажа- 
рилади. У х,олда

i

р (х„, хш) = [ | ; |с - с Г 12
V /=1 У

теигликиииг упг томошщаш йиишдида факат 2 та цушилувчи 
иол да и фарцли, шу билаи бирга и ккаласи хам 1га тенг, яъни

2
E | í r - f ; |  = i  + i = 2 
/ = 1

демак,
Р ( х „ ,  х ш ) = а/ 2 ,  П , П 1 = 1 , 2  . . .
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Бу аса {x„} кстма кстп.... uni футипм. мим тик шпини курса-
тади. У х,олда !> Л чгорсмш и шогнн {чм} i.<-rrsiti кстлик якин- 
лашмайдн.

5.11-мшшш. Д|Ч1|»

х„ =  {£ " }  (И I. 2, Я,...)
6ÿ.iica бу к(“гмн K4VIMH uv- //( ( I • i » 2) фа:н>да икнплашунчи була-
дими !

Бунда ¡=n, iH-1,... 2п-1 булгапида
СИ _ *
5/ ]

ПР

isa i< n , ¡ > 2а булганда cf" = о
Ечиш. /р фазо 'гула бул га пи учуй {х,,} котма-кетликнинг 

фуидаментал экаплигини текшириш кифоя, фараз кила или к, 
2ш< 11+1 булсии у холда

■- 4 +S k - « f + Й е - r r -tr

аиди и, in соилариинг таплаиишига ас-ос,аи на {х,,} ксгма- 
кетликиинг ашщлаиишига acocan ¡<m-l, 2m < I < и — I на i > 
2n булганда Jcf" = 0

ni < i < 2m — I бул ганда

| í ; - í ; r = 1m
n < i < 2m —1 булгапда

I £ " - d ' = -
1 1 n

акаилиги келиб чикади.
Буларии эътиборга олсак ихтиёрий и, ш = I, 2, 3 ,...., 

2 т <  11+1 учуй

*,„Н т ~ + п  -т п
11 = Г
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булади. Бу эса {х,,} кетма-кетликнинг фундаментал эмаслйгипи 
курсатади. У холда 5.3-теоремага асосаи, {х,,} кетма-кетлик 
/р метрик фазода яцинлашмайди.

5.12-масала. Агар 0 < 1<— булгаида. xM(t)=  -nt +1 ва
п

3'
— < t <  1 булгаида х„(1)=0 булса, у хрлда {х,, ( I )} кетма- 
п

кстлнк С2 [0,1] фазода . я^инлашувчп буладимй?
Ечига. Ф араа щшайлик, Х (1)=  0 булеий. У холда x (t.)e  

(Я [0,1] булиши равшан. Энди

= ( | " к  ( t) fdt+ ¡ U M  dt)2 =
п

\

—> 0, n —> 00

булгаии учуй и—>оо да С2[0,1] метрик фазода Х м(1)—> 0 ке- 
либ чнклди. Демак, берилгаи {х„( I)} кетма-кетлик С2 [0,1] 
метрик фазода якиилашувчидир.

5.13-масала. С[0,1] фазода x n(I)= t2ll- l;!n кетма-кетлик 
якиилашу'вчи буладимй?

Ечиш . Ихтиёрий и=1, 2, 3 ,.... булгаида xn (0 ) -x „ (  I )=0, 
и—>оода ихтиёрий te  (0 ,1) учуй хп( I)—> 0. Б у л с а  [0,1] кес- 
мада {х„(1)} кетма-кетликиинг пол элементга якинлаш ишипи 
курсатади. Ленин бу якиилашпш [0 ,1 ]да текис яцпилашиш
»мае. Хаки ката и хам, агар и—>°°да max I хп (1)1 —> 0 булса,

0<i<l

у холда (¡[0,1] фазода и—>°°да xu( t ) —> 0 булади. |x n(t)  j 
(функция и соииинг хар бир тайии ^ийматида бирор 
1 „е (0 ,1 ) нуцтада узииинг энг катга цийматига эришади.

| [ х „ ( 0 Ы 2 = | " (-n t  +  l)  dt
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Шупимг учуп

тах|х„(/)| = х„(/) =
3V -3 /

4
27

булганидап {х„(1)} кетма-кстлик и—>°°да пол га пциплашмайди.
Демак, берилгаи {х„(1)} кетма-кетлпк (][(), 1| фазода 

яцмплашмайди.
5.14-масала. 1р ( I <р<°°) фаиода

1 
(к=1,2...}

/=о
кетма-истл и к яки I т а  шадим! I ?

Ечиш. Хамма ¡= 1, 2, 3,. . . сонлар учуи к—>°°да

—т- —) 0 1 
2

¡=0 булганда ихтиёрий к учуи
1

Энди {хк} кетма-кстликни

х=Ч&}=(1. 0, ()...)

элементга яцинлашадн деб фа ран килпш мумкии.
Хацикатан хам

= 1

Р „ ( * * , * )  = X  ( 21/ Г ) Р Г  = Г 1
V '= о у ~ ,

Демак, берилган {хк} кетма-кстлик /|( метрик фазода якмн- 
лашувчн.

5.15-масала. Агар
Г: Сь[0,1]—> К

( ( х ) — х ( I )
булса, у холда I' акслаитирши узлуксиз буладнмм?



Ечиш. '{xu( I )} функциялар кетма-кетлигиии куриб ÿrafi-
1 1

лик. Агар ()<!<!----булса, xn(t)=tí ва 1------< t < i булса, у
п п

холда Х„(1 )=п1+к(1-1+— ), 0< Е< I булспи дсб олайлик.
п

( ’l ( (), I j фазода бу кетма-кетлик пол элементга яцинла- 
шади. Хацицатан хам,

i+f'  1 0  / - 1+ -
V «У

dt-р{х„ ,0) = I \хп (i) -  0¡ dt = ||дс„ (t)\dt = j_ i n

i j
= nx=e l"tdt = — ------ >0, n —>°°

j> In
Лекип, í‘(x)=x„( 1 )=nE— il—>oo.
Демак, Г акслантириш узлуксиз :>мас.

5.16-масала.. X„={¡;"¡} (n=l, 2, 3 ,...) кетма-кетлнк учуй ni
фазода лкиилашиб i¡ фазода яциилашмайдиган {х„} кетма-
кетл 11 км и KÿpcaTn иг.

Ечиш. Дуйидаги xn={£"¡} (и=1, 2 ,...) кетма-кетликни олиб
Каранлмк.

Агар i < n isa i>2n+l бупгаида
Çni=0

ва n+l<i<2n булга нда

S"¡ = -
г

булсии.
Бу кетма-кетлик ni фазода пол элементга яциплашади, 

чу| 1КИ n-^оода р(хп ,о) = supk" I = — ---- > 0 •
п + 1

Бу кетма-кетлик 1] (фазода (фундамента л »мае. Хаки катан 
Хам, 2ш<п деб ка раб р (хм, хП1)ни пастдан чегаралаймиз

_ -7t't »ле-

ментлар орасидаги масофани тоиинг.

5.17-масала. С [О, I] фазода x (l)= s iim l ва у (1 )= _ _  эле-
2
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Ечиш.

P Í X„, х„ , ) : max sin Tti - 7tt

6ÿjir:uiM учуп аинало, le [О, IJ иуцтани топами».
7Ü

ф( I )=s in ni-----2
< j*yi i Ki 1,1 un и 111 г .жстремуми и и ai игклайми».

лф (t)=7ieos7it-— =0,

1 1
COSTC П = ~ ,  l k  =  —  +  2 к ,  ( к = ( ) ,  ± 1 , ± 2 . . . )

2 3
Энди 1[; нуцталардан фа цат [0. IJra тушадиганлариии 

ажратамп». Бу фа цат битта, яъни

t(»

Бу пуцтада

Ф(1«)=Ф

3

S

1=0 ва 1 = 1 нуцталарда ф(())=0, ф( I )-

ч Лр(х, у)=тах{ф (0), ф(10), ф( I )}= —

ТС
булгаым учуп

Демак, берилган элемептлар ораеидаги маеофа
Л

р[^ у)= —

4. Мустацил ечиш учуп масалалар

I. С [О, I ] тупламда метрика

/ ф .  У )= \
к о -м о ! rit

¡ l+|.ï(0 -  Д0|
деб аникланган. Метрика шартларппнпг бпжлрилшиинн тек- 
ширимг.
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2. N ¡щтурал сонлар тупламнда метрика

I-t--------115*111,
п + т

р(и, m)=
О, 11=т

деб аниклаигаи. Метрика шартларини текширииг.
3. (.](") элемеитлари [a ,Ь~\ сегмеитда ашщлапгаи на п-

тартибли узлуксиз хоснлага ага булга и x(t) функциялар фазоси- 
дап иборат булсин. Бу фазода x(t) на y(t) функциялар учуй мет
риками

деб аииклаб, С̂ п) фазонинг. метрик фазо эканлигини исбот- 
ланг.

4. CL[a, b] фазо элемеитлари \а, Ь] сегмеитда. ашщлапгап па 
узлуксиз булган x(t) фуикцтшлар фазооидаи иборат булсин, 
Метриками

деб кабул кплииган булса, CL[a, b] <(»азо метрик фазо булади- 
ми?

5. и-улчовли R,, Евклид фазосида метриками

деб олинса, р(х, у) метрика шартларини цаноатлантирадими?
G. Элемеитлари хаки кип сонлар кетма-кетлигйдан иборат 

булган х=(х], х2,..., х„) ва координаталарн

Р(х, у) = ¿  max|xu)(0  -  у (к) (0|

Ь
Р(х> У) ~ J|x(0 -  y(t)\dt

а

р{х, у) = max|,vA. - х к

шартни каноатлантирган фазода метриками
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деб олинса, бундам Лл (|>|| К) метрик фмзодни иборат .'жанлиги 
пеботлапепп.

7. X метрик физодп и -><»дп VkeN {I, 2,...} булгаида 

X" — 1,11 к >"° ДО хк >«> буладигам | х /( |W ’ (к=1,2,3,...);

котма-кетлик бермлган. ! »у и дай кетма-кстлнк учун ¡—>°°да х еХ  
îwicMoii'mi лциилашувчи ва

х к' \ ^ \ х :

буладигам

К!
киемий кетма-кетлик мавжудми?

8. ni фазода лциилашувчи ва 1р (1<р<°°) фазода якиила- 
шувчи кетма-кстликни тузииг.

9. 12 фазода isa 1\ фазода якиплашмаидигап кетма-кетлик- 
1111 тузииг.

10. Lp[0,1 ] фазода якинлашувчи ва C[0,1J фазода якии- 
ла и im« йдига и кетма-кегл и км и тузи и г.

11. Уитбу
f: С—>R, ((£,,

акслаитириш узлуксиз буладими?
12. Ушбу

Г: ni >l-¿, / ( « , &  é , | , . . . )

акслаитириш узлуксиз буладими?
13. Агар (X, р) метрик- фазода и >°° да хи >х ва и— да 

Я.,,—»Ä, ({Àn}cll--(-oo; оо)) 6)ÿj|(a, у х,олда и >°° да Х„А,„—>хЯ бу- 
лишиии исботлаиг.

14. Гп фазода

* - Ш -  ■’' “ I M

элементлар орасидаги масофапп тоиииг
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6-§ . МЕТРИК Ф АЗОДА ОЧИК, ВА ЁПИК, ТУПААМЛАР

1. А сосий тушунчалар

X метрик фазода марками х иуцтадаги ихтиёрий тар  (очиц 
ёки ёпиц шар) хеХ  пуктанииг сферик атрофи дейилади.

х иуцтанинг сферик атрофппп уз ичига олгаи ихтиёрий 
А сХ  ту и лам х иукта1шнг атрофи дейилади на О (х) деб белги- 
лаиади.

Лгар ихтиёрий О (х) да хеч булмаганда бигта уеА  пукта 
мавжуд булса, у холда х е Х  нуцта А сХ  туплампииг уриниш 
нуктаси дейилади.

А сХ  тупламиинг хамма уриниш иуцталар туплами А туп- 
ламиинг туташ туплами дейилади на уни А деб белгилапади.

Агар О (х) атроф битга у£х, убА  нуцтани уз ичига олса, у 
холда х£X  нуцта А туплампииг (А сХ ) лимит нуктаси дейила
ди.

А сХ  тупламиинг лимит иуцталар туплами х,осиланий туп- 
лам дейилади ва Аё деб белгилапади.

2. А сосий теоремалар

6.1-теорема. Ихтиёрий х нуцта (хеХ ) Л туплампииг
(А сХ ) лимит нуктаси булиши учуй п^ш булгаида хп̂ хП1 булпб 
п— да х,,-->х буладиган {х„} кетма-кетликпинг ({х„}сА) 
мавжуд булиши зарур ва ки<|)оя.

Таъриф. Агар А = А булса (А сХ ), у холда А туплам 
ёпиц дейилади.

6.2-теорема. А туплам (А сХ ) X фазода ёшщ булиши учуп 
А ёсА булиши зарур ва кифоя.

Таъриф. Ага|> х нуцта пинг атрофи булган О (х) мавжуд 
булиб, 0 (х )с А  булса, у ^олда бундай х нуцта (х е А с Х ) А 
туплампииг ички нуцтаси дейилади.
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Агар Л туплам (Ac X )<|>iikiiг iimi.ii нукталардап тузилган 
бунеа, у холда A lÿiuuiM очик, TÿiuuiM дспилади.

6 .3-теорема. /\ туп шм (А(„Х) X фазода очи и, булиши учуй 
упииг тулдирунчи булган (!А туплим X метрик фазода ёпик бу- 
лиши зарур на кпфол.

Таъриф. Amp Л'ЭИ булса, у х,олда А туплим (А сХ ) В 
тупламда ( ИсХ) зич дейиладп.

Агар А -  X булса, у холда А туплам (Ас .Х) X метрик 
фазошшг х;амма жойида зич дейиладп.

Таъриф. Агар ихтиёрии В(х,г) учуй шупдай S>(х ¡, 14) 
мавжуд булиб В(Х| ,  Г |)п А = 0 булса, у холда А туплам (А сХ )  
X метрик фазонипг х,еч цаерда зич эмас дейиладп.

Таъриф. Агар х пукта атрофи ()(х) да А тупламда ётувчи 
на А тупламда (А сХ ) ётмаидпгап х иукталар булса, у холда 
буидай X (хеХ ) пукта А тупламиипг чогараиий иуктасн дейи- 
лади.

6.1 -масала. Агар A={xem, x={^¡}, i—>°°, ¡̂—>0} булса, у 
х,олда А туплам m фазода ci 1 и к б$'ладими?

Ечиш. Аётупламдап ихтиёрии х() оланлик. У холда 6.1- 
тсорсмага acocan ихтиёрии hg N учуй хп7̂ х„+|, х„—>х„ на пхтиё-

кетлик ({х„}сА) мавжуд.

Ихтиёрии ne N учуй ¡ >°°да —>() булгаии учуй хар 

кап дай 8 учуй шупдоп i„=i()(e) мавжуд булиб ¡>1() булгапда

Р п <  и I, 2,... ( 1)
1 2 ’

буладм. Лскпи ie N булиб, и >°ода > £!'. Ш уиииг учуй

яъии i—>°°да ^ ° ^ 0 -  1>У хо нуцтпиииг х„с А лкаплпгшш на

3. Масалар ечиш

рий не N учуй
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6.2-теоремага acocan А туплам ni фазода ёпик эканлигини кур- 
еатаДи.

6.2-масала. С[0,1] фазода A={x(t)e С[0,1 j ; х (0 )< х (1 )}  
туплам ёпик буладими?

Ечиш. Фараз кплаплик, x06 Aé булсин. У холда п—->°°да 
Хц—>хс буладпгап {х„}сА кетма-кетлик мавжуд (6.1 -теорем а га 
ка ранг) ва п=1 , 2 ,... учун

{x„(l)}cC [0, IJ кетма-кетлик [0,1] кесмада теки с, якинлашади. 
Шунпнг учун {хп(0)} на {х„(1)} сопли кетма-кетликлар мое 
равишда хо(0 ) ва х„( 1)ларга якиилашади.

Энди (2)дан лимитга утиб хо(0)<хо(1) тепгсизликни хосил 
киламиз, яънп х0бА па 6.2-теоремага acocan А туплам ёпик. 

б.З.масала. С[-1,1 ] фазода

туплам ёпик буладими?
Ечиш. x()eA é оламиз. У холда 6 . 1-теоремага acocan, 

,,_>оода х„—>х0 буладпгап {х,,} кетма-кетлик ({х„}сА) мавжуд. 
.')ндп п—>°ода

х„(0 )<хп( 1 ) (2 )

о
А = {x( t )& С[-1Д]: \\x(t)\dt = 1}

-i

-i -i

муносабатин к^рсатами». Бунинг учун

деб оламиз. У х,олда
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и и I

Д х „ ( о И - |* о ( о И  = ] > ( о 1 ы о |- Ы о |к '
-1 -I -1

1 1 
= ^ ( 0 | | * л( 0 | - | * о ( 0 | | л  ^  | ^ ( / ) | х „ ( / ) - х 0( / ) |с / /^ / О ( х „ , х 0)

-1

Энди 11—>о°да р(хп,х())—>0 буладигаи (3) муиосабат келиб 
чи ци и I и и и курам из.

-1

тенгликдаи лимитга ути б

хосил к и лам из, яъни х0еА  экан. Шундай килиб, А туплам 
ёпиц.

6.4-масала. К2 фазода

А={(х,у)бИ 2, _ |у | =у.8И1х}

туплам ёпиц буладими?
Ечиш. Фараз кнланлик, (х(), у0 )еАё.булсип. У холда К2 

даги метрика буйича п—>°ода (х„, у„)—>(х0, у„) буладигаи 
{(хп> Уп)} кетма-кетлик ({х„, у„}сА) мавжуд, яъни и—>°°да ко- 
ордпнаталар буйнча х„—>х„, у„—>у„. | И -  У |< |я  —в| теигепз- 
ликдаи |у,,| —> |у(] (и—>°°) келиб чицади. Энди «¡их (функция уз- 
лукспя булгапидаи п—>°°да .чтхп—->ктх„. Масала шартига асосан 
пхтиёрпй и учуй |у„| =уи8И)Хм булганидаи и—>°°да бунда и ли
митга ути б |у(] =у<)8тх„ пн х,(»снл цнламиз.

Демак, (х,„ у())бА. Шундай цилиб А туплам ёииц.
6.5-масала. Ц ( 0 ,'1 ) фазода
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¿„(0,1) = |  x(t): |х (0 Г dt < °° L p > q > 1

туплам очи к буладпмп?
Ечиш. Аввало, p>q булганда Ц (0 ,1  ) с Ц ( 0 ,1 ) аканлнгмнм 

цайд циламиз. Ихтиёрий x ( t )6  Ц ,(0,1) олиб

доб белгилаймиз ва
A ={te[0,l]; x(t)<l} 

В—{te [0,1]; x(t)> 1}

деб белгилаймиз. Х (1) функция улчовли булгани учуй А ва В 
тупламлар улчовлидир. А туиламда |х(1)|(1<1, яъпи x (t) «функ
ция улчовли ва чегаралаиган. Демак, интегралланувчи, яъии

^\x(t)\4 dt
А

мавжуд. В туиламда |x(t.)| Р> |х (í )¡ fL Шунииг учуй

\\x{t)\4dt < \ \x ( t ) \P dt < °о

в в
Демак, |x(t)| Ч функция А ва В тупламларда ипгегралла- 

иувчи. У холда Лебег иитсгралинииг хоссаларига acocan 
|х(1)И функция [0,1] да интегралланувчи. Шуидай килиб 
Lp(ü,I )с Ц (0 ,1  )< (p>q>I) жойлаштприш исботлаиди.

Ага р туплам фа кат ички иукталардан тузилган булса, бун
дам туилам <>чнц булади.

Масалап, Ь,,(0,1)да ётувчи 0 нуцта Lp(0 ,l)  учуй ички 
иуцга :»маслигипи курсатаммз. Буиииг учуй

i
x{ t )  — t р

функциями олайлик. Бу функция Ц,(0,1 )да ётмайди. Лекин

( \
рч(х,в)= j\t pdt

К Р - Я
< оо,

яъии x ( l  )е  L,,(0,1).
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Их'гиёрий s>() учуй

p - q
P

x(l)

1
(  X , ' \ <1 sЧ t1

— £ р - ч  Г \t"dt
' I

2 ч Р )
j

Io 2

фупкцняпи олайлик. By функция учуп

рч(хе,в) = - £

яыш xE( l)e L (|(0 , l ) .  Лекпи хЕ(1 )£ Ц (0,1 ).
Шундай цилиб ихтиёрий О£(0) атрофда ёгувчи х£(1) 

функция Lp(0,1) да ётмайди, яъпи xs(l )g L>(0,1 ).
Бу эся фацат L„(0,I) rrÿi uia м м 1111 г пукталаридап иборат 

булгап 0 пуктанпнг атрофп мавжуд омаслпгипн курсатади. 
Демак, Lp(0,l) туплам Ц (0 ,1 )  фазода очик эмас.
6.6-масала. С [0,1] фазода

А = { х е  С[0,1] : х

туплам оч и к буладпми? 
Ечиш.

СА = { х е  С[0Д] : х|

>0

> 0
тупламнп олиб карайлик. Агар СА ёпиц булса, у х,олда 6.3- 
теоремага acocan, А туплам очик; булади. Фараз кплайлнк, 
х06 (CA)é булсип. У холда п—>°° да х„—>х0 буладигап {х„} кет- 
ма-кетлик ({x„}c((¡A) ) мавжуд. (¡[0,1) фазода {хи(1.)} котма-

кетлик текнс яциплашади. Шупппг учуй J v соилп кетма-

кетлик х„ га я^иплашади. Ихтпёрий п=1, 2, 3, ... учуп

<0 бул га il и учуп бундам лнммтга утиб <0 *<х:ил

киламиз, яъни х()е(С А ). Шуидап килпб (¡A туплам спи к. У
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холда в.З-теоремага acocan Л тунлам С [0,1] фазода очи к була- 
ди.

6.7-масала. С [-1 ,1 ] фазода

А = {*(0 е  С[-1Л] : x \ t )  < \,t е  [-1,1]}

тунлам оч и к буладими?
Ечшп. х2(1)<1, le [-1,1] шарт |х( 1)1 <1, le  1-1,1] шарт 

билам тенг кучли. Ихгиёрии х„бА оламиз. х0(1) узлуксиз 
(функция буиганидан на |х0( t)| < 1 булганидаи

min {1 -  |х„(0|> = £ И )
/ е [ - 1 , 1 ]  1 1

буладигап 8>0 макжуд. 

В
f  е \  Í  е \

шарим олиб В X  ,-т СА муиосабатни курсата-
V 2 )  ' V °’ 2у

миз.
£

le  [-1,1] да |х (0  -  х„(0| < - »  x(t) Е J  ёки

*в( 0 - ~ < * ( 0 < * в + 2 (5) 

Энди (4) тснгликнн бундам ёзамиз

min{l - 1 = 1 + min{- |x„(í)¡} =

У Х«лда

еки

1 -  e -  max |xo(0|

|х „ (0 |< 1 -£ ,* е [ -Ц ],

e - \  < x 0( t ) < \ - £  (6)

6>y (6) тенгсизлик (5) га acocan кунидагича курииишга эга бу- 
ладм.
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х  (  ? )  >  *  —  £  -  1 -  —  =  — -1 >  -1
2 2 2

х ( 0  <  х „ ( 0  + --  <  1 -  е + г= 1 — | - <  1,

£ \

яъни |х(1)|<1. Бу билап В х
2

сА муиосабат исботландп,

ят.пи ха|> цандай х„бА нуцта узининг бирор атрофи бплап А 
тупламга киради.

Демак, С[-1,1] фазода А очик туплам.
6.8-масала. Фара» цилайлик,

А = | х е  т;х = { £ } , ^ | £ |  < ° ° |

булсин. У холда А = с0 тенгликни исботлаиг. Бунда со эса иол- 
га якинлашупчи кстма-кетлпклар фазоси.

Ечиш.

< оо
/=1

булга ни да п ихтиёрий хе А учуй ¡—>°° да ¡̂—>0, бу эса Асс-о му
иосабат! 111 билдиради.

Иккпнчн томондаи ихтиёрий хесо па £>() учуй
Р(х„,х) = зир|^| < £  (х ес 0) ¡->°° да £¡->0)

/>и+1

буладигаи

{ * „ } = { £ } "  е  А
кетма-кетлик мавжуд, яъни А туплам со фазой и нг х,амма 
жойида зич. Демак, А = с0 тепглик урипли.

6.9-масала. гп фазода

Л = ! х е  тух = { £ } , £ | £ |  < - 
I /=|

туплам х,еч касрда знч змаслигп исботлапспп.
Ечиш. Ихтиёрий В(х, г) шарпи ш фазода курнб угайлик 

(шаклга цараиг).
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Агар бу шар Л тунламиинг иуцталарини уз ичига олмаса, у 
холда масала ечнлган булади.

Фараз килаилик, х()еА, х0={^}, х0еР>(х, г) булсин. У хол

да у  = j l — -j элемент m фазода ётади ва у факат А тупламда 

стмасдан хатто с0 фазода х,ам ётмайди, чункн
/

1 - -

/=1 V г У

у холда ихтиёрий £>() учун

X =
Х" + 2 6У

элемент учун
х £ А , х  g  с0

муноеабат бажарилади.
Энди £>()ни В(х(), е )с В (х , г) буладиган к.илиб аниклай- 

миз. Бунииг учун £=г-р(х, х0) деб олиш кифоя.
Энди

/  . N /  - \
£
—  <  £

е 1 (  0 £ Г, 0= sup £  + - ф -  т - 1 - - s u p 1 -  -
/>1 2 V 1) 2 i>i 1 i )

булганидан ихтиёрий £ учун
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x e  В(х0,е), ( ) </  < г />{х, х0)

Бу х элемент учуп 5с С: ( ( '( ) мупошбат бажирилади. К)кр-

ридаги (>. 1-маоалада (¡о туплампши ¡'Нпцлпгм исботланган.
11 lyi tin II учуп унии г тулдирунчпш С'(. туплам очикдир. Де

мак? х €  (Сг ) элемент узнпппг бпрор атрофп билап B(x,S)  

шарда ётади. Бу ерда 8>0 сопим

экаплпги тушупарлпдпр на Асс,о булгапидап (({.8-теоремага 
карапг)

муносабат келиб ч и ка дм, яъим А туплам ш фазоныиг хеч 
ка ерда зич эмас.

6.10-масала.

A={xei2: x={£,j}, ¡̂'/-0 i нппг чекли кийматп учуп}

туплампппг тугашмасп А туплампп тоинпг.
Ечиш. А туплампимг I2 фазонинг х,амма*жойида зич окан- 

лигипи курсатамиз. Хакикатап хам, ¡2 фазога

/-1
шартнп цапоатлаптпрунчи х {̂ ¡} элементлар ипрадп. Шунппг 
учуп хЕ ¡2 на е>0 б^лгапда.

В ( х , 5 )  а  В ( х (),£)
муносабат бажариладпган цилпб олиш мумкпп. 

Буидай холатда,
B(x,S)<^i С()=0

B ( x , S ) n  А = 0

1шпп + I
буладпгап iiq( x ,e ) пату рал сои мапжуд. 

’’араз килайлик,
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булсин. У хрлда ХЕ А  булиши тушунарлидир. Шундай килиб 
ихтиёрий х е /2 >$а ихтиёрий £>() учун р ( х , х ) < £  буладиган X 
элемент (хЕ А)  мавжуд, яъни А туплам фазонинг х,амма 
жойида зич. Шунинг учун А=12 тснглик уринли.

туплам ёгшк буладими?
2. 1‘2 фазода

Л={хе^: х={^}, £¡*0, 1 нииг чекли кпйматларида}

туплам ёниц буладими?
3. 7,, фазода

туплам <'пмк буладими?
4. /-, фазода

А=(хе7,г,: х={^}, £¡^0, 1 пинг чекли кпйматларида}

туплам очик; буладими?
5. ¡2 фазода

4. М устакдл ечиш  учун масалалар

I . И1 фазода

А = 1 х е  т : х = {£}> ]£  1 '̂Г <°°’1 -  Р < °°

туплам очиц буладими? 
6. 111 фазода

туплам очиц буладими?
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7. С[-1 ,1J фазода монотои узлуксиз функциялар туплами 
ёппк буладими?

8. С[а, Ь] фазода даражаси п дан ошмайдигам алгоб}>аик 
купхадлар туплами х,<*ч касрда зич эмаслигн исботланснн.

9. I-¿ фазода

А ■■ | х е  l2,x  = -  о |

туплам Х.11ММЛ жойда зич экаилиги исботланснн.
10. ni <|)азода

А = |дсе т : х = { £ }> Х К Г  < 00»1 -  Р < ° ° |

туплам хеч каерда зич эмаслигн исботлаттсии.
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7-§ . МЕТРИК ФАЗОНИНГ ТУЛАЛИГИ 
ВА СЕПАРАБЕЛЛИГИ

1. А сосий тушунчалар ва теоремалар

Агар X метрик фазода х.ар кап да и фуидаментал кетма- 
кетлик якиилашувчи булса, у хрлда X тула метрик фазо дени- 
лади.

Агар V (фазо тула булиб У да зич булган 2 кием туп л а м  

мавжуд (2 сУ ) ва V (фазо X фазо билап изометрик булса, у 
хрлда У метрик фазо X фазоиинг тулдирувчиси дейилади.

Агар X метрик (фазо хамма жойда зич булган сашщлн туп- 
ламии уз ичига олса, у хрлда X сепарабел фазо дейилади.

7.1-теорема. X метрик фазо тула булпши учун и—>°°да ра- 
диуслари Гц—>0 бир-бирига жойлашадигап хар кап дай ёпик 
шарлар кетма-кетлиги буш булмаган кесимга эга булпши зарур 
ва кшфоя.

7.2-теорема. X сепарабел фазоиинг А кием тунлами 
(А сХ ) яиа сепарабел фазодир.

2. Масалалар ечиш

7.1-масала. Агар

А={х<е /,: х= ^ .}" , п=1, 2 ,...}

тупламда /] (фазоиинг метрикаси киритилгаы булса, у хрлда 
буидай А (фазо тула буладими?

Ечиш. Ихтиёрип х0е /] ,  х 0={^г/°} элемент олам из. У хрлда

х” = {£}" ,  пе N = { 1,2,...}

элементлар А тупламда ётадн.
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Энди х()е / |  булиши учуй п—>оодп

Р ( хо>хо) = ¿ | ^ ° |  -> О
1 =  П  +  1

буладп. Бу эса /] фазода } кетма-кетликшшг xq элементга 

яцинлашнпшни курсатадн. У холда |х"} кетма-кстлик l\ фазо- 
да фундамента» булади. Дсмак, бу А фазода х,ам фундаментал 
буладп. Агар А фазо тула булгаида х<,е А булар эди. .Пекин xq 
элемент РО санокли сонлар танланиши билан аникланганлипт

учун X()i2 А булади. Демак, А фазо тула эмас.
7.2-масала. Агар

А={(х,у)е R2: 0<х2+у2<2}
тупламда R2 фазонииг метрпкаси кабул килингаи булса, А фа
зо тула буладими?

Г
Ечиш. Фараз килайлик, А ту'пламда В О, , ne N  шар-

лар кетма-кетлиги булсин. Ну ерда, п—>°°да радпуслари

гп = ----- > 0 , булган шарлар бир-бнрнга жойлашганлпги Kÿpn-
п

ииб турибди.

Энди К2 фазода 0е А ва в  е  В ^в, , р е  N

п в [ в , ± \ = { в }п = 1

булгаыидан Л туп лам да

п  В [ в , ± ]  =
н=1 L " J

0

Демак, А туплам тула эмас.
7.3-масала.

С 2[ 0 ,1 ] = |х ( О е  С[0,1]; J |*(/)|2A <

фазо тутами?
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Ечиш. Фараз килайлик, 

*„(0

1, 0 < t < 7 - -" 1 п

булсин (шакли куймдагмча rçapaur).

Ну х„((), iieN  узлуксиз фупкциялардап пборат. {х„(1)} 
кетма-кетликнинг С2[0,1] фазода фуидаментал эканлигинн 
курсатамиз.

111>п бу'лгапда

р(хп >*,„)=[ jl*. (о  -  (оГdt = 

i+j- i+i * •
= 2 \ { m { t - \ ) - n { t - \ ) f d t  + 2 j  ( l -n ( t -± Jd t }  =

} К
± 1  >

2(да -  n)2"̂ t2dt + 2 j(l -  nt)2dt

2(m-ri)2 + 2 j да-и
3mJ

n,m —>

3 w V Wî

" < 1 , 11- m \ m ;

3V f  0 ^

v3 иV да
0,

и \2
< 1, и, да G TV
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Агар ш<п булса, худди шундай 111,11—>°° да р(х„,х,и)~ >0 ис- 
ботланади.

Шундай цилиб С2[0,1] фазода {х„(1)} кетма-кетлик фун- 
даментал.

Фа раз цилайлик,

х 0 (О О,

-1 ,

булсип. У х,олда 1^10,11 фазода

1
< ( < 1>

1
2

О < ? <

Р(хп,х 0) =

(  '
2 1(1 -  М)2 Ж

Лхя( 0 - х 0(0 Г л

3 п
—> О, П —» “о

Бу аса {х„(1)} кетма-кетликнинг хо(1)б 1^10,1] элементга 
якинлашишиин курсатади. .Пекин хо(1)6? С2[0,1 ] булгани учуй 
{х,,(I)} кетма-кетлик С2{0,1] (фазода яцинлашмайди.

Демак, С2[0,1] фазо тула эмас.
7.4-масала. Агар X тула метрик фазодагп В[х, г] шарда 

метрика X дагидек аникланган булса, у холда В[х, г] шар гула 
метрик фазодан иборат эканлиги исботлансин.

Ечиш. Фараз килайлик, В[х, г[ шарда {х„ ( I)} фундамеи- 
тал кетма-кетлик булеин.

{х„(()}сВ [х, г]

булганидан бу кетма-кетлик X да хам фундамеитал булади. X 
тула фазо. Шунинг учуй п— да хи—>х„еХ ва В[х,г].

X да ёпик. Демак, х0(I)бВ [х , г]. Шундай килиб В[х, г] 
даги нхтиёрий фундамеитал кетма-кетлик В(х, г)да якинла- 
шувчи, яъии В[х,г] фазо тула.

7.5-маеала. Агар
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A = { x e l 2 : x  = {£},  \Ç\ <a, i e  N

тупламда ¡2 фазонииг метрикаси кабул килипгап булса, у х,ол- 
да А фазо тула буладими?

Ечиш. Юкоридаги 6.4-теоремага acocan, А туплампииг 
ёшщ гжашшгиии курсатпш кифоя. Фара» нилаЛлик, x0( l)e A é .  
У холда п—>°°да х„—>х0 буладнгап {x„(t)}cA  кетма-кстлик 
мавячуд. l¿ д а т  яцпилаптт коордииаталар бупичадир. 13у эса 
х X = {^ 0} булганда и—>°° да i e Njja эканли-

гини курсатади. Лекии

< a, i ,n £  N

Шуминг учуп п—>°° да лимитга утиб

% \< а ,  iE N
зканиии топамиз.

Демак, А туплам ёпик, шунипг учуй А гула метрик фазо
дан иборат.

7.6-масала. Агар

А={(х, y ) e l i2: |х|<1, х2+у2<4}

туплам да R2 фазонииг метрикаси кабул килипгап булса, у хол
да А сеиарабел фазо буладими?

Ечиш. К2 сеиарабел фазодан иборат. Шунипг учуй 7.2- 
теоремага асосан А сеиарабел фазо булади.

7.7-масала.

С у[а,Ъ\ = | x ( í ) e  C[a,b], ^\x{t)\dt < ° ° |

<|>азонипг тулдирувчисипн гопииг.
Ечиш. С \а ,  b] = Ца, h\ муносабатпи Kÿj»caTiiui кифоя.

L[a, bj фазо тула г.а бу фазода ÿs-узига изометрик булгап 
С1 [а, Ь] фазони олиш мумкип.

Аввало,
0[а,Ь] = Ца, Ь]
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муносабатни курсатамиз, бунда О [a, bj бнлан [a, Ь] кесмадн 
улчовлп иа чегаралаиган функциялар фазоси белгилаигап 
0\а,Ъ\ эса унинг туташмаси.

Фараз цнланлнк,

А п = {t е  [а ,Ъ \ ,  x { t )  > п \

А -  { / 6  [a ,  b]; j jt( í) | — 00 }

булсип. У х,олда, цА=0 ва А,рА1|+|, не N

п  А„ = А
/7  =  1

эканини курсатамиз. Агар 1еА булса, |х (1 )|= °° на демак, не N 
учуп | х (t ) | =°°>п. Бу :>еа neN  да teA„ пи курсатадп. Аксинча, 
агар булса, у холда 1еА„, neN . Яънн neN  учуп

«=1 "
I х ( I) | >11

Охиргп теигсизликдан лимитга утиб |х (1)|> °°, яъпн
I х ( I.) | =оо на le  А хос.ил циламиз.

Энди улчовнинг узлуксизлигига acocan

lim juAn = juA = 0 (1)
ll-> °o  \

э к а  и 11н и  t o l  ш  м и з .

Бу (1) тенгликдаи ихтиёрий 5>0 учуй н>н0(5) да

Мп < 8  (2)
буладнган п0(§) натурал сон топилишп кслиб ч и кади.

Энди
[х (0 , t e [ a , b } \ A n 

"( , ) = 1 »■
деб караим из.

[а, I)] кесмада 1 х (1) | >по буладнган I нукталарпи ташлаб 
юборсак, у х,олда \ci,b\l Ап тунламда |х(1) |<п() булади. Пекин

ихтиёрий le  \а, /)] /Ап учуп |у (1 ) |= |х (1 ) |< н 0, яъниуеО [а, Ь|.
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Энди
h

р(х,у)  = §x(t) -  y(t)\clt = j]x(0|í// (3)

эка i п ши курсатамиз.
1>у (3) дан Лебег интегралининг абсолют узлуксизлик хос- 

сасига (4-§даги 4.6-теоромага цараПг) acocan (2) тенгсизлик- 
дан ихтиёрий £>() учун

Р (х ,у )< ~  (4)

буладиган 8>0 соппи танлаш мумкии эканлнги келиб чицади.
Шупдай lili л иб О [а, Ь] туплам L[a, Ь]нииг хамма жойида 

зичдир. Лузин теоремасига (3-§даги 3.7-теорема га ка ранг) 
acocan ихтиёрий Т|>0 учуй ,lll> ~|i{l& |a,b] : z (I ):А '(I)}<Л буладн- 
гаи [a, bj да узлуксиз z (l) функция малжуД. У холда Лебег 
интегралининг абсолют узлуксизлик хоссаснга acocan Г|>0 сон- 
пи

P(y>z) = j]j;(0  -  z(t)\dt < ~  (5)
в ¿

буладиган кмлиб танлаш хам мумкии.
Эидн (4) ва (5)ларга acocan

р(х,  z) < р(х,  у )  + р ( у , Z) < е

Демак, С1 [a, bj фазонипг тулдирувчиси L[a, 1>| фазодан 
нборат.

7.8-масала. Lp((), I), 1<р<°° фазода x„(t)=t,íll-tCH кетма- 
кетлик фундамептал буладими?

Ечиш. Юкорндаги 7.3-масалага acocan {х„(1)} Кетма- 
кетликнипг L()(0,l ) да якинлжпишини курсатпш кифоя. н—>°°да 
10,1] кесмада x„(t)—>0 куриниб турибди. Энди Ьр(0,1)да 
хл(I)—>0, н—>°° булншнни курсатам пл.

( \  \ 7 ( \  \
р(х„ ,  0) = | í 3" - t 6"\”dt = f/3" ( l - /3")"c*

Vo j Vo >
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16 [0,1] ва || -13,'| <1 булгапидан

Шунинг учуй

Р(х„, 0)<
\Ъпр + \)

\

Демак, {х„(1)} кстма-кетлик Ьр(0 ,1), (1<р<°°)да фунда- 
мепталдир.

7.9-масала. С[0,1] фазода 7.8-маеаладаги кетма-кетлик 
фундамента:! буладимн?

Ечиш. Фараз кплаплпк, п=2ш булсии, яъни п>ш на

г =.9~зй. У х,олда 
11

пеИ  на н=2 т .
Демак, {х„(1)} кстма-кеглик С[0 ,1] фазода фундамептал

эмас.

1. Хар ка и дай тула метрик фазоиинг ажримсиз пукталарм 
еапоцемз туплам эканлиги исботлаисин.

2. Саиокли микдордаги хамма жойда зич булгап туликмас 
метрик фазоиинг очик тупламлар кесими хамма жойда зич 
эмаслигига мисоллар келтиринг.

3. С1 [а, Ь] тула фазоми?
4. Сап т у  ш микдордаги хамма жойда зич булгап тула мет

рик фазоиинг очик тупламлар кеенмн хамма жойда зич туплам 
эк а н л н п I и и п сб< у г л а иг.

3. Мустацил ечиш учун маеалалар
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5. Я сепарабел фазо буладими? Бунда И сонли кетма- 
кетликлар фазоаI.

О.. Я[м, Ь] сепарабел фазо буладими? Бунда, Я[а, Ь] фазо 
[а, 1>| кесмада улчовли булган функцпялар фазосмдир.

7. Хамма сонли кетма-кетлнклар тупламида метрика

формула бйлан а никла и гаи. Бу фазо сепарабел фазо буладп- 
ми?

8. °°) сепарабел <|)азо буладими?
9. Агар X метрик фазода ихтиёрий кетма-кетлик <|»уидм- 

меитал кетма-кетликнн уз ичига олса, у холда X сепарабел фа
зе эканлпгннн исботланг.

10. С[0, 1] фазода х„(1 )=1п-14п, (пе!Ч) кетма-кетлик фун- 
даментал буладими?



8-§. МЕТРИК Ф АЗОДА КОМПАКТ ТУПЛАМЛАР 
ВА К.ИСКДРТИРИШ ОПЕРАТОРИ

1. А сосий тушунчалар

Х=(Х, р) метрик фазодагп К тупламнинг ихтиёрий зле- 
ментлар кетма-кетлигидан яцинлашувчи кетма-кетлпкии ажра- 
тиб олиш мумкип булса, у холда К туплам (КсХ) нисбий 
компакт дейилади.

Агар К с(Х ,  р) туплам нисбий компакт булса на ёпик, бул
са, у холда К туплам (Х,р) метрик фазода компакт дейилади. 

Агар ихтиёрий £>() на ихтиёрий хе; К учун (К с(Х,  р)

Р (Х , у ) < 8

буладиган уеА  мавжуд булса (Ас(Х,р)  у холда бундай А туп
лам Кс(Х ,  р) туплам учуп Б - тур дейилади.

Агар хаР цаидай е>0 учун ва К туплам учуй чеклп е тур 
мавжуд булса, у холда Кс(Х,  р) туплам батамом (тула) чега- 
ралаигап дейилади.

Компакт булган X метрик фазо компакт дейилади.
Агар К туплам (Кс(Х,  р )) чегаралапган булса, у холда 

х(1 )е  К функция текис чегаралапган дейилади, яъпи le [a, bj 
булгапда хамма х(1)еК  учуп (X ) сон мавжуд булиб |х(1)|<С  
булса, у холда х(1) фупкциялар текис чегаралапган дейилади.

Агар хар каидай е>0 ихтиёрий t j , (уб [a. bj учун шупдай 
5>0 мавжуд булиб

It2-til <5

булганда х(I)еК сС [а,Ь ] (фупкциялар учун

|х(1.2)-х(1:,)| <е

булса, у холда х(() фупкциялар бир хил даражали узлуксиз 
функцпялар деш 1Лад11.
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Агар А оператор учуй ()<а<1 сои мавжуд булиб (А: X—>Х), 
Х=(Х, р)

Р(Ах, Ау)<ар(х, у), х, уеХ

булса, у холда А цисцартирнт онератори дейилади.
Агар Ах=х булса, у холда хеХ  пук/га А операториинг 

цузгалмас пуктаси дейилади.

2. А сосий теоремадар

8. ¡-теорема. X чекли улчовли метрик фазодаги К туплам 
нисбий компакт булиши учун X фазода К туплам чегараланган 
булпшм зарур на кифоядир.

8.2-теорема. (Хаусдорф). К туплам (К сХ ) писбий ком- 
иакг булиши учун X нинг тула булиши зарур ва( X шшг тула- 
лиги К нипг батамом чегараланган булиши учун кифоя.

8.3-теорема. (Арцела) КсС[а, bj нисбий компакт булиши 
учун К пинг функциялар тупламн текис чегараланган ва текис 
(бпр хил) даражада узлукснз булиши зарур ва кгкроя.

8.4-теорема. Кискартирувчи А оператор (A: X—>Х) учун 
т^ла метрик X фазода биргина кузеалмас нуцта мавжуд.

3. Масалалар ечиш

8.1-масала. Агар

К={(х, y )eR 2: х2+у2<1, х>()}

булса, у холда К туплам R2 да компакт буладнмп?
Ечиш. К туплам чегараланган. Шупинг учуй 8 .1-теоремага 

асосан IÍ нисбий компактдир. Лекпн бу туплам ёпик эмас, 
чунки 0 ( 0 ,  О) нуктн У туплам учуй лимит иукта булиб 
0 (0 , 0)gK .

Демак, К компакт эмас.
8.2-масала. Агар

К={(х, y )eR 2: |у| =ycosx, |у| <1 } 

булса, у холда К туплам R2 фазода компакт бул:щимн?
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Ечиш. Агар у>0 булса, у холда cosx=l, х=2ктх (k eZ ). Агар 
у<() булса, у холда oosx=-l, x=(2k+I )п (keZ ). Нихоят у=0 да 
|у| =ycosx тепглик х,ар цандай xG К учуй уриили.

Шуидай цилиб, К туилам

{(2кл, 0<7<1)}и{((2А:+1)я; -1 < у < 0 )}и Д  k e Z

курпнишдаги пукталар туиламидаи иборат. Бу туилам ОХ ук 
буйлаб чегараланмаган, яъни 8.1-теорема шарти бажарилмай- 
ди.

Демак, К туилам компакт эмас.
8.3-масала. Агар

К = \ х е 1 р, х = {£,),  ¿ | í , r  = lj

булса, у холда К туилам /() фазода ниобий компакт буладими? 
Ечиш. L фазода

{ e j ,  еп = (O^O^.^J, О,...)
п

кетма-кетликни куриб утамиз. Бу ерда
I

РО„,е,) = 2"» n , s e N , n *  s

деб танлаймиз. У ^олда х<ф

Р  Ч \
капдай ()Е(х) да (xG/р) е„ курииишда биттадап.пукта булади, 
яъни берилгаи £>() учун К иииг чекли Е-тури мавжуд булмай- 
ди.

Шунинг учуй 8.2-теоремага acocan, К туилам нисбий ком
пакт була олмайди.

8.4-масала. Агар

А={(х, у )е!12, х2+у2<1, х>()}

Булпб, В туилам [-1, I] кесмадаги рациоиал соилардан иборат 
булса, у холда К=АхВ туилам R'5 фазода компакт буладими?

Ечиш. К туилам R3 да чегаралаигап. Шунинг учуй 8.1- 
тсоремага acocan К нисбий компакт. Лекин К туилам Рг! да 
ёпмц »мае. Бун и цуйидагича курсатамиз.

ЭНДИ 8 СОНИ И ~
0<е<2



Фара:* кплайлик, {г̂ } кетма-кетлик В тупламдан олинган
I?рационал сонлар кетма-кетлигн булиб, к— да у  —>

к 2
булсии. 

булгаида

{ й | . } = { ( х к ,  Ук)}<=А

хп~ (йт  Г11) 1 Нб N

кетма-кетлииии олиб карайлик. {Б,,} кетма-кетлик чегаралан
ган булгани учуй п^—><*= да $п — буладигаи /у  |  ман-

жуд, бунда \ й Пк

А туплам ёиик. Шуиинг учун 86 А. Лскин

Нтг = - — £ В
п п 2

Демак, |  кетма-кетлик И3 даги элемент га

яц1 о 1ла1 пади, чункн

2 =К>гкУПк "к

Шуидай килиб элемент К=АхВ тупламга тегищли

булмаганидаи К компакт була олмайди.
8.5-масала.

К={х(1)еС [0,1], х (0 )= 0 , |х(1 ,)-х(12) |< | | |- 1 21 , 
1|,12е  [0,1]}

туплам учун 8=0,2 — тур тузинг.
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Ечиш. К чунламдаги x(t) функцияларнинг графиклари 
ОЛВ учбурчакка жойлаштирилган (шаклга карги ir ).

V

В

N

11— <0,2 шартга acocan [0,1J кесмани 5 тадан кам булмагаи 
булакка булиш керак. Худди шуидай АС ва ВС кесмаларии 
хам шунча булакка булиш керак, чунки

|х ( t , ) -X ( t2 )1 < || 1-t-J <0,2

булипиш иукталардаи координата укларига параллел чизиклар 
утказамиз. Натижада, ОАВ учбурчакда тур х,осил киламиз.

Фараз кплаплик, U туплам турда мавжуд булиши мумкин 
булган ел шик чпзгщлар тунламп булпб, учлари турнпиг тугун- 
ларида булсин. У холда ихтиёрий х еК  учун

max Ix(t) -  y ( t )I < 0,2
/е[0,1]'

буладиган у(1) мавжуд (y ( l)e U ) , яънн LJ чуплам К т у п л а м  

учун 0,2 турдап ибораг.
8.6-масала. А оператор

(к = \, 2,...,п)
j =i

тенглик билан аппклакгаи булнб Rn ни It" га акслаитиради, 
яъпн

А: R"—>li"

Агар ихтиёрий k, j= l, 2,..., и учун

УО



г j . kj <- 1
и-\/з

булса, у холди А кпскартириш операторы буладпми?
Ечиш. Фара» цилайлик, х О  isa х<2) иукталар R" фазо- 

шгнг ихтиёрий нукталар булеин. У хрлда.

р ( А х " \ А х ^ )  = [ ^ у ^ - у У ) '
V к=1

( \ г

X X а^ ‘' -  X a*xj
(2 )

*=1 V v=i 7 = 1

= É  \Y u aÁ x?  -  х \2))2
k=\ \ J = i

( 1)

Бу ( I )даги ичкн йикипдига Коши — Буняковский тенгсиз- 
лигиии куллаимиз.

11акМ? ~хТ ) ̂ í Ê 4  Í¿ ( 4 °  ~ х)2)):
>1 v>i У V>'

Г п ^

E f
V»

Hi Ä * (V 2))

Бу (2) га acocan (I) цуйидагича

р(Ах(1\ А х (2)) <

. \2П
п г  "

2

2 24 р (х " \х ^
*= 1 V-/=i

V /

= р ( х т ,Х(2))'
п п 

2 2 «
Y

(3)
\к=1 /=1 у

буиадп. Ихтиёрий k, j= l, 2, 3,..., и учум масала шартнга кура.
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(4)

Энди (4) ии эътиборга олсак (3) дан

р ( А х (1),А х(2)) < 4 = р ( х 0),х (2))
л/3

хоепл булади. Бу эса А киекартирпш оператори эканлигини 
курсатади.

8.7-масала. А оператор х=(х], Х2 , Х3 , Х4 , Х5 , Х(;, Х7 ) эле
мент учуй

Ах = у  = (х1, 2х2, } х3, } х4, 6х5, } х6, 7х7)

теиглик билан апиклапгаи ва А: Н7—>1Ч7
Бундай опера гор киекартирпш оператори б уладим и?
Ечиш. Фараз килайлик

1 ]=0=(0 , о, о, о, о, о, о) ва г 2=(1, I, о, о, I, о, I)
булсин. У холда

Ах|=((), 0, 0, 0, 0, 0, 0) ва Аг2=(1, 2, 0, 0, 5, 0, 7)

р ( г 1, г 2) = 2, р(А гх, Лг2) = л/'79 
яъни 

р(Аг^, Аг2) =  л/79 >  2 =  г 2)

Демак, А кпсцартириш оператори булмайдп.

8.8-масала. Агар хе С элемент учуп А оператор
/

1 2
Ах(1) = — |х(.у)8П1/С08.?(:/л'

теиглик билан аннклаигаи булса, у холда А киекартирпш опе
ратори буладими?
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Ечиш. Ихтиёрнй х |( I ) , Х2({.)е С 0 , - |  учун

р ( А х х, Ах 2) = птах
1е О

г
Д х , ( а ) -  Х2( а ) ] 8Ш tCO S Я(18

< у шах |вт /| [¡Х^А') -  Х2(А')||с05 А’!^  <

-  (соэ а т а х  |х, (^) -  х2( я)|йЬ = у р ( х 1, х 2)

Дома к, А щнщартнрнш оператор!щан иборат.
8.9-масала. Фараз килайлик, А: X—>Х бунда X компакт

ка
р(Ах, Ау)<р(х, у), х, уеХ (5)

булсйн. У холда А операторнииг цузкалмае пуктаеи мавжуд 
гжанлиги иеботланеин.

Ечиш. Тескаридаи фараз килам и.ч. Бундай ^олатда X с)эа -
зода

Р (Лх „,Ауп)> р (х„,у„) (6 )

буладиган {хп} па {у,,} кетма-кетликлар тоиплади. X ком
пакт булга ии учуй пк—>°°да х„к—Ж  ва Уик—> у булади- 
гаи мое равишда {х„к}, {хпк} с  {хп}, {у„к}, {у1)к} с  {у,,} кет- 
м а -кетликлар мавжуд.

Бундай кетма-кетликлар учун хам (6) теигсизлик сакла- 
падн. Энди ик —» оода (6)дап лпмптга ути б

р(Ах, Ау)> р(х, у) (7)
гепгеизликни хоепл килампз, бунда А оператор ва р(х,у) 
лар узлукензлнгн эътиборга олиндп. Охирги (7) тенгсизлнк 
(5)га зиддият А оперторнпнг кузгалмае нуктаеи мавжуд 
экаылигини курсатади.

8.10-масала. Фараз цнлайлнк, {А,,} бушмае тупламлар X 
метри к фазонинг

93



Л] э  А2 э  Аз э  . . . 
компакт тупламлари булсин.

П
Л=1

эканлпги исботлатгеии.
Ечиш. Хлр бир А„ тупламдаи а„ нук'га танлаймиз. 

{А,,} кетма-кетликлар кнекариб борувчи булгаипдан
{ац}с: А|

А] туплам компактдир. Шунинг учуй {а,,} кетма- 
кетлик яциплашуичи { аП/,}  цисмий кетма-кетликии уз ичи
га олади.

п к —>°°да ащ -> а е  А1.
Энди пК сонни ашщлаймиз. У холда

\ап Г с  А„
П! -*/=/с к

ва кетма-кетлик хдм п элементга. яцинлашгани учун
ае А , Пк= 1,2 

пк

яъии а е П Л ( = П Л
к=1 /7=1

Демак, р] Ап * 0
« = I

4. М устакдл ечиш учун масалалар

1. С [а, Ь] фазодаги чегараланган алгебраик купхадлар туп- 
лами инсбий компакт эканлпгн пеботлаиепп.

2. Агар К={(х, у )е  К2:( 1—х2— |1—х2| )2+у2=0} булса, у хол
да К туплам Н2 да компакт буладимп?

3. А: П1—>т ва

Бу А киск;артириш опеаратори буладимп?
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K ={x(l)eC [0, 11: x’(t)€C [0 , 1] , ¡x’(t)i <1} 

туплам C[0, 1] фазода фа кат ихтиёрий хб К учун
i

J x ( t ) d t < М

буладигап М>0 сон мавжуд булгандагииа нисбий компакт 
булиши иеботлансин.

5. {sinat}, (a eA cR ) функциялар туплами С [О, I] фазода 
фа кат А тунлам R фазода чегаралаиган булгандапша нисбип 
компакт булпши иеботлансин.

(5. /р фазода бирлик шар нисбий компакт эмаслиги исбот- 
лансин.

7. Агар К сХ  компакт булиб х (1 )еХ  булси, у холда р(х, 
К)=р(х, а) буладиган а элемент (аеК ) мавжуд эканлиги ис- 
ротлансин.

8. Агар l icX туплам компакт булеа, у холдаj
sup р{х, у) = р(а,Ь)
х,уеК

¡буладпгап a, is элементлар (a, is6 К) мавжуд эканлиги исбот- 
лапсип.

9. Чексиз улчовли фазода хар кап дай компакт тунлам хеч 
' цаерда зич эмаслиги иеботлансин.

Ю.Узинипг хусусий цисм фазоеига изометрик акеланувчи 
компакт мавжуд эмаслиги иеботлансин.
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К,УШИМЧА
Ихтиёрий вектор фазоларда чизикди операторлар

1. Асосий тушунчалар

Агар хар бир ае V векторга бир цийматли япикламгаи 
в=ф(а) вектор мое кумился нн куймдагм шартлар бажарилса,
V вектор фалода чиликли операторлар аниклангаи дейилади.

1. ф(х+у)=.ф(х) + ф(у), Ух, уеУ
2. ф(Хх) =А.ф(х), \ZxeV, \/Хе К

Агар Аф матрица уетунларининг элемептлари, {е(, ег, —,е„} 
балпедаш е ,= ф (е |), е2=ф(в2),..., еп=ф(е„) базис вектор об-

ралларининг координаталаридан туяилгаи булса, у холда Аф 
матрица ф чиликли операторпииг {е|, е2,-..е„ } балиедяги 
м атр м I (аси ; |,ейилади.

Агар V фалода иккита {в], е2,...е„ } ва {Г), 1̂ - - 1,, } 
балиелар берилгаи булиб, ф чиликли онераторпинг бу балие- 
лардагм матрицаларн Аф ва 15ф булеа, у холда бу матрицалар 
Куйидаги (формула билаи богламади.

I V  С’1- Аф-С

Бу ерда, С - {еь е2,...еп } балиедап {Г|, 1'2, •••('„ } балие- 
га угувчм матрица. V фалодаги иккита ф ва чиликли пе- 
раторларцииг ф+\|/ йикимдиеи, ф \|/ купайтмаеи ва а-ф а  ео- 
иинмиг ф чиликли операторга куиайтмаси мое равшида 
куй и да гм темгликлар билаи ифодалаиади:

(ф+¥)(х)=ф(х)+\|/(х);
(ф-\р)(х)=ф(\|/(х));
(а-ф)(х)=а(ф(х)).
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Агар А, сон мавжуд булиб, х нолмас вектор учун

ф(х)=А,х

шарт бажарилса, х вектор V вектор фазодаги ф чпзикли опе
ратор! шпг махсус векторн дейилади. X сон — х векторга мое 
келувчи махсус сон дейилади.

Энди чек сиз улчовли фазоларни царайлик. Фараз килай- 
лик, II (|)азо ихтнорий чексиз улчовли Евклид фазоси булсии.

К чексиз улчовли фалода базис тушунчаси цуйидагича ки- 
ритилади.

Таъриф: Агар II чексиз улчовли фазодаги

еи е2, еп, ... (1)

векторларнинг бирортаси хам шу тизимнинг чекли мицдордаги 
бонща векторларининг чпзицли ифодаеи булмаса, у холда буи- 
дай ( I ) векторлар тизими чизидли борлаимагаи дейилади ва И 
дагп хар кандай чизикли борланмаган векторлар тпзими т у  

¡фазонииг базиси дейилади.
Энди бнрор чексиз улчовли фазоинпг (масалан 12 нннг) ба

зиси
е<‘>, е<2)...... ... (2)

берилган булсии. Бу тизимдан олимган чекли микдордаги их- 
тнёрий векторларнинг чнзикли

х  = Л1е (л,) + Л 2е м  +.. .  + Лте м  (3)

(А* -  сонлар, к=1, 2, ..., т )  
пфодалариинг тупламинп М деб белгилайлик. Бу М тунлам

е{п' \ е (п'\...,ем  (4)

тпзимиинг чизицли кобири дейилади.
М чнзицлн цобицнинг ёпири Ь тунлам (2) тизимнинг век- 

торларн хосил килган фазонинг (масалан, Ь  ниш ) кием фазо
си дейилади. Демак, Е тупламга (3) куринишдаги векторлар 
ва бундай векторлар кетма-кетликларининг лнмитлари кирадн.

Таъриф: Агар (2) тизим базисдан булиб ихтиёрий иккнта 
х,ар хил векторларнинг скаляр купайтмаси
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( е ^ ,е ^ ) = 0 ,  ¡Ф ]  (5)

булса, у холда (2) ортогонал базис дейилади ва

булса ортоиормал базис дейилади.
Ортогонал тизнм учуй цуйпдагн хоссаларнп кслтирамиз.
1-теорема. Ь кием фазо цуйидаги ихтиёрий векторлар ти- 

зими
у 0), у (2), ..., у (т),... (6)

дан х<>сил кнлипгап булиб, 2 век гор (2е 12) (6) даги векторлар- 
иииг хар бири билон ортогонал булан булса, у холда г вектор 
Ь даги ихтиёрий х векторга дам ортогонал буладп.

2-теорема. 12 даги х вектор 1. фазода ётииги учун унинг

курииишда ифодаланиши зарур ва кифоядир. Бунда

векторлар I, кием фазоиинг ортоиормал базисидаи иборат ва

1-масала. Х =(х |, Х2, хд). вектории

ф (х)= (4х1-3 х 2+2х;5, Х ]+Х 2 , Зх| —Х;5)

(формула билан алмаштирнш чизикли оператор булишинп ттс- 
ботланг 15а

^т={х,у {т)), ш = 1,2,3,...

2. Масалалар ечиш

6, = (3 ,2 ,3 )
- Ъг = ( - 4 - 3 - 5 )  

Ь} = (5 ,1 -1)
«мши ни т у  оиграгорипиг матрицаспнн топипг.



Ечиш. Чизицлилик шартларини текширайлик.

а. ф ( х+у )=( 4х1-З х 2+2х3+4уt - Зу2+2у3, х i+x2+y i +у2,
Зх i —хд+Зу i —уз ) -  ( 4х i +4у1-3х2-3у2+2хз+2уз,
Х-1+У1+Х2+У2, Зх]+3уJ-Xg—Уз ) =ф ( X )+ф ( у )

I). ф(Х-х)=(Мх]-А,Зх2+^2хз, Ах|+ Х х 2 . ЛЗх]-Хх3)=Хф(х)

ф операторнинг (с |, с2, eg) базисдаги А<р матрицаси цунидаги 
курпнишга эга

' \  -3  2̂ 1
А = i l  о

(р
v3 0 - 1 ,

ф операторнинг {bj, b2, Ь3} базисдаги матрицасини

Вф-С'АфС ( I )

фомула била и антушимиз, бу ерда,

С =
'Ъ - 4  5 л

V

2 - 5  1
3 - 3  -1

С магрицага тсскари матрицами апиклаб к.уйидагига эга 
буламиз.

С4
29 -11' 

- 5  18 - 7  

1 -3  1
У х,олда

В =
(Р

'-8 29 - I f

- 5 18 - 7

,1 - 3 К

(А - 3  2  V 3  - 4  5 Л

1 1 О
3  0 - 1

2 - 4  1

3 - 5  - 1

-1 7 10 -122s

-12 8 79

, 3 -3 1 3 У

2-масала.

А  = 
<р

i з
-2 -1
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матрица (р операториииг
а, =(-1,1) 
а2 = 0 ,2 )

базисдаги матрицаси,

В

матрица эса \\1 операториииг

Ъх = ( 1 , - 1 )  
Ъ2 = ( 1 ,2 )

базисдаги матрицаси булсип.
(р\|/ чизицли операториииг {еj, е2} базисдаги матрицаси 

топилсип.
Ечиш. С] на С2 матрицалар {е | , е2} базисдаи мое ранишда 

{ai, а2} на {Ь|, Ь2} базисларга утувчи матрнцалардир. С| на С2 
матрицаларга тескари матрицалар куиидагича булади.

ф на \|/ операторларнииг {ej, е2} базисдаги матрицаларипи 
Еф на Ev деб белгилаимиз. У х,олда юкоридаги ( I ) (формулага 
acocan

Бу ордам (/] на С2 ларни ашщлаш мумкии.

"2 _ Г  

г , = с г ' - Л ' с .=  7 2
1з ъ)
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Вулардаи

F1 ~ Г1 .2 в . с 2 =

(31 33

ик;к 6 6<Р V 41 1
V 6 2

i f  5 Г 
2 - 3  5

31 -33 
41 -1

¡Л

3-масала. Куй идя матрица клфипишда берилган ф чнзицли 
онсраторнинг махсус вектори ва махсус сопнни томинг,

А(р

3 1 1
2 1 1

- 2 0 1

Ечиш. Характеристик тонглама оркалм махсус сомни тома
ми».

3 -Л  1 1
2 1-Л 1 

- 2  О \ - А
= 0

X3 -  6Х2 + ИХ -  X = О

1>у тонглама цуйидаги илдизларга ;>га 

Xi=l, Х3=2, Хз=3 

Х,ар бир махсус сон учуй тенгламалар тняими тузнлади.

2 х , + х 2 + х 3 = 0  

-  2 х ! = 0  

Г x¡ + х 2 + х 3 = 0  

[ 2х , + х 3 -  0

1.
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3 .
к| Л2 л 3

х 2 + х 3 -  О

Бу тизимларии ечиб, улариинг умумий ечимини хосил 
Киламиз.

х=а((), -1, 1), у=(3(1,1, -2), х=у(-1, -1, I )
(а, Р, т*0, а, (3, уеК)

х, у, г иекторлар бернлгал чпзицли операторнинг махсус 
векторлариднр.

4-масала. /? д а т  х  вектор Ь фазода стнш шартп иимадан 
иборат?

Ечиш. Ортонормал базис сифатида куйидагпшг оламиз

{у(т)М е 2т}, т=1, 2, 3.......

у (1)= е 2=(0, 1, О, О, О, О,...), 
у (2)= е 4=(0, 0, 0 , 1, О, О,...),

Бундам базисдал хосил булгап Ь цне.м фазо

X — @2т̂ 2т ~ ^2’ ^4’"-)
ш=1

курипншдаги векторлардал иборат, яъни бу векторлариинг тоц 
рацамли координата лари нолга тенг б г̂либ,

(%т~~(х, у  ) —(х, е2п)~® 2т

Энди хеЬ векторлар учуй (хе12) 

(* .* )* = 2т
т =\

Агар хе12 вектор Ь да ётмас, у хрлда а2т.1 ларнинг бирорта- 
си албатта, иолдан фарцли булиб

{х, х)2 =  £  а\т + ]Г  а\т_, >  X  а\т = £  (?т,>2
т - 1 т - 1 т=\ т=]

буладн.
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Дома к, хе12 душ х  вектор I, цисм фазода стмши учуп 

(х ,х )2 = ] Г й 2
/77—1

булиши шартдир.
5-масала. х=(х/, Х2,..., х„,...)е12 вектор учуй Ах=у оператор 

кун идягп тенгламалар тизимини ифодалаеин

у 1=а11х1+а,2Х2+...+а,пхГ1+...
У2=а21Х1+а22Х2+ ... +а2„х„+...
..................................... (*)
уп=ак,х1 +ак2х2+... +аппхп+...

Бунда

Е а« /Л <00’ п = 1 ,2 ,...
к = 1

цандай шарг бажарилганда

Х > , л 1  *' = 1.2,...
/=1

каторлар яцинлашувчп булади.
Ечиш. Маоала шартига кура

± 4  ¿ л
4=1

А узгармас сои. Энди

11 = 1,2,...
к=\

деб фараз цилсак, у холда Коши-Буняковский тенгсизлигига 
асосан

оо | оо ] 2 Г ОО |  2

X  к л I  - 1X а1к X х1\ - С±2А* = (СА)}
к=1 I к=\ \ [¿=1 I
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Демак, агар (*) гизимнииг коэффициептларидаи тузил ran

тенгеизлик бажарилади ва у  вектор т фазонииг векторидан 
иборат, ует.

3. Мустакдл. ечиш учун масалалар

1. Х =(х|, Х2, хз) вектории

ф(х )= (Зхi- х 2+2х3 , Х1+Х2-Х3 , 2х]+х2~ 3 х2 )

(формула билан алмаштирпш чизикли оператор экаилигини ис- 
ботлаиг ва

2 к ’ ' "
к=\ к=1

цаторлар якимлапгумчи булса, у холда
1 к=1

к =1
даторлар яциплашувчи булади, шу билан бирга

а2 = (1Л)

даги матрицаси, В¥ = матрица эса
К

матрица эса \|/ операторнинг

матрицаси булеин. \|/-ф чизицли опера

торнинг {еi, 02} базисдаги матрицаси топилсин.
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3. Матрица курииишда бсрилган чизидли оператормииг 
махсус векторп ва махсус сонинп топни г ;

/ 1 1  З л

А , -  1 1 2

V 1 0  “ Я

4. Ортогонал базисии

{y(m)}={e2m-i} т—1,2, 3,...
*

деб таила ганда ¡2 да гм х  вектор L кием фазода ётадими?
Г). Ах—у  (xel2) оператор чексиз улчовлм фазода берилиб

У „ = Т , ап Л ’ n = 1, 2,...
к=\

|тенгламала.р тнзиминн нфодалашн ва бунда

х= (хь Х2,.., х п ,...) У=(Уь Уъ- ,  Уп , - )

6ÿjica, дуйидагилар аникланснп:
1) Бу оператормииг чмзикли экаилиги текшнрилеин.
2) х  ва у  векторлар s х,амда. 12 фазолармипг элсмснтлари 

була оладими?

Мустакил ечиттг учун берилган масалаларнинг 
жавоблари ва курсаТмалари

1 -§.
2. X;), мумкин.
4. Континуум.
5. Континуум.
8. Континуум

2- § .
I. А туп лам ¡'пик на ихтиёрин ÔX) учуй \х ( G/А ) <0 булади- 

гаи С очи к туплам (ОзА) мавжуд.
Энди

Х(А)  с  X(G) = X ( U a k,&))  = у  Х ( а „ Д )
к к

эканлиги куриниб турибди.
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Шунинг учуй

îA = lu X {A )< J j ju(X{ak,ß k)) =

= Z  SUP X(f) ~ inf *(0 = Z  ) ~ Х(Рк )) =
*• V Í ' 7 t

= z
Mt

ßt

G \A

Ихтиёрнй s>0 учуп 6=8(e) connu

t < £
G\A

буладигаи килиб танлаймиз.
И

2.  А =  о  А
к = 1 к деб оланлик, у холда

/иА =  1 -  jU(CA) = 1 -  Ц\ U  G4* >
*=1

> 1 - £ а (С Л )  =  1 - и + Ё М > 0
i= l *=1

3. Фараз цилайлик, [0, IJ кссманинг хамма цис.м туплам- 
лар туплами А бу'лсин, Мр эса Кантор туплами булган I3 нннг 
цисм тупламлар туплами буленн. ¡а(Р)=0 булгани учуп Р>еМ(( 
туплам упчовлидир. т (р )= с  булганидан

т(М р)>2с

Ленин МрСА шунинг учуп

ш (А )>т(М р)>2°>с

4. Жавоб:
71

5. Жавоб: 0,5
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3-§.
1. Ха, булади.
2. Ха, булади.
3. Ха, булади.

4. Ха, булади. Масалан, x(t) — sign(t —

0. Бунинг учуй 3.5-теоремадан фойдалатшнг.

4-8.
т» '1. Жавоби :

¿  1
f r  к\

3. Римам буйича иитеграллаиувчи, Лебег буйича интеграл-
лам увчи эмас.

4. Жавоби:

а  е * + о 2
5. Х,а, уринли.
В. Йуц, уринли эмас.
7. Йуц, тасднклаш мумкии эмас.
8. Жавоби: О

5-§.
2. Метрика шартлари бажарилади.
7. Метрика шартлари бажарилади.
8. Ха, мавжуд.
9. Фараз цмлайлик, х  =  | 1 булпб бунда

6" =
п , i < n \

О, / > п

булсии. У холда м— да

Рт(Хп’ в ) = П~Р
р , ( х п, в )  =  1, n e N
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10. Фараз килайлик, X =  i Ç i }■ б$'либ бунда

- ,  / < п; 
п 
О, i > п

булсин. У холда п—>оо да

p¡Sx»>0)=n* 

PlSXn ^ )  = i  У
Фа раз цилайлик,

x„(t)=t", и=1, 2,...

У холдл п—>°о да

р1р(хп’ в)=(пр+1)Р ->0. 

.Пекин xn ( I ) —>х<) ( I ), il—>°° б$'либ, бунда

Г О ,  0 < Í < 1
x0(t)

1, t =

П. Хм булади. Чунки

|/(X i) -  f ( x 2)I = jlim -  lim ^ 2)[ <

sup £ l ) - £ 2)l = P j x „ x 2)-

12. X,a булади. Чунки

V t= 1

— k2 P ( XI ; x2 )
V k = \ J

13. Жавоби: p(x, y)=15,5
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1. Йук, булмайди. Буши ir учуп масалан

х п =  |-т| » п = \ ,  2 , . . .

кетма-кетликни куриб утинг.
2. Йук булмайди.
3. Йук, булмайди. Масалан,

6-§.

Iг 1] п

х„=\ \ , п1Li*  J
кетма-кетликни олиб караш кифоя.

4. Йук, булмайди. Буниыг учуп хеч цандай атроф мавжуд 
эмаслигипи курсатинг. Масалан, А туиламшшг нукталаридан 
Тузилган 0 11 укт;| царалсин.

5. Йук, булмайди. Масалан, xq= (1, -I, 0 ,...) нукта А туп- 
ахамда ётадн, лекин А туилам нукталаршш уз ичига олувчи xq 
пуктанггиг хеч каидан атрофлари мавжуд эмас.

3. Йук, булмайди. Бунинг учуп {хп}еА

=■ \ _ i  _ 1  - 1 0  0 1? и ’ и ’-"’V. J
п

кетма-кетликни куриб утиш кифоя.
4. Йук булмайди. Буппиг учуй

х„( t )=(!+!)", hgN 
кетма-кетликдаи фойдалапмш мумкнн.

5. Аввало, С [а, Ь] фазода даражаси п дан ошма идигаи 
купхадлар туплами ёиик экаилиги курсатилсии, сунгра ихтиё- 
рий В (х0, г) туплам хеч булмагапда битта функциями уз ичига 
олишн ва бу функция даражаси и дан ошмайдиган купхад 
эмаслиги курсатилсии.

7 -§ -
i. X={x|J булсни. xk£ В[ук, гк| буладиган ва к—>°°да гк—>0 

буладнган {В[ук, г\]} ёипк шарлар кетма-кетлигини тузинг 
хам да X фазоиинг тулалигидан фойДаланинг.
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2. тупламда К фазоиинг метрикасини киритинг на
М п ,  гг,..., гк}, гке<2, ке N 

ёник туиламларшшг тулдирувчиш булган очиц тупламлар ти- 
зимини кури б утипг.

3. Ха, тула фазо булади.
4. Хар цандай е>(), хеХ  учуй

В [х ,, Г |]сО £(х)пС ], Г]<1

буладпган В[Х],Г]] ёпик шар мавжуд.
Худди шундаи

В1х2, г2]сВ [х ], п ]п С 2, г2< —
2

буладпган В[х2, г2] мавжуд ва хрказо.
Ни^оят ихтиёрий уЕ()£(х) учуп

у е  п ( В[ х к,гк] п в к)
к = \

муиосабатни х,осил циламиз.
5. Ха, булади.
(>. Х1а, булади.
7. Йук, булмайди. Бунн куГшдагича изохлаймиз.
Фараз цилайлик,

А={х: х={^}, £¡=0 ёки £¡=1, ¡=М}

У х,олда

ш(А)=с, р ( х ,у ) = 1 ,  (х ,убА ), х*у2
8. Иуд, булмапди. Буи и куйидагича курсатщц мумкин.
Хар бир

(У , ^ =° ёки £¡=1, i=N 

кетма-кстликка куйидаги узлуксиз фупкцияпи мое келтирамиз

0, п,п + \\, £ ,= 0
х(0 = чизик̂ яи функция, (п, л + \), (п + \,п-\-1) да, £„, = 1

о, г<1
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x(n + —)=1, x(ii)=x(u+l )=0
2

Бундам x( l )  фупкциялар тупламини А деб белгилайлик. У 
холда т (А )= с  ва р(х, у)=2, х, убА, хФу булади.

8- § -

2. Ха, булади.
3. Ха, булади.
5. Ушбу

¡sin at  ̂ -  sin a t 2\ = 2 cos a  -Чр-sin a  2 <

< |ctr|j/, - t 21 < \a\S < e
тенгсизликдан фойдаланинг.

9. Фа раз цилайлик, К компакт (К сХ ) туплам булсин. X 
фазода ихтиёрий В(хо,г) очик шарни олайлик ва

KriHjxo, r | /0  «.-í

булсин. В(хо, г) шар учуй

В (х0, r)(ZKnB|x0, rj

муносабат курипиб турибди, яъни

у€ КпВ [х0, rj

буладиган уе В(хо, г) очик шар мавжуд. У холда К пВ |хо, г] 
туплам учуй

О£(у)<гКпВ[х0, г]

буладиган 0 Е(х) атроф мавжуд.
Энди

0 Е(у )с  В (х0, г)

буладиган е>0 сомни таилаш кифоя.
10. Фа раз дилайлик,

А: X—>Х]СХ, Х/Х,*0 

буладиган изометрик А акслантириш мавжуд булсин.
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булгапидан А узлуксиз акслантиришдан иборат.
Демак,

А(Х)=Х]

компактднр. Х/Х|^() булгаипдаи шуидай х0 (х06 X ) мавжуд бу- 
либ, x0gX] ва

р(х0, Ах0)>е (I)

буладиган е>0 сон мавжуд. Бу жараёнпи сапокли марта так- 
рорлаб

р (а \ ,  А " ' \ ) =  р (а "-'х „, Л- 'Г- 'Х' ) =

= Р ( х 0, А р х 0) > £ ,  х„ = А пх0

буладиган {х„} кетма-кетликни х,осил киламиз. X компакт бул- 
ганидан nk—>°° да

\  - >УоЕ Х

буладиган

цисмий кегма-кетлик мавжуд ва

К М * ,,}
булади. У хрлда н ,̂ us— да

P(*nt >■*«,)-*■ 0
леки и ii|(-/-ns булганда (I) га асосан

Р (х „к>х„.) = р (А "*х 0,Л"*х0) > £

Бу зиддиятдир.



ФОЙДАЛАНИЛГАН АДАБИЁТЛАР

1. Т А . Саримсоков. Хаки кий узгаруичининг функциялари 
пазарияси, «Узбекистан» Т. 1993 й. -  340 б.

2. Т. А. Саримсоков. Функционал анализ курси, «Уцитувчи» 
Т., 1986 й. -  400 б.

3. В.К.Цобулов. Функционал, анализ ва х,исоблаш матема
тикам!, «Ущп'увчн», Т., 1970 и. -  436 б.

4. А.Н.Колмогоров, С.В.Фомин. Элементы теории функ
ций и (функционального анализа, М.: «Наука», 1989 г. — (524 с.

5. А.А.Кириллов, А.Д.Гвишиани. Теоремы и задачи (функ
ционального анализа, М.: «Наука», 1979 г. -  381 с.

6. Г.Ра/шназаров. Функционал анализ маъруза матплари
1, 11-кием. Гулиетон «ГулДУ» 2000 й. -  83 б.

7. Г.И.Архипов, В.А.Садовничий, В.И.Чубарпков. Лек
ции по математическому анализу, М.: «Высшая школа» 1999 г.
-  523 с.

8. 111.А.Аюпов, МЛ.Бердицулов, Р.М. Тургуибоов. Функ- 
циялар пазарияси (функциялар пазарияси ва функционал ана
лиз курсига кириш). «УАЖБНТ» Маркази, Т. 2004 й. — 148 б.

113



МУНДАРИЖА

]-§. Тупламлар назарИясииииг элементлари........................ 4

2-§. Улчовли тупламлар............................................................ 13

3-§. Улчовли функциялар......................................................... 22

4-§. Лебег интеграли. Интеграл оотида лиМитга ути иг. 
Риман ва Лебег интегралларини еодпштириш............36

5-§. Метрик фазолар. Кечма-кегликиипг мегрик 
фазода якинлашитп......................................................... 51

6-§. Метрик фазода оч1Щ ва ёпиц тупламлар.....................65

7-§. Метрик фазошшг тулалиги ва сепарабеллиги............77

8-§. Метрик (фазода компакт тупламлар ва 
кискартириш оператори...................................................86

1\У1ЦИМЧА
Ихтиёрий вектор фазоларда чизикли онераторлар.......... 96

Муетакил ечиш учуй берилган маеалаларшшг 
жавоблари ва куреатмалари...................................................105

ФОЙДАЛАНИЛГАН АДАБИЁТЛАР...................................113

СУЗ БОШ И................................................................................... 3

114



ГУЛ МУ РОД РАЙМНАЗАРОВ, ОЛИМЖОН Ь'ЛЙМНАЗАРОВ

ФУНКЦИОНАЛ АНАЛИЗ 
КУРСИДАН МАСАЛАЛАР ЕЧИШ

(XaiviiKiiii узгарувчаилнк фупкциялар назариясн ва метрик 
фазолардан масалалар ечиш намуиалари)

Боеишга рухсат этилди 20.03:2006. Бичими 60x84 1 / 16. 
Босма табош 8,0. Адади 1000. Буюртма № 24.

«Fan va texiiologiya» нашриёти, 700003, 
Тошкент m., Олмазор, 171. Шартнома № 04-06.

«Fan va texiiologiyalar markazi bosmaxonasj»fla чои этилди. 
Тошкент ш., Олмазор Kÿ4acn, 171-yií.

Тошкент — «Fan va texnologiya» -  2006

Мух,аррир:
Тех. мухаррир: 
Мусах^их,:

Р. Бадалбоева 
А. Мойдпнов 
М. у̂ ИПИГОИИ




