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1��&	��	���� 	���� �	���������� ���� ���:��� A,B, . . . �	������ 
	
�
��	��"

��� 
�� ��!��� " a, b, . . . ���:�� ��	�� �
	��	����
� '�
 ������ �������� �
	"

��	���	����� �����	�����
� N − ������	 ���	�� ���&	���� Z − ����� ���	��

���&	���� Q − ��������	 ���	�� ���&	���� R − ������� ���	�� ���&	���� C

− ���&	
�� ���	�� ���&	���� R+ = [0, ∞), Z+ = {0} ∪ N ����� Rn ������"

�� n −��	!���	� �����
��� [��	�� ��
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����� �����		������ ��(��	����� ������	���
� a ∈ A �
	���� a 
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�� A ����	���� �
����	� 
���	����� ��	������� '� ���������� ������ a �∈ A

����	�� ��
�	��� �� a 
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�� A ����	���� �
����	� 
��� �
� ����	���� A ⊂ B

�
	�� A ����	������ ������ 
	
�
��	��� B ����	���� ��� �
����	� 
���	���"

�� ��	������� '� ��	�� A ���&	�� B ���&	������ ����� �
��	����  ���	���

������	 ���	�� ���&	��� ������� ���	�� ���&	������� ����� ���	���� *��� A ��
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B ���&	��	�� ��� ��	 
	
�
��	����� ������	 ��&��� ���	��� � ��	�� �	�� �
��

����	��	�� �
��	��� �� A = B ����	�� ��
�	���� =��&��!��� ���&	��	������

�
��	����� �����	����� A ⊂ B �� B ⊂ A ���������	������ ��+���	����

��������	��� 36#9 �� ������5� '�(
��� ������� ��� 
	
�
��� ���+�� ���	�����

���&	��	���� �������� ������� �
	����  ���	��� 2 ≤ x < 2 ����� �
����
"

	���� ������	�������!�� ������� ���	�� ���&	��� ���� |x| = −1 �
��	�������

�
!���	��� ���&	��� �� ����
�� '����� ���&	��	�� �!��� ������ ����� ����	��

���� �
��	��� �� ��� �
	��	����� ∅ �����	��� �����	���	����  �(	����� ���
������ ���&	�� ����� ���&	���� ��
��� ���	���� �� ��� ������ ���&	�� ��
�����

����� �������� ����	���� ������� 1��&	��	������ ����� ���&	����� �� ��
����

����	� ���!�� ���� ���&	��	��� ��� ���� ����	��	�� �
��	���� ����� ���		������

∧ �� ∨ �
	��	��� ��� �������� �� ����� ���� ���
	����� ��� �
	����

��������� ������	� A �� B ���&	��	�� �
��	��� ���	����

A ∪B = {x : x ∈ A ∨ x ∈ B}

���&	�� A �� B ���&	��	������ ���������� ���� ���	������� �
��	����

A ∩B = {x : x ∈ A ∧ x ∈ B}

���&	�� A �� B ���&	��	������ �
�������� �
��	���� ��������� 3!�
�	�� !�
�"

��
5 ������� Aα ���&	��	������ ���������� �� �
�������� ��� ������ ��������

����	�����-

∪
α∈X

Aα = {x : ∃α0 ∈ X, x ∈ Aα0
} , ∩

α∈X
Aα = {x : ∀α ∈ X, x ∈ Aα} .

A �� B ���&	��	������ �������� �
�

A\B = {x : x ∈ A ∧ x /∈ B}

���&	���� ����	���� *��� B ⊂ A ���	��� A\B ���&	�� B ���&	������ A

���&	����!�� ���	�������� ����	��� �
��	��� �� CAB := CB ����	�� �
	��"

	������ '�(
��� A �� B ���&	��	������ ����
���� �������� ������!������

�



�������� �������� ����;� ���	���� A\B �� B\A ���&	��	������ ���	�������"
��� ������ ���&	���� A �� B ���&	��	������ ����
���� �������� �
��	����

��(��

AΔB = (A\B) ∪ (B\A).

*��� A, B ⊂ G ���	��� G �� ” + ” ���	� ����	����� ���	��� � ��	��

A+B = {c : c = a+ b, a ∈ A, b ∈ B}

���&	�� A �� B ���&	��	������ �����
��� ���������� �
��	����

X �� Y ���&	��	������ �
���� ����������� �
�����

X × Y = {(x, y) : x ∈ X, y ∈ Y }

���&	�� �������	���� X × Y ���&	������ ��������� R ���� ��&	��� �������

��� �
��	���� x 
	
�
�� (x, y) +���	������ �����!�� ������������� y 
	
�
��


�� ����� �����!�� ������������ �
��	��� �� ��� �������� x = pr1(x, y) ��

y = pr2(x, y) ���� �
	��	������ ����� ������� X × Y ���&	������ ������"

��� R ���� ���&	������� �����!�� �� �����!�� ����������	���� &���
�����	���

����	�����-

pr1R = {x : x ∈ X, ∃ y ∈ Y, (x, y) ∈ R} ,

pr2R = {y : y ∈ Y, ∃x ∈ X, (x, y) ∈ R} .

'� ���&	��	�� R ������������� ��� �������� ����	����� ������ �� ������	��

������ �
��	���� '����� �
��� ��
 A(X) ��	�� X ���� ���!�� ���� ���&	��	���

����
������ �
	��	����
�

[��� ���
��� ��� ��������� ����		�� �
!��� ����������
�

���� 1��&	��	�� ���������� �� �
�������� ����������� �����	����

A ∪ B = B ∪A, A ∩B = B ∩A.

�



������ ��������� x ∈ A ∪B 
	
�
���� �	���
� '�����

x ∈ A ∨ x ∈ B =⇒ x ∈ B ∨ x ∈ A =⇒ x ∈ B ∪A

�� �	���
� \
���� A ∪ B ⊂ B ∪ A 
���� *��� y ∈ B ∪ A ��������� 
	
�
��
���	��� � ��	��

y ∈ B ∨ y ∈ A =⇒ y ∈ A ∨ y ∈ B =⇒ y ∈ A ∪B

���	���� ��(�� B ∪ A ⊂ A ∪ B 
���� _������� �
	����	��� ���������	�����

A ∪B = B ∪A 
���	��� �
	�� !������� �

���� \����������	�� �����	����� �����	���-

(A ∪B) ∩ C = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C),

(A ∩B) ∪ C = (A ∪ C) ∩ (B ∪ C).

������ x ∈ (A ∪B) ∩ C ��������� 
	
�
��� ���	���� 1�(����� ������
x ∈ A ∪ B ∧ x ∈ C ���	���� '� �
����

(x ∈ A ∨ x ∈ B) ∧x ∈ C =⇒ x ∈ A∪C ∧ x ∈ B∪C =⇒ x ∈ (A∪C)∩(B∩C)

�
	�� !������� \
���� (A ∪ B) ∩ C ⊂ (A ∪ C) ∩ (B ∪ C) 
���� *��� y ∈
(A ∪ C) ∩ (B ∪ C) ��������� 
	
�
�� ���	��� � ��	��

y ∈ A ∪ C ∧ y ∈ B ∪ C =⇒ (y ∈ A ∨ y ∈ C) ∧ (y ∈ B ∨ y ∈ C)

���	���� '� �
���� y ∈ (A ∪ B) ∩ C �� �	���
� ��(�� (A ∪ C) ∩ (B ∪ C) ⊂
(A ∪ B) ∩ C 
���� _������� �
	����	��� ���������	����� (A ∪ B) ∩ C =

(A ∪ C) ∩ (B ∪ C) 
���	��� �
	�� !�������

(A∩B)∪C = (A∪C)∩ (B ∪C) �
��	�� ������ �������� �����	�������
1��&	��	�� ��
��������� ����� ����� ��������� �� ����	�� �������� �
�

���	����!�� �������� ����������� �����	����

	



���� _����������� ���	�����!���� ���	�����!��	�� �
���������� �
��-

E\∪
α
Aα = ∩

α
(E\Aα), Aα ⊂ E. (1.1)

������ ��������� x ∈ E\∪
α
Aα 
	
�
���� �	���
� �� �
���� x ∈ E ��

x /∈ ∪
α
Aα 
���	��� �
	�� !������� '����� ��������� α �!��� x ���� Aα

���&	���� �
����	� 
���	����� �
	���
� \
���� x 
	
�
�� Aα ���&	��	������

���	�����!��	����� ������� 2������ ��	��� ��������� α �!��� x ∈ E\Aα �����"

���� �����	�� ������ ��
 x ∈ ∩
α
(E\Aα) �� 
�� ���	���
� '� 
��

E\∪
α
Aα ⊂ ∩

α
(E\Aα) (1.2)

����������� �
	����� !��������� [��� �
����� ����������� �����	����
� *���

x ∈ ∩
α
(E\Aα) ���	��� � ��	�� ���!�� α 	���� x ∈ E\Aα ���	��� �� x


	
�
�� Aα ���&	��	������ ����������� ��� �
����	� 
���� �� 
�� x /∈ ∪
α
Aα


���	����� ��	������� \
���� x ∈ E\∪
α
Aα 
���� '����� ��


E\∪
α
Aα ⊃ ∩

α
(E\Aα) (1.3)

�� �
	���
� 3#�%5 �� 3#�`5 ���������	�� 3#�#5 �
��	���� �����	����� �

�� � A = {(x, y) : |x| ≤ 4, |y| ≤ 4} �� B =
{
(x, y) : x2 + y2 ≤ 25

}
���&"

	��	�� �!��� A∪B, A\B, AΔB, A∩B ���&	��	���� �
���	���� ������"
	����

!"#����� 1
���	���� ������� ���!���	� ����������	�� ����
������ �������
�

'� ��	�� A = [−4; 4] × [−4; 4] ����������� B 
�� �����
� ����������	��

������� ������� a ���	��� ��&�� �������� ������ ���	��� 3#�#"!��
���� ������5�

A ∪B − #�#"!��
���� ������	����� ����� A\B ����������� �!�	������� �
�"
����	 ������	����� ����� AΔB − !��
���� �
�����	 �� ����
����	 ������	�����
����� A ∩B − !��
���� ����	�� ������	����� ����� �

�




"�"#�����


��$� (X\Y ) \Z = X\ (Y ∪ Z) �
��	���� �����	����

������ '
��	��� ���&	��	������ �
��	����� �
�������� A ⊂ B �� B ⊂ A

���������	���� ���������� ����	� ���	�� ������	���� [��� x ∈ (X\Y ) \Z ��"

������� 
	
�
�� ���	���� , ��	�� x ∈ X\Y, x /∈ Z ⇒ x ∈ X, x /∈ Y, x /∈
Z ⇒ x ∈ X, x /∈ (Y ∪ Z) ⇒ x ∈ X\(Y ∪ Z) � \
���� (X\Y ) \Z ⊂
X\ (Y ∪ Z) ��������� �����	�� [��� �
����� ����������� ����������
� y ∈
X\(Y ∪ Z) ��������� 
	
�
�� ���	���� , ��	�� y ∈ X, y /∈ Y ∪ Z ���	����

'� �
���� y ∈ X, y /∈ Y, y /∈ Z 
���	������ ������ 
�� y ∈ X\Y, y /∈ Z

����+��� y ∈ (X\Y )\Z 
���	����� �	���
� \
���� (X\Y ) \Z ⊃ X\ (Y ∪ Z)

��������� �����	�� .	����� �� ���� ������������ (X\Y ) \Z = X\ (Y ∪ Z)

�
��	�� �
	�� !������� �

��%� (X ∩X1) × (Y ∩ Y1) = (X × Y ) ∩ (X1 × Y1) �
��	���� �����	����

������ '� �
��� ��� #�a"����	���� ���� ���	 ������
� ∀(x, y) ∈ (X∩X1)×
(Y ∩ Y1) ⇒ x ∈ X ∩ X1, y ∈ Y ∩ Y1 � '� �
���� x ∈ X, y ∈ Y ∧ x ∈
X1, y ∈ Y1 ⇒ (x, y) ∈ X × Y ∧ (x, y) ∈ X1 × Y1 
���	������ ������


�� (x, y) ∈ (X × Y ) ∩ (X1 × Y1) �� �	���
� _�(�� (X ∩ X1) × (Y ∩ Y1)

⊂ (X × Y ) ∩ (X1 × Y1) ��������� �����	�� 1
����� ����������� ����������

�!��� (x, y) ∈ (X × Y ) ∩ (X1 × Y1) ��� ������ ����� �������	����� �
���	��

2������ ��	��� (X∩X1)× (Y ∩Y1) = (X×Y )∩ (X1×Y1) �
��	�� �����	�����

�

��



��&� ��������� {An} ���&	��	�� �
���"�
�	��� �!��� ������� {Bn} ���&	��"
	�� �
���"�
�	����� ��
������

�5 Bn ⊂ An, Bi ∩Bj = ∅, i �= j,
∞∪
n=1

Bn =
∞∪
n=1

An ���	���4

�5 Bn ⊃ An, Bn+1 ⊃ Bn,
∞∪
n=1

Bn =
∞∪
n=1

An ���	���4

!5 Bn ⊂ An, Bn+1 ⊂ Bn,
∞∩
n=1

Bn =
∞∩
n=1

An ���	����

!"#����� '
��	��� {An} �
���"�
�	�� �!��� {Bn} ���&	��	�� �
���"
�
�	����� ��������!�� ��
���
�

B1 = A1, B2 = A2\A1, . . . , Bn = An\
n−1∪
k=1

Ak, . . . .

����	 ��	����� {Bn} ���&	��	�� �
���"�
�	��� ����	���� �5 ��������� ���!��
�����	���� ������	��������� <����� ��
 �5 �� !5 �������� �����	���� ������"

	������!�� {Bn} ���&	��	�� �
���"�
�	����� �
	������
-
�5 B1 = A1, B2 = A1 ∪ A2, . . . , Bn =

n∪
k=1

Ak, . . .

!5 B1 = A1, B2 = A1 ∩A2, . . . , Bn =
n∩
k=1

Ak, . . . . �

��'� ,����

(
m

n
− 1

4n2 ,
m

n
+

1

4n2

)
, m ∈ Z, n ∈ N ���
���		������ �
!� ����

√
2 ������ ��
 �!���� �	���	����� �����	���� \
����⋃

m∈Z

⋃
n∈N

(
m

n
− 1

4n2 ,
m

n
+

1

4n2

)
�= R.

������
√

2 ���� ����������	 ���	���	������� ��������� ����� m, n ���	���

�!��� |m2−2n2| �= 0 ���	���� '�������� |m2−2n2| ≥ 1 �
����
	���� �
	���
�

[��� ��������� ����� m ∈ Z �� ������	 n ∈ N ���	��� �!��� |m
n
−√

2| > 1

4n2

�
����
	���� �����	����
� '� �
����

√
2 �∈

⋃
m∈Z

⋃
n∈N

(
m

n
− 1

4n2 ,
m

n
+

1

4n2

)
��������� �
	�� !������� *��� m ≤ 0 ���	��� � ��	�� ��������� |m

n
−√

2| >
√

2 > 1, 4 >
1

4n2 �
����
	�� �����	�� \
���� m > 0 ���	��� ��	� ��(�� n ∈ N

��



�!��� |m
n

− √
2| > 1

4n2 �
����
	���� �����	��� ������� *���
m

n
≥ 2 ���	���

� ��	�� �
����
	�� ���� �����	� ���	���� 2������ ��	��� n, m ∈ N ��
m

n
< 2

���	����� �
����
	���� �����	��� �
���	�� , ��	��

1 ≤ |m2 − 2n2| ⇐⇒ 1

n2 ≤ |m
2

n2 − 2| = |m
n

−
√

2| (
m

n
+
√

2) ≤

≤ (2 +
√

2) |m
n

−
√

2| < 4 |m
n

−
√

2|.

'����� 
��� |m
n
−√

2| > 1

4n2 �
����
	��� �
	�� !������� 2������ ��	��� ���������

m ∈ Z �� n ∈ N �!���

√
2 �∈

(
m

n
− 1

4n2 ,
m

n
+

1

4n2

)
.

2���� �����	��� ��	�� ��	����� 
��� �

() *�+�,����� *� ��*+�-� �	+���������� �#��- ���������

#�$"#�#8"����		���� �
	����	��� ���������	���� �����	����

��.� 1��&	��	�� ���������� �� �
�������� ������������

(A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C), (A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C).

���/� =
���������� ���	�����!���� ���	�����!��	�� ������������ �
��-

E\∩
α
Aα = ∪

α
(E\Aα), Aα ⊂ E. (1.4)

����� AΔB = (A ∪B)\(A ∩B) .

����� A ∪ B = (AΔB) Δ (A∩ B) .

����� A\B = AΔ (A ∩B) .

��� � *��� A ⊂ E, B ⊂ E ���	��� (E\A)Δ(E\B) = AΔB �
��	�� �����	��

���$� (A ∪B)Δ(C ∪D) ⊂ (AΔC) ∪ (BΔD).

��



���%� A �� B ���&	��	�� �!��� A ⊂ B ∪ (AΔB) ��������� �����	��

���&� *��� A1 �� A2 ���&	��	�� �
��������� ��������� B1 �� B2 	�� �!���

B1 ∩B2 ⊂ (A1ΔB1) ∪ (A2ΔB2) ��������� �����	��

#�#W"#�%b"����		���� �
��	��� A �� B ���&	��	�� �!��� A ∪B, A\B,
AΔB, A ∩B ������������� ���&	��	���� ��&���� #�%`"#�%b"����		���� 
��
A ∪B, A\B, AΔB, A ∩B ���&	��	���� �
���	���� ������	����

���'� A = [0, 1] , B = (0, 1) .

���.� A = {2, 4, 6, . . . , 2n, . . .} , B = {3, 6, 9, . . . , 3n, . . .} .

���/� A = Q, B = R\Q− ����������	 ���	�� ���&	����

����� A = [0, 1] \Q, B = [0, 1] ∩ Q �

����� A = {x ∈ R : sin 4x = 0} , B = {x ∈ R : cos 2x = 0} .

����� A = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ x} ,
B = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, x ≤ y ≤ 1} .

��� � A =
{
(x, y) : x2 + y2 ≤ 16

}
, B =

{
(x, y) :

x2

25
+
y2

9
≤ 1

}
.

#�%a"#�`W"����		���� �
	����	��� ���������	���� �����	����

���$� X ⊂ Y ⇐⇒ X ∪ Y = Y ⇐⇒ X ∩ Y = X.

���%� X ⊂ Z ∧ Y ⊂ Z ⇐⇒ X ∪ Y ⊂ Z.

���&� Z ⊂ X ∧ Z ⊂ Y ⇐⇒ Z ⊂ X ∩ Y.

���'� X\Y = X\ (X ∩ Y ) = (X ∪ Y ) \Y.

���.� X\ (Y \Z) = (X\Y ) ∪ (X ∩ Z) .

���/� (X\Y ) ∩ (Z\U) = (X ∩ Z) \ (Y ∪ U) .

��



����� X ∩ (Y \Z) = (X ∩ Y ) \ (X ∩ Z) .

����� (X\Z) ∩ (Y \Z) = (X ∩ Y ) \Z.

����� (X ∪ Y ) \Z = (X\Z) ∪ (Y \Z) .

��� � X ∩ Y = ∅ ⇐⇒ X ⊂ CY ⇐⇒ Y ⊂ CX.

���$� X ⊂ Y ⇐⇒ CY ⊂ CX.

���%� X Δ Y = Y ΔX.

���&� X ΔX = ∅.

���'� X Δ ∅ = X.

���.� 2������ X ⊂ Z �� Y ⊂ Z ���&	��	�� ��&������ X × Y �= Y × X

���	���� X × Y = Y ×X �
��	����� X = Y �
	�� !��������c

�� /� X = {1, 3, 5} , Y = {2, 4} ���&	��	�� �!��� X×Y, Y ×X ���&	��	��


	
�
��	����� ��
�� !������� X × Y = Y ×X �
��	�� ���������c

#�b#"#�b`"����		���� �
	����	��� ���������	���� �����	����

�� �� X × (Y ∪ Z) = (X × Y ) ∪ (X × Z) .

�� �� (X × Y ) ∪ (X1 × Y1) ⊂ (X ∪X1) × (Y ∪ Y1) .

�� �� (X × Y ) ∩ (X1 × Y ) = (X ∩X1) × Y.

��  � (X × Y ) ∪ (X1 × Y1) = (X ∪X1) × (Y ∪ Y1) �
��	�� ��������c

�� $� ,���� A ∪ B = AΔ (B\A) �
��	���� �����	���� \
���� ” ∪ ” ���	��

”Δ” �� ”\” ���		�� ����	� �����	��� ������� 2����� ��������-
�5 ” ∪ ” ���	�� ”Δ” �� ” ∩ ” ���		�� ����	�4

�5 ” ∩ ” ���	�� ”Δ” �� ” ∪ ” ���		�� ��	��4

!5 ” ∩ ” ���	�� ”Δ” �� ”\” ���		�� ����	� �����	����
,������ ” ∪ ”, ” ∩ ”, ”\”, ”Δ” ���		����� ��������� ������-

�5 ��	��� �!�����4


5 ��������� �������� ����	� �����	��� ��������c

��



�� %� {An} ���&	��	�� �
���"�
�	��� �!��� �������� �
	��	���	����

A∗ =
∞∩
n=1

∞∪
m=n

Am, A∗ =
∞∪
n=1

∞∩
m=n

Am

��������
� , ��	��
∞∩
n=1

An ⊂ A∗ ⊂ A∗ ⊂ ∞∪
n=1

An ���������	���� �����"

	����

�� &� *��� A1 ⊂ A2 ⊂ · · · ���	��� {An} ���&	��	�� �
���"�
�	��� ������

���� �����!��� A1 ⊃ A2 ⊃ · · · ���	����� {An} ���������� �
��	����

.����!�� ���&	��	�� �
���"�
�	��� �!���

A∗ = A∗ =
∞∪
n=1

An,

����� �������!�� ���&	��	�� �
���"�
�	��� �!���

A∗ = A∗ =
∞∩
n=1

An

�
��	��	���� �����	����

�� '� An =

{
k

n
: k ∈ Z

}
− �����+� n ∈ N ���	��� ���!�� ��������	 ���	��

���&	��� ���	��� A∗ = Z, A∗ = Q �
��	��	���� �����	����

�� .� *��� A3n = B, A3n−1 = C, A3n−2 = D, n ∈ N ���	��� A∗ �� A∗

���&	��	���� B, C, D ���&	��	�� ����	� �����	����

��$/� Akn =

(
k − 1

n
, k +

1

n

)
, k, n ∈ N ���&	��	�� �!���

∞∩
n=1

∞∩
k=1

Akn;
∞∪
n=1

∞∪
k=1

Akn;
∞∪
n=1

∞∩
k=1

Akn;

∞∪
k=1

∞∩
n=1

Akn;
∞∩
k=1

∞∪
n=1

Akn;
∞∩
n=1

∞∪
k=1

Akn

���&	��	���� ��&����

��$�� ,����
∞⋃
k=1

∞⋂
n=1

Akn ⊂
∞⋂
n=1

∞⋃
k=1

Akn ��������� ��������� {Akn} , k, n ∈ N

���&	��	�� �!��� �������� �����	����

��



��$�� Ω = { x : x = (x1, x2, ... , xn, . . .)} ���!�� �
���"�
�	��	�� ���&	����

Ωn = { x : x = (x1, x2, ..., xn, 0, 0, ...)} 
�� n+ 1− ������� ����	�� 0

��� ������ �
���"�
�	��	�� ���&	��� ���	���� , ��	�� Ω �= ∞∪
n=1

Ωn 
���"

	����� �������������

��$�� c0 =
{
x : x = (x1, x2, ...) , lim

n→∞ xn = 0
}
− 0 �� �����	�����!�� ���"

!�� �
���"�
�	��	����� ������ ���&	�� �� p ∈ N �!���

�p =

{
x : x = (x1, x2, ...) ,

∞∑
i=1

|xi|p < +∞
}

��(�� ����	����� p−����+�	������ ��
�	��� ����� �����	�����!�� ���	���
���!�� �
���"�
�	��	�� ���&	��� ���	���� , ��	��

c0 ⊃
∞∪
p=1

�p �� c0 �=
∞∪
p=1

�p

���	������ �����	����

��$ � Z�������	 ���	�� ���&	��� Q = {η1, η2, . . . , ηn, . . .} ����� ���	�� ���
�"
	����� ���	���� ��������� ε > 0 �!���

∞∪
n=1

(ηn − ε, ηn + ε) = R

�
��	���� �����	����

��$$� ε > 0 ����� �����	����� ��� ���	���� ��������� x ∈ R ������� ���(m
n

− ε

n
,
m

n
+
ε

n

)
, m ∈ Z, n ∈ N ������������� ���
���		����� ������

������ �
����	� 
���	����� �����	���� \
����⋂
ε>0

( ⋃
m∈Z

⋃
n∈N

(m
n

− ε

n
,
m

n
+
ε

n

))
= R.

�� §. �0���-���������

1�-0��)� �����-#����-� ���������������  �(	����� ���
����� ���	"

�
�� �������� ������!���� ��������!�� ��(��:�����- X ���	�� �������� �����

��



���&	�� ���	���� *��� ��� ��� x ∈ X ����� f ����� �����!�� ���� ���

y = f(x) ��� ��� �����	��� ���	��� � ��	�� X ���&	���� f �������� ����	���

��� �
��	���� '���� X ���&	�� f ������������ ����	����� ������ �
��	�"

��� �� �������� ����	 ��	������ ���!�� ������	����� ������	 ���	��� E(f)

���&	�� f ������������ ������	�� ������ �
��	���� ��(��

E(f) = {y : y = f(x), x ∈ X}.

*��� ���	� ���&	��	�� ������� ��������� ���&	��	�� ����	��� � ��	�� ��������

������!�������� ����	�������� ��(�� ���	�������� ��(��;�� �
	���
� '�
�� ��"

������� X �� Y ���&	��	�� �
��	��� ���	���� *��� ��� ��� x ∈ X 
	
�
����

����� f ����� �����!�� Y ���&	����� ������ y 
	
�
�� ��� �����	��� �

��	�� X ���&	���� ����	����� Y ���&	����� ������	�� ����	 ��	��!�� f

���	�������� �
��	��� �
��	���� '����� �
��� �������� �
����� ������� ���	���

������ ��������� ���	�����
� *��� Y = R ���� Y = C ���	�� f �� X ��

����	����� ������� ���� ����	
�� ������	� �������� �
��	����

X ���&	���� ����	����� �� Y ���&	����� ������	�� ����	 ��	��!�� f

���	�������� �!��� f : X → Y �
	��	������ �����	���	���� [��� f : X → Y

���	�������� �!��� �������� ������!��	���� �
	������
�

��� ��� a ∈ X �!��� ���� ��� �����	��� b = f(a) ∈ Y 
	
�
��

a 
	
�
������ f ���	������������ ������� ���� ���� �
��	���� ,������ X

���&	������ ����� A ����� �
��	��� ���	��� A ���&	�� ���!�� 
	
�
��	��"

����� Y ���� ������	������ ������ ���	��� ���&	�� A ���&	������ f ��"

�	������������ ������� ���� ���� �
��	��� �� f(A) ��	�� �
	��	������ [��� b ∈
Y ��������� 
	
�
�� ���	���� X ���&	������ b �� ���	����!�� ���!�� 
	
"

�
��	������ ������ ����� b 
	
�
������ f ���	������������ ��	� �
��	��� �� �

f−1(b) = {x ∈ X : f(x) = b} ��	�� �
	��	������ .�
 ��������� ��� ��� B ⊂ Y

���&	�� �!��� X ���� B �� ���	����!�� 3�����!��5 ����� B ���&	������ f

���	������������ ��	� �
��	��� �� f−1(B) = {x ∈ X : f(x) ∈ B} ����	�� �
	"
��



��	������ *��� ���!�� b ∈ B 
	
�
��	�� �!��� �	������ f−1(b) ��	�	��� �����

���	��� � ��	�� B ���&	������ ��	� ��� ����� ���&	�� ���	���� ,����� �	���"

��� Y ���&	�� �������� f ���	������������ ������	�� �������� ��
��� ���	��!��

���&	�� ����	���� *���	����� ������ X ���	��� f : X → Y ���	����������

f(X) = Y �
��	�� ��+���	��� f ���	�������� X ���&	���� Y ���&	������

������ ���� �����
���� ���	�������� �
��	���� ,����� ��	��� ��(�� f(X) ⊂ Y

���	��� � ��	�� f ���	�������� X ���&	���� Y ���&	������ ������ ���	�������

�� �
��	���� *��� f : X → Y ���	���������� X ��� �	����� ��� ��	 x1 �� x2


	
�
��	���� ��� ��	 y1 = f(x1) �� y2 = f(x2) ������	�� ��� �
	��� � ��	��

f ���
���� ���	�������� ���� ���
����� �
��	���� '�� ������ ��� �����
����

��� ���
���� ���	��� f : X → Y ���	���������� ���
���� ���	�������� ����

���
����� �
��	����

[��� f : X → Y ���	���������� ����		�� �
	������
�

%�#"%�` ����		���� �
	����	��� ���	��������	������ ������	�� ����	����� ��&����

���� f : R → R, f(x) = x2.

!"#����� f : R → R, f(x) = x2 ���	������������ ������	�� ������

E(f) = [0,∞) ��� ������� d����� ���!�� x ∈ R 	�� �!��� x2 ≥ 0 ��

��������� y ∈ [0,∞) �!��� f(
√
y) = y �
��	�� �����	�� �

���� g : R → R, g(x) = [x]. '� �
��� [x] �
	�� x �������� ����� ������

!"#����� g : R → R, g(x) = [x] ���	�������� �!��� ��������� x ∈ R ��

g(x) ∈ Z � ��(�� E(g) ⊂ Z � �����!����� ��������� n ∈ Z �!��� g(n) = n �

��(�� Z ⊂ E(g) � '�	����� E(g) = Z 
���	����� �	���
� �

���� \����	
 ���������� D : R → R,

D(x) =

⎧⎨⎩ 1, agar x ∈ Q

0, agar x ∈ R\Q.
(2.1)

�	



!"#����� \����	
 ���������� D : R → R ���� ������	�� ������� ����	������"

�� ����� E(D) = {0, 1} ���� �����	� ���&	����� ������� �

�� � %�#"����	���� f ���	���������� A = [0, 3) ���&	������ ���� 3�������5 ��

B = (1, 4) ���&	������ ��	��� ��&����

!"#����� f(x) = x2 ���	�������� R+ = [0, ∞) �� �����!�� �� �
	��"

��
 �������� ���	���	��� �!��� f([0, 3)) = [0, 9) ���	���� [��� B = (1, 4)

���&	������ f ���	������������ ��	��� ��&���
�
{
x ∈ R : x2 ∈ (1, 4)

}
����

1 < x2 < 4 ����� �
����
	���� ������	�������!�� ������� ���	�� ���&	���

f−1(B) �� �
��� '� �
����
	������ �
!���� (−2, −1) ∪ (1, 2) ���&	�����

������� \
���� f−1(B) = (−2, −1) ∪ (1, 2) 
���� �

��$� %�`"����	���� D ���	���������� A = R\Q ���&	������ ���� �� B =

(1, ∞) ���&	������ ��	��� ��&����

!"#����� D ���	�������� R\Q ���&	������ ���!�� 
	
�
��	����� ��	�� ���

�������� ������� �!��� D(R\Q) = {0}. \����	
 �������������� # ��� �����
������	��� ���+�� 
���� \
���� D−1(B) = ∅. �

��%� f : R → R, f(x) = ax + b, a �= 0 ���	�������� ���
����� 
���	�����

�����	����

������ d��
��	� f : R → R ���	������������ ���
����� 
���	����� ����������

�!��� ��������� c ∈ R �� ax+b = c �
��	������� ������ �
!����� 
�� 
���"

	����� ���������� �
���	�� _
!������� ���+��	��� f : R → R, ���	������������

�����
����	������ �
!������� ������	��� 
�� ����� ���
����	����� ��(���	�����

'� �
��	������� �
!���� ������ ���	��� � x =
c− b

a
��� ������� �

��&� *��� f : X → Y ���
���� ���	�������� ���	��� � ��	�� ��������� A ⊂ X

�!��� f : A→ B (B = f(A)) ��� ���
����� ���	������ �����	����

�




������ f(A) = B 
���	������ ����� �����
���� ���	�������� 
���	��� �
	��

!������� ���
����	��� 
�� f : X → Y ���� ���
����	������ �
	�� !������� �

��'� ���� ���&	�� ���	����������� ���� �	�� ������	������� ���	��������� �
���

��(�� �������� �
��	���� �����	���

f(A ∪ B) = f(A) ∪ f(B). (2.2)

������ *��� y ∈ f(A ∪ B) ��������� 
	
�
�� ���	��� � ��	�� y = f(x)

���	��� x 
	
�
�� A �� B ���&	��	����� ���		� ������ �
����	� ���	���� 2���"

��� 
���� y ∈ f(A) ∪ f(B). '� �
���� f(A ∪ B) ⊂ f(A) ∪ f(B). [���

�
����� ����������� ����������
� ����
 ��	��	��� y ∈ f(A) ∪ f(B) ���������


	
�
�� ���	���� , ��	�� y = f(x) ���	��� x 
	
�
�� A �� B ���&	��	�����

���		� ������ �
����	� ���	���� ��(�� x ∈ A∪B. '������ y = f(x) ∈ f(A∪B)

�� �
���� f(A)∪ f(B) ⊂ f(A∪B). '� ���������	����� 3%�%5 �
��	�� �
	��

!������� �

() *�+�,����� *� ��*+�-� �	+���������� �#��- ���������

%�$"%�##"����		������ ���	��������	������ ������	�� �������� ��&����

��.� Z���� ���������� R : R → R,

R(x) =

⎧⎨⎩
1

n
, agar x =

m

n
, m ∈ Z, n ∈ N

0, agar x ∈ R\Q.
(2.3)

'� �����	���
m

n
− ��������� �����

���/� .�������	 &���
�����	��� ���������� P : R2 → R, P (x, y) = x.

����� 2�
��� ����
���� ���	��������

S : R3 → R, S(x1, x2, x3) = x2
1 + x2

2 + x2
3.

��



����� %�%"����	���� g ���	���������� A = [0, 3) ���&	������ ���� �� B =

(1, 4) ���&	������ ��	��� ��&����

����� %�$"����	���� R ���	���������� A = R\Q ���&	������ ������� �� B =

(1, ∞) ���&	������ ��	��� ��&����

��� � 2����
���� 3���
����5 ��������	�� ���������� �� �������� �����
���� 3���
�"

���5 ���	���� ���� ���	���	��� ��� ������� '� ��		���� ����		�� �
	�������

���$� '��
���� ��������	�� ���������� �� �������� ���
���� ���	���� ���� ���	���	�"

�� ��� ������� '� ��		���� ����		�� �
	�������

���%� *��� f ���
���� �������� ���	��� � ��	�� ��������� ��	��� α ∈ R ���

�!��� α f ��� ���
���� �������� ���	���� �����	����

���&� *��� f ���
���� �������� ���	��� � ��	�� ��������� α ∈ R ��� �!���

α + f ��� ���
���� �������� ���	���� �����	����

���'� *��� f : R → R �����
���� �������� ���	��� � ��	�� ��������� ��	���

α ∈ R ��� �!��� α f ��� �����
���� �������� ���	���� �����	����

���.� *��� f : R → R �����
���� �������� ���	��� � ��	�� ��������� α ∈ R

��� �!��� α + f ��� �����
���� �������� ���	���� �����	����

���/� *��� f ���
���� �������� ���	��� � ��	�� β ∈ R �� ��	��� α ∈ R ���	��

�!��� α f + β ��� ���
���� �������� ���	���� �����	����

����� *��� f(x) = k x+ l, k > 0 �������� �!��� f(a) = c, f(b) = d ���	���

� ��	�� f : [a, b] → [c, d] !��
��	� �������� ���
����� ���	���� �����	����

����� ���� ���&	�� ���	����������� ��	� �	�� ��	�	������� ���	��������� �
���

��(�� �������� �
��	���� �����	���

f−1(A ∪B) = f−1(A) ∪ f−1(B).

��



����� ���� ���&	�� �
������������ ��	� �	�� ��	�	������� �
���������� �
��� ��(��

�������� �
��	���� �����	���

f−1(A ∩B) = f−1(A) ∩ f−1(B).

��� � <������� �
��	��	���� �����	���-

f−1
(
∪
α
Aα

)
= ∪

α
f−1(Aα), f−1

(
∩
α
Aα

)
= ∩

α
f−1(Aα).

���$� 3%�`5 �
��	���� ��������� 3!�
�	� ���� !�
���
5 ������� ���&	��	�� �!���

�����	� 
���	������ ��(�� f
(
∪
α
Aα

)
= ∪

α
f (Aα) �
��	���� �����	����

���%� ,����� �	������ ������ ���&	�� �
������	������� ���� �	�� ����	�������

�
���������� �
�� 
���� '���� ����	 �
	�������

���&� %�a"����	�� �
	����	��� ��������	 &���
�����	��� ���	��������� P (x, y) = x

�� A = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, y = 0}, B = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, y = 1}
���&	��	�� �
��	���� P (A ∩ B) = P (A) ∩ P (B) �
��	�� ��������c

���'� f (A ∩B) ⊂ f (A) ∩ f (B) ����������� �����	����

���.� '���� X ���&	�� �� A ⊂ X ���� ���&	�� �
��	��� ���	���� X ���&	����

����	�����

χA (x) =

⎧⎨⎩ 1, agar x ∈ A

0, agar x /∈ A
(2.4)

�������� A ����	������ ������
������ ���������� ���� ���������� �
��"

	���� X\A; A ∪ B; A ∩ B; A\B; AΔB ���&	��	������ ������
������

��������	����� χA (x) �� χB (x) ��������	�� ����	� �����	����

���/� <������� ���� �
��	���� �����	����

χ∪αAα
(x) = sup

α
χAα

(x) ; χ∩αAα
(x) = inf

α
χAα

(x) .

��



����� f (x) = x2 ���	���� , ��	��-

�5 f : R → R ���	�������� �����
���� ���� ���
���� ��� 
���4

�5 f : R → R+ ���	�������� �����
����� ���� ���
���� 
���4

!5 f : R+ → R+ ���	�������� ��� �����
����� ��� ���
���� 
���	�����

�����	����

����� *��� f : A→ B �� g : B → A ���
���� ���	��������	�� ���+�� ���	���

ϕ : A→ B ���
����� ���+��	����� �����	����

����� *��� f : A → B �� g : B → A �����
���� ���	��������	�� ���+��

���	��� A �� B �� ���
���� ���	�������� ���+����c

��� � f : R2 → R ���	�������� f ((x, y)) = y �
��	�� ��	�� ����	������ A =

{(0, y) : y ∈ R} �� B = {(1, y) : y ∈ R} ���&	��	�� �!��� f (A ∩ B)

�� f (A)∩ f (B) ���&	��	���� ��&���� '
��	��� f : R2 → R ���	��������

�!��� f (A ∩ B) ef (A) ∩ f (B) �
��	�� ���������c

���$� ��������� f : X → Y ���	�������� �� A, B ⊂ X ���&	��	�� �!���

A ⊂ B ���	��� f (A) ⊂ f (B) ����������� �����	����

���%� f : X → Y ���	�������� �!��� �������� +��	�	�� �
�� ��!�	� 
���	�����

�����	���-

�5 f− ���
����4

�5 ��������� A,B ⊂ X �!��� f (A ∩B) = f (A) ∩ f (B) 4

!5 ���!�� B ⊂ A ���&	��	�� �!��� f (A\B) = f (A) \f (B) 4

�5 ��������� A ⊂ X �!��� f−1 (f (A)) = A �

���&� f : X → Y ���	�������� �� A, B ⊂ Y ���&	��	�� �!���

�5 f
(
f−1 (A)

)
= A ∩ f (X) �

��



�5A ⊃ B ���	����� f−1 (A\B) = f−1 (A) \f−1 (B) �
��	��	���� �����"

	����

���'� f : R → R � f(x) = 0, 5 · [x] �������� �
��	���� *��� A = [0, 8],

B = (2, 3) ���	��� f(A) �� f−1(B) ���&	��	���� ��&����

���.� f : X → [5, 10], f(x) = x2+1 �������� �
��	���� f ������ 3�����
����5

���	�������� ���	������ �������	 X ���&	���� ��&����

�� /� f : X → R+, f(x) = x2 + 1 �������� �
��	���� X ���&	�� ������

���	����� f ���
���� ���	�������� ���	���c

�� �� M(x, y) ����� (0, 1) × (0, 1) ����������� ��������� ������� ���	����

,���� ���������� x �� ���������� y 	���� !�
���
 ������ ���	� ���� �������"

����� x = 0, n1n2n3 . . . �� y = 0, m1m2m3 . . . ������	����
� <�������

f : (0, 1) × (0, 1) → (0, 1) ���	����������

f(M(0, n1n2n3 . . . , 0, m1m2m3 . . .)) = P (0, n1m1n2m2n3m3 . . .)

����	����
� '� ���	�������� �����
���� ���	�����c '��
����!��c

�� �� f : [0, π] → [−1, 1], f(x) = cosx,

g : [0, π] → [0, 1], g(x) = sinx,

ϕ : [0,
π

2
] → [0, 1], ϕ(x) = sinx,

ψ : [0, 3] → [0, 10], ψ(x) = x2 + 1, ���	��������	�� �!����� ���
�����

�����
���� �� ���
����	����� �+�������

�� § � ��	������� 2�**���

��	�������-� ��-3��4� �5������� 60*�*��"-���0 ��-�����������

=��&���� ����	�	���� �
��	��� ���&	�� 
	
�
��	����� ��(
� �
	��	����� �����

��
��� �
������������ ���� ���&	��	���� �+����	����  ���	��� ��
��� �����
�

���������� ������� �� ������� r ���	��� ��� ��	 ��
��	���� �+������ ������

��



�� �� ��
��	�� ��
��� �
���������� '�� ������ ���	����� ��� ��	�� �����	���	��

�
	������ ����� ���� ���&	��	���� �+������ ������� '����� ����		������ ���

���� ���&	���� ��
��� �
������������ ���:���� �+������ �
��	����

1��&	��	���� ��
��� �
������������ ���:���� �+������ �
	��	��� ��� ��	 ���	�"

��� ������� *��� �� �
	��	�� ��������� 
����  ���	��� �
���	���� ���� a ��

b �����	�� ��������� ������ # ��� ��!��� ���	��� �	���� ����� ������ ���������

�� �
	�� �
���	���� ��
��� �
������������ ���:���� �+��������� !����� a ��

b �����	�� ��������� ������ # ��� ��!���� b �� c �����	�� ��������� ������

��� # ��� ��!��� ���	��� a �� c �����	�� ��������� ������ # ��� ����� ���	����

������� '����� ������������ a �� b �����	�� ��� ������� b �� c ��� ���

������� , ��	�� ��� ������ ��������� ������ # ��� ����� ���	��� a �� c ���"

��	�� �
����	� ���	���� ����	 ��	����� ��	��� ���:������ ������	 ��	�������� 
���

��(�� �
���	�� �� �
	�� ��������� ��
��� �
������������ ���:���� �+��	������

[��� ���&	�� 
	
�
��	��� ������ �����	���� ������	�������!�� �
	��	�� ���"

������ ��
��� �
������������ ���:���� �+��	������ ����� !������
�

������7��,� X×X ����	������ ��������� R ���� ���	��� ��������� �
��

�	���� ����� (a, b) ∈ R ���	��� a 
	
�
�� b 
	
�
�� ��	�� R �����������

�
��	��� �� a ∼ b
R

����	�� �
	��	����� 

������7��,� !��� R ��������� �������� �����	���� ������	�������� ����


�����	
��	�� ���������� �
��	���"

#� #�������� a ∈ X 
	
�
�� ����� a ∼ a
R

$�
%
����	��&'

%� !��� a ∼ b
R

���	��� � ��	�� b ∼ a
R

$����
����	��&'

`� !��� a ∼ b
R

�� b ∼ c
R

���	��� � ��	�� a ∼ c
R

$����
����	��& 

60*�*��"-� ��	�������� ��"0�� *� #�"0��+ ��	�������� d�
�	� ���� 
	"


�
����� ������ ���&	���� ��
�	� ����	�� �
��	���� ��� ��	�� ���&	�� ��
���


�
��	���� d�
���
 ���&	��	�� �!���� 
�� ������� �����	� ����	�� �
� ���	��!��"

	�������

��



������7��,� !��� M ����	�� ��	�� ������	 ���	�� ����	��� ��������� ���
��

��� ���	�� ��������� ������ ���	��� M �� �����	� ����	�� �
��	��� 

'�����!�� ��������� ���� M ���&	�� 
	
�
��	����� ������	 ���	�� ����"

������ a1, a2, . . . , an, . . . !�
���
 �
���"�
�	�� ������������ ���
�	�� !������

������ ���	��� M �� �����	� ����	�� �
��	���� d�
�	� ���� �����	� ���&	��	��"

�� �����	����� ��
 {} ������� �����	�����
�  ���	��� #� %� `� b ���	�����
������ ���&	���� {1, 2, 3, 4} ����	�� ��
���
�

�� ���7��,� (����	� ���	����� ��
���
 ����	�� �������
 ����	�� �
��	��� 

��$���7��,� !��� A �� B ����	��	�� ��������� ���
���� ���	�� ���������

������ ���	��� � ��	�� �	�� 
�����	
�� ����	��	�� �
��	��� �� A ∼ B ����	��

�
	��	������

[��� �����	� ���&	�� ������!������ ������!�� ��(��:��� ������- ���� ���&"

	�� ������	 ���	�� ���&	����� 
�����	
�� ���	��� � �����	� ����	�� �
��	����

��%���7��,� [0, 1] �
��� �� ���� 
�����	
�� ���	��� ����	��	�� ���������

������	� ����	��	�� �
��	��� 

�����"��"��� [0; 1] �
������� ������� ���	�� ����	��� �������
��� 

=�����f'
�����
�� �
��
���� ��������� ���&	��	������ 
�����	
��	��� ����

�
������	���� '� �
��
���� ��������!�� ����� ��	��� �������

�����"��"�� $)�����*+
�����
��& !��� A ����	�� B ����	������ B1

�������� B ����	�� 
�� A ����	������ A1 ������� 
�����	
�� ���	��� � ��	��

A �� B ����	��	�� 
�����	
����� 

��	������� 2�**���� *��� ������ !�
�	� ���&	�� 
�����	
�� ���	��� �	���"

��� 
	
�
��	��� ���� �
�� ���	���� *��� A �� B ���&	��	�� 
�����	
�� ���	��� �

��	�� �	�� ��� ��	 �������� 
�� �
��	���� 2������ ��	��� ������ ��������� ���� 
�"

����	
�� ���&	��	�� �!��� ������	�� �������������� A ���&	������ ������� A

��	�� �
	��	������ *��� A �� B ���&	��	�� ��� ��	 �������� 
�� ���	��� � ��	��

��
 A = B ����	�� ��
���
� *��� A �� B ���&	��	�� 
�����	
�� ���	���� ��

��



A ���&	�� B ���&	������ ����� ������� 
�����	
�� ���	��� � ��	�� B ���&	��

A ���&	����� ������	���� �
��	��� �� A < B ����	�� ��
�	���� *��� A !�
�	�

���&	�� ���	��� ����� 
	
�
��	��� ���� n �� �
�� ���	��� � ��	�� A = n ����	"

�� ��
�	���� 0�����	 ���	�� ���&	��� �� ���� 
�����	
�� ���&	�� ������� �!���

ℵ0 3)�	
� ��	) �
� ����	���5 �
	����� �����	���	���� [0, 1] �
��� �� ���� 
���"

��	
�� ���&	��	�� )��������� ������) 	� ���&	��	�� �
��	���� '� ������ �!���

c �����	 ���	���	���� ��(�� A ∼ [0, 1] ���	��� � ��	�� A = c ����	�� ��
�	����

*��� B ���&	������ ����� B1 ��� ���� ���&	��� ��������� ������	� ���	���

B > B1 ���	��� � ��	�� B ���
���������� ������	� ����	�� �
��	����

*��� A �� B ���&	��	�� !�
�	� ���&	��	�� ���	��� n �� m ��� ��������

�� ���&	��	�� 
	
�
��	������� ���� ���	��� A ���&	���� B ���&	���� ���!��

���	��������	�� ���� mn �� �
������ '���� ����� ��������� ������	���� ����+���

����������� ��������!�� ��(��:��� ������- A �� B ���&	��	�� ������� ���

�������� α �� β ���	���� , ��	�� A ���&	���� B ���&	���� ���!�� ���


�������	�� ���&	��� BA ���� ������� β ���� α ����+��� �
��	��� �� βα ����

�
	��	������

�����"��"��� 2ℵ0 = c.

�� ��"��"��� +���� ���	����� A ����	�� ������� α ���	��� � ��	�� A

���� ������ ���� ����	��	������ ��
�	��� ����	�� ������� 2α, ��� A ����	��

���������� ������ ����� 2α > α.

���� '�
�� f : X → Y ���	�������� �
��	��� ���	���� *��� a, b ∈ X 
	
"

�
��	�� �!��� f(a) = f(b) ���	��� �	���� ϕ ����������� �
���
� '�

������������� 
�����	
��	�� ���������� ���	������ �����	����

������ ��������� a ∈ X �!��� f(a) = f(a) �
��	�� �����	�� ��(�� a ∼ a
ϕ

3�
�	
����5 ��������� �����	�� f(a) = f(b) �
��	����� f(b) = f(a) �
��	��

�
	�� !������� ������ ϕ ������������� ����
����	�� ������� �
	�� !�������

*��� f(a) = f(b) �� f(b) = f(c) ���	��� � ��	�� f(a) = f(c) ���	���� '�

��




�� ϕ ������������� ����
����	�� ��������� �����	����� \
���� ϕ ���������


�����	
��	�� ���������� ���	���� �

���� Z − ����� ���	�� ���&	��� �����	�� �����	����

������ '���� ���	�� ���&	��� Z �� ������	 ���	�� ���&	��� N ���������

���
���� ���	���� ��������!�� ��������� ������-

f : Z → N, f(n) =

⎧⎨⎩ 2n+ 1, agar n ≥ 0

−2n, agar n < 0.

f ���� ���
���� ���	�������� 
���	��� ���� �
������	���� \
���� ����� ���	��

���&	��� �����	� 
���� �

���� ��������� ������ [a, b] �� [c, d] �
���	������ �����	�� ���&	��	��� 
���"

��	
��	����� �����	���� '� �
��� a < b, c < d �
� ����
 ��	������

������ '� ���&	��	�� ��������� ���
���� ���	����

ϕ : [a, b] → [c, d], ϕ(x) =
d− c

b− a
(x− a) + c.

����	� ��������� ������� ϕ(a) = c, ϕ(b) = d 
���	����� ������� �	���� ϕ

���� ���
���� ���	�������� 
���	��� %�%#"����	��� �
	�� !������� �

�� � [0, 1] �
��� �� (0, 1) ���
���	 
�����	
�� 
���	����� �����	����

������ '� ���&	��	���� 
�����	
�� 
���	����� ������������ =�����"'
�����
��

�
��
������� �����	�����
� A = [0, 1], A1 = (0, 1), B = (0, 1) �� B1 =

[1/4, 1/2] �
���� � ��	�� `�`"����	�� ����� A ∼ B1 ���	���� A1 = B ���	���	���

�!��� I : A1 → B, Ix = x ���	�������� ���
����� ���	���� ��(�� B ∼ A1 �

=�����"'
�����
�� �
��
������ ����� A ∼ B � �

��$� =����� ���&	����� ��������� ������	� 
���	����� �����	����

�	



������ \���	�� =����� ���&	��� ����	������ ����� ��	���
� E = [0, 1]

���	���� ,���� K1 = (3−1, 2 · 3−1) ���
���	�� !������� ����	����
� ��	���

��&�� ���&	���� F1 ��	�� �
	��	����
� =
��� F1 ��� K21 = (9−1, 2 · 9−1) ��

K22 = (7·9−1, 8·9−1) ���
���		���� !������� ����	����
� �	������ ���	���������

K2 ����	�� ��	��� ��&�� ���&	����� ��(��

F1\K2 =

[
0,

1

9

]⋃[
2

9
,

1

3

]⋃[
2

3
,

7

9

]⋃[
8

9
, 1

]
���&	���� F2 ��	�� 3`�#"!��
��5 �
	��	����
� '� ������� �
������� ��� ����

�
�� ` ������ ���	����� ��������� �
��	��� 3−3 �� �
�� ���	��� ���
���	 !�������

����	������ d������� ����	�����

K31∪K32∪K33∪K34 =

(
1

27
,

2

27

)⋃(
7

27
,

8

27

)⋃(
19

27
,

20

27

)⋃(
25

27
,

26

27

)
���&	���� K3 ��	�� F2\K3 �� 
�� F3 ��	�� 3`�#"!��
��5 �
	��	����
� '�

+�������� !�
���
 ����� 
������� ��&�� ���&	��	������ �������!�� Fn �
���"

�
�	����� ����	 ��	���
� *���

K =
∞⋂
n=1

Fn

�
� �
	��	����� K ��&�� ���&	�� ���	���� , [0, 1] �
������ �����	� �����"

�� K1, K2, . . . , Kn, . . . ���
���		���� !������� ����	��� ����+����� ����	 ���	����

����	 ���	��� K ���&	�� )����� ����	��� �
��	����

$�"#�����


�




[��� K ���&	������ ��
�	������ 3�������������5 ���������
� Z��������� [0, 1]

�
������ !������� ����	����� ���
���		������ ����	��� ���	���

0, 1,
1

3
,

2

3
,

1

9
,

2

9
,

7

9
,

8

9
, · · · (3.1)

�����	�� K �� �
����	� ���	���� '���� K ���&	�� ����� ��� �����	����� ������


���� [0, 1] �
������� K �� �
����	� ���	��� �����	���� ��������!�� �����"

�
�	��� ������� '����� �!��� [0, 1] �
������� ��� ��� x �� �!�	�� ����
����

��
���
-

x =
a1

3
+
a2

32 +
a3

33 + . . .+
an
3n

+ . . .

�� �
��� an ���	�� >� # �� % �����	����� ������ ����	 ��	���� ������� .��	�

����	�� ��	������
� �� �
��� ��� ��(
� ���	���� ���� ��	 ����������� ��
���

�������  ���	���

1

3
=

1

3
+

0

32 + · · · + 0

3n
+ · · · =

0

3
+

2

32 + · · · + 2

3n
+ · · ·

[��� K ���&	���� �
����	� ���	������ �!�	�� ����
������ ����	���� ������

;�� ��������
� Z���������

(
1

3
,

2

3

)
���
���	���� ���	������ �!�	�� ����
������

����	������ a1 ��� �	����� # �� �
�� ���	����

(
1

9
,

2

9

)
��

(
7

9
,

8

9

)
���
�"

��		���� �
����	� ���	������ �!�	�� ����
������ ����	������ a2 ��� �	����� #

�� �
�� ���	���� ����� ������ ��������

(
1

27
,

2

27

)
,

(
7

27
,

8

27

)
,

(
19

27
,

20

27

)
��

(
25

27
,

26

27

)
���
���		���� �
����	� ���	�� �!��� �	������ �!�	�� ����
����"

�� ����	��	����� a3 ��� �	����� # �� �
�� ���	��� �� ����
�� 2������ ��	���

��������� x ∈ [0, 1]\K ��� �!��� ����� �!�	�� ����
������ ����	������ ���"

������!�� a1, a2 , . . . an, . . . ���	������ ������ ������� # �� �
��� *���	��� ��"

	���
�	����� �������� ��	��� �
	�� !������- K ���&	���� ������ ��� ���	 ��"

	�� �!�	�� ���� ������������ ������	����!�� ������� x ∈ [0, 1] ���	�� ���������

�	���� ��� a1, a2 , . . . an, . . . �
���"�
�	���� # ������ ����� ����� ��� �!���"

��



������ 2������ ��	��� ��� ��� x ∈ K �!���

a1, a2 , . . . an, . . . (3.2)

�
���"�
�	���� ��� ������� ������� �� �
��� an ����� 0 ���� 2 �� ����	

��	���� '����� �
���"�
�	��	�� ���&	��� ��������� ������	� ���&	���� ������	

��	���� '���� �����!� ����	 ��	��� �!��� ��� ��� 3`�%5 �
���"�
�	����

b1, b2, . . . , bn, . . . (3.3)

�
���"�
�	���� ������� ��� �������
��� ���� an = 0 ���	��� bn = 0 ���	����

���� an = 2 ���	��� bn = 1 ���	���� ��� ��� 3`�`5 �
���"�
�	����� [0, 1]

�
������� ����� x ������� ����	�� ���� ��
��� �
� ������ ������� 2������

��	��� K ���&	���� [0, 1] �� ���
���� ���	���������� �	���
� '� �
���� K

���� ��������� ������	� ���&	�� 
���	��� �
	�� !������� �

() *�+�,����� *� ��*+�-� �	+���������� �#��- ���������

��%� M ���&	���� ������	��� ϕ ��������� M �� ��
��� �
������������

���:���� �+������� �!��� ����� 
�����	
��	�� ���������� ���	���� 
���� ��

�
���	�� �����	����

��&� ��� ������ f : X → Y ���	�������� ��������� X �� ��
��� �
�������"

����� ���:���� �+������ ������	����� �����	����

��'� `�8"����	��� �����	����� ��������	 &���
�����	��� ���	���������

P : R2 → R, P (x, y) = x ��������� R2 �� ��
��� �
������������

���:���� �+�������

��.� 2�
��� ����
���� ���	�������� S : R3 → R+, S(x1, x2, x3) = x2
1 +x2

2 +x2
3

��������� R3 ��
��� ��
��� �
������������ ���:���� �+�������

���/� *��� x �� y ������� ���	������ �������� ����� ��� ���	��� �	���� ϕ

����������� �
���
� '� ��������� 
�����	
��	�� ���������� ���	������

�����	����

��



����� '���� ����	��� ��� ��	 ������� ���	���� ��� ������ ���&	��� ���	� ��	��

������� ���	�� ���&	����� ���:���� �+������
� '� ����	���� �+�������� ���

�
	��!�� ���	���������� �������

����� *��� α �� β ���&	
�� ���	������ ������ ����	��� �
�� ���	��� �	����

ϕ ����������� �
���
� '� ��������� 
�����	
��	�� ���������� ���	�����c

[��� �����	� �� �������
 ���&	��	���� ����		�� �
	������
�

����� '��!�� +��� ������	 ���	�� ���&	��� �� ������	 ���	�� ���&	��� ���������

���
���� ���	�� ����������

��� � Z�������	 ���	�� ���&	������� �����	� 
���	����� �����	����

���$� 2����	� ���&	������ ��������� ���� ���&	��� !�
�	� ���� �����	����� �����"

	����

���%� d�
�	� ���� �����	��� �����	� ���&	��	�� ���	������� ���� �����	� ���&"

	������ �����	����

���&� d�
�	� ������� �����	� ���&	��	������ \
���� ���&������� �����	� ���&"

	������ �����	����

���'� ��� ������ !�
���
 ���&	�� �����	� ���� ���&	���� 
���

���.� R �� (0, 1) ���
���	 
�����	
�� ���&	��	�� 
���	����� �����	����

���/� ��������� !�
���
 ���&	�� ��
����� ����� ��� ���� ���&	����� 
�����	
��

���	���� �����	����

����� .�
�
���������� ���!�� ��	���	�� ���&	��� �����	���c

����� *������� !�
�	�� �
�������� �����	� ���	��� A �� B �����	� ���&	��	��"

�� ����	 �
	�������

��



����� 2���
���� �������� �����	�� �
�������� !�
�	� ���	��� A �� B �����	�

���&	��	���� ����	 �
	�������

��� � A �� B ���	� ���&	��	�� �����	� ���	��� �	������ �����
��� ����������

��� �����	� ���	������ �����	����

���$� {x ∈ R : sinx = 0, 5} ���&	�� �����	� 
���	����� �����	����

���%� {x ∈ R : cosx ∈ Q} ���&	������ ��������� ��&����

���&� '��!�� ��������	 ��
^����
��	� ���&���	�� ���&	��� �����	� 
���	����� ��"

���	����

���'� *��� ξ ��� ����� ��������	 ��
^����
��	� ���&������� �	��
� ���	��� ξ �	�

�
����� ��� �
��	���� *	�
����� ���	�� ���&	������� �����	� 
���	����� ��"

���	����

���.� *��� A ���&	�� B ��� B ���&	�� C �� 
�����	
�� ���	��� � ��	�� A

���&	�� C �� 
�����	
�� ���	������ �����	����

���/� 1��&	��	�� ��������� ������	��� 
�����	
��	�� ���������� �
:
����� ���"

�
���� �� ����
���� ���	������ �����	����

����� [0, 1] �
������� ������� ���	�� ���&	��� �������
���� �����	����

����� [0, 1] �
����� (0, 1) ���
���	�� ���
���� ���	�������!�� ���	���� �������

����� [−1, 1]× [−1, 1] ������� �� [a, b]× [c, d] ������� ��������!��� ���������

���
���� ���	�� ����������

��� � [−1, 1] × [0, 1] �� R2 ��������� ���
����� ����������

���$� ������� ���	�� ���&	��� �������
���� �����	����

���%� R\Q �� R ��������� ���
����� ����������

��



���&� A !�
�	� B �����	� ���&	�� ���	���� � ��	�� B ∼ A ∪ B, B ∼ AΔB


���	����� �����	����

`�`W"`�b%"����		���� �
	����	��� ���&	��	���� ��������� ������	� 
���	�����

�����	����

���'� 1
���	������ ���!�� �����	�� ���&	����

���.� 2�
�� ��������� �����	�� ���&	����

�� /� ,!� ��	!���	� ��
����� �����	�� ���&	����

�� �� 2�
�� �!������ �����	�� ���&	����

�� �� [a, b] �
����� ����	����� �
	����
 ��������	�� ���&	����

�� �� 1
���	������ ��������	 ����������	� �����	�� ���&	������� �����	� 
���	��"

��� �����	����

��  � ��������� !�
���
 M �� �����	� A ���&	��	�� �!��� M∼M ∪A �����"

������ �����	����

�� $� ��������� ��������� ������	� M �� �����	� A ���&	��	�� �!���

M ∼ M ∪A, M ∼M\A, M ∼MΔA ���������	���� �����	����

�� %� ������ ��� ��	 !�
���
 ���	� ����	� ����	��	���� 
�� ���	��� ���	�� ���&	�"

������ �����	� 
���	����� �����	����

�� &� '��!�� ����������	 ���	�� ���&	������� �������
 
���	����� �����	����

�� '� [0, 1] ���� ���!�� ��������	 ���	�� ��	�� [0, 1] × [0, 1] ���� ���!�� ���"

�����	 ����������	� �����	�� ���&	��� ��������� ���
����� ����������

�� .� =��������� �������� �����!�� ���!�� ������� !��
��	�� ���&	��� [0, 1] ���&"

	���� 
�����	
����c

��



��$/� [0, 1] ���&	���� [0, 1] × [0, 1] ���&	���� ���
���� ���	���������

��$�� ,����
∞∑
n=1

εn
2n
������� εn ���� > ���� # �� �
�� ���	���� ������� \
����

����� �����	�����!��� ��������� x ∈ [0, 1] �!��� εn �������� > ���� #

���	���� ������� ���	��� ���������

x =
∞∑
n=1

εn
2n

�
��	�� �����	� ���	���� ����� ��	���� <����� x ���	�� �!��� �� ���	���

������ ���	�� ���	�� ������	���c

��$�� 2��	�� �������� A ���&	������ ��������� ���� ������� ��������� ������

������ ����� ���	��� A ���� !�
�	� ���� �����	� ���&	�� 
���	����� �����"

	����

��$�� `�a#"����	���� �����	���� ���	��� ����� > ���� # ���	��� ���!�� �
���"

�
�	��	�� ���&	��� ��������� ������	� 
���	����� �����	����

��$ � d�
�	� ������� ��������� ������	� ���&	��	������ \
���� ���&�������

��������� �������� 
��� �����	����

��$$� =�������� ������	� ���	� ���&	��	������ �����
��� ���������� ���� ���"

������ ������	� ���&	��� ���	������ �����	����

��$%� 2����	� �� ��������� ������	� ���&	��	������ \
���� ���&������� ���"

������ �������� 
��� �����	����

��$&� 2����	� �� ��������� ������	� ���	� ���&	��	������ �����
��� ����������

��������� ������	� ���&	�� ���	������ �����	����

��$'� *��� A ⊂ B ⊂ C ���	��� A ∼ C ���	��� A ∼ B ���	������ �����	����

`�7>"`�7%"����		���� �
	���	��� ���&	��	���� `�b"�
��
����� �����	���� ��"

&
���������� ������	� 
���	����� �����	����

��



��$.� [0, 1] �
������� ���!�� ���� ���&	��	������ ������ ���&	���

��%/� [0, 1] �
����� ����	����� �� ������	��� ����� > ���� # ���	��� ���!��

��������	�� ���&	������� ������������ ������	����� ��(�� ��&
��������"

�� ������	� ���	������ �����	����

��%�� R2 ���� ���!�� ���� ���&	��	������ ������ ���&	���

��%�� [0, 1] �
����� ����	����� ���!�� ��������	�� ���&	����

 � §. ��	������� ����"������

��	������� ���2��� *� )���� ���2���� [	
�
��	��� ���&	��	����� ��"

���� ���&	�� ����	��	�� ����
���� �
��	���� '�
 ������ �	������ �
��	��� X

���&	������ ��(
� ���� ���&	��	������ ������ ����
��	���� �������
� 1��&	��"

	�� ����
��	����� �
	��	��� �!��� ��
 ����� �	���������� ���� ���:������ �����	�"

����
� '�
�� ������ ���&	��	�� �������� ��(
� ���		���� �������� ��&�� ���	���

����
��	�� ��
���������

 �����7��,� !��� S ����	��	�� ����
���� ����
���� ������ �� �
������

���		����� �������� ������ ����� ��������� A, B ∈ S ����	��	�� ����� AΔB ∈
S �� A ∩B ∈ S ���	��� � ��	�� S ����	��	�� ����
������ ��	�� �
��	��� 

 ��� *��� S ���&	��	�� ����
���� ��	�� ���	��� � ��	�� S ���	����� �� ����"

�� ���		����� �������� ��� ��&�� ���	���� �����	����

������ ��������� A, B ���&	��	�� �!��� A ∪ B = (AΔB) Δ (A ∩ B)

3#�#%"����	5 �� A\B = AΔ (A ∩B) 3#�#`"����	�� ������5 �
��	��	�� �����	��

'� �
��	��	����� ����� S ����
�� ��	�� 
���	������ A∪B ∈ S �� A\B ∈
S ���������	�� �
	�� !������� �
\
���� ��	�� ���	����� �� ������ ���		����� �������� ��� ��&�� ����
��

���	�� 
���� ,���� A\A = ∅ �
��	�� ������������� ��� ������ ��	�� ��
���
��



����� ���&	���� ���	����� ����� ����� ���&	����� ������ ����
�� ������ ���	"

��� ��	��	�� �!���� 
�� ��!���� ���	����

*��� S ���&	��	�� ����
������ ������� E ∈ S ���&	�� ���+�� ���	���

��������� A ∈ S �!��� A ∩ E = A ���	��� E ���&	�� S ����
������ ,����

	�� 
	
�
���, ���� ,����, �
��	���� 2���
������ ���� �
����� ��� ����
������

�������	 ����	�� �������	���� ����� ����
��	�� ��� �������	 ���&	����


�� ���	��
�������  ���	��� ������	 ���	�� ���&	������� ���!�� !�
�	� ����

���&	��	������ ������ ����
���� �������	 ���&	�� ���+�� 
���� '��	�� 
	
"

�
���� 
�� ���	��� ���&	��	�� ��	���� �	�
��� �
��	���� '�(
��� ��	�� ������"

!������ �������� ��������� ���	��� ���&	��	�� ����� ��	���� ������!�������

��� �����	���	����

 �����7��,� !��� S ����	��	�� ����
���� �������� ��� ������� ������	������

��� ���� ����� ��	�� �
��	���"

�& S ����
�� ����� ����	���� ���	����'

�& S ����
�� ����	��	�� �
�������� ���	��� �������� ������ ����� A, B ∈
S ������������ A ∩ B ∈ S ��������� �
	�� �������'

�& !��� A ∈ S, A1 ∈ S ���	��� A1 ⊂ A ���	��� � ��	�� S ����
������

��
��� �
������������ A2, . . . , An ��
�	��� 
	
�
��	��� ������ ���	��� �������

�� ������ �����	� ���	���"

A\A1 =
n∪
k=2

Ak.

*��� A ���&	�� ��
��� �
������������ A1, A2, . . . , An ���&	��	�� ���	���"

������� ������ ���	��� �� ���	����� A ���&	������ ��
�	� ����	���� �
��	���

�� A =
n∐
k=1

Ak ����	�� ��� ��
�	����

��������� S ���&	��	�� ��	���� ����� ��	�� ���	���� !����� ��	�� �����

���&	���� ���	���� �� �
������ ���	��� �������� ��&��� [��� !5 ���������

��+���	������ ����������
� A �� A1 (A1 ⊂ A) ���&	��	�� S ��	���� �
����"

	� ���	��� � ��	�� A2 = A\A1 ∈ S ���	��� A = A1 ∪ A2 !�
�	� ����	��

��



�����	� ���	���� \
���� ��� ������ ��	�� ����� ��	�� ���	�� 
���� /
���� �����

��	�� ���� ��	�� ���	��
������ 3b�#b"����	�� ������5� *��� S ���&	��	��

��	���� ����� �	����� ��������� A1, A2, . . . , An, . . . ���&	��	�� �
���"�
�	���

��	�� �����	���� �	������ ����������
∞∪
n=1

An �� ��� ��
��� ���	���� � ��	�� S

����
���� σ− ��	�� �
��	���� *��� S ���&	��	�� ��	���� ����� �	����� ��"

������� A1, A2, . . . , An, . . . ���&	��	�� �
���"�
�	��� ��	�� �����	���� �	������

�
��������
∞∩
n=1

An �� ��� ��
��� ���	���� � ��	�� S ����
���� δ− ��	��

�
��	���� *��� σ− ��	������ ���	�� 
	
�
��� ���+�� ���	��� � σ− �	�
���

�
��	���� '��	�� 
	
�
��	� δ− ��	�� δ− �	�
��� �
��	���� 2���� ��(���	���

	�
����� ����	�� &�����&����� ��(��

E\∪
n
An = ∩

n
(E\An), E\∩

n
An = ∪

n
(E\An)

���������	����� 33#�#5 �� 3#�b5 �� ������5 σ−�	�
��� �� δ− �	�
��� ������"
!��	������� �����"��� �������� �
	�� !�������

 ����"��"��� #�������� �������� S ����	��	�� ����
���� ����� S ��

��
��� ���	����� �� S �� ���	����� ������ P ��	��	���� ���	������� ������

M(S) ������	 ��	�� ������ !��� S ����� ��	�� ���	��� � ��	�� M(S)

������	 ��	�� Ak ����	��	�� (Ak ∈ S) �������� A =
n∪
k=1

Ak ��
�	� ����	�

���� 
�� ���	��� A ����	��	������ X ����
���� ��	�� ��������� ������� 

M(S)− S ����
�� ������ ����	��� ������	 ��	�� �
��	����

��� ������ !�
���
 A ���&	������ ���!�� ���� ���&	��	��� ����
���� A(A) �

σ − �	�
��� ���	���� *��� ����� S ����
�� �
��	��� ���	��� ���� ��� ���	��!��

σ − �	�
��� ���+��� ��������� ���� ���� X = ∪
A∈S

A �
���� X ���� ���!��

���� ���&	��	������ ��
�	��� A(X), ����
�� S �� ��
��� ���	��!�� σ − �	�
���
���	���� *��� P, S �� ��
��� ���	��!�� ��������� σ − �	�
��� �� X̃ ����� ����

���	��� � ��	�� ��������� A ∈ S ���&	�� A ⊂ X̃ ����������� ����������� ��

������� 
���� X = ∪
A∈S

A ⊂ X̃. *��� S �� ���	��!�� P − σ− �	�
�������

���� X̃ �!��� X = X̃ ��������� ��+���	��� �� σ − �	�
��� 3S �� ��������5

�	



�
	����	�������� σ− �	�
��� �
��	����

 ����"��"��� #�������� �������� S ����	��	�� ����
���� ����� $�� ����

�
���� ��������& �
	����	�������� ������� B(S), σ− �	�
��� ��������� ��

σ− �	�
��� S �� ���	���� �� S �� ���	����� ������ σ − �	�
���	����

���	����� 

b�%"�
��
���� �
	����	��� σ− �	�
��� S ����
�� ������ ����	��� ������	

σ− �	�
��� �
��	����

2��	�� �������� ���!�� [a, b] �
���	�� �� [a, b), (a, b] ����� ���
���		��

�� (a, b) ���
���		����� ������	 ��&��� S ����� ��	���� �������� � ��	��

S ������ ����	��� �
	����	�������� ������	 B(S), σ− �	�
��� 
	
�
��	���

+��
	 ����	��	��� ���� ,+��
	 ��������, ����	��	�� �
��	����

R ���	�� ����� x0 ����� ����� ������� ���	���� R �� Oε (x0) = e (x0 −
ε, x0 + ε) ���
���	 x0 ��������� ε− ����- �
��	���� '�
�� M ⊂ R ���&	��

�� x ∈ R ����� �
��	��� ���	���� *��� ��������� ε > 0 �!��� Oε (x) ∩
M �= ∅ ��������� ��+���	��� x ����� M ���� ������� ������� �
��	����

M ���&	������ ���!�� ������� �����	������ ������ ���&	��� M ���� �������

�
��	��� �� � [M ] ��	�� �
	��	����� *��� x ���� ��������� Oε (x) ����; M

���� !�
���
 ���& 
	
�
��	����� ���	���� � ��	�� x ����� M ���&	������ 	���

���� ������� �
��	���� M ���� ���!�� 	������ �����	������ ������ ���&	����

M ′ ��	�� �
	��	����
� *��� M = M ′ ���	��� M �� �������	 ����	�� �
�"

�	���� M ���&	���� �
����	� x ����� �!��� ������� ε > 0 ���+�� ���	���

Oε (x) ∩ M = {x} ���	��� � ��	�� x ����� M ���&	������ �����	�����

������� �
��	��� *��� M ���&	�� �!��� M = [M ] �
��	�� ��+���	��� M ��

����� ����	�� �
��	���� '�����!�� ��������� ���� ���&	�� ��
����� ���!�� 	�"

����� �����	����� ���	���� � ����� ����	�� �
��	���� *��� x ∈M ����� �!���

������� ε > 0 ���+�� ���	��� Oε(x) ⊂M ���	��� x ����� M ���&	������

����� ������� �
��	���� *��� ���&	������ ���!�� �����	��� �!��� ����� ���	���

�




� ����� ����	�� �
��	���� _�(�� ����� �!��� �����	����� ������	 ��&��� ���&	��

����� ����	�� �
��	���� *��� A �� B ���&	��	�� �!��� B ⊂ [A] ���	���

� ��	�� A ���&	�� B ���&	���� 
��� �
��	���� �������� ���� [A] = R

���	��� A ���&	�� R ���� ����� �
���� 
��� �
��	���� *��� A ���&	��

������� ��� (x0−ε, x0 +ε) ���
���	�� 
�!� ���	����� � ��	�� A �
�� �
���


������ �
��	���� ����� ������� �
���	������ ���&	��	�� �!��� ��� �!���

�� ��&�� ���&	��� ����� ����� �
��� 
�!� �� �
!� �
��� 
�!���� ���&	��

������!��	��� ������	����

[��� '��
	 ���&	��	����� ��������!�� ��� ��(��:��� �������

 �����7��,� (��	�� �������� ������ ����� �� ����� ����	��	��� �	������ ��
��

	� ���� �����	� ���	�����	������ ������ ����	��	�� �� �	������ ���	��������	���

+��
	 ����	��	��� ���� +��
	 �������� ����	��	�� �
��	��� 

 � ���7��,� +���� ���	����� X ����	���� ∗ ����� ���	 ������	��� ���	���

� �������� �����	���� ������	�������"

.& ��������� x, y, z ∈ X 	�� ����� (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z) ���	��'

/& ������� e ∈ X 
	
�
�� ������ ���	��� ��������� x ∈ X ����� e ∗ x =

x ∗ e = x ���	��'

0& ��������� x ∈ X ����� ������� x−1 ∈ X 
	
�
�� ������ ���	��� x ∗
x−1 = e ���	��� (X, ∗) ����	���� ������ �
��	��� !��� X ���������� ���������

x, y 	�� ����� x ∗ y = y ∗ x ���	��� X �� ���������� ������ �
��	��� 

 ��� 2��	�� �������� ���!�� [a, b) ����� �!��� ���
���		�� ����
���� −S �����

��	�� ���	������ �����	����

������ S ����� [a, a) = ∅ �� ���	����� S ���&	��	�� �
������ ���	���

�������� ��&��� ��(�� [a, b), [c, d) ∈ S ������������ [a, b) ∩ [c, d) ∈ S

%�"#�����


��



3b�#"!��
��5 ��������� �
	�� !������� [a, b) ∈ S, [a1, b1) ∈ S, �� [a1, b1) ⊂
[a, b) 
���	������ [a, b)\[a1, b1) = [a, a1) ∪ [b1, b) ������ 3b�%"!��
����

������5 �����	� ����� [a, a1) �� [b1, b) 	�� S �� ������	�� \
���� S �����

��	�� ���	���� �

%�&#�����


 ��� b�%"����	�� �
	����	��� S ����
�� ��	�� ���	������ �����	����

������ '����� �!��� S ����
������ ���&	��	�� ����
���� �������� ���"

	��� �������� ��&�� 
���	����� ���������� �
���	�� S ����
����� �	����� A =

[0, 5) �� B = [1, 3) ���&	��	������ ����
���� ���������� �������
� '� ��	"

�� AΔB = [0, 1) ∪ [3, 5) ���	��� � S ����
���� ������	� 
���� \
���� S

����
�� ��	�� ���	������ �

 � � S = {A ⊂ R : A yo R\A to′plamlardan biri chekli} ����
������ σ−
�	�
��� ���	� �	���	����� �����������

������ '
��	��� S ����
�� �����	� ���	������� �������� ��&�� 
����  �"

��	��� An = {n} ∈ S, 	
��� �	������ ���	�������
∞⋃

n=1
An /∈ S. �

 �$� *��� S ���&	��	�� ����
���� ��	�� ���	��� � ����
���� ������ ���	���

�������� ���������� ���&&� ������	 ��	���� �����	����

������ b�b"��(��� �����	����� ��+���	������ �
��������
-

#5 ��������� A, B, C ∈ S 	�� �!��� (A�B)�C = A�(B�C) ��(��

(A ∗ B) ∗ C = A ∗ (B ∗ C) �����	��

%5 ����� ��������� x ∈ X 
	
�
�� �!��� e ∗ x = x ∗ e = x �
��	���� ������"

	�������!�� e ∈ X 
	
�
�� �������� ∅ ∈ S �� �	���
� , ��	�� ∅�A =

��



A�∅ = A �
��	�� �����	� ���	����

`5 �
����� 
	
�
������ ���+��	���� ��������� x = A ∈ S �!��� x−1 ��������

A ∈ S �� �	���
� � ��	�� x ∗ x−1 = e �
��	�� A�A = ∅ ����������� �	����
b5 ����������	�� x ∗ y = y ∗ x ������ 
�� A�B = B�A �
��	�� �����������

�� ���	���� �

() *�+�,����� *� ��*+�-� �	+���������� �#��- ���������

 �%� *��� S ���&	��	�� ����
���� ��	�� ���	��� � ��	�� S !�
�	� �������

���	����� �� �
������ ���		����� �������� ��&�� ���	���� �����	����

 �&� *��� S ���&	��	�� ����
���� ����
���� ������ �� ���	����� ���		�����

�������� ��&�� ���	��� ����� ��	�� ���	������ �����	����

 �'� *��� S ���&	��	�� ����
���� ����
���� ������ �� ������ ���		�����

�������� ��&�� ���	��� ����� ��	�� ���	������ �����	����

 �.� *��� S ���&	��	�� ����
���� �
������ �� ������ ���		����� ��������

��&�� ���	��� � ��	�� ���	���	��� �������  ���	 �
	�������

 ��/� *��� S ���&	��	�� ����
���� ���	����� �� �
������ ���		����� ��������

��&�� ���	��� � ��	�� ���	���	��� ��� �������  ���	 �
	�������

 ���� ��������� A ���&	�� �!��� ����� ���!�� ���� ���&	��	������ ��
�	���

A(A)− ����
��� ���� E = A ���	��� �	�
��� ���	���� �����	����

 ���� ��������� A ���&	�� �!��� ����� ���!�� !�
�	� ���� ���&	��	������ ��
�	"

��� ����
�� ��	�� ���	���� '� ��	�� �	�
��� ���	���� �!��� A !�
�	�

���&	�� ���	���� 
���� �� �
���	�� �����	����

 ���� ��������� �������� A ���&	�� �!��� A �� ∅ ���&	��	����� ��
�	���
{A, ∅} ����
��� ���� E = A ���	��� �	�
��� ���	���� �����	����

��



 �� � 2��	�� �������� ���!�� !�
����	����� ���&	��	�� ����
���� ��	�� ���	����

���� �	�
��� ���	������ �����	����

 ��$� ��������� {Pα} ��	��	�� ����
���� �!��� �	������ �
�������� P = ∩
α

Pα

���� ��	�� ���	���� �����	����

 ��%� ��������� �������� S ���&	��	�� ����
���� �!��� S �� ��
��� ���	��"

!�� �� S �� ���	��!�� ���!�� P ��	��	���� ���	����!�� ������ M(S)

������	 ��	�� ���+��� �����	����

 ��&� [0, 1) ���� ���!�� [a, b) ����� �!��� ���
���		�� �� �	������ !�
�	�

������� ���	�����	������ ������ ����
���� �������
� ,���� ��	�� ���	������

�����	����

 ��'� b�#8"����	�� �
	����	��� ����
������ �	�
��� ���	������ �����	����

 ��.� b�#8"����	�� �
	����	��� ����
������ σ − �	�
��� ���	� �	����	����� ��"

���	����

 ��/� S ����� ��	����� A ���&	�� �� ��
��� �
������������ A1, A2, . . . , An

���&	��	�� �	����� ���	��� �	������ ��� ���� A ���&	���� ���	������ ,

��	�� A1, A2, . . . , An ���&	��	���� An+1, . . . , As ∈ S ���&	��	�� ��	��

A ���&	������ !�
�	� ����	������ ����� ���	������ ������� �����	����

 ���� S ����� ��	����� �	����� ��� ������ !�
�	��� A1, A2, . . . , An ���&"

	��	�� ����
���� �!��� S �� ������� ��
��� �
������������ !�
�	���

B1, . . . , Bt ���&	��	�� ����
���� ���+����� ��� ��� Ak ���&	�� B1, . . . , Bt

���&	��	����� ��(
�	��� ��������� Ak = ∪
s∈Mk

Bs �������� ������������

������	������ '� �
��� Mk ⊂ {1, 2, . . . , t} � �����	����

 ���� *��� S ����� ��	�� ���	��� � ��	�� �� ����� ��	����� ����	 ��	�����

������	 ��	�� Ak ���&	��	�� �����!�� A = ∪
k≥1

Ak, Ak ∈ S !�
�	�

��



����	���� 
�� ���	��� A ���&	��	������ X ����
���� ��	�� �����"���

�������� �����	����

 ���� 1
���	������ ���!�� �������	�� ���&	��� ����� ��	�� ���	�����c

 �� � _���� ��	��	������ \
���� ���&������� ����� ��	�� ���	�����c

 ��$� 2��	�� �������� ���!�� �!��� �� ��&�� ���&	��	�� ����
���� ����� ��	��

3��	��5 ������	 ��	�����c

 ��%� 2��	�� �������� ���!�� !�
�	� ���� ���	�����!���� !�
�	� ���	��� ���&	��	��

����
���� ��	�� ������	 ��	�����c

 ��&� S = {A ⊂ R : A yo R\A to′plamlardan biri chekli} ����
������ �	"
�
��� ������	 ��	������ �����	����

 ��'� S = {A ⊂ R : A yo R\A to′plamlardan biri chekli yoki sanoqli} ���"
�
������ σ− �	�
��� ���	������ �����	����

 ��.� S = {A ∩B : A ⊂ R − yopiq, B ⊂ R ochiq to′plam} ����
������ �	"
�
��� ���	������ �����	����

 ��/� %$"����	�� �
	����	��� ����
������ σ− �	�
��� ���	� �	���	����� �����������

 ���� 2������ S �� P ��	��	���� ����	 �
	��������� �	������ ���	������� ��	��

���	������

 ���� A = {a, b, c} ���&	������ ��	�� �� �	�
��� ������	 ��	��!�� ���!�� ����
���&	��	��� ����
������ ��
�� !�������

 ���� 2��	�� �������� ���!�� !�
�	� ���&	��	�� ����
���� ��	�� 3����� ��	��5

������	 ��	�����c

 �� � 2��	�� ������� �	����� ���!�� [a, b] �
���	�� �� [a, b), (a, b] ����� ��"

�
���		�� �� (a, b) ���
���		�� ����
���� ����� ��	�� ���	������ �����	����

'� ����
������ ��	�� ���	� �	���	����� �����������

��



 ��$� 1
���	������ ���!�� ����� �!��� {(x, y) : a < x ≤ b, c < y ≤ d} �������
��������!���	�� ����
���� ����� ��	�� ���	������ �����	���� '� ����
������

����
���� ������ ���	��� �������� ��&�� 
���	����� �����������

 ��%� 1
���	����
{
(x, y) ∈ R2 : a ≤ x < b, c ≤ y < d

}
������������� ���!��

������� ��������!���	�� ����
���� ����� ��	�� ���	������ �����	���� '� ���"

�
������ ���	�� 
	
�
��� ���+����c '� ����
�� ��	�� ���	�����c

 ��&� S = {(x, y) : a ≤ x < b, c ≤ y < d} ����� ��	���� A1 ⊂ A �������

������	�������!�� A = [0, 7) × [0, 7) �� A1 = [1, 3) × [3, 5) ���&	��	��

�
��	���� A\A 1 ���&	������ !�
�	� ����	������ 
�� ������ �
!��� �������

��������!��� ����������� A\A 1 ���&	�� ����	�������� ������� ��������"

!���	���� ������� ���	������ �	�� &
���
��	��� ���������� ������	 ���	����

 ��'� 2��	�� �������� ���!�� !�
����	����� ���&	��	�� ����
���� ��	�� ���	����"

�� �����	���� '� ����
�� σ− ��	�� ���	�����c σ− �	�
���!��c

 ��.� P ��	�� ���	���� ��� ��� A ∈ P �!��� PA ��	�� {A ∩ B,B ∈ P} ,
������������� ���&	��	�� ����
������ �
	��	����
� PA ���� �	�
��� ���	�"

����� �����	���� *��� P ����
�� σ−��	�� ���	��� � ��	�� PA ���&	��	��

����
���� σ− �	�
��� ���	���� �����	����

 � /� X !�
���
 
	
�
��	� ���&	�� ���	���� ,���� ���!�� !�
�	� ���� �����	�

���� ���&	��	������ ������ ����
�� σ−��	�� ���	������ �����	���� X
���&	���� ������ ����� �����	�� �� ����
�� �	�
��� ���	����

 � �� <����� �
��	��� ���&	��	�� ����
���� ����� ��	��� ��	�� �� �	�
��� ����"

��	 ��	�����c 1
���������

�5 {[a, b] : a ∈ Q, b ∈ Q ∧ a < b} ∪ ∅,
�5 {(a, b] : a ∈ Z, b ∈ Z ∧ a < b} ∪ ∅,
!5 {[a, b) : a ∈ R\Q, b ∈ R\Q ∧ a < b} ∪ ∅.

��



 � �� ����� ���	����� X ��(&	������ ���!�� ���� ��(&	��	������ ������	 ��&"

��� A(X) ����
�� ����
���� ������ ”Δ” ���	��� �������� ����������

���&&� ������	 ��	������ �����	����

$� § � �	�#��*�� ��	�������

'� &��������� ��
 ��	!������� ������ ��(��;�� �
����
� .�	!����� �����

��	����� ��	���� ����� 
������� ����	����� �������
� '����� �������� ��	!���"

���� X����� �� /
�
� ��(�������� �����	��� ����	��� �� �	������ �������	���

σ− �������	�� �����	��� �������	����

\���	�� ���	�� �������� �� �
���	������ ���&	��	������ /
�
� ��(��������

��	!������ ��(��� �
��	���� X����� �� /
�
� ��(�������� ��	!���	� ���&	��	��

��	�������	����

$�����7��,� !���	����� ������ Sμ ����� ��	�� ���	��� μ : Sμ → R+

����	�� ���������� ������� ���	��� ����� ��
��� �
������������ ��������� A1, A2,

. . . , An ∈ Sμ ����	��	�� �����
n∪
k=1

Ak ∈ Sμ ���	�����

μ

(
n⋃
k=1

Ak

)
=

n∑
k=1

μ(Ak)

�
��	�� �����	� ���	��� μ : Sμ → R+ �� ��	���� �
��	��� 

'�����!�� ��������� μ ���&	�� ���������� ��������

#5 ����	����� ������ ����� ��	��� %5 ������	��� ������� �� ���;����� `5

�������	�� �����	����� ������	�������� ���� ��	���� �
��	����

$���"������� ∅ = ∅∪∅ ����	����� μ(∅) = 2μ(∅), ��(�� μ(∅) = 0 �
��	��

�
	�� !�������

$�����7��,� !��� m ��	�������� ����	����� ������ Sm �������� μ ��	�����

���� ����	����� ������ Sμ �� ���	���� (Sm ⊂ Sμ) �� ��������� A ∈ Sm

����	�� �����

μ(A) = m(A)

��



�
��	�� �����	� ���	��� � ��	�� μ ��	���� m ��	�������� ������ �
��	��� 

$����"��"���!���	����� ������ Sm ����� ��	�� ���	��� ��� ��� m ��	����

����� ����	����� ������ M(Sm) $Sm �� ��
��� ���	����� ������	 ��	��&

���	��� ������ m′ ����� ������ 

$�����7��,� !��� Sm ����
���� ����	����� m ��	���� �� ��������� ��
���

�
������������ �����	��� A1, A2, . . . , An, . . . ∈ Sm ����	��	�� �����
∞∪
k=1

Ak ∈
Sm ���	�����

m

( ∞⋃
k=1

Ak

)
=

∞∑
k=1

m(Ak)

�
��	�� �����	� ���	��� � ��	�� m ��	���� �����	� ������� ���� σ− �������

��	���� �
��	��� 

8���� ��	���� �	�#��*�� *����	�� a �� b 	�� ��������� ���	�� ���	����

2��	�� ������

a ≤ x ≤ b, a ≤ x < b, a < x ≤ b, a < x < b

�
����
	��	������ ����	��� ���� ��	�� ����	����� ���&	��	�� ����
���� �
��	���

���	���� '� ���&	��	���� ���	��	�� �
� ������
� �������� ���� ���������� �����"

	����� ������ ������	�������!�� �����	�� ���+�� ���	���� 3����	�� a > b 5�

��(�� ∅ ���&	���� ��� ���	�� �
� ������
� S ��	�� ���	�� �������� ���!��

���	��	�� ����
������ �
	��	����
�

$��� 2��	�� �������� ���!�� ���	��	�� ����
���� − S ����� ��	�� ������	 ��	����

������ S ����
������ 
	
�
��	��� [a, b], [a, b), (a, b], (a, b) ���������"

���� ���	��	����� ������� S ����
����� �	����� �� a, b ���	��� ��	�� ����	��"

��� 3��&��� �!��� ���� ����� �!���5 ���	���� P = Pab ��	�� �
	��	����
� S

����� [a, a) = ∅ ���&	���� ���	����� S ����
�� ���&	��	�� �
�������� ���	�"

�� �������� ��&��� ��(�� ���� Pab �� Pcd ���	������ �
�������� ����� ���&	��

���� ���� Pab ∩ Pcd = Pnm, n = max {a, c}, m = min {b, d} ���	�� 3a�#"
!��
���� ������5 ���	����

��



'�"#�����


*��� Pab ∈ S, Pcd ∈ S ���	�� Pcd ⊂ Pab ���	��� � ��	�� Pab\Pcd =

Pac ∪ Pdb ����	�� 3a�%"!��
��5 �����	�� \
���� S ����� ��	�� ���	���� �

'�&#�����


S ����� ��	����� �	����� �� a, b ���	��� ��	�� ����	����� 3��&��� �!���

���� ����� �!���5 ����� ���	����� P = Pab ���	�� �!��� m(P ) = b−a �����
��� �������
� ���� P ����� ���&	�� ���	�� m(P ) = 0 �
���
� , ��	��

m : S → R ���&	�� ���������� a�#"��(��� �����	����� ������	��������� ��(��

m : S → R ��	!��� ���	���� '� ��	!������� �������	�� �������� �
	������
-

����

P =
n∪
k=1

Pk, Pi ∩ Pk = ∅, i �= k, P, Pk ∈ S

���	��� � ��	�� m(P ) =
n∑
k=1

m(Pk) �
��	�� �����	��

M(S) ��	�� S ����� ��	�� ������ ����	��� ������	 ��	���� �
	��	����
�

b�#"�
��
���� ����� M(S) ��	������ ��� ��� 
	
�
��� A ��
��� �
���������"

��� Pk ∈ S ���	��	������ ���	������� ������������ ������	������ ��(�� A =
n∐
k=1

Pk � M(S) ��	�� 
	
�
��	����� ����� ����	��	�� �
���
� [��� M(S)

��	������ ���&	��	������� ��(�� ����� ���&	��	������ ��	!���� ������!������

��������
� ��� ��� A =
n∐
k=1

Pk ∈ M(S) ����� ���&	����

m′(A) =
n∑
k=1

m (Pk) (5.1)

�	



����� ��� ������!�� m′ : M(S) → R ���	���� ����	����
� m′(A) ������

A ���&	������ ��	����� �
��	����


"�"4 �	�#��*�� \���	�� E = [0, 1] ���	�� �
����� ���	����!�� ���&"

	��	�� ��	�� !�
����	�����
�

$� ���7��,� #�������� A ⊂ E ����	�� �����

μ∗(A) = inf
A⊂∪kPk

∑
k

m (Pk) (5.2)

��� A ����	������ ������ ��	����� �
��	��� 

3a�%5 �� ���� ���� !�
���� A ���&	���� ��&	��!�� ���	��	������ ���!��

!�
�	� ���� �����	� ����
��	��� �����!�� �	������ 2���� ��(���	����
��� ���������

A ⊂ E ���&	������ ������ ��	!���� ���+��� d����� ��;��� �
	���� ��������

�����
∑
m (Pk) ���;����� ������� �!��� � ������� ��	 ��	�� !�
����	������

<������ !�
����	����� ���	� ���&	�� 
�� ���� ���� !�
������ 
��� [��� A ⊂
E ���&	�� ��	����� ��(��;�� �
����
�

$�$���7��,� !��� ��������� ε > 0 ����� ������� B ∈ M(S) ����� ����	��

������ ���	��� μ∗(AΔB) < ε �
����
	�� ������	��� � ��	�� A 1
�
� ���������

��	����	� ����	�� �
��	��� 

*��� A /
�
� ��(������ ��	!���	� ���&	�� ���	��� ����� ��	!���� �
� ������

��	!������ ����	 ��	���
� ����� ��	!���	� ���&	��	�� ����
���� U(E) �� ����	��"

��� μ∗ ���&	�� ���������� 1
�
� ��	����� �
��	��� �� � μ ��	�� �
	��	������

2������ ��	��� ��	!���	� ���&	��	�� ����
���� U(E) �� ���� /
�
� ��	!���� μ

����	����� \
���� ��������� A ∈ U(E) �!��� μ(A) = μ∗(A).

'�
 �������� ����� E = [0, 1] �
����� ���	����!�� ���&	��	���� ��������

'� !�
�	������ ��	�� ���	��� �������  �(	����� R ��

En = [n, n+ 1), n ∈ Z

���	��	�� ���������� ������������ ������	��� ������� ��(��

R =
⋃
n∈Z

En.

�




$�%���7��,� !��� ��� ��� n ∈ Z ����� An = A ∩ En ����	��	�� ��	����	�

���	��� � ��	�� A ����	�� ��	����	� �
��	��� !��� A ����	�� ��	����	� ���	���

�������� ��������

μ(A) =
∑
n∈Z

μ(An), (5.3)

A ����	������ 1
�
� ��	����� �
��	��� 

*��� 3a�`5 ����� ���������� !�
�	� ���	��� A ��
�	� ��	����	� ����	�� �
��	����

*�� ��	�� A ��
���
 ��	����	� ����	�� �
��	���� 2������ �!��� μ ��	!���

!�
���
 ������ ��� ����	 ��	���� �������

$��� A =
8⋃

n=1

[
1

n
− 1

8
,

1

n
+

1

8

)
�� ����� ���&	�� 
���	����� ����������� ,��


�� ��� ������� ��
��� �
������������ P1, P2, . . . , Pn ���	��	�� ���	���"

���� ������������ ������	���� A =
n∪
k=1

Pk ����	����� �����	����� A ���&"

	������ ��	!������ ��&����

!"#����� Pn =

[
1

n
− 1

8
,

1

n
+

1

8

)
, n = 1, 2, . . . , 8 �
	��	��� �	���
 �� Pn

���	��	������ �
������� ���� �
�������	����� �
��������
�

P1 =

[
7

8
,

9

8

)
, P2 =

[
3

8
,

5

8

)
, P3 =

[
5

24
,

11

24

)
, . . . , P8 =

[
0,

1

4

)
.

a�`"!��
����� ��(	�� ���	����� P1∩P2 = ∅, Pk∩Pk+1 �= ∅ , k = 2, 3, . . . , 8 �

2������ �!���

A = P1 ∪Q1, Q1 =

8⋃
n=2

Pn =

[
0,

5

8

)
, P1, Q1 ∈ S

������ 
�� ��� ���	� ����	�� ���	���� \
���� A ����� ���&	��� '� ����	"

����� �������� �
��	���� �	���
-

μ(A) = μ(P1) + μ(Q1) =
2

8
+

5

8
=

7

8
. �

'�$#�����


��



6�"�"-��� ��	���� �	�#��*�� [��� �
���	������ ���&	��	������ /
�
�

��	!������ ������	���
� *����	�� a, b, c �� d 	�� ��������� ������� ���	��

���	���� 1
���	���� ����� \
���� ����������	�� ����
���� �����	����� ���	���

��� ����
����

a ≤ x ≤ b, a ≤ x < b, a < x ≤ b, a < x < b

��

c ≤ y ≤ d, c ≤ y < d, c < y ≤ d, c < y < d

�
����
	��	������ ����	��� ��� +���� ��	�� ����	����� ���&	��	�� ����
���� �
��	"

��� ���	���� '� ���&	��	���� ������� ������������	�� �
� ������
� �������� ����

���������� �����	����� ������ ������	�������!�� �����	�� ���+�� ���	���� 3��"

��	�� a > b ���� c > d ���	��5 ��� ��� ������� ������������ �
� ������
�

S2 ��	�� �
���	������ ���!�� ������� ��������!���	�� ����
������ �
	��	����
�

2��	�� ���� ��	������
� �
���	������ A ⊂ E2 = [0, 1] × [0, 1] ���&	������

������ ��	����� �� 1
�
� ��	����� ��(��:����� �
���� �������

$�&���7��,� #�������� A ⊂ E2 ����	�� �����

μ∗(A) = inf
A⊂∪kPk

∑
k

m (Pk) (5.4)

��� A ����	������ ������ ��	����� �
��	��� 

'� �
��� ���� ���� !�
���� A ���&	���� ��&	��!�� ������� ��������!���	��"

���� ���!�� !�
�	� ���� �����	� ����
��	��� �����!�� �	������

1
���	������ ���!�� ������� ��������!���	�� ����
����−S2 ����� ��	�� ����"

��	 ��	��� 3a�%b"a�%a ����		���� ������5� S2 ����� ��	����� �	����� �� a, b, c,

d ���	��� ��	�� ����	����� 3�!���� ��&��� ���� ����� �!���5 ����� ���	�����

P = Pabcd ������� ��������!��� �!��� m(P ) = (b − a)(d − c) ����� ���

�������
� ���� P ����� ���&	�� ���	�� m(P ) = 0 �
���
� '� �������"

�� �����!�� ����	����� m : S2 → R ���&	�� ���������� ��	!��� 3a�#"��(���5

�����	����� ������	���������

��



M(S2) ��	�� S2 ����� ��	�� ������ ����	��� ������	 ��	���� �
	��	����
�

M(S2) ��	������ 
	
�
��	��� 
	
�
���� ����	��	�� �
��	����

$�'���7��,� !��� ��������� ε > 0 ����� ������� B ∈ M(S2) 
	
�
����

����	�� ������ ���	��� μ∗(AΔB) < ε �
����
	�� ������	��� � ��	�� A 1
�
�

��������� ��	����	� ����	�� �
��	��� 

����� ��	!���	� ���&	��	�� ����
���� U(E2) �� ����	����� μ∗ ���&	�� ����"

������ 1
�
� ��	����� �
��	��� �� � μ ��	�� �
	��	������ 2������ ��	��� ��	!���	�

���&	��	�� ����
���� U(E2) �� ���� /
�
� ��	!���� μ ����	����� \
���� ��"

������� A ∈ U(E2) �!��� μ(A) = μ∗(A).

����� ���	�� ���� ��	������
� �
���	����� ��(�� R2 ��

Emn = {(x, y) : m < x ≤ m+ 1, n < y ≤ n+ 1} , n, m ∈ Z

�������	�� ���������� ������������ ������	��� ������-

R2 =
⋃

m,n∈Z

Emn.

$�.���7��,� A ⊂ R2 ����� ����	�� ���	��� !��� ����	��� m, n ����� ����

	�� ����� Amn = A ∩ Emn ����	��	�� ��	����	� ���	��� � ��	�� A ����	��

��	����	� �
��	��� !��� A ����	�� ��	����	� ���	���

μ(A) =
∑
m,n∈Z

μ(Amn), (5.5)

�������� A ����	������ 1
�
� ��	����� �
��	��� 

*��� 3a�a5 ����� ���������� !�
�	� ���	��� A ⊂ R2 ��
�	� ��	����	� ���&	��

�
��	���� *�� ��	�� A ��
���
 ��	����	� ���&	�� �
��	����

$����"���"�� $2�	�������� σ−�������	�� �������& !��� {An}−��
���

�
������������ ��	����	� ����	��	�� �
�����
�	��� ���	��� � ��	��

μ

( ∞⋃
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

μ (An)

�
��	�� �����	� 

��



$����"��"�� $2�	�������� �
	����
	�� �������& !��� ��	����	� ����	��	���

���� A1 ⊃ A2 ⊃ · · · ⊃ An ⊃ · · · �
�����
�	��� ����� A =
∞∩
n=1

An ���	��� �

��	�� μ(A) = lim
n→∞μ(An) �
��	�� �����	� 

$���-���5�� !��� A1 ⊂ A2 ⊂ · · · ⊂ An ⊂ · · · ��	����	� ����	��	�� �
����

�
�	��� ����� A =
∞∪
n=1

An ���	��� � ��	�� μ(A) = lim
n→∞μ(An) �
��	�� �����	� 

*��� 3a�%5 �
��	���� ���� ���� !�
���� A ⊂ R ���&	���� ��&	��!�� ���"

!�� B ����� ���&	��	�� �����!�� �	����� A ���&	������ X����� ��(��������

������ ��	����� ����	 ���	���� � j∗(A) ��	�� �
	��	������ ��(��

j∗(A) = inf
B⊃A

m′(B), B ∈ M(S).

,����

j∗(A) = sup
B⊂A

m′(B), B ∈ M(S),

��� A ���&	������ X����� ��(�������� ����� ��	����� �
��	����

$��/���7��,� !��� j∗(A) = j∗(A) ���	��� A 3����� ��������� ��	����	�

����	�� �
��	��� 

2���� ��(���	��� +��
��� ���� A X����� ��(������ ��	!���	� ���&	�� ���	���

� /
�
� ��(������ ��� ��	!���	� ���&	�� ���	��� �� �� ��	!���	�� ��
��� �
��

���	����

$��� /
�
� ��(������ ��	!���	�� ���� X����� ��(������ ��	!���	� ���	�����

���&	���� ����	 �
	�������

!"#����� E = [0, 1] ���	���� A 
�� [0, 1] �
������� ���!�� ��������	 ���"

	�� ���&	��� ���	���� A ���&	�� E �� 
�!� ���	���	��� �!��� A �� ���	��!��

����� ���&	�� E �� ��� ��
��� ���	����� 2������ �!��� j∗(A) = 1 ���	����

A ���&	���� ���	����!�� ����� B ���&	�� ����� !�
�	� ���&	������ 2���"

��� �!��� j∗(A) = 0 �
��	�� �����	�� '� �
���� j∗(A) �= j∗(A). \
���� A

���&	�� X����� ��(������ ��	!���	� 
����  �(	����� A �����	� ���&	��� ����"

��� �!��� ����� 
	
�
��	����� {x1, x2, . . . , xn, . . .} �
���"�
�	�� ������������
��



���
�	�� !������ ������� 2������ 
���

A ⊂ ∞∪
k=1

Pk , Pk = {x : xk ≤ x ≤ xk} = [xk, xk].

�����!�� �������� ��������� k ∈ N �!��� m(Pk) = 0. '� �
����

μ∗(A) = 0


���	��� �
	�� !������� 2���� ��(���	��� 	�
����� ������ ��	!���� ��	�� �
��

���	��� ��� ������ ���&	�� ��	!���	� ���&	������ '����� �!��� ����� ���&	��

�������� B = ∅ �� �	��� �
���	�-

μ∗(AΔB) = μ∗(AΔ∅) = μ∗(A) = 0 < ε.

\
���� A /
�
� ��(������ ��	!���	� ���&	��� 2������ ��	��� A /
�
� ��(��"

���� ��	!���	� ���	���� 	
��� X����� ��(������ ��	!���	� ���	����� ���&	����

����	 ���	���� �

$� � A ⊂ [0, 1]− ��	�� ������� ���	�� ���&	��� �
	��	�������� �	������ !�
�"
��
 ���	� ���� ����	������ a ������ �������� 
������� μ(A) �� ��&����

!"#����� A ���&	�� ���	�����!�������� ��	!������ ��&���
� [0, 1]\A ���&	��

	
�
��	������� !�
���
 ���	� ���� ����	������ a ������ �������� 
����� [0, 1]

�
����� �
�� ��� ���	���� ���	���
 �� �	���!�� [0, 5; 0, 6) ���	���� A1 ��"

	�� �
	��	����
� A1 ���� ��� ��� ������� !�
���
 ���	� ���� ����	������� �
�"

��	��� �
����� �����!�� ������ a ���	���� <�	��� $ �� ���	������ ��� ������

�
�� ��� ���	���� ���	���
 �� �	������ �	���!�� ���	��	������ ���	���������

[0, 15; 0, 16) ∪ [0, 25; 0, 26) ∪ · · · ∪ [0, 95; 0, 96) = A2 ��	�� �
	��	����
�

A2 ���&	������ ���	������ !�
���
 ���	� ���� ����	������ �
���	��� �
�����

�����!�� ������ a ���	���� �� ����
� �� +�������� !�
���
 ����� 
�������
�

����	 ���	��� A1, A2, . . . , An, . . . ���&	��	�� +���"+���� ��	�� �
��������� ��

��



�	������ ���	������� [0, 1]\A �� �
��� .�	!������� σ− �������	�� ���������
�����

μ([0, 1]\A) =
∞∑
n=1

μ(An)

�
��	�� �����	��  ������� ���	����� �����	���	�� ����� ������������ μ(A1) =

10−1, μ(A2) = 9 · 10−2, μ(An) = 9n−1 · 10−n, . . . �
��	��	�� �����	�� \
����

μ([0, 1]\A) =

∞∑
n=1

μ(An) =

∞∑
n=1

9n−1

10n
=

0, 1

1 − 0, 9
= 1.

2������ ��	��� μ(A) + μ([0, 1]\A) = 1 ��� μ(A) = 0 
������ �	���
� �

$�$� 2������ {An} )'��
	 ��&����� ���&	��) 	���� ����	 �
	��������� ������"
��	�� ��+���	���- μ(An) = +∞, An ⊃ An+1, n ≥ 1, μ

( ∞⋂
n=1

An

)
= 0.

!"#����� )'��
	 ��&����� ���&	��) �������� An = [n,∞) , n ∈ N 	����

�	���
� 0���+��� ����	��� n ∈ N �!��� μ(An) = +∞ �� An ⊃ An+1 �����"

���� ��+���	���� =
������
∞⋂
n=1

An = ∅ ���	���	��� �!��� μ

( ∞⋂
n=1

An

)
= 0

���	���� �

<������� ����	�� A1 ⊂ A ������� ������	�������!�� A �� A1 ���&	��	��

�
��	���� A\A 1 ���&	���� 
�� ��� ������� ��
��� �
������������ P1, P2, . . . , Pn

������� ��������!���	�� ���	������� ������������ ������	���� A\A 1 =
n⋃
k=1

Pk

����	����� �����	���� A\A 1 ���&	�� ��	!������ ��&����

$�%� A = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 7, 0 ≤ y ≤ 7} ,

A1 = {(x, y) : 4 ≤ x < 7, 3 ≤ y ≤ 7} .

!"#����� 1
���	���� A �� A1 ���&	��	���� !��
���� ������	����
� a�b"

!��
����� A\A1 = P1 ∪ P2 ∪ P3 ����	���� �	���
�

��



'�%#�����


'� �
��� P1 = [0, 4)×[0, 7), P2 = [4, 7)×[0, 3], P3 = {7}×[0, 7]. '� �������

��������!���	�� ��
��� �
���������� .�	!������� �������	�� ��������� ������

μ(A\A1) = μ(P1) + μ(P2) + μ(P3) = 28 + 9 + 0 = 37. �

$�&� .�	!������� σ− �������	�� ���������� �����	����� A =
∞⋃
n=1

(
1

(n+ 1)!
,

1

n!

)
���&	������ ��	!������ ��&����

!"#����� An ����	�

(
1

(n+ 1)!
,

1

n!

)
���&	���� �
	��	����
� An ���&	��	��

+���"+���� ��	�� ��
��� �
���������� ������� �!��� ��	!������� σ− �������	��

��������� �����

μ(A) =

∞∑
n=1

μ(An)

�
��	�� �����	�� An ���&	������ ��	!���� μ(An) =
1

n!
− 1

(n− 1)!
��� ���"

��	�����

μ(A) =
∞∑
n=1

μ(An) =
1

1!
− 1

2!
+

1

2!
− 1

3!
+ · · · + 1

n!
− 1

(n− 1)!
+ · · · = 1


���	����� �	���
� �
�)��� ������������������ '�
�� ���	�� ������ ����	������ ��������"

������ ������� �
	����
 F �������� �
��	��� ���	���� '���� ���	����� ���
���	�

�
��� �� ����� ���
���		���� F �������� ��������� �������� ���	���� ���

�������
-

m ((a, b )) = F (b− 0) − F (a), m ([a, b]) = F (b) − F (a− 0),

��



m ((a, b]) = F (b) − F (a), m ([a, b)) = F (b− 0) − F (a− 0).

Z��������� �� ���	�� ����	����� m ���&	�� ���������� ���;���� �� ��������

_���� ��	���� ������	��� �� ��	!������� �������� μF ��	�� �
	��	����
� ,��"

��� �	������ μF ��	!����� �������� ��	!���	� ���&	��	�� ���; F ������������

���	�������� ����	��� *��� R �� ������� �
	����
� ������������� ����	"

��� F �������� �!��� �!��� �� ��&�� ���&	��	��� ��������
�� �	������ ����	"

��� �����	� �������� �� �����	� �
������	��� μF ��	!����� �������� ��	!���	�

���&	��	�� ���	����

$������7��,� +���� �������������� ������� �
	����
 F �������� ���������

�� ����	��� μF ��	���� 1
�
��(��	�
� ��	����� �
��	��� 

'�
�� /
�
� ��	!���� μ �� /
�
�"2��	�
� ��	!���� μF �
��	��� ���	����

$������7��,� !��� μ(A) = 0 
���	������ μF (A) = 0 �
��	�� �
	�� �������

μF ����	��� �
	����
 ��	���� �
��	��� 

$������7��,� !��� μF ��	���� ��
�	� ���� �����	� ������ ����	 ��	����� F

�������� ��������� ����	����� μF �����
� ��	���� �
��	��� 

$�� ���7��,� !��� μF ��	������ ����	��� ��� �����	� ����	�� ��	 ��	�����

�� 
�� ���	�� �� 1
�
� ��	����� ��	�� �
�� ���	��� ����� A ����	�� �����

μF (R\A) = 0 ���	��� � ��	�� μF �����	��� ��	���� �
��	��� 

�	�#��*-�-4 
"�"4 ��	)�#�� ��*���� '��	�� 
	
�
��	� ����� ��	��"

�� ����	����� ��	!������� /
�
� �����!�� �������� �������
� *��� Sm ��

����	����� m ��	!��� σ−������� ���	��� � ��	�� m �� Sm ��� M(Sm )

�� �������� �
����� ���	��� �� ��������� ��(���� �������	 ������ �����


������� ������� '��� /
�
� �����!�� ����� 
������� ��������� ���	�� ��"

������ ������� '�
�� ����� Sm ���	�� 
	
�
��	� ����� ��	���� ����	�����

σ−������� m ��	!��� �
��	��� ���	��� �� E ���&	�� Sm ����� ��	������

���	�� 
	
�
��� ���	���� E ���� ���!�� ���� ���&	��	������ ������	 ��&���

A(E) ����
���� ������ ��	!��� �
� ���	��!�� μ∗ ���&	�� ������������ ������"

��



�� ���	�� ����	����
�

$��$���7��,� #�������� A ⊂ E ����	�� �����

μ∗(A) = inf
∑
n

m(Bn)

��� A ����	������ ������ ��	����� �
��	��� +� �
��� ���� ���� ��
���� A

����	���� ���	����� ������ ��
�	� ���� �����	� {Bn} , Bn ∈ Sm ����	��	��

����
���� �������� �	����� 

$� ��"��"��  !��� A �� �����	��� A1, A2, . . . , An, . . . ����	��	�� �����

A ⊂ ∞∪
n=1

An ���	��� � ��	�� �������� �
����
	�� �����	�

μ∗(A) ≤
∞∑
n=1

μ∗(An).

$��%���7��,� !��� A ⊂ E ����	�� �� ����	��� ε > 0 ����� ������� B ∈
M(Sm ) ����	�� ������ ���	���

μ∗(AΔB) < ε

�
����
	�� ������	��� A $1
�
� ���������& ��	����	� ����	�� �
��	��� 

����� ��	!���	� ���&	��	�� ����
���� U(E) �� ����	����� μ∗ ���&	�� ������"

���� 1
�
� ��	����� �
��	��� �� � μ ���; ��	�� �
	��	������ Z��������� Sm ��

M(Sm ) ��� �	����� ���&	��	�� ��	!���	� ���	���� '����� ���� A ∈ Sm ��

B ∈ M(Sm ) ���	��� � ��	��

μ(A) = m(A), μ(B) = m′(B).

*��� A ��	!���	� ���&	�� �� μ∗(AΔB) < ε �
����
	���� ������	�������!��

B ∈ M(Sm ) ���&	�� �
��	��� ���	���

AΔB = (E\A)Δ(E\B)

�
��	����� A ���� ���	�����!�� ���&	��� E\A ���� ��� ��	!���	� 
���	��� �
	��
!�������

�	



$�$��"��"��� 2�	����	� ����	��	�� ����
���� U(E) ��	�� ���	��� 

$���"������� Sm ���� ���	�� 
	
�
��� " E ��	!���	� ���&	��	�� ����
����

U(E) �!��� ��� ���	�� 
	
�
�� ���	���� ������� �!��� ��	!���	� ���&	��	��

����
���� U(E) �	�
��� ������	 ��	����

$�%��"��"��� 2�	����	� ����	��	�� ����
���� U(E) �� ����	����� μ �����

	�� ���������� ���������� 

$�&��"��"��� 2�	����	� ����	��	�� ����
���� U(E) �� ����	����� μ ����	��

���������� σ− ���������� 

$�'��"��"��� 1
�
� �������� ��	����	� ���	��� ������ ����	��	�� ����
����

U(E) � E ���	�� 
	
�
��	� σ− �	�
������ 

$��&���7��,� 2�	����	� ����	��	�� ����
���� U(E) �� ����	����� �� U(E)

�� ������ ��	���� μ∗ ��	�� ��������� ��������� μ �������� m ��	��������

μ = L(m) 1
�
� ������ �
��	��� 

$�.��"��"��� #���	��� ����	������� m ��	���� ����� 1
�
� �������� ��	�

����	� ����	��	�� ����
���� U(E) δ− ��	�� ���	��� (����	� ������� ��	����	�

A1, A2, . . . , An, . . . ����	��	�� ���	������� ���	��� A =
∞∪
n=1

An ����	������

��	����	� ���	���� ����� μ
(

n∪
k=1

Ak

)
���������� n �� ����	����
 ��
������

��	�� ��
����	����� ���	���� 
���� �� �
���	� 

/
�
� ��	!�������� ���� ��� ��������� �
	������
�

$��'���7��,� !��� μ(A) = 0 �� A′ ⊂ A ���	������� A′ ���� ��	����	�


���	��� �
	�� ������� μ ��	���� ���	� �
��	��� 

*��� μ ��	!��� ���	� ���	��� A′ ���&	�� �!��� μ(A′) = 0 ���	����

��������� ��	!������� /
�
� ������ ���	� ���	���� ��������� ���� A′ ⊂ A,

μ(A) = μ∗(A) = 0 ���	��� μ∗(A′) = 0 ���	��� �� B = ∅ ∈ Sm �� �	����

μ∗(A′Δ∅) = μ∗(A′) = 0

���	���� ��(�� A′ ���� ��	!���	� 
���	��� �� μ(A′) = 0 �
	�� !�������

$�'� .�	!�����
 ���&	��	������ ���	������� ��	!�����
 ���	�����c

�




!"#����� .�	!�����
 ���&	��	������ ���	������� ��	!���	� ��� ��	!�����


��� ���	���� �������  ���	��� A ⊂ [0, 1] ��	!�����
 ���&	�� ���	���� � ��	��

B = [0, 1]\A ��� ��	!�����
 ���&	�� ���	���� ,	������ ���	������� A ∪B =

[0, 1] 
�� ��	!���	� ���&	��� *��� A ⊂ [0, 1) ��	!�����
 ���&	��� B ⊂ [1, 2)

��	!�����
 ���&	�� ���	��� � ��	�� �	������ ���	������� C = A ∪ B ���&	��

�!���� A0 = C ∩ E0 = A ��	!�����
 ���&	�� ���	���	������ a�7"��(����� �����

C = A ∪B ��	!�����
 ���&	�� ���	���� �

$�.� F (x) = [x] �������� ��������� ����	��� μF− /
�
�"2��	�
� ��	!����
�����
� ��	!��� ���	������ �����������

!"#����� F (x) = [x] �������� ������� ������������� ������� �
	����


�������� ���	��� ����� ������	�� ������ ����� ���	�� ���&	��� Z ��� �������

'���� ���	�� ���&	��� 
�� �����	� ���&	�� ���	���	��� �!���� a�#`"��(����� �����

μF �����
� ��	!��� ���	���� �

() *�+�,����� *� ��*+�-� �	+���������� �#��- ���������

$��/� 1��&	�� ���������� m′ : M(S) → R ��	!��� ���	���� �����	����

$���� 3a�#5 �
��	�� ��	�� ����	����� m′ : M(S) → R ������������ �����"

�� A ����� ���&	���� !�
�	� ������� ��
��� �
������������ ���	��	��

������������ ������ ���	���� ����	�� 
���� �����	����

$���� m′ : M(S) → R ��	!��� m : S → R ��	!������� ������ ���	����

�����	����

$���� ���� ����� ���&	������ ���	�������� �
��������� �������� �� ����
����

�������� ���� ����� ���&	�� ���	���� �����	����

$�� � *��� A ∈ M(S) ���&	�� ���	�� ���	��� � ��	�� m′(A) = m(A) ���	����

�����	����

��



$��$� *��� A ∈ M(S) ���&	�� !�
�	� ������� ��
��� �
������������ A1, A2,

. . . , An ����� ���&	��	������ ����������� ��(�� A =
n∐
k=1

Ak ����	�� ������"

	����� �������� �
��	���� �����	���-

m′(A) =

n∑
k=1

m′ (Ak) .

$��%� *��� A ∈ M(S) ����� ���&	��� {An}− ����� ���&	��	������ !�
�	�

���� �����	� ����
���� ���	��� A ⊂ ∪
n
An ���	���

m′ (A) ≤
∑
n

m′ (An)

�
����
	�� �����	� ���	���� �����	����

$��&� A ����� ���&	�� �����	� ������� ��
��� �
������������ A1, A2, . . . ,

An, . . . ����� ���&	��	������ ������������� ������� ��(��

A =
∞∐
n=1

An

���	���� , ��	�� �������� �
��	���� �����	���-

m′(A) =
∞∑
n=1

m′ (An) .

a�#W"a�%`"����		���� �
	����	��� A ⊂ R �� ����� ���&	�� 
���	����� ������"

����� ,�� 
�� ��� ������� ��
��� �
������������ P1, P2, . . . , Pn ���	��	��

���	������� ������������ ������	���� A =
n∪
k=1

Pk ����	����� �����	����� A

���&	������ ��	!������ ��&����

$��'� A =
5⋃

n=1

[
32−n, 23−n) �

$��.� A =
6⋃

n=1

[
33−n, e4−n) �

$��/� A =
4⋃

n=1

[
n

2(n+ 1)!
,

6 − n

2n!

)
�

$���� A =
4⋃

n=1

[
n

4n+1 ,
5 − n

4n

]
�

$���� A =
8⋃

n=1

(
1

n
− 1

8
,

1

n
+

1

24

)
�

$���� A =
4⋃

n=1

(
3

n
− 1

5
,

3

n
+

1

5

)
�

��



$�� � ������ ����� ��	������ \
���� ���&������� ����� ��	�� ���	���� �����"

	����

$��$� S × S = S2 �
��	���� �����	����

$��%� 1
���	������ ���!�� ������� ��������!���	�� ����
���� − S2 ����� ��	��

������	 ��	���� �����	����

,(
���� ��	���, ���	� ����	�� R2 ���� E2 = [0, 1] × [0, 1] �������"

�� x =
1

3
, x =

2

3
, y =

1

3
, y =

2

3
������ !��
��	�� ��������� $ �� ��� ��	

�������	���� ���	���
 �� �����
���� �!���

P 1 =

{
(x, y) :

1

3
< x <

2

3
,

1

3
< x <

2

3

}
��������� 3a�a�"!��
��5 ����	����
� =
��� ��	��� W �� ����������� ��� ������

�����������
� $ �� ��� ��	 �������	���� ���	���
 3a�a�"!��
��5 �� �����
����

��������� ����	����
� '� +�������� !�
���
 ����� ����� 
�������
� 0���+���

��	��� ���&	���� A ��	�� �
	��	����
� '� ���&	���� ,(
���� ��	���, ����

�
��	����

'�'#�����


$��&� 2
�&�� ��	������� ��	!������ ��&����

$��'� A ⊂ [0, 1]− ��	�� ������� ���	�� ���&	����� �
	��	����
��� �	������

!�
���
 ���	� ���� ����	������ % ������ ` ��������� �	��� �!������� '�

���&	������ ��	!������ ��&����

��



$��.� A ⊂ [0, 1]− ��	�� !�
���
 ���	� ���� ����	������ W ������ ��������"

����� ���	�� ���&	����� �
	��	����
� ,���� ��	!������ ��&����

$��/� A ⊂ [0, 1]− ������� ���&	����� ����� 
	
�
��	����� !�
���
 ���	� ����

����	������ # ��� $ ��!�� �����	������ ���!���� ����������� ,����

��	!������ ��&����

$���� =����� ���&	��� K ⊂ [0, 1] ���� X����� ��(������ ��	!���	� 
���	�����

�����	����

$���� ,)����� �������, ���	� ����	�� K−=����� ���&	��� ���	����

A = {(x, y) : x ∈ [0, 1], y ∈ K}

���&	�� ,)����� �������, �
��	���� A ���&	�� [0, 1]× [0, 1] ���� �
!�

�
���� 
�!� 
���� ��&�� �� μ(A) = 0. �����	����

,(
���� ����������, ���	� ����	�� R2 �� [0, 1] × [0, 1] ��������� x =
1

3
, x =

2

3
, y =

1

3
, y =

2

3
������ !��
��	�� ��������� $ �� �
�� �������	����

���	���
� *����� ����������� �!�	����� ��&������ b ��

'�(#�����


P1 =

{
(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1

3
, 0 ≤ y ≤ 1

3

}
,

P2 =

{
(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1

3
,

2

3
≤ y ≤ 1

}
,

��



P3 =

{
(x, y) :

2

3
≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1

3

}
,

P4 =

{
(x, y) :

2

3
≤ x ≤ 1,

2

3
≤ y ≤ 1

}
��&�� �������	���� 3a�7�"!��
��5 �������� ���� �������	��� �
� ������
�

'� ����� ����������� ���	��������� A 1 = P1 ∪ P2 ∪ P3 ∪ P4 ��	�� �
	"

��	����
� '����!�� ���� �������	������� ��� ������ �����������
� $ �� �
��

�������	���� ���	���
� '����!�� ���� �������	��� P 1, P 2, P 3, P 4 �!�	�����

��&������ �������	���� �������� ���� �������	��� 3a�7�"!��
���� Q1 − Q16 5

�
���
� '� #7 �� ����������� ���	��������� A 2 ��	�� �
	��	����
� �� ����
�

�� +�������� !�
���
 ����� ����� 
�������
� 0���+��� �!���"�!� +��	������

A1 ⊃ A2 ⊃ . . . ⊃ An ⊃ . . . �
���"�
�	���� 
�� ���	���
� ,	������ �
����"

������ A =
∞∩
n=1

An ��	�� �
	��	����
� A ���&	�� (
���� ���������� �
��	����

$���� 2
�&�� ���������� A ���� ��	!���� ��	 3μ(A) = 0 5 �� [0, 1] × [0, 1]

����������� �
!� �
���� 
�!� 
���	����� �����	����

$�� � A ⊂ R ���&	������ ��	!���� ��	�� �
�� ���	��� μ(A ) = 0 ���	���� �����"

��c '� �
��� A − A ���&	������ ��&�����

$��$� A ⊂ R !�
����	������� ������ ��	!���	� ���&	�� ���	���� � ��	�� ����"

��� x, y ∈ A 	�� ���+���� x− y ∈ Q ���	���� �����	����

$��%� A ⊂ R ��������� ������ ��	!���	� ���&	�� ���	���� � ��	�� ������� x, y ∈
A ���+���� x− y ∈ R\Q ���	���� �����	����

$��&� R ���� ��	 ��	!���	� ���&	��	�� ����
���� σ− ��	�� ���	������ �����	����

$��'� A ⊂ R '��
	 ��&����� ���&	�� 
���	����� ����������� ����� /
�
� ��	!������

��&���-

�5 A =
∞⋃
n=1

(
n− 1

3n
, n+

1

2n

]
,

��



�5 A =
∞⋃
n=1

(
nn, nn +

1

ln(n+ 1)

]
\Q,

!5 A = [0, 1]\Q.

$��.� <����� �
��	��� A ⊂ R ���&	������ +��
	 �������� ����	�� 
���	�����

����������� �
��� ����� ��	!������ ��&����

�5 A = (R\Q) ∩ [0, 1], �5 A =
{
x ∈ R : x4 ∈ Q

}
,

!5 A = [a,∞), �5 A =
∞⋃
n=0

(n− 1

2n
, n+

1

2n
),


5 A =
∞⋃
n=0

[
n− 1

en
, n+

1

4n

]
, �5

∞⋃
n=0

[
n3 − 1

5n
, n3 +

1

5n

]
∩ (R\Q).

$� /� 2������ {An} )'��
	 ��&����� ���&	��) 	���� ����	 �
	��������� ������"
��	�� ��+���	���-

�5 μ(An) = 1, n ≥ 1,
∞∪
n=1

An = R,

�5 μ(An) = +∞, An ⊃ An+1, n ≥ 1, μ

( ∞⋂
n=1

An

)
= 1,

!5 μ(An) = +∞, n ≥ 1,
∞∩
n=1

An = N,

�5 μ(An) = +∞, An

⋂
Am = ∅, n �= m, n, m ∈ N.

$� �� A ⊂ R2 ���� )'��
	 ��&����� ���&	��) 
���	����� ���������� �����

��	!������ ��&���-

�5 A =

{
(x, y) ∈ R2 : x ∈ R, 0 ≤ y ≤ 1

1 + x2

}
,

�5 A =

{
(x, y) ∈ R2 : −1 < x < 1, 0 ≤ y ≤ 1√

1 − x2

}
.

$� �� a ∈ (0, 1) ��������� ��� ���	���� [0, 1] �
������� ���������� �
��	���
a

2
�� �
�� A 1 =

(
2 − a

4
,
2 + a

4

)
���
���	�� !������� ����	����
� A 1

�� ����� ���
���	 �
� ������
� �����!�� ������� ��	��� ���� �
�������

�
��	���
a

8
�� �
�� ���	��� ����� ���
���	��� !������� ����	����
� '� ��"

�
���		�� ���	��������� A2 ��	�� �
	��	����
� ,!���!�� ������� ��	���

��



������� �
������� ��� ������� �
��	���
a

32
�� �
�� ���	��� ����� ���
�"

��	��� !������� ����	����
� ,	������ ���	��������� A3 ����	� �
	��	����
�

'� +�������� !�
���
 ����� 
�������
� A ��	�� [0, 1]\ ∞∪
n=1

An ���&	����

�
	��	����
� A ���� ��	!���	� 
���	����� ���������� �� ����� ��	!������

��&����

$� �� a�b%"����	�� �
	����	��� A ���&	�� [0, 1] �
������� �
!� �
���� 
�!�


���	����� �����	����

$�  � A ⊂ [a, b] ��	!���	� ���&	�� �� μ(A) = λ > 0 ���	���� , ��	�� f(x) =

μ ([a, x) ∩A) ������������ �
	����
	����� �����	���� f : [a, b] → R

������������ ������	�� �������� ��&����

$� $� [0, 1] �
����� [0, 1] ��� ����	� �� ��	!���� # ���	��� ��&�� ���&	��

���+����c

$� %� 1
���	���� ������� ��	!���	� A ⊂ R2 ���&	���� ����	 �
	��������� �����

���������� ���	����� &���
�����	��� ��	!�����
 ���	����

a�b8"a�b$"����		���� A1 ⊂ A ������� ������	�������!�� A �� A1 ���&	��	��

�
��	���� A\A 1 ���&	���� 
�� ��� ������� ��
��� �
������������ P1, P2, . . . , Pn

������� ��������!���	�� ���	������� ������������ ������	���� A\A 1 =
n⋃
k=1

Pk

����	����� �����	���� A\A 1 ���&	�� ��	!������ ��&����

$� &� A = {(x, y) : 0 ≤ x < 7, 0 ≤ y < 7} ,

A1 = {(x, y) : 4 ≤ x < 6, 3 ≤ y < 5} .

$� '� A = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 7, 0 ≤ y ≤ 7} ,

A1 = {(x, y) : 3 ≤ x ≤ 7, 0 ≤ y < 7} .

��



$� .� A = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 7, 0 ≤ y ≤ 7} ,

A1 = {(x, y) : 0 ≤ x < 7, 0 < y < 6} .

a�a>"a�7b"����		���� �
	����	��� ������	���� �����	����

$�$/� A ⊂ R ���&	�� ��	!���	� ���	���� �!��� ��������� ε > 0 �� ����� �������

G (G ⊃ A) �!��� ���&	�� ���+�� ���	��� μ∗(G\A) < ε �
����
	������

��+���	���� 
���� �� �
���	��

$�$�� *��� A ⊂ R ��	!���	� ���&	�� ���	��� � ��	�� ��������� ε > 0 �!���

������� G (G ⊂ A) ��&�� ���&	�� ���+�� ���	��� μ∗(A\G) < ε �
��"

��
	�� ��+���	����

$�$�� *��� A ⊂ B ���	��� μ∗(A) ≤ μ∗(B) ���	����

$�$�� *��� A − ����� ���&	�� ���	��� � ��	�� μ∗(A) = m′(A) �
��	�� �����	��

$�$ � *��� !�
�	� ���� �����	� ������� {An} ���&	��	�� ����
���� �!��� A ⊂⋃
n
An ���	��� � ��	�� �������� �
����
	�� �����	�

μ∗(A) ≤
∑
n

μ∗ (An) .

$�$$� *��� A ⊂ [0, 1] ��	!���	� ���&	�� ���	��� [0, 1]\A ��� ��	!���	� ���	����

$�$%� *��� A �� B ���&	��	�� ��	!���	� ���	��� � ��	�� A∪B, A∩B, AΔB, A\B
���&	��	�� ��	!���	� ���	����

$�$&� .�	!���	� ���&	��	�� ����
���� U(R) ��	�� ������	 ��	����

$�$'� d�
�	� ������� ��	!���	� ���&	��	������ ���	������� �� �
�������� ����

��	!���	� ���&	������

$�$.� *��� A �� B 	�� ��
��� �
������������ ��	!���	� ���&	��	�� ���	��� �

��	�� μ(A ∪B) = μ(A) + μ(B) �
��	�� �����	��

��



$�%/� *��� A �� B 	�� ��	!���	� ���&	��	�� ���	��� �������� �
��	��	�� �����	�-

�5 μ(A ∪ B) = μ(A) + μ(B) − μ(A ∩B),

�5 μ(AΔB) = μ(A) + μ(B) − 2μ(A ∩ B).

$�%�� ��������� ������ A �� B ���&	��	�� �!��� �������� �
����
	�� �����	�-

|μ∗(A) − μ∗(B)| ≤ μ∗(AΔB).

$�%�� A ⊂ E = [0, 1] ��	!���	� ���&	�� �!��� μ (E\A) = 1 − μ(A) �
��	��

�����	��

$�%�� 2����	� ������� ��	!���	� ���&	��	������ ���	������� �� �
�������� ����

��	!���	� ���&	������

$�% � .�	!���	� ���&	��	�� ����
���� U(R) � σ− �	�
��� ������	 ��	����

$�%$� .�	!������� σ− �������	�� ���������� �����	����� �������� ���&	��	��"
���� ��	!������ ��&���-

�5 A =
∞⋃
n=1

[n, n+ 2−n) ; �5 A =
∞⋃
n=1

[
n− 2

3n
, n+

2

3n

)
;

!5 A =
∞⋃
n=1

[
2−n, 21−n) 4 �5 A =

∞⋃
n=1

(
1

(n+ 1)!
,

1

n!

)
�

$�%%� .�	!������� �
	����
	�� ������� �� ����� ����+������ �����	����� ��������

���&	��	������ ��	!������ ��&���-

�5 A =
∞⋂
n=1

[
(1 +

1

n
)n, 11 − (1 +

1

n
)n

)
;

�5 B =
∞⋂
n=0

[
1 − 8

2n
, 4 +

16

2n

)
;

!5 A =
∞⋃
n=1

[
1 − (1 +

1

n
)n, 5 + (1 +

1

n
)n

)
;

�5 B =
∞⋃
n=0

[
1 − n

n+ 1
, 4 +

n

n+ 1

)
.

$�%&� d�
����	����� ��	!�����
 ���&	���� ����	 �
	�������

�	



a�7W"a�8a"����		���� ��� a�W"����	 ���� +���� �
�����

$�%'� .�	!�����
 ���&	��	������ �
�������� ��	!�����
 ���	�����c

$�%.� .�	!�����
 ���&	��	������ �������� ��	!�����
 ���	�����c

$�&/� .�	!�����
 ���&	��	������ ����
���� �������� ��	!�����
 ���	�����c

$�&�� A ⊂ E = [0, 10] ��	!�����
 ���&	��� B ⊂ E ��	!���	� ���&	��� ,	������

���	������� ��	!���	� ���	���� ��������c A ⊂ B ��	�� ���	�	 ��	����

$�&�� A ⊂ E ��	!�����
 ���&	��� B ⊂ E ��	!���	� ���&	��� A ∩ B ���&	��

��	!���	� ���	�����c A ∩B = ∅ � B ⊂ A � A ⊂ B ��		���� ���	�	 ��	����

$�&�� A ⊂ E ��	!�����
 ���&	��� B ⊂ E ��	!���	� ���&	�� ���	���� A\B
���&	�� ��	!���	� ���	���� ��������c A ⊂ B � B ⊂ A ��		���� ���	�	

��	����

$�& � A ⊂ E ��	!�����
 ���&	��� B ⊂ E ��	!���	� ���&	�� ���	���� B\A
���&	�� ������ ��		���� ��	!���	�� ��!��� ��	!�����
 ���	������ ����		����

������������� A ∩ B = ∅ � B ⊂ A � A ⊂ B ��		���� ���	�	 ��	����

$�&$� A ⊂ E ��	!�����
 ���&	��� B ⊂ E ��	!���	� ���&	�� ���	���� AΔB

���&	�� ��	!���	� ���	���� ��������c A ∩ B = ∅ � B ⊂ A � A ⊂ B

��		���� ���	�	 ��	����

$�&%� A1 ⊃ A2 ⊃ · · · ⊃ An ⊃ · · · ��	!���	� ���&	��	�� �
���"�
�	��� �!���
μ(

∞∩
n=1

An) = lim
n→∞μ(An) �
��	���� �����	����

$�&&� .�	!���	� ���&	��	������ A1 ⊂ A2 ⊂ · · · ⊂ An ⊂ · · · �
���"�
�	��� �!���
μ(

∞∪
n=1

An) = lim
n→∞μ(An) �
��	���� �����	����

$�&'� *��� U(R)− ���	�� �������� /
�
� ��(������ ��	!���	� ���&	��	�� ���"

�
����� [a, b] ��������� �
��� ���	��� � ��	�� [a, b] �
����� ���	����!��

��	!���	� ���&	��	�� ����
���� σ− �	�
��� ������	 ��	���� �����	����

�




$�&.� =����� ���&	������� ��	!���� ��	�� �
�� 
���	����� �����	����

$�'/� ��������� A ⊂ R �����	� ���&	�� �!��� μ(A) = 0 
���	����� �����	����

$�'�� A �� B 	�� ���	�� �������� ��	 ��	!���	� ���&	��	�� ���	��� A ∪ B ��

AΔB 	�� ��� ��	 ��	!���	� ���&	��	�� ���	���� �����	����

$�'�� A ⊂ R ��	 ��	!���	� ���&	�� �� ��������� B ⊂ R ���&	�� �!��� μ(A ∩
B) = 0 
���	����� �����	����

$�'�� 2��	�� �������� ���!�� ��	 ��	!���	� ���&	��	�� ����
���� σ ��	�� �� δ

��	�� ���	������ �����	����

$�' � 2��	�� �������� ���!�� ��	 ��	!���	� ���&	��	�� ����
���� ����
���� ������

���	��� �������� ���������� ���&&� ���	������ �����	����

$�'$� 2��	�� ������ ��������� ������	�� ��	 ��	!���	� ���&	���� ����	 �
	�������

$�'%� [0, 1] �
������ ��	!���� >�$ �� �
�� ���	��� �� [0, 1] ���� �
!� �
����


�!� ���	����� �������	 ���&	���� ����	 �
	�������

$�'&� [0, 1] �
������ ��	!���� # �� �
�� ���	��� �� [0, 1] ���� �
!� �
����


�!� ���	����� �������	 ���&	�� ���+����c

$�''� [0, 1] �
������ ��	 ��	!���	� �� [0, 1] ���� ����� �
���� 
�!� �������"

�� ������	� ���&	���� ����	 �
	�������

$�'.� A ⊂ [0, 1] �
!� �
��� 
�!� ���	����� ��	 ��	!���	� ���&	�� ���	��� �����

��&���� A ��� ��	 ��	!���	� ���&	�� ���	���� �������c

$�./� 2������ ��	 ��	!���	� A ⊂ R �� B ⊂ R ���&	��	���� ����	 �
	���������

�	������ �����
��� ���������� A + B = {c : c = a + b, a ∈ A, b ∈ B}
������ ��	!���	� ���	����

��



$�.�� 2������ A ⊂ [0, 1] �� B ⊂ [0, 1] ���&	��	���� ����	 �
	���������

��������	�� ��+���	���- μ(A) = μ(B) = 0, μ(A+ B) = 2.

$�.�� F (x) = 2x+1 �������� ��������� ����	��� μF− /
�
�"2��	�
� ��	!����
����	��� �
	����
 ��	!��� ���	������ �����	����

$�.�� μF , F (x) = 2x+1 ��	!��� �����!�� A = (1, 5] ���&	������ ��	!������

��&����

$�. � μF , F (x) = [x] /
�
�"2��	�
� ��	!���� �����!�� A = (1, 5] ∪ {7, 8}
���&	������ ��	!������ ��&����

<���	���� =����� ���&	���−K 3`�a"����	�� ������5 ��	�� ����	�� ���	���

)��������� 
������� ������������ 3a�8"!��
��5 �
	������
� =��������� 
���&���

������������ K ��	�� �
	��	����
 �� ��� R �� ��������!�� ����	����
- K(x) =

0, x ∈ (−∞, 0] �� K(x) = 1, x ∈ [1,∞) � K �� [0, 1]\K �� ��������!��

����	����
� K1 =

(
1

3
,

2

3

)
���&	�� �� ����� !�
�������� 3a�8"!��
���� ������5

K(x) =
1

2
, x ∈

[
1

3
,

2

3

]
.

K2 = K21 ∪K22 =

(
1

9
,

2

9

)⋃(
7

9
,

8

9

)
���&	�� �� ����� !�
����	�����

K(x) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1

4
, agar x ∈

[
1

9
,

2

9

]
,

3

4
, agar x ∈

[
7

9
,

8

9

]
.

[���

K3 =
4⋃

k=1

K3k =

(
1

33 ,
2

33

)⋃(
7

33 ,
8

33

)⋃(
19

33 ,
20

33

)⋃(
25

33 ,
26

33

)
���&	�� �� ����� !�
����	�����

K(x) =
2k − 1

23 , x ∈ K3k, k = 1, 2, 3, 4.

��



'�)#�����


����� ������� Kn =
2n−1⋃
k=1

Knk ���&	������ k − ������� ���
���	� �� ��"

��� !�
��������

K(x) =
2k − 1

2n
, x ∈ Knk, k = 1, 2, 3, . . . , 2n−1.

2������ ��	��� Kn ���&	��	�� �� �	������ !�
����	����� K �������� ����"

	����� '�
∞∪
n=1

Kn = [0, 1]\K ���&	�� [0, 1] �
����� 
�!�� [��� x0 ∈ K ����

K �������� ����	������� ����� ����� ���	���� � ��	��

K (x0) = sup
{

K(x) : x < x0, x ∈ ∞∪
n=1

Kn

}
�
���
� ����	 ��	����� �������� )��������� 
������� ���������� �
��	����

$�.$� =��������� 
���&��� ���������� K ���� [0, 1] �
����� �
	����
� ����"

��� ������������� �������� 
���	����� �����	����

$�.%� =��������� 
���&��� ���������� F (x) = K (x) ��������� ����	��� /
�
�"

2��	�
� ��	!���� −μK ���	����

�5 μK ���� �����	��� ��	!��� 
���	����� �����	����

��



�5 μK(K) = 1 �
��	���� �����	���� '� �
��� K − =����� ���&	����

!5 A =����� ���&	����� ���	��!�� (K ⊂ A) ��������� ���&	�� ���	����

μK(A) = 1 �
��	���� �����	����

$�.&� �5 F (x) = x �������� ��������� ����	��� /
�
�"2��	�
� ��	!���� ����	���

�
	����
 ��	!��� ���	�����c

�5 F (x) = 2[x] + 1 �������� ��������� ����	��� /
�
�"2��	�
� ��	!����

�����
� ��	!��� ���	�����c

!5 2����	��� /
�
�"2��	�
� ��	!������ ����	 �
	�������

$�.'� *������� ���� σ− ������� ���	����� ��	!����� ����	 �
	�������

$�..� ��� ��� A ⊂ R ���&	����

m(A) =
∑

n∈N∩A

1

2n

����� ��� �������
� m ���&	�� ���������� ��	!��� ���	������ �����������

A = (−∞, 0) �� B = [1, 4] ���&	��	������ ��	!���	����� ��&����

� ���-� ��0������� �#��- �"�� ��*������

�� <������� �
��	��	�� �!����� �������	����� �+�������

#� AΔB = (A ∪B)\(A ∩ B), %� AΔB = (A ∪B)Δ(A ∩B),

`� AΔB = (A\B) ∪ (B\A).

*5 #� % '5 %� ` d5 #� %� ` \5 #� `

�� E− ����
���	 ���&	��� ����	�� ���������	����� ��&����

#5 E\∪
α
Aα = ∩

α
(E\Aα), %5 E\∩

α
Aα = ∪

α
(E\Aα)

`5 AΔB = (A ∪B)\(A ∩ B), b5 (E\A)Δ(E\B) = AΔB

*5 #� % '5 %� ` d5 `� b \5 #� b

��



�� A �� B ���&	��	�� ��
��� �
���������� <�������	�� �!����� �������	�����

�+������� #5 AΔB = A ∪B, %5 A\B = A, `5 B\A = B

*5 #� % '5 %� ` d5 #� %� ` \5 #� `

 � A1 �� A2 ���&	��	�� ��
��� �
���������� <�������	�� �!����� �������	���"

�� �+������� #5 B1 ∩B2 ⊂ (A1 ΔB1) ∪ (A2 ΔB2), %5 A1ΔA2 = ∅,
`5 A1ΔA2 = A1∪A2, b5 (A1∪A2)Δ(B1 ∪B2) ⊂ (A1ΔB1) ∪ (A2ΔB2)

*5 #� %� ` '5 %� `� b d5 #� %� `� b \5 #� `� b

$� f : R → R, f(x) = [0, 5 x] ���	�������� �
��	���� '� �
��� [x] �
	�� x

�������� ����� ������ *��� A = [0, 8] ���	��� f(A) �� ��&����

*5 {0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7} '5 [0, 8]

d5 {0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8} \5 {0; 1; 2; 3; 4}

%� f : X → [5, 26], f(x) = x2 +1 �������� �
��	���� f− ������ 3����
�"

���5 ���	�������� ���	������ �������	 X ���&	���� ��&����

*5 [−5, −2] ∪ [2, 5] '5 [−2, 5] d5 [2, 5] \5 (2, 5)

&� f : [0, π] → [−1, 1], f(x) = cosx, g : [0, π] → [0, 1], g(x) = sinx,

ϕ : [0,
π

2
] → [0, 1], ϕ(x) = sinx, ψ : [0, 2] → [0, 5], ψ(x) = x2 + 1

���	��������	�� �!����� ����
����	����� �+�������

*5 f, g, ϕ '5 f, g, ψ d5 g, ϕ, ψ \5 f, ϕ, ψ

'� f : [0, π] → [−1, 1], f(x) = cosx, g : [0, π] → [0, 1], g(x) = sinx,

ϕ : [0,
π

2
] → [0, 1], ϕ(x) = sinx, ψ : [0, 2] → [0, 5], ψ(x) = x2 + 1

���	��������	�� �!����� ���
����	����� �+�������

*5 f, g '5 f, ψ d5 f, ϕ \5 ϕ, ψ

.� <�������	�� �!����� �����	� ���&	��	���� �+�������

#5 X���� ����	������� ��	����	�� ���&	����

%5 '��!�� ��������	 ���	�� ���&	����

��



`5 _
� ��������� ���!�� ����	�� ���&	����

b5 '��!�� ��� ���	�� ���&	����

*5 #� ` '5 %� b d5 #� %� ` \5 #� `� b

�/� <������� ������	�� �!����� �������	����� �+�������

#5 d�
�	� ���&	��	������ �������� !�
�	� ���&	�� ���	����

%5 2����	� ���&	��	������ �������� �����	� ���&	�� ���	����

`5 =�������� ������	� ���&	��	������ �������� ��������� ������	� ���&"

	�� ���	����

*5 #� ` '5 %� ` d5 # \5 #� %� `

��� <������� ������	�� �!����� �������	����� �+�������

#5 d�
�	� ���&	��	������ �
�������� !�
�	� ���&	�� ���	����

%5 2����	� ���&	��	������ �
�������� �����	� ���&	�� ���	����

`5 =�������� ������	� ���&	��	������ �
�������� ��������� ������	�

���&	�� ���	����

*5 #� ` '5 %� ` d5 # \5 #� %� `

��� <������� ������	�� �!����� �������	����� �+�������

#5 d�
�	� ���&	��	������ ���	������� !�
�	� ���&	�� ���	����

%5 2����	� ���&	��	������ ���	������� �����	� ���&	�� ���	����

`5 =�������� ������	� ���&	��	������ ���	������� ��������� ������	�

���&	�� ���	����

*5 #� ` '5 %� ` d5 # \5 #� %� `

��� =
�������� ���������� ����
���� �������� �����	� ���	��� A1 �� A2

��������� ������	� ���&	��	���� ����	 �
	�������

*5 A1 = [0, 1], A2 = (0, 1) '5 A1 = [0, 1], A2 = [0, 1] ∪ Q

d5 A1 = [0, ∞), A2 = [−2, ∞) \5 A1 = (−∞, 0], A2 = (0, ∞)

� � d�
�	� ���&	��	�� ��������	��� +������ ��&����

��



*5 Q, Z, N '5 {2; 3}, ∅ d5 {2; 3} , [0, 1], Z \5 R, Q, Z

�$� 2����	� ���&	��	�� ��������	��� +������ ��&����

*5 Q, Z, N '5 {2; 3}, ∅ d5 {2; 3} , [0, 1], Z \5 R, Q, Z

�%� =�������� ������	� ���&	��	�� ��������	��� +������ ��&����

*5 Q, Z, N '5 {2; 3}, ∅ d5 {2; 3} , [0, 1], Z \5 [0, 1], R, R\Q

�&� [�����	
�� ���&	��	�� ��������	��� +������ ��&����

*5 Q ∼ Z ∼ N ∼ R '5 [0, 1] ∼ [0, ∞) ∼ R ∼ Q

d5 [0, 1] ∼ R ∼ R2 ∼ R\Q \5 [0, 1] ∼ R ∼ R\Q ∼ Q

�'� 2��	�� �������� ���!�� [a, b) ����� ���
���		�� ����
���� S :

*5 _���� ��	�� ���	���� ��	�� ���	������

'5 ��	�� ���	���� �	�
��� ���	������

d5 ��� ��	��� ��� �	�
��� ���	����

\5 ��� �	�
���� ��� σ �	�
��� ���	����

�.� 2��	�� �������� ���!�� !�
�	� ���&	��	�� ����
���� S :

*5 _���� ��	�� ���	���� ��	�� ���	������

'5 ��	�� ���	���� �	�
��� ���	������

d5 ��� ��	��� ��� �	�
��� ���	����

\5 ��� �	�
���� ��� σ �	�
��� ���	����

�/� 2��	�� �������� ���!�� !�
�	�� �����	� �� ��������� ������	� ���&	��	��

����
���� S :

*5 _���� ��	�� ���	���� ��	�� ���	������

'5 ��	�� ���	���� �	�
��� ���	������

d5 ��� ��	��� ��� �	�
��� ���	����

\5 ��� �	�
���� ��� σ �	�
��� ���	����

��



��� 2��	�� �������� ���!�� !�
����	����� ���&	��	�� ����
���� S :

*5 _���� ��	�� ���	���� ��	�� ���	������

'5 ��	�� ���	���� �	�
��� ���	������

d5 ��� ��	��� ��� �	�
��� ���	����

\5 _���� ��	�� ������	 ��	������

��� 1
���	������ ���!�� ������� ��������!���	�� ����
���� S :

*5 _���� ��	�� ���	���� ��	�� ���	������

'5 ��	�� ���	���� �	�
��� ���	������

d5 ��� ��	��� ��� �	�
��� ���	����

\5 ��� �	�
���� ��� σ �	�
��� ���	����

��� E = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1} ���	�� ����������� ���!��


	
�
���� ���&	��	�� ����
���� S :

*5 _���� ��	�� ���	���� ��	�� ���	������

'5 ��	�� ���	���� �	�
��� ���	������

d5 ��� ��	��� ��� �	�
��� ���	����

\5 ��� �	�
���� ��� σ �	�
��� ���	����

� � E = [0, 1] ��(&	������ ���!�� ���� ��(&	��	������ ������	 ��&��� A(E)

����
�� ����
���� ������ Δ ���	��� �������� ���&&� ������	 ��	����

,���� ���	�� 
	
�
��� e (e ∗ x = x ∗ e = e) �� ��&����

*5 e = [0, 1] '5 e = ∅ d5 e = {0} \5 e = (0, 1)

�$� E = [0, 1] ��(&	������ ���!�� ���� ��(&	��	������ ������	 ��&��� A(E)

����
�� ����
���� ������ Δ ���	��� �������� ���&&� ������	 ��	���� '�

���&&��� x = (0, 1) 
	
�
���� �
����� 
	
�
���� ��&����

*5 x−1 = {0} '5 x−1 = ∅ d5 x−1 = (0, 1) \5 x−1 = [0, 1]

�%� P =

{
1, 4 ≤ x ≤ 5

3

5
, 2, 5 ≤ y ≤ 15

2

}
������� ��������!������� ��	!��"

���� ��&����

��



*5 %> '5 21 d5 18, 75 \5 20, 4

�&� P = {0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1} �� Q = {0, 3 ≤ x ≤ 0, 8, 0 ≤ y ≤ 1}
������� ��������!���	�� �
������������ ��	!������ ��&����

*5 0, 5 '5 0, 8 d5 0, 15 \5 0, 75

�'� P = {0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1} �� Q = {0, 5 ≤ x ≤ 1, 5, 0 ≤ y ≤ 1}
������� ��������!���	�� ���	����������� ��	!������ ��&����

*5 1, 3 '5 1, 4 d5 1, 5 \5 2

�.� P = {0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1} �� Q = {0, 5 ≤ x ≤ 1, 5, 0 ≤ y ≤ 1}
������� ��������!���	�� ����
���� ������������ ��	!������ ��&����

*5 0, 5 '5 1 d5 1, 5 \5 0, 8

�/� P = {0 ≤ x ≤ 5, 0 ≤ y ≤ 5} � P1 = {0 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ 2}. P\P1

���������� !�
�	� ����	������ 
�� ������ �
!��� ������� ��������!��� ���"

�������c

*5 b '5 ` d5 % \5 a

��� A = {0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 0, 2} ∪ {0 ≤ x ≤ 1, 0, 8 ≤ y ≤ 1}

	
�
���� ���&	������ ��	!������ ��&����

*5 0, 2 '5 0, 3 d5 0, 4 \5 0, 5

��� A = {0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ x} ���&	������ ������ ��	!������ ��&����
*5 0, 2 '5 0, 3 d5 0, 4 \5 0, 5

��� /
�
� ��	!�������� �������	�� ��������� �����������

*5 μ
(

n∪
k=1

Ak

)
=

n∑
k=1

μ(Ak), Ai ∩Aj = ∅ � i �= j

'5 μ
( ∞∪
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

μ(An), Ai ∩Aj = ∅ � i �= j

d5 lim
n→∞μ(An) = μ(A), A =

∞∪
n=1

An, A1 ⊂ A2 ⊂ · · · ⊂ An ⊂ · · ·
\5 μ

( ∞∪
n=1

An

)
≤

∞∑
n=1

μ(An)

�	



� � /
�
� ��	!�������� ����� �������	�� ��������� �����������

*5 μ
(

n∪
k=1

Ak

)
=

n∑
k=1

μ(Ak), Ai ∩Aj = ∅ � i �= j

'5 μ
( ∞∪
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

μ(An), Ai ∩Aj = ∅ � i �= j

d5 lim
n→∞μ(An) = μ(A), A =

∞∪
n=1

An, A1 ⊂ A2 ⊂ · · · ⊂ An ⊂ · · ·
\5 μ

( ∞∪
n=1

An

)
≤

∞∑
n=1

μ(An)

�$� /
�
� ��	!�������� σ− �������	�� ��������� �����������

*5 μ
(

n∪
k=1

Ak

)
=

n∑
k=1

μ(Ak), Ai ∩Aj = ∅ � i �= j

'5 μ
( ∞∪
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

μ(An), Ai ∩ Aj = ∅ � i �= j

d5 lim
n→∞μ(An) = μ(A), A =

∞∪
n=1

An, A1 ⊂ A2 ⊂ · · · ⊂ An ⊂ · · ·
\5 μ

( ∞∪
n=1

An

)
≤

∞∑
n=1

μ(An)

�%� /
�
� ��	!�������� �
	����
	�� ��������� ��&����

*5 μ
(

n∪
k=1

Ak

)
=

n∑
k=1

μ(Ak), Ai ∩Aj = ∅ � i �= j

'5 μ
( ∞∪
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

μ(An), Ai ∩Aj = ∅ � i �= j

d5 lim
n→∞μ(An) = μ(A), A =

∞∪
n=1

An, A1 ⊂ A2 ⊂ · · · ⊂ An ⊂ · · ·
\5 μ

( ∞∪
n=1

An

)
≤

∞∑
n=1

μ(An)

�&� A ⊂ [0, 1] − ��	!�����
 ���&	��� <�������	�� �!����� ��	!�����
 ���&	��	����

�+������� #5 [0, 1]\A, %5 A ∩ Q, `5 A ∩ ([0, 1]\Q).

*5 #� ` '5 %� ` d5 #� % \5 #� %� `

�'� A ⊂ [0, 1]− ��	!�����
 ���&	��� K− =����� ���&	��� ���	���� <������"

�	�� �!����� ��	!���	� ���&	��	���� �+�������

1) [0, 1]\A, 2) A ∩ Q, 3) A ∩K.
*5 #� ` '5 %� ` d5 #� % \5 #� %� `

�.� μF ��	!��� F (x) = [x] �������� ��������� ����	��� /
�
�"2��	�
� ��	!�����

�




A = {1, 2, 3} ���	���� μF (A) �� �����	����

*5 # '5 % d5 ` \5 >

 /� F (x) = K(x)− =��������� 
���&��� ����������� μF− 
�� F (x) �����"

���� ����	��� /
�
�"2��	�
� ��	!���� ���	���� A =

(
1

3
;
2

3

)
���&	������

��	!������ ��&����

*5
1

3
'5

2

3
d5

π

2
\5 >

� ��� �#��- 5�*����� *� 0�	���������

��9� ��	������� ������ �������

�/� x ∈ E\⋂
α
Aα ��������� 
	
�
�� ���	���� , ��	�� x ∈ E �� x /∈ ⋂

α
Aα

���	���� '����� ������� α0 ���+�� ���	��� x ���� Aα0
���&	���� �
����"

	� 
���	����� �
	���
� \
���� x 
	
�
�� Aα0
���&	������ ���	�����!������

������� 2������ ��	��� α0 �!��� x ∈ E\Aα0
��������� �����	�� ������ ��


x ∈ ⋃
α
(E\Aα) �� 
�� ���	���
� '� 
��

E\
⋂
α

Aα ⊂
⋃
α

(E\Aα ) (1.1j)

����������� �
	����� !��������� [��� �
����� ����������� �����	����
� *���

x ∈ ⋃
α
(E\Aα) ���	��� � ��	�� ����� α0 �!��� x ∈ E\Aα0

���	���� ������

x 
	
�
�� Aα0
���&	���� �
����	� ���	������ �� 
�� x �∈ ⋂

α
Aα 
���	�����

��	������� \
���� x ∈ E\⋂
α
Aα 
���� '����� ��


E\
⋂
α

Aα ⊃
⋃
α

(E\Aα ) (1.2j)

����������� �
	���
� 3#�#+5� 3#�%+5 ���������	�� 3#�b5 �
��	���� �����	�����

�'� A ∪ B = [0, 1], A\B = {0, 1} , AΔB = {0, 1} , A ∩ B = (0, 1).

�.� A ∪ B = {2, 3, 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 15, 16, 18, 20, 21, 22, 24, . . .} ,
A\B = {2, 4, . . . , 2(3n− 2), 2(3n− 1), . . .} , A ∩ B = {6, 12, . . . , 6n, . . .}

��



AΔB = {2, 3, 4, 8, 9, 10, 14, 15, 16, . . .} .
�/� A ∪ B = R, A\B = Q � AΔB = R, A ∩B = ∅.
��� A ∪ B = [0, 1], A\B = A � AΔB = [0, 1], A ∩B = ∅.
��� A =

{πn
4
, n ∈ Z

}
, B =

{π
4

+
πn

2
, n ∈ Z

}
� '� �
��� B ⊂ A ������"

��� �����	�� �
��� A∪B = A, A∩B = B, A\B = AΔB =
{πn

2
, n ∈ Z

}
�

��� A ���&	�� #�#�"!��
���� ����
����	 ������	����� ����� B ���&	�� #�#�"

!��
���� �
�����	 ������	����� ����� A∪B = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1} ,
A\B = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y < x} ,
A ∩B = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, y = x} ,
AΔB = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y < x} ∪ {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, x < y ≤ 1} .

"�"�#�����


� � A ∪ B − #�%�"!��
���� ������	����� ����� A\B − !��
���� ����
��"

��	 ������	����� ����� AΔB;− !��
���� �
�����	 �� ����
����	 ������	�����

����� A ∩B − !��
���� ����	�� ������	����� �����

"�&�#�����


�.� Z = Z, X = {1, 2}, Y = {3} � X × Y = Y × X �
��	����� X = Y

�
	�� !�������

 /� X × Y = {(1, 2), (1, 4), (3, 2), (3, 4), (5, 2), (5, 4)} ,
Y ×X = {(2, 1), (2, 3), (2, 5), (4, 1), (4, 3), (4, 5)} .

��



X × Y = Y ×X �
��	�� ������ �	����� ������� 
����

  � 1������ 
���� ����	�� X = [0, 1], X1 = [1, 2], Y = [2, 3], Y1 = [3, 4].

 .� A∗ = B ∪ C ∪D, A∗ = B ∩ C ∩D.
$�� xm = (−1)m �
���"�
�	�� Ω �� ������	�� 	
��� {xm} /∈

∞⋃
n=1

Ωn.

�� § � �0���-���������

.� E(R) =

{
0,

1

2
,
1

3
, . . . ,

1

n
, . . .

}
. �/� E(P ) = R. ��� E(S) = [0,∞).

��� g(A) = {0, 1, 2}, g−1(B) = [2, 4). ��� R(A) = {0}, R−1(B) = ∅.
� � f(x) = x, g(x) = 1 − x, (f + g)(x) = 1 �

f(x) = x, g(x) = x− 3, (f − g)(x) = 3.

�%� %�%8"����	�� �������

�&� A �� B ���&	��	�� ��
��� �
���������� ��(�� A ∩ B = ∅. '� �
�"
��� P (A ∩ B) = ∅ 
���	����� �	���
� '� ���&	��	������ P ���	������������

������	��� �����"��� �������� ��(�� P (A) = [0, 1] � P (B) = [0, 1] � \
����

P (A) ∩ P (B) = [0, 1] �= ∅ = P (A ∩B) �

�.� χX\A (x) = 1 − χA (x) ,

χA∪B (x) = χA (x) + χB (x) − χA (x) · χB (x) ,

χA∩B (x) = χA (x) · χB (x) , χA\B (x) = χA (x) − χA (x)χB (x) �

χAΔB (x) = χA (x) + χB (x) − 2χA (x) · χB (x) �

���  ��+��� � � 1������ 
����

�'� f(A) =

{
1

2
, 1,

3

2
, 2,

5

2
, 3,

7

2
, 4

}
� f−1(B) = [5, 6) �

�.� X = [−3,−2] ∪ [2, 3] �

 /� X ⊂ (−∞, 0] ���� X ⊂ [0,+∞) ���� ��������� ���&	���

 �� '� ���	�������� ��� �����
����� ��� ���
�����

 �� ���
����	��� f, ϕ, ψ. 2����
����	��� f, g, ϕ. '��
����	��� f, ϕ.

�� §. ��	������� 2�**���

'� Ka = {(x, y) : x = a,−∞ < y <∞}− ���� �
���	���� x = a �
�����	

������� !��
����� �������

��



.� Kr =
{
(x, y, z) : x2 + y2 + z2 = r

}− ���� ��
��� �����
� ���������� �����"
�� ������� r ≥ 0 ���	��� ��
����� �������

��� '��	���� ��� f(2n) = n �

�.� '� ���&	��	�� ��������� ���
���� ���	����

f : R → (0, 1), f(x) =
1

π
arctgx+

1

2

�������� ��������� ��������� ������� '� ���	������������ ���
���� 
���	���

�������
�� ������������ �����	������ �
	�� !�������

��� _���� �� !�
�	� ���&	���

��� A = N, B = {3, 4, . . . , n, . . .} .
��� A = N, B = {. . .− 2,−1, 0, 1, 2} .
�%� 2����	��

��� A =

{
0, 1,

1

2
,
1

3
, . . . ,

1

n
, . . .

}
, B =

{
1

2
,
1

3
, . . . ,

1

n
, . . .

}
���&	��	�� ���	����

, ��	�� [0, 1]\A = (0, 1)\B = C � A �� B 	�� �����	� ���&	��	�� ���	���	���

�!��� f : A→ B ���
���� ���	�������� ���+��� , ��	��

g(x) =

⎧⎨⎩ f(x), agar x ∈ A

x, agar x ∈ C
�������� [0, 1] �� (0, 1) �� ���
���� ���	���������

��� f(x, y) =

(
a+

x+ 1

2
(b− a), c+

y + 1

2
(d− c)

)
� (x, y) ∈ [−1, 1] ×

[−1, 1].

�%� A ⊂ R\Q ����� �����	� ���&	�� ���	���� � ��	�� B = A∪Q ��� �����	�

���&	�� ���	���� f : A → B ����� ���
���� ���	�������� ���+��� , ��	��

g(x) =

⎧⎨⎩ f(x), agar x ∈ A

x, agar x ∈ R\(Q ∪ A)
�������� R\Q �� R �� ���
���� ���	��"

������ ���	����

 .� [�����	
��� $�� ����������	 ���	�� �!����

$.� A = [0; 1] ��������� ������	� ���	���� �!��� `�b"�
��
���� ����� �����

���!�� ���� ���&	��	������ ������ ���&	�� ��&
���������� ������	� ���	����

%/� A ⊂ [0, 1] ���� ��������� ���&	�� ���	���� f(x) = χA(x) − A ���&	������

��



������
������ ������������ �	���
� , ��	�� χA ������
������ �������� A ���&	��

����	� ��� ������	� ����	������ \
���� [0, 1] �� ����	����� �� ����� 0 ����

1 ������ ����	 ��	��!�� ��������	�� ���&	��� ��	�� [0, 1] ���� ���!�� ����

���&	��	��� ��������� ���
���� ���	�� ���+��� [0, 1] ���&	������ ���!�� ����

���&	��	������ ������ ����
������ ������� ��&
���������� ���	���� ���� [0, 1]

�� ����	����� �� ����� 0 ���� 1 ������ ����	 ��	��!�� ��������	�� ���&	���

��&
���������� ������	� ���&	�� ���	����

%�� `�b"�
��
���� ����� R2 ���� ���!�� ���� ���&	��	������ ������ ���&	��

��&
���������� ������	� ���	����

%�� '� ���&	�� 7>"����	�� �
	����	��� ���&	���� ���	����� ������� �!��� �

��&
���������� ������	� ���	����

 � § � ��	������� ����"������

�/� 2��	�� �������� ��&�� ���&	��	�� ����
�����

�$� *��� A, B ∈ P = ∩
α

Pα ���	��� � ��	�� ��������� α �� A, B ∈ Pα

���	���� Pα ��	�� ���	���	��� �!��� AΔB ∈ Pα, A ∩ B ∈ Pα. , ��	��

AΔB ∈ P �� A ∩B ∈ P.

��� _���� ��	�� ���	������

� � '��	����

�$� _���� ��	�� ���	���� 	
��� ��	�� ���	������

�%� ��	�� ������	 ��	����

�/� 2���
�� �����	� ���	������� �������� ��&�� 
����  ���	��� An =
{
n−1

} ∈
S 	
���

∞⋃
n=1

An /∈ S.

��� S ��	�� �������� �����	����� Oxy ����������	�� ����
�������� 
	
�
����

���&	��	�� ����
������ �	���
� S45 ��	�� �������� Oxy �� 450 �� ���������

����	 ���	��� ����������	�� ����
�������� 
	
�
���� ���&	��	�� ����
������ �
	"

��	����
� S ∪ S45 ����
������ ��	�� 
���	��� �������� d����� �� ���&	��	��

����
���� �
������ ���	��� �������� ��&�� 
����

��



��� S1 = {A, ∅} , S2 = {A, {a}, {b, c}, ∅} , S3 = {A, {b}, {a, c}, ∅} , S4 =

{A, {c}, {a, b}, ∅} , S5 = {A, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, ∅} �� ����
��"
	�� ��� ��	��� ��� �	�
��� ���	���� P1 = {∅, {a}} , P2 = {∅, {b}} , P3 =

{∅, {c}} �� ����
��	�� ��	�� ���	���� 	
��� �	�
��� ���	������
��� ��	�� ������	 ��	����

� � '� ����
�� ����
���� ������ ���	��� �������� ��&�� 
����  ���	���

A = [0, 7], B = (1, 3) �!��� AΔB = [0, 1] ∪ [3, 7] ���&	�� �� ����
����

������	� 
����

�$� A = (0, 7] × (0, 7] �� B = (0, 5] × (3, 5] ���&	��	�� �!��� AΔB ��

����
���� ������	� 
����

�%� '� ����
���� ���	�� 
	
�
�� ���+�� 
���� '� ����
�� ��	�� ���	������

�&� [�� ������ b �� ������� ��������!��� �����������  �����	 &
���
�� a>�

�'� '� ����
�� σ− ��	�� ���	������ σ− �	�
��� ���	������

�.� PA ���� ��	�� 
���	����� �����������
� ��������� ��� B̃1 = A∩B1, B̃2 =

A ∩B2 ���	���� , ��	��

B̃1 ∩ B̃2 = (A ∩ B1) ∩ (A ∩ B2) = A ∩ (B1 ∩ B2) ∈ PA.

����� �������

B̃1ΔB̃2 = (A ∩B1)Δ(A ∩B2) = ((A ∩B1) ∪ (A ∩B2)) \ (A ∩ (B1 ∩B2)) =

= A ∩ (B1ΔB2) ∈ PA

��������� �����	�� \
���� PA ����
�� ��	�� ���	���� '� ����
���� A ���&	��

���	�� 
	
�
�� ���	���� ��(�� PA ����
�� �	�
��� ���	���� *��� P ����
��

σ− ��	�� ���	��� � ��	�� PA ���&	��	�� ����
�������� σ− �	�
��� ���	����

�����������
� ��������	����

 /� X �����	� ���&	�� ���	���

 �� �5 _���� ��	�� ������	 ��	������ �5 �� !5 	�� ����� ��	�� ������	 ��	����

��	�� �� �	�
��� ������	 ��	������

��



$� §.�	�#��*�� ��	�������

�'� A =

[
1

27
, 2

)⋃
[3, 4) , μ(A) = 2

26

27
.

�.� A =

[
1

27
, e

)⋃[
3, e2

) ∪ [
9, e3

)
, μ(A) = e3 + e2 + e− 12

1

27
.

�/� A =

[
1

60
,

1

24

)⋃[
1

16
,
5

2

)
, μ(A) = 2

37

80
.

��� A =

[
3

256
,
1

4

)⋃{
1

256

}
, μ(A) =

61

256
.

��� A =

(
0,

3

8

)⋃(
3

8
,
13

24

)⋃(
7

8
,
25

24

)
, μ(A) =

17

24
.

�&� μ(A) = 0. �'� μ(A) =
1

2
. �.� μ(A) = 1.

�/� Ak ⊂ [0, 1], k ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} ��	�� ���	������� !�
���

���	� ���� ����	������ k ������ ������������� ���	�� ���&	����� �
	��	����
�

'�
 ���	������ !�
���
 ���	� ���� ����	������ 5 ������ ������������� ���"

	�� ���&	��������� ��	!���� # 
���	����� a�b"����	�� ����������� ����� ��������

����	��� k ∈ {1, 2, . . . , 9} �!��� μ(Ak) = 1 
���	��� ��������	���� 2��	������

!�
���
 ���	� ���� ����	������ # ��� $ ��!�� ���	��� ���!�� �����	�� ���"

���������� ���	�� ���&	��� A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩A9 ��� ������ ���	���� , ��	��

μ

(
[0, 1] \ (

9⋂
k=1

Ak)

)
= μ

(
9⋃

k=1

([0, 1] \ Ak)

)
≤

9∑
k=1

μ([0, 1] \Ak) = 0

���	���� \
���� μ(A1 ∩A2 ∩ · · · ∩A9) = 1 ���	����

� � 2���� 
����  ���	��� A = [0, 1]∩Q ���	���� � ��	�� μ(A) = 0, μ(A) = 1

���	����

�'� �5 b�`"��(����� ����� A '��
	 ��&����� ���&	�� ���	����

An =

(
n− 1

3n
, n+

1

2n

]
���&	��	�� ��
��� �
���������� ������� �!��� μ(A) =

∞∑
n=1

μ(An) =
∞∑
n=1

(
1

2n
+

1

3n

)
=

3

2
� �5 μ(A) = ∞, !5 μ(A) = 1.

�.� �5 μ(A) = 1, �5 μ(A) = 0, !5 μ(A) = ∞, �5 μ(A) = 3, 5,


5 μ(A) = 2
1

3
+

1

e(e− 1)
, �5 μ(A) = 2

3

10
.

��



 /� �5 A2n−1 = [n− 1, n) , A2n = [−n, 1 − n) � �5 An = [n,∞) ∪ (0, 1) .

!5 An = (−∞, n) ∪ N � �5 An =
∞⋃
k=1

[
k +

1√
n+ k

, k +
1√

n+ k − 1

)
.

 �� �5 μ(A) = π, �5 μ(A) = π.

 �� μ(A) = 1 − a �   � E(f) = [0, λ].  $�  ��+�� 
����

 %� B ⊂ [0, 1] ��	!�����
 ���&	�� ���	���� , ��	�� A = {(x, y) : x ∈ B, y = 1}
∪ {(x, y) : x = 1, y ∈ B} ���&	�� �!��� prxA = B, pryA = B ���	����

 &� A\A1 = P1 ∪ P2 ∪ P3 ∪ P4 3a�#�"!��
���� ������5� P1 = [0, 4) × [0, 7) ,

P2 = [4, 7)× [5, 7) � P3 = [6, 7) × [0, 5) , P4 = [4, 6) × [0, 3) .

μ(A\A1) = 45.

'�"�#�����


 '� A\A1 = P1 ∪ P2. a�%�"!��
���� ������� P1 = [0, 3) × [0, 7) , P2 =

[0, 7] × {7} . μ(A\A1) = 21 �

'�&�#�����


 .� A\A1 = P1 ∪ P2 ∪ P3. a�`�"!��
���� ������� P1 = [0, 7] × [6, 7] , P2 =

[0, 7] × {0} , P3 = {7} × [0, 6) � μ(A\A1) = 7 �

'�$�#�����


��



%/� �: μ(A∪B) = μ(A)+μ(B)−μ(A∩B) �
��	���� �����	����
� A∪B ��
��
��� �
������������ ���&	��	������ ���	������� ������������ ������	����
-

A ∪ B = (A \ (A ∩B)) ∪ (B \ (A ∩ B)) ∪ (A ∩ B).

'� ����	����� �� ��	!������� �������	�� ����������

μ(A ∪B) = μ(A \ (A ∩B)) + μ(B \ (A ∩B)) + μ(A ∩ B) (5.1j)

�� �	���
�  �(	���� ��	!���	� E �� A ���&	��	�� �!��� A ⊂ E ���	�����

μ(E \ A) = μ(E) − μ(A) �
��	�� �����	�� 2����� ����� μ(A \ (A ∩ B)) =

μ(A)−μ(A∩B), μ(B \ (A∩B)) = μ(B)−μ(A∩B) ���	���� '�	���� 3a�#+5

�
��	���� ������ μ(A ∪ B) = μ(A) + μ(B) − μ(A ∩B) �
��	���� �	���
�

�: �
��	���� �����	����� ���������� �
��	����� �����	�����
-

μ(AΔB) = μ((A ∪ B) \ (A ∩B)) = μ(A ∪B) − μ(A ∩B). (5.2j)

3a�%+5 �� μ(A ∪ B) ������� μ(A) + μ(B) − μ(A ∩ B) �� ������� μ(AΔB) =

μ(A) + μ(B) − 2μ(A ∩ B) �
��	���� �	���
�

%$� �5 μ(A) = 1. �5 μ(A) = 2. !5 μ(A) = 1. �5 μ(A) = 1.

%%� �5 μ(A) = 11 − 2e � �5 μ(A) = 3 � !5 μ(A) = 4 + 2e � �5 μ(A) = 5 �

%&� d�
����	����� ��	!�����
 ���&	�� ��������!�� ����	���� '����� �!���

[−1, 1] �
������� �����	��� ������� 
�����	
��	�� ������!������ ��������
-

���� x �� y ���� �������� x − y ∈ Q ���	��� �	�� 
�����	
�� �
��	���� '�

��������� 
�����	
��	�� ���������� ���	���� 2������ �!��� [−1, 1] �
���

��
��� 
�����	
�� ���	��� 
	
�
��	����� ������ K(x), x ∈ [−1, 1] ���:����

�+��	���� '���� ���	� ���:�� ��
��� �
���������� 2������ ��	�� [−1, 1] �
���

��
��� �
������������ K(x), x ∈ [−1, 1] ���:���� �+��	���� [��� �� ���"

:������ ��� ������� �������� 
	
�
�� ���	�� �	��� �� ���	�� �	����� 
	
�
��	��

���&	����� A ��	�� �
	��	����
� ����	 ���	��� A ���&	�� ��	!�����
 ���&	��

���	����

�	



%'� .�	!���	� ��� ��	!�����
 ��� ���	���� �������  ���	��� A ⊂ [0, 1) ����

B ⊂ [1, 2) ���� ��	!�����
 ���&	��	�� ���	���� , ��	�� �	������ �
��������

A ∩B = ∅ ��	!���	� ���&	��� A ∩A = A ��	!�����
 ���&	�� ���	����

%.� .�	!���	� ���� ��	!�����
 ��� ���	���� �������  ���	��� A0 = [0, 1)

��	!�����
 ���&	�� ���	���� A = A0 ∪ [1, 2), B = A0 ���	��� A\B = [1, 2)

��	!���	� ���&	�� ���	���� *��� A = A0∪[1, 2), B = [1, 2) �
���� A\B = A0

��	!�����
 ���&	�� ���	����

&/� .�	!���	� ���� ��	!�����
 ��� ���	���� �������

&��  ������

&�� *��� A∩B = ∅ ���	��� �
������� ��	!���	� ���&	�� ���	���� *��� B ⊂ A

���	��� �
������� A ∩ B = B ��	!���	� ���&	�� ���	���� *��� A ⊂ B ���	���

�
������� A ∩ B = A ��	!�����
 ���&	�� ���	����

&�� *��� A ⊂ B ���	��� A\B = ∅ ��	!���	� ���&	�� ���	���� *��� B ⊂ A

���	��� A\B ��	!�����
 ���&	�� ���	����
& � A ∩ B = ∅ ��	�� B\A = B ��	!���	� ���&	�� ���	���� B ⊂ A ��	��

B\A = ∅ ��	!���	� ���&	�� ���	���� A ⊂ B ��	�� B\A ��	!�����
 ���&	��

���	����

&$� A∩B = ∅ � ��	!���	� ���&	��� B ⊂ A �� A ⊂ B ��		���� AΔB ���&	��

��	!�����
 ���	����

'$� =����� ���&	����

'%� a�b%"����	�� a = 0, 1 �
� �	���� μ(A) = 0, 9 ���	���� '� A ���&	��

�
!� �
��� 
�!� ���	����� �������	 ���&	�� ���	����

'&�  ��+�� 
����

''� A = K ∪ ([0, 1] ∩ Q) � '� �
��� K =����� ���&	����

'.� 2���� 
����

./� A = K, B = K � '� �
��� K =����� ���&	����

.�� A = B = K. '� �
��� K =����� ���&	���� K + K = [0, 2] �
��	��

	




#`�a"����	�� �����	������

.�� a�##"��(����� ������

μF (A) = F (5) − F (1) = 2 · 5 + 1 − (2 · 1 + 1) = 11 − 3 = 8.

. � μ(A) = 6.

.&� �: ��� #: a�$7"����	�� �������

.'� X = [0, 1]
⋂

Q �
���
� Sm ����	� X ���� (a, b) ���
���	� [a, b]

�
��� �� [a, b), (a, b] ����� ���
���		�� ��	�� �
������	������ ������ ���&"

	��	�� ����
������ �
	��	����
� Sm ����� ��	�� ���	���� *��� Aab = X
⋂

(a, b)

(
⋂

[a, b],
⋂

(a, b],
⋂

[a, b)) �
���� �� ��� ��� Aab ���&	���� m(Aab) = b−a
����� ��� �������� �� ���&	�� ���������� m : Sm → R+ �������� ����

σ − ������� ���	����� ��	!��� ���	����

..� #5 m ���&	�� �������������� ����	����� ������ R ���� ���!�� ����

���&	��	��� ����
���� ���	���� '� ����
�� ����� ��	�� ������	 ��	����

%5 m(A) ≥ 0 �
����
	�� m ���� ����	��������� �
	�� !�������

`5 ���� A �� B ���&	��	�� �
��������

μ(A ∪B) =
∑

n∈N
⋂

(A
⋃
B)

1

2n
=

∑
n∈N

⋂
A

1

2n
+

∑
n∈N

⋂
B

1

2n
= μ(A) + μ(B)

�
��	�� �����	�� '� �
���� ��	!������� �������	�� ������� �
	�� !������� μ(A) =

0 � μ(B) = 0, 875.

� ����� 0"������4�- �"�� 5�*������

#"d %"* `"d b"\ a"\ 7"* 8"* W"d $"' #>"d ##"d #%"\ #`"'

#b"' #a"* #7"\ #8"d #W"* #$"' %>"\ %#"' %%"* %`"d %b"' %a"d

%7"' %8"* %W"d %$"' `>"d `#"d `%"\ ``"* `b"\ `a"' `7"d

`8"* `W"' `$"d b>"\�

	�



��� 
6;6< �=�6<��
�

,���� ���	���� ��	!���	� ��������	�� �� �	������ /
�
� ���
���	� �����	���

����� ��	������ .�	!���	� ��������	�� /
�
� ���
���	� ������!������ ����������

������ ����� �����	������ .�	!���	� ��������	�� ��(��;� �	������ ������ ���"

��	��� �
	����	���� X��	����� ��	!���	� ��������	�� ���&	������� �����
��� ���	"

	���� �������� ��&��	���� ��������
� ��	!���	� ��������	�� �
���"�
�	��� ���"

��	��� �� /
�
� ���
���	� ��(��;� ������ �����	��� ����� 
��	���� *��	�� �������"

	��	�� �� �� ��
���	��� �!��� �
���	�!�� ����	�	�� �
��	����

%� § � �	�#��*�� ,�-0��)����

'� &��������� �
	����
 ���������� )��������) ��(���� ����� ���	��� ��	"

!���	� �������� ������!������ �
	������
� .�	!���	� ��������	�� /
�
� ���
���	�"

�� ���������� ������ ����� �����	������ '�
�� E ⊂ R (E ⊂ R2) /
�
�

��(������ ��	!���	� ���&	�� �� ���� ����	����� ������� ������	� f ��������

�
��	��� ���	����

%�����7��,� !��� ��������� c ∈ R ����� {x ∈ E : f(x) < c} := E(f < c)

����	�� ��	����	� ���	��� f �������� E ����	���� ��	����	� �
��	��� 

%��� f : E → R, f(x) = a = const ������������ ��	!���	� 
���	����� ��(���

��������� �����������

!"#����� ��������� c ∈ R �!���

E(f < c) = {x ∈ E : f(x) < c} =

⎧⎨⎩ E, agar c > a,

∅, agar c ≤ a

�
��	�� �����	�� E �� ∅ ���&	��	�� ��	!���	�� \
���� ��������� c ∈ R �!���

E(f < c) ���&	�� ��	!���	� 
���� 7�#"��(����� ������ f(x) = a �������� E ��

��	!���	� ���	���� �

%��� ��������	���� ��(��� ��������� ��	!���	� 
���	����� �����������

	�



�5 f(x) = [x], x ∈ [0, 2). �5 f(x) = {x}, x ∈ [0, 2).

!5 f(x) = 2x+ 3, x ∈ [0, 3] � �5 f(x) = x2 − 5, x ∈ [−2, 3].


5 f(x) = 2x − 1, x ∈ [0, 2]. �5 f(x) = ln(x+ 1), x ∈ [0, 2).

�5 f(x) = sinx+ 5, x ∈ [0, π]. �5 f(x) = cosx+ 5, x ∈ [−π, 0].

!"#����� '�
 �5 ����	���� �
!������ �
����
� ��������� c ∈ R �!���

E(f < c) = {x ∈ E : [x] < c} =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
∅, agar c ≤ 0

[0, 1), agar 0 < c ≤ 1

[0, 2), agar c > 1

�
��	�� �����	�� ∅ �� [0, 1) � [0, 2) ���&	��	�� ��	!���	�� \
���� ��������� c ∈
R �!��� E(f < c) ���&	�� ��	!���	� 
���� 7�#"��(����� ������ f(x) = [x]

�������� E e [0, 2) �� ��	!���	� ���	���� �

%��� .�	!���	� ���	����� ���������� ����	 �
	�������

!"#����� E ������ ��	!���	� ���&	��� A ⊂ E ��	!�����
 ���&	�� ���	����

<������� ���������� �������
-

f(x) =

⎧⎨⎩ − 1, agar x ∈ A

1, agar x ∈ E\A .
(6.1)

'� �������� �!��� E(f < 0) = A ���	��� � ��	!�����
 ���&	��� \
���� f

�������� E �� ��	!���	� 
���� �

%� � *��� A ⊂ E ��	!�����
 ���&	�� ���	��� � ��	�� g(x) = χE\A(x) ��������

��	!�����
 ���	������ �����	����

������ 1��&	�� ������
������ ���������� ��(��;�� ����� E(g < 0, 5) = A

���	��� � ��	!�����
 ���&	��� \
���� g : E → R ��	!���	� �������� 
���� �

%�$� *��� f �������� E ���&	���� ��	!���	� ���	��� � ��	�� ��������� a, b ∈ R

	�� �!��� �������� ���&	��	������ ��� ���� ��	!���	� ���	������ �����	���-

1) E(f ≥ a); 2) E(a ≤ f < b); 3) E(f = a);

4) E(f ≤ a); 5) E(f > a).

	�



������ *����	��� f ��	!���	� �������� ���	���� � ��	�� ��(����� ������ �����"

���� a ∈ R �!��� E(f < a) ���&	�� ��	!���	� ���	����

#5 E(f ≥ a) = E\E(f < a) �
��	������ ����� ��	!���	� ���&	������

���	�����!���� ��	!���	� 
���	������ E(f ≥ a) ���&	������ ��	!���	� 
���	���

�
	�� !�������

%5 E(a ≤ f < b) = E(f ≥ a) ∩ E(f < b) �
��	������ ����� ��	!���	�

���&	��	�� �
�������� ��	!���	� 
���	������ E(a ≤ f < b) ���&	������ ��	!���	�


���	��� �
	�� !�������

`5 E(f = a) ���&	������ ��	!���	� 
���	����� ����������
�

E(f = a) =

∞⋂
n=1

E

(
a ≤ f < a+

1

n

)
.

'� �
��� E(a ≤ f < a+1/n) ���&	�� %5 ������������� ���&	�� ���	���� �!���

� " ��	!���	�� .�	!���	� ���&	��	������ �����	� ������� �
�������� ��	!���	�

���	���	��� �!��� E(f = a) ���&	�� ��	!���	� ���	����

b5 E(f ≤ a) ���&	������ ��	!���	� 
���	��� ��(������� `5 ��� ����� E(f ≤
a) = E(f < a) ∪ E(f = a) �
��	����� �
	�� !�������

a5 E(f > a) ���&	������ ��	!���	� 
���	��� E(f > a) = E\E(f ≤ a)

�
��	����� �� ���	�����!�� ���&	������ ��	!���	� 
���	������ �
	�� !������� �

%�%� *��� f �� g 	�� E �� ��	!���	� ��������	�� ���	��� � ��	��

{x ∈ E : f(x) > g(x)}

���&	�� ��	!���	� ���	���� �����	����

������ Z�������	 ���	�� ���&	��� Q �����	� ���	���� �!��� ����� 
	
�
��"

	����� ���
�	�� !������
� ��(�� Q = {r1, r2, . . . , rn, . . .} �� �������� �
��	����
�����	����
-

{x ∈ E : f(x) > g(x)} =
∞∪
k=1

({x : f(x) > rk} ∩ {x : g(x) < rk}) (6.2)

	�



����
 ��	��	��� x0 ∈ {x ∈ E : f(x) > g(x)} ���	���� Z�������	 ���	������ 
�!�"
	�� ��������� ����� ������� rk ∈ Q ���+����� f(x0) > rk > g(x0) ���������

�����	� ���	���� \
����

x0 ∈ { x : f(x) > rk} ∩ { x : g(x) < rk} .

'�����

x0 ∈
∞∪
k=1

({ x : f(x) > rk} ∩ { x : g(x) < rk})

���	��� �
	�� !������� [���

x0 ∈
∞∪
k=1

({ x : f(x) > rk} ∩ { x : g(x) < rk})

��������� ����� ���	���� � ��	�� x0 ���	��������� ���&	��	������ �
!� ���	��"

����� ��������� �
����	� ���	���� ��(�� ������� rk ∈ Q ���+����� ��� ������

f(x0) > rk �� g(x0) < rk ���	���� '����� f(x0) > g(x0) 
���	��� �� �
����

x0 ∈ {x ∈ E : f(x) > g(x)} 
���	��� �
	�� !������� 37�%5 �
��	�� �����	�����
{x ∈ E : f(x) > g(x)} ���&	������ ��	!���	� 
���	��� 37�%5 �
��	������ ���"
�� ��	!���	� ���&	��	������ �����	� ���	������� �� �
�������� ���� ��	!���	�


���	������ �
	�� !������� �
�	�#��*�� ,�-0��)���� 0"����0"���4�-�-4 )�2�-������������ '� ����"

�� 
�����	
�� ��������	��� �	������ ����� �����	��� �� ��	!���	� ��������	��

�
���"�
�	��	������� ���	� �����	������	��� ��������� ����	�����	���� ���������
�

%�����7��,� E ��	����	� ����	���� ����	����� f �� g ��������	�� �����

μ ({x ∈ E : f(x) �= g(x)}) = 0 ���	��� f �� g 	�� 
�����	
�� ��������	��

�
��	��� �� f ∼ g ����	�� �
	��	����� 

%�����7��,� !��� ����� ����� E ����	������ ��	 ��	����	� ������� ������	�

���� ��	��� ������� ������	��� �� ����� E ����	���� �
���	� ������	��� �
���

	��� 

[��� 7�%"��(����� ��������!�� ��� ������ ������� *��� ���� �������� �
"

���	� �
�� ���	��� �	�� 
�����	
�� ��������	�� �
��	����

	�



%� ���7��,� !��� E ����	���� ����	����� {fn} ��������	�� �
�����
�	����

���� f ���������� �����	����������� �����	��� ����	������� ��	����� ��	 ���	�

�� $����� lim
n→∞ fn(x) = f(x) �
��	�� E ����	������ �
���	� ������ x 	��

����� �����	� ���	��&� � ��	�� {fn} ��������	�� �
�����
�	��� E ����	����

f ���������� �
���	� �����	������ �
��	��� 

'�
�� E ���&	���� ����	����� {fn} ��	!���	� ��������	�� �
���"�
�	���

�� f ��	!���	� �������� �
��	��� ���	����

%�$���7��,� !��� ��������� δ > 0 �����

lim
n→∞μ ({x ∈ E : |fn(x) − f(x)| ≥ δ}) = 0

�
��	�� ������	��� � ��	�� {fn} ��������	�� �
�����
�	��� E ����	���� f

���������� ��	���� �������� �����	������ �
��	��� 

%����"��"�� $4
�����& E ��
�	� ��	����	� ����	���� {fn} ��������	��

�
�����
�	��� f �� �
���	� �����	������ 5 ��	�� ��������� δ > 0 ����� �����

��� Eδ ⊂ E ����	�� ��������� μ(E\Eδ) < δ �� Eδ �� {fn} ��������	��

�
�����
�	��� f �� �
��� �����	������ 

%����"��"�� $1�
��& [a, b] �
����� ����	����� f �������� ��	����	�

���	���� ����� ��������� ε > 0 ��� ����� [a, b] �� �
	����
 ���	��� �����

��� ϕ �������� ������ ���	��� μ ({x ∈ [a, b] : f(x) �= ϕ(x)}) < ε �
����
	��

������	���� 
���� �� �
���	� 

%�&� \����	
 ���������� D 33%�#5 �� ������5� Z���� ���������� R 33%�`5 ��

������5� ��	 �������� θ(x) ≡ 0 ����� ��� I(x) ≡ 1 ��������	�� ��������

��
��� 
�����	
�� ��������	���� �+�������

!"#�����  �(	����� Q �����	� ���&	��� ������� �!��� μ( Q) = 0 � /
�
�

��	!���� " ���	� ��	!��� 3a�%>"��(����� ������5� ������� 
���� ��������� A ⊂ Q

	�



�!��� μ(A) = 0. [��� �� ��������	���� 
�����	
��	���� �
��������
-

{x : D(x) �= θ(x)} = Q, {x : R(x) �= θ(x)} = Q,

{x : D(x) �= R(x)} ⊂ Q, {x : D(x) �= I(x)} = R\Q.

'� �
���� �������� �
��	��	���� ����	 ��	���
-

μ ({x : D(x) �= θ(x)}) = μ ({x : R(x) �= θ(x)}) = μ (Q) = 0,

μ ({x : D(x) �= R(x)}) = 0, μ ({x : D(x) �= I(x)}) = μ (R\Q) �= 0.

\
���� D ∼ θ, R ∼ θ, D ∼ R ���������	�� �����	�� D,R �� θ ��������	��"

���� ��������� ��� I ��	�� 
�����	
�� 
���� �

%�'� *����	��� E = A1 ∪ A2 �� A1 ∩ A2 = ∅ ���	���� *��� f1 : A1 → R ��

f2 : A2 → R ��������	�� ��	!���	� ���	��� � ��	��

f(x) =

⎧⎨⎩ f1(x), agar x ∈ A1

f2(x), agar x ∈ A2

������������ E ���&	���� ��	!���	� ���	������ �����	����

������ ��������� c ∈ R ��

{ x ∈ E : f(x) < c } = {x ∈ A1 : f1(x) < c} ∪ {x ∈ A2 : f2(x) < c}

���&	�� " ��	!���	�� ��������� ���� {x ∈ A1 : f1(x) < c} �� {x ∈ A2 :

f2(x) < c } ���&	��	������ ��	!���	� 
���	��� f1 �� f2 ��������	������ ��	!���	�


���	������ �
	�� !������� {x ∈ E : f(x) < c} 
�� ��	!���	� ���&	��	������
���	������� �������� ��	!���	��� \
���� f �������� E �� ��	!���	�� �

() *�+�,����� *� ��*+�-� �	+���������� �#��- ���������

%�.� *��� f �� g ��������	�� E ���&	���� ��	!���	� ���	��� � ��	�� �	������

���������� f + g, �������� f − g �� ���&������� f · g ��	!���	� ���	����
*��� E ���� ���!�� x 	�� �!��� g(x) �= 0 ���	��� � ��	�� f : g ��������

��� E �� ��	!���	� ���	���� �����	����

	�



%��/� A ⊂ R ���&	������ ������
������ ���������� 3%�%$"����	� 3%�b5 �����	���

������5 y = χA(x) ��	!���	� ���	���� �!��� A ���� ��	!���	� ���	����


���� �� �
���	�� �����	����

%���� .�	!�����
 ��������	�� ���������� ��	!�����
 ���	�����c A ⊂ E = [0, 1]

��	!�����
 ���&	�� �!��� f(x) = χA(x) �� g(x) = χE\A(x) �� ���	�	

��	����

%���� .�	!�����
 ��������	�� ���&������� ��	!���	� ���	���� ��������c A ⊂
E = [0, 1] ��	!�����
 ���&	��� f(x) = χA(x) �� g(x) = χE\A(x) ��	��

���	�	 ��	����

%���� *��� f �������� E �� ��	!�����
� g 
�� E �� ��	!���	� ���	��� �	������

���������� f + g �������� E �� ��	!���	� ���	���� ��������c

%�� � .�
� ��	!�����
� �������� ��	!���	� ���	��� ���������� ����	 �
	������� 7�`"

����	���� 37�#5 �
��	�� ��	�� ����	����� f ���������� ���	�	 ��	����

%��$� .�
� ��	!�����
� ����	� ��	!���	� ���	��� ���������� ����	 �
	������� 37�#5

�
��	�� ��	�� ����	����� f ���������� ���	�	 ��	����

%��%� *��� ��������� a, b ∈ R 	�� �!��� 7�a"����	�� �
	����	��� #5� %5� b5� a5

������������� ���&	��	������ ��������� ��	!���	� ���	��� � ��	�� f ��������

E ���&	���� ��	!���	� ���	���� �����	����

%��&� ��������� a ∈ R �!��� E(f = a) ���&	������ ��	!���	� 
���	������ f

���� E ���&	���� ��	!���	� ���	���� �
	�� !���������  ���	 �
	�������

%��'� A ⊂ [0, 1] ��	!�����
 ���&	��� L : R → R ���������� ��������!��

����	����
-

L(x) =

⎧⎨⎩ x, agar x ∈ A

−x, agar x /∈ A.
(6.3)

	�



'� �������� �!��� ��� ��� a ∈ R �� {x : L(x) = a} ���&	������ ��	!���	�

���	����� �����	����

%��.� 37�`5 �
��	�� ��	�� ����	����� L �������� �!��� {x ∈ [0, 1] : L(x) < 0}
���&	������ ��	!�����
 
���	����� �����	����

%��/� 37�`5 �
��	�� ��	�� ����	����� L ������������ E = [−1, 1] ���&	����

��	!�����
 
���	����� �����	����

%���� f : E → R ��	!���	� �������� ���	���� �!��� ��������� A ⊂ R '��
	

���&	��� �!��� f−1(A) ���� ��	!���	� ���&	�� ���	���� 
���� �� �
���	��

�����	����

%���� K : R → R f =��������� 
���&��� ����������� Kn, n = 1, 2, . . . 	��

=����� ���&	������� ����	������ n− ������� !������� ����	����� Kni

���
���		�� ���	�������� ,	������ '��
	 ���&	��	��� ���	������ �����������

K−1(K1), K−1(K2), K−1(K3) �� K−1(Kn) 	���� ��&����

%���� *��� f : E → R ��	!���	� �������� ���	��� � ��	�� f �������� E ����

��������� ��	!���	� A ������� ��� ��	!���	� ���	������ �����	����

%�� � [−2, 2] �
����� ��	!���	� ���	����� ���������� ����	 �
	�������

%��$� [−2, 2] �
����� ��	!���	� ���	������ 	
��� ����	� ��	!���	� ���	��� ����"

������ ����	 �
	�������

%��%� ��� ���f : [a, b] → R �!���

f+(x) = max {f(x), 0} , f−(x) = min {f(x), 0}

�
���
� <�������	���� �����	����

�5 *��� f ��	!���	� ���	��� � ��	�� f+ �� f− 	�� ��	!���	� ���	����

�5 *��� f+ �� f− 	�� ��	!���	� ���	��� f ��� ��	!���	� ���	����

		



%��&� 2������ f �� g ��������	���� ����	 �
	��������� �	������ ���������� ��	"

!���	� ���	���� 	
��� �������� ��	!���	� ���	������ A ⊂ E = [0, 1] ��	!���"

��
 ���&	��� f(x) = χA(x) �� g(x) = χE\A(x) ��	�� ���	�	 ��	����

%��'� 2������ f �� g ��������	���� ����	 �
	��������� �	������ ���&�������

��	!���	� ���	���� 	
��� ���������� ��	!���	� ���	������

%��.� \����	
 ���������� 3%�`"����	� 3%�#5 �����	��� ������5 D ���� [0, 3] = E

���&	���� ��	!���	� 
���	����� ��(��� ��������� �����������

%��/� *��� f �������� E �� ��	!���	� ���	��� � ��	�� h(x) = sign f(x) ����

��	!���	� 
���	����� �����	����

%���� *��� f �������� E ���&	���� ��	!���	� ���	��� � ��	��

f+(x) =
1

2
(f(x) + |f(x)|) (6.4)

������������ ��	!���	� 
���	����� �����	����

%���� *��� f �������� E ���&	���� ��	!���	� ���	��� � ��	��

f−(x) =
1

2
(|f(x)| − f(x)) (6.5)

������������ ��	!���	� 
���	����� �����	����

%���� *��� f �� g ��������	�� E ���&	���� ��	!���	� ���	��� � ��	�� m(x) =

min {f(x), g(x)} ������������ ��	!���	� 
���	����� �����	����

%�� � *��� f �� g ��������	�� E ���&	���� ��	!���	� ���	��� � ��	�� M(x)=

max {f(x), g(x)} ������������ ��	!���	� 
���	����� �����	����

%��$� *��� f �������� E �� ��	!���	� ���	��� � ��	�� h(x) = [f(x)] ����

��	!���	� 
���	����� �����	���� '� �
��� [x] ��	�� x ���� ����� �����

�
	��	������

�





%��%� f : E → R ��	!���	� ���	���� �!��� f 3 ���� ��	!���	� ���	���� 
���� ��

�
���	�� �����	����

%��&� *��� f �� g ��������	�� E ���&	���� ��	!���	�� ϕ : R2 → R �
	��"

��
 �������� ���	��� � ��	�� h(x) = ϕ(f(x), g(x)) ������������ ��	!���	�


���	����� �����	����

%��'� f : E → R ��	!���	� ���	���� �!��� h(x) = ef(x) ������������ ��	!���	�

���	���� 
���� �� �
���	�� �����	����

%��.� h(x) = cos f(x) ������������ ��	!���	� 
���	������ f : E → R ����

��	!���	� 
���	��� �
	�� !��������� 7�`"����	���� 37�#5 �
��	�� ��	�� ����	��"

��� f �������� ����	��� ���� ���	�	 ��	����

%� /� =��&	
�� ������	� f(x) = u(x)+i v(x) �������� �
��	��� ���	���� *��� u

�� v ��������	�� ��	!���	� ���	��� f : E → C ��	����	� �������� �
��	����

*��� ���&	
�� ������	� f(x) = u(x) + i v(x) �������� ��	!���	� ���	���

����� ����	� �� �����
��� ��	!���	� �������� ���	������ �����	����

%� �� =��&	
�� ������	� f(x) = eix, x ∈ [−π, π] ������������ ��	!���	� 
���"

	����� �����	����

%� �� f : [0, 1] → R �
	����
 ��������� ��� ��� y ∈ R �!��� Nf(y) ��	��

f(x) = y �
��	��� �
!���	��� ������ �
	��	����
� Nf : R → Z+ ������"

������ ��	!���	� 
���	����� �����	����

%� �� 0�	 ��	!���	� A ���&	���� ����	����� ��������� f : A→ R ������������

��	!���	� ���	������ �����	����

%�  � *��� f : E → R ��������� ��	!���	� g : E → R ���������� 
�����	
��

���	��� � ��	�� f ��� E �� ��	!���	� �������� ���	���� �����	����

%� $� *��� f : [0, 1] → R �� g : [0, 1] → R �
	����
 ��������	�� 
�����	
��

���	��� �	�� ����� �
�� ���	������ �����	����

�
�



%� %� *��� {fn} ��	!���	� ��������	�� �
���"�
�	��� E ���&	������ ��� ��� ���"
������ f �� �����	������ �������� �
��	���� �����	���-

{x ∈ E : f(x) < c} =
∞∪
k=1

∞∪
n=1

∞∩
m>n

{
x : fm(x) < c− 1

k

}
. (6.6)

%� &� *��� {fn} ��	!���	� ��������	�� �
���"�
�	��� ��� ��� x ∈ E �� f(x)

���������� �����	������ � ��	�� 	������ �������� f ��	!���	� ���	���� ��"

���	����

%� '� 0�	�� 
�����	
�� {fn} ��������	�� �
���"�
�	��� �!���
∞∑
n=1

fn(x) �����

�
���	� ���!�� x ∈ E 	���� �����	�����!�� ���	��� �� f(x) =
∞∑
n=1

fn(x)

��� ��	�� 
�����	
�� �������� ���	���� �����	����

%� .� [0, 1] �
����� ������� ��	!���	� ���������� ����	 �
	��������� ����� ��
�

�� ���� 
�����	
�� ���	��� ��������� �������� ��� ��� ������� �
�	�����


�� ���	����

%�$/� <������� �����	�� �����	��������� �����	���� �������� ��	�� ����	�����

f : R → R ������������ ��	!���	� 
���	����� ����� ��	����

�5 f(x) =
∞∑
n=1

(−1)n

|x| + n
, �5 f(x) =

∞∑
n=1

sin(n[x]4)

n
√
n

,

%�$�� <������� ����� �����	��������� �����	���� �������� ��	�� ����	����� f :

R2 → R ������������ ��	!���	� 
���	����� ����� ��	����

f(x, y) =
∞∑
n=1

sin(n(x2 + y2))√
n4[1 + x2 + y2]

.

%�$�� <����� �
��	��� f : R2 → R ������������ ��	!���	� 
���	����� �����

��	���-

�5 f(x, y) = sign(cosπ(x2 + y2)), �5f(x, y) = (|x| + |y|) · e[y],

!5 f(x, y) = [x]2 + [y]3, �5 f(x, y) = ln(1 + [x2 + y2]).

�
�



%�$�� fn(x) = cosn x, E = [0, 2π] ��������	�� �
���"�
�	��� ��	 ����������

�
���	� �����	������� �����	����

%�$ � *��� E ���&	���� {fn} ��	!���	� ��������	�� �
���"�
�	��� f �� �
���	�
�����	������ � ��	�� f ��� ��	!���	� �������� ���	���� �����	����

%�$$� *��� E ���&	���� {fn} ��	!���	� ��������	�� �
���"�
�	��� f �� �
���	�
�����	����� �� f ∼ g ���	��� � ��	�� {fn} �
���"�
�	�� g �� ��� �
���	�
�����	������� �����	����

%�$%� *��� {fn} ��	!���	� ��������	�� �
���"�
�	��� ��� f, ��� g �� �
���	�

�����	������ � ��	�� f �� g 	�� 
�����	
�� ���	���� �����	����

%�$&� 1
�
� �
��
������ �����	��� *��� {fn} ��	!���	� ��������	�� �
���"

�
�	��� E (μ(E) <∞) ���&	���� f ���������� �
���	� �����	������

� ��	�� {fn} �
���"�
�	�� E ���&	���� f �� ��	!��� �����!�� ���

�����	�������

%�$'� .�	!��� �����!�� ��	 ���������� �����	�����!��� 	
��� ����� ������� ���

��	�� �����	����������� {fn} �
���"�
�	���� ����	 �
	�������

%�$.� 6��� �
��
������ �����	��� *��� {fn} ��	!���	� ��������	�� �
���"�
�	���
E ���&	���� f ���������� ��	!��� �����!�� �����	������ � ��	�� {fn}
�
���"�
�	����� f �� �
���	� �����	�����!�� ������ �
���"�
�	�� �+������

�������

%�%/� f : [−1, 2] → R, f(x) = signx ������������ ��	!���	� 
���	����� ��(���

��������� �����������

%�%�� [0, π] �
����� ����	�����

f(x) =

⎧⎨⎩ sinx, x ∈ [0, π] \Q

cos2(sinx), x ∈ Q

�������� ��	!���	� ���	������ /�
�� �
��
������� �����	���� �����	����

�
�



%�%�� *��� f : E → R−��	!���	� �������� �� A ⊂ E− ��	!���	� ���&	��

���	��� � ��	�� f : A→ R ������������ A ���&	���� ��	!���	� ���	������

�����	����

%�%�� *��� f ∼ g �� g ∼ ϕ ���	��� � ��	�� f ∼ ϕ 
���	����� �����	����

%�% � fn(x) = cosn x, E = [0, 2π] �
���"�
�	�� �!��� _
����� �
��
����

�����	����� ������	�������!�� Eδ ���&	���� δ = 10−3 �!��� �������

%�%$� [0, 1] �
����� \����	
 �� Z���� ��������	��� �!��� /�
�� �
��
��������

�����	����� ������	�������!�� �
	����
 ϕ ���������� ��&����

%�%%� f ���������� ��� ��� ������� �����	�����!��� 	
��� �
��� �����	������"

����� fn ��������	�� �
���"�
�	����� ����	 �
	�������

%�%&� fn(x) = xn, x ∈ [0, 1] ���������	 �
���"�
�	������ θ(x) ≡ 0 ������"

���� �����	�� �
���	� �� ��	!��� �����!�� �����	��������� �
���������

%�%'� fn(x) = xn, x ∈ [−1, 1] ���������	 �
���"�
�	�� \����	
 ���� Z����

��������	����� �
���	� �����	��������c

%�%.� \
���	� �����	�����!�� ���������	 �
���"�
�	������ 	������ ���������� ��"

���� ���	�����c

%�&/� <����� �
��	��� f : R → R �������� �!��� ������� g : R → R �
	����


�������� ��&������ g(x) = f(x) �
��	�� �
���	� ���!�� x ∈ R 	�� �!���

�����	� ���	����

�5 f(x) =

⎧⎨⎩ sin x, x ∈ Q

0, x ∈ R\Q,
�5 f(x) =

⎧⎨⎩ arctgx, x ∈ Z

π, x ∈ R\Z,

!5 f(x) =

⎧⎨⎩ x2, x2 ∈ Q

0, x2 ∈ R\Q,
�5 f(x) =

⎧⎨⎩ ln(1 + |x|), ex ∈ R\Q

sin x2, ex ∈ Q.

�
�



%�&�� <����� �
��	��� f : R2 → R �������� �!��� ������� g : R2 → R

�
	����
 �������� ��&������ g(x, y) = f(x, y) �
��	�� �
���	� ���!��

(x, y) ∈ R2 	�� �!��� �����	� ���	����

�5 f(x, y) =

⎧⎨⎩ x+ y, (x, y) ∈ Q × Q

x2, (x, y) ∈ R\(Q × Q),

�5 f(x, y) =

⎧⎨⎩ sin x+ cos y, (x, y) ∈ Q × R

cosx− sin y, (x, y) /∈ Q × R,

!5 f(x, y) =

⎧⎨⎩ xy, (x, y) ∈ (R\Q) × R

x+ y, (x, y) /∈ (R\Q) × R,

�5 f(x, y) =

⎧⎨⎩ [x] + [y] , (x, y) ∈ R × Q

chx, (x, y) /∈ R × Q.

%�&�� ����
 ��	��	��� fk : [a, b] → R, k = 1, 2, . . . , n 	�� ��	!���	� ��������	��

���	���� <����� �
��	��� ��������	������ [a, b] �
����� ��	!���	� ���	������

�����	����

�5 min {f1(x), . . . , fn(x)} ; �5 max {f1(x), . . . , fn(x)} ;

!5
f1(x)

ln (2 + |f2(x)|); �5
f1(x)

ch[f2(x)]
; 
5

f1(x) · f2(x)

1 + |max {f3(x), f4(x)}| .

%�&�� A− ��	!���	� ���&	��� f, fn, gn : A → R ��	!���	� ��������	�� ���	����

<������� ���&	��	������ ��	!���	� 
���	����� �����	����

�5
∞∪
n=1

{x ∈ A : fn(x) ≥ 0} . �5
∞∩
n=1

{x ∈ A : fn(x) ≥ f(x)} .

!5

{
x ∈ A : sup

n≥1
fn(x) �= f(x)

}
. �5

{
x ∈ A : inf

n≥1
fn(x) < f(x)

}
.


5
{
x ∈ A : lim

n→∞fn(x) > f(x)
}
. �5

{
x ∈ A : lim

n→∞
fn(x) < f(x)

}
.

�5
∞∪
n=1

{x ∈ A : fn(x) < gn(x)} . �5

{
x : inf

n≥1
fn(x) �= inf

n≥1
gn(x)

}
.

�
�



%�& � <������� fn : R → R �
���"�
�	�� �!��� ������� g : R → R �
	��"

��
 �������� ��&����� lim
n→∞ fn(x) = g(x) �
��	�� R ���� �
���	� ���!��

�����	����� �����	� ���	����

�5 fn(x) = cosn x. �5 fn(x) =

(
2

π
arctgx

)n

+ sinn 2x.

!5 fn(x) = x2 · sinn x2. �5 fn(x) =
n2 · sin2 x

1 + n2 · sin2 x
.


5 fn(x) =
sinn x

2 + sinn x
. �5 fn(x) = exp(−n ∣∣x2 − 1

∣∣).
%�&$� <������� fn : R2 → R �
���"�
�	�� �!��� ������� g1 : R2 → R

�
	����
 �� g2 : R2 → R �
�	����� 
�� ���	��� ��������	�� ��&������

lim
n→∞ fn(x) = g1(x) �� lim

n→∞ fn(x) = g2(x) �
��	��	�� R2 ���� �
���	�

����� �
���� ��+���	����

�5 fn(x, y) = cosn
(
x2 + y2

)
. �5 fn(x, y) = exp

(−n (
x2 + y2

))
.

!5 fn(x, y) = exp(−n |x+ y|). �5 fn(x, y) = 2sinn(x4+y4).


5fn(x, y) = n
√

|x|n + |y|n. �5 fn(x, y) = n · ln
(

1 +
|x| + |y|

n

)
.

�5fn(x, y) = exp(x+
1

n
y2). �5 fn(x, y) = exp(sinn x+ cosn y).

%�&%� fn : A→ R �
���"�
�	������ �
���	� �����	�����!�� 
���	����� �����	����

_
����� �
���������� �����	����� �
��	��� ε > 0 �!��� ������� Aε ⊂
A ��	!���	� ���&	�� ���	������ μ(A\Aε) < ε �� {fn} �
���"�
�	�� Aε

���&	���� �
��� �����	�����!�� ���	����

�5 fn(x) = cosn(x), A = [0, 2π], ε = 10−1.

�5 fn(x) =
xn

1 + xn
, A = [0, 1], ε = 10−2.

!5 fn(x) =
2nx

1 + n2x2 , A = [0, 1], ε = 10−3.

�5 fn(x) = xn − x2n, A = [0, 1], ε = 10−4.


5 fn(x) =
n2 |sin πx|

1 + n2 |sinπx| , A = [−1, 1], ε = 10−5.

�
�



�5 fn(x) = exp(n(x− 2)), A = [0, 2], ε = 10−6.

%�&&� fn : R → R, fn(x) = χ[−n, n](x) �
���"�
�	�� f(x) ≡ 1 ���������� ���

��� ������� �����	������� 	
��� {fn} �
���"�
�	�� f(x) ≡ 1 �� ��	!���

�����!�� �����	��������� '� /
�
� �
��
������ 37�a8"����	�� ������5


�� 
�����c 2������� �������������

7�8W"7�W>"����		���� �
	����	��� fn : R → R ��������	�� �
���"�
�	�����

��	!��� �����!�� �����	����!��	���� �
��������� _����	�����!�� ���	��� 	������

������������ ��&����

%�&'� fn(x) = χ[
√
n,

√
n+1](x).

%�&.� fn(x) = sinn x · χ[2πn, 2πn+π](x).

%�'/� fn(x) =
∞∑
k=n

χ[k, k+k−2](x).

7�W#"7�Wb"����		���� �
	����	��� ��������	���� /�
�� �
��
������� �����	����

[0, 1] �� ��	!���	� 
���	����� �����	���� '� �
��� K − =����� ���&	����

%�'�� f(x) = x · χ[0, 1]\Q(x).

%�'�� f(x) = D(x) + R(x).

%�'�� f(x) =

⎧⎨⎩ x, x ∈ K

1 + x2, x ∈ [0, 1]\K
.

%�' � f(x) =

⎧⎨⎩ sin x, x ∈ [0, 1]\(K ∪ Q)

1 + x2, x ∈ K ∪ Q
.

%�'$� fn(x) = χ[n, n+1](x) �
���"�
�	�� �!��� ��� ��� x ∈ R ��

lim
n→∞ fn(x) = 0

�
��	���� �����	���� '� �
���"�
�	�� ��	 ���������� ��	!��� �����!�� �����"

	��������c

�
�



%�'%� *��� {fn} ��	!���	� ��������	�� �
���"�
�	��� f : E → R ���������� ���

��� x ∈ E �� �����	������ � ��	�� ��������� g : R → R �
	����
 ��������

�!��� {ϕn = g(fn)} �
���"�
�	�� g(f) ���������� �����	� �����	�������

�����	����

%�'&� *��� {fn} ��	!���	� ��������	�� �
���"�
�	��� f : E → R ��������"

�� ��	!��� �����!�� �����	������ � ��	�� ��������� g : R → R �
	����


�������� �!��� {ϕn = g(fn)} �
���"�
�	�� g(f) ���������� E ���&	����

��	!��� �����!�� �����	������� �����	����

&� §. ��"0�� �	�#��*�� ��	��������� 
"�"4 �-�"4����

'� &��������� ��	!���	� A ���&	���� ����	������ ��	!���	� f ����������

�������
 �� μ(A) < +∞ �
� ����
 ��	���
�

&�����7��,� !��� f : A → R ��	����	� ���	��� ����� ������	��� ����	���

����� ��	�� �����	� ���	��� � ��	�� f ����� �������� �
��	����

\���	�� !�
�	��� y1, y2, . . . , yn ������	���� ����	 ��	��!�� f ����� ��������

�!��� /
�
� ���
���	� ��(��;�� �
����
� ��������� k ∈ {1, 2, . . . , n} �!���
��������!�� �
	��	��� �	���
-

Ak = {x ∈ A : f(x) = yk}. (7.1)

&�����7��,� 7�
�	��� y1, y2, . . . , yn ������	���� ����	 ��	����� f : A → R

����� �������� �
��	��� ���	��� 5 ��	��

n∑
k=1

ykμ (Ak)

�������� f ����� ������������ A ����	�� �������� �	����� 1
�
� ���
���	�

�
��	��� �� ����������� �
	��	�����∫
A

f(x)dμ =
n∑
k=1

ykμ (Ak) .

�
�



[��� �����	��� y1, y2, . . . , yn, . . . ������	���� ����	 ��	��!�� f : A → R

����� �������� �
��	��� ���	���� f �������� �!��� �������� �����	
∞∑
k=1

ykμ (Ak) (7.2)

������� �������
� �� �
��� Ak 	�� 38�#5 �
��	�� ��	�� ����	������

&�����7��,� !��� 38�%5 ����� ����	��� �����	�������� ���	��� � ��	�� f ����

�� �������� A ����	���� 1
�
� ��������� ���
���		������� �
��	��� 38�%5 ���

������� ���������� f ������������ A ����	�� �������� �	����� 1
�
� ���
���	�

�
��	��� �� ����������� �
	��	�����∫
A

f(x)dμ =

∞∑
n=1

ynμ (An) .

2���� ��(���	����
��� 38�%5 ��������� ����	��� �����	������� ������ *��

��	�� �� �����	� �����	�����!�� ����� ���������� �������� ������	������� ���"

���	�������� ����	�� ���	��� ���
���	���� ������� �������� ������	������� ���
�"

	�������� ����	�� ���	�� 
�� 3���
����� ���	�
��� Z���� �
��
������ 
�	���5�

8�`"��(����� yn ������	������ ��� ��		��� ��	�� ��	������ /
��� yn 	������

��� ��		����� ��	�� ��	������ ��� ����� ��������	�� �!��� /
�
� ���
���	�

��(��;�� �
	������ �������

&� ���7��,� ����
 ��	��	��� A =
⋃
k

Bk, Bi

⋂
Bj = ∅, i �= j ����	��

�����	� ���	��� ��� ��� ��	����	� Bk ����	���� f �������� ����� ����� ck ������

����	 ��	��� !��� ∑
k

ckμ (Bk) (7.3)

����� ����	��� �����	�������� ���	��� � ��	�� f ����� �������� A ����	���

�� 1
�
� ��������� ���
���		������� �
��	��� 38�`5 ��������� ���������� f

����������� A ����	�� �������� �	����� 1
�
� ���
���	� �
��	��� 

[��� f ��������� ��	!���	� �������� ���	����

&�$���7��,� !��� A ����	���� f ���������� �
��� �����	��������� ���
�

���		������� ����� ��������	������ {fn} �
�����
�	��� ������ ���	��� � ��	��

�
	



f �������� A ����	���� 1
�
� ��������� ���
���		������� �
��	��� �� �����

���
���	� �������� �
��	�� ��	�� ����	�����

lim
n→∞

∫
A

fn(x)dμ =

∫
A

f(x)dμ . (7.4)

/
�
� ���
���	��� ����� ��
� ��������� �
��	��� ��(����� �
	������
� d�
�"

	� ��	!���	� A ���&	���� ����	����� ��	!���	�� !�
����	����� f : A → R

���������� �������
� '� ��	�� ������� m �� M ���	��� ���+����� ���!��

x ∈ A 	����

m ≤ f(x) ≤ M

�
����
	�� ��+���	���� [m, M ] �
����� m = y1 < y2 < · · · < yn−1 < yn = M

�����	�� ��������� n ���	���� ���	���
� '� ���	������� � ��	�� �
	��	����
�
��� ��� [yk−1, yk), k = 1, 2, . . . , n − 1 ����� ���
���	 ��������� Ak =

{x ∈ A : yk−1 ≤ f(x) < yk} ���&	���� �� An = {x ∈ A : yn−1 ≤ f(x) ≤ yn}
���&	���� ����	����
� '� � ���	������� ��� /
�
����� ���� �� ������ ��������"
	����� ��&���
-

s�(f) =
n∑
k=1

yk−1μ(Ak), S�(f) =
n∑
k=1

ykμ(Ak).

��������� � ���	������� ��� /
�
����� ���� ���������� s�(f) ��������� !�
��"

��	����� 3����	�� M ·μ(A) ��	��5� ������ ���������� S�(f) 
�� ������� !�
��"

��	����� 3����	�� m · μ(A) ��	��5� 2������ �!��� ��������	�� ���+�� ��

!�
�	�-

L∗(f) = sup s�(f), L∗(f) = inf S�(f). (7.5)

38�a5 �� ���� ���� �� ���� ������ !�
����	�� [m, M ] �
������� ���!�� !�
�	�

���	�����	��� �����!�� �	������ L∗(f) ���� f ����������� A ���&	�� �����!��

�	����� ���� ���
���	� L∗(f) 
�� f ����������� A ���&	�� �����!�� �	�����

������ ���
���	 �
��	����

&�%���7��,� !��� L∗(f) = L∗(f) ���	��� ��
����	����� f ���������� A

����	���� 1
�
� ��������� ���
���		������� �
���
 L∗(f) �� L∗(f) 	������

��




�� ������ ������� f ����������� A ����	�� �������� �	����� 1
�
� ���
���	�

�
��	���� ����� ∫
A

f(x)dμ = L∗(f) = L∗(f).

<�������

0 ≤ S�(f) − s�(f) ≤ λn · μ(A), λn = max
0≤k≤n−1

(yk+1 − yk)

�
����
	����� !�
�	� ��	!���	� A ���&	���� ����	����� ��� ������ !�
����"

	����� ��	!���	� f ������������ /
�
� ��(������ ���
���		����!�� 
���	��� �
"

	�� !������� '����� /
�
� �������� ������� �� �� +��	��� ���	����� ������

��
�		��	����� �������� �� ��&���� d�
����	����� ��	!���	� ������������ ���
�"

��		����!���	��� ��
���� /
�
� ���
���	����� �� ������� �������� �
	����	����

[��� !�
�	� ��	!���	� A ���&	���� ����	����� !�
����	������� f : A→ R

������������ /
�
� ���
���	� ��(��;�� �
	������
� \���	�� f �� A ���&	����

���;���� �
� ����
 ��	���
� ��(�� ∀x ∈ A �!��� f(x) ≥ 0 ���	���� '� ��	��

f : A→ R �������� ��������� {fn} �
���"�
�	���� ��������!�� ������
-

fn(x) =

⎧⎨⎩ f(x), f(x) ≤ n

n, f(x) > n

'� ���	�� ����	��� fn �������� A �� ��	!���	� �� !�
����	����� ���	����

 �(	���� �� �
���"�
�	�� �������� ��(��

fn(x) ≤ fn+1(x), ∀x ∈ A, ∀n ∈ N.

2������ �!��� �������� 3!�
�	� ���� !�
���
5 	���� ���+��

lim
n→∞

∫
A

fn(x)dμ. (7.6)

&�&���7��,� !��� 38�75 	���� ��
�	� ���	��� ���-���� f �������� A ����	���

�� ���
���		������� �
��	��� +� ��	�� f ��� A ����	�� �������� �	����� ���

�
���	 �
� 38�75 	�������� ������� ����	 ��	������ �����∫
A

f(x)dμ = lim
n→∞

∫
A

fn(x)dμ.

���



[��� !�
����	������� f : A→ R �������� A �� ��� ��	 ������	� ������	��

����	 ��	���� '� ��	�� f ����������� A ���&	�� �����!�� �	����� ���
���	��

����	�����

f(x) = f+(x) − f−(x),

f+(x) =
1

2
(|f(x)|+ f(x)) ≥ 0, f−(x) =

1

2
(|f(x)| − f(x)) ≥ 0 (7.7)

����	����� �����	�����
�

&�'���7��,� !��� A ����	���� f+ �� f− ��������	�� ���
���		������� ���	���

� ��	�� f �� A �� ���
���		������� �
���
 �� ����� ���
���	� �
�∫
A

f+(x)dμ−
∫
A

f−(x)dμ

�� ����	 ��	���
� �����∫
A

f(x)dμ =

∫
A

f+(x)dμ−
∫
A

f−(x)dμ.

&����"��"�� $1
�
� ���
���	����� σ− �������	�� �������& 2�	����	� A �����

	�� ��
��� �
������������ A1, A2, . . . , An, . . . ��	����	� ����	��	������ ����

	���������� ������ ���	���� �����

A =
∞∪
n=1

An, Ai ∩ Aj = ∅, i �= j,

�� f �������� A ����	���� ���
���		������� ���	��� 5 ��	�� ��� ��� An

����	�� �������� f ������������ ���
���	� �������

∞∑
n=1

∫
An

f(x)dμ

����� ����	��� �����	������ �� �������� �
��	�� �����	�∫
A

f(x)dμ =

∞∑
n=1

∫
An

f(x)dμ. (7.8)

[��� ��(	�� ��(���� 8�#"�
��
���� �
����� �����	����!�� �������� �
��
"

���� �
	������
�

���



&����"��"��� 2�	����	� A ����	�� ��
��� �
������������ A1, A2, . . . ,

An, . . . ��	����	� ����	��	������ ���	���������� ������ ���	���� �����

A =
∞∪
n=1

An, Ai ∩ Aj = ∅, i �= j.

!��� ��� ��� An ����	���� f �������� ���
���		������� ���	���
∞∑
n=1

∫
An

|f(x)| dμ

����� �����	�������� ���	��� � ��	�� f �������� A ����	���� ���
���		�������

���	��� �� 38�W5 �
��	�� �����	� 

&����"��"�� $1
�
� ���
���	����� ����	��� �
	����
	�� �������& !��� f

�������� A (μ(A) < ∞) ����	���� ���
���		������� ���	��� � ��	�� ������

���� ε > 0 ��� ����� ������� δ > 0 ��� ��������� μ(D) < δ �
����
	����

������	���������� ��� ������ D ⊂ A ����	�� �����∣∣∣∣∫
D

f(x)dμ

∣∣∣∣ < ε

�
����
	�� �����	� 

[��� Z���� �� /
�
� ���
���		����� ������	��� �������� �
��
���� �
	��"

����
�

&� ��"��"��� !��� [a, b] �
�����

I = (R)

∫ b

a

f(x)dx

6���� ���
���	� ������ ���	��� � ��	�� f �������� [a, b] �
����� 1
�
�

��������� ��� ���
���		������� ���	��� �� �������� �
��	�� �����	�"

(L)

∫
[a, b]

f(x)dμ = (R)

∫ b

a

f(x) dx.

&��� =��&� ��	�� �����	��� ��� ��	 y1, y2, . . . , yn, . . . ������	���� ����	 ��	��!��

f : A→ R �������� ��	!���	� ���	���� �!���

An = {x ∈ A : f(x) = yn}

���&	��	������ ��	!���	� ���	���� 
���� �� �
���	�� �����	����

���



������ 8������	��� f �������� A ���&	���� ��	!���	� ���	��� An ���&	��	������

��	!���	� 
���	��� 7�a"����	��� �
	�� !�������

4
���	�	��� An ���&	��	������ ��� ���� ��	!���	� 
���	������ f ������"

������ ��	!���	� 
���	����� �
	����� !��������
�

A(f < c) = {x ∈ A : f(x) < c} = ∪
yn<c

An

�
��	����� �� ��	!���	� ���&	��	������ !�
�	� ���� �����	� ���	������� ��	!���	�


���	������ f ���� A �� ��	!���	� �������� 
���	����� �
	���
� �

&��� =��������� 
���&��� ���������� K ���� Kn ���&	�� �����!�� �	�����

/
�
� ���
���	��� �����	����

!"#�����  �	����� Kn =
2n−1⋃
k=1

Knk ���&	������ k − ������� ���
���	�

Knk �� K �������� yk = (2k − 1) · 2−n, (k = 1, 2, 3, . . . , 2n−1) ��������

����	 ��	���� ��(��

Ak = {x ∈ Kn : K(x) = yk} = Knk, k = 1, 2, 3, . . . , 2n−1.

'����� �������� ���!�� k ∈ {
1, 2, 3, . . . , 2n−1

}
	�� �!��� μ(Knk) = 3−n


���	����� ������� �	���� ����� ��������	�� �!��� /
�
� ���
���	� ��(��;���∫
Kn

K(x)dμ =
2n−1∑
k=1

2k − 1

2n
· 1

3n
=

1

2n · 3n
2n−1∑
k=1

(2k − 1) =

=
1

2n · 3n · 1 + 2n − 1

2
· 2n−1 =

1

4
· 2n

3n

�
��	���� 
�� ���	���
� '� ���������� �����	����� �����
��� &����
���������

����	���� n �� ���� ���������� �!��� Sn =
a1 + an

2
n ��� �����	������ �

&��� =��������� 
���&��� ���������� K ��� [0, 1]\K ���&	�� �����!�� �	��"

��� ���
���	�� �����	���� '� �
��� K− =����� ���&	����

���



!"#�����  �	����� [0, 1]\K =
∞⋃
n=1

Kn �
��	�� �����	� �� Kn ���&	��	��

+���"+���� ��	�� ��
��� �
���������� /
�
� ���
���	����� σ− �������	�� �����"

���� 38�#"�
��
�� �� 38�W5 �� ������5 ����� ���������� 
�� ���	���
-∫
[0, 1]\K

K(x)dμ =

∞∑
n=1

∫
Kn

K(x)dμ =

∞∑
n=1

1

4
· 2n

3n
=

1

4
·

2
3

1 − 2
3

=
1

2
. (7.9)

'� �
��� ��
 �	����� ����	 ����+������ ����� !�
���
 �������!�� �
��
����

&����
����� ���������� �!��� S =
b1

1 − q
�����	���� �����	������ �

&� � d�
�	� ��	!���	� A ���&	���� !�
����	����� f ����� �������� ���
���	"

	����!������ �����	����

������ '� ����� ����� ��������	�� �!��� /
�
� ���
���	����� d5 �������

�
� ������	���� f ����� �������� !�
����	����� ���	���	��� �!��� ����� M > 0

�� ���!�� x ∈ A 	���� |f(x)| ≤M ���	���� ����
 ��	��	��� f ����� ��������

Ai ���&	���� fi �������� ����	 ��	���� , ��	��∑
i

|fi|μ (Ai) ≤M ·
∑
i

μ (Ai) = M · μ (A).

\
���� 8�`"��(����� ����� f ����� �������� ���
���		����!��� �

&�$� A = (0, 1] ���	���� f ���������� ��������!�� ����	����
- f(x) = n,

���� x ∈ An =

(
1

2n
,

1

2n−1

]
, n ∈ N. f ����� �������� A = (0, 1]

���&	���� /
�
� ��(������ ���
���		����!����c *��� ���
���		����!��

���	��� ����� ���
���	��� �����	����

!"#�����  �(	�����

∞∪
n=1

An = (0, 1], An ∩Am = ∅, n �= m.

�� An = {x ∈ A : f(x) = n} �
��	�� �����	�� 2���� ��������	�� �!��� /
�
�
���
���	� ��(��;�� ������

∞∑
n=1

ynμ(An) =
∞∑
n=1

n · 1

2n
(7.10)

���



����� �����	�����!�� ���	��� f ����� �������� A = (0, 1] �� ���
���		����!��

���	���� '� ��	�� ������ ���	� �����	���� ������	��� �������� \�	���
� �	�"

������� �����	����� ��	��-

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞
n+ 1

2n+1 · 2n

n
=

1

2
< 1.

\
���� 38�#>5 ����� �����	�����!��� '� �
���� f ����� ������������ /
�
�

��(������ ���
���		����!�� 
���	��� �
	�� !������� [��� 38�#>5 ����� ������������

�����	����
� ,���� ������ ���������� Sn �!���

Sn = 2Sn − Sn = 1 +
2

2
+

3

4
+

4

8
+ · · · + n

2n−1 −
(

1

2
+

2

4
+

3

8
+ · · · + n

2n

)
=

= 1 +

(
2

2
− 1

2

)
+

(
3

4
− 2

4

)
+ · · · +

(
n

2n−1 −
n− 1

2n−1

)
− n

2n
= 1 +

1

2
+

1

4
+

1

8
+ · · · + 1

2n−1 −
n

2n
�(���	�� '� �
��	���� n→ ∞ �� 	������ ������

∫
(0, 1]

f(x)dμ = lim
n→∞Sn = lim

n→∞

⎛⎜⎝1 − 1

2n

1 − 1

2

− n

2n

⎞⎟⎠ = 2


���	����� �	���
� �
2���� ��(���	��� +��
��� �������� ��
 ���
���	��� �����	���� ����� ��������

!�
����	�����������  �(	����� Z���� ���
���	� ��(��; ����	�� !�
����	��"

��� ��������	�� �!��� �
	����	���� d�
����	������� ��������	�� �!��� Z����

���
���	� �	����� ������ ���
���	 �������� ��(��:������ /
�
� ���
���	� !�
���"

�	����� �� !�
����	������� ��������	�� �!��� ��� ��	�� ��(��:������

&�%� .�	!���	� f : A→ R �������� A (μ(A) <∞) ���&	���� ���
���		����!��

���	���� �!��� ��� ��� n ∈ N ��

f butn (x) =
[nf(x)]

n
(7.11)

����� �������� ���
���		����!�� ���	���� 
���� �� �
���	�� �����	����

���



������ 8������	��� f : A → R ��	!���	� 
���	������ ����� 8�#% �� 8�#$"

����		������ ��� ��� n ∈ N �� 38�##5 �
��	�� ��	�� ����	����� f butn ���� �����

�������� 
���	��� �
	�� !������� <������� �
����
	�����

|f butn (x)| ≤ |f(x)| + 1

�� ��� �������� f butn ������������ ���
���		����!�� 
���	��� �
	�� !�������

4
���	�	��� f butn ����� �������� ��� ��� n ∈ N �� ���
���		����!�� ���	����

{f butn } ����� ��������	�� �
���"�
�	������� f �� �
��� �����	�����!�� 
���	�"
���� ����������
� ��������� ���� ���!�� x ∈ A 	����∣∣f(x) − f butn (x)

∣∣ =

∣∣∣∣f(x)− [nf(x)]

n

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣nf(x)− [nf(x)]

n

∣∣∣∣ =
{nf(x)}

n
≤ 1

n

�
����
	�� �����	�� \
���� {f butn } �
���"�
�	�� f �� �
��� �����	������� 8�a"
��(����� ����� f �������� A ���&	���� ���
���		����!������ �

&�&� /
�
� ��(������ ���
���		����!��� 	
��� Z������(������ ���
���		����!��

���	����� ���������� ����	 �
	�������

!"#����� \����	
 ������������ [0, 2] �
����� /
�
� �� Z���� ��(��	�����

���
���		����!���	���� �
��������
� D ����� �������� ���	��� ����� /
�
�

���
���	� ���������� �
��-∫
[0, 2]

D(x)dμ = 1 · μ ([0, 2] ∩ Q) + 0 · μ ([0, 2]\Q) = 0.

\����	
 ���������� [0, 2] �
����� Z���� ��(������ ���
���		����!�� 
����

'��� ���������� �!��� [0, 2] �
����� 0 = x0 < x1 < x2 < · · · < xn−1 <

xn = 2 �����	�� ��������� �
�� n ���	���� ���	���
�  �(	����� \����	


�������������� [xk−1, xk] ���	��!������ ���� ������ !�
������ Mk ���!��

k ∈ {1, 2, . . . , n} �!��� 1 �� �
��� \����	
 �������������� �� ���	��!��	������

���� ���� !�
������ mk 
�� 0 �� �
��� '� ���	������� ��� \�������� ������

Ωn �� ���� ωn ��������	����� �������
-

Ωn =
2

n

n∑
k=1

Mk =
2

n

n∑
k=1

1 = 2, ωn =
2

n

n∑
k=1

mk =
2

n

n∑
k=1

0 = 0.

���



'� �
�����

lim
n→∞Ωn = 2, lim

n→∞ωn = 0

�
��	��	���� �
	���
� \
���� \����	
 ���������� [0, 2] �
����� Z���� ��("

������ ���
���		����!�� 
���� �
2���� ��(���	����
��� ��� ��� ��� �� ���� �����	�� ����� /
�
� ���
���	�

�!��� ���� '� �����	�� Z���� ���
���	� �!��� �����	� 
���� '��� 8�W"8�$ ��

8�b$"8�a>"����		���� ������ !������
�

&�'� /
�
� ���
���	����� �� �������� Z���� ���
���	� �!��� �����	� 
���	������

��(�� ������� ��	!���	� �� !�
����	����� ���������� ����	 �
	��������� �

Z���� ��(������ ���
���		����!�� ���	������

!"#����� [0, 2] �
����� \����	
 ������������ �������
� , !�
����	�����

�� �(	!���	�� �
��� �� ������� ����� � /
�
� ��(������ ���
���		����!��� 	
���

\����	
 ���������� [0, 2] �
����� Z���� ��(������ ���
���		����!�� 
���� '�

������ 8�8"����	�� ��������	��� �

&�.� /
�
� ���
���	����� ��� �������� Z���� ���
���	� �!��� �����	� 
���� _�(���

������� ���
���		����!�� ϕ : A → R �� ��	!���	� f : A → R ��������"

	���� ����	 �
	��������� ���!�� x ∈ A 	���� |f(x)| ≤ ϕ(x) ���	���� 	
���

f �������� Z���� ��(������ ���
���		����!�� ���	������

!"#����� <������� ��������	���� �������
- ϕ(x) ≡ 2 ��

f(x) =

⎧⎨⎩ −1, agar x ∈ Q

1, agar x ∈ R\Q.
(7.12)

'��!�� x ∈ [0, 2] 	�� �!��� |f(x)| ≤ ϕ(x) �
����
	�� �����	�� ϕ : [0, 2] → R

��
������ �������� �������� [0, 2] �
����� Z���� ��(������ ���
���		����"

!�� ���	���� /
��� f �������� [0, 2] �
����� Z���� ��(������ ���
���	"

	����!�� 
���� '� ������ D ���� Z���� ��(������ ���
���		����!�� 
���	���"

�� �������� �����	������ �

���



&��/� 7�
����
� �
����
	����� �����	���� ��(�� A ��	!���	� ���&	���� ���;����

ϕ �������� �� c > 0 ��� �
��	��� ���	��� � ��	��

μ {x ∈ A : ϕ(x) ≥ c} ≤ 1

c

∫
A

ϕ(x)dμ (7.13)

�
����
	�� �����	�� 38�#`5 7�
����
� �
����
	��� �
��	����

!"#����� *����	��� Ac = { x ∈ A : ϕ(x) ≥ c} ���	���� , ��	��∫
A

ϕ (x) dμ =

∫
Ac

ϕ (x) dμ+

∫
A\Ac

ϕ (x) dμ ≥
∫
Ac

ϕ (x) dμ ≥ c · μ (Ac) .

'� �
���� 38�#`5 �
����
	������ ������ �
	�� !������� �

&���� f(x) = 3x2 + 2, x ∈ [0, 1] ������������ ���
���	��� ��(��� ���������

�����	���� X��������
�� Z���� �� /
�
� ���
���		����� ������	��� ������"

�� 8�b"�
��
����� �����	���� �
���������

!"#����� '
��	��� f(x) = 3x2 + 2, x ∈ [0, 1] �������� ����� ��������


���� '� �������� ��	!���	� �� [0, 1] �
����� !�
����	������ ������� �!���

� ���
���		����!��� f �� �
��� �����	�����!�� �� ���
���		����!�� {fn} �����
��������	�� �
���"�
�	����� ������� ���	��� �
������ ��� ��� n ∈ N �� fn ����

���
���	��� �����	��� ������ ���	���� ����� lim
n→∞

∫
A fn(x) dμ �� �����	���

���� ���	���� 2�� �������� ��
 ��������!�� ���	 ������
� [0, 1] �
�����

0 <
1

n
<

2

n
< · · · < n− 1

n
<
n

n
= 1

�����	�� ��������� �
�� n ���	���� ���	���
 ��

Ak =

[
k − 1

n
,
k

n

)
, k = 1, 2, . . . , n− 1, An =

[
n− 1

n
, 1

]
�
	��	���	���� ��������
� 1��	�������� ����� �� ���&	��	�� +���"+���� ��	�� ��
���

�
��������� ��
n⋃
k=1

Ak = [0, 1] � fn ����� ���������� [0, 1] �
����� ������"

��!�� ����	����
-

fn(x) = f

(
k

n

)
= 3

k2

n2 + 2, x ∈ Ak, k = 1, 2, . . . , n.

��	



1��	����� �
���"�
�	���� [0, 1] �� f �� �
��� �����	��������� ����������
�

max
0≤ x≤1

|fn(x) − f(x)| = max
1≤ k≤n

max
x∈Ak

|fn(x) − f(x)| =

= max
1≤ k≤n

max
x∈Ak

|f(k/n) − f(x)| = max
1≤ k≤n

3(2k − 1)

n2 =
3(2n− 1)

n2 .

\
���� �� �
���"�
�	�� [0, 1] �� f �� �
��� �����	������� [��� fn �����

������������ [0, 1] ���&	�� �����!�� /
�
� ���
���	��� �����	����
�∫
[0,1]

fn(x) dμ =
n∑
k=1

f

(
k

n

)
μ(Ak) =

n∑
k=1

(
3k2

n2 + 2

)
1

n
=

3

n3

n∑
k=1

k2+

+
2

n

n∑
k=1

1 =
3

n3

n(n+ 1)(2n+ 1)

6
+ 2 =

(n+ 1)(2n+ 1)

2n2 + 2. (7.14)

_��������� �����	����� ���!�� n ∈ N 	�� �!��� �����	� ���	���

12 + 22 + 32 + · · · + n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6

�
��	����� �����	������ 38�#b5 �
��	���� n→ ∞ 	������ ������

lim
n→∞

∫
[0,1]

fn(x) dμ = lim
n→∞

(
(n+ 1)(2n+ 1)

2n2 + 2

)
= 1 + 2 = 3

�� ����	 ��	���
� .	����� ����+��� Z���� �� /
�
� ���
���		����� ������	���

�������� 8�b"�
��
�� ��������� �
��������
�∫ 1

0
(3x2 + 2) dx = (x3 + 2x)

∣∣1
0 = 1 + 2 − 0 = 3.

\
���� ��(��� ��������� �����	����� ���
���	 ������� 
���� �

() *�+�,����� *� ��*+�-� �	+���������� �#��- ���������

&���� *��� f : A → R ��	!���	� �������� ���	��� � ��	�� g(x) = [f(x)]

�������� A �� ����� �������� ���	������ �����	���� '� �
��� [a] �
	�� a

�������� ����� ������� ��	�������

&���� .�	!���	� A ⊂ E ���&	������ y = χA (x) ������
������ ���������� E

�� ����� �������� 
���	����� ��(��� �� 8�#"����	 ��������� An ���&	��"

	������ ��	!���	� 
���	������ �����	���� �����������

��




&�� � y = signx ���� E = [−1, 3] �� ����� �������� 
���	����� ��(��� �����"

���� �� 8�#"����	 ����������� �����	���� �����������

&��$� *��� f1 : A→ R �� f2 : E\A→ R ����� ��������	�� ���	��� � ��	��

f(x) =

⎧⎨⎩ f1(x), x ∈ A

f2(x), x ∈ E\A
�������� E �� ����� �������� ���	������ �����	����

&��%� =��������� 
���&��� ���������� K ���� [0, 1]\K �� ����� ��������

���	������ ����������� '� �
��� K− =����� ���&	����

&��&� K : K → R =����� �������������� ����� �������� 
���	����� �����	����

'� �
��� K− =����� ���&	����

&��'� <������� ����� ��������	������ [0, 1] ���&	�� �����!�� �	����� /
�
�

���
���	��� �����	����

a) f(x) =

⎧⎨⎩ 0, agar x ∈ K

n, agar x ∈ Kn,
b) g(x) =

⎧⎨⎩ 1, x ∈ K

2−n, x ∈ Kn.

&��.� 2���� ������������ ����� ���&������� ���� ����� �������� ���	������ ��"

���	����

&��/� 2���� ��������	�� ���������� ���� ����� �������� ���	������ �����	����

&���� *��� f �� g 	�� ����� ��������	�� ���	��� � ��	�� α f + β g ��������

��� ����� �������� ���	���� �����	����

&���� *��� f : A → R �� g : A → R 	�� ����� ��������	�� ���	��� � ��	��

f · g ��� ����� �������� ���	���� �����	����

&���� f : A → R �������� ��	!���	� ���	���� �!��� ���� �
��� �����	�����!��

����� ��������	�� �
���"�
�	������� ���+�� ���	���� 
���� �� �
���	�� ��"

���	����

���



&�� � =��������� 
���&��� ���������� K �� [0, 1] �� �
��� �����	�����!�� ��

!�
�	��� ������ ����	 ��	��!�� ����� ��������	�� �
���"�
�	����� �������

&��$� *��� f �� g ����� ��������	�� A ���&	���� ���
���		����!�� ���	��� �

��	�� α f + β g �������� ��� A ���&	���� ���
���		����!�� ���	��� ��∫
A

(α f(x) + β g(x) ) dμ = α

∫
A

f(x)dμ+ β

∫
A

g(x)dμ

�
��	�� �����	�� �����	����

&��%� f(x) = [x], x ∈ [0, 5) = A ���� ����� �������� 
���	����� ���������� ��

����� A ���&	�� �����!�� �	����� ���
���	��� �����	����

&��&� ��������� ��	!���	� A ⊂ E �!���
∫
E χA(x) dμ = μ(A) �
��	���� �����

��	����

&��'� A = {x ∈ [−π, π] : sinx < 0, 5} �!��� ∫
[−π, π] χA(x) dμ ���
���	�� ��"

���	����

&��.� \����	
 �������������� ����� �������� 
���	����� ��(��� ��������� �����������

,���� A = [0, 3] ���&	�� �����!�� �	����� ���
���	��� �����	����

&��/� Z���� �������������� ����� �������� 
���	����� ���������� �� ����� A =

[0, 1] ���&	�� �����!�� �	����� ���
���	��� �����	����

8�`#"8�`8"����		���� �
��	��� f : A → R ���������� ����� 
���	�����

���������� ����� ���
���	��� �����	����

&���� f(x) = [2x], A = [0, 2) �

&���� f(x) = signx, A = [−1, 3] �

&���� f(x) = χ[0,1]\Q(x), A = [−1, 3] �

&�� � f(x) = [x] + signx, A = [−1, 2] �

���



&��$� f(x) = signx+ χ[1,2](x), A = [−1, 4] �

&��%� f(x) = n, x ∈ An =

(
1

3n
,

1

3n−1

]
, n ∈ N, A = (0, 1].

&��&� f(x) =
1

n
, x ∈ An =

(
1

(n+ 1)!
,

1

n!

]
, n ∈ N, A = (0, 1].

&��'� f �� �
��� �����	�����!�� �� A ���&	���� ���
���		����!�� ��� ������

����� ��������	�� �
���"�
�	��� �!��� 38�b5 	���� ���+��� �����	����

&��.� '
��	��� f �������� �!��� 38�b5 	����� ���� �
��� �����	�����!�� {fn}
�
���"�
�	������ ���	�������� ����	�� 
���� �����	����

&� /� /
�
� ���
���	����� ��� ����	�	�� ��������� �����	���� '� ������� ���
��"

��� �����		�� ��������� ��������!�� ��
��� �������∫
A

k · f(x) dμ = k

∫
A

f(x) dμ, k ∈ R.

&� �� /
�
� ���
���	����� �������	�� ��������� �����	���� '� ������� ���
�����

�����		�� ��������� ��������!�� ��
��� ������-∫
A

(f(x) + g(x)) dμ =

∫
A

f(x) dμ+

∫
A

g(x) dμ.

8�b> �� 8�b#"����		���� �
	����	��� �����	�� ��������	���� 36#9 �� ������5

/
�
� ���
���	����� �� �� ��� �����	��� �
� �
��	����

&� �� /
�
� ���
���	����� �� ��������� �����	���� A ���&	���� !�
����	������

��	!���	� f �������� ���
���		����!������

&� �� /
�
� ���
���	������������	�� ��������� 3� �����5 �����	���� A ���&	��"

�� ���;���� f(x) ≥ 0 ������������ ���
���	� ���;�����

&�  � /
�
� ���
���	����� �� ��������� �����	���� *��� μ (A) = 0 ���	��� �

��	�� ��������� f : A→ R ������������ ���
���	� ��	�� �
���

���



&� $� *��� �
���	� ���!�� x ∈ A 	�� �!��� f(x) = g(x) ���	��� � ��	��∫
A

f(x)dμ =

∫
A

g(x)dμ

�
��	�� �(���	�� �����	���� '� ��� /
�
� ���
���	����� �� ������� �
��	����

8�b7 �� 8�b8"����		���� �
	����	������ ������	�� ��� �������� /
�
� ���
"

���	����� ��� �� ���� ������� �
� ���	��� 36#9 �� ������5�

&� %� *��� ϕ �������� A ���&	���� ���
���		����!�� ���	��� �
���	� ���!��

x ∈ A 	�� �!��� |f(x)| ≤ ϕ (x) ���	��� � ��	�� f ��	!���	� ��������

��� A ���&	���� ���
���		����!�� ���	������ �����	����

&� &� *��� f ��	!���	� �������� ���	��� � ��	�� f �� |f | ��������	�� ��� ������
���
���		����!�� �� ���
���		����!�� 
���� �����	����

&� '� *��� ��� ��� n ∈ N �!��� 38�##5 �
��	�� ��	�� ����	����!�� f butn �����

�������� ���
���		����!�� ���	��� �������� �
��	���� �����	���∫
A

f(x) dμ = lim
n→∞

∫
A

f butn (x) dμ.

&� .� /
�
� ���
���	����� �� �������� Z���� ���
���	� �!��� �����	� 
���� _�(���

������� f : A → R �� g : A → R 
�����	
�� ��������	���� ����	

�
	��������� �	����� ���� Z���� ��(������ ���
���		����!��� �����!���� 
��

���
���		����!�� ���	������ A = [0, 2] �
����� \����	
 D(x) �� ��	

θ(x) = 0 ��������	����� ���	�	 ��	����

&�$/� /
�
� ���
���	����� ���� ������� Z���� ���
���	� �!��� �����	� 
���� _�(���

Z���� ��(������ ���
���		����!�� ���	����� ������� f : A→ R ����"

������ ����	 �
	��������� ����� ����	� |f | 
��� Z���� ��(������ ���
"
���		����!�� ���	���� 38�#%5 ��	�� ����	����� f ���������� ���	�	 ��	����

���



&�$�� [−1, 1] �
����� ����	����� Z���� ��(������ ���
���		����!�� ���	��"

���� 	
��� �������� Z���� ��(������ ���
���		����!�� ���	��� ����������

����	 �
	������� 8�$"����	 �
!������ ����	��� f ���������� ���	�	 ��	����

&�$�� 38�#%5 �
��	�� ��	�� ����	����� f �������� �� ϕ(x) ≡ 1 ����������

[−1, 1] �
����� 
�����	
�� 
���	����� �����	���� ,	���� [−1, 1] �
���"

�� /
�
� �� Z���� ��(��	����� ���
���		����!���	���� �
���������

&�$$� *��� f �������� A ���&	���� ���
���		����!�� ���	��� � ��	�� f ��������

A ���&	������ ��������� ��	!���	� A′ ������� ��� ���
���		����!�� ���	����

�����	����

&�$ � *���
∫
A | f(x) | dμ = 0 ���	��� � ��	�� �
���	� ���!�� x ∈ A 	�� �!���

f(x) = 0 ���	���� �����	����

&�$$� 1
�
� ���
���	����� ����	��� �
	����
	�� ���������� �����	���� �����	��� 

*��� f �������� A (μ(A) < ∞) ���&	���� ���
���		����!�� ���	���

� ��	�� ��������� n ∈ N ��� �!��� ������� m ∈ N ��� ���+�����

μ(D) < m−1 �
����
	���� ������	�������!�� ��� ������ ��	!���	� D ⊂ A

���&	�� �!��� ∣∣∣∣ ∫
D

f(x) dμ

∣∣∣∣ < 1

n

�
����
	�� ��+���	����

&�$%� [0, 1] �
����� !�
����	�������� ���� /
�
� ��(������ ���
���		����!��

���	��� ����� ���������� ����	 �
	�������

&�$&� f(x) = [x2] ������������ A = [0, 2] ���&	�� �����!�� �	����� /
�
�

���
���	��� �����	����

&�$'� [a, b] �
����� �
	����
 �������� ����� �������� ���	� �	�����c

&�$.� \����	
� Z���� ��������	��� ����� �������� ���	�����c ,	������ [0, 4]

���&	�� �����!�� �	����� /
�
� ���
���	��� �����	����

���



8�7>"8�7a"����		���� �
��	��� f : A → R ������������ ���
���	��� ��(���

��������� �����	���� X��������
�� Z���� �� /
�
� ���
���		����� ������	���

�������� 8�b"�
��
����� �����	���� �
���������

&�%/� f(x) = 2x+ 1, x ∈ [0, 3].

&�%�� f(x) = 6x− 3, x ∈ [−1, 2].

&�%�� f(x) = 3x2 − 2x, x ∈ [−1, 1].

&�%�� f(x) = 6x2 + 4x− 5, x ∈ [−1, 1].

&�% � f(x) = 2x + 3, x ∈ [0, 2].

&�%$� f(x) = ex + 3x, x ∈ [0, 1].

&�%%� <������� ���
���		���� �����	����

�5
∫

[−3, 3]
sign(cos πx)dμ; �5

∫
(0, 1]

sign(sin
π

x
)dμ;

!5
∫∫

[0, 2]×[0, 2]
[x+ y]dμ; �5

∫∫
x≤y≤4

√
[y − x]dμ.

8�78"����	�� /
�
� ���
���	� ��(��; �� �����	������ �����	���� �����	���� '�

�
��� D− \����	
� R−Z����� K− =����� �����������

&�%&� �5
∫

[0, 1]
x · χ[0, 1]\Q(x)dμ; �5

∫
[0, 2]

(1 + 2x) dμ;

!5
∫

[0, 2]

(
3x2 + 1

)
dμ; �5

∫
[0, 1]

(2x + 2) dμ;


5
∫

[0, 1]
(ln 3 + ex) dμ; �5

∫
[0, 1]

K(x) dμ;

�5
∫

[0, 1]
x (1 − D(x))dμ; �5

∫
[0, 1]

x (1 − R(x))dμ;

�5
∫

[0, 1]
(x+ K(x)) dμ; +5

∫
[0, 1]

x · K(x) dμ;

�5
∫

[0, 1]
x2 · R(x) dμ.

���



&�%'� ��� ��� n ∈ N �!��� fn : [0, 1] → R ���������� ��������!�� ����	����
�

fn ������������ x ∈ [0, 1] ��������� �������� x ���� !�
���
 ����	��

������ ����	�������� n− �������� �
���  ���	��� f2(0, 10010 . . .) = 0,

f3(0, 10110 . . .) = 1 � '� �
���"�
�	�� �!��� ��������	���� �����	���-∫
[0,1]

fn(x)fm(x)dμ =
1

4
, n �= m,

∫
[0,1]

(fn(x))
2 dμ =

1

2
.

&�%.� ��� ��� n ∈ N �!��� gn : [0, 1] → R ���������� ��������!�� ����	����
�

*��� x ∈ [0, 1] ���� !�
���
 ����	�� ������ ����	������ n− ������ #
���	��� gn(x) = 1 � ���� n− ������ > ���	��� gn(x) = −1 � '� �
���"

�
�	�� �!��� ��������	���� �����	���-∫
[0,1]

gn(x)gm(x)dμ = 0, n �= m,

∫
[0,1]

(gn(x))
2 dμ = 1.

'� § � 
"�"4 �-�"4���� �"�4��� ������ �����4� �	����

���
���	 �
	���� ������ 	������ ������ ���� �����	���� �����"��� ���
���		���

����	��� ���&	�� ������	���� �
!������ �!������� '�����!�� ��	�� ��������

������ �����	����

lim
n→∞

∫
A

fn(x)dμ =

∫
A

lim
n→∞ fn(x)dμ :=

∫
A

f(x)dμ (8.1)

�
��	�� �����	� ���	���� ��(�� 	���� �� ���
���	 �
	��	������� �����	����� �	����������

������c ���
���	 �
	���� ������ 	������ ���������� �
���	� �����	������ ����

�
��	��� �
���"�
�	������ �
��� �����	������ ���������� 	
��� �� ����� ��(�����

���� 2������ �!��� �
��� �����	��������� ��!���
��� �����	�� ������� ��	��

3W�#5 �
��	������ ��+���	������ �
��������
� *��� {fn} ���
���		����!�� ������"
��	�� �
���"�
�	��� A ���&	������ ��� ��� ��������� f ���������� �����"

	������ 3W�#5 �
��	�� ��������� �
��� ����	 �����	���� ,����� �	������ �����	�

�����	������ ���
���	 �
	���� ������ 	������ �������� ��(���	�� �	��� 
���� '��"

�� �������� ����	�� �����!� ����	 ��	���
�

���



'��� [0, π] �
����� �������� ���������	 �
���"�
�	���� �������


fn(x) =

⎧⎨⎩ n sinnx, x ∈
[
0,
π

n

)
0, x ∈

[π
n
, π

]
.

(8.2)

'� �
���"�
�	�� ��� ��� ������� ��	�� �����	������� '� �
���"�
�	��

�!��� 3W�#5 �
��	�� ���������c

!"#����� ��� ��� x ∈ [0, π] �!��� lim
n→∞ fn(x) = 0 �
��	�� ���� �
������"

	���� [��� fn ���� [0, π] �
��� �����!�� �	����� ���
���	��� �����	����
-∫ π

0
fn(x)dμ = n

∫ π
n

0
sinnxdμ = 2.

�����!�� ��������

lim
n→∞

∫ π

0
fn(x)dμ = 2 �=

∫ π

0
θ(x)dμ = 0.

\
���� �� �
���"�
�	�� �!��� ���
���	 �
	���� ������ 	������ ������ �������


���� �
<����� ��
 ���
���	 �
	���� ������ 	������ ������ �
	��	����� �
	������
�

'����"��"�� $1
�
�& !��� {fn} �
�����
�	�� A ����	������ ��� ���

��������� f ���������� �����	����� �� ������ n ∈ N 	�� ����� |fn(x) | ≤
ϕ (x) �
����
	�� ������	��� ϕ �������� A ����	���� ���
���		������� ���	���

� ��	�� 	������ �������� f ��� A �� ���
���		������� ���	��� �� ��������

�
��	�� �����	�

lim
n→∞

∫
A

fn(x)dμ =

∫
A

f(x)dμ.

'���-���5�� !��� | fn(x) | ≤M = const �� ������ x ∈ A 	���� lim
n→∞ fn(x) =

f(x) ���	��� � ��	�� �������� �
��	�� �����	�

lim
n→∞

∫
A

fn(x)dμ =

∫
A

f(x)dμ.

0�	 ��	!���	� ���&	���� ������������ ��������� ��
��������� ���
���	 ���"

������ ��(��� ��	������ ������� �!��� W�#"�
��
���� {fn} �
���"�
�	������
���



f ���������� �
���	� �����	��������� �� | f(x) | ≤ ϕ(x) �
����
	������ ���

�
���	� ���!�� x 	�� �!��� ��+���	������ ��	�� ��	��� �
���	��

'����"��"�� $1
��& A ����	���� �������

f1(x) ≤ f2(x) ≤ · · · ≤ fn(x) ≤ · · · ,

���
���		������� {fn} ��������	�� �
�����
�	��� �
��	��� ���	��� ������ n ∈ N

	�� ����� ∫
A

fn(x)dμ ≤ K

�
����
	�� ������	��� 5 ��	�� A ����	������ �
���	� ����� �
���� lim
n→∞ fn(x)

= f(x) ��
�	� 	���� ������ ����� f �������� A �� ���
���		������� ��

���
���	 �
	���� ������ 	������ ������ ������� �����

lim
n→∞

∫
A

fn(x) dμ =

∫
A

f(x) dμ.

'���-���5�� !��� ψn(x) ≥ 0 ���	���

∞∑
n=1

∫
A

ψn(x)dμ < +∞

���	��� � ��	�� A ����	������ �
���	� ������ �����	�����

∞∑
n=1

ψn(x)

����� �����	������ �� �� ������� ���	�� ���
���		��� ������� �����∫
A

( ∞∑
n=1

ψn(x)

)
dμ =

∞∑
n=1

∫
A

ψn(x) dμ .

'����"��"�� $����& !��� ���-����� ��	����	� {fn} ��������	�� �
����

�
�	��� A ����	���� f ���������� �
���	� �����	����� ��∫
A

fn(x) dμ ≤ K

���	��� � ��	�� f �������� A ����	���� ���
���		������� ��∫
A

f(x) dμ ≤ K

��	



�
����
	�� �����	� 

2�� &�����!�� ��
 ����� !�
�	� ��	!���	� (μ(A) < ∞) ���&	��	���� /
�
�

���
���	� �� ����� �����	����� ���������� /
��� ���&	�� ����	�	���� �
!������

!�
���
 ��	!���	� ���&	���� �
��	��� ������������ ���
���	��� �������� �������

�
	����  ���	��� R = (−∞, ∞) �� �
��	��� ������������ /
�
� ���
���	���

�������� ������� �
	���� '�
 X ���&	�� �����	� ������� !�
�	� ��	!���	� Xn

���&	��	������ ���	������� ������������ ������	������ ������ ���	��� ��	 ��	��

!�
����	�����
�

'�����7��,� !��� X ����	���� μ ��	���� �
��	��� ���	��� X ����	����

�����	� ������� ��
�	� ��	����	� ����	��	������ ���	������� ������������ �������

	��� ������ ���	��� � ��	�� X �� �
��	��� μ ��	���� σ− ��
�	� ��	���� �
��

�	��� 

σ− !�
�	� ��	!���	���� ���	�� �������� �� �
���	������ /
�
� ��	!���	���

����	 ���	� �	����

'�����7��,� !��� ������� �������� {Xn} (Xn ⊂ Xn+1) ����	��	�� �
����

�
�	��� �������� ���� ������� ������	�������

#5
∞⋃
n=1

Xn = X, %5 ������ n ∈ N 	�� ����� μ(Xn) <∞,

{Xn} �� X ����	���� ���	����� �
�����
�	�� �
��	��� 

'�����7��,� X ����	���� σ− ��
�	� μ ��	���� �� X �� ����	����� ����

-���� f �������� �
��	��� ���	��� !��� f �������� ��������� ��
�	� ��	����	�

A ⊂ X ����	���� ���
���		������� ���	��� ����� ���	����� {Xn} �
�����
�	��

�����

lim
n→∞

∫
Xn

f(x)dμ

��
�	� 	���� ������ ���	��� � ��	�� f �������� X ����	���� ���
���		�������

�
��	��� �� �� 	���� ∫
X

f(x)dμ = lim
n→∞

∫
Xn

f(x)dμ

f ��� X ����	�� �������� �	����� 1
�
� ���
���	� �
��	��� 

��




[��� f ��������� �������� ���	���� ,�� ������ ���;���� ��������	�� ����"

���� ����	��� ������	����
� ��(�� f(x) = f+(x) − f−(x) � �� �
��� f+ �� f−

	�� 38�85 �
��	�� ��	�� ����	������

'� ���7��,� !��� 38�85 �
��	�� ��	�� ����	����� f+ �� f− ���-��

��� ��������	�� X ����	���� ���
���		������� ���	��� � ��	�� f �������� X

����	���� ���
���		������� �
��	��� ��∫
X

f(x)dμ =

∫
X

f+(x)dμ−
∫
X

f−(x)dμ.

/
�
� �� Z���� ���
���		��� ��������� �������� ����	������� �
	������
�

*��� [a, b] �
����� f �������� Z���� ��(������ ���
���		����!�� ���	���

� ��	�� f �������� [a, b] �
����� /
�
� ��(������ ��� ���
���		����!��

���	��� �� �� ���
���		�� �
�� ���	��� 38�b"�
��
���� ������5�

*��� f �������� [0, 1] �
����� ������ ��(���� Z���� �����!�� ���
���	"

	����!�� ���	��� � /
�
� ��(������ ���
���		����!�� ���	���	��� ��� �������

 ���	��� ∫ 1

0
sin

1

t

dt

t
(8.3)

������ ���
���	 Z���� ��(������ ���+�� 3���
���		����!��5� ��������� ����

��
�����!��	���� �	���������∫ 1

0
sin

1

t

dt

t
=

∫ ∞

1

sin x

x
dx

�� �
	���
� \����	
 �	������� ����� �� ���
���	 �����	�����!�� 3f(x) =
sin x

x

�������� ���
���		����!��5� f(t) = sin
1

t
· 1

t
�������� (0, 1) ���	���� /
�
�

��(������ ���
���		����!�� 
���� ����
 ��	��	��� �� �������� /
�
� ��(������

���
���		����!�� ���	���� , ��	�� ���� ������� �����∫ 1

0

∣∣∣∣ sin 1

t

∣∣∣∣ dtt
���
���	 ��� ���+�� ���	���� '����� 
�� ���� ��
�����!��	���� �	����������

���



∫ 1

0

∣∣∣∣ sin 1

t

∣∣∣∣ dtt =

∫ ∞

1

|sin x|
x

dx ≥
∫ ∞

1

sin2 x

x
dx =

∫ ∞

1

1 − cos 2x

2x
dx =

=

∫ ∞

1

dx

2x
−

∫ ∞

1

cos 2x

2x
dx

�
��	���� �
	���
� .����� ∫ ∞

1

cos 2x

x
dx

���
���	 �����	�����!��� '����!�� ���
���	 
�� �
��	�����!��� \
����∫ 1

0

∣∣∣∣ sin 1

t

∣∣∣∣ dtt
���
���	 ��� �
��	�����!��� 2���� ��(���	����
��� ���� ���;���� ��������

Z������(������ ���
���		����!�� ���	��� � ��	�� �� �������� /
�
� ��(������

��� ���
���		����!�� ���	��� �� �� ���
���		�� �
�� ���	����

'� ��"��"��� !����	�� A ����	������ ��	����� ��
���
 ���	��� 7�
�	���

��	��� y1, y2, . . . , yn ������	���� ����	 ��	����� f : A → R ����� ��������

A �� ���
���		������� ���	���� ����� Ak = {x ∈ A : f(x) = yk}, k =

1, 2, . . . , n ����	��	������ ��	����� ��
�	� ���	���� 
���� �� �
���	� 9������

B ⊂ A ����	������ ������
������ ���������� � χB(x) ���
���		������� ���	����

����� μ(B) <∞ ���	���� 
���� �� �
���	� 

'�$���7��,� !����	�� A ��
���
 ��	����	� ����	��� f : A → R �����	���

y1, y2, . . . , yn, . . . ������	���� ����	 ��	����� ����� �������� ���	��� !��� ���

��� ��	��� yk ����� Ak = {x ∈ A : f(x) = yk} ����	�� ��
�	� ��	����	�

���	���
∞∑
n=1

yn μ(An) ����� ����	��� �����	�������� ���	��� f : A → R �����

�������� A ����	���� 1
�
� ��������� ���
���		������� �
��	��� 

'��� <����� �
	����	��� ��������	�� R �� /
�
� ��(������ ���
���		����!��

���	�����c

�5 f(x) =
∞∑
n=1

(−1)n

n
χ[n, n+1](x); �5 f(x) =

∞∑
n=1

sin n

n
χ[n, n+1](x);

���



!5 f(x) =
∞∑
n=1

(−1)n

n2 χ[n2, (n+1)2)(x); �5 f(x) =
∞∑
n=1

cosn · χ[
√
n,

√
n+1)(x);


5 f(x) =
∞∑
n=1

n2

(n+ 1)!
χ[n, n+1)(x); �5 f(x) =

∞∑
n=1

n2

2n
χ[n, n+1)(x).

!"#����� ��
�� ��
 �5 ���� �
!������ �
����
� '
��	��� ������������ ����	��"

������� ��������	���� 
�� ���	���
� A0 = (−∞, 1) ���&	���� f(x) = 0 = y0

�� f(x) =
n2

2n
, x ∈ An = [n, n + 1) � W�a"��(����� ����� f : R → R ��������

���
���		����!�� ���	���� �!���

∞∑
n=1

yn μ(An) =
∞∑
n=1

n2

2n
· 1

����� �����	�����!�� ���	���� 
���� �� �
���	��  ����� ���	� �����	���� ������	���

�������� \�	���
� �	�������� �����	���� 3 q = 0, 5 5� ����	 ���	��� ���������

�����	�����!�� 
���	����� ������!� ����	 ��	���
� \
���� f �������� R ��

���
���		����!�� ���	���� �

'��� A =
∞⋃
n=1

[n, n+ n−α) ���&	������ ������
������ ���������� f(x) = χA(x)

&����
�� α ���� ������ ������	����� R �� ���
���		����!�� ���	���c

!"#����� W�b"�
��
���� ������ f(x) = χA(x) �������� ���
���		����!��

���	���� �!��� A ���&	�� !�
�	� ��	!���	� ���	���� 
���� �� �
���	�� A ���&	������

��	!����� ��	!������� σ− �������	�� ��������� �����

μ(A) =
∞∑
n=1

1

nα

���������� �
���  �(	����� �� ����� &����
�� α ���� # ��� ����� ���!��

������	����� �����	�����!�� ���	���� \
���� ���!�� α ∈ (1, ∞) 	���� A

���&	������ χA ������
������ ����������� R �� ���
���		����!�� ���	���� �

'� � <������� 	����	���� ���
���	 �
	���� ������ 	������ ������ �������� �
��
"

��	����� �����	���� �
!�����

���



�5 lim
n→∞

∫
[0, 1]

exp
(−nx2

)
dμ; �5 lim

n→∞
∫

[0, 1]
exp

(
−x

2

n

)
dμ;

!5 lim
n→∞

∫
R

sinn x

1 + x2 dμ; �5 lim
n→∞

∫
[0, π]

exp(− cosn x) dμ;


5 lim
n→∞

∫
[0,∞]

n
(
exp

(
−x
n

)
− 1

) dμ

1 + x4 .

!"#����� �5 ���� �
!����� ���
���	 �
	���� ������ 	������ ������ ��������

/
�
� �
��
������� �����	�����
� '
��	��� fn(x) = exp(−nx2) �
���"�
�	��

[0, 1] �
������� �
���	� ���!�� 3��	 �������� ��������5 �����	����� θ(x) ≡ 0

���������� �����	������� ���
���		����!�� ϕ : [0, 1] → R �������� ��������

ϕ(x) ≡ 1 �� �	���
� , ��	�� ���!�� x ∈ [0, 1] �� n ∈ N 	�� �!��� |fn(x)| ≤
ϕ(x) �
����
	�� ��+���	���� ���
���	 �
	���� ������ 	������ ������ �������� /
�
�

�
��
�������� �����	��� ��+���	���� 1
��
�� ���������� �����

lim
n→∞

∫
[0, 1]

exp(−nx2) dμ =

∫
[0, 1]

θ(x) dμ = 0. �

'�$� f(x) =
1

1 + [x]2
, x ∈ A = [0, ∞) �������� A �� ���
���		����!����c

!"#����� 2������ ����� ����� ��(��;�� ����� f : A → R ����� ������"

�� ���	��� An = [n, n + 1), n = 0, 1, . . . ���&	���� yn =
1

1 + n2 ��������

����	 ��	��� ��
∞∑
n=0

1

1 + n2 · 1 ����� �����	�����!��� \
���� W�a"��(����� �����

f(x) =
1

1 + [x]2
�������� A = [0, ∞) �� ���
���		����!��� �

() *�+�,����� *� ��*+�-� �	+���������� �#��- ���������

'�%� <����� �
	����	��� ��������	�� α > 0 &����
������ ������ ������	�����

R �� ���
���		����!�� ���	���c

�5 f(x) =
∞∑
n=1

(−1)n

nα
χ[n, n+1](x); �5 f(x) =

∞∑
n=1

sin n

nα
χ[n, n+1)(x);

!5 f(x) =
∞∑
n=1

(−1)n

nα
χ[n2, (n+1)2)(x).

���



'�&� �����
�� α ���� ������ ������	����� fn(x) =
nxα

nx2 + 1
, x ∈ [0, 1],

�
���"�
�	�� ���
���	 �
	���� ������ 	������ ������ �������� /
�
� �
��
"

���� �����	����� ������	��������c

'�'� <������� {gn} �
���"�
�	�� ���
���	 �
	���� ������ 	������ ������ ��������
/
�� �
��
���� �����	����� ������	����������c

gn(x) =
nx

3
2

nx2 + 1
, x ∈ [0, 1].

'�.� ���� �
��
���� �����	��� ��+���	�����

lim
n→∞

∫
A

fn(x)dμ =

∫
A

f(x)dμ

�
��	�� �����	���c .����	� ���	����� ����	 �
	�������

'��/� ���
���	 �
	���� ������ 	������ ������ �������� �
��
��	����� �����	����

�������� 	����	���� �����	����

�5 lim
n→∞

∫
R2

exp
(− (

x2 + y2
))

cos

(
1

n
x · y

)
dx dy;

�5 lim
n→∞

∫
R

n

(1 + x4)
· sin |x|

n
dμ.

'���� *��� ���;���� �������� ������ ��(���� Z���� ��(������ ���
���		�"

���!�� ���	��� � /
�
� ��(������ ���
���		����!�� ���	������ �����	����

'���� 3W�`5 ���
���	���� ����	��� ���
���		����!�� 
���	����� �����	����

'���� f(x) =
1

1 + [x2]
, x ∈ A = [0, ∞) �������� A �� ���
���		����!����c

'�� � f1(x) =
x1

x2
1 + x2

2
, f2(x) =

x2

x2
1 + x2

2
, f+

1 (x) =
|x1|

x2
1 + x2

2
, f+

2 (x) =
|x2|

x2
1 + x2

2
��������	���� U0(1) = {(x1, x2) ∈ R2 : x2

1 +x2
2 ≤ 1} ���&	���� ���
���	"

	����!�� 
���	����� �����������

'��$� fi(x) =
sin xi

2 − cosx1 − cosx2
, i = 1, 2 ��������	���� U0(1) = {(x1, x2) ∈

R2 : x2
1 + x2

2 ≤ 1} ���&	���� ���
���		����!�� 
���	����� �����������
���



'��%� f(x) =
1

x2
1 + x2

2 + x2
3
�� fi(x) =

|xi|
x2

1 + x2
2 + x2

3
, i = 1, 2, 3 ��������	����

B0(1) = {(x1, x2, x3) ∈ R3 : x2
1 + x2

2 + x2
3 ≤ 1} ���&	���� ���
���	"

	����!�� 
���	����� �����	���� ,	������ B0(1) ���&	�� �����!�� �	�����

���
���	��� �����	����

'��&� f(x) =
1

3 − cosx1 − cosx2 − cosx3
���������� B0(1) ���&	���� ���
���	"

	����!�� 
���	����� �����������

.� § � ��-���- *� �	+4������ #�"4�����-4�- ,�-0��)����

$ �� #>"&������:���� ��
 ���	�� ������ ����	����� ��������	������ /
�
�

���
���	��� �������
� '���� ���
���	�� �����	����� f �� ���&	�� ����������

�������� ���������
� *��� f �������� X ⊂ R ��	!���	� ���&	���� ���
���	"

	����!�� ���	��� � ��	�� ∫
A

f(x) dμ (9.1)

���
���	 ���!�� ��	!���	� A ⊂ X ���&	��	�� �!��� ���+�� �� � �����	����� f

�� ���&	�� ���������� ���	���� '� ���
���	 1
�
����� ������� ���
���	� �
��	����

X ���	�� �������� ���	�� ���	���� ��� ������� '� ��	�� A ���&	�� X ����

�
������ ������ ���	��� 3$�#5 ���
���	 �
��� !�
��� �����	������� ����������

���	���� A = [a, b] �
��� !��& !�
������� �����	���∫
[a,x]

f(t)dμ (9.2)

���
���	���� �����	����� ���������
� '� ����	� ��
�� ���	�� ������ ����	�����

��������	������ ��(
� ����� ���:����� �������� �	�� �
	���� '�	�� �������

��������	��� ��
������� !�
����	����� ��������	�� �� ����	��� �
	����
 ��������"

	�� ���:�������

��-���- ,�-0��)����� \���	�� �����!��� �������!�� ����� ��������"

������ ����������� ��������	�� ��(��:����� �
����
�

���



.�����7��,� [a, b] �
����� ����	����� f ��������� ��� �
������ �	�����

��� ������ x1, x2 	�� ����� x1 < x2 ���	�����

f(x1) ≤ f(x2) (f(x1) ≥ f(x2))

���	��� f �������� [a, b] �
����� ������������� $�����������& ��������

�
��	��� 

.�����7��,� [a, b] �
����� ����	����� f ��������� ��� �
������ �	�����

��� ������ x1, x2 	�� ����� x1 < x2 ���	�����

f(x1) < f(x2) (f(x1) > f(x2)) (9.3)

���	��� f �������� [a, b] �
����� �������� $����������& �������� �
��	��� 

,������ �����	�� �!��� ������� �������� �
��	������ $�# �� $�%"��(��:����

�
	����	��� ��������	�� �������	���� '�(
�� �����!������ ��������� +�	� ��	���

�!��� �����!�� ���� �������!�� ����������� ������ �����!�� ���� ������ ��"

�����!��� ���� ���(�� ������� �
� ������
�

/
�
����� ������� ���
���	� 3$�%5 ���� �����	����� ����������� �������� ���"

�� �� ����� �������� ����	����
� *��� f ���;���� �������� ���	��� � ��	"

�� 3$�%5 ������� ������������� �������� ���	���� ��� ������ ���
���		���"

�!�� �������� ������ ���;���� ���
���		����!�� ��������	�� �������� ����	���

������	�����

f(x) = f+(x) − f−(x),

�� �
��� f+ �� f− 	�� 38�85 �
��	�� ��	�� ����	������

2������ �!��� 3$�%5 ���
���	 ������ ������� ������������� ��������	��"

���� �������� ����	��� �����	������ 2�� �����	� ������ !�
������ ��
�����!��

���	��� 3$�%5 ���
���	�� ���������� ������� ��������	������ �����	����� �
�"

������� ����	����� �
	����

������� ���	�� ���&	��� R �� ����	����� f �������� �� x0 ∈ R �����

���



�
��	��� ���	���� *���

lim
h→0+

f(x0 + h) ( lim
h→0−

f(x0 + h))

	���� ���+�� ���	��� �� 	������ f ������������ x0 ��������� ���� $����& 	���

��� �
��	��� �� f(x0+0) (f(x0−0)) ����������� �
	��	������ *��� f ��������"

���� x0 ��������� ���� 3!��&5 	����� ���+�� ���	���

f(x0 + 0) = f(x0) (f(x0) = f(x0 − 0))

�
��	�� �����	� ���	��� f �������� x0 ������� ������� $�������& �
	����
 �
"

��	���� *��� f ������������ x0 ������� ���� �� !��& 	����	��� ���+�� ���	���

f(x0 + 0) = f(x0) = f(x0 − 0)

�
��	�� �����	� ���	��� f �������� x0 ������� �
	����
 �
��	���� *�����

f(x0 − 0) �= f(x0 + 0)

���	��� f �������� x0 ������� �������� ��� �
�	����� 
�� �
��	���� x0 �����


�� f ������������ �������� ��� �
�	��� ������� �
��	����

Δf(x) = f(x+ 0) − f(x− 0)

�������� f ������������ x ∈ (a, b) ��������� �������� �
��	���� f ��������"

���� �
��� !�
�	������� �������	��� �
� Δf(a) = f(a+0)− f(a), Δf(b) =

f(b)− f(b− 0) ������	���� ����	����

*��� f ������������ x0 ��������� ���� �� !��& 	����	������ ���������

���+�� ���	���� ���� �	����� ���� !�
���
�� ��	����� �� ����� f ��������"

���� �������� ��� �
�	��� ������� �
��	����

<������� ���	��

lim
h→0+

f(x0 + h) − f(x0)

h
= Λr, lim

h→0+

f(x0 − h) − f(x0)

h
= Λl,

���



lim
h→0+

f(x0 + h) − f(x0)

h
= λr, lim

h→0+

f(x0 − h) − f(x0)

h
= λl,

��� �������� f ������������ x0 ��������� ���� ������� ���� ������� ����

���� �� ���� ���� ����	� ���	��� �
��	����

[��� ������� ��������	������ �����	����� ���� ����		�� �������
�

.��� f(x) = [x] + 2 · sign (x+ 1) + 3 ·χ(−1,1](x), [−2, 1] ���������� [−2, 1]

�
����� �������	���� �
��������� ,	����� �����	��� ������� �
	����
�

�����	��� !��&��� �
	����
	����� ����	���� ,	������ ���!�� �
�	��� ���"

��	����� ��&���� �
�	��� �����	������� �������	����� �����	����

!"#����� '
��	��� ������������ ��� ��� ������	��!������ �	����� ���	�	 ��	"

���
� 2������ ����� ����� ��(��;�� ����� y1(x) = [x] �������� ���!�� �����

�����	���� �
�	����� 
��� �������������� ������� �
	����
� �
�	��� �����"

	������ �������	��� 
�� # �� �
��� y2(x) = sign (x+1) �������� ������� x = −1

������� �
�	����� 
��� '� ��������� ���� �� !��& 	����	�� 
�� �������	����

�
��-

lim
h→0+

sign (0 − h) = −1 �= sign 0 = 0 �= lim
h→0+

sign(0 + h) = 1. (9.4)

y2(x) = sign (x + 1) ������������� �������� ���	��� �
�	��� �����������

�������� y2(−1 + 0) − y2(−1 − 0) = 2 �� �
��� 3$�b5 ��� ��(	����� ��

�������� x = −1 ������� ������� ��� !��&��� ��� �
	����
 
���� 2�(�����

y3(x) = χ(−1,1](x) �������� ��� [−2, 1] �
������� ����� x = −1 ���������

�
�	����� 
��� '� �������� x = −1 ������� !��&��� �
	����
 �� �������� #

�� �
��� 1
�������� ����+�	����� ����� �������� ��	����� �
	���
� y1, y2 �� y3

��������	�� ������������� �� ������ ���	���� ���&������� �����	���	��� �!���

f(x) = [x] + 2 · sign (x+ 1) + 3 · χ(−1,1](x)

��� [−2, 1] �� ������������� �������� ���	���� ,���� �
�	��� �����	��� −1

��	



�� 0 �����	������ '����� �������� f(−1) = −1, f(0) = 5 ��

lim
h→0+

f(−1−h) = −2+2·(−1) = −4 �= lim
h→0+

f(−1+h) = −1+2·1+3·1 = 4,

lim
h→0+

f(0− h) = −1 + 2 · 1 + 3 · 1 = 4 �= lim
h→0+

f(0 + h) = 0 + 2 · 1 + 3 · 1 = 5.

'� ������������ −1 �� 0 ��������� �������	��� ��� �������� Δf(−1) = 8

�� Δf(0) = 1 � '
��	��� �������� x = −1 ������� ������� ��� !��&���

��� �
	����
 
���� x = 0 ������� ������� �
	����
� �

.��� ����
 ��	��	��� f : [a, b] → R ������������� ��������� c1, c2, . . . , cn

��� �
������� ��������� �����	�� ���	���� , ��	��

n∑
i=1

Δf(ci) ≤ f(b) − f(a) (9.5)

�
����
	�� �����	�� �����	����

������ ����
 ��	��	��� f : [a, b] → R ������������� ��������� c1 < c2 <

. . . < cn 	�� ��� �
�������� ������ ��������� +��	������ ��������� �����	��

���	���� <�������
n∑
i=1

Δf(ci) ���������� �������
-

n∑
i=1

(f(ci+0)−f(ci−0)) = f(c1 +0)−f(c1−0)+ · · ·+f(cn+0)−f(cn−0).

'� ���������� ��������!�� ��
�� �	���
-

n∑
i=1

Δf(ci) = f(cn + 0) − f(c1 − 0) −
n∑
i=2

(f(ci − 0) − f(ci−1 + 0)). (9.6)

=������������ f �������� �� ����	��� ci > ci−1 �!���

f(ci − 0) − f(ci−1 + 0) ≥ 0 (9.7)

���
��	�� �����	�� 3$�75 �� 3$�85 	�����

n∑
i=1

Δf(ci) ≤ f(cn + 0) − f(c1 − 0) ≤ f(b)− f(a) (9.8)

�� �	���
� '� 
�� 3$�a5 �
����
	������ ��
����� �

��




.��� f : [a, b] → R ������������� ��������� n ∈ N ��������� ��� ���	����

, ��	�� Dn =

{
x ∈ [a, b] : Δf(x) ≥ 1

n

}
!�
�	� ���&	��� �����	����

������ 1
�������� ����
 ��	��	��� ����� n ∈ N �!��� Dn ���&	������


	
�
��	��� ���� !�
���
 ���	���� � ��	�� ��������� m ∈ N �!��� Dn ���

c1, c2, . . . , cm ∈ Dn �����	�� �	��� ������� 3$�a5 ����� Dn ���� ����	������"

��� ���������� �	���
-

f(b) − f(a) ≥
m∑
i=1

Δf(ci) ≥ m · 1

n
.

'� �
���� m ≤ n(f(b) − f(a)) 
���	��� �
	�� !������� '� �
����
	�� m ����

��������� ������	 ��� 
���	����� 
��� \
���� Dn !�
�	� ���&	��� �

.� � f : [a, b] → R ������������� ��������� c1, c2, . . . , cn, . . . 	�� �����

�
�	��� �����	��� ���	���� , ��	��
∞∑
n=1

Δf(cn) ����� �����	�����!�� ��

∞∑
n=1

Δf(cn) ≤ f(b) − f(a)

�
����
	�� �����	�� �����	����

������=������������ f : [a, b] → R �������� �� [a, b] �
����� ���	���"

�!�� ��������� c1, c2, . . . , cn �����	�� �!��� 3��� +��	���� ����� �
�	��� ���"

��	��� �!��� ���5
n∑
i=1

Δf(ci) ≤ f(b) − f(a) �
����
	��� %"����	�� 33$�W5 ��

������5 ��������	��� '� 
�� ������ ���	�
∞∑
n=1

Δf(cn) ��������� ������ �������"

	��� �
���"�
�	��� Sn ���� ��������� !�
����	�����	����� ��	������� \
����
∞∑
n=1

Δf(cn) ����� �����	�����!��� 3$�W5 �
����
	���� n→ ∞ �� 	������ �����

∞∑
n=1

Δf(cn) ≤ f(b) − f(a)

�
����
	���� �	���
� �

���



.�$� f : [a, b] → R ������������� ��������� c1, c2, . . . 	�� ����� �
�	���

�����	��� ���	����

fd(x) =
∑
ci≤x

Δf(ci), x ∈ [a, b] (9.9)

��������� f ���� �������	��� ���������� �
��	���� fd : [a, b] → R �������

�
	����
 ������������� ��������� �����	����

������ =������������ f : [a, b] → R ������������ �
�	��� �����	���

c1, c2, . . . 	���� ����� ������ ��������� +��	��������� ������ ���	��� ��	 ��	��

!�
�	�����
� ��(�� c1 < c2 < · · · < cn < · · · ���	���� 3$�$5 �
��	�� ��	��
����	�����

fd(x) =
∑
ci≤x

Δf(ci), x ∈ [a, b]

�� [a, b] �
����� ������������� �������� 
���	����� ����������
� ����
 ��"

	��	��� x1 < x2 ∈ [a, b] �
������� ��������� ���� ������� ���	���� , ��	��

������������� f �������� �� ����	��� c ∈ [a, b] �!��� Δf(c) ≥ 0 
���	���"

���

fd(x1) =
∑
ci≤x1

Δf(ci) ≤
∑
ci≤x1

Δf(ci) +
∑

x1<cj≤x2

Δf(cj) = fd(x2)

�� �	���
� '� 
�� f : [a, b] → R ���� ������������� �������� 
���	�����

��	������� 2���� ��(���	����
�� f �� fd ��������	������ �
�	��� �����	��� ���

��	 ���	��� �	�� c1, c2, . . . 	����� ������� ����� ������� f �� fd ��������	���"

��� ci �
�	��� ����������� �������	��� �
��� ��(�� Δf(ci) = Δfd
(ci). ��� ���

(ci, ci+1) ���
���	�� fd �������� ��
���������� �

.�%� f(x) = x + 2[x], x ∈ [0, 2] ���������� [0, 2] �
����� ����������"

��� 
���	����� ���������� ����� �������	��� ���������� �� �
	����
 �������

��&����

���



!"#�����  �(	����� x ���� ����� ����� − [x] ������� �
	����
 �� ��"

����������� ������������ g(x) = x 
�� �
	����
 �� �����!�� ������������

\
���� �	������ ���������� ���	��� f �������� ������� �
	����
 ����������"

��� �������� ���	���� ,���� �
�	��� �����	��� x1 = 1 �� x2 = 2 	�� ���	��� ��

�����	������ �������	��� Δf(x1) = Δf(x2) = 2 � '�	����� fd(x) = 2[x] ��

fc(x) = x 
���	����� �	���
� �
�	+4������ #�"4�����-4�- ,�-0��)�����  �(	����� /
�
����� �������

���
���	� 3$�%5 ������ ������� ������������ �������� ����	��� ������	������ ����

������� �������� �������� ����	��� ������	����!�� ��������	�� ���; ��
�� ��


��(��;�� �
	������!�� ���	��� ��
������� ��
����	����� ��������	�� ���; ��	��

�����"��� ��������

.�����7��,� +�
�� [a, b] �
����� ����	����� f �������� �
��	��� ���	��� 

!��� [a, b] �
�����

a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b

�����	�� ��	�� ��������� n ������ ���	������
�� xi(i = 1, 2, . . . , n) ������

	���� ���	�� �	����� ����	�� ���	����� �� �����

n∑
k=1

|f (xk) − f (xk−1) | ≤ C (9.10)

�
����
	���� ������	���������� ��
������ C ��� ������ ���	��� � ��	�� f

�������� [a, b] �
����� ��
������� ��
����	����� �
��	��� 

.� ���7��,� +�
�� [a, b] �
����� ��
������� ��
����	����� f ��������

�
��	��� ���	��� 3$�#>5 ��������	������ ������ ��
�	� ���	�����	�� �������� �	���

��� ���� ������ ��
������ f ������������ [a, b] �
������� ���	� ��
�������

$���	� ������������& �
��	��� �� V b
a [f ] ��	�� �
	��	������ �����

V b
a [f ] = sup

{xi}

n∑
i=1

|f(xi) − f(xi−1)| . (9.11)

���



.�&� ��� ������ ������������� f : [a, b] → R �������� [a, b] �
�����

��
������� !�
����	����� �� ����� ���	� ��
������� f(b) − f(a) �� �
���

�����	����

������ [a, b] �
����� xi(i = 1, 2, . . . , n) �����	�� ���������

a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b

��������� n ������ ���	���
 �� �� ���	������� ���

n∑
k=1

|f (xk) − f (xk−1) | (9.12)

���������� �������
� f ������������� �������� ���	���� �!��� |f (xk) −
f (xk−1) | = f (xk) − f (xk−1) �
��	�� �����	�� '� �
��	����� 3$�#%5 ��������"

���� ������� f(b) − f(a) �� �
�� 
���	��� �
	�� !������� \
���� �������

������������� ��������	�� �!��� 3$�#%5 ������������ ������� [a, b] �
���"

���� ���	�������� ����	�� 
��� �� � f(b) − f(a) �� �
��� 2������ 
����

V b
a [f ] = f(b)− f(a) �
��	�� �����	�� �

.�'� *��� f : [a, b] → R �������� [a, b) ����� ���
���	�� ������� ���	���

� ��	�� ����� ��
������� !�
����	����� ��

V b
a [f ] = | f(b− 0) − f(a)| + | f(b) − f(b− 0)| (9.13)

�
��	�� �����	�� �����	����

������ [a, b] �
����� xi(i = 1, 2, . . . , n) �����	�� ��������� ���������

���	�������� �������
� ������������ [a, b) ����� ���
���	�� ������� 
���	��"

��� ������� �	���� ���������� 
�� ���	���
-

n∑
k=1

|f (xk) − f (xk−1) | =
n−1∑
k=1

|f (xk) − f (xk−1) | + |f (b) − f (xn−1) | =

=

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=1

|f (xk) − f (xk−1)

∣∣∣∣∣ + |f (b) − f (xn−1) | =

���



= |f (xn−1) − f (a) | + |f (b) − f (xn−1) |. (9.14)

[��� ψ(x) = |f(x) − f(a)| + |f(b) − f(x)|, x ∈ [a, b) ���� ��������"

����� �������� 
���	����� �����	����
� '����� �!��� [a, b) ����� ���
���	��

�����!�� ��������� x1 < x2 �����	�� �!��� ψ (x2) − ψ (x1) ≥ 0 
���	�����

���������� �������

ψ(x2) = |f(x2) − f(a)| + |f(b) − f(x2)| = |f(x2) − f(x1) + f(x1) − f(a)|+

+|f(b) − f(x1) − (f(x2) − f(x1))| = |f(x2) − f(x1)| + |f(x1) − f(a)|+

+|f(b) − f(x1) − (f(x2) − f(x1))|. (9.15)

3$�#a5 ���� ������ �
��	�� f ���� [a, b) ����� ���
���	�� ������� 3��(��

f(x2)−f(x1) ��	�� f(x1)−f(a) ���� �������� ��� ��	5 
���	������ �
	�� !����"

��� ��������� c �� d ���	�� �!��� |c− d| ≥ |c| − |d| 
���	������ �����	������

ψ(x2) − ψ(x1) =

= |f(b) − f(x1) − (f(x2) − f(x1)) | + |f(x2) − f(x1)| − |f(b) − f(x1)|

���������� ���;����	����� �
	���
� '� 
�� ψ ���� [a, b) �� �������������

�������� 
���	����� �����	����� 3$�#b5 �
��	�����

sup
{xj}

n∑
k=1

|f (xk) − f (xk−1) | = sup
a<xn−1<b

ψ (xn−1) = ψ (b− 0)

�
��	�� �
	�� !������� �������� ���	� ��
����������� ��(��;�� ����� ������� �
"

	���
-

V b
a [f ] = ψ (b− 0) = |f(b− 0) − f(a)| + |f(b) − f(b− 0)|. �

.�.� f(x) = sinx ���������� [0, π] �
����� ��
������� !�
����	����� 
���"

	����� ��(��� ��������� �����������

���



!"#����� [0, π] �
����� xi (i = 1, 2, . . . , n) �����	�� ��������� ���������

n ���	���� ���	���
 �� �� ���	������� ���

n∑
k=1

|f (xk) − f (xk−1) | =
n∑
k=1

| sin xk − sin xk−1| (9.16)

���������� ����	����
� *��� sinx−sin y = 2 cos
x+ y

2
sin

x− y

2
�� | sinx| ≤

x, x ≥ 0 ���������	����� �����	������ 3$�#75 �� ��������!�� ����	���

������-

n∑
k=1

|f (xk) − f (xk−1) | =
n∑
k=1

|2 cos
xk + xk−1

2
sin

xk − xk−1

2
| ≤

≤
n∑
k=1

2

(
xk − xk−1

2

)
= xn − x0 = π.

\
���� f(x) = sinx �������� [0, π] �
����� ��
������� !�
����	������ �

() *�+�,����� *� ��*+�-� �	+���������� �#��- ���������

$�#>"$�#`"����		���� �
��	��� ��������	���� [a, b] �
����� �������	����

�
��������� ,	����� �����	��� ������� �
	����
� �����	��� !��&��� �
	����
	��"

��� ����	���� ,	������ ���!�� �
�	��� �����	����� ��&���� �
�	��� �����	�������

�������	����� �����	����

.��/� f(x) = [x], [−1, 3] �

.���� f(x) = signx, [−1, 5] �

.���� f(x) = χ(0,4](x), [−2, 4] �

.���� f(x) = 2 · signx+ 3 · χ(−1,0)(x), [−4, 5] �

.�� � [a, b] �
����� ����	����� ��� ������ ������� �������� ��� �
�����

!�
����	������ ��	!���	� ����� Z���� �� /
�
� ��(��	����� ���
���		�"

���!������ �����	����

���



.��$� =������������� ������� �
	����
 f : [a, b] → R �������� �!���

fc(x) = f(x) − fd(x), x ∈ [a, b]

��������� f ���� �
	����
 ����� �
��	���� fc : [a, b] → R ���� �
	����



���	����� �����	���� '� �
��� fd 3$�$5 �
��	�� ��	�� ����	������

.��%� =������������ 3�����������5 ��������	�� ���������� ������������� 3���"

��������5 ������������ �����	����

$�#8"$�%>"����		���� �
	����	��� ��������	������ ������������� 
���	�����

���������� �	������ �������	��� ���������� �� �
	����
 ������� ��&����

.��&� f(x) = x + signx+ χ[−1, 0)(x), x ∈ [−2, 2] �

.��'� f(x) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x3, x ∈ [−10,−2),

−7, x ∈ [−2, 0),

x− 3, x ∈ [0, 4].

.��.� f(x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
[
2x

π

]
+ sin3 x, x ∈ [−π

2
, 0)

sin2 x+ signx, x ∈ [0,−π
2
] .

.��/� f(x) = 2x+ [x], x ∈ [−2, 4] �

 ������ ��������	������ �������� �����	����� 3$�%#"$�%`5 �����	����

.����  ������ �������� ����� �����!�� ��� �
�	��� �����	���� 
���

.����  ������ ������������ �
�	��� �����	��� ���&� ��	�� �����	�����

.���� .������ �
	����
 ���	��� ��� ������ ������� ���������� ������ ���	

��	�� �
	����
 ������� �������� �� ������� �
	����
 ���	��� �������	��

���������� ���������� ����	��� ������	��� �������

.�� � f(x) = x+[x] ���������� [−2, 1] �
����� �
	����
 ������� �������� ��

������� �
	����
 ���	��� ������� ���������� ���������� ����	��� ������	����

���



.��$� 2������	�� �������������� ����	��� �
���	� ���!�� �����	���� ��	�� �
���

�����	����

.��$�  ������ ������������ ����� ���&������� ���� ������� �������� ���	����

�����	����

.��%� =������������ ������������ ������ ����� ���&������� ����������"

��� �������� ���	���� �����	����

.��&� .����!�� ������������ ���;� ����� ���&������� �������!�� ������������

�����	����

.��'� *��� f(x) ≥ 0, x ∈ [a, b] ���
���		����!�� �������� ���	���

g(x) =

∫ x

a

f(t)dt

������������� �������� ���	���� �����	����

.��.� ���� ������� ������������ ���������� ������� �������� ���	�����c

f(x) = x2, g(x) = 1 − 2x, x ∈ [0, 2] ��������	���� ���	�	 ��	����

.��/� ������ ������� ������������ ���&������� ������� �������� ���	�����c

f(x) = x, g(x) = x− 2, x ∈ [0, 2] ��������	���� ���	�	 ��	����

.���� *��� f �� g 	�� [a, b] �� ������������� ��������	�� ���	��� f(x) ≥ 0

�� g(x) ≥ 0, ∀x ∈ [a, b] ���	��� � ��	�� ϕ(x) = g(x) · f(x) ��������

[a, b] �� ������������� �������� ���	���� �����	����

.���� *��� f �������� [a, b] �� �����!�� �������� ���	��� f(a) = A, f(b) = B

�� g : [A, B] → R− ������� �������� ���	��� � ��	�� g(f(x)) ��������

[a, b] �� ������� ���	�����c

.���� ��� ������ ����������� f : [a, b] → R �������� [a, b] �
�����

��
������� !�
����	����� �� ����� ���	� ��
������� f(a) − f(b) �� �
���

�����	���� 1
����� ������ ���������c

���



.�� � *��� f : [a, b] → R �������� (a, b] �� ������� ���	��� � ��	�� �����

��
������� !�
����	����� ��

V b
a [f ] = | f(a+ 0) − f(a)| + | f(b) − f(a+ 0)|

�
��	�� �����	�� �����	���

.��$� *��� f : [a, b] → R �������� (a, b) ���
���	�� ������� ���	��� � ��	��

����� ��
������� !�
����	����� ��

V b
a [f ] = | f(a+ 0) − f(a)| + | f(b− 0) − f(a+ 0)| + | f(b) − f(b− 0)|

�
��	�� �����	�� �����	����

$�`7"$�bb"����		���� �
��	��� ������������ ��
������� !�
����	����� 
���"

	����� ��(��� ��������� �����������

.��%� f(x) = 3x+ 1, [0, 2] �

.��&� f(x) = 2x2 + 5, [−1, 3] �

.��.� f(x) = 2 cosx, [−π, π] �

.� /� f(x) = tg
x

4
, [−π, π] �

.� �� f(x) = ln(1 + x), [0, e] �

.� �� f(x) = 2x + 5x, [−2, 3] �

.� �� f(x) = x ex+1 + 5, [−1, 1] �

.�  � f(x) = 3|x− 1| + 4, [0, 2] �

$�ba"$�a`"����		���� �
	����	��� ������	���� �����	����

.� $� *��� f : [a, b] → R �������� [a, b] �
����� ��
������� !�
����	�����

���	��� � ��	�� ��������� k ∈ R �!��� k+ f ���� ��� ��
������� !�
���"

�	����� �� V b
a [k + f ] = V b

a [f ] �
��	�� �����	��

��	



.� %� *��� f : [a, b] → R �������� [a, b] �
����� ��
������� !�
����	�����

���	��� � ��	�� ��������� k ∈ R ��� �!��� k · f ���� ��� ��
�������
!�
����	����� �� �������� �
��	�� �����	�

V b
a [k f ] = |k|V b

a [f ] .

.� &� *��� f : [a, b] → R �������� [a, b] �
����� ��
������� !�
����	�����

���	��� � ��	�� ��������� k, l ∈ R ���	�� �!��� k · f + l ���� ���

��
������� !�
����	����� �� �������� �
��	�� �����	�

V b
a [f ] [k · f + l] = |k|V b

a [f ] .

.� '� f : [a, b] → R ������������ [a, b] �
������� ���	� ��
������� ��	

���	���� �!��� f(x) = const ���	���� 
���� �� �
���	�� �����	����

.� .� ��������� f �� g ��
������� !�
����	����� ��������	�� �!���

V b
a [f + g] ≤ V b

a [f ] + V b
a [g]

�
����
	�� �����	��

.�$/� ��������� f �� g ��
������� !�
����	����� ��������	�� �!��� ϕ(x) =

f(x) · g(x) ���� ��� ��
������� !�
����	����� ���	��� ��

V b
a [f · g] ≤ sup

x∈[a, b]
|f(x)| · V b

a [g] + sup
x∈[a, b]

|g(x)| · V b
a [f ]

�
����
	�� �����	��

.�$�� ��������� c ∈ (a, b) �!��� V b
a [f ] = V c

a [f ] + V b
c [f ] �
��	�� �����	��

.�$�� *��� f : [a, b] → R ��
������� !�
����	����� �������� ���	��� � ��	��

v(x) = V x
a [f ]− ������������� �������� ���	����

.�$�� *��� f : [a, b] → R �!��� ������� a = x0 < x1 < · · · < xn = b

���	����� ���+�� ���	��� ��� ��� [xk, xk+1], k = 0, 1, . . . , n−1, �
�����

��




f ������� ���	��� � ��	�� f ���� [a, b] �� ��
������� !�
����	�����

����� �������� �
��	��	�� �����	�

V x
a [f ] =

k−1∑
j=0

|f(xj+1) − f(xj)| + |f(x) − f(xk)| , x ∈ [xk, xk+1] ,

V b
a [f ] =

n−1∑
j=0

|f(xj+1) − f(xj)| . (9.17)

.�$ � $�a`"����	 �� 3$�#85 �
��	����� �����	����� $�`7"$�bb"����		���� �
	����	���

��������	������ ���	� ��
��������� ��&����

.�$$� <������� ��������	������ ���	� ��
��������� ��&����

f(x) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x2, 0 ≤ x < 1,

0, x = 1,

1, 1 < x ≤ 2,

g(x) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x2, 0 ≤ x < 1,

5, x = 1,

x+ 3, 1 < x ≤ 2 .

.�$%� [0, 2] �
����� f ������������ ���	� ��
��������� ��&����

f(x) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x− 1, x < 1,

a, x = 1,

x2, x > 1.

�����
�� a ∈ R ���� ������ ��������� f ������������ ���	� ��
�������

������	 ���	���c  �����		�� �������� ������	�������!�� a ��������c

.�$&� *��� ��
������� !�
����	����� f �������� x∗ ∈ [a, b] ������� �������

�
	����
 ���	��� � ��	�� v(x) = V x
a [f ] ��� x∗ ������� ������� �
	����


���	���� �����	����

.�$'� *��� f : [a, b] → R ��
������� !�
����	����� �������� ���	��� � ��	��

ϕ (x) = V x
a [f ] − f (x) ������������� �������� ���	���� �����	����

.�$.� ��� ������ ��
������� !�
����	����� ���������� ������ �������������

��������	�� �������� ����	��� ������	��� ������� �����	����

���



.�%/� f(x) = 1− sin x, g(x) = 1 + | cos x| � φ(x) = (x− 2)2 � ψ(x) = sin2 x

��������	���� [0, π] �
����� ������ ������������� ��������	�� ��������

����	��� ������	����

.�%�� $�`7"$�bb"����		���� �
	����	��� ��������	�� �!��� v(x) = V x
a [f ] �� ϕ(x) =

v(x) − f(x) ��������	���� ��&����

.�%�� <����� �
��	��� f ������������ x = 0 ��������� ����	� ���	����� ��&���-

f(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
αx sin2 1

x
+ β x cos2 1

x
, x < 0,

0, x = 0

a x sin2 1

x
+ b x cos2 1

x
, x > 0

, 0 < α < β, 0 < a < b.

.�%�� *��� f �������� [a, b] �
����� �
��� �
	����
 ���	��� ����� ��
�������

!�
����	����� ���	�����c

.�% � *��� f �������� [a, b] �
����� !�
����	����� ����	��� 
�� ���	��� �

��	�� f ���� [a, b] �
����� ��
������� !�
����	����� ���	������ �����"

	����

.�%$� [0, 1] �
����� �
	����


f(x) =

⎧⎨⎩ 0, x = 0,

x sin
π

x
, x ∈ (0, 1],

g(x) =

⎧⎨⎩ 0, x = 0,

x sign
(
cos

π

x

)
, x ∈ (0, 1],

��������	������ ���	� ��
������� V 1
0 [f ] = V 1

0 [g] = ∞ 
���	����� �����	����

.�%%� *��� f �������� [a, b] �� /�&����� �������� ������	�������� � ��	�� f

���� [a, b] �� ��
������� !�
����	����� ���	������ �����	����

.�%&� [a, b] �
����� ��
������� !�
����	������� �� α ∈ (0, 1) ������	�

Y��	�
� �������� ������	�������!�� ���������� ����	 �
	�������

���



.�%'� α �� β ������ ���	��� f(x) = xα · sin 1

xβ
, f(0) = 0 ���	����

V 1
0 [f ] =

⎧⎨⎩ chekli, agar α > β

cheksiz, agar α ≤ β

����������� �����	����

.�%.� A ⊂ [a, b] ���&	������ ������
������ ���������� χA(x) � A �� ������

�����	�� �����	����� [a, b] �� ��
������� !�
����	����� �������� ���	���c

<����� ������� V b
a [χA] ������	 ���	���c

.�&/� *��� f : [a, b] → R ��
������� !�
����	������ g : [α, β] → [a, b]

�
	����
� �����!�� ���
���� ���	�������� ���	��� � ��	�� ψ(x) = f(g(x)),

x ∈ [α, β] ��
������� !�
����	����� �������� ���	��� �� V b
a [f ] = V β

α [ψ]

�
��	�� �����	�� �����	����

y1 = sinx �� y2 = cosx ��������	������
[
x, x+

π

2

]
�
������� ���	�

��
��������� ��� �������� vs(x) = V
x+π

2
x [sin] �� vc(x) = V

x+π
2

x [cos] ����	�

�
	��	����
� '� ��������	�� �!��� ��������	���� 3$�8#"$�8b5 �����	����

.�&�� vs : R → R �� vc : R → R 	�� �
	����
� !�
����	����� �� 2π ����	�

���������

.�&�� ��������� a < b 	�� �!��� V b
a [vs + vc] = 0 �����	��

.�&�� 2������ a ∈ (0, π/2) ����� ��&������ [0, a] �� [a, π/2] �
���	���� vs

������� �������� ���	����

.�& � V
π/2
0 [vs] + V

π/2
0 [vc] �� �����	����

.�&$� vs(x) = V x+π
x [sin] ������������ ��
������ 
���	����� �����	����

.�&%� *��� f : [a, b] → R ���
���		����!�� �������� ���	��� � ��	��

F (x) =

∫ x

a

f(t) dt

���



��
������� !�
����	����� �������� ���	��� ��

V b
a [F ] =

∫ b

a

|f(t)| dt

�
��	�� �����	�� �����	����

.�&&� *��� f : [a, b] → R ��
������� !�
����	����� �������� ���	��� � ��	��

g(a) = 0, g(x) =
1

x− a

∫ x

a

f(t)dt, x ∈ [a, b]

��
������� !�
����	����� �������� ���	���� �����	����

.�&'� [a, b] �� ����	����� ��� ������ ��
������� !�
����	����� �������� ��	!���"

	� ���	������ �����	����

.�&.� *��� {fn} 	�� [a, b] �� ��
������� !�
����	����� ��������	�� ���	��� �����

f : [a, b] → R �!��� lim
n→∞V

b
a [f − fn] = 0 ���	��� � ��	�� f ��� [a, b]

�� ��
������� !�
����	����� �������� ���	���� �����	����

�/� § � �����)�� �+��0��+ ,�-0��)����� 
"�"4�8����"� �-�"4����

/
�
����� ������� ���
���	� 3$�%5 ������ ��
 ��(��;�� �
	������!�� ���	���

����	��� �
	����
 ��������	�� ���;�� ������	� ���	����

�/�����7��,� +�
�� [a, b] �
����� ����	����� f �������� �
��	��� ���	��� 

!��� ��������� ε > 0 ��� ����� ������� δ > 0 ������ ���	��� ���� ��
��

	� �� ��� ������ ��
��� �
������������ ��� ������ {(ak, bk)}nk=1 ���
���		��

����
���� �����
n⋃
k=1

(ak, bk) ⊂ [a, b],

n∑
k=1

(bk − ak) < δ

�����	�� ������	�����
n∑
k=1

|f(bk) − f(ak)| < ε (10.1)

�
����
	�� �����	� ���	��� � ��	�� f �������� [a, b] �
����� ����	��� �
	����


�������� �
��	��� 

���



�/�����7��,� !��� �
	����
 �� ��
��������� ����	� ��
������� ��
����	�����

f ������������ ����	��� �
���	� ������ x 	���� ��	�� �
�� ���	��� � �����	���

�������� �
��	��� 

[a, b] �
����� ������������� �� ������� �
	����
 F : [a, b] → R

�������� ���������� ����	��� ��	!���	�� 3a" § �� ������5 /
�
�"2��	�
� ��	!���	���
�
��	��� �� �	�� μF ��	�� �
	��	������

�/�����7��,� !��� 1
�
� ������� ��	�� �
�� ���	��� ��������� A ����	��

����� μF (A) = 0 ���	��� � ��	�� μF $1
�
� ��������� ��������& ����	���

�
	����
 ��	���� �
��	��� 

2���� ��(���	����
��� ���� F �������� ����	��� �
	����
 ���	��� � �������"

�� ����	 ��	����� /
�
�"2��	�
� ��	!���� μF ��� ����	��� �
	����
 ��	!���

���	����

�/� ���7��,� !��� μF ��	���� ����� ��
�	� ���� �����	� A ����	�� ������

���	��� A ��	�� �
������������ ��������� B ����	�� ����� μF (B) = 0

���	��� � ��	�� μF �����
� ��	���� �
��	��� 

*��� F �������	�� �������� 3
���&�������� ��������5 ���	��� � ���������

����	 ��	����� /
�
�"2��	�
� ��	!���� μF �����
� ��	!��� ���	����

�/�$���7��,� !��� μF ��	������ ����	��� ��� �����	� ����	�� ��	 ��	������


�� ���	�� �� 1
�
� ��	����� ��	�� �
�� ���	��� ����� A ����	�� ������ ���	���

μF (R\A) = 0 ���	��� � ��	�� μF �����	��� ��	���� �
��	��� 

2����	��� ��������	�� ��������� ����	��� /
�
�"2��	�
� ��	!���� μF �����	"

��� ��	!��� ���	����

��
�� ��
 !�
�	� ��	!���	� A ���&	���� ����	����� �� !�
����	����� ������"

��	�� �!��� /
�
�"2��	�
� ���
���	� ��(��;�� �
	������
� d�
���
 ��	!���	� A

���&	���� ����	����� ��������	�� �� !�
����	������� �������� �!��� /
�
�"

2��	�
� ���
���	� ��(��; ������ �������� ��(��:������

d�
�	� ��	!���	� A ⊂ R ���&	���� ����	����� ������������� F : A→ R

���



�� !�
����	������ ��	!���	� f : A → R ��������	���� �������
� '� ��	��

������� m �� M ���	��� ���+����� ���!�� x ∈ A 	����

m ≤ f(x) ≤ M

�
����
	�� ��+���	���� [m, M ] �
����� m = y0 < y1 < · · · < yn−1 < yn =

M �����	�� ��������� n ���	���� ���	���
� '� ���	������� Π ��	�� �
	"

��	����
� ��� ��� ����� ���
���	 [yk−1, yk) , k = 1, . . . , n − 1, ���������

Ak = {x ∈ A : yk−1 ≤ f(x) < yk} �� An = {x ∈ A : yn−1 ≤ f(x) ≤ yn}
���&	��	���� ����	����
� '� Π ���	������� ��� /
�
�"2��	�
����� ���� ��

������ ��������	����� ����	����
-

sΠ(f) =
n∑
k=1

yk−1μF (Ak), SΠ(f) =
n∑
k=1

ykμF (Ak).

<��� �������� sΠ(f) ���������� ������ �������� SΠ(f) 
�� ������� !�
����"

	������ 2������ �!��� ��������	�� ���+�� �� !�
�	�-

L∗(f) = sup sΠ(f), L∗(f) = inf SΠ(f). (10.2)

3#>�%5 �� ���� ���� �� ���� ������ !�
����	�� [m, M ] �
������� ���!�� !�
�	�

���	�����	��� �����!�� �	������

�/�%���7��,� !��� L∗(f) = L∗(f) ���	��� ��
����	����� f ���������� A

����	���� 1
�
��(��	�
� ��������� ���
���		������� �
���
 L∗(f) �� L∗(f)

	������ �� ������ ������� f ����������� A ����	�� �������� �	����� 1
�
��

(��	�
� ���
���	� �
��	���� �����∫
A

f(x) dF (x) = L∗(f) = L∗(f).

[��� g : A → R ��������� ��
������� !�
����	����� �������� ���	���� ,��

������ ������������� F : A → R �� Φ : A → R ��������	������ ��������

����	��� ������	����
� ��(�� g(x) = F (x) − Φ(x) �

���



�/�&���7��,� f : A → R ����������� g : A → R ��
������� ��
�����

	����� �������� �������� �	����� 1
�
��(��	�
� ���
���	� �
����� �������� ���

�
���	 �������	���"∫
A

f(x)dg(x) :=

∫
A

f(x)dF (x)−
∫
A

f(x)dΦ(x).

�/��� f(x) = x2 + 3, [0, 1] ���������� ����	��� �
	����
 
���	����� ��(���

��������� �����������

!"#����� [0, 1] �
����� ��� ������ ��
��� �
������������ �� �
��	��	���

���������� δ > 0 ��� ����������� {(ak, bk)}nk=1 ���
���		�� ����
������ �	���


�� ���� ��� 3#>�#5 ���������� �������
-

n∑
k=1

|f(bk) − f(ak)| =
n∑
k=1

|b2k + 3 − a2
k − 3| =

n∑
k=1

(bk − ak)(bk + ak) < 2δ.

'� �
��� ��
 bk + ak ≤ 2 �
����
	����� �����	������ !����� bk, ak ∈ [0, 1].

[��� ��������� ε > 0 �!��� δ = ε/2 �
� �	���
� , ��	�� 3#>�#5 �
����
	��

�����	� ���	���� \
���� f ����	��� �
	����
 �������� 
���� �

�/��� f(x) = 2x2+5, x ∈ [−1, 3] ���������� ������ ������������� ����	���

�
	����
 ��������	�� �������� ����	��� ������	����

!"#����� f(x) = v(x) − ϕ(x), v(x) = ∨xa[f ], ϕ(x) = v(x) − f(x) �

'�
 f(x) = 2x2 + 5, x ∈ [−1, 3] ���������� ������ ������������� ����	���

�
	����
 ��������	�� �������� ����	��� ������	����
�  �(	����� ��� ������ ��"

��	��� �
	����
 �������� ��
������� !�
����	����� �������� ���	���� .�
����"

��� !�
����	����� �������� 
�� ������������� ��������	�� �������� ����	���

������	������ \
���� ������������� v(x) = V x
−1[f ] �� ϕ(x) = v(x) − f(x)

��������	���� ��&���
� f ���� ����	��� �
	����
	������ v �� ϕ ��������	���"

��� ����	��� �
	����
 
���	��� �
	�� !������ �� f(x) = v(x)− ϕ(x) �
��	��

���



�����	�� '
��	��� �������� [−1, 0] �
����� �������!�� �� [0, 3] �� �����!���

������� �!��� $�`a �� $�`b"����		���� ����� ��������	���� �	���
-

v(x) =

⎧⎨⎩ 2 − 2x2, x ∈ [−1, 0]

2 + 2x2, x ∈ (0, 3],
ϕ(x) =

⎧⎨⎩ −3 − 4x2, x ∈ [−1, 0]

−3, x ∈ (0, 3].
�

�/��� =��������� 
���&��� ���������� K �� 3a�$a"����	�� ������5 [0, 1] �
���"

�� ����	��� �
	����
	���� �
���������

!"#�����=����� ���&	��� K ���� /
�
� ��	!���� ��	�� �
��� /
�
� ��	!����

��(��;�� ������ ��������� δ > 0 �!��� �������� ��
��� �
������������

{(ak, bk)}nk=1 ���
���		�� ����
���� ���+����� ��������	�� ��+���	���-

K ⊂
n⋃
k=1

(ak, bk),

n∑
k=1

(bk − ak) < δ . (10.3)

�����!�� ��������� μK([0, 1]\K) = 0 �� μK([0, 1]) = K(1) − K(0) = 1.

'� �
��� μK =��������� 
���&��� ���������� ��������� ����	��� /
�
�"

2��	�
� ��	!����� '� �
��	����� �
	�� !���������

μK(K) = 1.

[��� ��	!������� ����� �������	�� ���������� ����� 3#>�`5 ��� �����	������

���������� 
�� ���	���
-

n∑
k=1

(K(bk) − K(ak)) = μK

(
n⋃
k=1

(ak, bk)

)
≥ μK(K) = 1.

\
���� =��������� 
���&��� ���������� − K ����	��� �
	����
 �������� ��("

��;�� ������	����������� ��(�� � ����	��� �
	����
 
���� �

�/� �
∫

[0,∞) 2−xdF (x) /
�
�"2��	�
� ���
���	��� �����	���� '� �
��� A = [0, ∞)−

����� ���� F (x) = [x] �������� 
�� x ���� ����� ������

���



!"#����� �(	����� F (x) = [x] ������� �
	����
 ������������� �������"

	�� ���������� ���	��� ����� A = [0, ∞) ���� �
�	��� �����	��� ���!�� ������	

���	������ 2������ �!��� #>�b`"����	�� ������ �� ���
���	 33#>�a5 �� ������5∫
[0,∞)

2−xdF (x) =
∞∑
n=1

2−n (F (n) − F (n− 0))

����� ������������ �
��� *��� ���!�� n ∈ N 	�� �!��� F (n) − F (n− 0) = 1

�
��	���� 
(������� �	���� ������� ����� ������������ �����	��� ������� '� �����

�����!�� ���� b1 = 1/2 � �����+� q =
1

2
���	��� !�
���
 �������!�� �
��
����

&����
��������� ������������ �����	����� 2������ �!����∫
[0,∞)

1

2x
dF (x) =

∞∑
n=1

1

2n
= 1. �

�/�$� <������� /
�
�"2��	�
� ���
���	��� �����	���-∫
[0,3]

(x+ 1)dF (x).

'� �
��� A = [0, 3] �
���� F (x) = x2 + 3.

!"#�����  �(	����� F (x) = x2 + 3 ����	��� �
	����
 ��������� �������

�!��� 3#>�bb"����	�� ������5 3#>�75 �� ������ ���������� �	���
-∫
[0,3]

(x+ 1) dF (x) =

∫
[0,3]

(x+ 1) · 2x dx

2������ ���
���	���� ������� %8 �� �
��� 2������ ��	���∫
[0,3]

(x+ 1) dF (x) = 27. �

�/�%�
∫

[0, 1] x dK(x) /
�
�"2��	�
� ���
���	��� �����	����

!"#����� � ����� '��	��	�� ���
���		��� ���	���� �����	�����
�∫
[0, 1]

xdK(x) = xK(x)|10 −
∫

[0, 1]
K(x) dx = 1 − 0 − 1

2
=

1

2
.

'� �
��� ��

∫

[0, 1] K(x) dx = 0, 5 � ��(�� 8�78 �5"����	 ����+������ �����	������

��	



�� ����� 2���� ��(���	����
��� �� ���
���	�� �������� /
�
� ���
���	� ����

����� ����� ���������� ������������ ������	�� ���	������ 2������ �!��� ���
���	

��(��; �� �����	������ �����	�����
�  �	�����∫
[0, 1]

xdK(x) =

∫
[0, 1/3]

xdK(x) +

∫
[1/3, 2/3]

xdK(x) +

∫
[2/3, 1]

xdK(x) (10.4)

�
��	�� �����	�� *��� ��
 K(x) = 1/2, x ∈ [1/3, 2/3] ���� [1/3, 2/3] ��

��
������ 
���	����� ������� �	���� 3#>�b5 �
��	���� ��������� [1/3, 2/3] ���&"

	�� �����!�� �	����� ���
���	 3#>�ba"����	�� ������5 ��	�� �
�� ���	���� ���"

��� ∫
[0, 1]

xdK(x) =

∫
[0, 1/3]

xdK(x) +

∫
[2/3, 1]

xdK(x).

'����!�� ���
���	�� 3x = t � �����!�� ���
���	�� x =
2

3
+
t

3
�
� �	����������

�	���
� ����+���∫
[0, 1]

xdK(x) =
1

3

∫
[0, 1]

tdK

(
t

3

)
+

1

3

∫
[0, 1]

(2 + t)dK

(
2

3
+
t

3

)
�
��	���� 
�� ���	���
� [��� =����� �������������� #>�`b"����	�� �
	����	���

�����	������ �����	������∫
[0, 1]

xdK(x) =
1

6

∫
[0, 1]

tdK(t) +
1

6

∫
[0, 1]

(2 + t)dK(t) =
1

3

∫
[0, 1]

tdK(t) +
1

3

�
��	���� �	���
� '� �
���� ∫
[0, 1]

xdK(x) = 0, 5


���	����� ����	 ��	���
� �

�/�&� f(x) = K (x) �� F (x) = K (x) ��������	�� �!��� /
�
�"2��	�
� ���
���	�∫
[a, b]

f(x) dF (x)

�� �����	����

��




!"#����� #>�b8"����	�� �
	����	��� ���	��	�� ���
���		��� �����	������

33#>�85 �� ������5 �����	�����
-∫
[0, 1]

K(x) dK(x) = K(1)·K(1)−K(0)·K(0)−
∫

[0, 1]

K(x) dK(x) = 1−
∫

[0, 1]

K(x) dK(x).

'� �
����
∫

[0, 1]
K(x) dK(x) = 0, 5 
���	����� �	���
� �

() *�+�,����� *� ��*+�-� �	+���������� �#��- ���������

#>�W"#>�#7"����		���� �
��	��� ��������	������ ����	��� �
	����
 
���	�����

��(������ �����	���� �����������

�/�'� f(x) = 3x+ 1, [0, 2].

�/�.� f(x) = 2x2 + 5, [−1, 3].

�/��/� f(x) = sinx, [0, π].

�/���� f(x) = 2| cosx|, [−π, π].

�/���� f(x) = tg
x

4
, [−π, π].

�/���� f(x) = x ln(1 + x), [0, e].

�/�� � f(x) = 2x + 5x, [−1, 3].

�/��$� f(x) =
√|x|, [−1, 1].

�/��%� f(x) = 3|x− 1| + 4, [0, 2].

�/��&� *���	��� �
	����
 ��������	�� ����������� �������� ���� ����	��� �
	����


������������ �����	����

�/��'� *���	��� �
	����
 ������������ ����� ���&������� ���� ����	��� �
	����


������������ �����	����

���



�/��.� *��� f �� g 	�� [a, b] �� ����	��� �
	����
 ��������	�� ���	��� � ��	��

f ·g �� f : g (g(x) �= 0, ∀x ∈ [a, b]) ��������	�� ��� [a, b] �� ����	���

�
	����
 ��������	�� ���	���� �����	����

�/��/� *��� f �������� [a, b] �
����� ����	��� �
	����
 ���	��� � [a, b] ��

��
������� !�
����	����� ��� ���	���� �����	����

�/���� ��� ������ ����	��� �
	����
 ���������� ������ ������� ����������"

��� ����	��� �
	����
 ��������	�� �������� ����	��� ������	��� �������

�����	����

�/���� #>�W"#>�#7"����		���� �
	����	��� ��������	���� ������ 3 v(x) = ∨xa[f ],

ϕ(x) = v(x)− f(x) 5 ������������� ����	��� �
	����
 ��������	�� ����"

���� ����	��� ������	����

�/���� *��� f : [a, b] → R ���
���		����!�� �������� ���	��� � ��	��

F (x) =

∫
[a,x]

f (t) dμ

�������� [a, b] �� ����	��� �
	����
 ���	���� �����	����

�/�� � [a, b] �
����� ����	��� �
	����
 F ������������ ����	��� F ′ (x) = f (x)

���
���		����!�� �� �
���	� ���!�� x ∈ [a, b] 	�� �!���

F (x) − F (a) =

∫
[a,x]

f (t) dμ

�
��	�� �����	�� �����	����

�/��$� *��� f− ������������� ����	��� �
	����
 �������� ���	��� f ′ (x) = 0

�
��	�� �
���	� ���!�� x 	�� �!��� �����	� ���	��� � ��	�� f ��
������

�������� ���	���� �����	����

�/��%� ��� ������ ��
������� !�
����	����� f �������� �!��� �������� ����������

������������ ������	������

f(x) = fd(x) + fs(x) + fac(x).

���



'� �
��� fd �������	�� ����������� fs �����	��� ��������� fac ����	���

�
	����
 ��������� ����� ��	����

�/��&� *��� f �������� [a, b] �
����� /�&����� �������� ������	�������� f

���� [a, b] �
����� ����	��� �
	����
 ���	������ �����	����

�/��'� *��� f �������� [a, b] �
����� ����	��� �
	����
� ϕ : R → R ��������

/�&����� �������� ������	�������� � ��	�� ϕ(f(x)), x ∈ [a, b] ��������

[a, b] �� ����	��� �
	����
 ���	���� �����	����

�/��.� *��� f �������� [a, b] �
����� ����	��� �
	����
� A ⊂ [a, b] " ��	

��	!���	� ���&	�� ���	��� � ��	�� μ(f(A)) = 0 ���	������ �����	����

�/��/� 2������ �
	����
� �����
���� f : [0, 1] → [0, 1] ���	���������� �� A ⊂
[0, 1] ���&	���� ����	 �
	��������� ��������	�� ��+���	���-

#5 μ(A) = 1, %5 μ(f(A)) = 0.

�/���� 2������ �
	����
 f : [0, 1] → [0, 1] ���������� �� A ⊂ [0, 1] ���&	����

����	 �
	��������� ��������	�� ��+���	���-

#5 μ(A) = 0, %5 μ(f(A)) = 1.

�/���� [a, b] �
����� �
	����
 ����	��� 
�� ���	��� f ������������ [a, b] ��

����	��� �
	����
 ���	������ �����	����

�/���� *��� f : [a, b] → R ������������� �������� ���	���∫ b

a

f ′(t) dt = f(b) − f(a)

�
��	�� �����	� ���	��� � ��	�� f ����	��� �
	����
 ���	���� �����	����

�/�� � f(x) = x + K(x), x ∈ [0, 1] ���������� �������
� '� �
��� K =��"

������� 
���&��� ����������� <�������	���� �����	����

�5 f : [0, 1] → [0, 2] �
	����
 �� ���(�� �����!�� ��������4

���



�5 f : [0, 1] → [0, 2] ���
���� ���	��������4

!5 μ(f(K)) = 1, K − =����� ���&	����

�/��$� =����� �������������� �������� �����	����� �����	����

�5 K
(x

3

)
=

1

2
· K(x), x ∈ [0, 1] 4

�5 K

(
2

3
+
x

3

)
=

1

2
+

1

2
· K(x), x ∈ [0, 1].

�/��%� [a, b] �
����� �
��� �
	����
� 	
��� ����	��� �
	����
 ���	����� ��������"

�� ����	 �
	�������

�/��&� *��� f �������� [a, b] �� ����	��� �
	����
 ���	��� � ��	�� |f | ���
����	��� �
	����
 �������� ���	���� �����	����

�/��'� |f | ���� ����	��� �
	����
 
���	������ f ���� ����	��� �
	����
 
���	���
�
	�� !��������� <������� ����	�� ���	�	 ��	����

f(x) =

⎧⎨⎩ −1, x ∈ Q,

1, x ∈ R\Q.

�/��.� *��� f �������� [a, b] �� �
	����
 ���	��� |f | ����	��� �
	����
 ���	���
� ��	�� f ��� ����	��� �
	����
 ���	���� �����	����

�/� /� *��� fn : [a, b] → R, n ∈ N 	�� ������������� ����	��� �
	����


��������	�� ���	��� ��� ��� x ∈ [a, b] ��
∞∑
n=1

fn(x) ����� f �� �����	���"

��� � ��	�� 	������ ;������ f ��� [a, b] �� ����	��� �
	����
 ���	����

�����	����

�/� �� *��� fn : [a, b] → R �����	��� ��������	�� �
���"�
�	��� �!��� ����"

��� f : [a, b] → R ��
������� !�
����	����� �������� ���+�� ���	���

lim
n→∞V

b
a [f − fn] = 0 ���	��� � ��	�� 	������ ;������ f �� ��
������� ��

�����	��� �������� ���	���� �����	����

���



�/� �� *��� fn : [a, b] → R ����	��� �
	����
 ��������	�� �
���"�
�	��� �!���

������� f : [a, b] → R ��
������� !�
����	����� �������� ���+�� ���	���

lim
n→∞V

b
a [f − fn] = 0 ���	��� � ��	�� 	������ ;������ f ��� ����	���

�
	����
 �������� ���	���� �����	����

�/� �� *��� F : [a, b] → R ������� �
	����
 ������������� �������	�� ������"

���� ���	��� c1, c2, . . . 	�� ����� [a, b] ���� �
�	��� �����	��� ���	��� � ��	��∫
[a,b]

f(x)dF (x) =
∑
k=1

f(ck)[F (ck) − F (ck − 0)] (10.5)

�
��	�� �����	�� �����	����

�/�  � *��� F : [a, b] → R ����	��� �
	����
 �������� ���	��� � ��	��∫
[a,b]

f(x) dF (x) =

∫
[a,b]

f(x)F ′(x) dμ (10.6)

�
��	�� �����	�� �����	����

�/� $� *��� F (x) = const ���	��� � ��	�� ��������� f : [a, b] → R !�
����	��"

��� �������� �!��� ∫
[a, b]

f(x) dF (x) = 0

�
��	�� �����	�� �����	����

�/� %� <������� �
��	���� �����	����∫
A

1 · dF (x) = μF (A).

�/� &� /
�
�"2��	�
� ���
���	� �!��� ��� ���	��	�� ���
���		��� ������� �����	��

_�(�� f : [a, b] → R �� g : [a, b] → R 	�� ��
������� !�
����	�����

��������	�� ���	��� �������� �
��	���� �����	����∫
[a, b]

f(x) dg(x) = f(b)g(b)− f(a)g(a) −
∫

[a, b]
g(x) df(x). (10.7)

���



�/� '� *����	��� x = ϕ(t), α ≤ t ≤ β �
	����
 �� �����!�� �������� ���	���

ϕ(α) = a, ϕ(β) = b ���	���� f : [a, b] → R �
	����
� F : [a, b] → R

������������� ��������	�� ���	���� , ��	��∫
[a, b]

f(x) dF (x) =

∫
[α, β]

f(ϕ(t)) dF (ϕ(t))

�
��	�� �����	�� ��(�� /
�
�"2��	�
� ���
���	��� ��
��������	���� �	�������

���� ������ ����� ��	����

�/� .� *��� f : [a, b] → R �� g : [a, b] → R ��������	�� �!��� Z����"2��	�
�

���
���	� ���+�� ���	��� � ��	�� /
�
�"2��	�
� ���
���	� ��� ���+�� ��

�	�� ��
��� �
��� ��(��

(L− S)

∫
[a, b]

f(x) dg(x) = (R− S)

∫ b

a

f(x) dg(x)

�/�$/�
∫

[0,1]
K(x)dF (x) /
�
�"2��	�
� ���
���	��� �����	���� '� �
��� K(x)− =��"

������� 
���&��� ����������� F (x) = 2x+ 1.

�/�$��
∫

[0,1]
K(x)dF (x) /
�
�"2��	�
� ���
���	��� �����	���� '� �
��� K(x)− =��"

������� 
���&��� ����������� F (x) = [3x] + 2x.

�/�$�� <������� f : [0, 1] → R ������������ [0, 1] �� ��g
�
����		����!��


���	����� ����������� ����	� ������������ [0, 1] �� ���
���		����!�� 
���"

	����� �����	����

f(x) =

⎧⎨⎩ 0, x = 0

x2 sin
1

x2 , 0 < x ≤ 1
.

�/�$�� f : [a, b] → R �
	����
� F : [a, b] → R ������������� ��������	��

�!��� ����� ������ �������� �
��
���� �����	���� ��(��∫
[a,b]

f(x) dF (x) = f(c)[F (b)− F (a)], ∃ c ∈ [a, b].

���



�/�$ � <����� f(x) �� F (x) ��������	�� �
��	���� /
�
�"2��	�
� ���
���	�∫
[a,b]

f(x) dF (x)

�� �����	����

#5 f(x) = x, F (x) = cos x, x ∈ [0, π].

%5 f(x) = sinx, F (x) = |x|, x ∈ [−π, π].

`5 f(x) = x2 + 3, F (x) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x + 2, x ∈ [−2, −1],

2, x ∈ (−1, 0),

x2 + 1, x ∈ [0, 2].

b5 f(x) = x, F (x) = [x], x ∈ [0, n], n ∈ N.

a5 f(x) = x2, F (x) = [x], x ∈ [0, n], n ∈ N.

75 f(x) = x+ 2, F (x) = exp x · sign(cos x), x ∈ [−π, π].

85 f(x) = x− 1, F (x) = cos x, x ∈ [0, π].

W5 f(x) = x2, F (x) = K (x), x ∈ [0, 1].

$5 f(x) = 1 + 2x, F (x) = K (x), x ∈ [0, 1].

#>5 f(x) = [3x], F (x) = K (x), x ∈ [0, 1].

�/�$$� <������� ������� �������
-

f(x) =

∞∑
n=0

bn cos(anπx), b ∈ (0, 1), a ∈ N va toq son.

'� f : R → R ������������ ��	����
 
���	����� �����	���� *��� ab >

1 +
3

2
π ���	��� f : R → R �������� ����� ������� ��� !�
�	� ����	���


�� 
���	����� �����������

�/�$%� <����� �
��	��� ����	��� �
	����
 ��������	���� ������������� ����	���

�
	����
 ��������	�� �������� ����	��� ������	���-

�5 f(x) = x2 + 2, x ∈ [−1, 2], �5 f(x) = exp x2, x ∈ [−1, 2],

!5 f(x) = | cosx|, x ∈ [−π, π], �5 f(x) = sin x, x ∈ [−π, π].

���



�� ���-� ��0������� �#��- �"�� ��*������

�� <������� �
	��	����� ��������
-

f+(x) =
|f(x)| + f(x)

2
, f−(x) =

f(x)− |f(x)|
2

,

<������� ������	�� �!����� �������	����� �+�������

#5 f+ ��	!���	� ���	��� f ��� ��	!���	� ���	����

%5 f− ��	!���	� ���	��� f ��� ��	!���	� ���	����

`5 f+ �� f− 	�� ��	!���	� ���	��� f ��� ��	!���	� ���	����

*5 #� % '5 #� ` d5 %� ` \5 `

�� <������� ������	�� �!����� �������	����� �+�������

#5 |f | ��	!���	� ���	��� f ��� ��	!���	� ���	����
%5 f 2 ��	!���	� ���	��� f ��� ��	!���	� ���	����

`5 f+ �� f− 	�� ��	!���	� ���	��� f ��� ��	!���	� ���	����

*5 #� % '5 #� ` d5 %� ` \5 `

�� f(x) = 2x, x ∈ E = [0, 5] �������� �!��� E(f < 6) ���&	���� ��&����

*5 [0, 2] '5 [0, 3) d5 [0, 5) \5 [0, 2)

 � f(x) = [2x], x ∈ E = [0, 5] �������� �!��� E(f = 4) ���&	����

��&����

*5 [0, 2] '5 [2,
5

2
) d5 [2, 5) \5 [2, 3)

$� f(x) = ln
(
x2 − 2x+ 1

)
, x ∈ E = (0, ∞) �������� �!��� {x : f(x) <

0} ���&	���� ��&����
*5 (0, 2) '5 (0, 1) ∪ (1, 2) d5 (0, ∞) \5 (0, 3)

%� f(x) = 2x−1, x ∈ [0, 5] �������� �!��� {x : 3 < f(x) < 7} ���&	����
��&����

*5 [0, 3] '5 (2, 3) d5 [0, 3) \5 [2, 3)

���



&�
{
x ∈ [0, π] : sin x ≤ 2−1

}
���&	�� ��	!������ ��&����

*5
π

3
'5

2π

3
d5

π

6
\5

π

4

'� {x ∈ [0, π] : sin x ≤ cosx} ���&	�� ��	!������ ��&����
*5

π

4
'5

2π

3
d5

3π

4
\5

π

3

.� A ⊂ [0, 1]− ��	!�����
 ���&	��� D− \����	
 ����������� f1(x) =⎧⎨⎩ 0, x ∈ A

1, x ∈ [0, 1]\A
, f2(x) = f1(x) + D(x), f3(x) = f1(x) · D(x).

.�	!���	� ���	����� ��������	���� ��&����

*5 f1 '5 f1, f2 d5 f1, f3 \5 f2, f3

�/� A ⊂ [0, 1]− ��	!�����
 ���&	��� R− Z���� �����������

f1(x) = 1 − χA(x), f2(x) = f1(x) − R(x), f3(x) = f2(x) · D(x).

.�	!���	� ��������	���� ��&����

*5 f1 '5 f2, f3 d5 f3 \5 f2

��� [0, 1] �
����� ��	�� 
�����	
�� ��������	���� ��&���-

f1(x) = R(x), f2(x) = D(x), f3(x) = x.

*5 f1 '5 f2, f3 d5 f3 \5 f1, f2

��� f1(x) = 1 + R(x), f2(x) = 1 + D(x), f3(x) = 1 + R(x) + D(x)

��������	�� �!����� f(x) ≡ 1 �� 
�����	
�� ��������	���� ��&����

*5 f1, f2 '5 f1, f2, f3 d5 f2, f3 \5 f1, f3

��� f1n(x) = sin2n x, f2n(x) = cosn x, f3n(x) =
nx

1 + n2x2 , f4n(x) = 1 +

xn ��	!���	� ��������	�� �
���"�
�	��	������ �����	��� [0, 1] ���&	����

f(x) ≡ 0 ���������� �
��� �����	������c

*5 f1n '5 f2n,f3n d5 f1n, f3n, f4n \5 f1n, f2n

� � f1n(x) = sinn x, f2n(x) = cosn x, f3n(x) =
nx

1 + n2x2 , f4n(x) = xn

��	!���	� ��������	�� �
���"�
�	��	������ �����	��� [0, 1] ���&	����

��	



f(x) ≡ 0 ���������� �����	� �����	������c

*5 f1n '5 f1n,f3n d5 f1n, f3n, f4n \5 f1n, f2n

�$� E = [0, 4] ���&	���� �
��	��� f ����� ���������� ��&����

*5 f(x) = x '5 f(x) = [x] d5 f(x) = ex \5 f(x) = sinx

�%� E = [0, 3] ���&	���� �
��	��� ����� ��������	���� �����������

f1(x) = x, f2(x) = 1, f3(x) = D(x)

*5 f1, f2, f3 '5 f1, f3 d5 f1, f2 \5 f2, f3

�&� f(x) = 1+signx ����� �������� �!��� A1 = {x ∈ [−2, 3] : f(x) = 0}
���&	���� ��&����

*5 [−2, 0] '5 [−2, 0) d5 [−2, −1] \5 [−2, 3]

�'� f(x) = 5 − [2x] ����� �������� �!��� A1 = {x ∈ [−2, 3] : f(x) = 1}
���&	���� ��&����

*5 [2, 3] '5 [2, 3) d5 [2, 2, 5) \5 [2, 2, 6]

�.� ���
���	���� �������	�� ��������� ��&����

*5 *��� μ(A) = 0 ���	��� � ��	��
∫
A f(x)dμ = 0

'5
∫
A[f(x) + g(x)]dμ =

∫
A f(x)dμ+

∫
A g(x)dμ

d5
∫
A k · f(x)dμ = k

∫
A f(x)dμ

\5 *��� f(x) ≥ 0 ���	��� � ��	��
∫
A f(x)dμ ≥ 0

�/� ���
���	���� ��� +���	�	�� ��������� ��&����

*5 *��� μ(A) = 0 ���	��� � ��	��
∫
A f(x)dμ = 0

'5
∫
A[f(x) + g(x)]dμ =

∫
A f(x)dμ+

∫
A g(x)dμ

d5
∫
A k · f(x)dμ = k

∫
A f(x)dμ

\5 *��� f(x) ≥ 0 ���	��� � ��	��
∫
A f(x)dμ ≥ 0

��� ���
���	���� �������	�� ��������� ��&����

*5 *��� μ(A) = 0 ���	��� � ��	��
∫
A f(x)dμ = 0

��




'5
∫
A[f(x) + g(x)]dμ =

∫
A f(x)dμ+

∫
A g(x)dμ

d5
∫
A k · f(x)dμ = k

∫
A f(x)dμ

\5 *��� f(x) ≥ g(x) ���	��� � ��	��
∫
A f(x)dμ ≥ ∫

A g(x)dμ

��� /
�
� ���
���	����� �������	�� ���������� �����	����� �������� ���	��

�!����� 
�� ��������� ��&����

a0 = 0, a1 =
∫

(0, 1)

sin2 x

x
dμ, a2 =

∫
(0, 1)

sin4 x

x3 dμ, a3 =
∫

(0, 1)
sin xdμ

*5 a1 '5 a2 d5 a3 \5 a0

��� A = [0, 3] ���&	���� �
��	��� f(x) = 3 + D(x) ����� ������������

���
���	��� �����	����

*5 3 '5 2 d5 7 \5 9

� � A = [0, 2] ���&	���� �
��	��� f(x) = 4 − [x] ����� ������������

���
���	��� �����	����

*5 3 '5 7 d5 6 \5 4

�$� [−2, 2] �
����� �
��	��� ������� ���������� ��&����

*5 f(x) = cosx '5 f(x) = [x] d5 f(x) = ex
2

\5 f(x) = sinx

�%� f(x) = [x], x ∈ [−2, 2] 
���&��� ������������ �
�	��� �����	����� ��"

&����

*5 {−1; 0; 1} '5 {−1; 0; 1; 2} d5 {−1; 1} \5 {−2; −1; 0; 1}

�&� [0, 3] �
����� ����	����� 
���&�������� ��������	���� �����������

f1(x) = x, f2(x) = 1, f3(x) = [x]

*5 f1, f2, f3 '5 f2, f3 d5 f1, f2 \5 f1, f3

�'� [0, 1] �
����� �����!�� ��������	���� �����������

f1(x) = − cosx, f2(x) = sinx, f3(x) = 1 + [x]

*5 f1, f2, f3 '5 f2, f3 d5 f1, f2 \5 f1, f3

���



�.� [−1, 1] �
����� ����������� ��������	���� �����������

f1(x) = cosx, f2(x) = (1 − x)2, f3(x) = 1 − [x]

*5 f1, f2, f3 '5 f2, f3 d5 f1, f2 \5 f1, f3

�/� [0, 1] �
����� �������!�� ��������	���� �����������

f1(x) = sinx, f2(x) = [x], f3(x) = cosx

*5 f1, f2, f3 '5 f2, f3 d5 f1, f2 \5 f3

��� f(x) = signx ������������ x0 = 0 ��������� ���������� ��&����

*5 % '5 > d5 # \5 `

��� f(x) = [x] ������������ x0 = 0 ��������� !��& 	������� ��&����

*5 % '5 > d5 −1 \5 #

��� f(x) = 2x − {x} ���������� �
	����
 ������� �������� �� �������
��������	������� ���������� ����	��� ��
����

*5 x+ [x] '5 x− [−x] d5 2x+ [x] \5 {x} + [x]

� � f(x) = [2x] ������������ [−2, 3] ���� ���	� ��
��������� ��&����

*5 ` '5 a d5 #> \5 7

�$� f(x) = sinx ������������ [−π, π] ���� ���	� ��
��������� ��&����

*5 % '5 b d5 # \5 a

�%� [−2, 2] �
����� �
��	��� ����	��� �
	����
 ���������� ��&����

*5 {x} '5 [x] d5 ex
2

\5 signx

�&� [−2, 2] �
����� ����	��� �
	����
 ���	����� ���������� ��&����

*5x '5 [x] d5 ex
2

\5 sin πx

�'� [0, 1] �
����� �
��	��� �����	��� ���������� ��&����

*5 cosx '5 R(x) d5D(x) \5 K(x)

���



�.� /
�
�"2��	�
� ���
���	����� �����	������ �����	����� f(x) = x ��������"

���� A = [0, 3] ���&	�� �����!�� �	�����
∫
A f(x) dF (x), F (x) = [x]

���
���	��� �����	����

*5 % '5 ` d5 b \5 7

 /� /
�
�"2��	�
� ���
���	����� �����	������ �����	����� f(x) = 2x ������"

������ A = [1, 3] ���&	�� �����!�� �	�����
∫
A f(x) dF (x), F (x) =

ln x ���
���	��� �����	����

*5 % '5 ` d5 b \5 7

�� ��� �#��- 5�*����� *� 0�	���������

%� § � �	�#��*�� ,�-0��)����

��� .�	!�����
 ��������	�� ���������� ��	!���	� ���� ��	!�����
 ��� ���	����

������� 1��	�	 ��	������ ���	�� ��	���� f �� g 	������ ���������� (f + g) (x)

= 1, x ∈ [0, 1] ���	��� � ��	!���	�����

��� .�	!�����
 ��������	�� ���&������� ��	!���	� ���� ��	!�����
 ��� ���	����

������� 1��	�	 ��	������ ���	�� ��	���� f �� g ��������	������ ���&�������

f(x) · g(x) = 0, x ∈ [0, 1] ���	�� � ��	!���	�����

���  ����� 
����

� � f(x) =

⎧⎨⎩ 1, x ∈ A

−1, x ∈ [0, 1] \A,
�� �
��� A ⊂ [0, 1] ��	!�����
 ���&	���

�$� #b �� �������

�&� 7�#W f ����	�� �
	����	��� L(x) ���������

�'� ��� ��� a ∈ R �� {x ∈ R : L(x) = a} ���&	�� ���&� ��	�� ���� 
	
�
��	�
���&	�� ���	���� ��������� ��� L(x1) = L(x2) ���	���� *��� x1, x2 ∈ A

���	��� � ��	�� L(x1) = L(x2) �
��	����� x1 = x2 �
	�� !������� ����� ����"

��� x1, x2 �∈ A ���	��� � ��	�� L(x1) = L(x2) �
��	����� −x1 = −x2 ����

x1 = x2 �
	�� !������� *��� x1 ∈ A �� x2 �∈ A ���	��� � ��	�� L(x1) = L(x2)

���



�
��	����� x1 = −x2 �
	�� !������� 2������ ��	��� {x ∈ R : L(x) = a}
���&	�� a ∈ A \ {0} �!��� ���� 
	
�
��	� ���&	��� ��	��� a 	�� �!��� ���


	
�
��	� ���&	�� ���	���� 2������ �!��� ��� {x ∈ R : L(x) = a} ��	!���	�
���&	������

�.� {x ∈ [0, 1] : L(x) < 0} = [0, 1] \A �
��	�� �����	�� A ��	!�����
 ���&	��
���	���� �!��� [0, 1] \A ��� ��	!���	� 
����
�/� '��!�� x ∈ [−1, 0] 	���� L(x) ≥ 0 ���	���	��� �!��� {x ∈ [−1, 1] :

L(x) < 0} = [0, 1] \ A �
��	�� �����	� ���	��� 3#$"����	�� ������5� [0, 1] \ A
��	!�����
 ���	���� �!��� L �������� E �� ��	!�����
 �������� ���	����

��� K−1(K1) =

{
1

2

}
, K−1(K2) =

{
1

4
,

3

4

}
, K−1(K3) =

{
1

8
,

3

8
,

5

8
,

7

8

}
,

K−1(Kn) =

{
2k − 1

2k
, k = 1, 2, . . . , 2n−1

}
.

� � A ⊂ [−2, 2] ��	!�����
 ���&	�� χA(x) =

⎧⎨⎩ 1, x ∈ A

0, x ∈ [−2, 2] \A.

�$� A ⊂ [−2, 2] ��	!�����
 ���&	�� f(x) =

⎧⎨⎩ 1, x ∈ A

−1, x ∈ [−2, 2] \A.
�&� A ⊂ [0, 1] = E ��	!�����
 ���&	�� �� f(x) = χA(x), g(x) = χE\A(x)

��	!���	� �������� 
���� f(x) + g(x) = 1.

�'� A ⊂ [0, 1] = E ��	!�����
 ���&	�� f(x) = χA(x), g(x) = −χE\A(x) �

f(x) · g(x) ≡ 0, x ∈ E,

�.� E(D < c) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
∅, c ≤ 0

E\Q, 0 < c ≤ 1

E, c > 1.

�%� *��� f : E → R ��	!���	� �������� ���	��� {x ∈ E : f(x) < a} =

{x ∈ E : f 3(x) < a3} �
��	����� f 3 ��	!���	� �������� 
���	��� �
	�� !�������

d����� a ���� −∞ ��� +∞ ��!�� ���	��� ������	���� ����	 ��	����� a3

��� (−∞, ∞) ���&	���� ���	� ����� ������� {x ∈ E : f 3(x) < c} = {x ∈
E : f(x) < c

1
3} �
��	�� �����	�� \
���� f �� f 3 	�� ��� ������ ��	!���	� ����

���



��	!�����
 ��������	�� ���	����

 �� [�	
� �����	��� eix = cosx + i sin x ���� ����� cosx �� sin x 	������

[−π, π] �
����� ��	!���	� 
���	������� f(x) = eix ������������ [−π, π]

���&	���� ��	!���	� 
���	����� �	���
�

 .� [0, 1] = A ∪ B ����	�� ��
���
� A �� B ��	!���	� ���&	��	�� ��

μ(A) > 0, 5; μ(B) = 0, 5. A �� B 	�� �������� �����	���� 
��� '��"

!�� x ∈ [0, 1] �� ��������� δ > 0 �!��� μ(A ∩ (x − δ, x + δ)) > 0 ��

μ(B ∩ (x − δ, x + δ)) > 0 ���	���� , ��	�� χA(x) ����	 �����	����� ������"

	�������!�� �������� ���	����

$'� [0, 1] �
����� �
�� n ���	���� ���	���
� ��� ��� n ∈ N �!���

{χ[k−1
n , k

n ](x)}nk=1

������
������ ��������	�� ��	����� �������
� '� ��������	�� ��	����� ��������!��

���
�	����
�

f1(x) = χ[0, 1](x), f2(x) = χ[0, 1
2 ](x), f3(x) = χ[12 , 1](x)

�� ����
� ����� ν �!���

fν(x) = χ[0, 1
n ](x), fν+1(x) = χ[ 1

n ,
2
n ](x), . . . , fν+n−1(x) = χ[n−1

n , 1](x), . . .

����	 ���	��� fn �
���"�
�	�� [0, 1] �� ��	!��� �����!�� ��	 ���������� �����"

	������� 	
��� ����� ������� ��� ��	�� �����	���������

%/� E(f < c) = {x ∈ [−1, 2] : signx < c} ���&	���� ���!�� c ∈ R 	����

��	!���	� 
���	����� �����������

% � Eδ =
( ε

103 , π − ε

103

)⋃(
π +

ε

103 , 2π − ε

103

)
, ε ∈

(
0,

1

4

)
.

%$� ϕ(x) = 0, x ∈ [0, 1] .

%%� f(x) = 0, x ∈ [0, 1) , fn(x) = xn, x ∈ [0, 1) .

%&� fn(x) = xn, x ∈ [0, 1] ���������	 �
���"�
�	�� θ(x) ≡ 0 ���������� �
"

���	� �� ��	!��� �����!�� �����	������� �����	� �����	���������

���



%'� ��� %.� _����

&/� �5 g(x) ≡ 0, b) g(x) = π, c) g(x) = 0, d) g(x) = ln(1 + |x|).
&�� �5 g(x, y) = x2, b) g(x, y) = cosx− sin y, c) g(x, y) = xy,

d) g(x, y) = chx.

& � �5 g(x) ≡ 0, �5 g(x) ≡ 0, !5 g(x) ≡ 0, �5 g(x) ≡ 1,


5 g(x) ≡ 0, �5 g(x) ≡ 0.

&$� �5 g1(x, y) ≡ 0, g2(x, y) =

⎧⎨⎩ 1, (x, y) ∈ Q × Q

0, (x, y) /∈ Q × Q
.

�5 g1(x, y) ≡ 0, g2(x, y) =

⎧⎨⎩ 1, (x, y) ∈ Q × Q

0, (x, y) /∈ Q × Q
.

!5 g1(x, y) ≡ 0, g2(x, y) =

⎧⎨⎩ 1, (x, y) ∈ R × Q

0, (x, y) /∈ R × Q
.

�5 g1(x, y) ≡ 1, g2(x, y) =

⎧⎨⎩ 1, (x, y) /∈ Q×Q

2, (x, y) ∈ Q×Q
.


5 g1(x, y) =

⎧⎨⎩ |x|, |x| ≥ |y|
|y|, |x| < |y|

, g2(x, y) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
|x|, |x| > |y|
|y|, |x| < |y|
0, |x| = |y|

.

�5 g1(x, y) = |x | + | y | , g2(x, y) =

⎧⎨⎩ 0, x = y

|x| + |y|, x �= y
.

�5 g1(x, y) = ex, g2(x, y) =

⎧⎨⎩ ex, x �= −y
0, x = −y

.

�5 g1(x, y) = 1, g2(x, y) =

⎧⎨⎩ 0, x2 = y2

1, x2 �= y2
�

&%� �5 Aε =

[
1

50
, π − 1

50

]
∪

[
π +

1

50
, 2π − 1

50

]
. �5 Aε =

[
0, 1 − 1

101

]
�

!5 Aε =

[
1

1001
, 1

]
. �5 Aε =

[
10−4

2
, 1

]
�


5 Aε =

[
1

5 · 105 − 1, − 1

5 · 105

]
∪

[
1

5 · 105 , 1 − 1

5 · 105

]
�

���



�5 Aε =

[
0, 2 − 1

2 · 106

]
.

&&� 2����� μ(R) = ∞. &'�&.� f(x) ≡ 0 � '/� f(x) ≡ 0 � '$� _����

&�9� ��"0�� �	�#��*�� ��	��������� 
"�"4 �-�"4����

��� ������
������ �������� ������ > �� # ������	���� ����	 ��	���� 8�#"����	���

�� A1 = {x ∈ E : χA(x) = 0} = E\A, A2 = {x ∈ E : χA(x) = 1} = A

���&	��	������ ��	!���	� 
���	������ χA ���� ��	!���	�� ����� �������� 
���	���

�
	�� !�������

� � A1 = {x ∈ E : signx = −1} = [−1, 0), A2 = {x ∈ E : signx = 0} =

{0} � A3 = {x ∈ E : signx = 1} = (0, 3] ���&	��	������ ��	!���	� 
���	���"

��� y = signx ���� E �� ����� �������� 
���	��� �
	�� !�������

�%� K : [0, 1] → R ��	!���	� �������� 7�%`"����	�� ����� K �������� [0, 1] \K
�� ��	!���	� �������� ���	���� ��� ��� n ∈ N �!��� Kn �� 38�%"����	 �
!������

������5 K �������� !�
�	��� ������ ����	 ��	���� 2������ �!��� K ��������
∞∪
n=1

Kn = [0, 1] \K �� �����	��� ������ ����	 ��	���� �
��� � ����� ���������

�'� �5
∞∑
n=1

n · 2n−1

3n
. b)

1

4
. � � fn(x) =

[nK(x)]

n
.

�%� '� �������� y1 = 0, y2 = 1, y3 = 2, y4 = 3, y5 = 4, ������	���� ���

�������� A1 = [0, 1), A2 = [1, 2), A3 = [2, 3), A4 = [3, 4), A5 = [4, 5)

���&	��	���� ����	 ��	���� ,���� ���
���	� 8�%"��(����� ����� 10 �� �
���

�'�
4π

3
�

�.� \����	
 ���������� ��	!���	� �� ������ (0 �� 1) ������ ����	 ��	���� ,����

[0, 3] ���&	�� �����!�� �	����� ���
���	� 0 �� �
���

�/� Z���� ���������� ��	!���	� �� �����	���

{
0, 1,

1

2
, . . . ,

1

n
, . . .

}
������ ��"

��	 ��	���� ,���� [0, 1] ���&	�� �����!�� �	����� ���
���	� 0 �� �
���

��� 3 � ��� 2 � ��� 1 � � � 1 � �$� 4 � �%�
3

2
. �&� e− 2 �

$%� 8�a"����	�� ������� $&� 5 −√
2 −√

3.

$'� .�
��������� ����	� �
	����
 �������� ����� �������� ���	� �	������

���



$.� ����	��� ��� ����� ��������� �	������ ���
���		��� 0 �� �
���

%/� 12 � %�� 0 � %�� 2 � %�� −6 � % �
4

ln 2
+ 5 � %$� e+

1

2
.

%%� �5 >� �5 ln 4 − 1, !5 7� �5
5 + 3

√
2 +

√
3

2
.

%&� �5
1

2
, �5 6, !5 10, �5

2

ln 2
+ 1, 
5 ln 3 + e, �5

1

2
, �5

1

2
, �5

1

2
, �5 1,

+5
5

16
, �5 0.

'�9� 
"�"4 �-�"4���� �"�4��� ������ �����4� �	����

�� �5 _���� �5 _���� !5 _���� �5 _���� 
5 ��� �5 ���

 � �5 0, �5 1, !5 0, �5 π.

%� �5 α > 1, �5 α > 1, !5 α > 2.

&� α > 1. '� ��� �/� �5 π, �5
π

2
. ��� ���

.�9� ��-���- *� �	+4������ #�"4�����-4�- ,�-0��)����

�/� =������������ ��������� ������� �
	����
� �
�	��� �����	��� 0, 1,

2, 3 � '��!�� �
�	��� �����	������� �������� 1 �� �
���

��� =������������ ��������� ����� x = 0 ������� �
�	����� 
��� x = 0��

������� ���� !��&��� ��� �
	����
 
���� x = 0 ��������� �������� 2 ��

�
���

��� =������������ ��������� ����� x = 0 ������� �
�	����� 
��� x = 0��

!��&��� �
	����
� �
�	��� ����������� �������� 1 �� �
���

��� [−4, 0) �� �� [0, 5] �� ������������� ��������� '� ������������ �
�	���

�����	��� x = −1, x = 0. x = −1 ������� ������� �
	����
 �� �� ���������

�������� 3 �� �
��� x = 0 �� ������� ���� !��&��� ��� �
	����
 
����

������������ x = 0 ��������� �������� 1 �� �
���

�&� fd(x) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0, x ∈ [−2, −1)

1, x ∈ [−1, 0]

2, x ∈ (0, 2],

fc(x) = x− 1.

���



�'� fd(x) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0, x ∈ [−10, −2)

1, x ∈ [−2, 0)

5, x ∈ [0, 4],

fc(x) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x3, x ∈ [−10, −2)

−8, x ∈ [−2, 0)

x− 8, x ∈ [0, 4].

�.� fd(x) =

⎧⎨⎩ 0, x ∈
[
−π

2
, 0

)
1, x ∈

[
0,
π

2

]
,

fc(x) =

⎧⎨⎩ sin3(x) − 1, x ∈
[
−π

2
, 0

)
sin2 −1, x ∈

[
0,
π

2

]
.

�/� f(x) = fc(x) + fd(x), fd(x) = [x] + 2, fc(x) = 2x− 2 �

�.�  ������ ��������	�� ���������� ������� ���	���	��� �������

�/�  ������ ��������	�� ���&������� ������� ���	���	��� �������

��� ��� ��� ���

$ � `7� V [f ] = 6, `8� V [f ] = 20, `W� V [f ] = 2, `$� V [f ] = 8, b>� V [f ] = 2,

b#� V [f ] = ln(1 + e), b%� V [f ] = 32
3

4
, b`� V [f ] = e2 + 1, bb� V [f ] = 6.

$$�
2∨
0

[f ] = 3,
2∨
0

[g] = 7.

$%�
2∨
0

[f ] = 4+ |a|+ |1 − a| ���!�� a ∈ [0, 1] 	����
2∨
0

[f ] ������	 ���	����

%/� f(x) = v(x) − ϕ(x), v(x) = ∨xa[f ] �

vf(x) =

⎧⎨⎩ sinx, x ∈
[
0,

π

2

]
2 − sin x, x ∈

(π
2
, π

] � ϕf(x) =

⎧⎨⎩ 2 sinx− 1, x ∈
[
0,
π

2

]
1, x ∈

(π
2
, π

]
vg(x) =

x∨
0

[g] = 1 − cosx, x ∈ [0, 2π] � ϕg(x) = |cosx| + cosx � vφ(x) =

=

⎧⎨⎩ 4 − (x− 2)2, x ∈ [0, 2]

4 + (x− 2)2, x ∈ (2, π]
, ϕφ(x) =

⎧⎨⎩ 4 − 2(x− 2)2, x ∈ [0, 2]

4, x ∈ (2, π].

vψ(x) =

⎧⎨⎩ sin2 x, x ∈
[
0,

π

2

]
2 − sin2 x, x ∈

(π
2
, π

] , ϕψ(x) =

⎧⎨⎩ 0, x ∈
[
0,
π

2

]
2 − 2 sin2 x, x ∈

(π
2
, π

]
%�� {36. v(x) = 3x, ϕ(x) = −1.

37. v(x) =

⎧⎨⎩ 2 − 2x2, x ∈ [−1, 0]

2 + 2x2, x ∈ (0, 3],
ϕ(x) =

⎧⎨⎩ −4x3 − 3, x ∈ [−1, 0]

−3, x ∈ (0, 3].

38. v(x) =

⎧⎨⎩ sinx, x ∈
[
0,
π

2

]
2 − sin x, x ∈

(π
2
, π

]
,

ϕ(x) =

⎧⎨⎩ 0, x ∈
[
0,
π

2

]
2 − 2 sin2 x, x ∈

(π
2
, π

]
.

��	



39. v(x) =

⎧⎨⎩ 2 cosx+ 2, x ∈ [−π, 0]

6 − 2 cosx, x ∈ [0, π],
ϕ(x) =

⎧⎨⎩ 2, x ∈ [−π, 0]

6 − 4 cosx, x ∈ [0, π].

40. v(x) = tgx+ 1, ϕ(x) = 1.

41. v(x) = ln(1 + x), ϕ(x) = 0.

42. v(x) = 2x + 5x+ 9
3

4
, ϕ(x) = 9

3

4
.

43. v(x) = xex+1 + 1, ϕ(x) = −4.

44. v(x) = 3 + 3(x− 1), ϕ(x) = 3x− 4 − 3 |x− 1| } .
%�� λl = −β, ∧l = −α, λr = a, ∧r = b �

%�� _��� 3$�7a f ����	�� ������5�

% � *��� f �������� [a, b] �
����� !�
����	����� ����	��� 
�� ���	��� �

��	�� f ���� [a, b] �
����� ��
������� !�
����	����� ���	������ �����	����

%.� A ����� ���&	�� ���	��� A = [a, b] ���	��
b∨
a

[χA] ������	 ���	����

�/�9� �����)�� �+��0��+ ,�-0��)����� 
"�"4�8����"� �-�"4����

'�
n∑
k=1

|f(bk)−f(ak)| =
n∑
k=1

|3bk+1−3ak−1| = 3
n∑
k=1

(bk−ak) < 3δ �� δ =
ε

3

�
����
n∑
k=1

|f(bk) − f(ak)| < ε �
����
	�� ��+���	���� \
���� f(x) = 3x + 5

�������� [0, 2] �
����� ����	��� �
	����
 �������� 
����

.� a2 − b2 = (a− b)(a+ b) ��� �����	������ #>�#"����	 �
!������ �������

�/� |sin x− sin y| ≤ |x− y| ��� �����	������
��� || cosx| − | cos y|| ≤ |cosx− cos y| ≤ |x− y| ��� �����	������
�%� '��	����� ��������� xk = 1 �� �������� ����	��� ����	����

��� {8. v(x) = 3x, ϕ(x) = −1.

9. v(x) = x2, ϕ(x) = −3.

10. v(x) =

⎧⎨⎩ sinx, x ∈
[
0,
π

2

]
2 − sin x, x ∈

(π
2
, π

]
,

ϕ(x) =

⎧⎨⎩ 0, x ∈
[
0,
π

2

]
2 − 2 sin2 x, x ∈

(π
2
, π

]
.

11. v(x) =

⎧⎨⎩ 2 + 2 cosx, x ∈ [−π, 0]

6 − 2 cosx, x ∈ (0, π],

��




ϕ(x) =

⎧⎨⎩ 2 + 2 cosx− 2 |cosx| , x ∈ [−π, 0]

6 − 2 cosx− 2 |cosx| , x ∈ (0, π].

12. v(x) = tg
x

4
+ 1, ϕ(x) = 1.

13. v(x) = x ln(1 + x), ϕ(x) = 0.

14. v(x) = 2x + 5x+ 4, 5, ϕ(x) = 4, 5.

15. v(x) =

⎧⎨⎩ 1 −√−x x ∈ [−1, 0]

1 +
√
x x ∈ (0, 1],

ϕ(x) =

⎧⎨⎩ 1 − 2
√−x x ∈ [−1, 0]

1 + x ∈ (0, 1],

#7� v(x) = 3x, ϕ(x) = 3x− 3|1 − x| − 4.}
�/� f(x) = K(x), A = [0, 1] \K.
��� f(x) = K(x), A = K.

�%� =��������� 
���&��� �����������

$/� #� $�� `�

$ � #5 −π, %5 b� `5 25
1

3
, b5

n(n+ 1)

2
, a5

n(n+ 1)(2n+ 1)

6
,

75 2e−π/2 − 2eπ/2 − (1 + π)eπ + (1 − π)e−π, 85 2 − π, W5
3

8
,

$5 %� #>5 #�

�� ����� 0"������4�- �"�� 5�*������

#"\ %"\ `"' b"' a"' 7"' 8"* W"* $"' #>"d ##"\ #%"' #`"*

#b"' #a"' #7"\ #8"' #W"d #$"' %>"d %#"\ %%"d %`"\ %b"' %a"'

%7"' %8"' %W"d %$"' `>"d `#"* `%"d ``"* `b"d `a"' `7"d

`8"' `W"\ `$"\ b>"d�

���



���� �6���� 1�>�
��

'� ��� 8 &������� 3##"#85 ��� ������� '������ ##"&������;�� �
���� ��"


�	��� ������ ������ ������!��	������ ���������� �!��� �
���!�� ����	 ��

����	�	�� +��	������ #%"&��������� �����	�����!�� �� ������
���	 �
���"

�
�	��	���� ���� ����		�� ����	���� #`"&��������� �!��� �� ��&�� ����	�� ���"

�� �!��� �� ��&�� ���&	��	������ �����	����� �
���������� ���� ����		�� ���"

�	���� #b"&������� ���	� �
���� ��
�	�� �� �
���� ��
�	���� ���	�������� ����

����		���� �������	������ '� �
��� '
� �
��
�������� ���		�������� �����

����� �
��� 
�!� �� �
!� �
��� 
�!���� ���&	��	���� ���� ��
����	� ����		��

���� #a"&��������� �
���� ��
�	���� �
	����
 ���	��������	�� ����� �
��
�����

���
����� �
���� ��
�	���� ���� ����		�� +��	������ #7"&��������� ������"

����� ���	�������� &�����&����� ���		�������� ���� ����		�� ����	���� =��&���

���&	��	�� �� ���&��� �
���� ��
�	���� ���� ����		�� #8"&��������� +��	��"

����

���9� �"���0 ,�+����

'� &��������� �����	���	������ ������ ������!��	�� �� ��(��:���� �
	������
�

X ����� ���	����� ���&	�� �� X × X ��	�� X �� ��
���"��
��� �
����

���&��������� �
	��	����
�

�������7��,� !��� ρ : X × X → R ���	�������� �������� ����� �������

������	������� ���� X ���� ������ ���� �
����� �
��	���"

.& ρ(x, y) ≥ 0, ∀x, y ∈ X, ρ(x, y) = 0 ⇔ x = y $������� ���������&�

/& ρ(x, y) = ρ(y, x), ∀x, y ∈ X $����
����	�� ���������&�

0& ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z) � ∀x, y, z ∈ X $���������� ���������& 

(X, ρ) ����	�� 
�� �
���� ��
� �
��	��� 

.����� �
���� ��
�� ��(�� (X, ρ) +���	�� ����� X ���; ��	�� �
	��	���"

��� *��� X ���&	���� ρ1, ρ2, . . . , ρn �
�����	�� ����	����� ���	��� � ��	��

���



(X, ρ1), (X, ρ2), . . . , (X, ρn) �
���� ��
�	�� ��� �������� X1, X2,

. . . , Xn ���:��� ��	�� �
	��	������

�������7��,� !��� ������� C1 > 0 �� C2 > 0 ���	�� ������ ���	��� ������

x, y ∈ X 	�� �����

C1ρ1(x, y) ≤ ρ2(x, y) ≤ C2ρ1(x, y)

�
����
	��	�� �����	� ���	��� ρ1 �� ρ2 	�� 
�����	
�� �
�����	�� �
��	��� 

'� ����� �� ������ �
����� ���	���� �����	���	������ ������ �
	��	���"

	���� �
	������
�

Rn = {x = (x1, x2, . . . , xn) , xi ∈ R} − n ��	!���	� �
���� ��
�� m− ���"
!�� !�
����	����� �
���"�
�	��	�� ���&	���� c− ���!�� �����	�����!�� �
���"
�
�	��	�� ���&	���� c0 −��	�� �����	�����!�� ���!�� �
���"�
�	��	�� ���&	����
�2 − �������� ��	�� +��	����!�� ���!�� �
���"�
�	��	�� ���&	���� ��(��

�2 =

{
x = (x1, x2, . . . , xn, . . .) :

∞∑
n=1

|xn|2 <∞
}
.

�p(p ≥ 1) − ����	��� ����������� p−����+�	������ ��
�	��� ����� �����"
	�����!�� ���	��� ���!�� �
���"�
�	��	�� ���&	���� ��(��

�p =

{
x = (x1, x2, . . . , xn, . . .) :

∞∑
n=1

|xn|p <∞
}
.

������� p = 1 �� �p ���&	�� f ���	������� ����		������ ��
�	��� �����

�����	�����!�� ���	������ ���!�� �
���"�
�	��	����� ������ ���	���� C[a, b]−
[a, b] �
����� ����	����� ���!�� �
	����
 ��������	�� ���&	���� M [a, b] −
[a, b] �
����� ����	����� !�
����	����� ��������	�� ���&	���� C(1)[a, b] −
[a, b] �
����� ����	����� ���!�� �
	����
 ��g
�
����		����!�� ��������	��

���&	���� C(n)[a, b]−[a, b] �
����� ����	����� n ����� �
	����
 ��g
�
����	"

	����!�� ��������	�� ���&	���� V [a, b]− [a, b] �
����� ����	����� ��
�������

!�
����	����� ��������	�� ���&	���� AC[a, b] − [a, b] �
����� ����	�����

���!�� ����	��� �
	����
 ��������	�� ���&	���� L̃p[a, b]− ��	!���	� �� [a, b]

���



�
����� (p ≥ 1) p − ����+��� ��	�� /
�
� ��(������ ���
���		����!�� ���	���
��������	�� ���&	���� L̃

(0)
p [a, b] ⊂ L̃p[a, b] ��	�� ��	�� 
�����	
�� ��������	��

���&	����� �
	��	����
� *��� f − g ∈ L̃
(0)
p [a, b] ���	�� �	���� ϕ �����"

������ �
���
� '� ��������� 
�����	
��	�� ���������� ���	��� �� � L̃p[a, b]

�� ��
��� �
������������ ���:���� �+������� ����	 ���	��� ���:�� ���&	�����

Lp[a, b] ��	�� �
	��	����
� ������� p = 1 ���	������ [a, b] �
����� /
�
�

��(������ ���
���		����!�� 
�����	
�� ��������	�� ���:��� ���&	��� ����	 ���	���

�� � L1[a, b] ��	�� �
	��	������ ����� ������� p = 2 ���	����� [a, b] �
���"

�� �������� /
�
� ��(������ ���
���		����!�� ���	��� 
�����	
�� ��������	��

���:��� ����	 ���	��� �� � L2[a, b] ��	�� �
	��	������

'� &��������� �
���� ��
�	�� �� ���	��������	���� ���� ����		�� ����	����

����� R2 ���&	���� x = (x1, x2) �� y = (y1, y2) 
	
�
��	�� �!��� ������	���

�����

ρ1 (x, y) = |x1 − y1| + | x2 − y2| ; ρ2 (x, y) = |x1 − x2| + | y1 − y2| ;
ρ3 (x, y) = |x1 − y2| + | x2 − y1| ; ρ4 (x, y) = |x1x2 − y1y2|
���	��������	����� ����� ���� �
����� ���	���c

!"#����� ρ1 ���	������������ �
����� �������	����� ������	����������� �
�"

�������
�

ρ1(x, y) ≥ 0 ����� ����	���� ���;����	������ �
	�� !������� ����
 ��	��	���

ρ1(x, y) = |x1−y1|+ |x2−y2| = 0 ���	���� , ��	�� |x1−y1| = |x2−y2| = 0

���	���� '����� x1 = y1, x2 = y2 � ��(�� x = y. [��� x = y ���	���� ��(��

x1 = y1, x2 = y2 � '� �
����

ρ1(x, y) = |x1 − y1| + |x2 − y2| = 0


���	����� �	���
� \
���� #"������� ��+���	���� <������� �
��	�����

ρ1(x, y) = |x1 − y1| + |x2 − y2| = |y1 − x1| + |y2 − x2| = ρ1(y, x)

���



%"����������� ��+���	���� �
	�� !������� 0�������

ρ1(x, z) = |x1 − z1| + |x2 − z2| = |x1 − y1 + y1 − z1| + |x2 − y2 + y2 − z2| ≤

≤ |x1 − y1| + |y1 − z1| + |x2 − y2| + |y2 − z2| = ρ1(x, y) + ρ1(y, z)

�
����
	����� `"����������� ��+���	���� �
	�� !������� 2������ ��	���
(
R2, ρ1

)
=

R2
1 �
���� ��
� ���	���� �

����� ρ (x, y) = sup
1≤n<∞

|xn − yn| � x, y ∈ c0 ���	������������ �
����� �����	���"

�� ������	����������� �
���������

!"#����� {xn} �� {yn} �
���"�
�	��	�� ��	�� �����	�����!�� ���	���	���
�!��� �	�� !�
����	����� ���	���� 2������ �!��� sup

1≤n<∞
|xn − yn| ���!�� x, y ∈

c0 	���� !�
�	� ���	���� ��������� n ∈ N �� |xn − yn| ≥ 0 
���	������

ρ(x, y) = sup
n≥1

|xn − yn| ≥ 0 
���	��� �
	�� !������� [��� ρ(x, y) = sup
n≥1

|xn − yn| =

0 ���	���� � ��	�� ���!�� n ∈ N 	���� |xn − yn| = 0 ���	���� '� �
���� x = y

�
��	���� �
	���
� *��� x = y ���	��� � ��	�� ρ(x, y) = 0 ���	���� \
���� #"

����� ��+���	�� 
���� |xn − yn| = |yn − xn| �
��	����� %"��������� ��+���	����
�
	�� !������� ,!����!��� �
����
	���

|xn − zn| ≤ |xn − yn| + |yn − zn| , sup
n

(xn + yn) ≤ sup
n
xn + sup

n
yn

�
����
	��	����� �
	�� !������� \
���� �
��	��� ρ : c0 × c0 → R ���	��������

�!��� �
��������� ���!�� �����	��� ��+���	���� �

����� ρ (x, y) = (x− y)2 , x, y ∈ R ���	�������� �
��������� ����� ��������

������	��������	����� ����	����

!"#����� ρ (x, y) = (x− y)2 , x, y ∈ R ���	�������� �
��������� 1− ��

2− �����	����� ������	��������� '� ���	�������� �!��� �!����!��� �
����
	���
�����	� 
���	����� ����������
� '����� �!��� x = 0, y = 3, z = 5 �����	����

�	���
� , ��	�� ρ(x, z) = 25, ρ(x, y) = 9, ρ(y, z) = 4 ���	���

25 = ρ(x, z) > ρ(x, y) + ρ(y, z) = 9 + 4 = 13.

���



\
���� ρ �!��� �!����!��� ��������� �����	� 
���� �

��� � X = AC[0, π], x (t) = sin t, y (t) = 0 �
���� ��
��� x ∈ X ��

y ∈ X 
	
�
��	�� ��������� �������� ��&����

!"#����� AC[0, π] �
���� ��
��� x �� y �����	�� ��������� ������ ρ(x, y) =

|x(0) − y(0)| + V π
0 [x − y] �
��	�� ��	�� �����	������  �(	����� x (t) = sin t

������������ [0, π] �
������� ���	� ��
������� % �� �
��� 2������ �!���

x (t) = sin t �� y (t) = 0 �����	�� ��������� ������ ���������� �
��- ρ(x, y) =

|x(0)− y(0)| + V π
0 [x− y] = V π

0 [x] = 2. �

() *�+�,����� *� ��*+�-� �	+���������� �#��- ���������

���$� R ���	�� ������ ρ (x, y) = | arctgx− arctgy | ���	�������� �
����� ���	�"
����� �
��������� ρ1 (x, y) = arctg |x− y| ���	�������� R ���&	����

�
����� ���	�����c

���%� Rn ���&	���� ����� ���	��������	�� �
����� ���	�����c

ρ1 (x, y) =
n∑
k=1

|xk − yk| ; ρ2 (x, y) =

∣∣∣∣ max
1≤k≤n

(xk − yk)

∣∣∣∣ ;
ρ3 (x, y) =

⎧⎨⎩ 1, agar x �= y

0, agar x = y
; ρ4 (x, y) =

n∑
k=1

sign |xk − yk| .

���&� R3 ��
��� ����� ����������	�� �����
��� ���	��� ���!�� ���	�� 3�
��	���

����� �
��5 �
����	�� ���&	�����

ρ(�x, �y) = arccos(�x, �y) = arccos(x1y1 + x2y2 + x3y3)

���	�������� �
����� ���	������ �����	����

���'� [0, 1] �
������� ���!�� �!��� ���&	��	����� ������ ����
�� X ���	����

*��� μ− ���	�� �������� /
�
� ��	!���� ���	���

ρ (A, B) = μ (AΔB)

���	�������� X �� �
����� ���	������ �����	����

���



���.� '��!�� ���&���	����� ������ P ���&	����

ρ(p, q) =

∞∑
i=0

∣∣∣p(i)(0) − q(i)(0)
∣∣∣

���	�������� �
����� ���	������ �����	����

����/� 0�����	 ���	�� ���&	��� N ��

ρ1 (n, m) = |ein − eim| 4 ρ2 (n,m) =

⎧⎨⎩ 1 +
1

n+m
, agar n �= m

0, agar n = m
;

���	��������	�� �
����� ���	������ �����	����

������ '���� ���	�� ���&	��� Z ��

ρ1 (n,m) =
|m− n |√

1 +m2 · √1 + n2
; ρ2 (n, m) = 10−k,

3�� �
��� k ��� |n−m | ���������� ��������� ��		�� ����� ���� n = m

���	��� k = ∞ �
� �����	����
5 �����	�� �
����� ���	������ �����������

������ ,���� | z | < 1 �
����
	���� ������	�������!�� ���&	
�� ���	�� ���&	���"

��

ρ(z1, z2) = ln

1 +

∣∣∣∣ z2 − z1

1 − z2z̄1

∣∣∣∣
1 −

∣∣∣∣ z2 − z1

1 − z2z̄1

∣∣∣∣
���	�������� �
����� ���	������ �����	���� '� �
����� 1�����
����� �
�������

�
��	����

������ [a, b] �
����� ����	����� x �������� �!��� ������� α �� β ��
������

���	�� ���+�� ���	��� ���!�� t1, t2 ∈ [a, b] 	�� �!���

|x (t1) − x (t2) | ≤ β · | t1 − t2|α

�
����
	�� ��+���	��� x �������� α �����������	� :��	�
� �������� �������

	�������� �
��	���� '� ������� ������	�������!�� ���!�� ��������	�� ���&"

	����� Hα[a, b] ����	� �
	��	��	��� *��� α > 1 ���	��� Hα[a, b] �����

���



��
������ ��������	����� ������ 
���	����� �����	���� *��� 0 < α ≤ 1

���	���

ρ(x, y) = max
a≤t≤b

|x(t) − y(t)| + sup
t1 �=t2

|(x(t1) − y(t1)) − (x(t2) − y(t2))|
|t1 − t2|α

���	�������� Hα[a, b] ���&	���� �
����� ���	������ �����	���� Hα[a, b]

Y��	�
� ��
���� α = 1 ���	����� 1������� ��
��� �
��	����

���� � [a, b] �
����� !�
���
 ����� ��g
�
����		����!�� ��������	�� ���&	���

C∞[a, b] ��

ρ(x, y) =
∞∑
k=0

1

2k
·

max
a≤t≤b

∣∣x(k)(t) − y(k)(t)
∣∣

1 + max
a≤t≤b

∣∣x(k)(t) − y(k)(t)
∣∣

���	�������� �
����� ���	������ �����	����

����$� (X, ρ) �
���� ��
� ���	��� X ���&	����

ρ1 (x, y) =
ρ (x, y)

1 + ρ (x, y)
; ρ2 (x, y) = ln (1 + ρ (x, y)) ;

ρ3 (x, y) = eρ(x,y) − 1; ρ4 (x, y) = min { 1; ρ (x, y) }

���	��������	������ ��� ���� �
����� ���	������ �����	����

##�#7"##�`b"����		���� ρ : X×X → R ���	������������ �
����� �����	�����

������	����������� �
��������� 5	�� ������ �
���� ��
�	������

����%� ρ (x, y) =

√
n∑
i=1

|xi − yi|2 � x, y ∈ Rn.

����&� ρ∞(x, y) = max
1≤i≤n

|xi − yi| , x, y ∈ Rn.

����'� ρ1(x, y) =
n∑
k=1

|xk − yk| , x, y ∈ Rn.

����.� ρp (x, y) = p

√
n∑
i=1

|xi − yi|p, p ≥ 1, x, y ∈ Rn.

���



����/� ρ (x, y) = sup
1≤n<∞

|xn − yn| � x, y ∈ m.

������ ρ (x, y) = sup
1≤n<∞

|xn − yn| � x, y ∈ c.

������ ρ (x, y) =

√
∞∑
n=1

|xn − yn|2 � x, y ∈ �2.

������ ρ(x, y) =
∞∑
n=1

|xn − yn| , x, y ∈ �1.

���� � ρ (x, y) = p

√
∞∑
n=1

|xn − yn|p � x, y ∈ �p.

����$� ρ (f, g) = max
a≤x≤b

|f (x) − g (x)| � f, g ∈ C[a, b].

����%� ρ1(f, g) =
∫ b

a |f(x)− g(x)| dx, f, g ∈ C[a, b].

����&� ρ2(f, g) =
√∫ b

a |f(x) − g(x)|2 dx, f, g ∈ C[a, b].

����'� ρp(f, g) = p

√∫ b

a |f(x)− g(x)|p dx, p ≥ 1, f, g ∈ C[a, b].

����.� ρ (x, y) = max
a≤t≤b

|x (t) − y (t)| + max
a≤t≤b

|x′ (t) − y′ (t)| , x, y ∈ C(1)[a, b].

����/� ρ(x, y) = |x(a) − y(a)| + V b
a [x− y], x, y ∈ V [a, b].

������ ρ(x, y) = |x(a) − y(a)| + V b
a [x− y], x, y ∈ AC[a, b].

������ ρ (f, g) =
∫ b
a |f(x) − g(x)| dx, f, g ∈ L1[a, b].

������ ρ (f, g) =
√∫ b

a |f(x)− g(x)|2dx, f, g ∈ L2[a, b].

���� � ρ (f, g) = p

√∫ b

a |f(x)− g(x)|pdx, p ≥ 1, f, g ∈ Lp[a, b].

_������� ����	������ ���	 ��	�� �������� �
	��	���	���� ��������
-

(Rn, ρ1) = Rn
1 , (Rn, ρp) = Rn

p , (Rn, ρ∞) = Rn
∞, (Rn, ρ) = Rn.

(C[a, b], ρ1) = C1[a, b], (C[a, b], ρ2) = C2[a, b], (C[a, b], ρp) = Cp[a, b].

##�`a"##�b`"����		���� ρ : X × X → R ���	�������� �
��������� �����

�������� ������	��������	����� ����	����

��	



����$� ρ (x, y) =

⎧⎨⎩ 0, x = y

EKUK(x, y), x �= y
, x, y ∈ N.

����%� ρ (x, y) =

⎧⎨⎩ 0, x = y

EKUB(x, y), x �= y
, x, y ∈ N.

����&� ρ (x, y) = | sin x− sin y| , x, y ∈ R.

����'� ρ (x, y) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0, x = y

1, x < y

2, x > y,

x, y ∈ R.

����.� ρ (x, y) = |x1 − y2| + |y1 − x2| , x, y ∈ R2.

��� /� ρ (x, y) = |x1 − y1| + 2 |x2 − y2|2 , x, y ∈ R2.

��� �� ρ (x, y) = |x1 − y1| + |x2 − y2| , x, y ∈ R3.

��� �� ρ (f, g) = |f (0) − g (0) | + |f (1) − g (1) | , f, g ∈ C[0, 1].

��� �� ρ (x, y) =
∞∑
n=1

|xn − yn|2 � x, y ∈ �2.

##�bb"##�aW"����		���� x ∈ X �� y ∈ X 
	
�
��	�� ��������� ����"

���� ��&����  ����� ��������	����� ����		���� ������ �
����� ����	���� ,	����

##�#7"##�`b ����		����� ����� �	����

���  � X = N, x = 5, y = 25, ρ (x, y) = 0, 1 · |x− y| .

��� $� X = R3, x = (8, 4, 3), y = (6, 0, −1).

��� %� X = R4
∞, x = (−1, −2, 3, 0), y = (4, 2, 0, −2).

��� &� X = R4
1, x = (4, 5, 0, 1), y = (−3, 0, 2, 7).

��� '� X = P≤n, x(t) = 1 + t, y(t) = 2t, ρ(x, y) =
1∫
0
|x(t) − y(t)| dt.

��� .� X = C[0, π], x (t) = sin t, y = cos t.

�	




���$/� X = C2[−π, π], x (t) = eit, y (t) = e−it.

���$�� X = m, xn = (− 1)n, yn =
n

n+ 1
.

���$�� X = c, xn =
n+ 1

n
, yn = 1 − (−1)n

1

n
.

���$�� X = c0, xn = 22−n, yn = −21−n �

���$ � X = �2, x = (1, 1, 0, 1, 0, 0, ...) , y = (0, 0, 0, ...) .

���$$� X = L1[0, π], x(t) = sin t, y(t) = cos t.

���$%� X = L2[0, π], x(t) = sin t, y(t) = cos t.

���$&� X = V [−π, π], x (t) = cos t, y (t) = 1.

���$'� X = M [0, 2π], ρ(x, y) = sup
0≤t≤4

|x(t) − y(t)| , x(t) = t, y(t) = sin t.

���9� !�2�-�����*#�� *� ,�-���"-��� 0"����0"���0���

X �
���� ��
��� x1, x2, . . . , xn, . . . �
���"�
�	�� �� x ����� �
��	���

���	���� *��� lim
n→∞ ρ (xn, x) = 0 ��������� ��+���	��� {xn} �
���"�
�	�� x

������� �����	������ �
��	���� x ����� 
�� {xn} �
���"�
�	������ 	�����

�
��	���� *��� ��������� ε > 0 �!��� ������� Nε ������	 ��� ���+�� ���	���

���!�� n > Nε �� m > Nε 	�� �!��� ρ (xn, xm) < ε �
����
	�� ��+���	��� �

��	�� { xn} �� ������
���	 �
�����
�	�� �
��	����

����� *��� lim
n→∞ ρ (xn, x0) = 0 �� lim

n→∞ ρ (xn, yn) = 0 ���	��� � ��	��

lim
n→∞ ρ (yn, x0) = 0 
���	����� �����	����

������  
��������� # �� `"�������	������ �����	������

0 ≤ ρ (yn, x0) ≤ ρ (yn, xn) + ρ (xn, x0)

�
����
	���� 
�� ���	���
� '� ���	� �
����
	��� 	������ ������

lim
n→∞ ρ (yn, x0) = 0

�� �	���
� �

�	�



����� xn (t) = n2t · e−n t ��������	�� �
���"�
�	��� x(t) = 0 ���������� ���

��� ������� �����	�����!��� ���� C1[0, 1] �
���� ��
��� �����	�����!��


���� ����� ��	����

������ ��� ��� t ∈ [0, 1] �!��� lim
n→∞ xn(t) = 0 �
��	�� ���
����� ���	�


�������� ��(	��� \
���� xn (t) ��������	�� �
���"�
�	��� x(t) = 0 ��������"

�� ��� ��� ������� �����	������� [��� ρ1(xn, 0) �������� �����	����
�

ρ1(xn, x) =

1∫
0

|xn(t) − 0| dt =

1∫
0

|xn(t)| dt =

1∫
0

n2te−ntdt = 1 − (n+ 1)e−n.

���
���	�� �����	����� ���	��	�� ���
���		��� ���	���� �����	���	��� '� �
����

lim
n→∞ ρ1(xn, x) = 1

�� �	���
� \
���� {xn} �
���"�
�	�� x(t) = 0 ���������� C1[0, 1] ��
�

�
��������� �����	�����!�� 
���� �

() *�+�,����� *� ��*+�-� �	+���������� �#��- ���������

����� (X, ρ) �
���� ��
����� ��������� x, y, z, t �����	��� �!���

�5 | ρ (x, z) − ρ (y, t) | ≤ ρ (x, y) + ρ (z, t) ;

�5 | ρ (x, z) − ρ (y, z) | ≤ ρ (x, y) �
����
	��	���� �����	����

��� � {xn} �
���"�
�	�� �
��	��� ���	���� *��� lim
n→∞ ρ (x2n, a) = 0,

lim
n→∞ ρ (x2n+1, b) = 0 �� lim

n→∞ ρ (xn, c) = 0 ���	��� a = b = c �����

lim
n→∞ ρ (xn, a) = 0 ���������	���� �����	����

���$� C [0, 1] �
���� ��
��� �����

�5 xn (t) = tn − tn+1; �5 yn (t) = tn − t2n;

!5 zn (t) = tn − 2tn+1 + tn+2; �5 un (t) =
tn

n
− tn+1

n+ 1
�
���"�
�	��	�� �����	�����!�� ���	�����c

�	�



���%� .	����� ����	���� ��������	�� �
���"�
�	��� C(1)[0, 1], C1[0, 1] �
����

��
�	���� �����	�����!�� ���	�����c

���&� C1[0, 1] �
���� ��
��� �����	�����!��� ���� C[0, 1] �
���� ��
���

�����	�����!�� ���	����� xn(t) �
	����
 ��������	�� �
���"�
�	��������"

�	 �
	�������

���'� C1[0, 1] �
���� ��
��� x(t) = 0 ���������� �����	�����!��� ���� �
!�

��� t ∈ [0, 1] ������� > �� �����	����������� ��������	�� �
���"�
�	�����

����	 �
	�������

���.� *��� xn(t) �
	����
 ��������	�� �
���"�
�	��� C[0, 1] �
���� ��
���

x (t) ���������� �����	������ �� �
���"�
�	�� C1[0, 1] �� C2[0, 1] �
����

��
�	���� ��� ��� x (t) ���������� �����	������� �����	����

����/� C[0, 1] �
���� ��
��� �����	�����!��� ���� C(1)[0, 1] �
���� ��
���

�����	�����!�� ���	����� �
	����
 ��g
�
����		����!�� ��������	����� ��"

���� �
���"�
�	���� ����	 �
	�������

������ ,����

�5 xn = (1, 2, . . . , n, 0, . . .) ; �5 yn = (−1, 2, . . . , (−1)n n, 0, . . .) ;

!5 zn = (1, 1, . . . , 1,︸ ︷︷ ︸
n

0, . . .); �5 un =

(
1,

1

2
, . . . ,

1

n
, 0, . . .

)
;


5 en = (0, . . . , 0, 1︸ ︷︷ ︸
n

, 0, . . .); �5 wn = (
1

nα
, . . . ,

1

nα
,︸ ︷︷ ︸

n

0, . . .); α > 0

�
���"�
�	��	������ �����	��� c0, c � �p � m �
���� ��
�	���� �����"

	�����!�� ���	����

������ R �� �
����� ρ (x, y) = | arctgx− arctg y | �
��	�� ��	�� ����	�����
���	���� , ��	�� ��������� ������� �
���"�
�	�� 3����	��� xn = n 5 ���"

���
���	���� �����	����

�	�



������ '���� ������ �
���"�
�	��� �����	�����!�� ���	��� ������
���	 �
���"

�
�	�� �����	�����!������ �����	����

���� � '���� �����	����� ε > 0 ��� �!��� ρ (xk, xm) ≥ ε > 0, k �= m �������

������	�������!�� {xn} �
���"�
�	����� �����	�����!�� �� ����� �����"
�
���	 ������ �
���"�
�	�� �+����� �	��� ������ 
���� �����	����

����$� (X, ρ) �
���� ��
�� {xn} � {yn} 
�� ����� �	����� ������
���	 �
���"
�
�	��	�� ���	���� , ��	�� {an = ρ (xn, yn) } ���	� �
���"�
�	�� �����"

	�����!�� 
���	����� �����	����

����%� {xn} ������
���	 �
���"�
�	�� ���	���� *��� ����� {yn} �
���"�
�	��
�!��� lim

n→∞ ρ (xn, yn) = 0 ���	��� {yn} �
���"�
�	�� ��� ������
���	
���	���� �
	�� !��������c

����&� {xn} �� {yn} ������
���	 �
���"�
�	��	�� �!���

lim
n→∞ ρ (xn, yn) = 0

����� ��+���	��� �� �
���"�
�	��	���� 
�����	
�� �
�	�� �� {xn} ∼ { yn}
����������� ��
��	��� '� 3������!��5 ������	��� ��������� �
�	
����� ���"

�
���� �� ����
���� 
���	���� ��(�� ��������� ��� 
�����	
��	�� �����"

����� ���	������ �����	����

����'� {xn} , {yn} , {zn} , {tn} ������
���	 �
���"�
�	��	�� �!��� {xn} ∼
{yn} �� {zn} ∼ {tn} ���	��� �������� �
��	���� �����	���

lim
n→∞ ρ (xn, zn) = lim

n→∞ ρ (yn, tn) .

���9� �#��2 *� )���2 ��	�������

'�
�� X �
���� ��
�� ����� x0 ������� �� r > 0 ��� �
��	��� ���	����

X �
���� ��
��� �����
� x0 �������� ������� r ���	��� ����� ���� �
�

�	�



{x ∈ X : ρ (x, x0) < r} ���&	���� ����	��� �� � B (x0, r) ���� �
	��	������

'
��	��� x0 ∈ X �� r > 0 �� ρ (x, x0) ≤ r ������� ������	�������!�� ���"

!�� x ∈ X 
	
�
��	�� ���&	��� B[x0, r] ����	� �
	��	����� �� � �����
� x0

�������� ������� r ���	��� ����� ���� �
��	���� ρ (x, x0) = r ������� ������"

	�������!�� ���!�� x ∈ X 
	
�
��	�� ���&	��� S[x0, r] ����	� �
	��	�����

�� � �����
� x0 �������� ������� r ���	��� ��
�� �
��	����  
���� ��
���

�����
� x0 ������� �� ������� ε > 0 ���	��� B (x0, ε) �!��� ���� x0 ����

������ ε− ����- �
��	��� �� � Oε (x0) ����������� �
	��	������ X �
����

��
�� M ����� ���� ���&	��� �� x ∈ X ���	���� *��� ��������� ε > 0 �!���

Oε (x)∩M �= ∅ ��������� ��+���	��� x ����� M ���� ������� ������� �
�"

�	���� M ���&	������ ���!�� ������� �����	������ ������ ���&	�� M ����

������� �
��	��� �� � [M ] ���� M ����������� �
	��	������ *��� x ∈ X ����

��������� Oε (x) ����; M ���� !�
���
 ���& 
	
�
��	����� ���	���� � ��	��

x ∈ X ����� M ���&	������ 	������ ������� �
��	���� M ���&	����

�
����	� x ����� �!��� ������� ε > 0 ���+�� ���	��� Oε (x) ∩M = {x}
���	��� � ��	�� x ����� M ���&	������ �����	����� $��	���
& ������� �
��"

	���� *��� X �
���� ��
����� M ���&	�� �!��� M = [M ] �
��	�� ��+���	���

M ����� ����	�� �
��	���� '�����!�� ��������� ���� ���&	�� ��
����� ���"

!�� 	������ �����	����� ���	���� � ����� ����	�� �
��	���� *��� x ∈M �����

�!��� ������� ε > 0 ���+�� ���	��� Oε(x) ⊂ M ���	��� x ����� M

���&	������ ����� ������� �
��	���� *��� ���&	������ ���!�� �����	��� �!���

����� ���	��� � ����� ����	�� �
��	���� _�(�� ����� �!��� �����	����� ������	

��&��� ���&	�� ����� ����	�� �
��	���� *��� �
��������� `"���������� ��(��

�!����!��� �
����
	��� ρ (x, z) ≤ max {ρ (x, y) , ρ (y, z)} �
����
	�� ��	�� �	"
��������	��� (X, ρ) �� �	����
���� ��
� �
��	���� .!��� �� ��&�� ���&	��	��

������ �������� ������	�� �����	��

������"��"��� #�������� ������� ����� ����	��	�� �
�������� �� ��
�	�

�	�



������� ����� ����	��	�� ���������� �������� 

������"��"��� #�������� ������� ����� ����	��	�� ���������� �� ��
�	� ������

�� ����� ����	��	�� �
�������� ���� ����� ����	����� 

������"��"��� M ����	�� ����� ���	���� ����� ����� ����� ��
������

���	���������� X\M ����� ���	���� 
���� �� �
���	� 

����� R �� �#��2 *� )���2 ��	�������-�-4 ��+������

��������� �
���� ��
����� �!��� �� ��&�� ���&	��	�� ������ #`�#"#`�`"�
��
"

��	�� �����	�� 2��	�� �������� �!��� ���&	�� �����; �������� �
��
�� ����	�

�����	������

��� ��"��"��� (��	�� �������� ��������� ����� ����	�� ��
�	� ���� �����	�

������� ��
��� �
������������ ���
���		�� ���������� ������������ ������	����� 

����� =������� ������	� ���� ��!������ ������	� �������� ����� ���	���� ������"

��c  ���	 �
	�������

!"#����� ����
 ��	��	��� X = R+ �� ρ (x, y) = |x− y| ���	���� *���
B(1, 5) = {x ∈ [0, ∞) : |x− 1| < 5} �
� �����
� # ������� �� ������� a

�� �
�� ������� ����� B(3, 4) = {x ∈ [0, ∞) : |x− 3| < 4} �
� �����
� `
������� �� ������� b �� �
�� ���	��� �!��� ����	���� �	���� � ��	��

r2 = 5 > r1 = 4 � ���� [0, 6) = B (1, 5) ⊂ B (3, 4) = [0, 7). �

����� R3 ���&	����

ρ (x, y) =
3∑
i=1

sign |xi − yi|

�
����� ������	����  ����
� 3>� #� %5 ������� ������� 
�� �5 # ��4 �5 % ��4

!5 ` �� �
�� ���	��� ��
��	���� !��
����

!"#����� Z������ # �� �
�� ��
�� " (0, 1, 2) �������� �����!�� �� ������"

���� ���	����� &���		
	 ������� !��
��	����� �	������ �
������� ������� (0, 1, 2)

�	�



������� !������� ����	������ ����	 ���	��� ���&	�� ���	���� #`�# !��
������

�5 ���� ������� Z������ % �� �
�� ��
�� " (0, 1, 2) �������� �����!�� �� ��"

�������� �
���	��	����� &���		
	 �
���	��	������ ��� +��� �
���	������ �
�������

!��
������ !������� ����	������ ����	 ���	��� ���&	�� ���	���� #`�# !��
������

�5 ���� ������� Z������ ` �� �
�� ��
�� f R3 ��
���� (0, 1, 2) ��������

�����!�� �� ���������� �
���	��	����� &���		
	 �
���	��	���� !������� ����	������

����	 ���	��� ���&	�� ���	���� �

"$�"#�����


����� \����
� �
���� ��
��� ��� ������ ���&	�� ��� �!���� ��� ��&�� ���&	��


���	����� �����	����

������ \����
� �
���� ��
��� ��������� M �!��� [M ] = M �
��	�� �����	��

2������ �!��� M ��&�� ���&	��� ����
 ��	��	��� x ∈ M ��������� ���"

�� ���	���� � ��	�� ��������� ε ∈ (0, 1) �!��� Oε(x) = {x} ����� M ��

���	������ \
���� M �!��� ���&	��� �

��� � ���
���	 �!���� �
��� ��&�� ���&	�� 
���	����� �����	����

������ R �� ��������� (a, b) ���
���	 �!��� ���&	������ ��������� ����

���� x ∈ (a, b) �
���� ε = min{x − a, b − x} ��� �!��� Oε(x) ⊂ (a, b).

[��� (−∞, a) ���&	������ �!��� 
���	����� ����������
� *��� ��������� x ∈
(−∞, a) �!���� ε = a−x �
���� Oε(x) ⊂ (−∞, a). ����� ������� (b, ∞)

���&	������ �!��� 
���	��� ��������	���� .!��� ���&	��	������ ���	������� �!���

�	�




���	������ (−∞, a)∪ (b, ∞) ���&	������ �!��� 
���	��� �
	�� !������� #`�`"

�
��
���� ����� �� �!��� ���&	������ ���	�����!�� ���&	��� ���	��� [a, b]

�
��� ��&������ �

���$� K +K := {z = x + y : x, y ∈ K} = [0, 2] �
��	���� �����	����

������ =����� ���&	��� K ��� ���������

x =

∞∑
i=1

εi
3i

�� y =

∞∑
i=1

δi
3i

	���� �	���
� '� �
��� εi �� δi 	�� 0 ���� 2 �����	������ ������ ����	 ��	����

*���

x =
∞∑
i=1

εi
3i

= 2
∞∑
i=1

ai
3i

�� y =
∞∑
i=1

δi
3i

= 2
∞∑
i=1

bi
3i

����	�� ��
���� � ��	�� ai �� bi 	�� 0 ���� 1 �����	������ ������ ����	

��	��� �� �	������ ���������� x + y = 2
∞∑
i=1

ci
3i
, ci = ai + bi ���	��� ci − 0, 1

���� 2 �����	������ ����	��� ������ ����	 ��	� �	���� _�(�� x+y, x ∈ K, y ∈
K ����	���� ���������� [0, 2] �
������� ��������� ����� �
�� ��	��� �������

\
���� K +K = [0, 2] �
��	�� �����	�� �

() *�+�,����� *� ��*+�-� �	+���������� �#��- ���������

���%� *��� ������� 8 �� �
�� ���	��� ����� ������� ` �� �
�� ���	��� ���� �!����

+��	����� �	�� �����"��� �������� �����	����

���&� R2 ���&	���� x = (x1, x2) , y = (y1, y2) �!���

�5 ρ1(x, y) = |x1 − y1| + |x2 − y2| ;
�5 ρ2 (x, y) = max (|x1 − y1| , |x2 − y2| ) 4
!5 ρ3 (x, y) =

√
(x1 − y1)

2 + (x2 − y2)
2;

�5ρ4(x, y) = sign |x1 − y1| + sign |x2 − y2|
�
��	��	�� ����	� ������	��� �
�����	������ ��� ������ �����
� 0 = (0, 0)

������� �� ������� # �� �
�� �!��� ���� B(0, 1), ��&�� ���� B[0, 1] ��

S[0, 1] ��
��	���� !��
�� �����������

�	�



���'� =
��������	��� ������� !��
�� R∗ = (−∞, +∞) ∪ {−∞} ∪ {+∞} ��
�5 ρ1 (x, y) =

|x− y |
1 + |x− y | 4 �5 ρ2 (x, y) =

∣∣∣∣ x

1 + |x| −
y

1 + |y|
∣∣∣∣

�
�����	�� ������	���� *��� 0 < r < 1 ���	��� B (−∞, r) ; B (∞, r)

���&	��	����� ��(�� �����
� ±∞ � ������� r ���	��� �!��� ����	���� !��
"
����

���.� M ⊂ (X, ρ) ���&	������ ����
��� diamM = sup
x,y∈M

ρ (x, y) �
��	�� ��"

	�� ����	������ , ��	��-

�5 diamB(x0, r) ≤ 2r �
����
	���� �����	���4

�5 diamB(x0, r) < 2r ���	��� ������ ����	 �
	������4

!5 diamB(x0, r) = diamB[x0, r] �
��	�� ���������c

����/� .!��� ���� " �!��� ���&	��� ��&�� ���� 
�� ��&�� ���&	�� ���	������ �����"

	����

������ R2 �
���	���� (0, 1) �� (0, −1) �����	����� ����� OX �������� (−1, 1)

���
���	��� ������ ���&	���� M �
� �
	��	��� M ���&	���� [��	��

�
��������� ��������
-

ρ (x, y) =

√
(x1 − y1)

2 + (x2 − y2)
2 ; x = (x1, x2) , y = (y1, y2) ∈M.

, ��	�� �����
� (0, 0) �������� ������� # �� �
�� �!��� �������� ��&��

���&	��� ���� ��&�� ���� 
���	����� �����	����

������ 2������ ��&�� ������ ����	 �
	��������� � �!��� ���&	�� ���	���� ����

�!��� ���� ���	������

������ \����
� �
���� ��
��� ��������� ������ ���� ���� �
��������� ���� ����

�����!�������� ����� ���	������ �����	����

���� � \����
� �
���� ��
��� ��������� )�!����!���) �
�� �����	�� �	����
����

��
��� 
�� ��� ������ )�!����!���) �
�� ���	� 
���	����� �����	����

�		



����$� F1 �� F2 ��&�� ���&	��	�� ��
��� �
���������� ��(�� F1 ∩ F2 = ∅ �
, ��	�� ������� G1 ⊃ F1 �� G2 ⊃ F2 �!��� ���&	��	�� ���+�����

G1 ∩G2 = ∅. ����� ��	����

����%� .�
��� �
������������ ���
���		����� ������ ���&	��	������ ������� !�
�"

	� ���� �����	� 
���	����� �����	����

����&� R �� ��������� �!��� ���&	�� !�
�	� ���� �����	� ������� ��
��� �
����"

�������� ���
���		������ ���	���������� ������ ���	������ �����	���� '�

�
��� (−∞, a) , (a, ∞) ,

(−∞, ∞) �� (a, a) = ∅ ���&	��	�� ��� ���
���		�� +��	����� �������

����'� R ���� ��������� ��&�� ���&	���� (−∞, ∞) ��� ��
��� �
������������

!�
�	� ���� �����	� ������� ���
���		���� !������� ����	��� ����+����� ����	

��	��� ������� ����� ��	����

����.� ��������� x ∈ [0, 1] ����� �!�	�� ������ ������ ������	����� �����	���-

x =
∞∑
i=1

εi
3i
� �� �
��� εi − 0, 1, 2 �����	����� ����� , ��	�� x =

0, ε1ε2 . . . ����������� ��
���
� *��� ����� x ∈ [0, 1] �!��� ������� n

���+�� ���	��� εn �= 0 �� εn+1 = εn+2 = ... = 0 ���	��� x ���� !�
�	�

�!�	�� ������ ����	��� �
��	���� '� x ������ !�
���
 ����	�� �����������

��� ��
��� ������- x = 0, ε1 . . . εn 0 . . . = = 0, ε1 . . . εn−1 (εn −
1)22 . . . ����	��� >�#>> . . . e>�>%%% . . . . F1 ����	� ����	������ # ������

��������������� ���	�� ��
��� ������ ���	��� ���!�� x ∈ [0, 1] ���"

	�� ���&	����� �
	��	��	���  ���	��� >�#e>�>%%% . . . ����
1

4
e>�>%>%>% . . . �

F1 ���&	������ ��&�� �� ��������� ������	� ���&	�� 
���	����� �����"

	���� F1 = K ���&	�� )����� ����	��� �
��	����

����/� 0, 25 ∈ K 
���	����� �����	����

������ ��������� x ∈ K �!��� ������� y ∈ K ���+����� ρ (x, y) = |x− y |
��� ����������	 ���	���� ����� ��	����

�





� �9� ��	�� �"���0 ,�+����

*��� X �
���� ��
��� ��������� ������
���	 �
���"�
�	�� �����	�����!��

���	��� � ��	�� X �� ���	� �
���� ��
� �
��	���� X �
���� ��
����� ������

A �� B ���� ���&	��	��� �
��	��� ���	���� *��� B ⊂ [A] ���	��� � ��	��

A ���&	�� B ���&	���� 
��� �
��	���� �������� ���� [A] = X ���	��� A

���&	�� ����� �
��� 
��� $X �� 
���& �
��	���� *��� A ���&	�� �������

��� ������ 
�!� ���	���� 3��(�� ��� ��� B ⊂ X ������ A ���&	�� ��	��

������ 
	
�
���� 
�� ���	����� B′ ���� ���	����5� � ��	�� A �
�� �
���


������ �
��	���� (X, ρ) �
���� ��
��� x ����� �� M ���&	�� ���������

������ �
�����

ρ(x,M) = inf
y∈M

ρ(x, y)

������ �������	���� ����� ������� (X, ρ) �
���� ��
��� A �� B ���&	��	��

��������� ������ �
�����

ρ(A,B) = inf
x∈A,y∈B

ρ(x, y)

������ �������	����  
���� ��
�	������ ���	�	����� �
���������� �������� �
��
"

����� �����	���	����

� ����"��"��� X �
���� ��
� ���	� ���	���� ����� ������ ��������� ������

��� ���	������ �� ������	��� ��	�� ����	����� ����� ����	�� �
�����
�	�������

�
�������� ����� ���	���	��� 
���� �� �
���	���� 

*��� R �
���� ��
� ���	� ���	����� ��� ����� ���	 ��	�� 3��	��� �	�����

������ ���	 ��	��5 ����� ���	� �
���� ��
� �!���� +��	��������� �������

� �����7��,� !���" #5 R �
���� ��
� R∗ ���	� �
���� ��
����� ���� ��
���

���	��' %5 R ����	�� R∗ ���� ����� �
���� 
���� ����� [R] = R∗ ���	��� �

��	�� R∗ �
���� ��
� R �
���� ��
����� ���	������� �
��	��� 

� ����"��"��� ;�� ��� R �
���� ��
� ���	������� 
�� �� �� ���	�����

��
� R ���� �����	����� ���
���	��� ��	�� ��	�������� �
��
����� ����	�����

��������� 

�
�



� ��� R �
���� ��
� ���	�� �����	����

������  ��
����� ���	�
 �������� ��(	����� ��������� ������
���	 ���	�

�
���"�
�	�� �����	�����!������ \
���� R ���	� �
���� ��
�� �

� ��� C1[−1, 1] �
���� ��
� ���	� 
���� �����	����

������ C1[−1, 1] ��
����� ���	� 
���	����� ����������
� '����� �!���

C1[−1, 1] ��
��� �
	����
 ��������	������

fn(x) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
−1, ���� x ∈ [−1, −n−1]

nx, ���� x ∈ (−n−1, n−1)

1, ���� x ∈ [n−1, 1]

�
���"�
�	����� 3�������� ���;�� #b�#"!��
���� �
	����	���5 �������
� '� �
���"

�
�	�� C1[−1, 1] ��
��� ������
���	���� !����� ���!�� x ∈ [−1, 1] 	�� �!���

|fn (x) − fm (x)| ≤ 1 
���	����� ������� �	��� �� n < m �
����

"%�"#�����


ρ (fn, fm) =

∫ 1

−1
|fn (x) − fm (x) |dx <

∫ 1/n

−1/n
1dx =

2

n
→ 0, n→ ∞.

'���� {fn} �
���"�
�	�� C1[−1, 1] ��
����� ������� ��� ���������� �����"

	��������� ��������� ���� f ∈ C1[−1, 1] ��������� �������� ��

ϕ (x) =

⎧⎨⎩ −1, agar x ∈ [−1, 0),

1, agar x ∈ [0, 1]

�
�



��	 ������� �
�	����� 
�� �������� ���	���� =������� ����������

fn (x) − ϕ (x) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0, x ∈ [−1, −1/n]

⋃
[1/n, 1] ,

n x+ 1, x ∈ (−1/n, 0) ,

nx− 1, x ∈ [0, 1/n).

'����� �������� ���!�� x ∈ [−1, 1] 	�� �!��� |fn (x) − ϕ (x) | ≤ 1. 2������

�!���

1∫
−1

|fn(x) − ϕ(x)|dx =

1/n∫
−1/n

|fn(x) − ϕ(x)|dx ≤ 2

n
→ 0, n→ ∞. (14.1)

*��� ���
���	���� �������	�� ���������� �����	�����

1∫
−1

|f(x) − ϕ(x)|dx ≤
1∫

−1

|f(x) − fn(x)| dx+

1∫
−1

|fn(x) − ϕ(x)|dx. (14.2)

�
����
	���� �
	���
� [��� ��������∫ 1

−1
|f (x) − ϕ (x)| dx > 0 (14.3)

�
����
	���� �����	����
� ,���� �������� ���� ��	�� �+������
�

#5 ����
 ��	��	��� f(0) ≤ 0 ���	���� � ��	�� f ���� �
	����
	����� �����

������� δ1 > 0 ���+����� ���!�� x ∈ [0, δ1] 	�� �!��� f(x) < 1/2 ���	����

'�����

|f (x) − ϕ (x) | ≥ 1/2, x ∈ [0, δ1] (14.4)

�
����
	�� �
	�� !������� 3#b�b5 �
����
	���� [0, δ1] �
��� �����!�� ���
���		���∫ 1

−1
|f (x) − ϕ (x)| dx ≥

∫ δ1

0
|f (x) − ϕ (x)| dx > δ1

2

�
����
	���� �
	���
�

%5 *��� ��
 f(0) > 0 �
� ����
 ��	���� � ��	�� ������� δ2 > 0 ���+�����

���!�� x ∈ [−δ2, 0) 	�� �!��� |f (x) − ϕ (x) | > 1/2 ���	���� '�����∫ 1

−1
|f (x) − ϕ (x)| dx ≥

∫ 0

−δ2
|f (x) − ϕ (x)| dx > δ2

2
.

�
�



\
���� 3#b�`5 �
����
	�� ����� ���	��� 3#b�%5 �
����
	�����

1∫
−1

|f(x)− fn(x)|dx ≥
1∫

−1

|f(x)− ϕ(x)|dx−
1∫

−1

|fn(x) − ϕ(x)|dx (14.5)

�� �	���
� 3#b�#5� 3#b�`5 �� 3#b�a5 	�����

ρ (f, fn) =

∫ 1

−1
|f (x) − fn (x)| dx

���� ��	�� �����	���� �	���	��� �
	�� !������� ��(�� { fn} �
���"�
�	�� C1[−1, 1]

���� ������� ��� ���������� �����	���� �	������ �

� ��� 8"�����"� �"���0 ,�+����

����� �
��� 
�!� �����	� ���� ���&	���� 
�� ���	��� �
���� ��
�	�� �
���

���
	 �
���� ��
�	�� �
��	���� M ���&	������ ���!�� �!��� �����	������ ������

���&	�� M ���&	������ ���� �
��	��� ��
0
M ��	�� �
	��	������ A ���&	������

��
������ FrA = A ∩ (X\A) �
��	�� ��	�� ����	������

� ����"��"�� $+
� �
��
����& ���	� �
���� ��
��� �
�� �
��� 
��� ���	���

��� �����	� ������� ����	��	�� ���������� ������������ ������	��� ������ 
����

[���� �������	 ���&	��� #"�� %"���
������ ���&	��	�� ������!��	����� �
	��"

����
� M ���&	������ ���!�� 	������ �����	������ ������ ���&	���� M ′ ��"

	�� �
	��	����
� *��� M = M ′ �
��	�� �����	� ���	��� M �� �������	

����	�� �
��	���� *��� X ���	� �
���� ��
����� M ���&	���� �
!� �
�"

�� 
�!� ���	����� �����	� ������� ���&	��	�� ���	������� ������������ ������"

	��� ������ ���	�� M ���&	���� #"���
������	� ����	�� �
��	���� *��� M

���&	���� �
!� �
��� 
�!� ���	����� �����	� ������� ���&	��	�� ���	�������

������������ ������	��� ������ ���	���� M �� %"���
������	� ����	�� �
��	�"

���

� ��� Q, R\Q ���&	��	������ ��� ���� R �
���� ��
��� 
�!� 
���	����� �����"

	����

�
�



������ ����
 ��	��	��� x ∈ R ��������� ������� ��� ���	���� , ��	�� xn =

[nx] : n ��������	 ���	�� �
���"�
�	��� x �� �����	������� '� �
��� [x] �
� x

���� ����� ����� �
	��	������ \
���� ��������	 ���	�� ���&	��� Q ������� ���"

	�� ���&	��� R ���� ����� �
���� 
�!� 
���� [��� ����������	 ���	�� ���&	���

R\Q ������� ���	�� ���&	��� R �� 
�!� 
���	����� �����	����
� ��������� x ∈ R

������� ��� �!��� yn =
[nx]

n
+
π

n
����������	 ���	�� �
���"�
�	��� x �� �����"

	������� _�(��� R\Q ���&	�� R �� 
�!� 
���� \
���� [Q] = [R \Q] = R.

�

� � � R �
���� ��
��� Q ���&	�� #"���
������	�� R\Q ���&	�� %"���
������	�

���&	�� 
���	����� �����	����

������  �(	����� Q " �����	� ���&	��� ������� �!��� ����� 
	
�
��	�����

{x1, x2, x3, . . . , xn, . . .} ����������� ���
�	�� !������ ������� 2������ 
���

Q =
∞∪
n=1

Mn, Mn = {xn}

����	�� �����	� �� Mn, n = 1, 2, . . . 	�� R ���� �
!� �
���� 
�!� 
���� 1�(�����

����� Q #"���
������	� ���&	��� [��� ����������	 ���	�� ���&	��� R\Q ���� %"

���
������	� ���&	�� 
���	����� �����	����
� 1
�������� ����
 ��	��	��� R\Q

#"���
������	� ���&	�� ���	���� , ��	�� #b�bb"����	�� ������ ���	� �
���� ��
�

R = Q ∪ (R\Q) � #"���
������	� ���&	�� ���	�� 
��� '� 
�� '
� �
��
������


��� \
���� R\Q %"���
������	� ���&	��� �

� �$� x ������� ������� ���� ����� {x} ����������� �
	��	������ {n · √2
}
,

n ∈ N ���	�� ���&	��� [0, 1] �
����� 
�!� 
���	����� �����	���� ,��"

���� a− ����������	 ��� ���	��� {n · a} , n ∈ N ���	�� ���&	��� [0, 1]

�
����� 
�!�� ����� ��	����

������ '�
 a ����������	 ��� ���	��� {n · a}, n ∈ N ���	�� ���&	�������

[0, 1] �
����� 
�!� 
���	����� ����������
� [0, 1] �
����� �
�� N ���	����

�
�



���	���
� {a}, {2a}, . . . , {Na}, {(N+1)a} ���	��� ��� ��	 ���	���� ���������
���� ���� ����� k1 �= k2 �!��� {k1a} = {k2a} ���	��� � ��	�� (k2 − k1)a =

[k2a] − [k1a] = m ���	��� a =
m

k2 − k1
���	�� 
��� '� 
�� a ���� ����������	

��� 
���	����� 
��� N + 1 �� {a}, {2a}, . . . , {Na}, {(N + 1)a} ����� N ��[
0

N
,

1

N

)
,

[
1

N
,

2

N

)
, . . . ,

[
N − 2

N
,
N − 1

N

)
,

[
N − 1

N
,
N

N

]
���&	���� ������� ���� �
!� ���	������� �	����� �������� ��� ���	���� ������	�

���	����  ���	��� {k1a}, {k2a} ∈
[
�− 1

N
,
�

N

)
���	���� , ��	�� ������	����


���� �
���
����� ��	�� k2 > k1 �
� ����
 ��	��� |{k2a} − {k1a}| < 1

N
��

�	���
� 2������ ���� ����� ��(��;�� �����

{k2a} − {k1a} = (k2a− [k2a]) − (k1a− [k1a]) = (k2 − k1)a+ [k1a] − [k2a]

�� �	���
� *��� x = y + n, n ∈ Z ���	��� � ��	�� {x} = {y} ���� {x} =

1 − {y} �
��	�� �����	� ���	���� \
���� |{k2a} − {k1a}| = {(k2 − k1)a} ����
|{k2a}−{k1a}| = 1−{(k2−k1)a} ���	���� N ��������� ������	 ��� ���	���	���

�!��� ������� ��	��� ��	��� ��������� ����	��� ε > 0 �!��� ������� n ∈ N

���+����� {na} < ε ���� 1 − {na} < ε �
����
	��� ��+���	���� ����
 ��	��	���

1−{na} < ε ���	���� *��� 1−{na} = δ �
���� δ ∈ (0, ε) ���	���� 1−{na} =

δ �
��	����� �����	����� na �!���

na = [na] + 1 − δ (14.6)

������� �	���
� *���	�� �!��� a > 0 �
� ����
 ��	���
� , ��	�� [na] ≥ 0

����� ��� ���	���� *��� 1−2δ > 0 ���	��� � ��	�� 2na = 2[na]+2−δ 33#b�75
�� ������5 {2na} = 1 − 2δ �� �	���
� �� ����
� ���� 1 −mδ > 0 ���	��� �

��	�� {mna} = 1−mδ �
��	�� �����	�� 2������ 
�� ��!��� m ������ ��&���
��
1 − (m + 1)δ < 0 ���	���� , ��	�� δ > 1 − mδ > 0 �
����
	��� �����	� ��

{mna} = 1−mδ < δ �
����
	�� ��� ��+���	���� \
���� ��������� ε > 0 �!���

������� nε ∈ N ���+���� {nεa} < ε �
����
	��� ��+���	���� [��� x = 0 ����

�
�



xn = {na} �
���"�
�	������ 	������ ������� 
���	����� ����������
� ���������
ε > 0 �!��� ������� n ∈ N ���+���� 0 < {na} = δ < ε < 0, 5 �
����
	���

��+���	���� , ��	�� ������� 
�� ��!��� m ������ ��&���
�� 0 < mδ < 1 ��

(m + 1)δ > 1 ���	���� , ��	�� {mna} = mδ �� {(m + 1)na} = δ1 < δ, ε

���	���� \
���� (0, ε) ���	���� xn = {na} �
���"�
�	������ !�
���
�� ����
���� ��(�� x = 0 �� �
���"�
�	������ 	������ �������� [��� ε �� �
���	�!��

��!��� ������ ��� �
� �	���
� , ��	�� ������� n ∈ N ���� ���+����� {na} =

δ < ε ���	���� , ��	��

δ, 2δ, 3δ, . . . , mδ ∈ (0, 1) (14.7)

���	��� (m + 1)δ > 1 ���	���� '� �
��� δ ��� ����������	 ��� ���	���� *��

��	�� {na} = na − [na] = δ ���	���� �!��� a =
δ + [na]

n
���	��� �� a

���� ����������	 
���	����� 
��� 2������ �!��� ��������� m ∈ N �� mδ �=
1. 3#b�85 ������������ ��������� x ∈ [0, 1] �!��� ������� m ��&�	�����

|{mna} − x| = |mδ − x| ≤ δ �
����
	�� ��+���	���� _��������� ��	���
�	����

������	�� ��������� x ∈ [0, 1] �� ε > 0 �!��� (x − ε, x + ε) ���	����

xn = {na} �
���"�
�	������ !�
���
�� 
	
�
��� ��������� ���������� �������
\
���� [0, 1] ���� ���!�� �����	�� xn = {na} �
���"�
�	������ 	������
�����	��� ���	���� �

� �%� \����
� �
���� ��
��� ��������� ���&	������ !�
������ ����� 
���	�����

�����	����

������ M �����
� �
���� ��
����� ��������� ���&	�� ���	����  �(	���� 3W�`"

����	�� ������5� �� ��
��� ��������� M ���&	�� �!��� M = M �
��	��

�����	�� 2������ 
��� X\M = X\M �
��	�� ��� �����	�� 1��&	�� !�
������

��(��;�� ����� M �!��� FrM = M ∩ (X\M) = M ∩ (X\M) = ∅ �
��	����
�	���
� �

() *�+�,����� *� ��*+�-� �	+���������� �#��- ���������

�
�



� �&� c �
���� ��
����� ���	�	����� �����	����

� �'� 1��	� �
���� ��
�	������ �
���� ���&������� ���� ���	� �
���� ��
� ���	����"

�� �����	���� \
���� Rn �
���� ��
� ���	��

� �.� C[a, b] �
	����
 ��������	�� ���&	����� �
�����

ρ (x, y) =

∫ b

a

sign |x (t) − y (t) | dt

����� ��	�� ����	����� ���	��� (C[a, b], ρ) �
���� ��
� ���	� ���	�����c

� ��/� C(1)[a, b]− �
	����
 ��g
�
����		����!�� ��������	�� ���&	����� �
�����

ρ (x, y) = max
a≤t≤b

|x (t) − y (t) |

�
��	�� ��	�� ����	����� ���	��� (C(1)[a, b], ρ) �
���� ��
� ���	� 
����

(C(1)[a, b], ρ) �
���� ��
����� ���	��������� ��&����

� ���� f : R → R �������� ������ �����	���� ������	������� ρ (x, y) =

| f (x) − f (y) | ���	�������� R ���&	����- �5 �
����� ���	���4 �5 (R, ρ)

���	� �
���� ��
� ���	���c

� ���� *��� ρ(x, y) = |arctg x− arctg y| ���	��� (R, ρ) �
���� ��
����� ���	���"
������ ��&����

� ���� Φ− ���!�� ;��� �
���"�
�	��	��� ��(�� ����� !�
�	��� ���� ��	��� ����	�

x = (x1, x2, . . . , xn, 0, 0, . . .) �
���"�
�	��	�� ���&	��� ���	���� *���

ρ1 (x, y) =

∞∑
i=1

|xi − yi| ; ρ2 (x, y) = max
1≤i<∞

|xi − yi|

���	��� (Φ, ρ1) �� (Φ, ρ2) �
���� ��
�	������ ���	��������� ��&����

� �� � X = (−π, π) ���&	���� ρ (x, y) =

∣∣∣∣ sin x− y

2

∣∣∣∣ �
����� ������	����
(X, ρ) �
���� ��
����� ���	��������� ��&����

�
�



� ��$� P f ���!�� ������� ��
^����
��	� ���&���	�� ���&	����� x, y ∈ P �!���

�5 ρ1 (x, y) = max
0≤t≤1

|x (t) − y (t) | + max
0≤t≤1

|x′′ (t) − y′′ (t) | ;
�5 ρ2 (x, y) = max

0≤t≤1
|x (t) − y (t) | + max

0≤t≤1
|x′ (t) − y′ (t) | ;

!5 ρ3 (x, y) = max
−1≤t≤1

|x (t) − y (t) | + |x′ (0) − y′ (0) |
�
�����	�� ������	���� (P, ρ1), (P, ρ2), (P, ρ3) �
���� ��
�	������ ���	"

��������� ��&����

� ��%�
{m

2n
: m,n ∈ Z

}
���&	������ R �� 
�!� 
���	����� �����	����

� ��&� Z,

{
1

n
: n ∈ Z, n �= 0

}
�

{
1

n
+

1

m
: n, m ∈ Z, n ·m �= 0

}
���&	��"

	�� R �
���� ��
����� �
!� �
���� 
�!� 
���� �����	����

� ��'� ����� �
��� 
�!�� �!�� ����� ���	��� ���&	���� ����	 �
	�������

=����� ���&	������� �������� 3$�#$"$�%`5 �����	����� �����	����

� ��.� =����� ���&	������� ��	!���� ��	�� �
���

� ��/� =����� ���&	������� �����	����� �����	��� ���+�� 
����

� ���� =����� ���&	������� �!��� �����	��� ���+�� 
���� ��(��
0
K = ∅ �

� ���� =����� ���&	��� [0, 1] �
������� �
!� �
���� 
�!� 
����

� ���� =����� ���&	��� �������	 ���&	��� ��(�� K = K ′ �

� �� � R �
���� ��
��� ������� A ���&	���� ����	 �
	��������� A,
0
A,

0
A,

0

A,
0

A,
0
0

A ���&	��	�� ���	�� ��(�� �
!� ����� ������ �
�� ���	������

� ��$� A ⊂ (X, ρ) �
!� �
��� 
�!� ���	����� X\A ���&	�� ����� �
���


�!�	����� �����	����

� ��%� *��� A ����� �
��� 
�!� �� �!��� ���&	�� ���	��� X\A ���&	�� �
!�

�
��� 
�!� 
���� �����	����

�
	



� ��&� 2������ A ���&	���� ����	 �
	��������� A �� X\A ���&	��	������ ���

���� ����� �
��� 
�!� ���	����

� ��'� Φ− ;��� �
���"�
�	��	�� ���&	��� c0 �� �p (p ≥ 1) �
���� ��
�	����


�!� +��	������� ���� c �� m �
���� ��
�	���� 
�!� 
���	����� �����

��	����

� ��.� *��� A ���&	�� B ��� B 
�� C �� 
�!� +��	������ ���	��� A ���&	��

C �� 
�!� 
���	����� �����	����

� ��/� P−���!�� ���&���	�� ���&	��� C[a, b] �
���� ��
��� 
�!�� �����	����

� ���� [a, b] �
����� a = t1 < t2 < · · · < tn = b �����	�� �� ���������

x1, x2, . . . , xn ���	�� �
��	��� ���	���� , ��	�� x (ti) = xi, i = 1, n

�� [ti, ti+1] ���	��	������ ��� ������ !��
��	� ���	��� x(t) �������� ����

��� ���
��	� �
	����
 �������� �
��	���� '��!�� ������ !��
��	� �
	����


��������	�� ���&	��� C[a, b] �
���� ��
��� 
�!� 
���	����� �����	����

� ���� '��!�� ����� ��������	�� 3��	!���	� �� ������	��� ���&	��� ���&� ��	��

�����	� ���	��� ��������	��5 ���&	��� L1[a, b] �
���� ��
��� 
�!� 
���"

	����� �����	����

� ���� 2���� ��������	�� ���&	��� Lp[a, b] (p ≥ 1) �
���� ��
��� 
�!�� �����"

	����

� �� � [a, b] �
����� a = t1 < t2 < · · · < tn = b �����	�� �
��	��� ���	����

(ti, ti+1), i = 1, n− 1 ���
���		������ ��� ������ ��
������� ti ���	�"

���� �����	������� ������	��� 
�� ��������� ���	��� �������� ������������

�������� �
��	���� Z��������� &����������� �������� ����� �������� ���	�"

��� ������������ ���	����� ����� ���������� ����	 �
	�������

� ��$� ������������ ��������	�� Lp[a, b] (p ≥ 1) �
���� ��
����� ���!�� ���"

�� ��������	�� ���&	����� 
�!� +��	������� �����	����

��




� ��%� ������������ ��������	�� Lp[a, b] (p ≥ 1) �
���� ��
��� 
�!� 
���	�����

�����	����

� ��&� '��!�� �
	����
 ��������	�� Lp[a, b] (p ≥ 1) �
���� ��
����� &������"

����� ��������	�� ���&	����� 
�!�� �����	���� \
���� C[a, b] ���&	��

�������� Lp[a, b] �
���� ��
��� 
�!��

� ��'� [a, b] �
����� ����	����� ��������� �
	����
 ���������� ����	���!�� ����"

	���� Lp[a, b] ��
� �
��������� ���&��� ��	�� �����	��������� �������

��(�� x(t) �
	����
 �������� �� ��������� ε > 0 �!��� ������� p(t)

���&��� ���+�����

ρ (x, p) =

(∫ b

a

| x (t) − p (t) |p dt
)1/p

< ε

�
����
	�� �����	�� �����	����

� ��.� .	����� #b�`W"����	����� p(t) ���&������� ���!�� ��
�;����
��	����� ���"

�����	 ���	�� ��	�� ���	��� ������� ����� ��	����

� � /� 2
&����
	 �
���� ��
����� ���	������� ��� �
&����
	 ���	�����c  ���	

�
	�������

� � �� 2
&����
	 ��
��� ��������� G �!��� ���&	���� �����	� ���� !�
�	� �������

��
��� �
������������ �!��� ����	������ ���������� ������������-

G = ∪
n
B (xn, rn) , B (xi, ri) ∩B (xj, rj) = ∅, i �= j

������	��� ������� ����� ��	����

� � �� 2
&����
	 �
���� ��
��� ��������� F ��&�� ���&	���� �������	 M ��

!�
�	� ���� �����	� N ���&	��	������ ���	������� ������������ ������	���

������� �����	����

� � �� \����
� �
���� ��
� �
&����
	 ���	�������� 
���� �� �
���	� �������� ��&����

���



� �  � M �� N 	�� #"���
������	� ���&	��	�� ���	���� , ��	�� M ∪ N ����

#"���
������	� ���&	�� 
���	����� �����	����

� � $� \���+��� n ��� ����������� ���&���	������ P≤n ���&	��� C[a, b]

�
���� ��
����� �
!� �
���� 
�!� 
���� ����� ��	����

� � %� P =
∞⋃
n=1

P≤n ���!�� ���&���	�� ���&	��� C[a, b] �
���� ��
��� #" ���
"

������	� ���&	�� ���	������ �����������

� � &� L2[a, b] ���&	�� L1[a, b] �
���� ��
��� #"���
������	� ���&	��� �����"

	����

� � '� xn(t)− �
	����
 ��������	�� �� ��������� t ∈ R �!��� lim
n→∞ xn (t) =

x0 (t) ���	��� x0 (t) ������������ �
�	��� �����	������ ������ ���&	�� #"

���
������	� ���&	�� 
���	����� �����	����

� � .� C[a, b] ���&	����

ρ (x, y) =

∫ b

a

sign |x (t) − y (t) | dt

�
����� ������	���� (C[a, b], ρ) �
&����
	 
���� �����	����

� �$/� C[a, b] �
���� ��
���

Mn = {x : |x(t′) − x(t′′)| ≤ n · |t′ − t′′| , ∀t′, t′′ ∈ [a, b]}

���&	�� ��&�� �� �
!� �
��� 
�!� 
���� �����	����

� �$�� C[a, b] ��
��� /�&����� �������� ������	�������!�� ��������	�� ���&	�"

�� M =
∞⋃
n=1

Mn 3#b�a>"����	��� ������5 #"���
������	� ���&	��� M

���&	�� ��&�� 
��� �� C[a, b] ��
��� 
�!� 
���	����� �����	����

� �$�� C[a, b] ��
��� ��� ��� n ∈ N ��

Dn = {x : x′(t) ∈ C[a, b] �� max
a≤t≤b

|x′(t)| ≤ n }

���&	�� ��&�� �� �
!� �
��� 
�!� 
���	����� �����	����

���



� �$�� C[a, b] ��
��� �
	����
 ��g
�
����		����!�� ��������	�� ���&	���

C(1)[a, b] =
∞⋃
n=1

Dn 3Dn − #b�a%"����	�� ����	�����5 #"���
������	�

���&	��� ��&�� 
��� �� ����� �
��� 
�!� 
���	����� �����	����

� �$ � �
!� �
��� 
�!� ���	����� ���&	������ ���� ���&	��� �
!� �
��� 
�!�


���� �����	����

� �$$� d�
�	� ������� �
!� �
��� 
�!� ���	����� ���&	��	������ ���������� �
!�

�
��� 
�!� 
���� ����� ��	����

� �$%� (X, ρ) ���	� �
���� ��
�� M ⊂ X 
�� #"���
������	� ���&	�� ���	���� ,

��	�� X\M ���&	�� X ��
��� 
�!� ���	������ �����������

� �$&� (X, ρ) ���	� �
���� ��
�� Gn ⊂ X, n ∈ N 
�� �!��� �� ����� �
���


�!� ���&	��	�� ���	���� , ��	�� M =
∞⋂
n=1

Gn ���&	�� ��� ����� �
���


�!� 
���	����� �����	����

� �$'� M ���&	�� �
!� �
��� 
�!� ���	���	��� �!���
0
M̄ = ∅ ��������� ��+��"

�	���� 
���� �� �
���	�� �����	����

� �$.� X � ���	� �
���� ��
�� M ⊂ X 
�� #"���
������	� ���&	�� ���	���� , ��	��

X\M %"���
������	� ���&	��� ����� ��	����

� �%/� *��� y0 ∈ B(x0, r) ���	��� B(y0, r) ⊂ B(x0, 2r) ����������� ����� ��	"

����

� �%�� '���� A ���&	������ ε− ����; �����

Vε(A) =

{
x ∈ X : inf

y∈A
ρ(x, y) < ε

}
�
��	�� ��	�� ����	������ , ��	�� Ā =

⋂
ε>0

Vε(A) �
��	���� �����	����

� �%�� 1������ !��
���� [a, b], (a, b), Z, Q, [a, ∞), ∅ ���&	��	������ !�
"
����	����� ��&����

���



� �%�� �
!� �
��� 
�!� ���	����� ���&	������ ��&���� ��� �
!� �
��� 
�!� 
����

�����	���

� �% � Fr(A ∪ B) ⊂ FrA ∪ Fr B ����������� �����	���� *��� A ∩ B = ∅
���	��� Fr(A ∪B) = FrA ∪ Fr B �
��	���� ����� ��	����

� �%$� 2
&����
	 �
���� ��
��� ��������� ���&	������ �����	����� �����	��� !�
�"

	� ���� �����	� ���&	�� ���	���� �����	����

� �%%� {xn} ⊂ [a, b] ���	���� ��������� (α, β) ⊂ [a, b] ���
���	 �!��� n(α; β)

����	� x1, x2, . . . , xn �����	������ (α, β) ���	���� �������	������� ������

�
	��	��	��� *��� ��������� (α, β) ⊂ [a, b] �!���

lim
n→∞

n(α; β)

n
=
β − α

b− a

�
��	�� ��+���	��� {xn} �
���"�
�	�� [a, b] �
����� �
��� ������	�����

�
��	���� ,���� 0, 1,
1

2
,
1

3
,

2

3
,
1

4
,
2

4
,

3

4
, . . . ,

1

k
,
2

k
, . . . ,

k − 1

k
, . . . �
���"�
�"

	�� [0, 1] �
����� �
��� ������	����� ���	�����c

� �%&� α− ����������	 ��� ���	���� {nα} = nα − [nα], ��(�� nα ��������

���� ����	������ ��
�	��� �
���"�
�	�� [0, 1] �
����� �
��� ������	�����

���	������ �����	����

� �%'� #b�78"����	���� �����	����� 1, 5, 52, . . . , 5n, . . . �
���"�
�	������ 5n ���"

���� 3���	�� ����� ����
������5 #` ��� ����	����� 
�����		����� ��&����

� �%.� X ���	� �
���� ��
�� {fn} 
�� X �� ����	����� �
	����
 ��������	��

���	���� *��� ��������� x ∈ X �!��� !�
�	� lim
n→∞ fn(x) = f(x) ���+��

���	��� f ������������ �
�	��� �����	��� ���&	��� #"���
������	� ���&	��


���	����� ����� ��	����

� �&/� *��� f : R → R �������� ��� ��� ������� !�
�	� ����	��� 
�� ���	���

f ′(x) �������� �
	����
 ���	������ �����	�� ���&	��� %" ���
������	� ���&"

	�� 
���	����� �����	����

���



�$�9� (+��0��+ �0���-���������

X = (X, ρ) �� Y = (Y, d) f �
���� ��
�	��� f 
�� X �� Y �� ��"

�	�������� ���	���� *��� ��������� ε > 0 �!��� ������� δ > 0 ���+��

���	��� ρ (x, x0) < δ ������� ������	�������!�� ���!�� x ∈ X �����	�� �!���

d(f(x), f(x0)) < ε �
����
	�� �����	� ���	��� � ��	�� f ���	�������� x0 ∈ X

������� �
	����
 �
��	���� *��� f ���	�������� X ���� ����� �����	�����

�
	����
 ���	��� � ��	�� f ���	�������� X �� �
	����
 �
��	���� *��� ��"

������� ε > 0 �!��� ������� δ > 0 ���+�� ���	��� ρ (x, y) < δ �������

������	�������!�� ���!�� x, y ∈ X �����	�� �!��� d(f(x), f(y)) < ε �
��"

��
	�� ��+���	��� � ��	�� f ���	�������� X �� �
��� �
	����
 �
��	���� *���

f : X → Y ���
���� ���	�������� ���	��� f �� f−1 ���	��������	�� �
	����


���	��� � ��	�� f ���
����� ���	�������� ���� ���
����-
� �
��	���� X ��

Y ��
�	�� 
�� ���
����� ��
�	�� �
��	���� *��� (X, ρ) �� (Y, d) �
���� ��"


�	�� ��������� ���
���� ���	�� ��������!�� f ���	�������� ��������� x1, x2 ∈ X

	�� �!��� ρ (x1, x2) = d (f (x1) , f (x2)) ������� ������	�������� � ��	�� f ��"

�	���������� �
��
����� �
��	���� X �� Y ��
�	�� 
�� �
��
���� ��
�	�� �
��"

	����

�$��� f : R2 → R �������� ��� ��� �����	����� x �� y ��
�����!�� �����!��

���&��� �� ��� ��� �����	����� y �� x ��
�����!�� �����!�� ���&���

���	��� f(x, y) �������� ����	� �����
��� �����!�� ��� ���&��� 
���	��"

��� �����	����

������ 2������ ����� f(x, y) ���������� ��������!�� ������	��� ������

f(x, y) = a0(x) + a1(x) y + a2(x) y
2 + · · · + an(x) y

n , (15.1)

f(x, y) = b0(y) + b1(y) x+ b2(y) x
2 + · · · + bm(y) xm . (15.2)

'����� f ���� x �� y ��
�����!��	�� �����!�� ��g
�
����		����!�� 
���	���

�
	�� !������� *��� y = 0 ���	��� � ��	�� 3#a�#5 �� 3#a�%5 	����� ����������

���



�	���


f(x, 0) = a0(x) = b0(0) + b1(0) x+ b2(0) x2 + · · · + bm(0) xm .

����� ������� 3#a�#5 �� 3#a�%5 	����� y �����!�� ������� ����	� �	��� �	������

y = 0 ���� ������	����� �
��	��������

a1(x) = b′0(0) + b′1(0) x+ b′2(0) x2 + · · · + b′m(0) xm

�
��	���� �	���
� �� ����
� f(x, y) ���� 3#a�#5 �� 3#a�%5 �����	������ y

�����!�� n− ������	� ����	� �	��� �	������ y = 0 ���� ������	����� �
��"

	��������

an(x) = b
(n)
0 (0) + b

(n)
1 (0) x+ b

(n)
2 (0) x2 + · · · + b(n)

m (0) xm

�
��	���� 
�� ���	���
� a0(x), a1(x), . . . , an(x) 	�� �!��� ��&�	��� �� ���"

��	���� 3#a�#5 �� ������� f(x, y) ���� ����	� �����
��� �����!�� ��� ���&���


���	����� �����!� ����	 ��	���
� �

�$��� 2������ f : R → R �
	����
 �������� �� G− �!���� F− ��&�� ���&	��"
	���� ����	 �
	��������� f(G) ���&	�� �!��� 
���� f(F ) ���&	�� 
�� ��&��


����

!"#����� *��� F !�
����	����� ��&�� 3���&���5 ���&	�� ���	��� � ��	��

f(F ) ��� ���&���� ������� ��&�� !�
����	����� ���&	�� ���	���� \
���� F

��&��� 	
��� !�
����	������� ���&	�� ���	����

f (x) =

⎧⎨⎩ cosx, agar x ∈ [−4π, 4π],

1 + (x− 4π)2 : x2, agar |x| > 4π.

G = (−2π − 1, 1) �!��� ���&	���� �	���� f(G) = [−1, 1] ��&�� ���	����

F = [4π, ∞) ��&�� ���&	���� �	���� f(F ) = [1, 2) ��&�� ���&	�� 
���� �

�$��� f : C[0, 1] → L1[0, 1] ���	�������� f(x(t)) = x(t) �
��	�� ��	��

����	����� ���	��� ����� �
	����
 
���	����� �����	����

���



������ x0 ∈ C[0, 1] ��������� ����� ���	���� � ��	��

ρ(f(x), f(x0)) =

1∫
0

|x(t)− x0(t)| dt ≤ max
0≤t≤1

|x(t)− x0(t)|
1∫

0

dt = ρ(x, x0)

�
����
	�� �����	�� '
��	��� ε > 0 �!��� δ = ε �
���� � ��	�� ρ (x, x0) < δ

������� ������	�������!�� ���!�� x ∈ X 	���� ρ(f(x), f(x0)) < ε �
����
	��

��� �����	� ���	���� x0 ∈ C[0, 1] ��������� ����� ���	���� �!��� f ���	��"

������ �
	����
 ���	���� �

�$� � f : C[0, 1] → C[0, 1] ���	�������� ��������

�5 f(x(t)) =
t∫

0
x(s)ds 4 �5 f(x(t)) =

1∫
0

sin(t− s)x(s)ds 4

!5 f(x(t)) =
t∫

0
x2(s)ds 4 �5 f(x(t)) = x(tα), α ≥ 0

�
��	�� ��	�� ����	������ ,	������ �����	��� �
	����
� �����	��� �
��� �
	��"

��
 ���	���c

!"#����� �5� �5 �� �5 	�� �
��� �
	����
� !5 �
	����
� 	
��� �
��� �
	����



���� '�
 ����	���� �5 ������� �
�������� ��	�� !�
�	�����
� f ���	����������

�
��� �
	����
	���� �
��������
� '��!�� x, y ∈ C[0, 1] 	�� �!���

ρ(f(x), f(y)) = max
0≤ t≤1

∣∣∣∣ ∫ t

0
(x(s)− y(s)) ds

∣∣∣∣ ≤ max
0≤ s≤1

|x(s) − y(s)|
∫ t

0
ds,

��(�� ρ(f(x), f(y)) ≤ ρ(x, y) �
����
	�� �����	�� 1
��� �
	����
	�� ��(��;���� δ

�� ε �� �
�� �
���� � ��	�� ρ (x, y) < δ ������� ������	�������!�� ���!��

x, y ∈ X 	���� ρ(f(x), f(y)) < ε �
����
	�� ��+���	���� \
���� f ���	��"

������ �
��� �
	����
 
���� 1
��� �
	����
 ���	�������� �
	����
 ���	���� �

�$�$� R �� ρ1(x, y) = |x− y| �� ρ2 (x, y) =

⎧⎨⎩ 1, agar x �= y

0, agar x = y

�
�����	�� 
�����	
�� 
���� �����	����

���



������ 1
��������� ����
 ��	��	��� ��(�� ρ1 �� ρ2 �
�����	�� 
�����	
��

���	���� , ��	�� ������� C1 > 0, C2 > 0 ���	�� ���+�� ���	��� ���!��

x �= y, x, y ∈ (−∞, ∞) 	�� �!���

C1ρ1(x, y) ≤ ρ2(x, y) ≤ C2ρ1(x, y) ⇐⇒ C1|x− y| ≤ 1 ≤ C2|x− y|

�
����
	��	�� ��+���	���� �
���� /
��� |x − y| =
1

2C2
�
���� ������ �
����
	��

��+���	������ \
���� ρ1 �� ρ2 �
�����	�� 
�����	
�� 
���� �

�$�%� C[a, b] ���&	���� ������	���

ρ∞(x, y) = max
a≤t≤b

|x(t) − y(t)|, ρ2(x, y) =

√
b∫
a

|x(t) − y(t)|2 dt ,

ρ1(x, y) =
b∫
a

|x(t) − y(t)|dt, ρ4(x, y) =
b∫
a

sign|x(t) − y(t)| dt

�
�����	������ ��������� �������� 
�����	
�� 
���� �����	����

������ '�
 ρ1 �� ρ∞ �
�����	���� 
�����	
�� 
���	����� ����������
� C[a, b]

��
��� y(t) = 0 ��

xn (t) =

⎧⎨⎩ 1 − n(t− a), agar t ∈ [a, a+ 1
n ]

0, agar t ∈ (a+ 1
n , b]

��������	�� �!��� ρ∞(xn, y) = 1 ≤ Cρ1(xn, y) �
����
	���� ������	�������!��

C > 0 ���� ���+�� 
���� d����� n→ ∞ ��

ρ1(xn, y) =

a+ 1
n∫

a

(1 − n(t− a))dt =
1

n
− n

2n2 =
1

2n

���	�� �
����
�	��� ��	�� ����	���� \
���� ρ1 �� ρ∞ �
�����	�� 
�����	
��


���� �

() *�+�,����� *� ��*+�-� �	+���������� �#��- ���������

���



�$�&� ���� �����
��	� f : [0, 1]× [0, 1] → R �������� ��� ��� x �� y �����!��

�� ��� ��� y �� x�����!�� �
	����
 ���	��� ������� (x0, y0) ����� ���+��"

��� �� ������� f �������� ����	� �����
��� �����!�� �����	���� �
	����


���	���� ����� ��	����

�$�'� f �������� (0, 1) ���
���	�� !�
���
 ����� ��g
�
����		����!�� ���	����

*��� ��������� x ∈ (0, 1) �!��� ������� n = n(x) ∈ N ���+�� ���	���

f (n)(x) = 0 ���	��� f ���� ���&��� 
���	����� �����	����

�$�.� (X, ρ) �� (Y, d) �
���� ��
�	�� ���	���� f : X → Y ���	������������

�
	����
	��� �������� �����	������ ��� ������ �
�� ��!�	� 
���	����� �����"

	���-

�5 ��������� G ⊂ Y �!��� ���&	�� �!��� f−1(G) ⊂ X ��� �!���

���&	��4

�5 ��������� F ⊂ Y ��&�� ���&	�� �!��� f−1(F ) ⊂ X ��� ��&��

���&	��4

!5 ��������� {xn} ⊂ X �����	�����!�� �
���"�
�	�� �!��� {f(xn)} ⊂ Y

�
���"�
�	�� ��� �����	�����!���

�$��/� ��������� ������
���	 �
���"�
�	���� ���� ������
���	 �
���"�
�	����

���	�������!�� �������� �
	����
 ���	���� �������c

�$���� *��� X �����
� �
���� ��
� ���	��� ��� ������ f : X → Y ���	��������

�
	����
 ���	���� �����	����

�$���� fi : X → Y, (i = 1, 2) �
	����
 ���	��������	�� ���	���� , ��	��

M = {x ∈ X : f1(x) = f2(x)} ���&	�� ��&�� 
���	����� �����	����

�$���� fi : X → Y, (i = 1, 2) �
	����
 ���	��������	�� �� X �� 
�!� ���	���

����� M ���&	�� �
��	��� ���	���� *��� ���!�� x ∈ M �!��� f1(x) =

��	



f2(x) ���	��� f1 ≡ f2 � ��(�� ���	��������	�� ����� X ��
��� �
��� �����

��	����

�$�� � f : X → Y �
	����
 ���	�������� ���	���� <������� ��&	��������	�����

����� ���� �������c ��������� M ⊂ X ���&	�� �!���-

�5 x ∈ M̄ ⇒ f(x) ∈ f(M) 4

�5 x ∈
0
M̄ ⇒ f(x) ∈

0

f(M) 4

!5 x ∈M ′ ⇒ f(x) ∈ (f(M))′ 4

�5 x ∈ FrM ⇒ f(x) ∈ Fr (f(M)) �

�$��$� X �
&����
	 �
���� ��
� �� f : X → Y ������� �������� ���	���� M

����	� X ��
����� ���!�� ������� �����	���� �
	��	����
��� lim
x→a

f (x)

���+�� �� lim
x→a

f (x) �= f (a) ���	���� M ���&	������ ���&� ��	�� �����	�


���	����� �����	����

�$��%� S = {z ∈ C : |z| = 1} ��	����� ρ (z1, z2) = |z1 − z2| �
����� ������	����
��������� f : S → R �
	����
 �������� �!��� ������� z0 ∈ S ���+�����

f(z0) = f(−z0) �
��	�� �����	�� \
���� ��	����� ����	����� �
	����


�������� ��������� ����
���	 ������"������ �����	���� �
�� ������	����

����	 ��	���� �����	����

�$��&� f : C[a, b] → C[0, 1] ���	�������� f(x(t)) = x(a+(b−a)t), 0 ≤ t ≤ 1

�
��	�� ��	�� ����	������ '� ���	��������-

�5 �
	����
� �5 �
��
����� ���	�����c

�$��'� f(x(t)) = x(t2) �
��	�� ��	�� �5 f : C[−1, 1] → C[0, 1] 4

�5 f : Lp[−1, 1] → Lp[0, 1] 4 !5 f : C[−1, 1] → L1[0, 1] ���	��������"

	�� ����	������ ,	������ ��� ������ �
	����
	���� �
���������

�$��.� f(x(t)) = x2(t) �
��	�� ��	�� �5 f : C[0, 1] → C[0, 1] 4

�5 f : Lp[0, 1] → L2[0, 1] 4 !5 f : L1[0, 1] → L2[0, 1] 4

��




�5 f : L2[0, 1] → L1[0, 1] 4 
5 f : L1[0, 1] → L1[0, 1] ���	��������	��

����	������ ,	���� �
	����
	���� �
���������

�$��/� f : L2[0, 1] → L2[0, 1] ���	�������� ��������

�5 f(x(t)) =
t∫

0
x(s)ds; �5 f(x(t)) =

1∫
0

sin(t− s)x(s)ds 4

!5 f(x(t)) =
t∫

0
x2(s)ds 4 �5 f(x(t)) =

t∫
0
x(sα)ds, α ≥ 0

�
��	�� ��	�� ����	������ ,	������ �����	��� �
	����
� �����	��� �
��� �
	��"

��
 ���	���c

�$���� f : L2[0, 1] → L2[0, 1] ���	�������� �����

�5 f(x(t)) = u(t) · x(t), u ∈ C[0, 1] 4 �5 f(x(t)) = x(tα), α > 0

�
��	�� ��	�� ����	������ ,	���� �
	����
	���� �
���������

�$���� R �� �
	����
� 	
��� �
��� �
	����
 ���	����� ���������� ����	 �
	�������

�$���� X, Y−�
���� ��
�	�� ���	��� Y− ���	� ���	���� *��� M ⊂ X �����

�
��� 
�!�� f : M → Y �
��� �
	����
 ���	�������� ���	��� ������� F :

X → Y �
��� �
	����
 ���	�������� ���+����� F |M = f, ��(�� ���������

x ∈M �!��� F (x) = f(x). �����	����

�$�� � /�&����� �������� ������	�������!�� ���	�������� �
��� �
	����
 ���	��������

���	������ �����	����

�$��$� K(t, s) �������� [a, b] × [a, b] ��������� ����	� �����
��� �����!��

�
	����
 ���	���

Ax(t) =

∫ b

a

K(t, s)x(s)ds

�
��	�� ��	�� ����	����� A : C[a, b] → C[a, b] ���	�������� /�&����� ����"

���� ������	����������� �����	����

�$��%� .�	!���	� K(t, s) �������� �!���∫ b

a

∫ b

a

|K(t, s)|2dtds ≤M

���



�
����
	�� �����	� ���	��� A : L2[a, b] → L2[a, b]

Ax(t) =

∫ b

a

K(t, s)x(s)ds

���	�������� �
��� �
	����
 ���	������ �����	����

�$��&� f : X → Y �
��� �
	����
 �� g : Y → Z /�&����� �������� ������"

	�������!�� ���	��������	�� ���	���� , ��	�� g ◦ f : X → Z ���	��������

�
��� �
	����
 3/�&����� �������� ������	�������!��5 ���	�����c

�$��'� [0, 1] �
����� �
��� �
	����
� ���� /�&����� �������� ������	��������"

����� ���������� ����	 �
	�������

�$��.� (X, ρ) �
���� ��
� ���	���� ρ : X ×X → R ���	��������

�5 �
	����
4 �5 �
��� �
	����
 ���	�����c

�$��/� (X, ρ) �
���� ��
�� A �= ∅, A ⊂ X ����� ���&	�� ���	���� d : X → R

�������� d(x) = inf
y∈A

ρ(x, y) �
��	�� ��	�� ����	������ 2�� ���	���������"

��� �
��� �
	����
 
���	����� �����	����

�$���� R2 �� ρ(x, y) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 �
������ C ���&	
�� ���"

	�� ���&	����� d(z1, z2) = |z1 − z2| �
����� ������	���� '� ��
�	������
�
��
���� 
���	����� �����	����

�$���� X �� Y 	�� �
���� ��
�	�� ���	���� X×Y �� Y ×X �
���� ��
�	������

�
��
���� 
���	����� �����	����

�$���� c �� R × c0 ��
�	������ �
��
���� 
���	����� �����	����

�$�� � C[0, 1] �� C[a, b] �
���� ��
�	�� ������� �
��
����� ����������

�$��$� �
��
����� 
�����	
��	�� ���������� ���	������ �����	����

�$��%� R �
���� ��
����� ���!�� �
��
�����	����� ��&����

���



�$��&� R2 �
���� ��
����� 3ρ(x, y) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 5 ���!�� �
�"

�
�����	����� ��&����

�$��'�  
���� ��
��� ��
���"��
��� ���	�������!�� ���!�� �
��
�����	�� ���&&�

������	 
������� �����	����

�$��.� '���� X ���&	���� ρ1 �� ρ2 
�����	
�� �
�����	�� �
��	��� ���	���� X

���&	������ ���!�� �
�����	�� �!��� ������	��� �� ��������� ���������

��� 
�����	
��	�� ���������� ���	������ �����	����

�$� /� X !�
�	� ���&	�� ���	��� ���� ������	��� ��������� ���� �
����� 
�����	
��


���	����� �����	����

�$� �� Rn �� ������	��� ρ1, ρ2 = ρ �� ρ∞ �
�����	�� 
�����	
�� 
���	����� ��"

���	����

�$� �� [�����	
�� �
�����	������ ������ �����	�����!�� 3������
���	5 ���	���

�
���"�
�	�� �����!������ ��� �����	�����!�� 3������
���	5 ���	������ ��"

���	����

�$� �� [�����	
�� �
�����	������ ������ �!��� 3��&��5 ���	��� ���&	�� �����!����"

�� ��� �!��� 3��&��5 
���	����� �����	����

�$�  � ρ1 �� ρ2 
�����	
�� �
�����	�� ���	���� *��� (X, ρ1) �
���� ��
� �5

���	�4 �5 �
&����
	4 !5 �����
� ���	��� (X, ρ2) �
���� ��
� ��� ��� �������


�� ���	���� ����� ��	����

�$� $� Cn ���&	���� ρ∞(x, y) = max
1≤i≤n

|xi − yi|, ρ1(x, y) =
n∑
i=1

|xi − yi|

ρ2(x, y) =

√
n∑
i=1

|xi − yi|2 �
�����	������ ��������� �������� 
�����	
��

���	����� �����	����

���



�$� %� X ���&	�� [a, b] �
����� ��	!���	� �� !�
����	����� ��������	�����

������� 2�� ���&	���� ����	�����

ρ1(x, y) =

⎛⎝ b∫
a

|x(t) − y(t)|p1dt

⎞⎠1/p1

; ρ2(x, y) =

⎛⎝ b∫
a

|x(t) − y(t)|p2dt

⎞⎠1/p2

�
�����	�� p1 �= p2, (p1 ≥ 1, p2 ≥ 1) ���	����� 
�����	
�� 
���	�����

�����	����

�$� &� Y��
����;
� 
�����	
��	�� ���������� 
���	����� �����	����

�$� '� f : X → Y ���
����;
�� M ⊂ X ���&	�� �
��	��� ���	���� ,����

������	���� �����	���-

�5 M �!��� ���&	�� ���	��� f(M) ��� �!���4

�5 M ��&�� ���&	�� ���	��� f(M) ��� ��&��4

!5 f(M̄) = f(M) �

�$� .� Y��
����� �
���� ��
�	����� ���� �
&����
	 ���	��� �����!���� ��� �
&�"

���
	 ���	������ �����������

�$�$/� R ���&	���� ρ1(x, y) = |x − y| �� ρ2(x, y) = |arctg x − arctg y|
�
�����	�� ������	���� (R, ρ1)�� (R, ρ2) �
���� ��
�	�� ���
����� 
���"

	����� �����	���� xn = n �
���"�
�	�� (R, ρ2) �
���� ��
��� ������
�"

��	� (R, ρ1) ��
��� 
�� ������
���	 
���	����� �����	����

(R, ρ1) ���	� �
���� ��
�� (R, ρ2) 
�� ���	� 
���� \
���� ���
�����

�
���� ��
�	������ ���� ���	� ���	��� �����!���� ���	� ���	���� ����� 
����

?������  
���� ��
����� ���	�	��� ��&�	���� ����� 
����

�$�$�� (X, ρ) �
���� ��
� ���	���� *��� ρ1(x, y) =
ρ(x, y)

1 + ρ(x, y)
���	��� (X, ρ)

�� (X, ρ1) �
���� ��
�	�� ���
����� 
���	����� �����	����

���



�$�$�� R �� R2 �
���� ��
�	�� ���
����� 
���� ,����� n �= m �� Rn ��

Rm � �
���� ��
�	�� ���
����� 
���	����� �����	����

�$�$�� C(2) [a, b] ���&	���� ����	�����

ρ1(x, y) = max
a≤t≤b

|x(t)− y(t)|+ max
a≤t≤b

|x′(t)− y′(t)|+ max
a≤t≤b

|x′′(t) − y′′(t)| ,

ρ2(x, y) = max
a≤t≤b

|x(t) − y(t)| + max
a≤t≤b

|x′′(t) − y′′(t)|

�
�����	������ 
�����	
�� 
���	����� �����	����

�$�$ � (X, ρ) �� (Y, d) �
���� ��
�	�� ���	���� *��� (Y, d) ��
����� �����

�
���� ���� ��
��� (X, ρ) �
���� ��
��� �
��
���� 3���
�����5 ���	���

(X, ρ) ��
��� (Y, d) ��
��� �
��
���� $���
�����& ���	��������� ������

�
��	���� *��� n ≤ m ���	��� Rn �
���� ��
��� Rm ��
��� �
��
����

+��	��������� ������	����� �����	���� '� �
��� �
����� ��������

ρ (x, y) =

√√√√ k∑
i=1

|xi − yi|2,

ρ∞ (x, y) = max
1≤i≤k

|xi − yi| , ρ1 (x, y) =
k∑
i=1

|xi − yi|

(k = n ���� k = m) �����	����� ���� �	������

�$�$$� S ������ �
����� ������	��� ��	��� ���	���� , ��	�� S × [0, 1] �� S × S

�
���� ��
�	������ ��� ������ R3 �
���� ��
��� ���
����� +��	���������

������	����� �����	����

�$�$%� ,!��� �������� ������ ���	��� ��������� �
���� ��
��� R2 �
���� ��
���

�
��
���� +��	��������� ������	����� �����	���� 1������ �������� ������

���	��� �����
� �
���� ��
��� R2 �
���� ��
��� �
��
���� +��	���������

������ 
���� ���� R3 �
���� ��
��� �
��
���� +��	��������� ������"

	����� �����	����

���



�$�$&� 1������ �������� ������ ������� �
���� ��
� ���+����� ��� Rn �
����

��
�	������ ����������� ��� �
��
���� +��	��������� ������ 
���	�����

�����	����

�$�$'� L2[0, 1] �
���� ��
��� L1[0, 1] �
���� ��
���

�5 ���
������ �5 �
��
���� +��	��������� ��������c

�%�9� @��2������� �0� "������� ���-����

*��� f : (X, ρ) → (Y, d) ���	�������� �!��� ������� L > 0 ��� ���+��

���	��� ��������� x1, x2 ∈ X 	�� �!��� d (f (x1) , f (x2)) ≤ Lρ (x1, x2) �����

��+���	��� � ��	�� f ���	�������� 1������� �������� ������	�������� �
��	����

*��� f : X → X ���	�������� /�&����� �������� ������	������� �� /�&�����

��
������� L < 1 ���	��� f ���	�������� �������� �
��	���� *��� A : X → X

���	�������� �!��� ������� x ∈ X ����� ���+�� ���	��� Ax = x �
��	��

��+���	�� x ����� A ���	������������ ���
���	��� ������� �
��	����

�%����"��"�� $<������� ���	��������	�� ��������& ���	� �
���� ��
��� �����

	����� ��� ������ �������� ���	�������� ������ ���
���	��� ������� 
���

�%��� x =
1

3
cos x − 2 �
��	��� ������ �
!����� 
�� 
���	����� �����	����

=�	��	����� ��������� �
!����� >�>># ����	�� ��	�� ��&����

!"#����� ������� ���	�� ���&	��� R− ���	� �
���� ��
��

f : R → R � f(x) =
1

3
cos x− 2 ���	�������� 
��

ρ (f (x1) , f (x2)) ≤ 1

3
ρ (x1, x2)

������� ������	��������� ��(�� f �����!��� 2������ �!��� #7�#"�
��
���� ������

�
��	��� �
��	��� ������ �
!����� 
��� ,���� �
!���� ��������

x ≈ −2, 194749. �

���



�%��� C[−a, a] �
���� ��
� �� fi : C[−a, a] → C[−a, a] (i = 1, 2) ��"

�	��������	�� f1(x(t)) = x(−t) �� f2(x(t)) = −x(−t) �
��	��	�� ��	��
����	������ 2�� ���	��������	������ ���
���	��� �����	����� ��&����

!"#����� C[−a, a] �
���� ��
��� +��� ��������	�� ���&	����� C+[−a, a]
��	��� ��� ��������	�� ���&	����� 
�� C−[−a, a] ��	�� �
	��	��	��� , ��	��
��������� x+ ∈ C+[−a, a] �!��� f1(x

+) = x+ �
��	�� �����	�� ����� ����"

��� ���������� ��������� ��� ��� x− ∈ C−[−a, a] �� f2(x
−) = x− �
��	��

�����	�� \
���� ���!�� +��� ��������	�� f1 ���	������������ ���
���	��� ���"

��	���� ���!�� ��� ��������	�� 
�� f2 ���� ���
���	��� �����	��� ���	�� 
����

�

�%��� R �
���� ��
��� ������� f : R → R ���	���������� ����	 �
	���������

���!�� x, y ∈ R, x �= y 	�� �!���

ρ(f(x), f(y)) < ρ(x, y)

�
����
	�� �����	�� ���� f(x) = x �
��	��� �
!����� 
�� ���	������

!"#����� '��!�� x ∈ R 	�� f(x) =
√
x2 + 1 +

1√
x2 + 1

�������� ������

������	�� ����	 ��	���� '� �������� �!��� ���!�� x, y ∈ R, x �= y 	����

ρ(f(x), f(y)) < ρ(x, y) �
����
	�� �����	�� ���� f(x) = x �
��	��� �
!���"

�� 
�� 
���	����� ����������
� �������� ������	��� ������ ���	���	��� �!���

x ≤ 0 	���� f(x) = x �
��	��� �
!����� 
�� 
���� 2������ �!��� x > 0

��	�� �������
-

f(x) − x =
√
x2 + 1 − x+

1√
x2 + 1

=
1√

x2 + 1 + x
+

1√
x2 + 1

> 0.

\
���� ���!�� x ∈ R 	���� f(x) > x �����	�� [���

ρ(f(x), f(y)) < ρ(x, y) ⇐⇒ |f(x) − f(y)| < |x− y|
���



�
����
	���� �����	����
� �������� ����	��� �!���

f ′(x) =
x√
x2 + 1

− x

(
√
x2 + 1)3

=
x√
x2 + 1

(1 − 1

x2 + 1
) =

x3

(x2 + 1)3/2

�
��	�� �����	�� '� �
���� �
	�� !��������� ���!�� x ∈ R 	���� f ′(x) < 1

�����	�� 2������ �!���

|f(x) − f(y)| = |f ′(ξ)| |x− y| < |x− y|, x �= y

�
����
	�� �����	�� �

() *�+�,����� *� ��*+�-� �	+���������� �#��- ���������

�%� � *��� f : R → R �� |f ′(x)| ≤ q < 1 ���	��� x = f(x) �
��	��� ������

�
!����� 
�� 
���	����� �����	����

�%�$� *��� f : [a, b] → [a, b] �
	����
 �������� ���	��� x = f(x) �
��	���"

���� �
!���� ���+��	����� �����	����

�%�%� *��� 0 ≤ a ≤ 1 ���	���

xn+1 = xn − 1

2
(x2

n − a), x0 = 0

�
����
�� ���	�� ����	����!�� { xn} �
���"�
�	������
√
a ������ �����"

	��������� �����	����

�%�&� \����
� �
���� ��
��� ������ ���	�������� �����!�� ���	���c

�%�'� S = {z : |z| = 1} ��	��� ���	���� f : S → S �����!�� ���	��������

���+����c

�%�.� X �
���� ��
�� f : X → X �����!�� ���	�������� ���	���� , ��	�� f

���	�������� �
	����
 �� ����� �
��� �
	����
 ���	������ �����	����

�%��/� X ���	� �
���� ��
� �� fi : X → X (i = 1, 2) ���	��������	�� �
��	���

���	���� *��� f1 �����!�� ���	��� ����� f1 ◦ f2 = f2 ◦ f1 �
��	�� �����	�

���	��� f2 ���	������������ ���
���	��� ������� ���+��	����� �����	����

���



�%���� R2 �
���� ��
��� ������ ���
���	��� ������� 
�� ���	��� �
��
�����

��� ����� ����;�� ��������� ������ 
���	����� �����	����

�%���� X ���	� �
���� ��
�� f : X → X ����� ���	�������� ���	���� f ���	��"

���������� ��
�������	��� 3����+�	���5 �����

f 2 = f ◦ f, fn = fn−1 ◦ f

�
��	��	�� ��	�� ����	������ *��� ����� n �!��� fn �����!�� ���	��� f :

X → X ���	�������� ������ ���
���	��� ������� 
�� ���	���� ����� ��	"

����

�%���� K(t, s) �������� [a, b]× [a, b] ��������� �
	����
 ���	���� , ��	�� �
�"


�������� �
��
������ ����� K(t, s) �������� !�
����	������ ��(�� ���!��

t, s ∈ [a, b] 	�� �!���

|K(t, s)| ≤M

�
����
	�� �����	�� ,����

(Ax)(t) =

∫ b

a

K(t, s)x(s)ds

���	�������� C[a, b] �
���� ��
��� ��
���"��
��� ���	��������� �� ���!��

x, y ∈ C[a, b] ��������	�� �!���

ρ(Ax,Ay) ≤M(b− a)ρ(x, y)

�
����
	������ ��+���	������ �����	����

�%�� � K(t, s) ��	!���	� �������� �!���∫ b

a

∫ b

a

|K(t, s)|2dtds ≤M

�
����
	�� �����	� ���	���� , ��	�� L2[a, b] ��
��� ����	�����

x(t) = λ

∫ b

a

K(t, s)x(s) ds+ y(t), y ∈ L2[a, b]

���
���	 �
��	��� λ &����
������ �
���	�!�� ��!��� 3����	� �����!��5

������	����� ������ �
!����� 
�� 
���	����� �����	����

��	



�%��$� K(t, s) �������� a ≤ s ≤ t ≤ b �!����!����� 3������ !��
�� ����������5

�
	����
 ���	���� , ��	��

(Ax)(t) =

∫ t

a

K(t, s)x(s)ds

�
��	�� ��	�� ����	����� A : C[a, b] → C[a, b] ���	�������� �!��� ����"

��� n ������	 ��� ���+����� An : C[a, b] → C[a, b] ���	�������� ����"

�!�� ���	���� �����	����

�%��%� K(t, s) �������� a ≤ s ≤ t ≤ b �!����!������ y(t) �������� 
�� [a, b]

�
����� �
	����
 ���	���

x(t) = λ

∫ t

a

K(t, s)x(s)ds+ y(t)

���
���	 �
��	��� ��������� λ ∈ R �!��� ������ �
	����
 �
!����� 
���

�����	����

�%��&� (Ax)(t) =
t∫

0
x2(s)ds �
��	�� ��	�� ����	����� A : C[0, a] → C[0, a]

���	�������� �
!� ��� a > 0 �!��� �����!�� 
���� ����� ��	����

�%��'� a > 0 ������� ������ ������	�����

x(t) = 1 +

∫ t

0
x2(s)ds

���
���	 �
��	��� C[0, a] ��
��� �
!����� 
��c

�%��.� Rn ��
���

Sn−1 =

{
x = (x1, x2, . . . , xn) :

n∑
i=1

xi = 1, xi ≥ 0

}
���� ���&	�� ����	
�� �
��	���� *��� P = (pij), i, j = 1, n �������� 
	"


�
��	��� pij ≥ 0 ��
n∑
i=1

pij = 1, j = 1, 2, . . . , n �����	���� ������	�����"

��� P ��������� �������� �
��	���� x �→ Px ���	�������� Sn−1 ���&	
����

��
���"��
��� ���	����������� ����������� Sn−1 ���&	����

ρ(x, y) =
n∑
i=1

|xi − yi|, x, y ∈ Sn−1

��




�
����� ������	��� ���	���� *��� P ������������ ����� ����� ������ 
	"


�
��	����� ������ ���	�� 3pi1 > 0, pi2 > 0, . . . , pin > 0 5� Px = x

�
��	��� Sn−1 ���&	
���� ������ �
!����� 
�� ���	������ �����	����

�%��/� K(t, s) �������� [0, 1] × [0, 1] ��������� �
	����
 ���	����

max
0≤t≤1

∫ 1

0
|K(t, s)| ds = M

�
	��	��� �������	��� *��� 4M |λ| < 1 �
����
	�� ��+���	���

x(t) = 1 + λ

∫ 1

0
K(t, s)x(s)ds

���
���	 �
��	��� C[0, 1] ��
��� ������ �
!����� 
�� 
���	����� �����"

	����

�%���� =�	��	�������� �����	�����

�5 5x − 3 sinx = 7, �5 3x + e−|x| = 10, !5 x = ln 3
√

1 + x2 − 3

�
��	���	�� �
!������ >�># ����	���� ��&����

�%���� f ����� �
	����
 �������� ���	���

x(t) − 1

2
sin x(t) + f(t) = 0

�
��	���� ������	�������!�� x ∈ C[0, 1] �������� ���+��� �����	����

�%���� ,����

x(t) = e−x(t) + sin t

�
��	������� C[0, 1] ��
��� �
����	� �
!���� ���+��� �����	����

�%�� � X ���	� �
���� ��
�� A : X → X � ρ(Ax,Ay) ≤ q ρ(x, y) � 0 ≤ q < 1

�����!�� ���	�������� ���	���� ��������� x0 ∈ X �!��� Ax = x �
��	���"

���� �
!���� B[x0,
ρ(x0, Ax0)

1 − q
] ������ �
����	�� �����	����

���



�%��$� X ���	� �
���� ��
�� B[x0, r] ⊂ X ��&�� ���� �� f : B[x0, r] → X

����� ���	�������� ���	���� *��� f ���	�������� B[x0, r] ������ �����������

���	�������� ��(��

ρ(f(x), f(y)) < q · ρ(x, y), 0 ≤ q < 1, x, y ∈ B[x0, r]

������� ������	������� �� ρ(f(x), x0) ≤ (1 − q) · r �
����
	�� ��+���	���
f(x) = x �
��	��� B[x0, r] ������ ������ �
!����� 
��� �����	����

�%��%� X ���	� �
���� ��
�� f : X → X �
	����
 ���	��������

ρ(f(x), f(y)) ≥ α · ρ(x, y), α > 1, x, y ∈ X

������� ������	��������� , ��	�� f(x) = x �
��	��� �
!����� 
�� ���	����

�������c

�%��&� Rn ��
��� �
�����

ρ(x, y) =
n∑
i=1

|xi − yi|

�
��	�� ��	�� ����	������ A = (aij), i, j = 1, n �������� 
	
�
��	���

max
1≤j≤n

n∑
i=1

|aij| < 1

������� ������	�������� A : Rn → Rn ���	�������� �����!�� ���	���� �����"

	����

�%��'� A = (aij) !�
���
 �������� ���	���� x = (x1, x2, . . . , xn, . . .) �!���

Ax =

( ∞∑
i=1

a1ixi,
∞∑
i=1

a2ixi, . . . ,
∞∑
i=1

anixi, . . .

)
�
	��	��� �������	��� <������� ������	���� �����	���-

�5 ���� sup
1≤j<∞

∞∑
i=1

|aij| < 1 ���	��� A : �1 → �1 " �����!��-

�5 ���� sup
1≤i<∞

∞∑
j=1

|aij| < 1 ���	��� A : m→ m " �����!��-

!5 ����
∞∑
j=1

∞∑
i=1

|aij|2 < 1 ���	��� A : �2 → �2 " �����!���

���



�%��.� *��	�������� A : C[0, 1] → C[0, 1], Ax(t) = λx(tα), α ≥ 0 �
��	��

��	�� �
��	���� �����
�� λ ���� ������ ������	����� �� ���	��������

�����!�� ���	���c

�%��/� f �� g �
	����
 ��������	�� ���	��� |f(0)| < 1, |f(1)| < 1 ����� ��+��"

�	���

x(t) = f(t) · x(tα) + g(t)

�
��	��� α > 0, α �= 1 ���	������ C[0, 1] ��
��� ������ �
!�����


�� 
���	����� �����	����

�%���� A : L2[0, 1] → L2[0, 1] , (Ax)(t) = λ · x(tα), 0 < α ≤ 1 ���	��������

λ &����
������ ������ ������	����� �����!�� ���	���c

�%���� K(t, s) �
	����
 �� α < 1 ���	���� �����
�� λ ���� ������ ������	�����

A : C[0, 1] → C[0, 1]

(Ax)(t) = λ ·
∫ 1

0

K(t, s)

|t− s|α x(s) ds

���	�������� �����!�� ���	���c

�&�9� �"���0 ,�+������ 0����0� ��7�������

*��� K ⊂ X ���&	������ ����	��� �!��� ��&	�������� !�
�	� ���� ��&	�"

�� �+������ ������ ���	��� � ��	�� K ������� ����	�� �
��	���� *��� X

��
����� ����	��� �!��� ��&	�������� !�
�	� ���� ��&	��� �+������ ������

���	��� � ��	�� X ������� �
���� ��
� �
��	���� =��&��� ���&	���� ������"

��!�� ��� ��(��:��� ������� *��� K ���&	����� �	����� ��������� {xn}
�
���"�
�	����� K �� �����	�����!�� ������ �
���"�
�	�� �+������ ������

���	��� K �� ������� ����	�� �
��	���� *��� M ���&	������ ��&���� [M ]

���&��� ���&	�� ���	��� M ������ ������� ����	�� �
��	���� *��� ���������

x ∈M �!��� ������� a ∈ A ���+�� ���	��� ρ(x, a) ≤ ε �
����
	�� ��+���	���

���



A ���&	�� M ���&	�� �!��� ε ���� �
��	���� *��� ��������� ε > 0 ���

�!��� M ���&	������ !�
�	� ε ����� ���+�� ���	��� M ���	� ��
����	�����

����	�� �
��	����

��� ������ ���	� !�
����	����� ���&	�� !�
����	����� ���	���� 	
��� �
�����"

�� �����	� 
����  
���� ��
�	���� ���&	������ ������ ���&��� ���	���	��� ������

�������� ������ �����	��

�&����"��"��� (X, ρ) ���	� �
���� ��
����� M ����	�� ������ �������

���	���� ������ ����� ���	� ��
����	����� ���	���� 
���� �� �
���	� 

C[a, b] ��
��� F ��������	�� ��	��� �
��	��� ���	���� *��� ������� C > 0

���+�� ���	��� ��������� φ ∈ F �� ���!�� x ∈ [a, b] 	�� �!��� |φ(x) | ≤ C

�
����
	�� ��+���	��� � ��	�� F ��������	�� ��	��� �
��� ��
����	����� �
��	����

*��� ��������� ε > 0 ��� �!��� ������� δ > 0 ��� ���+�� ���	��� |x1 − x2| <
δ �
����
	���� ������	�������!�� ��������� x1, x2 ∈ [a, b] ����� ���!�� φ ∈ F

	�� �!��� |φ (x1) − φ (x2) | < ε �
����
	�� ��+���	��� F ��������	�� ��	��� �
���

�������� �
	����
 �
��	����

�&����"��"�� $!��
	� �
��
����& M ⊂ C [a, b] ����	�� ������ �������

���	���� ����� ����� �
��� ��
����	����� �� �
��� �������� �
	����
 ���	����


���� �� �
���	� 

[��� ��
 Rn ���� Cn ��
��� ���&	������ ���&���	�� �� ������ ���&���	��

����
������� �
����
�

�&����"��"��� Rn( Cn ) �
���� ��
����� K ����	�� ������� ���	���� ������

����� ��
����	����� �� ����� ���	���� 
���� �� �
���	� 

�&���-���5�� Rn( Cn ) �
���� ��
����� K ����	�� ������ ������� ���	����

������ ����� ��
����	����� ���	���� 
���� �� �
���	� 

�&��� X �
���� ��
��� A �� B ������ ���&��� ���&	��	�� ���	��� A∪B, A∩
B ���&	��	�� ��� ������ ���&��� ���	������ �����	����

������ A �� B ������ ���&��� ���&	��	�� ���	���� �!���� #8�#"�
��
��"

���



�� ���&�� �	�� ���	� !�
����	����� ���	���� \
���� A �� B ���&	��	�� �!���

Aε �� Bε !�
�	� ε ����	�� ���+��� , ��	�� A ∪ B ���&	�� �!��� Aε ∪ Bε

���&	�� !�
�	� ε ���� ���	���� '����� A∪B ���&	������ ���	� !�
����	�����

���	���� #8�#"�
��
����� 
�� A ∪ B ���� ������ ���&��� ���&	�� 
���	���

�
	�� !������� #8�`"����	 ���������� ����� �
������ A∩B ⊂ A ������ ���&���

���&	�� ���	���� �

�&��� C[a, b] ��
���

F =

{
y (s) =

∫ b

a

K (s, t) x (t) dt , x ∈ B[0, 1]

}
(17.1)

��������	�� ��	����� ������ ���&���	���� �
��������� '� �
��� B[0, 1]

���&	�� " C[a, b] ��
����� �����
� ��	 3x(t) ≡ 0 5 ������� ������� #

�� �
�� ���	��� ��&�� ����� K(s, t) " [a, b]× [a, b] ��������� ����	�����

�
	����
 ���������

!"#����� *��
	� �
��
������ ����� F ��������	�� ��	������� �
��� !�
����"

	����� �� �
��� ����+��� �
	����
 
���	����� ���������� �
���	�� K(s, t) ��������

" [a, b] × [a, b] ��������� �
	����
 ���	���	��� �!��� � !�
����	������ ��(��

������� C > 0 ��� ���+����� ���!�� s, t ∈ [a, b] 	�� �!��� |K(s, t)| ≤ C

�
����
	�� �����	�� x ∈ B[0, 1] �������� max
a≤t≤b

|x (t) | ≤ 1 
���	��� �
	�� !����"

��� [��� F ��������	�� ��	������� �
��� !�
����	����� 
���	����� ����������
-

| y (s) | =

∣∣∣∣ ∫ b

a

K (s, t) x (t) dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|K (s, t) | · |x (t) | dt ≤ C · 1 · (b− a) .

'� �
����
	�� F ��������	�� ��	������� �
��� !�
����	����� 
���	����� �����	��"

��� [��� F ��������	�� ��	������� �
��� ����+��� �
	����
 
���	����� ����������
-

| y (s1) − y (s2) | =
∣∣∣ ∫ ba K (s1, t) x (t) dt− ∫ b

a K (s2, t) x (t) dt
∣∣∣ ≤

≤ ∫ b
a |K (s1, t) −K (s2, t) | · |x (t) | dt ≤ ε · 1 · (b− a) .

2������ ��������� |s1 − s2| < δ �
����
	���� ������	�������!�� ���!�� s1, s2 ∈
[a, b] �� ����� x ∈ B[0, 1] 	�� �!��� �����	�� \
���� F ��������	�� ��	���

���



�
��� ����+��� �
	����
 
���� 2������ ��	��� *��
	� �
��
������ ����� 3#8�#5

�
��	�� ��	�� ����	����� F ��������	�� ��	��� ������ ���&��� ���&	�� ���	����

�

�&��� C[0, 1] ��
���

Φ =

{
xα (t) =

2α t

1 + α2 t2
; α ∈ (0, ∞)

}
(17.2)

��������	�� ��	����� ������ ���&���	���� �
���������

!"#����� *��
	� �
��
������ ������ 3#8�%5 �
��	�� ��	�� ����	����� Φ

��������	�� ��	������� �
��� !�
����	����� �� �
��� ����+��� �
	����
 
���	�����

�
�����������
 �
���� (1 − α t)2 = 1−2α t+α2t2 ≥ 0 �
����
	����� |xα (t) | ≤
1 
���	��� �
	�� !������� \
���� Φ ��������	�� ��	��� �
��� !�
����	����� 
����

1
��� ����+��� �
	����
 
��� �
��� ������!���� ��(��:����
� *��� ����� ε > 0

��� �� ��������� δ > 0 �!��� ������� xα ∈ Φ �� ������� t1, t2 ∈ [0, 1] 	��

���+�� ���	��� | t1 − t2| < δ �
����
	�� ��+���	�����

|xα (t1) − xα (t2) | ≥ ε

�
����
	�� ��+���	��� Φ ��������	�� ��	��� �
��� �������� �
	����
 
��� �
��	����

[��� ε = 1/2 �� δ > 0 " ��������� ��� ���	���� *��� α >
1

δ
�� t1 =

1

α
, t2 = 0

���	��� � ��	�� | t1 − t2| =
1

α
< δ ���	���� ����

| xα (t1) − xα (t2) | =
2α · 1

α

1 + α2 · 1

α2

= 1 > ε

�
����
	�� �����	�� \
���� Φ ��������	�� ��	��� �
��� ����+��� �
	����
 
���


���� 2������ ��	��� 3#8�%5 �
��	�� ��	�� ����	����� Φ ��������	�� ��	��� ������

���&��� ���&	�� 
��� 
���� �

�&� � X �
���� ��
��� �����	� �� ���&��� ���	��� ���&	���� ����	 �
	�������

���



!"#����� X = (−∞, ∞) �� M =
{
0, 2, 2−1, . . . , 2−n, . . .

}
���	����

M ���&	�� �����	� �� ������ 	������ ������� > �� ���	����� \
���� M ��&��

���&	��� M ���&	�� ������� >� ��������� % ��	�� !�
����	������ ��(�� !�
���"

�	����� ���&	��� #8�`"�
��
���� ������ M ���&��� ���&	�� ���	���� �

() *�+�,����� *� ��*+�-� �	+���������� �#��- ���������

�&�$� X �
���� ��
� A ������ ���&��� ���&	�� ���	���� , ��	�� ���������

B(B ⊂ A) ���&	������ ������ ���&��� ���	������ �����	����

�&�%� X �
���� ��
� A ������ ���&��� ���&	�� ���	���� 2������ B(B ⊂ A)

���&	���� ����	 �
	��������� � ���&��� ���&	�� ���	������

�&�&� X �
���� ��
� A ������ ������ ���&��� ���&	�� ���	���� , ��	�� ��"

������� B(B ⊂ A) ���&	������ ������ ���&��� ���	������ �����	����

�&�'� X �
���� ��
��� A �� B ���&��� ���&	��	�� ���	��� A ∪ B, A ∩ B
���&	��	�� ��� ���&��� ���	������ �����	����

�&�.� =��&��� �
���� ��
� ���	� 
���	����� �����	����

�&��/� =��&��� �
���� ��
� �
&����
	� ����� ��	����

�&���� =��&������� �
	����
 ���	������������ ������� ���� ���&��� ���	������

�����	����

�&���� X ���&��� �
���� ��
�� {Fα}α∈ I 
�� ������ ��&�� ���&	��	�� ���	����
*��� Fα ���&	��	������ ��������� !�
�	����� ����� ���	����� �
��������


�� ���	��� � ��	��
⋂
α∈I

Fα �
������ ��� ����� 
���� �����	����

�&���� =��&��� �
���� ��
�	������ �
���� ���&������� ���� ���&��� ���	������

�����	����

�&�� � X, Y �
���� ��
�	��� Y ���&��� �� f : X → Y �
	����
 �� ���
����

���	�������� ���	���� , ��	�� X �� f(X) ���
����� 
���	����� �����	����

���



�&��$� X ���&��� �
���� ��
� �� f : X → X ���	�������� �!���

ρ(f(x), f(y)) ≥ ρ(x, y), ∀x, y ∈ X

�
����
	�� ��+���	��� f �
��
����� ���	������ �����	����

�&��%� X ���&��� �
���� ��
� �� f : X → X ���	��������

ρ(f(x), f(y)) < ρ(x, y), x �= y

������� ������	��������� , ��	�� f(x) = x �
��	��� ������ �
!�����


�� ���	������ �����	����

�&��&� X ���&��� �
���� ��
� �� f : X → X �
��
����� ���	���� , ��	��

f(X) = X 
���	����� �����	����

�&��'� R �
���� ��
��� �5 Z � �5 Mn =

{
k

n
: k ∈ Z

}
���&	�� R �!��� ������

������ ������	 
����c

�&��.� Z2 ���&	�� R2 �� ������ ������ ������	 
����c

�&��/� 1
���	������ A = {1 ≤ x ≤ 5, 0 ≤ y ≤ 4} ���&	�� �!��� !�
�	� ε =
√

2 ���� ������� d�
�	� ε =
√

2 ����	�� �!����� 
�� ��� 
	
�
��	�������


	
�
��	��� ������ ��&����

�&���� f : X → Y �
��� �
	����
� M ⊂ X ���&	�� ���	� !�
����	����� ���	���

f(M) ���&	�� ��� ���	� !�
����	������ ����� ��	���� *��� �
��� �
	����"


	�� �������� ����� �
	����
	�� ������ ��	�� �	��������	��� ��	��� ���������

���	����  ���	 �
	�������

�&���� X �
���� ��
�� *��� ��������� �
	����
 f : X → R �������� !�
����	��"

��� ���	��� X ���&��� �
���� ��
� ���	������ �����	����

\
���� X �
���� ��
��� �
	����
� ���� !�
����	������� �������� ���+��

���	��� X ���&��� �
���� ��
� 
����

���



�&���� *��� M−���&��� ���&	��� F−��&�� ���&	�� �� M ∩ F = ∅ ���	���
�������� �
����
	���� �����	���

d(M,F ) = inf
x∈M,y∈F

ρ(x, y) > 0.

�&�� � 2������ M �� F ��&�� ���&	��	���� ����	 �
	��������� M ∩ F = ∅ ��
d(M,F ) = inf

x∈M,y∈F
ρ(x, y) = 0 ���	����

�&��$� ,����

�5 { tα} , α > 0; �5 {sin α t} , α ∈ R;

!5

{
1

α + t2

}
, α > 0; �5

{
tα

1 + t2

}
, α > 0; 
5 {lnα t} , α > 0

��������	�� ��	�	������� �����	��� [0, 1] �
����� �
��� ����+��� �
	����
c

<����	��� �
��� !�
����	�����c

�&��%� K ���&���� C(K) ��� ���&����� �
	����
 ���	��� ���!�� �������

3���&	
��5 ������	� ��������	�� ���&	��� ���	���� *���

ρ(x, y) = max
t∈K

|x(t) − y(t)|

�
� �	���� C(K) ���	� �� �
&����
	 �
���� ��
� 
���	����� �����	����

�&��&� X �
���� ��
� �� K ⊂ X ���&��� ���&	�� ���	���� ��������� x ∈ X

�!��� ������� y ∈ K ���+�����

ρ(x, y) = inf
z∈K

ρ(x, z)

��(�� x �!��� K �� ���� 
�� ����� 
	
�
�� ���+��� �����	����

�&��'� X �
���� ��
��� K ���&	�� �
��	���� *��� ��������� ε > 0 �!��� K

���&	������ ���&��� ε ����� ���+�� ���	��� K ���&��� ���	������ ��"

���	����

�&��.� *��
	� �
��
������� �����	����� C(1)[a, b] �
���� ��
��� K ���&	������

������ ���&��� ���	�������� 
���� �� �
���	� �������� ��&����

��	



�&��/� C[0, 1] �
���� ��
��� �����

M1 = {x ∈ C[0, 1] : |x(t)| ≤ 1} ;

M2 = {x ∈ C[0, 1] : |x(t)| ≤ 1, |x′(t)| ≤ 2} ;

M3 = {x ∈ C[0, 1] : |x(t)| ≤ 1, |x′(t)| ≤ 2, |x′′(t)| ≤ 3} ;

M4 = {x ∈ C[0, 1] : |x(t)| ≤ 1, |x′′(t)| ≤ 2} ;

M5 = {x ∈ C[0, 1] : |x′(t)| ≤ 1, |x′′(t)| ≤ 2} ,
���&	��	����� �����	��� ������ ���&��� ���&	�� ���	���c

�&���� K = [0, 1] × [0, 1] ��������� �
	����
 ��g
�
����		����!�� ��∣∣∣∣ ∂f∂t1
∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣ ∂f∂t2
∣∣∣∣ ≤ 1; f(0, 0) = 1

�����	���� ������	�������!�� f(t1, t2) ��������	����� ������ ���&	�� C(K)

�
���� ��
��� ���&��� 
���	����� �����	����

�&���� {an} ���	�� ������ ���	����� M = {x ∈ �2 : |xn| ≤ an} )&���		
	
&�"
&
�) �2 �
���� ��
��� ���&��� ���	���c

�&���� K ⊂ X ���&���� fn 	�� ��� ���&����� ����	������ ������� ������	�

�
	����
 ��������	��� *��� ��������� x ∈ K �!��� {fn(x) } �������
��������!��

f1(x) ≤ f2(x) ≤ · · · ≤ fn(x) ≤ · · ·

���	��� ����� lim
n→∞ fn(x) = f(x) �
	����
 �������� ���	��� {fn} ����"

�����	 �
���"�
�	�� f ���������� �
��� �����	������� ��(�� C(K) �
����

��
��� ρ(fn, f) → 0. ����� ��	����

��� ���-� ��0������� �#��- �"�� ��*������

�� R ��
� �
��������� �����������

*5 ρ(x, y) = |x− y| '5 ρ(x, y) = |x| − |y|
d5 ρ(x, y) = |x− y|2 \5 ρ(x, y) = |x| + |y|

��




�� Rn ��
� �
��������� �����������

*5 ρ(x, y) =

√
n∑
k=1

(xk − yk)
2 '5 ρ(x, y) =

n∑
k=1

|xk − yk|

d5 ρ(x, y) = max
1≤k≤n

|xk − yk| \5 ρ(x, y) =
n∑
k=1

(xk − yk)
2

�� Rn
1 ��
� �
��������� �����������

*5 ρ(x, y) =

√
n∑
k=1

(xk − yk)
2 '5 ρ(x, y) =

n∑
k=1

|xk − yk|

d5 ρ(x, y) = max
1≤k≤n

|xk − yk| \5 ρ(x, y) =
n∑
k=1

(xk − yk)
2

 � Rn
∞ ��
� �
��������� �����������

*5 ρ(x, y) =

√
n∑
k=1

(xk − yk)
2 '5 ρ(x, y) =

n∑
k=1

|xk − yk|

d5 ρ(x, y) = max
1≤k≤n

|xk − yk| \5 ρ(x, y) =
n∑
k=1

(xk − yk)
2

$� C[a, b] ��
� �
��������� �����������

*5 ρ(x, y) =

√
b∫
a

|x(t) − y(t)|2 dt '5 ρ(x, y) =
b∫
a

|x(t) − y(t)| dt

d5 ρ(x, y) = max
a≤t≤b

|x(t) − y(t)| \5 ρ(x, y) =
b∫
a

|x(t) − y(t)|2 dt

%� C1[a, b] ��
� �
��������� �����������

*5 ρ(x, y) =

√
b∫
a

|x(t) − y(t)|2 dt '5 ρ(x, y) =
b∫
a

|x(t) − y(t)| dt

d5 ρ(x, y) = max
a≤t≤b

|x(t) − y(t)| \5 ρ(x, y) =
b∫
a

|x(t) − y(t)|2 dt

&� C2[a, b] ��
� �
��������� �����������

*5 ρ(x, y) =

√
b∫
a

|x(t) − y(t)|2 dt '5 ρ(x, y) =
b∫
a

|x(t) − y(t)| dt

d5 ρ(x, y) = max
a≤t≤b

|x(t) − y(t)| \5 ρ(x, y) =
b∫
a

|x(t) − y(t)|2 dt

'� �p, p ≥ 1 ��
� �
��������� �����������

*5 ρ(x, y) = sup
1≤k≤∞

|xk − yk| '5 ρ(x, y) =
∞∑
k=1

e−k |xk − yk|

���



d5 ρ(x, y) = p

√
∞∑
k=1

|xk − yk|p \5 ρ(x, y) =
∞∑
k=1

|xk − yk|p

.� �2 ��
� �
��������� �����������

*5 ρ(x, y) = sup
1≤k≤∞

|xk − yk| '5 ρ(x, y) =
∞∑
k=1

e−k |xk − yk|

d5 ρ(x, y) =

√
∞∑
k=1

|xk − yk|2 \5 ρ(x, y) =
∞∑
k=1

(xk − yk)
2

�/� Z�������	 ���	�� ���&	��� Q ���� ���!�� 	������ �����	����� ��&����

*5 R '5 Q d5 ∅ \5 R\Q

��� Z�������	 ���	�� ���&	��� Q ���� ���!�� ������� �����	����� ��&����

*5 R '5 Q d5 ∅ \5 R\Q

��� Z�������	 ���	�� ���&	��� Q ���� ���!�� �����	����� �����	����� ��&����

*5 R '5 Q d5 ∅ \5 R\Q

��� '���� ���	�� ���&	��� Z ���� ���!�� 	������ �����	��� ���&	����� ��&����

*5 R '5 Q d5 ∅ \5 Z

� � '���� ���	�� ���&	��� Z ���� ���!�� ������� �����	��� ���&	����� ��&����

*5 R '5 Q d5 ∅ \5 Z

�$� '���� ���	�� ���&	��� Z ���� ���!�� �����	����� �����	��� ���&	�����

��&����

*5 R '5 Q d5 ∅ \5 Z

�%� R ���� �!��� ���&	���� ��&����

*5 (0, 2) '5 (0, 2] d5 [0, 2) \5 [0, 2]

�&� R ���� ��&�� ���&	���� ��&����

*5 (0, 1) '5 [0, 1) d5 (0, 2] \5 [0, 4]

�'� R ���� !�
����	����� ���&	���� ��&����

*5 [0, 1] '5 (−∞, 0) d5 Q \5 (0, ∞)

���



�.� (X, ρ) �
���� ��
��� !�
����	����� ���&	�� ��(��;�� �
	�������

*5 F ⊂ X ���&	�� X ���� ������� ������ ���	����4

'5 F ⊂ X " ��&�� ���&	�� ���	��4

d5 F ⊂ X " �!��� ���&	�� ���	��4

\5 F ⊂ X " !�
�	� ���� �����	� ���� 
	
�
����� ������ ���	���

�/� <�������	�� �!����� �
����� �����	����� �+�������

1) ρ(x, y) = 0 ⇔ x = y; 2) ρ(x, y) = ρ(y, x), ∀x, y ∈ X

3) ρ(λx, y) = λρ(y, x), 4) ρ(x, y) ≤ ρ(x, z) + ρ(z, y), ∀x, y, z ∈ X.

*5 #� %� ` '5 #� %� b d5 #� `� b \5 #� %� `� b

��� <�������	������ �����	��� (X, ρ) �
���� ��
����� ��&�� ���&	�� ��(��;

���	���c

#� *��� F ���&	�� ���!�� 	������ �����	����� ��
��� ���	���4

%� *��� F ���� ���!�� �����	��� �!��� ����� ���	��4

`� *��� F = [F ] ���	��4

b� *��� F ���� ���	�����!���� �!��� ���&	�� ���	���

*5 #� %� ` '5 #� `� b d5 %� `� b \5 #� %� `� b

��� <�������	������ �����	��� (X, ρ) �
���� ��
����� �!��� ���&	�� ��(��;

���	���c

#� *��� F ���&	�� ���!�� 	������ �����	����� ��
��� ���	���4

%� *��� F ���� ���!�� �����	��� �!��� ����� ���	��4

`� *��� F = [F ] ���	��4

b� *��� F ���� ���	�����!���� ��&�� ���&	�� ���	���

*5 #� %� ` '5 #� `� b d5 %� `� b \5 %� b

��� R �
���� ��
����� ����� �
���� 
�!� ���&	���� ��&����

*5 Q " ��������	 ���	�� ���&	��� '5 ��� ���	�� ���&	���

d5 Z " ����� ���	�� ���&	��� \5 N " ������	 ���	�� ���&	���

���



� � R �
���� ��
����� ����� �
���� 
�!� ���&	���� ��&����

*5 �������� ���	�� ���&	��� '5 R\Q " ����������	 ���	�� ���&	���

d5 Z " ����� ���	�� ���&	��� \5 N " ������	 ���	�� ���&	���

�$� R �
���� ��
����� �
!� �
���� 
�!� ���	����� ���&	���� ��&����

*5 Q " ��������	 ���	�� ���&	��� '5 Z " ����� ���	�� ���&	���

d5 R\Q " ����������	 ���	�� ���&	��� \5 [0, ∞)

�%� <������� ������	����� �������	����� �+�������

#5 .!��� ���&	������ ���	�����!���� ��&�� ���&	������

%5 .!��� ���&	������ ���	�����!���� �!��� ���&	������

`5 2����	� ������� �!��� ���&	��	������ ���	������� �!��� ���&	������

b5 2����	� ������� �!��� ���&	��	������ �
�������� �!��� ���&	������

*5 #� %� b '5 #� %� ` d5 #� b \5 #� `

�&� <������� ������	����� �������	����� �+�������

#5 _�&�� ���&	������ ���	�����!���� �!��� ���&	������

%5 _�&�� ���&	������ ���	�����!���� ��&�� ���&	������

`5 2����	� ������� ��&�� ���&	��	������ ���	������� ��&�� ���&	������

b5 2����	� ������� ��&�� ���&	��	������ �
�������� ��&�� ���&	������

*5 #� %� b '5 #� %� ` d5 #� b \5 #� `

�'� <����� �
	����	���	����� �����	��� ���	� �
���� ��
� ���	���c

#5 R %5 Rn `5 C[a, b] b5 �2 a5 C2[a, b].

*5 #� %� `� b '5 #� %� b� a d5 #� %� `� a \5 %� `� b� a

�.� C1[−1, 1] ��
��� �������� �
���"�
�	��	����� �����	��� ��	�� �����	����"

��c 1) fn(x) = xn, 2) fn(x) = 1 − xn,

3) fn(x) = (sinx)n, 4) fn(x) = (cosx)n

*5 #� `� b '5 #� % d5 %� b \5 #� %� `

���



�/� C2[0, 1] ��
��� xn(t) = tn + tn+1 �
���"�
�	������ 	������� ��&����

*5 x(t) = 0 '5 x(t) = 2t d5 x(t) = 1 \5 x(t) = 2

��� Rn ��
��� =����"'����������� �
����
	����� �����������

*5
n∑
k=1

|ak · bk| ≤
n∑
k=1

a2
k ·

n∑
k=1

b2k

'5
n∑
k=1

|ak · bk| ≤
(

n∑
k=1

|ak|p
) 1

p

·
(

n∑
k=1

|bk|q
) 1

q

, p, q > 1,
1

p
+

1

q
= 1

d5

(
n∑
k=1

|ak + bk|p
) 1

p

≤
(

n∑
k=1

|ak|p
) 1

p

+

(
n∑
k=1

|bk|p
) 1

p

, p ≥ 1

\5

∣∣∣∣ n∑
k=1

ak · bk
∣∣∣∣ ≤

√
n∑
k=1

a2
k ·

√
n∑
k=1

b2k

��� Rn ��
���  ��������� �
����
	����� �����������

*5

∣∣∣∣ n∑
k=1

ak · bk
∣∣∣∣ ≤ n∑

k=1
a2
k ·

n∑
k=1

b2k

'5

(
n∑
k=1

|ak + bk|p
) 1

p

≤
(

n∑
k=1

|ak|p
) 1

p

+

(
n∑
k=1

|bk|p
) 1

p

, p ≥ 1

d5

∣∣∣∣ n∑
k=1

ak · bk
∣∣∣∣2 ≤ n∑

k=1
a2
k ·

n∑
k=1

b2k

\5
n∑
k=1

|ak · bk| ≤
(

n∑
k=1

|ak|p
) 1

p

·
(

n∑
k=1

|bk|q
) 1

q

, p, q > 1,
1

p
+

1

q
= 1

��� Rn ��
��� Y��	�
� �
����
	����� �����������

*5

∣∣∣∣ n∑
k=1

ak · bk
∣∣∣∣2 ≤ n∑

k=1
a2
k ·

n∑
k=1

b2k

'5

∣∣∣∣ n∑
k=1

ak · bk
∣∣∣∣ ≤ n∑

k=1
a2
k ·

n∑
k=1

b2k

d5
n∑
k=1

|ak · bk| ≤
(

n∑
k=1

|ak|p
) 1

p

·
(

n∑
k=1

|bk|q
) 1

q

, p, q > 1,
1

p
+

1

q
= 1

\5

(
n∑
k=1

|ak + bk|p
) 1

p

≤
(

n∑
k=1

|ak|p
) 1

p

+

(
n∑
k=1

|bk|p
) 1

p

, p ≥ 1

� � _�&�� ���	�� ���� ����� ��
��� ���&��� ���&	�� ���	���c

*5 Rn �� '5 C [a, b] �� d5 �2 �� \5 m ��

���



�$� Rn ��
��� ���&���	�� ����
������� �
	�������

*5 1��&	������ !�
����	����� �� �!��� ���	����

'5 1��&	������ !�
����	����� �� ��&�� ���	����

d5 1��&	������ !�
����	����� �� �����	� ���	����

\5 1��&	������ !�
����	����� ���	����

�%� Rn ��
��� ������ ���&���	�� ����
������� �
	�������

*5 1��&	������ !�
����	����� �� �!��� ���	����

'5 1��&	������ !�
����	����� �� ��&�� ���	����

d5 1��&	������ !�
����	����� �� �����	� ���	����

\5 1��&	������ !�
����	����� ���	����

�&� 1��	� �
���� ��
��� �����������

*5 C[a, b] '5 C1[a, b] d5 C2[a, b] \5 C3[a, b]

�'� 2
&����
	 �
���� ��
�	�� �
	����	��� +������ ��&����

*5 Rn, C[a, b], �2, m '5 Rn
1 , C[a, b], �2, c0

d5 Rn
∞, C[a, b], �2, m \5 Cn, Rn

p , C2[a, b], m

�.� 2
&����
	 ���	����� �
���� ��
��� �����������

*5 Rn '5 C[a, b] d5 m \5 �2

 /� '��	�� ���� ����� ��
��� ������ ���&��� ���&	�� ���	���c

*5 Rn �� '5 L2[0, 1] �� d5 �2 �� \5 m ��

���



��� ��� �#��- 5�*����� *� 0�	���������

���9� �"���0 ,�+����

�� *��� x = (1, 1), y = (2, 2) �
� �	���� � ��	�� ρ2(x, y) = |1 − 1| +

|2 − 2| = 0 �
��	�� �����	�� ���� x �= y. \
���� ρ2 ���	�������� �!���

�
��������� #"��������� ��+���	������

����� ������� ���������� ��������� x = (2, 3) , y = (3, 2) ��� ��	 ���"

��	�� �!��� ρ3(x, y) = |2 − 2| + |3 − 3| = 0 �� ρ4(x, y) = |2 · 3 − 3 · 2| = 0

�
��	��	�� ��+���	���� \
���� ρ3 �� ρ4 ���	��������	�� �!��� �
���������

#"��������� ��+���	������

$� ��� %� ρ2 �
����� ���	������ ρ1, ρ3, ρ4 	�� �
����� ���	����

�%�� ����		���� �
	����	��� ρ : X×X → R ���	�������� �
��������� ���!��

�����	����� ������	���������

�$A �% ��  /A  �"����		���� �
��������� `"������ ��+���	������

�&A �.A  �A  �"����		���� �
��������� #"������ ��+���	������

�'"����	�� �
��������� %"������ ��+���	������

  � 2.  $� 6.  %� 5.  &� %>�  '� 0, 5.  .�
√

2. $/� 2
√
π. $�� %�

$�� #� $�� 3. $ �
√

3. $$� 2
√

2. $%�
√
π. $&� b� $'� 2π.

���9� !�2�-�����*#�� *� ,�-���"-��� 0"����0"���0���

$� �5 ��� �5 _���� !5 ��� �5 ���

%� C(1)[0, 1] �� ����� C1[0, 1] �� ���

&� yn (t) = tn − t2n.

'� ��� ��� k ∈ N �!��� [0, 1] �
����� f
(k)
1 , f

(k)
2 , . . . , f

(k)
k ��������	����

�������� ���	 ��	�� ����	����
- f
(k)
i (0) = 1 ��

f
(k)
i (x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1, agar

i− 1

k
< x ≤ i

k
,

0, agar x ∈ (0, 1]\
(
i− 1

k
;
i

k

]
���



'� ��������	���� ������ ��	�� ���
�	��� { gn} �
���"�
�	���� ����	 ��	���
�
{ gn} �
���"�
�	�� ��	 ���������� C1[0, 1] ��
��� �����	������� 	
��� �����

������� ��� ��	�� �����	���������

�/� xn (t) = tn − tn+1.

��� xn, yn, zn, en �
���"�
�	��	�� ���!�� �
���� ��
�	���� �
��	�����!���

un �
���"�
�	�� c0, c �� m �
���� ��
�	���� �����	�����!��� ���� α p > 1

���	��� � �p ��
��� ��� �����	�����!��� �1 �� �
��	�����!���

�%� ���

���9� �#��2 *� )���2 ��	�������

&� �5� �5� !5 	���� ��� ��&�� ����	�� #`�#� !��
���� �5� �5� !5 	���

"$�"�#�����


�5� �5� !5 	���� ��� �!��� ����	�� #`�%�"!��
���� �5� �5� !5 	���

"$�&�#�����


�5� �5� !5 	���� ��� ��
��	�� #`�`�"!��
���� �5� �5� !5 	��

"$�$�#�����


���



�5 B(0, 1) = {0} � B[0, 1] "��&�� ���� 0x1 �� 0x2 ���	������� ���	�����"

����� ������� S[0, 1] ��
�� 
�� ��������� ���	������ (0, 1) ������� !�������

����	����� ���&	����� �������

'� �5 B (−∞, r) = B (∞, r) = ∅ � �5 B (−∞, r) = (−∞, −(1 − r)/r) ,

B (∞, r) = = ((1 − r)/r, ∞.)

.� �5 \����
� �
���� ��
����� ���	�� �!��� ���� �!���

diamB(x0, 1) = 0 < 2 · 1 � !5 ��� ���� ������� 
����
\����
� �
���� ��
��� 0 = diamB(x0, 1) < diamB[x0, 1] = 1.

��� \����
� �
���� ��
����� ���	�� ��&�� �����

�/�
1

4
��

1

4
=

∞∑
i=1

2

32i ����������� �!�	�� ������ ������ ������� '� ����	����

# ������ �����������&��� \
���� 0, 25 ∈ K 
����

� �9� ��	�� �"���0 ,�+����

.� _���� �/� C[a, b].

��� �5 f " ���(�� ������� �������� ���	��� �5 f " ���(�� ������� ��������

���	��� lim
x→±∞ f(x) = ±∞ ���	���

��� 1��	������� X =
[
−π

2
,
π

2

]
���&	���� �
������

��� (Φ, ρ1) ∼= �1 � (Φ, ρ2) ∼= m.

�$� �5 (P, ρ1) = C(2)[0, 1], �5 P, ρ2) = C(1)[0, 1],

!5 (P, ρ3) = {x ∈ C[−1, 1] �� �e> �� ����	��� ���+�� ��������	��}.
�'� R �� ��������	 ���	�� ���&	����

� � (5, 6) ���	������ ��������	 ���	���� ���
�	�� !������
-

{xk} = (5, 6) ∩ Q.

<������� �!��� ���&	���� ��������
-

A1 =
∞⋃
k=1

(
xk − 1

10 · 2k , xk +
1

10 · 2k
)
.

��	



* ���&	�� �������� A = ((0, 1) ∩ Q) ∪ (2, 3) ∪ {4} ∪A1 �� �	���
� , ��	��

0
A = (2, 3) ∪ A1,

0
A ⊃ [2, 3] ∪ [5, 6],

0

A = (0, 1) ∪ (2, 3) ∪ (5, 6)

0

A = [0, 1] ∪ [2, 3] ∪ [5, 6],
0
0

A ⊃ (2, 3) ∪ [5, 6].

�&� X = R � A = Q �

� � [0, 1] �� Z���� ���� \����	
 �����������

 �� X ���� �����	� ���	�����

  � 1�(����� ����� �������� ����	��	�� �����	�-

M =
∞∪
n=1

N2n, N =
∞∪
n=1

N2n−1.

'� �
��� N2n �� N2n−1 	�� X �
���� ��
����� �
!� �
���� 
�!� ���	�����

���&	��	��� , ��	�� M ∪ N =
∞∪
n=1

Nn �
��	�� �����	�� \
���� M ∪ N #"

���
������	� ���&	���

%�� Fr[a, b] = Fr(a, b) = {a, b} � FrZ = Z � FrQ = R �

Fr[a, ∞) = {a} � Fr∅ = ∅ �
%%� {xn} �
���"�
�	������ [a, b] �
����� �
��� ������	����� ���	���� �!����

��������� f ∈ C[a, b] ��

b∫
a

f(x)dx = lim
n→∞

b− a

n

n∑
k=1

f(xk)

���	���� 
���� �� �
���	�� ��� ��� (α, β) ⊂ [a, b] �!��� χ(α, β)(x) ����������

�
	����
 �������� ��	�� �����	�������� �
��� ������	����� �
���"�
�	�� �!���

1

b− a

b∫
a

χ(α, β)(x)dx = lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

χ(α, β)(xn) = lim
n→∞

n(α, β)

n
=
β − α

b− a

�
��	���� �
	���
� 0, 1,
1

2
,
1

3
,

2

3
,
1

4
,
2

4
,

3

4
, . . . ,

1

k
,

2

k
, . . . ,

k − 1

k
, . . . �
���"�
�"

	�� {xn} ���	���� , ��	�� n = k(k + 1) : 2 �
� �	���
�

Sk =
1

k

k−1∑
�=1

f

(
�

k

)
��




�
� �	���

S′
k =

1

k

k∑
�=1

f

(
�

k

)
���
���	 �������� �� ��	�� �!���

lim
k→∞

|Sk − S′
k| = lim

k→∞

∣∣∣∣f(1)

k

∣∣∣∣ = 0

��������� �����	�� 2������ �!���

lim
k→∞

Sk =

∫ 1

0
f(x)dx

�
��	�� �����	�� [��� n =
k(k − 1)

2
�!��� 0 �� 1 ���	����� ����	���

1

n

n∑
�=1

f(x�) =
1

n
S1 +

2

n
S2 + · · · + k

n
Sk

�� �	���
�  ��
����� ���	�
���� 1��&	��� �
��
������ �����

lim
n→∞(

1

n
S1 +

2

n
S2 + · · · + k

n
Sk) = lim

k→∞
Sk =

∫ 1

0
f(x)dx

�
��	���� �
	���
� [���
k(k − 1)

2
< n <

k(k − 1)

2
���	���� , ��	��

1

n

n∑
�=1

f(x�) =
1

n

k(k−1)
2∑
�=1

f(x�) +
1

n

k(k+1)
2∑

�=k(k−1)
2 +1

f(x�)

���	���� =������� ���������

1

n

k(k+1)
2∑

�=k(k−1)
2 +1

f(x�) ≤ Mk
k(k−1)

2

=
2M

k − 1
−→ 0, k → ∞.

	���� '� �
��� M = max
x∈[0, 1]

|f(x)|, ����� lim
n→∞

k(k − 1)

2n
= 1. 2������ �!���

lim
n→∞

1

n

n∑
�=1

f(x�) =

∫ 1

0
f(x)dx.

\
���� {xn} �
���"�
�	�� [0, 1] �
����� �
��� ������	����� ���	����

���



�$�9� (+��0��+ �0���-���������

�/� ��� � � �5 �������� �5� !5 �� �5 	�� ���� ������� 
����

�&� �5 �
	����
� �5 �
��
����� ���	����

�'� �5 �� !5 �
	����
� �5 �
	����
 
����

�.� �5 �� �5 �
	����
� �5� !5 �� 
5 	�� �
	����
 
����

�/� �5 �� �5 	�� �
��� �
	����
� !5 �
	����
� 	
��� �
��� �
	����
 
����

�5 α ∈ (0, 2) �� �
��� �
	����
� α ≥ 2 �� �
��� �
	����
 
����

��� �5 �
��� �
	����
� �5 α ∈ (0, 2) �� �
��� �
	����
� α ≥ 2 �� �
��� �
	����



����

��� f(x) = xα, α > 1 � �&� 1
��� �
	����
 ���	���� �'� f(x) =
√
x.

�.� �5 ,
	����
 ���	���� �5 ��� ���� �
��� �
	����
 
����

� � #a�#8"����	�� �������

�%� f(x) = a± x, x ∈ R.

�&� R2 ��
����� 
��	�� ��������� ��(��

f(x1, x2) = (x1 cosϕ− x2 sinϕ + a1, x1 sinϕ+ x2 cosϕ+ a2) ��

g(x1, x2) = (x2, x1) ����	���� �
��
�����	�� �� �	������ ���������������

$'� �5 ��� �5 _����

�%�9� @��2������� �0� "������� ���-����

'� ��� �'� a < 1. ��� �5 x = 1, 414 � �5 x = 3, 321 � !5 x = −2, 369 �

�%� 2���� 
���� �.� λ ∈ (−q, q), 0 < q < 1. ��� λ ∈ (0, 1).

�&�9� �"���0 ,�+������ 0����0� ��	�������

$� A ���&��� ���&	�� ���	���� �!���� ����	��� ε > 0 �� ����� Aε !�
�	�

ε ����� ���+��� B ⊂ A ���	���	��� �!��� Aε ���&	�� B �!��� ��� !�
�	� ε

���� ���	���� #8�#"�
��
���� ���&� B ������ ���&��� ���&	�� ���	����

%� X = R, A = [0, 1] , B = (0, 1) . &� #8�a"����	 ���� �����	������

���



�'� �5 ε = 0, 5 � �5 ε =
1

2n
� �.� ε =

√
2

2
�

�/� 1
���	������ b �� M1(2, 1),M2(2, 3), M3(4, 1) �� M4(4, 3) �����	������

������	 ��&��� ���&	�� A �!��� 
�� ��� 
	
�
��	� ε =
√

2 ���� 3#8�#�"

!��
��5 ���	����

")�"�#�����


��� X = R, M = (0, 1), f(x) =
1

x
�

� � X = R2, M = {(x, y) : y = 0} , F =
{
(x, y) : x > 0, y = x−1

}
����

�
���	���� M �������� y = x ������� !��
����� F �������� 
�� ����&��������

y = x ���	��� �� � ��	�� �
������������ ����� 
��� !��
���� �	��� �������

�$� '�������� ��� �
��� ����+��� �
	����
 
���� �5� �5� �5 	�� �
��� !�
���"

�	������

�.� C(1) [a, b] ��
����� K ���&	�� ������ ���&��� ���	���� �!��� ����� �
���

!�
����	����� ����� ��
� �� ����	�	��� �
��� ����+��� �
	����
 ���	���� 
����

�� �
���	��

�/� M2, M3, M4. ��� lim
n→∞ an = 0.

��� ����� 0"������4�- �"�� 5�*������

#"* %"* `"' b"d a"d 7"' 8"* W"d $"d #>"* ##"* #%"d #`"d

#b"\ #a"\ #7"* #8"\ #W"* #$"* %>"' %#"' %%"\ %`"* %b"' %a"'
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