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K irish

Funksional analiz matematikaning alohida bo'limi'sifatida XVIII asrniug 

oxiri va XIX asr boshlarida shakllana bóshlangan. Funksional analizga oid 
dastlabki ilmiy ishlar italyán matemagi Volterra, fransoz matematigi Puan karo 

va nemis matematigi Hilbertga t.aalluqlidir. Metrik fazo tüshunchasi fanga 

fransuz matematigi Freshe tomonidan XX asr boshláridá kiritilgan. nórmálañ- 

gan fazo tushunchasi 1922 yilda. polya.k matematigi Banax va. unga bóg!liq 

bo‘lmagan holda. amerikalik matematik Viner tomonidan kiritilgan.

Ma’lumki universitetlarning "Matematika", "Mexanika" va. "Amaliy ma- 
tematika va. inforrnatika" yo‘nalishlari uchun tuzilgail o‘quv rejada "Funk­

sional analiz" fani ko‘zda. tutilgan bo‘lib, ushbu fan ixtisoslik fánlar ichida 

asosiy o'rin tutadi.
Universitetlarda "Funksional analiz" kursi asosan ikki qismdan iborat, ular 

shartli ravishda. quyidagicba nomlanadi:

I qism. Haqiqiy o‘zgaruvcliining funksiyalari na.zariya.si.

II qism. Operatorlar nazariyasi.

Amaldagi "Funksional analiz" kursi fan dasturida I qism " 0 ‘lcliovli to‘p- 
lamlar nazariyasi". "Lebeg integral!" va "Metrik fazolar" bo‘limlaíini o:z 
ichiga. oladi. II qism esa, "Normaiaügan fazolar" va "Operatorlar nazariyasi" 

bo'lirnlarini o‘z ichiga oladi. Universitetlarning matematika mutaxassisligida. 

ta ’lim oluvchi talabalar uchun "Funksional analiz" kursidan o‘zbek alifbosi- 
da, birinchi marotaba akademik T.A. Sarimsoqov tomonidan darslik naslir 

etilgan (T.A. Sarimsoqov. Haqiqiy o'zgaruvchining funksiyalari nazariyasi: 

T.A. Sarimsoqov. Funksional analiz kursi). Oliy o‘quv yurtlarida-■ ta ’lim shak- 

li ikki bosqichli tizimga (bakalavriatura va magistratura) o'tishi munosabati 

bilan OTMlari barcha fan dasturlarida jiddiy o‘zga.rishlar yuzaga keldi. Bu 

o!zga;rishlar o‘z navbatida barcha. yo!nalishlar uchun tegishli darslik va o‘quv 
qo‘llanrnalarni ishlab chiqishni talab etmoqda. Ushbu [6, 7] o‘quv qodlaninalar. 

universitetlarning bakalavriatura o'quv rejasidagi "Funksional analiz" kursidan 

yuqoridagi ehtiyojlarni qondirish maqsadida yaratilgandir..
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Mazkur o‘quv qo'llanma, universitétlarning maternai ikn v< > iin.li; Jii i nln.l tn.lii.ii 

uchun "Punksional analiz" kursidan amaliy mashi'i'uloüiu'iü Imiislida 
lotin yozuviga asoslangan o‘zbek alifbosida adabiyptlar Uuiqisrij'.ininj.’, ol.dini 

olish maqsadida. yozilnioqda. Mazkur qö'llanmada "Puuksioual aimliz" fani- 

ning I qismini tashkil etuvchi o'lchovli to'plamlar nazariyasi. Lebeg int.egrali 

va metrik fazolarga. oid rnavzular uchun tegishli ta ’riflar, xossalar, teoremalar 
bayoni berilgan, shuningdek rnisol va masalalar namuna sifatida yechib ko'rsa- 
tilgan.

Birinchi bo‘lim o'lchovli to!plamlar nazariyasiga bag'ishlanga.n bo'lib, qo‘1- 

lanmada to'plamlar va ularning o'lchovlariga oid rnavzular bayon qilinadi. 

Har bir mavzuga oid asosiy tushunchalar ta ’rifi, asosiy teoremalar. va xos­
salar keltirilgan. Qo‘llanma to'plamlar, akslantirishlar, to'plamlar quvvati, 

to'plamlar sistemasi, o'lchovli to'plamlar, o'ichovning umumiy ta ’rifi. va o'lchov- 

ni Lebeg ma’nosida davom ettirish kabi niavzularni o'z ichiga oladi. Har bir 

mavzu namunaviy misollar bilan boyitilgan. Shuningdek, mavzularni o'zlash- 
tirish va mustaqil o'rganish uchun yetarlicha misol va masalalar berilgan.

Ikkinchi bo'lim integrallar nazariyasiga bag'ishlanga.n. Qö'llanmada o'lchovli 
funksiyalar, o'lchovli funksiyalar ketma-ketliklarining yaqinlashishlari, Lebeg 

integrali, monoton funksiyalar, o'zgarishi chegaralangan funksiyalar, absolyut 
uzluksiz funksiyalar va Lebeg-Stiltes integraligä oid ma'lumotlar bayon qilina­

di. Har bir mavzuga oid asosiy tushunchalar ta ’rifi,' teoremalar va. xossalar kel­
tirilgan. Barcha rnavzular bo'yicha namunaviy misollar yechimi bilan berilgan. 

Shuningdek, talabalar mavzularni yaxshi o'zlashtirishi va mustaqil o'rgamshi 

uchun har xil tipdagi misol va masalalar jamlangan.

Uchinchi bo'lim metrik fazolar nazariyasiga bag'ishlangan. Qö'llanmada 
metrik fazolar, yaqinlashuvchi ketma-ketliklar, to 'la metrik fazolar, ochiq va 

yöpiq to'plamlar, kompakt to'plamlar, separabel metrik fazolar va qisqartirib 

akslantirishlarga oid rnavzular bayon qilingan. Har bir mavzuga oid asosiy 

tushunchalar ta ’rifi, asosiy teoremalar va xossalar keltirilgan. Mavzularga oid 

namunaviy misollar yechib ko'rsatilgan. Shuningdek, rnavzular bo'yicha uy



vazifalarini bajarish va mustaqil o‘rganish uchun yetarlicha masalalar berilgan.

Misol va masalalar tuzishda Ayupov Sh.A., Ibragimov M.M., Kudavbergo 
nov K.K.(Funksional analizdan misolvamasalalar, Nukus, "BILIM", 2009) va 
Очан Ю.С.(Сборник задач по математическому анализу, Москва, Просве­
щение, 1981) hamda Abdullayev J.I., G!anixo‘jayev R.N., Shermatov М.II. va

O.I. Egamberdiyevlarning "Funksional analiz" (Toshkent-Samarqaiid, 2009) 

o'quv qoilanmasidan keng foydalanildi. Ushbu o;quv qo'llanma O'zbekiston 
Milliy universiteti, Samarqand davlat universitetida Funksional analiz hamda 
Funksional analiz va integral tenglamalar fanlaridan ma’ruza va arnaliy mash- 

g'ulotlar olib boruvehi professor-o!qituvchilarning ko'p yillik ish tajribalari 

asosida. yozilgan.
Mualliflar o:quv qoílanmani yaxshilashda bergan foydali maslahatlari uchun 

mas’ul muharrir va taqrizchilarga, hamda matnni tahrir qilgani uchun B.E.Dav- 
ranovga o:z minnatdorchiliklarini biídiradilar.

Qo‘llanma. birinchi marta chop qilinayotgani uchun xato va kamchiliklar 

bo'lishi mumkin. Xato va kamchiliklar haqidagi fikr va mulohazalaringizni 
jabdullaev@mail.ru elektron manziliga jo'natishlaringizni so‘raymiz.

mailto:jabdullaev@mail.ru


I. O'LCHOVM TO‘PLAM LA U

Ushbu bo'lirn to'plamlar, akslantirishlar. to'plnmlar (|iivv)i! i, l.o'phiiiiln.i- sis- 

ternasi, o'lchovli to'plamlar. o'lohovuing umumiy ta'riii vn. o'leliovni Lnbeg 

ma’nosidadavom ettirish kabi mavzulami o‘z ich.iga oladi. Hat' bir inavzudn. na- 

munaviy misollar yechimi bilan keltirilgan. Shuningdek. amaliy mashg'ulotlar 

va uy vazifasi uchun yetaxlicha misol va masalalar berilgan.

1- §. To‘plamlar ustida amallar

Matematikada juda xilma-xil to'plamlarga duch kelamiz. Haqiqiy sonlax 

to'plami, tekislikdagi ko'pburchaklar to'plami, ratsional koeffitsiyentli ko'phad- 

lar to'plami va. hokazo. To'plam tushunchasi matematikada tayanch tushun- 
chalardan bo'lib, unga. ta ’rif bexilmaydi. To'plam so'zining sinonimlaxi sifatida 

ob’ektlar jamlanmdsi yoki elementlar majrtmasi so‘z birikmalaridan foydalani- 

ladi. To'plamlar nazariyasi hozirgi zamon matematikasida juda muhim o'ringa 

ega. Biz uning ayrim xossa.la.rini o'rganish bilan cheklanamiz.
To'plamlarni lotin alifbosimng bosh harflari A ,B ---- ulaxning elementlax-

ini esa kichik - a ,b . . . .  haxflar bilan belgilaymiz. Biz asosan quyidagi bel- 

gilashlaxdan foydalanamiz. N — natural sonlar to'plami, Z — butun sonlar 

to'plami, Q — ratsional sonlar to'plami. R  — haqiqiy sonlax to'plami, C 

— kompleks sonlax to'plami, R+ =  [0, oc), Z+ =  {0} U N harnda Rn .sifati­
da n  — o'lchamli axifmetik Evklid fazo belgilanadi.

Matematik simvollaming ma’nolariga. to'xtala.miz. a & A belgisi a ele­

ment A to'plamga tegishli ekanligini bildiradi. Bu tasdiqning inkori a #  A 

shaklda yoziladi va a element A to'plamga tegishli emas deb q'qiladi. A  C B 

belgi A to'plamning barcha elementlari B  to'plamga ham tegishli ekanligi­

ni bildiradi. Bu holda /1 to'plam B  to'plamning qismi deyiladi. Masalan, 

natural sonlax to'plami haqiqiy sonlax to'plamining qismi bo'ladi. Agar A va 

B  td'plamlax bir xil elementlaxdan tashkil topgan bo'lsa, u holda ular tcng 

to'plamlar deyiladi va A  = B  shaklda. yoziladi. Ko'pincha, to'plamlarning 

tengligini isbotlashda A  C B  va B  C A  rnunosabatlarning bajaMislu
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kcrrsatïladi ([1] ga qarang). Ba'zida birorta ham elementi mavjiul buMuinj'iMi 
to'plamlarni qarashga to:g;ri keladi. Masalan, 2 < x  < 2 qô‘sh teugsiz- 

likni qanoatlantiruvchi haqiqiy sonlar to';pla.mi yoki jx| =  —1 teilglamaaiiig 

yechimlari to‘plami va hokazo. Bunday to'pl'amlar uchun maxsus bo ‘sh to ‘'plain 
nomi berilgan va uni belgilashda 0 simvoldan foydalaniladi. Ma’lumki, har 
qanday tcrplam bo'sh to‘plamni o'zida saqlaydi va har qanday to!plam o’zining 

qismi sifatida qaralishi mumkin. Ttyplamlarning bo‘sh to‘plamdan va o‘zidan 
farqli barcha qism to!plamlari xos qisrn to ‘plarnlar deyiladi. o‘quv qo!llanmada 

A va V belgilari mos ravishda va hamda. yoki so‘zlariga mos keladi.

Ixtiyoriy tabiatli A va B  to ;plamlar berilgan bolsin.

A U  B = {x : x  £ A V x £ B} 

to;plam A va В  to‘plamlaming yicfindisi yoki birlashmasi deyiladi.

А П  В =  {.-г : x £  A A x  £ B}

to'plam A  va B  to‘plamlarning kesishmasi deyiladi. Ixtiyoriy (chekli, chek- 

siz) sondagi Aa to'plamlarning yigUndisi va kesishmasi ham shunga o‘xshash 

aniqlanadi:

U A a ~  { x  : d Oo £ X . x £ A as ]■ , П A a — { X : V d  £  X . x £ A r;} .
aeX a£X

A va, B  io'plamlarning ayirmasi deb

A \B  = {x : x  £ A A x £ B}

to:plamga aytiladi. Agar В  с  A  boisa. A \B  to‘plam B  to‘planming A 
to;plamgacha to ‘ldiruvchi to ‘plami deyiladi va CaB  := CB  shaklda belgi- 

lanadi. Ba’zan, A  va В to'plamlartiing simmetrik ayirmasi tushunchasini 

kiritish maqsadgamuvofiqboladi. A \B  va B \A  to'plamlarning birlashmasi- 

dan iborat to‘plamga A  va B  to'plamlaming simmetrik ayirmasi deyiladi, 

ya’ni
A A B  =  (.A \B ) U {B \A ).
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l.n'plmn .1 va. B  to‘p]amlaming arifmetik yig’indisi deyiladi.
.V va Y  to'plamlarning dekart ko'paytmasi deganda

X x Y  = {{x, y):  i G  X.  y G Y}

io‘plam tushuniladi. X  x Y  to‘plamning ixtiyoriy R  qism toplami munosa- 

bat deyiladi, x  element (x , y ) juftlikning birinchi koordinatasi, y element 
osa uning ikkinchi koordinatasi deyiladi va mos ravishda x  =  pi'i(x;y) va 
y = pr2 (x. y) kabi belgilanadi. Xuddi shunday X  x Y  tcrplamning ixtiyo­

riy R  qism to!plamining birinchi va ikkinchi koordinatalarga proyeksiyalari 

aniqlanadi:
pr\R  =  {x : x  G X ,  3 y G Y, (x : y) G R} :

pTiR = {y : y G Y. 3.r G X, [x. y) G R} .

Bu to'plamlar R  munosabatning mos ravishda aniqlanish sohasi va qiyrnatlar 

sohasi deyiladi. Bundan keyin biz 2l(A”) bilan X  ning barcha qism to'plamlari 
sistemasini belgila.ymiz. ;

Endi mavzuga oid namunaviy misollar yechib ko!rsatamiz.

1 .1. To'plamlar yig‘indisi va kesishmasi kommutativ. Isbotlang.

, 4 U ß  =  B U A  A n  B  = B  n  A.

Isb o t. Ixtiyoriy x  G A  U B  elementni olamiz. Bundan

xG  A  V x £ B  = > x  & B  V x  G A  => x  G B  9  A

ni olamiz. Demak. A  U B C B l)  A  ekan. Agar y G B  U A  ixtiyoriy element, 

bo!lsa. u holda

y G B V y G A ==> y  G A  V y £ B = > y £ A U B

bo'ladi, ya'ni B U  A  C A U  B  ekan. Yuqorida keltirilgan munosabatlardan 

A U  B  = B U  A  ekanligi kelib chiqadi. □
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1.2. Distributivlik qonunlarini isbotlang:

(.4 U B)  D C = {A n  C) U [B n  C),

{A n B)  U C =  (A U C) n  (S U C).

Isb o t. x £ (A'd B ) D C  ixtiyoriy elemental bo'lsin. Ta’rifga ko'ra,

X € 'AO B  A x  £ C  bo'ladi. Bu yerdan

(x £ A V x £ B) Ax £ C ==> x £ AUC A x £ B u C  =>■ x  £ (AUC’)n(B nC )

kelib chiqadi. Demak, (A U B) fl C  C  {A U C) ft [B U C) ekan. Agar y £ 

(A U C) fi (B U C) ixtiyoriy element bo'lsa, u holda

y £ A U C  A y £  B  U C  = »  ( y £ A  V y £ C) A (y £  B  V y £ C)

bo'ladi. Bu yerdan y £ (A U B)  fl C  ni olamiz, ya’ni (A U C) fl {B U C)  C 
( A u B ) f l C  ekan. Yuqorida keltirilgan mun osabat lard an ’(,4 U B) fl C  =  

(.4 U C) fl (B U C)  ekanligi kelib chiqadi.

(.4 fl B)  U C = (A U C) n ( B l ) C )  tenglik shunga o'xshash isbotlanadi. □ 

To'plamlar nazariyasida muhim o-rin tutadigan va ikkilik prinsipi deb 

nomlanuvchi quyidagi munosabatni isbotlang.

1.3. Yig!indining to!ldiruvchisi to!ldiruvehilar kesishma.siga teng:

E \U A a =  n (E \A a), A a c  E. (1.1)a n

Isbo t. Ixtiyoriy x £ E \U  A„ elementni olamiz, bu yerdan x £  E  vaa
x U Aa ekanligi kelib chiqadi. Bundan ixtiyoriy a  uchun x  ning Aa

a
to'plamga tegishli emasligiga kelamiz. Demak. x  element A a to'plamlarning 

to‘ldiruvchilarida yotadi. Shunday qilib, ixtiyoriy a  uchun x £ E \A a munos- 

abat o!rinli. bundan biz x  £  fl(E \A a) ga. ega. bo!lamiz. Bu esaQ

£ \ u 4 c n ( £ \ A , . )  (1.2)Q a ^
munosabatni keltirib chiqaradi. Endi teskari munosabatni isbot.laymiz. Agar 

x  £ D (E \A a) bo!lsa. u holda barcha a  larda x £ E \A a bo!ladi va x



element A„ to‘plamlarning birortasiga harn toyishli i'nms, Im iwi, ,r $ U . t„ 

ekanligini bildiradi. Demak, x € E \ u A a ekaa, Bundan bi/Q

E \ U A a D n (E \A a) (1.3)
a  a

ga kelamiz. (1.2) va (1.3) munosabatlar (1.1) tenglikni isbotlaydi. □

1.4. A =  {{x,y) : |x| <  4. |y| < 4} va B = {{x,y)  : x 2 + y~ 2fi} to‘p- 

lanilar uchun A u B ,  A \B , A A B , i n ß  to;plamlarui tekinlikda l.i\.svir- 
lang.

Yechish. Tekislikda tolg‘ri burchakii koordinatalar sisteinasiui qarayijiiz. 
Bu holda A = [—4; 4] x [—4; 4] kvadratdan, B  esa markazi koordinatalar 

boshida radiusi 5 bo‘lgan yopiq doiradan iborat bo‘ladi (1.1-chizinaga qarang). 

A U B  — 1.1-chizmada shtrixlangan soha, A \B  kvadratning uchlaridagi ver­

tikal shtrixlangan soha, A A B  — chizmada vertikal va gorizontal shtrixlangan 

soha, A n  B  — chizmada qiyalab shtrixlangan soha. □

1.1-chizm a

1.5. [ X \ Y )  \ Z  — X \  (Y  U Z ) tenglikni isbotlang.

Isb o t. Berilgan to‘plamlarning tengligini tekshirish A  c  B  va B c  A 
munosabatlarni ko'rsatish orqali amalga oshiriladi. Endi x € ( X \ Y )  \ Z  ix- 

tiyoriy element bo‘lsin. U holda x & X \Y , x  ^ Z  =$• x e  X . x $ Y, x $ 

Z=> x e X , x <¡É ( Y u Z )  => :r e  X \ ( Y U Z ) .  Demak,. ( X \ Y ) \ Z  C 
X \  (Y  U Z)  munosabat o'rinli. Endi teskari muliosabatni ko'rsatamiz. y < 

X \ ( y  U Z)  ixtiyoriy element bo-lsin. U holda y 6 X,  y ^ Y  U Z  bo‘ladi. 
Bu yerdan y G X.  y ^ Y. y  ^ Z  ekanligini, bundan esa y 6 X \Y , y Z
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natijada у £ ( X \ Y ) \ Z  ekanligini olamiz. Demak, ( X \ Y )  \ Z  D X \  (V II Z) 

munosabat o'rinli. Olingan bu ikki munosabatdan ( X \ Y )  \Z  =  X \  (Y  U Z) 

tenglik kelib chiqadi. СI

1.6. ( X  П Xi )  X (Y П Yi) =  ( I  x У) П (Xi X Ух) tenglikni isbotlang.

Isb o t. Bu yerda ham 1.5-misöldagi ka.bi yol tutamiz. V(x, у) £ ( X fbYx) x 
(У П Fi) =Ф x £  X  П X 1: у G Y  D Y . Bu yerdan x £ X,  y & Y  A i  e  

X i, y G Yi (x„y) G X ' x Y Á  (x , y ) £ X i  x Yi ekanligini, bundan 

esa (x,y)  £ ( X  x  Y)  П [X\  x  Yx) ni olamiz. Ya’ni (X  Л Xi)  x { Y  П ЗД) 

С (X x Y)  П (Xi x Ух) munosabat o'rinli. Teskari munosabatni ko‘rsatish 

uchun (x, y) £ ( X  x  Y)  П (X\  x  Y\) dan orqa.ga qarab harakatlanish yetarli. 
Shunday qilib, (А'ПХх) x (У ПУх) =  {X x  У)П(Хх x Yx) tenglik isbotlandi.

□

1.7. Ixtiyoriy {.4,¡} to!plamlar ketma-ketligi uchun shunday {Bn} to'plam- 

lar ketma-ketligini tuzingki.

а.) Bn С An, B¡ П Bj  =  0, i Ф j,  U Bn =  U An bolsin:
/7 =  1  П = 1

b) B„ D An, В пл-1 D B n, U B„ = U A n bolsin:
77 =  1 П= 1

c) B n С A n, B n+1 С Bn, П B„ = П A„ bo'lsin.11 = 1 11 = 1

Yechish. Berilgan {An} ketma-ketlik uchun {B,,} to'plamlar ketma- 

ketligini quyidagicha tuza.miz.

B\ =  .4x, B-2 = .42\4x, . . . .  B n = -4„\ и  Ak , . . . .

Hosil qilingan {Bn} to'plamlar ketma-ketligi misolning a) bandidagi barcha 

shartlarni qanoatlantiradi. Quyida biz b) va c) banddagi shartlarni qanoat- 

latiruvchi { Bn} to‘plamla.r ketma-ketligini keltiramiz:

b) Bi  = A\,  B-2 = Ai  U .42, . . . ,  B„ =  U А к, . . .k=1
c) B 1 = A 1, B2 = Al П А 2, . . . .  B„ = ñ  Ak, . . . .  □k=l
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1 .8. Ushbn ( ------- —r,----- 1- -—7 ) . "m 6 Z, n G N ijiioi vnJlftniiiii', licrh biri
n  4n2: n  4n~/

\/2  sonini o‘z ichiga olmasligini isbotlang. Demak,

I I I  I ___L.. +  /„ , A n 4n2 ’ n 4n2 /

Isbo t. \/2 soni irratsional bo;lganligidan, ixtiyoriy butun m, n Koulari

uchun |m2- 2 n 2| ^ 0  bo’ladi. Binobarin jm2- 2 n 2| > 1 teiigsinlikkti kulmniz.
Endi ixtiyoriy butun m  e  Z va natural n  e N sonlari uchun |— s/2\ > rr

/( 4n2
tengsizlikni isbotlaymiz. Bu yerdan

m el n € N

7TI i_munosabat kelib chiqadi. Agar m < 0 bodsa, u holda. ravshanki |— \/2| >
1 n

\ f l  > 1,4 > tengsizlik o'rinli. Demak, m > 0 bo‘lgan hoi, ya’ni n € N

uchun I——  \/2| > - - r  tengsizlikni isbotlash kifoya. Agar — >  2 bo‘lsa, 
n in -  ■ n '

Tilu holda tengsizlik yana o‘rinli bo'ladi. Shunday qilib, n. m  € N va — < 2
n

bodganda tengsizlikni isbotlash yetarli. U holda

1 < |m2 -  2n2j <=► - i  < -  2| =  | -  -  V 2| ( -  +  y/2) < 
n- n2 n n

< ( 2  + V2)  I — — \/2| < 4 |— — V2\. 
n n

Bundan esa, \~~~ V2| > tengsizligi kelib chiqadi. Shunday qilib, ixtiyoriy 
m € Z va n  G N uchun

/ -  ( m  1 m  1
v 2 ^  I ------- — , ---- r — 9

\  n An1 n 4n2,

Shuni isbotlash talab qilingan edi. □

Uy vazifalari va m avzuni o!z lash tirish  uchun m asala lar

1.9-1.17-misollarda keltirilgan munosabatlarni isbotlang.
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1,9. To’plamlar yig'indisi va kesishmasi assotsiativ.

( A u B ) u C  =  A §  (B UC);  (A n B) n c = A n (B n C).

1.10. Kesishmaning to'ldiruvchisi to'ldiruvchilar yig'indisiga teng:

E \ n  A0: =  U(E \Aa). Aa c  E. (1.4)H: O

1.11. A A B  =  (A U B )\(A  fl B ) .

1.12. A U B  =  (A A B) A (A n B ) .

1.13. A \B  =  A A (A n B ) .

1.14. Agar A d  E. B <z E bo’lsa. (E \ A ) A ( E \ B ) =  AAB tenglik o'rinli.

1.15. (A U B)A{C  U D) C (AAC) U (BAD).

1.16. A va B to‘plamlar ucliun A c  B U (AAB) munosabat o‘rihli.

1.17. Agar Aj va A2 to'plamlar kesishmasa. ixtiyoriy Bi va B 2 lar uchun 
Bi n  Bo C (A 1A B 1) U (A 2A B 2) munosabat o‘rinli.

118-1.24-niisollarda berilgan A Âa B to'plamlar uchun A u  B . A\i?. 

AAB. A D B  ko‘rinishdagi to!planila.rni toping. 1.23-1.24-misollardaesa 

AU B. A\B,  A A B , A n B  to‘plamlarni tekislikda tasvirlang.

1.18. A =  [0, 1], B = (0, 1).

1.19. A =  {2 .4 .6, . . . .  2n , . . .} , B = {3; 6: 9 , . . . .  3n , . . .} .

1.20. A =  Q, B ---- M\Q— irratsional sonlar to‘plami.

1.21. A =  [0, 1] \Q , B =  [0, 1] n Q .

1.22. A =  {1  £ I : sin 4.x =  0} , B — i £ i :  cos 2x = 0} .

1.23. A =  {(.t, y) : 0 < x < 1. 0 < y < x} .
B =  {(x.y) : 0 <  x <  1. x < y < l } .
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I .'24. A  -  {О, у)  : X2 +  у2 < 16} , S  =  |  (x,  у)  : -h - -  < 1 j  . 

1.25-1.38-misollarda keltirilgau muuosabatlarni isbotlang.

1.25. X  С Y  <s=4> X  U Y  =  Y  <í=> X  П Y  = X.

1.26. X  С  Z  Л Y  <z Z  X  U Y  с  Z.

1.27. Z  С X  A Z c Y  ф=ф Z  С X  П Y.

1.28. X \ Y  = X \  ( X  П Y)  = (X  U Y) \Y.

1.29. X \  (Y \ Z ) = ( X \ Y )  U ( X  П Z ) .

1.30. ( X \ Y )  П (Z\ U)  — (X  П Z) \  (Y  U U ) .

1.31. X  П ( Y \ Z )  = ( X D  Y ) \  (X  П Z ) .

1.32. { X \ Z ) n ( Y \ Z )  = ( X n Y ) \ Z .

1.33. { X U Y)  \ Z  =  ( X \ Z )  U ( Y \ Z ) .

1.34. X  П Y  = 0 «=> X с  C Y  «=► Y  С CX.

1.35. X  С Y  <=> C Y  С CX.  1.37. Х Д X  =%.

1.36. Х Д У  =  У Д Х  ,1.38. X A ®  = X.

1.39. Shunday X  с  Z  va Y  С  Z  to‘plamlar topingki. X  x Y /  )' x X  

bo!lsin. X  x Y  =  Y  x X  tenglikdan X  = Y  kelib chiqadimi?

1.40. X  =  {1,3.5}, Y  =  {2,4} to'plamlar uchun X  x Y. Y  - X и/рЬшйаг 

elementlarini yozib chiqing. Х х У  — Y  x  X  teuglik

1.41-1.43-misollarda keltirilgau munosabatlami isbotlang.

1.41. X  x (Y  U Z)  =  ( X  x Y )  U ( X  x Z ) .

1.42. {X  x У) U {Xi  x Yi) С ( X  U Хг)  х ( У и  Y \ ) .

1.43. ( X  x Y)  П (Xi x Y)  =  (X П Xj) x Y.
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1.44. (X  x Y)  U (Xi  x Yi) =  ( X  U yVj) x (Y  U Yi) tenglik to'grimi?

1.45. Ushbu A U B = AA  (B \ A ) tenglikni isbotlang. Demak, :: U ” amalni 

" A " va " \"  amalla.r orqali ifodalash mumkin. Shunga o‘xshash:

a) ” U ” amalni ”A“ va ” Or” amallar orqali;

b) ” Pi ” amalni ” A” va ”'U ” amallar bilan;

c) ” fl ” amalni ” A” va ” \ ” amallar orqali ifodalang.

Umuman, ” U ” . ” n ” , “A” amallardan ixtiyoriy birini:

d) qolgan uchtasi;

e) qandaydir ikkitasi orqali ifodalash mumkinmi?

1.46. {.4n} to‘plamlar ketma-ketligi uchun quyidagi belgilashlarni
DC OC DO DC

A * =  n U Am, .4* =  U n Am
7 1 = 1  111 =  11- n = 1 m — n

kiritamiz. U holda n An c  A* c  A* c  U An munosabatlarni isbot-
71= 1  71.= 1

king.

1.47. Agar A i C A% C ••• bo'lsa, {-4,,} to‘plamlar ketma-ketligi o‘suv- 
chi, aksincha, A\ D A<i D ■ • • bo'lganda {An} kamayuvchi deyiladi. 
0 ‘suvchi to'plamlar ketma-ketligi uchun

.4, =  A* =  U An,
?7 .= 1

ham'da kamayuvchi to'plarxilar ketma-ketligi uchun

A* — A' =  n An
71= i

tengliklarni isbotlang.

1.48. A„ = < — : k <eZ 1 — maxraji n  € N bo'lgan barcha ratsional sonlar
I n J

to'plami bo'lsa, A* =  Z, A* = Q tengliklarni isbotlang.

1.49. Agar A^ = B. A$n- i  — C, A n̂-2 = D, n s  N bo'lsa, A, va A* 
to'plamlarni B. C, D to'plamlar orqali ifodalang.
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-  : i' , n e N to'pliiunlai• ucln )
OC •OC OG OC' 00 OCn n  i4frfl; U u Akn', u n J11=1k=l n=i;;-=i n=1 /,-1
OG OG 00 ■OO

Akn,
00 00u n n u n uk- 117 = 1 k= 1 7-1=1 n=1A=1

I
n

n-kn
ri  =  l  K = i  71 =  1  n — l k =l

t.o'plamlarni toping.
CO OG 'DC OO

1.51. Ushbu |J  p] Akn C f l  U Akn munosabat ixtiyoriy { A ^ } , k , n  G N
k = l  71 =  1 11= 1 A*— 1

to:plamlar uchun to‘g‘ri. Isbotlang.

1.52. fi =  { x : x =  (xj, x2, .... x„, . . . )} barcha ketma-ketliklar to!plami, 

0 „ =  { x :  x  =  (xi, x £ . . . ,x n, 0, 0....)} e s a n  +  1 — hadidan boshlab 0
OO

dan iborat ketma-ketliklar t.o‘plami bo'lsin. U holda. fi =/= U ft„ ekan-?} = 1
ligini tusliuntiring.

1.53. Co =  < x  : x  =  (xi, X2, ...). lim x„ — 0 \ — 0 ga yaqinlashuvchi bar-
I  77—►OG J

cha ketma-ketliklardan iborat to'plam va p £ N uchun

¿p = |  x : x =  (xj, x2;...), ^  j Xj\p < +oo |

ya’ni modulining p— darajalaiidan tuzilgan qator yaqinlashuvchi bo‘lgan 

barcha ketma-ketliklar to‘plami bo!lsin. U holda

OC' OC
c0 D U tp va c0 U £v

p=i l

bo!lishini isbotlang.

1.54. Ratsional sonlar to!plami Q =  {rjj, . . . .  rjn, . . .} biror usulda nomer- 
langan bo‘lsin. Ixtiyoriy c > 0 uchun

U (??„ -  £T, n„ +  e)n=1

tenglikni isbotlang.
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2- S. A kslan tirish lar

Funksiya tushunchasin i um um lash tirish . Ma’lumki, matematik anal- 

izda funksiya tushunchasi quyidagicha ta'riflanadi: X  sonla.r o'qidagi biror 

t0‘plam bo'lsin. Agar har hir x  G X  songa /  qoida bo'yicha aniq bir 

y =  f ( x )  soil mos qo'yilgan bo'lsa. u holda. X  to‘plamda /  funksiya aniqlan­
gan deyiladi. Bunda X  to'plam /  funksiyaning aniqlanish sohasi deyila­

di, bu funksiya qabul qiladigan barcha, qiymatlardan tashkil bo!lgan E( f )  

tcrpiam /  funksiyaning qiymatlar sohasi deyiladi, ya'pi

E{f) =  {ir . y  =  f{x), x e x } .

Agar sonli to‘plamlar o‘rnida ixtiyoriy to‘plamlar qaralsa. u holda funksiya 

tushunchasining umumlashmasi, ya’ni akslantirish ta'rifiga kelamiz. Bizga ix­

tiyoriy X  va Y  to‘plamlar berilgan bo‘lsin. Agar har bir x  € X  elementga 
biror /  qoida bo‘yicha Y  to'plamdan yagona y element mos qb‘yilsa, u 

holda X  to!plamda aniqlangan Y  to'plamdan qiymatlar qabul qiluvchi /  

akslantirish berilgan deyiladi. Bundan keyin funksiya termini o‘rniga akslan­

tirish atamasini ishlatamiz. Agar Y  — K yoki Y  = C bo'lsa /  ga X  da 

aniqlangan haqiqiy yoki kompieks qiymatli funksiya deyiladi.
X  to':plamda aniqlangan va Y  t,o‘plamdan qiymatlar qabul qiluvchi /  

akslantirish uchun f  : X  —>Y  belgilashdan foydalaniladi. Endi /  : X  —> Y  

akslantirish uchun quyidagi tushunchalarni keltiramiz.

Har bir a 6 X  uchun unga mos qo‘yilgan b =  f  (a) € Y element 

a elementning /  akslantirishdagi tasviri yoki aksi deyiladi. Umuman,- X  

to'plamning biror A  qismi berilgan bo'lsa, A  to'plam barcha elementlar- 
ining Y  dagi tasvirlaridan iborat bo'lgan to'plam A to'plamaing /  ak­

slantirishdagi tasviri yoki aksi deyiladi va f ( A)  bilan belgilanadi. Endi b £ 

Y  ixtiyoriy element bo'lsin. A' to'plamning b ga. akslanuvchi barcha ele- 

mentlaridan iborat qismi b elementning /  akslantirishdagi asli deyiladi va u 
f ~ l {b) =  {x £ X  : f ( x )  =  b} bilan belgilanadi. 0 ‘z navbatida har bir B C Y  

to'plam uchun X  ning B  ga akslanuvchi (oHuvchi) qismi B  to'plamning /

1 2 3 3 q 9 .
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akslantirishdagi asli deyiladi va f~${B) — {x e  X  : f ( x )  € B}  shaklda bel-

gilanadi. Agar barcha b £ B  elemeritlar uchun ularning f ~ L(b) aslilari bo‘sh

bo:lsa, u holda B  to!plamning asli ham bo‘sh to‘plam bo‘ladi. Umuman olgan-

da, Y  to'plam sifatida /  akslantirishning qiyma’tlar sohasini o‘zida saqlovchi
to‘plam qaraladi. Aniqlanish sohasi X  bo‘lgan /  : X  —> Y  akslantirishda
f ( X )  =  Y  tenglik bajarilsa, /  akslantirish X  to‘plamni Y  to‘plamning

ustiga yoki syuryektiv akslantirish deyiladi. Ümuiniy holda. ya’ni f ( X )  c  Y
bolsa, u holda /  akslantirish X  to'plamni Y  to‘plämning ichiga akslantira-

di deyiladi. Agar /  : X  —» Y  akslantirishda X  dan olingan har xil X \  va x%

elementlarga har xil y\ = f{x.i) va y% =  f ( x 2) tasvirlar_mos kelsa, u holda

f  inyektiv akslantirish yoki inyeksiya deyiladi. Bir vaqtda ham syuryektiv

ham inyektiv bo'lgan f  : X  -* Y  akslantirishga biyektiv akslantirish yoki
i

Endi f  : X  —> Y  akslantirishga misollar keltiramiz.
2.1-2.3 misöllarda keltirilgan akslantirishlarning qiynjatlar sohalarini toping.

Yechish. /  : K —» R, f ( x )  =  x 2 akslantirishning qiymatlar sohasi 
E ( f )  =  [0, oc) dan iborat. Chunki barcha x e  M lar uchun x1 > 0 va

2.2. g : R —» R. g(x) = [a:]. Bu verda [a-] belgi x  sonining butun qismi.

Yechish. g : R —> R, g(:r) =  [,-r] akslantirish uchun ixtiyoriy x <E K da 

g(x) € Z , ya’ni E{g) C Z . Ikkihciiidan ixtiyoriy n  € Z uchun g(n) — n ,

2.1. /  : R —> R. f {x)  = x 2.

ixtiyoriy y € [0, 00) uchun f{y/y)  =  y tenglik o‘rinli. □

ya’ni Z c  E{g) . Bulardan E(g)  =  Z ekanligini olamiz. □

2.3. Dirixle funksiyasi S : R —> R ;

(2 .1)
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Yechish. Dirixle funksiyasi S> : R —♦ R ning qiymatlar solmsi, ;i.ni< 11j 1,11i:-ilii 

ga ko‘ra E(D)  =  {0,1} ikki nuqtali to'plamdan iborat.

2.4. 2.1-misoldagi /  akslantirishda A =  [0, 3) to!pIamning aksi (tasviri) va 

B  =  (1, 4) to'plamning asliui toping.

Yechish. f ( x )  =  x 2 akslantirish R + =  [0. oo) da o‘suvchi va uzluk- 

siz funksiya bo‘lganligi uchun /([0. 3)) =  [0. 9) bo'ladi. Endi B  =  (1, 4) 

to!plamning /  akslantirishdagi aslini topamiz. { i £ l : i 2 £ (1. 4)} yoki 

1 < x 2 < 4 qo‘sh tengsizlikni qanoatlantiruvchi haqiqiy sonlar to‘pmmi 

f ^ 1(B) ga teng. Bu tengsizlikniug yechimi (—2, —1) U (1, 2)' to!plamdan 

iborat. Demak, / '" 1(/3) =  (—2, —1) U (1, 2) ekan. □

2.5. 2.3-misoldagi D  akslantirishda A = M\Q to'plamning aksi va B  — 

(1. oo) to'plattining aslini toping.

Yechish. D akslantirish R \Q  to‘pla.mning barcha elementlariga nolni mos 

qo‘yadi, shuning uchun S)(R\Q) =  {0}. Dirixle funksiyasining. 1 dan katta 

qiymatlari mavjud emas. Demak. T) (B) = 0 .  □

2.6. /  : R —» ®. f ( x )  = ax -j- b, a /  0 akslantirish biveksiya ekanligini 

isbotlang.

Isbo t. Chiziqli /  : R —> R akslantirishning biyeksiya ekanligini ko'rsatish 

uchun ixtiyoriy c €  R  da ax+b = c tenglamaning yagona yechimga ega ekan­

ligini ko'rsatish yetarli. Yechimning mavjudligi /  : R —> R, akslantirishning

syuryektivligini. yechimning yagonaligi esa uning inyektivligini ta ’minlaydi.
c — b

Bu tenglamaning yechimi yagona bo‘lib, u x  = —-— dan iborat. □

2.7. Agar /  : X  —>Y biyektiv akslantirish bo!isa; u holda ixtiyoriy A  C X  

uchun /  : A  —> B  (B = f (A) )  ham biyeksiya boMishini isbotlang.

Isbo t. f (A)  =  B  ekanligidan uning syuryektiv akslantirish ekanligi kelib 

ehiqadi, iliyektivligi esa /  : X  —> Y  ning inyektivligidan kelib chiqadi. □



2.8. Ikki to'plam birlashmasining aksi uiar tasvirlarining birlashmasiga teng. 

ya’ni quyidagi tenglikni isbotlang

f { A u B )  = f ( A ) U f { B ) .  (2.2)

Isbo t. Agar y 6 f ( A  U B ) ixtiyoriy element bo!lsa, u holda y =  f ( x)  

bo'lib, x element A  va B  to'plamlardan aqalli biriga tegishli bo'ladi. Shun- 
day ekan. y e f (A)  U f (B) .  Bu yerdan f ( A  U B)  C f (A)  U f (B) .  Endi 
teskari munosabatni ko‘rsata.miz. Faraz qilaylik. y € f {A)  U f { B)  ixtiyoriy 
element bo'lsin. U holda. y =  f ( x)  bo‘lib, x  element A  va B  to'plamlardan 

aqalli biriga tegishli bo‘ladi, ya’ni x  € AUB.  Bundan, y = f (x)  € f ( A u B )  

va demak, f {A)  U f ( B ) c  f ( A u B ) .  Bu munosabatlardan (2.2) tenglik kelib 
chiqadi. □

U y vazifalari va m avzuni o‘z lash tirish  uchun m asala lar

2.9-2.11-misollardagi akslantirishlarning qiymatlar sohasini toping.

2.9. Riman funksiyasi ÍR : K —» R,

Í —, agar x = — . m e Z .  n e N 
SK(z)=<{ n y n '  (2.3)

0. agar x  £ K\Q.

Til
Bu form ulada------qisqarmas kasr.

n

2.10. Ortogonal proyeksiyalash funksiyasi P  : K2 —> M. P(x,  y) =  x.

2.11. Sferik simmetrik akslantirish

S  : K3 —> R, S( x i,.r2:x3) =  x\  +  x\  + x\.

2.12. 2.2-misoldagi g akslantirishda A =  [0, 3) to‘plamriing aksi va B = 

(1, 4) to'plamning aslini toping.

2.13. 2.9-misoldagi OR akslantirishda A — R \Q  to'plamning tasviri va B  =  

(1, oo) to:plamning aslini toping.
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2.14. Syuryektiv (inyektiv) funksiyalar yig'indisi vaayirmasi syuryektiv (inyok- 
tiv) bo‘lishi ham, bo’lmasligi ham muirikin. Bu hollarga misollar keltiriug.

2.15. Biyektiv funksiyalar yig'indisi va ayirmasi biyektiv bo'lishi ham, bö'lmasli- 
gi ham mumkin. Bu hollarga misollar keltiring.

2.16. Agar /  inyektiv funksiya bo'lsa, u holda ixtiyoriy nolftias a £ R son 

uchun a f  ham inyektiv funksiya bo'ladi. Isbotlang.

2.17. Agar /  inyektiv funksiya bo'lsa, u holda ixtiyoriy a £ R son uchun 

a + f  ham inyektiv funksiya bo'ladi. Isbotlang.

2.18. Agar /  : R —♦ R syuryektiv funksiya bo'lsa, u holda ixtiyoriy nolrnas 
a £ R son uchun a f  ham syuryektiv funksiya bo'ladi. Isbotlang.

2.19. Agar /  : R —> R syuryektiv funksiya bo'lsa, u holda ixtiyoriy a £ R 

son uchun a + f  ham syuryektiv funksiya bo'lacli. Isbotlang.

2.20. Agar /  biyektiv funksiya bo‘lsa, u holda 0 £ R vanolnms a £ R sonlar 

uchun a f  +  ß  ham biyektiv funksiya bo'lacli. Isbotlang.'

2.21. Agar f ( x )  =  k x  + 1, k > 0 funksiya uchun f (a)  =  c, f (b) — d bo'lsa, 
u holda /  : [a, b] —> [c, d] chiziqli funksiya biyeksiya bo'ladi. Isbotlang.

2.22. Ikki to'plam birlashmasining asli ular aslilarining birlashmasiga teng, 

ya’ni quyidagi tenglikni isbotlang

r \ A u B )  = r i ( A ) u r \ B ) .

2.23. Ikki to'plam kesishmasining asli ular aslilarining kesishmasiga teng, ya’ni 

quyidagi tenglikni isbotlang

r \ A n B )  = f 7 1̂ f ~ 1iB):

2.24. Quyidagi tengliklarni isbotlang:

/  1 fu  Aa) =  U f - \ A a)', f - [ (n Aa) =  n r \ A a).
\  a J  a  \  a J a
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2.25. (2.3) tenglikni ixtiyoriy (chekli voki cheksiz) sondagi to‘plamlar uchun 

crrinli ekanligini. ya'ni J  (U A u  =  U /(A ,,) tenglikni isbotlang.

2.26. Umuman olganda, ikkita to‘plam kesishmalarining aksi ular aksilarining 

kesishmasiga teng eraas. Bunga, misol keltiring.

2.27. 2.5-misoldakeltirilgan ortogonal pro.yeksiyalash akslantirishi P(x,  y) = x  

va A = {(x.y)  : 0 <,$,<  1, -y- =. 0}, B = {{x,y)  : 0 <  x  < 1, y =  1} 
to!plamlar berilgan. P {AD B) = P  (A) H P (B)  tenglik to'grimi?

2.28. /  (A fl B)  c  /  (/1) fl f  (B) munosabatni isbotlang.

2.29. Biror X  toíplam va. A  c  X  qismto‘plam berilgan bo'lsin. X  to‘plamda 

aniqlangan

funksiyaf!A- to'plamning xarakteristik funksiyasi yoki indikatori deyi- 
ladi. .X\A; A  U B: A  n  B\ A \B : A A B  to'plamlarning xarakteristik 

funksiyalarini xa  (x ) va x b  (*) funksiyalar orqali ifodalang.

2.30. Quyidagi ikki tenglikni isbotlang.

XuQ¿„ ix ) =  SUP X.4a (x)  ; , 0*0 = inf (x)  ■
,v G.

2.31. /  (x) =  x 2 bo'lsin. U holda:

a) /  : R —> R akslantirish syuryektiv ham, inyektiv ham ernas:

b) /  : R —► R+ akslantirish syuryektiv. ammo inyektiv emas:

c) /  : M+ —» R + akslantirish ham syuryektiv, ham inyektiv ekanligini 

isbotlang.

2.32. Agar /  : A  —> B  va g : B  —> A  inyektiv akslantirishlar mavjud bo‘lsa. 

(p : A  —> B  biyeksiya. mavjudligini isbotlang.

2.33. Agar /  : A  B  va. g : B  —> A  syuryektiv akslantirishlar mavjud

bo!lsa. A  ni B  ga biyektiv akslantirish mavjudrni?

Ot

(2.4)

Q-
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2.34. /  : 1R2 —+ ffi. akslantirish /  ((x, y )) =  tenglik bilan ariiqlangan. A 
{(0. y) : y 6 R} va B  — {(1. y) : y G R} to:plamlar uchun /  (/I n  Li) 

va f  (A) C\f (B ) to‘plamlami toping. Berilgan /  : R2 —>• R akslantirish 

uchun f  ( A n  B) - f  (.4) n  /  (B) tenglik to‘g;rimi?

2.35. Ixtiyoriy /  : X  -> Y  akslantirish va A, B c  X  to‘plamlar uchun 
A c  B bo‘lsa, f  (A) c  f  (B) munosabatni isbotlang.

2.36. /  : X  —> Y  akslantirish uchun quyidagi jumlalar teng kuchli ekanligini 
isbotlang:

a) / — inyektiv;

b) ixtiyoriy A, B c  X  uchun f  ( A n  B) = f  (A) n  /  (B ) ;

c) barcha B c  A to:plamlar uchun /  (A\B) = f  (.4) \ f  (B ) ;

d) ixtiyoriy A C X  uchun / _1 ( /  (.4)) =  A .

2.37. f  : X  —> Y  akslantirish va A, B C Y  terplamlar uchun

a) / ( / - 1 ( . 4 ) ) = . 4 n / ( X ) !

b) A D B bolganda / _1(/4\B) =  f ~ 1( A ) \ f ~ 1(B) tengliklarni isbot­
lang.

2.38. j  ■ X  —> [5. 10], f ( x )  =  £2+ l  funksiyaberilgan. /  ustiga (syuryektiv) 

akslantirish bo:ladigan maksimal X  fcvplamni toping.

2.39. /  : R —*• R . f ( x )  — 0, 5 ■ [a;] funksiya berilgan. Agar A  =  [0, 8], 
B = (2, 3) bo;lsa, /(^4) va / - 1(B) to:plamlarni toping.

2.40. /  : X  —y R+, f ( x )  — x 2 + 1 funksiya berilgan. X  tb!plani qanday 

tanlansa, /  inyektiv akslantirish bo'ladi?

2.41. M(x.  y) nuqta (0. 1) x (0, 1) kvadratmng ixtiyoriy nuqtasi bolsin. 
Uning abssissasi x  va ordinatasi y  larni cheksiz davriy o‘nli kasr ko‘rini- 

sliida x  =  0, n in 2«3 . . .  va y = 0, mi m2 m3 . . .  tasvirlaymiz. Quyidagi
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f  : (О, 1) X- (О, 1) —> (О, 1) akslaritirishni

f ( M ( 0. П1П2П3 . . . .  О, ?Я1т 2т з .. .)) =  Р (0, пхт хщ т ^пзт з. . .) 

aniqlaymiz. Bu akslantirish syuryektiv bo‘la,dimi? Biyektivchi?

2.42. /  : [0. 7r] —> [-1 . 1], f ( x )  — cosx. 

g : [О.тг] -> [0, 1], g{x) =  sin z.

Ч> '■ [О. -*■ [°î !]; ^(-Т) =
ф’: [0. 3] —> [О, 10].' ~ЩХ) =  .t2 4-1. akslantiríshlár ichidan inyektiv. 
syuryektiv va biyektivlarini ajrating.

3- § . To‘p lam lar quvvati

To‘p lam larn i sinflarga a jra tish . Ekvivalentlik  m unosabatlari.

Ko!pgina masalalarda. berilgan to'plam elementlarini ba’zi belgilariga. qarab 

o!zarp kesishmaydigan qism to'plamlárga ajratiladi. Másalan, fazoni markazi 
koordinata boshida va. radiusi r  bodgan har xil sferalarga ajratish mumkin 

va bu sferalar o!zaro kesishmaydi. Bir shahar aholisini bir yilda tug‘ilganlik 

belgisiga ko;ra qism t.o;pla.mlarga ajratish mumkin. Bunday misollarning har 

biri to!pla,mni o‘zaro kesishmaydigan sinflarga ajratish deyiladi.
To‘plamlarni o‘zaro kesishmaydigan sinflarga ajratish belgilari har xil bo:li- 

shi mumkin. Ammo bu belgilar ixt-iyoriy emas. Masalan. tekislikda ikki a va 

b nuqtalar orasidagi masofa 1 dan kichik bo!lsa. ularni bitta sinfga kiritsak. 

bu belgi tekislikni o‘zaro kesishmaydigan sinflarga ajratmaydi, chunki a va 

b nuqtalar orasidagi masofa 1 dan kichik. b va с nuqtalar orasidagi masofa 

ham 1 dan kichik bo‘lib, a va с nuqtalar orasidagi masofa 1 dan katta bo'lishi 

mumkin. Bundan ko!rinadiki, a va b nuqtalar bir sinfda, b va с ham bir 

sinfda. U holda bir sinfga orasidagi masofa 1 dan katta bo!lgan a va с nuq­

talar tegishli bo‘l.adi. Hosil qilingan xulosa sinflarning tashkil qilinishiga. zid. 

ya’ni tekislik bu belgi yordamida o!zaro kesishmaydigan sinflarga ajralmaydi.

Endi to‘plam elementlari qanday shartlarni qanoatlantiruvchi belgilar yor­
damida o‘zaro kesishmaydigan sinflarga ajralishini qarab chiqamiz.
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3 .1 -ta ’rif. X  x  X  to'plamning ixtiyoriy R  qism töplarhi rnunosabat dey­

iladi, yarn  (a.b) e  R  bo‘Isa. a element b element bilan R. munosabatda

deyiladi va a ~  b shaklda belgilanadi.
Ft

3 .2 -ta ’rif. Agar R rnunosabat quyidagi shartlarni qanoatlantirsa, unga 
ekvivalentlik munosabati deyiladi:

1. Ixtiyoriy a € X  element uchun a ~  a (refleksivlik);

2. Aqar a ~  b bo‘lsa. u holda b ~  a (simmetriklik):
R R

3. Aqar a ~  b va b ~'C bo‘lsa, u holda a ~  c (tranzitivlik).
R R R ■ .■

E kvivalent to ‘p lam lar. Chekli va cheksiz to ‘p lam lar. Chekli dona el- 

ementdan iborat to'plamga cfi&kli to-plam, deyiladi, aks holda to'plam cheksiz 
deyiladi. Cheksiz to‘plamlar iehida. eng soddasi sanoqli to'pldm deb ataluvchi- 

laridir.

3 .3 -ta ’rif. Agar M  to ‘plant bilan natural sonlar to'plami o‘rtasid.a biyek- 

tiv moslik o'rnatish murnkin bo‘Isa,, M  ga sanoqli to‘plant deyiladi.

Boshqacha aytganda, agar M  to'plam elementlarini natural sönlär vosi- 
tasida a\, ajj,. . . .  an. .. . cheksiz ketma-ketlik ko'rinishida nomerlab chiqish 

mumkin bo'lsa, M  ga sanoqli to'plam deyiladi. Chekli yoki sanoqli 't.o'plamlar- 

ni ifodalashda biz {} qavsdan foydalanamiz. Masalan. 1. 2. 3. 4 sonlardan 

iborat to'plamni {1,2.3.4} shaklda yozamiz.

3 .4 -ta ’rif. Sanoqli bo‘lm,agdn cheksiz to'plam sanoqsiz to'plam deyiladi.

3 .5 -ta ’rif. Agar A va B  to ‘plamlar o'rtasidd biyektiv moslik 'o'rnatish 

mumkin bo ‘Isa. u holda idaf ekvivalent to ‘plarnlar deyiladi va A ~ B  shaklda 

belgilanadi.

Endi sanoqli to'plam tushunchasini boshqacha ta'riflash mumkin: agar to 'p­

lam natural sonlar to‘plamiga ekvivalent bo‘lsa. u sanoqli to'plam deyiladi.

3 .6 -ta ’rif. (ü., lj kesma va unga ekvivalent bo'lgan to‘plarnlar köntinuum 

quvvatli to'plamlar deyiladi.

3.1-teorem a. [0; 1] kesmadagi haqiqiy sonlar to'ptami sanoqsizdir.

Kantor-Bernshteyn teoremasi yordamida to‘plamlarning ekvivalentligi oson 
tekshiriladi. Bu teoremarii quyidagicha bayon qilish mumkin.



3.2 -teorem a (Kantor-Bernshteyn). Agar A to ‘plam B to‘planming Bi 
qismiga, B to ‘plam esa A  to ‘plamning A i qisrriiga ekvivalent boisa, u holda 

A va B  to ‘plamlar ekvivalentdir.

To‘p lam lar quvvati. Agar ikkita chekli to‘plam ekvivalent bo‘lsa. ularn- 
ing elementlari soni teng bo‘ladi. Agar A va B  to‘plamlar ekvivalent bo‘lsa, u 
holda ular bir xil quvvatga ega deyiladi. Shunday qilib; quvvat ixtiyoriy ikki ek­

vivalent to'plamlar uchun umumiylik xususiyatidir. A to‘plamning quvvati A 

bilan belgilanadi. Agar A  va B  to!plamlar bir xil quvvatga ega bo‘lsa. u holda 

biz A = B  shaklda yozamiz. Agar .4 va B  tp‘plamlar ekvivalent bo‘lmasa va 

A  to'plam B  to‘plamning biror qismiga ekvivalent bo‘lsa, u holda B  to‘plam 
A  to'plamdan quvvatliroq deyiladi va ,4 < B  shaklda yoziladi. Agar A chekli 

to'plam bo;lib, uning elementlari soni n ga teng bo:lsa., u holda A = n shakl­

da yoziladi. Natural sonlax to‘planii va unga ekvivalent to!plam quvvati uchun 

No ("alefnol" deb o:qiladi) belgidan foydalaniladi. [0. 1] kesma va unga ekvi­
valent to!plamlar "kontinuum quvvat." li to!plamlar deyiladi. Bu quvvat uchun 
c simvol ishlatiladi, ya’ni A ~  [0. 1] bo‘lsa. u holda A = c shaklda yoziladi. 

Agar B  to :plamning biror B\ xos cjism to'plami kontinuum quvvatli bo'lib, 

B  > B\ bo;lsa, u holda B giperkontinuum. quvvatli to ‘plam deyiladi.

Agar A  va B  to'plamlar chekli to:plamlar bo:lib, n  va m  mos ravishda 
bu to‘plamlar elementlarining soni bo'lsa, A  to‘plamni B  to‘plamga barcha 

akslantitishlar soni m n ga tengdir. Bunga ko;ra ixtiypriy quvvatlarni da.ra.jaga 

ko!tarishni quyidagicha ta ’riflash mumkin: A  va B  to:pla.mlar quvvati mos 

ravishda a  va ¡3 bo!lsin. U holda ,4 to'plamni B  to‘plamga barcha aks 
ettirishlar to!plami B A ning quvvati 6  ning q darajasi deyiladi va ¡3a kabi 
belgilanadi.

3 .3-teorem a. 2K° =  c.

3 .4-teorem a. Bo'sh bo'imagan A to‘plam quvvati a  bo‘Isa. u holda A 

ning barcha qism to ‘plamlqridan tuzilgan to‘plam quvvati 2", shu A to ‘plam 
quvvatidan katta. ya’ni 2“ > a.

3.1. Bizga /  : X  —> Y  akslantirish berilgan bodsin. Agar a, b 6 A" ele-
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mentlar uchun /(a )  = f(b ) bo‘lsa, ularni tp munosabatda deymiz. Bu 

munosabatning ekvivalentlik muuosabati bolishini isbotlang.

Isbo t. Ixt.iyoriy a G X  uchun /(o ) =  /(a )  tenglik o‘rinli, ya'ni a ~  a 

(refleksiv) munosabat p'rinli. /(a )  =  /(b) tenglikdan /(b) =  / (a )  tenglik 
kelib chiqadi, bundan <p munosabatning simmetriklik xossasi kelib chiqadi. 

Agar f (a)  =  f ( b ) va /(&) — /(с ) bolsa, u holda /(a )  =  /(c ) bo!la.di. Bu 

esa <p munosabatning tranzitivlik xossasini isbotlaydi. Demak. cp munosabat 

ekvivalentlik munosabati bo'ladi. □

3.2. Z — butun sonlar to!plami sanoqli. Isbotlang.

Isbo t. Butun sonlax to'plami Z va natural sonlar t,o!plami N o!rtasida 

biyektiv moslikni quyidagicha o‘matish mumkin:

I 2n +  1. aoàr n > 0
/  : Z —> N. /(n )  =

I —2n. agar n < 0.

/  ning biyektiv akslantirish ekanligi oson tekshirilâdi. Demak, butun sonlar 

to‘plami sanoqli ekan. □

3.3. Ixtiyoriy ikkita [a, b] va [с. d] kesmalardagi nuqtalar to'plamlaxi ekvi- 

valentligini isbotlang. Bu yerda a < b, с < d deb faraz qilinadi.

Isbo t. Bu to‘plamlax o'rtasida biyektiv moslikni
d — с .

: [a, b] —» [c, d], <ç{x) — -—— (ж — a) +  с.
a

orqali o'rnatish mumkin. ip(a) = c, ip(b) = d ekanligini hisobga olsak, <p 
ning biyektiv akslantirish ekanligi 2.21-misoldan kelib chiqadi. □

3.4. [0, 1] kesma. va. (0, 1) interval ekvivaient ekanligini isbotlang.

Isbo t. Bu to'plamlaxni ekvivaient ekanligini ko‘rsatishda Kantor-Bernshteyn 

teoremasidan foydalanamiz. A =  [0, 1], A\  =  (0, 1), В =  (0, 1) va B\  =  
[1/4, 1/2] desak. u holda 3.3-misolgako!ra A  ~  Bi  bo'ladi. A\ — В  bo'lganligi 

uchun I  : A\  -* B , ' I x  = X  akslantirish biyeksiva bo'ladi, ya’ni B  ~  A i . 

Kantor-Bernshteyn teoremasiga ko‘ra A  ~  В  . □
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3.5. Kantor to'plamini kontinuum quwatli ekanligini isbotläng.

Isb o t. Dastlab Kantor to‘plami qurilishini bayon qilamiz. E  =  [0: 1] 
bo‘lsin. Undan Ki  =  (3-1, 2 • 3_1) intervalni chiqarib tashläymiz, qolgan 
yöpiq to'plamni F\ bilan belgilaymiz. Keyin Fi dan K 2\ =  (9~1.2 • 9_1) va 

Ä'22 =  (7-9_1,8-9-1) intervallarni chiqarib tasHlaymiz, ularning birlashmasini 

K <2 orqali, qolgan yopiq to'plamni, ya’ni

Fi\ K 2 = 0,
1 2 H

U f s U
2 7
3 : 9 u 9 : 1

to’plamni F> bilan (3.1-chizma) belgilaymiz. Bu to‘rtta  kesmaning har biri 

teng 3 qismga bo'linib, o’rtadagi uzunligi 3^3 ga teng bo;lgan interval chiqarib 
tashlanadi. Chiqarib tashlangan

x 7_ _8_\ | | /1 9  2 0 \ I I /25  26 
,27' 27) ^ >  \2 7 ' 27J ^  V27' 27)  U  V27: 27

tojplamni Ks bilan F2\ K 3 ni esa F3 bilan (3.1-chizma) belgilaymiz. Bu 

jarayomii cheksiz davom ettirib, yopiq to‘plamlarning kamayuvchi Fn ketma- 
ketligini hosil qilamiz. Agar

OC

K  -  f |  F„
n=i

deb belgilasak. K  yopiq to‘plam bo;ladi. U [0. 1] kesmadan sanoqli sonda-

gi K-.. /\">.........K. intervallarni chiqarib tashlash natijasida hosil bo;ladi.
Hosil bo‘lgan K  to :plam Kantor to :plarni deyiladi.

1/3 2/3

1/9  2/9  1/3 2/3  7/9  8/9

—1—1—1------ i i i i
1 -L 2. 1 2 — — 1

27 27 9 9 27 27 3
2  19 20 7

3  27 27 9

25 26 1 
27 27

3 .1 -ch izm a
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Encii K  to‘plamning tuzilishini (strukturasini) oTganamiz. Ravshanki, [0. I] 

kesmadan chiqarib tashlangan intervallarning oxirlari boUgan

0, 1. I .  i ,  - .  - .  (3.1)3' 3 9 9' 9 9 1 7

nuqtalar K  ga tegishli bo‘ladi. Biroq K  to‘plam faqat- shu nuqtalardan iborat 

ernas. [0, 1] kesmadagi K  ga tegishli bolgan nuqta.larni quyidagicha xarak- 

terlash mumkiii. Buning uchun [0, 1] kesmadagi har bir x  ni uchlik sistemada 
yozamiz:

o-i , . o.z an
X - ^  + V  + $ + --- + V ^ - - -  

bu yerda an sonlar 0, 1 va 2 raqarnlarclan birini qabul qilishr mumkin. 0 ‘nli 

kasrlar holidagidek bu yerda ham ba’zi sonlarni ikki xil ko!rinishda yozish 
mumkin. Masalan,

1 1 0 0 0 2 2
3 - 3 + ^  +  - - -  +  -  +  " - - -  +  ^  + " •  +  - + " •

Endi K  to‘plamgá tegishli sonlarning uchlik sistemadagi yoyilmasi haqida 
/ 1  2 \

fikr yuritamiz. Ravshanki. I —, — 1 intervaldagi sonlarning uchlik sistemadagi

yoyilmasida ai son albatta 1 ga teng bo‘ladi, ^  va ^  inter-

vallarga tegishli sonlarning uchlik sistemadagi yoyilmasida a2 son albatta 1
í  \ 2 \  ( 7  8 Y /19 20

ga teng bo'ladi. Xuddi shunga o'xshash í — , —  \ , í — , — j . , —

va ( — . — | intervallarga tegishli sonlar uchun ularning uchlik sistemada- 
\2 7  27 /

gi yoyilmalarida a¡, son albatta 1 ga teng bo;ladi va hokazo. Shunday qilib, 

ixtiyoriy x e  [0. l]\jRT son uchun uning uchlik sistemadagi yoyilmasida qat- 

nashuvchi aj, a2,.... a „ , . . .  sonlarning karnida bittasi 1 ga teng. Aytilgan mu- 

lohazalardan quyidagi xulosa kelib chiqadi: K  to‘plamga kamida bir usul bi- 
lan uchlik kasr ko‘rinisliida. tasvirlanuvchi shunday x  G [0, 1] sonlar kiradiki, 

ularga mos ai, a2. . . .  an, . . .  ketma-ketlikda 1 raqami biror marta ham uchra- 

maydi. Shunday qilib, har bir x  € K  uchun

ai, a2, , , . a „ . , . ,  (3.2)
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ketma-ketlikni mos qo!yish mumkin, bu yerda an raqarn 0 yoki 2 ni qabul 

qiladi. Bunday ketma-ketliklar to!plami kbntinuum quvvatli t,o‘plamni tashkil 

qiladi. Bunga ishonch hosil qilish uchun hair bir (3.2) ketma-ketlikka

b¡- I),........ 6, , . . .  (3.3)

ketma-ketlikni shunday mos qo‘yamizki, agar an = 0 bo'lsa, bn = 0 bo‘ladi, 

agar a„ =  2 bo'lsa, bn = 1 bosladi. Har bir (3.3) ketma-ketlikni, [0. 1] 

kesmadagi biror x  sonning ikkilik kasr yozuvi deb qarash mumkin. Shunday 

qilib. К  to!plamni [0, 1] ga. biyektiv akslantirishni olamiz. Bu yerdan К  

ning kontinuum quvvatli to ‘plam ekanligi kelib chiqadi. □

Uy vazifalari va m avzuni o‘zlash tirish  uchun m asala la r

3.6. M  to‘plamda kiritilgan ip munosabat M  ni oizaro kesishmaydigan 

sinflarga ajratishi uchun uning ekvivalentlik munosabati bolishi zarur va 

yctarli. Isbotlang.

3.7. Har qanday f  : X  -* Y  akslantirish yordamida, X  ni o‘zaro kesishmay­

digan sinflarga. ajratish mumkinligini isbotlang.

3.8. 3.7-misoldan foydalanib, ortogonal proyeksiyalash akslantirishi

P : K.2 —> К., P{x,y)  =  x  yordamida R2 ni o‘zaro kesishmaydigan 

sinflarga ajrating.

3.9. Sferik simmetrik akslantirish S  : R3 -♦  R+, S{x\, x’2, x$) — x\ + x \  + x \  

yordamida R3 fazoni o‘zaro kesishmaydigan sinflarga ajrating.

3.10. Agar x  va у haqiqiy sonlarning ayirmasi butun son bo'lsa, ularni ip 

munosabatda. deymiz. Bu munosabat ekvivalentlik munosabati bo‘lishini 

isbotlang.

3.11. Butun qismlari bir xil haqiqiy sonlarni bir sinfga. to'plash yo‘li bilan 

haqiqiy soltar to‘pla,mini sinflarga ajratamiz. Bu sinflarga ajratishga mos 

keluvchi akslantirishni quring.
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3 .12. Agar a va ¡3 kompleks sonlaming mavhum qismlari teng bo‘lsa, ularni

ip munosabatda deymiz. Bu munosabat ekvivalentlik munosabati bo‘ladimi?

Endi sanoqli va sanoqsiz to‘plainlarga misollar keltiramiz.

3.13. Barcha juft natural sonlar to‘plami va natural soniar to'pla.mi o‘rtasida 
biyektiv rnoslik o;rnating.

3.14. Ratsional sonlar tcrplamining sanoqli ekanligini isbotlang.

3.15. Sanoqli to'plamning ixtiyoriy qism to'plami chekli voki sanoqlidir. Isbot­
lang.

3.16. Chekli yoki sanoqlita sanoqli to‘plamlar birlashinasi yana sanoqli to!p- 

larndir. Isbotlang,

3.17. Chekli. sondagi sanoqli to‘plamlarning Dekart ko‘paytmasi sanoqli to‘p- 
lamdir. Isbotlang.

3.18. Har qanday cheksiz to‘plam sanoqli qism to'plamga ega.

3.19. R va (0, 1) interval ekvivalent to:plamlar ekanligini isbotlang.

3.20. Ixtiyoriy cheksiz to'plam o‘zining biror xos qism to‘plamiga ekvivalent 
bo;ladi. Isbotlang.

3.21. O‘zbekistonda,gi barcha talabalar to'plami sanoqlimi?

3.22. Ayirmasi chekli, kesishmasi sanoqli bo‘lgan A  va B  sanoqli to :plamlar- 
ga misol keltiring.

3.23. Simmetrik ayirmasi sanoqli, kesishmasi chekli bo‘lga.n A  va B  sanoqli 

to-plamlarga misol keltiring.

3.24. A  va B  sonli to‘plamlar sanoqli bo‘lsa, ularning arifmetik yig‘indisi 
ham sanoqli boiisnini isbotlang.

3.25. {x € R : sinx =  0,5} to‘plam sanoqli ekanligini isbotlang.
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3.26. { i  e  R  : cosx &Q} to‘plamning quvvatini toping.

3.27. Barcha ratsional koeffitsiyentli ko‘phadlar to‘plami sanoqli ekanligini is- 

botla.ng.

3.28. Agar £ son biror ratsional koeffitsiyentli ko!phadniiig ildizi bo‘lsa, £ al- 

gebraik son deyiladi. Algebraik sonlar to‘plamining sanoqli ekanligini is- 

botlang.

3.29. Agar A to‘plam B ga, B to'plam C  ga ekvivalent bo'lsa. u holda A 
t,o!plam C ga ekvivalent bo'lishini isbotlang.

3.30. To!plamlar o'rtasida kiritilgan ekvivalentlik munosabati refleksiv, sim- 

metrik va tranzitiv boHishini isbotlang.

3.31. [0, 1] kesmadagi haqiqiy sonlar to'plami sanoqsizdir. Isbotlang.

3.32. [0, 1] kesmani (0. 1) intervalga biyektiv akslantiruvehi moslikni quring.

3.33. [—1, 1] x [—1, 1] kvadrat va [a, 6] x [c, d) to‘g‘ri to'rtburchak o‘rtasida 

biyektiv moslik o!rnating.

3.34. [—1, 1] x [0, 1] va R2 o‘rtasida biyeksiya o'rnating.

3.35. Haqiqiy sonlar to‘plami sanoqsizdir. Isbotlang.

3.36. R \Q  va R  o!rta.sida. biyeksiya. o‘mating.

3.37. A chekli B  sanoqli to'plam bolsin. u holda. B ~  A U B, B ~  AAB  

ekanligini isbotlang.

3.38-3.42-misollarda keltirilgan to!plamlarni kontinuum quvvatli ekanligini 

isbotlang.

3.38. Tekislikdagi barcha nuqtalar to‘plami.

3.39. Sfera. sirt.idagi nuqtalar to‘plami.

3.40. Uch oHchamli fazodagi nuqtalar to‘plami.
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3.41. Sfera ichidagi nuqtalar tö!plami.

3.42. [a. b] kesmada. aniqlanga.11 uzluksiz funksiyalar to‘plami.

3.43. Tekislikdagi ratsional koordinatali.nuqtalar to'plamining sanoqli ekanlig- 
ini isbotla.ng.

3.44. Ixtiyoriy cheksiz M  va sanoqli A  to‘p,latnlar uchun M ~M ,U 4 u\unos- 
abatni isbotlang.

3.45. Ixtiyoriy kontinuurn quvvatli M  va sanoqli A  to'plamlar uchun 

M  ~  M  U A, M  ~  M \A , M  ~  M A A  munosabatlarni isbotlang.

3.46. Ikkita har xil cheksiz o:nli kasrli yoyilmalarga ega bo‘lgan sonlar t.o‘pla.- 
mining sanoqli ekanligini isbotlang.

3.47. Barcha irratsiona.1 sonlar to'plamining sanoqsiz ekanligini isbotlang.

3.48. [0, 1] dagi barcha ratsional sonlar bilan [0, 1] x [0, 1] dagi barcha. rat­

sional koordinatali nuqtalar to!plami o‘rtasida biyeksiyä o!rnatiiig.

3.49. Koordinata boshidan o‘tuvchi barcha to‘g‘ri chiziqlar to'plami [0, i] to‘p- 

lamga ekvivalentmi?

3.50. [0, 1] to'plamni [0: 1] x [0, 1] to'plamga biyektiv akslantiring.

qator yaqinlashuvchi. Ixtiyoriy x  G [0: 1] uchun en sifatida 0 yoki 1 
sonlarni shunday tanlash mumkinki,

yagona usulda arnalgä öshiriladi?

3.52. Sonlar o'qidagi A  to'plamning ixtiyoriy ikki nuqtasi orasidagi masofa 
birdan katta bo!lsa., A  ning chekli yoki sanoqli to!plam ekanligini isbot-

teiigiik 0‘riuli bö‘lädi. Isbot qifingV Qänday sonlar uciiüii bu tanlash

lang.
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3.53. 3.51-masaladan foydalanib hadlari faqat 0 yoki 1 bo‘lgan barcha ketina- 

ketliklar to‘plami kontinuum quvvatli ekanligini isbotlang.

3.54. Chekli sondagi kontinuum quvvatli to'plamlarning Dekart ko'paytmasi 
kontinuum quvvatga ega. Isbotlang.

3.55. Kontinuum quvvatli sonli to'plamlarning arifmetik yig’indisi yana kon­
tinuum quvvatli to'plami bo'lishini isbotlang.

3.56. Sanoqli va kontinuum quvvatli to'plamlarning Dekart ko'paytmasi kon­

tinuum quvvatga ega. Isbotlang.

3.57. Sanoqli va kontinuum quvvatli sonli to'plamlarning arifmetik yig'indisi 

kontinuum quvvatli to'plam bo'lishini isbotlang.

3.58. Agar A c  B c  C  bo'lib. A ~  C  bo'lsa, A ~  B bo'lishini isbotlang.

3.60-3.62-misollarda keltirlgan to'plamlarni 3.4-teoremadan foydalanib gi- 
perkontinuum quvvatli ekanligini isbotlang.

3.59. [0. 1] kesmaning barcha qism to'pMmlaridari iborat to'plam.

3.60. [0. 1] kesmada aniqlangan va qiymatlari faqat 0 yoki 1 bo'lgan barcha 

funksiyalar to'plamining kontinuumdan quwatliroq, ya’ni giperkontinu- 
um quvvatli bo'lishini isbotlang.

3.61. M2 ning barcha qism to'plamlaridan iborat to'plam.

3.62. [0; 1] kesmada aniqlangan barcha funksiyalar to'plami.

4- §. To‘p lam lar sis tem alari

To‘p lam lar halqasi va yarim  halqasi. Elementlari to'plamlardan ib­

orat to'plam to!plamlar sistemasi deyiladi. Biz asosan oldindan berilgan X  

to'plamning ba:zi qism to'plamlaridan iborat sistemalarni qaraymiz. To'plam- 

lar sistemalarini belgilash uchun biz gotik alifbosining bosh harflaridan foydala- 
namiz. Bizni asosan to'plamlar ustidagi ba’zi amallarga nisbatan yopiq bo'lgan 

sistemalar qiziqtiradi.



4 .1 -ta ’rif. Agar © to'plamlar sistemad simmelrik ayirma va h  muh mu 
amallariga nisbatan yopiq, ya ’ni ixtiyoriy A, B 6 6  to'plamlar uehav \ . \ l  I ■

6  va A  fl B  € © bo'lsa, u holda & to'plamlar sistemasiga haiga ilryihuli

4.1. Agar 6  to'plamlar sistemasi halqa bo'lsa, u holda © birlasluua vn a.vir 

ma amallariga nisbatan ham yopiq boladi. Isbotlang.

Isbo t. Ixtiyoriy A, B  to'plamlar uchun A U B  =  (A A B ) A (/1 D II) 
(1.12-misol) va A \B  = A A (A D B)  (1.13-misolga qarang) tengliklar o'rinli. 

Bu téngliklardan hamda 6  sistema halqa ekanligidan A  U B  % © va A \B  € 

© munosabatlai kelib chiqadi. □

Demak, halqa birlashma va ayirma amallariga nisbatan ham yopiq s is te m a  

bolar ekan. Ushbu A\A =  0 tenglik ko'rsatadiki, har qanda.y halqa o'zida 

bo‘sh tO 'p lä m n i saqlaydi. Faqat bo‘sh to'plamdan iborat sistema mumkin bol- 

gaii halqalaf ichida eng kichigi boladi.

Agar © to'plamlar sistemasida shunday E  € © to'plam mavjud bo'lib, 

ixtiyoriy ,A e  © uchun A  H E  = A  bolsa, E  to'plam © sistemaning "bir- 

lik dementi" yoki "bin" deyiladi. Sistemaning biri deganda. shu sistemadagi 
maksirnal to'plam tushuniladi. Hamma sistemalar ham maksimal to'plamga 

ega bo'lavermaydi. Masalan, natural sonlar to'plamining barcha chekli qism 

to'plamlaridan iborat sistemada maksimal to'plam mavjud emas. Birlik ele- 

mentga ega bolgan to'plamlar halqasi algebra deyiladi. Ba’zan. halqa tushun- 
chasiga nisbatan urnumiyroq bolgan to'plamlar yarirri halqasi tushunchasidan 

ham foydalaniladi.

4 .2 -ta ’rif. Agar © to'plamlar sistemasi quyidagi uch shartni qanoathntir- 

sa. unga yäriin halqa deyiladi:

a) © sistema bo'sh to'plam,ni saqlaydi:
b) © sistema to'plamlar kesishmasi amaliga nisbatan yopiq, ya’ni A, B  G 

© munosabatdan A  fl B  G © munosabat kelib chiqadi:

c) Agar A  G 6 , A x G © bo'lib, A \ C  A bo'lsa, u holda © sistemaning 

o'zaro kesishmaydigan A 2, . . . ¡An cheklita elementlari mavjud bo'lib, quyida-
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gi tasvir o'rinli bo'ladi:

A \A y = U A k.

Agar A  to'plam o‘zaro kesishmaydigan At, A %,. . . .  A n to'plamlar birlash- 
masida.11 iborat bo'lsa, bu birlashma A to'plamning chekli yoyilmasi deyiladin
va A  =  JJ Ak shaklda liam yoziladi. 

fc=i
Ixtiyoriy 6  to'plamlar halqasi yarim halqa bo‘ladi, chunki halqa bo‘sh 

to'plamni saqlaydi va kesishma amaliga nisbatan yopiq. Endi c) shartning 
bajarilishini ko'rsatamiz. A  va Ai (Ai C A) to'plamlar © halqaga tegish- 
li boisa, il holda A 2 = 4 .\4 i € © bo'lib, A =  Ai U A2 chekli yoyilma 

o'rinli bo'ladi. Demak. har qanday halqa yarim halqa bo'lar ekan. Lekin,.yarim 

halqa doim halqa bo'lavermaydi (4.14-rnisolga qarang). Agar © to'plamlar 

halqasi undan olingan ixtiyoriy A u A2, . . . .  An, . . .  to'plamlar ketma-ketligi
OC

bilan birgalikda ularning yig'indisi U A n ni ham o'zida saqlasa, u holda 6/¿=1
sistemaga a — halqa deyiladi. Agar © to'plamlar halqasi undan olingan ix­

tiyoriy Ai, A2y. . . ,  An, ■.. to'plamlar ketma-ketligi bilan birgalikda ularning
OC

kesishinasi n  A n ni ham o'zida saqlasa, u holda © sistemaga S— halqan=1
deyiladi. Agar a — halqaning birlik eleinenti mavjud bo'lsa, u cr— algebra 
deyiladi. Birlik elementli <5— halqa 6 — algebra deyiladi. .Shuni ta ’kidlash 

lozimki, ikkilik prinsipidan, ya’ni

E \  U A n =  n  (E \A n); E \  n  An =  U ( E \ A n)n 11. n 11

munosobatlardan ((1.1) va (1.4) ga qarang) a — algebra va <5 — algebra tushun- 
chalarining ustma-ust tushishi kelib chiqadi.

4 .1-teorem a, Ixtiyoriy bo'shmas 6  to'plamlar sistemasi uchun © ni 

o'zida saqlovchi va © ni saqlovchi barcha Çp halqalarda saqlanuvchi yagona 
£0Î(©) minimal halqa mavjud. Agar © yarim halqa boisa, u holda 9Tt(&) 
minimal halqa Ak to'plamlar (Ak €E ©) bo'yicha A = \J A t chekli yoyil- 

maga ega boigan A to'plarnlarning X sistemasi bilan ustma-ust tushadi. 

£DÎ(©)— 6  sistema ustiga qurilgan minimal halqa deyiladi.

Har qanday cheksiz A to'plamnmg barcha qism to'plamlari sistemasi %(A) ,
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a — algebra bo'ladi. Agar biror 6  sistema berilgan bo'lsa, doim uni .saqlovi hi 
a  — algebra mavjud. Haqiqatan ham, agär' X  =  U A desak, X  nine; biin'lia 
qism to*plamlaridan tuzilgaii 2l(X), sistema 6  ni o'zida saqlovchi a 

bo'ladi. Agar ^3, © ni o!zida saqlovchi ixtiyoriy a — algebra va X  uning bin 
bo‘lsa, u holda ixtiyoriy A £ & to'plam A c  X munosabatga bo‘ysuuadi, va 

shurlday :ekan; X  = u  A C  X . Agar © ni saqlovchi -  cr- algebraning 

bin X  uchun X  — X  munosabat bajarilsa, bu a — algebra (© ga nisbatan) 
keltirilmaydigan a — algebra deyiladi.

4 .2-teorem a. Ixtiyoriy bo'shmas 6  to'plamlar sistemasi uchun (bu sis- 

ternaga nisbatan) keltirilmaydigan sKunday 25(6), a — algebra mavjudki, bu 

c r a l g e b r a  © ni saqlaydi va © ni saqlovchi barcha a — algebralarda 
saqlanadi.

4.2-teoremada keltirilgan d — algebra © sistema ustigä qurilgan minimal 
a — algebra deyiladi.

Sonlar o‘qidagi barcha [a, b] kesmalar va [a, b), (a, b] yarim intervallar 
va (a. b) intervallardan tashkil topgan 6  yarim halqani qarasak, u holda 
©  ustida qurilgan keltirilmaydigan minimal 23(0), a  — algebra elementlari 
Borel to ‘plam,lari yoki "Bord tipidagi" to ’plamlar deyiladi.

E  sonlar o‘qi, Xq uning biror nuqtasi bo'lsin. R da Oe (¡c0) =  =  (x0 -  

e, oto + e) interval x0 nuqtaning s — atrofi deyiladi. Bizga M  C R to'plam 
va x  £  M nuqta berilgan bo‘lsin. Agar ixtiyoriy s >  0 uchun Or (x) fl 

M  jz 0 munosabat bajarilsa, x  nuqta M  ning ■ urinish nüqtak deyiladi. 
M  toplamning barcha urinish nuqtalaridan iborat to‘plam,’ M  ning yopig'i 

deyiladi va u [M] bilan belgilanadi. Agar x  niug ixtiyoriy Oe ( t)  atrofi M 
ning cheksiz ko'p elementlarini saqlasa, u holda x nuqta M  to'plamning lim- 
itik nuqtasi deyiladi. M  ning barcha limitik nuqtalaridan iborat to'plamni 
M 1 bilan belgilaymiz. Agar M  =  M ' bo’lsa. M  ga mukammal to'plam dey­

iladi. M  to'plamga tegishli x nuqta uchun shunday s  > 0 mavjud bo'lib, 

Os (x) D M  = {x} bo‘lsa, u holda x nuqta M  to :plamning ..yakkalangan 
nuqtasi deyiladi. Agar M  to'plam uchun M  =  [M] tenglik bajarilsa, M  ga
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yopiq to'plam deyiladi. Boshqacha aytganda, agar to'plam o'zinjng barcha li- 

mitik nuqtalarini saqlasa, u yopiq to'plam deyiladi. Agar x  G M  nuqta. uchun 

shunday e > 0 mavjud bo'lib, 0.:(x). C M  bo'lsa, x  nuqta M  to'planmmg 

ichki nuqtasi deyiladi. Agar to'plamning barcha nuqtalari ichki nuqta bo!lsa, 

U ochiq t,o‘plam deyiladi, Ya'ni faqat ichki nuqtalardan tashkil topgan to'plam 

ochiq to'plam deyiladi. Agar A  va B  to'plamlar uchun B  c  {A) bo'lsa, 

u holda A to'plam B to'plamda zieh deyiladi. Xususan, agar [.4] =  R 

bo'lsa, A  to'plam R ning hamrna yerida zieh deyiladi. Agar A  .to'plam 

birorta ham (xq — e. xo+ e) intervalda zieh bo'lmasa, u holda A hech yerda 
zichrnas deyiladi- Xuddi shunday tekislikdagi to'plamlar uchun ham ochiq 

va yopiq to'plam. hamda hamma yerda. zieh va hech yerda zichmas to'plam 

tushunchalari kiritiladi.

Endi Borei to'plamlarini quyidagicha ham ta/riflash murnkin.

4.3-ta’rif. Sonlar o'qidagi barcha ochiq va yopiq to ’plamlar, idarning chek- 

li yoki sanoqli birlashmalaridan iborat to'plamlar va idarning toUiruvchilari 

Borei to'plamlan yoki Borei tipidagi to'plamlar deyiladi.

4.4-ta’rif. Bo‘sh bo‘lmagan X  to'plamda * binar amal kiritügan bo'lib, 
u quyidagi shartlarni qanoatlantirsa:

1) ixtiyoriy x , y , z  G X  lar uchun (x * y) * z = x * (y * z) bo‘Isa;

2) shunday e G X  element mavjud bo'lib, ixtiyoriy x  G X  uchun e * x  = 

x  * e = x bo ‘Isa:
3) ixtiyoriy x  G X  uchun shunday x~x € X  element mavjud bo‘lib, x  * 

x~l — e bo'lsa, (X . *) juftlikka gruppa deyiladi. Agar X  gruppadagi ixtiyoriy 

x, y lar uchun x  * y = y  * x  bo'lsa. X  ga kommutativ gruppa deyiladi.

4.2. Sonlar o'qidagi barcha [a. b) yarim ochiq intervallar sistemasi — © yarim 

halqa bo'lishini isbotlang.

Isbot. 6  bo'sh [a, a) =  0 to'plamni saqlaydi. © to'plamlar kesishma 

amaliga nisbatan yopiq. ya'ni [a,b), fc.d) G © munosabatdan [a, &)fl [c. d) G 

© (4.1-chizma) munosabat kelib chiqadi.
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4.1-chizma

[a, b) G 6 , [ai, &i) € 6 , va [ах, b{) с  [a, b) ekanligidan [а, Ь)\[пл , 1ц) 
= [a. ai) U [bi, b) tasvir (4.2-chizmaga qarang) o'rinli hamda [a, ai) va, 
[b¡. b) lar © ga qarasiili. Demak, 6  yarim halqa bodadi. □

[a, b)\[a1, it) = [a, a¡) U [bí} Й)

--- (.------- - t~.....  h— 1----
a at ' ¿ i b

4 .2 -ch izm a

4.3. 4.2-misolda keltirilgan 6  sistema halqa bódmaydi. Isbotlang.

Isbot.. Buning uchun © sistémaning to!plamlar simmetrik ayirmasi ama- 

liga nisbatan yopiq emasligini kodsatish yetarli. © .sistemadan olingan A  = 
[0, 5) va В =  [1. 3) to:plamlarning simmetrik ayirinasini qaravmiz. Bu hol- 

da A A B  = [0, 1) U [3, 5) bodib, u © sistemaga qarashli emas. Demak, 6  

sistema halqa bo'lmaydi. П

4.4. © =  {А  с  R : A yo R \/l  to'plamlardan biri chekli} sistémaning a — 
algebra boda olmasligini kodsating.

Isbo t. Berilgan © sistema sanoqli birlashmaga nisbatan yopiq emas. Mar
ОС

salan, A n =  {n} G 6 , lekin ularning birlashmasi |J  A n ^ ©. □
n= l

4.5. Agar © to ‘plamlar sistemasi halqa. bodsa, u simmetrik ayirma amaliga 
nisbatan kommutativ gruppa tashkil qiladi. Isbotlang.

Isbo t. 4.4-ta’rif shartlarini bajarilishini tekshiramiz:

1) ixtiyoriy А, В , С  G © lar uchun (.4Д 5)Д С  =  ЛД(-ВДС) ya ni 

(A * В) * С  = Á * (B  * C j oh'inli.
2) shart ixtiyoriy x € X  element uchun é * x •= x * e = x  tenglikni qa,noa,t- 
lantiruvchi e G X  element sigatida I  £ 6  ni olamiz. U holda 0ДЛ =



.4A0 =  ,4 tenglik o'rinli bo‘ladi.

3) teskari elementning mavjudligi. Ixtiyoriy x = A S 6  uchun x ^ 1 sifätida

A £ & ni olamiz, u holda. x  * x ^ 1 — e tenglik A A A  = 0 koiinishni oladi.

4) kommutativlik x * y  = y * x  sharti esa A A B  =  B A A  tenglik ko'rinishga
ega. bo‘ladi. □

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

4.6. Agar 6  to‘plamlar sistemasi halqa. bo!lsa, u holda © chekli sondagi 

birlashma va kesishma ama.lla.riga nisbatan yopiq bo'ladi. Isbotlang.

4.7. Agar 6  to‘plamlar sistemasi simmetrik ayirma va birlashma amallariga 

nisbatan yopiq bo;lsa. uning halqa bo'lishini isbotlang.

4.8. Agar © to'plamlax sistemasi simmetrik ayirma va ayirma amallariga 
nisbatan yopiq bo‘lsa, uning halqa bo‘lishini isbotlang.

4.9. Agar © tO'plamlar sistemasi kesishma va ayirma amallariga nisbatan 

yopiq bo‘lsa, u halqa. bo‘lmasligi mumkin. Misol keltiring.

4.10. Agar © to‘plamlar sistemasi birlashma va. kesishma amallariga nisbatan 

yopiq bbisa, u halqa bo‘lmasiigi ham mumkin. Misol keltiring.

4.11. Ixtiyoriy A  to‘plam uchun uning barcha qism to‘plamlaridan tuzilgan 

2t(A )~  sistema, biri E  = A  bo!lga.n algebra bo'ladi. Isbotlang.

4.12. Ixtiyoriy A  to ‘plam uchun uning barcha chekli qism to‘plamlaridan tuzil­

gan sistema halqa bo‘ladi. Bu halqa. algebra bo'lishi uchun A  chekli 

t,o!plarri bo'lishi zarur va. yetarli. Isbotlang.

4.13. Ixtiyoriy bo'shmas A  to‘plam uchun A va 0 to‘plamlardan tuzilgan 

{A. 0} sistema, biri E  =  A  bo‘lgan algebra bo'ladi. Isbotlang.

4.14. Sonlar o‘qidagi barcha. chegaralangan to‘pla.mlar sistemasi halqa. bo'ladi. 

ammo algebra bo‘lmaydi. Isbotlang.
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4.15. Ixtiyoriy {*p0} halqalar sistemasi uchim ularning kcHishiiüisi >)t i i '|t„
yana halqa bo!ladi. Isbotlang.

4.16. Ixtiyoriy bo‘shma.s 6  to!pla.mlar sistemasi uchun 6  ui o'/idn ;iin|l( 
chi va © ni saqlovchi barcha halqalarda saqlanuvchi yagoiia Wt(©) 

minimal halqa mavjud. Isbotlang.

4.17. [0. 1) dagi barcha [a. b) yarim ochiq intervalla,r va, ularning chekli 
sondagi birlashmalaridan iborat sistemani qaraymiz. Uning halqa bo‘lishi 

ni isbotlang.

4.18. 4.17-misolda keltirilgan sistemaning algebra bolishini isbotlang.

4.19. 4.17-misolda keltirilgan sistemaning a — algebra. bo‘la olmaisligini is­

botlang.

4.20. 6  yarim halqa,dan A to‘plam va o!zaro kesishmaydigan A i, A 2, . . . ,  A n' 

to£plamlar olingan bo!lib, ularning har biri A to‘plamda. sa.qlansin. U 

holda. A i , A 2, , . . , A n to‘plamlami .4,l+i , ., A s G © to‘plamlar bilan 
A to!plamning chekli yoyilmasiga qadar, tpildirish mumkin. Isbotlang.

4.21. © yarim, halqadan olingan har qandav cheklita, Ai,  A%,. .  A n to‘p-

lamia,r sistemasi uchun © da shunday o‘zaro kesishmaydigan cheklita

B \ , . . . ,  Bt to'plamlar sistemasi mavjudki. har bir A^ to'plam B \ . . . . ,  Bf

to‘plamlardan ba’zilari yordamida A^ = U B s yig‘indi ko'rinishida
SEMk

tasvirlanadi. Bu yerda Mk  C {1. 2 , . . . ,  i } . Isbotlang.

4.22. Agar © yarim halqa ho!lsa, u holda bu yarim halqadan hosil qilingan

minimal halqa A). t,o;plamla.r bo'yicha A = U A*.. .4̂ . G © chekli
£->1

yoyilma.ga ega bo‘lgan A  to‘plamlarning X sistemasi bilan ustma-ust 

tushadi. Isbotlang.

4.23. Tekislikdagi barcha kvadratlar to‘plami yarim halqa bo‘ladimi?

4.24. Yarirri halqala.rning Dekait ko‘paytrna,siyarim-halqa boladimi?
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4.25. Sonlar o'qidagi barcha ochiq va yopiq td'plamlar sistemasi yarim halqa 

(halqa) tashkil qiladimi?

4.26. Sonlar o'qidagi barcha chekli yoki to'ldimvchisi chekli bo'lgan to'plamlar 

sistemasi halqa tashkil qiladimi?

4.27. & = {A C  R : A yo R\.A to'plamí'ardan biri chekli} sistémaning al­

gebra tashkil qilishini isbotlang.

4.28. 6 •— {A  C R : A yo R \A  to'plamlardan biri chekli yoki sanoqli} sis- 

temaning a — algebra bo'lishini isbotlang.

4.29. 6  =•■ {A fíiB  : A C M -  yopiq, B  e l  ochiq to'plam.} sistémaning al­

gebra bo'lishini isbotlang.

4.30. 25-misolda keltirilgan sistémaning a — algebra bo'la olmasligini ko'rsating.

4.31. Shunday 6  va halqalarga misol keltiriugki, ularning birlashmasi halqa 

bo'lmasin.

4.32. A  — {a. b. c} to'plamning halqa va algebra tashkil qiluvehi barcha qism 

to'plamlari sistemasini yozib chiqing.

4.33. Sonlar o'qidagi barcha chekli to'plamlar sistemasi halqa (yárim halqa.) 

tashkil qiladimi?

4.34. Sonlar o'qidan plingan barcha [a, b] kesnialarva [a, b). (a, b] yarim in­

tervallar va (a, b) intervallar sistemasi yarim halqa bo'lishini isbotlang. 

Bu sistémaning halqa bo'la olmasligini ko’rsating.

4.35. Tekislikdagi barcha yarim ochiq {(x, y) : a < x < b, c < y < d} to'g'ri 

to‘rtburchaklar sistemasi yarim halqa bo'lishini isbotlang. Bu sistémaning 

simmetrik ayirma amaliga iiisbatan yopiq emasligini ko'rsating.

4.36. Tekislikda {(x,  y) £ l 2 : a < x < b, c < y < d} ko’rinishdagi barcha 
to‘g‘ri to'rtburchaklar sistemasi yarim halqa bo'lishini isbotlang. Bu sis- 
temaning birlik eleménti mavjudmi? Bu sistema halqa bo'ladimi?



4.37. © =  {(x.. y) : a < x < b. c < y  < d} yarim halqadrt /1 j i A ¡tlmrl.iii 
qanoaílantiruvchi A =  [0.7) x [0.7) va Ai = [ 1.3) x [3.5) lo'pltunlni 

berilgan. A \/ l i  to‘plamning chekli yoyilmasida eng kamida necliLa Ui'r.'i i 

to'rtb.urchak qatna.sha.di. A\.Ai to'plam yovilmasida.gi to'g'ri to'rlbui' 

chaklarni shunday ta.nla.ngki. ular perimetrlari yig'indisi minimal bo‘lH¡t).

4.38. Sonlar o'qidagi barcha chegaralangan to'plamlar sistemasi hálqa b'o‘lishi 

ni isbotlang. Bu sistema, a — halqa. bo'ladimi? a  — algebrachi?

4.39. halqa bo'lsin. Har bir A G íp uchun ^3a bilan {,4 fl B. B  G . 

ko‘rinishdagi to'plamlar sistemasini belgilaymiz. ^.4 ning algebra bo‘li- 

shini isbotlang. Agar ^3 sistema a  — halqa bo'lsa, u holdá ^ a  to'plamlar 

sistemasi a — algebra bo!ladi. Isbotlang.

4.40. X  cheksiz elementli to‘plam bo!lsin. Uning barcha chekli yoki sanoqli 

qism to ‘plamlarida.n ib'órat sistema a -h a lq a  bo'lishini isbotlang. X  

to'plamga qanday shart qo‘yilsa. bu sistema, algebra bo‘ladi.

4.41. Quyida berilgan to'plamlar sistemasi yarim halqa. halqa va algebra, tash- 
kil qiladimi? Tekshiring.

a) {[a, b\ : a G Q , b 6 Q  A a < b} U 0.

b) {(a. 6] : a G Z. b G Z A a < b} IJ 0,

c) {[a. b) : a G K \Q , b G M\Q A a <  6}.U, 0.

4.42. bo‘sh bo'lmagán X  to ’plamning.barcha qism Wplamlaridán tashkií top- 

gan %(X)  sistema simmetrik ayirma ” A" amaliga nisbatan kommutativ 

gruppa tashkil qilishini isbotlang.

Bu paragrafda biz o'lchovning umumiy ta ’rifmi beramiz. 0 ‘lchovni yarim 

halqadan halqaga davom ettirish rnasalasini qaraymiz. Bundan tashqari o'lchov- 

ning Jordán va Lebeg ma'nosidagi davomlari qaraladi va ularning additivlik. 

<7 —  additivlik xossalari o‘rganiladi.
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Dastlab sonlar o'qidagi va tekislikdagi to‘plamlarning Lebeg ma’nosidagi 

o'lchoviga ta ’rif bferiladi. Jordan va Lebeg ma’nosidagi odchovli to'plamlar 

solishtiriladi.

5 .1 -ta ’rif. Aniqlanish sohasi &ß yarirn halqa bo’lgan ß  : 6 f, —*• R+ 

to‘plam funksiyasi additiv bo'lsa, ya'ni o’zaro kesishmaydigan ixtiyoriy A i, A 2,
n

. . . ,  A„ G ©/f to'plamlar uchun U A& £ ©¿, bo’lgandak=1

tenglik o'rinli bo lsa, ¡1 : &ß -+ M+ ga o'lchov deyiladi.

Boshqacha aytganda, p  to‘plam funksiyasi quyidagi 
1) aniqlanish sohasi yarim halqa, 2) qiym'atlari haqiqiy va manfiynias, 3) 

additivlik shartlarini qanoatlantirsa. unga o'lchov deyiladi.

5 .1-eslatm a. 0 =  0U0 yoyilmadan #(0) =  2^(0). ya'ni ß(%) =  0 tenglik 

kelib chiqadi.

5 .2 -ta ’rif. Agar rn o'lchovning aniqlanish sohasi &■„, ikkinchi ß  o'lchov- 
ning aniqlanish sohasi Gß da saqlansa (&m C &M) va ixtiyoriy A £ S m 

to 'plant uchitn

tenglik o'rinli bo'lsa, u holda ß  o'lchov m  o'lchovning davorni deyiladi.

5.1-teorem a. Aniqlanish sohasi &m yarim halqa bo'lgan har bir m o'lchov 
uchun aniqlanish sohasi S0t(<5TO) (&,n. ni o'zida saqlovchi minimal halqa) 

bo'lgan yagona rn! davom mavjud.

5 .3 -ta ’rif. Agar sistemada aniqlangan m o'lchov va ixtiyoriy o'zaro
OC

kesishmay digan sanoqlita A\,A% ,.. . , A n, . . .  & &m to'plamlar uchun U A¿ € 
bo'Iganda

tenglik o'rinli bo'lsa, u holda m  o'lchov sanoqli additiv yoki er— additiv 
o'lchov deyiladi,

ß(A) = m(A)

rn
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S odda to 'p lam  o ‘lchovi. Aytaylik a va b lar ixtiyoïiy. nonliu Imhm

Sonlar o:c.ida

a < x < b, a < x < h, a < x  < b, a < x  < b

tengsizliklarning ist.algan biri bilan aniqlangan to‘plamlar sistemasi berilgan 

bo'lsin. Bu to;pla.mlarni oraliqlar deb ataymiz. Xususan. agar yuqoridagi shart- 
lardan birini qaiioatlantimvclii nuqtalar mavjud bo‘lmasa (masalan a > b), 
ya’ni 0 to‘plamni ham oraliq deb ataymiz. © bilan sonlar o‘qidagi barcha 

oraliqlar sistemasini belgilaymiz.

5.1. Sonlar o‘qidagi bardia oraliqlar sistemasi — © yarim. halqatashkil qiladi.

Isb o t. © sistemaningelementlari [a, b), [a. b). (a, b], (a. b) kohinish- 
dagi oraliqlardan iborat. © sistemadan olingan va a, b sonlari bilan aniqlan- 

gan (yopiq. ochiq yoki yarim ocliiq) oraliqni P  =  Pub bilan belgilaymiz. © 

bo'sh. [a. a) =  0 toplamni saqlaydi. © sistema toplarnlar kesishmasi amali- 

ga nisbatan yopiq. ya’ni ikki Pa\, va Pai oraliqning kesishmasi bo!sh to'plam 

yoki yana Pab H PCd — Pnm, n  -  max{o, c}, rh = m in{6, d} oraliq (5.1- 
chizmaga qarang) bo'ladi.

Pab Pc
_

a c--- *---b d
Pcb

P(ib O Pcd = Pcb
5 .1 -ch izm a

Agar Pab G 6 , Pal e & boTib Pcd c  Pab bo'lsa, U holda Pnb\Pcd = 
Pac U Pdh yoyilma. (5.2-chizma) o‘rinli. Demak. © yarim halqa. bo'ladi. □

Pab

5 .2 -ch izm a



© yarim halqad.an olingan va a. b sonlari bilan aniqlangan (yopiq, ochiq 

yoki yarim ochiq) bo‘sh bo'lmagan P =  Pah oraliq uchun m(P)  =  b—a sonni 

mos qo'yamiz. agar P  bo!sh to‘plam boclsa m(P)  =  0 deymiz. U holda 

m : © —> R to'plam funksiyasi 5.1-ta’rif shartlarini qanoatlantiradi, ya’ni 
m : © —► R o‘lchov bo!ladi. Bu o'lchovning additivlik shartini keltiramiz: 

agar

P  =  U Pk, Pi 0 P k:= 0, i ^  k. P, Pk G 6

77

bo'lsa. u holda m{P) = ^2 m (Pk) tenglik o‘rinli. 
k= 1

£01(6 ) bilan © yarim halqa ustiga qurilgan minimal halqani belgilaymiz.

4.1-teoremagaiko!ra 9Jt(6) halqanmg har bir elenienti A o'zaro kesishmaydi- 

gan Pk G & oraliqlaming birlashmasi ko'rinishida tasvirlanadi, ya’ni A  =
n
[ ]  ?(,. £DT(©) halqa elementlarini sodda to'plamlar deymiz. Endi SDrt(©) 
fc=i
halqadagi to'plamlarning, ya’ni sodda. to‘plamlarning o:lchovi tushunchasini 

??
kiritamiz. Har bir .4 =  £J Pk G 9Jl(6) sodda to!plamga 

* = i

m'{A) = y ^ m ,  (Pk) (-5.1)
k= 1

sonni mos qo‘yuvchi m'  : 971(6) —» R moslikni aniqlaymiz. m'(A)  miqdor 

A to'plamning oichovi deyiladi.

Lebeg o'lchovi. Dastlab E  — [0, 1]: birlik kesmada saqlanuvchi to‘p- 

lamlar bilan chegaralanamiz.

5 .4 -ta ’rif. Ixtiyoriy A c  E  to'plam uchun

tx*[A) = inf £  ™>{Pk) (5-2)AC Jk-rk

son A to ‘plamning tashqi o'lchovi deyiladi,

(5.2) da aniq quyi diegara .4 to‘plamui qoplovchi oraliqlaming barcha 

chekli yoki sanoqli sistemalari bo'yicha. olinadi. Shuni ta ’kidlaymizki. ixtiyoriy 

A C E  to'plamning tashqi o'lchovi mavjud. Chunki infimum belgisi ostidagi 

ifoda. m  (P )  manfiymas, shuning uchun u quyidan nol bilan chegaralangan.
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Quyidan chegaralangan sonli to'plam esa aniq quyi chegaraga. ogii. Kmli I 

E  to ;plam oichovi taiifini berarniz.

5 .5 -ta ’rif. Agar ixtiyoriy £ > 0 uchun shunday B  € 9Tt(6) soäda ko']dtrm 

mavjud bo‘lib, (jT ( AAB)  < e tengsizlik bajarilsa. u holda A Lebeg ma nosiilu 
oichovli to‘plain deyiladi.

Agar A Lebeg ma’nosida o‘lchovli to£plam bo'lsa, uning o;lchovi deb tasliqi 
tylchovini qabul qilamiz. Faqat o'lchovli to!plamlar sistemasi 11(E) da aniqlau- 

gan fi* to‘plam funksiyasi Lebeg oichovi deyiladi va u ¡i bilan belgilanadi. 

Shunday qilib, o'lchovli to!plamlar sistemasi ii(E) va unda Lebeg o'lchovi // 
aniqlandi. Demak. ixtiyoriy A  € iX(E) uchun fj(A) =  ß*(A).

Biz yuqorida faqat E  =  [0, 1] kesmada saqlanuvchi to‘plamlarni qaradik. 

Bu ch.eklash.dan xalos bolish mumkin. MaTiuuki. R ni

E n =  [n, n - 1-1), n G Z

oraliqlar yig'indisi ko‘nnishida tasvirlash mumkin, ya’iii

R = U En-
n^JL

5 .6-ta’rif. Agar har bir\ n € Z uchun A„ — A D  E„ to ‘plarnlar oichovli 
boisa, u holda A tb‘plam o ‘lchovli deyiladi. Agar 4̂ to ‘plarn oichovli bo‘Isa,
quyidagi yigHndi

//(A) =  X > ( A n), (5.3)
n€ Z

A to'plamning Lebeg oichovi deyiladi.

Agar (5.3) qator yig!indisi chekli bolsa, A  chekli oichovli to ‘plam deyiladi. 
Aks holda A cheksiz oichovli to'plam deyiladi. Shuning uchun p  o'lchov 
cheksiz qiymat ham qabul qilishi mumkin.

5.2. .4 = U
7 1 = 1

1 1 r
4- — j ni sodda to‘plam ekanligini ko‘rsating. Uni

n
eng kam sondagi o'zaro kesishmaydigan P\, Po, . . , ,  P„ oraliqlar birlash- 
masi ko‘rinishida tasvirlan^ 

lamning olchovini toping.
masi ko‘rinisliida tasvirlang. A = U Ft. yovilmadan foydalanib. A to‘i>k=i '.



1 1 1  1------- . — |—  ) .  n — 1,2. .  , 8 belgilash olarniz va Pn
n  8 n  8 ,

Yechish. P„ =

oraliqlarning kesishish yoki kesishmasligini tekshiramiz.

Pi l  Í ) . « 5 p  =  A  11
’■ 3 24' 24

0 .

5.3-chizmadan ma’lum bcrldiki, P if) A  
Shuning uchun

PknPk+1ÿé®, k = 2,3. . . .

A  — P\ U Qi- Qi — Pn 0 , i Ph Ql G <3

tasvir eng karn sonli yoyilrna. boiadi. Demak, A  sodda to!plam. Bu yoyil- 

rnadan quyidagi t.englikni olamiz:
9 K 7 □/j.(A) — n(Pi) +  M(Qi) — g +  g — g-

- t -

Pi

L*
24

- » I -

5.3-chizm a

Elementar to ‘pîam o‘lchovi. Endi tekislikdagi to‘piamlarning Lebeg 

o!lchoviga to‘xtalamiz. Aytaylik a, b, c va d lar ixtiyoriy haqiqiy sonlar 

bo‘lsin. Tekislikda. biror Dekart koordinàtalar sistemasi tayinlanga.n boiib, 

shu sistemada

a < x  < b. a < x < b. a < x  < b, a < x < b

c < y  <  d, c < y < d. c < y < d, c < y < d

tengsizliklarning îstalgan bir jufti bilan aniqiaugan to‘plàmlàr sistemasi béril- 

ga.il boisin. Bu td!plamlarni to'g‘ri to'rtburchaklar deb ataymiz. Xûsusan, agar 

yuqoridagi shartlardan birini qanoatlantiruvchi nuqtalar mavjud bo‘lmâsa (ma- 

salan a > b yoki c > d bo‘lsa) uni ham to ‘g ‘ri to'rtburchak deb ataymiz. 

&'2 bilan tekislikdagi barcha to!g!ri to'rtburchaklar sistemasini belgilaymiz.
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Sonlar o‘qi holidagidek tekislikdagi A C E 2 — [0. 1] x [0, I] l,c >' | >ln,i 1111 ¡ i i.i ' 

tashqi o'lchovi va Lebeg o'lchovi ta ’riflarini berish mumkiu.

5 .7 -ta ’rif. Ixtiyoriy .4 c  E 2 to ‘plarn uchun

son A to'plarnning tashqi o'lchovi deyiladi.

Bu yerda aniq quyi chegara. A  to;piamni qoplovchi to‘g‘ri tohtburchaklar 

ning barcha chekli yoki sanoqli sistemalari bo‘yicha: olinadi,
Tekislikdagi barcha to‘g‘ri to.‘rtburchaklar sistemasi —©2 yaxim halqa tash- 

kil qiladi (5.24-5.25 misollarga qarang). &2 yarim halqadan olingan va a. b, c, 

cl sonlari bilan aniqlangan (ochiq, yopiq. yoki yarim ochiq) bo‘sh bo!lmagan 

P  =  Paled to‘g‘ri toh'tburchak uchun m(P)  =  — a)(d — c) sonni mos. 

qo‘yamiz, agar P  bo‘sh to'plam bo‘lsa m(P)  =  0 deyniiz. Bu qonuniy- 
at bo'yicha aniqlangan m  : ©2 —» R to!plam funksiyasi o'lchov (5.1-ta’rif) 

shartlarini qanqatlantiradi.

3Jt(©2) bilan ©2 yarim halqa ustiga qurilgaa minimal haiqani belgilaymiz. 

SDT(©2) halqaning elementlari elementar to'plamlar deyiladi;

5 .8 -ta ’rif. Agar ixtiyoriy e >  0 uchun shunday B  £ SJt(6 2) elementar 
to'plam mavjud bo‘lib, f.i*(AAB) <  s;> tengsizlik bajarilsa, u holda A Lebeg 

rna’nosida o'lchovli to ‘plam deyiladi.

Faqat olchovli to!plamlar sistemasi i i (E2) da aniqlangan . p* :to!plám funk­

siyasi Lebeg o'lchovi deyiladi va u y, bilan belgilanadii Shunday qilib. o'lchovli 
to'plamlar sistemasi i i (E2) va unda Lebeg o'lchovi ß  aniqlandi. Demak, ix­

tiyoriy A  £ 11 [E2) uchun ¡¿(A) = n*(A)\
Xuddi sonlar o!qi holidagidek tekislikni, ya’ni R2 ni

E mn — {(ai» y) ■■ >n < x  < m n < y < ñ + 1} , rt, m ê Z  

kvadrátlar yig'indisi ko‘rinishida tasvirlash mumkin:

R2 =  ( J  Emn.
in. nGZ
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5 .9 -ta ’rif. A  C R2 biror to'plam bo'lsin. Agar istalgan m. n  b.utun son- 
lar uchun A mn = A n  E nw to ‘plamlar o ‘Ichovli bo ‘Isa, u holda A  to ‘plant, 

o‘lchovli deyiladi. Agar A to ‘plam o‘Ichovli bo‘lsa.

(-5.5)
m. neZ

yig'indi A to'plamning Lebeg o'lchovi deyiladi.

Agar (5.5) qator yig‘indisi chekli bo'lsa, A c  R2 chekli o‘Ichovli to'plam 

deyiladi. Aks holda /1 cheksiz o‘Ichovli to'plam deyiladi.

5.2-teoroem a. (0 ‘lchovning a — additivlik xossasi), Agar { A n} — o ‘zaro 
kesishmaydigan o ‘Ichovli toplamlar ketma-ketligi bo‘lsa, u holda

tenglik o ‘rinli.

5 .3 -teorem a ( 0 ‘lchovning uzluksizlik xossasi). Agar o‘lchovli to'plamlar-

ning A i D A i D • ■ • D A„ D ■ ■ ■ ketma-ketligi uchun A  =  n  A„ bo ‘l$a, u11 = 1
holda ß(A)  =  lim ¡i(An) tenglik o rinli.

5 .1-natija . Agar A \ C A 2 C • • • C A„ C • • • o‘lchovli to‘plamlar ketma- 
ketligi uchun A  =  U A n bo'lsa, u holda ß{A)  =  lim  /¿(An) tenglik o*rinli.

n = l  ' TI—Oc
Agar (5.2) tenglikda aniq quyi chegara A C R to‘plamni qoplovclii bar- 

cha B  sodda to‘piamlar bo‘yicha olinsa, A to‘plamning Jordan m a’nosidagi 

tashqi o'lchovi hosil bo'ladi, u j*(A)  bilan belgilanadi, ya?ni

son A  to’plamning Jordan ma’nosidagi ichki o'lchovi deyiladi.
5 .10 -ta’rif. Agar j*{A) =  j*(A) bo'lsa, A Jordan m a’nosida o'lchovli 

to ‘plam deyiladi.

j*(A)  =  inf m \B ) .  B  € OT(6 ).

Ushbu

j*(A) =  sup rn'(B), B  G 9Tt(6),
BcA
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Sliuni ta ’kidlash joizki, agar A Jordan ma’nosida o‘lchoyli to'plnm I><>'Inn. 

u Lebeg m a’nosida ham o'lchovli to'plam bo‘ladi va bu o'lchovlar o’y.um l.ciij>, 
bo'ladi.

5.3. Lebeg m a’nosida o'lchovli, ammo Jordan ma’nosida o'lchovli bo'lmagan 
to'plamg’a misol keltiring.

Yechish. E  = [0, 1] bo'lsin, A  esa [0, 1] kesmadagi barcha ratsional son- 

lar to'plami bo'lsin. A  to'plam E  da zich bo'lganligi uchun A  ni skqlovchi 

sodda to'plam E  ni ham o'zida saqlaydi. Shuning uchun j r(A) = 1  bo'ladi. 
A to'plamda saqlanuvchi sodda B  to'plam faqat chekli to'plamdir. 'Ston­

ing uchun j*(A) =  0 tenglik o'rinli. Bu yerdan j x(A) ^  j*{A). Demak, A 
to'plam Jordan m a’nosida o'lchovli emas. Ma’lumki, A  sanoqli to'plam, shun­

ing uchun uning elementlarini {xi, x %,.. . ,  x:„. . . .} ketma-ketlik ko'rinishida 
nomerlab chiqish mumkin. Stonday ekan

A  C Pk ■ Pk =  {x : x k < x <  x k} = [xk, x k).

Ikkinchi tomondan ixt.iyoriy k €  N uchun rn(PkJ-= 0. Bu yerdan

;i"(A) =  0

ekanligi kelib chiqadi. Shuni ta ’kidlash lozimki, tashqi o'lchovi nolga teng 

bo'lgan har qaiiday to'plam o'lchovli to'plamdir. Buning uchun sodda to'plam 

sifatida B  =  0 ni olish yetarli:

f i*(AAB)  =  /i*(AA0) =  ¡1“(A) =  0 < e.

Demak, A  Lebeg ma’nosida o'lchovli to'plam. Stonday qilib. A  Lebeg ma’no­

sida o'lchovli bo'lgan, lekin Jordan ma’nosida o'lchovli bo'lmagan to'plamga 

misol bo'ladi. □

5.4. .4 C  [0, 1]— bilan shunday sonlar to'plami belgilanganki, ularning chelc- 

siz o'nli ka.sr yoyilmasida 5 raqami ishtirok etmaydi. /-i(A) ni toping.

51



Yechish. A  to'plarri to'idiruvchisining o;lchovini topamiz. [0, 1]V4 to‘p- 

larn elementlarining cheksiz o'nli kasr yoyilmasida 5 raqami ishtirok etadi.

[0. 1] kesmani teng o'n bo‘lakka. bo'lamiz va oltinchi [0,5; 0, 6) bo'la-kni Ai 
bilan belgilaymiz. .4i dagi har bir sonning cheksiz o‘nli kasr yoyilmasida, 

verguldan keyingi birinchi raqami 5 bo‘ladi. Qolgan 9 ta bo‘lakning har biri- 

ni teng o'n bo'lakka bo'lamiz va ulardagi oltinchi bo'laklaming birlashmasi- 

ni [0.15; 0,16) U [0,25; 0,26) U • ■ • U [0.95; 0,96) =  A<¿ bilan belgilaymiz.
A i to'plamdagi sonlarning cheksiz o‘nli kasr yoyilmasida verguldan keyingi 
ikkinchi raqami 5 bo'ladi. Va hokazo bu jarayonni cheksiz davom ettiramiz. 

Hosil bo'lgan A i, A-2 , . . . ,  An, . . .  to'plamlar juft-jufti bilan kesishmaydi va 

ularning birlashmasi [0, l j \A ga teng. O'lchovning a — additivlik xossasiga 

ko'ra
OC

M[0, 1]V4) =
n — 1

tenglik o'rinli. Murakkab bolmagan hisoblashlar shuni ko'rsatadiki fj,(Ai) =  

10_1. p(A2) =  9 ■ 10~2; n(A.„) =  9n-1 • 10“" , . . .  tengliklar o'rinli. Demak,

00 °° qn.-i n i
MIO, 1]\A) -  •£. MA.) -  £  TÔT = Ï 7 S  =  1-

11 = 1 n— 1

Shunday qilib, /¿(A) + /./([0. 1]V4) =  1 dan fi(A) =  0 ekanini olamiz. □

5.5. Shunday {.4„} "Borel tipidagi to'plam" larga misol keltiringki, quyida- 

gilar bajarilsin: /¿(4„) =  +oo, A„ D A,m , n  > 1. ¡jl (  f) .4,,) =  0.

Yechish. "Borel tipidagi to'plam" sifatida An =  [n, o c ), n 6 N larni 
olamiz. Natijada istalgan n  € N uchun fi{A„) — +óo va An O A n+i munos-

OC /  OC \

abat bajariladi. Kesishma f |  An — 0 bo'lganligi uchun /i p| A n ) = 0
»=i ' \n=l J

bo'ladi. □
Quyidagi misolda Ai C A shartni qanoatlantiruvchi A  va Ai to'plamlar

berilgan. A\j4 i to'plamni eng kam sondagi o'zaro kesishmaydigan P i, P2 , ■ ■., P„
V

to'g'ri to'rtburchaklar birlashmasi ko'rinishida tasvirlang. .4\.4i =  (J Pk
k=1

yoyilmadan foydalanib 1 to'plam o'lchovini toping.
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5.6. А = {(.т. у) : О X  < 7, О <  у < 7} ,

Ах =  {(аг, у) : 4 < х < 7. 3 < у < 7}

Yechish. Tekislikda A va Ai to‘ptamÍarni chizmada tasvirlaymi/,. f>. I 
cliizrnadan ^ \A i  =  Pi U P¿ U P3 yoyilmani olamiz.

Buyerda P\ =  [0, 4)x[0, 7), P> =  [4, 7)x[0, 3], P¿ — {7}x[0, 7]. Bu to!g'ri 
to;rtburchaklar o'zaro kesishmaydi. 0 ‘lchovning additivlik xossasiga кота. 
/u(A\Ai) =  ß{P{) +  fj,(P2) +  M(P3) =  28 +  9 +  0 =  37. □

oo /  i  !
5.7. Olchovning a -  additivlik xossasidan foydalanib. A  =  ( j  ( -

n = l  \ (
to'plamning o'lchovini toping.

1 1
Yechish. A n orqali

n +  1)!’ ni 

to‘plamni belgilaymiz. An to‘plam!ar
v( n  +  1 ) ! ’ n !

juft-jufti bilan o;zaro kesishmaydi, shuning uchun olchovning a — additivlik
xossasiga кота

tenglik o'nnli'; A„ to‘plamning o‘lchovi ¡i{An) 

dalansak

1

n! (n — 1)!
dan foy-

„(A) = J2 KAn) = ̂ - ^ +  1
7 1 = 1

ekanligini olamiz.

1! 2! 2! 3! n! (n -  1)!

□
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Ayrim umumlashtirishlar. Bizga sonlar o'qida aniqlangan, kamaymay- 

diga.n, o'ngdan uzluksiz F  funksiya berilgan bo'lsin. Bo‘sh bo'lmagan interval, 

kesma va yarim intervällarga F  funksiya yordamida quyidagi sonlarni mos 

qo'yamiz:

m((a.  b)) = F(b — 0) — F(a). m  ([a, 6]) =  F(b) — F(a  — 0),

m  ((a, b]) = F ( b ) - F ( a ) , m ( [ a ,  b)) =  F{b -  0) -  F{a -  0).

Ravshanki, bu usulda aniqlangan m  to'plam funksiyasi manfiymas va additiv. 

Yarim halqada kiritilgan bu o'lchovning davomini (ip bilan belgilaymiz. Umu- 

man olga-nda. /ip o'lchovga nisbatan o‘Ichovli to'plamlar sinfi F  funksiyaning 

tanlanishiga bog'liq. Ammo M da o'ngdan uzluksiz, kamaymaydigan istal- 

gan F  funksiya uchun ochiq va. yopiq to'plamlar, shuningdek, ularning istal- 

ga.n sanoqli yig'indi va. sanoqli kesishmalari ßp  o'lchovga nisbatan o'lchovli 

to'plamlar bo'la.di.
5.11-ta’rif. Biror kamaymaydigan, o ‘ngdan. uzluksiz F  funksiya vositasi- 

da qurilgan ßp o ‘Ichov Lebeg-Stiltes o ‘Ichovi deyiladi.

Bizga. Lebeg o'lchovi ß  va Lebeg-Stiltes o'lchovi ßp  berilgan bo'lsin.

5.12-ta’rif. Agar ß(A)  =  0 ekanligidan ßp(A) = 0 tenglik kelib chiqsa, 

Up absolyat uzluksiz o‘lchov deyiladi.

5.13-ta’rif. Agar ßp o‘lchov chekli yoki sanoqli qiyrnat qabul qiluvchi F  

funksiya yordamida aniqlansa, pp.i diskret o ‘Ichov deyiladi.

5.14-ta’rif. Agar /ip o‘lchovda istalgan bir nuqtali to'plain nol o'lchov- 

ga ega bo‘Isa va Lebeg o‘Ichovi nolga teng bo'lgan biror A to‘plant uch un 

ß p (ß \A ) = 0 bo‘Isa, u holda ßp singulyar o‘Ichov deyiladi,
O'lchovning Lebeg bo'yicha davomi. Birlik elementli yarim halqa­

da aniqlangan o'lchovning Lebeg bo'yicha davomini qaraymiz. Agar &m da 

aniqlangan m  o'lchov a —additiv bo'lsa, u holda m  ni &m dan 9Jl(&rn) 

ga. nisbatan kengroq bo'lgan va qandaydir ma’noda rnaksimal sinfga davom 

ettirish mumkin. Buni Lebeg bo'yicha davom ettirish yordamida a.malga os- 

hirish mumkin. Bizga biror &m birlik elementli yarim halqada aniqlangan



<r — additiv rri o'lchov berilgan bo'lsin va E  to'plam ©rn yaiini halqaninj’, 
bii'lik elementi bo'lsin. E  ning barcha qism to'plamlaridari tashkil topean 

21 (jE) sistemada tashqi o’lchov deb ataluvchi ¡i* to'plam funksiyasini quyida- 
gi usulda aniqlaymiz.

5.15-ta’rif. Ixtiyoriy А  С  E  to ‘plant uchun

fi*(A) =  inf]>3 rn(Bn)
П

son A to ‘plamning tashqi o ‘lchovi deyiladi. Bu yerda aniq quyi chegara А 

toylamni qoplovchi barcha chtkli yoki sanoqli {B„}, B„ 6 &m toylarnlar 
sistemasi bo ‘yicha olinadi.

5 .4 -teorem a . Agar A  va sanoqlita Л1( A ¡ , . . . .  An, . . .  toylarnlar uchun
ОС

Л е и  A n bo lsa, и holda quyidagi tengsizlik o'ñnli
П = 1

/i* (Л) < 5 3
7 1 = 1

5.16-ta’rif. Agar А  с  Е  to'plam va istalgan е > 0 uchun shunday В  g 

Ш(&т ) to ‘plam mavjud bo'lib, '

/л* (A A B ) < e

tengsi'dik bajarilsa. A (Lebeg m a’nosida) o‘lchovli toylarn deyiladi.

Faqat o'lchovli to‘plamlar sistemasi i i (E)  da aniqlaugan /л* to'plam funksi- 
yasi Lebeg oichovi deyiladi va u ß  harfi bilan belgilanadi, Ravshanki, 6 m va 
ШТ(©„,) dan olingan to'plamlar o'lchovli bö'ladi. Bunda, agar А € &m va 
В e  Щ 6 т ) bo'lsa, и holda

tf(A) =  m(A),  n{B)  =  m'(B).

Agar A  o'lchovli to'plam va ¡j,*(AAB) < s tengsizlikni qanoatlantiruvchi 
В e 9Л(©„,) to'plam berilgan bo'lsa,

A A B  = ( E \ A ) A { E \ B )
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tenglikdan A  ning to'ldiruvchi to'pla.mi E \A  ning ham o'ichovli ekanligi kelib 

chiqadi.

5.5-teorema. O'ichovli to'plamlar sistemasi Ü(-E) halqa bo'ladi.

5.2-eslatm a. &m ning biiiik eîernenti - E  o‘lchovli to'plamlar sistemasi

1i(E)  uchun ham birlik element bo‘ladi, shuning uchun o‘lchovli to'plamlar 

sistemasi it(-E') algebra tashkil qiladi.
5.6-teorem a. 0 ‘lchovli to'plamlar sistemasi ii(E) da aniqlangan // to'p- 

lam, funksiyasi additivdir.

5.7-teorema. 0 ‘lchovli to'plamlar sistemasi i l (E) da aniqlangan fj. to'p- 

lam funksiyasi a — addituvdir.
5.8-teorema. Lebeg bo'yicha o'ichovli bo‘lgan barcha to'plamlar sistemasi 

Ü{E) . E birlik elementli a — algebradir.

5.17-ta’rif. 0 ‘lchovli to'plamlar Sistemasi ÎX(E) da aniqlangan va iX{E) 

da tashqi o'ichov ¡1* bilan ustrna-ust tushuvchi n  funksiya m o'ichovning 

/./ =  L(m ) Lebeg davomi deyiladi.
5.9-teorema. Istalgan boshlang'ich m, o'ichov uchun Lebeg bo'yicha 0 ‘l- 

chovli to'plamlar sistemasi 1l(E) ô— halqa bo'ladi. Sanoqli sondagi o'ichovli
OC

A i, A 2 , . . . ,  A n, . . .  to'plamlar birlashmasi bo'lgan A  =  U A n to'plamningn— 1
o'ichovli bo'lishi uchun /.«  ̂U A kj miqdoming n ga bog'liqsiz o‘zgarmas 

bilan chegaralangan bo'lishi zarur va yetarli.
Lebeg o‘lchovining yana bir xossasini keltiramiz.

5.18-ta’rif. Agar /u(A) =  0 va A 1 C A bo'lishidan A' ning o'ichovli 

ekanligi kelib çhiqsa, ¡à o'ichov to‘la deyiladi.

Agar fj, o'ichov to'la bo‘lsa. A 1 to'plam uchun fl(A') =  0 bo'ladi.

Ixtitoriy o'ichovning Lebeg davomi to'la bo'ladi. Haqiqatan ham. A' C A. 
¡¿(A) =  n*(A) = 0 bo'lsa., n*(A') =  0 bo'ladi va B  = 0 e  6 m ni olsak.

fi*(A'A$) = p,*(A)  =  0

bo'ladi, yani A' ning o'ichovli ekanligi va p(A')  =  0 kelib chiqadi.

5.8. O'ichovsiz to'plamlarning birlashmasi o'ichovsiz bo'ladimi?
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Yechish. Oichovsfz to'plamlarnmg birlashmasi o‘lcnovli ham o'leliovüiv 
ham bo'lishi mumkin. Masalan, .4 C [0. ll o'lchovsiz to‘plam bo'lsin. u holdn 

B = [0, 1]\.A ham o'lchovsiz to'plam bo'ladi. Ularning birlashmasi .4 U />’

[0, 1] esa. o'lchovli to'plam. Agar A C [0. 1) o'lchovsiz to'plam, B C j I. 2) 

o'lchovsiz to'plam bo'lsa, u holda ularning birlashmasi C = A  Ü B  to'plam 

uchun, Ao =  C  n  Eq = A  o'lchovsiz to'plam bo'lganligidan 5.6-ta’rifga. ko'ra 
C =  A U B o'lchovsiz to'plam bo'ladi. , □

•

5.9. F(x)  =  [x] funksiya, yordamida. qurilgan f ip— Lebeg-Stiltes o'lchovi 
diskret o'lchov bo'lishini ko'rsating.

Yechish. F(x)  =  [z] funksiya monoton kamaymaydigan o'ngdan uzluksiz 

funksiya bo'lib. uning qiymatlar söhäsi butun soillar to'plami Z dan iborat. 

Butun sonlar to'plami esa sanoqli to'plam bo'lganligi uchun, 5.13-ta’rifga ko'ra. 

Hf  diskret o'lchov bo'ladi. □

U y vazifalari va m avzuni o 'z lash tirish  uchun m asala la r

5.10. To'plam funksiyasi m ' : OT(6 ) —> R o'lchov bo'ladi. Isbotlang.

5.11. (5.1) tenglik bilan aniqlangan m! : SPT(6 ) K funksiyaning qij^ma- 

ti A sodda to'plamni chekli sondagi o'zaro kesishmaydigan oraliqlar 

yig'indisiga yoyish usulidan bog'liq emas. Isbotlang’. ■

5.12. m! : 9Jl(6) —> ® o'lchov m  : 6  —» K o'lchovning davomi bo'ladi. 
Isbotlang.

5.13. Ikki sodda to'plamning birlashmasi, kesishmasi, ayirmasi va simmetrik 

ayirmasi yana sodda. to'plam bo'ladi. isbotlang.

5.14. Agar A € DJl(&) to'plam oraliq bo'lsa. u holda m'(A). — m(A)  bo'ladi. 
Isbotlang.



5.15. Agar A e 9Jt(S) to‘plam chekli sondagi o‘zaro kesishmaydigan Ai, A2,
n

. . .  ,An sodda to!plainlarning yig‘indisi, ya’ni A =  JJ Ak shaklda tasvir-
fc=l

lansa, quyidagi tenglikni isbotlang:
ri

m '(A ) = m> • 
k= 1

5.16. Agar A e  971(0) sodda to!plam. {A,.,}— sodda to!plamlarning chekli 

yoki sanoqli sistemasi bo‘lib, A c  U A„ bo:lsa,n

m ' (A) <
n

tengsizlik oi'inli bo'ladi. Isbotlang.

5.17. A sodda to'plain sanoqli sondagi o‘zaro kesishmaydigan A\, A i , . . . .
An, . . .  sodda to ;plamlarning yig‘indisidan iborat. ya’ni

n—1

bo'isin. U holda quyidagi tenglikni isbotlang:

i'G4) =  m'm
n= 1

5.18-5.23-misollarda keltirilgan A  C M ni sodda to^plam ekanligini ko'rsa- 

ting. Uni eng kam sondagi 6‘zaro kesishmaydigan Pi, P2. . . . ,  Pn oraliqlar
n

birlashmasi ko‘rinishida tasvirlang. A  =  u y o y i l m a d a n  foydalanib, A 
to'plamning o‘lchovini toping.

5 4
5.18. A =  U !32-", 23~n) . 5.21. A = (J

71=1 71=1

n  0 — n
4^ 1- 4 n

5.19. A -  U ;33_'\ e4-") • 5-22- A =  U
7? —  1

4
5.20. A -  (J

n = l

. 4.
:=1 \ n  8 ' n  24

6 - ^  5 . 2 3 . i = U ^ - ^ 42(n +  l) ! : 2n! /  ’ ’ n = i\n  o ’ n  5
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5.24. Ikkita. yarim halqaning Dekart ko‘paytmasi yarim halqa b o  ^ 

lang.

5.25. S x 6  =  6 2 tenglikni isbotlang.

5.26. Tekislikdagi barcha. to‘g‘ri toh'tburchaklar sistemasi — ©- 

tashkil qiladi. isbotlang.

"Serpin gilami" nomli ma-sala. M2 dagi E =  [0, 1] x [0

V

1 = 1 . y =  ? t.ogi'i chiziqlar yordarnicl ̂  

kvadra.tla.rga bo‘lamiz va markazdagi ochiq

1 2

m x

Pi (,r. //) : '.J < -r < o-
1

3 : 3

VVH(||'||| 

bir Xi|

kvadratni (5.5a-chizma) tashlaymiz. Keyin qolgan 8 ta  k v a d r a t ^ ^

yuqoridagidek 9 ta bir xil kvadratlarga bo'lamiz (5.5b-chizma.) ^

kvadratni tashlaymiz. Bu jarayonni cheksiz marta. da.vom e ttir  ^
„  i ,IC, % oiriii- 

qolgan to!plamni .4 bilan belgilaymiz. Bu to plamga S e r p in __ x:Oil
berilgf

'/////A

a)

ilornj

5 .5 -c liizm a

5.27. Serpin gilamining o'lchovini toping.

5.28. .4 C [0, 1] -  bilan shunday sonlar to‘plamini belgi^ 

cheksiz o‘nli kasr yovilmasida 2 raqami 3 raqamidan 

to'plamning olchovini toping. .
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5.29. A  C [0, 1] — bilan cheksiz o‘nli kasr ypyilmasida 8 raqami qatnasha- 

digan sonlar to'plam ini belgilaymiz. Uning o'lchovini toping.

5.30. A  C [0. 1] — sliunday to'plainld, uning elementlarini cheksiz o‘nli kasr 

yoyilmasida 1 dan 9 gacha raqamlarning barehasi qatnashadi. Uning 

o'lchovini toping.

5.31. Kantor to'plam i K  C [0. 1] ning Jordan m a’nosida o‘lehovli emasligini, 

isbotlang.

5 .32. "K antor t,arog:i"  nomli masala. K — Kantor to'plam i bo'lsin.

A  =  { ( i , y) : x  e  [0. 1], y  €  K }

to'plam  "K antor tarog'i" deyiladi. A  to'plarn [0, 1] x [0, 1] ning hech 

yerida zieh emas, yopiq va ¡.i(A) =  0. Isbotlang.

11Serpin qabrisioni" nomli masala. R 2 da -[0. 1] x [0, 1] kvadratni x  =
1 2  1 2

x = - ,  y  =  y  =  — tog'ri chiziqlar yordamida 9 ta  teng kvadratlargä 
3 3 3 3
bo'lamiz. Asosiy kvadratning uchlariga yopishgan 4 ta

5.6-chizm a

P1 = { ( x , y )  : 0 < x  <  i  0 < y  <  i
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yopiq kvadratlam i (5.6a-chizma) birinchi rang kvadratlari deb ataymiz.

Bu to 'r t kvadratning birlashmasini A \  =  P\ U P -2 U P$ U P4 bilan bel- 

gilaymiz. Birinchi rang kvadratlarining har birini yuqoridagidek 9 ta  teng 

kvadratlarga bo’lamiz. Birinchi rang kvadratlari P i, P 2, P 3 , P i  uchlariga 

yopishgan kvadratlam i ikkinchi rang kvadratlari (5.6b-chizmada Q \ — Q 16) 

deymiz. Bu 16 ta  kvadratning birlashmasini .4 2 bilan belgilaymiz. Va hokazo 

bu jarayonni cheksiz m arta davom ettiramiz. N atijada ichma-ich joylashgan 

A i D 'A 2 D . . .  D A n  D ■.. ketma-ketlikka ega bo'lamiz. Ularning kesish-

5.33. Serpin qabristoni A  ning o-lchovi nol (p { A )  =  0 ). va [0, 1] x [0, 1] 

kvadratning hech yerida zich emasligini isbotlang.

5.34. , 4 c R  to ‘plamning o!lchovi nolga teng bo!lsa, fi( A ) =  0 bolish i shart- 

mi? Bu yerda A  — A  krplam ning yopig'i.

5.35. 4 c K  chegaralanmagan musbat o!lchovli to ‘plam bo;lsin,;u holda shun- 

day x , y  e  A  lar mavjudki x  -  y  e  Q  bo'ladi. Isbotlang.

5.36. A  C R ixtiyoriy musbat olchovli to''plamb<rlsin, u holda shimday x , y  6 

A  mavjudki x  — y  £  R \Q  bcrladi. Isbotlang.

5.37. R  dag'i nol o‘lchovli to ’plamlar sistemasi a  — halqa. bo‘lishini isbotlang.

5.38. i c R  Borel tipidagi to'plam  ekanligini ko:r,sating, uning Lebeg o'lcliovini 

toping:

OO
masini A  =  fl A n bilan belgilaymiz. A  to 'plam  Serpin qabristoni deyiladi.

c) A  =  [0, 1]\Q.



5.39. Quyida berilgan A d  to !plamning Borel tipidagi to ‘plam  ekanligini 

ko'rsating, keyin uning 'o‘lchovini toping.

a) A  =  (R \Q ) n  [0. 1], 

c) A  =  [a, oc),

1

b) A  =  {x G R  : x 4 G Q} , 

d) A =  IJ (n — n +  ^ -) ,) V_/ V. on ’ O n 'n==0 ^ ^

e) /1 =  U
».=0

n  —
1_

¥ f) U
n = 0

_1_
5 "’

1
5"

fl

5.40. Shunday {A,,} "Borel tipidagi to‘plam" larga inisol keltiringki, quyida- 

gilar bajarilsin:

a) f i (A n) =  1, h  >  1, U A n =  R,n=i

b) /i(A„) =  +oc, A„ D A n+1, n  >  1, fi f  f j  A nJ  =  1,

c) (J*(A„) =  +oc, n >  1. n  A ,, =  N,
/ 1 = 1

d) /¿(A„) =  + o o : f l  Am =  0. n /  m, n. m  G N.

5.41. .4 C R 2 ning "Borel tipidagi to ‘plam" ekanligini koi'satib. uning 

o!lchovini toping:

a) A  =  i  (x , y) g R 2 : i G R,  0 <  y  <

b) ,4 =  j ( .r ,  y) G

1 + x 2 

1 <  x  < 1, 0 <  y  <
v T

5.42. a G (0, 1) ixtiyoriy son bolsin . [0. 1] kesmaning o‘rtasidan uzunligi
a ( 2  — a  2 4- a '
-  ga teng A  i = , ^  j  intervalni chiqarib tashlaymiz. _4i 

ni o‘rta  interval deb ataymiz. Ikkinchi qadamda qolgan ikki kesmaning

uzunligi — ga teng bolgan o‘rta  intervalini chiqarib tashlaymiz. Bu in- 
8

tervallar birlashmasini A 2 bilari belgilaymiz. Uchinchi qadam da qolgan 

to ‘r t ta  kesmaning liar biridan uzunligi —  ga teng bo‘lgan o‘rt.a inter-
oZ

valini chiqarib tashlaymiz. Ularning birlashmasini A 3 orqali belgilaymiz.
CO

Bu jarayonni cheksiz davom ettiramiz. A  bilan [0. 1]\ U A n to ‘plamni 

belgilaymiz. A  ning o‘lchovli ekanligini ko!rsatihg va uning olchovini 

toping.
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.'».43. 5.42-misolda keltirilgan A  to ‘plam [0, 1] kesmauing liech yorida /icli 

emasligini isbotlang.

5.44. A  c  [a, b] o‘lchovli to‘plam va n (A )  =  A >  0 bo'lsin. U holda f ( x )

x )  D A ) funksiyaning uzluksizligini isbotlang. /  : [a,, ft] > № 

funksiyaning qiymatlar soliasini toping.

5.45. [0, 1] kesmada [0. 1] dan farqli va o'lchovi 1 bo'lgan yopiq to ‘plam 

mavjudmi?

5.46. Tekislikda shunday o'lcliovli A c R 2 to ;plarnga misol keltiringki, uning 

koordinata o‘qlariga proyeksiyalari o'lchovsiz bo‘lsin.

5.47-5.49-rnisollarda A \ c  ,4 shartni qanoatlantiruvclii -4 va A i  to ‘plamlar 

berilgan, A \j4 i to !plam niengkam sondagio‘zarokesishmaydigan P \, P2 ,
n

to‘g‘ri to ‘rtburchaklar birlashmasi ko'rinishida tasvirlang. A \A i =  IJ Pk
k=1

yoyilmadan foydalanib A\.A \ to ‘plam o‘lchovini toping.

5.47. A  =  {(x, y) : 0 <  x  < 7, 0 <  y < 7} .

M  =  {(a:, y) : 4 <  x  <  6, 3 < y  < 5} .

5.48. A  =  { (x ,  'y) : 0 < x  < 7, 0 <  y  7} ,

,4i = { (x . y) : 3 <  x  < 7, 0 <  y < 7} .

5.49. A  =  {{x , y) : 0 <  x  < 7, 0 <  y  <  7} ,

A i =  {(2 . y) : 0 <  x  < 7, 0 < y  <  6} .

5.50-5.64-rnisollarda keltirilgan tasdiqlarni isbotlang.

5.50. A  c  R to ‘plam o‘lchovli bo'lishi ucliun ixtiyoriy e >  0 ga ko!ra  shunday 

G (G  D  A) ochiq to 'plam  ma.vjud bo:lib, /j,* (G \A ) < e tengsizlikning 

bajarilishi zarur va yetarli.
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5.51. Agar A  ;.C R o'lchoyli to 'plam  bo'lsa. u holda ixtiyoriy e >  0 uchun 

shunday G (G  C -4) yopiq to 'plam  mavjud bo'lib, /x* (A \G ) <  s. t.efng- 

sizlik bajariladi.

5.52. Agar A  C B  bo'lsa, ß*(A )  <  ß*{B )  bo'ladi.

5.53. Agar A  — sodda to 'plam  bo'lsa., u holda ß* (Ä ) =  m l ( A ) tenglik o'rinli.

5.54. Agar chekli yoki sanoqli sondagi { A n} to 'plam lar sistemasi uchun A  C 

U  A v bo'lsa, u holda quvidagi tengsizlik o'riiili
n

ß*{Ä) < 5 3  M* ( A ,)  ■
11

5.55. Agar A  G [0. 1] o‘lchovli to 'plam  bo'lsa, [0, 1]\j4 ham o‘lchovli bo'ladi.

5.56. Agar A  va. B  to'plam lar o'lchovli bo'lsa, u holda A u B . A D B , A A B ,  A \ B  

'to'plamlar o'lchovli bo'ladi.

5.57. O'lchovli to 'plam lar sistemasi il(R ) halqa tashkil qiladi.

5.58. Chekli sondagi o'lchovli to'plam larning birlashmasi va kesishmasi yana 

o'lchovli to'plamdir.

5.59. Agar A  va B  la.r o'zaro kesishmaydigan o'lchovli to ‘pla.mla.r bo'lsa, u 

holda ß (A  U 5 ) =  ß (Ä )  +  f.i(B) tenglik o'rinli.

5.60. Agar A  va. B  la.r o'lchovli to'plam lar bo'lsa, quyidagi tengliklar o'rinli:

a) fi(A  U B ) =  /-i(A) +  ß {B ) — ¡.i(A f l B ),

b) / j (A A B )  = n (A )  +  ß (B )  -  2(jt{A n B ).

5.61. Ixtiyoriy ikkit.a A  va B  to 'pläm lär uchun quyidagi tengsizlik o'rinli:

\ ß * ( A ) - S ( B ) \ < f i * ( A A B ) .

5.62. .4 C E  =  [0, 1] o'lchovli to 'plam  uchun ¡i (E \ A ) =  1 — ß (A )  tenglik 

o'rinli.
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i H.'!. Sanoqli sondagi o'lchovli to'plam larning birlashmasi va kesishmasi yana

(»‘lchovli to ' plamdir.

ii (H. O'lchovli to 'plam lar sistemasi ll(M ), er — algebra tashkil qiladi.

’i (15. O'lchovning er— additivlik xossasidan foydalanib. quyidagi to'plamlar- 

uing o'lchovini toping:

5,06. 0 ‘lchovni;ig uzluksizlik xossasi va uning natijasidan foydalanib, quyidagi 

t.o'plamlarniüg o‘lchovini toping:

5.(¡7. Chegaralangan o'lchovsiz to'plam ga niisol keltiring.

5.68-5.75-rnisollarga harn 5.8-misol kabi javob bering.

5.68. 0 ‘lcfaovsiz to'plamlarning kesishmasi o!lchovsiz bo'ladimi?

5.69. 0 £lchovsiz to'plamlarning ayirmasi o'lchovsiz bo'ladimi.''

5.70. 0 ‘lchovsiz to'plam larning simmetrik ayirmasi o'.lchovsiz bo'ladimi?

5.71. A c  E  =  [0, 10] o‘lchovsiz to 'plam , B  c  E  o'lchovli to'plam . Ularning 

birlashmasi o'lchovli bo'lishi mumkimni? A  C B  holni tahlil qiling.

5.72. A C . E  o'lchovsiz to'plam, B  C E  o'lchovli to'plam. A n B  -to'plam 

o'lchovli bo'ladimi? A  f) B  =  0 , B  C A ,  A  C B  hollarni tahlil qiling.

c) .4 =  U  ¡ l - U  +  V '  5 +  ( l  +  V ) ;
n—l  L ^  TI J



5.73. A  C  E  o'lchovsiz to'plam . B  C E  o'lchovli to''plam bo!lsin. A \ B  

to‘piam o'lchovli bo'lishi mumkinmi? A  C B , B  C A  hollami tahlil 

qiling.

5.74. A  c  E  o'lchovsiz to'plam , B  c  E  o'lchovli to 'plam  bo’lsin. B \ A  

to'plam  qanday hollarda o'lchovli, qa.chon o'lchovsiz bo'lishini misollarda 

tushuntiring. A n ß  =  0 . B  C A ,  A  C B  hollami tahlil qiling.

5.75. A  c  E  o'lchovsiz to'plam , B  c  E  olchovli to 'plam  bo‘lsin. A A B  

to‘plam o'lchovli bo‘lishi mumkinmi? A  fl B  =  0 , B  C A ,  A  C B  

hollami tahlil qiling.

5.76. A \ D A 2 D ■ ■ ■ D A n D ■ ■ • o'lchovli to‘plamlar ketma-ketligi uchun
OC
fl An) =  lim n(A„) tenglikni isbotlang.n—1 n—»OC

5.77. O'lchovli to'plam larning A\ c A% C  • • • C  A n C • • • ketma-ketligi uchun
OC

ß{  U A n) =  lim ß(A„) tenglikni isbotlang.n=l n—»OC

5.78. Agar H (R )— sonlar o'qidagi Lebeg m a’nosida o'lchovli to 'plam lar sis- 

temasi. [a, 6] ixtiyoriy kesma bo'lsa, u holda [a, 6] kesmada saqlanuvchi 

o'lchovli to 'plam lar sistemasi c — algebra tashkil qiladi. Isbotlang.

5.79. Kantor to'plamining o'lchovi nolga teng ekanligini isbotlang.

5.80. Ixtiyoriy A  c  IR sanoqli to 'plam  uchun /.<(̂ 4) =  0 ekanligini isbotlang.

5.81. A  va B  lar sonlar o'qidagi nol o'lchovli to 'plam lar bo'lsa, A  U B  va 

A A B  lar ham 110I o'lchovli to 'plam lar bo'ladi. Isbotlang.

5.82. A  c  M nol o'lchovli to 'plam  va- ixtiyoriy ß c ß  to 'plam  uchun ß (A  fl

B ) =  0 ekanligini isbotlang.

5.83. Sonlar o'qidagi barcha nol o'lchovli to 'plam lar sistemasi a  halqa va <5 

halqa bo'lishini isbotlang.

5.84. Sonlar o'qidagi barcha nol o'lchovli to 'plam lar sistemasi simmetrik ayirma 

amaliga nisbatan kommutativ gruppa bo'lishini isbotlang.



' Mft. Sonlar o‘qida kontinuurri quw atli, nol o'lchovli to ‘plamga misol keltiring.

l> Mt, [0, 1] kesmada, o'lchovi 0,9 ga teng bo‘lgan va [0, 1] ning liech yerida 

zieh bo'lmagan mukammal to 'plam ga misol keltiring.

fi,K7. [0, 1] kesmada, o'lchovi 1 ga teng bo‘lgan va [0, 1] ning liech yerida 

zieh boHmagan mukammal to ‘plam mavjudmi?

ft,H8. A  c  [0, 1] hech yerda zieh bo‘lmagan nol o‘lchovli to 'plam  bo‘lsa, uning 

yopig'i A  ham nol o‘lchovli to ‘plam bo!lishi shartmi?

ft.KO. [0, 1] kesmada. nol o'lehovii va [0, 1] ning haiiima yerida zieh kontinu- 

um quw atli to ‘plamga misol keltiring.

fi.1)0. Shunday nol o‘lchovli A  c jR va B  c l  to ‘plamlarga misol keltiringki, 

ularning arifmetik yigiindisi A  + B  — {c. : c =  a +  b, o €  A , b e  B }  

musbat, o!lchovli bo!lsin.

ft.01. Shunday A  C [0, 1] va B  C [0, 1] to lplamlarga. misol keltiringki. 

quyidagilar bajarilsin: ß ( A ) =  ß ( B )  =  0. ß (A  +  B ) = 2 .

ft,02. F ix )  =  2 x + l  funksiya yordamida qurilgan ß p  — Lebeg-Stilt.es o‘lchovi 

absolyut uzluksiz olchov bo'lishini isbotlang.

ft.03. ß p . F (x )  =  2x + 1 o'lchov bo!yicha A  — (1, 5] to ‘plamning o'lchovini 

toping.

f>,94. ß p . F (x )  =  [x] Lebeg-Stiltes o'lchovi bo!yicha. A  — (1, 5] U {7. 8} 

to ‘plamning o'lchovini toping.

Qurilishi Kantor to ‘plami — K  (3.5-misolga qarang) bilan bog‘liq bo‘lgan 

Kantorning zinapoya funksiyasin i (5.7-chizma) keltiramiz. Kantorning zinapoya 

funksiyasini £  bilan belgilaymiz va uni M da quyidagicha aniqlaymiz: &(x) =

0, x  G (—oo,0] va Ä(x) =  1, x  €  [ l .o o ) . Ä  ni [0, 1]\A' da quyidagicha 

aniqlaymiz. K \  =  to !plara va unirig chegarasida.(5.7-chizmaga qarang)
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1 2
3 ’ 3

А'г — A 2i U А 22 1 2
9 ! 9 U  ^  to ‘plam  va uning d iegarala rida

Я (х ) =  <

1
4 :
3
4'

Endi

fr=i

a<?ar X  G 

a p a r  £  G

L  —
33’ 33

1 2
9 : 9 
7 8 
9 ’ 9

19 20
F ’ 33

to 'p lam  va uning chegaralarida

2k — 1
Â(æ) =

23
X G К'зк, k  =  1 .2 ,3 ,4 .

Y

i -

7/8 -

3/4 -

5 /8  -  

1 /2  -

3 /8  -  

1 /4

1/8 Ч  —

! ! i 

1 /9  2 /9  1 /3

25 26 
33 ’ 33

I i I I ►
2 /3  7 /9  8 /9  1  *

5.7-chizm a

2”~
Xuddi shunday. /C/? =  1J to*plamning A: — qo;slmi intervali va un- 

fc=i
ing chegarasida

9 / r  _  1  _______

&(.x ) =  x e  K nk; k =  1.2-, 3 , ,  2"“1.Z
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Sliunday qilib, K TI to ‘pla.mlar va ulaming chegaralaricla & funksiya aniq-
OC

lullt li. ßu  U K n =  [0. 1]\A' to ‘plam [0, 1] kesmada zieh. Endi xo e  K  soni
TI —  1

M l'imksiya aniqlanmagan biror nuqta boTsin, u holda

ilrymiz. Hosil qilingan funksiya K antorning zinapoya funksiyasi deyiladi.

5,1)5. Kantorning zinapoya funksiyasi ß. ning [0, 1] kesmada uzluksiz, mono­

ton kamaymaydigan funksiya ekanligini isbotlang.

fi.iHi. Kantorning zinapoya funksiyasi F (x )  =  A ( x )  yordamida qurilgan Lebeg- 

Stiltes olchovi — ß& bo:Lsin.

a) ¡in ning: singulyar olehov ekanligini isbotlang.

b) ß si(K ) =  1 tenglikni isbotlang. Bu yerda K  -  Kantor tö ‘plami.

c) A  Kantor to ‘plamini saqlovchi (K  c  A ) ixtiyoriy to ‘plam bo‘lsin. 

ß&{A) =  1 tenglikni isbotlang.

fi.07. a) F (x )  — x  funksiya yordamida qurilgan Lebeg-Stiltes olchovi absolyut 

uzluksiz o‘lchov boiadim i?

b) F (.t) =  2[x] +  1 funksiya yordamida qurilgan Lebeg-Stiltes olchovi 

diskret olchov boiadim i?

c) Singulyar Lebeg-Stiltes olchoviga misol keltiring.

5.98. Additiv, ammo o — additiv bolm agan o1 Ichovga misol keltiring.

5.99. Har bir .4 C I  to :plamga

neNnA-

sonni mos qo‘yamiz. m  to ‘plam funksiyasi ö‘lchov bolishini ko!rsating. 

A  — (—oc, 0) va B  =  [1, 4] to ‘plamlarning o'lcliovlarini toping.

A  ( x q )  =  sup { ä ( x )  : x  <  x o , x  e  U K n
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I b o b n i tak ro rla sh  uchun te s t savollari

1. Quyidagi tengliklar ichidan to ‘g‘rilarini ajrating.

1. A A B  =  (A  U B ) \ ( A  n  B ), 2. A A B  =  (A  U B ) A ( A  n  B ),

3. A A B  =  ( A \ B )  U ( B \A ) .

A) 1. 2 B) 2, 3 C) 1, 2, 3 D) 1. 3

2. E — universal to'plam . Ikkilik munosabatlarini toping.

1) E \ U A a =  n ( E \ A a), 2) E \ n A a =  U ( E \A a)

3) A A B  =  ( A U B ) \ { A n B ) : 4) ( E \ A ) A ( E \ B )  =  A A B  

A) 1. 2 B) 2. 3 C) 3. 4 D) 1, 4

3. A  va B  to ‘plamlar o'zaro kesishmaydi. Quyidagilar ichidan tq 'gi'ilarini 

ajrating. 1) A A B  =  .4 U B , 2) A \ B  =  3) B \ A  =  B

A) 1. 2 B) 2, 3 C) 1. 2, 3 D) 1. 3

4. A \  va A 2 to 'plam lar o!zaro kesishmaydi. Quyidagilar ichidan t,o‘g!rilari- 

ni ajrating. 1) S i fl Bo C (A \ A  B \)  U (A 2 A  Bo), 2) =  0 ;

3) ,4iA .42 =  -4iU 42, 4) (J4 iU 4 i2 )A (S i U Bo) C (4 iA I3 i)  U ( 4 2Ai?2) 

A) 1. 2, 3 B) 2, 3. 4 C) 1. 2, 3, 4 D) 1. 3. 4

5. /  : K —> K. f ( x )  — [0,5 a;] akslantirish berilgan. Bu yerda [x] belgi x  

sonining butun qismi. Agar A  =  [0. 8] bo!lsa, f ( A )  ni toping.

A) {0; 1; 2; 3; 4; 5: 6; 7} B) [0, 8]

C) {0; 1; 2; 3; 4; 5; 6: 7; 8} D) {0; 1; 2; 3; 4}

6. /  : X  —> [5, 26], / ( x ) = x 2 +  l funksiya berilgan. / — ustiga (suryek- 

tiv) akslantirish bo!ladigan maksimal X  to'plam ni toping.

A) [ -5 ,  - 2 ]  U [2. 5] B) [ -2 ,  5] C) [2, 5] D) (2, 5)

7. /  : [0.7r] —► [— 1.1], f ( x )  =  co sx . g : [0,?r] —> [0.1]. g(x ) =  s in x .  

ip : [0, ^ ] —* [0,1]. ip(x) =  sinx , ip : [0. 2] —» [0.5], ip(x) =  x 2 +  1 

akslantirishlar ichidan suryektivlarini ajrating.

A) f . g . i p  B) f :g,rp C) g,<p,i> D) f , ip .ib



8. /  : [0. tt] —> [—1,1], / ( x )  =  cos.r. g : [0.7r] —► [0,1], g{x) =  sin.r.

V5 : [0; —] —> [0 ,1]. ¡p(x) =  sinz , i> : [0 ,2] —> [0.5], y>(x) = x 1 +  1 

akslantirishlar ichiclan biyektivlarini ajrating.

A) f , g  B) v  C) f'.tp  D) ¡p,ib

9. Quyidagilar ichidan sanoqli to'plam larni ajrating.

1) Jahon banklaridagi valyutalar to'plami.

2) Barcha ratsional sonlar to'plami.

3) Yer sharidagi barcha qushlar to :plami.

4) Barcha tub  sonlar to ‘plami.

A) 1, 3 B) 2, 4 C) 1, 2, 3 D) 1, 3, 4

10. Quyidagi tasdiqlar ichidan to'g 'rilarini ajrating.

1) Chekli to ’plamlarning ayirmasi chekli to ‘plam bo!ladi.

2) Sanoqli to-plamlarning ayirmasi sanoqli to ‘plam bo‘ladi.

3) Kontinuum quvvatli to'plam larm ng ayirmasi kontinuum quw atli to !p- 

lam bo'ladi.

A) 1, 3 B) 2, 3 C) 1 D) 1, 2, 3

11. Quyidagi tasdiqlar ichidan to !g‘rilarini ajrating.

1) Chekli to !plamlarning kesisiimasi chekli to ‘plam boUadi.

2) Sanoqli to !plamlarning kesishmasi sanoqli to 'plam  bodadi.

3) Kontinuum quvvatli to ‘plamlarning kesishmasi kontinuum quvvatli 

to 'plam  bo'ladi.

A) 1, 3 B) 2, 3 C) 1 D) L 2, 3

12. Quyidagi tasdiqlar ichidan to'g 'rilarini ajrating.

1) Chekli to'plamlarning birlashmasi chekli to 'plam  bo'ladi.

2) Sanoqli to'plamlarning birlashmasi sanoqli to 'plam  bo'ladi.

3) Kontinuum quvvatli' to'plam larning birlashmasi kontinuum quvvatli 

to 'plam  bo'ladi.

A) 1, 3 B) 2, 3 C) 1 D) 1, 2, 3
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13. Kesishmasi kontinuum, simmetfik ayirmasi sanoqli bo'lgan A \ va 

kontinuum quvvatli to 'plam larga rnisol keltiring.

A) A i  =  [0, 1], A2 =  (0, 1) B) A i  =  [0, 1], A 2 =  [0, 1] U Q

C) A \ =  [0, 00), Ao =  [—2. oo) D) A 1 =  (—00. 0]: Ao =  (0. 00)

14. Chekli to 'plam lar ko!rsatilgan javobni toping.

A) Q. Z, N B) {2; 3}: 0 C) {2; 3} , [0, 1]. Z  D) R, Q. Z

15. Sanoqli to'plam lar ko'rsatilgan javobni toping.

A) Q, Z ; N B) {2: 3}. 0 C) {2 ;3} , [0. 1], Z D) R, Q, Z

16. Kontinuum quvvatli to 'plam lar ko'rsatilgan javobni toping.

A) Q. Z, N B) {2; 3}. 0 C) { 2 ;3 } , [0: 1], Z  D) [0, 1],. R. R \Q

17. Ekvivalent to ‘planilar ko'rsatilgan javobni toping.

A) Q  ~  Z ~  N ~  R  B) [0, 1] ~  [0, oo) ~  R  ~  Q

C) [0, 1] ~  R  ~  R 2 ~  R \Q  D) [0, 1] ~  R ~  R \Q  ~  Q

18. Sonlar o‘qidagi barcha [a. b) yarim intervallar sistemasi & :

A) Yarim halqa bo'ladi. haiqa bo‘lmaydi.

B) Halqa bo'ladi, algebra bo'lmaydi.

C) Ham halqa. ham algebra bo'ladi;

D) Ham algebra, ham a  algebra bo'l'adi.

19. Sonlar o‘qidagi barcha chekli to 'plam lar sistemasi 6  :

A) Yarim halqa bo'ladi, halqa bo'lmaydi,

B) Halqa bo‘ladi, algebra bo'lmaydi.

C) Ham halqa. ham algebra bo'ladi.

D) Ham algebra, ham a  algebra bo‘ladi.

20. Sonlar o'qidagi barcha chekli, sanoqli va kontinuum quvvatli to'plam lar 

sistemasi © :

A) Yarim halqa bo‘ladi, halqa bo'lmaydi.

B) Halqa bo'ladi. algebra bo;lmaydi.
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C) Ham halqa., ham algebra bo'ladi.

D) Ham algebra, ham a  algebra, bo'ladi.

21. Sonla.r crqidagi barcha chegaralangan to ‘pla.mlar sistemasi 6  :

A) Yarim halqa bo‘ladi, halqa bo‘lmaydi.

B) Halqa bo'ladi. algebra bo‘lmaydi.

C) Ham halqa., ham algebra bo'ladi.

D) Yarim halqa tashkil qilmaydi.

22. Tekislikdagi barcha to ‘g‘ri to 'rtburchaklar sistemasi & :

A) Yarim halqa. boiadi, halqa bo‘lmaydi.

B) Halqa bo‘ladi. algebra bo'lmaydi.

C) Ham halqa, ham algebra b'o'ladi.

D) Ham algebra, ham a  algebra bo‘ladi.

23. E  =  {(x, y) : 0 < X; <  1, 0 <  y  <  1} birlik kvadratdagi barcha 

elementar to ‘plamlar sistemasi & :

A) Yarim halqa. bcrladi, halqa bo‘lmaydi.

B) Halqa. bo‘ladi. algebra bo‘lmaydi.

C) Ham halqa, ham algebra bo'ladi.

D) Ham algebra, ham a  algebra bo’ladi.

24. E  =  [0. 1] to 'plam ning barcha. qism to ’plamlaridan tashkil topgan 21 (E )  

sistema simmetrik ayirma A amaliga nisbatan gruppa tashkil qiladi. 

Uning birlik elementi e (e  * x  =  x  * e — e) ni toping.

A) e =  [0, 1] B) e =  0 C) e =  {0} D) e =  (0, 1)

25. E  =  [0, 1] to 'plam ning barcha qism to ’plamlaridan tashkil topgan 21(1?)

. sistema. simmetrik ayirma A amaliga nisbatan gruppa tashkil qiladi. Bu

gruppada x  =  (0, 1) elementga teskari elementni toping.

A) .r -1 =  {0} B) a r 1 =  0 C) a;-1 =  (0, 1) D) a-“1 =  [0, 1]

26. P  =  1 1,4 <  x  <  5^, 2 ,5 .<  y  <  to ‘g;ri to ‘rtburchakning o'lcho- 

vini toping.



A) 20 B) 21 C) 18. 75 D) 20,4

27. P  =  {0 <  x <  1, 0 <  y < 1} va Q =  {0,3 <  x  < 0 ,8, 0 <  y  <  1} 

to ‘g‘ri to 'rtburchaklar kesishmasining olchovini toping.

A) 0 ,5  B) 0 ,8  C) 0,15 D) 0,75

28. P  =  {0 <  x  <  1, 0 <  y  <  1} va Q =  {0,5 <  x  <  1,5, 0 <  y  <  1} 

to 'g ‘ri to !rtburchaklar birlashmasining o‘lchovini toping.

A) 1,3 B) 1 ,4  C) 1,5 D) 2

29. P  =  {0 <  x  < 1, 0 < y  < 1} va Q  =  {0,5 <  x  <  1,5, 0 <  y  < 1} 

to ‘g‘ri to ‘rtburchaklar simmetrik ayirmasining o'lchovini toping.

A) 0 ,5  B) 1 C) 1,5 D) 0,8

30. P  =  {0 < x  < 5, 0 <  y < 5}, Pi =  {0 <  x <  2, 0 < y < 2}. P \ P X 

ayirmaning chekli yoyilmasida eng kamida nechta tO‘g‘ri to^tburchak qat- 

nashadi?

A) 4 B) 3 C) 2 D) 5

31. A  =  {0 <  x  <  1, 0 <  y  < 0,2} U {0 <  x  < 1, 0. 8 <  y <  1} 

elementar to ‘plamning o'lchovini toping.

A) 0 ,2  B) 0 .3  C) 0 ,4  D) 0,5

32. A  — {0 ’< x  <  1, 0 < y < x }  to ;plamning tashqi o‘lchovini toping.

A) 0 ,2  B) 0 ,3  C) 0 ,4  D) 0,5

33. Lebeg o‘lchovining additivlik xossasini k rrsa ting .

A) ¡i i  U A k.) =  ¿  ß ( A kj, Ai n  A j =  0 , i j
\k=1 /  k=1

B) ß  (  U, .4,,) =  E  V<An): . Ai f ) A 3 = $ , i ^ j
V(l = l )  n=1

C) lim ß {A n) =  ß{A ); A  =  Ü A n, ^ C ^ C  -  c  A n c  • • •Tí—»DC n= 1

D) ß  (  U .4.;) <  E  K A n)
\n =1 )  n=1
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.'$4. Lebeg o'lchovining yarim additivlik xossasini ko'rsating.

A) ,j, ( u Ak) =  E  n(Ak), A; n Aj = 0 , i ?  j
1 7 i= l

B) Ai (  U A„) =  E  m(A«), Ai n  A j =  0 . z ^  j
v,!=1 7 n=i

C) lim n{An) =  ¿¿(A), A =  U A„. Ai C A2 c  •••■•' C A„ c  ■ • •

D) aT ^ U  An)  <  E  M(An)\n=i y „=1

35. Lebeg o'lchovining a — additivlik xossasini ko'rsating.

A) n  f  U A*) =  E  M A t), Aj. n  A j =  0 , i /  j  
\i-=i /  A=1
( ■DC \  CXI.'

u . ) =  E  K A „ ) , A i n A j =  0 . i ±  j
n= i  /  n=1

C) lim f i (A n) =  n (A). A =  U A „, A; c  A2 C • • • C An C ■ • •
n ^ O O  77 =  1

. /  00 \
D m ( U A ,A  < E  /‘(A„) y

v»=i /  ■„=!

36. Lebeg o'lchovining uzluksizlik xossasini toping.

A) n  ( G  Aj: j =  E  M.(A*r). A, Pi A,- =  0 . / /  j

B) n  C U An) =  E  m(A„); Ai n  A j  =  0 , i ^  j
Vl!=1 y n = l

C) lim /u(A,t) =  /«(A). A =  U A„, Ai e  A2 C ......C A„ C • • ■
TO—► OO 7? =  1

D) M 1 U A,,^ <  E  M(An)Vn=l /  ,I=1

37. A C [0, 1] — o'lchovsiz to'plam . Quyidagilar ichidan o'lchovsiz to'plamlarni 

ajrating. 1) [0. 1]\A. 2) A n Q ,  3) A n  ([0, lj\Q ) .

A) 1, 3 B) 2. 3 C) 1, 2 D) 1. 2. 3

38. A C [0, 1]— o'lchovsiz to'plam , AT— Kantor to'plami bo'lsin. Quyidag­

ilar ichidan o'lchovli to 'plam larni ajrating.

1) [0, 1]\A. 2) A n  Q, 3) A n  K .

A) 1, 3 B) 2, 3 C) 1, 2 D) 1, 2, 3

39. ¡ip o'lchov F (x )  =  [a:] funksiya yordamida qurilgan Lebeg-Stiltes o'lchovi, 

A =  {1, 2. 3} bo'lsin. h f {A) ni hisoblang.



A) 1 B) 2 C) 3 D) 0

40. F (x )  =  & (x) — Kantorning zinapoya funksiyasi, esa F (x )  yorda-
/1 2 \

mida qurilgan Lebeg-Stiltes o'lchovi bo'lsin. A  — ( 3 =3 ) to ‘plamning 

o'lchovini toping.

A) i  B) I  C) I  D) 0

I  b o b  uchun javob lar va ko’rsa tm a la r

l-§ . To‘p lam lar u s tid a  am allar

10. x  £ £ \fV 4 „ . ixtiyoriy element bo'lsin. U liolda x  £ E  va. x  ^  f]
CV ¿V

bo'iadi. Bmidan shunday a 0 mavjud bo‘lib, x  ning A ao to ‘plamga tegish- 

li emasligiga kelamiz. Demak, x  element A ao to ‘plamning tO‘idiruvchisida 

•yotadi. Shunday qilib, cto uchun x  £ E \A „ 0 rnunosabat o:rinli', bundan biz 

x  £ [ j ( E \ A 0) ga ega bo‘lamiz. Bu esa
CV

( i . i j )
a a

munosabatni keltirib chiqaradi. Endi teskari munosabatni isbotlaymiz. Agar 

x  £ (J(£J\i4„) bo‘lsa, u holda biror cto uchun x  £  E \ A ao bo‘ladi, bundan
a

x  element A ao to 'plam ga tegishli bcvlmaydi, bu esa x  $  f | A a ekanligini
a

bildiradi. Demak, rc £ £7\ f |̂ ekan. Bundan biz
CV

E \ f ) A a ^ { J ( E \ A a ) (1.2 j )
a  a

munosabatga kelamiz. ( l . l j ) ,  (1.2j) munosabatlar (1.4) tenglikni isbotlaydi.

18. A  U B  =  [0. 1], A \ B  =  {0, 1} , A A B  =  {0, 1}, A n  B  =  (0. 1).

19. A  U B  =  {2, 3, 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 15. 16, 18, 20, 21, 22, 2 4 ,...}  ,

A \ B  =  { 2 ,4 , . . . ,  2(3« -  2). 2(3n -  1 ) ,. . .}  , A n  B  =  {6, 1 2 , . . . ,  6 n , .. .}  

A A B  =  {2, 3, 4, 8, 9, 10, 14, 1 5 ,1 6 ,...}  .

20. ,4 U B  =  R, A \ B  = Q , A A B  =  R, .4 n B  =  0.
21. A U  B  =  [0, 1], A \ B  =  A , A A B  =  [0, 1], A n B  =  0.
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22. A  =  j ~ p  n e z j .  S  =  j  — +  — , n  6 z j . Bu yerda B  c  A  munosa- 

bat o'rinli. demak A U S  =  4 , A f ) B  — B , A \ B  =  A A S  =  j — , n  €  Z j  .

23. A to 'plam  l.lk-chizm ada gorizontal shtrixlangan soha, S  to ‘plam 1.1k- 

chizmada vertikal shtrixlangan soha. A U S =  {(x. y) : 0 <  x <  1, 0 <  y  <  1}, 

A \ B  =  {(x, y) : 0 <  x  < 1 , 0 <  y  < x } .

A  fl S  =  {(x, y) : 0 <  x <  1, y  — x} .

A A S  =  {(x, y) : 0 <  x <  1, 0 <  y < x} U {(x. y) : 0 <  x <  1. x <  y  < 1} .

X

l.lk-chizm a

24. A U S — 1.2k-chizmada shtrixlangan soha, A \ B  — chizmada gorizon­

tal shtrixlangan soha. A A S; — chizmada vertikal va gorizontal shtrixlangan 

soha, A r  B  — chizmada qiyalab shtrixlangan soha.

1.2k-chizma

39. Z  =  Z. X  =  {1, 2}. Y  =  {3} . X  x  Y  =  Y  x  X  tenglikdan X  =  Y  

kelib chiqadi.

40. X  x Y  =  {(1,2). (1,4), (3.2). (3.4). (5.2). (5 4)}.

Y  x  X  =  {(2,1), (2 ,3), (2.5). (4,1), (4,3), (4 ,5)}.

X  x  Y  — Y  x  X  tenglik umuman olganda to ‘g‘ri emas.

44. Tb!g‘ri emas, masalan X  =  [0.1]. X \  =  [1,2], Y  =  [2,3], Y\ =  [3,4].

49. A’ =  S U C U D ,  A* .= S f l C n  D.

52. x m =  ( - 1 ) " ’ ketma-ketlik Q ga qarashli, lekin {x„,} ^ (J Q„.
n= l
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9. £(<R) =  <¡ O, J ,  i  10. E ( P ) = R .  l l .  E ( S )  =  [0,oo).

2- §. A k s la n tir ish la r

]
2 ‘ 3

12. g (A )  =  {0 ,1 ,2} , g~1(B )  =  [ 2 ,4). 13.. SH(Á) =  {0},

14. /(..t) =  x.. .g(.r) =  1 - 3;, ( /  +  <?)(.r) =  1,

/ ( x )  =  x , g (x )  =  .t -  3, ( /  -  g){x)  =  3.

26. 2.27-misolga qarang.

27. A  va. B  to ‘plamlar o‘zaro kesishmaydi, ya’ni A  n  B  =  0. Bu yer- 

dau P (A  fl B ) — 0 ekanligini olamiz. Bu to ‘plarnlarning P  akslantirishdagi 

tasvirlaii ustm a-ust tusliadi, ya'ni P {A )  =  [0. 1] ; P {B )  =  [0, 1]. Demak, 

P (A )  n  P { B )  =  [0, 1] f  0 =  P {A  n  B ) .

29. x x \ A  (x)  =  1 -  X a  ( x ) , x a u b  (x) =  X a (x) +  X b  [x)  -  x a  ( x )  ■ X b  ( x )  , 

XAnB (x) =  x a  ( z )  • XB  ( x )  , X a \b  (x)  =  X a  (x)  -  x a  (x)  X b  (x)  ,

XAAB (x )  =  XA ( x )  +  Xb  (x ) -  2x a  (?) • X b  (x ) ■

33. Mavjud. 34. To‘g‘ri emas. 38. X  =  [—3. —2] U [2, 3].

39. f ( A )  =  j i  1, |  2. |  3 .1  4 J  j f  H B )  =  [5,6).

40. X  c  (—oo,0] yoki X  c  [0,-foo) dagi ixtiyoriy to'plam .

41. Bu akslantirish ham syuryektiv, ham biyektiv.

42. Inyektivlari / ,  tp, \¡>. Syuryektivjari / ,  g , 97. Biyektivlari / ,

3- §. To‘p la m la r  q u v v a ti

8. K a =  {(x ,^) : x  — a. —00 < y  < 00} — sinf tekislikda x  — a  vertikal 

to ‘g!ri chiziqdan iborat.

9, K r =  { (x. y, z) : x 2 +  y 2 +  z 2 =  r } — sinf fazoda. markazi koordinata boshi- 

da radiusi r  > 0 bo‘lga.n sferadan iborat.

1 2 . Bo'ladi. 13. f ( 2 n )  =  n .

19. Bu to ‘plamlar 0‘rtasida biyektiv moslikni

/  : R —> (0, 1 ), /.(z) =  — arc tg x  +  ^
TT z

funksiya yordamida o‘rnatish mumkin. Bu akslantirishning biyektiv ekanligi 

arktangens funksiyaning xossalaridan kelib chiqadi.



2 1 . Yo‘q, bu chekli to'plam . 2 2 . A  =  N. В  =  {3 .4 , . . . , , n . . . . } .

23. A  =  N. В  =  {. . .  -  2, - 1 ,  0. 1 .2}. 26. Sanoqli.

33. . 4 -  { ° . S  “  • ■ •, •' • •} to 'p ia m la  bolsín.

U holda [0, 1]\Л  =  (0, 1 ) \ B  = С . A  va В  lar sanoqli to !pla.mlar bo'lganligi 

uchun /  : A  —> В  biyektiv akslantirish mavjud. U holda
i f ( x )> o.gar X ¡2 A  . 

g(x)  =  < ' funksiya [0. 1] ni (0, 1 ) ga biyektiv akslantiradi.
[ x . agar x  e  С

) •  (Х ; У) € [“ I: l ]2-

36. A  С R \Q  biror sanoqli to 'plam  bo‘lsin, u holda В  — Л и Q ham sanoqli 

to 'plam  bolad i. /  : A  —> В  biror biyektiv akslantirish mavjud. U holda
, . [ f ( x ) .  aqar x  € A  

g(x) =  < ' ' funksiya R \Q  ni R  ga biyektiv akslan-
x , agar x  G R \ ( Q Ü  Л)

tirisli bo:ladi.

49. Ekvivalent. 51. Irratsional sonlar uchun.

59. A  =  [0; 1] kontinuum quvvatli bo lgani uehun 3.4-teoremaga. ko;ra, uning 

barcha qisrn to :planilaridan iborat to 'plam  giperkontimium quvvatli bo'ladi.

60. A  c  [0, 1] dagi ixtiyoriy to 'plam  bo'lsin. f ( x )  =  Xa (x ) — A  to'plam ning 

xarakteristik funksiyasini olamiz. U holda x a  xarakteristik fünksiya A  to'plam  

orqali bir qiymatli aniqlanadi. Demak, [0, 1] da aniqlangan va faqat 0 yoki 

1 qivmat qabul qiluvchi funksiyalar to 'plam i bilan [0, 1] ning barcha qisrn 

to 'plam lari o 'rtasida biyektiv moslik mavjud. [0, 1] to'plam ning barcha qisrn 

to'plam laridan iborat sistemaning quvvati giperkontinuum bo'lgani bois [0. 1] 

da aniqlangan va faqat 0 yoki 1 qiymat qabul qiluvchi funksiyalar to'plam i 

giperkoiïtinuum quvvatli to 'plam  bo'ladi.

61. 3.4-teoremaga ko'ra R 2 ning barcha qism to'plam laridan iborat to'plam  

giperkontinuum quvvatli bo'ladi.

62. Bu to 'plam  60-misolda keltirilgan to'plam ni saqlaydi, shuning uchun u 

giperkontinuum quvvatli bo'ladi.

33. / ( x. y) = f a  +  -  a) ,  с + - ( d  -  c)

4- §. T o 'p lam lar s istem alari
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10 . Sonlar o‘qidagi yopiq to ‘plainlar sistemasi.

15. Agar A , B  e  =  H $}Q bo'lsa, u holda ixtiyoriy a  da A , B  G <pa 

bo‘la.di. halqa bo‘lganligi uchun A A B  € A i l  B £  £p„. U holda. 

A A B  G «P va A  n  B  G

23. Yarim halqa bo'lmaydi.

24. Bo!ladi.

25. Yarim halqa bo'ladi. lekin halqa bo!lmaÿdi.

26. Halqa tashkil qiladi.

30. Sistema sanoqli biilashmaga nisbatan yopiq emas. Masalau, A n =  { n - 1 } G 

6  lekin U A n i  6 .
n = l

31. © halqa sifat,ida tayinlangan O x y  koordina,talar sistemasidagi elementar 

to ‘pla.mlar sistemasini olamiz. ©45 halqa sifatida. O x y  ni 45° ga burishdan 

hosil bo‘lgan koordinatalar sistemasidagi elementar to 'plam lar sistemasini bel- 

gilaymiz. © U ©45 sistemaning halqa- emasligi rayshan. Chunki bu to ‘plâmlar 

sistemasi kesishma amaliga nisbatan yopiq emas.

32. ©i =  {A ,  0} , © 2 — {A, {a}, {6. c}, 0 } © 3 =  {A , {&}. {a, c}, 0} . 64 =  

{A , {c}. {a. 6}, 0} , 65 =  {,4. {a}, {&}, {c}, {a, 6}, {a, c}, {6, c}, 0} bu sistema- 

lar ham halqa. ham algebra bo‘ladi. Vßi =  {0. {a}} , '$2 =  {0, {&}} , ^ 3  =  

{0, {c}} bu sistemalar halqa bo'ladi. lekin algebra boimaydi.

33. Halqa tashkil qiladi.

34. Bu sistema simmetrik ayirma amaliga nisbatan yopiq emas. Ma.sa.lan. 

A =  [0,7], B  =  (1,3) uchun A A B  =  [0,1] U [3,7] to!pla.m bu sistemaga 

qarashli emas.

35. A =  (0, 7] x (0,7] va B =  (0, 5] x  (3. 5] to ‘plamlar uchun A A B  bu

sistemaga qarashli emas.

36» Bu sistemada biriik element mavjud emas. Bu sistema halqa boim aydi.

37. Eng kamida 4 ta. to ‘g‘ri to.irtburchak qatnashadi. Minimal perimetr 50.

38. Bu sistema a  — halqa bo‘lmaydi. a  — algebra bo‘lmaydi.

39. Vß.A ning halqa ekanliginiko!rsataymiz. Haqiqatan ham £>1 =  A n B i ,  Bo —



i n  B 2 b o ls ín .  U  ho lda

B i  n  B 2 =  (.4 O B i)  n  (.4 n  B 2) =  A  n  (B i  D B 2) G ^ a -

X uddishundáy

B1A B 2 = (A n B i) A ( A  n B2) =  ((,4 n B U(4n B2)) \  (A  n (B 1 n B.2))  =

= ,4 n  (BiAJ32) G %a

munosabat o'rinli. Demak, ?pA sistema halqa bo'ladi. Bu sistemada A to‘plam 

birlik element bo'ladi, ya’ni sistema algebra bo'ladi. Agar sistema

o  — halqa bo lsa , u holda to 'plam lar sistemasining a  — algebra bo lish i 

yuqoridagidek ko'rsatiladi.

40. X  sa.noqli to 'plam  bolsa.

41. a) Yarim halqa tashkil qilmaydi. b) va c) lar yarim halqa tashkil qiladi. 

Halqa va algebra tashkil qilmaydi.

18. A  =

19. A  —

20 . A =

21. A  =

22. A  =

— . 2)  |J [3 :4 ) , ií(A) =  2

. e )  U [3, e2) U [9 f 3) , fi(A )  =  e
1

27 
_1 _1_ 
60' 24 

3 1
2 5 6 Ü

0 .1

O 'lchov li to 'p la m la r

26 
27'

,3 e2 + e

_L 5 
Te: 2 

1
256 

3 13 
8 '2 4

M(A ) = 

M(A) =

'8 0 '
61

256'

U ( - )  u  í - -^  \ q o ,1 1 \ 3 24 ^ )  =  - -  ^  > 24

1
27. n (A )  =  0. 28. /¿(.4) = - .  29. /¿(,4) =  1.
30. Ay- C [0, 1]. k  G {1. 2. 3, 4, 5. 6. 7. 8, 9} bilan sonlarining cheksiz 

o'nli kasr yoyilmasida k  raqami qatnashadigan sonlar to'plamini belgilaymiz. 

Biz sonlarning cheksiz o'nli kasr yoyilmasida 5 raqami qatnashadigan son- 

lar to'plaminining olchovi 1 ekanligini 5.4-misolda ko'rsatdik. Xuddi shunday* 

istalgan k  G {1, 2 . . . ., 9} üchun ¡i(A¡¡) =  1 ekanligi ko'rsatiladi. Sonlarning
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cheksiz o‘nli kasr yoyilmasida. 1 dan 9 gacha boigan barcha raqamlar qat- 

nashadigan sonlar to ‘plami A \  П Л2 П • • ■ n  Л9 dan iborat bo‘ladi. U holda

M  (  [ о . ,  1 ] \  ( П  4 0  )  =  ^  ( U ( t ° >  ч  \  4 ) )  ^  E м ( [ ° - \ л ■*.). = 0

k=1 U - = l fe=1

bo‘ladi. Demak, //(Л х П Л2 П • ■ • П Лд) =  1 bo‘ladi.

34. Shart emas. Masalan, A  =  [0, l]n Q  bo'lsin, u holda fi{A ) =  0, ц (А )  =  1 .

38. a) 4.3-ta’rifga. ko‘ra  Л Borel tipidagi to ;plani boladi.

to !plamlar o'zaro kesishmaydi, shuning uchun ß (A )  —A — ■ П I-
3" 2" 

1
b) l-i(A') =  oo, с) ц{А )  =  1 .E ^ ) = E  U r

n=1 »=1
39. a.) — 1, b) ¿¿(Л) =  0. с) /л(Л) =  oo, d) ß (A )  =  3. 5.

')  "<A> = 25 + ф Ь ) '  f> '■ W - 2®
40. a) Лзд- i  =  [ri -  1. n ) , Ä 2n =  [ - n ,  1 -  n ) . b) A n =  [n, oc) U (0 ,1)

c) A n =  ( oc. n)  U N . d) A n =  U \ k + - J — r : k  +  ,---- —y
Âr=l L V  n  +  К V  U +  к  -  1,

41. a) /и(Л) =  7г, b) //(Л) =  7Г.

42. /i(/l)  =  1 — a . 44. E ( f ) =  [О, А]. 45. Mavjud emas.

46. В  С [0.1] o‘lchovsizto‘plam bo‘lsin. U holda A  — { (x . y) : x  £  B . y  =  1} 

U {(x, y) : x  =  1. y  €  B} to ‘plam uchun p rxA  =  P . рг^Л =  B  bo'ladi.

47. Л \Л^ =  Pi U P2 U Рз U P i (5.1k-chizmaga. qarang). Pi =  [0,4) x [0. 7)., 

P2 =  [4, 7) x [5, 7), P3 =  [6, 7) x [0, 5 ), P4 =  [4, 6) x [0, 3). n ( A \A i )  =  45.

5,lk-chizm a

48. Л \Л 1 =  Pi U P2. 5.2k-chizmaga qarang. Pi =  [0,3) x [0,7), P2 =  

[0,7] x {7}. ¡ i(A \A i)  =  21.
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7

О 3 7 X

5.2k-chizma

49. A \A i =  P i U Р -2 U Рз- 5.3k-chizmaga qarang. P i =  [О, 7] х [6. 7], Р2 =  

[О, 7] X {0} , Р 3 =  {7} X [0 ,6) . / £( / 1 \ / Ь )  =  7.

• У

Pi
Ll

Лг
Г*

о Рг X

5.3k-chizma

60. а ) p ( A U В )  =  ß (A ) .+ ц ( В )  — /и(А-П В) tenglikni isbotlaymiz. A u B  ni 

o‘zarb kesishmaydigan to 'plam larning biriashmasi ko'rinishida t'asviriayihiz:

A  U В  = (A  \  (A  Г B ))  U ( B \  (A  П B ))  U {A  П B ).

Bu yoyilmadan va o‘lchovning addit.ivlik xossasidan

p ( A  U B )  =  ,((,4 \  {A  П В ))  +  ц ( В  \  (A  П В ) ) +  /,(.4 П B )  (5.4j )

ni olamiz. M aüumki o'lchovli E  va A  - to ‘plam lar iichun A  с  E  bo ‘lgànda 

ß ( E  \  A )  =  /j.(E) — ji(A )  tenglik o'rinli. Shunga кота fi{À  \  ( A n  B ))  =  

fi(A )  -  ß ( A  П В ), ц ( В  \  (.4 П B ))  =  -  f i(A  П B )  bo'ladi. Bularni (5.1j) 

tënglikka qo!ÿib ß ( A  U B )  =  fi{Â )  +  ц { В )  — ц ( А  П B )  tenglikni olamiz.

b ) tenglikni isbotlashda yuqôridagi teüglikdan foÿdalaiiamiz:

Il( A A B )  =  ц ((Л  U B ) \  (A  П B ))  =  /¿(A  U В ) -  ц ( А  П B ).  (5.2j )

(5.2j ) da /i ( A L I B )  o'rniga ц (А )  + /л(В ) — /л ( А П В )  ni qo!yib, ß ( A A B )  =  

ц (А )  +  /л(В ) — 2ß ( A  П В )  tenglikni. olamiz.
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65. a) n (A )  =  1 . b) ij,(A ) =  2. c) ¡¿(A) =  1 . cl) n (A )  =  1 .

66. a) ß (A )  — 11 — 2 e . b) fi{A ) =  3. c) n {A )  — 4 +  2 e . d) /x(A) — 5 .

67. Chegaralangan o'lchovsiz to 'plam  quyidagicha quriladi. Buning uchun 

[—1 . 1 ] kesmaning nuqtalari orasida ekvivalentlik tushunchasini kixitamiz: 

agar x va y ning ayirmasi i - j e Q  bo'lsa. ular ekvivalent deyiladi. Bu 

munosabat ekvivalentlik munosabati bo'ladi. Shuning uchun [—1, 1] kesma 

o‘zaro ekvivalent bo'lgan elementlardan iborat K ( x ) ,  x  £ [— 1 , 1] sinflarga 

ajraladi. Bunda turli sinflar o‘zaro kesishmaydi. Shunday qilib [—1 , 1] kesma 

o‘zaro kesishmaydigan K ( x ) ,  x  £ [—1, 1] sinflarga ajraladi. Endi bu sin- 

flarning har biridan bittadan element tanlab olib, bu tanlab olingan elementlar 

tcrplamini A  bilan belgilaymiz. Hosil bo'lgan A  to ‘plam o'lchovsiz to'plam  

bo'ladi.

68. O'lchovli ham  o'lchovsiz ham bo'lishi mumkin. Masalan, A  c  [0,1) da- 

gi B  C [1,2) dagi o'lchovsiz to'plam lar bo'lsin. U holda. ularning kesishmasi 

A  fl B  — 0 o'lchovli to'plam, A  n A  =  A  o'lchovsiz to'plam  bo'ladi.

69. O'lchovli ham. o'lchovsiz ham bo'lishi mumkin. Masalan. A q =  [0. 1) 

o'lchovsiz to 'plam  bo'lsin. A  =  Ao U [1, 2), B  = Ao bo'lsa, A \ B  — [1, 2) 

o'lchovli to'plam  bo'ladi. Agar A  =  4qU[1, 2), B  =  [1, 2) desak, A \ B  = Ao 

o'lchovsiz to 'plam  bo'ladi.

70. O'lchovli ham, o'lchovsiz ham bo'lishi mumkin. 71. Mumkin,

7 2 ..Agar A n B  =  0 bo'lsa, keshishma o'lchovli to 'plam  bo'ladi. Agar B  c  A  

bo'lsa, keshishma A  n  B  =  B  o'lchovli to 'plam  bo'ladi. Agar A  C B  bo'lsa, 

keshishma A  n  B  — A  o'lchovsiz to 'plam  bo'ladi.

73. Agar A  c  B  bo'lsa, A \ B  =  0 o'lchovli to 'plam  bo'ladi. Agar B  c  A  

bo'lsa, A \ B  o'lchovsiz to 'plam  bo'ladi.

74. A  n B  =  0 holda B \ A  = B  o'lchovli to 'plam  bo'ladi. B  c  A  holda 

B \ A  =  0 o'lchovli to 'plam  bo'ladi. A  c  B  holda B \ A  o'lchovsiz to 'plam  

bo'ladi.

75. A n B  = 0 ,  o'lchovli to'plam. B  c  A  va. A  c  B  hollarda A A B  to'plam  

o'lchovsiz bo'ladi.
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85. Kantor tö !plami.

86. 5.42-misolda a =  0 ,1  deb olsak. ß(A)  — 0, 9 bo‘ladi. Bu A to ‘plam 

hech yerda zieh bo‘lmagan mukammal to 'plam  bo‘ladi.

87. Mavjud emas. 88. Shart emas.

89. A =  K  U ([0.1] n  Q ) . Bu yerda K  Kantor to'plami.

90. A — K . B =  K . Bu yerda K  K antor to ‘plami.

91. A  =  B  =  K .  Bu yerda K  Kantor to :plami. K  + K  =  [0,2] tenglik

13.5-misolda isbotlangan.

93. 5.11-ta’rifga ko'ra, — -^(5) — F ( l )  =  11 — 3 =  8. 94. p (Ä )  =  6.

97. b )  Ha. c) 5.96-misolga q a rang.

98. X  =  [0, 1] P Q  deymiz. &m orqali X  ning (a, b) interval, [a, b] 

kesma va a. b), (a, 6] yarim intervallar bilan kesishmalaridan iborat tofp- 

lamlar sistemasini belgilaymiz. &m yarim halqa bo'ladi. Agar A ai> = X  f) ( a ,  b) 

(f][a, 6], pl(a, b], p)[ß: 6)) desak, va har bir A ab to :plamga m (A u¡,) =  b — a  

sonni mos qo'ysak, bu to 'plam  funksiyasi m : <Sm additiv, ammo 

a — additiv bo'lmagan o‘lchov bo!ladi.

99. 1) m  to 'plam  funksivasining aniqlamsh sohasi 8  ning barcha qism 

to ‘plamlari sistemasi bo'ladi. Bu sistema yarim halqa. tashkil qiladi.

2) m(A) >  0 tengsizlik m  ning auiqlanishidan kelib chiqadi.

3) agar A  va B  to 'plam lar kesishmasa

k ^ u b ) .  E  E  4 +  E  “  =  M W + M ß )
neND(ALIB) neNfi-'i BeKfiß 

tenglik o'rinli. Bu yerdan o'lchovning additivlik xossasi kelib chiqadi. ß(A)  = 

0, ß{B)  =  0,875.

I  b o b d a  k e ltir ilg a n  te s t  ja v o b la ri

1-G 2-A 3-C 4-D 5-D 6-Ä 7-A 8-C 9-B 1Ö-C ll-C  12-D 13-B 

14-B 15-A 16-D 17-C 18-A 19-B 20-D 21-B 22-A 23-C 24-B 25-C 

2C-B 27-A 2 8-C 29-B 30-C 31-C 32-D 33-A 34-D 35-B 36-C 

37-A 38-B 39-C 40-D.
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II . L E B E G  IN T E G R A L I

Ushbu b o iim d a  oichovli funksiyalar va ularning Lebeg integrali xossalari 

bayon qilingan. 0 ‘lchovli funksiyalar Lebeg integrali tushunehasini kiritishda 

asosiy m anba hisoblanadi. 0 !lchovli funksiyalar t a ’rifi, ularning asosiy xos­

salari keltirilgan. Jum ladan, o'lchovli funksiyalar to'plam ining arifmetik amal- 

larga n isbatan  yopiqligi, shuningdek oichovli funksiyalar ketma-ketligi xos­

salari va Lebeg integrali t a :rifi, asosiy xossalari bayon etilgan. Amaliy mashg'u- 

lotlar va uy vazifalari uchun yetarlicha m asalalar berilgan.

Bu paragrafda uzluksiz funksiyaga :"qaysidir" m a’noda yaqin bo’lgan o i ­

chovli funksiya tushunehasini keltiramiz. 0 ‘lchovli funksiyalar Lebeg integrali- 

ni kiritishda asosiy m anba hisoblanadi. Bizga E  C R  { E ' C  R 2) Lebeg 

m a’nosida oichovli to ‘plam va unda aniqlangan haqiqiy qiymatli /  funksiya 

berilgan bo‘lsin.

6.1 - t a !rif. A gar ix tiyoriy  c e l  uchun  { i G B :  f ( x )  < c} := E ( f  < c)

to 'p lam  o'lchovli bo‘lsa, f  funksiya ; E  to ‘plam da o'lchovli deyiladi.

6 .1 . /  : E  —> M, f ( x )  =  a =  co n st funksiyaning o'lchovli ekanligini t a ’rif 

vordam ida ko‘rsating.

Y ecb ish . Ixtiyoriy c € l  uchun

tenglik ,o‘rinli. E  va 0 to 'plam lar o'lchovli. Demak, ixtiyoriy c €  R  uchun 

E ( f  < c) to 'p lam  oichovli ekan. 6.1-ta’rifga ko‘ra, f ( x )  =  a  funksiya E  da 

oichovli bo'ladi.

6 .2 . Funksiyalarni t a ’rif yordamida o'lchovli ekanligini ko‘rsating.
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a) /0*0 =  N :  x  e  [0. 2). b) f ( x )  =  {x}, X  G [0. 2).

c) f ( x ) =  2x  +  3, x  G [0. 3]. d) / ( x )  =  x 2 -  5, x  G [-2 . 3j. 

e) / ( x )  =  2* -  1, x G [0, 2]. f) f ( x )  =  ln ( i  +  1), x  G [0, 2). 

g) / ( x )  =  s in x  — 5. x  S f0, tt]. h) / ( x ) '=  cosx +  5, x  6 0]. 

Y echish . Biz a) misolning yechimini beramiz. Ixtiyoriy c G l  uchun

E ( f  < c) =  {x G E  : [x] < c} =  <
0, agar c <  0 

[0, 1 ), agar 0 <  c < 1 

[0. 2), agar c > 1

tenglik o‘rinli. 0 va [0, 1), [0. 2) to';piamlar oicliovli. Demak, ixtiyoriy c G 

R. uchun E ( f  < c) to ‘plam oichovli ekan. 6.1-ta’rifga ko:ra, f ( x )  — [x] 

funksiya-E — [0, 2) da oichovli boiadi. □

6.3 . O!lchovli bo‘lmagan funksiyaga rnisol keltiring.

Y echish . E  m usbat oicliovli to ’plam, A  c  E  olchovsiz to 'plam  boisin . 

Quyidagi funksiyani qaraymiz:

. .  . | -  1, agar x  G A  
f ( x ) = <  (6-1) 

[ 1, agar x  €  E \ A .

Bil funksiya uchun E ( f  < 0) =  A  boiib . u oichovsiz to :plam. Demak, /  

funksiya E  da oicliovli emas. □

6.4. Agar A  c  E  oichovsiz to ‘plam bo isa , u holda g{x) =  x e \ a ( x ) funksiya 

oichovsiz boiishini isbotlang.

Isb o t. To'plam xarakteristik funksiyasi ta ’rifiga ko;ra E (g  < 0, 5) =  A  

boiib . u oichovsiz to ‘plam. Demak, g : E  —> K oicliovli funksiya emas. □

6.5. Agar /  funksiya E  to !plamda oichovh bo isa , u holda ixtiyoriy a, b G K 

lar uchun quyidagi to !plamlarning har biri oicliovli boiishini isbotlang:

1) E ( f  > a); 2) £ (a  <  /  <&);  3) E { f  =  a);

4) E ( f  < a); 5) E ( f  >  a).
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I sb o t. Aytaylik. /  olchovli funksiya bo'lsin, u holda ta.'rifga ko‘ra, ixtiy- 

oriy a €  К  uchun E ( f  < a) to ‘plam o!lchovli bo'ladi.

1) E ( f  > a) =  E \ E ( f  < a) tenglikdan. hamda. o‘lchovli to 'plam ning 

to'ldiruvchisi oUchovli ekanligidan E ( f  > a) to'plam ning o‘lchovli ekanligi 

kelib chiqadi.

2) E (a  < f  < b) =  E ( f  > а) П E ( f  < b) tenglikdan, hamda o'lchovli 

to ‘plamlar kesishmasi o‘lchovli ekanligidan E (a  < f  < b) to ‘pla.mning o‘lchovli 

ekanligi kelib chiqadi.

3) E ( f  =  a) to !plamning 0‘lchovli ekanligini kcrrsatamiz.

E ( f  =  a ) =  f )  E ( a < f < a  +  ^ \  .
77=1 '  '

B uyerda E (a  < f  < a + l / n ) to ‘plam 2) ko'rinishdagi to ‘plam bo'lgani uchun 

u - o;lchovli. 0 !lchovli to'plamlarning sanoqli sondagi kesishmasi o‘lchovli 

bo‘lganligi uchun E ( f  =  a) to !plam o‘lchovli bo‘ladi.

4) E ( f  < a) to ‘plamning olchovli ekanligi t a ’rifdan, 3) dan hamda E ( f  <

a) = E ( f  < a) U E ( f  =  a) tenglikdan kelib chiqadi.

5) E ( f  > a) to 'plam ning crlchovli ekanligi E ( f  > a) =  E \ E ( f  < a) 

tenglikdan va to'ldiruvchi to'plamning o'lchovli ekanligidan kelib chiqadi. □

6.6. Agar f  va. g lar E  da o'lchovli funksiyalar bo‘lsa, u holda.

{ x £  E  : f ( x )  > g ( x )}

to ‘plam o‘lchovli bo‘ladi. Isbotlang.

I sb o t. Ratsional sonlar to :plami Q  sanoqli bo'lgani uchun uning element- 

larini nomerlab chiqamiz, ya’ni Q =  { n . r 2, . . . ,  r „ , . . . } va quyidagi tenglikni 

isbotlaymiz:

{ x  Ç. E  : f ( x )  > g (x )}  =  U ({x  : f ( x )  > r k}  П {æ : g (x ) < rk}) (6.2) 
к 1

Faraz qilaylik. xq e  { x  €  E  : f ( x )  > g (x )}  bo'lsin. Ratsional sonlarning zich- 

lik xossasiga ko‘ra  shunday rk S Q  mavjudki, f ( x о) >  гк > g{xo) munosabat



(Vrinli bo 'lad i. Dem ak.

,T0 G { x  : f ( x )  > rk} n  { x  : g{x) <  rk} ■

Bundan

x 0 G ({ x  : f ( x )  > rk} n  { x  : g (x )  < rk}) 

ekanligi kelib chiqadi. Endi

OO

:r° € ¿ 1  ^  x  '' > Tk^ n  ^'T : 9 ^  <

ixtiyoriy nuqta- bo!lsin. u holda .To birlashmadagi to !plamlarning hech bo'lma- 

ganda bittasiga tegishli bo!ladi, ya’ni shunday r* G Q  mavjudki. bir vaqtda 

f ( x o )  >  r k va g(xo) < r k bo'ladi. Bundan jf(xo) >  <7(xo) ekanligi va demak. 

To €  { x  G E  : f ( x )  > g (x )}  ekanligi kelib chiqadi. (6.2) tenglik isbotlandi. 

{x G E  : f ( x )  >  <?(x)} to'plam nm g odchovli ekanligi (6.2) tenglikdan, ham- 

da. o!lchovli to ‘plamlarning sanoqli birlashmasi va kesishmasi yana. o‘lchovli 

ekanligidan kelib chiqadi. □

0 ‘lchovli fu n k s iy a la r  k e tm a -k e tlig in in g  y aq in la sh ish la ri. Bu band- 

da ekvivalent funksiyalar, ularning ayrim xossalari va odchovli funksiyalar 

ketma-ketliklarining turli yaqinlashishlari ora.sida.gi bog'la.nishlarni oi'ganamiz.

6 .2 - ta ’rif. E  o ‘lchovli to ‘plamda aniqlangan f  va g funksiya lar uchun 

fi ({x G E  : f { x ) ^ g ( x ) } )  =  0 bo‘lsa. f  va g lar ekvivalent funksiyalar  

deyiladi va f  ~  g  shaklda belgilanadi. . ; .

6 .3 - ta ’rif. Agar biror xossa E  to ‘plam ning not o ‘lchovli qisrnida bajaril- 

may. qolgan qisrnida bajarilsa. ba xossa E  to 'plamda deyarli bajariladi deyi­

ladi.

Endi 6.2-ta'rifni quyidagicha ham aytish mumkin. Agar ikki funksiya de­

yarli teng bodsa. ular ekvivalent funksiyalar  deyiladi.

6.4 - ta ’rif. A gar E  to'plamda aniqlangan {/„} funksiyalar ketm a-ketligi­

ning f  funksiyaga yaqinlashmaydigan nuqtalari to'plamiriing o ‘lchovi nol bo‘l- 

sa (y a ’ni lim f n(x) =  f i x ) tenglik E  to ‘plamdagi deyarli barcha x  lar
n—*oo
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uchun o 'rinli boisa), u holda {/„.} funksiyalar ketma-ketligi E  to ‘plamda  

f  funksiyaga deyarli yaqinlashadi deyiladi.

Bizga E  to 'plam da aniqlangan {/„} o‘lchovli funksiyalar ketma-ketligi 

va /  o'lchovli funksiya berilgan bo'lsin.

6 .5 - ta ’rif. Agar ixtiyoriy 6 >  0 uchun

lim n  { { x e  E  : \ f n(x)  -  /( .r) | >  ¿}) =  0
n—* oc

tenglik bajarilsa, u holda {/„,} funksiyalar ketm a-ketligi E  to y la m d a  f  

funksiyaga o ‘lchov bo'yicha yaqinlashadi deyiladi.

6 .1 - te o re m a  (Yegorov). E  chekli o ‘lchovli to ‘plam da {/„} funksiyalar  

ketm a-ketligi f  ga deyarli yaqinlashsin. U holda ixtiyoriy 6 >  0 uchun shun- 

day Es C E  to 'plam  mavjudki, f i (E \E g ) < S va Eg da {/„} funksiyalar  

ketm a-ketligi f  ga tekis yaqinlashadi.

6 .2 - te o re m a  (Luzin), [a, b] kesmada aniqlangan f  funksiya  o ‘lchovli 

boiish i uchun ixtiyoriy z  >  0 son uchun [a, b) da uzluksiz bo‘lgan shun- 

day ip funksiya  m avjud bo‘lib, n { { x  G [a, 6] : f ( x )  ^  '-p(x)}) < e tengsizlik 

bajarilishi zarur va yetarli.

6.7. Dirixle funksiyasi D  ((2.1) ga qarang), Riman funksiyasi ÎH ((2.3) ga 

qarang), nol funksiya 9(x) =  0 ham dabir I [x)  =  1 funksiyalar orasidan 

o;zaro ekvivalent funksiyalarni ajrating.

Y echish . Ma’lumki. Q sanoqli tcrplam. shuning uchun yu(Q) =  0. Lebeg 

o‘lchovi - to‘la olchov (5.20-ta’rifga qarang), shunday ekan, ixtiyoriy A  C Q 

uchun n (A )  =  0. Endi bu funksiyalarni ekvivalentlikka tekshiramiz:

{x  : D ( x )  ^  9 (x )}  = Q , { x  : 9t(:c) ^  0( x) }  =  Q,

{ x  : S ( i )  ^  SK(x)} C Q, {* : V ( x )  ?  I ( x ) }  =  R \Q .

Bu yerdan quyidagi tengliklarni hosil qilamiz:

j j , \ { x  : T ){x) =£ 6 ( x ) } )  =  f i { { x  : 9 t( .r)  ^  0 (x )} )  =  / i ( Q )  =  0, 

fj. ( { i  : S (x )  /  5K(x)}) = 0. n  ({x : 2)(x) ^  /(x )} ) =  )i (K \Q ) ±  0.
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Demak, 35 $, 9 t ~ '6>. 25 ~  5H m unosabatlar o'rinli. 25, £H va 6 funksiyalar- 

ning birortasi ham  I  bilan ekvivalent emas. □

6 .8 . Aytaylik, E  =  A \ \ J  A% va 4 i  n  A2 =  0 bo'lsin. Agar } \  : 4 i  —» R  .va 

/2 : -4i2 —* R  funksiyalar o'lchovli bo‘lsa, u holda

=  i  h W '-  a9ar x e  -4i
\  / 2(x). agar x  G A 2

funksiyaning E  to 'p lam da o'lchovli bo‘lishini isbotlang.

Isb o t. Ixtiyoriy c € l  da

{ x  G E  : / ( x )  <  c} =  {x G A i  : / i ( x )  <  c} U {x G A 2 : / 2(x) <  c}

to 'p lam  - o'lchovli. H aqiqatan ham, { x  G A \  : / i ( x )  <  c} va {x G A2 : 

/ 2(x) <  c }  to 'plam larningo'lchovliekanligi /1  v a , /2 funksiyalarningo'lchovli 

ekanligidan kelib chiqadi. { x  £  E  : f ( x )  < c j  esa o'lchovli to 'plam larning 

birlashmasi sifatida o'lchovlid. Demak, /  funksiya E  da o'lchovli. □

U y vazifalari va m avzuni o‘z lash tirish  uchun  m asa la la r

6.9 . Agar /  va g funksiyalar E  to'plamda. o'lchovli bo'lsa, u holda ularning 

yig'indisi /  +  g. ayinnasi f  — g  va ko'paytm asi /  • g o'lchovli bo iad i. 

Agar E  dagi barcha x lar uchun g(x)  7  ̂ 0 bo'lsa, u holda f  : g  funksiya 

ham  E  da o'lchovli bo'ladi. Isbotlang.

6 .10 . A c t  to 'plam ning xarakteristik funksiyasi  (2.29-misol. (2.4) formulaga 

qarang) y  =  x a ( x )  o'lchovli bo'lishi uchun A  ning o'lchovli bo'lishi 

zarur va yetarli. Isbotlang.

6 .1 1 . O'lchovsiz funksiyalar yig'indisi o'lchovsiz bo'ladim i? A  c  E  =  [0. 1] 

o'lchovsiz to 'p lam  uchun / ( x )  =  X a ( x ) va d{x ) =  X e \ a {x ) ni tahlil 

qiling.

6 .12 . O'lchovsiz funksiyalar ko'paytm asi o'lchovli bo'lishi mumkinmi? A  C 

E  =  [0, 1] o'lchovsiz to 'plam . / ( x )  =  x a (x ) va g(x)  =  Xe \ a (x ) holni 

tahlil qiling.
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6.13. Agar /  funksiya E  da o'lchovsiz, g esa E  da o'lchovli bo‘lsa, ularning 

yig‘indisi f  + g funksiya E  da o'ldiovli bo'lishi mumkimni?

6.14. O 'zi o'lchovsiz, kvadrati o'lchovli bo'lgan funksivaga misol keltiring. 6.3- 

misoldagi (6.1) tenglik bilan aniqlangan /  fimksiya.ni talilil ailing.

6.15. O'zi o'lchovsiz. moduli o’ldiovli bo'lgan funksiyaga misol keltiring. (6.1) 

tenglik bilan aniqlangan /  funksiyani tahlil qiling.

6.16. Agar ixtiyoriy a. b e  R  lax uchun 6.5-misolda keltirilgan 1), 2), 4), 5) 

koTinishdagi to'plam larning birortasi o'ldiovli bo‘lsa, u holda /  funksiya 

E  to'plam da o'ldiovli bodadi. Isbotlang.

6.17. Ixtiyoriy a e  R udiun E ( f  = a) to'plam ning o'ldiovli ekanligidan /  

iiing E  to 'plam da o'ldiovli bo'lishi kelib chiqmaydi. Misol keltiring.

6.18. A  C [0, 1] o'lchovsiz to'plam. £  : R  —*• R funksiyani quyidagicha 

aniqlaymiz:

Bu funksiya udiun liar bir a e  R  da {x : £ (x ) =  a} to'plamning o'ldiovli 

ekanligiui isbotlang.

6.19. (6.3) tenglik bilan aniqlangan £  funksiya udiun {re € [0 ,1] : £ (x ) < 0} 

to'plamning o'lchovsiz ekanligini isbotlang.

6.20. (6.3) tenglik bilan aniqlangan £  funksiyaning E  =  [—1, 1] to'plam da 

o'lchovsiz ekanligini isbotlang.

6.21. /  : E  —> R o'ldiovli funksiya bo'lishi uchun ixtiyoriy A  C R Borel 

to'plam i uchun / _1(A) ning o'ldiovli to 'plam  bo'lishi zarur va yetarli. 

Isbotlang.

6 .2 2 . : R —> R -  Kantorning zinapoya funksiyasi. K„. n =  1. 2 , . . .  lar 

Kantor to'planiining qurilishida n — qadamda. chiqarib tashlangan K ni

(6.3)
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intervallar birlashmasi. Ularning Borel to'plam lari bolishini ko'rsating, 

$ T l {K i),  J?“ ^(Ä2). 8. ’(K.-j) va larni toping;

6.23. Agar f  : E  - * R  olchovli funksiya bo‘lsa, u holda /  funksiya E  ning 

ixtiyoriy o'lchovli A  qismida ham olchovli bo‘lishini isbotlang.

6.24. [—2, 2] kesmada olchovli bolrnagari funksiyaga misol keltiring.

6.25. [—2, 2] kesmada olchovli bolm agan, lekin moduli olchovli bo‘lgan funk­

siyaga misol keltiring.

6.26. Har bir /  : [a. b\ —> M uchun

f+ (x ) =  m a x { f ( x ) ,  0} . /  (x) =  min ( f ( x ) .  0} 

deymiz. Quyidagilarni isbotlang.

a) Agar /  olchovli bo lsa , u holda f + va /_  lar olchovli boladi.

b) Agar f + va /_  lar olchovli bo lsa , /  ham o‘lchovli boladi.

6.27. Shunday /  va g funksiyalarga misol keltirixigki, ularning yiglndisi o l- 

chovh bolsin , lekin ayirmasi olchovli bolm asin, A  c  E  =  [0. 1| .olchov- 

siz to'plam . f ( x )  =  X A( . x )  va g (x )  =  X e \ a ( x ) holni talüil qiling.,

6 .28. Shunday f  va g  funksiyalarga misol keltiringki, ularning ko‘paytmasi 

olchovli bo'lsin, lekin yig'indisi o‘lchovli bolm asin.

6.29. Dirixle funksiyasi (2.3-misol, (2.1) formulaga qarang) 2) ning [0, 3] =  E  

to 'plam da olchovli ekanligini ta !rif yordamida ko'rsating.

6.30. Agar /  funksiya E  da o'lchovli bolsa, u holda h(x)  =  s ig n /(x )  ning 

olchovli ekanligini isbotlang.

6.31. Agar /  funksiya E  to 'plam da olchovli bolsa, u holda

Í+(*) =  |  ( f ( x )  +  \ f ( x ) \ )  (6.4)

funksiyaning olchovli ekanligini isbotlang.
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6 .32 . Agar /  funksiya E  to !plam da o!lchovli bo'lsa, u holda

/ - ( * )  =  |  ( l / ( * ) l - / ( * ) )  (6 -5) 

funksiyaning o'lchovli ekanligini isbotlang.

6 .33 . Agar /  va g funksiyalar E  to !plam da o'lchovli bo'lsa, u holda rn{x) == 

m m { f[x ) ,.g (x )} _  funksiyaning o'lchovli ekanligini isbotlang.

6 .34 . Agar /  va g  funksiyalar E  to 'p lam da o'lchovli bo'lsa, u holda M ( x )  =  

m ax { f ( x ) , g ( x ) }  funksiyaning o'lchovli ekanligini isbotlang.

6 .35 . Agar /  funksiya E  da o'lchovli bo'lsa, u holda h (x )  =  [f{x)} ning 

o!lchovli ekanligini isbotlang. Bu yerda [jj bilan x  ning butun qismi 

belgilangan.

6 .36 . f  : E  —* R  o'lchovli bo'lishi uchun / 3 ning o'lchovli bo'lishi zarur va 

yetarli. Isbotlang.

6 .37 . Agar f  va g funksiyalar E  to 'plam da o'lchovli, <p •: R 2 —> R uzluk- 

siz funksiya bo'lsa, u holda h( x )  =  <p(f ( x ) , g ( x} )  funksiyaning o'lchovli 

ekanligini isbotlang.

6 .38 . /  : E  —y R  o'lchovli bo'lishi uchun h( x )  =  funksiyaning o'lchovli 

bo'lishi zarur va yetarli. Isbotlang.

6 .39 . h (x )  =  cos f ( x )  funksiyaning o'lchovli ekanligidan f  : E  —y R  ning 

o'lchovli ekanligi kelib chiqmaydi. 6.3-misoIdagi (6.1) tenglik bilan aniqlan- 

gan /  funksiya misolida buni tahlil qiling.

6 .40 . Kompleks qiymatli f  ( x )  =  u ( x ) + iv ( x )  funksiya berilgan bo'lsin. Agar u 

va v  funksiyalar o'lchovli bo'lsa, f  I E  —> C o'lchovli fu n ksiya  deyiladi. 

Agar kompleks qiym atli f ( x )  — u ( x )  + i v ( x )  funksiya o'lchovli bo'lsa, 

uning moduli va argum enti o'lchovli funksiya bo'lishini isbotlang.

6 .41 . Kompleks qiymatli f ( x )  =  e tx, x  £  [—rr, tt] funksiyaning o'lchovli ekan­

ligini isbotlang.
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0.42. /  : [0, lj —» R uzluksiz funksiya. Har bir y  e  R uchun N f ( y )  bilan 

f { x )  =  y  tenglama yechimlari sonini belgilaymiz. N j  : R —+ Z + funksi- 

yaning o‘lchovli ekanligini isbotlang.

0.43. Nol o'lchovli A  to 'plam da aniqlangan ixtiyoriy /  : A  —*■ R  funksiyaning 

o'lchovli bo‘lishini isbotlang.

0.44. Agar /  : E  —* M funksiya, olchovli g : E  —► K funksiyaga ekvivklent 

bo'lsa, u holda /  ham E  da o‘lchovli funksiya bo‘ladi. Isbotlang.

0.45. Agar /  : [0, 1] —> R va g : [0. 1] —> R uzluksiz funksiyalar ekvivalent 

bo;lsa, ular aynan teng bo'lishini isbotlang.

6.46. Agar {/„} olchovli funksiyalar ketma-ketligi E  to'plam nm g har bir nuq- 

tasida /  ga yaqinlashsa, quyidagi tenglikni isbotlang:

6.47. Agar {/„}. o‘lchovli funksiyalar ketma-ketligi har bir x  6 E  da f ( x )  

funksiyaga yaqinlashsa, u holda. limitik funksiya /  o'lchovli bo’ladi. Is-

6.48. Nolga ekvivalent {/„} funksiyalar ketma-ketligi uchun E  f v ( x )  qator

deyarli barcha x  6 E  la.rda yaqinlashuvehi bo:ladi va f { x )  — Y2 fn (x )
n=1

ham nolga ekvivalent funksiya bo'ladi. Isbotlang.

6.49. [0, 1] kesmada shunday o'lchovli funksiyaga misol keltiringki, uning o!zi 

va unga ekvivalent bo:lgan ixtiyoriy funksiya har bir nuqtada uzilishga 

ega. bo'lsin.

6.50. Quyidagi qatorlar yaqinlashadigan nuqtalarda yig:indi bilan aniqlangan 

/  : R  —> R  funksiyaning 6‘lchovli ekanligini isbot qiling.

botlang.

o c

b) f ( x )  =  E
^  sin(n[a:]4)
77=1 Tly/ri

oo
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6.51. Quyidagi qator yaqinlashadigan nuqtalarda yig'indi bilan aniqlangan /  : 

R 2 —> R  furiksiyaning o!lchovli ekanligini isbot qiling.

6 .52. Quyida berilgan /  : R 2 —> R funksiyaning o'lchovli ekanligini isbot

6.53. f n{x) =  cosn x , E  =  [0, 2?r] funksiyalar ketma-ketligi nol funksiyaga 

deyarli yaqinlashadi. Isbotlang.

6.54. Agar E  t.o‘plamda, {/„} o!lchoyli funksiyalar ketma-ketligi /  ga deyarli 

yaqinlashsa, u holda /  ham o‘lehovli funksiya bo!ladi. Isbotlang.

6.55. Agar E  to ‘plamda {/„} o:lchovli funksiyalar ketma-ketligi /  ga deyarli 

yaqinlashsa va /  ~  g bo‘lsa, u holda {/„■} ketma-ketlik g ga ham deyarli 

yaqinlashadi. Isbotlang.

6.56. Agar { f n} o'lchovli funksiyalar ketma-ketligi ham / ,  ham g ga deyarli 

yaqinlashsa, u holda /  va g lar ekvivaienr bo!la.di. Isbotlang.

6.57.' Lebeg teoremasini isbotlang. Agar {/„} o!lchovli funksiyalar ketma- 

ketligi E  ( ß ( E)  < oo) to :plamda /  funksiyaga deyarli yaqinlashsa, 

u holda {/„} ketma-ket.lik E  to !plamda /  ga o!lchov bo:yicha ham 

yaqinlashadi.

6.58. 0 !lehov bo'yicha nol funksiyaga yaqinlashuvchi, lekin biror nuqtada ham 

nolga yaqinlashmaydigan {/„} ketma-ketlikka misol keltiring.

6.59. Riss teoremasini isbotlang. Agar {/„,} o'lchovli funksiyalar ketma-ketligi 

E  to 'plam da /  funksiyaga. o'lchov bo'yicha yaqinlashsa, u holda {/„} 

ketma-ketlikdan /  ga deyarli yaqinlashuvchi qismiy ketma-ket.lik ajratish 

mumkin.

qiling:

a) / ( x , y) =  sign (cos n (x 2 +  y 2)), b) f { x ,  y)  =  ([ar| +  \y\) ■ e®,

c) J { x ,  y)  =  [X]2 +  [y]3: d) f { x ,  y)  =  ln (l +  [x2 +  y 2)).
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6.60. /  : [—ly ’2] —> M, f ( x )  =  signa; funksiyaning oichovli ekanligini t a ’rif 

yordam ida ko'rsating,

6 .61 . [0, 7r] kesmada aniqlangaii

f ( x } = í ? i n x ’ - ^ € [ 0, tt] \Q  
[  COS2 (sin 2’), I 6 Q

funksiya o ‘lchovli boiishin i Luzin teoremasidan foydalanib isbotlang.

6 .62. Agar /  : E  —> R —oichovli funksiya va A  C E — oichovli to !plam 

b o isa , u holda /  : A  —» R  funksiyaning A  to'plamda. oichovli boiishini 

isbotlang.

6 .63. Agar /■ ~  g  va g ~  tp b o isa , u holda f  ~  ip ekanligini isbotlang.

6 .64. f„ (x )  =  cos” x , E  =  [0. 2tt] ketma-ketlik. uchun Yegorov teoremasi 

shartlarini qanoatlantiruvchi Eg to 'plam ni 6 =  1CT3 uchun quring.

6 .65 . [0, l] kesmada Dirixle va Riman funksiyalari uchun Luzin teoremasining 

shartlarini qanoatlantiruvchi uzluksiz ¡p funksiyani toping.

6.66. /  funksiyaga har bir nuqtada yaqinlashuvehi, lekin tekis yaqinlashmay- 

digan f n funksiyalar ketma-ketligiga misol keltiring.

6 .67. / ,,(x )  =  x n, x  S [0. 1] funksional ketma-ketlikning &(x) =  0 funksi­

yaga nuqtali, deyarli va oichov bo‘yicha yaqinlashishini tekshiring.

6.68. , f n ( x)  — x n, x  €  [—1, 1] funksional ketma-ketlik Dirixle voki Riman 

funksiyalariga deyarli yaqinlashadimi?

6.69i Deyarli yaqinlashuvehi funksional ketma-ketlikning limitik funksiyasi ya- 

gona boiadim i?

6 .70 . Quvida berilgan /  : № —> R  funksiya uchun shunday g : R  —* R  uzluksiz 

funksiya topirigki, g{x)  =  f { x )  teng-lik deyarli. barcha i G l  lar uchun 

oi'inli boisin .

97



»)/(*)= si,' * ‘ I S Q  b ) / w  = [ MClfsc' i e Z
I. o ; X g  R \Q . I 7T, x e  :

с) / w = { г2' f e Q  d) « x i л i ,,(i : №  e , £E
1 0. X G R \Q , 1 s in x  . еА G Q.

6.71. Quyida. berilgan /  : K2 —> R  funksiya uchun shunday g : R 2 —> R 

uzluksiz funksiya topingki, g(x,  y)  =  / ( x ,  y) tenglik deyarli barcha 

(x, y ) G R 2 lar uchun o‘rinli bo!lsin.

x +  y, ( x j ) e Q x Q  

x 2. (x,y)  G R \(Q  x Q),

sin x +  eos y , (x, y) G Q x R 

cosx  — sin y, (x. y) ^  Q x R.

xy. (x. y) G (R \Q ) x R 

x  -f y, (x. y) ^ (R \Q ) x R.

[x] +  [y], (x, y) G R x Q 

chx, (x, y) ^  R  x Q.

a) / ( x ,  y) =

b) / ( x ,  y) =

c) / ( * ,  2/) =

d) f { x ,  У) =

6.72. Faraz qilaylik, f k  : [a, 5] —> R. к =  1. 2 , . . .  , n  lar o'lchovli funksiyalar 

bo'lsip. Quyida berilgan funksiyalarnmg [a, ft] kçsmada o‘lchovli bo'lishini 

isbotlang.

a) m in { / i ( x ) . . . . .  /n (x)}  ; b) m a x { / i ( x ) , . . . ,  /„(x)}  ;

A  j \  M x ) . \ / i ( z ) - / 2(x)
' l+;.YO _L I íl n ( 2 +  | / 2 ( x ) | ) ! ch[/2(x)]; 1 +  ¡ т а х { /3( х ) , / 4(х)}Г

6.73. A — olchovli to :plam, / ,  /„,<?„ : Л —> R  o‘lchovli funksiyalar bo‘lsin. 

Quyidagi to ‘plamlarning olchovli ekanligini isbotlang. 

a) U {x G Л : /„ (x )  >  0} . b) П {x G Л : /„(x)  > / ( x ) } .
77 =  1 /7 =  1

c) ( x  G Л : sup f n(x )  ф / ( x ) l . d) ( x  G Л : inf /„ (x ) <  / ( x )
I  n > i J I  »> 1

e) {x G Л : lim /,,(х ) >  / ( x ) }  . f) ( x  G Л : l im / (l(x) <  f ( x ) \
к 77— » O C  J ^  ??.— >0С J



;) и {x € А : /„(ж) < д„(х)} . h) X  : inf /,,(х ) ф iv £ g n (x)П>1 Я>1

(i.74. Quyidagi /„  : К —>-R ketma-ketlik uchun shunday 5 : IR —> R  lizlük-

siz funksiya topingki lim f n(x)  =  g ( x ) tenglik К hing devarli bärcha

e) /» (* ) =  2"+ ^ ^ ' f) =  exp(- n  Iх2 “  1D-

6.75. Quyida.gi /„  : R 2 —> К ketma-ketlik uchun shunday g,\ : R 2 —> R 

uzluksiz va go : R 2 —> R  uzilishga ega bo‘lgan funksivalar topingki. 

lim f n {x) =  g \{x)  va lim f n{x) =  52(2 ) tengliklar R 2 ning déyarli
n —* o c  n —» ОС-

hamma yerida bajarilsin.

6.76. /,, : Л —> R ketma-ketlikning deyarli yaqinlashuvchi ekanligini isbotlang. 

Yegorov teoramasidan foydalanib, berilgan £ > 0 uchun shunday- A s С 

A o'ichovli to ’plam tanlangki. f i (A \A£) < £ va {/„} ketma-ketlik A s 

to ‘plamda tekis yaqinlashuvchi bo'lsin.

nuqtaèârida o!rmli bo'lsin.

c ) f n { x ) —  X 2 ■ sill" X 2 .

sin’1 X

a) fn (x ,  y) = cosn (x2 +  y2) . b) /„ (x , y)  =  exp ( - n  (x2 +  y2) )  . 

c) f n(x , y)  =  exp(—n  |x +  í/¡). d) f n(x , y) =  2sin'4*4+A

a) f n (x) =  cos"(.r), A =  [0. 2n], s  =  10 1.

d) / ; (х )  =  x” -  x 2n, A  =  [0, 1], î  =  10- 4.X “ -  X  ,

1 +  П2 |sin 7ГХ



f) f „ ( x )  =  в х р { п { х  -  2)) \  A = [ 0 . 2 ] ,  £ =  10 6.

6 .77. /„  : Ж —» K. f n(x)  =  X[-».n](^) ketma-ketlik f { x )  =  1 funksiyaga liar 

bir nuqtada yaqinlashadi, lekin {/,,} ketma-ketlik f { x )  =  lg a  o4chov 

bo'yicha yaqinlashmaydi. Bu Lebeg teoremasiga. (6.57-misolga qarang) 

zicl emasmi? Sababini tushuntiring.

6.78-6.80-misolla.rda keltirilgan /„  : Ж —> M funksiyalar ketma-ketligini 

o'lchov bo‘yicha yaqinlahuvehilikka tekshiring. Yaqinlashuvchi bo‘lsa, limitik 

funksiyasini toping.

6.81-6.84-misollarda keltirilgan funksiyalarni Luzin teoremasidan foydala- 

nib [0. 1] da o;lchovli ckanligini isbotlang. Bu ycrda К  -  Kantor to'plami.

tenglikni isbotlang. Bu ketma-ketlik nol funksiyaga o‘lchov bo'yicha yaqin- 

lashadimi?

6.79. f n{x)  =  sin" X ■ X[2*n>!m+*](a0.

DC

6.80. / : , ( . т ) =  J2 X[k:k+k-i}(x).

6.8 1 . f { x ) = x - x [0; i] \q(- 'c)-

6.82. f { x )  =  Т){х) +  Щ х ) .

6.85. f„(x)  =  X{n. n+i] (x) ketma-ketlik uchun ha.r bir a: €  К da

lim f n(x)  =  0
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<¡.86. Agar {/„} o'lchovli funksiyalar ketma-ketligi f  : E  —» R funksiyaga har 

bir x  £ E  da yaqinlashsa,, u holda ixtiyoriy g : R  —> R uzluksiz. funksiya 

uchun {{pn. =  g i f# ) }  ketma-ketlik g ( f ),funksiyaga nuqtali yaqinLashadi. 

Isbotlang.

(j.87. Agar {/„} o'lchovli funksiyalar ketma-kemgi /  : E  —* R funksiya­

ga o :lchov bo‘yicha yaqinlashsa, u holda ixtiyoriy g : R —> R uzluksiz 

funksiya uchun {<p„ =  g ( f n)}  ketma-ketlik g ( f )  funksiyaga E  to 'plam da 

oälchov bo'yicha yaqinläshadi. Isbotlang.

7-§. C hek li o 4lchovli t o ‘p la m la rd a  L ebeg  in te g ra li

Bu paragrafda o'lchovli A  to ‘plamda aniqlangan, o‘lchovli f  funksiyani 

qaraymiz va ß (A )  < +oc deb faraz qilamiz.

7 .1 - ta ’rif. Agar f  : A  —> R o'lchovli bo'lib, uning qiymatlari to 'plam i 

ko'pi bilan sanogli bo'lsa, u holda f  sodda funksiya  deyiladi.

Dastlab cheklita yi.y-2 , ■ ■ ■, yn qiymatlarni qabul qiluvchi /  sodda funksiya 

uchun Lebeg integrali t a ’rifini beramiz. Ixtiyoriy k  G {1 , 2 , . . .  ,n.} uchun 

quyidagicha belgilash olamiz:

Ak  =  {X S A  : /( .r)  =  y,}.  (7.1)

7 .2 - ta ’rif. C h e k lita .y i,y z , . . . ,  j„ qiym atlarni qabul qiluvchi f  : A  —* R 

sodda funksiya  berilgan bo ‘Isin. U holda
n

£  VkH { Ak )  > 
k= 1

yig 'indi f  sodda funksiyaning A  to ‘plant bo'yicha olingan Lebeg integrali 

deyiladi va quyidagicha belgüanadi

f f ( x ) d / i  =  £  ykß  ( A k) . 
k= 1

Endi sanoqlita y i , y z , y n, ... ■ qiymatlarni qabul qiluvchi f  : A  —* R  

sodda funksiya berilgan bo‘lsin. f  funksiya uchun quyidagi formal
OC

k=1 .
" (7.2)
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qatorni qaràymiz, bu yerda Aj¿ lar (7.1) ténglik bilan aniqlanadi.

7 .3 - la ’rif. Agar (7.2) qator absolyut y aqinlashuvchi boisa, uho lda  f  sod­

da funksiya  A  to 'plam da Lebeg m a ’nosida integrallanuvchi deyiladi. (7.2) qa- 

tom ing  yig 'indisi f  funksiyaning A  to 'plam  bo'yicha olingan Lebeg integrali 

deyiladi va quyidagicha belgilanadi
OC

f{x)dj j ,  =  y„n (A n)  .
n=1

Shuni ta ’kidlaymizki. (7.2) qatorning absolyut. yaqinlashishi muhim. Aks 

holda bu shartli yaqinlashuvchi qator yig'indisi funksiya qiymatlarining tar- 

tiblanishiga bog'liq bo'lib, integralning qiymati funksiya qiymatlarining nomer- 

lanishiga bog'liq bo'lar edi (matematik analizdan Riman teoremasini eslang).

7.3-ta:rifda yn qiymatlarning liar xilligi talab qilingan. Lekin yn larning 

hár xilligini talab qilmasdan ham sodda funksiyalar uchun Lebeg integrali 

ta :rifini keltirish mumkin.

7 .4 - ta ’rif. Faraz qilaylik. ,4 =  (J B k, B t f ] B j  =  0, i  ^  j  yoyilm a
k

o ‘rinli bo iib. liar bir o ichovli B k to ‘piarada f  funksiya  faqat. bitta Q. qiymat 

qabul qilsin. Agar

5 3  (B *) í7'3)
k

qator absolyut yaqinlashuvchi boisa, u holda f  sodda funksiya  A  to ‘plañi­

da Lebeg m a ’nosida integrallanuvchi deyiladi. (7.3) qatorning yigHndisi f  

fuñksiyadan A  to 'plam  bo‘yicha olingan Lebeg integrali deyiladi.

Endi /  ixtiyoriy o'lchovli funksiya bo'lsin.

7 .5 - ta ’rif. Agar A  to 'plam da f  funksiyaga tekis yaqinlashuvchi, in te ­

grallanuvchi sodda fu n ksiy  a lam ing  {/„.} ketm a-ketligi m avjud boisa, uho lda  

f  funksiya  A  to ‘plañida Lebeg m a ’nosida integrallanuvchi deyiladi va uning  

integrali quyidagi tenglik bilan aniqlanadi

lim í  f n( x ) d n =  [  f ( x ) d ( x .  (7.4)
n~ x  J a  J a

Lebeg integraliga uning o‘zi tomonidan berilgan ta ’rifni keltiramiz. Chek- 

li o'lchovli A  to 'plam da aniqlangan o'lchovli, chegaralangan f  : A  —* R



funksiyani qaraymiz. Bu holda shuuday to  va M  sonlafi mavjudki, I >nr< 11;■ 

.T G A  larda

m  < f i x )  <  M

tengsizlik bajariladi. [to, M]  kesmani to =  y i < yz  <■ • : <  Vn-i <  2/« =  M  

nuqtalar yordamida n  bo‘lakka bo'lamiz. Bu bo'linishni II bilan belgilaymiz. 

Har bir [yic-i, Vk)-, fc — 1- 2 , . . .  ; n  — 1 yarim interval yordamida A& =  

{x  G A : y u_i < f ( x )  < yk} to ‘plamni va A„ — { x  G A  : y H_x <  / ( x )  <  y,,} 

to ‘plamni aniqlaymiz. Bu II bo!linishga mos Lebegning quyi va yuqori yig'indi- 

larini topamiz:

H 71

s a i f ) =  5 1  % ( / )  = ' V w iA k)-
k=L k=l

Ixtiyoriy II bo‘linishga mos Lebegning quyi yigïndisi s u ( / )  yuqoridan cliega- 

ralangan (masalan M- f i ( A)  b ilan ),yuqori.yigïndisi S u i f )  esa quyidan chega- 

ralangan (masalan m  ■ fi{A ) bilan). Shuning uchun quyidagilar mavjud va 

chekli:

L t ( f )  =  sup s 'u if) ,  L * i f )  =  inf S u i f ) .  (7-5)

(7.5) da aniq quyi va. aniq yuqori chegaralar [m, M]  kesmaning barcha chekli 

boïinishlari bo!yicha olinadi. L *(/) soni /  funksiyadan A  to :plam bo'yicha. 

olingan quyi integral, L*{ f )  esa /  funksiyadan A to'plam  bo‘yicha olingan 

yuqori integral deyiladi.

7 .6 - ta ’rif. Agar L„{j )  =  £ * (/)  bo‘Isa, chegaralangan f  funksiyani A  

to 'plam da Lebeg m a ’nosida integralldnuvchi deymiz. £ * (/)  va L* ( f )  lam ing  

bu um um iy qiym ati f  funksiyadan A  to ‘plarn bo ‘yicha olingan Lebeg integrali 

deyiladi, y a ’ni

j  f i x ) d p = L . ( f )  =  L*i f ) .

Quyidagi

0 <  S u ( f )  -  s a i f )  <  • f i(À ) , X„ =  max {yk+i -  yk)
0< k <n—l
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tengsizlikdan chekli o'lchovli A  to :plam da aniqlangan har qandav chegara- 

langan o'lchovli /  funksiyaning Lebeg m a’nosida integrallanuvchi ekanligi ke- 

lib chiqadi. Bundan Lebeg hayratga tushgan va bu jam lash usulining boshqa 

afzalliklarini qidirgan va topgan. Chegaralangan o:lchovli funksiyaning integ- 

rallanuvchanligi hozirda Lebeg integralining IV xossasi sifatida keltiriladi.

Endi chekli o'lchovli A  to 'p lam da aniqlangan chegaralanmagan /  : A  —> K 

funksiyaning Lebeg integrali t a ’rifini keltiramiz. D astlab /  ni A  tcrplam da 

manfiymas deb faraz qilamiz, ya:ni Va: €  A  uchun / ( x )  >  0 bo'lsin. Bu holda 

/  : A  —y R  funksiya yordam ida { /„}  ketma-ketlikni quyidagicha quramiz:

Bu usulda qurilgan /„  funksiya A  da o'lchovli va chegaralangan bolad i. 

M alum ki bu ketma-ketlik monoton, ya'ni

7 .7 - ta ’rif. A gar  (7.6) lim it chekli bo‘Isa, m an fiym as f  funksiya  A  to 'p lam ­

da integrallanuvchi deyiladi. B u holda f  dan A  to 'p lam  bo‘yicha olingan in ­

tegral deb (7.6) lim itn ing  q iym ati qabul qilinadi, y a ’n i

Endi chegaralanmagan /  : A  —y K funksiya A  da har xil ishorali qiym atlar

/ ( x )  < n  

/(•I’) >  n

f n{x )  <  /n - i(x ) . Vx €  A.  Vrc €  N.

Shuning uchun quyidagi (chekli yoki cheksiz) lim it mavjud

(7.6)

qabul qilsin. Bu holda /  funksivadan A  to ‘plam  bo'yicha olingan integralni 

aniqlashda

/0*0 =  /+0*0 -  / -  0*0 >

f+ (x )  =  ^ ( [ f ( x ) l  +  f ( x ) ) > 0 ,  f - { x )  =  ^ ( | / ( x ) j  -  / ( x ) )  >  0 (7.7)
1

yoyilmadan foydalanamiz.
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7 .8 - ta ’rif. A gar A  to 'plam da f + va /_  funksiya lar intcgralltiiivrchi

u holda f  n i A  da integrallariuvchi deym iz  va uning integrali deli

J  f~ (x )d /x  -  j"  f~ (x )d [ i

n i qabul qilamiz, ya ’n i

J a f { x ) dn  =  J  f+ {x )d n  -  f- .{x )d fi.

7 .1 - te o re m a  (Lebeg integralining a — additw lik xossasi), 0 ‘lchovli A  to'p- 

lam  o'zaro kesishm aydigan A \ ,  A 2, . ■., A n, . . .  o'lchovli to 'plam larning bir- 

lashm asidan iborat bo'lsin, y a ’n i

A =  U A n, A j Pi A j =  0 : i ^ j ,
/7 — 1

va f  fu n ksiya  A  to 'plam da integrallanuvchi bo'lsin. U holda har bir A n 

to 'p lam  bo'yicha f  funksiyan ing  integrali mavjud,

£  f  f { x №
n= 1 J .

qator absolyut yaqinlashadi va quyidagi tenglik o 'rinli

f f{x)cl,L  =  J2  f f ( x № .  (7.8)
»=i

Endi m a’lum ma noda 7.1-teoremaga teskari hisoblanuvchi quyidagi teore- 

mani keltiramiz.

7 .2 - te o re m a . O'lchovli A  to 'p lam  o'zaro kesishm ay dig an A i ,A .2 , . . . ,

A n , . . .  o'lchovli to 'plam larning birlashm asidan iborat bo'lsin, y a ’n i

A  =  U A„. A i n  A j  =  0. i  =£ j .
n = 1

Agar har bir A n to 'plam da f  funksiya  integrallanuvchi bo'lib,
OC ,,

£  /  If ( x ) \ dP
n=l

qator yaqinlashuvchi bo 'Isa, u holda f  funksiya  A  to 'plamda integrallanuvchi 

bo'ladi va (7.8) tenglik o 'rinli.
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7 .3 - te o re m a  (Lebeg integralining absolyut uzluksizlik xossasi). Agar f  

funksiya  A  (ß(A) <  ос) to :plamda integrallanuvchi bo‘lsa; и holda ixtiy- 

oriy e > 0 son uchun shunday S >  0 son mavjudki, ß{D)  < 5 tengsizlikni 

qanoatlantiruvchi har qanday D  с  A  to ‘plain uchun

tengsizlik о ‘rinli,

Endi Riman va Lebeg integrallarini taqqöSlash haqidagi teoremani kelti-

R im an integrali rnavjud bo‘Isa, и holda f  funksiya  [a, 6] kesmada Lebeg 

m a ’nosida ham  integrallanuvchi bo'ladi va quyidagi tenglik о ‘rinli:

7.1. Ko'pi bilan sanoqlita har xil y \, у ‘>_,. . . , yrl, . . .  qiymatlarni qabul qiluvchi 

/  : A  -4 R  funksiya o'lchovli bo!lishi uchun

to ‘plamlarning o!lchovli bo'lishi zarur va jretarli. Isbotlang.

Isbot,. Zaruriyligi. f  funksiya A  to :plamda oïchovli boïsa, A n to ‘plam- 

larning o:lchovli ekanligi 6.5-misoldan kelib chiqadi.

Yetarliligi. A n to'plam larning har biri oïchovli ekanligidan /  funksi- 

yaning oïchovli ekanligini keltirib chiqarainiz.

tenglikdan va oïchovli to'plamlarning chekli yoki sanoqli birlashmasi oïchovli

ramiz.

7 .4 -teo rem a . A gar  [a, b] kesmada

A n = { x  e  A  : f { x )  =  yn}

A ( f  < c) = { x e A :  f  (x) < c]  =  U A■n

ekanligidan /  ning A  da oïchovli funlcsiya. ekanligiga kelamiz. □
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7.2. Kantorning ziiiapoya funksiyasi Я  ning K n to'plam- bo‘yicha olingau 

Lebeg integralini hisoblang.

2n-l
Y echish . Malumki. K„ =  (J K nk to'plàmning k — qo‘shni intervali

k- 1
K r,k da Я  funksiya yk =  (2k — 1) • 2~n. (k  =  1.2. 3 , . . . ,  2”_1) qiymatni 

qabul qiladi, ya:ni

A k =  {x 6 K n : Я(х)  =  y,.} =  K nk, k  =  1.: 2 , 3 , . . . ,  2n~ \

Bundan táshqan barcha k  S { l.  2, 3 , . . .  ,2 " -1} lar uchun f.i(Knk) — 3-n 

ekanligini hisobga olsak, sodda funksiyalar uchun Lebeg untegrali ta ’rifidan

L
2 « - i  2 n _1 

, 4 v -л 2 k  — 1 1  1 ’v—' , .
ñ { x )d n  = Y ,  2» ' F  =  ¥ ~ v  S {2k ~  

fc=l k=1

1 1 +  2" — 1 1 =  1 2”
2" ■ 3" 2 4 3”

tenglikka ega bo‘lamiz. Bu yig‘indini hisoblashda arifmetik progressiyaning 

dastlabki n  ta  hadi yig-indisi uchun S n — 1 ^ —-  n dan foydalandik. □

7.3. Kantorning zinapoya funksiyasi Ä dan [0, l ] \ i f  to'plam  bo'yicha olin- 

gan integralni hisoblang. Bu yerda K — Kantor to'plami.

ЭС

Y echish . Malumki. [0, l ) \ K  — |J  K n tenglik o‘rinli va K n fo'plamlar
77 =  1

juft-jufti bilan o‘zaro kesishmaydi. Lebeg untegralining a — additivlik xossa- 

siga (7.1-teorema va (7.8) ga qarang) ko'ra quyidagiga ega bo'lamiz:

I & { x ) d p = Y ,  I  ñ { x ^  =  J 2 \ - ^  =  \ ’ T A- ^  =  l -  (7-9)10.11W Jk„ 3 3 2

Bu yerda biz oldingi misol natijasidan hamda cheksiz kaxnayuvchi geometrik

progressiya yig'indisi uchun S  =  — —  formuladan foydalandik. □
1 - q

7.4. Chekli olchovli A  to‘plamda chegaralangan /  sodda funksiya integral- 

lanuvchidir. Isbotlang.
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Is b o t. Bu xossa sodda funksiyalar uchun Lebeg integralining C) xossasi 

deb yuritiladi. /  sodda funksiya chegaralangan bo'lganligi uchun biror M  > 0 

vabarcha x  € A  larda | / (x) |  <  M  bo‘ladi. Faraz qilaylik. /  sodda funksiya 

A j to !plamda f ,  qiymatni qabul qilsin. U holda

\ f i \n {Ai) < M  ■ n  (A i ) =  M  ■ fj. (A).
i I

Demak, 7.3-ta’rifga ko!ra  /  sodda funksiya integrallanuvchi. □

7.5. A  — (0, 1] oraliqda /  funksiyani quyidagicha aniqlaymiz: f ( x )  =  n,  

agar x  e  A„ =  ( l . n  6 N.  f  sodda funksiya A  =  (0. 1]
\ 2 " : 2n—1

to ‘plamda Lebeg m a’nosida integrallanuvchimi? Agar integrallanuvchi 

bo!lsa, uning integralini hisoblang.

Y echish . Ma’lumki,

U A v. =  (0. 1]. A„ n  .4,,, =  0, n  ^  m.
11= 1

va A n = { x  €  A  : f ( x )  =  n} tenglik o‘rinli. Sodda funksiyalar uchun Lebeg 

integrali t a ’rifiga ko'ra,

OO DC

£  U nAAn) =  — (7-10)
77 =  1 77. =  1

qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, /  sodda funksiya A  =  (0; 1] da integrallanuvchi 

bo‘ladi. Bu holda musbat hadli qatorlarni taqqoslash haqidagi Dalamber alo- 

m atidan foydalanish qulay:

,. an+1 n + 1 2" 1 
lim ------=  Inn • —■ =  — < 1.
n->op an p->oc 2""rl n  2

Demak, (7.10) qator yaqinlashuvchi. Bu yerdan /  sodda funksiyaning Lebeg 

m a’nosida integrallanuvchi ekanligi kelib chiqadi. Endi (7.10) qator yig!indisini 

hisoblaymiz. Uning qisiniy yig‘indisi S„ uchun



2 /
ekanligini olamiz. □

Shuni ta.’kidlash joizki, yuqorida biz integralini hisoblagan sodda funksiya 

chegaralanmagandir. Ma’lumki, Riman integrali ta ’rifí dastlab chegaralan- 

gan funksiyalar uchun keltiriladi. Chegaralanmagan funksiyalar uchun Riman 

integrali alohida xosmas integral sifatida ta ’riflanadi. Lebeg integrali chegar- 

alangan va chegaralanmagan funksiyalar uchun bir xilda ta ’riflanadi.

7.6. 0 ‘lchovli /  : A  —» M funksiya A  (¡ j (A) <  d o ) to ‘plamda integrallanuvchi 

bo;lishi uchun har bir n  G N da

/,„ ,(* )  =  M í f l  (7 u )

sodda funksiya integrallanuvchi bo'lishi zarur va yetaxli. Isbotlang.

I s b o t. Zaruriyligi. f  : A  —+ M o:lchovli ekanligidan ham da 7.12 va 7.19- 

misollardan, liar bir n  € N da (7.11) tenglik bilan aniqlangan f%ut ning sodda 

funksiya ekanligi kelib chiqadi. Quyidagi tengsizlikda.il

va VII xossadan f™* funksiyaning integrallanuvchi ekanligi kelib chiqadi.

Yetarliligi. f%ut sodda funksiya har bir n  G N da integrallanuvchi bo!lsin. 

{ f n d}  sodda funksiyalar ketma-ketligining /  ga tekis yaqinlashuvchi ekanli­

gini ko'rsatamiz. Haqiqatan ham, barcha x  G A  larda

I / W - / T W I
n f j x )  -  [n f ( x )] { n f j x ) }  <  1

tengsizlik o-rinli. Demak. {/,?“*} ketma-ketlik /  ga tekis yaqinlashadi. 7.5- 

ta ’rifga ko'ra /  funksiya A  to ‘plamda integrallanuvchidir. □



7.7. Lebeg m a’nosida integrallanuvchi, lekin Riman m a’nosida integrallanuvchi

boí-magan funksiyaga miso! keltiring.

Y echish. Dirixle funksiyasini [0. 2] kesmada Lebeg va Riman ma’nolarida 

mtegrallanuvchanlikka teksíiiramiz. 0  sodda funksiya bo‘lib, uning Lebeg 

integrali quyidagiga teng:

í  D(.t)dfi =  1 -fi ([0, 2] n  Q) + 0 ■ ¡i ([0. 2]\Q) = 0.
.>/[0,2]

Dirixle funksiyasi [0, 2] kesmada Riman m a’nosida integrallanuvchi emas. 

Buni ko'rsatish uchun [0, 2] kesmani 0 = ' xp <  x i  < < ■■■ < x n- l  < 

x n -  2 nuqtalar yordamida teng n  bo'lakka bo!lamiz. Ma’lumki, Dirixle 

funksiyasining [x^-i, x*] bo'lakchadagi aniq yuqori chegarasi A4 barcha 

k e  {1 , 2 , . . . .  n} uchun 1 ga teng, Dirixle funksiyasining bu bo!lakchalardagi 

aniq quyi chegarasi esa 0 ga teng. Bu bo'linishga mos Darbuning yuqori 

fl„ va quyi j jn yig!indilarini qaraymiz:
r\  ̂ Q n t~) TI r» TI

a ,  =  -  E  m * =  -  E  1 =  2= =  E rnk =  E  0 =  0-n ¿ J r) ¿ ^  ■ r¡ '  n ^n Z-J n . - . n n
k=1 4=1 . fr=l t=l

Bu verdan.

lirn Qn =  2, lim íü,¡ =  0
/}—« pe  ’ n — o c

tengliklarga kelamiz. Demak, Dirixle funksiyasi [0, 2] kesmada Riman-ma'­

nosida integrallanuvchi emas. □  

Shuni tá ’kidlaymizki, IV, VI, VII va VIII xossalar faqat Lebeg integrali 

uchun xos. Bu xossalar Riman integrali uchun o'rinli emas. Buni 7.8-7.9 va 

7.49-7.50-misollarda ko'rib chiqamiz.

7.8. Lebeg integralining IV xossasi, Riman integrali uchun o'rinli emasligini, 

yá’ni shunday 6‘lchovli va chegaralangah funksiyaga misol keltiringki, u 

Riman m a’nosida integrallanuvchi bo‘hnasin.

Y echish. [0, 2] kesmada Dirixle funksiyasini qaraymiz. U chegaralangan 

va o’lchovli. demak IV xossaga ko‘ra  u Lebeg m a’nosida integrallanuvchi, lekin
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Dirixle funksiyasi [0. 2] kesmada Riman m a’nosida integrallanuvchi emas. Bu 

tasdiq 7.7-misolda ko'rsatildi. .. □

7.9. Lebeg integralining VII xossasi, Riman integrali uchun ó'rinli emas. Ya’ni, 

shunday integrallanuvchi ’ip': A '—> R  va olchovli /  : A  —* R  fuñksiya- 

larga misol keltiringki, barcha x  e  A  larda |/(.t)'| <  ip(x) boísin , lekin 

/  funksiya Riman m a’nosida integrallanuvchi bolniásin.

Y echish . Quyidagi funksiyalarni qaraymiz: <p ( x )  =  2 va

Barcha x  e  [0„ 2] lar uchun ¡/(.t)¡ <  ip( x)  tengsizlik o;rinli. : [0; 2] - * R  

crzgarmas funksiya sifatida [0. 2] kesmada Riman m a’nosida integrallanuv­

chi boladi. Lekin /  funksiya [0. 2] kesmada Riman m a’nosida integral­

lanuvchi emas. Bu tasdiq X> ning Riman m a’nosida integrallanuvchi emasligi-

7.10. Chebishev tengsizligini isbotlang, ya’ni A  olchovli to'plamda. manfiymas 

¡p funksiya va c > 0 son berilgan bo lsa , u holda

(7.12)

ga o‘xshash isbotlanadi. □

(7.13)

tengsizlik oi'inli. (7.13) Chebishev tengsizligi deyiladi.

Y echish . Ayt.aylik, A c =  { x  €  A  : ip (x) >  c} bolsin . U holda

tp {x) dp p  (x) dp  + (p (x) d p >  ¡p (x) d p  > c ■ p  (A c).

Bu yerdan (7.13) tengsizlikning isboti kelib chiqadi. □

7.11. f ( x )  =  3 x 2 +  2, x  e  [0, 1] funksiyaning integralini ta 'rif yordamida 

hisoblang. Javobingizni Riman va Lebeg integrallarini ta.qqoslash haqida- 

gi 7.4-teoremadan foydalanib tekshiring.



Y echish . Berilgan f ( x )  =  3 x 2 +  2, x  €  [0. 1] funksiya sodda funksiya

emas. Bu funksiya o'lchovli va [0, 1] kesmada chegaralangan, shuning uchun

u integrallanuvchi. f  ga tekis yaqinlashuvchi va integrallanuvchi { /„}  sodda

funksiyalar ketma-ketligini shunday tanlash  kerakki. har bir n  €  M da f n ning

integralini hisoblash mumkin bo'lsin. ham da lim f A f„ (x) d ß  ni hisoblash

oson bo'lsin. Shu m aqsadda biz quyidagicha yo‘l tutam iz. [0, 1] kçsmani

1 2  «  -  1 n
0 <  — <  — < • • •  < ------- <  -  =  1

ri n n  n

nuqtalar yordam ida teng n  bo'lakka bolam iz va

Ak
f f c - 1  k \

к  =  1. 2
n  — 1

------- > , n -  1. A n = ------- , 1
n  n ) n

belgilashlarni kiritamiz. Tanlanishiga ko‘ra  bu to'plam lax juft-jufti bilan o :zaxo
П

kesishmaydi va |J  A k =  [0. 1]. /„  sodda funksivani [0, 1] kesmada quyida- 
í-=i

gicha aniqlaymiz:

f n{ x )  =  f  f - ' )  =  +  2. x  e  Ak,  к  =  1 , 2 , . . . ,  n.
y n  )  n 2

Tanlangan ketma-ketlikni [0, 1] da  /  ga tekis yaqinlashishini ko‘rsatam iz.

m ax |/„ (x ) -  / ( .r ) | =  m ax m a x \ f n{x)  -  f ( x ) \  =
0 < т < 1 1 <k<nxeAk

I t n  ! л £t M 3(2Л — 1) 3(2n — 1)=  m ax m ax г [к / n )  — г(х) =  m ax —— ;-----= -------- г----- .
i <к<пхелк и у  1 1  К п  1< к<п п 2 ft2

Demak, bu ketma-ketlik [0, 1] da f  ga tekis yaqinlashadi. Endi f„ sodda 

funksiyaning [0, 1] to ‘plam bo‘yicha Lebeg integralini hisoblaymiz.

, 2 У 41 3 H n  +  Ш 2"  +  -1) , s -  (n  +  1)(277 +  *) I 2 , (7.14) 
n  n 3 6 2 rfik=i

Yig‘indini hisoblashda barclra H €  N lar uchun o'rinli bo'lgan

l 2 +  22 +  32 +  • • • +  n 2 
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tonglikdan foydalandik. (7.14) tenglikda n  —* oc limitga o'tib,

lim [  f n(x)  dM =  lim ( +  +  2)  =  1 +  2 =  3IW5° ./[0.1] n^ ° °  V 2 n  J

ui hosil qilamiz. Olingan natijani Riman va Lebeg integrallarini taqqoslash 

haqidagi 7.4-teorema yordamida teksliiramiz.

/  (3a;2 4- 2) dx  =  (xs +  2x)j i  =  1 +  2 — 0 =  3.
Jo

Demak, ta 'r if  yordamida hisoblangan integral to ‘g‘ri ekan. □

U y  v az ifa la ri va  m av zu n i o 'z la sh tir ish  u ch u n  m a sa la la r

7.12. Agar /  : .4 R o‘lchovli funksiya bo'lsa. u holda g(x)  =  [f(x)] 

funksiya A  da sodda funksiya bo'lishini isbotiang, Bu yerda [o] belgi a 

soniuing butun qismini bildiradi.

7.13. 0 ‘lchovli A  C E  to‘plamning y  =  \A  {%) xarakteristik funksiyasi E  

da sodda funksiya ekanligini ta :rif va 7.1-misol yordamida A n to'plam- 

larning o'lchovli ekanligidan foydalanib ko'rsating.

7.14. y  =  signa: ning E  =  [—1. 3| da sodda funksiya ekanligini t a ’rif yorda­

mida va 7.1-misol tasdig'idan foydalanib ko'rsating.

7.15. Agar /1  : A  —> R va /2  : E \ A  —* R sodda funksiyalar bo‘lsa. u holda

m - \ Mx]] xiA
{ f , ( x ) ,  x  6  E \ A  

funksiya E  da sodda funksiya bo‘lishini isbotiang.

7.16. Käntorning zinapdyä funksiyasi R  ning [0. 1 ] \K  d& sodda funksiya 

bo'lishini ko'rsating. Bu yerda K — Kantor to'plami.

7.17. Ä : K  —► R Kantor funksiyasining sodda funksiya emasligini isbotiang. 

Bu yerda K — Kantor to'plami.
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7.18. Quyidagi sodda funksiyalarning [0, 1] to‘plam bo:yicha olingan Lebeg 

integralini hisoblang.

\ r f \ f °- a9ar x e K  j  1, x  £  K
a) f { x )  =  <̂ b) g{x)  =  t

[ n , agar x  6 K n, [_ 2 , x  €  K n.

7.19. Sodda funksiyaning songa ko';paytmasi yana. sodda funksiya bo;lisliini is- 

botlang.

7.20. Sodda funksiyalar yig'indisi yana sodda funksiya bolishini isbotlang.

7.21. Agar /  va g lar sodda funksiyalar bo':lsa, u holda o  f  +  ß g  funksiya 

ham  sodda funksiya boladi. Isbotlang.

7.22. Agar /  : A —» R va g : A  —> R lar sodda funksiyalar bo'lsa. u holda 

/  • g ham sodda funksiya bo‘ladi. Isbotlang.

7.23. /  : A  —> R funksiya o‘lchovli bo‘lishi uchun unga tekis yaqinlashuvchi 

sodda funksiyalar ketma-ketligining mavjud bo'lishi zarur va yetarli. Is­

botlang.

7.24. Kantorning zinapoya funksiyasi Ä ga [0, 1] da tekis yaqinlashuvchi va 

cheklita qiymat qabul qiluvchi sodda funksiyalar ketma-ketligini quring.

7.25. Agar /  va g sodda funksiyalar A  to !plamda integrallanuvchi bo‘lsa, u 

holda a  f  +  ß  g funksiya ham A  to ‘plamda integrallanuvchi b o iad i va

IA
( a  f ( x )  +  ß  g { x ) ) d ß  =  a  J  f { x ) d f i  +  ß  J  g{x)d/j .

tenglik o‘rinli. Isbotlang.

7.26. f ( x )  =  [a;], x  6 [0, 5) =  A  ning sodda funksiya ekanligini ko'rsating va 

uning A  to !plam bo‘yicha olingan integralini hisoblang.

7.27. Ixtiyoriy o‘lchovli A  c  E  uchun f E XA(x ) d ß  — f i{A)  tenglikni isbot 

qiling.
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7.28. /1 =  {x € [—7T, tt] : s in z  <  0. 5} uchun ^  Xa (x ) d/.t ml,<y,m.liii lii 

soblang.

7.29. Dirixle funksiyasining sodda funksiyaekauligini ta 'rif yordamida ko .i iiir, 

Uning A  =  [0. 3] to‘piam bo‘yicha olingan integralini hisoblang.

7.30. Riman funksiyasining sodda funksiya ekanligini ko'rsating va uning A  

[0.1] to ‘plam bo‘yicba olingan integralini hisoblang.

7.31-7.37-misollarda berilgan /  : A  —> M funksiyani sodda ekanligini 

ko‘rsatib, uning integralini hisoblang.

7-31. / ( x )  =  [2x], A  =  [0, 2).

7.32. f ( x )  =  signx. A  =  [— 1, 3].

7 .33. / ( x )  =  X!p,i]\Q(S), A =  '[-1 , 3].

7.34. /( ir )  =  [x] +  signx, A  =  [— 1, 2].

7.35. f ( x ) =  signx +  ,\|i.2](a-’)> A  =  I“ 1- 4] •

/ 1  1 1
7.36. f i x )  =  n,  X  e  A n =  ( — , ^  J , n  e  N. A =  (0, 1].

7 .38. /  ga tekis yaqinlashuvchi va A  to‘plamda integrallanuvchi har qandav 

sodda funksiyalar ketma-ketligi uchun (7.4) limit mavjud. Isbotlang.

7.39. Berilgan /  funksiya uchun (7.4) limit, unga tekis yaqinlashuvchi {/„} 

ketma-ketlikning tanlanishiga bog‘liq emas. Isbotlang.

7.40. Lebeg integralining bir jinslilik  xossasini isbotlang. Bu xossani matema- 

tik simvollar yordamida quyidagicha yozish inumkin.

1 1 
( n +  1)T n\

n € N, A :=  i0. 1].
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7.41. Lebeg integralining additivlik xossasini isbotlang. Bu xossani m atem atik 

simvollax yordamida quyidagicha yozish mumkin:

7.40 va 7.41-misollarda keltirilgan xossalar adabiyotlarda ([1] ga qarang) 

Lebeg integralining II va III xossalari deb beriigan.

7.42. Lebeg integralining IV xossasini isbotlang. A  to‘plamda chegaralangan,. 

o‘lchovli /  funksiya integrallanuvchidir.

7.43. Lebeg integralining m onotonlik xossasini (V xossa) isbotlang. A  to‘pla.m- 

da manfiymas f ( x )  > 0 funksiyaning integrali manfiymas.

7.44. Lebeg integralining VI xossasini isbotlang. Agar ¡i (.4) =  0 bo;lsa, u 

holda ixtiyoriy /  : A  —» M funksiyaning integrali nolga teng.

7.45. Agar deyarli barcha x  G A  lar uchun f ( x )  =  g(x)  bo;lsa, u holda

tenglik o'rinli. Isbotlang. Bu hani Lebeg integralining VI xossasi deyiladi.

7.46 va 7.47-misollarda keltiriladigan tasdiqlar mos ravishda Lebeg inte­

gralining VII va VIII xossasi deb ataladi ([1] ga qarang).

7.46. Agar ip funksiya A  to‘plamda integrallanuvchi bo'lib, deyarli barcha 

x  €  A  lar uchun |/(ar)i <  ¿ { x )  bo'lsa, u holda /  o;lc.hovli funksiya 

ham A  to ‘plam da integrallanuvchi bo!lishini isbotlang.

7.47. Agar /  o‘lchovli funksiya bo‘lsa, u holda /  va | / |  funksiyalar bir vaqtda 

integrallanuvchi yo integrallanuvchi emas. Isbotlang.

7.48. Agar har bir n  G N uchun (7.11) tenglik bilan aniqlanuvchi sodda 

funksiya integrallanuvchi bo‘lsa. quyidagi tenglikni isbotlang

J a  ' J a  J a
/  { f { x ) + g ( x ) ) d ß =  /  f ( x )  dfi  +  /  g { x ) d^ .
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7.49. Lebeg integralining VI xossasi, Riman integrali uchun o'Tiiili ernas. Ya.'ni, 

shunday /  : A  —► K va g : /1 —> R  ekvivalent fiuiksiyalarf'n, niiwil 

keltiringki, ulardan biri Riman m a’nosida integrallanuvchi, ikkindiisi m i 

integrallanuvchi bo‘lmasin. A  =  [0, 2] kesmada Dirixle 53 (,r) ya nol 

0(x)  =  0 funksiyalarini tahlil qiling.

7.50. Lebeg integralining VIII xossasi Riman integrali uchun o;rinli emas. Ya.’ni, 

Riman m a’nosida integrallanuvchi bo'lmagan shunday /  : 4  —> .M funk- 

siyaga misol keltiringki, lining moduli | / |  esa, Riman rna’nosida inte­

grallanuvchi bo!lsin. (7.12) bilan aniqkuigan /  funksiyani tahlil qiling.

7.51. [—1, 1] kesmada aniqlangan Riman m a’nosida integrallanuvchi bo'lma­

gan, lekin kvadrati Riman m a’nosida integrallanuvchi bo‘lgan funksiyaga, 

misol keltiring. 7.9-misol yechimida qaralgan f  funksiyani tahlil qiling.

7.52. (7.12) tenglik bilan aniqlangan /  funksiya va. ¡p(x) =  1 funksiyani 

[—1, 1] kesmada ekvivalent ekanligini isbotlang. Ularni [—1, 1] kesma­

da Lebeg va Riman m a’nolarida integrallanuvchanlikka tekshiring.

7.55. Agar /  funksiya A  to ;plamda integrallanuvchi bo;lsa, u holda /  funksiya 

.4 to ;plamning ixtiyoriy olchovli A! qismida ham integrallanuvchi bo;ladi 

Isbotlang.

7.54. Agar f A | f ( x ) ¡ d/u = 0 bo'lsa, u holda deyarli barcha x  £  4  lar uchun 

f ( x )  =  0 bo;ladi. Isbotlang.

7.55. Lebeg integralining absolyut uzluksizlik xossasidan foydalanib isbotlang. 

Agar /  funksiya A  ( ß( A)  <  oo) to 'plam da integrallanuvchi bo!lsa, 

u holda ixtiyoriy n £ N son uchun shunday rn £ N  son .mavjudki, 

ß ( D )  < m * 1 tengsizlikni qanoatlantiruvchi har qanday o'lchovli D  c  A  

to 'plam  uchun

tengsizlik bajariladi.
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7.56. [О, 1] kesmadachegaralamnagan. ammo Lebeg m a:nosida iutegrallanuvehi 

bo'lgan sodda funksiyaga misol keltiring.

7.57. f ( x )  =  [x2] fuiiksiyanmg A  =  [0, 2] to'plam  bo'yicha olingan Lebeg 

integralini hisoblang.

7.58. [a, b) kesmada uzluksiz funksiya sodda funksiya bo'la. oladimi?

7.59. Dirixle. Riman funksiyalari sodda funksiya bo'ladimi? Ularning [0, 4] 

to'plam  bo'yicha olingan Lebeg integralini hisoblang.

7.60-7.65-misollarda berilgan f  : A  —* M funksiyaning integralini ta ’rif 

yordamida hisoblang. Javobingizni Riman va Lébeg integrallarini taqqoslash 

haqidagi 7.4-teoremadan foydalanib tekshiriiig.

7.60. f { x )  =  2x +  l ,  x £  [0, 3].

7.61. f ( x )  =  6x  — 3. x  €  [—1; 2].

7.62. f ( x )  =  3 x 2 - 2 x ,  x &  [—1. 1].

7.63. f { x )  =  бж2 +  4 x  — 5, x  6 [— 1. 1].

7.64. f ( x )  =  2r +  3, x  e  [0; 2j.

7.65. f ( x )  =  er +  3x, x  e  [0, 1].

7.66. Quyidagi integrallarni hisoblang.

a) f  sign(cos n x)d ß :  b) f  sign(sin — )d/u;
I—Я S] 1Л 11 £

7.67-misolni Lebeg integrali ta :rifi va xossalaridan foydalanib hisoblang. Bu 

yerda £>— Dirixle. ÍH—Riman. Я — Kantor funksiyasi.

c) I f  i5-' +  v W - d) f f  V W 17*]dfi.
¡0.2]x[0:2] j < y <  4

7.67. a) J x-Xjo.i]\q (x )d ß :  b) /  ( 1 + 2 x)df i :  
¡0 , 1] [0 . 2]

c) f  (3 x2 +  l )  d/u: d) f  (2X +  2) dß:
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e) /  (In 3 -i-e,:)r//i; f) J  M(x)  dfj.:
io, 1] (0.1]

g) J  x  [1 — '£>{x))d/j,\ h) j  x  (1 — SH(i))d/i;
(0,1! , ' lo.i]

i) J  ( r  +  M(x))  df./-. j) f  x  ■ &{x) d+L\
[0. IS ; [0.1]

k) f  x 2 ■ 9 l(x )  d/i.
(0.1]

.(>8. H arb ir n e N  uchun : [0. 1] —> R funksiyani quyidagicha aniqliiymiz. 

f n funksiyaning x  G [0, 1] nuqtadagi q iym ati,, x  ning cheksiz ikkilik 

kasrga yoyilmasidagi n — raqamiga teng. Masalan,. / 2( 0 , 1 0 0 1 0 . =  0, 

/ 3(0, 10110. . . )  =  1 . Bu ketma-ketlik uchun quyidagilarni isbotlang:

/  f n { x ) f m( x ) dp  = - ,  n ^  rn, j  ( f n ( x ) ) 2 dtu =  I  ■
■/[0,1] 4 ./ [0. J -

.69. Harbi r  n  g N uchun gn : [0. 1]_—» R  funksiyani quyidagicha aniqlaymiz. 

Agar x  G [0, 1] ning cheksiz ikkilik kasrga yoyilmasida n — raqami 1 

bo!lsa, gn(x ) =  1, agar n — raqami 0 bo'lsa, g„{x) =  — 1. Bu ketma- 

ketlik uchun quyidagilarni isbotlang:

/  gn(x )g m{ x )d n  =  0, n  ±  m , /  (gn ( x ) f  dp  =  1,
•/[0,1] ^[0.1]

8- §. L ebeg integral! belgisi ostida. lim itga o ‘tish

Integral belgisi ostida limitga o:tish yoki qatorlarni hadma-had integrallash 

masalasi ko‘plab muammolarni yechishda uchraydi.. Boshqacha qilib aytganda 

qanday shartlarda

lim I  f n{x)df i  = I  lim f n{x)dp. :=  [  f { x ) d j i  (8.1 )
n - o o j A J  A n—*oo JA

tenglik o!rinli bo!ladi, ya’ni limit va. integral belgilarining o'rinlarini almashtirish

mumkin? Integral belgisi ostida limitga 6‘tishmng yetarli shartlaridan biri

berilgan ketma-.ketlikning tekis yaqinlishish shartidir, lekin bu sh a rt t a ’rifda

bor. Shuning uchun tekis yaqinlishishclan kuchsizroq shartlar qo‘ygan holda

(8.1) tenglikning bajarilishini tekshiramiz. Agar {/„,} integrallanuvchi funksi-

yalar ketma-ketligi A  to :plamning: har bir nuqtasida: /  funksiyaga yaqin-

lashsa, (8.1) tenglik to ‘g!rimi degan savol tug‘iladi. Urhuman olganda, nuqtali
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yaqinlashish integral belgisi ostida limitga o'tishni ta ’minlay olmas ekan. Bun­

ga quyidagi mjsolda islionch hosil qilamiz.

8.1. [0 ,7r] kesmada quyidagi funksional ketma-ketlikni qaraymiz

{nsinnx . x £ 0, — )
ptt ] L n l  (8-2)

0. x £ --. .in
Bu ketma-ketlik liar bir nuqtada nolga yaqinlashadi. Bu ketma-ketlik 

uchun (8.1) tenglik to‘g‘rimi?

Yechish. Har bir x £ [0, tt] uchun lim f n(x) =  0 tenglik oson tekshiri- 

ladi. Endi /„ ning [0: tt] kesma bo‘yicha olingan integralilii hisoblaymiz:

/ f n{x)du — n / sm nxdf .1 == 2.
J  0 ’ Jo

Ikkinchi tomondan

lim f  f n(x)d/j, =  2 /  j  0(x)dp =  0. n->oc Ja Jn

Demak. bu ketma-ketlik uchun integral belgisi ostida limitga o‘tish to‘g‘ri

emas. □

Quyida biz integral belgisi ostida limitga o‘tish belgilarini keltiramiz.

8 .1-teorem a (Lebeg). Agar {/„} ketma-ketlik A  to‘planning har bir 

nuqtasida f  funksiyaga yaqinlashsa va barcha n £ N lUf Uchun \ f n{x) | < 

ip (x )  tengsizlik bajarilib, ip funksiya A  to ‘plamda integrallanuvcM bo ‘Isa, 

u holda limitik funksiya f  ham A da integrallanuvcM bo‘ladi va quyidagi 
tenglik 0  ‘rinli

lim  [  fn{x)d+i = f  f(x)dfi .
n~+x  J a  J a

8.1-natija . Agar | /,,(x) | < M  =  const va barcha x £ A larda lim f n(x) ■■n—rOC
f (x)  bo‘Isa. u holda quyidagi tenglik '0 ■rinli

lim i  f„(x)dfj. =  [  f{x)d¡¡.
II-» oc J  4 ' J  A '

Nol o-lchovli to ’plamda funksiyaning qiymatini o‘zgartirish integral qiy-

matiga ta ’sir qilmaydi. shuning uchun 8.1-teoremada {/,,} ketma-ketlikning
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/  funksiyaga deyarli,yaqmlashishini va | f ( x )  \ <  ip(x) l.ongBi/liknini', Imin 

deyarli barcha x  lar uchun bajarilishini talab qilisli yetarli.

8 .2 -teo rem a (Levi). A to ‘plañida monoton

h ( x )  < f 2{x) <■■■■< f n(x) < •••- ,

integrallanuvchi {/„} funksiyalar ketma-ketligi berilgan bo'lih, barcha n  € N 

lar uchun

J  f n { x ) d p  <  K

tengsizlik bajarilsin. Uholda A to'plamning deyarli hamma yerida lim f„(x)11—>OC
= f ( x )  chekli limit rnavjud hamda f  funksiya A  da integrallanuvchi va 

integral belgisi ostida limitga o‘tish mumkin, ya ’ni

lim I  f„{x) d/j, = j  f ( x )  dß.
Ja Ja

8 .2 -natija . Agar ip„(x) >  0 boHib,
oc

/  %i(x)d/JL < +00 

bo'Isa, u holda A  to'plamning deyarli barcha nuqtalarida
OC

n—1

qator yaqinlashadi va bu qatorni hadlab integrallash mumkin, ya ’ni

/ I ]C u , l [ x '! dfU = zL / V n { x ) d / J , .
•'A \n=1 J  n=l .A

8 .3 -teo rem a (Fatu). Agar manfiymas, o'lchovli {/„} funksiyalar ketma- 

ketligi A to'plamda f  funksiyaga deyarli yaqinlashsa va

/„ (x) dß < K

bo‘Isa, u holda f  funksiya A to'plamda integrallanuvchi vä

f i x )  dfi < K
JA
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tengsizlik o rinli.

Shu paytgacha biz faqat chekli o'lchovli (/¿(.4) < oc) to!plamlarcla Lebeg 

integrali va uning xossalarini o'rgandik. Lekin ko'plab masalalarni yechishda 
cheksiz o‘lchovli to'plamda berilgan funksiyaning integralini qarashga td'g'ri 

keladi. Masalan, M — (—00. oc) da berilgan funksiyaning Lebeg integralini 

qarashga to!g'i'i keladi. Biz X  to'plam sanoqli sondagi chekli o‘lchovli X n 

to’plamlarning birlashmasi ko!ririishida tasvirlanishi mumkin bo‘lgan hoi bilan 
chegaralanamiz.

8 .1 -ta ’rif. Agar X  to'platnaa p  o'lchov berilgan bo‘lib. X  to ‘plarnni 

sanoqli sondagi chekli 0  ichovli to ’plamlarning birlashmasi ko ‘rinishida tasvir- 

lash mumkin bo‘Isa; u holdo, X  da berilgan f1 o‘lchov a — chekli o'lchov dey- 
iladi.

a — chekli o!lchovlarga sonlar o'qidagi va tekislikdagi Lebeg o‘lchovlari 
misol bo'la oladi.

8 .2 -ta ’rif. Agar monoton o'suvchi {X„} (X„ c  X„+i) to-plarnlarkétma- 
ketligi quyidagi ikki shartni qanoatlantirsa

OC

1) U X n — X , 2) barcha n  £ N lar uchun n (X n) < 00,
n= 1

{X,,} ga X  to'plamni qoplovchi ketma-ketlik deyiladi.
8 .3 -ta ’rif. X toylamda a —chekli fj, o'lchov va X  da aniqlangan man- 

fiymas f  funksiya berilgan bo'lsin. Agar f  funksiya ixtiyoriy chekli 0 ‘Ichovli 

A  C X  toylamda integrallanuvchi bo‘lib, biror qoplovchi {X,,} ketma-ketlik 
•uchun

f{x)dn

chekli limit mavjud bo ‘Isa, u holda f  funksiya X  to ‘platuda integrallanuvchi 

deyiladi va bu limit

f  f ( x )dp  =  iiit! f  f{x)d/i
Jx n̂ °° Jx„

f  dan X  to'plam bo'yicha olingan Lebeg integrali deyiladi.

Endi /  ixtiyoriy funksiya bo'lsin. Uni ikkita manfiymas funksiyalar ayi'r- 

masi shaklida tasvirlaymiz, ya’ni f ( x )  =  f+(x) — f ~( x ) , bu yerda f + va /_
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lar (7.7) tenglik bilan aniqlanadi.

8 .4 -ta ’rif. Agar (7.7) tenglik hilan aniqlangan f + va /_  manfiy- 

mas funksiya,lar X  to ‘plamda integral!,anuvcM bo lsa, u halda f  funksiya X  

l;o‘plañida integrallanuvchi deyiladi va

í  f {x)dn — í  f+(x)dn -  í  f^(x)dfi.
J x  J X  Jx

Lebeg va Riman integrallari orasidagi quyidagi bog‘lanishni keltiramiz. 
Agar [a. ó] kesmada /  funksiya Riman ma’nosida integrallanuvchi bo'lsa. 

u holda /  funksiya [a. 6] kesmada Lebeg ma’nosida ham integrallanuvchi 

bo'ladi va bu integrallar teng bo‘ladi (7.4-teoremaga qarang).

Agar /  funksiya [0, 1] kesmada xosmas m a’noda Riman bo'yicha integral­

lanuvchi bo'lsa, u Lebeg ma’nosida integrallanuvchi bo'lmasligi ham mumkin. 

Masalan,
■ 1  d t  r s  sm ----  (o.3)

t t v ’ 
xosmas integral Riman ma’nosida mavjüd (integrallanuvchi). Haqiqatan ham, 

o'zgaruvchilarni almashtirib

f l 1 dt f x  sin x 
/ s m -  — =  / ------dx

J o t t Jx x
sm x

ga kelamiz. Dirixle alomatiga ko‘ra bu integral yaqinlashuvchi { f (x)
1 1  ^  

funksiya integrallanuvchi). f ( t )  = sin -  ■ -  funksiya (0. 1) oraliqda Lebég
ma’nosida integrallanuvchi emas. Faraz qilaylik. bu funksiya Lebeg .ma’nosida

integrallanuvchi bolsín. U holda VIII xossaga ko;ra .

í 1 11 dt
sm - -

Jo t.\ t

integral ham mavjud bo'ladi. Bundan esa yana o'zgaruvchilarni almashtirib.



tenglikka kelamiz. Oxirgi
cos 2x ,

/ --------ax
J  i *

integral yaqinlashuvchi. Birinchi integral esa uzoqlashuvchi. Demak,

f 1 1 dtsin — -
Jo t t

integral ham uzoqlashuvchi. Shuni ta ’kidlaymizki, agar manfiymas funksiya 

Riman ma’nosida integrallariuvclii bolsa, u holda bu funksiya Lebeg ma’nosida 
ham integrallanuvchi bólacíi va bu integrallar teng bo'ladi.

8 .4-teorem a. Aytaylik A to ‘plamning о ‘IcKovi cheksiz bo ‘Isin. Chëklita 

nolmas yi.y-2 , . . .  . yn qiymatlarni qabul qiluvchi f  : A —> R sodda funksiya 
A da integrallanuvchi bo'lishi Uchun A¿ =  {ж 6 A : f ( x )  = y^}, к =

1 . 2 to‘plarnlarning oichovi chekli bo'lishi zarur va yetarli. Xusitsan 

В  C  A to ‘plamning xarakteristik funksiyasi - xb  (^) integrallanuvchi bo ‘lishi 
uchun ß{B)  < oc bo'lishi zarur va yetarli.

8 .5 -ta ’rif. Aytaylik A cheksiz o‘lchovli to‘plam, f  : A  —* R sanoqlita 

3/1 , 2/2 , ■ • •, yn, • • • qiymatlarni qabul qiluvchi sodda funksiya bo bin . Agar bar 

bir nolmas yu uchun Ak =  {x € A : f ( x )  = y{\ to‘plam chekli o‘lchovli
OC

bo‘lib, E  Уп^{Ап) qator absolyut yaqinlashuvchi boisa, f  : A —> Ж sodda
71=1

funksiya A to ‘plamda Lebeg та ’nosida integrallanuvchi deyiladi.

8.2. Quyida keltirilgan funksiyalar R da Lebeg m a’nosida integrallanuvchi 

bo;ladimi?
ОС ( —  l V *  ^  SIT ! 77

a) f i x )  =  E  ——-X[n,n+I](z); b) f { x )  =  E  — X[n.«+i](-r);
71 =  1 П  n = l  n

o c  oc-

с) f i x )  = E  — (,,+1)2) (ar) ; d) f i x )  =  E  cos n ■ xr -  ^+i){x);
11—  1 П  7 1 = 1  1 '

e) f i x )  =  E  / П, п ,х к » + 1)(з:); f) f i x )  =  E  ^Xtn.n+i)ix).
7 7 = 1  \ n  ~ r  Í ) :  n = l  ¿

Yechish. Hozir biz f ) ning yechimini beramiz. Berilgan funksiyaning aniqlan- 

ishidan quyidagilarga ega bo'lamiz. А,о =  (—oc. 1) to‘plamda f {x)  = 0 = yo
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va. f ( x )  =  X  € A n =  [n, n  +  1). 8.5-ta’rifga ko'ra /  : К. —► M funkmyu
2n '

integrallanuvchi bo'lishi uchun

У ]  ÿn /i(4n) =  ^  • i
n2
on

77 = 1 П=1

qator yaqinlashuvchi boiishi zarur va yetarli. Musbat hadli qatorlarni taqqoslash 
haqidagi Dalamber alomatidan foydalanib (q =  0, 5). hosil bo lgan qatorning 

yaqinlashuvchi ekanligiga ishionch hosil qilamiz. Demak, /  funksiya К da 

integrallanuvchi bo'ladi. □
OC

8.3. A  =  IJ [n, n +  n~a) to‘plamning xarakteristik funksiyasi /(x )  =  x a { x )
71=  1

parametr a  ning qanday qiymatlarida R da integrallanuvchi bo'ladi?

Yechish. 8.4-teoremaga ko'ra, f ( x )  = x a (%) funksiya integrallanuvchi 

boiishi uchun A  to'plam chekli o'ichovli bo'liëhi zarür va yetàrli. A  to'plamning 

o'ichovi, o'ichovning cr— additivlik xossasiga ko'ra
o c  

II—  1

yig'indiga teng. Malumki, bu qator parametr a  ning 1 dari katta barcha 
qiymatlarida yaqinlashuvchi bo'ladi. Demak, barcha a  G (1, oc) larda A 

to'plamning x a  xarakteristik funksiyasi, R da integrallanuvchi bo'ladi. □

8.4. Quyidagi limitlarni integral belgisi ostida limitga o'tish haqidagi teore- 

malardan foydalanib yeching.

a) lim f  exp ( - n i 2) du: b) lim f exp ( — —- ) du,:
”~*oc (0.1) ' n-*DC[o.i] \ n J

sin” X
d/i; dj lim

d/j.

' ( 0 . 1] [0 . 1]

c) lim f  X dfi\ d) lim f  exp(— cos“ x ) d/л:
n — 1 -f" X  îl—»DCr.

e) lim f  n  fexp -  l )  ^  , •
”-* -[o i]  V 1 V пУ J l + x *

Yechish. a) ning yechimi. Integral belgisi ostida. limitga o'tish haqidagi 
Lebeg teoremasidan foydalanamiz. Berilgan f„(x)  =  exp(— nx2) ketma-ketlik



[0. 1] kesmaning deyarli barcha (nol nuqtadan tashqari) nuqtalarida 6{x) =  0 

funksiyaga yaqinlashadi. Integrallanuvchi ip : [0. 1] —» Ж funksiya sifatida 

p(x)  =  1 ni olamiz. U hoida barcha x  6 [0: 1] va n  € N lar uchun \fn(x)\ < 

ip(x) tengsizlik bajariladi. Integral belgisi ostida limitga o'tish haqidagi Lebeg 

teoremasining shartlari bajariladi. Teorema tasdig‘iga ko!ra

lim /  exp(—nx2) d//. =  /  в(х) cl/л =  0. □
n“>=c J ¡0, lj J\0,1}

1
8.5. f i x )  - - ------ 7-Т7Г, x G A — [0. do) funksiya A  da integrallanuvchimi?

1 +  [х\г ‘

Yechish. Sonning butun qismi ta'rifiga ko'ra /  : A  —> R sodda funksi­

ya bolib, A n =  [гг., n  +  1), n  =  0 ,1 .. . .  to!plamda y.n = - —-—-  qiymatni
1 +  n ¿

oc i
qabul qiladi va E  —— —x ■ 1 qator yaqinlashuvchi. Demak. 8.5-ta:rifga ko‘ra 

n=o 1 +  Пг
f i x )  =  ----- r—- funksiya A  =  [0, oo) da integrallanuvchi. □

+  [.Tj

U y vazifalari va m avzuni o‘z!ashtirish  uchun m asala la r

8.6. Quyida keltirilgan funksiyalar a  > 0 parametrning qanday qiymatlarida

R da integrallanuvchi bo‘ladi?
OO (— ] 'l  ̂ 00 sin 71

a = E  — — Х|п.п+1](г); b) f i x )  = E  — X|».n+ i,W ;
71— 1 ' I  71=  1

OC ( - l ) n

c) f i x )  = E
n=l

YlXa
8.7. Parametr a  ning qanday qiymatlarida f n(x) — , x  €  [0, 1], 

ketma-ketlik integral belgisi ostida limitga o‘tish haqidagi Lebeg teore- 

masi shartlarini qanoatlantiradi?

8.8. Quyidagi {gv} ketma-ketlik integral belgisi ostida limitga o‘tish haqidagi 

Levi teoremasi shartlarini qanoatlantiradimi?

=  îJ t î '
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8.9. Fatu teoremasi shartlari bajárilganda

lim  í  f n {x)d¡i =  I f ( x ) d ß  
Ja Ja

tenglik o‘rinlimi? O'rinli bo‘lmasa, misol keltiring.

8.10. Integral belgisi ostida limitga. o'tish haqidagi teoremalardan foydalanib 

quyidagi limitlarni hisoblang.

a) lim f  exp (— (x2 + y2))  cos ( — x  ■ y )  dx  dy:
IH ap  \ n  /

b) lim f -— ——— ■ sin —  d/x.
'  (1 +  x4) n и

8.11. Agar manfiymas funksiya xosmas ma’noda Riman ma’nosida integralla- 
nuvchi bo:lsa. u Lebeg ma’nosida integrallanuvchi boiishini isbotlang.

8.12. (8.3) integralning absolyut integrallanuvchi emasligini isbotlang. 

J.
1 4- [x2j

.13. f ( x )  =  - ;-T -2¡ . x  £ A = [0, oo) funksiya A da integrallanuvchimi?

8.14. f i (x)  -  х 2 ^ х 2 , Л+( * ) -  J + X2 ’ h i * )  x l + x 2 

funksiyalarni l-r0(l) =  {(xi, x2) G R2 : x\  + x \  <  1} to’plamda integral­

lanuvchi ekanligini krrsating.

8.15. /i(x) = ---------— -------- . г =  1 ,2  funksiyalarni t-ro(l) =  {(xi. x2) G
2 — cos Xi — cos X-2 '

R2 : x\  +  x2 < 1 } to‘plamda. integrallanuvchi ekanligini koi’satihg.

1  Ixj
8.16. f i x ) =  -5----- 5----- 5 va /,(х ) =  - 5——r-,----- ö- 1 =  li 2, 3 funksiyalarni

JK ' Xj  +  X% + X% K '  Xj +  X2 +  X3
Bq( 1) =  {(rr1: x2, X3) G R 3 : x\  +  x2 +  x\  < 1} to'plamda integral­

lanuvchi ekanligini isbotlang. Ularning Bo(l) to‘plam bo'yicha olingan 

integralini hisoblang.

8.17. f i x )  = ----------------- -—— ---------- funksiyani i?o(l) to‘plamdaintegral-
3 — cos Xj — cos x2 — cos X 3  

lanuvchi ekanligini ko'rsating.
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9- § . M onoton  va o 'zgarishi chegara langan  funksiyalar

9 va 10-paragraflarda biz'sonlar o'qida aniqlangan funksiyaiarning Lebeg 

integralini qaraymiz. Bunda integralni tayinlangán /  da to‘plam funksiyasi 

sifatida o'rganamiz. Agar /  funksiya X  C IR o'lchovli to‘plamda integral- 
lanuvchi bo‘lsa, u holda

J  f ( x ) dn (9.1)
.4

integral barcha o:lcliovli A  C X  to'plainlar uchun mavjud va u tayinlangan /  

da to'plam funksiyasi boladi. Bu integral Lebegning aniqmas integrali deviladi. 

X  sonlar o‘qidagi oraliq bo'lislii ham mumkin. Bu liolda A  to'plam X  dagi 
kesmadan iborat bo‘lsa, (9.1) integral kesma chetki nuqtalarining funksiyasi 

boladi. A — [a. b¡ kesma chap chekkasiui tayinlab.

/  № d n  (9.2)
[a,x¡

integralning xossalarini o!rganamiz. Bu másala bizni sonlar o‘qida aniqlangan 
funksiyalarning ba'zi muhim sinflarini qarashga olib keladi. Bular monoton 

funksiyalar, o‘zgarishi chegaralangan funksiyalar va absolyut uzluksiz funksiya­

lar sinflaridir.
M onoton  funksiyalar. Dastlab o'suvclii. kamayuvchi hámda kamaymay- 

digan, o'smaydigan funksiyalar ta ’riflarini beramiz.

9 .1 -ta ’rif. [a. b] kesmada aniqlangan f  funksiya, shu kesmadan olingan 

liar qanday £ 1 , 2:2 lar uchun x\ < x2 bo‘lganda

f{ x  1) < f ( x 2) ( f {x  1) >  / ( z 2))

bo‘lsa, f  funksiya [a, 6] kesmada kamáymaydigan (ó‘$maydigan) funksiya 

deyiladi.

9 .2 -ta ’rif. [a. b] kesmada aniqlangan f  funksiya, shu kesmadan olingan 

har qanday z i ,z 2 lar uchun Xi < x2 bo‘lganda

f ( x  1) < f ( x 2) ( f ( x  1) > f ( x 2)) (9.3)

128



bo‘Isa, f  funksiya [a, b] kesmada o 'suvchi (kamayuvchi) funksiya tlcyilti.ilL 

Umuman, qisqalikuchun monoton funksiyadeyilganda. 9.1 va 9.2 l.ii'nlliu'iln 
keltirilgan funksiyalar tushuniladi. Ba'zan o'quvcliining diqqatini ja.ll) qilisli 

uchun o£suvchi yoki kamayuvchi funksiyani, qat'iy o'suvchi yoki qat‘iy ka 

mayuvchi. yoki qat’iv monoton deb ataymiz.

Lebegning aniqmas integrali (9.2) ning xossalarini OTganislmi quyidagi sod- 

da va muhim xossadan boshlaymiz. Agar /  manfiymas funksiya boUsa, u hol- 

da (9.2) monoton kamaymaydigan funksiya bo!ladi. Har qanday integrallanu- 
vchi funksiya ikkita manfiymas integrallanuvchi funksiyalar ayirmasi shaklida 

tasvirlanadi

f { x ) =  f+(x)  -  , f-{x), 

bu yerda /+ va /_  lar (7.7) tenglik bilan aniqlanadi.

Shunirig uchun (9.2) integral ikkita monoton kamaymaydigan funksiyalar- 

ning ayirmasi shaklida ifodalanadi. Shu sababli yuqori chegarasi o‘zgaruvchi 

bo‘lgan (9.2) integralni o‘rganish, monoton funksiyalarning xossalarini tek- 

shirish masalasiga keladi.
Haqiqiv sonlar to‘plami R da aniqlangan /  funksiya va .To €  M niiqta 

berilgan bo'lsin. Agar

lim f { x o +  h) ( lim f ( x o 4- h))
►0-f A—*0-

limit mavjud bo‘lsa, bu limitga /  funksiyaning' To nuqtadagi o‘ng (chap) lim- 

iti deviladiva /(^o  +  O) ( /( .t0- 0 ) )  ko‘rinishda belgilanadi. Agar /  funksiya­

ning x0 nuqtadagi o‘ng (chap) limiti mavjud bo'lib.

f { x ü +  0) =  f { x 0) i f ( x 0) = f i x 0 -  0))

tenglik o!rinli bo!lsa, /  funksiya £0 nuqtada o‘ngdan (chapdan) uzluksiz de- 
yiladi. Agar /  funksiyaning x 0 nuqtada o‘ng va chap limitlari mavjud bo‘lib,

f ( x 0 + 0) =  f ( x 0 ) = f i x 0 -  0)

tenglik o‘rinli bo‘lsa, /  funksiya x 0 nuqtada uzluksiz deyiladi. Agarda

/(.T0 -  0)M  f i x o +  O)
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bo'lsa. /  funksiya xq nuqtada, birinchi tur uzilishga ega deyiladi, xq nuqta 

esa /  funksiyaning birinchi tur uzilish nuqtasi deyiladi.

A f i x ) = f ( x  +  0) -  f ( x  -  0)

qiymatga /  funksiyaning x e  (a, 6) nuqtadagi sakrashi deyiladi. /  funksiya­

ning kesma chetlaridagi sakrashlari deb Af (a) =  / ( a  +  0) — /(a ) , A /(6) =  

/(6) — /(6  — 0) miqdorlarga aytiladi.
Agar /  funksiyaning xq nuqtadagi o;ng va chap limitlaridan birortasi 

mavjud bo'hnasa. yoki ulardan biri cheksizga. aylansa, bu nuqta /  funksiya­

ning ikkinchi tur uzilish nuqtasi deyiladi.

Quyidagi sonlar

■f(x0 + h) -  f ( x 0) — — f ( x 0 -  h) -  f ( x 0)lim ;----- ------:---- -—:—  =  Ar, lim —•——---- - =  A[.h-> o+ h л-» o+ h

lim  +  ^  Ü í í l z J Í z I M  ,  a „
I, ~i:- h л-.o+ h

mos ravishda. /  funksiyaning Xq nuqtadagi o‘ng yuqori. chap yuqori. o‘ng 

quyi va chap quyi hosila sonlari deyiladi.
Endi monoton funksiyalarning xossalariga doir misollar qaraymiz.

9.1. /(x )  =  [.t] +  2 ■ sign ( i  +  1) +  3 ■ X(-i.i](a;), [—2. 1] funksiyani [—2. 1] 

kesmada monotonlikka tekshiring. Ulardan qaysilari o'ngdan uzluksiz, 

qaysilari chapdan uzluksizligini aniqlairg. Ularning barcha uzilish nuq- 
talarini toping, uzilish nuqtalariclagi sakrashlaxini hisoblang.

Yechish. Berilgan funksiyaning har bir qo‘shiluvchisini alohida tahlil qil- 

amiz. Sonning butun qismi ta'rifiga ko'ra У\{х)  =  [,т] funksiya barcha. butun 

nuqtalarda uzilishga ega, kamaymaydigan, o'ngdan uzluksiz, uzilish nuqta- 

lardagi sakrashlari esa 1 ga teng. уг(^) =  sign (x+1) funksiya birgina x  =  — 1 
nuqtada uzilishga ega. Bu nuqtadagi o!ng va chap limitlar esa quyidailarga 

teng:

lim sign (0 — h) — — 1 ф signO =  0 Ф lim sign(0 +  h) = 1. (9.4) 
h—0+ h-i o+
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!J'i{x) — sign (ж +  1) kamaymaydigan funksiya boTil». uzilish mi<|l.¡r.idiif.i 

sakrashi 2/2(— 1 +  0) — j/2(~ l  — 0) =  2 ga teng. (9.4) dan nialimiki. I>11 

funksiya X  =  — 1 nuqtada o'ngdan ham chapdan ham uzluksiz emas. So'Dgc.i, 

V'i{x ) — X(-i.il(a:) funksiya ham [—2. 1] kesmaning faqat x  =  — 1 nuqtasida. 
uzilishga ega. Bu funksiya x =  — 1 nuqtada chapdan uzluksiz va sakrashi I 

ga teng. Tekshirish natijalariga ko!ra quyidagi xulosaga kelamiz. y\. y2 va уя 

funksiyalar kamaymaydigan va musbat sonlarga ko'paytirib yig‘ilganligi uchun

f {x)  =  [x\ +  2 - sign (я  +  1) +  3 • X ( - i . i] ( s )

ham [—2, 1] da kamaymaydigan funksiya bo' ladi. Uning uzilish nuqtalari — 1 

va. 0 nuqtalardir. Bundan tashqari / ( —1) =  —1. /(0 ) =  0 va

lim =  - 2  +  2 '( - l )  =  - 4  ф lim / ( - f +Л) = -1 + 2 -1  +  3-1 =  4,
/í—5-0— Il--’0 +

lim / (0  -  h) =  - 1  +  2 ■ 1 +  3 ■ 1 =  4 ф lim /(0  +  h) = 0 +  2 • 1 +  3 ■ 1 =  5.

Bu funksiyaning - 1  va 0 nuqtadagi sakrashlari mos ravishda A /(—1) =  8 

va Af(0) =  1. Berilgan funksiya x  =  —1 nuqtada 0‘ngdan ham chapdan 

ham uzluksiz emas. x =  0 nuqtada o'ngdan uzluksiz. □

9.2. Faraz qilaylik. /  : [a, 6] —> M kamaymaydigan funksiya. cí: с?: . . . .  cn 

shu kesmadagi ixtiyoriy muqtalar bo'lsm U holda
77.

$ > / ( c , )  < m -  f (a)  (9.5)
’ 1 = 1

tengsizlik o‘rinli. Isbotlang.

Isbo t. Faraz qilaylik, /  : [a, i>] —» К kamaymaydigan funksiya, cx < c2-< 
. . .  < c„ lar shu kesmadagi. o!sish tartibida joylashgan ixtiyoriy muqtalar

П
bo'lsin. Quyidagi yig'indini qaraymiz:

¿ ( / ( C i  +  o) -  f i a  -  0)) =  / ( Cl +  0) -  /(Cl -  0) +  • • • +  f(cn 4- 0) -  f ( cn -  G). 
i=1
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Bu yig;indini quyidagicha yozib olamiz:
n n

A/(.Cí) =  f ( c ,  + 0) -  / ( d  -  0) -  £ ( / ( * ;  -  0) -  +  0)). (9.6)
:¡=1 i=2

Kamaymaydigan /  funksiya va istalgan c¡ >. c¿_i uchun

/(e¿ -  0) -  /(cj_ i +  0) > 0 (9.7)

tngzislik o‘rinli. (9.6) va (9.7) lardan

H
X ]  A / ( c¿) s  f{cu + 0) -  / ( d  -  0) <  f{b) -  /(a )  (9.8)
¡=i

ni olamiz. Bu esa (9.5) tengsizlikning o‘zidir. □

9.3. /  : [a, 6] —> R kamaymaydigan funksiya, n £ N ixtiyoriy son bo!lsin. 

U holda- Dn = |  x  £ [a, 6] : A¡(x) >  — 1 ehekli to‘plam. Isbotlang.

Isbo t. Teskaridan faraz qilaylik, biror n  £ N uchun Dn to‘plamning 

elementlari soni cheksiz bo‘lsin: u holda ixtiyoriy m  £ N uchun Dn dan 

d i d i • ■ ■ ¡ cm £ D n nuqtalar olish mumkin. (9.5) hamda D n ning aniqlanishi- 
dan quyidagini olamiz:

m
/(&) -  f (a) > A /(c';) -  m ' -■ z—' nr—1

Bu yerdan m < n(f(b) — f ( a )) ekanligi kelib chiqadi. Bu tengsizlik m  ning 

ixtiyoriy natural son ekanligiga zid. Demak, D n ehekli to'plam. □

9.4. /  : [a, 6] —> M. kamaymaydigan funksiya.., d> c2i • • • •, cn,■■, ■ lar uningOC
uzilish nuqtalari bo‘lsin. U holda A/(Cn) qatór yaqinlashuvchi ya

0=1

tengsizlik o‘rinli. Isbotlang.
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Isbo t. Kamaymaydigan /  : [a, 6] —► R funksiya va [a, b] koKüjudn jü.k jliu ni 

vchi ixtiyoriy c\, C2, . . . ,  cn nuqtalar uchun (shu jumladan lining uzilish uiii|
n

talari uchun ham) Y l A f (ci) — /(&) — f{o.) tengsizligi 2-misolda ((9,8) wi 
■j=i

OC

qarang) ko’rsatildi. Bu ésa musbat hadli A /(q¿) qatorning qismiy ÿigindi-
71=1

lari ketma-ketligi Sn ning yuqoridan chegaralanganligini bildiradi. Deinak,
OC

A/ (cn) qator yaqinlashuvchL (9.8) tengsizlikda n —► oc da limitga o;tib
/7 =  1

A f{cn) <  f(b) -  f (a)
■n=i

tengsizlikni olamiz. ' □

9.5. /  : [a, b] —* K kamaymaydigan funksiya, cx,.c-i, . . .  lar .uning uzilish 

nuqtalari bo’lsin.

fd{x) =  A/(c?)> x  e  [“ > h\ (9-9)
c, <x

funksiya, /  ning sakrashlari funksiyasi deyiladi. % : [a, 6 ] - tR  o‘iigdan 

uzluksiz kamaymaydigan funksiya. Isbotlang.

Isb o t. Kamaymaydigan f  : [a, b] —> M funksiyaning uzilish nuqtalari 

ci, Oi,.. .  larni o‘sib borish tartibida joylashtirish mumkin bo:lgan hoi bilan 

cheklanamiz, ya’ni cj < c2 < c„ < ■ • • bolsin. (9.9) tenglik bilan

aniqlangan

fd(x) =  A f (a) ,  x  e  [a, 6]
Ci<X

ni [a, b] kesmada kamaymaydigan funksiya ekanl.igini koTsatamiz. Faraz qi- 

laylik, Xi < X2 € [a, 6] kesmaning ixtiyoriy ikki nuqtasi bo!lsin. U holda 

kamaymaydigan /  funksiya va istalgan c e  [a, b\ uchun A ¡{c) > 0 ekanligi- 

dan

fd(xi) -  A f{cj) < J 2  A/ ( c¿) +  X ] =  M xd'
Ci<X  1 Cj<X  1 X l< C j< X 2

133



ni olamiz. Bu esa /  : [a. b\ —> R ning kamaymaydigan funksiya ekanligini 

bildiradi. Shuni ta ’kidlaymizki /  va funksiyalarning uzilish uuqtalari bir 

xil boiib, ular ex, C2, . . .  lardan iborat. Xuddi shunday /  va funksiyalárn- 

ing c¡ uzilish nuqtasidagi sakrashlari teug, ya’ni A f(c¡) = A /d(c¡). Har bir 

(c.;. .Cj+i) intervalda f¡¡ funksiya o'zgarmasdir. □

9.6. /(.£') =  ¿c +  2[x], ,r 6 [0, 2] funksiyáni [0,2] kesmada. kamaymaydi­
gan ekanligini ko'rsatib, uning sakrashlari funksiyasi va uzluksiz qismini 

toping.

Yechish. Ma’lumki, x  ning butun qismi — [i] o'ngdan uzluksiz va ka­

maymaydigan funksiyadir, g(x) = x esa uzluksiz va o‘suvchi funksiyadir. 

Demak, ularnirig yig‘indisi bo'lgan f  funksiya o‘ngdan uzluksiz kamaymaydi­

gan funksiya bo'ladi. Uning uzilish uuqtalari X\ =  1 va. x% =  2 lar bo‘lib. bu 

nuqtalardagi sakrashlari A j(xj) =  A / (xz) = 2. Bulardan x) =  2[x] va 

f c(x) =  x  ekanligini olamiz. □

0 ‘zgarishi chegara langan  funksiyalar. Ma’lumki. Lebegning aniqmas 

integrali (9.2) ikkita monoton funksiyaning ayirmasi shaklida tasvirlanadi. Ikki 

monoton funksiya ayirmasi shaklida tasvirlanuvchi funksiyalar sinfi hozir biz 

ta ’rifini keltirmoqchi boigan o'zgarislii chegaralangan funksiyalar sinfi-bilan 

ustma-ust tushadi.

9 .3 -ta ’rif . Bizga [a, b] kesmada amqlangan f  funksiya berilgan bo'lsin. 
Agar [a, 6] kesmani

a = x o < Xi < ■ ■ ■ < x„ i < x„ =  b

nuqtalar bilan ixtiyoriy n qismga bo'lgahirrázda x¿(i =  1 ,2 ... . ,n )  nuqta- 

larni tanlab olishga bog'liq bó'lmagári va ushbu
V

f ( x k) - f ( x k^ ) \ < C  (9.10)
k=l

tengsizlikni qanoatlantimvchi o'zgarmas C son mavjud bo'lsa. u holda f  

funksiya [a. fe] kesmada o'zgarishi chegaralangan deyiladi.
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9 .4 -ta ’rif. Bizga [a, b] kesmada o‘zgarishi chegaralangan, ]' funk'inn 
berilgän bo'isin. (9.10) yig‘indilarmng barcha chekli bo‘linishlar bo'yichu oltii 

gan aniq yuqori chegarasi f  funksiyaning [a, b] kesrriadagi to'la o ‘zgarinhd 
(to:la variatsiyasi) deyiladi va V£[f] bilan belgilanadi. ya’ni

n
Va [/] =  SUp]T l / f ä )  “  f (Xi -1)! ■ (9.11)

{*<>

9.7. Har qandav kamaymaydigan /  : [ä, 6] —> R funksiya [o, b] kesmada 

. oizgarishi chegaralangan va uniiig to‘la o'zgarishi /(&) — /(a )  ga teng. 

Isbotlang.

Isbo t. [a. b] kesmani Xj{i = 1 , 2 . . . . ,  n) nuqtalar yordamida 

a — xo < Xi < ■ ■ ■ < x n- i  < x„ =  b 

ixtiyoriy n  qismga bo:lamiz va bu bo!ünishga mos

¿ I f m >  - / (* * .  1)! (9.12)
k=i

yig'indini qaraymiz. /  kamaymaydigan funksiya bo'lgani uchun }/ (x^) -  

f  (xk~ 1)! ’=  f  (xk) — f & k - i )  tenglik o'rinii. Bu tenglikdan (9.12) yig'indi- 
ning qiymati /(&) — /(o ) ga teng ekanligi kelib cniqadi. Demak, monoton 
kamaymaydigan funksiyalar uchun (9.12) yig'indining qiymati [a, b] kesma- 
ning bo:linishiga bog'liq emas va u /(&) -  , / ( 0) ga. ,teng. Shunday ekan. 

K6i/] — f(b) -  f (a)  tenglik o’rinli. □

9.8. Agar /  : [a, b\ —► R funksiya. [ü. b) yarim intervalda monoton bo'lsa, 
u holda uning o'zgarishi chegaralangan va

K b[f] =  I /(& -  0) -  ./(4)1 +,| f(b) -  f (b -  0)! (9.13)

tenglik o'rinli. Isbotlang.



Isbo t. [a, b] kesmani x ¡ ( í  =  1,2 . . . i .  n) nuqtalar yordamida ixtiyoriy 

bolinishini qaraymiz. Funksiyaning [о, b) yarim intervalda monoton ekanlig- 

ini hisobga olsak, quyidagiga ega bo'lamiz:
П 77—1

I/ (xk) -  f  {xk-i )  \ =  \ f  {Xhd -  f  (?A-l) I +  I/ (6) -  /  (Zu-l) I =
k=l k= 1 

I 77.-1

I fr=l
+  ! /  {b) -  f  (Zn-l) I =

=  I/ (Xñ-i) -  /  (a) I +  I/ (6) -  f  [xn-\)  I- (9.14)

Endi ф(х) =  ¡/(x) -  / (a)I +  |/(6) -  / (x )|. x € [a, b) ning kamaymay­

digan funksiya ekanligini isbotlaymiz. Buning uchun [o, b) yarim intervalda 

yotuvchi ixtiyoriy x\ < x2 nuqtalar uchun ib (x2) — ip (xi) >  0 ekanligini 
ko'rsatish kifoya.

Ф { Х 2 )  =  1 / ( 1 2 )  -  / ( a )l +  1/ ( 6) -  î ( x %)I =  1/(^ 2 ) -  / ( i l )  +  / ( x i )  -  / ( a ) | +  

+ I / W  -  / ( x i )  -  ( / ( x 2) -  / ( x 0 )| =  | / ( x 2) -  / ( x i ) |  +  | / ( x i )  -  / ( a ) | +

+  1/(6) -  f { x  1) -  ( /(x 2) -  /(x i)) |. (9.15)

(9.15) dagi oxirgi tenglik /  ning [a. b) yarim intervalda monoton (ya:ni 

/ ( x 2) - / ( x  1) bilan / ( x i ) —/(a )  ningishorasi birxil) ekanligidankelib chiqa- 

di. Ixtiyoriy c va d sonlar uchun ¡c — d| >  |cj — \d\ ekanligidan foydalansak.

4>{x2) -  1ЛХ:) =

=  1/(6) -  / ( * 1) -  ( / (x 2) -  /(xO ) I +  |/ (x 2) -  /(xO I - \f(b) -  /(x i) | 

ayirmaningmanfiymasligigakelamiz. Bu esa ip ning [a, b) da kamaymaydigan

funksiya ekanligini isbotlaydi. (9.14) tenglikdan 
11

sup I/ (x*.) -  /  (xfcJÎ) I =  sup tô (x.n_i) =  1/; (6 -  0)
{x,} t>=1 a<xn-i< b

tenglik kelib chiqadi. Funksiya to‘la, o'zgarishining ta ’rifiga ko'ra ushbuga ke-

lamiz:

Vab[f] = ù  (6 -  G) =  ]/(6  -  0) -  / (a ) | +  |/(b) -  /(6  -  0)|. □
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9.9. / ( x ) = s i n x  funksiyani [0, tt] kesmada o'zgarishi cheganilaugan okmi 

ligini ta ’rif yordamida ko‘rsating.

Yechish. [0. tt] kesmani x« (i =  1 ,2 ...  .',n) nuqtalar yordamida ixtiyoi/iy 

n  bo'lakka bö'lamiz va bu bo‘linishga mos

x, x > 0 munosabatlardan foydalansak. (9.16) ni quyidagieha baholash 

mumkin:

Demak, /(x )  =  sinx funksiya [0, tt] kesmada o'zgarishi chegaralaiigan. □ 

U y vazifalari va m avzuni o 'z lash tirish  uchun m asala la r

9.10-9.13-misollarda berilgan funksiyalarni [a, b} kesmada monotonlikka 

tekshiring. Ulardan qaysilari o‘ngdan uzluksiz, qaysilari chapdan uzlüksizlig- 

ini aniqlang. Ulaniing barcha uzilish nuqtalarini toping, uzilish nuqtalaridagi 

sakrashlarini hisoblang.

9.10. f ( x )  =  [x], [ - 1 ,3 ] .

9.11. f ( x ) — signx. [—1. 5].

9.12. /(x )  =.X(o,4](a;), [-2 , 4].

9.13. f ( x )  =  2 -signx +  3 • X ( - i .o y O r ) ,  [-4 . 5].

9.14. [a, ö] kesmada ariiqlangan har qanday monoton funksiya shu kesmada 

chegaralaiigan. oichovli hamda Riman va Lebeg ma’nolarida integralla- 

liuvchidir. Isbotlang.

11

Y 2 1/ (**) ~  f  (xk- 1) i =  Y 2  isinxk ~  siii£ci- i i  (9-16)

n

Y ,  1/ ( * * ) - / (**-o i =  |2cos



9.15. Kamaymaydigan, o'iigdan uzluksiz /  : [a, b] —> M funksiya uchun

fc(x) = f ( x )  -  fd{x), X e  [a, b\

funksiya. f  ning uzluksiz qismi deyiladi. f c : [a, 6] —* M ning uzluksiz 

ekanligini isbotlang. Bu yerda f,i (9.9) tengiik bilan aniqlanadi.

maydigan) funksiyadir. Isbotlang.

9.17-9.20-misollarda keltirilgän funksiyalarning kamaymaydigan ekanligini 

koi'satib, ularning sakrashlari funksiyäsi va uzluksiz qismini toping.

9.20. f ( x)  = 2x + [z];, x  e [-2 , 4 ] .

Monoton funksiyalarning quyidagi xossalanni (9.21-9.23) isbotlang.

9.21. Monoton funksiya faqat birinchi tur uzilish nuqtalarga ega.

9.22. Monoton funksiyaning uzilish nuqtalari ko‘pi bilan sanoqlidir.

9.23. 0 ‘ngdan uzluksiz bo;lgan har qanday monoton funksiyani yagona usul 
bilan uzluksiz monoton funksiya va o'ngdan uzluksiz bo!lgan sakräshlar 

funksiyäsi yig:indisi shaklida tasvirlash mumkin.

9.24. f ( x )  ,= x+[x) funksiyani [—2. 1] kesmada uzluksiz monoton funksiya va 

o'ngdan uzluksiz bo;lgan sakrash funksiyäsi yig'indisi shaklida tasvirlang.

9.16. Kamaymaydigan (o'smaydigan) funksiyalar yig‘indisi kamaymaydigan (ö‘s-

9.17. f ( x )  = x + signx +  X[_L0)(x), x  € [—2, 2]. 

i  x3, x 6 [ -1 0 ,-2 ) ,
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9.25. Sakrashlar funksiyasining hosilasi deyarli barcha nuqtalarda nolgn Uhik. 

Isbotlang.

9.25. Monoton funksiyaningsongako'paytmasiyanamonotonfunksiya bo'ladi,

9.26. Kamaymaydigan funksiyaning musbat songa ko‘paytmasi kamaymaydi- 

gan funksiya bo‘ladi. Isbotlang.

9.27. 0 ‘suvchi funksiyaning manfiy songa ko'paytmasi kamayuvchi funksiyadir. 

Isbotlang.

9.28. Agar f {x)  > 0 ,  x  6 [a, b] integrallanuvchi funksiya bo‘lsa.

kamaymaydigan funksiya bo'ladi. Isbotlang.

9.29. Ikki monoton funksiyaning yig'indisi monoton funksiya bo'ladimi? 

f ( x )  =  x 2, g(x) =  1 — 2x, x £ [0.. 2] funksiyalarni tahlil qiling.

9.30. Ikkita monoton funksiyaning ko‘paytmasi monoton funksiya bo'ladimi? 

f ( x )  = x, g(x) = x ~  2, x  e  [0, 2] funksiyalarni tahlil qiling.

9.31. Agar /  va g lar [a. b] da kamaymaydigan funksiyalar bo‘lib ,’/ ( s )  > 0 

va g(x) > 0 .  Vx € [a, b] bo‘lsa. u liolda cp.(x) = g(x) • f {x )  funksiya 

[a. b] da kamaymaydigan funksiya bo‘ladi. Isbotlang.

9.32. Agar /  funksiya [a, b] da o‘suvchi funksiya bo'lib; f ( a ) A ,  f,{b) = B 

• va g : [A, B] —> R — monoton funksiya bo‘Isa. u holda g{f{x))  funksiya

[a. b] da monoton bo'ladimi? ■

9.33. Har qanday o'smaydigan /  : [a; b] —» M funksiya [ä. Ö] kesmada 

o'zgarishi chegaralangan va uning to 'la o'zgarishi /(a )  — f (b)  ga teng. 

Isbotlang. Teskari tasdiq to‘g‘rimi?

Isbotlang.
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9.34. Agar /  : [a, 6] —> R funksiya (a, b] da monoton bo'lsa, u holda uning 

o'zgarishi chegaralangan va

Yalf} = ! / ( «  +  0) -  f ( a )I +  I m  -  f i n  +  0)!

tenglik o'rinli. Isbotlang

9.35. Agar f  : [a, b] —> R funksiya (a. b) intervalda monoton bo'lsa, u holda 

uning o'zgarishi chegaralangan va

Va lf] = I / («  +  0) -  /(a ) | +  | /(6  -  0) -  / ( a  +  0)| +  I /(&) -  f (b -  0)| 

tenglik o'rinli. Isbotlang.

9.36-9.43-misollarda berilgan funksiyaning o'zgarishi chegaralangan ekan- 
ligini ta ’rif yordamida ko'rsating.

9.36. f ( x)  =  32 +  1. [0 ,2 ]. 9.40. f ( x )  =  ln (l +  x), [0, e ].

9.37. f ( x )  = 2x2 + 5. [ - 1 ,3 ] .  9.41. f {x)  =  2* +  5 i, [ - 2 ,3 ] .

9.38. f ( x )  = 2 cosx, [ 7T. ?r]. 9A 2. f {x)  = x  ex+1 + 5, [ - 1 ,1 ] .

9.39. f ( x )  = t g [-7T, tt], 9.43. / ( z )  =  3 |x -  1] +  4, [0, 2].

9.44-9.52-misollarda keltirilgan tasdiqlarni isbotlang.

9.44. Agar /  : [a, b] —* R funksiya [a, 6] kesmada o'zgarishi chegaralangan 
bo!lsa, u holda ixtiyoriy k € R uchun k + f  ning ham o'zgarishi chegar­

alangan va Vj- [fc +  /]  — V£ [/] tenglik o'rinli.

9.45. Agar f  : [a, 6] —» R funksiya [a, 6] kesmada o'zgarishi chegaralangan 

bo'lsa, u holda ixtiyoriy k €  R son uchun k ■ f  ning ham o'zgarishi 
chegaralangan va quyidagi tenglik o'rinli

Vah[kf} = \k\V^[f}.
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9.46. Agar / :  [a, 6] —► R funksiya [a, b] kesmada o'zgarishi chogftmliuigmi 
bo'lsa, u holda ixtiyoriy k, I G R ' sonlar uchun k ■ f  + I uing ham 

o'zgarishi chegaralangan va quyidagi tenglik o‘rinli

9.47. /  : [a, 6] —> R funksivaning [a, b\ kesmadagi to'la o'zgarishi nol 
bo'lishi uchun f ( x )  — const bo'lishi zarur va yetarli. Isbotlang.

9.48. Ixtiyoriy /  va. g o'zgarishi chegaralangan funksiyalar uchun

tengsizlik o'rinli,

9,49. Ixtiyoriy /  va g o'zgarishi chegaralangan funksiyalar uchun <p(ar) =  

f ( x )  ■ g(x)  ning ham o'zgarishi chegaralangan bo'ladi va

tengsizlik o'rinli.

9.50. Ixtiyoriy c € (a. b) uchun V b [/] =  Vrf  [/] +  V b [/] tenglik o‘rinli.

9.51. Agar /  : [a, b] —> R o'zgarishi chegaralangan funksiya bo'lsa, u.holda 

v(x) =  Vg [/] — kamaymaydigan funksiya bo'ladi.

9.52. Agar /  : (a, 6] —* R uchun shunday a =  xq < x\  < ■ • • < x n — b 

bo'linish mavjud bo'lib, har bir [**,' A: =  0 .1 , . . . .  n — 1, kesmada 

/  monoton bo'lsa, u holda /  ning [a, 6] da o'zgarishi chegaralangan 

hamda quyidagi tengliklar o'rinli

Kb[ f \ [ k - f  + l] = \ k \Vb[f].

V ba l f  + 9 ) < V bA f }  + V ba {9}

va If ' 9} <  sup \ f ( x ) | • V b [g] +  sup \g{x)\ ■ V b [/]
.)•€[«, 6] rein, ft]

k- 1
vn i f ]  = -  / ( * j ) ’i +  i / w  -  /(*fc)i» x  € [Zt., x k+l\ ,
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9.53. 9.52-misol va (9.17) tenglikdan foydalanib, 9.36-9.43-inisollarda keltirilgan 
funksiyalarning to la  o‘zgarishini toping.

0 < x  < 1. 

x  =  1.
1 < x < 2.

9.55. [0, 2] kesmada /  funksiyaning to la  o!zgarishini toping.

{
x — 1, x < 1. 

a, x  =  L 

x 2, x > 1.

Parametr a e S  ning qanday qiymatida f  funksiyaning to la  o‘zgarishi 
minimal boladi? Minimallik shartini qanoatlantiruvchi a yagonami?

9.56. Agar o'zgarishi chegaralangan /  funksiya x* € [a, b} nuqtada o!ngdan 

uzluksiz bolsa, u holda v(x) =  V* [/] ham x* nuqtada oiigdan uzluksiz 

boladi. Isbotlang.

9.57. Agar /  : [a, &]'—>■ R o!zgarishi chegaralangan funksiya bolsa. u holda 

'■p (x) =  V*[f\ — f  (x) kamaymaydigan funksiya boladi. Isbotlang.

9.58. Har qanday o‘zgarishi chegaralangan funksiyani ikkita kamaymaydigan 
funksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlash mumkin. Isbotlang.

9.59. f {x)  =  1 -  sin x, g(x) =  1 +  | cos x | . 4>(x) =  (S -  2)2, ip(x) =  sin2 x 

funksiyalarni [0, tt] kesmada ikkita kamaymaydigan funksiyalar ayirmasi 

shaklida tasvirlang.

9.60. 9.36-9.44-misollarda keltirilgan funksiyalar uchun v{x) ~ V £ \ f )  va <p{x) =  
vix) — f i x )  funksiyalarni toping.

9.54. Quyidagi funksiyalarning to la  o‘zgarishini toping.

■ f i x )  =

x 2. 0 <  x  < 1.

; 0 , X =  1, 

1. 1 < X  < 2.
g{x)

X ~ .

■5, 
x  +  3,



9.61. Quyicla berilgan /  funksiyaning x  =  0 nuqtadagi hosiia sonlarini tophi);;; 

/(* )  =  <

1 1
a  a: sin2— V ß x c o s 2—. x  < 0. 

x x
0, x  =  0 , 0 < a < ß.  0 < a < b.

a x  sin2 — + bx  cos2 —. x  > 0 
x x

9.62. Agar ' /  funksiya [a, b] kesmada tekis uzluksiz bo‘lsa, uning o‘zgarishi 

chegaralangan boäladimi?

9.63. Agar /  funksiya [a. b} kesmada chegaralangan hosilaga ega bo‘lsa, u 

holda /  ning [a. b] kesmada o‘zgarishi chegaralangan bo‘lishini isbot- 

lang.

9.64. [0, 1] kesmada uzluksiz

0. x = 0, I  0, x  =  0,

^   ̂ x  s in —, x £ (0., 1], ^  is ig n  ^ c o s ^  , x £  (0, 1],

funksiyalarning to'la o'zgarishi Vq [/] =  Vq [3] =  00 ekanligini isbotlang,

9.65. Agar /  funksiya [a., &] da Lipshits shartini qanoatlantirsa, u holda /  
ning [a, b] da o'zgarishi chegaralangan boiishini isbotlang.

9.66. [a. &] kesmada o‘zgarishi chegaralanmagan va a £ (0. 1) tartibli 

Gyolder shartini qanoatlantiruvchi funksiyaga misol keltiring.

9.67. a  va ß  musbat sonlar, / ( x) =  x a • s in — , /(0 ) =  0 bo:lsin.

chekli, agar a > ß  

cheksiz, agar a < ß

munosabatni isbotlang.

9.68. A c  [a, b] to‘plamning xarakteristik funksiya-si x a (x ) , A  ga qanday 

shartlar qo'yilganda [a. 6] da o'zgarishi chegaralangan funksiya bo‘ladi? 

Qanday shaxtda V ^ xa] minimal bo;ladi?
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9.69. Agar /  : [a, 6] —+ R o'zgarishi chegaralangan, g : [ct. ß] —► [a, 6] 

uzluksiz, o‘suvchi biyektiv akslantirish bo'lsa, u liolda ib{x) = f(g{x)),

x € [q , ß] 0‘zgarishi chegaralangan funksiya bo'ladi va V£[f] — Vgty) 
tenglik o!rinli. Isbotlang.

belgilaymiz. Bu funksiyalar uchun quyidagilarni (9.70-9.71) isbotlang.

9.70. vs : R -> R va vf  : R —» R lar uzluksiz, chegaralangan va 2?r davrli 

funksiya.

9.71. Ixtiyoriy a < b lar uchun V^[vä +  t>c] =  0 o'rinli.

9.72. Shunday a e  (0, n/2)  sonni topingki, [0, a] va [a, tt/2] kesmalarda vs 

monoton funksiya bo‘lsin.

9.73. ni hisoblang.

9.74. vx(x) = V/~'~x [sin] funksiyaning o!zgarmas ekanligini isbotlang.

9.75. Agar /  : [a, ö] —> R integrallanuvchi funksiya bo:lsa, u holda

tenglik o'rinli. Isbotlang.

9.76. Agar /  • [a. b) —> R o!zgarishi chegaralangan funksiya bo'lsa, u hoida

3/1 — sin» va j/2 =  cosx funksiyalarning ja:, x  4- ^  kesmadagi to‘la 

o!zgarishini mos ravishda vs(x) =  V£"s [sin] va vc(x) — Vi  T[cos] orqali

o'zgarishi chegaralangan funksiya bo'ladi va

g(a) = 0, g(x)
x — a

1

a

o'zgarishi chegaralangan funksiya bcrladi. Isbotlang.



9.77. [a, b] da aniqlangau liar qanday o'zgarishi chegaralangan funksiya o'lchov- 

li bo‘lishini isbotlang.

9.78. Agar {/„,} lar [a, b] da o‘zgarÍ3hi chegaralangan ñmksiyalar bo‘lib, biror 

/  : [a. 6] —» R uchun lirn V¿[f — /„,] =  0 bolsa, u holda /  haiu [a, 6]
/ í —>OC

da. o‘zgarishi chegaralangan funksiya bo‘ladi. Isbotlang.

10- § . A bsolyut uzluksiz funksiyalar. L ebeg-S tiltes in tegrali

Lebegning aniqmas integrali (9.2) quyida biz ta ’rifi’ni keltirmoqchi bo'lgan 

absolyut uzluksiz funksiyalar sinfiga qarashli bo'ladi.

1 0 .1 -ta’rif. Bizga [a, 6] kesmada aniqlangan f  funksiya berilgan bo'lsin. 

Agar ixtiyoriy e >  0 son uchun shunclay S > 0 mavjud boMib, soni chek- 

li va liar ikkisi o'zaro ke.sishmayd.igan har qanday {(a*, h ) } fe x intervallar 

sist.emasi uchun
77 U

|J(ajfc, h )  C [a, 6], y ^ (6 fr -  ah) < ó 
k=l k—1

shartlar bajarilganda

¿  > № ) fia'kh < e (10.1)
fe=i

tengsizlik o'rinli bo:lsa, u holda f  funksiya [a. b} kesmada absolyut uzluksiz 

funksiya deyiladi.

10 .2 -ta’rif. Agar uzluksiz va o'zgarmasdan farqli o'zgarishi chegaralangan 
f  funksiyaning hosilasi deyarli barcha x larda nolga teng bo'lsa. u singulyar 

funksiya deyiladi.

[o, b} kesmada kamaymaydigan va o‘ñgdan uzluksiz F : [a. 6] —*■ R 

funksiya vositasida qurilgan oHchovlar (5- § ga qarang) Lebeg-Stiltes olchovlari 

deyiladi va ular ßp  bilau belgilaiiadi.

1 0 .3 -ta’rif. Agar Lebeg o‘chovi nolga teng bo‘lgan ixtiyoriy A to‘piam 

uchun Hf.(A) =  0 bo'lsa, u holda ß f  (Lebeg occhoviga nisbatan) absolyut 

uzluksiz o ‘lchov deyiladi.
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Shuni ta ’kidlaymizki, ägar F  funksiya absolyut uzluksiz bci'lsa, u yordami- 
da liosil qilingan Lebeg-Stiltes o‘lchovi ßp  ham absolyut uzluksiz o‘lchov 
bo'ladi.

10 .4-ta’rif. Agar ßp o lehov iichun chekli yoki sanoqli A to'piam mavjud 

bo'lib, A bilan kesishmaydigan ixtiyoriy B to'piam uchun =  0 

bo‘lsa, u holda ßp diskret o'lchov deyüadi.
Agar F. sakrashlar funksiya (zinapoyasimon funksiya) bo'lsa: u yordamida 

hosil qilingan Lebeg-Stiltes o'lchovi ßp diskret o'lchov bo'ladi.

10 .5-ta’rif. Agar ßp o'lchovda istalgan bir nuqtali to'piam nol o'lchovga 

ega bo'lsa va Lebeg olchovi nolga teng ho'lgan biror A to'piam mavjud bo'lib, 

ßp(WL\A) =  0 bo'lsa, u holda ßp singulyar o'lchov deyüadi.

Singulyar funksiyalar yordamida qurilgah Lebeg-Stiltes o‘lchovi ßp  singul­
yar o'lchov bo'ladi.

Hozir biz chekli o'lchovli A to‘plamda aniqlangan va chegaralangan funksi­

yalar uchun Lebeg-Stiltes inregrali ta ’rifiiii keltiramiz. Cheksiz o'lchovli A 
to'plamda aniqlangan funksiyalar va. chegaralanmagan funksiya uchun Lebeg- 
Stiltes inregrali ta ’rifi shunga o'xshash ta ’riflanadi.

Chekli o'lchovli A C K. to'plamda aniqlangan kamaymaydiga.il F  : A —y JK 

va chegaralangan, o'lchovli /  : ,4 —> K. funksiyalarni qaraymiz. Bu holda 

shunday m  va M  sonlari mavjudki, barcha x  € A  larda

m  < f ( x )  < M

tengsizlik bajariladi. [m, M] kesmani m  = yo <, yi < ■ < yn- i  < Vn = 
M  nuqtalar yordamida n bo'lakka bo'lamiz. Bu bo'linishni El bilan bel- 

gilaymiz. Har bir yaiim interval [y*_i, Vk) -, k — — 1, .yordamida

A k = {ar .€ .4 : yk-i < f ( x )  < yk} va A„ =  {x e  A : y„ i < f ( x )  < yv} 
to'plamlarni aniqlaymiz. Bu n  bo'linishga mos Lebeg-Stiltesning quvi va 

yuqori yig'indilarini aniqlaymiz:
ÎÎ i?

snt f )  =  5 3  Vk-lßF(Ak), Sn( f )  =  J 2 v k ß F ( A k). 
k=1 k=1
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Quyi yig'indi sn ( /)  yuqoridan. yuqori yig'indi S n (/) esa quyidan chegara- 
langan. Shuning udiun quvidagilar inavjud va chekli:

L*{f) = sup sn (/) . £*(/) =  inf 5n(/) . (10.2)

(10.2) da aniq quyi va aniq yuqori chegaralar [m. M] kesmaning barclia chekli 
bolinishlari bo'yicha olinadi.

1 0 .6 -ta ’rif. Agar L*(/) =  £*(/) bo'lsa, chegaralangan f  funksiyani A 

to'plamda Lebeg-Stiltes m a’nosida integrallanuvchi deymvz. L t ( f )  va L"(f)  

laming bu umumiy qiymati f  funksiyadan A to'plain bo'yicha olingan Lebeg- 

Stiltes integrali deyiladi. ya ’ni

I  f $c)dF(x)  = L . ( f )  = L \ f ) :
J A

Endi g : A  —► R ixtiyoriy o'zgarishi chegaralangan funksiya bo‘lsin. Uni 

ikkita kamaymaydigan F  : A  —» R va $  : A —* R funksiyalarning ayinnasi 

shaklida tasvirlaymiz, ya’ni g(x) = F{x ) — $ (x ) .
10 .7 -ta’rif. /  : A —» R funksiyadan g : A  —> R o'zgarishi chegara­

langan funksiya bo'yicha olingan Lebeg-Stiltes integrali deganda quyidagi in­

tegral tushuniladi:

[  f (x)dg(x)  := j f ( x ) d F ( x ) -  f j ( x ) d $ ( x } .
J a  J a  j  a

10.1. f i x ) =  x 2 +  3, [0, 1] funksiyani ahsoiyut uzluksiz ekanligini ta ’rif

yordamida ko'rsating.

Yechish. [0, 1] kesmada har ikkisi o‘zaro kesishmaydigan va uzunliklari 

yig'indisi 5 > 0 dan oshmaydigan {(a*., 6fc)}jJ=1 intervallar sistemasini olamiz 

va unga mos (10.1) yig'indini qaraymiz:
n 11 n

y  I f(bk) -  f{&k)\ ~  ^  +  3 -  a* “ 31 =  -<ak)(bk + ak) < 25. 
k=1 fc=l A—1

Bu yerda biz 6, +  a , < 2 tengsizlikdan foydalandik. chunki 6/:, a , G [0, 1].

Endi ixtiyoriy £ > 0 uchun 6 =  s /2  deb olamiz. U holda (10.1) tengsizlik

o!rinli bo‘ladi. Deinak, /  absolyut uzluksiz funksiya ekan. □
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10.2. f ( x )  = 2x2 + 5, X  G [—1, 3] funksiyani ikkita kamaymaydigan absolyut 

uzluksiz funksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlang.

Yechish. f ( x )  = v(x)  -  p(x),  v(x) = V£[/]. ¡p(x) = v(x) -  f { x ) .
Biz /(;r) =  2æ2 +  5. X  G f—1, 3] funksiyani ikkita kamaymaydigan absolyut 

uzluksiz funksiyalar ayirmasi shaklida' tasvirlaymiz. Ma’lumki, har qanday ab­

solyut uzluksiz funksiya o‘zgarishi cliegaralangan funksiya bo'ladi. 0 ‘zgari- 

shi chega.rala.ngan funksiya. esa kamaymaydigan funksiyalar ayirmasi shaklida 
tasvirlanadi. Demak, kamaymaydigan v(x) = F f J / ]  va. ф(х) =  v(x) — f ( x )  
funksiyalarni topamiz. f  ning absolyut uzluksizligidan v  va чр funksiyalarn- 

ing absolyut uzluksiz ekanligi kelib chiqacli va f ( x )  =  v(x)— ip(x) tenglik 

o‘rinli. Berilgan funksiya [—1, 0] kesmada kamayuvchi va [0. 3] da o'suvchi, 
shuning uchun 9.35 va 9.34-inisolla.rga ko‘ra quyidagilami olamiz:

10.3. Kantorning zinapoya funksiyasi Я ni (5,95-misolga qarang) [0, 1] kesma- 

da absolyut uzluksizlikka tekshiring.

Yechish. Kantor to‘plami К  ning Lebeg o'íchóvi nolga teng. Lebeg oflchoyi 
ta ’rifiga ko‘ra, ixtiyoriv S > 0 uchun shunday, o:zaro kesishmavdigan 

{(a*, &*)}fc=i blvervallar sistemasi mavjudki, quyidagilar bajariladi:

Ikkinchi tomondan. дя([0, 1 ] \^ )  =  0 va дя(|0, 1]) =  Я(1) — Л(0) == 1.

Bu yerda дя Kantorning zinapoya funksiyasi yordamida qurilgan Lebeg- 

Stiltes o'lchovi. Bu tenglikdan kelib chiqadiki,

Endi o!lchovning yarim additivlik xossasidan hamda (10.3) dan foydalansák, 
quyidagiga ega bo‘lamiz:

- 3 , X  G (0, 3].

П n

(10.3)



Demak. Kantoming zinapoya fuuksiyasi — Я absolyut uzluksiz funksiya l,a'

10.4. J[0oc) 2 xdF(x)  Lebeg-Stiltes integrâlini hisoblang. Buyerda .4 =  [0, oc)’

yarim o;q, F(x)  =  [,t] funksiya esa x  ning butun qismi.

Yechish. Ma’lumki, F(x)  — [x] o‘ngdan uzluksiz kamaymaydigan sakrash- 
lar fuuksiyasi bo'lib, uning A  =  [0, oc) dagi uzilish nuqtalari barcha natural 

sonlardir. Shuning uchun 10.43-misolgá ko:ra. bu integral ((10.5) ga qarang)

qator yig‘indisiga teng. Agar barcha n e l  lar uchun F{n) — F(n — 0) = 1 

tenglikni e’tiborga olsak, so'nggi qator yig'indisini hisoblash mumkin. Bu qator

10.5. Quyidagi Lebeg-Stiltes integralini hisoblang:

/  (г +  l )dF(x).
J[ 0.3]

Bu yerda A  — [0. 3j kesma, F[x) — x2 +  3.

Yechish. Ma’lumki, F(x) = x 2 +  3 absolyut uzluksiz funksiya, shuning 

uchun (10.44-misolga qarang) (10.6) ga ko;ra, quyidagini olamiz:

rifini qanoatlautirmaydi, ya’ni u absolyut uzluksiz emas. □

birinchi hadi 6i =  1 /2 , maxraji q =  -  bo(lgan cheksiz kamayuvchi geometrik 

progressiyaning yig'indisini ifodalaydi. Shuning uchun,

П

So'nggi integralning qiymati 27 ga teng. Shunday qilib,

□
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10.6. Jj0 ^ x d,Ä(x) Lebeg-Stiltes integralini hisoblang.

Yechish. I usul. Bo'laklab integrallash usulidan foydalanamiz.

/  xdÄ(x) = x&(x)\\ — [  Ä(x)dx  — 1 — 0 — -  =
/[o,i] ./[o,i] 2 2

Bu yerda biz JjQ i; ß.(x) dx =  0 ,5 . ya’ni 7.67 f)-misol natijasidan foydalandik.

II  usul. Shuni ta ;kidlaymizki, bu integialni odatdagi Lebeg integrali yoki

biror qator yig'indisi ko'rinishida tasvirlab bo‘lmaydi. Shuning uchun integral
ta :rifi va xossalaridan foydalanamiz. Malumki,

j  xdR(x) = j  xd&(x) +  J  xdR(x)  +  J  xd&(x) (10.4)
[0,1] [0.1/3] (1/3,2/3} [2/3,1]

tenglik o'rinli. Agar biz £ (z ) =  1/2. x e [1/3. 2/3] ning [1/3, 2/3] da 

o'zgarmas ekanligini hisobga olsak. (10.4) tenglikda o'rtadagi [1/3. 2/3] to'p- 

lam bo'yicha olingan integral (10.45-misolga qarang) nolga teng bo‘ladi. bun- 
dan

J  xdß.(x) — J  xdß.(x) +  I xdÄ(x).
[0,1] [0,1/3] [2/3, lj

2 t
Birinchi integralda 3x = t , ikkinchi integralda x  =  -  +  -  deb almashtirish 

olamiz, natijada

J  xdR(x)  =  -  J  tdfi. -  -  J  (2 + t )dÄ 
[0.1] [0.1] ¡0.1] 

tenglikka ega bo'lamiz. Endi Kantor funksiyasining 10.34-misolda keltirilgan 

xossalaridan foydalansak,

J  xdA(x)  =  i J  tdR(t) +  i J  (2 +  t)dM(t) =  i J  tdß.(t) + ^
[0 , 1] [0 , 1] ¡0 , 1] [0 . 1]

tenglikni olamiz. Bu yerdan

. /
xdß(x)  =  0, 5

;o, i]

ekanligini hosil qilamiz. □
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10.7. f ( x )  — Я(х)  va F[x)  =  A(x)  funksiyalar uchun Lebeg-Stiltes iutegrali

f  f [ x )dF{x )
[a, b)

ni hisoblang.

Yechish. 10.47-misolda keltirilgan bo‘laklab integrallash formulasidan

'l ((10.7) ga qarang) foydalanamiz:
I

j  A{x) d&{x) =  Л (1)-Я(1)-Я(0)-Л(0) — I  A(x)dA(x) =  1 -  I  A(x)dÂ(x).  

[0,1] [o.i] '  ' [0,1]

Bu yerdan f  A(x) dA(x) =  0,5 ekanligini olamiz. □
[0.1]

U y vazifalari va m avzuni o‘z lash tirish  uchun m asala la r

10.8-10.16-misollarda berilgan funksiyalarning absolyut uzluksiz ekanligini 

ta ’rifdan foydalanib ko‘rsating.

10.8. f ( x )  = 3x +  1, [0,2]. 10.13. /(x )  =  т ln(l +  x), [0, e].

10.9. f ( x )  = 2x2 +  5, [ -1 ,3 ] .

10.10. f ( x )  = smx,  [0, tt].

10.11. f ( x )  = 21cosa:[, [—тг, тг].

10.14. f ( x )  = 2J + 5 x , [-1 .3 ] .

10.15. f (x)  =  у/Щ,  [-1 , 1].

X
10.12. f ( x )  = tg—, [-тг, 4  10.16. /(* )  =  3|я - 1 | + 4, [0,2].

10.17. Absolyut uzluksiz funksiyalar yigHndisi, ayinnasi yana absolyut uzluksiz 

funksiyadir. Isbotlang.

10.18. Absolyut uzluksiz funksiyaning songa ko:paytmasi yana absolyut uzluksiz 

funksiyadir. Isbotlang.

10; 19. Agar f  va g lar [a, b] da absolyut uzluksiz funksiyalar bodsa, u holda 

f - g  va /  : g (g(x) Ф 0, Va; € [a, b]) funksiyalar ham [a, b] da absolyut 

uzluksiz funksiyalar bo:ladi. Isbotlang.
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10.20. Agar /  funksiya [a, b] kesmada absolyut uzluksiz bo'lsa, u [a, b] da 

o'zgarishi cliegaralaugan ham bo'ladi. Isbotlang.

10.21. Har qanday absolyut uzluksiz funksiyani ikkita. monoton kamaymaydi- 

gan absolyut uzluksiz funksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlash mumkin. 

Isbotlang.

10.22. 10.8-10.16-misolla.rda keltirilgan funksiyalarni ikkita ( v(x) = V£[/],

<p(x) = v(x) — f ( x ) ) kamaymaydigan absolyut uzluksiz funksiyalar ayir- 

masi shaklida tasvirlang.

10.23. Agar /  : [a. b] —> R integrallanuvchi funksiya bo'lsa, u holda

tenglik o'rinli. Isbotlang.

10.25. Agar / — kamaymaydigan absolyut uzluksiz funksiya bo‘lib. f ' ( x )  = 0 

tenglik deyarli barcha x  Iar uchun o'rinli bo‘lsa. u holda /  o‘zgarmas 

funksiya bo'ladi. Isbotlang.

10.26. Har qanday o'zgai'ishi chegaralangan /  funksiya uchta funksiya yig‘indisi 

ko'rinishida tasvirlanadi,

funksiya [a, b\ da absolyut uzluksiz bo‘ladi. Isbotlang.

10.24. [a. b\ kesmada absolyut uzluksiz F  funksiyaiiing hosilasi F'  (x) = f  (x) 

integrallanuvchi va deyarli barcha x  e  [a. .6] lar uchun

f ( x )  =  f d(x) + f , (x)  + f ut(x).

Bu yerda fa sakrashlar funksiyasi. f 3 singulyar funksiya. f ac. absolyut 

uzluksiz funksiya. Isbot qiling.



10.27. Agar /  fimksiya [a, b] kesmada Lipshits shartim qanoatlantii’sa, /  

ning [a, b\ kesmada absolyut uzluksiz bo‘lishini isbotlang.

10.28. Agar /  funksiya [a, b\ kesmada absolyut uzluksiz, ip : R —* R funksiya 

Lipshits shartini qanoatlantirsa. u holda x  G [a, 6] funksiya 

[a. b\ da absolyut uzluksiz bo'ladi. Isbotlang.

10.29. Agar /  funksiya [a. 6] kesmada absolyut uzluksiz, A  c  [a, 6] - hob 

o‘lchovli to‘plam bo'lsa, u holda ß( f {Ä))  — 0 bo‘lishiiii isbotlang.

10.30. Shunday uzluksiz, syuryektiv /  : [0, 1] ■—* [0, 1] akslantirishga va A c  

[0, 1] to‘plamga misol keltiringki, quyidagilar bajarilsin;

1) f i ( A) = 1, 2) f i ( f (A)) = 0.

10.31. Shunday uzluksiz /  : [0, 1] —> [0, 1] funksiyagava A  C [0, 1] to'plamga 

misol keltiringki, quyidagilar bajarilsin:

10.32. [a. b] kesmada uzluksiz hosilaga ega boigan /  funksiyaning [a. 6] da 

absolyut uzluksiz bo‘lishini isbotlang.

10.33. Agar /  : [a, 6] —> R kamaymaydigan funksiya bo‘lib.

tenglik o'rinli bo;lsa. u holda /  absolyut uzluksiz bo'ladi. Isbotlang.

10.34. f ( x )  = x + 8.{x). x  € [0, 1] funksiyani qaraymiz. Bu yerda ß. Kan- 

torning zinapoya funksiyasi. Quyidagilarni isbotlang.

a) /  : [0, 1] —> [0, 2] uzluksiz va qat'iy o'suvchi funksiya;

b) /  : [0. 1] —► [0, 2] biyektiv akslantirish;

c) ß ( f { K ) )  = l,  K  — Kantor to'plami.

1) n { A ) =  0, 2) f i ( f (A)) = 1.

10.35. Kantor funksiyasining quyidagi xossalarini isbotlang.
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a) ß ( | )  = y ß . ( x ) ,  a; 6 [0,1]; 

b̂ (l + l) = \ + ie tßi !]■
10.36. [a, 6] kesmada tekis uzluksiz. lekin absolyut uzluksiz bolmagan funksiya- 

ga misol keltiring.

10.37. Agar /  funksiya [a, b] da absolyut uzluksiz-bo'lsa, u holda | / |  ham 

absolyut uzluksiz funksiya bo'ladi. Isbotlang.

10.38. I/) ning absölyut uzluksiz ekäniigidan' /  ning absolyut uzluksiz ekanligi 

kelib chiqmaydi. Quyidagi misolni taltlil qiling.

10.39. Agar /  funksiya [a. 6] da uzluksiz bo;lib, | / |  absolyut uzluksiz bolsa, 

u holda /  ham absolyut uzluksiz bo'ladi. Isbotlang.

10.40. Agar f n : [a, b) —» R. n  € N lar kamaymaydigan absolyut uzluksiz

funksiyalar bo:lib, har bir x  e [a. 6] da. /«(*) qator /  ga yaqinlash-

sa, u holda limitik finksiya /  ham [a. b] da absolyut uzluksiz bo'ladi. 

Isbotlang.

10.41. Agar f n : [a, b] —> R singulyar funksiyalar ketma-ketligi uchun shirn- 

day /  : [a. b\ —> R o!zgarishi chegaralangan funksiya mavjud bo'lib, 

lim Vy[f — f n] =  0 bo‘lsa, u holda limitik finksiya /  yo o‘zgarmas, yo

singulyar funksiya bo:ladi. Isbotlang.

10.42. Agar f n : [a. b] —► E absolyut uzluksiz funksiyalar ketma-ketligi uchun 

shunday /  : [a, b] —> R o‘zgaxishi chegaralangan funksiya mavjud bo;lib,

OC'

lim Vq[f — f v] =  0 bo:lsa, u holda limitik finksiya /  ham absölyut

uzluksiz funksiya bo‘ladi. Isbotlang.
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10.43. Agar F : [a, i>] —> K. o'ligdau uzluksiz kamaymaydigaii sakrashlar i'miksi 

yasibo'lib. C1)-C2j . . .  lar uning [o, 6] dagi uzilish nuqtalari bo'lsa. u holda

f  f ( x )dF(x)  =  £ / ( < * ) № ■ )  -  F(ck -  0)j (10.5)
• 'M l. A:=l

tenglik o‘rinli. Isbotlang.

10.44. Agar F : [a. 6] —> R absolyut uzluksiz funksiya bo'lsa. u holda

[  f ( x ) d F { x ) =  f  f ( x ) F ' {x )dß  (10.6)
J [ o , b ]  J [ G . b )

tenglik o‘rinli. Isbotlang.

10.45. Agar F(x)  — const bo'lsa, u holda ixtiyoriy /  : [a, d] —*• R chegaralan- 

gaii funksiya ucliun

f  f ( x ) d F ( x )  = 0 
J [a .  b\

tenglik o‘rinli. Isbotlang.

10.46. Quyidagi tenglikni isbotlang.

1 1 • dF(x)  =  M A Y

10.47. Lebeg-Stiltes integrali uchun ham bo'lakiab integral,lash qoidasi o‘rinli. 

Ya’ni /  : [a, b] —> R va g : [a, fe] —> R lar o‘zgarishi chegaralangan 

funksiyalar bo'lsa. quyidagi tenglikni isbotlang.

f  f ( x )  dg{x) = f(b)g(b) -  f{a)g{a) -  f  g(x) df(x).  (10.7)
J\a, 6] J[a,b]

10.48. Aytaylik, x  — <p(t), a < t < ß  uzluksiz va o'suvchi funksiya bo'lib. 

ip(a) = a, ifi(ß) =  b bo'lsin. f  : [a, b] —» R uzluksiz. F  : [a, b\ R 

kamaymaydigaii funksiyalar bo'lsin. U holda

f  f {x)  dF(x)  =  f  f{<p(t))dF('p(t))
J[a,b] . J  [a. J)

tenglik o'rinli. yaiii Lebeg-Stiltes integralida o ‘zgaruvchilarni almashti-

rish mumkin. Isbot qiling.

155



10.49. Agar /  : [a, b) —* I  va g : [a, b] —> R funksiyalar uchun Riman-Stiltes 

integrali mavjud bo'lsa, u holda Lebeg-Stiltes integrali ham mavjud va 
ular o'zaro teng, ya’ni

10.50. /  ñ(x)dF(x)  Lebeg-Stiltes integralini hisoblang. Bu yerda £ (.t)— Kan- 
[ o . i ]

torning zinapoya funksiyasi, F(x)  =  2x +  1.

10.51. f  Ä(x)dF(x)  Lebeg-Stiltes integralini hisoblang. Bu yerda £(;r)— Kan-

torning zinapoya funksiyasi, F(x)  =  [3x] +  2x.

10.52. Quyidagi /  : [0, 1] —> R funksiyaning [0, 1] da differensiallanuvchi 
ekanligini ko‘rsating. Hosila funksiyaning [0, 1] da integrallanuvchi emas- 

ligini isbotlang.

10.53. /  : [a, 6] —> R uzluksiz. F  : [a, b] —> R kamaymaydigan funksiyalar 

uchun o;rta qiymat haqidagi teoremani isbotlang, ya’ni

10.54. Quyida f ( x )  va F(x)  funksiyalar berilgan. Lebeg-Stiltes integrali

[0 .1]

I  f ( x ) d F( x )  = f(c)[F(b) -  F(a)], 3 c e  [a, b\

J  f ( x )  dF(x)

ni hisoblang.

1) f ( X) — X'. F(X) — C0S X, X £ [0: 7Î"]-
2) f i x ) = sin.r, F{x)  =  |.t|, i  £ [ - f ,  7г].
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4) f ( x )  =  x, F(x)  = [x],- i E  [0. n], n G N.

5) f ( x )  = X2, F(x)  = [х]. X G ¡0, n], n  G N.
6) f ( x )  = X + 2, Fix)  — exp X ■ sign(ços x).  x  G [—тг. тг].

7) /(x )  =  x — 1. F(x) =  cos x. x G [0, тг].
8) /(x )  =  x2, F{x) = ñ ( x ) ,  x  G [0. 1].

9) /(x )  =  l + 2 x ,  F(x) =  Â(x). x G [0. 1].

10) /(x )  =  [3x], F(x) =  Â(x). x G [0, 1].

10.55. Quyidagi qatorni qaraymiz:

OC

f ( x ) — У ^Ь п cos(ar'тгх), b G (0, 1). a G N va toq son.
n= о .

Bu /  : M —> ÎR funksivaning usluksiz ekanligini isbotlang. Agar ab >
31 +  ô ’T boisa, /  : M —» Ж funksiya biror nuqtada ham chckli hosilaga 

ega emasligini ko‘rsating.

10.56. Quyida berilgan absolyut uzluksiz funksiyalarni kamaymaydigan absolyut 

uzluksiz funksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlang:

a) f { x ) = x 2 +-2, x G [-1 , 2], b) /(x )  =  exp x2, x G [—1, 2], 

c) f ( x ) — |cosx |. x G [—тг, тг]. cl) /(x )  =  sin x, x  G [—7Г, тг].

II  bobn i tak ro rla sh  uchun te s t savollari

1. Quyidagi belgilashni kiritamiz:

Quyidagi tasdiqlar ichidan t'o‘g!rilarini ajrating.
1) /+  olchovli boisa, /  ham olchovli boladi.
2) /_  olchovli boisa, /  ham olchovli boladi.

3) f + va /_  lar olchovli boisa. /  ham olchovli boladi.

A) 1, 2 B) 1, 3 C) 2, 3 D) 3
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2. Quyidagi tasdiqlar ichidan to'g'rilarini ajrating.
1) | / |  o‘lchovli bo‘lsa, /  ham o'lchovli bo'ladi.

2) / 2 o‘lchovli bo'lsa, /  ham o'lchovli bo'ladi.

3) f + va /_  lar o‘lchovli bo'Isa. /  ham o'lchovli bo'ladi.

A) 1: 2 B) 1, 3 C) 2, 3 D) 3

3. f ( x)  = 2x, x  € E  =  [0. 5] funksiya uchun £ ( /  < 6) to‘plamni toping. 

A) [0, 2] B) [0, 3) C) [0. 5) D) [0, 2)

4. /(x )  =  [2x], x € E  — [0, 5] funksiya uchun E ( f  = 4) to'plamni 
toping.

A) [0, 2] B) [2. C) [2. 5) D) [2. 3)

5. f ( x )  =  In (x2 -  2x + l) , x  € E  = (0, oo) funksiya uchun 

{x : f ( x )  < 0} to‘plamni toping.

A) (0, 2) B) (0, 1) U (1, 2) C) (0, oc) D) (0, 3)

6. f ( x)  = 2X — 1 funksiya uchun {x £ [0, 5] : 3 <  f ( x )  < 7} to'plamni 
toping.

A) [0, 3] B) (2, 3) C) [0; 3) D) [2, 3)

7. {x € [0, ?r] : sinx <  2“1} to'plam oichovini toping.
7T
3 B)

2tt

y C)
7T
6 D> i

€ [0, tt] : sinx < cosx } to'plam o'lchovini toping.
7T

4 B)
2tt

t
c)

3tt

T D> f

9. ,4 c  [0. 1]— o'lchovsiz to'plam. D — Dirixle funksiyasi. / i(x) =

; f-2 (i )  =  f i (x)  + 2)(x), / 3(x) =  f i ( x )  ■ Q(x).

0 !lchovli bo'lmagan funksiyalarni toping.

A) /: B) / , .  h  C) h ,  f ,  D) f 2, f ,

10. ,4 C [0. 1] — o'lchovsiz to'plam. Riinan funksiyasi.
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/x(x) =  1  -■Xa{x)-, / 2(3 ) =  M x )  -  SR(x), / 3 ( 1 )  = / 2(x) ■ ® (s). 
0 ‘lchovli funksiyaiarni toping.

A) /1 B) / 2, /3 C) /3 D) /2

11. [0, 1] kesmacla nolga, ekvivalent funksiyaiarni toping: 

f 1(x) = m(x),  / 2(x) =  25(x), / 3(x) =  x.

A ) / 1  B ) /2, /3 C ) /3 D) f i ,  /2

1 2 . /!(x) =  1 +  JK(x), / 2(x) =  1 +  S )(i), / 3(1 ) =  1 +  tt(x ) +  ®(x) 
funksiyalar ichidan /(x )  =  1  ga ekvivalent funksiyaiarni toping.

A) /; .  /2 B) / 1 ,  /2 , /3 C) / 2l /3 D) / i , /3

fix
13. f ln(x)  =  sin2” x ; / 2n(x) =  COSn X. / 3„(x) =  1 n2^ 2: finkc) =  1  +  

x" o‘lchovli funksijralar ketina-ketliklaridan qaysilari [0, 1 ] to;plainda 

/(x )  =  0 funksiyaga tekis yaqinlashadi?

A) /l?i B) fzn.fin  C) fin-, fin- fin  D) fin-, fin  
xix

14. /i„(x) =  sin" x, / 2„(x) =  cos"x. / 3n.(x) =  1 2̂ .2’ / 4».(x) =  xn 
o'lchovli funksiyalar ketma-ketliklaridan qaysilari [0, 1 ] to‘plamda 
/(x )  =  0 funksiyaga nuqtali yaqinlashadi?

A) fin B) fin.fsn C) f i n, fsn, fin  D) fi„, fin

15. E  =  [0. 4] to'plamda berilgan /  sodda funksiyani toping.

A) f ( x )  =  x B) /(x )  =  [x] C) /(x )  =  ex D) /(x )  =  sinx

16. S  =  [0, 3] to'plamda berilgan sodda funksiyaiarni ko‘rsating.

/i(x ) =  x, / 2(x) =  l ,  / 3(x) =  2>(x)

A) f i ,  / 2, /3 B) C ) / i , / 2 D) / 2. /3

17. jf(x) =  l+ s ig n x  sodda funksiya uchun .Ai =  {x € [—2. 3] : /(x )  =  0} 

to!pla.mni toping.

A) [-2 , 0] B) [—2, 0) C) [-2 , -1 ] D) [-2 , 3]

18. /(x )  =  5 — [2x] sodda funksiya uchun Ai  =  {x <E [—2. 3] : /(x )  =  1} 

to'plamni toping.
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A) [2, 3] B) [2, 3) C) [2, 2.5) D) [2, 2,6]

19. Integralning additivlik xossasini toping.

A) Agar /.i(A) = 0 bo'lsa, u holda f A /(x)cfyi =  0

B) f j f  (x) + g(x)]d/i =  JA f ( x ) dß  +  J'A g(x)d/u 

c ) Ja k  ■ f ( x W  =  k  Ja f ( x )dP
D) Agar f ( x )  > 0 bo'lsa, u holda f A f(x)d/j. > 0

20. Integralning bir jinslilik xossasini toping.

A) Agar n(A)  =  0 bo!lsa, u holda j A f{x)d/ i  =  0

B ) +  y ( x ) W  =  Ja  f ( x )dß  +  JA g{x )d i i  

c ) Ja  k  ' f ( x W  =  k  JA f ( x W

D) Agar /(x )  > 0 bo‘lsa, u holda J Af(x)df i  > 0

21. Integralning monotonlik xossasini toping.

A) Agar ß{Ä) =  0 bo'lsa.. u holda f ( x )dß  = 0

B) L i/i1') + 9{x)]dfj, =  fA f {x)dp  + fA g(x)d/j
C) f A k ■ f (x)df i  =  k f A f {x)dp

D) Agar f ( x )  > g{x) bo'lsa, u holda f A f (x)d/ j  > JA g(x)dfi

22. Lebeg integralining monotonlik xossasidan foydalanib. quyidagi sonlar

ichidan eng kattasini toping.
, • 2 *4

ao =  0, ai  =  f  --------dfi, a? =  J - —— dß ,  «3 =  /  sin x d ß
(0,1) x  (0,1) * (0,1.)

A) ai B) a2 C) a3 D) a0

23. A = [0, 3] to'plamda berilgan f [x)  = 3 +  3D(x) sodda funksiyaning 

integralini hisoblang.

A) 3 B) 2 C) 6 D) 9

24. A == [0, 2] to'plamda berilgan f ( x )  = 4 — [x] sodda funksiyaning 
integralini hisoblang.

A) 3 B) 7 C) 6 D) 4

160



25. [—2. 2] kesmada berilgan monoton funksiyani toping.
A) f ( x )  =  cosx B) /(x )  =  [x] C) f ( x )  =  e r2 D) /(x )  =  sin .7:

26. /(x )  = [a;], x  € [—2 . 2] funksiyaning uzulish nuqtalariui toping.

A) { — 1; 0; 1} B) {—1; 0; 1; 2} C) { -1 ; 1} D) {—2; —1; 0; 1}

27. [0, 3] kesmada aniqlangan zinapoyasimon funksiyalarni ko'rsating. 

f i{x)  =  x , / 2(x) =  1 , / 3(x) = [x\

A) / 1 , / 2, /3 B) f 2:f 3 C) / l t / 2 D) f i ,  /3

28. [0, 1 ] kesmada o‘suvchi funksiyalarni ko‘rsating.

/i(x ) =  — cosx, fe(x)  — sin x, / 3(2 ) — 1  +  [x]

A) / 1 , / 2, /3  B) h„ /3 C) / : ,  / ,  D) /!, /3

29. [—1, 1] kesmada o‘smaydigan funksiyalarni .ko'rsating. 

f i (x)  = cosx, f 2(x) = ( l - x ) 2, f 3(x) = 1 -  [x]

A) / 1 , / 2 , ' / 3  B) j4 , / 3 C) / 1 : / 2 D) / 1 ( /3

30. [0, 1] kesmada kamayuvchi funksiyalarni ko‘rsating.

/i(x ) =  sinx. / 2(2 ) =  [x], / 3(x) =  cosx

A) / 1 , / 2 , /3  B) / 2 , /3  C) / ls /2  D) /3

31. /(x )  =  signx funksiyaning xo =  0 nuqtadagi sakrashini toping.

A) 2 B) 0 C) 1 D) 3

32. /(x )  =  [x] funksiyaning xo =  0 nuqtadagi chap limitini toping.

A) 2 B) 0 C) - 1  D) 1

33. f ( x )  = 2x — {x} funksiyani uzluksiz monoton funksiya va sakrash 

funksiyalarining yig‘indisi shaklida yoziug.
A) x +  [x] B) x -  [-x] C) 2x +  [x] D) {x} +  [x]

34. f ( x )  = [2x] funksiyaning [—2,3] dagi to'la. o;zgarishini toping.

A) 3 B) 5 C) 10 D) 6
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35. /(x )  =  sinx funksiyaning •[— it , tt] dagi to‘la o'zgaxishini toping.
A) 2 B) 4 C) 1 DJ 5

36. [—2, 2] kesmada berilgan absolyut uzluksiz funksiyani toping.

A) {x} B) [x] C) ej2 D) signx

37. [—2, 2] kesmada. absolyut uzluksiz bo!lmagan funksiyani toping.
A)x B) [x] C) ex~ D) sinrrx

38. [0, 1] kesmada berilgan singulyar funksiyani toping.

A) cosx B) 9i(x) C)D (x) D) R(x)

39. Lebeg-Stiltes integralining xossalaridan foydalanib. /(x )  =  x funksiya- 

ning A  =  [0, 3] to'plam bo'yicha olingan JA f ( x ) dF(x) ,  F(x)  =  [x] 
integralini hisoblang.

A) 2 B) 3 C) 4 D) 6

40. Lebeg-Stiltes integralining xossalaridan foydalanib, /(x )  =  2x funksi­
yaning 4̂ =  [1, 3] to‘plam bo‘yicha olingaii JA f ( x ) dF(x) ,  F{x)  =  

lnx  integralini hisoblang.

A) 2 B) 3 C) 4 D) 6

11. 0 ‘lchovsiz funksiyalar yig!indisi o!lchovli ham. o‘lchovsiz ham bo'lishi 
mumkin. Tahlil qilinishi taklif qilngan /  va g laming yig‘indisi ( /  +  g) (x ) 

=  1, x 6 [0, 1] bo:lib. u o‘lehovlidir.
12. 0 !lchovsiz funksiyalar ko!paytmasi oHchovli ham, o‘lchovsiz ham bo‘lishi 

mumkin. Tahlil qilinishi taklif qilngan /  va g funksivalarning ko‘paytma.si 

f ( x )  ■ g{x) = 0 ,  x G [0, 1] bo‘lib u o‘lchovlidir.
13. Mumkin emas.

II  b ob  uchun javob lar va ko‘rsa tm a la r

6 -§ . 0 ‘lchovli funksiyalar

bu yerda A  C [0, 1] o'lchovsiz t.o‘plam.
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15. 14 ga qarang. 17. 6.18 -  misolda keltiritgan £(x)  funksiya.

18. Har bir a G R da {.t € K.: £(x)  — a} to'plam ko'pi bilau ikki elementli 

to‘plam bo‘ladi. Haqiqatan ham £(x i) =  £ ( x 2) bo‘lsin. Agar x{, x 2 G A 

bo'lsa, u holda £ ( x 1) =  £(¡£2) tenglikdan x\  = X2 keli'b chiqadi. Xuddi shun- 

day x\,  X2 A  bo'lsa, u holda £ (x i) =  £{x2) tenglikdan 'r-xi = —x 2 yoki 

X\ =  X'2 kelib chiqadi. Agar x\ G A  va x 2 £  A bo'lsa, u holda £{x\) = £{x2) 
tenglikdan X\ = ~ x 2 kelib chiqadi. Shunday qilib, {x G R : £(x) =  a} 

to'plam a €  A \ {0} uchun ikki elementli to'plam, qolgan a lar uchun bir 

elementli to'plam bo'ladi. Shuning uchun ham { i £ l :  £(x)  =  a} o'lchovli 

to'plamdir.
19. {x  G [0, 1] : £(x) < 0} =  [0, 1] \  .4 tenglik 0‘rinli. A  o'lchovsiz to'plam 

bo'lgani uchun [0, 1] \  A  ham o'lchovli emas.

20. Barcha x  €  [—1, 0] larda £(x). > 0 bo'lganligi uchun {2  G [-1 , 1] : 

£(x)  < 0} =  [0, Ij \  A tenglik o‘rinli bo'ladi (19-misolga qarang). [0, 1] \  A 

o'lchovsiz bo‘lgani uchun £  funksiya E  da o'lchovsiz funksiya bo‘ladi.

25. A  C [—2, 21 o'lchovsiz to'plam f  ix)  =  {
I  - 1 ,  x  G [—2. 2] \4 -

27. A  C  [0, 1] =  E  o'lchovsiz to'plam va f ( x )  =  Xa{x), g(x) -  Xe\a(x)  

o'lchovli funksiya emas. f ( x )  +  g(x) = 1.

28. ,4 c  [0, 1 ] — E  o'lchovsiz to'plam f ( x )  =  Xa(x) ,  g{x)  — - X e \ a ( x ) ■ 

/(■<e) • g(x)  r; 0. x  G E,

& - \K n) =

22. M r\K !

24. .4 C [-:

1, x  G A

29. E(D  < f )  =. < E \Q , 0 < c < 1 

E, c > 1.
36. Agar /  : E  —> R o'lchovli funksiya bo'lsa, {x £ E  : / ( x) ,< a} =

0, c < 0
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{x  £ E  : f 3(x) < a3} tenglikdan / 3 olchovli funksiya ekanligi keiib chiqadi. 

Chunki a soni —oc dan +00 gacha bo'lgan qiymatlarni qabul qilganda a3 

ham (—oc, 00) to:plamni to;la bosib ,o‘tadi. {x  £ E  : / 3(x) < c} =  {x € 

E  : f (x)  < c^} tenglik o'rinli. Demak, /  va / 3 lar bir vaqtda o'lchovli yoki 

o'lchovsiz funksiyalar bo‘ladi.
41. Eyler formulasi e%x =  co sx -M sin x  dan. harnda cosx va sinx laming 

[—Ti, tt] kesmada o'lchovli ekanligidan. f ( x)  = e’r funksiyaning [—tt, . tt] 
t,o‘plamda o'lchovli ekanligini olamiz.
49. [0; 1] =  A  U B  shaklda yozarniz. A  va B  o'lchovli to!plamlar va 

H(A) > 0. -5; fx(B) =  0,5. A  va B  lar quyidagi xossalarga ega. Bar- 

cha. x £ [0, 1] va ixtiyoriy 6 > 0 uchun fl (x -  5. x  +  ¿)) > 0 va 

f i(B fl (x — ó, x + ó)) >  0 bolsín. U holda, Xa(x) misol shartlarini qanoat- 

lantiruvchi funksiya boladi.
58. [0, 1] kesmani teng n  bo‘lakka bolamiz. Har bir n  £ N uchun

xarakteristik funksiyalar oilasini qaraymiz. Bu funksiyalar oilasini quyidagicha 

nomeriaymiz.

M x )  = X\f}',i\(x), /a(x) =  X;o.i;(a')- / s ( x ) == X[¿,:,i](?)

va hokazo biror v uchun

/„ (x )  = '% ! ) ' ( * ) ,  U + l ( x )  =  X[l, ¿](*)>. • • • , . f v+n- l {x )  =  X[a=l.lj (*),.; • • ,

Hosil bolgan f n ketma-ketlik [0, 1] da olchov bo‘yicha nol funksiyaga yaqin- 

lashadi. lekin biror nuqtada. ham nolga yaqinlashmaydi.

60. E ( f  < c) = {x £ [—1. 2] : signx < c} to'plamni barcha c £ R larda 

olchovli ekanligini ko!rsa.ting.

64’ Es =  ( l o 3’ * ~  103) u  +  Io 3! 2w ~ 103) ! £ € ( ° ’ i )  '
65. <p(x) =  0. x £ [0: 1].
66. J(x)  = 0; x £ [0. 1), f n{x) = x n, x £ [0, 1).
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67. f n(x) =  x", x € [0,1] funksional ketma-ketlik в(х) = 0 fuÿkaiyaga il 
yarli va o‘lchov bo:yieha yaqiulashadi. nuqtali yaqinlashmaydi.

68 . Ha. 69. Ycvq.
70. a) g(x) =  0, b) g[x) = п. с) g{x) =  0, d) g(x) =  ln(l +  |x|).
71. a) y ( x ,y ) = x 2, b) y(x. y) =  cosx -  siny, c ) g ( x , y ) = x y ,

74. a) g[x) =  0. b) g(x) =  0, c) g{x) =  0. d) g(x) =  1,-

e) y(x) =  0, f) g(x) = 0.

75. a) gi(x, y) =  0, g2(x,y)  =
1, (x. y) e  Q x Q

0, (x. y) i  Q X Q

c) gi{x, y ) =  0, g2{x.y) =

d) gi{x, y) =  1 , 52(x. y) =

b) ffi(x, y) =  0, g2(x,y) =

1, (x, y) £ R X Q

0, (x, y) £ R x Q

1, (x, y) ^ Q X О  

2 -, (x, y) e  Q x Q

0. (x, y) £  Q x Q

1 . (x. y) e @ x Q

W: к  > 2/ , 4
i i • i i t ’ ÿ2(X: y) \У\: N  < l2/l

14 1*1 > \y\
e) yi(x.y) M. N1 < Ы

0. jx| =  jy|

f) 9i(x, У )=  M  +  lz/N 92{x , y ) =
0, x =  у

-|x¡ +  |y|-, x ф у

h) gi(x, y) =  1 . g2(x,y) =



7-§. C hekli cvlchovli t o ‘p la in la rd a  Lebeg integrals.

13. Xarakteristik funksiya ikkita 0 va 1 qiymatlarni qabul qiladi. 7.1-misoldan 

va A i  = { x  £  E  : Xa (x ) =  0} =  E \A . A 2 =  { i é £ :  Xa {%) =  1} =  A  

to‘pla.mlarning o'lchovli ekanligidan XA ning o'lchovli. sodda funksiya ekanligi 
kelib chiqadi.

14. A\ = {x  € E  : signa: =  —1} =  [—1, 0). Aÿ = {x  € E  : signa; =  0} =  

{0} , -Аз = {x G E  : signer =  1} =  (0, 3] to'plamlarning o'lchovli ekanligi­
dan y =  sign x  ning E  da sodda funksiya ekanligi kelib chiqadi.

16. Я : [0, 1] —> R o'lchovli funksiya 6.23-misolga ko‘ra Я funksiya [0. 1] \ K  

da o'lchovli funksiya bo'ladi. Har bir n  € N uchun K„ da (7.2-misol yechimiga 
qa.ra.ng) Я funksiya cheklita. qiymat qabul qiladi. Shuning uchun Я funksiya
OO
U K n — [0, 1] \ K  da sanoqlita qiymat qabul qiladi. demak u sodda funksiya.n=1

18- a) £  — s — - b) 24. /„ (x) = .
u=i 3 4 n

26. Bu funksiya yi =  O.jfe =  1.Уз' =  2, г/4 =  3 ,y¡ = 4. qiymatlarni mos

ravishda Л, =  [0,1). Л2 = [1,2), А3 = [2.3): Л4 =  [3,4), Л5 = [4,5)
to'plamlarda qabul qiladi. Uning integrali 7.2-ta'rifga ko'ra 10 ga teng.
_  4tt

‘ 3 '
29. Dirixle funksiyasi o'lchovli va ikkita. (0 va 1) qiymat qabul qiladi. Uning 

[0, 3] to!plam bo'yicha olingan integrali 0 ga teng.

30. Riman funksiyasi o'lchovli va sanoqlita -|o, Ï, —, |  qiymat qa­

bul qiladi. Uning [0, Ij to'plam bo'yicha olingan integrali 0 ga teng.

3 1 .3 .  3 2 . 2 .  3 3 . 1 .  3 4 . 1 .  3 5 . 4 .  3 6 .:- .  37. e - 2 .

56. 7.5-misolga qarang. 57. 5 — y/2 — \/3.

58. 0 ‘zgarmasdan farqli uzluksiz funksiya sodda funksiya bo'la olmaydi.

59. Ikkalasi ham sodda funksiya. ularning integrallari 0 ga teng.
4 1

6 0 .1 2 .  6 1 . 0 .  6 2 . 2 .  6 3 . - 6 .  64. —  +  5. 65. e + ~.



8-§. Lebeg in tegrali belgisi o stid a  lim itga o‘tisli

2. a) Yo;q, b) Yo:q, c) Yo‘q, d) Yo‘q, e) Ha, f) Ha.

4. a) 0. b) 1, c) 0, d) 7r.
6. a) a > 1, b) a > 1, c) a > 2.

7. a  > 1. 8. Ha. 10. a) tr, b) | .  13. Ha.

9-§. M onoton  va o‘zgarishi chegara langan  funksiyalar

10. Karnaymaydigan funksiya, o'ngdan uzluksiz, uzilish nuqtalari 0. 1,

2, 3. Barcha uzilish nuqtala.rida.gi sakrashi 1 ga teng.

11. Karnaymaydigan funksiya, faqat x  =  0 uuqtada uzilishga ega. x  =  Oda 

ohigdan ham, chapdan ham uzluksiz emas. x = 0 nuqtadagi sakrashi 2.

12. Karnaymaydigan funksiya, faqat x  = 0 nuqtada uzilishga ega. x — Oda 

chapdan uzluksiz, uzilish nuqtäsidagi sakrashi 1 ga teng.

13. [—4, 0) da va [0, 5] da karnaymaydigan funksiya. Bu funksiyaning uzilish 
nuqtalari x  — — 1, x  =  0. x = —1 nuqtada o'ngdan uzluksiz va bu nuqtadagi 
sakrashi 3 gas teng. x = 0 da oiigdan ham, chapdan ham uzluksiz emas. 

Funksiyaning x — 0 nuqtadagi sakrashi 1 ga teng.

29. Monoton funksiyalar yig'indisi monoton bo!lmasiigi:' mumkin.

30. Monoton funksiyalar ko‘paytmasi monoton bo‘lmasligi mumkin.

32. Ha. 33. Ha.
54 . 36. V\ f )  =  6, 37. V[f] =  20, 38. V[f] =  8, 39. V[f] = 2, 40. V[f] =
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ln (l +  e), 41. V \ j )  =  32^. 42. V\ f ]  =  e'2 +  1, 43. V[ f ]  =  6 .

54- V [ / ] = 3 ,  V[ff]=7.
2 2

55- V [/] =  4 + |a| + 11 — o| barcha a  G [0. 1] larda V [/] minimal bo'ladi.

59. / ( x )  =  v(x) -  <p(x)_, v(x) =  Yxa[ f ] . 
sinx. x  G. 0 . — 2 s in x  — 1 . x e  0 .

»/(*) -  { . ? »  1 . w ( ï )  . /ir L- 2
2 - s , „ i .  * e ( f , * J  { 1, « ( 5 . J

vg(x) =  V [3 ] =  1 — cosx. x G [0, 2tï] . <pg(x)  =  |cos x\ +  cosx  . v ^ x )  =

f 4 -  (x -  2)2, x G [0. 2] ■ f 4 -  2(x -  2)2, x  G [0. 2]
=  < „ . i p j x )  =  <

[ 4 +  (x -  2)-. x G (2. tt] ( 4. x G (2. tt].

« i ° J  , . - ( * ) - i a  * e  [ ° - 1 1
2 -  s u r  x.  x  G - ,  tt 2 - 2  s i r  rc, x G (Hvv(x) =

I 2  —  K Î n ‘  T. r .  f=  I
^2

60. {36. v{x)  = 3x. ¡¿>(2 ) =  — 1

37.„W  =  ( 2 - 2 l ! ' i e ^ - 0l „ (* ) « [ - 1 , 0 ]
( 2 +  2x2, x  G (0. 3]. I  - 3 .  x G (0, 3].

. . f 2 c o s x +  2. x G [ - 7T. 0] , , f 2. x G [-tt, 0]
38. v(x) =  < •. <£(z) =  {

[ 6  — 2 cos x, x G [0, tî) , [ 6  — 4 cos 2 . x G [0, tt] .
39. v(x) =  tgx +  1, yj(x) =  1. 40. v(x) = ln(l +  x), tp(x) =  0.

41. v(x) = 2X +  5x +  9 j ,  if(x) = 9 j .  42. v(x) = xex+1 +  1, ip(x) = —4. 

43. v(x) = 3 +  3(x — 1), ip(x) = 3x — 4 — 3 \x — lj } .

61. Ai = —ß. A; " =  —a,  Ar = a. A,. =  6.

62. Yo‘q (9.65 -  misolga qarang).

63. Agar /  funksiya [a, 6] kesmada chegaralanga.n hosilaga ega. bo'lsa, u 
holda /  iling [a. 6] kesmada o‘zgarishi chegaralangan bo‘lishini isbotlang.

68. A  sodda. to‘plam bo'lsa, A = [a, 61 bo'lsa V IV4] minimal boiadi.
a

10-§. A bsolyut uzîuksiz funksiyalar. L ebeg-S tiltes in tegrali

8- E  /  (6 a) f  (a k)\ =  E  |36, +  l - 3 a fc- l |  = 3 ± ( b k - a k) <36  va ô =
A-=l ,=1 t=l

n
desak. E  1/(6,) — /(« * )\ < £ tengsizlik bajariladi. Demak. /(x )  =  3x +  5

*—1
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funksiya [O'. 2] kesmada absolyut uzluksiz funksiya ekan.

9. a2 -  b2 = (a -  b)(a + b) dan foydalaning. 10.1-misol yechimiga qarang.

10. |sinx — sin у I <  |x — y\ dan foydalaning.
11. 11 cos a: I — ¡cos yd < |cosx — cost/] < |x — у | dan foydalaning.

16. Bo‘linish nuqtasiga x* =  1 ni qo!shib, moduldan qutiling.

22. {8. v ( i j  =  3x, ifi(x) = -1 .  9. v(x)  =  x 2, <p(x) = -3 .
sinx. x  G

' ’( 1 4  i ...................
10. v(x) = -0' 2 i  ~(x) = i  ° ’ * e  21 /T

2 — sinx. x e  ( ^ . tÍ\ . Y I 2 -  2 sin2 x, x  G тг

j  2 + 2 cos x, x  6 [—тг, 0]

\  6 — 2cosx, x  G (0, тг] 5

2 +  2 cos x — 2 jcosx]. x  € [—7Г. 0]

6 -  2 cos x  -  2 ]cos a;|, æ G (0, тг].

12.v(x) — t g ^  + 1. i¿(x) =  1. 13. v(x) = x ln( l  +  x), <p(x) =  0.

14. г!(х) =  2'*' +  5x +  4,5. ip(x) = 4 . 5.
15 v(x) = j 1-V=i  ze [-1 , 0] =  Í 1 -  2 v ^ i  x G [-1 , 0]

\  1 +  v/x x G (0. l]v [ 1 +  x G (0, 1].
16. г’(х) =  3x, ¡¿(x) =  Зх — 3|1 — x| — 4.}
30. /(x )  =  Я(х).  A  =  [0.1] \ K .  31. / ( x )  =  Я(х), .4 =  К.

36. Kantorniiig zinapoya funksiyasi.

50. 1. 51. 3.
. . 1 n ( n  + 1) n { n + \ ) { 2 n + l )

54. 1) -тг, 2) 4. 3) 25-, 4) 5) 4 ----------•

6) 2e_ir,/2 — 2eir/<2 — (1 +  тг)е" +  (1 — тт)е~гг, 7) 2 — тг, 8) - ,

9) 2. 10) 1.

II  b o b d a  ke ltirilgan  te s t javoblari

1-D 2-D 3-B 4-В 5-B 6-B 7-A 8-A 9-B 10-C 11-D 12-B 13-A

14-В 15-B 16-D 17-B 18-C 19-B 20-C 21-D 22-C 23-D 24-B 25-B 

26-B 27-В 28-C 29-B 30-C 31-A 32-C 33-A 34-C 35-B 36-C

37-В 38-D 39-D 40-C.
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III. M E T R IK  FAZOLAR

Bu bob 7 paragraf (11-17) dan iborat. Bobning 11-paragrafida metrik fa­
zolar, undagi asosiy tushunchalarning mohiyatini ochib beruvchi misol va 

masalalar jamlangan. 12-paragrafda yaqinlashuvchi va fundamental ketma- 

ketliklarga doir misollar qaralgan. 13-paragrafda ochiq va yopiq sharlar ham­

da ochiq va. yopiq to'plamlarning xossalarini tekshirishga doir misollar qar­
algan. 14-paragraf to‘la metrik fazolar va metrik fazolarni to‘ldirishga doir 

misollarga bag'ishlangan. Bu yerda Ber teoremasining qo'llanishiga. hamda 

hamma yerda zieh va hech yerda zichmas t.o:plamlarga doir qiziqarli misollar 

bor. 15-paragrafda metrik fazolarni uzluksiz akslantirishlar hamda. izometrik, 

gomeomorf metrik fazolarga doir misollar jamlangan. 16-pa.ragrafda qisqar- 

tirib akslantirish prinsipining qo'llanishiga doir misollar qaralgan. Kompakt. 

to‘pla.mlar va kompakt metrik fazolarga doir misollar 17-pa.ragrafda jamlan­
gan.

Bu paragrafda foydaianiladigan asosiy tushunchalar va ta ’riflarni keltiramiz. 
X  bo‘sh bo‘lmagan to'plam va. X  x X  -bilan. X  ni ..o‘zini-o‘ziga dekart 
ko£paytmasini belgilaymiz.

l l . l - t a ’rif. Agar p : X  x  X  —» R akslantirish quyidagi uchta shartni 
qanoatlantirsa unga X  dagi masofa yoki metrika deyiladi:

1) p ( x , y ) >  0; \ / x , y £ X ,  p(x, y) = 0 o- x  = y (ayniyat aksiomasi),

2) p(x,y)  =  p(y,x),  \ / x , y € X  (simmetriklik aksiomasi).

3) p(x, z) < p{x. y ) +  p(y, z) j Vx, y, z Ç X  (uchburchak aksiomasi).

(X , p) juftlik esa metrik fazo deyiladi.

Odatda metrik fazo, ya’ni (X, p) juftlik bitta X  harfi bilan belgilana- 

di. Agar X  to'plamda. p%, p2 , . ■ - ,p„ metrikalar aniqlangan bo‘lsa, u holda 

(X, pi). (X , P2) , . ■ •, (X, pn) metrik fazolar mos ravishda. Xi ,  X'2,
. . . ,  X n harflari bilan belgilanadi.
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11 .2 -ta’rif. Agar shunday C i > 0  va > 0 smlar mavjud, bo‘lib, bnivJui 

x. y £ X  lar iichun

tengsizliklar o'rinli bo'ha, p\ va p% lar ekvivalent rnetrikalar deyiladi.
Bu bobda va bundan keying! boblarda foydalaniladigan. asosiy belgilash- 

lanii keltiramiz.

R" =  {x  =  (x'i, x z , x „ ) , x¡ G R} -- n  o‘lchamli vektor fazo, m — bar- 
cha chegaralangan ketma-ketliklar to'plami. c — barcha yaqinlashuvchi ketma- 

ketliklar to'plami. cq — nolga yaqinlashuvchi barcha ketma-ketliklar to‘plami.

12 — kvadrati bilan jamlanuvchi barcha ketma-ketliklar to'plami, ya’ni

£p(p > 1) — absolyut qiymatining p— darajalaridan tuzilgan qator yaqin- 

lashuvchi boHgari barcha ketma-ketliklar to'plami, ya’ni

Xususan p =  1 da lv to'plam -  hadlarining modullaridan tuzilgan qator

[a, b] kesmada aniqlangan barcha uzluksiz funksiyalar to'plami. M[a, b] —

[a, 6] kesmada aniqlangan barcha uzluksiz difierensialianuvchi funksiyalar 

to'plami. C ^ l a ,  b] — [a, 6] kesmada aniqlangan n marta- uzluksiz differensial- 

lanuvchi funksiyalar to‘plami. V[a, 6] — [a, b] kesmada aniqlangan o‘zgarishi 

chegaralangan funksiyalar to'plami. AC[a, b] — [a, 6] kesmada aniqlangan 

barcha absolyut uzluksiz funksiyalar to‘plami. Lp[a, &]— o'lchovli va [a, 6] 

kesmada (p > 1) p — darajasi bilan Lebeg ma’nosida integrallanuvchi bo‘lgan 

funksiyalar to'plami. í f^[a,  b} C Lp[a. 6] bilan nolga ekvivalent funksiyalar 

to’plamini belgilaymiz. Agar /  — g G b] bo'lsa. ularni ip munos-

abatda. deymiz. Bu munosabat ekvivalentlik munosabati bo‘ladi va u Lp[a, b]

CiPi(x,  y) < p2(x, y) < C2pi(x,  y)

x  =  (¿i ,X2 , ■■ - , xn. . . . ) :  X  \xn\p < oo
■OO

yaqinlashuvchi bo‘ladigan barcha ketma-ketliklardan iborat bo!ladi. C[a, b\ —

[a, 6] kesmada aniqlangan chegaralangan funksiyalar to'plami. b]
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ni crzaro kesishmaydigan sinflarga ajratadi. Hosil bo‘lga.n sinflar to'plamini 

Lp[a. 6] bilan belgilaymiz. Xususan p =  1 bo'lganda, [a. b) kesmada Lebeg 

m a’nosida integrallanuvchi ekvivalent funksiyalar sinflari to!plami hosil bo‘ladi 

vau Li[a. 6] bilan belgilanadi. Xuddi shunday p =  2 bo‘lganda [a, b] kesma­

da kvadrati Lebeg ma’nosida integrallanuvchi bo‘lgan ekvivalent funksiyalar 
sinflari hosil bo‘ladi va u L2[a, b] bilan belgilanadi.

Bu paragrafda metrik fazolar va akslantirishlarga doir misollar qaraladi.

11.1. K2 to‘plamda x  =  (xi ,  x 2)  va. y =  (j/i, y2) elementlar uchun kiritilgan 
ushbu

Pi ( x, y)  =  \ x i -  yi| +  | » 2 -  Vil', P i ( x , y )  =  \ Xi  x 2\ +  | î/i - ÿ 2|; 

p.3 (x,  y) =  \ x l - y 2\ +  \ x 2 - y i \ :  Pi  (X. y) =  IХ1 Ж2 -  3/12/2 ! 

akslantirishlardan qaysi biri metrika bo!ladi?

Yechish. pi akslantirishnmg metrika aksiomalarini qanoatlantirishini tek- 
shiramiz.

P i ( x , y )  > 0 shart modulning manfiymasligidan kelib chiqadi. Faraz qilaylik, 

P i ( x ,  y )  — \ x\  — yi \  +  |ж2 — Î/2 I =  0 bo'lsin. U holda \ xi  —y±\ =  \ x2 - y 2\  = 0  

bo!ladi. Bundan X\ =  y \ ,  x 2 = y 2 , ya’ni x  = 'y .  Endi x =  y  bo‘lsin, ya'ni

x i — Vi, x 2 = y 2 . Bu yerdan

Pi ( x, y )  =  \xi  -  yi\  +  \x2 -  2/2 I =  0 

ekanligini olamiz. Demak. 1-aksioma bajariladi. Quyidagi tenglikdan 

Pi(x > y)  = kl -  yi\ + \x2 -  y2\ = I yY -a-il + y2 -  x2| = Pi (y, x) 

2-aksiomaning bajarilishi kelib chiqadi. Nihoyat,

Pi(x, 2) =  |xi -  +  \x2 -  z2| =  \xt - У 1 + У 1 -  Z\j +  \x2 - y 2 +  y2 -  z21 <

< 1*̂ 1 -  î/ii +  \Vi -  zi\ +  \x2 -  y21 +  |î/2 -  z2\ = pi(x,  y) + pi{y, z) 

tengsizlikdan 3-aksiomaning bajarilishi kelib chiqadi. Shunday qilib. (R2, p-L) =  

K2 metrik fazo bo‘ladi. □
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11.2. p(x . y )  — sup \xn -  yn| . x , y  G c0 akslantirishning metrika shartlari-
l<n<00

ni qanoatlantirishini tekshiring.

Yechish. { xn} va {yn} ketma-ketliklar nolga, yaqinlashuvchi bo'lganligi 

uchun ular chegaralangan bo‘ladi. Shuning uchun sup \xn — yn\  barcha x , y  €
l< n < o o

Co larda chekli boladi. Ixtiyoriy n € N da \xn — yn\ >  0 ekanligidan 

p(x, y) = sup \xn — yn| > 0 ekanligi kelib chiqadi. Endi p(x.y)  =  sup \xn -  yn\ =
n> 1 »/>1

0 bo!lsin. u holdabarcha n e N  larda \x„. — y„\ =  0 bo!ladi. Bu yerda.n x  — y 
tenglikka. kelamiz. Agar x  =  y bo‘lsa. u holda p(x. y) = 0 bo'ladi. Demak, 1- 

shart bajarilar ekan. \xn — j/„| =  |y„ — x n\ tenglikdan 2-shartning bajarilishi 

kelib chiqadi. Uchburchak tengsizligi

\xn ~  zn \ < \xn -  yn\ +  \yn -  zn\ . sup(x„ +  yn) < su p x n + sup.y„
II ; " It H

tengsizliklardan kelib chiqadi. Demak, berilgan p : Co x cq —> M akslantirish 

uchun metrikaning barcha shartlari bajariladi. □

11.3. p[x. y)  =  (x — y)2 , x. y € K akslantirish metrikaning qaysi shartini 

qanoatlantirmasligini aniqlang.

Yechish. p(x , y)  = (x — y)2 . X , y G K akslantirish metrikaning 1— va

2—sha.rtla.rini qanoatlantiradi. Bu akslantirish uchun uchburchak tengsizligi 
o‘rinli emasligini ko‘rsatamiz. Buning uchun x  — 0, y =  3. z  = 5 nuqta.larni 

olamiz. U holda. p(x, z) =  25, p(x, y) — 9. p(y, z) = 4 bo‘lib.

25 =  p(x, z) > p(x. y) +  p(y, z) =  9 +  4 =  13.

Demak, p uchun uchburchak aksiomasi o‘rinli emas. □

11.4. X  = AC\ 0:7r]; x( t )  — sin t. y(t)  =  0 metrik fazoda x  G X  va. 

y G X  elementlar orasidagi masofani toping.

Yechish. AC[ti. tt] metrik fazoda x  va y nuqtalar orasidagi masofa. p(x, y) =  

|x(0) — +  Vq{x — y] tenglik bilan hisoblanadi. Ma'lumki, x  (i) =  sin L
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funksiyaning [0. 7r] kesmadagi to!la o‘zgarishi 2 ga teng. Shuning uchun 

x  (í) =  sin t va y ( t ) =  0 nuqtalar orasidagi masofa quyidagiga teng: p(x. y) = 

|x(0) -  2/(0)| +  V£[x -  y] = V¿[x] = 2 . □

Uy vazifalari va m avzuni o‘z lash tirish  uchun m asala la r

11.5. R sonlar o'qida p(x,  y) = | arctgx — arctgy \ akslantirish metrika bo‘li- 
shini tekshirmg. p\ (x,  y) = arctg \ x  — y\ akslantirish R to‘plamda 
metrika bo‘ladirni?

11.6. Rn to‘plamda ushbu akslantirishlar metrika boladimi?

11.7. R3 fazoda boshi koordinatalar maxkazida bo';lgan barcha birlik (uzunligi 

birga teng) vektorlar to'plamida

p(x, y) =  arccos(£. y) =  arccos(xri/i +  x 2yo +  x3¡/3)

akslantirish metrika bolishini isbotlang.

n

11.8. [0, 1] kesmadagi barcha ochiq to'plamlardan iborat sistema X  bolsin. 
Agar fi— sonlar o'qidagi Lebeg o!lchovi bolsa.

p(A,  B) = n  (A A B)

akslantirish X  da metrika bolishini isbotlang.

11.9. Barcha ko‘phadlardan iborat P  to‘plamda

OC

akslantirish metrika boiishini isbotlang.



11 .10 . N atural sonlar to'plami N da

pi (n , m ) =  \em — enn\ ; p2 (n. m) =
1 +

1
n  + m  

0. agar n  — m
akslantirishla'r metrika bo‘lishini isbotlang.

. agar r i j^ m

11.11. Butun sonlar to!plami Z da.

Pi {n: m) =
Im — n

p2 (n , m ) =  10 k,
V l +  m2 • a/1 +  n2 

(bu yerda son | n — m | ayirmaning oxiridagi nollar soni, agar n  =  m  
bo'lsa. k = oo deb hisobla.ymiz) ifodalar metrika bo!lishini ko'rsating.

11.12. Ushbu | z | < 1 tengsizlikni qanoatlantiruvchi kompleks sonlar to'plami- 

da.

p(zl, z2) = ln-
1 + ¿2 -  Zi

1 — Z2Z\

1 -
Z2 — Z\
1 -  02Zl

akslantirish metrika bo‘lishini isbotlang. Bu metrika Lobachevskiy metrikasi 

deyiladi.

11.13. [a. b] kesmada aniqlangan x  funksiyä uchun shunday a  va. ß  o'zgarmas 

sonlar mavjud bo£lib. barcha t\. t2 € [o, 6] lar uchun

I x  (ii) -  x ( t 2) | <  ß-  \t i  - t 2\a

tengsizlik bajarilsa, x  funksiyä a ko‘rsatkichli Gy older shartini qanoat- 

lantiradi deyiladi. Bu shartni qanoatlantiruvchi barcha. funksiyalar to‘p- 

lamini Ha'[a, b] orqali belgilaylik. Agar a > 1 bo‘lsa. H a[a, 5] faqat 
o‘zgarmas funksiyalardan iborat ekanligini isbotlang. Agar 0 < a < 1 

bo'lsa.,

. . . . .  . . .  |(x(ii) -  y(ti)) -  (x fe) — yifo)) |p(.T: y) =  max * i) -  y(t)\ +  sup lv v yy 1
a<t<b tl̂ t2 | t i  — ¿21

akslantirish H a[a, b] to ‘plamda metrika bo'lishini isbotlang. H a[a-, ö] 

Gyolder fazosi, a = 1 bo!lganda Lipshits fazosi deyiladi.



11.14. [a, 6] kesmada cheksiz marta differensiallanuvchi funksiyalar to!plami 

C°°[a, b] da

oo n max (t) — y(kUt)\
1 a<i<b 1 1

p(x, y) = ■ Y
. - . m ax |a:W(í) — i/W (í)|
*=0 a<t<b'  1

akslantirish metrika bo!lishini isbotlang.

11.15. (X ,p ) metrik fazo bolsa. X  to‘plamda

P l ( x , y ) ' =  P2ÍX,-y) =  lll( l + p ( x . y ) ) \
i  + p y x . y ¡

P3 (x, y) = ep(x-y) -  1; Pi (x, y) =  min { 1; p (x, y) } 

akslantirishlarning har biri metrika, boiishini isbotlang.

11.16-11.34-misollarda p : X x X  —> R. akslantirishning metrikashartlarini 

qanoatlantirishini tekshiring. Ular asosiy metrik fazolardir.

h i  ,

11.16. p(x , y )  =  J J 2  I1* -  ViI , x. y G Kn.

11.17. px (x, y) .= max ¡ a -  y¡\, x, y G M"'. 
1 < ? < ? 1

11.18. pi(x, y) = £  -  y*!, x, y G
A:=l

11.19. pp (x, y ) =  te  -  Vif; P ^  i» •'r> 2/  S  K " .

11.20. /5 (*, y) =  sup |x„ — yn! ,, x . y  £ m.
l<n.<oc

11.21. p ( x , y ) =  sup . |x„ — y,;] , i .  y G c.
1<??<0G

11.22. p{x,y)  =  . / £  |Xr, -  J/„|2 ; x, y £ ¿2 -
n= 1

11.23. p(x, y) = J2 \x n -  yn\ , x, y  G ¿i.
71=1
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11.24. р (х, у) = ^  £  |а?„ -  y ,,f , X, у G ip­

i l . 25. р (/, g) = max | /  (х) -  g (ж)] , f ,  g & С[а, b}.
а < х< Ь

11.26. pi(f ,  g) = / аЬ |/(х ) -  g(x)\dx,  f ,  g £ С[а , Ь].

11.27. р2(/, 5) =  \- j t ' J í x ) -  ,д(.т);2г/т, / .  g G С’[а. 6].

11.28. рр(/, .g) =  <]$ bn \ f{x)  -  5 (x.)|p dx: р  > 1, f .  g £ C[a. b}.

11.29. p (x, y) =  max |x (í) -  г/ (í)¡ +  max jx' (£) -  y' ( í ) | , i . j i  t f  l[o, %
a < t< b  a < t< b

11.30. p(x. y) = I x(a) -  y(a)\ + V^[x -  y\, x, y G К [о, 6],

11.31. р{х\у) =  |ж(а) — у(а)| +  í̂ ,6[x -  г/], x, у  G ЛСЙ. Ь].

11.32. р (/,.?) =  / jV O )  - p ( x ) | d x ,  f ,  g & Li[a, b],

11.33. =  \ J$ l \ ï { x )  -  g(x)\2dx, f , g e L 2[a,b\.

11.34. p( f , g)  =  t f j [ \ f ( x ÿ -  g(x)\pdx , p > 1, / ,  g G Lp[a, 6].

Yuqorida aytilganiga amal qiiib quvidagi belgilashlarni kiritamiz:

(Rn, Pi) =  Щ , (Кn, p p ) = Щ , (R*, ) = » £ > ,  (R"- P) = Rn■

11.35-11.43-misollarda p : X  x X  —> R aksla-iitirish metrikaning qaysi 

shartiiii qanoatlantirmasligini aniqlang.

{C[a, b]:pi) =  Ci [a, 6], (C[a, fe],p2) =  C2[a, b], (C[a. b\,pp) =  Ср[а, 6].

11.35. p{x, y)  =
0, x =  y
E  К  U К  (x, y), x  ф у

, x, y  G N.

11.36. p (x , y) = . x. y G N.

11.37. p(x , y )  =  j sinx -  sin г/ j . i ,  j  G ®.
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о, х  = у
11.38. р { х , у ) =  < 1. X < у X ,  у €  М. 

[ 2 .  X  >  у ,

11.39. р{х.у)  =  ].п • í/2¡ -  ,У\ -  x2¡ , i-, J 6 i 2.

11.40. р (х. у) =  \х\ — у \ \+ 2  \х2 — 2/г 12 ; а:, t/ е М 2.

11.41. р(х . у)  = ¡íci -  ух\ +  \х2 -2/г! -, я, г /€ М3.

11.42. р ( / ; 5) =  | / (0 )  - 5 (0) i +  1/ (1) -  5 (1)1, / , р б С [ 0 ,1 ] .

°° 911.43. Р  (х. у) = \хп -  Уп\ ■; X ,  у G ¿2 -
П= 1

11.44-11.58-misollarda х £ X  va у  £ X  elementlar orasidagi maso- 
fani toping. Masofa ko!rsatilma.gan misollarda tabiiy metrika qaraladi. Ularni

11.16-11.34 misollai'dan qaxab oling.

11.44. X =  N, X  =  -5, y — 25, p (a;, у) = 0,1 - |:Г - 2/1 ■

11.45. X  =  R3, a: =  (8: 4 , 3 ) : y = (6, 0, -1 ) .

11.46. X  =M^c, X =  ( -1 , —2. 3: 0) , 2 / = (  4 ,2 , 0, --2).

11.47. X  =  Rf, X = (4. 5, 0. 1), y =  ( -3 , 0, 2,,7).

11.48. X  =  P<n, x(t)  =  1 +t ,  y(t) == 2í, р(а\ 2/) =: /  |z(í)
0

11.49. X  = C[ 0, ж], æ ( i ) = s i n i , у =  cosí.

11.50. X  =  C2[-■ж. ж], x ( t ) — eü , У (t) = e_it

11.51. X  = m. ХП = I )”; Уп =
п

п H- 1 *

11.52. X  =  c.
гг 4-1 

Zn — ; У?? — п í - ( - i ) ' * - .п
11.53. X  =  Cq , х„ =  22“", г/,.. =  - 21' 71 .

11.54. X  = lb æ =  (1,1,0,1,0,0,. . . ), У =  (0,0,0,
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11.55. X  = Li[0, tt]. x(t) = s in t. y(t) =  cosi.

11.56. X  =  Z/2[0. tt], x(f) =  sini. z/(£)=cosi.

11.57. A' =  V[—7t, 7r], x ( t ) = c o s t ,  y  (f) = 1.

11.58. X  =  M[0, 2tt], p{x,y) = sup |x(i) — y( t ) I . x(£) =  t, y( t ) =  sinf.
0< /< 4

12-§. Y aqinlashuvchi va fun d am en ta l ketm a-ketlik lar

A inetrik fazoda £i, X2 , ■ ■., x „ , . . .  ketma-ketlik va x  nuqta berilgan 

bo‘lsin. Agar Iiin p{x„,x)  =  0 rnunosabafc bajarilsa. {a?n} ketma-ketlik a:
n —> 00

nuqtaga yaqinlashadi deyiladi. x  nuqta esa {xn} ketma-ketlikning lirniti 

deyiladi. Agar ixtiyoriy e > 0 uchun shunday Ne natural son mavjud bo'lib, 
barcha n >  N* va m  > N E lar uchun p (xn, xm) < e tengsizlik bajarilsa. u 

holda { x n} ga fundamental ketma-ketlik deyiladi.

12.1. Agar lim p(xn, x o) =  0 va lim p ( x n,yn) =  0 bo‘lsa, u holda
n —»OO '  n —>00

lim /9 (yn! xo) =  0 ekanligini isbotlang.
7?—>00

Isbo t. Metrikaning 1 va 3-aksiomalaridan foydalansak.

0 < p (Vu- Xq) < p (yu, x.„) +  p (x.,i,xo) 

tengsizlikka. ega bo'lamrz. Bu son:; tengsizlkda limitga o!tib,

lim p(y„,xQ) - 9
n —*00

ni olarniz. □

12.2. x n (t ) =  n 2t • e_rli funksiyalar ketma-ketligi x(t)  =  0 funksiyaga har 

bir nuqtada.yaqinlashuvchi, ammo G'i[0, 1] metrik fazoda yaqinlashuvchi 

emas. Isbot qiling.

Isbo t. Har bir t G [0, 1] uchun lim x„(t) =  0 tenglik matematik analiz
11— DC

kursidan malum. Demak, x„ (t) funksiyalar ketma-ketligi x(t) = 0 funksiya­
ga. har bir nuqtada yaqinlashadi. Endi Pi(%., 0) masofani hisoblaymiz.

l 1 1

Pi(x„, x) = J  \x„(t) -  0\dt  = !  |x„(i)| aft =  J  ir te~ ntdt =  1 -  jj i  +  l )e~n.
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Integralni hisoblashda bo!laklab integrallash usulidan foydalanildi. Bu yerdan

lim pi(xn, x) =  1
yt—>oc

ni olamiz. Demak, {x,J ketma-ketlik x(t) = 0 funksiyaga. Ci[0, 1] fazo 

metrikasida yaqinlashuvchi emas. □

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

12.3. (X.p) metrik fazoning ixtiyoriy x, y. z, t nuqtalaxi uchun

a) | p (x, z) -  p (:y, t)\<p (x, y) + p (z, t);

b) | p (x, z) — p(y.z) \ < p (x. y) tengsizliklarni isbotlang.

12.4. {xn} ketma-ketlik berilgan bo'lsin. Agar lim p (x2», a) = 0,
n —>oc

lim p(x2n+i-.b) =  0 va lim p (xn.c) =  0 bo!lsa. a = b =  c liamda
t l —>OC ' 71— 'OO

lim p (.xn, a) =  0 munos.abat.lariii isbotlang.
n—* oc

12.5. C [0. 1] metrik fazo da ushbu

a) xu (t) =  tn - tn+1: b) yn (t) =  tn - t2n;
4-n f1 l+ 1

c) zn (t) -= t” - 2tn+l + tn+2; d) un (t) = ----- —
71 Tl ~h i

ketma-ketliklar yaqinlashuvchi bo'ladimi?

12.6. Oldingi misoldagi funksiyalar ketma-ketligi 1]. Ci[0. 1] metrik 

fazolarda, yaqinlashuvchi bo'ladimi?

12.7. Ci[0. 1] metrik fazoda. yaqinlashuvchi. ammo C[0. 1] metrik fazoda 

yaqinlashuvchi bo!lma.gan xn(t) uzluksiz funksiyalar ketma-ketligiga. mis-

ol keltiring.

12.8. Ci[0: 1] metrik fazoda x(t) =  0 funksiyaga yaqinlashuvchi, ammo hech 

bir t & [0.1] nuqtada 0 ga yaqinlashmaydigan funksiyalar ketma-ketligiga 

misol keltiring.

12.9. Agar xn(t) uzluksiz funksiyalar ketma-ketligi C[0. 1] metrik fazoda 

x(t) funksiyaga yaqinlashsa, bu ketma-ketlik Ci[0, 1] va C210. 1] metrik 

fazolarda. ham shu x (t) funksiyaga ya.qinlasha.di. Isbotlang.
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12.10. C[0. 1] metrik fazoda yaqinlashuvchi. ammo l | mol.rik liizodii 

yaqinlashuvchi bo‘lmagan uzluksiz differénsiallanuvchi funksiyalanlaii ill- 

orat ket.ma-ketlikka misol keltiring.

12.11. Ushbu

a) xn =  (1, 2. . . . . n. 0 ,...); b) yn =  (-1, 2, ( - l f n ,  0 ,...);

c) zn =  (1. 1, „ ., L 0....); d) un = ^1, • • •, K  0 ,... j  ;

n

e) en =  (0 ,..., 0,1. 0, ...); f) wn =  . . . ,  ¿ 0 , . . .); a > 0
... jl  ̂ I i y

71 n
ketma-ketliklarning qaysilari cq, c , lp . m  metrik fazolárda yaqin- 

lashuvchi bcrladi.

12.12. Ä da metrika p(x,y) = | arctgx — arctgy \ tenglik bilan aniqlangan 

bo‘lsin. U holda ixtiyoriy monoton ketma-ketlik (masalan. xn =  n) fun- 

damentaldir. Isbot.lang.

12.13. Biror. qismiy ketma-ketligi yaqinlashuvchi bo‘lgan fundamental ketma- 

ketlik yaqinlashuvchidir. Isbotlang.

12.14. Biror täyinlangan e > 0 sou uchun p(xk,xm) > s >0 , k ^  m shartni 

qanoatlantiruvchi {xn} ketriia-ketlikdari yaqinlashuvchi va hatto funda­

mental qismiy ketma-ketlik ajratib olish mumkin emas. Isbotlang.

12.15. [X, p) metrik fazo, {a;,,}. {y„} esa. undan oliugan fundamental ketma- 

ketliklar bo‘lsin. U holda {an =  p (xn, yn) } sonli ketma-ketlik yaqin­

lashuvchi ekanligini isbotlang.

12.16. {£„.} fundamental ketma-ketlik bo‘lsin. Agar biror {yn} ketma-ketlik 

uciiuii lim p (xn, yn) =  0 bo'lsa. {yn} ketma-ketlik ham fundamental
ri-̂oo

bö'üshi kelib chiqadinii?

12.17. {re,,} va {y„} fundamental ketma-ketliklar uchun

lim p (xn, yv) =  0
n —>oc

t
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shart bajarilsa, bu ketma-ketlikla.rni ekvivalent deylik va {xn} ~ { yn} 

ko'rinishda yozaylik. Bu (vaqtincha) kiritilgan munosaba.t refleksiv. sirn- 

metrik va tranzitiv ekanligi, ya'ni, haqiqatan ham ekvivalentlik munos- 

abati bolishini isbotlang.

12.18. {x„}, {yn} ■ {zn} , {tn} fundamental ketma-ketliklar uchun {x,,} ~ 

{yn} va {2„} ~ {t„} bolsa, quyidagi tenglikni isbotlang

lim p (x„, zn) =  lim p (yn,tn) ■
n —*OC ft—»Oc

13-§. Ochiq va yopiq to‘p!amlar

Bizga. X  metrik fazo, uning xq nuqtasi va r > 0 son berilgan bolsin. 

X  metrik fazoda markazi xq nuqtada, radiusi r bolgan ochiq shar deb 

{x € X : p\x.xo) < r} to!pla.mga. aytiladi va u B(xo,r) kabi belgilanadi. 

Berilgan xd € X  va r > 0 da p{x,x¿) < r shartni qanoatlantiruvchi bar- 

cha x £ X  elementlar to‘plami B[xo,r] orqali belgilanadi va u markazi xo 

nuqtada. radiusi r bo'lgan yopiq shar deyiladi. p (x. .To) =  r shartni qanoat­

lantiruvchi barcha x G X  elementlar to!pla.mi ?’] orqali belgilanadi 

va u markazi xo nuqtada. radiusi r bo'lgan sfera deyiladi. Metrik fazoda 

markazi Xo nuqtada. va radiusi e > 0 bolgan B (.xq, s) ochiq shar xo nuq- 

taning e— atrofi deyiladi va u Os (x q )  kohinishda belgilanadi. X  metrik 

fazo, M  uning qism to!plami va x £  X  bo‘l§in. Agar ixtiyoriy e > 0 uchun 

Os (x) DM  0 munosaba.t- bajarilsa. x nuqta M  ning urinish nuqtasi dey­

iladi. M  to!plämning barcha urinish nuqtalaridan iborat to‘plam M  ning 

yopig'i deyiladi va, u [M] yoki M  ko‘rinishda belgilanadi. Agar x £ X  ning 

ixtiyoriy Os (x) atrofi M  ning cheksiz ko‘p elementlarini saqlasa, u holda 

x £ X  nuqta M  to‘plamning limitik nuqtasi deyiladi. M  to!plamga. 

tegishli X . nuqta uchun shunday e. > 0 mavjud bo‘lib, 0 E (x) fl M — {a;} 

bolsa, u holda x nuqta M  to'plamning yakkalangan (yolgHz) nuqtasi deyi­

ladi. Agar X  metrik fa.zoda.gi M  to'plam uchun M = [M] tenglik bajarilsa. 

M  yopiq to‘plam deyiladi. Boshqacha aytganda, agar to;plam o'zining bar­

cha limitik nuqtalarini saqlasa. u yopiq to'plam deyiladi. Agar x g  M  nuqta
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uchun shunday e > 0 mavjud bo‘lib, x) C M ho'lsn, r iiik|Im W 

to'plamning ichki nuqtasi deyiladi. Agar to'plamning barcha niu|l,nlnri irlilu 

uuqta bo'lsa, u ochiq to'plam deyiladi. Ya’ni faqat ichki nuqfcalarda.il laslikil 

topgan to‘plam ochiq to'plam deyiladi. Agar metrikaniug 3-aksiomasi, ya'ni 

uchburchak tengsizligi p[x.z) < max{p(x,y) ,p(y.z)} tengsizlik hilan n.l 

mashtirilsa. (X,p ) ga ultrametrik fazo deyiladi. Ochiq va yopiq to'plamlac 

haqida quyidagi tasdiqlar o:rinli.

13.1-teorema. Ixtiyoriy sondagi yopiq to‘plamlar kesishmasi va cliekli 

sondagi yopiq to 'plarnlar yig‘indisi yopiqdir.

13.2-teorema. Ixtiyoriy sondagi ochiq toylamlar yig‘indisi va chekli sonda­

gi ochiq to‘plamJar kesishmasi yarn ochiq to‘plamdir.

13.3-teorema. M to'plam ochiq bo'lishi uchun uning butun fazogadla 

toidiruvchisi X\M yopiq bo ‘lishi zarur va yetarli.

13.1. R da ochiq va yopiq to ‘plamlarning tuzilishi

Ixtiyoriy metrik fazodagi ochiq va yopiq to‘plamlar haqida 13.1-13.3-teore- 

malar o‘rinli. Sonlar o‘qidagi ochiq to!plam tavsifi quyidagi teorema orqali 

ifodalanadi.

13.4-teorema. Sonlar o'qidagi ixtiyoriy ochiq to'plam chekli yoki sanoqli 

sondagi o‘zaro kesishmaydigan intervallar yig'indisi ko'rinishida tasvirlanadi.

13.1. Kattaroq radiusli shar kichikroq radiusli shaming qismi bo!lishi mumkin- 

, mi? Misol keltiring.

Yechish. Faraz qilaylik, X  =  R+ va p(x.y) =  \x - y\ bo!lsin. Agar 

S(1.5) =  { i £  [0. oc) : |af— 1| <5} deb markazi 1 nuqtada. va radiusi 5 

ga teng sharni. hamda 5(3.4) = {a- S [0, oc) : |a; — 3| < 4} deb markazi 3 

nuqtada va radiusi 4 ga teng bo‘lgan ochiq sharlarni olsak, u holda 

r2 =  5 > i"i == 4 . ammo [0. 6) = 5  (1, 5) C 5  (3, 4) = [0, 7). □

13.2. R3 to‘plamda
3

Pix>y) =  ^2siga\xi-yi\ 
i=1
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metrika kiritilgan. Markazi (0. 1. 2) nuqtada radiusi esa a) l.ga; b) 2,ga;

c) 3 ga teng bo!lgan sferalarni chizing.

Yechish. Radiusi 1 ga teng sfera - (0, 1. 2) nuqtadan o‘tuvchi va koordi- 

nata 6‘qlariga parallel to‘g‘ri chiziqlardari ularning kesishish nuqtasi (0, 1, 2) 

nuqtani chiqarib tashlashdan llosil bo‘lgan to‘plam bo'laSi; 13.1: chizmaning

a)siga. qarang. Radiusi 2 ga teng sfera - (6| 1. 2) nuqtadan o‘tuvchi va ko- 

ordinata tekisliklariga parallel tekisliklardan, har j'uft tekislikning kesishish 

chizig'ini chiqarib tashlashdan hosil boHgan to'plam bo'ladi, 13.1 chizmaning

b) siga qarang. Radiusi 3 ga teng sfera - R3 fazodan (0. 1, 2) nuqtadan 

o!tuvchi va koordinata tekisliklariga parallel tekisliklarni chiqarib tashlashdan 

hosil bo!lgan to‘plam bo!ladi. □

13.1-chizma

13.3. Diskret metrik fazoda har qanday to‘plam ham ochiq. ham yopiq to‘plam 

ekanligini isbotlang.

Isbot. Diskret metrik fazoda ixtiyoriy M  uchun [M] =  M  tenglik o'rinli. 

Shuning uchun M  yopiq to:plarn. Faraz qilaylik. x S M ixtiyoriy nuq- 

ta boHsin. u holda ixtiyoriy ;£ e (0, 1) uchun Oe(x) =  {x} atrof M  da 

saqlanadi. Demak. M  ochiq to‘plam. □

13.4. Interval ochiq, kesma. yopiq to;plam ekanligini isbotlang.

Isbot. R  da ixtiyoriy (a, b) interval ochiq to’plamdir. Haqiqatan ham, 

agar x € (a, b) desak, e =  min{x — o, b — x} son uchun Os(x) C (a, b).



Endi ( — ос, a) to'plamning ochiq ekanligini ko‘i',satiuiii/.. Agar ixliynny r <

( — oc, a) uchun, s = a—x desak, ОД.г) С ( — ос, a). Xuddi sliundiiv (h ч ! 

to'plarrmingochiqekanligi ko'rsatiladi. Ochiq to:plamlarning birlaslminul <и 11и| 

ekanligidan ( — 00, a)U(b. oc) to‘plamning ochiq ekanligi kelib clliqadi. I.’t.'i 

teoremaga ko‘ra bu ochiq to!plamning to‘ldiruvchi to‘plami bo‘lgan [ci, h\ 

kesma, vopiqdir. I I

13.5. К + К := {z = X + у : X, у £ К} = [О, 2] tenglikni isbotlang.

Isbot. Kantor to‘plami К dan ixtiyoriy

larniolamiz. Buyerda e¿ va á¿ lar O yoki 2 raqamlaridan birini qabul qiladi. 

Agar
OO 00 ОС- r- OO ,

¿=1 7 = 1 7 = 1 Í=l

shaklda yozsak, u holda щ va b¡ lar O yoki 1 raqamlaridan birini qabul

yoki 2 raqamlaridan istalgan birini qabul qilaoladi. Ya’ni x + y, x € К, y £ 

К shakldagi yig!indini [0. 2] kesmadagi ixtiyoriy songa teng qilisli mumkin.

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

13.6. Agar radiusi 7 ga teng bo‘lgan shar, radiusi 3 ga teng bo:lgan shar ichiga. 

joylashsa- ular ustma-ust’tushadi. Isbotlang.

13.7. R2 to‘plamda x — (xi,x2) , y = (уьЗ/г) uchun

a) pi{x, y) = |.Ti - 1/1! +  \x2 - V2¡ I
b) p-2 (x, y) =  max(| xi — yi\, \х2-у 2 \ ) ;

c) p3 {x, y) = Vif + (®2 - У2)2;

d) Pi(x. y) =  sign ja-i - yi\ + sign \x2 - y2\ ■

Demak, К + К ~ [0. 2] tenglik o!rinli. □
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tengliklar orqali kiritilgan metrikalarning har birida markazi 0 =  (0. 0) 

nuqtada va radiusi 1 ga teng ochiq shar B(0, 1), yopiq shar B[0, 1] va 

5[0, 1] sferalarni chizib ko‘rsating.

13.8. Kengaytirilgan to‘g‘ri chiziq R* =  (—oo, +oo) U { —oo} U {+oc} da

a) pi (■x, y) =  -;— --- 7 ; b) p2 (x, y) =
l  + | x — y |

x y\x - y\_
1 4- ¡ajj 1 +'}y\

metrikalar kiritilgan. Agar 0 < r < 1 bo':lsa, B (—oo,r); B (oo, r) 

to!plamlarni, ya’ni markazi ±oo, radiusi r bo‘lgan ochiq sharlarni chiz- 

ing.

13.9. M  C (X , p) to!plamning diametri diamM = sup p{x,y) tenglik bi-
a-,veM

lan aiiiqlanadi. U holda:

a) diamB(xQ, r) < 2r tengsizlikni isbotlang;

b) diamB(xo, r) < 2r bo!lgan sharga misol keltiring:

c) diamB(xoyr) = diamB[xo,r] tenglik to‘g‘rimi?

13.10. Ochiq shar - ochiq to‘plam, yopiq shar esa yopiq to'plam boiishini isbot­

lang.

13.11. R2 tekislikda (0, 1) va (0, —1) nuqtalardan hamda OX  o‘qidagi (—1, 1) 

intervaldan iborat to'plamni M  deb belgilab, M  to'plamda Evklid 

metrikasini kiritamiz:

P (x, y) =  \J{xi - yxf + (x2 - 2/2)2 :x =  (x1,x2) ,y =  (2/1,2/2) € M.

U holda markazi (0, 0) nuqtada, radiusi 1 ga teng ochiq shaming yopiq 

to‘plam, ammo yopiq shar emasligini isbotlang.

13.12. Shunday yopiq sharga misol keltiringki. u ochiq to‘plam bo'lsin, ammo 

ochiq shar boUmasin.

13.13. Diskret metrik fazoda ixtiyoriy ikkita shar yoki kesishmaydi yoki biri 

ikkinchisining qismi bo‘lishini isbotlang.
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13.14. Diskret metrik fazoda ixtiyoriy "uchburchak" l.eug tomonli, ulI■niiiicl.i'ilt 

fazoda esa har qanday "uchburchak" teng ypnli ekanligini iHbolliuir,

13.15. Fi ya F-z yopiq to‘plamlar o‘zaro kesishmasin. ya’ni F\ D /•■> l/l 

U holda shunday Gi D • Fi va. G2: D F2 ochiq to’plamlar mavjudki,

G-l fl Go = 0. Isbot qiling.

13.16. 0 ‘zaro kesishmaydigan intervallardan iborat to'plamlarning quvvati chnk- 

li yoki sanoqli ekanligini isbotlang.

13.17. R  da ixtiyoriy ochiq to'plam chekli yoki sanoqli soiidagi o'zaro kesish- 

ma.ydigan intervallarning birlashmasidan iborat bo'lishini isbotlang. Bu 

yerda (—oc. a ), (a. oc). (—oo. oo) va (a. a) =  0 to'plamlar ham 

intervallar jumlasiga kiradi.

13.18. K dagi ixtiyoriy yopiq to‘plamni (—oo, oo) dan o'zaro kesishmaydigan 

chekli yoki sanoqli sondagi intervalla.rni chiqarib tashlash na-tijasida hosil 

qilish mumkin. Isbot qiling.

13.19. Ixtiyoriy x € [0, 1] sonni uchlik kasrga yoyish mumkinligini isbotlang:
OC £ .

x — ; bu yerda tj — 0, 1, 2 raqamla.rdan biri. U holda x =
i= 1

0.£i£2 . ■ ■ ko‘rinishda yozamiz. Agar biror x € [0, ,1] uchun shunday n

mavjud bo‘lib. sn #  0 va snHrl = en+2 =  ... =  0 bo‘lsa. x soni chekli

uchlik kasrga yoyilgan deyiladi. Bu x sonini cheksiz yoyilma ko‘rinishda

ham yozish mumkin: x =  0. £\... en 0 ... =  0, £ i,■ e.„,_i (en — 1)22 ...

masalan, 0,100... =0.0222-- Fi orqali yoyilmasida 1 raqami qat-

nashmaydigan usulda yozish mumkin boilgan barcha x € [0, 1] sonlar

to'plamini belgilaylik. Masalan. 0.1=0,0222 ... yoki - =0.020202 ... . F\
4

to'plamning yopiq va kontinuum quvvatli to'plam ekanligini isbotlang. 

Fi =  K  to'plam Kantor to ‘plami deyiladi.

13.20. 0, 2-5 6 K  ekanligini isbotlang.
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14-§. To‘la metrik fazolar

Agar X  metrik fazoda ixtiyoriy fundamental ketma-ketlik yaqinlashuvchi 

bo‘lsa, u holda X ga to‘la metrik fazo deyiladi. X  metrik fazoning ikkita 

A va B qism to'plamlari berilga.ii bo‘lsin. Agar B c  [.4] bo‘lsa, u holda 

A to'plam B to'plamda zieh deyiladi. Xususan, agar [A] =  X bo'lsa, A 

to‘plam harnrna yerda zieh (X  da zieh) deyiladi. Agar A to'plam birorta 

ham sharda zieh boiinasa (ya’ni har bir B c  X  sharda A to'plam bilan 

umumiy elementga ega. bo‘lmaga-n B' sliar saqlansa), u holda A hech yerda 

zichmas deyiladi. (X, p) metrik fazoda x nuqta va M  to‘plam. orasidagi 

masofa deganda

p(x, M) =  inf p(x, y) 
yeM

miqdor tushiniladi. Xuddi shunday (X, p) metrik fazoda A va, B tb'plamlar 

orasidagi masofa deganda

p{A, B) =  inf d p(x, y) 
jceA.yeB

miqdor tushiniladi. Metrik fazolarning to‘laligini tekshirishda quyidagi teore- 

madan fovdalaniladi.

14.1-teorema. X  metrik fazo to‘la bo’lishi uchun undagi ixtiyoriy ichma- 

ich joylashgan va radiuslari nolga intiluvchi yopiq shariar ketma-ketligining 

kesishmasi bo‘sh bo ‘Imasligi zarur va yetarlidir.

Agar R metrik fazo t,o!la bo'lmasa. uni biror usul bilan (aslini olganda 

yagona usul bilan) biror to'la metrik fazo ichiga joylashtirish mumkin.

14.1-ta’rif. Agar: 1) R metrik fazo R* to ‘la metrik fazoning qism fazosi 

bo ‘Isa; 2) R to ‘plam R* ning harnrna yerida zieh, ya ’ni [Ä] =  R* bo ‘Isa, u 

holda R* fnMrik fazo R rheírík fazoning td ldirrnasi déijiladi.

14.2-teoréma. Har bif R fn'etrik f'ázb to'Idifrnága ega va bu toidirmá 

fazo R hing huqtalarini qo‘zg‘almas holda qoldiruvchi izométriya aniqligida 

yagonadir.

14.1. R metrik fazo to‘la. Isbotlang.
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Isbo t. Matematik analiz kursidan ma’lumki, ixtiyoriy í'iiikIm11к-iil.nI .......

ketma.-ketlik yaqinlashuvchidir. Demak. M to‘la metrik fazo.

14.2. Сi[—1, 1] metrik fazo to‘la emas. Isbotlang.

Isbot. Ci[— 1. 1] fazoning to‘la emasligini ko'rsatamiz. Bulling uehun

Ci[— 1, lj fazoda uzluksiz funksiyalarning

ketma-ketligini (funksiya grafigi 14.1-chizmadakeltirilgan) qaraymiz. Bu ketrna- 

ketlik C\ [— 1, 1] fazoda fundamentaldir, chunki barcha x G [—1. 1] lar uchun 

Ifv (x) — fm (ж)| < 1 ekanligini hisobga. olsak va n < m desak,

Biroq {/„} ketma-ketlik C\[—1, 1] fazodagi birorta ham funksiyagà yaqin- 

lashmaydi. Haqiqatan ham. /  G Ci[—1, 1] ixtiyoriy funksiya va

. i —1. agar x £ [—1. 0), 
ip (x) =  <

 ̂ 1. agar x G [Q, 1]

nol nuqtada uzilishga ega funksiya bo:lsin. Ko‘rinib turibdiki,

— 1, agar x G [—1, —n“1] 

f.n{x) =  < nx. agar x G (—n-1. n_1) 

I 1. agar x G [n_1. 1]

У

14.1-chizma

\fn (x) - fm{x) \dx < [
-1 J - l / n  n

о., x e l- i ,  - i/n ]{ j[ i/n , l],

fr> (x) - <p (x) =  I H I + 1, X G ( — 1/n, 0) .

ПХ  — 1. X  G [0; 1/n).
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Bündan tashqari barcha x € [-1, 1] lar ucliun \fn (x) - if (x) J < 1. Shuning 

uchun

l l In

J\fn(x) - tp{x)\dx =  J  \f„(x) - <p{x)\dx < ^  -»■ 0: n -> 0 0 . (14.1)

- i  - l / u

Agar integralning monotonlik xossasidan foydalansak 

i l i 

J |f(x)-ip{x)\dx < I\f{x) - fn(x)\dx + I  \fn(x) - <p(x)\dx. (14.2) 

- i  - i  - i

tengsizlikka kelarniz. Endi quyidagi

I  \f{x)-'-p(x)\dx>0 (14.3)

tengsizlikni isbotlaymiz. Uning isbotini ikki holga ajratamiz.

1) Faraz qilaylik, /(0) < 0 bo!lsin, u holda /  ning uzluksizligiga ko‘ra 

shunday öi > 0 mavjudki, barcha x € [0, d j lar uchun f(x) < 1/2 bo'ladi. 

Bundan

\f(x)-v(x)\>l/2, i e  [0, öi] (14.4)

tengsizlik kelib chiqadi. (14.4) tengsizlikni [0,ii] kesma bo'yicha integrallab,

J  \f{x)-v(x)\dx> J^ \f{x)-*p{x)\dx>~

tengsizlikka kelamiz.

2) Agar biz /(0) > 0 deb faraz qilsak, u holda shunday 62 > 0 mavjudki, 

barcha x £ [—S2, 0) lar uchun \f (:x) - ip(:r) | > 1/2 bo‘ladi. Bundan

J  \f(x) ~ r (x)\dx > J  |f{x)-<p{x)\dx > j .

Demak, (14.3) tengsizlik isbot, bo'ldi. (14.2) tengsizlikdan 

l ... l l 

J  | f(x) - fn(x)\dx > j  | / ( x )  - <p(x)\dx - 

-l -l -l
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ni olamiz. (14.1), (14.3) va (14.5) lardan

/•l
P if: fn) =  J  fn (.x)! rfx

ning nolgayaqinlashaolmasligikelibchiqadi, yam {/„} kefätaa-ketlik (7i[ I. I| 

dagi birorta ham funksiyaga yaqinlasha olmaydi. I I

14.1. Separabel metrik fazolar

Hamma yerda zieh sanoqli qism to'plamga. ega bo'lgan metrik fazolar sepa­

rabel metrik fazolar deyiladi. M  to'plamning barcha ichki nuqtalaridan iborat
о

to‘plam M  fco'plamning ichi deyiladi va M  bilan belgilanadi. A to'plamning 

chegarasi FrA =  .A П.(Х\Л) tenglik bilan aniqlanadi.

14.3-teorema (Ber teoremasi). To‘la metrik fazoni hech yerda zieh bo‘lma- 

gan sanoqli sondagi to'plamlar yigHndisi ko'rinishida tasvirlash mum,kin emas.

Endi, mukammal to'plam, 1-va 2-kategoriya to'plamlar tushunchalarini kelti- 

ramiz. M  to'plamning barcha limitik nuqtalaridan iborat to'plamni M ‘ bi­

lan belgilaymiz. Agar M  =  M‘ tenglik o'rinli bo'lsa, M  ga mukammal 

to'plam deyiladi. Agar X  to'la metrik fazodagi M  to'plamni hech yer­

da zieh bo'lmagan sanoqli sondagi to'plamlar birlashmasi ko'rinishida tasvir­

lash mumkin bo'lsa M  to'plamga 1 -kategoriyali to'plam deyiladi. Agar M  

to'plamni hech yerda zieh bo'lmaga.n sanoqli sondagi to'plamlar birlashmasi 

ko'rinishida tasvirlash mumkin bo'lmasa M  ga 2-kategoriyali to‘plain deyila­

di.

14.3. Q, R\Q to'plamlarning har biri К metrik fazoda zieh ekanligini isbot- 

lang.

Isbot. Faraz qilaylik, i £ l  ixtiyoriv haqiqiy son bo‘lsin.-,U holda xn = 

[nx] : n ratsional sonlar ketma-ketligi x ga yaqinlashadi. Bu yerda [ж] deb x 

ning butun qismi belgilangan. Demak, ratsional sonlar to'plami Q haqiqiy son 

lar to'plami R  ning hamma yerida.zich ekan. Endi irratsional sonlar to'plami 

R\Q haqiqiy sonlar to'plami R da, zieh ekanligini isbotlaymiz. Ixtiyoriy x € R
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haqiqiy son uchun yn =  -—- A—  irratsional soiilar ketma-ketligi x ga yaqin- 

lashadi. Ya'ni. M\Q to‘plam R da zieh. Demak. [Q] =  [R\Q] = R. □

14.4. R metrik fazoda Q to‘plam 1-kätegoriyali, R\Q to‘plam 2-kat.egoriyali 

to:plam ekanligini isbotlang.

Isbot. Ma’lumki, Q - sanoqli to'plam. shuning uchun uning elementlarini 

{xi, xo, x$...., xn, ...}  koi'inishda nomerlab chiqish mumkin. Shunday ekan

Q = U Mn, Mn =  {x„}
71=1

yoyilma o‘rinli va M„, n =  1, 2 ,... lax R ning hech yerida zieh emas. Ta’rifga 

ko!ra Q 1-kategoriyali to!plam. Endi irratsional sonlar to‘plami R\Q ning 2- 

kategoriyali to'plam ekanligini isbotlaymiz. Teskaxidan faraz qilaylik, M\Q 

1-kategoriyali to!pläm bo'lsin. U holda 14.44-misolga ko‘ra, to‘la metrik fazo

S  =  QU  (R\Q), 1-kategoriyali t,d‘plam bo'lar edi. Bu esa Ber teoremasiga 

zid. Demak, R\Q 2-kategoriyali to‘pla.m. □

14.5. x haqiqiy sonning kasr qismi {x} kolrinishda belgilanadi. {n ■ \/2} ,

n £ N sonlar to‘plami [0, 1] kesmada zieh ekanligini isbotlang. Umu- 

man, a — irratsional son bo‘lsa. {n-a}, n €  N sonlar to‘pla.mi [0, 1] 

kesmada zieh. Isbot qiling.

Isbot. Biz a irratsional son bo'lsa, {n ■ a}, n '£ N sonlar tö'plamining 

[0, 1] kesmada zieh ekanligini ko‘rsatamiz. [0, 1] kesmani t.eng N  bo‘lakka 

bo!lamiz. {a}, {2a},. . . ,  {.Va}, {(Ar + l)a} sonlari har xil boHadi. Haqiqatan 

ham, agar biror k\ ^  ko uchun {/eia} - {¿20} bo'lsa, u holda {k% — k\)a =
711

[k̂ a] — [fcxa] =  m bo!lib, a = ----— bo'lar edi. Bu esa a ning irratsional
ko — ki

son ekanligiga zid: N + l  ta {a}, {2a}...... {Na}, {(N 4- l)d} nuqta N  ta

N 

N

ro 1 \ [I 2\

-
11CSI1<; X  - 1

[n ' n ) ' [n ' n )  ' [ N ' N ) ' N

to'plamda votgani bois hech bo‘lmaganda ülardan ikkitasi bir oraliqqa qaräshli
: i - 1 t '

bo!ladi. Masalan, {k\a}, {£’20} G
N : Ar

bo‘lsin. U holda umumiylikka



ziyon yetkazmagan holda. k2 > k\ deb faraz qilib, |{ }  {A'|ff}| ul

olamiz. Sonuiug kasr qismi ta’rifiga ko!ra

{k2a} — {hiCi} =  (k2a - [fcjja]) - (ftia - [fcia]) = {k2 - ki)a -+ [k\a] - [A'.;«.]

ui olamiz. Agar x = у + n, n £ Z bo:lsa, u holda {x} = {y} yoki {.r} •- 

1 — {y} t'englik o‘rmli ,bo‘ladi. Demak. \{k2ci} — {A~ia}| = {(кг — ki)a} yoki 

\{k2a}—{kia}\ =  1-{(Й2 —fcj)a} boladi. N  ixtiyoriy aaiural son bo!lgaiil.igi 

uchun sliunday xulosa qilish mumkinki, istalgan e > 0 uchun shunday n S N 

mavjudki. {na} < £ yoki 1 — {na} < e tengsizligi bajariladi. Faraz qilaylik, 

1 — {na} < e bo‘lsin. Agar 1 — {na} — 5 desak. 5 G C(i. s) bo£ladi. 1 — {na} —

6 tengiikdan foydalanib, na uchun

na = [na] + 1-5  (14.6)

ifodani olamiz. Aniqlik uchun a > 0 deb faraz qilamiz. U holda [na] > 0 

butun son boiadi. Agar 1 — 25 > 0 bo‘lsa., u holda 2na =  2[na]+2 — 6 ((14.6) 

ga qarang) {2na} =1 — 25 ni olamiz. Va hokazo agar 1 — mS > 0 bo‘lsa: u 

holda {mna} =  1 — m5 tenglik o'rinli. Shunday eng kichik m sonini topamizki 

1 — (to + 1)<5 < 0 bo'Isin, U holda 5 > l '— тд > 0 tengsizligi o‘rinli va 

{mna} — 1 — mS < 5 tengsizlik ham bajariladi Demak, ixtiyoriy e > 0 uchun 

shunday ns £ N mavjudki {nsa} < e tengsizligi bajariladi. Endi x = 0 soni 

xn = {na} ketma-ketlikning limitik nuqtasi ekanligiui ko‘rsatamiz. Ixtiyoriy 

s > 0 uchun shunday n £ N mavjudki 0 < {na} = 6 < e < 0, 5 tengsizligi 

bajariladi. U holda shunday eng kichik m sonini topamizki 0 < md < 1  va 

(m + 1)5 > 1 bo‘lsin. U holda {mna} = rn5 va {(m + 1 )na} = 5i < 5, e 

bo‘ladi. Demak, (0, s) oraliqda xn =  {na} ketma-ketlikning cheksizta hadi 

bor. ya'ni x = 0 bu ketma-ketlikning: limitik nuqtasi. Endi s ni yetarlicha 

kichik musbat son deb olamiz. U holda shunday n € N soni mavjudki, {na} =

5 < e bo4a,di. U holda

5. 25, 35,..., m5 £ (0. 1) 
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bo‘lib, (m + l)d' > 1 bo‘ladi. Bu yerda 8 harn irratsional son bo'ladi. Ales 

holda {na} = na — [na] — ö bo‘lgani uchun a =   ̂ bo!lib, bu a

ning irratsional ekanligiga zid. Shuning uchun ixtiyoriy m £ N da mö 7̂  

1. (14.7) munosabatdan ixtiyoriy x e. [Oj1 1] uchun shunday m  topiladiki 

\{mna} — x\ =  |mö — x\ < 5 tengsizlik bajariladi. Yuqoridagi mulohazalarni 

tokrorlab ixtiyoriy x £ [0, 1] va e > 0 uchun (x — s. x + e) oraliqda 

xn =  {na} ketma-ketlikning cheksizta elementi yotishini ko'rsatish mumkin. 

Demak, [0. 1] dagi barcha nuqtalar xn = {na} ketma-ketlikning limitik 

nuqtalari bo‘ladi. □

14.6. Diskret metrik fazoda ixtiyoriy to‘plaraning chegarasi bo‘sh ekanligini 

isbotlang.

Isbot. M  diskret metrik fazodagi ixtiyoriy to!plam bo‘lsin. Ma'lumki (8.3- 

misolga qa.ra.ng), bu fazoda ixtiyoriy M  to‘plam uchun M  = M  tenglik 

o‘rinli. Shunday ekan X\M — X\M tenglik ham o‘rinli. To'plam chegarasi 

ta’rifiga ko‘ra M  uchun Fr Af =  M  fl (X\M) = M  fl (X\M) = 0 tenglikni 

olarrüz. □

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

14.7. c metrik fazoning to‘laligini isbotlang.

14.8. To‘la metrik fazolarning dekart ko‘paytma,si yana to‘la metrik fazo bo‘lishi- 

ni isbotlang. Demak, K." metrik fazo to!la.

14.9. C[a, b] uzluksiz funksiyalar to‘plamida metrika

P (x-, y) =  /  sign \x (£) — y (t) | dt 
J a

ifoda, bilan äniqlangan bo!lsa, (C[a, b], p) metrik fazo to‘la bo'ladimi?

14.10. C^la. ö]— uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar to'plamida metrika.

P (x, y) = max I x (i) - y (t) I
a < t< b
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14.11.

14.12.

14.13.

14.14.

14.15.

14.16.

14.17.

14.18.

tenglik bilan aniqlangan bo‘lsa, (C'^[a. b],p) mel.rik Dm» I<> In ■ •tun 

(CWfa, b\, p) metrik fazoning .to!ldirmasini toping.

/  : M —> K funksiya qanday shartlarni qanoatlantirsa p(./:,y)

| /  (a;) — /  (y) \ akslantirish R to'plamda; a) metrika bo‘ladi; 1>) (M, p) 

to‘la metrik fazo bo!ladi?

Agar p[x, y) =  jarctgx - arctgj/| boisa, (R. p) metrik fazouing to1 ldir 

masini toping.

# — barcha finit ketma-ketliklar, ya’ni faqat, theklita hadi rioldan farqli 

x =  (ii, x2<. . . ,  xn, 0,0,..-.) ketma-ketliklar to‘plami bo'lsin. Agar

Pi (x, у) = V  i Xi -y.i\ : po (x, y) =  max | xf - ij; \
z-—1 1<{<0C1=1

bqilsa. ($,pi) va (Ф,p2) metrik fazolarning toildirmasini toping.

X  = (— тт. 7r) fco'plamda p(x,y) __

(X, p) metrik fazoning to'ldirmasim toping.

. x - у 
sin metrika kiritilgan.

P - barcha haqiqiy koemtsiyentli ko‘phadlar to'plamida x. у в P uchun

a) pi (.x, у) =  max I x (t) - у (£) I + max | x" (t) - y" (ij |;

b) Р-i Or, y) = max | x (£) - у (t) \ + max | x' (t) - y‘ (t) \;

c) P3 (x, y) = _max | x (t) -y{t) | + | x’ (0) - y‘ (0)j

metrikalar kiritilgan. (P. pi), (P, рг), (P, рз) metrik fazolarning to'l- 

dirmasini toping.

{ — : те,,;??. £ zj- tp'plamning R da zieh ekanligini isbotlang.

— : n £  Z. ft ф 01. < — \-- : n, m € Z. n ■ m Ф 01 to‘plam-
n ) [ n m  ’ J

lax R metrik fazoning hech yerida zich.emas. Isbotlang.

Hamma yerda zieh, ichi bo*sh ’bo'lgan to’plamga misol keltiring.

195



Kantor to'plamining quyidagi (9.19-9.23) xossalarini isbotlang.

14.19. Kantor to'plamining oichovi nolga teng.

14.20. Kantor to'plamining yakkalangan nuqtalari mavjud emas.

0
14.21. Kantor to'plamining ichki nuqtalari mavjud emas. ya’ni K  =  0-

14.22. Kantor t,o‘plami [0, 1] kesmaning liech yerida zieh emas.

14.23. Kantor to‘plami mukammal to'plam, ya'ni K =  K '.

n T
14.24. R metrik fazoda. shunday A to‘plamga misol keltiringki, A, A- A,

JL 1 § , . ,
A. A, A to'plamlar turli. ya ni hech qaysi ikkisi teng boimasin.

14.25. A C (X,p) hech yerda. zieh bo‘lmasa, X\A to'plam hamma verda 

zichligini isbotlang.

14.26. Agar A hamma yerda zieh va ochiq to‘plam bo!lsa, X\A to;plam hech 

yerda zieh emas. Isbotlaoig.

14.27. Shunday A to‘plamga misol keltiringki, A. va %\A to!plamlarning har 

biri hamma yerda zieh bo!lsin.

14.28. $  — finit ketma-ketliklar to‘plami Co va £p (p > 1) metrik fazolarda 

zieh joylashgan, ammo c va m metrik fazolarda zieh emasligini isbot 

qiling.

14.29. Agar A to!plam B da, B esa C da zieh joylashgan bo‘lsa, A to!plam 

C da zieh ekanligini isbotlang.

14.30. P — barcha ko‘phadlar to!plami C[a, b] metrik fazoda zieh. Isbotlang.

14.31. [a, b] kesmada. a = t\ < t2 < < tn — b nuqtälar va ixtiyoriy 

xi,x2, ■ ■ ■-,xn sonlar berilgan bo'lsin. U. holda x(ti) =  xi,\i =  l .n  

va [ij, tj+i] oraliqlarning har birida. chiziqli bo^gan x(t) funksiya qis- 

man chiziqli uzluksiz funksiya deyiladi. Barcha qisman chiziqli uzluksiz 

funksiyalar to‘pla.mi C[a, b] metrik fazoda zieh ekanligini isbotlang.
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14.32. Barcha sodda funksiyalar (o‘lcliovli va qiymatlari to‘plami ko'pi hilan 

sanoqli bo'lgan funksiyalar) to'plami L\[a, b] metrik fazoda. zieh ekun 

ligini isbotlang.

14.33. Sodda funksiyalar to'plami L¡,[a, 6] (p > 1) metrik fazoda zieh. Ist><>1

14.34. [a. 6] kesmada a =  t\ < t-2 < ■ ■ ■ < t„, =  b nuqtalar berilgan bo'lsin. 

(tuU-t-i)i i =  l ,n  — 1 intervallarning har birida. o‘zgarmas, t¡ bo‘li- 

nish nuqtalaridagi qiymatlari esa ixtiyoriy bo'lgan furiksiya pog'onasimon 

funksiya deyiladi. Ravshanki,'pog'onasimon funksiya sodda funksiya bo‘la- 

di. Pog'onasimon bo'lmagan sodda funksiyaga misol keltiring.

14.35. Pog'öriasimon funksiyalar Lv[a, b] (p > 1) metrik fazödägi barcha sod­

da funksiyalar to‘plamida zicli joylashgan. Isbotlang.

Í4.36. Pog:onasimon funksiyalar Lp[a, b] (p > 1) metrik fazoda zieh ekanligini

14.37. Barcha uzluksiz funksiyalar Lp[a, b] (jp > 1) metrik fazodagi pog'ona­

simon .funksiyalar to'plamida- zieh. Isbotlang. • Pemak, C\a, b\ to'pl.am 

sifatida Lv[a, 6] metrik fazoda zieh.

14.38. [a, bj kesmada aniqlangan ixtiyoriy uzluksiz funksiyani.istalgancha aniq- 

likda Lv[a,b\ fazo metrikasida ko'phad bilan yaqinlashtirish mumkin, 

ya’ni x(t) uzluksiz funksiya va ixtiyoriy £ > 0 uchun shunday p(t) 

ko'phad mavjudki.

tengsizlik o'rinli. Isbotlang.

14.39. Oldingi 14.38-masaladagi p(t) ko'phadning barcha koeffitsiyentlarini rat- 

sional sonlar qilib tanlash mumkin. Isbot qiling.

lang.

isbotlang.
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14.40. Separabel metrik fazoning to'ldirmasi ham separabel bo!la.dimi? Misol 

keltiring.

14.41. Separabel fazoda ixtiyoriy G ochiq to;plamni sanoqli yoki chekli sondagi 

o'zaro kesishmaydigan ochiq sharlarning yig!indisi ko!rinishida:

tasvirlash mumkin. Isbot qiling.

14.42. Separabel metrik fazoda ixtiyoriy F yopiq to‘plamni mukammal M  va 

chekli yoki sanoqli N, to'plamlarning biriashmasi ko‘rinishida tasvirlash 

mumkin. Isbotlang.

14.43. Diskret metrik fazo separabel bo‘lishining zarur va yetarli shartini toping.

14.44. M  va N  lar l-kategoriyali' to'plamlar bo'lsin. U holda M  U N  ning

l-kategoriyali to‘plam ekanligini isbotlang.

14.45. Darajasi n dan oshmaydigan ko'phadlaming P<„ to!plami C[a, 6] 

metrik fazoning hech yerida zieh emas. Isbot qiling.

14.46. P = ( j P<„ barcha ko'phadlar to!plami C[a, b] metrik fazoda 1- kate-

goriyali to‘pla.m bo'lishini ko‘rsating.

14.47. L2[a. b] to'plam L\[a, 6] metrik fazoda l-kategoriyali to!plam. Isbot­

lang.

14.48. xn(t) — uzluksiz funksiyalar va ixtiyoriy t g R uchun lim xn (£) =
77—*30

io (t) bo!lsa, xq (t) funksiyaning uzilish nuqtalaridan ibora.t to£pla.m 1- 

kategoriyali to'plam ekanligini isbotlang:

14.49. C[a. b\ to‘plamda

G = L)B (xn, Tri), B (xj. n) n B (xj, r:j) =  0. j
II

00

metrika kiritilgan, (C[a, b].p) separabel emas. Isbotlang.
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14.50. C[a, 6] metrik fazoda

Mn = {x : \x{t') - x{t") \ < n • 11' - t"|, Vi', t" € [n, H  

to'planj yopiq va hech yerda zieh emas. Isbotlang.

14.51. C[a, b] fazoda Lipshits shartini qanoatlantirüvchi funksiyalar to‘pla.-
OC

mi A / - • U Mn (14.50-masalaga qaraüg) 1-ka.tegoriyali to‘p|am. M
n=1

to!plam yopiq emas va C[a, &] fazoda zieh ekanligini isbotlang.

14.52. C[a, b\ fazoda. har bir n £ N da

D„ — {x : x'(t)GC[a, b] va. max \x-(t)\ < n}
a<t<b

to'*plam yopiq va yech yerda zieh emasligini isbotlang.

14.53. C[a,b] fazoda. uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar to'plami
OC-

6] = U Dn (Dn 14.52-misolda aniqlangan) 1-kategoriyali
n—1

to‘plam, yopiq emas va. hamma yerda zieh eka.nligini isbotlang.

14.54. Hech yerda zieh bo‘lmagan to!plamning qism to'plami hech yerda zieh 

emas. Isbotlang.

14.55. Chekli sondagi hech yerda zieh boUmagan to!plainlarning yig‘indisi hech 

yerda. zieh emas. Isbot, qiling.

14.56. (X, p) to‘la metrik fazo. AI C X  .esa 1-kategoriya.li to‘pla.m bo‘lsiu. U 

holda. X\M to!plam X  fazoda zieh bo‘lishini ko‘rsating.

14.57. (X , p) to!la metrik fazo, G„ C X, n 6 N esa ochiq va hamma yerda.
OC

zieh to'plamlar bo‘lsin. U holda M  == Q  ö n t.o‘plam liam hamma yerda.
i?=i

zieh ekanligini isbotlang.

o
14.58.. M  to'plam hech yerda zieh bo‘lmasligi uchun M  =  0 shartning bajar- 

ilislii zarur va yetarli. Isbotlang.

14.59. X  - to‘la metrik fazo., M C X  esa 1-kategoriyali to!plam bo^sin.U holda. 

X\M 2-kategoriyali tö!plam. Isbot qiling.
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14.60. Agar yo 6 B(xq, r) bo‘lsa, B(yo, r) C B(xo,2r) munosabatni isbot qi- 

ling.

14.61. Biror A to!plamning £— a.t.rofi ushbu

14.62. To!g!ri chiziqda. [a, b], (a, b), Z, Q, [a. oo), 0 to'plamlarning che- 

garalarini toping.

14.63. Hech yerda zich bo‘lmagari to'plamning yopig'i ham hech yerdazich emas. 

Isbotlang

14.64. Fr{A U S ) C FrA U Fr B munosabatni isbotlang. Agar A h  B — 0 

bo!lsa. Fr(A U B) = FrA U Fr B tenglikni isbot qiling.

14.65. Separabel metrik fazoda ixtiyoriy to^plamning yakkalangan nuqtalari chek-

li yoki sanoqli t.o;plam bo‘la.di. Isbotlang.

14.66. {xn} C [a, &] bo!lsin. Ixtiyoriy (a, 0) c  [a. b) intei'val uchun n(a: ¡3) 

orqali x]. x.2, ■ • •; xn nuqtalarning (a, t3) oraliqqa tushganlarining sonini 

belgilaylik. Agar ixtiyoriy (a. 3) C [a. b} uchun

n(a: 3) B — a 
lim ---—  = ----
n->oc- n b — a

s taqsimlangan

lik [0; 1] kesmada tekis taqsimlangan bo;ladimi?

14.67. a — irratsional son boUsin. {na} =  na  — [net], ya’ni na  sonining 

kasr qismlaridan tuzilgan ketma-ketlik [0, 1] kesmada tekis taqsimlangan 

bo!lishini isbotlang.

14.68. 14.67-masaladan foydalanib. 1,5.52, ... ,5 " ,... ketma-ketlikdagi 5" son- 

ning (o‘nlik sanoq sistemasida) 13 dan boshlanish ehtimolligini toping.

tenglik bilan aniqlanadi. U holda, A = f~] VS(A) tenglikni isbotlang.
»0

... ketma-ket-
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14.69. X  to‘la metrik fazo, {/„,} esa X  da aniqlangau uzluksiz I'u11ktii yn.l111 

bo‘lsin. Agar ixtiyoriy x G X  uchun chekli lim fn(x) = f(x) miwjud
n—> oc

bo‘lsa, /  funksiyaning uzilish nuqtalari to'plami 1-kategoriyali to" plum 

ekanligini isbot qiling.

14.70. Agar /  : R . —> R funksiya har bir nuqtada chekli hosilaga ega. bo'lsa. 

f'(x) funksiya uzluksiz bo‘ladigan nuqtalar to‘plami 2- kategoriyali to‘p- 

lam ekanligini isbotlang.

15-§. Uzluksiz akslantirishlar

X = (X, p) va Y = (Y,d) - metrik fazolar. /  esa X  tli Y ga ak- 

slantirish bo;lsin. Agar ixtiyoriy e > 0 uchun shunday 5 > 0 mavjud 

bo'lib. p (:x, xo) < 6 shartni qanoatlantiruvchi barcha x G X  nuqtalar uchun 

d(f(x).f{xo)) < e tengsizlik o!rinli bo!lsa, u holda /  akslantirish Xo € X 

nuqtada uzluksiz deyiladi. Agar /  akslantirish X  ning hamma nuqtalarida 

uzluksiz bo'lsa, u holda /  akslantirish X da uzluksiz deyiladi. Agar ix­

tiyoriy s > 0 uchun shunday 6 > 0 mavjud bo!lib. p{x, y) < 6 shartni 

qanoatlantiruvchi barcha x. y G X  nuqtalar uchun d(f(x),f(y)) < e teng­

sizlik bajarilsa, u holda /  akslantirish X  da tekis uzluksiz deyiladi. Agar 

/  : X  —> Y  biyektiv akslantirish bo'lib. /  va / “- akslantirishlar uzluksiz 

bo'lsa. u holda /  gomeomorf akslantirish yoki gomeomorfizm deyiladi, X  va 

Y  fazolar esa gomeomorf fazolar deyiladi. Agar (X. p) va {Y,d) metrik fa- 

zolar o‘rtasida biyektiv moslik o'rnatuvchi /  akslantirish ixtiyoriy x\. x<i G X  

lar uchun p (xi, X2) =  d (f (2:1), /  (X2)) shartni qanoatlantirsa, u holda /  ak- 

slantirishga izometriya deyiladi. X  va. Y fazolar esa izometrik fazolar deyi­

ladi.

15.1. /  : R2 —>• R funksiya har bir tayinlangan x da y o'zgaruvchi bo!yicha 

ko'phad va har bir tayinlangan y da x o'zgaruvchi bo'yicha ko'phad 

bo'lsa, f(x'.y) funksiya ikkala argument! bo'yicha ham ko'phad ekanlig­

ini isbotlang.
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Isbot. Shartga ko!ra f{x,y) funksiyani quyidagicha tasvirlash mumkin

f{x. y) = a0(x) + .oi (z) y 4- a2(x) y2 4----f  a„(x) yn , (15.1)

f(x,y) = bo{y) + bi(y)x+ b2(y)x2-\-- + bm(y):rm . (1-5.2)

Buridan /  ning x va y o!zgaruvchila.r bo'yicha. differensiallanuvchi ekanligi 

kelib chiqadi. Agar y =  0 bo'lsa, u holda (15.1) va (15.2) lardan quyidagini 

olamiz

/ (x, 0) =  o q (x ) = b0(0) + &i(0) x + 62(0) x~ + ■ ■ ■ + 6in(0) xm .

Xuddi shunday (15.1) va. (15.2) lardan y bo!yic,ha xüsusiy hosilaolib, ularning 

y = 0 dagi qiymatlarini tenglashtirib

ax{x) =  6'o(0) + &'i(0) x + b2(0) x2 + ■ ■ ■ + b'm(0) xm

tenglikni olamiz. Va hokazo f(x,y) ning (15.1) va (15.2) ifodalaridan y 

bo!yicba n— iartibli hosila olib, ularning y =  0 dagi qiymatlarini teng­

lashtirib

an{x) = b$\0) + &[n)(0) x + b{"\0) x2 + • • • + &&>(0j xm

tenglikka ega ho;lamiz. 00(2)1 a; (2) , . . . .  an(x) lar uchun topilgan bu ifo- 

dalarni (15.1) ga. qo!yib, f(x, y) ning ikkala. argument! bo‘yicha ham ko:phad 

ekanligiga ishonch hosil qilamiz. □

15.2. Shunday /  : K. —» K uzluksiz funksiya va G— ochiq, F — yopiq to'jplam- 

larga misol keltiringki, f(G) to‘plam ochiq emas, /(F ) to‘plam esa yopiq 

etnas.

Yechish. Agar F chegaralangan yopiq (kompakt) to!plam bo:lsa. u holda. 

/(F ) ham kompakt, xususan yopiq chegaralangan to‘plam bo‘ladi. Demak, F  

yopiq, lekin chegaralanmagan to‘plam bo:ladi.

J cosa;, agar x £ [—4tt, 4tr],

1 + (x — 4tt)2 : x2. agar |x¡ > 4tt.

G =  (—2?r — 1,1) ochiq to‘plamni olsak, f(G) — [—1, 1] yopiq bo‘ladi. 

F  =  [4tt, 00) yopiq to‘plamni olsak, /(F ) = [1, 2) yopiq to‘plam emas. □
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15.3. /  : C[0, lj —► L i[0. 1] akslantirish — .?:(/.) Lcnglik liilnn

aniqlangan bo‘lsa, uning uzluksiz ekanligini isbotlang.

Isbot. xo G C[0, 1] ixtiyoriy nuqta bo‘lsin. u holda

i î 

P(f{x\,f(xo)) = J  \x{t)-x0{t)\dt< max\ x(t)-x0{t)\ J  dt =  p{x, .r„) 

0 0 

tengsizlik o'rinli. Berilgan e > 0 uchun 6 =  e desak, u holda p (x, Xo) < 6 

shartni qanoatlantiruvchi barcha x & X  larda p (f(x ),f(x o)) < e tengsizlik 

ham o‘rinli bo:ladi. xo € C[0. 1] ixtiyoriy nuqta bo‘lgani uchun /  akslan­

tirish uzluksiz bo‘ladi. □

15.4. /  : C[0, 1] —» C[0, 1] akslantirish quyidagi

a) = fx(s)ds: b) f(x{t)) = /s in (i - s)x{s)ds ;
o o

c) / (* (* )) =  f  x2(s)ds I d) / (* (* )) = Æ(iK) ; a  > 0
o

tenglik bilan aniqlangan. Ularniiig qaysilari uzluksiz. qaysilari tekis uzluk­

siz bo‘ladi?

Yechish. a), b) va d) lar tekis uzluksiz. c) uzluksiz, lekin tekis uzluksiz 

ernas. Biz rnisolning a) qismini tekshirish bilan cheklanamiz. /  akslantirishni 

tekis uzluksizlikka tekshiramiz. Barcha x, y € C[0, 1] lar uchun

p(/( *), /(y)) = max [  (x(s) ~ y(s)) dsl < max |x(s) - y(s)| I  ds, 
J o I ■ J o

ya’ni p{f(x),f(y))< p(x,y) tengsizlik o!rinli. Tekis uzluksizlik ta’rifidagi 6 

ni e ga teng desak. u holda p(x, y) < S shartni qanoatlantiruvchi barcha 

x. y e X  larda p(f(x),f(y)) < 5 tengsizlik bajariladi. Demak. /  akslan­

tirish tekis uzluksiz ekan. Tekis uzluksiz akslantirish uzluksiz bo!ladi. □

15.5. K. da pi(x.y) =  jx — y\ va p2 (x.y) = 

metrikalar ekvivalent emas. Isbotlang.
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Isbot. Teskarisini faraz qilaylik, yá'ni pi va p2 metrikalar ekvivalent 

bo:lsin. U holda shunday Ci > 0, C2 > 0 sonlar mavjud bo!lib, barcha 

X фу, x,y £ (—00, 00) lar uchun

CiPi(x, y) < /Э2(x, у) < C2pi(x, у) Ci\x - y\ < 1 < C2\x - y\

tengsizliklar bajarilishi kerak. Lekin |X — y\ = — =7- desak, oxirgi tengsizlik
ZÜ2

bajarilmaydi. Demak, p\ va p2 metrikalar ekvivalent emas. □

15.6. C[a, b] to‘plamda kiritilgan

Роо(х, У) =  max \x(t) - y(t)\, p2{x, y) =  J  J  \x(t) - y{t)\2dt,
a<t<b V

b b 

Pi(x, y) — J  |x(i) - y(t)\dt, P4,{x, y) =  /  sign|æ(£) - y(t)\dt
a a

metrikalarning ixtiyoriy ikkitasi ekvivalent emas. Isbotlang.

Isbot. Biz pi va, Poo metrikálarni ekvivalent emasligini ko!rsatamiz. C[a, 6] 

fazoda y{t) = 0 va

1 — n(t — a), agar t £ [o, a +

0, agar t £ (a + 6] 

funksiyalar uchun p.x [xn, y) — 1 < Cpi(xn, y) tengsizlikni qanoatlantiruvchi 

С  > 0 soni mavjud emas. Chunki n —> 00 da

¿n 00 =

Pl(xn, y) =  J  (1 - n't - a))dt =  i  - ¿  =  ±

. . a  , .

sonlar ketmaketligi nolga intiladi. Demak, pi va рж metrikalar ekvivalent 

emas. □

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

15.7. Ikki argumentli, /  : [0, 1] x [0, 1] —» Ж funksiya. har bir x da у bo‘yicha 

vaharbir у da x bo!yicha uzluksiz bo‘lsa, shunday (xo-2/o) nuqta. mavjud- 

ki, bu nuqta,da /  funksiya ikkala argumenti bo:yicha birgalikda uzluksiz 

bo‘la,di. Isbot qiling.
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15.8. /  funksiya (O, 1) intervalda cheksiz marta differensiallaimvdií I x» Im 11 

Agar ixtiyoriy x G (0, 1) uchun shunday n — n(x) G N mavjud I >< *' I i I >. 

f(n)(x) =  0 bo‘lsa, /  ning ko'phad ekanligini isbotlang.

15.9. (X. p) va (Y,d) metrik fazolar boUsin. /  : X  —> Y  akslantiriHlnnnp, 

uzluksizligi quyidagi ahartlarning har biriga teng kuchli ekanligini isbol 

lang:

a) ixtiyoriy G c Y  ochiq to'plam uchun f~1(G) C X  ham ochiq 

to‘plam;

b) ixtiyoriy F C Y yopiq to!plam uchun f~^(F) C X  ham yopiq 

to‘plain;

c) ixtiyoriy {i„} C X  yaqinlashuvchi ketma.-ketlik uchun {f(xn)} C Y 

ketma-ketlik ham yaqinlashuvchi.

15.10. Ixtiyoriy fundamental ketma-ketlikni yana fundamental ketrria-ketlikka 

akslantiruvchi funksiya uzluksiz bo‘lishi. shartmi?

15.11. Agar X  diskret metrik fazo bo‘lsa. har qanday /  : X —> Y  akslantirish 

uzluksiz boiadi. Isbotlang.

15.12. fi : X  —>' Y, (i =  1.2) uzluksiz akslantirishlar bo'lsin. U holda 

M = {x € X  : fi(x) =  /2(2)} to!plam j^opiq ekanligini isbotlang.

15.13. fi : X  Y, (i = 1,2) uzluksiz akslantirishlar va X  da. zieh bo'lgan 

biror M  to‘plam berilgan bo‘lsin. Agar barcha x G M  uchun fi(x) = 

/ 2(2) bo‘lsa, /1 =  /2 , ya’ni akslantirishlar butun X  fazoda teng. Isbot 

qiling.

15.14. /  : X  —s- Y uzluksiz akslantirish bo‘lsin. Quyidagi implikatsiyalardan 

qaysi biri to‘g‘ri? Ixtiyoriy M  C X  to‘plam uchun:

a) x G M  =4> / (x) G f(M ) ;
0 0

b) G M f(x) G f(M ) ;
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c) z G M' => f(x) G (f(M)Y ;

d) x G FrM  => f(x) G Fr (/(M ))

15.15. X  separabel metrik fazo va /  : X  F  haqiqiy funksiya bcrlsin. il/ 

orqali X  fazodagi barcha shunday nuqt.ala.rni belgilaymizki. lim /  (x)
x—*a

mavjud va lim f  (x) ^  f  (a) bo‘lsin. M  to‘plamning ko‘pi bilan sanoqli
x—>a

ekanligini isbotlang.

15.16. S = {z G C : j^|= l}  a.ylanada p{z\,zo) =  \zi — zo\ metrika kiritilgan. 

Ixtiyoriy /  : S —> K uzluksiz funksiya. uchun sliunday 2g G 5 mavjudki, 

/Ooj = /( —Zq) tenglik o‘rinli. Demak. aylanada aniqlangan uzluksiz 

funksiya qandaydir diamétral qarama-qarshi nuqtalarda teng qiÿmatlarni 

qabul qiladi. Jsbotlàng.

15.17. /  : C[a, b] —> CfO, 1] akslantirish = x(a + (b — à)t), 0 < t < 1 

tenglik bilan aniqlangan. Bu akslantirish:

a) uzluksiz, b) izômetriya bo‘ladimi?

15.18. f(x (t))=x(t2) tenglik bilan a) f  : C[— 1. 1] —► C[0, 1];

b) /  : Lp{-1. 1] -► Lp[0, 1] ; c) /  : C[~ 1, 1] -> Z^O, 1] akâlantirish- 

lar aniqlangan. Ularning har birini uzluksizlikka tekshiring.

15.19. f(x(t)) =  x2(t) tenglik bilan a) f  : C[0, 1 ] C[0, 1];

b) /  : Lp[0: 1] -» L2[0, 1] ; c) /  : h[0, 1] -> L2[0, 1] ;

d) /  : L2[0, 1] -► Li[0, 1]; e) /  : Li[0, 1] Lx[0, 1] akslantirishlar 

. aniqlangan. Ularni uzluksizlikka tekshiring.

15.20. /  : ¿ 2(0, 1] —> L-2[0, 1] akslantirish quyidagi
t 1

a) f(x(t)) = f  x(s)ds; b) f(x(t)) = f  sin(t — s)x(s)ds:
0 0
t t

c) f(x(t)) = f  x2(s)ds; d) f(x(t)) =  f  x(sa)ds, a > 0
0 0

tenglik bila.11 aniqlangan. Ularning qaysilari uzluksiz, qaysilari tekis uzluk­

siz bo‘la.di?
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15.21. / :  E/2[0; 1]~> ¿ 2(0, 1] akslantirish ushbu

a) = u(t) • x(t), u € C’[0. 1]; , b) f{xU)) = .; (//'). n (I

tenglik bilan aniqlangan. Ularni uzluksizlikka. tekshiring.

15.22. R  da uzluksiz, lekin tekis uzluksiz bo‘lma.gan funksiyaga misol kell.iriniv

15.23. X, Y — metrik fazolar bo‘lib, .Y— to‘la bo!lsin. Agar M c. X  hamrna 

yerda zich, -f : M  —* Y . tekis uzluksiz akslantirish b.o‘lsa, shunday F : 

X  —>Y  tekis uzluksiz akslantirish mavjudki. F\m =  /, ya’ni ixtiyoriy 

x € M  uchun F{x) = f{x). Isbotlang.

15.24. Lipshits shartini qanoatlantiruvehi akslantirish tekis uzluksiz akslantirish 

bo‘lishini isbotlang.

15.25. K(t,s) funksiya [a, bj x [a, b1 kvadratda ikkala argument! bo‘yieha 

uzluksiz bo:lsa.

tenglik bilan aniqlangan A : C[a, b] —* C[a. 6] akslantirish Lipshits shar­

tini qanoatlantirishini isbotlang.

15.26. 0 ‘lehovli K(t.s) funksiya uchun

akslantirish tekis uzluksiz bo!lishini isbotlang.

15.27. f  : X  —> Y tekis uzluksiz va. g : Y —> Z  Lipshits shartini qanoat- 

lantiruvchi akslantirishlar bo‘lsin. U holda. g o /  : X  —» Z akslantirish 

tekis uzluksiz (Lipshits shartini qanoatlantiruvehi) bo!ladimi?

15.28. [0, 1] kesmada tekis uzluksiz. ammo Lipshits shartini qanoatlantirrnay- 

digan funksiyaga misol keltiring.

tengsizlik o‘rinli boisa. A : Lz[a, b] —> L-2[a: b]

■b
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15.29. (X , p) metrik fazo bo'lsin. p : X  x l - t l  akslantirish

a) uzluksiz; b) tekis uzluksiz bo!ladimi?

15.30. (X,p) metrik fazo, А ф 0, А С  X  biror to'plam bo'lsin. d : X  —> R

funksiya d(x) =  inf p(x, y) tenglik bilan aniqlangan. Shu akslantiristin-
yeA

ing tekis uzluksiz ekanligini isbotlang.

15.31. R2 da p{x,y) — \J(xi - yi)2 + (x2 - j/2)2 metrika, С kompleks son- 

lar to‘plamida d(zi,z2) == \z'i - z2\ metrika kirit.ilgan. Bu fa.zola.ming 

izometrik ekanligini isbotlang.

15.32. X  va Y lar metrikfazolar bo!lsin. X  x Y  va Y x X  metrikfazolarning 

izometrik ekanligini isbotlang.

15.33. с va R x со fazolarning izometrik ekanligini isbotlang.

15.34. C[0, 1] va C[a, b] metrik fazolar orasida izometriya o‘rnating.

15.35. Izometriya ekvivalentlik munosabati bo'lishini isbotlang.

15.36. R metrik fazoning barcha. izometriyalarini toping.

15.37. R2 metrik fazoning (p(x,y) =  \J(x\ — y\)- + [x2 — í/2)2 ) barcha izo- 

metriya.la.rini toping.

15.38. Metrik fazoni o!zini-o‘ziga akslantiruvchi barcha izometriyalar gruppa. 

tashkil etishini isbotlang.

15.39. Biror X  to'plamda p\ va. p2 ekvivalent metrikalar berilgan bo'lsin. X  

to‘pla.mdagi barcha metrikalar uchun kiritilgan bu munosabat haqiqatda. 

ha.m ekvivalentlik munosabati bo!lishini isbotlang.

15.40. X  chekli to!plam bo'lsa, unda kiritilgan ixtiyoriy ikki metrika ekvivalent 

ekanligini isbotlang.

15.41. Rn da. kiritilgan pi, P2 =  p va Poo metrikalar ekvivalent ekanligini is- 

botlang.



15.42. Ekvivalent metrikalarning birida yaqinlashuvchi (fundámontal) l>o'l|';nii 

ketma-ketlik ikkinchisida harn yaqinlashuvchi (fundamental) bo'lishini ¡s 

botlang.

15.43. Ekvivalent, metrikalarning birida ochiq (yopiq) bo‘lgan to‘plam ikkinchisi­

da harn ochiq (yopiq) ekanligini isbotlang.

15.44. pi va p2 ekvivalent metrikalar bo‘lsin. Agar (X, pi) metrik f’azo a) 

to‘la; b) separabel; c) diskret bo'lsa. (X , p%) metrik fazo harn sliu xossaga 

ega bo‘ladi. Isbot qiling.

77

15.45. C" to'plamda px (x, y) =  max \xt - y,|, pi(x,y) =  53 - y¡\
__________l̂ n ¡=i
fñ

p2{x,y) =  \ Yl\xi ~~ Vi\2 metrikalarning ixtiyoriy ikkitasi ekvivalent 
\/ ;=i

ekanligini isbotlang.

15.46. X  to‘plam [a, 6] kesmada o'lchovli va cliegaralangan funksiyalardan 

iborat. Shu to'plamda aniqlangan

/  h \ 1 f p  1 / 6  \ 1 /P

Pi(x, y) = Í  J  |z(<) - y(t)\pldt I  ; p2(x, y )=  Ij  I x(t) - y(t)\P2dt j

metrikalar pi ^  p2, (py > 1, p2 > 1 ) bo'lganda ekvivalent emasligini 

isbotlang.

15.47. Gomeomorfizm ekvivalentlik munosabati ekanligini isbotlang.

15.48. /  : X  —> Y gomeomorfizm, M  C X  to'plam berilgan bo'Jsin-. Ushbu 

tasdiqlarni isbotlang:

a) M  ochiq to‘plam bo'lsa, /(M ) harn ochiq;

b) M  yopiq to'plam bo'lsa, f(M ) haiü yopiq;

15.49. Gomeomorf metrik fazolardan biri separabel bo'lsa, ikkinchisi ham sepa­

rabel bo'lishini ko'rsating.
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15.50. R to'plamda pi(x,y) =  \x — y\ va p2(x.y) =  |arctg.T — arctgj/| 

metrikalar kiritilgan, (R. pi)va (R. p2) metrik fazolar gomeomorf ekan- 

ligini isbotlang. xn =  n ketma-ketlik (R. p2) metrik fazoda. fundamen­

tal, (R, pi) fazoda esa. fundamental emasligini isbotlang.

(R. pi) to‘la metrik fazo, (R, p2) esa to‘la emas. Demak. gomeomorf 

metrik fazolarning biri to'la bo'lsa, ikkinchisi to‘la. bo^ishi shart emas. 

Xulosa. Metrik fazoning to!laligi topologik xossa emas.

pix y')
15.51. (X.p) metrik fazo bo'lsin. Agar pi{x,y) =  j-j-—j- - y bo‘lsa, (X .p) 

va. (X , pi) metrik fazolar gomeomorf ekanligini isbotlang.

15.52. R va R2 metrik fazolar gomeomorf emas. Umuman n ^  m da R" va 

Rm, metrik fazolar gomeomorf emasligini isbotlang.

15.53. C№ \a. 6] to‘plamda aniqlangan

Pi(x,y)  = max \x(t) -y(t)\ + max \x’it) - y'(t)\ + max \x"(t) - y"{t)\. 
a<t<b a<t.<b a<t<b

p?(x,y) — max |x(i) — y(t)| + max \x"(t) — y"{t) \
a<t<b a<t<b

metrikalarning ekvivalent ekanligini isbotlang.

15.54. (X. p) va. (y, d) metrik fazolar bo'lsin. Agar (Y. d) fazoning biror 

metrik qism fazosi (X, p) metrik fazoga izometrik (gomeomorf) bo!lsa. 

{X. p) fazoni (Y,d) fazoga izometrik (gomeomorf) joylashtirish mumkin 

deyiladi. Agar n < m bo’lsa. R" metrik fazoni Rm fazoga izometrik 

joylashtirish mumkinligini isbotlang. Bu yerda. metrika sifatida

p{x,v) = \'¿ N - 2 / i l .
2 = 1

k

PoC (x, y) =  max IX i - y,\ : p i  (x. y) =  V '  \x, - y,\
1 <%<k —

i=1

(k =  n yoki k =  m) ifodalardan biri olingan.
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15.55. S tabiiy metrika kiritilgan aylana bo!lsin. U holda. S x ¡0, 11 vh ,*>'

metrik fazolaming bar birini R3 metrik fazoga gomeornorf joyliuilil.¡i i;ili 

mumkinligini isbotlang.

15.56. Uchta nuqtadan iborat bo'lgan ixtiyoriy metrik fazoni R2 metrik fazoga, 

izometrik joylashtirish mumkinligini isbotlang. To‘rtta nuqtadan iborat. 

bo'lgan diskret metrik fazoni R 2 metrik fazoga izometrik joylashtirish 

mumkin emas, ammo R 3 metrik fazoga izometrik joylashtirish mumkin- 

ligihi isbotlang.

15.57. To‘rtta nuqtadan iborat shunday metrik fazo mavjudki, uni R" metrik 

fa.zolarning birortasiga ham izometrik joylashtirish mumkin emasligini 

isbotlang.

15.58. ¿ 2[0, 1] metrik fazoni ¿i[0, 1] metrik fazoga.

a.) gomeornorf. b) izometrik joylashtirish rnumkimni?

16-§. Qisqartirib aks ettirish prinsipi

Agar /  : (X, p) —> (Y. d) äkslantirish uchun shunday L > 0 son mavjud 

bo‘lib, ixtiyoriy xi,x2 £ X  lar uchun d (f (x*i); /  (¿2)) < Lp(x 1. X2) shart 

bajarilsa. u holda /  akslantirish Lipshits shartini qanoatlantiradi deyiladi. 

Agar f  : X  —> X  akslantirish Lipshits shartini qanoatlantirsa va. Lipshits 

o‘zgarmasi L < 1 bo:lsa, /  akslantirish qisuvchi deyiladi. Agar A : X  —> X  

akslantirish uchun shunday x £ X  uuqta mavjud bo'lib, Ax =  x tenglik 

bajarilsa x nuqta A akslantirishning qo'zg'almas nuqtasi deyiladi.

16.1-*teorema (QisuVchi akslantirishlar prinsipi). To 'la mtink fazoda aniq- 

longiin heir qanday qisuvchi akslantirish yagona qo'zg‘almas nuqtaga ega.

16.1, x =  — cos x — 2 tenglama yagona yechimga ega ekanligini isbotlang.
3

Kalkulyator yordamida. yechimni' 0,001 aniqlik bila.11 toping.
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/  : R  —» R . f(x) =  — cos x — 2 akslantirish esa 
o

Yechish. Haqiqiy sorilar to'plami R — to'la metrik fazo.

p (f (Xi), f  (x2)) < | p (0:1,12)

shartni qanoatlantiradi. ya'ni - qisuvchi. Shuning uchun 16.1-teoremaga ko'ra, 

berilgan tenglama yagona yechimga ega. Uning yechimi taqriban

16.2. C[—a. a] metrik fazo va fi : C\—a. 0] —► C[—a, a] (i =  1,2) ak- 

slantirishlax fi(x(t)) = x(—t) va. f2(x(t)) = —x(—t) tengliklar bilan

Yechish. C[—a,a] metrik fa-zoda juft funksiyalar to1 plamini C+{—a, a] 

bilan, toq funksiyalar to'plamini esa C~[—a. a] bilan belgilaylik. U holda 

ixtiyoriy x+ € C~\—a. a] uchun fi(x+) = x+ tenglik o'rinli. Xuddi shun- 

day ko‘rsatish mumkinki, har bir x~ € C~[—a, a] da f2{x~) = tenglik 

o'rinli. Demak, barcha juft funksiyalar /1 akslantirishning qo'zg'almas nuq- 

talari, barcha toq funksiyalar esa /2 ning qo'zg'almas nuqtalari bo'lar ekan.

16.3. R  metrik fazoda shundav /  : R  —> R akslantirishga misol keltiringki, 

barcha x, y € R, 1 ^  y lar uchun

tengsizlik o'rinli, ammo f(x) — x tenglama yechimga ega bo'lmasin.

Yechish. Barcha 1 E l  lar f(x) =  y/x1 + 1H— - - funksiya musbat
Vx2 + 1

qiymatlar qabul qiladi. Bu funksiya uchun barcha x, y € R, x 7  ̂ y larda. 

p(f(x). f(y)) < p(x. y) tengsizlik o'rinli, ammo f(x) =  x tenglama yechim- 

ga. ega emasligini ko'rsatamiz. Funksiya qiymatlari musbat bo'lganligi uchun 

x < 0 larda. }(x) =  x tenglama yechimga ega emas. Shuning uchun x > 0 

holni qaraymiz:

x «  -2,194749. □

*
aniqlangan. Shu akslantirishlarning qo'zg'alrhas nuqtalarini toping.

□

p(f{x)-, f(y)) < p{x-,y)

f(x) — x =  v i 2 + 1 — x +



Demak, barcha i € K  larda f(x) > x o‘rinli. Endi

P(f(x)- f(y ))" < p(x, y) <==> If(xj - f{y)\ < |:r - y\ 

tengsizlikni isbotlaymiz. Funksiya hosilasi uchun

T T . T
Л * )  = - т т -  =^a:2 + 1 (\/x2 + l)3 Vx2 + 1 x2 + 1 (x2 + I)3/2

tenglik o£rinli. Bu yerdan kelib cliiqadiki, barcha x 6 R larda f'(x) < 1 

o‘rinli. Shuning uchun

\f(x) - f(y) I =  |/'(0! |z - У\ <\x-y\. х ф у  

tengsizlik o‘rinli. □

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

16.4. Agar /  : R  —> К va \f(x)\ < q < l  boisa. x = f(x) tenglama yagoua 

yechimga ega ekanligini isbotlang.

16.5. Agar /  : [a, b] —> [a, 6] uzluksiz funksiya bo'lsa, x — f(x} tenglama- 

ning yechimi mavjudligini isbotlang.

16.6. Agar 0 < a < 1 bo‘lsa,

Xn+i - x n -^(x*-a), x0 = 0

rekurrent usulda aniqlanuvchi {ж„} ketma-ketlikning soniga yaqin- 

lashishini isbotlang.

16.7. Diskret metrik fazoda qanday akslantirish qisuvclii bo‘Iadi?

16.8. S =  {г : \z\ — 1} aylana bo‘lsin. f  : S —> S qisuvchi akslantirish 

mavjudmi?

16.9. X  metrik fazo. /  : X  —* X  qisuvchi akslantirish bo'lsin. U holda /  

akslantirish uzluksiz va hatto tekis uzluksiz bo'lishini isbotlang.
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16.10. X  to'la metrik fazo va f¡ : X  —> X  (i =' 1. 2) akslantirishlar berilgan 

bo!lsin. Agar /1 qistivchi bo‘lsa, hamda. /1 o / 2 =  /2 o fx tenglik o‘rinli 

bo!lsa. /2 akslantirishning qo‘zg‘almas nuqtasi mavjudligini isbotlang.

16.11. M2 metrik fazoda yagona qo‘zg!almas nuqtaga ega bo!lgan izometriya 

shu nuqta atrofida burishdan iborat ekanligini isbotlang.

16.12. X  to‘la metrik fazo. /  : X  —* X  biror akslantirish bo'lsin. /  akslan­

tirishning iteratsiyalari (darajalari) ushbu

tengliklar bilan aniqlanadi. Agar biror n uchun f n qisuvchi bo!lsá, /  : 

X  —> X  akslantirish yagona qo‘zg!almas nuqtaga ega bo!ladi. Isbot qil-

16.13. K(t.s) funksiya [a. 6] x [a. 6] kvadratda uzluksiz bo'lsin. U holda. Vey- 

ershtrass teoremasiga ko‘ra K(t. s) funksiya chegáralangan. yá’ni barcha 

t, s € - [a, 6] lar uchun

akslantirish C[a. b} metrik fazoni o'zini-o'ziga. akslantirishi va barcha 

x, y £ C[a, b] funksiyalar uchun

p(Ax. Ay) < M (6 — a)p(x,y)

tengsizlikning bajarilishini isbotlang.

16.14. K(t.s) o‘lchovli funksiya uchun

f- =  /  ° f: r  = f n~l ° /

mg.

j/v(í,s)| <  M

tengsizlik o!rinli. Ushbu

■b
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tengsizlik o‘rinli bo'lsin. U holda Li[a, b} fazoda aniqlangmi

x(t) — A / K(t, s)x(s) ds + y(t), y S Í/,2[a, 6]/Ja
integral tenglama A parametrning yetarlicha kichik (moduli bo'yidia) 

qiymatlarida yagona yeehimga ega. ekanligini isbotlang.

16.15. K{t,s) funksiya a < s < t < b uchburchakda (sohani diizib ko‘rsating) 

uzluksiz bo!lsin. U holda

tenglik bilan ariiqlangan A : C[a, b\ -> G[a, b] akslantirish uchuu shun- 

day n natural son mavjudki, A" : C[a, b) С [a, b] akslantirish qisu- 

vchi bo'ladi. Isbotlang.

16.16. K(t,s) funksiya a < -s < t < b udiburchakda. y(t) funksiya esa [a, b) 

kesmada uzluksiz bo‘lsa,

integral tenglama ixtiyoriy A e l  uchun yagona uzluksiz yeehimga ega. 

Isbotlang.

16.17. (Ax)(t) =  f  x-(s)ds tenglik bilan aniqlangan A : C[0, a] —» C'[0, a]
о

akslantirish hech bir a > 0 uchun qisuvchi emas. Isbot qiling.

16.18. a > 0 sonning qanday qiymatlarida

integral tenglama С [0, a] fazoda yeehimga ega?

16.19. Rn fazoda



qism to'plam simpleks deyiladi. Agar P = (pÿ)- i , j  — l.n  matritsael-

ementlari p¡j >  0 va Y^Pij ~ 1; j  = 1.2,.. v, гг shartlami qanoatlantir- 
¡=1

sa, P stoxastik matritsa deyiladi. x P x  ■■ akslantirish 5”-1 simpleksni 

o‘zini-o‘ziga akslantirishini ko‘rsating. S"“1 to‘plamda

metrika kiritilgän bolsin. Agar P  matritsaning biror satri musbat el- 

ementlardan iborat bolsa. (рц > 0,p/2 > 0, . . . ,p in > 0), Px =  x 

tenglama Sn_1 simpleksda yagona. yechimga. ega. bolishini isbotlang.

16.20. K(t, s) funksiya [0, 1] x [0, 1] kvadratda uzluksiz bolsín.

integral tenglama C[0. 1] fazoda yagona yechimga. ega ekanligini isbot­

lang.

16.21. Kalkulyatordan foydalanib.

a) 5x — 3sina; =  7. b) 3.r + e~:n =  10, c) x -= In ^1 + x2 — 3 

tenglamalar yechimini 0,01 aniqlikda toping.

16.22. /  biror uzluksiz funksiya bolsa.,

П

p{x, y) = ¡x¡ -  Vi\, x,y G Sn 1

(

belgilash kiritaylik. Agar 4M|A| < 1 tengsizlik bajarilsa,

x(t). - ^ sin x(t) + fit) .= 0

tenglikni qanoatlantiruvchi x G C[0, 1] funksiya mavjud. Isbotlang.

16.23. Ushbu

x(t) = e~x̂  + sini 

tenglamaning C[0. 1] fazoga tegishli yechimi mavjud. Isbotlang.
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16.24.

16.25.

16.26.

16.27.

16.28.

X  to‘la metrik fazo. A : X  —> X , p(Ax.Ay) < qp{x,y). O í/ I 

qisuvchi akslantirish bo'lsin. Ixtiyoriy Xq £ X uehun Ax = x ('.onglmiin 

ning yechimi B[xo, ~̂Xô ] sharga tegishli. Isbotlang.

X  to‘la metrik fazo, jB[a:o,.r] C X  yopiq shar va / : B[xn,r] . ► X 

biror akslantirish bo!lsin. Agar /  akslantirish B[xo:r] sharni qisqartivib 

akslantirsa. ya’ni

p{f(x)j{y))<<l-p{x-. y), 0 < q < 1, x,y€B[x0,r]

shartni qanoatlantirsa va p(f(x).xo) < (1 — q) ■ r tengsizlik bajarilsa. 

f(x) — x tenglama B[xo, r] sharda yagona yechimga ega. Isbotlang.

X  to'la metrik fazo, /  : X  —> X  uzluksiz akslantirish

p(f(x) J (y ) )>  oi-p(x:y), a > 1, x:y e X

shartni qanoatlantirsin. U holda f(x) = x tenglama yechimga ega bo‘lishi 

shartmi?

M" fazoda metrika
71

p(x, y) =  \x¡ -  y¿\
• /=1

tenglik bilan aniqlangan. .4 =  (a¿¿), z, j  — l.n  matritsa elementlari

n
max V  \a,j\ < 1 
l<j<ii z /

/=1

shartni qanoatlantirsa. A : M,! —» IR" akslantirish qisuvchi bo!la.di. Isbot­

lang.

A =  (ay) cheksiz matritsa bo'lsin. x =  (xi ,x%. ■ ■ ■, xn. ...) uchun

/  oo oc oc

Ax = ( 5 Z auXi- a'2¡Xi’ ■ Y l a™xu 
\ i=1 i=l ¡=1

belgilash kiritaylik. Quyidagi tasdiqlarni isbotlang:
OC

a) agar sup ^  |oy| < 1 Bo'lSa, A : í\ —► i\ - qisuvchi: 
l<j-<oo i =  1
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b) agar sup |a,-7-| < 1 boisa, A : m —» m - qisuvchi:
l < / < O G  j ~ l

oc oc 2

c) agar l®yl < 1 boisa, .4 : £2 —» ^2 - qisuvchi.
;=1>:=1

16.29. Akslantirish ,4 : C[0, 1] —*• C[0, 1], Ax(t) =  A x(ta), a > 0 tenglik 

bilan berilga.il. Parametr A ning qanday qiymatlarida bu akslantirish 

qisuvchi boiadi?

16.30. /  va. g uzluksiz funksiyalar boiib, |/(0)| < 1, |/(1)| < 1 shart bajar- 

ilsa,

x(t) =  f(t) ■ x(ta) +9(t) 

tenglama a > 0. a ^  1 boiganda. C[0, 1] fazoda yagona. yechjmga 

ega ekanligini isbotlang.

16.31. A : L2[0, 1] —► Z/2[0, 1] , (Ax')(i) =  A • x(ta), 0 < a < 1 akslantirish 

A parametrning qanday qiymatlarida qisuvchi boiadi?

16.32. K(t,s) uzluksiz va a < 1 boisin. Parametr A ning qanday qiymatlarida 

.4 : C[0, 1] C[0, 1]

(Ax)(t) = X ■ f  ^- '*1  x(s) ds 
Jo \l ~ sl

akslantirish qisuvchi boiadi?

17-§. Metrik fazolarda kompakt to ’plarnlar

Agar K C X  to!plamning ist.algan ochiq qoplamasidan chekli qism qopla- 

ma ajratish mumkin boisa., u holda K kompakt to‘plam deyiladi. Agar X  

fazoning istalgan ochiq qoplamasidan chekli qism qoplama ajratish mumkin 

boisa, u holda X kom.pakt metrik fazo deyiladi. Kompakt to‘plamni quyida- 

gicha ham ta'riflash mumkin. Agar K  to!plamdan olingan ixtiyoriy {a;,,.} 

ketma-ketlikdan K  da yaqinlashuvchi qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin 

boisa, K  ga kompakt to'plarn deyiladi. Agar M  to'plamning yopigi [M] 

kompakt to‘plam boisa, M  nisbiy kompakt to‘plam deyiladi. Agar ixtiyoriy



x G M  'uchün shunday a G A mavjud bo‘lib. p(x¡a) < e teugni/.iik hnjnriltm,

A to‘plam M  to!plam uchun é to'r deyiladi. Agar ixtiyoriy > 0 moii 

uchun Ai to‘ptamning chekli e to‘ri mavjud bo:lsa, M to‘la :chiyamlaii<inv 

to'plam deyiladi.

Har qanday to;la chegaralangan to'plam chegaralangan bo'ladi. lekin toMkiwi 

si o’rinli emas. Metrik fazolarda to'plaxnning nisbiy kompakt bo‘lishligi haqidu 

quyidagi tasdiq o‘rinli.

17.1-teorema. (X, p) to'la metrik fazodagi M to‘plarn"nisbiy kompakt 

bo'lishi uchun, uning to 'la chegaralangan bo'lishi zarur va yetarli. ■

C[a, b] fazoda F funksiyalar oila.si berilgan bo!lsin. Agar shunday C > 0 

mavjud bo:lib, ixtiyoriy ó G F va barcha x G [a, 6] lar uchun | 4>{x) | < C 

tengsizlik bajarilsa, u holda F  funksiyalar oilasi tekis chegaralangan..deyiladi. 

Agar ixtiyoriy e > 0 son uchun shunday 6 > 0 son mavjud bo'lib. Jxi - x2\ <

6 tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy xj, x2 € [a, 6] hamda barcha (p G F 

lar uchun | é (x-L) — 6 (x2) \ < e tengsizlik bajarilsa, F funksiyalar oilasi tekis 

darajada uzluksiz deyiladi.

17.2-teorema (Arsela ieoremasi). M  C C[a,b] to'plam nisbiy kompakt 

bo'lishi uchun uning tekis chegaralangan va tekis darajada uzluksiz bo'lishi 

zarur va yetarli.

Endi biz yoki Cf fazoda to'plamning kompaktlik va nisbiy kompaktlik 

kriteriysini beramiz.

17.3-teorema. Rn( C" ) metrik fazodagi K to'plam; kompakt bo'lishi uchun. 

uning chegaralangan va yopiq bo'lishi zarur va yetarli.

17.1-natija. R n(C n) metrik fazodagi K to'plam nisbiy kompakt bo'lishi 

uchun, uning chegaralangan bo 'lishi zarur va yetarli.

17.1. X  metrik fazoda A va B nisbiy kompakt to!plamlar bo‘lsa, ALlB. AC\ 

B tq‘plamlar ham nisbiy kompakt bo‘lishini isbotlang.

Isbot. A va B ' nisbiy kompakt to'plamlar boUgani uchun, 17.1-teorema- 

ga ko’pa, ula.r to‘la chegaralangan bo‘ladi. Demak. A va B to!plamlar uchun
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A£ va B£ chekli s toiiar mavjud. U holda. A u  B tcrplam uchun Ae U B: 

to'plam chekli £ toi' boiadi. Bundan AUB  to:plamning t.oia chegaralangan 

ekanligi, 17.1-teoremadan..esa A\J B ning nisbiy kompakt, to:plam ekanligi 

kelib chiqadi. 17.3-misol tasdigiga ko!ra kesishma AC\B c  A nisbiy kompakt 

to‘pla.m boiadi. □

17.2. C[a, b] fazoda.

F = { i/(s ) =  ^  K(s,t) x(t) dt, x € B[0. 1]| (17.1)

funksiyalar oilasini nisbiy kompaktlikka tekshiring. Bu yerda 23[0. 1] 

to:plam - C[a,b\ fazodagi markazi nol (x(t) = 0) nuqtada radiusi 1 

ga teng boigan yopiq shar. K(s,t) - [a,b] x [a.b] kvadratda aniqlangan 

uzluksiz funksiya.

Yechish. Arsela teoremasiga ko!ra F  funksiyalar oilasining tekis chegara­

langan va tekis darajada uzluksiz ekanligini koi’satish yetarli. K (s, t) funksiya

- [o. b] x [a, 6] kvadratda uzluksiz boiganligi uchun u chegaralangan. ya’ni 

shunday C > 0 son mavjudki, barcha. s. t € [a, 6] lar uchun j/C(s, i)j < C 

tengsizlik o‘rinli. x G B\0, 1] shartdan max |x(i)| < 1 ekanligi kelib chiqa-
a<t<b

di. Endi F funksiyalar oilasining tekis chegaralangan ekanligini ko‘rsatamiz:

I V is)

rö pO
/ K (jSyt) x (t) dt < \K (s,t) | • | x (t) | dt < C ■ 1 • (b — a ) . 

Ja \ J u

Bu tengsizlik F  funksiyalar oilasining tekis chegaralangan ekanligini isbotlay- 

di. Endi F  funksiyalar oilasining tekis darajada uzluksiz ekanligini ko'rsatamiz:

I y (si) - y (s2) | = Sa K  («1> 0 X (0 dt - Ja K  (ß2: X (*) dt \ - 

< J^ \K (si, t) —  K  (s2■ t) | • | x  (t) | dt <..e ■ 1 • (b —  a ) .

Soiiggi munosabat |si — S2I < & tengsizlikni qanoatlaatiruvchi barcha si,s2 G 

[a, 6] va hamma x G ß[0, 1] lar uchun o‘rinli. Demak, F funksiyalar oilasi 

tekis darajada uzluksiz ekan. Shunday qilib. Arsela teoremasiga. kö‘ra (17.1) 

tenglik bilan aniqlangan F funksiyalar oilasi nisbiy kompakt t,o!piam boiadi.

□
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17.3. C[0; 1] fazoda.

$  = I * o (í) =  q G (°’ 0C)} ( |7,2)

funksiyalar oilasini nisbiy kompakt,likka. tekshiriiig.

Yechish. Arsela teoremasiga ko!ra. (17.2) tenglik bilan aniqlangan <ï> 

funksiyalar oilasining tekis chegaralangan va. tekis darajada uzluksiz ekanligiui 

tekshirishimizkerak. (1 — at)2 =  1 — 2 o t+a2t2 > 0 tengsizlikdan j xa (t) | <

1 ekanligi kelib chiqadi. Demak, funksiyalar oilasi tekis chegaralangan ekan. 

Tekis darajada uzluksiz emas degan tushunchani ta'riflaymiz. Agar biror e > 0 

son va ixtiyoriy ó > 0 uchun shunday x„ € $  va. shunday t\, ¿2 £  [0. 1] lar 

mavjud bo!lib. ¡ t\ — t¡\ < S tengsizlik bajarilganda

\ xa (ti) - xa (t2)\ > £

tengsizlik bajarilsa, $  funksiyalar oilasi tekis darajada uzluksiz emas deyiladi.

Endi £ =  1/2 va, ô > 0 - ixtivoriy son bo!lsin. Agar a > — va. ij =  —, ¿2 = 0
o a

bo‘lsa.. u holda ¡ ¿i — ¿21 = — < <5 bo‘ladi. ammo
a

2a--
l^a(il) -Xa (t2)J = ----- £Lr  =  l > £

1+  a 2 ■ —
Or

tengsizlik o‘rinli. Demak, $ funksiyalar oilasi tekis darajada uzluksiz emas 

ekan. Shunday qilib, (17.2) tenglik bilan aniqlangan $ funksiyalar oilasi nisbiy 

kompakt to'plam emas ekan. □

17.4. X  metrik fazoda sanoqli va, kompakt bo:lgan to!plamga, misol keltiring.

Yechish. X — (—oo, oc) va M  =  {0. 2. 2-1, ... , 2~n, . . .}  bo‘lsin. 

M  to‘plam sanoqli va, yagona limit,ik nuqtasi 0 ni saqlaydi. Demak. M  yopiq 

to'plam. M  to'plam quyidan 0. vuqoridan 2 bilan chegaralangan. ya’ni chegar- 

alangan to'plam. 17.3-teoremaga ko‘ra. M  kompakt to'plam bo‘ladi. □

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirisli uchun masalalar
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17.5. X  metrik fazo A undagi kompakt to‘plam boisin. U holda ixtiyoriy 

B(B C A) to'plamning nisbiy kompakt boiishini isbotlang.

17.8. X  metrik fazo A undagi kompakt to'plam boisin. Shunday B{B c  A) 

to'plamga misol keltiringki, u kompakt to'plam boimasin.

17.7. X  metrik fazo A undagi nisbiy kompakt to'plam boisin. U holda ix­

tiyoriy B(B C A) to‘plamning nisbiy kompakt boiishini isbotlang.

17.8. X  metrik fazoda A va. B kompakt to‘plamlar boisa. A U B, A n B 

to'plamlar ham kompakt boiishini isbotlang.

17.9. Kompakt metrik fazo toia ekanligini isbotlang.

17.10. Kompakt metrik fazo separabel. Isbot qiling.

17.11. Kompaktning uzluksiz aksla.ntirishda.gi tasviri yana kompakt boiishini 

: isbotlang.

17.12. X  kompakt metrik fazo. {Fa}aeI esa undagi yopiq to'plamlar boisin. 

Agar Fa to‘plamla.rning ixtiyoriy cheklitasi bo'sh boimagan kesishmaga 

ega boisa. u holda. f] F0 kesishma ham bo'sh emas. Isbotlang.
rae/

17.13. Kompakt metrik fazolarning dekart ko'paytmasi yana kompakt boiishini 

isbotlang.

17.14. X, Y metrik fazolar. Y kompakt va /  ; X  ■—> Y  uzluksiz va inyektiv 

akslantirish boisin. U holda X  va f(X )  gomeomorf ekanligini isbotlang.

17.15. X  kompakt metrik fazo va /  : X  X  akslantirish uchun

PÍ.fi-c)- f(y)) > /-'(,!• y) i V.r. y G A' 

tengsizíik bajarilsa. /  izoinetriya boiishini isbotlang.

17.16. X  kompakt metrik fazo va /  : X —> X  akslantirish

■p(f{x),f{y))<p(x,y), x ^ y  
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shartni qanoatlantirsin. U holda f(x) = x tenglarfta yivgona yochirni'.n

ega boiishini isbotlang.

17.17. X  kompakt metrik fazo va /  : X  —► X  izometriya boisin. U liolcliv 

f(X ) = X  ekanligini isbotlang.

17.18. R metrikfazoda a) Z, b) Mn = : k G zj> to'plam R uchun qanday 

to‘rni tashkil etadi?

17.19. Z2 to‘plam R2 da qanday to'rni tashkil etadi?

17.20. Tekislikdagi A — {1 < x < 5, 0 < y < 4} to!plam uchun chekli e — 

a/2 to!r quring. Chekli e =  ^/2 toiiar ichidan eng kam elementlisining 

elementlari sonini toping.

17.21. f  : X  —+ Y  tekis uzluksiz, M  c  X  to‘plam toia. chegaralangan boisa, 

f (M ) to‘plam ham toia chegaralangan. Isbot qiling. Agar tekis uzluksi- 

zlik shartini faqat uzluksizlik sharti bilan almashtirilsa, xulosa noto;g‘ri 

boiadi. Misol keltiring.

17.22. X  metrik fazo. Agar ixtiyoriy uzluksiz / : 1 - * R  funksiya chegaralan­

gan boisa, X  kompakt metrik fazo boiishini isbotlang.

Demaik, X  metrik fazoda uzluksiz, ammo chegaralanmagan funksiya;mavjud 

boisa.. X  kompakt metrik fazo emas.

17.23. Agar M — kompakt to‘plam, F — yopiq to‘plam va M f l F = 0 boisa, 

quyida.gi tengsizlikni isbotlang

d(M .F )=  inf p(x.y) > 0.

17.24. Shunday M  va F yopiq to‘plamlarga misol keltiringki, M  D jF == 0 va 

d(M, F) =  inf p(x. y) — 0 boisin.
x£M.yeF

17.25. Ushbu

a.) { £"} , a > 0; b) {sin a t} . a G R;
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c) a > °; (i) ' Q > 0: e) {lna i } : a > 0

funksiyalar oilalarining qaysilari [0, 1] kesmada tekis darajada uzluksiz? 

Qaysilari tekis chegaralangan?

17.26. K kompakt, C(K) shu kompaktda uzluksiz bo!lgan barcha haqiqiy 

(kompleks) qiymatli funksiyalar to!plami bo‘lsin. Agar

p(x,y) =  max|x(t) - y(t)| 
teh

deb olsak, C(K) to!la va separabel metrik fazo ekanligini isbotlang.

17.27. X  metrik fazo va K  c  X  kompakt to:plam bo'lsin. Ixtiyoriy x £ X  

uchun shunday y £ K  mavjudki,

p(x, y) = inf p(x, z)
■ . zeK

ya’ai- x uchun K  da■ unga eng yaqin element mavjud. Isbotlang.

17.28. X  metrik fazoda K  to!plam berilgan. Agar ixtiyoriy £ > 0 uchun K 

to!plamning kompakt e to‘ri mavjud bo‘lsa, K  kompakt bo'lishini is­

botlang.

17.29. Arsela teoremasidan foydalanib, C^[o, 6] metrik fazoda K  to'plamning 

nisbiy kompakt bo!lishining zarur va yetarli shartini toping.

17.30. C[0, 1] metrik fazoda ushbu

U : == {x C C[0, 1]: \x(J)\ < 1};

M2 =  {x G C[0, 1] : \x(t)\ < 1, |x'(i)|<2}.;

M3 =  { iG  C[0, 1] : |x(t)| < 1, |x'(i)| < 2, \x"{t)\ < 3} ;

Mi = {x£  C[0, 1] : |x(i)| < 1, \x"(t)\ < 2} ;

M5 =  {a: G C[0, 1] : \x'(t)\ < 1, |s"(f).l < 2}: 

to'plamlaxdan qaysilari nisbiy kompakt to‘plam bo‘ladi?

17.31. K — [0, 1] x [0, 1] kvadrätÜa uzluksiz differensiallanuvchi va

\d£
< 1.

\df_

\ dti
—  j

j dt2
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shartlarui qanoatlantiruvchi f(t i,t2) funksiyalardan ibornt. U>'|>Ihiii f '(/ \) 

metrik fazoda kompakt ekanligini isbotlang.

17.32. {a„} sonlar qanday bo'lgauda M  = {x € £2 : |x„| < o,,} "parallolnpi 

ped" £2 metrik fazoda kompakt bo‘ladi?

17.33. K  C X  kompakt, fn lar shu kompaktda aniqlangan, haqiqiy qiytnafcli 

uzluksiz funksiyalar. Agar ixtiyoriy x G I< uchun {/«(a;)} monoton 

kamaymovchi

bo‘lsa. hamda lim fn[x) =  fix) uzluksiz funksiya bo‘lsa. {/„.} funk-
/?—>OC

sional ketma-ketlik /  funksiyaga tekis yaqinlashadi, ya’ni C(K) metrik 

fazoda p{fn-,f) —> 0. Isbot qiling.

I I I  bobni takrorlash uchun test savollari

1. K. fazo metrikasini ko'rsating.

A) p{x,y) =  1* - 2/1 B) p(x,y) = |i| - ¡2/1 

C) p(x, y) = \x- y\2 D) p(x. y) =  |ac| + \y\

2. R" fazo metrikasini ko‘rsating.

C) p(x, y) =  max \xk - yk\ D) p(x: y) =  J2 (»fr - y if
1 <k<n k=1

3. №!{ fazo metrikasini ko!rsating.

C) p(x,y) =  max \xk - yk\
l<k<n

4. fazo metrikasini ko‘rsating.

D) p(x.y) =  ¿2 (xk - Vk?

C) p{x. y) =  max \xk - yk| D) p(x, y) =  £  (xk - yk)2
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5. C[a. 6] fazo metrikasini ko'rsating.

A) p(x,y) =  J f  \x(t) - y(t)\2 dt B) p(x,y) =  j  \x(t) - y(t)\dt
y a a

C) p{x,y) = max |x(t) - y{t)| D) p(x. y) =  f  |x(£) - y(t)j2 dt
a<t<b a

6. Ci[a: b] fazo metrikasini ko'rsating.

A) p(x, y) = J  J  \x(t) - y{t)\2 dt B) p( x, y) =  f  \x(t) - y(t)\dt
y a a

C) p(x. y) =  max \x(t) - y(t) j D) p(x. y) = J  \x(t) - y{t) |2 dt
a<t<b a

7. Co[a, b\ fazo metrikasini ko'rsating.

A) p(x,y) =  Jf\x(t) - y{t)\2 dt B) p{x., y) =  f  |x(t) - y(t)\dt
y a a

C) p(x, y) =  max |x(í) - y(t)\ D) p(x. y) = f  '¡x(t) - y(t)|2 dt
a<t<b u

8» £j)-> P > 1 fazo metrikasini ko*rsating.
00 -i

A) p{x,y) = sup \xk - ?/a:| B) p(x, y) =  ¿2 e N  - 2/a I
l<A:<oc k= 1

C) p{x- y) = J  £  \xk - yk\p D) p(x, y ) = ' £  |s* - Vk\p
Y k=l A.=l

9. Í2 fazo metrikasini ko'rsating.
0°

A) p(x,y) =  sup \xk - yk\ B) p(x, y) =  e~k \xk - Vk\
l<k<oc k—1

C) p{x,y) = , / e  \xk - 2/A 12 D) p(z. y) =  ¿  (Xi - 2/A-)2
y A=1 A=1

10. Ratsional sonlar to'plami <Q ning barcha limitik nuqtalarini toping.

A) R B) Q C) 0 D) R\Q

11. Ratsional sonlar to'plami Q ning barcha urinish nuqtalarini toping.

A) R B) Q C) 0 D) R\Q

12. Ratsional sonlar to'plami Q ning barcha. yakkalangan nuqtalarini toping.

A) R B) Q C) 0 D)
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13. Butun sonlar to‘plami Z ning barcha limitik nuqtalari U>‘pliunim !.<>|illij1.

A) R  B; Q C) 0 D) Z

14. Butun sonlar to'plami Z ning barcha urinish nuqtalari to‘planiini l.upiii;.»,, 

A) R  B) <Q> C) 0 D) Z

15. Butun sonlar to'plami Z ning barcha yakkalangan nuqtalari to'pliutUni 

toping.

A) R B) Q C) 0 D) Z

16. R dagi ochiq to'plamni toping.

A) (0, 2) B) (0, 2] C) [0, 2) D) [0, 2]

17. R dagi yopiq to‘plamni toping.

A) (0, 1) B) [0, 1) C) (0, 2] D) [0, 4]

18. R  dagi chegaralangan to'plamni toping.

A) [0, 1] B) (—oo. 0) C) Q D) (0, oc)

19. (X . p) metrik fazoda chegaralangan to‘plam ta’rifiui keltiring.

A) F  G X  to'plam X  dagi birorta, shaxda saqlansa;

B) F  c  J  - yopiq t,o‘plam bo:lsa;

C) F  G X  - ochiq to‘plam bo‘isa;

Dj F  C X  - chekli yoki sanoqli dona elamentdan iborat bo‘lsa.

20. Quyidagilar ichidan metrika. shartlarini ajrating.

1) p(x. y) = 0 x = y: 2) p(x, y) = p(y, x), V®, y .€ X

3) p{\x, y) = \p(y„ x)t 4) p(x. y) < p(x, z) + p(;0, y). Vx. y, z e X.

A) 1, 2, 3 B) i. 2, 4 C) 1, 3, 4 D) 1. 2, 3, 4

21. Quyidagilarning qaysilari (X,p) metrik fazodagi yopiq to‘plam ta’rifi 

boiadi?

1. Agar F  to'plam barcha limitik nuqtalarini o‘zida saqlasa;

2. Agar F ning barcha nuqtalari ichki nuqta bo‘lsa;

3.: Agax F =  [jF] bo‘lsa;



4. Agar F ning to'ldiruvchisi ochiq to‘plam bo;isa.

A) 1. 2. 3 B) 1, 3, 4 C) 2. 3, 4 D) 1, 2, 3, 4

22. Quyidagilarning qaysilari (X.p) metrik fazodagi ochiq to‘plam ta’rifi 

bo'ladi?

1. Agar F  to‘plam barcha limitik nuqtalarini o‘zida. saqlasa;

2. Agar F ning barcha nuqtalari ichki nuqta bo'lsa:

3. Agar F = [F] bo‘lsa;

4. Agar F ning to'ldiruvchisi yopiq to!plam bo‘lsa.

A) 1, 2, 3 B) 1, 3, 4 C) 2. 3, 4 D) 2, 4

23. R metrik fazoning hainma yerida zieh to'plamni toping.

A) Q - ratsional sonlar to'plami B) tub sonlar to'plami

C) Z - butun sonlar to'piami D) N - natural sonlar to'piami

24. R metrik fazoning hainma yerida zieh to'plamni toping.

A) murakkab sonlar to:plami B) R\Q - irratsionäl sonlar to‘pla.mi

C) Z - butun sonlar to;plami D) N - natural sonlar to‘plami

25. Ä metrik fazoning hech yerida zieh bo'lmagan to!plamni toping.

A) Q - ratsional sonlar t,o‘plami B) Z - butun sonlar to;plami

C) R\Q - irratsional sonlar to!plami D) [0, oc)

26. Quyidagi tasdiqlardan to:g:rilarini ajrating.

1) Ochiq to'plamning to‘ldiruvchisi yopiq to‘pla.mdir.

2) Ochiq to‘plamning to!ldiruvchisi ochiq to‘pla.mdir.

3) Sanoqli sondagi ochiq to'plamlarning birlashmasi ochiq to!plamdir.

4) Sanoqli sondagi ochiq to'plamlarning kesishmasi ochiq to‘plamdir.

A) 1. 2, 4 B) 1, 2. 3 C) 1. 4 D) 1, 3

27. Quyidagi tasdiqlardan to‘g‘rilarini ajrating.

1) Yopiq to'plamning to'ldiruvchisi ochiq to'plamdir.

2) Yopiq to‘plamning to‘ldiruvchisi yopiq to'plamdir.

3) Sanoqli sondagi yopiq to'plamlarning birlashmasi yopiq to'plamdir.
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4) Sanoqli sondagi yopiq to'plamlarning kesishinasi yopiq ln'phumlii 

A) 1, 2. 4 B) 1; 2, 3 C) 1, 4 D) 1, 3

28. Quyida keltirilganlardan qaysilari to'la metrik fazo boHadi?

1) R 2) R" 3) C[a, 6] 4) i 2 5) C2[a, b}.

A) 1, 2, 3, 4 B) 1, 2, 4. 5 C) 1, 2, 3, 5 D) 2, 3, 4, 5

29. Ci[-1, 1] fazoda quyidagi ketma-ketliklardan qaysilari nolga yaqinlaslm- 

di? 1 ) f n(x)*-x", 2) fn(x) = 1 - xn,

3) fn(x) = (sinx)'", 4) fn(x) = (cosx)"

A) 1, 3, 4 B) 1. 2 C) 2, 4 D) 1; 2, 3

30. Co[0: 1] fazoda xn(t) = tn,+ i ,l+1 ketma-ketlikning limitirii toping.

A) x{t) =  0 B) x{t) =  21 C) x(£) = 1 D) ®(t)'= 2

31. fazoda Koshi-Bunyakovskiy tengsizligini ko'rsating.

A) E  |ofr ■ 6*| < E  4  ■ E  bl 
fc= i fc=i t=i

B) >: ¡a, • 6,1 < (  E  :«A .P) • i  E  f c 5)  5, p. g > L - 
*=i U=i /  Vfc=i /  p

C) + ( e  H " ) (¿1
\fr=l

D) E ak ■ bk
k=1 »■■=1 k=i

32. R" fazoda Minkovskiy tengsizligini ko'rsatihg.

A)

B)

C)

E  «ft •
A-l

< E 4 E i > I
k=i <!=i

fE|a* + 6tr ) ' < fE ia ,|p) P + f E N 1’
\fc=i 
n
E
fc=l

u - = l \fc=l

< E aI ■ E bl 
k=1 *=1

d ) E  K  • M  < / e  M
¿=i \fc=i

E IM*
k=1

1 1
, p, g > 1, - + - =  1

p q

33. R" fazoda Gyolder tengsizligini ko'rsating.
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34. Yopiq birlik shar qaysi fazoda. kompakt to'plam bo‘ladi?

A) W1 da B) C [a, 6] da C) l2 da D) m da

35. Rn fazoda kompaktlik kriteriysini keltiring.

A) To'plamning chegaralangan va. ochiq boilishi

B) To‘plamning chegaralangan va yopiq bo'lishi

C) To‘plamnmg chegaralangan va sanoqli bo'lishi

D) To‘plamning chegaralangan bo‘lishi

36. Rn fazoda nisbiy kompaktlik kriteriysini keltiring.

A) To!plamning chegaralangan va ochiq bo‘lishi

B) To‘plamning chegaralangan va yopiq bo'lishi

C) To!pla.mning chegaralangan va sanoqli bo'lishi

D) To!plarnning chegaralangan bo'lishi

37. To‘la metrik fazoni ko'rsating.

A) C[a, b] B) C\[a, b\ C) C2[a, b] D) C3[a: b\

38. Separabel metrik fazolar keltirilgan javobni toping.

A) W1, C[a. b], e2, m B) R j. C[a, 6], ¿2, c0

C) R^, 'C[a, b}: e2: m D) Cn, M". C2[a. b], m

39. Separabel bo'lmagan metrik fazoni ko‘rsating.

A) Rn B) Ca. b] G) m D) t2

40. Birlik shar qaysi fazoda nisbiy kompakt to'plam bo'ladi?

A) R “ da B) L2[0: 1] da C) t2 da D) m da



I l l  bob uchun javoblar va ko'rsatrnalar

ll-§. Metrik fazolar

1. Agar x =  (1, I), y = (2, 2) deb olsak, u holda p2 (x.y) — |1 l| I

12 — 21 = 0  tenglik o-rinli, ammo x ^  y. Demak. p-i akslantirish uchun 

rnetrikaning 1-aksiomasi bajarilnaaydi.

Xuddi shunday ko'rsatish mumkinki, x = (2 ,3 ), y — (3,2) har xil liuq- 

talar uchun ps(x, y) — |2 — 2\ +: |3 — 3| = 0 va pi(x, y)’ — |2 • 3 — 3 • 2| = 0 

tengliklar bajariladi. Demak, pz va Pi akslantirishlar uchun rnetrikaning 

1-aksiomasi bajarilmaydi.

5. Ha. 6. P2 metrika bolmaydi. Pi, p$, p$ lar metrika bo!ladi.

16-34 misollarda keltirilgan p : X x X K akslantirish .rnetrikaning barcha 

shartlarini qanoatlantiradi.

35, 36 va 40, 43-misollarda rnetrikaning 3-sharti bajarilmaydi.

37, 39, 41, 42-misolLarda rnetrikaning lrsharti bajarilmaydi.

38-misolda. rnetrikaning 2-sharti bajarilmaydi.

44. 2. 45. 6. 46. 5. 47. 20. 48. 0,5. 49. s/2. 50. 2 ^ .  51. 2.

52. 1. 53. 3. 54. >/3. 55. 2v/2. 56. y/ir. 57. 4. 58. 2tt.

12-§. Yaqinlashuvchi va fundamental ketma-ketliklar

5. a) Ha. b) Yo:q. c) Ha. d) Ha.

6. CW[0, 1] da yo‘q. Ci[0,1] da ha.

8. Har bir k e N uchun [0, 1] kesmada / f ’\ fjjp, f u n k s i y a l a r n i

Bu funksiyalarni tartib bilan nomerlab, {ga} ketma-ketlikni liosil qilamiz. 

{ ga} ketma-ketlik nol funksiyaga GV[0, 1] fazoda yaqinlashadi, lekin biror
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7. yn (t) = tn - t2n.

quyidagi usul bilan aniqlaymiz: /,®(0) = 1 va



nuqtada ham nolga yaqinlashmaydi.

10. xn (£) =  tn - tn+1.

11. . t/n. zn, en ketma-ketliklar barcha metrik fazolarda uzoqlashuvchi, 

un ketma-ketlik cq,c va m metrik fazolarda j^áqinlashuvclii, agar ap > 1 

bo'lsa, u £p fazoda ham yaqinlashuvchi. í\ da uzoqlashuvchi.

16. Ha.

13-§. Ochiq va yopiq to‘plainlar

7. a), b), c) larga rnos yopiq sharlar 13.lk chizmada a). b)T c) lar.

a), b). c) larga mos ochiq sharlar 13.2k-chizma.da a), b). c) lar,

a), b), c) larga mos sferalar 13.3k-chizmada a), b), c) lar

13.3k-chizma
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d) B(0, 1) =  {0}; B[0, 1]-yopiq shar Oxi va 0*2.• o'qlariniug birlaslmm 

sidan ibora.t. 5[0. 1] sfera esa koordinat o'qlaridan (0. 1) nuqfcani clüqaril) 

tashlangan to!plamdan iborat.

8.a) B (—oc,r) = B(oo,r) =  0. b) £> (—oc. r) =  (—öo, — (1 — Jp/V), 

B (oc. r) =  = ((1 — r)/r. ’00.)

9. b) Diskret metrik fazodagi birlik ochiq shar uchun

diam B(xq. 1) = 0 < 2 • 1 . c) Har doim to‘g‘ri emas.

Diskret metrik fazodä 0 =  diam B(xq, 1) < diamB[xo, 1] =  1.

12. Diskret metrik fazodagi birlik yopiq shar.
1 . 1 00 2

20. - ni — = Y\ y- ko‘rinishda uchlik kasrga yöyish murnkin. Bu yoyilmäda

1 raqami qatnashmayapti. Demak, 0, 25 £ K  ekan.

14-§. To'la metrik fazolar

9. Yo‘q. 10. C[a.b\.

11. a) /  - qat’iy monoton funksiya boisa, b) /- qat’iy monoton funksiya 

bo'lib, lim f(x) =  ±oo bo‘lsa,
x—*±oc

12. To‘ldirmasi X  = ^  to‘pla.mga izomorf.

13. (<E>, p i)  = i ! , (<E>. p2) = rn.

15. a) (?, p:) =■ ( Ü. 1], b) P,p2) = C (li[0. 1],

c) (P: Pz) — {x S CY[—1, 1] va t=0 da hosilasi mavjud funksiyalar}.

18. R da ratsiönal sonlar to'plarni.

24. (5, 6) oraliqdagi ratsiönal sonlarni nomerlab chiqamiz:

{xk} =  (5. 6)nQ.

Quyidagi ochiq to'plamni kiritamiz:

i°°i (  1 1

k=1 x 10 • 2fc; 10 • 2k

A to‘plam sifatida A = ((0. 1) PiQ) U (2, 3) U {4} U'Äi ni olamiz. U holda

o ¥  iL
A = (2; 3) U Al, A D [2, 3]'U [5, 6]: A =  (0: 1) U (2, 3) U (5, 6)
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о о

Л =  [О, 1] и [2, 3] и [5, 6], А Э (2, 3) U [5, 6].

27. X  = Ж, A = Q.

34. [0,1] da Riman yoki Dirixle funksiyasj.

43. X  ning satioqli bo‘lishi.

44. Ta’rifga. ko!ra quyidagi yoyilmalar o‘rinli:

M  - U, N2n, N =  U
h=i n=i

Bu yerda. N2n va N2n . ■. lar X  metrik fazoning hech yerida zieh bo'lmagan
00

to'plamlar. U holda M  U N — U Nn teuglik o‘rinli. Demak, M  U N  1-
lt= 1

kategoriyali to'plam,

62. Fr[a, b] = Fr(a, b) =  {a,b}, F rZ  — Z, FrQ = R,

Fr[a-, oo) =  {a} , Fr0 =  0.

66. {¡En} ketma-ketlikning [a, b] kesmada tekis taqsimlangan bo'lishi uchun. 

ixtiyoriy /  g С [a, b] da

bcrlishi zarur va yetarli. Har bir (a, ß) с  [o, b\ uchun Х(а,я)(х) funksiyani

a

uzluksiz funksiya bilan yaqinlashtirib tekis taqsimlangan ketma-ketlik uchun

n(a. в) ß — a 

n b — a

... ketma-ket-

lik {xn} bcrlsin. U holda n =  k(k + 1) : 2 deb olamiz.

L 1

deb olsak
k
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integral yig‘indi va bular uchtin

lim \&k - Sjtl =  lim
k—> 00 к—* oo

/ ( i)

munosabat o‘rinli. Shuning uchun

lim 6*
к—* oo

f{x)dx

tenglik o'rinli; Endi n — r—— uchun O va 1 sonlarini tashlab,

- ¿ / Ы  =  - б 1 + - б 2 + •■• + -©*
n ' n n n

1

ni olamiz. Maternatik analizdagi Tyoplits teoremasiga ko'ra

lim (-©i + —©2 + • - • + —©fc) = lim 6/. =  í  f(x)dx
п-ко n  n  n  *—oo In

m i l  ■ ü  r  Kh - ! )  ~ 1)  , ¡i . , , , 
tenghkka kelamiz. bndi -- --- < n < --- ---- bo'lsm. U holda

f=i Ы1 (=^K~ '+1

bo'ladi. Ko‘rmib turibdiki

1 V ' . Л / к 2M 
7, Ln fr(fc-i) k- — i

2
0 . к  :—> OO.

lsin. Bu yerda M  =  max |/(x)|. hamda lim — —---= 1. Shuning uchun
I6[0, i] ' п-юо  2n

lim - У ' / ( ^ ) =  / f{x)dx.
>OG TI ¿-- *  Ir,n-> oo n

Demak, {x„} ketma-ketlik [O, 1] kesmada tekis taqsimlangan bo;ladi.
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15-§. Uzluksiz akslantirishlar

10. Ha. 14. a) to‘g!ri. b), c) va d) lar doim to‘g‘ri emas.

17. a) uzluksiz. b) izometriya bo'ladi.

18. a) va c) uzluksiz. b) uzluksiz emas.

19. a) va. d) uzluksiz, b), c) va e) lar uzluksiz emas.

20. a) va. b) lar tekis uzluksiz, c) uzluksiz, lekin tekis uzluksiz emas,

d) a € (0, 2) da tekis uzluksiz, a > 2 da tekis uzluksiz emas.

21. a) tekis uzluksiz, b) a £ (0, 2) da. tekis uzluksiz, a > 2 da tekis uzluksiz 

emas.

22. f(x ) —Xa, a > 1. 27. Tekis uzluksiz bo‘ladi. 28. f(x) = sfx.

29. a) Uzluksiz bo‘ladi. b) har doim tekis uzluksiz emas.

34. 15.17-misolga. qarang.

36. f(x) = a ± xt x € M.

37. R2 fazodagi evklid harakati, ya’ni

f(x i, £2) =  (xi cos ip —Xi sinv7 + ai, xi sin ¡p + X2 cos ip 4- 02) va 

g[x 1, X2) = (X2- £ 1) shakldagi izometriyalar va ularning kombinatsiyasi.

58. a) Ha. b) Yo‘q.

16-§. Qisqartirib aks ettirish prinsipi

8. Ha. 18. a < 1. 21. a) ar == 1,414, b) x =  3,321, c) x =  -2,369.

26. Shart emas. 29. A S (—q. q): 0 < q < 1. 31. A G (0, 1).

17-§. Metrik fazolarda kompakt to‘plamlar

5. A kompakt. to‘plam boUgani uchun, istalga.n e > 0 da. uning As ehekli 

e to‘ri mavjud. B c  A bo'lganligi uchun Az to!pla.m B uchun liam chekli e 

t.o‘r bo'ladi. 17.1-teoremaga ko!pa. B nisbiy kompakt to!plam bo'ladi.

6. X  =  R. A = [0,1], B = (0,1). 7. 17.5-misol kabi isbotlanadi.
-1 /9

18. a) e — 0, 5. b) £ =  —  . 19. e =  .

20. Tekislikning 4 ta Mi(2,1), AÍ2(2,3), ^/3(4, 1) va M4(4,3) nuqtalaridati
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tashkil topgan to'plam A uchun eng kam elementli e = s/2 to1]' (17.1k 

chizma) bo‘ladi.

VÁ

4.

0 1 X

17.1k-chizma

21. X  =  R, M  = (0.1), }{x) = - .

24. X  =  R 2. M  =  {(x, у) : у =  0} . F — {(.т. y) : x > 0. y — z _1} yoki 

tekislikda M  sifatida y — % to‘g‘ri chiziqni. F  sifatida esa. asimptotikasi 

y =  x bo‘lgan va u bilan kesishmavdigan biror egri chiziqni olish mumkin.

25. Birortasi ham tekis darajada uzluksiz ema,s. a), b), d) lar tekis chegar- 

alanga.n.

29. C1-1̂ [a, b] fazodagi К to'plam nisbiy kompakt bo'lishi uchun uning tekis 

chégaralangan hamda o'zi va hosilalari tekis darajada uzluksiz boiishi zarur 

va yetarli.

30. M->, M3. Mi. 32. lim a„ =  0.
n—»00

I I I  bobda keltirilgan test javoblari

1-A 2-A 3-B 4-С 5-C 6-B 7-A 8-C 9-C 10-A 11-A 12-C 13-C

14-D 15-D 16-A 17-D 18-A 19-A 20-B 21-B 22-D 23-A 24-B 25-B 

26-D 27-C 28-A 29-A 30-A 31-D 32-B 33-C 34-A 35-B 36-D 

37-A 38-B 39-C 40-A.
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