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Kirish

Funksional analiz matematikaning alohida bo'limi'sifatida XVIII asrniug
oxiri va XIX asr boshlarida shakllana béshlangan. Funksional analizga oid
dastlabki ilmiy ishlar italyan matemagi Volterra, fransoz matematigi Puankaro
va nemis matematigi Hilbertga t.aalluglidir. Metrik fazo tushunchasi fanga
fransuz matematigi Freshe tomonidan XX asr boshlaridé kiritilgan. n6rmalafi-
gan fazo tushunchasi 1922 yilda. polyak matematigi Banax va. unga bdglliq
bo‘lmagan holda. amerikalik matematik Viner tomonidan kiritilgan.

Ma’lumki universitetlarning "Matematika", "Mexanika" va. "Amaliy ma-
tematika va. inforrnatika" yo‘nalishlari uchun tuzilgail o‘quv rejada "Funk-
sional analiz" fani ko‘zda. tutilgan bo‘lib, ushbu fan ixtisoslik fanlar ichida
asosiy o'rin tutadi.

Universitetlarda "Funksional analiz" kursi asosan ikki gismdan iborat, ular
shartli ravishda. quyidagicba nomlanadi:

I gism. Haqiqgiy o‘zgaruvcliining funksiyalari na.zariya.si.
Il gism. Operatorlar nazariyasi.

Amaldagi "Funksional analiz" kursi fan dasturida 1 gism "0 ‘Icliovli to‘p-
lamlar nazariyasi”. "Lebeg integral!" va "Metrik fazolar" bo‘limlaiini 0:z
ichiga. oladi. 1l gism esa, "Normaiatigan fazolar" va "Operatorlar nazariyasi"
bo'lirnlarini 0‘z ichiga oladi. Universitetlarning matematika mutaxassisligida.
ta’lim oluvchi talabalar uchun "Funksional analiz" kursidan o‘zbek alifbosi-
da, birinchi marotaba akademik T.A. Sarimsoqov tomonidan darslik naslir
etilgan (T.A. Sarimsoqov. Hagigiy o'zgaruvchining funksiyalari nazariyasi:
T.A. Sarimsoqgov. Funksional analiz kursi). Oliy o‘quv yurtlarida-ma’lim shak-
li ikki bosgichli tizimga (bakalavriatura va magistratura) o'tishi munosabati
bilan OTMlari barcha fan dasturlarida jiddiy o‘zga.rishlar yuzaga keldi. Bu
o'zga;rishlar 0‘z navbatida barcha. yo'nalishlar uchun tegishli darslik va o‘quv
go‘llanrnalarni ishlab chigishni talab etmogda. Ushbu [6, 7] o‘quv godlaninalar.
universitetlarning bakalavriatura o'quv rejasidagi "Funksional analiz" kursidan
yugoridagi ehtiyojlarni gondirish magsadida yaratilgandir..
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Mazkur o‘quv qo'llanma, universitétlarning maternai ikn viinli; Jii ininl tnlii.ii
uchun "Punksional analiz" kursidan amaliy mashi'i'ulodiu'ii Imiislida
lotin yozuviga asoslangan o‘zbek alifbosida adabiyptlar Uuigisrij'.ininj.’, ol.dini
olish magsadida. yozilniogda. Mazkur qé'llanmada "Puuksioual aimliz" fani-
ning | gismini tashkil etuvchi o'lchovli to'plamlar nazariyasi. Lebeg int.egrali
va metrik fazolarga. oid rnavzular uchun tegishli ta’riflar, xossalar, teoremalar
bayoni berilgan, shuningdek rnisol va masalalar namuna sifatida yechib ko'rsa-
tilgan.

Birinchi bo‘lim o'Ichovli to!plamlar nazariyasiga bag'ishlanga.n bo'lib, qo‘l-
lanmada to'plamlar va ularning o'lchovlariga oid rnavzular bayon gilinadi.
Har bir mavzuga oid asosiy tushunchalar ta’rifi, asosiy teoremalar. va xos-
salar keltirilgan. Qo‘llanma to'plamlar, akslantirishlar, to'plamlar quvvati,
to'plamlar sistemasi, o'lchovli to'plamlar, o'ichovning umumiy ta ifi. va o'lchov-
ni Lebeg ma’nosida davom ettirish kabi niavzularni o'z ichiga oladi. Har bir
mavzu namunaviy misollar bilan boyitilgan. Shuningdek, mavzularni o'zlash-
tirish va mustaqgil o'rganish uchun yetarlicha misol va masalalar berilgan.

Ikkinchi bo'lim integrallar nazariyasiga bag'ishlanga.n. Q&'llanmada o'lchovli
funksiyalar, o'Ichovli funksiyalar ketma-ketliklarining yaginlashishlari, Lebeg
integrali, monoton funksiyalar, o0'zgarishi chegaralangan funksiyalar, absolyut
uzluksiz funksiyalar va Lebeg-Stiltes integraligd oid ma'lumotlar bayon gilina-
di. Har bir mavzuga oid asosiy tushunchalar tarifi,' teoremalar va. xossalar kel-
tirilgan. Barcha rnavzular bo'yicha namunaviy misollar yechimi bilan berilgan.
Shuningdek, talabalar mavzularni yaxshi o'zlashtirishi va mustaqil o'rgamshi
uchun har xil tipdagi misol va masalalar jamlangan.

Uchinchi bo'lim metrik fazolar nazariyasiga bag'ishlangan. Qd&'llanmada
metrik fazolar, yaginlashuvchi ketma-ketliklar, to'la metrik fazolar, ochiq va
yopiq to'plamlar, kompakt to'plamlar, separabel metrik fazolar va gisqartirib
akslantirishlarga oid rnavzular bayon gilingan. Har bir mavzuga oid asosiy
tushunchalar ta’rifi, asosiy teoremalar va xossalar keltirilgan. Mavzularga oid
namunaviy misollar yechib ko'rsatilgan. Shuningdek, rnavzular bo'yicha uy



vazifalarini bajarish va mustaqil o‘rganish uchun yetarlicha masalalar berilgan.

Misol va masalalar tuzishda Ayupov Sh.A., Ibragimov M.M., Kudavbergo
nov K.K.(Funksional analizdan misolvamasalalar, Nukus, "BILIM", 2009) va
OuaH KO.C.(C60pHHMK 3aaa4 No MaTemaTM4eckomy aHanusy, Mocksa, Ipocse-
weHune, 1981) hamda Abdullayev J.1., Glanixojayev R.N., Shermatov M.II. va
O.l. Egamberdiyevlarning "Funksional analiz" (Toshkent-Samarqaiid, 2009)
o'quv goilanmasidan keng foydalanildi. Ushbu o;quv qo'llanma O'zbekiston
Milliy universiteti, Samargand davlat universitetida Funksional analizhamda
Funksional analiz va integral tenglamalar fanlaridan ma’ruza va arnaliy mash-
g'ulotlar olib boruvehi professor-olgituvchilarning ko'p yillik ish tajribalari
asosida. yozilgan.

Mualliflar o:quv goilanmani yaxshilashda bergan foydali maslahatlari uchun
mas’ul muharrir va tagrizchilarga, hamda matnni tahrir gilgani uchun B.E.Dav-
ranovga 0:z minnatdorchiliklarini biidiradilar.

Qo‘llanma. birinchi marta chop qilinayotgani uchun xato va kamchiliklar
bo'lishi mumkin. Xato va kamchiliklar hagidagi fikr va mulohazalaringizni
jabdullaev@mail.ru elektron manziliga jo'natishlaringizni so‘raymiz.


mailto:jabdullaev@mail.ru

I. O'LCHOVM TO‘PLAM LAU

Ushbu bo'lirn to'plamlar, akslantirishlar. to'plnmlar (jiivv)ili, L.o'phiiiiln.i- sis-
ternasi, o'lchovli to'plamlar. o'lohovuing umumiy ta'riii w. o'leliovni Lnbeg
ma’nosidadavom ettirish kabi mavzulami o‘z ich.iga oladi. Hat' bir inavzudn. na-
munaviy misollar yechimi bilan keltirilgan. Shuningdek. amaliy mashg'ulotlar

va uy vazifasi uchun yetaxlicha misol va masalalar berilgan.
1- 8. To‘plamlar ustida amallar

Matematikada juda xilma-xil to'plamlarga duch kelamiz. Haqigiy sonlax
to'plami, tekislikdagi ko'pburchaklar to'plami, ratsional koeffitsiyentli ko'phad-
lar to'plami va. hokazo. To'plam tushunchasi matematikada tayanch tushun-
chalardan bo'lib, unga. ta’rif bexilmaydi. To'plam so'zining sinonimlaxi sifatida
ob’ektlar jamlanmdsi yoki elementlar majrtmasi so‘z birikmalaridan foydalani-
ladi. To'plamlar nazariyasi hozirgi zamon matematikasida juda muhim o'ringa
ega. Biz uning ayrim xossa.la.rini o'rganish bilan cheklanamiz.

To'plamlarni lotin alifbosimng bosh harflari A ,B ----ulaxning elementlax-
ini esa kichik - a,b.... haxflar bilan belgilaymiz. Biz asosan quyidagi bel-
gilashlaxdan foydalanamiz. N —natural sonlar to'plami, Z — butun sonlar
to'plami, Q —ratsional sonlar to'plami. R — hagiqgiy sonlax to'plami, C
—kompleks sonlax to'plami, R+ = [0, oc), Z+ = {0} UN harnda Rn .sifati-
da n —o'Ichamli axifmetik Evklid fazo belgilanadi.

Matematik simvollaming ma’nolariga. to'xtala.miz. a & A belgisi a ele-
ment A to'plamga tegishli ekanligini bildiradi. Bu tasdigning inkori a # A
shaklda yoziladi va a element A to'plamga tegishli emas deb qg'giladi. A C B
belgi A to'plamning barcha elementlari B to'plamga ham tegishli ekanligi-
ni bildiradi. Bu holda /1 to'plam B to'plamning gismi deyiladi. Masalan,
natural sonlax to'plami hagiqgiy sonlax to'plamining gismi bo'ladi. Agar A va
B td'plamlax bir xil elementlaxdan tashkil topgan bo'lsa, u holda ular tcng
to'plamlar deyiladi va A = B shaklda. yoziladi. Ko'pincha, to'plamlarning
tengligini isbotlashda A C B va B C A rnunosabatlarning bajaMislu
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kcrrsatiladi ([1] ga garang). Ba'zida birorta ham elementi mavjiul buMuinj'iMi
to'plamlarni garashga to:g;ri keladi. Masalan, 2 < x < 2 q6‘sh teugsiz-
likni ganoatlantiruvchi hagiqiy sonlar to';pla.mi yoki jx| = —1 teilglamaaiiig
yechimlari to ‘plami va hokazo. Bunday to'pl'amlar uchun maxsus bo‘sh to “plain
nomi berilgan va uni belgilashda 0 simvoldan foydalaniladi. Ma’lumki, har
ganday tcrplam bo'sh to‘plamni o'zida saglaydi va har ganday to!plam o’zining
gismi sifatida garalishi mumkin. Ttyplamlarning bo‘sh to‘plamdan va o‘zidan
fargli barcha gism to!plamlari xos gisrn to plarnlar deyiladi. o‘quv qo!llanmada
A va Vv belgilari mos ravishda va hamda. yoki so‘zlariga mos keladi.

Ixtiyoriy tabiatli A va B to;plamlar berilgan bolsin.
AUB ={x:x£A V x £ B}
to;plam A va B to‘plamlaming yicfindisi yoki birlashmasi deyiladi.
AN B = {o-:X£ A A X£ B}

to'plam A va B to‘plamlarning kesishmasi deyiladi. Ixtiyoriy (chekli, chek-
siz) sondagi Aa to'plamlarning yigUndisi va kesishmasi ham shunga o‘xshash
aniglanadi:

U Aa~ {X: dOo£f£ X. x££ Aasm N Aa—{X:VdE X.xE£Ar}.
aeX aEXx

A va B io'plamlarning ayirmasi deb
AB ={x:x£A A x £ B}

to:plamga aytiladi. Agar B ¢ A boisa. A\B to‘plam B to‘planming A
to;plamgacha toidiruvchi toplami deyiladi va CaB := CB shaklda belgi-
lanadi. Ba’zan, A va B to'plamlartiing simmetrik ayirmasi tushunchasini
kiritish magsadgamuvofigboladi. A\B va B\A to'plamlarning birlashmasi-
dan iborat to‘plamga A va B to'plamlaming simmetrik ayirmasi deyiladi,
yani

AAB = (A\B) U {B\A).
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\),or 1 H" (1 liciil), (! (In 1 niuali HtiiginligMii Im Isn n liiiUIn
AIB- (e:c~a+db aGA. bVIi\
.n'plmn .1 va B to‘plamlaming arifmetik yigindisi deyiladi.
V va Y to'plamlarning dekart ko'paytmasi deganda
XxY ={{xy): iG X. yGY}

io‘plam tushuniladi. X x Y to‘plamning ixtiyoriy R gism toplami munosa-
bat deyiladi, x element (x,y) juftlikning birinchi koordinatasi, y element
osa uning ikkinchi koordinatasi deyiladi va mos ravishda x = pi'i(x;y) va
y = pr2(x. y) kabi belgilanadi. Xuddi shunday X x Y tcrplamning ixtiyo-
riy R qgism tolplamining birinchi va ikkinchi koordinatalarga proyeksiyalari
aniglanadi:

prA\R = {x : x GX, 3y GY, (x:y) GR}:

pTIR={y: yGY. 3.,rGX, [x.y) GR} .
Bu to'plamlar R munosabatning mos ravishda aniglanish sohasi va giyrnatlar
sohasi deyiladi. Bundan keyin biz 2I(A") bilan X ning barcha gism to'plamlari
sistemasini belgila.ymiz. ;

Endi mavzuga oid namunaviy misollar yechib ko!rsatamiz.

1.1. To'plamlar yig‘indisi va kesishmasi kommutativ. Isbotlang.

,4UB = BUA An B =BnA

Isbot. Ixtiyoriy x GA UB elementni olamiz. Bundan
XGA VXEB=>x&B V xXGA=>xGB9A

ni olamiz. Demak. A UB C BIl) A ekan. Agar y G B UA ixtiyoriy element,
bollsa. u holda

YyGB V YyGA=yGA V yEB=>y£AUB

bo'ladi, ya'ni BU A C AU B ekan. Yuqorida keltirilgan munosabatlardan
AU B = BU A ekanligi kelib chigadi. O



1.2. Distributivlik gonunlarini isbotlang:
(4UB)DC ={AnC)U[Bn C),
{AnB)UC=(AUC)n (SUQC).

Isbot. x £ (A'd B)D C ixtiyoriy elemental bo'lsin. Ta’rifga ko'ra,
X€'AOB A x £ C bo'ladi. Bu yerdan

(XEAVXEB)AXEC=>x£ AUCA x £ BuC =>mx £ (AUC)n(BnC)

kelib chigadi. Demak, (AUB) fIC ¢ {AUC) ft [BUC) ekan. Agar y £
(AUC) fi (B UC) ixtiyoriy element bo'lsa, u holda

yEAUC A YyEBUC=» (YyEA VYEC) A(YEB VYECQ)

bo'ladi. Bu yerdan y £ (A UB) fl C ni olamiz, ya’ni (AUC) fl{BUC) C
(AuB)fIC ekan. Yuqorida keltirilgan munosabatlardan {4 UB) fl C =
((4UC) fl (BUC) ekanligi kelib chigadi.
(4fIB) UC = (AUC) n(BI)C) tenglik shunga o'xshash isbotlanadi. O
To'plamlar nazariyasida muhim o-rin tutadigan va ikkilik prinsipi deb

nomlanuvchi quyidagi munosabatni isbotlang.
1.3. Yiglindining to!ldiruvchisi to!ldiruvehilar kesishma.siga teng:

E\YAa=n(E\Aa), Aac E. (1.1)

Isbot. Ixtiyoriy x £ E\UaA,, elementni olamiz, bu yerdan x £ E va
X lélAa ekanligi kelib chigadi. Bundan ixtiyoriy a uchun x ning Aa
to'plamga tegishli emasligiga kelamiz. Demak. x element Aa to'plamlarning
to‘ldiruvchilarida yotadi. Shunday qilib, ixtiyoriy a uchun x £ E\Aa munos-
abat o'rinli. bundan biz x £ fé(E\A a) ga ega. bo'lamiz. Bu esa

E\Lb4cn(§\A'-) 1.2

munosabatni keltirib chigaradi. Endi teskari munosabatni isbot.laymiz. Agar
x £ D(E\Aa) bollsa. u holda barcha a larda x £ E\Aa bolladi va x



element A,, to‘plamlarning birortasiga harn toyishli i'nms, Im iwi, r $ U .t,
ekanligini bildiradi. Demak, x € E\le a ekaa, Bundan bi/

E\UAaDn(E\Aa) (1.3)
a a
ga kelamiz. (1.2) va (1.3) munosabatlar (1.1) tenglikni isbotlaydi. O

14, A= {{x,y) : x| < 4. |y| <4} va B = {{x,y) : x2+y~ 2fi} to'p-
lanilar uchun AuB, A\B, AAB, in 8 to;plamlarui tekinlikda Li\.svir-
lang.

Yechish. Tekislikda tolg‘ri burchakii koordinatalar sisteinasiui garayijiiz.
Bu holda A = [4; 4 x [4; 4] kvadratdan, B esa markazi koordinatalar
boshida radiusi 5 bo‘lgan yopiq doiradan iborat bo‘ladi (1.1-chizinaga garang).
AUB — l.1-chizmada shtrixlangan soha, A\B kvadratning uchlaridagi ver-
tikal shtrixlangan soha, AAB —chizmada vertikal va gorizontal shtrixlangan

soha, An B — chizmada giyalab shtrixlangan soha. O

1.1-chizma
1.5. [X\Y)\Z —X\ (Y UZ) tenglikni isbotlang.

Isbot. Berilgan to‘plamlarning tengligini tekshirish A ¢ B va B ¢ A
munosabatlarni ko'rsatish orgali amalga oshiriladi. Endi x € (X\Y) \Z ix-
tiyoriy element bo‘lsin. U holda x &X\Y, x*Z =$ xe X. x$Y, x$
Z=> x e X, x €(YuzZ) = re X\(YUZ). Demak, (X\Y)\Z C
X\ (Y UZ) munosabat o'rinli. Endi teskari muliosabatni ko'rsatamiz. y <
X\(y UZ) ixtiyoriy element bo-Isin. U holda y 6 X, y ~ Y UZ bo‘ladi.
Bu yerdan y G X. y ~ Y.y A Z ekanligini, bundan esa y 6 X\Y, y Z

10



natijada y £ (X\Y)\Z ekanligini olamiz. Demak, (X\Y)\Z D X\ (V Il 2)
munosabat o'rinli. Olingan bu ikki munosabatdan (X\Y) \Z = X\ (Y U2)
tenglik kelib chigadi. Cl

1.6. (X MOXi) x (YNYi)= (1 x¥) N(Xi X¥X) tenglikni isbotlang.

Isbot. Bu yerda ham 1.5-mis6ldagi ka.bi yol tutamiz. V(x,y) £ (XfbYX) x
(YNFi) =dx£ X NMXLyGYDY .Buyerdan X £ X, y &Y Ai e
Xi, y GYi (X,,y) G X'xYA (x,y) £ Xi x Yi ekanligini, bundan
esa (x,y) £ (X x Y) M[X\ x YX ni olamiz. Yani (X 11 Xi) x {Y N30)
C (X xY) N(Xi x ¥ munosabat o'rinli. Teskari munosabatni ko‘rsatish
uchun (x,y) £ (X x Y) i (X\ x Y\) dan orga.ga gqarab harakatlanish yetarli.
Shunday qilib, (A'TIXx) x (¥ MYx) = {X x ¥)[T(Xx x Yx) tenglik isbotlandi.
O

1.7. Ixtiyoriy {.4,i} to!plamlar ketma-ketligi uchun shunday {Bn} to'plam-
lar ketma-ketligini tuzingki.

a) BhC An, BjMnMBj=0, i®j, U Bn= U An bolsin:

=1

b) B,, D An, Bnmu DBn, U B,,= U An bolsin:
=1 n=1
+ = o
c) BnC An, Bn+lc Bn, ]ElB” ]ElA” bo'lsin.

Yechish. Berilgan {An} ketma-ketlik uchun {B,,} to'plamlar ketma-

ketligini quyidagicha tuza.miz.
B\ = 4x, B2= .42\4x,.... Bn=-4\ n AKk,....

Hosil gilingan {Bn} to'plamlar ketma-ketligi misolning a) bandidagi barcha
shartlarni ganoatlantiradi. Quyida biz b) va c) banddagi shartlarni ganoat-
latiruvchi {Bn} to‘plamla.r ketma-ketligini keltiramiz:

b) Bi = A\, B2=AiU.42,..., B, = kQIAK,...

)B1=Al B2=AIMA2.... B, = i Ak... O

1



\/2 sonini 0z ichiga olmasligini isbotlang. Demak,

[ I I L + /
. An—aZ2n 42/

Ishbot. \/2 soni irratsional bo;lganligidan, ixtiyoriy butun m, n Koulari
uchun |[m2-2n2/~0 bo’ladi. Binobarin jm2-2n2| > 1 teiigsinlikkti kulmniz.
Endi ixtiyoriy butun m e Z vanatural n e N sonlari uchun |/—( s/2\ > 4 g

n
tengsizlikni isbotlaymiz. Bu yerdan

mel neN
munosabat kelib chigadi. Agar m < 0 bodsa, u holda. ravshanki |— V2| >
1 n
\fl > 1,4 > tengsizlik o'rinli. Demak, m > 0 bo‘lgan hoi, yani n € N
uchun In— \12| > iﬁ-r tengsizlikni isbotlash kifoya. A%ar 'y > 2 bo‘lsa,

u holda tengsizlik yana o‘rinli bo'ladi. Shunday qilib, n. m € N va Tn—” <2

bodganda tengsizlikni isbotlash yetarli. U holda

1< |m2- 2n2j<=p» -i < -2l=0- - V2 (- +yl2) <
n- n n

n2

<(2 +V2) In——\/2| <4 |? —V2\.

Bundan esa, \~~~V2| > tengsizligi kelib chigadi. Shunday qilib, ixtiyoriy
m € Z va n GN uchun

V/-2 N Erp_ _____ 1 , r_TJ__ _l
n Anl n 4n2,
Shuni isbotlash talab gilingan edi. O

Uy vazifalari va mavzuni o'zlashtirish uchun masalalar

1.9-1.17-misollarda keltirilgan munosabatlarni isbotlang.

12



1,9. To’plamlar yig'indisi va kesishmasi assotsiativ.

(AuB)uC = A§ (BUC); (AnB)nC=An(BnC).
1.10. Kesishmaning to'ldiruvchisi to'ldiruvchilar yig'indisiga teng:

E\rHAO: B(E\Aa). Aac E. 1.4)

1.11. AAB = (AUB)\(A fI B).

1.12. AUB = (AAB) A (An B).

1.13. A\B = AA (AnB).

1.14. Agar Ad E. B < E bo’lsa. (E\A)A(E\B) = AAB tenglik o'rinli.
1.15. (AUB)A{C u D) C (AAC) U (BAD).

1.16. A va B to‘plamlar ucliun Ac B u (AAB) munosabat o‘rihli.

1.17. Agar Aj va A2 to'plamlar kesishmasa. ixtiyoriy Bi va B2 lar uchun
Bin Bo C (AtAB1) U (A2AB2) munosabat o‘rinli.

118-1.24-niisollarda berilgan A Aa B to'plamlar uchun Au B. A\i?.
AAB. ADB ko‘rinishdagi tolplanila.rni toping. 1.23-1.24-misollardaesa
AU B. A\B, AAB, AnB to‘plamlarni tekislikda tasvirlang.

1.18. A= [0, 1], B = (0, 1).

1.19. A= {2.4.6,....2n,...}, B={3;6:9,.... 3n,...}.
1.20. A= Q, B —M\Q—irratsional sonlar to‘plami.

1.21. A=[0 1J\Q, B=1[0, InQ.

1.22. A={1 £1 :sin4x=0}, B— i£i: cos2x = 0}.

1.23. A= {(t,y):0<x<1l 0<y<x}.
B={(xy):0<x<1l x<y<l}.

13



1.24. A - {O,y) : X2+ y2< 16}, S =] (x¥): h-- < 1j.
1.25-1.38-misollarda keltirilgau muuosabatlarni isbotlang.

125. X CY <X UY =Y <i=>XNY =X.

126. X cZ NY<wZ XUuUYc Z

127. ZCX A ZcY d=hZ C X MNY.

1.28. X\Y =X\ (X 1Y) = (XUY)\Y.

1.29. X\ (Y\Z)= (X\Y) u(XMN2Z).

1.30. (X\Y) M(Z\U) — (X NZ)\ (Y UU).

1.31. X N(Y\Z) = (XD Y)\ (X NZ).

1.32. {X\Z)n(Y\Z) = (XnY)\Z.

1.33. {XUY)\Z = (X\Z) U(Y\Z).

1.34. XY =0«=> X ¢ CY «=» Y C CX.
1.35. X CY <=>CY C CX. 1.37. X 40X =%.

1.36. XAY = Y AX 1.38. XA® = X.

1.39. Shunday X ¢ Z va Y Cc Z to‘plamlar topingki. X x Y / ) x X
bollsin. X x Y = Y x X tenglikdan X =Y kelib chigadimi?

1.40. X = {1,3.5}, Y = {2,4} to'plamlar uchun X x Y. Y - X u/pbwiiar
elementlarini yozib chiging. X x¥Y —Y x X teuglik

1.41-1.43-misollarda keltirilgau munosabatlami isbotlang.
1.41. X x (YUZ) = (X xY) U(X x Z).
142, {X xY)U{Xi xYi) C(XUXr) x(¥u Y\).
1.43. (X x Y) N(Xix Y) = (X 0Xj) x Y.

14



1.44.

1.45.

1.46.

1.47.

1.48.

1.49.

X xY)UXi x Yi)= (X UwW) x (Y UYi) tenglik to'grimi?

Ushbu A UB = AA (B\A) tenglikni isbotlang. Demak, : U” amalni
"A"va "\" amalla.r orgali ifodalash mumkin. Shunga o‘xshash:

a) ”U” amalni "A* va ” Or” amallar orqali;

b) ” Pi” amalni "A” va ™'U” amallar bilan;

c) 7 fl” amalni "A” va ”\” amallar orgali ifodalang.

Umuman, "U”. ”n 7, “A” amallardan ixtiyoriy birini:

d) golgan uchtasi;

e) gandaydir ikkitasi orgali ifodalash mumkinmi?

{.4n} to‘plamlar ketma-ketligi uchun quyidagi belgilashlarni

DC [e]03 DO DC
A*= n U Am, 4= U n Am

71=1 MW= T n=1m-n

kiritamiz. U holda 1n Anc A*c A* ¢ HLJ An munosabatlarni isbot-

71=1

king.

Agar Ai C A% C e bo'lsa, {-4,} to‘plamlar ketma-ketligi o’‘suv-
chi, aksincha, A\ D Ad D me bo'lganda {An} kamayuvchi deyiladi.
0 ‘suvchi to'plamlar ketma-ketligi uchun

4, = A= U An,

27.=1

ham'da kamayuvchi to'plarxilar ketma-ketligi uchun

A*—A' = n An

71=i

tengliklarni isbotlang.

A, = Tn—:k <eZJ1 — maxraji n € N bo'lgan barcha ratsional sonlar

to'plami bo'lsa, A* = Z, A* = Q tengliklarni isbotlang.

Agar A = B. A$nri — C, A2 = D,n s N bo'lsa, A, va A*
to'plamlarni B. C, D to'plamlar orqali ifodalang.

15



0 h) - i*, n e N topliiunlaie ucl
i4fifl c & J
l[lin : nlé = A, n—1/nl

& D o Do
K 1;1{_31 k,:1#1A"“' LAY R

t.o'plamlarni toping.

CO 0G
1.51. Ushbu |J p] Akn C fI tOJAkn munosabat ixtiyoriy {A”*}, k,n GN
k=17=1 11=1 R—1
to:plamlar uchun to‘g‘ri. Isbotlang.

152, fi = {x: x= (X]j, X2, ... X,,, ...)} barcha ketma-ketliklar to!plami,
0, ={x: x= (xi, x£...,xn,0,0....)} esan + 1—hadidan boshlab 0
dan iborat ketma-ketliklar t.o‘plami bo'lsin. U holda. fi :/:,;l_._jlft,, ekan-
ligini tusliuntiring.

1.53. = <X 1x = (xi, X2, ...). 77Iln’gsx —0 J\ — 0 ga yaginlashuvchi bar-
cha ketma-ketliklardan iborat to'plam va p £ N uchun

P=1 x: x=(xj,x2;...), » jX\p< +o0 |
ya’ni modulining p—darajalaiidan tuzilgan gator yaginlashuvchi bo‘lgan
barcha ketma-ketliklar to‘plami bollsin. U holda
oc oc
c0D pl:Jitp va c0 UI fv
bollishini isbotlang.
1.54. Ratsional sonlar tolplami Q = {rjj, .... nn,...} biror usulda nomer-

langan bo‘lsin. Ixtiyoriy ¢ > 0 uchun
N -
anjl(”” EI: nn + e)

tenglikni isbotlang.
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2-S. Akslantirishlar

Funksiya tushunchasini umumlashtirish. Ma’lumki, matematik anal-
izda funksiya tushunchasi quyidagicha ta'riflanadi: X sonla.r o'gidagi biror
tOplam bo'lsin. Agar har hir x G X songa / qoida bo'yicha aniq bir
y = f(x) soil mos qo'yilgan bo'lsa. u holda. X to‘plamda / funksiya aniglan-
gan deyiladi. Bunda X to'plam / funksiyaning aniglanish sohasi deyila-
di, bu funksiya gabul giladigan barcha, giymatlardan tashkil bo!lgan E(f)
tcrpiam / funksiyaning giymatlar sohasi deyiladi, ya'pi

E{f) = {ir.y = f{x), x e x}.

Agar sonli to‘plamlar o‘rnida ixtiyoriy to‘plamlar garalsa. u holda funksiya
tushunchasining umumlashmasi, ya’ni akslantirish ta'rifiga kelamiz. Bizga ix-
tiyoriy X va Y to‘plamlar berilgan bo‘lsin. Agar har bir x € X elementga
biror / qoida bo‘yicha Y to'plamdan yagona y element mos gb‘yilsa, u
holda X tolplamda aniglangan Y to'plamdan giymatlar gabul giluvchi /
akslantirish berilgan deyiladi. Bundan keyin funksiya termini o‘rniga akslan-
tirish atamasini ishlatamiz. Agar Y — K yoki Y = C bo'lsa / ga X da
aniglangan haqiqiy yoki kompieks giymatli funksiya deyiladi.

X to:plamda aniglangan va Y to‘plamdan giymatlar gabul giluvchi /
akslantirish uchun f : X —Y belgilashdan foydalaniladi. Endi / : X —Y
akslantirish uchun quyidagi tushunchalarni keltiramiz.

Har bir a 6 X uchun unga mos go‘yilgan b = f(@) € Y element
a elementning / akslantirishdagi tasviri yoki aksi deyiladi. Umuman,- X
to'plamning biror A gismi berilgan bo'lsa, A to'plam barcha elementlar-
ining Y dagi tasvirlaridan iborat bo'lgan to'plam A to'plamaing / ak-
slantirishdagi tasviri yoki aksi deyiladi va f(A) bilan belgilanadi. Endi b £
Y ixtiyoriy element bo'lsin. A" to'plamning b ga. akslanuvchi barcha ele-
mentlaridan iborat gismi b elementning / akslantirishdagi asli deyiladi va u
f~1{b) = {x £ X : f(x) = b} bilan belgilanadi. 0 ‘znavbatida har bir B CY
to'plam uchun X ning B ga akslanuvchi (oHuvchi) gismi B to'plamning /
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akslantirishdagi asli deyiladi va f~${B) —{x e X :f(x) € B} shaklda bel-
gilanadi. Agar barcha b £ B elemeritlar uchun ularning f~L(b) aslilari bo‘sh
bo:lsa, u holda B to!plamning asli ham bo‘sh to*plam bo‘ladi. Umuman olgan-
da, Y to'plam sifatida / akslantirishning giymatlar sohasini o‘zida saglovchi
to‘plam garaladi. Aniglanish sohasi X bo‘lgan / : X —Y akslantirishda
f(X) = Y tenglik bajarilsa, / akslantirish X to‘plamni Y to‘plamning
ustiga yoki syuryektiv akslantirish deyiladi. Umuiniy holda. yani f(X) ¢ Y
bolsa, uholda / akslantirish X to'plamni Y to‘plamning ichiga akslantira-
di deyiladi. Agar / : X — Y akslantirishda X dan olingan har xil x\ va x%
elementlarga har xil y\ = f{x.i) va o= f(x2) tasvirlar_mos kelsa, u holda
f inyektiv akslantirish yoki inyeksiya deyiladi. Bir vagtda ham syuryektiv
ham inyektiv bo'lgan f XI -* Y akslantirishga biyektiv akslantirish yoki

Endi f :X —Y akslantirishga misollar keltiramiz.

2.1-2.3 misollarda keltirilgan akslantirishlarning giynjatlar sohalarini toping.
2.1. | :R—R. f{x) =x2

Yechish. / : K —» R, f(x) = x2 akslantirishning giymatlar sohasi
E(f) = [0,0oc) dan iborat. Chunki barcha x e M lar uchun x1 > 0 va
ixtiyoriy y € [0,00) uchun f{y/y) =y tenglik o‘rinli. O

2.2. g:R —»R. g(x) = [a]. Bu verda [a] belgi x sonining butun gismi.

Yechish. g :R —R, ¢(ir) = [4] akslantirish uchun ixtiyoriy x €K da
g(x) € Z,yani E{g) C Z. Ikkihciiidan ixtiyoriy n € Z uchun g(n) —n,
ya’ni Z ¢ E{g). Bulardan E(g) = Z ekanligini olamiz. Ol

2.3. Dirixle funksiyasi S : R —R;

(2.1)
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Y echish. Dirixle funksiyasi S>:R —R ning giymatlar solmsi, ;in<1§1-ilii
ga ko‘ra E(D) = {0,1} ikki nuqgtali to'plamdan iborat.

2.4. 2.1-misoldagi / akslantirishda A= [0, 3) to!plamning aksi (tasviri) va
B = (1, 4) to'plamning asliui toping.

Yechish. f(x) = x2 akslantirish R+ = [0. 00) da o‘suvchi va uzluk-
siz funksiya bo‘lganligi uchun /([0. 3)) = [0. 9) bo'ladi. Endi B = (1, 4)
tolplamning / akslantirishdagi aslini topamiz. {i£1:12£ (1. 4} vyoki
1 < x2 < 4 qo‘sh tengsizlikni ganoatlantiruvchi hagigiy sonlar to‘pmmi
f~1(B) ga teng. Bu tengsizlikniug yechimi (—2, —1) U (1, 2)' tolplamdan
iborat. Demak, /"™ 1(/3) = (—2, —1) U (1, 2) ekan. |

2.5. 2.3-misoldagi D akslantirishda A = M\Q to'plamning aksi va B —
(1. oo) to'plattining aslini toping.

Yechish. D akslantirish R\Q to‘pla.mning barcha elementlariga nolni mos
go‘yadi, shuning uchun S)(R\Q) = {0}. Dirixle funksiyasining. 1 dan katta
giymatlari mavjud emas. Demak. T) (B) =0. |

26. / :R —»®. f(x) = ax 4-b, a/ 0 akslantirish biveksiya ekanligini
isbotlang.

Isbot. Chizigli / :R —R akslantirishning biyeksiya ekanligini ko'rsatish
uchun ixtiyoriy ¢ € R da ax+b = ¢ tenglamaning yagona yechimga ega ekan-
ligini ko'rsatish yetarli. Yechimning mavjudligi / : R —R, akslantirishning
syuryektivligini. yechimning yagonaligi esa uning inyektivligini ta’minlaydi.
Bu tenglamaning yechimi yagona bo‘lib, u x = £ dan iborat. O

2.7. Agar /| :X —>Y biyektiv akslantirish bolisa; u holda ixtiyoriy A C X
uchun / :A—B (B = f(A)) ham biyeksiya boMishini isbotlang.

Isbot. f(A) = B ekanligidan uning syuryektiv akslantirish ekanligi kelib
ehigadi, iliyektivligi esa / : X —Y ning inyektivligidan kelib chigadi. O



2.8. Ikki to'plam birlashmasining aksi uiar tasvirlarining birlashmasiga teng.
ya’ni quyidagi tenglikni isbotlang

f{AuB) = f(A)UF{B). (2.2)

Isbot. Agar y 6 f(A UB) ixtiyoriy element bollsa, u holda y = f(x)
bo'lib, x element A va B to'plamlardan agalli biriga tegishli bo'ladi. Shun-
day ekan. y e f(A) u f(B). Bu yerdan f(A UB) C f(A) u f(B). Endi
teskari munosabatni ko‘rsata.miz. Faraz gilaylik. y € f{A) U f{B) ixtiyoriy
element bo'lsin. U holda. y = f(x) bo‘lib, x element A va B to'plamlardan
aqalli biriga tegishli bo‘ladi, ya’ni x € AUB. Bundan, y = f(x) € f(AuB)
va demak, f{A) Uf(B)c f(AuB). Bu munosabatlardan (2.2) tenglik kelib
chigadi. O

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar
2.9-2.11-misollardagi akslantirishlarning giymatlar sohasini toping.

2.9. Riman funksiyasi IR : K —»R,

| — agarx=—. meZ. neN

SK(2)=<{ v n' 2.3)
0. agar x £ K\Q.

Bu formulada?—---qisqarmas kasr.

2.10. Ortogonal proyeksiyalash funksiyasi P : K2—M. P(x, y) = x.

2.11. Sferik simmetrik akslantirish
S :K3—R, S(xi,.rZx3) = x\ + x\ + x\.

2.12. 2.2-misoldagi g akslantirishda A = [0, 3) to‘plamriing aksi va B =
(1, 4) to'plamning aslini toping.

2.13. 2.9-misoldagi (R akslantirishda A — R\Q to'plamning tasviri va B =
(1, oo) to:plamning aslini toping.
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2.14.

2.15.

2.16.

2.17.

2.18.

2.19.

2.20.

2.21.

2.22.

2.23.

2.24.

Syuryektiv (inyektiv) funksiyalar yig'indisi vaayirmasi syuryektiv (inyok-
tiv) bo‘lishi ham, bo’lmasligi ham muirikin. Bu hollarga misollar keltiriug.

Biyektiv funksiyalar yig'indisi va ayirmasi biyektiv bo'lishi ham, bé'Imasli-
gi ham mumkin. Bu hollarga misollar keltiring.

Agar / inyektiv funksiya bo'lsa, u holda ixtiyoriy nolftias a £ R son
uchun af ham inyektiv funksiya bo'ladi. Isbotlang.

Agar / inyektiv funksiya bo'lsa, u holda ixtiyoriy a £ R son uchun

a + f ham inyektiv funksiya bo'ladi. Isbotlang.

Agar / : R — R syuryektiv funksiya bo'lsa, u holda ixtiyoriy nolrnas
a £ R son uchun af ham syuryektiv funksiya bo'ladi. Isbotlang.

Agar / : R —R syuryektiv funksiya bo'lsa, u holda ixtiyoriy a £ R
son uchun a + f ham syuryektiv funksiya bo'lacli. Isbotlang.

Agar / biyektiv funksiya bo‘lsa, u holda 0 £ R vanolnms a £ R sonlar
uchun af + B ham biyektiv funksiya bo'lacli. Isbotlang.’

Agar f(x) = kx + 1 k > 0 funksiya uchun f(a) = ¢, f(b) —d bo'lsa,
u holda / : [a, bl —[c, d] chizigli funksiya biyeksiya bo'ladi. Ishotlang.

Ikki to'plam birlashmasining asli ular aslilarining birlashmasiga teng,
ya’ni quyidagi tenglikni isbotlang

rYAuB) =r i(A)ur\B).

Ikki to'plam kesishmasining asli ular aslilarining kesishmasiga teng, ya’ni
quyidagi tenglikni isbotlang

r\AnB) =f71» f ~ 1B):

Quyidagi tengliklarni isbotlang:
/ 1fu Aa}zuf-\Aa)', f-[(nAagznr\A a).
\a a \ta a

21



2.25.

2.26.

2.27.

2.28.

2.29.

2.30.

2.31.

2.32.

2.33.

(2.3) tenglikni ixtiyoriy (chekli voki cheksiz) sondagi to‘plamlar uchun
crrinli ekanligini. ya'ni J (%Au = U/(A,,) tenglikni isbotlang.

Umuman olganda, ikkita to‘plam kesishmalarining aksi ular aksilarining
kesishmasiga teng eraas. Bunga, misol keltiring.

2.5-misoldakeltirilgan ortogonal pro.yeksiyalash akslantirishi P(x, y) = x
va A = {(Xy) 0<,$,< 1, V= 0}; B = {{X’y) :0< X < 1, y = 1}
to!plamlar berilgan. P {AD B) = P (A) HP (B) tenglik to'grimi?

/ (AfIB) ¢ / (/1) fl f (B) munosabatni isbotlang.

Biror X toiplamva. A ¢ X qismto‘plam berilgan bo'lsin. X to‘plamda
aniglangan

(2.4)
funksiyaf!A- to'plamning xarakteristik funksiyasi yoki indikatori deyi-

ladi. .X\A; A UB: A n B\ A\B: AAB to'plamlarning xarakteristik

funksiyalarini xa (x) va xb (*) funksiyalar orgali ifodalang.
Quyidagi ikki tenglikni isbotlang.
Xu@,, ix) = SléDXAa(X) ; 00 = inf (x) m

/ (x) = x2 ba'lsin. U holda:

a) / :R —R akslantirish syuryektiv ham, inyektiv ham ernas:

b) / :R —»R+ akslantirish syuryektiv. ammo inyektiv emas:

c) / : M+t —» R+ akslantirish ham syuryektiv, ham inyektiv ekanligini
isbotlang.

Agar / : A—B va g :B —A inyektiv akslantirishlar mavjud bo‘lsa.
(p: A —B biyeksiya. mavjudligini isbotlang.

Agar / : A B va g : B —A syuryektiv akslantirishlar mavjud

bollsa. A ni B ga biyektiv akslantirish mavjudrni?
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2.34.

2.35.

2.36.

2.37.

2.38.

2.39.

2.40.

2.41.

| : R2 —+fii. akslantirish / ((x,y)) = tenglik bilan ariiglangan. A
{(0.y) :y 6 R} va B — {(1. y) :y GR} to:plamlar uchun / (/I n Li)
va f (A) C\f (B) to‘plamlami toping. Berilgan / :R2—R akslantirish
uchun f (An B) - f (4)n/ (B) tenglik to‘g;rimi?

Ixtiyoriy / : X -> Y akslantirish va A, B ¢ X to‘plamlar uchun
A ¢ B bo‘lsa, f (A) ¢ f (B) munosabatni ishotlang.

/ X —Y akslantirish uchun quyidagi jumlalar teng kuchli ekanligini
isbotlang:

a) / — inyektiv;

b) ixtiyoriy A, B ¢ X uchun f (An B) =f (A)n/ (B);

c) barcha B ¢ A to:plamlar uchun / (A\B) =f (4)\f (B) ;

d) ixtiyoriy A C X uchun / _1(/ (4)) = A .

f : X —Y akslantirish va A, B C Y terplamlar uchun

a) /(/-1(.4))=.4n/(X)!

b) A D B bolganda / _1(/4\B) = f~1(A)\f~1(B) tengliklarni ishot-

lang.

j mX —[56. 10], f(x) = £2+1 funksiyaberilgan. / ustiga (syuryektiv)

akslantirish bo:ladigan maksimal X fcvplamni toping.

/ R —=R. f(x) —0,5m[@] funksiya berilgan. Agar A = [0, 8],
B = (2, 3) bo;lsa, /(*4) va /-1(B) to:plamlarni toping.

[ X —y R+, f(x) —x2+ 1 funksiya berilgan. X tb!plani ganday

tanlansa, / inyektiv akslantirish bo'ladi?

M(x. y) nugta (0. 1) x (0, 1) kvadratmng ixtiyoriy nugtasi bolsin.
Uning abssissasi x va ordinatasi y larni cheksiz davriy o‘nli kasr ko‘rini-
sliida x = 0,nin2@... vay = 0,mim2m3... tasvirlaymiz. Quyidagi
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f (O 1) % 1) —(O 1) akslaritirishni
f(M(0.MNIN213.... Q2lr 2r3...)) = P(0, nXTXWT"N3T3...)
aniglaymiz. Bu akslantirish syuryektiv bo‘la,dimi? Biyektivchi?

2.42. | :[0. ] —[-1. 1], f(x) —cosx.
g : [Om] -> [0, 1], g{x) = sinz.
bu0 wm[T!]; N-T) =
®©’:[0. 3] =[O 10]! ~LWX) = .t24-1. akslantirishlar ichidan inyektiv.
syuryektiv va biyektivlarini ajrating.

3-§. To‘plamlar quvvati

To‘plamlarni sinflarga ajratish. Ekvivalentlik munosabatlari.

Kolpgina masalalarda. berilgan to'plam elementlarini ba’zi belgilariga. garab
o'zarp kesishmaydigan gism to'plamléarga ajratiladi. Méasalan, fazoni markazi
koordinata boshida va. radiusi r bodgan har xil sferalarga ajratish mumkin
va bu sferalar olzaro kesishmaydi. Bir shahar aholisini bir yilda tug‘ilganlik
belgisiga ko;ra gism t.o;pla.mlarga ajratish mumkin. Bunday misollarning har
biri to!plamni o‘zaro kesishmaydigan sinflarga ajratish deyiladi.

To‘plamlarni o‘zaro kesishmaydigan sinflarga ajratish belgilari har xil bo:li-
shi mumkin. Ammo bu belgilar ixt-iyoriy emas. Masalan. tekislikda ikki a va
b nugtalar orasidagi masofa 1 dan kichik bollsa. ularni bitta sinfga kiritsak.
bu belgi tekislikni o‘zaro kesishmaydigan sinflarga ajratmaydi, chunki a va
b nugtalar orasidagi masofa 1 dan kichik. b va ¢ nuqtalar orasidagi masofa
ham 1dan kichik bo‘lib, a va ¢ nugtalar orasidagi masofa 1 dan katta bo'lishi
mumkin. Bundan kol'rinadiki, a va b nuqtalar bir sinfda, b va ¢ ham bir
sinfda. U holda bir sinfga orasidagi masofa 1 dan katta bollgan a va ¢ nug-
talar tegishli bo‘l.adi. Hosil gilingan xulosa sinflarning tashkil gilinishiga. zid.
ya’ni tekislik bu belgi yordamida o'zaro kesishmaydigan sinflarga ajralmaydi.

Endi to‘plam elementlari ganday shartlarni ganoatlantiruvchi belgilar yor-
damida o‘zaro kesishmaydigan sinflarga ajralishini garab chigamiz.
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3.1-ta’rif. X x X to'plamning ixtiyoriy R qism tdplarhi rnunosabat dey-
iladi, yarn (a.b) e R bo‘lsa. a element b element bilan R. munosabatda
deyiladi va a S b shaklda belgilanadi.

3.2-ta’rif. Agar R rnunosabat quyidagi shartlarni ganoatlantirsa, unga
ekvivalentlik munosabati deyiladi:

1 Ixtiyoriy a € X element uchun a ~ a (refleksivlik);

2. Agar aE b bofisa. u holda b; a (simmetriklik):

3. Agar aE b va bE'C bo‘sa, u holda aE ¢ (tranzitivlik). .

Ekvivalent to‘plamlar. Chekli va cheksiz to‘plamlar. Chekli dona el-
ementdan iborat to'plamga cfi&Kkli to-plam, deyiladi, aks holda to'plam cheksiz
deyiladi. Cheksiz to‘plamlar iehida. eng soddasi sanogli to'pldm deb ataluvchi-
laridir.

3.3-ta’rif. Agar M toplant bilan natural sonlar to'plami o rtasid.a biyek-
tiv moslik o'rnatish murnkin bolsa, M ga sanogli toplant deyiladi.

Boshgacha aytganda, agar M to'plam elementlarini natural sénlar vosi-
tasida a\, ajj,.... an... . cheksiz ketma-ketlik ko'rinishida nomerlab chigish
mumkin bo'lsa, M ga sanogli to'plam deyiladi. Chekli yoki sanogli't.o'plamlar-
ni ifodalashda biz {} qgavsdan foydalanamiz. Masalan. 1 2. 3. 4 sonlardan
iborat to'plamni {1,2.3.4} shaklda yozamiz.

3.4-ta’rif. Sanogli bo‘lmagdn cheksiz to'plam sanogsiz to'plam deyiladi.

3.5-ta’rif. Agar A va B toplamlar o'rtasidd biyektiv moslik 'o'rnatish
mumkin bo‘lsa. u holda idaf ekvivalent to plarnlar deyiladi va A ~ B shaklda
belgilanadi.

Endi sanogli to'plam tushunchasini boshgacha ta'riflash mumkin: agar to'p-
lam natural sonlar to‘plamiga ekvivalent bo‘lsa. u sanogli to'plam deyiladi.

3.6-ta’rif. (i, |j kesma va unga ekvivalent bo'lgan toplarnlar kéntinuum
quvvatli to'plamlar deyiladi.

3.1-teorema. [0; 1] kesmadagi haqigiy sonlar to'ptami sanogsizdir.

Kantor-Bernshteyn teoremasi yordamida to plamlarning ekvivalentligi oson

tekshiriladi. Bu teoremarii quyidagicha bayon gilish mumkin.



3.2-teorema (Kantor-Bernshteyn). Agar A toplam B toplanming Bi
gismiga, B toplam esa A toplamning Ai qisrriiga ekvivalent boisa, u holda
A va B toplamlar ekvivalentdir.

To‘plamlar quvvati. Agar ikkita chekli to‘plam ekvivalent bo‘lsa. ularn-
ing elementlari soni teng bo‘ladi. Agar A va B to‘plamlar ekvivalent bo‘lsa, u
holda ular bir xil quvvatga ega deyiladi. Shunday qilib; quvvat ixtiyoriy ikki ek-
vivalent to'plamlar uchun umumiylik xususiyatidir. A to‘plamning quvvati A
bilan belgilanadi. Agar A va B to!plamlar bir xil quvvatga ega bo‘lsa. u holda
biz A = B shaklda yozamiz. Agar .4 va B tp‘plamlar ekvivalent bo‘Imasa va
A to'plam B to‘plamning biror gismiga ekvivalent bo‘lsa, u holda B to‘plam
A to'plamdan quwvatlirog deyiladi va 4 < B shaklda yoziladi. Agar A chekli
to'plam bo;lib, uning elementlari soni n ga teng bo:lsa, u holda A = n shakl-
da yoziladi. Natural sonlax to‘planii va unga ekvivalent tolplam quvvati uchun
No (“alefnol" deb o:qgiladi) belgidan foydalaniladi. [0. 1] kesma va unga ekvi-
valent to!plamlar "kontinuum quvvat." li tolplamlar deyiladi. Bu quvvat uchun
¢ simvol ishlatiladi, ya’ni A ~ [0. 1] bo‘lsa. u holda A = c shaklda yoziladi.
Agar B to:plamning biror B\ xos cjism to'plami kontinuum quvvatli bo'lib,
B > B\ bo;lsa, u holda B giperkontinuum. quvvatli to plam deyiladi.

Agar A va B to'plamlar chekli to:plamlar bo:lib, n va m mos ravishda
bu to‘plamlar elementlarining soni bo'lsa, A to‘plamni B to‘plamga barcha
akslantitishlar soni mn ga tengdir. Bunga ko;ra ixtiypriy quvvatlarni da.ra.jaga
kottarishni quyidagicha ta’riflash mumkin: A va B to:pla.mlar quvvati mos
ravishda a va j3 bollsin. U holda ,4 to'plamni B to‘plamga barcha aks
ettirishlar to!plami B A ning quvvati 6 ning q darajasi deyiladi va 3 kabi
belgilanadi.

3.3-teorema. 2K = c.

3.4-teorema. Bo'sh bo'imagan A toplam quvvati a bo‘lsa. u holda A
ning barcha gism toplamlgridan tuzilgan toplam quvvati 2", shu A toplam
quvvatidan katta. yahi 2* > a.

3.1. Bizga / : X — Y akslantirish berilgan bodsin. Agar a,b 6 A" ele-
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mentlar uchun /(a) = f(b) bo‘lsa, ularni {p munosabatda deymiz. Bu

munosabatning ekvivalentlik muuosabati bolishini isbotlang.

Isbot. Ixtiyoriy a G X uchun /(o) = /(a) tenglik o‘rinli, yani a~ a
(refleksiv) munosabat p'rinli. /(a) = /(b) tenglikdan /(b) = /(a) tenglik
kelib chigadi, bundan < munosabatning simmetriklik xossasi kelib chigadi.
Agar f(a) = f(b) va /(&) —/(c) bolsa, u holda /(a) = /(c) bolladi. Bu
esa <p munosabatning tranzitivlik xossasini isbotlaydi. Demak. q@ munosabat
ekvivalentlik munosabati bo'ladi. O
3.2. Z — butun sonlar to!plami sanogli. Isbotlang.

Isbot. Butun sonlax to'plami Z va natural sonlar tolplami N olrtasida
biyektiv moslikni quyidagicha o‘matish mumkin:

iz SN (n) = I 2n+ 1 aocar n>0
I —2n. agar n <0.
/ ning biyektiv akslantirish ekanligi oson tekshiriladi. Demak, butun sonlar

to‘plami sanoqli ekan. O

3.3. Ixtiyoriy ikkita [a, B va [c d] kesmalardagi nuqtalar to'plamlaxi ekvi-
valentligini isbotlang. Bu yerda a < b, ¢ <d deb faraz gilinadi.

Ishbot. Bu to‘plamlax o'rtasida biyektiv moslikni
d—c,
‘b= d, <) —-——0k—a) +c
a

orgali o'rnatish mumkin. ip(@) = c, ip(b) = d ekanligini hisobga olsak, <
ning biyektiv akslantirish ekanligi 2.21-misoldan kelib chigadi. |

3.4. [0, 1] kesma.va. (0, 1) interval ekvivaient ekanligini isbotlang.

Isbot. Buto'plamlaxni ekvivaient ekanligini ko‘rsatishda Kantor-Bernshteyn
teoremasidan foydalanamiz. A = [0, 1], A\ = (0, 1), B = (0, 1) va B\ =
[1/4, 1/2] desak. u holda 3.3-misolgako!ra A ~ Bi bo'ladi. A\ —B bo'lganligi
uchun I : A\ -* B,'Ix = x akslantirish biyeksiva bo'ladi, ya’ni B ~ Ai.
Kantor-Bernshteyn teoremasiga ko‘ra A ~ B . O
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3.5. Kantor to'plamini kontinuum quwatli ekanligini isbotléng.

Isbot. Dastlab Kantor to‘plami qurilishini bayon gilamiz. E = [0: ]
bo‘lsin. Undan Ki = (3-1,2 «3_1) intervalni chigarib tashldymiz, golgan
yopiqg to'plamni F\ bilan belgilaymiz. Keyin Fi dan K2\ = (9~12 +9 1) va
A2 = (7-9_1,8-9-1) intervallarni chigarib tasHlaymiz, ularning birlashmasini

K2 orqali, golgan yopiqg to'plamni, ya’ni

1
Fil\k2= 0, * fstU 2; U 0 1
to’plamni B> bilan (3.1-chizma) belgilaymiz. Bu to‘rtta kesmaning har biri
teng 3 gismga bo'linib, o’rtadagi uzunligi 33 ga teng bo;lgan interval chigarib
tashlanadi. Chiqgarib tashlangan
X7_ 8\ | /19 20\1 1/25 26

27" 27)M> \27' 27 ~ V27 27) U V27: 27
tojplamni Ks bilan F2K 3 ni esa F3 bilan (3.1-chizma) belgilaymiz. Bu
jarayomii cheksiz davom ettirib, yopiq to‘plamlarning kamayuvchi Fn ketma-
ketligini hosil gilamiz. Agar

oc

K- f|F,

n=i
deb belgilasak. K yopiq to‘plam bo;ladi. U [0. 1] kesmadan sanoqli sonda-
gi K-.A>........ K. intervallarni chiqgarib tashlash natijasida hosil bo;ladi.
Hosil bo‘lgan K to:plam Kantor to plarni deyiladi.

1/3 2/3
1/9 2/9 1/3 2/3 7/9 8/9
A1
1-1.2.1 2—1 2 19 20 7 25 26 1
27 27 9 927 27 3 327 27 9 27 27
3.1-chizma
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Encii K to‘plamning tuzilishini (strukturasini) oTganamiz. Ravshanki, [0. I]
kesmadan chigarib tashlangan intervallarning oxirlari boUgan

O lhs by 2

nugtalar K gategishli bo‘ladi. Birog K to‘plam fagat- shu nuqgtalardan iborat
ernas. [0, 1] kesmadagi K ga tegishli bolgan nuqta.larni quyidagicha xarak-
terlash mumkiii. Buning uchun [0, 1] kesmadagi har bir x ni uchlik sistemada

yozamiz:
oi . oz an
X-N +V +$ +-——-+VAr---

bu yerda an sonlar 0, 1 va 2 ragarnlarclan birini gabul gilishr mumkin. O ‘nli
kasrlar holidagidek bu yerda ham ba’zi sonlarni ikki xil ko'rinishda yozish
mumkin. Masalan,

Endi K to‘plamga tegishli sonlarning uchlik sistemadagi yoyilmasi hagida

fikr yuritamiz. Ravshanki. 1 — —1 intervaldagi sonlarning uchlik sistemadagi

yoyilmasida ai son albatta 1 ga teng bo‘ladi, N va A inter-
vallarga tegishli sonlarning uchlik sistemadagi yoyilmasida a2 son albatta 1

ga teng bo'ladi. Xuddi shunga o'xshash {LE\ (7 ST /19 20

a §27. 77 /| intervallarga tegishli sonlar uchun ularning uchlik sistemada-
gi yoyilmalarida aj, son albatta 1 ga teng bo;ladi va hokazo. Shunday qilib,
ixtiyoriy x e [0. I]JRT son uchun uning uchlik sistemadagi yoyilmasida gat-
nashuvchi aj, a2,.... a,,,... sonlarning karnida bittasi 1 ga teng. Aytilgan mu-
lohazalardan quyidagi xulosa kelib chigadi: K to‘plamga kamida bir usul bi-
lan uchlik kasr ko‘rinisliida. tasvirlanuvchi shunday x G [0, 1] sonlar kiradiki,
ularga mos ai, a2.... an,... ketma-ketlikda 1 ragami biror marta ham uchra-

maydi. Shunday qilib, har bir x € K uchun

ai, a2,,,.a,,.,., (3.2)
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ketma-ketlikni mos golyish mumkin, bu yerda an ragarn O yoki 2 ni gabul
giladi. Bunday ketma-ketliklar to!plami kbntinuum quvvatli t,o'plamni tashkil
giladi. Bunga ishonch hosil gilish uchun hair bir (3.2) ketma-ketlikka

bi- Dy Byy (3.3)

ketma-ketlikni shunday mos qo‘yamizki, agar an = O bo'lsa, bn = O bo‘ladi,
agar a, = 2 bo'lsa, bn = 1 bodadi. Har bir (3.3) ketma-ketlikni, [0. 1]
kesmadagi biror x sonning ikkilik kasr yozuvi deb garash mumkin. Shunday
gilib. K tolplamni [0, 1] ga biyektiv akslantirishni olamiz. Bu yerdan K

ning kontinuum quvvatli to‘plam ekanligi kelib chigadi. O
Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

3.6. M to‘plamda kiritilgan ip munosabat M ni oizaro kesishmaydigan
sinflarga ajratishi uchun uning ekvivalentlik munosabati bolishi zarur va

yctarli. Isbotlang.

3.7. Harganday f :X -* Y akslantirish yordamida, X ni o‘zaro kesishmay-

digan sinflarga. ajratish mumkinligini isbotlang.

3.8. 3.7-misoldan foydalanib, ortogonal proyeksiyalash akslantirishi
P : K2 —=K, P{x,y) = x yordamida R2 ni o‘zaro kesishmaydigan
sinflarga ajrating.

3.9. Sferik simmetrik akslantirish S : R3-¢ R+, S{x\, X2 x$) —x\ +x\ +x\

yordamida R3 fazoni o‘zaro kesishmaydigan sinflarga ajrating.

3.10. Agar x va y hagiqgiy sonlarning ayirmasi butun son bo'lsa, ularni ip
munosabatda. deymiz. Bu munosabat ekvivalentlik munosabati bo‘lishini
isbotlang.

3.11. Butun gismlari bir xil haqgigiy sonlarni bir sinfga. to'plash yo‘li bilan
hagiqiy soltar to ‘pla,mini sinflarga ajratamiz. Bu sinflarga ajratishga mos
keluvchi akslantirishni quring.
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3.12. Agar a va i3 kompleks sonlaming mavhum gismlari teng bo‘lsa, ularni

ip munosabatda deymiz. Bu munosabat ekvivalentlik munosabati bo‘ladimi?
Endi sanogli va sanogsiz to‘plainlarga misollar keltiramiz.

3.13. Barcha juft natural sonlar to‘plami va natural soniar to'pla.mi o‘rtasida
biyektiv rnoslik o;rnating.

3.14. Ratsional sonlar tcrplamining sanogli ekanligini isbotlang.

3.15. Sanogli to'plamning ixtiyoriy gism to'plami chekli voki sanoglidir. Isbot-
lang.

3.16. Chekli yoki sanoglita sanogli to‘plamlar birlashinasi yana sanogli to!p-

larndir. Isbotlang,

3.17. Chekli. sondagi sanogli to‘plamlarning Dekart ko‘paytmasi sanogli to‘p-
lamdir. Isbotlang.

3.18. Har ganday cheksiz to‘plam sanoqgli gism to'plamga ega.
3.19. R va (0, 1) interval ekvivalent to:plamlar ekanligini isbotlang.

3.20. Ixtiyoriy cheksiz to'plam o‘zining biror xos gism to‘plamiga ekvivalent
bo;ladi. Isbotlang.

3.21. O‘zbekistonda,gi barcha talabalar to'plami sanoqglimi?

3.22. Ayirmasi chekli, kesishmasi sanogli bo‘lgan A va B sanogli to:plamlar-
ga misol keltiring.

3.23. Simmetrik ayirmasi sanoqli, kesishmasi chekli bo‘lgan A va B sanogli

to-plamlarga misol keltiring.

3.24. A va B sonli to‘plamlar sanogli bo‘lsa, ularning arifmetik yig‘indisi
ham sanoqli boiisnini isbotlang.

3.25. {x € R :sinx = 0,5} to‘plam sanogli ekanligini isbotlang.
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3.26.

3.27.

3.28.

3.29.

3.30.

3.31.

3.32.

3.33.

3.34.

3.35.

3.36.

3.37.

{i e R : cosx &Q} to‘plamning quvvatini toping.

Barcha ratsional koeffitsiyentli ko‘phadlar to‘plami sanogli ekanligini is-

botla.ng.

Agar £ son biror ratsional koeffitsiyentli kolphadniiig ildizi bo‘lsa, £ al-
gebraik son deyiladi. Algebraik sonlar to‘plamining sanogli ekanligini is-
botlang.

Agar A to‘plam B ga, B to'plam C ga ekvivalent bo'lsa. u holda A
t,olplam C ga ekvivalent bo'lishini ishotlang.

Tolplamlar o'rtasida kiritilgan ekvivalentlik munosabati refleksiv, sim-

metrik va tranzitiv boHishini isbotlang.
[0, 1] kesmadagi hagiqgiy sonlar to'plami sanogsizdir. Isbotlang.
[0, 1] kesmani (0. 1) intervalga biyektiv akslantiruvehi moslikni quring.

[ 1 x[4, 1 kvadratva [a, 6]x [c, d) to‘g‘ri to'rtburchak o‘rtasida
biyektiv moslik o!rnating.

[, 1 x [0, 1] va R2 o‘rtasida biyeksiya o'rnating.
Haqiqiy sonlar to ‘plami sanogsizdir. Isbotlang.
R\Q va R olrtasida. biyeksiya. o‘mating.

A chekli B sanogli to'plam bolsin. u holda. B ~ AUB, B ~ AAB
ekanligini isbotlang.

3.38-3.42-misollarda keltirilgan to!plamlarni kontinuum quvvatli ekanligini

isbotlang.

3.38.

3.39.

3.40.

Tekislikdagi barcha nuqtalar to‘plami.
Sfera. sirt.idagi nuqtalar to‘plami.

Uch oHchamli fazodagi nugtalar to ‘plami.
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3.41.

3.42.

3.43.

3.44.

3.45.

3.46.

3.47.

3.48.

3.49.

3.50.

3.52.

Sfera ichidagi nugtalar t6plami.
[a bl kesmada. aniglangal uzluksiz funksiyalar to‘plami.

Tekislikdagi ratsional koordinatali.nuqgtalar to'plamining sanogli ekanlig-
ini isbotla.ng.

Ixtiyoriy cheksiz M va sanogli A to‘p,latnlar uchun M~M,U4 u\unos-
abatni isbotlang.

Ixtiyoriy kontinuurn quvvatli M va sanogli A to'plamlar uchun
M~MUA M~ MA, M~ MAA munosabatlarni isbotlang.

Ikkita har xil cheksiz o:nli kasrli yoyilmalarga ega bo‘lgan sonlar t.o'pla.-
mining sanoqli ekanligini isbotlang.

Barcha irratsiona.1 sonlar to'plamining sanogsiz ekanligini isbotlang.

[0, 1] dagi barcha ratsional sonlar bilan [0, 1] x [0, 1] dagi barcha. rat-

sional koordinatali nugtalar to!plami o‘rtasida biyeksiya o!rnatiiig.

Koordinata boshidan o‘tuvchi barcha to‘g‘ri chiziglar to'plami [0, i] to‘p-

lamga ekvivalentmi?

[0, 1 to'plamni [0: 1] x [0, 1] to'plamga biyektiv akslantiring.

gator yaginlashuvchi. Ixtiyoriy x G [0: 1] uchun en sifatida 0 yoki 1
sonlarni shunday tanlash mumkinki,

teiigiik O°riuli bo‘ladi. Isbot gifingV Qénday sonlar uciidii bu tanlash

yagona usulda arnalgé oshiriladi?

Sonlar o'gidagi A to'plamning ixtiyoriy ikki nuqtasi orasidagi masofa
birdan katta bollsa, A ning chekli yoki sanoqgli to!plam ekanligini isbot-

lang.
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3.53. 3.51-masaladan foydalanib hadlari fagat 0 yoki 1 bo‘lgan barcha ketina-
ketliklar to‘plami kontinuum quvvatli ekanligini isbotlang.

3.54. Chekli sondagi kontinuum quvvatli to'plamlarning Dekart ko'paytmasi
kontinuum quvvatga ega. Ishotlang.

3.55. Kontinuum quvvatli sonli to'plamlarning arifmetik yig’indisi yana kon-
tinuum quvvatli to'plami bo'lishini isbotlang.

3.56. Sanogli va kontinuum quvvatli to'plamlarning Dekart ko'paytmasi kon-
tinuum quvvatga ega. Isbotlang.

3.57. Sanogli va kontinuum quvvatli sonli to'plamlarning arifmetik yig'indisi
kontinuum quvvatli to'plam bo'lishini isbotlang.

3.58. Agar Ac B c C bo'lib. A~ C bo'lsa, A~ B bo'lishini ishbotlang.

3.60-3.62-misollarda keltirlgan to'plamlarni 3.4-teoremadan foydalanib gi-
perkontinuum quvvatli ekanligini isbotlang.

3.59. [0. 1] kesmaning barcha gism to'pMmlaridari iborat to'plam.

3.60. [0. 1] kesmada aniglangan va giymatlari fagat 0 yoki 1 bo'lgan barcha
funksiyalar to'plamining kontinuumdan quwatliroq, ya’ni giperkontinu-
um quvvatli bo'lishini isbotlang.

3.61. M2 ning barcha gism to'plamlaridan iborat to'plam.
3.62. [0; 1] kesmada aniglangan barcha funksiyalar to'plami.
4-8 To‘plamlar sistemalari

To‘plamlar halgasi va yarim halgasi. Elementlari to'plamlardan ib-
orat to'plam to!plamlar sistemasi deyiladi. Biz asosan oldindan berilgan X
to'plamning ba:zi gism to'plamlaridan iborat sistemalarni garaymiz. To'plam-
lar sistemalarini belgilash uchun biz gotik alifbosining bosh harflaridan foydala-
namiz. Bizni asosan to'plamlar ustidagi ba’zi amallarga nisbatan yopiq bo'lgan

sistemalar gizigtiradi.



4.1-ta’rif. Agar © to'plamlar sistemad simmelrik ayirma va h muhmu
amallariga nisbatan yopiq, yai ixtiyoriy A, B 6 6 to'plamlar uehav \.\l I m

6 va AflB € © bo'lsa, uholda & to'plamlar sistemasiga haiga ilryihuli

4.1. Agar 6 to'plamlar sistemasi halga bo'lsa, u holda © birlasluua vn avir
ma amallariga nisbatan ham yopiq boladi. Isbotlang.

Isbot. Ixtiyoriy A, B to'plamlar uchun AUB = (AAB)A (/1DII)
(1.12-misol) va A\B = A A (ADB) (1.13-misolga garang) tengliklar o'rinli.
Bu téngliklardan hamda 6 sistema halga ekanligidan A UB % © va A\B €
© munosabatlai kelib chigadi. O

Demak, halga birlashma va ayirma amallariga nisbatan ham yopiq sistema
bolar ekan. Ushbu A\A = 0 tenglik ko'rsatadiki, har ganda.y halga o'zida
bo‘sh to'plamni saglaydi. Fagat bo‘sh to'plamdan iborat sistema mumkin bol-
gaii halqgalaf ichida eng kichigi boladi.

Agar © to'plamlar sistemasida shunday E € © to'plam mavjud bo'lib,
ixtiyoriy ,A e © uchun AHE = A bolsa, E to'plam © sistemaning "bir-
lik dementi" yoki "bin" deyiladi. Sistemaning biri deganda. shu sistemadagi
maksirnal to'plam tushuniladi. Hamma sistemalar ham maksimal to'plamga
ega bo'lavermaydi. Masalan, natural sonlar to'plamining barcha chekli gism
to'plamlaridan iborat sistemada maksimal to'plam mavjud emas. Birlik ele-
mentga ega bolgan to'plamlar halgasi algebra deyiladi. Ba’zan. halga tushun-
chasiga nisbatan urnumiyroq bolgan to'plamlar yarirri halgasi tushunchasidan
ham foydalaniladi.

4.2-ta’rif. Agar © to'plamlar sistemasi quyidagi uch shartni ganoathntir-
sa. unga yariin halga deyiladi:

a) © sistema bo'sh to'plam,ni saglaydi:

b) © sistema to'plamlar kesishmasi amaliga nisbatan yopiq, yahi A, B G
© munosabatdan A fl B G © munosabat kelib chigadi:

c) Agar A G6, AxG® bo'lib, A\ ¢ A bo'lsa, u holda © sistemaning
o'zaro kesishmaydigan A2, ...jAn cheklita elementlari mavjud bo'lib, quyida-
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gi tasvir o'rinli bo'ladi:
A\Ay = U Ak.
Agar A to'plam o‘zaro kesishmaydigan At, A%.... An to'plamlar birlash-

masidaJlirE)orat bo'lsa, bu birlashma A to'plamning chekli yoyilmasi deyiladi
va A = JJ Ak shaklda liam yoziladi.

Ixtiyoffi:;/ 6 to'plamlar halgasi yarim halga bo‘ladi, chunki halga bo‘sh
to'plamni saglaydi va kesishma amaliga nisbatan yopig. Endi c) shartning
bajarilishini ko'rsatamiz. A va Ai (Ai ¢ A) to'plamlar © halgaga tegish-
li boisa, il holda A2 = 4\4i € © bo'lib, A = Ai UA2 chekli yoyilma
o'rinli bo'ladi. Demak. har ganday halqga yarim halga bo'lar ekan. Lekin,.yarim
halga doim halga bo'lavermaydi (4.14-rnisolga garang). Agar © to'plamlar
halgasi undan olingan ixtiyoriy Au A2,.... An,... to'plamlar ketma-ketligi
bilan birgalikda ularning yig'indisi /221 An ni ham o'zida saglasa, u holda 6
sistemaga a — halga deyiladi. Agar © to'plamlar halgasi undan olingan ix-
tiyoriy Ai, A2y..., An, m.. to'plamlar ketma-ketligi bilan birgalikda ularning
kesishinasi n(r)ilAn ni ham o'zida saglasa, u holda © sistemaga S— halga
deyiladi. Agar a — halganing birlik eleinenti mavjud bo'lsa, u cr— algebra
deyiladi. Birlik elementli — halga 6— algebra deyiladi. .Shuni ta’kidlash
lozimki, ikkilik prinsipidan, yai

E\ W An= rﬂl(E\An); E\rll| An = Lﬂ(E\An)

munosobatlardan ((1.1) va (1.4) ga garang) a —algebrava $—algebra tushun-
chalarining ustma-ust tushishi kelib chigadi.

4.1-teorema, Ixtiyoriy bo'shmas 6 to'plamlar sistemasi uchun © ni
o'zida saglovchi va © ni saglovchi barcha Qo halgalarda saglanuvchi yagona
£01(©) minimal halga mavjud. Agar © yarim halga boisa, u holda 9Tt(&)
minimal halga Ak to'plamlar (Ak &€ ©) bo'yicha A = \J At chekli yoyil-
maga ega boigan A to'plarnlarning X sistemasi bilan ustma-ust tushadi.

£DI(©)—6 sistema ustiga qurilgan minimal halga deyiladi.

Har ganday cheksiz A to'plamnmg barcha gism to'plamlari sistemasi %(A) ,
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a —algebra bo'ladi. Agar biror 6 sistema berilgan bo'lsa, doim uni .saglovi hi
a — algebra mavjud. Hagigatan ham, agér' X = u A desak, X nine; biin'lia
gism to*plamlaridan tuzilgaii 21(X), sistema 6 ni o'zida saglovchi a

bo'ladi. Agar 3, © ni o'zida saglovchi ixtiyoriy a — algebrava X uning bin
bo‘lsa, u holda ixtiyoriy A £ & to'plam A ¢ X munosabatga bo‘ysuuadi, va
shurlday :ekan; X = u A c¢ X. Agar © ni saglovchi - cr- algebraning
bin X uchun X —X munosabat bajarilsa, bu a —algebra (© ga nisbatan)
keltirilmaydigan a — algebra deyiladi.

4.2-teorema. Ixtiyoriy bo'shmas 6 to'plamlar sistemasi uchun (bu sis-
ternaga nisbatan) keltirilmaydigan sKunday 25(6), a — algebra mavjudki, bu
cralgebra © ni saglaydi va © ni saglovchi barcha a — algebralarda
saglanadi.

4.2-teoremada Keltirilgan d — algebra © sistema ustig& qurilgan minimal
a — algebra deyiladi.

Sonlar o‘gidagi barcha [a, bl kesmalar va [a, b), (a, b yarim intervallar
va (a. b) intervallardan tashkil topgan 6 yarim halgani garasak, u holda
© ustida qurilgan keltirilmaydigan minimal 23(0), a — algebra elementlari
Borel toplam,lari yoki "Bord tipidagi" toplamlar deyiladi.

E sonlar o‘gi, Xg uning biror nugtasi bo'lsin. R da Oe(jc0) = = (x0-
e, oo+e) interval xO nugtaning s — atrofi deyiladi. Bizga M C R to'plam
va x £ M nuqta berilgan bo‘lsin. Agar ixtiyoriy s > 0 uchun Or (x) fl
M jz 0 munosabat bajarilsa, x nuqta M ningmurinish niqtak deyiladi.
M toplamning barcha urinish nuqtalaridan iborat to‘plam,”M ning yopig'i
deyiladi vau [M] bilan belgilanadi. Agar x niug ixtiyoriy Oe(t) atrofi M
ning cheksiz ko'p elementlarini saglasa, u holda x nugta M to'plamning lim-
itik nuqtasi deyiladi. M ning barcha limitik nuqtalaridan iborat to'plamni
M 1 bilan belgilaymiz. Agar M = M"' bo’lsa. M ga mukammal to'plam dey-
iladi. M to'plamga tegishli x nugta uchun shunday s > 0 mavjud bo'lib,
Os(x) DM = {x} bo‘lsa, u holda x nugta M to:plamning ..yakkalangan
nuqgtasi deyiladi. Agar M to'plam uchun M = [M] tenglik bajarilsa, M ga
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yopiq to'plam deyiladi. Boshgacha aytganda, agar to'plam o'zinjng barcha li-
mitik nuqgtalarini saglasa, u yopiq to'plam deyiladi. Agar x G M nugta. uchun
shunday e > 0 mavjud bo'lib, 0.:(x). ¢ M bo'lsa, x nugta M to'planmmg
ichki nugtasi deyiladi. Agar to'plamning barcha nuqtalari ichki nugta bollsa,
u ochiq toplam deyiladi, Ya'ni fagat ichki nuqgtalardan tashkil topgan to'plam
ochiq to'plam deyiladi. Agar A va B to'plamlar uchun B ¢ {A) bo'lsa,
u holda A to'plam B to'plamda zieh deyiladi. Xususan, agar [4] = R
bo'lsa, A to'plam R ning hamrna yerida zieh deyiladi. Agar A .to'plam
birorta ham (xq—e. xo+e) intervalda zieh bo'lmasa, u holda A hech yerda
zichrnas deyiladi- Xuddi shunday tekislikdagi to'plamlar uchun ham ochiq
va yopiq to'plam. hamda hamma yerda. zieh va hech yerda zichmas to'plam
tushunchalari kiritiladi.

Endi Borei to'plamlarini quyidagicha ham ta/riflash murnkin.

4.3-ta’rif. Sonlar o'gidagi barcha ochiq va yopiq to plamlar, idarning chek-
li yoki sanogli birlashmalaridan iborat to'plamlar va idarning toUiruvchilari
Borei to'plamlan yoki Borei tipidagi to'plamlar deyiladi.

4.4-ta’rif. Bo'sh boimagan X to'plamda * binar amal kiritligan bo'lib,
u quyidagi shartlarni ganoatlantirsa:
1) ixtiyoriy x,y,z GX laruchun (x *y) *z = x *(y *z) bo‘sa;
2) shunday e G X element mavjud bo'lib, ixtiyoriy x G X uchun e *x =
X *e =x bo‘lsa:
3) ixtiyoriy x ¢ X uchun shunday x~x € X element mavjud bo‘lib, x *
x~l —e bo'lsa, (X.*) juftlikka gruppa deyiladi. Agar X gruppadagi ixtiyoriy
X,y laruchun x *y =y *x bo'lsa. X ga kommutativ gruppa deyiladi.

4.2. Sonlar o'gidagi barcha [a. b) yarim ochiq intervallar sistemasi —© yarim
halga bo'lishini isbotlang.

Isbot. 6 bo'sh [a, a) = 0 to'plamni saglaydi. © to'plamlar kesishma
amaliga nisbatan yopig. ya'ni [a,b), fc.d) ¢ © munosabatdan [a &)fl [c d) G
© (4.1-chizma) munosabat kelib chigadi.
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4.1-chizma

[a, b) ¢ 6, [ai, &) € 6, va [ax, b)) ¢ [a, b) ekanligidan [a, b)\[nn, 1)
= [a ai) U [bi, b) tasvir (4.2-chizmaga garang) o'rinli hamda [a, ai) v
[bi. b) lar © ga qarasiili. Demak, 6 yarim halga bodadi. O

[ab\[aLit) = [a.aj) Ui} 1A
— (-t h— L

a at - Al

4.2-chizma
4.3. 4.2-misolda keltirilgan 6 sistema halga bédmaydi. Isbotlang.

Isbot.. Buning uchun © sistémaning tolplamlar simmetrik ayirmasi ama-
liga nisbatan yopiq emasligini kodsatish yetarli. © .sistemadan olingan A =
[0, 5) va B = [1. 3) to:plamlarning simmetrik ayirinasini garavmiz. Bu hol-
da AAB = 1[0, 1) U[3, 5 bodib, u © sistemaga garashli emas. Demak, 6

sistema halga bo'Imaydi. n

44. ©= {A ¢ R :A yo RVI to'plamlardan biri chekli} sistémaning a —
algebra boda olmasligini kodsating.

Isbot. Berilgan © sistema sanoqli birlashmaga nisbatan yopig emas. Mar
ocC

salan, An= {n} ¢ 6, lekin ularning birlashmasi |J An”" ©. O
n=I

4.5. Agar © to‘plamlar sistemasi halga. bodsa, u simmetrik ayirma amaliga
nishbatan kommutativ gruppa tashkil giladi. Isbotlang.

Isbot. 4.4-ta’rif shartlarini bajarilishini tekshiramiz:
1) ixtiyoriy A, B, C ¢ © lar uchun (.445)4C = nA(-BAC) yani
(A*B) *C = A *(B *Cj oh'inli.
2) shart ixtiyoriy x € X element uchun é*x «=x *e = x tenglikni ga,noa,t-
lantiruvchi e ¢ X element sigatida | £ 6 ni olamiz. U holda 0471 =



AA0 = 4 tenglik o'rinli bo‘ladi.

3) teskari elementning mavjudligi. Ixtiyoriy x = A S 6 uchun x”"1 sifatida
A £ & ni olamiz, u holda. x *x*1—e tenglik AAA = 0 koiinishni oladi.

4) kommutativlik x*y =y *x sharti esa AAB = BAA tenglik ko'rinishga

ega. bo‘ladi. O

4.6.

4.7.

4.8.

4.9.

4.10.

4.11.

4.12.

4.13.

4.14.

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

Agar 6 to‘plamlar sistemasi halga. bollsa, u holda © chekli sondagi
birlashma va kesishma ama.lla.riga nisbatan yopiq bo'ladi. Isbotlang.

Agar 6 to‘plamlar sistemasi simmetrik ayirma va birlashma amallariga
nisbatan yopiq bo;lsa. uning halga bo'lishini isbotlang.

Agar © to'plamlax sistemasi simmetrik ayirma va ayirma amallariga
nisbatan yopiq bo‘lsa, uning halga bo‘lishini isbotlang.

Agar © tO'plamlar sistemasi kesishma va ayirma amallariga nisbatan
yopiq bo‘lsa, u halga. bo‘lmasligi mumkin. Misol keltiring.

Agar © to‘plamlar sistemasi birlashma va. kesishma amallariga nisbatan
yopiq bbisa, u halga bo‘Imasiigi ham mumkin. Misol keltiring.

Ixtiyoriy A to‘plam uchun uning barcha gism to‘plamlaridan tuzilgan
2t(A)~ sistema, biri E = A bollga.n algebra bo'ladi. Isbotlang.

Ixtiyoriy A to‘plam uchun uning barcha chekli gism to ‘plamlaridan tuzil-
gan sistema halga bo‘ladi. Bu halga. algebra bo'lishi uchun A chekli

tolplarri bo'lishi zarur va. yetarli. Isbotlang.

Ixtiyoriy bo'shmas A to‘plam uchun A va 0 to‘plamlardan tuzilgan
{A. 0} sistema, biri E = A bo‘lgan algebra bo'ladi. Isbotlang.

Sonlar o‘gidagi barcha. chegaralangan to ‘pla.mlar sistemasi halga. bo'ladi.
ammo algebra bo‘Imaydi. Isbotlang.
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4.15.

4.16.

4.17.

4.18.

4.19.

4.20.

4.21.

4.22.

4.23.

4.24.

Ixtiyoriy {*p0} halgalar sistemasi uchim ularning kcHishiitisi 3t i [t,,

yana halga bo'ladi. Isbotlang.

Ixtiyoriy bo‘shma.s 6 to!plamlar sistemasi uchun 6 ui o'/idn ;iinlI(
chi va © ni saglovchi barcha halgalarda saglanuvchi yagoiia Wt(©)

minimal halga mavjud. Isbotlang.

[0. 1) dagi barcha [a. b) yarim ochiq intervalla,r va, ularning chekli
sondagi birlashmalaridan iborat sistemani garaymiz. Uning halga bo‘lishi

ni isbotlang.

4.17-misolda keltirilgan sistemaning algebra bolishini isbotlang.

botlang.

6 yarim halga,dan A to‘plam va olzaro kesishmaydigan Ai, A2,..., An'
tofplamlar olingan bollib, ularning har biri A to‘plamda. sa.glansin. U
holda. Ai,A2,,..,An to‘plamlami 4l+i , ., As G © to‘plamlar bilan
A tolplamning chekli yoyilmasiga gadar, tpildirish mumkin. Isbotlang.

© yarim, halgadan olingan har gandav cheklita, Ai, A%,. . An to‘p-
lamia,r sistemasi uchun © da shunday o‘zaro kesishmaydigan cheklita
B\,..., Bt to'plamlar sistemasi mavjudki. har bir A* to'plam B\...., Bf
to‘plamlardan bazilari yordamida A" = SELI\J/kBs yig‘indi ko'rinishida
tasvirlanadi. Bu yerda Mk C {1. 2,..., i}. Isbotlang.

Agar © yarim halga ho'lsa, u holda bu yarim halgadan hosil gilingan

minimal halga A). to;plamlar bo'yicha A = EglA*" A G © chekli

yoyilma.ga ega bo‘lgan A to‘plamlarning X sistemasi bilan ustma-ust
tushadi. Isbotlang.

Tekislikdagi barcha kvadratlar to‘plami yarim halga bo‘ladimi?

Yarirri halgala.ring Dekait ko‘paytrna,siyarim-halga boladimi?
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4.25.

4.26.

4.27.

4.28.

4.29.

4.30.

4.31.

4.32.

4.33.

4.34.

4.35.

4.36.

Sonlar o'gidagi barcha ochiq va yopiq td'plamlar sistemasi yarim halga
(halga) tashkil giladimi?

Sonlar o'gidagi barcha chekli yoki to'ldimvchisi chekli bo'lgan to'plamlar
sistemasi halqga tashkil giladimi?

& = {A c R:A yo R\A to'plami'ardan biri chekli} sistémaning al-
gebra tashkil gilishini isbotlang.

6+—{A C R :A yo R\A to'plamlardan biri chekli yoki sanoqgli} sis-
temaning a —algebra bo'lishini isbotlang.

6 -m{AfiiB : A C M- yopiq, B e | ochiqg to'plam} sistémaning al-
gebra bo'lishini isbotlang.

25-misolda keltirilgan sistémaning a— algebra bo'la olmasligini ko'rsating.

Shunday 6 va  halgalarga misol keltiriugki, ularning birlashmasi halga
bo'lmasin.

A —{a. b. c} to'plamning halga va algebra tashkil giluvehi barcha gism

to'plamlari sistemasini yozib chiging.

Sonlar o'gidagi barcha chekli to'plamlar sistemasi halga (yarim halga.)

tashkil giladimi?

Sonlar o'gidan plingan barcha [a, b] kesnialarva [a, b). (a, b] yarimin-
tervallar va (a, b) intervallar sistemasi yarim halga bo'lishini isbotlang.

Bu sistémaning halga bo'la olmasligini ko’rsating.

Tekislikdagi barcha yarim ochiq {(x,y) : a<x <b, c<y <d} to'g'ri
to‘rtburchaklar sistemasi yarim halgabo'lishini isbotlang. Bu sistémaning

simmetrik ayirma amaliga iiisbatan yopiq emasligini ko'rsating.

Tekislikda {(x, y) £1 2:a<x <b c<y <d} korinishdagi barcha
to‘g‘ri to'rtburchaklar sistemasi yarim halqga bo'lishini isbotlang. Bu sis-
temaning birlik eleménti mavjudmi? Bu sistema halga bo'ladimi?



4.37.

4.38.

4.39.

4.40.

4.41.

4.42.

© = {(x.y) ;:a<x<h c<y <d} yarim halgadrt /1j i A jtimrLiii
ganoailantiruvchi A = [0.7) x [0.7) va Ai = [1.3) x [3.5) lo'pltunini
berilgan. A\/li to‘plamning chekli yoyilmasida eng kamida necliLa Ui'r.i i
to'rtb.urchak gatna.sha.di. A\.Ai to'plam yovilmasida.gi to'g'ri to'rlbui’

chaklarni shunday ta.nla.ngki. ular perimetrlari yig'indisi minimal bo‘IHjt).

Sonlar o'gidagi barcha chegaralangan to'plamlar sistemasi hélga b'o‘lishi
ni isbotlang. Bu sistema, a —halga. bo'ladimi? a — algebrachi?

halga bo'lsin. Har bir A G ip uchun ~3a bilan {4fl B.B G
ko‘rinishdagi to'plamlar sistemasini belgilaymiz. .4 ning algebra bo‘li-
shini isbotlang. Agar 3 sistema a —halga bo'lsa, u holda ~a to'plamlar
sistemasi a —algebra bo'ladi. Isbotlang.

X cheksiz elementli to‘plam bollsin. Uning barcha chekli yoki sanoqgli
gism to ‘plamlarida.n ib'érat sistema a -halga bo'lishini isbotlang. X
to'plamga ganday shart qo'ilsa. bu sistema, algebra bo‘ladi.

Quyida berilgan to'plamlar sistemasi yarim halga. halga va algebra, tash-
kil giladimi? Tekshiring.

a) {[a, bh:acQ, be6Q Aa<biul

b) {(a. §:a6Z bcZAaa<btuo,

c) {[a. b :ac K\Q, bcg M\Q Aa < 6LU,0.

bo‘sh bo'Imagéan X to’plamning.barcha gism Wplamlaridan tashkif top-

gan %(X) sistema simmetrik ayirma ”A" amaliga nisbatan kommutativ

gruppa tashkil gilishini isbotlang.

Bu paragrafda biz o'lchovning umumiy ta’rifmi beramiz. 0 ‘Ichovni yarim

halgadan halgaga davom ettirish rnasalasini garaymiz. Bundan tashqari o'lchov-

ning Jordén va Lebeg ma'nosidagi davomlari garaladi va ularning additivlik.

J— additivlik xossalari o‘rganiladi.
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Dastlab sonlar o'gidagi va tekislikdagi to‘plamlarning Lebeg ma’nosidagi
o'lchoviga ta’rif bferiladi. Jordan va Lebeg ma’nosidagi odchovli to'plamlar
solishtiriladi.

5.1-ta’rif. Aniglanish sohasi &R yarirn halga bolgan § : 6f —% R+
to plam funksiyasi additiv bo'lsa, ya'ni ozaro kesishmaydigan ixtiyoriy Ai, A2,

..., A,, GOf to'plamlar uchun kiulA&E ©, bo’lganda

tenglik o'rinli bolsa, jt : &R -+ M+ ga o'lchov deyiladi.

Boshgacha aytganda, p to‘plam funksiyasi quyidagi
1) aniglanish sohasi yarim halga, 2) giym‘atlari haqgigiy va manfiynias, 3)
additivlik shartlarini ganoatlantirsa. unga o'lchov deyiladi.

5.1-eslatma. 0 = OUO yoyilmadan #(0) = 27(0). ya'ni B(%) = 0 tenglik
kelib chigadi.

5.2-ta’rif. Agar rn o'lchovning aniglanish sohasi &, ikkinchi B o'lchov-
ning aniglanish sohasi GR da saglansa (&m C &M va ixtiyoriy A £ Sm

to 'plant uchitn
B(A) = m(A)

tenglik o'rinli bo'lsa, u holda B o'lchov m o'lchovning davorni deyiladi.
5.1-teorema. Aniglanish sohasi &m yarim halga bo'lgan har bir m o'lchov
uchun aniglanish sohasi SOt(<5TQ (&,n.ni o'zida saglovchi minimal halga)

bo'lgan yagona m! davom mavjud.

5.3-ta’rif. Agar sistemada aniglangan m o'lchov va ixtiyoriy o'zaro
kesishmaydigan sanoglita A\,A%,.. .,An,... &&m to'plamlar uchun U A €
bo'lganda
rn

tenglik o'rinli bo'lsa, u holda m o'Ichov sanogli additiv yoki e— additiv
o'lchov deyiladi,
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Sodda to'plam o‘lchovi. Aytaylik a va b lar ixtiyoiiy. nonliu Imhm

Sonlar o:c.ida
a<x<b a<x<h a<x<b a<x<b

tengsizliklarning ist.algan biri bilan aniglangan to‘plamlar sistemasi berilgan
bo'lsin. Bu to;pla.mlarni oraliglar deb ataymiz. Xususan. agar yuqoridagi shart-
lardan birini gaiioatlantimvclii nuqtalar mavjud boimasa (masalan a > b),
ya’ni O to‘plamni ham oraliq deb ataymiz. © bilan sonlar o‘gidagi barcha
oraliglar sistemasini belgilaymiz.

5.1. Sonlar o‘gidagi bardia oraliglar sistemasi —© yarim. halgatashkil giladi.

Isbot. © sistemaningelementlari [a, b), [a b). (a, b], (a. b) kohinish-
dagi oraliglardan iborat. © sistemadan olingan va a, b sonlari bilan aniglan-
gan (yopig. ochiqg yoki yarim ocliig) oraligni P = Pub bilan belgilaymiz. ©
bo'sh. [a. a) = 0 toplamni saglaydi. © sistema toplarnlar kesishmasi amali-
ga nisbatan yopig. ya’ni ikki Pa\ va Pai oraligning kesishmasi bo!sh to'plam
yoki yana PabH P@ — Pnm, n - max{o, c}, rh = min{6, d} oraliq (5.1-
chizmaga qgarang) bo'ladi.

Pb Pc
a c—*--b d
Rib ORd =Rb
5.1-chizma

Agar Pab G 6, Pal e & boTib Pcd ¢ Pab bo'lsa, Uholda Prb\Pcd =
Pacu Pdch yoyilma. (5.2-chizma) o‘rinli. Demak. © yarim halga. bo'ladi. O

Rb

5.2-chizma



© yarim halgad.an olingan va a. b sonlari bilan aniglangan (yopiq, ochiq
yoki yarim ochiqg) bo‘sh bo'Imagan P = Pah oraliquchun m(P) = b—a sonni
mos qo'yamiz. agar P bo'sh to‘plam bodsa m(P) = 0 deymiz. U holda
m : © —R to'plam funksiyasi 5.1-ta’rif shartlarini ganoatlantiradi, ya’ni
m : © —»R o‘lchov bolladi. Bu o'lchovning additivlik shartini keltiramiz:
agar
P= UPk, PiOPk:=0, i® k. P, PkG6

bo'lsa. u holda m{P) = "772 m (Pk) tenglik o‘rinli.

01(6) bilan © yarin|1(:h1alqa ustiga qurilgan minimal halgani belgilaymiz.
4.1-teoremagaikolra 9Jt(6) halganmg har bir elenienti A o'zaro kesishmaydi-
gan Pk G & oraliglaming birlashmasi ko'rinishida tasvirlanadi, ya’ni A =
[n] ?(,. £DT(©) halga elementlarini sodda to'plamlar deymiz. Endi 3X(©)
ﬁ;liqadagi to'plamlarninga,y ya’ni sodda. to‘plamlarning o:lchovi tushunchasini
Kiritamiz. Har bir .4 = £] Pk G 9JI(6) sodda to!plamga

*=i

m'{A) =y~ m, (Pk) (-5.1)
k=1

sonni mos go‘yuvchi m' : 971(6) —» R moslikni aniglaymiz. m'(A) migdor
A to'plamning oichovi deyiladi.

Lebeg o'lchovi. Dastlab E — [0, 1]: birlik kesmada saglanuvchi to‘p-
lamlar bilan chegaralanamiz.

5.4-ta’rif. Ixtiyoriy A ¢ E to'plam uchun

beTA) = g £ PR (5-2)

son A toplamning tashqi o'lchovi deyiladi,

(5.2) da aniqg quyi diegara .4 to‘plamui qoplovchi oraliglaming barcha
chekli yoki sanoqli sistemalari bo'yicha. olinadi. Shuni ta’kidlaymizki. ixtiyoriy
A C E to'plamning tashqgi o'lchovi mavjud. Chunki infimum belgisi ostidagi

ifoda.  m (P) manfiymas, shuning uchun u quyidan nol bilan chegaralangan.

46



Quyidan chegaralangan sonli to'plam esa aniq quyi chegaraga. ogii. Kmli |
E to;plam oichovi taiifini berarniz.

5.5-ta’rif. Agar ixtiyoriy £ > 0 uchun shunday B € 9Tt(6) sodda ko'ldtrm
mavjud boflib, (T(AAB) < e tengsizlik bajarilsa. u holda A Lebeg ma nosiilu
oichovli toplain deyiladi.

Agar A Lebeg ma’nosida o‘Ichovli tofplam bo'lsa, uning o;lchovi deb tasligi
tylchovini gabul gilamiz. Fagat o'lchovli to!plamlar sistemasi 11(E) da aniglau-
gan fi* to‘plam funksiyasi Lebeg oichovi deyiladi va u ji bilan belgilanadi.
Shunday qilib, o'lchovli to!plamlar sistemasi ii(E) va unda Lebeg o'lchovi //
aniglandi. Demak. ixtiyoriy A € iX(E) uchun fj(A) = B*(A).

Biz yuqorida fagat E = [0, 1] kesmada saglanuvchi to‘plamlarni garadik.
Bu ch.eklash.dan xalos bolish mumkin. MaTiuuki. R ni

En=[n, n-1-1), nGZ

oraliglar yig'indisi ko‘nnishida tasvirlash mumkin, ya’iii

R=Um

L

5.6-ta’rif. Agar har bin n € Z uchun A,, —AD E,, toplarnlar oichovli
boisa, u holda A tbplam o‘lchovli deyiladi. Agar 4 toplarn oichovli bo‘sa,
quyidagi yigHndi

/I(A) = X>(An), (5.3
n€z

A to'plamning Lebeg oichovi deyiladi.

Agar (5.3) gator yiglindisi chekli bolsa, A chekli oichovli toplam deyiladi.
Aks holda A cheksiz oichovli to'plam deyiladi. Shuning uchun p o'lchov
cheksiz giymat ham gabul gilishi mumkin.

11
52. 4= U 4rr—j ni sodda to‘plam ekanligini ko‘rsating. Uni
71=1 n
eng kam sondagi o'zaro kesishmaydigan P\, Po,..,, P,, oraliglar birlash-
masi ko‘rinishiida tasvirlany. A = kgi Ft, yovilmadan foydalanib. A to‘i>

lamning olchovini toping.



Yechish. P, = ﬁ——-—--;. 1? |_;)' n—1,2.. ,8 belgilash olarniz va Pn
oraliglarning kesishish yoki kesishm’asligini tekshiramiz.
. - 5 p = A 11
Pi I 1). « -3 24 o4 0.
5.3-chizmadan ma’lum bcrldiki, Pif) A PknPk+1yé®, k= 2,3....
Shuning uchun
A —P\UQi- Qi — Pn 0, i Ph QGQ

tasvir eng karn sonli yoyilrna. boiadi. Demak, A sodda to!plam. Bu yoyil-
rnadan quyidagi t.englikni olamiz:

9 K 7
fi.(A) —n(Pi) + M(Qi) —g + g —g- O

Pi

L*

24

5.3-chizma

Elementar to‘pilam o‘lchovi. Endi tekislikdagi to‘piamlarning Lebeg
ollchoviga to‘xtalamiz. Aytaylik a, b, ¢ va d lar ixtiyoriy haqigiy sonlar
bo‘lsin. Tekislikda. biror Dekart koordinatalar sistemasi tayinlanga.n boiib,
shu sistemada

a<x<b. a<x<b a<x<h a<x<b

c<y<d c<y<d c<y<d c<y<d
tengsizliklarning istalgan bir jufti bilan anigiaugan to ‘plamlar sistemasi béril-
gail boisin. Bu td!plamlarni to'g i to'rtburchaklar deb ataymiz. X{susan, agar
yugoridagi shartlardan birini ganoatlantiruvchi nuqtalar mavjud bo‘Imésa (ma-

salan a > b yoki ¢ > d bo‘lsa) uni ham to{ Ti to'rtburchak deb ataymiz.

&2 bilan tekislikdagi barcha to!glri to'rtburchaklar sistemasini belgilaymiz.
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Sonlar o‘gi holidagidek tekislikdagi A C E2—[0. 1 x [0, 1] lc3{>ni 1tijiii’
tashqi o'lchovi va Lebeg o'lchovi ta’riflarini berish mumkiu.
5.7-ta’rif. Ixtiyoriy .4 ¢ E2 toplarn uchun

son A to'plarnning tashqi o'lchovi deyiladi.

Bu yerda aniq quyi chegara. A to;piamni goplovchi to‘g‘ri tohtburchaklar
ning barcha chekli yoki sanogli sistemalari bo‘yicha:olinadi,

Tekislikdagi barcha to‘g‘ri to.‘rtburchaklar sistemasi —©2 yaxim halga tash-
kil giladi (5.24-5.25 misollarga garang). &2 yarim halgadan olinganva a. b, c,
d sonlari bilan aniglangan (ochig, yopiq. yoki yarim ochiq) bo‘sh bollmagan
P = Paled to‘g‘ri toh'tburchak uchun m(P) = —a)(d —c) sonni mos.
go‘yamiz, agar P bo‘sh to'plam bo‘lsa m(P) = o deyniiz. Bu gonuniy-
at bo'yicha aniglangan m : ©2 —» R to!plam funksiyasi o'lchov (5.1-ta’rif)
shartlarini gangatlantiradi.

3Jt(©2) bilan ©2 yarim halqga ustiga qurilgaa minimal haigani belgilaymiz.
SDT(€2) halganing elementlari elementar to'plamlar deyiladi;

5.8-ta’rif. Agar ixtiyoriy e > 0 uchun shunday B £ SJ}t(6 2) elementar
to'plam mavjud bofib, f.i*(AAB) < s> tengsizlik bajarilsa, u holda A Lebeg
rnahosida o'lchovli toplam deyiladi.

Fagat olchovli toplamlar sistemasi ii(E2) da aniglangan.p* to!plam funk-
siyasi Lebeg o'lchovideyiladiva u y, bilan belgilanadii Shunday gilib. o'Ichovli
to'plamlar sistemasi ii(E2) va unda Lebeg o'lchovi § aniglandi. Demak, ix-
tiyoriy A £ 11[E2) uchun j¢(A) = n*(A)\

Xuddi sonlar olgi holidagidek tekislikni, ya’ni R2 ni

Emn — {(@i» y) m>n< x < m n<y<A+1}, r,méz
kvadratlar yig'indisi ko‘rinishida tasvirlash mumkin:
R2= (J Emn.
innGZ
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5.9-tarif. A C R2 biror to'plam bo'lsin. Agar istalgan m. n b.utun son-
lar uchun Amn = A n Enw to plamlar o‘lchovli bo‘lsa, u holda A to plant,
olchovli deyiladi. Agar A toplam o‘lchovli bo‘sa.

(-5.5)
m. neZ
yig'indi A to'plamning Lebeg o'lchovi deyiladi.
Agar (5.5) gator yig‘indisi chekli bo'lsa, A ¢ R2 chekli o‘lchovli to'plam
deyiladi. Aks holda /1 cheksiz o‘lchovli to'plam deyiladi.
5.2-teoroema. (0 Ichovning a—additivlik xossasi), Agar {An} —o zaro
kesishmaydigan o ‘Ichovli toplamlar ketma-ketligi bosa, u holda

tenglik o rinli.

5.3-teorema (0 ‘Ichovning uzluksizlik xossasi). Agar o‘chovli to'plamlar-
ning Ai D Ai D m D A,, D mmm ketma-ketligi uchun A = ]f:lA" bo‘I$a, u
holda B(A) = lim ji(An) tenglik orinli.

5.1-natija. Agar A\ C A2 C e« C A,, C **+ 0‘Ichovli toplamlar ketma-
ketligi uchun A = nL:JI An bo'lsa, u holda B{A) = 11Ii_rgC /¢ (An) tenglik o*rinli.

Agar (5.2) tenglikda aniq quyi chegara A C R to‘plamni qoplovclii bar-
cha B sodda to‘piamlar bo‘yicha olinsa, A to‘plamning Jordan ma’nosidagi
tashqi o'lchovi hosil bo'ladi, u j*(A) bilan belgilanadi, yahi

j*(A) = inf m\B). B € OT(®6).

Ushbu
j*(A) = sup rn'(B), B G9IT(6),
BCA
son A to’plamning Jordan ma’nosidagi ichki o'lchovi deyiladi.

5.10-ta’rif. Agar j*{A) = j*(A) bo'lsa, A Jordan ma™osida o'lchovli
to plam deyiladi.



Sliuni ta’kidlash joizki, agar A Jordan ma’nosida o‘Ichoyli to'plnm 1>Inn.
u Lebeg ma’nosida ham o'lchovli to'plam bo‘ladi va bu o'lchovlar o’y.um ldij>
bo'ladi.

5.3. Lebeg ma’nosida o'lchovli, ammo Jordan ma’nosida o'lchovli bo'Imagan
to'plamga misol keltiring.

Yechish. E = [0, 1] bo'lsin, A esa [0, 1] kesmadagi barcha ratsional son-
lar to'plami bo'lsin. A to'plam E da zich bo'lganligi uchun A ni skglovchi
sodda to'plam E ni ham o'zida saglaydi. Shuning uchun jr(A) =1 bo'ladi.
A to'plamda saqlanuvchi sodda B to'plam faqgat chekli to'plamdir. 'Ston-
ing uchun j*(A) = 0 tenglik o'rinli. Bu yerdan jx(A) ~ j*{A). Demak, A
to'plam Jordan ma’nosida o'lchovli emas. Ma’lumki, A sanogli to'plam, shun-
ing uchun uning elementlarini {xi, x%,..., X,,. ...} ketma-ketlik ko'rinishida

nomerlab chigish mumkin. Stonday ekan
AC Pkm Pk= {x: xk <x< xk} = [xk, xk).
Ikkinchi tomondan ixt.iyoriy k € N uchun rn(PkJ-= 0. Bu yerdan
;i"(A) =0

ekanligi kelib chigadi. Shuni ta’kidlash lozimki, tashqi o'lchovi nolga teng
bo'lgan har gaiiday to'plam o'Ichovli to'plamdir. Buning uchun sodda to'plam
sifatida B = 0 ni olish yetarli:

fi*(AAB) = /i*(AAD) = 1(A) = 0 < e.

Demak, A Lebeg manosida o'lchovli to'plam. Stonday qgilib. A Lebeg ma’no-
sida o'lchovli bo'lgan, lekin Jordan ma’nosida o'lchovli bo'lImagan to'plamga
misol bo'ladi. O

5.4. .4 c [0, 1]—bilan shunday sonlar to'plami belgilanganki, ularning chelc-

siz o'nli ka.sr yoyilmasida 5 ragami ishtirok etmaydi. /-i(A) ni toping.
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Yechish. A to'plarri to'idiruvchisining o;lchovini topamiz. [0, 1]V4 to‘p-
larn elementlarining cheksiz o'nli kasr yoyilmasida 5 ragami ishtirok etadi.
[0. 1] kesmani teng o'n bo‘lakka. bo'lamiz va oltinchi [0,5; 0, 6) bo'la-kni Ai
bilan belgilaymiz. .4i dagi har bir sonning cheksiz o‘nli kasr yoyilmasida,
verguldan keyingi birinchi ragami 5 bo‘ladi. Qolgan 9 ta bo‘lakning har biri-
ni teng o'n bo'lakka bo'lamiz va ulardagi oltinchi bo'laklaming birlashmasi-
ni [0.15; 0,16) U [0,25; 0,26) U m U [0.95; 0,96) = A< bilan belgilaymiz.
Ai to'plamdagi sonlarning cheksiz o‘nli kasr yoyilmasida verguldan keyingi
ikkinchi ragami 5 bo'ladi. Va hokazo bu jarayonni cheksiz davom ettiramiz.
Hosil bo'lgan Ai, A2,..., An,... to'plamlar juft-jufti bilan kesishmaydi va

ularning birlashmasi [0, Ij\A ga teng. O'lchovning a—additivlik xossasiga

ko'ra o
MI[O, 1]v4) =
n-1
tenglik o'rinli. Murakkab bolmagan hisoblashlar shuni ko'rsatadiki fj,(Ai) =
10 1. p(A2) = 9m0~2; n(A.,,) = 9n-1 «10“",... tengliklar o'rinli. Demak,
% °° gn.-i ni
MIO, 1]\A) - MA)- £ TOT=175S =1
1=1 n—

Shunday qilib, /¢(A) + 1/([0. 1]v4) = 1 dan fi(A) = 0 ekanini olamiz. O

5.5. Shunday {.4,} "Borel tipidagi to'plam" larga misol keltiringki, quyida-
gilar bajarilsin:  /¢(4,) = +oo, A, DAm , n>1 iji(f) 4,) =0

Yechish. "Borel tipidagi to'plam" sifatida An = [n,oc), n 6 N larni
olamiz. Natijada istalgan n € N uchun fi{A,) —+60 va An O An+i munos-

abat bajariladi. Kesishma Eii An — 0 bo'lganligi uchun /i / E)c| An} =0
bo'ladi.

Quyidagi misolda Ai C A shartni ganoatlantiruvchi A va Ai to'plamlar
berilgan. A\j4i to'plamni eng kam sondagi o'zaro kesishmaydigan Pi,P2, m. P,
to'g'ri to'rtburchaklar birlashmasi ko'rinishida tasvirlang. .4\.4i = (V.] Pk

yoyilmadan foydalanib 1 to'plam o'lchovini toping.
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56. A={(t.y):0 x<7, O<y< T},

Ax = {@r,y) :4<x<7 3<y<T7}

Yechish. Tekislikda A va Ai to‘ptamiarni chizmada tasvirlaymi/,. £ |
cliizrnadan "\Ai = Pi UP¢; UP3 yoyilmani olamiz.

Buyerda P\ = [0, 4)x[0, 7), P>= [4, 7)x[0, 3], P; —{7}x[0, 7]. Butolg'i

to;rtburchaklar o'zaro kesishmaydi. O ‘Ichovning additivlik xossasiga koTa.

Ju(A\AI) = B{P{) + fj,(P2) + MP3) = 28+ 9+ 0= 37. |
oo / i !

5.7. Olchovning a - additivlik xossasidan foydalanib. A = (j (- .
n=t v N+ DI oni

to'plamning o'lchovini toping.

Yechish. An orgali o +l " nl. to‘plamni belgilaymiz. An to‘plam!ar
juft-jufti bilan o;zaro kesishmaydi, shuning uchun olchovning a— additivlik

X0ssasiga KoTa

1

tenglik o'nnli'; A,, to‘plamning o‘lchovi ji{An) l (n —1 dan foy-
dalansak

HA) = J2KAN) =4 -t 4 3 nt(n-
ekanligini olamiz. O]
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Ayrim umumlashtirishlar. Bizga sonlar o'gida aniglangan, kamaymay-
diga.n, o'ngdan uzluksiz F funksiya berilgan bo'lsin. Bo‘sh bo'Imagan interval,
kesma va yarim intervéllarga F funksiya yordamida quyidagi sonlarni mos

go'yamiz:
m((a. b)) = F(b —0) —F(a). m ([a, € = F(b) —F(a —0),

m ((a, b]) = F(b)-F(a),m([a, b)) = F{b- 0) - F{a - 0).

Ravshanki, bu usulda aniglangan m to'plam funksiyasi manfiymas va additiv.
Yarim halgada kiritilgan bu o'lchovning davomini (ip bilan belgilaymiz. Umu-
man olga-nda. /ip o'lchovga nisbatan o‘Ichovli to'plamlar sinfi F funksiyaning
tanlanishiga bog'lig. Ammo M da o'ngdan uzluksiz, kamaymaydigan istal-
gan F funksiya uchun ochiq va yopiq to'plamlar, shuningdek, ularning istal-
ga.n sanoqli yig'indi va. sanogli kesishmalari Bp o'lchovga nisbatan o'lchovli
to'plamlar bo'la.di.

5.11-ta’rif. Biror kamaymaydigan, omngdan. uzluksiz F funksiya vositasi-
da qurilgan Bp o‘chov Lebeg-Stiltes o‘lchovi deyiladi.

Bizga. Lebeg o'lchovi B va Lebeg-Stiltes o'lchovi Bp berilgan bo'lsin.

5.12-ta’rif. Agar B(A) = 0 ekanligidan Bp(A) = 0 tenglik kelib chigsa,
Up absolyat uzluksiz o‘chov deyiladi.

5.13-ta’rif. Agar Bp o‘lchov chekli yoki sanogli giyrnat gabul giluvchi F
funksiya yordamida aniglansa, pp.i diskret o1chov deyiladi.

5.14-ta’rif. Agar /ip o‘lchovda istalgan bir nugtali to'plain nol o'lchov-
ga ega bolsa va Lebeg o‘lchovi nolga teng bo'lgan biror A toplant uchun
RBp(R\A) = 0 bo‘lsa, u holda Bp singulyar o‘lchov deyiladi,

O'Ichovning Lebeg bo'yicha davomi. Birlik elementli yarim halga-
da aniglangan o'lchovning Lebeg bo'yicha davomini garaymiz. Agar &m da
aniglangan m o'lchov a—additiv bo'lsa, u holda m ni &m dan 9JI(&rn)
ga. nisbatan kengroqg bo'lgan va gandaydir ma’noda rnaksimal sinfga davom
ettirish mumkin. Buni Lebeg bo'yicha davom ettirish yordamida a.malga os-

hirish mumkin. Bizga biror &m birlik elementli yarim halgada aniglangan



<g—additiv m o'lchov berilgan bo'lsin va E to'plam ©m yaiini halganinj;,
bii'lik elementi bo'lsin. E ning barcha gism to'plamlaridari tashkil topean
21(jE) sistemada tashqi o’Ichov deb ataluvchi ji* to'plam funksiyasini quyida-
gi usulda aniglaymiz.

5.15-ta’rif. Ixtiyoriy A ¢ E toplant uchun

fi*(A) = inf]>3 rn(Bn
n

son A toplamning tashqgi ofichovi deyiladi. Bu yerda aniq quyi chegara A
toylamni qoplovchi barcha chtkli yoki sanogli {B,}, B,, 6 &m toylarnlar
sistemasi bo yicha olinadi.

5.4-teorema . Agar A va sanoglita JT1(Aj,.... An,... toylarnlar uchun
e p:l An bolsa, u holda quyidagi tengsizlik o'finli

fi*() < 53

5.16-ta’rif. Agar A ¢ E to'plam va istalgan e > 0 uchun shunday B g
LU(&T) toplam mavjud bo'lib, '

/™ (AAB) <e

tengsi'dik bajarilsa. A (Lebeg ma’nosida) o‘ichovli toylarn deyiladi.

Faqat o'Ichovli to‘plamlar sistemasi ii(E) da aniglaugan /r* to'plam funksi-
yasi Lebeg oichovi deyiladi vau R harfi bilan belgilanadi, Ravshanki, 6 m va
LLUT(®©,,) dan olingan to'plamlar o'Ichovli bé'ladi. Bunda, agar A € &m va
B e L 6 T) bo'lsa, n holda

tf(A) = m(A), n{B) = m'(B).

Agar A o'Ichovli to'plam va j,*(AAB) <s tengsizlikni ganoatlantiruvchi

B e 9/1(©,,,) to'plam berilgan bo'lsa,

AAB = (E\A)A{E\B)
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tenglikdan A ning to'ldiruvchi to'pla.mi E\A ning ham o'ichovli ekanligi kelib
chigadi.

5.5-teorema. O'ichovli to'plamlar sistemasi U(-E) halga bo'ladi.

5.2-eslatma. &m ning biiiik efernenti - E o‘Ichovli to'plamlar sistemasi
1li(E) uchun ham birlik element bo‘ladi, shuning uchun o‘lchovli to'plamlar
sistemasi it(-E") algebra tashkil giladi.

5.6-teorema. 0O ‘Ichovli to'plamlar sistemasi ii(E) da aniglangan // to'p-
lam, funksiyasi additivdir.

5.7-teorema. 0 ‘Ichovli to'plamlar sistemasi il(E) da aniglangan f. to'p-
lam funksiyasi a— addituvdir.

5.8-teorema. Lebeg bo'yicha o'ichovli boigan barcha to'plamlar sistemasi
U{E). E birlik elementli a— algebradir.

5.17-ta’rif. 0 ichovli to'plamlar Sistemasi TX(E) da aniglangan va iX{E)
da tashgi o'ichov j* bilan ustrna-ust tushuvchi n funksiya m o'ichovning
// = L(m) Lebeg davomi deyiladi.

5.9-teorema. Istalgan boshlang'ich m, o'ichov uchun Lebeg bo'yicha o -
chovli to'plamlar sistemasi 1lI(E) 6— halga bo'ladi. Sanogli sondagi o'ichovli

nLilAn to'plamning

o'ichovli bo'lishi uchun /«~U Akj migdoming n ga bog'ligsiz o0‘zgarmas

Ai,A2,..., An,... to'plamlar birlashmasi bo'lgan A =

bilan chegaralangan bo'lishi zarur va yetarli.

Lebeg o‘lchovining yana bir xossasini keltiramiz.

5.18-ta’rif. Agar /u(A) = 0 va A1C A bo'lishidan A' ning o'ichovli
ekanligi kelib ¢higsa, ja o'ichov tola deyiladi.

Agar fj, o'ichov to'la bo‘lsa. Alto'plam uchun fI(A") = 0 bo'ladi.

Ixtitoriy o'ichovning Lebeg davomi to'la bo'ladi. Hagigatan ham. A' C A.
i¢(A) = n*(A) = 0 bo'lsa., n*(A") = 0 bo'ladi va B =0 e 6 m ni olsak.

fi*(A'A$) =p,*(A) =0
bo'ladi, yani A' ning o'ichovli ekanligi va p(A') = O kelib chigadi.
5.8. O'ichovsiz to'plamlarning birlashmasi o'ichovsiz bo'ladimi?
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Yechish. Oichovsfz to'plamlarnmg birlashmasi o‘lcnovli ham o'lelioviiv
ham bo'lishi mumkin. Masalan, .4 C [0. Il o'Ichovsiz to‘plam bo'lsin. u holdn
B = [0, 1]\.\A ham o'Ichovsiz to'plam bo'ladi. Ularning birlashmasi 4U &
[0, 1] esa. o'Ichovli to'plam. Agar A C [0. 1) o'Ichovsiz to'plam, B C jl. 2)
o'lchovsiz to'plam bo'lsa, u holda ularning birlashmasi C = A UB to'plam
uchun, Ao = Cn Eq = A o'lchovsiz to'plam bo'lganligidan 5.6-ta’rifga. ko'ra
C = A UB o0'Ichovsiz to'plam bo'ladi. , O

5.9. F(x) = [X] funksiya, yordamida. qurilgan fip— Lebeg-Stiltes o'lchovi
diskret o'lchov bo'lishini ko'rsating.

Yechish. F(x) = [Z] funksiyamonoton kamaymaydigan o'ngdan uzluksiz
funksiya bo'lib. uning giymatlar s6hasi butun soillar to'plami Z dan iborat.
Butun sonlar to'plami esa sanoqli to'plam bo'lganligi uchun, 5.13-ta’rifga ko'ra.
Hf diskret o'lchov bo'ladi. O

Uy vazifalari va mavzuni o'zlashtirish uchun masalalar

5.10. To'plam funksiyasi m' : OT(6 ) —R o'lchov bo'ladi. Isbotlang.

5.11. (5.1) tenglik bilan aniglangan m! : SPT(6) K funksiyaning qij*ma-
ti A sodda to'plamni chekli sondagi o'zaro kesishmaydigan oraliglar

yig'indisiga yoyish usulidan bog'lig emas. Ishotlang’ m

5.12. m! : 9JI(6) —® o'lchov m : 6 —» K o0'lchovning davomi bo'ladi.
Ishotlang.

5.13. Ikki sodda to'plamning birlashmasi, kesishmasi, ayirmasi va simmetrik
ayirmasi yana sodda. to'plam bo'ladi. isbotlang.

5.14. Agar A € DJI(&) to'plam oralig bo'lsa. u holda m'(A). —m(A) bo'ladi.
Isbotlang.



5.15. Agar A e 9Jt(S) to‘plam chekli sondagi o‘zaro kes;]shmaydigan Ai, A2,
... ,An soddatolplainlarning yig‘indisi, yani A = JJ Ak shakldatasvir-
fc=1
lansa, quyidagi tenglikni isbotlang:
]
m'(A) = m> .
k=1
5.16. Agar A e 971(0) sodda tolplam. {A,. }— sodda to!plamlarning chekli

yoki sanogli sistemasi bo‘lib, A ¢ lﬁlA,, bo:lsa,
m' (A) <
n

tengsizlik oi'inli bo'ladi. Ishotlang.

5.17. A sodda to'plain sanoqli sondagi o‘zaro kesishmaydigan A\, Ai,....
An, ... sodda to;plamlarning yig‘indisidan iborat. ya’ni

n—1

bo'isin. U holda quyidagi tenglikni isbotlang:
M'G4) = m'
n=1
5.18-5.23-misollarda keltirilgan A C M ni sodda to”plam ekanligini ko'rsa-
ting. Uni eng kam sondagi 6‘zaro kesishmaydigan Pi, P2...., Pn oraliglar
birlashmasi ko‘rinishida tasvirlang. A = Syoyilmadan foydalanib, A

to'plamning o‘lchovini toping.

5 4 n 0—n
5.18. A= U 132-", 23-1). 521. A= (3 g4n 1. an
71=1 71=1
519. A- U ;3B\ &4). s22-A= U\ g %
4
5.20. A - (J A =y A LA
O e a5 23 IS "o 4
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5.24. Ikkita. yarim halganing Dekart ko‘paytmasi yarim halga bo *

lang.
5.25. S x 6 = 6 2 tenglikni ishotlang.

5.26. Tekislikdagi barcha. to‘g‘ri toh'tburchaklar sistemasi —©-
tashkil giladi. isbotlang.
"Serpin gilami" nomli ma-sala. M2 dagi E = [0, 1] x [0
m x 1 = 1. y = ? togi'i chiziglar yordarnicl*
kvadra.tla.rga bo‘lamiz va markazdagi ochiq

1 2 1
Pi (ri): J<r<g 3

kvadratni (5.5a-chizma) tashlaymiz. Keyin golgan 8ta kvadrat™”
yugoridagidek 9 ta bir xil kvadratlarga bo'lamiz (5.5b-chizma.) ~
kvadratni tashlaymiz. Bu jarayonni cheksiz marta. da.vom ettir
golgan to!plamni .4 bilan belgilaymiz. Bu to p|amga ’IgerpineHx:

berilgf

"ITA

5.5-cliizma

5.27. Serpin gilamining o'lchovini toping.

528. 4 C [0, - bilan shunday sonlar to‘plamini belgi”®

cheksiz o‘nli kasr yovilmasida 2 ragami 3 ragamidan
to'plamning olchovini toping.
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5.29. A C [0, 1] — bilan cheksiz o‘nli kasr ypyilmasida 8 ragami gatnasha-

digan sonlar to'plamini belgilaymiz. Uning o'lchovini toping.

5.30. A C [0. 1] — sliunday to'plainld, uning elementlarini cheksiz o‘nli kasr

yoyilmasida 1 dan 9 gacha ragamlarning barehasi gatnashadi. Uning

o'lchovini toping.

5.31. Kantor to'plami K C [0. 1] ning Jordan ma’nosida o‘lehovli emasligini,

isbotlang.
5.32. "Kantor tarog:i” nomli masala. K —Kantor to'plami bo'lsin.
A= {(i,y) :xe [0.1], vy € K}

to'plam "Kantor tarog'i" deyiladi. A to'plarn [0, 1] x [0, 1] ning hech
yerida zieh emas, yopiq va j.i(A) = 0. Isbotlang.

Berpin gabrisioni” nomli masala. R2 da -[0. 1] x [0, 1] kvadratni x =

1 2 1 2
3 = 3 y = 3 = 3—tog'ri chiziglar yordamida 9 ta teng kvadratlargé
bo'lamiz. Asosiy kvadratning uchlariga yopishgan 4 ta

5.6-chizma

Pl= {(x,y) : 0<x < i O0<y <
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yopiq kvadratlami (5.6a-chizma) birinchi rang kvadratlari deb ataymiz.

Bu to'rt kvadratning birlashmasini A\ = P\ U P2 U P$ U P4 bilan bel-
gilaymiz. Birinchi rang kvadratlarining har birini yuqoridagidek 9 ta teng
kvadratlarga bo’lamiz. Birinchi rang kvadratlari Pi, P2, Ps, Pi uchlariga
yopishgan kvadratlami ikkinchi rang kvadratlari (5.6b-chizmada Q\ — Q16)
deymiz. Bu 16 ta kvadratning birlashmasini .42 bilan belgilaymiz. Va hokazo
bu jarayonni cheksiz marta davom ettiramiz. Natijada ichma-ich joylashgan
Ai D'A2 D ... D An D m.. ketma-ketlikka ega bo'lamiz. Ularning kesish-

masini A = fl A n bilan belgilaymiz. A to'plam Serpin gabristoni deyiladi.

5.33. Serpin gabristoni A ning o-Ichovi nol (p{A) = 0) va [0, 1] x [0, ]]

kvadratning hech yerida zich emasligini isbotlang.

5.34. ,4cR to‘plamning o!lchovi nolga teng bollsa, fi( A) = 0 bolishi shart-
mi? Bu yerda A — A krplamning yopig'i.

5.35. 4 ¢ K chegaralanmagan musbat ollchovli to ‘plam bo;lsin,;u holda shun-

day x,y e A lar mavjudki x - y e Q bo'ladi. Isbotlang.

5.36. A C R ixtiyoriy musbat olchovli to"plamb<rlsin, u holda shimday x,y 6
A mavjudki x —y £ R\Q bcrladi. Isbotlang.

5.37. R dag'i nol o‘lchovli to’plamlar sistemasi a —halga. bo‘lishini isbotlang.

5.38. ic R Boreltipidagi to'plam ekanligini ko:r,sating, uning Lebeg o'Icliovini

toping:

) A = [0 1]\Q.



5.39.

5.40.

5.41.

5.42.

Quyida berilgan A d tolplamning Borel tipidagi toplam ekanligini

ko'rsating, keyin uning 'o‘lchovini toping.

a) A = (R\Q) n [0 1], by A= {x GR :x4GQ},
c) A = [a 0c), d)/.\: n@o@_gn, n.,_ﬁ_n)]

1 1 1 1 "
e) /1= »pzo n— y f) nyo o o

Shunday {A,} "Borel tipidagi to‘plam" larga inisol keltiringki, quyida-
gilar bajarilsin:

a) fi(An) =1, h>1 UAn=R,
b) /i(A,) = +oc, A, DAn+l, n> 1 fif fj Anl = 1,

c) (0*A,) = +oc, n>1 n A, =N,

l1=1

d) /¢(A,) = +oo0: flAm=0. n/ m, n.m GN.

4 C R2 ning "Borel tipidagi to‘plam"” ekanligini koi'satib. uning

ollchovini toping:

a) A= i(x,y)gR2:i GR, 0<y<

1+x2
b) 4= j(r,y) G l<x<1 0<yc<
vT
a G (0, 1) ixtiyoriy son bolsin. [0. 1] kesmaning o‘rtasidan uzunligi
a (2 —a 24-a’

- gateng Ai = j intervalni chigarib tashlaymiz. _4i
ni o‘rta interval deb ataymiz. Ikkinchi gadamda qolgan ikki kesmaning
uzunligi Fy ga teng bolgan o‘rta intervalini chigarib tashlaymiz. Bu in-
tervallar birlashmasini Az bilari belgilaymiz. Uchinchi gadamda golgan
to‘rtta kesmaning liar biridan uzunligi = ga teng bo‘lgan o‘rt.a inter-
valini chigarib tashlaymiz. Ularning birlashmasini As orqali belgilaymiz.
Bu jarayonni cheksiz davom ettiramiz. A bilan [0. 1]\ U An to‘plamni
belgilaymiz. A ning o‘lchovli ekanligini ko!rsatihg va uning olchovini
toping.
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»43. 5.42-misolda keltirilgan A to‘plam [0, 1] kesmauing liech yorida /icli

emasligini isbotlang.

5.44. A ¢ [a, b o‘lchovli to‘plam va n(A) = A> 0 bo'lsin. U holda f(x)
x) D A) funksiyaning uzluksizligini isbotlang. / : [a, f] > Ne

funksiyaning giymatlar soliasini toping.

5.45. [0, 1] kesmada [0. 1] dan fargli va o'Ichovi 1 bo'lgan yopiq to‘plam

mavjudmi?

5.46. Tekislikda shunday o'Icliovli A ¢ R 2 to;plarnga misol keltiringki, uning
koordinata o‘gqlariga proyeksiyalari o'lchovsiz bo‘lsin.

5.47-5.49-rnisollarda A\ ¢ ,4 shartni ganoatlantiruvclii -4 va Ai to‘plamlar
berilgan, A\j4i to!plamniengkamsondagio‘zarokesishmaydigan P\, Pz,n
to‘g‘ri to‘rtburchaklar birlashmasi ko'rinishida tasvirlang. A\Ai = 1J Pk

k=1
yoyilmadan foydalanib A\.A\ to‘plam o‘lchovini toping.

547. A={(X,y) :0<x <7 0<y<T}.

M = {(a5,y) :4<x<6, 3<y<5b}.

548. A= {(x,Yy):0<x <7 0<y 7},
Ai={(x.y) :3<x <7 0<y<T}.
549. A= {{x,y) :0<x<7, 0<y<T7},

Ai={2.y) :0<x <7 0<y<6}.

5.50-5.64-rnisollarda keltirilgan tasdiglarni isbotlang.

5.50. A ¢ R to‘plam o‘lchovli bo'lishi ucliun ixtiyoriy e > 0 ga kolra shunday
G (G p A) ochiqg to'plam ma.vjud bo:lib, /j,*(G\A) < e tengsizlikning

bajarilishi zarur va yetarli.
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5.51. Agar A ;C R o'Ilchoyli to'plam bo'lsa. u holda ixtiyoriy e > 0 uchun
shunday G (G C -4) yopiq to'plam mavjud bo'lib, x*(A\G) < s tefng-

sizlik bajariladi.
5.52. Agar A C B bo'lsa, B*(A) < B*{B) bo'ladi.
5.53. Agar A —sodda to'plam bo'lsa., u holda R*(A) = mI(A) tenglik o'rinli.
5.54. Agar chekli yoki sanoqli sondagi {An} to'plamlar sistemasi uchun A C

U Av bo'lsa, u holda quvidagi tengsizlik o'riiili
n

B*{A) < 53 M(A,) =
1

5.55. Agar A G [0. 1] o‘Ichovli to'plam bo'lsa, [0, 1]\j4 ham o‘Ichovli bo'ladi.

5.56. Agar A va B to'plamlar o'lchovli bo'lsa, u holda AuB. ADB, AAB, A\B

‘to'plamlar o'lchovli bo'ladi.
5.57. O'Ichovli to'plamlar sistemasi il(R) halga tashkil giladi.

5.58. Chekli sondagi o'lchovli to'plamlarning birlashmasi va kesishmasi yana

o'lchovli to'plamdir.

5.59. Agar A va B lar o'zaro kesishmaydigan o'lchovli to‘pla.mla.r bo'lsa, u
holda R(A U 5)= B(A) + f.i(B) tenglik o'rinli.

5.60. Agar A va B lar o'Ichovli to'plamlar bo'lsa, quyidagi tengliklar o'rinli:
a) fi(A UB) = /-i(A) + R{B) —i.i(Afl B),

b) /j(AAB) = n(A) + R(B) - 2(jt{A NB).
5.61. Ixtiyoriy ikkit.a A va B to'plamlar uchun quyidagi tengsizlik o'rinli:
\B*(A)-S(B)\<fi*(AAB).
5.62. 4 C E = [0 1 o'lchovli to'plam uchun ji (E\A) = 1 —R(A) tenglik
o'rinli.
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i H'l. Sanoqgli sondagi o'lchovli to'plamlarning birlashmasi va kesishmasi yana

(¥Ichovli to'plamdir.
ii (H. O'lchovli to'plamlar sistemasi II(M), er— algebra tashkil giladi.

i (15. O'lchovning er— additivlik xossasidan foydalanib. quyidagi to'plamlar-

uing o'lchovini toping:

5,06. 0 ‘Ichovni;ig uzluksizlik xossasi va uning natijasidan foydalanib, quyidagi

t.o'plamlarniiig o‘lchovini toping:

5.(i7. Chegaralangan o'lchovsiz to'plamga niisol keltiring.
5.68-5.75-rnisollarga harn 5.8-misol kabi javob bering.

5.68. 0 ‘Icfaovsiz to'plamlarning kesishmasi ollchovsiz bo'ladimi?
5.69. 0 fichovsiz to'plamlarning ayirmasi o'lchovsiz bo'ladimi."
5.70. 0 ‘Ichovsiz to'plamlarning simmetrik ayirmasi o'.Ichovsiz bo'ladimi?

5.71. Ac E = [0, 10] o‘lchovsiz to'plam, B ¢ E o'lchovli to'plam. Ularning
birlashmasi o'lchovli bo'lishi mumkimni? A C B holni tahlil giling.

5.72. AC .E o'Ichovsiz to'plam, B C E o'lchovli to'plam. A n B -to'plam
o'lchovli bo'ladimi? A f)B = 0, B C A, A C B hollarni tahlil giling.



5.73.

5.74.

5.75.

5.76.

5.77.

5.78.

5.79.

5.80.

5.81.

5.82.

5.83.

5.84.

A C E o'lchovsiz to'plam. B C E o'Ichovli to"plam bollsin. A\B
to‘piam o'lchovli bo'lishi mumkinmi? A C B, B C A hollami tahlil
qgiling.

A C E o'lchovsiz to'plam, B ¢ E o'lchovli to'plam bo’lsin. B\A

to'plam ganday hollarda o'lchovli, ga.chon o'lchovsiz bo'lishini misollarda

tushuntiring. Anf = 0. B C A, A C B hollami tahlil giling.

A C E o'Ilchovsiz to'plam, B ¢ E olchovli to'plam bo‘lsin. AAB
to‘plam o'lchovli bo‘lishi mumkinmi? AflB = 0, B C A, A C B
hollami tahlil giling.

A\ D A2 D mmmD An D mm o'Ichovli to‘plamlar ketma-ketligi uchun
nlll An) = nlﬂ;&:n(A,,) tenglikni isbotlang.

O'lchovli to'plamlarning A\ C A% C ®®®C An C ooe ketma-ketligi uchun
@ . I

B{ngl An) = n“—%:B(A”) tenglikni isbotlang.

Agar H(R)— sonlar o'gidagi Lebeg ma’nosida o'lchovli to'plamlar sis-

temasi. [a, 6] ixtiyoriy kesma bo'lsa, u holda [a, 6] kesmada saglanuvchi

o'lchovli to'plamlar sistemasi ¢ —algebra tashkil giladi. Isbotlang.
Kantor to'plamining o'lchovi nolga teng ekanligini isbotlang.
Ixtiyoriy A ¢ IR sanoqli to'plam uchun /<(™) = 0 ekanligini isbotlang.

A va B lar sonlar o'gidagi nol o'lchovli to'plamlar bo'lsa, A UB va

AAB lar ham 10l o'Ichovli to'plamlar bo'ladi. Isbotlang.

A ¢ M nol o'lchovli to'plam va- ixtiyoriy B ¢ B to'plam uchun B(A fl
B) = 0 ekanligini isbotlang.

Sonlar o'gidagi barcha nol o'lchovli to'plamlar sistemasi a halga va $

halga bo'lishini isbotlang.

Sonlar o'gidagi barcha nol o'Ichovli to'plamlar sistemasi simmetrik ayirma

amaliga nisbatan kommutativ gruppa bo'lishini isbotlang.



' Mit. Sonlar o‘gida kontinuurri quwatli, nol o'lchovli to ‘plamga misol keltiring.

>Mt, [0, 1] kesmada, o'lchovi 0,9 ga teng bo‘lgan va [0, 1] ning liech yerida

zieh bo'lImagan mukammal to'plamga misol keltiring.

fi,K7. [0, 1] kesmada, o'lchovi 1 ga teng bo‘lgan va [0, 1] ning liech yerida

zieh boHmagan mukammal to ‘plam mavjudmi?

ftH8. A ¢ [0, 1] hech yerda zieh bo‘Imagan nol o‘lchovli to'plam bo‘lsa, uning

yopig'i A ham nol o‘lchovli to‘plam bo!lishi shartmi?

ftKO. [0, 1] kesmada. nol o'lehovii va [0, 1] ning haiiima yerida zieh kontinu-

um quwatli to‘plamga misol Kkeltiring.

'ﬁ.m Shunday nol o‘lchovli A C _Rva B Cl to‘plamlarga misol keltiringki,
ularning arifmetik yigiindisi A+ B —{c. : c=a+b, 0€ A, be B}

musbat, o'lchovli bo!lsin.

ft.01. Shunday A C [0, 1] va B C [0, 1] tolplamlarga. misol keltiringki.
quyidagilar bajarilsin: 3(A) = 8(B) = 0. R(A + B) =2.

ft,02. Fix) = 2x+ 1 funksiya yordamida qurilgan Rp — Lebeg-Stilt.es o‘Ichovi

absolyut uzluksiz olchov bo'lishini isbotlang.

ft.03. Bp. F(x) = 2x + 1 o'lchov bolyicha A — (1, 5] to‘plamning o'lchovini
toping.

f>94. Bp. F(x) = [X] Lebeg-Stiltes o'lchovi bolyicha. A — (1, 5] U {7. 8}

to‘plamning o'lchovini toping.

Qurilishi Kantor to‘plami —K (3.5-misolga garang) bilan bog‘liq bo‘lgan
Kantorning zinapoya funksiyasini (5.7-chizma) keltiramiz. Kantorning zinapoya
funksiyasini £ bilan belgilaymiz va uni M da quyidagicha aniqlaymiz: &(x) =
0, x G (—00,0] va A(x) = 1, x € [l.oo). A ni [0, 1]\A' da quyidagicha

aniglaymiz. K\ = to!plara va unirig chegarasida.(5.7-chizmaga garang)
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3”3
, . 1 2 . . -
Ar—A21UA2 91 9 U A to‘plam va uning diegaralarida
1 12
4 a<?ar x G 9: 9
ﬂ(X):<3 aar£G78
4 P 9’9
Endi
L — 19 20 25 26
fr=i 33" 33 F* 3 33’ 33
to'plam va uning chegaralarida
o 2k —1
A(®) = X GKs3k k=1.2,3,4.
23
Y
i
8.
34-
! ! ! 1 i 1 1 >
5.7-chizma
2~
Xuddi shunday. /CP= 1] to*plamning A — qo;simi intervali va un-
fc=i

ing chegarasida

9 Ir 1

&x)= ,  xe Krk k= 12,3 ,, 2"“1
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Sliunday qilib, KT to‘pla.mlar va ulaming chegaralaricla & funksiya anig-
lulltli. Bu (Ej Kn= [0. 1]\A" to‘plam [0, 1] kesmada zieh. Endi xo e K soni
m—1

M l'imksiya aniglanmagan biror nuqta boTsin, u holda

A (xq) = sup {a(x) : x < xo, x € UKn

ilrymiz. Hosil gilingan funksiya Kantorning zinapoya funksiyasi deyiladi.

5,1)5.

fi.iHi.

fi.07.

5.98.

5.99.

Kantorning zinapoya funksiyasi 8. ning [0, 1] kesmada uzluksiz, mono-

ton kamaymaydigan funksiya ekanligini isbotlang.

Kantorning zinapoya funksiyasi F(x) = A(x) yordamida qurilgan Lebeg-
Stiltes olchovi —& bo:Lsin.
a) iin ning:singulyar olehov ekanligini isbotlang.

b) Bsi(K) = 1 tenglikni isbotlang. Bu yerda K - Kantor to ‘plami.

c) A Kantor to‘plamini saglovchi (K ¢ A) ixtiyoriy to‘plam bo‘lsin.
B&{A) = 1 tenglikni isbotlang.

a) F(x) —x funksiyayordamida qurilgan Lebeg-Stiltes olchovi absolyut
uzluksiz o‘lchov boiadimi?

b) F(.t) = 2[x] + 1 funksiya yordamida qurilgan Lebeg-Stiltes olchovi

diskret olchov boiadimi?

¢) Singulyar Lebeg-Stiltes olchoviga misol keltiring.
Additiv, ammo o— additiv bolmagan ollchovga misol keltiring.

Har bir .4 C 1 to:plamga
neNnA-

sonni mos qo‘yamiz. m to‘plam funksiyasi 6‘lchov bolishini kolrsating.

A —(—oc, 0) va B = [1, 4 to‘plamlarning o'lcliovlarini toping.
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I bobni takrorlash uchun test savollari

. Quyidagi tengliklar ichidan to‘g‘rilarini ajrating.

1. AAB = (AUB)\(AnB), 2 AAB = (AUB)A(A n B),
3. AAB = (A\B) U(B\A).

A) L2 B) 2, 3 C) 12 3 D) 1. 3

. E— universal to'plam. Ikkilik munosabatlarini toping.

1) E\UAa= n(E\Aa), 2) E\nAa= U(E\Aa)

3) AAB = (AUB)\{AnB): 4) (E\A)A(E\B) = AAB
A) 12 B) 2. 3 C)3. 4 D) 1, 4

. A va B to‘plamlar o'zaro kesishmaydi. Quyidagilar ichidan tq'gi‘ilarini
ajrating. 1) AAB = 4UB, 2) A\B = 3) B\A =B
A) 12 B) 2, 3 C) 123 D) 1 3

. A\ va A2 to'plamlar olzaro kesishmaydi. Quyidagilar ichidan t,o‘g'rilari-
ni ajrating. 1) Si flBo C (A\ A B\) U (A2 A Bo), 2) = 0;

3) 4iA.42 = -4iU42, 4) (BiU4i2)A(Si UBo) C (4iAl13i) U (42Ai?2)
A) L2 3 B) 2, 3.4 C) 1234 D) 1. 3. 4

. | :K—K. f(x) —[0,5a] akslantirish berilgan. Bu yerda [x] belgi x
sonining butun gismi. Agar A = [0. 8] bollsa, f(A) ni toping.

A) {0; 1; 2; 3; 4, 5: 6; 7} B) [0, 8]

C) {0; 1,23 45678 D) {01234}

.l X —[5 26], /(x)=x2+1 funksiya berilgan. / — ustiga (suryek-
tiv) akslantirish bol!ladigan maksimal X to'plamni toping.

A) [-5, -2] U [2. 5] B) [-2, 5] C) [2 9] D) (2, 5)

. :[0.7] —»[—1.1], f(x) = cosx. g :[0,2] —[0.1]. g(x) = sinx.
ip: [0,7] —[0,1]. ip(x) = sinx, ip :[0.2] — [0.5], ip(x) = x2+ 1
akslantirishlar ichidan suryektivlarini ajrating.

A) f.g.ip B) f:g,rp C) g,<p,i> D) f,ip.ib



8. / :[0.tf] ==[—1,1], /(x) = cos.r. g :[0.7] —»[0,1], g{x) = sin.r.
\5: [0 —[0,1]. ip(x) = sinz, i>:[0,2] = [0.5], y>(x) =x1+ 1
akslantirishlar ichiclan biyektivlarini ajrating.

A) f,g B) v C) f.tp D) ip,ib

9. Quyidagilar ichidan sanoqgli to'plamlarni ajrating.
1) Jahon banklaridagi valyutalar to'plami.
2) Barcha ratsional sonlar to'plami.
3) Yer sharidagi barcha qushlar to:plami.
4) Barcha tub sonlar to ‘plami.
A) 1,3 B)24 C)1,23 D) 1,3, 4

10. Quyidagi tasdiglar ichidan to'g'rilarini ajrating.
1) Chekli to’plamlarning ayirmasi chekli to‘plam bolladi.
2) Sanogli to-plamlarning ayirmasi sanoqli to‘plam bo‘ladi.
3) Kontinuum quvvatli to'plamlarmng ayirmasi kontinuum quwatli to!p-
lam bo'ladi.
A) 1,3 B)23 C)1 D)123

11. Quyidagi tasdiglar ichidan to!g‘rilarini ajrating.
1) Chekli to!plamlarning kesisiimasi chekli to‘plam boUadi.
2) Sanogli to!plamlarning kesishmasi sanoqli to'plam bodadi.
3) Kontinuum quvvatli to‘plamlarning kesishmasi kontinuum quvvatli
to'plam bo'ladi.
A) 1,3 B)23 C)1 D)L2S3

12. Quyidagi tasdiglar ichidan to'g'rilarini ajrating.
1) Chekli to'plamlarning birlashmasi chekli to'plam bo'ladi.
2) Sanogli to'plamlarning birlashmasi sanoqgli to'plam bo'ladi.
3) Kontinuum quvvatli' to'plamlarning birlashmasi kontinuum quvvatli
to'plam bo'ladi.
A) 13 B)y23 C)1 D123
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Kesishmasi kontinuum, simmetfik ayirmasi sanoqgli bo'lgan A\ va
kontinuum quvvatli to'plamlarga rnisol keltiring.

A) Ai = [0, 1], A2= (0, 1) B) Ai = [0, 1, A2=[0, ] UQ
C) A\ = [0, 00), Ao = [2. c0) D) A= (—00.0]: Ao = (0. 00)

Chekli to'plamlar ko!rsatilgan javobni toping.
A) Q. zZ, N B){23}:0 C) {23} [01.2Z DRQZ

Sanogli to'plamlar ko'rsatilgan javobni toping.
A)Q Z;N B) {23} 0 C) {23} [01, Z D)R,Q Z

Kontinuum quvvatli to'plamlar ko'rsatilgan javobni toping.
A) Q.Z,N B) {23} 0 C) {23}, [0:1, 2 D) [0 1].R. R\Q

Ekvivalent to‘planilar ko'rsatilgan javobni toping.
A)Q~Z~N-~R B) [0,1 ~ [0,00)~R~Q
C) [0 ~R~R2~R\Q D) 0,1] ~R~R\Q ~Q

Sonlar o‘gidagi barcha [a. b) yarim intervallar sistemasi & :
A) Yarim halga bo'ladi. haiga bo‘lmaydi.

B) Halga bo'ladi, algebra bo'lmaydi.

C) Ham halga. ham algebra bo'ladi;

D) Ham algebra, ham a algebra bo'l'adi.

Sonlar o‘gidagi barcha chekli to'plamlar sistemasi 6 :
A) Yarim halga bo'ladi, halga bo'Imaydi,

B) Halga bo‘ladi, algebra bo'Imaydi.

C) Ham halga. ham algebra bo'ladi.

D) Ham algebra, ham a algebra bo‘ladi.

Sonlar o'gidagi barcha chekli, sanogli va kontinuum quvvatli to'plamlar
sistemasi © :

A) Yarim halga bo‘ladi, halga bo'Imaydi.

B) Halqga bo'ladi. algebra bo;Imaydi.
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21.

22.

23.

24.

25.

C) Ham halga., ham algebra bo'ladi.

D) Ham algebra, ham a algebra, bo'ladi.

Sonla.r crqidagi barcha chegaralangan to‘pla.mlar sistemasi 6 :
A) Yarim halga bo‘ladi, halga bo‘Imaydi.

B) Halga bo'ladi. algebra bo‘Imaydi.

C) Ham halga., ham algebra bo'ladi.

D) Yarim halga tashkil gilmaydi.

Tekislikdagi barcha to‘g‘ri to'rtburchaklar sistemasi & :
A) Yarim halga. boiadi, halga bo‘Imaydi.

B) Halga bo‘ladi. algebra bo'Imaydi.

C) Ham halga, ham algebra b'o'ladi.

D) Ham algebra, ham a algebra bo‘ladi.

E = {(x,y) : 0< X;< 1 0 < y < 1} birlik kvadratdagi barcha
elementar to‘plamlar sistemasi & :

A) Yarim halga. berladi, halga bo‘Imaydi.

B) Halga. bo‘ladi. algebra bo‘Imaydi.

C) Ham halga, ham algebra bo'ladi.

D) Ham algebra, ham a algebra bo’ladi.

E = [0. 1] to'plamning barcha. gism to’plamlaridan tashkil topgan 21(E)
sistema simmetrik ayirma A amaliga nisbatan gruppa tashkil giladi.
Uning birlik elementi e(e *x = x * e — e) ni toping.

A) e=10, 1 B) e=0 C) e= {0} D) e= (0, 1)

E = [0, 1 to'plamning barcha gism to’plamlaridan tashkil topgan 21(1?)

. sistema. simmetrik ayirma A amaliga nisbatan gruppa tashkil giladi. Bu

26.

gruppada x = (0, 1) elementga teskari elementni toping.
A) .r-1= {0} B) arl=0 C) a;-1= (0, 1) D) a“1= [0, 1

P=114<x<5" 25<yc< to‘g;ri to‘rtburchakning o'lcho-

vini toping.



27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

A)20 B) 21 C) 18.75 D) 20,4

P={0<x<1 0<y<1l}vaQ={03<x<08 0<y<1}
to‘g‘ri to'rtburchaklar kesishmasining olchovini toping.
A) 0,5 B) 0,8 C) 0,15 D) 0,75

P={0<x<1 0<y<1}vaQ=4{05<x<15 0<y<1}
to'g‘ri tolrtburchaklar birlashmasining o‘lchovini toping.
A) 1,3 B) 1,4 C) 1,5 D) 2

P={0<x<1 0<y<1l}vaQ={05<x<15 0<y<1}
to‘g‘ri to‘rtburchaklar simmetrik ayirmasining o'lchovini toping.
A) 0,5 B) 1 C) 15 D) 0,8

P={0<x<50<y<5} Pi={0<x<2 0<y<2}) P\PX
ayirmaning chekli yoyilmasida eng kamida nechta tO‘g ‘ri to*tburchak gat-
nashadi?

A)4 B3 C2 D)5

A={0<x<1 0<y<02)U{0<x <1 08<y< 1}
elementar to‘plamning o'lchovini toping.
A) 0,2 B) 0.3 C) 0,4 D) 0,5

A—{0xx <1 0<y<x} to;plamning tashqgi o‘lchovini toping.
A) 0,2 B) 0,3 C) 0,4 D) 0,5

Lebeg o‘lchovining additivlik xossasini krrsating.

A) i i\kléllAk/) = kézlﬂ(Akj, AinAj=0,i |

B) B %91 .4,,} = E V<An): LAIf)A3=§ ,i"]

C) Jim&{An) = 8{A); A= U An, ~C " C - cAnc e
D) B (nlfll'd";} < rI'|E=1 K An)
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‘$4. Lebeg o'lchovining yarim additivlik xossasini ko'rsating.

35.

36.

37.

38.

39.

A) 4 (u AI%— E n(AK, A;nAj=0,17?]
B)A(UA,,)] E m(A«) AinAj=0.z"j

C) lim n{An —(,(,(A), A= UA, AICA2c -#CA,C m-
D) aTpU, Ang/< M(An)

Lebeg o'lchovining a— additivlik xossasini ko'rsating.

A) n(i_L:JiA) =E:1MAt), A.nAj=0,i/j
(e ot
)= E KA,), AiNAj=0.iz%]j
n=i / n=1
C) Iim fi(An) =n(A). A= UA,, A;c A2C ¢ecCANC mee
=1
D /(LIJJA\ E /(A
m( U AR < E 1A y

Lebeg o'lchovining uzluksizlik xossasini toping.
A) n (G Aj:jj = E M@AT. APA-=0.//]

B) nCU An) = E m(A,); AinAj=0,i"]j
vil=l y  n=I

C) lim u(At) = I«(A). A= UA,, Aie A2C....C A, C +*nm
To—»0 =1
D) M{L/n% AN < ’||=_:1 M(An)

A C [0, 1] — o'lchovsiz to'plam. Quyidagilar ichidan o'lchovsiz to'plamlarni
ajrating. 1) [0. 1]\A. 2) AnQ, 3) An ([0, I)\Q).
A) 13 B) 2. 3 C) 12 D) 123

A C [0, 1]— o'lchovsiz to'plam, AT— Kantor to'plami bo'lsin. Quyidag-
ilar ichidan o'lchovli to'plamlarni ajrating.

1) [0, 1DMA. 2)AnQ, 3)AnK.

A) 1,3 B)23 C)12 D) 12 3

iip o'lchov F(x) = [a] funksiyayordamida qurilgan Lebeg-Stiltes o'lchovi,
A= {1, 2. 3} bo'lsin. h{A) ni hisoblang.



Al B2 €3 DO

40. F(x) = &(x)— Kantorning zinapoya funksiyasi, esa F(x) yorda-
mida qurilgan Lebeg-Stiltes o'lchovi bo'lsin. A — éli%:iz%\) to‘plamning
o'lchovini toping.

A) i B) | C) | D) 0

I bob uchun javoblar va ko’rsatmalar

I-§. To‘plamlar ustida amallar

10. x £ £\fV4,,. ixtiyoriy element bo'lsin. U liolda x £ E va x " f]
bo'iadi. Bmidctsm shunday a0 mavjud bo‘lib, x ning Aao to‘plamga teaish-
li emasligiga kelamiz. Demak, x element Aao to‘plamning tOfdiruvchisida
eyotadi. Shunday qilib, cto uchun x £ E\A,,0 rnunosabat o:rinli’, bundan biz
x £ [J(E\AOQ) ga ega bo‘lamiz. Bu esa

(i.i})
a a
munosabatni keltirib chigaradi. Endi teskari munosabatni isbotlaymiz. Agar
x £ (J(ENi4,) bo‘lsa, u holda biror cto uchun x £ E\A a0 bo‘ladi, bundan
a

x element Aao to'plamga tegishli bcvimaydi, bu esa x $ f|Aa ekanligini
a

bildiradi. Demak, rc £ £7\ f ekan. Bundan biz

EV)Aar{J(E\Aa) (1.2j)
a a

munosabatga kelamiz. (1.1j), (1.2j) munosabatlar (1.4) tenglikni isbotlaydi.
18. AUB = [0. 1, A\B = {0, 1}, AAB = {0, 1}, An B = (0. 1).
19. AUB = {2, 3, 4, 6,8, 9, 10, 12, 14, 15. 16, 18, 20, 21, 22, 24,...} ,
A\B = {2.,4,...,2(3«- 2).2(3n- 1),..} , An B = {6,12,...,6n,...}
AAB = {2, 3, 4,89 10, 14, 15,16,...} .
20. 4UB =R, A\B =Q, AAB =R, 4nB =0
21. AUB =10, 1], A\B = A, AAB =10, 1], AnB =0.
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22. A=j~pnezj. S=j—+ — ,n6zj.Buyerda B c A munosa-

bat o'rinli. demak AUS = 4, Af)B —B, A\B = AAS=j— ,n€Zj.
23. A to'plam l.Ik-chizmada gorizontal shtrixlangan soha, S to‘plam 1.1k-
chizmada vertikal shtrixlangan soha. AUS = {(x.y) : 0<x < 1, 0<y < 1},
A\B = {(x,y) :0<x <1,0<y<x}.

AflS = {(x,y) :0<x<1y—x}.

AAS = {(x,y) :0<x<10<y<x}U{(Xy) :0<x<lx<y<I1}.

X

l.Ik-chizma

24. A U S — 1.2k-chizmada shtrixlangan soha, A\B — chizmada gorizon-
tal shtrixlangan soha. AAS; — chizmada vertikal va gorizontal shtrixlangan

soha, A r B — chizmada giyalab shtrixlangan soha.

1.2k-chizma

30. Zz =272 X ={1,2} Y = {3} X xY =Y x X tenglikdan X =Y
kelib chiqgadi.

40. X x Y = {(1,2). (1,4), (3.2). (3.4). (5.2). (5 4)}.

Y x X = {(2,1), (2,3), (2.5). (4,1), (4,3), (4,5)}.

X x Y —Y x X tenglik umuman olganda to‘g‘ri emas.

44. Tblg‘ri emas, masalan X = [0.1]. X\ = [1,2], Y = [2,3], Y\ = [3,4].
49. A°=SUCUD, A*.=SflCn D.

52. xm = (-1)"’ ketma-ketlik Q ga garashli, lekin {x,,,} * (J Q..
n=I
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2- 8. Akslantirishlar

9. £(<R) = 1O,J2,‘i3 10. E(P)=R. Il. E(S) = [0,00).
12. g(A) = {0,1,2}, g¢~1(B) = R,4). 13.. SHA) = {0},

4. /(1) = x. g =1-3, (/+ <=1,

I(x) = x, g(x) = t- 3, (/- 9g)x) =3

26. 2.27-misolga garang.

27. A va. B to‘plamlar o‘zaro kesishmaydi, ya’ni An B = 0. Bu yer-
dau P (A fl B) — 0 ekanligini olamiz. Bu to‘plarnlarning P akslantirishdagi
tasvirlaii ustma-ust tusliadi, ya'ni P{A) = [0. 1] ; P{B) = [0, 1]. Demak,
P(A)nP{B) =10, 11f 0= P{AnB).

29. xx\A (x) = 1- Xa(x), xaub (x) = Xa (x) + Xb [x) - xa (x) &b (x),
XAnB (x) = xa (z) *XB (x), Xa\b (x) = Xa (x) - xa (x) Xb (x),

XAAB (x) = XA(x) + Xb (x) - 2xa (?) *Xb (x) =

33. Mavjud. 34. To‘g‘riemas. 38. X = [3.—2] U [2 3].

39. f(A) = ji 1] 2| 3.1 4Jjf HB) = [5,6).

40. X ¢ (—00,0] yoki X c [0,-foo) dagi ixtiyoriy to'plam.

41. Bu akslantirish ham syuryektiv, ham biyektiv.

42. Inyektivlari /, tp, \i» Syuryektivjari /, g, 9 Biyektivlari /,

3-8 To‘plamlar quvvati

8. Ka = {(x,*) :x —a. —00 <y < 00} — sinf tekislikda x — a vertikal
to‘g!ri chiziqdan iborat.

9, Kr= {(x.y,z) :x2+ y2+ z2= r} —sinffazoda. markazi koordinata boshi-
da radiusi r > 0 bo‘lga.n sferadan iborat.

12. Bo'ladi. 13. f(2n) = n.

19. Bu to‘plamlar O‘rtasida biyektiv moslikni

/| :R —=(0, 1), /.(z) = ﬁarctgx + /z\

funksiya yordamida o‘rnatish mumkin. Bu akslantirishning biyektiv ekanligi

arktangens funksiyaning xossalaridan kelib chigadi.



21.Yo‘q, bu chekli to'plam. 22. A=N.B = {3.4,...,,n....}.

23. A=N.B ={...-2-1,01.2}. 26. Sanogli.

33. .4- {°. S “ ew, oo} to'piamla bolsin.
U holda [0, 1]\J1 = (0, 1)\B = C . A va B lar sanogli tolpla.mlar bo'lganligi
uchun / : A —B biyektiv akslantirish mavjud. U holda

f(x)> o,gar X 2 A

Xx. agar xe C

g(x) = <|[ funksiya [0.1] ni (0,1) ga biyektiv akslantiradi.
33. /(x.y) = fa + - a), c+ -(d - ). XY E I ]2

36. A C R\Q biror sanogli to'plam bo‘lsin, u holda B — J1 u Q ham sanoqli
to'plam boladi. / : A — B biror biyektiv akslantirish mavjud. U holda
[ f(x)., agarx € A

g(x) = < .
x, agar x GR\(QU )
tirisli bo:ladi.

funksiya R\Q ni R ga biyektiv akslan-

49. Ekvivalent. 51. Irratsional sonlar uchun.

59. A = [0; 1] kontinuum quvvatli bolgani uehun 3.4-teoremaga. ko;ra, uning
barcha gisrn to:planilaridan iborat to'plam giperkontimium quvvatli bo'ladi.
60. A ¢ [0, 1] dagi ixtiyoriy to'plam bo'lsin. f(x) = Xa(x) —A to'plamning
xarakteristik funksiyasini olamiz. U holda xa xarakteristik fiinksiya A to'plam
orgali bir giymatli aniqglanadi. Demak, [0, 1] da aniglangan va fagat 0 yoki
1 givmat gabul giluvchi funksiyalar to'plami bilan [0, 1] ning barcha gisrn
to'plamlari o'rtasida biyektiv moslik mavjud. [0, 1] to'plamning barcha gisrn
to'plamlaridan iborat sistemaning quvvati giperkontinuum bo’lgani bois [0. 1]
da aniglangan va fagat O yoki 1 giymat gabul giluvchi funksiyalar to'plami
giperkoiitinuum quvvatli to'plam bo'ladi.

61. 3.4-teoremaga ko'ra R2 ning barcha gism to'plamlaridan iborat to'plam
giperkontinuum quvvatli bo'ladi.

62. Bu to'plam 60-misolda keltirilgan to'plamni saglaydi, shuning uchun u

giperkontinuum quvvatli bo'ladi.

4- 8§ To'plamlar sistemalari
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10. Sonlar o‘gidagi yopiq to‘plainlar sistemasi.

15. Agar A, B e = H $}Q bo'lsa, u holda ixtiyoriy a da A, B G <pa
bo‘la.di. halga bo‘lganligi uchun AAB € Ail B £ £p,. U holda.
AAB G®PvaAnBG

23. Yarim halga bo'Imaydi.

24. Bolladi.

25. Yarim halga bo'ladi. lekin halga bo!lmaydi.

26. Halqa tashkil giladi.

30. Sistema sanoqli biilashmaga nisbatan yopiq emas. Masalau, An= {n-1} G

6 lekin U Ani 6.

31. © hz;I:qla sifat,ida tayinlangan Oxy koordina,talar sistemasidagi elementar
to‘pla.mlar sistemasini olamiz. ©45 halga sifatida. Oxy ni 45° ga burishdan
hosil bo‘lgan koordinatalar sistemasidagi elementar to'plamlar sistemasini bel-
gilaymiz. © U ©45 sistemaning halga- emasligi rayshan. Chunki bu to‘plamlar
sistemasi kesishma amaliga nisbatan yopiq emas.

32. ©i = {A, 0}, 02 —{A, {a}, {6c}, 0 } ©3 = {A, {& {a, c}, 0}. 64 =
{A, {c}. {a. 6}, 0}, 65 = {4. {a}, {&} {c}, {a, 6}, {a, c}, {6,c}, 0} bu sistema-
lar ham halga. ham algebra bo‘ladi. VRi = {0.{a}}, '$2 = {0,{&}}, ~3 =
{0, {c}} bu sistemalar halga bo'ladi. lekin algebra boimaydi.

33. Halqga tashkil giladi.

34. Bu sistema simmetrik ayirma amaliga nisbatan yopiq emas. Ma.sa.lan.
A = [0,7], B = (1,3) uchun AAB = [0,1] U [3,7] to!plam bu sistemaga
garashli emas.

35. A = (0,7 x (0,77 va B = (0,5] x (3.5] to‘plamlar uchun AAB bu
sistemaga qarashli emas.

36» Bu sistemada biriik element mavjud emas. Bu sistema halga boimaydi.
37. Eng kamida 4 ta. to‘g‘ri to.irtburchak gatnashadi. Minimal perimetr 50.
38. Bu sistema a — halga bo‘lmaydi. a — algebra bo‘Imaydi.

39. WA ning halga ekanliginiko!rsataymiz. Hagigatan ham £ = AnBi, Bo —



in B2 bolsin. U holda

BinB2= (40Bi)n (4nB2=An (BiDB2) G"a-
Xuddishunday
BIAB2=(ANBi)A(A NB2) = ((4nB U(4nB2)\ (AN®B1INBY) =

= 4n (BiAJ32) G%a

munosabat o'rinli. Demak, ?pA sistema halga bo'ladi. Bu sistemada A to‘plam
birlik element bo'ladi, ya’ni sistema algebra bo'ladi. Agar sistema
o — halga bolsa, u holda to'plamlar sistemasining a — algebra bolishi
yuqoridagidek ko'rsatiladi.

40. X sa.nogli to'plam bolsa.

41. a) Yarim halqga tashkil gilmaydi. b) va c) lar yarim halga tashkil giladi.
Halga va algebra tashkil gilmaydi.

O'lchovli to'plamlar

26

18. A = —.2) |J[3:4), ii(A) = 2,

1
19.A— &) UBe)U[9FY, fi(a) = e3 e2+e

11
20. A= < T LS M(A) =
60' 24 e:2 '80"
s A 31 1 M(A) = 61
7T 256U 256 A) = 256

31 )
22. A= 0.1 J\J(gzpjluh'zﬁ A )= s

27. n(A) = 0. 28. /;(4) = -1. 29. 1i(4) =1

30. Ay- C [0, 1]. k G {1.2.3,4,5.6. 7.8, 9} bilan sonlarining cheksiz
o'nli kasr yoyilmasida k ragami gatnashadigan sonlar to'plamini belgilaymiz.
Biz sonlarning cheksiz o'nli kasr yoyilmasida 5 ragami gatnashadigan son-
lar to'plaminining olchovi 1 ekanligini 5.4-misolda ko'rsatdik. Xuddi shunday*

istalgan k G {1, 2...., 9} dchun ji(Ajj) = 1 ekanligi ko'rsatiladi. Sonlarning
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cheksiz o‘nli kasr yoyilmasida. 1 dan 9 gacha boigan barcha ragamlar qat-
nashadigan sonlar to‘plami A\ M /12 «<+mn /19 dan iborat bo‘ladi. U holda

M ([o.. 11\ (0 40 ) = ~ (U(t°> 4 \ 4 )) ~ E M ([ ° -\ n =)= 0

bo‘ladi. Demak, //(NIxM N2MN +m M fig) = 1 bo‘ladi.
34. Shart emas. Masalan, A = [0, I]nQ bo'lsin, u holda fi{A) = 0, u(A) = 1.
38. a) 4.3-ta’rifga. ko‘ra J1 Borel tipidagi to;plani boladi.

A 3"—i I o to!plamlar o'zaro kesishmaydi, shuning uchun B(A) —
1

rI]E—]_A ) = E»—l Ur b) IMi(A) = oo, c) u{A) = 1.

39. a) —1, b) ¢¢(J1) = 0. ¢) /n(]1) = oo, d) B(A) = 3.5.

Y '<A>=25+p b )" f>'mW -2®
40.a) N3g-i = [ri- 1.n), A2n=[-n, 1- n).b) An= [n,0c) U (0,1

c) An=( oc.n)UN.d) An= U \k+ -J—r:k+ ,—-¥y
AelL  vn+K Vu+ k- 1,
41.a) m()y = F, b) //(N) = T
42. /i(/l) = 1 —a. 44. E(f)= [OA. 45. Mavjud emas.
46. B C [0.1] o‘lchovsizto‘plam bo‘lsin. U holda A — {(x.y) :x £ B.y = 1}
U{(x,y) :x = 1.y € B} to‘plam uchun prxA = P. pr®J1 = B bo'ladi.
47. N\N~ = Pi UP2U P3 UPi (5.1k-chizmaga. garang). Pi = [0,4) x [0.7).,
P2=[4,7)x [57), P3= [6,7) x [0,5), P4= [4,6) x [0,3). n(A\Ai) = 45.

5,Ik-chizma

48. N1\N1 = Pi U P2. 5.2k-chizmaga garang. Pi = [0,3) x [0,7), P2 =
[0.7] x {7}. ii(A\Ai) = 21.
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o} 3 7 x

5.2k-chizma

49. A\Ai = Pi UP2U P3- 5.3k-chizmaga garang. Pi = [0 7] x [6.7], P2=
[O7] X {0}, P3= {7} X [0,6). /&/1\/b) = 7.

-y
A
L
Jt [
0 R X
5.3k-chizma

60. a) p(AUB) = R(A).+u(B)—/u(A-MB) tenglikni isbotlaymiz. AuB ni
o‘zarb kesishmaydigan to'plamlarning biriashmasi ko'rinishida t'asviriayihiz:
AUB =(A\(AIB))U(B\ (AlB)) U{aATB).

Bu yoyilmadan va o‘lchovning addit.ivlik xossasidan
p(AUB) = ,((4\ {ANB)) + u(B \ (A MB))+ /(4 NB) (5.4j)

ni olamiz. Matdumki o'lchovli E va A -to‘plamlar iichun A ¢ E bo‘lganda
R(E \ A) = /j.(E) —ji(A) tenglik o'rinli. Shunga kota fi{A \ (An B)) =
fi(A) - B(AMB), u(B\ (4MNB)) = - fi(A NB) bo'ladi. Bularni (5.1j)
ténglikka golyib R(A UB) = fi{A) + u{B) —u(A MB) tenglikni olamiz.

b) tenglikni isbotlashda yuqoridagi tetiglikdan foydalaiiamiz:

I(AAB) = u((J1 UB)\ (AMB)) = /¢(AUB) - y(A MB). (5.2))

(5.2j) da /i (ALIB) o'rniga u(A) + /n(B) —/n(ANB) ni qolyib, B(AAB) =
u(A) + /In(B) —2R(A M B) tenglikni. olamiz.
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65.a) n(A) = 1. b) ii,(A)= 2. ¢) i¢(A) = 1.¢cl) n(A) = 1.

66.a) B(A) —11 —2e.b) fi{A) = 3. ¢) n{A) —4 + 2e.d) /x(A) —5.

67. Chegaralangan o'lchovsiz to'plam quyidagicha quriladi. Buning uchun
[L. 1] kesmaning nugtalari orasida ekvivalentlik tushunchasini kixitamiz:
agar x va y ning ayirmasi i - j e Q bo'lsa. ular ekvivalent deyiladi. Bu
munosabat ekvivalentlik munosabati bo'ladi. Shuning uchun [—1, 1] kesma
o‘zaro ekvivalent bo'lgan elementlardan iborat K(x), x £ [, 1] sinflarga
ajraladi. Bunda turli sinflar o‘zaro kesishmaydi. Shunday qgilib [, 1] kesma
o‘zaro kesishmaydigan K(x), x £ [, 1] sinflarga ajraladi. Endi bu sin-
flarning har biridan bittadan element tanlab olib, bu tanlab olingan elementlar
tcrplamini A bilan belgilaymiz. Hosil bo'lgan A to‘plam o'lchovsiz to'plam
bo'ladi.

68. O'Ichovli ham o'Ichovsiz ham bo'lishi mumkin. Masalan, A ¢ [0,1) da-
gi B C [1,2) dagi o'Ichovsiz to'plamlar bo'lsin. U holda. ularning kesishmasi
A flB — 0 o'Ichovli to'plam, A n A = A o'lchovsiz to'plam bo'ladi.

69. O'Ichovli ham. o'Ichovsiz ham bo'lishi mumkin. Masalan. Aq = [0. 1)
o'lchovsiz to'plam bo'lsin. A = Ao U [1, 2), B = Ao bo'lsa, A\B — [1, 2)
o'lchovli to'plam bo'ladi. Agar A = 4qU[1, 2), B = [1, 2) desak, A\B = Ao
o'lchovsiz to'plam bo'ladi.

70. O'lchovli ham, o'lchovsiz ham bo'lishi mumkin. 71. Mumkin,

72..Agar AnB = 0 bo'lsa, keshishma o'lchovli to'plam bo'ladi. Agar B ¢ A
bo'lsa, keshishma A n B = B o'lchovli to'plam bo'ladi. Agar A C B bo'lsa,
keshishma A n B — A o'lchovsiz to'plam bo'ladi.

73. Agar A ¢ B bo'lsa, A\B = 0 o'Ichovli to'plam bo'ladi. Agar B ¢ A
bo'lsa, A\B o'lchovsiz to'plam bo'ladi.

74. AnB = 0 holda B\A = B o0'Ichovli to'plam bo'ladi. B ¢ A holda
B\A = 0 o'lchovli to'plam bo'ladi. A ¢ B holda B\A o'lchovsiz to'plam
bo'ladi.

75. AnB =0, o'lchovli to'plam. B ¢ A va A ¢ B hollarda AAB to'plam

o'lchovsiz bo'ladi.
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85. Kantor to!plami.

86. 5.42-misolda a = 0,1 deb olsak. B(A) — 0,9 bo‘ladi. Bu A to‘plam
hech yerda zieh bo‘lmagan mukammal to'plam bo‘ladi.

87. Mavjud emas. 88. Shart emas.

89. A= K U([0.1]1 n Q). Buyerda K Kantor to'plami.

90. A —K. B = K .Buyerda K Kantor to‘plami.

91. A = B = K. Bu yerda K Kantor to:plami. K + K = [0,2] tenglik
13.5-misolda isbotlangan.

93. 5.11-ta’rifga ko'ra, —-75) —F(l) = 11 —3 = 8. 94. p(A) = 6.
97. b) Ha. c¢) 5.96-misolga garang.

98. X = [0, ] PQ deymiz. &m orgali X ning (a, b) interval, [a b
kesma va a. b), (a, 6 yarim intervallar bilan kesishmalaridan iborat tofp-
lamlar sistemasini belgilaymiz. &m yarim halqa bo'ladi. Agar Aai>= X f)(a, b)
(fl[a, 6, pl(a, b], p)[R: 6)) desak, va har bir Aab to:plamga m (Auj) = b—a
sonni mos qo'ysak, bu to'plam funksiyasi m : <Sn additiv, ammo
a — additiv bo'Imagan o‘lchov bo!ladi.

99. 1) m to'plam funksivasining aniglamsh sohasi 8 ning barcha gism
to‘plamlari sistemasi bo'ladi. Bu sistema yarim halga. tashkil giladi.

2) m(A) > 0 tengsizlik m ning auiglanishidan kelib chigadi.

3) agar A va B to'plamlar kesishmasa

k™ ub E E 4+ E " =MW+MR)
neND(ALIB) neNfi-1i BeKfiR

tenglik o'rinli. Bu yerdan o'lchovning additivlik xossasi kelib chigadi. B(A) =
0, B{B) = 0,875.

| bobda keltirilgan test javoblari
1-G 2-A 3-C 4D 5D 6A 7-A 8C 9-B 10-C II-C 12-D 13-B
14-B  15-A 16-D 17-C 18-A 19-B 20-D 21-B 22-A 23-C 24-B 25-C

2CB 27-A 28C 29-B 30-C 31-C 32-D 33-A 34D 35B 36-C
37-A  38-B 39-C 40-D.
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Il. LEBEG INTEGRALI

Ushbu boiimda oichovli funksiyalar va ularning Lebeg integrali xossalari
bayon gilingan. 0 ‘Ichovli funksiyalar Lebeg integrali tushunehasini kiritishda
asosiy manba hisoblanadi. O !lchovli funksiyalar ta’rifi, ularning asosiy xos-
salari keltirilgan. Jumladan, o'Ichovli funksiyalar to'plamining arifmetik amal-
larga nisbatan yopiqligi, shuningdek oichovli funksiyalar ketma-ketligi xos-
salari va Lebeg integrali tarifi, asosiy xossalari bayon etilgan. Amaliy mashg'u-

lotlar va uy vazifalari uchun yetarlicha masalalar berilgan.

Bu paragrafda uzluksiz funksiyaga :"gaysidir* ma’noda yaqgin bo’lgan oi-
chovli funksiya tushunehasini keltiramiz. 0 ‘Ichovli funksiyalar Lebeg integrali-
ni kiritishda asosiy manba hisoblanadi. Bizga E C R {E'C R2) Lebeg
ma’nosida oichovli to‘plam va unda aniglangan haqiqiy giymatli / funksiya
berilgan bo‘lsin.

6.1-talrif. Agar ixtiyoriy ¢ e I uchun {iGB: f(x) <c} :=E(f <¢)

to'plam o'lchovli bo‘lsa, f funksiya; E toplamda o'lchovli deyiladi.

6.1. /| :E —M, f(x) = a = const funksiyaning o'lchovli ekanligini ta’rif
vordamida ko‘rsating.

Yecbish. Ixtiyoriy ¢ € | uchun

tenglik ,orinli. E va 0 to'plamlar o'lchovli. Demak, ixtiyoriy ¢ € R uchun
E (f < c) to'plam oichovli ekan. 6.1-ta’rifga ko‘ra, f(x) = a funksiya E da
oichovli bo'ladi.

6.2. Funksiyalarni ta’rif yordamida o'lchovli ekanligini ko‘rsating.
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a) /000=N: xe [0 2). b) f(x) = {x}, x G[0. 2).

c) f(x)=2x+3 xGI[0 3. d) /(x)=x2-5 xGI[-2. 3

e) /(x) =2%- 1, xG[O 2] f) f(x) = In(i + 1), x G[0, 2).
g) /(x) = sinx —5. x S 0, ttf]. h) /(x)'= cosx + 5 x 6 0]

Y echish. Biz a) misolning yechimini beramiz. Ixtiyoriy ¢ G | uchun

0, agarc< O
E(f<e={xGE:[XI<c}= <10, 1), agarO<c<1
[0. 2), agarc>1

tenglik o‘rinli. 0 va [0, 1), [0. 2) to;piamlar oicliovli. Demak, ixtiyoriy ¢ G
R uchun E (f < c¢) to‘plam oichovli ekan. 6.1-ta’rifga kora, f(x) — [X]

funksiya-E —[0, 2) da oichovli boiadi. a
6.3. Ollchovli bo‘Imagan funksiyaga rnisol keltiring.

Yechish. E musbat oicliovli to’plam, A ¢ E olchovsiz to'plam boisin.
Quyidagi funksiyani gqaraymiz:
e | - 1, agar x GA

f(x)=<

[ 1, agar x € E\A. (6-1)

Bil funksiya uchun E (f < 0) = A boiib. u oichovsiz to:plam. Demak, /

funksiya E da oicliovli emas. O

6.4. Agar A ¢ E oichovsiz to‘plam boisa, u holda g{x) = xe\a(x) funksiya
oichovsiz boiishini isbotlang.

Isbot. To'plam xarakteristik funksiyasi ta’rifiga kojra E(g < 0,5) = A

boiib. u oichovsiz to‘plam. Demak, g : E —K oicliovli funksiya emas. O

6.5. Agar / funksiya E to!plamdaoichovh boisa, u holda ixtiyoriy a, b G K
lar uchun quyidagi tolplamlarning har biri oicliovli boiishini isbotlang:
1) E(f>a); 2)£(a</ <&); 3) E{f=a);
4) E(f <a); 5) E(f > a).
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Isbot. Aytaylik. / olchovli funksiya bo'lsin, u holda ta.'rifga ko‘ra, ixtiy-
oriy a € K uchun E (f < a) to‘plam ollchovli bo'ladi.

1) E(f > a) = E\E(f < a) tenglikdan. hamda. o‘lchovli to'plamning
to'ldiruvchisi oUchovli ekanligidan E (f > a) to'plamning o‘lchovli ekanligi
kelib chigadi.

2) E(a < f <b)=E(f >a)MNE(f < b) tenglikdan, hamda o'lchovli
to‘plamlar kesishmasi o‘lchovli ekanligidan E(a < f < b) to‘pla.mning o‘lchovli
ekanligi kelib chigadi.

3) E (f = a) to!plamning O‘Ichovli ekanligini kcrrsatamiz.

E(f=a)=f) E (a<f<a +"\.

77=1
Buyerda E(a < f < a+1/n) to‘plam2) ko'rinishdagi to‘plam bo'lgani uchun
u - o;lchovli. Ol!ichovli to'plamlarning sanoqgli sondagi kesishmasi o‘lchovli
bo‘lganligi uchun E(f = a) tolplam o‘Ichovli bo‘ladi.

4) E(f < a) to‘plamning olchovli ekanligi ta’rifdan, 3) dan hamda E (f <
a) = E(f <a) UE(f = a) tenglikdan kelib chigadi.

5) E(f > a) to'plamning crichovli ekanligi E(f > a) = E\E (f < a)

tenglikdan va to'ldiruvchi to'plamning o'lchovli ekanligidan kelib chiqadi. O
6.6. Agar f va g lar E da o'lchovli funksiyalar bo‘lsa, u holda.
{x£ E :f(x) > g(x)}
to‘plam o‘lchovli bo‘ladi. Isbotlang.

Isbot. Ratsional sonlar to:plami Q sanogli bo'lgani uchun uning element-
larini nomerlab chigamiz, yani Q = {n.r2,...,r,,,...} va quyidagi tenglikni

isbotlaymiz:
{x GE :f(x) >g(x)} = U ({x :f(x) >rk} M{@:g(x) <rk}) (6.2)
K 1

Faraz gilaylik. xg e {x € E :f(x) > g(x)} bo'lsin. Ratsional sonlarning zich-

lik xossasiga ko‘ra shunday rk S Q mavjudki, f(x0) > rk > g{x0) munosabat



(Vrinli bo'ladi. Demak.
JOG {x :f(x) >rk}n {x :g{x) < rk} m

Bundan
x0 G {x :f(x) =>rk} n {x :g(x) <rk})

ekanligi kelib chigadi. Endi

00
e €l A x > Tkrn MT: 9N <

ixtiyoriy nugta- bollsin. u holda .To birlashmadagi tolplamlarning hech bo'Ima-
ganda bittasiga tegishli bo!ladi, ya’ni shunday r* G Q mavjudki. bir vaqgtda
f(xo) > rk va g(xo) < rk bo'ladi. Bundan jf(xo) > 4(xo0) ekanligi va demak.
To€ {x GE :f(x) > g(x)} ekanligi kelib chigadi. (6.2) tenglik isbotlandi.
{x G E :f(x) > <?(x)} to'plamnmg odchovli ekanligi (6.2) tenglikdan, ham-
da. ollchovli to‘plamlarning sanoqli birlashmasi va kesishmasi yana. o‘lchovli
ekanligidan kelib chigadi. O

0 ‘Ichovli funksiyalar ketma-ketligining yaginlashishlari. Bu band-
da ekvivalent funksiyalar, ularning ayrim xossalari va odchovli funksiyalar
ketma-ketliklarining turli yaqinlashishlari ora.sida.gi bog'la.nishlarni oi‘ganamiz.

6.2-ta’rif. E ofchovli toplamda aniglangan f va g funksiyalar uchun
fi ({x GE :f{x)"g(x)}) = 0 bosa. f va g lar ekvivalent funksiyalar
deyiladi va f ~ g shaklda belgilanadi. e

6.3-ta’rif. Agar biror xossa E toplamning not o‘chovli gisrnida bajaril-
may. qolgan qisrnida bajarilsa. ba xossa E to'plamda deyarli bajariladi deyi-
ladi.

Endi 6.2-ta'rifni quyidagicha ham aytish mumkin. Agar ikki funksiya de-
yarli teng bodsa. ular ekvivalent funksiyalar deyiladi.

6.4-ta’rif. Agar E to'plamda aniglangan {/,} funksiyalar ketma-ketligi-
ning f funksiyaga yaginlashmaydigan nuqtalari to'plamiriing o 1chovi nol bo‘l-

sa (yahi nIigknoofn(x) = fix) tenglik E toplamdagi deyarli barcha x lar
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uchun o'rinli boisa), u holda {/,.} funksiyalar ketma-ketligi E toplamda
f funksiyaga deyarli yaginlashadi deyiladi.

Bizga E to'plamda aniglangan {/,,} o‘lchovli funksiyalar ketma-ketligi
va / o'lchovli funksiya berilgan bo'lsin.

6.5-ta’rif. Agar ixtiyoriy 6 > 0 uchun
nILrgCn {{xe E : \fn(x) - /(.r)]| > ¢}) =0

tenglik bajarilsa, u holda {/,,,} funksiyalar ketma-ketligi E toylamda f
funksiyaga o‘chov bo'yicha yaginlashadi deyiladi.

6.1-teorema (Yegorov). E chekli o‘lchovli toplamda {/,} funksiyalar
ketma-ketligi f ga deyarli yaginlashsin. U holda ixtiyoriy 6 > 0 uchun shun-
day Es C E to'plam mavjudki, fi(E\Eg) < S va Eg da {/,,} funksiyalar
ketma-ketligi f ga tekis yaginlashadi.

6.2-teorema (Luzin), [a, b] kesmada aniglangan f funksiya ofichovli
boiishi uchun ixtiyoriy z > O son uchun [a, b) da uzluksiz bo‘lgan shun-
day ip funksiya mavjud bolib, n{{x G[a 6 : f(x) » '-p(X)}) < e tengsizlik

bajarilishi zarur va yetarli.

6.7. Dirixle funksiyasi D ((2.1) ga garang), Riman funksiyasi TH ((2.3) ga
garang), nol funksiya 9(x) = 0 hamdabir I[x) = 1 funksiyalar orasidan

o0;zaro ekvivalent funksiyalarni ajrating.

Yechish. Ma’lumki. Q sanoqli tcrplam. shuning uchun yu(Q) = 0. Lebeg
o‘lchovi - to‘la olchov (5.20-ta’rifga garang), shunday ekan, ixtiyoriy A C Q
uchun n(A) = 0. Endi bu funksiyalarni ekvivalentlikka tekshiramiz:

{x :D(x) * 9()} =Q,  {x :9t(cc) * 0(x)} = Q,
{x:S(i) » SK¥}CQ, {*:V(x) ? I(x)} = R\Q.
Bu yerdan quyidagi tengliklarni hosil gilamiz:
HMx X)) £6(x)}) = fi{{x :9t(r) » 0(x)}) = /i(Q) = 0,
fi. ({0 :S(x) / 5BK(X)}) = 0. n ({x:2)(x) » /(x)}) =)i (K\Q) = O.
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Demak, 35 $, 9t~'6G: 25~ 5H munosabatlar o'rinli. 25, £H va 6 funksiyalar-

ning birortasi ham 1 bilan ekvivalent emas. O

6.8. Aytaylik, E = A\\J A% va 4i n A2= 0 bo'lsin. Agar }\ :4i —»R .va
/2 : 42 —=R funksiyalar o'lchovli bo‘lsa, u holda

=i hw'- a%ar x e i
\ /2(x). agar x GA2

funksiyaning E to'plamda o'lchovli bo‘lishini isbotlang.

Isbot. Ixtiyoriy ¢ € | da
{x GE :/(x) <c}={xXGAi :/i(x) <c}U{XGA2:/2(x) < c}

to'plam - o'lchovli. Hagigatan ham, {x G A\ :/i(x) < c} va {x G A2 :
/2(x) < c} to'plamlarningo'lchovliekanligi /1 va,/2 funksiyalarningo'lchovli
ekanligidan kelib chigadi. {x £ E :f(x) < cj esa o'lchovli to'plamlarning

birlashmasi sifatida o'lchovlid. Demak, / funksiya E da o'lchovli. O
Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

6.9. Agar / va g funksiyalar E to'plamda. o'lchovli bo'lsa, u holda ularning
yig'indisi / + g. ayinnasi f —g va ko'paytmasi / g o'lchovli boiadi.
Agar E dagi barcha x lar uchun g(x) 70 bo'lsa, u holda f :g funksiya

ham E da o'lchovli bo'ladi. Isbotlang.

6.10. A ct to'plamning xarakteristik funksiyasi (2.29-misol. (2.4) formulaga
garang) y = xa(x) O0'lchovli bo'lishi uchun A ning o'lchovli bo'lishi

zarur va yetarli. Isbotlang.

6.11. O'Ichovsiz funksiyalar yig'indisi o'lchovsiz bo'ladimi? A ¢ E = [0. 1]
o'lchovsiz to'plam uchun /(x) = Xa(x) va d{x) = Xela{x) ni tahlil
qiling.

6.12. O'lchovsiz funksiyalar ko'paytmasi o'lchovli bo'lishi mumkinmi? A C

E = [0, 1] o'lchovsiz to'plam. /(x) = xa(x) va g(x) = Xela(x) holni
tahlil qgiling.



6.13.

6.14.

6.15.

6.16.

6.17.

6.18.

6.19.

6.20.

6.21.

6.22.

Agar / funksiya E da o'lchovsiz, g esa E da o'Ichovli bo‘lsa, ularning

yig‘indisi f + g funksiya E da o'ldiovli bo'lishi mumkimni?

O'zi o'Ichovsiz, kvadrati o'lchovli bo'lgan funksivaga misol keltiring. 6.3-
misoldagi (6.1) tenglik bilan aniglangan / fimksiya.ni talilil ailing.

O'zi o'lchovsiz. moduli o’ldiovli bo'lgan funksiyaga misol keltiring. (6.1)

tenglik bilan aniglangan / funksiyani tahlil giling.

Agar ixtiyoriy a. b e R lax uchun 6.5-misolda keltirilgan 1), 2), 4), 5)
koTinishdagi to'plamlarning birortasi o'ldiovli bo‘lsa, u holda / funksiya

E to'plamda o'ldiovli bodadi. Isbotlang.

Ixtiyoriy a e R udiun E(f = a) to'plamning o'ldiovli ekanligidan /
iiing E to'plamda o'ldiovli bo'lishi kelib chigmaydi. Misol keltiring.

A C [0, J] o'Ichovsiz to'plam. £ : R —% R funksiyani quyidagicha
aniglaymiz:

(6.3)

Bu funksiya udiun liar bir a e R da {x : £(x) = a} to'plamning o'ldiovli

ekanligiui isbotlang.

(6.3) tenglik bilan aniglangan £ funksiya udiun {re € [0,] : £(x) < 0}

to'plamning o'lchovsiz ekanligini isbotlang.

(6.3) tenglik bilan aniglangan £ funksiyaning E = [, ] to'plamda
o'lchovsiz ekanligini isbotlang.

/| : E — R o'ldiovli funksiya bo'lishi uchun ixtiyoriy A C R Borel
to'plami uchun / _1(A) ning o'ldiovli to'plam bo'lishi zarur va yetarli.

Isbotlang.

: R — R - Kantorning zinapoya funksiyasi. K,,. n = 1.2,... lar

Kantor to'planiining qurilishida n—qadamda. chigarib tashlangan Kni
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6.23.

6.24.

6.25.

6.26.

6.27.

6.28.

6.29.

6.30.

6.31.

intervallar birlashmasi. Ularning Borel to'plamlari bolishini ko'rsating,
$TI{Ki), J*~A2. 8. ’(K-) va larni toping;

Agar f :E -*R olchovli funksiya bo‘lsa, u holda / funksiya E ning
ixtiyoriy o'lchovli A gismida ham olchovli bo‘lishini isbotlang.

[2, 2] kesmada olchovli bolrnagari funksiyaga misol keltiring.

[2, 2] kesmadaolchovlibolmagan, lekin moduli olchovli bo‘lgan funk-
siyaga misol keltiring.
Har bir/ : [a. b —M uchun

f+(x) = max{f(x), 0}. / (x) = min (f(x). O}

deymiz. Quyidagilarni isbotlang.
a) Agar / olchovli bolsa, u holda f+ va /_ lar olchovli boladi.

b) Agar f+ va /_ lar olchovli bolsa, / ham o‘lchovli boladi.

Shunday / va g funksiyalarga misol keltirixigki, ularning yigIndisi ol-
chovh bolsin, lekin ayirmasi olchovli bolmasin, A ¢ E = [0. 1] .olchov-
siz to'plam. f(x) = xA(.x) va g(x) = xe\a(x) holni taluil giling.,

Shunday f va g funksiyalarga misol keltiringki, ularning ko‘paytmasi

olchovli bo'lsin, lekin yig'indisi o‘lchovli bolmasin.

1
m

Dirixle funksiyasi (2.3-misol, (2.1) formulaga garang) 2) ning [0, 3]

to'plamda olchovli ekanligini talrif yordamida ko'rsating.

Agar / funksiya E da o'lchovli bolsa, u holda h(x) = sign/(x) ning
olchovli ekanligini isbotlang.

Agar / funksiya E to'plamda olchovli bolsa, u holda
(%) = | (F(x) + \f()\) (6.4)
funksiyaning olchovli ekanligini isbotlang.
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6.32.

6.33.

6.34.

6.35.

6.36.

6.37.

6.38.

6.39.

6.40.

6.41.

Agar / funksiya E tolplamda ollchovli bo'lsa, u holda

[-¢<) =1 (HEH1-1(%)) (6-5)

funksiyaning o'lchovli ekanligini isbotlang.

Agar / va g funksiyalar E to!plamda o'lchovli bo'lsa, u holda rn{x) =

mm {f[x),.g(x)}_ funksiyaning o'lchovli ekanligini isbotlang.

Agar / va g funksiyalar E to'plamda o'Ichovli bo'lsa, u holda M(x) =

max{f(x),g(x)} funksiyaning o'lchovli ekanligini isbotlang.

Agar / funksiya E da o'lchovli bo'lsa, u holda h(x) = [f{x)} ning
ollchovli ekanligini isbotlang. Bu yerda [jj bilan x ning butun gismi

belgilangan.

f : E —*R o'Ichovli bo'lishi uchun /3 ning o'lchovli bo'lishi zarur va

yetarli. Isbotlang.

Agar f va g funksiyalar E to'plamda o'lchovli, 9« R2 —R uzluk-
siz funksiya bo'lsa, u holda h(x) = <p(f(x),g(x}) funksiyaning o'lchovli

ekanligini isbotlang.

/ :E —y R o'Ichovli bo'lishi uchun h(x) = funksiyaning o'lchovli

bo'lishi zarur va yetarli. Isbotlang.

h(x) = cosf(x) funksiyaning o'lchovli ekanligidan f : E —y R ning
o'lchovli ekanligi kelib chigmaydi. 6.3-misoldagi (6.1) tenglik bilan aniglan-

gan / funksiya misolida buni tahlil giling.

Kompleks giymatli f (x) = u(x)+iv(x) funksiya berilgan bo'lsin. Agar u
va v funksiyalar o'lchovli bo'lsa, f | E —C o'Ichovli funksiya deyiladi.
Agar kompleks giymatli f(x) — u(x) +iv(x) funksiya o'lchovli bo'lsa,

uning moduli va argumenti o'lchovli funksiya bo'lishini isbotlang.

Kompleks giymatli f(x) = etx, x £ [—r, tt] funksiyaning o'lchovli ekan-

ligini isbotlang.



0.42.

0.43.

0.44.

0.45.

6.46.

6.47.

6.48.

6.49.

6.50.

/ [0, Ij — R uzluksiz funksiya. Har bir y e R uchun Nf(y) bilan
f{x) = y tenglama yechimlari sonini belgilaymiz. Nj : R — Z+ funksi-

yaning o‘Ichovli ekanligini isbotlang.

Nol o'lchovli A to'plamda aniglangan ixtiyoriy / : A —aR funksiyaning

o'lchovli bo‘lishini isbotlang.

Agar / : E — M funksiya, olchovli g : E —»K funksiyaga ekvivklent

bo'lsa, u holda / ham E da o‘lchovli funksiya bo‘ladi. Isbotlang.

Agar / : [0, 1] —R va g : [0. 1] —R uzluksiz funksiyalar ekvivalent

bo;lsa, ular aynan teng bo'lishini isbotlang.

Agar {/,,} olchovlifunksiyalar ketma-ketligi E to'plamnmg har bir nug-
tasida / ga yaginlashsa, quyidagi tenglikni isbotlang:

Agar {/,}. o‘lchovli funksiyalar ketma-ketligi har bir x 6 E da f(x)
funksiyaga yaqinlashsa, u holda. limitik funksiya / o'lchovli bo’ladi. Is-

botlang.
Nolga ekvivalent {/,,} funksiyalar ketma-ketligi uchun E fv(x) qator

deyarli barcha x 6 E la.rda yaqginlashuvehi bo:ladi va f{x) — \o(czlfn(x)
n=

ham nolga ekvivalent funksiya bo'ladi. Isbotlang.

[0, 1] kesmada shunday o'lchovli funksiyaga misol keltiringki, uning o'zi
va unga ekvivalent bo:lgan ixtiyoriy funksiya har bir nuqtada uzilishga
ega. bo'lsin.

Quyidagi gatorlar yaginlashadigan nuqtalarda yig:indi bilan aniglangan
/ :R —R funksiyaning 6‘lchovli ekanligini isbot giling.

_ ™ sin(n[a:]4)
b) T0O = By iy
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6.51.

6.52.

6.53.

6.54.

6.55.

6.56.

6.57.

6.58.

6.59.

Quyidagi gator yaqinlashadigan nuqtalarda yig'indi bilan aniglangan / :

R2 —R furiksiyaning o!lchovli ekanligini isbot giling.

Quyida berilgan / : R2 — R funksiyaning o'lchovli ekanligini isbot
giling:

a) /(x,y) =sign(cosn(x2+ y2), b)f{x, y) = ([a] + \y\) me®,

) I{x,y) = K2+ D3 d) f{x,y) =In(l + x2+y2).

fn{x) = cosnx, E = [0, 2] funksiyalar ketma-ketligi nol funksiyaga
deyarli yaginlashadi. Isbotlang.

Agar E to‘plamda, {/,,} ollchoyli funksiyalar ketma-ketligi / ga deyarli

yaginlashsa, u holda / ham o‘lehovli funksiya bo!ladi. Isbotlang.

Agar E to‘plamda {/,,} o:lchovli funksiyalar ketma-ketligi / ga deyarli
yaginlashsava / ~ g bo‘lsa, u holda {/,m} ketma-ketlik g ga ham deyarli
yaginlashadi. Isbotlang.

Agar {fn} o'lchovli funksiyalar ketma-ketligi ham /, ham g ga deyarli

yaginlashsa, u holda / va g lar ekvivaienr bolla.di. Isbotlang.

Lebeg teoremasini isbotlang. Agar {/,} ollchovli funksiyalar ketma-
ketligi E (B(E) < oo) to:plamda / funksiyaga deyarli yaginlashsa,
u holda {/,} ketma-ket.lik E tolplamda / ga o!lchov bo:yicha ham
yaginlashadi.

0 !lehov bo'yicha nol funksiyaga yaqinlashuvchi, lekin biror nugtada ham

nolga yaginlashmaydigan {/,,} ketma-ketlikka misol keltiring.

Riss teoremasini isbotlang. Agar {/,,} o'lchovli funksiyalar ketma-ketligi
E to'plamda / funksiyaga. o'lchov bo'yicha yaginlashsa, u holda {/,.}
ketma-ketlikdan / ga deyarli yaginlashuvchi gismiy ketma-ket.lik ajratish

mumkin.



6.60.

6.61.

6.62.

6.63.

6.64.

6.65.

6.66.

6.67.

6.68.

6.69i

6.70.

[ [y 21 =M, f(x) = signa; funksiyaning oichovli ekanligini ta’rif

yordamida ko'rsating,

[0, #] kesmada aniglangaii
f(x}=i?2inx’ -7€[0, tt]\Q
[ cos2(sin2), 1 6Q
funksiya o‘Ichovli boiishini Luzin teoremasidan foydalanib isbotlang.
Agar /| : E — R—oichovli funksiya va A C E — oichovli tolplam

boisa, u holda / : A —»R funksiyaning A to'plamda. oichovli boiishini

isbotlang.
Agar m~ g va g ~ tp boisa, u holda f ~ ip ekanligini isbotlang.

f,(x) = cos”x, E = [0. 2tf] ketma-ketlik. uchun Yegorov teoremasi

shartlarini ganoatlantiruvchi Eg to'plamni 6 = 1CT3 uchun quring.

[0, 1] kesmada Dirixle va Riman funksiyalari uchun Luzin teoremasining

shartlarini ganoatlantiruvchi uzluksiz jp funksiyani toping.

| funksiyaga har bir nugtada yaginlashuvehi, lekin tekis yaginlashmay-

digan fn funksiyalar ketma-ketligiga misol keltiring.

/,,(x) = xn, x S [0. 1] funksional ketma-ketlikning &(x) = 0 funksi-

yaga nuqtali, deyarli va oichov bo‘yicha yaginlashishini tekshiring.

Jdn(x) —xn, x € [, 1] funksional ketma-ketlik Dirixle voki Riman

funksiyalariga deyarli yaqginlashadimi?

Deyarli yaginlashuvehi funksional ketma-ketlikning limitik funksiyasi ya-

gona boiadimi?

Quvida berilgan / :Ne—R funksiya uchun shunday g : R —*R uzluksiz
funksiya topirigki, g{x) = f{x) teng-lik deyarli. barcha i G | lar uchun
oi'inli boisin.
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6.71.

6.72.

6.73.

/(*)= si,)* ¢ S b)/w =] MCIfsc' ie Z
() I.o;XgR\g. ) E?T, Xe :

(i1 Ne £E

o/w={r2" f e «Xin i, e,
) )Eo. X GR?Q, 9 1sinx . eAGQ.
Quyida. berilgan / : K2 — R funksiya uchun shunday g : R2 —R
uzluksiz funksiya topingki, g(x, y) = /(x, y) tenglik deyarli barcha
(X, y) GR2 lar uchun o‘rinli bo!lsin.

x+y, (xj)eQxQ

a) I(x,y) =
X2, (xy) GR\(Q x Q),
b) /(x. y) = sin X + e(-)sy, x,y) GQ xR
cosx —siny, (x.y) * Q x R.
xy. (x.y) G(R\Q) xR
0 /I(*, 2 =
x-fy, (xy) " (R\Q) x R.
B rx v = D X GRXQ
"7 chx,  (Xy) “R x Q.
Faraz qgilaylik, fk : [a, 5] —R. «k = 1.2,... ,n lar o'Ichovli funksiyalar

bo'lsip. Quyida berilgan funksiyalarnmg [a, ff] kgsmada o‘lchovli bo'lishini

isbotlang.

a) min {/i(x)..... n(x)} ; b) max{/i(x),..., 1,(X)};

A iVoMx) o 1i(z)-12(x)
"HRYQL 2y i ch[/2(X)]; 1+ jTax{/3(x),/4x)}r

A — olchovli to:plam, /, /,,<?, : 1 — R o’lchovli funksiyalar bo‘lsin.
Quyidagi to‘plamlarning olchovli ekanligini isbotlang.

a) 77L:Jl{x Gnhn:/,(x) > 0}. b) nl:ll{x Gn:l,(x) >/(x)}.

c) (x GN:supfn(x) d /(x)I. d) (x G :inf/,,(x) < /(x)
I n>i J I 1

»>

e) {xGN:lim/,(x)>/(x)}. f) (3( GN:lim/(I(x) < f(x)\



) W XEALG) < A0} Ml & jgEan()

(i.74. Quyidagi /,, : K —-R ketma-ketlik uchun shunday 5 : IR —R lizlik-

6.75.

6.76.

siz funksiya topingki lim fn(x) = g(x) tenglik K hing devarli b&rcha

nugtaearida o!lrmli bo'lsin.

¢) fn{x) — x 2msill" x2.

sin’lx
e) I»(*) = 2%~ A~ f) = exp(-n X2 “ 1D
Quyida.gi /,, : R2 — K ketma-ketlik uchun shunday g\ : R2 =R
uzluksiz va go : R2 — R uzilishga ega bo‘lgan funksivalar topingki.
lim fn{x) = g\{x) va nIizgofn{x) = 52(2) tengliklar R2 ning déyarli

n—*oc

hamma yerida bajarilsin.
a) fn(x, y) = cosn (x2+y2) . b) /,(x,y) = exp (-n (xX2+ y2) .
c) fn(x, y) = exp(—n |x + i/j). d) fn(x, y) = 2sind*4+A

/,, 11 —R ketma-ketlikning deyarli yaginlashuvchi ekanligini isbotlang.
Yegorov teoramasidan foydalanib, berilgan £ > 0 uchun shunday- As C
A o'ichovli to’plam tanlangki. fi(A\A£f) < £ va {/,,} ketma-ketlik As

to‘plamda tekis yaginlashuvchi bo'lsin.

a) fn(x) = cos"(.r), A=1]0.2n], s=10 1

d) 73(x)

x¥- x2n, A =10 1], 7= 10-4

1+ M2|sin X



f) f.(x) = exp{n{x - 2))\ A =[0.2], £=10 6.

6.77. [, : XK —>K. fn(x) = X[-».n](") ketma-ketlik f{x) = 1 funksiyaga liar
bir nugtada yaqinlashadi, lekin {/,,} ketma-ketlik f{x) = Iga o4chov
bo'yicha yaginlashmaydi. Bu Lebeg teoremasiga. (6.57-misolga garang)

zicl emasmi? Sababini tushuntiring.

6.78-6.80-misolla.rda keltirilgan /,, : XX — M funksiyalar ketma-ketligini
o'lchov bo‘yicha yaqginlahuvehilikka tekshiring. Yaginlashuvchi bo‘lsa, limitik

funksiyasini toping.

6.79. fn{x) = sin" X mX[2*n>Im+*](a0.

DC

6.80. /:,(.T)= J2 X[kk+k-i}(x).

6.81-6.84-misollarda keltirilgan funksiyalarni Luzin teoremasidan foydala-

nib [0. 1] da o;lchovli ckanligini isbotlang. Bu ycrda K - Kantor to'plami.

6.81. f{x)=x-x[D;il\a(-"c)-

6.82. f{x) = T){x) + LWWx).

6.85. f,,(x) = X{n.n+i](x) ketma-ketlik uchun har bir a € K da
lim fn(x) = 0

tenglikni isbotlang. Bu ketma-ketlik nol funksiyaga o‘Ichov bo'yicha yaqin-

lashadimi?
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<j.86. Agar {/,} o'lchovlifunksiyalar ketma-ketligi f : E —» R funksiyaga har
bir x £ E da yaginlashsa,, u holda ixtiyoriy g : R —R uzluksiz. funksiya
uchun {{pn.= gif#)} ketma-ketlik g (f),funksiyaga nuqtali yaginLashadi.
Isbotlang.

(j.87. Agar {/,} o'lchovli funksiyalar ketma-kemgi / : E — R funksiya-
ga o:lchov bo‘yicha yaginlashsa, u holda ixtiyoriy g : R —R uzluksiz
funksiyauchun {<p,, = g(fn)} ketma-ketlik g(f) funksiyaga E to'plamda

odchov bo'yicha yaqinldshadi. Isbotlang.
7-8. Chekli odchovli to‘plamlarda Lebeg integrali

Bu paragrafda o'lchovli A to‘plamda aniglangan, o‘lchovli f funksiyani
garaymiz va B(A) < +oc deb faraz gilamiz.

7.1-ta’rif. Agar f : A — R o'lchovli bo'lib, uning giymatlari to'plami
ko'pi bilan sanogli bo'lsa, u holda f sodda funksiya deyiladi.

Dastlab cheklita yi.y->, mmm yn giymatlarni gabul giluvchi / sodda funksiya
uchun Lebeg integrali ta’rifini beramiz. Ixtiyoriy k G {1,2,... ,n.} uchun

quyidagicha belgilash olamiz:
Ak = {XS A :/(r) =y} (7.1)

7.2-ta’rif. Cheklita.yi,yz,..., j,, giymatlarni gabul giluvchi f : A —=*R

sodda funksiya berilgan bo‘lsin. U holda
n

£ VKkH {Ak) >
k=1
yig'indi f sodda funksiyaning A toplant bo'yicha olingan Lebeg integrali

deyiladi va quyidagicha belgtianadi

ff(x)d/i = £ ykB (AK) .
k=1
Endi sanoqlita y i,y z,y n,..mgiymatlarni gabul giluvchi f : A —=R
sodda funksiya berilgan bo‘lsin. f funksiya uchun quyidagi formal

ocC

" (7.2)
k=1 .
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gatorni garaymiz, bu yerda Aj;, lar (7.1) ténglik bilan aniglanadi.

7.3-la’rif. Agar (7.2) gator absolyut yaginlashuvchi boisa, uholda f sod-
dafunksiya A to'plamda Lebeg ma™nosida integrallanuvchi deyiladi. (7.2) ga-
toming yig'indisi f funksiyaning A to'plam bo'yicha olingan Lebeg integrali

deyiladi va quyidagicha belgilanadi

f{x)djj, = y,,n (An) .
n=1

Shuni ta’kidlaymizki. (7.2) gatorning absolyut. yaginlashishi muhim. Aks
holda bu shartli yaginlashuvchi qator yig'indisi funksiya giymatlarining tar-
tiblanishiga bog'liq bo'lib, integralning giymati funksiya giymatlarining nomer-
lanishiga bog'liq bo'lar edi (matematik analizdan Riman teoremasini eslang).

7.3-tarrifda yn qiymatlarning liar xilligi talab gilingan. Lekin yn larning
har xilligini talab gilmasdan ham sodda funksiyalar uchun Lebeg integrali
ta:rifini keltirish mumkin.

7.4-ta’rif. Faraz gilaylik. 4 = (JBk, Btf]Bj = 0, i ~ j yoyilma
o‘rinli boiib. liar bir oichovli Bk to ‘p!(arada f funksiya fagat. bitta Q. giymat
gabul gilsin. Agar

5k3 B*® i7'3)
gator absolyut yaqinlashuvchi boisa, u holda f sodda funksiya A to plafii-
da Lebeg ma’nosida integrallanuvchi deyiladi. (7.3) gatorning yigHndisi f
fufiksiyadan A to'plam bo‘yicha olingan Lebeg integrali deyiladi.

Endi / ixtiyoriy o'lchovli funksiya bo'lsin.

7.5-ta’rif. Agar A to'plamda f funksiyaga tekis yaginlashuvchi, inte-
grallanuvchi sodda funksiyalaming {/,,.} ketma-ketligi mavjud boisa, uholda
f funksiya A to plafiida Lebeg ma hosida integrallanuvchi deyiladi va uning
integrali quyidagi tenglik bilan aniglanadi

lim 1 fno)dn= [ f(x)d(x. (7.4)
n~x Ja Ja

Lebeg integraliga uning o‘zi tomonidan berilgan ta’rifni keltiramiz. Chek-

li o'lchovli A to'plamda aniglangan o'lchovli, chegaralangan f : A —=* R



funksiyani garaymiz. Bu holda shuuday to va M sonlafi mavjudki, I>n<Zm
TG A larda

m < fix) < M

tengsizlik bajariladi. [to, M] kesmani to = yi < yz me:< Vn-i < 2= M
nuqtalar yordamida n bo‘lakka bo'lamiz. Bu bo'linishni Il bilan belgilaymiz.
Har bir [yic-i, W), ft — 1-2,... ;n — 1 yarim interval yordamida A& =
{x GA :yu.i < f(x) <yk} to‘plamniva A,, —{x GA : yHx< /(x) < V,}
to‘plamni aniglaymiz. Bu Il bollinishgamos Lebegning quyi va yuqori yig'indi-
larini topamiz:

H 1

saif)= 51 % (/) = VwiAk)-
k=L k=l

Ixtiyoriy Il bo‘linishga mos Lebegning quyi yigindisi su(/) yuqoridan cliega-
ralangan (masalan M-fi(A) bilan),yuqori.yigindisi Suif) esaquyidan chega-
ralangan (masalan m =fi{A) bilan). Shuning uchun quyidagilar mavjud va
chekli:

Lt(f) = sups'uif), L*if) = infSuif). (7-5)

(7.5) da aniq quyi va. aniq yuqori chegaralar [m, M] kesmaning barcha chekli
botinishlari bolyicha olinadi. L*(/) soni / funksiyadan A to:plam bo'yicha.
olingan quyi integral, L*{f) esa / funksiyadan A to'plam bo‘yicha olingan
yuqori integral deyiladi.

7.6-ta’rif. Agar L, {j) = £*(/) bo‘lsa, chegaralangan f funksiyani A
to'plamda Lebeg ma’nosida integralldnuvchi deymiz. £*(/) va L*(f) laming
bu umumiy giymati f funksiyadan A to plarn bo yicha olingan Lebeg integrali
deyiladi, yani

j fix)dp=L.(f) = L¥*if).

Quyidagi
0 < Su(f) - saif) < ofi(A), X, = JMmax {yk+i - yk)
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tengsizlikdan chekli o'lchovli A to:plamda aniqlangan har gandav chegara-
langan o'lchovli / funksiyaning Lebeg ma’nosida integrallanuvchi ekanligi ke-
lib chigadi. Bundan Lebeg hayratga tushgan va bu jamlash usulining boshga
afzalliklarini gidirgan va topgan. Chegaralangan o:lchovli funksiyaning integ-
rallanuvchanligi hozirda Lebeg integralining IV xossasi sifatida keltiriladi.
Endi chekli o'lchovli A to'plamda aniglangan chegaralanmagan / : A —K
funksiyaning Lebeg integrali ta’rifini keltiramiz. Dastlab / ni A tcrplamda
manfiymas deb faraz gilamiz, ya:ni Va: € A uchun /(x) > 0 bo'lsin. Bu holda

/A —yR funksiya yordamida {/,} ketma-ketlikni quyidagicha quramiz:
/(x) <n
/(") > n
Bu usulda qurilgan /,, funksiya A da o'lchovli va chegaralangan boladi.
Malumki bu ketma-ketlik monoton, ya'ni
fn{x) < /n-i(x). Vx€ A. WVric€ N.
Shuning uchun quyidagi (chekli yoki cheksiz) limit mavjud

(7.6)

7.7-ta’rif. Agar (7.6) limit chekli bo‘lsa, manfiymas f funksiya A to'plam-
da integrallanuvchi deyiladi. Bu holda f dan A to'plam bo‘Yyicha olingan in-

tegral deb (7.6) limitning giymati gabul gilinadi, yahi

Endi chegaralanmagan / : A —y K funksiya A da har xil ishorali giymatlar
gabul qilsin. Bu holda / funksivadan A to‘plam bo'yicha olingan integralni

aniglashda
/0*0 = /+0*0 - /- 0*0>
f+(x) = M(If(x)1 + f(x))>0, f-{x) = ’%(l/(X)J' - 1(x)) >0 (7.7)
yoyilmadan foydalanamiz.
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7.8-ta’rif. Agar A to'plamda f+ va /_ funksiyalar intcgralltiiivrchi

u holda f ni A da integrallariuvchi deymiz va uning integrali deli
J f~(x)d/x - " f~(x)d[i
ni qabul gilamiz, ya hi
Jaf{x)dn = J f+{x)dn - f-.{x)dfi.

7.1-teorema (Lebeg integralining a— additwlik xossasi), 0 Ichovli A to'p-
lam o'zaro kesishmaydigan A\, A2, .m.,An,... o'lchovli to'plamlarning bir-

lashmasidan iborat bo'lsin, yahi
A= U_An, AjPiAj=0: irj,
n—i

va f funksiya A to'plamda integrallanuvchi bo'lsin. U holda har bir An

to'plam bo'yicha f funksiyaning integrali mavjud,

£ f f{xN
n=1J

gator absolyut yaginlashadi va quyidagi tenglik o'rinli

ff{x)cI,L = \1 f f(XNe. (7.8)

»=i
Endi ma’lum ma noda 7.1-teoremaga teskari hisoblanuvchi quyidagi teore-
mani keltiramiz.
7.2-teorema. O'lchovli A to'plam o'zaro kesishmaydigan Ai,A.2,...,
An,... o'lchovli to'plamlarning birlashmasidan iborat bo'lsin, yahi

A= UA,. AinAj=0 i=£j

n

Agar har bir An to'plamda f funksiya integrallanuvchi bao'lib,

oc

£/ If(x)\dP
n=I

gator yaqginlashuvchi bo'lsa, u holda f funksiya A to'plamda integrallanuvchi

bo'ladi va (7.8) tenglik o'rinli.
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7.3-teorema (Lebeg integralining absolyut uzluksizlik xossasi). Agar f
funksiya A (B(A) < oc) toplamda integrallanuvchi bo‘lsa; n holda ixtiy-
oriy e > 0 son uchun shunday S > 0 son mavjudki, B{D) < 5 tengsizlikni

ganoatlantiruvchi har ganday D ¢ A toplain uchun

tengsizlik o rinli,
Endi Riman va Lebeg integrallarini tagqéSlash hagidagi teoremani kelti-

ramiz.

7.4-teorema. Agar [a, b] kesmada

Riman integrali rnavjud bo‘lsa, u holda f funksiya [a, 6] kesmada Lebeg

ma’nosida ham integrallanuvchi bo'ladi va quyidagi tenglik o ‘rinli:

7.1. Ko'pi bilan sanogqlita har xil y\, y>,...,yrl,... giymatlarni gabul giluvchi
/ : A -4 R funksiya o'lchovli bollishi uchun

An= {x e A :f{x) =yn}
to‘plamlarning o!lchovli bo'lishi zarur va jretarli. Isbotlang.

Isbot,. Zaruriyligi. f funksiya A to:plamda oichovli boisa, An to‘plam-
larning o:lchovli ekanligi 6.5-misoldan kelib chigadi.
Yetarliligi. An to'plamlarning har biri oichovli ekanligidan / funksi-

yaning oichovli ekanligini keltirib chigarainiz.
A(f <c)={xeA: f(x) <c]l= U Am

tenglikdan va oichovli to'plamlarning chekli yoki sanoqli birlashmasi oichovli

ekanligidan / ning A da oichovli funlcsiya. ekanligiga kelamiz. L]
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7.2. Kantorning ziiiapoya funksiyasi 9 ning Kn to'plam- bo‘yicha olingau
Lebeg integralini hisoblang.

2n-1
Yechish. Malumki. K,, = k(J Knk to'plamning k — qgo‘shni intervali
-1

Krk da A funksiya yk = (2k — 1) *2~n. (k = 1.2.3,..., 2”_1) giymatni
gabul giladi, ya:ni

Ak={x6 Kn:4(x) =vy,.} = Knk, k= 12,3,..., 2n~\

Bundan tdshqgan barcha k S {I.2,3,...,2"-1} lar uchun f.i(Knk) — 3-n
ekanligini hisobga olsak, sodda funksiyalar uchun Lebeg untegrali ta’rifidan

, 4
Lﬁ{x)dn =
1 1+ 2" —1 1=1 2"

2" m3" 2 4 3
tenglikka ega bo‘lamiz. Bu yig‘indini hisoblashda arifmetik progressiyaning

N2k —11 1,
., 2» 'F =¥~v S {2k~
| k=1

< <

=+

dastlabki n ta hadi yig-indisi uchun Sn — 17— n dan foydalandik. O

7.3. Kantorning zinapoya funksiyasi A dan [0, I]J\if to'plam bo'yicha olin-

gan integralni hisoblang. Bu yerda K — Kantor to'plami.

Yechish. Malumki. [0, 1)\K — |J Kn tenglik o‘rinli va Kn fo'plamlar
7= 1

juft-jufti bilan o‘zaro kesishmaydi. Lebeg untegralining a — additivlik xossa-

siga (7.1-teorema va (7.8) ga garang) ko'ra quyidagiga ega bo'lamiz:

IDnN&{x)dp:Y,Jlk”ﬁ{xA =32\-4 =\TAy=L (79

Bu yerda biz oldingi misol natijasidan hamda cheksiz kaxnayuvchi geometrik

progressiya yig'indisi uchun S = 1—? formuladan foydalandik. O

7.4. Chekli olchovli A to‘plamda chegaralangan / sodda funksiya integral-
lanuvchidir. Isbotlang.
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Isbot. Bu xossa sodda funksiyalar uchun Lebeg integralining C) xossasi
deb yuritiladi. / sodda funksiya chegaralangan bo'lganligi uchun biror M > 0
vabarcha x € A larda |/(x)|] < M bo‘ladi. Faraz gilaylik. / sodda funksiya
Aj tolplamda f, giymatni gabul gilsin. U holda

\fi\n {Ai) <M = n (Ai) = M =fj. (A).
i |

Demak, 7.3-ta’rifga kolra / sodda funksiya integrallanuvchi. O

7.5. A — (0, 1 oraligda / funksiyani quyidagicha aniglaymiz: f(x) = n,
agar x e A, = \(2”: 2n—|1 .. n 6 N f sodda funksiya A = (0. J]
to‘plamda Lebeg ma’nosida integrallanuvchimi? Agar integrallanuvchi

bollsa, uning integralini hisoblang.
Yechish. Ma’lumki,
ﬁllAv.: 0. 1]. A,nd4,=0 n"m

va An = {x € A :f(x) = n} tenglik orinli. Sodda funksiyalar uchun Lebeg
integrali ta’rifiga ko'ra,

oo DC

£ UnAAn) = — (7-10)

=1 =1

gator yaginlashuvchi bo‘lsa, / sodda funksiya A = (0; 1] da integrallanuvchi
bo‘ladi. Bu holda musbat hadli qatorlarni taqqoslash hagidagi Dalamber alo-
matidan foydalanish qulay:

. antl n+1 2" 1
lim -----—- = Inn o m —< 1
n->op an p->oc 2™rl n 2

Demak, (7.10) gator yaqinlashuvchi. Bu yerdan / sodda funksiyaning Lebeg
ma’nosida integrallanuvchi ekanligi kelib chigadi. Endi (7.10) gator yig!indisini

hisoblaymiz. Uning qisiniy yig‘indisi S,, uchun



ekanligini olamiz. O

Shuni ta.’kidlash joizki, yuqorida biz integralini hisoblagan sodda funksiya
chegaralanmagandir. Ma’lumki, Riman integrali ta’rifi dastlab chegaralan-
gan funksiyalar uchun keltiriladi. Chegaralanmagan funksiyalar uchun Riman
integrali alohida xosmas integral sifatida ta’riflanadi. Lebeg integrali chegar-

alangan va chegaralanmagan funksiyalar uchun bir xilda tariflanadi.

7.6. 0 ‘Ichovli / : A — M funksiya A (jj(A) < do) to‘plamda integrallanuvchi
bo:lishi uchun har bir n GN da

L, (*) = M ifl (7u)

sodda funksiya integrallanuvchi bo'lishi zarur va yetaxli. Isbotlang.

Isbot. Zaruriyligi. f : A —M o:lchovli ekanligidan hamda 7.12 va 7.19-
misollardan, liar bir n € N da (7.11) tenglik bilan aniglangan f%ut ning sodda
funksiya ekanligi kelib chigadi. Quyidagi tengsizlikda.il

va VIl xossadan f™=* funksiyaning integrallanuvchi ekanligi kelib chigadi.

Yetarliligi. f%ut sodda funksiya har bir n G N da integrallanuvchi bo!lsin.
{fnd} sodda funksiyalar ketma-ketligining / ga tekis yaginlashuvchi ekanli-
gini ko'rsatamiz. Hagiqatan ham, barcha x G A larda

nfix) - hf()]  {nfix)} < 1
/W -/TW I

tengsizlik o-rinli. Demak. {/,?“*} ketma-ketlik / ga tekis yaqginlashadi. 7.5-
ta’rifga ko'ra / funksiya A to‘plamda integrallanuvchidir. O



7.7. Lebeg ma’nosida integrallanuvchi, lekin Riman ma’nosida integrallanuvchi

boi-magan funksiyaga miso! keltiring.

Y echish. Dirixle funksiyasini [0. 2] kesmada Lebeg va Riman ma’nolarida
mtegrallanuvchanlikka teksiiiramiz. 0 sodda funksiya bo‘lib, uning Lebeg

integrali quyidagiga teng:
i D(.t)dfi = 1-fi ([0, 2]n Q) + O mi ([0. 2]\Q) = 0.
02

Dirixle funksiyasi [0, 2] kesmada Riman ma’nosida integrallanuvchi emas.
Buni ko'rsatish uchun [0, 2] kesmani 0 ='xp < xi < < mm < xn-l <
xn - 2 nuqtalar yordamida teng n bo'lakka bollamiz. Ma’lumki, Dirixle
funksiyasining [x”-i, x*] bo'lakchadagi aniq yuqori chegarasi A4 barcha
ke {1,2,....n} uchun 1 gateng, Dirixle funksiyasining bu bo!lakchalardagi
aniq quyi chegarasi esa 0 ga teng. Bu bo'linishga mos Darbuning yuqori

fl,, va quyi jjn yiglindilarini garaymiz:

noA Q n g T » T
a, = n jm*=f)gé\l.l=2= :.nfEr:irnk:ntE:i\0=0-
Bu verdan.

lirn Qn = 2, limigj=0

N—epe Toa—oc
tengliklarga kelamiz. Demak, Dirixle funksiyasi [0, 2] kesmada Riman-ma'-
nosida integrallanuvchi emas. O

Shuni ta’kidlaymizki, IV, VI, VII va VIII xossalar fagat Lebeg integrali
uchun xos. Bu xossalar Riman integrali uchun o'rinli emas. Buni 7.8-7.9 va

7.49-7.50-misollarda ko'rib chigamiz.

7.8. Lebeg integralining 1V xossasi, Riman integrali uchun o'rinli emasligini,
ya’ni shunday 6°‘Ichovli va chegaralangah funksiyaga misol keltiringki, u

Riman ma’nosida integrallanuvchi bo‘hnasin.

Yechish. [0, 2] kesmada Dirixle funksiyasini garaymiz. U chegaralangan

va o’Ichovli. demak IV xossaga ko‘ra u Lebeg ma’nosida integrallanuvchi, lekin
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Dirixle funksiyasi [0. 2] kesmada Riman ma’nosida integrallanuvchi emas. Bu

tasdiq 7.7-misolda ko'rsatildi. .. O

7.9. Lebeg integralining V11 xossasi, Riman integrali uchun é'rinli emas. Ya’ni,
shunday integrallanuvchi ip': A'—>R va olchovli / : A —R fufiksiya-
larga misol keltiringki, barcha x e A larda |/(.t)'| < ip(x) boisin, lekin

| funksiya Riman ma’nosida integrallanuvchi bolniasin.

Yechish. Quyidagi funksiyalarni garaymiz: s (x) = 2 va

(7.12)

Barcha x e [0, 2] lar uchun j/(.t)j < p(x) tengsizlik o;rinli. :[0; 2] -*R
crzgarmas funksiya sifatida [0. 2] kesmada Riman ma’nosida integrallanuv-
chi boladi. Lekin / funksiya [0. 2] kesmada Riman ma’nosida integral-
lanuvchi emas. Bu tasdig X ning Riman ma’nosida integrallanuvchi emasligi-

ga o‘xshash isbotlanadi. U

7.10. Chebishev tengsizligini isbotlang, ya’ni A olchovli to'plamda. manfiymas

ip funksiyava ¢ > 0 son berilgan bolsa, u holda

(7.13)
tengsizlik oi'inli. (7.13) Chebishev tengsizligi deyiladi.
Yechish. Aytaylik, Ac= {x € A :ip(x) > ¢} bolsin. U holda
tp{x) dp p (x)dp + (p(x)dp> ip(x) dp > cm (Ac).
Bu yerdan (7.13) tengsizlikning isboti kelib chigadi. L]

7.11. f(x) = 3x2+ 2, x e [0, 1] funksiyaning integralini ta'rif yordamida
hisoblang. Javobingizni Riman va Lebeg integrallarini ta.qgoslash hagida-

gi 7.4-teoremadan foydalanib tekshiring.



Yechish. Berilgan f(x) = 3x2+ 2, x € [0. 1] funksiya sodda funksiya
emas. Bu funksiya o'lchovli va [0, 1] kesmada chegaralangan, shuning uchun
u integrallanuvchi. f ga tekis yaginlashuvchi va integrallanuvchi {/,,} sodda
funksiyalar ketma-ketligini shunday tanlash kerakki. har bir n € M da fn ning
integralini hisoblash mumkin bo'lsin. hamda lim fAf, (x) dB ni hisoblash
oson bo'lsin. Shu maqgsadda biz quyidagicha yo‘l tutamiz. [0, 1] k¢smani

1 2 « -1 n
0< —< —<eee < o < - =1
ri n

belgilashlarni kirilllamiz. Tanlanishiga ko‘ra bu to'plamlax juft-jufti bilan o:zaxo
kesishmaydi va |J Ak = [0. 1]. /,, sodda funksivani [0, 1] kesmada quyida-

i-=i
gicha aniglaymiz:

fn{x) =f f-') = + 2. x e Ak, k=1,2,...,n.
yn n2

Tanlangan ketma-ketlikni [0, 1] da / ga tekis yaqinlashishini ko‘rsatamiz.

/ - (. = \f - f(x)\ =

3% 1200 - 101 = max maxine) - 100

= max max rTK/nf—r{()M seh—h). 3@n—1
i<k<nxenkuy 19620 0’ fto

Demak, bu ketma-ketlik [0, 1] da f ga tekis yaqinlashadi. Endi f,, sodda
funksiyaning [0, 1] to‘plam bo‘yicha Lebeg integralini hisoblaymiz.

,2Y 41 3 Hn+ WM2"+1) ,s- (n+ )27+ *) 12, (7.14)
L n3 6 2 rfi

Yig‘indini hisoblashda barclra H€ N lar uchun o'rinli bo'lgan
124 72+ 32+ eset n2- "+ D20 200
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tonglikdan foydalandik. (7.14) tenglikda n —oc limitga o'tib,

% fn(x) dM= lim + +2) =1+2=3
0.1] nm °° 2n J

ui hosil gilamiz. Olingan natijani Riman va Lebeg integrallarini tagqoslash

hagidagi 7.4-teorema yordamida teksliiramiz.

36 (3224 2) dx = (xs+ 2x)ji = 1+ 2—0 = 3.

Demak, ta'rif yordamida hisoblangan integral to‘g‘ri ekan. O

7.12.

7.13.

7.14.

7.16.

7.17.

Uy vazifalari va mavzuni o'zlashtirish uchun masalalar

Agar |/ : 4 R o‘Ichovli funksiya bo'lsa. u holda g(x) = [f(x)]
funksiya A da sodda funksiya bo'lishini isbotiang, Bu yerda [0] belgi a

soniuing butun gismini bildiradi.

0 ‘Ichovli A C E to‘plamning y = \A {99 xarakteristik funksiyasi E
da sodda funksiya ekanligini ta:rif va 7.1-misol yordamida An to'plam-

larning o'lchovli ekanligidan foydalanib ko'rsating.

y = signa: ning E = [—1. 3| da sodda funksiya ekanligini ta’rif yorda-

mida va 7.1-misol tasdig'idan foydalanib ko'rsating.

. Agar /1 : A —R va /2 : E\A —R sodda funksiyalar bo‘lsa. u holda

m-) Ml XA

funksiya E da sodda funksiya bo‘lishini isbotiang.

Ké&ntorning zinapdyd funksiyasi R ning [0. 1]\K d& sodda funksiya

bo'lishini ko'rsating. Bu yerda K — Kantor to'plami.

A : K —»R Kantor funksiyasining sodda funksiya emasligini isbotiang.

Bu yerda K — Kantor to'plami.
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7.18.

7.19.

7.20.

7.21.

7.22.

7.23.

7.24.

7.25.

7.26.

7.27.

Quyidagi sodda funksiyalarning [0, 1] to‘plam bo:yicha olingan Lebeg

integralini hisoblang.

a} {{fx)\:I\ - a9ar xe K b)g{x) :{ 1, x £ K
[ n, agar x 6 Kn, L2 , x€Kn

Sodda funksiyaning songa ko';paytmasi yana. sodda funksiya bo;lisliini is-

botlang.
Sodda funksiyalar yig'indisi yana sodda funksiya bolishini isbotlang.

Agar / va g lar sodda funksiyalar bolsa, u holda o f + Rg funksiya

ham sodda funksiya boladi. Isbotlang.

Agar / : A —»R va g : A —R lar sodda funksiyalar bo'lsa. u holda
/ »g ham sodda funksiya bo‘ladi. Isbotlang.

/ : A —R funksiya o‘lchovli bo‘lishi uchun unga tekis yaginlashuvchi
sodda funksiyalar ketma-ketligining mavjud bo'lishi zarur va yetarli. Is-

botlang.

Kantorning zinapoya funksiyasi A ga [0, 1] da tekis yaginlashuvchi va

cheklita giymat qabul giluvchi sodda funksiyalar ketma-ketligini quring.

Agar / va g sodda funksiyalar A to!plamda integrallanuvchi bo‘lsa, u

holda af + B g funksiya ham A to‘plamda integrallanuvchi boiadi va
(af(x) + Bg{x))dR = aJ f{x)dfi + B J g{x)d/j.
A
tenglik o‘rinli. Isbotlang.

f(x) = [&], x 6 [0, 5) = A ning sodda funksiya ekanligini ko'rsating va

uning A tol!plam bo‘yicha olingan integralini hisoblang.

Ixtiyoriy o‘lchovli A ¢ E uchun fEXA(x)dR — fi{A) tenglikni isbot
qgiling.
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7.28. 11 = {x € [T, tt] : sinz < 0.5} uchun A Xa (x) d.t ml<ym.liii lii

soblang.

7.29. Dirixle funksiyasining sodda funksiyaekauligini ta'rif yordamida ko .iiiir,

Uning A = [0. 3] to‘piam bo‘yicha olingan integralini hisoblang.

7.30. Riman funksiyasining sodda funksiya ekanligini ko'rsating va uning A

[0.1] to‘plam bo‘yicba olingan integralini hisoblang.

7.31-7.37-misollarda berilgan / : A —= M funksiyani sodda ekanligini

ko‘rsatib, uning integralini hisoblang.

7-31. /(x) = [, A = [0, 2).

7.32. f(x) = signx. A = [-1, 3].

7.33. /(x) = XIp,i]\Q(S), A ='[-1, 3].

7.34. /(ir) = [X] + signx, A = [, 2].

7.35. f(x) = signx + \i.J@)> A = I“1- 4]
. /1 11
7.36. fix) =n, xe An= (—, " J, neN. A= (0, 1]
1 .
n€N, A:=1i0. 1].
(n+ )T n\

7.38. / ga tekis yaqginlashuvchi va A to‘plamda integrallanuvchi har gandav

sodda funksiyalar ketma-ketligi uchun (7.4) limit mavjud. Isbotlang.

7.39. Berilgan / funksiya uchun (7.4) limit, unga tekis yaqinlashuvchi {/,}
ketma-ketlikning tanlanishiga bog‘lig emas. Isbotlang.

7.40. Lebeg integralining bir jinslilik xossasini isbotlang. Bu xossani matema-

tik simvollar yordamida quyidagicha yozish inumkin.
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7.41. Lebeg integralining additivlik xossasini isbotlang. Bu xossani matematik

simvollax yordamida quyidagicha yozish mumkin:
I {f{x)+g(x))dR= [ f(x) dfi+ / g{x)d".
Ja ' Ja Ja

7.40 va 7.41-misollarda keltirilgan xossalar adabiyotlarda ([1] ga garang)

Lebeg integralining Il va 1l xossalari deb beriigan.

7.42. Lebeg integralining IV xossasini isbotlang. A to‘plamda chegaralangan,.

o‘lchovli / funksiya integrallanuvchidir.

7.43. Lebeg integralining monotonlik xossasini (V xossa) isbotlang. A to‘pla.m-

da manfiymas f(x) > 0 funksiyaning integrali manfiymas.

7.44. Lebeg integralining VI xossasini isbotlang. Agar ji(.4) = 0 bo;lsa, u
holda ixtiyoriy / : A — M funksiyaning integrali nolga teng.

7.45. Agar deyarli barcha x G A lar uchun f(x) = g(x) bo;lsa, u holda

tenglik o'rinli. Isbotlang. Bu hani Lebeg integralining VI xossasi deyiladi.

7.46 va 7.47-misollarda keltiriladigan tasdiqlar mos ravishda Lebeg inte-

gralining V11 va VIII xossasi deb ataladi ([1] ga garang).

7.46. Agar ip funksiya A to‘plamda integrallanuvchi bo'lib, deyarli barcha
x € A lar uchun |/(ar)i < ¢{x) bo'lsa, u holda / o;lc.hovli funksiya

ham A to‘plamda integrallanuvchi bo!lishini isbotlang.

7.47. Agar / o‘lchovli funksiya bo‘lsa, u holda / va |/| funksiyalar bir vagtda

integrallanuvchi yo integrallanuvchi emas. Isbotlang.

7.48. Agar har bir n G N uchun (7.11) tenglik bilan aniglanuvchi sodda

funksiya integrallanuvchi bo‘lsa. quyidagi tenglikni isbotlang
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7.49.

7.50.

7.51.

7.52.

7.55.

7.54.

7.55.

Lebeg integralining VI xossasi, Riman integrali uchun o'Tiiili ernas. Ya.'ni,
shunday / : A —K va g : /1 — R ekvivalent fiuiksiyalarf'n, niiwil
keltiringki, ulardan biri Riman ma’nosida integrallanuvchi, ikkindiisi m i
integrallanuvchi bo‘lmasin. A = [0, 2] kesmada Dirixle 53(,r) ya nol

0(x) = 0 funksiyalarini tahlil giling.

Lebeg integralining V111 xossasi Riman integrali uchun o;rinli emas. Ya.’ni,
Riman ma’nosida integrallanuvchi bo‘'Imagan shunday / :4 —M funk-
siyaga misol Kkeltiringki, lining moduli |/| esa, Riman rna’nosida inte-

grallanuvchi bollsin. (7.12) bilan anigkuigan / funksiyani tahlil giling.

[, 1] kesmada aniglangan Riman ma’nosida integrallanuvchi bo'Ima-
gan, lekin kvadrati Riman ma’nosida integrallanuvchi bo‘lgan funksiyaga,

misol keltiring. 7.9-misol yechimida qaralgan f funksiyani tahlil giling.

(7.12) tenglik bilan aniglangan / funksiya va. jp(x) = 1 funksiyani
[, 1] kesmada ekvivalent ekanligini isbotlang. Ularni [—1, 1] kesma-

da Lebeg va Riman ma’nolarida integrallanuvchanlikka tekshiring.

Agar / funksiya A to;plamdaintegrallanuvchi bo;lsa, u holda / funksiya
4 to;plamning ixtiyoriy olchovli A! gismidaham integrallanuvchi bo;ladi

Isbotlang.

Agar fA |[f(x) jd/lu= 0 bo'lsa, uholda deyarli barcha x £ 4 lar uchun
f(x) = 0 bo;ladi. Ishotlang.

Lebeg integralining absolyut uzluksizlik xossasidan foydalanib isbotlang.
Agar / funksiya A (B(A) < o0) to'plamda integrallanuvchi bollsa,
u holda ixtiyoriy n £ N son uchun shunday rn £ N son .mavjudki,
B(D) < m=*1 tengsizlikni ganoatlantiruvchi har ganday o'lchovli D ¢ A

to'plam uchun

tengsizlik bajariladi.
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7.56.

7.57.

7.58.

7.59.

[0 1] kesmadachegaralamnagan. ammo Lebeg ma:nosida iutegrallanuvehi

bo'lgan sodda funksiyaga misol keltiring.

f(x) = [x2 fuiiksiyanmg A = [0, 2] to'plam bo'yicha olingan Lebeg

integralini hisoblang.
[a, b kesmada uzluksiz funksiya sodda funksiya bo'la. oladimi?

Dirixle. Riman funksiyalari sodda funksiya bo'ladimi? Ularning [0, 4]

to'plam bo'yicha olingan Lebeg integralini hisoblang.

7.60-7.65-misollarda berilgan f : A — M funksiyaning integralini ta’rif

yordamida hisoblang. Javobingizni Riman va Lébeg integrallarini tagqoslash

haqidagi 7.4-teoremadan foydalanib tekshiriiig.

7.60

7.61.

7.62.

7.63.

7.64.

7.65.

7.66.

2x+ 1, x£ [0 3].

. f1{x)
f(x) = 6x —3. x € [; 2.
f(x) = 3x2-2x, x& [1 1]

f{x) = 62+ 4x —5, x 6 [—1. 1].

f(x) = 2r+ 3, x e [0; 2.

f(x) = er+ 3x, xe [0 1]

Quyidagi integrallarni hisoblang.

a) f sign(cos nx)dR: b) f sign(sin 9d/u;
— 9 mnu £

c) If 5+ vW- d ff vw 17*]dfi.
i0.2]x[0:2 j<y<a

7.67-misolni Lebeg integrali ta:rifi va xossalaridan foydalanib hisoblang. Bu

yerda £>— Dirixle. [H—Riman. 9— Kantor funksiyasi.

7.67

ca) J x-Xjo.i\g(x)dR: b) / (1+2x)dfi:
i0, 4 0.2

c) f (3x2+ 1) diu: d) f (2X+ 2)dR:
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e) / (In3-i-e)r/l; f) J M(x) dfj.

o1 01
9 J x [1 —'£>{x))dlj\ hy j x (1 —SH(i))dri;
ou ! lo.i]
i) J(r+ M(x)) di- DOf x m&{x)
Qs ; o1

k) f x2m9l(x) dfi.
01

(8. Harbir ne N uchun 1 [0. 1] —R funksiyani quyidagicha anigliiymiz.
fn funksiyaning x G [0, 1] nuqgtadagi giymati,,x ning cheksiz ikkilik
kasrga yoyilmasidagi n— ragamiga teng. Masalan,. /2(0,10010.= 0,
/3(0,10110...) = 1. Bu ketma-ketlik uchun quyidagilarni isbotlang:

[ fn{xX)fm(x)dp=-, n” rn, j (fn(x))2dtu=1 m
w0 4 JQJd -

.69. Harbir n g N uchun gn : [0. 1] —»R funksiyani quyidagicha aniglaymiz.
Agar x G [0, 1] ning cheksiz ikkilik kasrga yoyilmasida n— ragami 1
bollsa, gn(x) = 1, agar n—ragami 0 bo'lsa, g,,{x) = —1. Bu ketma-

ketlik uchun quyidagilarni isbotlang:

[ gn(x)gm{x)dn =0, ntm, [/ (gn(x)fdp =1,
J[0]] NO1]

8- 8. Lebeg integral! belgisi ostida. limitga o‘tish

Integral belgisi ostida limitga o:tish yoki gatorlarni hadma-had integrallash
masalasi ko‘plab muammolarni yechishda uchraydi.. Boshqacha gilib aytganda
ganday shartlarda

nli_rgolefn{x)dfi =l Jip fnpodp. = [ H{x)dji (8.1)
tenglik olrinli bo!ladi, ya’ni limit va. integral belgilarining o'rinlarini almashtirish
mumkin? Integral belgisi ostida limitga 6‘tishmng yetarli shartlaridan biri
berilgan ketma-.ketlikning tekis yaginlishish shartidir, lekin bu shart ta’rifda
bor. Shuning uchun tekis yaqinlishishclan kuchsizroq shartlar go‘ygan holda
(8.1) tenglikning bajarilishini tekshiramiz. Agar {/,,,} integrallanuvchi funksi-
yalar ketma-ketligi A to:plamning: har bir nuqtasida:/ funksiyaga yagin-

lashsa, (8.1) tenglik to‘g!rimi degan savol tug‘iladi. Urhuman olganda, nugtali
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yaginlashish integral belgisi ostida limitga o'tishni ta’minlay olmas ekan. Bun-
ga quyidagi mjsolda islionch hosil gilamiz.

8.1. [0,7] kesmada quyidagi funksional ketma-ketlikni garaymiz

» =)

sinnx. X £ 0
1L nli (8-2)

ptt
0. x £ in.
Bu ketma-ketlik liar bir nugtada nolga yaqinlashadi. Bu ketma-ketlik

uchun (8.1) tenglik to‘g‘rimi?

Yechish. Har bir x £ [0, tf] uchun lim fn(x) = 0 tenglik oson tekshiri-
ladi. Endi /,, ning [0: .q kesma bo‘yicha olingan integralilii hisoblaymiz:

/[ fn{x)du —n / smnxdfi=2.
Jo ’ Jo
Ikkinchi tomondan

r|r|>rgcha fn(x)d/j, = 2/ In 0(x)dp = 0.

Demak. bu ketma-ketlik uchun integral belgisi ostida limitga o‘tish to‘g‘ri
emas. |

Quyida biz integral belgisi ostida limitga o‘tish belgilarini keltiramiz.

8.1-teorema (Lebeg). Agar {/,} ketma-ketlik A toPplanning har bir
nugtasida f funksiyaga yaginlashsa va barcha n £ N |Uf Uchun \fn{x) | <
ip(x) tengsizlik bajarilib, ip funksiya A toplamda integrallanuvcM bo ‘Isa,
u holda limitik funksiya f ham A da integrallanuvcM bofladi va quyidagi
tenglik o ‘rinli

lim [ fn{x)d+i=Jf f(x)dfi.
a

n~x Ja

8.1-natija. Agar |/,,(X) | < M = const va barcha x £ A larda r!i_%fn(x)
f(x) boisa. u holda quyidagi tenglik ‘o mrinli
|I!>r>noc3|4f”(x)dfj' = Jg H{x)dii.

Nol o-Ichovli to’plamda funksiyaning giymatini o‘zgartirish integral qgiy-

matiga ta’sir gilmaydi. shuning uchun 8.1-teoremada {/,,} ketma-ketlikning
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[ funksiyaga deyarli,yagmlashishini va |f(x) \ < ip(x) longBi/liknini', Imin
deyarli barcha x lar uchun bajarilishini talab qilisli yetarli.

8.2-teorema (Levi). A toplafiida monoton
h(x) < f2{x) <smmm< fn(x) <eee-,

integrallanuvchi {/,,} funksiyalar ketma-ketligi berilgan bo'lih, barcha n € N
lar uchun

J fn{x)dp < K

tengsizlik bajarilsin. Uholda A to'plamning deyarli hamma yerida ﬁi_r;%:f,,(x)
= f(x) chekli limit rnavjud hamda f funksiya A da integrallanuvchi va
integral belgisi ostida limitga o tish mumkin, yahi

lim 1 f{x)dj=j f(x)dR.
Ja Ja

8.2-natija. Agar ip,,(x) > 0 boHib,
09
[ %i(x)d/JL < +00

bo'lsa, u holda A to'plamning deyarli barcha nugtalarida

oc

n—1

gator yaginlashadi va bu gatorni hadlab integrallash mumkin, ya hi

/ I’;ICU,I[X! de:j_/Vn{x)d/J,.
=1 J n=l A

A\
8.3-teorema (Fatu). Agar manfiymas, o'lchovli {/,,} funksiyalar ketma-

ketligi A to'plamda f funksiyaga deyarli yaginlashsa va
/,,(x)dB < K
bo‘lsa, u holda f funksiya A to'plamda integrallanuvchi va
fix) dfi < K
JA
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tengsizlik orinli.

Shu paytgacha biz fagat chekli o'lchovli (/;(.4) < oc) to!plamlarcla Lebeg
integrali va uning xossalarini o'rgandik. Lekin ko'plab masalalarni yechishda
cheksiz o‘Ichovli to'plamda berilgan funksiyaning integralini garashga td'g'ri
keladi. Masalan, M — (—00. oc) da berilgan funksiyaning Lebeg integralini
garashga tolg'i'i keladi. Biz X to'plam sanoqli sondagi chekli o‘lchovli Xn
to’plamlarning birlashmasi ko'ririishida tasvirlanishi mumkin bo‘lgan hoi bilan
chegaralanamiz.

8.1-ta’rif. Agar X to'platnaa p o'lchov berilgan bofib. X toplarnni
sanogli sondagi chekli o ichovli to plamlarning birlashmasi ko Tinishida tasvir-
lash mumkin bo‘lsa; u holdo, X da berilgan fi o‘lchov a— chekli o'lchov dey-
iladi.

a— chekli ollchovlarga sonlar o'gidagi va tekislikdagi Lebeg o‘lchovlari
misol bo'la oladi.

8.2-ta’rif. Agar monoton o'suvchi {X,,} (X,, ¢ X,,+i) to-plarnlarkétma-
ketligi quyidagi ikki shartni ganoatlantirsa
1) nQCan—X, 2) barcha n £ N lar uchun n(Xn) < 00,

{X,,; ga X to'plamni goplovchi ketma-ketlik deyiladi.

8.3-ta’rif. X toylamda a—chekli f, o'Ichov va X da aniglangan man-
fiymas f funksiya berilgan bo'lsin. Agar f funksiya ixtiyoriy chekli o 1chovli
A C X toylamda integrallanuvchi bofib, biror goplovchi {X,} ketma-ketlik
euchun

f{x)dn

chekli limit mavjud bo‘lsa, u holda f funksiya X to platuda integrallanuvchi
deyiladi va bu limit

f f(x)dp = iiitt f f{x)d/i

i (x)dp n'\°°Jx,,{)

f dan X to'plam bo'yicha olingan Lebeg integrali deyiladi.
Endi / ixtiyoriy funksiya bo'lsin. Uni ikkita manfiymas funksiyalar ayi'r-
masi shaklida tasvirlaymiz, ya’ni f(x) = f+(x) —f~(x), bu yerda f+ va /_
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lar (7.7) tenglik bilan aniglanadi.

8.4-ta’rif. Agar (7.7) tenglik hilan aniglangan f+ va /_ manfiy-
mas funksiya,lar X toplamda integral!,anuvcM bo Isa, u halda f funksiya X
l;,oplafida integrallanuvchi deyiladi va

i f{x)dn — i f+(x)dn- 1 fA(x)dfi.
JX Jx JX

Lebeg va Riman integrallari orasidagi quyidagi bog‘lanishni keltiramiz.
Agar [a. § kesmada / funksiya Riman ma’nosida integrallanuvchi bo'lsa.
u holda / funksiya [a 6] kesmada Lebeg ma’nosida ham integrallanuvchi
bo'ladi va bu integrallar teng bo‘ladi (7.4-teoremaga garang).

Agar / funksiya [0, 1] kesmadaxosmas ma’noda Riman bo'yicha integral-
lanuvchi bo'lsa, u Lebeg ma’nosida integrallanuvchi bo'Imasligi ham mumkin.
Masalan,

S -d- 0.3
tt 5/ )’

xosmas integral Riman ma’nosida mavjid (integrallanuvchi). Hagigatan ham,
o'zgaruvchilarni almashtirib
/fl 1dt /x sinx
t

sm x
ga kelamiz. Dirixle alomatiga ko‘ra bu integral yaqginlashuvchi {f(x)

funksiya integrallanuvchi). f(t) = sin-1 % funksiya (0. 1) oraligda Let,)\ég
ma’nosida integrallanuvchi emas. Faraz gilaylik. bu funksiya Lebeg.ma’nosida
integrallanuvchi bolsin. U holda VIII xossaga ko;ra .

(1 gy 1L

o Tt
integral ham mavjud bo'ladi. Bundan esa yana o'zgaruvchilarni almashtirib.



tenglikka kelamiz. Oxirgi

Ji S
integral yaginlashuvchi. Birinchi integral esa uzoglashuvchi. Demak,

fl sinl— dt
Jo t t
integral ham uzoglashuvchi. Shuni ta’kidlaymizki, agar manfiymas funksiya
Riman ma’nosida integrallariuvclii bolsa, u holda bu funksiya Lebeg ma’nosida
ham integrallanuvchi bélacii va bu integrallar teng bo'ladi.
8.4-teorema. Aytaylik A toplamning o‘lcKovi cheksiz bofisin. Chéklita
nolmas vyi.y-2, ... .yn giymatlarni gabul giluvchi f : A —R sodda funksiya
A da integrallanuvchi bo'lishi Uchun A; = Pk 6 A : f(x) = y*}, Kk =
1 . 2 toplarnlarning oichovi chekli bo'lishi zarur va yetarli. Xusitsan
B c A toplamning xarakteristik funksiyasi - xb (*) integrallanuvchi bo fishi
uchun B{B) < oc ba'lishi zarur va yetarli.
8.5-ta’rif. Aytaylik A cheksiz oichovli toplam, f : A —=* R sanoglita
31,22, mee yn, oo giymatlarni gabul giluvchi sodda funksiya bobin. Agar bar
bir nolmas yu uchun Ak = {x € A :f(x) = y{\ toplam chekli oichovli
bo‘lib, ISZC yYn~{An) gator absolyut yaginlashuvchi boisa, f : A — )X sodda

funksiygzk to plamda Lebeg Ta hosida integrallanuvchi deyiladi.

8.2. Quyida keltirilgan funksiyalar R da Lebeg ma’nosida integrallanuvchi

bo;ladimi?
a) fix) = E Y 1@ by fx) = E —  XfnHllr),
c) fix) = IOEC — G, 1) (@n; d) fix) = e cosn mXr - ’\+i)‘{x);

e) fix) = E [/ TIn xk»+1)@3); 1) fix) = E ~Xtn.n+i)ix).
i): n=1 ¢

77=1 \n ~r

Yechish. Hozir biz f) ning yechimini beramiz. Berilgan funksiyaning aniglan-

ishidan quyidagilarga ega bo'lamiz. Ao= (—oc. 1) to‘plamda f{x) = 0= yo
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va f(x) = on X € An= [n, n+ 1). 8.5-tarifga ko'ra / : K —»M funkmyu
integrallanuvchi bo'lishi uchun

Y]1ynli(4n) = gnzl

7=1 =1
gator yaginlashuvchi boiishi zarur va yetarli. Musbat hadli gatorlarni tagqoslash
hagidagi Dalamber alomatidan foydalanib (q = 0, 5). hosil bo Igan gatorning
yaginlashuvchi ekanligiga ishionch hosil gilamiz. Demak, / funksiya K da
integrallanuvchi bo'ladi. O
8.3. A= ?3 [n, n + n~a) to‘plamning xarakteristik funksiyasi /(X) = x a {x)

pararr?éir a ning ganday giymatlarida R da integrallanuvchi bo'ladi?
Yechish. 8.4-teoremaga ko'ra, f(x) = xa(% funksiya integrallanuvchi

boiishi uchun A to'plam chekli o'ichovli bo'liéhi zariir va yetarli. A to'plamning

o'ichovi, o'ichovning cr—additivlik xossasiga ko'ra

oc

yig'indiga teng. Malumki, bu qgator parametr a ning 1 dari katta barcha
giymatlarida yaginlashuvchi bo'ladi. Demak, barcha a G (1, oc) larda A
to'plamning xa xarakteristik funksiyasi, R da integrallanuvchi bo'ladi. O

8.4. Quyidagi limitlarni integral belgisi ostida limitga o'tish hagidagi teore-
malardan foydalanib yeching.

a) M exp(-ni2 du, b) li fexp (—) du,:
I+ \ nJ
%Qin %I]

X

c) nIﬂn f L XX dfiy d) Tllﬂnnm.f exp(—cos“x) din:
e) lim f_n fexp oy W
"-*-[oi] V 1V ny Jl+x*

Yechish. a) ning yechimi. Integral belgisi ostida. limitga o'tish hagidagi
Lebeg teoremasidan foydalanamiz. Berilgan f,,(x) = exp(—nx2) ketma-ketlik



[0. 1] kesmaning deyarli barcha (nol nugtadan tashgari) nuqgtalarida 6{x) = 0
funksiyaga yaqinlashadi. Integrallanuvchi ip : [0. 1 —» X funksiya sifatida
p(x) = 1 ni olamiz. U hoida barcha x 6 [0: 1] va n € N lar uchun \fn(x)\ <
ip(x) tengsizlik bajariladi. Integral belgisi ostida limitga o'tish hagidagi Lebeg
teoremasining shartlari bajariladi. Teorema tasdig‘iga kolra

lim / exp(—x2)dl.= / B(x)dn=0. O
n“>xJqlj 0,3

1
8.5. fix) ---1--_-;-&7;, X GA —[0. do) funksiya A da integrallanuvchimi?

Yechish. Sonning butun gismi ta'rifiga ko'ra / : A —R sodda funksi-
ya bolib, An= [m, n+ 1), n = 0,1.... tolplamda yn = ey giymatni
é

oc i

gabul giladi va E ——x ml gator yaginlashuvchi. Demak. 8.5-ta:rifga ko‘ra
n=o0 1+ Ir
fix) = "T[f funksiya A = [0, oo) da integrallanuvchi. O

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

8.6. Quyida keltirilgan funksiyalar a > 0 parametrning ganday giymatlarida
R da integrallanuvchi bo‘ladi?

@ (|'" @ sin 1L
a = E — —Xn.n+(r); b) fix) = E — Xp.n+i,W;
n—1 ‘| 71=1
oc (-1)n
c) fix) = E
n=I
. . . YiXa
8.7. Parametr a ning ganday giymatlarida fn(x) — , x € [0, 1],

ketma-ketlik integral belgisi ostida limitga o‘tish hagidagi Lebeg teore-

masi shartlarini ganoatlantiradi?

8.8. Quyidagi {gv} ketma-ketlik integral belgisi ostida limitga o‘tish hagidagi

Levi teoremasi shartlarini ganoatlantiradimi?
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8.9.

8.10.

8.11.

8.12.

A3.

8.14.

8.15.

8.16.

8.17.

Fatu teoremasi shartlari bajarilganda

lim | fn{x)dji = (x)dR
a

| f
Ja
tenglik o‘rinlimi? O'rinli bo‘lmasa, misol keltiring.

Integral belgisi ostida limitga. o'tish hagidagi teoremalardan foydalanib
quyidagi limitlarni hisoblang.

a) lim fexp (—(x2+ y2) cos (—x my) dx dy:
IHap \n /

b) lim f_(1_+x—4)$mFd/v)|('

Agar manfiymas funksiya xosmas ma’noda Riman ma’nosida integralla-
nuvchi bo:lsa. u Lebeg ma’nosida integrallanuvchi boiishini isbotlang.

(8.3) integralning absolyut integrallanuvchi emasligini isbotlang.

f(x) = - JT 2. X £ A =10, oo) funksiya A da integrallanuvchimi?
14- [x2

fi(x) - x2”" xz, JH(*)-J + X2’ hi*) xl+ x2
funksiyalarni HO(l) = {(xi, x2) GR2: x\ +x\ < 1} to’plamda integral-
lanuvchi ekanligini krrsating.

li(x) = v ., T= 1,2 funksiyalarni tro(l) = {(xi. x2) G
2 —C0s Xi —C0s X=2'
R2: x\ + x2 < 1} to‘plamda. integrallanuvchi ekanligini koi’satihg.
. 1 IXj . . .
fix)= -5--—5-—5va/,(x) = -5—)%————'0 1= li 2, 3 funksiyalarni
JK Xj + X+ X% X] + X2+ X3

Bg(1) = {(rrl x2, X3) G R3 : x\ + x2+ x\ < 1} to'plamda integral-
lanuvchi ekanligini isbotlang. Ularning Bo(l) to‘plam bo'yicha olingan

integralini hisoblang.

Fy = R, ) . )
fix) 3508 % —cosx2—005xsfunk5|yam i?0(l) to‘plamdaintegral

lanuvchi ekanligini ko'rsating.
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9- 8. Monoton va o'zgarishi chegaralangan funksiyalar

9 va 10-paragraflarda biz'sonlar o'gida aniglangan funksiyaiarning Lebeg
integralini garaymiz. Bunda integralni tayinlangadn / da to‘plam funksiyasi
sifatida o'rganamiz. Agar / funksiya X C IR o'Ichovli to‘plamda integral-
lanuvchi bo‘lsa, u holda

J f(x)dn 9.1
4
integral barcha o:lcliovli A C X to'plainlar uchun mavjud va u tayinlangan /

da to'plam funksiyasi boladi. Bu integral Lebegning anigmas integrali deviladi.
X sonlar o‘gidagi oraliq bo'lislii ham mumkin. Bu liolda A to'plam X dagi
kesmadan iborat bo‘lsa, (9.1) integral kesma chetki nuqtalarining funksiyasi
boladi. A —[a. bj kesma chap chekkasiui tayinlab.

/ Ne dn 9.2)
[ax
integralning xossalarini olrganamiz. Bu mésala bizni sonlar o‘gida aniglangan
funksiyalarning ba'zi muhim sinflarini garashga olib keladi. Bular monoton
funksiyalar, o‘zgarishi chegaralangan funksiyalar va absolyut uzluksiz funksiya-
lar sinflaridir.
Monoton funksiyalar. Dastlab o'suvclii. kamayuvchi hdmda kamaymay-
digan, o'smaydigan funksiyalar ta’riflarini beramiz.
9.1-ta’rif. [a b] kesmada aniglangan f funksiya, shu kesmadan olingan

liar ganday £1,22 lar uchun x\ < x2 bofiganda
f{x1) < f(x2 (f{x1) > /(z2)

bo‘lsa, f funksiya [a, 6] kesmada kamaymaydigan (6‘$maydigan) funksiya
deyiladi.
9.2-ta’rif. [a. ] kesmada aniglangan f funksiya, shu kesmadan olingan

har ganday zi,z2 lar uchun Xi < x2 bo‘ganda
f(x1) < f(x2 (f(x1)>f(x2) (9.3)
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bo‘lsa, f funksiya [a, b] kesmada o'suvchi (kamayuvchi) funksiya tleyilti.ilL

Umuman, gisgalikuchun monoton funksiyadeyilganda. 9.1 va 9.2 Lii'nlliu'iln
keltirilgan funksiyalar tushuniladi. Ba'zan o'quvcliining digqatini ja.ll) qilisli
uchun ofsuvchi yoki kamayuvchi funksiyani, gat'iy o'suvchi yoki gat‘iy ka
mayuvchi. yoki gat’iv monoton deb ataymiz.

Lebegning anigmas integrali (9.2) ning xossalarini OTganisImi quyidagi sod-
da va muhim xossadan boshlaymiz. Agar / manfiymas funksiya boUsa, u hol-
da (9.2) monoton kamaymaydigan funksiya bol!ladi. Har ganday integrallanu-
vchi funksiya ikkita manfiymas integrallanuvchi funksiyalar ayirmasi shaklida
tasvirlanadi

f{x) = f+(x) - ,f-{x),
bu yerda /+ va /_ lar (7.7) tenglik bilan aniglanadi.

Shunirig uchun (9.2) integral ikkita monoton kamaymaydigan funksiyalar-
ning ayirmasi shaklida ifodalanadi. Shu sababli yuqori chegarasi o‘zgaruvchi
bo‘lgan (9.2) integralni o‘rganish, monoton funksiyalarning xossalarini tek-
shirish masalasiga keladi.

Hagigiv sonlar to‘plami R da aniglangan / funksiya va To € M niigta

berilgan bo'lsin. Agar
Ilrg_ff{xo+ h) (All*ng f(x04-h))

limit mavjud bo‘lsa, bu limitga / funksiyaning' To nuqtadagi ong (chap) lim-
iti deviladiva /("o + Q) (/(.t0-0)) ko‘rinishda belgilanadi. Agar / funksiya-
ning x0 nugtadagi o‘ng (chap) limiti mavjud bo'lib.

f{xi+ 0) = f{x0) if(x0) =fix0- 0))

tenglik o'rinli bol!lsa, / funksiya £0 nuqtada o‘ngdan (chapdan) uzluksiz de-
yiladi. Agar / funksiyaning x0 nuqtada o‘ng va chap limitlari mavjud bolib,

f(xo+ 0) = f(xo0) =fix0- 0)
tenglik o‘rinli bo‘lsa, / funksiya x0 nuqtada uzluksiz deyiladi. Agarda
/(.TO- 0)M fixo+ O
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bo'lsa. / funksiya xq nugtada, birinchi tur uzilishga ega deyiladi, xq nuqta
esa / funksiyaning birinchi tur uzilish nugtasi deyiladi.

Afix) = f(x + 0) - f(x - 0)

giymatga / funksiyaning x e (a, 6) nuqgtadagi sakrashi deyiladi. / funksiya-
ning kesma chetlaridagi sakrashlari deb Af(a) = /(a + 0) —/(a), A/(6) =
/(6) —/(6 —0) miqgdorlarga aytiladi.

Agar / funksiyaning xg nuqtadagi o;ng va chap limitlaridan birortasi
mavjud bo'hnasa. yoki ulardan biri cheksizga. aylansa, bu nugta / funksiya-
ning ikkinchi tur uzilish nugtasi deyiladi.

Quyidagi sonlar

-f(x0+h)-f(x0) f(x0- h) - h) - £(x0) _

lim - = Ar, lim = A
h>o+’ 0+ [
lim + A UiitzdizI M |, a,
|, ~i:- h n-.o+ h

mos ravishda. / funksiyaning Xq nuqtadagi ong yuqori. chap yugori. 0ng
quyi va chap quyi hosila sonlari deyiladi.
Endi monoton funksiyalarning xossalariga doir misollar garaymiz.

9.1. /(x) = [e]+ 2mign (i + 1)+ 3mX(-i.i](a;), [—2. 1 funksiyani [2. 1]
kesmada monotonlikka tekshiring. Ulardan qaysilari o'ngdan uzluksiz,
qaysilari chapdan uzluksizligini aniglairg. Ularning barcha uzilish nug-
talarini toping, uzilish nugtalariclagi sakrashlaxini hisoblang.

Yechish. Berilgan funksiyaning har bir qo‘shiluvchisini alohida tahlil qil-
amiz. Sonning butun gismi ta'rifiga ko'ra Y\{x) = [1] funksiya barcha. butun
nuqtalarda uzilishga ega, kamaymaydigan, o'ngdan uzluksiz, uzilish nugta-
lardagi sakrashlari esa 1 ga teng. yr(*) = sign (x+1) funksiyabirgina x = —
nuqtada uzilishga ega. Bu nuqgtadagi o!ng va chap limitlar esa quyidailarga
teng:

lim sign(0 + h) = 1. (9.4)

“!8 sign (0 —h) ——1 ¢ signO = 0 @ Jim,
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IJi{x) — sign (k + 1) kamaymaydigan funksiya boTil» uzilish mi<Ljr.idiif.i
sakrashi 22(—1 + 0) —j/2(~1 —0) = 2 ga teng. (9.4) dan nialimiki. 14
funksiya x = —1 nuqtada o'ngdan ham chapdan ham uzluksiz emas. So'Dgc.i,
Vi{x) —X(-i.il(a)) funksiya ham [—2. 1] kesmaning fagat x = —1 nuqgtasida.
uzilishga ega. Bu funksiya x = —1 nuqtada chapdan uzluksiz va sakrashi |
ga teng. Tekshirish natijalariga kolra quyidagi xulosaga kelamiz. y\. y2 va ya
funksiyalar kamaymaydigan va musbat sonlarga ko'paytirib yig‘ilganligi uchun

f{x) = A+ 2-sign(a+ 1)+ 3+X(-i.i](s)

ham [—2, 1] da kamaymaydigan funksiya bo'ladi. Uning uzilish nuqgtalari —1
va. 0 nugtalardir. Bundan tashqari /(—1) = —1. /(0) = 0 va

/il_lsng_ =-2+2'(-1) = -4 qallll((r)1+/(-f+n) = -1+2-1+3-1=4,

lim/(0-h)y=-1+2m+3m=4c¢ lim/(0O+h)y=0+2«1+3ml =5

Bu funksiyaning -1 va 0 nugtadagi sakrashlari mos ravishda A/(—1) = 8
va Af(0) = 1. Berilgan funksiya x = —1 nuqtada 0‘ngdan ham chapdan

ham uzluksiz emas. x = 0 nuqtada o'ngdan uzluksiz. O

shu kesmadagi ixtiyoriy mugtalar bo'lsm U holda

.

$.>/(c,) < m - f(a) (9.5)

t1=1

tengsizlik o‘rinli. Isbotlang.

Isbot. Faraz qilaylik, / : [a § — K kamaymaydigan funksiya, cx < ¢2-<
. < ¢, lar shu kl_lesmadagi. olsish tartibida joylashgan ixtiyoriy mugtalar
bo'lsin. Quyidagi yig'indini garaymiz:

¢(/(Ci+o0)-fia-0)=/(A+0)- /(Cl- Q)+ eee+ f(cn4-0)- f(cn- G).
i=1
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Bu yig;indini quyidagicha yozib olamiz:
n n
AI(Ci)y=f(c, +0)- /(d - 0)- £(/(*; - 0) - + 0)). (9.6)
=l i=2

Kamaymaydigan / funksiya va istalgan cj >.c;_i uchun
/(e - 0)- /(cj_i+0)>0 9.7)

tngzislik o‘rinli. (9.6) va (9.7) lardan

H
XTA/(cg)s f{feu+0)- /(d - 0) < f{b) - /(a) (9.8)
i=i
ni olamiz. Bu esa (9.5) tengsizlikning o‘zidir. O

9.3. [/ :Ja 6] =R kamaymaydigan funksiya, n £ N ixtiyoriy son bollsin.
U holda- Dn= | x £ [a 6] : Aj(x) > —1 ehekli to‘plam. Isbotlang.

Isbot. Teskaridan faraz qilaylik, biror n £ N uchun Dn to‘plamning
elementlari soni cheksiz bo‘lsin: u holda ixtiyoriy m £ N uchun Dn dan
di di s cm £ Dn nugtalar olish mumkin. (9.5) hamda Dn ning aniglanishi-
dan quyidagini olamiz:

m

(&) - f(a) >, Al(c)- m'm

=
Bu yerdan m < n(f(b) —f(a)) ekanligi kelib chigadi. Bu tengsizlik m ning
ixtiyoriy natural son ekanligiga zid. Demak, Dn ehekli to'plam. O

9.4. / :[a § — M kamaymaydigan &Enksiya.., d> c2ieeescn,mm mlar uning
uzilish nuqgtalari bo‘lsin. U holda A/(Cn) gatér yaginlashuvchi ya

0=l

tengsizlik o‘rinli. Isbotlang.
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Isbot. Kamaymaydigan / : [a, 6] —»R funksiyava [a, b] koKujudn jikijliuni
vchi ixtiyoriy c\, , e cn nugtalar uchun (shu jumladan lining uzilish uiii|
talari uchun ham) Y IAf(ci) — /(&) —f{0.) tengsizligi 2-misolda ((9,8) wi

mmj=i
garang) ko’rsatildi. Bu ésa musbat hadli A/(g¢) gatorning gismiy yigindi-
71=1
lari ketma-ketligi Sn ning yugoridan chegaralanganligini bildiradi. Deinak,

oc

A/ (cn) gator yaginlashuvchlL (9.8) tengsizlikda n —»oc da limitga o;tib

n=1

.Af{cn) < f(b) - f(a)

we
tengsizlikni olamiz. |
9.5. / : [a b] =& K kamaymaydigan funksiya, cx,.c-i,... lar.uning uzilish
nuqtalari bo’lsin.
fd{x) = Al?)> xe [*>h (9-9)
c, <X

funksiya, / ning sakrashlari funksiyasi deyiladi. % : [a, 6]-tR o‘iigdan
uzluksiz kamaymaydigan funksiya. Isbotlang.

Isbot. Kamaymaydigan f : [a, bl — M funksiyaning uzilish nugtalari

ci, Oi,... larni o‘sib borish tartibida joylashtirish mumkin bo:lgan hoi bilan
cheklanamiz, ya’ni ¢j < c2 < c, < me polsin. (9.9) tenglik bilan
aniglangan
fd(x) = Af(a), x e [a €
Ci<X

ni [a b] kesmada kamaymaydigan funksiya ekanl.igini koTsatamiz. Faraz qi-
laylik, Xi < X2 € [a 6 kesmaning ixtiyoriy ikki nuqtasi bo'lsin. U holda
kamaymaydigan / funksiya va istalgan c e [a, b\ uchun Aij{c) > 0 ekanligi-
dan

fd(xi) - Af{cj) < J2 Al(c)+ X] = M xd'

Ci<x1 Cj<x1 Xl<Cj<X2
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ni olamiz. Bu esa / : [a b —R ning kamaymaydigan funksiya ekanligini
bildiradi. Shuni ta’kidlaymizki / va funksiyalarning uzilish uuqtalari bir
xil boiib, ular ex, @, ... lardan iborat. Xuddi shunday / va funksiyalarn-
ing cj uzilish nuqtasidagi sakrashlari teug, ya’ni Af(ci) = A/d(cj). Har bir

(c;. .Cj+) intervalda fij funksiya o'zgarmasdir. O

9.6. /I(£) = ¢+ 2[x], . 6 [0, 2] funksiyani [0,2] kesmada. kamaymaydi-
gan ekanligini ko'rsatib, uning sakrashlari funksiyasi va uzluksiz gismini
toping.

Yechish. Ma’lumki, x ning butun gismi —[i] o'ngdan uzluksiz va ka-
maymaydigan funksiyadir, g(x) = x esa uzluksiz va o‘suvchi funksiyadir.
Demak, ularnirig yig‘indisi bo'lgan f funksiya o‘ngdan uzluksiz kamaymaydi-
gan funksiya bo'ladi. Uning uzilish uuqtalari X\ = 1 va. x%= 2 lar bo‘lib. bu
nuqtalardagi sakrashlari Aj(xj) = A/(xz) = 2. Bulardan x) = 2[x] va
fc(x) = x ekanligini olamiz. O

0 ‘zgarishi chegaralangan funksiyalar. Ma’lumki. Lebegning anigmas
integrali (9.2) ikkita monoton funksiyaning ayirmasi shaklida tasvirlanadi. IkKi
monoton funksiya ayirmasi shaklida tasvirlanuvchi funksiyalar sinfi hozir biz
ta’rifini keltirmoqchi boigan o'zgarislii chegaralangan funksiyalar sinfi-bilan
ustma-ust tushadi.

9.3-ta’rif. Bizga [a, b] kesmada amglangan f funksiya berilgan bo'lsin.
Agar [a, 6] kesmani

a=x0< Xi<mm<YXx, i<X,=Db

nugtalar bilan ixtiyoriy n gismga bo'lgahirrazda x¢(i = 1,2....,n) nugta-
larni tanlab olishga bog'lig bé'Imagari va ushbu
\Y

f(xk) -f(xkr)\<C (9.10)
k=l

tengsizlikni ganoatlantimvchi o'zgarmas C son mavjud bo'lsa. u holda f
funksiya [a. § kesmada o'zgarishi chegaralangan deyiladi.
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9.4-ta’rif. Bizga [a, b] kesmada oZzgarishi chegaralangan, ] funk'inn
berilgan bo'isin. (9.10) yig‘indilarmng barcha chekli bofinishlar bo'yichu oltii
gan aniq yuqori chegarasi f funksiyaning [a, b kesrriadagi to'la o Zgarinhd
(toida variatsiyasi) deyiladi va VE[f] bilan belgilanadi. yani
n
Va [/] = SUp]T l/fa) “ f(Xi-1)! m (9.11)
f<

9.7. Har gandav kamaymaydigan / : [4 6] —R funksiya [o, b kesmada
.oizgarishi chegaralangan va uniiig to‘la o'zgarishi /(&) —/(a) ga teng.
Ishotlang.

Isbot. [a b] kesmani Xj{i =1,2...., n) nuqtalar yordamida
a—X0 < Xi < mm< xn-i <X, =Db

ixtiyoriy n gismga bo:lamiz va bu boliinishga mos

lhfm > -/(**. 1) (9.12)

k=i
yig'indini garaymiz. / kamaymaydigan funksiya bo'lgani uchun 3}/ (x*) -
f (xk~1)! = f (xk) —f&k-i) tenglik o'rinii. Bu tenglikdan (9.12) yig'indi-
ning giymati /(&) —/(0) ga teng ekanligi kelib cnigadi. Demak, monoton
kamaymaydigan funksiyalar uchun (9.12) yig'indining giymati [a b kesma-
ning bo:linishiga bog'lig emas va u /(&) - ,/(0) ga.,teng. Shunday ekan.
K6i/] —f(b) - f(a) tenglik o’rinli. O

9.8. Agar / :[a B —»R funksiya. [0. b) yarim intervalda monoton bo'lsa,
u holda uning o'zgarishi chegaralangan va

Kb[f] = 1/(& - 0) - /(&)1 +, f(b) - f(b - O)! (9.13)

tenglik o'rinli. Isbotlang.



Isbot. [a b] kesmani xi(i = 1,2...i. n) nuqtalar yordamida ixtiyoriy
bolinishini garaymiz. Funksiyaning [0, b) yarim intervalda monoton ekanlig-

ini hisobga olsak, quyidagiga ega bo'lamiz:

n 77—1
XK - f ki) \ = \FQd- f QA 1+ 1/ (6) - / (Zu-l) 1 =
= =1
YU - f (@)1=
I
= 1/ (XA-i) - /@) 1+ 1/ (6) - f [xn-\) F (9.14)

Endi d(x) = i/(x) - /@I + |[/(6) - /(X)]. x € [a, b) ning kamaymay-
digan funksiya ekanligini isbotlaymiz. Buning uchun [o, b) yarim intervalda
yotuvchi ixtiyoriy x\ < x2 nuqtalar uchun ib(x2) —ip (xi) > 0 ekanligini
ko'rsatish kifoya.

0{X2) = 1/(12) - 7(a) + X(O - T(xwi = 1/(~2) - 7(il) + /(xi) - /(a)|+
FUW - I(xi) - ((x2) - 1(xO) = 17(x2) - 7(xi)] + 11(xi) - I(a)|+

+1/(6) - f{x1) - (/(x2) - [(xi))]. (9.15)

(9.15) dagi oxirgi tenglik / ning [a. b) yarim intervalda monoton (ya:ni

[(x2)-/(x 1) bilan /(xi)—/(a) ningishorasi birxil) ekanligidankelib chiga-

di. Ixtiyoriy ¢ va d sonlar uchun jc—d| > |cj —\d\ ekanligidan foydalansak.
4>pQ) - 1NX) =
= 1(6) - /(*1) - (/(x2 - [(xO) I+ |/(x2) - /(xO1l - \f(b) - /(xi)|

ayirmaningmanfiymasligigakelamiz. Bu esa ip ning [a, b) da kamaymaydigan

funksiya ekanligini isbotlaydi. (9.14) tenglikdan
1
sup 1/ o) - [ (xfcd) 1= sup O (xn.i) = 1;(6- 0)
{x} t=1 a<xn-i<b
tenglik kelib chigadi. Funksiya to‘la, 0'zgarishining tarifiga ko'ra ushbuga ke-
lamiz:

Va[fl =0 (6- G =1/(6- 0) - /(a)| + |/(b) - /(6 - O)]. O
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9.9. /(x)=sinx funksiyani [0, @] kesmada o'zgarishi cheganilaugan okmi
ligini ta’rif yordamida ko‘rsating.

Yechish. [0. tf] kesmani x« (i = 1,2....",n) nugtalar yordamida ixtiyoi/iy
n bo'lakka bd'lamiz va bu bo‘linishga mos

u

Y21 (**) ~ f (xk-1)i = Y2 isinxk ~ siii€ci-ii (9-16)

X, X > 0 munosabatlardan foydalansak. (9.16) ni quyidagieha baholash

mumkin:

n

Y,U(**)-/(**01i = |2cos

Demak, /(x) = sinx funksiya [0, ttf] kesmada o'zgarishi chegaralaiigan. O
Uy vazifalari va mavzuni o'zlashtirish uchun masalalar

9.10-9.13-misollarda berilgan funksiyalarni [a, b} kesmada monotonlikka
tekshiring. Ulardan qaysilari o‘ngdan uzluksiz, qaysilari chapdan uzliksizlig-
ini aniglang. Ulaniing barcha uzilish nuqtalarini toping, uzilish nuqtalaridagi

sakrashlarini hisoblang.

9.10. f(x) = [x], [-1,3].

9.11. f(x)—signx. [—1 5].

9.12. /(x) =X(04(;), [-2, 4].

9.13. f(x) = 2-signx + 3 ex(-i.oyor), [-4. 5].

9.14. [a & kesmada ariiglangan har ganday monoton funksiya shu kesmada
chegaralaiigan. oichovli hamda Riman va Lebeg ma’nolarida integralla-

liuvchidir. Isbotlang.



9.15. Kamaymaydigan, o'iigdan uzluksiz / : [a, b] —M funksiya uchun
fc(x) = f(x) - fd{x), Xe [a B

funksiya. f ning uzluksiz gismi deyiladi. fc : [a, 6] —=* M ning uzluksiz
ekanligini isbotlang. Bu yerda f,i (9.9) tengiik bilan aniglanadi.

9.16. Kamaymaydigan (o'smaydigan) funksiyalar yig‘indisi kamaymaydigan (6‘s
maydigan) funksiyadir. Isbotlang.

9.17-9.20-misollarda keltirilgdn funksiyalarning kamaymaydigan ekanligini
koi'satib, ularning sakrashlari funksiyasi va uzluksiz gismini toping.

9.17. f(x) = x +signx + X[_LO)(x), x € [2, 2].

i x3, x6[-10,-2),

9.20. f(x) = 2x+ [7;, x e [-2, 4].

Monoton funksiyalarning quyidagi xossalanni (9.21-9.23) isbotlang.
9.21. Monoton funksiya fagat birinchi tur uzilish nuqtalarga ega.
9.22. Monoton funksiyaning uzilish nuqgtalari ko‘pi bilan sanoglidir.

9.23. 0 ‘ngdan uzluksiz bo;lgan har ganday monoton funksiyani yagona usul
bilan uzluksiz monoton funksiya va o'ngdan uzluksiz bo!lgan sakrashlar
funksiyasi yig:indisi shaklida tasvirlash mumkin.

9.24. f(x) ,=x+[x) funksiyani [2. 1] kesmada uzluksiz monoton funksiya va
o'ngdan uzluksiz bo;lgan sakrash funksiyasi yig'indisi shaklida tasvirlang.
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9.25. Sakrashlar funksiyasining hosilasi deyarli barcha nugtalarda nolgn Unik.
Ishotlang.

9.25. Monoton funksiyaningsongako'paytmasiyanamonotonfunksiya bo'ladi,
Ishotlang.

9.26. Kamaymaydigan funksiyaning musbat songa ko‘paytmasi kamaymaydi-

gan funksiya bo‘ladi. Isbotlang.

9.27. 0 ‘suvchi funksiyaning manfiy songa ko'paytmasi kamayuvchi funksiyadir.

Isbotlang.

9.28. Agar f{x) >0, x 6 [a b integrallanuvchi funksiya bo‘lsa.

kamaymaydigan funksiya bo'ladi. Isbotlang.

9.29. Ikki monoton funksiyaning yig'indisi monoton funksiya bo'ladimi?
f(x) = x2, g(x) = 1—2%x, x £ [0. 2] funksiyalarni tahlil giling.

9.30. Ikkita monoton funksiyaning ko‘paytmasi monoton funksiya bo'ladimi?
f(x) =%, g(x) =x~ 2 xe [0, 2 funksiyalarni tahlil giling.

9.31. Agar / va g lar [a b] da kamaymaydigan funksiyalar bo‘lib,/(s) > 0
va g(x) >0. Vx € [a b bo‘sa. u liolda cp.(x) = g(x) *f{x) funksiya
[a bl da kamaymaydigan funksiya bo‘ladi. Isbotlang.

9.32. Agar / funksiya [a ] dao‘suvchi funksiyabo'lib; f(a)A, f{b) =B
eva g : [A, B] =R —monoton funksiya bo‘lsa. u holda g{f{x)) funksiya
[a b] da monoton bo'ladimi? m

9.33. Har ganday o'smaydigan / : [a; B — M funksiya [4. Q kesmada
o'zgarishi chegaralangan va uning to'la o'zgarishi /(a) —f(b) ga teng.
Isbotlang. Teskari tasdiq to‘g‘rimi?
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9.34. Agar / :[a § —R funksiya (a, b] da monoton bo'lsa, u holda uning
o'zgarishi chegaralangan va

Yalf} =1/(« + 0) - f(a)l+ Im - fin + 0)!
tenglik o'rinli. Isbotlang

9.35. Agar f :[a il —R funksiya (a. b) intervalda monoton bo'lsa, u holda

uning o'zgarishi chegaralangan va
Valf] = l/(« + 0) - /(a)] + |/(6 - 0)- /(a + 0)] + /(&) - f(b- 0)]

tenglik o'rinli. Isbotlang.

9.36-9.43-misollarda berilgan funksiyaning o'zgarishi chegaralangan ekan-
ligini ta’rif yordamida ko'rsating.

9.36. f(x) = 32+ 1 [0,2]. 9.40. f(x) = In(l +x), [0 e].
9.37. f(x) = 2x2+5.  [-1,3].  9.41. f{x) = 2*+ 5i, [-2,3].
9.38. f(x) = 2cosx, [ T 2l 9A2. f{x) =xex+l+5 [-1,1].
9.39. f(x) =t g [7T, tt], 9.43. /(z) = 3|x- 1 +4, [0, 2].

9.44-9.52-misollarda keltirilgan tasdiglarni isbotlang.

9.44. Agar / :[a, ] =R funksiya [a 6] kesmada o'zgarishi chegaralangan
bollsa, u holda ixtiyoriy k € R uchun k +f ning ham o'zgarishi chegar-
alangan va Vj- [ic+ /] —VE [/] tenglik o'rinli.

9.45. Agar f :[a 6 »R funksiya [a 6] kesmada o'zgarishi chegaralangan
bo'lsa, u holda ixtiyoriy k € R son uchun k =f ning ham o'zgarishi

chegaralangan va quyidagi tenglik o'rinli
Va [kf} = \k\VA[f}.
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9.46.

9.47.

9.48.

9,49.

9.50.

9.51.

9.52.

Agar /: [a, 6] R funksiya [a, ] kesmada o'zgarishi chogftmliuigmi
bo'lsa, u holda ixtiyoriy k, I G R'sonlar uchun k mf + | uing ham
0'zgarishi chegaralangan va quyidagi tenglik o‘rinli

Kb[f\[Kk-f + I] = \K\Vb[F].

/ : [a, ) = R funksivaning [a, b kesmadagi to'la o'zgarishi nol
bo'lishi uchun f(x) —const bo'lishi zarur va yetarli. Isbotlang.

Ixtiyoriy / va. g o'zgarishi chegaralangan funksiyalar uchun
Valf +9)<VAf} +VaP}
tengsizlik o'rinli,

Ixtiyoriy / va g o'zgarishi chegaralangan funksiyalar uchun <p(r) =

f(x) my(x) ning ham o'zgarishi chegaralangan bo'ladi va
valf "9 < sup \f(x)|*Vb[d + sup \g{x)\ mvb[/
} -)'€[<?G (x)[+Vb[d rein'?ﬁ a{x) [
tengsizlik o'rinli.
Ixtiyoriy ¢ € (a. b) uchun Vb[/] = Vif [/] + Vb[/] tenglik o‘rinli.

Agar / :[a bl =R o'zgarishi chegaralangan funksiya bo'lsa, u.holda
v(x) = Vg [/] — kamaymaydigan funksiya bo'ladi.

Agar / : (a 6 =R wuchun shunday a = xq < x\ < me < xn —b
bo'linish mavjud bo'lib, har bir [**/ A=10.1,.... n—1, kesmada
/' monoton bo'lsa, u holda / ning [a, 6 da o'zgarishi chegaralangan
hamda quyidagi tengliklar o'rinli
k-1
vn if] = - /(rjyi+ ifw - [(*fo)i»  x €[4, xk+H\,
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9.53.

9.54.

9.55.

9.56.

9.57.

9.58.

9.59.

9.60.

9.52-misol va (9.17) tenglikdan foydalanib, 9.36-9.43-inisollarda keltirilgan
funksiyalarning tola o‘zgarishini toping.

Quyidagi funksiyalarning tola o‘zgarishini toping.

x2. 0<x <1 x-. 0<x<1
« fix) = 0, X= 1, g{x) ) x=1
1L 1<x<2 X+3 1l<x<2

[0, 2] kesmada / funksiyaning tola olzgarishini toping.

X —1 x< 1
a, x=1L

X2, x> 1

Parametr ae S ning ganday giy™mida f funksiyaning tola o‘zgarishi
minimal boladi? Minimallik shartini ganoatlantiruvchi a yagonami?

Agar o'zgarishi chegaralangan / funksiya x* € [a, b} nugtada olngdan
uzluksiz bolsa, u holda v(x) = V* [/] ham x* nuqtada oiigdan uzluksiz

boladi. Isbotlang.

Agar / :[a, &—=R o!zgarishi chegaralangan funksiya bolsa. u holda
'w(x) = V*[f\ —f (x) kamaymaydigan funksiya boladi. Isbotlang.

Har ganday o‘zgarishi chegaralangan funksiyani ikkita kamaymaydigan

funksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlash mumkin. Isbotlang.

f{x) = 1- sinx, g(x) = 1+ |cos x|. 4>x) = (S- 2)2, ip(x) = sin2x
funksiyalarni [0, tf] kesmada ikkita kamaymaydigan funksiyalar ayirmasi

shaklida tasvirlang.

9.36-9.44-misollarda keltirilgan funksiyalar uchun v{x) ~V£\f) va <p{x) =

vix) —fix) funksiyalarni toping.



9.61.

9.62.

9.63.

9.64.

9.65.

9.66.

9.67.

9.68.

Quyicla berilgan / funksiyaning x = 0 nuqtadagi hosiia sonlarini tophi);;;

1 1
aa‘sinZX—VBxcosZX—. x < 0.
I(*) = < 0, x=0 , 0<a<B O<a<h

ax sin2—+ bx cos2— x >0
X X

Agar '/ funksiya [a b kesmada tekis uzluksiz bo‘sa, uning o‘zgarishi
chegaralangan bodadimi?

Agar / funksiya [a b} kesmada chegaralangan hosilaga ega bo‘lsa, u
holda / ning [a bl kesmada o‘zgarishi chegaralangan bo‘lishini isbot-

lang.
[0, 1] kesmada uzluksiz

0. x=0, I 0 x =0,
NN xsin—x £ (0,1, ~ isign ~cos”™ , x £ (0, 1],
funksiyalarning to'la o'zgarishi Vq[/] = Vq[3] = 00 ekanligini isbotlang,
Agar / funksiya [a, & da Lipshits shartini ganoatlantirsa, u holda /
ning [a, b] da o'zgarishi chegaralangan boiishini isbotlang.

[a. & kesmada o‘zgarishi chegaralanmagan va a £ (0. 1) tartibli
Gyolder shartini ganoatlantiruvchi funksiyaga misol keltiring.

a va B musbat sonlar, /(x) = xaesin—, /(0) = 0 bo:lsin.

chekli, agar a >R

cheksiz, agar a <A@
munosabatni ishotlang.
A ¢ [a, b] to‘plamning xarakteristik funksiya-si xa(x), A ga ganday

shartlar go'yilganda [a. 6] da o'zgarishi chegaralangan funksiya bo‘ladi?

Qanday shaxtda V"xa] minimal bo;ladi?
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9.69. Agar / : [a, § —+ R o'zgarishi chegaralangan, g : [ct B] —[a €
uzluksiz, o‘suvchi biyektiv akslantirish bo'lsa, u liolda ib{x) = f(g{x)),
x € [a, B] O‘zgarishi chegaralangan funksiya bo'ladi va VE[f] — Vgty)
tenglik olrinli. Isbotlang.

¥ —sin» va j2 = cosx funksiyalarning ja, x 4~ kesmadagi to‘la
o'zgarishini mos ravishda vs(x) = VE£"s[sin] va vc(x) — Vi T[cos] orgali
belgilaymiz. Bu funksiyalar uchun quyidagilarni (9.70-9.71) isbotlang.

9.70. vs : R -=> R va vf : R —» R lar uzluksiz, chegaralangan va 2 davrli

funksiya.
9.71. Ixtiyoriy a < b lar uchun V*[va+ t¢] = 0 o'rinli.

9.72. Shunday a e (0, n/2) sonni topingki, [0, a] va [a tt/2] kesmalarda vs

monoton funksiya bo‘lsin.
9.73. ni hisoblang.
9.74. vx(x) = VIF~x[sin] funksiyaning o'zgarmas ekanligini isbotlang.

9.75. Agar / :[a, § —R integrallanuvchi funksiya bo:lsa, u holda

o'zgarishi chegaralangan funksiya bo'ladi va

tenglik o'rinli. Isbotlang.

9.76. Agar / <[a b —R olzgarishi chegaralangan funksiya bo'lsa, u hoida

9@ =0, 9

o'zgarishi chegaralangan funksiya bcrladi. Isbotlang.



9.77. [a, b] daaniglangau liar ganday o'zgarishi chegaralangan funksiya o'lchov-
li bo‘lishini isbotlang.

9.78. Agar {/,.,} lar [a b da o‘zgari3hi chegaralangan fimksiyalar bo‘lib, biror
/ :[a. § =R uchun /lH&V&[f —/,,] = 0 bolsa, u holda / haiu [a, €]
da. o‘zgarishi chegaralangan funksiya bo‘ladi. Isbotlang.

10- 8. Absolyut uzluksiz funksiyalar. Lebeg-Stiltes integrali

Lebegning anigmas integrali (9.2) quyida biz ta’rifihi keltirmoqchi bo'lgan
absolyut uzluksiz funksiyalar sinfiga garashli bo'ladi.

10.1-ta’rif. Bizga [a, 6] kesmada aniglangan f funksiya berilgan bo'lsin.
Agar ixtiyoriy e > 0 son uchun shunclay S > 0 mavjud boMib, soni chek-
li va liar ikkisi o'zaro ke.sishmayd.igan har ganday {(a*, h)}fex intervallar
sist.emasi uchun

7 u
|J(ajfc, h) C [a, 6], y~(6f- ah) <6
k=l k—1

shartlar bajarilganda

¢ >Ne) fia'kh <e (10.1)
fesi

tengsizlik o'rinli bolsa, u holda f funksiya [a B kesmada absolyut uzluksiz
funksiya deyiladi.

10.2-ta’rif. Agar uzluksiz va o'zgarmasdan fargli o'zgarishi chegaralangan
f funksiyaning hosilasi deyarlibarcha x larda nolga teng bo'lsa. u singulyar
funksiya deyiladi.

[o, b} kesmada kamaymaydigan va o‘figdan uzluksiz F : [a 6] —aR
funksiya vositasida qurilgan oHchovlar (5- § ga garang) Lebeg-Stiltes olchovlari
deyiladi va ular Bp bilau belgilaiiadi.

10.3-ta’rif. Agar Lebeg o‘chovi nolga teng bo‘gan ixtiyoriy A topiam
uchun Hf.(A) = 0 bo'lsa, u holda Bf (Lebeg ochoviga nisbatan) absolyut
uzluksiz o‘ichov deyiladi.
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Shuni ta’kidlaymizki, &gar F funksiya absolyut uzluksiz bci'lsa, u yordami-
da liosil gilingan Lebeg-Stiltes o‘lchovi Bp ham absolyut uzluksiz o‘lchov
bo'ladi.

10.4-ta’rif. Agar Bp o lehov iichun chekli yokisanogli A to'piam mavjud
bo'lib, A bilan kesishmaydigan ixtiyoriy B to'piam uchun =0
bofisa, u holda Bp diskret o'lchov deyuadi.

Agar F. sakrashlar funksiya (zinapoyasimon funksiya) bo'lsa: u yordamida
hosil gilingan Lebeg-Stiltes o'lchovi Bp diskret o'lchov bo'ladi.

10.5-ta’rif. Agar Bp o'Ilchovda istalgan bir nugtali to'piam nol o'lchovga
ega bo'lsa va Lebeg olchovi nolga teng ho'lgan biror A to'piam mavjud bo'lib,
Bp(WL\A) = 0 bo'lsa, u holda Rp singulyar o'lchov deyiadi.

Singulyar funksiyalar yordamida qurilgah Lebeg-Stiltes o‘Ichovi Rp singul-
yar o'lchov bo'ladi.

Hozir biz chekli o'Ichovli A to‘plamda aniglangan va chegaralangan funksi-
to'plamda aniglangan funksiyalar va. chegaralanmagan funksiya uchun Lebeg-
Stiltes inregrali ta’rifi shunga o'xshash tariflanadi.

Chekli o'Ichovli A C K to'plamda aniglangan kamaymaydiga.il F : A —yJXK
va chegaralangan, o'lchovli / : ,4 — K funksiyalarni garaymiz. Bu holda

shunday m va M sonlari mavjudki, barcha x € A larda
m< f(x) <M

tengsizlik bajariladi. [m, M] kesmani m = yo < yi < ®m<yn-i < VW =
M nuqtalar yordamida n bo'lakka bo'lamiz. Bu bo'linishni H bilan bel-
gilaymiz. Har bir yaiim interval [y*_i, VK); k — —1, .yordamida
Ak = {ar€ 4:yk-i <f(x) <yk} va A, = {xe A:y, i<f(x) <yv}
to'plamlarni aniglaymiz. Bu n bo'linishga mos Lebeg-Stiltesning quvi va
yugori yig'indilarini aniglaymiz:

I r?

sntf) = 53 Vk-IBF(AK), Sn(f) = J2vkRF(AK).
k=1 k=1
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Quyi yig'indi sn(/) yuqoridan. yuqori yig'indi Sn(/) esa quyidan chegara-
langan. Shuning udiun quvidagilar inavjud va chekli:

L*{f) = supsn(/). £*(/) = inf5n(/). (10.2)

(10.2) da aniq quyi va aniq yuqori chegaralar [m. M] kesmaning barclia chekli
bolinishlari bo'yicha olinadi.

10.6-ta’rif. Agar L*(/) = £*(/) bo'lsa, chegaralangan f funksiyani A
to'plamda Lebeg-Stiltes mahosida integrallanuvchi deymvz. Lt(f) va L"(f)
laming bu umumiy giymati f funksiyadan A to'plain bo'yicha olingan Lebeg-

Stiltes integrali deyiladi. yani
| f$c)dF(x) = L.(f) = L\f):
JA

Endi g : A —»R ixtiyoriy o'zgarishi chegaralangan funksiya bo‘lsin. Uni
ikkita kamaymaydigan F : A —»R va $ : A —* R funksiyalarning ayinnasi
shaklida tasvirlaymiz, ya’ni g(x) = F{x) —$(x).

10.7-ta’rif. / : A —» R funksiyadan g : A — R o'zgarishi chegara-
langan funksiya bo'yicha olingan Lebeg-Stiltes integrali deganda quyidagi in-

tegral tushuniladi:

J[ f(x)dg(x) := JJ' f()dF(x) - fj(x)d$(x}.
a a ja
10.1. fix) = x2+ 3, [0, 1] funksiyani ahsoiyut uzluksiz ekanligini ta’rif

yordamida ko'rsating.

Yechish. [0, 1] kesmada har ikkisi ozaro kesishmaydigan va uzunliklari
yig'indisi 5> 0 dan oshmaydigan {(a*., 6fc)}jJ=1 intervallar sistemasini olamiz
va unga mos (10.1) yig'indini garaymiz:

n 1 n

y If(bk) - f{&)\ ~ N+ 3-art3l= -<ak)(bk + ak) < 25.
k=1 fc Al

Bu yerda biz 6, + a, < 2 tengsizlikdan foydalandik. chunki 6/, a, G [0, 1].
Endi ixtiyoriy £ > 0 uchun 6 = s/2 deb olamiz. U holda (10.1) tengsizlik
o'rinli bo‘ladi. Deinak, / absolyut uzluksiz funksiya ekan. O
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10.2. f(x) = 2x2+5, x G [, 3] funksiyani ikkita kamaymaydigan absolyut
uzluksiz funksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlang.
Yechish. f(x) = v(x) - p(x), v(x) = VE[/]. ip(x) = v(x) - f{x).

Biz /(;r) = 2&2+ 5. x G 1, 3] funksiyani ikkita kamaymaydigan absolyut
uzluksiz funksiyalar ayirmasi shaklida'tasvirlaymiz. Ma’lumki, har ganday ab-
solyut uzluksiz funksiya o‘zgarishi cliegaralangan funksiya bo'ladi. 0 ‘zgari-
shi chega.rala.ngan funksiya. esa kamaymaydigan funksiyalar ayirmasi shaklida
tasvirlanadi. Demak, kamaymaydigan v(x) = FfJ/] va ¢(x) = v(x) —f(x)
funksiyalarni topamiz. f ning absolyut uzluksizligidan v va up funksiyalarn-
ing absolyut uzluksiz ekanligi kelib chigacli va f(x) = v(x)— ip(x) tenglik
o‘rinli. Berilgan funksiya [—1, 0] kesmada kamayuvchi va [0. 3] da o'suvchi,
shuning uchun 9.35 va 9.34-inisolla.rga ko‘ra quyidagilami olamiz:

-3, x G (0, 3]
10.3. Kantorning zinapoya funksiyasi # ni (5,95-misolga gqarang) [0, 1] kesma-
da absolyut uzluksizlikka tekshiring.

Y echish. Kantor to‘plami K ning Lebeg o'ich6vi nolga teng. Lebeg oflchoyi
ta’rifiga ko‘ra, ixtiyoriv S > 0 uchun shunday, o:zaro kesishmavdigan

{(a*, & )}c= blvervallar sistemasi mavjudki, quyidagilar bajariladi:
M n

(10.3)

Ikkinchi tomondan. ga([0, 1]\*) = 0 va ga(|0, 1]) = A(1) —1(0) =1
Bu yerda ga Kantorning zinapoya funksiyasi yordamida qurilgan Lebeg-

Stiltes o'lchovi. Bu tenglikdan kelib chigadiki,

Endi o!lchovning yarim additivlik xossasidan hamda (10.3) dan foydalansak,
quyidagiga ega bo‘lamiz:



Demak. Kantoming zinapoya fuuksiyasi —$ absolyut uzluksiz funksiya l,a

rifini ganoatlautirmaydi, ya’ni u absolyut uzluksiz emas. —

10.4. J[0oc) 2 xdF(x) Lebeg-Stiltes integralini hisoblang. Buyerda .4 = [0, oc)’

yarim 0;g9, F(x) = [t] funksiya esa x ning butun gismi.

Yechish. Ma’llumki, F(x) —[X] o‘ngdan uzluksiz kamaymaydigan sakrash-
lar fuuksiyasi bo'lib, uning A = [0, oc) dagi uzilish nuqgtalari barcha natural
sonlardir. Shuning uchun 10.43-misolga ko:ra. bu integral ((10.5) ga garang)

gator yig‘indisiga teng. Agar barcha n e | lar uchun F{n) —F(n —0) =1
tenglikni e’tiborga olsak, so'nggi qator yig'indisini hisoblash mumkin. Bu gator
birinchi hadi 6i = 1/2, maxraji q = - bo(lgan cheksiz kamayuvchi geometrik

progressiyaning yig'indisini ifodalaydi. Shuning uchun,

10.5. Quyidagi Lebeg-Stiltes integralini hisoblang:
[ (r+ DdF(x).
Jo3]

Bu yerda A —[0. 3j kesma, F[x) —x2+ 3.

Yechish. Ma’lumki, F(x) = x2+ 3 absolyut uzluksiz funksiya, shuning
uchun (10.44-misolga garang) (10.6) ga ko;ra, quyidagini olamiz:

So'nggi integralning giymati 27 ga teng. Shunday qilib,
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10.6. Jj0~x d,A(x) Lebeg-Stiltes integralini hisoblang.
Yechish. | usul. Bo'laklab integrallash usulidan foydalanamiz.

/I xdA(x) = x&(X)\ —[ A(Xx)dx —1—0— =
/[o,i] Jlo,i] 2

2

Bu yerda biz JjQi; B.(x) dx = 0,5. ya'ni 7.67 f)-misol natijasidan foydalandik.
Il usul. Shuni takidlaymizki, bu integialni odatdagi Lebeg integrali yoki

biror gator yig'indisi ko'rinishida tasvirlab bo‘lmaydi. Shuning uchun integral

ta:rifi va xossalaridan foydalanamiz. Malumki,

J xdR() = ] xd&(x) + J xdR(x) + J xd&(x) (10.4)
[o.1] [0.1/3] (1/3,2/3} [2/3,1]
tenglik o'rinli. Agar biz £(z) = 1/2. x e [1/3. 2/3] ning [1/3, 2/3] da
o'zgarmas ekanligini hisobga olsak. (10.4) tenglikda o'rtadagi [1/3. 2/3] to'p-
lam bo'yicha olingan integral (10.45-misolga garang) nolga teng bo‘ladi. bun-
dan
J xdB.(x) — J xdB.(x) + I xdA(X).
01 [0,1/3] [2/3, 1j
Birinchi integralda 3x = t, ikkinchi integralda x = 2 + ! deb almashtirish

olamiz, natijada

J xdreo = - J i - Q+ t)dA
[0.1] [0.1] i0.1]

tenglikka ega bo'lamiz. Endi Kantor funksiyasining 10.34-misolda keltirilgan
xossalaridan foydalansak,

J xdA(x) = | \] tdR(t) + | J Q+ t)dM(t) = | \] tdB.(t) + N
0.1 0. 1] 0. 1) 0.1
tenglikni olamiz. Bu yerdan
/ xdB(x) = 0,5
Qi
ekanligini hosil gilamiz. O
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10.7. f(x) —4(x) va F[x) = A(x) funksiyalar uchun Lebeg-Stiltes iutegrali

f f[x)dF{x)
ER]

ni hisoblang.

Yechish. 10.47-misolda keltirilgan bo‘laklab integrallash formulasidan

} ((10.7) ga garang) foydalanamiz:

i A{X) d&{x) = N(1)-A(1)-9(0)-N1(0)— I A(x)dA(x) = 1- 1 A(X)dA(x).

[01] [pil ' 0]

Bu yerdan f A(x) dA(x) = 0,5 ekanligini olamiz. O
1

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

10.8-10.16-misollarda berilgan funksiyalarning absolyut uzluksiz ekanligini
ta’rifdan foydalanib ko‘rsating.
10.8. f(x) =3x+ 1, [0,2]. 10.13. /(x) = TIn(l + x), [0, e].

10.9. f(x) =2x2+5 [-1,3]. 1014 f(x) = 23 +5x, [-1.3].

10.10. f(x) =smx, [0, tt].

10.11. f(x) = 2Icosa:[[ [—ar, ] 1015100 = y/lh, [-1, 1

10.12. f(x) = tgx—, [-Tr, 4 10.16. /(*) = 3]a-1|+ 4, [0,2].

10.17. Absolyut uzluksiz funksiyalar yigHndisi, ayinnasi yana absolyut uzluksiz
funksiyadir. Isbotlang.

10.18. Absolyut uzluksiz funksiyaning songa ko:paytmasi yana absolyut uzluksiz
funksiyadir. Isbotlang.

10;19. Agar f va g lar [a, B da absolyut uzluksiz funksiyalar bodsa, u holda
f-gva/ :g (g(x) ®0, Vg € [a, b]) funksiyalar ham [a b] da absolyut

uzluksiz funksiyalar bo:ladi. Isbotlang.
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10.20.

10.21.

10.22.

10.23.

10.24.

10.25.

10.26.

Agar / funksiya [a, b] kesmada absolyut uzluksiz bo'lsa, u [a, b da
o'zgarishi cliegaralaugan ham bo'ladi. Isbotlang.

Har ganday absolyut uzluksiz funksiyani ikkita. monoton kamaymaydi-
gan absolyut uzluksiz funksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlash mumkin.
Isbotlang.

10.8-10.16-misolla.rda keltirilgan funksiyalarni ikkita ( v(x) = VE[/],
f(x) = v(x) —f(x)) kamaymaydigan absolyut uzluksiz funksiyalar ayir-
masi shaklida tasvirlang.

Agar / :[a I —R integrallanuvchi funksiya bo'lsa, u holda

funksiya [a b da absolyut uzluksiz bo‘ladi. Isbotlang.

[a. B kesmadaabsolyut uzluksiz F funksiyaiiing hosilasi F' (x) = f (X)
integrallanuvchi va deyarli barcha x e [a. § lar uchun

tenglik o'rinli. Isbotlang.

Agar / — kamaymaydigan absolyut uzluksiz funksiya bo‘lib. f'(x) =0
tenglik deyarli barcha x lar uchun o'rinli bo‘lsa. u holda / o‘zgarmas

funksiya bo'ladi. Isbotlang.

Har ganday o'zgai'ishi chegaralangan / funksiya uchta funksiya yig‘indisi

ko'rinishida tasvirlanadi,
f(x) = fd(x) + f,(x) + fut(x).

Bu yerda fa sakrashlar funksiyasi. f3 singulyar funksiya. fa absolyut
uzluksiz funksiya. Isbot giling.



10.27.

10.28.

10.29.

10.30.

10.31.

10.32.

10.33.

10.34.

10.35.

Agar / fimksiya [a, b] kesmada Lipshits shartim qganoatlantiisa, /
ning [a b\ kesmada absolyut uzluksiz bo‘lishini isbotlang.

Agar / funksiya [a, B\ kesmada absolyut uzluksiz, ip :R —*R funksiya
Lipshits shartini ganoatlantirsa. u holda x G [a, 6 funksiya
[a. b\ da absolyut uzluksiz bo'ladi. Isbotlang.

Agar / funksiya [a. 6] kesmada absolyut uzluksiz, A ¢ [a, €] - hob

Shunday uzluksiz, syuryektiv / : [0, 1] #* [0, 1] akslantirishga va A ¢
[0, 1] to‘plamga misol keltiringki, quyidagilar bajarilsin;
) fi(A)=1, 2) fi(f(A)) =0.

Shunday uzluksiz / : [0, 1] — [0, 1 funksiyagava A C [0, 1] to'plamga
misol keltiringki, quyidagilar bajarilsin:
) n{A)=0, 2) fi(f(A) =1

[a B kesmada uzluksiz hosilaga ega boigan / funksiyaning [a. 6 da
absolyut uzluksiz bo‘lishini isbotlang.

Agar / :[a, 6] —R kamaymaydigan funksiya bo‘lib.

tenglik o'rinli bo;lsa. u holda / absolyut uzluksiz bo'ladi. Isbotlang.
f(x) = x+8{x). x € [0, 1] funksiyani garaymiz. Bu yerda B. Kan-
torning zinapoya funksiyasi. Quyidagilarni isbotlang.

a) / :[0, 1] —[0, 2] uzluksiz va gat'iy o'suvchi funksiya;

b) / :[0. 1] —»[0, 2] biyektiv akslantirish;

c) R(f{K)) =1, K — Kantor to'plami.

Kantor funksiyasining quyidagi xossalarini isbotlang.
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10.36.

10.37.

10.38.

10.39.

10.40.

10.41.

10.42.

a) B (]) =yB.(x), a6[01];
NEETRE

[a, 6] kesmada tekis uzluksiz. lekin absolyut uzluksiz bolmagan funksiya-
ga misol keltiring.

Agar / funksiya [a, ] da absolyut uzluksiz-bo'lsa, u holda |/| ham
absolyut uzluksiz funksiya bo'ladi. Isbotlang.

1/) ning absélyut uzluksiz ekaniigidan'/ ning absolyut uzluksiz ekanligi
kelib chigmaydi. Quyidagi misolni taltlil giling.

Agar / funksiya [a. 6] da uzluksiz bo;lib, |/| absolyut uzluksiz bolsa,

u holda / ham absolyut uzluksiz bo'ladi. Isbotlang.

Agar fn:[a h -»R. n € N lar kamc?:ymaydigan absolyut uzluksiz
funksiyalar bo:lib, har bir x e [a. 6] da /«(*) qator / gayaginlash-
sa, u holda limitik finksiya / ham [a b] da absolyut uzluksiz bo'ladi.
Isbotlang.

Agar fn : [a B — R singulyar funksiyalar ketma-ketligi uchun shirn-
day / : [a B — R olzgarishi chegaralangan funksiya mavjud bo'lib,
lim Vy[f —fn] = 0 bo‘lsa, u holda limitik finksiya / yo o‘zgarmas, yo
singulyar funksiya bo:ladi. Isbotlang.

Agar fn :[a bl —»E absolyut uzluksiz funksiyalar ketma-ketligi uchun
shunday / : [a, B —R o‘zgaxishi chegaralangan funksiya mavjud bo;lib,
lim Vg[f —fv] = 0 bo:lsa, u holda limitik finksiya / ham absolyut
uzluksiz funksiya bo‘ladi. Isbotlang.
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10.43.

10.44.

10.45.

10.46.

10.47.

10.48.

Agar F :[a § —K o'ligdau uzluksiz kamaymaydigaii sakrashlar i'miksi
yasibo'lib. C)-@j... lar uning [o, 6] dagi uzilish nuqtalari bo'lsa. u holda
f f0dF(x) = £/(<*)Ne m) - F(ck- 0)] (10.5)
o 'MI. A=l
tenglik o‘rinli. Isbotlang.
Agar F :[a 6 —R absolyut uzluksiz funksiya bo'lsa. u holda
[ fO)dF{x)= f f(X)F'{x)dR (10.6)
J[o,b] J[G.b)

tenglik o‘rinli. Isbotlang.

Agar F(x) —const bo'lsa, u holda ixtiyoriy / : [a, d —%R chegaralan-
gaii funksiya ucliun
f f(x)dF(x) =0

[a. b\

tenglik o‘rinli. Isbotlang.
Quyidagi tenglikni isbotlang.
1 1edF(x) = MAY

Lebeg-Stiltes integrali uchun ham bo'lakiab integral,lash goidasi o‘rinli.
Yani / :[a, =R va g : [aa § —R lar o‘zgarishi chegaralangan
funksiyalar bo'lsa. quyidagi tenglikni isbotlang.

f - f(x) dg{x) = f(b)g(b) - f{a)g{a) - f g(x) df(x).  (10.7)
a, g Jab]

Aytaylik, x — <p(t), a < t < B uzluksiz va o'suvchi funksiya bo'lib.
p(a) = a, ifi(®) = b bo'lsin. f :[a bl =R uzluksiz. F :[a, b\ R
kamaymaydigaii funksiyalar bo'lsin. U holda

fofp) drx) = f
. J

f{<p(t))dF("p(t))
J[a,b] [a. J)

tenglik o'rinli. yaiii Lebeg-Stiltes integralida o zgaruvchilarni almashti-

rish mumkin. Isbot qiling.

155



10.49.

10.50.

10.51.

10.52.

10.53.

10.54.

Agar / :[a b—=*I1 va g:[a b —R funksiyalar uchun Riman-Stiltes
integrali mavjud bo'lsa, u holda Lebeg-Stiltes integrali ham mavjud va
ular o'zaro teng, ya’ni

| A(x)dF(x) Lebeg-Stiltes integralini hisoblang. Bu yerda £(.t)—Kan-
[o.i]
torning zinapoya funksiyasi, F(x) = 2x + 1

f A(x)dF(x) Lebeg-Stiltes integralini hisoblang. Bu yerda £(;r)—Kan-
.1
torning zinapoya funksiyasi, F(x) = [3X] + 2x.

Quyidagi / : [0, ] — R funksiyaning [0, 1] da differensiallanuvchi
ekanligini ko‘rsating. Hosila funksiyaning [0, 1] da integrallanuvchi emas-
ligini isbotlang.

! :[a 6 =R uzluksiz. F : [a, | =R kamaymaydigan funksiyalar

uchun o;rta qiymat hagidagi teoremani isbotlang, ya’ni

I f(x)dF(x) = f(c)[F(b) - F(a)], 3ce [a b

Quyida f(x) va F(x) funksiyalar berilgan. Lebeg-Stiltes integrali
J f(x) dF(x)
ni hisoblang.

1) f(X) —X. F(X) —QS X, X£ [0. T}
2) fix)=sinr, F{x) = |, i £ [-f, 7]
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4) f(x) =x, F(xX) =[X,- iE [0. n], n GN.

5 f(x) =X2, F(x) =[X]. XG0, nl, n GN.

6) f(x) =X+2, Fix) —exp X msign(cos x). x G [—r. ]
7 /(x) = x—1 F(x) =cos x. x G][0, ]

8) /(x) = x2, F{x) =fA(x), x G[0. 1].

9) /(x) = I+2x, F(x) = A(x). x G[o. 1].

10) /(x) = [3x], F(x) = A(x). x G[0, 1]

10.55. Quyidagi gatorni garaymiz:
f(x) —Y"bncos(artx), bG (0, 1). a GN va toq son.
n=o0
Bu / : M —1R funksivaning usluksiz ekanligini isbotlang. Agar ab >
1+ %’T boisa, / : M —)X funksiya biror nugtada ham chckli hosilaga
ega emasligini ko‘rsating.

10.56. Quyida berilgan absolyut uzluksiz funksiyalarni kamaymaydigan absolyut
uzluksiz funksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlang:
a) f{x)=x2+2, x G[-1, 2], b) /(x)
c) f(x) —|cosx|. Xx G[—r, m. d) /(x)

exp x2, x G[4, 2],
sin x, x G [, ]

Il bobni takrorlash uchun test savollari

1. Quyidagi belgilashni kiritamiz:

Quyidagi tasdiglar ichidan t'o‘g'rilarini ajrating.

1) /+ olchovli boisa, / ham olchovli boladi.

2) /_ olchovli boisa, / ham olchovli boladi.

3) f+ va /_ lar olchovli boisa. / ham olchovli boladi.
A 12 B) 1,3 C) 23 D) 3
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10.

. Quyidagi tasdiglar ichidan to'g'rilarini ajrating.

1) |/| oflchovli bo‘lsa, / ham o'lchovli bo'ladi.

2) /2 o‘Ichovli bo'lsa, / ham o'lchovli bo'ladi.

3) f+ va /_ lar o‘lchovli bo'lsa. / ham o'Ichovli bo'ladi.
A 1:2 B) 1,3 C) 23 D) 3

. f(x) = 2x, x € E = [0. 5] funksiya uchun £ (/ < 6) to‘plamni toping.

A b2 BpO3 OIf> D) [0 2

/(x) = [2], x € E — [0, 5] funksiya uchun E(f = 4) to'plamni
toping.
A D2 B) [2 0 25 D) [2 3)

. f(x) =In(x2- 2x+ 1), x € E = (0, 0oo) funksiya uchun

{x :f(x) <0} to‘plamni toping.
A) (0, 2 B) (0, DU, 2 C) (0, oc) D) (0, 3)

f(x) = 2X—1 funksiya uchun {x £ [0, 5] : 3 < f(x) < 7} to'plamni
toping.
A [0 3 B) 2 3) C) [0; 3) D) [2 3

{x € [0, 7] :sinx < 2“1} to'plam oichovini toping.

m 2w m

3 B) y C) 6 D> i

€ [0, 1] :sinx < cosx} to'plam o'lchovini toping.
m 2t 3w

4 B) t c) T D> f

. /4 c [0 1]—o'lchovsiz to'plam. D — Dirixle funksiyasi. /i(x) =

0, x€ 4

1, xe [0 J\4
0 llchovli bo'Imagan funksiyalarni toping.

A I B) /,. h ) h, f, D) f2f,

Cf2(i) = fi(x) + 2)(x), /3(x) = fi(x) mQ(x).

4 C [0. 1] —o'Ichovsiz to'plam. Riinan funksiyasi.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Ix(x) = 1 -mXa{x)-, /2(3)= MXx) - SR(X), /3(1) = /2(x) m®(S).
0 ‘Ichovli funksiyaiarni toping.
A) /1 B) /2,/3 C) 73 D) /2

[0, 1] kesmacla nolga, ekvivalent funksiyaiarni toping:
f1(x) = m(x), [/2(x) = 25(x), /3(x) = x.
A) /1 B) /2, /3 c) /3 D) fi, /2

T(x) = 1+ JKX), /2(x) = 1+ S)(i), [/3(1) = 1+ tt(x) + ®(x)
funksiyalar ichidan /(x) = 1 ga ekvivalent funksiyaiarni toping.
A [;. 12 B) /1, /2, /3 C) /23 D) /i, /3

fIn(x) = sinZ’x; /2n(x) = cosn X. /3,(x) = 1 fIr)1(2"2: finkc) = 1 +
x" o‘lchovli funksijralar ketina-ketliklaridan qaysilari [0, 1] to;plainda
/(x) = 0 funksiyaga tekis yaqinlashadi?

A) 17 B) fzn.fin C) fin-, fin- fin D) fin-, fin

/i,(x) = sin"x, /2,(xX) = cos"x. /3n.(x) = 1 XIXZ".Z’ [4».(X) = Xxn
o'lchovli funksiyalar ketma-ketliklaridan gaysilari [0, 1] to‘plamda

/(x) = 0 funksiyaga nuqtali yaginlashadi?

A) fin B) fin.fsn C) fin, fsn, fin D) fi,,, fin

E = [0. 4] to'plamda berilgan / sodda funksiyani toping.

A) f(x) =x B) /(x)=[X] C)/(x)=e D) /(x)=sinx

S = [0, 3] to'plamda berilgan sodda funksiyaiarni ko‘rsating.

li(x) = x, /2(x) = 1, 13(xX) = 2>(x)

A) fi, 12,73 B) C)l/i,/2 D) /2.73

jf(x) = I+signx sodda funksiya uchun Al = {x € [2. 3] : /(x) = 0}
to!pla.mni toping.

A [-2,0 B[220 ©I[2 -1] DI[z2 3

/(x) = 5—[2x] sodda funksiya uchun Ai = {x €[—=2. 3] : /(x) = 1}

to'plamni toping.
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

A 2 3 B) [2 3) C) [2 2.5) D) [2 26]

Integralning additivlik xossasini toping.
A) Agar i(A) = 0 bo'lsa, u holda fA/(X)cfyi= 0
B) fjf (x)+g(x)]d/i = JAf(x)dB + JAg(x)d/u

c) Ja k mf(xW = kJaf(x)dP
D) Agar f(x) >0 bo'lsa, u holda fAf(x)d/j. > 0

Integralning bir jinslilik xossasini toping.
A) Agar n(A) = 0 bollsa, u holda jAf{x)d/i = 0
B) + y(x)W = Jaf(x)dR + JAg{x)dii

c) Jak'f(xW =KkJAF(xW
D) Agar /(x) > 0 bo‘lsa, u holda JAf(x)dfi >0

Integralning monotonlik xossasini toping.

A) Agar R{A) = 0 bo'lsa.. u holda  f(x)dR =0
B) Li/il)+opdfi, = TAI{x)dp + fAg(x)d/j
C) fAk w(x)dfi = kfAf{x)dp

D) Agar f(x) > g{x) bo'lsa, u holda fAf(x)d/j > JAg(x)dfi

Lebeg integralining monotonlik xossasidan foydalanib. quyidagi sonlar

ichidan eng kattasini éoping.

*4
a0 =0, ai= f --—-dfi, a?2= J -— dR, «3 =
0D x oy *
A) ai B) a2 C) a3 D) a0

A = [0, 3] to'plamda berilgan f[x) = 3 + 3D(X) sodda funksiyaning

integralini hisoblang.
A) 3 B) 2 C) 6 D) 9

A = [0, 2] to'plamda berilgan f(x) = 4 —[x] sodda funksiyaning

integralini hisoblang.
A) 3 B) 7 C) 6 D) 4
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25

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

[2. 2] kesmada berilgan monoton funksiyani toping.
A) f(x) = cosx B) /(x) - [{] C) f(x) = er2 D) /(x) - sinz

/(x) = [a], x € 2. 2] funksiyaning uzulish nuqtalariui toping.
A) {0613} B {10512 C {-1;1} D) {—= -0 1}

[0, 3] kesmada aniglangan zinapoyasimon funksiyalarni ko'rsating.
fi{x) = x, /2(x) = 1, /13(x) = [XA
A) 11,12,/3 B) f 2:f3 C)/1t/2 D) fi, /3

[0, 1] kesmada o‘suvchi funksiyalarni ko‘rsating.
/i(x) = —cosx, fe(x) —sinx, [/3(2) —1+ [¥]
A) 11,12,73 B) h,, /3 C) /I, 1/, D) /1, /3

[—1, 1] kesmada o‘smaydigan funksiyalarni .ko'rsating.
fi(x) = cosx, f2x) = (I-x)2, f3(x) =1- [
A) /1,123 B) j4,/3 C)/1:/2 D) /1(/3

[0, 1] kesmada kamayuvchi funksiyalarni ko‘rsating.
fi(x) = sinx. /2(2) = [X], /3(x) = cosx
A) /1, /2,73 B) /2,/3 C) /lsr2 D) 73

/(x) = signx funksiyaning xo = 0 nugqtadagi sakrashini toping.
A) 2 B) 0 C)1 D) 3

/(x) = [X] funksiyaning xo = 0 nugtadagi chap limitini toping.
A) 2 B) 0 C) -1 D) 1

f(x) = 2x —{x} funksiyani uzluksiz monoton funksiya va sakrash
funksiyalarining yig‘indisi shaklida yoziug.
A) x+ [ B) x - [-x] C) 2x+ X D) {x}+ ¥

f(x) = [2X] funksiyaning [2,3] dagi to'la. 0;zgarishini toping.
A) 3 B) 5 C) 10 D) 6
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35. /(x) = sinx funksiyaning «[—it, «] dagi to‘la o'zgaxishini toping.
A) 2 B) 4 C)1 DJ 5

36. [2, 2] kesmada berilgan absolyut uzluksiz funksiyani toping.
A {x} B) [X] C) 2 D) signx

37. [2, 2] kesmada. absolyut uzluksiz bollmagan funksiyani toping.
A)X B) [¥ C) ex~ D) sinrrx

38. [0, 1] kesmada berilgan singulyar funksiyani toping.
A) cosx B) 9i(x) C)D(x) D) R(x)

39. Lebeg-Stiltes integralining xossalaridan foydalanib. /(x) = x funksiya-
ning A = [0, 3] to'plam bo'yicha olingan JAf(x)dF(x), F(x) = [¥]
integralini hisoblang.

A) 2 B) 3 C) 4 D) 6

40. Lebeg-Stiltes integralining xossalaridan foydalanib, /(x) = 2x funksi-
yaning "™ = [1, 3] to‘plam bo‘icha olingaii JAf(x)dF(x), F{x) =
Inx integralini hisoblang.

A) 2 B) 3 C) 4 D) 6

Il bob uchun javoblar va ko‘rsatmalar
6-8. 0 ‘Ichovli funksiyalar

11. 0 ‘Ichovsiz funksiyalar yiglindisi o!lchovli ham. o‘lchovsiz ham bo'lishi
mumkin. Tahlil gilinishi taklif gilngan / va g laming yig‘indisi (/ + g) (x)
= 1, x 6 [0, 1 bo:lib. u o‘lehovlidir.

12. 0 !Nchovsiz funksiyalar ko!paytmasi oHchovli ham, o‘lchovsiz ham bo‘lishi
mumkin. Tahlil gilinishi taklif gilngan / va g funksivalarning ko‘paytma.si
f(x) mg{x) =0, x G [0, 1] bo‘lib u o‘lchovlidir.

13. Mumkin emas.

bu yerda A C [0, 1] o'Ichovsiz t.o‘plam.
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15. 14 ga qarang. 17. 6.18 - misolda keltiritgan £(x) funksiya.

18. Har bir a GR da {.t € K.: £(x) —a} to'plam ko'pi bilau ikki elementli
to‘plam bo‘ladi. Hagigatan ham £(xi) = £(x2) bo‘lsin. Agar x{, x2 G A
bo'lsa, u holda £(x1) = £(j£2) tenglikdan x\ = X2 keli'b chigadi. Xuddi shun-
day x\, X2 A bo'lsa, u holda £(xi) = £{x2) tenglikdan 'r-xi = —x2 yoki
X\ = X2 kelib chigadi. Agar x\ G A va x2£ A bo'lsa, u holda £{x\) = £{x2)
tenglikdan X\ = ~x2 kelib chigadi. Shunday qilib, {x ¢ R : £(x) = a}
to'plam a € A \ {0} uchun ikki elementli to'plam, golgan a lar uchun bir
elementli to'plam bo'ladi. Shuning uchun ham {i £1: £(x) = a} o'lchovli
to'plamdir.

19. {x G[0, ]:£(x) <0} = 1[0, 4\ .4 tenglik O°rinli. A o'lchovsiz to'plam
bo'lgani uchun [0, 1J\ A ham o'Ichovli emas.

20. Barcha x € [, 0] larda £(x). > 0 bo'lganligi uchun {2 G [-1, 1] :
£(x) <0} = [0, Ij\ A tenglik o‘rinli bo'ladi (19-misolga garang). [0, 1]\ A
o'lchovsiz bo‘lgani uchun £ funksiya E da o'lchovsiz funksiya bo‘ladi.

22. Mr\K!

& -\Kn) =

24, 4 C [-:

. . 1, xGA
25. A C [2, 2 o'Ichovsiz to'plam fix) = {

I -1, x G [2 2]\4-
27. A c [0, ] = E O0'lchovsiz to'plam va f(x) = Xa{x), g(x) - Xe\a(x)

o'lchovli funksiya emas. f(x) + g(x) = 1L
28. .4 ¢ [0, 11 — E o'chovsiz to'plam f(x) = Xa(x), g{x) — -Xela(x)m
/me) «g(x) 1r; 0. x GE,

0, ¢c<0
29. E(D <f) = < E\Q, O<c<1
E, c>1

36. Agar / : E — R o'Ichovli funksiya bo'lsa, {x £ E : /(x) ,< a} =
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{x £ E :f3(x) < a3} tenglikdan / 3 olchovli funksiya ekanligi keiib chigadi.
Chunki a soni —ec dan +00 gacha bo'lgan giymatlarni gabul gilganda a3
ham (—ec, 00) to:plamni to;la bosib ,otadi. {x £ E :/3(x) < ¢} = {x €
E :f(x) < ¢} tenglik o'rinli. Demak, / va /3 lar bir vagtda o'lchovli yoki
o'lchovsiz funksiyalar bo‘ladi.

41. Eyler formulasi e% = cosx-Msinx dan. harnda cosx va sinx laming
[, tt] kesmada o'lchovli ekanligidan. f(x) = e’r funksiyaning [, .tt]
t,o'plamda o'lchovli ekanligini olamiz.

49. [0, 1] = A UB shaklda yozarniz. A va B o'Ichovli tolplamlar va
H(A) > 0.5 fx(B) = 0,5. A va B lar quyidagi xossalarga ega. Bar-
cha. x £ [0, 1 va ixtiyoriy 6 > 0 uchun fl (x- 5x+¢)) >0va
fi(B fl (x —6,x + ¢)) > 0 bolsin. U holda, Xa(x) misol shartlarini ganoat-
lantiruvchi funksiya boladi.

58. [0, 1] kesmani teng n bo‘lakka bolamiz. Har bir n £ N uchun

xarakteristik funksiyalar oilasini garaymiz. Bu funksiyalar oilasini quyidagicha
nomeriaymiz.
Mx) = Xf},iN®), /a(x) = X;0.i;@)- /s(x)=X[,,i](?)

va hokazo biror v uchun

L. (x) =% 1)1(*), U+I(x) = X[I, ¢J()>. eee, fvtn-I{x) = X[a=LIj(*),; **,

Hosil bolgan fn ketma-ketlik [0, 1] da olchov bo‘yicha nol funksiyaga yaqin-
lashadi. lekin biror nugtada. ham nolga yaginlashmaydi.

60. E(f <¢) = {x £ [ 2] : sighx < ¢} to'plamni barcha ¢ £ R larda
olchovli ekanligini kolrsa.ting.

64’ Es= (lo3’* ~ 103) u +lo3d 2w~ 103) ! £€ (°’i) '

65. <p(x)= 0. x £ [0: 1].

66. J(x) =0; x £ [0. 1), fn{x) =xn, x £ [0, 1).
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67. fn(x) = x", x € [0,1] funksional ketma-ketlik B(x) = 0 fuykaiyaga il
yarli va o‘lchov bo:yieha yagiulashadi. nuqgtali yaginlashmaydi.

68. Ha. 69. Ycwa.

70. ) g(x) = 0, b) g[x) =n. c)g{x) = 0, d) g(x) = In(l + [x]).

71.a) y(x,y)=x2 b)y(x.y)=cosx- siny, c)g(x,y)=xy,

74.23) g[x) = 0. b) g(x) =0, ¢) g{x) =0. d) g(x) = 1-

e) y(x) =0, f) g(x) =0

. 1L, xy)eQxQ
75. a) gi(x, =0, 92(x,y) =
) gi(x,y) 92(x,y) 0. x.y) i QXQ
) . x.y)e@xQ
b) ffi(x, y) = 0, g2(x,y) =
) ffi(x, y) 92(x,y) 0. (x.y) £ 0 xQ

1, (x,y) ERxQ
0, X, Y) ERXQ

L xy)"Qxo

©) gi{x, y) =0, g2{x.y) =

d) gi{x, y) = 1, 52(x.y) =

2; (x,y) e QxQ
14 1>
e) yi(x.y) a KN,: imzt " §(X: y)4 M. NL < bl
' 0. jx = jyl
. _ 0, x=y
f) 9i(x, Y)= M + IzIN 92{x,y) = i+ b X By

h) gi(x, y) = 1. g2(x,y) =



7-8. Chekli cvlchovli to‘plainlarda Lebeg integrals.

13. Xarakteristik funksiya ikkita 0 va 1 giymatlarni gabul giladi. 7.1-misoldan
va Ai = {x£ E: Xa(x)=0}=E\A. A2=(i¢:: Xa{®w=1}= A
to‘pla.mlarning o'lchovli ekanligidan XA ning o'lchovli. sodda funksiya ekanligi
kelib chigadi.

14, A\ = {x € E : signa: = —1} = [, 0). Ay = {x € E : signa; = 0} =
{0},-A3 = {x GE : signer = 1} = (0, 3] to'plamlarning o'lchovli ekanligi-
dan y = signx ning E da sodda funksiya ekanligi kelib chigadi.

16. 4 : [0, ] —R o'lchovli funksiya 6.23-misolga ko‘ra A funksiya [0. 1] \K
da o'Ichovli funksiya bo'ladi. Har bir n € N uchun K,, da (7.2-misol yechimiga
garang) A funksiya cheklita. giymat gabul giladi. Shuning uchun A funksiya
nGngKn — [0, J\K da sanoglita giymat gabul giladi. demak u sodda funksiya.

18- a) u£=i_§ —- b 4 24. [,(x) = 0

26. Bu funksiya yi = Ojfe = 1.¥3'= 2,4 = 3,yj = 4. giymatlarni mos
ravishda /1, = [0,1). N2 = [1,2), A3 = [2.3): 14 = [3,4), N5 = [4,5)
to'plarglarda gabul giladi. Uning integrali 7.2-ta'rifga ko'ra 10 ga teng.

- L

29. Dirixle funksiyasi o'lchovli va ikkita. (0 va 1) giymat gabul giladi. Uning
[0, 3] tolplam bo'yicha olingan integrali 0 ga teng.

30. Riman funksiyasi o'lchovli va sanoglita -|o, T, — | giymat ga-
bul giladi. Uning [0, 1j to'plam bo'yicha olingan integrali 0 ga teng.

31.3. 32.2. 33.1. 34.1. 35.4. 36.:-. 37. e-2.

56. 7.5-misolga qarang. 57. 5 —y/2 —\/3.

58. 0 ‘zgarmasdan fargli uzluksiz funksiya sodda funksiya bo'la olmaydi.

59. Ikkalasi ham sodda funksiya. ularning integrallari 0 ga teng.

60.12. 61.0. 62.2. 63.-6. 64 4 +5. 65 e+ }.



8-8. Lebeg integrali belgisi ostida limitga o‘tisli

2. a) Yo;q, b) Yo:q, ¢) Yo‘q, d) Yogq, e) Ha, f) Ha
4.2) 0. b) 1, ¢) 0, d)

6.a) a>1 b)a>1 ca>2

7.a>1 8 Ha 10.a) tr, b) |. 13. Ha

9-§. Monoton va o‘zgarishi chegaralangan funksiyalar

10. Karnaymaydigan funksiya, o'ngdan uzluksiz, uzilish nugtalari 0. 1,

2, 3. Barcha uzilish nugtala.rida.gi sakrashi 1 ga teng.

11. Karnaymaydigan funksiya, fagat x = 0 uuqtada uzilishga ega. x = Oda
ohigdan ham, chapdan ham uzluksiz emas. x = 0 nuqtadagi sakrashi 2.

12. Karnaymaydigan funksiya, fagat x = 0 nuqtada uzilishga ega. x — Oda
chapdan uzluksiz, uzilish nuqtésidagi sakrashi 1 ga teng.

13. [4, 0) dava [0, 5] da karnaymaydigan funksiya. Bu funksiyaning uzilish
nugtalari x ——1, x = 0. x = —1 nuqgtada o'ngdan uzluksiz va bu nuqtadagi
sakrashi 3 gasteng. x = 0 da oiigdan ham, chapdan ham uzluksiz emas.

Funksiyaning x —0 nuqtadagi sakrashi 1 ga teng.

29. Monoton funksiyalar yig'indisi monoton bollmasiigi:mumkin.

30. Monoton funksiyalar ko‘paytmasi monoton bo‘Imasligi mumkin.

32. Ha. 33. Ha.

54.36. V\f) = 6, 37. V[f] = 20, 38. V[f] = 8, 39. V[f] = 2, 40. V[f] =

167



In(l + e), 41. V\j) = 327, 42. V\f] = e2+ 1, 43. V[f] =
54- V[/1=3, V[ff]=7.

2 2
55- V[/] = 4+ |a]+ 1 —o| barcha a G [0. ] larda V[/] minimal bo'ladi.
59. /(x) = v(X) - K, v(x) = Ya[f].

sinx. X G 0. — 2sinx —1. xe 0.

I*) - . 2 1 . w(i . lir L 2
e O T TG 00 e AR WL S

vg(x) = VB]= 1—cosx. x G [0, 24]. 99(x) = |cosx\ + cosx . VAX) =

f4-(x-2)2 x G [0. 2] -) fa-2x-2)2 xGI[0 2
= o X) =
[4+(x-2) X G (2. 4o . ( 4. X G (2. u.
vv(x) = « i°] , ~(*)- i a *e [°-11
I Q-SUan.xGIA-Z, tt 2-2 swrc,xG(H
60. {36.v{x) = 3x. ¢R)= —
37.,W = (2-21""ie ™ -0 ,(*) «[-1,0]
( 2+ 2x2, x G (0. 3]. I -3. xG(0, 3]
f2cosx+2 xG[TI'O] f 2. x G[-tt, (]
38.v(x) = < <£( {[
[6 —2cosx, x G0, t|) 6 —4cos2.x GO, t].

39. v(x) = tgx + 1, yj(x) = L 40. v(x) = In(l + x), tp(x) = 0.

41. v(x) = 2X+ 5x + 9j, if(x) =9j. 42. v(x) = xex+tl + 1, ip(x) =

43. v(x) = 3+ 3(x —1), ip(x) = 3x —4 —3\x—Ij }.

61. Al= R A'=-—a A=a A =6

62. Yo‘q (9.65 - misolga garang).

63. Agar / funksiya [a, 6] kesmada chegaralanga.n hosilaga ega. bo'lsa, u
holda / iling [a. 6] kesmada o‘zgarishi chegaralangan bo‘lishini isbotlang.
68. A sodda. to‘plam bo'lsa, A = [a, 6 bo'lsa YIV4] minimal boiadi.

10-8. Absolyut uziuksiz funksiyalar. Lebeg-Stiltes integrali

8- E /(@®a f(ak\=E |36,+1-3afcl| :Siibk-ak)<36 va 0=
A:| ,:1 t=

o 09|

n
desak. E—Ll/(G') —/(«*)\ < £ tengsizlik bajariladi. Demak. /(x) = 3x +
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funksiya [O. 2] kesmada absolyut uzluksiz funksiya ekan.
9. a2- h2= (a- b)(a+ b) dan foydalaning. 10.1-misol yechimiga garang.
10. |sinx —sinyl < |x —\ dan foydalaning.
11. Ncosal—ijcosyd < |cosx —cost/] < |[x —y| dan foydalaning.
16. Bo‘linish nugtasiga x* = 1 ni qo'shib, moduldan qutiling.
22. {8. v(ij = 3x, ifix) = -1. 9. v(x) = x2, <p(x) = -3.
sinx. x G

10. v(x) = 0'2i ~x) =i ° *e 21 T
2 —sinx. x e ,E"l. ﬂ\. Y lI 2- 2sin2x, x G T

j 2+2cosx, x 6 [ (]
\ 6 —2cosx, x G (0, m5
2+ 2cosx —2jcosx]. x € [ Q]
6- 2cosx - 2]cosa;|, @G (0, ]
12.v(x) —tg”N + 1 ig(x) = L 13. v(x) = xIn(l + x), <p(x) = 0.
14. ri(x) = 2*+ 5x + 4,5. ip(x) = 4.5.
15 v(x) =] 1-V=i ze [-1, q = 11- 2vri xG[-1, O
\' 1+ vix xG(0. I}v [ 1+ x G(0, 1]
16. r'(x) = 3%, j¢(x) = 3x —3|1 —x| —4.}
30. /(x) = A(x). A= [0.1]\K. 31. /(x) = A(x), 4= K
36. Kantorniiig zinapoya funksiyasi.

50. 1. 51. 3
. . 1 n(n+ 1) n{n+\){2n+1)
54. 1) -1r, 2)4. 3) 25-, 4) 5) /A .

6) 2e_ir,2 —2eirR—1 + m)e" + 1 —me~m, 7) 2—m, 8) -,
9)2 10) 1

Il bobda keltirilgan test javoblari

1D 2-D 3B 4B 5B 6B 7-A 8A 9B 10C 11-D 12B 13-A
14-B 15-B 16-D 17-B 18-C 19-B 20-C 21-D 22-C 23-D 24-B 25B
26-B 27-B 28C 29-B 30-C 31-A 32-C 33-A 34-C 35B 36-C
37-B  38-D 39-D 40-C.
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1. METRIK FAZOLAR

Bu bob 7 paragraf (11-17) dan iborat. Bobning 11-paragrafida metrik fa-
zolar, undagi asosiy tushunchalarning mohiyatini ochib beruvchi misol va
masalalar jamlangan. 12-paragrafda yaginlashuvchi va fundamental ketma-
ketliklarga doir misollar garalgan. 13-paragrafda ochiq va yopiq sharlar ham-
da ochiq va. yopiq to'plamlarning xossalarini tekshirishga doir misollar gar-
algan. 14-paragraf to‘la metrik fazolar va metrik fazolarni to‘ldirishga doir
misollarga bag'ishlangan. Bu yerda Ber teoremasining go'llanishiga. hamda
hamma yerda zieh va hech yerda zichmas t.o:plamlarga doir gizigarli misollar
bor. 15-paragrafda metrik fazolarni uzluksiz akslantirishlar hamda. izometrik,
gomeomorf metrik fazolarga doir misollar jamlangan. 16-pa.ragrafda gisgar-
tirib akslantirish prinsipining go'llanishiga doir misollar garalgan. Kompakt.
to‘pla.mlar va kompakt metrik fazolarga doir misollar 17-pa.ragrafda jamlan-
gan.

Bu paragrafda foydaianiladigan asosiy tushunchalar va ta riflarni keltiramiz.
X bo‘sh bo‘lmagan to'plam va X x X -bilan.X ni.ozini-oziga dekart
kofpaytmasini belgilaymiz.

I1.1-ta’rif. Agar p : X x X —» R akslantirish quyidagi uchta shartni
ganoatlantirsa unga X dagi masofa yoki metrika deyiladi:

1) p(x,y)>0; \/Ix,yEX, p(x,y) =0 o- x =y (ayniyat aksiomasi),
2) p(x,y) = p(y,x), \Ix,y€X (simmetriklik aksiomasi).

3) p(x, 2) <p{x.y)+p(y,z)j VXY, z CX (uchburchak aksiomasi).
(X,p) juftlik esa metrik fazo deyiladi.

Odatda metrik fazo, ya’ni (X, p) juftlik bitta X harfi bilan belgilana-
di. Agar X to'plamda. p% p2, .m,p,, metrikalar aniglangan bo‘lsa, u holda
(X, pi). (X ,P2),.m, (X, pn) metrik fazolar mos ravishda. Xi, X2,

..., Xn harflari bilan belgilanadi.
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11.2-ta’rif. Agar shunday Ci>0 va > 0 smlar mavjud, bo‘lib, bnivJui

X.y £ X lar iichun

CiPi(x, y) < p2(x, y) < Cpi(x, )

tengsizliklar o'rinli bo'ha, p\ va % lar ekvivalent rnetrikalar deyiladi.

Bu bobda va bundan keying! boblarda foydalaniladigan. asosiy belgilash-
lanii keltiramiz.

R'"= {x = (xi,x z, X ,), Xji GR} -- n o‘lchamli vektor fazo, m — bar-
cha chegaralangan ketma-ketliklar to'plami. ¢c—barcha yaginlashuvchi ketma-
ketliklar to'plami. og—nolga yaginlashuvchi barcha ketma-ketliklar to ‘plami.
1> — kvadrati bilan jamlanuvchi barcha ketma-ketliklar to'plami, yani

£p(p > 1) — absolyut giymatining p—darajalaridan tuzilgan gator yaqin-
lashuvchi boHgari barcha ketma-ketliklar to'plami, ya’ni

0
X = (¢i,X2,m-,xn....): X \xn\p < o0

Xususan p = 1 da lv to'plam - hadlarining modullaridan tuzilgan gator
yaginlashuvchi bo‘ladigan barcha ketma-ketliklardan iborat bolladi. C[a, B —
[a, b] kesmada aniglangan barcha uzluksiz funksiyalar to'plami. M[a, b —
[a, 6] kesmada aniglangan chegaralangan funksiyalar to'plami. b

[a, 6] kesmada aniglangan barcha uzluksiz difierensialianuvchi funksiyalar
to'plami. C*la, b]—[a, 6] kesmadaaniglangan n marta- uzluksiz differensial-
lanuvchi funksiyalar to‘plami. V[a, 6] —[a, b kesmada aniglangan o‘zgarishi
chegaralangan funksiyalar to'plami. AC[a, b] —[a, 6] kesmada aniglangan
barcha absolyut uzluksiz funksiyalar to‘plami. Lp[a, &— o'lchovli va [a 6]
kesmada (p > 1) p —darajasi bilan Lebeg ma’nosida integrallanuvchi bo‘lgan
funksiyalar to'plami. if*[a, b} C Lp[a 6] bilan nolga ekvivalent funksiyalar
to’plamini belgilaymiz. Agar / —g G bl bo'lsa. ularni ip munos-
abatda. deymiz. Bu munosabat ekvivalentlik munosabati bo‘ladi va u Lp[a b
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ni crzaro kesishmaydigan sinflarga ajratadi. Hosil bo‘lga.n sinflar to'plamini
Lp[a 6] bilan belgilaymiz. Xususan p = 1 bo'lganda, [a b kesmada Lebeg
ma’nosida integrallanuvchi ekvivalent funksiyalar sinflari to!plami hosil bo‘ladi
vau Li[a. €] bilan belgilanadi. Xuddi shunday p = 2 bo‘lganda [a, b] kesma-
da kvadrati Lebeg ma’nosida integrallanuvchi bo‘lgan ekvivalent funksiyalar
sinflari hosil bo‘ladi va u L2[a, b] bilan belgilanadi.

Bu paragrafda metrik fazolar va akslantirishlarga doir misollar garaladi.

11.1. K2to‘plamda x = (xi, x3 va y = (j/i, y2) elementlar uchun kiritilgan
ushbu

Pi (x,y) = \Xi-yi|+ [»2-Vil' Pi(x,y) = \Xi x2\+ |ifi -V 2|;
p3 (X, y) = \xl -y 2\+ \x2-yi\: Pi (X.y) = IXDR - 312/2!
akslantirishlardan qaysi biri metrika bo!ladi?

Yechish. pi akslantirishnmg metrika aksiomalarini ganoatlantirishini tek-
shiramiz.

Pi(x,y) > 0 shart modulning manfiymasligidan kelib chigadi. Faraz gilaylik,

Pi(x, y) —\x\ —yi\ + p—I21= 0 bo'lsin. U holda \xi —yx\ = \x2-y2a =0

bolladi. Bundan X\ = y\, x2 =y2,yani x ='y. Endi x =y bo‘lsin, ya'ni

Xi —Vi, x2=y2.Bu yerdan
Pi(x,y) = \xi - yi\ + \x2- 221= 0
ekanligini olamiz. Demak. 1-aksioma bajariladi. Quyidagi tenglikdan
Pi(xsy) = Kl - yiv + \x2- y2\ = yY-a-il + y2- X2 = Pi(y, x)
2-aksiomaning bajarilishi kelib chigadi. Nihoyat,
Pi(x,2) = |xi - + \X2- 22|= Xt-Y1+Y1l- Z\j+ \x2-y 2+ y2- 221«
< M- Wi+ \Wi- zil + \x2- y21+ [il2- 22\ = pi(x, y) + pi{y, 2)

tengsizlikdan 3-aksiomaning bajarilishi kelib chigadi. Shunday qilib. (R2, pt) =
K2 metrik fazo bo‘ladi. O
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11.2. p(x.y) — sup \xn- yn|. x,y G c0 akslantirishning metrika shartlari-
1<n<00

ni ganoatlantirishini tekshiring.

Yechish. {xn} va {yn} ketma-ketliklar nolga, yaqginlashuvchi bo'lganligi

uchun ular chegaralangan bo‘ladi. Shuning uchun sup \xn—yn barcha x,y €
I<n<oo

@ larda chekli boladi. Ixtiyoriy n € N da \xn—yn\ > 0 ekanligidan

p(x,y) = sup \xn—yn| > 0 ekanligi kelib chigadi. Endi p(x.y) = sup \xn- yn\=
n>1 »>1

0 bollsin. u holdabarcha ne N larda \x,, —y,,\ = 0 bolladi. Bu yerda.n x —y

tenglikka. kelamiz. Agar x = y bo‘lsa. u holda p(x. y) = 0 bo'ladi. Demak, 1-

shart bajarilar ekan. \xn —j/,,| = |y,, —xn\ tenglikdan 2-shartning bajarilishi

kelib chigadi. Uchburchak tengsizligi

\Xn~ zn\ < \xn- yn\+ \yn - zn\. smflp_(x,, +yn) < Slljtpxn + Squ.y,,

tengsizliklardan kelib chigadi. Demak, berilgan p : @ x o —M akslantirish
uchun metrikaning barcha shartlari bajariladi. |

11.3. p[x.y) = (x —y)2, x. y € K akslantirish metrikaning qaysi shartini
ganoatlantirmasligini aniglang.

Yechish. p(x,y) = (x —y)2. x, y GK akslantirish metrikaning 1— va
2—sha.rtla.rini ganoatlantiradi. Bu akslantirish uchun uchburchak tengsizligi
o‘rinli emasligini ko‘rsatamiz. Buning uchun x —0, y = 3. z = 5 nugta.larni
olamiz. U holda. p(x, z) = 25, p(x,y) —9. p(y, z) =4 bo'lib.

25=p(x,2) > p(x.y) + p(y,z) =9+ 4= 13
Demak, p uchun uchburchak aksiomasi o‘rinli emas. O

11.4. X = AC\0:7]; x(t) —sint.  y(t) = 0 metrik fazoda x G X va
y G X elementlar orasidagi masofani toping.

Yechish. AC[ti. tf] metrik fazoda x va y nuqtalar orasidagi masofa. p(x, y) =
|x(0) — + Vg{x —y] tenglik bilan hisoblanadi. Ma'lumki, x (i) = sin L

173



funksiyaning [0. # kesmadagi tolla o‘zgarishi 2 ga teng. Shuning uchun
x (i) = sint vay(t)= 0 nuqtalar orasidagi masofa quyidagigateng: p(x.y) =
[x(0) - 2/(0)| + VE[x - y] = V¢[x] =2. O

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

11.5. R sonlar o'gida p(x, y) = |arctgx —arctgy \ akslantirish metrika bo‘li-
shini tekshirmg. p\(x,y) = arctg \x —y\ akslantirish R to‘plamda

metrika bo‘ladirni?

11.6. Rn to‘plamda ushbu akslantirishlar metrika boladimi?
n

11.7. R3 fazoda boshi koordinatalar maxkazida bo';lgan barcha birlik (uzunligi

birga teng) vektorlar to'plamida
p(x, y) = arccos(£. y) = arccos(xri/i + x2yo + x3if3)
akslantirish metrika bolishini isbotlang.

11.8. [0, 1] kesmadagi barcha ochiq to'plamlardan iborat sistema X bolsin.

Agar fi—sonlar o'gidagi Lebeg o!lchovi bolsa.
p(A, B) =n(AAB)
akslantirish X da metrika bolishini isbotlang.

11.9. Barcha ko‘phadlardan iborat P to‘plamda

oc

akslantirish metrika boiishini isbotlang.



11.10.

11.11.

11.12.

11.13.

Natural sonlar to'plami N da

) + . agar rij™m
pi (n, m) = \em —enn\ ; p2(n. m) = n+m
0. agar n—m

akslantirishla'r metrika bo‘lishini isbotlang.

Butun sonlar to!plami Z da
Im —n
Pi {n:m) = 2(n, m) =10 k,
t ) VI + m2ea/1 + n2 P2 )
(bu yerda son |n —m | ayirmaning oxiridagi nollar soni, agar n = m

bo'lsa. k = 0o deb hisobla.ymiz) ifodalar metrika bollishini ko'rsating.

Ushbu |z | < 1 tengsizlikni ganoatlantiruvchi kompleks sonlar to'plami-
da.

1+ 2- 2

L2 = | 1—227\
p(zl, z2) = n-l_ 792
1- 022

akslantirish metrika bo‘lishini isbotlang. Bu metrika Lobachevskiy metrikasi
deyiladi.

[a. b] kesmadaaniglangan x funksiya uchun shunday a va. B o'zgarmas
sonlar mavjud boflib. barcha t\. t2 € [0, 6 lar uchun

Ix (i) - x(t2)] < B- \ti -t 2a

tengsizlik bajarilsa, x funksiyd a ko ‘rsatkichli Gyolder shartini ganoat-

lantiradi deyiladi. Bu shartni ganoatlantiruvchi barcha. funksiyalar to ‘p-

lamini Hal[a, B orqgali belgilaylik. Agar a > 1 bo‘lsa. Ha[a 5 faqgat

o‘zgarmas funksiyalardan iborat ekanligini isbotlang. Agar 0 < a < 1

bo'lsa.,

%(,ti))l- (xfe) —yifo))|
ti —¢21

akslantirish Ha[a, b] to‘plamda metrika bo'lishini isbotlang. Hala, &

Gyolder fazosi, a = 1 bollganda Lipshits fazosi deyiladi.

p(T:y) = 5n<?<>% *1) -y + 15#92 h\(/X(/ii) i



11.14. [a 6 kesmada cheksiz marta differensiallanuvchi funksiyalar to!plami
C°°[a, b da

©p om0k

p(x, y) = - max JaW (i) —iw ()],

~;'<=0

akslantirish metrika bollishini isbotlang.

11.15. (X,p) metrik fazo bolsa. X to‘plamda
PI(x,y)'= . P2iX,-y) = HI(l +p(x.y))\
()= FpYX.Yi y) (I +p(x.y))
Ps(x,y) = ep(sy) - 1 Pi(x,y) = min {1 p(x,y) }

akslantirishlarning har biri metrika, boiishini isbotlang.

11.16-11.34-misollarda p : X x X —>R. akslantirishning metrikashartlarini

ganoatlantirishini tekshiring. Ular asosiy metrik fazolardir.
hi .
11.16. p(x,y) = JJ2 *- Vil , x. y GKn.
11.17. px (x, y) .= max ja- yi\, X, y GM".

11.18. pi(x, y) = £ -y*L X,y G
A=l

11.19. pp(x,y)= te - Vif; P2 i» ¥>25 k-
11.20. B(*,y) = sup |x, —yn!,x.y £m.
I<n.<oc

11.21. X,y)= sup.|X,, —v.],i.y Gc.
p(X,y) 1<n?(rs| vl y
11.22. p{x,y) =.1£ P& - )2 % Yy E ¢é2-
n=1

11.23. p(x, y) = 7.321 wn- yn\, x, y Gii.
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11.24. p(x,y) =" £ |&,- y,.f, X y Gip-

il.25. p(/,9) = r;]<z§><<b|/ xX)-g0K],f, g&ClJa, b
11.26. pi(f, g) = /d|/(x) - g(x)\dx, f, g £ C[a, b].
11.27. p2(/, 5) = \-jt'Jix) - ,a(n;2r/t, /. g G CJa 6]

11.28. pp(/, 9 = <]$h\f{x) - 5(x)|pdx: p > 1, f. g £ C[a. b}

11.29. p(x,y) = arrggg Ix (i) - ()i + Jﬂfi)é X@E -y ()], i.ji tflo, %

11.30. p(x.y) = k(a) - y(@\ + VvV [x- y\, X,y G K]Jo, 6],

11.31. p{x\y) = k(@) —y(a)| + "6[x- 1], X,y G JICI. b)].

11.32. p(/,.?) = /jVO) -p(x)|dx, f, g &Li[a, h],
11.33. = \JSNi{x) - g(x)\2dx, f,gelL 2[ab\
11.34. p(f,g) = tfj[\f(xy- g(x)\pdx, p> 1, /, g G Lp[a 6]
Yuqorida aytilganiga amal qgiiib quvidagi belgilashlarni kiritamiz:
(Rn, Pi) =W, (Kn,pp)=LW, (R* )=»£>, (R"-P)=Rnm

{Cla, b]:pi) = Ci[a €], (C[a, fe].p2) = C2[a b], (C[a. b\,pp) = Cp[a, 6].
11.35-11.43-misollarda p : X x X —R aksla-iitirish metrikaning qaysi

shartiiii ganoatlantirmasligini aniglang.

0, x=y

, X,y GN.
EKUK (X,y), xagy

11.35. p{x,y) =

11.36. p(x,y) = . X. yGN.

11.37. p(x,y) = jsinx - sindj. i, j G®.
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0, X=Yy
11.38. p{x,y)=< 1l X<y x,yeM

[2. X>uy,
11.39. p{x.y) = ].n «iRj- N - x2j, i-, J6i2
11.40. p(x.y) = X\ —y\W\+2 \xo —2r2; a, tteM2.
11.41. p(x.y) = jici- v\ + \x2-2/r! 5 a, /€ M3.
11.42. p(/;5)=]/(0) - 5(0) i+ 1/(1) - 5(1)1, /,p6C[0,1].

oo

9
11.43. X.y) = \xn - Y\ mx,y G¢éz-
P (X.y) na x.y G

11.44-11.58-misollarda x £ X va y £ X elementlar orasidagi maso-
fani toping. Masofa kolrsatilma.gan misollarda tabiiy metrika garaladi. Ularni

11.16-11.34 misollai'dan gaxab oling.

1144, X =N, x=48 y—25 p@y) =01-[T-ynu
11.45. X =R3, a= (8:4,3): y= (60, -1).
11.46. X =M"c, X= (-1, —=2.3:0), 2/=(4,2,0, -2).

11.47. X =Rf, X=(450. 1), y= (-3,0,2,7).

1148, X = Pen, () = 1+ YO =20 pla\ 2=/ [2()
11.49. X =C[0, >4, &(i)=sini, y = cosi.
1150. X = C2[-miod,  x(t)—ell, Y(t) = e it
n
11.51. =m. = . =
X =m  xn= " = o
1152. X = ¢ Zn_”i'l; ¥ —i-(-1)*

11.53. X = ¢q, X, = 22", .= -21T.

11.54. X =Ilb &= (1,1,0,1,0,0,...), Y= (0,0,0,
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11.55. X = Li[0, tt]. x(t) =sint. y(t) = cosi.
11.56. X = Z/2[0. tt], x(f) = sini. z/(E)=cosi.
11.57. A = V[ 7], x(t)=cost, y(f=1
11.58. X = M[0, 2tt], p{x,y) = Os<tf<p4 [x(i) —y()I. x(£) = t, y(t) = sinf.
12-8. Yaginlashuvchi va fundamental ketma-ketliklar
A inetrik fazoda £i, Xz, mm,, Xx,,,... ketma-ketlik va x nuqta berilgan

bo‘lsin. Agar nIiiir;o p{x,,,x) = 0 rnunosabafc bajarilsa. {a?n} ketma-ketlik a
nugtaga yaginlashadi deyiladi. x nugta esa {xn} ketma-ketlikning lirniti
deyiladi. Agar ixtiyoriy e > 0 uchun shunday Ne natural son mavjud bo'lib,
barcha n > N* va m > NElar uchun p (xn,xm) < e tengsizlik bajarilsa. u
holda {xn} gafundamental ketma-ketlik deyiladi.

12.1. Agar lim p(xn,x0) = 0 va Iingop(xn,yn) = 0 bo‘lsa, u holda
n —»00 ' n —>(
77Iirr010/9(yn! x0) = 0 ekanligini isbotlang.
Isbot. Metrikaning 1va 3-aksiomalaridan foydalansak.
0 < p (Mu-Xqg < p (Yu,x,,) + p (x.,i,x0)

tengsizlikka. ega bo'lamrz. Bu son:; tengsizlkda limitga o'tib,

lim p(y,,,xQ -9

n—00

ni olarniz. O

12.2. xn(t) = n2t se_rli funksiyalar ketma-ketligi x(t) = 0 funksiyaga har
bir nugtada.yaqginlashuvchi, ammo G'i[0, 1] metrik fazoda yaginlashuvchi
emas. Isbot giling.

Isbot. Har bir t G [0, 1] uchun lim x,,(t) = 0 tenglik matematik analiz
kursidan malum. Demak, x,, (t) funksiyalar ketma-ketligi x(t) = 0 funksiya-

ga. har bir nugtada yaginlashadi. Endi Pi(%., 0) masofani hisoblaymiz.
| 1 1

Pi(X,,, X) = J \x,(t) - O\dt = ! |x,, (i) aft=J irte~ntdt = 1- jji + l)e~n.
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Integralni hisoblashda bo!laklab integrallash usulidan foydalanildi. Bu yerdan

lim pi(xn, X) = 1
yt—>oc

ni olamiz. Demak, {x,J ketma-ketlik x(t) = O funksiyaga. Ci[0, 1] fazo

metrikasida yaginlashuvchi emas. |

12.3.

12.4.

12.5.

12.6.

12.7.

12.8.

12.9.

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

(X.p) metrik fazoning ixtiyoriy X, y. z, t nugtalaxi uchun

a) P2 -pE.)N\N<p(x,y) +p(z1);

b) Ip (X 2 —p(y.z) & p(X.y) tengsizliklarni isbotlang.

{xn} ketma-ketlik berilgan bo'lsin. Agar lim p (x2»,a) = 0,

lim p(xzn+-b) = 0 va lim p(xn.c) = 0 bollsa. a = b= c liamda

tl—>0C

Iig p (xn,a) = 0 munos.abat.lariii isbotlang.

C [0 1 metrik fazoda ushbu

a) xu(t) = tn- tn+l: b) yn(t) = tn- t2n;
4n fll+1
0 zn(t) =t” - 2trnH +tr2; d un() = ——————,
71 T ~hi
ketma-ketliklar yaqginlashuvchi bo'ladimi?
Oldingi misoldagi funksiyalar ketma-ketligi 1]. Ci[0. 1 metrik

fazolarda, yaginlashuvchi bo'ladimi?

Ci[0. [ metrik fazoda. yaginlashuvchi. ammo C[0. 1] metrik fazoda
yaginlashuvchi bo!lma.gan xn(t) uzluksiz funksiyalar ketma-ketligiga. mis—

ol keltiring.

Ci[0: 1] metrik fazoda x(t) = O funksiyaga yaginlashuvchi, ammo hech
bir t & [0.1] nugtada 0 ga yaginlashmaydigan funksiyalar ketma-ketligiga

misol keltiring.

Agar xn(t) uzluksiz funksiyalar ketma-ketligi C[O. I] metrik fazoda
X(t) funksiyaga yaginlashsa, bu ketma-ketlik Ci[0, 1] va C210. I] metrik

fazolarda. ham shu X (t) funksiyaga ya.qginlasha.di. Isbotlang.
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12.10.

12.11.

12.12.

12.13.

12.14.

12.15.

12.16.

12.17.

C[0. [ metrik fazoda yaginlashuvchi. ammo I | mol.rik liizodii
yaginlashuvchi bo‘lmagan uzluksiz differénsiallanuvchi funksiyalanlaii ill-

orat ket.ma-ketlikka misol keltiring.

Ushbu
a) xn= (1, 2. ....n.0,...); b) yn= (-1, 2, (-I1fn, 0,...);

cz= (11, . LO...); d) un= "1, eee K 0,...] ;
n

e en= (O,...,_(_),_l. 0, ...); f) wn = ji "‘"ﬁoy""); a>0
I n
ketma-ketliklarning qaysilari cq, c, Ip. m metrik fazolarda yaqgin-

lashuvchi berladi.

A da metrika p(x,y) = Jarctgx —arctgy \tenglik bilan aniglangan
bo‘lsin. U holda ixtiyoriy monoton ketma-ketlik (masalan. xn= n) fun-

damentaldir. Isbot.lang.

Biror. gismiy ketma-ketligi yaginlashuvchi bo‘lgan fundamental ketma-

ketlik yaginlashuvchidir. Isbotlang.

Biror tayinlangan e > 0 sou uchun p(xkxm) >s >0, k" m shartni
ganoatlantiruvchi {xn} ketriia-ketlikdari yaginlashuvchi va hatto funda-

mental gismiy ketma-ketlik ajratib olish mumkin emas. Isbotlang.

[X, p) metrik fazo, {a;,.}. {V..} esa undan oliugan fundamental ketma-
ketliklar bo‘lsin. U holda {an= p (xn,yn) } sonli ketma-ketlik yaqin-
lashuvchi ekanligini isbotlang.

{£,.} fundamental ketma-ketlik bo‘lsin. Agar biror {yn} ketma-ketlik
uciiuii r!l_yg)p (xn,yn) = 0 bo'lsa. {yn} ketma-ketlik ham fundamental
bo'tshi kelib chigadinii?

{re,} va {y,.} fundamental ketma-ketliklar uchun

lim p (xn,yv) = 0

n—>oc
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shart bajarilsa, bu ketma-ketlikla.ri ekvivalent deylik va {xn} ~ {yr}
ko'rinishda yozaylik. Bu (vagtincha) kiritilgan munosaba.t refleksiv. sim-
metrik va tranzitiv ekanligi, ya'ni, hagigatan ham ekvivalentlik munos-

abati bolishini isbotlang.

12.18. {x,.}, {yn}m{zn}, {tn} fundamental ketma-ketliklar uchun {x,} ~
{yn} va {2,} — {t,.} bolsa, quyidagi tenglikni isbotlang

P (. 21) = lim, p o t)
13-8. Ochiq va yopiq to‘pltamlar

Bizga. X metrik fazo, uning Xq nuqtasi va r > 0 son berilgan bolsin.
X metrik fazoda markazi xq nuqtada, radiusi r bolgan ochiq shar deb
{X € X : p\x.x0) < r} tolplamga. aytiladi va u B(xo0,r) kabi belgilanadi.
Berilgan xd€ X va r > 0 da p{X,x¢) < r shartni ganoatlantiruvchi bar-
cha x £ X elementlar to‘plami B[xo,r] orqali belgilanadi va u markazi xo
nugtada. radiusi r bo'lgan yopiq shar deyiladi. p (X..To) = r shartni ganoat-
lantiruvchi barcha x G X elementlar to!pla.mi 7] orgali belgilanadi
va u markazi xo nuqtada. radiusi r bo'lgan sfera deyiladi. Metrik fazoda
markazi X0 nugtada. va radiusi e > 0 bolgan B (xq,s) ochiq shar xo nug-
taning e— atrofi deyiladi va u Os(xq) kohinishda belgilanadi. X metrik
fazo, M uning gism tolplami va X £ X bo‘I8in. Agar ixtiyoriy e > 0 uchun
Os(x) DM 0 munosaba.t- bajarilsa. X nugta M ning urinish nugtasi dey-
iladi. M to!plamning barcha urinish nuqtalaridan iborat to‘plam M ning
yopig'i deyiladi va, u [M] yoki M ko‘rinishda belgilanadi. Agar X £ X ning
ixtiyoriy Os(x) atrofi M ning cheksiz ko'p elementlarini saglasa, u holda
x £ X nugta M to‘plamning limitik nugtasi deyiladi. M to!plamga.
tegishli X .nuqta uchun shunday e > 0 mavjud bo‘lib, OE(x) flM —{a;}
bolsa, u holda x nugta M to'plamning yakkalangan (yolgHz) nuqtasi deyi-
ladi. Agar X metrik fazoda.gi M to'plam uchun M = [M] tenglik bajarilsa.
M yopiq toplam deyiladi. Boshgacha aytganda, agar to;plam o'zining bar-

cha limitik nugtalarini saglasa. u yopiq to'plam deyiladi. Agar X ; M nugta
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uchun shunday e > 0 mavjud bo‘lib, X) C M ho'lsn, r iiik]lm W
to'plamning ichki nugtasi deyiladi. Agar to'plamning barcha niu]l,ninri irlilu
uugta bo'lsa, u ochiq to'plam deyiladi. Ya’ni fagat ichki nugfcalarda.il laslikil
topgan to‘plam ochiq to'plam deyiladi. Agar metrikaniug 3-aksiomasi, ya'ni
uchburchak tengsizligi p[x.z) < max{p(x,y) ,p(y.z)} tengsizlik hilan nl
mashtirilsa. (X,p) ga ultrametrik fazo deyiladi. Ochiq va yopiq to'plamlac
haqgida quyidagi tasdiglar o:rinli.

13.1-teorema. Ixtiyoriy sondagi yopigq toplamlar kesishmasi va cliekli
sondagi yopiq to'plarnlar yig‘indisi yopiqdir.

13.2-teorema. Ixtiyoriy sondagi ochiq toylamlar yig‘indisi va chekli sonda-
gi ochig toplamJar kesishmasi yarn ochiq toplamdir.

13.3-teorema. M to'plam ochiq bo'lishi uchun uning butun fazogadla
toidiruvchisi X\M yopiq bo‘lishi zarur va yetarli.

13.1. R da ochiq va yopiqg to‘plamlarning tuzilishi

Ixtiyoriy metrik fazodagi ochiq va yopiq to‘plamlar hagida 13.1-13.3-teore-
malar o‘rinli. Sonlar o‘qidagi ochiq to!plam tavsifi quyidagi teorema orgali
ifodalanadi.

13.4-teorema. Sonlar o'qidagi ixtiyoriy ochig to'plam chekli yoki sanogli
sondagi o°zaro kesishmaydigan intervallar yig'indisi ko'rinishida tasvirlanadi.

13.1. Kattaroq radiusli shar kichikroq radiusli shaming gismi bo!lishi mumkin-

,mi? Misol keltiring.

Yechish. Faraz gilaylik, X = R+ va p(X.y) = X- Y\ bollsin. Agar
S(1.5) = {if [0 oc) : Ja—1 <5} deb markazi 1 nugtada. va radiusi 5
ga teng sharni. hamda 5(3.4) = {a-S [0 oc) : |B—3] < 4} deb markazi 3
nuqtada va radiusi 4 ga teng bo‘lgan ochiqg sharlarni olsak, u holda

r2=5>iMi=4.ammo [0 6) =5 (1,5 C5 3,49 = [0 7). |

13.2. R3 to‘plamda
3

Pix>y) = "2siga\Xxi-yi\
i=1
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metrika kiritilgan. Markazi (0. 1 2) nuqtada radiusi esa a) l.ga; b) 2,ga;

©) 3 ga teng bollgan sferalarni chizing.

Yechish. Radiusi 1ga teng sfera - (O, 1. 2) nugtadan o‘tuvchi va koordi-
nata 6‘glariga parallel to‘g‘ri chiziglardari ularning kesishish nuqtasi (0, 1, 2)
nugtani chigarib tashlashdan llosil bo‘lgan to‘plam bo'laSi; 131: chizmaning
a)siga. qarang. Radiusi 2 ga teng sfera - (6] 1. 2) nugtadan o‘tuvchi va ko-
ordinata tekisliklariga parallel tekisliklardan, har j'uft tekislikning kesishish
chizig'ini chigarib tashlashdan hosil boHgan to'plam bo'ladi, 13.1 chizmaning
b) siga garang. Radiusi 3 ga teng sfera - R3 fazodan (0. 1, 2) nuqgtadan
o'tuvchi va koordinata tekisliklariga parallel tekisliklarni chigarib tashlashdan

hosil bollgan to‘plam bolladi. (|

13.1-chizma

13.3. Diskret metrik fazoda har ganday to‘plam ham ochig. ham yopiq to‘plam

ekanligini isbotlang.

Isbot. Diskret metrik fazoda ixtiyoriy M uchun [M] = M tenglik o'rinli.
Shuning uchun M yopiqg to:plarn. Faraz gilaylik. X S M ixtiyoriy nug-
ta boHsin. u holda ixtiyoriy £ e (0, 1) uchun Oe(X) = {x} atrof M da

saglanadi. Demak. M ochiq to‘plam. |
13.4. Interval ochig, kesma. yopiq to;plam ekanligini isbotlang.

Isbot. R da ixtiyoriy (a, b) interval ochiq to’plamdir. Hagigatan ham,

agar X € (a, b) desak, e = min{x —o, b—x} son uchun Os(x) C (a, b).



Endi (—oc, a) to'plamning ochiqg ekanligini ko'i’,satiuiii/.. Agar ixliynny r <
(—oc, @) uchun, s = a—x desak, Of.r) C (—oc, a). Xuddi sliundiiv (h 4!
to'plarrmingochigekanligi ko'rsatiladi. Ochiq to:plamlarning birlasiminul <1 lm|
ekanligidan (—o00, a)U(b. oc) to‘plamning ochiq ekanligi kelib clligadi. I.’t."i

teoremaga ko‘ra bu ochiq to!plamning to‘ldiruvchi to‘plami bo‘lgan [d, P\

kesma, vopiqdir. 11
135. K+K:={z=x+y: x, y£ K} = [Q 2 tenglikni isbotlang.

Isbot. Kantor to‘plami K dan ixtiyoriy

larniolamiz. Buyerda g, va & lar Oyoki 2 ragamlaridan birini gabul giladi.

Agar

[e]e] 00 o = oo ,

=1 =1 =1l =l
shaklda yozsak, u holda w, va bj lar O yoki 1 ragamlaridan birini gabul

yoki 2 ragamlaridan istalgan birini gabul gilaoladi. Ya’'ni x+y, X€ K, y £
K shakldagi yig'indini [0 2] kesmadagi ixtiyoriy songa teng gilisli mumkin.
Demak, K + K ~ 0. 2] tenglik o'rinli. |

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

13.6. Agar radiusi 7 ga teng bo‘lgan shar, radiusi 3 ga teng bo:lgan shar ichiga.

joylashsa- ular ustma-ust’tushadi. Isbotlang.

13.7. R2to‘plamda x —(Xi,x2) , y = (yb3/r) uchun
a) pi{x, y) = |Ti- 11+ - \gI
b) p2(X y) = max(] Xi —yizN\-y2\;
o p3{xy) = Vif + @2 - ¥%)2
d) Pi(X. y) = sign jad — \+sign W2 - y2\m
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13.8.

13.9.

13.10.

13.11.

13.12.

13.13.

tengliklar orgali kiritilgan metrikalarning har birida markazi 0 = (0. 0)
nugtada va radiusi 1 ga teng ochiq shar B(0, 1), yopiq shar B[O, 1] va

5[0, 1] sferalarni chizib ko‘rsating.
Kengaytirilgan to‘g‘ri chiziq R* = (—oo0, +o00) U {—o0} U {+oc} da
- . S A W - X y

A P®Y)= | D D PPEYT G 1A

metrikalar kiritilgan. Agar 0 < r < 1 bo'lsa, B (—00,r); B (oo, )

tolplamlarni, ya’ni markazi *+o0o0, radiusi r bo‘lgan ochiq sharlarni chiz-

ing.

M C (X, p) to!plamning diametri diamM = sup p{Xx,y) tenglik bi-
aveM

lan aiiiglanadi. U holda:

a) diamB(xQ, r) < 2r tengsizlikni isbotlang;

b) diamB(xo, r) < 2r bo!lgan sharga misol keltiring:

¢) diamB(xoyr) = diamB[xo,r] tenglik to‘g‘rimi?

Ochig shar -ochiq to‘plam, yopiq shar esa yopiq to'plam boiishini isbot-

lang.

R2tekislikda (O, 1) va (0, —1) nuqtalardan hamda OX o‘gidagi (—1, 1)
intervaldan iborat to'plamni M deb belgilab, M to'plamda Evklid
metrikasini Kiritamiz:

P, ¥) = \}{xi - yxf + (x2- 2292:x = (x1,x2) ,y = (21,22) € M.
U holda markazi (0, 0) nugtada, radiusi 1ga teng ochig shaming yopiq

to‘plam, ammo yopiq shar emasligini isbotlang.

Shunday yopiq sharga misol keltiringki. u ochiq to‘plam bo'lsin, ammo

ochiq shar boUmasin.

Diskret metrik fazoda ixtiyoriy ikkita shar yoki kesishmaydi yoki biri

ikkinchisining gismi bo‘lishini isbotlang.
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13.14.

13.15.

13.16.

13.17.

13.18.

13.19.

13.20.

Diskret metrik fazoda ixtiyoriy "uchburchak” l.eug tomonli, ullmmiiiicl.i'ilt

fazoda esa har qanday "uchburchak"” teng ypnli ekanligini iHbolliuir,

Fi ya Fz yopig to‘plamlar o‘zaro kesishmasin. yani F\D /= U
U holda shunday Gi DeFi va G2 D F2 ochig to’plamlar mavjudki,
GAfl Go = 0. Isbot qiling.

0 ‘zaro kesishmaydigan intervallardan iborat to'plamlarning quvvati drk-
li yoki sanogli ekanligini isbotlang.

R da ixtiyoriy ochiq to'plam chekli yoki sanoqgli soiidagi o'zaro kesish—
ma.ydigan intervallarning birlashmasidan iborat bo'lishini isbotlang. Bu
yerda (—oc. a), (@. oc). (—o00. oo) va (a. a) = O to'plamlar ham

intervallar jumlasiga kiradi.

K dagi ixtiyoriy yopiq to‘plamni (—o0, 00) dan o'zaro kesishmaydigan
chekli yoki sanoqli sondagi intervalla.rni chigarib tashlash na-tijasida hosil

gilish mumkin. Isbot qiling.

Ixtiyora%:( € [0 1O sonni uchlik kasrga yoyish mumkinligini isbotlang:
X — ; bu yerda tj — 0, 1, 2 ragamla.rdan biri. U holda x =
0.£i£2I._-ko‘rinishda yozamiz. Agar biror X € [0,,1] uchun shunday n
mavjud bo‘lib. sn# 0 va st = em2= ... = 0 bo‘lsa. x soni chekli
uchlik kasrga yoyilgan deyiladi. Bu X sonini cheksiz yoyilma ko‘rinishda
ham yozish mumkin: x = 0.£\...en0... = O,£fi,me,, i (en—1)22 ...
masalan, 0,100... =0.0222— Fi orgali yoyilmasida 1 ragami oat-
nashmaydigan usulda yozish mumkin boilgan barcha x € [0 1] sonlar
to'plamini belgilaylik. Masalan. 0.1=0,0222 ... yoki 1_1:0'020202 ... A\
to'plamning yopiq va kontinuum quvvatli to'plam ekanligini isbotlang.

Fi = K to'plam Kantor toplami deyiladi.

0,256 K ekanligini isbotlang.
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14-8. To‘la metrik fazolar

Agar X metrik fazoda ixtiyoriy fundamental ketma-ketlik yaginlashuvchi
bo‘lsa, u holda X ga to‘la metrik fazo deyiladi. X metrik fazoning ikkita
A va B qism to'plamlari berilga.ii bo‘lsin. Agar B ¢ [4] bo‘lsa, u holda
A to'plam B to'plamda zieh deyiladi. Xususan, agar [A] = X bo'lsa, A
to‘plam harnma yerda zieh (X da zieh) deyiladi. Agar A to'plam birorta
ham sharda zieh boiinasa (ya’ni har bir B ¢ X sharda A to'plam bilan
umumiy elementga ega. bo‘lmaga—n B' sliar saglansa), u holda A hech yerda
zichmas deyiladi. (X, p) metrik fazoda X nuqta va M to‘plam. orasidagi
masofa deganda

p(x, M) = inf p(X, y)
yeM

miqdor tushiniladi. Xuddi shunday (X, p) metrik fazoda A va, B tb'plamlar
orasidagi masofa deganda

p{A, B) = joeigg‘ﬂg p(x, y)

miqdor tushiniladi. Metrik fazolarning to‘laligini tekshirishda quyidagi teore-
madan fovdalaniladi.

14.1-teorema. X metrikfazo to‘la bo'lishi uchun undagi ixtiyoriy ichma—
ich joylashgan va radiuslari nolga intiluvchi yopig shariar ketma—ketligining
kesishmasi bo‘sh bo‘Imasligi zarur va yetarlidir.

Agar R metrik fazo tolla bo'Imasa. uni biror usul bilan (aslini olganda
yagona usul bilan) biror to'la metrik fazo ichiga joylashtirish mumkin.

14.1-ta’rif. Agar: 1) R metrikfazo R* to‘la metrik fazoning gism fazosi
bolsa; 2) R toplam R* ning harnma yerida zieh, ya’ni [A] = R* bo‘lsa, u
holda R* fnMrikfazo R rheirik fazoning td Idirrnasi déijiladi.

14.2-teoréma. Har bif R fn'etrik fazb to'ldifrndga ega va bu toidirma
fazo R hing hugtalarini qozg‘almas holda goldiruvchi izométriya anigligida
yagonadir.

14.1. R metrik fazo to‘la. Isbotlang.
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Isbot. Matematik analiz kursidan malumki, ixtiyoriy fiiikimilk-il.nl ......

ketma.-ketlik yaqginlashuvchidir. Demak. M to‘la metrik fazo.
14.2. Ci[—1, 1 metrik fazo to‘la emas. Isbotlang.

Isbot. Ci[—Ll 1] fazoning to‘la emasligini ko'rsatamiz. Bulling uehun

Ci[—1, |j fazoda uzluksiz funksiyalarning

—1, agar XG [1, —“q]
fn{X) = < nx. agar XG (—n-1.n_1)
I 1. agar XG [n1 1
ketma-ketligini (funksiya grafigi 14.1-chizmadakeltirilgan) garaymiz. Bu ketrma—
ketlik O\, 1] fazoda fundamentaldir, chunki barcha x G =1 1] lar uchun
ifv (X) —fm (K®] < 1 ekanligini hisobga. olsak va n < m desak,

Yy

14.1-chizma

) Nn(X) - fm{x) \k< [

J-1/n n

Birog {/,,} ketma-ketlik CN—1, 1] fazodagi birorta ham funksiyaga yaqin-
lashmaydi. Hagigatan ham. / G Ci[—1, 1] ixtiyoriy funksiya va

L, i —1 agar X£ 1 0),
p(x) = <
Nl agar XxG[Q 14
nol nugtada uzilishga ega funksiya bo:lsin. Ko‘rinib turibdiki,
o, xel-i, -i/n]1{jLi/n, 1],
(X)) - PpX) =1 HI+1 x G (—1/n, 0).
nx — 1 x G [G 1/n).
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Biindan tashgari barcha x € [-1, 1] lar ucliun Wn(X) - if (X)J < 1 Shuning
uchun
I lin
INFfR(X) - PPINIX= I N, - PNk < ~ ->m0: n =>00. (14.1)
Agar integralning monotonlik xossasidan foydalansak
i | i
\] FOO-ipOONdX < INF{X) - fnO)N\dx + | N(X) — pXI\dx  (14.2)

tengsizlikka kelarniz. Endi quyidagi
I \F)-"-p(x)\dx>0 (14.3)

tengsizlikni isbotlaymiz. Uning isbotini ikki holga ajratamiz.

1) Faraz qgilaylik, /(0) < 0 bollsin, u holda / ning uzluksizligiga ko‘ra
shunday 6i > 0 mavjudki, barcha x € [0 dj lar uchun f(x) < 1/2 bo'ladi.
Bundan

Nf(xX)-v(x)\>1/2, ie [0 di] (14.49)

tengsizlik kelib chiqadi. (14.4) tengsizlikni [0,ii] kesma bo'yicha integrallab,
J N\ -v)N\dx> JN \f{X)-*p{xX)\dx>~

tengsizlikka kelamiz.
2) Agar biz /(0) > 0 deb faraz gilsak, u holda shunday 62> 0 mavjudki,
barcha x £ 2, 0) lar uchun () - ip(ir) |> 1/2 bo‘ladi. Bundan

JONF) ~r GONdx>J  Hx)-<p{x)\dx > j.

Demak, (14.3) tengsizlik isbot, bo'ldi. (14.2) tengsizlikdan
| o |
\] F(x) - fn(x)\dx > J 17(x) = <PEINdX — JN\Ffn(X)-<p(x)\dx (14.5)
-1 -1 -
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ni olamiz. (14.1), (14.3) va (14.5) lardan
2|
Pif: fn) = J fn () rix
ning nolgayaginlashaolmasligikelibchiqadi, yam {/,,} kefataa-ketlik (7i[ |I.

dagi birorta ham funksiyaga yaginlasha olmaydi. I
14.1. Separabel metrik fazolar

Hamma yerda zieh sanoqli gism to'plamga. ega bo'lgan metrik fazolar sepa-
rabel metrik fazolar deyiladi. M to'plamning barcha ichki nugtalaridan iborat
to‘plam M fco'plamning ichi deyiladi va I\% bilan belgilanadi. A to'plamning
chegarasi FrA = ATL.(X\J1) tenglik bilan aniglanadi.

14.3-teorema (Ber teoremasi). Tola metrik fazoni hech yerda zieh bo‘lma-
gan sanogli sondagi to'plamlar yigHndisi ko'rinishida tasvirlash mumkin emes.

Endi, mukammal to'plam, 1-va2-kategoriya to'plamlar tushunchalarini kelti-
ramiz. M to'plamning barcha limitik nuqgtalaridan iborat to'plamni M* bi-
lan belgilaymiz. Agar M = M* tenglik o'rinli bo'lsa, M ga mukammal
to'plam deyiladi. Agar X to'la metrik fazodagi M to'plamni hech yer-
da zieh bo'Imagan sanogli sondagi to'plamlar birlashmasi ko'rinishida tasvir-
lash mumkin bo'lsa M to'plamga 1-kategoriyali to'plam deyiladi. Agar M
to'plamni hech yerda zieh bo'lmaga.n sanogli sondagi to'plamlar birlashmasi
ko'rinishida tasvirlash mumkin bo'lmasa M ga 2-kategoriyali toplain deyila-
di.

14.3. Q, R\Q to'plamlarning har biri K metrik fazoda zieh ekanligini isbot—

lang.

Isbot. Faraz gilaylik, i £ | ixtiyoriv hagigiy son bo‘lsin.—,U holda xn =
[X] : n ratsional sonlar ketma-ketligi X gayaginlashadi. Bu yerda pq deb X
ning butun gismi belgilangan. Demak, ratsional sonlar to'plami Q haqiqgiy son
lar to'plami R ning hamma yerida.zich ekan. Endi irratsional sonlar to'plami

R\Q hagiqiy sonlar to'plami R da, zieh ekanligini isbotlaymiz. Ixtiyoriy X € R
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hagiqiy son uchun yn= — —-A— irratsional soiilar ketma-ketligi X ga yaqgin-
lashadi. Ya'ni. M\Q to‘plam R da zieh. Demak. [@] = [R\Q] = R. |

14.4. R metrik fazoda Q to‘plam 1-kategoriyali, R\Q to‘plam 2-kat.egoriyali

to:plam ekanligini isbotlang.

Isbot. Ma’lumki, Q -sanogli to'plam. shuning uchun uning elementlarini

{xi, x0,x$...., xn, ...} koi‘inishda nomerlab chigish mumkin. Shunday ekan
Q= U Mn, Mn= {x,}
71=1

yoyilma o‘rinliva M,,, n = 1,2,... lax R ning hech yerida zieh emas. Ta’rifga
kolra Q 1-kategoriyali tolplam. Endi irratsional sonlar to‘plami R\Q ning 2-
kategoriyali to'plam ekanligini isbotlaymiz. Teskaxidan faraz gilaylik, M\Q
1-kategoriyali to!plam bo'lsin. U holda 14.44-misolga ko‘ra, to‘la metrik fazo
S = QU (R\Q), 1-kategoriyali td'plam bo'lar edi. Bu esa Ber teoremasiga
zid. Demak, R\Q 2-kategoriyali to‘pla.m. |

14.5. X hagiqiy sonning kasr gismi {x} kolrinishda belgilanadi. {n sN\Z} ,
n £ N sonlar to‘plami [0 I] kesmada zieh ekanligini isbotlang. Umu-
man, a— irratsional son bo‘lsa. {n-a}, n€ N sonlar to‘plami [0, 1

kesmada zieh. Isbot qiling.

Isbot. Biz a irratsional son bo'lsa, {n m}, n 'E N sonlar té'plamining
[0 1 kesmada zieh ekanligini ko‘rsatamiz. [0, 1] kesmani teng N bo‘lakka
bollamiz. {a}, {2a},..., {.Va}, {(Ar+1)a} sonlari har xil boHadi. Hagigatan
ham, agar biror R\* ko uchun {/eia} - {¢20} bo'lsa, u holda {o—K\Na =
[ka] —[foal = m bollib, a = _I«_)ZJ—}k_ bo'lar edi. Bu esa a ning irratsional
son ekanligiga zid: N +1 ta {a}, {2a}...... {Na}, {(N 4-1)d} nugta N ta

ro IN [ 2\ Ae@ pL  X-1N
[hn'n)" [n'n)" LN " N ) N N
to’plamda votgani bois hech bo‘lmaganda Glardan ikkitasi bir oraliqga qaréshli

- t
bolladi. Masalan, {K\a}, {£20} G N ' Ar bo‘lsin. U holda umumiylikka



ziyon yetkazmagan holda. k2 > R\ deb faraz qilib, K } {AITH ul

olamiz. Sonuiug kasr gismi ta’rifiga kolra
{k2a} —{hiCi} = (k2a - [fgja]) - (ftia - [foa]) = {K2- ki)a —+[K\g -[Ax]

ui olamiz. Agar x = y+n, n £ Z bo:lsa, u holda {x} = {y} yoki {r} -
1—{y} tenglik o‘'rmli ,bo‘'ladi. Demak. Nk} —{A-a}] = {(kr —ki)a} yoki
\kea}—kiay\ = 1-{(2—fcj)a} boladi. N ixtiyoriy aaiural son bo!lgaiil.igi
uchun sliunday xulosa gilish mumkinki, istalgan € > 0 uchun shunday n S N
mavjudki. {na} < £ yoki 1—{na} < e tengsizligi bajariladi. Faraz gilaylik,
1—{na} < e bo‘lsin. Agar 1—{na} —5 desak. 5G Q. S) bofladi. 1—{na} —
6 tengiikdan foydalanib, na uchun

na= [ +1-5 (14.6)

ifodani olamiz. Aniglik uchun a > 0 deb faraz gilamiz. U holda [ra] > O
butun son boiadi. Agar 1—25 > 0 bo‘lsa, u holda 2na = 2[na]+2—6 ((14.6)
ga garang) {2na} =1 —25 ni olamiz. Va hokazo agar 1—mS > 0 bo‘lsa: u
holda {mna} = 1—m5 tenglik o'rinli. Shunday eng kichik m sonini topamizki
1—(to + )5 < 0 bo'lsin, U holda 5 > I'—T1na > 0 tengsizligi o‘rinli va
{mna} —1—mS < 5 tengsizlik ham bajariladi Demak, ixtiyoriy e > 0 uchun
shunday ns £ N mavjudki {nsa} < e tengsizligi bajariladi. Endi x = O soni
xn = {na} ketma-ketlikning limitik nugtasi ekanligiui ko‘rsatamiz. Ixtiyoriy
s > 0 uchun shunday n £ N mavjudki 0 < {na} = 6 < e < 0, 5 tengsizligi
bajariladi. U holda shunday eng kichik m sonini topamizki 0 < md <1 va
(m + 1)5 > 1 bo‘lsin. U holda {mna} = m5 va {(m + )na} = 5i < 5e
bo‘ladi. Demak, (0, s) oraligda xn = {na} ketma-ketlikning cheksizta hadi
bor. ya'ni x = 0 bu ketma-ketlikning: limitik nugtasi. Endi s ni yetarlicha
kichik musbat son deb olamiz. U holda shunday n € N soni mavjudki, {na} =
5 < e boda,di. U holda

525 35,..., m5£ (0. 1) 14.7)
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bo‘lib, (m + I)d' > 1 bo‘ladi. Bu yerda 8 harn irratsional son bo'ladi. Ales
holda {na} = na —[na] — 6 bo‘lgani uchun a = * bollib, bu a
ning irratsional ekanligiga zid. Shuning uchun ixtiyoriy m £ N da m6
1. (14.7) munosabatdan ixtiyoriy X €. [d1 1] uchun shunday m topiladiki
N{ma} —A\= |m —R\< 5 tengsizlik bajariladi. Yuqoridagi mulohazalarni
tokrorlab ixtiyoriy X £ P, 1] va e > 0 uchun (X —s. X +e) oraliqda
xn = {na} ketma-ketlikning cheksizta elementi yotishini ko'rsatish mumkin.
Demak, [0 1] dagi barcha nugtalar xn = {na} ketma-ketlikning limitik

nuqtalari bo‘ladi. |

14.6. Diskret metrik fazoda ixtiyoriy to‘plaraning chegarasi bo‘sh ekanligini

isbotlang.

Isbot. M diskret metrik fazodagi ixtiyoriy to!plam bo‘lsin. Ma'lumki (8.3~
misolga garang), bu fazoda ixtiyoriy M to‘plam uchun M = M tenglik
o‘rinli. Shunday ekan XN\M —X\M tenglik ham o‘rinli. To'plam chegarasi
ta'rifigako‘'ra M uchun Fr Af = M fl X\\M) = M fl (X\\M) = 0 tenglikni

olarriz. |
Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

14.7. ¢ metrik fazoning to‘laligini isbotlang.

14.8. To‘la metrik fazolarning dekart ko‘paytma,si yana to‘la metrik fazo bo‘lishi

ni isbotlang. Demak, K" metrik fazo tolla.
14.9. Cl[a, B uzluksiz funksiyalar to‘plamida metrika
P(xsy) = J/a sign X(£) —y (t) |dt
ifoda, bilan aniglangan bollsa, (C[a, b], p) metrik fazo to‘la bo'ladimi?
14.10. C”la. 6}— uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar to'plamida metrika.
P(xy) = maxIx (i) -y (I
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14.11.

14.12.

14.13.

14.14.

14.15.

14.16.

14.17.

14.18.

tenglik bilan aniglangan bo‘lsa, (C**[a. b],p) mel.rik Dm» I<>In mun
(CWfa, B\p) metrik fazoning.to!ldirmasini toping.

/ : M — K funksiya ganday shartlarni ganoatlantirsa p(./:,y)
I/ (&) —/ (y) \akslantirish R to'plamda; a) metrika bo‘ladi; ) (M, p)

to‘la metrik fazo bolladi?

Agar p[Xx, y) = jarctgx - arctgj/| boisa, (R. p) metrik fazouing to1dir

masini toping.

# — barcha finit ketma-ketliklar, ya’ni fagat, theklita hadi rioldan fargli

X = (ii, X2<..., Xn,0,0,..-.) ketma-ketliklar to‘plami bo'lsin. Agar
Pi(x,y) = \a/-:_l_llxl AL po (X, y) = {2?& Ixf - ij;\

bailsa. ($,pi) va (®,p2) metrik fazolarning toildirmasini toping.

X = (= B feoplamda p(x,y)  sin* Y metrika Kiritilgan.

(X, p) metrik fazoning to'ldirmasim toping.

P - barcha haqiqiy koemtsiyentli ko‘phadlar to'plamida X. y B P uchun

a) piEy)=max IxX(®) -y@E I+ max X" ®) - y'(j |;

b) P4Or,y) = max [x () - y(t) max X' () -y ()

0 P3(xy) = max () -y{t) |+ X (0 - ¥y (0)j

metrikalar kiritilgan. (P. pi), (P, pr), (P, p3) metrik fazolarning to'l-

dirmasini toping.

{— : ®,;2£ zj- tp'plamning R da zieh ekanligini isbotlang.
—: nE Z ftp0l. <—N:n, m€Z nmm d 01 to‘plam-
n ) [ nm ’ J

lax R metrik fazoning hech yerida zich.emas. Isbotlang.

Hamma yerda zieh, ichi bo*sh’bo'lgan to’plamga misol keltiring.
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Kantor to'plamining quyidagi (9.19-9.23) xossalarini isbotlang.

14.19.

14.20.

14.21.

14.22.

14.23.

14.24.

14.25.

14.26.

14.27.

14.28.

14.29.

14.30.

14.31.

Kantor to'plamining oichovi nolga teng.

Kantor to'plamining yakkalangan nugtalari mavjud emas.
Kantor to'plamining ichki nuqtalari mavjud emas. ya’ni IQ =0
Kantor toplami [0 I kesmaning liech yerida zieh emas.

Kantor to‘plami mukammal to'plam, ya'ni K = K"'.

R metrik fazoda. shunday A to‘plamga misol keltiringki, A, R— 1\_

;]0\_. ,%\ g to’plamlar turli. ya ni hech gaysi ikkisi teng boimasin.

A C (X,p) hech yerda. zieh bo‘lmasa, X\A to'plam hamma verda
zichligini isbotlang.

Agar A hamma yerda zieh va ochiqg to‘plam bollsa, X\A to;plam hech

yerda zieh emas. Isbotlaoig.

Shunday A to‘plamga misol keltiringki, A. va %\A to!plamlarning har

biri hamma yerda zieh bo!lsin.

$ — finit ketma-ketliklar to‘plami @ va £p(p > 1) metrik fazolarda
zieh joylashgan, ammo ¢ va m metrik fazolarda zieh emasligini isbot
qiling.

Agar A tolplam B da, B esa C da ziehjoylashgan bo‘lsa, A to!plam

C da zieh ekanligini isbotlang.
P —barcha ko‘phadlar to!plami C[a, b] metrik fazoda zieh. Isbotlang.

[ B kesmada. a = t\< t2 < < tn — b nuqgtalar va ixtiyoriy
Xi,x2, mm>Xxn sonlar berilgan bo'lsin. U. holda x(ti) = Xi,Ni = I.n
va [ij, tj-H] oraliglarning har birida. chizigli borgan x(t) funksiya gs-
man chizigli uzluksiz funksiya deyiladi. Barcha gisman chizigli uzluksiz

funksiyalar to‘pla.mi C[a, B metrik fazoda zieh ekanligini isbotlang.
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14.32.

14.33.

14.34.

14.35.

i4.36.

14.37.

14.38.

14.39.

Barcha sodda funksiyalar (o‘lcliovli va giymatlari to‘plami ko'pi hilan
sanogli bo'lgan funksiyalar) to'plami L\Ja, ] metrik fazoda. zieh ekun

ligini isbotlang.

Sodda funksiyalar to'plami Lj,[a, 6] (p > 1) metrik fazoda zieh. Ist>d

lang.

[ 6] kesmada a = t\< t2 < s t,, = b nugtalar berilgan bo'lsin.
(tuU-t-)i i = I,n —1 intervallarning har birida. o‘zgarmas, tj bo‘li-
nish nuqtalaridagi giymatlari esa ixtiyoriy bo'lgan furiksiya pog'onasimon
funksiya deyiladi. Ravshanki,'pog‘onasimon funksiya sodda funksiya bo‘la-

di. Pog'onasimon bo'lmagan sodda funksiyaga misol keltiring.

Pog'oriasimon funksiyalar Lv[a b] (p > 1) metrik fazodagi barcha sod-

da funksiyalar to‘plamida zicli joylashgan. Isbotlang.

Pog:onasimon funksiyalar Lp[a, b] (p > 1) metrik fazoda zieh ekanligini

isbotlang.

Barcha uzluksiz funksiyalar Lp[a b] (jp > 1) metrik fazodagi pog'ona-
simon .funksiyalar to'plamida- zieh. Isbotlang. sPemak, C\a, B\ to'pl.am
sifatida Lv[a 6] metrik fazoda zieh.

[a b kesmada aniglangan ixtiyoriy uzluksiz funksiyani.istalgancha anig-
likda Lv[ab\ fazo metrikasida ko'phad bilan yaginlashtirish mumkin,
ya'ni X(t) uzluksiz funksiya va ixtiyoriy £ > 0 uchun shunday p(t)
ko'phad mavjudki.

tengsizlik o'rinli. Isbotlang.

Oldingi 14.38-masaladagi p(t) ko'phadning barcha koeffitsiyentlarini rat-

sional sonlar gilib tanlash mumkin. Isbot giling.
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14.40.

14.41.

14.42.

14.43.

14.44.

14.45.

14.46.

14.47.

14.48.

14.49.

Separabel metrik fazoning to'ldirmasi ham separabel bo!la.dimi? Misol

keltiring.
Separabel fazoda ixtiyoriy G ochiq to;plamni sanogli yoki chekli sondagi
o'zaro kesishmaydigan ochiq sharlarning yiglindisi ko!rinishida:

G= l")B (xn, Tri), B (. n) n B (xj, rj) = 0. j
tasvirlash mumkin. Isbot giling.

Separabel metrik fazoda ixtiyoriy F yopiq to‘plamni mukammal M va
chekli yoki sanogli N, to‘plamlarning biriashmasi ko‘rinishida tasvirlash

mumkin. Isbotlang.
Diskret metrik fazo separabel bo‘lishining zarur va yetarli shartini toping.

M va N lar I-kategoriyali' to'plamlar bo'lsin. U holda M U N ning

I-kategoriyali to‘plam ekanligini isbotlang.

Darajasi n dan oshmaydigan ko'phadlaming P<,, to!plami C[a, €]

metrik fazoning hech yerida zieh emas. Isbot qiling.

@
P = (j P<,, barcha ko'phadlar to!plami C[a, b] metrik fazoda 1- kate-

goriyali to‘pla.m bo'lishini ko‘rsating.

L2[a b] to'plam L\Ja 6 metrik fazoda |-kategoriyali to!plam. Isbot-

lang.

Xn(t) — uzluksiz funksiyalar va ixtiyoriy t g R uchun lim xn(f) =
77—*30
io (t) bollsa, xq(t) funksiyaning uzilish nugtalaridan ibora.t tofplam 1-

kategoriyali to'plam ekanligini isbotlang:

Cla. P\to‘plamda

metrika kiritilgan, (C[a, b].p) separabel emas. Ishotlang.
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14.50.

14.51.

14.52.

14.53.

14.54.

14.55.

14.56.

14.57.

14.58..

14.59.

Cl[a, 6] metrik fazoda

Mn= {x:\gt) - x{tY\ne1-t'], Vi, t"€[n H
to'planj yopiqg va hech yerda zieh emas. Isbotlang.
C[a, b fazoda Lipshits shartini ganoatlantirivchi funksiyalar to‘pa-
mi A -e r:LEan (14.50-masalaga garalig) 1-kategoriyali to‘pjam. M

to!plam yopiq emas va C[a, & fazoda zieh ekanligini isbotlang.
Cl[a, P\ fazoda. har bir n £ N da

D, —{x: X'(t)GCJ[a, ] va. max NN\ < n}
to”*plam yopiq va yech yerda zieh emasligini isbotlang.

Cl[a,b] fazoda. uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar to'plami
g = nU_an (Dn 14.52-misolda aniglangan) 1-kategoriyali

to‘plam, yopig emas va hamma yerda zieh eka.nligini isbotlang.

Hech yerda zieh bo‘lmagan to!plamning gism to'plami hech yerda zieh

emas. Isbotlang.

Chekli sondagi hech yerda zieh boUmagan to!plainlarning yig‘indisi hech

yerda. zieh emas. Isbot, qiling.

(X, p) to‘la metrik fazo. Al C X .esa 1-kategoriyali to‘pla.m bo‘lsiu. U
holda. X\M to!plam X fazoda zieh bo‘lishini ko‘rsating.

(X ,p) tolla metrik fazo, G,, C X, n 6 N esa ochig va hamma yerda.

zieh to'plamlar bo‘lsin. U holda M =_7Q__ 6 n toplam liam hamma yerda.
i?=i

zieh ekanligini isbotlang.

o]
M to'plam hech yerda zieh bo‘lmasligi uchun M = 0 shartning bajar-

ilislii zarur va yetarli. Isbotlang.

X -to‘lametrik fazo,, M C X esa 1-kategoriyali to!plam bo”sin.U holda.
XN\M 2-kategoriyali té!plam. Isbot giling.
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14.60.

14.61.

14.62.

14.63.

14.64.

14.65.

14.66.

14.67.

14.68.

Agar yo 6 B(xq,r) bo‘lsa, B(yo, r) C B(x0,2r) munosabatni isbot g—
ling.

Biror A tolplamning £— atrofi ushbu

tenglik bilan aniglanadi. U holda, A = ] VS(A) tenglikni isbotlang.
»0

Tolglri chiziqda. [a b], (& b), Z, Q, [a 00), O to'plamlarning che-

garalarini toping.

Hech yerda zich bo‘Imagari to'plamning yopig'i ham hech yerdazich emas.
Isbotlang

Fr{AUS) C FrA UFr B munosabatni isbotlang. Agar Ah B —0
bollsa. Fr(A UB) = FrA UFr B tenglikni isbot giling.

Separabel metrik fazoda ixtiyoriy to”plamning yakkalangan nuqtalari chek-

li yoki sanoqli toplam bo‘ladi. Isbotlang.

{xn} C [a & bollsin. Ixtiyoriy (a,0) ¢ [a b intei'val uchun n(a: i3
orgali X]. x2, me+;xn nugtalarning (a, t3 oraligga tushganlarining sonini
belgilaylik. Agar ixtiyoriy (a. 3) C [a b} uchun

stagsimlangan
. ketma-ket-

lik [0 I kesmada tekis tagsimlangan bo;ladimi?

a — irratsional son boUsin. {na} = na —[net], ya’ni na sonining
kasr gismlaridan tuzilgan ketma-ketlik [0, 1] kesmada tekis tagsimlangan

bollishini isbotlang.

14.67-masaladan foydalanib. 1,5.52,... ,5",... ketma-ketlikdagi 5" son-

ning (o‘nlik sanoq sistemasida) 13 dan boshlanish ehtimolligini toping.
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14.69. X to‘la metrik fazo, {/,.,} esa X da aniglangau uzluksiz [I'ullkiiynim
bo‘Isin. Agar ixtiyoriy X G X uchun chekli IL[QC fn(x) = f(x) miwjud

n
bo‘lsa, / funksiyaning uzilish nugtalari to'plami 1-kategoriyali to"plum

ekanligini isbot qiling.

14.70. Agar / : R.—R funksiya har bir nuqtada chekli hosilaga ega. bo'lsa.
f'(x) funksiya uzluksiz bo‘ladigan nugtalar to‘plami 2- kategoriyali to‘p-

lam ekanligini isbotlang.
15-8. Uzluksiz akslantirishlar

X = (X,p) vaY = (Y, d) - metrik fazolar. / esa X tli Y ga ak-
slantirish bo;lsin. Agar ixtiyoriy € > 0 uchun shunday 5 > 0 mavjud
bo'lib. p (X, X0) < 6 shartni ganoatlantiruvchi barcha X G X nugtalar uchun
d(f(x).f{x0)) < e tengsizlik o'rinli bo!lsa, u holda / akslantirish X0 € X
nugtada uzluksiz deyiladi. Agar / akslantirish X ning hamma nugtalarida
uzluksiz bo'lsa, u holda / akslantirish X da uzluksiz deyiladi. Agar ix-
tiyoriy s > 0 uchun shunday 6 > 0 mavjud bollib. p{X, y) < 6 shartni
ganoatlantiruvchi barcha X.y G X nugtalar uchun d(f(x),f(y)) < e teng-
sizlik bajarilsa, u holda / akslantirish X da tekis uzluksiz deyiladi. Agar
/ : X —Y biyektiv akslantirish bo'lib. / va /*“- akslantirishlar uzluksiz
bo'lsa. u holda / gomeomorf akslantirish yoki gomeomorfizm deyiladi, X va
Y fazolar esa gomeomorf fazolar deyiladi. Agar (X. p) va {Y,d) metrik fa-
zolar o‘rtasida biyektiv moslik o'rnatuvchi / akslantirish ixtiyoriy X\o>d G X
lar uchun p (xi, X2) = d (f (21), / (X2)) shartni ganoatlantirsa, u holda / ak-
slantirishga izometriya deyiladi. X va Y fazolar esa izometrik fazolar deyi-
ladi.

15.1. / :R2—R funksiya har bir tayinlangan X da y o'zgaruvchi bolyicha
ko'phad va har bir tayinlangan y da X o'zgaruvchi bo'yicha ko'phad
bo'lsa, f(x'.y) funksiya ikkala argument! bo'yicha ham ko'phad ekanlig-

ini isbotlang.
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Isbot. Shartga ko'ra f{X,y) funksiyani quyidagicha tasvirlash mumkin

f{x.y) = a0(X) + .0i(z) y 4 a2(x) y24--—-f a,,(X) yn, (15.1)

f(x,y) = bofy) + bi(y)x+ b2(y)X2x— + km(y):rm. 152
Buridan / ning X va Yy olzgaruvchila.r bo'yicha. differensiallanuvchi ekanligi
kelib chigadi. Agar y = 0 bo'lsa, u holda (15.1) va (15.2) lardan quyidagini
olamiz

/ (% 0) = oq(x) = X0) + &i(0) X + 62(0) X~ -+ mmmmt- 6in(0) XmM.
Xuddi shunday (15.1) va. (15.2) lardan y bolyic,ha xiisusiy hosilaolib, ularning
y = 0 dagi giymatlarini tenglashtirib

ax{x) = 600) + &i(0) X + h2(0) X2+ mmm- bn(0) Xm
tenglikni olamiz. Va hokazo f(x,y) ning (15.1) va (15.2) ifodalaridan y
bolyicba n—iartibli hosila olib, ularning y = 0 dagi giymatlarini teng-
lashtirib
an{X) = b$\0) + &n)(0) x + b \D) X2+ e+ + &K0j XM

tenglikka ega ho;lamiz. 00(2)1 a; (2),.... an(x) lar uchun topilgan bu ifo-
dalarni (15.1) ga. qolyib, f(X,y) ning ikkala. argument! bo‘yicha ham ko:phad

ekanligiga ishonch hosil gilamiz. O

15.2. Shunday / : K —»K uzluksiz funksiya va G—ochig, F— yopiq to'jplam-
larga misol keltiringki, f(G) to‘plam ochiq emas, /(F) to‘plam esayopiq
etnas.

Yechish. Agar F chegaralangan yopiq (kompakt) to!plam bo:lsa. u holda.
/(F) ham kompakt, xususan yopiq chegaralangan to‘plam bo‘ladi. Demak, F
yopiq, lekin chegaralanmagan to‘plam bo:ladi.

J cosa;, agar X £ |A4tt, 4tr],
1+ (X—4wW2:x2  agar g > 4t
G = (—2r—1,1) ochiq to‘plamni olsak, f(G) — 1, 1] yopig bo‘ladi.
F = [4tt, 00) yopiq to‘plamni olsak, /(F) = [1, 2) yopiq to‘plam emas. [
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153. / : C[O, Ij — Li[0 1 akslantirish — 2(/) Lenglik liilnn

aniglangan bo‘lsa, uning uzluksiz ekanligini isbotlang.

Isbot. xo G C[0, 1 ixtiyoriy nuqta bo‘lsin. u holda
i 7
P(f{x\.,f(x0)) :\] N\ x{t)-x0{t)\dt< max\x(t)—xO{t)\\] dt = p{x, r,)
0 0
tengsizlik o'rinli. Berilgan e > 0 uchun 6 = e desak, u holda p (x, X0) < 6
shartni ganoatlantiruvchi barcha x & X larda p (f(x),f(x0)) < e tengsizlik
ham o‘rinli bo:ladi. X0 € C[0. 1] ixtiyoriy nugta bo‘lgani uchun / akslan-

tirish uzluksiz bo‘ladi. |
15.4. / : C[0, 1] — C[O, 1] akslantirish quyidagi

a) = fx(s)ds: b) f(x{t)) = /sin(i - s)x{s)ds ;
0 0

c) /(*(*)) = f x2s)ds I d) /(*(*)) = AiK); a >0
o]
tenglik bilan aniglangan. Ularniiig qaysilari uzluksiz. qaysilari tekis uzluk-

siz bo‘ladi?

Yechish. a), b) va d) lar tekis uzluksiz. c) uzluksiz, lekin tekis uzluksiz
ernas. Biz rnisolning a) gismini tekshirish bilan cheklanamiz. / akslantirishni

tekis uzluksizlikka tekshiramiz. Barcha X, y € C[0, 1] lar uchun

p(/(*),/(y)) = max J% x(s) ~ y(s)) dslI <- max  [x(s) - y(s)l| JIO ds,

ya'ni p{f(x),f(y))< p(x,y) tengsizlik olrinli. Tekis uzluksizlik ta’rifidagi 6
ni e ga teng desak. u holda p(Xx, y) < S shartni ganoatlantiruvchi barcha
X. y e X larda p(f(x),f(y)) < 5 tengsizlik bajariladi. Demak. / akslan-

tirish tekis uzluksiz ekan. Tekis uzluksiz akslantirish uzluksiz bo'ladi. [

1, agar X"y
0, agar xX=Yy

15.5. K da pi(x.y) = x—Wva pz (X.y) =
metrikalar ekvivalent emas. Isbotlang.
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Isbot. Teskarisini faraz gilaylik, ya'ni pi va p2 metrikalar ekvivalent
bo:sin. U holda shunday Ci > 0, C2 > 0 sonlar mavjud bollib, barcha

Xdy, x,y £ (—00, 00) lar uchun

CiPi(x,y) < /2(x,y) < Ci(x, y) ONx - W< 1< C2X- W\
tengsizliklar bajarilishi kerak. Lekin [X—y\ = 2072 desak, oxirgi tengsizlik
bajarilmaydi. Demak, p\.va p2 metrikalar ekvivalent emas. O

15.6. C[a, B to‘plamda kiritilgan

Poo(x, ¥) = max Nqf) - YO\  p2ix y) = ] I N - W)N\dt,
b b
Pi(x, y) —J Ix@) - YONIt,  Py{x y) = / signja(®) - y(t)\dt

metrikalarning ixtiyoriy ikkitasi ekvivalent emas. Isbotlang.

Isbot. Biz pi va, Poo metrikalarni ekvivalent emasligini ko!rsatamiz. C[a, €]
fazoda y{t) = 0 va
1—n(t—a), agar t£ [o a+
¢n 00 =
0, agar t£ (a+ ¢

funksiyalar uchun px [xn, y) —1 < Cpi(xn, y) tengsizlikni ganoatlantiruvchi
C > 0 soni mavjud emas. Chunki n —00 da

PiIxn,y) = J @-nt-a)dt=i -, ==
sonlar ketmaketligi nolga intiladi. Demak, pi va pX metrikalar ekvivalent

emas. O
Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

15.7. Ikki argumentli, / : [0, I x [0 I] —>K funksiya. har bir x da y bo‘yicha
vaharbir y da xbolyicha uzluksiz bo‘lsa, shunday (x0-2/0) nugta. mavjud-
ki, bu nugta,da / funksiya ikkala argumenti bo:yicha birgalikda uzluksiz

bo‘ladi. Isbot giling.
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15.8.

15.9.

15.10.

15.11.

15.12.

15.13.

15.14.

/ funksiya (O, 1) intervalda cheksiz marta differensiallaimvdii Ix»Im1
Agar ixtiyoriy x G (0, 1) uchun shunday n —n(x) G N mavjud I=*lil>
f(n)(X) = 0 bo‘lsa, / ning ko'phad ekanligini isbotlang.

(X.p) va (Y,d) metrik fazolar boUsin. / : X —Y akslantiriHInnnp,
uzluksizligi quyidagi ahartlarning har biriga teng kuchli ekanligini isbol
lang:

a) ixtiyoriy G ¢ Y ochiq to'plam uchun f—12(G) C X ham ochiq
to‘plam;

b) ixtiyoriy F C Y yopiq to!lplam uchun f~~(F) C X ham yopiq
to‘plain;

c) ixtiyoriy {i,,} C X vyaqginlashuvchi ketma.-ketlik uchun {f(xn)} CY
ketma-ketlik ham yaqinlashuvchi.

Ixtiyoriy fundamental ketma-ketlikni yana fundamental ketrria—ketlikka

akslantiruvchi funksiya uzluksiz bo‘lishi. shartmi?

Agar X diskret metrik fazo bo‘lsa. har ganday / : X —Y akslantirish

uzluksiz boiadi. Isbotlang.

fi : X =Y, (i = 1.2) uzluksiz akslantirishlar bo'lsin. U holda
M= {xX€X : fi(x) = /2(2)} to!plam j*opiq ekanligini isbotlang.

fi : X Y, (i = 1,2) uzluksiz akslantirishlar va X da. zieh bo'lgan
biror M to‘plam berilgan bo‘lsin. Agar barcha x G M uchun fi(x) =
/2(2) bo'lsa, /1 = /2 ,ya’ni akslantirishlar butun X fazoda teng. Isbot
qiling.

/ : X —sY uzluksiz akslantirish bo‘lsin. Quyidagi implikatsiyalardan

gaysi biri to‘g‘ri? Ixtiyoriy M C X to‘plam uchun:

a) XGM =/(X) Gf(M) ;

0 0
by GM f(x) Gf(M) ;

205



c) zGM' =f(x) G(f(M)Y ;
d x GFrM =f(x) GFr (/(M))

15.15.

15.16.

15.17.

15.18.

15.19.

15.20.

X separabel metrik fazo va / : X F haqiqiy funksiya bcrlsin. il/
orgali X fazodagi barcha shunday nugt.ala.rni belgilaymizki. Iin%1 !/ (X)
s
mavjud va Iinaf (X) ~ f (@) bo‘lsin. M to‘plamning ko‘pi bilan sanoqli
X

ekanligini isbotlang.

S={zGC: j*|=I} aylanada p{z\,z0) = \a —D\.metrika kiritilgan.
Ixtiyoriy / : S —>K uzluksiz funksiya. uchun sliunday 2gG 5 mavjudki,
/00j = /(—Zg) tenglik o‘rinli. Demak. aylanada aniglangan uzluksiz
funksiya gandaydir diamétral garama-qarshi nugtalarda teng giymatlarni

gabul qgiladi. Jsbotlang.

/ :C[a, b]—CfO, 1] akslantirish =x(a+(b—a)t), 0<t<1
tenglik bilan aniglangan. Bu akslantirish:

a) uzluksiz, b) izdmetriya bo‘ladimi?

f(x(t))=x(t2 tenglik bilan a) f :C[— [ —C[O, 1J;
b) / :Lp{-1L J—-»LpP, J; ¢ / :C[~1 1] ->2Z270, 7] akalantirish-

lar aniglangan. Ularning har birini uzluksizlikka tekshiring.
f(x(t)) = x2t) tenglik bilan a) f : C[0, 1 ] C[O, 1;

b) / :LpPp: 1-»L2D, 1; ¢ / :h[0, ] —>L20 1;
d / :L2[0 1 -» Li[O, 1]; e / :Li[O, 1 LxP, 1] akslantirishlar

. aniglangan. Ularni uzluksizlikka tekshiring.

/ :¢20, § — L0 1 akslantirish quyidagi
a) f(x(t)) = ft X(s)ds; b) f(x(t)) = f %in(t —s)x(s)ds:
0

t t
o f(x(t)) = f x2(s)ds; d) f(x(t)) = f x(sa)ds, a >0
0 0

tenglik bilananiglangan. Ularning gaysilari uzluksiz, qaysilari tekis uzluk-

siz bo‘la.di?
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15.21

15.22.

15.23.

15.24.

15.25.

15.26.

./ B0 1]—>¢ 20, 1] akslantirish ushbu

a) = u() -x(t), u€Cp 1;, b f{xU)) = ,¢/). n
tenglik bilan aniglangan. Ularni uzluksizlikka. tekshiring.

R da uzluksiz, lekin tekis uzluksiz bo‘lma.gan funksiyaga misol kell.iriniv

X, Y —metrik fazolar bo‘lib, .Y —to‘la bollsin. Agar M c. X hamrna
yerda zich, -f : M —*Y .tekis uzluksiz akslantirish b.o'lsa, shunday F :
X —Y tekis uzluksiz akslantirish mavjudki. F\n = /, ya’ni ixtiyoriy
X € M uchun F{x) = f{x). Isbotlang.

Lipshits shartini qanoatlantiruvehi akslantirish tekis uzluksiz akslantirish

bo‘lishini isbotlang.

K(t,s) funksiya [a b x [a bl kvadratda ikkala argument! bo‘yieha
uzluksiz bo:lsa.

tenglik bilan aniglangan A : C[a, b]—*C[a. 6] akslantirish Lipshits shar-

tini ganoatlantirishini isbotlang.

0 ‘lehovli K(t.s) funksiya uchun

tengsizlik o‘rinli boisa. A :Lz[a, b —l=[a O
]

akslantirish tekis uzluksiz bo!lishini isbotlang.

15.27. f : X —Y tekis uzluksiz va. g : Y —>Z Lipshits shartini ganoat-

15.28.

lantiruvchi akslantirishlar bo‘lsin. U holda. go/ : X — Z akslantirish

tekis uzluksiz (Lipshits shartini ganoatlantiruvehi) bo!ladimi?

[0 I kesmada tekis uzluksiz. ammo Lipshits shartini ganoatlantirrnay—

digan funksiyaga misol keltiring.
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15.29

15.30.

15.31.

15.32.

15.33.

15.34.

15.35.

15.36.

15.37.

15.38.

15.39.

15.40.

15.41.

. (X,p) metrik fazo bo'lsin. p: X x | - t| akslantirish

a) uzluksiz; b) tekis uzluksiz bo!ladimi?

(X,p) metrik fazo, A ¢ 0, A c X biror to'plam bo'lsin. d : X —R
funksiya d(x) = in); p(x,y) tenglik bilan aniglangan. Shu akslantiristin-
ye

ing tekis uzluksiz ekanligini isbotlang.

R2 da p{x,y) — \JXi - yi)2+ (x2- j2)2 metrika, C kompleks son-
lar to‘plamida d(zi,z2) = X - z2\metrika kirit.ilgan. Bu fa.zola.ming

izometrik ekanligini isbotlang.

X va 'Y lar metrikfazolar bollsin. X XY va Y xX metrikfazolarning

izometrik ekanligini isbotlang.

¢ va R x co fazolarning izometrik ekanligini isbotlang.

C[0, 1 va C[a, b] metrik fazolar orasida izometriya o‘rnating.
Izometriya ekvivalentlik munosabati bo'lishini isbotlang.

R metrik fazoning barcha. izometriyalarini toping.

R2 metrik fazoning (p(X,y) = NXN\—YN-+ [x2—i/2)2) barcha izo-
metriya.la.rini toping.

Metrik fazoni olzini-o‘ziga akslantiruvchi barcha izometriyalar gruppa.

tashkil etishini isbotlang.

Biror X to'plamda p\va p2 ekvivalent metrikalar berilgan bo'lsin. X
to‘pla.mdagi barcha metrikalar uchun kiritilgan bu munosabat hagigatda.

ha.m ekvivalentlik munosabati bollishini isbotlang.

X chekli tolplam bo'lsa, unda Kiritilgan ixtiyoriy ikki metrika ekvivalent

ekanligini isbotlang.

Rn da kiritilgan pi, P2= p va Poo metrikalar ekvivalent ekanligini is-
botlang.



15.42.

15.43.

15.44.

15.45.

15.46.

15.47.

15.48.

15.49.

Ekvivalent metrikalarning birida yaginlashuvchi (fundamontal) >ol]';nii
ketma-ketlik ikkinchisida harn yaginlashuvchi (fundamental) bo'lishini s

botlang.

Ekvivalent, metrikalarning birida ochiqg (yopiqg) bo‘lgan to‘plam ikkinchisi-
da harn ochiq (yopiqg) ekanligini isbotlang.

pi va pz2 ekvivalent metrikalar bo‘lsin. Agar (X, pi) metrik fazo a)
to‘la; b) separabel; c) diskret bo'lsa. (X, P9 metrik fazo harn sliu xossaga
ega bo‘ladi. Isbot qiling.
w
C" to'plamda px (X, y) = ITax ~ -yl pi(xy) = 53 - W\
- n i=i
fi
P2{x,y) = \YI\xi —\\ metrikalarning ixtiyoriy ikkitasi ekvivalent
=i

ekanligini isbotlang.

X to‘plam [a € kesmada o'lchovli va cliegaralangan funksiyalardan
iborat. Shu to'plamda aniglangan

\ 1fpl

/ h /6
Pi(x,y) = iJ 129 - yONoldt | ; p2(x, y)= |j Ix(t) - yO\et |

\ 1/P

metrikalar pi »~ p2 (Ey > 1, p2>1) bo'lganda ekvivalent emasligini

isbotlang.
Gomeomorfizm ekvivalentlik munosabati ekanligini isbotlang.

/ : X —Y gomeomorfizm, M C X to'plam berilgan bo'Jsin-. Ushbu
tasdiglarni isbotlang:
a) M ochiq to‘plam bo'lsa, /(M) harn ochig;

b) M yopiq to'plam bo'lsa, f(M) hail yopig;

Gomeomorf metrik fazolardan biri separabel bo'lsa, ikkinchisi ham sepa-

rabel bo'lishini ko'rsating.
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15.50. R to'plamda pi(x,y) = X—W va pz(x.y) = |arctgT —arctgj/|
metrikalar kiritilgan, (R. pi)va (R. p2) metrik fazolar gomeomorf ekan-
ligini isbotlang. xn = n ketma-ketlik (R. p2) metrik fazoda. fundamen-

tal, (R, pi) fazoda esa. fundamental emasligini isbotlang.

(R. pi) to‘la metrik fazo, (R, p2) esa to‘la emas. Demak. gomeomorf
metrik fazolarning biri to'la bo'lsa, ikkinchisi to‘la bo”ishi shart emas.

Xulosa. Metrik fazoning to'laligi topologik xossa emas.

15.51. (X.p) metrik fazo bo'lsin. Agar pi{X,y) = j—j%jy)—y bo‘lsa, (X.p)

va. (X,pi) metrik fazolar gomeomorf ekanligini isbotlang.

15.52. R va R2 metrik fazolar gomeomorf emas. Umuman n ~ m da R" va

Rm, metrik fazolar gomeomorf emasligini isbotlang.

15.53. CNe™a g to‘plamda aniglangan
Pi(x,y) = Qi)t() ) -y(O\ +£L1t§1<>t() Wit) - y(t)\+§2(a<>é '@ - y{ON\

? — i) — + ') —y"
P?(xy) —max [x(i) —y(t) I+ max <) —y{)\
metrikalarning ekvivalent ekanligini isbotlang.

15.54. (X.p) va (y,d) metrik fazolar bo'lsin. Agar (Y.d) fazoning biror
metrik gism fazosi (X, p) metrik fazoga izometrik (gomeomorf) bo!lsa.
{X. p) fazoni (Y,d) fazoga izometrik (gomeomorf) joylashtirish mumkin
deyiladi. Agar n < m bo’lsa. R" metrik fazoni Rm fazoga izometrik

joylashtirish mumkinligini isbotlang. Bu yerda. metrika sifatida

p{x,v) = { "¢ N-2/il.
\ %
k
Px (x,y) = {Qﬁé(m =W\ pi (X y) = VN - YN\
=1
(k = n yoki k = m) ifodalardan biri olingan.
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15.55.

15.56.

15.57.

15.58.

S tabiiy metrika kiritilgan aylana bollsin. U holda. S x i0, 1L vh *
metrik fazolaming bar birini R 3 metrik fazoga gomeornorf joyliuilil. ji i;ili

mumkinligini isbotlang.

Uchta nuqtadan iborat bo'lgan ixtiyoriy metrik fazoni R 2 metrik fazoga,
izometrik joylashtirish mumkinligini isbotlang. To‘rtta nugtadan iborat.
bo'lgan diskret metrik fazoni R2 metrik fazoga izometrik joylashtirish
mumkin emas, ammo R 3 metrik fazoga izometrik joylashtirish mumkin-

ligihi isbotlang.

To‘rtta nugtadan iborat shunday metrik fazo mavjudki, uni R" metrik
fa.zolarning birortasiga ham izometrik joylashtirish mumkin emasligini

isbotlang.

¢ 2[0 1 metrik fazoni ¢i[0, I] metrik fazoga.

a) gomeornorf. b) izometrik joylashtirish rnumkimni?

16-8. Qisqartirib aks ettirish prinsipi

Agar / : (X, p) —=(Y.d) akslantirish uchun shunday L > O son mavjud
bo‘lib, ixtiyoriy xi,x2 £ X lar uchun d (f (x%); / (:2)) < Lp(X1.X2) shart
bajarilsa. u holda / akslantirish Lipshits shartini ganoatlantiradi deyiladi.

Agar f : X —X akslantirish Lipshits shartini ganoatlantirsa va Lipshits

o‘zgarmasi L < 1 bolsa, / akslantirish gisuvchi deyiladi. Agar A : X —X

akslantirish uchun shunday x £ X wuugta mavjud bo'lib, Ax = X tenglik

bajarilsa X nuqgta A akslantirishning qo'zg'almas nugtasi deyiladi.

16.1-*teorema (QisuVchi akslantirishlar prinsipi). To'la mtink fazoda anig-

longiin heir ganday gisuvchi akslantirish yagona go'zg‘almas nugtaga egg

16.1,

X = gcos X —2 tenglama yagona yechimga ega ekanligini isbotlang.

Kalkulyator yordamida. yechimni' 0,001 aniglik bila1 toping.

211



Yechish. Hagqiqgiy sorilar to'plami R — to'la metrik fazo.

/ :R —»R . f(X) = —cos x —2 akslantirish esa
o}

p(f (Xi),f (x2) < | p(01,12)
shartni ganoatlantiradi. ya'ni - gisuvchi. Shuning uchun 16.1-teoremaga ko'ra,
berilgan tenglama yagona yechimga ega. Uning yechimi tagriban
X « -2,194749. L]

16.2. C[—a. a] metrik fazo va fi : C\~a. 0] &> C[a, a (i = 1,2) a&k-
slantirishlax fi(x(t)) = x(—) va f2(x(t)) = —x(—) tengliklar bilan

aniglangan. Shu akslantirishlarning qo'zg'alrhas nuqtalarini toping.

Yechish. C[—a,a] metrik fa-zoda juft funksiyalar toplamini C+{-a, 4]
bilan, tog funksiyalar to'plamini esa C~[—a. a] bilan belgilaylik. U holda
ixtiyoriy Xx+€ C-\—a. a] uchun fi(x+) = x+ tenglik o'rinli. Xuddi shun-
day ko‘rsatish mumkinki, har bir x= € C~[—a, a] da f2{x~) = tenglik
o'rinli. Demak, barcha juft funksiyalar /1 akslantirishning go'zg‘almas nug-
talari, barcha toq funksiyalar esa /2 ning qo'zg‘almas nuqtalari bo'lar ekan.

-

16.3. R metrik fazoda shundav / : R —R akslantirishga misol keltiringki,

barcha X, y € R, 1" y lar uchun

P(F{x)3f(y)) < p{x-y)

tengsizlik o'rinli, ammo f(x) —x tenglama yechimga ega bo'Imasin.

Yechish. Barcha 1 E | lar f(x) = y/X1+ 1H— - - funksiya musbat
giymatlar gabul giladi. Bu funksiya uchun barchav)i(,z;-é R, X 7"y larda
p(f(x). f(y)) < p(x. y) tengsizlik o'rinli, ammo f(x) = x tenglama yechim-
oa ega emasligini ko'rsatamiz. Funksiya giymatlari musbat bo'lganligi uchun
X < 0 larda. }(x) = x tenglama yechimga ega emas. Shuning uchun x > 0

holni garaymiz:

f(X) Xx=vi2+1—x+



Demak, barcha i€ K larda f(x) > x o‘rinli. Endi

PFO)- f(y)' < p(x, y) <= If(xj - YN < r- W\

tengsizlikni isbotlaymiz. Funksiya hosilasi uchun

T T . T
N*) = mBI1r (We+1)3~ Vx2+1 x2+1 (x2+1)32

tenglik ofrinli. Bu yerdan kelib cliigadiki, barcha x 6 R larda f'(x) < 1

o‘rinli. Shuning uchun
N - f(y) 1= |/'(0! Jz- INNX-y\. Xy
tengsizlik o‘rinli. |
Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

16.4. Agar / :R —K va N(®¥\.<g<1| boisa. x = f(x) tenglama yagoua
yechimga ega ekanligini isbotlang.

16.5. Agar / : [a B —[a 6 uzluksiz funksiya bo'lsa, x —f(x} tenglama-

ning yechimi mavjudligini isbotlang.
16.6. Agar 0 < a < 1 bo‘lsa,
XnH -xn-~(x*-a), x0=0

rekurrent usulda aniglanuvchi {x,,} ketma-ketlikning soniga yadin-

lashishini isbotlang.
16.7. Diskret metrik fazoda ganday akslantirish gisuvclii bo‘ladi?

16.8. S = {r: XN\—1} aylana bo‘lsin. f : S — S qisuvchi akslantirish

mavjudmi?

16.9. X metrik fazo. / : X —* X qisuvchi akslantirish bo'lsin. U holda /

akslantirish uzluksiz va hatto tekis uzluksiz bo'lishini isbotlang.
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16.10.

16.11.

16.12.

16.13.

16.14.

X to'la metrik fazo va fj : X —X (i =' 1. 2) akslantirishlar berilgan
bollsin. Agar /1 qistivchi bo‘lsa, hamda. /1 0/2= /2 o fx tenglik o‘rinli

bollsa. /2 akslantirishning qo‘zg‘almas nuqtasi mavjudligini isbotlang.

M2 metrik fazoda yagona qo‘zglalmas nuqtaga ega bo!lgan izometriya

shu nugta atrofida burishdan iborat ekanligini isbotlang.

X to‘la metrik fazo. / : X —* X biror akslantirish bo'lsin. / akslan-

tirishning iteratsiyalari (darajalari) ushbu

f-=1/°f r =fn-l°/

tengliklar bilan aniglanadi. Agar biror n uchun fn gisuvchi bol!lsa, / :
X —=X akslantirish yagona go‘zg'almas nuqtaga ega bo!ladi. Isbot qil-

mg.

K(t.s) funksiya [a 6] x [a 6] kvadratda uzluksiz bo'lsin. U holda. Vey-
ershtrass teoremasiga ko‘ra K(t. s) funksiya chegéaralangan. ya’ni barcha
t,s €qa 6] lar uchun

jiv@is)l < M

tengsizlik o'rinli. Ushbu

akslantirish C[a. b} metrik fazoni o'zini-o'ziga. akslantirishi va barcha

X, Y £ C[a, B funksiyalar uchun

P(AX. Ay) < M (6 —a)p(x.y)
tengsizlikning bajarilishini isbotlang.

K(t.s) o‘lchovli funksiya uchun
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16.15.

16.16.

16.17.

16.18.

16.19.

tengsizlik o‘rinli bo'lsin. U holda Li[a, b} fazoda aniglangmi

x(t) —A A K(t, s)x(s) ds +y(t), yS iz q

integral tenglama A parametrning yetarlicha kichik (moduli bo'yidia)

giymatlarida yagona yeehimga ega. ekanligini isbotlang.

K{t,s) funksiya a < s <t < b uchburchakda (sohani diizib ko‘rsating)
uzluksiz bollsin. U holda

tenglik bilan ariiglangan A : C[a, BN—> G[a, B akslantirish uchuu shun-
day n natural son mavjudki, A" : C[a, B C[a b] akslantirish gisu-
vchi bo'ladi. Isbotlang.

K(t,s) funksiya a < -s< t < b udiburchakda. y(t) funksiya esa [a b
kesmada uzluksiz bo‘lsa,

integral tenglama ixtiyoriy A e | uchun yagona uzluksiz yeehimga ega.
Isbotlang.

(AX)(t) = f x—(s)ds tenglik bilan aniglangan A : C[0, a — CI|0, 4]

akslantirish hech bir a > 0 uchun gisuvchi emas. Isbot giling.

a > 0 sonning ganday giymatlarida

integral tenglama C [0 a] fazoda yeehimga ega?

Rn fazoda



16.20.

16.21.

16.22.

16.23.

gism to'plam simpleksl_ldeyiladi. Agar P = (py)- i,j —I.n matritsael-
ementlari pjj > 0 va Y*Pij ~ 1, j = 1.2,.. v, T shartlami ganoatlantir-

=
sa, P stoxastik matritsa deyiladi. X P x wmkslantirish 5”-1 simpleksni

0'zini-o‘ziga akslantirishini ko‘rsating. S"“1 to‘plamda
p{x, y) = iXi- M\ X,y GSn 1

metrika Kiritilgdn bolsin. Agar P matritsaning biror satri musbat -
ementlardan iborat bolsa. (py, > 0,p2 > 0,...,pin > 0), Px = X

tenglama Sn_ 1 simpleksda yagona. yechimga. ega. bolishini isbotlang.

K(t,s) funksiya [0 1] x [0, 1] kvadratda uzluksiz bolsin.

(
belgilash kiritaylik. Agar 4M]JA] < 1 tengsizlik bajarilsa,

integral tenglama C[0. 1] fazoda yagona yechimga. ega ekanligini isbot-
lang.

Kalkulyatordan foydalanib.

a) 5Xx —3sina; = 7. b) 3r+e-n = 10, ¢ X =In"1 +x2—3

tenglamalar yechimini 0,01 aniglikda toping.
/ biror uzluksiz funksiya bolsa.,
X(t). - ~ sin x(t) + fit) =0
tenglikni ganoatlantiruvchi x G C[O, I] funksiya mavjud. Isbotlang.

Ushbu

X(t) = e + sini
tenglamaning C[0. 1] fazoga tegishli yechimi mavjud. Isbotlang.
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16.24.

16.25.

16.26.

16.27.

16.28.

X to‘la metrik fazo. A: X —X , p(AX.Ay) < gp{x,y). O ¥ |1
gisuvchi akslantirish bo'lsin. Ixtiyoriy Xg£ X uehun AX = X (‘.onglmiin
ning yechimi B[xo, ~Xo™] sharga tegishli. Isbotlang.

X to‘la metrik fazo, jB[ao.f] C X yopiq shar va / : B[xnr] . »X
biror akslantirish bollsin. Agar / akslantirish B[x0:r] sharni gisgartivib

akslantirsa. ya’ni

p{fOOI{Y))<<l-p{x®), 0<qg<1 x,y€B[XOr]

shartni ganoatlantirsa va p(f(x).x0 < (1 —q) = tengsizlik bajarilsa.

f(x) —x tenglama B[Xo, r] sharda yagona yechimga ega. Isbotlang.
X to'la metrik fazo, / : X —X uzluksiz akslantirish
p(f(x)JI(y))> oi-p(x:y), a>1 xiyeX

shartni ganoatlantirsin. U holda f(x) = x tenglama yechimga ega bo‘lishi

shartmi?
M" fazoda metrika .
p(x,y) = A BR/AN
. /=1
tenglik bilan aniglangan. .4 = (a,), zj —I.n matritsa elementlari
n
. <
B ¥y N

shartni ganoatlantirsa. A : M) —» IR" akslantirish gisuvchi bolla.di. Isbot-

lang.

A = (ay) cheksiz matritsa bo'lsin. x = (xi X% wmmxn. ...) uchun

/ oo oc oc

AX = K? ZauXi—-, a2iX’ mYla™xu
=1 1 i=

belgilash kiritaylik. Quyidagi tasdiglarni isbotlang:
@

a) agar sup " Joy] < 1 Bo'lISa, A : \—»i\ —gisuvchi:

I<j-<00 i=1
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16.29.

16.30.

16.31.

16.32.

b) agar sup BA< 1 boisa, A:m —»m -gisuvchi:

1</<06 j~ 1

oc oc 2

C) agar - I®yl < 1 boisa, .4:£2-—»"2 -qgisuvchi.

Akslantirish 4 : C[0, ] —=C[0, 1], Ax(t) = Ax(ta), a > 0 tenglik
bilan berilga.il. Parametr A ning ganday giymatlarida bu akslantirish
gisuvchi boiadi?
/ va g uzluksiz funksiyalar boiib, /)] < 1, /(1] < 1 shart bajar-
ilsa,

x(t) = f(t) m(td) +9(t)
tenglama a > 0. a ™ 1 boiganda. C[0, 1] fazoda yagona. yechjmga
ega ekanligini isbotlang.

A:L2[0 [ —Z2[0 1, (AX)(i) = Aex(ta), 0 < a < 1 akslantirish

A parametrning ganday giymatlarida gisuvchi boiadi?

K(t,s) uzluksiz va a < 1 boisin. Parametr A ning ganday giymatlarida
4:C[ob 1 C[o 1
(AX)(t) = X mf ~-"*1 x(s)ds
Jo N\~sl

akslantirish gisuvchi boiadi?

17-8. Metrik fazolarda kompakt to’plarnlar

Agar K C X to!plamning ist.algan ochiq qoplamasidan chekli gism qopla-

ma ajratish mumkin boisa., u holda K kompakt toplam deyiladi. Agar X

fazoning istalgan ochig qoplamasidan chekli gism goplama ajratish mumkin

boisa, u holda X kompakt metrik fazo deyiladi. Kompakt to‘plamni quyida—

gicha ham ta'riflash mumkin. Agar K to!plamdan olingan ixtiyoriy {&,,.}

ketma-ketlikdan K da yaginlashuvchi gismiy ketma-ketlik ajratish mumkin

boisa, K ga kompakt to'plarn deyiladi. Agar M to'plamning yopigi [M]

kompakt to‘plam boisa, M nisbiy kompakt toplam deyiladi. Agar ixtiyoriy



X G M ‘uchiin shunday a G A mavjud bo‘lib. p(xja) < e teugni/.iik hnjnriltm,
A to‘plam M to!plam uchun ¢é to'r deyiladi. Agar ixtiyoriy > 0 nui
uchun Ai to‘ptamning chekli e to‘ri mavjud bo:lsa, M to‘a :chiyamlaii<inv
to'plam deyiladi.

Har ganday to;la chegaralangan to'plam chegaralangan bo'ladi. lekin toMkiwi
si o’rinli emas. Metrik fazolarda to'plaxnning nisbiy kompakt bo‘lishligi haqidu
quyidagi tasdiq o‘rinli.

17.1-teorema. (X, p) to'la metrik fazodagi M toplarn"nisbiy kompakt
bo'lishi uchun, uning to'la chegaralangan bo'lishi zarur va yetarli. =

C[a, b] fazoda F funksiyalar oila.si berilgan bollsin. Agar shunday C > 0
mavjud bo:lib, ixtiyoriy 6 G F va barcha x G [a,6] lar uchun |49 |< C
tengsizlik bajarilsa, u holda F funksiyalar oilasi tekis chegaralangan..deyiladi.
Agar ixtiyoriy e > 0 son uchun shunday 6 > 0 son mavjud bo'lib. Ixi - X2\
6 tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy Xj, X2€ [a 6] hamda barcha (G F
lar uchun |é (<) —6 (x2) X e tengsizlik bajarilsa, F funksiyalar oilasi tekis
darajada uzluksiz deyiladi.

17.2-teorema (Arsela ieoremasi). M C C[a,b] to'plam nisbiy kompakt
bo'lishi uchun uning tekis chegaralangan va tekis darajada uzluksiz bo'lishi
zarur va yetarli.

Endi biz yoki Cf fazoda to'plamning kompaktlik va nisbiy kompaktlik
kriteriysini beramiz.

17.3-teorema. Rn(C" ) metrikfazodagi K to'plam;kompakt bo'lishi uchun.
uning chegaralangan va yopiq bo'lishi zarur va yetarli.

17.1-natija. Rn(Cn) metrik fazodagi K to'plam nisbiy kompakt bo'lishi
uchun, uning chegaralangan bo'lishi zarur va yetarli.

17.1. X metrik fazoda A va B nisbiy kompakt to!plamlar bo‘lsa, ALIB. AC\
B tg‘plamlar ham nisbiy kompakt bo‘lishini isbotlang.

Isbot. A va B 'nisbiy kompakt to'plamlar boUgani uchun, 17.1-teorema—

ga ko’pa, ular to‘la chegaralangan bo‘ladi. Demak. A va B tolplamlar uchun
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Af va BE chekli s toiiar mavjud. U holda. Au B tcrplam uchun AeU B:
to'plam chekli £ toi' boiadi. Bundan AUB to:plamning t.oia chegaralangan
ekanligi, 17.1-teoremadan..esa AN\J B ning nisbiy kompakt, to:plam ekanligi
kelib chigadi. 17.3-misol tasdigiga ko!ra kesishma ACNB ¢ A nisbiy kompakt
to‘pla.m boiadi. |

17.2. C[a, b fazoda.
F = {i/(s) =~ K(s,t) x(t) dt, x € B[0. 1]] 17.2)

funksiyalar oilasini nisbiy kompaktlikka tekshiring. Bu yerda 23[0. 1
to:plam - CJab\ fazodagi markazi nol (x(t) = 0) nuqtada radiusi 1
ga teng boigan yopiq shar. K(s,t) - [ab] x [ab] kvadratda aniglangan

uzluksiz funksiya.

Yechish. Arsela teoremasiga ko'ra F funksiyalar oilasining tekis chegara-
langan va tekis darajada uzluksiz ekanligini koi’satish yetarli. K (s,t) funksiya
- [0 B x [a €] kvadratda uzluksiz boiganligi uchun u chegaralangan. ya’ni
shunday C > 0 son mavjudki, barcha. s. t € [a €] lar uchun j/C(s,i)j < C
tengsizlik o‘rinli. X G B\Q, 1] shartdan ;2&)6 Ix(@i)] < 1 ekanligi kelib chiga-
di. Endi F funksiyalar oilasining tekis chegaralangan ekanligini ko‘rsatamiz:

o 0
1Vis) / K ([ x(t) dt < NK(s,t) |*Ix () |dt< Cme(b—a).
Ja N\ Ju
Bu tengsizlik F funksiyalar oilasining tekis chegaralangan ekanligini isbotlay-

di. Endi F funksiyalar oilasining tekis darajada uzluksiz ekanligini ko'rsatamiz:

ly@S) -y |F a K @OX0 dt-Ja K (R X dt\
<IN NKGSI D) - K (S2t) ok (D) [dt<.emie(b_ a).
Soiiggi munosabat |si —S2I < &tengsizlikni ganoatlaatiruvchi barcha si,s2 G
[2 6 va hamma X G B[O, 1 lar uchun o‘rinli. Demak, F funksiyalar oilasi
tekis darajada uzluksiz ekan. Shunday qilib. Arsela teoremasiga. ké‘ra (17.1)
tenglik bilan aniglangan F funksiyalar oilasi nisbiy kompakt t,olpiam boiadi.
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17.3. C[O; 1] fazoda.

$=1%0()= qG (°" 00} (17,2

funksiyalar oilasini nisbiy kompakt,likka. tekshiriiig.

Yechish. Arsela teoremasiga kolra. (17.2) tenglik bilan aniglangan <
funksiyalar oilasining tekis chegaralangan va tekis darajada uzluksiz ekanligiui
tekshirishimizkerak. (1 —at)2= 1-—2o t+a22> 0 tengsizlikdan jxa (t) |<
1 ekanligi kelib chigadi. Demak,  funksiyalar oilasi tekis chegaralangan ekan.
Tekis darajada uzluksiz emas degan tushunchani ta'riflaymiz. Agar biror e > 0
son va ixtiyoriy 6 > 0 uchun shunday X,, € $ va shunday t\. 2 £ [0 1] lar
mavjud bollib. jtN\—t{\< S tengsizlik bajarilganda

Xa (ti) - xa (2\>£

tengsizlik bajarilsa, $ funksiyalar oilasi tekis darajada uzluksiz emas deyiladi.

Endi £= 1/2 va, 6 > 0 -ixtivoriy son bol!lsin. Agar a > —a. ij = — 2=0
o] a

bo‘lsa. u holda j¢i —i21= ;< % bo‘ladi. ammo

2a--
I"a(il) -Xa(t2d = ————- flr = I>£

1+ a2m—

Or
tengsizlik o‘rinli. Demak, $ funksiyalar oilasi tekis darajada uzluksiz emas

ekan. Shunday qilib, (17.2) tenglik bilan aniglangan $ funksiyalar oilasi nisbiy

kompakt to'plam emas ekan. |
17.4. X metrik fazoda sanoqli va, kompakt bo:lgan to!plamga, misol keltiring.

Yechish. X —(—o00, oc) va M = {0. 2. 2-1,... , 2—n, ...} bo'lsin.
M to‘plam sanogli va yagona limit,ik nuqgtasi O ni saglaydi. Demak. M yopiq
to'plam. M to'plam quyidan O. vuqoridan 2 bilan chegaralangan. ya’ni chegar-

alangan to'plam. 17.3-teoremaga ko‘ra. M kompakt to'plam bo‘ladi. |

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirisli uchun masalalar

221



17.5.

17.8.

17.7.

17.8.

17.9.

17.10.

17.11.

17.12.

17.13.

17.14.

17.15.

17.16.

X metrik fazo A undagi kompakt to‘plam boisin. U holda ixtiyoriy
B(B C A) to'plamning nisbiy kompakt boiishini isbotlang.

X metrik fazo A undagi kompakt to'plam boisin. Shunday B{B ¢ A)

to'plamga misol keltiringki, u kompakt to'plam boimasin.

X metrik fazo A undagi nisbiy kompakt to'plam boisin. U holda ix-

tiyoriy B(B C A) to‘plamning nisbiy kompakt boiishini isbotlang.

X metrik fazoda A va B kompakt to‘plamlar boisa. AUB, An B

to'plamlar ham kompakt boiishini isbotlang.
Kompakt metrik fazo toia ekanligini isbotlang.
Kompakt metrik fazo separabel. Isbot giling.

Kompaktning uzluksiz aksla.ntirishda.gi tasviri yana kompakt boiishini

sisbotlang.

X kompakt metrik fazo. {Fa}ael esa undagi yopiq to'plamlar boisin.
Agar Fa to‘plamla.rning ixtiyoriy cheklitasi bo'sh boimagan kesishmaga

ega boisa. u holda. rfa]e/ FO kesishma ham bo'sh emas. Isbotlang.

Kompakt metrik fazolarning dekart ko'paytmasi yana kompakt boiishini

isbotlang.

X, Y metrik fazolar. Y kompakt va / ; X m=>Y uzluksiz va inyektiv

akslantirish boisin. U holda X va f(X) gomeomorfekanligini isbotlang.

X kompakt metrik fazova / : X X akslantirish uchun
Pifi0-f(y)) > /=(y)i Vr.yGA

tengsiziik bajarilsa. / izoinetriya boiishini isbotlang.

X kompakt metrik fazo va / : X —X akslantirish

mp(f{x),f{y))<p(x.y), X"y
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17.17.

17.18.

17.19.

17.20.

17.21.

17.22.

shartni ganoatlantirsin. U holda f(x) = X tenglarfta yivgona yochirmi'.n

ega boiishini isbotlang.

X kompakt metrik fazo va / : X —» X izometriya boisin. U liolcliv

f(X) = X ekanligini isbotlang.

R metrikfazodaa) Z, b) Mn = : k G zj> to’plam R uchun ganday

to‘rni tashkil etadi?
Z2 to‘plam R 2 da ganday to'rni tashkil etadi?

Tekislikdagi A —{1 < x< 5, 0<y< 4} tolplam uchun chekli e —
a/2 to!r quring. Chekli e = ~/2 toiiar ichidan eng kam elementlisining

elementlari sonini toping.

f : X —+Y tekis uzluksiz, M ¢ X to‘plam toia. chegaralangan boisa,
f(M) to‘plam ham toia chegaralangan. Isbot giling. Agar tekis uzluksi-
zlik shartini fagat uzluksizlik sharti bilan almashtirilsa, xulosa noto;g‘ri

boiadi. Misol keltiring.

X metrik fazo. Agar ixtiyoriy uzluksiz /:1 - * R funksiya chegaralan-

gan boisa, X kompakt metrik fazo boiishini isbotlang.

Demaik, X metrik fazoda uzluksiz, ammo chegaralanmagan funksiya;mavjud

boisa.. X kompakt metrik fazo emas.

17.23.

Agar M —kompakt to‘plam, F—yopiq to‘plam va M fl F = 0O boisa,
quyida.gi tengsizlikni isbotlang

d(M.F)= inf p(xy) >0.

17.24. Shunday M va F yopiq to‘plamlarga misol keltiringki, M D jF =0 va

d(M, F) = XEI\IAr.];eF p(X. y) —O0 boisin.

17.25. Ushbu

a) {£}, a>0 b) {sinat}. aGR;
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17.26.

17.27.

17.28.

17.29.

17.30.

17.31.

c) a>"° (i 'Q>0: e) {lnai}:a>0
funksiyalar oilalarining gaysilari [0, I] kesmada tekis darajada uzluksiz?

Qaysilari tekis chegaralangan?

K kompakt, C(K) shu kompaktda uzluksiz bollgan barcha hagiqgiy

(kompleks) giymatli funksiyalar to!plami bo‘lsin. Agar

pOAY) = maxIX(®) - y(O)
deb olsak, C(K) tolla va separabel metrik fazo ekanligini isbotlang.

X metrik fazo va K ¢ X kompakt to:plam bo'lsin. Ixtiyoriy X £ X
uchun shunday y £ K mavjudki,

p(x,y) = inf p(x, 2)
ya’a-X uchun K damsnga eng yaqgin element mavjud. Isbotlang.

X metrik fazoda K tolplam berilgan. Agar ixtiyoriy £ > 0 uchun K
tolplamning kompakt e to‘ri mavjud bo‘lsa, K kompakt bo'lishini is-

botlang.

Arsela teoremasidan foydalanib, C*[o, 6] metrik fazoda K to'plamning

nisbiy kompakt bollishining zarur va yetarli shartini toping.

C[0, 1] metrik fazoda ushbu

U:={XCC[0, 1]: “ZW)\< 1};

M2={xXGC[0, I: “O\< 1, [x'(i)I<2};

M3= {iG C[0, ]: IxX®]l < 1 X0l <2 W{P\< 3};
Mi={x£ C[0O, [: X))l <1 WO\< 2};

M5={aa GC[O, I]: WO\< 1, |s"().l < 2}

to'plamlaxdan gaysilari nisbiy kompakt to‘plam bo‘ladi?

K —[0 1] x [0 1 kvadritUa uzluksiz differensiallanuvchi va

\dE \of
. <Yy . =
“lti jat2
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17.32.

17.33.

shartlarui ganoatlantiruvchi f(ti,t2) funksiyalardan ibornt. U>'|=thiii f'(/™\

metrik fazoda kompakt ekanligini isbotlang.

{a,,} sonlar ganday bo'lgauda M = {x € £2: |x,] < o,,} “parallolnpi
ped" £2 metrik fazoda kompakt bo‘ladi?

K C X kompakt, fn lar shu kompaktda aniglangan, haqigiy qiytnafcli
uzluksiz funksiyalar. Agar ixtiyoriy X G I< uchun {/«(a;)} monoton

kamaymovchi

bo‘lsa. hamda lim fn[x) = fix) uzluksiz funksiya bo‘lsa. {/,,.} funk-
/?>—>0C

sional ketma-ketlik / funksiyaga tekis yaginlashadi, ya’ni C(K) metrik

fazoda p{fn-,f) —0. Isbot qiling.

Il bobni takrorlash uchun test savollari

K fazo metrikasini ko'rsating.
A) p{xy) = -2 B) p(xy) = il - &
C) p(,y) = -y D) p(x.y) = b+ W

R" fazo metrikasini ko‘rsating.

C) p(x,y) = max M- yk\ D) p(xy) = J2 Ofr - yif

N¥ fazo metrikasini kolrsating.

C) P(xy) = max, M- YK\ D) p(xy) = ¢2 (xk- Vk?

fazo metrikasini ko‘rsating.

C) p{x. y) = max M- yk|] D) p(x, y)= £ (xXk- yK)2
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&

v

10.

11.

12.

C[a. 6] fazo metrikasini ko'rsating.

A) p(xy) = 3 N - yON2dt  B) p(x,y) = j ) - y(O\dt
ya a

©) pixyy) = max k(1) - y{0l D) p(x.y) = T IXE) - y(Dj2dt
Ci[a: B fazo metrikasini ko'rsating.

A) p(x,y) = J 1 N - M)N\2dt - B) p(x,y) = F N\t) - y(O\dt
ya a

©) plx.y) = XN - Y] D) pix.y) = I O - WD Pat

. Co[a, P\fazo metrikasini ko'rsating.

A) p(xy) = IINX(t) - f\2dt  B) pfx,y) = f k(1) - y(O)\dt
ya a

O px,y) = max Ix() - YO\ D) p(x.y) = I "ix@®) - y(t) Rdt

f)> P> 1 fazo metrikasini ko*rsating.

A) p{xy) = sup Sk-#|  B) p(x,y) = ;2e N - 2l
| k=1

<A:<oCc

C) pix-y) =J £ M-yk\ D) p(x,y)="£ [s*-\Ry
Y k=l Ad

. 12 fazo metrikasini ko'rsating. o
A) p(xy) = sup - ykK\  B) p(x, y) = ek Xk- R\
I<k<oc k—1

O pixy) = ,y/Aequ- 22 D) p(z.y)= S Xi - 2AR

Ratsional sonlar to'plami <Q ning barcha limitik nuqtalarini toping.
A) R B) Q C) o D) R\Q

Ratsional sonlar to'plami Q ning barcha urinish nuqtalarini toping.
A) R B) Q C) o D) R\Q

Ratsional sonlar to'plami Q ning barcha. yakkalangan nugtalarini toping.

A) R B) Q C)0 D)
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Butun sonlar to‘plami Z ning barcha limitik nuqgtalari U¥pliunim !<>|illij1
A) R B; Q C) O D) z

Butun sonlar to'plami Z ning barcha urinish nuqtalari to‘planiini Lugii;.»,
A) R B) @ C)o D) z

Butun sonlar to'plami Z ning barcha yakkalangan nugtalari to'pliutUni
toping.
A) R B) Q C) O D) z

R dagi ochiq to'plamni toping.
A) 0 2 B) O 2 C) 02 D) 02

R dagi yopiq to‘plamni toping.
A 06D B) B 0 07 D) 4

R dagi chegaralangan to'plamni toping.
A) [0 14 B) (—oo0. 0) C) Q D) (0, oc)

(X. p) metrik fazoda chegaralangan to‘plam ta’rifiui keltiring.
A) F G X to'plam X dagi birorta, shaxda saglansa;

B) F cJ -yopiq toplam bo:lsa;

C) F G X -ochiq to‘plam bo‘isa;

Dj F C X -chekli yoki sanogli dona elamentdan iborat bo‘lsa.

Quyidagilar ichidan metrika. shartlarini ajrating.
Dpx.y)=0 x=y 2 pxYy)=py x), Y £X

3) pNX YY) = N\, Xt 4) p(x. y) < p(X, 2) +p(0,y). VX. ¥,z e X.
A) 123 B) i. 2, 4 C) 1,34 D)1234

Quyidagilarning qaysilari (X,p) metrik fazodagi yopiq to‘plam ta’rifi
boiadi?

1 Agar F to'plam barcha limitik nugtalarini o‘zida saglasa;

2. Agar F ning barcha nugtalari ichki nugta bo‘lsa;

3:Agax F = [[F] bo'lsa;



22.

23.

24.

25.

26.

27.

4. Agar F ning to'ldiruvchisi ochiqg to‘plam bo;isa.
A) 123 B)1,34 ©234 D)1234

Quyidagilarning qaysilari (X.p) metrik fazodagi ochiq to‘plam ta’rifi
bo’ladi?

1 Agar F to‘plam barcha limitik nuqtalarini o‘zida. saglasa;

2. Agar F ning barcha nuqtalari ichki nugta bo'lsa:

3 Agar F = [F] bo‘lsa;

4. Agar F ning to'ldiruvchisi yopiq to!plam bo‘lsa.

A) 1,23 B)1L34 C234 D24

R metrik fazoning hainma yerida zieh to'plamni toping.
A) Q -ratsional sonlar to'plami B) tub sonlar to'plami

C) Z -butun sonlar to'piami D) N -natural sonlar to'piami

R metrik fazoning hainma yerida zieh to'plamni toping.
A) murakkab sonlar to:plami B) R\Q -irratsionél sonlar to‘pla.mi

C) Z -butun sonlar to;plami D) N -natural sonlar to‘plami

A metrik fazoning hech yerida zieh bo'lmagan to!plamni toping.
A) Q -ratsional sonlar t,0'plami B) Z -butun sonlar to;plami

C) R\Q -irratsional sonlar to!plami D) [0, oc)

Quyidagi tasdiglardan to:g:rilarini ajrating.

1) Ochiq to'plamning to‘ldiruvchisi yopiq to‘pla.mdir.

2) Ochiq to‘plamning to!ldiruvchisi ochiq to‘pla.mdir.

3) Sanogli sondagi ochiq to'plamlarning birlashmasi ochiq to!plamdir.
4) Sanogli sondagi ochiqg to'plamlarning kesishmasi ochiq to‘plamdir.
A 1l24 B)123 C14 D13

Quyidagi tasdiglardan to‘g‘rilarini ajrating.

1) Yopiq to'plamning to'ldiruvchisi ochiq to'plamdir.

2) Yopig to‘plamning to‘ldiruvchisi yopiq to'plamdir.

3) Sanogli sondagi yopiq to'plamlarning birlashmasi yopiq to'plamdir.
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4) Sanoqli sondagi yopiq to'plamlarning kesishinasi yopiq In*‘phumlii
A) 124 B) 1,2 3 C 14 D) 13

28. Quyida keltirilganlardan qaysilari to'la metrik fazo boHadi?
DR 2) R" 3 Cla, 4 4) i2 5) C2[a b}
A 1234 B) 1,245 C) 1235 D) 2 34,5

29. Ci[-1, 7] fazoda quyidagi ketma-ketliklardan gaysilari nolga yaqinlasim-
di? 1) fn(x)*-x", 2)fn(x) = 1- xn,
3) fn(x) = (sinx)™, 4) fn(x) = (cosx)"
A) 1,34 B)Y12 C24 D)1,23

30. Cof0: 1] fazoda xn(t) = tn,+i,H1 ketma-ketlikning limitirii toping.
A) x{t) =0 B) x{t) = 21 C) x(£) =1 D) ®(t)'= 2
31. fazoda Koshi-Bunyakovskiy tengsizligini ko'rsating.

A) E |oim6] < E 4 mE_H
fa fa t=i

B) >: ja,*61< (E «AP) i E fc5 5, p.g>L -
) G A Y LA A A

C) + (e H") (s' !

D E akmx _
k=1 k=i

32. R" fazoda Minkovskiy tengsizligini ko'rsatihg.

A . <E4Ei>I
) Ryt k=i <

fE|a*™ ' fEi P+fEN 1
B) \chia +@r) <u_:||a,|p) +\ﬁ;|

n
C <
)5 I(Elaizlbl
E K sM</e. M E M pg>L1+1-1
M < . P S+ 1=
D5 NG S P q

33. R" fazoda Gyolder tengsizligini ko'rsating.
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34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

Yopiq birlik shar qaysi fazoda. kompakt to'plam bo‘ladi?

A) Wlda

B) C [a € da

C) 12da

Rn fazoda kompaktlik kriteriysini keltiring.

A) To'plamning chegaralangan va. ochiq boilishi

B) To‘plamning chegaralangan va yopiq bo'lishi

D) m da

C) To‘plamnmg chegaralangan va sanogli bo'lishi

D) To'plamning chegaralangan bo‘lishi

Rn fazoda nisbiy kompaktlik kriteriysini keltiring.

A) Tolplamning chegaralangan va ochiqg bo‘lishi

B) To‘plamning chegaralangan va yopiq bo'lishi

C) Tolpla.mning chegaralangan va sanogli bo'lishi

D) To!plarnning chegaralangan bo'lishi

To'la metrik fazoni ko'rsating.
B) ONat\ ©C) C2[a H

A) Cla Y

D) C3[a I\

Separabel metrik fazolar keltirilgan javobni toping.

A) W1 C[a. b, € m
C) R™, 'C[a, bk e2 m

Separabel bo'lImagan metrik fazoni ko‘rsating.

A) Rn

B) Ca. h G m

D) t2

B) Rj. C[a, 6], (2, 0
D) Cn, M". C2[a b], m

Birlik shar gaysi fazoda nisbiy kompakt to'plam bo'ladi?

A) R* da

B) L2[0: 1 da

C) t2da

D) m da



Il bob uchun javoblar va ko'rsatrnalar
I1-8. Metrik fazolar

1. Agar x = (1, 1), y = (2, 2) deb olsak, u holda p2(x.y) — L 1] |
P —21=0 tenglik o-rinli, ammo x A y. Demak. pi akslantirish uchun
rnetrikaning 1-aksiomasi bajarilnaaydi.

Xuddi shunday ko'rsatish mumkinki, x = (2,3), y —(3,2) har xil liug-
talar uchun ps(x,y) —R—2+:|3—3] = 0 va pi(X,y)— R*3—3+2] =0
tengliklar bajariladi. Demak, pz va Pi akslantirishlar uchun rnetrikaning
1-aksiomasi bajarilmaydi.

5. Ha. 6. P> metrika bolmaydi. Pi, p$, p$ lar metrika bo!ladi.

16-34 misollarda keltirilgan p : X x X K akslantirish .rnetrikaning barcha
shartlarini ganoatlantiradi.

35, 36 va 40, 43-misollarda rnetrikaning 3-sharti bajarilmaydi.

37, 39, 41, 42-misolLarda rnetrikaning Irsharti bajarilmaydi.

38-misolda. rnetrikaning 2-sharti bajarilmaydi.

44, 2. 45, 6. 46. 5. 47. 20. 48. 0,5. 49. s/2. 50. 2. 51. 2.

52. 1 53. 3. 54. >/3. 55. 2v/2. 56. yfir. 57. 4 58. 2«

12-8. Yaqinlashuvchi va fundamental ketma-ketliklar

5. a) Ha. b) Yo:g. ¢) Ha. d) Ha.

6. CWI[O, 1] dayo‘g. Ci[0,]] da ha.

7. yn(t) = tn- t2n

8. Har bir k e N uchun [0 1] kesmada /f"™\fjjp,funksiyalarni
quyidagi usul bilan aniglaymiz: /,®(0) = 1 va

Bu funksiyalarni tartib bilan nomerlab, {ga} ketma-ketlikni liosil gilamiz.
{ga} ketma-ketlik nol funksiyaga GMV[0, 1] fazoda yaginlashadi, lekin biror

231



nuqgtada ham nolga yaginlashmaydi.

10. Xn(f) = tn - tm+L

11. . th. zn, en ketma-ketliklar barcha metrik fazolarda uzoglashuvchi,
un ketma-ketlik cg,c va m metrik fazolarda j*aginlashuvclii, agar ap > 1
bo'lsa, u £p fazoda ham yaginlashuvchi. N\ da uzoglashuvchi.

16. Ha.

13-8. Ochiq va yopiqg to‘plainlar

7. a), b), ¢) larga mos yopiq sharlar 13.1k chizmada a). b)Tc) lar.

a), b). ¢) larga mos ochiq sharlar 13.2k-chizma.da a), b). c) lar,

a), b), c) larga mos sferalar 13.3k-chizmada a), b), c) lar

13.3k-chizma
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d) B(0, 1) = {0}; BIO, 1]-yopiq shar Oxi va 0*2e o'glariniug birlasimm
sidan ibora.t. 5[0. 1] sfera esa koordinat o'glaridan (0. 1) nugfcani cligaril)
tashlangan to!plamdan iborat.

8.a) B(—oc,r) = B(oo,r) = 0. b) &(—oc. r) = (—bo, 1 —Ip/V),
B (oc. r) = = (1 —r)/r. DO)

9. b) Diskret metrik fazodagi birlik ochiq shar uchun

diam B(xg. 1) = 0< 2+1. ¢) Har doim to‘g‘ri emas.

Diskret metrik fazod4d 0 = diam B(xq, 1) < diamB[xo, ] = 1

12. Diskret metrik fazodagi birlik yopiq shar.

20. } ni i= Ryz— ko‘rinishda uchlik kasrga ydyish murnkin. Bu yoyilméda
1raqami gatnashmayapti. Demak, 0, 25 £ K ekan.

14-8. To'la metrik fazolar

9. Yo‘q. 10. ClJab\

11. a) / -gat’iy monoton funksiya boisa, b) /- qat’iy monoton funksiya

bo'lib, lim f(x) = xo00 bo‘lsa,
X—*=+0C
12. To‘ldirmasi X = A to‘plamga izomorf.
13. &pi) = i!, ©&p)=m
15.a) (?,p:)=( U 1], b) P,p2)=C(lid 1
c) (P:P2) —{xS O, 1] va t=0 da hosilasi mavjud funksiyalar}.
18. R da ratsional sonlar to'plarni.

24. (5, 6) oraliqdagi ratsitnal sonlarni nomerlab chigamiz:
{xk} = (6. 6)nQ.
Quyidagi ochiq to'plamni kiritamiz:

i ( 1 1
kel x  102fg 10 « 2k

A to‘plam sifatida A = ((0. 1) PiQ) U (2, 3) U {4} U'Ai ni olamiz. U holda

X:QQUN,iDRﬂUEQ:k:@DUQQUﬁa
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0 0
N=QIu23n e A3 (@2 )U[ 6

27. X =), A= Q.

34. [0,1] da Riman yoki Dirixle funksiyasj.

43. X ning satiogli bo‘lishi.

44, Ta'rifga. kolra quyidagi yoyilmalar o‘rinli:

M —rLFJiNZ] N= U

=i
Bu yerda. N2n va N2n.mlar X metrik fazoning hech yerida zieh bo'lmagan
to'plamlar. U holda M U N —|:Q1Nnteuglik o‘rinli. Demak, M UN 1-
kategoriyali to'plam,

62. Fr[a, b= Fr(a, b) = {a,b}, Frz —Z, FrQ =R,

Fla-, oo) = {a}, FrO = 0.

66. {ien} ketma-ketlikning [a B kesmada tekis tagsimlangan bo'lishi uchun.
ixtiyoriy / g C[a b da

a

berlishi zarur va yetarli. Har bir (a, 8) ¢ [0, B\uchun X(a,a)(x) funksiyani
uzluksiz funksiya bilan yaqinlashtirib tekis tagsimlangan ketma-ketlik uchun

n(a. B) R —a

n b—a
ketma-ket-
lik {xn} berlsin. U holda n = k(k + 1) : 2 deb olamiz.
L1
deb olsak
eb ols K
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integral yig‘indi va bular uchtin
Jim &= sjtl = lim /(1)
K—00

munosabat o‘rinli. Shuning uchun

lim 6* f{x)dx

K—*00 { )

tenglik o'rinli; Endi n —  r—— uchun O va 1 sonlarini tashlab,
- ¢ /bl = -61+-62+ =+ -O*
n n n n

1

ni olamiz. Maternatik analizdagi Tyoplits teoremasiga ko'ra

lim (-©i +—©2 + +~+—Cfc) = lim 6/. = [ f(x)dx
n *—o00 n

n-Ko n n

tengfikka kelamf®. bndi Kh=b < o220 poism. U holda

f=i bl (:AK“'+1
bo'ladi. Ko‘rmib turibdiki

1 Vv’ . JVK 2M
ﬁ L fr(fé:—|) k——l 0. K —>00.
Isin. Bu yerda M = max |/(X)]. hamda lim — —--= 1 Shuning uchun
16[0, i] ' n-1o 2n

lim =y /()= [ f)dx.

n->0@ m ¢—

Demak, {x,} ketma-ketlik [Q 1] kesmada tekis tagsimlangan bo;ladi.
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15-8. Uzluksiz akslantirishlar

10. Ha. 14. a) to‘g'ri. b), ¢) va d) lar doim to‘g‘ri emas.

17. @) uzluksiz. b) izometriya bo'ladi.

18. a) va ¢) uzluksiz. b) uzluksiz emas.

19. a) va d) uzluksiz, b), c) va e) lar uzluksiz emas.

20. a) va b) lar tekis uzluksiz, c) uzluksiz, lekin tekis uzluksiz emas,

d) a € (0, 2) da tekis uzluksiz, a > 2 da tekis uzluksiz emas.

21. a) tekis uzluksiz, b) a £ (0, 2) da tekis uzluksiz, a > 2 da tekis uzluksiz
emas.

22. f(x)—Xa, a > 1. 27. Tekis uzluksiz bo‘ladi. 28. f(x) = sfx.
29. a) Uzluksiz bo‘ladi. b) har doim tekis uzluksiz emas.

34. 15.17-misolga. garang.

36. f(x) = axxt x €M

37. R2 fazodagi evklid harakati, ya’ni

f(xi, £2) = (Xi cosip—Xisinv7+ ai, Xi sin jp+ Xz cosip4-02) va

g[x1, Xo) = (X=-£1) shakldagi izometriyalar va ularning kombinatsiyasi.
58. a) Ha. b) Yo‘q.

16-8. Qisqgartirib aks ettirish prinsipi

8. Ha 18 a<1 21. a) a=1,414, b) x= 3,321, ¢) X = -2,369.
26. Shart emas. 29. AS (—g. @): 0<q< 1 31. AG(, 1.

17-8. Metrik fazolarda kompakt to‘plamlar

5. A kompakt. to‘plam boUgani uchun, istalga.n e > 0 da. uning As ehekli
e to‘ri mavjud. B ¢ A bo'lganligi uchun Az tolplam B uchun liam chekli e
to'r bo'ladi. 17.1-teoremaga kolpa. B nisbiy kompakt to!plam bo'ladi.

6. X =R. A= [01], Biz (0,1). 7. /§L7.5—misol kabi isbotlanadi.

18. a) e—0,5.b) £=— . 19. e=

20. Tekislikning 4 ta Mi(2,1), Ai2(2,3), ~/3(4,1) va M4(4,3) nugtalaridati
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tashkil topgan to’plam A uchun eng kam elementli e = s/2 tol] (17.1k

chizma) bo‘ladi.

0 1 X

17.1k-chizma

21. X =R, M = (0.1), {x) = -.

24. X =R2 M = {(x,y) :y=0}y. F —{(T.y) : x>0, y—z_1} yoki
tekislikda M sifatida y — % to‘g‘ri chizigni. F sifatida esa asimptotikasi
y = X bo‘lgan va u bilan kesishmavdigan biror egri chizigni olish mumkin.
25. Birortasi ham tekis darajada uzluksiz emas. a), b), d) lar tekis chegar-
alanga.n.

29. CH'\[a [ fazodagi K to'plam nishbiy kompakt bo'lishi uchun uning tekis
chégaralangan hamda o'zi va hosilalari tekis darajada uzluksiz boiishi zarur
va yetarli.

30. M= M3 Mi. 32 “EE a,, = 0.
Il bobda keltirilgan test javoblari

1-A 2-A 3-B 4-C 5C 6B 7-A 8C 9-C 10-A 11-A 12-C 13-C
14-D 15-D 16-A 17-D 18-A 19-A 20-B 21-B 22-D 23-A 24-B 25-B
26-D 27-C 28-A 29-A 30-A 31-D 32-B 33-C 34-A 35-B 36-D
37-A 38-B 39-C 40-A
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