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Mazkur o‘quv qo‘llanmada "Funksional analiz"kursining IT gismini tashkil etuvchi chiziqgli fazo-
lar, operatorlar nazariyasi va integral tenglamalari kabi mavzulari bayon gilingan. Har bir mavzuga
oid asosiy tushunchalar ta’rifi, asosiy teoremalar va xossalar keltirilgan. Namunaviy misollar tahlil
qilingan. Amaliy mashg‘ulot va mavzularni mustaqil o‘rganish uchun misol va masalalar berilgan.
Ushbu o‘quv qo‘llanma universitetlarning "Matematika", "Mexanika"va "Amaliy matematika va
informatika'yo‘nalishlari talabalariga mo‘ljallangan bo‘lib, undan boshqa yo‘nalish talabalari ham
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Kirish

Funksional analiz matematikaning alohida bo‘limi sifatida XVIII asrning
oxiri va XIX asr boshlarida shakllana boshlangandir. Funksional analizga oid
dastlabki ilmiy ishlar italyan matemagi Volterra, fransuz matematigi Puankare
va nemis matematigi Hilbertga taalluglidir. Metrik fazo tushunchasi fanga
fransuz matematigi Freshe tomonidan XX asr boshlarida kiritilgan, normalan-
gan fazo tushunchasi 1922 yilda polyak matematigi Banax va unga bog‘liq
bo‘lmagan holda amerikalik matematik Viner tomonidan kiritilgan.

Ma’lumki universitetlarning "Matematika", "Mexanika" va "Amaliy mate-
matika va informatika" yo‘nalishlari uchun tuzilgan o‘quv rejada "Funksional
analiz" fani ko‘zda tutilgan bo’lib, ushbu fan ixtisoslik fanlar ichida asosiy
o‘rin tutadi.

Universitetlarda "Funksional analiz" kursi asosan ikki gismdan iborat, ular
shartli ravishda quyidagicha nomlanadi:

I gism. Haqiqiy o‘zgaruvchining funksiyalari nazariyasi.

IT gism. Operatorlar nazariyasi.

Amaldagi "Funksional analiz" kursi fan dasturida I qism "To‘plamlar nazari
yasi va metrik fazolar" va "Lebeg integrali" bo‘limlarini o‘z ichiga oladi. II
qism esa, "Normalangan fazolar", "Operatorlar nazariyasi" va "Integral teng-
lamalar" bo‘limlarini o‘z ichiga oladi. Universitetlarning matematika mutax-
assisligida ta’lim oluvchi talabalar uchun "Funksional analiz" kursidan o‘zbek
alifbosida, birinchi marotaba akademik T.A. Sarimsoqov tomonidan darslik
nashr etilgan (T.A. Sarimsoqov. Haqiqiy o‘zgaruvchining funksiyalari nazariyasi;
T.A. Sarimsoqov. Funksional analiz kursi). Oliy ta’lim tizimida ikki bosqich-
li tizimga (bakalavriatura va magistratura) o‘tish munosabati bilan OTMlari
barcha fan dasturlarida jiddiy o‘zgarishlar yuzaga keldi. Bu o‘zgarishlar o'z

navbatida barcha yo‘nalishlar uchun tegishli darslik va o‘quv qo‘llanmalarni
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ishlab chiqgishni talab etmoqda. Ushbu [6, 7, 8] o‘quv go‘llanmalar va [9]
darslik, universitetlarning bakalavriatura o‘quv rejasidagi "Funksional ana-
liz" kursidan yuqoridagi ehtiyojlarni qondirish maqsadida yaratilgandir.

Mazkur o‘quv qo‘llanma, universitetlarning matematika yo'nalishi talabalari

uchun "Funksional analiz"

kursidan amaliy mashg ulotlarni olib borishda
lotin yozuviga asoslangan o‘zbek alifbosida adabiyotlar tangisligining oldini
olish magsadida yozilmoqda. Mazkur qo‘llanmada "Funksional analiz" fani-
ning IT gismini tashkil etuvchi chiziqli fazolar, operatorlar nazariyasi va inte-

gral tenglamalari mavzulari uchun misol va masalalar hamda testlar berilgan.

Birinchi bo‘lim chiziqli fazolar nazariyasiga bag‘ishlangan bo‘lib, qo‘llan-
mada chiziqli fazolar, normalangan fazolar, Hilbert fazolariga oid mavzular
bayon qgilinadi. Qo‘llanmaning bu bo‘limi chiziqli fazolar, chiziqli fazoning gism
fazosi va faktor fazolari, normalangan chiziqli fazolar, Banax fazolari, Yevklid
va Hilbert fazolari kabi mavzularni o'z ichiga oladi. Har bir mavzu namunaviy
misollar bilan boyitilgan. Shuningdek, mavzularni o‘zlashtirish va mustaqil

o‘rganish uchun yetarlicha misol, masala va testlar berilgan.

Ikkinchi bo‘lim chiziqli operatorlar nazariyasiga bag‘ishlangan. Qo‘llanma-
ning bu bo‘limida, chiziqli uzluksiz operatorlar, teskari operatorlar, qo‘shma
operatorlar va chiziqli operatorning spektrlariga oid mavzular bayon qilin-
gan. Har bir mavzuga oid asosiy tushunchalar ta’rifi, asosiy teoremalar va
xossalar keltirilgan. Mavzular namunaviy misollar yechimi bilan boyitilgan.
Shuningdek, mavzularni o‘zlashtirish va mustaqil o‘rganish uchun yetarlicha

masalalar va testlar berilgan.

Uchinchi bo‘lim kompakt operatorlar va integral tenglamalar nazariyasiga
bag‘ishlangan. Qo‘llanmaning bu bo‘limida chekli o‘lchamli operatorlar, kom-
pakt operatorlar va integral tenglamalar mavzulari bayon qilinadi. Mavzuga

oid asosiy tushunchalar ta'rifi, asosiy teoremalar va xossalar keltirilgan.
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Misol va masalalarni tuzishda Sh.A. Ayupov (Funksional analizdan misol
va masalalar, Nukus, "BILIM", 2009) va FO.C. Ouan (C6opuuk 3ajad 1o
MareMarrieckomy anasinsy, Mocksa, [Tpocsemienne, 1981), Fopogenkuii B.B.,
Haruuouna H.W., Hacracues II.II. Meronnl pemenns 3agad 1o (pyHKIHO-
HaapHoMmy anagn3y. Kues 1990. Shuningdek, Abdullayev J.I., G‘anixo‘jayev
R.N., Shermatov M.H., Egamberdiyevlarning "Funksional analiz" (Toshkent-
Samarqand, 2009) o‘quv qo‘llanmasidan keng foydalanildi.

Ushbu o‘quv go‘llanma funksional analiz fanidan namunaviy o‘quv dastur-
ga moslab tuzilgan masalalar to‘plamidir. U universitetlarning matematika
va mexanika bakalavriyat yo‘nalishlari bo‘yicha ta’lim olayotgan talabalari
uchun mo‘ljallab yozilgan. Bundan tashqari masalalar to‘plamidan matem-
atik tahlil va matematik fizika mutaxassisliklari bo‘yicha ta’lim olayotgan
magistrantlar hamda katta ilmiy xodim izlanuvchilar foydalanishlari mumkin.
Masalalar to‘plami funksional analizning asosiy boblarini o'z ichiga olgan. U
nisbatan soddaroq misollardan tashkil topgan bo‘lib, o‘quvchini misol yechish-
ga rag‘batlantiradi. Masalalar to‘plamida keltirilgan misollar oldingi misollar

bilan alogador. Shuning uchun misollarning barchasini yechish kerak.

O‘quv go‘llanmaning asosiy magsadi bo‘lg‘usi mutaxassislarni funksional
analizning asosiy tushunchalari va usullari bilan tanishtirishdan iborat. O‘quv
qo‘llanma talabalarni funksional analizga oid masalalarni yechishga o‘rgatadi
hamda ularda yetarli darajada texnik mahorat hosil qiladi. Ushbu to‘plam
O‘zMU va SamDUda "Funksional analiz" fanidan ma’ruza va amaliy mashg u-
lotlar olib boruvchi professor-o‘qituvchilarning ko‘p yillik ish tajribalari asosi-

da tuzilgan.

O‘quv qo‘llanma 3 bob, 10 paragrafdan iborat. Har bir paragraf boshida
gisqacha nazariy material berilgan. Har bobdan so‘ng talabalar o‘z bilimlarini

tekshirishlari uchun test savollari javoblari bilan berilgan.
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Mualliflar o‘quv qo‘llanmani yaxshilashda bergan foydali maslahatlari uchun
mas’ul muharrir va taqrizchilarga, hamda matnni tahrir qilgani uchun B.E.Dav-
ranovga o'z minnatdorchiliklarini bildiradilar.

Masalalar to‘plami birinchi marta chop qgilinayotgani uchun xato va kam-
chiliklar bo‘lishi mumkin. Xato va kamchiliklar haqidagi fikrlaringizni jabdul-

laev@mail.ru elektron manziliga jo‘natishlaringizni so‘raymiz.
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I bob. Chiziqli fazolar

Bu bobda biz chiziqli fazolar, chiziqli normalangan fazolar, Evklid va Hilbert
fazolarining xossalari hamda chiziqli funksionalning umumiy xossalarini o‘rga-
namiz. Bu bob 4 (1-4) paragrafdan iborat.

1 —§ da chiziqli fazo va ularga doir misollar jamlangan. Chiziqli fa-
zo o‘lchami ta’riflanib, chekli va cheksiz o‘lchamli chiziqli fazolarga misollar
keltirilgan. Bu yerda chiziqli fazoning qism fazosi va faktor fazosiga doir mis-
ollar ham bor.

2 — § da chizigli normalangan fazolarga ko‘plab misollar qaralgan.

3—§& Evklid va Hilbert fazolariga bag‘ishlangan. Evklid fazolarining xarak-
teristik xossalari, Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi, Bessel tengsizligi, Parseval
tengliklarini tushunishga doir misollar qaralgan. Riss-Fisher, Shmidtning or-
togonallashtirish jarayonini qo‘llashga doir misollar keltirilgan. Hilbert fazo-
larining qism fazosi, qism fazoning ortogonal to‘ldiruvchisi, ortogonal qism
fazolarning to‘g'ri yig'indilari garalgan. Xuddi shunday Hilbert fazolarining
to'g‘ri yig'indilari ham qaralgan.

4 —§ da chizigli funksionallar, ularning xossalariga doir misollar qaralgan.
Qavariq to‘plamlar va qavariq funksionallarning xossalarini tahlil qilishga doir
misollar ham shu paragrafdan joy olgan. Chizigli funksionalni davom ettirish

haqidagi Xan-Banax teoremasining qo‘llanishiga doir misollar ham shu yerda.
1-§. Chiziqli fazolar

Chiziqli fazo tushunchasi matematikada asosiy tayanch tushunchalardan
hisoblanadi. Yuqoridagi kelishuvimizga ko‘’ra C kompleks sonlar, R esa haqiqiy
sonlar to‘plamini bildiradi. K orqali C yoki R ni belgilaymiz.

1.1-ta’rif. Agar elementlari x,y, z,... bo‘lgan L to‘plamda quyidagi

ikki amal aniqlangan bo‘lsa:
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I Ixtiyoriy ikkita x, y € L elementlarga ularning yig‘indisi deb ataluv-
chi aniq bir x + y € L element mos qo‘yilgan bo‘lib, ixtiyoriy x, y,z € L
elementlar uchun
1) 2+ y=y+a (kommutativlik),
2) x4+ (y+2) = (x+y)+ z (assotsiativlik),
3) L da shunday 0 element mavjud bo‘lib, x + 60 = x (nolning mavjudligi),
4) shunday —x € L element mavjud bo‘lib, v + ( —x) = 60 (qarama-qarshi

elementning mavjudligi) aksiomalar bajarilsa;

II. ixtiyoriy ©x € L element va ixtiyority «« € K uchun x elementning
o songa ko‘paytmasi deb ataluvchi aniq bir ax € L element mos qo‘yilgan
bo lib, ixtiyoriy x, y € L wa barcha o, € K sonlar uchun
5) a(fz) = (af)r,
6)1-z=u,
N (a+p)r=ax+ [z,
8) a(x+y) = ax+ay aksiomalar bajarilsa, u holda L to‘plam K maydon
ustidagi chizigly fazo deyiladi.

Ta'rifda kiritilgan I va IT amallar mos ravishda yig ‘indi va songa ko ‘paytirish
amallari deyiladi. Agar L ning elementlarini haqiqiy sonlarga (kompleks son-
larga) ko‘paytirish aniqlangan bo‘lsa, u holda L ga haqiqiy (kompleks) chizigli
fazo deyiladi.

1.2-ta’rif. Agar L va L* chizigli fazolar o ‘rtasida biyektiv moslik o ‘rnatish
mumkin bo‘lib, * «— z* va y < y* (r,y € L, x*, y* € L*) ekanligidan
T4y =t +y* va axr — axt (a — iztiyoriy son) ekanligi kelib chigsa, u

holda L wva L* chiziqli fazolar o‘zaro izomorf fazolar deyilads.

L chiziqli fazo, x1, w9,..., x, uning elementlari bo‘lsin.
1.3-ta’rif. Agar L chizigli fazoning x1, xo, ..., x, elementlar sistemasi
uchun hech bo‘lmaganda birortasi noldan farqli bo‘lgan ay,as,...,a, sonlar
8
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mavjud bo‘lib,

a1+ asxo + -+ + apx, =0 (1.1)

tenglik bajarilsa, u holda x1, o, ..., x, elementlar sistemasi chizigli bog‘lan-

gan deyiladi. Aks holda, ya’'ni (1.1) tenglikdan
ag=ay= -+ =a, =0

ekanligi kelib chigsa, x1, xs, ..., x, elementlar sistemasi chizigli bog‘lanma-
gan yoki chizigli erkli deyilads.

1.4-ta’rif. Agar x1, xo, ..., x,,... cheksiz elementlar sistemasining iz-
tiyoriy chekli gism sistemasi chizigli erkli bo‘lsa, w holda {x,},~, sistema
chiziqli erkli deyilads.

1.5-ta’rif. Agar L chiziqli fazoda n elementli chizigli erkli sistema mavjud
bo‘lib, bu fazoning izxtiyoriy n + 1 ta elementdan iborat sistemasi chizigli
bog‘langan bo‘lsa, u holda L ga n o‘lchamli chiziqli fazo deyiladi va dim L =
n kabi yoziladi.

1.6-ta’rif. n o‘lchamli L chiziqli fazoning ixtiyoriy n ta elementdan ib-
orat chiziqli erkli sistemasi shu fazoning bazisi deyilads.

1.7-ta’rif. Agar L chizigli fazoda ixtiyoriy n € N uchun n elementli
chiziqli erkli sistema mavjud bo‘lsa, u holda L cheksiz o‘lchamli chiziqli fazo
deyiladi va dim L = oo ko ‘rinishda yozilads.

Endi biz mavzuga oid misollar qaraymiz. Quyida R"™ to‘plam va unda
yig‘indi va songa ko‘paytirish amallari berilgan. Bu amallar uchun chiziqli

fazoning 1-8 aksiomalari bajarilishini tekshiring.

1.1. R" = {x = (21, @2, ..., T,), x; ER, i=1,2,....,n} —n ta haqiqiy
sonlarning tartiblangan guruhlaridan iborat to‘plam. Bu yerda element-
larni qo‘shish va songa ko‘paytirish amallari quyidagicha aniglanadi. Ix-

tiyorty = (x129,...,2n), ¥ = (Y1,Y2,---,Yn) € R" va a € R lar

9
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uchun

r+y=(T1+v, T2+ Y2 oo, Tn+Yn), (1.2)

ar = (), axy, ..., axy,). (1.3)

Yechish. Qo‘shish va songa ko‘paytirish amallari uchun chiziqli fazo ak-
siomalari bajarilishini tekshiramiz. Ixtiyoriy =, y € R" lar uchun = + y =
(x1+y1, 22+ Y2, ..., Ty + yn) € R" ekanligi ma’lum. Xuddi shunday ixtiy-
oriy a € R uchun ax = (axy, axs, ..., axr,) € R” munosabat o‘rinli. Haqiqiy
sonlarni qo‘shish kommutativ va assotsiativ, shuning uchun quyidagi tengliklar

o‘rinli:
r4+y=(r14+y,.. Tty =1 +z1,..., Y+ x,) =y -+,
r+(y+z) =@+ +2)r2+ (Ya+22),. .., 20+ (Yn+ 2n)) =

= (1 +w)+ 2, (@24+y)+ 2, ., (Tt yn) +20) = (+y) + 2

R™ da nol element rolini 6§ = (0,0, ...,0) vektor bajaradi. Chunki ixtiyoriy
r € R" uchun z+60 = (1 + 0, 29+ 0,..., 2, + 0) = z tenglik o‘rinli. z € R"

elementga qarama-qarshi element —x = (—x1, —29, ..., —x,) bo‘ladi, chunki
vt (—2) = (@4 (20), 22+ (—22), - 2+ (—)) = (0,0,...,0) = 6.

Demak, 1-4 aksiomalar o‘rinli. Endi songa ko'paytirish amali bilan bog‘liq

aksiomalarning bajarilishini tekshiramiz. Ixtiyoriy «, # € R lar uchun
OK(B.I') - (&(ﬁxl)a 04(5'7:2)7 vy @(ﬁxn» -

= ((aB) z1, (af) 2y, ..., (af)wn) = (@) x

tengliklar o‘rinli. Xuddi shunday

1-1’:(1-%17 1‘1’2”1'1;”):(1.17 'I.Q)?xn):x
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tenglik o‘rinli. Ixtiyoriy «, # € R va x € R" lar uchun

(a+B)r=((a+ ), (a+F)rz, ..., (a+8)r,) =
= (ax1+ Bry, axg+ Bxy, ..., axy+ fr,) = (awy, axy, ..., ax,)+

+(/6:E17 /6:E27 o 7ﬁxn) — Oé(lUl, L2y vy xn) + 6(1’1, Lo, ... 71"71) = ar + 51‘

tengliklar o‘'rinli. Ixtiyoriy aw € R va x, y € R" lar uchun
afr+y) = (a(z1+y1), alrvaty2), ..o, ATn+yn)) =

(azi+ay, axs+ays, ..., cx, +ay,) = (ax), axy, ..., ax,)+

+H(ayr, aya, . . ayy) = a(T1, o,y o Ty) + (Y1, Y2, - Yn) = ax + ay

tengliklar bajariladi va R" to‘plam haqiqiy chizigli fazo bo‘ladi. ]

1.2. [—a, a] kesmada aniqlangan, uzluksiz va x(a) = b shartni qanoat-
lantiruvchi funksiyalar to‘plami, b ning qanday qiymatida chiziqli fazo
bo‘ladi. Funksiyalarni qo‘shish va funksiyani songa ko‘paytirish amallari

mos ravishda
(f+9)(z) = f(z)+g(z) (1.4)

(af)(z) = af (z) (1.5)

ko‘rinishda aniglanadi.

Yechish. Ma’lumki, (1.4) va (1.5) tengliklar yordamida aniglangan funksi-
yalarni qo‘shish va songa ko‘paytirish amallari chiziqli fazo ta’rifidagi 1-8
shartlarni qanoatlantiradi. Shuning uchun berilgan to‘plamning bu amallarga
nisbatan yopiqligini ko‘rsatish kifoya. [—a, a] kesmada uzluksiz funksiyalar
yig‘indisi yana uzluksiz funksiya bo‘ladi. Endi (z + y)(a) = b shartning ba-
jarilishini tekshiramiz. Shartga ko‘'ra (z + y)(a) = x(a) +y(a) =b+b = 2b
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tenglik o‘rinli. Yuqoridagilardan b = 2b, ya’ni b = 0 shartga kelamiz. Bu hol-
da ax funksiya uchun (az)(a) = 0 tenglik o‘rinli. Demak, [—a, a] kesma-
da aniqlangan, uzluksiz va x(a) = 0 shartni qanoatlantiruvchi funksiyalar
to‘plami chizigli fazo tashkil qiladi. Agar faqat haqiqiy qgiymatlar gabul qgilu-
vchi funksiyalar qaralsa, bu fazo haqiqiy chizigli fazo bo‘ladi. Agar funksiyalar
kompleks giymatlar qabul qilsa, u holda bu fazo kompleks chiziqli fazo bo‘ladi.
]

Quyida keltirilgan ¢1(Z) to‘plam qo‘shish ((1.4) ga qarang) va songa
ko‘paytirish ((1.5) ga qarang) amallariga nisbatan chiziqli fazo tashkil qiladi-

mi?

1.3. ¢1(Z) — Z da aniqlangan va > _ |f(n)| < oo shartni qanoatlantiruvchi
nez
funksiyalar to‘plami (1.4) qo‘shish va (1.5) songa ko‘paytirish amallariga

nisbatan chiziqli fazo bo‘lishligini tekshiring.

Yechish. 1.3-misolning yechimida ta’kidlanganidek ¢;(Z) to‘plamni qo‘shish
va songa ko‘paytirish amallariga nisbatan yopiqligini ko‘rsatish kifoya. Faraz
qilaylik, f va g lar ¢1(Z) ning elementlari bo‘lsin. |f(n) 4+ g(n)| < |f(n)| +
lg(n)| va |af(n)| = |al|f(n)| munosabatlardan, quyidagilar kelib chiqadi:

YL g <D If )+ lg(n)| < oo, f+g€h(Z),

nez nez nez

Y laf@m)=lal Y [f(n)] < oo, af € (i(Z).

neZ nez
Demak, ¢1(Z) to'plam qo‘shish va songa ko‘paytirish amallariga nisbatan

yopiq. Bu to‘plam kompleks chiziqli fazo bo‘ladi. Il

1.4. R?® chiziqli fazoda 2, = (1,1,1), 22 = (1,1,0), z3 = (1,0,0) € R?
sistema, berilgan. Uni chiziqli bog'langanlikka tekshiring.
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Yechish. 1z, x9, x3 elementlarning chiziqli kombinatsiyasini fazoning nol

elementiga tenglashtiramiz, ya’'ni
Ciaxi+ Coxg+ Ciaz =10
yoki
(Cy-1,C1-1,Cy- 1)+ (Cy-1,Cy-1,0)+ (C5 -1, 0, 0) = (0,0,0).

Bu yerdan quyidagi tenglamalar sistemasini olamiz:

p
Cir+Cy+C3=0

y Co+C5=0

\ Cs = 0.

Bu sistema fagat nol yechimga ega. Shuning uchun {xk}2:1 sistema, chizigli

erkli. ]

1.5. L=R? va L*=P.y (P-y fazo 1.20-misolda aniglangan) fazolarning

izomorfligini isbotlang.
Isbot. Biyektiv ¢ : R? — P-y moslikni quyidagicha aniglaymiz
o(x) = o((x1, 22, 73)) = 21 + T2t + 2312 (1.6)

Agar (x1,79,23) # (y1,%2, y3) bo‘lsa, u holda () = 21 + 29t + 2312 =
2*(t) va o(y) = y1 +yat +y3t> = y*(t) ko'phadlar hech bo‘lmaganda bitta
koeffitsiyenti bilan farq qiladi, ya'ni ¢(z) # ¢(y). Bu yerdan (1.6) tenglik
bilan aniqlanuvchi ¢ : R3> — Py akslantirishning inyektiv ekanligi kelib
chigadi. Ixtiyoriy a*(t) = a; +ast+azt* € P<y kvadrat uchhad uchun p(a) =
a*(t), a = (a,as,a3) € R3 tenglik o‘rinli, yani ¢ : R3 — Py syuryektiv
akslantirish. Demak, ¢ biyektiv akslantirish ekan. ¢o(z + y) = x*(t) + y*(¢)
va p(Ax) = Az*, A € R tengliklar (1.8) dan bevosita kelib chiqadi. O]
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1.6. O‘zgarishi chegaralangan funksiyalar fazosi Vla,b] ni qaraymiz. Ma’-
lumki, [a,b] kesmada monoton funksiyalar to‘plami Va,b] ning qism
to‘plami bo‘ladi. Monoton funksiyalar to‘plami V'[a, b] ning qism fazosi

bo‘lmaydi. Isbotlang.

Isbot. Ikki monoton funksiyaning yig‘indisi har doim monoton funksiya
bo‘lavermaydi. Bunga quyidagi misolda ishonch hosil gilish mumkin. x(t) =
t2+1, y(t) = —2t funksiyalarning har biri [0, 2] kesmada monoton funksiya
bo‘ladi, ammo ularning yig‘indisi z(t) + y(t) = (t — 1)? funksiya [0, 2]
kesmada monoton emas. Demak, [a, b] kesmada monoton funksiyalar to‘plami

Vla,b] fazoning qism fazosi bo‘la olmaydi. O

1.7. L = R? fazoning L' = {(xl, 13) ER?: 19 = O} xos qism fazo bo‘yicha
L/L' faktor fazoning tavsifini bering, ya'ni L/L' fazo elementlarini tavsi-

flang.

Yechish. Ma'lumki, * —y = (21 — y1,22 — y2) € L' bo‘lishi uchun
xro = 1o bo‘lishi zarur va yetarli. Demak, L/L' faktor fazoning elementlari
(qo‘shni sinflar) Oz o‘qiga parallel bo‘lgan to‘g'ri chiziglardan iborat.

A 2 A
(38)e3E

(3.2)el+n
(23)En

(1.2)ef

g
R

1.1-chizma

Masalan, (a, b) € R? nuqtani o‘zida saqlovchi & qo‘shni sinf Oz o‘giga
parallel bo‘lgan 9 = b to‘g'ri chizigdan (1.1 chizmaning a) si) iborat. Xuddi
shunday, (1, 2) va (2, 3) nuqtalarni saglovchi qo‘shni sinflar yig‘indisi (3, 5)

nuqtani saqlovchi zo = 5 to‘g'ri chizigdan (1.1 chizmaning b) si) iborat.
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(1,2) € £ qo'shni sinfning 3 ga ko‘paytmasi (3, 6) nuqtani saglovchi xo = 6

to‘g‘ri chiziqdan (1.1-chizmaning b) si) iborat. ]

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

Quyida 1.8-1.20-misollarda L to‘plam va unda yig'indi va songa ko paytirish

amallari berilgan. Bu amallar uchun chiziqli fazoning 1-8 aksiomalari bajaril-

ishini tekshiring.

1.8.

1.9.

1.10.

1.11.

1.12.

1.13.

L = R haqiqiy sonlar to‘plami. Haqiqiy sonlar to‘plamida odatdagi

qo‘shish va ko‘paytirish amallari.

L = C kompleks sonlar to‘plami. Kompleks sonlar to‘plamida kompleks

sonlarni qo‘shish va ko'paytirish amallari.

C"={z=(21,22, -, 2n), 2z €C, k=1,2,...,n}. Bu yerda ham
elementlarni qo‘shish va songa ko‘paytirish amallari (1.2) va (1.3) teng-

liklar ko‘rinishida aniqlanadi.

Cla,b] — [a,b] kesmada aniglangan uzluksiz funksiyalar to‘plami.
lo=1<a=(21, Tay ..., Tn,...): > |za]* < oo} — kvadrati bilan jam-
n=1

lanuvchi ketma-ketliklar to'plami. Bu yerda elementlarni qo‘shish va songa

ko'paytirish amallari quyidagicha aniglanadi:
r4+y=(r14+y, To+ Y ooy T+ Yny---) (1.7)
ar = o (T1,22, ..., Ty,...) = (QT1,QT9, ..., ALy, . ..). (1.8)

Yigindi x +y € fy ekanligi |a+ 0> < 2|a]* + 2|b* tengsizlikdan
foydalanib isbotlanadi.

co = {x = (x1,29,...,2p,...) 1 lim x, = 0}— nolga yaqinlashuvchi

ketma-ketliklar to‘plami. Bu to‘plamda ham qo‘shish va songa ko‘paytirish
amallari (1.7) va (1.8) tengliklar ko‘rinishida aniqlanadi.
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1.14.

1.15.

c = {x = (z1, 9, ..., Tp,...): 3 lim a:n} — barcha yaqinlashuvchi
n—oo

ketma-ketliklar to‘plami. Bu to‘plamda ham qo‘shish va songa ko‘paytirish
amallari (1.7) va (1.8) tengliklar ko‘rinishida aniglanadi.

m— barcha chegaralangan ketma-ketliklar to‘plami. Bu to‘plamda ham
qo‘shish va songa ko‘paytirish amallari (1.7) va (1.8) tengliklar ko‘rini-

shida aniglanadi.

Endi Lebeg ma’'nosida integrallanuvchi funksiyalar va o‘zgarishi chegara-

langan funksiyalar to‘plamini qaraymiz.

1.16.

1.17.

1.18.

1.19.

1.20.

Berilgan [a, b] kesmada o‘lchovli va Lebeg ma’nosida integrallanuvchi
ekvivalent funksiyalar sinflaridan iborat to‘plamni Li[a, b] bilan belgi-
laymiz. Bu to'plamda elementlarni qo‘shish va elementni songa ko‘payti-

rish amallari (1.4) va (1.5) tengliklar bilan aniglanadi.

Berilgan [a, b] kesmada o‘lchovliva p (p > 1) — darajasi Lebeg ma’nosi-
da integrallanuvchi funksiyalar to‘plami zp[a, b bilan belgilanadi. Bu
to‘plamda ham qo‘shish va songa ko‘paytirish amallari (1.4) va (1.5) teng-

liklar bilan aniqlanadi.

Berilgan [a, b] kesmada aniglangan va o‘zgarishi chegaralangan funk-
siyalar to‘plamini V'l]a,b] bilan belgilaymiz. Bu to‘plamda ham funksi-
yalarni qo‘shish va songa ko‘paytirish amallari (1.4) va (1.5) tengliklar

bilan aniglanadi.

n satr va m ustundan iborat matritsalar to‘plamini M,,,, bilan belgi-
laymiz. Bu to‘plamda qo‘shish va songa ko'paytirish amallari odatdagi

matritsalarni qo‘shish va matritsani songa ko‘paytirish kabi aniqlanadi.

P.,—darajasi n dan oshmaydigan ko‘phadlar to‘plami. Ko‘phadlarni
qo‘shish va songa ko‘paytirish amallari (1.4) va (1.5) tengliklar bilan
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aniqlanadi.

1.21-1.36-misollarda keltirilgan to‘plamlar funksiyalarni qo‘shish ((1.4) ga
qarang) va songa ko‘paytirish ((1.5) ga qarang) amallariga nisbatan chiziqli
fazo tashkil giladimi? Qaysilari haqiqiy chiziqli fazo, qaysilari kompleks chiziqli

fazo bo‘ladi.

1.21. [a, b] kesmada aniglangan monoton funksiyalar to‘plami.

1.22. [—a, a] kesmada aniglangan uzluksiz va toq funksiyalar to‘plami.
1.23. [—a, a] kesmada aniqlangan uzluksiz va juft funksiyalar to‘plami.
1.24. P— barcha ko‘phadlar to‘plami.

1.25. C™Ja, b] — [a, b] kesmada aniqlangan n marta uzluksiz differensialla-

nuvchi funksiyalar to‘plami.
1.26. [a, b] kesmada gisman chiziqli uzluksiz funksiyalar to‘plami.

a

1.27. [—a, a] kesmada aniglangan, uzluksiz va [ z(t)dt = 0 shartni ganoat-

lantiruvchi funksiyalar to'plami.
1.28. AC([a, b]—|a, b] kesmada aniglangan absolyut uzluksiz funksiyalar to‘plami.

1.29. Vpla, b] — [a, b] kesmada o‘zgarishi chegaralangan va f(a) = 0 shartni

qanoatlantiruvchi funksiyalar to‘plami.
1.30. R da aniglangan uzluksiz va davriy funksiyalar to‘plami.
1.31. M(R) — R da aniglangan chegaralangan funksiyalar to‘plami.

1.32. Lla, b]—la, b] kesmada aniqlangan va Lipshits shartini qanoatlantiruvchi

funksiyalar to‘plami.
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1.33.

1.34.

1.35.

1.36.

Birlik doira D = {2z € C': |z| < 1} da analitik va D da uzluksiz funksiya-

lar to‘plami.

[—a, a] kesmada aniglangan uzluksiz va T = 2a davriy funksiyalar
to‘plami.
(5(Z) — Z da aniglangan va. 3" |f(n)|]> < co shartni qanoatlantiruvchi

nez
funksiyalar to‘plami.

Lla, b] — [a, b] kesmada o‘lchovli va kvadrati Lebeg ma’nosida inte-

grallanuvchi funksiyalar to‘plami.

1.37-1.44-misollarda L chiziqli fazo va unda {xk}izl sistema berilgan. Uni

chizigli bog‘langanlikka tekshiring.

1.37.

1.38.

1.39.

1.40.

1.41.

1.42.

1.43.

1.44.

1.45.

vi(t) =1, wo(t) =1+41t, a3(t)=1+t+1* € Py
(t) =1, m(t)=t, x3(t) =t* € C|0, 1].
x1(t) = 1, w9(t) = cost, x3(t) =cos*t € C[0, 27].

z1(t) = —1, w9(t) = cos’t, x3(t) =sin’*t € C[0, 7).
T = , Ty = , T3 = € Mas.
00 00 01
o= (1,1,1,..)), x2=(1,0,1,0,...), x3=(0,1,0,1,...) € m.
zi(t) = [t], wat) = {t}, ws(t) =t € V|0, 4].
D(z), R(z), 1(z) =1 € L,[0,1], ® — Dirixle, R— Riman funksiyasi.
A C R toplamni shunday tanlangki, fi(z) = 1, fo(x) = signz,
fs(x) = xa(z) elementlar Li[—1, 1] fazoda chizigli bog‘langan bo‘lsin.

f1, fo va fs3 elementlar V[—1, 1] fazoda chiziqli bog‘langan bo‘ladigan
A C (—1,1) to‘plam mavjudmi?
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1.46. A, B C R to‘plamlarni shunday tanlangki, fi(x) = signx, fo(z) =
xa(z), fs(x) = xp(x) elementlar:
a) M[—2, 1] fazoda chizigli bog‘langan bo‘lsin,

b) V[-2, 3] fazoda chiziqli bog‘langan bolsin.

1.47-1.50-misollarda berilgan L chiziqli fazoning o‘lchamini toping.
1.47. L=R° L =P., L= Mss (M,,— 1.19-misolda aniqlangan).
1.48. L=C°, L=m, L=c
1.49. L=Cla, b], L=Vla, b, L=c¢.
1.50. L =Li[a, b, L=Lsa, b], L=~.

1.51-1.52-misollarda L va L* fazolarning izomorfligini isbotlang.
1.51. L=RY L*= My (M,,— 1.19-misolda aniglangan).

1.52. L* =P., L*= Mss.

Chiziqli fazoning qism fazosi va faktor fazosi. Bizga L chiziqli
fazoning bo‘sh bo‘lmagan L’ qgism to‘plami berilgan bo‘lsin.

1.8-ta’rif. Agar L' ning o‘zi L da kiritilgan amallarga nisbatan chizigli
fazoni tashkil qilsa, u holda L' to‘plam L ning qism fazosi deyiladi.

Boshqacha qilib aytganda, agar ixtiyoriy x,y € L' va a, b € C(R) sonlar
uchun ax + by € L' bo‘lsa, L' gism fazo bo‘ladi va aksincha.

Har qanday L chizigli fazoning fagat nol elementdan iborat {6} qism
fazosi bor. Tkkinchi tomondan, ixtiyoriy L chiziqli fazoni o‘zining qism fazosi
sifatida qarash mumkin.

1.9-ta’rif. L chizigli fazodan farqli va hech bo‘lmaganda bitta nolmas

elementni saqlovchi qism fazo xos qism fazo deyilads.
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Bizga L fazoning bo‘sh bo‘lmagan {x;} qism to‘plami berilgan bo‘lsin.
U holda L chiziqli fazoda {x;} sistemani o‘zida saqlovchi minimal qism fa-
zo mavjud. Bu qism fazoni L ({z;}) orqali belgilaymiz. Bu qism fazo {z;}
"sistemadan hosil bo‘lgan” qism fazo yoki {x;} sistemaning chizigli qobig‘i

deyiladi.

Bizga L chiziqli fazo va uning L’ xos qism fazosi berilgan bo‘lsin. L ning

elementlari orasida quyidagicha munosabat o‘rnatish mumkin.

1.10-ta’rif. Agar x,y € L elementlar uchun x—y ayirma L' ga tegishli

bo'lsa, x va 1y elementlar ekvivalent deyiladsi.

Fazo elementlari orasida o‘rnatilgan bu munosabat refleksivlik, simmetrik-
lik va tranzitivlik xossalariga ega. Shuning uchun bu munosabat L ni o‘zaro
kesishmaydigan sinflarga ajratadi va har bir sinf o‘zaro ekvivalent elementlar-
dan tashkil topgan. Bu sinflar qo‘shni sinflar deyiladi. Barcha qo‘shni sinflar
to‘plami L chiziqli fazoning L’ qism fazo bo‘yicha faktor fazosi deyiladi va

L/L'" ko‘rinishda belgilanadi.

Faktor fazoda yig‘indi va songa ko‘paytirish amallari tabiiy ravishda kiriti-
ladi. Aytaylik, £ va n lar L/L’ dan olingan ixtiyoriy qo‘shni sinflar bo‘lsin.
Bu sinflarning har biridan bittadan vakil tanlaymiz, masalan x € &, y € 7.
¢ va n sinflarning yig‘indisi sifatida x + y elementni saglovchi ¢ sinf qab-
ul qgilinadi. ¢ qo‘shni sinfning « songa ko‘paytmasi sifatida ax elementni
saglovchi (; sinf qabul gilinadi. Natija x € &, y € n vakillarning tanlanishiga
bog‘liq emas, chunki, qandaydir boshqa 2’ € &, ¢/ € n vakillarni olsak ham
(x+y)—(@'+y)=(x—2")+(y—y') € L' va a(z —2') € L' bo‘lgani uchun
' +y € ( va ax’ € (; bo'ladi. Bevosita tekshirish shuni ko‘rsatadiki, L/L’
da aniglangan qo‘shish va songa ko'paytirish amallari chiziqli fazo ta’rifidagi
aksiomalarni qanoatlantiradi. Boshqacha aytganda, L/L’ faktor fazo chiziqli
fazo tashkil giladi.
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1.11-ta’rif. L/L" faktor fazoning o‘lchami L' qism fazoning koo ‘lchami
deyiladi va dimL/L" = codimL’ shaklda yoziladi.

1.53.

1.54.

1.55.

1.56.

1.57.

1.58.

1.59.

1.60.

ly C ¢y C ¢ C m fazolarning har biri o‘zidan keyingilari uchun xos qism

fazo bo‘ladi. Isbotlang.

R" fazoda V = {(z1,...,2,) € R" : x; = x5} to'plam qism fazo

tashkil qilishini isbotlang, uning o‘lchamini toping.

Uy fazoda M = {(x1,...,xpy,...) €Ely: x1+ 22+ 23 =0} to'plam qism

fazo tashkil qilishini isbotlang, qism fazoning koo‘lchamini toping.

L,[a,b], (p > 1) fazoning nolga ekvivalent funksiyalaridan tashkil top-
gan gism to‘plamni E}(P) [a, b] ko‘rinishda belgilaymiz. E}(P) [a, b] ni qism

fazo bo‘lishini isbotlang.

Absolyut uzluksiz funksiyalar to‘plami ACla, b] o‘zgarishi chegaralangan

funksiyalar fazosi V'[a, b] ning qism fazosi bo‘ladi. Isbotlang.

Vla,b] fazoda f(a) = 0 shartni qanoatlantiruvchi funksiyalar to‘pla-
mini Vj[a, b] bilan belgilaymiz. Bu to‘plam Vla,b] fazoning qism fazosi

bo‘ladi. Isbotlang.

Ma’lumki (1.56-misolga qarang), Zp la, b] fazoning nolga ekvivalent
funksiyalaridan tashkil topgan qism fazosi Eg [a, b] ko‘rinishda belgi-
lanadi. Endi Ep la, b] chizigli fazoning Eg la, b] qism fazo bo‘yicha faktor
fazosini qaraymiz va bu faktor fazoni Ly[a, b] bilan belgilaymiz. Bu fazo
la, b] kesmada aniglangan va p— darajasi bilan Lebeg ma’nosida inte-
grallanuvchi ekvivalent funksiyalar fazosi deb ataladi. Dirixle va Riman

funksiyalarini bir sinfda yotishini isbotlang.

RT = (0, 00) to‘plamda z va y sonlar yig‘indisi deganda ularning

ko‘paytmasini, & elementni A— hagqiqiy songa ko‘paytirish deganda z*
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ni tushunamiz. U holda R* to‘plam unda kiritilgan amallarga nisbatan
chiziqli fazo tashkil qilishini isbotlang. Bu fazoning nol elementini toping.

Bu fazoning o‘lchamini toping.

1.61. A(X) orqali X chiziqli fazoning barcha qism to‘plamlari sistemasini
belgilaymiz. Ixtiyorty M, N € 24(X) lar uchun

M+N={x+y: zeM, ye N}, \M={\z: ze€ M}

kabi amallarni kiritamiz. Bu amallar chizigli fazo aksiomalarini qanoat-

lantiradimi?
2-§. Chiziqli normalangan fazolar

Chiziqli fazolarda elementlarning bir-biriga yaqinligi degan tushuncha yo‘q.
Ko‘plab amaliy masalalarni hal gilishda elementlarni qo‘shish va ularni songa
ko'paytirish amallaridan tashqari, elementlar orasidagi masofa, ularning yaqin-
ligi tushunchasini kiritishga to‘g‘ri keladi. Bu bizni normalangan chiziqli fazo
tushunchasiga olib keladi.

2.1-ta’rif. L chiziqli fazoning har bir elementiga aniq bir sonni mos qo ‘yuv-
chi p akslantirishga funksional deyilads.

2.2-ta’rif. Bizga L chiziqli fazo va unda aniglangan p funksional berilgan
bo‘lsin. Agar p funksional quiyidagi uchta shartni ganoatlantirsa, unga norma
deyiladi:

1) p(x)>0, VeelL; px)=0&x=0;

2) plax) = |a|p(z), Va € C, Vo e L; bir jinslilik aksiomasi,

3) plz+y) <plx)+ply), Y,y € L, uchburchak tengsizligi.

2.3-ta’rif. Norma kiritilgan chiziqli fazo chizigli normalangan fazo deyiladi
va x € X elementning normasi ||z|| orgali belgilanadi.

Bitta chiziqli fazoda har xil normalar kiritish mumkin. Agar X chiziqli

fazoda pq, pa,...,p, normalar aniqlangan bo‘lsa, u holda (X,p1), (X, p2),
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..., (X, pp) normalangan fazolar mos ravishda X, X, ..., X, harflari bilan
belgilanadi. Bizga X chiziqli fazo va unda ||e||; va ||e||, normalar berilgan
bo‘lsin.

2.4-ta’rif. Agar shunday C7; > 0 va Cy > 0 sonlar mavjud bo ‘lib, barcha

r € X lar uchun

Crllzlly < ll=lly < Calllly

tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, ||e||, va |||, normalar ekvivalent deyilads.

Har qanday normalangan fazoni metrik fazo sifatida garash mumkin. Shu-
ning uchun metrik fazolarda isbotlangan barcha teoremalar va tasdiglar nor-
malangan fazolar uchun ham o‘rinli. Agar X chiziqli normalangan fazo bo‘lsa,
uholda p: X x X — R, p(z,y) = ||xr — y|| akslantirish metrika shartlarini
qanoatlantiradi. Xuddi metrik fazolar holidagidek yaqinlashuvchi va funda-
mental ketma-ketlik tushunchalarini keltirish mumkin.

Bizga x € X element va {z,} C X ketma-ketlik berilgan bo‘lsin.

2.5-ta’rif. Agar iztiyoriy € > 0 uchun shunday ng = no(e) > 0 mavjud
bo‘lib, barcha n > ngy larda ||z, — x| < € tengsizlik bajarilsa, {x,} ketma-
ketlik x € X elementga yaqinlashadi deyilads.

2.6-ta’rif. Agar iztiyoriy € > 0 son uchun shunday ng = ng(e) > 0
mavjud bo'lib, barcha n > ny va p € N larda ||x,1p, — x,| < € tengsizlik
bajarilsa, {x,} ga fundamental ketma-ketlik deyiladi.

2.7-ta’rif. Agar X chizigli normalangan fazodagi ixtiyoriy fundamental
ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda X ga to‘la normalangan fazo yoki
Banazx fazosi deyiladi.

Bu ta'rifni quyidagicha ham aytish mumkin.

2.8-ta’rif. Agar (X,p), p(x,y) = ||z —y| metrik fazo to‘la bo‘lsa, u
holda X to‘la normalangan fazo yoki Banax fazosi deyiladsi.

Xuddi metrik fazo holidagidek B(xzg,r)={x € X : |z — z¢|| <r} to‘plam
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markazi xy da radiusi r > 0 bo‘lgan ochiq shar deyiladi. Markazi xy da

radiusi r > 0 bo‘lgan yopiq shar deganda
Blxg,r] ={z € X : ||z — ]| <1}

to‘plam tushuniladi. Agar X chizigli normalangan fazodagi M to‘plamni

biror sharga joylashtirish mumkin bo‘lsa, unga chegaralangan to‘plam deyi-

ladi. M to'plamning diametri deb diamM = sup |z — y| songa aytiladi.
r,yeM

plz, M) = in]\f4 ||lx — y|| miqdorga x nuqtadan M to‘plamgacha bo‘lgan ma-
ye
sofa deyiladi. Xuddi shunday

p(A,B) = inf lz—y]

reAyeB

miqdorga. A va B to ‘plamlar orasidagi masofa deyiladi. Normalangan fazolar-
da ham ochiq va yopiq to‘plamlar xuddi metrik fazolardagidek ta’riflanadi. M
ning barcha limitik nuqtalari to‘plami M’ orqali belgilanadi. Xuddi metrik fa-
zolardagidek M UM’ to‘plam M to‘plammning yopig“i deyiladi va [M] yoki M
orqali belgilanadi. X chizigli normalangan fazodagi A va B to'plamlarning
arifmetik yig‘indisi deganda A+ B = {a+b : a € A, b € B} to'plam
tushuniladi.

2.9-ta’rif. Agar L va M lar X normalangan fazoning qism fazolar:
bo‘lib, X mning har bir x elementi yagona usul bilan x = u+v, w € L, ve M

ko‘rinishda tasvirlansa, X normalangan fazo L wva M qism fazolarning

to‘g‘ri yigindisiga yoyilgan deyiladi va bu X = L & M shaklda yozilads.

2.1. Ushbu p: R?* — R, p(x) = 2|x1| + 3|rs| funksional norma shartlarini

qanoatlantiradimi?

Yechish. Bu funksional giymatlari manfiymas va p(x) = 0 faqat va faqat
shu holdaki, z1 = 0, x93 = 0 da, ya'ni z = (0,0) da bajariladi. Shunday
qilib, normaning 1-sharti bajariladi. 2-shartning bajarilishini ko‘rsatamiz:
pAx) = 2 |Ax1|+3[Axe| = 2[A|[a1| + 3 [A[|wa| = [A[(2]w1] + 3|z2]) = [Alp(x).
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Bu tenglik barcha A € R va o € R? lar uchun o‘rinli. Endi 3 - shartning

bajarilishini ko‘rsatamiz:
plety) = 2|z + y43 |22 + yo| < 2[a1[43 |z2+2y1][+3 [y2] = p(x)+p(y).

Bu tengsizlik barcha z, y € R? lar uchun o‘rinli. Demak, berilgan funksional

normaning barcha shartlarini ganoatlantiradi. ]

2.2. C[]—-1, 1] fazoda z,(t) = t" (n € N) ketma-ketlikni fundamentallikka

tekshiring.

Yechish. C[—1, 1] fazo to'la normalangan fazo bo‘lganligi uchun {z,}
ketma-ketlikning fundamentalligidan uning yaqinlashuvchi ekanligi kelib chiqa-
di. C[-1, 1] fazodagi yaqginlashish tekis yaqinlashishni ifodalaganligi uchun
{z,} ketma-ketlikning limiti (agar u mavjud bo‘lsa) ham uzluksiz bo‘lishi ker-
ak. Qaralayotgan ketma-ketlikning "limiti" uzluksiz emas. Shuning uchun qar-
alayotgan ketma-ketlikning fundamental emasligini ko‘rsatishga harakat qil-
amiz. Buning uchun shunday ¢y > 0 soni mavjud bo‘lib, istalgan n € N
uchun undan katta ng > n va shunday py, € N sonlari mavjud bo‘lib,
| Zngtpo — Tnpll = €0 tengsizlik orinli ekanligini ko‘rsatish kifoya. gy = é

va har bir n € N dan katta biror ng > n natural son uchun py = ny deb

olamiz. Barcha ¢ € [0, 1] lar uchun
oy = mugll = g, [£70 =] 2 ¢ =0

1
/2

tengsizlikka ega bo‘lamiz. Bu tengsizlikdan t = bo‘lganida ushbu

1 1 1
[ @20, — Tnol| = 5 171"

O] —

tengsizlik kelib chiqadi. Bu esa {x,} ketma-ketlikning fundamental emasligini

ko‘rsatadi. ]
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2.3. X normalangan fazo va x,, =, y,, y € X bo‘lsin. Quyidagiarni isbot-
lang:
a) agar x, — x bo‘lsa, u holda ||z,| — ||z||;
b) agar x, — = bo‘lsa, u holda {z,} chegaralangan ketma-ketlik;
c) agar T, — x, A\, — A, A, € C bo‘lsa, u holda A, -z, — - x;
d) agar x, — x va ||z, —y,|| — 0 bo'lsa, u holda y,, — x;
e) agar x, — x bo'lsa, u holda ||z, — y|| — ||z — v ;
f) agar x, — x, y, — y bo'lsa, u holda ||z, — y,|| — ||z — y]| .

Isbot. Faraz qilaylik, x,, — x bo‘lsin. Modulning manfiymasligidan ham-
da (2.1) tengsizlikdan 0 < |||z,| = ||z||| < ||lzn — x| kelib chigadi. Bu
tengsizlikda limitga o‘tib nll_{go |z,|| = ||z]| tenglikni olamiz. Ya’ni a) tasdiq
isbot bo'ldi. {||z,||} sonli ketma-ketlikning yaqinlashuvchi ekanligidan uning
chegaralangan ekanligi kelib chiqadi, ya'ni {z,} chegaralangan ketma-ketlik
ekan. b) tasdiq isbot bo‘ldi. Endi ¢) tasdiqni isbotlaymiz. Quyidagi

O<|M\i-zpn—Az]|=|M-zpn—An-z+ Az =Xz <
<A = An -zl + [ A -z = A 2]l = Al lzn — 2] + 2]l |An = Al
tengsizlikdan A, - x,, — A -z ekanligi kelib chiqadi. Quyidagi
0 <[z —ynll = llz—2n + 20 — yall < llo—zall + [l2n — ynll

tengsizlikda limitga o‘tib d) tasdiqning isbotiga ega bo‘lamiz. (2.1) tengsizlikka,

ko‘ra
0 <[z —vll = llz—vll| < o0 —y = (=)l = [lzn — 2]

tengsizlik o‘rinli. Bu yerdan limitga o‘tib e) tasdigning isbotiga ega bo‘lamiz.

Oxirgi f) tasdiq ham (2.1) tengsizlik yordamida isbotlanadi. O
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Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

2.4-2.21-misollarda berilgan p : X — R akslantirishning norma shartlarini

qanoatlantirishini tekshiring.

24. p(z)=,]> 2}, zeR"

2.5. py(z) = ¢/ > |xp|?, x€R", g > 1.
2.6. py () = max |z;|, x € R".

2.7. pr(x) =Y |zi], x e R™
2.8. p(x) = /> |ul’, weCm
2.9. p(z) = 3 |z.|°, z € by

2.10. p(z) = ¢/ > |zal?, v €4y, ¢>1.

2.11. p(f) = max | f(x)], feCCla, b

2.12. pi(f) = [ | f(z)| dz, f € Cla, b].

a

2.13. pa(f) = \/f /(@) Pde, f€Cla, ).

b
2.14. m(f)(/f f@)|"de, f€Cla, 8], q> L.

2.15. p(x) = sup |x,|, z€m.

1<n<oo

2.16. p(z) = sup |z,|, v €c.

1<n<oo
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2.17. p(x) = sup |x,|, x € c.

1<n<oo
2.18. p(x) = |z(a)| + V?[z], z € V]a, b].

2.19. p(x) = |x(a)| + V2], 2 € AC]a, b].

2.20. p: Mla, b — R, p(x) = sup |z(t)|.

a<t<b

;2 € CMa, b].

2.21. p(x) = max |z (1) |+ kf: max | 2% (t)

a<t<b — a<t<b
Xuddi metrik fazo holidagidek (R",p,) = Ry, (R",ps) = R%,,
(R, p) = R", (Cla, b],p) = Cla, b], (Cla, b],p,) = Cyla, b], ¢ > 1 belgi-

lashlarni kiritamiz.

2.22. R" fazoda kiritilgan p, p;, peo, p1 normalarning (2.4-2.7-misollarga qa-

rang) istalgan ikkisi ekvivalent ekanligini isbotlang.

2.23. Chekli o‘lchamli chiziqli fazodagi ixtiyoriy ikki norma ekvivalentligini is-

botlang.

2.24. Cla, b] fazoda kiritilgan p, p1, p2, p, normalarning (2.11-2.14-misollar-

ga qarang) istalgan ikkisi ekvivalent emasligini isbotlang.

2.25-2.30-misollarda keltirilgan akslantirishlar norma shartlarini qanoatlan-

tiradimi?
2.25. p: PSTL - R) p(l’) — maX{lx()l ) |'T1‘ LI |xn|} )
bu yerda x(t) = zo + x1t + - - - + T, t".

2.26. p:CWa, b] = R, p(x) = |2(b) — x(a)| + max |2'(t)].

a<t<b

2.27. p: CWa, b] — R, p(r) = max |2/(t)|.

a<t<b

2.28. p:C0a, b] = R, p(z) = |z(a)|+|2'(a) | + max |2"(t)].

a<t<b
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2.29. p:CW[a, b] = R, p(x) =|x(a)|+ |2(b) | + max |2"(t)].

a<t<b
2.30. p: Pc(R) = R, p(z) = max |z(t)|. Bu yerda ®+(R)—sonlar o‘qida

aniglangan uzluksiz va finit funksiyalar to‘plami.

2.31-2.40-misollarda keltirilgan funksiyalar ketma-ketligi 6(¢) = 0 funksi-

yaga, ko‘rsatilgan fazoda yaqinlashuvchimi?

B nt
14 n24 82

2.32. z, (t) =te ™, (4]0, 10].

2.31. , (1) clo, 1].

| t
2.33. z,(t) = =" Oy, 7.
n

2.34. z,(t) =t" —t*", 50, 1].

tn+1 t2—|—n
2.35. x,(t) = — , 10, 1].
Tn (1) 1 2+n 0, 1]
t
2.36. x,(t) = ——=; C1]0, 1].
Za(t) 1 + n2t? 10, 1

1
2.37. z,(t) = {/t"+ < —t; C1[0, 1].
n

2.38. x,(t) =t" — "1 Cy[0, 1].

2.39. z,(t) = n"%2nt -e %5 (Cy10, 1].

2

2.40. z,(t)=2n-t-e " C1]0, 1].
2.41. v = (1,2,2) va y = (—3,0,4) elementlarning R?, R, R R fazo-

lardagi normasini hisoblang.

2.42. f(z) = sinz va g(x) = coszx elementlarning Cl—m, 7], Ci[—m, 7],

Cy[|—m, 7] fazolardagi normasini hisoblang.

2.43. p,(x) = sinnx va ¥,(r) = cosnz, n € N elementlarning C|—m, 7],
Cy|—m, 7|, Lo[—m, w|, M|—m, ©|, V[—m, w] fazolardagi normasini hi-

soblang.
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2.44.

2.45.

2.46.

2.47.

2.48.

2.49.

2.50.

2.51.

2.52.

2.53.

Agar p1 : X — R va py : X — R normalar bo‘lsa, u holda ixtiyoriy
ai, as musbat sonlar uchun p = a1p; + asps : X — R ham norma

shartlarini qanoatlantiradi. Isbotlang.

Agar ||e]|; : X — R va |/e]|,: X — R lar ekvivalent normalar bo‘lsa, u
holda lim ||z, — z||; = 0 tenglikdan lim ||z, — 2|, = 0 tenglik kelib

chiqadi va aksincha. Isbotlang.

Agar p : X — R va ps : X — R lar ekvivalent normalar bo‘lsa,
u holda {z,} ketma-ketlikning X; normalangan fazoda fundamental-

ligidan, uning X, da ham fundamental ekanligi kelib chigadi. Isbotlang.

Agar p;1 : X — R va ps : X — R lar ekvivalent normalar bo‘lsa, u
holda M C X ning X; normalangan fazoda kompakt (nisbiy kompakt)
ekanligidan, uning X, da ham kompakt ( nisbiy kompakt) ekanligi kelib
chiqadi. Isbotlang.

Ixtiyoriy x, y € X lar uchun quyidagi tengsizlikni isbotlang
el =yl T < [l =yl (2.1)

Har qanday normalangan fazoda ochiq shar ochiq to‘plam, yopiq shar
yopiq to‘plam bo‘lishini isbotlang.

[B(xg,7)] = Blxg,r| tenglikni isbotlang.

Ixtiyorly x, y € X lar uchun ||z|| < max{||z+y||, |[x —y||} tengsizlik

o‘rinli. Isbotlang.

Chegaralangan to‘plamlarning birlashmasi yana chegaralangan to‘plam

bo‘lishini isbotlang.

Chegaralangan to‘plamlarning arifmetik yig‘indisi yana chegaralangan

to‘plam bo‘lishini isbotlang.
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2.54

2.55.

2.56.

2.57.

2.58.

2.59.

2.60.

2.61.

2.62.

M C X to‘plam chegaralangan bo‘lishi uchun diam M < oo tengsiz-

likning bajarilishi zarur va yetarli. Isbotlang.

M C X chegaralangan to‘plam. U holda [M] ham chegaralangan to‘plam,
hamda diam M = diam [M] tenglik o‘rinli. Isbotlang.

Har qanday M C X to‘plam uchun M’ yopiq to‘plam bo‘lishini isbot-
lang.

Har qanday M C X to‘plam uchun (M’)" € M’ munosabatni isbotlang.
M'\(M") # 0 bo‘lishi mumkinmi?

[A] C [B] ekanligidan A C B munosabat kelib chiqgadimi?

M C X yopiq to'plam bo‘lsin. p(x, M) = 0 bo‘lishi uchun z € M

bo‘lishi zarur va yetarli. Isbotlang.

A, B C X ixtiyoriy to‘plamlar bo‘lsin. p(A, B) = p(A, B) = p(A, B)
= p(A, B) tengliklarni isbotlang.

M C X ixtiyoriy to‘plam bo‘lsin. M to‘plamning chegarasi - 0M shun-
day = € X nuqgtalardan iboratki, markazi = da bo‘lgan har qanday shar
ham M to‘plamdan, ham X\M dan hech bo‘lmaganda bittadan ele-
mentni o‘zida saglaydi. OM— yopiq to‘plam hamda OM = O(X\M)
tenglikni isbotlang.

Shunday =™ = (2{" 2{", ... 2" . ) ketma-ketlikka misol keltiringki:
a) m da yaqinlashuvchi, ¢; da uzoqlashuvchi bo‘lsin;

b) m da yaqinlashuvchi, f5 da uzoqlashuvchi bo‘lsin;

c¢) ¢y da yaqinlashuvchi, ¢; da uzoqlashuvchi bo‘lsin;

d) ¢o da yaqinlashuvchi, ¢; da uzoqlashuvchi bo‘lsin;

e) ¢o da yaqinlashuvchi, ¢, da uzoglashuvchi bo‘lsin.
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2.63.

2.64.

2.65.

2.66.

2.67.

2.68.

2.69.

2.70.

2.71.

2.72.

2.73.

1 1 1
"In2’ In3" " Inn’
va birorta ham p € N da x ¢ ¢, ekanligini isbotlang.

r = (1 ..) elementning ¢y da yotishini ko‘rsating

P— barcha ko‘phadlar to‘plami Cla,b] fazoda ochiq to‘plam bo‘ladimi?
P— barcha ko‘phadlar to‘plami Cla,b] da yopiq to‘plam bo‘ladimi?

Qisman chizigli uzluksiz funksiyalar to‘plami Cfa,b] fazoning hamma

yerida zich ekanligini isbotlang.

P— barcha ko‘phadlar to‘plami Cla, b] fazoning hamma yerida zich ekan-

ligini isbotlang.

ly fazoda {x = (x1,29,...) € ly : |x,| < 1} parallelepiped ochiq

to'plam bo‘lishini isbotlang.

Agar ||z + y|| = |lz|| + ||y]| tenglik fagat vy = Az, A > 0 ko'ri-
nishdagi elementlar uchun o‘rinli bo‘lsa, u holda X normalangan fa-
zo qat’iy normalangan deyiladi. Quyidagilarning gaysilari gat’iy norma-
langan fazo bo‘ladi?

a) R b) f1; «¢) ly; d)m; e) Cla,b]; ) Csla,b].

Agar A, B C X to‘plamlardan birortasi ochiq bo‘lsa, u holda A + B
to'plam ham ochiq bo‘ladi. Isbotlang.

A, B C X lar hamma yerda zich to'plamlar bo‘lsin. AN B = () bo‘lishi

mumkinmi?

C[—1, 1] fazoni ikkita cheksiz o‘lchamli qism fazolarning to‘gri yig‘indisi

shaklida yozing.

Normalangan fazoda fundamental ketma-ketlikning chegaralangan ekan-
ligini isbotlang.
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2.74. {z,} C X fundamental ketma-ketlik va uning biror z,, qismiy ketma-
ketligi yaqinlashuvchi bo‘lsin. U holda z,, ketma-ketlik ham yaqginlashu-
vchi bo‘ladi. Isbotlang.

2.75. {z,} C X va Z | i1 —2n|| qator yaginlashuvchi bo‘lsin. U holda {z,}

fundamental ketma ketlik bo‘ladi. Isbotlang. Teskari tasdiq o'rinlimi?

2.76. Har qanday chekli o‘'lchamli normalangan fazo to‘ladir. Isbotlang.

33

Please purchase VeryDOC PS to PDF Converter on http://www.verydoc.com to remove this watermark.


http://www.verydoc.com
http://www.verydoc.com

Please purchase VeryDOC PS to PDF Converter on http://www.verydoc.com to remove this watermark.

3-§. Evklid va Hilbert fazolari

Chiziqli fazolarda norma kiritishning sinalgan usullaridan biri, unda skalyar
ko‘paytma kiritishdir. L haqiqiy chizigli fazo bo‘lsin.

3.1-ta’rif. Agar Lx L dekart ko ‘paytmada aniqlangan p funksional quiida-
g1 to‘rtta shartni qanoatlantirsa, unga skalyar ko ‘paytma deyiladi:

D) p(x,z) >0, VeeL; plr,z)=0&x=20,

2) p(x,y) = py,x), Vx,y € L, simmetriklik,

3) plax, y) = ap(x, y), Ya € R, z,y € L, bir jinslilik,

4) p(x1 + z9, y) = p(x1,y) + p(x2,y), Va1, 0, Yy € L, additivlik.

Agar L kompleks chiziqli fazo bo‘lsa, u holda 2) shart p(z, y) = p(y, z)
bilan almashtiriladi va 3) tenglik barcha kompleks a da bajarilishi talab qili-
nadi.

3.2-ta’rif. Skalyar ko‘paytma kiritilgan chizigli fazo Evklid fazosi deyiladi.
x va y elementlarning skalyar ko ‘paytmasi (x,y) orgali belgilanadi.

Evklid fazosida x elementning normasi
]| = v/ (z, z) (3.1)

formula orqali aniglanadi. Demak, har qanday Evklid fazosini normalangan
fazo sifatida qarash mumkin. Normalangan fazolarda isbotlangan barcha tas-
diglar Evklid fazosida ham o‘rinli bo‘ladi.

Teskari masalani qaraymiz. E— normalangan fazo bo‘lsin. £ da aniqlan-
gan norma qanday qo‘shimcha shartlarni qanoatlantirsa, £ Evklid fazosi
ham bo‘ladi? Boshqacha aytganda, qanday shartlarda norma orqali unga mos
skalyar ko‘paytma aniglash mumkin?

3.1-teorema. E normalangan fazo Evklid fazosi bo‘lishi uchun, ixtiyoriy

ikkita f, g € E elementlar uchun

Lf +all* + 1f = glI* = 211 £1° + 2 g (3-2)
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tenglikning bajarilisht zarur va yetarls.

(3.2) parallelogramm ayniyati deyiladi. (3.2) shart bajarilganda,

piev) = (17 + 9l 11f — o)

p: E x E — R funksional skalyar ko‘paytma shartlarini qanoatlantiradi.

3.3-ta’rif. Agar (z,y) = 0 bo'lsa, u holda x wva y wvektorlar ortogonal
deyiladi va x 1y kabi belgilanads.

3.4-ta’rif. Agar ixtiyoriy o # 3 da (xa, x3) =0 bo‘lsa, u holda nolmas
{z,} wvektorlar sistemasiga ortogonal sistema deyiladi. Agar bu holda har bir
elementning normasi birga teng bo‘lsa, {x,} ortogonal normalangan sistema,
qisqacha ortonormal sistema deyilads.

3.5-ta’rif. Agar {x,} sistemani o‘zida saglovchi minimal yopiq qism fazo
E fazoning o‘ziga teng bo‘lsa, u holda {x,} sistema to‘la deyiladi.

3.6-ta’rif. Agar {x,} ortonormal sistema to‘la bo‘lsa, u holda bu sistema
E fazodagi ortonormal bazis deyilads.

3.7-ta’rif. Bizga E Evklid fazosi va {¢r} ortonormal sistema berilgan
bo‘lsin. Agar ixtiyoriy f € E uchun

oo

Dol =117 e = (f, o) (3-3)

k=1
tenglik o ‘rinli bo‘lsa, {¢r} ortonormal sistema yopiq sistema deyiladsi.
(3.3) tenglik Parseval tengligi deyiladi. ¢ = (f, ¢r) sonlar f € E ele-
mentning {¢;} ortonormal sistemadagi Furye koeffitsiyentlari deyiladi.

Ixtiyoriy f € E element uchun uning Furye koeffitsiyentlari
2
> el <N (3.4)
k=1

tengsizlikni qanoatlantiradi. (3.4) tengsizlik Bessel tengsizligi deyiladi.
3.8-ta’rif. E FEvklid fazosi (3.1) normaga nisbatan to‘la bo‘lsa, u to‘la
Evklid fazosi deyilads.
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3.9-ta’rif. Cheksiz o‘lchamli to‘la Evklid fazosi Hilbert fazosi deyilads.

3.10-ta’rif. Agar E FEvklid fazosining hamma yerida zich bo‘lgan sanoqli
to‘plam mavjud bo‘lsa, E separabel Evklid fazosi deyiladi.

3.2-teorema (Shmidtning ortogonallashtirish jarayoni). Bizga E Evklid

fazosida chiziqli bog‘lanmagan

fl) f27---,fn,...

elementlar sistemasi berilgan bo‘lsin. U holda E FEvklid fazosida shunday

gbl? ¢27 "’7¢n7"‘ (3-5)

ortonormal sistema mavjudki, quyidagr tasvirlar o‘rinli:

¢n:an1f1+an2f2+ R annfn; ann>07

va

fn:bn1¢1+bn2¢2+ T +bnn¢n, b?’L?’L>0

3.3-teorema. To‘la separabel Evklid fazosidagi {¢,} ortonormal sistema
to‘la bo‘lishi uchun, E da {¢,} sistemaning barcha elementlariga ortogonal

bo‘lgan nolmas elementning mavjud bo ‘lmasligi zarur va yetarl.

3.1. C"={x = (v1,...,2,) : 2 €C, k=1,2,...,n} chiziqli fazoni qaray-
lik.

plw,y) = (z,y) =Y =k, =, yeC" (3.6)
k=1

formula yordamida aniglangan p funksional skalyar ko'paytma aksioma-

larini qanoatlantirishini ko‘rsating.

Yechish. C" kompleks chiziqli fazo. Shuning uchun biz kompleks chiziqli

fazoda berilgan skalyar ko‘paytma shartlarini tekshiramiz.
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n

1) ( ) Z TpTp = Z |xk|2 >0, Vzxe cn
k=
tengsizlik \J;k\ > 0 ekanhgldan kelib chigadi. Endi

= Il =
k=1

bo‘lsin. Qo‘shiluvchilarning manfiy emasligidan har bir k& uchun |z;]*> = 0,
bundan x; = 0, ya’ni x = 0 ekanligi kelib chigadi. Aksincha, har bir £ uchun
x = 0 bo‘lsa, u holda p(x z)=0 Wko‘rinib turibdi.

2) pz,y) = Z TEYk = Z LrYk = Z yrTr = p(y, ).

Bu tenglik ko’ paytmamng qo shma81 qo ‘shmalar ko‘paytmasiga, yig‘indining

qo‘shmasi esa qo‘shmalar yig‘indisiga tengligidan kelib chiqadi.

n

n n
3) pla+y,2)=> (Th+ye) T = Y. T2k = p_ Y2k =
k=1 k=1 k=1

=p(z,2) +ply,2), Vz,y,zeC"

4) p(Ax, y) = Z)\:Ukyk—AZxkyk—)\p(x y), Vz,ye C" XeC. Bu
tengliklarning ba3ar1hsh1 kompleks sonlarni qo‘shish va ko‘paytirish xossalari-
dan kelib chiqadi. Demak, (3.6) tenglik yordamida aniglangan p funksional

skalyar ko'paytma aksiomalarini ganoatlantiradi va C" kompleks Evklid fazosi

bo‘ladi. O

3.2. E = R% p(x,y) = /(27 +2}) (v} +y3) funksional uchun skalyar

ko'paytmaning qaysi shartlari bajarilmasligini aniglang.

Yechish. p(z,y) = /(2?3 +22) (v} +93), v,y € R? funksional uchun

skalyar ko‘paytmaning 1-sharti bajariladi. Hagiqatan ham, ixtiyoriy nolmas

v € R da p(z,7) = /(22 +23) (23 +23) = 22 + 22 > 0 va p(z,7) =
0 & x = (0,0). Bu funksional uchun simmetriklik p (x,y) = p (y,x) shar-
ti o‘rinli. Bu funksional uchun p (Az,y) = Ap (x,y) tenglik o‘rinli emas.
Masalan, p (—2z,y) = 2p (x,y). Oson tekshirish mumkinki, bu funksional
uchun p (x+ z,y) =p (z,y) + p (2,y) tenglik ham o‘rinli emas. H
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3.3. R3 fazoda f1=(1,0,0), fo=(1,1,0), f3=(1,1, 1) vektorlarning
chiziqli erkliligini tekshiring, Shmidtning ortogonallashtirish jarayonini

qo‘llab, ortonormal sistema hosil qiling.

Yechish. Ma’lumki, R" fazoda n ta vektordan iborat sistemaning chiziqli
erkli bo‘lishi uchun, bu vektorlarning koordinatalaridan tuzilgan determinant-

ning noldan farqli bo‘lishi zarur va yetarlidir. Berilgan vektorlar uchun bu

determinant
1 0 0
11 0]|=1#0
1 1 1

bo‘lganligi sababli, ular chiziqli erklidir. Endi bu elementlarga Shmidtning or-
togonallashtirish jarayonini qo‘llaymiz. ¢ = f1 = (1,0,0) deb olsak, [|¢1]| =

V12 + 02+ 02 = 1 bo'ladi. oy elementni ¢y = fo — a9 1 ko‘rinishda olib,
as koeffitsiyentni (o, 1) = 0 ortogonallik shartini qanoatlantiradigan qilib

tanlaymiz:

(f2, 1) _ -
leal® 1

0 = (p2,01) = (f2, 1) — az1(p1, 1) yoki ag =
U holda

¥2 = (17170) - (17070) - (07170)7 HSOQH =1,

bo‘ladi. 3 vektorni quyidagi ko‘rinishda izlaymiz:

3= [f3— azp1— as 2. (3.7)

Bunda ag;, ago koeffitsiyentlar, ortogonallik shartlaridan, ya'ni

(¢3,01) = (p3,02) =0 (3.8)

shartlardan topiladi. Buning uchun (3.7) ni ¢; va s ga skalyar ko‘pay-
tirib, (3.8) shartlardan foydalansak, as;, ags koeffitsiyentlarga nisbatan chiz-

iqli tenglamalar sistemasi hosil bo‘ladi. Bu tenglamaning yechimi:

(f37901)_1'1+1'0+0‘1_1 C(fyp2) 1
= a3z2

— == = ,
||901|| 1
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Demak,
w3 =(1,1,1) = (1,0,0) — (0,1,0) = (0,0,1), |3l = 1.
Hosil bo‘lgan o1 , @9, 3 vektorlar sistemasi ortonormaldir. ]

3.4. Ly(R, e "dp) bilan R da aniqlangan, o‘lchovli va

/ z(t)Pe P dt < oo
R

shartni qanoatlantiruvchi funksiyalardan iborat fazoni belgilaymiz. Bu

fazoda x va y elementlarning skalyar ko‘paytmasini

(2,y) = / w(t) y(t) et

formula bilan aniglaymiz. Bu fazoda 1, ¢, t2, t3,...,t", ... chizigli bog‘-
lanmagan sistemadan ortonormal sistema hosil qiling. Hosil gilingan orto-
normal sistema Chebishev-Ermit ko ‘phadlari deyiladi. Uning dastlabki
uchta hadini toping.

Yechish. Ortonormal sistema 1, = w,(t) = ag + a1t + -+ + ap_qt" !

shaklda izlanadi. Bu yerda wi(t) = ag bo‘lib, ay soni

[w,||? = /Rag e Pdt =1 (3.9)

shartdan topiladi. Integral ostidagi funksiyaning juftligidan foydalanib, (3.9)

ni quyidagicha yozamiz:

[wn||” = ag/R et = 2a3/0 e tdt. (3.10)

Bu integralda t*> = x, t = /= o‘zgaruvchini almashtirib, (3.10) integralni
 _p X 1
||w”H2 = 2a(2)/ e Udt = CL(Q)/ 23 e T gy — a(Q)F (5) =1 (3.11)
0 0

1
shaklda yozamiz. Gamma funksiyaning 3 nuqtadagi qiymati /7 ekanligi-

1 1
dan hamda (3.11) dan @y = —= ni olamiz. Demak, () = wy(t) = T
T

%
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ekan. 1o(t) = wy(t) = by + ait shaklda izlanadi. by va a; koeffitsiyentlar
ortogonallik (11,19) = 0 va normallanganlik ||¢»|| = 1 shartlaridan topiladi.
Ortogonallik sharti

—t2 ay / 42 o b() aj o
te™" dt = -0=0
f V7 Ja Jr Jr

dan by = 0 ni olamiz. Demak, 15(t) = a1t ekan. Normallanganlik sharti

o0 (0.
3
sl = a [ £t =202 [ #e it =t [ ot e v — alr (2) _
0 0

R

(Y1, 12) =

) 1 1 2 V2

dan af = = = ni, ya'ni a1 = —= ni olamiz. Demalk,

T(1+3) %F(l/g) v VT

balt) = f;

shaklda izlanadi. ¢y, ¢; va ¢y koeflitsiyentlar ortogonallik shartlari (i1, 13) =

ekan. Navbatdagi 13 element 93(t) = ws(t) = co + c1t + cot?

(wg, 13) = 0 va normallanganlik sharti |[¢3]| = 1 dan topiladi. Bu shartlardan
2t —1

ekanligini topamiz. [l
Eslatma. Faraz qilaylik, )y, 19, ... 1,1 ortonormal sistema qurilgan
boﬁlsin, u holda On = fn — (fn, ¢1)¢1 — (fn, 77/}2)?7&2 — s — (fn, @/}nfl)@/}nfl ele-

ment 1, Us, . ..,1Y,_1 elementlarga ortogonal bo‘ladi. Agar ¥, = ¢, : [|¢.]|

desak, u holda 1y, 19, ..., 1, sistema ortonormal sistema bo‘ladi.

3.5. x(t) = t(t — 1) + 671 funksiyaning Rademaxer (Rademaxer sistemasi
3.63-misolda aniqlangan) sistemasidagi barcha {z,}, -, larga ortogonal
ekanligini ko‘rsating. Demak, Rademaxer sistemasi to‘la ortonormal sis-

tema emas.

Yechish. ry: [0, 1] — R funksiyani quyidagicha aniqlaymiz

1, te]o, 3]

ro(t) = L el

40

Please purchase VeryDOC PS to PDF Converter on http://www.verydoc.com to remove this watermark.


http://www.verydoc.com
http://www.verydoc.com

Please purchase VeryDOC PS to PDF Converter on http://www.verydoc.com to remove this watermark.

va uni R ga 1 davrli funksiya sifatida davom ettiramiz. U holda barcha bu-
tun m > 0 lar uchun 7,(f) = ro(2™t) tenglik o‘rinli bo‘ladi. Ravshanki,
fo ro(t)dt = 0. Xuddi shunday

/01 T (t)dt = /01 ro(27t)dt = 27" /02m ro(t)dt = /01 ro(t)dt = 0

Endi z(t) = t(t — 1) + 67! funksiyani 7,,,m € Z, larga ortogonal ekanligini
ko‘rsatamiz. Buning uchun

1 1

1
1
/rm(t /7"02mt (t—§)2—i————) /7"02mt t——th—O
0

0 0

ekanligini ko‘rsatish yetarli. Oxirgi integralda ¢ — 5 =5 almashtirish olamiz,

natijada
1 0,5

/Tm(t)x(t)dt = (2" 5)s*ds = 0
0 ~05

ni olamiz. Chunki, r¢(2™s) aniqlanishiga ko‘ra toq funksiya, toq funksiyadan
esa simmetrik (—5, 5) oraliq bo‘yicha olingan integral nolga teng. Shunday
qilib, barcha butun m € Z, lar uchun xz(¢) funksiya 7,(t) ga ortogonal
ekan. ]

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

3.6-3.10-misollarda keltirilgan p: ' x E — R funksional, haqiqiy chiziqgli

fazoda skalyar ko‘paytma shartlarini qanoatlantiradimi?

n
3.6. p (v,y) = > xyr, z,y €R"
k=1

3.7, p (f.g) = J F(0)a(t)dt, f.g < Cla, b

a

3.8. p(x,y) = > xpyr, =,y € lo.
k=1
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3.9. p (f,9)= | () o(t)dt, f.g€ Lo, 1]

a

3.10. p (f,9) = > f(n)g(n), [, g€ lo(Z).

nez
Eslatma. 3.7-misolda keltirilgan (C|a, b],p) Evklid fazosi Cs[a, b] bilan
belgilanadi.
3.11-3.14-misollarda keltirilgan p : E x E — C funksional, ko‘rsatil-
gan kompleks chiziqli fazoda skalyar ko‘paytma shartlarini qanoatlantirishini
ko‘rsating.
b

3.11. p (f.9) = [ f(t)g(t)dt, f,g€ Cla, b].

a

3.12. p (xhy) - Z xk%) xr,y € 62-
k=1

b -
3.13. p (f.9) = [ f(t)g(t)dt, [, g€ Laola, b].

a

3.14. p (f,9) = > f(k)g(k), f,g¢€ l:(Z).

keZ

3.15-3.23-misollarda keltirilgan p : E x E — R funksional, ko‘rsatilgan

haqiqiy chiziqli fazoda skalyar ko'paytma shartlarini qanoatlantiradimi?
3.15. E=R? p(x,y) = 2191 — 2205.
3.16. E=R* p(z,y) =1y — Tay1 + 2229s.
3.17. E =R’ p(z,y) = 2191 + 2292 — T3y3.
3.18. E =R’ p(z,y) = w151 + Tays — T3y3.

3.19. E=1Vy p(x,y)= > MNexpyr, 0 <A, < 1.
k=1

3.20. E =4y, p(z,y)=>

LrYk
=1 K
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3.21. E=Cla,b], p(z,y) = fbetx (t) y () dt.
3.22. E=Cla,b], p(x,y) = fbx4(t)y4(t)dt.

3.23. £ =00, jb‘x (t)dt—i—jqa:’(t)y’(t)dt.

3.24-3.33-misollarda keltirilgan vektorlarning chiziqli erkliligini tekshiring,
Shmidtning ortogonallashtirish jarayonini qo‘llab, ortonormal sistema hosil
qiling. R™, 0y, Csla, b], Lola, b],l2(Z) tazolardagi skalyar ko‘paytmalarni 3.6-

3.10-misollardan qarab oling.
3.24. E =R? fazoda z=(0,0,1), y=(0,1,1), z=(1,1,1)
3.25. E=R} a2=(1,1,0), y=(2,0, 1), z= (0, —1, 1).
3.26. E=R? 1=(-1,0,0), y=(0,-1,1), z= (2,0, —1).
3.27. E=Co—1,1], z1(t) =1, x9(t) =13, a3(t) =15
3.28. E=Cy—1, 1], z(t)=1, yt)=t, =z(t)=1.
3.29. E = Ly]0, 7|, =(t) =1, y(t) = cost, z(t) =sint.
3.30. E=Ly[—1,1], 21(t) =1, xo(t) =t, x3(t) =t>+1.
3.31. E=1(y, x=(1,0,0,...), y=(1,1,0,0,...), z=(1,1,1,0,0,...).
sz 5t o= (01h o k) (10 b b ).
3.33. E=/{y, x=(1,1,0,0,...), y=(0,0,1,1,0,...).

3.34. F Evklid fazosida ixtiyoriy x,y, z elementlar uchun Apolloniy ayniyatini
isbotlang

_:c+yH2

1
2 2 2
—z)P 4z —ylE == |lz -yl +2
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3.35. E Evklid fazosida ixtiyoriy x,v, z,t elementlar uchun Ptolemey tengsi-

zligini isbotlang
e =2l [ly =t < lle =yl -]z =t + ly — 2l - lz —¢]].
3.36. E Evklid fazosida x va y elementlar ortogonal bo‘lishi uchun
l2]* + [y I* = llz + y]*
tenglikning bajarilishi zarur va yetarli. Isbotlang.

3.37. E haqiqiy normalangan fazo va ixtiyoriy x,y elementlar uchun parallel-

ogramm ayniyati
lz +yl* + ll = ylI* = 2[|=* + 2 [yl

bajarilsin. U holda

1
piExE R, p,y) = {le+yl’ - lle -y}
funksional skalyar ko‘paytma shartlarini qanoatlantirishini ko‘rsating.

3.38. w1, 19,...,x, lar F Evklid fazosidagi ixtiyoriy ortonormal sistema bo‘lsin.

Bu sistemaning chiziqli erkli ekanligini isbotlang.

3.39. E haqiqiy Evklid fazosi. Ixtiyoriy x,y elementlar uchun Koshi-Bunyakovs-
kiy tengsizligi |(z,y)| < ||z| - ||y|| ni isbotlang.

3.40. E Evklid fazosidagi zi, 29, ...,x, € E sistemaning Gram determinanti
deb
(21, 1) (21, 22) -+ - (21, 21)

‘I(xl, To, ..., iUn) _ (962, x1) (xz, x2) - (xg, l’n)

(Tn, 1) (T, 2) - (T, )
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3.41.

3.42.

3.43.

3.44.

3.45.

3.46.

3.47

3.48

determinant tushuniladi. x1,29,...,2, € E elementlar sistemasining
chiziqli erkli bo‘lishi uchun, uning Gram determinanti noldan farqli bo‘lishi

zarur va yetarli. Isbotlang.

x, va y, lar H Hilbert fazosidagi yopiq birlik sharga tegishli va
lim (x,,y,) = 1 bolsa, u holda lim ||z, — y,|| = 0 bo‘ladi. Isbotlang.

n—oo n—oo

H— Hilbert fazosi, L uning gism fazosi bo‘lsin. x element L qism fazoga
orthogonal bo‘lishi uchun istalgan y € L da ||z|| < ||z —y|| tengsizlik-

ning bajarilishi zarur va yetarli. Isbotlang.

Cy|—m, 7| Evklid fazosida ¢, (t) = sinnt, n € N sistemaning ortogo-

nal ekanligini isbotlang. {p,} sistemadan ortonormal sistemaga o‘ting.

Lo[—m, m] kompleks Hilbert fazosida ¢, (t) = exp{int}, n € Z, sis-
temaning ortogonal ekanligini isbotlang. {y,} sistemadan ortonormal

sistemaga o‘ting.
Kompleks Hilbert fazosida quyidagi tenglikni isbotlang:
1 2 2 . . 2 . . 2
(@) = 7 {lo+ vl = llz =yl +ille +iyll* =i o — iyl }

Co|—m, ] Evklid fazosida o(t) = cos’t elementning

1 1

{\/—27’ on(t) = ﬁcosnt, n e N}

ortonormal sistemadagi Furye koeffitsiyentlarini toping.

H— Hilbert fazosi, x1,xo,...,1x, undagi ixtiyoriy ortogonal sistema, va

xr=x1+ x93+ -+ x, bo'lsin. Pifagor tengligini isbotlang.
2 l* = o |* + w2l + - + ]

Hilbert fazosi qat’iy normalangan fazo ekanligini isbotlang.
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3.49.

3.50.

3.51.

3.52.

3.53.

3.54.

3.55.

3.56.

H Hilbert fazosidagi @y, 25 elementlar uchun Re(zy,x5) = ||z1]]? =
|z2||* tenglik o‘rinli bo‘lsin. U holda 1 = 29 ekanligini isbotlang.
Har bir natural n da M, = {z € 5 : v1 + 9+ -+ - + x, =0} to'plam

{5 Hilbert fazosining qism fazosi bo‘lishini isbotlang. M, My, M3 qism
fazolarning ortogonal to‘ldiruvchilarini tavsiflang, ularning o‘lchamlarini

toping.

(5 Hilbert fazosida M = {x € ly : vy + 29+ -+, +--- = 0}
to'plamning chiziqli ko‘pxillilik ekanligini hamda ¢5 fazoning hamma

yerida zich bo‘lishini isbotlang.

Ly[—1, 1] ={f € Lo[—-1, 1] : f(—t) = —f(t)} toq funksiyalar to'plami
Lo[—1, 1] fazoning qgism fazosi bo‘lishini isbotlang. Uning ortogonal to‘l-

diruvchisini toping. dim L, [—1, 1] va dim (L, [—1, 1])* larni hisoblang.

Ly[—1, 1] toq funksiyalar fazosida {¢,(t) = sinnnt},  sistemaning

ortonormal bazis bo‘lishini isbotlang.

1
Ly[—m, w] juft funksiyalar fazosida { on(t) = —= cos nt} ortonor-
ﬁ neN
mal sistemaning to‘la emasligini isbotlang.
+ : : : 1
L3 [—1, 1] juft funksiyalar fazosida < —, ¢,,(t) = cosnnt ortonor-
\/i neN

mal sistemaning to‘laligini isbotlang.
Lejandr ko‘phadlari hagida to‘tr (3.56-3.59) masala.

1 1d"(z*—1)"

Py(x) =1, P,(x)= ——M, neN

~ onpl dz™

ko‘phadlarga Lejandr ko ‘phadlar: deyiladi. Ixtiyoriy m < n uchun

(Poy Q) = / Po(@) Qui)dz = 0
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3.57.

3.58.

3.59.

3.60.

3.61.

3.62.

ekanligini isbotlang. Bu yerda (@), bilan m— darajali ko'phad belgilan-

gan.

Ly[—1, 1] fazoda Lejandr ko‘phadlari {1, P,}, . ning ortogonal sis-

tema ekanligini isbotlang.

Lejandr ko'phadi P, ni P,(z) = c¢,2" + Qn_1(x), n € N shaklda

tasvirlang, c,— koeffitsiyentni toping.
Lejandr ko‘phadlari P, € Ls[—1, 1] ning normasini hisoblang.

Lo[—1, 1] fazoda 1, ¢, t*, ¢3,...,t", ... ko'phadlardan ortonormal sis-
tema hosil qiling. Hosil gilingan ortonormal sistemani Lejandr ko‘phadlari

bilan tagqoslang.
Ly(R, e dp) bilan Ry = [0, co) da aniglangan, o‘lchovli va

/ z(t) ] e dt < oo
0

shartni ganoatlantiruvchi funksiyalardan iborat fazoni belgilaymiz. Bu

fazoda x va y elementlarning skalyar ko‘paytmasini

(2y) = / () y(t) et

formula bilan aniglaymiz. Bu fazoda 1, ¢, t2, t3,...,t", ... chizigli bog‘-
lanmagan sistemadan ortonormal sistema hosil giling. Hosil qgilingan or-
tonormal sistema Chebishev-Lagger ko ‘phadlari deyiladi. Uning dastlabki
uchta hadini toping.

Lig[—=1, 1] = {f € Lo[-1, 1] © f(t) x0,1(t) ~ O} to‘plam Lo[—1, 1]
fazoning qism fazosi bo‘lishini isbotlang. Uning ortogonal to‘ldiruvchisini

toping.
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3.63.

3.64.

3.65.

3.66.

3.67.

3.68.

3.69.

[0, 1] kesmada =z, funksional ketma-ketlikni quyidagicha aniqlaymiz:
ro(t) =1 va
k k+1
Tn(t) = (—1)k, t e (%, 2——2), NEN, ]{320,1,2,...,2n—1,
bu interval chekkalarida 7,(t) = 0 deymiz. Bu Rademazer sistemasi

deyiladi. Bu sistemaning L5[0, 1] fazoda ortonormal ekanligini isbotlang.

Agar p, lar tgu = p tenglamaning musbat ildizlari bo‘lsa, u holda
z,(t) = sinp,t, n € N sistema L[0, 1] da to‘la ortonormal bazis

bo‘lishini isbotlang.

flx) = 1, glz) = z, p(x) = 2® elementlarning Ls[—1, 1] fazoda
{@, (t) =sinnrnt}, neN, {¢'(t)=cosnnt}, neN,

{¢n(t) =272 exp{inmt}}, n € Z ortonormal sistemalardagi Furye
koeffitsiyentlarini toping.

f(x) =signz, g(x) = [z], ¢(x) = x)o,1)(v) elementlarning
Ly|—1, 1] fazoda {¢, (t) = sinnnt}, {©'(t) = cosnnt}, n € N,

{¢n(t) =271 2exp {z’mrt}} , n€Z
ortonormal sistemalardagi Furye koeffitsiyentlarini toping.

f(t) = €' funksiya uchun shunday n —darajali p,(t), n = 1,2,3 ko'p-
hadlar topingki, ||f — p,|| norma Ls[—1, 1] da minimal bo‘lsin.

f(t) = t* funksiya uchun shunday n— darajali p,(t), n = 1,2,3
ko‘phadlar topingki, ||f — pn| norma Ly[—1, 1] da minimal bo‘lsin.

Ula, b] bilan [a, b] kesmada aniqlangan va,
Sl;pz |f(2)* < o0
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3.70.

3.71.

3.72.

3.73.

3.74.

shartni qanoatlantiruvchi funksiyalar to‘plamini belgilaymiz. Bu yerda
aniq yuqori chegara [a, b] da saglanuvchi barcha chekli yoki sanoqli S
to‘plamlar bo‘yicha olinadi. Bu to‘plam funksiyalarni qo‘shish va funk-
siyani songa ko'paytirish amallariga nisbatan chiziqli fazo tashkil giladi.
Ula, b x Ula, b] da aniglangan

Z f(@)g(x)dx, f,g€ V[a, D]

x€la, b]
funksional skalyar ko‘paytma shartlarini qanoatlantiradi. Hosil bo‘lgan

Evklid fazosi to‘la, ammo separabel emasligini isbotlang.

R" n € N da aniglangan va kvadrati integrallanuvchi bo‘lgan ekvivalent

funksiyalar sinflaridan tashkil topgan vektor fazoni qaraymiz. Bu fazoda

p(f,9) = N f(t)g(t) dt

funksionalning skalyar ko‘paytma shartlarini qanoatlantirishini tekshi-

1
ring. Hosil bo‘lgan Hilbert fazosi Lo(R™) bilan belgilanadi. f(z) = T 22

va g(r) = x[-1,1)(w) larni Ly(R) ga qarashli ekanligini ko‘rsating. Bu

elementlarning skalyar ko‘paytmasini toping. Ular ortogonalmi?

f(z,y) = exp{—|z|-[yl} va g(z,y) = X[-1,xp, (2, y) larni Ly(R?) ga
qarashli ekanligini ko‘rsating. Bu elementlarning normalarini va ularning
skalyar ko‘paytmasini toping.

(5(Z) Hilbert fazosida f(0) =0, f(n) =n"1, n € Z\{0} elementning

normasini hisoblang.

Parametr « va [ larning qanday giymatlarida f(n,m) = (1 + |n|® +

Im|?)~! funksiya f5(Z?) Hilbert fazosining elementi bo‘ladi.

Agar H Hilbert fazosida {¢,}, .y ortonormal bazis bo‘lsa, u holda quyida-

gilarni isbotlang;:
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0
a) istalgan x € H uchun x = > (x, ¢,) ¢, tenglik o‘rinli.

n=1

b) ixtiyoriy x,y € H lar uchun (z,y) = > (x, ) (¢n, y) tenglik o‘rinli.
n=1

3.75. E Evklid fazosi, {¢,}, .y esa E dagiixtiyoriy ortonormal sistema. {), }
ketma-ketlik nolga kuchsiz yaginlashadi. Isbotlang.

4-§. Chiziqli funksionallar

Bu paragrafda biz chizigli funksionallar, qavariq funksionallar hamda qavariq
jismlarga doir masalalar qaraymiz.

4.1-ta’rif. X chiziqli fazoda aniqlangan [ sonli funksiyaga funksional
deyiladi. Agar barcha x,y € X lar uchun

fr+y)=f(x)+f(y)

bo'lsa, f additiv funksional deyiladi. Agar barcha x € X wva barcha o € C
lar uchun f(ax)=«a f(x) bo'lsa, f bir jinsli funksional deyiladi.

Agar barcha v € X wva barcha o € C lar uchun f(ax)=a f(z) bolsa,
f ga qo‘shma bir jinsli funksional deyilads.

4.2-ta’rif. Additiv va bir jinsli funksional chizigli funksional deyiladi. Ad-
ditiv va qo‘shma bir jinsli funksionalga qo‘shma chizigle funksional deyiladi.

4.3-ta’rif. Ker f ={x € X : f(x) =0} toplam f chizigli funksional-
ning yadrosi deyilads.

X hagqiqiy chiziqgli fazo, x va y uning ikki nuqtasi bo‘lsin. U holda

az+fy, a B 1, a+p=1

shartni qanoatlantiruvchi barcha elementlar to'plami x va y nugqtalarni tu-

tashtiruvchi kesma deyiladi va u [z, y] bilan belgilanadi, ya'ni

lx,yl ={ax+Py: « €0, 1], a+p=1}.
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4.4-ta’rif. Agar M C X to‘plam o‘zining ixtiyoriy x,y € M nuqtala-
rini tutashtiruvchi [z, y] kesmani ham o‘zida saqlasa, M ga qavariq to‘plam
deyilads.

4.5-ta’rif. Agar biror x € M nugta va ixtiyoriy y € X uchun shunday
e =¢€(y) > 0 son mavjud bo‘lib, barcha t, |t| < e larda x+ty € M munos-
abat bajarilsa, x € M nugta M to‘plamning yadrosiga qarashli deyilads.

M C X to‘plamning yadrosi —J(M) bilan belgilanadi, ya'ni

JM)={xeM:Vye X,dJe=¢c(y) >0,VteR, |t|<e,z+tye M}.

Agar X chizigli normalangan fazo bo‘lsa, u holda M C X ning yadrosi M
ning ichi bilan ustma-ust tushadi, yani J(M) = M.

4.6-ta’rif. Yadrosi bo‘sh bo‘lmagan qavariq to‘plam qavariq jism deyilads.

4.7-ta’rif. X chizigli fazoda aniglangan manfiymas p funksional

1) pz+y) <plx)+ply), Vz,yeclkX,

2) plaz) =ap(z), Ya >0 va Y € X shartlarni ganoatlantirsa, p
ga qavariq funksional deyilads.

Biz bu yerda p(x) migdorni chekli deb faraz gilmaymiz, ya'ni ayrim x € X
lar uchun p(z) = oo ham bo‘lishi mumkin. Agar barcha = € X lar uchun
p(x) chekli bo'lsa, p chekli qavariq funksional deyiladi.

4.8-ta’rif. L— haqiqiy chizigli fazo va Lo— uning biror qism fazost bo ‘lsin.
Lo qism fazoda fy chizigli funksional va L fazoda f chizigli funksional beril-
gan bo‘lsin. Agar iztiyoriy x € Ly uchun f(x) = fo(x) tenglik bajarilsa, f
chiziqli funksional fo funksionalning L fazoga davomi deyilads.

4.1-teorema (Xan-Banax). Aytaylik, p — L hagiqiy chizigli fazoda anig-
langan qavariq funksional va Ly esa L ning qism fazosi bo‘lsin. Agar Lg da

aniqlangan fo chizigle funksional

fo(x) <p(z), xelo (4.1)
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shartni qanoatlantirsa, u holda fo ni L da aniglangan va L da (4.1) shartni
qanoatlantiruvche f chiziqli funksionalgacha davom ettirish mumkin.

4.9-ta’rif. X chizigli normalangan fazoda aniglangan f funksional beril-
gan bo'lsin. Agar ixtiyoriy € > 0 uchun shunday 6 = 6(e) > 0 mavjud
bolib, ||x — xo|| < & tengsizlikni qganoatlantiruvchi barcha x € X lar uchun
|f(z) — f(xo)| < € tengsizlik bajarilsa, f funksional x = xo nuqtada uzluk-
siz deyiladi. Agar [ funksional ixtiyoriy x € X nugtada uzluksiz bo‘lsa, f
uzluksiz funksional deyilads.

4.9-ta’rifga teng kuchli bo‘lgan quyidagi ta’rifni keltiramiz.

4.10-ta’rif. Agar xy nuqtaga yaqginlashuvchi ixtiyoriy x, ketma-ketlik
uchun Jirgo\f(a:n) — f(zg)| = 0 bolsa, u holda [ funksional xy nuqtada
uzluksiz deyilads.

4.2-teorema. X chizigli normalangan fazoda aniglangan chiziqli funk-
stonal biror xo € X nugtada uzluksiz bo‘lsa, u holda bu chiziqli funksional
butun X fazoda uzluksiz bo‘lads.

Endi chegaralangan funksional ta’rifini keltiramiz.

4.11-ta’rif. Agar biror M > 0 soni va barcha x € X lar uchun |f(z)| <
M ||z|| tengsizlik bajarilsa, f: X — R ga chegaralangan funksional deyiladi.

4.3-teorema. X chizigli normalangan fazoda aniqlangan chizigli f funk-
stonal uzluksiz bo lishi uchun uning chegaralangan bo ‘lishi zarur va yetarl.

|f(x)] < M ||z|| tengsizlikni qanoatlantiruvchi M sonlar to‘plamining
aniq quyi chegarasi f funksionalning normasi deyiladi va u || f|| bilan belgi-

lanadi. Shunday qilib,
[f@) <INl

4.4-teorema. Chizigli chegaralangan funksionalning normasi || f|| wchun

quyidagi tenglik o‘rinli:

£l = sup |f(z)] = sup L)

(4.2)
e =1 w20 ||
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4.5-teorema (Xan-Banaz). L kompleks chizigli normalangan fazo, Ly
esa L ning qism fazosi va fo: Lo — C chizigli uzluksiz funksional bo‘lsin. U
holda fy ni normasini saglagan holda L da aniglangan f chizigli funksional-
gacha davom ettirish mumkin, ya'ni  f(x) = fo(x), x € Ly va ||f|| = ||fol]
shartlarni qanoatlantiruvche f : L — C chizigli funksional mavjud.

X chizigli normalangan fazoda aniglangan chiziqli uzluksiz (chegaralan-
gan) funksionallar to'plamini L(X, C) bilan belgilaymiz.

4.12-ta’rif. f : X — C wva g : X — C chizigli funksionallarning
yig‘indisi deb, v € X elementga f(x)+ g(x) = w(x) sonni mos qo ‘yuvchi
o=f+g:X — C funksionalga aytilad.

Ravshanki, ¢ : X — C chizigli funksional bo‘ladi. Agar f,¢g € L(X,C)
bo‘lsa, u holda ¢ ham chegaralangan (uzluksiz) funksional bo‘ladi va quyidagi
tengsizlik o‘rinli

1f+gll < A+ llgll-
4.13-ta’rif. f : X — C chizigli funksionalning songa ko ‘paytmasi x

elementga o f(x) sonni mos qo ‘yuvchi funksional sifatida aniqlanadi, ya’ni

(@ f)(x) = o f(z).

L(X,C) to‘plamda kiritilgan qo‘shish va songa ko‘paytirish amallari chiz-
iqli fazo ta'rifidagi 1-8 shartlarni qanoatlantiradi. Demak, L(X,C) to‘plam
chizigli fazo bo‘ladi. Bu fazoda p(f) = ||f|| funksional norma shartlarini
qanoatlantiradi. Shunday qilib, L(X,C) chizigli normalangan fazo bo‘ladi.
Bu fazo X ga go‘shma fazo deyiladi va X* bilan belgilanadi, ya'ni X* =
L(X,C). Funksional fazolarda chiziqli uzluksiz funksionallarning umumiy ko‘ri-
nishidan foydalanib, asosiy funksional fazolarga qo‘shma fazolarni izomorfizm
aniqligida topish mumkin. Hozir biz Cla, b] va ¢,, p > 1 fazo hamda Evklid
(chekli va cheksiz o‘lchamli) fazolarda chizigli uzluksiz funksionalning umumiy

ko‘rinishini keltiramiz.
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4.7-teorema (Riss). Cla, b] fazoda berilgan ixtiyoriy f chizigli uzluk-
siz funksional uchun shunday uw € Vila, b] o‘zgarishi chegaralangan funksiya

mavjudki, barcha x € Cla, b] larda

Flo) = [ altyduy

tenglik o‘rinli. Bundan tashqari || f|| = V2[u] tenglik ham o‘rinli.
1 1
4.8-teorema. (,, p > 1 fazoga qo‘shma ((,)* fazo (;, —+— =1 fa-
P 9
zoga 1zomorfdir, ya'ni har bir f : £, — C chizigli uzluksiz funksional uchun

shunday f: (]?1, ]?;, e ﬁl, ...) € 4y element mavjudki, quyidagilar o‘rinli:

fla)= fjf;wm vet, =7
n=1

4.9-teorema (Riss). Har bir f € H* funksional uchun shunday yagona

y € H element mavjudki, quyidagilar o‘rinli:

f@) = (z,y), weH, |fll =yl

Bu yerda H Hilbert fazosi (x,y) esa x va y larning skalyar ko‘paytmasi.

4.14-ta’rif. Agar f: H x H — C akslantirish uchun

1) flaz+ By, 2) = a f(z,2) + BF(y, 2)

) Flw, oy +f2) = @ f(2) + B (@, 2);

3) shunday C' > 0 mavjud bo‘lib, barcha x,y € H larda |f(z,y)] <
Cllz| - |lyl]] bo'lsa, f ga bichizigli uzluksiz funksional deyilads.

4.15-ta’rif. Agar f: H x H — C bichizigli uzluksiz funksional uchun
barcha x,y € H larda f(x,y) = f(y,z) bo'lsa, f ga simmetrik bichizigli
funksional deyilads.

Har bir bichizigli f(z,y) funksional ¢(z) = f(z,z) kvadratik formani
hosil qgiladi.

4.16-ta’rif. Agar simmetrik bichizigle f funksional uchun barcha x # 0
larda  f(xz,z) > 0 bo'lsa, f ga qat’iy musbat bichizigli funksional deyila-
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di. Agar barcha v € H larda f(x,x) > 0 bo'lsa, f ga musbat bichizigli
funksional deyilads.
Bichizigli uzluksiz f funksionalning normasi ||f|| quyidagi tenglik yor-

damida aniqlanadi

1l = sup {|f(z,9)] =zl = Nyl = 15

Bizga f € L(X,C) va f, € L(X,C) funksionallar ketma-ketligi berilgan
bo‘lsin.

4.17-ta’rif. Agar lim | fo— fll = 0 bolsa, {f.} funksionallar ketma-
ketligi f funksz'onalganya(?;mlashadi deyilads.

4.18-ta’rif. Agar har bir x € X wuchun lim fulz) = f(z) bo'lsa, {f.}
funksionallar ketma-ketligi f funksionalga kunchzcz)'z yaqinlashadi deyiladi.

1
4.1. f:C[0,1] — C, f(z)= [x(t) dt funksional chiziqli, qo'shma chi-

0
7iqli, uzluksiz bo‘ladimi? Tekshiring.

Yechish. Integralning additivlik va bir jinslilik xossalaridan foydalansak

quyidagilarga ega bo‘lamiz:

f<x+y>=/0<x<t>+y<t>>dt=/o (1) dt+/0 g (1) dt = f(2) + F(y).

1 1
f(ax) :/ (ozx(t))dt:oz/ x(t)dt =af(x).
0 0
Demak, f : C'[0, 1] — C chizigli funksional ekan. Uni uzluksizlikka tekshi-
ramiz:
f (@) ] =

4.11-ta’rifga kora f : C[0, 1] — C chegaralangan funksional bo‘ladi 4.3-

1
dt‘ /|x ) |dt < max|x()\-/ dt =1-||z||.
0

0<t<1

teoremaga ko‘ra f uzluksiz bo‘ladi. ]

4.2. f:C[-1,1] = C, f(x)=2[x(1)—z(0)] funksionalni chiziqli chegara-

langanlikka tekshiring, chegaralangan bo‘lsa, uning normasini toping.
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Yechish. Berilgan f(x) = 2[z (1) — 2 (0)], = € C[—1,1] funksionalning
chiziqli ekanligi oson tekshiriladi. Uning chegaralangan ekanligini ko‘rsatib

normasini topamiz.

[f(z)| = 122(1) = 22(0)] < 2Jz(1)[ + 2[z(0)] < (2 + 2) max [z(t)| =4 - |||

0<t<l
4.11-ta'rifga ko'ra f : C[—1, 1] — C chegaralangan funksional bo‘ladi va un-
ing normasi uchun || f|| <4 tengsizlik o‘rinli. xy(t) = cos nt, xy € C[—1, 1]

element uchun quyidagilar o‘rinli:

20(0) =1, wo(1) = =1, lwoll =1, | f(o)] = 4.

Endi (4.2) ga ko'ra, ||f]| > |f(xo)] = 4 orinli. ||f]| < 4 va ||f]| > 4
tengsizliklardan || f|| = 4 kelib chigadi. O

4.3. f(x) =Vi[z], z € C[0, 1] funksional qavariq, chekli qavariq, uzluksiz
bo‘ladimi? Tekshiring.

Yechish. Shuni ta’kidlaymizki, shunday z¢ € C0, 1] funksiyalar mavjud-
ki, ularning [0, 1] kesmadagi to‘la o‘zgarishi oo ga teng. Masalan, z¢(0) =
0, xo(t) =t -sinwt™t, t € (0, 1] uzluksiz funksiya uchun Vj'[zo] = oc.
Shuning uchun f (z) = Vi![x], =z € C[0, 1] chekli funksional emas. Funksiya

to‘la o‘zgarishining xossalariga ko'ra
flaty) =Vile+y <Vl + Wyl = f @)+ fy).
flaz) =Vylaz] = a V2] = a f(z)
munosabatlar barcha x,y € C|[0, 1] va a > 0 lar uchun o‘rinli. 4.7-ta’rifga
ko'ra, f:C'[0, 1] — C chekli bo'lmagan qavariq funksional bo‘ladi. Bu funk-

sionalni 6 € C[0, 1], 6(¢t) = 0 nuqtada uzluksiz emasligini ko‘rsatamiz. Nol-

ga yaqinlashuvchi {z,} C C]0, 1] ketma-ketlikni quyidagicha tanlaymiz:

0, te 0, n7Y

Tp(t) =
) a;tzo(t), te(nt 1].
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Buyerda a, = V. [xg], wo(t) =tsinwt™!, t€ (0, 1]. Yuqorida ta’kidlangani-
dek, lim a, = co. x, elementning C[0, 1] fazodagi normasi a,' ga teng.
n—oo

Shuning uchun lim ||z,|| = 0. Ammo |f(z,) — f(0)| = |f(z,)] > 1, yani
{f(z,)} ketma-ketlik f(0) =0 ga yaqinlashmaydi. O]

4.4. Quyida berilgan to‘plamlarning qaysilari qavariq to‘plam, qaysilari qava-
riq jism bo‘ladi. Agar M qavariq jism bo‘lsa, uning yadrosini toping.
a) M = {J; ER?: 2,>0, 29>0, 23> O} birinchi oktant.
b) M ={zeC[-1, 1]: z(t) <0, Vte[-1, 1]}.
c) M ={xeX: |z|| <1}, X — normalangan fazodagi birlik shar.

d) M ={ze€ly: |z, <27"}, {ly— dagi asosiy parallelepiped.

Yechish. Biz fagat a) qismini tekshirish bilan cheklanamiz. Boshqalarini
javobini beramiz. a) Faraz qilaylik, x va y lar M ning ixtiyoriy ikki nuqtasi

bo‘lsin. U holda barcha
a, 3>0, a+p=1 (4.3)

lar uchun ax+Gy € M munosabat o‘rinli. Chunki, 1 > 0, 29 >0, 23>0,
y1 >0, ys >0, y3 >0 va (4.3) shartlardan azy + Gy; > 0, azy+ By >0,
ars + Bys > 0 shartlar kelib chiqadi. Ya'ni [z,y] kesma M ga qarashli.
22.4-ta’rifga ko‘ra M qavariq to‘plam bo‘ladi. Bu to‘plam qavariq jism ham
bo‘ladi. Uning yadrosi J(M) ={z € R*: z; >0, x>0, z3> 0} dir.

b) M qavariq to'plam gavariq jism ham bo‘ladi. Uning yadrosi
J(M)={zeC[-1, 1]: z(t) <0, Vte[-1, 1]} to‘plamdan iborat.

¢) M qavariq to‘'plam gavariq jism ham bo‘ladi. Uning yadrosi

M={xe X: ||z|]|] <1} to'‘plamdan iborat.

d) M qavariq to'plam qavariq jism bo‘lmaydi. ]

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar
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4.5-4.13-misollarda keltirilgan funksionallarning qaysilari chiziqli, qaysilari

qo‘shma chiziqli, qaysilari uzluksiz. Tekshiring.

4.5. f:R> =R, f(2)=a1z1 + asxy + azrs.

4.6. f:C0, 7] = C, f(x fl—costﬁdt.
4.7. f:C0, 1] —C, f(@:i(@).

4.8. f:C[0,1] — C, f(x):gl‘ﬂmclt.

4.9. f:CW0,1] - C, f(z)=2 (—) .

4.10. f: L0, 1] - C, f(x)= [etx(t)dt.

4.11. f:L50,1] —=C, f(x)==x(0)+ jx (t) dt.

4.12. f: L0, 7] = C, f(z)= fcos tx(t)dt.
0

413, f: L0, 7] —C, f(z)= [sin ta(t)dt.
0

4.14-4.22-misollarda keltirilgan funksionallarni chizigli chegaralanganlikka,

tekshiring, chegaralangan bo‘lsa, uning normasini toping.
4.14. f:C[-1,1] = C, f(x)=
4.15. f:C[-1,1] = C, f(x)= 5
4.16. f:L5)0,1] = C, f(z)= Oflt—l/%(t) dt.
4.17. f:Ly[-1,1] = C, f(x ft1/3 dt+j1’t1/3x(t) dt.
0

4.18. f:150,1] —=C, f(x)= flsign(t —1/3) x(t) dt

o8

Please purchase VeryDOC PS to PDF Converter on http://www.verydoc.com to remove this watermark.


http://www.verydoc.com
http://www.verydoc.com

Please purchase VeryDOC PS to PDF Converter on http://www.verydoc.com to remove this watermark.

k=1
4.20. f:ly—C, f(x) =21+ 23+ x5+ 27.
4.21. f: 0y — C, f(ZC)=£C2+ZC4+ZCG+"'+ZCQ()0.
X T
4.22. f : /039 — C, xr) = =
e 05 5

4.23-4.31-misollarda keltirilgan funksionallarning qaysilari qavariq, qaysi-

lari chekli qavariq, qaysilari uzluksiz. Tekshiring.

> 1

4.23. f(x)=>] Elxkl’ r = (x1,9,...) € lo.
k=1

4.24. f(x) = > |zg|, == (x1,29,...) € {1.
k=1

4.25. f(x) =1+ z2+ -+ 29|, 7= (21,29,...) E M.

4.26. f(x) = \/Z 21k |2, = (21, 29,...) € cp.
k=1

4.27. f(z)= lim |z,|, x=(v1,79,...) €Ec.

n—oo

4.28. f(x) = max z(t), x € C[0, 1].

0<t<1
4.29. f(z) = \j‘x(t) dt|, e o, 1.
0

4.30. f(x) = 2| fltx(t2) dt|, x € Cl0, 1].
0

4.31. f(z)= Viz], =€ V], 1].

4.32. Tekislikda berilgan quyidagi to‘plamlarning qaysilari gavariq to‘plam,
qaysilari qavariq jism (4.1-chizmaga qarang) bo‘ladi.

a) kvadrat,  b) kesma, c¢) doira, d) ellips, e) besh yulduz.
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4.33.

4.34.

4.35.

4.36.

4.37.

4.38.

—O0¥

4.1-chizma

A, B C X ixtiyoriy qavariq to'plamlar. AUB, AN B, A+B to'plamlar-

dan qaysilari qavariq to‘plam bo‘ladi?

Normalangan fazoda qavariq to‘plamning yopig‘i qavariq bo‘ladimi?

Agar p: L — R, chekli qavariq funksional bo‘lsa, u holda
M={xelL :px)<1}

to'plam qavariq jism bo‘ladi va uning yadrosi nol elementni saqlaydi.

Isbotlang.

p:R?* = R,, p(x)=2]x1|+ 3|xs| chekli qavariq funksional uchun
M={zeR:p(x)<1}

to'plamni tekislikda chizing. M to‘plamning yadrosi toping.

Minkovskiy funksionali hagqidagi masala. M C L qavariq jismning yadrosi

nol elementni saglasin. U holda har bir x € L ga
: x
pM(a:):mf{r>0: — GM}
r

sonni mos qo‘yuvchi py; : L — R akslantirish qavariq funksional bo‘lishini
isbotlang. Bu funksional M qavariq jism uchun Minkovskiy funksionali

deyiladi.

R? fazoda M = {(x1,22) € R?: =1 <13 <2, —2< 19 < 1} to'plam-
ning qavariq jism ekanligini isbotlang. Uning yadrosi nolni saqlashini

ko‘rsating. Unga mos Minkovskiy funksionalini toping.
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4.39.

4.40.

4.41.

4.42.

4.43.

4.44.

4.45.

(1[0, 1] fazoning hamma yerida aniqlangan chiziqli, ammo uzluksiz bo‘l-

magan funksionalga misol keltiring.

CcM0, 1] — [0, 1] kesmada aniglangan uzluksiz differensiallanuvchi funk-
siyalar fazosi. L = {x € C[0, 1]: 2(0) = 2(1) = 0} uning qgism fazosi
va u, v, w € C[0, 1] bo'lsin. Quyidagi f va g funksionallar uchun a),

b) va ¢) tasdiglarni isbotlang.
f@zluwﬂWMg@=A@®Wwaﬂmﬁ

a) f va g lar CW[0, 1] fazoda chiziqli uzluksiz.
b) agar Vo € L uchun f(x) =0 bo‘lsa, u(t) = const bo‘ladi.
c) agar barcha x € L lar uchun g(z) = 0 bo‘lsa, w € CW[0, 1] va

w'(t) = v(t) boladi.

L={xeR":214+x9+4 -+ x, =0} to'plam R" fazoning qism fazosi
bo‘ladi. Qism fazoning koo‘lchamini toping. Shunday f € (R™)" topingki,
L = Ker f bo'lsin.

0 1
L= {x e Cl-1,1]: [ x(t)dt = fx(t)dt} to‘plam C[—1, 1] fazoning
“1 0

qism fazosi bo‘lishini isbotlang. Shunday f € C*[—1, 1] topingki, L =
Ker f bolsin.

Agar dim X =n bo‘lsa, u holda dim X* = n bo‘lishini isbotlang.
Agar dim X = oo bo‘lsa, u holda dim X* = oo bo‘lishini isbotlang.

f:C[-1, 1] = C, f(x)=x(0) chizigli uzluksiz funksionalni

fw:/xw@m

1

shaklda tasvirlang, ya'ni g € Vy[—1, 1] funksiyani toping.
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4.46.

4.47.

4.48.

4.49.

4.50.

4.51.

4.52.

r(—1) + z(1)
2

f:C[-1,1] =R, f(x)=

funksionalni

1
+ [tz (t)dt chizigli uzluksiz
“1

1

fa) = / #(t) dg(?)

-1
shaklda tasvirlang, ya'ni g € Vp[—1, 1] funksiyani toping.

R? fazoning L = {x € R? : 211 — x5 = 0} qism fazosida f(z) = 21
chizigli uzluksiz funksional berilgan. Bu funksionalni normasini saglagan

holda davom ettiring. Bu davom yagonami?

C'|0, 1] fazoning L = {\-t} qism fazosida f chiziqli uzluksiz funksion-
alning x(t) = X\ -t nuqtadagi qiymatini f(z) = A deb aniglaymiz. Bu
funksionalni normasini saqlagan holda davom ettiring. Bu davom yago-

nami?

H Hilbert fazosi, y € H biror element bo'lsin, f,(x) = (v,y), z € H
funksionalning chiziqli uzluksiz ekanligini isbotlang. Bu yerda (z,y) — H
dagi skalyar ko‘paytma.

fy: H— C, f,(x) = (y,z) funksionalning qo‘shma chiziqli ekanligini

isbotlang. Uning normasini toping.

f:HxH — C, f(x,y) = (z,y) akslantirishning bichiziqli uzluksiz

funksional ekanligini isbotlang.

4.51-misoldagi f akslantirishning simmetrik bichiziqli funksional ekan-

ligini isbotlang. Uning normasini toping.

4.53-4.55-misollarda keltirilgan funksionallar ketma-ketligini nolga kuchsiz

ma’'noda yaqinlashishga tekshiring.

4.53.

fn: Lo|—m, ] = C, fu.(x)= f cosnt x(t) dt.

—T
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4.54. f, : Lo|—m, 1] = C, f.(x) = ]E sinnt x(t) dt.

4.55. f, : Lo[0, 2n] — C, fu(x) = 7exp{—mt} x(t) dt.
0

4.56-4.58-misollarda keltirilgan funksionallar ketma-ketligini yaqinlashish

xarakterini (kuchli, kuchsiz) aniglang. Limitik funksionalni toping.

4.56. f,: Ly[—1, 1] = C, f.(x)= an fl Tt—k'a;(lt) dt.

k;O_ll ( 1)kzt2k+1
4.57. f,: Lo[—1, 1] — C, f”(x):,;)_{ 21 ) (t)dt
4.58. f,: Lyl—7. 7] —C, fn(a;):k:]’;(—1)k+1%smkm(t)dt.

4.59-4.63 misollarda keltirilgan chiziqli normalangan fazolarga qo‘shma fa-

zolarni toping.
4.59. R", RY, R}, p>1 fazolarga qo‘’shma fazolarni toping.
4.60. R} fazoga qo'shma fazoni toping.
4.61. (3, ¢y, p>1, ¢, ¢y, m, fazolarga qo'shma fazolarni toping.

4.62. Lsa, b], Ly,la, b], p> 1 fazolarga qo‘shma fazolarni toping.

4.63. C'a, b] fazoga qo'shma fazoni toping.
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I bobni takrorlash uchun test savollari

1. Darajasi 100 dan oshmaydigan ko‘phadlar fazosining o‘lchamini toping.

A)100  B)101  C)50 D) 200

2. Uch satr va uch ustundan iborat matritsalar fazosining o‘lchamini toping.

A)3 B)6 ()9 D)7

3. Chekli o‘lchamli chizigli fazolar ko‘rsatilgan javobni toping.
A) C’[a, b], EQ B) CQ[CL, b], Co C) (Cn, RB D) Cn, LQ[CL, b]

4. Cheksiz o‘lchamli chiziqli fazolar ko‘rsatilgan javobni toping.
A) (Cn, C[a, b], 62 B) C[CL, b], 62, Co
C) C", ¢, m D) C", Lsa, b], ¢,

5. C10, 1] fazoda chiziqli bog‘langan vektorlar sistemasini toping.
A) 1, ¢t t? B) 2, 13, t°
C) 1+, 2t, (1—1) D) 1, ¢2, ¢4

6. f:R® =R, f(x)=x chiziqli funksionalning yadrosini toping.
A) {JJGR?’:a:l:xQ:O} B) {xGR?’:a:l:O}
C) {z eR?: z, =0} D) {zeR%: 23 =0}

7. L' = {x CRY: 1 =125 = O} qism fazoning koo‘lchamini toping,.
A) 1l B) 2 C) 3 D) 4

8. Faktor fazoda elementning normasi qanday aniqlanadi?
A) [|€]] = sup [[z]] B) [[¢]l = inf |[z]]
zel xel
C) gl = [lll D) [l = sup [lz —yl|
yel/

9. C|0, 1] fazoda aniglangan chizigli bo‘lmagan funksionalni toping.
1 1

A) f(x) = {J;(t)dt B) f(z) = {x(t) e’ dt
C)f(z) = x(0) +x(1) D) f(x) = |z(0)]
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10. Cla, b] fazoda aniqlangan qavariq funksionalni toping.
b b

A) f@)=[a@dt  B) fa)=[a(t)edt

a

' b
C) f(x) =w(a)+a(b) D) fla)=|[a(t)dt

11. Tekislikda qavariq bo‘'lmagan to‘plamni toping.
A) uchburchak B) kvadrat C) trapetsiya D) besh yulduz

12. Tekislikda keltirilgan quyidagi to‘plamlardan qaysi biri gavariq to‘plam
bo‘ladi, ammo gavariq jism bo‘lmaydi.

A) uchburchak B) kvadrat C) doira D) kesma

13. Quyidagi to‘plamlardan qaysi biri Cla,b] fazoning qism fazosi bo‘ladi?
A) Monoton o‘suvchi funksiyalar B) Manfiymas funksiyalar
C) Monoton kamayuvchi funksiyalar D) Barcha ko‘phadlar

14. Noto'g'ri tasdigni toping.
A) ¢, fazo ¢y fazoning qism fazosi bo‘ladi.
B) ¢y fazo ¢ fazoning qism fazosi bo‘ladi.
C) {y fazo ¢y fazoning qism fazosi bo‘ladi.
)

D) m fazo ¢ fazoning qism fazosi bo‘ladi.

15. To'la bo‘lmagan normalangan fazoni toping.

A) Cifa,b]  B) & C)R* D) Cla, ¥

16. E normalangan fazo. Noto'g‘ri tasdigni toping.
A) FE dagi ixtiyoriy chegaralangan ketma-ketlik yaqinlashuvchidir
B) Agar x,, — x, vy, — y bo‘lsa, u holda =, +y, - x+vy
C) z,y € F uchun ||z|| — ||ly]| < ||z — y|| tengsizlik o‘rinli
)

D) x, — x va A\, — A bo‘lsa, u holda \,x, — A\x

65

Please purchase VeryDOC PS to PDF Converter on http://www.verydoc.com to remove this watermark.


http://www.verydoc.com
http://www.verydoc.com

Please purchase VeryDOC PS to PDF Converter on http://www.verydoc.com to remove this watermark.

17. Quyidagi ketma-ketliklardan qaysilari C1]0, 1] fazoda nol funksiyaga yaqin-
lashadi.

18. Quyidagi ketma-ketliklardan qaysilari C[0, 1] fazoda fundamental?
nt

1 -
Jan(t) = T o
A)1,2 B)1,23 (1,3 D)2

2) z,(t)=te™, 3) z,(t)=t"

19. Quyidagi to‘plamlardan qaysi biri C[—1, 1] fazoda gism fazo tashkil qil-
maydi?
A) Barcha ko‘phadlar to‘plami
B) z(—1) = 0 shartni qanoatlantiruvchi funksiyalar to‘plami

)
C) Monoton funksiyalar to‘plami
)

D) Uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar to‘plami

20. Quyidagi to‘plamlardan qaysi biri C[—1, 1] fazoda qgism fazo tashkil qil-
maydi?
A) Darajasi 100 dan oshmaydigan ko‘phadlar to‘plami
B) z(1) =1 shartni qanoatlantiruvchi funksiyalar to‘plami

)
C) Toq funksiyalar to‘plami
D) Juft funksiyalar to‘plami

21. Quyidagi to'plamlardan qaysi biri C[—1, 1] fazoda qism fazo tashkil qi-
ladi?
A) Monoton o‘suvchi funksiyalar
B) Monoton kamayuvchi funksiyalar
1

D) {x € C[-1,1]: [ x(t)dt = 0} shartni qanoatlantiruvchi funksiyalar
~1

)
C) Darajasi 2 bo‘lgan ko‘phadlar
)
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22,

23.

24.

25.

Noto‘g'ri tasdigni toping.

A) Chizigli bog‘lanmagan sistemaning biror gism sistemasi chizigli bo‘g-
langan bo‘ladi

B) Chiziqli bog‘lanmagan sistemaning ixtiyoriy qism sistemasi ham chiz-
iqli bo‘glanmagan bo‘ladi

C) Agar sistemaning biror gism sistemasi chiziqli bog‘langan bo‘lsa, beril-
gan sistema ham chizigli bo‘g‘langan bo‘ladi

D) Agar xq, x9, ..., x, vektorlar sistemasi chiziqli bog‘langan bo‘lsa, bu

vektorlardan biri qolganlarining chiziqli kombinatsiyasidan iborat bo‘ladi

E — chiziqli fazo, x1, x2, ...,x, € E bo'lsin. Chiziqli bog‘lanmagan

vektorlar sistemasining ta’rifini ko‘rsating.

A) oy + s+ ...+ ar, =0 & agp=aw=...=a,=0

B) iz +avxo+ ...+, =0 & =1, as=...=a, =0
C) mrr +agza+ ...+, =0 & a1+a=0, a3=...=a,=0
D) aix1 +awre+ ...+, =0 & ag+as+...+a,=0

fo: Wla, b] = R, fo(x) = x(b) funksionalning davomini toping.

A) f(z) ==xz(a) —22(b), x € Via, ]

B) f(z) =x(a) + x(b), z € V]a, b

C) f(z) =z(a) +2x(b), v € Via, b

D) f(z) =xz(a) — x(b), x € Vl]a,b]

Noto‘g'ri tasdigni toping.

A) n— oflchamli chiziqli fazoda ixtiyoriy n ta chiziqli boglanmagan
vektorlardan iborat sistema bazis bo‘ladi

B) {ex = (0,0,...,1,0,...,0)}}_; vektorlar sistemasi R" fazoda bazis
————

k
bo‘ladi

C) n— o‘lchamli chiziqli fazoda ixtiyoriy n ta vektordan iborat sistema
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bazis bo‘ladi
D) R? fazoda ixtiyoriy to‘rtta vektor chizigli bog‘langandir.

26. Chizigli bog‘langan sistemani toping.
A) z(t) =sin?2t, y(t) = cos?2t, z(t) =1¢€ C0, 7]
B) =z = (0, ) y = (1, 0) € R?
C)x ( 1), y=1(0,1,1), 2= (0,0,1) € R?

) , y(t) =1 e, 1]

=
=

27. Chiziqli bog‘lanmagan sistemani toping.
A) z(t)=t, y(t)=2-3t, =z2(t)=1¢€C|0, 1]
0,1), y=1(2,1), 2= (1,1) € R?
(0,1,1), y=1(1,0,0), 2= (0,0,2) € R?
x(t) = sin®2t, y(t) = cos?2t, z(t) = cos4t € C|0, 7]

vs)

8
I

8
I

)
C)
)

)

28. Quyidagi formulalar yordamida berilgan funksionallardan qaysi biri ko‘r-
satilgan fazoda skalyar ko‘paytma aniqlaydi?
A) (z,y) = Zxkyka T,y € Ll
B) (z,y) = xly2 + Ty, z,y € R?
Q) (2,y) = 3 wxgi, 2,y € C"

k=1

b
= [x(t)y(t)dt, v,y € Cla, D]

29. Qanday fazo Banax fazosi deyiladi?
A) Skalyar ko‘paytma kiritilgan chiziqli fazo
B) Har qanday normalangan fazo
C) To‘la normalangan fazo
)

D) Istalgan metrik fazo.

30. Qanday fazo Evklid fazosi deyiladi?
A) Skalyar ko‘paytma kiritilgan chizigli fazo
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31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

B) Har qanday normalangan fazo
C) To‘la normalangan fazo

D) Istalgan metrik fazo

Evklid fazolari keltirilgan javobni toping.
A) Rn, C[CL, b], 62 B) Rn, CQ[CL, b], 62
C) C", Cyla, b], 6 D) C", Cyla, b], £,

Hilbert fazolari keltirilgan javobni toping.
A) CQ[CL, b], EQ B) LQ[CL, b], EQ C) Cn, CQ[CL, b] D) (Cn, 52

Lola, b] kompleks Hilbert fazosidagi skalyar ko‘paytmani ko‘rsating.
b b

A)(z,y) = [ztly(t)e’dt  B) (x,y) = [a(t)y(t)dt

a

Q) (x,9) = [|2(®)y(®)] dt D) (w,y) = i 0T

Co [a b] haq1q1y Evklid fazosidagi skalyar ko’ paytmam ko‘rsating.

fl’ yeldt  B) (z,y) = f (t) y(t)dt
= [lz®)y@t)] dt D) (x,y) = z(a)y(a) + z(b)y(b)

Haqiqiy Evklid fazosida nolga teng bo‘lmagan = va y vektorlar orasidagi

¢ burchakning kosinusi qanday formula bilan aniqlanadi?

A) cosp — (=, y) B) cosg — (z, ) — (y,9)
]} - flyl] [} - [yl

C) cosg = ]| + [yl D) cosy — |z + vl
]}~ ] ]l - [yl

Evklid fazosida Koshi-Bunyakovskiy tengsizligini toping.

A) |(z, y)l < llll - [ly B) llz +yll < llzll + llyll
2 2 2
C) llz+ol™ < ll=l" +llvl™ D) llz+yll + llz =yl < 2=l + [yl

Normalangan fazo Evklid fazosi bo‘lishi uchun quyidagi shartlardan qaysi

birining bajarilishi zarur va yetarli?
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A) e +yl < llzl+llyll - B) llz+yl* +llz—y|* =2 (IIJJII2 + ||y||2)
C) Azl = [A[-[lzll - D) llz+yll + [z = yll < 2 (=[] + [lyl)

38. Tola bo'lmagan separabel Evklid fazosini toping.
A) R" B) Csla, 0] C) Cn D) ¢,

39. F Evklid fazosidagi {x,} sistema uchun quyidagi shartlarning qaysi biri

bajarilganda u F da ortonormal bazis deyiladi?

1, agar n=m
A) Agar (x,, ) = bo‘lsa.
0, agar n#m

B) Agar {x,} ortonormal sistema bo‘lib, u F da to‘'la bo‘lsa.
C) Agar {z,} sistemani saqlovchi minimal yopiq qism fazo E ning xos
qismi bo‘lsa.

D) {x,} sistema chiziqli bog‘lanmagan bo‘lib, ||x,|| =1 bo‘lsa.

40. Noto‘g'ri tasdigni toping.
A) Har qanday Evklid fazosida sanoqli ortonormal bazis mavjud.
B) Evklid fazosida yig‘indi amali uzluksizdir.
C) Evklid fazosida skalyar ko‘paytma amali uzluksizdir.
)

D) Evklid fazosida songa ko‘paytirish amali uzluksizdir.

41. E to'la haqgiqiy Evklid fazosi, {¢,} -, undagi ortonormal sistema va
feE, c=(f, pr) bolsin. Quyidagi shartlarning qaysi biri bajarilgan-
da berilgan sistema, yopiq deyiladi?

N TE<IP VeE B Sd=|i Ve

k=1
(0@} (0@} 2 o
0) G2, ek mw>;%%:wW—;%

42. Quyidagi tasdiglarning qaysi biri to'g‘ri?
A) Separabel Evklid fazosida har qanday to‘la ortonormal sistema yopiq

va aksincha.
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B) Separabel Evklid fazosida har qanday ortonormal sistema to‘ladir.
C) Separabel Evklid fazosida har qanday ortonormal sistema yopiqdir.
D) To‘la Evklid fazosida har qanday ortonormal sistema yopiqdir.

43. Cy—1, 1] Evklid fazosida f(x) =1 funksiyaning {¢,(t) = sinnnt},
ortonormal sistemadagi Furye koeffitsiyentlarini toping.
A) e, =0, neN B) ¢,=n"', neN
C) ¢, =(=1)"/n, neN D) c,=n"2 neN

44. Ly|—m, w| kompleks Evklid fazosida to‘'la ortonormal sistemani toping.

A) {(27‘(’)_1/2 exp {mt}} B) {r1/2 cosnt}zoz1
C) {7T_1/2 sinnt}zoz1 D) {t"} ",

o0
n=
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I bob uchun javoblar va ko‘rsatmalar
1-§. Chiziqli fazolar

8-20- misollarda chiziqli fazoning 1.8 aksiomalari bajariladi.

21. Monoton funksiyalar to‘plami chiziqli fazo tashkil qilmaydi.
22-29-misollarda keltirilgan to‘plamlar chiziqli fazo tashkil giladi.

30. Davriy funksiyalar to‘plami chiziqli fazo tashkil gilmaydi.
31-36-misollarda keltirilgan to‘plamlar chiziqgli fazo tashkil giladi.

37, 38, 39 va 41 larda sistema chiziqli erkli.

40,42, 43, 44 larda sistema chizigli bog‘langan.

45. A =[-1,1] yoki A =[-1,0], A=10,1] desak, fi,fo va f3 elementlar
Li[—1, 1] fazoda chizigli bog‘langan bo‘ladi.

46. a) A=[-2,0), B=(0,1],b) A=[-2,0), B=(0,3].

47. dimR° =5, dim P<g =9, dim M33 = 9.

48. dimC® = 5, dimm = dim ¢ = oo.

49. Barcha fazolarning o‘lchami cheksiz.

50. Barcha fazolarning o‘lchami cheksiz.

54. O‘lchami n — 1.

55. codim M = 3.

56. Ma’lumki, nolga ekvivalent funksiyalar yig‘indisi yana nolga ekvivalent
bo‘lgan funksiya bo‘ladi. Nolga ekvivalent funksiyaning songa ko‘paytmasi
ham nolga ekvivalent funksiya bo‘ladi. Demak, Z](jo) [a,b] to'plam L, [a, D]
fazoning xos qism fazosi bo‘ladi.

60. Bu fazoning nol elementi bir soni bo‘ladi. O‘lchami 1.

61. Yo'q.
2-§. Chiziqli normalangan fazolar

4-21. Normaning barcha shartlari bajariladi. Biz 2.12-misolning yechimini
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beramiz. Ixtiyoriy uzluksiz funksiya [a, b] kesmada integrallanuvchidir. Shun-

ing uchun p; funksional Ca, b] fazoning hamma yerida aniglangan.

b
p(f) = / f (@) dz, feCla b

funksional uchun norma shartlarining bajarilishini tekshiramiz. 1-shart

pf) = [ 1f @) dr=0

ixtiyoriy f € Cla,b] uchun [f(x)] >0, Vz € [a, b] shartdan kelib chiqadi.
Agar p; (f) = 0 bo'lsa, u holda Lebeg integralining IV xossasidan f ning nol-
ga ekvivalentligi kelib chiqadi. f ning uzluksizligidan |f(x)| = 0 ekanligini
olamiz, ya'ni f(x) =0. Agar f(x) =0 bo‘lsa, u holda p; (f) = 0 ekanligi
integralning ta'rifidan kelib chiqadi. 2-shart

pah)= [ laf@]de=lal [ 1f@)]dz=lalp()

tenglikdan kelib chiqadi. 3-shart

b b b
p(f+g) = / f(2) + gla)lde < / f (@) de + / 9(0)]de = p1(f) + pr(o)

tengsizlikdan kelib chiqadi. Demak, bu funksional uchun normaning barcha
shartlari bajariladi.

25 misolda normaning barcha shartlari bajariladi.

26. Bu misolda berilgan funksional uchun normaning 1-sharti bajarilmaydi.
Haqgiqatan ham, noldan farqli zo(t) = 1 element uchun

p(o) = [ao(b) = wo(a)] + max ()| = [1 — 1] + max [0] = 0

a<t<b
tenglik o‘rinli. Ya'ni p(x) = 0 shartdan x(¢) = 0 shart kelib chigmaydi.
2-shart p(ax) = |a|p(z) va 3-shart p(z + y) < p(x) + p(y) ning bajarilishi
modul hamda maksimum xossalaridan kelib chiqadi.
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27- misolda normaning 1-sharti bajarilmaydi.

28-30-misollarda normaning barcha shartlari bajariladi.

31. Bu misollarning barchasida nlljgo |xn — 0] = T}ggo |zn|| = 0 shartni tek-
shirish kerak bo‘ladi. Chunki 6(¢) = 0 funksiya 2.31-2.40-misollarda keltir-

ilgan fazolarning barchasida nol elementdir. Bu misolda berilgan =z, (t) =

nt . . .
———— elementning normasini baholaymiz
1+ n?+t?
|z nt <" m 1
Tpl| = max | ————=| < < —==-.
0<t<t|1+mn?4 12 1+n?> —n? n
Demak, lim ||x,|| = 0 munosabat o‘rinli, ya'ni {z,} nolga yaqinlashadi.
n—oo

32-39 nolga yaqinlashadi.

40. Berilgan x,(t) =2n -t - e~ elementning normasini hisoblaymiz

1 1 1
|xn]| = / 12n - ¢ - e*”t2|dt = Qn/ toe "t = / e*”th(nﬂ) =
0 0 0

g2 _
=—e ™| ="+ 1.

0

Demak, lim ||z,|| = 0 tenglik o‘rinli emas, shuning uchun {z,} ketma-ketlik
n—:oo

nol elementga yaqinlashmaydi.

41. flz|| =3, |lzll, =5, |lzlly= V33, llzll, =2,

lyll =5, llylly = 7. llylly = V337, [yl = 4

2. [[fl =1, [Iflli =4 [Ifll;=v= llgl =1, llgly =4, llglly = 7.
43. llenlle = lnlle =1, lenlls, = 1l = v,

lenllar = 1¥nllar =1, llenlly = llebnlly = 4n.

48. Normaning ucburchak tengsizligiga ko‘ra quyidagilar o‘rinli

lzll = lle =y +yll < llz =yl + 1yl = lzll = lyll < llz =yl

Iyl = lly —z+zl < lly=zl[+lzl = lyll = [zl < [z -yl
Bu ikki tengsizlikdan (2.1) tengsizlik kelib chiqadi.
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51. 7= = Ty —; — deymiz. Bu yerdan va normaning xossalaridan

[zl < 5 (Hx+y\|+\|x—yll)<max{\lfv+y\| lz = yll}

ni olamiz.
57. Ha. 58. Yo‘q. Masalan, A = [0, 1\Q, B = [0, 1]NQ.
1 1 1 1 1
62. a), c)vad)laruchun:c("):(1+—§ — ..,E+—,. )
n
1 1 1 1 1

b) va e) uchun 2™ = (1—|— \[ ﬁ—i_ﬁ’
64. Ochiq to‘plam bo‘lmaydl

65. Yopiq to‘plam bo‘lmaydi.

69. R%, /; va Cyla, b] lar qat’iy normalangan fazolar bo‘ladi. ¢;, m va
C'la, b] lar qat’iy normalangan fazolar emas.

71.Ha. X =R, A=Q, B=R\Q.

72. C[-1,1] = C[-1,1] ® C*[-1,1], bu yerda C[-1, 1] = {z :
z(—t) = —x(t)} toq funksiyalar, C*[—1, 1] = {z : z(—t) = z(t)} esa
juft funksiyalar fazosi.

_1)»
75. Yo'q. X =R, xn:( ) :
n

3-§. Evklid va Hilbert fazolari

6-10 - misollardagi p funksional skalyar ko'paytma shartlarini qanoatlantiradi.
11-14 - misollardagi p funksional skalyar ko‘paytma shartlarini qanoatlantiradi.
15-18 - misollardagi p funksional skalyar ko‘paytmaning 1-shartini qanoatlan-
tirmaydi.

19-21 - misollardagi p funksional skalyar ko‘paytma shartlarini qanoatlanti-
radi.

22 misoldagi p funksional skalyar ko‘paytmaning 3 va 4-shartlarini qanoat-
lantirmaydi.

23 - misoldagi p funksional skalyar ko‘paytma shartlarini qanoatlantiradi.
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24. €1 = (0,0, 1), €9 — (0, 1,0), €3 = (1,0,0)
1

25. 1 = ——(1,1,0), €3 = —=(1,—1, 1), €5 — ——(1,~1,2)
- €1 = \/§ , L,U), €2 = \/g ’ ) , €3 = \/6 ) ’
26. e1 = (—1,0,0), €3 — ——(0,—1,1), 5 — —(0, 1, 1)
- C1 ) y €2 \/i ) ) y C3 5 s Ly
1 1 1 7 1
. 01(0) = 5, balt) = g dalt) = 1 (10— - 1)
28. (1) = 5. vall) = |51 w3<t>:\/§ (36— 1)
29.¢q@):g§?,¢xwzzwﬂ§cmsu¢@@): i
1

2 5)
30. ¢i(t) = —=, ¥a(t) = \/%ta P3(t) = 3 (3t*—1)
31. €1 = (1,0,0,. ..), €y = (0,1,0,0,.. .), €3 — (0,0,1,0,0,.. )
0

1 1 1 3 3
32. ¢, =3 L m)@:O;—— m)

'7%7 ) 4723"'7%7
33 L 1.1,0.0...) L 0.0,.1,1,0.0,..)
-6 = —=(L LU U, .., 6= —F1U,U,, 1, 1L,U,U,...).
1 21 2 \/§
43. 1, (t) = —= sinnt, n € N,
T
1
44. 1, (t) = NG exp{int}, n € Z.
T
46. c():ﬁ, c1 =0, @zﬁ, c, =0, n>3.
V2 2
50. dim(M,)t =n, n=1,2,3.

52. L, [—1, 1] ning ortogonal to‘ldiruvchisi (L;[—1, 1))+ - Ly[—1, 1] dagi
juft funksiyalardan iborat. dim Ly [—1, 1] = dim(L; [—1, 1])* = oco.

_ (2n)!
58. Cn_2”(n!)2’ n € N.
58. ||P,|| = , .
1Pl =[5, m € NU {0}
59. o(t) = — w<t>—\/§t
. 0 _\/57 1 — 27

sl =2 68 =) i = 2L (1= %),

61. Ortonormal sistema v, = x,(t) = ag + ait + -+ + a,_1t""! shaklda
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izlanadi. Demak, z1(t) = ag bo‘lib,

o0
|21 || :/ ade ldt =a =1
0

dan ag =1 ni olamiz. Demak, ¢;(t) = 21(t) = 1 ekan. 3.4-misol eslatmasiga,

ko'ra, @o(t) =t — (fo, ¥1)Yn =t — 1 bo‘ladi. Chunki, fo(t) =¢ va

(fo, 1) = /OOO te ldt =T(2) = (2— 1) = 1.

Endi ¢ ning normasini hisoblaymiz.

o0 o0

lpa]|* = /(t —1)%"dt = /(t2 —2t+1)efdt =T(3) —2I'(2) + I'(1) = 1.
0 0

Biz bu yerda barcha n € N larda o‘rinli bo'lgan I'(n) = (n — 1)! tenglik-

dan foydalandik. Demak, 19(t) = 25(t) = t — 1 ekan. 3.4-misol eslatmasiga

ko'ra, ¢3(t) = 12 — (fs, v1)¥1 — (fs, Y2)¥b2 deymiz va (fs, ¥1) va (fs, o)

koeffitsiyentlarni hisoblaymiz:

(fs: ¥1) = /oo t?e~ldt =T'(3) = 2,

0
(f3, t2) = /OOO t2(t — e 'dt =T(4) = T(3) = 3! — 2! = 4.

Endi ¢3(t) = t* — 2 — 4(t — 1) = * — 4t + 2 ning normasini hisoblaymiz.

(0.9] (0.9]

los||? = /(t2 — At +2)%e Vdt = /(t4 — 817 4 20t* — 16t + 4)e 'dt =
0 0
=T'(5) — 8T'(4) + 20I'(3) — 16I"(2) + 4I'(1) =24 — 48+ 40 — 16 + 4 = 4.
t) 1
Bu yerdan 3(t) = eat) _ 1 t* — 2t + 1 ni olamiz.

o3l 2
62. Nolga ekvivalent funksiyalarning yig‘indisi yana nolga ekvivalent funksiya

bo‘ladi, nolga ekvivalent funksiyaning songa ko‘paytmasi yana nolga ekvivalent
funksiya bo‘ladi. Shuning uchun Lj;[—1, 1] to‘plam gism fazo tashkil giladi.

Uning ortogonal to‘ldiruvchisi esa

Loyol=1, 1] = {f € Ly[=1, 1] : f(2)(1 = xpo,yy(x)) ~ O}
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to‘plamdan iborat.

65. (fagon%(zl()j;zépl;):ov n €N, (faw()):\/ﬁv (fawn)zoa n7é0

(97907;>:T7 TLGN, (9790;{):07 TLGN, (gvpo):Oa
i 1\n—1
(ga¢n) - ﬂZ(n;) , n#0.

66. (f,¢7) = —(1+ (-1)), neN, (fp)=0,neN,

2
(£.00) = 0, () = —(1+ (=1)""1), n € Z\ {0},
67. Normallangan Lejandr ko‘phadlari

Poz \[t Py(t \/73t2—1 Ps(t) = 2?( —gt>,...

Lg[—l, 1] Hilbert fazosida ortonormal sistema tashkil giladi. Shuning uchun
pu(t), n = 1,2,3 ko‘phadni topish uchun ¢’ ni bu sistema bo‘yicha Furye
qatoriga yoyish kifoya.

el = CoPy + Clpl(t) + CQPQ(t) + Cng(t) +

yoki

e’ —+C1\/>t—|—02\/> 3t2—1 —|—035§ (tg—ét)—i— 3 (3.1j)

Ma'lumki ||f — p,|| masofa minimal bo‘lishi uchun p,, f € E elementning
{¢K} ortonormal sistemadagi Furye qatorining qismiy yig‘indisi bo‘lishi zarur
va yetarli. Shunday ekan p,(t) = CoPy + C1Pi(t) + CoPa(t) + - - - + C, Py(1),
n = 1,2,3 bo‘ladi. Demak, C} sonlar f(¢) = €' elementning {P;} ortonor-
mal sistemadagi Furye koeffitsiyentlari bo‘lishi kerak. Shunday qilib, Furye

koeffitsiyentlari C} larni hisoblaymiz:
L

1 1 .
Coz(f,Po):/_lﬁ'edt:EG

Endi C4 ni hisoblaymiz.

1 1
_1:E(e—e )—\@Shl.

1 1
1
Clz(f,Pl):\/g/t-etdt:\/gtet_ /etdt:\/é(chl—shl).
e

-1
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Demak, pi(t) =sh1+ 3(ch1 —sh1)t ekan. Endi C5 ni hisoblaymiz:

1 1
1
Cy=(f, ) = \/g /(3152 — 1)e'dt = \/2(3152 — 1)et’1 — 2\/2 /tetdt.
—1 1

te! funksiyaning integrali C koeffitsiyentni hisoblashda topilgan edi. Bular-
44/10
dan Cy = sh1l—+/10ch1 ni olamiz. Demak,

10 o
pa(t) =sh1l+3(chl —shl)t+ (3 sh1l— §ch 1)(3t* — 1)

ckan. Xuddi shunday c3 = (f, P3) koeffitsiyent hisoblanib, ps(¢) ko‘phad top-
iladi.

68. Bu misol 67-misolga o‘xshash ishlanadi. Ya'ni p,(t) = CoFy + C1Pi(t) +
CoPo(t) + -+ + CPy(t), n = 1,2,3 bo‘ladi. Bu yerda P,, n € N normal-
langan Lejandr ko‘phadlari. Bu misolda f(¢) = #* juft funksiya bo‘lganligi
uchun Furye qatorida ¢ ning fagat juft darajalari qatnashadi, toq koeffit-
siyentlar Cy, 1 = 0, n € N bo‘ladi. Bu yerdan po(t) = pi(t) = CoFy va
pa(t) = p3(t) = CoPy + CoPs(t) ni olamiz. py = p1, p2 = ps ko'phadlarni
topish uchun, faqat Cy va Cy koeffitsiyentlarni hisoblash yetarli.

L 1
Co=(f,P)= [ —=-t'dt = —=t| =5,
0=/, 1) /_1\/5 V2 ‘—1 5}

1

5 5 (3 1 1 5 16
02:(f7P2)=\/g/t4(3t2—1)dt: g(;t7—gt5> ’1: <

-1

Bu yerdan
)=z palt)=pslt) =5 + 23~ 1)
D1 Bk Dp2(l) = P3 5T
ni olamiz.
1 1
70. Agar |z| > 1 bo‘lsa, T2 < o tengsizlik bajariladi. Shuning uchun
dx ! dx dx
2
r)de = | 5 < —+ —
firore= | s < et
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integral mavjud, ya'ni f € Ly(R). ¢ funksiyaning tashuvchisi (A = [—1, 1])
chekli o‘lchovli to‘plam bo‘lganligi uchun g € Lo(R) va [, |g(z)*dz = 2.
Ularning skalyar ko‘paytmasi

1
dx 1 T T 7
(f:9) = /f e /_11+x2 arcter] =1t I1T3

nolmas, ya’ni ular ortogonal elementlar emas.

71. f(z,y) = e el ni Ly(R?) qarashli ekanligini ko‘rsatamiz. e~ 1*l
Ly(R) bo‘lganligi uchun f € Ly(R?*) bo‘ladi. g funksiyaning tashuvchisi
chekli o'lchovli to‘plam (A = [—1, 1] x [0, 1]) bo‘lganligi uchun g € Lo(R?)

bo‘ladi. Ular normasining kvadratlari

2 00 2
I = [ [ ey = ([ e#tac) —a( [Terar) <1,
RJR R 0

l9(x)[Pdady = p(A) = 2.

R2
Demak, ||f|| =1, |lg]l = V2. Ularning skalyar ko‘paytmasi
) 2

11
(f, 9) /f 2//e_xe_ydxdy:2 /e_xdx = 2(1—e1)?
15

—1

nolmas, ya’ni ular ortogonal elementlar emas.

< 1 , :
72. ||f]* = 2;1 ot 65-misolda Lo[—1, 1] fazoda g(x) = x elementning
{zpn(t) — 2712 exp {z'mrt}} , n € Z to'la ortonormal sistemadagi Furye koef-
fitsiyentlari topilgan, ya'ni

=z=Y Cyhy(z), Co=0, C,= , n#£0

nes

tenglik o‘rinli. Parseval ayniyatiga ko‘ra,

lgl* =Y 1CP=2) |Cf =
n=1

nez\ {0}
bo‘ladi. Endi
1 5133 1
ol = [ ww=2] =
-1 3 1-1
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ni hisobga olsak,
41 —~ 1 7
S ICEPEE) R
n=1 n=1

ni olamiz. Bu yerdan || f|| = Z_ bo'ladi.

V3
73. Barcha n, m € Z lar uchun f(n,m) > 0 bo‘lganlidan  >_ |f(n,m)|?
(n,m)€Z
qator yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun

;;1 (1+n" + mPp (3:2))

qatorning yaqinlashuvchi bo‘lishi zarur va yetarli. Shuning uchun o < 0,5

yoki 3 < 0,5 bo'lsa, {f(n,m)} & €3(Z*). Shunday ekan, o > 0,5 va 3 > 0,5

shartlarning bajarilishi zarur. (3.2j) qatorning yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun

rr dxdy ,
// (1 P (3.37)
11

integralning yaqinlashishi zarur va yetarli. o > 0,5 bo‘lsin

integral alomatga ko'ra

integralda = = y%/*z, dx = y?/*dz almashtirish olamiz, natijada (3.3j) inte-
gral

7070 dxdy ]O / dz p
T+ yﬁ 20—/« (ZO‘ + 1)2 Yy
1 1 1 —5/0t

ko‘rinishni oladi. Bu integral yaginlashuvchi bo‘lishi uchun

I6] 1 Q

2ﬁ—a>1 — B(2—a)>1 — B>2a_1

shart bajarilishi kerak. Demak, a > 0,5 va ( >
(5(7Z?*) fazoga qarashli bo‘ladi.

50 — 1 bo‘lsa, f funksiya

75. E Evklid fazosi, {¢r}32, E dagi ixtiyoriy ortonormal sistema bo‘lsin. U
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holda ixtiyoriy f € E uchun Bessel tengsizligi Z [(¢r, £)I? < [IfII” o'rinli.

Bu yerdan Z (1, f)|? qatorning yaqginlashuvchi ekanligi kelib chigadi. Qator
yaq1n1ash1sh1n1ng zaruriy shartiga ko‘ra, ixtiyoriy f € £ uchun hm (gpk, f) =
0 bo‘ladi. Demak, {p}72, ketma-ketlik nolga kuchsiz ma’noda yaqmlashadi.

4-§. Chiziqli funksionallar

5. Funksional chiziqli va uzluksiz.

6, 8, 10 lar qo‘shma chiziqli funksional, ular uzluksiz.

7, 9, 11 lar chiziqli funksional, ular uzluksiz.

12-misolning yechimi. Integralning asosiy xossalaridan foydalansak, quyida-

gilarga ega bo‘lamiz:

f(x+y)=/Oﬂcost(x(t)ij(t))dt:/Oﬂcost:c()dt+/0ﬂcostmdt:
=f(x)+ fy),
f(ax):/Oﬂcost(oza:(t))dt:a/Oﬂcostmdt:af(x).

Demak, f : L5[0, 7] — C qo‘shma chiziqli funksional ekan. Uning uzluksizlig-
ini 4.10-ta’rif yordamida tekshiramiz. Faraz qilaylik, zo € Lo[0, ] ixtiyoriy
tayinlangan nuqta va {z,} C L0, 7] esa xy ga yaqinlashuvchi ixtiyoriy

ketma-ketlik bo‘lsin. U holda Koshi-Bunyakovskiy tengsizligiga ko‘ra

[f (o) = flan) [P = |/07Tcos t (wo (t) — 2 (1)) dt]* <

g/ cos%dt/ 120 (£) — 20 (£) Pt = = - [0 — 20
0 0 2

tengsizlik o‘rinli. Bu yerdan lim f(x,) = f(xo) tenglik kelib chigadi. Demak,
f: L0, m] — C uzluksiz funksional bo‘ladi.

13. Funksional chiziqli va uzluksiz.
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W lfl =5 15 [Ifl=2 16 |7l = V3. 17 Hfuzs\@.

€
18. Berilgan funksionalni quyidagicha yozish mumkin:

f(z)=(z,y), y(t)=sign(t—1/3), y € L0, 1].

Demak, 4.9-teoremaga ko'ra f : Lo[0, 1] — C, chizigli uzluksiz funksional

bo‘ladi. Yana 4.9-teoremaga ko‘ra, uning normasi

11 = lyll = \/ / (1) 2dt = \/ / sign(t — 1/3)[2dt = 1.

19. ||f]| = 1. 20. [|f]| = 2. 21. ||f|| = 10.

23-27 lar chekli gqavariq funksionallar.

29-30 lar chekli qavariq funksionallar.

31. Chekli bo‘'lmagan qavariq funksional.

32. a) qavariq, qavariq jism, b) qavariq, qavariq jism emas, ¢) qavariq, qavariq
jism, d) qavariq, qavariq jism, e) qavariq to‘plam emas.

33. AhB A+ B. 34. Ha.

38. pu(x) zlmax{\azl—1|, lzo+1|}. 39. f:C4[0, 1] = R, f(z)=z(0).

42. f(x) :£ signt - x(t) dt.

4 t2
5, t: —1
07 le [_17 O) 1 t2
45. g(t) = 46. g(t) = < J; , te(=1,1)
1, telo, 1]. 5L
= 1.
N 2

48. f(x) = z(1), davom yagona.

50. |[fyll = llyll. 52. |[f]l = 1.

53-55. {f,} ketma-ketlik 0 da kuchsiz ma’noda yaqinlashadi.
1

56. Kuchli, f(x)= [ e'z(t)dt.
1

=)

1
57. Kuchli, f(x) = [ sin tz(t)dt.
“1
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58. Kuchli, f(x) = %i tx(t) dt.

59. (R")" =R", (R2)" =Ry, (R?)" =R", pl+qgli=1

60. (R})" =R".

61. (b)) =10y, (0,) =Ly, pl+qgt=1 = () =0

62. (Lofa, b])" = Lala, b], (Lyla, b)) = Lyla, b], p ' +q =1
63. (Cla, b])" = Vyla, b]

I bobda keltirilgan test javoblari

1-B 2-C 3-C 4B 5-C 6-B 7-B &B 9-D 10-D 11-D 12-D 13-D
14-D 15-A 16-A 17-B 18-D 19-C 20-B 21-D 22-A 23-A 24-B
25-C  26-A 27-C 28D 29-C 30-A 31-B 32-B 33-B 34-B 35-A
36-A 37-B 38-B 39-B 40-A, 41-B 42-A  43-A 44-A 45-A 46-B
47-A 48-C  49-A  50-A.
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IT bob. Chiziqli operatorlar

Bu bobda normalangan fazolarda chegaralangan chiziqli operatorlar, ular-
ning normasini topish, chiziqli operatorlarning teskarisi mavjud yoki mavjud
emasligini tekshirish, agar teskari operator mavjud bo‘lsa, uni aniqlash, chi-
zigli operatorlarga qo‘shma operatorlarni aniqlash (Banax fazolarida Banax
bo‘yicha qo‘shma operatorni, Hilbert fazolarida Hilbert qo‘shmasini), chizigli
operatorlarning xos qiymatlari, xos vektorlari, spektri va rezolventasini aniqlash-
ga doir masalalar jamlangan.

Bobning 5 — § da operatorlarning chiziqli chegaralanganligini tekshirib,
ularning normasini topishga doir mashqlar bor. Chiziqli operatorning aniglan-
ish sohasini ko‘rsatib, uning chegaralanmaganligini yoki uzluksiz emasligini
ko‘rsatishga doir mashqlar ham shu paragrafdan joy olgan. Chiziqli operator-
lar ketma-ketligining yaqinlashishlarini tekshirishga doir mashqlar ham shu
paragrafga kiritilgan. 6 — § da berilgan chiziqli operatorga teskari operator
mavjud ekanligini ko‘rsatib, uning teskarisini topishga doir mashqlar keltiril-
gan. Bundan tashqari bu paragrafda teskari operatorning mavjud emasligini
ko‘rsatishga doir mashqlar ham bor. 7—§ da esa, berilgan chiziqli operatorga
mos Banax yoki Hilbert qo‘shmasini topishga doir mashqlar keltirilgan. Oxirgi
8 — § da esa chiziqgli operatorning xos giymatlari, xos vektorlari, spektri va

rezolventasini hamda spektral yoyilmasini topishga doir mashqlar jamlangan.
5-8§. Chiziqli uzluksiz operatorlar

Bu paragrafda biz normalangan fazolarda aniqlangan chiziqli operatorlarni
qaraymiz. Chizigli normalangan fazolarni X,Y va Z bilan, chiziqli opera-
torlarni esa A, B va C' harflari bilan belgilaymiz.

5.1-ta’rif. X chiziqli normalangan fazodan olingan har bir x elementga
Y fazoning yagona y elementini mos qo ‘yuvchi Ax =y akslantirish operator

deyilads.
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Umuman, A operator X ning hamma yerida aniqlangan bo‘lishi shart
emas. Bu holda Az mavjud va Az € Y bo‘lgan barcha x € X lar to'plami

A operatorning aniglanish sohasi deyiladi va u D(A) bilan belgilanadi, ya’ni:
D(A)={ze€ X : Ar mavjud va Az €Y }.

5.2-ta’rif. Agar ixtiyoriy x,y € D (A) elementlar va iztiyoriy o, € C
sonlar uchun ax+ By € D(A) bo'lib,

Alcx+ Py) =aAx+ Ay

tenglik o‘rinli bo‘lsa, A ga chiziqli operator deyiladsi.

5.3-ta’rif. Agar iztiyoriy € > 0 uchun shunday 6 = 6 (¢) > 0 mavjud
bo'lib, ||x — xo|| < dtengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha x € D (A) lar
uchun ||Az — Axgl| < € tengsizlik bajarilsa, A operator x = xy nugta-
da uzluksiz deyiladi. Agar A operator iztiyoriy x € D(A) nugtada uzluksiz
bo‘lsa, A ga uzluksiz operator deyilads.

5.4-ta’rif. Ax = 0 tenglikni qanoatlantiruvchi barcha x € X lar to‘plami
A operatorning yadrosi deyiladi va v KerA bilan belgilanadi.

5.5-ta’rif. Biror x € D(A) uchun y = Ax tenglik bajariladigan barcha
y €Y lar to‘plami A operatorning qiymatlar sohasi yoki tasviri deyiladi va
u ImA yoki R(A) bilan belgilanadi.

Matematik simvollar yordamida operator yadrosi va qiymatlar sohasini

quyidagicha yozish mumkin:
KerA={xeD(A): Ax =0},

R(A):=ImA={yeY : biror x € D(A) uchun y= Az }.

5.6-ta’rif. Agar shunday C' > 0 son mavjud bolib, barcha x € D (A) lar
uchun

[Az[| < C- ||| (5.1)
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tengsizlik bajarilsa, A chegaralangan operator deyilads.

5.7-ta’rif. (5.1) tengsizlikni qanoatlantiruvchi C sonlar to‘plami-ning
aniq quyi chegarasi A operatorning normasi deyiladi va u ||A|| bilan bel-
gilanadi, ya’'ni ||A|| = inf C.

5.1-teorema. A : X — Y chizigli chegaralangan operatorning normasi

Al uchun quyidagi tenglik o‘rinli

Ax
JA] = sup [[Az] = sup 1221
|z)=1 lzl20 11|

(5.2)

Chiziqli operatorlarning uzluksizligi va chegaralanganligi orasida quyidagi
bog‘lanish mavjud.

5.2-teorema. A chiziqli operator chegaralangan bo lishi uchun uning uzluk-
siz bo ‘lishi zarur va yetarl.

X chizigli normalangan fazoni Y chiziqli normalangan fazoga akslantiruvchi
chizigli chegaralangan operatorlar to‘plamini L(X, Y') bilan belgilaymiz. Xusu-
san, X =Y bo'lsa L(X,X) = L(X). L(X, C) bilan X ga qo'shma fazo
belgilanadi. Hilbert fazolarini H bilan belgilaymiz.

5.8ta’rif. A: X —Y wva B: X —Y chizigli operatorlarning yig‘indisi
deb, v € D(A)ND(B) elementga y = Ax+Bx € Y elementni mos go ‘yuvchi
C = A+ B operatorga aytiladi.

Agar A, B € L(X,Y) bo'lsa, u holda C' ham chiziqli chegaralangan op-

erator bo‘ladi va quyidagi tengsizlik o‘rinli
IC = [|A+ Bl < |Al +[1B]-

5.9-ta’rif. A chizigli operatorning o songa ko‘paytmasi x element-ga

aAx elementni mos qo ‘yuvchi operator sifatida aniglanadi, ya’ni

(@A) () = aAx.
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L(X,Y) to‘plamda kiritilgan operatorlarni qo‘shish va operatorni songa
ko‘paytirish amallari chiziqli fazo ta’rifidagi 1-8 shartlarni qanoatlantiradi. De-
mak, L(X, Y) to‘plam operatorlarni qo‘shish va operatorni songa ko‘paytirish
amallariga nisbatan chiziqli fazo tashkil giladi. Bu fazoda aniqlangan p :
L(X,Y)— R, p(A) = ||A|| funksional (5.59-misolga qarang) normaning
barcha shartlarini qanoatlantiradi. Demak, L(X, Y) chizigli normalangan fa-
zodir. Bu fazoning to‘laligi hagida quyidagi teorema o‘rinli.

5.3-teorema. Agar Y to‘la normalangan fazo bo‘lsa, u holda L(X,Y)
ham to‘la normalangan fazo ya’ni Banax fazosi bo‘lads.

5.10-ta’rif. A : X — Y wa B :Y — Z chizigli operatorlar berilgan
bolib, R(A) C D(B) bo‘lsin. B va A operatorlarning ko ‘paytmasi deganda,
har bir x € D(A) ga Z fazoning z = B(Az) elementini mos qo‘yuvchi
C =BA: X — Z operatorga aytiladi.

Agar A va B lar chizigli chegaralangan operatorlar bo‘lsa, u holda C' =

BA ham chiziqli chegaralangan operator bo‘ladi va
ICl = 11BA| < || B] - [|Al (5.3)

tengsizlik o‘rinli.

5.11-ta’rif. Agar {A,} C L(X,Y) operatorlar ketma-ketligi uchun shun-
day A € L(X,Y) operator mavjud bo‘lib, 7}1_)1](()10 |A, — A|| =0 bolsa, {A,}
operatorlar ketma-ketligi A operatorga norma bo‘yicha yoki tekis yaqginlashadi
deyiladi va A, = A (A, == A) shaklda belgilanadi.

5.12-ta’rif. Agar iztiyoriy © € X wuchun T}l_)Holo |Apx — Az|| = 0 bo‘lsa,
{A,} operatorlar ketma-ketligi A operatorga kuchli yoki nuqgtali yaqinlashadi
deyiladi va A, — A (A, —= A) shaklda belgilanadi.

5.13-ta’rif. Agarxtiyoriy f € Y* va barcha x € X lar uchun JLIEO f(Ayx)

= f(Ax) bo'lsa, {A,} operatorlar ketma-ketligi A operatorga kuchsiz yoki
kuchsiz ma’noda yaqinlashuvchi deyiladi va A, — A (A, LA) shaklda
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belgilanads.
Bu ta'rifni Hilbert fazosida quyidagicha bayon qilish mumkin.
5.14-ta’rif. Agar ixtiyoriy x,y € H wuchun nhjglo(AnI, y) = (Azx,y)
bo‘lsa, {A,} C L(H) operatorlar ketma-ketligi A operatorga kuchsiz yaginla-
shuvchi deyilads.

5.1. X — ixtiyoriy chizigli normalangan fazo bo‘lsin.
Ix=x, ve€ X

akslantirish birlik operator deyiladi. Uni chiziqglilik va uzluksizlikka, tek-

shiring. Agar chegaralangan bo‘lsa, uning normasini toping.

Yechish. Bu operatorning chiziqgliligi va uzluksizligi quyidagi tengliklar-
dan bevosita kelib chiqadi:

oz + By) = ax + Py = ale + Bly,  |[1(z — zo)|| = [lo — x| -

5.2-teoremadan uning chegaralangan ekanligi kelib chiqadi. 5.1-teoremaga ko‘ra,

|I|| = sup |[{z] = sup ||z|| = 1 ekanligini olamiz. Qo‘shimcha qilib aytishimiz
lzf=1 lf=1
mumkinki, uning aniqglanish sohasi, giymatlar sohasi va yadrosi uchun quyidag-

ilar o‘rinli:

D(I)=X, R()=X, Kerl={0}. [
5.2. X va Y ixtiyoriy chizigli normalangan fazolar bo‘lsin.
O:X—=Y 0xr=90

operator nol operator deyiladi. Uni chiziqlilik va uzluksizlikka tekshiring.
Chegaralangan ekanligini ko‘rsatib, normasini toping. Aniglanish sohasi,

qiymatlar sohasi va yadrosi haqida ma’lumot bering.
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Yechish. Nol operatorning chiziqgliligi va uzluksizligi bevosita ta’rifdan ke-
lib chigadi. Endi nol operatorning chegaralangan ekanligini ko‘rsatib, uning
normasini topamiz. Istalgan x € X uchun ||©Ozx| = ||0|| = 0 tenglik o‘rinli.
Bundan ||©| = ”Sl”1p |Oz| = HSI|J‘1p 10|l = 0 ekanligi kelib chigadi. Nol op-

z||=1 z||=1

erator L(X,Y) chizigli normalangan fazoning nol elementi bo‘ladi. Uning

aniqlanish sohasi, giymatlar sohasi va yadrosi uchun quyidagilar o‘rinli:
D©O)=X, R(©)={0}, Kero=2X. O

5.3. Aniqlanish sohasi D(A) = CW[a, b] C Cla, b] bo‘lgan va Cl|a, b] fazoni

0‘zini-oziga akslantiruvchi
A:Cla, 0] — Cla, b], (Af) (z) = f'(z)

operatorni qaraymiz. Bu operator differensial operator deyiladi. Uni chi-

ziqlilik va uzluksizlikka tekshiring.

Yechish. Differensial operatorni chizigli ekanligini ko‘rsatamiz. Buning
uchun ixtiyorly f, g € D(A) elementlarning chizigli kombinatsiyasi bo‘lgan

af + fg elementga A operatorning ta’sirini qaraymiz:
(A(af +Bg)) () = (af (&) + By (x))' =

=af' (z)+ 89 (x) = a (Af) (x) + 5 (Ag) ().
Biz bu yerda yig‘indining hosilasi hosilalar yig‘indisiga tengligidan, hamda
o‘zgarmas sonni hosila belgisi ostidan chiqarish mumkinligidan foydalandik.
Demak, A operator chizigli ekan. Uni nol nuqtada uzluksizlikka tekshiramiz.
Ma'lumki, A¢ = 6, bu yerda 6 — Cla, b] fazoning nol elementi, ya'ni
f(x) = 0. Endi nolga yaqinlashuvchi f, € D(A) ketma-ketlikni tanlaymiz.

Umumiylikni buzmagan holda a =0, b =1 deymiz.

g;”"‘l

fu(x) = TR Tim ] fol| = gggoorggg
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Ikkinchi tomondan,

(Afy) (x) =2", lim ||Af, — Af| = lim max |[z"| = lim 1 =1 # 0.

n—oo 0<x<1 n—o0
Demak, A operator nol nuqtada uzluksiz emas ekan. Uning chizigliligidan,
differensial operator aniqlanish sohasining barcha nuqtalarida uzilishga ega
bo‘ladi. 5.2-teoremaga ko‘ra differensial operator chegaralanmagan operator

bo‘ladi. A ning giymatlar sohasi va yadrosi uchun quyidagilar o‘rinli:
R(A) = Cla,b], KerA = {const}. O]

5.4. Cla, b] fazoni o‘zini-o‘ziga akslantiruvchi B operatorni quyidagicha aniq-
laymiz:

/ K (x,t) f (1) dt. (5.4)

B ga integral operator deyiladi. Bu yerda K : [a, b] X [a, b] — R —

uzluksiz funksiya, u integral operatorning o ‘zagi (yadrosi) deyiladi. B

operatorni chiziqlilik va uzluksizlikka tekshiring.

Yechish. Ma’lumki, ixtiyorly f € Cla, b] uchun K(x, t) f(¢) funksiya x

va t ning uzluksiz funksiyasidir. Matematik analiz kursidan ma’lumki,

/bK(:c, D) F(b) dt

integral parametr x € [a, b] ning uzluksiz funksiyasi bo‘ladi. Bulardan B
operatorning aniglanish sohasi D(B) uchun D(B) = Cla, b] tenglik o‘rinli
ekanligi kelib chiqadi. Integral operatorning chiziqli ekanligi integrallash ama-
lining chiziqlilik xossasidan kelib chiqadi, ya'ni ixtiyoriy f, g € Cla, b] va

a, € C lar uchun

(B(af+89)) /Ka:t (o f (&) +Bg (1)) dt

b
—a / K(x.t)f(t)dt + 5 / K(r.8)g(t) dt = o (Bf) (x) + 6 (By) ()
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tengliklar o‘rinli. Endi B operatorning uzluksiz ekanligini ko‘rsatamiz. f, €
Cla, b] ixtiyoriy tayinlangan element va {f,} C Cla, b] unga yaqinlashuvchi
ixtiyoriy ketma-ketlik bo‘lsin. U holda,

b
I B, ~ Bfill = mas / K (2.) (fu (1) — fo (1)) dt| <
< max |, () - f max/ K(,0ldi=C-| fo—fol. (55
Bu yerda

—max/\K:ct\dt

a<z<b
C' ning chekli ekanligi [a, b] kesmada uzluksiz funksiyaning chegaralangan

ekanligidan kelib chiqadi. Agar (5.5) tengsizlikda n — oo da limitga o‘tsak,
0< Tim [[Bf, = Bfoll <C- lim || f, = fol| =0
ekanligini olamiz. Demalk,
lim | B f, = B fol = 0.

Shunday qilib, B integral operator ixtiyoriy nuqtada uzluksiz ekan. 5.2-teore-
maga ko'ra, u chegaralangan operator bo‘ladi. B integral operatorning qiy-
matlar sohasi va yadrosi uning o‘zagi K ning berilishiga bog‘liq. Masalan,
K(z,t) =1 bo‘lsa, B operatorning qiymatlar sohasi ImB o‘zgarmas funksi-
yalardan iborat, ya'ni ImB = {f € Cla, b] : f(t) = const}, uning yadrosi

KerB o‘zgarmasga ortogonal funksiyalardan iborat, ya'ni
b
KerB:{fEC[a, b]:/f(t)dt:O}. O

5.5. Quyidagi operatorning chiziqli chegaralanganligini ko‘rsatib, normasini
toping:
A Ls[—1, 1] — La[—1, 1], (Ax)(t) = t* 2(¢?).
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Yechish. Dastlab ixtiyoriy € Ls|—1, 1] uchun Ax € L3[—1, 1] ekan-

ligini ko‘rsatamiz. Buning uchun ¢3 = r almashtirishdan foydalanamiz:

1
3 3

1 1
3 1 £
sl = { [ Iea@)Pae | = (5 [ 1" et an
—1 —1

Oxirgi integralni baholashda quyidagi umumlashgan Gyolder tengsiz-ligidan

foydalanamiz:
1 1 1 .
bu yerda z € Lila, b], y € L,[a, b, z + — = —. Biz qarayotgan holda
r s
15

k = 5 r =15, s = 3. Shuning uchun

1 ) ; 3

10
sl = { [ |gzr¥atn)| ar

%TI

—1

=

Demak, ixtiyoriy x € Ls[—1, 1] uchun

1 15 1_25 1 2
1 wl|? 1 3\P°
< —ro| dr /xr Sdr :—<—> |5
/5 1+ = (51) il
1 (3\"
el < <= () el 56
tengsizlik o‘rinli. Shunday qilib, har bir x € Ls[—1, 1] uchun Az € Ls[—1, 1].

Demak, D(A) = Ls[—1, 1]. Endi A operatorning chiziqli ekanligini ko‘rsatamiz:
[A(az+By)]t) =t (az+By) (') =at'z (*) + Bty () =
=a (Az) (1) + 6 (Ay) (1) = e Az + 5 Ay] (1), Yt € [-1, 1],
yani Vr,y € Ls[—1, 1] va Vo, 8 € C uchun A(ax + fy) = oAz + [Az.

Operatorning chegaralanganligi (5.6) dan kelib chiqadi. Uning normasini top-

ish uchun o (t) = t3 € Ls[—1, 1] elementni qaraymiz:

5

1 1
25 3\°%
ol = { [ 1eiFae) = (55) ) (=2
21
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3

1 1 1
1?3 1 3\3
Aol = tffat] =(=) =—(—=
Jaal = | [ 1 (5) -5 (%)
—1

| Aol }(3/14) 1 (3\7
ol (3/10)} ) 57)

) 2
(5.0 va (57) dan 4] = o= (13) tenglikni hosil qilamiz. 0

5.6. B: ACy[—1, 4] — W[—1, 4], (Bz)(t) = signtx(t) operatorni chiziqli

W=

chegaralanganligini ko‘rsatib, normasini toping.

Yechish. Chizigliligi 5.5-misol kabi ko‘rsatiladi. Chegaralanganligi. Beril-
gan operatorning chegaralangan ekanligini ko‘rsatishda o‘zgarishi chegaralan-
gan funksiyalar uchun o‘rinli bo‘lgan

VoL gl < sup [f(2)]- Vi gl + sup |g(x)] - V) [f]

x€[a, ] x€la, b)

tengsizlikdan (shu kitobning I qismi 9.50-misoliga qarang) foydalanamiz:

4
| Bz|| = [Bl’]< sup \SlgntIV[ |+ sup |z(t)| Visign] <3 |lz].

- —1<t<4 —1<t<4

4
Bu yerda biz sup |[signt| =1, V[sign] =2 va barcha x € ACy[—1, 4] lar
1

—1<t<4 -

uchun o‘rinli bo‘lgan max, lz(t)] < V[ ] = ||z| tengsizlikdan foydalandik.
Yuqoridagi tengsizlikdan ||B|| < 3 kehb chiqadi.

t+1, —1<t<0

.T()(t) = a , Ty € AC()[—L 4]
1, 0<t<4
element uchun ||zg|| = 1 va ||Bxo|| = 3 tengliklar o‘rinli (5.1-chizma). Bu
yerdan ||B]| > 3 ekanligi kelib chigadi. Demak, ||B|| =3 ekan. O
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Th Th

| z==(d) )| z={B=x)(3)

_1 T L T L
\ 4
1

~¥
¥

5.1-chizma

5.7. A: ACy[0, 1] — L]0, 1], (Ax)(t) = d::lit) differensiallash operatorini

chiziqli chegaralanganligini ko‘rsatib, normasini toping.

Yechish. [a, b] kesmada absolyut uzluksiz I’ funksiyaning hosilasi F' (z) =
f (z) integrallanuvchidir (|9] ga qarang). Demak, operatorning aniqlanish so-

hasi D(A) = ACy[0, 1] ekan. Ma’lumki, ixtiyoriy x € ACy[0, 1] uchun

Vil Ax] = / (1)) dt
0

tenglik o‘rinli. Bu tenglikning chap tomoni ||Az|| ga o'ng tomoni ||z|| ga teng.
Demak, barcha = € ACy[0, 1] uchun ||Az| = ||z| tenglik o‘rinli. Bu yerdan
A operatorning chegaralanganligi va ||A|| =1 ekanligi kelib chiqadi. ]

58. A: 0y — 0, Az = (z1,In2-x9,...,Inn - x,,...) operatorni chegar-

alanganlikka tekshiring.

Yechish. Matematik analiz kursidan ma’lum bo‘lgan quyidagi qatorlarni

garaymiz:

= 1
1+Z 1+z:2n-lnn'

Ulardan 1)-si yaq1n1ashuvch1, 2)-si esa uzoqlashuvchi. Bu tasdiq integral alo-

n-n’n’

1 1
mat yordamida ko'rsatiladi. Agar biz xg = (1, ———,..., 5—, ... | de-
2 1n"2 n In“n
1 1
sak, u holda zy € ¢; bo'ladi, Axg = (1, ———, ..., ,... | bolib,
2-In2 n-Inn
95
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uning hadlarining modullaridan tuzilgan qator (2-qator) uzoqlashuvchi, ya’ni

Azy ¢ 01 . Demak, D(A) # (1. Agar

1 1
Ty = (1, —2,...,—2,0,0,...)
2.-1n°2 m-1In“m

desak, u holda z,, € D(A) bo'lib, biror C' > 0 va barcha m larda ||z,,|| < C

bo‘ladi. Ammo lim ||Az,| = co. Ya'ni A chegaralanmagan operatordir.
m—oQ
5.2-teoremaga ko‘ra, u uzluksiz ham emas. (]

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

Quyidagi belgilashlarni kiritamiz. Faraz qilaylik, G C R"™ biror soha bo‘lsin.
C(G,R") bilan u(p) = (u1(p),u2(p),...,un(p)) € R", u; € C(G), p €
G, 7 = 1,2,...,n vektor funksiyalar to‘plamini belgilaymiz. Xuddi shun-
day Lo (G,R™) bilan u(p) = (ui(p),ua(p), ..., un(p)) € R", u; € Lo(G),
j = 1,2,...,n vektor funksiyalar to‘plamini belgilaymiz. Bu ikkala fazoda

ham skalyar ko‘paytma bir xilda kiritiladi, ya’ni

(we) =3 /G wi(p) vn(p) dp.

5.9. Har bir u € C(G), G C R? funksiyaga, uning #(cos a,cos (3, cos )

yo‘nalish bo‘yicha olingan hosilasini mos qo‘yib, natijada

du(p) du(p) du(p)
ox oy Toosy 0z

operatorga ega bo‘lamiz. Bu operator chiziqli, uzluksiz bo‘ladimi? Agar

A:C(G) — C(G), (Au)(p) = cos + cos 3

bu operatorni A : CV(G) — C(G) akslantirish sifatida qarasak u uzluk-

siz bo‘ladimi?

5.10. Har bir v € CW(G), G C R® funksiyaga uning divergensiyasini mos
qo‘yib, natijada

A:CN(G) = C(G), (Au)(p) = 8227) + 87“(;(;) + m{ip)

operatorga ega bo‘lamiz. Bu operator chiziqli, uzluksiz bo‘ladimi?
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5.11.

5.12.

5.13.

5.14.

5.15.

Har bir v € CW(G), G C R? funksiyaga uning gradiyentini mos qo‘yib,

natijada

A:C(G) = C(G,RY), (Au)(p) = (82(5), 315:(5?)’ 87“589))

operatorga ega bo‘lamiz. Bu operatorning tabiiy aniglanish sohasini to-

ping. U chiziqli, uzluksiz bo‘ladimi?

Har bir v € CW(G), G c R? funksiyaga uning gradiyenti uzunligini
mos qo'yib, natijada A : CW(G) — C(G),

(Au)(p) = \/ (87;20))2 . (82(;))2 R (a;(zm)?

operatorga ega bo‘lamiz. Bu operator chiziqli bo‘ladimi?

Har bir v € C(G,R?), u(z,y,2) = (P(z,y,2),Q(x,y,2), R(z,y, 2))

vektor funksiyaga uning uyurmasi (rotori) ni mos qo‘yib, natijada

A:C(G,R*) — C(G,R?),

_ (9R(p) 9Q(p) 0P(p) OR(p) 9Q(p) 9OP(p)
(A“)(p>_( oy 9z ' 09z O O ay)

operatorga ega bo‘lamiz. Bu operatorning tabiiy aniglanish sohasini to-

ping. U chiziqli, uzluksiz bo‘ladimi?

Laplas (kinetik energiya) operatori A : C'(R?) — C(R3),

O*u(z,y, z) N 0*u(z,y, z) N 0*u(z,y, z)
Ox? Oy? 072

(Au)(z,y,2) =

ni chizigli, uzluksizlikka tekshiring. Dastlab uning tabiiy aniqlanish so-

hasini toping.

Quyidagi operatorning chiziqli chegaralanganligini ko‘rsatib, normasini
toping:
d?x(t)

A:CP00, 1] —Co, 1], (Az)(t) = o =2"(b),
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5.16-5.34-misollarda berilgan operatorlarning chiziqli, chegaralangan ekan-

ligini ko‘rsating, ularning normalarini toping.

5.16. A:C[-2, 2] — C[-2, 2], (Az)(t) = te'z(t) .

5.17. A:C[-1, 1] = C[-1, 1], (Ax)(t) = jl’(ts+t252)x(s) ds.
~1

5.18. A: Lo[—1, 1] — Lo[—1, 1], (Az)(t) = (t* —t) x(t) .

5.19. A: Lo[0, 1] — L»[0, 1], (Az)(t) = t3z(t'/3).

5.20. A: Ly[0, 1] — Ly[0, 1], (Az)(t) = t?z (¢*) .

5.21. A: Lo[—1, 1] — Lo[—1, 1], (Ax)(t) = jl’ (t+ )z (s)ds.
-1

5.22. A: Ly[—1, 1] — Ls[—1, 1], (Az)(t) =tz (V) .

5.23. A: L3[—1, 1] — L3[—1, 1], (Ax)(t) = V1T —tx(t).

5.24. A: Ls[0,2] — Ls[0,2], (Az)(1)

I
—~
~
[\
I
(\)
~
+
—
~—
S
—~
~
~—

5.25. A:ls(Z) — lo(Z), (Af)(n) = f(n+1).

5.26. A:ly — ly, Ax =

1 1 1
5.27. A: 62 — 62, Ax = <$1, —T2, =L3y ..., Ty, .. ) .
n
5.28. A: 0, — (1, Av = (

1\? 1\"
200, | L+ = | xo,..., (1 +—) @p,...|.
2 n

529. A:ly — s, Av=((1+ 1)z, (1 +1/2)x9,....,(L+1/n)z,,...).

5.30. A:l5— (5, Az — ﬂﬁﬁ)
55 bn
2
5.31. A:ly— ly, Az = sinE-xl,sin—W-xg,...,sinﬂ-xn,... :
8 8 8
5.32. A:/ 14 A (1 ! L )
32. A — , Ar = =21, —x9, ..., —=Tp, ... |.
5/2 5/2 571 NG 2 G
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1 2
5.33. A: 65/4 — 65/4, Ax = (0, 51’2,

5.34. A:C[0, 4] — M0, 4], (Az)(1)

I
—
o

8
YamnY

~
SN—

5.35. X va Y chizigli normalangan fazolar, A : X — Y chiziqli operator.

A operator chegaralanmagan bo‘lishi uchun D(A) da ||z,|]| = 1 va
lim ||Az,|| = oo shartlarni qanoatlantiruvchi ketma-ketlikning mavjud
n—oo

bo‘lishi zarur va yetarli. Isbotlang.
Endi chegaralanmagan operatorlarga misol keltiramiz.
5.36. [: /0y — {1, Ix = x operatorning chegaralanmagan ekanligini ko‘rsating.

5.37-5.49-misollarda quyidagi savollarga javob bering. X, Y — haqiqiy chiz-
iqli normalangan fazolar, A : X — Y chiziqli operator.
1) A operatorning aniqlanish sohasi D (A) butun X fazoga tengmi?

2) Berilgan operator uzluksizmi?

dx(t)
dt

5.38. A:C[0, 1] — Vo0, 1], (Az)(t) = t2(¢).

5.37. A:C[0, 1] — C[0, 1], (Az)(t) =

5.39. A: AGH[0, 1] — C[0, 1], (Az)(t) =t~ 2(1).

5.40. A: ACy[0, 1] — L1[0, 1], (Ax)(t) =t "3 x(t).

d*z(t)
dt?

5.42. A: L]0, 1] — L]0, 1], (Ax)(t) = z(?).

5.41. A:CW[-1, 1] — Li[-1, 1], (Ax) =

5.43. A: Li(R,) — Li(R}), (Az)(t)=tz(Vt)

5.44. A L(R) — Ly(R), (Ar)(t) = - j ().
5.45. A: Ly(Ry) — Lo(Ry), }O ts+ 1)z (s)ds.
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5.46.

5.47.

5.48.

5.49.

A:ly — by, Ax = (x1,2x9, 23,204 ..., Top_1, 2T, - - .) -

1 1
A:ily — by, Ax = (ctgl-xl,ctg§-a:2,...,ctg—-xn,...).
n

3
A:ily — by, Ax = |x1,229, =23, ..., n Tpyoon |-
2 n—1

x2 Ln
A ly — L, Ax:(xl,—,...,—,... :
V2 )

5.50-5.54-misollarda quyidagi savollarga javob bering. X,Y — kompleks

chizigli normalangan fazolar, A : X — Y chiziqli operator.

1) A operatorning aniqlanish sohasi D (A) butun X fazoga tengmi?

2) Berilgan operator uzluksizmi?

5.50.

5.51.

5.52.

5.93.

5.54.

5.55.

5.56.

5.57.

5.58.

A:Ly(Ry) — Lo(Ry), (Az)(t) =tz (t).
1
A: Ly(R) — Ly(R), (Ax)(t) = %x(t)
A 0(Z) = b(Z), (Af)(n) = Vnf(n).
1
Vn+0,1

A:ly — U3, Ax:(a:l,\/ia:g,...,\/ﬁxn,...).

A b(Z) = 6(Z2), (Af)(n) = fn).

Shunday A, B € L(X) operatorlarga misol keltiringki, AB # BA
bo‘lsin.

A, B € L(X,Y) noldan farqli operatorlar bo‘'lib, R(A) N R(B) = 0
bo‘lsa, A va B larning chiziqli erkli ekanligini isbotlang.

A, Be L(X,Y) va R(A) = R(B), KerA = KerB bo‘lishidan A =
B ekanligi kelib chigadimi?

X, Y lar normalangan fazolar, U C X ochiq to‘plam, V' C X yopiq

to'plam hamda A € L(X,Y) bo‘lsa, A(U) ochiq, A(V) esa yopiq

to'plam bo‘ladimi?
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5.59.

5.60.

5.61.

5.62.

5.63.

5.64.

5.65.

5.66.

5.67.

p: L(X,Y) = R, p(A) = ||A| funksional norma shartlarini qanoat-

lantirishini isbotlang.

p: LIX,)Y) - R, p(A) = ||A] akslantirishning uzluksiz ekanligini
isbotlang.

L(R" R™) fazoning o‘lchamini toping.

X chizigli normalangan fazo, X’ uning gism fazosi bo‘lsin. M =

{Ae L(X): KerA= X'} to'plam L(X) ning qism fazosi bo‘ladimi?

X chizigli normalangan fazo, X’ uning gism fazosi bo‘lsin. M =

{Ae L(X): KerAD X'} to'plam L(X) ning gism fazosi bo‘ladimi?

X chiziqli normalangan fazo, A € L(X) ixtiyoriy element, N, = Ker A*,
kE=0,1,2,... bo‘lsin. Quyidagilarni isbotlang.

a) Ng C Ny C -+ C N C Nigyq C --- munosablar o‘rinli.

b) faraz gilaylik, biror m € N soni uchun N,, = N,,+1 bo‘lsin. U holda
barcha p € N uchun Ny, = N,, tenglik o‘rinli.

X chizigli normalangan fazo, A € L(X) tayinlangan element bo‘lsin.
AB = BA shartni qanoatlantiruvchi barcha B € L(X) lar to‘plami

L(X) ning qism fazosi bo‘ladimi?

X chizigli normalangan fazo, A € L(X) tayinlangan element bo‘lsin.
AB = 0 shartni qanoatlantiruvchi barcha B € L(X) lar to'plami L(X)

ning qism fazosi bo‘ladimi?

H Hilbert fazosi, A, € L(H), n € N va har bir x,y € H uchun

sup [(Anz,y)| < oo tengsizlik o‘rinli bo‘lsin. U holda sup ||A4,| < oo
neN neN
tengsizlik ham o‘rinli. Isbotlang.
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5.68. X, Y lar Banax fazolari, A, € L(X,Y) (n € N) va har bir x € X da
A,z ketma-ketlik fundamental bo‘lsin. U holda shunday A € L(X,Y)
operator mavjud bo‘lib, {A,} operatorlar ketma-ketligi A operatorga
kuchli ma’noda yaqginlashadi. Isbotlang.

5.69. C|—m,n] Banax fazosining M = {x € C[-=w, «n] : x(—7) = z(m)}

qism fazosini qaraymiz va har bir x € M uchun

™

(Anz) (1) = %/x(s) ds + %/Zcosk(t— §)a(s)ds

—T

deymiz. Quyidagilarni isbotlang.

a) Quyidagi tenglik o‘rinli:

1 /7r sin[(2n 4+ 1)(s — t)]
x(s) ds.

T or _. sin[(s —1t)/2]

(Anz)(?)

b) A, € L(M) va quyidagi tenglik o‘rinli

1 s
1A, = — maX/
27 te[—m, 7

-7

sin[(2n 4+ 1)(s — t)]

siml(s— 02 | “

c) & C C[—m, x| - trigonometrik ko‘phadlardan iborat qism fazo bo‘lsin.
® da A, operatorlar ketma-ketligi birlik operatorga kuchli ma’noda
yaqinlashadi.

5.70. C|0, 1] fazoni o‘zini-o‘ziga akslantiruvchi A, A, B,, operatorlarni quyi-

dagicha aniqlaymiz:

1 1 n . i
(A0)(0) = [ eas)ds. (Aa)e) = | [ e ]x(s) ds, n €N,
0 0 Lk=0
1-1/n
(Bpx)(t) = / e'r(s)ds, n €N,
1/n

A,, B, operatorlar A operatorga yaqinlashadimi? Yaqinlashish xarak-
terini (tekis, kuchli, kuchsiz) aniglang.
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5.71.

5.72.

5.73.

5.74.

5.75.

5.76.

C'[0, 1] ni o‘zini-o‘ziga akslantiruvchi A,, n € N operatorlarni
(Az)(t) = x(tH")

tenglik yordamida aniqlaymiz. Quyidagilarni isbotlang.
a) Har bir n € N uchun A, € L(CI0, 1]) ;
b) {A,} ketma-ketlik birlik operatorga kuchli yaginlashadi.

c) {A,} operatorlar ketma-ketligi birlik operatorga tekis yaqinlashmaydi.

X, Y lar Banax fazolari, z,,x € X, =z, —x, A,,A€ L(X,Y). Agar

lim ||A, — Al = 0 bo'lsa, u holda lim [|A,x, — Az|| = 0 munosabatni
isbotlang.

X, Y, Z lar Banax fazolari, A,, A € L(X,Y), B,, B € L(Y,Z) bo'lib,
A, operatorlar ketma-ketligi A ga, B, operatorlar ketma-ketligi B ga
kuchli ma'noda yaqinlashsin. U holda B, - A, operatorlar ketma-ketligi
B - A operatorga kuchli ma'noda yaqginlashadi. Isbotlang.

X, Y, Z lar Banax fazolari, A,, A € L(X,Y), B,, B¢ L(Y,Z) bo'lib,
A, operatorlar ketma-ketligi A ga B, operatorlar ketma-ketligi B ga
tekis (norma bo‘yicha) yaqinlashsin. U holda B, - A,, operatorlar ketma-
ketligi L(X, Z) fazoda B - A operatorga tekis yaqinlashadi.

Shunday X normalangan fazoga va A, B € L(X) operatorlarga misol
keltiringki, ||A- B < ||A|l - ||B]| bo‘lsin.

X normalangan fazo va A € L(X), B : X — X chegaralanmagan
operator bo‘lsin, B ning aniqglanish sohasi D(B) X ning hamma yerida
zich bo‘lsin. A- B va B - A larning chegaralangan, chegaralanmagan

hollariga misollar keltiring.
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5.77.

5.78.

5.79.

5.80.

H Hilbert fazosi, L C H uning qism fazosi bo‘lsin. P: H — H, Px =
u, t=u+v, u € L, v € L operator L ga ortogonal proyeksiyalash
operatori deyiladi. P ning chiziqli chegaralangan ekanligini ko‘rsatib,

normasini toping.

Lo[—1, 1] Hilbert fazosida A, B operatorlarni quyidagicha aniglaymiz:

(A)(1) = 3le(t) + (1)), (Ba)(t) = 5[alt) — a(~1)].

a) R(A), R(B) to‘'plamlarni tavsiflang. Ular Ls[—1, 1] ning yopiq qism
fazolari bo‘ladimi?

b) A, B operatorlarning chizigli chegaralangan ekanligini ko‘psatib, nor-
malarini toping.

c) A%, B? operatorlarni toping. A va B operatorlar ortogonal proyeksiya-

lash operatorlari bo‘ladimi?
d) A-B va B- A operatorlarni toping.

H Hilbert fazosi, Ly, Ly C H uning qgism fazolari bo‘lsin. P, P, lar
mos ravishda L;, Ly larga ortogonal proyeksiyalash operatorlari bo‘lsa,

| Py — P»]| <1 ekanligini isbotlang.

Agar A-B = 0 bo‘lsa, A va B operatorlar ortogonal deyiladi. H Hilbert
fazosi, L1, Lo C H uning qism fazolari, P, P, lar mos ravishda Lq, Lo
larga ortogonal proyeksiyalash operatorlari bo‘lsin. P, - P, = 0 bo‘lishi
uchun Ly va Lo qism fazolar o‘zaro ortogonal bo‘lishi zarur va yetarli.

Isbotlang.

6-§. Teskari operatorlar

Biz bu paragrafda o‘zaro bir qiymatli chiziqli akslantirishlarni qaraymiz. X

va Y lar Banax fazolari, A esa X ni Y ga akslantiruvchi chiziqli operator,

D(A) — uning aniqlanish sohasi, ImA esa uning giymatlar sohasi bo‘lsin.
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6.1-ta’rif. Agar ixtiyority y € ImA uchun Ax = y tenglama yagona
yechimga ega bo‘lsa, u holda A teskarilanuvchan operator deyiladi.

6.2-ta’rif. Agar A teskarilanuvchan operator bo‘lsa, u holda ixtiyoriy y €
ImA ga Az =y tenglamaning yechimi bo‘lgan yagona x € D(A) element
mos keladi. Bu moslikni o ‘rnatuvchi operator A operatorga teskari operator
deyiladi va A~' bilan belgilanadi.

Teskari operator ta'rifidan quyidagilar kelib chiqadi:

A7 Y = X, DAY =1ImA, ImA™! = D(A).
Bundan tashqgari teskari operator uchun
AlAr =a, 2 € D(A), AA'y=vy, ye DAY (6.1)

tengliklar o‘rinli.

A : X — X chiziqli operator bo'lsin. Agar biror B € L(X) operator
uchun BA = I bo‘lsa, u holda B operator A operatorga chap teskari op-
erator deyiladi. Xuddi shunday, AC' = I tenglik bajarilsa, C' operator A
ga o‘ng teskari operator deyiladi. Adabiyotlarda A ga chap teskari operator
Al_l, o‘ng teskari operator esa A! orqali belgilanadi.

6.1-lemma. Agar A operator uchun ham chap teskari, ham o‘ng teskari
operatorlar mavjud bo‘lsa, u holda ular o‘zaro teng.

Isbot. A uchun Al_1 chap teskari, A-! o‘ng teskari operatorlar bo‘lsin, u

holda
A=A T = A7 AAT) = (ATTA)A T =14 = AN O

Ma’lumki, agar A uchun bir vaqtda ham o‘ng teskari, ham chap teskari
operatorlar mavjud bo‘lsa, u holda A teskarilanuvchan operator bo‘ladi va
A7l = A7t = AZ! tenglik o'rinli.

6.1-teorema. Chiziqli operatorga teskari operator chiziglidir.
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6.2-teorema (Teskari operator hagida Banaz teoremasi). A operator X
Banazx fazosini Y Banaz fazosiga biyektiv akslantiruvche chizigli chegaralan-
gan operator bo‘lsin. U holda A~' operator mavjud va chegaralangan.

Hozir biz chiziqli operator teskarilanuvchan bo‘lishligining zarur va yetarli
shartini keltiramiz.

6.3-teorema. A : X — Y chizigli operator teskarilanuvchan bo lishi
uchun Ax =0 tenglama faqat x =60 yechimga ega bo lishi zarur va yetarli.

Endi chegaralangan teskari operator mavjud bo‘lishligining zarur va yetarli
shartini keltiramiz.

6.4-teorema. ImA da A ga chegaralangan teskari operator mavjud bo ‘lishi

uchun, shunday m > 0 son mavjud bo‘lib, barcha x € D(A) larda
[Az|| = m|[z| (6.2)

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarls.

Teskari operatorni topishda foydali bo‘lgan quyidagi ikki teoremani kelti-
ramiz.

6.5-teorema. X — Banazx fazosi va A € L(X). Agar ||A|| <1 bo‘lsa, u
holda I — A operator uchun chegaralangan teskari operator mavjud.

6.2-lemma. Agar A, B € L(X) bo'lib, A~', B™' € L(X) bo‘lsa, u holda
AB operatorga chegaralangan teskari operator mavjud va (AB)™t = B71A™!
tenglik o ‘rinli.

Lemmaning isboti ABB 'A~' =1, B 'A'AB = I tengliklardan ham-
da 6.1-lemmadan kelib chigadi.

6.6-teorema. A € L(X) operatorga chegaralangan teskari operator mav-

Jud bo‘lsin. Agar A" : X — X operatorning normasi
1
A~

tengsizlikni qanoatlantirsa, u holda B = A — A’ operatorga chegaralangan

1A <

teskari operator mavjud.
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6.1. A : 0y — 0y, Ax = (0,21, 29,...,Zpy1,...) Operatorga chap teskari

operatorni toping. A o‘ngga siljitish operatori deyiladi.
Yechish. B : /{5 — {5 bilan chapga siljitish operatorini belgilaymiz:
Bx = (29,23, ..., Tpi1,--.)-
Endi BA operatorning x € 5 elementga ta’sirini qaraymiz.
BAx = B(Az) = B(0,x1, 29, ..., Tp_1,...) = (1, T2y ..., Ty, ...) = I.
Demak, B operator A ga chap teskari operator ekan, ya'ni B = Al_l. ]

6.2. 6.1-misolda keltirilgan o‘ngga siljitish operatori A : f5 — {5 ga o‘ng

teskari operator mavjudmi?

Yechish. Faraz gilaylik, A ga o‘ng teskari operator mavjud bo‘lsin, u holda
6.1-lemmaga ko‘'ra A1 = B = A;l bo‘ladi, ya'ni

Ar_liC = (562,5133, vy Tl - )

Endi AA ! operatorning nolmas = € £ elementga ta’sirini qaraymiz:

AAT Y = A(AT n) = A(wg, .. 2pgn, .. .) = (0,20, 23, ..., 2y, .. ) # 1.

Demak, A uchun o‘ng teskari operator mavjud emas ekan. ]
1
6.3. A:C[0, 1] — C[0, 1], (Az)(s) = [e*tx (t)dt+x(s) operator beril-

0
gan. Operator teskarilanuvchanmi? Agar teskarilanuvchan bo‘lsa, teskari

operatorni toping.

Yechish. Dastlab berilgan operatorning teskarilanuvchanligini tekshiramiz.

6.3-teoremaga ko‘ra, A operator teskarilanuvchan bo‘lishi uchun Ax = 0
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tenglama fagat nol yechimga ega bo‘lishi zarur va yetarli. Az = 0 tenglamani

: )
garaymiz, ya'ni
1

/BS—HZC (t)dt+z(s)=0 yoki z(s)=—c(x) €’ (6.3)

= /etx (t) dt. (6.4)
0

bu yerda,

Endi (6.3) ni (6.4) ga qo‘ysak,
1
1 1
c(x) = —c(x)/e%dt = —Ec(a:) (e —1) yoki 5 (e +1) c(z) =0
0
tenglikka ega bo‘lamiz. Bundan c(x) = 0. (6.3) dan esa x(s) = 0 ekanligiga
ega bo‘lamiz. Demak, Ax = 0 tenglama fagat x = 0 yechimga ega, shuning
uchun A teskarilanuvchan operator. A~! ni topish magsadida ixtiyoriy y €

C'[0, 1] element uchun Az =y tenglamani, ya'ni

/e Jdt+x(s)=y(s) yoki x(s)=y(s)—c(zx)e’ (6.5)
0

tenglamani yechamiz. Bu yerda ¢(x) (6.4) ko‘rinishga ega. x(s) uchun olingan

(6.5) ifodani (6.4) ga qo‘ysak,
1 1 1

c(a:):/ey dt —c(x /62 /ey t——c(x)(eQ—l)

0 0 0

ni olamiz. Bundan
1

o) = [ v (6.6)

ni olamiz. ¢(x) uchun olingan (6.6) ifodani (6.4) ga qo‘ysak, Ax = y tenglama

yechimi quyidagi ko‘rinishni oladi:

o) =y(s) = 5y [T
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Demak, har bir y € C[0, 1] elementga Ax = y tenglama yechimini mos

qo‘yuvchi A~! operator quyidagi formula yordamida aniqlanar ekan:

9 1
/ o (t)dt. O
0

A7t o, 1] — o, 1], (A’la:) (s) =x(s) — o

6.4. Quyidagi operatorning teskarilanuvchan emasligini ko‘rsating:

A:Cl0, 1] — C[0, 1], (Az)(t) =2(0) t+a(1) t* (6.7)

Yechish. 6.3-teoremaga ko‘ra, A chiziqli operator teskarilanuvchan bo‘lishi
uchun Ax = 0 tenglama faqat x = 0 yechimga ega bo‘lishi zarur va yetarli.
(6.7) formula bilan berilgan operator uchun z( (t) =t (¢t — 1) # 0 funksiyani
olsak, x¢(0) = xo (1) = 0 bo‘lganligi uchun

(Azg) (1) =29 (0) t + 20 (1) t* =0, Vt€|0, 1].

Demak, Ax = 0 tenglama nolmas yechimga ega. Shunday ekan 6.3-teoremaga

ko‘ra, A teskarilanuvchan operator emas. [
Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar
6.5. (5(Z) Hilbert fazosida o‘ngga siljitish operatori

At y(Z) — 6(Z), (Af)(n) = f(n—1)

ni qaraymiz. Uning uchun o‘ng va chap teskari operatorlar mavjudligini isbot-

lang.
6.6. L-[0, 1] fazoda x ga ko‘paytirish operatorini, ya’ni
A L]0, 1] — Ls[0, 1], (Af)(x) =z f(x) (6.8)

operatorni qaraymiz. Bu operator 6.3-teorema shartlarini qanoatlantiradimi?

A teskarilanuvchan operator bo‘ladimi?
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6.7. (6.8) tenglik bilan aniglangan operator 6.4-teorema shartlarini qanoat-

lantiradimi? A ga chegaralangan teskari operator mavjudmi?

6.8. Hilbert fazosi Ly[—1, 1] ni o‘zini-o‘ziga akslantiruvchi

A Lo[—1, 1] — Lo|—1, 1], (Af)(x) =cosx f (x)

operatorni qaraymiz. A operator 6.4-teorema shartlarini qanoatlantira-

dimi? A ga chegaralangan teskari operator mavjudmi?

6.9-6.28-misollarda berilgan operatorlarning teskarilanuvchan ekanligini ko‘r-

sating va ularga teskari operatorlarni toping.

6.9.

6.10.

6.11.

6.12.

6.13.

6.14.

6.15.

6.16.

6.17.

6.18.

6.19.

6.20.

A:

A

R — R3, Ax = (21 + 23, 21 + 29, T3 + 3).

R3 — R3, Az = (21,71 — T9, 19 — 23) .

: R4 — R4, Ar = (5132, T3, T4, 561) .

'R> = R, Az = (21 + 29 + 23, 71 — 279, T3, Ty, T5) .

R = R, Az = (x1 — 29, 11 + 29, Ty + T3, T4, T3, Tg, T7) -
Uy — Uy, Ax = (11,79 + T3, T1 — To + X3, Ty, T, .. .) .

1 1
Uy — U, Axr = (xl,—ajg,...,—a:n,...).
n

2

b — Uy, Ax = (21, T9, T2 + T3, T3 + T4, T3 + T4 + T5, Tg, T7,y - - .) -

1 1
:m — Lo, Ax:(xl,—xg,... — )

V2 RV

1 2 —1
My — L, Ax:<x1,—a:2,—x3,...,n a:n,)
n

2 3

0 = C0, 1], (A7) (£) = 3" @ psin 27 k.

k=1

(0.¢]

:m — C[0, 1], (Ax) (t) = > Tk cos 2mkt.

=1 k2
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6.21. A:C\V[0, 1] = C0, 1], (Az) (t) =2’ (¢) .

6.22. A:C[0, 1] — C[0, 1], (Az)(t) = ftsx (s)ds.

6.23. A:C[0, 1] — CI0, 1], (Az)(t) = (t + 2)x(¢) —l—jsa:(s) ds.

6.24. A:C[0, 1] — C[0, 1], (Az) (t) = (1—l—t)x(t)—|—f1t3x () ds.
6.25. A:C[0, 7] — C[0, 7], (Az) () = (sint+1):c(t)0.

6.26. A:C[0, 2] — C[0, 2], (Az) () = (t+ Da (t) + z (1) ¢ + 2 (0).
6.27. A:C[0, 1] — C0, 1], (Az)(t) =t?z (t) + z (1).

6.28. A:C[0, 7] — C[0, 7|, (Az) (t) =z (t)+ [sint-sinsxz(s)ds.

6.29-6.48-misollarda keltirilgan operatorlarning teskarilanuvchan emasligini

ko‘rsating.
6.29. A:R* = RY Ax = (z; + 29, 29 + 23,23 + 14, 11 + 14) .
6.30. A:/ly—ly, Ax = (x1,0,23, 0,25 0,27, 28, Tg,...).
6.31. A:l; — {0, Ax = (0,29,0,24, 0,24, x7, Ts, Tg, . . . ).
6.32. A: 0y — 0, Ax = (x1+ xo, 29+ T3, T3+ Ty, T1 + T4, T5, T, - - - ) -
6.33. A ((Z) — ((Z), (AN(R) = X(_1.0.1 (W) (0).
6.34. A:((Z) — o(Z), (Af)(n) = (1—xn(n))f(n).
6.35. A:m —m, Axr = (x1,29,0,0,0, x4 x7,78,...).
6.36. A: AC[0, 1] — L41]0, 1], (Ax)(t) =2'(t).

6.37. A:C20, 1] — C[0, 1], (Ax)(t) =" (t).
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6.38.

6.39.

6.40.

6.41.

6.42.

6.43.

6.44.

6.45.

6.46.

6.47.

6.48.

6.49.

6.50.

6.51.

A:C[-1, 1] = C[-1, 1], (Az) (t) = flltsx(s) ds

A:Cl0, 1] - C[0, 1], (Az) (&) =z (0)- (B + 1) +z (1) (2 + 3t +2).
A:cWo, 1] — C[0, 1], (Az) (t) =z (0) + 2’ (1).

A:Cl0, 1] —C[0, 1], (Az)(t)=({#*+t+1 Oflsx

A:C0, 2] = C[0, 2], (Az) (t) = 2 (0) + = (1)t + z (2) 2.

t

[a'(s)ds+ [x(0) —x(1)]¢t.

0

A: 000, 1] = C[0, 1], (Az) (t) = 2/ (t) — 22 ().

A:CWo, 1] — cWo, 1], (Ax)(t)

A:Cl0, 7] — C|0, «], (Ax)(t) = (sint + cost)x (0) — cos 2t x () .

A:CW[0, 1] — C[0, 1], (Az)(t) =2’ (t) —

A Ly[—1, 1] = Lo[—1, 1], (Az) (t) = [*(s* + 1)z (s)ds.

-1
1
A Lo[—1, 1] — Lo[—1, 1], (Az) (t) = cost [ sin sz (s) ds.
~1
X, Y chizigli normalangan fazolar, A : X — Y teskarilanuvchan chiziqli
operator bo‘lsin. U holda w1, z9, ..., 2, € D(A) va Az, Axs,

., Ax,, elementlar sistemasi bir vaqtda yo chiziqli bog‘langan, yo chiziqli

bog‘lanmagan bo‘ladi. Isbotlang.

X chizigli normalangan fazo, A : X — X chizigli operator bo‘lsin.
Agar biror A = (A, Xa, ..., \) € R® uchun T+ A+ A+ Xg- A2+ +
+\,-A™ = 0 shart bajarilsa A ga teskari operator mavjudligini isbotlang.

X chizigli normalangan fazo, A, B : X — X chiziqli operatorlar bo‘lib,
D(A) = D(B) = X, hamda (AB)™!, (BA)™! operatorlar mavjud

bo‘lsin. A va B larga teskari operatorlar mavjudmi?
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6.52.

6.53.

6.54.

6.55.

6.56.

6.57.

X chiziqli normalangan fazo, A : X — X chiziqli operator va D(A) da

|z,|| =1 va lim [|Ax,|| = 0 shartni qanoatlantiruvchi ketma-ketlik
n—oo

mavjud bo‘lsin. U holda A ga chegaralangan teskari operator mavjud

emasligini isbotlang.

CW[0, 1] Banax fazosi, L = {x € CW[0, 1] : x(0) = 0} uning qism
fazosi va A : L — C10, 1] chizigli operatorni

(Az)(t) = da;it) +u(t) z(t), we Cl0, 1]

tenglik bilan aniqlaymiz. A operatorning chegaralangan teskarisi mav-

judligini isbotlang.

dx(t)
dt

teskari operator mavjud, chap teskari operator mavjud emas. Isbotlang.

A CcW0,1] — C[0,1], (Ax)(t) =

chizigli operatorga o‘ng

A:Cl0, 1] — C]0, 1] operatorni
t

(Az)(t) = / 2(s) ds

0
tenglik bilan aniglaymiz. Uning giymatlar sohasi R(A) qanday shartlarni
qanoatlantiruvchi funksiyalardan iborat? R(A) da A ga teskari operator

mavjudmi? Agar mavjud bo‘lsa, u chegaralanganmi?

t

A:Clo, 1] — C|o, 1], = [ a(s) ds+x(t) operatorni qaraymiz:
0

a) KerA = {0} tenglikni isbotlang.

b) A ga chegaralangan teskari operator mavjudligini isbotlang. A~! ni

toping.

A:Cl0, 7] — C[0, 7], (Ax)(t) = =(t) + j?tcos(t — s)x(s)ds ope-

0
ratorga teskari operator mavjudligini ko‘rsating va uni toping.
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6.58. A:(C[0, 1] — C]0, 1] operatorni quyidagicha aniqlaymiz:

(Az)(t) = d;gt) +2(t), D(A) = {z e CP[0, 1] : z(0) = 2/(0) = 0}.

a) A chegaralanmagan operator. Isbotlang.

b) A ga chegaralangan teskari operator mavjudligini isbotlang va uni

toping.

6.59. H Hilbert fazo, A € L(H), R(A) = H va A ga chegaralangan o‘ng
teskari A1 operator mavjud bo‘lsin. U holda A ga chegaralangan teskari

operator mavjud. Isbotlang.
7-8§. Qo‘shma operatorlar

Bu paragrafda bizning asosiy magsadimiz Banax yoki Hilbert fazolarida
aniqlangan operatorlarga qo‘’shma operatorlarni topish va ularning asosiy xos-
salarini o‘rganishdir. Bundan tashqari biz musbat, normal, unitar, izometrik va
giponormal operator tushunchalarini kiritamiz va ularga doir misollar garaymiz.

X va Y — chizigli normalangan fazolar, A : X — Y chiziqli chegara-
langan operator bo‘lsin. f : X — C funksionalning x nuqtadagi giymatini
(f,z) deb belgilaymiz.

7.1-ta’rif. Agar biror A* : Y* — X* chizigli chegaralangan operator va

barcha x € X, g € Y* lar uchun

(9, Az) = (A%g, z)

tenglik o ‘rinli bo‘lsa, A* operator A ga qo‘shma operator deyiladi.
Hilbert fazosida qo‘shma operator quyidagicha ta’riflanadi.

7.2-ta’rif. H Hilbert fazosi va A € L(H) operator berilgan bo‘lsin. Agar

biror A* : H — H operator va iztiyoriy x,y € H lar uchun

(Az,y) = (z, A'y)
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tenglik o‘rinli bo‘lsa, A* operator A ga qo‘shma operator deyiladi.
7.3-ta’rif. Agar A = A* bo‘lsa, A € L(H) o0‘z-0%iga qo‘shma operator
deyilads.
7.4-ta’rif. A: H — H chizigli operator va Hy C H qism fazo berilgan
bo‘lsin. Agar ixtiyoriy x € Hy uchun Ax € Hy bo‘lsa, u holda Hy qism fazo
A operatorga nisbatan invariant qism fazo deyiladi.

Endi Hilbert fazosida chegaralanmagan A : H — H chizigli operator
berilgan va uning aniqlanish sohasining yopig'i W = H bo'lsin. y € H
shunday elementki, biror y* € H va barcha x € D(A) lar uchun (Azx,y) =
(x,y") tenglik o‘rinli bo‘lsin. D(A) ning H da zichligidan y* € H element
bir giymatli aniglanadi. Bu y* = A*y moslikni o‘rnatuvchi A* : H — H
operator A ga qo‘shma operator deyiladi.

7.5-ta’rif. Agar A : H — H wva Ay : H — H operatorlar uchun
D(A;) € D(A) bolib Ax = Ayx, x € D(A;) bo'lsa, u holda A opera-
tor Ay operatorning davomi deyiladi, Ay esa A operatorning D(Ay) dagi
qismi deyiladi, bu holat Ay C A shaklda yoziladi.

A operatorning grafigi deb Gr(A) = {(z,Ax):x € D(A)} € Hx H
to'plamga aytiladi. Agar A operatorning grafigi Gr(A) yopiq bo‘lsa, A chi-
zigli operator yopiq deyiladi.

7.6-ta’rif. Agar A C A" bo‘lib, W = H bo'lsa, u holdlo A: H— H
chiziqli operator simmetrik deyiladi. Agar A = A* bo‘lsa, u holda A chizigli
operator o‘z-o°‘ziga qo ‘shma deyiladi.

7.7-ta’rif. O%-0'ziga qo‘shma A operator uchun barcha x € D(A) larda
(Axz,x) > 0 bo'lsa, A ga musbat operator deyiladi va bu A > 0 shaklda
yozilads.

O‘z-o'ziga qo‘'shma A va B operatorlar uchun A > B yozuvi A— B >0

ekanligini anglatadi.
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7.8-ta’rif. Agar A > 0 operator uchun shunday B > 0 operator mavjud
bo'lib, B> = A bo‘lsa, B operator A operatorning musbat kvadrat ildizi
deyiladi va B = Az shaklda belgilanads.

Hilbert fazolarida aniglangan o‘z-o‘ziga qo‘shma operatorlarning muhim
sinfi bo‘lgan proyeksiyalash operatorlariga ta'rif beramiz. H Hilbert fazosi L
uning biror gism fazosi bo‘lsin. U holda har bir x € H element yagona usul

bilan quyidagicha tasvirlanadi,
t=y+z buyerda yeL, zeL

7.9-ta’rif. Har bir x € H ga Px =y nitmos qo‘yib, H ning hamma yeri-
da aniqlangan P operatorni hosil qilamiz. Uning qiymatlar sohast L bo‘lads.
Shuni ta’kidlash kerakki, agar x € L bo‘lsa x =y va z = 0 bo‘ladi. Bu
operator proyeksiyalash operatori yoki L ning ustiga ortogonal proyeksiyalash
operatori deyiladi. Zarurat bo‘lgan holda Pp ko‘rinishida ham belgilanads.

7.10-ta’rif. Agar ikkita Py va Py proyeksiyalash operatorlari uchun PPy, =
0 bo‘lsa, ular o‘zaro ortogonal deyilad:.

Py P, = 0 shart P, P, = 0 shartga teng kuchli, chunki (P} )" = P, P, =
0 bo‘ladi va teskarisi ham o‘rinli.

7.11-ta’rif. Agar P, va P, proyeksiyalash operatorlari uchun P, Py =
Py bo‘lsa, Py proyeksiyalash operatori Py proyeksiyalash operatorining qismi
deyiladi.

Bu ta'rifdan bevosita kelib chiqadiki, P, proyeksiyalash operatori Pr,
proyeksiyalash operatorining qismi bo‘lishi uchun Lo qism fazo L; qism fa-
zoning qismi bo‘lishi zarur va yetarli.

7.12-ta’rif. Agar AB = BA bo‘lsa, A va B operatorlar o‘rin almashin-
uvchi operatorlar deyiladi. [A, B] = AB — BA operatorga A va B operator-
larning kommutatori deyilada.

Demak, o‘rin almashinuvchi A va, B operatorlarning kommutatori nolga
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teng bo‘ladi va aksincha.

7.13-ta’rif. Agar [A, A*]| =0 bo'lsa, A ga normal operator deyilads.

7.14-ta’rif. Agar barcha x € H lar uchun ||A*z| < ||Az|| bolsa, A ga
giponormal operator deyiladi.

7.15-ta’rif. Agar AA* = A*A =1 bo‘lsa, A unitar, agar barcha x € H
uchun ||Az|| = ||z|| bo‘lsa, A izometrik operator deyiladi. Agar A : H — H
(H = L ® LY) operator L da izometrik bo‘lib, barcha x € L+ lar uchun
Ax =0 bo‘lsa, A qisman izometrik operator deyiladi.

Unitar va izometrik operator ta’riflarini, H; Hilbert fazosini Hy Hilbert fa-
zosiga akslantiruvchi U : Hy — Hs operatorlar uchun ham keltirish mumkin.

7.16-ta’rif. Agar U : Hy — Hy biyektiv akslantirish bo‘lib, barcha x € H
uchun ||Uz|| = ||z|| bo'lsa, U ga unitar operator deyiladi. Agar U : Hy — Ho
inyektiv akslantirish bo‘lib, barcha x € H uchun |Uz| = ||z|| bo‘lsa, U ga
izometrik operator deyilads.

7.17-ta’rif. Agar shunday C teskarilanuvchan operator mavjud bo lib,
A=C7'BC bo'lsa, A va B operatorlar o‘zshash deyiladi.

7.1. T € L(¢;) o‘ngga siljitish operatori, ya'ni
Te =T (x1,29,...,%n,...) = (0,21, 29,...,2p,...), xTEL
bo‘lsin. T' ga qo‘shma T™ operatorni toping.

Yechish. Ma’lumki, 7€ L (X,Y’) operatorning Banax qo‘shmasi hamma
xr e X va feY”® lar uchun

(1°f) (x) = f (T'x) (7.1)

tenglikni qanoatlantiruvchi va Y* fazoni X* fazoga akslantiruvchi 7™ oper-

atordan iborat. Bizga ma’lumki, ¢ = m, boshqacha aytganda har qanday
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f € £7 uchun shunday yagona y € m mavjudki,

f(z) :Zxkyk, U= (Y192, Yn,-..) EmM, (7.2)
k=1

tenglik ixtiyoriy x € ¢; lar uchun o‘rinli bo‘ladi. Xuddi shuningdek, shunday

¢ € m mavjudki,
j (T*f) (ill') = Zxkgka 5 = (517 527 o 7§n7 < ) cm, (7?))
k=1

tenglik ixtiyoriy x € ¢; lar uchun bajariladi. (7.2) va (7.3) tengliklarni hisobga
olsak, berilgan T" operator uchun (7.1) shart quyidagi ko‘rinishga keladi:

o0 o0 o0
jz Tyl = Z Tp-1Yk = Z TRkt 1 (7.4)
k=1 k=2 k=1

Bu tenglik barcha x € ¢; lar uchun bajariladi. Xususiy holda, e, € {1, k =
1,2,3,... elementlar uchun (7.4) tenglik & = yri1, k= 1,2,3,... tenglik-

larga aylanadi. Shunday qilib, 7™ : m — m operator

T*y:T* (yl;y%---,yn,---) - (92793,---,Z/n+1,---)

formula bilan aniglanar ekan.

Ma’lumki, agar T' € L (X,Y) bo'lsa, T € L(Y*, X*) bo‘ladi va
171 = 11T (7.5)

tenglik o‘rinli. Qaralayotgan misolda bu tasdiqning bajarilishini tekshirib ko‘ramiz.
T* operatorning chizigli ekanligi uning aniglanishidan ko‘rinib turibdi. (7.5)
tenglik ham bajariladi. Haqgiqatan ham,

IT| = sup [[Tz]l= sup (Zxk)=1,
k=1

lz) <1 lz) <1
|T"[|= sup ||[T*y[/ = sup sup |yx|=1. 0
yl<1 ly <1 2<k<oo
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(0.9]

7.2. Uy = {x = (21, T2, Xy ) 0 S |kl < oo} kompleks Hilbert fa-
k=1

zosida (T'x), = xps1, yani Te = (x9,23,...,Tps1,...) operator beril-

gan bo‘lsin. T™ operatorni toping.

Yechish. /5 fazo quyidagi (x,y) = > x;7x skalyar ko'paytmaga nisbatan
—1

k=
Hilbert fazosi bo‘ladi. Shuning uchun 7.2-ta’rifdan foydalanamiz.

oo

(To,y) =S (T2), 7 = wpalis =
k=1 k=1

= Zxk:yk:—l = (z,T"y) = Z i (T*Y) -
k=2 k=1

Bu tenglik barcha x € ¢ lar uchun o‘rinli. Bundan esa 7™ operatorning

(T*y)l - 07 (T*y)k = Yk-1, k = 27 37 ceey

yoki
T*y:T*(ylay27"'7yn7"') - (07y17y27"'7yn7"')

formula bilan aniglanishini ko‘ramiz.
(Tx), =xp1 =xpa = (T"x),, n=123,...

tenglik /5 fazoning fagat nol vektori uchun bajariladi. Shu sababli T" operator

0‘z-0‘ziga qo‘shma operator bo‘la olmaydi. ]

7.3. Lsla, b] kompleks Hilbert fazosida, uzluksiz u funksiyaga ko‘paytirish

operatori, ya'ni
(Tz)(t) =u(t)x(t), x € Lofa, b]
operatorni qaraymiz. 1" ga qo‘shma operatorni toping.

Yechish. 7.2-ta’rifga ko'ra T € L (H) operatorning Hilbert qo‘shmasi

barcha z,y € H lar uchun

(T'r,y) = (z,T"y) (7.6)
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tenglikni qanoatlantiruvchi 7% € L (H) operatordan iborat. Lsla, b] fazo

b

(@) = [ atiyDde (7.7)

a

skalyar ko‘paytmaga nisbatan Hilbert fazosi bo‘ladi. Shunday ekan misolda
berilgan T operator uchun (7.6) tenglik

b

b
L/Mﬂﬂﬂﬂﬂﬁ:/guﬂiwﬂwﬁ

ko‘rinishda bo‘ladi. Bu tenglikni quyidagicha ham yozish mumkin:

b b

/ 2 (t) u(t)y(t) dt = / z (t) (Ty) (¢)dt. (7.8)
Agar 2 (t) = u(t)y (t) belgilashni kiritsak, (7.6) ga ko‘ra (7.8) tenglik (z, z) =
(x, T*y) yoki (z,T*y) — (z,z) = (x,T*y — z) = 0 ko'rinishga keladi. Oxir-
gi tenglik barcha x € Lsla,b] lar uchun o‘rinli bo‘ladi. Xususiy holda, = =
T*y — z elementni olsak, (T*y—z, T*y — z) = 0 tenglik hosil bo‘ladi. Skalyar
ko‘paytmaning ta'rifiga asosan oxirgi tenglik o‘rinli bo‘lishi uchun 7*y—z =0,
ya'ni T*y = z bo‘lishi kerak. Shunday qilib, qo‘shma T™ : Ls[a, b] — Ls[a, b]

operator

(T*y) (t) =u(t)y(t), y € Lfa,b]

formula yordamida aniglanar ekan. Ma’lumki, 7" = T bo‘lsa, T' operator o'z-
o‘ziga qo‘shma operator deyiladi. Shuning uchun 7.21-misoldagi 7" operator
u funksiya faqat haqiqiy giymatlar gabul gilgandagina (yani, u () = u (¢)

bo‘lganda) o‘z-o‘ziga qo‘shma operator bo‘ladi. (]

74. T : U, (Z) — U (Z), (Tf)(n) =vn)f(n), |v(n) < M, Vn € N

operatorning o‘z-o'ziga qo‘shma, bo‘lish shartini toping.
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Yechish. 7.3-misoldagidek ko‘rsatish mumkinki, /5 (Z) fazoda ham T
ko‘paytirish operatoriga qo‘shma operator (T%f)(n) = v(n) f(n) tenglik
bilan aniglanadi. Demak, 7" = T™ bo‘lishi uchun, barcha n € Z larda

v(n) =wv(n) tenglikning bajarilishi zarur va yetarli. H

7.5. (Tz)(t) = [ exp{ats + ipt*s*}x(s)ds, x € Lg|—m, 7| operator
uchun «, € C parametrlarni shunday tanlangki, natijada 7" € L (H)

0‘z-0‘ziga qo‘shma operator bo‘lsin.

Yechish. 7.23-misolning b) bandiga ko‘ra T" = T™ bo'lishi uchun

K(t,s) = exp{ats + i ft’s*} = exp{ast + i (22} =
— exp{ats —ift*s’} = K(s,t)

tenglikning bajarilishi zarur va yetarli. Bu tenglik o = @ va 3 = —f teng-
liklarga teng kuchli. Bu yerdan a haqiqiy, # sof mavhum son ekanligi, ya'ni
Ima =0 va Ref3 =0 shartlar kelib chigadi. ]

7.6. Agar A > 0 bo‘lsa, u holda barcha n € N da A™ > 0 bo‘ladi. Isbotlang.

Isbot. A > 0 ckanligidan barcha z € H larda (Az,z) = (z,Az) > 0
ekanligi ma’lim. Bu yerdan barcha x € H larda (A*""lx, x) = (AA"z, A"x) >
0 ekanligi kelib chigadi, ya'ni A***1 musbat operator. (A*'x,x) = (A"x, A"x) =
|A"z|* > 0. Demak, barcha n € N larda A" > 0 ekan. O]

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

7.7-7.16-misollarda Banax fazosida berilgan T" € L (X,Y") operatorga qo‘shma

T™* operatorni toping.
77. T:C*— (CB, Tx = ()\1 1, A9 To, A\3x3 + )\4564).

7.8. T:C'— C', Tz = (0,171,219, (2+1)x3).
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7.9. T :cy— cy, Te = (Noxo, X33, ..., Ay - - -)y | An| <5, Vn e N.
7.10. T : 01 — cy, T'r = (0,,&1%1,,&2%2, ey UnTn, .- .), \un\ <1, Vn € N.
711. T:cy— b1, Tx = (x1,29,...,2,,0,0,...).

712. T: 0y — t;, Tz =(0,...,0,21,0,0,...).
———

n—1

713. T : 04 — ¢y, T = (eixl, e?xy, ..., eMx,, . . ) :

1 2 —1
7.14. T : 51 —>€2, Tr = 0,—.@1,—I2,...,n Tp—1y--- ] -
2 3 n
715. T:m—m, Tx=(0,0,29,2x9,...,50x50,0,0,...).
7.16. T : V03 — {3, Tx = ()\15131,)\25132, e AT, . .), |>\n| <2, neN.

7.17-7.22-misollarda kompleks Hilbert fazosida berilgan 7' € L (H) opera-
torga qo‘shma T™ operatorni toping.
TA7. T by — by, Tx = (221,029, (1 +)23,0,0,...).
TA8. T :ly — by, Toe=(Nx1,..., \Zn,-..), A={ .} € lo.
719. T:ly — Uy, To=(r1+ 23,00+ Tgy ..., T+ Tpyoy...).
7.20. T:ly — Uy, Toe = (x1+ 209+ x3,...,25 + 2Tpi1 + Tpao, .- .).
7.21. T: U (Z) — U3(Z), (Tf)(n)=f(n—1)+ f(n+1).
7.22. T: U (Z)— ly(Z), (Tf)(n)=fn—1)—=2f(n)+ f(n+1).
7.23. K(s,t) funksiya kvadrati [a, b]x[a, b] da integrallanuvchibo‘lsin. Quyi-
dagilarni isbotlang.

a) T : Lola, b] — Lsola, b], (Tz)(t) = [ K(t,s)f(s)ds operatorga

8=

go‘shma, operator

T* : Lola, b] — Lsoa, b, (T"z)(t) /K(S,t) f(s)ds

122

Please purchase VeryDOC PS to PDF Converter on http://www.verydoc.com to remove this watermark.


http://www.verydoc.com
http://www.verydoc.com

Please purchase VeryDOC PS to PDF Converter on http://www.verydoc.com to remove this watermark.

formula bilan aniglanadi.

b) T = T* bo‘lishi uchun deyarli barcha s,t € [a, b] larda K(t,s) =

K(s,t) tenglikning bajarilishi zarur va yetarli.

7.24. Kompleks Hilbert fazosida berilgan operatorlarning qo‘shmasi quyidagi

xossalarga ega. Isbotlang.

a) (A+ B)*= A"+ B*. b) (aA)" =ad*. ) (AB)" = B*A".

7.25-7.31-misollarda kompleks Hilbert fazosida berilgan T € L (H) ope-

ratorga qo‘shma 7™ operatorni toping.

7.25. (Tx) (t) = [[ts+icos(t+s)x(s)ds, x € L]0, 1].

C’%H

7.26. (Tz) (1) (£ +t+s) x(s) ds, xe L0, 1].

I
o

7.27. (Tx) (t) = fsa:(s) ds, € L0, 1].

7.28. (Tx)(t) = (cost +isint)x (t)—l—f1 (ts —it*s*) x (s) ds, € Lo[—1, 1].

7.29. (Tz) (t) = (t +it?) « —i—j t+is) x(s) ds, x € L0, 1].
7.30. (Tx)(t)=x(t+h), h>0, xe Ly(R).
7.31. (Tz)(t)=u(t)x(t+h), h>0, ue M(R), x e Ly(R).

7.32-7.34-misollarda berilgan T' € L (H) operatorning o‘z-o'ziga qo‘shma
bo‘lish shartini toping.

7.32. T :ly — Uy, T = (pnx1, .. finTp, . -), fin € C, || <1, Vn € N
b
7.33. T: Lola, b] — Lola, b], (T'z) (t) = [ K(t,s)z(s) ds, K € Ly ([a, b]?) .

7.34. T : Lsa, b] — Lsla, b], (Tz)(t) = (u(t) +iv(t))z (t), u,v € Cla, b].
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Quyidagi 7.35-7.38-misollarda «, 3 € C parametrlarni shunday tanlangki,

natijada T € L (H) o‘z-o‘ziga qo‘shma operator bo‘lsin.

7.35.

7.36.

7.37.

7.38

(Tx) (t) = _j?t lasin(s —t) + Gcos(s —t)]x (s) ds, = € Lo[—m, 7.
(Tz)(t) = [au(t) +iBv(t)|x(t), x € Lo[a, b], u,v e Cla, b].
T =aA+ pA*, A€ L(H).

T=A+aBA", AcL(H).

7.39-7.55-misollarda keltirilgan tasdiglarni isbotlang.

7.39.

7.40.

7.41.

7.42.

7.43.

7.44.

7.45.

T € L(H) o'z-o‘ziga qo‘shma operator bo‘lishi uchun bichiziqli f(z,y) =

(T'z,y) funksionalning simmetrik bo‘lishi zarur va yetarli.
T € L(H) o‘z-o'ziga qo'shma operator bo‘lishi uchun f(z,z) = p(z) =

(T'x,z) kvadratik formaning barcha = € H larda haqiqiy bo‘lishi zarur

va, yetarli.

Agar A va B operatorlar o‘xshash bo‘lsa, u holda ixtiyoriy n € N

uchun A" va B"™ lar ham o‘xshash bo‘ladi.

Agar A va B operatorlar o‘xshash bo‘lsa, u holda A* va B* lar ham

o‘xshash bo‘ladi.

Agar A va B operatorlardan hech bo'maganda biri teskarilanuvchan

bo‘lsa, u holda AB va BA lar o'xshash bo‘ladi.

Ixtiyorty 7" € L(H) uchun W(T) = {(Tz,z) : |z]| = 1} to'plam
C da qavariq to‘plam bo‘ladi. W(T') to‘plam T operatorning sonli aksi
deyiladi.

w(T) = sup{|(Tx,x)| : ||x|| = 1} son T operatorning sonli radiusi
deyiladi. Quyidagi ||T'|| < 2w(T) tengsizlik o‘rinli.
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7.46.

7.47.

7.48.

7.49.

7.50.

7.51.

7.52.

7.53.

7.54.

7.55.

7.56-7.63-misollarda berilgan U € L (Hy, Hy) yoki F' € L (Hy, Hy) akslantirish-

Agar T € L(H) o‘z-o‘ziga qo‘shma operator bo‘lsa, u holda [|T] =
w(T) tenglik o‘rinli.

O‘z-o‘ziga qo'shma A va B operatorlarning ko‘paytmasi AB o‘z-o‘ziga

qo‘shma bo‘lishi uchun [A, B] = 0 bo‘lishi zarur va yetarli.

Agar o‘z-0o'ziga qo‘'shma A operatorga teskari operator mavjud bo‘lsa, u

holda A~! ham o‘z-o‘ziga qo‘shma bo‘ladi.

Ixtiyoriy T € L (H) operator yagona usulda T"= A + i B ko‘rinishda

tasvirlanadi. Bu yerda A va B lar o‘z-o'ziga qo‘shma operatorlar.

Agar A o‘z-o‘ziga qo‘shma operator bo‘lsa, u holda I +1¢A ga chegara-

langan teskari operator mavjud.

Agar A o‘z-o‘ziga qo‘shma bo‘lsa, u holda barcha n € N da A** > 0
bo‘ladi.

Agar [A,B]=0va A >0, B >0 bo‘lsa, u holda AB > 0 bo‘ladi.

u: H — H izometrik operator uchun v*u = I, wu* =1 — P tengliklar

o‘rinli. Bu yerda P ortogonal proyeksiyalash operatori.

Ortogonal proyeksiyalash operatori P : H — H o'z-o‘ziga qo‘shma ope-

rator bo‘ladi.

Ortogonal proyeksiyalash operatori P : H — H musbat operator bo‘ladi.

ning unitar operator ekanligini isbotlang.

7.56.

7.57.

Istiyorly s € Z uchun Us : l5(Z) — l5(Z), (Usf)(n) = f(n+s).

Barcha s € Z" uchun Us : l5(Z") — (Z"), (Usf)(n) = f(n+s).

125

Please purchase VeryDOC PS to PDF Converter on http://www.verydoc.com to remove this watermark.


http://www.verydoc.com
http://www.verydoc.com

Please purchase VeryDOC PS to PDF Converter on http://www.verydoc.com to remove this watermark.

7.58.

7.59.

7.60.

7.61.

7.62.

7.63.

7.64.

7.65.

7.66.

7.67.

7.68.

Furye akslantirishi

F i 0y(Z) = Lo[—7, 7], (Ff)(z) = J% S explina} f(n).

nez

Furye akslantirishi

1

F :0y(Z") — Lo ([—m, «©|"), (Ff)(x)= (27r)n/2

S expfi(n, @)} (n).

nezn

Furye akslantirishi

F:Ly(R) — Lo(R), (Ff)(z)= %2? / explizy} £ (y)dy.

Furye akslantirishi

F: Ly(R") — Lo(R™), (Ff)(z)=

/ expli(z, 1)} f(4)dy.

n/2
(2" )
U:ly— 4ty Ux= (eixl,e%azg, e, ) .

Ixtiyoriy A € L(H), A= A* uchun U = ¢ unitar operator bo‘ladi.

U:ly—4ty, Uxr= (O, elxy, e?zy, ... e%x,, .. ) izometrik, lekin uni-

tar emasligini isbotlang.

U:ly—tly, Uxr=(x9,x3,...,T,.1,...) ning qisman izometrik oper-

ator ekanligini isbotlang.

Shunday A va B o‘z-0'ziga qo‘shma operatorlarga misol keltiringki, A >

B va A < B munosabatlarning hech biri bajarilmasin.

Shunday 0 < A < B operatorlarga misol keltiringki, A? < B? tengsizlik

bajarilmasin.

Agar A va B lar o‘z-o‘ziga qo‘shma chegaralangan operatorlar bo‘lib,

[A, B] =0 bo‘lsa, T'= A + ¢B normal operator bo‘ladi va aksincha.
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7.69.

Us : Uo(Z7) — 0o(Z), (Usf)(n) = f(n+s) operatorlar oilasini ko‘pay-

tirish amaliga nisbatan Abel gruppasi bo‘lishini isbotlang.

7.70-7.74-misollarda berilgan operatorlarning giponormal ekanligini isbot-

lang.

7.70.
7.71.
7.72.
7.73.

7.74.

7.75.

7.76.

7.77.

Ixtiyoriy unitar operator.

Ixtiyoriy izometrik operator.

Ixtiyoriy normal operator.

Ixtiyoriy ortogonal proyeksiyalash operatori.
Ixtiyoriy o‘z-o‘ziga qo‘shma operator.

Giponormal operatorga qo‘shma operator giponormal bo‘lmasligi mumkin.

Misol keltiring.

T : Ly|—m, 7] — Lo|—m, w|, (Tz)(t) = e"x(t) operatorning sonli aksi
W(T)={(Tx,z): ||x|| =1} to‘plamniva T operatorning sonli radiusi
w(T) = sup{|(Tz,x)|: ||z|]| =1} sonlarni toping.

T : Lo[—1, 1] — Lo[—1, 1], (Tx)(t) = tx(t) operatorning sonli aksi
W(T)={(Tz,z): ||z|| =1} to'plamniva T" operatorning sonli radiusi
w(T) = sup{|(Tx,z)| : ||z|| =1} sonlarni toping.

7.78-7.86-misollarda keltirilgan tasdiglarni isbotlang.

7.78.

7.79.

Agar T normal operator bo‘lsa, u holda 7™ ham normal operator bo‘ladi.
A:L(H) — L(H), A(T) = T* operator additiv va qo‘shma bir jinsli
bo‘ladi.
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7.80.

7.81.

7.82.

7.83.

7.84.

7.85.

7.86.

Nolmas L C H qgism fazoning ustiga ortogonal proyeksiyalash operatori
P o‘z-o‘ziga qo‘shma, normasi birga teng bo‘lgan va P? = P shartni

ganoatlantiruvchi operator bo‘ladi.

P? = P shartni qanoatlantiruvchi o‘z-o‘ziga qo‘shma P chiziqli opera-

tor, biror L C H qism fazoga ortogonal proyeksiyalash operatori bo‘ladi.

Faraz qilaylik, P, va P, lar mos ravishda L; va Lo qism fazolarga
ortogonal proyeksiyalash operatorlari bo‘lsin. P, va FP» proyeksiyalash
operatorlari o‘zaro ortogonal bo‘lishi uchun ularga mos L; va Ly qism

fazolar o‘zaro ortogonal bo‘lishi zarur va yetarli.

Ikkita Pr, va P, proyeksiyalash operatorlarining yig‘indisi proyeksiyalash
operatori bo‘lishi uchun, bu operatorlar o‘zaro ortogonal bo‘lishi zarur va
yetarli. Agar bu shart bajarilgan bo‘lsa, u holda Pp, + P, = Pr,eL,

tenglik o‘rinli.

Ikkita Pr, va Pr, proyeksiyalash operatorlarining ko‘paytmasi proyek-
siyalash operatori bo‘lishi uchun, bu operatorlar o‘rin almashinuvchi (kom-
mutativ) bo‘lishi zarur va yetarli. Agar bu shart bajarilgan bo‘lsa, u holda

PL1 PL2 = PL2 PL1 = PLlﬁL2 tenglik o‘rinli.

Ikkita P, va Pp, proyeksiyalash operatorlarining ayirmasi proyeksiyalash
operatori bo‘lishi uchun, Pr, ning P, uchun gism bo‘lishi zarur va yetar-
li. Agar bu shart bajarilgan bo‘lsa, u holda Pr, — Pr, = P o1, tenglik

o‘rinli.
Ortogonal proyeksiyalash operatori P : H — H musbat operator bo‘ladi.

8-§. Chiziqli operator spektri

Chiziqli operator nazariyasida eng muhim tushunchalardan biri bu spektr

tushunchasidir. Spektrning asosida esa xos qiymat tushunchasi yotadi. Spektr
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hagida masala qaralayotganda X fazoni o‘zini-o‘ziga akslantiruvchi chizigli A
operatorlar nazarda tutiladi. Shunday qilib A : X — X chiziqli operatorning
xos giymati ta'rifiga kelamiz.

8.1-ta’rif. Agar biror A € C soni uchun (A— X )x =0 tenglama nolmas
(x # 0) yechimga ega bo‘lsa, A soni A operatorning zos qiymati deyiladi,
nolmas yechim x esa xos vektor deyiladi. dim Ker(A—XI) =n soni A\ zos
qiymatning karraligi deyiladi. Agar n = 1 bo‘lsa, A soni A operatorning
oddiy xos qiymati, n > 2 bo‘lsa, X soni A operatorning karrali ros giymati,
n =00 bo‘lsa, A soni A operatorning cheksiz karrali xos qiymati deyiladsi.

8.2-ta’rif. Agar A\ € C kompleks soni uchun A — X ga teskari ope-
rator mavjud bo‘lib, u X ning hamma yerida aniglangan bo‘lsa, N soni A

operatorning requlyar nuqtasi deyilads,
Ry(A) = (A= A1)~

operator esa A operatorning A nuqtadagi rezolventasi deyiladi. Barcha reg-
ulyar nuqtalar to‘plami p(A) orqali belgilanadi.

8.3-ta’rif. A operatorning requlyar bo‘lmagan nuqtalar: uning spekrti dey-
iladi, ya'ni o(A) = C\p(A) to‘plamga A operatorning spektri deyiladi.

Demak, A € C soni A operatorning spektriga qarashli bo‘lsa, u holda
yo A — Al ga teskari operator mavjud emas, yo mavjud bo‘lganda ham, u
butun X fazoda aniglanmagan bo‘ladi. Agar A € C soni A operatorning xos
qiymati bo‘lsa, (A—AI)x = 0 tenglama nolmas yechimga esa, ikkinchidan bu
bir jinsli tenglama nol yechimga ham ega. Demak, 6.3-teoremaga ko‘ra, A—\I
ga teskari operator mavjud emas. Shunday qilib operatorning xos qgiymatlari,
uning spektriga qgarashli bo‘ladi.

Chekli o‘lchamli fazolarda berilgan chiziqli operatorlarning spektri aniq
tavsiflanadi. Unga qisqacha to‘xtalamiz. Faraz qilaylik, A : C" — C" chiziqli
operator berilgan bo‘lsin. Ma’lumki, har bir A : C" — C" chiziqli opera-
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torga {a;;} — n x n matritsa mos keladi va aksincha. Bu A — AI matritsa
determinanti det(A — AI), parametr A ning n— darajali ko‘phadi bo‘ladi.

8.1-teorema. A : C" — C" chiziqli operatorning spektri chekli sondagi
chekli karrali zos qiymatlardan iborat. Bu xos qiymatlar det(A—XI) ko ‘phad-
ning nollari bo‘ladi va aksincha.

Agar A : X — X chiziqli operator bo‘lib, dim X = oo bo‘lsa, uning spek-
tri ixtiyoriy tabiatli yopiq to‘plam bo‘lishi mumkin. Odatda spektr quyidagi
gismlarga ajratiladi.

8.4-ta’rif. a) A operatorning barcha chekli karrali yakkalangan xos qiy-
matlari to‘plami nugtali spektr deyiladi va o,,(A) bilan belgilanads.

b) Agar X € o(A) zos giymat bo‘lmasa va Im(A — N) # X, ya'ni A—X\I

operatorning qiymatlar sohasi X ning hamma yerida zich emas. Bunday A
lar to‘plami A operatorning qoldiq spektri deyiladi va o0 (A) bilan belgilana-
di.

c) Agar X € C zos qiymatlar to‘plamining limitik nuqgtasi bo‘lsa, yoki

A € C operatorning cheksiz karrali xos qiymati bo‘lsa, yoki X\ € o(A) uchun

Im(A— M) = X bo‘lsa, bunday X\ lar A operatorning muhim spektriga

qarashli deyiladi. Operatorning muhim spektri oess(A) bilan belgilanadi.
Asosan o‘z-o‘ziga qo‘shma operatorlarning spektri o‘rganiladi. Endi o'z-

o‘ziga qo‘shma operatorlar uchun muhim spektr ta’rifini keltiramiz.
8.5-ta’rif. Agar biror A\ € C soni uchun nolga kuchsiz yaqinlashuvchi

{fu} C H birlik vektorlar ketma-ketligi mavjud bo ‘lib,
lim [[(A—Al) ful| =0

bo‘lsa, \ soni A = A* operatorning muhim spektriga qarashli deyiladi.
Chegaralangan operatorlarning spektri haqida quyidagi tasdiq o‘rinli.
8.2-teorema. Agar A € L(X) bo‘lsa, u holda o(A) chegaralangan yopiq
to‘plam bo‘lad;.
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8.6-ta’rif. Agar A€ L(H, Hy) va ImA C Hy qism fazo chekli o‘lchamli
bo‘lsa, u holda A operator chekli o‘lchamli operator deyiladi.

8.7-ta’rif. Agar A: H — H;y operator H dagi har qanday chegaralan-gan
to‘plamni Hy dagi nisbiy kompakt to‘plamga akslantirsa, u holda A kompakt
yoki to‘la uzluksiz operator deyilads.

8.8-ta’rif. Agar biror U wunitar operator uchun B = UAU! = UAU*
tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda B operator A operatorga unitar ekvivalent dey-
lads.

8.9-ta’rif. Agar P € L(H) uchun P* = P va P*> = P bolsa, P ga
proyektor yoki proyeksiyalash operator: deyiladi.

8.3-teorema. Agar A € L(X) wva |A| > ||[A|| bo‘lsa, u holda X\ regulyar
nuqta bo‘lads.

Bu teoremadan chegaralan operatorning spektri markazi koordina-talar
boshida, radiusi r = ||A || bo‘lgan yopiq doirada saqglanishi kelib chiqadi.

8.4-teorema. A € L(H) o2-0ziga qo‘shma operator bo‘lsin, u holda:

a) o401(A)— bo'sh to‘plam,

b) o(A) to‘plam R ning qismi, ya'ni o(A) C R,

c) A operatorning har zil zos qiymatlariga mos keluvchi xos vektorlari
o ‘zaro ortogonaldir.

O‘z-o‘ziga qo'shma A € L(H) operator uchun (Az, ) barcha z € H
larda haqiqiy (7.39-misol) bo‘ladi. Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

”i1|(|1f1(Ax, x)=m, sup (Az,x) = M.
= l]|=1

m soni 0‘z-0‘ziga qo‘shma A € L(H) operatorning quyi chegarasi, M esa
uning yuqori chegarasi deyiladi.

8.5-teorema. O ‘z-0 ziga qo‘shma A € L(H) operatorning spektri o(A) C
[m, M] bo‘ladi.
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8.6-teorema (spektral teorema). A H Hilbert fazosida aniglangan
chegaralangan, o‘z-o‘ziga qo‘shma operator bo‘lib, m uning quyi chegarast,
M esa uning yuqor: chegarasi bo‘lsin. U holda quyidagt shartlarni qanoat-
lantiruvchi proyektorlar oilasi mavjud:
1) agar A <m bo‘lsa, Ex =0 va M < X bo'lsa, E\ =1,
2) ixtiyoriy A € R uchun )ﬁliﬁqw E\ = E),;
8) ixtiyoriy A < p uchun Ey < Ej;
4) A= }O NAEy\ <= Vz,y € H uchun (Azx,y) = }O Nd(Ey\z,y) tenglik
o ‘rinli. Eio larga A operatorning spektral proyektorlar;oc?eyiladi.

Dastlab chekli o‘lchamli fazolarda berilgan operatorlarning spektriga oid

misollar qaraymiz.

8.1. A:C? — C3, Awx = (21 + 9, 19 — 71, 223) operatorning xos qiymatlari

va xos vektorlarini toping.

Yechish. 8.1-teoremaga ko‘ra, bu operatorning spektri fagat xos qiymat-

lardan iborat. Shuning uchun xos giymatga nisbatan tenglama, ya’ni
Ar = A <= (21 + 19, 19 — 11, 213) = (A1, Ax2, AT3) (8.1)
tenglamani qaraymiz. Agar (8.1) tenglama biror A € C da nolmas yechimga

ega bo‘lsa, A € C ning bu giymati xos son bo‘ladi. (8.1) tenglama quyidagi

sistemaga teng kuchli

( (

T1+ o = A1y (1—>\)I1+I2:0
{ T2—T1=Ary = § —x1+(1—=AN)ze=0 (8.2)
2I3 = )\%3 \ (2 — )\).Tg = 0.

Bu sistema nolmas yechimga ega bo‘lishi uchun, uning determinanti

det(A—X)=| -1 1-Xx 0 |=02=-XN2-22+X)
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nolga teng bo‘lishi zarur va yetarli. Uning nollari A\ =2, A =141, A3 =
1 — ¢ lardir. Endi bu xos giymatlarga mos xos vektorlarni topamiz. Masalan,
A = 2 bo'lsin. A ning bu giymatida (8.2) sistema 2 = (0,0,1) nolmas
yechimga ega. Xuddi shunday Ao = 1+17, A3 =1 — ¢ xos sonlariga mos xos

vektorlar 22 = (1,4,0), 2® = (1, —4,0) bo‘ladi. ]

8.2. Hilbert fazosi Lsla, b] da

b

(Ax)(t) = u(t)/u(s)a:(s)ds, x € Lola, b]

a
formula vositasida aniqlangan A operatorning xos giymatlari va xos

funksiyalarini toping. Buyerda u : [a, b] — R berilgan uzluksiz funksiya.

Yechish. Ta'rifga ko‘ra, nol bo‘'lmagan biror = € Lsla, b] funksiya va
A € C soni uchun
(Az)(t) = Ax(t) (8.3)

tenglik bajarilsa, x funksiya A operatorning xos funksiyasi, A son esa unga
mos keluvchi xos giymat deyiladi. Qaralayotgan operator uchun (8.3) tenglik
quyidagi ko‘rinishga ega bo‘ladi:

b

u(t) /u(s)x(s)ds = Az(t). (8.4)

a

Bu yerda x # 0. Faraz qilaylik, A # 0 bo‘lsin. U holda x # 0 bo‘lgani uchun

b

Q= /u(s)x(s)ds # 0 (8.5)

a

tengsizlik bajarildi. (8.4) tenglikda (8.5) ni e’tiborga olsak,

z(t) = Aoy u(t)

133

Please purchase VeryDOC PS to PDF Converter on http://www.verydoc.com to remove this watermark.


http://www.verydoc.com
http://www.verydoc.com

Please purchase VeryDOC PS to PDF Converter on http://www.verydoc.com to remove this watermark.

tenglikni olamiz. (8.5) tenglikka x funksiyaning bu ifodasini qo‘yib,
b b
oy = ap A /uQ(t)dt yoki a, [ A — /uQ(t) dt | =0

a a

b
tenglikka kelamiz. Bunda a, # 0 bo‘lgani uchun A = [w?(¢)dt son A oper-
atorning xos qiymati va x(t) = u(t) esa unga mos xos vektor ekanligi kelib

chiqgadi. Yana shuni ta’kidlash kerakki, agar

b

/u(t)x(t)dt =0 (8.6)

a

shartni gqanoatlantiruvchi nolmas z funksiya mavjud bo‘lsa, u holda A = 0
soni uchun ham (8.3) tenglik bajariladi. Albatta (8.6) shartni qanoatlantiru-
vchi nolmas x funksiya mavjud. Demak, A operator ikkita A = 0 va p =
fb u?(t)dt xos qgiymatlarga ega. (8.6) shartni ganoatlantiruvchi funksiyalar

A = 0 xo0s giymatga mos keluvchi xos funksiyalar bo‘ladi. (]

8.3. Ls[a,b] Hilbert fazosida erkin o‘zgaruvchi x ga ko'paytirish operatori,
ya’'ni
A Lola,b] — Lofa,b], (Af)(x)=xf(z)
operatorni qaraymiz. Uning nuqtali, qoldiq va muhim spektrini toping.

Yechish. 7.3-misol natijasi va u(z) = © = T = u(x) tenglikka ko'ra,
berilgan operator o‘z-o'ziga qo‘shma, yani A = A* dir. 8.4-teoremaning a)

tasdig'iga ko'ra, 0,0(A) = 0. Ma'lumki,

(Af)(x) = Af(x) yami (z—A)f(x) =0 (8.7)

tenglama ixtiyoriy A € C uchun yagona nol yechimga ega. Demak, A operator
xos qiymatlarga ega emas, ya'ni o,,(A) = 0. (8.7) tenglama faqat nol yechim-

ga ega ekanligidan 6.3-teoremaga ko'ra, (A — AI)f(x) = g(x) tenglamaning
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ixtiyorty g € Im A da yagona yechimga ega ekanligi kelib chiqadi. Ko‘rsatish

mumkinki A — Al operatorga teskari operator

(A= A1) () = 1 (5.5)

formula bilan aniglanadi. Agar \ ¢ [a, b] bo‘lsa, u holda x — X\ # 0, natijada

(A—XI)~! operator Lsla, b] fazoning hamma yerida aniglangan. 8.2-ta’rifga
ko‘ra, A ¢ [a, b] regulyar nuqta, ya'ni o(A) C [a, b]. Lekin (8.8) formula bilan
aniglangan teskari operator A € |a, b] bo‘lganda Ls[a, b] fazoning hamma
yerida aniglanmagan. Demak, [a, b] C 0(A). Bulardan, o(A) = [a, b]. Endi
A operatorning spektridagi ixtiyoriy nugta uning muhim spektriga garashli

ekanligini ko‘rsatamiz. Ixtiyoriy A € [a, b) uchun

fo(x) =v/nn+1)xa,(x), A, = )\—l—%_i_l, )\-l—%) (8.9)

deymiz. Ma’lum nomerdan boshlab A + 1 < b bo‘ladi va bunday nomer-
lar uchun ||f,|| = 1 tenglik o‘rinli. Bun(?an tashqari har xil n va m lar-
da A, N A, = 0 bo‘lgani uchun (f,, f,n) = 0 tenglik o‘'rinli, yani {f,}
ortonormal sistema ekan. Ma’lumki, (3.75-misol) ixtiyoriy ortonormal sistema

nolga kuchsiz ma’noda yaqinlashadi, shuning uchun {f,} ketma-ketlik ham

nolga kuchsiz ma’noda yaqinlashadi. Endi ||(A — AI)f,|| norma kvadratini

hisoblaymiz:
Ao )
In“+3n+1
2 27,
(A= AD) fa]|" =n(n+1) / (t — \)dt = 320 1 1)2 — 0,n — 0.
M

n+1

8.5-ta’rifga ko‘ra, A € [a,b) son A operatorning muhim spektriga qarashli

ekan. Agar A = b bo‘lsa, u holda nolga kuchsiz yaqinlashuvchi

1 1
n = 1 ) B, = b——, b— ) ns Ym :5nm
() = VA D (@), By= (b= b= ) ()

ketma-ketlik uchun lim ||(A — bl)g,|| = 0 shart bajariladi. Bu yerdan, A = b

nuqta ham A operatorning muhim spektriga qarashli ekanligi kelib chiqadi.
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Shunday qilib, A operatorning spektri fagat muhim spektrdan iborat bo‘lib,

u |a, b] kesma bilan ustma-ust tushadi. Xulosa,
04o1(A) = opp(A) =0, 0ess(A) = 0 (A) = [a, V. O

8.4. 8.3-misolda qaralgan A operatorni Cla, b] Banax fazosida qaraymiz,
ya’'ni

A C[a’7 b] - C[a’7 b]) (Af)(ﬂ}) - ZIZ‘f(ZE)

operatorni qaraymiz. Uning nuqtali va qoldiq spektrini toping.
Yechish. Ma’lumki, ((8.7) ga qarang)

(Af)(x) = Af(z) yami (z—=ANf(z) =0, [feCla, b (8.10)

tenglama ixtiyoriy A € C uchun yagona nol yechimga ega. Demak, A op-
erator xos giymatlarga ega emas, ya'ni o,,(A) = 0. (8.10) tenglama faqat
nol yechimga ega ekanligidan 6.3-teoremaga ko‘ra, A — Al operatorga teskari
operator mavjud va u (8.8) formula bilan aniglanadi. Xuddi 8.3-misoldagi kabi
ko‘rsatishimiz mumkinki, o(A) = [a, b] tenglik o‘rinli. Haqiqatan ham, agar
A & [a, b] bolsa, u holda (8.8) ning o‘ng tomoni ixtiyoriy g € Cla, b] da
uzluksiz funksiya bo‘ladai, yami D((A — X\)™!) = C|a, b]. 8.2-ta’rifga ko'ra
A regulyar nuqta, ya'ni o(A) C [a, b]. Agar A € [a, b] bo‘lsa, u holda (8.8)
formula bilan aniglangan (A—AI)~! operator Cla, b] fazoning hamma yerida
aniglanmagan, bundan [a, b] C 0(A). Bulardan, o(A) = [a, b] ekanligi kelib
chigadi. Endi 0(A) = 040(A) ekanligini ko‘rsatamiz. Ixtiyoriy A\ € [a, 0]

uchun A — Al operatorning giymatlar sohasi
Im(A—A) ={g € Cla, 0] : g(x) = (z — A) f(2)}

Cla, b] fazoda zich emas. Haqiqatan ham, Im(A — A\I) chiziqli ko‘pxillilik-
dagi ixtiyoriy ¢ uchun g(\) = 0 shart bajariladi. Agar biz fy(z) =1 desak,
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u holda ixtiyoriy g € Im(A — AI') uchun

lg = foll = max lg(z) = fo(x) = 9(A) = oW =1

tengsizlik o‘rinli. Demak, A — A\l operatorning qiymatlar sohasi Im(A — A1)
dan fo(z) =1 elementga yaqginlashuvchi ketma-ketlik ajratish mumkin emas,
yani Im(A — M) # Cla, b]. 8.4-ta'rifga ko‘ra, barcha A € [a, b] lar uchun
A € 040(A) munosabat o‘rinli. Bundan o(A) C 040(A) kelib chiqadi. Teskari

munosabat o(A) D 040(A) doim o‘rinli. Demak, o(A) = 045(A) = [a, b].
8.3 va 8.4-misollarda bir xil qonuniyat bo‘yicha ta’sir qiluvchi A opera-

tor har xil Lsla, b] va Cla, b] fazolarda qaralgan. Har ikki holda ham A

operatorning spektri [a, b] kesma bilan ustma-ust tushgan, lekin spektrning

gismlarida (strukturasida) o‘zgarish bo‘ladi (javoblarga qarang). Birinchi hol-

da (8.3-misolda) o(A) =0 edi, ikkinchi holda o0 (A) = [a, b]. O

8.5. Kompleks Hilbert fazosi Ls[0, 1] da aniglangan
1
(Az)(t) =tx(t) + /tsx(s) ds, x € Ly[0,1]
0

operatorning spektri va rezolventasini toping.

Yechish. A operatorni 8.3 va 8.2-misollarda spektri va xos qiymati o‘rganil-

gan B va C' operatorlarning yig‘indisi ko‘rinishida tasvirlash mumkin:
1
(Ba)(t) = t (), (C’x)(t):/tsx(s) ds, € Lo0.1].
0

7.3-misolda Ls[a, b] fazoda ko‘paytirish operatorining o‘z-o‘ziga qo‘shmalik
shartlari topilgan. w(t) =t =t = u(t) tenglikdan B operatorning o‘z-o‘ziga
qo‘shma ekanligi kelib chiqadi. 7.2-misolda Ls[a, b] fazoda integral opera-

torining o‘z-o‘ziga qo‘shmalik shartlari keltirilgan. K(t,s) =t-s = s -t =

K(s,t) tenglikdan C' operatorning o‘z-o‘ziga qo‘shma ekanligi kelib chiqadi.
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A*=(B+C) = B*4+ C* = B+ C = A tenglik A operatorning o‘z-o'ziga
qo‘shma ekanligini bildiradi. 8.4-teoremaning b) gismiga ko‘ra, A operatorn-
ing spektri R ning gism to‘plami bo‘ladi. Xususan, uning xos qiymatlari ham
haqiqiy bo‘ladi. A operator spektrini ikki qismga ajratib topamiz: a) qismida
uning xos giymatlarini, b) qismida esa uning muhim spektrini topamiz.

a) A operatorning xos giymatlarini topish uchun quyidagi tasdigdan foy-
dalanamiz.

8.1-tasdiq. A € R\[0, 1] soni A operatorning xos giymati bo‘lishi uchun

ds =0

82

Auy1+j8 ;\
0

tenglikning bajarilishini zarur va yetarli.
Isbot. Zaruriyligi. Aytaylik, A € R\[0, 1] soni A operatorlarning xos

qiymati bo‘lsin, ya’ni biror nolmas x € Ls[0, 1] element uchun
1

(Ax)(t) = \x(t) < tx(t) + /tsx(s)ds = A\z(t)
0

tenglik bajarilsin. U holda
(t—Nx(t)+t-a, =0, (8.11)
bunda

ay = j}SJKS)dS. (8.12)

Agar a, = 0 bo‘lsa, (8.11) tenglik (t—\)z(t) = 0 tenglikka aylanadi. Bundan
x ning nol ekanligiga kelamiz. Farazimizga ko‘ra x xos vektor, yani x # 0.

Shunday ekan, a, # 0. Yuqoridagi (8.11) tenglikdan
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ni topamiz va buni (8.12) ga qo‘yib,

1 g 1 E
ozx:—cux/ ds <= Uy 1+/
s— A s —
0 0

tenglikka ega bo‘lamiz. «, # 0 bo‘lganligi uchun

)\ds =0

1

2

1—1—/88_>\d3:0 yani AN =0
0

tenglikni hosil gilamiz.
Yetarliligi. Aytaylik, A € R\[0, 1] soni uchun A(\) = 0 tenglik bajarilsin.
U holda x(t) =t (t — A\)~! funksiyani olsak,

1

(t— M)t / S-S s%ds
(A= X)x(t) = +1 ds=1t |1+ =tA(N) =0
S

t s— A s— A
0

tenglik bajariladi. Bundan A\ soni A operator uchun xos giymat bo‘lishi va
z(t) =t (t — \)~! unga mos xos funksiya bo‘lishi kelib chigadi. O
A operatorning [0, 1] kesmadan tashqaridagi xos giymatlarini topamiz.

Barcha manfiy A lar uchun

S

1
2
AN =1 > 1
=1+ [ s
0

tengsizlik o‘rinli. 8.1-tasdiqqa ko‘ra, A operatorning manfiy xos qgiymatlari
yo'q. Endi A operatorning 1 dan katta xos gqiymatlari mavjudmi degan savolga
javob beramiz. Aytaylik, A > 1 bo‘lsin. U holda

s? ds

1
A'(N) = /— >0, limA\) =—-o00, lim AN =1
0

(s — )2 o1 A—+00

munosabatlar o‘rinli bo‘ladi. Hosilaning musbatligidan A(-) ning (1, 00) in-

tervalda o‘suvchi ekanligi kelib chiqadi. Limitik munosabatlardan biror ¢ va

N uchun A(1+¢)A(N) < 0 tengsizlik kelib chiqadi. Ya'ni A(:) funksiya
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[1+e, N| kesmaning chetki nuqtalarida har xil ishorali qiymatlar qabul qiladi.
Bolsana-Koshi teoremasiga ko‘ra, shunday Ay € (14 ¢, N) nuqta mavjudki,
A(Xg) = 0 bo'ladi. A() funksiyaning qat’iy monotonligidan Ay € (1, co)
nuqtaning yagonaligi kelib chigadi. Shunday qilib, [0, 1] kesmadan tashqari-
da A operatorning yagona xos qiymati bor ekan. Agar A\ € C\[0, 1] soni A
operatorning xos qiymati bo‘lmasa, A— X I operator teskarilanuvchan bo‘ladi.

Rezolventa uchun tenglama

(A=XDz(t) =y(t) <= ({E—Nx(t)+t / sx(s)ds = y(t)

dan (8.12) ni e’tiborga olgan holda x(¢) ni topamiz:
(t—=Nax(t) +t-a, =y(t),

bundan

x(t) = Ty T ey (8.13)

x(t) uchun olingan (8.13) ifodani (8.12) ga qo‘ysak, «, uchun
1 1

1 1
sy(s)ds / s* ds / s*ds /sy(s) ds
T = — Uy — = Oy 1 —
« / s— A “ s— A « + s— A s — A
0 0

0 0

tenglamaga ega bo‘lamiz. Bu yerdan A(\) # 0 bo‘lganligi uchun

1 1Sy(S) ;
axAQ)[s—Ad

ni hosil gilamiz. Demak,

y(t) t 1 / sy(s)
dw—tAtAAQ%/s ds.
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Olingan natijalardan ko‘rinib turibdiki, agar A € C\ ([0, 1] U {\o}) bo'lsa,
u holda D(R)(A)) = L»[0, 1], ya'ni A regulyar nuqta. Bu yerdan p(A) D
C\ ([0, 1]U{No}) ekanligi kelib chigadi.

b) 8.3-misol xulosasidan kelib chiqadiki, (Bz)(t) = tz(t), = € Lo[0, 1]
operatorning spektri faqat muhim spektrdan iborat bo‘lib, u [0, 1] kesma bilan
ustma-ust tushadi. Hozir biz ko‘rsatamizki, A = B + (' operatorning ham
muhim spektri [0, 1] kesma bilan ustma-ust tushadi. Aytaylik, A € [0, 1) va
{f.} — (8.9) tenglik bilan aniqlanuvchi nolga kuchsiz yaqginlashuvchi ketma-

ketlik bo‘lsin. Ko‘rsatamizki,
lim (A= AL fl = lim (B =MD, + ORI =0 (8.14)

bo'ladi. |[(A— M) ful < |[(B = AI)full + ||Cfnll tengsizlikni inobatga olsak,
faqat lim ||C'f,|| = 0 ekanligini ko‘rsatish kifoya, chunki

lim (B = AI) full = 0

shart 8.3-misolda ko‘rsatilgan. Dastlab, (Cf,,)(¢) ni hisoblaymiz.

1 )\—f—%
(Cfo)(t) = /tsfn(s)ds =/n(n+ 1)t / sds =
0 M
o /n(n+1) 2n + 1
= o+ 1) (” Tt 1)) 8

1

V3

: : n(n+1) 2n+1 1
lim |Cf, || = tim YD (o) _
i Ol = din 1) ( +n(n—|—1)) 7

bo‘ladi. 8.4-ta’rifga ko‘ra [0, 1) C 0s5(A) bo‘ladi. Agar A = 1 bo‘lsa, nolga

Agar g(t) =t desak, |lg|| = bo'lib,

kuchzis yaginlashuvchi ketma-ketlik sifatida {g,} ni olish mumkin:

gul2) = Mn+UXmmxz%:[”‘3 i

n n—+1

) ) (gnagm> = Om-

141

Please purchase VeryDOC PS to PDF Converter on http://www.verydoc.com to remove this watermark.


http://www.verydoc.com
http://www.verydoc.com

Please purchase VeryDOC PS to PDF Converter on http://www.verydoc.com to remove this watermark.

Bu hol uchun ham lim ||(A — I)g,|| = 0 shart bajariladi. Bu yerdan, A =1

soni A operatorning muhim spektriga qarashli ekanligi kelib chiqadi. Demalk,
Ges(A) = 0, 1, op(A) = (A}, o(A)=[0, JU{A}. O
8.6. Banax fazosi ¢; da berilgan
A:ly — b, Az = (z1 + 29, 1 + 229,423, T4, T35, T, - - -)
operatorning spektri va rezolventasini toping.

Yechish. a) A operatorning xos giymatlarini topish uchun A € C songa

mos Ax = Az yoki
(5131 + X9, 11 + 219,473, T4, X5, . . ) = ()\561, ATo, AT3, .. ) (815)

tenglamani yechamiz. (8.15) tenglama quyidagi tenglamalar sistemaga teng

kuchli:
1+ Ty = A\r1, X1+ 2x9 = Awo, 4wy = A3, T, = A1y, n >4 (8.16)
Agar A ¢ {1, 4} bo‘lsa, (8.16) tenglik bajarilishi uchun z3 = x4 = x5 =
... =0 bo‘lishi kerak. U holda (8.16) tenglamalar sistemasi
(1—)\)561—{—562:0
561—{—(2—)\)[62:0
sistemaga teng kuchli. Bu sistema nolmas yechimga ega bo‘lishi uchun uning
determinanti (1 —A)(2—A) —1 =0 yoki
M —3\+1=0 (8.17)

tenglik bajarilishi kerak. (8.17) tenglama A\; = 271(3—v/5), Ao = 271(3+/5)
ildizlarga ega. Bu yerdan kelib chiqadiki, (8.15) tenglama \; = 27'(3 — v/5)

1—5
2V = (17\[00) (8.18)

songa mos nolmas
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yechimga va Ay = 271(3 4+ v/5) soniga mos nolmas

1++/5
2@ = (12\[0()) (8.19)

yechimga ega. Shunday qilib, A\; = 271(3—v/5), Ay = 271(34+/5) sonlari A
operatorning xos qiymatlari bo‘ladi. (8.18) va (8.19) ko‘rinishdagi 2 va ()
elementlar A operatorning Ay va Ay xos giymatlariga mos xos vektorlari
bo'ladi. Agar A3 = 1 bo'lsa z® = e,, n > 4 nolmas elementlar Az =
1 - 2 tenglikni qanoatlantiradi, yani 1 soni A operatorning cheksiz karrali
xos qiymati va z®) = e,, n > 4 ko'rinishdagi elementlar unga mos xos
vektorlar bo‘ladi. Xuddi shunday ko‘rsatish mumkinki, Ay = 4 soni ham A

Y = e3, esa unga mos xos vektor bo‘ladi.

operatorning xos qiymati bo‘ladi va !
Shunday qilib, A operator 27 1(3—+/5), 271(34++/5), 1, 4 xos giymatlarga
ega va uning boshqa xos qiymatlari yo'q. 271(3 —v/5), 27'(3+/5), 4 xos
giymatlar operatorning oddiy xos giymatlari bo‘ladi.

b) Endi A ¢ {27'(3—/5), 271(3+v/5), 1, 4} holni qaraymiz. 8.2-ta’-
rifga ko‘'ra, A operatorning A nuqtadagi rezolventasi A — Al operatorning

teskarisi sifatida aniqlanadi. (A — A1)z =y, ya'ni

((1 — )\)5131 + T9, L1 + (2 — )\)ZE‘Q, (4 — )\)5133, (1 — )\)LL“4, .. ) =

= (Y1, 92,93 -) (8.20)

tenglikdan x ni topamiz. Buning uchun

,

(1 =Nz + 29 = 11,
T+ (2 = N)x2 = 3o,
(4= Nz =ys,

| (L= Nzn =y, n 24,
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tenglamalar sistemasini yechib,

( . 2= Ny -
D VINNE S WG
$2:—y1+(1—k)yz
{ AN —3\+1 7

xr3 = (4 - A)_ly&
=(1-N"1y,, n>4

\

munosabatlarni olamiz, ya'ni (8.20) tenglama yagona,

(C=Ny—yp —n+ =Ny ys vy
X —3A+1 7 A =3A+1 4-N1-XN1-\""

yechimga ega. Shunday qilib, A operatorning rezolventasi quyidagi formula

bilan aniqlanadi:

(2—Nxy—x9 —x14+ (1= N)xg 23 T4 Ts
Ry\(A)x =
(A <>\2—3)\+1 N3N+ 1 4= XN1=XN1-=-)\

Ko‘rinib turibdiki, agar A ¢ {271(3 —v/5), 271(3+ /5), 1, 4} bo'lsa,
D(R)\(A)) = ¢;. 8.2-ta’rifga ko‘ra, barcha

Mé{?’ V5 345 174}

2

lar, A operator uchun regulyar qiymat bo‘ladi. Bundan

a(A):{S\/g 3+\/g’ 1, 4}

2 2
tenglik kelib chiqadi. [l
8.7. A : Uy(Z) — ly(Z), (Af)(n) = f(n+1)+ f(n—1)—2f(n) opera-
tor ayirmali Laplas operator: deyiladi. A = FAF-! operatorning f €

Lo[—m, 7] elementga ta’sirini toping.

Yechish. Ayirmali Laplas operatori A uchun A = Uy +U_; — 20U, tenglik
o‘rinli. Demak, A = FAF'=U, +U_, —2U,. 8.89-misol natijasiga ko'ra
Af, f € Ly|—m, ] uchun

(Af)(p) = U1+ Uy =2U0) f(p) = (e” + e P —2)f(p) = 2(cosp — 1) f(p).
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tenglikni olamiz. ]

8.8. Aniqlanish sohasi Ls[0, 1] Hilbert fazosi bo‘lgan o‘z-o‘ziga qo‘shma
(Af)(t) =tf(t) operatorning spekrtal proyektorlarini toping.

Yechish. Spektral proyektorlar sifatida (E\f)(t) = xa,(t) f(f) larni olamiz,
bu yerda Ay = [0, A] N[0, 1]. Osongina tekshirish mumkinki, £, uchun
spektral proyektorlarning 1-3 shartlari bajariladi. A = }O Ad Ey tenglikni
tekshiramiz. Ixtiyoriy f, g € Ly[0, 1] elementlarni olayliki.olc} holda

1 1 1 A
(Af,g) = / L (6)g(t) dt = / AF(N) g(N)dA = / Ad / 7(t) gDyt =

= [ M | [ xpn@F (@) g()dt | = [ Xd(Exf(t),9(1)). O
[\ /

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

8.9-8.14-misollarda berilgan operatorlarning xos giymatlari va xos vektor-
larini toping. O‘z-o‘ziga qo‘shma bo‘lgan holda (8.9 va 8.12-misollarda) xos
giymatlarning haqiqiyligini va har xil xos giymatlarga mos xos vektorlarni

ortogonalligini tekshiring:
8.9. A:C>— C3 Az = (v1+ 22,79+ 71,373).
8.10. A:C? — C?, Az = (w1, 29 + 13,73 — T9).
811. A:C? — C?, Az = (w1 + @9, w0 + 23,03+ 71) .
8.12. A:C* — C*, Ax = (x1,2x9,313,424).
8.13. A:C* — C*, Ax = (21 + 29,79 + 3,73 + 71, 5T4) .

8.14. A:C* — C*, Ax = (1 + 29,29 + T3, 23 + T4, 14 + 11) .
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8.15-8.20-misollarda berilgan operatorlarning xos qiymatlari va, xos funk-
siyalarini toping. 8.17-8.21-misollarda keltirilgan operatorlarning o‘z-o‘ziga
qo‘shma bo‘lishini ko‘rsating. Ular uchun 8.4-teoremaning b) va c) tasdiglari-
ning bajarilishi tekshiring.

8.15. (Ax)(t) :tflszc(s)ds, xr e Cl—1, 1].

-1

8.16. (Ax)(t) = j(l +ts)x(s)ds, x € C[—1, 1].

8.17. (Ax)(t) = f(l +sint sins) z(s)ds, = € Ly|—m, 7.

™

8.18. (Az)(t) = — [ cos(t — s)a(s)ds, x € Lo|—m, 7.

Tr—ﬂ'

8.19. (Az)(t) = %f sin(t + s) x(s)ds, x € Lo[—m, .
8.20. (Az)(t) — %f (14 cos(t — s)) 2(s)ds, = € Lo[—, 7.
8.21. (Ax)(t) = x(t) + = f (cos(t — s) —sint sins) x(s)ds, x € Ly[—m, 7.

™

8.22-8.28-misollarda berilgan operatorlarning spektri (nuqtali, qoldiq va

muhim) va rezolventasini toping.
8.22. (Az)(t) = (t* + 1)z(t), =z e C[-1, 1].

8.23. (Az)(t)

tx(t) +x(0)t*, ze€C[-1, 1].
8.24. (Ax)(t) =sintx(t) + x(0) cost, x € C[—m, .
8.25. (Ax)(t) = (t* +1)z(t), = € Lo[0, 00).

8.26. (Az)(t)

(1 —cos t)z(t), =€ Ly|—m, ml.

8.27. (Az)(t)

(1 —4cost+ 3sin t)x(t), =€ Lo[—m, 7.
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8.28. (Ax)(t) =t?x(t), € Ly(R)

8.29-8.33-misollarda keltirilgan operatorlarning o‘z-o‘ziga qo‘shma ekanlig-
ini ko‘rsating, xos giymatlari mavjudligini tekshiring, muhim spektri va rezol-
ventasini toping.

8.29. (Ax)(t) = costz(t)+ [ sintsinsz(s)ds, x € Lo[—m, 7.

8.30. (Ax)(t) = cos2tx(t) — [ sintsinsaz(s)ds, x € Lo[—m, 7).

—T

8.31. (Az)(t) = cosdtx(t) + [ costcossx(s)ds, x € Lo[—m, 7.

-7

™

8.32. (Az)(t) = a(t) — %f (1+sintsins) z(s)ds, € Lo[—7, 7).

8.33. (Ax)(t) = x(t) — %_f (1 +cos(t —s))x(s)ds, x € Lo|—m, 7.

8.34-8.48-misollarda keltirilgan operatorlarning xos qiymatlari va xos vek-

torlarini toping.
8.34. A:C* — C*, Ax = (x1, 29 + 23, Ty — 13, T4).

8.35. A:C0, 2] — C0, 2], (Az)(t) = x(0)t* + z(t)t + x(2).

1
8.36. A:C[0, 1] — C[0, 1], (Ax)(t) = [(t*s +ts*)z(s) ds.
0

8.37. A:C[0, 21 — C[0, 27], (Az)(#) = %fcos(t + $)a(s) ds.

8.38. A:C[-1, 1] = C[-1, 1], (Az)(t) = j(l +ts)xz(s)ds.

8.39. A:C[-1, 1] — C[-1, 1], (Az)(t) = 2x(-1)t +3z(1) ¢
8.40. A: Lo[—1, 1] — Ly[—1, 1], (Ax)(t) = j(t+ s+ st)x(s) ds.

8.41. A:/ly — by, Ax = (11 + T2, To+ XT3, T3+ T1,Tgy oo, Tpy - v .)
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8.42. A: 62 — 62, Ax = (3.@1, 4.@2, —2$3, 5I4, L5, Tgy - - ) .
1 2 n

8.43. A0y — 0, Ar= (=21, =29 .. — ).
1 — %1, X (21'1733727 7n+1x )
1 1 2n — 1 1
8.44. A - Ar = (S ay. = 29, g ).
ly — 0, Az (45131,2%2, T )

8.45. A:l; — {1, Ax = (x1+ x2, 71 — T, T2 — 3,24, 0,0,...).
8.46. A: 63 — 63, Ax = (.Tl, QIQ, xrs, 3I4, L5, Tgy - - ) .
8.47. A:m — m, Ax = (v1,2x9 + 3,22+ 373,24, 0, 0,...).

8.48. A:m —m, Ax = (6x1,529,423,3 24,225, Tg,T7,...) .

8.49-8.66-misollarda keltirilgan operatorlarning spektri va rezolventasini

toping.
8.49. A:C[L, 3] — C[L, 3], (Az)(t) = 2(2)t + z(3) ¢
8.50. A:C[0, 2] — C[0, 2], (Ax)(t) = (1) + z(t)t + z(2)t.
8.51. A:C[0, 1] — C0, 1], (Az)(t) = t*x(t) + z(0).
8.52. A:C[0, 1] — C0, 1], (Az)(t) = tx(t) + z(0)2 + z(1).
8.53. A:C[-2, 2] — C[-2, 2], (Az)(t) = [t|z(t).
8.54. A: L0, 1] — Lo[0, 1], (Az)(t) = (t +2) z(1).
8.55. A: Lo(—00,00) — Lo(—00,00), (Az)(t) = arctgt - 2(t).

8.56. A:C[0, 1] — C[0, 1], (Az)(t) =t*z(t) +t [ sz(s)ds.
0

8.57. A: Ly[0,00) — Lo[0,00), (Az)(t) = e~'a(t) + [ 2w (s)ds.
8.58. A: Lo[—1, 1] — Ly[—1, 1], (Ax)(t) =tx(t) + fltsx(s) ds.
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8.59.

8.60.

8.61.

8.62.

8.63.

8.64.

8.65.

8.66.

8.67.

8.68.

8.69.

8.70.

8.71.

8.72.

8.73.

A:ly — by, Avx = (—x1,T9, —T3, ..., —Top_1,Tony - - -)-
1 1 1
A/l by, Az = | =1, — @9, ... U I
2 — L2, AT <3I1,4f€2, ,n+2$ )
T3 Ty,
A/ by, Ax = (0 — ...
2 —7 L2, L (7'7:2727 m— 1 )

1 1
A:€1—>€1,Ax:(x1,§x2,...,gxn,...).
A:ly — b, A = (0,21, 29, ..., Tp, .. .).

Al — 0, Ax = (19,23, ..., Tpy - . .).
A:m—m, Az = (x1 + X9, 29 + X1, T3, Ty, T, . . .).
3 4 n+1
A:m—m, Ax:(2x1,§x2,§x3,..., . Ty o)
O‘z-o‘ziga qo'shma A : C" — C" chiziqli operatorning xos giymatlari

soni (karraligi bilan qo’shib hisoblanganda) n ga tengligini isbotlang.

Shunday A : C* — C? chiziqli operatorga misol keltiringki, uning yagona

oddiy xos qiymati bo‘lsin.

Shunday A : C* — C3 chiziqli operatorga misol keltiringki, uning bitta

ikki karrali xos giymati bo‘lsin.

Faraz qilaylik A : X — X chiziqli operator va A~! mavjud bo‘lsin. A

va A1 operatorlar bir xil xos vektorlarga ega. Isbotlang.

Faraz qilaylik A € L(X) va A? ning xos vektori mavjud bo‘lsin, u holda

A ham xos vektorga ega. Isbotlang.
A va R)(A) lar o‘rin almashinuvchi operatorlardir. Isbotlang.
Faraz qilaylik A, u € p(A) bo‘lsin, u holda Hilbert ayniyati

RA(A) = Ru(A4) = (A = i) RA(A)Ru(4) = (A — i) Ru( A) Ra(A)
ni isbotlang.
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8.74.

8.75.

8.76.

8.77.

8.78.

8.79.

8.80.

8.81.

8.82.

8.83.

Faraz qilaylik A, B € L(X), X € p(A)Np(B) bo'lsin.
R\(A) — R\(B) = R\(A)(B — A)R\(B)
tenglikni isbotlang.

Faraz qilaylik A € L(X) bo‘lsin. Biror A € p(A) uchun R)(A) to‘la

uzluksiz (kompakt) bo‘lishi mumkinmi?

C[0, 27] fazoni o‘zini-o‘ziga akslantiruvchi (Axz)(t) = ' z(t) operatorni

qaraymiz. o(A) = {\ € C': |\| = 1} tenglikni isbotlang.

(5(Z) fazoni o‘zini-o‘ziga akslantiruvchi (Az)(n) = €™ x(n) operatorni

unitar ekanligini ko‘rsating, uning spektri o(A) ni toping.

(5(Z) fazoda shunday unitar operatorga misol keltiringki, uning spektri

o(A) ikki nugtali to’plam bo‘lsin.

Istalgan unitar operatorning spektrini saqglovchi minimal to‘plamni top-
ing.

Shunday o‘z-o‘ziga qo‘shma operatorga misol keltiringki uning spektri

o(A) = [m, M| bo'lsin. m = ”il|qf1(A:c,:1:), M = sup (Az, z).
= l]|=1

Shunday o‘z-o'ziga qo‘shma operatorga misol keltiringki uning spektri

o(A) ={m, M} bo'lsin.

C'[0, 1] fazoni o‘zini-o‘ziga akslantiruvchi (Ax)(t) = x(0) 4+t x(1) oper-
atorni qaraymiz. o(A) va Ry(A) larni toping.

L to‘plam H Hilbert fazosining qism fazosi, P esa L ga ortogonal
proyeksiyalash operatori bo‘lsin. P operatorning spektrini toping, Ry(P)
ni P orqali ifodalang.
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8.84. H Hilbert fazosi, {e,}, n € N undagi ixtiyoriy ortonormal bazis bo‘lsin.
A : H — H operatorni quyidagicha aniqlaymiz:
Aep =0, Aery1 =er, k€ N. Quyidagilarni isbotlang.
a) A chizigli chegaralangan operator;
b) A*er = ery1 tenglik o‘rinli;

c) o(A)={ e C: |A <1} tenglik o'rinli;

d) o(A) ={Xx € C: |\ <1} to‘plamning ixtiyoriy nuqtasi A opera-

torning xos qiymati bo‘ladi;
e) o(A*) ={ e C: |A <1} tenglik o'rinli;

f) A* operator xos giymatlarga ega emas, ya'ni o,,(A*) = 0.

dx(t)

8.85. ([0, 1] fazoda differensiallash operatori (Az)(t) = ni qaraymiz.
Quyidagilarni isbotlang.
a) agar D(A) = {x € CW[0, 1] : x(0) =0} bo'lsa, o(A) = 0.
b) agar D(A) = CWI[0, 1] bo‘lsa, u holda ¢(A) = C tenglik o‘rinli,
hamda istalgan kompleks son A operatorning xos qiymati bo‘ladi.
c) agar D(A) = {x € CW[0, 1] : 2(0) = 2(1)} bo‘lsa, u holda o(A)
faqat 2min, n € Z ko‘rinishdagi xos giymatlardan iborat.

8.86. Faraz qilaylik A, B € L(X) bo‘lsin. 0(A-B) va o(B-A) to'plamlarning

noldan farqli elementlari bir xil ekanligini isbotlang.

8.87. Faraz gilaylik, A € L(X) bo‘lsin. A € C soni A operatorning spektriga
qarashli bo‘lishi uchun, shunday z, € D(A), n € N, ||z,|| = 1 ketma-
ketlik mavjud bo‘lib, ||Az, —Ax,|| — 0 munosabatning bajarilishi zarur

va yetarli. Isbotlang.

8.88. Faraz qilaylik A € L(X), A € o(A) bo‘lsin. Istalgan n € N uchun
A" € g(A") ekanligini isbotlang.
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8.89.

8.90.

8.91.

8.92.

8.93.

8.94.

8.95.

8.96.

Faraz qilaylik, A € L(X) uchun uzluksiz teskari operator mavjud bo‘lsin.
A € o(A71) bo'lishi uchun A=t € o(A) bo'lishi zarur va yetarli. Isbot-

lang.

Unitar ekvivalent A va A = UAU ! operatorlar uchun quyidagilarni
isbotlang.
a) o(A) = 0(A>7 b) opp(A) = Upp(/i)v c) Oess(A) = 0688(121)-

Har bir s € Z uchun U, : l5(Z) — l5(Z), (U,f)(n) = f(n+s) deymiz.
F :l5(Z) — Ly|—m, 7] esa 3.58-misolda aniglangan Furye almashtirishi.
U, = FUF~' uchun (U,f)(p) = e "*2f(p), f € Ly|—n, n] tenglikni
isbotlang.

(Af)(n) = S (f(n+s)— f(n)), f € ly(Z") operatorga unitar ekvi-

|s|=1
valent bo‘lgan A = FAF~! operatorning f € Ly([—m, 7]") elementga

ta’sirini toping.

(V) (n) = 6(n)f(n), f € ly(Z) operatorga unitar ekvivalent bo‘lgan
V=FVF! operatorning f € Lo[—m, 7] elementga ta’sirini toping.

O‘z-o‘ziga qo‘'shma A : H — H operator uchun H; qism fazo invariant
bo‘lsin. U holda Hy = HO H; qism fazoning A uchun invariant ekanligini
hamda 0(A) = o0(A1)Uo(As), A; = Aln,, i = 1,2, tenglikni isbotlang.

Agar H Hilbert fazosi uchun H = Hy & Hy ® --- @& H,, yoyilma o‘rinli
bo‘lib, Hy, k € {1, 2,...,n} qgism fazolar o‘z-o‘ziga qo‘shma A operator

uchun invariant bo‘lsa, o(A) = |J o(A) tenglikni isbotlang.
k=1

(AF)(®) = (2= 2 cosp)f (p) = - [ cos(p— )/(s)ds, f € Lo|, 7]
operator uchun juft funksiyalardan iborat qism fazo Li[—m, 7| va toq

funksiyalardan iborat qism fazo L;[—m, 7| ning invariant ekanligini
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8.97.

8.98.

8.99.

ko'rsating. A" = Alp+_,.
ga, A” = A‘L -,

o operatorning f* € Ly[—m, ] element-

. operatorning f~ € Ly[—m, 7| elementga ta’sirini

toping.

Vp) =— f Z e "cosn(p — s)f(s)ds, [ € Ls[—m, m| operator
uchun 8.95—mls(;17zlg aniglangan Lj[—m, 7| va Ly [—m, 7| gism fazolarn-
ing invariant ekanligini ko‘rsating. Quyidagilarni toping:

a) Vi =V o Vo =Vl

] operatorlarning xos giymatlari va
xos funksiyalarini toping.
b) V' operatorning barcha xos giymatlari va xos funksiyalarini toping.

Oddiy va karrali xos qiymatlarini ajrating.
(Af)(t) = cost f(t), [ € Lo[—m, w| operatorga mos spektral proyek-
torlarini toping.

Agar ¢ funksiya [—m, 7] da o‘lchovli va chegaralangan bo‘lsa, u holda
(Af)(t) = w(t) f(t), [ € Ly|—m, 7| operatorga mos spektral proyek-
torlarni (E)f)(t) = Xp-1(—oon(t) f(t) shaklda tanlash mumkinligini is-
botlang.
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IT bobni takrorlash uchun test savollari
1
1. A:C[-1, 1] = C[-1, 1], (Af)(z) = [ zyf(y)dy operator yadrosini
1
toping.
A) KerA={f: f(x) =const} B) KerA={f: f(z)=a+ 0z}
1
C) KerA={f: [yf(y)dy =0} D) KerA={0}
-1
1
2. A:C[-1, 1] = C[-1, 1], (Af)(z) = [(1+ zy)f(y)dy operatorning
-1
giymatlar sohasini toping.

A) ImA={f: fl(x) = const} B) ImA=A{f: f(zx)=a+ pz}
C) ImA = {f:j;yf(y)dy=0} D) ImA = {0}

3. A:Cla, b| — Cla, b], (Af)(z) = f'(x) differensial operator yadrosini
toping.
A) KerA={f: f(x) =const} B) KerA={f:f(z)=a+ [z}
C) KerA={f: ff(x)dx =0} D) KerA={0}

4. A : Cla, b] — Cla, b, (Af)(z) = f'(z) differensial operatorning
aniglanish sohasini toping.
A) D(A) = Cla, 0] B) D(A) ={f: f(x) = const}
C) DA = C0la, ] D) DUA)— 1+ J* Fle)d — 0}

5. A:C|0, 1] — C|0, 1], (Af)(x) = (= +1)f(x) operatorning kvadratini
toping.
A) (A%f)(z)
C) (A%f)(x)

(x+1)2f*(z)  B) (Af)(z) = (x +1)*f(z)
(2 + 1) f(z) D) (Af)(x) = (z+1)°f(2?)

6. Qachon A € C soni A operator uchun regulyar nuqta deyiladi?
A) Shunday C operator mavjud bo‘lib, A = AC' bo‘lsa.
B) Agar (A — X\I)~! operator mavjud va chegaralangan bo‘lsa.
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10.

C) Agar Az = Az tenglama nolmas yechimga ega bo‘lsa.

D) Agar Az = Az tenglama yagona = = 0 yechimga ega bo‘lsa.

. Qachon X € C soni A operatorning xos giymati deyiladi?

A) Shunday C operator mavjud bo‘lib, A = AC' bo‘lsa.

B) Agar (A — AI)~! operator mavjud va chegaralangan bo‘lsa.
C) Agar Az = Az tenglama noldan farqli yechimga ega bo‘lsa.
D) Agar Az = Az tenglama yagona x = 0 yechimga ega bo‘lsa.

. A: X — X operator spektri ta'rifini keltiring.

A) Barcha xos giymatlar to‘plami operatorning spektri deyiladi.

B) Regulyar bo‘lmagan barcha A € C lar to‘plami operatorning spektri
deyiladi.

C) Barcha regulyar nugtalar to‘plami A operatorning spektri deyiladi.
D) Barcha |A\| > ||A]| lar to‘plami A operatorning spektri deyiladi.

. {A,} C L(X,Y) operatorlar ketma-ketligi va A € L(X,Y) operator

berilgan bo‘lsin. Agar ... bo‘lsa, {A,} ketma-ketlik A ga tekis yaqin-
lashadi deyiladi.

A) Tim |4, — 4] = 0

B) i?ctio;oriy z € X uchun lim |Apz — Az || =0

C) ixtiyoriy f € Y* va barZh;ox € X lar uchun lim f(Ax) = f(Ax)
D) ixtiyoriy x,y € H = X =Y uchun JLIEO(Anx:Ly)oo: (Ax,y)

{A,} € L(X,Y) operatorlar ketma-ketligining A € L(X,Y’) operator-
ga kuchli yaqginlashish ta’rifini toping.

A) agar lim | A, — Al| = 0 bo‘lsa.

B) ixtiyOZiyoox € X uchun nhjgo |Apz — Az || = 0 bo'lsa.

C) V f €Y" vabarcha x € X lar uchun 7}13)10 f(Ayz) = f(Ax) bo'lsa.
D) ixtiyorly z,y € H = X =Y uchun gl_)rgo(Ana:, y) = (Az,y) bo'lsa.
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11.

12.

13.

14.

15.

{A,} C L(X,Y) operatorlar ketma-ketligining A € L(X,Y’) operator-
ga kuchsiz yaqginlashish ta’rifini toping.

A) agar nh_}n(;lo |An, — Al| = 0 bo‘lsa.

B) ixtiyoriy # € X uchun T}l_)I(I)lO |Apx — Az || = 0 bo'lsa.

C) V f € Y* vabarcha x € X lar uchun nhg)lo f(Ayx) = f(Ax) bo'lsa.
D) ixtiyorly z,y € H = X =Y uchun TLILIEO(Anx,y) = |(Az,y)| bo'lsa.

Nol operatorga kuchsiz ma’noda yaqinlashuvchi, lekin kuchli ma’noda

yaqginlashmaydigan operatorlar ketma-ketligini ko‘rsating.

A) AnZ€2—>£2, AnI: (0,0,...,0,.@1,.@2,%3,...)
——

B) Qn : 62 - 627 an = (07 07 SR 07 Tn+1y Tnt2y T3, - - )
C) An : LQ[_L 1] - LQ[_L 1]7 (Anf)(x) = sin” ZUf(ZU)

D) Pn : EQ - €27 an - (anrla Ln42, Tn43, - - )

Nol operatorga kuchli ma’noda yaqinlashuvchi, lekin tekis yaqginlashmay-
digan operatorlar ketma-ketligini ko‘rsating.

A) AnZ€2—>£2, AnI: (0,0,...,0,.@1,.@2,%3,...)
——

B) Qn : 62 - 627 an — (07 07 ceey 07 Tn+1y Ln+2y Lp+3y - - )
C) An : LQ[_L 1] - LQ[_L 1]7 (Anf)(x) = sin” ZUf(ZU)
D) To‘g'ri javob keltirilmagan.

Nol operatorga tekis yaqinlashuvchi operatorlar ketma-ketligini ko‘rsa-
ting.
A) An : 62 — 62, An.T = (0, ..,0,%1,.@2,.@3,. )

——

n

B) Qn : 62 - 627 an = (07 SR Oa Ln+1y Tn42s T3,y - - )
C) An : LQ[_L 1] - LQ[_L 1]7 (Anf)(x) = sin” ZUf(ZU)

D) Pn : EQ - €27 an = (anrla Ln+2y Tnt3y - - )

Noto'g'ri tasdigni toping.
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A) Agar A chizigli operator bo‘lsa, A~! ham chizigli operator bo‘ladi.
B) Agar A € L(X,Y) bo‘lsa, u holda A™! € L(Y, X) bo'ladi.

C) Agar A chiziqli operator bo‘lsa, u holda A* ham chiziqlidir.

D) Agar A € L(X,Y) bo‘lsa, u holda A* € L(Y*, X*) bo‘ladi.

16. A : X — Y chizigli operator teskarilanuvchan bo‘lishi uchun quyidagi
shartlardan qaysi birining bajarilishi zarur va yetarli.
A) Al <g<1l B)Az=0<=2=0 C)dimKerdA=1
D) biror m > 0 va barcha = € D(A) larda ||Az| > m | x| bo‘lishi

17. A: X — Y operatorga chegaralangan teskari operator mavjud bo‘lishining
zarur va yetarli shartini keltiring.
A) Al €<g<1l B)Arz=0<=2=0 C)dimKerAd=1
D) biror m > 0 va barcha = € D(A) larda ||Az| > m | x| bo‘lishi

18. I — A : X — X operatorga chegaralangan teskari operator mavjud
bo‘lishining yetarli shartini keltiring.
A) JJAl <1 B)Az=0<«<=2=0 () dimKerd=1
D) biror m > 0 va barcha = € D(A) larda ||Az| > m | x| bo‘lishi

19. A— A" : X — X operatorga chegaralangan teskari operator mavjud
bo‘lishining yetarli shartini keltiring.
A) 4] <1 B) [l < A~
C) KerA={0} D) |A| <[lAl""

20. A:R? — R3, Az = (1,279, 3x3) operatorga teskari operatorni toping.
A) A7lx = (323,219, 1) B) A7z = (z1,2 1oy, 37 a3)
C) A lw = (21,2 %29, 37 %13) D) A™lw = (21, 225", 325 1)

21. A: X — Y chiziqli operator teskarilanuvchan bo‘lishi uchun quyidagi

shartlardan qaysi birining bajarilishi zarur va yetarli.
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A) |[Al <1 B) KerA={0} C)dimKerA=1 D) ||4]>1

22. A operator chizigli bo‘lishini ta’'minlaydigan shartlarni ajrating:
1) A(x +y) = Az + Ay, 2) Alazx) = aAzx, 3) A(ax) = aAx.
A) 1,2 B) 2,3 C)1,2,3 D) 1,3

23. Chizigli bo‘lmagan A : Cla, b] — C|a, b] operatorni toping.

A) (Af)(x) = f'(=) B) (Af)(z) = f(z)
C) (Af)(z) =0 D) (Af)(z) = f(z) +1
24. Cla, b] ni Cla, b] ga akslantiruvchi birlik operatorni toping.
A) (Af)(x) = f'(=) B) (Af)(z) = f(z)
C) (Af)(x) =0 D) (Af)(x) = f(z) +1

25. Cla, b] ni Cla, b] ga akslantiruvchi nol operatorni toping.
A) (Af)(x) = f(x) B) (Af)(x) = f(x)
C) (Af)(z) =0 D) (Af)(x) = f(z)+1

26. Cla, b] ni Cla, b] ga akslantiruvchi chegaralanmagan operatorni toping.
A) (Af)(z) = f'(=) B) (Af)(x) = f(z)
C) (Af)(z) =0 D) (Af)(zx) = f(z)+1

27. Quyidagilar ichidan A chiziqli chegaralangan operator normasini hisoblash

formulalarini ajrating:

| Az|| .
1) |Al| = sup ||Az|, 2)|A]l =sup , 3)||A|l = inf [[Az].
lzl|=1 w40 ||| |z]|=1

A)1,2 B)2,3 ()1,2,3 D)1,3

28. Quyidagilar ichidan to'g‘ri tasdiglarni ajrating:

1) Operatorlarni qo‘shish kommutativ.
2) Operatorlarni ko‘paytirish kommutativ.

3) Operatorlarni ko‘paytirish assotsiativ.
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29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

A)1,2  B)2,3  ()1,2,3 D)1,3

Quyidagilar ichidan to‘g‘rilarini ajrating:
1) [[A+ B[ < [[All+[IBIl, 2) [|A- Bl <[lAl- 1Bl
3) [lIA- Bl = [lA]l-|[B]l.

A)1,2 B) 2,3 C)1,2,3 D) 1,3
A: X —'Y - chiziqli operator. Teng kuchli tasdiglarni ajrating:
1) A operator biror xy nuqtada uzluksiz.

2) A operator uzluksiz. 3) A operator chegaralangan.

A)1,2  B)2,3  C)1,23 D)L3
C[—1, 1] fazoda normasi 1 bo‘lgan operatorlarni ko‘rsating.

1) (Af)(z) =z f(x), 2)(Bf)(z)=f(z), 3)(Cf)(z)=0.
A)1,2 B)2,3 (C)1,2,3 D)1,3

R" fazoga qo‘shma fazoni ko‘rsating.

A)R* B)RL C)R' D)R

R}, p>1 fazoga qo’shma fazoni ko'rsating.

A)R"  B)Ry ORI pl4gt=1 D) R?

R} va R7 fazolarga qo‘shma fazolarni ko‘rsating.

A) R" va R} B) RL va R} C) R} va R: D) R} va R”
Cla, b] fazoga qo‘shma fazoni ko‘rsating.

A) Cla, b B) Wla, b C) L,la, b] D) Lsla, b]

L,la, b], p>1 fazoga qo‘shma fazoni ko‘rsating.
A) Cla, b] B) Vgla, b] C) Lyla, bl,p'+qg =1 D) Lsa, b]
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37. Lsla, b] fazoga qo'shma fazoni ko‘rsating.

A) Cla, b B) Vola, b] C) Lya, b, pt+qt=1 D) Lyfa, V]

38. (5 va (qfazolarga qo‘shma fazolarni ko‘rsating.

A) ly va m B) ¢ va (o C) 6, va m D) 4y va ¢

39. ¢ va ¢y fazolarga qo‘shma fazolarni ko‘rsating.

A) Uy va l; B) ¢ va £ C) m va m D) ¢ va ¢

40. ¢,, p > 1 fazoga qo'shma fazoni ko'rsating.
A) ¢, B) ly C) by, pl4+qgt=1 D) ¢4

41. T : by — by, Te = (0,21, 29,23, ...,Tp_1,...) ga qo'shma operatorni
toping.
A) T*:m—m, T'z = (x9, 23, Tay .., Ty, - - )
B) T% : by — by, TFx = (29,23, Tay .o, Tyi1y-- )
C) T": by — Ly Ty = (y2, Y3, Yas - - -, Y1, - - )

D) T*: by — m, T = (Y2, Y3, Yar - - - s Yns1y---)

42. T : by — by, Tx = (0,21, 79, 23,...,Tp_1,...) ga qo'shma operatorni
toping.
A) T*:m —m, T'z = (x9, 23, Tay ..., Ty, - - )
B) T%: 6y — 0y, T'x = (9,23, Tay -+, Typi1y - - -)

C) T i by = Ly, Ty = (2,43, Y45 - - - Ynt1, - --)
D) T* : by — by, Ty = (Y2, Y3, Yty - -+, Ynt1s - - )
43. T : ly — Uy, Tx = (a1x1, a9, aA3T3, . . ., ApTy, . ..) Operatorga qo'shma
operatorni toping.
A) T* :m —m, T"x = (a1x1, 2T, A3T3, . . ., Ay, - . .)
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44.

45.

46.

47.

48.

B) T% : by — by, Tz = (a1, GaT2, A3T3, - . ., ApTp, - . .)
C) T EQ — 62, T"x = (562,563,5134, vy Tpnaly - )
1 1 1 1
D) T* : by — by, THx = (—x1, —T9, —T3,...,—Tp,...)
aq a9 as (7%

T : Lsla, b] — Lsla, b], (T'f)(z) = wu(z)f(z) operatorga Hilbert

ma nosidagi qo‘shma operatorni toping.

A) (T f)(@) = u(2)f(x)  B) (T"f)(z) = u(x)f(x)

0) (1" @) = WD () D)@vmw=§%
T : Lsla, b] — Lola, b], (Tf)(x fK x,y) f(y)dy operatorga Hilbert
ma’ nosidagi qo‘shma operatorni topmg

b

A) (T f)(x fK y,x)f(y)dy B) (T*f)(x) = [ K(y,z)[f(y)dy

a

) (1)) = [KGifwdy D) (1)) = [ 2) 1)y
A C" — C" chiziqli operator spektri hagidagi tasdiglarning qaysi biri
to‘gri.

A) o(A) faqat chekli sondagi chekli karrali xos qiymatlardan iborat.

B) A ning spektri biror kesmani to‘la to‘ldiradi.

C) A ning spektri (—oo;00) to‘plamning gismi.

D) o(A) doim nolni saqlaydi.

A ly — by, Ax = (ayx1,a9%9, ...,0,T,,...) operatorning spektrini
toping.

A) 0(A) ={a1,a9,...,a,,...} B)o(A) ={ai,as,...,a,,...}

C) o(A) ={aj,az,...,a,,...} D)o(A)={1/ay, 1/as,..., 1/ay,,...}
A ly — Uy, Ax = (a1x1,a9%9, . .., Ay, . ..) operatorning barcha xos
qiymatlarini toping.
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A) {ay,a9,as,...,a,,...}  B) {ai,as,a3,...,a,,...}
C) {a1,as,a3,...,an,...} D) {1/ay, 1/as, 1/as,..., 1/a,,...}

49. A: Lsla,b] — Lofa,b], (Af)(x) = xf(z) operatorning spektri haqida

to'lig ma’lumotni toping.

A) a(A)=[a, b, 0pp(A) =0, 04(A) =0, 0ess(A) = [a, ]

B) o(A) =Ta, bl, op(A) =0, 04a(A) =[a, b], 0ess(A) =0

C) o(A) = la, b, 0p(A)=la, b, ou(A) =0, ous(A)=0
) o(4) (

o(A) =la, b], op(A)=]a, b], ou(A) =0, 0css(A) =[a, b]

50. A: L]0, 1] — L0, 1], (Af)(z) = xf(x) operatorning A € C\[0, 1]

nuqtadagi rezolventasini toping.
A) Ry(A)f(z) = (x =N f(x)  B) Ra(A)f(z) = (z =N f(z)
C) Ra(A)f(z) = (z =X f(z) D) Ra(A)f(x) =]z — A" f(2)
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IT bob uchun javoblar va ko‘rsatmalar
5-§. Chiziqli uzluksiz operatorlar

9. Bu operator chiziqli, lekin uzluksiz emas.

Agar A: CW(G) — C(G) sifatida qaralsa, u uzluksiz bo‘ladi.

10. Bu operator chizigli ham uzluksiz.

11. Bu operator chizigli ham uzluksiz.

12. Bu operator chizigli emas.

13. D(A) = CY(G, R3). Bu operator chiziqli, lekin uzluksiz emas.

14. Bu operator chiziqli, lekin uzluksiz emas.

15. Berilgan operatorning aniglanish sohasi D(A) = C®[0, 1]. Operator
chiziqli, chunki ixtiyoriy z, y € 0(2)[0, 1] va «,  sonlar uchun

"

Az +By)] (t)=(ax+By) (t)=az"(t)+6y" () =

= a (Az) () + 6 (Ay) (1) = (a Az + § Ay) (1)

tengliklar o‘rinli. Endi operatorning chegaralanganligini ko‘rsatamiz:

i
= = <
] = max |(Az) ()] = mas 2" (8) < ]
ya'ni ixtiyoriy # € C®[0, 1] uchun
[Az]] <] (5.17)

(5.1j) tengsizlikdan [|A|| < 1 ni olamiz. A operator normasini 5.1-teorema

yordamida topamiz. Quyidagi funksiyalar ketma-ketligini qaraymiz:
T, (t) = e e D(A) = |0, 1).
U holda ||z,|| va ||Az,|| lar uchun
ol = paas | €7 + o, [ =ne™| + puass [ ™| =1 0%
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| Az, || = max |n*e™™ | = n’
0<t<1

tengliklar o‘rinli bo‘ladi. (5.2) tenlikka ko‘ra,

| Az| [ Azy | n*
Al = sup > sup = sup
S P PN [ e

Olingan [|A]| < 1 va ||A|| > 1 tengsizliklardan [|A|| = 1 ekanligi kelib

= 1.

chiqadi.

16. ||A|| = 2¢%.
4

17. [|A] = —=.

V15

18. Chizigliligi. Ixtiyoriy © € Lo[—1, 1] uchun Az € Lo[—1, 1] ekanligidan
D(A) = Ly[—1, 1] ekanligi kelib chigadi.

(Alazx + By))(t) = (2 —t) (az + By)(t) = (* — t) (az(t) + By(1)) =

= a(t’ —t)a(t) + B(t* — ) y(t) = a(Ax)(t) + B(Ay)(t)
tenglikdan esa berilgan operatorning chiziqli ekanligi kelib chiqadi.
Chegaralanganligi.

—1<t<1

1 1
\|Aa:||2:/\(tQ—t)x(t)thg max \t2—t|2/\a;(t)\2dt:4\|x\|2.
—1 —1

Bu yerdan berilgan operatorning chegaralanganligi va || A|| < 2 ekanligi kelib
chiqadi.
Normasi. Berilgan operatorning normasini topish uchun quyidagicha yo‘l

1
tutamiz. B, = [—1, =14+ =] va z,(t) = /nxz, (t) deymiz. U holda,
n

1 —1+%
\|xn\|2:/\xn(t)\2dt: / ndt =1 < |z,| = 1.
—1 —1

Xuddi shunday ||Az,||* ni hisoblaymiz:
—1+2

||Aa;n||2:/\(tQ—t)a:n(t)Pdt:/ V(> —t)|dt =n / (t* —2t> -t dt.

—1
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Bu jadval integrali bo‘lib, uning giymati

6 7 3 1
4——+——>+

2
n  3n?2 2n3 5n4:HAan

dir. Endi

6 7 3 1
4 = sup [[Az] = sup Az, | = sup J4—5+3n2—2n3 ==

[lz]=1 n

munosabatdan [|A]| > 2 ni olamiz. Yuqorida ||A|| <2 tengsizlik ko‘rsatilgan
edi. Bulardan ||A|| = 2 kelib chiqgadi.

19. [|Al| = V3.

17. |Al|l = % 18. [[A| =2.19. ||A| = /3. 20. |A] = V2.

21. ||A]| =1. 22. ||A||=1. 23. ||A]| =2. 24. ||A]|=1.

25. ||A]| =1. 26. ||A|| =2. 27. ||A]|=1. 28. ||A]| =e.

29. ||A]| =2. 30. ||A| = % 31. ||A|| =1.32. [|[A]| =1.

36. Bu operatorning aniglanish sohasi D (A) = ¢; fazodan iborat. Quyidagi

ketma-ketlikni qaraymiz: =, = (1,2,...,7n,0,0,...) € D(A). U holda

nn+1)2n+1)

Hxn‘|g2:\/12—{—22—{-...+n2:\/

6 9
ol =S k= 1424t = 205D
nilg, — = — 5 .
k=1
Bulardan
sup =sup———- _

Bu esa [ : {5 — {1 operatorning chegaralanmagan ekanligini ko‘rsatadi.

37. D(A) = CWI0, 1] # C[0, 1]. 2) uzluksiz emas, chegaralangan emas.
38-42- misollarda D(A) # X. 2) uzluksiz emas, chegaralangan emas.

43. Agar zo(t) = (1 + t2)_1 desak, u holda zy € Li(R;) bo‘ladi, (Ax)(t) =
t(1+t)"! bo'lib, u integrallanuvchi emas, yani Azg ¢ Li(R,). Demak,
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D(A) # Li(Ry). Agar x,(t) = X[n, n+1) () desak, u holda z,, € D(A),
|zn]| = 1 bo'lib,

n+1

Al = [ txn iy (Vo) = [ 285000y () ds =2 [ s
0 0

Bu integralning qiymati || Az,| = 2n3+3n%+2n+0,5 ga teng. 5.35-misolga
ko‘ra, A ning chegaralanmagan operator ekanligi kelib chiqadi. 5.2-teoremaga
ko‘ra, u uzluksiz ham emas.

44-54 - misollarda D(A) # X. 2) uzluksiz emas, chegaralangan emas.

55. X = C0,1], (A)(w) = 2f(x), (Bf)w)= | F(0)de.

57. Yo'q. Masalan, X =Y =R? Az = (0,12), OBJJ = (0, 225).

58. Umuman olganda yo'q. A : C1[0,1] — C[0,1], Az(t) = 2(t) misoldan
foydalaning.

61. dim L(R", R™) =n-m.

62. Yo'q. 63. Ha. 65. Ha. 66. Ha.

70. A, va B, operatorlar ketma-ketligi A operatorga tekis yaginlashadi.
Demak ular A ga kuchli va kuchsiz ma’noda ham yaqinlashadi.

75. Istalgan noldan farqli ortogonal P va () operatorlarni olish mumkin.
Masalan: P,Q : ¢y — (3, Px = (21,22,0,0,...), Qz = (0,0,23,x4,...).
76. A € L(ly), Ar = (a1x1,a929,...), a = (a1,a9,...,0pn,...) € M,
B:ly — ly, Br = (x1,2x9,...,n%y,...). Agar { na, } chegaralangan bo‘lsa,
u holda A- B va B - A operatorlar ham chegaralangan bo‘ladi, agar { na, }
chegaralanmagan bo‘lsa, u holda A-B va B-A operatorlar ham chegaralan-

1 —1
magan bo‘ladi. Masalan, a,, = — va a, = 1

n n
77. ||P| = 1.
78. a) R(A) = L{[-1, 1] - juft funksiyalar to'plami, R(B) = L{[-1, 1] -

hollarni qarang.

toq funksiyalardan iborat to‘plami. Ikkalasi ham qism fazo tashkil giladi. b)
|A|| =||Bl|=1.¢c) A>=A, B?>= B, A va B lar ortogonal proeksiyalash
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operatorlari bo‘'ladi. d) A-B =0, B-A=0.
6-§. Teskari operatorlar

6. Operator 6.3-teorema shartlarini ganoatlantirmaydi. A~' operator mavjud
ammo, chegaralanmagan.

7. Operator 6.4-teorema shartlarini qanoatlantirmaydi.

8. Operator 6.4-teorema shartlarini ganoatlantiradi. A~! operator mavjud

va chegaralangan.

4 1
9. A7y = §(y1+yz—y3,—y1+yz+y3,y1—y2+y3)-
10. Ma’lumki,

Ar =0 <= (x1,71 — 29,22 — z3) = (0,0,0)
tenglama yagona x = 0 yechimga ega. 24.3-teoremaga ko‘ra, A~! operator
mavjud. Teskari operatorni topish maqgsadida
Az =y <= (z1,71 — 22,72 — x3) = (Y1, Y2, ¥3)
tenglamadan x = (x1, x9, x3) ni topamiz. Bu tenglama

.
1 =U

9 Ty — T2 =1Y2

| T2~ T3 = Y3
sistemaga teng kuchli. Uning yechimi x1 = y1, o = y1 — Y2, T3 = Y1 —Yo— Y3

dan iborat. Shunday qilib, teskari operator

Aily = (Y1, %1 — Y2, Y1 — Y2 — U3)

tenglik bilan aniqlanar ekan.

11. A_ly = (y4, Y1, Yo, 3/3) .
1

1 1
13. A1y = (5 (11 + y2) 3 (Y2 — 1) Y3 — 3 (Y2 — y1) , Y4, Ys, Vs, y7> :
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2

1 1
14. A ly = (yl,—(yl + o —yg),5(—y1 +y2+y3),y4,y5,---) :
15. Ay = (y1,292,...,0Un,...).

16. A~y = (y1, 92, Y3 — Yo, Ys — Y3 + Y2, U5 — Yd, Y6, Y7s - - -)-

(

(
17. A Y= (y1.V2u0, .., A/, - ...
18. Aily—(y1,2y2,3y3,... nﬁl c)

19. (A ly), = 2fy(t) sin2mntdt, A~':C[0,1] — £

1
20. (A'y), =n® [y(t)cosmntdt, A':C[-1,1]—m

21. (A'y) (s) = [ y(t)dt.

0
1
22. A™ly(t) = Sy'(1), y(0) =0.
Hoo1 s)ds
23. Aty = Y0 .
vl =775 2 +4, _ 13f s+2
1
24. Aly(t):tyf)1 ti11+21n2f8y '
0 s+1
t)
25. A-ly(p) — YO
y(t) 1T)sint
¢ 3_¢ ¢
26. A-ly(t) = DL _ 0) — 1).
v =01 s YO T s
- t) y(l)
o7, A1 :&_—.

2811115

28. A7 ly(t) = y(t fy ) sin s ds.
0

29-48. Yugqorida keltirilgan 6.29-6.48-misollarni 6.3-teoremadan foydalanib
yechish qulay. Masalan 29-misolda nolmas z, = (1, —1, 1, —1) uchun
Axg = 0 tenglik o‘rinli. 6.3-teoremaga ko‘ra, A operatorga teskari opera-
tor mavjud emas. 30-misol uchun es = (0, 1, 0, ...,0,...). 31-misolda e; =
(1,0,0,...,0,...) noldan fargli element uchun Ae; = 0 tenglik o‘rinli. 6.3-
teoremaga ko'ra, berilgan operatorga teskari operator mavjud emas.

38. Bu misolni yechishda ham 6.3-teoremadan foydalanamiz. z¢(s) = 1 noldan
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farqli element uchun

1

(Axo)(t) = /ts ds=t2| = E(12 — (=13 =0

21

tenglik o‘rinli. Demak, Ax = 0 tenglama nolmas xy € C[—1, 1] yechimga
ega. 6.3-teoremaga ko‘ra, A ga teskari operator mavjud emas.
51. Mavjud.
55. Mavjud, lekin chegaralanmagan.
56. b) (A7'z)(t) = z(t) — jes_tx(s)ds
0

™

57. (A'y) (t) =y(t) — cos(t — s)y(s)ds.

2—my

58. b). A7lx(t) = [x(s)sin(t — s)ds.

o o

7-§. Qo‘shma operatorlar

7. Ty = (My1, Aoz, A3y3, Aays) -

8. T*y = (y2,2ys, (24 17)y4,0).

9. Ty = (0, Aoy1, A3y2, - - -, \aUn—1, - - ) -
10. T*y = (payo, Hay3, - - nYnsts - -) -
11. T*z = (x1,x9,...,2,,0,0,...).

12. T"y = (y»,0,0,...).

13. Tz = (e*ixl, e %xy, ... e My, .. ) :
1 2 n
14. TFx = (55132, 3%3 - %0 ).

15. = (3,224, ...,50x5,0,0,...).
16. = (A1, Ao,y « oy ATy, - - ).
17. = (221, —i w9, (1 — 1)x3,0,0,...)
18. = (MT1, Ao, o AuTs - - ).
19. =
Te = (

20.

T1, T, T3+ L1, T4+ To, ..., Tp+ Tpg,...).

T1,To+ 221,03+ 200 + 21, ..., 2y + 221 + Tpy_o, .. )
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21. Tr=T.
22, T =T.
25. (T*y)(t) = [[ts —icos(t + s)|x(s)ds.

26. (T7x)(t) (s +s+1t) z(s)ds.

27. (T*y)(t) = [ tx(s)ds.

Il

28. (T*y)(t) = (cost —isint) z( —|—f (ts + it?s?) z(s)ds.
29. Berilgan operatorni T'= A+ B y1g ‘indi shaklda yozamiz. Bu yerda

(Az)(t) = (t +it*)z(t), / (t+is)x(s)ds, =€ L0, 1].

7.3-misol tasdig‘iga ko‘ra, A operatorga qo‘shma operator
(A*z)(t) = (t —itH)a(t), x € L0, 1]

formula yordamida, 7.23-misolga ko‘ra, B operatorga qo‘shma operator

1
/S—zt s)ds, x € L0, 1]
0

formula yordamida aniqlanadi. 7.24-misolning a) tasdig'iga ko‘ra, ularning

yig‘indisi bo‘lgan T'= A 4+ B operatorga qo‘shma bo‘lgan T™ operator

(T*2)(t) = ((A* + B*)a)(t) = (t —it?)x(t) + /0 (s—it)a(s)ds, = € L0, 1]

tenglik bilan aniqlanadi.

30. (T7y)(t) = y(t — h).

3L, (T7y)(t) = u(t — h)y(t).

32. T*z = (fury, ..., @nty,...), 0'z-0'ziga qo'shmalik sharti p,, = .
33. O‘z-o'ziga qo‘shmalik sharti K (s,t) = K(t,s).

34. (T7z)(t) = (@ — z@) x(t). u haqiqiy qiymatli funksiya, v = 0.

ok
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35. R, a=1ia, a€R.

36. wu va v lar haqiqiy funksiyalar bo‘lgan holda o € R, g =1b, b € R.
37. a=/p.

38. af=1.

71. Bizga U izometrik operator berilgan bo‘lsin. Izometrik operator ta’rifiga
ko'ra |Uz| = ||z]| va ||U*z| < ||z| tengliklar ixtiyoriy # € H uchun o‘rinli.
Bu yerdan ||U*z| < ||Uz|| tengsizlik kelib chiqadi. Ya'ni U giponormal op-
erator bo‘ladi.

75. 7.64-misoldagi U : {5 — {5 operator.
8-§. Chiziqli operatorning spektri

9. \=0, 2(M=(1,-1,0), o=2, 2 =(1,1,0), A3 = 3, 24 = (0,0,1).
10. A\ =1, 20 = (1,0,0), Ay =1+4, 2 =(0,1,1), \3=1—1i, 20 =

(07 17 _Z) )
1 3
11. A =2, 20 = (1,1, 1), Ay = —+i\/—_, 2@ = (1+4v3, =2, 1—1iV3),

279
1 V3

)\3=§—27, ) = (1—@’\/3, -2, 1+i\/§).

12. A\ =1, 21 =(1,0,0,0), Ao =2, 2 =(0,1,0,0),
A3 =3, 2 =(0,0,1,0), Ay =4, 2% =(0,0,0,1).
1
13. A\ =2, 2 =(1,1,1,0), Ay = §+¢§, @ = (1+14v3, =2, 1—1iv/3,0),

A3 :%—i?, 2@ = (1-iv3, =2, 1+iV3,0),

M =05, 2 =1(0,0,0,1).

14. Ay =0, 20 =(1,-1,1,-1), =2, 2% = (1,1,1,1), A3 =1 — 4,
B = (1, =4, —1,1), My =1+1i, 2@ = (1,4, -1, ).

15. \g = 0 cheksiz karrali xos giymat, unga mos xy(t) xos funksiyalar
j sxo(s)ds = 0 shartni qanoatlantiradi. A\, = % oddiy xos giymat, unga
;OS xos funksiya x1(t) = t.

16. Ny = 0 cheksiz karrali xos qiymat, unga mos x((t) xos funksiyalar,
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1 1 2

[ zo(s)ds = [ sxp(s)ds = 0 shartni qanoatlantiradi. A\, = 3 Va Ao = 2
~1 ~1

lar oddiy xos qiymatlar bo‘lib, ularga mos xos funksiyalar z1(t) = ¢t va

xo(t) = 1 dir.

17. Ao = 0 cheksiz karrali xos giymat, unga mos xo(¢) xos funksiyalar:
xo(t) = cosnt, n € N, xy(t) =sinnt, n > 2. A\; =27 va \y = 7 lar oddiy
xos qiymatlar bo‘lib, ularga mos xos funksiyalar z1(t) =1 va x9(t) = sint
dir.

18. Xy = 0 cheksiz karrali xos qiymat, unga mos xzo(f) xos funksiyalar:
xo(t) = acosnt + Bsinnt, n > 2, xo(t) = 1. Ay = 1 ikki karrali xos qiymat
bo‘lib, unga mos xos funksiyalar: x;(t) = acost + @sint.

19. XAy = 0 cheksiz karrali xos giymat, unga mos xo(t) xos funksiya-
lar: zo(t) = acosnt + Gsinnt, n > 2, zo(t) =1. A =1 va Ay =—1 lar
oddiy xos giymatlar bo‘lib, ularga mos xos funksiyalar () = sint+cost va
xo(t) = sint — cost.

20. Ao = 0 cheksiz karrali xos qiymat, unga mos x((t) xos funksiyalar:
xo(t) = acosnt+ Bsinnt, n > 2. A = 1 ikki karrali xos qiymat, unga mos
xos funksiyalar: x1(t) = acost + Bsint. Ay = 2 oddiy xos giymat bo‘lib,
unga mos xos funksiya zo(t) =1 dir.

21. Ay = 1 cheksiz karrali xos qiymat, unga mos x(t) xos funksiyalar:
zo(t) = 1, zo(t) = sinnt, n € N, zo(t) = cosnt, n > 2. A\ = 2 oddiy xos
qiymat bo‘lib, unga mos xos funksiya z(t) = cost dir.

22. 0(A) = opi(A) = [1, 2], Ra(A)a(t) = —2D

1+f—A€ )
23. 0(A) =04(A)=[-1,1], R\(A)x(t) = th)A + )\(fi )>\)
x(t) x(0) cost

24. 0(A) = 0,u(A) = [1, 1], Ry(A)z(t) =

sint — A (1 —MN)(sint —\)

25. 0(A) = gess(A) = [1, 00) RA(A):c(t):th(ip_)\.
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26. o(A) = 0us(A) = [0, 2], RA(A)a(t) = — fo(i —

27. 0(A) = 0ess(A) = [—4, 6], Ry(A)x(t) = . QCost:jEt?)) TR

28. o(A) = oous(A) = [0, 00), Ra(A)a(t) = -0

22—\
29. Operatorning 1 dan katta yagona oddiy xos giymati bo‘lib, u A(X) =
T 102
1 +j;r % ds funksiyaning noli. o.s(A) = [—1, 1],
x(t) sin t 1 Tsinsx(s)
Ry\(A) x(t) = — ds.
A(A) (1) cost — A cost — A A(N) {T coss — A
30. Operatorning —1 dan kichik yagona oddiy xos qiymati bo‘lib, u A(\) =
T 102
1 —_j;r (:0881211% ds funksiyaning noli, o..(A) =[—1, 1],
t int 1 7 si
Ry(A) 2(t) x(t) 4 sin J sin s x(s) s

©cos2t — A cos2t — XA A(N) 2 cos2s — A
31. Operatorning 1 dan katta yagona oddiy xos giymati bo‘lib, u A(X) =

1+ f cos” s ds funksiyaning noli (A) =[-1, 1]
N O-GSS = |~ 9 9
~cosds — A VARG HOH,
x(t) cost 1 7 cossx(s)
Ry\(A)z(t) = — ds.
A(A) (1) cosdt — A cosdt — X A(N) _{T cosds — A

32. Ay = —1 va Ay = 0 sonlari operatorning oddiy xos qiymatlari, A3 = 1

cheksiz karrali xos qiymat, shuning uchun o.4(A) = {1}.
x(t) 1 [ sint T

Ry(A) x(t) = T S ) _j;r x(s)ds — m_{r sin sx(s) ds.

33. A = —1 oddiy, Ay = 0 esa ikki karrali xos qiymatdir, A3 = 1 cheksiz

karrali xos qiymat, shuning uchun o.s(A) = {1}.

Ry(A) z(t) = f’g - ! ] f x(s) ds — ﬁ

34. A\ =X =1, 2V =(1,0,0,0), 2 = (0,0,0,1); \3 = v2, 20 =
(0, 1,v/2—-1,0); AMy=—v2, 2 =(0,1,-v2-1,0).

f cos(t — s)x(s) ds.

t? 44
35. M= —1, mi(t)=1—t, =4, at) = 4:.
15 — 4415 15+ 415
36. A\ = 60 x1(t) = 60t> — 12y/15t; Ny = +6—0; To(t) =

1 1
60t>+12v/15¢t, A = 0 cheksiz karrali xos qiymat, [sz(s)ds = [s?z(s)ds =
0 0

0 shartni qanoatlantiruvchi barcha funksiyalar A = 0 xos qiymatga mos keluv-
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chi xos vektorlar bo‘ladi.

37. A\ =1 va Ay = —1 lar oddiy xos giymatlar, ularga mos xos funksiyalar
x1(t) = cost va xo(t) = sint. A3 = 0 cheksiz karrali xos qiymat, unga mos
keluvchi xos funksiyalar x3(t) =1, x3(t) = sinnt, y3(t) = cos nt, n > 2.
38. M =2va \ = ; lar oddiy xos giymatlar, ularga mos xos funksiyalar

x1(t) = 1 va a9(t) = t. A = 0 cheksiz karrali xos giymat, unga mos kelu-

1 1
vchi xos vektorlar [ x(s)ds = [ sxz(s)ds = 0 shartni qanoatlantiruvchi
-1 -1
funksiyalardir.
39. A\ = —3 va Ay =4 lar oddiy xos giymatlar, ularga mos xos funksiyalar

13
x1(t) = 2t — 12 va x9(t) = 515 + 5152. A3 = 0 cheksiz karrali xos qiymat, unga

mos xos funksiyalar x3(t) = (> — 1) y(t), y € C[-1, 1].
1

40. M =2 va Ay = ar oddiy xos giymatlar, ularga mos xos funksiyalar

2
3
x1(t) = 1 va x5(t) = t. A3 = 0 cheksiz karrali xos qiymat, unga mos xos

funksiyalar z1(t) = 1, xo(t) =t larga ortogonal bo‘lgan funksiyalardir.

1 3
41. A =2, 20 = (1,1, 1,0,...), >\2:§+i§,

1 3
@ = (1+4v3, —2,1-1iv/3,0,...), )\3:§—i§,

z® = (1 — V3, =2, 1+1V/3,0,.. ) . A = 1 cheksiz karrali xos qiymat,
unga mos keluvchi xos vektorlar z* = e,, n > 4.

42. \ =3, a2 =e, M =4, ¥ =ey, A3 = -2, 20 = e,
M =05, 2 =es. Ay =1 cheksiz karrali xos qiymat, unga mos keluvchi xos
vektorlar (™ =e,, n > 5.

43. Istalgan n € N uchun A, = "
n+1

oddiy xos giymat bo‘lib, unga mos
xos vektor e,, n € N.
2n —1

dn
(2n—1)

44. Istalgan n € N uchun A9, 1 = va A9, = o lar oddiy xos qiymat-
n

(2n) — eon, N € N.

lar bo‘lib, ularga mos xos vektorlar x
45. A = —1, 20 = (0,0,1,0,0,...); Ay = —v2, 2@ = (1, =2 —

1,3+ 2v2,0,0,..); A3 = V2, 28 = (1, V2 - 1,3 — 2/2,0,0,...);

= €9p—1 Va T

174

Please purchase VeryDOC PS to PDF Converter on http://www.verydoc.com to remove this watermark.


http://www.verydoc.com
http://www.verydoc.com

Please purchase VeryDOC PS to PDF Converter on http://www.verydoc.com to remove this watermark.

M =1, 2 = ey, Ay = 0 cheksiz karrali xos giymat, unga mos keluvchi
xos vektorlar ) = e, , n > 5.
46. \; = 1 cheksiz karrali xos giymat, unga mos keluvchi xos vektorlar

M =e,,n=123mn2>5, A =2va A\ =3 lar oddiy xos qiymatlar

3)

bo‘lib, ularga mos xos vektorlar @ = ey va 20 = ¢,.

47. A\ =1 ikki karrali xos qiymat, unga mos keluvchi xos vektorlar () =

! 5! 5 o
aey + fey, )\2:§—§, ) =(0,2,1-+/5,0,0,...); )\325—1—%,

3 =(0,2,14++/5,0,0,...); A\ =0 cheksiz karrali xos qiymat, unga mos
keluvchi xos vektorlar z*) =e,, n > 5.

48. M =6, Aa = 5, A\3 = 4, \y = 3, \s = 2 lar oddiy xos giymatlar

bo'lib, ularga mos xos vektorlar 1) = ey, 23 =e¢y, 20 =e3, @

) =e5.  A\g =1 cheksiz karrali xos qiymat, unga mos keluvchi xos vektor-
lar (6 = €n, N> 6.
49. o(A) =10, = —;/ﬁ’ 1 +2\/ﬁ ; Ra(A)z(t) =
1 (9 — N z(2) —4z(3) . 32(2) + (A —2)x(3) ,
[ E e U T W L A CI Ep Wrir; t]'
A) 02U{3+\f} Ry\(A) x(t) =
[x +(A=2)z (2)tJr (A =4z (1)+x(2)]
— A )\2—6>\+7 A2 — 6N+ 7 '
51. U(A) 1], Ra(A)a(t) = tf(_t)A - ;”)(?; 5
- [0 ’oﬂ o, e
B2 =35 - n - XCESNITESY r

53. o(A) = (0,7, Ra(A)a(t) = U

[t]—A

54. 0(A) =[2,3], Rx(A)z(t) = tfzt)_x

55 J(A)_[_Tﬂ, g], Ry(A) 2 arcf;)—)\

56. o(A)=[0, 1] U{A: AN =0}, AN +%ln L—r;
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x(t) t Lsx(s)
A)z(t) = — ds.
)2 = 53~ AmE =N Ofs2—A °
00 —2s
57. o(A)=1[0, 1] U{A: AN) =0}, AN =1+ = )\ds,
. _
x(t) 27" 270 x(s)
A)z(t) = — ds .
58. oc(A)=[-1,1] U{N: A\) =0}, A(N) =1+2\+
1—A x(t) t L sx(s)
A1 A)x(t) = — ds .
XT3 RaA)a() = 7 A()\)(t—A)_{s—A °
59. c(A)={-1, 1},
X1 ) Topn—1 Ton
R\(A)x = | — ey —
A(A)e T+ NI N7 T+ T- N )
11 1
60 A) = —, = —,.
O-( ) {07 37 47 7n7 Y
31‘1 41‘2 (n+2)xn
R\(A)x = :
A(A)z (1—3>\’1—4)\’ "T—(n+2)\ )
1 1 1 1
1. o(A)=1{0,1, =, = = -
6 O-( ) {07 7273747 7n7 Y
1 1 2 n
R)\(A).T— <_xx17 1_)\'7:27 1_2)\.753, ) 1 — )\xn+17 >
1 1 1 1
62 A 1, =, =, = —
U( ) {07 7273747 7n7 }7
1 2 3 n
Ax = ceey, —— co
63. o(A)={AeC: |[N<1}, R\(A)z=
:(_ﬂ B 22 T )
T T o T T T T
2 Ttk
64. o(A)={ e C: |\ <1}, (RA(A)x)n:—kZO)\k—L, n €N,
65. o(A)={0, 1, 2},
xo— (1 —=XNxy 1 — (1 —XNxs w3 Ty,
A)x = co
() ( AN AN 1 NTTUTN
4 1
66. o(A) = {1 34 nt }
273 n
1 2 n
A)x = ey ————— Ty e ]
Ba(A) <2—Ax1’3—2xx2’ "n+l—nh )

68. A:C°— C3, Ax = (z1+ z9, 12+ 73, 73).
69. A:C°— C3 Ax = (z1+ 39, 19, 73).

75. Agar dim X < oo bo‘lsa mumkin, dim X = oo bo‘lsa, mumkin emas.
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7. o(A)={e, e¥, ... e )

78. (Af)(n) = (=1)"f(n), feb(Z).
79. Istalgan U unitar operatorning spektri o(U) C {z € C: |z| = 1},

80. (Af)(z) = xf(x), f € Lla, b].
81. Birlik operatordan farqli istalgan P proyeksiyalash operatori uchun

o(P)={0, 1} ={m, M} tenglik o‘rinli.
82. o(A) = {0, 1}, Ry(A)x(t) = —x(;) L ;é — i);(m + Afl(l_) i).
1 1

83, 0(4) = {0, 1}, A(P) = 55 P =31

92. (Af)(p) = Z(Cospj —1)f(p), [ € Lo([—m, «").

93. (V)(p >:%f olp—a)f(a) da, v = Fi.
96. (ATf")(p)=(2—2cosp)f*(p) — 2 f cospcossft(s)ds,

2m .

o _ no o
(AF)(p) = (2~ 2 cosp) [~ (p) — 2= [ sinpsins/(s)ds
97. a) V' operatorning xos giymatlari \g =1 va A, =", n € N bo'lib,
unga mos xos funksiya fy (p) =1, f(p) =cosnp, V~ operatorning xos

—n

qiymatlari A, = e, n € N bo'lib, unga mos xos funksiya f, (p) = sinnp.

b) V' operator uchun Ay = 1 oddiy xos giymat, A, = e, n € N larning
har biri ikki karrali xos qiymat bo‘ladi.

98. Agar A\ < —1 bolsa, E\, = 0 ga, agar A > 1 bo‘lsa, E, = I ga,
agar A € [—1, 1] bo'lsa, (E\ f)(t) = xa)(t)f(t), bu yerda A(X) = {t €

[—m, 7] s cost < A}
II bobda keltirilgan test javoblari

1-C 2-B 3-A 4-C 5B 6B 7-C 8B 9-A 10-B 11-C 12-A 13-B
14-C 15-B 16-B 17-D 18-A 19-B 20-B 21-B 22-A 23-D 24-B 25-C
26-A 27-A 28-D 29-A 30-C 31-A 32-A 33-C 34-B 35-B 36-C
37-D  38-A 39-B 40-C, 41-A 42-D 43-B 44-B 45-A 46-A 47-B
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48-A  49-A  50-B.
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ITT bob. Kompakt operatorlar va integral tenglamalar

Bu bob ikki paragrafdan iborat. 9 — § kompakt operatorlarga, 10 — §

integral tenglamalarga oid masalalarni o'z ichiga oladi.
9-§. Kompakt operatorlar

Metrik va normalangan fazolarda kompakt, nisbiy kompakt to‘plam ta’riflari
shu nomli kitob I gismining 17 — § da berilgan. Bu ta’riflarni esga olamiz.
Chunki kompakt operatorlar shu tushunchalar asosida ta’riflanadi. Bizga X —
Banax fazosi va M C X to‘plam berilgan bo‘lsin. Agar M to‘plamdan
olingan ixtiyoriy {x,} ketma-ketlikdan M da yaqinlashuvchi qismiy ketma-
ketlik ajratish mumkin bo‘lsa, M ga kompakt to‘plam deyiladi. Agar N
to'plamning yopig‘i [IN] kompakt to‘plam bo‘lsa, u holda N nisbiy kompakt
to‘plam deyiladi. To‘plam nisbiy kompakt bo ‘lishi uchun uning to‘la chegar-
alangan bo‘lishi zarur va yetarli ([8] ning 17.1-teoremasi). Chekli o ‘lchamli
fazolarda to‘plam kompakt bo ‘lishi uchun uning chegaralangan va yopiq bo‘lishi
zarur va yetarlidir ([8] ning 17.3-teoremasi). Asosiy funksional fazolardan
biri Cla, b] fazodir. Bu fazodagi to‘plamning nisbiy kompaktlik kriteriysi
Arsela teoremasi yordamida bayon qilingan ([8] ning 17.2-teoremasi). Agar
A e L(X,Y) va dim ImA < oo bo'lsa, u holda A ga chekli o‘lchamli
operator (8.6-ta’rif) deyiladi. Agar dim ImA = n bo‘lsa, u holda A ga n
o‘lchamli operator deyiladi. Agar A operator X dagi har qanday chegar-
alangan to‘plamni Y dagi nisbiy kompakt to‘plamga akslantirsa, u holda A
kompakt operator yoki to‘la uzluksiz operator (8.7-ta’rif) deyiladi. Bu ta'rifga
teng kuchli bo‘lgan quyidagi ta'riflarni keltiramiz.

9.1-ta’rif. Agar A : X — Y chizigli operator X fazodagi birlik sharni Y
fazodagi nisbiy kompakt to‘plamga akslantirsa, u holda A kompakt operator
deyilads.
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9.2-ta’rif. A € L(X,Y) (X, Y— Banaz fazolari) operator va ixtiyoriy
{z,} C X chegaralangan ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. Agar {Ax,} ketma-
ketlikdan yaqinlashuvchi qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin bo‘lsa, u holda
A ga kompakt operator deyiladi.

9.3-ta’rif. Agar H Hilbert fazosida aniglangan A operator har ganday
kuchsiz yaqinlashuvchi ketma-ketlikni kuchli yagqinlashuvchi ketma-ketlikka ak-
slantirsa, u holda A kompakt operator deyiladi.

Agar X Banax fazosini Y Banax fazosiga akslantiruvchi barcha kompakt
operatorlar to‘plamini K (X,Y) orqali belgilasak, u holda K(X,Y) Banax
fazosi bo‘ladi.

9.1-teorema. Chekli o‘lchamli operator kompaktdir.

9.2-teorema. Kompakt operatorga qo‘shma operator kompaktdir.

9.3-teorema. Agar {A,} kompakt operatorlar ketma-ketligi A opera-
torga tekis yaqinlashsa, u holda A ham kompakt operator bo‘ladi.

9.4-teorema (Hilbert-Shmidt). H Hilbert fazosida kompakt, o‘z-oziga
qo‘shma, chiziqgli A operator berilgan bo‘sin. U holda H fazoda shunday
{on} tola ortonormal sistema mavjudki, Ap, = I\,dn va nhjgo Ay = 0
tengliklar o ‘rinl.

9.5-teorema. Cheksiz o‘lchamli fazodagi A : X — 'Y kompakt operator-
ning chegaralangan teskarisi mavjud emas.

9.6-teorema. A kompakt operatorning spekrtiga qarashli noldan farqli A
soni A uchun chekli karrali xos qiymat bo ladi.

Kompakt (to‘'la uzluksiz) operatorlar sinfi bir qator ajoyib xossalarga ega.
Bu paragrafda shu xossalarga doir misollar qaraladi.

Endi operatorlarning kompakt yoki kompakt emasligini tekshirishga doir

bir nechta misollar qaraymiz.

9.1. A:/{, — l,(p > 1) operator Ax = (@121, a2, ..., anTy,...,) teng-
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lik bilan aniglangan. Bu operator kompakt bo‘lishi uchun lim a, = 0
n—oo

munosabatning bajarilishi zarur va yetarli. Isbotlang.

Isbot. Yetarliligi. lim a, =0 bo‘lsin. Quyidagi A,, n € N operatorlar

n—oo

ketma-ketligini qaraymiz:
Ay = (@121, agxs, . . ., a2y, 0,0,...), o= (21,29,...) €L,p.

Istalgan n natural son uchun A, chekli o‘lchamli operatordir (chunki

dim ImA,, < n).9.1-teoremaga ko‘ra A, kompakt operator bo‘ladi. Bu {A,}
ketma-ketlikning berilgan A operatorga tekis yaqinlashishini ko‘rsatamiz.
Buning uchun n — oo da |4, — A|| — 0 bo‘lishini ko‘rsatish kifoya. Har

bir x € £, element uchun

|Aue — Az = ( S gl |xk|p> <

k=n-+1

1
00 p
< osup o (Z xkp> < lzf[- sup fag|.

n+l1<k<oo f—nt1 n+l<k<oo

Bu yerdan |4, — Al| < sup |ag| tengsizlik kelib chigadi. lim a, = 0
n+l1<k<oo n—00
shartdan

lim ||A, — Al < lim sup |ag| =0
n—00 n=00 i l<k<oo

ckanligi kelib chiqadi. U holda 7}1_)1(20 | A, — Al = 0. 9.3-teoremaga ko‘ra, lim-
itik operator A kompakt bo‘ladi.

Zaruriyligi. Teskarisini faraz qilaylik, ya'ni A kompakt operator bo‘lsin,
ammo T}LIEO a, = 0 shart bajarilmasin. U holda shunday a > 0 soni va
ny (ny — oo) natural sonlar ketma-ketligi mavjud bo‘lib, |a,, | > a tengsi-
zliklar bajariladi. M = {x(k) S e =e, ke N} to‘plamni qaraymiz.

Bu to‘plam chegaralangan to‘plamdir, chunki ixtiyoriy ) € M uchun Hx(’“)H
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= 1 tenglik o‘rinli. Bu to‘plamning A akslantirishdagi tasviri A(M) ning nis-

biy kompakt emasligini ko‘rsatamiz. Hagiqatan ham,
y*) = Az = (0,0..,0,0,a,,,0,...) = ay, en,
tenglikdan, hamda |a,, | > a dan i # j da,
Hy@ _ )

tengsizlik kelib chiqadi. (9.1) tengsizlik A(M) to‘plamdan olingan {y(’“)}

= ||an,en, — an,en,|| = V2a (9.1)

ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi qismiy ketma-ketlik ajratib olish mumkin
emasligini ko‘rsatadi, yani A(M) nisbiy kompakt to‘plam emas. A operator
chegaralangan M to‘plamni nisbiy kompakt bo‘lmagan A(M) to‘plamga
akslantirgani uchun A operator kompakt emas. Bu ziddiyat nll_}IIOlo a, = 0
munosabatni isbotlaydi. (]
9.2. A: Cla, b] — Cla, b], (Az)(s) = fbK(s,t)a:(t)dt operator berilgan.

Bu yerda K(s,t), T = [a, b] X |a, g] kvadratda uzluksiz bo‘lgan biror

funksiya. Shu operatorning kompakt ekanligini ko‘rsating.

Yechish. K (s, t) funksiya T" yopiq to‘plamda uzluksiz bo‘lganligi sababli
Veyershtrass teoremasiga ko‘ra ixtiyoriy € > 0 soni uchun shunday n natural

S0l Va

PR(S, t) = zn: zn: Ck:l Sktl

k=1 =1
ko‘phad mavjud bo‘lib,

_ < _
I =Pl < max | K(s,t) = Fas,t) [ < ¢
tengsizlik bajariladi. Aytaylik, k,[ —ixtiyoriy natural sonlar bo‘lsin. Cfa, b]

ni bir o‘lchamli c¢t* ko‘rinishdagi funksiyalar fazosiga akslantiruvchi

(Apx)(s) = sk/tlx(t) dt
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operatorni qaraymiz. Ay ; chegaralangan va bir o‘lchamli operator bo‘lganligi

uchun 9.1-teoremaga ko‘ra u kompakt operator bo‘ladi. Ixtiyoriy n uchun
b n n
ummg:/B@@x@ﬁZE:zy%mmm@
k=1 =1

operator Ay ; ko‘rinishdagi kompakt operatorlarning chekli chizigli kombinat-
siyasidan iborat bo‘lganligi uchun kompakt operatordir. Bundan tashqari,

b b

[ Pu(s,t)z(t)dt — [ K(s,t)z(t)dt| <

a

| A,z — Az|| = max
a<s<b

b
max [ | F(s,t) = K(s,0)] - le(t)]dt < (b—a) - | B = K - [|]]-

a<s<b’
Bu yerdan
[An—All<(—a) [[Pn— K[ <e(b—a) (9.2)
tengsizlik kelib chigadi. (9.2) dagi € > 0 ixtiyoriy bo‘lganligi sababli shunday
P,(s,t) ko'phadlar ketma-ketligini tanlash mumkinki,

lim || A, — Al = 0.

Shunday qilib, {A,} kompakt operatorlar ketma-ketligi A operatorga tekis
yaqinlashar ekan. U holda 9.3-teoremaga ko‘ra, A ning kompakt operator
ekanligini olamiz. [

Izoh. 9.2-misolda keltirilgan A operatorning kompaktligini K (s,t) ning
la, b] x |a, b] kvadratda tekis uzluksizligidan va Arsela teoremasidan ham

keltirib chiqarish mumkin.

9.3. C[0, 1] Banax fazosida

(Ax)(t) =

formula bilan aniglangan A operatorning chegaralangan, ammo kompakt

emasligini ko‘rsating.
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Yechish. a) A operator uchun D(A) = C10, 1] va ImA C C[0, 1] ekan-
ligini, ya'ni ixtiyoriy « € C'[0, 1] uchun Az € C[0, 1] ekanligini ko‘rsatamiz.
Ixtiyoriy = € C[0, 1] uchun y(t) = (Ax)(t) funksiyaning ¢ = 0 nuqtada
o‘ngdan uzluksizligi x funksiyaning ¢ = 0 nuqtada uzluksizligidan va

t

[ lats) = 2(0)]

0

SR

t

ole) =) = |5 [ ats)ds— 1 [w0)ds) <
0 0

tengsizlikdan kelib chiqadi. Endi £y # 0 bo‘lsin deb faraz qilaylik. U holda
ixtiyoriy 0 < ¢t <1 uchun quyidagiga ega bo‘lamiz:

y(t) —y(ty) = %/x _tl/ Yds = - /x(s) ds—i—(%—%)/x(s) ds
0 to 0
yoki
00 = vt < B je ol - & el (9.3

(9.3) dan thntn y(t) = y(to) tenglik kelib chigadi. Shunday qilib, y funksiya
—lo
[0, 1] da uzluksiz ekan, ya'ni y = Az € C[0, 1] .
b) Endi A ning chegaralangan operator ekanligini ko‘rsatamiz.

t t

1 1
|Az|| = max —/ (s)ds| < |z|] max —/dS: |z -

0<t<1l | t 0<t<1 t
0 0

Demak, [|A|| <1, yani A chegaralangan operator ekan.
c) A ning kompakt operator emasligini ko‘rsatamiz. Uzluksiz funksiyalar

ketma-ketligi x,(t), n=0,1,2,... ni quyidagicha tanlaymiz:

0, agar t¢ (27771 277

n(t) =
x() 1_2n+2‘t_3_2—n—2

, agar te (2771 27,

{x,} chegaralangan ketma-ketlikdir, chunki ixtiyoriy n uchun

Jaall = pmasx [ (5] = 1.
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yn(t) = (Axy,)(t), n=1,2,..., funksiyalarni topamiz:
(0, telo, 2771,
1t
() =13 7/ (1—2"2|s—3.27"2|) ds, te (212,
0
! 27" 1
L ZI'LT% 9 t E [ ) ] .

U holda 3,(27") =2"-27"2 =272 ¢, . (27") =0, n=2,3,4,..., m =
1,2,3,..., n#m chunki y,_,,(¢t) =0, te€ [0, 27""™~1]  Bu tengliklardan
n # m bo‘lganda

(9.4)

AN

40 = ymll =

kelib chiqadi. (9.4) tengsizlikdan ko‘rinadiki, {y, = Az,} ketma-ketlikdan
yaqinlachuvchi gismiy ketma-ketlik ajratib olish mumkin emas. Bundan A

kompakt operator emas degan xulosaga kelamiz. ]

9.4. A:C[0, 1] = C[0, 1], (Ax)(t) = z(t*) operatorning kompakt emasli-

gini ko‘rsating.

Yechish. Dastlab A teskarilanuvchan operator ekanligini ko‘rsatamiz.
Az = 0 yoki z(t*) = 0 tenglama t! = s almashtirishdan keyin z(s) = 0
tenglamaga keladi. Shuning uchun, Az = 0 tenglama fagat x = 0 yechimga
ega, shunday ekan, A teskarilanuvchan operator. Ixtiyoriy y € C[0, 1] uchun
Ar = y tenglama yoki z(t?) = y(t) tenglamani yechamiz. Agar s = t!
almashtirishni olsak, 0 <t <1 bo‘lganda 0 < s <1 bo‘ladi va z(t*) = y(t)
tenglama z(s) = y(i/s) ko‘rinishni oladi, ya'ni Ax = y tenglama yechimi
z(t) = y(vt) ko‘rinishga ega. Bu yerdan A~! operator C[0, 1] fazoning
hamma yerida aniglanganligi va (A~'y)(t) = y(v/t) formula vositasida ta’sir
qilishi kelib chigadi. Endi ixtiyoriy y € C[0, 1] uchun

—1 o 4 . 4 . _
|47 || = s, |9V | = max |o(VE) | = puax [9(5) | = o]
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munosobatlar o‘rinli bo‘lgani uchun A~! chegaralangan bo‘ladi. 9.5-teoremaga
ko‘ra, cheksiz o‘lchamli fazoda kompakt operatorning chegaralangan teskarisi
mavjud emas. Demak, A kompakt operator emas. [l

Masalani {z,(t) = t"} chegaralangan ketma-ketlikning tasviri nisbiy kom-

pakt emasligini ko‘rsatish orqali ham yechish mumkin.
Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

9.5-9.24-misollarda keltirilgan operatorlarning kompaktligini ko‘rsating.

1

9.5. A:(CJ0,1] — Cl0, 1], = [(e¥™ + st) x(t) dt.
9.6. A:C|0, 7] — C[0, 7], (Az)(s fcos s+ t)x(t)dt.

90.7. A:C[0, 1] — C[0, 1], (Az)(t) = 2(0)t + x(1) £

2T

9.8. A:C|0, 27] — C10, 27|, (Ax)(s f sin(s + t) x(t) dt.

9.9. A:C[0, 7] — C[0, 7], (Az)(s) = Ofcos(s ~ ) 2(t) dt.

9.10. A:C0, 3] — C[0, 3], (Azx)(t) = 2(0) + 2(1) ¢ + 2(2) £ + 2(3)

L1
9.11. A:C[0, 1] — CJ0, 1], (Az)(s) = { 1T st x(t) dt.
1
9.12. A:C[-1, 1] — C[-1, 1], (Ax)( j;g i x(t) dt.

9.13. A: L0, 1] — L0, 1], (Az)(s) :j‘(s2t+st2)x(t) dt.

9.14. A: Ly[0, w] — Lo[0, 7], (Az)(s) = [(s cost+t cos s)x(t)dt.

0\21

1

9.15. A: L,[0, 1] — L0, 1], (Ax)(s) = :I:(t) dt.

o%,_k

2 _
9.16. A:l, — (), Ax:(O,%,O,%,.. 0,220y,

) 2—
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9.17. A: 51 — 51 , Ax = (xl, 2%2, 3I3, cee 9I9, 10.@10, O, O, - )

) X3 L

9.18. A:/ ly, Az = —_— ., ...
270 A (x1’1n2’1n3’ "Inn’ )
1 1
9.19. A:ly —ly, Ax = (5x1,4x2,3x3,2x4,x5,§x6,..., 4£Cn,...).
n_
1 1
9.20. AZ€2—>€2, Ax = (100%1,991‘2,...,2%99,1‘100,—%101,...,—In,...).
101 n
9.21. A:l3— V3, Ax = (1112-:1:1, 1n(1+%)-x2,...,1n(1+%)-xn,...).
1 1 1 1
9.22. A: /1y — Uy, Al’:(0,0,0,0,9{31,51’2,5%3,11‘4,---,ﬁl‘n,---)-

9.23. A:l5— (5, Az = (arctgl - X1, arctg% “Xoy ..., arctg% C Xy e ) :
9.24. A:m —m, Ax = (561,5131 + X9, To + T3, T3 + T4, T5, 26, 0,0,0, .. )

9.25-9.44-misollarda keltirilgan operatorlarning kompakt emasligini ko‘r-

sating.
9.25. A:C[0, 1] — C[0, 1], (Az)(t) = (t+ 1) z(t).

9.26. A:C[-1,1] — C[-1,1], (Az)(t) = (> +1) z(t).
9.27. A:C[0,1] — C[0, 1], (Ax)(t) =Vt + 1z(t).

9.28. A:C0, 1] — C[0, 1], (Az)(t) = (1 + 2t) 2(t).
9.29. A:C0, 1] — C[0, 1], (Az)(t) = z(t?).

9.30. A:C[-1, 1] = C[-1, 1], (Az)(t) = x(t?).
931.A:(ﬂ—1J]—+CP4jH,(Axﬂﬂzzéh@)+1(—0]
9.32. A: L0, 1] — Lo[0, 1], (Az)(t) = (sint + cost)z(t).

9.33. A: Ly[—1, 1] — Lo[—1, 1], (Az)(t) = (£* + 2t + 3) z(t).

43

9.34. A: 5[0, c0) — Ls[0, 00), (Ax)(t) = T

(t).
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9.35. Aifl —>€1, Axr = (0,%2,0,%4,...,O,xgn,...).

2
9.36. A: 0y —{, Ax = sinz-a:l,sin—ﬂ-xg,...,sinm-xn,...
4 4 4
1., 1., 1
9.37. A:€1—>€1, AI’:(I’l,(l-i—Z) I’Q,(l"‘g) I’g,,(l-'—ﬁ)nl'n,)
9.38. A: 62 — 62, Ax = (2.%1,0, 2.@3,0, . -721'271—1707 - )
1 2 3 n
9.39. A:ly—ly, Ax = =21, =29, —as,. .. meen |
2 — b2, AT (5%,91’2,13%3, ,4n+1$ )
1 1
9.40. AZ€2—>€2, AIZ(I1,§I2,.. Exlo,ﬂfn,xlg,...).
9.41. A:l3 — l3, Ax = ( = ! ! )
41. : — = — — . ntls = Lopy - v+ ) -
3 3, AT $1,2$2,$3,4$4 y L2n+1 2n$2

1 1
9.42. A:ly—ly, Az = (25131,(1+§)2CE2,...,(1—|——)”I”,...).
n
9.43. A: 55 —>€5, Ar = (561,0,0,0,565,0,0,0,569,...,I4n+1,0,0,0,...).
9.44. A: 05 — Uy, Az =(0,0,0,0,0, 21, 0, T3, ..., Tpn,...).

9.45. ¢ € C'[0, 1] nolmas funksiyaga qanday shartlar qo‘yilganda A : C[0, 1] —
C0, 1], (Ax)(t) = ¢ (t)x(t) operator kompakt bo‘ladi.

9.46. A : C[0,1] — C[0, 1], (Ax)( jl‘K s)ds + Z on(t) 2(t)
operator berilgan, bu yerda K(s t), 0 = {(5 t) : 0< s,t § 1} birlik
kvadratda uzluksiz bo‘lgan biror funksiya. ¢ € C[0,1], ¢, € [0, 1],
k=1,2,...,n. Bu operatorning kompaktligini isbotlang.

9.47. (Az)(t) = 2/(t) differensial operator
a) C[0, 1] ni C[0, 1] ga
b) C[0, 1] ni CW[0, 1] ga;

¢) CP0,1] ni C[0,1] ga, akslantiruvchi operator sifatida kompakt
bo‘ladimi?
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9.48. A : Lsla, b — Lsla, b], (Az)(t) = | x(7)dr operatorning kompakt

S

ekanligini isbotlang.

9.49. Quyidagi operatorlardan qaysilari kompakt operator bo‘ladi?
a) A:ly — 0y, Ax=(0,21,29,...);
b) A:ly — 0y, Azx= (xl%%> :
) A:ily— by, Az= (Oxl%%>
9.50. Quyidagi ichiga joylashtirish operatorlarining kompakt bo‘lishini isbot-
lang:
a) I: CWa, b] — Cla, b], Iz=u,
b) I: HY[a, b] — Cla, b], Iz ==x.
Bu yerda HW[a, b] — [a, b] kesmada uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar

fazosi bo‘lib, unda skalyar ko'paytma,

b
(@) = [ [o() 90 + (0 70t
tenglik bilan aniqlanadi.

9.51. A : HW[a,b] — Lsfa,b], (Ax)(t) = 2'(t) operatorning kompakt

emasligini isbotlang.

1
9.52. A : Ly[-1,1] — Lo[-1,1], (Ax)(t) = [ t*sx(s)ds operatorning
~1
kompakt ekanligini isbotlang va spektrini toping.

1
9.53. A: L]0,1] — Ls[0,1], (Ax)(t) = [ ts(1—ts)x(s)ds operatorning

0
kompakt ekanligini isbotlang va spektrini toping.

9.54. O‘z-o‘ziga qo‘shma operatorning har xil xos giymatlariga mos keluvchi

xos vektorlari o‘zaro ortogonal ekanligini isbotlang.
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9.55.

9.56.

9.57.

Cheksiz o‘lchamli H Hilbert fazosida berilgan o‘z-o‘ziga qo‘shma kom-
pakt A operator cheklita xos qiymatlarga ega bo‘lsin. U holda A\ = 0

son A operatorning xos giymati bo‘lishini isbotlang.

H separabel Hilbert fazosida A kompakt operator berilgan bo‘lsin.
a) A*A ning o'z-0‘ziga qo‘shma kompakt operator bo‘lishini isbotlang.

b) A*Ax = > p, (x, hy) by, tasvirda barcha n larda u, > 0 ekanligini

isbotlang.

1
c) Ap = T, €n = )\—Ahn bo‘lsin. {e,} lar ortonormal sistema

tashkil qilishini va ixtiyoriy x € H uchun
Ax = ZA” (x, hy) en

tasvir o‘rinli ekanligini isbotlang. A, sonlar A operatorning singulyar

sonlar: deyiladi.

Vi U(Z) — 6(Z), (Vf)(n) = v(n)f(n) operatorning singulyar
sonlarini toping. Bu yerda barcha n € Z lar uchun v(n) > 0 deb faraz

qilinadi.

10-§. Integral tenglamalar

Funksional fazoda tenglama berilgan bo‘lib, noma’lum element funksiyadan

iborat bo‘lsa, bunday tenglama funksional tenglama deyiladi. Agar funksion-

al tenglamada noma’lum funksiya integral ostida bo‘lsa, u holda tenglama

integral tenglama deyiladi.

/bK(s, He(t)dt + f(s) =0, (10.1)
b
(s) = / K (s,8)¢(t)dt + f(s). (10.2)
190

Please purchase VeryDOC PS to PDF Converter on http://www.verydoc.com to remove this watermark.


http://www.verydoc.com
http://www.verydoc.com

Please purchase VeryDOC PS to PDF Converter on http://www.verydoc.com to remove this watermark.

Bu yerda ¢— noma’lum funksiya, K (s,t) va f(s) berilgan funksiyalar. (10.1)
va (10.2) tenglamalar mos ravishda birinchi va ikkinchi tur Fredholm tenglamalari
deyiladi. Xususan, K(s,t) funksiya ¢t > s giymatlar uchun K(s,t) = 0 shart-
ni qanoatlantirsa, u holda (10.1) va (10.2) tenglamalar mos ravishda birinchi
va ikkinchi tur Volterra tenglamalari deyiladi. (10.2) tenglamaning yadrosi
deb nomlanuvchi K (s,t) funksiyadan quyidagilar talab gilinadi, u — o‘lchovli

va

b b
/ / K (s, 1) Pdsdt < oo (10.3)

shartni qanoatlantiradi. Agar K (s,t) = > ax(s) br(t) ko'rinishda bo‘lsa (10.2)
k=1
tenglama ajralgan yadroli integral tenglama deyiladi. Ls[a, b] Hilbert fazosida,

aniglangan b
(T6)(s) = / K (s, 0)(t)dt (10.4)

operator K wadroli Fredholm operator: deyiladi.
10.1-ta’rif. Agar biror A € C uchun

os) = A [ K(s.0(0)dt = 6(s) = \T6)(

tenglama noldan farqli yechimga ega bo‘lsa, X integral tenglamaning rarakter-
istik soni deyiladi. Tenglamaning nolmas yechimi esa A zarakteristik songa
mos wos funksiya deyiladi.

Agar A # 0 integral tenglamaning xarakteristik soni bo‘lsa, u holda X
soni 1" operatorning xos giymati bo‘ladi.

10.1-teorema. Agar K(s,t) yadro (10.8) shartni qanoatlantirsa, u holda
Lola, b] fazoda (10.4) tenglik bilan aniglanuvchi T' operator chizigli, kompakt

va uning normasi uchun quyidagi tengsizlik o‘rinli

b b
1T < \// / K (s, £)|2dsdt. (10.5)
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Lola, b] fazoda (10.4) tenglik bilan aniglanuvchi T operator o‘z-o‘ziga
qo‘shma (3.19-misolga qarang) bo‘lishi uchun, deyarli barcha s,t € [a, 0]
larda K(s,t) = K (t,s) tenglikning bajarilishi zarur va yetarli.

10.2-teorema. Agar 1 son: T = T" operator uchun xos qiymat bo‘lma-
sa, u holda (10.2) tenglama ixtiyoriy f wuchun yagona yechimga ega. Agar 1
soni T operator uchun xos qiymat bo‘lsa, u holda (10.2) tenglama yechimga
ega bo ‘lisht uchun f funksiya 1 soniga mos keluvchi barcha xos funksiyalarga
ortogonal bo‘lishi zarur va yetarls.

X Banax fazosida biror T kompakt (to‘la uzluksiz) operatorni olib,
r—Tr=y (10.6)

ko‘rinishdagi tenglamani qaraymiz. (10.6) tenglama bilan bir qatorda bir jinsli
bo‘lgan
r—Tx=0 (10.7)

tenglamani va ularga qo‘shma bo‘lgan
f=Tf=g (10.8)

f—Tf=0 (10.9)

tenglamalarni qaraymiz.

Quyida keltiriladigan Fredholm teoremalari shu to‘rt tenglamaning yechim-
lari orasidagi bog‘lanishlarni ifodalaydi.

10.3-teorema (10.6) tenglama berilgan y € X da yechimga ega bo lishi
uchun (10.9) bir jinsli tenglamaning yechimi bo‘lgan har bir f € X* da
f(y) =0 shartning bajarilishi zarur va yetarli.

10.4-teorema (Fredholm alternativasi). Yo (10.6) tenglama ixtiyoriy y €
X da yagona yechimga ega, yo (10.7) bir jinsli tenglama noldan farqli yechim-
ga ega.
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10.5-teorema. Bir jinsli (10.7) va (10.9) tenglamalarning chizigli erkli

yechimlary sont chekli va o‘zaro teng. Boshqacha qilib aytganda,
dim Ker(I —T)=dim Ker(I —T") < occ.

Integral tenglamalarga oid topshiriglarni bajarish uchun Fredholm inte-
gral tenglamasi, uning turlari va Fredholm teoremalari haqgida qo‘shimcha
ma’lumotlarni [9] ning 37 — 40 — §§ laridan qarab olish mumkin.

Integral tenglamalarni yechishga doir bir nechta misollar qaraymiz.

10.1. Ushbu X

2(s) — /(st L) a(t)dt =1
-1
ajralgan yadroli integral tenglamani yeching.

Yechish. Berilgan integral tenglamani quyidagicha yozib olamiz:

x(s) — s/t:z:(t) dt — 82/513(75) dt = 1. (10.10)

Agar
1

a) = /tx(t) dt, oy = /1x(t) dt (10.11)

“1
belgilashlarni kiritsak, (10.10) dan x(s) uchun

z(s) = 1+ ay s+ ags® (10.12)

ifodani hosil gilamiz. Agar (10.12) dagi a; va ay o‘zgarmaslar aniglansa,
(10.12) tenglik bilan anigqlangan z funksiya berilgan integral tenglamaning
yechimi bo‘ladi. oy va ay o‘zgarmaslarni aniglash uchun (10.12) ni (10.11)

ga o‘yib, quyidagi chiziqli tenglamalar sistemasini hosil gilamiz:

( 1 2
o] = ft (1 + oyt + C¥2t2> dt = 5041
-1

(10.13)

! 2
9 = f (1 + Cklt + &2t2> dt =2 + 5042.
. -1
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Biz bu yerda

1 1 1 1
/dt:2, /tdt:(), /tht:; /t3dt:0
“1 -1 -1 1
tengliklardan foydalandik. (10.13) sistemani quyidagicha yozish mumkin:
1
—ap =0,
zag = 2.

Bu yerdan a3 = 0, a9 = 6 ni olamiz. Demak, berilgan tenglama yechimi

x(s) =1+ 6s* funksiyadan iborat bo‘ladi. O

10.2. Ca, b] fazoda bir jinsli

x(s) — )\/sin(?)s +t)x(t)dt =0

ajralgan yadroli integral tenglamani yeching.
Yechish. Agar sin(3s+1t) =sin3s-cost + cos3s-sint ayniyatni hisobga

olsak, berilgan integral tenglamani quyidagicha yozish mumkin:

s ™

x(s) = Asin 3s /cost x(t) dt + A\ cos 3s /sint x(t) dt. (10.14)
Bu yerda
a) = /costx(t)dt, ay = /sintx(t)dt (10.15)

belgilashlarni kiritsak, (10.14) dan x(s) uchun
z(s) = Aag sin 3s + Aag cos 3s (10.16)

ifodani olamiz. Endi oy va as o‘zgarmaslarni topish uchun (10.16) ni (10.15)

tengliklarga qo‘yib,

a1 = Aoy [ sin3t-costdt + Ay [ cos3t-costdt
o o (10.17)
an = A\ f sin 3t - sint dt + Aoy f sint - cos 3t dt
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algebraik tenglamalar sistemasini hosil gilamiz. Agar (10.17) da

m ™ m
/sinSt-costdt:0, /COSSt-Costdt:(), /sinSt-sintdtzO,
m m
/sint-cothdt:O, /sint-costdt:()

ekanligini e’tiborga olsak, a; = 0, as = 0 larni hosil gilamiz. Demak, tekshir-
ilayotgan integral tenglama A\ parametrning barcha giymatlari uchun yagona

z(s) = Aagsin3s + Aag cos3s = 0 nol yechimga ega. O

10.3. Agar
t, agar 0<t<s<l,

s, agar 0<s<t<I1;

sint cos s, agar OStSSSE,
b) a=0, b=7/2, K(t,s)= 2

. T
sins cost, agar 0 <s<t< 5

4
sint coss, agar 0 <t<s<m,
¢)a=0, b=m, K(t’S):T

sins cost, agar 0<s<t<m;
\

e

d) a=0, b=1, K(t,s):{

s(t+1), agar 0<t<s<1,
t(s+1), agar 0<s<t<1;
e)a=0, b=1, Kt s)=e =,
(t+1)(s—2), agar 0 <t<s<1,
(s +1)(t—2), agar 0 <s<t<1
bo‘lsa, Lo [a,b] kompleks Hilbert fazosida

z(t) — A / K(t,s)x(s)ds =0

integral tenglamaning )\, xarakteristik sonlari ()\— lar T" operatorning
n

xo0s qiymatlari) va ¢, xos funksiyalarini toping.
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Yechish. Biz misolning ¢) gismining yechimini keltiramiz. Magsadimiz
(1) — A / K(t, 8)3(s)ds = 0 = 2(t) = \(Tx)(t)
0

tenglamaning xarakteristik sonlari A, va ularga mos ¢, xos funksiyalari-
ni topishdan iborat. Integral operatorning yadrosi K(t,s) haqiqiy qiymatli
va simmetrik K (t,s) = K(s,t) bo‘lganligi uchun, K(¢,s) yordamida (10.4)
tenglik bilan aniglangan T' operator o‘z-o‘ziga qo‘shma kompakt operator
bo‘ladi. Bu yerdan va 8.4-teoremaning b) bandiga ko‘ra, A, lar haqiqiy bo‘ladi.
K(t,s) ning berilishidan foydalanib, integral tenglamani quyidagicha yozib

olamiz:

t ™

x(t) = )\cost/sinsx(s)ds—i—)\Sint/cossx(s)ds. (10.18)

0 t

Agar = € L0, 7] bo'lsa, jsinsx(s)ds va fcossx(s)ds lar absolyut
uzluksiz funksiyalar bo‘ladi. Agar r € ACI0, 7] tfunksiya (10.18) tenglama-
ning yechimi bo‘lsa, u differensiallanuvchi bo‘ladi. Xuddi shunday ko‘rsatish
mumkinki # € C®0, 7] bo‘ladi va (10.18) tenglikda ¢ = 0 deb, z(0) = 0
ni olamiz. (10.18) tenglikni ¢ bo‘yicha differensiallab va o‘xshash hadlarni

ixchamlab

T t
2(t) = )\cost/coss:c(s)ds — )\Sint/sinsx(s)ds (10.19)
t 0
ni olamiz. (10.19) tenglikda ¢ = 7 deb, 2'(7w) = 0 ni olamiz. (10.19) tenglik-

dan ¢ bo‘yicha hosila olib,

U t
2'(t) = =\ sint/cossx(s)ds—|—Cost/sinsx(s)ds —
t 0
—Mcos?t 4 sin* t)a(t) <= 2" (t) + (A + Da(t) = 0 (10.20)
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ni hosil gilamiz. Shunday qilib,

2’(t) + A+ 1Da(t) =0 (10.21)

z(0) =2 (m) =0
chegaraviy masalaga keldik. Agar A+1 < 0 bo'‘lsa, (10.20) differensial tenglaman-
ing umumiy yechimi z(t) = C;shv/A + 1t + Coch /A + 1t bo‘ladi. Chegar-
aviy shartlardan foydalanib, z(0) = Cy = 0 va 2'(7) = CichvV/A+ 17 =0
ni, ya'ni z(¢) = 0 ni olamiz. Bu yerdan (10.18) integral tenglama —1 dan
kichik xarakteristik sonlarga ega emas degan xulosaga kelamiz. Xuddi shun-
day A+ 1 = 0 bo‘lsa, (10.20) differensial tenglamaning umumiy yechimi
z(t) = C1t+ Cy dan chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi yechimni ajrat-
sak, z(t) = 0 ni olamiz. Endi A+ 1 > 0 bo'lsin. Agar A + 1 = w? (w € R)
desak, (10.20) differensial tenglamaning umumiy yechimi z(t) = C; cos wt +
Cysin wt bo‘ladi. Chegaraviy shartlardan foydalanib, xz(0) = C; = 0 va

2'(7m) = Cowcos wr = 0 ni olamiz. Bu yerdan

1
wkﬂzg+k7r<:>wk:§+k, keZ,

1
ni olamiz. Shunday qilib, zx(t) = Csin(§ + k)t funksiya (10.21) chegara-
viy masalaning nolmas yechimi bo‘ladi. Demak, (10.18) integral tenglama-

1
ning xarakteristik sonlari A\, = (5 + k)2 —1, k € Z, lar, ularga mos xos

1 1
funksiyalar z;(t) = C’sin(§ + k)t lar bo‘ladi. Shunday qilib, I ke Zy
k

lar T' operatorning xos qiymatlari ¢y (t) = \/gsin (% + k)t lar normasi bir
bo‘lgan xos funksiyalar bo‘ladi. Ko‘rsatish mumkinki, {¢r}, k € Z, sistema
L5]0, 7] fazoda to‘la ortonormal sistema bo‘ladi.

a). M\, =7(k+0,5)? keZ, x(t)=Csinn(k+0,5)t.

b) M =4k?*—1, keN, zx(t) = Csin2kt.

) M=(k+0,5?*=1, k€Z,, z(t) = Csin(k+0,5)1.
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d) A\, = —w}, buyerda wy, tgw = ; tenglamaning ildizlari, xy(t) =

w2
Wy cos Wy, T + sinwy, t.
2w
e) M = wi+ 1, bu yerda wy, tgw = — tenglamaning ildizlari,
1+ w?
x(t) = wg coswy t + sinwy t.
f) A\ =k*n?, ap(t) = kmwcoskmt+sinkmt. O

10.4. Agar

t(s—1), agar 0<t<s<1,
a) f(t)=t, K(t,s)=
s(t—1), agar 0<s<t<I;

(t+1)s, agar 0<t<s<1,
b) f(t) =cosmt,  K(t,s)=
(s+1)t, agar 0<s<t<1

bo‘lsa, Lo [0, 1] kompleks Hilbert fazosida

1
x(t) — A/K(t, s)x(s)ds = f(t) (10.22)
0
integral tenglamaning yechimini toping.

Yechish. Misol a) gismining yechimi. Dastlab biz, bir jinsli

t

x(t) = )\/s(t — 1) z(s)ds + )\/t(s — 1) z(s)ds (10.23)

0

tenglamaning xarakteristik sonlari \,, ya'ni T operatorning xos qiymatlari
)\—n larni topamiz. Integral operatorning yadrosi K (¢, s) haqiqiy qiymatli va
simmetrik K(t,s) = K(s,t) bo‘lganligi uchun, K(¢,s) yordamida (10.4)
tenglik bilan aniglangan T' operator o‘z-o‘ziga qo‘shma kompakt operator

bo‘ladi. Bu yerdan, A, larning haqiqiy ekanligi kelib chiqadi. Xuddi 10.7-
misoldagi kabi, (10.23) integral tenglamadan

2"(t) — Aa(t) =0
z(0) =2z(1) =0
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differensial tenglamaga kelamiz. Bu chegaraviy masalaning xarakteristik son-

lari A, = —k?>72, k € N lar, ularga mos xos funksiyalar ¢ (t) = v/2sin knt
1 1

lardir. Demak, T" operatorning xos giymatlari — = ———, k € N sonlar,
>\k: k2 7T2

ularga mos normasi bir bo‘lgan xos funksiyalar () = v/2sin k7t, k € N

lar bo‘ladi. Bu sistema L»[0, 1] fazoda tola ortonormal sistema bo‘ladi. Endi

(10.22) tenglamani yechishga Hilbert-Shidt teoremasini qo‘llaymiz. f(t) =

funksiyaning {pr}, & € N ortonormal sistemadagi Furye koeffitsiyentlarini

topamiz:
; ; k 1\/_
—1)" 2
= (f,r) =/t<pk 2/tsink7rtdt:L.
km
0 0
Shunday qilib,
t=Y crpr(t), x(t) =) w pu(t)
k=1 k=1
larni (10.22) ga qo‘yib, quyidagi tenglamani olamiz:
Zxk Ok — )\Z NPT ;CkS@k-
{pr}r2, ning ortonormal sistema ekanligidan foydalansak,
A
(1 - —) = ¢, keN (10.24)
Ak
tengliklarga kelamiz. Agar A € C\ {\1, Ag,..., Ay, ...} bo'lsa, (10.24) sis-
A
tema yagona xjp = 3 i Ck)\, k € N yechimga ega. Bu yerdan (10.22) tenglama
L —

yechimi z(¢) uchun

o0 o0 k: Ly
a:(t)zz.rk ok (t \/iz k; 7Tsim kmt
k=1 k=1

ifodani olamiz. Agar A € {\1, A2, ..., Ay, ...} bo'lsa, u holda (10.24) sistema

yechimga ega emas, bu esa o'z navbatida (10.22) tenglamaning yechimga ega
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emasligini bildiradi.
b) agar A # 72 va A\ # —472n? n > 2 bo'lsa, yechim

oo

m(mcosTt +sinmt) Z16\/§7TQn3(27rn00827rnt—|—sin27rnt)
(72 = A)(7% + 1) —  (4n? —1)(dr?*n? + A\)virin? +1

bo'ladi. Agar X\ € {m? —47?n? n > 2} bolsa, yechim mavjud emas. [

xk(t) =

10.5. z(s) — A [ cos(s +t)x(t)dt = sin s integral tenglamani yeching.

—T

Yechish. cos(s +t) = coss cost — sinssint ayniyatdan foydalansak,

berilgan integral tenglamani quyidagicha yozish mumkin:

x(s) = Acoss/ cost x(t)dt — )\sins/ sint z(t)dt + sin s. (10.25)

(10.15) belgilashdan foydalanib, (10.25) ni quyidagicha yozamiz:
x(s) = Aag coss — A sin s + sin s. (10.26)
z(s) uchun hosil gilingan (10.26) ni (10.15) tengliklarga qo‘yib,

(03] :)\0417'('

(10.27)
9 = —A Qo T+ T
sistemani olamiz. Bu sistema A # +— da yagona a1 = 0 va oy = T
s 1+ Am

yechimga ega. a3 va ag larning bu giymatlarini (10.26) ga qo‘yib, berilgan

tenglama yechimi (yagona) uchun

() —AT L sin s
z(s) = sin s + sin s =
1+ A7 14+ A7
1
ifodani olamiz. Agar A\ = —— bo‘lsa, (10.27) sistema yechimga ega emas,
7T

bundan berilgan tenglama ham yechimga ega emas degan xulosa chiqadi. Agar

1
A = — bo‘lsa, (10.27) sistema cheksiz ko'p yechimga ega bo‘lib, bunda «a; —
s

ixtiyoriy son, ao = g dir. Ularning bu qiymatlarini (10.26) ga qo‘yib,

T . , :
z(s) =Ccoss ——-—sins+sins = Ccoss+ — sin s
T 2 2
yechimni olamiz. Bu yerda C' ixtiyoriy o‘zgarmas son. ]
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10.6. Ushbu

S

z(s)=1+s+ /(S —t)x(t)dt (10.28)
0
Volterra tipidagi integral tenglamani ketma-ket yaqinlashishlar usuli yor-

damida yeching.

Yechish. Boshlang‘ich yaqinlashish sifatida z¢(s) = 1 funksiyani olib,
keyingi yaqinlashishlarni

xn(s)zl—l—s—i—/o(S—t)xn_l(t)dt, n=1, 2, ...

iteratsion formula yordamida topamiz:

s 2
xl(S):l—i-S—i-/(S—t)dtzl-i-s-i-%,
0 .
S t2 32 83 84

S t2 t3 t4
a:g(s)zl—l—s—l—/o(s—t) (1—1—75—1—54-5—1—1) dt =

1 82 53 84 55 86
= +S+§+§+E+g+a.

Bu jarayonni n marta takrorlash natijasida quyidagiga ega bo‘lamiz:

2 83 82n71 82n
—1 ST _
tals) =1k st ot gt T G T T
oo gk
Bu yerdan ko‘rinib turibdiki, z,(s) funksiya — = €° qatorning 2n -

— k!
k=0
XUSUSiy yig‘indisidan iborat. Shuning uchun

z(s) = lim z,(s) = €.

n—oo

Demalk, (10.28) integral tenglama yechimi z(s) = e® funksiya ekan. ]

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar
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10.7. Agar

K(t,s) =tgs, f(t)=1;
b) a=0, b:g, K(t,s) =sint coss, f(t)=sint;
c)a=0, b=mw, K(t,s)=sintcoss, f(t)=sint;
d)a=0, b=1, K(t,s)=t+s—2ts, f(t)=t+1;
e) a=—1, b=1, K(t,s)=ts—1t2s*, f(t)=1t+1*;
fya=0, b=27, K(t,s)=|r—s|sint, f(t)=t;
g)a=0, b=m, K(t,s)=sins+scost, f(t)=1——;
h) a=0, b=m, K(t,s)=sin(t —2s), f(t)=cos2t;

bo‘lsa, C'[a, b] fazoda

tenglama yechimini toping.

10.8. Agar
a) a=0, b=2m, K(t,s)=sin(t+s);
b) a=0, b=mw, K(t,s)=cos(t+s);
¢c)a=0, b=1, K(t s)=2ts— 4t%;
d)a=-1, b=1, K(t,s)=1s+ t*s

bo‘lsa, C'[a, b] fazoda

2(f) = A / K(t, 5)2(s)ds = 0

tenglamaning noldan farqli yechimlarini toping.
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10.9. Agar
a) a=—1, b=1, K(t,s)=ts, f(t)=at’+pt+7;
b) a=0, b=m, K(t,s)=cos(t+s), f(t)=asint+j;
¢c)a=-1, b=1, K(t,s)=t>—2ts, f(t)=at®>—3t;
d) a=-1, b=1, K(t,s)=3t+ts—5t>s*, f(t)=at

bo‘lsa, bu tenglama ozod hadiga kiruvchi «, [, + parametrlarning bar-

cha qiymatlarida C'[a, b] fazoda

b
— A / K(t,s)x(s)ds = f(t)
tenglamaning yechimini toping.

10.10. Ixtiyoriy A € C va ixtiyorly f € L»[0, 27| uchun

2

x(t) — A/sin(t — 2s)x(s)ds = f(t)

tenglama yechimga ega ekanligini isbotlang va yechimni toping.

10.11-10.28-misollarda berilgan integral tenglama A € C parametrning
qanday giymatlarida yechimga ega, qanday giymatlarida yechim mavjud emas,
qanday qiymatlarida yechim cheksiz ko'p. Yechim mavjud bo‘lgan hollarda

yechimni toping.

10.11. )\f (1+t)z(t)dt = s>
1

10.12. — X[ (s+ s*t)z(t)dt = s* + 1.
0

10.13. z(s) — A [ sx(t)dt = sin 27 s.

o .
V)

1
10.14. — N[ (t+ st)z(t)dt = s* — 1.
0
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1
10.15. z(s) — A [ (1 +2s)x dtzl—gs.
0
1
10.16. z(s) — A [ (t + s+ s*t)z(t)dt = s* + 2s.
1
1
10.17. x(s) — A [ s sin2wt x(t)dt = s.
0
1
10.18. x(s) — A [ (t+ st + s*t)z(t)dt = 2s* + s.
0
/4
10.19. z(s) — X [ tgt-x(t)dt = cos s.
—7/4
10.20. z(s) — A [ sins-costz(t)dt = cos s.
1
10.21. z(s) — [ (st+ s*?) z(t)dt = 1 + 2.
s
1
10.22. 2(s) — A [ (s + s*t)z(t)dt = sinT s.
1
10.23. x(s) — A [ sin(s +¢) z(t)dt = cos s.
0
! 1 3
10.24. z(s) — A [ (s+t)z(t)dt = 5 T 55
s
1
10.25. z(s) — A [ (1 + st +t*) z(t)dt =1+ s.
1
! 1
10.26. — A | arccost - z(t)dt = ——.
x(s) { r x(t) Vi
1
10.27. x(s) — A [ eta(t)dt = e*.
0
1
10.28. (s) — A [ (L4t + st?) x(t)dt = 2.
“1
1
10.29. z(s) — A [ (1 4+t + s+ st) z(t)dt = 2s + s°.
0

204

Please purchase VeryDOC PS to PDF Converter on http://www.verydoc.com to remove this watermark.


http://www.verydoc.com
http://www.verydoc.com

Please purchase VeryDOC PS to PDF Converter on http://www.verydoc.com to remove this watermark.

10.30-10.48-misollarda Volterra yoki Fredholm integral tenglamasi berilgan.
Ularni ketma-ket yaqinlashish usuli yordamida yeching. Nolinchi yaqinlashish
berilgan. Iteratsiyaning ikkinchi hadi x5(s) ni toping.

S

10.30. x(s) =s+ [ x(t)dt,  wo(s) =s.
10.31. z(s) =14 [(s—t)x(t)dt,  xo(s) = 1.
10.32. 2(s) = 262+ 2 — jsx(t)dt, zo(s) = 2.
10.33. 2(s) = 5+ 1 + g’ 2t zo(s) = 2s.
10.34. z(s) = s+ [(s—t)x(t)dt, wo(s)=0.
10.35. x(s) =14 [(t —s)z(t)dt,  xo(s) =0.
10.36. 2(s) = gs _
10.37. z(s) =14 [ x(t)dt,  xo(s) =0.

10.38. z(s) =¢® —

1 s
10.39. z(s) = 5 [tsax(t)dt + %s, zo(s) = s.
0
1L 5! 1
10.40. z(s) == [(s+t)z(t)dt + =s — =,  zo(s) = 2s.
3 6" 9
11
10.41. z(s) = 3 [a(t)dt+s, w0(s) = 3s.
0

11
10.42. z(s) = 5 [te(t)dt+s+1, ao(s) = 1.
0
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10.43.

10.44. =z

10.45.

10.46. z

10.47.

10.48.

1 ™
x(s) = = [cos?t - w(t)dt + 1, xo(s) = 1.
T
L 1
7 [(1— s)sin2nmta(t )dt+§(1—s), zo(s) = 2.
0
1 :
x(s) = —fsms tz(t)dt + 2sin s, xo(s) = 1.
21y
11
§fx )dt + sin s, zo(s) = 3.
0
x(s) = s+ [x(t)dt, xo(s) = s
0
1
w(s)=s+1+s* zo(s) = 2s
0
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ITI bobni takrorlash uchun test savollari

1. ¢y ni f5 ga akslantiruvchi A, B, C' operatorlar berilgan:
Az = (0,0,...,0,21, 29,23, ...),
Bz = (0,0,...,0,Zpt1, Tni2, Tnigs---)
Cr = (x1,29,23,0,...,0,...),

Kompakt operatorlar keltirilgan javobni toping.

A) ABva BC B) BvaC C)AvaB D) AC va BC

2. Lo[—1, 1] ni Ly[—1, 1] ga akslantiruvchi A, B, I operatorlar berilgan:
1
(Af)(@) =z f(z), (Bf)(@)= [ +azy)flydy, (If)(z)=f(2).

-1
Kompakt operatorlar keltirilgan javobni toping.

A) AB va B B) Bva [ C) Ava B D) Ava I

3. Ly[—1, 1] ni Ly|—1, 1] ga akslantiruvchi
1

(Af)(x) = 3 / vy f(y) dy

-1
kompakt operatorning xos giymatlarini toping.

A)0,2 B)2 (C)0,1,2 D)23

4. Lo[—1, 1] fazoni o‘zini-o‘ziga akslantiruvchi
1

(Af)(z) =3 / vy f(y) dy

-1
kompakt operatorning xos funksiyalari ko‘rsatilgan javobni toping.

A) folx) =1, f3(x) == B) fo(z) =1+, f3(x)=2a”

C) fo(z)=3+=z, f3(z)=52> D) folzx)=4+2z, f3(z)=2"
5. Chekli o‘lchamli A : /5 — {5 operatorni toping.

A) Ax =(0,0,...,0,21, 29, x3,...)

B) Ax = (07 07 SRS 07 Ln+1, Ln+2, Tn+3; - - )
C) Az = (21,29, 23,0,...,0,...)
D) Ax = (.I'n+1, LTn+2, Tp+3, - - )
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6. Kompakt A : /¢y — ¢y operatorni toping.
A) Az =(0,0,...,0,21, 29,3, ...)

B) Az =(0,0,...,0, 211, Tnia, Tnis, - - )

C) Az = (ay1, agwa, a3xs, . .., ApTy, . ..), lim a, =0
n—oo

D) Azr = ($n+1, Tn+2y Tnt3y - - )

7. Uy fazoda berilgan Az = (aix1, asxs, azrs, ..., ayTy, . ..) operatorning
kompaktlik kriteriysini toping.
A) supla,| < o
n>1
B) shunday ny € N mavjud bo‘lib, barcha n > ng larda a, = 0 bo‘lishi
C) lim a, =0
n—oo
D)

{a,} ning nolga yaginlashuvchi gismiy ketma-ketlikni saglashi

8. Quyidagi tasdiglar ichidan to‘g‘rilarini ajrating.
1) Chekli olchamli A € L(X, Y) operator kompakt bo‘ladi.
2) Chiziqli A: C" — C" operator kompakt bo‘ladi.
3) Birlik 7 : X — X, dim X < oo operator kompakt bo‘ladi.
A)1,2 B)2,3 (C)1,2,3 D)1,3

9. Quyidagi tasdiglar ichidan to‘g‘rilarini ajrating.

1) Kompakt operatorlarning yig‘indisi kompakt bo‘ladi.
2) Kompakt operatorning songa ko‘paytmasi kompakt bo‘ladi.
3) Kompakt operatorning chegaralangan operatorga ko‘paytmasi kom-
pakt bo‘ladi.
A)1,2 B) 2, 3 C)1,2,3 D) 1,3

10. Quyidagi tasdiglar ichidan to‘g'rilarini ajrating.
1) Kompakt operatorga qo‘shma operator kompakt bo‘ladi.
2) Kompakt operatorga teskari operator kompakt bo‘ladi.
3) Birlik 7 : X — X, dim X = oo operator kompakt bo‘ladi.
A)1,2 B) 2,3 C)1 D)1,3
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

Quyidagi tasdiglar ichidan to‘grilarini ajrating.

1) Kompakt operatorning xos qiymatlari oddiy bo‘ladi.

2) O‘z-o'ziga qo‘shma operatorning xos qiymatlari haqiqiy bo‘ladi.

3) O‘z-0‘ziga qo‘shma kompakt operatorning har xil xos qiymatlariga mos
xos vektorlari ortogonal bo‘ladi.

A)1,2 B)2,3 (C)1,2,3 D)1,3

Quyidagi tasdiglar ichidan to‘g‘rilarini ajrating.

1) Kompakt operatorning noldan farqli xos qiymatlari chekli karralidir.
2) A:/ly — ly kompakt operatorning spektri nolni saqlaydi.

3) Birlik I : Cla, b] — Cl|a, b] operator kompakt emas.

A)1,2 B) 2,3 C)1 D) 1,23

C[—1, 1] fazoda chekli o‘lchamli operatorlarni ko‘rsating.
1

(Af)(x) = = f(=), (Bf)(l’)Z/ (=) f(y)dy. (Cf)(x)= f(0)z*

-1

AyA, B BYA C C B C D) A B C

(5 fazoda berilgan Az = (a1, ass, azxs, . .., AyTy, .. .) operator uchun
quyidagilardan qaysilari invariant qism fazo bo‘ladi.

1) Liy={x€ly:21=129=0}

2) Lo={x€ly:x3=24=15=0}

3) Ly={xe€ly:2,=0, n>6}

A)1,2 B) 2,3 C)1,2,3 D) 1,3

Lo[—7, w] fazoda kompakt operatorni ko‘rsating.
Y

A) (Af)@)=af(z)  B) (Af)(z) = [ cos(z —y) fly)dy

C) (AfN)(x) = f(x) D) (Af)(z) = (2* + 1) f(=)

{A,,} € K(X) kompakt operatorlar ketma-ketligi, A € L(X) bolsin.
Quyidagi tasdiglardan qay, biri to‘g'ri.
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17.

18.

19.

A) Agar A, = A (tekis) bo‘lsa, u holda A kompakt bo‘ladi.
B) Agar A, — A (kuchli) bo‘lsa, u holda A kompakt bo‘ladi.
C) Agar A, — A (kuchsiz) bo‘lsa, u holda A kompakt bo‘ladi.
D) Agar A, — A (nuqtali) bo‘lsa, u holda A kompakt bo‘ladi.

Chekli o'lchamli operator ta’rifini toping.

A) Agar A € L(X,Y) bolib, dim ImA < oo bo'lsa

B) Agar A har qanday chegaralangan to‘plamni nisbiy kompakt to‘p-
lamga akslantirsa

C) Agar A har qanday nisbiy kompakt to‘plamni kompakt to‘plamga
akslantirsa,

D) Agar A: C" — C" bo‘lib, dim Im A < n bo‘lsa

Kompakt operator ta'rifini toping.

A) Agar A € L(X,Y) bolib, dim ImA < oo bo'lsa

B) Agar A € L(X,Y) har qanday chegaralangan to‘plamni nisbiy kom-
pakt to‘plamga akslantirsa

C) Agar A € L(X,Y) har qanday nisbiy kompakt to‘plamni kompakt
to'plamga akslantirsa

D) Agar A:C" — C" bo‘lib, dim Im A < n bo‘lsa

Quyidagilar ichidan kompakt operator ta’riflarini ajrating.

1) Agar A € L(X,Y) har qanday chegaralangan to‘plamni nisbiy kom-
pakt to‘plamga akslantirsa

2) Agar A € L(X,Y) operator X dagi birlik sharni nisbiy kompakt
to'plamga akslantirsa

3) Agar A € L(H) operator H dagi ixtiyoriy kuchsiz yaqginlashuvchi
ketma-ketlikni kuchli yaqinlashuvchi ketma-ketlikka akslantirsa.
A)1,2,3 B) 2,3 C)1,3 D) 1,2
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

u ga nisbatan Fredholmning I tur integral tenglamasini toping.

b b
A) u(z) = [ K(z,y)uly)dy+ f(z) B) f(z)= [ K(z,y)u(y)dy
C) ulz) = [ K(z,p)ulydy+ () D) f(z) = | K(z,y)uly)dy

u ga nisbatan Fredholmning II tur integral tenglamasini toping.

A) u(@) = [ K@ gulydy+ fz)  B) fl@) = [ Kz y)uly)dy
C) ulx) = [ K(x.p)uly)dy+ f(z) D) f(z) = [ K(x.y)uly)dy

u ga nisbatan Volterraning I tur integral tenglamasini toping.

A) u(@) = | K@ gulydy+ fz) B) f(z) = [ Kz, y)uly)dy
C) ulx) = [ K(x.p)uly)dy + f(z) D) f(x) = [ K(z.y)uly)dy

u ga nisbatan Volterraning II tur integral tenglamasini toping.

A) u(@) = [ K@ yuly)dy+ fz) B) f(z) = [ Kz, y)uly)dy
C) ulz) = [ K(z,y)uly)dy + f(z) D) f(x) = [ Kz y)uly)dy

T* . Ly|—m, w| — Lo[—m, m] kompakt operator bo‘lib, 1 uning oddiy
xos qiymati bo‘lsin. 1 xos gqiymatga mos keluvchi xos funksiya esa cos 2x
bo‘lsin. u = Tu + f tenglama yechimga ega bo‘ladigan f ni toping:

A) cosx B) cos2x C) 1 — cos2x D) cos®*z

T* @ Lo[—m, w] — Ls|—m, | kompakt operator bo‘lib, 1 uning ikki
karrali xos giymati bo‘lsin. 1 xos giymatga mos keluvchi xos funksiyalar
esa cosx va sinzx lar bo'lsin. u = Tu + f tenglama yechimga ega
bo‘ladigan f ni toping:

A) coszx B) cos2z C) cosx + sinx D) cosx —sinx

T* . Lo|—m, w| — Lo[—m, m] kompakt operator bo‘lib, 1 uning oddiy

xos qiymati bo‘lsin. 1 xos giymatga mos keluvchi xos funksiya esa cos 2x
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

bo‘lsin. u =Tu + f tenglama yechimga ega bo‘lmaydigan f ni toping:
A) cosx B) cos2z C) 1 D) sinx

T . Ly|—7, w] — Lo|—m, w| kompakt operator bo‘lib, 1 uning ikki
karrali xos qiymati bo‘lsin. 1 xos giymatga mos keluvchi xos funksiyalar
esa cosx va sinzx lar bolsin. u = Tu + f tenglama yechimga ega
bo‘lmaydigan f ni toping:

A) cosz +sinz B) cos2z C) 1 D) sin2z

™
Lo|—m, w1 fazoda u(z) = 1+ [ coszsinyu(y)dy integral tenglama
yechimini toping. :

A) 1+cosx B) 1+sinz C) 1 D) 1+ mcosx

™
Lo[—m, 7| fazoda u(z) =sinz+ [ cosx sinyu(y)dy integral tenglama

yechimini toping.

A) sinx+cosz  B) 1+sinz C)1 D) sinz+mcosz

Lo|—m, 7] fazoda u(x) = cosx+ f cos x sinyu(y)dy integral tenglama,
yechimini toping. -

A) sinx +cosz  B) 1+sinxz C) cosz D) sinz+ mcosz
Lo|—m, 7] fazoda (Au)(z) = u(:z:)—l f cos x cosyu(y)dy chizigli ope-
rator yadrosining o‘lchamini toping. o

A) dimKerA=0 B) dimKerd=1

C) dim KerA =2 D) dim KerA = oo

™

Lo[—7, 7] fazoda (Au)(x) = u(x) —% {Tcos(:c—y)u(y)dy chizigli ope-
rator yadrosining o‘lchamini toping.

A) dimKerA=0  B) dimKerA=1

C) dmKerA=2 D) dimKerA= o
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33.

34.

35.

36.

37.

38.

17 1
Lo[—m, 7] fazoda (Au)(z) = —— f +COS r—1y)|u(y)dy chiziqli
operator yadrosining o‘lchamini topmg. -

A) dmKerA=1 B) dimKerA =2
C) dimKerA=3 D) dimKerd= o

Lo|—m, 7| fazoda u(x) = f(x) + — f + cos(x — y)| u(y) dy chizigli
integral tenglamaga mos bir JlDSll tenglamanmg chiziqli boglanmagan
yechimlari sonini toping.

A)1 B2 ()3 D)oo

1 ™
Ly[—m, 7| fazoda u(x) = f(x)+—= [ cos(x—y)u(y)dy chizigli integral
T
tenglamaga mos bir jinsli tenglamaning chiziqli bog'lanmagan yechimlari
sonini toping.

A)1 B2 ()3 D)

1 s

Lo[—m, 7| fazoda u(x) = f(x) + = [ cosz cosyu(y)dy chizigli inte-
™ —T

gral tenglamaga mos bir jinsli tenglamaning chiziqli bog'lanmagan yechim-

lari sonini toping.
A) 1 B) 2 C) 3 D) oo

Lo[—m, 7] fazoda (Au)(x) = ]E cos(x —y) u(y) dy, (Bu)(x)=

—T
™

[ (acosx cosy—fsinx siny) u(y) dy integral operatorlar berilgan. A* =

-7
B tenglik o'rinli bo‘ladigan o« € R va # € R parametrlarning qgiymat-

larini toping.

A)a=1,06=1 B)a=1,5=-

C)a=-1,p=1 D) bunday giymatlar yo‘q

T — Lsla, b] fazodagi kompakt operator, 1 soni uning xos qiymati
bo‘lsin. w = f4+Twu (1) tenglama uchun quyidagi tasdiglardan qaysilari
to‘g'ri?
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39.

40.

1) (1) tenglama ba’zi f € Lo[a, b] larda yechimga ega emas.

2)(1) tenglama yechimga ega bo‘lishi uchun f funksiya v = T*u
tenglamaning barcha yechimlariga ortogonal bo‘lishi zarur va yetarli.

3) (1) tenglama yechimga ega bo‘lishi uchun dim KerT = dim KerT*

bo‘lishi zarur va yetarli.

A)1,2,3 B)2,3 ()3 D)1,2

Lo[—7, 7] fazoda ajralgan yadroli integral tenglamalarni ko‘rsating.

1) u(z) = [ cos(z — y) uly) dy

-7
™

2) u(z) = [(acosz cosy — Bsinzsiny) u(y) dy

—T
™

3) u(x) Z_f In(1+ |z —y|) uly) dy.

A)1,2,3 B)2,3 (C)3 D)I,2

Lo[—1, 1] fazoda ajralgan yadroli integral tenglamalarni ko‘rsating.
1

1) u(z) = fl(af —y) u(y) dy

2) u(x) =£(1 + xy)*uly) dy

3) u(r) = _f1 In(1 + [z — y|) u(y) dy.

A)1,2,3 B)2 3 €3 D)1, 2
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IIT bob uchun javoblar va ko‘rsatmalar
9-§. Kompakt operatorlar

5- 9 - misollarda dim ImA = 2 ekanligini ko‘rsating va 5.1-teoremadan foy-
dalaning.

10. dim ImA = 4 ekanligini ko‘rsating va 5.1-teoremadan foydalaning. 5.1-
misoldan foydalaning.

11, 12-misollarda Artsela teoremasidan foydalaning.

13 - misolda dim ImA = 2 ekanligini ko‘rsating va 5.1-teoremadan foydala-
ning.

14. Ixtiyorly = € Lo[0, 7] uchun

™ s

(Ax)(s) = s/costa:(t) dt + cos S/tx(t) dt = as+ (3 coss (9.17)

tenglik bajariladi. Bu yerda

™ ™

a:/costx(t)dt, B:/tx(t)dt.

0 0

(9.1j) tenglikdan dim ImA < 2 ni olamiz. Shunday x;, x5 ni topish mumkin-
ki, a(z1) = B(x2) = 0, a(xe) = B(z1) = 1 bo'ladi, ya'ni A ikki o‘lchamli
operator. 9.1-teoremaga ko‘ra u kompakt operator bo‘ladi.

15- misolda 10.1-teoremadan foydalaning.

16, 17-misollarda 9.1-misoldan foydalaning.

18 - 22- misollarda 9.1-misoldan foydalaning.

24-misolda dim ImA = 6 ekanligini ko‘rsating va 9.1-teoremadan foydala-
ning.

25. A ni kompakt operator deb faraz qilaylik. A ga teskari operator mavjud

va chegaralangan:
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9.5-teoremaga ko‘ra, cheksiz o‘lchamli fazoda kompakt operatorning chegara-
langan teskarisi mavjud emas. Demak, A kompakt operator emas.

26 - 28 - misollarda 9.25-misoldan va 9.5-teoremadan foydalaning.

29, 30-misollarda 9.4-misoldan foydalaning.

31. Ko‘rsatamizki A\ = 1 soni A operator uchun cheksiz karrali xos giymat
bo‘ladi. Bu esa 9.6-teorema bilan birgalikda A operatorning kompakt emaslig-
ini isbotlaydi. Endi A = 1 soni A operatorning cheksiz karrali xos giymati
ekanligini ko‘rsatamiz. C'[—1, 1] fazoni juft funksiyalardan iborat C*[—1, 1]
va toq funksiyalardan tashkil topgan C'~[—1, 1] qism fazolarning yig‘indisiga

yoyish mumkin, ya’'ni
Cl-1,1]=C"[-1, 1]® C7[-1, 1].

Bu fazolar A operator uchun invariant gism fazolar bo‘ladi va quyidagi teng-

liklar orinli:
Axt =27 2€ CT[-1,1], Az =0,2eC[-1, 1].
Bu yerdan kelib chiqadiki Ker(A —1)=C"[-1, 1] va
dim Ker(A— 1) =dimC"[-1, 1] = co.

Ya'ni A =1 soni A operatorning cheksiz karrali xos qiymati ekan.

32-34. 9.25-misoldan va 9.5-teoremadan foydalaning.

35-43 -misollarda 9.1-misoldan foydalaning.

44. {Ae, } ketma-ketlikdan yaginlashuvchi qismiy ketma-ketlik ajratish mum-
kin emasligini ko‘rsating.

45. Hech ganday shartda ham bu operator kompakt bo‘lmaydi.

47. a) yo‘q. b) yo‘q. ¢) ha.

49. b) va c).

53. o(A)={0}.
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2 2
53. A)={0, -, —=}.
o) =10, 2, -3
57. Singulyar sonlar v(n), n € N.

10-§. Integral tenglamalar

7.a) x(t) =1, b) x(t) =2sint, c¢) x(t) =sint,
1 2
(Dx@%:ﬁ—t+é, @x@y=#+1%% f) z(t) =t = 7 sin t,

2t w cos t 3
g) x(t)zl—?—ﬂ 1C§S , h) a:(t):cOSQt+£sint,
8. a) A = — da yechim z(f) = asint+ «a cost ga, A = —— da yechim
T T

z(t)=asint—acost boladi.

b) A = % da yechim x(t) = o cos t ga, A = —% da yechim x(t) = a sin ¢
ga teng bo‘ladi.

¢) A= —3 da yechim z(t) = at —2at® ga teng bo‘ladi.

d) A = g da yechim z(t) = at ga, A = g da yechim z(t) = at? ga teng

bo‘ladi.

3, . 2 30
9. a) Agar \ # 2 bo‘lsa, yechim yagona va u z(t) = at® + 3 2)\75 + 7y
ko‘rinishda bo‘ladi. Agar \ = g va (3 # 0 bo‘lsa, yechim mavjud emas. Agar

3
A= 5 va B = 0 bolsa, yechim cheksiz ko'p va u x(t) = at?> + Ct +~

ko‘rinishda bo‘ladi.

2 200 — 4 B\
b) Agar A\ # +— bo'lsa, yechim yagona va u z(t) = 8 + Msint
s 5 24 AT
ko‘rinishda bo‘ladi. Agar A = —— va O;—ﬂ + 23 # 0 bo‘lsa, yechim mavjud
s
2
emas. Agar A = —— va % + 23 = 0 bo'lsa, yechim cheksiz ko'p va u
T
2
z(t) = [+ Csin t ko'rinishda bo‘ladi. Agar A = — bo‘lsa, yechim cheksiz
T
—4
kopvau x(t) = [+ oz7r2—ﬁ sin t + C cost ko‘rinishda bo‘ladi.
@
3 3 3
c) Agar \ # 7 A £ 5 bo‘lsa, yechim yagona va u z(t) = 3 _O;)\ 2 —

38
344\

t ko‘rinishda bo‘ladi. Agar \ = —Z va 3 # 0 yoki A\ = ; va a # 0
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bo‘lsa, yechim mavjud emas. Agar \ = —7 (= 0 bo‘lsa, yechim cheksiz

2
kop va u z(t) = Ct + ?&tQ ko‘rinishda bo‘ladi. Agar \ = g va a = 0

1
bo‘lsa, yechim cheksiz ko‘p va u x(t) = ——2975 t + C't* ko'rinishda bo‘ladi.
1 3. , 3at
d) Agar \ # —5 A # 5 bo‘lsa, yechim yagona va u x(t) = = o)

ko‘rinishda bo‘ladi. Agar A\ = g va a # 0 bo‘lsa, yechim mavjud emas. Agar
A= g va o = 0 bo‘lsa, yechim cheksiz ko'p va u z(¢) = C't ko'rinishda

1 3
bo‘ladi. Agar A\ = —3 bo‘lsa, yechim cheksiz ko‘'p va u x(t) = _Z(& —-CO)t+

C't? ko‘rinishda bo‘ladi.
27

10. z(t) = A bf sin(t — 2s) f(s)ds + f(t).

6
11. Parametr A\ ning = dan farqli barcha giymatlarida tenglama yagona
TAs

m kO‘riniShga ega.

yechimga ega va u x(s) = s* +

3
12. Parametr A € C ning :|:§ dan farqli barcha giymatlarida tenglama yag-

24)\s n 162252
9—4X2 9 —4)2
13. Parametr A\ € C ning barcha giymatlarida tenglama yechimga ega. A # 2

ona yechimga ega va u x(s) = s> + 1 + ko‘rinishga ega.
da yechim yagona x(s) = sin2rs, A = 2 da yechim cheksiz ko‘p bo‘lib, uning
ko‘rinishi z(s) = sin27ws +as, a € C - ixtiyoriy son.
14. Parametr A € C ning barcha giymatlarida tenglama yechimga ega. \ #
3/2 bo'lsa, z(s) = s2—1 tenglamaning yagona yechimi bo‘ladi. Agar \ = 3/2
bo‘lsa, tenglama yechimi cheksiz ko‘'p bo‘lib, ular z(s) = s> — 1+ a (1 + s),
a € C ko'rinishga ega.
15. Parametr A € C ning barcha A # 1/2 qiymatlarida tenglama z(s) =
1 3 N A(1+ 2s)
—_— S -
2 "1 - 2N
tenglama yechimga ega emas.

16. Agar A = +£3/4 bo‘lsa, tenglama yechimga ega emas. Agar A\ # +3/4

ko‘rinishdagi yagona yechimga ega. Agar A = 1/2 bo‘lsa,

bo‘lsa, tenglama yagona z(s) = s> + 2s + Aas + A3(1 + s?), bu yerda
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2 . 8\ . 12 4\ 3 12 . 4\
o = — —_— — .
9— 16X 9 —16A2

3 3 9—16)\2+9—16)\2’
17. Parametr A € C ning barcha giymatlarida tenglama yagona z(s) = s

yechimga ega.
18. Parametr A € C ning barcha A # 3/2 qiymatlarida tenglama z(s) =

252+ s+ (1+s+s%) ko'rinishdagi yagona yechimga ega. Agar A\ = 3/2

3— 2\
bo‘lsa, tenglama yechimga ega emas.

19. Parametr A € C ning barcha giymatlarida tenglama yagona x(s) = cos s
yechimga ega.
20. Parametr A € C ning barcha giymatlarida tenglama yagona x(s) = cos s
yechimga ega.

2
21. Agar A\ ¢ { 162 s

3(5—3\)
3
yechimga ega. Agar \ = 3 bo‘lsa, tenglama yechimga ega emas. Agar \ = 5

3 5
o §} bo‘lsa, tenglama yagona x(s) = 1 + s +

bo‘lsa, tenglama cheksiz ko'p z(s) =1+ 17- s+ a-s, Ya € C yechimlarga
ega.

3
22. Agar \ # :|:§ bo‘lsa, tenglama yagona x(s) = sin s yechimga ega. Agar

A= :I:g bo‘lsa, tenglama cheksiz ko'p x(s) =sinwts+as+ (s, Va, 3 € C

yechimlarga ega.
2T

2
23. Agar A # +— bo‘lsa, tenglama yagona x(s) = coss + ——— sins +
T 4 — w2 )\2
T2\ 2
————cos s yechimga ega. Agar A = +— bo‘lsa, tenglama yechimga ega
4 — m2)\2 T
emas.

3 1 A3+2)
24. Agar \ # :tg bo‘lsa, tenglama yagona x(s) = = L

SRE T
25 (3+ A —2)%)

2(3—4N?)
ga ega emas.

3
yechimga ega. Agar \ = :l:g bo‘lsa, tenglama yechim-

25. Agar \ # g, A #£ % bo‘lsa, tenglama yagona x(s) = 3 —38>\ + 3 382)\

3 3
yechimga ega. Agar \ = 3 A= 3 bo‘lsa, tenglama yechimga ega emas.
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26. Agar \ # 1 bo‘lsa, tenglama yagona z(s) = ¢11_7§+ 2(17Ti\ N yechim-

ga ega. Agar \ = ;’ A= g bo‘lsa, tenglama yechimga ega emas.

27. Agar \ # — bo‘lsa, tenglama yagona x(s) = e (1) e
e? — 3(2—= X2+ )\)

yechimga ega. Agar \ = = bo‘lsa, tenglama yechimga ega emas.

28. Agar \ # M bo‘lsa, tenglama yagona x(s) = 5 186;\_ e +

9 — 14X\ — 4\? —9+3V13

s yechimga ega. Agar \ = bo‘lsa, tenglama yechim-

9 — 18\ — 4\?
ga ega emas.
6A(1 + s)

W yechimga

3
29. Agar \ # : bo‘lsa, tenglama yagona x(s) = s+s>+

3
ega. Agar \ = 3 bo‘lsa, tenglama yechimga ega emas.

s 8
30. x9(s) = s+ 5t z(s) =€ — 1.
s st
31. 1 — chs.
To($) +5 o z(s) =chs
32. x9(s) = 2; x(s) = 2.
s 8
33. x9(s) =1—|—28+§—|—§; x(s) = 2¢° — 1.
3
34. x9(s) = s+ %; z(s) =shs.
2
35. xa(s) =1— %; x(s) = coss.
101 1 461 65
36. — s =g 2
7208 = Jog* T o7 9T T ug
37. xo(s) =1+ s; x(s) =e’.
1—
38. wo(s) =€ + 1 6; x(s) = e°.
39. x9(s) = x(s) = s.
107 461 65
40. St el
78 = % 709 = 71t o
1
41. 29(s) = s+ =; z(s) =s+ n
23 !
42. x9(s) = s+ 14—8; z(s) =s+ 1=
3
43. x9(s) = 11; z(s) = 2.
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3

44. x9(s) = Z(l —5); x(s)=1—s.
24
45. x9(s) = W—; sins; z(s) = 4sins.
46. 5(s) + — + i (s) 2 b
. = — 4 — 4 sin7s; = — +sin7s.
za(s) = —+ ms; w(s) = — s
s st
47. 19(s) = s+ b +ﬁ_2; z(s) =e® — 1. ;
48. 19(s) =1+ s+ 682; r(s)=1+s+ 182.

III bobda keltirilgan test javoblari

1-D 2-A 3-A 4-A 5-C 6-C 7-C 8C 9-C 10-C 11-B 12-D 13-C
14-C 15-B 16-A 17-A 18-B 19-A 20-B 21-A 22-D 23-C 24-A
25-B 26-B  27-A 28-C 29-D 30-C 31-B 32-C 33-C 34-C 35-B
36-A 37-B 38-D 39-D 40-D.
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