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СЎЗ БОШ И

Бу қўлланманинг ушбу нашри ҳам СССР Олий ва махсус 
ўрта таълим министрлигининг олий ўқув юртларига кирувчи- 
лар учун кириш қоидалари ва кириш имтиҳонлари программа- 
лари а соси да ёзилди. Китобнинг биринчи нашри олий ўқув 
юртларига кирувчилар ва элементар математикани мустақил 
ўрганувчиларга яқиндан ёрдам беришни кўзда тутиб ёзилган.

Китобнинг иккинчи нашрини тайёрлашда автор олий ўқув 
юртларига кирувчиларни ва элементар математикани мустақил 
ўрганувчиларни назарда тутиш билан бир қаторда, республи­
ка ми здаги институтлар қошида ишлаб-тургагг тайёрлов курс- 
ларининг ўқувчилари учуй даре лик вазифасини ўташини ҳам 
кўзда тутди. Бу мақсадда қўлланманинг иккинчи наш рига кўп- 
гина назарий ва амалий аҳамиятга эга бўлган материаллар қў- 
шилди.

Булардан ташқари, автор китобци иккинчи нашрга тайёр­
лашда, биринчи нашри да учраган камчилик ва хатоларни ту- 
аатишга алоҳида эътибор берди.

Китобнинг иккинчи нашри да баъзи параграфларнинг ўрнини 
алмаштириш мақсадга мувофиқ деб топилди. Бу қўлланманинг 
биринчи, иккинчи нашрлари ҳам, албатта, мактабларда дарс- 
лик сифатида фойдаланишни кўзда тутмай, балки ўрта маълу- 
мотли ва элементар математикадан олган билимларини эсидан 
чиқарган ҳар бир кишига қисқа муддат ичида мустақил ра- 
вишда арифметика, алгебра, геометрия ва тригонометриядан 
кўп нарсаларни есга тушириб олишга имкон беради.

Олий мактабларга кирувчилар орасида кўп йигит-қизлар 
таърифларни, теорема ва қоидаларни айтишда ҳамда уларни 
мисол ва масалалар ечишга татбиқ қилишда ожизлик қилади- 
лар. Ш унинг учун қўлланманинг иккинчи нашрида ҳам бу 
нарсаларга алоҳида эътибор берилди. Лекин қўлланманинг 
иккинчи нашрида, программадан ташқари, қисқача тарихий 
маълумотлар, турли хил ўлчовлар ва геометрик алмаштириш- 
лар ҳақидаги тушунчаларни қолдириш мақсадга мувофиқ деб 
топилди. Қўлланманинг иккинчи нашрида ҳам баъзи содда ми-
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соллар учун жавоблар берилмади Шундай қилиб, китобнинг 
иккинчи нашри олий ўқув юртлари (асосан, техника олий 
ўқув юртлари)га кирувчилар учун қўлланма ва институтлар 
қошидаги тайёрлов курс ў^увчилари учун дарслик вазифасини 
ўтай олади.

Қўлланманинг иккинчи нашридан фойдаланишда ҳам комп­
лекс сонлар тушунчаси ва стереометрия ни ўқишни, тригоно­
метрия бўлимидан к ера к бўлган материалларни ўқиб чиқишни 
кигобхонларга тавсия қиламиз. Китобнинг биринчи наш рига 
Ўзбекистон Педагогика фанлари илмий текшириш институти 
математика секторининг мудири, педагогика фанлари канди- 
дати Ж . Икромовнинг ёзган тақризлари, шубҳасиз, китобнинг 
иккинчи нашри сифатининг яхшиланишига катта ҳисса қўш- 
ди. Бунинг учун автор Ж . Икромовга чексиз миннатдорчилик 
изҳор этади. Иккинчи наш рига тайёрлангаи қўлланмани ўқиб 
чиқиб, самимий маслаҳатлар берганлари учун Тошкент по­
литехника институтининг доценти, кафедра мудири Н. Акбар- 
хўжаевга автор самимий ташаккур билдиради. Китобнинг 
иккинчи нашрини ҳам баъзи камчилик ва хатолардан холи 
деб бўлмайди, албатта.

Ўз истак ва мулоҳазаларингизни қуйидаги адресга юбори- 
шингизни илтимос қиламиз:

Тош кент , Н авоий 30, „ Ў қит увчи“ наш риёпш .

А вт ор.

Кўлланманииг учинчи нашри унинг олдинги нашрларида 
учраган хатоларни эътиборга олинган ҳолда матрицадан бо- 
силди.

Китоб тўғрисидаги ўз фикр ва мулоҳазаларини юборган 
уртоцларга автор ўз миннатдорчилигипи билдиради.

Авт ор.



/ Б Ў Л И М  

А Р И Ф М Е Т И К А

1- §. НАТУРАЛ (БУ Т У Н ) СОНЛАР

Арифметика сўзи грекча „аритмос" — ўзбекча псон“ сўзи- 
дан келиб чиққан бўлиб, сон ҳақидаги фан деган маънони 
англатади. Арифметика—сонлар (бутун ва каср1), улар устидаги 
амаллар ва уларнинг оддий хоссалари ҳақидаги фандир.

Сонларни ёзиш учун ўнта махсус белги бор: 0, 1 , 2 ,  3, 4, 
5, 6 , 7, 8 , 9. Бу белгклар- рақамлар деб аталади. Юқоридаги 
ўнта рақамдан фойдаланиб, ҳар қандай сонни ёзиш мумкин. 
Масалан, 1; 2; 5; 8 ; 10; 11; 124; 2051 ва ҳоказо. Санаш нати- 
жасида ҳосил бўладиган 1; 2; 3; 4; 5; 6 ; 7; 8; 9; 10; 11; 12; ... 
ва ҳоказо сонлар натурал сонлар дейилади. Ортиб бориш тар- 
тибида жойлашган чексиз давом этувчи 1, 2, 3, 4, 5, 6 , 7, 8 , 
9, 10, 11, 12, 13 , ... сонлар қатори (тўплами) натурал қатор 
дейилади. Агар сон битта рақамдан иборат бўлса, уни бир хо- 
нали сон, иккита рақамдан иборат бўлса, уни икки хонали сон, 
учта рақамдан иборат бўлса — уч хонали сон дейилади ва ҳ. к. 
Масалан, 7 — бир хонали сон; 35 — икки хонали сон; 209 — уч 
хонали сондир ва ҳ. к. Турмуш да бутун сонлардан ташқари 
каср сонлар, рационал сонлар, иррационал сонлар, комплекс 
сонлар деб аталадиган сонлар ҳам учрайди. Бу сонлар ҳацида 
китобнинг келгуси параграфларида маълумот берилади.

2- §. Т Ў Р Т  А М АЛ ЭЛЕМЕНТЛАРИНИНГ НОМЛАРИ3.
Қ О Л Д И Қ С И З  ВА ҚОЛДИКЛИ БЎЛИШ

Тўрт амалнинг асосий хоссалари

Бу параграфда арифметикадаги тўрт амал элементларини 
конкрет мисоллар билан эслатиб ўтамиз.

Масалан, 1) 8 +  5== 13 да 8 ва 5 лар қ ўш и л у в я и л а р , 13 эса 
йиғинди  дейилади.

1 9- § га қаранг.
3 Сонда қайси хонанииг бирликлари бўлмаса, шу хонага моль қўйилади.
3 Бу китобда бутун сонлар устидаги тўрт амал ва уларнинг хоссалари- 

ни қараш ортиқча деб ҳнсобланди; керак қилган китобхон ҳар қандай ариф­
метика дарсликларидан қараши мумкин.
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2) 13 — 5 =  8 да \Ъ камаю вчи, 5 а й р и лувяи ,  8 эса а йирм а  
дейилади.

3) 7-12 =  84 да 7 ва 12 лар кўп а й т у вя и ла р ,  84 эса кўп а й т -  
м а  дейилади.

4) 84 : 7 =  12 да 84 б ўли н увчи , 7 бўлувчи , 12 эса б ўли н м а  
дейилади.

Умуман, 1) А +  S  =  С бўлсин; бунда А ва В  лар ц ўш и лув-  
чи ла р , С эса йиғинди  дейилади.

2) D  — Е  ^  К  бўлсин; D -к а м а ю в ч и , Е  — а й р и лувчи , К  эса 
айирм а  дейилади.

3) M - N  =  H бўлсин; М  ва W лар к ўп а й т увч и ла р , Н  эса 
кўп а й т м а  дейилади.

4) £ :  7 =  S  бўлсин; Е  — б ўли нувчи , Ғ  б ўлувчи , S эса бў- 
л и н м а  дейилади.

Бу ерда айириш ва бўлиш таърифларини алодида эслаб 
ўтайлик: йиғинди билан бир қўшилувчига кўра иккинчи қўши- 
лувчини топиш — а й и р и ш  деб аталади. Кўпайтма билан бир 
кўпайтувчига кўра иккинчи кўпайтувчини топиш — б ў л и ш  
деб аталади (буларни юқоридаги мисоллардан яққол кўриш 
мумкин).

Бир сонни иккинчи сонга бўлганда бутунлай (аниқ) бўлин- 
са, у к о л д  и к с и з б ў  л и ш деб аталади.

Масалан: 24 : 3 «= 8, чунки 3-8  =  24.
Бир сонни иккинчи сонга бўлганда бутунлай (аниқ) бўлин- 

маса, у қ о л д и қ л и  б ў л и ш  деб аталади1.
Масалан: 23 17

- 2 1  3
2 — қолдиқ

натижани, 23 =  7• 3 +  2 кўринишда ёзиш мумкин.
Демак, бир сон иккинчи сонга бўлинса, биринчи сон иккнн- 

чисининг бўлинувчиси (карралиси), иккинчи сон биринчиси- 
нинг бўлувчиси ва бўлиш натижасида ҳосил бўлган сон бў- 
линма дейилади.

И з о ҳ. Битта сои бир неча соннинг бўлинувчиси бўлиши мумкин. М а­
салан, 84 сони 7 дан бошқа яна: 2; 3; 4; 6; 14; 21; 42; 84 сонларининг ҳам 
бўлинувчисидир.

1) Қўшилувчиларнинг ёки кўпайтувчиларнинг ўринларини 
алмаштириш билан йиғинди ёки кўпайтманинг қиймати ўзгар- 
майди. Масалан, 7 +  3 =  3 +  7 = 1 0 ;  7-3  =  3-7  =  21. Умуман: 
а -\- b =  b +  а\ a  b =  b-a .

2) Қўшилувчилардан бир нечтасини группалаб қўшиб, йи- 
ғиндисини қолган қўшилувчиларга қўш сак ёки кўпайтувчи- 
л ар дан бир нечтасини группалаб кўпайтириб кўпайтмасини қол-

1 Бир сон иккинчи сонга қолдиқсиз бўлинса, у ҳолда биринчи сон ик­
кинчи сонга бўлинади дейилади.
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ганига кўпайтирсак, йиғинди ёки кўпайтманинг қиймати ўзгар- 
майди.

Масалан, 9 +  17 +  25 =  (9 +  17) +  26 -  9 +  (17 +  25) =  (9 +  
+  25) +  17 =  51; 9-17-25  =  (9-17)-25 — 9 - (17-25) «■ (9 -25)-17— 
=  3825. Умуман, а + 6 + с = * ( а + 6 )  +  с =  (а +  с) +  6 =  а  +  
+  ( d +  с); a - b -c  =  (a -b )-c  {a-c) b ^ a  {b c).

3) Бирор сондан бир неча сонларнинг йиғиндисини айириш 
учун шу сондан қўшилувчилардан биттасини айириш, топил- 
ган айирмадан қолган нўшилувчиларнинг яна биттасини ва 
ҳ . к. айириш кифоя.

Масалан, 356 -  (105 +  97) =  (356 -  105) -  97 =  (356 -  9 7 ) -  
— 105 =  154.

.Умуман: а — (Ь с) =* (а — Ь) — с =  (а — с) — Ь.
4) Йиғиндидан сонни айириш учун шу сонни битта қўши- 

лувчидан айириш кифоя.
Масалан, хусусий ҳолда (72 +  36) — 71 =  (72—71) +  3 6 — 

=  37. У м у м а н .^ а  +  Z>) — с =  а  +  (/? — с) =  (а — с) +  Ь.
5) Бир неча сон йиғиндисининг бирор сонга кўпайтмаси ҳар 

бир қўш илувчини, шу сон билан кўпайтмалари йиғиндисига 
тенг. Масалан, хусусий ҳолда (7 +  19 +  15)-3 =  7-3  +  19-3 +  
+  15.3 =  123; умуман, (а +  Ь)-с =* а - с b-c  бўлади.
^  6) Йигиндини бирор сонга бўлиш учун, шу сонга ҳар бир 

қўшилувчини алоҳида бўлиб, сўнгра топилган бўлинмаларни 
қўшиш кифоя. Масалан, хусусий ҳолда (27 +  45) ;'9 =  27 : 9 +  
+  4 5 : 9  =  3 +  5 =  8 ; умуман (а +  b ) : с =  а : с +  b : с.

И з о ҳ .  Бу хоссаларнинг ҳаммаси алгебрада ҳам ўз кучини езқлайди.

3 - § .  РИМ РАҚАМЛАРИ. ЙИҒИНДИ ВА АЙИРМАНИНГ БЎЛИНИШ И

Ҳозирги вақтда биз фойдаланадиган рақамлар а р а б  ра-  
қ а м л а р и  деб аталади. Лекин, биз араб рақамларидан ташқа- 
ри, айрим ёзувларда р и м  р а қ а м л а р и д а н  ҳам фойдалана- 
миз. Рим рақамларининг энг сўнги кўриниши қуйидагича!

1 = 1  (бир); V =  5 (беш ); X =  10 (ўн); Ь =  50 (эллин);
G =  100 (юз); D  =  500 (беш юз); М  =  1000 (минг).
Бу рақамлар ёрдами билан сонлар қуйидагича ёзилади:
1) Катта рақамдан кейин кичик рақам ёзилса, у бу рақам- 

ларнинг қийматлари йиғиндисига тенг сонни ифода қилади, агар 
катта рақам олдига кичик рақам ёзилса, айирмасига тенг сонни 
ифода қилади. Масалан, XV =  10 +  5 =  15; 1Х= 10— 1 =  9 ва ҳ.к.

2) Айрим сонлар битта рақамни такрорлаш йўли билан ёзи­
лади. Масалан, II =  1 +  1 =  2; III =  1 +  1 +  1 =  3; XX =  10 +  
+  10 =  20; Х Х Х =  1 0 +  1 0 + 1 0  =  30 ва ҳ. к.

Бирдан ўнгача бўлган сонлар қуйидагича ёзилади: 1 =  1; 
II =  2; III =  3; IV =  4; V =  5; VI =  6; VII =  7; VIII =  8 ; IX =  9; 
Х =  10.

М а ш қ л а р ,  40, 45, 60, 65, 68, 70, 80 сонларини рим ра- 
қамлари билан ёзинг.
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Энди йиғинди ва айирманинг бўлинишини қараймиз.
1) А гар ҳ а р  бир қ ўш и лувч и  бирор сонга б ўли н са , йиғин- 

ди ҳ а м  ш у сонга б ўли н а д и . Масалан, 32 - f  12 +  8 =  52 бсрил- 
ган бўлсин. Бунда, 32, 12 ва 8 қўшилувчиларнинг ҳар бири 
4 га бўлинади, йиғинди 52 ҳам 4 га бўлииади. (.Бир соннинг 
иккинчи сонга бўлиниш-бўлинмаслигини билиш учун бу хос- 
садан фойдаланишимиз мумкин. Масалан, бўлиш амалини ба- 
жармасдан, 1463 нинг 7 га бўлиниш ёки бўлинмаслигини би­
лиш учун, уни 1463 =  1400 +  63 шаклида ёзамиз, бунда 1400 
ҳам, 63 ҳам 7 га қолдиқсиз бўлинишини кўриш осон, демак, 
йиғинди 1463 ҳам 7 га бўлинади.

И з о ҳ .  Ииғинди бирор сонга бўлиниб, унинг ҳар бир қўшилувчиси бу 
сонга бўлинмаслиги мумкин. Масалан, 72 =  61 4- 11. Бунда 72 йиғинди 9 ra 
бўлинади, лекин унинг қўшилувчилари 61 ва 11 эса 9 га бўлинмайди.

2) А гар  кам аю вчи б и ла н  а й р и лувчи н и нг ҳ а р  бири бирор  
сонга б ўли н са , айирм а ҳ а м  ш у сонга  б ўли н а д и . Масалан, 
144 — 36 =  108 тенглик берилган бўлсин. Бунда камаювчи 144 
ҳам, айрилувчи 36 ҳам 36 га бўлинади, айирма 108 ҳам 36 га 
бўлинади. Баъзан айирманинг бу хоссасидан фойдаланиб, бир 
соннинг иккинчи сонга бўлиниш ёки бўлинмаслигини аниқлаш 
мумкин. Масалан, 297 сони 3 га бўлинадими, деган саволга, бў* 
лиш амалидан фойдаланмай, айирманинг хоссасидан фойдала­
ниб жавоб берамиз. 297 =  297 +  3 — 3 =  300 — 3 тенгликдан 
кўрамизки, 300 ҳам, 3 ҳам 3 га бўлинади, демак айирма 297 
ҳам 3 га бўлинади.

4- §. СОНЛАРНИНГ 2, 3, 4, 5, 8 ,  9, 11 ВА 25 ГА 
БЎЛИНИШ БЕЛГИЛАРИ

а) 2 ва 5 га бўлиниш белгилари. Ҳ а р  қандай  ж уф т ' сон  
2 га бўли на ди ; о хи р ги  бит т а р а қ а м и  5  ёки  ноль  
б ўл га н  ҳ а р  қандай  сон 5 га б ўли н а д и . Масалан, 2754 ва 970 
сонларининг ҳар бири 2 га бўлинади, чунки улар ж уфт сон- 
лардир. 1960, 970 ва 375 сонларининг ҳар бири 5 га бўлинади, 
чунки уларда охирги рақамлари 0 ва 5 дир.

б) 3 ва 9 га бўлиниш белгилари. Р а қа м ла р и ни н г йиғин- 
диси 3 га ёки 9 га б ўли н га н  ҳ а р  қандай  сон мос равиш да  3 
га  ёки  9  га б ўли на ди . Масалан, 132; у 3 га бўлинади, чунки 
1 +  3 +  2 =  6 йиғинди 3 га бўлинади. 252 ни олсак, у 9 га бў- 
линади, чунки 2 +  5 +  2 =  9 йиғинди 9 га бўлинади.

в) 4 ва 25 га бўлиниш белгилари. О хирги и к к и  р а ц а м и  
4 га б ўли на д и га н  ёки  и кки т а  но ль  б и ла н  т уга й д и га н  ҳ а р

1 Охирги битта рақами 2 га бўлинадигаи ёки ноль бўлган сонларни 
жуфт сонлар, қолган сонларни тоқ сонлар дейилади. Масалан, 12, 70, 3l4, 
1150 сонлар жуфт, 35, 29, 1011, 1357 сонлар — тоқ сонлардир.
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қандай сон 4 га б ўлинада , охирги  и кки  р а ц а м и  25 га б ўли н а -  
диган ёки  икки т а  ноль б и ла н  т угайдиган ҳ а р  цандай  сон 
'25 га б ўлинад и . Масалан, 4500 ва 7536 ларнинг ҳар бири 4 га 
бўлинади; 2875 ва 4500 ларнинг ҳар бири 25 га бўлинади.

г) 8 i a  бўлиниш белгилари. О хирги унт а рацам и 8 га 
бўли на д и га н  ёк и  унт а ноль б и ла н  т угайдиган ҳ а р  цандай  
сон 8  га б ўлинади . Масалан, 157328 ва 91000 ларнинг ҳлр бири 
8 га бўлинаци.

д) 11 га бўлиниш белгилари. Агар, соннинг т оц ўриндаги  
р а цам ларининг йиғиндиси, ж уф т ўриндаги  р а ц а м ла р и  йи- 
ғиндисига т енг ёки  ула р н и н г  айирм аси 11 га б ўли н са ,б ер и л ­
ган сон ҳ а м  11 га б ўлинади . Масалан, 2134572 ва 8493419 сон- 
лари 11 га бўлинааи, чунки 2 +  3 +  5 4 - 2  =  12 ва 1 + 4  +  7 =  
=  12, иккинчисида 8 +  9 +  4 +  9 =  30, 4 +  3 + 1 =  8 , 3 0 — 8 =  
=  22, бу 11 га бўлинади.

М а ш қ л а р .  358, 1730, 318021, 252, 630, 5400, 7625, 425712, 
123111, 171816, 21000 сонларни бўлмасдан, уларнинг қайси- 
лари 2; 3; 4; 5; 8 ; 9 ва 25 га; 1098969, 9180701, 6407813 сонлар­
нинг 8 га ва 1899876, 30891498, 2937 сонларнинг 11 га бўлини- 
шини аниқланг.

5 - §  ГУБ ВА МУРАККАБ СОНЛАР

Т а ъ р и ф .  Ф ацат  ўзи га  ва бирга бўли на ди га н  на т ур а л  
сон т уб сон, ўзидан  ва бирдан бошца сонларга  ҳ а м  бўл и н а ­
диган н а т у р а л  сон м ураккаб  сон дейилади.

Масалан, 2; 3; 5; 7; 13; 23; 37 ва ҳоказолар туб сонлар бў- 
либ, 4; 6 ; 8 ; 9; 10; 12; 14 15; 16 ва ҳоказолар мураккаб сон­
лардир

И з о ҳ. I — туб сонларга ҳам мураккаб сонларга ҳам кирмайди.

М у р а к к а б  с о н л а р н и  т у б  к ў п а й т у в ч и л а р г а  а ж-
р а т  и т .

Ҳар цандай мураккаб сонни туб купайтувчиларга ажратиш 
мумкин. Берилган сонни туб сонларга ажратишни кичик туб 
сонларга бўлиш йўли билан бажариш тавсия этилади.

Масалан, 42Q ва 135 ларни туб кўпайтувчиларга ажратиш 
цуйидагича бажарилади:

420 нинг ўнг томонига вертикал чизиц чизиб, унинг ўнг 
томонига биринчи энг кичик (бирдан катта» бўлувчини ёза­
миз, бу 2 бўлади. 420 ни 2 га бўламиз, бўлинма 210, буни 
420 нинг та гига ёзамиз. 210 учун энг кичик бўлувчи 2 бўла- 
ди, шунинг учун 210 ни 2 га бўлиб, бўлинма 105 ни 210 нинг 
тагига, 2 ни эса ўнг томондаги 2 нинг тагига ёзамиз,энди 105 
нинг энг кичик бўлувчиси 3 дир, 105 ни 3 га бўлиб, бўлинма 
35 ни 105 нинг тагига, 3 ни эса 2 нинг тагига ёзамиз ва ҳ.к.,



бу хилда бўлишни то чизикнинг чап томонида бир келиб чиц- 
қунча давом эттирамиз:

420 2
210 2
105 3
35 б

7 7
1

Д емак, 420 -  2 X 2 X 3 X 5 X 7. 
Шунга ўхшаш:

135 3
45 3
15 3
5 5
1

Д емак, 135 =  3 X 3 X 3 X 5 .
М а ш қ л а р .  204; 245; 1024; 1635; 3240 сонлар туб купай­

тувчиларга ажратилсин.

6- §. СОНЛАРНИНГ ЭНГ К А ТТА  УМУМИЙ БЎЛУВЧИСИ 
ВА ЭНГ КИЧИК УМУМИЙ БЎЛИН УВЧИСИ

Т а ъ р и ф .  Б ер и лга н  бир неча соннинг ҳ а р  бири қ о л д и қ -  
сиз б ўлинадиган  энг ка т т а  сон uiy сонла р н и нг энг ка т т а  
ум ум ий  бўлувчиси  деб а й т и ла д и . Масалан, 35; 21; 14 — учта 
сонни олайлик. Бу сонларнинг энг катта умумий бўлувчиси 7 
бўлади, чунки: 3 5 : 7  =  5; 2 1 : 7 = 3  ва 14 : 7  =  2.

Қ о и д а .  Б ер и лга н  бир неча соннинг энг ка т т а  ум ум и й  
бўлувчисини  топиш, учун  ш у со н ла р н и  т уб  кўп а й т увчи ла р -  
га аж рат иб, б ерилган  барча со н ла р  учун  ум ум и й  б ўлга н  
т уб кўп а й т увчи л а р н и  ўза р о  кўп а й т и р и ш  керак . Масалан, 
60; 75 ва 105 сонларининг энг катта умумий бўлувчиси 15 га 
тенг, чунки уларнинг ҳар бири қолдиқсиз бўлинадиган энг 
катта сон 15 дир. Уни биз қуйидаги йўл билан топамиз:

60 2 ,  75 3 105
30 2 25 5 35
15 3- 5 5 7
5 5 1 1
1
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Буларда умумий туб сонлар 3 ва б дир; демак 3 X б == 16 
энг катта умумий бўлувчи.

М а ш  к л а р. Қуйидаги сонларнинг энг катта умумий бў- 
лувчиси топилсин:.Л) 32, 88 ва 104; 2) 42, 90, 88 ва 64; 3) 106, 
144, 210 ва 75; 4) 404, 6768, 1088 ва 2044.

Т а ъ р и ф .  Б ер и лга н  бир неча соннинг ҳ а р  бирига  ц о лди қ-  
сиз б ўли н а д и га н  энг ки чи к  сон ш у со н ла р н и н г  энг ки чи к  
ум ум и й  'бўлинувчиси  деб а й т и ла д и . Масалан, 4; 8 ; 12 — учта 
соннинг энг кичик умумий бўлинувчиси 24 бўлади, чунки 2 4 :
: 4  =  6 , 24 :8  =  3, 24 : 12 =  2.

Қ о и д а. Б ер и лга н  бир неча соннинг энг кичик  ум ум ий  
б ўли нувчи си ни  т опиш  уч ун  у л а р н и  т уб  кўп а й т увч и ла р га  
аж рат иш , сўнгра  б ер и лга н  со н ла р  учун  ум ум ий б ўлга н  т уб  
со н ла р д а н  бит т адан, ум ум ий  б ўлм а га н ла р и н и н г ҳам м асини  
о л и б , у л а р н и  ўза р о  кўп а й т и р и ш  кер а к . Масалан, 8; 12 ва 16 
сонларига бўлинадиган энг кичик сон 48 бўлиб, у берилган 
сонларнинг энг кичик умумий бўлинувчисидир. Ҳақиқатан, бе­
рилган сонларнинг энг кичик умумий бўлинувчисини топиш 
учун юцоридаги қоидага мувофиқ уларни туб купайтувчилар­
га ажратамиз:

8 2 12 2 16 2
4 2 6 2 8 2
2 2 3 3 4 2
1 1 2 2

1
ёки буни қисқача ёзиш ҳам мумкин:

8 ; 12; 16 2
4 6 8 2
2 3 4 2
1 . 1 2 2

1 3

Булардан кўрамизки, умумий ва умумий бўлмаган туб кў- 
пайтувчилар кўпайтмаси: 2 X 2 X 2 X 2 X 3  =  48. Д емак, бе­
рилган сонларнинг энг кичик умумий бўлинувчисй 48 сони, 
экани кўрсатилди.

М а ш к л а р. Қуйидаги сонларнинг энг кичик умумий бўли- 
нувчиси топилсин:

1. 18, 27 ва 84.
2. 125, 75 ва 235.
3. 248, 144, 120 ва 640.
4. 125, 130,225 ва 175.

. 5. 100, 34 ва 1224.
6 . 3264, 128 ва 104.
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7- § . ТЕНГСИЗЛИК

Т а ъ р и ф .  И кки  соннинг бири иккинчисидан  ка т т а  ёки  
ки чи к  эк а н ли ги н и  кўрсат увчи  м уносабат  т ен гси зли к  дейи­
л а д и .  Катталик ишораси >  белги билан, кичиклик ишораси 
<  белги билан кўрсатилади1.

Масалан, 5 нинг 3 дан катта эканлиги 5 >  3 кури ниш да 
ёзилади. Шунга ўхшаш 8 нинг 11 дан кичиклиги 8 <  11 кў- 
ринишда ёзилади.

8- §. АМАЛЛАР ТА РТИ БИ .
ҚАВСЛАР ВА УЛАРНИ ОЧИШ

Қўиаии ва айириш. — биринчи босцич, кўп а й т и р и ш  ва бў- 
л и ш  — и ккинчи  босцич а м а л л а р и  деб ат а ла ди .

1- к о и д а .  Б ир  х и л  босцич а м а л л а р  ё зи ли ш  т арт ибида  
баж арилади.

Масалан, 25 — 1 7 +  3 =  8 +  3 = 1 1 ;  20 : 4- 6 =  5- 6 =-30; 10- 
• 2 : 5  =  2 0 : 5  =  4.

2- қ о и д  а. А гар иф одада т у р ли  босцич а м а л л а р и  бўлса , 
олд и н  юцори босцич, сўнгра  ц уй и  босцич а м а л л а р и  баж а­
р и л а д и .

Масалан, 3-15 +  14 : 2 — 5 =  45 +  7 — 5 =  47.
Агар мисол ёки м аса л ада берилган шартларга кўра амал- 

ларнинг бу тартибини ўзгартириш тўғри келса, у ҳолда қавс- 
лар ишлатилади. Қавслар уч хил бўлади: кичик қавс ( ) ;
ўрта қавс [ ] ва катта қавс { j. Қавсларни очишда2: даст-
лаб кичик қавс, ундан кейин ўрта қавс, энг кейин катта қавс 
очилади.

Масалан, |[3  +  5 X  (1 3 - 7 ) ] :  U} +  12= ((3 +  5 X 6J : 114 +  
+  1 2 =  (33 : 11} +  12 =  Т5 бўлади. ’ >

9- §. ОДДИЙ КАСРЛАР

Т а ъ р и ф .  Б и р ли к н и н г  бит т а ёки  б и р  неча т енг б ўл а к -  
ла р и н и  иф одаловчи с он каср  дейилади .

Масалан, еттидан тўрт десак, бу бир бирликии 7 та тенг
бўлакка бўлиб, ундан 4 тасини олинганини кўрсатади ва у
шаклида ёзилади. Шунга ўхшаш: учдан икки деганимизда, бу 
бир бирликни учта тенг бўлакка бўлиб, 2 тасини олинганини
кўрсатади ва шаклида ёзилади ва ҳоказо.

1 Тенгсизликлар ҳақида тўлароқ тушунча II бўлим, 29- § да берилади.
2 Кавсни очиш деган да, қавс ичида кўрсатилган амалларни бажаришни 

тушунамиз.
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Чизиқ устида турган сон касрнинг сурат и, чизик остидаги 
сон касрнинг м ахраж и  деб аталади. Сурат билан махраж каср­
нинг ҳ а д л а р и  дейилади. Чизик эса каср  чизиғи  дейилади.

4
Масалан, у  каср да: 4 — сурат, 7 эса махраждир.
Т а ъ р и ф .  С урат а м а хр а ж и д а н  ки ч и к  б ўлга н  каср  т ўғ- 

р и  каср, сурат и м ахраж идан  кат.та ёки  т енг б ўлга н  каср
н о т ўғр и  каср  д ей и ла ди . Масалан: у  — нотўғри каср, чунки

14 >  3; у  — тўғри каср, чунки 5 < 1 1 .
Т а ъ р и ф .  Б у т у н  ва касрдан иборат  сон — а р а л а ш  сон  

д ей и ла ди . Масалан, 1 у ;  5 у  ва ҳоказо.
1- к о и  д а .  Н от ўғри  касрни  аралаш , сонга  а й ла нт и р и ш  

уч ун  касрнинг сурат ини  ун и нг м а хр а ж и га  бўлиш  ва қ о л -  
дицни  т опиш  кер а к , б ў л и н м а  бут ун б и р ли к л а р  сонини, қ о л -  
диқ  эса б и р ли к  б ў л а к л а р и н и н г  сонини билдиради.

13Масалан, у  аралаш сонга айлантирилсин.
Бундай бажарилади: 13 | 5

■ Ю _™2
3 — қолдиқ

13 3Д емак, у  =  2 у  — аралаш сон бўлади.
2- к о и д а. А р а ла ш  сонни  н о т ўғр и  касрга  а й ла н т и р и ш  

уч ун  каср м а хр а ж и н и  ундаги  б ут ун  сонга кўпайт ириб , ҳо -  
с и л  б ў л га н  кўп а й т м а га  касрнинг сур а т и ни  қўш иб, ун и  из- 
л а н г а н  ка ср ни н г сурат и ц и ли ш , м а хр а ж и н и  эса аввалгича  
ц о лд ириш  керак .

Масалан,
0 7 11 X  3 +  7 40 3 8 X  15 +  3 123

П -  11 “  11; 10 8 “  8 ”  8

ва ҳоказо. (Амалий ишда булар дилда бажарилади, яъни 
4 у  =  у  каби.)

235 782 1087М а ш қ л а р . - у ;  уу  ва у у -  нотугри касрларни аралаш сонга
- ,  5 г  12 1Л1 3 с  130айлантиринг. 11 у ;  5 ^ ;  101 у  ва 5 ^  аралаш сонларни но­

тугри касрга айлантиринг.

а) Касрнинг хоссалари

А гар  касрнин г сурат и бир неча м арт а  орт т ирилса  (ка -  
м а й т и р и лса ) ёки  махраж и бир неча м арт а к а м а й т и р и лса  
(орт т ирилса), у  ҳ о л д а к а с р  ш унча м арт а орт ади (кам аяди).
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8Масалан, ^  нинг суратини 2 марта орттирамиз; махражи-
0 * 8 x 2  16 8 8ни «3 марта камайтирамиз: — =  jg ва -ygry =■ у  ҳосил бў-

лади.
Буларда каср ^  дан 2 марта катта; каср эса ^  дан 3

марта каттадир. Энди ^  нинг суратини 4 марта камайтирамиз;
О 8 : 4  2 8 8махражини 3 марта ортти рамиз: =* ^  ва 1у ^ з  =  45 ҳосил

бўлади. Буларда, ^  каср ^  дан 4 марта кичик, ^  эса ^  дан 3
марта кичик.

Х у  л о с а .  К асрнинг сурат  ва м а хр а ж и н и  бир х и л  сонга
кўп а й т и р и ш  ёки  б ўли ш  б и ла н  ун и нг қи й м а т и  ўзгарм айди .
. .  2 2 X 3  6 6 6 : 3  2
Масалан, 3- -  53^3 =  ц  ва ^  ^  -  у  Ҳосил бўлади.

М ахражлари тенг бўлган иккита касрдан қайси бирининг су ­
рати катта бўлса, ўша каср каттадир. Масалан, у  ва у  каср-

5 . 3  ларда: у  >  у .
Суратлари бир хил бўлган иккита касрдан қайси бирининг 

махражи кичик бўлса, ўша каср катта. Масалан, у  ва д  каср-

ларда: у  >  pj-

б) Касрни қисцартириш

Т а ъ р и ф .  Касрни қисқарт ириш  деб, ун и нг сурат  ва м а х ­
раж ини бир х и л  сонга б ўли б , ҳ а д л а р и  киник  б ўл га н  бош қа

238 119 17каср б и ла н  алм аш т ириш га  а й т и ла д и . у ц  =  р у  =  Бунда
каср 2 ва 7 га, яъни 14 га қисқарди. *

. .  78 240 825 1024 375М а ш қ л а р. щ у  ва ^  касрларни қисқартиринг.

в) Касрларни умумий махражга келтириш

Т а ъ р и ф .  К а ср ла р  м а х р а ж ла р и н и н г  энг киник  ум ум ий  
б ўлинувниси  у  ка ср ла р ни н г энг киник  ум ум и й  м ахр а ж и  де­
йилади.

Қ о и д  а. К а ср ла р н и  энг киник  ум ум ий  м а хр а ж га  к е л ­
т ириш  ун ун  ул а р н и н г  м а х р а ж ла р и н и н г энг киник  ум ум и й  
б ўлинувнисини  т опиб, у н и  ҳ а р  қайси  касрнинг м ахраж ига  
б ўли б , б ўли н м а н и ' касрнинг сурат ига  кўп а й т и р и б  ёзи ла д и .

1 Бундай бўлинма қўшимча кўпайтувчи дейилади.



Масалан, ^  ва Ц  касрларни энг кичик умумий махражга
келти рамиз:

28,
14
7

2 1 ,
7
1

14
7
1

2
2
а
7_
84

=  р  ва ^  демак, 84 берил-с  15-3 45 5-4 20 11-6 66
Бу ҳолда 84 -  84; 84 -  84 ва 84 “  д

ган касрнинг энг кичик умумий махражидир.
М а ш к л а р .  Энг кичик умумий махражга келтиринп

1 Ч  3 12 ох 11 32 13 Q v  23 п п  75 л х  111 п о  781
1) 17 ва 13; 2) 125, 75 ва 15; 3) 27 ва 522 , 4) ^  ва 55^

гч 121 ио
624’ 1йй

125
188’

15 
21 ва

П_
124'

г) Касрларни цўшиш ва айириш ^

Қ о й  д а .  К асрларни  бир-бирига  қўш иш  ун ун  у л а р  энг к и ­
ник умумий, м а хр а ж га  к елт и р и л а д и , ҳ о с и л  б ўл га н  сурат -  
л а р и н и  қўш иб, й игиндини  сурат га, ум ум и й  м а хр а ж н и  эса 
м а хр а ж  ц и л и б  ёзиш., сўнгра  қисқарса , қисқарт ириш  керак .

Масалан, л
У3 13 9 +  13 22 _  И

14 ‘ 42 ^  42 42 =  2V

Агар қўшилувчилар аралаш сон бўлса, у ҳолда бутун цисм- 
лар  йиғиндиси ва каср қисмлар йиғиндиси алоҳида топилади 
ҳамда бу йиғи^дилар қўшилади. Масалан,

^  14 ‘ 42 42 0 42 7*

Бутун сонни касрга ёки касрни бутун сонга қўш иш  учун 
бутун сон каср ёнига бутун қилиб ёзилади.

М асалан , g _l_ i l  =« g ^

l - қ о и д а .  Касрдан касрни  айириш  унун  о лд и н  ул а р н и  
энг киник  ум ум ий  махраж га келт и р и б , сўнгра  камаю внининг 
сурат идан  а й р и лувн и н и н г сур а т и ни  айириш  ва айирм анинг  
т агига  ум ум ий  м а хр а ж и н и  ёзиб , сўнгра  қисцарса, қисқар- 
т ириш  керак .

Масалан,
13 5 39 — 35 4 1
28 1 2 "  84 " 8 4 — 21*
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2- қ е и да .  Аралаш. сондан а р а ла ш  сонни айириш  учун , 
ул а р н и н г  бут ун  қи см ла р и н и  а ло ҳи д а , каср  қи см ларини  а л о -  
ҳи д а  айириш  керак\ агар  камаю вчи каср а й р и лувчи  касрдан  
кичик  бўлса , у ҳ о л д а  камаю вчи а р а ла ш  соннинг бут унидан
бит т ани, ун га  т егиш ли  каср махраж ига м а й д а ла б 1, уни  к а ­
маю вчи касрга  қўш иб, кейин  айириш  керак.

Масалан,
14 ю  24 с  \3  7 4 0 8 -  117 _  7 291

l d 225 425 • 3825 “  ‘ 3825’
m  с  12 0 И 0 3 6 - 5 5  0 75 +  36 -  55 0 111 -  55 0 56

25 — ТВ ■“  75 75 75 ~ ~ Z T5'

3) 3 Г 5 - 1Г 5 = 2 +  ( г 5 - Г 5 ) = 2 +  °  =  2-

Бутундан касрни ёки аралаш сонни айириш да бутундан 
биттасини каср махражига майдалаб, кейин юқоридаги усул- 
лар билан айрилади.

Масалан,

л  \ \ -  — 10 — — — — Ю 12 ~-7- =  10 —ч  1 1 10 19 19 1V 19 1U 1912  12 12  12 12 ’  

3 а  14 ,  3 . 1 4 - 3  .11
14 ~  Ь 14 14 14 “  1 14-

Мисолда қўшиш ва айириш аралаш келса, бундай мисолларни 
ҳисоблаш пайтида олдин ҳамма бутун киемлар устида алоҳи- 
да ва ҳамма каср қисмлар устида ҳам алоҳида берилган амал­
лар бажарилади, кейин ҳосил бўлган бутун сонни — бутун, 
каср сонни эса каср қилиб ёзилади.

Масалан,

1 5В _ Й  +  6 7В =  ( 1 ' ' 0  +  6 ) +  +  Ш  =
?  165 -  24 5+  91 -  11

""  525 -  525’

o'! 3 — 4 - 1 —  2 — — ( 3 — 1  21-1- 195 +  143 -  54 — 9 —  =6  12 +  36 26 ‘ +  468 ~  Z  4€8

_  2 —
_  117

11 7 13
бўлади. Практикада бундай ишланади: 11 ^ — 8 ^ + 6 ^  =

п 165 -  245 +  91 п 11 
~~ J  525 “  У 5251

1 Бир бутунни каср махражига майдалаш деб, уни каср махражини ўз-
ўзига бўлинган кўринишда олишнк айтамиз.
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М а ш қ л а р .  Қуйидаги амаллар бажарилсии:

12 —  +  7 —; 7 —  +  2 — — 3 — ; 1 2 i i - 4 - 3i ;  1 5 - З 2-3;
142 88 124 88 120 i35 200 35

от 18 -  I ]  19 I 1 t o  —  5  —• 1 4 _—• 21 -1-2 —•
135 225 150’ 45 35* 13 ii* 2 1 +  5*

17 — — 5 —; 6 — — 6 —; 5 -  — 3*, 3 5 -  -f  1 —  — 2 —•
35 35 ’ 5 45 15 14 125 25

д) К асрларни кўпайтириш  ва бўлиш

1 - қ о и д а .  К асрни касрга кўпайт ириш  учун  ул а р н и н г  су ­
р а т и ни  сурат га кўпайт ириб  — сурат , м а хр а ж и н и  м а хр а ж га  
кўнайт ириб, м а хр а ж  ц и ли б  ёзиш. керак . Масалан,

1  А -  h i  =  А?
12 ' 6 12 - 6  72

Кўпайтиришда (мумкин бўлса) қисқартириш керак. Масалан, 
124 75 ^  124 • 75 ^  31 - 5 _  1з5
135 * 244 ~  244 • 135 “  61 • 9 ~  549

2- қ о и д а .  Касрни касрга бўли ш  учун  б ўлинувчи  касрнинг  
сурат ини  б ўлувчи  касрнинг м ахраж ига  кўпайт ириш , б ўли -  
нувчи касрнинг м а хр а ж и н и  б ўлувчи  касрнинг сурат ига кў-  
пайт ириш  ва биринчи кўпаит м ани  сурат , иккинчи  кўпайт - 
м ани эса м а хр а ж  ц и ли б  ёзиш  кер а к . Масалан,

25 3̂  _  25 • j_l _  275 _  з  23

28 $ II — 28 . 3 ~  84 “  84

Бўлишда ҳам (мумкин бўлса) қисқартириш керак. Масалан» 
122 _4 =  Г22 . 25 _  61 • 1 _  61 =  4 ^
175 ! 25 4 .  175 2-7 14 14

а

а с  b а ’ а
Умуман, у . -  =  7  =  - J 7 7 '

Агар касрларни кўпайтириш ва бўлишда, касрлар аралаш сон­
лардан иборат бўлса, дастлаб улар нотўгри касрга айлантири* 
лади, кейин кўпайтириш ёки бўлиш амаллари бажарилади. 
Масалан,

5  15 о  14 =  155 44 155 • 44 _  31 . 11 _  341 _  ^ 5 ^ .

28 '  15 “  28 ' 15 28 • 15 “  7 . 3  “  21 21*

3  12 .  ^  _6 _  87 .  66 _  87 . 15 _  29 .  3 =  _87^

25 * 15 25 * 15 _  25 • 66 5 • 22 ** НО

2 -5 3 8 5  17
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Х у с у с и й  ҳ о л л а р :  -
Б ут ун  сонни каср сонга ёки  каср сонни бут ун сонга кў- 

пайт ириш  унун бут ун сон каср м ахраж ига  қисқарса  қис-
қарт иб, ц о лга н  сонни сурат га кўпайт ириб  — сурат , м ах-
раж дан қ о лга н  сонни эса м ахраж  ц и л и б  ёзиш  керак.

Масалан,

Г 5 3 . 7  21 _  I .  L .  12 =  — =  10 —
8 2 2

12 • -  =  — = 10-7; 12 =  ^ =  10 - .
8  2  2  2 ’

Шунга ўхшаш 770 • ^  =  759.

Бутун сонни аралаш сонга ёки аралаш сонни бутун сонга 
кўпайтириш учун аралаш сонни нотўғри касрга айлантириб, 
сўнгра бутун сонни каср сонга ёки каср сонни бутун сонга 
кўпайтиргандек кўпайтириш кифоя. Масалан,

2 5 .3 — — 25 • -  =  —  =  8 6 -  ёки 3 - - 2 5  = 8 6  - •
15 > - 15 3 3 15 3

Б ут ун  сонни каср сонга б ўли ш  унун бут ун сон каср су ­
р ат и  б и ла н  цисцарса цисцарт иб, ц о лга н  бут ун  сонни м а х ­
раж га кўпайт ириб  — сурат , сурат дан ц о лга н  сонни эса  — 
м а хр а ж  ц и л и б  ёзиш  керак.

Масалан,
12 : — =  =  2 2 - -  

15 2 2

Б ут ун  сонни а р а ла ш  сонга бўлиш  унун  а р а ла ш  сонни  
нот ўғри. касрга айлант ириб , сўнгра бут ун сонни  каср сон­
га б ўлга нд ек  б ўли ш  керак.

Масалан,
24 : 2 -  =  24 : -  =  ^  =  8 - •

13 13 19 19
а

\ Т с а а ■ d а b а
J ’ d  £  с ' b с Ь • с '

d
l - и з о ҳ .  Бутун сонни аралаш сонга кўпайтиришда аралаш 

сонни нотўғри касрга айлантириш шарт бўлмай, бирданига бу­
тун сонни аралаш сон бутуни билан кўпайтириб —бутун, сўнг- 
ра бутун сонни каср сон билан кўпайтириб каср қилиб ёзи л ­
са кифоя. Масалан,

3 * 7 5 - =  3 - 7 5 — = 2 2 5 - ’
17 17 17

чунки

3 . 7 5 1 = 3 . ( 7 5  +  1 )  = 2 2 5 +  -  =  225 - •
17 \  17/ 17 17



2 - и з о ҳ .  Айрим ҳолларда, аралаш сонни бутун сонга бў- 
лиш учун аралаш сонни нотўғри касрга айлантириб ўтириш 
шарт бўлмай, аралаш соннинг бутунини алоҳида, касрини ало- 
ҳида бутун сонга бўлиб ёзилса кифоядир» Масалан,

2 2 ^ : 1 1  =  (2 2 : 11) ^ = 2 ^

бўлади, чунки

22^ : n  =  (2 2  +  i ) : l l  =  ” + ^ l r  =  2 + i * = 2 4 .

М а ш қ л а р .  Қуйидаги амаллар, нотўғри касрга айлантир- 
май, бажарилсин:

13-105 4 =  ; 3 8 ^ - 5 =  ; 1 8 9 ^ , : 9 - ;  225 J . :  1 5 = ;19 ’ 13 ^  > 124 ’ ^  "  136

^ • 1 0 0  =  ; 2100 У : 25 =  ; 115 : 23 =  ; 3 7 - 1 1 ^

Кўпайтириш ва бўлиш амалларига дойр бир неча мисоллар 
келтирамиз.

1 - м и с о л .  Кетма-кет кўпайтириш амалн бажарилсин:

д  5 o i  12 
4  11 7 ' 13*

Е ч и ш.
. 5 о 1 12 49 22 12 _  7-2-12 _  168 _  10 12

4  l l ‘d  7 * 13 -  11 * 7 '  13 -  1-1-13 13 13-

2 - м и с о л .  Кўпайтириш ва бўлиш амаллари бажарилсин:

у 11 о  1 .  о  2
12 Т  * 5̂*

В ч и ш.

7  11 О 1 . 0 2 95 16 . 12 95.16-5 95-1.1 95 1Л 5
12 5 * ^  5 ' ^  12 5 * 5 12-5.12 _  З - Ь З  ^  1U Т '

3 - м и с о л .  Кетма-кет бўлиш амали бажарилсин:

7 11 . q 1 . о 2 ^
7 1 2 ' 3 5 '  2 Т '

Е ч иш.
7 11 . о 1 . п 2 95. 16 . 12 95-5 . 12 95-5.5 2375 , 71

12 5 б ^  12 ’ 5 ’ 5 =  12-16 * б ”  12-16-12 ^  2304 ”  Jp304‘

2* 19



4 - м и с о л .  Кўрсатилган амаллар бажарилсин.
2 — • 2 — Дасглаб суратни, ундан кейин махражни ало-

 ___   —__ ҳида ҳисоблаб, улардан чиққан натижаларни бў-
5 -  : 2 — ламиз. Амалларни уш бу тартиб билан бажариш

з * 5 мақсадга мувофиқдир.
Е ч и ш.

\ )  о - - 2  -  =  13 ' 25 =  13 • 5 ^
'  5 * 12 ^  5 . 12 1 . 1 2  12*

пх г 2  . 9 _4 _  17 . И  _  17 . 5 _  85^
• , 3  * 5 3 * 5 3 .  14 42*

65

3 ) ]2  _  6 5 - 4 2  ^  13' 7 91 _  о  23 
«5 85 - 12 17-2 34 34'
42

М а ш қ л а р .  Қуйидаги амаллар бажарилсин:

1. 2 - •  1 2. 1 2 5 - . — . 3. 18 • 3 —. 4. 15 : 6 - .  5. 1 : 1
25 11 4 125 9 4 7

5 L8
6. 8 - : з У  7 . — . 8 . 1 2 - :  12. 9. 5 - : l l - - l l

2В 15 4 8 18 9 6
15

10. 120: б 4 : 5;

3 — • 7 — 4 —■ • 8 — • 7 —■ 2 — • 1 —- • — 5 — • I —
И   9____ 5 12  12 7 3 13 13 11 5 .  8 9

* 3 ч * * 1  3 3 *  * 2  5 . 3 * 7  1 *
5 — • 7 6 - •  1 —  5 — - •  7 — • 3 — 3 -  • —

7 4 5 4 5 7 4 11 10

ж) Нолни сонга, сонни нолга кўпайтириш  ва нолни сонга
бўлиш

Ҳ а р  цандай соннинг н о лга  ёк и  но лнинг цар  цандай сонга  
кўпайт м аси но лга  тенг.

Масалан, f 13 - 0 =  0 • 13 =  0;

2 -j  - 0  = 0  •2 - |  =  0 .

Умуман, а - 0  =  0 - а  =  0 ( а —ҳар канпай чекли сон).
Шунга ўхшаш, н о лни н г ундан ф а р ц ли  сонга бўлинм аси  

ҳ а м  нолга  тенг.
Масалан,

0 : 5 = 0 ,  чунки 0 x 5  =  0;
0 : 3  §  =  0, „ 0 х з | = 0.
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Умуман, 0 :  а  =  0, чунки О-я =  0, (а ^ О )  (¥= — баравар эмас- 
лик белгиси).

Энди нолга бўлишни қараймиз:
1) нолнинг нолга бўлинмаси ҳар қандай сонга тенг бўла 

олади.
Масалан, =  ±  ^  ±  +  5,12; 132; ... . чунки 0 Х ( ± 1 )  =

=  0 , 0 Х ( ± 2  —) =  0, ... . Шунинг учун -  ноаниқ ифода де- 
'  4 /  U

йилади;
2) сонни нолга бўлиб бўлмайди1.

10-§. ЎЗАРО ТЕСКАРИ СОНЛАР

Т а ъ р и ф. Б ер и лга н  касрнинг сурат  м ахраж ининг ўрин- 
ла р и н и  алм аш т ириш дан ҳо си л  б ўлган  каср берилган  касрга

7 9т ескари каср сон дейилади. Масалан, --га тескари сон - .  Бу
7 9ҳолда -  билан -  ўзаро  т ескари со н ла р  дейилади. Яна бир

мисол: 5 га тескари сон — бўлади. Демак, берилган сонга тес-

кари  сон, бирни берилган сонга бўлишдан ҳосил бўлади.
3 1 2 7М а ш қ л а р .  —; 9; 1 0,13; 12 сонларга тескари

сонлар ёзилсин.

l l - § .  КЎПАЙТИРИШ ВА БЎЛИШ НИНГ ХОССАЛАРИ -

Бутун сонларни кўпайтириш ва бўлиш амаллари буйсунган 
хоссалар, каср сонлар устидаги амаллар учун ҳам тўғридир. 
Биз бу хоссаларни қуйида таърифлаб ўтамиз ва каср сонлар 
мисолида уларга ишонч ҳосил қиламиз.

1. К ўпайт увч.иларнинг ўр и н ла р и н и  алм аш т ирганда кў-
3 5 5 . з  5 - 1  5

па й т м а ўзга р м а й ди . Масалан, -  . — =  -—  =  — -  =  —.
7 6  6 - 7 2 . 7  14

2. К ўпайт увчиларнинг ҳ а р  цандай группасини ула р н и н г  
кўпайт м аси б и ла н  алм аш т ирсак, кўпайт м а ўзгарм айди.

Масалан,

‘ 7 * 2 /  * 6 7 ( б  * 2 * 6 /  "* 7*

а
1 Лекин, нолдан фарқли а  соннинг нолга бўлинмаси — — ифодани чек-

а
сизлик белгиси (со) билан алмаштириб ёзиш ҳам мумкин, яъни — =  оо. Бу

ҳақда тўлиқроқ маълумотни М. Я. Вигодскийнинг — „Элементар математи­
кадан справочник" китобининг (1961 йил) 83 ва 8 4 -бетларидан қаранг.



3. Б ир неяа каср сон йиғиндисинин? бирор сонга кўп а й т -  
маси каср сонлардан ҳ а р  бирининг ш у сонга кўп а й т м а ла р и  
йиғиндисига  т енг. Масалан,

(4_ , 3 \ j 5 _ 4  5 , £  5 _  10 . 1 _  41
6 7 6 ' 5* 6 21 ‘ 2 “  42’

Чунки
/_4 _3\ 5̂    41 5 _  41-1 _ 41
\ 7 5 / 6 35' б “  7-6 ”  42'

4. Б ир неча кўпайт увчидан  бирини бир неча м арт а орт - 
т ириб, қ о л га н л а р и н и  ўзгариш сиз қо лд и р са к , кўп а й т м а  ш унча  
м арт а орт ади ва, аксинча, у  кўп а й т увч и ла р д а н  бири бир неча  
м арт а кам айт ирилса , кўпайт м а ҳ а м  ш унча м арт а кам аяди .

2 5 3 [
Масалан, "g ‘ j  =  у-3- Энди кўпайтувчилардан биттаси-

" 2  5 / З  ,  \ 2 5 о 5
ни о марта орттирамиз: -g ^  • &) =  6*',5 te2 Тз бўлади,

яъни каср 5 марта ортди. Энди кўпайтувчилардан биттасини
о ,  f 2 . 0 \ 5 3 1 5 3 12 марта камайтирамиз: ^ : 2J • -g • =  gg, яъни кў-
пайтма 2 марта камайди.

5. К а ср ла р  йиғиндисини (айирм асини) бирор сонга б ўли ш  
учун  ул а р н и н г  ҳ а р  бирини бу сонга б ўли ш  ва ҳ о с и л  қ и л и н -  
ган б ў л и н м а л а р  йиғиндисини  (айирм асини) т опиш  киф оя.

Масалан,

ML . 1  _  J  \  . 1  6 . 2 ,  _4 . J2 _  З . . !  9_ , ^  ^
\ 7 * 5 4 / , 3 =’ 7 , 3 _ h 5 , 3 4 ‘ 3 =” 7 i " 5  8 ”

Vi : • ҳ. Касрлар йиғиндисини (ёки айирмасини) бирор сонга бўлиш учун 
дастлаб бу йигиндини (айирмани) ҳисоблаш (олдин қавс ичидаги мисолни 
ишлаш) ва ундан чиққан натижани бўлиш кифоя.

6. К ўпайт м ани  бирор сонга б ўли ш  уч ун  ун и н г к ўп а й т ув-  
чи ла р и д а н  бит т асини бу сонга б ўли ш  киф оя.

Масалан,

4 Ы  I  f l .  1 )  2  1  56 .11
I 9 ' 3"/ * 7 =  9 ‘ 15 * 7 j  *“  9 ‘ 5 ”  -45 ”  45’

чунки
/8_ _4\ , 4 32 . 4_ _  32 1  _  1 I 1
I 9 * 5 /  * 7 — 45 * 7 — 45-4 45 “  45‘

7. Б ўли н увч и н и  неча м арт а орт т ирсак, б ўли н м а  ш унча
м арт а орт ади.



Масалан,
1 2 .  6 _  14 
17 * 7 * '  17'

12 /12  \ GЭнди, бўлинувчи yj ни 17 марта орттирсак: 17 J : у- =

=  12 : у  =  14 бўлади, яъни бўлинма 17 марта ортди.

8 . Б ўлу вч и н и  бир неча м арт а орт т ирсак, б ўли н м а  ш ун- 
ка  м арт а кам аяди .

Масалан, 17: (у X 2) “ J7 : У  =  17 бЎлади’ яъни бУлинма 
2 марта камайди.

12- §. ЎНЛИ КАСРЛАР

Т а ъ р и ф .  М ахраж и 10; 100; 1000 ва ҳо к а зо  б ўл га н  каср- 
л а р , яъни  м а храж и бир ва ундан кейин (бит т а ёки  бир неча) 
н о ли  б ўлга н  ка ср ла р  ў н л и  к а ср ла р  дейилади .

7 9 31 11Масалан, щ ;  1 щ ;  у щ ;  ... ва ҳоказолар ўнли касрлар
бўлиб, улар махражсиз бундай ёзилади: 0,7; 0,09; 1,31; 0,011,... , 
яъни

Го =  0,7; 166 =  0,09; 1 щ  — 1,31; fooo == 0,011, ....

ва бундай ўқиладй: ноль бутун ўндан етти; ноль бутун юз-
дан тўққиз; бир бутун юздан ўттиз бир; ноль бутун мингдан 
ўн бир.

а) Ўнли касрларнинг асосий хоссалари
1. Ў нли  касрнинг ўн г т ом онига  о хи р ги  р а қа м да н  кейин  

н о л л а р  ё зи л с а  ёки  н о л л а р и  б ўлса , у л а р н и  т а т л а б  юбориш  
б и ла н  ў н л и  касрнинг қий м а т и  ўзгарм айди. Буни ушбу ми­
сол дан кўриш  осон:

1 p i  — 1 31 _  , 310 _  . o i p  1 oiQQ _  1^100 . 31_  1 о1
1 ,,i l  1 100 “  1 1000 , U» 1.d l u u  — 110000 100 ’

Ш унга ўхшаш: 3,7 =  3,70; 2,5 =  2,50 =  2,500 =  2,5000 каби ёзиш 
мумкин ва ҳоказо.

2. Ў н ли  касрдаги вергул  ўн г т ом онга бир, икки , уч ва 
ҳ о к а з о  хо н а  сур и лса , каср  10,100, 1000 ва ҳ о к а зо  м арт а ор­
т ади; чап т ом онга сурганда эса каср 10, 100, 1000 ва ҳо к а -  
80 м арт а кам аяд и .

Масалан, 2,3517 сони 10 марта ортганда 23,517 ва 10 марта 
камайганда 0,23517 бўлади.

М а ш қ л а р. 72,013; 0,923; 138,702 сонларнинг ҳар бирини 10; 
100; 1000 сонларга кўпайтиринг ва бўлинг.



б) Ўнли касрларни яхлитлаш

Қ о и д а .  Ў нли  касрни я х л и т л а га н д а , агар  т а ш ла н а д и -  
^ан  р а қа м ла р и н и н г  (чапдан) биринчиси 5  дан ки чи к  б ўлса ,  
о хи р ги  к о лд и р и ла д и га н  р а қ а м  ўзга р т и р и лм а й д и  (масалан, 
3,72189 ни 0,01 гача аниқликда яхлитлангани 3,72 бўлади); 
а гар  5  дан к а т т а  бўлса , охирги  ц о лд и р и ла д и га н  р а қ а м га  
бир  цўш иб  ёзи ла д и .

Масалан: 3,72189 ни 0,001 гача аниқликда яхлитлангани 
3,722 бўлади.

М а ш қ л а р .  0,15761; 2,023745; 11,189237 ларни 0,1; 0,01 ва 
0,001 гача а ни қл и к да яхлитланг. Соннинг яхлитлангани унинг 
т а қ р и б и й  қ и й м а т и  дейилади. Масалан, 3,72 ва 3,722 
каби.

в) Ўн л и касрларни қўшиш ва айириш

К о и д а .  Ў н ли  к а ср ла р ни  қўш иш  ёки  айириш. уч ун  бут ун  
қисм ини бут ун қисм и т агига , каср қисм ин и  каср қи см и  т а ­
гига  (хоналарга риоя қилиб), баъзи ка ср ла р ни н г ўн г т ом они­
га, д и лд а  б ўлса  ҳа м , н о л л а р  ёзиб, кейин  бут ун  со н ла р н и  
цўиш ш  каби  қўш и б  ёки  айириб, натиж ага вер гулла р н и н г  
т ўғрисидан вергул  қўй и ш  керак. (Чунки, ўнли каср, оддий 
касрнинг хусусий ҳолидир.) Бу қоидани ушбу мисоллар билан 
Ойдинлашти рамиз:

1) , 4,2835 2) . 12,706 3) 5,3195
+  1,036 +  3,0925 _ 4,2835

5,3195 15,7985 1,0360

4) 1 3,807 5) 6,000
-  1,9162 “ 2,763

1,8908 3,237

6) 28 -  {19,8004 -  [3,2005 -  (2,906 -0,5307)1}. 

ш (ҳисоблаш тартиби):
2,906 3,2005 ' 19,8004 28,0000
0,5307 ” 2,3753 ”  0,8252 “ 18,9752
2,3753; 0,8252; 18,9752; 9,0248.

( Ж а в о б .  9,0248.)

г) Ўнли касрларни кўпайтириш ва бўлиш
Қ о и д а. Ў н л и  к а ср ла р н и  бир-бирига  кўпайт ириш да  у л а р ­

нинг вер гулла р и га  эът ибор қ и л м а й , бут ун  со н ла р н и  кўп а й -  
т иргандек кўпайт ириш  керак , сўнгра  кўпаю вчи  б и ла н  кў~
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пайт увнида қанча  каср хо н а си  бўлса , кўпайт м ада  ўнгдан  
чапга қараб  ш унча каср хо н а н и  вергул  б и ла н  аж рат иш  кв-  
иак.

Масалан,

2,175 ч/ 42,51 2,3705
х  3,212 х  2,06 х  0,0702

4350 . 25506 . 47410
2175 +  8502 ' 165935

4350 87,5706 0,16640910.
6525
6,986100

Юқорида кўриб ўтилган ўнли касрларнинг хоссаларига асос- 
ланиб қуйидаги қоидани ёзиш мумкин.

Қ о и  д а .  Ў н л и  касрни 10\ 100; .1000 ва ҳ о к а зо  со н ла р га  
кўп а й т и р и ш  уч ун  кўпайт ирувчи  соннинг қанча  н о ли  бўлса , 
кўпаю вчидаги  вер гулни  ш унча х о н а  ўнгга  суриш  керак \ бў- 
ли ш д а  эса чапга  қараб  суриш  керак .

Масалан, 1,279 X 10 — 12,79; 1,279: 10 =0 ,1279 ;
3,96 : 100 =  0,0396; 3,96 X 100 =  396.

М а ш қ л а р. ' Амалларни бажаринг:
35,012 X  1 0 0 =  ? 0 ,76 : 10 =  ?

8 ,36 :  10 =  ? 126,55: 100 =  ? 0,00715 X  1 0 0 =  ?
0,00715 X 1 0 0 0 =  ? 196: 10000 =  ?

Ўнли касрни бутун сонга бўлиш

Қ о и д а .  Ў н л и  касрни  б ут ун  сонга бўли ш д а  б ўлинувчи  
б ўлувчи д а н  ки чи к  бўлса , б ўли н м а га  ноль  бут ун  ёзиб  уни  
вергул  б и ла н  аж рат ам из, сўнгра  б ўли ш  а м а ли н и  б ут ун  сон­
л а р н и  б ўлиш д аги  каби  баж арам из, бўлишдан чиққан қолдиқ- 
ларни эса майда ўнли улушларга айлантира бориб, бўлишни 
давом эттирилади.

М и с о л л а р .  1) 5 ,1541 6
~  48 0,859

35 
“ 30 

54 
“ 54 

0

Бу мисолда бўлиш аниц бажарилди. Бундаги 0,859 а н и к  
б ў л и н м а дейилади.
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2) 22,347 (21
21 1,0641

134 
“  126 

'  87 
“  84 

30 
“  21 

9

Бу мисолда бўлиш амалини яна давом эттириш мумкин. 
1,0641 — т а қ р и б и й  б ў л и н м а, 9 — эса қ о л д и қ  дейилади.

Ўнли касрни ўнли касрга бўлиш

Қ о и д а .  Ў нла  касрни ў н л и  касрга  б ўли ш  учун  б ўлувч и -  
даги вер гулни  т а ш ла б  ю бориш  ва бунинг нат иж асида бу- 
л у в ч и  неча м арт а орт ган бўлса , б ўли н увчи н и  ҳ а м  ш унча  
м арт а орт т ириб, сўнгра б ўлш и н и  ў н л и  касрни  бут ун  сон- 
га б ўли ш  қоидасига асосан баж ариш  керак .

1 - ы и с о л .  2,232 ни 1,2 га бўламиз:

22,32 I 12 
12 " 1,86 
103 

~  96 
72

— 72
0

2- м и  с о  л. 10 ни 3,25 га бўламиз:

10,00 |3,25
9 75 3,076

2500 
“ "2275 

2250
— 1950 

300

М а ш қ л а р .  Қуйидаги амалларни бажарин’г;

1) 5 -  4,9935 -  (0,09 -  0,0835).
( Ж а в об .  0.)

2) 1 -  0,973 +  (2,5 -  1 ,1 1 4 ) - (1 ,1 3 7 -0 ,8 8 3 ) .
( Ж а в о б .  1,159.)
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3) (3,501 +  11,011) - ( 2 , 7 2  -  1,89);
4) (1 -  0,6321) +  (11,1 -  5,71) -  (0,813 +  1,03); -

5) 0,025 +  (7,5 -  0 ,4 4 ) - | 8 , 8 5 - [ 4 , 0 3 7 -  ( 0 ,8 9 -0 ,7 5 0 9 ) ] ) ;
6) 3 1 2 -1 1 8 ,0 7 1  - ( 9 , 1 0 6 +  11,88)].

7) Колхознинг учта пахта участкаси бор: биринчи участка 
276,2 га, иккинчи участка биринчисидан 106,35 га катта, учин- 
чиси эса иккинчидан 21,49 га кичик. Колхознинг ҳамма пахта 
майдонини топинг.

( Ж а в о б .  4019, 81 га.)

8) 10,07 -  [0,15 +  1,763 -  (3,63 -  2,164)];
9 ) 3 :5 ,1 2 6 ;  8 ,276x0,102.

( Ж а в о б .  9,623.)

10) 0 ,0289X 3 ,21 ;  11) 1,005 x 2 ,3 7 8 1 ;  1 2 )3 ,7 6 :1 2 ;  13) 12,5:
: 7,05; 14) 0 ,01892:0,11; 15) 15 :2 ,55; 16) 1,4 :7,15-1,2;

17'\ 1 ЛЛҒ • 479 1 • 1 ^  X 12,217) 1,005.3781; 18) ~ х~о;б(Г •

( Ж а в о б .  187 1.)

13-§. ОДДИЙ КАСРНИ ЎНЛИ КАСРГА ВА ЎНЛИ КАСРНИ 
ОДДИЙ КАСРГА А Й Л А Н ТИ РИ Ш

Масалани ушбу мисолда тушунтирамиз. ^  оддий касрни
ўнли касрга айлантиринг, деган масалани кўрайлик. "Масалани 
ечиш учун махражни 100 га тенглаштириш қулайдир:

3   3-25 75 л  7Қ
Т  -  +20 ”  Ш5 D и, °-

Лекин, каср сурати 3 ни каср махражи 4 га қуйидагидек 
йўл билан бўлганда ҳам биз 0,75 ни ҳосил қиламиз:

3_
30
28

0,75
-̂ - =  0,75 — бу аниқ ўнли каср.

20
”  20  *

б

Демак, оддий касрни  ў н л и  касрга  а й ла н т и р и ш  уч ун  (у м у ­
м и й  ҳ о л д а )  оддий касрнинг су ра т и на  м а хр а ж и га  б улт и  ки -  
ф оя.
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Энди y  ни ўили каср шаклида ёзиб кўрайлнк.

1 -  I I  ■ — 4 ~ 0 , 5 7 1 4  — тақрибий ўнли каср дейилади.
4 (j Q I ̂  •
35 ’ тақрибий теиглик белгиси.) Демак, касрнинг

- г -  сурати махражига аниқ бўлинмаса, бундай
-  ҳолларда бўлиш тўхтатилади ва бўлинмаиинг

олдинги бир неча рақами билан чеклаиилади.
10 

~  7
3 0  

~  28
2 — қолдиқ

27
Яна мисол. оддий каср ўнли каср шаклида ёзилсин:

27
14
130
126

14
1,928

40
28
120
112

8 — қолдиқ

Яъии 1,928 бўлади.

Энди ўнли касрни оддий касрга айлантирамиз; бунинг учун 
юқоридаги мисолни бундай ёзамиз: 0,75 =  щ  =  -4 » натижада 
0,75 оддий касрга айланди. Ш унга ўхшаш:

2.2 =  2 ^0 = 2 l ;  , 2 , 2 6 =  12, ^ =  12 В  ' 

l 0 0 4 ^ 1 ! ^ ” 1^ :  ° .0 1 2 =  =

Агар оддий каср аниқ ўнли касрга айланмаса, бўлишда чек- 
сиз ўнли каср чиқади.

3,72507876192... — чексиз ўнли касрдир.

а) Даврий касцлар

Т а ъ  р и ф. Чексиз ў н л и  касрнинг каср  цисм идаги бир ёки  
бир неяа р а қ а м л а р и  бир х и л  т арт ибда кет м а -кет  т акрор- 
л а н и б  кет аверса, бундай каср  даврий ў н л и  каср  дейилади.

Масалан, 5,8333 ... ва 11,252525 ... ларнинг ҳар бири дав­
рий ўнли касрдир. 5,83333 ... кўринишдаги каср а р а л  а ш д а в-
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р и й  к а с р ,  11,252525 ... кўринишдаги каср эса, с о ф  д а в р и й
к а с р  дейилади.

5,8333 ... ни цисқача 5,8 (3) кўринишда, 11,252525... ни эса 
11, (25) кўринишда ёзилади.

Ў или даврий касрларни, қуйидаги қоидага асосан. оддий 
касрлар билан ифодалаб ёзиш мумкин.

К о  и д а .  Ҳ а р  қандай  ў н л и  даврий касрни  оддий каср  ҳо -  
ли д а  ёзш и учун , ундаги вер гулда н  кейинги  иккинчи  давргача  
б ўл га н  сондан биринчи давргача б ўл га н  сон айирм асини  су- 
рат га , м ахраж ига  эса даврда қанча р а қ а м  б ўл са  ўш анча  
т ў қ ц и з  (9) ёзиб , унинг ўн г ёнига  вер гул  б и ла н  биринчи давр 
орасида қанча  р а қ а м  б ўлса , ўш анча  но ль  ёзиш  кер а к  (каср­
нинг бутун қисми эса, бутун қилиб ёзилаверади).

Масалан, 5,8333... =  5 — = 5  ^  =  5 - | ;  7,5123123... =

7  5123 —  5 7  5118 7  2559 Q 0 0 0  0  8 - 0  0 8
"  ‘ 9990 7 %9Э -  7 4995; 3 «8 8 8 -  ^  3  —  ^  3  9 Bd Ҳ0'
казо.

М а ш қ л а р .  Қуйидаги ўнли даврий касрларни оддий каср­
лар билан ифодаланг: 1) 0,555..., 2) 4,171717...; 3) 2,41212...,;
4) 5,13666...; 5) 1,2312312...; 6) 6,51373737...; 7) 4,78333...;
8) 0,623555... .

14- §. ОДДИЙ ВА ЎНЛИ КАСРЛАР БИЛАН 
АРАЛАШ МИСОЛЛАР

1- М И С О Л .

[471 - ( 1Г2+8й)'2-5] :3Г5-
Ҳ и с о б  л а ш.

IX 1 ^ I о 3 п 35-|-9____ О 44 q l l .
! )  1 12 + « 2 8  У 84 “  У 84 У 2 Г

ох о Н о в  = 2 2 9 .  1  =  2 2 9 -  2 3 ^' 21 ’ 21 2 21 21*
ох л?  ? 8  2 4  —  9 4  ^  90 189 85  90  |+1.

4 ‘ ЗЁ 21 105 105 “  2  105’
Ач 90  104. о 4 2519 . 49 2519 15 _  2519-1 _  2519 ?  118
V  ^  Ю5 15 м  юз • 15 =“  " Ж  ’ 49 7-49 34Т =  ‘ 343'

( Ж а в о б .  7 ™ . )

2 - м и с о л

( 9 § - 7 Ш - 1  +  ( » 5 - 9 -» 3 -Г о )  = +  ^

(о,75- у +  2 4 ,1 5 :2 ,3  -  10,4)-0,3125
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Ҳ и с о б л а ш :
. 0  37 -  43 0  592 — 301 _  0 291   1635#

^  42 95 572 — Z 672 572.’
9 Ч 1635 24 _  327 _L _  327 =  1 131.

572 -35 28 7 196 196’

3) 15,9 -  1 3 ^  =  2 =  2 1  =  2 1 ;

4) 2 | : l j  =  M  =  f  4 - 2 ;  5) l l  + 2  - З Щ  (сурати);

6) 0 , 7 5 - |  =  4 -  4 = 4 о  =  0,3; 7) 2 4 ,1 5 : 2 ,3 =  10,5;

8) 0,3 +  10,5 -  10,4 =  0,4; 9) 0,4 ■ 0,3125 =  0,125 =  |  (махра-
жи);

1АХ 0 131 . 1 719 . 1 719 0 719-2 _  1438 _  ot) 17
196 * 8 — 196 * 8 196 49 49 49*

( Ж а в о б .  2 9 ^ .  )

3- м и с о л .

(3 18 +  4 36 _  5 бз) : 28 +  (23-517 : 3’9) : ° '3
(14,05 — 1,25): 0,4 +  13,8-13

Ҳ и с о б л а ш:

1 4  о 11 , 4 1 3 _ г , 6 1  — о 99 +  91 — 244 
* ^ '  36 ° 6 3  "  2  252

244 А 190' — 244 j 442 -  244
252 252

, 198 _  1 H t
=  252 14’

2) =  6,03; 3) 20,1;

1 И • I3 -  23 28 _  10 _  о _1.
} 14 ‘ 28 “  1 4 ' 15 3 “  ^  3 ’

5) 3 1 + 2 0 , 1  = 3 1 +  2 0 1 = 2 3 ^ ;

6) 14,05 7) 12,8 оо 8) . . 13,8
-  1,25 О Д =  Х 13

12,80 , 414
+  138

179,4;

9) 32 +  179,4 =  211,4; 10) 23 ^ : 211,4 =  ^ 3- ш  ^

( Ж а в о б .  .)



М а ш қ л a р. Қ уйи даги  мисоллар ҳисоблансин:
13 19 39

1)
5  Т4  +  2 9 ‘ЗТ — 1 7  +  0.5-0,29 -  13,1625:4 ,0521 56

4 2 / 4 9 \
5 - 6 Т - (0 ,2 .0 ,7 5 +  8 3 - . 5 )

ол I ( з о  +  225) •9 +  ° ' 16 1 : ( 3 “  ° ’3 ) . I 
'  2 \  'МУ

( 5 -  1,1409:0,3): ( 4 ,2 : 1 2 - 0 ,2 1 .  3 - '

( Ж а в о б .  10,1.)

3 )

, ( Ж а в о б .  150.)

( 11 5 2 5 \ 19 о
4 4-8 +  7 Т 2 - 8  2 8 ) :1  56 + - 1 ,2  : Т -  14 ,596:7,12
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15- §. П РОЦЕНТЛАР •

Соннинг ю здан  бир б ў лаги га  ў ш а  соннинг п р о ц е н  т и  д е ­
йилади. П роц ен т  % иш ора билан  ёзилади .

М асалан , 6 процент — 6 % ; 11 процент — 11% ва ҳоказо  ё з и ­
лади . 1% га 0,01 тўғри  келади; 6 % га 0,06 тўғри  келади  ва 
ҳоказо . *



а) Соннинг бир неча процентини топиш

К о  и д а .  С оннинг бир неча процент ини  т опиш  учун , ш у  
сонни 100 га Оўлиб, процент  сонига  кўп а й т и р и ш  керак .

М асалан , 325 сўм нин г  8 % и топилсин.
325Е ч и ш. 8 =  26 сўм.

У м ум ан , А  соннинг р%  и В  сон б ўлса , В у ш б у  ф ормула 
билан  топилади:

D А
В -  ню ' Р'

б) Бир исмли иккита сондан биттаси иккинчисининг 
неча % ини ташкил қилишини топиш

К о  и д а .  Б и р  и см ли  и кки  сондан биринчиси и ккинчиси­
нинг неча  % и ни  т а ш к и л  қ и л и ш и н и  т опиш  уч ун  биринчи сон­
ни  100 га кўпайт ириб , ч и қ қ а н  нат иж ани иккинчи  сонга бў- 
л и ш  киф оя.

М асалан , 26 килограмм 475 ки лограм м  пинг неча % ини 
таш кил  қилади?

„  26-100 104 сЕ ч и ш .  =  -jy ^ 5 , 4 7 % .

Умуман, В  сон А  соннинг р  % ини та ш к и л  қилсин, у  ҳол- 
да р  % уш бу ф орм ула  билан ҳисобланади:

р *  =  в- Т -

в) Берилган процентига кўра сонни топиш

К о и д а .  Б е р и л га н  п р о ц ен т и га  к ўр а  сонни  т опиш  учун  
б ер и лга н  сонни 100 га кўп а й т и р и б  процент  сонига б ўли ш  
керак.

М асалан, 8 % и 26 бў лган  сон топилсин.
„  26-100 о 01,Е ч и ш .  —£—  =  325.
У муман, А  соннинг р  % и В  сон бўлсин, у  ҳолда  А  уш бу 

ф орм ула  билан ҳисобланади :
А   ̂ Д-юо 

р

1 -м  а с а л а .  М аш инист  паровознинг бир суткада  ўтадиган  
йўлини 500 км  га етказиш  м аж буриятини  олди. Бир куни у 
су ткал и к  м аж буриятини  160 % қилиб баж арди . Ш у куни па­
ровоз неча километр  йўл  юрган?
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2- м а с а л а .  Бир  колхоз  бригадаси  2С0 га  ернинг 85 % ига 
пахта , 5  % ига ж ў х о р и ,  3  % ига  сабзавот  ва 7 % ига беда эк- 
кан б ўлса , у  неча  гектар  ерга  пахта , ж ў х о р и ,  сабзавот  ва б е ­
да эккан?

2 0 0
Е ч и ш .  85 =  170 га  — пахта;

5 =  10 га  — ж ўхори ;

щ -  3 =  6 га  — сабзавот; ^  • 7 =  14 га  — беда.

3- м а е  а л  а. Б ри гада  декабрь  ойигача 260 тонна пахта топ- 
ш ириб, планни 86 % б аж ар ган  бўлса, унинг  плани неча тонна?

Г-. 2 6 0  • 1 0 0  1 3 0 0  О А О  Q O K  тЕ ч и ш .  — gg—  =  - 43-  ~  302,325 т.
4- м а с а л  а. С С С Р  нинг Европа қисмидаги энг муҳим дарё- 

ларн и н г  узунли клари : Волга — 3688 км , Д н еп р  — 2285 км , Д о н -  
1967 км . Волга дарёси нин г узунли ги ни  100 % деб  олиб, 
Д н е п р  ва Д о н  д арёлари н и н г  узу н л и ги  унга  нисбатан % ҳисоби- 
да ифода қилинсин.

( Ж а в о б .  Д н е п р  — 61,96%;
Д о н  — 53,34 % .)

М а ш қ л а р .  Қ уйи дагиларни баж аринг:
1) 638 сўм нинг 12 % и неча сўм б ў лад и ?
2) 1285 кг  у зу м н и н г  11,5 % и неча килограмм бўлади?
3) 276,5 т  пахтанинг 6,25 % и неча тонна бўлади?
4) 76,25 кг  пахта, 528,5 кг  пахтанинг неча % ини таш кил  

қилади?
5) 135,4 сўм , 1286,5 сўм нинг неча % ини таш кил  қилади?
6 ) 36 т  ёғ ,  186,5 т  ёғнинг неча % ини таш кил қилади?
7) M a c  а л а. Ер ш арининг 29 % ини қу р у қ л и к ,  71 % ини 

вса сув  эгалла'йди. Ш имолий ярим ш арда қу р у қ л и к  39 % , сув 
61 % юзни, ж ан уби й  ярим ш арда қу р у қ л и к  19 %, сув 81 % 
ю зни эгаллайди . А гар  ер  шари тахминан 510 млн. кв. к м  май- 
донни эгалласа , б у ту н  ер ш арини ва ҳар  қайси ярим шарни 
айрим-айрим қанча қ у р у қ л и к  ва сув  банд  қилиш ини топинг.

8 ) М а е  а л а. М актабда 960 ўқувчи  бор. Ў қувчиларнинг
43 % и I — IV син ф ларда  ўқийди, V — VII синф ўқувчилари-

нииг сони VIII — X синф ўқувчиларин инг сонидан 140 та ор- 
тиқ. I — IV, V — VII, VIII — X синфларнинг ҳар бирида нечта- 
дан ў қ у в ч и  бор?

( Ж а в о б :  420; 340; 200.)
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16- §. НОМАЪЛУМ СОННИ УНИНГ БЕРИЛГАН УЛУШИ 
ВА УНГА ТЕГИШЛИ МИҚДОРИГА КЎРА ТОПИШ

Қ о и д а .  Н о м а ъ лум  сонни ун и нг б ер и лга н  у л у и ш  ва ун га  
т еги ш ли  м щ д о р и га  кўр а  топиш, уч ун  б ер и лга н  у л у ш га  т е- 
ги ш ли  сонни ш у улуш и н и н г  ў зи га  б ўли ш  керак.

4  5
М асалан , ш ундай  сон топилсинки, унинг б ў л а ги  3 - га 

тен г  бўлсин.

Е ч и ш .  Н ом аълум  соннинг бў лаги  3 | - = га тенг; бу

1 32 8ҳолда ном аълум  соннинг бў лаги  =  i j  га тенг; ном аълум

5 8 с 40 32 4 40соннинг g- булаги , д-- 5 =  -g бўлади  яън и , - g- : -д .

М а ш қ л а р .  1) П оезд  те кис ҳар акат  қилиб, 36 км  масофа- 

н и у с о а т д а  босиб ўтган б ўлса , поездн и н г-тезли ги н и  топинг.

( Ж а в о б .  42 км /соат .)

2
2) 2 у  метр материал 25 сўм турса, унинг 1 метри н еча  

сўм туради?

( Ж а в о б .  10,42 сўм .)

3) Ш ундай сон топингки, унинг у  бў лаги  12 у  га тенг 
бўлсин.

( Ж а в о б .  7 ^ .  ) '

17- §. НИСБАТ

Т а ъ  р и ф. Б и р  х и л  и см ли  ёки  исмсиз и к к и  соннинг бири  
иккинчисидан неча м арт а ка т т а  ёки  к и ч и кли ги н и  кўрса- 
т увчи учинчи сон ш у и кки  соннинг нисбат и дейилади.

Нисбат ( : )  ёки чизиқ ( —) б ў лу в  белгиси билан ёзилади.

М асалан, 1) 5 м  кесмани 7 м  кесм ага  нисбати у  ёки  5 : 7
кўриниш да ёзилади.

2) 12 кг  қанд 34 кг  қанднинг қанча қисмини таш кил  этади ?
12 6Е ч и ш .  12 : 3 4  =  щ  =  jy  қисмини.

3) 25 сони 75 сонидан неча марта катта?

Е ч и ш .  25 : 75 =  1 : 3  =  у  марта.
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И кк и  соннинг нисбати каср бил а г ифода қилингани учун 
нисбатнинг хоссалари  ҳам каср  хоссалари сингари бўлади . Нис- 
батнинг ҳадлари  каср  сон бўли ш и  ҳам мумкин. Масалан,

-  3 -1
 2.. 1 А . з _ 1 . —— ва ҳоказо.

5 ’ 1 6 * °  3 ’ 2
3

Аммо каср  ҳадли  нисбатии, у н г а  тенг бутун  ҳадли  нисбат- 
га келти ри ш  мумкин. М асалан,

3  ў : 5  =  у : 5  =  ( - J - 2 ) : (5 -2 )  =  7 :1 0 ;

7 :  1 у  =  7 : у  =  2 1 :  5 ва ҳоказо .

У м у м ан , а  соннинг b сонга нисбати а : Ь  ёки у  ш аклда
ёзи лад и , б ун да  а  нисбатнинг олдинги ҳади, b эса унинг к е ­
йинги ҳ ади  дейилади .

а) Тескари нисбат

М асалан , 5 м  кесм ан и н г  7 м  кесмага бўлган  нисбати у  

ни тў ғр и  нисбат десак ,  у  ҳо л да  7 м  кесманинг 5 м  кесмага  

нисбати у  тескари  нисбат бўлади . У м у м а н , у  тўғри  нисбат

б ў л га н д а ,  у  эса тескари  нисбатдир.

Би рор  нисбатнинг унга  тескари  нисбат билан кўпайтмаси 
бирга  тенг ,  яъни у  - у  =  1, ум ум ан , у -  у  =  1.

б) Абсолют хато ва нисбий хато

1- т а ъ р и ф .  Ў лчан аёт ган  бую м нинг ҳ а қ и қ и й  қийм ат и  
б и ла н  ун и нг т ақрибий  қий м а т и  орасидаги айирм а абсолю т  
х а т о 1 дейилади . М асалан , бирор  бую м нинг ҳақиқий ўлчови  А 
ва тақрибий ўл чо ви  а  бўлсин . Қ уйи даги  и кки  ҳол бўли ш и 
мумкин.

1 Ўлчанувчи буюмнинг ҳақиқий қиймати жуда кам ҳоллардагииа маъ- 
лум бўлади, шунинг учун абсолют хатонинг ҳақиқий қийматини деярли ҳеч 
вақт ҳисоблаб бўлмайди. Лекин ҳар хил ўлчашларпи бажаришда бнз унииг 
чегарасини тасаввур қила оламиз ва хато бирор муайян сондан ошмаслиги- 
ни доим айта оламиз. Масалан, дорихона тарозиларида тортишда 0,01 гдан 
ошмайдшан абсолют хато бўлиши мумкин.
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1- ҳ о л .  Ўлчаш  натиж аси бую м нинг ҳақиний ўлчовидан  ки> 
чик бўли ш и мумкин, яъни а  <  Л. Б у  ҳолда А — а-=  о. —  аб ­
солю т  ха т о  бўлади . И ккинчи ҳолни кўри ш даи  олдин уш бу  
таърифни берамиз,

2- т а ъ р и ф .  А бсолю т  ха т о ни нг т ақрибий  сонга нисбат и
нисбий ха т о  д ейилади . У ҳолда (ёки  - ~ - ) н и с б и й  х а т о

бўлади . О датда  нисбий хато  процент билан иф одалаб  ёзилади , 
бунинг учун  нисбий хатони „ 100“ га кўпайтириш  керак .

(ёки ^  ни р деб  белгилаймиз, у  ҳолда нисбий

хато р »= 7 -1(- -  % (ёки р =  1QQ~ % ) ф орм ула  билан ҳисоб-

ланади.
М и с о л .  Д ойра  д и ам етри  BD “ нинг ҳақиқий ўлчови  8 м  

бўлиб, уни бир неча марта ўлчаш  натиж асида „£)“ уч ун  7,8 м  
тақрибий сон ҳосил қилинган бўлсин. У ҳолда Л =  8 ва а  =
-= 7,8 м  бўлиб, абсолю т хато а =  А — «  =  8 — 7,8 =  0,2 ж га тенг

и  g* „ ч о а . 100 п/ 0.2-100 Ы 00 о с с а/
бўлади . Нисбий хато эса, р =  — —  =  ~ 5 5 ~ =  2 .56%  
бўлади.

2 - ҳ о л .  а  >  Л бўлсин, яъни ў лчаш  натиж аси бую м нинг ҳа- ^  
қиқий ўлчовидан  катта бўлган  ҳолда, абсолю т хатони топиш  
учун  ш у сонларни каттасидан кичигини айириш керак . Бу 
айирма орт иғи б и ла н  о ли н га н  абсолю т  ха т о  дейилади .
У Холда нисбий хато (процент ифодаси) ортиғи билан олинган 
абсолю т хатони тақрибий сонга бўлиб, бўлинмани юзга кўпай- 
тирилганига тенг ва у о р т и т  б и ла н  о ли н га н  нисбий хат о  
д еб  айтилади.

М и с о л .  Бирор бую мнинг ҳақиқий ўлчови  25 т  ва ў лчаш  
натиж асида унинг тақрибий қиймати 25,6 т  бўлсин. Бу ҳолда 
ортиғи билан қанча абсолю т хато ва қанча нисбий ха то га йўл 
қўй илган  бўлади?

Е ч и ш .  25,6 т  — 2Ъ т  =  0 ,6 т  ортиғи билан абсолю т хато

цилинган; ^  =  2,34 % ортиғи билан нисбий хато қи-
линган.

М а ш қ л а р .  Қуйидаги масалалар  ечилсин:
1) Ҳ ақиқий ўлчови  78,6 т  бўлган  бую мнинг ўлчаш  нати­

ж асида ҳосил қилинган тақрибий қиймати 79 т  бўлса , ортиғи 
билан қанча абсолю т хато ва қанча нисбий хато қилинган?

( Ж а в о б .  0,4; 0,51 % .)

2) У зунлиги 32 м  б ў л га н  кўп рикни  ўлчаган да  31,8 м  чиқ- 
қан бўлса , неча п роц ент  нисбий хатога йўл қўйилган?

( Ж а в о б .  0,63 % .)
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3) У й полининг тақрибий юзи 24,25 м 2 ва уни ўлчаш да 
2,2 % нисбий хато  қилинган . Ш у  полнинг ҳақиқий юзи топ и л­
син.

( Ж а в о б .  24,77 м*.)

4) О ғирлиги  125 кг  қандни тортиб сотганда 1,25 % нисбий 
хато  цилинган. Ш у  қандни тортиб сотгандаги  оғирлиги  топил­
син.

( Ж а в о б .  124,7 кг.)

18- §. ПРОПОРЦИЯЛАР

Т  а ъ  р и ф . И к к и  нисбат нинг т енгли ги  п р о п о р ц и я  деб ат а- 
лади .

3 12М асалан , ^  ; 5 : 7  — 2 5 : 3 5  ва ҳоказо . Умуман: а \ Ь
* = c :d  л арнин г ҳар бири пропорциядир . П ропорцияни тузган  
с о н л а р  ёки  ҳ арф лар  унинг ҳ а д л а р и  дейиладил

a \ b * * c \ d  проп орцияда  b в а с  — ўрта, а  ва ф — ч ет ­
ки, а  ва с — о лди н ги , b ъъ d  эса кейинги ҳ адлари  дей илади .

Пропорциянинг хоссалари

3 : 4  =  1 2 : 1 6  проп орцияни текш ириб  кўрай ли к .
I. 3 X  16 =  48 ва 4 X  12 =  48. Д е м а к ,  пропорциянинг чет ки  

ҳа д ла р и н и н г к ўп а й т м а си  ўр т а  ҳ а д л а р и  кўпа й т м а си га  тенг.
У м ум ан: a : b  =  c : d  п р о п о р ц и я д а ^ ■ d  =  V-d.

Бун дан: а =  b =  а~ й г  ҳоказо .  Ю цоридаги  мисолдан:

3 _  1 ± 2  _  3 ва 4 _ ^ 1 6 _ 4  16 о  в а  4  12 4.

Д е м а к ,  п р о п орц и ян и н г  битта четки  ҳади , унинг ўрта ҳад- 
лари  кўпайтм асини қолган четки  ҳадига  б ўли ш дан  чиққан бў- 
линм ага  тен г ;  ўрта  ҳаддан  биттаси эса, унинг четки  ҳадлари  
кўпайтмасини қолган  ўрта  ҳади га  б ўли ш дан  чиққан бўлинмага 
тенг.

П р о п о р ц и ян и н г  бирор  ҳади  ном аълум  бўлса, у  юқорида- 
ги хоссалардан  ф ойдаланиб  топилади. Буни м исолларда кўрай- 
лик:

1) х : 6 = 3  : 2 бери лган . х  ни топинг.
Е ч и ш .

л  =  У  ^ 3  3  =  9.

2) 2.\:: 7 =  18 : 5 берилган . х  ни топинг.

Е ч и ш .  2 х  =  б у н д а н  л  =  =  ^  =  12,6.



3) 1 8 : 2 ^  =  4 : 1 1  берилган . х  ни топинг.
г, 0  18-11 ,  9 11 99 0 .
Е ч и ш. 2 х  =  —р - , бундан х  =  =  -4-  =  24 ,/5 .

1 2
4 )  2 у  : 3,3 =  10 : 4 у  л: берилган . л  ни топинг.

.  2 3,3-10 ,  33 33 0  о
Е ч и ш .  4  у  л: =   ̂ > бундан х  =  у  у -  =  ^  =  3,3.

2 j  ~3 Т
П. 3 : 4  =  1 2 : 1 6 .  пропорциядан: 1 2 : 3 = 1 6 : 4  ва 3 : 1 2 = »

=  4 : 16 ва ҳоказо.
Умуман, а : Ь  =  c : d  пропорциядан: а : с  =  b : d ,  с : а  =  d : b  

в а ҳоказо  алм аш тириш лар  ҳосил қилиш мумкин.
П роп орц и ян и  бу зм ай ди ган  ш ак л  ўзгартириш лар:
1) проп орцияни нг  исталган нисбатини ёки  и ккала  олдинги 

(ёки и к кал а  кейинги),  ёки ҳамма ҳадларини бир вақтда бир хил 
сои марта орттирсак ёки камайтирсак , пропорция бузилмайди.

М асалан, 3 : 4 =  12 : 16 проп орцияда: 1) 3 : 4  =  у : у  =  3 : 4

ёки ( 3 - 5 ) :  (4-5 )  =  12: 16 ёки 1 5 : 2 0 =  12 : 16,
2) (3-5 )  : 4  =  ( 1 2 - 5 ) :  16 ёки 1 5 : 4  =  6 0 :  16;

3 :  у  =  12.: у  ёки  3 : 2  =  1 2 :8 .
3") ( 3 - 2 ) :  (4-2) =  ( 1 2 - 2 ) :  (16-2) ёки 6 : 8  =  2 4 : 3 2  ва ҳоказо .  
Бундай ў згарти ри ш лар  пропорцияни каср ҳадларидан_ 

қутқари ш га  ва соддалаш тириш га им кон беради.
М ачн қ л а р. Қ уйидагилар  ечилсин:

1) З х : 5  =  8 : 15: х =  ? 2)  24 : 7 =  х  : 12; х  =  ?
3)  9 : 2 х  =  4 : 3 ;  х  =  ? 4) 28 : 11 =  7 : 4у;  у  =  ?
5) 12 : 5z =  6 : 8 ; , z  =  ? 61 3 2 • * х  =  — ‘ I S ’ X — ?
7) 1 5 ,6 :2 ,8 8  =  2,6 : х ;  х  =  ? ' У  А ~  5 ‘ 1 А  А - ?

9) 3 у  х  : 3 ,5 =  4 у  : ^ ; х = ?  8 ) 0 , 3 8 : х  =  4 у  : l | ;  х  =  ?

10) 1 ,2 :0 ,1 4  = 3 х :  1,4; х  =  ?'

19- §. ЎРТА АРИФМЕТИК ҚИЙМАТ

Т а ъ р и ф .  Б и р  неяа сон йиғиндисини  ц ў ш и л у вя и л а р  со­
нига  б ул га н  нисбат и ш у со н ла р н и нг ўрт а  ариф м ет ик қи й -  
м ат и деб айт илади .

Қ о и д  а. Б ир  неяа соннинг ўрт а ариф м ет ик цийм ат ини  
т опиш  уя ун  ул а р н и  цўш иб, я и щ а н  сонни қ ўш и лу вя и ла р  со­
нига  б ўли ш  керак.

М асалан , 6 ; 12; 8 ; 26 сонларнинг ўрта  арифметик қиймати
6 + 1 2  +  8 +  26 " 52 10

ҳозирги қоидага  к ў р а ,  ^-----------=  у  =  Id булади.
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М а ш қ л а р .  1) Бир студент  биринчи кун 35 /сг, иккинчи 
кун 45 /сг, учинчи кун 55 /сг, тўртинчи кун 70 /сг, беш инчи 
кун 85 /сг пахта терган .

С туден т  ўрта  ҳисобда бир кун да  қанча пахта терган?
( Ж а в о б .  58 кг.)

2) С айёҳ  биринчи куни 42 км , иккинчи куни 35 км , учин­
чи куни 30 км  ва тўртинчи куни 13 к м  йўл  босган. Сайёҳ 
кун ига  ўрта  ҳисоб билан қаича йўл  босган?

( Ж  а в о б. 30 км.)

2 0 -§ .  Т ЎҒРИ  ВА ТЕС К АРИ  ПРОПОРЦИОНАЛ 
МИҚДОРЛАР ҲАҚИДА ТУШУНЧА

Т а ъ р и ф .  И к к и  м ицдордан бирининг бир неяа м арт а ор- 
т иш и (камаСшиш) б и ла н  иккиняиси  ҳ а м  ш уняа м арт а орта- 
диган  (ка м а яд и га н ) м и қд о р ла р  т ўғри  пр о п о р ц и о на л  миқдор- 
л а р  д ейилади .

М асалан, 1 кг  кон ф ет  1,8 сўм  турса, 5 кг  кон ф ет  1,8 с ў м Х  
X  5 =  9 сўм  ту ради; 7 кг  кон ф ет  1,8 сўм X  7 =  12,6 сўм тура- 
ди , 10 кг  к о н ф ет  1,8 сўм  X  1 0 =̂  18 сўм  туради  ва ҳоказо .

Б у  мисолда кон ф ет  миқдори неча марта ортса (камайса) 
у н га .  тўлан ади ган  пулни нг  миқдори ҳам ш унча  марта ортяпти 
(кам айяпти).  Д е м а к ,  кон ф ет  оғирлигининг миқдори билан кон- 
ф етга  тўлан ади ган  пулнинг миқдори тўғри  пропорционал миқ- 
дорлардир . Т ў ғр и  пропорционалликда: биринчи миқдорнинг 
ҳар  қандай иккита қийматининг нисбати, иккинчи миқдорнинг 
у л арга  мос қийматларининг нисбатига тенг бўлади . Бун га асос- 
ланиб, биз қуйидаги  иккита тенгликни ёза  оламиз:

1 1 Д ,  5 9
5 =  9 ; Т  =  12,6

ва ҳоказо .
Д е м ак ,  икки т а  т ўғр и  п р о п о р ц и о н а л  м ицдорлардан  би­

рининг и к к и т а  қи й м а т и н и нг нисбат и иккинчисининг т унга  
мос и кки т а  цийм ат ининг нисбат ига т енг.

М а с а  л  а. 5 кг  ко н ф ет  9 сўм  турса, 8 кг  кон ф ет  неча сўм 
туради ?

Е ч и ш .  П роп орц и я  тузам из:

5 /сг ~  9 сўм  турса
Ъ кг ~  х  сўм бўлси н  | Бундан:

л  8 8 п 72 . „
1Г =  Т -  ^ • = 5 - - 9 = г  =  14,4 сум.
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Яна ю қоридаги мисолдан қуй идаги ча  пропорцияларни ёзиш  
м \  мкин:

1 10 5_ 7 _  70 _  1
1,8 =  18 ^  9 83 Г2Л" -  126 -  9

ва ҳоказо .
Д е м ак ,  т ўғр и  пр о п о р ц и о на л  и к к и  мицдордан бирининг и х -  

т иёрий  ц и й м а т и н и  иккинчисининг унга  т еги ш ли  цийм ат ига  
нисбат и доимо ўзгарм ас сонга т енг. Б у  ихтиёрий қийматлар-

дан бири х  ва иккинчиси  у  б ўлси н , бу  ҳолда: — ўз-

гармас сон. Б ун дан , у  =  k x .  Бу ф орм ула  т ўғр и  пропорцио-  
н а л л и к  ф орм уласи  д ейилади ; k  ни проп орцион алли к  коэф ф и­
циент а  дейилади .

Т а ъ р и ф .  А га р  ўза р о  б о ғла н га н  и к к и  мицдордан бирининг  
бир неяа м арт а орт иш и (ка м а й и ш и ) б и ла н  иккинчиси  ш ун ­
ча м арт а кам айса  ( ортса), бундай м и ц д о р ла р  т ескари  п р о ­
п о р ц и о н а л  м иц до р ла р  деб а т а ла д и .

М асалан , 3 иш чи бир ишни 36 кун да  тугатса , 6 иш чи бу 
ишни 18 кунда тугатади , 12 иш чи ш у  ишни 9 кунда тугатади , 
18 иш чи ишни 6 кун да  тугатади ,  36 иш чи эса ишни 3 к у н ­
да тугатади  ва ҳоказо .

Б у  мисолдан биз кўрам и зки ,  иш чи лар  сони неча марта о р т ­
са, иш нинг б аж арилиш  куни ш унча  марта камайяпти .

Д е м а к ,  иш чи лар  сони билан ишни б аж ар и ш  учун  кетган  
вақт  тескари пропорционал миқдорлардир .

Энди олинган мисолдан қуй идаги ларн и  ёза  оламиз:

‘ А  18 —____—
6 ^  36’ 12 _  36

ва ҳоказо.
Д е м а к ,  т ескари п р о п о р ц и о н а л  м ицдорлардан  бирининг и к ­

ки т а  цийм ат ининг нисбат и и кки нчи си ни нг ш унга  мос и к ­
ки т а  цийм ат ининг т ескари нисбат ига т енг.

М и с о л .  Бир ишни 6 иш чи 18 кунда б аж ар ган  бўлса , ш у 
иш ни 9 иш чи  неча кун да  б аж аради ?

Е ч и ш .

6 иш чи — 18 кун да;
9 иш чи — х  кун да  баж арсин.

Бундай пропорция  тузамиз:
_  JL 

18 -  9 *

бундан
18-2 10 х  =  =  12 кун да .
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Ю нори даги  м исолдан қуй идаги ларн и  ёзиш  мумкин:

3 X 3 6  =  108 
6 Х  1 8 =  108 

12 X  9 =  108

ва ҳоказо
Д е м а к ,  т ескари  п р о п о р ц и о н а л  м ицд о р ла р ни н г ихт иёрий  

мос қ и й м а т л а р и н и н г  кўпайт м аси  ўзгарм ас сонга т енг. (М а­
салан, 108 каби.)

У муман икки  теск ари  пропорционал  миқдорларнинг ихтиёрий 
мос кийматлари  л: ва у б ўлси н , бу ҳолда: у х  =  k —  ў згарм ас  
сон.

Б ун дан : у  =  - -̂; бу т ескари п р о п о р ц и о н а лли к  ф орм уласи  
дейилади .

И з о ҳ. Бундай тўғри ва тескари пропорция усули билан ечиладиган 
мисолларни бирлик усули билан ечиш ҳам мумкин.

21- §. СОННИ БЕ РИ  Л Г АН^СОНЛАРГА Т ЎҒРИ  ПРОПОРЦИОНАЛ 
ВА ТЕСКАРИ ПРОПОРЦИОНАЛ ҚИСМЛАРГА БЎЛИШ

1- к о и  д а .  Б и р о р  соннинг б ер и лга н  со н ла р га  т ўғр и  про­
п о р ц и о н а л  ц и см ла р и н и  т опиш  уч ун  у  сонни б ерилган  сон­
л а р  йиғиндисига  б ўли ш  ва б ўл и н м а н и  б ер и лга н  сонларнинг  
ҳ а р  бирига  кет м а-кет  кўпайт ириш  керак.

Б у қоиданинг тўғри лигини  кўри ш  у ч у н  уш бу  масалани еча- 
миз. Т ў р т  яш и к бир хил сортдаги. конфетга  127,8 сўм тўлан- 
ди. А гар  биринчи я ш ик д а  20 кг, иккинчисида 16 кг, учинчи- 
сида 22 кг  ва тўртинчисида 13 кг  кон ф ет  б ўлса , ҳар қайси 
яш икдаги  кон ф ет  учун  қанча пул  тўлан ган ?

Е ч и ш .  Б у  масалада 127,8 сўмни айрим яш и кларни нг  оғир- 
л и клари га  пропорционал  қилиб т ў р т  кисмга бўли ш  талаб  қи- 
линади . А ввал тўртта  я ш и к д а ги  кон ф ет  огирлигини топамиз:

2 0 +  16 +  2 2 +  13 =  71 кг.

Энди 1 кг  кон ф ет  неча  сўм туриш ини топамиз:
1 2 7 ,8 :7 1  =  1,8 сўм .

Энди масаланинг саволига  ж авоб  берамиз:
2 0 -1 ,8  =  36 сўм ; 16-1,8 =  28,8 сў м ;  22 -1 ,8  =  39,6 сўм 

ва 13-1,8 =  23,4 сўм .

Б у л а р н и  к е т м а -к е т  л ,  у, z , t  ҳ арф лар  билан белгиласак , 
пропорционал  қлсм ларни ю қоридаги  қоидага  мувофиқ қуйида- 
гича ёзиш  мумкин:

127,8 127.8



z  =  ^ - 2 2  =  3 9 ,6  с ў м  ва

t =  1 ^ 1 . 1 3  =  23,4 сўм.

Т о п и лган  л ,  у, z ,  t  с ў м л а р  сонларининг ў зар о  нисбати ма­
салада  берилган  оғирлик  бирликлари  сонларининг ў зар о  нис­
бати кабидир, яъни

а  : у  : z  :  ̂=  2 0 :  16 : 22 : 13.

Б у н г а  асосланиб бир мисол ечамиз.
216 ни 4; 3; 5 ларга  пропорционал  қилиб, учта а , у, z  кисм ­

га аж ратам из .
Е ч и ш .

г  _ 216-4 __ 216-4
4 +  3 +  5 12 “  ’

У = ^ 3 =  54; г  =  ^  =  90.

Д е м ак ,  а  : у  : z  =  72 : 54 : 90.
2- к о и д а .  Б ирор  соннинг б ер и лга н  со нларга  т ескари  

п р о п о р ц и о на л  ц и см ларини  топиш, уч ун  у сонни т ескари сон­
л а р га  пр о п о р ц и о н а л  ц и см ла р и н и  т опиш  киф оя.

Қоидаиинг тўғрилцгини кўриш  учун  у ш б у  масалани е ч а ­
миз.

И кки  бригада да 8.0 колхозчи  бор. И кк ал а  бригадани нг участ ­
каси баравар  ва ҳам м а  колхозчиларни нг м еҳнат уиум дорлиги  
бир хил бўлсин. Агар биринчи бригада ишни 4 ку н да ,  икки н ­
чиси 6 кунда б аж арган  б ўлса , ҳар қайси бригадада  неча кол- 
хозчи бор?  Б у  масалада ҳар  бир бригададаги  колхозч и лар  со ­
ни уларда  сарф  цилинган иш" вақтига тескари пропорционал 
бўлад и , чўнки  бири ортганда иккинчиси кам аяди  ва аксинча.

Е ч и ш .  Биринчи бригада бир кун да  ишнинг ~  қисмини,

иккинчиси эса қисмини б аж арган . Бу ер  да Д е м ак ,

биринчи бригада бир кунда иккинчига қараганда кўп роқ  иш 
баж ара  олади . Ҳамма колхозчин инг м еҳн ат  уиум дорлиги  бир 
хил эди, дем ак , биринчи бригададаги  колхозчилар  иккинчиси- 
даги дан  кўп. Ш ундай қилиб, ҳар қайси бригададаги  колхозчи ­
л а р  сони у бригадаларнинг б аж ар а  оладиган иш ига пропор­

ционал, яъни 80 ни j  ва сонларга  пропорционал қисмларга

аж р ати ш и м и з  керак . Биринчи бригададаги  колхозчи лар  сони- 
ни а , иккинчисидагини у ҳарф лари  билан белгилаб , биринчи 
қоидадаи фойдалансак:

80 1 80 1 1
А  = • т = ? - т  =  192- т = 48;Г  1

4 ^ 6  12
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1  1  6 
4 +  6

( Ж а в о б .  48 ва 32 колхозчи .)

Бун га  асосланиб бир мисол ечамиз: 470 ни 3; 4; 5 ларга  тес ­
кари Пропорционал бўлган уч қисмга ажратинг.

Е ч и ш .

*  =  Г ^ Ч Х | = | Х | = 6 00 Х { = 2 0 0 :

3 +  4 +  5 ЬО

у =  ^  X  7  =  6 0 0 Х  у  =  150; г  -  ^  X  у  =  600 X  у  =  120.
47 4 4 _4/_ 5 5

60 60

( Ж а в о б .  200; 150; 120.)

М а ш қ л а р .  1) 2478 ни 2; 5  ва 7 сонларга пропорционал 
қилиб уч қисмга ажратинг.

( Ж а в о б .  354, 885 ва 1239.)

2) 245 ни ва 3 сонларга пропорционал қилиб икки кисм ­

га аж ратинг.

( Ж а в о б .  35; 210.)

3) 61 ни 1; 2 ; 3; 5 сонларга тескари пропорционал  тўрт  
қисмга ажратинг.

( Ж а в о б .  30, 15, 10 ва 6 .)

4) 765 ни 4; ~  сонларга тескари пропорционал қилиб 

уч  қисмга аж ратинг.

( Ж а в о б .  306; 51 ва 408.)

5) 20,4 ни ш ундай учта х ,  у, z  бўлакларга  а ж рати ш ке- 
ракки , х : у  =  2 : 3  ва у : 2  =  7 : 1 1  бўлсин.

(Ж  а в о б. 4,2; 6,3 ва 9,9)
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I I  Б Ў Л И М  

А Л Г Е Б Р А 1

1- §. АЛГЕБРАИК ИФОДАЛАР

Т а ъ р и ф .  Ҳ а р ф л а р  (ёки  р а қ а м л а р  ва ҳа р ф л а р ) б и ла н  
б е л ги л а н га н  бир неча со н ла р н и  а м а л  и ш о р а ла р и  ёрдам ида  
бирлаш т ириш дан  иборат  б ў л га н  ёзув  а лгеб р а и к  ифода ёки  
қисқача  ифода дейилади . Масалан,

ab. I Зл: +  1 .  Ю {a -  b) 0 _  221-2,3 . u / „ ^
2 ’ 100 л  +  5 ’ 3cd » 6 0 ' 3^258^75'* '  C>

ва ҳоказоларни нг ҳар бири иф одадир. И фода ф ақат  биргина
ҳарф дан  ёки  сондан  иборат  бўли ш и  ҳам мумкин. М асалан , а\ 
X] 3; 2 .

А лгеб р а и к  иф оданинг цийм ат и деб, ундаги  ҳ а р ф л а р  ўр- 
нига  б ер и лга н  сон қ и й м а т л а р н и  қўй и б , ш у со н ла р  уст ида  
т егиш ли  а м а л л а р н и  баж аргандан кей и н  к е л и б  ч и щ а н  сон­
га а й т и ла д и . М асалан, щ  +  У нинг л: =  24, у  =  2 б ўлган даги  
қиймати бундай  топилади:

х  I , ,    24 | г >  б . 0  0  б х  х  ,
100 +  y “ i 00 +  2 -  25 25’ Юб В3 У Лар Тбб У

ифоданинг ҳ а д л а р и  дейилади .

2- §. АМАЛЛАР ВА УЛАРНИНГ Б А Ж А Р И Л И Ш  Т А Р Т И БИ

А риф м етикадан  м аълум  б ў л г а н  т ў р т  ам ал  ва улариинг б а ­
ж ари ли ш  тартиби алгебрада  ҳам ў з  кучини сақлайди. М аса­

лан, ab +  — — d  ифоданинг, а  =  6 =  9; с =  2; of =  5 бў лган -

даги сон қиймати топилсин.
Ҳ и с о б л а ш .

+  y  — cf =  - i - 9  + У - 5  =  4 - 3 +  2 - 9 - 5  =  1 2 + 1 8 - 5 = 2 5 .

1 А л г е б р а  — ал жабр сўзидан олинган.
Хоразмлик қадимги узбек олими Муҳаммад ибн Му со ал-Хоразмий 

(IX аср) ёзган математика китобининг сарлавҳаси шу сўз билан бошлана- 
ди. У нинг „Ҳисоб ал-жабр ва ал-муқобала" номли китобининг „ал-жабр* 
сузидан .алгебра* сўзи келиб чиққандир.
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И ф ода  қавслар  билан берилган  бўлсин. М асалан , а \b — 
— \{d — а) - с  +  /]} иф одан инг а  =  15; b =  75; с =  3; /  =  5;
«= 35 б ўлган даги  сон қийматини ҳисоблайлик.

Ҳ и с о б л  а ш:

a [ b - [ { d - a ) - c  +  l]) =  15 ( 7 5 - [ ( 3 5 -  15 ) .3  +  51) =

=  1 5 ( 7 5 -  [20-3  +  5]) =  1 5 . ( 7 5 - 6 5 }  =  1 5 . 1 0 =  150.

М а ш қ л а р .  Ҳ арф ларга  берилган қийматларга  асосан ифо- 
д аларн и н г  сон қийматлари топилсин:

1 \  о  - ^ 2 1 о с  2  0 х 2  — о  +  ti2 21) 3 у ,  л: — 1,25; У — j ’, 2) 2 + а _ а1 , ^  — 3 ;

3) 2л:4 -  х*у  +  2 х2у \  *  =  у ;  У =  у ;

4 ) - ( r E ^ j 5 - ( s  +  W  £ = у ;
сх (л +  у)2- ( л - у )2 х  =  ■ v „  2 .о ;  4 х у  , ^  =  1, у -  4 ,

6 ) л 8 • ^8 xy z 3 +  ^ у ) , л: =  10; у  =  0 , 1; ^ =  у !

7) — ■ (5т2п2 — 0 ,4/7), m =  1 ;  /г =  1,5; /7 =  2;

Rx о з - З о М - ^  „ _  о. - 1
ЬМ а  +  6)з +  6 ' а  d » b 2 *

3- §. ҚЎШИШ ВА КЎПАЙТИРИШ НИНГ ХОССАЛАРИ

Қ ўш иш  ва кўп айтириш ни нг ариф м ети кадан  бизга маълум 
бў лган  хоссалари алгебрада  ҳам ўз  кучини сақлайди . Биз у л а р ­
ни зслатиб  ўтамиз.

I. Қ уш и лувчи ла р ни н г ёки  кўпаю вчиларнинг ўр и н ла р и н и  
алм аш т ириш  б и ла н  йиғинди  ёк и  к ўп а й т м а ни нг цийм ат и ўз-  
гарм айди.

М асалан ,

2 1  +  3 =  3 + 2 1  =  5 1 ;  12-3 1  =  3 1 . 1 2  =  1 . 1 2 = 1 5 . 3  =

=  45.

Умуман:

а  +  &==6  + а ;  a -b  =  b-a.

И. Қ ўш и лувчи ла р д а н  бир нечт асини гр уп п а ла б  цўш иб, 
йиғиндини  ц о лга н  ц ўш и лувчи га  цўш сак ёки  кўпаю вчилардан  
бир нечт асини гр уп п а л а б  к ўп а й т и р и б  ц о лга ни га  кўпайт и-  
р и лса , йиғинди  ёки кўпайт м анинг қи й м а т и  ўзгарм айди .

4 ‘ 4*



ва

ва

Масалан,

!> 4 + 4 + т Ч 3 1 + 4 ) + т - 4 + т - 4

3 i  +  4 + T  =  4 ^± T ± -3 = = 4 T  =  5 f
ох 9 £  / £  О 1 \ _  11 /  2 23 \ _  11 46 _  1 23 _  q 5 
Z )  - 4 " 13  IT /  4 x 3  *11/ 4 33 2 3 6

0 3 2 0  1 1 1 , 2  23 _ 1  1 Оо _ 2 3 _ о 5
4 * "3" 11 4 3 1 1  2 * 3  ' ~  6 — 6'

У м ум ан: a + b  +  c +  d  — (a  +  b -\-c )r\-d= *  ( а +  Z ? )+ (c + d )  
=  ...; ва a - b - c  =  (а-Ь) -с  =  а- (Ь-с)  =

4- §. МУСБАТ ВА МАНФИЙ СОНЛАР

О датда, тем п ературани нг  ўзгари ш и н и  термом етрнинг ноль 
чизиғидан  ю қорида олганда  плю с ( + )  иш ора билан ва пастда 

олганда  минус ( —) иш ора билан олиш  қабул  қи- 
лииган .

М асалан , терм ом етр  к у н д у з  соат  14 да 3° иссиқни 
кўрсатди  деса , у ( + 3 ° )  = 3 ° ,  агар  кеч  соат  10 да 
2° совуқни кўрсатди  деса , у  ( — 2°) кўриниш да 
ёзилади  (1- раем). У ҳолда: ( + 3 )  = 3  м усбат  сон, 
( — 2) эса м анф ий сон д еб  аталади. Ш ундай қи- 
либ: плю с иш ора билан ёки  иш орасиз ёзилган  сон ­
лар  м усбат  сонлар , минус иш ора билан ёзилган  
сонлар  манфий сонлар дейилади .

М асалан , 1; 3; 12; 2-^-; 3,15 ва ҳ о к а з о — мусбат
с о н л а р ;— !; — 4; — 1,2; - 1 2 , - 1 9  ва ҳоказо  — 
манфий сонлардир.

6
4
3
2
1
0

-Z
- 2
-3
-4

-54

И з о ҳ .  Ноль (0) сони мусбат ҳам, манфий ҳам ҳисоб- 
ланмайди.

а )  Сон ўқи

Би рор  M N  тўғри  чизиқда ихтиёрий О нуқтаии 
1 б елгилаб , унинг О нуқтадан  бош лаб  икки томони-
1- раем. ни бирор  бирлик кесма (масш таб) ёрдам ида , м а ­

салан , 1 см  д5н қилиб тенг бўлак чаларга  бўла-  
миз ва О нуқтадан  б ош лаб  ўнг том ондаги  кесм аларнинг учла- 
рини: 1; 2; 3; 4 ва ҳ о казо  сонлар билан, чан томондаги к е с ­
маларнинг учларини: — 1; — 2; — 3 ; — 4 ва ҳоказо  сонлар  
билан белгилаймиз (2 - раем).
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Бундай хоссага эга бўлган  M N  тўғри  чизиқ  сон ў қ и  д е ­
йилади. О нуқта  унинг бош ланғич, н уқт а си  д е й и л а д и .  Сон 
ўқида О дан бош лаб  иккала том он га ҳар қан дай  каср сонни 
иф одаловчи  кесмани қўйиш  ҳам мумкин. М асалан , 2- расмда

ОА кесма 4 у  сонни, ОБ кесма эса, — 2 у  сонни тасвирлайди.

Д е м а к ,  сон ўқинннг ҳар  бир нуқтаси  бирор сонни тасви р­
лайди.

МП  ' • в A HN
-----------------> ♦ I W > I *----1----1----I----1 * >-

,__ , - 5 - 4  -3 - 2 1 0 1 2  3  4 5
7

2- раем.

И ш ораси  билангина ф арқ  қ и лган  икки сон қарам а-қарш и  
со н ла р  дейилади .

М асалан , 3 ва ( — 3); ' +  2 у  ва — 2 у  ва ҳоказо .

б) Сонларнинг абсолют қиймати
Т а ъ р и ф .  М анф ий соннинг абсолю т  қ и й м а т и  деб, унга  

қарам а-қарш и м усбат  сонга а й т и ла д и ; м усбат  соннинг аб ­
солю т  цийм ат и деб ш у соннинг ў зи га  а й т и ла д и . А бсолю т 
қийм ат I I белги  билан ёзи лад и . М асал ан ,  +  7 нинг абсо ­
лю т  қиймати: | +  7| =  7 бўлади .

Ш унга  ў х ш а ш  | ±  у  | =  у ; 1± 0,72| =  0 ,72  ва ҳоказо .

У муман: а  >  0 да \±  а\ =  а  ва а  <  0 да, \а\ =  — а  бўлади. 
Б ирор  а  соннинг абсолю т  цийм ат и, сон ўцида  бош лан- 

ғин нуцт адан  ш у сонни т асвирловчи нуцт агача  б ул га н  м а- 
софадир.

Сонлар абсолют қийматларининг хоссалари
И кки  а мз b сонлар  б ери лган да  

|я  +  6 | < И  +  |6 |; \ a - b \  =  \ a A - { - b ) \ < \ a \  +  \ - b \ '

\а-Ь\ == \a\-\b\] j =  jfl

м уносабатларни ёзиш  мумкин. У ларни исботсиз қабул  қила- 
миз.

5- §. РАЦИОНАЛ СОНЛАР

Т а ъ р и ф .  М усбат , м анф ий (б ут ун , цаер) со н ла р  ва ноль  
р а ц и о н а л  со н ла р  дейилади.



а )  Р а ц и о н а л  с о н л а р н и  қ ў ш и ш

К о и  д а .  Б и р  х и л  и ш о р а ли  и кки т а  сонни қўшиш. уя ун  
ул а р н и н г  абсолю т  ц и й м а т ла р и н и  цўш иб, й иғиндининг о л-  
дига  ула р н и н г  у  мумий, иш орасини қўй и ш  керак: агар  и к к а л а  
сон қарам а-царш и иш орали  бўлса , абсолю т  циймсипи ка т т а ­
сидан кияигини  айириш. ва айирм анинг о лдига  абсолю т  ц и й ­
м ат и ка т т а  б ў л га н  соннинг иш орасини цўйиш  керак.

М и с о л л а р :  1) ( + 5 )  +  ( + 7 )  =  +  12; 2) ( - 3 )  +  ( + 7 ) ~
=  + 4 ;  3) ( - 5 )  +  ( + 2 )  =  - 3 ;  4 ) ( - 3,5) +  ( - 6 , 5 )  -  -  10;

б) (  +  б | )  +  ( -  1.25) =  ( +  5.75) -  ( +  1,25) =  + 4 , 5 .
Ю қо р и да  иш ланган  1 - д а н  4 - гача мисолларнинг сон ўқида 

ечилиш ини қуй идаги  раем дан рсон к ў р к ш  мумкин.

- 6 . 5

z -3.5 чч v ' - ' i ’. '-V ; . .  ,  .5 > 7

^  Л : ҳ 2 . . . У ' л _____ ч
12-V-10-9-8  - 7 - 6  -5 -4 -3 \2  - / / &  1 2 3 /4  5 6 ? в 9 10 II 12

„  \-'3
I

♦7
3- раем.

Бир неча рационал  сонни қў ш и ш  учун , олдинги иккита қ ў -  
ш илувчини қў ш и ш , кейин чиққан натиж ага  учинчи қў ш и л у в-  
чини қў ш и ш  ва охиригача ш ундай  давом эттириш керак .

Масалан: ( +  8) +  ( - 2 )  +  ( +  12,2) +  ( -  5,3) -  +  12,9.
Ҳ и с о б л  а ш: ( + 8) +  ( - 2 )  =  6 ; ( + 6 ) +  ( + 1 2 , 2 )  =  18,2;

( + 1 8 , - 2 ) +  ( - 5 , 3 )  =  12,9.
М а ш қ л а р .  Қ уйи даги  ам аллар  баж арилсин:

1 ) ( +  1,25) + ( + 3 , 2 ) +  ( -  1,85) + ( +  2,5) + ( - l - j r ) ;

2) ( -  5,4) +  ( +  0,2) +  ( -  0,6) +  ( +  0,08);

3) ( — 0,1) +  ( + 8  -^) +  ( +  11 у )  +  ( +  4,4);

4) ( +  0,78) +  ( -  2,6) +  (0,7) +  ( - 0 , 7 8 ) ;

5) ( +  1 4 )  +  (2,4) +  ( -  1,2) +  (5,4) +  ( -  7,2);

6 ) (+4)+ (— 0,25) +  ( “  3  4 )  +  ( — 5 4 ) .

б )  Р а ц и о н а л  с о н л а р н и  айи риш

Қ о и д а .  И кки  р а ц и о н а л  сонни бир-биридан айириш  уя ун  
а й р и лувяи н и  т ескари иш ора б и ла н  кам аю вяига  цўш иш  к е ­
рак.
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М асалан: ( +  90) -  ( +  40) =  ( +  90) +  ( -  40) =  +  50;

( + 5 2 ) -  ( - 3 5 l )  =  ( + 5 2 j +  ( + 3 5 l )  =  + 8 7 l ;  ( - 8 0 ) -

- ( +  45) =  ( -  8 0 ) +  ( -  45) =  -  125; ( - 7 5 )  -  ( -  25) -  ( -  75) +  
+ ( +  2 5 ) =  — 50.

M a ш қ л a p. А йириш  амалларини баж аринг: 1) ( + 9 8 )  —
- ( + 1 2 ) ;  2) ( +  79) — ( — 61); 3) ( + 9 8 ,3 )  -  ( - 7 5 ) ;  4) ( - 8 1 ) -  
- ( + 2 6 ) ;  5) ( - 2 3 6 ) - ( - 9 8 ) ;  6 ) ( - 7 1 8 )  -  ( - 1 9 8 ) .

Ҳ ар  қан дай  икки сондан қайси бири сон ўқида ўнг томонда 
ж о й л аш ган  нуқта  билан тасвирланса, ўш аниси катгадир. Б у н ­
га асосан: 1) Ҳар қандай мусбат сон нолдан ва ҳар қандай 
манфий сондан катта . М асалан,

2) Ҳар қандай манфий сон нолдан кичик. М асалан , — 12 <  0.

Қ о и д а .  Ь ир х и л  и ш о р а ли  и кки  р а ц и о н а л  сонни бир-би- 
р и га  кўпайт ириш  учун  у л а р н и н г  абсолю т  ц и й м ат ларини  кў-  
пайт ириб , кўп а й т м а ни нг олдига  п лю с ( + )  иш ора ёзиш  керак;  
агар  кўп а ю вчи ла р  т у р ли  и ш о р а ли  б ўлса , кўп а й т м а ни нг  
о лд и га  м инус ( —)  иш ора ёзиш  керак.

М асалан, ( +  13) • ( +  5) =  +  65; ( — 13) • ( +  5) =  ( +  13) • ( —5) ^  = — 65; (— 13) • (— 5) = + 65.
У м ум ан , ( + а ) - ( + 6 ) =  а»;  ( +<? ) •  ( — 6 ) =  ( — а ) - ( + £ )  =  

= '  — ab ва ( — а) • (— £) =  ab.
Қ о и д а .  Б ир  неча р а ц и о н а л  со н ла р н и  ўза р о  к ўп а й т и р -  

ганда, ундаги  м анф ий кўп а й т уечи ла р н и н г  сони ж уф т  б ўл -  
са, кўп а й т м а  м усбат  сон\ агар  т о қ  бўлса , м анф ий сон бу­
лади .

М асалан , ( - 4 )  • ( + 3 )  • ( - 5) =  +  60; ( _  4) • ( +  3) • ( + 5) == -60.
М а ш к  л  а р. Қ уйи даги  ам алларни баж аринг:

Р а ц и о н а л  с о н л а р н и  т а  қ қ о с л а ш

7 > 0 ;  7 >  — 1; 7 > — З у ;  7 >  — 5; 7 >  — 135

ва ҳоказо.

в) Рационал сонларни кўпайтириш

П  ( +  1 8 ) . ( - 3 ) . (  +  2); 
2) ( + 2 , 5 ) - ( - 0 , 1 2 ) ;

Х(+3);



7) (— l,25M+0,75)-(+2-i)x 9) (+12). (-1) - (-15)X
X f-H-1 X(— 1,2);; ,V’ 10) |(+8)-(-5)].(-3);

8 ) ( + 3 i ) . ( - l , 2 5 ) . ( l , 2 ) X .  11) ( + l )  ( - 1 4 ) - ( + 0 , 4 )  ( -

X ( + 1 4 ) ;  • - w - f ) ;
12) [(-I)- (— 3) + (— 7)]X 
X [ ( — 5) + (— 1,2) ■ (— 4)] . '

г) Рационал сонларни бўлиш
Қ о и д а .  Б и р  р а ц и о н а л  сонни и кки нчи  р а ц и о н а л  сонга бў- 

ли ш  уч ун  б ўли нувчи н и нг абсолю т  цийм а т и н и  б ўлувчи ни н г  
абсолю т  цийм ат ига  б ўли б , у л а р  бир х и л  и ш о р а ли  б ўлса , 
б ўли н м а н и  f + J  иш ора б и ла н , ҳ а р  х и л  и ш о р а ли  б ўлса , ( —)  
иш ора б и ла н  о ли ш  керак.

М асалан , (+12): (+4) =+3; (+12): ( - 4 ) =  (- 12):
: ( +  4)  =  3; (— 12) : (— 4) = + 3 .

Умуман,

( + а ) : ( + ^ )  =  ( -  а ) : ( - 6) =  +  £ ; ( + а )  : ( - » )  =  ( - а ) :

ь
. М а ш к л a р. Қ уйидаги  ам аллар  бажарилсин?

2) (— 8)2;4(—^ 4 ) ^ ’ Ю) [ ( - 3  i ) :  ( + 1 , 7 5 ) ] :

8> (+7 i)=(-li> 11) ( - 2 , 5 )  + (-0,75)7 ( S :
4) ( - 6  i - ) :  (1,6); 12) ( - 9 ) :  ( - 6 ) - ( + 1 4 ) :

6 ) ( - 3 04 б Т : Й 352);)! .  13) ( - 24) = 1( ”  +  ™  =

7) [ ( + 1 , 3 5 ) :  ( - 1 , 2 ) ] : ^  U )  [ ( - 8 , 2 ) + ( + 4 , 4 ) ]  • ( ' - i ^ J

9) ( - 1 , 7 5 ) :  [ ( + 2 , 5 ) :  (+ 0 ,1 5 )J ;

6- §. КОЭФФИЦИЕНТ

Т а ъ р и ф .  Ҳ арф ий кўп а й т увч и ла р  олдидаги  сон кўп а й -  
т ўвчи коэф ф ициент  деб а т а ла д и .

М асалан, З а  да: а  нинг коэфф ициенти  3;
2«  да: а  „ „ „ 2 ;

а  да: а  „ „ „ 1.
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a 3 3
Ш у н га  ў х ш з ш :  5 у  да: 5 — коэффициент; j a b  да: j  — коэф-

1 JC
фициент; ( х  — 5  — +  8л у  — у) да: х  нинг коэффициенти 1;
X 1
у  ники — 5 2-; ХУ ники 8 ва у ники — 1 дир.

И з о ҳ. Бир неча кўпайтувчилардан исталган битта ёки бир нечасини
қолганлари учун коэффициент дейиш мумкин.

Б утун коэфф'ициентли ифодани коэфф ициенти  бирга тенг 
б ў л га н  йиғинди к ў р и н и ш и д а  ё зи ш  мумкин ва, аксинча, к о э ф ­
ф ици енти  бирга тенг  бўлган  бир  неча бир  хил қўш илувчини  
ум ум ий  коэфф ициентга  келти ри б  қисқача ёзиш мумкин. Маса- 
лан,

о а _ а  I а I а . о ух, _  v-v I V,, B x y j _ x y  , х у  . х у  . XV

ва ҳоказо.
Аксинча:

у I у , у  _ о у , X X  _  п л .  ab ab ab _  „ a bX +  х  +  х  =  d x ;  у  +  у  -  2 у ,  -  -Г-— +  _ _ d T .

А гар  коэф ф и ц и ен т  каср сон бўлганда, у каср бўлагини кўр- 
2 2 

сатади. М асалан , - j  ab д а  к о э ф ф и ц и е н т с о н и  ab нинг 3 дан
2 б ўлагин и  кўрсатади . Бундай ҳолларда  ҳам, уларни йиғинди 
к ў р и н и ш д а  ёзиш  ва, аксинча, йиғинди кўриниш ни ихчамлаб 
ёзиш . мумкин.

Масалан,
2 1 1  2 1 1  - j  ab  =  - j  ab  +  - j  ab\ \ - j  ab =  ab j  ab + -j  ab.

М а ш  қ л а р .  1) Қ уйи даги  ифодаларни ёйиб, йигйнди к ў -  
рин иш да ёзинг:

2>xyz\ 7 ^  — 2а  ва 5 л 2у.

2) У ш бу йигиндиларни ум ум ий коэф ф иц иентлар  билан қисқа 
ёзинг:

a  +  a  +  b +  Z b ^  +  l  +  l  +  l ;

X y  +  X y  +  X y - Z - Z ;  - С .

7- §. АЛГЕБРАИК ЙИҒИНДИ

Т  а ъ  р и ф. Б и р  неча кет м а -кет  қўиш ш  ва айириш ни бел-  
гиловяи  ифода а лгеб р а и к  йи ғи нди  деб а т а ла д и . Масалан,

(15 +  22 у  -  1,2); (4л  -  15у +  |  х у  -  у ) ;  {а +  b +  с +  d )
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ва ҳоказоларнинг ҳар бири алгебраик  йиғиндидир. А лгебраик 
йиғиндида ҳар бир айиришни айри лувч ига  қарам а-қарш и сонни 
қ ў ш и ш  билан алм аш тириш  мумкин.

Масалан,

а  — b с =  а  +  (•— b) с
(ва аксинча).

8- §. Д А Р А Ж А  ҲАҚИДА ТУШУНЧА

Т а ъ  р и ф. Ў заро т енг б ўл га н  бир неча кўпайт увчининг  
кўп а й т м а си  дараж а' деб а т а ла д и .

Масалан, 7• 7• 7; а -а  а  а\ a b -a b \ у ' у ' ^ 5  abc-abc  ва ҳоказо- 
ларнинг ҳар  бири д ар аж ади р  ва қисқача бундай ёзилади: 

7-7- 7 =  7*-,а-а-а-а  =  а*\ ab -a b  =  {ab) 2\ у  ' у  ‘ у  0  ( 4 -)3;
X a b c  — (abc)* ва ҳоказо.

Умумаи,

а а  а ‘ ... -а  =  а п 
п  марта

а "  — дараж а , у  а  нинг я -д ар аж аси  деб  ўқи лади . а п да: а  — 
ихтиёрий сон бўлиб, у дараж анинг асоси  ва п — дараэ/са кўр -  
сат кичи  дейилади .

Бир хил кўп айтувчи лар  кўпайтмасини топиш амали дара< 
ж ага кўт ариш  дейилади . Соннинг иккинчи дараж аси  квадрат, 
учинчи д араж аси  эса куб  д еб  ўқилади . Ҳар қандай соннинг 
биринчи д араж аси  ш у соннинг ўзидан иборат  д еб  ҳисоблаш 
қабул  қилинган, яъни а 1 =  а, а  — ҳар  қандай сон.

М и с о л л а р :  3 '  =  3; (7 ) ’ =  7 ; ( - 0 , 7 ) ' = - 0 , 7 ;  (-b ) ' = j .
М усбат соннинг натурал кўрсатки чли  д араж аси  мусбат сон- 

дир; манфий соннинг ж у ф т  кўрсатки чли  д араж аси  мусбат сон, 
ток кўрсатки чли  дар аж аси  эса манфий сондир, яъни я  >  0 бул-
ганда:

а т >  0 ; (— а ) 2т =  а:гт >  0
ва

(— л ) 5/я + 1 =  — л 2т + 1 <  0 (т =  1: 2; 3; 4; ... .)
М и с о л л а р. ( — 4 )2 =  16; (— 4 )3 =  — 64 ва ҳоказо . т  ва п  

и хт и ёр и й  н а т ур а л  со н ла р  б ўлга н д а  а п-ат =  а п + ф орм ула- 
ни ёзиш мумкин.

И с б о т .  (1) ф орм улага  асосан:

а п-ат =  (а а- . . . . а ) • ( а - а - а -  ... -а )= а  а  а а -  ... - а  = а п 1 п .



Д ем ак ,  бир х и л  асосли  дараж аларнинг кўпайт м аси  ўш а  
асосли  дараж а б ў л и б , кўрсат кичи  эса к ўп а й т у вя и ла р  дара- 
ж а к ўр с а т к и я ла р и н и н г  йиғиндисига  т енг.

М и с о л л а р .  32-34= 3 2 + 4 =  3е; а 4- а 5= а 9 ва

ҳоказо .  Ш унга  ў х ш а ш , натурал  кўрсатки чли  д ар аж алар  учун 
яна қуй и даги  ф ор м у лал ар  ўринлидир:

а п : а т =  а п ~ т { п > т >  1)
(а-Ь- . . . -е)'" =  а тЬт. . .•е т

(а п)т =  а пт.............
И  с б о т. (1) ф о р м у лага  асослаииб, қуйидагиларни ёзиш 

мумкин:
а п : а"1 =  (а-а-  . . .  - а) :  ( а - а - а -  . . . -а)  =  

п  марта т  марта
=  g ___ -а)  : (а- а-  ... а)  =  (а  а-  ... ■а) = а п—т.
(п — т)  марта т  марта т  марта (п— т) марта

(а-Ь-  . . . - е )т =  ( а ■ b е) ■ ( а ■ Ь. . .  е) ... ( а - Ь- . . . -е) =
т  марта

( а- а- .  . . - а ) - (Ь- Ь- . . . -Ь) . . . (е-е-  . . . -е) —a m-b'
т  марта т  марта т  марта

I а  \ т I а а а \ а-а-  . . .  -а  ат
~ \ T ' T '  J )  ~  b-b- . . . Т ~  ь™-

тп марта
(ап)т= а п ■ а п - . . . а п= а п+п+’ • * +/z =  а пт

т марта
Энди ноль ва манфий бутун  кўрсатки чли  д ар а ж а  а° ва а —,п 

( / w = l ;  2 ; 3; . . . )  ларга  ҳам аник м аъно берамиз. а п : а т =* аП~ т 
ф о р м у л а  п > т  учун  ўринли эди, т  =  п бўлсин, бу ҳолда  
а п : а п =  а п~ п =  а° бўлади . Л еки н , д° символ дараж ан и н г  таъ- 
рифи (1) га  к ў р а  маъносиз . И ккин чи  томонда i а п : а п =  \ дир.

Б у л ар  а п : а т =  а п~ т ни (т  =  п)  да  ҳам ўрин л и бўли ш и  
учун , д° сим волга  1{аидай маъно (таъриф) бериш  кёраклигини 
кўрсатади .

Т а ъ р и ф .  Ҳ а р  қандай  (н о лд а н  ф а р ц ли ) а  соннинг н о л и н -

яи дараэюаси бирга т енг, яъни g ° =  1

Д е м а к ,  а п \ а т =  а п—т ф о р м у ла ,  п ^ т  д а  ўринлидир.
Энди, а п : а т= а п~ ,п ф орм улан и  //</тг бўлган  ҳолда  текш ира-

миз. М асалан, ^  ^ “ а—  — тгт,—  =  А- Л еки н  бўли ш  фор-а5 а -а - а -а -а  а -а -а  о3 J

м уласига  асосан: ^  =  а 2~ 5 =  я -  3 ҳосил бўлади . ( а - 3 ) символ,
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дар аж а  таъриф ига асосан маъносиз нарсадир. Аммо  булар, 
а п :а "г =  а п~'п ни т > П А ' А  ҳам ўринли бўли ш и учун, 
а п~ гп га қандай маъно (таъриф) бериш  кераклигини кўрсатади .

Т а ъ р и ф .  Н о лд а н  ф а р қ ли  ҳ а р  қа нд а й  соннинг м анф ий  
к ўр с а т к и ч ли  дараж аси, бирни ўш а  соннинг ш у кўрсат кича-  
нинг қарам а-қарш и иш ора б и ла н  о ли н га н  дараж асига б ула н -  
ганига т енг, яъни

а - т =  б у н да  m  =  1; 2 ; 3 ; . . . .  ва а=/=0.

М и с о л л а р .
о -  2 _  1 _  1 . с — 8   1   1 / 2  \ 2   1 _  32 __ 9

"  32 9 ’ 0  "  125’ I 3 /  "  ^2_j2 — 22 " "  4 •

ва ҳоказо .
1- и з о ҳ. Д а р а ж а л а р  ҳақи даги  кўри б  ўтилган ҳамма ф о р ­

м улалар  п ъа т  ҳар қандай рационал бутун  сон бўлганда  ҳам 
тўғридир.

2 - и з о ҳ. Каср кўрсатки чли  д ар а ж а л а р  ҳақи да  ҳам, худди  
ноль ва манфий бут-ун кўрсатки чли  д ар а ж а л а р  ҳ ақи дагидек  
м у л о ҳ азалар  ю ргизилади1.

3 -  и з о ҳ (-jj-) иф одани 0; 1; 5; — 8 ; 125 ва ҳ о к а зо  д еб  ёзиш
мум кин, чунки: 0 - 0 = 0 ;  0 - 1 = 0 ;  0 - 5  =  0; 0- (— 8 ) =  0; 0 -125  =  0

ва ҳ. к. Д е м ак ,  м аъносиз (аниқмас) ифодадир. Ш ун га  ўх -

шуш  0 °, яъни нолнинг нолинчи дар аж аси  ҳам маъносиз (аниқ- 
мас) ифодадир.

М а ш қ л а р .  Қ уйи даги  д а р а ж а л а р  ҳисоблансин: 1) 73; 1,32;

2 ,2 2; 0 ,43; 0,2«; ( - 3 , 1 ) 2; 1,252; ( - 7 , 1 ) = ;  ( - 0 , 1 ) = ;
Д ар аж ал ар н и  қисқа кўри н и ш да  ёзинг:

X X  1 1 1 1  ,а а- у  - ;  x z - x z ;  у - у  у  т ; х -х -л : .

Қуйидаги иф одаларда  қисқа ёзи лган  дараж ан и  кўпайтма 
ш аклида  ёзинг:

x 2y 3z 2; х 3у 2; у  2а3 — Зд2; ( х  — З у ) 3; т 3 - j-n 3; 9b2c4d3. 

А м ал лар  бажарилсин:

х 3- х 12; а ~ 3-а5а 2; у 4-у; (а +  Ь)3-(а +  Ь); у 2-у3; x - x - y l - y - y 3\ 

у ) 5; х у - х 2у ~ 3\ х - х ъ- у - 2- у2\ х 12: х 4; z 6 : z 3; х : х 3; у 0 : у;

у - х  : х 3у; (о2)3; И 2)4; ( х " 2)3; ( у - V ) 2; ( ^ - ) 5; {ЬаЬ)3- 2 а Ь -  
— \Ъа4Ь4\ 1,7 г{- (2 ,4)2- ( — 0,05).

‘Kacp кўрсаткичли даражалар ҳақида кейинчалик гапирамиз.
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9- §. БИРҲАДЛАР ВА КЎПҲАДЛАР

1 -  т а ъ р и ф .  Қ ўш иш , айириш , кўп а й т и р и ш , б ўли ш  ва 
дараж ага кўт а р и ш  а м а л л а р и  ёрдам ида р а қ а м л а р  ва ҳарф -  
л а р  б и ла н  б е л ги л а н га н  со нлард ан  т у зи л га н  а лгеб р а и к  ифо- 
д а л а р  р а ц и о н а л  иф одалар  деб а т а ла д и .  М асалан ,

0  2(z63 a-b . т 2 4- /г2 х"1 —  х у  уУ _ /у • - — • ... • П   П •  2--• ---------   1-
Z 3 1 с ’ “  т ? - п * '  а +  Ь

ва ҳоказоларн и н г  ҳар бири рационал ифодадир.
Ш у н и н гд ек ,  рақам лардан  иборат сон билан ёки б и т т а ҳарф 

билан  б елгилан ган  алгебраик ифода ҳам рационал ифода д еб  
аталади. М асалан , 5; 1,2; а; b каби.

2 - т а ъ р и ф .  А га р  р а ц и о н а л  ифодада ҳа р ф и й  б ўлувчи  б ул -  
маса, у б ут ун  р а ц и о н а л  ифода; ҳарф ий  б ўлувчи  б ўлса , каср
р а ц и о н а л  ифода д ейилади . М асалан, 1) а\ а  — Z> ва ҳо-

казоларн и н г  ҳар бири бутун  рационал  ифода;

2 ) у ;  ва ҳоказолари и н г  ҳар бири каср рационал

ифодадир.
3 -  т а ъ р и ф .  Р а қ а м л а р  б и ла н  ё зи л га н  ҳ а р  цандай айрим  

сон, биргина ҳарф дан иборат  ифода; ш унингдек, кўп а й т и -  
риш  ва дараж ага кўт а р и ш  а м а лла р и д а н ги н а  иборат  а л ге ­
браик  ифода б ирҳад  деб ат а ла д и . Масалан, 5; 3 у ;  а\ ab2\
0,12  х?у  ва ҳоказоларни нг  ҳар бири бирҳаддир.

4 - т а ъ р и ф .  Б и р  неча бирҳаднинг а лгеб р а и к  йигиндиси  
к ў п ҳ а д  деб а т а ла д и .  М а с а л а н /

о  +  х  +  ^  у  — z\ ЬаЬс2 +  2о2с; у 2 — 5 а у -2  

ва ҳоказоларни нг ҳар  бири кўп ҳаддир .

а) Ўхшаш ҳадлар ва уларни ихчамлаш

5- т а ъ р и ф .  К ўп ҳа д н и н г  бир-биридан ф ақат  коэффи- 
ц и ен т ла р и  б и ла н  ф арц ц и л га н  ёки  б ут ун ла й  бир х и л  б ў л -  
ган ҳ а д л а р и  ўх ш а ш  ҳ а д л а р  дейилади .

Ў хш аш  ҳадларни и хчам лаш  уч ун  уларнинг коэффициент- 
лари  устида бери лган  амаллар баж арилади  ва чиққан сон ёнига 
ҳарф ий  кўп ай тувчи лар  ёзилади. Масалан,

1) 7 х  +  Зу +  2х  — у +  Ъху — х  — 2>ху =
» ( 7  - f  2  — 1) х  +  (3 — 1) у > ( 5  -  3 )ху  =  8х  +  2у +  2 х у ;
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2 ) 2 т * У а -  ! У -  1 -g-v2*  +  3 -6 У - 1 !  i  =

=  ( 2 1 - 4 )  + ( 3 . 6 -  l ) y + ( . i  - 1  | ) f  =

=  l l x y » +  3 , l y - | f .

М а ш қ л а р .  Қ уйидаги  к ў п ҳ а д л а р н и  ихчамланг: 1) 2a2b —
— — d lb  +  ЪЬс\ 2) 3 x s +  2у3 — 2л:8 — у 3 +  5; 3) Sa2x* — ^ у 2 —
- З а 2л:4 + 5 ^ у 2 - у  +  1; 4) -  9,387 т  -  3,89 /г +  8,197 /а  -  1,11 а  -

-  0,002/тг; 5) -  1 |  а ^ 3 +  2 а 3» - 4  |  a2b -  ab3 -  j  а 2Ь -  а 3Ь.

Қ о и д  а. О лдида  п лю с (-]-) иш ораси б ўл га н  қавсни очган- 
да, қавс ичидаги иш ор а ла р  ў з  ҳ о л и ч а  ёзи ла д и ; агар  м инус  
{—)  б ўлса , қавс ичидаги и ш о р а ла р  қарам а-қарш исига  а лм а ш -  
т и р и ла д и .

М асалан ,
+  (З а  -  26 +  с) =  З а  -  2£ +  с 

— (З а  — 26 +  с) =  — З а  +  26 — с
бўлади .

М и с о л л а р .

1) +  ( 5 0 - 2 8 )  =  5 0 - 2 8  =  22, чунки  +  ( 5 0 - 2 8 )  =  22;
2) -  (50 -  28) =  -  50 +  28 =  -  22, чунки  -  (50 -  28) =  - 2 2 .

б )  К ў п ҳ ад н и  к ў п ҳ а д г а  қ ў ш и ш  ва  ай и р и ш

1 - к о и д  а. К ўп ҳа д н и  к ўп ҳ а д га  қўш и ш  уч ун  у л а р н и  кет - 
м а-кет  ў з  и ш о р а ла р и  б и ла н  ёзиб, ўх ш а ш  ҳ а д л а р и  и хчам -  
лана д и .

М и с о л .  (4 а2 +  26 — с) га (— 36 +  2 а 2 — 6 2) ни қўш инг.
Е ч и ш.
(4 а2 +  26 -  с) +  ( -  36 +  2 а 2 -  62) =  4 а 2 +  26 -  с -  36 +

+  2а 2 -  62 =  6а 2 - 6 - 62 -  с.
. 2 - н о й  д а .  К ўпҳад дан  к ў п ҳ а д н и  айириш  уч ун  а й р и лувчи  

к ўп ҳ а д н и  қарам а-қарш и и ш о р а ла р  б и ла н  ёзиб , камаю вчи  
к ўп ҳ а д га  қ ў ш и л а д и '.

М и с о л .  (15л;2 — 5л:у +  Зу2) дан  (4л:2 — Зл;у +  у 2) ни айи- 
ринг.

Е ч и ш.
(15 л;2 — 5л:у +  3 у 2) — (4л:2 — 3 л:у +  у 2) =

=  15 л:2 — 5 л:у +  3 у 2 — 4 л:2 +  3 л у  — у 2 =  11 л :2 — 2 л:у +  2 у 2. 
М а ш қ л а р .  Қавслар очилсин:
1) (— 2л: +  3л:у +  5 у  — 1) ва — ( 5 л 2 — 2 х у — З у 2 — 5). 
А м аллар  баж арилсин:
2) ( -  2 0 л 2 -  15 л:у +  3 у 2 -  2) +  (11 л:2 +  7 л:у -  2у2 +  1);

1 Яна бундай айириш ҳам мумкин: а  — (6 +  с) =  (а — 6) — с.'
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3) ( — 51 drb +  2 7 ab'1— \ 2 a - M - \ -  1) - ( 7 aZ>2- 3 7 a ' ^ - 9 o - | -
r i-2 6 + 1 ) ;

4 ) ( 3 / я  +  5 я )  — {[6m - f  2/z — ( 12/г — 10m )] — m — ( 7 m—4л)};

5) ( - |  -  3 л:гу + 1  х у 2 -  2y3 -  1) -  (3 л» -  §  + 1  y« -

- т *2у) + (2*у,+ 1т ):
6 ) ( 1 | a 2 -  +  2,5 ^  -  3 1  j -  (0,08 <z2 +  0 ,135 ab  -

-  a c  +  1 be)-
7) (4л: -  2y -  z )  -  (5x  -  (8y -  2z  -  (л: +  у)]  -  л  -

— (Зу — 40 z)}.

в) Б и р ҳ а д л а р н и  с о д д а л а ш т и р и ш
(яъни каноник кўри н и ш га  келтириш )

Бирҳаднмнг каноник кўриниш ида: 1) битта сонли коэф ф и ­
циент бўлади  ва 2 ) ҳ арф лар  бўлса, ҳар қайси ҳарфнинг д ар а ­
ж аси  ёлғи з  бир марта кўп айтувчи  б ў ли б  қатнаш ади.

М и с о л л а р .  У ш бу  иф одалар  каноник ҳолга келтирилсин:

2а2»г • 24а6г; 12 х '?  ■ l x = z  ва 

Е ч и ш .  2 а 2̂ - 2 4 а ^ 2 =  4 8 л я̂ ‘; 12л:2у 2. j л:2 z  =  4л:4у 2г  ва 

§ 5 ^ 5  =  ?  а2»2с- Ш у н га  Ухшаш: ( -  1 \  <?2)3 -  -  у  9е.

М а ш н л а р. Қ уйидагилар  каноник бирҳад  кўри н и ш да  ёзил- 
син:

( l  \ a * b c ) - [ - ^ a b V \ ,  ( - 2,1 а » 2) • ( - | а б ) ;  ( - 1,2о 262)2,

( -  1 1  x y z ) . ( - I j c y V ) ;

г )  К ў п ҳ а д н и  б и р ҳ а д г а  ва  к ў п ҳ а д н и  к ў п ҳ а д г а  
к ў п а й т и р и ш  ва б ўли ш

1 - к  о  и д  а. К ўп ҳа д н и  б ирҳадга  ёки  бир ҳа дни  к ўп ҳа д га  
кўп а й т и р га н да , бирҳадни  к ўп ҳ а д н и н г  ҳ а р  бир ҳа д и га  кўпай-  
т ириб, кей и н  ўхш а ш  ҳ а д л а р и  и хч а м ла на д и .

М и с о л л а р .

Зл: • (2х  — Зу +  2 x z )  =  (2 х  — Зу +  2xz) • Зл: =  бл:2 — 9л:у +  b x2z; 
— 4 а - (За — 56 — 8с) =  —  12л2 +  20а6  +  32ac.

2 - қ о и д а .  К ўп ҳа д н и  к ў п ҳ а д га  кўп а й т и р и ш  учун  кўп ҳа д -  
л а р д а н  бит т асикинг ҳ а р  бир ҳа д и н и  и к к и т и  к ўп ҳа д н и н г
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ҳ а р  бир ҳа ди га  кўпайт ириб , ҳ о с и л  б ўлга н  к ўп ҳ а д н и н г  ў х -  
ш аш ҳ а д л а р и  и хяа м ла н а д и .

М и с о л л а р .

(Зл:2 +  2у) ■ {х  — 4у)  =  3 x s — 12л:2); +  2л:); — 8у 2;
( -  Зл:2 +  Ъху -  2 у2) ■ (6 х2+ х у - 4 у 2) =  -  18л:4 -  3*&у +  12л:2у 2 +  
+  30л:3); +  5л:2);? — 2 0 ху3 — 12х2у 2 — 2л:у3 +  8у* *= 18л4 +  21 х 3у — 

-  1 х2у 2 -  22л у 8 +  Зу*.

3- қ о и д  а. К ў п ҳа д н и  бир ҳ а д га  б ўли ш  уч ун  к ўп ҳа д н и н г  
ҳ а р  бир ҳ а д и н и  ш у б ирҳадга  б ўли б , ҳ о с и л  б ўл га н  к ўп ҳ а д -  
нинг ўхш а ш  ҳ а д л а р и  и хч а м ла на д и .

М и с о л .  ;

4 -  қ о и д а .  К ўп ҳа д н и  к ў п ҳ а д га  б ўли ш  уч ун  о лд и н  б ўли -  
нувчининг энг ка т т а  д а р а ж а ли  ҳ а д и н и  б ўлувчи ни н г энг 
ка т т а  д а р а ж а ли  ҳа д и га  б ўли б , б ўл и н м а н и  б ўлувчи ни н г ҳ а р  
бир ҳа д и га  к ўп а й т и р и б  б ўли н увчи н и н г  т агига  ёзи б  а йира-  
м из, кейин  бўл и ш н и  қ о л га н  ҳ а д л а р и  уст ида ш ундай й ў л  
б и ла н  давом эт т ириш  керак.

М и с о л л а р .

(25а4 -  8а2Ь - 3 c 2b2) 5a2bc3

= _  ± ___
bc3 5с3 5а2с '

1) 6л 4 -  19л3 +  5 л 2 +  1 7 л - 4 |  З л 2 - 5 л  +  1
-  6л 4 +  10л 3 +  2л 2 2 л 2 — З л  — 4

-  9 л 3 +  З л 2 +  17л — 4 
+  9 л 3 +  15л2 ±  З л

— 12л2 +  2 0 л  — 4 
±  12л2 +  20 л  ±  4

2) _  2 х3
— 2л 3 ±  у  л 2 2 „ 2 , 4  8

~з +  +  ^

З л - 2

қолдиқ



_ | л > +  и л. +  1

+  ? - * а +  - § * ± |  ■

^  ^  ~  Қ°ЛДИҚ-

М а ш қ л а р .  Қ уйидаги  амалларни баж аринг:

1) ( — 2 ,4xy)  • (2 ,25л2 — 1,5ху +  2 ,5у2);
2)  ( х 8 +  З х гу  — З х у 2 +  4у3) • (2 х  +  Зу);
3)  (1 -  0,3/7 + 0.02/78) - ( 1 - О М ;

< v .

4)  ( +  +  +  +  И - ( 1 х - + - + ) ;

б) (6а 2х 6 — 9 й 3х 4 +  15а4х 3) : а 2х 3;

6 ) (5 х 2— 9 а х  — 2 а 2) : (х  — 2а)\
( Ж  а в о  б. 5 х  +  а . )

7) ( 15а4 -  а 8 -  а 2 +  4 а  -  7 0 ) :  (З а2 -  2 а  +  7);
( Ж  а в о б. 5 а 2 +  З а  — 10.)

( Ж а в о б .  — - | х 2 +  х  — У б ўли н м а , 2ах 9 3-3-  қолдиқ).

9) ( 17х2 -  6х 4 +  5 х 3 -  2 3 х  +  7 ) :  (7 -  З х 2 -  2х ) ;
( Ж а в о б .  2 х 2 — З х  +  1.)

(10 ва 11- мисоллар ф о р м у лал ар д ан  ф ойдаланмай ечилсин.)
10) (zzi3 +  Зт 2п  +  Зт п- +  я 3) : ( /я2 +  2тп  +  я 2).

11) (27 +  8у3) : (3 +  2у).

10- §. КИСҚА КЎП АЙ ТИ РИШ  ВА БЎЛИШ  ФОРМУЛАЛАРИ -

Ўтган параграф даги  кўпайтириш  қоидасига  мувофиқ:
1) ( а  b) ( а b) =  а 2 +  а ^  +  ^ а  +  Ь2 =  а 2 +  2аЬ +  Ь2

8 ) 4 х 4 : х 2 +  3 х  l )  .

[ Ж а в о б .  (т +  я ) . ]

ёки



Яъни, и кки  сон йиғиндисининг квадрат а — бириняи сон ква~ 
д рат и, п лю с баранки сон б а ла н  а кка н ка  сон кўпайт м аси-  
нанг и к к и л а н га н и  плю с а кка нка  сон квадрат а.

М и с о л .  (За: +  2)-’ =  9 х 2 +  12л:+  4.
1- мисолдагига ў х ш аш  йўл  билан яна қуй идаги ларн и  ҳосил 

қиламиз:
2 ) (а — b) (а — b) — а2 — ab — ba +  b2 =  й- — 2ab  +  b2

ёки

{ a - b ) 2 =  а 2 —  2аЬ +  Ь*

Яъни, и к к и  сон айирм асининг квадрат а  =  баранка сон  
квадрат а, м инус баранка сон б и ла н  и кки нка  сон кўп а й т м а -  
сининг и к к и л а н га н и  п лю с а кка нка  сон квадрат а.

М и с о л .  (3 — у ) "  =  9 — 2л: +  у " .

3)  (а  +  Ъ ) \ а - Ъ )  =  а 2 - а Ь  +  Ъ а - Ъ 2 =  а 2 -  Ь2 
ёки

а 2 — Ь2 =  (а — Ь) - (а- \ -  Ь).

Яъни, и к к и  сон ква д р а т ла р а н а н г ааарм аса игу и кки  сон  
ааарм аса б а л а н  у л а р н и н г  ййғиндиси  кўпа а т м а са га  т енг.

М и с о л .
9с2 -  4 =  (Зс)2 - 2 2 =  (Зс -  2) • (Зс +  2);

2722 -  1982 =  (272 -  198) • (272 +  198) =  74 -470 =  34780-
4) ( а  +  » ) - ( а  +  Ь)2 =  (а +  Ь)- (а2 +  2аЬ +  Ь2) =  а 3 +  2а2Ь >

+  аЬ2 +  а 2Ь +  2аЬ2 +  Ь3 =  а* +  За2Ь +  ЗаЬ2 +  Ь3

(а  +  Ь )3 =  а3 +  За2Ь +  ЗаЬ2 +  Ь3.

Яъни, и кки  сон йиғиндисининг куба  — баранка сон куба  
п лю с баранка сон квадрат а б а ла н  а кка нка  сон кўпайт м а-  
сананг ук ла н га н и , п лю с баранка сон б а ла н  икки нка  сон к ва ­
драт а кўпаат м асананг ук л а н га н и , п лю с  а кка нка  сон куба . 

М и с о л .
(2л: +  5 )3 =  8 а:3 +  60л:2 +  150 л: +  125.

5) ( а - b ) - ( а -  Ь)2 =  ( a - b ) -  (а2 -  2аЬ +  Ь2) =  а* -  2а2Ь +
+  аЬ2 -  а 2Ь +  2аЬ2 - Ь *  =  а 3 -  За2Ь +  ЗаЬ2 -  Ь3

ёки

(а -  Ь)3 =  а 3 -  За2Ь +  ЗаЬ2 -  Ь3



Яъни, икки  сон айирм асининг к уби= биринчи  сон куби,  
минус бириняи сон квадрати билан  иккиняи сон куиайтма-  
сининг уялангани , плю с  бириняи сон билан  иккиняи сон к ш -  
драти кўпайт м асининг у я ла н га н и  минус иккиняи соннинг 
куби.

М и с о л .
(2а -  36)3 =  8а я -  36а2» +  54а»2 -  27»3.

6) (а  +  Ь ) ‘ {аг —аЬ +  » 2) = а 3—а 2» + а » г+ а 2» —а» 2 +  » 3= а 34-»3 
ё к и _____________________________ *__

а 3 +  »8 =  (а -f- ») - ( а 2 —а » + » 2)

Бунда ( а 2 — а»  +  »2) икки  сон айирмасининг я а л а  квадрати,  
{аг +  а»  +  » 2). s e a  икки  сон йиғиндисининг я а л а  квадрати  
дейилади.

И к к и  сон куб ла р и ни нг  йиғиндиси, бириняи дараж али  ҳад-  
л а р  йиғиндиси б и ла н  у  ҳ а д л а р  айирмаси я а л а  квадратининг  
кўпайтм асига тенг.

М и с о л .
27а8а 6 +  8»3 =  (Зса2)3-|- (2»)8=  (Зса2+2») • ( 9 a V -  6а2»а +  4»2).
7) ( а  — » ) - ( а 2 +  а»  +  »2) =  а 3 +  а 2» +  а» 2- а 2» — а»2 — »3 =

=  а 3 -  »3
ёки ___________ _________________

а3 — Ь3 =  ( а — » ) - ( а 2+ а » + » 2)

Яъни, и к к и  сон кубларининг  айирмаси, бириняи дараж а­
л и  ҳ а д л а р  айирмаси билан  у ҳа д л а р  йиғиндиси я а л а  ква­
драт ининг кўпайт м асига  тенг.

М и с о л .
8а6 -  125с3 =  (2а2)8 -  (5с)3 =  (2а2 -  5с) • (4а4 +  Юа2с +  25с2).

Юқоридаги киска кўпайтириш формулаларидан фойдаланиО, 
Куйщщьиг-^иска бўлиш формулаларини ёзиш мумкин;
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М а ш қ л а р .  Қисқа кўпайтириш ва қисқа бўлиш формула­
ларидан фойдаланиб. қуйидаги ифодаларни- кўпайтувчиларга 
ажратинг:

I) 25а* -  Удв; 2) a V  -  с2; 3) ( 2 т -  l )2 -  100/г2;
4) 125л:2 +  5) 1 - а 3; 6 ;

у3 I — а
7) 9m* +  6m V  +  л*; 8) л= - 3 л 2у + 3 л у * + у 3; 9)

1оо2о —otib
Ю) £ л - у «  +  i  х у г *  +  x y h ‘ + | г ' ;  '

I I )  Агар х  +  у +  г =  0 бўлса, л 3 +  у3 +  г8 =  Злтуг бўлиши 
исбот цилинсин.

11-§. КЎПҲАДЛАРНИНГ БЎЛИНИШИ

Б е з у  т е о р е м а с и 1. Агар х  га нисбатан бутун х п +  
+  ^л~1 +  Ь.гх п- 2 Н- . . .  +  b„-i х  +: bn кўпҳад ( х  — a)ra  бўлинса,
колдиқ бу кўпҳаднинг х  =  а  бўлгандаги хусусий қиймати 

+  . . .  + & „ - , £  +  Ьп га тенг бўлади. (/z — мусбат бу­
тун сон; а  — бирор мусбат ёки манфий сон.)

И с б о т .  x n +  Ьхх п- '  +  bn- xx  Ьп =  к  (х )  бўлсин. Бу
ҳолда R (x )  ни ( х  -  а )  га бўлганда бўлинма Q(a:), қолдик q(x)  
бўлсин, яъни

R  (х)  * х  — а  
( x - a ) Q ( x )  Q(X)

R ( x ) -  ( x - a )  Q(x)  =  q(x).  N

<? (x) қолдиқ. Бунинг натижасини R (x )  =  ( x  — a) Q (x)  q (x) 
шаклда ёзиш мумкин. Энди х  =  а  бўлсин, бу ҳолда /?(а) =  
=  (а — a) Q (а) -f- 7 (а) ёки q (а) =  R (а) =  а" +  4-... +  Z/,,
ҳосил бўлади. Теорема исбот қилинди.

1 - н а т  и ж а. /? (х )  ни ( х  +  а) га бўлишдан чиққан қолдиқ:

R ( - a )  =  q ( - a )
га тенг.

2 - н а т и ж а .  Агар цолдик ў ( ± « ) = 0  бўлса, у ҳолда R (x )  
кўпҳад (х  ±  а) га бўлинади.

1 - м и с о л .  Зх 4 — 2 х 3 +  4х +  2 кўпҳадни (х — 2) га бўлмай 
туриб, КОЛДИҚ топилсин.

Е ч и ш. R  (2) •= 3 • 24 — 2 • 23 +  4 • 2 +  2 =  42 — цолдиқ.

1 Безу француз математиги (173U—17оЗ й.).



2- м и с о л .  л 8 — 9ха +  26л — 24 кўпҳад (х  — 3) га қолдик- 
сиэ бўлинадими?

Е ч и ш .  / ? ( 3 ) = 3 8-  9 -33 +  26 -3 — 24 =  27 --  81 +  78 — 24 =  
-  105 -  105 =  0

Д емак, бўлинади. Бу ҳолда х  »= 3, л 8 — 9л'2 +  26 х  — 24 =  О 
тенгламанинг илдизларидан биттаси бўлади. Безу теоремаси- 
нинг 2 - натижасига асослаииб, қуйидаги иккиҳадлариинг бўли- 
нишини текшириш қулай; ҳақиқатан:

1) л" +  o" = (х •— a) Q (x) 4- Q{x) 
ҳамда

q{a) =  a" - f  а" =  2an ф  0

бўлгани учун х п +  а п иккиҳад л: — а  fa бўлинмайди.2)" х п +  а п =  {х  +  a) Q, (л) +  q {{x),  а )  =  ( - а)" +  а" 
бўлгани учун, /£ — ток сон бўлганда qx ( — а) = 0 ,  демак, л " +  
+  а" иккиҳад л : + ^  га бўлинади; а  — жуфт  сон бўлганда эса 
у, (— а )  =  2а л бўлгани учун бўлинмайди.

3) л" — а"  =  (л: — а)  Q2 (л) +  q ^ x )  ҳамда qt (а) =  а п —а Л= 0 .  
Демак, х п — а п иккцҳад х  — а  га бўлинади.

4) — а л -  (л: +  a )  Q8 (х )  +  qa(x)
ҳамда

^ з ( - а )  =» (— а)" — а л;

а  — ток сон бўлганда, q (— а)  =  — 2а л демак, л:л — а л иккиҳад 
л  +  а  га бўлинмайди; а  — жуфт сон бўлганда эса q3 (— a) =  0 
бўлгани учун бўлинади.

12- §. КЎПҲАДЛАРНИ КЎПАЙТУВЧИЛАРГА А Ж РА ТИ Ш

Кўп ҳолда кўпҳадларни кўпайтувчиларга ажратиш: 1) уму­
мий кўпайтувчини кавс ташкарисига чиқариш; 2) кўпҳаднинг 
ҳадларини группаларга бирлаштириш; 3) кўпҳаднинг баъзи 
ҳадини қўшилувчи ҳолида ёзиб олиб, кейин группалаш; 4) кис­
ка кўпайтириш формулаларидан фойдаланиш усули билан ва 
шунга ўхшаш йўллар билан бажарилади.

М и с о л л а р .  1) (Зл:2 — 12л:) ни кўпайтувчиларга ажратинг.
Е ч и ш. За-2 — 12а  =  За  - (а  — 4);
2) (12 — 4 а  — З а 2 +  а 3) ни кўпайтувчиларга ажратинг.
Е ч и ш .  12 — 4а  — За 2 +  а 3 =  4 (3 — а ) — а 2 (3 — а ) =  (4— а2) •

• (3  — а ) — (2 +  а ) ( 2 - а ) (3*— а );

3) 27 а 3 + J - н и  кўпайтувчиларга ажратинг.

Е ч и ш .  27 а» +  !  =  (Зй )« +  ( I ) ’ -  (З а  + ( э а ’ -  ^  +  А ) ;

4) (а 3 -  4а 2 +  3) ни кўп ай ту вчи лар га  аж ратинг.
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Е ч и ш .  X8 — 4 л 2 +  3 =  л 3 — х 2 — Зх 2 +  3 =  х 2 ( х  — 1) —  
— 3 (х 2 — 1) = а :2 (х -  1 ) - 3  (л-- ! ) ( * +  1 ) = ( х - 1 ) ( х 2- 3 л : - 3 ) ;

5) 3 6 а3 -  25ft4 =  (6а )2 -  (5ft2)2 -  (6а  +  5ft2) ■ (6а  -  5ft2).
M a ш к л a р. Қуйидаги ифодаларни кўпайтувчиларга аж ра­

тинг.
I) 6л:2у +  12ху2; 2) 25а4 -  9ft6;
3) a 6ft° -  с6; 4) (2т  -  I)2 — 100а2;
5> 1 6) 125л= +  1 ;
7) а 3 +  aft — а  — ft; 8) а:2 — у 2 +  бу — 9;
9) 3 6 - 2 5  у2; Ю) 8z3 +  27;
I I )  2а:4 — 4л:3 — 16а:2 -f-л: +  2; 12) 8а 3 -  12а2 -  18а +  27;
13) За:3 +  4л:2 +  2л: +  1; 14) л 2 +  2л:— 15;
15) л'3 +  3 л 2 — 4 х — 12; 16) 10а2 +  21 х у  — Мал:— 15ау;

.17) 6 fty — 1 5 f t x - 4 a y  +  Юал:; 18) л 3 +  З х 2 +  Зл: +  9;
19) л:2 — 9л:— 10; 20) — 8л:4у 3 — 12л:2у5— 1 5 л бу2.

Қуйидаги амалларни қисқа кўпайтиришдан фойдаланиб ба­
жаринг:

( 1,3 х у 2 -  2z) (2z +  1,3 ху-);  5 (a 2 -  3 ) * -  2 ( a  -  4) ( a +  4); 
Зл:—5 (x — 1) (л: +  1) +  5 (л: +  2) (л: — 2);

3(2л*+ 1) (1 — 2л:) — 4 (Зл: — 2) (2 +  Зл:) +  6а-(4х  +  1).

13- §. АЛГЕБРАИК КАСРЛАР

Т а ъ р и ф .  Ҳ а р  қандай  икки  а лгеб р а и к  ифоданинг ёки, 
соннинг' були нм а си  а лгеб р а и к  каср дейилади.

о  -  -  7 -
З а .  х  За?Ь . Ь х  2 +  х  х* 3 7а а х п— 3 х + 6

Масалан, ^  > у ; &  + р  ' х_ у '>  ̂ 2_ ; 5 ; a * + l ’ 2 х - 3

х
3 5 2

ва ҳоказо. Буларда: За; х ;  За2 б; б х ;2  +  у  — 3; 1а — —; х 1—

— Зл:+  6 ларни касрларнинг суратлари; 2ft; у; 5a +  ft2, ... , 
2а  — 3 ларни касрларнинг махражлари дейилади.

Алгебраик касрлар устидаги турли мулоҳаза ва амаллар 
бажариш усуллари ҳам худди арифметикадаги оддий касрлар 
устидаги амаллар усуллари каби бўлади.

а) А лгебраик касрларнинг хоссалари
Касрнинг сурат  ва м а х р а ж и н и  н о л га  т енг б ўл м а га н  бир  

х и л  сонга к ўп а й т и р и ш  ёки  б у л и ш  б и л а н  касрнинг ций м а т п  
узгармайди,  яъни

1 Алгебраик касрнинг сурат ва махражи бутун мусбат сондан иборат 
булганда у арифметик касрни беради, демак, арифметик касрни алгебраик 
касрнинг хусусий ҳоли деб қараш мумкин.
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б) К асрларни  қисқартириш

Юқоридаги хоссадан фойдаланиб, касрни қисқартириш (яъни 
сурат ва махражини бир хил сонга бўлиш) мумкин. Масалан,.
yg'^;a- =  бўлади. Бунда каср (5лу) га қисқаради. Д ем акг
касрни қисқартириш учун олдин сурат ва махражининг коэф- 
фициеитлари уларнинг энг катта бўлувчисига, умумий ҳарфий 
кўпайтувчилар эса уларнинг сурат ва махражида бўлган энг  
кичик даражасига бўлинади.

Агар касрнинг сурат ва махражи кўпҳаддан иборат бўлса, 
олдин унинг сурат ва махражини кўпайтувчиларга ажратиб, 
кейин қисқартириш керак. Масалан,

.  X З х 2 — З а х  _  З х  ( х  — а)  З х  _
'  л 3 — а 2 ~~ ( х  +  а )  ( х  — а )  =  л г + а ’

94 л 2 — а х  т  Ьх  — ab  _  л-( *  — а ) т  6 (•* — a )  (лг +  &)(лг — а) _
‘ х* Ь х  а х  ab ~~ л:3 (лг+  & )+а(лг +  i )  (лг2 +  а )  (л  +  6 ) —

.у — а 
л-2 +  а ’
ох 2а^> — о» — -г  с2 =  — (а —  Ь)* +  с2 =  (с -  а +  Ь)(с  +  а  +  Ь) _

 ̂ о 2 - f  с2 — ^ 2 т  2 ас  — (а  +  с )2 — 6 2 ( а  - f  ^ +  с) (а  — 6  +  с)
с — а +  6. 
с - f  a  +  6 ’

л 3 — 7 л +  .12 л 2 — З х  —  4 х  +  12 х  (х  -  3) -  4 (х  — 3)
'  х 3 +  х — 15 "  х 2 — З х  +  4 х  — 12 “  х ( х  -  3) +  4 (х  -  3) ”

(х  — 4 )-(х  — 3) _  х  — 4 '
-  (х +  4 Н х - 3 ) - Т Т Ъ -

М а ш қ л а р .  Касрларни қисқартиринг:
28а362 135x6y 2z  p q 3 1 — 2<z -г  а 2 _ 27а8 — 1 х 3 — х 2 — х  4 -1
ТТйР" ; 25 x 2>,4z 2 ’ p ig  — pq> ’ а 2 -  1 ' b - З а Ь  '' х« — 2х 2 4- 1 ’

2 х 8у 4- 2 ху3 _ За- —  6аЬ 4- 3 ft2 а  — ft _ х : 4- 8 1 4- * 3
х< — у* ; 6а 2 — 6ft2 • a 2- f t 2 ; Т 4  х  ’ 1 -  х 4-х з1

а  4- ft . 8х» 4- 1 
а34- ft8’ 1 *

х 4 -  Y

в) Касрларни цўш иш  ва айириш

Касрларни қўшиш ёки айириш учун у чарни олдин умумий 
махражга келтириб, кейин қўшиш ёки айи >иш керак. Бир неча 
мисолларни ечиб кўрамиз (мисолларни ечишда бўладиган 
мулоҳазалар ўқувчига топширилади).
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1 - м и с о л.
_5_ _|___ 3_____У2_ _  25д&гс-I- 4.^3 _ 7?д
баб 2 а-с 5аб:)с 30а‘-Ь3с

ЧЬаЬ-с -t- 4 5 6 3 -  7?л

30а-б3с
2- м и С О л.

l a -1Ь а* — Vх а  +  Ь 7(а3 —  6 -)7(а- — б-)
15а- — 19а'' +  ^  

7(аз-б1)

а (а  — х)-
4 -  м и с о л .

а 3 — а х ( 2 а  — х ) а (а  — лг) а (а  — л ) 2 ' а а  — х )  
_  За  -Ц +  2а — 2х  _  5 а  — 2л: +  1 

а (а  — х ) 3 а (а  — х ) 2

l a b  4- 4аб — бб3 — ? а 3 — ЗаЬ 

'2ab (4а2 — 9»2)
Qab — Зб2 — а 2 

ab  (4а2 -  9б2)

Берилган касрнинг умумий махражини топиш учун махраж- 
ларни бундай ёзиб олиш қулайдир:

8а 2 -  1862 =  2 (4 a J -  9»2)-=  2 (2а -  36; (2а +  Ш  
2 а2 +  Заб =  а (2а -f 36); 4 а 6 — 66z =  2Ь (2а — 36>-

Касрларда умумий мах раж топиш, умумаи, анча кўп вақт 
талаб килади. Лекин кўп ҳолларда куйидаги қоидалардан ф о й ­
даланиш умумий махраж топишни осонлаштиради.

1 -қ о и та .  М а х р а ж л а р и  бирҳаддан иборат касрларнинг  
энг кичик ум умий м ахраж и  — бер и лга н  м а х р а ж л а р  коэф­
фициент ларининг  энг кичик ум умий бўлинувчисини уш а м ах-  
раж лардаги  т у р л и  ҳа рф ларнин г  ҳаммасига  кўпайт ириш дан  
ҳ о с и л  бўлган  ифодага тенг. Бунда ҳар қайси ҳарф бу мах- 
ражлагдаги энг катта кўрсаткичи биаан олинади (1 - мисолга 
қаранг .

2 - қ о и д а .  М а х р а ж л а р и  кўпҳаддан  иборат касрларнинг  
энг кичик  ум умий м ахраж га  келтириш. учун, махраэю ларни  
кўпайт увчиларга  аж рат иш  керак, кейин  махраж:лардаги  
коэф ф ициент лар нинг энг кичик  ум умий бўлинувчисини  то- 
пиб, у ни м а хр а ж  лардаги  энг кат т а к ўр са т ки чли  бошқа  
кўпайт увчиларнинг  ҳ а р  бирига кўпайт ириш  кер а к  (2 ва 3- 
мисолларга қаранг).

М а ш қ л а р .  Қуйидаги амалларни бажаринг:
4 -f 5х  -  9 — 5 х +  Юх2

3  +  2х  4 х 2 — У
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a* — 2a +  I a- — 1 a* +  2u +  1 '

' ( Ж а в о б .  M . )

_ !  I  я____________ p
p - ' - i  ' 2p + .6  2p~ — \2p  +  18

( Ж а в о б ;  > ,_Г3̂ + 99)- )

7 ' 3 ___ И_
З л '^ у  "■ 1 5 ж у 2 5 -c3y

( Ж а в о б .  ^ ^ - 3 3 ,  )

5___________ Ъ(тп +  n)
3/л Зл 2/ла +  4/лл +  2 л а

( Ж а в о б .  — г • )\ Ь(л: +  /z) /

г )  К асрларни кўпайтириш  ва бўлиш

Алгебраик касрларда ҳам касрни касрга кўпайтирганда
суратини суратига кўпайтириб — сурат, махражини махра- 
жига кўпайтириб — махраж қилиб ёзиш керак; агар улар қис- 
қарса, қисқартириб, кейин долган касрларни кўпайтириш керак.

1- м и с о л .



Касрни касрга бўлишда ҳам, арифметикадаги оддий каср­
ларни бир-бирига бўлиш қоидасидан фойдаланиш керак.

4- м и с о л .
х* +  х у  .  х* — х у  х  (х  +  у ) -3  (л:а — у8) _

5х- — бу* * Зх 3 — З^3 5  (х= — у2) • х (х  — у)
х  (х  +  У) 3 (х  -  у )(х 2 +  -vy +  У-’) _  3 (х 2 +  х у  +  у 3)

5 (х  + у )  (х  — у)" х ( х  —  у )  а  5 ( х  — у)

5- м и с о л .
(п +  т у  .  Г п т  —  w 2j  _ _  _  ( п  +  т)2-(п —  т у  ^

пт — т'2 * I  ( п  —  /и ) 2 J —  /л  ( л — m ) - m  ( z z + m )

(п +  т)(п — т ) _ л 2 —  zn2  zw2 —  л 2

—  zzz2 zn2 ZZZ2

М а ш қ л а р .  Қуйидаги амалларни бажаринг:

s i  1
2 л х . Зйх 4х«у Z 12бл62 \  u 4 2  . л 2 +  а б . а »  +  ** .
у г  :  ‘  1 5 а 2 '  1 8х8>> 1 2  ’ З а  * ~ W ~

7 Т +  1 *5

J _  _1_
5т — 5п 8 zn  +  8 л  х  ~~ 2х
4 zm +  4 л  ' lOzzz — Ю л’ _1_ _L

х 2 2 х 2
( Ж а в о б .  Л .)

а т 2 — а л 2 . а т 2 — 2 т па  +  с и 2 
zzi2 +  2zлл +  л 2 * 3zn +  Зл

( Ж а в о б .  — i —  ) 
V m — n J

а 4 — х 4. ^  +  х 2 . х 8 — 5 х  +  б х 2 +  З х  _ 4(а +  5)г 3 ( а  — б)2^
а 8 — х 3 *" а2 — х 2’ х 2 +  7 х  +  15' х 2 -  4 х  +  4 ’ ( а  — 6 ) 2 ' (2а  +  26)3’

х . х + 1  
х - 1+  х

х + 1

х - Т+ V

( Ж а в о б .  )

(•у 4- у)а . г ху  +  уа 1 
х у  — У2 '  L ( х  — У)3 J*

[ Ж а в о б Л - ^ ) * . ]

Т ~ 1 +  7

f + l - 2

( Ж а в о б .  i  j
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л-2 -f- 2л- -  3 . л-l +  7л- +  12
x'J +  Зх — 10 * лг2 — 9л +  14’

( Ж а ° ° б- М М - )

д) Касрларга дойр аралаш мисоллар
Қуйида иккита мисол ишлаб кўрсатамиз. Бу мисолларда 

амалларнинг бирин-кетин бажарилишини текшириш китобхонга 
топширилади.

1- м и с о л .
г а  1 1 — З а  +  а 2 1 1 а 2 +  1

13а +  ( о - I ) 2 а» -  1 а — И* 1 — а
а — \ 1 — З а  -р а 2 1 . 1  1 — а

За  +  а 2— 2 а  + 1 (а  — 1 ) ( а 2 +  а + 1 ) а -  1J а 2 +  1

г г а  1 1 _  З а  +  С 2 1
1 = .

[ а 2 +  а  +  1 ( а  — 1 ) (а 3 +  а +  1 ) а  — И  а 2 +  1
0 2 _  2 а  +  1 -_  1 +  З а  —  а 2 — а 2 — а  —  1 1 — а

(а — 1 ) (а 2 +  а  +  1 ) а 2 -н 1

— (а2 +  1) _ _ 1 _ == 1
— (а2- +  а +  1 )' а2 +  1 а 2 4- а + 1 *

2- м и с о л .
(Д -  У)а I ( у - г ) 2 ( z - л ) !  _

( z - - x ) . ( z - y )  ' г ( х - у ) ( х - * ) ~ г  ( у - л ) ( у - * )  ”
= (-у - > ,), +  ( у - г ) 8 +  (» - .у )8 e 

(X —y ) ( z - x ) ( z  —у) "
X» — Зх2у +  Злу! — уз +  у8 — Зу2г +  Зу*2 — z8 +  г» — 3.gix +  Згх2 — х2 

”  (■x —  y){z  —  x ) ( z - у )
— Зх2у +  Злу2 — 3y2z  +  З г х 2 +  Зуг2 — Зг2х  =

(х  У) (z  —  х )  (z  у )
__ — Злу (х  — у) +  3z (х2—у2)— Зг2 (х —у) __ 3 (х  — у) (— ху  + г л + г у —z2) _ 
^  (X — y ) ( z  - x ) ( z  — у) (х  — у ) ( г — x ) ( z  — у) ^

_  3 [— z(z — у) +  л ( г  — у)] =  — 3 ( z  — y )(z  — х) =  _  о 
(Z —x ) ( z —у) (Z—х) (Z —у)

Демак, аралаш мисолларни ечишда, касрлар устидаги ҳам- 
ма амалларнинг қоидаларига риоя қилиш керак.

М а ш  қ л а р .  Қуйидаги амалларни бажаринг:

1)

( Ж а в о б .  )

2 )

( Ж а в о б .  ^ . )
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\(m  +  n f  (m  zz)  "*" tri- +  2mn  +  n>' (m 2 ^  zz'< )1"' m 3n3

( Ж а в о б .  )
4 ) / fl-2 +  fea n ) . (  2a2 +  2ab W  1 , 1 Л

'  \ ab ) ’ \  a2 2ab +  b2 J \ a  +  b a — b)'

IЖ  а в о б. у .  )

cx ( _ ± _  I 6 ^  2 _ \  . (P2 +  Aq2 .  \
\p  —  2q 1 4q2 —p 2 p  +  2q)  " V 2 ~ ^ q 2 1 /"

( Ж а в о б .  - I  )

fix /a8 +  fe8 fla +  . / о»______ я_____ \
'  \й 3 — /У3 a -  — 6 '-' / * a 3 — bz a2 ab ~r b2 /*

( Ж а в о 6 - - Й - )
^  -  1 . [ a +  b ab +  \  1

‘ > a 3 -|- 6 3 ‘ L 1 +  aft — a 2 — a?b h  (a +  b ) ( a - —  1 ) Г

( Ж а в о б .  -
ox I 3 x  — 2y__________ 1____ \  .  j _  , 2y2 +  3 x y - 9 x *

\3 x 2 — 5 xy  + 2 y 2 2y —  3 x )  * x  1 9л- —

1 +  ab \ 
ti- — ab +  b'-' )

12лу+4>>3, 

( Ж а в о б .

qx -У+ У I У +  Z
'  (y —  z) (z  —Л) ‘ (Z — л ) (Л —у) (л  у) (у  — z ) ‘

a  ( a  — 6 ) ( a —c )~ r b(b  — a )(b  — c) 1 c ( c — a)(c  — b)

( Ж а в о б .  0 .)

Ж а в о б .  ^ .  )

1 1 X ( x ~ y  _  л-’ +  у- ч- у — 2 \ .  4л 4 +  4 л -у  +  >'2 — 4
 ̂ ' 2 у — л  л- —  х у  — 2 у 3 / л-’ +  у  +  л у  +  л  1

( Ж а в о б .  (2>г_ ж)(2^2 +  у +  2). )

1 0 Х /2 a  -f- 10 , 130 — a  , 3 0  0  \  3 d 3 +  Sa* -  За
U )  \3 a  — 1 -Г  1 - З а +  а  /  !

1 - Т а 3

( Ж а в о б .  ]2(2а+ ^ ( а а  3\  j

14- §. ТЕНГЛИК. АЙНИЯТ ВА ТЕНГЛАМАЛАР

1- т а ъ р и ф .  И к к и т а  ифодани т е н г л и к  ишораси б и ла н  
боғлангани  т е н гл и к  деб а т алад и .  Тенгликнинг қисқача ифо- 
дасини a  =  b кўринишида ёзиш мумкин. Хоссалари:
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\) a =  b  бўлса, b  =  a  бўлади; 2 )  a =  b  ва b =  с  бўлса, 
a =  с бўлади; 3) a = b  ва m = n  бўлса, у ҳолда бу тенглик- 
ларнинг ўнг в а чап гомонларини ҳадлаб қўшиш, айириш, кў- 
пай гири ш в а бўлиш мумкин:
а т  — b а — т  — Ь— п\ а - т  — Ь-п  ва — =  -  yin =f= 0 , п  ^  0 ).

т п
2 - т а ъ р и ф .  Агар т енгли к да  қат наш ган  ифодалардагп  

ҳа р ф ла р нп н г  мумкин б улга н  ҳа м м а  қи йм ат ларида  т ен гли к  
ў р и н ли  булса, бундай т е н гл и к  айният  дейилади.  Масалан, 

4 • il +  2 х)  — 1 =  8л  +  3: х3 — 1 =  ( л — 1)(х2 +  л  ф - 1);

а- — ab  -f- Ь-
ва ҳоказо Тенгликлар айниятдир, чунки, улардаги ҳарфлар- 
нинг ҳар қаидай киймагида тенглик сақлацади.

3 - т а ъ р и ф .  Б ир  ёки  бир неча ҳарфдан иборат т е н гл и к ­
нинг ҳ а р  икки  қисми, uiy ҳа р ф ла р н и н г  ҳ а р  қандай сон қий-  
м апм да  бир х и л  сон миқдорига эга бўлавермаса, бундай  
т е н г л и к  т енгла м а  деб ат алади.  Бу ҳарфлар билан белги­
ланган сонлар тенгламанинг ноъм алум  сонлари  дейилади.

2Масалан, Зл — 2 =  0, бу тенглама, чунки ёлгиэ л  =  — қий-

матдагина тенглик сақланади, яъни 3 - ^  — 2 =  2 — 2 =  0; 0 =

=  0 — айният ҳосил бўлади, аммо л нинг бошқа қийматларида 
Зл  — 2 =  0 тенглих ўринли бўлмайди

Тенгламада номаълум сонларни белгиловчи ҳарфлардан 
бошка, б и рои маълум сонлардан иборат бўлган ҳарфлар ҳам 
қагнашса, бундай тенглама ҳарф ий  т ен гла м а  дейилади.

Масалан, 8 х  — а =  2х  — Ь, бунда а, b  лар маълум сонлар,
л — номаълум сон. Бу тенгламани ёлгиэ л  = ^ — ^-ифода кано-

6

атлантиради, яъни 8 • — а — 2 - — ~ — д, бундан: а - 4 - Ь =
6 6

=  а — 4Ь айният ҳосил бўлади.
4 т а ъ р и ф .  Тенгламадаги ном аълум нинг т енглам ани  

цаноат лант ирадиган , яъни  уни  айният га  айлант ирадиган  
сон қ и й м а т л а р и  т енглам анинг  и л д и зл а р и  ёк и  ечим лари
дейилади .  Масалан, бизнинг мисоллардагн х =  — ва л =

з  6
Тенгламанинг илдизини топиш, уни ечиш. дийилади.

Тенгламалар бир номаълумли, икки номаълумли, уч номаъ­
лум ли ва ҳоказо ҳамда биринчи даражали, иккинчи даражали, 
учинчи даражали ва ҳоказо бўлиши мумкин. Масалан, 7 с — 
- 5  =  8 - З л ( 1 ) ;  2л  -  З у +  5 =  0(2); 7л  -  4у -  5г -  1 =  0 (3) 
тенгламалар биринчи даражали тенгламалардир; л2—8 < 15 =
=  0(4); Злу -  5л  +  2у — 11 =  0(5) тенгламалар эса иккинчи 
даражали тенг л а м алардир.



Тенгламадаги номаълум соннинг энг катта д ар аж а  кўрсат- 
кичи тенгламанинг даражаси  дейилади. Агар тенгламада икки 
ёки ундан кўп номаълумлар қатнашса, унинг ҳар қайси ҳади- 
даги номаълумлар дараж а кўрсаткичлари йиғиндисидан энг 
каттаси шу тенгламанинг даражаси дейилади. Масалан, бизнинг 
мисол да ( 1) тенглама бир номаълумли 1- даражали тенглама,
(2) тенглама икки номаълумли биринчи даражали тенглама;
(3) тенглама уч номаълумли биринчи дараж али тенглама; (4) тенг­
лама бир номаълумли иккинчи даражали (квадрат) тенглама; 
(5) тенглама икки номаълумли иккинчи даражали тенгламадир.

а) Т енг  кучли тенгламалар
Т а ъ р и ф .  И к к и т а  т е н гл а м а  и л д и з л а р и н и н г  сони ва қий-  

м а т л а р и  ў за р о  т енг бўлса ,  у л а р  т е н г  к у ч л и  т е н гл а м а л а р  
дейилади.

М и с о л л а р .  1) 7л: +  5 =  8 — Зл  ва Юл — 3 =  0 тенглама­
лар тенг кучли, чунки иккаласини ҳам ёлгиз л  =  ^  =  0,3 қа- 
ноатлантиради.

2) л 2 — 1 =  0 ва Зл  — 3 =  0 тенгламалар тенг кучли эмас, 
чунки биринчи тенгламани л  =  ±  1, иккинчини эса ёлгиз л *=-1-1 
қаноатлантиради.

Берилган тенгламадан унга тенг кучли тенгламага ўтиш 
учун тенгламаларнинг қуйддаги икки хоссасидан фойдаланиш 
мумкин.

1) Т е н гл а м а н и н г  и к к а л а  цисмига бир х и л  сонни қўш иш ,  
айириш. ёки  т ен гла м а н и н г  и к к а л а  цисм ини н о л га  т енг б ў л -  
маган бир х и л  сонга к ўп а й т и р и ш  ёки  б ўл и ш д а н  ҳ о с и л  б ўл -  
ган т е н гла м а  берилган  т енгла м а га  т енг кучли д и р .  Масалан, 
12л — 8 =  1 +  Зл  тенгламанинг иккала қисмига ( +  8) ни қўшсак 
12л =  9 +  Зл. Берилган тенгламанинг иккала қисмини ( +  2) га 
кўпайтирсак: 24л — 16 =  2 +  6л  ҳосил бўлади. Бу ер да 12л =  
=  9 +  3 л  ва 24л — 16 =  2 +  6 л  тенгламалар 12л — 8 =  1 + 3 л  
тенгламага тенг кучлидир, чунки улардан ҳар бирини л  =  +  1 
гина қаноатлантиради.

2) Т енгла м а н и нг  ҳ а д л а р и н и  т е н гл и к н и н г  бир цисмидан  
иккинчи  цисмига ун и н г  т ескари ишораси б и ла н  ўт ка зш и  
м ум кин .

Масалан, 7 л  +  5 =  8 — Зл  ёки 7 л  4- З л  =  8 — 5; Юл =  3 бў- 
лади, чунки 7л  -f- 5 =  8 — З л  нинг ҳар икки томонига ( — 5) 
ва ( 4 - Зл) ни қўшсак, 7л  +  Зл  =  8 — 5 ёки Юл =  3 бўлади.

б) Биринчи  д ар аж ал и  бир номаълум ли тенгламалар
а х  b =  0. ёки a x — — b кўринишдаги тенглама биринчи 

даражали бир номаълумли тенгламанинг нормал (энг содда) 
кўринишидир. х  — номаълум сон; а  ва £ — маълум сонлар; 
b — озод  ҳад, а — номаълумнинг коэффициенти.
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а х - \ - Ь  =  0 тенгламани ечиш учун озод ҳадни тенгликнинг 
ўнг қисмига тескари ишора билан ўтказиб, уни номаълумнинг
коэффициентига бўлиш керак: а х  =  — х  =  — Бу қиймат
тенгламанинг илдизидир1.

Агар тенглама нормал ҳолда бўлмаса, олдин уни нормал
ҳолга келтириб кейин ечиш керак. Масалан, 1) л  +  1 у  л  +  9 =

2 , . 6  , 1 , 5=  -ў-х +  4 — +  +  тенгламани ечинг.

Е ч и ш .  х + 1 у л :  — +  — ^-л: =  44--^- — 9 ёки

ЗОх +  45дг —  20х — 25 х  +  36 х  24 _
30 -  5 еКИ

11 с  1 л и 144 36116* = - 1 4 4 ;  Х.*= Щ  == 29*

2) +  тенгламани ечинг.
„  с  . 1  0 . . 1 \0 х  —  3 х  6о +  За у  п
Е ч и ш .  Ьх — \ -j- х  — да \ а, — ^—  == — 5— ’ ‘ х  — ^а.

3) — — =  -— -  +  ^- (А •т4 0, (7 0) тенглам а ечилсин.'  q  р  р  ' q  ч  >

Е ч и ш .  -  i-=j 1  = 7  +  7 . +  -  А Ч  /

ёки  (/> — tf)*  +  />2 +  9s =*/>a +  <A { p - q ) . t ~ Q \  z? =  ^ - ^  =  0.

4) (* +  2 )2 +  3*  — *■ — 3 — 0 тен гл ам а  ечилсин.
Е ч и ш .  (*  +  2)2 +  3*  — * 2 — 3 =  * 2 +  4*  +  4 +  3 * —а-2 —3 — 

=  7* +  1 =  0.
Бундан: ^

гх х  +  1 а х  а3 Ьгх  , , , _  „ , »х

тен гл ам а  ечилсин.

1 Биринчи даражали бир номаълумли тенгламаларии ечишнинг умумий 
қоидасини М у ҳ а м м а д  и б н  М у с о  а л - Х о р а з м и й  (IX аср) берган. 
У ўзининг .А лж абр ва ал-муқобала* номли асарида тенгламалар ечишда 
қўлланиладиган икки усулни беради. Масалан, 8х — 3 =  5х — 2 тенглама 
берилган бўлсин. .А лж абр 'н и  татбиқ этамиз, бу ҳолда тенгламанинг иккала 
томонига 2 ва 3 ни қўшамиз: 8х  +  2 =  5х +  3 ‘бўлади, энди . Ал-муқобала" 
ни татбиқ этамиз, бу ҳолда ҳосил бўлган тенгламадан 2 ва- 5х ни айирамиз:

З х =  1 ҳосил бўлади. Бундан х =  -д-—илдиз. Бу эса тенгламанинг ҳадларини
тенгликнинг бир томонидан иккинчи томонига ўтказиб ёзиш қоидасини 
беради.



Е ч и ш .  Умумий махраж топиш учун, дастлаб махражлар- 
ни соддалаштирамиз: а3 — ab2 +  arb — Ь3 =  а ( а 2 — Ь') + Ь  (а2 —
— Ь2) =  ta-{-b) (а2 — Z?2); а 3 — b3 — {а — b) (а2 +  ab  +  Ь'г).

Демак, {а +  Ь)2 • (а3- / ) 3) — умумий махраж. Энди берилган 
тенгламани умумий махражга келтириб ёзилса, қуйилагидек 
бўлади:

х  4- 1 ах    а- .  Ь'Х
a. b (а + 6)3 di —b2 (а2 — 6'-1) (а  + £) *

Умумий махражни ташласак, ушбу тенглама ҳосил бўлади:
(а +  Ь) • (а3 — Z/3) х  4- (а +  /?) ( а 3 — А3) — а (а3 — й3) х =  

= а 2(а 4 -ь )2 -  Ь2(а2+ а  - -\-Ь2) х  ёки [ ( а + / ; ) ( а 3—/>3)—и( а3—63)-{- 
+  Ьг (a2 -\-ab +  Ь2)] х  =  а 2 (а +  Ь)2 -  (а +  / )  ( а 3 -  Ь3) ёки 

[ (а2 +  aZ? +  Z>2) (а 2 — b2 — а* +  +  Z?2) ] х  =
=  (а +  6) (а 3 +  a 2Z> — а 3 +  ь3) ёки ab (а 2 a b  к =

=  Z>(a -}- Z>) • (а2 +  62), бундан х  =  >
a (a2 + <26 +  V)

б) / а + 1 +  * + 1 _  , I а + 1 _  , I =  £
ах  h 1 лг + д " 1 I '  I (х + а ~ ‘)а а х  + \ 1 2

тенглама ечилсин (a x  +  1 Ф  0).
Еч иш. "  Дастлаб қавслар ичидаги ифодаларни соддалашти- 

рамиз.
а 4 -  1 L  Ҳ  4 -  I   j  _  а I , х  4 -  I _  j    а +  1 ,
ax-\r 1 ' х  4- о -1  ах + 1 1 ^ ^  а х ± \

а
, а(х  +  1) . а + \ - \ - а х  а — ах — \ 2а

н —  — 1а х  4-1 а х  4- I а х  4-1
а  4- 1 д(х4-1) . . а 4- 1 ах-\ а .
 Г Г  ГТ“ I 1 =   — —  “Г  1 =( x - f a - I )a а х  р 1 а х  f-1 а х +1

— a 4- 1 — а х  — д 4 - а х  4-1 _
a t  +  1 a x  + I

Демак, берилган тенглама : —-—  =  -  кури ниш га кела-
а х + 1  а х  4 - 1 2

ди. Бу тенгламани соддалаштирсак ae=  ^  бўлади. Бундам а =  

=  2а  — илдиз.
4 —Зх х  — 3

2х - — g—  7 х ~  —
7) х  4- 2 ------------- —  = -----------   тенглама ечилсин.

Е ч и ш .  Тенглама ҳадларини қуйидагича кетма-кет.содда- 
лаштирамиз:

о 4 ~ 3х
х ~  5 Ю х - 4 4 - З г  |3 х  4

1 5  ”  / 5  “  7 5
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Бу тенгликнинг иккала қисмини 5 га кўпайтириб, умумий 
махражга келтирсак; 124л:+  3 0 8 =  195х + 4 5  ёки 71л:«= 263
,  „ п  263 о 50бўлади. Бундан: л: =  у р  =  3уу.

0 . 3(1,2 — х )  5 4- 7х  9 х  +  0,2 4 ( 1 3 * - 0 , 6 )
8)  Ш Г -  =  — 20----------------- 5 тенглама

ечилсин,
е ч и ш .  Тенглама ҳадларини куйидаги тартибда соддалаш- 

тириб ёзамиз: +
3 ( 1 , 2 - * )  , 4 (13* — 0,6) 3 , 6 - 3 * +  104* — 4,8 _  101 * — 1,2.

10 +  5 . Ю 10 ’
9* 4- 0,2 , 5 +  7* 20* +  9* +  0,2 +  25 +  35* _  64* +  25,2

+  20 +  4 ”  20 20

г-, 101 *  ' 64* 25,2 - О А О  г> Л А  Л 1 О  С  O’Демак,  jQ  =   еки 202л: — 2,4 — 64л +  2о,2
ёки 138л: =  27,6 тенглама ҳосил бўлади. Бундан:

х  =  ^  =  0,2.

в) М ахраж и да  номаълум ҳад  бўлган  тенгламалар

Кўпипча махражида номаълум ҳад бўлган тенгламаларии 
ечишга тўғри келади. Бундай тенгламаларии ечиш алоҳида 
эътибор талаб қилади. Бун и мисолларда кўриб чиқамиз. 

у
1- м и с о л .  2Х _  [ = 2  тенглама ечилсин.

Е ч и ш .  2 х— \ д  ^ нинг икки томонини 2л: — 1 +  0 га кў- 
пайтирамиз: 7 =  2 (2л: — 1) ёки 7 =  4л: — 2 ёки 4л- =  9, бундан: 
х  =  j .  Бу қиймат, берилган ва ҳосил бўлган тенгламаларии

9
қаноатлантиради; демак, улар тенг кучли тенгламалар, л: =  — 

эса илдиз.
1 5_X2- м и с о л .  5 4-------  = ------ -г тенглама ечилсин.

1 *  — 4 *  — 4



1 5  x
Е ч и ш. 5 +  т з т  == х ^ 4  0 ) -  Бунинг иккала қисмини ( х —4 ) ^

0 га кўпайтирамиз: 5л: — 20 +  1 =  5 — л: (2) ёки 6л; =  24, л :=4  
бўлади. л: =  4 (2) тенгламани қаноатлантиради, леким х  =  4 
бўлганда ( 1) тенгламанинг у мумий махражи нолга айланиб, 
ундаги касрли ҳадлар маъносини йўқотади, л : = 4  бўлиши 
л; — 4 =£ 0 "деб қилинган фаразнинг тўғри эмаслигини кўрсата- 
ди. Бунда г и л: =  4(1)  тенгламанинг чет илдизи дейилади.

о 7 п Зл  — 9 ,3- м н е  о л. З х _ 2  — 2 =  2 _ 3х- тенглама ечилсин.
Е ч и ш .  Тенгламани у мумий махражга келтиргандан кейин 

7 — 6л :+  4 =  9 — Зл: ёки Зл  =  2 бўлиб, бундан л  =  -=- •

3 . 2 - 97 3 — 7  7
Т е к ш и р и ш . — ў----------2 =  ў- ёки о— 5 — 2 =

3 - i - 2  2 - 3 . 1
2бунинг бўлиши мумкин эмас. Демак, л: =  у  чет илдиз.

. х  г- 3 ( х  — 4)4- м и с о л. — 5 =  3 _ х ■ тенглама ечилсин.
Е ч и ш .  Тенгламани умумий махражга келтириб, соддалаш-

27тирсак, 9л: — 27 =  0 бўлиб, бундан л  =  ў- =  3.
^  3 г 3(3 — 4) .
Т е к ш и р и ш . з ^ з  — 5 =  - з _ 3— , бу мумкин эмас.

Д емак, х  =  3 чет илдиз.
с Л — О Зх +  6 г > / 1 \
5- м и с о  л. -2х _ ~ь ~  6х — а == (U тенглама ечилсин.
Е ч и ш .  Тенгламанинг иккала қисмини (6л' — о) • (2л: — 7̂) +  0 

га кўпайтирамиз: 6 х 2— 6 а х — а х  +  a 2— 6 x 2— 2 b x + 3 b x  +  Ь2= 0  (2)
ёки (7а — Ь) х  =  а2 +  Ь2, бундан: а: =  (Ja — Ь ф  0). Бу-
ни ( 1) тенгламага қўямиз:

о» +  63 а 3 +  6»
Та — b а Та — b +  Ь &  +  Ь2 —  Та +  аЬ

п д3 +  63 , а 3 +  ^3 2а3 +  262—7о6 +  63
2- т ^ г у - 6  6 - ^ у - а

За3 +  363 +  7а6 -  63 п 
6 а 3 +  6 6 3 — 7а3 +  а»  ™" U

ёки
6 Z;4 -  З а 2»2 +  6а »3 -  а 2»3 +  6а 4 -  а 3» +  а » 8-  6а 3» +  а 2»2- 6а 4 -  
-  4 а 2»2 -  14а8» -  6»4 -  9 а 2»2- 2 1 а » 3+ 2 1 а 8» +  14а»8 +  49а2»2 = 0

ёки 0 =  0 бўлади.

Демак, х  =  а7а (1) ва (2) тенгламалар учун умумий 
илдиз, яъни ( 1) ва (2) тенгламалар тенг кучлидир.
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М а ш қ л а р .  Қуйидаги тенгламаларни ечинг ва топилган 
цийматлар тенгламани қаноатлантирадими-йўқми, текшириб 
кўринг:

ч ч jX   а_ __ 2-у +  Д  п \  __3 2 _  З х  — 7а л
 ̂ а 2х~~ ~2а x  ’ '  х  — a х -V  a &  — a- ’

ci b (i b —  и  оч г) 3u   2ы 9 ^
Z > 1 c t =  ct г ~ ; j 3 ^ 2 "  2u — 5 ’
ox 9  x  — 3 З л - 1 .  ox 3 _  2 _  8 +  9 ;  .

П Г з  — з Г + 1 ’ 3 6 / - - 1 ’
Лҳ z  +  2  zi . 6 im  5 I 1 — 144 ) ^ Г 2 = ^ Г 4  + J + 2 -, 10) 7 = ^ + 1  = - 7= 7 ,

5  )  ! 2 _  =  I n i i  I i ± 3 £ .  i i ) 3  +  - ^ T +  i = 4 = o ;
'  1 — 9** 1 +  3-c ^  З х — V  x ~ 1 1 — x

5 — a 5 +  Д _  л.
6 )  46 — x  4 6 +  x  U;

12) I  ■ (< -  2) - 1  (5< -  6) =  ^ = 5 2  - 1 ( 3 1 - 4 ) .

3 -j- x

18) ^  о - =  3

(Ж  а в о б. 1.)

(Ж  а в о б. 3.)

О«, П 7  5 х   1 "  7  V -  1 1 К /п  Л  О ^х

14) 4 7 3 6
( Ж а в о б .  0,3.)

1R4 6 +  х  . 2х X — 6 . х  +  6 , х  — 6
 ̂ а а +  2а6 +  б» ^  а а  а* — Ь* a  +  6 ^  а — b'

( Ж а в о б .  а.)
1 в \ 12у» +  ЗОу -  21 З у - 7  , 6у -f- 5
1 1 1буа — 9 "  5 — 4у ‘ ^ ў Т З *

1 7 Х  £ ________________-У —  _ а а

и   ̂ За 4  -У х  — За 9аа — х а

1 0 4  Д  I Д — ^  а  +  Ь
' гг/* -1. hr *" Oh гас +  be 1 26х 26с а х  4  6 х '

( Ж а в о б .  3.) 

( Ж а в о б .  ) 

( Ж а в о б .  с.)

15- §. ТЕНГЛАМАЛАР СИСТЕМАЛАРИ

1. Биринчи даражали инки номаълумли 
иккита тенглама системаси

Т а ъ р и ф .  Н омаълум  х , у  сонларни иккит а 1- дараж али 
т мнгламалар билак  боғланиш ига 1- даражали икки номаъ-
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л у м л и  иккит а т енглам а  системаси д ей и ла д и 1. Бундай тенг  
ламанинг умумий кўринишини

шаклда ёзиш мумкин.
( 1) кўринишдаги система биринчи даражали икки номаъ­

лумли икки тенглама системасининг но р м а л  кўриниши дейи­
лади. Бунда: х  ва у лар номаълум сонлар, а; /.>; с\ а х\ с, 
лар  берилган сонлар ёки ҳарф ий коэффициент л а р  дейилади. 

Ечиш усуллари:
Қўшиш усули.

берилган бўлсин. Қўшиш у су л и да номаълум х  ва у лардан 
биттасини, масалан, у ни йўқотиш керак. Бунинг учуй (1) нинг 
биринчи тенгламасини Ь{ га, иккинчи тенгламасини — b га ҳад- 
лаб кўпайтирамиз, у и дан кейин биринчи тенглама билан иккин­
чи тенгламани ҳадлаб қўшамиз:

дан биттасига қўйиб у ни топамиз, масалан, 1- тенгламага
Кўйиб, уни соддалаштирсак, у  =  ас' ~  0x0■ ҳосил бўлади Бу чи-

— a{b
қарилган х, у нинг формулаларида махраж а Ь ^ а ф ф О  бўли- 
ши керак.

1 - м и с о л. 15х — 2у =  1,
( Зх  +  4у =  24 

система нўшиш усули билан ечилсин.
Е ч и ш .  Биринчи тенгламани 2 га, иккинчи тенгламани 1 

га ҳадлаб кўпайтириб, натижани ҳадлаб қўшамиз; айгилган- 
ларни бундай ёзамиз:

1 Икки номаълумли икки тенгламада бир хил исмли номаълумлар бир 
хил сонларни белгиласа, улар система ташкил этади.

а х  by — с, 
а хк +  Ьху  =  с, ( 1)

а х  +  бу =  су 
а , х  4- б,у =  с,

а б ,х  +  b b xy — c b ]
— a {b x  — bbxy =  — cb 

(a b [ — а ф )х  =  cbx — сф

бундан: х  =  —— — . Энди х  нинг бу қиймагини тенгламалар-
ао, — ахЬ

13х +  0 =  26

1Ь
I



бундан: x  =  — =  2. Энди у ни топамиз. 5 - 2 - 2у =  1 ёки 2у = 9.
9

бундан: у  =  — — 4,5.

2 - ми  с о  л.
Г З а х  +  26у =  8.
\ а х  — by =  — 5 

система қўшиш усули билан ечилсин.
Е ч и ш .

| З а х  +  2Ьу =  8 II 
{ а х  —  b y  =  — 5 I 2  

Б ах  +  0 =  — 2
2

бундан: х  = ------ . Энди х  нинг бу қиймагини иккинчи тенг-
Ьа

лам ага қўямиз:
а- ( — -  )— b v- =  —5, — 2 +  25 =  5^х, ЪЬу — 23, бундан: у =

\ ^ 5<z I ъь
Ўрнига қўйиш усули.
Ушбу

\ а х + Ь у  =  с,
I <г ,х+  ^ ,у  =  с, 

система берилган бўлсин.
Бу усулда тенгламаларнинг бигтасидан, масалан, биринчи- 

сидан битта номаълумни, масалан, у  ни иккинчи номаълум х  
билан ифодалаб уни иккинчи тенгламага қўйиб, ҳосил бўлган 
бир номаълумли биринчи даражали тенгламани ечамиз. Яъни
а х- \-  by =  с тенгламадан: у  =  с~  ах- , буни иккинчи тенгламага

ь
қўйиб соддалаштирсак:
алх  +  с— ^  =  сх ёки (a{b—a b . ) x  =  bcx— bxc, (abx — алЬ )х =

ь
=  chx — C\b бўлади. Кейинги тенгламадан х  ни топамиз. х  =  

~ab~^~a~b' Х  нинг кийматини ўрнига қўйсак:
cbl — c^b

=  , ( а Ь - а ^ Ь ф О ) .
b abx—a {b

M И С О Л.
( Зх  +  2y =  5,
113x— Ну =  2

система ўрнига қўйиш усули билан ечилсин.
Е ч и ш Зх +  2у =  5 тенгламадан: у  =  -  ; у нинг бу қий-

5 Уд.
матини иккинчи тенгламага қўямиз: 1 Зх — 11 • -------- =  2 ёки

J 2
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26л: — 55 +  ЗЗл =  4 ёки 59л: =  59, бундан: л: =  1; демак, у =  
5 - 3 . 1  _  1 

^  2
( Ж а в о б .  х  =  у  *= 1.)

Агар тенгламалар системаси нормал ҳолда бўлмаса, олдин 
уни нормал кўринишга келтириб, ундан кейин юқоридаги усул 
билан ечиш керак.

Масалан,
5л: — 4 15л: — 2
Зу +  2 -  9у +  4 '

3 (З у  +  4) +  4 ( 5 л : - 2 )  =  0

тенгламалар системаси ечилсин.
Е ч и ш .  Тенгламалар системасини дастлаб соддалаштириЗ, 

ундан кейин ечамиз:
(5л: — 4) (9у +  4) =  (15л: — 2) (Зу -1- 2), 45л:у +  20л: — 36у — 

— 16 =  45л:у +  30л: — бу — 4, 10л: +  ЗОу =  — 12, 5л: +  15у -=—6;
3 (Зу +  4) +  4 (5л: -  2) =  0, 9у +  12 +  20л -  8 =  0,

ёки 20л +  9у =  — 4.
Г 20/с +  9у =  — 4 
1 5л  - f  15у =  — 6

1
- 4

— 51у =  20,

Q y -
Энди л  ни топамиз:

л  4 9у
- 4  + 60

17
85-20 20

М а ш қ л а р .  Қ уйидаги  тен гл ам ал ар  систем алари  ечилсин:

1) 2 л  +  у =  8; 2) Г7л +  9у — 8 =■ 0;
З л  +  4у х=^7. (9 л  — 8у — 69 =  0.

3) | 1 2 л +  1 6 у +  1 =  0;
{ 1 5 л +  2 0 у +  10 =  0.

4) |3 а л  +  2^у =  8 ;
{ а х  +  2Ьу =  — 3. <

В) f Зх — 2у , 5л: — Зу 
+  3
. 4 х  — Зу

5
2л: — Зу

=  Л +  1;

=  У + 1 .  

( Ж а в о б .  л 3; у =  2.)
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6 ) 0 , 2 x - f  0 ,ly  4х — у Зх 4- 0,5у . х  — у ; 
2 10 ~  30 ^  5

Зх 4- 2у — 1 __ 0  0,8х — 5у
8 "  d 41

(Ж  а в о б .  л: =  5; у  =  9.)

7)
2 5 - ^ = 9 ;X у ’

—  35.X . 1 у
... * 1 1 
Ж а в о б .  л: =  -ў ; у =  -о.

(Кўрсатма.  Бундай мисоллар, олдин у  =  и ва у  =  -у деб 

олиб, кейин ечилса қулай бўлади.)

8) а а *
2х у
Т “ 7 = а -

( Ж а в о б .  х  =  3а\ у  =  ас.) 
9) П З х - б у  =  6 ;

( 13у — 5х  =  6 .

Бу системада тенгламаларнинг биридан иккинчисини ҳосил 
қнлиш учун, ундаги л: ни у билан, у ни л: билан алмаштириш 
кифоя. Бундай систем ала рни ечиш учун, х  =  у  деб, тенгла- 
малардан биттасига қўйиб ечиш қулайдир. у =  л: ни 13л:—5 у = 6
га қўямиз: 13л: — 5л: =  6 ёки 8л: =  6 , бундан: л: = Де ма к  

3
У = * =  7 *  .

| 4 . ( 0 , U + l )  +  5 = l , l y ;
10)- 1 1 + 0 , З у - х  _ 5 = = 4 | 1 _  ^

( Ж а в о б .  5; 10.)

Н )
а [х - 1 ; )  =  ь [у +  т) '

( . . .  а -\- b а — b \
а в о б .  - у - . )

" 12)

-у 4- У _  1 .  
а 2у2 — 2ау 2у а  ’ 
х  у _  а  4- 1 
2а 1 2а — 4 — а 3 — 4а*

Ж а в о б . 1 1

6 -6 6

а  — 2 ’ а  4- 2 7  
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27 , 32

( Ж а в о б .  2; -  1  j

2л —у л+Зу ^
( Ж а в о б .  5; 1.)

15)

( Ж а в о б .  1 ;  I )

2. Уч номаълумли биринчи даражали учта 
тенглама системаси

Бундай системанинг умумий кўринишини қуйидагича ёзиш

Бунда а:, у, z  лар номаълум сонлар бўлиб, а, Ь, с, а х, Ьх, си 
а-ъ *2» ci d  А ,  -^ар маълум сонлар (коэффициентлар) дир.

(2) уч номаълумли биринчи даражали у ч татен гл ам аси сте­
масининг но р м а л  кўриниши дейилади. (2) системани ҳам нў- 
шиш ва ўрнига қўйиш усуллари билан ечиш мумкин.

Қўшиш усули. Дастлаб битта номаълум, масалан, z  ни йў- 
қотиб, икки номаълумли икки тенглама системасига келтира- 
миз:

\ a x  by +  cz =  d Cx
1 a^x  +  v 4- c , z  =  d x — c
(ac, t  d\C) x  4- (bcx — cbx)y  = d c x — d xc;

[ a x - \ - b y - \ - c z  =  d  • C2
\ a 2x  b2y +  с2г  =  d 2 — с
(ас2 — а2с) х  +  (Ьс2 — Ь2с) у =  dc2 — й 2с\
\ (<zc, — а хс ) х  +  (bcx — cbx)y  =  dcx — d xc;

мумкин:
а х - \-  by c z  =  d, 
a {x  +  bxy +  cxz  =  d u 
а2х  +  b2y  +  c2z  =  d 2.

(2 )

(ac2 — a2c) x  - f  (bc2 — b2c) у  =  dc2 — c 2c.
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Бу икки номаълумли икки тенглама системаси юқорида баён 
қилинган йўллар билан ечилади. Топилган х, у  ларнинг қий- 
матларини берилган тенгламадан биттасига қўйилса, ундан z  
топилади.

1- м и с о  л.
2х  +  У +  Зг =  1,
4х + Зу 4- г  =  — 9,
— x + 4 y — г  =  — 4

система қўшиш усули билан ечилсин. .у
Е ч и ш .  Ечишда бўладиган мулоҳазалар китобхонга топ- 

ширилади.
2х +  у +  3z =  1 1 (4 х  +  3у +  г =  — 9

+ 4 х  + Зу +  z. =  — 9 — 3
— 10х — 8у — 28;

+ ( - Х 4- 4у — 2 =  — 4
З х  +  7у =  -  13;

+
-  10х — 8у =  28 

З х  +  7 у =  -  13

46 .у = _ - = - и

46у =  — -16;
х _  — 13 — 7у _  — 13 4- 7 _  2

3 . 3
Энди л ва у нинг қийматларини берилган тенгламалардан 

бирортасига қўйиб, z  ни топамиз:
2 = 4у — л +  4 =  4 -(  — 1) — I — 2 - f 4  =  2 х  =  — 2;

У ~  1; 2  =  4 -2 ) .
2- м и с о л .  Тенгламалар системаси ечилсин:

к у Z \2

1 _  1 _1 —

х у  г  6 *

-  4 -  -  —  -  =  -
х  у  z 4

Е ч и ш .  Бу кўринишдаги тенгламаларни ечишда, дастлаб,
-  =  и: -  — V ва — — w  деб белгилаб олиб, ундан кейин ечил-
х  у z J
са қулайроқ бўлади. Натижада

м 4- 2-у 4- Зтг/ =  ^ ,

2и — V — ,
6

Зи +  5v  — 2w =  -
4
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система ҳосил бўлади, бу 1- мисол каби ечилади:
<

+
2и — v  — 4w =  -x-

Зи + b v  — 2w =  X-^

\ u  +  11у =  У;

u +  2 v  -\-3w =  £2

113u +  5v  — 2w =  -j

14
4u +  11-y =

11 , , n 109l lw  +  19-u «=

11

- 4

109 45т; =  15;1 lu  +  19т; =

1 , 14 11 . 1
3 ' ~3 3 -  1; “  =  4 ;

Буларга кўра:

1 , 2 . 0 ' 5
T  +  T +  3™ =  12; ТС' =  — f6'

л: 4; у -= 3; z  =  — 6.

Д емак, л: =  4; у =  3; z =  — 6.
Ў рнига цўйиш усули. (2) системада: масалан, о л :4 -^ у +  cz ■= 

=  d  тенгламадан z ни топиб, уни иккинчи ва учинчи тенг- 
ламаларга қўйиб соддалаштирилса, икки номаълумли икки 
тенглама системаси ҳосил. бўлади:

ёки

 cl — а х  — by ч
z ~  с

. , . d  — а х  — byахХ +  Ьху  +  сх- ------- — ^
- а х  —  byа 2х  +  Ь2у  +  са -----

-  ^ )  *  +  (б2 -  т-2) У =  4> -

=  rf, 

= ‘d*

a i -----с
dc2
с

Ҳосил қилинган бу икки номаълумли икки тенглама система­
си юқорида баён қи,линган маълум йўллар билан ечилади. 

М и с о л .  Ушбу
15 л: — 4у +  z  =  1,
4 л: +  Зу +  2z =  9,

— 5л: 4- 4у — 3z =  13

тенгламалар системаси ўрнига қўйиш усули билан ечилсин.



Е ч и ш .  15л — 4у -г  z  =  1 тенгламадан, 2 = 1  — 15л +  4у ни 
топиб, қодган тенгламаларга қўямиз:

4 л  +  Зу +  2 — 30л +  8у — 9 -= 0 
!— 5л +  4у — 3 +  45л — 12у — 13 =  О

ёки
— 26л +  11у =  7 

40л -  8у =  16

I

+ 11

232л +  0 =  232; 
бундан л  =  1. Бу ҳолда: у = 3 ;  г  =  — 2.

( Ж а в о б .  л  =  1; у = 3 ;  2 = 2 .)

И з о ҳ. Уч номаълумли уч тенглама системаси одатда қўшиш усули 
билан ечилади.

М а ш қ л а р .  Қуйидаги тенгламалар системалари ечилсин:
2 )

1) 7л — Зу 52 =  1,
— 2л  +  у — 2 =  — 2, 

л  +  5у — 32 =  4.

( Ж а в о б .  л  =  1,9; у =  — 1,65;
2 =  - 3 , 4 5 . )

f  +  3i  +  |  =  45,

5,1л +  - | у - 4 2 =  15,

0 , 1 л - 0 , 4 у  +  i -2 =  5.

( Ж а в о б .  л  =  10; у «= 20;
2 =  15.)

3) !  +  1 - !  =  9,X у Z
1

4)
-  =  — 5.X у  Z

1 _ 1  +  1  =  _ 4 .
Z х  1 у

( Ж  а в о б .  л  =  у ;  у  =  у  ; 2 = 1 . )

5)
X +  у  

15 
X +  у 

10

+ у +  3z  
4

x  —  2z  
7

=  2,

2 ’

6 )

у +  3z х  — 2z 
12 15

0,4л +  0,3 у — 0,22 =  4,
0,6л — 0,5у +  0,32 =  5,
0 ,3л +  0,2у +  0,52 =  22.

х ( Ж а в о б .  л  =  10; у =  20;
2 = 3 0 . )

( Ж а в о б .  л  =  4; у =  2; 2 =  1.)

=  1.2 х  +  Зу 6-v +  8z 
^  , 37 о

Т  с,, I nV "З х  +  4z 
222

5у +  9z

5у +  9z 2 х  +  Зу =  5. ( Ж а в о б .  л  =  1; у =  2; 2 = 3 . )

85



7) _ 5  I  2 ___________________ 2 _____ =  J _

3v - z  5 x - z  20*
10 5 3 I

2 x f y  3y —z 5x—z 5
io _  _ j  _ 3    __ J .

\ 2x+.y 3y — z 5л:—z 5

( Ж а в о б .  *  =  5; у =  10; z  =  20.)

16-§. ИЛДИЗЛАР ҲАЦИДА ТУШУНЧА

Ҳакиқий а  соннинг /и-даражали илдизи деб, шундай х  
сонга айтиладики, унинг т- даражаси а га тенг бўлади, а  сон­
нинг ш-  даражали илдизи мана бундай ёзилади: ^ а  ва а  сон­
нинг-/п-даражали и лд и зи  деб ўқилади, а — и лд и з  остидаги  
сон ёки ифода; т — и лд и з  кўрсат кини дейилади.  Илдиз р а ­
д и ка л  ҳам дейилади. [ Y  — илдиз ишораси 1525 йнлда Р у ­
дольф дегаи олим томонидан киритилган.)

>  0 ва т  жуфт сон бўлганда, у  а  иккита қарама-қарши 
сонга тенг бўлади. Масалан, V 144 = ± 1 2 ,  чунки ( + 12)2=144; 
V 256 =  ±  4, чунки ( ±  4)4 =  256 ва ҳоказо.

а >  0 ва т  — тоц сон бўлганда, >/"а  >  0 бўлади. Масалан, 
> ^ 8 = 2 ,  чунки 23 =  8. '

а  <  0 ва ш  — ток сон бўлганда к а  < 0  бўлади. Масалан,
V  — 125= — 5, чунки ( — 5 )3 =  — 125. а  >  0 бўлганда, ( ± V а)  
алгебраик  и лд и з  дейилади.

Илдизнинг ёлғиз мусбат қиймати унинг ариф м ет ик и л ­
дизи  дейилади. Масалан, V 144= 12; 1 ^36=  6 ва ҳоказолар.

Энди, манфий сондан ҳақиқий сонлар соҳасида жуфт кўр- 
-саткичли илдиз чиқариб бўлмаслигини кўрсатамиз: масалан, 
]У 81 — +  3 бўлади, чунки ( ±  З)4 =  81, лекин У  — 8 1 ^  +  3, 
чунки ( ±  З)4 ^  — 81.

Демак, манфий сондан ҳақиқий сонлар соҳасида жуфт кўр- 
саткичли илдиз чиқариб бўлмайди.

а) Кўпайтма ва бўлинманинг илдизи

Бир неча кўпайтувчиларнинг кўпайтмасидан илдиз чиқа- 
риш учун ҳар бир кўпайтувчидан шу даражали илдиз чиқа- 
риб, ҳосил бўлган натижаларни кўпайгириш керак:

п    п —  П у  —  Пг — П-—
} а - 0 -c -d — у а  • у  Ь , - у  с • у  d .  (1)
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Б у  тен гли кн и н г тўғри лигини  кўрсатам из:

(Va- Vb-\TS- Vd)n = {V~a)n- \y-b)". [Vc):{yd)"= a-b-cd
(илдиз таърифига кўра).

Иккинчи томондан ^ а - b-c-ci\n = a - b - c - d .  Демак,
(1) тенглик тў гриди р.

М и с о л .  у^9-4 =  | / " 9 - у  4 =  3- 2 =  6.
Бўлинмадан илдиз чиқариш учун бўлинувчининг шу да­

ражали илдцзини бўлувчининг шу даражали илдизига бўлиш 
кифоя, яъни

У "  (2)

Бу тенгликнинг исботи:
6 - у т -

I y - i \ n (Уа)" а.  
'У* / (У"»)" ь

1 (I
=  у .  Д емак, (2) тенглик тўғри-Иккинчи томондан: I I /

Дир.
. .  п / 2 5  / 2 5  5
М и с о л .  y - g = 7 t  =  T-
И з о ҳ. (1) ва (2) айниятларни ўнгдан чапга ўқилса, илдизларни кўпай- 

тириш ва бўлиш қоидалари келиб чиқади.

6)  Сонларнинг квадрат илдизини ҳисоблаш
1- м и с о л .  / 5 2 9  ҳисоблансин, 529 ни ўнгдан чапга қараб 

2 тадаи қилиб гранлар?а  ажратамиз, сўнгра тенглик белгиси- 
нинг ўнг томонига квадрата охирги грандан ортиб кетмайди- 
ган сон 2 ни ёзамиз ва уни квадратга кўтариб охирги гран- 
даги 5 тагига C3i б айирамиз, сўнгра қолдиқ 1 ёнига иккинчи 
гран 29 ни туширамиз, кейин 129 нинг чап томонига верти­
кал чизиқ чизиб, унинг чап томонига топилган 2 ни 2 га кў- 
пайтириб 4 ёзиш керак, сўнгра унинг ўнг томонига шундай 
рақам ёзиш керакки, ҳосил бўлган соннинг шу рақамга кў- 
пайтмаси қолдиқ сондан ортиб кетмасин, масалан, бизнинг 
мисолда 3 ёзилса у 43 бўлади; энди 43 ни шу 3 га кўпайти- 
риб кўпайтмани 129 нинг тагига ёзиб айирамиз, сўнгра 3 ни 
2 нинг ёнига олиб бориб ёзилса, 23 бўлади. Д емак, 529 нинг 
квадрат илдизи:

/ б ' 2 9  =  23 
- 4

I -L
^  43 129
х  3 -  129



2- м и с о л .  У 0,0196 ни ҳисобланг. 0,0196 ни вергулдан 
ўнгга қараб иккитадан гранларга ажратамиз ва ўнг томонига 
тенглик белгисини қўйиб ноль бутун ёзиб олиш керак, у н ­
дан кейин қолган иш хўдди биринчи мисолдагидек бажаои- 
лади, яъни

/ 0 , 0 1 ,96 =  0,14.

X
24 096

96
О

Сон бирдан катта бўлса, у сондан квадрат илдиз чиқариш 
учун илдиз остидаги сомни вергулдан чапга қараб, иккитадан 
қилиб гранларга ажратиш керак. Агар сон бирдан кичик бўл- 
са, у ҳолда вергулдан ўнгга қараб иккитадан гранларга аж- 
ратиб, сўнгра уларни юқорида кўрсатилгандек илдиздан чи- 
қариш керак.

М и с о л л а р .

1)

X
82

/ 1 7 , 64 =  42; 
16 

164 
164 

О

2) /  10,24 =  3,2;
- 9

X
62 1 24 

1 24
О

X

3) / _ У \ 2 ' М = - Ш '  
9

602 01204
1204

О

4) /0 ,0 0 0 0 1 0 2 4  =  0,0032;

X
62

9
"124
124
О

5) / 0 , 9  =  / 0 , 9 0  =  0,94; демак, / 0 , 9  « 0 , 9 4
- 8 1  

_  184 I 900 
4 I ~ 7 3 6

164 (қолдиқ)

И з о ҳ. Бир граини олиб туширилганда у чап томоиндаги ҳосил қили- 
иадиган сондан кичик бўлса у ҳолда чап томонда ҳосил бўлган сонга ва 
асосий сонга ноль бериб ^ейинги гранни ҳам олиб тушилади (3- мисолдаги 
каби).



М а ш қ л а р .  Қуйидаги квадрат илдизлар ҳисоблансин:

1) / 2 2 5 ;  2) /4~2849; 3) / 1 6 2 4 ;  4) / 2 8 9 0 0 ;

5) / 5 4 7 5 6 ;  6) /  225904; 7) /3 4 2 6 2 0 1 ;  8) /0 ,8 6 4 9 ;

9) / Т Д 6 5 4 4 ;  Ю) /% 5; I I )  12) /0 ,0 0 3 9 8 9 ;

13) / 2 ,3 7 1 6 ;  14) / б л  15) / 3 ;  16) /Т Т ;

17) / З Л ;  18) У Т 2 4 ;

19) /  0,00005329; 20) ) /  15,0544; 21) /3 4 2 ,6 2 0 1 ;  22) /1 ,1 7 2 8 3 9 ;  

23) /ОЛМ ; 24) / 2 Д  25) / 0 j 3 .

в) Каср кўрсаткичли даражалар ва илдизнинг даража билан
берилган ифодаси

п
Энди каср кўрсаткичли am сим вол га маъно берамиз. 
Т а ъ р и ф .  я  >  0 ни каср  дараж ага  кўт а р и ш  деб, а п дан

п
т.-дараж али и л д и з  чиқариш га  а й т и л а д и .  Яъни: am =
=  "у/ а пх.и , т  — ихтиёрий на ту рал сонлар.

М и с о л .
2 о   3 ___  /   \3

а з =  /а '2; 4 2 =  / 4 3 =  (i/T  J =  28 =  8.
Аксинча:

m /  Л.
у  а п =  am

Бу тенгликнинг тўғрилигини текширамиз, илдиз таърифи-
— \т

га кўра: \ а"1) = а т = а л-Бу эса илдиз остидаги ифодадир. 
Д ем ак , берилган тенглик тўғри.

Шундай қилиб, да раж а дан илдиз чиқариш учун (асосни 
ўзгартирмай) дараж а кўрсаткичини илдиз кўрсаткичига бў- 
лиш кифоя.

М и с о л л а р :
Л  я

у^5® =  5 3 =  52 =  25; (1 +  2 x )8 =  (1 +  2 х )Т  =  (1 2л:)2;

V  {а +  Ь)2 =  { а +  Ь)Т
ва ҳоказо.

// a /l тенглик п  > т, п  =  т  ва п  <  т бўлганда ҳам тўғридир.
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Т а ъ р и ф .  А га р  а > 0  ва т , п  л а р  и хт и ёр и й  н а т у р а л  
сон булса ,

а~1И =  —т  бўлади .  
а™

М и с о л .

=  — L -  1  I 1  _ 1
5 = -2 5 "

г) Кўпайтувчиларни илдиз ишорасидан ташцарига чиқариш 
ва, аксинча, кўпайтувчиларни илдиз остига киритиш

И лдиз остидаги кўпайтувчини илдиз ишораси остидан чи- 
қариш учун, илдиз остидаги ифодага, кўпайтмадан илдиз чи- 
қариш теоремасини қўлланамиз.

М и с о л л а р .

/ 1 8  -  / 9 Т =  3 / 2 ;  }/И5б  =  125-2 =  ^* 5 ~ 2  =  5 у '2 ;

/ \25а3Ьй =  Ь2 / 2 5 - 5 а 2-а  =  5 a b 2 / б Н .
Баъзан илдиз ишораси олдидаги кўпайтувчини илдиз ишо­

раси остига киритиш фойдали бўлади. Илдиз ишораси олдида 
турган кўпайтувчини илдиз ишораси остига киритиш учун шу 
кўпайтувчини илдиз кўрсаткичи қадар даражага кўтариш вв 
ҳосил бўлган натижани илдиз остидаги ифодага кўпайтириш 
кифоя.

М и с о л л а р .  2 / 3 "  =  / 2 --3  =  / 1 2 .  Ш унга ўхшаш:

5 У т  =  У з ^ 2  =  У 250; За  / а ,  =  / а! - s r  ~  / з Е б ;

2 ( х - у ) . | У =  / 4  ( х -  у)1 • =  / 4  ( ^  -  у*)
ва ҳ. к.

Умуман:

a  V b  =  V * * b \

М а ш қ л а р .  1) Қуйидаги илдизларнинг ҳар бирини дара­
жа билан ёзинг:

У 2 ; ' УбН; У З ^  V a -, У ^  у / | ; У ^ .

2) Ушбу ифода л а рда г и кўпайтувчиларни радикал остига 
киритинг:

5 / W »  У̂ Ь; ху /I; f 3 ^ 7  / ;



3) Қуйидаги радикалларда, кўпайтувчиларни радикал ишо­
раси остидан чиқаринг:

/24; / \W \ У̂Гб; /52; /8а^ / 28fl365; у T2l5.
/36Г2.

4) Ушбу даражаларнинг ҳар бирини радикал ишораси би­
лан ёзинг:

ЗГ; (а +  6) Т; ( f .)  7 . з0'5. 16-" '5. (Х _  у).Т

д) Илдиз кўрсаткичи билан илдиз остидаги ифода  
кўрсаткичини қисқартириш

Илдизни қисқартириш учун илдиз кўрсаткичи билан илдиз 
остидаги сон ёки ифода кўрсаткичи бир хил сонга бўлинади.

Масалан, / а 8 =  / а 5 . (Бу ерда 8 билан 12 сони 4 га бў- 
линди).

Шунга ўхшаш:

2) у7 64ае^3 =  У  ( \а гь у  =  Y Аа2Ь.

Аксинча:

,  а 2 =  / а 2 ' 4 =  у^а8; 4 =  / Т б  =  / 4 2 =  у^44 •

Демак, илдиз кўрсаткичи билан илдиз остидаги сон (ифода) 
кўрсаткичини бир хил сонга бўлиш ёки кўпайтириш билан 
унинг қиймати ўзгармайди.

е )  Ҳар хил кўрсаткичли илдизларни бир хил кўрсаткичга
келтириш

М и с о л л а р .  1) / а ,  у^а2, y^a£ ларни бир хил кўрсаткичли 
илдизларга келтиринг.

Е ч и ш .
у 1 2 ' 6_____  12а—  З а- Г -  3 - 4 ---------- _  12 а —

/ о =  / о 6 = у а 6 ; У  а 2 = / 0 2-4 — у  а 8 у
4 _  41 з  ___12____
\ f  ab  =  У  а ъ№ =  /  а АЬг.

2) y^2 ва у^4 ларни бир хил кўрсаткичли илдизларга кел­
тиринг.

Е ч и ш .

^ 2  =  / Ъ  =  ^  ^ 4  =  / 4 3 =  ^ 6 4 .
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М а ш қ л a p. 1) Қуйидаги ифодаларни бир хил кўрсаткичли 
илдизларга келтиринг:

2) Кисқартиринг:

' Y а*\ \Л Ғ \ у ' Ь10сь; (5 а )—4д 2; (25 х у ) г\
У  /2л:\5 V S a W * '

V  ly V  ’ V  z* ; V  27 c W

ж ) Ўхшаш радикаллар
1' а ъ p и ф. Р а д и к а л л а р н и н г  и ш оралари  ост идаги сон ёки  

иф одалар  бир х и л  ва р а д и к а л л а р н и н г  кўр са т ки яла р и  т енг  
б ў л с а , у л а р  ўх ш а ш  р а д и к а л л а р  дейилади .

Масалан, 2 - ^ 0 6  ва 5а ^ ab  ўхшашдир. Кўпинча илдизлар­
нинг ўхшашлигини кўриш учун, олдин уларни соддалашти- 
риш керак.

Масалан,

ўхшаш, чунки

\25а№  =  у'5>АЬ'АаЬ =  5b a b  ва 

64а-Z?8 =  ^ 2й-а 2Ьй-Ь2 =  2 6 ^ d l bl =  2b y^ab.
М а ш қ л а р .  Қуйидаги радикалларнинг ўхшашлиги кўр' 

сатилсин:

Радикалларни қўшиш ёки айириш учун уларни плюс ёки
минус ишоралари билан бирлаштириб, кейин ўхшашлари бул­
са, ихчамлаш керак.

Масалан,

V 125 ab4 ва у^64а2Ь8

1) V 8 х у 2 ва ^ 4 л 2у4; 2) 2 у^За2Ь\ 5а  у ^ 9 а# Ь2 ва

6) ^ 4а3^2 “  Аа:' ЬЛ ва / ti3 -  За2» -  ЗаЬ2 -  Ь\

з) Радикалларни қўшиш ва айириш

5а У \ 2 х  ±  2b j / " у  =  5 а У 4 - З х  +  2Ь =

=  10а / З л  ±  \ ь У Т х  =  2 [5 а  ±  j j  / З л .
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и) Илдизларни кўиайтириш ва бўлиш

16- § да айниятлиги исботланган кўпайтма ва бўлинманинг 
илдизлари ҳақидаги тенгликнинг чап қисмини ўнг қисмига ал- 
маштирсак.у ҳолда илдизларни кўпайтириш ва бўлиш ҳақи- 
даги айниятлар ҳосил бўлади, яъни:

V a - V b ' V ' c = V ^ b ~ c
ва

Va _
V b  V  b '

Демак, бир хил кўрсаткичли илдизларни кўпайтириш (бўлиш) 
учун илдизлар остидаги ифодаларни кўпайтириб (бўлиб), ҳо- 
сил бўлган кўпайтма (бўлинма) дан шу даражали илдиз чи- 
қарилса кифоя.

Масалан, | / 4 ->/25 =  V 4-25 = > /1 0 0 =  10, чунки V ■ 4-1/25 =  

=  2-5 =  10; / 2 5 ; / 4  =  ) / ^  =  | / ( | ) 2 = - | ,  чунки

о г с пт тп/О О п ,— тг— г  а :—
ў== = 2"; у  а - у  b =  V a m- V b n =  У а т-Ьп, 

шунга ўхшаш:
л   т _  тП/ г ат

У а : У b =  V  

М а ш қ л а р .  Амаллар бажарилсин:

/ 1 5 .  / т  УГа-/2 6 ;  Щ  У Ш -  /

У  1 1/ а 3; ( 2 / 2 0  — / 4 5  +  3 /  is) +

+  ( / 7 2 - / 8 0 ) ;  ( / 9 х  — у^ву ) — (>/27у — /Тбд:); 

( / 3 2  +  / 0 j - 2 j / 1 ) - | /  { - / 4 8 ;  

(б / 5 * + 4 / j c - 6 / 9 * - 8 / 2 * )  +  (8 j / /  +  4 / 8 l j ;  

( {  / 2 4 - 3 / 4 0 ) -  ( / 1 5 0  +  / 5 4 - / Т С 0 0 ) ;  

( / 3 2  +  / 6 Д - 2  | / { ) - ( / { - / 4 8 ) ;  

( /Т 2 5 х  -  / 8 л : )  -  ( / 2 7 1  -  / б 4 л +



(5 V~4x +  4 ) / л : - б / 9 х - 8 1 / 2 л )  +  ( 8 | /  l x  +  4 /8л: +  / л ) ,

( ( 3 / 8 л - j / f 8 x - 5 | /  у ) - ( | /  4 4 ^  +  У 50х -  

- / 3 2 л  +  / 2 7 л ) ;

( ° > Y l - ‘s V W * V b k / l

( i , / | + / a 5 - | / 2  +  | / I ) . / *
I

(4л /  л а — бу /  /  у2) • 2ху /  ху.

Куйидаги тенгликлар исбот қилинсин:

(, А0,6 +  / 0 , 3  -  / 0 , 9 )  - (3 / 0 , 2  +  2 / 0 , 3  +  / 0 , 6 )  =  1,2.

к) Илдизни даражага кўтариш ва илдиздан илдиз чиқариш

И лд и зн и н г  дараж аси, и лд и з  ост идаги сон ёки  ифода игу 
д араж асининг б ер и лга н  и лд и зи га  т енг.

Масалан,

чунки '

( / а л )* =  / а "  • . . . / а 7' =  / а л+/,+* * •+" =  / а * л
k та

Илдиздан илдиз чиқариш учун, илдиз остидаги сон ёки 
ифодани ўзгартирмай, илдиз кўрсаткичларини кўпайтириб 
ёзилса кифоя.

Масалан:

V  V  § =  =  / Лу^23 • 5 =  ^ 4 0 .
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V  V a  =  I ,7 '

чунки

М а ш қ л а р .  Амаллар бажарилсин:

( 1 / 2  +  4 / 3 ) 2; ( / 2  +  / 3 - / 6 ) 2; | / / у  ; | /  7  

| / 2 ] / " 2 / 2 ;  j / a 2]X"t i / a .

Радикаллар устидаги ҳамма амалларга дойр қуйидаги ми­
соллар ечилсин:

1) ( г / г о - ^ Ж + з / Т в )  +  ( / 7 2 - / Е ) ;

2) ( / 9 л  _  У ъ ў )  _  ( ^ 2 7 ў  -  / ш ) |

3) (з ^ 3 2  +  -  у Т о з )  -  ( l6  -  4 7 l )'

4) У"?. ( / 1 2 - 3 / 7 5 ) ;

б) /  1 . + / 4 Ж - /1 2 7 5  -  °,5 / 2 Ж +  / 2 Ж +  6 / 1  1 + /2 4 7 5 I

Ж а в о б .

- V 7 \  — ^  — 0 ,3 7 5 +  4 б | ;

( Ж а в о б . - | 3/ з : )

7) ^  / 7 + - ^  а / а  — о2/ а )  • (— 1 6 а / о ) ;

( Ж а в о б .  2 а2(7а2 — 6а — 4).)



8) (3 +  2 / 6 - / 3 3 )  ( / 2 2  +  / 6  +  4);

9) (4x у  x- — 5>' / л ' у  -t- ху / у ’,) • 2лу у' ху :  

10) ( 3 / 7 - 5 У П ) - ( 3 / 7  +  5 /Г Г ) ;

Н) ( ^ б - 3 ] Г у  +  2 / з ) - ^ 2 4 ;

13) ( 2 / х - / 5 ) ( | - | ^ / ) ; 

14) ( 1 ^ - 2  ^ + З у ^ ! ) :  2 ^ 1 ;

( ж а в о б .  9 ~ ^ " Л )

1 5 ) ( | / f - 0 , 4 / | + l / f ) 4 / | ;

16) (— 2 а а*ь3 )4; 17) 25а2 — 1662): (>/5а — >/4̂);
18) ( - 3  ^ ) 3; 19) ( -  )=; 20) ( {  / I P  +  2 / l ) 2;

21) ( 2 / 5 + 3  V b Y -  22) ( / r p / f  +  / r r j 7 f ) 2;

(Ж  а в о б .  14.)

23) (/"4 + 2]/3 +>/4-2/з)2;
(Ж авоб. 12.) 

24) (2 V х - 2 У ў - 2 \̂ л + 2Кў")2;
(Ж  а в о б. 8 (х  — У х 2 —  4у.)

25) 26) 27) |Г3 28) / х 3^ У Ў

( ж а в о б .  У  л25.)

29̂ /Щ 7 1 -
( ж а в о б .  | /



17- §. ИРРАЦИОНАЛ СОН (ИФОДА)ЛАР ҲАҚИДА ТУШУНЧА

Ҳар қандай бутун па каср сонлар рационал сонлар д е б  

а тал и ши бизга маълум. Масалан, 5; I у ;  — 12; — 3,5; 137 ва

ҳоказоларнинг ҳар бири рационал сондир. Ҳар қаидай раци­
онал сонуи чекли ёки чексиз даврий ўнли каср шаклида ёзиб 
бўлади.

Т а ъ р и ф .  Даврий. бўлм аган  чексиз ў н л и  каср ирраци- 
о н а л  сон д ей и ла ди '. Масалан, К 2 =  1,4142136...; тс =  3,141592.. 
"КЗ =  1,732... ва ҳоказолар иррационал сонлардир.

3,14 сони тс нинг 0,01 гача аниқликдаги такрибий киймаги 
дейилади. _Ш унга ўхшаш, 1,73 ва 1,4 лар мос равишда 
] /3  ва "К2 ларнинг 0,01 ва 0,1 аниқликдаги тақрибий қиймат- 
ларидир.

а) Иррационал кўрсаткичлар ҳақида тушунча

а  >  0 — ҳақиқий сон, а — иррационал сон бўлганда, а “ — ир­
рационал кўрсаткичли даража дейилади.

1) а  >  1 ва а  — мусбат иррационал сон.бўлсин.
Масалан, \0 У* (У '2 -  1,4142...). Бу ҳолда: 101; 101-4; 10l-4l<

<  10V5" <  102; 101*5; Ю1-42; .... Демак, 10/ Г сон учун 101, Ю1-4; 
IO1,41, ... сонларнинг ҳар биридан катта ва 102, Ю1-8, 101,42 лар­
дан кичик сон олиш мумкин.

2) а  <  1 ва а >  0, масалан, (0,5)/2 бўлсин, 0.51; 0,51*4; 
0,51,41 <  ( 0 , 5 / '  <  0,51-5; 0,5142........

3) а  >  1; а  <  1 ва а <  0, _масалан, Ю-12 ва 0,5“ ^  бўл-
син. 10~/ г = — ва 0,5-> ‘ = —К=  бўлади.

1 0 ^  0 ,б^2

И з о ҳ. Рационал кўрсаткичли даражалар ҳақидаги ҳамма қоида ва 
амаллар. иррационал кўрсаткичли даражалар учун ҳам айиан тўғрндир.

б) Рационал ва иррационал алгебраик ифодалар

Агар алгебраик ифодада қатнашган ҳарфлардан бПрортаси 
(ёки -хаммаси) илдиз остида бўлса, у ҳолда бу ифода шў ^apij)- 
га нисбатан иррационал; илдиз остида бўлмаган ҳарфларга

'У  а, п — Ч; 3; 4...; да: агар а  сонини илдиздан аник чиқариб бўлса,
У  а  рационал илдиз (сон); агар аник чиқариб бўлмаса иррационал илдиз 
(сон) дейилади. Масалан, / ' 1 6  =  ±  4 ва К 5 лар каби.

7 -5 3 6 5  97
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нисбатан аса рационал ифода дейилади. Масалан, ^13 у —

— б "Кх) ифода х  га нисбатан иррационал, у  га нисбатан ра- 
ционалдир.

в) Каср махражидаги иррационаллцкни йўқотиш

Каср маХражидаги иррационалликни йўқотиш учун мах­
ра ждаги илдизни йўқотиб юборадиган сои ёки (нолга тенг 
бўлмаган) ифодага касрнинг сурат ва махражини кўпайтириб, 
кейин соддалаштириш керак.

Масалан:

, 4 - 2 -  8 - / 3  2 / 3
И / Г  Т Г Г  зз •

Бунда касрнинг сурат ва махражи У З  га кўпайтирилди.
„ч 5а  5д (о  — л/~ а )  _  5д (а  — ^  Ь {а  — - / а )

'  а  +  \ га  =  аг —  а ~~ а  (д — 1) а  — 1

Бунда касрнинг сурат ва махражи (а  — ) / а )  V-0 га кўпай-
тирилди.

оч   Зл  (> /З х  +  х ) '  Зл  (у ^З л  +  л )  3 (у ^З л  л )
^  / З Г - л  ( / з Г -  л ) ( /З Т + л )  ~  З л - л =  -  3 - л

Бунда касрнинг сурат ва махражи (]zZ3x +  х) 0 га кў- 
пайтирилди.

1
4 / 2 4 - / 3 4 - / 5 ( / 2 4 - / З У - 5

/ 2"+ / г -  / Г / 2  +  /3 ~ — /  5
2 +  2 / Г 4 - 3 - 5 2 / Г

/б " ( /2 " 4 -  / " 3 - / 5 ) /  1T 4- /  i T -  / з о
12

2 / Г +  3 / Г — / 3 0  
-  12

Бунда касрнинг сурат ва махражи ( ] /2  +  ) / 3 )  — " /б  билан 
/ Г  га кўпайтирилди.

1 /2 / г + / г  _  , / "  =В) / 2 / 3 + £ Г  =  • / •  2 / 3 - + / S -  v / i  

К 2 / З - / 2  У  2 / Г - / 2  Г

_ 2 / 3 " +  /5 "  /1 0  (2 / 3  4 - / 2  ) 2 / 3 0  4 - /2 0
"  /Т о  “  Ю ”  Ю

2 / 3 6  -г 2 / 5  _  /30"4- / 5 "
=  10 б
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п  =  " ( У а ’ +  У Ж + У й Г )  =  П [У аТ+  У м  +  У ? ) _

У а - У Г  ( ^ ) 8- ( 3/Г)3
Бунда касрнинг сурат ва махражи ( У а ‘ + У а Ь  +  I n i ' )  О 

га кўпайтирилди.
М а ш қ л а р. Қуйидаги ифодаларнинг махражидаги ирраци- 

оналлик йўқотилсин:
7 t 3 , 4 _ 30

2 ут' 1 5 +  / f ; / Г - у Т ’ 2 - / 3 " +  v T $

15 б 18 42 ,—---- ТЗ—♦
> /7 - 2 /B 'i Ут- V v '  3 +  / Г - / 2 ’ 5 - 2 / 3  +  / 7

1 , 2
+ 5 —Т ’ 1 + + Г

7 / Г 5 - 2 / 3  . /я +  я +  / w a  — пД . / д : 2 +  1
10^3"+ 8 у/З-’ m +  л — > /т2 — п1 ’ + 1  — -/х г — \ '  .

1  . 1  , 1

+ : 'У Т - :Уб + ^ 4® / 2  - 3/ Т '  ,

г) Каср кўрсаткичли даражалар устида амаллар. Ўрта гео­
метрик

Каср кўрсаткичли даражалар устидаги амаллар ҳам бутун 
кўрсаткичли даражалар устидаги амаллар каби бажарилади.

1) Кўпайтириш. Масалан, а  3 - а 4 =  а 3 + 4 =  a v
п п_+ .

Умуман: a m- a s =  a m s =  а ms
L 2 3 J

5 — />15*2) Бўлиш. Масалан, а 3: а 5 =  а* 5 =  а  
Умуман:

Л ft n ft nj — ftffl
a m : a s =  a m s= a  ms

3 6 8 2  5
8) Даражага кўтариш. Масалан, (<z4) 6 =  6 =  а 8бўлади.
М а ш қ л а р .  Қуйидаги амаллар бажарилсин:



») p r  +  ^ ) - ( * 4 - 4 ) ;  Ю) ( п
X 2

Ўрта геометрик. Бир неча (п та) сон (миқдор): а х, а2, . . 
ап ларнинг ўрта геояетриги деб бу сон (миқдор)лар кўпайт -
масининг п- дараж али илдизига айтилади, яъни y f  а^ а ^  . . . -ая. 

М и с о л .  20; £70; 40 сонларининг ўрта геометриги:
20 -270 -40 «  60.

ФУНКЦИЯЛАР 

Координаталар методи ҳақида тушунча

Т у р л и  сон қ и й м а т ла р  қ а б у л  'қ и ла  о ла д и га н  м иқдор ўз~ 
гарувчи яи ц д о р , ҳ а р  қандай ш ароит да ёки  бир я а с а л а н и  
т екш ириш да биргина қийм ат га  эга б ўл га н  я и қ д о р  ў зга р яа о  
м иқдор дейилади .

Масалан, ёниб турган бир бўлак кўмирнинг миқдорини х  
десак, у ҳолда х  ўзгарувчи миқдор, чунки у вактнинг ўтиши- 
га қараб турли сон қийматларга эга бўлади.

Т а ъ р и ф .  А га р  и кки т а  ўзгарувчи  х  ва у .лардан , х  га 
б ерилган  и хт и ёр и й  сон ц и й я а т ла р га  қараб , бирор у с у л  ёки  
цонун  бўйича у нинг ли?с сон ц и й я а т л а р и  вуж удга к елса , у 
ҳ о л д а  у  я и ц д о р  х  нинг ф у н к ц и я с и  дейилад и .

у  миқдор а* нинг функцияси эканини қисқача у  =  /  (а ) кў- 
ринишда ёзиш мумкин. Бунда А' —  аргум ент , у  — ф ункц и я , 
/  — ха р а кт ер и ст и ка  дейилади. Масалан, доиранинг радиуси — 
г, юзи S бўлсин, у ҳолда доиранинг юзи 5  =  кг2 эди. Бунда 
г  — аргумент, S — функция, ти — ўзгармас миқдор. Функциялар 
асосан уч хил кўринишда берилиши мумкин: формула кўри- 
нишда, жадвал кўринишда ва график кўринишда.

Энди у =  /  ( а )  берилган бўлсин. Бундаги х  нинг ўрнига а 
Нўйсак, f ( a )  ҳосил оўлади. /  (а) ни / ( а ) нинг х  — а  бўлган- 
даги хусуси й  қ и й я а т и  дейилади/

М и с о л .  1) / (а ) =  За 2 +  а  — 5 берилган. / ( 0 ) ,  / ( — 1)ҳи-  
соблансин.

Е ч и ш .  / ( 0 )  =  3 0 +  0 - 5  =  -  б; / ( - 1 )  =  3 • ( -  I )2 +  
+  ( - 1 ) - б  =  3 - 1 -  5 =  -  3.

2) / ( а ) =  берилган. / ( 0 ) ,  / ( — 1), / ( — 3) ҳисоб-
лансин.

3) ғ  (У) =  ^ -^ " 4  берилган. /7(0), / ' ( 2 ) ,  -ҳисоблан- 
син.
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3/*—3
4) <p (z) =  — p-j берилган. 

<p (0), <p(± 1), <p ( ± 3 )  ҳисоблансин.

Функциянинг маъносини йўқотмайдиган (яъни уни чексиз 
ёки мавҳумликка айлантирмайдиган) аргументнинг ҳамма кий- 
матлари тўплами ш у §у\\к\\ш т \нт  б о р ли қ  (а н и қла н и ш ) соҳаси  
дейилади. Агар шундай мусбат А сон мавжуд. бўлиб, аргу­
ментнинг ҳамма қийматларида функциянинг абсолют ниймати 
шу А сондан кичик бўлса, бундай функция (аниқланиш соҳа- 
сида) яекла н га н \ агар функциянинг абсолют қиймати А дан 
катта бўлса, бундай функция чекла нм а га н  дейилади.

Агар [а, b\ оралиқда /(х )  функциянинг аргументи доимо 
ўсиб (камайиб) борганда функциянинг қиймати ҳам доимо 
ўсиб (камайиб) борса.у ҳолда /(л )  ўсувяи, акс ҳолда камаюв- 
чи  функция дейилади.

Агар аргументнинг битта қийматига функциянинг ҳам битта 
қиймати мос келса, уни бар цийм ат ли , агар бирдан ортиқ 
қийматлари мос келса, кўп  қи й м а т ли  функция дейилади.

Координаталар методи

Текисликда, бошланғич „0“ нуцталари устма-уст тушадиган 
ўзаро перпендикуляр Х хХ  ва У, У сон ўқларини олайлик. У 
ҳолда 0 нуқтадан ўнгда ва юқорида жойлашган кесмалар мус­
бат сонлар (масалан, 1, 2, 3, 4,...); чапда ва пастда жойлашган 
кесмаларга эса манфий сонлар (масалан,— 1, —2, —3, —4,.. .)  
ёзилган бўлади (4-расм).

Х ^ Х  ўқда олинган ҳар бир n y w a iа мос сонларабсциссалар  
деб; У, У ўқда олинган ҳар бир нуқтага мос сонлар эса орда- 
н а т а ла р  деб аталади. Х ^ Х  у\рл\\— абси,пссалар ўқи \ У ни 
эса ординат алар  ўқ и  ва „0“ нуқта ко о рд инат алар  боши 
дейилади. Уларнинг ҳаммаси биргаликда текисликдаги тўғри 
бурчакли Д екарт } координат алари  сист емаси  деб аталади,

(X O Y ), (V O X ,), (А'.ОУ,) ва (У хО Х )  текисликларни коор­
динат а т е к и с л и к л а р и  дейилади ва улардан (А'ОУ) —биринчи 
чорак, (УОА',)—иккинчи чорак, (А^ОУ,) — учинчи чорак ва 
(У,ОАг) —тўртинчи чорак деб ҳам аталади. Координаталар те- 
кислигидаги ҳар бир нуқтанинг вазияти, биринчиси абсцисса, 
иккинчиси ординат а  деб аталувчи икки сонбилан белгилана- 
ди. Абсцисса билан ордината биргаликда нунтанинг координа­
т а л а р и  деб аталади. Берилган координаталар системаси ёрда- 
ми билан икки масалани ечиш мумкин:

1 Р. Де к а р т  —XVII асрда яшаган машҳур француз математиги.
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1) текисликда берилган нуқтанинг координаталарини аниқ- 
лаш;

2) нуқтанинг координаталари берилганда нуқтани ўзини 
топиш.

1- м а е  а л а. I чоракда „Аи нуқта берилган, унинг коорди- 
иаталари топилсин.

1-3

-2

5- раем.4- раем.

Е ч и ш .  А  нуқтадан ўқларга перпендикулярлар туширилса 
кифоя, яъни В А _|_ О Х  ва А С  ±  О У бўлсин. А С  =  л: — абсцисса, 
А В  =  у  — ордината, бу ҳолда нуқта бундай ёзилади: А  (х; у) 
(4- раем).

2- м а е  а л а. А  (5; 3) нуқтанинг текисликдаги ўрни топил-
син.

Е чи ш. У" 5- раемда кўрсатилгандек топилади.
Нуқта тўртта чоракнинг бирортасида ётганда, унинг коорди- 

наталарининг ишоралари жадвалдагидек бўлади:

Чораклар I 11 111 IV

Абсцнссалар + — — ' +

Ординаталар + + — —

102



19- § . КОМПЛЕКС СОНЛАР

Т а ъ риф.  а -\-  Ы кўриниш даги  сон к о м п лек с  сон дейилади. 
Бунда а\ b —  ҳақиқий сон; а  — комплекс соннинг ҳа қ и қ и й  
қисм и, (Ь1)— м а вҳум  қисм и  дейилади1. i — мавҳум бирлик, 
i2 =  — 1 деб қабул қилинган.

Масалан, 5 +  3/; у  — /; 1 +  у  / ва ҳоказоларнинг ҳар бири
комплекс сондир.

Т а ъ р и ф. Б и р  к о м п лек с  соннинг ҳа қ и қ и й  қисм и иккинчи  
бир к о м п лек с  соннинг ҳа ц и қ и й  цисм ига, м а вҳум  цисми эса 
м а в ҳум  қисм ига  т енг б ўлса , у л а р  т енг к о м п лек с  со н ла р  
дейилади .

Масалан, а -\-  Ы ва с +  di ларда а  =— с ва Ы ** d l бўлса, у 
ҳолда а -\- b i =  с d i бўлади.

Агар й =  0 бўлса, а  + /^ =  0 4 - //  ̂=/ /> — мавҳум сон ҳосил 
бўлади.

Агар /> =  0 бўлса, а  +  //> =  а  +  / 0 =  й — ҳақиқий сон ҳосил 
бўлади.

Буларга асосан 2 / =  0 +  2/; 3 =  3 +  0-/  кўринишларда ёзиш 
ҳам мумкин.

Ёлғиз мавҳум қисмларининг олдидаги ишоралари билан фарқ 
қилувчи икки комплекс сон қўш м а  к о м п лек с  сонлар дейилади. 
Масалан, (а  +  ib) ва (а — ib) лар каби.

Манфий сонларнинг квадрат илдизлари
/* =  — 1 га асосланиб, манфий соннинг квадрат илдизини 

мавҳум бирлик (/) билан ифодалаб ёзиш мумкин.
Масалан, V  — 25 =  >/25- (— 1) =  25- — 1 =  5/, чункш •

(5/)2_ =  25/2 =  25 -( — 1) =  — 25. Шунга ўхшаш: 3 =  / >z 3;

— i- = 1  / ва ҳоказо.

а) Комплекс сонлар устида амаллар
1) Қўшиш ва айириш

Комплекс сонларни ўзаро қўшиш ва айириш кўпҳадларни 
қўшиш ва айириш каби бажарилади.

(й +  ib} +  (с. +  id )  =  а ib  с -\- id  — (й +  с) + / ( / ? +  tif).
М и с о л. (3 +  2/) +  (5 +  3/) =  (3 +  5) +  / (2 +  3) =  8 +  5/.
(й +  //>) — (с +  id ) ~  a -'r  ib — с — id  =  (а  — с) i ( b  — d).
М и с о л .  (7 +  2/) -  ( 5 - 4 / )  =  ( 7 - 5 ) +  ( 2 + 4 ) / =  2 +  6/ =

=  2(1 + 3 / ) .

1 „Мавҳум сои* деган ном XV7!I асрнинг 30- йилларнда Декарт томони-
дан киритилган.
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2) Кўпай ти риш  ва  бўлиш

Икки комплекс сонни кўпайтириш ва бўлиш нуйидаги усул- 
лар билан бажарилади.

К у найт и рт а.
(а  +  ib) (с +  Id) — +  i2bd  +  adl  +  bcl=*{ac— bd) +  I {ad-\-bc).

M и с о л.
(2 +  3 0  • (4 +  б/)  »  8  +  * 4 6  +  KM +  12/  -  8 -  16 +  22/  -

 7 +  22/.
Б ўл и ш .

а +  /6 (о -Н О (с  — /</) ас +  bd . .bq — ad 
с Т Т З  “  — “ Т п г з з  + / ^Г}Г5Г‘Г

М и с о  л.
б +  2< ( б +  2 / ) ( 3 - 7 / )  _  1 6 -  И Р - 3 5 / +  6/ 29 v29 1 Z1 /Ч
1 + 7 7 5чГт5 =  58 “  55 5 5 “  2 '  ̂'*

Демак, комплекс сонларнинг йиғиндиси, айирмаси, кўпайт-
маси1 ва бўлинмаси яна комплекс сонни беради.

М а ш  қ л ар. Қуйидаги амаллар бажарилсиш

( - 8  +  8/) +  ( l | - / ) i ( 2 4  +  3 / ) - ( l , 2 - l | / ) ;

(8 +  Ы )  _  (3 +  7 /); (б  £  - f  1 j  / )  • (0 ,25  -  0 , 12 5 /){

i o _ r ,  1 ,4 +  Т /
y + i r ?  1------ ( 6 +  2/)  ( - 3 - 4 / ) .

У +  0,4/

б) Комплекс соннинг геометрии тасвири

(о +  Ы) ни геометрик тасвирлаш учун тўғри бурчакли коор­
динат систем асида абсциссаси а, ордината си b бўлган бирор 

М  нуқтани топамиз (6- раем). Демак, 
У (a - \- ib )  комплекс сонга геометрик ну қ та и
  М назардан текисликда М ( а ,b) нуқта тўғри

келади ва, аксинча, текисликнинг ҳар бир 
нуқтасига фақат биргина комплекс сон тўғ- 

, I ри келади.

д И з о ҳ. Ҳақиқий а сонни X  ўқи бўйича, мавҳум
—~  —  —I----------■р' қисмидаги b сонни У ўқи бўйича қўйилгани учун,

, '  X X i  ўқни ҳа қ и қ и й  ўқ; Y Y ^ —  м а вҳум  ўқ  дейилади.

6- расм.'

1 Иккита кўпайтувчи комплекс сонлар ўааро қўшма комплекс сонлар 
бўлмаганда.
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в) Комплекс сонларнинг тригонометрик' шакли

{а +  ib) комплекс соннинг тригонометрик шаклини таснир- 
лаш учун, унга мос бўлган М  нуқтани топиб, уни координа­
талар боши билан туташтирамиз (7- расм).

ОМ  =  р, / .M O N  =  y  деб белгилаймиз. р, ср лар М  нуқтаиинг 
қ ут б  ко о рдинат алари  дейилади, / \M O N  дан: а  =» pcos ср, 
^ =  Р sin <р. Буларга асосланиб, (а +  ib) =  р cos у +  /р sin ср =  
=  Р (cos 'р +  1 sln ср) бўлади.

а  +  ^  =  Р (cos ср -f  / sin ср)

комплекс соннинг т ригоном ет рик ш а к л и  дейилади. Бундан
ташқари, ўша учбурчакдан: р 
соннинг м о д ули  дейилади.

у  я 2 +  =  \a -\-  ib \ комплекс

t g f бундай ср a r c tg - .

М и с о л. (1 — /) нинг тригонометрик 
шакли топилсин: а  =* 1; ^ — 1; р =

=  > /12 +  (— I)2 =  ) /2 ;  tg <р =  
1 — 1, бу ҳолда: ср =  2л —

Y  а- 
ь_ _
а
71

т
1

7- я  (IV чоракда, чунки я  >  О,

>>/

1
а N

7- расм.£ <  0). \ — i  — р (cos <р +  / sin ср) =

— I 2 (cos ^ -R + /s ln  ^-я).
М а ш к л а р. Қуйидаги комплекс сонларнинг тригонометрик 

шакли топилсин:

1 + / ;  / 2 - Н ;  / 2 " - / ;  1 + / Г / ;  1 - / 3 / .

г) Тригонометрик шаклдаги комплекс сонларни кўпайтириш, 
бўлиш, даражага кўтариш ва илдиз чицариш

Кўпайтириш, даражага кўтариш, илдиз чицариш ва бўлиш 
формулалари қуйидагидек йўллар билан чиқарилади.

Икки комплекс сон М х =  р, (coscpj-f / s i n  ср  ̂ ва М % — 
«= p2(cos ср2 +  / s i n  ср2) берилган бўлсин. Буларни кўпайтирамиз: 

• М 3 — р1р3 (cos ср, cos ср2 - f  /  cos ср, s i n  срз 4 -  /  s i n  ср, cos ср, - |-  
+  / а s i n  ср, S in  ср2) =  р,р2 [ (cos ср, COS ср2*— S in  ср, s i n  ср2) 4 -  

4- /  ( S in  ср, COS ср2 4-COS ср, s i n  ср2) ] = » р , 02 [cos ( с р ^ Т г Ж  S in  ( c p ,4 - T t ) J .

I Ўқувчига шу китобнинг тригонометрия бўлимини цараб чиқиш тавсия 
втилади.
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Демак, тригонометрик шаклдаги икки комплекс сонни бир- 
бирига кўпайтирганда, уларнинг модуллари ўзаро кўпайтири- 
либ, аргументлари вса қўшилади. Шунинг учун М 1-М 2-М 3 =  
- Р 1Р2 [ ^ ( с р !  +  <р2) +  /s ln  (<P i+? 2)]Х  p8 (coscp3 +  i sin срз) =  
- P i P a p8[cos ( с ? !  +  ?2  +  ? s )  +  ^ sin (<P! +  <Pa +  7з)] бўлади ва ҳоказо.

У м у м а н :  М г Л12 - М з -  . . .  . . .  рл_ !  [ c o s  ((?! +  <ра + . . . +
- f  <Pn _ i )  +  /  s i n  (с?! +  <р2 +  . . .  +  -рл_ !)  ] р„ ( c o s  ( ? „ +  i  s i n  <р„) =  р ^ , . . .  

. , . p „ [ c o s ( ? 1 +  cpa +  . . .  +  ? л )  +  ^ s i n  ( ? !  +  ? , +  . . .  +  ? „ ) ]  . . . .  (1) 
By кўпай.т ириш  ф ормул а си  д е й и л а д и .

Энди (1) формулада: М1=УИ2 =  ... =  =  М\ pi =  р2 =  ... =*
— Pn =  р; ?i =” Та •= ... ?л =  ? бўлсин. Бу ҳолда: [р (cos ср 4- 
4-* sln <?)]" =  р" (costf ср 4- / s i n /г ср) (2) даражанинг формуласи 
ҳосил бўлиб, уни М уа вр ' ф орм уласи  дейилади (/z*—ҳар қан- 
дай бутун сон ва /z =  0 бўла олади).

/ 1  v / T  \ еоМ и с о л .  4- Ls - ')  ҳисоблансин.
Е ч и ш.

р =  /  а * 4 - ^

t g ( p = 2 r o / 3 ;  ? -  ^

(
20

r

cos 4-  ̂ sln
20

Демак,

I  4- ) =  [p(coscp4-/sincp)]

« cos 2 0 - у  4- / sin 2 0 - -^ =  cos (бтс 4- u ) 4- /  sin (бл 4- n

=  cos j  л 4- /sin  1: =  cos 120° 4 - 1 sin 120° =

=  cos (90° +  30°) 4- 1 sin (90° 4- 30°) =  -  sin 30° 4- i  cos 30°

=  - 1 4 - / 2 ^ .2 ^ 1 2

Илдиз чиқариш. (coscp — /sin cp) =- /-(cosa 4- / s i na)  деб 
белгилаймиз. Муавр формуласига асосан:

р (cos <? 4- i  sin ср) =  г 2 (cos 2 a 4- / sin 2 a).

Бундан:

p =  r 2, r = / p l  ср =  2 a ,  a  =  ёки a  =

A mmo  синус ва косинусларнинг энг кичик даври 2тт бўлгани. 
учун ^ га 0 ; 1 қийматлар бериш билан чегараланса бўлади.

1 А. М у а в р  (1667— 1754 й ) — инглиз математиги.
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Демак,

/ " р ( c o s  9  Ч" ^ s i n  9 )  =  • / р ( c o s  +  /  s i n  j .

Шунга ўхшаш:

р (COS ср +  /  s i n  ср) =  }/"р ( c o s  -- - '■ I  А— +  ^ Sin  У

Умуман:

^ р  ( c o s  <р +  ^ s i n  ср) =  у " р  ( c o s  У +  У ' "  +   ̂s i n  у ^  ^ )

[я — бутун муСбат сон, А: =  0; 1; 2; ... ; (я  — 1)].

М и с о л .  | / / — i / l  • ( c o s 60° +  z s i n 60°) =

=- ( c o s  (-y  +  / s l n  ~  j =  c o s  30° +   ̂s i n  30° =  ^  - f  -^ / ва

/ 1 . / Г .  л 60 +  4n , / о ,„  60 +  4;: / 3  . 1 .-5 + y t  =  c o s - _ -  +  / s i n

Энди Afi =  pi ( c o s  ср! +  Z sin cpt) ва М2 =  р2 ( c o s  ср2 +  I sin ср,) 
комплекс сонларнинг бўлинмасини топамиз:

М] _  pi cos ср! +  i sln cpt __ Pi_ (cos <fi +   ̂sin yQ (cos cp2— / sin ya)
~  pa cos tpa +  * sin cpa p3 cos2 <p3 +  sin2 <р3

=  P-  [ (COS cpx COS ? 2  +  S in  cp, s i n  Cp2) - H  ( s l n  (Pi COS cp2— COS cp! s i n  cp2) ]  —
Pa

=  r  [ c o s  ( ? 1 — ? 2) +  ^ s i n  (<P, — cp2) ] .
Pa

Демак, тригонометрик шаклдаги икки комплекс сонни бир- 
бирига бўлганда, уларнинг модуллари ўзаро бўлиниб, аргу­
ментлари эса айирилади.

М и с о л.

- / 2 ' ( cos450 +  /sln iy) --------=  l / f  [ c o s  (45° -  26°ЗГ) +
/ 5 ( c o s 2 6 e3 0 ' +  /s in 26 °3 0 ')  г 5 L

+  i s i n  (45° -  26°30')] =  | / " - |  ( c o s  18°30' +  I s i n  18o30').

20- §. КВАДРАТ ТЕНГЛАМАЛАР.
К ВАДРАТ УЧҲАДНИ КЎПАЙТУВЧИЛАРГА А Ж РА Т И Ш

Т а ъ р и ф. Б и р  н о м а ъ л ум ли  и кки нчи  дараот ли  гпенглам а  
квадрат  т ен гла м а  д ей и ла д и . Масалан, За*- — 5л: +  2 =  0; 
4 а 2 — а  =  0; а 2 — 5а  +  6 — 0; а*2 — 7а  +  12 =  0 ва ҳоказоларнинг 
ҳар бири квадрат тенгламадир.
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а) Чала квадрат тенгламалар ва уларни ечиш

а х 1 +  £л: =  0; а х 2 +  с =  0 ва а х 2 — 0 ларни нормал кўриниш- 
даги чала квадрат тенгламалар дейилади. Б у ларда: а ,  Ь, с лар 
маълум сон (коэффициент) лардир, х  — номаълум сон.

1) а х 2 +  =  0 тенглама ечилсин.
Е ч и ш .  Бундай тенгламани ечиш да х  ни қавс ташқарисига 

чиқариш керак{
а х 2 +  b x  x - ( a x - \ - b )  =» 0, бундан x x =  0; a x  +  £ = 0 ,  x 2 =*—

М и с о л .  4л:2 — л: =  0 тенглама ечилсин.
Е ч и ш .  х  (Ах — 1) =» 0; х х — 0; 4х — 1 -= 0; л:2 =»
2) а х 2 +  с — 0 тенглама ечилсин.

Е ч и ш .  а х 2 =*■ — <? ёки х 2 ^  бундан л:12 =  ±  ] / "  —

М и с о л .  4л-2 — 9 =  0 тенглама ечилсин.

Е ч и ш .  4л:2 =■ 9; л 2 —  х 12 -  ±  ) /  |  =  ±  у .

8) а х 2 =  0 тенглама ечилсин, а ^ О .

Е ч и ш .  л-2 =- у  — 0; лс, 2 -= 0.

М и с о л .  л:2 =  0 берилган бўлса, бу ҳолда x^Z T ^r  =» 0 ёки
Т

ж12 = о.
М а ш қ л а р. Қуйидаги тенгламалар ечилсин:
1) З л 2 -  5л: =  0; 2) 2  у  л 2 -  1,4 =■ 0; 3) 2 ,6 л 2 -  1 |  л  =- 0;

4) 5,3  л  +  4 л *  =  1 у л -  1 ,2 л 2; 5) 1 6 -  3 ( 5 + 4 л ) = л ( 2 л - 1 ) 4 - 2 8 {

6) т  +  ^ 1 ” 2 1= 7> 8)

в) В т  + | т т - 3 10) m  "  3- ж Е # ;  4 )  3 . 7 2 ^ +
I Z-» 14 * - 1 О I

+  2 Г 5 Х = 1 5 Л :  + Л -

б) Квадрат учҳаддан тўла квадрат ажратиш

а х 2 +  Ьх +  с квадрат учҳаддан тўла квадрат ажратиш қуйи- 
дагидек йўллар билан бажарилади:

ax‘ +  bx  +  c =  a  (х» +  | л + ^ ) - а ( л » +  ^  +  ^  ~ Ш  +
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Демак, ах* +  Ь х +  с *= а [ [ х  +  А—^ ~ \  Агар квадрат

учҳад ( х 2 р х  q) кўринишда бўлса, у ҳолда унга (-yj ни 
қўшамив ва айирамиз.

х' +  рх +  q ~  х* +  рх  +  pj  -  pj  +  q — (х +  ^  ' +  4-i ^ .

1- м и с о л .  З л * + 1 2 л:4-1 =  3 ( л' 8 +  4 л  +  -j-l » 8  ( л-, + 4 л +  4 —

- *  +  1 ) - з [ ( х  +  2 ) * -У .] .

2- м и с о л .  л 8 +  8х +  3 == х 2 +  8х -Ь 16 — 16 + 3  =■
' ■= (х 4- 4)2 — 13.

3- м и с о л .  х 2 — х 4- 5  — (х —- —•)2— ^ 5 =

- ( - ^ Г + 74
М а ш қ л а р .  Қуйидаги квадрат учҳадлардан тўла квадрат 

а ж ра тил си и : .
1) 2х2 -  6х 4- 3; 2) х 8 +  бх -  1; 3) х 2 4- 4х 4- 5; 4) 4у2 -  

- б у  +  3; 5) z 2 — z 4- 2; 6) Зх2- 2 х  +  6; 7) х 2+ 2 х ;  8) 5z2- 3 z .

в) Тўла квадрат тенгламалар ва уларни ечиш

а х 2 4 - £х 4 - с =  0... (1) ва х 2 4-/?х 4 - v — 0... . (2) тенглама­
лар н о р м а л  кўрикишдаги т ў л а  квадрат  т е н гл а м а л а р  дейи­
лади. (1) тенглама ум ум и й  кўринш идаги  т ў л а  квадрат  т енг­
л а м а ;  (2) тенглама эса к е л т и р и л га н  квадрат  т ен гла м а  де­
йилади. Ҳар вақт (1) тенгламани (2) тенглама кўринишига кел- 
тириш мумкин: (1) тенгламани ҳадлаб а ( а ф Ь )  га бўламиз:
х 2 4 ~ 4 " =  0, энди ^ = р ,  де^ белгиласак,
х 2 4- /?х 4- ў — 0 ҳосил бўлади.

1) х 2 4 - /?х -}-<? =  0 тенгламани ечиш учун унинг чап томони 
(х8 4-^-^4-^)  дан тўла квадрат ажратамиз: х * - \ - р х q ~

- (« v  +  f  )2+ ^ — V  БУ ҲОлда(х4- I )  + < ? - ^  -  0 ёки х  -|- 

4- ^  — ±  бундан

л 1.2= -  2 ±

Бу _  келтирилган квадрат тенгламанинг и л д и в л а р и н и  т опиш  
ф орм уласи  дейилади. Демак, келтирилган квадрат тенглама­
нинг илдизлари: биринчи даражали номаълум коэффициенти 
ярмини тескари ишора билан олинганига шу ярмининг квадра-

109



ти билан озод ҳад айирмасининг квадрат илдизини қўшилгапи 
ва айрйдганига тенг.

Ми с е л .  л:2 — 6х +  8 =  0 тенглама ечилсин.
Е ч и ш .  Формулага асосан л:, 2 =  -^ ±  /  З2 — 8 =  3 ±  1; х х=-

„ 3 4 - 1 = 4  ва л:2 =  3 — 1 = 2 .
2) +  ^л:4 - с == 0 тенгламани ечиш учун ҳам а х* -\-Ь х-\-с

квадрат учҳаддан тўла квадрат ажратамиз:

а х '  +  b x  +  c ~ a [ ( x  +  +  4-£^ ?-].

Бу ҳолда
/  , b \ 2 , 4ас —  Ь3 л  , Ь /  № —  4ас
( «  +  й ]  +  - 4 5 Г -  =  0 я а н х  +  % - ± У  4^а

ни топамиз. Бундан:

А, „ = —  Ь ± у / Ь 3 — 4ас
2а

Бу ф о р м у л а  у м у м и й  к ў р и ни ш даги  к в а д р а т  тен гл ама илдизла-  
рини те пи ш фор мула си дейилади.  Бу  ф о р м у л а д а  тенгл амада ги  
b ва с коэ фф иц ие нт лар  қа ра ма-қ арш и ишора  билан олинади.

1- м и с о л .  Зл:2 — 5л: +  2 =  0 т ен глам а  ечилсин.
б ± / ^ 5  — 4-3-2 5 ± / 2 5  — 24 5 ± 1.

Е ч и ш .  ЛГ1а-= . ------------------------------------ 6------“  =  — ’

*—g— ““  -3-5 х% =  "g ^  1. Д е м а к ,  х х =  ■3' ва х% =  1.

2- м и с о л .  л 2 4- л: — 6 =  0 тен гл ама ечилсин.
Е ч и ш .

— 1 ±  / 1 + 4 - 6  — 1 ± / 2 5  — 1 ±  5.
Х12 2 ^  2 2 • ’

л-, =  — 3; х 2 =  2.

Агар тў ла  к в ад ра т  тенгламада  биринчи д ар а ж а л и  номаъ-  
лум ни н г  ко эф фициен та  ж у ф т  сон, яъни а х 2 4 " 4- с =  0 бўл-
са, у ҳелда

—  b ±  /  № —  ас 
х 1,2 ~~ а

формула билан унинг илдизларини топиш қулай.
3- м и с о л .  За2 — 8а 4- 4 =  0 тенглама ечилсин. 
Е ч и ш.



4 - 2 =  -яг: Xn 4 +  2 - 6
3 "  3

Агар тенглама нормал кўринишда бўлмаса, дастлаб уни 
нормал кўринишга келтириб, сўнгра ечиш керак.

л х  . 214- м и с о л  y  + 6 -у тенглама ечилсин.

Е ч и ш .  у  + ^ - 5  =  7  ёки д:(х +  5) +  21 -7 =  4 7 (л  +  5), ёки
х 3 +  5л: +  147 — 47х — 235 =  0 ёки х 3 — 42х — 88 =  0 тенглама­
ни ҳосил қиламиз. Бундан:

=  21 ± / 2 1 3 +  88 =  21 ±  / 4 4 1  + 8 8  =
=  21 ±  / 5 2 9  =  21 ±  23 х х =  -  2; х 2 =  44.

2ах  36 a W  +  26»5- м и с о л . тенглама ечилсин.2 а х  —  b 2 а х  + 6  62 — 4д3л 2
Е ч и ш .  Берилган тенгламани умумий махражга келтириб 

ҳамда махражни ташлаб юборсак,2ах ( 2 а х +  0)—ЗЬ (2ах — Ь)-\- 
+  fl2x 3 +  2b2 ёки 4а2х 2 +  2 a b x  =  бах — 3£2 +  «-х2 +  262, ёки 
8а2х 2 — 4а^х +  ^2 =  0 тенгламани ҳосил қиламиз. Бундан:

2аЬ ±  - / 4 а262 — З а262 2аЬ ±  / а-’б2 
Xi.2 — За2 — За2 —

2e6 ±  ab Xi За’ ^ 2 -
2а6 +  аб

З а 3 ’ Л1 За2 За’ За2
М а ш қ л а р .  Қуйидаги тенгламалар ечилсин:

7х +  2 =  0;
х  —  а

1) Зх3
4) 2л:

х  —  а

6) 5 45 Зх

2) x 2-^ Sx-fl  5= 0 ;
3) 21x2- f x — 2 =  0;

5) З х 4 - (- ^  =  (- Ч ^  +
4 х 2 —  1 

39 
2 х  +  1 ; 
1

2 х — 1 1 л2 — 1 
+  - 3 — 1

1 +  2"-V г +  2 8х 2+ 3 . 
9х 2— 1’

7 ) _____________
9х +  3 Зх — 1

8) /  2z24 - 4 /  3 z - 2 / 2 = 0 ;
^ ______

у +  аЮ)

12)
У — а  
2 а 2 +  2а

1,4;

/ 4 \( Ж а  в о б .  X j=  1; х 2 =  j j .  )

9) z 3 + 2 ( / 3 4 -1 )2 4 -2/ 3 =  0; 
11) Зх2—(4а4-3^)х+а(а+^)-=0;

|Ж а  воб .  Xj =  у ; х 2 =  а 4-^-)
а 2 1

6 а  +  3 6а

14) 1
4 u + 2 ’

1

13) а 3 - а 2 — 62
2 х — х 2

62(х +  2). 
х —2 ’

r f ( x - l )
а х с х 2

Ж а  в о б. х

а  — с а 2 — а с х  — ас  +  с2х '

rf —  а  ±  / ( а  — rf)2. — 4с (а  +  tf — с)
1.2 2 ( 4 / - с )

15) х 3 4- (# — 6) х  — а£ =» 0.
( Ж а в об.  х^ =  Ь\ х 2 =  — <г )
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г) Квадрат тенглама илдизларининг хоссалари
х* р х +  q =  0  тенгламанинг илдизлари л, ва л 2 бўлсин. 
В и е т  т е о р е м а с и .  К е лт и р и лга н  квадрат  т енгла м а  и л -  

д и зла р и н и н г  йиғиндиси  биринчи д а раж али  ном аълум  коэф - 
ф ициент ининг т ескари иш ора б и ла н  о ли нга ни га , кўпайт -  
маси эса озод ҳа д га  т енг; яъни:

Х\ +  — р\ х х-х 2 =- q.
И с б о т. л:8 +  урл: +  <? =  0 тенгламанинг илдизлари х х 2 —

”  — ± | Z ^ эди. Бу ҳолда: 

л:, +  л:2 — — y  +  j /  <7 — f  — } /  — 9 — — 2 - ^ -  —

Л1' Л2 f  +  } /  у - 7  ) "  ( - f j  -

- ( / т - i
Теорема исботланди.

21- м и с о л .  л;, «= 4 ва л:2 « -g-илдивларга кўра квадрат тенг­
лама тузилсин.

Е ч и ш .  Қўйилган масала Виет теоремаси билан ечилади.
•̂ 1 +  ^2 ■= 4 +  л ! • л 2 ж-̂  4• -j — у ,  бу ҳолда тенглама

л:8 —- ^ л  +  -|-х=0 ёки За-2 —: 14а +  8 — 0 кўринишда бўлади.

2- м и с о л .  Aj , х 2 *= а  илдизларга кўра квадрат тенг­
лама тузилсин.

Е , b , b b I г-*ч и ш. А! +  а2 =  — +  а  =  — — ; л ! • а2 =  — • а  »  *. Бу ҳол-

да тенглама а 2 — Ь д а- а  +  ^ =  0 ёки а х 2 •— (а 2 +  ^) а  +  аў  =  0 
кўринишда бўлади.

1 33- м и с о л .  А! «= 4 у ,  а2 =- 1 илдизларга эга бўлган ква­
драт тенглама тузилсин.

Е ч и ш .  а, +  а2 — 4 l _ | - i i D:6-g-; Ai • а2 — “  у . Д е ­

мак, тенглама х 2 — ^ х  +  у -  0 ёки бх8 — 3 7 а +  46 =  0 кўри- 
нишда бўлади.

М а ш к л а р .  Берилган илдизларига кўра квадрат тенглама­
лар тузилсин: 1) а ,  =  2; х 2 =  р  2) х х =  2а\ х 2 =  За\ 3) а , -

=  | - ;  *2 ~  4) а, -  а 2 = 1 , 1 ;  5)  а ,  =  х 2 -= 1 6)  А |  -

2"’ Х* =  Т
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д) Квадрат учҳадни чизиқли кўпайтувчиларга ажратиш
1. X* -\- р х  q квадрат учҳад чизиқли кўпайтувчиларга аж- 

ратилсин.
Е ч и ш .  х 2 р х q =  0, яъни берилган учҳадни нолга 

тенглаб, унинг х и х 2 илдизларини топамиз. Кейин ( х — х^)  ва 
( х —х 2) айирмаларьттузиб, уларни ўзаро кўпайтирамиз:

( х  -  л:,) • (л:- х 2) =  (x  +  ^- +  | / • ( x  +  % - h ] / j - q )  =

G (x  +  - | )  = x * + p x  +  % - £  +  q =  x 2 +  p x  +  q.
Демак, _______________________________

х 2 + p x  +  q = ( x  — х х)(х — x 2).

Бу квадрат  у ч ҳ а д н и . ч и зи қ ли  кўп а й т увчи ла р га  ажратиш, 
ф орм уласи  дейилади.

М и с о л .  х* — 5* +  6 квадрат учҳад чизиқли кўпайтувчи- 
ларга ажратилсин.

Е ч и ш .  х 2 — 5х +  6 =  0 тенгламадан: Х\л  — -5 ± ^г,^ ь ~ '24 =  

=  л:, =  3; х 2 =  2. Демак, л 2 — 5л: +  6 =  (л: — 3) • (х  — 2).

2. а х 2 Ь х - \-с  квадрат учҳад чизиқли кўпайтувчиларга 
ажратилсин.

Е ч и ш .  а х 2 +  Ьх + с  =  а ( х 2+  — х  +  -  ) =  а (х 2 +  р х  -\- q) =*
\  а а )

=  а{х — х х) • (х —л:2). 

а х 2 +  Ь х-\-  с =  а ( х  — х,) • (х  — х 2).

Бу ҳам квадрат  учҳадни  ч и зи қ ли  кўпайт увчаларга  аж ра- 
т иш  ф орм уласи  дейилади.

1-м и с о  л. Зх2 — 5х +  2 квадрат учҳад чизиқли кўпайтув-
чиларга ажратилсин.

С о 2 С , О 5 ±  К 2 5  - 2 4Е ч и ш .  Зх2—5 х + 2  =  0 тенгламадан: xi,2  -------- -̂-------- =
• 5 + 1  .  • 2

=  —— ; =  1, Х ч  =о о
Бу ҳолда

Зх3 — 5х +  2 =  3(х

2 - ми с о л ;  2х2 +  11 х  +  5 квадрат учҳад чизи1<ли кўпай- 
тувчиларга ажратилсин.

Е ч и ш .  2х2 +  11 х  +  5 =  0 тенгламадан:
-  11 i t  V 121 —40 -  И ±  9 ,  1



Бу ҳолда:

2х! +  11л +  5 =  2 (л  +  5) • (x  +  { j .

М а ш қ л а р .  Қуйидаги квадрат учҳадлар чизиқли кўпай- 
тувчиларга ажратилсин:

Xя — 2л; — 15; х 3 — 3 ,6 х  +  2,88; а у 2 — (1 +  об) у  +  b; 
л:2 +  5л: +  6; бл:2 — 7х +  2; 4л:8 +  Зл: — 1; х 2 — 2<zx+ (а2 — ^2); 

Зл:2 +  5л: +  2 ; mA-2 _  я  _j_ 1) л: +  я 2; 6л:2 +  23л: +  21.

Энди, Xя -±-рх +  д ни бошқача йўл билан чизиқли кўпай- 
тувчиларга ажратиш усулини кўрамиз. л:2 + /?л: +  17 =  0 тенг­
ламанинг илдизлари л:ь  ни топамиз. У ҳолда Виет теорема- 
сига асосан:

•*1 +  * 2 =  — />; х 1-х 2 =  д; /? =  — (л, + л : 2); д =  х г х 3.

Энди р  q ларнинг қийматларини берилган квадрат учҳадга 
қўйиб, уни соддалаштирамиз: л-2 +/?л: 4-<7 =  л:2 — л:-(^! +  лг;,)--!- 

-j- Х 1Х2 =  X 2 —  ХА'! —  х х 2 +  х 1х 2 =  х  ( х  —  х 2) —  х 2 ( х  —  Х х) =

=  (х — х ,) - (х  — х а).

Демак, юқорида ҳосил бўлган х 2 + /7Х -f ^ =  (х — х,) • (х —х 2) 
формуланинг ўзи келиб чиқди. Шунга ўхшаш:

о х 2 +  £х +  с ж= д ( х 2 +  х  +  =  д (х  — X!) (х  — х 2). (а ф  0 .)

Т а ъ р и ф\ д х4 +  Ьхя +  с =  0 кўринишдаги тенглама биква­
драт  т ен гла м а  дейилади. Тенгламадаги дЛ,с — маълум сон­
лар (коэффициентлар), х  эса номаълум сон.

Е ч и ш. дх4 +  Ьх2 -|- с =  0 ни квадрат тенглама қилиб ечсак:

Бу — биквадрат  т ен гла м а н и н г  и л д и зл а р и н и  топиш. ф орм у­
л а с и  дейилади .

Демак, биквадрат тенгламанинг илдизлари, уни маълум сон 
квадратига нисбатан тўла квадрат тенглама қилиб ечганда 
чиккан сон (ифода)нинг ( ± )  плюс, минус квадрат илдизига 
тенг.

21-§. БИКВАДРАТ ТЕНГЛАМАЛАР

. .2  — b ±  Ь'~ — Аас
* 1 .2 — 2а ҳосил бўлади. Энди бунинг икки кисми-
дан квадрат илдиз чиқарсак:
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1- м и с о л .  2л:4 — 19л:2 +  9 =  0 берилган. 
Е ч и ш .

ж -  ±  j /  - Ь  _  ±  | / 19 j  у  361 -  72 а  ±

^ : / Г ^ + 1 7  _  , , о, ,  G  а  £ 2
1.2 2  —  2  3- 4 ~  2  2 *

2- м и с о л .  а 1Ьгх к =  ^4л:2 — а 2д2 +  а 4л'2 тенглама ечилсин. 
Е ч и ш .  а 2Ь2х х = Ь 4х 2— а2Ь2 +  а 4л:2 ёки a2b2x K — (^4 +  а 4)лс2 +  

+  а 2/;2 =  0. Формулага асосан:

/ i t + о‘)± / ( а ‘+ 
2aW

a  4_ I Z ( a< +  4̂) ±  +  6е— 4а‘6*
К ______________ 2а26= ”

*  4- 1 /  (я4+  64)±  /  а8 — 2 а ^  +  fr9 , 1 Z  (а* +  64) ±  (а‘ — 64).
К W -------------- =  ±   2^5  »
. ^ /  о ‘ +  ^  +  й4 — , о , , / f l «  +  b*— a*-h Ь<

Л' . « "  ± У  ------- 2 ^ --------  “  ± Т ; Л3.4” ±  У  ------2 ^ 5------- "

■ ± 4 -  K » =  ± Т ; X8 .4=  ±  4* )

М а ш  қ л а р .  Қуйидаги тенгламалар ечилсин:

1) Зл4- 2 8 х 2+ 9  =  0; 2) х 4- 1 7 л : 2+ 16 =  0; 3) Зл4- 7 л : 2+ 2 =  0;
4), л:4 +  9я2 — п 2х 2 +  2 5 т 2 =  0: 5) d2y4 -  с Ч 2у*=* у* -  с3;

6) 4л‘ -  17л1 +  4 - 0 ;  7) 3 ( 1  -  2 ) ’- 5  ( - + 2 )  + 2  =  0;

8) 4л4+ а 2=  л 4 +  4о2л 2; 9) Зл:4 — 4 л:2—4 =  0;
10) Ьх* — 2 1 л : 2 +  4 =  0; 11) су4 — (с2+  d) у 1 +  fd  =  0;

12) z 4- ^ z 2 +  f  =  0; 13) 9л-4-  (36о2+  Ь2) л:2+  4а2»2=  0.

22- $. ИККИ ҲАДЛИ ТЕНГЛАМАЛАР ВА УЛАРНИ ЕЧИШ

1) л 2 — а 2 =  0 берилган. Бу тенглама ечилсин.
Е ч и ш .  л 2 =  а 2, бундан: л, 2 =  ±  о.
2) л 2 +  а 2 =  0 тенглама ечилсин.
Е ч и ш .  л 2 =  — а 2, бундан: л , 2 =  ±  al.
8) л 8 — a 3 =  0 тенглама ечилсин. ,
Е ч и ш .  л 8 — а 8=  (л — а) (л2+ а л  +  а 2)а=0, бундан: л —а = 0 ;

л, = ,2 ; л 1 +  а л  +  а 1 =  0; л 2, , -  ^ ± 2 + ^  -
4) л:8 +  а 3 =  0 тенглама ечилсин.
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, Е ч и ш .  л 3+  а 3=  (л +  а) { х - — а х  +  а 1) =  0 , бундам: х + а = 0 ;
з I 2 л  д ±  У  й2 — 4 а 3 а  ±  /  а  у^Зх  =* — а\ х* — а х  +  а* =  0, х 2 , = ----- ^ ™ ^ — .

5) л:4 — а4 =  0 тенглама ечилсин.
Е ч и ш .  л 4 — а 4 =  ( х 2 — а 2) (л-2 +  а 2) =  0, бундан: х 2 — а 2= 0  

ва л 2 +  а 2 =  0. Булар юқорида ечилган.
6) л® — а 6 =  0 тенглама ечилсин.
Е ч и ш. л:8 — а® =  (л^— а 3) (д:8+ а 3) =  0, бундан: х 8— а 8= 0  

ва л:8+  а 3 =  0. Булар ҳам юқорида ечилган.
М и с о л л а р.
1) л:8 +  8 =  0 тенглама ечилсин.
Е ч и ш .  л:3 +  8 =  л:8+  23=  ( х  +  2) (х2 — 2х +  4) =  0, бундан: 

х  +  2 =  0 ва а 2— 2х +  4 =  0; х ,  =  — 2, Хг, з =  1 ±  / •

2) 6х3— 5 =  0 тенглама ечилсин.

Е ч и ш .  6 х 3— 5 =  0 ёки Xs — ~  =  0 ёки х 3— - |- j =■

х — j /  j ) ( x 2 +  +  ) /  5̂ ) =  0, бундан: х  — = 0 ,

x i =  V Г '  -*2 +  +  5б> =  0 дан:

- U i i v V 25
36

X  =  9
2 , 3  Z

3) и® — 49 =  0 тенглама ечилсин.
Е ч и ш .  и 3-  49 =  (к3)2- [ ( ^ 7 ) 3]2=  [«8- ( ^ 7 ' ) 31 1«3Н- 

+  С ;/? )8] =  0. Бундан и3—  =  0 ва и 3 +  ( J /7 )3 =  0 бўла-
ди. Энди буларнинг ҳар бири 1- мисолга ўхшаб ечилади. 

М а ш к л а р .
1) 4х6 — З х 4+  2х2 — Зх — 5 кўпҳадни (х — 1) ва (х +  2) га 

бўлмасдан қолдиқ топилсин.
Қуйидаги тенгламалар ечилсин:
2) х 4 — 8 =  0. (Ж а  в о б .  х, 2 =  ±  х 34 =  ±  /

3) 8х8— 1 = 0 .  ( ж  а в о б. х, =■ у ,  х 23 =  — j  ±  /

4) Зх3 -  2 =  0. ( ж  а в о б. х , =  х 23 =  - ^  ±  /^— .

5) 2х6— 128 =  0. (Ж а  в об .  х , =  2; х 2>3 — _  1 +  / /" З ;
х 4 =  - 2 ;  х 5 6 =  1 ±  i  /З У )

6 ) 27у» +  1 = 0 .  ( ж а в о б .  У, =  - у ;  yw  = )
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I V T  4 V t ±1^ X(1 \7 )  3 z 8+ 2  =  0 .  [ Ж а в о б .  z ,  =  -  j /  f ;  г 2>8 =  J

23-§. БАЪЗИ ЮҚОРИ ДАРАЖАЛИ ТЕНГЛАМАЛАРНИ ЕЧИШ

Баъзи юқори даражали тенгламалар кўпайтувчиларга ажра- 
тиш, тенгламадаги озод ҳаднинг бўлувчиларини тенгламага 
қўйиш ва шу каби йўллар билан ечилиши мумкин. Бундай 
тенгламалардан қуйида бир нечасини ечиб кўрсатамиз.

1. х 3— 2л: +  4 =  0 тенглама ечилсин.
Е ч и ш .  Озод ҳад 4  нинг бўлувчилари ±  1; ±  2; ±  4 дир. 

Буларни бирин-кетин тенгламадаги х  нинг ўрнига қўйилганда, 
улардан тенгламани қаноатлантиргани тенгламанинг илдизи бў- 
лади. Кейин Безу теоремасининг 2- натижасидан фойдаланиш 
керак. Бу мисолда х  =  — 2 уни қаноатлантиради. Безу теоре­
масининг 2- натижасига асосан (х3 — 2х +  4) кўпҳад (х 2)га 
қолдиқсиз бўлинади, яъни берилган тенгламани

х 8 - 2 х  +  4 =  (х +  2) (х2 -  2х +  2) =  О
шаклда ёзиш мумкин. Энди х 2 — 2х +  2 =  0 тенгламани ечиб,
х 2>3 =  1 ±  ^ 1 — 2 =* 1 ±  / эканини топамиз. Демак, х , =  — 2,
Х2(з 1 +  /.

Энди бу тенгламани бошқа йўл билан ечилишини қуйида- 
тилардан кўриш осон:

х 3— 2х +  4 =  0; Xs— 2х +  4 =  х 3 — 4х +  2х +  4 =■
=  л: (х2-  4) +  2 (х +  2) =  (х +  2) [х ( х - 2 )  +  2] =

=  (х +  2) (х2— 2х +  2) =  О, 
бундан: х + 2  = 0 ,  Х! =  —2; х 2—2 х + 2 = 0  дан х 23 G i + / Т И 2 =« 
=  1 ±  /.

2. х 4 — Зх3 +  Зх2 — х  =  0 тенглама ечилсин.
Е ч и ш .  х 4 — Зх3 +  Зх2 — х  =  х  (х3 — Зх2 +  Зх — 1) =

=  х  (х — I)3 =  0. Бундан: х , =  0; х 2 3 4 =  1 .
3. X8 — Зх4 +  2х8 =  0 тенглама ечилсин.
Е ч и ш .  х 5 — Зх4 +  2х3 =  X8 (х2 — Зх +  2) бундан х3= 0

ва л г - З л  +  2 - 0 ,  х ,  j , з =  0 ва =  ? ± i ;
х 4 =  2; х 5 =  1.

4 .  X s —  6 х 2 +  1 1 х  —  6  =  0  т е н г л а м а  е ч и л с и н .
Е ч й ш. 6 нинг бўлувчилари ±  1; ±  2; ±  3; ±  6 ни юқорида- 

гидек тенгламага қўйиб текширамиз.
х  =  1 тенгламани қаноатлантиради. Безу теоремасининг 

хоссасига асосан:
х 3- 6 х 2+  И х - 6 =  ( х -  1) (х2 -  бх +  6).
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Энди, х2 — 5л: +  6 =  0 тенгламадан х 2 г =  - * — — =» -

5. х* +  4х3 +  8х2+  16х -f-16 == 0 тенглама ечилсин.
Е ч и ш .  ±  1 ; ± 2 ;  ±  4;... ларни тенгламага қўйиб текшириб

к >'рам из, х  =  — 2 уни қаноатлантиради. Безу теоремасининг
2- натижасига асосан:

х 4 +  4х= +  8х2 +  16х +  16 =  (х +  2) (х3 +  2х2 +  4х +  8).

Демак, колган илдизларни топиш учун х 3 +  2х2 +  4х +  8 =  О 
тенглама ҳосил бўлди. Бунинг чап қисмини группалаб, кўпай- 
тувчиларга ажратиб ечиш қулай, яъни: х 3 +  2х2 +  4х +  8 =■
=  X- (х +  2) +  4 ( х +  2) =  (х +  2) (х2+ 4 )  =  0. Бундан: х  +  2 — 0 
ва х 2 +  4 =  0. Демак, х , -\—  2 ва х 23 =  ±  2/.

6. х 6 — Зх4 +  4х3 — 4х2 +  Зх — 1 =  0 тенглама ечилсин.
Е ч и ш. х 6 — Зх4+  4х8— 4х2+  Зх — 1 =  х 5 — х 4— 2х4+  4х8—

— 4х2 +  х +  2х — 1 =  х 4 (х — 1) — 2х (х8 — 1) +  4х2 (х — 1)4- .
+  (х -  1) =  (х -  1) (х4 -  2 х « -  2х2— 2х +  4х2+  1) =  0.

Бундан:
х  — 1 = 0  ва х 4- 2 х 3 +  2х2- 2 х + 1  =  0. х 4-  2х8+  2х2- 2 х +  1 -  ‘
=  х 4 -  х 8- х 3+ 2 х 2 -  2 х + 1 =  X 8 ( х -  1 ) - ( х 3-  1 )+ 2х (х— 1) -  
=  (х — 1) (х8 — х 2 — х  — 1 +  2х) =  (х — 1) (х3 — х 2 -Е х  — 1) -  

=  ( х - 1 ) ( х - 1 ) . ( х 2 4 - 1 ) = 0 .
Бундан: х  — 1 =  0, х  — 1 =  0, х 2 4-1 0.
Демак, х, 2 3 =  1, х 4_5 =  ±  I.
М а ш қ л а р. Қуйидаги тенгламалар ечилсин:

1. X8— 5х2 4- 8х — 4 =» 0. (Ж а в о б. х , =  4- 1;
2. X s — 4х2 4- 5х — 2 =  0. ( Ж а в о б .  х , =  х 2 — 4-1; х 8 =  4-2.)
3. х 4 — 2х8 4- 2х2— 2х 4- 1 =  0. ( Ж а в о б .  х, =  х а =  4-1;

л з , 4  а  i
4. х 4— 8х8 4- 15х2 =  0. ( Ж а в о б .  х, =  х 2= 0 ;  х а =  3; х 4=5.)
5. 18х4— 63х3 4- 35х2— 28х 4- 12 =  0. (Ж  а в о б. х 1= 3;

1 , 2 \ 
х2 —■ 2 ;  ^ з ,  4 “  i  у • )

К ўрсат м а: 35х2 =  27х2 4- 8х2 кўринишда ёзиб олинсин.

6. х ь 4- Зх4— 10х8—х 2— 3 x 4 - 10 =  0. ( Ж а в о б .  х , =  1; х 2= 2 ;
г G  _ 5 .  г ^  — 1 ±  ̂/~3 \

л 3 G  Л 4 . 5 2  • )
7. х 5— X4— Зх8 4- бх2— 2х -= 0. (Ж  а в о б. х, « О ;  х 2 =  х 3=

=  х 4=  1; х 6 =  — 2.)
8. x 8-f 2х2—4х — 8 =  0. ( Ж а в о б .  х,  =  х а =  — 2 ;х8 =  2.)
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9. бх3 +  х 1—4 х + 1 = 0 .  ( Ж а в о б .  х, =  —1; х 2=  х3=-3 2 /

10. 2Х3—л 2 —16x-f 8 = 0  (Ж  а в об  х, — х 2,з= ± 2 / 2.j

24- §. ИРРАЦИОНАЛ ТЕНГЛАМАЛАР

Т а ъ р и ф .  А гар  т енглам адаги  (бир ёки  бир неча] ном аъ­
л у м  сон и лд и з  ит ораси остида қат наш са. бундай т е н гл а ­
м а и р р а ц и о на л  т енглам а  дейилади.

Масалан,

У  25 -f V ~ x—A  =  2; 5 • -  К  1 8 x ^ 5  =

х-1- / х ^ Т = 3 ;  / 4 ^ + 8  -1 /З х " ^ 2 =  2; К5х + 1  f  ^ 2 x ^ 1  =
=  ] / З х  -j- 1 

К х ў  + у Ау"= 6. iZ у + х  =  4
ва ҳоказо тенгламаларнинг ҳар бири иррационал генгламадир, 
чунки ҳар найсисида номаълум миқдор х  илдиз остида келган.

Иррационал тенгламани ечиш учун, дастлаб уни иррацио- 
налликдан қутқарамиз ва у и дан кейин ҳосил„бўлган тенгла-. 
мани ечамиз. Иррационал тенглама илдизлари топилгандан 
кейин, уларни берилган тенгламага қўйиб, текшириш шарт, 
чунки уни иррационалликдан қутқарганда чет илдизлар кириб 
қолиши мумкин.

Айтилганларни қуйидаги мисолларда тасвир этамиз:

1) 1^25  +  ] / х  — 4 =  2 тенглама ечилсин.

Е ч и ш .  25  + К х  — 4) = 2 Ь ёки 25 +  К х  — 4 =32, ёки

V х, — 4 =  7, ( У х  —4)2 =  72, ёки х  — 4 =  49; х = 5 3 .  
Т е к ш и р и ш .

У  2 5 | /~ х ~ ^ 4 =  ^  25 +  / 5 3 ^ 4  =  ^ 2 5 + 7  =>^32 =  /  2'5^ 2 >
Демак, 2 =  2. Бундан,- х = 5 3  берилган тенгламанинг илдизи- • 
дир.

2) 5"К2х +  3 —K l8 x  — 5 =  у 2 ++'б тенглама ечилсин-

Е ч и ш .  Тенгламанинг и к кал а қисмини l /2 x  +  3 га кўпай-
гирамиз. ______ __________

5 (2х +  3) — У  18х — 5 • ) /2 х  3 =  4 (х +  3) ёки

( / ( 1 8 х  -  5) (2х + “3))2 =  (6х4-3)2, ёки ( 1 8 х - 5 ) ( 2 х + 3 ) = 3 6 х 2 +  
+  36х +  9, ёки 36х2 — 10х +  54х — 15 =  36х2 +  Збх +  9, ёки

8х =  24; х  =  3.
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Те к ши р и ш.  6 / 2 - 3 + 3 - / 1 8 - 3 - 5 »
/ 2 - 3 +  з ‘

2415 — 7 =  - j  ёки 8 =  8. Демак, х  =  3 илдиздир.

3) /4 л + ™ ^ '— у Л З х ^ й  =* 2 тенглама ечилсин.
Е ч и ш .  ( / Ах  +  8)2=  (2 +  / З л :  — 2 )2; 4л: +  8 =  4 +

-f  4 / З х = 2  + 3 ^  - 2 ;  (4 /  Зх -  2)2 — (л: +  6)2; 48л:2 - 3 2  —
■= л:2+  12л: +  36 ёки л:2-  36л: +  68 = '0 .

Бундан:

x i,2 =  18 ±  / 3 2 4  —68 =  18 +  16; х х =  34, х 2 =  2. 

Т е к ш и р и ш .  / 4 - 3 4  +  3 — / 3 - 3 4 —2 =2,12 — 10 =  2;2 => 2 
ва / 4 - 2  +  8 — / 3 •  2 — 2 =  2 ёки 4 — 2 =  2; 2 =  2. Демак, 
х х =  З4 , л:2 =  2 илдиздир.

4) • / 5х +  4 — / 2 -y — 1 =  / З л Г + Т  тенглама ечилсин. 
Е ч и ш .  ( / 5л: +  4—/ 2л: — 1 )2 =  ( / З л : +  1 )2 ёки 5л: +  4 —

—2 / (5л:+4) (2л:-  1 )+ 2х  — 1 =  Зл: +  1, ёки ( /  10л:2+3л:— 4)2 =  
=  (2л: +  I)2, ёки Юл:2 +  Зл: — 4 =  4л:2 +  4л: +  1 ёки бх2—л:—5= 0 ;

х  _  1 ± / Г Г Т 2 0  1 ±  П . 5
1.2 12 -  12 • 6 -

Т е к ш и р и ш .  / 5 - 1 + 4  4- / 2 - 1  — 1 =  / 3 - 1  +  1ёки 
3 — 1 = 2 ;  демак, х  =  1 — илдиз.

1  /  > /" —  6  . / —  6  п  5=  (/ — у ,  — 2—  +  2— • Демак, х  =  — — ч т  илд и з.

5) / 5  (х — 1) — / 2 х  — 3 =  / З х  — 2 т е н г л а м а  е ч и л с и н .  

Е ч и ш .  ( / 5  (х — 1) -  /  2 х ^ 3 ) 2 =  ( / З х ^ 2 ) 2, 5х -  5 — 
- 2 /  10х2— 25х +  15 +  2х — 3 =  Зх — 2, ( / 1 0 х 2- 2 5 х + 1 5 ) 2 =
-  (2х -  З)2, 10х2 -  25х +  15 =  4х2— 12х +  9, б х ’-  13х +
+  6 =  0 .

Бу тенгламани ечамиз:

13 ±  / 1 6 9  -  144 13 ±  5 _  3 2
1, 2 ^  12 12 ’ 2 -̂ 2 — д-

Т е к ш и р и ш .  ^ 5 - — 5 — ^ / 2 - — 3 =  j /  3 - | - —2 

j /  у  — 0 =  | / Д е м а к ,  Xj = - - |  — ^

ёки

5 - 1 - 5 -
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2я ,  — у  ҳам тенгламанинг илдизидир.

6) | / 7 6  +  +  у^76  — > /л := -8  тенглама ечилсин.
Е ч и ш .  Бунинг иккала қисмини кубга оширамиз:

76 +  / я  +  7 6 - / Г +

+ 3 ^ ( 7 6 + / ^ ) 2. (76 - ( 7 6  +  / I )  (76 -  / х ) 1 -  512 
бки

3 (762 -  я )  (76 +  / я )  +  3 (762 — я )  ( 7 6 - / я )  =■ 360.

762 —я  76 +  +  | /  76 — -/"я) =■ 120

ёки
8 у7 762 — я  »г 120 ёки у7 762 — я  =  15.

Бу тенгламанинг иккала қисмини яна кубга оширамиз:

76я2 — я  *= 158. Бундан: я  =  2401.

Т е к ш и р и ш .  | /^7 6  +  y^2401 +  y^" 76 — У  2401 =  8,

{ /7 6  +  49 +  { /76 -  49 =■ 8, ^ 1 2 5  +  { /27 =  8 ёки 5 +  3 =  8;
8 =  8. Д емак, я  =  2401 — и лд и з .

Айрим иррационал тенгламаларни белгилаб олиш йўли 
билан ечилишини кўрсатамиз.

7) 2 { / я 2 +  { / я  — 3 =  0 тенглама ечилсин.

Е ч и ш .  { / я  =  у деб белгилаймиз, бу ҳолда берилган тенг­
лама квадрат тенгламага келади: 2у2 +  у — 3 =  0.

Бундан: у 1>2 =  ~  1 ^  +  24- =  ~ -у — , бундан; у, =  1; У2= -

Д емак, { / я  =  1, бундан я ,  =  1; { / я  =  — бундан я 2 =  — ^ .

Т е к ш и р и ш .  2 { / я 2 +  у^я  — 3 =  2 {/1 +  { /Т  — 3 =  2 +
+  1 — 3 =  0; 0 =  0, демак, я* =  1 — тенгламанинг илдизи;

V F W h- 1 - 0 =  о  - 0 .
27

демак, я 2 =  — g- ҳам тенгламанинг илдизи.

8) { /  19 +  2 я  =  я — 1 тенглама ечилсин.
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E V n  ш. ( /^  19*+ 2x)* =  (л: — l )8, бундан: 19 + 2 л  =  a 8— 3.r2-f- 
+  Зл: — 1 ёки л-3 — Зл:2 +  л: — 20 =  0; бу тенгламанинг битта ил­
дизи л:, =  4 бўлади. Қолган иккита илдизи қуйидагнча топи­
лади:

л'8— Зл:2+  л: — 20 л  — 4 
— ^ 8Т 4 л:2 л:а +  л :+  5.

_  л 2 +  JC
— л*2 +  Ах

5 ^ - 2 0  
5.< ±  20

0

Д емак, х 2 +  л  +  5 =  0 дан:
w -  1 ± / Г З 26

2. 3 О
- 1+ /

2 2 '

( Ж а в о б .  х , =  4 — илдиз; x 2i 3 =  —- - j  ±  / ^

9) ] /  75х2 — 84 =  X2 +  2 тенглама ечилсин.

T9 — чет илдиз).

Е ч и  ш. ( |Т 75х2 - 8 4 ) 8 =  (х 2 +  2)8 ёки 75х2 -  84 =  х 8 4-
+  б х 4 +  12х2 +  8, бундан х ” 4- б х 4 — 63х2 4- 92 =  0. Бу тенгла­
мада х 2 =  у деб белгиласак, у8 +  бу2 — 63у 4- 92 =  0 ҳосил бў- 
лади. Бу тенгламани, 92 нинг бўлувчиларидан фақат у — 4 
қаноатлантиради. Энди, Безу теоремасига кўра:

( у 8 - L  бу» -  бЗу 4- 9 2 ) !  (у -  4) =  уа 4- Юу -  23. 
у2 4 - Ю у - 23 =  0 дан, у23 = - 5 ±  / 2 5  4- 2 3 «  - 5 ±  7|

Уз ^  — 12 ва Уз ~  2.

У ҳолда, х 2 =  4 дан: х , =  ±  2; х 2 =  — 12 дан: х 8 4 =  ±  2/ / 5
ва х 2 =  2 дан: хб в =  ±  бўлади.

Демак, х, j »= +  2 —* тенгламанинг ҳақиқий илдизи; қолган 
х 8 4 =  2/ / 3  ва х 5 6 =  ±  / 2  лар эса, тенгламанинг чет илдиз- 
ларидир. Буларни текшириш ўқувчига тавсия қилинади.

М а ш к л а р .  Қуйидаги иррационал тенгламалар ечилсин:

1) 3/ 2 х  4-7 — > /Зх  — 3 =  0. -
2) 2 / Г + 2 - / З х ^ 2  = 2 .

3 у х  —  4 3 / J — 53) , .— -  -  .
4 ( / х - 2 )  4 > / х  — 9

4) 5- \Г х  — 3 — / х  — 3 =  6.

5) у/ 8 х 4 - 4 - Е  8 х - 4  = 2 .

(Ж  а в о б. х  =  10.) 
( Ж а в о б .  х  =  34.)

( Ж а в о б .  х =  16.)

(Ж а в о б. х  =  19.) 

(^Ж а в о б. х  =  i  у .  j
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6) ) / д: +  7 +  >л 4д +  1 =  i^ Y S x  +  10. (Ж  а в о б. л  =  2.)

7) V ( a T ^ ) 2 +  (а  — * ) '  =  5 у^о- — Д". (Ж  а в о б. х,=- 0;
63 X л 2 =  ^ а . )

8) >z 5 (д  — 1) — ^ ‘2 х  — 3 =  Зд  — 2. ( ж  а в о б. Д1 ”  -j?

3 ^

9) 3 / д 2 — 5 / д +  2 =■ 0. (Ж  а в о б .  Д! -= 1; д ,  ■=

10) / д ^ З  +  6 - 4/ 7 = ^ З  б. ( Ж а в о б .  Д ! - 84; д , - 19.) 
Қуйидаги аралаш мисоллар ечилсин: , .

1) У  л  +  / л  -  / Л -  / л  “  1 У  , ^ ^ 7 '

( Ж а в о б .  д  =  )

2) >Ад  — 1 + > ^ д + 1  =*д->^2.
(Кўрсатм а.  Тенгламанинг икки томонини кубга кўтариш 

керак.)
7 /3 л—̂т— з

3) ■* — У =  у  ( / - ^ у  — /-< У а),

18/ д - ^ « 3 .
( Ж а в о б .  д ,  =  216; д 2 =  — 27; ух =  27; у2 — — 216.) 

(Н'урсатма: \ ,г1с =  11 у  =  v  деб белгилаймиз.)

4) К  Д  +  5 -  4 / д + 1  +  "К д +  8 - -  3 | / ^ Ғ Т  -  / 5 !

5) (д  у )  Y }  2

(д  +  у ) - 1/ д ' =  3 )/>Ч

сУнгРа Ҳ°сил бўлган тенгламалар­
нинг бири иккинчисига бўлинади.)

6 ) > ^ 5 l / 2 + 7  — i ^ 5 l / 2  — 7 =  2 тенгликнинг тўгрилиги 
исботлансин.

7) У2 +  /  Зу2 -  2д  +  3 =  - -̂ д +  5, 

Зд  — 2у =  5.



(К ў р са т м а :x  =  ни биринчи тенгламага қўйиб, кейин

■ j / =,  z  деб белгилансин.)

8) Z у -  2 +  1 /5>ПГ5 +  ] Z y  +  2 +  } /2 7 ^ Г 5 =  7 / 2 7  

(к ўр с а т м а :  > /2у — 5 =  z деб белгилансин.)

9) =
7 F - 1 ^ F - r  i

( Ж а в о б .  л , =  8 — илдиз; л 2 =  — 1 — чет илдиз.) 

(К ўрсат м а:\/~х  у  деб белгилансин.)

10) 4 V z ^ -  9 Y z 2 +  2 =  0.
(Ж  а в о б. z i ,2 =  ±  у ; г 3,4 =  ±  2 7 2 . )

11) 7  х  — 4 а +  16 =  2 / х  — 2 а  +  4 — 7 ^ .
( Ж а в о б .  а > 8 ва а < 0  бўлганда, .

а3 чх  =  — — илдиз.)

12 , 5

12) / х ~ 1 / у  +  ±
= 5;

1
10 -  = 6.

( Ж а в о б .  х  =  17; у =  6.)

25- §. ТЕНГЛАМАЛАРНИНГ ИЛДИЗЛАРИНИ ТЕК Ш ИРИ Ш

а х  +  Ь =  0 тенгламанинг илдизларини текшириш
Агар
а  >  0 ва & <  0 | 
а  <  0 ва ^ >  0/ бўлса, х  >  0 бўлади. 
Агар
а  >  0 ва £ >  Oi
а  <  0 ва ^ <  0/ бўлса, х  <  0 бўлади.

М и с о л .  З х  — 2 =  0 тенгламанинг илдизи х  =  у  > 0 ,  чун­
ки а  =  3 >  0 ва 6 =  — 2 <  0; Зх  +  2 =  0 тенгламанинг илдизи 
х  =  — у  <  0, чунки а  =  3 >  0 ва ^ =  2 >  0.

124



Энди, а х - \ -  b =  0 тенгламада я  =  0, b ф О  бўлсин, бу ҳолда
0 - л : + ^  =  0, бундан 6 =  0, лекин 6 ^ = 0  эди. Демак, бу ҳолда 
тенгламанинг илдизи булмайди (яъни маъноси йўқолади). Агар 
а  ^  0 ва 6 = 0  бўлса, у ҳолда а х  +  0 =  0 , бундан х  =  0 бўлади. 
Агар а  =  6 =  0 бўлса, у ҳолда тенглама чексиз кўп илдиз-
ларга эга бўлади, яъни 0 -х  +  0 =  0, бундан ^ = - - 5- =  ±  1; 

± 8 ; ± 7 l ; . . . .

Биринчи даражали икки номаълумли икки тенглама 
системасининг илдизларини текшириш

\ахх - \ - Ь ,у  =  си  
1а 2х  +  62у =  с2

Бундай тенгламалар системасининг умумий кўриниши:

(D

бўлиб, бу системанинг илдизлари:

у  _  с 1 ^  —  C-jbX а 1С 2  —  / 0 \

а ^  — афу ^ аф^ — афу  ̂ '

1) Агар (2) даги м ахраж : а , 62 — а 26, ^  0 ёки бўлса
(си с2 л а р  қандай бўлмасин), ( 1) система биргина ечимга эга 
бўлади.

М и с о л .  , системада: а^Ь^ — а 2Ь{ *=Ь-Ь—
л: +  бу =  9

.. _ 6 - 19
32

— (— 1)-2 =  32 =А 0. Д ем ак , х  =  ^ 19 ^ ' 2- = 3  ва у

3 - 9  — (— !)• 19 _ 9  
”  32

2) Аг ар  а , 6г — 026, 1=0 ёкн ~  =  j -  бўлганда, қуйидаги 

икки ҳол бўлиши мумкин: а) — = -г1 = бўлса,  бу ҳол-«2 Oj vg
да тенгламадан биттасини иккинчисидан ҳосил қилиш мум­
кин, шунинг учун ( 1) система чексиз кўп илдизларга эга бў- 
лади. •

М н с о л . ^ З  J y - З .  д а ^ = - ^ 7  = |  6к и 1 - 1 - 1 - 

демак,
з 1х  =  0 бўлганда у =  — у ;  х  •=■ 1 бўлганда у =  — у ;

х  =  — 1 бўлганда у = 1—у ;  х  =  2 бўлганда у  =  ў ва ҳоказо.
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б) г - ^  г - ^  бўлса, (1) система ечимга &га эмас.ti3 bi Са » х /

Мисол- {sxVe'-s да т - т ^ у " * е ш к ' еч,™га
era эмас. Ҳақиқатан, биринчи тенгламанинг чап қисмини б 
марта катталаштирганда иккинчи тенгламанинг чап қисми ҳо- 
сил бўлган, аммо уларнинг ўнг қисмлари ўзгармай қолган. 
Бу тенгламалар бир-бирига зиддиятликда турибди. Уларнинг 
умумий илдизларининг бўлиши мумкин вмас.

К вадрат  тенглам а илдизларини т е к 1иириш

а х 2 +  +  с =  0 тенгламанинг илдизлари =  ~ Ь 1 4а*

(а ф  0) эди. Бунда b2 — Аас квадрат тенглама илдизларининг 
дискрим инант а  дейилади.

1. Агар Ь2 — Аас > 0  бўлса, У Ь 2 — Аас бирор мусбат сон, 
у ҳолда х х ва х 2 ҳақиқий ва ҳар хил бўлади.

а) — b ±  У Ь2 — Аас > 0  (бунинг учун 6 <  0 ва ( — £) >  
>  У  Ь2 — Аас бўлиши керак), у ҳолда х х ва а-2 мусбат сон бў- 
лади. ________

б) — b ± У  № — Аас <  0 ^бунинг учун ^ >  0 ва ^ >  У  Ь-— А ас 
бўлиши керак), у ҳолда а ,  ва а 2 манфий сон бўлади.

в) b мусбат ёки манфий бўлиб, унинг абсолют қиймати 
У  Ьг — Аас .дан  кичик бўлганда илдизлардан биттаси мусбат, 
иккинчиси манфий бўлади.

2. Агар Ь2 — Аас =  0 бўлса, иккала илдиз ҳақиқий, ҳам ба­
робар, яъни х х =  а' 2 =  — ~  бўлади.

3. Агар Ь2 — А ас<  0 бўлса, у ҳолда: а) Ь ф О  бўлганда 
иккала илдиз қўш ма комплекс сонга тенг; б) 6 =  0 бўлганда 

-кккала илдиз мавҳум сонга тенг бўлади, бу ҳолда с <  0 бўл- 
маслиги шарт.

4. Агар с =  0, b =£0 бўлса, битта илдиз нолга, иккинчиси 
эса ҳақиқий сонга тенг бўлади; агар b =  с =  0 бўлса, иккала 
илдиз ҳам нолга тенг бўлади.

М и с о л л а р .
1) З а 2 — 7 а  4- 2 =  0 тенгламанинг илдизлари текширилсин. 
Т е к ш и р и ш. Ь2 — Аас =  49 — 24 =  25 >  0, демак, а ,  ва а 3

ҳациқий ва ҳар хил.
2) а 3 — З а  +  7 =  0 тенгламанинг илдизлари Ь2 — Аас =  9 —

— 28 =* — 19 <  0  бўлгани  у ч у н  мавҳум, яъни а ,  ва а 2 мавҳум  ва 
ҳар хил.

3) 9 а 1 — 1 2 а +  4 =  0 тенгламада Ь* — Аас =  123 — 144 =  144—
— 144 =  0, демак, а ,  ва а 2 ҳақиций ва тенг.
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М а ш к л а р .  Куйидаги тенгламаларни ечмай, илдизлари
гекширилсин:

1. 4 х 2 — \ э х  +  9 =  0. б. ( х —у  =  4; 7. (2 х = 1 —у;
2. 2л:3— 5х +  6 =  0. ] -* _У_=_о  I y + 5 = x .
3. 25х2- 1 0 л : + 1  = 0 .  1 5" 2 8. л:2- 7 л : + 1 2 = 0 .
4. х 2 +  4л: +  4 =  0. 6. ( 2л: +  у =  8; 9. ( 5 u - 5 v  =  3;

1 3 х + 4 у —7. \1 5 и — 15г»=1.

26-§. ЮҚОРИ ДАРАЖАЛИ ТЕНГЛАМАЛАР СИСТЕМАСИ

ax '1 +  Ьхп- т у п + с у п =  0 кўринишдаги тенглама х ,  у  лар- 
га нисбатан бир ж и н сли  т енгла м а  дейилади. Чунки ҳар қай- 
си ҳаддаги номаълумлар кўрсаткичларинииг йиғиндиси бир 
хил сон.

М и с о л .  Зл:2 — Чху +  у2 =  0 — бир жинсли тенглама. 
а х 1 +  Ьху су2 +  d x  еу  -\- f  =  0 иккинчи даражали икки 

номаълумли тўла тенглама дейилади.

1. Тенгламалардан биттаси иккинчи даражали, иккинчиси 
биринчи дараж али  бўлган ҳол

1 - м и с о л .  ( х 2 — х у  — у2 =  19;
\ х  — у = 7

b -*L ^  V 
тенгламалар системаси ечилсин.

Е ч и ш .  Бундай системани ечиш учун, биринчи даражали 
тенгламадан битта номаълум, масалан, у ни иккинчи номаъ- 
лум х  билан ифодалаб, уни иккинчи даражали тенгламага қў- 
йиб ечиш кулай бўлади. Масалан, х  — у  =  7 дан: у  =  х  — 7. 
Бу ҳолда х —Х ’( х —7) — ( х  — 7)2 =  19 ёки х 2 — ‘2 \ х  +  63 =  0.

Бундан:

21 ^  =  M L 3 .  х , =  и  аа =  4 .

Буларга асосланиб, у, =  17 — 7 =  10; у2 =  4 — 7 =  — 3. Демак, 

=  17; у, =  Ю; х 2 =  4; у2 =  — 3.

И з о ҳ. Айрим ҳолларда, иккинчи даражали тенгламадан бир помаълум- 
ни иккинчиси билан ифодалаб, уни биринчи даражалйкка қўйиб ечиш ҳам 
мумкин.

2- м и с о л. j x y  =  28.
U + y = l t  

тенгламалар системаси ечилсин.



Е ч и ш .  у  =   ̂ ни л: +  у =  11 га қўямиз: 

х  +  ^  =  11 ёки х 2 — И х  +  28 =  0, бундан: Xi,2 ^ -~ 112»

-  А  =  7; х2 =  4. Бу ҳолда у, ^  =  4; у2 = ‘̂  - 7 .  

Д емак, X, =  7; у, =  4; х 2 =  4; у2 =  7.
Бу системани Виет теоремасига асосланиб ечиш ҳам мум- 

кнн. У бундай ечилади: — /7 =  х  +  у =  11 ва у = х у  =  28. Бу
ҳолда тенглама х 2— И х +  28 =  0 бўлади. Б у н д ан :х

У ҳолда у =  {у бўлади.

3- м и  с о л .  (2х — 5 , 2у — 3 _  0 
I х  — 2 ^  у -  1 -  ’
13х -  4у =  1

тенгламалар системасини ечинг.
Е ч и ш .  Бундай системаларни олдин соддалаштириб, сўнг- 

ра ечиш керак.

+  у ^ 3 =  2, буни (х  — 2) • (у — 1) га кўпайтирамиз:

(2х -  5) • (у -  1) +  (2у -  3) • (х —2) =  2 (х  -  2) • (у -  1) ёки 2 х у -
— 2х  — 5у +  5 +  2ху — 4у — Зх +  6 =  2ху — 2 х  — 4у — 4 ёки

2ху — Зх — 5у =  — 7.
Энди /2ху — Зх — 5у =  — 7,

13х -  4у =  1
fa   j

ҳосил бўлган системани ечамиз: Зх  — 4 у =  1 дан, у =  — ни 
1- тенгламага қўямиз:

г х - ^ - 1 - З х - 5 - ^ = - 1 +  7 =  0

ёки 6х 2 — 29х +  33 =  0 ҳосил бўлади. Бундан:

29 ±  / 8 4 1 — 792 29 ±  / 4 9  29 ±  7
*1,2 -  12 -  12 =  12 ;

29 +  7 _  Q.  2 9 - 7  _  11
Х1 — 12 — ’ 2 — 18 — 6 .

Буларга асосан:
О 11 1



Демак, л , =  3; у, =  2; х а =  У2 =  |  .

4- м и с о л .  ( - , / 7  , т / У  — Д
л  — 20’I / 1 V

U  +  у  =  41
тенгламалар системасини ечинг.

Е ч и  ш. _у=41—л: ни биринчи тенгламага қўямиз: туД ^ -f

/ 4 П Г г  41 _+  у  —7" ^  =  20 ёки 20- (лс +  41 — л:) =  41 - у х  (41 — х ) , ёки

( У х  (41 -  л:))2 =  202, х(41 -  х )  =  400, л 2 -  4 U  +  400 =  0.
с  41 ±  r rlF81 — 1СОО 41 ± 9 п ,  ^
Бундан: х,,2 = ------ -— 2----------  =  ~ — ; =  2^ : л -‘ =  1*. Б у ­

ларга асосан: у, = 4 1 — 2 5 =  16; у2 =  41 — 16 =  25. Демак, 
х х =  25; х 2 == 16; у ,  =  16; у2 =  25.

2. Иккала тенгламаси ҳам иккинчи  д ар аж ал и  бўлган  ҳол

1- м и с о л .  /.>:2 +  у2 =  34,
\ х у  =  15

тенгламалар системаси ечилсин.
Е ч и ш .  л : у = 1 5  нинг иккала қисмини 2 га кўпайтириб, 

натижани биринчи тенгламага қўшамиз: ,л:2 +  2л:у +  у2 =  64 ёки 
(л :+ у)2= 6 4 ё к и л : + у =  ± 8. л : + у = 8  дан у=*8—лени топиб иккинчи 
тенгламага қўямиз: л: (8 — л:) =  15 ёки х 2 — 8л: +  15 =  0; х Хд =
=  4 ±  1 / 1 6 -  15 =  4 +  1; х х =  4 +  1 =  5; х 2 =  4 — 1 =  3. Булар-

15  0  15  сга асосан: у х =  -^ =  з ; у 2 =  — =  5 .

(Ж  а в о б. л:, =  5, х 2 =  3 ,  у, =  3, у2 =  5.)
И з о ҳ .  л: +  у^= — 8 ҳам шундай ечилади.

Бу системани бундай еч и ш 'ҳ ам  мумкин. 

х у  =  15 тенгламадан у ни топиб, ў =  ни биринчи тенг­

ламага қўямиз: х г +  ( - ^ )2 =■ 34 ёки л 4 — 34л-2 +  225 =  0, бу 
биквадрат тенгламадир.

Х и г ,3„  =  ±  К 17 +  / 2 8 9 ^ 2 2 5  =  ±  1/17 +  8; х „ 2 =  +  5;
Л3,4 =  ±  3.

Бу ҳолда
15 , о 15 , сУ1.2 =  ^ -5  =  ±  3; Уз,4 =  =  ±  5.
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2 - м и

U  +  х у  +  у =  7.

Е ч и ш .  Л/ 1 =  z  деб белгилаймиз. Бу ҳолда биринчи г х  у
тенглама z2 — 3z +  2 =  0 ни беради. Бундан z x =  1, z a =  2. 
У ҳолда

чи тенгламага цўйсак: 2у +  1 +  2у2 +  у +  у =  7 ёки 2у2 +  4у — 
— 6 =  0 ёки у2 +  2у — 3 =  0. Бундан: ух =  — 3, у2 =  1. У ҳол- 
да х, =  2 • (— 3) +  1 =  — 5, х 2 =  2 • 1 - f  1 =  3.

тенгламалар системаси ечилсин.
Е ч и ш .  2х — у =  z  деб белгилаймиз. Бу ҳолда иккинчи 

тенглама ушбу кўринишни олади: z2 — 12z — 189 =  0. Бундан 
Zx — 21; z 2 = — 9. Буларга асосан уш бу иккита системани ҳо- 
сил қиламиз:

Бу ҳосил бўлган системаларнинг ҳар бири юқорида кўрсатил- 
. ган йўллар билан ечилади.

4- м и с о л .  /х2 — 4ху +  4у2 — З х  +  6у =  54,
^(2х — у)2 — 7 (2х — у) == 294 тенгламалар сис­

темаси ечилсин-
Е ч и ш .  Биринчи тенгламани ушбу кўринишга келтирамиз:

х 2 — 4ху +  4 у2 — З х  +  6у =  (х  — 2у)2 — 3 • (х  — 2 у ) =  54.

х  — 2у =  ы деб белгилаймиз. У ҳолда м2 — 3^ — 54 =  0 
дан: ы, =  — 6, и 2 =  9. Ш унга ўхш аш  2х  — у =  z; бўлсин. У 
ҳолда v* — 7 v  —  294 =  0 дан: v l =  —  14, v 2 =  21.

x-fxy-}-y  =  7 системглар ҳосил бў-

лади. Булардан биринчисини ечамиз.

бундан х  =  2у +  1. Буни иккин-

И з о ҳ. Иккинчи система ҳам шундай ечилади.

3- м и с о л. fX2 +  у2 — ху =  201,гх“ у  — ху =  ZU1,
\(2 х  — у)2 — 12 • (2х — у) =  189
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Буларга асосан: f х  — 2у =  — б, ва f л: — 2у =  У,
{2л:—у =  — 14 I 2л: — у =  21 система-

лар ҳосил бўлади.
22 2Булардан: х, =  — —; у2 =  — х 2= 1 1; у2=  1 илдизларим
3 о

топам из.
5- м и с о л. I х у  =  4, 

yz =  6, 
x 2+ z 2 =  13

система ечилсин.
Е ч и ш .  ху  =  4 ни у г  =  6 га бўламиз. —у =  — =  —, бундан

yz 6 3
г =  — х ни топиб, х 2 +  z2 =  13 га қўямиз: х 2+  х 2 =  13 ёки

13х2= 1 3  • 4; л.2= 4 ;  х  =  ±  2. Буларга асосан: у =  =  ±  2;

г = | - ( ± 2 ) - ± 3 .

Демак, х  =  ±  2, у =  +  2, z = + 3 .
М а ш қ л а р .  Қуйидагн тенгламалар системалари ечилсин:
1) | л 2 - х у  + у 2 =  63,

1 х  — у  =  -  3.
( Ж а в о б. х,  =  6; у, =  9; х 2 =  — 9; у2 =  — 6.)

2 )  З а  _  х_

* Юа _  У ( Ж а в о б .  х,,2 = ^ = ,  ± 3 а ; у =  +  р | : ,  ± 2 а . )  
х +  у — а "

3) / х 2 +  2 х у  4 у= -  4Х -  4у =  45,
{ х 2 — 2ху +  у2 — 2х +  2у =  3.

(Ж  а в о б. x t =  6, у, — 3; х 2 =  — 3, у2 =  — 2.)

4)
' ! - / * = 4 .

х  — у =  5. 
(Ж  а в о б, х, =  9, у, =  4.)

5) — +  — +  — =9 ,
х у Z  ’

1
* . z  =  T ,

1yz =  3.

( Ж  а в о  б. х ,  =  1  у, =  1,  z, =  1, х2 =  у2 =  i  z2=  j .  )
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6) j2x* — у* =  7, 
( x - y  =  2.

/  / 2 Z9 \
I Ж  а в o 6. x lt2 =  ±  2, *3,4 =  ±  ^T f ,  У 1,2 =  ±  1, Уз,4 =  ±  — ■— ■)

7) | * + - У  =  2, 
tx y  =  — 15.

(Ж  а в о 6. * i  =  5, *2 =  ”  3, yi =  — 3, y2 =  5.)

лгу = 3 .
8) (x2 +  y2 =  10, 

Ijcv =

( Ж а в о б .  *i  =  3,  *2 =  1, yi =  1, у 2 =  3.)

9) v-2 I v 2 _
*  I У >

13a3
36

a
^ - y  =  6*

_ a a  a a
( Ж а в о б .  * i  =  ^ ,  *2 =  — y , У1 =  -3 , У2 =  2 '

10) /Зу2 — 2*у =  160,
\ у 2 — 3*у — 2*2 =  8. 1

(Ж  а в о б. * = ± 2 ,  ±  8,5; у =  ±  8 , ±  5.)

11) /*  +  У — ] /* Ў  =  7,
•*2 + У 2 +  *У =  133

(Ж  а в о б. *1 =  9, у, =  4, *2 =  4, у2 == 9.)
12) Агар икки хонали сонни ўзининг рақамлари йиғинди- 

сига бўлсак, бўлинма 6 , қолдиқ 2 бўлади. Агар шу сонни 
рақамлари кўпайтмасига бўлсак, бўлинма 5, қолдиқ 2 бўлади. 
Ш у сомни топинг.

( Ж а в о б .  32.)
13) Икки группа ўқувчилар театрга бир нечта билет олиш- 

ди. Бир хил билетларга 9 сўм тўланди, иккинчи хил билет- 
лар 20 тийин қиммат туради, лекин бу хилдаги билетлардан 
олдингисига қараганда 3 та кам билет олннди ва 9,6 сўм тў- 
ланди. Ҳар қайси хил билетдан нёчтадан ва ҳар бири неча 
сўмдан олинган?

( Ж а в о б .  15 билет 0,6 сўмдан; 12 билет 0,8 сўмдан.)

а) Тенг кучли тен глам алар  системасини ечиш

М и с о л .  Тенгламалар системаси ечилсин:
г* 2 +  х у  = '« ,
1уа +  *У =  а .
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Бу тенгламалар тенг кучли, чунки уларда х  ни у  билан ва 
у  ни х  билан алмаштирсак, биридан иккинчиси келиб чиқади. 
Бундай системаларни ечишда х  =  у  деб олиб, сўнгра битта­
си ни ечиш кифоя, яъни:

У =  х ,  х 2 +  х у  =  а  ёки х 2 -\- хх_ =  а ,  ёки 2 х 2 =  а. Бундан: 

х= ^ ±  | / " у ,  демак, у •= ±  | /  у  б ў л а д и .^ Ж а в о б .  х<= ±

б) Чап томонлари номаълум сонларга нисбатан 
бир жинсли бўлган тенгламалар системасини ечиш

1- м и с о л .  Тенгламалар системаси ечилсин:

[х2 +  х у  =  а,
1у2 + х у = Ь .

Е ч и ш .  у  =  z x  деб белгилаймиз; z  — янги номаълум 
сон. У ҳолда:

Булардан:
z x 4 \ + z )  _  6 _  6
л:1 (1 +  z )  а ’ 2 == 7 -

л , буни х 2 +  ху  =  а  га қўямиз: 

л:2 +  1  л:2 =  а .

Д емак, у

Бундан,

бу ҳолда:

У м  ^  а ' / а  +  6 ^  ±  / а  +  6 *

Демак,

2- м и с о л .  Тенгламалар системаси ечилсин: ■
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Е ч и ш .  у  =  z x  деб белгилаб, уни системага қўямизг

аг-
Z3X3 +  ZA2 =  b2

еки
x 1 +  z2 a 2,

Булардан:
x*z  (l +  z 2) . h* .

еки z

x 2z  (1 +  Z2) =  62.

-  2; z  =  +  —■a ’ — a  •

Бу ҳолда:
• b X3 . Ь П 2у =  H—  x, — r----- h — x 2 =  a2.— a  b a± -  x  

a
Бундан:

x  =  +  a y ab
± (a2 ±  62) ВЭ У ±  (a 2 ±  6-) *

в) Сунъий йўллар билан ечиладиган системалар
3- м и с о л .  Тенгламалар системаси ечилсин:

a, 
1__ 
а '

Е ч и ш .  Бундай системани ечиш учун, олдин иккинчи тенг­
ламадан биринчи тенгламани айирамиз: у — —  Б у ­
нинг чап қисми, х , у  ларга нисбатан бир жинсли, уни ечиш 
учун у  =  z x  деб олинса кифоя.

4- м и с о л .  Тенгламалар системаси ечилсин:
/х у  — х  +  у =  7,
1ху — у +  х  =  13.

Е ч и ш .  Бундай системани ечиш учун ҳам иккинчи тенг­
ламадан биринчи тенгламани айирсак: 2х  — 2у =  6 ёки х  — у =  3 
ҳосил бўлади. Бундан у =  х  — 3 ни тенгламалардан биттасига 
цўйсак: х  (х  — 3) — х  +  х  — 3 = 7  ёки х 2 — Зх  — 10 =  0. Бун­
дан: х г =  5, х 2 =  — 2. Буларга асосланиб, у =  5 — 3 =  2,
у =  — 2 — 3 =  — 5. Демак, х х =  5, у, =  2; х 2 =  — 2, у2 =  — 5.

5- м и с о л .  Тенгламалар системаси ечилсин:
(х2 +  ху  +  x z  =  а ,
у2 +  ху  +  yz =  6,

Е ч и ш .
Z 2 +  X Z  y z  =  с.

x ( x  +  y +  z) = а ,  
y { y  +  x  +  z)  =  b, 
z ( z  +  x  +  y)
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Булардан:
х а  Ь х а  о
— =  т ;  У =  — *  ва —  =  —, z  =  — л. у  b ’ z  a z  с ’ а  -

Буларни тенгламалардан биттасига қўйсак:

л 2 +  х - ^ л  +  л - ^ л  =  а ё к и л - а =  5- р ^ —, бундан!

л: =  +
+   ̂+  с* 

Бу ҳолда:
ь

У — ±-T=r^ir7=:'’ z =  ±> /  а  +  6 +  с ’ + б +  с

6- м ,и с о л .  Тенгламалар системаси ечилсин:

А: +  лу  +  у =  1, 
у +  yz +  z  Т 2 ,  
z +  za: +  л: =  3.

3 __2
Е ч и ш .  Учинчи тенгламадан: х  =  т——  ва иккинчи тенг-1 Z

О 2?
ламадан: у =  : . Буларни биринчи тенгламага қўйиб, сод- 
далаштирсак:

z 2 +  2z -  5 =  0, zb2 =  -  1 ±  / Г + 5  =  -  1 ±  ] /б .

Бу ҳолда:
3 4 - 1 - / 6  _ 2 / Г - 3   ____ 3 +  1 4- / 6  _  2 / 6  +  3 .

х ' - ^ г т т 7 Г "  з ' а 1 - 1 - 7 ?  3 '

2 + 1  — i/б" / Г — 2 .. 2 + 1  + / 6 *  1^6 +  2
>’! -  1 _  1 +  / 6  2 ;Уг i _ i _ / 6 - =  2

' 27- §. Б А Ъ З И  Ф У НКЦ ИЯЛА Р ВА УЛАРНИНГ ГРАФИКЛАРИ

1) у =  а х  ва у =  а л  +  ^ кўринишдаги функциялар ч и зи қли  
ф у н к ц и я л а р  дейилади.

2) у =  а л 2; у =  а л 2 -{- 6 ва у =  а л 2 +  бл +  с кўринишдаги 
функциялар квадрат  ф у н к ц и я л а р  дейилади.

3) У =  ^ ;  У ”  У -  кўринишдаги функциялар
к и з и қ л и  каср  ф у н к ц и я л а р  дейилади.

Функцняларнинг графигини нуқталар ёрдамида чизиш учун, 
дастлаб аргументга бир неча ихтиёрий сон қийматлар бериб, 
функциянинг унга тегишли сон қийматларини топамиз. Бун­
дан кейин Д екарт  координаталар системаси да ҳар қайси мое
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л ,  у  жуфтларнинг топилган сон қийматларига координаталар 
системасида тегишли нуқталарии топиб, у нуқталарни чизиқ 
билан бирлаштирамиз.

1- м и с о л .  у  =  '6х функциянинг графиги чизилсин.
Е ч и ш .  л  =  0 бўлганда у =  3 -0  =  0 ва л: «= 1 бўлганда 

у =  3-1 = 3 .
Натижада (0; 0) ва (1: 3) нуқталар толилди. Бу нукта- 

лар орцали ўтувчи тўғри чизиқ берилган функциянинг гра­
фиги бўлади (8- раем).

/  - - -

9- раем.8- раем. 10- раем.

2- м и с о л .  у = . 3 х  — 2 функциянинг графиги чизилсин.
2Е ч и ш. лс =  0 да у =  — 2 ва л  =  ў- да у =  0. (0; — 2) ва

oj нуқталар орқали ўтувчи тўғри чизиқ, берилган ф унк­

циянинг графиги бўлади (9- раем).
Кўрилган бу икки мисолда график тўғри чизиқдан ибо- 

рат, унинг ўрни икки нуқта билан аниқланиши бизга маълум. 
Шунинг учун бу мисолларда икки нуқта толиш билан чега- 
раландик. Бундан кейинги мисолларда график чизиш учун 
бир неча нуқта топиш зарур бўлади.

3- м и с о л .  у =  2л:2 функциянинг графиги чизилсин.
Е ч и ш .  л: ва у нинг қийматларини аниқлаб, уларни жад-

вал шаклида ёзамиз:

X 0 ±1 ±2

У 0 2 I 8 1 . . .  
1 1
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(0; 0), ( ±  1; 2), ( ± 2 ;  8) нуқталарни туташтирувчи эгри чи- 
зик, берилган‘ функциянинг графигидир (10- расм).

4- м и с о л .  у =  л 2 — 2 функциянинг графиги чизилсин.
Е ч и ш. Ж  ад вал тузамиз:

X 0 ±  1 ±  2

У - 2 — 1 2 . . .

(0; — 2), ( ± 1 ; — 1), ( ± 2 ;  2) нуқталарни туташтирувчи эгрн 
чизиқ, берилган функциянинг графигидир (11- расм).

13- расм.

2-----

L't-

12- расм.11- расм.

5- м и с о л .  у  =  х 2 — 2 х  — 1 функциянинг графиги чизил­
син.

Е ч и ш .  Ж адвал  тузамиз:
I

х  j 0 • 1 — 1 2 — 2

У —  1 - 2 2 — 1 7 . ...

( 0 ;— 1), (1; — 2), (— 1; 2). (2; — 1), (— 2; 7 ) , . . .  нуқталар- 
ни туташтирувчи эгри чизиқ берилган функциянинг графиги 
бўлади (12- расм).

Энди квадрат учҳад графигини бошқача усулда чизишни 
кўрамиз. Квадрат учҳаднинг графигини „характерли" нуқталар 
деб аталувчи учта нуқтадан фойдаланиб чизиш ҳам кўпинча 
қулайлик келтиради. у  =  а х 2 +  b x  +  с ( \ )  функция берилган 
бўлсин.

Энди квадрат учҳаднинг графигини „характерли" нуқталар 
ёрдамида чизишнинг қисқача мазмунини эслатиб ўтамиз.
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1- у с у  л. (1) квад 
= а х 2 -\-b x -\-  с =  а

рат учҳаддан тўла квадрат ажратамиз:

л  +  2^)2 +  " U " ]- БУндан кўртмизки,
(1) квадрат учҳаднинг графиги парабола, унинг учи А(л:0 ;_у0) 
нуқтада бўлади ^х0 =  — у0 =  Энди графикни Оу

ўқ билан кесишиш нуқтасини аниқлаймиз, х  =  0 бўлганда 
у =  с. Демак В  (0; с) — изланган нуқтадир. Парабола ўқи
л  =  — ^  тўғри чизиққа нисбатан В га симметрии бўлган С

нуқтани, яъни С с ни аниқлаймиз. (Бу топилган учта

нуқта параболанинг харак- 
т ерли  нуқталари дейилади.)

6- м и с о л .  у =  х  +  Ах +  Ь 
функциянинг графиги чизил­
син.

Е ч и ш .  у =  л;2 +  4л; +  5 =  
=  (л  +  2)2+ 1 .  Бундан пара- 
болаиинг учи А (— 2; 1) бў- 
лиши кўринади. Энди л: =  О 
бўлганда у = 5 .  Демак, В  (0; 5).
Энди С ; с j  нуқтани то­

памиз. Бизнинг мисолда 
С  ( — 4; 5) (13- расм).

И з о ҳ .  Характерен нуқталарни 
аниқлашда кўрсатилган усулдан бош- 
қа усуллар ҳам бор, уларни бу ерда 
қарамаймиз.

7- м и с о л .  У =  j -  функциянинг графиги чизилсин.

Е  ч и ш. Ж адвал  тузамиз:

в

3

2

1

1 7  1 аг
% ? ' - ? !  -?| о / 2 г

■1

\ -

-з

14- расм.

X
1

. . .  ! ±  1
1

±  2 ± 3 . . .

У . . . ± 2 ±  1 4 . . .

У ҳолда ( ± 1 ;  ± 2 ) ;  ( ± 2 ;  ± 1 ) , . . .  нуқталарни туташти­
рувчи эгри чизш<лар, берилган функциянинг графигидир 
<14- расм).

М а ш қ л а р .  Қуйидаги функцияларнинг графиги чизилсин: 

У =  5х; У =  - J ; У =  у  л: — 1; у  =  у  =  Зл:2 — 5; 

у =  2л* <- 6л: — 4; у  =  ~ \  у =  5 — 2л 2.
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28- §. АЛГЕБРАИК ТЕНГЛАМАЛАРНИ ГРАФИК УСУЛДА
ЕЧИШ

I. Биринчи даражали бир номаълумли тенгламани график 
усулда ечиш. ал; +  6 =  0 тенгламани график усул билан ечиш 
учун тенгламанинг чап қисмини у  билан белгилаб, у  *= а х  +  Ь 
функция тузамиз ҳамда унинг фграфигини чизамиз. У ҳолда 
графикни абсцисса ўқидан кесган кесмасига тегишли сон 
(координаталар бошидан бошлаб), берилган тенгламанинг ил- 
дизи бўлади.

М и с о л .  Зл: — 2 = 0  тенглама график усулда ечилсин. 
Е ч и ш .  у =  Зл; — 2 функцияни тузиб, унинг графигини чи-

аамиз (15- расм). Д емак, лс =  АО =  - | .  ( Ж а в о б .

II. Биринчи даражали икки номаълумли икки тенглама 
системасини график усулда ечиш.

la x  by  =  с,
\ а гх  +  Ьгу  =  С!

тенгламалар системаси берилган. Бу системани график усул 
билан ечиш учун: а х  +  by = с  ва а,л: +  bxy  =  ct функцияларнинг 
графикларини чизиб, кесишиш нуқтасини топиш керак. Топнл- 
ган нуқтанинг абсциссаси л: нинг, ординатаси эса у  нинг қий- 
мати бўлади. Масалан, а х  by =  с тенгламадан: л; =  0 бўл-
ганда У =  j  ва у =  0 бўлганда, л  =  -^. а гх  +  b ^  =  с, тенгла­

мадан: л: =  0 бўлганда, у =  -А- ва у =  0 бўлганда,
с,
Г" н,!0-\

топамиз; у ҳолда ( о ; у ) ва ( f . o ]
Энди тўғри бурчакли координата­

лар системасини чизиб, бу нуқталарни 
16-расмда белгиланганидек бўлсин 
деб фараз қиламиз. Топилган ҳар қай-

16- расм.
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си жуфт нуқта орқали тўғри чизиқлар ўтказсак, кесишиш 
нуқта М  ни топамиз; O N  =  т ва M N  =  п  бўлсин.

Д емак, x  =  m  на у  =  n  илдизлардир.
М и с о л л а р .  1) 13х — 2у =  4,

— Зу =  1 тенгламалар системаси график
усулда ечилсин.

Е ч и ш .  З х  — 2у =  4 тенгламадан: л; =  0 бўлганда у  =  — 2;
у  =  0  бўлганда л: =  -  ̂ ; 2л: — Зу =  1 тенгламадан: х  =  0 бул-

ганда у =  — y» У =  0 бўлганда х  =  Сўнгра графикларни 
чизиб, кесишиш нуқтасини топамиз (17- расм).

( Ж а в о б .  х  =  O N  =  2; у =  M N  =  1.)

2) /2 х  +  У =  4,
1у =  2х  тенгламалар системаси график усулда ечилсин.

Е ч и  ш. 2 х  у =  4 тенгламадан: х  =  0 бў л ганда у  =  4, у = 0  
бўл ганда х  =  2 ва у — 2 х  тенгламадан: х  =  0 да у  =  0, у =  2 
да х  =  1. Сўнгра графикларни чизиб, кесишиш нуцтасини то­
памиз (18- расм).

Демак, х  =  ON  =  1; у ■= M N  — 2.
( Ж а в о б .  х  =  1; у  =  2.)

III. К вадрат тенгламани граф и к  усулда ечиш ва текши- 
риш. я х 2 +  ^х  +  с =  0 тенгламанинг илдизларини график усул 
билан топиш учун икки усул ни кўриб ч и ка?.'из.

1- у с у л .  у == а х 2 +  Ьх + с  функция графигини чизиб, унинг 
абсцисса ўқи билан кесишиш нуқталаринп топамиз. Топилган 
нуқталарнинг ординаталари ноль, абсцнссалзри эса тенглама­
нинг изланган илдизлари бўлади.
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М и с о л .  л:2 — Зл: +  2 =  0 тенглама график усулда ечилсиш 
Е ч и ш .  у =  л:2 — Зл: +  2 =  ( х  — y j 2 — j -  Бу ҳолда, х  =

=  ~  бўлганда у  =  — демак, чизиладиган параболанинг учи

А  ( | ;  -  -1) нуқтада бўлади , х  =  0 бўлганда у =  2, яъни

В  (0; 2) ва у =  0 бўлганда л: =  2, яъни С (2; 0) бўлади. Унинг 
графиги 19- расмдагидек бўлиб» абсциссалар ўқини (1; 0) в а 
(2; 0) нуқталарда кесиб ўтади. Д емак х г =  1 ва х.> =  2 илдиз­
лардир.

20- расм.19- расм.

2- у с у л .  а х 2 +  Ьх с =  0 тенгламани а х 2 =  — Ьх — с кў- 
ринишда ёзиб, сўнгра у  =  а х 2 ва у  =  — Ьх — с деб белгилаб, 
буларнинг графикларини чизиб, кесишиш нуқталарини топа­
миз. Графиклар кесишиш нуқталарининг абсциссалари, тенгла­
манинг изланган илдизлари бўлади.

Масалан, л:2 — Зл: +  2 =  0 тенгламани график усул билан 
ечишни к ў рай лик:

у =  л 2 у =  Зл: — 2
X У X У
0 0 ва 0 — 2

±  1 1 1 1
+  2 4

у =  х 2 ва у =  З х  — 2 функцияларнинг графигини чизамиз 
(20- расм).
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Бу икки чизиқнинг кесишиш нуқталарининг абсциссалари 
берилган тенгламанинг илдизларидир. Бу илдизлар:

х г =  O N  = 1  ва л 2 =  О А \  =  2.

а х о , . л I — Ь ±л/'Ьг—4ас\2 Ь х  +  с =  $  тенгламанинг илдизлари [ ^ , 2= --------^ --------I
ни график усул ёрдамида текшириш. D  =  b2 — 4ac унинг
дискриминанти эди. у  =  а х 2 b x - f - с парабола:

21- расм. 22- расм.

1) D  =  Ь2 — 4ас >  0 бўлганда, 
парабола абсцисса ўқи билан иккита 
нуқтада кесишади, яъни х г ва х 2 
илдизлар ҳақиқий ва ҳар хил бўла- 
ди, масалан, 21- расмдаги каби.

2) D  =  Ь2 — Аас =  0 бўлганда, 
парабола абсцисса ўқига уриниб 
ўтади, яъни х г ва х 2 илдизлар ҳа- 
қиқий ва тенг бўлади, масалан, 22- 
расмдаги каби.

3) D  =  Ь2 — Аас < 0  бўлганда па­
рабола абсцисса ўқи билан битта 
ҳам умумий нуқтага эга бўлмайди, 
масалан, 23-расмдаги каби. Тенгла­
манинг ҳақиқий илдизлари мавжуд 
эмас.

IV. Икки номаълумли иккинчи даражали икки тенглама 
системасини график усулда ечиш Тенгламалар системасидаги 
ҳар қайси тенгламага тегишли графиклар чизилганда уларнинг 
кесишиш нуқталарининг абсциссалари х  нинг, ординаталари 
эса у  нинг қийматларини беради.

23- расм.
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1- м и с о л .  i x 2 2 х  — у  =  3,
1л: ~  Зу =  1 

система график усул  билан ечилсин.
Е ч и ш. лс2 +  2х  — у =  3 ва х  — Зу =  1 тенгламалар билан 

берилган функциялар графикларини чизиб, уларнинг кесишиш 
нуқталарини топамиз (24- расм). Ш аклдан кўрамизки, х г =
=  O N  =  1; yi -= 0 в а х 2=  ОА^ =  — 2 ; у 2 *= M 1N 1 =  — гра- 
фикларнинг кесишиш нуқталарининг координаталаридир.

3 —

 L___

- -  -3

25- расм.

'Х,

-L _

24- ра"см.

Дем ак, (1; 0) в а ( — 2 - | ;  — У̂ ) берилган системанинг ечим- 
лари.

2- м и с о л. рс2 — у2 =  8,
1ху =  3

система график усулда ечилсин.
Е ч и ш .  х 2 — у2 =  8 ва ху  = 3 функцияларнинг графиклари­

ни чизиб, кесишиш нуқталарини топамиз (25- расм).
Ш аклдан кўрамизки, x 1 =  O N *= 3, y 1 * = M N = * \  ва х 2 —

=  ONi =  -  3, у2 =  M 1N l =  -  1.
М а ш қ л а р .  Қуйидаги тенгламалар график усулда ечилсинг

5 х  — 3 =  0; х 2 — 7х  +  12 =  0; 2х2 — 7х +  3 =  0;
— 2х2 +  7 х  — 3 =  0;

/4 х  — у =  1, Гх +  5у +  3 =  0, / х 1— 2у =  3,
1у -  Зх; 12х +  З у - 1 = 0 ;  <ху =  5;

| х а +  2у2 =  34, |4 х 2 -  у =  4, fx2 -  4х  +  у +  3 =  О,
l x  +  y  =  7; 12х +  у =  2; U y  =  2.
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29- §. ТЕНГСИЗЛИК ВА УНИНГ ХОССАЛАРИ.
БИР НОМАЪЛУМЛИ ТЕНГСИЗЛИКЛАРНИ ЕЧИШ

Бу ерда тенгсизлик ҳақида тўларок тушунча берамиз. Соп- 
лардан ёки ҳарфлардан иборат икки ифодани катта ( >  ) ёки 
кичик ( <  ) ишораси билан боғланиши тенгсизликни беради.

Масалан, 2 ^  >  1 Зл — 4 > 2 ;  2л2 <  7л — 3; > ^ П ;
7-3  — 8 > 7  ва ҳоказоларнинг ҳар бири тенгсизликдир.

Тенгсизликнинг хоссалари

1) Т енгси зли кни нг  и к к а л а  қисм ига  бир х и л  сонни қўш иш  
ёки  аиириш  б и л а н  т ен гси зли к  ўзгармайди.

Масалан, 2,5 > 1 , 2  тенгсизликнинг иккала қисмига ( ± 3 )  
ни қўшамиз: 2,5 - f  3 >  1,2 +  3 ёки 5,5 >  4,2; 2,5 — 3 >  1,2 — 3 
ёки — 0,5 >  — 1,8.

2) Т енгси зли кни нг  и к к а л а  цисми бир х и л  мусбат сонга  
к ў п а й т и р и л с а  ёки  бўли н са  т ен гси зли к  ўзгармайди.

Масалан, 2,5 >  1,2 тенгсизликнинг иккала кием и ни ( + 2 )  га 
кўпачтирямгз: 2 , 5 - ( + 2) >  1 , 2 - ( + 2) ёки 5 >  2,4; кўрамизки, 
тенгсизлик ўзгармадц.

онди,- 2,Ь >  1,2 тенгсизликнинг иккала қисмипи ( + 5 )  га 
бўламиз: 2,5 : ( +  5) >  1,2 : ( + 5 )  ёки 0,5 >  0,24 бўлади; тенг­
сизлик ўзгармади.

3) Т енгсизликнинг  и к к а л а  цисми м анф ий сонга. кўп а й т и -  
р и л са  ёки  б ўли нса , т ен гси зли к  ишораси царам а-қарш и ишо- 
р а  б и ла н  алм аиш ди.

Масалан, 2,5 >  1,2 тенгсизликнинг иккала қисмини (— 2) га 
кўпайтирамиз: 2 ,5 - (— 2) =  — 5; 1,2-( — 2) =  — 2,4. Бундан: 
— 5 <  — 2,4; тенгсизлик ишораси қарама-қарши ишорага ай- 
ланди.

Энди, 2,5 >  1,2 ни (— 5) га бўлсак: 2,5 : (—5) =  — 0,5; 
1,2 : (— 5) =  — 0,24. Бундан: —0,5 < — 0,24 бўлади. Течгсиз- 
лик ишораси қарама-қарши ишорага айланди.

4) А га р  а  >  0 +  >  0 ва а~> b бўлса ,  у  ҳ о л д а  п ҳ а р  цан-  
дай мусбат сон бўлга нд а  а п >  bn\ п  ҳ а р  қандай м анф ий сон 
б ўлга нд а  а п <  bn бўлади .  .

Масалан: 1) 5 >  3 тенгсизликнинг иккала қисмини ( + 2 )  
да раж а га кўтарамиз: 52 > 3 2 ёки 25 > 9 .  Энди 5 >  3 ни (— 2)
даражага кўтарамиз. 5~2 =  ^  ва З-2 =  бўлиб, бўла-

3 5ди. Демак, 5~2 < 3 ~ 2.Энди -ц->  ^- тенгсизликни олсак, бунда: 
 2
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4 V2) у  >  -у тенгсизликни ( ± 2 )  даражага кўтарамиз: | у  
16 / 3  V 9 п . / 4 \2 / 3 \ 2 / 4 \ - 2 49 / 3 \ —2 _  49
49 y j  =  49- Д емак’ ( r j  =  Тб ва ( y j  =  "9

Дем ак, ( y j -2 <  ^ у )  2. Ш унга ўхшаш: 0,04 < 0 ,1 6  берилганда,

j_ J_  L _ L
a 0 4 2 < 0 ; i 6  2 ва 0,04 2 > 0 ,1 6  2

бўлади.
5) А га р  < z < 0 ,  & < 0 в а а > &  б ўлса , у  ҳ о л д а  п  мусбат  

т оқ  сон б ўл га н д а  а п > b n. п  мусбат  эюуфт сон бўлга нд а  
а п <  b n бўлади .

з  L I L \з
64’Масалан, — у  >  — у  берилган. y j  

- демак ,  ( т  )3 >  ( iV; f -  4-V =  i ;  ( -  т ) 2=  +  ^  Де-27’ ACMa,x’ \  4 у 3 /  ’  ̂ 4 у 16’  ̂ 3 /  1 9

1 >  < f - 4 ) 2. - 5 >  -  6 берилган. ( -  5)3 =  -  125;мак, з

(— 6)3 =  — 216, демак, (—5)3 > ( — 6)3; ( - 5 ) 2= 2 5 ,  ( - 6)2= 3 6 ,  
демак, (— 5)2 <  (— 6 )2.

Биринчи д ар аж ал и  бир номаълумли 
тенгсизликни  ечиш

ял; +  £ >  сл: +  d  ёки ял: +  ^ ^  тенгсизлик биринчи
даражали бир номаълумли тенгсизликнинг нормал кўриниши 
дейилади. Бунда: я ,  Ь, с, d  лар ҳақикий маълум коэффици- 
ентлар, л;—номаълум миқдор. Биринчи даражали бир номаъ­
лумли тенгсизликларни ечишда ҳам биринчи даражали бир 
номаълумли тенгламаларни ечишдаги қоидаларнинг асосий 
қисмидан- фойдаланилади. Берилган тенгсизлик қуйида кўр- 
сатилгандек ечилади.

Е ч и ш .  a x  +  b ^ c x  +  d  ёки a x  — c x ^ d  — b ёки (я  — с ) х ^  
^ d  — Ь.

Энди, я  — с 0 бўлганда, л: ^  ~ Е г р  бўлади, агар я  — с <  О

б ў л с а , ^ ^ ^ ^ ^  бўлади, агар я  — с =  0 бўлса, тенгсизлик ечим­
га эга бўлмайди.

М и с о л . 3* ~ 'Т >  2 тенгсизлик ечилсин.
Зх  —  1Е ч и ш .  — —у  >  2 тенгсизликнинг иккала қисмини (х  +  1 > 0

фараз қилиб) (х  +  1) га кўпайтирамиз. Зх  — 1 > 2  (х -j- 1) ҳо- 
сил бўлади, бундан: Зх — 2х  >  2 +  1 ёки х  >  3. Аг р х  +  1 < 0  
бўлса, х  <  3 бўлади. Агар х  +  1 =  0 бўлса, ечим йўқ.

И з о ҳ .  Тенгсизлик нормал ҳолда берилмаган булса, уни нормал ҳолга 
келтириб, сўнгра ечиш керак.
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Иккинчи даражали бир номаълумли тенгсизликни ечиш

а х 2 b x  +  с > 0  (1) ёки а х 2 +  +  с <  0  (2) тенгсизликлар
бир номаълумли иккинчи даражали тенгсизлик дейилади; а,Ь, 
с — ҳақиқий маълум коэффициентлар, л  — номаълум миқдор.
(2) тенгсизликнинг иккала қисмини ( — 1) га кўпайтириб, (1) 
тенгсизликни ҳосил қилиш мумкин бўлгани учун, ёлғиз (1) 
тенгсизликнинг ечилишини текшириш билан чегараланамиз.

а х 2 +  Ьх + с  квадрат учҳаднинг илдизлари1 х х ва х 2; дис­
криминанта b2 — Aac бўлсин.

Е ч и ш .  а х 2 Ьх с квадрат учҳаднинг илдизлари: 1) ҳа- 
қиқий ва ҳар хил сонлар бўлсин (яъни Ь2 — Аас >  0 ва а  <  0). 
Бу ҳолда (1) тенгсизликни қаноатлантирувчи л: нинг қиймат- 
лари <  л: <  *2 бўлади; агар Ь2 — Аас > 0  ва а  >  0 б ў л с а , 
х < х х ва х >  х 2 бўлади;

2) ҳақиқий ва тенг (яъни Ь2 — Аас =  0) бўлса, (1) тенгсиз­
ликни а  >  0 бўлганда х  нинг хх =  х* дан бош қа ҳамма қий- 
матлари қаноатлантиради; а  <  0 бў л ганда тенгсизликнинг ечи- 
ми йўқ;

3) мавҳум (яъни Ь2 — Аас <  0) бўлса, (1) тенгсизликни 
о  >  0 бўлганда л: нинг ҳар қандай қиймати қаноатлантиради; 
ti <  0 бўлганда эса тенгсизликнинг ечими йўқ.

М и с о л л а р .  1) Зл:2 — 7 л  +  2 >  0 тенгсизлик ечилсин.
Е ч и ш. Зл:2 — 7л: +  2 =  0 тенгламанинг илдизлари х Ъ2 =

=  7 _ ± / ^ - - 2 4 _  =  7 ^ _ 5 ;Л.1 =  J_;X2=2; Ь2— А а с = (— 7)2—А-3-2=>

=  25 >  0, а  =  3 >  0 бўлгани учун: х >  х 2 =  2 ва х  <  х х =  -g 
бўлади.

2) — 2л:2 +  6л: +  80 >  0 тенгсизлик ечилсин.
Е ч и ш . — 2л2 +  6л: +  80 =  0 тенгламадан х х =  — 5; лг2 =  8 

илдизларни топамиз. ti =  — 2 <  0; Ь =  6; с =  80; демак, 
Ь2 — Аас =  62 =  4 - (— 2) - 80 =  676 >  0 бўлгани учун 1- ҳолга 
асосан — 5 <  х  <  8.

3) — х 2 +  6х  — 9 <  0 тенгсизлик ечилсин.
Е ч и ш .  (— ! ) • ( — х 2 + 6 х  — 9) < 0 - ( — 1), бу ҳ о л д а х 2 — 6 х +  

-4-9 >  0 ҳосил бўлади. х 2 — 6х  +  9 =  0 тенгламадан х1 =  х 2 =  3 
илдиз ни топамиз.

Энди а  =  1, Ь =  — 6, с = 9 ;  а  =  1 > 0  ва b2 — 4tii =* 
=  (— 6)2 — 4 -1 - 9 =  36 — 36 =  0 бўлгани учун, 2- ҳолга мувофиқ 
берилган тенгсизликни х ф ' З  қийматлар қаноатлантиради.

4) х 2 — 4х +  6 >  0 тенгсизлик ечилсин.
Е ч и ш .  ti =  1, b-= — А, с =  6. Энди ti =  1 > 0  ва Ь2 — Аас =  

=  ( _  4)2 _  4 . 1. 6 = — 8 < 0 .  Демак, учинчи ҳолга кўра х  нинг

1 Квадрат учҳаднинг нлдизи деб а х 2 +  6х  +  с =  0 тенгламанинг илди- 
зини тушунамиз.
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ҳар қандай қийматлари берилган тенгсизликни қаноатланти- 
ради.

5) (^с — (д- — 4) >  0 тенгсизлик ечилсин.

Е ч и ш .  fx  — 2-j (д  — 4) >  0 тенгсизликдан 1д — 1  >  О

U  — 4 >  О ва

X  2 ^  ^
д  — 4 <  О тенгсизликлар келиб чиқади. Булардан эса д  >  -j,

д  >  4 ва д  <  у ;  д  <  4 эканини кўриш осон1.
М а ш қ л а р. Тенгсизликлар ечилсин.

1)- | д + 2 + д  > 4 Д+ 3- (Жавоб. х>Щ_3 1 1 4 2 - \ .....................  5

2) > 3 .  ( Ж а в о б .  д  <  5.)

( Ж а в о б . .  д <  1.) *

4) Зд2 -  14д +  8 >  0. ^ Ж а в о б. 4 <  д  <  - | V

5) — 2д2 +  11 д  — 5 <  0. ( Ж а в о б .  5 <  д  <  - i .)

6) 9д2 -  12д +  4 > 0 .  / Ж а в о б .  х ф

7) 5д2 — 2д +  8 >  0. ( Ж а в о б .  д  нинг ҳар қандай қий мат-
лари.)

30- §. МАСАЛАЛАРНИ ТЕНГЛАМАЛАР Т У ЗИ Б  ЕЧИШ

Масалаларни тенглама ёки тенгламалар тузиб ечишда қатъ- 
ий бир кўрсатма ёки коида йўқ. Лекин м аса л а қандай бўлма- 
син ундан тенглама ёки тенгламалар тузишда қуйидагиларга, 
албатта, аҳамият бериш керак: олдин масала яхшилаб бир- 
икки ўқиб чиқилади, номаълумларни д ,  у , . . .  ҳарфлари билан 
белгилаб, ҳамма берилгаилар ёзилади; энг кейин масаланинг 
шартларига кўра тенглама ёки тенгламалар тузилади. (Ариф­
метик а дан масалалар ечишда тамомила бошқача йўллардан 
фойдаланилади, буни сиз қуйидаги масалаларнинг ечилишидан 
яққол кўришингиз м ум кин .) .

1 Тенгсизликларнинг ечилиши ҳақида тўлароқ маълумот олишни истаган 
китобхонга, А. П. Киселёвиинг „Алгебра" (II қисм) дарслигидан кўриш тав- 
сия қилинади.
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А рифметикадан
1- м а с а л а .  Икки яшикда 38 j  кг  олма бор. Биринчи

яшикдан 4 лгг олиб иккинчи яшикка солсак, иккала яшикда
олма баравар оғирликда бўлади. Ҳар қайси яшикда неча ки- 
лограммдан олма бор?

Е ч и ш .  38 j  кг  олмани икки яшикка тенг бўлсак,

3 8 Т  1 1- у  =  19g- кг  дан  бўлади. Бу ҳолда биринчи яшикда 19-g-f
3 7 1+  4 j  =  23 -ў (кг)  олма бўлиб, иккинчи яш икда 38 —

7 3— 23-g =  14 g- (кг)  олма бор.
2- м а с а л а .  Ю мшоқ ўринли вагонга 25 та билет ва кат- 

тик ўринли вагонга 60 та билет сотилиб, ҳамма билет учун 
476 сўм пул олинди. Қаттиқ ўринли вагоннинг битта билети 
юм шок ўринли вагоннинг битта билети дан 3,4 сўм арзон. Юм- 
ш о қ  ва каттиқ вагонларнинг кар бир билети неча сўмдан?

Е ч и ш. Ҳамма билетлар сони 25 +  60 =  85 та. Ў рта ҳисобда
битта билет4у  = 5 ,6  сўм. Ҳар бир билетда 3,4 сўмдан кам бўл-
ганда 60 та билетда: 60-3,4 =  204 сўм. Энди 204 сўм 85 та би-

204
летнинг биттасига неча сўмдан тўғри келади? =  2,4 с ум-
дан. Демак, юмшоқ ўринли вагоннинг битта билети =  5,6 +  
+  2,4 =  8 сўм; қаттик ўринли вагоннинг битта билети =  8 —
— 3,4 =  4,6 сўм.

3- м а с а л а .  Цемент ва қумдан иборат 32 кг  қоришманииг 
35% и цемент. Шу цемент 28% ни ташкил қилиши учун 
олдинги қоришмага яна қанча қум кўшиш керак?

32Е ч и ш .  32 кг  нинг 35% и щ у 3 5  =  11,2 кг  бўлади. Энди
11 2-100

28 % и 11,2 кг  бўлган  коришма: —^ —  =  40 кг. Демак,
40 кг  — 32 кг =  8 кг  қум кўшиш керак.

4- м а с а л а .  Уй уч хонадан иборат. Биринчи хонанинг
юзи 24 кв. м  бўлиб, ҳамма хоналар юзининг ^  қисмига ба­

равар. Иккинчи хонанинг юзи учинчиникидан 8 ^  кв. м  кат­
та. Иккинчи хонанинг юзи топилсин.

2 4 | - 3 6  ,
Е ч и ш .  Ҳамма хоналар юзи: — ^ —  =  87 — кв. м\ иккинчи

1 3  1билап учинчи хонанинг юзи: 67 — 24 -ў- =  43 кв. я \  иккинчи

яя учинчи хонанинг баравар юзларининг йигиндиси: 43 j  — 8 ^ -=  
№



*=35 кв. м, энди биттаси ники у  =* 17 ^ к в .  м  бўлади. Б у ҳолда 
иккинчи хонанинг юзи:

1 / 1  +  8 -1 = 2 б |  кв. м.

Биринчи дараж али  бир ёки икки номаълумли 
тенглам алар , квад рат  тенгламалар  тузиш  ва ечиш

5- м а с а л а .  Омборга 2,4 т  озиқ-овқат маҳсулоти келтирил- 
ди. Ун гўштга қараганда 3 марта кўп, гуруч эса ундан 400 кг  
кам. Омборга кар қайси маҳсулотдан неча тоннадан келган?

Т е н г л а м а  т у з и ш .  Унни х  т деб белгилайлик, бу ҳолда
гўш т 3 марта кам бўлгани учун у / ; ; ,  гуруч ундан 400 кг=0,4т  
кам бўлгани у ч у н  ( х  — 0,4) т. Энди тенглама тузамиз. Ун, 
гўш т ва гуруч йигиндиси 2,4 т  бўлгани учун л: +  — +  (л: — 
- 0 , 4 )  =  2,4.

Е ч и ш .  л: +  j  +  -V =  2,4 4- 0,4 ёки 7 х  =  8,4 ёки л: = 1 , 2 .

Демак, л: =  1,2 т  ун; ^  =  0,4 т  гўшт; л: — 0,4 =  0,8 т 
гуруч.

6- м а с а л а .  СССРда 1949 йил колхозлар, лесхозлар ва 
совхозлар иҳота ўрмонлари барпо қилиш учун 269600 га  ер 
тайёрлашган. Колхозлар совхозларга Караганда 10 марта кўп 
ва лесхозларга қараганда 84800 га  кам ер тайёрлаган. У лар­
нинг ҳар бири неча гектардан ер тайёрлаган?

Т е н г л а м а  т у з и ш .  Совхозлар л: га  ер тайёрлаган бўл- 
синлар, бу ҳолда колхозлар 10 л: га  ва лесхозлар (10л:+84800) га 
ер тайёрлаган бўладилар. Демак х  +  10л:+ (Юл +  84800) =  
«= 269600 тенглама ҳосил бўлади. Энди уни ечамиз: л: +  10л:+ 
+  10л: +  84800 =  296600 ёки 21л: =  269600 — 84800 =  184800 ёки

1 ftiftOO
х  =  —7,-j—  =  8800. Демак, совхозлар 8800 га, колхозлар 88000 га
ва лесхозлар 172800 га  ер тайёрлаган.

7- м а с а л а .  Заводнинг бир цехидаги ишчилар сонининг 
иккинчи цехидаги ишчилар сонига нисбати 3 : 2 каби. Биринчи 
цехдан 18 киши иккинчи цехга ўтказилса, ишчилар сонининг 
нисбати 5 : 4  каби бўлади. Ҳар қайси цехдаги ишчилар сонпни 
аникланг.

Т е н г л а м а  т у з и ш .  Биринчи цехдаги ишчилар сони л:, 
иккинчи цехдаги ишчилар сони у  бўлсин. Масаланинг шарти- 

„ л  3 л - 1 8  5  ага кў р а -у  =  у  ва =  у  тенгламалар системаси тузилади:
Е ч и ш . 3

2
8

V +  18  4  ’

у ■ 2 ’
л  -  18 5
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з
Биринчи тенгламадан: л: =  ^  У; буни иккинчи тенгламага 

4  У - 18 5
қўйиб, уни ечамиз: ^ ёки (Зу— 36)-4 =  2 - ( у + 1 8 ) -

•5 ёки 2у =  324, бундан: у =  4 “ =  ^ 2 .  Бу ҳолда л: = 4  • 162 =
“ 243. Демак, биринчи цехда 243 ишчи, иккинчи цехда 162 
ишчи ишлайди.

8- м а с а л а .  Станциядаги пабсажир ва юк вагонларининг 
умумий сони 115 та. Пассажир вагонларидан 15 таен, юк ва- 
гонларидан 20 таси ремонт қилишга юборилгандан кейин қол- 
ган пассажир вагонларининг сони, қолган юк вагонлари сони­
нинг ^  қисмига тенг. Дастлаб станцияда ҳар қайси хил вагон-
дан нечтадан бор эди?

Т е н г л а м а  т у з и ш .  1) 10к вагонлари сони л  бўлсин;
2) пассажир вагонларининг сони (115 — л:) та бўлади. Ремонтга 
юборилгандан кейин станцияда 115 — л: — 15 «= 100 — л: та ва 
( х  — 20) та вагон цолган. Бу ҳолда шартга кўра, тенглама:

20 =  100 — л: бўлади.
х  20

Е ч и  ш. — g—  =  100 — л: ёки 4л: =  320; демак, л  =  80 та юк 
вагони, 115 — л: =  115— 80 =  35 та пассажир вагони.

И з о ҳ. Бу масалани система тузиб ечиш ҳам мумкин. х  та юк вагони у та пассажир вагони бўлсин. Бу ҳолда масаланинг шартига кўра

fX +  y =  115,

система ҳосил бўлади.

9 — 16- масалалардаги тенгламаларнинг тузилишини тек- 
ширинг ва уни ечинг. «

9- м а с а л - а .  Икки ишчи бир ишни биргалашиб ишласа, 12 
кунда тамом қилишади. Агар олдин биттаси ишлаб, ишнинг 
ярмини тамом қилгандан кейин, унинг ўрнига иккинчиси и ш ­
ласа, иш 25 кунда тамом бўлади. Шу ишни ҳар қайси ишчи 
ўзи ёлғиз ишласа, неча кунда тамом қилади?

Т е н г л а м а  т у з и ш .  Биринчи ишчи л: кунда ишни тугат-
са, ишнинг ярмини у  кунда; иккинчи ишчи (50 — х )  кунда, 

ишнинг ярмини 25 — у  кунда тугатади. У ҳолда биринчи иш ­

чи бир кунда ҳамма ишнинг бўлагини, иккинчиси бў- 

лагини бажарган бўлиб, иккаласи биргаликда ишнинг ^  бўла-
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гини бажаради. Демак, тенглама j  ^  кўринишда
бўлади.

(Ж  а в об. 20 кун ва 30 кун.)

10- м а е  а л а. Сув икки трубадан келганда бакни 2 соат-у 
65 минутда тўлдиради. Биринчи труба бакни иккинчига кара- 
ганда 2 соат олдин тўлдиради. Ҳар қайси трубанинг ёлғнз узн 
бакни неча соатда тўлдиради?

Т е н г л а м а  т у з и  ш. I труба ( х  — 2) соатда; II труба л- 
соатда тўлдирсин. Иккови биргаликда 2 соат-у 55 минутда,

о  11 35 V с - 1 Iяъни 2 уд =  -̂ 2 соатда тўлдирар эди. Бу ҳолда тенглама:^—2 +  

+  7  =  бўлади.

(Ж  а в о б. 5 соат; 7 соат.)

11- м а с а  л а. Қайиқ дарёнинг оқимига қарши 2 2 ^ к м ,  оним 

томонга 28 км  юриб, ҳамма йўлга 8 соат вақт сарф қилган.

Дарё оқимининг тезлиги соатига 2-^- км . Қайиқнинг тургун
сувдаги тезлигини топинг.

Т е н г л а м а  т у з и ш .  Қайиқнинг тургун сувдаги тезлиги
х км /со а т  бўлсин. Қайиқ дарё оқими бўйича ^  +  км/с; 

оқимга қарши^с — км /с  тезлик билан юрган. Бу ҳолда

тенглама:

бўлади.

28,5 22,5
л  +  2,5 1 л: — 2,5

( Ж а в о б .  7 км /с.)

12- м а с а  л а. Масофаси 900 к м  бўлган икки шаҳардан 
бир-бирига қарши икки поезд йўлга чиққан ва улар йўлнинг 
ўртасида учрашган. Агар биринчи поезд иккинчидан бир соат 
кеч жўнаган бўлса ва унга қараганда тезлиги соатига 5 км  
ортиқ бўлса, ҳар қайси поезднинг тезлиги топилсин.

Т е н г л а м а  т у з и ш .  Биринчи поезд тезлиги х  км /соат  
бўлсин. Бў ҳолда иккинчи поезд тезлиги ( х —5) км /соат  бу-,
л ади . Ярим йўлни биринчи п оезд  ^  соатда; иккинчи поезд

соатда босиб ўтади. Масаланинг шартига кўра, тенгла-
450 450 .ма —  =  — 1 бўлади.
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Е ч и ш. Тенгламани касрдан қутқарамиз. 450л: — 2250 +  л:г — 

— 5л: = 4 50л: ёки л:3—5л:— 2250= 0. Бундан: х и2 =  5 ± -у' ^о^ 9(),)0 =

■= ---2 —: л:! =  —295 = 5 0  к м 1 с, л: — 5 =  50 — 5 =  45 км/с. Д е ­
мак, биринчи поезд соатига 50 км  ва иккинчи поезд соатига 
45 к м  юради.

Масалани тенгламалар системаси ёрдамида ечиш ҳам мум- 
кин.

Т е н г л а м а л а р  т у з и ш .  Биринчи поезднинг тезлиги х  
км /с, иккинчи поезднинг тезлиги у км /с  бўлсин. Бу ҳолда 
масаланинг шартига кўра, тенгламалар системаси:

Г450 =  450__  .
\ х  ~~ у  
U  — у =  5

бўлади .
Е ч и ш .  Иккинчи тенгламадан у =  л: — 5 ни топиб, уни би-

450 450 . „  г«  ,
ринчи те иглам ага қўямиз: —  =  7375  —  ̂• Бундан: л: =  50 км/с,
у ҳолда: у =  50 — 5 =  45 км/с.

13- м а с а л а .  Икки хонали соннинг ўз рақамлари йиғин- 
дисига кўпайтмаси 814 га тенг, бу соннинг ўнликлар рақами 
бирликлари рақамидан 3 та ортиқ. lily сонни топинг.

Т е н г л а м а  т у з и ш .  (Икки хонали сонни, масалан, 
35 =  3-10 +  5 кўринишда ёзиш мумкин.) Топиладиган соннинг 
ўнлик рақами л: бўлсин, бу ҳолда бирлик рақами л: — 3 бўла- 
ди. Топиладиган икки хонали сон Юл: +  (л: — 3) =  11л: — 3 
бўлади. Энди масаланинг шартига мувофиқ тенглама тузамиз: 
(11л: — 3)-[л: +  (л: — 3)] = 814 .

Е ч и ш.

( 1 U - 3 )  (2л:- 3 )  = 8 1 4  ёки 22л:2 - 39л: -  805 =  0.

Бундан:

_  39 ±  /1 5 2 1  +  70840 39 ±  /7 2 3 6 1  39 ±  269
44 “  44 44

Y _  39 +  2С9 =  у 
1 44

Демак, 1U  — 3 =  11 -7 — 3 =  77 — 3 =  74.
14- м а с а л а .  А ва В  аэродромлар орасидаги масофа d  ки­

лометр, А  дан В  га биринчи самолёт учди, т  соатдан кейин 
В  дан унга қарши иккинчи самолёт учди. Унинг тезлиги би­
ринчи самолётнинг тезлигидан соатига b километр ортиқ. Улар 
йўлнинг ўртасида учрашди. Ҳар қайси самолётнинг тезлигини 
топинг.
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Т е н г л а м а  т у з и ш .
Биринчи самолёт-^ йўлни ^  соатда ўтади, иккинчиси эса

у  йўлни 2 соатда ўтади. Бу ҳолда тенглама^. — 2(Д ^  =  
=  т  шаклда бўлади (26- раем).

d  км

f  км *  км

26- раем.

Е ч и ш. у , — = //г тенгламани умумий махражга
келтирамиз:

2 d x  +  2bd — 2 d x  =  4zzza: (л: +  Zz) ёки bd  =  2/ял:2 +  2m bx  
• ёки 2 я/л:2 +  2я/^л: — bd =  0.

„  —  mb  ±  г / т 262 -)- 26rf/ra , .Бундан, л: = --^ -----------------км /с — 1- самолет тезлиги;

, mb ±  т-Ь2 4- 4bdm , 0 .. г" - ^л: +  я = --------—2̂  км /с — 2- самолет тезлиги бўлади.
15- м а е  а л а. Ғишт терувчи икки у ста дан бири иккинчи­

си дан 1 у  кун кеч иш бошлаб, иккаласи бир ишни 7 кунда
тамомлашади. Агар иккинчи у с т а  шу ишни б и р и н ч и с и г а  К ар а­
ганда 3 кун тез т а м  ом қ и л а д й г а н  бўлса, у с т а л а р н и н г  ҳар бири 
шу ишни неча кунда тамом қилади?

Т е н г л а м а  т у з и ш .  Ҳамма ишни бир бутун деб оламиз.
1- уста х  кунда, 2- уста (л: — 3) кунда тамомлайди. Улар
„ 3 11 - _ 1 . 17 — у  =  у  кун бирга ишлаган. Бу ҳолда тенглама: — +  v_ 3 •

.11 +  1 . 1  =  1
2 2 х  1

бўлади.
(Ж  а в о б .  14 ва 11 кун.)

16- м а с а  л а. 10 та от билан 14 та сигирни боқиш учун 
кунига 180 кг пичан берилар эди. Отлар учун пи чан нормаси
25%, сигирлар учун 33 1- % орттирилгандан кейин, кунига
232 /сг пичан бериЛадиган бўлди. Бошда кунига бир отга неча 
килограмм ва бир сигирга неча килограмм пичан берилар 
эди ? .

Т е н г л а м а  т у з и ш .  Кунига битта отга л: яг, битта сигир- 
га у  кг  пичан берилган бўлсин. Бу ҳолда масаланинг шарти-
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га кўра Юл: +  14у =  180 бўлади. Пичан бериш орттирилган­
дан кейин битта отга л̂: +  щ -xj  ёки -jj- х  кг\ битта сигирга

3 3 1  4
^  +  l o o " ' ^  ^ки ~ъУ кг  пичан берилади. Буларга асосан тенг­

лама: 10- Н-^- у =  232 бўлади. Энди ҳосил бўлган икки
тенгламани система қилиб ечамиз:

7у =  42,

бундан у =  6 кг. Бу ҳолда 5-Y +  7-6 =  90 дан х  =  j  =  9,6 кг.

Иккинчи даражали икки номаълумли икки тенглама
системаси

17- м а с а л а .  Икки группа ўқувчилар театрга бир нечта 
билетлар олишди. Биринчи группа билетларга 9 сўм -тўлади, 
иккинчи группа ундан 20 тийин қиммат турадиган билетлар- 
дан, лекин 3 та кам билет олди ва 9,6 сўм тўлади. Ҳар қайси 
группа нечта билет ва неча сўмлик билетдан олган?

Т е н г л а м а л а р  т у з и ш .  Биринчи группа л' сўмдан у дона 
билет олган бўлсин, бу ҳолда тенглама: х - у  =  9 бўлади.

Иккинчи группа (л:+  0,2) сўмлик билетдан (у — 3) дона 
олган бўлади. Бу ҳолда тенглама: (л: + 0 ,2 ) - ( у  — 3) =  9,6 

Е ч и ш .  ( х -у  =  9,
Ч** +  0,2) • (у — 3) =  9,6.

9
Биринчи тенгламадан у =  — . Буни иккинчи тенгламага

қўйиб, уни ечамиз: (л: +  0 , 2 ) - ^ — 3

=  0. Бундан, х  =  —0,2 ±  V 0,04 +  0,6 =  -  0,2 ±  l /+ 6 4  =  - 0 , 2 ±
±  0,8; л: =  — 0,2 +  0,8 =  0,6 Сўм. У ҳолда у =  ^  =  15. Демак,
1- группа 0,6 сўмлик билетдан 15 та олган; 2- группа л:+0,2 
ёки 0 ,6 + '0 ,2  =  0,8 сўмлик билетдан у — 3 =  15 — 3 =  12 та 
билет олишган.

18- м а с а  л а. Тўғри тўртбурчак шаклидаги икки ерга 350 
туп мева кўчатлари қаторлаб экилди. Ҳар- қайси ердаги қа- 
торларнинг сони, қатордаги дарахтларнииг сонидан 1 та ортиқ. 
Агар биринчи ердаги дарахтларнииг сони иккинчи ердагидан 
130 та ортиқ бўлса, ҳар қайси ердаги ҳар бир қаторга неча 
туп дарахт экилган?
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Т е н г л а м а л а р  т у з и ш .  1- ердаги қаторда дарахтлар- 
нинг сони х  туп, 2- ердаги қаторда дарахтларнииг сони у  туп 
бўлсин. Бу ҳолда тенгламалар: л: (л: +  1) +  У (у +  1) =  350 па 
х ( л : +  1) — у (у + 1 )  =  130 бўлади.

Е ч и ш .  /л :(л :+  1) +  у (у +  1) =  350,
\ х  ( л :+ 1 )  — у ( У + 1 )  =  130.

Буларни қўшсак: 2л: ( л +  1) =  480 ёки х 2 -\- х  —  240 =  0. Бун­
дан: Хх — 15; энди Х х — 15 ни тенгламалардан бирортаси, ма­
салан, иккинчисига қўйсак: 15-16 — 130 =  У (у +  1) ёки
у2 +  у — 110 =  0. Бундан, у =  10 бўлади. Демак, 15 ва 10 туп 
кўчат экилган.

19- м а е  а л а. Бир ишни бажариш икки бригадага топши- 
рилган эди. Аввал биринчи бригада бутун ишни бажариш учун 
иккинчи бригадага қанча вақт керак бўлса, ўша вақтнинг уч- 
дан бирича и-шлади; кейин иккинчи бригада бутун ишни ба- 
жариш учун биринчи бригадага қанча вақт керак бўлса, ўша 
вақтнинг учдан бирича ишлади. Шундан кейин бутун ишнинг 
13Yg қисми бажарилгани маълум бўлди. Агар иккала бригада

биргаликда шу ишни 3 у  соатда тамом қилолса, ҳар қайси
бригаданинг ўзи шу ишни цанча вақтда тамом қила олар эди?

Т е н г л а м а л а р  т у з и ш .  Ишни 1- бригада х  соатда; 
2- бригада у соатда тамом қила олеин. 1- бригада бутун иш­
нинг ^  қисмини, 2- бригада қисмини ишлаган. Буларга асо- 
саи тенгламалар:

13
ТВ4- +  -!г =  4 г  ва

бўлади.
Е ч и ш . 1 , 1  1  

д: у =  18 ’
У , Л  -  13 
Зл  ' Зу 18’

3 1

ёки

У
ЗуЗх

1+1X 1 у

X 1 у

5
ТВ’
13
"б-

Энди биринчи тенгламани у

,)у —18  ни топамиз, бу ҳолда:
18

18

га кўпайтириб, ундан ~  =■
х  18 г, пБуларни 2-тенг-

5у — 18 ламага қўямиз: — i3 ,
T  еки

5y — 18 '

(5y — 18)2 — 39 (5y —1 5 y -  18
— 18) +  324 =  0 бўлади. Энди 5y — 18 =  z деб белгилаймиз. Бу 
ҳолда z2 — 39z +  324 =  0. Бундан: z1 =  27; z 2 =  12. Демак, 
5y — 18 =  27 ёки ух =  9; шунга ўхшаш 5у — 18 =  12 ёки v,=6. 

1 1 'SЭнди л: ни топамиз: —+  д- =  бундан: х х =  6; шунга ўхшаш, 
1 , 1  5 п
Т  +  б" =  ТВ’ б УНДан: л'а =  9 *
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М а ш  к л ар . Қуйидаги масалаларни тенгламалар тузиб 
ечинг.

1- м а е  а л а. Бир синфда иккинчи синфга қараганда икки 
марта кўп ўқувчи бор; агар биринчи синфдан иккинчига 10 
ўқувчи ўтказилса, биринчи синфдаги ўқувчилар ‘иккинчисида- 
гидан 3 та ортиқ бўладн. Ҳар қайси синфда неча ўқувчи бор?

( Ж а в о б .  23 ва 46 ўқувчи.)
2- м а е  а л а. Икки студентнинг бир куилик терган пахтаси 

160 кг  бўлган. Биринчи студент иккинчи студентга 20 кг пах­
та берадиган бўлса, иккинчи студентнинг пахтаси биринчи 
студентда қолган пахтадан 3 марта кўп бўлади. Ҳар қайси 
студент неча килограммдан пахта терган?

( Ж а в о б .  60 кг ва 100 кг.)
3- м а с а  л а. О та ҳозир а  ёшда, ўғли b ёшда. Неча йилдан 

кейин отанинг ёши ўғлининг ёшидан т  марта катта бўлади?
s  a — mb- „ „ \Ж а в о б .  r/i _  иилдан кеиин.

4- м а с а л а .  Касрнинг су рати мах раж и дан k  бирлик кичик. 
Агар бу касрнинг махражидан а  ни олиб, суратига b қўшил-
са, га тенг каср ҳосил бўлади. Изланган каерни топинг.

/ » , .  k m  — am  — bn \
( Ж а в ° б - кп  —  a m  —  bn ■)

5- м а е  а л а. Икки соннинг айирмаси 12 ва нисбати 
2 у : З-^- га тенг. Шу сонларни топинг.

( Ж а в о б .  42 ва 30.)
6- м а с а  л а. Бир неча киши дам олиш кунини яхши ўтка- 

зиш учун баравар пул қўшиб, 24 сўм тўплаши керак эди.
Аммо пул тўплаш вақтида улардан иккитаси келмай қолдй,
шунинг учун қолганлари улар учун ўз хиссаларига 0,4 сўм- 
дан қўшиб тўлашди. Неча киши пул тўлаган?

( Ж а в о б .  12 киши.)

7- м а е  а л а. Икки хонали соннинг рақамлари йиғиндиси 5 
га тенг. Шу сонни рацамларининг ўринларини алмаштйриш- 
дан ҳосил бўлган сонга кўпайтирсак, 736 чинади. Берилган 
сонни топинг.

/ ( Ж а в о б .  32 ёки 23.)
8- м а с а  л а. Автомобиль п километр йўлни маълум тезлик 

билан ўтади. Агар автомобилнинг тезлиги соатига а к м  ка- 
майтирилса, шу йўлни ўтиши учун Ь соат ортиқ вақт кетади. 
Автомобилнинг тезлигини топинг.

( Ж а в о б .  кмЮ)
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9- м а е  а л а. Икки хонали сонни ўз ракамларининг йиғпн- 
дисига бўлсак, бўлннма 3, қолдиқ 5 га тенг бўлади. Агар бу 
сон рақамларининг ўрнини алмаштирсак, ҳосил бўлган сон 
берилган соидан 45 та ортиқ бўлади. Берилган сонни топинг.

( Ж а в о б .  38.)
10- м а е  а л а. Икки А ва В  ишчининг ишлаган кунлари- 

нинг сони бир хил. Агар А  ишчи бир кун кам, В ишчи 7 кун 
кам ишласа, А ишчи 72 сўм, В  ишчи эса 64 сўм 80 тийин 
олади. Агар, аксинча, А ишчи 7 кун кам, В  ишчи бир кун 
кам ишласа, у ҳолда В  ишчи А ишчига қараганда 32 сўм 40 
тийин ортиқ олади. Ҳар қайсиси нормал ишлаганда неча сўм- 
дан олиши керак?

( Ж а в о б .  75 сўм; 90 сўм.)
11- м а е  а л а. Радиуси R  бўлган айланада икки нуқта ай- 

лана бўйлаб бир хил йўналишда текис ҳаракат қилади. Улар­
дан биттаси бутун айланани иккинчисига қараганда t  сек. тез 
айланиб чиқади. Бу икки нуқтанинг бир-бири билан учрашиш 
вақти Т  га тенг. Ҳар бир нуқтанинг тезлиги топилсин.

[ Ж а в о б .  г-, =  T-j W  1 +  Т  +  O ’ ^  =  Т ( V ^ 1 + Т - 1)-]

12- м а с а л а .  Битта участкадаги пахтани икки бригада 4 
кунда бир сидра териб чиқади. Агар бригадалардан биттаси 
бутун участкадаги пахтанинг ярмини териб, қолган ярмини 
иккинчи бригада терса, бутун участкадаги пахта 9 кунда те- 
рилиб бўлади. Шу участкадаги пахтани ҳар қайси бригада 
ёлгиз неча кунда теради?

( Ж а в о б .  12; 6.)

31- § . П Р О Г Р Е С С И Я Л А Р

а) Сонлар кетма-кетлиги
Ортиб бориш тартибида жойлашган чексиз давом этувчи

1, 2, 3  л ,  л  +  1, я  +  2 , . . .  (1)

сонлар тўплами натурал қатор дейилар эди (бу арифметика- 
дан маълум).

Т а ъ р и ф. Ҳ а қ и қ и й  со н ла р н и  бирор ц о нун  бўйича  н а т у­
р а л  со н ла р  т арт иби  б и ла н  кет м а-кет  ёзилииги  со н ла р  
к ет м а -к ет ли ги  дейилади .

Масалан, 1 , 3 , 5 , 7 , . . . ,  ( 2 л - 1 ) , . . . ,  ва - j , . . . ,
умуман а 2» а з. • • •» лл, . . . ,  (2) ларнинг ҳар бири сонлар 
кетма-кетлигидир.
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(2) кетма-кетликда a lf а 2, a z ва ҳоказолар ҳақиқий сонлар, 
улар сонлар кетма-кетлигининг ҳ а д л а р и  дейилади.

Агар ап+1 >  а п бўлса, кетма-кетлик ўсувяи , a n+l <  а п бўл- 
са, у кам аю вчи  сонлар кетма-кетлиги дейилади.

И з о ҳ. А гар сонлар кетма-кетлигида ҳадларнинг сони аниқ (маълум) 
бўлса, у чегараланган  сонлар кетма-кетлиги дейилади.

М асалан, 1, 3. 5, 7, 9, 11 каби.

б) Арифметик прогрессия

Таъриф. Ҳ а р  бир кей и нги  ҳ а д и  ў з  о лдидаги  ҳа д га  бир  
х и л  ўзгарм ас сонни цўш иш дан ҳ о с и л  бўла д и га н  со н ла р  
к ет м а -к ет ли ги  ариф м ет ик прогрессия дейилади . Бундай 
ўзгармас сон арифметик прогрессиянинг айирм аси  дейилади 
ва у одатда „</“ ҳарфи билан белгиланади.

Арифметик прогрессия олдига+-белги ёзилади.
Масалан, ч-З, 5, 7 , 9 , . . .  (*) ва ч- 8,2, — 4 , . . .  (**) ларнинг 

ҳар бири арифметик прогрессиядир. (*) прогрессияда айирма 
d =  2, (**) прогрессияда: d  =  — 6. щ

Энди битта мисолни олиб текширамиз: -*-3,5,7,9,11,13,15,17 
арифметик прогрессия берилган, бунда d  =  2.

Таърифга кўра: 5 = 3 -| -2; 7 =  5 +  2 =  3 -(-2 +  2 =  3 +  2-2; 
9 =  7 +  2 =  3 ■+■ 2 +  2 +  2 =  3 +  3- 2 ва ҳоказо. 17 =  15 +  2 =  
=  3 +  7-2 бўлади.

А р и ф м е т и к  п р о г р е с с и я  ҳ а д л а р и у ш б у х о с с а г а 
в г а. А риф м ет ик прогрессиянинг бош идан ва охиридан  т енг  
у зо ц л и к д а  б ў л га н  ҳ а д л а р и н и н г  йиғиндиси ун и нг чет ки ҳа д -  
л а р и  йиғиндисига  тенг.

Буни ушбу ми со л дан яққол кўрамиз: 5 + 1 5  =  7 + 1 3  =  9 +  
+  1 1 = 3 + 1 7  =  20.

Арифметик прогрессиянинг исталган ҳади ва ҳадлар  
йигиндисининг формулалари

-*-аъ а 2, а 3, . . . ,  а п п  та ҳадли арифметик прогрессия бе­
рилган бўлсин. п  та ҳад йиғиндисини S n деб белгилаймиз; 
d  —  айирма. Таърифга кўра: а 2 =  ах +  а?; о 3 =  а 2 +  =  а, +  ^ +

d  *= а х -\- 2 d \ а х =  a z d  =  а х -\- 2 d  А- d  =  а х+  3rf ва шуларга 
ўхшаш: +  ld \  a 21 =  а х + 20 d  ва ҳоказо бўлади. Бу­
ларга асосан, арифметик прогрессиянинг п- ҳадини бундай 
ёза оламиз:

ti„ =  ti, +  ^-(/г—1). ( 1)

Демак, ариф м ет ик прогрессиянинг и ст а лга н  ҳа д и , про­
грессия айирм асининг ҳ а д л а р  сонининг бит т а кам и  б и ла н  
кўпайт м асининг биринчи ҳ а д га  қ ўш и лга н и га  т енг.



(1) формула арифметик прогрессиянинг исталган ҳадини 
топиш формуласи дейилади (/г =  1 ,2 ,3 , . . . ,  п).

Энди (1) формулага тегишли арифметик прогрессияни бун­
дай ёзиш мумкин:

tii, ti! d y ti2 +  2d, с , +  3 d , . . . ,  ti, +  d  (zz — 1).

Арифметик прогрессиянинг n  та ҳади йиғиндисига формула 
чиқариш учун, унинг йиғиндисини S n деб белгилаб, уни қу- 
Йидаги икки кўринишда ёзиб, қўшамиз:

Sn =  tii +  ti2 +  ti8 +  . . .  -I- a n- 2 +  ti,,-, +  ti„;
— а п +  an—1 ~b an—i +  • • • +  +  ^2 +  ___________________

= S  ( t i x  +  a n )  +  ( ^ 2  +  -  -  -  +  ( ^ л - 2  +  a i )  +  ( ^ n - i  +  +

+  (a n +  a \)'
Ammo юқоридаги хоссага асосан: t i j  +  ti„ =  ti2+  « „ _ !  =  . . .  =
■=(tin +  <2i)-

Демак, 2 S „ =  ( t i i+  tin)-/z, бундан:

еки

Буларнинг ҳар бири арифметик прогрессиянинг п  та ҳади 
йиғиндисини топиш формуласи дейилади.

d  >  0 бўлганда прогрессия ўсувчи, d  <  0 бўлганда эса ка­
маювчи арифметик прогрессия дейилади.

Демак, арифметик прогрессия барча ҳадларининг йиғинди- 
си унинг четки ҳадлари йиғиндиси билан барча ҳадлар сони 
кўпайтмасининг ярмига тенг.

М и с о л. ч- 3 ,5 ,7 ,9 , . . .  прогрессиянинг 17 та ҳади йиғиндиси 
топилсин,

Е ч и ш .  ti, =  3; zz=17;  d  =  5 — 3 =  2; S17 =  ? 
til7 =  ti +  (17 -  1) d  =  3 +  16-2 =  35.

Бу ҳолда:

(д, +  an) n
d \-n .

>17
^l+ £ iz. i7 =  3 +  35 i l7  =  19. 17 e=323-

в) Геометрик прогрессия
Т а ъ р и ф .  Ҳ а р  бир кей и нги  ҳа д и  ў з  олдидаги  ҳа д н и  бир  

х и л  ўзга р м а с сонга  кўпа й т и р и ш д а н  ҳ о с и л  б ўл га н  сонлар  
к ет м а -к ет ли ги  геом ет рик прогрессия дейилади . Бу ўзгар- 
мас сон геометрик прогрессиянинг м а х  р аж и  дейилади. Гео­
метрик прогрессия олдига -Н- белги қўйилади. Масалан, 
-77 4 , 1 2 , 3 6 , . . .  ва -^ -16, 8, 4, 2 ,1 , . . .  кетма-кетликнинг ҳар бири
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геометрик прогрессиядир. Биринчи прогрессияда махраж 3 га, 
иккинчи прогрессияда махраж ^  га тенг.-Н- 4, 12,36, . . .  прог­
рессияда таърифга кўра: 12 =  4-3, 36 =  12-3 =  4-32, 108 =
=  36-3 =  4-33; 324 =  108-3 =  4-3:|-3 =  4-34 ва ҳоказо бўлади.

Энди исталган ҳад формуласини чиқарамиз. Бунинг учун 
ҳ арф л и прогрессия оламиз: ^ Ь ъ Ьъ Ьг, . . . ,  Ьт, унинг мах ра­
жи <7 бўлсин, бу ҳолда таърифга асосан: b2 =  bxq\ Ь.л =  b2q\ 
Ьг =  b xq2\ . . .  ; bm =  bxqm- x бўлади.

ь т =  b,q /71— 1

тенглик геометрик прогрессиянинг исталган ҳадини топиш 
формуласи дейилади.

Демак, геометрик прогрессиянинг исталган ҳади иккинчи 
ҳ ад дан бошлаб биринчи ҳад билан да раж а кўрсаткичи, ҳад- 
лар сонининг битта камига тенг бўлган махраж кўпайтмасига 
тенг (т  =  1 ,2 ,3 , . . ,  m).\q\ >  1 бўлса, прогрессия ўсувчи, \q\ <  1 
бўлса, кам аю вчи  геометрик прогрессия дейилади1. Энди гео­
метрик прогрессиянинг п//г“ та ҳади й и г и н д и с и н и н г  формула­
сини чиқарамиз.

S m — +  ь 2 - \ - . . .  +  bm (1)
бўлсин. Бу тенгликнинг иккала қисмини q га кўпайтирамиз:

Q-Sm =  bxq +  b2q +  . . .  +  q -f  bmq =  £ 2 +  +  • • • 4"
+  bm - f  b,nq- (2)

Энди (2) тенглик дан (1) тенгликни ҳадлаб айирамиз:
(<7 — 1) S,n =  (^2 4- +  • • • +  b,n +  bmq) — (^i 4- ^2 +  4* • • • +

+  bm) = b mq - b v

Бундан о  b ,„q b\
ё к и с  _С 1 1

J т ч —  1

Бу формула ўсувчи геометрик прогрессиянинг т та ҳади 
йиғиндисини  топиш формуласи дейилади. Демак, геометрик 
прогрессия барча ҳадларининг йиғиндиси шундай касрга тенг- 
ки, унинг сурати охирги ҳаднинг прогрессия махражига кў- 
пайтмаси билан 1- ҳад орасидаги айирмадан, махражи эса 
прогрессия махражи билан бир орасидаги айирмадан иборат. 
Энди йигинди формуласининг сурат ва махражини ( — 1) га 
кўпайтирсак:

6, (1 — чт)

1 ^ <  0 бўлганда, прогрессия амалий аҳамиятга эга бўлмайди.



Бу формула камаю вчи геом ет рик прогрессиянинг т  т а  
ҳади  йиғиндисини  топиш- ф орм уласи  дейилади.

Геометрик прогрессиянинг ҳар бир ҳади ўз олдидаги ҳадга 
бўлинса, бўлинма ўзаро тенг бўлиб, геометрик прогрессия 
махражи q га тенг бўлади.

1- ми с о  л . -н-4, 12, 36, . . .  геометрии прогрессиянинг 8 та 
^адининг йигиндиси топилсин.

Е ч и ш .  Ьх =  4, т =  8, =  3; 5 8 =  ? ЬЛ =  4-37;

S8 =  =  2 • (З8 — 1) =  13120.

2- м и с о л. -Н-8 , 4, 2, 1 , . . .  геометрии прогрессиянинг 6 та 
ҳади йигиндиси топилсин.

г  , „ г  4 , ,  8 [ ‘ - ( т ) ' |Е ч и ш .  Ьх =  8, т = ь ,  ; 5 в =  ? 6 6 =  — j j----1 =

8(1- 6i) 63
— 1  ~ Т

2
Демак, Se =  -4 .

32- §. ЛИМ И ТЛА Р ҲАҚИДА ТУШ УНЧА ВА ЧЕКСИЗ КАМАЮВЧИ 
ГЕО М ЕТРИК ПРОГРЕССИЯ

Биз ўзгарувчи ва ўзгармас миқдорлар ҳақида юкорида 
танишган эдик. Масалан, берилган дойра юзини ифода қилган 
миқдор ўзгармас миқдор, унга ички ёки ташқи чизилган мун- 
тазам кўпбурчакнинг юзини ифода қилган миқдор эса, кўп- 
бурчак томэнларининг сони турлича бўлганда ўзгарувчи миқ- 
дор бўлади.

Доира юзи k , ички чизилган мунтазам кўпбурчакнинг юзи 
х  бўлсин; бунда k  —  ўзгармас, х  — ўзгарувчи миқдор. Энди 
ички чизилган мунтазам кўпбурчак томонларининг сонини кўп 
марта иккилантирсак, у ҳолда л: миқдор k  га яқинлашади 
(интилади) ва у одатда: x  ~*-k ёки lim х* ~  k  деб ёзилади ҳам- 
да л: нинг лимити k  га тенг деб ўқилади. Бунда „llmu ла- 
тинча „limes", французча „limite" сўзларининг қисқартирилгани- 
дир, ўзбекча „чек" ёки „чегара" демакдир.

Масалан, 1 +  - j  +  ^- +  +  • • • камаювчи геометрик про­
грессиянинг1 бошидан 15 та ҳади йигиндиси ни 5 16 деб бел­
гилаб, уни топамиз:

1 Прогрессия ҳақида 31- § га қаранг.
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<: =  b{ - b x qn  =  ( з )  3 1 1
15 ! - < ?  1 * 2  2 ‘ 3'V

1 — 3

3 1 1  3 1Шунга ўхшаш: б',,, — ва ҳоказо. 5л+1 =  у  — •

• з« бўлади. Булардан биз, ҳадларининг сони орта борган сари
з

уларнинг йигиндиси тобора-^ га яқинлашиб бораётганлигини

кўрамиз. Чунки, п  нинг етарли катта қийматларида, ^  каср­
нинг махражи етарли катта бўлиб, сурати ўзгармай қолгани 
учун бу каср берилган ҳар қандай кичик мусбат сондан ҳам

згкичик бўлади. Яъни S n+i — <  е бўлса (s — эпсилон, бу

ҳарф билан исталганча кичик мусбат миқдорни белгиладик),
3 3у ҳолда 5,|+1-> ф- ёки lim S n+1 =  бўлади. Энди биз ушбу
^ п—со *■

таърифни бера оламиз.
Т а ъ р и ф .  А гар  бирор ўзгарувчи  м щ д о р  (бизнинг ми со л да 

прогрессия ҳадларининг йигиндиси) узгариш ида т обора би-з
pop ўзгарм ас сонга  (бизнинг мисолда га) я қ и н л а ш а  бориб,
бу сон б и ла н  ўзгарувчи  м щ д о р  орасидаги айирм анинг абсо­
лю т  цийм ат и б ерилган  ҳ а р  қандай ки чи к  м усбат  сон е дан  
к и ч и кли ги ч а  қо лса , бундай ўзгарм ас сон ўзга р увчи  м иқдор- 
нинг л и м и т и  (чеки) деб а т а ла д и .

Чексиз камаювчи геометрик прогрессия

Т а ъ р и ф .  Ҳ а д л а р и н и н г  сони чега р а ла нм а га н  ва м а х р а ­
ж и  — 1 <  <? <  1 б ў л га н  геом ет рик прогрессия чексиз к а м а ­
ювчи геом ет рик прогрессия д ей и ла д и . Масалан, -0-6,3,
3 / 1 „ ,
■ j,. . .  махраж <7 =  — <  1 ва ҳадларининг сони чегараланма-

гани учун у чексиз камаювчи геометрик прогрессиядир).
Чексиз камаювчи геометрик прогрессиянинг ҳадлари йи- 

гиндисининг формуласини чиқариш. Ушбу
O -di, bxq, b t f ,  bxq \ . . . ,  bxqm~ x, bxqm, . . .

чексиз камаювчи геометрик прогрессия берилган бўлсин 
(— 1 < < ? <  +  !). Энди bx +  bxq +  bxq* +  . . .  +  ^  q m- x +  . . .  =  
=  S  ва bx +  bxq +  bxq% +  . . .  +  bxqm- '  =  S m деб белгилаймиз.

\т о  — b,qm 6, _У ҳолда j __ q -  =  • q ни езиш мумкин.
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m  чексиз ортади деб фараз қиламиз. У ҳолда сон ўзгар-
майди, лекин q <  1 б$'лгани учун т  чексиз ортганда: \qm\ -> 0.

Шунинг учун /я -> оо да S m -> i~ ~ q- Бу чексиз кама­
ювчи геометрик прогрессия ҳадларининг йигиндиси деб ата­
лади ва у .

\ — q

шаклида ёзилади. Бу формула чексиз камаювчи геометрик 
прогрессия ҳадларининг йиғиндисини топиш формуласи дейи­
лади.

3  3М и с о  л -^-6,3, у ,  j , . . .  нинг ҳадлари йигиндиси топилсин.

Е ч и ш .  == 6, ^ S =  =  у  =  12.
~™ 2" • 2*

Чексиз камаювчи геометрик прогрессиянинг ўнли даврий
касрларга татбици

I. Соф даврий касрларни олиб қараймиз. Масалан 1 ,777 .. .  
ва 2 ,353535...  берилган. Бу касрларни қуйидаги кўринишда 
ёзиш мумкин:
1 .777 .. . - l  +  ^  +  4  +  4  +  . . . в а  2.353535 . . .  = 2  +  ^  +  

. 3 5  , 3 5  . г .  7 . 7 . 7 .  3 5  .
+  Тоооо юооооо +  • • * • Буларда ро +  Too юоо +  • • • ва Too

3 5+  +  . . . ларнинг ҳар бири чексиз камаювчи геометрик

прогрессиядир. Улардан биринчисининг махражи ^  га, иккин- 

чисиники щ  га тенг. Бу ҳолда, чексиз камаювчи геометрик 

прогрессия ҳадлари йигиндисининг формуласи S =  га

, 7 . 7 . 7 .  •То 7  3 5  . 3 5  . 3 5
асосан, 10 -f-100 1(Х)0 i -   i .  — 9 В 100 10000 10ооооо+

1 _ ю
3 5

. _  1 0 0  _  3 5
-  “  99

1 -  100

бўлади. Шундай қилиб, берилган касрларни қуйидаги кўри- 
нишда оддий каср билан ёза оламиз:

1 ,777 .. .  =» 1 4  ва 2,353535...  =  2 § .
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11. Аралаш даврий касрларни олиб қараймиз. Масалан,
1 ,5333...  ва 0 ,82424...  берилган. Бу касрларни куйидаги ку­
ри ниш да ёзиш мумкин:

1,5333 +  +  ва 0,82424 • • • =  | j  +  р щ  +
24

+  ТШОО +  • • • •

Буларда, i +  . . .  в а ^ д 4 - ^ + . . .  ларнинг ҳар 
бири чексиз камаювчи геометрик прогрессиядир. Улардан би­
ринчисининг махражр иккинчисиники щ  га тенг. У  ҳолда

3_
С V . 3 , 3 .  100 3 1
S  =  1 = 7  формулага асосан: щ  +  ^  + , .  . =  - = ■  gg “  55 ва

1 _ 10
24

24 . 24 , ШОР 24 4
Тооб 100000  -------------- _ 1_ в  990 =  165*

1 “  100

Шундай қилиб, берилган касрлар куйидагидек оддий каср-
лар билан ёзилади:

1,5333 . . .  =  1 Л) +  ^ =  1 Г5 ва 0,82424 • • • *  ^  | § .

Демак, 1,5333 . . .  =  1 ва 0 ,8 2 4 2 4 . . .  “

М а ш қ л а р. Қуйидаги мисол ва масалалар ечилсин:

1) - 4 2 ,  4, 2 ) - 4 / S :  / з ;
2 2 23) -ff2, 5- .5T.--M 5л чексиз камаювчи геометрик прогрес- 

сияларнинг йигиндиси топилсин.
4) a z =  4; d  — — 1,5; п  =  45 берилган. S ia топилсин.

5) ^ =  1 —; т =  4; bi =  9 лар берилган. Ьг ва S4 топилсин.

6 ) 7 билан 35 орасига шў сонлар билан арифметик прог­
рессия ташкил қиладиган 6 та сон ёзилган. Айирма d  ни то­
пинг.

( Ж а в о б .  d  =  4.)'

7) Агар велосипедчи 1- соатда 30 к м  юриб, ундан кейин­
ги ҳар бир соатда олдингисидан 2 км  кам юрса, 234 к м  ма­
софа ни неча соатда босади?

( Ж а в о б .  13 соат.)
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8) Ўсувчи геометрик прогрессия ташкил қилувчи учтасон* 
нинг йигиндиси 26. Агар шу сонлардан биринчисига 1, иккин­
чисига 6 вл учинчисига 3 қўшилса, ҳосил бўлган сонлар ариф­
метик прогрессия ташкил қилади. Шу сонларни топинг.

( Ж а в о б .  2; 6; 18.)
9) 1 + 4  +  7 + 1 0  +  . . . + * = 1 1 7  ва (* +  1) +  (* +  4) +  

+ . . .  +  (л: +  28) =  155 тенгламалар ечилсин.
(Ж а в о б. 25 ва 1.)

10) 1 апрелдан 12 апрелгача (12 апрель ҳам киради) ҳа- 
вонинг температураси ҳар куни 0,5 градус кўтарилди. Шу
вақт ичидаги ўртача температура 1 8 градус бўлса, 1 ап-

релдаги ҳавонинг температурасини топинг.
( Ж а в о б .  16 градус.)

11) Ҳар 30,5 м  чуқурликда ернинг ички температураси 
1°С ортади деб фараз қилинади. Агар ернинг сиртида темпе­
ратура 10°С бўлса:

а) 1С00 м чуқурликда температура қанча бўлади?
б) Қандай чуқурликда температура сувнииг қайнаш нуқта- 

сига етади?
( Ж а в о б .  «  34°; 2745 м.)

12) Ораларидаги масофа 200ж бўлган икки жисм бир вақт- 
да бир-бирига караб ҳаракат қилади. Биринчи жисм секунди- 

■ га 12 м, иккинчи жисм биринчи секундда 20 ж, кейинги 
ҳар бир секундда ўзидан олдинги секунддагидан 2 ж кам 
юради. Бу жисмлар неча секунддан кейин учрашади?

( Ж а в о б .  8 секунд.)
13) Арифметик прогрессия билан гсометрик прогрессия­

нинг биринчи ҳадлари 5 га тенг. Бу прогрессияларнинг учин- 
чи ҳадлари ҳам ўзаро тенг, арифметик прогрессиянинг иккин­
чи ҳади геометрик прогрессиянинг иккинчи ҳадидан 10 та 
ортиқ. Шу прогрессияларни топинг.

( Ж а в о б .  + 5 ,  25, 45, ... ва ~ Ъ , 15, 45............)
14) Ҳаво тортувчи насос поршенининг ҳар бир ҳаракатида

идишдаги ҳавонииг — бўлаги чиқиб кетади Агар дастлабки бо- 
8

сим 760 жж бўлса, поршень йигирма марта ҳаракат қилгандан 
кейин идишдаги ҳавонинг босими қанча бўлади?

(Ж  а в о б. ^ 5 3  мм.)
2 215) а) Иккинчи ҳади 1 —, махражи — бўлган чексиз ка­

маювчи геометрик прогрессиянинг йигиндисини топинг.
( Жавоб.  7,5.)
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б) Чексиз камаювчи геометрик прогрессиянинг йигиндиси 
12,5; биринчи ва иккинчи ҳадлари йигиндиси 12 га тенг. Шу 
Прогрессияни топинг.

( Ж а в о б . . - н -lO, 2 , j  )

33- § . КЎРСАТКИЧЛИ ФУНКЦИЯ ВА УНИНГ ГРАФИГИ 
ҲАҚИДА ТУШ УНЧА

а  — ўзгармас, х  ва у лар ўзгарувчи миқдорлар бўлсин. У 
ҳолда у*=*ах  функция к ўр са т к и яли  ф ункц и я  дейилади. Бунда: 
х  — аргумент, у — функция ва a=h \ мусбат сон. Бу тенглик- 
да х  нинг ҳар битта қийматига у нинг битта қиймати мос 
келгани учун у =  ах бир қ и й м а т ли  функциядир.

Кўрсаткичли функциянинг хоссалари:
1) а  >  1; у  =*ах функциянинг аниқланиш (борлиқ) соҳаси 

барча ҳақиқий сонлар тўпламидан иборат бўлиб, х  нинг ҳар 
қандай қийматида функция мусбат, яъни а х >  0. а) х  мусбат 
бутун сон бўлсин, у ҳолда ах >  0 экани равшан,

-  ' Qб) х  =  y  >  0 каср бўлсин, у ҳолда ах =  а  ч =  да а р >  О

бўлгани у ч у н > / " >  0 бўлади.
в) х  мусбат иррационал сон бўлсин. Энди aj >  0 ва а2 >  О 

лар тартиб билан х  нинг ками ва ортиги билан олинган икки- 
la  қиймати бўлсин. У ҳолда аа' <  <  а 0* дан а л >  0 бўлади.

г) х  — — k ( k >  0) бўлсин. У ҳолда: ах =  a~ k =  >  О

бўлгани учун “ а >  0 бўлади.
X у л о с а. у = а х ф ун к ц и я  а >  1 ва х  ч ек л и  сон б ўлга н д а  

м анф ий сонга ҳ а м , н о л га  ҳ а м  т енг б ў л а  олм айди .
2) у =  ах ф ун к ц и я  ўсувчи  ф ункциядир .
а) Агар х ь  х 2 лар х  нинг иккита мусбат қийматлари бўлиб, 

Xi >  х 2 бўлса, а х' >  ах\  чунки а  >  1 эди, б) х г ва х 2 нинг 
биттаси ёки иккаласи ҳам иррационал сон бўлиб, х , нинг ор­
тиги билан олинган тақрибий рациоиал қиймати k x\ х 2 нинг 
ками билан олинган тақрибий қиймати эса k 2 бўлсин. х х <  х 2 
бўлганда k x ва k 2 ларни k 2 >  k x тенгсизликни қаноатлантира- 
диган қилиб танлаб олиш мумкин. У ҳолда: а х% >  а*а >  a k' >  
>  ах\  бундан: ах* >  aXl бўлади.

3) х  =  0 бўлганда, а-*' =  а° =  1, чунки а ф \ \  0.
4) х  =  1 да, ах нинг қиймати асосига тенг: =  а 1 =  а.
5) х  =  1; 2; 3 ; . . . ;  100 ;. . .  бўлганда, у  =  а х функциянинг 

қийматлари у =  а; а2; а 3; . . . ;  а 100; . . .  орта боради, чунки 
а  >  1 эди, яъни х -> оэ да у -> со.

Энди х  =  — 1; — 2 ; . . . ;  — 1 00 ;. . .  бўлганда у  =  ах нинг
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қийматлари у =  . . . ;  . . .  камая боради; яъни *-> —со да
у —>■ 0.

Бу кўриб ўтилган хоссалар у =■ а* функциянинг графиги 
қуйидаги шартларни қаноатлантириши лозим эканини билди- 
ради:

1. Абсцисса ўқининг ихтиёрий нуқтасидан чиқарилган пер­
пендикуляр ах функциянинг графигини аник бир нуқтада ке- 
сади ва график абсцисса ўқининг юқорисига жойлашган. Д е ­
мак, абсцисса ўқида ва ундан пастда графикка тегишли нуқта 
бўлмайди.

2. ах нинг графиги ордината лар укипи координаталар бо­
шидан бир бирлик юқорида кесиб ўтади.

3. График чапдан ўнгга том он юқорига кўтарила боради. 
. 4. (1; а) нуқта функция графигига тегишлидир.

5. График эгри чизик бўлиб, аввал абсцисса ўқидан аста- 
секин, кейин эса тез узоқлаша боради.

X у л о с а. у  =  ах (а  >  1)  ф ун к ц и я  ҳа қ и қ и й  со н ла р  соҳа- 
сида б ер и лга н  ва ўсувчидир. А р гум ент  — со дан +  оэ гача орт­
ганда ах функция 0 дан со гача ортади.

Энди у  = а х ни 0 <  о  <  1 бўлган ҳолда текширамиз.
1. х  нинг ҳар кандай ҳақиқий қийматида а х > 0  бўлади.
2. х  ортиши билан а х функция камаяди, яъни а * ,а <  1 бул-  

ганда камаювчидир.
3. л: =  0 бўлганда а* =  1, чунки a j* \. Лекин а  <  1 бўлгани 

учун х  >  0 да <  1; х  <  0 да а х >  1 бўлади.
4. х  со да —♦ 0 ва х  -»• — со да а л со , чунки а  <  1 дир.
у  =  2х ва у — ^х функциялар графигини чизиш. Дастлаб

ҳар қайси функцияга жадвал тузамиз:

у  =  2х :
X 1 0 1 — 1 2 - 2 . . .

У

в а у  =  ^ :  х

1

0

2

1

. 1
2

— 1

4

2

4

2

•

У 1 1
2

2 1
4

4 . . .

Энди (0; 1), (1; 2),^— нуқталарни ва (0;

( — 1; 2), | 2 ; - ^ ,  ( — 2; 4 ) , . . .  нукталарни айрим-айрим Декарт 

координаталар системасида топиб, уларни бир-бири билан ту-
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таштирсак, у =  2ЛГ ва у =  ^  ларнинг графиклари чизилади (27 
ta  28- раем).

М а ш қ л а р .  у =  ва у =  ^  ларнинг графиклари чизилсин.

?

27- раем. 28- раем.

Энди у  =  ах нинг а  >  1 ва а  <  1 ҳоллардаги ўзгаришини 
қисқача қуйидаги жадвал билан ифода қилиш мумкин:

у  =  ах , бунда а  >  0 ва а  ^  1

а > 1 а  <  1

1. Функциянинг ашщлаииш соҳаси ҳақиқий сонлар тўпламидан ибо­
рат, л' нинг ҳар бир қийматида ах  >  0.

2. Функция манфий сонга ва нолга тенг бўлолмайди.

3. лг =  0 да функциянинг қиймати 1 га тенг.

4. Функция ўсувчи Функция камаювчи

5. л: =  1 бўлганда у =  а  бўлади.

6. л: <  0 у  <  1 
бўлгаида 

л: >  0 у  >  1

х  <  0 у >  1 
бўлганда 

х  >  0 у <  1

7. лг—> — ею да у —> 0 х  —> — оо да у -+ оо
л: —> сю да у —> сю х  —> со да у —> 0

34- §. ЛОГАРИФМ ЛАР

Даражага кўтаришни биз юқорида кўриб ўтган эдик. Ма­
салан, З2 =» 3-3 =  9, шунга ўхшаш З4 =  81 ва ҳоказо эди. Бу- 
лардаги даража кўрсаткич 2 ва 4 сон лари 9 ва 81 ларнинг
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асос 6 га кўра логарифми дейилади ва log3 9 =  2, log8 81 = 4  
кўринишда ёзилади. Умуман а п =  N  бўлса, у ҳолда уни 
loga N  =  п деб ёзиш мумкин. Бунда: а — ассс, vV — сон, п.— 
логарифм.

Т а ъ р и ф .  Б ер и лга н  соннинг б ерилган  асосга кўр а  л о га ­
риф м и деб, ш у сонни ҳ о с и л  қ и л и ш  учун , б ерилган  асосни  
кўт а р и ш  к ер а к  б ўл га н  дараж а кўрсат кичига  а й т и ла ди . 
Шунинг учун log2 8 =  3, чунки 23 =  8; log4 64 =  3, чунки
48 =  64; log10 100 =  2, чунки 102 =  100; J» чунки

_  _i_

4 " “  =  log-3  ( -  27) =  3, чунки (— З)3 =  - 2 7 ;
log_2 (— 32) =  5, чунки ( — 2)5 =  — 32; лекин log2 (— 32) +  5,
чунки ( +  2)6 =  + 3 2 ;  ( +  2 ) - 5 =  ^  дир. Демак, м усбат  асосда
манфий. соннинг лога р и ф м и  мавж уд б ўлм а й д и , яъни а  >  0, 
N  < .0  бўлганда, logaÂ  нинг маъноси бўлмайди.

а) Логарифмларнинг хоссалари
1) а  0 бўлганда, о0 =  1 эди. Бу ҳолда logfl 1 = 0 .  Демак, 

бирнинг н о л га  т енг б ўлм а га н  ҳ а р  қандай  асосли  логариф м и  
н о л га  т енг. Масалан, log4 1 = 0 ,  чунки 4° =  1, log_s 1 =  0, 
чунки ( — 3)° =  1.

2) а> — а  бўлгани учун logc а = \ .  Демак, асоснинг л о ­
гариф ма бирга т енг.

3) я  >  1 б ўлга н д а  N >  М  б ўлси н , бу ҳ о л д а  loga N >  log„ M  
б ўла д и , яъ ни  бир х и л  асосда ка т т а  соннинг логариф м и  
кичик сон ло гариф м идан  кат т адир.

М и с о л .  32 >  16 бўлгани учун; log3 32 >  log2 16.
4) И к к и -со н  (ё к и  иф оданинг) бир х и л  асосли  логариф м - 

л а р и  т енг б ўлса , сон (ёки  иф ода)ларнинг ў зл а р и  ҳ а м  ўзаро  
т енг ва, аксинча , и к к и  сон (ёки  иф ода) ўза р о  т енг бўлса , 
у л а р н и н г  ло га р и ф м ла р и  ҳ а м  ўза р о  т енг б ўла ди . Масалан, 
log„ N  =  loga Ж  бўлса, у ҳолда N  =  Ж  бўлади.

5) Логарифмнинг таърифига асосан қуйидаги айният келиб
чиқади: d ° gaM =  Ж. 2

М и с о л л а р .  51о|л8 = 8 ;  102 « Ю 10̂ 1̂  _ У  х ъ ъ  ҳоказо.

б) Логарифмик функция ва унинг графиги ҳақида тушунча

у / а  асосда л: нинг логарифми у  бўлсин, яъни у  =  log0 л: — ло­
гарифмик функция дейилади, бунда х  —  аргумент, у  — функ­
циядир. •

Таърифга кўра у  =  l o g ^  функция у  =  а х функцияга теска- 
ри функциядир, у =  log3л  функциянинг графигини чизиб, унинг 
хоссаларини текширамиз (29- раем).
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1. у =  log3,\: функциянинг аниқланиш со ҳ а си барча мусбат 
сонлар тўпламидан иборат, чунки а * >  0 эди.

2. у =  log8x функциянинг графиги у ўқининг ўнг томонига 
жойлашган, шунинг учун (асоси мусбат сон бўлганда) ман­
фий сонлар ва нолнинг логарифми мавжуд эмас.

3. л; =  1 бўлганда функция нолга тенг.
4. у =  logg^ функция ўсувчидир.
5. л  <  1 булганда функциянинг қийматлари манфий, л  >  1 

да эса мусбатдир.
6. л  -> оо бўлганда у -> со ва л  -> 0 да у — со.
7. log83 =  1.
Х у л о с а .  о > 1  да y  =  \ogax  ф ункц и ян и нг б о р ли к  соҳаси  

барча м усбат  со н ла р  т ўп ла м и д а н  иборат  б ули б , ўсувчидир, 
л  =  1 да эса н о лга  тенг', л  чексиз 
орт а борса, ф ункц и я  м усбат ли- 
гича қ о ли б , чексиз орт а боради, 
л  кам айиб  н о л га  я ц и н л а ш а  бош< 
л а га н д а  эса ф ун к ц и я  м анф ий қий- 
м а т л а р  о л и б  чексиз кам аяди .

Z

29- раем.

в) Логарифмик функцияларнинг 
хоссалари билан сонлар лога- 
рифмларининг хоссалари ораси­

даги муносабатлар
1. Л огариф м ик ф ункциянинг  

а т щ ла н и ш  соҳаси  м усбат  со н ла р  
т у п ла м и д а н  иборат  б ў л га н и у ч у н ,  
ҳ а р  бир м усбат  соннинг ло га р и ф ­
м и бит т агинадир.

2. Аргументнинг ноль ва манфий қийматларида логариф­
мик функция мавжуд бўлмагани учун, н оль  ва м анф ий сон- 
л а р н и н г  ло га р и ф м ла р и  м авж уд эмас.

3. Аргумент бирга тенг бўлганда, логарифмик функция 
нолга тенг бўлганлиги учун бирнинг логариф м и нолдир .

4. о >  1 бўлганда, л  <  1 бўлса, у <  0 ва л  >  1 бўлса у >  0; 
0 <  а  <  1 бўлганда, л  <  1 бўлса, у >  0 ва л  >  1 бўлса у <  0 
бўлгани учун асос а >  1 б ўлга нд а  бирдан ки ч и к  сонла р н и нг л о ­
гариф м лари  м анф ий, бирдан ка т т а  со н ла р н и н г  ло га р и ф м ­
л а р и  эса м усбат . а  <  1 б ўлга н д а  бирдан ки чи к  сонла р н и нг  
ло га р и ф ла р и  м усбат , бирдан ка т т а  со н ла р н и к и  эса м ан- 
ф ийдир.

5. я  >  1 б ўлга н д а  логариф м ик ф ункц и я  ўсувчи  ва кат т а  
сонга кат т а логариф м  т ўғр и  кела д и . а  <  1 б ўлга н д а  л о г а ­
риф м ик ф ункц и я  кам аю вчи ва ка т т а  сонга  ки ч и к  логариф м  
т ўғр и  к ела д и .

6. logfla  =  1 бўлгани учун, асоснинг логариф м и бирга  т енг, 
чунки о 1 =  а.
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М а ш к л а p.
!) Куйидаги логарифмларнинг цийматлари бзилсин:

log4 16; log4 256; log4 l o g ^ ;  log3 729; lo g -3( —243); log.li
2

lo g -5( —125);log6 125; log1 - | ;  log6 0.
7

2) Ушбу функцияларнинг графиклари чизилсин:
У =  log2*; У =  lo g j^ ;  у =  logtx; у  =  log^v; у =  .og5̂

2 4

y =  log1 х.
б

г) Логарифмлар ҳақида асосий теоремалар

1 - т е о р е м а. К упайт м анинг логариф м а кўпайт увяилар  
ло га риф м ларининг йиғиндисига тенг:

logfl(M . N) =  logaM +  logayV; ( М > 0 ,  N >  0).
И с б  от. logaA4=^, \o$aN  =  р  деб белгилаймиз. У ҳолда 

логарифм таърифига кўра М  =  ач, N  =  ар; буларнинг кўпайт- 
маси М  • N =  ар - ач =  ар+ч бўлади. Демак, \oga(M '-N )= p -{-q =  
=  logti/V +  logaM. Теорема исбот қилинди.

2 - т е о р е м а .  Б ули н м а н и н г логариф м и ш у асосга кўра  
б ўли нувчи  логариф м и б и ла н  б ўлувчи  логариф м ининг айир-
масига тенг, яъни  loga ( ^ - ) =  logaAf — \ogaN.

И с б о т .  М  — aq\ N =  ар. Бундан: — =  — =  ач~р.
N  ар

Демак, loga ^ j =■ q — р  — logtiM — iog0/V. Теорема исбот 

қилинди.
3 - т е о р е м а .  Д араж анинг логариф м и, дараж а кўрсат - 

кичининг ун и нг асоси логариф м и б илан  кўпайт м асига  тенг, 
яъни

\oga{Nn) =  п • loga/V.

И с б о т .  N =  ар бўлсин. Бунинг икки томонини я-даража- 
га кўтарамиз. Nn =  апр бўлади. Бу ҳолда:

\oga{Kn) =  п  • р  =  п  • logaN.
Теорема исбот қилинди.

4- т е о р е м а. И лди зн и и г логариф м и илдиз остидаги ифо­
данинг логариф м и б и ла н  и лд и з  кўрсат кичинисбат ига т енгу 
яъни

l o g e ( ^ V ) = ^ .
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И с б о т .  loga N  =  p  ёки N  =  a p бўлсин. Бунинг икки то­
монини даражага кўтарамиз:

L  р. -
N  п =  а  п ёки у  N  =  а п *

п 1 (пЛ Т ,\ Р l0ga NДемак, log0 (ў  =  — =  —тг- •
Теорема исбот қилинди.

д) Ўнли логарифмлар ва уларнинг хоссалари

Т а ъ р и ф .  Асос уч ун  10 о ли н га н  логариф м  ў н л и  логариф м  
д ей и ла д и  в а у  „lgu белгиси билан ёзилади, яъни log10 W =  IgW.

М и с о л л а р .  log1010 =  lg 10 =  1; log10100 =  lg 100 =  2; 
logio 0,01 =  lg0,01 =  — 2 ва ҳоказо, чунки 101 =  10; 102 =  100;
1 0 -  =  щ  =0,01. Шунга ўхшаш lg 1000=3; lg0 ,l  =  —1; l g 0,001 =
=  — 3 ва ҳоказо.

1- к о и  д а .  Б и р  ва кей и ни д а  н о л л а р  б и ла н  т а сви р ла нга н  
бут ун  соннинг логариф м и ш у сондаги н о л л а р  сонича бир- 
л а р  йиғиндисидан иборат  м усбат  б ут ун  сонга т енг.

2- к о и д а .  Б ир  ва олдида  н о л л а р  б и ла н  т а сви р ла нга н  
каср  соннинг логариф м и, но ль  б ут ун н и  ҳи со б ла б , ш у сон­
даги  н о л л а р  сонича б и р ла р  йиғиндисидан  иборат  м анф ий  
б ут ун  сонга т енг.

Энди битта бир ва ноллардан иборат бўлмаган сонлар­
ни олиб қараймиз. Масалан, 26. Бу 10 < 2 6  < 100 . Бу ҳолда 
lg Ю <  lg26 <  lg 100 ёки 1 <  lg26 <  2. Демак, lg26 =  1 +  каср. 
Шунга ўхшаш 100 <  123 <  1000; lg 100 <  lg 123 <  Ig 1000 ёки 
2 <  Ig 123 <  3. Демак, Ig 123 =  2 +  каср; 10 <  15,21 <  100; 1 <  
<  Ig 15,21 <  2. Демак, Ig 15,21 =  1 +  каср; 0,1 <  0,5 <  1 бўлга- 
ни учун IgO.l <  lg0,5 <  Ig 1 ёки — 1 <  lg0,5 <  0. Демак, 
lg0,5 =  1 +  каср.

Демак, ўнли логарифмда битта бир ва ноллардан иборат 
бўлмаган сонларнинг логарифми ўнли касрдан иборат бўлар 
экан.

е) Характеристика ва мантисса

Т а ъ р и ф .  Сон лога р и ф м и ни н г б ут ун  қисм и ун и н г  х а р а к -  
т ерист икаси, каср қисм и м ант иссаси дейилади.

Масалан, Ig 123 =  2,0899. Бунда: 2 — характеристика; каср 
„0899“ — мантиссадир.

1- қ о и д а .  1 дан ка т т а  сон лога р и ф м и ни н г ха р а к т е-  
рист икаси , сондаги б ут ун  х о н а л а р  сонидан бит т а кам  б у л -  
ган  м усбат  б и р ли к к а  т енг.

Масалан, Ig 2,5 =  0,3979, lg82 =  1,9138, Ig301,5 =  2,4793 ва 
коказо.
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2- қ о и  д а .  1 дан киник  ў н л и  каср  ло га р и ф м и ни н г х а р а к -  
т ерист икаси, сондаги б и р и нчи  қ и й м а т л и  ра қа м га ча  б ўлга н  
н о л л а р  сонининг йиғиндисидан  иборат  б ў л га н  м анф ий бут ун  
сонга  т енг  (ноль бутун ҳам шу ҳисобга киради).

Масалан, l g 0 ,8 =  Г,9031, Ig 0,025 =  2,3979, IgO,00305=3,4843 
ва ҳоказо.

ж) Логарифмлаш ва потенцирлаш

Т а ъ р и ф .  Б ирор  иф оданинг логариф м ини  т опиш , уни  
ло га р и ф м ла ш  д ейилади .

Масалан, "jX^  нинг логарифми топилсин. 

Л о г а р и ф м л а ш .  lg Ig ^  =  -^[Ig (а2^) — lgc] =

~ \ W g a  +  \ g b  —  \g c ) .

Т а ъ р и ф .  Л огариф м дан ифода ёк и  сонни  т опиш  пот ен­
ц и р ла ш  дейилади .

Масалан, igM =  (2 Ig a  +  lg6 — Igc) ни потенцирланг,
яъни N  ни топинг.

П о т е н ц и р л а ш :

!g М =  (2 Ig a  +  Ig £ -  Ig с) =  у  !g ^  =  !g

Бундан логарифм хоссасига асосан:

М а ш қ л а р. Қуйидаги ифодалар логарифмлансин:

/ с  У z У \Ъ*/с*1 У а 1 Г ь '

N
у

10(ai —62)---------- ----------------------------------
N  =  3^5 ; N  =  У Р {Р  — а ) { р  — Ь) ( р —с);

N  =  b p - ' Y E ^ ;  N  =  

а У b V a }/ b  . и  __ 7 '7 дг2 3/-----7=
 7= ^ = »  л -  у л-2Уу.

- У  а  р ' 6 /  а  Г У

\73



Қуйидаги логарифмлар потенцирлансин:

I g N  =  ^ \ g a  +  ~ \ g b - , \ g N  =* 2 \ g ( a  +  b ) - ~  Ig (a  —^ )  +  l l g a ;

ig =  Iga -  у  I g +  2 Ig fl? -  Igc; Ig yV = ' Ц р  _

Ig Л/ =  3 Ig л: + 1  |lg  (л: +  y) +  1  Ig { x — y)  — IgA; — IgyJ;

l gyv =  l [ 2 1 g ^ + | l g ^ - y ) - 3 1 g ( %  +  y ]  +  - | l g y ;  

l g yv =  - 5 1 g o  +  - ^ | 3 1 g ( t i  — »)  — y l g c  J +  - j l g » .

з) Соклар билан 10; 1 0 0 ; . . .  сонлар кўпайтмаси ва 
бўлинмасининг логарифми

Қ о и д а .  Ў н л и  логариф м да, соннинг бит т а бир ва  н о л ­
л а р д а н  иборат  бут ун  сонга кўп а й т м а си ни н г логариф м ини  
т опиш  учун , у  сон логариф м и характ ерист икасига  кўп а й -  
т увчи сонда қа нч а  ноль  б ўлса , ўш анча  б и р ла р  йиғиндиси- 
дан  иборат  мусбат  бут ун  сонни қўш ш и керак ( мантисса 
ўзгармайди).

Масалан, Ig(AMO) =  lgAZ+ l g l 0  =  l g M +  1; Ig(M-lOO) «  
=  lgvV+lglOO^= lgM +  2; Ig (M-1000) =  IgM +  Ig 1000 =  lgAZ+3 
ва ҳоказо.

М и с о л .  lg(32* 100) *= lg32 +  Ig 100 =  1 +  каср + 2  =  3 +  
+  каср.

Қ о и д  а. Ў н л и  логариф м да, соннинг бир ва н о л л а р д а н  
иборат  м усбат  б ут ун  сонга  бўли н м а си н и н г логариф м ини  
т опиш  уч ун , у  соннинг логариф м идан б ўлувч и  сонда қанча  
ноль  б ўлса , ўш анча  б и р ла р  йиғиндисидан иборат  мусбат  
б ут ун  сонни айириш  керак.

Масалан, lg(M: 10) =  I g M— l g l 0  =  lgyV— 1: Ig (ДМ 00) =  
=  I g W - I g  100= IgA ^- 2; Ig (АЛ 1000) =  Ig Л ^ -  Ig 1000 =  lg jV -3  
ва ҳоказо.

М и с о л .  Ig (35:10) =  Ig35 — Ig 10 =  Ig35 1.
Қ о и д а .  Ў н л и  каср логариф м ида  соннинг вер гул  ўр н и  

ўзга р т и р и лга нд а  ва  ф ақат  охиридаги  н о л л а р  б и ла н  ф арқ  
ц и л га н  б ут ун  со н ла р  логариф м ида  ул а р н и н г  м ант иссаси  
ўзгарм ай , характ ерист икасигина  ўзгаради.

Масалан, 325,2; 3,252; 0,3252; 3252 ва 72; 720; 72000 лар­
ни н.г мантиссаси бир хил бўлиб, характеристикаларигина тур­
лича бўлади.

и) ЛогАфйфмларни ўетартириб тузиш
1- к о и  д а .  М анф ий  ло га р и ф м ла р ни н г м ант иссасини м ус­

бат  қ и л и ш  уч ун  ун и нг м ант иссасига (-\- 1) ни, характ ерно*  
т икасига ( — 1) ни қўш иш  керак.
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Масалан, 1 ) - 2 ^ 3 7 6 5 = - 2 - 0 ,3 7 6 5 = ( —2 -  1) +  (1-0,3765)=- 
=  — 3 +  0,6235 =  3,6235. Бу амалий ишда бундай бажарилади: 
- 1 + 1  _  - 1 + 1  _
- 2 , 3 7 6 5 =  3,6235. Шунга ўхшаш: -  0,7219 =  1,2781.

2- қ о  и д а .  Л о га р и ф м ни нг м ант иссасини м анф ий қи ли ш  
ун ун  ха р а к т ер и ст и к а си га  f +  / j  ни, мант иссасига ( — 1) ни  
қўиш б, ю цоридагидек иш  кўриш  керак.

+_i-1
Масалан, 1,2781 =  — 0,7219.
М а ш ц  л а р .  -  1,0982; -  3,1275; -  0,1782; -  1,9106; ^  7865; 

1,0931; 3,2581 лар ўзгартириб тузилсин.

35- § . Т Ў РТ  ХОНАЛИ ЛОГАРИФМ Ж АДВАЛЛАРИ 
ВА УЛАРДАН ФОЙДАЛАНИШ

Математикада маълум усуллардан фойдаланиб, логарифм 
жадваллари тузилган, бу жадвалларда турли сонлар ва шу 
сонларнинг ҳар бири ёнига бу сонни ҳосил қилиш учун 10 ни 
кўтариш керак бўлган кўрсаткич (логарифм) жойлаштирил- 
ган.

Т а ъ р и ф .  К ет м а-кет  б ут ун  со н ла р  цат ори унун  бир  
х и л  асосга к ўр а  ҳи с о б ла н га н  ло га р и ф м ла р  т ў п ла м и  л о га ­
р и ф м ла р  системаси дейилади . Масалан, ўнли логарифмлар 
системаси каби.

Профессор Бригг ўнли логарифмлар жадвалини биринчи 
марта тузган кишидир (XV — XVI аср). Кўп амалий масалаларни 
ечиш да Брадиснинг тўрт хонали математик жадваллари етар­
ли дир. (Агар масала юқори аниқликни талаб қилса, у ҳолда 
Пржевальскийнинг беш хонали ва Гаусснинг олти хонали ва 
ҳоказо жадваллардан фойдаланиш тавсия этилади.)

Тўрт хонали логарифм жадвал да 1 дам то 9999 гача ҳам- 
ма бутун сонларнинг мантиссаси берилган.

Мантиссалар 4 ранам дан иборат ўнли каср ҳолида олин- 
гандир.

Биз энди тўрт хонали математик жадвалдан бир бўлак 
олиб, фойдаланиб кўрамиз.

(N — сон)

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9

50 6990 6998 7007 7016 70247033 7042 7050 7059 7067 1 2 3 3 4 5 6 7 8
51 7076 7084 7093 7101 71107118 7128 7135 7143 7152 1 2 3 3 4 5 6 7 8
5? 7160 7168 7177 7185 719317202 7210 7218:7226 7235 1 2 ? 3 4 5 в 7 7
53 7243 7251 7259 7267 7275 7284 7292 7300 7308 7316 1 2 2 3 4 5 6 6 7
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Масалан, 1) „5“ нинг мантиссасини топиш учун унинг ёни- 
га иккита ноль қўйиб, 500 нинг мантиссасини топамиз. У „6990“ 
га тенг, у ҳолда lg 5 =  0,6990 бўлади.

2) „53“ нинг мантиссасини топиш учун, унга битта ноль
қўйиб, 530 топилади, у „7243“ га тенгдир.

У ҳолда, lg 53 =  1,7243 бўлади.
3) „524“ нинг мантиссасини топиш учун 52 ни жадвалнинг

чап устунидан, 4 ни жадвал юқорисидаги 0 дан 9 гача сон-
лар орасидан топиб, улар кесишган еридан, 524 нинг мантис- 
саси „7193“ олинади. Бу ҳолда: lg 524 =  2,7193 бўлади.

4) „5125“ нинг мантиссасини топиш учун о л дин 512 ни 
топамиз, у „7093“ бўлади, сўнг унинг ўнг томонидаги 5 ни, 
жадвалнинг ўнг томонидаги (123; 4 5 6  ва 7 8 9) сонлардан то­
пиб, 51 жойлашган йўл ва 5 жойлашган устуннииг кесишган 
еридаги сон „4“ ни дилда „7093“ га қўшилса кифоя, яъни

, 70 9 3  
^  4

7097.

Демак, lg 5125 =  3,7097.
Агар сон: беш, олти, етти ,. . .  хонали бўлса, унинг ман­

тиссасини топиш учун тўрт рақамдан ортиғиии ташлаш керак. 
Бу ҳолда ташланадиган бешинчи рақам 5 ёки ундан катта 
бўлса, у ҳолда тўртинчи рақамга бир қўшиб олинади, 5 дан 
кичик бўлса, қўшилмайди.

Масалан, lg 533,57 =  ?
53357 нинг мантиссасини топиш учун, 5336 никини олса 

ҳам бўлади:

, lg533 -  2,7267 
+  0,6 ~  5

lg 533,6 =  2,7272.

Демак, lg 533,57 =  2,7272 бўлади.
М а ш н л а р. Қуйидаги логарифмлар топилсин:

lg7; lg71; lg375; lgl68,7; lg0,905; lgl,09; 
lg26,928; IgO,73813; IgO,0293719; lg ^  •

а) Антилогарифм жадвали ва ундан фойдаланиш

Соннинг логарифми берилганда соннинг ўзини топиш мум- 
кин, у ни ант илогариф м  жадвали деб а тал га и жадвал ёр- 
дамида топиш қулай.

Бу ерда ҳам нусха келтирамиз:



( m — мантисса)

т 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0,26 1820 1824 1828 1832 1837 1841 1845 1849 1854 1858 0 1 1 2 2 3 3 3 4
0,27 1862 1866 1871 1875 1879 1884 1888 1892 1897 1901 0 1 1 2 2 3 3 3 4
0,28
0,29

1905 1910 1914 1919 1923 1928 1932 1936 1941 1945 0 1 1 2 2 3 3 3 4

Масалан, IgA^ =  1,261 берилган, N  топилсин.
Е ч и ш .  n//zu нинг тагидан 26 ни, 0 дан 9 гача сонлардан 

1 ни топиб, уларнииг кесишган еридан 261 га тегишли 1824 
сонни топамиз. Энди характеристика 1 б у тун бўлгани учун, 
вергул билан икки хона бутун ажратамиз, яъни =  18,24 бў- 
лади. Шунга ўхшаш:

1) IgW =  0,2759, N =  ? 
lgyV =  0,275 =  lg 1,884 

+  0 9 - 4
lgyv =  0,2759 =  lgl,

Демак, /V =  1,

2) l g W = ' — 1,7281, VV= ?
- i  +  i

Ig Az=  — 1,7281 =  2,2719; 
Ig =  2,271 =  lg 0,01866 

+  _  0,9 -  4
I g W =  2,2719=lg0,01870. 

Демак, TV =  0,0187 бўлади.

б) Логарифмлар устида амаллар
Сонларнииг логарифмлари устида бажариладиган тўрт амал 

қуйидаги мисолларда.н кўринади:
3) 3^28921 ) ,  1,5412 2) , 0,6781

2,0915 "  2,3854 1,6784
4) v  2,4128

,____________    7
3,6327 Г,0635 -2 ,3 8 9 2  =  3,6108 12",8896

5) 2 ,4 1 2 8 - ( -7 )  =  (— 2 +_0,4128)• ( — 7) =  ( -  1 ,5872)-(-7).  
+  11,1104; 624,6324: 2 =2,3162; 7) 4,6324:5 = ( - 3 ,3 6 7 5 ) :  5- 
— 0 ,6735=  1,3265 бўлади.
М а ш  қ л а р. Қуйидаги амаллар бажарилсин: .

1) , 1,7986 
^  1,3228

2) ,3 ,1945  
^  1,9712

3) _  2,6789 
2,1762

4) 2,4502 
X 6

5> 1,8 7 0 5 -С -5); 6) 2,1609 : ( - 4 ) ;  7) 5,8756 : (+ 2 6 ) .

в) Алгебраик ифодаларни логарифм ёрдами билан 
ҳисоблашга мисоллар

1- ми со  л.

N
/5 1 - 5 3 2

ифода ҳисоблаисин.
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Ҳ и с о б л а ш .  I g TV- l g  - f = =  =  4  lg 52,4 -  I  (lg51 +

+  lg532)=  4 '  1*7 193 — 4*(1.7076+2,7259) =  1,1462— ^  • 4,4335=

«= 1,1462 — 2,2167 =  —1,0705= 2,9295. Энди антилогарифм жад- 
валидан сонни топамиз':

N  =  0,08502.

2- ми со  л. V  4  431 +  /1 7 4 2  ифода ҳисоблансин. 

Ҳ и с о б л а ш .  Олдин > /4 3 7 ва /"1742 ларни белгилаб олиб, 
айрим-айрим ҳисоблаш керак: >/431 =  а  ва ]/1742 =  бўлсин; 

l g a  =  lg ^ 4 3 1 ^ = 1  lg431 =  4  * 2,6345 =  0,5269. Бу ҳолда:

3,364. lg»  =  lg / r 7 4 2  =  у  lg 1742 =  l -3*2 4 1 0 0  ^ 6205- 
Бу ҳолда: b =  41,74.

lg N  =  lg V 'a  +  b =  1 -  lg45,104 =  1.1,6542 =  0,2757.

Демак, =  1,886.
з-у 252-0 875

3- ми с ол .  |Z ~  ! 2 7 .Q 7 4 ' иФ°Да ҳисоблансин.

X —

lg  N  =  1В] Г i27°0J‘ >g 25 +  т  lg  0 .875  - l l g  1,27 -  j i g  0 ,7  -

- у - 1 ,3979 +  j  • 1,9420 -  ў -0,1038 -  ^  • Т,8451 =» 0,6725.

Демак, N  =  4,704.
М а ш қ л а р .  Қуйидаги ифодаларни логарифмлаш усули би­

лан ҳисобланг:

• 2) 7/ =  ^ 43-5626-8-
1) ^  -  К  424М6483' } 4251=.893

5 )  N =  / 2 3 7  +  ^ 3 5 :  4 )  ^  e  | / ^ -

( Ж а в о б .  0,8189),.

- гч 1Г , , 5 .  —  8 .1  . Д Г  _  3 , 8 9 - =  V - » ;  1 5 3 6
6 ) Л ^ = 1 -  ( y G j )  ' 6)^V -   ^92Я--------

( Ж а  в о 6 .-0 ,04146),

4/4 Т 7 _ У б Р
3/24d
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7) у  6,897а </гГ0792_ 8) i /  К - У = т .
2,153- У  12,763 0,00034

( Ж а в о б .  0,007868.)

б ) ^ - ! . - - 0'0-186!-. 10) 12.48-.VW.
/ 0 , 1  - / 1 0  1,842-^бЗЗ.В

( Ж а в о б . -  1,406.) ( Ж а в о б .  186,5.)

86- §. КЎРСАТКИЧЛИ ВА ЛОГАРИФ М ИК ТЕНГЛАМ АЛАР

Т а ъ р и ф .  Д а р а ж а  кўрсат кичида  но м а ъ лум  м иқдор цат - 
наш ган  т енг л а м а  к ўр са т к и чли  т ен гла м а  дейилади .

Масалан, 3oi+1- 8 1  = 0 ;  5 ^ - 1 7  «  0; 3-4-r-7 -2 - r +  2 =  0 ва п о ­
казе тенгламаларнинг ҳар бири кўрсаткичли тенгламадир. 
Кўрсаткичли тенгламаларни еч_ишда бир неча хил йўллар бор 
бўлиб, булар: 1) асосларни тенглаш; 2) алгебраик тенглама­
ларни ечиш (белгилаб олиб, формула ёрдамида ечиш); 3) ло­
гарифмлаш йўли билан ечиш усулларидан иборатдир. Бу 
усуллар билан қуйидаги мисолларда танишамиз.

1- м и  с о л .  36r+1 — 8 1 = 0  тенглама ечилсин.
Е ч и ш .  3од;+1 =  З4, бунда асослари тенг бўлгани учун кўр- 

саткичлари ҳам тенг бўЛиши керак, 6 л: +  1 =  4. Б ундан:

х  ”
2- м и с о л. 53лг — 17 =  0 тенглама ечилсин.
Е ч и ш .  58л == 17 бунинг икки томонини логарифмлаймиз.

lg 58-r =  lg 17 . ёки Зх lg 5 =  lg 17. Бундан: х  — ̂  ^
р»0,58. 

3- м и с о л .  3-4Л — 7-2-г +  2 =  0 берилган.
Е ч и ш .  3-4х - 7 - 2 - г +  2 =  3 - (2-г)2- 7 . 2 ^ + 2 = 0 .  Бу 2х га нис-

батан тўла квадрат тенгламадир. У ҳолда 2х =  —
6

-  Ц - 5- Бундан: 2 Л| =  2; л, -  1. 2х» =  л ,  =
4- м и с о л .  Зл +  2>х +* +  Зл+2 =  5 r +  5ЛГ+1 +  5X+2 тенглама 

ечилсин.
Е ч и ш .  8^ +  3-Злг +  9-Зл = 5 л +  5-5л: +  25-5х ёки 13-3x =i

— 3 1 ёки V =  Буни логарифмлаймиз: х lg Ig -^
ёки x l g 0,6 =  l g 2,3846.

Бундан:
lg2,3846 0,3775 0,3775 3775 ,  15.57

X t =  lg 0 ,6  =  Г.7782 =  -0 ,2 2 1 8  e  2 2 1 8 “  1 2218 •
_ / 4 \ x  (27 \x - 1 2
5- м и с о л .  (■g'l ("s’) тенглама ечилсин.
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„  I о \  гх  / з \  8.V- 3  о ( 2 \ 2X 1 /  2  \ 8—злг 2

Е ч и ш * ( з )  ' ( г )  =  "з еки ( з )  * ( з )  =  3 ‘ 6кИ
( 2 ) 2*+8- 3* e  ёки ^2j3-A: =  | 2 j , . Бу ҳ0лда 3 _  д; =  1; д; =  2.

6- м и с о л .  16. У  (0,25)5 4 =  |/2-v+1 тенглама ечилсин.
20 —л-

.  . 4 Л- +  1 х  — 20 дг +  1 х  — 201 \ .---о— • .—л— . —о— 4 + —7—=̂
Е ч и ш .  24* ^ )  =  2 2 ёки24-2 4 «= 2 2 , ёки 2
X + 1 

=  2  2 *

Бундан: 4 +  — 5 =  ^  ёки ^  — 4 =  2х +  2, бундан
х  =  —  6 .

Т а ъ р и ф .  Н ом аълум  м иқдор  логариф м  иш ораси остида  
қат наш ган  т ен гла м а  ло гариф м ик  т е н гла м а  дейилади.

Масалан, 1) lg (2л: — 1) — lg (х — 1) =  lg3; 2 ) ^ - l g x = 3 ;
3) 2 lg2 л: — 7 lg л  +  3 =  0 ва ҳоказо тенгламаларнинг ҳар би­
ри логарифмик тенгламадир.

Логарифмик тенгламалар ҳам турли йўллар билан ечилади: 
1) потенцирлаш1; 2) алгебраик тенгламаларни ечиш; 3 ) ло- 

гарифмнинг таърифидан фойдаланиш ва ҳоказо.
Бу усуллар билан қуйидаги мисолларда танишамиз.
1- м и с о л .  l g (2 х  — 1) — lg (x  — 1) =  lg3  тенглама ечилсин.

2л"' 1Е ч и ш .  Бундай тенглама потенцирлаб ечилади: lg ——-j —
2 х  1

=  lg 3, бу ҳолда логарифмнинг (4) хоссасига кўра: -  _  t = 3  бў-
лади. Бундан: х  =  2. Т е к ш и р и ш :  lg (2-2 — 1) — l g (2 — 1) =» 
=  l g3 — lg 1 =  1»3 — 0 =  lg3.

2- м и с о л .  у  lg л: =  3 тенгламани ечинг.
Е ч и ш .  Бундай тенгламалар таърифга а со сан ечилади. 

у  lg л: =  3 ёки lg л' =  6. Энди логарифмнинг таърифига кўра: 
х  =  10е.

3- м и с о л .  21g2A: — ^ l g ^  +  3 =  0 тенглама ечилсин.
Е ч и ш .  Бундай тенглама квадрат тенглама деб қараб ечи­

лади: ______
lg x  =  l ± / 4 9 - 2 i _  7 ± 5 .  Ig ^ !  =  3 ;JC, =  103 =  1000;

4 4
_1_
2

lg х2 =  -к; л 3 =  10 =  V 10, демак, х  ̂=  1000; х 2 =  у г 10.

1 Бундай ҳолда топилган илдизларни тенгламага кўйиб текшириб кўриш 
керак, чунки илдизлар орасида чех илдйзлар ҳам бўлйши мумкин.
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Ҳамма вақт бир системадаги логарифмдан иккинчи оир 
системадаги логарифмга ўгиш мумкин. Масалан, /V соннинг 
а  асосли логарифми х ,  b  асосли логарифми у, яъни \о% а М = х \  
log&^=y бўлсин. Логарифмнинг таърифига кўра N  =  ах ва 
N = № бўлади. Булардан: a x =  W. Буни b асосда логарифмлай­
миз: \ogba x - i o o bby ёки л: log„(Z =  у • logft b = y  ■ I =  у; loga/Vx 
X log^a =  logftjV. Бундан:

log.A ' =
1оЯб« ( * )

формулага эга бўламиз. Бу формула ёрдамида турли асосда- 
ги логарифмлар қатнашган логарифмик тенгламаларни ечиш
мумкин. (*) да £ — yv десак, \ogaN =  • (**)

4- м и с о л. 2 log4x  +  2 log.t4 =  5 тенглама ечилсин.
Е ч и ш .  (*) формулага асосан logyl =  ^ , 2log4A:+

И— —  =  5 ёки 2 log^x—5 log4x  +  2 =  0. Бу log4x  га нисба-
_____

тан квадрат тенгламадир. Демак, log4x  =  —

iog4x  =  2, бундан: л:, =  42 =  16, log4x бундан: лг2 =*

=  4 2 =  У  4 = 2 .
5- м и с о л. log2[ 2 +  log3(3 +  л:) ] =  0 тенглама ечилсин.
Е ч и ш .  Бу тенглама дан таърифга асосан 2 +  log3(3 +  л:) =

=  2° ни ёэиш мумкин. Буни 2 +  log3(3+л:) =  1 ёки log3(3 + x )= i  
=  — 1 ёзиб, я на логарифм таърифидан фойдалансак: 3 +  *  =
=  3-1 =  -1-, бундан: л: =  —

6- м и с о  л. 1 — lg 5 =  ~ ( lg  -j - f  Ira: 4 -  lg5 j тенглама 
ечилсин.

Е ч и ш .  Берилган тенгламани lg 10 — l g 5 =  I g ^  « y s j  

шаклида ёки lg =  l g |X  j  ' V  5 кўринишда ёзамиз. Энди 

логарифм хоссасидан фойдалансак, 2 =  - У б  бўлади.
i8

Бундам- х  =  ч/~".

_6i ( ^  — 3) +  lo g 25
7 - м и с о л .  4 = 5 0  тенглама ечилсин.
Е ч и ш . log64(л: — 3) =  с-~ 3) =  Энди берилган

logj о4 б
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^  + log,5 1 о г , ( 5 - ^ - з )

тенгламани: 4 »=50 ёки 4 v = 5 0 ,  ёки

•og, ( s -у/"x  3)̂ т I д,
2 =  50 га келтириб оламиз. Аммо а а =» N  ай-
ниятга асосан: — З)2 =  50 ёки — 3 =  2, бундан: л: — 3 =
« 2 8, л=» 11.

8- м и с о л . loĝ T log,у*
3 - 2  = 7 7 ,
logiy'T tog,,у*

3 — 2 — 7 система ечилсин.
tog,*

Е ч и ш .  3 _^л:
lo g ,/*

3 - I / jc
log,у* log,у log,,у*

2 =  4 =  у ва 2 — / у  ларни ёзиб оламиз.
У  ҳолда

( Л - у  =  77,
l l / x  — "Ку =  7 система ҳосил бўлади. Бундан: *  =  81; 

у  =  4.
9- м и с о л .

-^lOgs-V +  ' ^ O g a y  ” 0

~  l°gfl х  +  —  1°?а У =  1 система ечилсин.

Е ч и ш .  Берилган системани (loga t y -  а 0  кўринишд,

lloga ( У х - У у )  =  1
ёзиб, логарифм таърифидан фойдалансак,

iZy =  a ° = l  
Г /Т -  7 Ў =

бўлади. Энди ҳосил бўлган тенгламалардан биринчисини 
л- даражага, иккинчисини m- даражага кўтариб, ҳосил бўл- 
ган иккинчи тенгламани биринчи тенгламага ҳадлаб бўла- 
миз:

т т пп
—  =  а т ёки л  “ =  а т %

у.Х~т
бундан:

л  =  а
т п*

т*н
т? — я*

у ҳолда у =  а п' m’ бўлади. 
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10- м и с о л .  20 \ogaX У^х + 7  loga»*л:8= 3 log^_ л» тенглама
Va

ечилсин. .
Е ч и ш .  Тенгламадаги логарифмларни а  асосли логарифмга 

келтирамиз: ^

__ "o' ,  .  3  \02ах  , а 2  l o g a  лг
l o g „  / х  =  loga„ л- -  l o g ^  =  — ^ т .

Бу холда тенглама:
1

- о  l o g f l j f  3  l o g a x  2 1 о д а л

кўринишга келади. Бундан:
О  l o g a ^ i  =  0 ;  x 1 =  a ° =  1 ,  2 )  ! +  \ogaX +  1 +  \ogaX =  2 1 о & ал г - 1 *

Энди иккинчи тенгламани умумий махражга келтириб, 
сўнгра у соддалаштирилса: 10 log^л: +  3 loga л: — 13 =  0 ква­
драт тенглама ҳосил бўлади, ундан

10_ _  1_3_

l0go х 2 =  а   ̂ ва \oga л:3 — — j ,  х ъ ~  a  3.

М а ш қ л а р .  Қуйидаги кўрсаткичли ва логарифмик тенг­
ламаларни ечинг:

I ) у т * = V m .  2) А  =  1.

Ж а в о б .  =  ' ( Ж а в о б .  ^  =  4; л:2 =  1.)

8) (о,25 ) ~ .  J * .
( Ж а в о б .  Хх =  10; х 2 =- 10-4 .) 

( Ж а в о б .  (х =  3.) M g x  +  lg y  =  5
6) log2 log8 log** =  0. I l g *  — Igy  =* 3.

( Ж а в о б .  л: =  64.) ( Ж а  в о б Л  =  jO*:)

7) loggx 4- log^__x -  log1 x = 6 .  8) log16̂  +  log*.* +  log2A; =  7.
3 (Ж  а в о 6. x  =  16.)

( Ж а в о б .  л  =  9.) ( 2 \ г ( 9 \*  __ 243
д) 2,оев(-г*-6л + 9) =  3 (2 l08--t /Т --!). X 3 / * V  / 32 ‘

( Ж а в о б .  *1 — 4; л:2 =» 2.) ( Ж а в о б .  л  =  4.)

I I )  З3* - 1 +  3,ДГ“ 2 -  З2*-4 *  315. 12) 5 IgV — \gx  =  0.
( Ж а в о б .  л  =  3.) ( Ж а в о б .  ^  =  1; л 2 =  у' 10.)
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13) 3 4 / -<- 4 . 3 2Уд:+ 3  =  0. i4)J  3(2Iogy,A:- iOgi y) =  10,

I xy  =  81.
а в о 6. x, =  x2=0.j

(Ж  а в о б. ( =  oV X2 =  о7X l  У! =  27; y 2 =  3.

15) V + ", 'r =  О.ООГ T, 16) р =  =  83- ' .

( Ж а в о б .  10 ва 0,01.) (Ж а в об .  ~  )

17) *~)/V 2“ - '  б-'"3=  о. ( Ж а в о б .  | -  )

18) log^(5Jt!) log |x= l, ^Жавоб.  V  5; j

19) 2 lg 2 +  ( l  +  ^ ) l g 3 -  lg 3 +  27) =  0.

(Жа во б .  1; 1. )

20) - 4 4 5 ^ 4 =  1,5. (Жавоб.  0; 1.)
^ • u | /  Л — I

21) 52+4+6+ -  +2jr =  0,04~28. (Жа во б .  7.)
_ 1 _

22) 2 • (2/ 't+5) ^ - ^ У Т б "  =  0 . (Жавоб .  9.)

23) (0,4Л’-Г+1 -  (6,25)1- “1-‘' =  0. ( Ж а в о б .  10; 10s.)

24) x(! lg,jr- ‘’61г ^  =  / Ж  (Жа во б .  10; 0,1.)
-  1 

•g ^ 2+ - l g 5 - l
25) ---------   =  lg0,01. ( Ж а в о б .  5.)

26) 5 • lgj3 +  2 log, ] ^ ( x -  2)У1 -  1 §  log,27 =  1,5.

( Ж а в о 6. 3.)

27) +  1о8вжа  • log± 2x  =  0.

^Ж а в о б. Xi =  ^ ;  x 2 =  a2.)
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28) \ogv f x  ) / log,5 У 5 +  logv T 5 1 /5  =  — j / E

а в о 6. y . j

37- §. МУРЛККАВ П РОЦЕНТЛАР

Т а ъ р и ф .  Д а с т л а б к и  м иқдоргагин а  эмас, б а л к и  вақт  
ўт и и ш  б и л а н  о ли н га н  п р о ц ен т ла р н и  ҳ а м  даст лабки  ш щ -  
дорга қ ў т и б  ҳи с о б л а б  ч и қ а р и лга н  п р о ц ен т ла р  м у р а кк а б  
п р о ц ен т л а р  дейилади.

М а с а л а .  Омонат кассага қўйилган а  сўм пул ҳар йили 
р  мураккаб процент фойда келтирса, у t  йилдан кейнн неча 
сўм бўладп.

Е ч и ш .  а  сўмнинг 1 сўми р % билан 1 йилдан кейин 
1 +  сўм бўлади, у ҳолда а  сўм 1 йилдан сўнг а  (1 +  -щ)

сўм бўлади. Иккинчи йилдан кейин, а  | l  +  щ )  сўмнинг ҳар

бир сўми 1 +  ^  сўм бўлиб, сўм эса s  •

+  ioo) =  a ( 1 + 4 ) 2 Ĉ M б Ўлади-

Шунга ўхшаш уч йилдан кейин: й | l  +  сўм бўлади 

ва ҳоказо.
t  йилдан кейин а  сўм бўлади. Буни А  деб бел-

гиласак,

Л = й ( 1 +  щ ) ’

Бу формула м у р а к к а б  п р о ц ен т ла р  ф орм уласи  дейилади.
1- м и с о л .  Омонат кассага қўйилган 324 сўм ҳар йили 

3 мураккаб процент фойда келтирса, у 5 йилдан кейин неча 
сўм бўлади?

Е ч и ш .  а  — 324; t  =  5; р  =  3%; А =  ?

A =  a ( '  +  #  =  324 •(! +  4 )s =  324.1,03‘.
Буни ҳисоблаш учун иккала қисмини логарифмлаймиз: 
lg А =  lg 324 +  5 lg 1,03 =  2,5105 +  5-0,0128 =  2,5105 +  0,0640 =

=  2,5745.
Антилогарифмдан:

А =  375,4 сўм.
2- м и с о л .  Агар аҳолиси 750 мин г бўлган шаҳарнинг хал- 

қи ҳар йили 1,05% ортса, 6 йилдан сўнг шу шахарда қанча 
хал^ бўлади?
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Е ч и ш .  а =750000; £ =  6; /7 = 1 ,0 5 % ; А =  ? А =  750000«

‘f 1 +  ж / ^  750000,1-01056- Бу ҳолда: lg А == lg 750000 +
+  6 lg 1,0105 =  5,8751 +  6-0,0047 =  5,9033. Энди антилогарифм­
дан:

А =  800400 киши.
М а ш қ л а р .  Қуйидаги масалалар ечилсин:
1) Омонат- кассага қўйилган 9172 сўм ҳар йили 4 мурак­

каб процент фойда келтирса, у 10 йилдан кейин неча сўм 
бўлади?

(Ж  а в об. 13570 сўм.)
2) Омонат кассага қўйилган 576 сўм ҳар йили 3 мураккаб 

процент фойда келтирса, у неча йилда 729,1 сўм бўлади?
(Ж  а в о б. 8 йил.)

3) 3 мураккаб процент билан омонат кассага қўйилган пул 
9 йилдан сўнг 16787 сўм 85 тийин бўлган. Омонат кассага 
неча сўм пул қўйилган?

( Ж а в о б .  12880 сўм.)
4) Агар бир ўрмондаги дарахтларнинг сони ҳар йили 

0,4 % ортиб, 12 йилдан сўнг 268950 туп бўлса, у дастлаб неча 
туп бўлган эди?

( Ж а в о б .  256600 туп.)

38- §. БИРЛАШ М А ЛА Р

Т а ъ р и ф .  Ҳ а р  қанд а й  на р са ла р д а н  т у з и л г а н  ва бир-  
биридан ш у на р са ла р н и н г  ё т а р т и б и  б и ла н ,  ё ў з и  б и ла н  
фарқ қ и л у в ч и  г р у п п а л а р  б и р л а ш м а л а р  дейилади .

Масалан, 2; 3; 5; 7; 9 рақамлардан 235; 325; 239; 237; 
3572; 5372 ва ҳоказо группаларни тузиб текширамиз: 235 ва 
325 лар бир-биридан рақамларнинг тартиби билан, 235 ва 239 
лар рақамларининг ўзи билан фарқ қилади. Бирлашмаларни 
ташкил этган нарсалар э л е м е н т л а р  дейилади.

Элементларни a tb , c , . . .  ҳарфлар билан белгилаймиз.
.Бирлашмалар уч хил бўлади: а) ўринлаштириш; б) ўрин 

алмаштириш ва в) группалаш.

- а) Ўринлаштиришлар
Т а ъ р и ф .  т э л ем е н т н а  п  т адан  ў р и н л а ш т и р и ш  деб, 

ш ундай  б и р ла ш м а л а р га  а й т и л а д и к и ,  у л а р н и н г  ҳ а р  бирида  
бер и лга н  т  элем ент д а н  о л и н га н  п  т а  элем ен т  б ўли б ,  у л а р  
б и р -бп р ла р и д а н  ё  э л е м е н т л а р и  б и ла н ,  ёк и  э л е м е н т л а р и -  
нин г  т арт иби б и ла н  ф арқ қ и л а д и  {п •< т  бўлиши шарт). 
т та элементдан и  тадан тузилган ўринлаштиришлар сони

186



А пт символ билан белгиланади. (Л — французча „anangement", 
яъни ўринлаштириш деган сўзнинг бош ҳарфидир.)

Ў р и н л а ш т и р и ш л а р  с о н и н и н г  ф о р м у л а с и н и  ч и ­
на  р и ш .  Масалан, учта а, Ь, с нарсалардан биттадан: а,Ь,с; 
и к к и т а д а н ; ас, be, ba, са, cb\ учтадан: abc, acb, bca, cab, 
cba бирлашмаларни тузамиз. Булардан ab, ас, bc, са  ва cb 
ларни олиб текширамиз. Бунда ab, ас, Ьс лар нарсалари билан, 
ab ва Ьа\ ас ва са\ Ьс ва cb лар нарсаларининг тартиби билан 
фарқ қилади. Ленин ҳар икковида ҳам элементлар сони 
бир хил. Бундай бирлашмалар уч элементдан 2 тадан ўрин- 
лаштириш дейилади ва А \  шаклда ёзилади. Умуман бизга т  та: 
a , b , c , . . . ,  k ,  е элементлар берилган бўлсин.

Биттадан тузилгани т  па тенг: =  т.
Иккитадан тузиш учун: а  нинг ёнига қолган b, с , . . . ,  k , е 

(т — 1) тасини, b нинг ёнига қолган а, с , . . . ,  k ,  е {т — 1)
тасини ва ҳоказо қўйиб чиқамиз. У ҳолда т  элементдан 2 та­
дан ўринлаштириш:

ab, а с , . . . ,  ak, ае  (лг — 1) та ўринлаштириш;
ba, b e , . . . ,  bk, be (лг— 1) та ўринлаштириш;

Демак, лг элементдан 2 тадан ҳамма ўринлаштиришлар 
сони Л ^ = л г ( л г — 1) бўлади. v

Энди учтадан тузиш учун тузилган 2 тадан ўринлашти- 
ришлардан ҳар бирининг ёнига қолган (/л — 2) та элементни 
биттадан қўйиб чиқамиз.

I  abc, abd , . . . ,  abk\ abe (лг — 2) та ўринлаштириш;

^  acb, a c d , . . . ,  ack, асе (лг — 2) та ўринлаштириш;

Демак, лг элементдан 3 тадан ҳамма ўринлаштиришлар сони 
AJ»= лг (лг —1)(лг—2) бўлади. Шунга ўхшаш: А Ап *= т (гп — 1) •
• (лг — 2)• (лг 3) бўлади ва ҳоказо. Умуман: А^ =  лг(лг— !)•
• (лг — 2) (лг — 3 ) . . .  [лг — (л — 1)] =  лг(лг — 1) (лг — 2 ) . .  . (лг — 
— л  +  1). Демак,

еа, eb е с , . . . ,  е к “ (лг — 1) та ўринлашТириш.

^ .....................
'g ' eka, e k b , . . . (лг — 2) та ўринлаштириш.

Л !  =  лг(лг — 1) (лг — 2 ) . . .  (лг— п  +  1).

Бу ў р и н ла ш т и р и ш л а р  сонини т опиш  ф орм уласи  дейилади .
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Г- м и с о л .  Л)  =  7-6• 5-4 =  840.
2- м и с о л .  Синфда 10 фандан даре бўлиб, ҳар купи 5 хил 

даре ўтилади. Бир кунлик даре неча хил у су л билан таксим- 
ланиши мумкин?

Е ч и ш .  Масала ўринлаштиришлар сонини аниқлаш билан 
ечилади.

Af0 =  10-9-8-7-6 =  30240 усул билан тақсимлаб қўйиш 
мумкин.

б) Ўрин алмаштириш

Т а ъ р и ф .  Ф а қ а т  э л ем е н т л а р и н и н г  т арт иби  б и ла н ги н а  
ф арқ ц и л га н  (яъни п — т )  ўрин-лаш т ириш лар  ўр и н  а л м а ш ­
т ириш  л а р  дейилади.

т  элементдан тузилган ўрин алмаштиришлар сони Р т сим­
вол билан белгиланади. (Я — французча „Permution", яъни 
ўрин алмаштириш сўзининг бош ҳарфидир.)

Ф о р м у л а с и  ни  ч и қ а р и ш .  Таърифга кўра:
P m = A Z  =  т (т — 1 ) (т  — 2 ) . .  \(т — ( т  — 3)] [т — {т — 2)} • 
• \т — (т —\)\ =  т (т — \ ) (т —2 ) . . .  3-2 • 1=1 - 2 - 3 . . .  (/л — 2)- 
•(/тг— 1) т  =  //г! (ml — эм факториал деб ўқилади.) Демак,

Р т =  1 -2-3 . . . (/7 2  — 2 ) - ( / 7 2  —  1 ) - / 72.

Бу формула ў р и н  а л м а ш т и р и ш л а р  сонини т опиш  ф о р м у л а ­
си  дейилади.

М и с о л л а р .  Р 8 =  1 -2-3 =  6; Р с =  1-2-3-4-5-6 =  720; Р 6 =■ 
=  1-2-3-4-5 =  120 ва ҳоказо.

М а с а л а .  8 та стул қўйилган; унга 8 киши ни неча хил 
усул билан ўтқазиш мумкин.

Е ч и ш .  Бу масала ўрин алмаштиришлар сонини аниқлаш 
билан ечилади.

Р 8 =  1-2-3-4-5-6-7-8 =  40320 хил усул билан.

в) Группалаш
Т а ъ р и ф .  т  т а  элем ент д а н  п  т адан т у зи л га н  группа­

л а ш  деб, т  элем ент д а н  п  т адан т у з и л г а н  ур и н ла ш т и р и ш -  
ла р д а н  бир-биридан энг кам и д а  бит т а элем е н т а  б и ла н  
ф арц қ и л а д и га н  ўр и н л а ш т и р и ш л а р г а  ай т и ла д и .

т элементдан п  тадан группалаш сони С" символ билан 
белгиланади (С — французча „Combinasion", яъни группалаш 
деган сўзнинг бош ҳарфи).

Масалан, тўрт элемент а, Ь, с, d  дан 3 тадан тузилган 
abc, abd, acd, bed  группаларни олиб текширамиз.
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Бу группаларнинг ҳар бирида мумкин бўлган барча ўрин 
алмаштиришларни қилсак, тўрт элементдан 3 тадан мумкин 
бўлган барча ўринлаштиришларнн ҳосил қиламиз:

abc abd acd bed
acb adb adc bde
bac bad cad cbd
bca bda cda cdb
cba dab dac dbc
cab dba dca deb

Бундай ўринлаштиришларнинг сони = 6 - 4  =  24. Бунда: 
6 — ўрин алмаштиришлар сони, 4 — группалар сони, 24—ўрин- 
лаштиришлар сони.

Демак, А* =  С*Рй. Шунга ўхшаш: А* =  С*7-Р ^ А]6 =  С[6-Р7 
ва ҳоказо. Умуман: А ^  =  С " -Р л.Бундан:

_  т ( т — \ ) ( т  —  2 ) ... (т  — /? +  !) 
т Р п 1-2-4 . . . /I

Бу формула г р у п п а л а ш л а р  сонини т опиш  ф орм уласи  дейи­
лади. Бунда С°;[ =  1 деб қабул қилинган.

14 9 8-7-б-5 10Д 0х ГА 25-24.23-22
М и с о л л а р .  1) Cg 1.2 .3 -4-5 ^26, 2) С,25 1 - 2 • 3-4 ^

^  12650.
3) С?2х =  1 тенглама ечилсин.

Е ч и ш .  CL =  2Х 3=1 ёки '2ла — л: — 1 =  0, бундан:

1 ± 1 ± 3 . 1 т-« - .*1>2 =  х ̂ — —  =  — ; л:, =  1,л:2 =  — 2-. Булардан елғиз л:, =  1

берилган тенгламани қаноатлантиради, л  == — ~  берилган тенг-

ламанинг чет илдизидир.
4) С"*1! : Спт+1: С^~\  =  5 : 5 : 3  берилган. п ва т  сонлар то­

пилсин.
„4.1 (m-H)m(m—1)... (ю+1—/1-{-1)(т-И — л)

, 5 1-2-3... л (л -f- 1)
Е, 4 И Ш. 1 =  б с л +1 (w + l ) m (m - l ) , . . ( m + l - „ + l). ~

1.2-3...л
=  -  ~ ^  -  ёки и  +  1 =  /;z — /г +  1, бундан: т =  2п.
Яна:

(лг +  1) m (лг — 1)... (/л +  1 — л +  2) (лг +  1 —л -f 1)
Cm+i __ 1 -2-3... (л — 1) л______________
С"-1, (лг +  1) лг (лг — 1)...  (л; — 1 — л +  2)

т+ 1-2-3. . . (л— 1)
лг — л +  2

1 8 9
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ёки 5/t — 3/л — 3/t +  6, бундан: n =  . Энди бундаги m

нинг ўрнига топилган т  =  2/г ни қўйсак: я  =  3'2^ - --6-ёки 2 я =
■= 6, я  =  3 бўлади. Бу ҳолда т  =  2-3 =  6.

5) 12С£“ ! =  55Л2+1 тенгламани қаноатлантирувчи х  нинг 
қиймати топилсин. (Бу мисолда Спт — С”,-л формуладан фой- 
даландик, бу формуланинг исботи кейинчалик берилади.)

Е ч и ш .  12 • Q;~' =  12С ^ з -г -ц  =  1 2 q +3=  12 • ~У =»

-  A2+i = ( л  +  d  =  55 ( х +

*+• 1) ёки (л: +  3) -(л: +  2) -= 110, л:8 +  бл:— 104 =  0, Xi,? =■
_  ±  >х 2 о -г 4 1 б  _  - 5  ±  / f i l  - 5 * 2 1 .

5 G  2 w  2 ;
=  8; л 2 =  — 13 — чет илдиз. ( Ж а в о б .  л: =х8.)
6) ( q  =  СУ+2 

( q -  153
система ечилсин.

Е ч и ш .  СУ’= * <л:~ 1, ):-1(х ~ )' +  1); х 1•2 * 3. . .  у
/ ?У+2 =  ^( -у — — У +  1)(-У — 1) ( -У~ У — I)

1 - 2 - 3 . . . у ( у + 1 ) ( >  +  2)
у-2 (-У — 1)

х  ^  1 2

Буларни ўринларига қўйиб соддалаштирсак:
| ( х  -  у) -  у -  1) =  (у +  1) (у +  2),
\л-2 -  х  -  306 =  0

тенгламалар системаси ҳосил бўлади. Иккинчи тенгламадан: 
л  =  18 бўлиб, буни 1- тенгламага қўйсак: (18 — у)  (17 — у ) —
” У1 +  Зу +  2 ёки 38у *= 304; у =  ^  =  8.

С« - С ^ т е н г л и к н и н г  и с б о т и .  Бунинг учун қуйи- 
дагидек ишлар қиламиз:

Г п т  п + 1 )  _  т{т— \)...(т —n + 1) • 1 ■ 2 • З..^т— п)
т ”  1 - 2 . 3 . . .  л ”  1 - 2-З...Л-1 - 2-3.. .(т—Л) ^

а  1-2-3... (т— п) (лг—л+1)...(/л>—1) т  __ Р тРп ’Рт-п Р п . Р т _„

Бу группалашлар сони формуласининг бошқача кўриниши.
Энди чиқёрилган бу формулада я ни {т — п) билан алмаш-
тирсак:



ҳосил бўлади. Демак,

СП _ f'tn—n
m —

М и с о л .  C% =  C jf-”  =  С 1 ь 300.

M a ш қ л a p. Қуйидагилар ҳисоблансин:

2) Ушбу тенгламалар ечилсин:

3) Тенгламалар системаси ечилсин:

а) ) cyx+l =  2 5л:, * б) /  Л"- 8 : Л""2=  1: 8 ,
С Г 3 : С Г 2= 5 : 8 .

(Ж  а в о б. х  =  12, п =  7.)( Ж а в о б .  х = б ,  у  — 3.)
4) Ушбу тенгликларнинг тўғрилиги текшириб кўрилсин:

39-§. БИНОМ ДАРАЖ АСИНИНГ ФОРМУЛАСИ ҲАҚИДА ТУШУНЧА

Бином—икки ҳад деган сўздир. Энди биз (х +  а)кўриниш- 
да бином олиб, п — ҳар қандай мусбат бутун сон бўлганда 
( x - f a ) "  учун формула чикарамиз. Бундан х  ва а — бином  
ҳа д л а р и ,  п  эса бином кўрсат кичи  дейилади. Формула чицариш 
учун бир неча тенг биномларни ўзаро кўпайтириб кўрамиз:

(х +  а) • (х +  а) =  х а +  2 а х +  а 2= ( х  +  д)2;
(х  +  д) (х + д) • (х  4- д) =  (х +  д)3 =  (х +  а )2 • (х 4 д) =

=  (х2 +  2дх +  д2) • (х  +  д) =  Xs +  Здх2+  Зхд2 +  д3;
(х  +  д) • (х  4- д)(л: 4- а) • (лг+д) =  (х +  д)4 =  (х +  д)3 • (х +  д) =■ 

=  (х3 +  Здх2 +  Зхд2 +  а 2) X 
X (лг +  д) =  х 4 +  4х8а  4- 6х2д2 4- 4хд8 4- д4;

(х 4- д) (х  +  д) (х 4- о) • (х  4- д) • ( х -1- д) =  (х  4  аТ  —
=  (х 4- д)4- (х + д )  =  х 5 4- 5х4д 4- 10х3д? +  10х2д3 4- 5хд44-д‘.

Бу кўпайтмаларга диқнат билан қарасак, уларнинг ҳаммаси 
бир хил қонунга асосланиб тузилганликларини кўрамиз, яъни

а) С" +  С Г ‘ =  С +1; б) С ’ +1 =  СИ;;.



кўпайтмаларнинг ҳар бири х  нинг биттадам камайиб оорган 
даражаси бўйича жойлашган кўпҳаддан иборат, биринчи ҳад 
кўрсаткичи ҳам, охирги ҳад кўрсаткичи ҳам бином даража 
кўрсаткичига тенг ва у ҳадларнинг ҳар бирининг козффици- 
енти бирга тенг, уларда х  нинг кўрсаткичи биттадан кама­
йиб, а  нинг даража кўрсаткичи эса биттадан ортиб боради, 
иккинчи ҳаднинг коэффициента бином даража кўрсаткичига 
тенг, ундан кейинги ҳад коэффициентларининг ҳар бири ўзи- 
дан олдинги ҳад коэффициентини л: нинг кўрсаткичига кўпай- 
тириб, у ни топмоқчи бўлган ҳадгача ҳадлар сонига бўлишдан 
ҳосил бўлишини текшириб ишониш мумкин. Шунинг учун,

( л  +  й ) «  =  л:» +  8 х ' й  +  У  x'a?  +  x'a?  +  f  а :1 й 4 +

, 8 - 7 - 6 - 5 - 4  о .  . 8 - 7 - 6 - 5 - 4 - 3  ,  . 8 - 7 - 6 . 5 - 4 - 3 - 2  7 ,
+  1 - 7 2 ^ 5 ^  +  ~ Г-2'~4 :5 ~- 6 ' '1 • 2 • 3 • 4 • 5 • 6 • 7 ^ ? +

4- ~T̂2 ^ -4 -5 -G-7-8 =  A'8 +  *x ">a +  28л'°а1! +  56л'5а 3 -i- 70a-4 a4 -f
+  56A3a5 +  28A2a° +  Ьха1 +  a \

Умуман, n  — мусбат бутун сон б.ўлганда:

( а  +  а )п =  а "  +  п х п- 'а  +  х п~2а2 +

n ( „ _ ! ) ( „ _  2) g o + .
+  1 2 - 3  Л  a  1 - 2 - З . . . А  ^  а  +

+  . . .  +  ^  (1)
формула ҳосил бўлади1.

Бу формула бином дараж асининг' формуласи  дейилади. 
Бу формула Насириддин Ту си биномининг формуласи ва теиг- 
ликнинг ўиг томонидаги кўпҳад бином ёйилм аси  - дейилади. 
(1) форм у лани п  ҳар қандай бутун мусбат сон бўлганда тўғри 
деб фараз қиламиз ва унинг тўғри эканлигини кўрсатиш учун 
ундаги п  ни (/г +  1) билан алмаштирганда ҳосил бўлган фор­
мула ҳам (1) формуланинг ҳосил бўлиш қонунига бўйсунган- 
лигини кўрсатамиз. Формуланинг тўғрилигини кўрсатишда 
фойдаланаётган бу усулимиз „математик индукция*  методи 
деб аталади. Бунинг учун (1) формуланинг икки томонини 
(а  4- а) га кўпайтирамиз:

( A + a ) / , - ( A  - f  а) = ( а  +  a ) n + 1  =  ( а я 4 -  п х п~ ха  - f  n ^  х п~2а2 4 -

1 1962 йилга қадар бином даражасининг формуласи Ньютон номи билан
юритилар эди, лекин Ньютон бу формулани п манфий на каср сон бўлган
ҳолларга умумлаштирган, холос. Эндилнкда архив ҳужжатлари бу форму­
лани озарбайжан олими Насириддин Туси (XIII аср) ники деб тасдиқлайди.
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+  . . .  +  ti")-(A- +  a )  =  x n+i +  nxna +  n (/1, ;2 -1)- xn 1 ti2 +  • • • +

+  п (n - J )  (n ~ ^  - ■ ■ (n -  k +J1 х ,г-ь+'ак+ .. .+ а пх + а х п +  л А л _ , а 2-4- 

+  ^ - 2 fla +  , , ,  +  ” (* -  * > (n -  2). - J n  -  fe +  j).  .x „ - ^ +i +

+  . . .  +  fl"+1 =  x n+i +  (Л +  \ ) x na  + {n \ ^ n x n- ' a 2 +
, ( Л -4- l ) z z ( / i  — 1)  v „ _ 2zl 8 , , ( л  +  I ) n ( / I  — 1 ) . . . ( / j — Л +  2 )  4 ,

1 . 2 - 3  1 - 2 . . . A  X

X  A"~*+1tiA +  • • - +  Йл+1.
Б у н и  д и қ қ а т  б и л а н  қ а р а с а к ,  б и з  к ў р а м и з к и ,  п  т а  б и н о м  у ч у н  
т ў ғ р и  д е б  о л и н г а н  к о н у н г а  ( /г +  1) т а  б и н о м  к ў п а й т м а с и  б у й -  
с у  н д и .  Д е м а к ,  ( 1 )  ф о р м у л а  п  ҳ а р  к а н д а й  м у с б а т  б у т у н  с о н  
б ў л г а н д а  ҳ а м  т ў ғ р и д и р .

И з о ҳ. „Математик индукция" методи билан прогрессиялар, бирлашма­
лар ва ҳоказолар формулаларининг ҳам тўгрилигини исботлаш мумкин.

Э н д и  ( 1 )  ф о р м у л а д а г и  а  н и  ( —  а) б и л а н  а л м а ш т и р и б ,  с о д ­
д а л а ш т и р с а к :

( а  —  а ) "  =  х п —  п х п~' а  +  n  х п~га2— х п~3аг +

+  . . . - К — l)* " * " - 1) <'11~ ,2з) ; * ' !~ *  +  " х ' - ' а *  + . . .  +

+  ( - 1 ) яа л . . .  ( 2 )

ф о р м у л а  ҳ о с и л  б ў л а д и .
Б и н о м  д а р а ж а с и  ф о р м у л а с и н и н г  х о с с а л а р и .  Д а с т л а б  к у -  

й и д а г и  и к к и  б и н о м  д а р а ж а с и н и н г  ф о р м у л а л а р и н и  т е к ш и р а ­
м и з :

( а  +  а )7 «= а 7 +  7хъа  +  2 \х 5а2 +  35х*а* +  3 5 А 3а 4 +  2 1 а 2д 5 +

4 -  7ха? +  а1 в а  ( а  +  а ) 10 =  а 10 +  \0х*а  +  4 5 А 8а 2 +  1 2 0 А 7а 3 +

4 -  2 1 0 А ео 4 +  2 5 2 а ба 5 4 -  2 1 0 А 4а 6 4 -  1 2 0 а 3л 7 4 -  4 5 а 2я 8 4 -  Ю а л 9 4 -  а 10.

Б у  и к к и  м и с о л д а н  р а в ш а н  к ў р а м и з к и :
1) Б и н о м  ё й и л м а с и  ҳ а д л а р и н и н г  с о н и  б и н о м  к ў р с а т к и ч и  

б и л а н  б и р н и н г  й и г и н д и с и г а  т е н г ,  ч у н к и  ё й и л м а д а  а  н и н г  к ў р -  
с а т к и ч л а р и  0  д а н  т о  п  г а ч а д и р .  М а с а л а н ,  б и р и н ч и  м и с о л д а  
ҳ а д л а р  с о н и  7  4 - 1 = 8 ,  и к к и н ч и с и д а  э с а  1 0 4 - 1  =  П  д и р .  Д е ­
м а к  ( а  4 -  а )п ё й и л м а с и д а  ҳ а д л а р  с о н и  {п 4 -  1)  г а  т е н г д и р .

2 )  Б и н о м  ё й и л м а с и д а  а  н и н г  к ў р с а т к и ч и  б и т т а д а н  к а м а й и б  
б о р а д и ,  а  н и к и  э с а  б и т т а д а н  о р т и б  б о р а д и ,  ҳ а р  б и р  ҳ а д д а г и  
а  в а  а  к ў р с а т к и ч л а р и н и н г  й и г и н д и с и  б и н о м  к ў р с а т к и ч и г а  
т е н г .

3 )  Б и н о м  к ў р с а т к и ч и  т о к  с о н  б ў л г а н д а  ё й и л м а д а  и к к и т а  
ў р т а  ҳ а д ,  ж у ф т  с о н  б ў л г а н д а  э с а  б и т т а  ў р т а  ҳ а д  б ў л а д и .  
( М и с о л л а р д а г и  3 5  в а  2 5 2  к а б и . )
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4) Бином ёйилмасининг — — 22){" ' — *L±J! x n~ka k 

ҳади унинг ум ум и й  ҳа д и  дейилади, у ни ГА+1 деб белгиласак,

тк+\ =  " -(" ~ 1><п̂ . з >; ; ; Г ~ * +!> е™
T„+i =  (к -  0; 1; 2; 3 ; . .  .)• (3)

Бу формула ёйилманинг и ст а лга н  ҳ а д и н и  т опиш  ф орм уласи  
дейилади.

Т  — rk+ \ v-n-(fe+n „k+\ _ n ( n  — \ ) (n — 2) . . . ( n  — k + \ ) ( n  — k)
А+2 п 1 - 2 - 3 . . . * • ( * +  1) Л

Х  ^«-(*+1) а к+\ =  —

5) Бином ёйилмасида унинг бошидан ва охиридан тенг 
узоқликда бўлган ҳадларининг коэффициентлари ўзаро тенг.

6) Бином ёйилмасининг ҳамма коэффициентлари йигиндиси
'2- га тенг, яъни 1 +  „  + ^ i j -  +  ■.. +  " ( n - l ) ( n - 2) ...(n -k + \)+

+  • • • +  1 =  2Л. Бунинг тўғрилигини кўрсатиш учун (1) фор­
мулада jc =  а  =  I деб фараз қилсак, у ҳолда

(1 +  1)'1 =  2Л=  И + я - И - М  + - (г11. ^ 1 ) ‘ 1я~2-12 +  . . . Н-

+ 0 ^ 1} • и + . . . + и = 1 + ^ +
, n (n  — l) , , ZZ (л ~  1) (л — 2 ) . . .  (ZZ — А +  1) , „ , ,+ г; 2 -  + ••• +  гғки» •+...+/»+1

ҳосил бўлади.
7) Энди (2) формулада х  =  а  =  1 деб фараз қиламиз,

о _  1 _  „ +  +  . . .  +

+  ( _  ,)>. +  1 )+  в».

Демак, тоқ ўринда турган биномиал коэффициентлар йигин­
диси жуфт ўринда турган биномиал коэффициентлар йигин­
дисига тенг.

/ г Г х  3 \18
М и с о л .  — h J бином даражасини ёймай туриб,

унинг л 4 қатнашган ҳади топилсин.
Е ч и ш .



64—5 k  .

Шартга кўра: х  ° =  л 4. Бундан: —~ 5fe =  4, k = 6 .  Лемак,

1  _  z-e о - в  - 4 _  18-17.16.15-14.13 х* 6188 .„4 
'  18° л  -  1.2.3 4.5-6 ' 3« “  243 Л •

М а ш қ л а р.

Бином ёйилмасига ёйинг: 1) (\/"а  +  "Н")01

3) (2 /  х  + 3  х ) 7;

4) ( z ^ + V a  j26 бином ёйилмасидан 11- ҳади топилсин.

( Ж а в о б .

5) (з  3/* х  +  7T=j17 бином ёйилмасида х  нинг биринчи да­

ражаси қатнашган ҳади топилсин.
( Ж а в о б .  С77-310х .)

6) [z  +  > /z - 2 j 10 биномнинг z  қатнашмаган ҳади то­

пилсин.
( Ж а в о б .  120.)

7) ( V £  +  47= )18 биномнинг (х-1) ни ичига олган ҳади то- 
\ Ь у х /

пилсин.
( Ж а в о б .  18564 ^ х " 1.)

8) [х  V х  +  is.l—V бином ёйилмасининг биринчи учта ҳад
\  у  у х 26 Л

коэффициентларининг йигиндиси 79 га тенг. Биномнинг х  қат 
нашмаган ҳади топилсин.

( Ж а в о б .  Г6 =  792 у " 7.)

9) ( -г-?-----1-^2-) бином ёйилмасининг тўртинчи ҳад коэф-
;  ̂ г У 7 з )

фициентини иккинчи ҳад коэффициентига нисбати 187 га тенг.
Биномнинг у6 қатнашган ҳади топилсин.

( Ж а в о б .  6545 у6 х -12.)
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40- §. АЛГЕБРАДА УЧРАЙДИГАН АСОСИЙ ФОРМУЛАЛАР

Даражалар: а п • а"1 =  a z,+m a": =  a " - 'n =  ^ т г  (« /  0)

(а- b • с • d )n =  а п ■ Ьп • сп ■ с1п

Қисца кўпайтириш ва бўлиш формулалари.

(о + » )2= а 2+ 2 а » + * 2 { а - Ь ) г= а * - 2 а Ь + Ь г

a2—b2=*(a—b) • (а-\-Ь) ( a + b ) a= a 3+ 3 a 2b + 3ab*+ b8

(a - b )* = a *  -  З а 2Ь +  ЗаЬ2 -  Ьг а 3— Ья= ( а —Ь) (a2+ab-\-b2) I ;

a 3 +  b3 =  (а-{- b) (a2 — +  Z?2)
a2 —6: . .------г =  a  4- ^a — 6 1

ti'i — b'i
а — ь a 2i - a b + b 2 а3 +  e3 о , . , 2

— т-7 =  a 2—  ab-\-b2

(д: +  a) • (x +  6) =  д а +  +  +  =  a 2 ±  »2;
АЛ

—— jr- =x a " - 1  +  a " - 2  b +  a zl-3 6 2 +  • • • +  +  Ьп~ ' ;

-  д*-' — a " -2 b +  a "-3 b2 — а п~* Ья +  abn~2 — б”- 1
a  ~r b

(буларда /г — мусбат бутун сон). 
Илдизлар ҳақидаги формулалар.

__ л /—

K 6 n/ r
J ( V a m)k =  )Zam*

v  mz----  л-т  __
у  У ti =  ( / a

mП / ——
у  a"' =  a  я

1%



{a +  bi) — комплекс соннинг алгебраик шакли. р (cos <р +  
+ /sin ср) — комплекс соннинг тригонометрии шакли.

lg? =  - ; р  =  I а- -г Ь2\ а  =  р cos <р; b =psln<p. 

Муавр формуласи:

(а  +  Ы)п =  р" (cos /г ф  +  / sin /z ф )

>/"р (cos ср +  / sin ср)= ?/"р |cos -  ' +  / sin j

— комплекс сондан илдиз чиқариш формуласи.
Квадрат тенглама илдизларининг формулалари.

х* р х  q =  0: х Ъ2 = --------±   Я- clx1 Ьх с =  0\

— Ь ±  У  Ь- — 4ас 2 1 0 1 . , олг1,2 = -----------------  . ах*  +  2Ьх +  с =  0:

v =  — Ь ± У №  —  ab 
1,2 а

х* р х  q =  0 нинг илдизлари х г ва х 2 бўлганда: х^ +  х 2 — 
=  —/?, х 1- х 2 — q — Виёт теоремаси.

Квадрат учҳадни кўпайтувчиларга ажратиш:
х* +  р х  -\- я =  (л: — л ,) - ( х  — л 2); ах* - \-Ь х -\-с= а(х—х 1) - { х —х г). 

ах* +  Ьх2 +  с =  0 тенгламанинг ечими:

I >2»3>4 — ±  j / ^
— Ь ±  У  Ь- — 4ос

лсь2»з.4 == ±  I/ 2а — —биквадрат тенглама илдизлари.
а ъ  а х у  й , а х -\- 2 d , . . .  , а х у  (п — \)  d  — арифметик про- 

грессиянинг умумий кўриниши;

ап =  а х У { п —  1) d — охирги ҳад; С  _  ( f l i  а п ) 'п

— я та ҳад йигиндиси (п =  1 ,2 ,3 , . . .  , п).
y b x, Ьх я, Ь{ я * , . . . ,  b я'п~ х — геометрик прогрессиянинг 

умумий кўриниши;

b ,n  = Ьх ят 1 — охирги ҳад.

5  =  — /л та ҳад йигиндиси (т  =  1 ,2 ,3 , . . . ,  /л).
т q — 1

 1



*тт b i 'b t f ,  b t f* , . . .  Ь ^ т — чексиз камаювчи геомет­
рик прогрессиянинг умумий кўриниши;

s =  T = - j  ( t o l < ' )

—чексиз камаювчи геометрик прогрессиянинг ҳадлар йигин­
диси.

А лгебрада  цараладиган б а ъ зи  функцияларнинг  
умумий кўриниши

у  =  а х b чизиқли функция; у  =* а х 2 +  Ь х с  квадрат 
функция; у =  а х  кўрсаткичли функция; у  =  loga-*: логарифмик 
функция.

Л огариф м лар ҳацидаги асосий формулалар

lg (Al vV) =  l g A l + I g v V ;  lg =  I g M  — l g M l g ( A l n) =  / i - lgAf;

\ g V M  =  ~ \ g M .

Бир логарифм системасидан иккинчи логарифм системасига 
ўтиш формуласи:

Ьа logyz •

Мураккаб процент

А =  о- +  г ^ у  — мураккаб процентни топиш формуласи.

Бирлашмалар

А пт =  т (т — \ ) (т  — 2 ) . . .  [т — (п — 1)] — ўринлаштириш- 
лар сони.

Р т =  1- 2 - 3 . . .  (т — \ ) -т -=  ml —  ўрин алмаштиришлар сони.
Г п  т ( т  —  \) (т —  2)... [т —  (п—  1 ) )  ~

т = --------------- \ .2 :з: ..п------   — группалаш сони. Спт ■
=  С”~ п — айният.

Бином дараж асининг ёйилмаси

( х  +  о)" =  л" +  п х " - 1 а  •+ 1} х л- а а 2 +  х п-* а ь +

+   ̂ t +  п (п -  1) ( / » - ? ) ^ ( п -  (k - l)] хп_к a h +  "  +fl/|<
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Tk+X =  Скп х п к а к — бином даражаси ёйилмасининг исталган 
ҳадини топиш формуласи.

41- §. ҚЎШИМЧА МИСОЛ ВА МАСАЛАЛАР

1- м а с а л а .  Заводнинг уч цехида 1200 ишчи ишлайди. 
Биринчи цехда иккинчидагидан икки марта кўп ишчи бор, 
учинчи цехда биринчидагидан 400 ишчи ортиқ. Ҳар қайси 
цехда қанчадан ишчи бор.

Т е н г л а м а  т у з и ш .  1 цехда л: ишчи бўлсин, у ҳолда ма-
саланинг шартига кўра: II цехда у  ишчи, III цехда (л: +  400)

ишчи бўлади. Бу ҳолда: А'+  ^  +  jc +  400 =  1200 тенглама ту- 
зилди.

Е ч и ш .  а +  +  а- =  1200 — 400 ёки а =  800, бундан:
а  =  320. -

(Ж  а в о б. 320; 160 ва 720 ишчи.)
2- м а с а л а .  Бир мактаб ўқувчилари 16,2 сўм пул тўпла- 

шиб, театр ва кинога 55 та билет олишди. Театр билети 36 
тийиндан, кино билети 24 тийиндан. Театр билетидан нечта ва 
кино билетидан нечта олинган?

Т е н г л а м а  т у з и ш .  Театр билети а  дона бўлсин. Кино 
билети (55 — а ) дона бўлади. Бу ҳолда: ҳамма театр билети 
( 3 6 - а ) тийин бўлади ва ҳамма кино билети 2 4 - ( 5 5  — а )  т и й и н  
бўлади. Демак, 3 6 а  +  24-(55 — а )  =  1620 тенглама тузилади.

Е ч и ш .  36 а  +  24-(55 — а ) =  1620 ёки 12а  =  300. а  =  25; 
55 — а  =  55 — 25 =  30.

(Ж  а в о б. 25 та театр, 30 та кино билети.)
3- м а с а л а .  Бир паровоз ва 15 вагондан иборат пассажир 

поездининг оғирлиги 370,5 тонна б ўл и б ,паровознинг огирлиги 
4 та вагоннинг оғирлигидан 13,3 тонна ортиқ. Бир вагоннинг 
оғирлигини ва паровознинг оғирлигини топинг.

Т е н г л а м а  т у з и ш .  Битта вагон оғирлиги а  тонна бўл- 
син. Паровоз оғирлиги (4а  +  13,3) тонна бўлади. Бу ҳолда: 
4а  +  13,3 +  15а  =  370,5 тенглама тузилади.

д к ?  о
Е ч и ш .  19а  =  357,2; бундан: а  = - - ^ - = 1 8 , 8  т. У ҳолда 

паровоз оғирлиги: 4 а  +  13,3 =  4 - 18,8 - f - 13,3 =  88,5 Т.
( Ж а в о б .  18,8 т ва 88,5 т.)

3- масалани яна қуйидагидек система тузиб ечиш ҳам мум­
кин:

С и с т е м а  т у з и ш .  Битта вагон оғирлиги а  тонна ва па­
ровоз оғирлиги у  тонна бўлсин. У ҳолда,

/У — 4 а  =  13,3;
-  1у +  15а  =  370 ,5 .
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Е ч и ш .  Иккинчи тенгламадан биринчи тенгламани айирсяк: 
19л: =  357,2; бундан: л: =  18,8 Г, у  =  4л'-Е 13,3 =  4-18,8 +  13,3 =  
=  88,5 т .

4- м а с а л а .  Бир гала зоғча биттадан шохга қўнганда бит­
та зогча ортиб қолади, иккитадан қўнса, битта нюх ортиб 
қолади. Зоғча нечта ва шох нечта?

Т е н г л а м а  т у з и ш .  Зогча х  дона, шохча у  дона бўлсин.
У ҳолда л: — у =  1 ва у — =  1 тенгламалар ҳосил бўлади.

Е ч и ш .
р - у  =  1,

+  1у - т ° 1-

X '— Y  =  2 ёки =  2,

ёки л: =  4. Бу ҳолда: у =  4 — 1 =  3. Ж а в о б .  4 та зогча, 3 та 
шохча. (Бу масалани система туз май ечиш ҳам мумкин.)

5- м а с а л а .  Икки хонали сон ўзининг рақамлари йигин­
дисига бўлинса, бўлинмада 4 ва қолдиқда 3 чиқади. Агар 
ўша рақамлар билан, лекин тескари тартибда тузилган сонни 
бирликлари ва ўнликлари рақамларининг айирмасига бўлсак, 
бўлинма 26, қолдиқ 1 га тенг. Шу сон топилсин.

Т е н г л а м а  т у з и ш .  Сон: {xy)  =  Юл: - f  у бўлсин. У ҳолда 
\ 0 х  4- у =  1 ( х  +  у) +  3 ва 10у +  ^  =  26- (у — л:) +  1 тенглама­
лар тузилади.

Е ч и ш .
/Юл +  у =  4-(л: +  у) +  3, я , /16у — 27л =  — 1 1 
i l 0y +  A- =  26 ( у - л ) +  1 еки у +  2л =  1 16

32л — 27л =  16 -  1 =  15.

5л =  15, л  =  3. у =  2л — 1 =  2-3 — 1 =  5. Демак, сон 10л4-у= 
=  10-3 +  5 =  35.

6- м а с а л а .  Икки ишчи бир ишни биргалашиб ишлаб, t 
соатда тамом қилишади. Биринчи ишчи ёлғиз ўзи ишласа, 
иккинчига Караганда ишни 4 соат тез битиради. Шу ишни 
ҳар қайси ишчи ёлгиз ишласа, неча соатда битира олади?

Т е н г л а м а  т у з и ш .  I ишчи л  соатда, II ишчи (л — 4) 
соатда битирсин, бу ҳолда

ни ёзиш мумкин.
Е ч и ш .

л 2 — 4л =  2 tx  — 4 t  ёки л2 — 2 (2 +  0  -V +  4^ =  0.
Бундан:

х„ г  =  (2 +  <) ±  V V  +  t f - ^ T t  = 2 + t ±  j / F + 4  соат.
2 0 0



(Бу масалани система тузиб ечиш ҳам мумкин.)

7 - ми с о  л. I^ io g ,  5 "К 5 +  log/ 5  5 Кб* log^-г х  — — V s  

тенглама ечилсин.

Ечиш.  lo g ^  5 Кб =  logyy ( V б)3 =  3logyTK  5 — 3*1 =3;
logyT 5 / 5  з

•5  у  5 = ------------ = ------------ . Демак, буларни урнига куй-
10 V l *  '0SY-sx

=-Кз*К 2.
Буни К З  га қискартириб, сўнгра квадратга кутарсак, ( 1 -f* 
+  log/ T  х ) \ о  V J x  =  2 ёки log^- х  +  log/ T  х  — 2 =  0 бўлади.

8 -м  а с а л а .  Омонат кассага иккита бир хил миқдорда 
(сумма) пул қўйилган. Биринчи пул т  ойдан сўнг р  сўм, ик- 
кинчи пул п ойдан сўнг q сўм қилиб олинган. Қўйклган иул- 
нинг ҳар қайсиси неча сўмдан бўлган ва омонат касса неча 
процентдан тўлаган?

Т е н г л а м а  т у з и ш .  Омонат касса д;% дан тўлаган бўл- 
син, ҳар қайси қўйилган пул у  сўмдан бўлсин. Бу ҳолда тенг- 
ламалар:

сак,

Бундан:

logy-5л:, =  1, х х =  Кб; logy-g х 2 =  — 2; х 2 =  Булардак: х

=  — — илдиз, х  =  1/5 —  чет илдиз.
5

Е ч и ш.

Буларнинг биринчисини иккинчисига бўлсак. 

лади. Бундан:

m t  -f 1200 
пх + 1200



_  1200 p __ _ __________ 1200 p _____________ ^

У ~  m x  +  1200 — J20(WzM£--v)_+120q ^  
m q  —  np

____________ 1 2 0 0  p  {mq —  np)______________ \ Ш ) p  (mq —  np) _  m q  —  np
^  1 200 /И /7— 1200m < ? + 1200/Ti<7— 1200/1/ /  1 2 0 0  p  (m  —  n) m  —  n  С У М *

( Ж а в о б .  x== Ж ( р - » )  у _  !W—.nJL  сўМЛ 
I  m q  —  np y m  —  n  J  j

9) >/ (a +  ^ )a +  4 > /(a  — л:)2 =  5 y^a2 — д:2 тенглама ечилсин.

Е ч и ш .  Тенгламанинг икки томонини >^а2 — л:2 га бўла-

миз [V a*  — х * ф о ) .  " j / ~ ~ ~  +  4 j Z = 5  ҳосил бўлади.

у =  k  деб белгилаймиз. Бу ҳолда: А +  4 • =  5 ёки k2— 

- Ы  +  4 =  0. Бундан: 6,.2 =  ^  =  4; =  1.

Демак, ] Z =  4 дан: jc, =  | а ;  -  1 дан: л:2 =  0.

(Ж  а во  б. л:2 =  0.)

10) (^yzz. — yfa*)  , д-даражали биномнинг олтинчи ҳадида 
а  қатнашмайди. Кўрсаткич п  ни топинг.

Е ч и ш .  Tk+1 =  Скп х п~ к а к формулага асосан:

/  1 \ л — 5  / к  VC 1 5 — 3 1  27— Зп
т'  =  с ” ( ў ғ )  И ' < -  1)‘ - - С « а — -С* а —

27— Зп 2 7 ______ 3/1
Энди, шартга кўра а  4 =  а° бўлади. Бундан: — 4— =  0 ёки 
9 — /г =  0.

(Ж  а в о б .  п  =  9.)

И)  (г +  К  5)6, 6- даражали биномнинг 5- ҳадидан 3- ҳа- 
дининг айирмаси 300 га тенг. z  топилсин.

Е ч и ш .  Шартга кўра: 7б — 73 =  300 ёки С^г2- ( ] / 5)4 —

-  tiz*  ( | / 5 ) ! =  300 ёки l | ^ | . 2 5 . z! -  ^ |-5 г*= 30О ёки 375г» -
— 75z4 — 300 =  0 ёки z4 — 5z2 +  4 =  0 бўлади. Бундан: 21,2,3,4 =

, I  5  ±  S ~ 2 5 ^ W  , 1 / 5 Т Т
=  ±  К -------- 2---------=  ±  К ” 2™"; 21.2 =  ± 2  ва z3)4 =  +  1.

(Ж  а в о б .  z  =  ±  2 ва z =  ±  1.)
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12) ( x ' Y x y - \ ~  x3y y j  бином даража ёйилмасининг тўр-
тинчи ва саккизинчи ҳадларининг коэффициентлари ўзаро 
тенг бўлса, унинг л  қатнашмаган ҳади топилсин.

Е ч и ш .  Tk+l =  Cknx n~k a h формуладан фойдаланамиз.

7ft+1 =  с?, { х У Т у у - к бўлади.

тк =  d  {х V w Y - z (x- T 7 j )  ва 7, =  t i  (л 

Берилган шартга кўра:

а) с ;  =  q  еулади. CJ =  " <П~!*,(з ~ 2) ва CJ =

=  '1('1- 1)1(д2, з 2);7 (Л- 6 ) ; У ҳолда, д(', - , 1̂ - 2) =
Z1 (ZI -  1) (п —  2)  ( л  —  3 ) . . .  (/7 —  6)  ,  ( л — 3 ( л —4 ) . . .  ( л  —  б)  .

 ------------------------------------1 - 2 - 3 - 4  . . .  7  ’  ° > Н Д а И -  4 ^ 7  1

ёки п к — 18/13 +  119/г1 —342/г—480= 0(1). Бу тенгламадаги езод 
ҳад 480 нинг бўлувчилари: ±  1; ± 2 ;  ± 3 ;  ± 4 ; + 6 ;  ± 8 ;  ±  10; ±  
+  12; ±  24; +  48. Булардан бирортаси п учун циймат бўлади.

_  /  1 \ *  5
б) = х ° ёки х

бундан:

еки to* =  зп, б =  ̂ д” . ..(*)•
Ленин k ъг п  лар мусбат бутун сонлардир. Демак, (*) тенг- 
ликда k  мусбат бутун сон бўлиши учун, (1) тенгламадан п  
нинг 10 га тенг қийматларинигина олишни талаб қилади, яъни
п  =  10. У ҳолда (*) дан k  =  =  3 бўлади. Демак, у ҳол-

да: Г, =  Cf0 ( У 7 Г "  120 У3 / ў Г

(Ж а  воб .  120 у8 - / у . )

Зл—Зд: 7ft
2 2 =  л:0



III Б Ў Л И М  

ГЕОМЕТРИЯ'

а) ПЛАНИМЕТРИЯ 

АСОСИЙ ТУШ УНЧАЛАР

Геометрик жисм деб, ясалган материали, ранги, қаттик 
€ки юмшоқлиги ва шунга ўхшаш томонларн эътиборга олин- 
май, фақат шакли ва ўлчовларигина эътиборга олинган жисм- 
га айтилади. Масалан, металл шар, ёгоч шар, футбол тўпи, 
резина копток ва ҳоказоларнинг ҳаммаси бир хил шаклда, 
яъни шар шаклидадир. Жисмнинг чегараси — сирт; сиртнинг 
чегараси — чизиқ; чизиқ бўлагининг ҳар бир учи — нуқтадир. 
Нуқта, чизиқ ва сиртларни геометрии жисмлардан айрим ҳол- 
да тасаввур қилиш мумкин.

Одатда нуқталарни латин алфавитининг бош ҳарфлари 
(масалан, A ,B ,C ,D  ва ҳоказолар) билан белгилаб ёзиш қабул 
килинган.

\  l - § .  ТУҒР>1 ЧИЗИҚ, НУР, КЕСМА, СИНИҚ ЧИЗИҚ ВА тғкислик  
\  ҲАҚИДАТУШУНЧА

Синф доскасининг чети, таранг тортилган ип ва ҳоказолар 
тўғри чизиқ тасаввурини бера олади.

Тўғри чизиқ ё латин алфавитининг битта кичик ҳарфи би­
лан, ёки иккита бошқа-бошқа нуқтасига қўйилган иккита бош 
ҳарф билан белгилаб ўқилади. Масалан, а  ёки А В  тўғри чи- 
зиқ каби (30- расм).

Тўғри ч из и к ни энг содда чизиқ дейиш мумкин. Тўғри чи- 
зиқни карама-қарши томонга чексиз давом эттирилиши мум­
кин бўлишини ақлда тасаввур қилиш мумкин, албатта.

Икки нуқтадан тўғри чизиқ ўтказиш мумкин ҳам фақат 
битта (30- расм). Бир томондангина чегараланган тўғри чи- 
зиқ — нур  дейилади (31- расм).

Нурни чегаралаган бу нуқта унинг бо ш ла нғи ч  нуқт аси  
дейилади. Тўғри чизиқнинг икки нуқта билан чегараланган

1 Геометрия сўзи грекча бўлиб, ер ўлчаш деган маънонн англатади. 
Бу фанга бундай исм берилишининг сабаби шуки, қадим замонда геомет- 
риянинг асосий мақсади ер сиртидаги масофаларни ва юзларнн ўлчашдан 
иборат бўлгаи.
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қисми — к есм а  дейилади  (32- расм). Кесмани чегараловчи  икки 
нуқта  унинг у ч л а р и  д е б  аталади.

И з о ҳ. Тўғри чизиқ чизиш учун одатда чизғич ишлатилади. Бир тўғри 
чизиқда ётмаган бир неча кесмадан иборат чизиқ— ca«u/f чизиқ дейилади 
(33- расм).

а
д 8

30- расм-

а

"УР

31- расм.

й  * 1 В

32- расм. 33- расм

а) Текислик

Стол сирти, идиш  да тинч ту р ган  сувни нг сирти, дераза  
ойнасининг сирти ва ҳ о к азо л ар  текислик  тасаввурини бера 
о л а д и 1 (34- расм).

Х о с с а с и .  Т екисликнинг ихтиёрий икки  нуцтасидан тў ғр и  
чизиц ўтказилса , бу  тўғри  чизикнинг ҳам м а нуқталари  шу 
текисликда  ётади. Бирор қонун  
билан  алоҳи да  ёки бир-би ри  би­
лан ту р л и  ком бин ац ияларда  
олинган нуқта , чизиқ, сирт (ёки 
ж исмлар) гео м ет р и к  ф и гу р а л а р  
ҳосил қилади.

Ҳ ам м а қисмлари битта текис-  34- расм.
ликка  ж ой лан иш и мумкин бўлган
ф игураларн и  ўрган увчи  геом етри я  бўлими — п л а н и м е т р и я  
дейилади .

Г еом етриянинг битта теки слй к ка  ж ой лан и ш и  мумкин бўл- 
маган ф игураларн и  ўр ган у вч и  бўлими ст ер ео м ет р и я  деб  
аталади. Ш ундай  қилиб, мактаб  геом етри яси  — планиметрия 
ва стереом етрия  деган  икки бўли м дан  иборатдир.

1 Нуқта, тўғри чизиқ ва текислик — бошланғич тушунча деб олинади.
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б) Кесмалар устида амаллар

Кесмалар устида амалларни бажаришда циркуль ёки чиз- 
гичдан фойдаланилади. Агар икки кесмани устма-уст қўйган- 
да уларнинг учларидаги нуқталари ҳам устма-уст тушса. улар 
т енг кесм а ла р  дейилади.

Кесмалар устидаги амалларни мисолларда кўрсатамиз.
» 1- м и с о л. А В  ва CD  кесманинг йиғиндиси топилсин.

Е ч и ш .  Ихтиёрий тўғри чизиқ чизиб, унда бирон М  нуқ- 
тани белгилаб, сўнгра циркуль ёки чизғич ёрдамида М  дан 
бошлаб А В  ни ва унинг давомига C D  ни кетма-кет қўямиз. 
У ҳолда А В  — М Е  ва C D = E F  бўлиб, M E  кесма, А В  ва C D  
ларнинг йиғиндиси бўлади, яъни М Ғ  =  M E  -J- Е Е  =  А В  +  CD  
(35- расм).

---------- - 8  Ci---- ------- 1

Mz—
HB+CD

Г ' ----^

35- расм.

-  D

Д8 CD

 П  а
36- расм.

И з о ҳ. Қўшилувчи кесмалар сони иккитадан ортиқ бўлганда ҳам кесма­
лар шу тартибда қўшилади.

2- м и с о л. А В  кесмадан C D  кесмани айиринг.
Е ч и ш .  А В  кесманинг устига, масалан, А учдан бошлаб 

CD  ни қўямиз, А В  кесманинг қолган қисми айирма кесма 
бўлади (36- расм).

Демак. Е В  = А В  — АЕ=> А В  — CD, чунки А Е  =» CD.

6 см 1
-18

зав
~1.5йГ

37- расм. 38- расм.

3- ми со  л. А В  кесмани бутун мусбат сонга, масалан, З г а  
кўпайтиринг.

Е ч и ш .  Бунинг учун А В  кесмани 3 марта ўз-ўзига қўшиш 
кифоя (37- расм).

Демак, A E I = A E + E F  +  F H  =  А В  +  А В  +  А В  =  3 А В .  Энди,
3 А В  =  А Н  дан А В  ь= деб ёзиш мумкин.
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4- ми со  л. А В  =  6 см  кесманинг бўлаги топилсин1.

Е ч и ш .  А В  кесманинг j  қисми Е Ғ  кесма бўлсин, бу ҳол- 

да Е Ғ  =  А В  =  ^  =  1,5 (38- расм).

2- §. БУРЧАКЛАР ҲАҚИДА ТУШУНЧА.
НУҚГАДАН ТУҒРИ ЧИЗИҚҚА П ЕРП ЕН ДИ К У ЛЯ РТУ Ш И РИ Ш

Геометрияда бурчак  деб, т е ки с л и кд а  бир бош ланғич  нуқ-  
т а га  эга  б ў л га н  икки  нурдан  т а ш к и л  т опган геометрик  
ф игурага  а й т и ла д и  (39- расм) (ёки О А нур ни нг  О нуқт а  
атрофида а й ла н ш и и д а н  ҳ о с и л  б ўл а д и га н  фигу р а н и  бурчак  
дейиш мумкин). О нуқта бурчак 
учи; ОА ва О А х нурлар А О А х 
бурчакнинг томонлари дейилади.
Бурчак Z  белги билан ёзилади.
Масалан: Z  А О А х; Z  ЛОЛ2;
Z A O A 3 ва ҳоказо. Бурчак таш­

кил этувчи икки нур, агар тўтри *- 
чизик ҳосил қилса, ундай бурчак 
ёйик бурчак дейилади. Z  ЛОЛ2— 
ёйиқ бурчак. Нурнинг бошлангич 
нуқта атрофида тўлиқ айланиши- 
дан ҳосил бўлган бурчак т ў л а  ,
бурчак,  бошқача айтганда, нур чз'
бошлангич нуқта атрофида бури- 
либ, натижада ўзининг дастлабки 39- расм.
ҳолатини олса, ҳосил бўлган бур­
чак тўла бурчак дейилади, масалан, Z  ЛОЛ (39- расм).

Бурчакнинг, масалан, ОА томоннинг О нуқта атрофида 
ОЛ, ҳолатини олгунча айланиш (бурилиш) миқдори — бурчак  
ўлч о ви  дейилади (39- расм). Масалан, Z  А О А х нинг миқдори 
а бўлсин, у ҳолда Z А О А х =  а деб ёзиш мумкин. Бурчакнинг 
учи битта бурчакка тегишли бўлса, уни бурчак учига қўйил- 
ган битта ҳарф билан, акс ҳолда учта ҳарф билан ифода қи- 
либ ёзиш қулай. Масалан, 40- расмда Z В  деб ёзиш; 41- расм- 
да scaZ  A B C  ва Z  C B D  деб ёзиш қулайдир.

а) Б у р ч а к л а р и и н г  т е н г л и г и .  Икки бурчакдан би- 
рини иккинчиси устига қўйганда улар устма-уст тушса, улар 
ўзаро тенг бурчаклар дейилади; агар иккита бурчакни устма- 
уст қўйганда биттаси иккинчисининг ичида колса, уни иккин- 
чи бурчакдан ки чи к  ва иккинчиси эса биринчидан ка т т а

1 Кесмани ҳар қаидай бутун сонга бўлиш ёки каср сонга кўпайтириш 
амалини бажаришда, олдип 19- § даги кесмани бир неча тенг бўлакка 
бўлиш усулидан хабардор бўлиш керак, албатта.

л.
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бурчак  дейилади. Z  А О  В  ва Z  А10 ,В 1 лар берилган бўлсин. 
Z  AjOj#! ни Z  ЛОВ устига қўйганда устма-уст тушсин, бу 
ҳолда Z  А хОхВ х — А О В  деб ёзилади (42- расм).

б) Б у р ч а к л а р н и  қ ў ш и ш  ва  а й и р и ш .  Берилган икки 
бурчакни қўшиш учун уларни шундай ёндоштириб қўйиш

керакки, уларнинг учлари ва биттадан томонлари умумий бў- 
либ, ички соҳалари устма-уст тушмасин. Масалан, А О В  ва 
C D E  бурчакларни қўшиш талаб кил и ней н (43- расм).

А О В  ва C D E  бурчакларни шундай ёндоштириб қўямизки, 
Z  CDA =  Z CDE  +  Z  E D N  -  Z  CDE  +  Z  AO B  бўлади.

Бурчакдан бурчакни айириш учун, уларни шундай ёндош­
тириб қўйиш керакки, уларнинг учлари, биттадан томонлари

ва ички соҳалари устма-уст тушсин. Масалан, Z  GDN  дан 
Z  АОВ  ни айириш талаб қилинади (43- расм).

О нуқтани D нуцта устига, ОВ  томонни D N  томон устига 
шундай қилиб қўямизки, ОА  том он и Z C D N  ичида D E  ҳо-

40- расм. 41- расм.

42- расм.

В

43- расм.

Л



латини олеин. У ҳолда: Z  CDE =  Z  С DA — Z EDJ\ =  Z  C D N — 
— Z  АО В  бўлади (буларда, Z  E D N  =  Z  AOB). Қўшилувчи 
бурчаклариинг сони иккитадан ортиқ бўлганда ҳам шу қоида 
и т л я т и л я  пи.ишлатилади.

d) Б у р ч а к л а р н и  с о н г а  к ў п а й т и р и ш  ва 
Аг а р43-  расмда Z  C D E  =  Z  ED N  бўлса, у ҳолда 
=  Z  C D E -\-  Z  C D E  =  2- Z. C D E  бўлади. Демак, 
сонга кўпайтириш бурчакни ўша сон
демакдир. Кейинги тенгликдан Z  CDE

б ў л и ш. 
Z  C D N  =  
бурчакни 

марта ўзаро қўшиш
= Y Z  C D N  келиб чи-

қади.

О

Яя,

44- расм.' 45- расм.

бўлувчи  нург) Б и с с е к т р и с а .  Б у р ч а к н и  тенг и к к и га  
ш у бурчакнинг  биссектрисаси дейилади.

/L А О В  да: Z  А О Е =  Z  В О Е  бўлсин (44- расм).
Демак, О Е  нур Z  АОВ  нинг биссектрисаси бўлади.
д) Т ў г р и, ў т к и р в а ў т м а с  б у р ч а к л а р .
Т а ъ р и ф л а р .  Ё й и қ  бурчакнинг  т енг я р м и  т ўғр и  бурчак

дей и ла д и ; т ўғр и  бурчакдан ки чи к  бурчак  ў т к и р  бурчак; т ўғри  
бурчакд ан  ка т т а , л е к и н  ёйиц  
б ур ча кд а н  к и ч и к  бурчак  ўт мас  
бурчак  д ей и ла д и  (45- расм).
Z.AOC —  ўткир бурдак; Z  А О В — 

тўғри бурчак ва Z  AODt — ўтмас 
бурчак. Тўғри ‘ бурчакнинг миқ- 
дори d  ҳарфи билан белгиланади.
Z A O B  =  Z  Л ,0 5  =  (^ — фран- 
цузча „droit“ деган сўзнинг бош 
ҳарфи; бизнингча. ятўғри“ деган сўздир). Тўғри бурчак томон­
лари ўзаро п е р п е н д и к у л я р  ч и зи қ л а р  дейилади ва ОВ J_ ЛА, 
шаклда ёзилади (J_ перпендикуляр белгиси).

е) Қ ў ш н и  б у р ч а к л а р .  Битта томони ва учи умумий, 
қолган икки томони бири иккинчисининг давоми бўлган бур­
чаклар қ ў ш н и  б ур ч а к л а р  дейилади.

Z А О В  берилган. ОА нинг давоми ОС бўлсин; бу ҳолда 
Z ВОС берилган Z  А О В  га цўшни бурчакдир (46- расм).

С - ............... -

46- расм.
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И з о ҳ. Тўғри бурчак чизиш учун чизмачилик учбурчаги  ишлатилади.

ж) Ч и з м а ч и л и к  у ч б у  р ч  а г и д а н  ф о й д а л а н и б  
н у к т а д а н  т ў ғ р и  ч и з и қ қ а  п е р п е н д и к у л я р  т у ш  и- 
р и ш.

М а с а л а .  Берилган А нуқтадан берилган M N  тўғри чи- 
зиқна перпендикуляр туширилсин (47- расм).

А -  / в

М

47- расм. • 48- расм.

Е ч и ш .  Чизмачилик учбурчаги 47-расмда кўрсатилгандек 
қилиб кўйилса, у ҳолда А В  кесма Л4Л га перпендикуляр1 
бўлади ва у ASJ_A4A шаклда ёзилади. Бунда А С  кесма M/V 
кесмага оғм а  дейилади. Энди 46-расмдан яққол кўрамизки, 
иккита қўшни бурчакнинг йиғиндиси ёйиқ бурчакка, яъни 2d  
га тенг ( / .  А О В  +  £  ВО С  =  2d).  Бу ҳолда тўла бурчак =  2af+ 
+  2^ =  Ad.

з) В е р т и к а л  б у р ч а к л а р .  Учи умумий ва томанлари 
бир-бирининг томонларининг давомидан иборат бўлган иккита 
бурчак вер т и ка л  бурчаклар дейилади.

Вертикал бурчаклар ўзаро тенг, яъни / .  А О В  = / .  A f l B ^  
эканини исбот қиламиз.

И с б о т .  4 8 - расмда Z АОВ ва Z А ^ В , ларга ^  А хО В  қўшни 
бурчак бўлганлиги учун: / .  А О В 2. В О А х = 2 d  ва Z  В ^ А ^  
-h Z  А хОВ  =  2d. Бу ҳолда Z  А О В  +  Z  ВОА, =  Z A f i B ^
4- Z  А хОВ. Демак,Z АО В  =  Z. АхОВх. Шунга ўхшаш: Z .A O B x — 
=  Z BOA, дир. з

M а с а л а .  Қўшни бурчаклардан биттаси-j- га тенг. Бошқа
қўшни бурчакнинг учдан икки қисми топилсин.

Е ч и ш. 49- расмда кўрсатилган бурчакларни чизамиз. ZAOA, 
ёйиқ бурчак бўлгани учун: / - А О В £  В О А х — 2d. Демак,
Z  В О А х =  2 d  -  1  =  Z  BOD  =  |  Z  BO Ax =  ~ ^  d  =

1 Демак, тўғри чизиқ ташқарисидаги бир нуқтадан унга фақат битта 
перпендикуляр тушириш мумкин.



М а ш қ л а р .  1. Қўшни бурчаклардан бири иккинчисидан 
d  қадар катта. Шу бурчаклардан ҳар бирининг катталиги

топилсин.
7 9 NЖ  а в о б .  -ў- d  ва ў- d.

й,

49- расм. 50- расм.

2. Икки тўғри чизиқнинг кесишувидан ҳосил бўлган бур­
чаклардан бири у  ^  га тенг. Қолган бурчакларни топинг.

Ж  а в о б .  у  d  ва у  d \

3. Берилган О нуқтадан берилган учта тўғри чизиққа пер­
пендикуляр ўтказинг (50- расм).

§. Е П И Қ  Ч И З И Қ Л А Р  ВА КУП Б УР Ч АК  ҲАҚИДА ТУШУНЧА

Т а ъ р и ф .  Т ек и сли к д а ги  моддий н уқт а  чизиқ  бўйича  ҳ а -  
р а к а т и н и  давом эт т ириб  босган й ў л и  бўйича  (орқага  қайт -  
м а й ) у  ни  бир м арт а  а й л а н и б  чиқииш  м ум к и н  бўлса , унда  
бу чизиц ё п и қ  чи зи ц  дейи ла д и  (51- расм).

51- расм. 52- расм.

Ёпиқ чизиқ кесмалардан тузилган бўлса, у ёпиц  синиц чизиц  
деб аталади (52- расм).

Текисликнинг ёпиқ синиқ чизиқ билан чегараланган бўлаги 
к ўп б ур ч а к  деб аталади. Масалан, A B C D E  кўпбурчак берил­
ган (53- расм).



Бу купбурчакда А В , ВС , CD, D E, Е А  кесмалар — унинг 
томонлари; А , В, С, D , Е  нуцгалар — унинг у ч л а р и ; ^ iB ,  
^rC, ^ D ,  ^ E  лар — унинг икки бурчаклара , AC, AD, BD, 
СЕ, BE  лар унинг д и а го н а лла р и  дейилади.

И з о ҳ. Кўпбурчак томонларининг сони: 3; 4; 5; 6; 7; . . . ;  л  та бўлиши 
мумкин.

Д

53- расм 54- расм.

Яна M N H K S  кўпбурчак берилган бўлсин (54- расм). 
Т а ъ р и ф .  Б ирор кўпбуряакнинг ҳа м м а  т о м онларини  да­

вом эт т ирганда, ула р д а н  бирортаси ҳ а м  уни  кесиб утмаса,- 
ундай кўпбурчак  — қавариқ  кўпбурчак, акс ҳо л д а  (агар  уни  
кесиб ўт са ) — қавариқм ас (бот иқ) кўпбурчак  деб ат алади . 
53- расмдаги кўпбурчак — қавариқ кўпбурчак, 54- расмдаги 
кўпбурчак эса қавариқмас кўпбурчакдир.

§. АЙЛАНА ВА ДОИРА ҲАКИДА ТУШУНЧА

1- т а ъ р и ф .  Т екисликда ҳа р  бир нуқт аси  м арказ деб 
а т алувчи  бир нуқт адан т енг узо қ ли к д а  т урган ёп и қ  чизиқ

а й л а н а  деб ат алади  (55- расм).
2- т а ъ р и ф .  Т екисликнинг а й ­

л а н а  б илан  чегараланган  (ва айлана 
маркази ётган) цисм и дойра деб ат а­
л а д и  (55- расм).

Марказдан айланагача бўлган ма- 
софа унинг радиуси  дейилади. Айла 
нанинг икки нуқтасини туташтирувчи 
кесма ват ар  дейилади. Марказдан 
ўтган ватар диам ет р  дейилади. Д иа­
метр икки радиусга тенгдир (55-расм). 

£5-расм. Диаметр одатда D  ҳарфи билан
белгиланади. 55- расмда: 0 £ —радиус; 

А В  — диаметр; M N  — ватар. О Е =  R бўлсин, бу ҳолда А В  =  
=  D =  ОА +  ОВ =  / ? +  /<> =  2R.

Диаметр дойра ва айланани тенг иккига бўлади, буни биз 
55- расмдан яққол кўрамиз Икки радиус орасидаги бурчак 
м арказий  бурчак  масалан, ^  АОЬ — марказий бур-
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чак. Доираиинг марказий бурчакка тегишли қисми сект ор  
дейилади. Доираиинг битта ватар билан кесйлган ҳар қайси 
бўлаги дейилади. Масалан, 55- расмда доираиинг А О Е
бўлаги — сектор; M H N  ва M E h  сегментлардир. Айлана бўла- 
ги ёй  дейилади ва~— -белги билан ёзилади. Масалан, А Е  ёйи
А Е  шаклида ёзилади. (Тенг марказий бурчаклариинг ёйлари 
ҳ а м т е н г  ва аксинча тенг ёйларнинг марказий бурчаклари ҳам 
тенгдир.)

Таърифга асосан, марказий бурчакка тегишли ёйда қанча 
ёй градуси, мииути ва секунди бўлса, унга мос марказий бур- 
чакда ҳам шунча бурчак градуси, минути ва секунди бўлади. 

Дем ак, марказий бурчак ўзи тиралган1 ёй билан ўлчанади.
Ҳар қайси тўғри бурчак =  =  90° дир (56- расм). Д е-

'мак, d  =  90° бўлади.
Т р а н с п о р т и р  ё р д а м и д а  б у р ч а к л а р н и  ў л ч а ш в а  

я с а ш .  Транспорт ир  деб ,бурчакларни  ўлчаш ва уларни ясаш 
учун ишлатиладиган асбобга айтилади. Масалан, 57- расмда 
транспортир ёрдамида ^ M O N  нинг ўлчаниши кўрсатилган. 
Д емак, M O N  =  30°. Агар 30° ли бурчак ясалсин дейилса, 
у ҳолда иш олдииги қилинганнинг тескарисидек бўлади.

'  ' .Доирадаги ҳар қандай бурчак, унинг томонлари орасидаги ёйга тира- 
лади деб айтиш қабул қилинган.

5- §. ЕИ ВА Б УР ЧА К Г Р А Д УС Л АР И

Т а ъ р и ф .  А й л а н а н и н г  ^  цисми (б ў л а ги )  ёй  градуси дейи­

ла д и . Бир ёй градуснинг ^  бўлаги ёй м и н ут и  (V), бир ёй 

м и н утин и нг^  бўлаги ёй секунди  (1") дейилади; тўлиқ айла-

8
на =  360°.

/  \

Т а ъ р и ф .  \°  ёй га  т егиш ли  
м а р ка зи й  бурчак  б у р ч а к  
гр а д у с и  дейилади .

90е/  ' 9 0 '  \

\  /  
х  /

8

56- расм. 57- расм.
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М а ш қ л а р .  1) 58- расмдаги бурчакларни транспортир ёр­
дамида ўлчаб, сон қийматлари ёзилсии.

2) Транспортир ёрдамида 30°; 50°; 25° 30' ли бурчаклар 
ясалсин.

И з о ҳ. Геометрияда бурчаклар градус ва баъзан тўғри бурчак d  нинг 
бўлаклари билан ўлчанади.

а

55- расм.

6- §. УЧБУРЧАКЛАР ҲАҚИДА ТУШУНЧА

1 - т а ъ р и ф .  У чт а т о м о н ли  к ўп б ур ч а к  учбурчак  дейи ла д и  
(59- расм).

Масалан, ЛВС  учбурчак — Д Л 5 С  шаклда ёзилади.
2- т а  ъ  р и ф. Уч- 

бурчакнинг учала то- 8, В?
мони ўзаро тенг бўлса, 
у т енг т о м о н ли  уч ­
бурчак; иккита томони 
ўзаро  тенг бўлса, уни 
т енг ё н л и  учбурчак; 
учала томонлари ўзарО 
тенг бўлмаса, т у р ли  
т ом о н ли  учбурчак  де­
йилади (60- расм).

5 9 -  р а с м . 60- расм.

2 1 4



3- т а ъ р и ф .  Учбурчакнинг ҳамма бурчаклари ўткир бўлса 
ўт к и р  б ур ч а кли  учбурчак; битта бурчаги тўғри (90°) бўлса, 
т ўғр и  б ур ч а к л и  учбурчак; битта бурчаги ўтмас бўлса, ўт м ас  
б ур ч а к л и  учбурчак дейилади (61, 62 ва 63- расмлар). Учбур-

62- расм.61- расм.

чакнинг исталган бир учи қаршисидаги томонни унинг асоси 
деб олиш мумкин. Учбурчак учидан асосга (ёки асос давоми- 
гя) туширилган перпендикуляр унинг б а ла н д ли ги \  учидан

тушиб асосни тенг икки қисмга 
ажратувчи кесма —учбурчакнинг 
медианаси  дейилади ва бундай 
кесманинг узунлиги — медиана  
у з у н л и г и  дейилади.

Учбурчакнинг бирор бурчаги- 
9 ни тенг иккига бўлувчи кесма 

унинг биссект рисаси  дейилади. 
Учбурчакнинг икки томони ўрталарини туташтирувчи кесма 

унинг ўр т а  чизи ғи  дейилади.
£±АВС  да BD }_A C  бўлсин, демак BD  — баландлик; Z .B A E — 

=  Z  Е А С  бўлсин, демак А Е  — биссектриса; А Е  =  ЕС  бўлсин, д е ­
мак, B E  — медиана (64- расм.)

В

Ui>- расм.

Я А

64- расм. 6*- и расм.
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Буларга кўра, ҳар бир учбурчак учта баландлик, учта ме­
диана ва учта биссектрисаларга эгадир.

Т е о р е м а .  Т енг ё н л и  учбурчакнинг учидан  асосига ўт -  
к а з и л г а н  биссект риса ҳ а м  б а л а н д л и к , ҳ а м  м едиана б ўли б , 
асосга ёпиш ган 2  т а  ички  бурчаги  ўза р о  т енгдир.

И с б о т .  / \А В С  тенг ёнли, яъни А В  =  ВС  ва ВО  — биссек­
триса (^ iC B D  =  A B D )  бўлсин (64- а  расм). BD_\_AC в а ^ Л  =  
=  Z. С эканини кўрсатамиз. Z. BDC  ни / .B D A  нинг устига қўя- 
миз. Бу ҳолда, ВС  томон А В  нинг устига т у iпади, чунки 
/ 'C B D =  / .A B D . С  учи А  учи билан устма-уст тушади, чун­
ки ВС =  А В . Бу ҳолда DC =  D A ; Z  С =  Z  A; /C D B  =  / A D B  
лар ҳосил бўлади. Демак. BD_\_AC. Теорема исбот қилинди.

а) У ч б у р ч а к л а р  т е н г л и г и н и н г  у ч а л о м а т и .
1- т е о р е м а .  А га р  бир учбурчакн инг и кки  т ом они ва 

у л а р  орасидаги бурчаги иккинчи  учб урчакнинг и кки  т ом они  
ва у л а р  орасидаги бурчагига  мос равиш да т енг бўлса , б у н ­
дай уч б ур ча кла р  бир-бирига тенг.

Ся£П

65- расм.

И с б о т .  А А В С  ва ларда А С  =  А хСи А В  — А 1В 1 ва
/ А  = Z A ,  бўлсин (65- расм). / .A B C  ни Д А ^ С ,  устига шуи- 

дай қўямизки, уларнинг А ва А, учлари устма-уст тушсин. 
Бу ҳолда Z A  =  / А х бўлгани учун, А С  томон А 1С 1 ва А В  
томон А 1В 1 бўйлаб кетади. В ^  нуқта В ъ С  нуқта С, устига 
тушади; унда ВС  ва В ХСХ томонлар ҳам устма-уст жойлаша- 
ди. / А В С  ва / А ХВ ХСХ лар устма-уст жойлашади, демак, улар 
ўзаро тенг.

2- т е о р е м а .  А га р  бир учб урчакнинг бир т ом они ва ун га  
ёпиш ган и к к и  бурчаги, и кки нчи  учбурчакнинг бир т ом они  
ва ун га  ёпиш ган и к к и  бурчагига  мос равиш да т енг бўлса , 
бундай учб ур ча кла р  ўзаро  т енгдир.

И с б о т .  / А В С  ва / А ХВ ХСХ да АС =  А ,С1 ва Z  А =  А,, 
Z C  =  Z  С, бўлсин (66- расм ).Д А В С  ни Д  А ХВ ХС { устига шун­

дай қўямизки, А нуқта А, устига, АС  томон А ХСХ устига ту ш ­
син. Бу ҳолда Z A  =  Z A ,  ва Z C  =  Z  С, бўлгани учун, А В  
томон А ХВ Х томон бўйлаб, СВ томон ClB l бўйлаб кетади.



Икки тўғри чизиқ бир нуктада кесишгани учун, В  нуқта 
устига тушади. ДА ВС ва Ь А ХВ ХСХ лар устма-уст жойлашади, 
демак, улар ўзаро тенг.

3- т е о р е м а .  А ?ар бир учбурчакнинг уч т ом они иккинчи  
учбурчакнинг уч т ом онига  мос равиш да т енг б ўлса , бундай. 
уч б ур ча к ла р  ўза р о  т енг.

Д

66- расм.

И с б о т .  А А В С  ва А А хВ хСх да А В  =  А ]В 1, АС =  А,С, ва 
В С  =  B lCl бўлсин (67- расм).Д А В С  ва А А ХВ ХС Х ларни шундай 
ёнма-ён қилиб қўямизки, А С  томон А,С, устига тушсин. У 
вақтда A B C  учбурчак А А 1В 2С1 ҳолатини олади.

• 8.
В /

67- расм.

А А ХВ ХВ2 ва ДВ1С,В2 лар тенг ёнли учбурчаклар бўлгани 
учун, Z  А ХВ ХВ,  =  Z A 1B 2B l ва Z  СХВ ХВ2 =  Z C XB2B X\ демак, 
Z B , — ZB -, — Z  В. Бу ҳолда 1- теоремага асосан, А А В С  =  
=  а А хВ хСх дир. Теорема исбот қилинди.

И з о ҳ. Тўғри бурчакли учбурчакларнинг теиглик белгилари буларнинг 
хусусий ҳолларидир.

б) У ч б у р ч а к  т о м о н л а р и  ҳ а қ и д а  т е о р е м а .  *
Т е о р е м а .  Ҳ а р  қа нд а й  учбурчакнинг и к к и  т ом они йи- 

ғиндиси  учинчи  т ом онидан кат т а, айирм аси  эса учинчи  
т ом онидан кичик.

И с б о т .  А А В С  да А В  +  А С > В С . Чунки А В  +  АС синиқ 
чизиқ, ВС эса уларни туташтирувчи кесма (68- расм). Тенг- 
сизликнинг икки томонидан А В  ни айирсак, А С > В С —А В  ҳосил 
бўлади.
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в

■с  ни и г давоми, учта медианаси, 
учта биссектрисаси биттадан нуқ- 
тада кесишади. Бунинг тўғри 
эканлигига чизмасини чизиб кў-

в) У ч б у р ч а к н и н г  у ч т а  
б а л а  н д л и  г и, у ч т а  м е д и а ­
н а с и ,  у ч т а  б и с с е к т р и с а ­
с и  и и н г б и т т а д а н  н у қ т а д а 
к е с и ш и ш и. Ҳар қандай учбур- 
чакда: учта баландлиги ёки улар-

68- расм.

риб ишонч ҳосил қилиш мумкин.

7- §. ЯСЛШГЛ Д О И Р МА( ЛЛАЛАР

Қуйидаги масалалар кўрсатилгандек йўллар билан чизгич 
ва циркуль ёрдамида ечилади.

Б е р и л г а н  б у р ч а к к а  т е н г  б у р ч а к  я с а ш .
1- м а с а л а .  / .А О В  га тенг бурчак ясалсин (69- расм).

Я с а ш .  Ихтиёрий тўғри чизиқ чизиб, унда бирон М  нуқ- 
тани оламиз. Сўнгра ихтиёрий ОС радиусни олиб О ни марказ 
қилиб CD ни чизамиз. Кейин М  ни марказ ва M N  =  ОС ра­
диус билан N E  ни чизамиз. Кейин циркуль билан CD  ватар- 
ни ўлчаб уни радиус ва N  ни марказ деб ёй чизиб, Е  нуқтани 
топамиз. £  ни Af билан туташтирсак, / E M N  изланган бур­
чак, яъни Z  Е М 1\ =  /  А О В  бўлади, чунки &DOC ва д£уЙУУ 
ларнинг томонлари мос равишда тенг (69- расм).

Б е р и л г а н  б у р ч а к н и  т е н г  и к к и г а  б ў л и ш .
2- м а с а  л а. Берилган /  ABC  тенг иккига бўлинсин 

(70- расм).

в

69- расм.
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Я с а ш .  ВА  ва ВС томонларда ихтиёрий BD =  B F  кесмалар 
олиб D ва Ғ  нуқталарни марказ қилиб ихтиёрий D E  =  Е Ғ  
радиуслар билан ёйлар чизилса, ёйлар кесишган Е  нуқта то- 
пилади. Сўнгра £  ни В билан туташтирсак, B E  биссектриса 
бўлади, чунки A B D E  =  А В Е Ғ  ларнинг томонлари тенг. Бун­
дан: Z  D B E =  Z F B E  дир.

К е с м а н и  т е н г  и к к и г а  б ў л и ш
3- м а с а л а .  Берилган А В  кесма тенг иккига бўлинсин.

Я с а ш .  А  ва В  нуқталарнн марказ қилиб бир хил ихтиё­
рий радиус билан бир-бирини кесадиган иккита ёй чизамиз 
(71- расм). Ёйлар кесишган С ва D нуқталарни туташтирсак, 
у А В  кесмани Е  нуктада тенг иккига бўлади: А Е  =  BE, чунки 
А  ва В нуқталарни С ва D  билан бирлаштиришдан ҳосил бўл- 
ган / s C A D =  A C B D .

Т ў ғ р и  ч и з и қ н и н г  и х т и ё р и й  н у қ т а с и г а  п е р п е н ­
д и к у л я р  т у ш и р и ш .

4- м а с а л а .  Берилган M N  тўғри чизиқнинг берилган Е  
нуқтасига перпендикуляр туширилсин (72- расм).

Я с а ш .  M N  да Е  нуқтадан бир хил узоқликда ихтиёрий 
икки Н  ва Ғ  нуқта олиб, уларни марказ қилиб, Е Н  дан кат­
та, ихтиёрий радиус билан иккита ёй чизамиз. Б у  ёйлар ке ­
сишган S  нуқта билан Е  ни туташтирган E S  тўғри чизиқ из­
ланган перпендикулярдир.

Т ў ғ р и  ч и з и к д а ё т м а г а н  б и р  н у қ т а д а н  т ў ғ р и  
ч и з и қ к а п е р п е н д и к у л я р  т у ш и р и ш .

5- м а с а л а .  Берилган А  нуқтадан берилган ВС тўғри чи- 
зикка перпендикуляр туширилсин (73- расм).

Я с а ш .  А  ни марказ қилиб, ВС  тўғри чизиқни кесиб ўтув-
чи D E  ни чизамиз. Кейин D  ва Е  нуқталарни марказ қилиб, 

дан катта радиус билан бир нуқтада, масалан, Н  нуқтада 
кесишувчи иккита ёй ўтказамиз. У ҳолда А  ва Н  нуқталар
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орқали ўтказилган А Ғ  тўғри чизиқ изланган перпендикуляр 
бўлади.

У ч б у р ч а к л а р  я с а ш
6- м а с а  л а. 1) Учта кесма; 2) битта кесма ва унга ёпишган 

иккита бурчак; 3) иккита кесма ва улар орасидаги бурчак 
берилган. У чбурчаклар ясалсин. 74- расмда учта я ,  Ь, с кес­
ма берилган. V

М-

': н

В- -N

расм. 73- расм.

Я с а ш .  Ихтиёрий M N  тўғри чизиқда берилган томонлар­
да н бирортасига, масалан, b га тенг А С  кесма оламиз. Кейин 
Л ва С ларни марказ ва а, с ларни радиуслар қилиб, иккита 
ёй чизамиз. Бу ёйлар кесишган В нуқтани А ва С нуцта би­
лан бирлаштирсак, изланган А А В С  ҳосил бўлади (74- расм).

М -  -

74- расм.

И з о ҳ. а) Кесмалардан энг узуни, масалан с < а +  b бўлгандагина, 
улардан учбурчак ясаш мумкин; 

б) масала битта ечимга эга.

Битта а  кесма ва унга ёпишган иккита В ҳамда С бурчак­
лар берилган.
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Я с а ш .  Ихтиёрий M N  тўғри чизиқда а  га тенг ВС кесма 
оламиз (75- расм).

Транспортир ёрдамида В  нуқтада Z  В ни, С нуқтада Z  С 
ни ясаймиз, уларнинг томонларининг давоми бир нуқтада, ма­
салан, А  да кесишади. Ҳосил бўлган учбурчак, изланган / \А В С  
бўлади.

И з о ҳ .  а) 180° бўлганда, учбурчак ясаш мумкин;
б) масала битта ечимга эга.

Иккита а  ва £ кесма ва улар орасидаги С бурчак берил­
ган.

Я с а ш .  M N  тўғри чизиқда берилган томонлардан биттаси, 
масалан, ВС =  а  ни оламиз. Кейин С нуқтада, транспортир 
ёрдамида Z C  ни белгилаб, унинг томони бўйлаб кетган нурда 
b га тенг СЛ кесмани оламиз. Сўнгра А  билан В ни бирлаш­
тирсак, изланган / \А В С  ҳосил бў-
лади (76- расм).   Q.______ ,

И з о ҳ .  а) - / С  <  180°-Д бўлганда,_______  Ь_____________
учбурчак ясаш мумкин;

б) масала битта ечимга эга {к =
=  1,2,3,. ..).

М а ш қ л а р. 1) а = 6  см, Ь=А см  
с =  2 см — учта кесма берил­
ган. Учбурчак ясалсин.

2) а  =  5 см, Z  В =  40°. 
Z  С = 6 0 °  берилган. Учбурчак 

ясалсин.
3) а =  А см, b =  6 см  ва 

Z C  =  50° берилган. Учбурчак 
ясалсин.

с

.А

м -

76- расм.

-N
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8- §. КЕСМАНИНГ УРТАСИДАИ УТКАЗИЛГАН ПЕРПЕНДИКУЛЯРНИНГ 
ХОССАЛАРИ ВА БУРЧАК БИССЕКТРИСАСИНИНГ ХОССАСИ

м

D.

. Т е о р е м а .  К есм анинг ўрт асидан ў т к а з и л г а н  иерпенди- 
к у л я р д а  ёт ган ҳ а р  бир н у қ т а  ш у кесм анинг ун ла р и д а н  ба­

робар  у зо қ л и к д а  ёт ади.
И с б о т .  M N A _A B  ва А О  =  ОВ 

бўлсин (77- расм).
М 1\ да ихтиёрий Е  нуқта ола­

миз. А Е  =  В Е  бўлишини кўрсата- 
миз. А А 0 Е = =  А  ВОЕ, чунки А О — 
=  0В; ОЕ —  умумий томон ва 
Z  А О Е  =  Z  ВОЕ. Д емак, А  А О Е — 

=  АВОЕ. Бундан: А Е = В Е .
Н а т и ж а .  M N  ни Z. А Е В  нинг 

биссектрисаси дейиш мумкин.
Д емак, бурчак биссектрисаси- 

даги ҳар бир нуқта бурчак томон­
лари да и бир хил масофада ту ради 
(77- расмда, масалан, ихтиёрий Ғ  
нуқта А Е  ва B E  лардан  бир хил 
масофададир, яъни E D  =  F D X; 

77- расм. F D a  B E  ва F D X А А Е ) .

О В

N

9- §. ПАРАЛЛЕЛ ТУҒРИ Ч ИЗ И КЛАР

Т а ъ р и ф .  Б и р  т еки сли кд а  ёт ган ва ум ум и й  нуқт а га  
эга  б ўлм а га н  и кки  т ўғри  чизиц  п а р а л л е л  т ўғр и  ч и зи ц ла р  
д ей и ла д и 1.

M N  ва ЕҒ  икки тўғри чизиқ параллел бўлсин (78- расм).
Улар M N  II Е Ғ  равишда ёзилади ( || —параллеллик белгиси).
И к к и  т ў ғ р и  ч и з и Қ н и  у ч и н ч и  т ў ғ р и  ч и з и қ к е с -  

г а н д а  ҳ о с и л б ў л г а н  б у р ч а к л а р и и н г  н о м  л а р и  
(79- расм).

1) Z  1 ва Z 5; Z  3 ва Z  7; Z  2 ва Z  6; Z 4  ва Z  8 — мос 
бурчаклар;

2) Z  3 ва
3) Z  1 ва

Z 6 ;
Z8;

Z  4 ва Z 5  — ички алмашинувчи бурчаклар; 
Z  2 ва Z  7 — ташқи алмашинувчи бурчак­

лар;
4)5) Z  3 ва 

Z  1 ва
Z 5; Z 4  ва Z 6  — ички бир томонли бурчаклар; 
Z 7 ;  Z 2 ва Z 8  — ташқи бир томонли бурчаклар 

дейилади.
И к к и  т ў ғ р и  ч и з и қ н и н г  п а р а л л е л л и к  б е л г и л а р и .
1- т е о р е м а .  А га р  и кки т а  А В  ва CD т ўғр и  ч и зи ц л а р  

уч и н ч и  Е Ғ  т ўғри  чизицца  п ер п е н д и к уляр  б ўлса , унд а  бу 
п ер п е н д и к ул я р  л а р  ўзаро  п а р а л л е л  б ўла д и  (80- расм).

1 Чексизликдаги иуқта бундам мустаснодир.
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И с б о т .  АВ_\_ЕҒ\ CD_\_EF бўлсин. А В  || CD  бўлишини кўр- 
сатамиз. А В  ва C D  лар параллел эмас деб фараз қилайлик, бу 
ҳолда улар давом эттирилганда бирор 5  нуқтада кесишади. 
Унда 5  нуқтадан ЕҒ  га иккита перпендикуляр туш га н бў- 
лади, бу мумкин эмас эди. Д емак, А В  || CD  дир.

2- т е о р е м а .  А га р  и к к и  т ўғр и  ки зи қн и  учинчи  т ўғри  
чи зи қ  кесиб ўт га нд а  ички  а лм а ш и н увчи  б ур ч а кла р и  т енг  
б ўл са  ёки  мос б ур ч а к ла р и  т енг б ўлса , ёки  ички  бир т о­
м о н ли  бурчак  л а р  инин г йиғиндиси  2d  га т енг б ўлса , бу икки  
т ўғр и  чи зиц  ўза р о  пар а ллелди р *

м

Е

78- расм.

N

79- расм..

5
А

/  \  "
/ \

/ \
/  \

/ \
\с

D

80- расм.

И с б о т .  Z 4  =  Z 5  бўлсин. А В  || CD  эканини кўрсатамиз (81- 
расм). Е Е  нинг ўртаси Н  нуқтадан С Л  га Н М  ±_C D  ни туши- 
риб, тўғри бурчакли Н М Ғ  учбурчакни ҳосил қиламиз. Сўнг- 
ра Н М  ни А В  билан кесишгунча давом эттирамиз. Энди A £ j_ M A f 
лигини исбот қилсак, у ҳолда биринчи теоремага асосан 
А В  II C D  бўлади. 81- р а с м д а Д Я М : =  & Н М Ғ  дир, чунки Z 4=- 
=  Z  5 берилган, Е Н  == Ғ Н  деб олинган, Z .M H F  =  Z  N H E  
вертикал бурчаклар, учбурчаклар тенглигининг 2- аломатига 
асосан: & Н М Ғ =  A H N E .  Бундан: ^ H N E  *=/Z Н М Ғ  =  90°,
яъни А В  J_ M N .  Демак, А В  || CD  дир.

Z  1 =  Z 5  бўлсин. А В  II CD бўлишини кўрсатамиз. Бу ҳолда 
81- расмдан яққол кўрамизки, Z 1 =  Z  4 вертикал бурчаклар, 
бу ҳолда Z  4 =  Z  1 =  Z 5 ,  яъни Z 4  =  Z  5. Бу ҳолда A B  || CD 
бўлиши ҳозиргина исбот қилинди.

Z  4 +  Z  6 =  2^  бўлсин. А В  II C D  эканини исбот қиламиз. 
Бу ҳолда 81- расмдан Z  4 +  Z  3 =  2d] Z  5 +  Z  6 =  2 d — қўш- 
ни бурчаклар бўлгани учун. Кейинги тенгликларни ҳадлаб қў- 
шамиз.
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Z 4 + Z 6  +  Z 3  +  Z 5  =  4 d 6 K H Z 3 + Z 5  =  2 d = Z  3 +
+  Z  4. Бундан: Z  4 =  Z  5. Яна биринчи ҳолга келдик. Д емак: 
А В И CD.

2- теоремадан қуйидаги натижа келиб чиқади:
И кки  п а р а л л е л  т ўғр и  чи зи қн и  учинчи  т уғри  ч и зи қ  кес- 

ганда ҳ о с и л  б ўл га н  мос б ур ч а кла р  т енг; алм а ш и нувчи  б ур ­
ч а к л а р  т енг ва ички  ёки  т аш қи бир т о м о н ли  б \р ч а к л а г - -  
нинг йиғиндиси 2d  га т енг бўлади .

П а р а л л е л  ч и з и қ л а р  а к с и о м  а л а р и .
а ) Б ир  нуқт адан  бир т ўғр и  чизицца  п а р а л л е л  б ўлга н  

и кки т а  т ўғри  чизиц  ўт ка зи ш  м ум ки н  эмас.
Масалан, CD  || А В  бўлсин (82- расм). Бу ҳолда Е  дан ўт- 

ган бошқа, ихтиёрий, 0 , 0 ,  тўғри чизиқ А В  га параллел бў- 
лолмайди, чунки 0 , 0 ,  нинг давоми А В  ни кесади ва ^ 3 ,  ^ 4  
лар ҳосил бўлади. Энди, Е  нуқта орқали CD  тўғри чизиқии 
шундай қилиб ўтказамизки, ички алмашинувчи - ^ 4  ва ^ 5  
бурчаклар (ёки ^ З  ва 6 лар) ўзаро тенг бўлсин. Бу ҳолда

81- расм. 82- расм.

C D  II А В  (82- расм).
б) И к к и  п а р а л л е л  т ўғр и  чи- 

зицдан  бит т аси учинчи  т ўғр и  чи­
зи ц ц а  п а р а л л е л  б ўлса , унда  и к ­
кинчиси  ҳ а м  учинчи  т ўғр и  чизицца  
п а р а л л е л  б ўла д и .

В,
В. 10- §. БУРЧАКЛАРНИ БИР БОШЛАНГИЧ 

НУҚТАГА КУЧИРИШ

Бурчакни бир бошлангич нуқта-
га кўчириш учун, у нуқтадан б у р ­
чак томонларига параллел чизиқлар

Z — . /  1 1 Х -/ 1 V # 1 J j  u  Z— Л 1  2*-' V V /  2  v n  у  * 1 I r iv _  p r i  r i

О нуқтага кўчирилсии (83- расм). 
Ихтиёрий нуқта О б о ш ланғич  нуқта

А/ ўтказилса кифоя. Масалан, Z  ABC, 
м  Z  А^В)С\ ва Z  А 2В С г бир ихтиёрий

дейилади.
К ў ч и р и ш шаклда кўрсатилган-

83- расм. дек бажарилади: ВА  Ц ОМ, ВС  [| O N
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қилиб чизамиз; демак, Z  M Q N  =  Z A B C . B {A X || OM,, || O/V, 
қилиб чизамиз; демак, Z-АХВХСХ= Z MxONx. B2A<l\\ OM2. 
B2C2 II O N 2 қилиб чизамиз; демак, ^  A 2B2C2 =  M 2O N 2 бўлади.

11- §. ТОМОНЛАРИ МОС РАВИШДА ПАРАЛЛЕЛ ЁКИ 
ПЕРПЕНДИКУЛЯР БУЛГАН БУРЧАКЛАР

1- т е о р е м а .  Агар икки бурчакнинг томонлари мос ра- 
вишда п а р а л л е л  бўлса, у  бурчаклар ё бир-бирига тенг, ё 
йиғиндиеи 2d булади  (84- расм).

И с б о т .  ^ А В С  ва ^  A iB lC { ларда: ВС Ц £,(?,; ВА \\ В 1А Х 
ёки ВС  !1 В,С2; ВА  || В ХА Ъ бўлсин. ^ \  =  ^ 2  ва ^  1 4 =
=  Z  1 +  Z  5 =  2d эканини исбот қиламиз.

1) Z  ABC  ни В, нуқтага кўчирамиз, кўчириш коидасига 
мувофиқ бурчак томонлари параллел булга ни учун, ВС томон 
ВХСХ бўйлаб, ВА  томон В,А1 бўйлаб кетади. Бундан Z  1 =  Z 2  
экани келиб чиқади.

2) ^ 3  =  ^ 2 ,  чунки вертикал бурчаклар. Д емак, ^  1 =  
=  ^ : 2  =  -^ 3 .  Қўшни бурчаклар йиғиидиси 2d  бўлгани учун: 
^  1 +  4 =  ^  2 +  ^  4 =  ^  2 +  ^  5 =  2d.

2- т е  о р е  м а. Агар икки  д

б у л с а ,б у  и к к и  б урчак  ўза р о  т енг ёки  у л а р н и н г  бурча кла р и  
йиғиндиси  2d  га. т енг (85- расм).

И с б о т .  Z  ABC  =  Z  1 ва Z  А ХВ ХСХ =  Z  2 ларда В,А, _1_ В  А  
нинг давомига; B ,C ,J _ B C  ва Z A XB XE ~  Z 3 \  В С  \_ Е В Х нинг 
давомига. Z  \ — Z  2 ва Z  1 +  Z  3 =  2d бўлишини исбот қила- 
миз.

бурчакнинг т о м о н ла р и  ёки  
т о м о н ла р и ни нг давом лари  
мос равиш да п ер п ен д и к уляр
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BF  II А ,# ,  ни ўтказамиз, у ҳолда Z  ВҒС У =  Z  =  Z  2,
чунки мос бурчаклардир. Аммо, Z  1 +  Z  С ХВ Ғ  =  Z  А В Ғ  =  906 
ва Д  В Ғ С  дан: Z  2 +  Z  С \В Ғ  =  90°. Булардан: Z  1 +  Z  С^ВҒ^* 
=  Z 2 +  Z  С.В/7 ёки Z  1 =  Z  2. Энди, Z  1 +  Z  3 =  Z  2 +  Z 3 =  
=  2(/, чунки ( Z  2 +  Z  3) қўшни бурчаклар йиғиндисидир.

12- §. УЧ6УРЧАК ВА КУПБУРЧАК ИЧКИ ВУРЧАКЛАРИНИНГ  
ЙИҒИНДИСИ.  ТАШҚИ БУРЧАКЛАР

Т а ъ р и ф .  уч б ур ча к н и н г  бирор т ом они давомида ун и нг  
бурчаги б и ла н  қўш ни  б ўлга н  бурчак учбурчакнинг т аш қи  
бурчаги дейи ла ди  (86- расм).

1- т е о р е м а .  1) У чбурчакнинг т аш қи бурчаги ў зи га  қўш -  
ни  б ўлм а га н  и кки т а  ички  бурчак йиғиндисига  т енг; 2) уч- 
бурчак  ички бурчакла р и н и н г  йиғиндиси  2 d  =  180° т  т енг.

И с б о т .  A  A B C  берилган (87- расм), бунда ташқи бурчак 
ЕВС  =  Z  А +  Z  С ва Z  А +  Z  В +  Z  С =  2d  эканини исбот 
қиламиз.

M N II АВ ни ўтказамиз; бунда А Ш  \\ А  В ларни ВС  ва А С  
лар кесиб ўтган тўғри чизиқлар бўлгани учун, Z 2 =  Z  А; 
Z  3 =  /.B C N \ Z  1 =  Z  A BC — ички алмашинувчи бурчаклар. 
A m m o  Z B C N  =  ^  2 +  Z  ACB  =  Z  A +  Z C .  Д ем ак ,Z  3 =  Z  A +  

, - f . Z  C. Лекин Z  3 -j- Z  В =  2d, чунки ёйиқ (бир томонли) бур- 
чакдир. Энди Z 3  ни ўрнига исботланган (Z  А +  Z  С) ни қўй- 
сак: Z B - f Z C - f Z A = 2 d  ҳосил бўлади. Д емак, Z  3 =  Z  А +

Z  С ва Z A + Z  В +  / .  С =  2d =  180°. Теорема исбот қи- 
линди. Теоремага асосланиб ушбу натижаларни ҳосил қИла- 
мнз.

1 - н а т и ж а .  У чбурчакнинг т аш қи бурчаги ў зи га  қўш ни  
б ўлм а га н  ички б урчакларнинг ҳ а р  биридан кат т а, яънн Z 3  >  
>  Z  А ёки Z  3 >  Z С.

2 - н а т и ж а .  Тенг т ом о н ли  учбурчакнинг ҳ а р  бир ички  
бурчаги 60° га тенг.

Ҳациқатан, тенг томонли учбурчакнинг бурчаклари ҳам тенг. 
Демак, 1- теореманннг 2 бандига мувофиқ ^ар бир бурчак 60° 
дир.

86- расм. 87- расм.



2- т е  о р е м a. ti т ом о н ли  қа ва р и қ  кўп б ур ча к  и ч к и . бурчак- 
л а р и н и н г  йиғиндиси  2d- (п — 2) га т енг; т аш қи б урчаклар-  
нинг йиғиндиси  эса Ad га т енг.

И с б о т .  {ABO D E . . .) п  томонли қавариц кўпбурчак б е ­
рилган бўлсин (88- расм). {ABO D E . . .) кўпбурчак ичида их- 
тиёрий О  нуқтани олиб, уни Л, В, С, D y Е, . . .  учлар билан 
туташтириб: & А О В ,  A  BOO, A  COD, . . .  n  та учбурчак ҳо- 
сил қиламиз. Аммо учбурчак ички бурчакларининг йиғиндиси 
2 d  ва тўла бурчак (О нуқта атрофига жойлашган бурчаклар 
йиғиндиси) Ad эди. Бу ҳолда: Z  А +  Z В 4- Z  С +  Z  D +  
-f- Z  E  +  ...■=* 2 d -n  — 4tif =  2d• {n — 2). Энди A B O D E  . . . кўп- 
бурчак томонларини давом эттириб: Z  А ^А В , Z  В,ВС,
Z  CXC D  ... ташки бурчакларни ҳосил қиламиз (88- расм). Аммо, 

ҳамма ички ва ташқи бурчаклар йиғиндиси 2dn  га тенглигини 
кўрсатиш қийин эмас, китобхон буни ўзи нсбот килолади. 
Д ем ак , ташқи бурчаклар йиғиндиси: 2dn  — 2 d (//. — 2) =  2dn  — 
— 2dn Ad =  Ad.

30° б у р ч а к  қ a p ш и с ч д а т  и к а т е т ;  у ч б у р ч а к н и н г  
т о м о н л а р и  б и л а  ц б у р ч а к л а р и о р а с ’и д а г и  м у н о с а -  
б а т.

3 - т е о р е м  а. Т ўғр и  б ур яа кли  учбурчакда  30° л и  бурчак  
царш исидаги кат ет  гипот енузанинг ярм ига  тенг.

И с б о т .  A  A B C  да Z  А Б С  — 30° бўлсин. А С  =  экани­
ни кўрсатамиз (89- расм). C D  =  AC  ни чизиб, D  ни В билап 
туташтирсак, тенг томонли Д  A B D  ҳосил бўлади.

А В  =  B D  =  A D  ва Z A  =  Z D =  Z  A B D =  60°. Демак, A C =

Т е о р е м а .  У чбурчакнинг кат т а т омони қарш исида кат ­
т а  бурчаги  ёт ади.

И с б о т .  Д  A B C  да А С  >  ВС бўлсин. / .  В  >  / .  А  бўлишини 
кўрсатамиз ( 9 0 - расм). ВС  ни А С  устига қўйганда ВС =* CD 
ҳосил бўлсин. Бу ҳолда Д  B C D  тенг ёнли учбурчак бўлгани 
учун, Z  D BC  =  Z  C D B  бўлади. Z CDB Д  A B D  га нисбатан

В

88- расм , 89 р а с м .

AD А В  ~
«= Т = ~Т'  Т ео Рема и с б о т  ҚИЛИНДИ.
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ташқи бурчак, Z  CD B  =  Z  Л +  Z  A B D , бу ҳолда: Z  Л <
<  Z  CDB =  Z  CBD. Лекин Z  CBD  Z  В нинг бир қисмибўлган-
лигидан, Z  Ву> А  дир. Теорема исбот қилинди.

1 - н а т и ж а .  У чбурчакнинг  
ки чи к  бурчаги қарш исида к и ч и к  
т ом он ёт ади.

2- н а т и ж а. У чбурчакнинг  
т енг б ур ч а кла р и  царш исида
т енг т о м о н ла р  ёт ади. (1 ва 2-

D ~ натижалар бу ерда исботсиз
90- р асм . О Л И Н Д И .)

13- §. ПЕРПЕНДИКУЛЯР ВЛ ОҒМАЛАРНИНГ ХОССАЛАРИ

1- т е о р е м а .  Б ирор  н уқт адан  т ўғр и  ч и зи қ қ а  ў т к а з и л -  
ган п ер п е н д и к уляр  ўш а  нуқт ад ан  iuy т ўғр и  ч и зи қ қ а  ўт ка -  
з и л г а н  ҳ а р  қандай  оғм адан кичик.

И с б о т .  А В  тўғри чизиққа M N  перпендикуляр ва M E  оғ- 
ма бўлсин (91-расм). M N  <, M E  бўлишини кўрсатамиз.

Z  M N A  =  90° ли бурчак бўлиб, Д  M N E  га нисбатан таш- 
қи бурчакдир, яъни 90° =  Z  M N A  =  Z  N E M  + ' Z  N M E .  Бун- 
дан биз кўрамизки: Z  N E M  <  90° =
=  Z  M N E . Шунинг учун, 12- § даги м
1- натижага асосан M N  <  M E  бўлади.

2- т е о р е м а. М нуқт адан  А В  
т ўғр и  чи зи ққа  п ер п е н д и к уляр  ва бир  
неча оғм а  ў т к а зи лс а , була р д а н  асос- 
л а р и  п ер п е н д и к уля р н и н г  асосидан  
узо қ д а  б ўлга н и  кат т а б ўла д и  (91- 
расм.)

И с б о т .  N F  >  N E  бўлсин; М В >  л  
> Ж В  бўлишини кўрсатамиз. N E M  
бурчак Д  M B/7 га нисбатан та ищи 91-расм.
бурчак, яъни Z N E M  =  Z  EFM  +
+  Z E M F .  Бундан, Z E F M  <  Z;VBM.Ammo, Z  N E M +  ^  M E F =  
=  180° (ёйиқ бурчак) ва Z  N E M  <  90° (1-теорема исботига қа- 
ранг), яъни Z М Е Р  >  90°. Демак, Z  М Е Ғ >  Z M F E .  Шунинг 
учун 12- § даги 1- натижага асосан М Ғ  огма >  M E  оғмадан 
бўлади.

14-§.  БАЪЗИ МИСОЛЛАРНИНГ ЕЧИЛИШ НАМУНАЛАРИ

М и с о  л л ар .  1) 92- расм да Z  1 *= у  d  ва Z  2 ўзига қўш-
4

ни бурчакдан 1 у  марта кичик. А В  Ц C D  экани исбот қи л ин­
ей н.

N
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И с б о т .  Z  2 +  Z  A O E  =  Z. 2 +  a  — 2tif (қўшни бурчаклар
5  5йиғиндиси). Шартга кўра: Z  2 =  Буни ўрнига қўйсак: -g a +

+  a  =  2tif. Бундан a  =  ~ d .  Z  2 =  ^ a  '= —• j -  ^  =  j  Д е-

лак ,  Z 1  =  Z 2 .  A m m o  Z 2 = Z A O F ,  Z n 0 1E  =  Z \ ; a  =  
=  Z  5QA'; Z  £ 0 , C =  Z қарама- қарши бурчаклардир. Ш у­
нинг учун, АВ И CD бўлади.

в С

D
9 2 - ‘р асм .

£7 С

УЗ- р асм .

2) Д  Л В С  да Z  А =  65°, Z  В =  73° берилган. Z  С нинг CD 
биссектрисаси A  A B C  ни Д  C BD ва Д  A C D  ларга бўлади. Шу 
учбурчакларнинг бурчакларини аниқланг (93- расм).

Е ч и ш. Z A  +  Z B + Z C  =  180° эди. Бундан: Z  С =  180°—
l£  = 1^ = 21-  
2  2  ’

— (65° +  73°) =  42°; Z  D C B =  Z  A C D

Z  BD C  =  180° -  (73° +  21°) =-- 86°;
Z  A D C  =  180° -  (65° + 2 1 °)  =  94°.

М а ш қ л а р .  1) Д  A B C  да 
Z A  =  48°; Z  С =  56°. В учидан AC 

томонга туширилган перпендикуляр 
билан биссектриса о ра си даги бурчак 
тоиилсии.

(Ж  а в о  б. 4°.)
2) 94- расмда, агар А В  =  B E  ва о 

C D  = С Е  бўлса, АВ II CD бўлиши -- 
исбот қилинсин.

3) Ички бурчакларнинг йигин-
диси 2160° бўлган кўпбурчак томонларининг сони топилсин.

(Ж  а в о б. 14.)

1 5 -§. ТУРТБУРЧАК. ПАРАЛЛЕЛОГРАММ.  РОМБ, ТУҒРИ ТУРТБУРЧАК,  
ТРАПЕЦИЯ ВА К В А Д Р А Т Л А Р Ҳ А Қ И Д А ТУШУНЧА

1- т а ъ р н ф .  Т ўрт т а т ом о н ли  к ўп б ур ч а к  т ўрт бурчак  де­
й и ла д и .

94- расм .
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2 - т а ъ р и ф .  Қ арам а-қариш  т о и о н л а р и  ўзаро  п а р а л л е л  
б ўл га н  т ўрт бурчак п а р а ллело гр а м м  д ейилади  (95- расм).

3- т а ъ р и ф .  Ҳ а м м а  т ом онлари  ўза р о  т енг п а р а л л е л и  
грамм ром б дейилади  (96- расм). А В  =  ВС  =  C D  =  A D .

а

95- расм.

А

УЬ- расм.

4- т а ъ р и ф .  Б урчаги  90° б ўл га н  п а р а л л е л о гр а м м  т ўғри  
т ўрт бурчак  дейилади  (97- расм).

Z  А =  Z  С =  Z  D=> d =  90°.

С

97- расм.

98- расм. 99- расм.

5- т а ъ р и ф .  Т о м о нла р и  ўза р о  т енг т ўғр и  т ўрт бурчакни  
квадрат  дейилади  (98- расм). А В  =  ВС  =  CD =  A D  ьа ^  А =  
™ ^  В  =  90°.

6 - т а ъ р и ф .  И кки  царам а-қарш и т ом они  п а р а л л е л  ва 
қ о лга н  и к к и  т ом они п а р а л л е л  б ўлм а га н  т ўр т бур ча к  т ра­
п ец и я  дейи ла д и  (99- расм).

99- а  расмда А В  =  CD, ВС || A D  /яглг трапеция; 99-tf 
ва 99- с расмларда В,С, || A jD ,;  А,В, ^  C jD, ва В2С2 1| A ,D ,,

гю



А гВ 2 ¥= CaD2. лар тенг ёнли булмаган трапециялардир, 99- б 
расмда туғри бурчакли трапеция тасвир этилган.

Т а ъ р и ф л а р .  Трапециянинг иккита параллел томони, унинг 
асослари  дейилади. Масалан, 99- расмда A D  ва ВС  каби.

Трапециянинг ўзаро параллел бўлмаган икки томони, унинг 
ён  т ом онлари  дейилади.

Трапеция ён томонларининг ўрталарини туташтирувчи кес- 
ма, унинг ўр т а  чизиғи  дейилади.

Трапециянинг асослари орасидаги uazotyn,  у m uw б а ла н д  л и ­
ги  дейилади, масалан, 9 9 - а  расмда Л — баландлик.

а) Параллелограммнинг хоссалари

Т е о р е м а .  П а р а л л ел о гр а м м н и н г  д и а го на ли  ун и  ўза р о  
т енг и кки т а  учб уряакка  б ўла д и .

И с б о т .  ABC L) параллелограмм берилган (100- расм); унда: 
А В  II CD , ВС  И A D . А С  диагональ ўтказамиз в а д А 5 С  =  Д  A D C  
эканини кўрсатамиз. Расмда кўрсатилгандек, бурчакларни но- 
мерласак, у ҳолда ^  1 =  2, - ^ 3  =  ^ 4  ( ички алмашинувчи
бурчаклар бўлгани учун) ва А С
томон умумий, бу ҳ о л д а учбурчак­
нинг тенглиги ҳақидаги 2- теоре­
мага асосан Д  A B C  — Д  A L C  бў- 
лади. Теорема исбот қилинди.

Н а т и ж а .  Параллелограммнинг 
қарама-қарши томонлари ўзаро тенг 
ва қарама-қарши бурчаклари ҳам ^ 
ўзаро тенг. Чунки Д  A B C  =  д  A D C  
дан: А В  =  CD , ВС =  A D  параллел Ю0- расм.
томонлардир ва

^ В  =  ^ D ,  ^ 1  =  ^ 2 .
+  ^ 4  =  ^ 3

1 -|- 4 =» 2 Т* 3,
яъни А =* ^ С

б) ПАРАЛЛЕЛОГРАММ, ТЎҒРИ ТУРТБУРЧАК, РОМБ 
ВА КВАДРАТ ДИАГОНАЛЛАРИНИНГХОССАЛАРИ

Т е о р е м а .  Т ўғр и  т ўрт бурчакнинг д и а го н а лла р и  ўзаро  
тенг.

И с б о т .  A B C D  тўғри тўртбурчак берилган. А С  =  B D  бў- 
лишини кўрсатамиз (101- расм).

& B A D =  £ \C D A ,  чунки A D —  умумий томон, А В  =  CD.
Бундан А С  =  B D  келиб чиқади.
Т е о р е м а .  П а р а л л ел о гр а м м н и н г  д и а го н а лла р и  кесиш иш  

нуқт асида  бир-бирини т енг и кки  б ў л а к к а  аоюратади (102- 
расм).

2 3 1



И с б о т .  ОЛ =  ОС, ОВ =* O D  эканини исбот қиламиз. 
д  ВОС  =  Д  A O D , чунки ^ 1  =  ^ 2  ва - ^ 3  =  ^ 4  — ички 

алмашинувчи бурчаклардир, ВС — A D . / \  ВО С =  Д  A O D  дан: 
ОА -  ОС ва 0 5  =  OD.

Т е о р е м а .  Ромбнинг д и а го н а лла р и  ўзаро  п ер п ен д и к уляр  
ва ром бнинг б ур ча кла р и н и  т енг и книг а  бўлади.

В

D

101- расм. 102- расм.

И с б о т .  A B C D  ромб берилган A C  J_ B D  ва ^ .В С О =  Z  DCO\ 
В А О =  ^  D AO ; ^  СВО  =  ^ А В О  бўлишини кўрсатамиз (103- 

расм). Д  B C D  ни В О  атрофида айлантириб, A  B A D  устига 
ётқизсак,* ромб тенг томонли параллелограмм бўлгани учун, 
ОС =  ОА ва ОВ =  O D  бўдади. С нуқта А нуқта устига ва СО,  
СВ томонлар А О ,  А В  лар устига жойлашади; демак, А А В 0 =

=> A B C  О. Буидгт: ^ С В О  =  ^:А В О ; 
8 ^ C D O  — A D O  бўлади. Бу уч-

бурчаклар тенг ёнли бўлгани учун 
ОА, ОС лар ҳам баландлик, ҳам 
биссектриса, ҳам медиана бўлади. 

G , Демак, А С Д  5 D ; ^  ВСО =  Z DCO; 
' В А О — ^  О А О  бўлади. Теорема 

исбот қилинди.
Н а т и ж а. Квадрат — ҳам парал- 

D лелограмм, ҳам тўғри тўртбурчак
ЮЗ- расм. ва ромб бўлгани учун, буларнинг

ҳамма хоссаларига эгадир.

16-§. АЙЛДНАГА УРИНМА ҲАҚИДА ТУШУНЧА

Т а ъ р и ф .  А й л а н а  б и ла н  биргина  ум ум и й  нуқт а га  эга  
б ўл га н  т ўғри  чи зи қ  ур и н м а  дейилади  ва ум ум ий  нуқт а  у  р и ­
нит  нуқт а  дейилади.

Т е о р е м а .  А й ла н а н и н г  уриниш  нуцт асига  т еги ш ли  р а ­
диус уринм ага  перпендикулярд ир .

И с б о т .  M N  — айланага Н  нуқтада уринма бўлсин (104- 
расм). R  =  O h  нинг M N  га перпендикуляр бўлишини исбот 
қиламиз. M N  нинг Н  дан бошқа ҳамма Н и Н г, И 3, Н х, ... нуқ- 
талари айлана ташқарисида ётганлиги учун ОН. >  ОН, О Н 2 >



>  О Н  ва ҳоказо (13- § даги 1- теоремага асосан). Демак, 0 / / =  
■=/? радиус О  билан орасидаги энг қисқа масофа. Шунинг 
учун О Н

' 17-§.  УЧБУРЧАК ВА ТУРГБУРЧАККА ТАШҚИ ВА ИЧКИ ЧИЗИЛГАН
АИЛАНАЛАР

Т е о р е м а .  Ҳ а р  қа нд а й  учбурчакнинг учт а  учи о р қ а ли  
ё л ғ и з  бит т а а й л а н а  ўт ка зи ш  я у м к и н .

А  Л В С  аз  Н  т  Е  нуқталар А В  ва ВС  томонларнинг ўр- 
таси бўлсин (105- расм). Е  ва Н  нуқталардан А В  ва ВС  то- 
монларга ўтказилган перпендикулярлар ёлғиз битта О нукта- 
да кесишади, шунингдек А С  ў рта си дан ўтган перпендикуляр

я

104- расм ? 105- р асм .

ҳам, „Ои нуқтадан ўтади, чунки Л, В, С  нуқталар бир тўғри 
чизиқда ётмайди. А , В , С нуқталар О нуқтадан бир хил ма­
софа да бўлишини кўрсатиш осой. Демак» О  нуқта марказ; ОЛ =  
=  ОВ =  ОС лар радиуслар бўлади.

1- н а т и ж а .  Б ир  т ўғри  ч и зщ д а  ёт м аган уч  нуқт а  орқа- 
л и  ё л ғ и з  бит т а а й л а н а  ўт ади.

2 - н а т и ж а .  У чбурчакка т аш қи ч и зи лга н  а й ла н а н и н г  
м а р ка зи  унинг т ом о н ла р и  урт асига  ўт к а зи лга н  перпенди- 
к у л я р л а р н и н г  кесиш ган нуқт асидадир.

Т е о р е м а .  Ҳ а р  қандай  учбурчак  ичига а й л а н а  чизиш, 
м ум кин , в а ф ақат  биргина.

И с б о т .  Л  A B C  берилган бўлсин (1 0 6 -расм). Бу учбур­
чакка ички чизилган айлананинг маркази А В , А С  ва ВС 
томонлардан тенг узоқликдаги нуқта бўлиши равшан. Бурчак 
биссектрисасининг ҳар бир нуқтаси, унинг томонларидан тенг 
узоқликда туришини биламиз (8- § даги теорема натижаси). 
Ш унинг учун ички чизилган айлананинг маркази учбурчак 
биссектрисаларининг кесишган О  нуқтасида бўлади; марказдан 
томонларнинг биттасига туширилган перпендикуляр, масалан,
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О Е  уиинг радиуси бўлади (OE =  r). Биссектрисалар ёлғив 
битта нуқтада кесишгани учун, бундан бошқа ички чнзилган 
айлана бўлиши мумкин змас. Теорема исбот қилинди.

Тўртбурчакнинг ҳамма учлари айланада ётса, у ни икки  
т ўрт буркак  (айланани эса т аш қи а й л а н а )\  агар унинг ҳар 
бир томони айланага уринган бўлса т аш қи т ўрт буркак  (ай­
ланани эса ички а й л а н а )  дейилади (106- а  расм).

Ички қавариқ тўртбурчак диагоналларининг кўпайтмаси i<a- 
рама-қарши томонлари кўпайтмасининг йиғиндисига тенг, яъни 
A C  B D  =  A B - C D  +  ВС A D .  Бунга, П т о л о м е й  т е о р е м а с и  
дейилади.

И з о ҳ. 1) Қарама - қарши томонларининг йиғиндиси ўзаро 
тенг тўртбурчакка ички айлана чизиш мумкин.

2) Қарама-қарши бурчакларининг йигиндиси 180° бўлган 
тўртбурчакка ташки айлана чизиш мумкин.

Масалан, 106- а  расмдан: Л, Б, +  CjD, =  Л ,Л ,  +  ва 
Z  D  =  180° бўлиши керак.

18- §. ДОИРАДАГИ БУРЧАКЛАР ҲАҚИДА ТУШУНЧА

Биз марказий бурчак ўзи тиралган ёй билан ўлчанишини

кўриб ўтган эдик, яъни ^ А О В  =  А В  (107- расм).
а) И ч к и  ч и з и л г а н  б у р ч а к
Т а ъ р и ф .  А й ла н а д а ги  бир нуқт а да  кесиш ган и кки  ват ар  

орасидаги бурчак ички ч и зи лга н  бурчак  д ейилади . Масалан, 
107- расм даги C D E  — ички чизилган бурчак.

Т е о р е м а .  И чки  чи зи лга н  бурчак  ў зи  т и р а лга н  ёйнинг  
я р  ми б и ла н  ўлчанади .

(Те
И с б о т .  ^ C D E  =  —  бўлишини исбот қиламиз. D  дан D H

диаметр ўтказиб, О  марказни С билан бирлаштирамиз. Бу ҳол- 
да ^  НОС ^ O D C  +  ^  OCD, чунки у Д  COD  га нисбатан 
ташки бурчакдир. OD  =  ОС =  R  радиус, яъни Д  CO D  тенг

в

"ТО6-фасм. 106- а  расм.
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ёнли бўлгани учун Z  ODC  =  Z  OCD. Демак, Z  HOC  — 2 Z  ОПС. 
бундан:

HOC . ................ расмданZ  ODC=- HC . 
—  еки U D f t  HC ^  HDC  =  -g- .

;z CZ)£= Z  H U E - / .  H D C =  ~ - ~

Энди

HE-HC 
— 5-----

Cfi
Т ' Ш у­

нинг учун ҳар қандай ички чизилган бурчак, ўзи тиралган 
ёйнинг ярми билан ўлчанади.

D

107- расм.

е

108- расм.

1 - н а т и ж а .  Б и р  ёйга  т и р а лга н  ҳа м м а  ички  ч и зи л га н  
б ур ч а кла р  ўзаро  т енгдир. 108- расмда Z  С, =  Z  С2 =  Z  С3 —

“  2 *
2- н а т и ж а .  Д и а я е т р га  т и р а л ­

ган ички ч и зи лга н  бурчак  d  =  90° гл
(108- расм). Z  £  =  90°.

3- н а т и ж а .  б ур ч а кли  у ч ­
бурчакнинг гипот енузаси  ун га  чи­
з и л г а н  т аш қи а й л а н а  диамет рига  
т енг. / S M E N  да гипотенуза M N  *=*
= 2 /?  =  D  — диамет рдир.

б) У р и н м а  б и л а н  в а т а р д а н  
т у з и л г а н  б у р ч а к

Т е о р е м а .  У ринм а б и ла н  ват ар­
дан т у зи л га н  бурчак ў з  ичига о лга н  
ёйнинг яр м и  б и ла н  ўлч а н а д и .

И с б о т .  Айланада А В  уринма ва ВС  ватар бўлсин. Z  A B C  =■

=  бўлишини исбот қиламиз (109- расм). Бунинг учун С д а н  
CD  II А В  ни ўтказсак, V .A B C =  Z  BCD, чунки улар ички ал­

машинувчи бурчаклар. Аммо Z  С =  ^  ва CD  Ц А В  бўлгаии

учун 1вЪ =  ВС  ва Z В =  Z C  = ^ = ~ -

23Г)

109- расм;
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в) И к к и т а  в а т а р н и н г к е с и ш и ш и д а н  ҳ о С и л б ў л- 
г а н б у ч а к л а р

Т е о р е м а .  И хт и ёр и й  и кки т а  ват арнинг кесиш иш идан  
ҳо с ц л  б ўлга н  ҳ а р  қайси вер т и ка л  бурчак, у  ла р н и н г  т ом он­
л а р и  т и р а лга н  ё й л а р  йиғиндисининг ярм и б и ла н  ўлча на д и .

И с б о т .  Z  A B C  — CD  ва А Е  ватарларнинг кесишишидан ҳо- 
сил бўлган бурчаклардан битта си бўлсин (ПО- расм). Z  АВС-=*

__ AC_-_DB  (ЗўЛИШИНИ кўрсатамиз. Бунинг учун А ва D  нуқта- 

ларни бирлаштирамиз, у ҳолда Z  A B C  & A B D  га нисбатан 
D

0 С
ПО- расм. I l l -  расм.

ташқи бурчак бўлади. Демак, Z  A B C  =  Z  A C C  -f  Z  D A E . 

A m m o Z A £ C = ^ ,  Z  D A E  =  ‘Шунинг учун: Z  ABC  =

AC . D E  A C  +  D E
E : T  +  - r  = -----2------

г) А й л а н а н и н г  т а ш қ а р и с и д а г и  б и р  н у қ т а д а н  
унга ў т к а з и л г а н  и к к и  к е с у в ч и о р а с и д а г и  б у р ­
ч а к

' \ 'e o y z u a .  А й л а н а  т аш қарисидаги бир нуқт а д а н  ун га  
ўт к а зи лга н  и кки  кесувчи орасидаги бурчак (ABC)  кесувчи- 
л а р  орасидаги АС  ва D E  ёй л а р  айирм асининг яр м и га  тенг. 

И с б о т .  В  — айлана ташқарисидаги нуқта; А В  ва ВС  ке-

сувчилар бўлсин (111- расм ).Z  В  =  — -~~.DL бўлишини кўрсата-
миз. Бунинг учун А ва £  нуқтани бирлаштирамиз. A  A B C  
Д  А Е В  да ташқи бурчак бўлади. Демак, Z  ABC  =  /L В  -\- 
+  Z^ D A E , бундан: Z. В — /L АВ'С — Z  D A E . Аммо Z  А Е С  =

=  ^  ва Z  С  А В =  Бу ларни ўрнига қўйсак: Z  S  =  —

DE
2

AC -  DE
2
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д) А й л а н а  т а ш қ а р и с и д а г и б и р  н у қ т а д а н  у и г а  
ў т к а з и л г а п и к к и у р и  и м а н и  н г х о с с а с и

Т е о р е м а .  А й л а н а  т аш қарисидаги бир нуқт адан  унга  
и кки т а  ур и н м а  ўт ка зи лс а , ул а р н и н г  ўш а  нуқт адан  ур и ­
ниш  н уқт а ла р га ча  б ўлга н  к есм а ла р и  ўзаро  т енг ва а й л а н а ­
нинг м а р к а зи  у л а р  орасидаги бурчак  биссект рисасида ёт а ­
ди; бу б урчак  2d б и ла н  ур и н м а л а р  т и р а лга н  ёй айирм асига  
тенг.

И с б о1 т. ВС ва В А  лар а'йланага С ва А нуқталардаги урин­
малар ва B D  биссектриса бўлсин. А В  — СВ ъз О марказнинг
B D  да ётишини ҳамда Z. В =  180° — А С  эканини кўрсатамиз 
(112- расм). ОА ва ОС радиуслар ўтказилса, О А В А  ва

В

113- расм.

ОС±_ ВС  бўлгани учун; / \А О В  на Д  СОВ  лар тўғри бурчакли 
учбурчаклардир. А А О В = / \ С О В ,  чунки ОВ гипотенуза уму­
мий, ОА =  ОС =  R . Учбурчакларнинг тенглигидан: А В  =  ВС. 
Энди ОС — ОА =  R  ва ОА J_ В А; А В  =  ВС; ОС _]_ ВС бўлгани 
учун О марказ доимо B D  биссектриса да „ётади. Энди, о л дин 
исбот қилинган теоремага асосан:

Z  В  а ^ С - А С  =  360° -  А С - СА = 1 8 0 о _  Ҳ С ,

демак, / .  В =  2d — АС  бўлади. Теорема исбот қ ил и иди.
1- м а с а л а. Маркази О нуқтада бўлган айлананинг А В  диа- 

метри билан А С  ватари 30° ли бурчак ҳосил қилади. С нуқ- 
тадан ўтувчи уринма, А В  диаметрнинг да во ми ни D  ну к та да
кесиб ўтади. ОС =  ^;O D  экани исбот қ ил и не и и (113- расм).

И с б о т .  ОС радиус СО  уринмага перпендикуляр, демак, 
OCD  тўғри бурчакли учбурчак. Шартга кўра: Z  А =  30°; Z  А =

'TtQ —
=  —  =  30° (ички чизилган бурчак). Бундан ВС =  60°, аммо 

Z  ВО С =  ВС  — марказий бурчак; демак, Z  ВОС  — 60°. Бу ҳол-
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да Л  OCD да Z  D  =  30°. Лекин, 30° бурчак царшисидаги ка­
тет гипотенузанинг ярмига тенг эди. Ш унинг учун ОС =■
=  O D  бўлади.

2- м а с а л а .  Айлана ташцарисидаги ихтиёрий бир С нуцта- 
дан унга туширилган икки СА  ва СВ  уринма орасидаги бур­
чак 22° га тенг. Уриниш нуцталарини бирлаштирган А В  ватар 
билан шу уринмалар орасидаги бурчаклар топилсин (114-

расм).
Z  С =  22°; Z  В =  Z  А ни топамиз.

114- расм.

Е ч и ш .  / .  А*= / .  В ~  (уринма ва
ватардан тузилган бурчак), Z  А +  Z£= 
=  180°— Z  С *  180° — 22° *  158°.

демак,2 Z  А =  158°;

Z  А == Z  В -  79°.
М а ш қ л а р .  1) Айланани 3 : 5  нис- 

батда бўлувчи ватарнинг бирор учидан 
ўтказилган диаметр билан ташкил этган 
бурчак топилсин.

(Ж  а в о  б. 22°30'.)
2) 52° ли марказий бурчак ташкил этган икки радиуснинг 

учларига ўтказилган уринмалар орасидаги бурчак топилсин.

(Ж  а в о  б. 128°.)

3) А, В, С нуцталар айланани 1 1 : 3 : 4  нисбатдаги ёй- 
ларга бўлади. А , В  ва С нуцталар орцали уринмалар ўтказиб, 
бир-бири билан кесишгунча давом эттирилган. Ҳосил бўлган 
учбурчакнинг бурчакларини топинг.

(Ж  а в о  б. 40°; 60° ва 80°.)

19- §. БУРЧАК ТОМОНЛАРИДАН ПАРАЛЛЕЛ ЧИЗИҚЛАР БИЛАН 
АЖРАТИЛГАН КЕСМАЛАРНИНГ ХОССАЛАРИ

Т е о р е м а .  А га р  бурчакнанг учидан б ош лаб  ун и н г  бир  
т ом онида т енг кесм а ла р  о ли б , у л а р н и н г  о хи р ла р и д а н , ик-  
кинчи  т омони б и ла н  кесиш гунча п а р а л л е л  кесм а ла р  ўт ка з-  
сак, унда  бурчакнинг и ккинчи  т ом онида ҳ а м  ўзаро  т енг  
кесм а ла р  аж ралади.

Ихтиёрий ВАС  бурчакнинг (115- расм) А учидан бошлаб, 
АС томонда ихтиёрий тенг кесмалар, масалан, 4 та кесма: 
А Д  =  Д Д  =  Д 0 3 =  Д Д  оламиз ва Д ,  Д .  Д ,  Д  нуцта- 
лардан А В  билан кесишгунча Д Д  || Д Д  || Д Д ,  || 0 4Д  кесма- 
ларни ўтказамиз.
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Энди ҳосил бўлган A B t, E tE t , E 2Ea, E ZE K кесмаларнинг ўз- 
apo тенглигини исбот қиламиз. Бунинг учун А В  га параллел 
Килиб, D XH U D 2H2, D sH s кесма^арни ўтказсак, ҳар хил иарал- 
лелограммлар ва ўзаро тенг учбурчаклар, яъни Д  A E XD X =  
=  Д  D xH xD 2 =* Д  D 2H 2D z =  Д  u bH sD x ҳосил бўлади. Булардан: 
А Е Х =  Е хЕ 2 =  =  ^ 8^4 деб ёзиш мумкин. Теорема исбот
ҚИЛИ НДИ. !

Исбот қилинган теоремага t ) с г £л t 4
асосланиб, қуйидаги натижалар- р - ' - —    °
ни ҳосил қиламиз.

1 - н а т и ж а .  Ихтиёрий кесма- 
ни бир неча тенг (масалан, А £ 4 
кесмани 4 та тенг) бўлакка бў- 
лиш учун, берилган кесмани бур- 115- расм.
чакиинг бир томони деб қабул
қилиб, ихтиёрий бурчак чизиш керак, кейин бурчакнинг чизил­
ган томонини, бурчак учидан бошлаб керагича тенг бўлаклар- 
га бўлиб, охирги бўлиниш нуқта билан кесмани қолган учини 
туташтирувчи кесмага, қолган бўлиниш нуцталар орцали, бе­
рилган кесма билан кесишгунча параллел кесмалар ўтказилса 
кифоя.

2- н а т и ж а. Учбурчакнинг ўрт а чизиғи унинг асосининг яр ­
мига тенг (115- расм). Буни кўрсатиш учун E 2A D 2 учбурчакни 
олиб текширамиз: бунда А Д  =  D XD 2 (шартга кўра); А Е Х =  
=  Е хЕ2 (исбот цилинганига кўра), бу ҳолда учбурчак ўрта чи- 
зиги таърифига асосан Д Д  кесма, A E 2A D 2 учун ўрта чизиц- 
дир ва D 2E 2 унинг асоси бўлади. Лекин, Д Д  || Д Д  (олини- 
шига кўра). Д ем ак, учбурчак ўрта чизиги асосига параллел 
бўлади. Энди Д Д  =  Д Д  (параллелограмм хоссасига кура); 
DXE X =  D 2Hx (исбот цилинганига кўра). Демак, асоси D 2E 2 =*
=  D M X +  Н хЕ 2 =  D XE X +  Д Д  =  2 D XE X, бундан Д Д  =  бў-
лади.

2 > - и и  ж ъ. Т р а п ец и ян и н г  у  р т а  чизиги  ун и нг асослари  
йигиндисининг яр м и га  т енг  (115- расм). Буни исбот цилиш 
учун Д Д  Д Д  трапецияни олиб текширамиз: Д Д  =  Д Д  
(шартга кўра); Д Д  =  Д Д  (исбот цилинганига кўра), демак, 
трапеция ўрта чизиги таърифига кўра, бу трапеция учун D.,E2 
кесма ўрта чизиц бўлади. Лекин, шартга кўра О хЬЛ || 0 2Д  ||
II Д Д  эди. Д ем ак, т р а п ец и яни нг ўр т а  чизиғи  унинг асос- 

л а р и га  п а р а л л е л  б ўла д и . Энди 115- расмга ва исбот цилин- 
ганларга асосан:

Д Д  =  Д Д

ва
£>,£, =  1 \ Н г +  =  Д £ ,  +  £>,£, =  1  D ,E t  +  D t E, =
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Буларни ҳадлаб қўшсак:

Д Я , +  Д £ а  =  I  Д £ 2 +  I Д Д  =  2 0 , Д ,
бундан:

D 0E 2 —
D i ^ i  Ч~ ^з£з

2

20-§.  МЕДИАНАЛАРНИНГ БУЛАГ И ҲАҚИДА ТЕОРЕМА

Т е о р е м а .  Ҳ а р  қ а н д а й  учбурчакда  я е д и а н а л а р к и н г  к е ­
сиш ган нуқт асидан  мос т ом онгача б улга н  қисм и, б ут ун  ме- 
д иананинг учдан бир б ўла ги га  тенг.

И с б о т .  А  ЛВС  да A D,, 8 D 2, CD9 — медианалар ва О улар
кесишган нуқта бўлсин (116- расм).

Z  D lAC  дан фойдаланиб, AD, 
ни тенг уч бўлакка бўламиз. Бунинг

л /-> . г AD% г D2Cучун АС д.а А Ь  =  у 2 =  D 2£ ,  =  —
ларни олиб, DZ/ || O D 2 1| лар
ўтказилса, А Н  =  НО ^=OD1 ҳосил 
бўлади (19- § га қаранг). Д емак, 
A D l = * A H + H O + O D l = 3 0 D U бун­
дан, OD, =  4  AD, бўлади. Шунга

116- расм.
ўхшаш: OD2 =  -J- BD>\OD2 =  j  C D 3.

21-§.  УМУМИЙ УЛЧОВЛИ BA УМУМИЙ УЛЧОВСИЗ КЕСМАЛАР  
ҲАҚИДА ТУШУНЧА

Т а ъ р и ф .  И кки  кесм анинг ҳ а р  бирига  б ут ун  м арт а ж ой- 
лаш адиган учинчи кесма  — бу и кки  кесм анинг ум ум и й  ў л -  
чови дейилади. Масалан, А В  ва CD икки кесмага E F  кесма 
мос равишда 4 ва 3 марта жойлашсин, у ҳолда Ь Т  кесма — 
А В  ва СО  кесмаларнинг умумий ўлчови бўлади

d d d

117- расм.

Т а ъ р и ф .  Б и р  неча кесм а ла р ни нг энг ка т т а  ум ум и й  ў л -  
чови деб, ула р н и н г  ҳ а р  бирида бут ун м арт а ж ойлаш адиган  
энг кат т а кесм ага а й т и ла д и . Масалан, 1) d  кесма: а  кесмада 
3 марта, b кесмада 5 марта ва с кесмада 2 марта жойлашсин 
(117- расм). Демак, d  кесма — а ,  Ьу с кесмаларнинг энг катта 
умумий ўлчовидир.



2) а < . 0 < с  кесмалар 118- расмдагидек берилган бўлсин. 
Берилган а, Ь, с кесмаларга умумий ўлчов топиш учун, даст- 
лаб а  ни b га ;<ўйганда 2 бутун марта ётиб, қолдиқ; с га 
қўйганда 3 марта ётиб, с, қолдиқ қолсин ва <  с, бўлсин. 
Энди Z7, ни с] га қўйсак 2 бутун марта; а  га қўйганда 3 бу­
тун марта ётсин. Б у ҳолда,.
с х =  2/>,;о =  3^,; ^ =  2 а  +  », =  „ .
=  2 - 3 6 , +  6 , =  7Ь, ва с =  З а 4  .----------- - .— - — •— - — Л
+  f,  = 3 - 3 » , +  2», =  11 бў- 6 ^
лади. Демак, 6 , кесма берил- a a a  r ~ ^ .
ган a ,  6 , с кесмаларнинг энг ' 1 с™4 V " ?
катта умумий ўлчовидир. Икки 1 2
ёки ундан кўп кесмалар бир 118- р асм .
умумий ўлчовга эга бўлса,
уларни умумий ў л ч о в л и ,  акс ҳолда умумий уляовсиз  кесм а­
л а р  деб аталади.

22- §. КЕСМАЛАРНИНГ НИСБАТИ ВА ПРОПОРЦИОНАЛ КЕСМАЛАР

а) К е с м а л а р н и н г  н и с б а т и
Т а ъ р и ф .  И к к и  кесманинг нисбати деб, к ес м а л а р  бир  

и см ли  б и р л и к л а р  б и ла н  уляа н га н д а ,  у л а р д а н  бири иккин-  
яисидан неча м а р т а  ка т т а  ёки  ки ч и кли ги н и  кўрсатувчи  
исмсиз сонга а й т и ла д и .  Масалан, кесма a  =  12 м  ва кесма 
6 =  3 м  берилган бўлсин. Кесмаларнинг нисбати бўлинма 
(каср) шаклида ифодаланади:

а  \2  м  . -  b 3 м  1 ^
У  =  T i  =  4  Н И С б а Т ;  ~а =  1 2 м ~ ~ 4  Н И С б а Т '

1- и з о ҳ. Агар кесмалар ҳар хил исмли бўлса, уларни бир 
хил исмга келтириб, сўнгра нисбат олиш керак. Масалан, кес­
ма a  =  1,5 м  ва кесма 6 =  5 дм  берилган.

а  =  1,5 м =  15 дм; у  =  =  3 нисбат.

2 - и з о ҳ .  у  нисбатда, а  — нисбатнинг о лд инги  ҳа д и ,  6 —
кейинги  ҳа д и  дейилади.

б) П р о п о р  ц и о и а л к е с м а л а р
Т а ъ р и ф .  Н исбат лари  ўзаро  т енг 4  т а  кесма пропор-  

ц и о н а л  к ес м а л а р  дейилади.  Масалан, 4 та кесма: a  =  8 см, 
6 =  12 см, с =  4 см, d  =  6 см  берилган бўлсин. Улардан:

_  8  см  __ 2 с_ _  4 с м  __ 2
b ~~ \ 2 с м  ~~ 3 Ва (/ ~~ 6 с м  ~~ 3  "

Д емак, у  =  у  геометриядаги пропорция  дейилади. У ҳол- 
да а,  6 , с, d  кесмалар пр о п о р ц и о на л  кесм а ла р  дейилади. -
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Геометриядаги нисбат ва пропорция ҳам, арифметикадаги 
нисбат ва пропорциянинг ҳамма хоссаларига эгадир, чунки 
а, Ь, с, d лар кесмаларнинг узунликларини ифода қилувчи сон-

лар ҳамдир. Шунинг учун f  дан: х  =  а- ^ ;  -  дан:
U С (с

а? а х  г —г  -  -x  — ~b ва — =  дан: х  ■= у  ао деб езиш мумкин.

Г е о м е т р и я д а г и  п р о п о р ц и я н и н г  х о с с а л а р и  
Тўртта а, Ь, с, d  кесмалар берилган бўлиб, улар орасида

пропорция м а в ж у д  бўлсин, бу пропорция қуйидаги

хоссаларга эга:

с — rf1) ^  =  4  ёк„  1  =  2) “- ± ±  / г  и  а с '  о

3)

d
а +  b с +  rf .  а — b  еки ------

с d  _ (7 — 6
- — —7-  еки —  d  b
с — (I, дч а +  с 

с ' b + d

d ' 
с_ 
(/*

4- хоссага асосланиб, бир неча тенг нисбатлар:
E F
ErFr =  "=  Б ;  =  -  =  В г  6ерилганда’ =  е д  =  =  а д

TFT?— 1.-т—I г~л~о~ Д^б еза оламиз. Д ем ак , бир неча тенгMl/Vi +CJ/-! +  ... +  /7iC>i r

(7
Г -
M N  
уИ,^, =

z/s

м

F/V

119- расм. 119- а  расм.

нисбатлар берилганда, уларнинг олдинги ҳадлари йиғиндисини 
кейинги ҳадлари йиғиндисига бўлган нисбати берилган нис- 
батларнинг ҳар бирига тенгдир.

Т е о р е м а .  А га р  икки  т ўғр и  чизиқ  бир-бирига п а р а л л е л  
учт а  чизиц  б и л а н  кесилса , у  ҳ о л д а  биринчи т ўғр и  чизиқда  
ҳ о с и л  б ўлга н  и к к и  кесманинг нисбати иккинчи  т ўғр и  чи- 
зицда  ҳ о с и л  б ўлга н  и к к и т а  мос кесманинг нисбат ига т енг  
(119- расм).
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И с б о т .  Иккита M N  ва E F  тўғри чизиқ, учта А В  Ц C D  || HK  
тўғри чизиқлар билан кесилган бўлсин, А С  нинг узун- 
лиги /7, С Н  нинг узунлиги q бўлсин. Масалан, /7 =  3, q =  А 
бўлсин. Бу ҳолда А С  ни тенг уч, СН ни тенг 4 бўлакка бў- 
либ, бўлиниш нуқталари орқали А В ,  CD  ва Н К  ларга парал­
лел чизиқлар ўтказамиз. У  вақтда E F  да ҳам бир-бирига тенг 
кесмалар ажралади (бурчак томонларини тенг бўлакларга бў- 
лиш теоремасига асосан), лекин бундай кесмалар B D  да 3 та,
r i  г / . ,  „ п  АС 3 B D  3 ,  „
D K  да 4 та бўлади. Д емак, с м  — -4 ва d K =  Т  бУлгани

учун, ^  Шунинг учун, АС, С //,  D K, B D  лар про-
, , ,  „ АН 7 ВҚ  7

порционал кесмалардир. Шунга ўхшаш 577 =  -4 ва щ =  -j ,
л// в 

демак, с н  — DA:.

1- и з о ҳ .  р , q ларнинг ҳар қандай бутун қийматлари учун 
бу теорема тўғридир.

2 - и з о ҳ. р ,  q лар берилган ўлчов бирликларида бутун 
сонлар билан ифода килинмаса, унда шундай майда бирлик 
олиш керакки, у АС, СН  ларга умумий ўлчов бўла олеин.

3 - и з о ҳ .  Кесувчи параллел тўғри чизиқларнинг биттаси 
берилган чизиқларнинг кесишиш нуқтасидан ўтган ҳолда ҳам 
исбот қилинган теорема тўғридир (119- a  расм). Исбот қилинган 
теоремага асосан

N A  _  N B  N C  __ N D '  АВ A N
A C  ~~ B D  Ва A N  ~  B N '  CD ~~ CN'

ва ҳоказо бўлади (АВ || C D  ва А Н  || N E ).
Пропорция хоссасига асосан:

N A  А - A C  N B  4- B D  .. . N C  N D
N A  ~  N B  6КИ N A  ”  N B '

Н а т и ж а .  Б ур ч а к  т о м о н ла р и н и  бир неча  п а р а л л е л  чи- 
з и қ л а р  б и ла н  кесганда, у л а р  п р о п о р ц и о н а л  б ў л а к л а р г а  а ж ­
р а ла д и .

23- §. УЧБУРЧАК ИЧКИ БУРЧАГИ БИССЕКТРИСАСИНИНГ ХОССАСИ

Т е о р е м а .  У чбурчак ички  бурчагининг биссектрисаси, шу  
бурчак  царшисидаги т ом онни  ц о л га н  и к к и  т ом он билан  
п р о п о р ц и о н а л  б ў л а к л а р г а  бўлади .
.  И с б о т .  Д  A B C  да B D  биссектриса бўлсин ( Z A B D  =

-» 'Z  C BD ,  120- расм). ^  =  ^  эканини кўрсатамиз. А дан ВС
нинг давоми билан кесишган А Е  || B D  ни ўтказамиз. Энди Z  С 
нинг томонлари А Е  || B D  лар билан кесилган деб қарасак.
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E

120- расм.

F R  Л П
B C ~  D C  бЎлади (22‘ § га Каранг).
Энди ЕВ  =  А В  эканлиги кўрса-
тилса кифоя. Расмдан: Z A B D  =
=  Z В А Е  (ички алмашинувчи
бурчаклар), Z  CBD  =  Z  BEA
(мос бурчаклар). Д емак, A  A B E
тенг ёнли, яъни Е В  =  А В .  Буни

А В  A D  урнига қ у и с а к ,^ .  =  ^  булади.

24- §. УЧБУРЧАК ВА КЎПБУРЧАКЛАРНИНГ ЎХШАШЛИГИ 
ҲАҚИДА ТУШУНЧА

Иккита учбурчакдан бирининг бурчаклари иккинчисининг 
бурчакларига мос равишда тенг бўлса, унинг тенг бурчаклари 
қаршисидаги томонлар уларнинг ў х ш а ш  т о м о н ла р и  дейилади.

Т а ъ р и ф .  И к к и т а  учбурчакдан бирининг б ур ча кла р и  
иккинчисининг  б урчакларига  мос равиш да тенг ва у л а р ­
нинг ў х ш а ш  т о м о н ла р и  п р опорционал  б улса ,  бу учбурчак­
л а р  ў х ш а ш  учб ур ча к ла р  дейилади.

Т е о р е м а .  Ҳ а р  қа н д а й  учбурчакнинг  бирор т омонига  п а ­
р а л л е л  қ и л и б  ўт ка ъ и лга н  т ўғр и  чизиқ  ш у учбурчакдан  
ун га  ў х ш а ш  учб ур ча к  аж рат ади.

И с б о т .  Ихтиёрий A  AB C  нинг 
АС  томонига параллел қилиб D E  
кесмани ўтказамиз (121- расм).
Д  D B E  с/> д  A B C  эканини исбот 
қиламиз. A  D B E  ва A  A B C  да:
Z  B E D  =  Z  С; Z  B D E  =  Z  Л мос 
бурчаклар: Z В — умумий. Е  дан 
E H  И АВ  ни ўтказамиз; бунда 
D E  =  АН.  Энди, Z В  нинг томон­
ларини D E  II AC; Z  С нинг томон­
ларини E H  II А В  томонлар кесиб ўт-
ган деб қаралса, у ҳолда 23- § даги 3- изоҳга асосан =

=  Ш ~ 1 Т е  булади. Демак, Д  D B E  ва Д  A B C  ларнинг мос
бурчаклари тенг ва ўхш аш  томонлари пропорционал бўлгани 
учун, таърифга кўра улар ўхшаш учбурчаклардир, яъни 
д  D B B  сл Д  ABC.  Теорема исбот қилинди.

а) У ч б у р ч а к л а р  ў х ш а ш л и г и н и н г у ч  а л о  м а т  и 
Т е о р е м а .  А гар  ҳ а р  қандай  и к к и  учбурчакдан:  1) бири­

нинг и к к и  бурчаги иккинчисининг  и к к и  бурчагига мос р а ­
вишда т енг бўлса ,  ёки  2) бирининг икки  т ом они  иккинчиси­
нинг икки  т омонига пропорционал  ва у л а р  орасидаги бур-

121- расм.
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ч а к л а р и  т енг бўлса ,  ёки  3) бирининг уч т омони иккинчиси­
нинг уч  т ом онига  п р о п о р ц и о на л  бўлса ,  бундай учб ур ча к ла р  
ўхш аш дир.

И с б о т .  1) Д  A SC в а Д Л Л С ,  да Z  A = Z A , ,  Z  С =  Z  С, 
бўлсин. & А В С < л  д  A xB xCi (122- расм) эканини исбот қиламиз. 
В дан бошлаб В  А  да B D  =  А ,# ,  ни оламиз. D E  || АС ни ўт-

АВказиб Ь А В С т  / \ D B t  ни ҳосил қиламиз. Бу ҳолда =  

=  Ш ' = Ш  6Ўлади- Энди д Ш £ = Д А , а д ,  чунки Z. D  =

В

Е

Сс а
122- расм.

— Z  А =  Z  A,, Z  Е  — Z  С =  Z  С, бўлгани учун Z  В =  Z  S ,  ва 
олинишга кўра B D  =  А ХВ У. Бу учбурчакларнинг тенглигидан:
D E  — A XCX ва £ £  =* В ХСХ. Буларга асосан
бўлади. Д е м а к т а ъ р и ф г а  кўра а А В С сл {у. А хВ 1Сх.

В

С,С

123- расм.

2) A  A B C  ва Д  А ХВ ХСХ да: Z  Z? =  Z  ва = в ^ ' б Ўл-
син. A  A B C  А  А ХВ ХСХ эканини (123- расм) исбот қиламиз 

Z  В х =  Z  В  бўлгани учун, SA  да B D  =  B XA X ва ВС да 
ВВ =  В,С, ларни оламиз ва D  ни В билан бирлаштирсак 
A  D B E  =  А  А ХВ ХС Х ҳосил бўлади (учбурчаклар тенглигининг
1- аломати). Энди D E  || АС эканлиги кўрсатилса кифоя. 4 ^ -  =  

/?С
=  а д  эди- Лекин = В В ,  А,В, =  B D  эди. Бунга кўра
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бўлади. Д ем ак, бурчак томонларини пропорционал
бўлакларга бўлишнинг исбот қилинган теоремасига асосан 
D E  П А С  бўлади. Учбурчакнинг бирор томонига параллел кес­
манинг хоссасига мувофиқ а А В С ^ л  Д  D B E  -  Д  A iB^Cx.

3 )  Д  A B C  в а  / \ А ХВ ХС Х Д а  = Т^сх с= 1 ^ 7  б Ўл с и н - 

Д  Л В С  сл д  ( 1 2 4 - р а с м )  э к а н и н и  и с б о т  қ и л а м и з .

124- расм.

В Л да BD =  А {В Х ни олиб D E  || А С  ни ўтказсак: ^  ^  =
Ас

=  бўлади. Энди Д  D B B  =  Д Л ^ С ,  эканлигини кўрсатамиз.
с ля вс АВ вс пглБунинг учун 5 5  =  ва =  ^ г - л а р н и  солиштирамиз. BD =

=  Л,В, (олинишга к ў р а ) , ^ -  =  ^  , бундан: В В  =  В,С,.
Ш унга ўхшаш DE =  Л Д е м а к ,  ' B D  =  Л ^ , ,  В В  =  В ,С Ь 
Л В  =  Л 1С, бўлгани учун, D B E  =  &  А ХВ ХСХ. Бу ҳолда
Д  ABCjj) Is  А ХВ ХСХ.

б) Ў" х ш а ш к ў п б у р ч а к л а р
1 - т а ъ р и ф .  Б ур ч а к л а р и  (т о м о нла р и )  нинг сони т енг

б ў л га н  к ўп б ур ч а к ла р  бир и см ли  к ў п б у р ч а к л а р  дейилади.
2- т а ъ р и ф .  И к к и т а  бир и см ли  к ўп б ур ча кд а  бирининг  

б ур ча кла р и  иккинчисининг  б ур ч а кла р и га  мос равиш да тенг  
ва т енг б ур ч а к л а р н и  ў з  орала р и га  о лга н  т ом о н ла р и  про­
п о р ц и о н а л  б ўлса ,  бундай и к к и т а  кўп б ур ч а к  yxu ia iu  кўпбур-  
ч а к ла р д е б  ат алади .  Масалан, A B C D E  кўпбурчак ел A XB XCXD XE X 
кўпбурчак бўлиши учун: Z  Л =  Д Л , ,  Z  В =  Z  B , ,Z  С =  Z  С,,
Z  D  =  Z  D t , Z  В =  Z  В, ва =  ^ 4 -  бўлишиЛ1О1 OjOi
керак (125- расм).

Т е о р е м а .  И к к и т а  ў х ш а ш  кўпбурчакдаги  ихт и ёр и й  и к ­
к и т а  мос б у р ч а к л а р и  уч ла р и д а н  ў т к а з и л г а н  д и а го н а л л а р  
бу к ўп б у р ч а к л а р н и  бир х и л  сонда ў х ш а ш  учбурчакларга  
аэюратади.

И с б о т .  A B C D E  билан A XB XC XD XEX кўпбурчаклар ўхшаш 
бўлсин. Ўхшаш кўпбурчакларнинг Л ва Л, учидан ўтказилган 
диагоналлар у н и д Л В С , Д Л С Ь . Д  A D E  ва Д  А ХВ ХС Х, Д  Л, C,D,,
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& A iD xb x ларга ажратади. Д  АВС<л д  А хВ хСи  Д  АСО<л 
сл & A ]CxDtt а А О Е с л  Д  A [D iE 1 эканини исбот қиламиз. Д  ASC
ва Д  А ХВ ХСХ ларда Z  S  =  Z  В, ва =  | ^ г  (таърифга кўра)
бўлгани учун, Д  A B C  сл Д  Ш унга ўхшаш: Д  АОЕ<л

А Ғ  Ғ Г )
сл Д  A,D ,£ ,,  чунки / .  Е  =  / Е х ва j j r  =  } г ц \  Д  ACD vd 
с л д Л | С , 0 , ,  чунки Z /ЮС =r Z  / . A C D  — Z  Л ^ ^ , .

-------

125- расм.

Т е о р е м а .  Ў хш аш  к ў п б у р ч а к ла р  перим ет р л а р и н и н г  нис­
бат и ў х ш а ш  т о м о н ла р и ни нг  нисбат ига тенг.

И с б о т .  AB C D E u^ A xB xC xD xt x бўлсин (125- расм). Таърифга 
АВ В С  CD D E  Е А  „  ,

« ура  л ^ 7 “ а д = г ^ , = а д = £ й Г э д и - Б у  тенг  нис6атлаР
А В  +  В С  +  C D  +  D E  +  ЕА А В

булгани учун, +  +  +  -  ... -

- В т  бУлади-

25- §. ТЎҒРИ БУРЧА КЛ И  УЧБУРЧАК ЭЛЕМЕНТЛАРИ ОРАСИДАГИ 
МЕТРИК МУНОСАБАТЛАР

Т е о р е м а .  Т ўғр и  б ур ч а к л и  учбурчакнинг  т ў ғр и  бурчаги  
учидан гипот енузасига  т у ш и р и лга н  п е р п е н д и к у л я р  гипот е­
нузанинг  б ў л а к л а р и  орасида ўр т а  про п о р ц и о на л  мицдордир\ 
ҳ а р  бир кат ет  эса гипот енуза  б и л а н  ун и н г  ш у кат ет га  
ёпиш ган  кесмаси орасида ўр т а  пропорционалдир .

И с б о т .  Д  A B C  берилган бўлиб, унда Z  В  = 9 0 °  ва BD  _]_ АС
/lOC ч A D  BD A D  А В  DC ВС

бўлсин (126- расм). 5 5  =  5 5 , j-B =  J c '  в с = л с эканини
исбот қнламиз. BD  _[_ АС, А В  ±_ВС  бўлгани учун; Z  С =
=  Z  ЛвО. Демаы, Д  A B D  с/э Д  BCD, бундан, =  'jyc  бўлади.

Ш унга ўхшаш Д  A B D ^n  Д  ЛСВ бўлгани у ч у н д и р ;

д  B DC  ел Д  ЛВС бўлган и  учун
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Н а т и ж а .  Т ўғри  б ур яа к ли  уябуряакнинг  гипот енузаси  
ун га  т а ш қи  я и зи л га н  а й л а н а н и н г  диамет ридан иборат б у л ­
гани  уяун , а й л а н а н и н г  и ст а лга н  нуқт асидан диаметрга т у ­
ш и р и лга н  п ер п е н д и к уляр  диамет рнинг б ў л а к л а р и  орасида  
ўр т а  пропорционалдир ,  яъни

AD  _  S D  AD, B ,D , A D ,  _  B D ,
BD  — DC' ByDi ~  D,C ’ B,/5, D..C

ва ҳоказо (127- расм).

127- расм.

26- §. ПИФАГОР ТЕОРЕМАСИ*

Т е о р е м а .  Том онлари  бир х и л  б и р л и к  б и ла н  ўл яа н га н -  
да, т ўғр и  б ур яа к л и  уябуряакнинг  гипот енузаси  у з у н л и г и -  
нинг квадрат а, ун и н г  к а т е т л а р  у з у н л и к л а р и  квадрат лари-  
нинг йиғиндисига  тенг.

И с б о т .  Д  A B C  д.а А В  — гипотенуза; АС, ВС  лар катетлар 
бўлсин (128- расм). А В  =  с, АС  =  Ь, В С  =  а  деб белгилаймиз. 
с2 =  а 1 +  Ь2 эканини исбот қиламиз. Бунинг учун CD _[_ А В  ни 
тушириб, ҳосил бўлган учбурчакларнинг ўхшашлигидан фой-
даланамиз. Д  ACD ел д  АСВ  бўлгани учун ^  ' бундан

A D =  Ь- \  / \С В О < л  & А С В  бўлгани учун  ^  бундан

D B  =  у .  Энди буларни ҳадлаб қўш амиз: с =  A D D B  =
Ь* , а"- Ь* + а *  с.

=  7 + 7  =  — ' Б Ун д а н :

с2 =  а 2 +  Ь2.

1 Пнфагорга қадар тўғри бурчакли учбурчак гипотенузасининг квадра- 
ти катетлари квадратларининг йиғиндисига тенглиги ҳақидаги теорема 
шарқда маълум бўлган ва ундан фойдалангаилар. Бу теоремами 25- § га нати­
жа деб қараш ҳам мумкин.
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М и с с  л. Катетлари 3  дж ва 3 > /3  дм  бўлган учбурчакнинг 
гипотенузаси топилсин. Яъни а  =  3 6 =  3>/3^л<. с ни то­
памиз.

Е ч и ш .  с2 =  а 2 +  62 =  32 +  (3 / 3 ) 2 =  36; с =  / 3 6  =  6 д ж .

2 7 -§ .  КЕСМАНИ ПРОПОРЦИОНАЛ Б Ў Л А К Л А Р Г А БЎЛИШ  
ВА ЯСАШГА Д О И Р  МАСАЛАЛАР

1- м а е  а л а. АВ  кесма берилган т : п : р  нисбатда учта бў- 
лакка бўлинсин (т, п, /?— кесмалар ёки сонлар) (129- расм)

Е ч и ш .  Ихтиёрий Z. В А С  ни ҳосил қилиб, АС  т о м о н д а /?z, 
п, р  га тенг AD, D M , М ! \  кесмаларни оламиз. Кейин 7V 
нуқтани В  нуқта билан бирлаштириб, D, М  нуқталар-

дан, А В  билан кесишадиган, B N  га параллел M E  ва D F  чи- 
зиқларни ўтказамиз. Бу ҳолда: А Ғ : Ғ Е : Е В  =  т :  п :  р  (22- § га 
қаранг).

Е ч и ш .  а, b, с кесмалар берилган бўлсин (130- расм). Б е ­
рилган тенгликни с \  b =  а :  х  кўринишда ёзамиз. Д емак, х  
тўртинчи пропорционал кесма экан. Энди ихтиёрий Z  ВАС  
томонларида A D  =  с, D M  =  b, А Е  — а  кесмаларни олиб, D  ва 
Е  цуқталарни бирлаштириб, унга М  нуқтадан параллел M N  
чизик ўтказсак, £ Л  кесма, изланган х  кесма бўлади.

С
128- расм! 129- расм.

2- м а с а л а .  х  =  (—  тенгликка кўра л: кесма ясалсин.

о ь В

130- расм. 131- расм



Т о п ш и р и қ .  Худди шунга ўхш аш  усул билан x =  ^  
тенгликдаги х  кесма ясалсин.

3 - м а с а л а .  x  =  ^ a - b  тенгликдаги х  кесма ясалсин (131- 
расм).

Е ч и ш .  х  =  ^  а - b ни x 1 =  a - b  ёки — =  у  кўринишда
ёзсак, гипотенузасининг бўлаклари, а, b кесмалар бўлган уч ­
бурчакнинг B D  баландлиги изланган х  кесма бўлади, чунки 
у гипотенуза бўлаклари орасида ўрта пропорционал бўлар эди.

О

Ь

Ь

х

132- расм.

4- м а с а л а .  х  = у га 2 ±  Ь2 тенгликдан х  кесма ясалсин (132-
расм). _______

Е ч и ш .  х 2 =  (у^а 2 ±  Ь'2)2 =  а 2 ±  Ь2. Бундан биз кўрамиз- 
ки, илдиз остида плюс и шора олганда х  кесма, катетлари а, 
b кесмалащшн иборат учбурчакнинг гипотенузаси бўлади; ми­
нус и шора олганда эса гипотенузаси а  ва бир катети b бул­
ган учбурчакнинг иккинчи катети*бўлади.

28- §. УЧБУРЧАКНИНГ ЎТКИР ВА УТМАС БУРЧАКЛАРИ 
ҚАРШИСИДАГИ ТОМОНЛАРИНИНГ ХОССАЛАРИ

Т е о р е м а .  1) У чбурчакнинг ўт к и р  бурчаги  царш исидаги  
томон квадрат и ц о л га н  икки  т ом он к ва д р а т ла р и  йиғинди-
си б и ла н  бу икки  т омондан

b
1 3 3 -  р а с м .

бирининг ўт к и р  бурчак  учидан  
б а л а н д л и к к а ч а  б ў л га н  кесмага  
кўп а й т м а си н и н г  и к к и ла нга н -  
айирм асига  т енг;  2) агар  б ур ­
чак  ўт м а с  б ўлса ,  ш ундай  кў-  
пай т м а н и нг  ц ўш и л га н и га  тенг.

И с б о т .  1) Д  A B C  да 
' /В А С  < 9 0 ° ,  B D ± _  АС  бўлсин 
(133- расм).
а 2 =  Ь2 + с 2 -  2 b A D \  2) Д  А С Е  
учун a\ =  b2 -\-c\ — 2b- А Ғ  бўли- 
шини исбот қиламиз.

2 5 0



Д  BDC  дан: d 1 =  BLP +  D C 2 =  B D 2 +  ( » - A D ) 2 =  B D 2 +
b2 — 2 b • A D - \ - A D 2. Д / I S D  дан: B D 2 =  c2 — A D 2. Буни ўр- 

нига кўйсак:
а 2 =  с2 — A D 2 +  62 - 2 6 . A D  +  AD-.

Д емак,

a 2 =  Z7- +  c2 - 2 A A D .

2) Д  ЛЕС  да 90° <  Z  EAC <  180°; EF±_AF  бўлсин (133- 
расм). Д  дан: a 2 =  E F 2 +  FC2 =  E F 2 +  (b  +  A F )2 =  £ Ғ 2 +  
+  b2 +  2 b -A F - \ - A F 2.& E A F  дан: E F 1 =  с] — A F 2. Буни ўрнига 
қўйсак: d\ =  c\ — A F 2 -\-b2 - \ -2 b -A F - \ -A F 2. Д ем ак,

а \  =  Ь2 +  с\ +  2Ь-АҒ.

29- §. ДОИРАДАГИ ПРОПОРЦИОНАЛ КЕСМАЛАР

1- т е о р е м а .  Д о и р а д а  ҳ а р  цандай. икка  ват ар бир-бири  
б и л а н  кесишса, у л а р н и н г  кесм а ла р и  кўпайт м аси  ўза р о  тенг.

И с б о т .  А В  ва CD  ватарлар Е  нуқтада кесишган бўлсин. 
А Е  В Е  — C E  D E  бўлишини кўрсатамиз (134- расм). Бунинг 
учун  А ва С, D  ва В  нуқталарни бирлаштириб, Д  АЕС  сл / \ B E D
ни ҳосил қиламиз, чуики Z  C = Z  В  =  ва B E D  =  А Е С
(вертикал бурчаклар). Бу учбурчакларнинг ўхшашлигидан:

бУндан’ A t  - B E  =  D E  C E  бўлади.
2 - т е о р е м а .  А га р  доира тпашқарисидаги бар нуқт адан  

ун га  ур и н м а  ва кесувчи ўт ка з и лс а ,  уран м анинг  квадрат а  
кесувча б а л а н  унанг  т аш қа  цасма кўпаат м асига  тенг.

И с б о т .  А В  — уринма, АС — кесувчи бўлсин. А 5 2 =  AC-AD 
эканини исбот қиламиз (135- расм). Бунинг учун D ,C  нуқта- 
ларни В  нуқта билан бирлаштириб, Д  A B C  со д  A B D  ҳосил

қиламиз, чунки, Z  D B A  =  Z  С =  ^  ва Z  А — умумий. Бу уч­

бурчакларнинг ўхшашлигидан: ^  бундан А В 2 =  АС-
-A D  бўлади.

1 - м а с а л а .  Айлананинг бирор нуқтасидан диаметрга ту ­
ши рил га н перпендикуляр, диаметрми: а) 24 см  ва 6 см\ б) 8 см 
ва 4,5 см\ в) 6 дм  ва 15 см  бўлакларга ажратади. Шу пер- 
пендикулярнинг узунлиги топилсин.

Е ч и ш .  M N  J_ АВ\  а) =  24 см, B N  =  6 см  бўлсин
A N  M N  94 (135- а  расм). 25- § даги натижага асосан: -гг^ =  г ^ - ё к и  =
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=  — , бундан: M N  =  >^24-6 =  12 см. Шунга ўхшаш, б) агар 
A N  =  8 см  ва N B  =  4,5 см  бўлса, у ҳолда:

M N = / 8ЛГ5~= / 3 6  =  6 сж.

в) Л-V =  6 дж ва A S  =  15 см  бўлса, у ҳолда: Ж /V =  / 6 - 1 , 5  =  
=  1/ 9 —3 <?ж.

я

134- расм.

135- расм.

135- расм. 135- с расм.

2- м а с а л а. Доирадаги иккита кесишган ватардан бирининг
бўлаклари 0,4 ж ва | -  ж; иккинчи ватар бўлакларининг нис-
бати 1 : 3  каби. Иккинчи ватар узунлиги топилсин.

Е ч и ш. А Е '= -jj- ж, В Ь  =  0,4 ж ва С Е : D E  = 1 : 3  бўлсин
(135- б  расм). Бундан: С Е  =  \ х \  D E  =  3x.

29- § даги биринчи теоремага асосан:

252



A B - B E  =  C E - DE .  Бу ҳолда: -0 ,4  =  x-2>x ёки  Зл:- =  л: =

=  ў .  Д емак,

C D  =  С Е  +  E D  =  л:-1-Злг =  4л: =  4 -  1  =  - |ж .

3- м а с а л а .  Ташқаридаги бир нуқтадан айланага уринма ва 
кесувчи ўтказилган. Уринманинг узунлиги 20 сж, кесувчининг 
айлана ичидаги қисми 30 см. Кесувчининг бутун узунлиги то­
пилсин.

Е ч и ш .  ЛВ =  20 см\ CD =  30 см  берилган. А С  кесувчини 
топиш керак (135- с расм). 29- § даги 2- теоремага асосан: 
A B : A C  =  A D :  А В  ёки 2 0 :  (A D  +  30) =  A D  : 20, бундан AD- +  
+  30 AD =  20-20 ёки AD- + 30 A D  — 400 =  0, бундан A D  =  
=  10 см. Д ем ак , А С  =  A D  +  D C  =  10 +  30 =  40 см.

30- §. МУНТАЗАМ КЎП БУ РЧАКЛА Р ҲАКИДА ТУШУНЧА

Т а ъ р и ф. Т о м о н ла р и  ўзаро  т енг ва б ур я а к л а р и  ўзаро  
т енг б ў л га н  кўпбурчак  м у н т а за м  кўп б ур яа к  дейилади.

ABCD EF — мунтазам кўпбурчак бўлсин, яъни : АВ  =  В С  =  
=  CD  =  D E  — Е Е  =  FA  ва ^  А  =  / . B  =  ^ . C  =  ^ D  =  Е  =  
=  ^  D (136- расм).

Т е о р е м а .  М у н т а з а м  к ўп б ур ч а к ка  ички  ва  т а ш қи  а й ­
л а н а  л а р  чизиш  м ум кин .

И с б о т .  A B C D E  — мунтазам кўпбурчак бўлсин (137- расм). 
Дастлаб бурчаклардан биттаси, масалан В  ни олиб, унинг 
томонлари ўртаси Н  ва / / ,  дан перпендикулярлар ўтказсак, 
улар  бирор О нуқтада кесишади. Агар С нинг томонлари 
ўртасидан перпендикулярлар ўтказсак, улар ҳам шу О нуқта- 
да кесишганини к ў рам из, чунки ^ С  =  В  ва А В  =  ВС =  CD. 
Топилган О нуқтани марказ ва ундан томонларгача бўлган

D

136- расм. 137- расм.
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масофани радиус қилиб айлана чизилса, у изланган ички чи- 
зилган айлана бўлади. Энди А, В, С, D , Е  нуқталарни О би­
лан бирлаштирсак: Д  A O h  — Д  ВО Н  =  Д  ВО//, =  ... тенглик- 
лар ҳосил бўлади, чунки ОН  =  ОНх =  ОН, =  ... ва А Н  =  В Н  =  
=  В Н Х =  С Н Х =  ... Бу учбурчакларнинг тенглигидан ОА =  ОВ =  
=  ОС =  OD =  ОС. Шунинг учун О нуқтани марказ, ОА ни ра­
диус қилиб айлана чизсак, у  изланган ташки чизилган айлана 
бўлади.

Т а ъ р и ф. А й л о н а  м а р к а зи  О м ун т а за м  A B C D E  кўпбур-  
ч акнинг  м аркази  ва О Н  —■ ОНх =  ОН-, =  О Н 3 =  OHi перпенди­
к у л я р  л а р  ун инг  апофемаси дейилади.

С

D

Е

ғн
138- расм.

Т е о р е м а .  1) М у н т а з а м  бир и см ли  и к к и  к ўп б ур ч а к  ў х -  
шашдир.

2) Ў хш аш  к ў п б у р ч а к ла р  п ер и м ет р ла р и ни нг  нисбат и, ў х -  
luaiu т о м о н ла р и н и н г  нисбати, ички  ч и зи лга н  а й л а н а  ради-  
усла р и ни нг  нисбати ва т а ш қи  а й л а н а  радиус  л а р и н и н г  нис­
бати ўзаро  тенг.

И с б о т .  A B C D E F H  ва A XB XCXD XE XFXH X — бир исмли мун­
тазам кўпбурчаклар ҳамда О ва О, нуқталар уларнинг марказ- 
лари бўлсин. ON, 0,Af — ички чизилган айлана радиуслари, 
0/4, 0 ХА\ — ташки чизилган айлана радиуслари бўлсин (138-
расм). 1) A B C D E F H <s> A {B {C {D lE xF xH x ва
0 х ЛВ +  В С + С П  +  . .  +  /УА O N  О  А

 ̂ А ХВХ +  B XCX +  C XD X + . . .  +  Н ХА Х -  О хМ ~  0 ХА Х б Ул и ш и н и  
исбот қиламиз.

1) Қаварик п  томонли кўпбурчак ички бурчакларининг йи- 
ғиндиси 2d  (zt — 2) га тенг, бу ҳолда п  томонли мунтазам
кўпбурчакнинг ҳар бир бурчаги =  ~ 2) бўлади (бизда
п  =  7), А В  — В С  =  CD  =  ... =  Н А  ва А ХВ Х =  В ХСХ =  0 , 0 ,  =  . . . =
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«=Я,Л, бўлгани учун ^ - ў - =  
V) A XB XCXD XEXF

оч  A S  £

A B _ _  ВС 
Л 1В 1 B.C,

Демак,
il\A\

2) Биз юқорида л в  ВСЛ1В1 в.с, Н А  =  ЛВ +  ВС +  -  +  /̂Л 
Н \А \ А хВ х-{-ВхС\-\-...-\-НхА х

эканини кўриб ўтган эдик. A m m o  Z  N B O = / . N A O  =
•= Z  Л! 5 ,0 ,  =  УИЛ^, бўлгани учун Д  ЛОВ сл Д  Л ,0 , 5 , .  Бун­
дан:

Д емак,
А В  +  В С  +  C D  +  ... +  5 Л  _  А В  _  O N  _  ОЛ 
Л ,В | -\-B\C\-\-C\Dx-\-... -\-НхА х Л ,В , 0 ,A f О ,Л ,

И з о ҳ. Кўпбурчак томонларининг сони п >  3 бўлиши керак экани рав- 
шан. /z =  3 да кўпбурчак тенг томонли учбурчак; п =  4 да квадрат; /г =  6 
да мунатазам олтибурчак ҳосил бўлади.

31- §. Б А Ъ З И  МУНТАЗАМ КЎПБУРЧАКЛАРНИНГ ТОМОНЛАРИНИ 
ТАШҚИ ВА ИЧКИ ЧИЗИЛГАН АЙЛАНА РАДИУСЛАРИ 

БИЛАН ИФОДАЛАШ

A B C D E F  мунтазам олтибурчакда ташки чизилган айлана­
нинг радиуси R,  ички чизилган айлана радиуси О Н =  г  ва 
маркази О нукта бўлсин (139- расм). АВ =  ВС = . . .* =  ҒА =  ай 
деб белгилаймиз. Марказдаги ёйиқ бурчак олтита тенг бўлак- 
ка бўлингани учун Z  АО В =  60°, г
ОА =  ОВ =  R  бўлганидан Д  АО В

А В  O N  О А
Л ,В , и уМ  О Т Т '

=  Z  ВАО =  60°. У ҳолда ай =  АВ =  
=  0Л =  О В  — R.
Д емак,

тенг томонли, яъни Z  Л 5 0  =

=  /  О А- -  А Н 2 =  | /  _  ^  =

Энди Д  Н О А  дан г  =  О Н  =

Ғ
139- расм.

yZ3, бундан: R

бўлади.
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ABC D  квадратга радиуси 0А =  R бўлган ташқи чизилган 
айлана ва радиуси ОН  =  г  бўлган ички чизилган айлана ўт- 
казилган бўлсин ва А В  =  ВС =  CD =  DA =  (140- расм).
Д  ABC  дан: АС2 =  А В 2 +  ВС2 (Пифагор теоремасига мувофиқ)

ёки AR1 =  а \ ^1 =  2а24. Бундан: а х =  R / 2 . Шаклдан: 2г

— ВС =  a it демак, о 4 =  2г.

Тенг томонли A  ABC  га радиуси ОА — R  бўлган ташқи чи ­
зилган айлана, радиуси ОН =  г  бўлган ички чизилган айлана 
ўтказилган бўлсин (141- расм). А А В Н  дан: А Н 2 =* АВ1 — В Н 2.

а

в
140- расм.

д

14Г- расм.

А В =  ВС  =  АС  =  (23; А Н  =  г  +  R- Бу ҳолда: (г +  R )2 =  а2 — 

— (т;8)2=  бундан: й3 =  Аммо, г  =  ОН =  ^  АН

эди; г  =  г ^  , бундан: г  =  Буни ўрнига қўйсак:

/ 3
ва а 3 =  2-11± Д 1  =  2 / З г ;

a 8 =  2 j/~ 3 • г.

32- §. Ю ЗЛАРНИ ҲИСОБЛАШ

а) Т ў ғ р и  т ў р т б у р ч а к  в а к в а д р а т н и н г  ю з  и 
AB C D  тўғри тўртбурчакда: A D  =  ВС =  а  асос, АВ =  C D  =  

=  b баландлик бўлсин (142- расм) (а, b лар тўғри тўртбур- 
чакнинг ўл ч о в л а р и  дейилади). A B C D  юзи =  S r деб белги-
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лаймиз. Энди тўғри тўртбурчакнинг юзини ҳисоблаш учун, 
олдин а  ва ^  лар бир хил бирликка келтириб олинади, кейин 
A D  ни а  та, АВ  ни b та тенг бўлакларга бўлиб, тўғри чизиқ- 
лар ўтказилса, A B C D  да {a b) та квадратчалар ҳосил бўлади. 
Бу ҳолда: A B C D  юзи =  5 т =  а - £  квадрат бирлик.

М и с о  л. Ўлчовлари 3,4 дм  ва 5,2 дм  бўлган тўғри тўрт- 
бурчакнинг юзини ҳисобланг.

Е ч и ш .  о  =  5,2 дм\ b =  3,4 дм\ ST =  ?, ^  =  а • 6 =  5,2 дм- 
• 3,4 дм  =* 17,68 дм*. Д ем ак , т ўғр и  т ўрт бурчакнин г  юзи асо- 

си б и л а н  б а л а н д л и ги н и н г  к ўп а й т м а си га  тенг.  Агар b =  а 
бўлса, у ҳолда квадрат ҳосил бўлиб, унинг юзи S KB =  а -а  ~  
-= а а бўлади.

5кв =  а 2кв/б — к.

Д ем ак , квадрат нинг ю зи  т о м о н ла р и д а н  бит т аси нинг 
квадрат ига  т енг  (143- расм).

1- м и с о л .  Тўртбурчакнинг томонлари а  =  10 ж, £ =  5 ж, 
унинг юзи топилсин.

Ё ч и ш .  ST =  а  - £ =  10 ж- 5  ж =  50 ж2.

143- р а с м .

Ь

1
Q

k + f  + + 4 - 4 - - t + ^ H

- + > t т 1- г 4- t t t - 
j I__I—I__I__I I I I i

h  6

-a-

142- расм.

E 0
I—

Q

144- расм.

2- M и с о л. Тўртбурчакнинг томонлари a  — 12 <?ж, 6 =  4 ж, 
унинг юзи топилсин.

Е ч и ш .  5 Т =  д -6  =  1,2ж-4ж =  4,8 ж8.
3- м и с о л .  Томони 6 сж бўлган квадратнинг юаи топил­

син.
Е ч и ш .  S Ka =  a 2 =  (6 см)2 =  36 сж8.

1 7 - 257



б) П а р а л л е л о г р а м м ;  у ч б у р ч а к ;  р о м б ;  т р а п е ­
ц и я  в а м у н т а з а м  к ў п б у р ч а к л а р н и н г  ю з и .

ABC D  параллелограммда А Н  J_ ВС, D E J _ B C  ларни туши- 
риб, A H b D  тўғри тўртбурчак ҳосил қиламиз (144- расм). 
A D  =  а\ D E * = h  бўлсин. A H E D  =  A D - D E  ^  a -h ,  лекин 
Д  А Н В  =  Д  DEC,  чунки АВ  =  DC  ва Z  ABH =  Z. С  (мос бур­
чак). Д емак, ABC D  юзи =  A H E D  юзи =  a -h .  Энди, A B C D  юзи-

Snap деб белгилаймиз. Бу ҳолда

D'

•^цар — а ' К в / 6 - к .

П а р а л л ел о гр а м м н и н г  юза унинг  асоса  
'б и л а н  б а ла н д  л и г и  кўп а й т м а си га  тенг.

Ромб томонлари тенг бўлган параллело­
грамм бўлгани учун, ром б нинг ю зи  томони  
б и л а н  б а ла н д л и ги н и н г  к ўп а й т м а си га  тенг-  
дир  (145- расм). A D  =  DC =  СВ =  ВА =  а  ва 
баландлик h =  B E  J_ D C  бўлсин. 5 ромб =  DC- 
- B E ^ a - h ' ,

145- расм .
ромб — a  • ^кв/б -  к.

Н а т и ж а .  Р омбнинг ю зи  унинг  д и а г о н а л л а р и  к ўп а й т м а -  
сининг ярм ига  тенг.

Параллелограмм битта диагонали билан иккита тенг уч- 
бурчакка бўлинар эди. / \ А В С  ни A B C D  параллелограммга

Q

146- р асм .

а

С

147- р а с м .

тўлдирамиз (146- расм). B E ±  АС  бир вақтда Д  AB C  ва A B C D  
параллелограммга баландлик бўлади. Б у  ҳолда:

л  и o r  —  С (A B C D  параллелограмм) юзи А С -B E  b-h  
Д  / Ш О Юз И —  •->д =  2  —  2  —  ~^Г*

о b - h I —-5 Д =  ^ -  кв/б — к.



Д ем ак , ҳ а р  қанд а й  учбуркакнинг  юзи асоси б и ла н  баланд-  
л и г и  к ўп а й т м а си ни н г  я р м и га  тенг.

Н а т и ж а .  Т ўғр и  б ур ч а к л и  учбурчакнинг  ю зи  унинг  ка-  
тетплари кўпайтпмасининг я р м и га  т енг  (147- расм).

Д  Л 8 С ЮЗИ =  ~  кв/б — к.

1- м а с а л а .  Д  ABC  нинг асоси AC  =  12 см  ва унга туши- 
рилган баландлик В Е  =  Ъ см  берилган (146- расм). Учбурчак- 
нинг юзи 5 Д топилсин.

Е ч и ш .  S . =  y  Ыг =» • 12-5 =  30. Д ем ак , 5 Д =  30 см2.

2- м а с а л а .  Гипотенузаси с =  5 дм ва катети а  =  3 дл* 
бўлган тўғри бурчакли учбурчакнинг юзи топилсин (147- расм).

Е ч и ш. Олдин иккинчи катетни топамиз: Ь2 =  с2 — а 2 =
=  52 — З2 =  16; b =  А дм. 5 Д =  ^ - a b  =  -^--ЗЛ =  6. Д ем ак ,

S с= 6 дм2.
A B C D  трапеция берилган 

. бўлсин. B E  Д  A D  баландлик 
(1 4 8 -расм). A D  а\ ВС — Ь\ 
BE  =  h  бўлсин. Унинг юзини 
5 тр билан белгилаймиз ва бу 

5 D юзни топиш масаласини қарай- 
миз. Бу ерда трапеция юзини 

148- расм. ҳисоблаш учун, унга бирор
диагональ, масалан, B D  ни ўт- 

^ази б ,  уни умумий баландлик B E  га эга бўлган иккита A B D  
ва Д  BC D  ларга ажратамиз. У ҳолда:

S IP =  А  ЛВО юз„ +  A  BCDm„ = \ a D B E + \ b C B E ~
A D  В С  и  r? -f- 6 I 

=   2  ~~2~

s rp =  kb I б — K.

Д ем ак , т рап ец и яни нг  ю зи  асос л а р и  йиғиндисининг  я р м и  
б и л а н  б а ла н д л и ги н и н г  кўпайт м асига  тенг  (ёки унинг ўрта 
чизиғи билан баландлигининг кўпайтмасига тенг).

Мунтазам п  бурчак берилган бўлсин (149- расм). АВ  =» 
=  ВС =  ... =  НА =  а; О Е ±  АВ  апофема (ички айлана радиуси)
ва О  марказ бўлсин. Д А О #  юзи =  АВ ОЕ =  a-h .  Бу ҳолда 

мунтазам п бурчакнинг юзи =  ^ a f i -n  =  г̂ - \  мунтазам п  бур-



чакнинг периметрини Р  билан белгилаймиз. Бу ҳолда Р  ^  па.  
Буларга асосан S M/K =  (ЛВС...юзи) P-h~ Y  кв. бирлик.

м/к: К В / б  —  К .

Д емак, м ун т а за м  к ўп б ур ч а к н и н г  ю за  ун и н г  перим ет ра  
б и ла н  апофемаси к ўпайт м асинин г  я р м и га  тецг.

D

С

Е ЙВ

N. R

Н

149- расм.

6

V
150- расм.

Т е о р е м а .  А й л а н а га  т а ш қи  ч и з и л г а н  ҳ а р  қандай  к ўп -  
бурчакнинг юзи, ун инг  перим ет рининг  я р м и  б и ла н  а й л а .

Вна радиуси  кўпайт м асига  
тенг.

И с б о т .  Радиуси г  бўл- 
ган айланага ихтиёрий таш- 
қи п  бурчакли кўпбурчак 
чизилган бўлсин (150- расм).
Кўпбурчак юзи 5 к/б ва унинг 
периметри Р п бўлсин. Т аш ­
ки чизилган кўпбурчакни 
(150- расмда кўрсатилган- 
дек) п та учбурчакка а ж ­
ратамиз. Бу ҳолда:

S„/6 =  (ABC D ...  -  д  л о а „ , н +  Д  В О С т,  +  Д  CODmH +  

+  ...  +  Д  £ 0 Л ЮЗИ =  ± A B  ONt +  4  В С -ON,  +  \ C D  O N ,  +  . . . ^

151- расм.

+  ± E A O N n Pn-r

Демак,

к/б -у  - г  кв/б — к.
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Т е о р е м а .  А гар  Д  ABC нинг учт а т омони а, Ь, с ва 
я р и м  перим ет ри р  =  ^  с бўлса ,  у  ҳ о л д а  шу учбурчак»
нин г  юзи а у/~р(р — а )(р  — Ь ) ( р _ с) ф орм ула  б и л а н  аниқ»  
ла на д и .

И с б о т .  в Ъ ± _ А С  ни туширамиз. У ҳолда 5 Д— ~  b -B D
бўлади (151- расм). Д  A D B  ва Д  BDC  лардан: B D 2 == са>— AD*
ва DC2 =  а 2 — BD'2. Шаклдан: A D  =  b — DC.
Бунга кўра:

BD2 =  с2 - ( » -  D C )2 =  с2 — b2 2 b . DC — DC2 -  
=• с2 — 62 +  26 y ra 2^ B b 2 - a 2 +  B D 2.

Бундан:
/ а У = М У ‘ ~ а' + »ь- с' .

Бунинг икки томонини квадратга кўтариб, B D 2 ни топамиз:
D r .2 _ . i i  («а +  62 -  с»)2 _ 4а»62 -  (а2 +  63- с 2)*

а  “  462 " "
(2а6 +  а 2 +  62 -  с2)-(2а6 — а 2 -  62 +  с2)

D 462 ”
[(а +  ^ ) 2 _ с3].[(с2 _ ( а -  fc)2]

°  462 —
(а +  6 +  с)(а +  й — с)(с — а  +  6)(с +  а  — 6)

“  462
Энди а  +  6 +  с =  2/7 тенгликдан а +  b — с ~  2 (р — с)\ а  +  с 
— 6 — 2 (/7 — 6); 6 +  с — я  = 2  (/7 — а)  эканини топамиз. Буларня 
кейинги тенгликка қўйсак:

o r ^  2 р - 2 ( р  —  с ) - 2( р  —  а) - 2 ( р  — b)
4Ь3 “

=  у г  Р ( Р - а ) ( Р - Ь ) ( р -  с)]

B D  =  |> / /> ( /7  — й)(/7 — 6)(/7 — с) 

бўлади. Буни ўрнига қўямиз:

5 д  ”  у  / / 7 ( / 7 -  а ) ( / 7  - 6 ) ( / 7  —  с )  =

Д емак,

5 д = / Р {Р — а ) (р  — Ь)(р — с) кв/б — к.

Бу формула Г е р о и 1 формуласи дейилади.

1 Г е р о н — эрамиздан тахминан 111 — 11 аср аввал Искандарияда яша- 
ган математик.
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33- §. ЎХШ АШ  УЧБУРЧАКЛАР ВА КЎПБУРЧАКЛАР Ю ЗЛАРИНИНГ
НИСБАТЛАРИ

Т е о р е м а .  Ўхшаш учбурчаклар ёки кўпбурчаклар юз- 
ларининг нисбати, ўхшаш томонлари квадрат ларининг нис- 
батига тенг. Теоремани дастлаб учбурчаклар учун исбот ки­
ла миз.

И с б о т .  д  ABC  со Д  А {В ХСХ да B D  =  h\ B {D x =  h { баланд- 
ликлар бўлсин (152- расм).

д АВСют /АВ \2 /ВС \2 /АС \ 2
д А&Сиоэи, \AiBi) \ti\Ci) v^iC, 

В

сс а
152- расм.

Д  АВСтн — п А С • h ва А \В 1С1юзИ— » A lCi •

эканини исбот қиламиз.
]_
2

бу ҳолда:

д  А ВС ЮЗи  2 ^  _  AC h /*ч
Д Л1В1С11Ф3Н 1 ■ . Л1С1 /li

2

А Л В С и  Д Л .Й .С , дан: =  =  Д Л й О с л

<л Д Л ^ ^ ^ а н :  ^ - =  бўлади. Буларни (*) га қўйсак: 
Д  л д с юз„ == л в _  Л5 =  /ЛВ_ \2  
д  AiBiCiiosh Лх^! Л ^ !  уЛ ^! j

Д ем ак ,
А л в с юз„ =  / л в  \2 =  / В С _ \ 2 =  / Л С  \2
д  Л1В1Сцози \AiBi j  \B jC i j  J

Теорема исботланди.
Энди теоремани кўпбурчаклар учун исбот қиламиз.

A B C D E F  (л A [B iCiD xE iFx
бўлсин.
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АВСРЕҒюзп   ГАВ \а (ВС
A xB iC i D xE xF  1юзи \ ^ i ^ i  /  y/?iCi

эканини кўрсатиш талаб этилади. Бунинг учун берилган ўх- 
шаш икки кўпбурчакни 153- расмда кўрсатилгандек бир неча 
ўхш аш  учбурчакларга ажратамиз. Бу ҳолда д Л В С с л  д  АуВхСи 
Д  ACD<S) ва ҳоказо бўлиши равшан. Демак,
ЛДВСЮЗ„ _  [АВ \* _ [ В С  V л  АС£>ЮЗИ [CD

-  (л .в , ) -  (в .с ,  J • д л.с^^озн -  ( с а  ) ва Ҳ0ка30-

в с

г

fl.

Ғ

D а к - - ---------------

153- расм.

Аммо, кўпбурчакларнинг ўхшашлигидан:ғ л  Л.В, В.С,
«= Шунинг учун:

д ЛВСЮЗИ __ д Л CD юз,, __ __ А ЛЕ/7 Ю3||____ / АВ
А Л ^ С цози А Л1С1/?1ЮЗИ А Л ^ ^ . юз,, Ц в ,

Тенг нисбатлардан
А ЛВСюзи А ЛСР,03И Ч- . . .  - f -  a  AEFmn 
A A îCnosH"!" А Л^Я,,™, +  . . .  +  А Лх^ВIюзи 

(АВСОЕҒ)югп (АВ  \2
( A y B ^ C x D x E y F  1)юзн уЛ х^х

эканини ёзамиз. Теорема исбот бўлди.

34- §. АЙЛАНА ВА УНИНГ БЎЛАКЛАРИ УЗУНЛИГИ

Т а ъ р и ф .  А й л а н а н и н г  у з у н л и г и  деб унга  ички ёки  таш-  
ци ч и зи лга н  м у н т а за м  кўп б ур ча к  перим ет рининг кўпбурчак  
т о м о н ла р и  сони чексиз орт гандаги  л и м и т и га  айт илади .

Т е о р е м а .  Ҳ а р  цандай а й л а н а  у з у н л и г и н и н г  у з  диамет-  
рига нисбат и ўзгарм ас сон бўлади .

2 6 3



И с б о т .  Радиуслари R  ва г  оўлган икки айланага ички бир 
исмли мунтазам кўпбурчаклар чизамиз; уларнинг периметр- 
лари мос равишда Рп ва р п бўлсин. У ҳолда 30- § га мувофиқ 
Р  Rрл — у  Деб ёзиш мумкин. Радиуси R  бўлган айлананинг узун­
лиги С, радиуси г  бўлган айлана узунлиги С, бўлсин. Энди 
мунтазам ички кўпбурчакларнинг томонлари сонини чексиз 
орттирсак, таърифга кўра, l im P„ =  C ва 11mр п =  С, бўлади. У

п -*■ со п -*■ со
С У?ҳолда п ~ — ҳосил бўлади. Бундан, пропорциянинг хоссаси- с, г

С С
ғ а к ў р а  2/?== 2г де^ ёзиш мумкин. Теорема исботланди.

С с
Энди бу ўзгармас нисбат ^  — 2г" лаРнинг Нандай сонга

тенг бўлишини кўриш учун, иккита ёки учта айлана шаклига 
эга бўлган турли идишларни оламиз. Улардан ҳар бирининг 
айлана ва диаметрини бирор ип ёки ингичка сим билан ўлчаб, 
сўнгра ҳар қайси айлананинг узунлигини ифода қилувчи сон- 
ни, унинг диаметрини ифода қилувчи сонга бўлсак, у нисбат- 
ларнинг ҳар бири бир хил ўзгармас 3,1415... сонга тенг экан- 
лигини кўрамиз. Бу ўзгармас сон 3,1415 ... ни грек ҳарфи я 
билан белгилаш қабул қилинган, яъни я -= 3,1415...; я  — грек- 
ча „яертсреяа", бизнингча айлана деган сўзнинг бош ҳарфи бў- 
либ, тахминан XVII асрда киритилгандир (я =  3,1415... — ир-

С С
рационал сон). Д емак, <щ =  &  09 3,1415 ... — я. Бундан

С =  2я/? келиб чиқади. Бу формула а й л а н а  у з у н л и г и н и

ҳисоблаш. ф орм уласи  дейилади. я =  3,14 деб олсак, бу қий- 
мат, я нинг 0,01 гача аниқликдаги тақрибий қийматидир. 1° ёй
узунлиги бутун айлана узунлигининг ^  бўлагини ташкил

OjrZD тс/? /?
ггади, яъни У Ҳ°лДа ^  ёй узунлиги бўлади.
Уни ^.ейдеб белгиласак,

/,дй — п  узунлик бирлик.

Бу — ёй у з у н л и г и н и  ҳ и с о б ла ш  ф ормуласи.
1- м а с а л а .  Радиуси 5 см  бўлган айлананинг узунлигини 

ҳисоблаиг.
Е ч и ш .  С =  2я/? =  2-3,14-5 =  31,4 см.
2- м а с а л а .  Радиуси 10 см  бўлган айлананинг 36° ли ёйи- 

нинг узунлигини ҳисобланг.
Е ч и ш .  Я — 10 см, «  =  36. =  ^  =  3,14;з ° '36 =  6 ,2 8 см.
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3- м а с а л а .  Шкивнинг диаметри 400 мм,  тасма шкивни 
п =  244°30' бурчак остида қоплаб туриши маълум. Шкивнинг 
тасма билан қопланган ёйининг узунлиги 1 мм  гача аниқлик 
билан топилсин.

Е ч и ш .  D  — 2 R  =  400 мм; R  =  200 мм-, п  =  244о30' =  244,5°;
,  T i R n  3 , 1 4 - 2 0 0 . 2 4 4 , 5  3 , 1 4 . 2 4 4 0  0 с о  i  и

т ж  "  — ^  =  § - 853-14 м м -

35- §. ДОИРА ВА УНИНГ БЎЛАКЛАРИ ЮЗИ

Т а ъ р и ф .  Д о и р а н и н г  юзи деб, ун га  ички ёки  т аищ и ч и ­
з и л г а н  м у н т а за м  к ўп б ур ч а к  ю зининг  кўпбурчак  т ом онлари  
сони чексиз ортгандаги л и м и т и га  айт илади .

Доира юзини ҳисоблаш формуласини чиқариш учун, радиу­
си R  бўлган айланага периметри Р п ва апофех.аси hn бўлган 
ички мунтазам кўпбурчак чизамиз (164- расм). У ҳолда 32- §
га асосан мунтазам ички кўпбурчакнинг юзини фор­
мула билан ёзиш мумкин. Энди, мунтазам кўпбурчак томон­
ларининг сонини чексиз орттирсак, таърифга кўра: 11m Р п =■

п -+ со
щ* С =  2k R; llm Лл =  Д ва lim S„ =  А, ( Д — доира юзи). Бу ҳолда:

п -*■ со Л — со
„  C R  2 r . R . R  п2
Я  =  - у -  =  —2— =  ■ Демак,

К  **= к R2 кв/б — к.

Ъу — доиранинг ю зини ҳ и с о б ла ш  формуласи.  
а) С е к т о р  в а  с е г м е н т н и н г  ю з и  w  
Радиуси ОА =* ОВ =  R  бўлган айланада А ЕВ  =  /г® ли АО В 

сектор юзи S c бўлсин. 1° ёйга тегишли сектор юзи доира юзи-
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1 ' itD2нинг ggQ бўлагини ташкил этади, яъни • Бу ҳолда, ёйи п ь 

бўлган секторнинг юзи • п, яъни

sc =  зёо-/г кв/б — к.

Ъу — сект орнинг ю зини  ҳ и с о б л а ш  ф орм уласи .  Аммо ^  • zz =■ 
=  / .ей эди,

L -R
S  =  — — кв/б — к.

Д емак, секторнинг юзи, унга тегишли ёй узунлиги билан ай­
лана радиуси кўпайтмасининг ярмига тенг.

Энди А В Е  сегментнинг асоси AB =  b, баландлиги H E  =  h
бўлсин. АЕВ  катта бўлмаганда, унга тегишли сегмент юзи9 2 —

у ч у н -g A S - / / f  = - j b - h  ни олиш мумкин.
Д емак,

Scer =  ^ b h  кв/б — к.

Б у — сегмент ю зини  ҳисоблаш. ф орм уласи .  Умуман, Scer =■ 
■^•^сек — ^ А л о в ; бу аниц юзани беради.

1 -м  и с о л .  Доира шаклидаги стол нинг радиуси 36 см, унинг 
юзини топинг.

Е ч и ш .  /? =  36 см\ К  =  kR 2 =  гс-362 =  1296 гс см2.
2- м и с о л .  Радиуси 12 см  бўлган доиранинг 20° ли марка­

зи й бурчагига тегишли секторининг юзи топилсин.
Е ч и ш .  /? =  12 см\ п°  =  20°; 5 сек ни топамиз.

р  гсУ ?2 .л  _  I t -  1 2 2 - 2 0  _  о ________2

360 “  360 “  8  ”  СМ '

М а с а л а .  Доирага ички чизилган мунтазам учбурчакнинг 
ҳар бир томони, доирадан юзи (4гс — 3 i/" 3) дм2 га тенг сег­
мент ажратади. Ш у учбурчак томонининг узунлиги топилсин. 

Е ч и ш. S ccr — SceK S А А0В; АВ  =  ВС  — АС =  а 3 =  R
360°

Z  АОВ =  - 3-  =  120®. А  АОВ тенг ёнли бўлгани учун ОА ==

— OB =  R,  бу ҳолда Z  ABO =  Z  ВАО = - f  =  30°. Д  АОН да 
ОН_\_АВ  бўлиб, О/У — 30° ли бурчак қаршисида ётган катет. 

Д емак, =  ^  =  А  ЛОВ юзн =  |  О / /  Л8  =  1 - 1  / 3 " • /? =
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/ 3  R'-
л4

-R>
3

T.R2-120 и/?з 
360—  =  ~з“ - Буларга асосан

= ^ ( 4 л _ 3 / 3 . )  Демак, | ’ ( 4 к - 3 / 1 )  =

=  4т: — 3 >^3 ёки ^  =  1, бундан: / ? =  2 / " з  дм. а 3 =  R  /^3  =  

=  2 / Г . / 3 ™ = 2 - 3  =  6 <Эл£.

36- §. ГЕОМЕТРИЯДАГИ Б А Ъ ЗИ  МАСАЛАЛАРНИ ЕЧИШ 
НАМУНАЛАРИ

1- м а с а л а .  Д  ABC  нинг A D  медиана'си ўзига тенг D E  кес- 
ма қадар узайтирилган ва Е  нуқта С нуқта билан туташтирил- 
ган. Z  AC D  =  S60', Z  A B D  =  A0°.Z  А С Е  ни топинг (156- расм).

Е ч и ш .  a A D B  =  a E D C ,  чунки B D  =  CD  (берилишга 
кўра),  A D  =  D E  (шартга кўра) в a Z  A D B  =  Z  EDC  (вертикал 
бурчак). Бу учбурчакларнинг тенглигидан: Z  E C D =  Z  ABD=* 
- 4 0 ° .

Расмдан: Z  А С Е  =  Z  AC D  +  Z  EC D  =  55° +  40° =  96°.
2 - м а с а л а .  Тенг ёнли учбурчакнинг асосидаги бурчак­

ларининг биссектрисалари тенг эканлигини исбот қилинг.

И с б о т .  A  ABC  тенг ёнли (АВ  =  ВС; Z  А =• Z  С) ва Z  А 
нинг биссектрисаси AD; Z  С нинг биссектрисаси С Е  бўлсин. 
A D  =  СЕ  эканини кўрсатамиз (1 5 7 -расм). Д  A D C  =  А  АЕС,  
чунки Z  А =  Z  С ва АС томон умумий.. Учбурчакларнинг 
тенглигидан A D  =  СЕ.

3- м а с а л а .  Тенг ёнли учбурчак икки томони узунликлари- 
нинг нисбати 3 : 8  каби. Учбурчакнинг периметри 38 см. У ч­
бурчакнинг томонларини топинг (158- расм).

Е ч и ш .  A  A B C  тенг ёнли ва A C : A B  =  3 : S  бўлсин. Б у 
ҳолда А С  =  3 - л: см, А В  =  8 - х  см  деб ёзиш мумкин бўлади. 
Аммо, А С  +  А В  +  ВС =  38 ёки 3-л: +  2 -8 х  =г= 38 тенгламани 
ҳосил қиламиз. Уни ечсак, л: =  2. Д ем ак , АС =  Зл: =  3-2  =  6 см. 
ВС =  А В  =  8л = 8 - 2  =  16 см.

156- расм. 157- расм. 158- расм.
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4- м а с а л а .  Д  A B C  да "Z А =  65°, rZ  В =  73° (1 5 9 -расм). 
Учбурчакнинг С учидаи туширилган баландлик билан, А С  ва 
ВС  томонлари орасида қандай бурчаклар ҳосил бўлади?

Е ч и ш .  а А В С  ла: 'Z  Л =  65°, Z  В =  73°, C D  J_ Л В бўлсин. 
Д  ЛВС да: Z  Л +  Z  В +  Z  С == 180° ёки 65° +  73° + 'Z С =■
с= 180°; бундан: Z  С = 4 2 ° .  Энди A A D C  ва A  BDC  л а р д а н : / Л +  
4- Z A C D  =  90°, бундан Z  A C D  =  90° -  65° =  25° ва Z  BCD -  
=  90° -  73° =  17°.

б

Д
3 _ .ап

159- расм. 160- расм.

о - м а с а л а .  Учбурчакнинг ташқи бурчаги 90° га тенг в* 
бунга қўшни бўлмаган ички бурчакларнинг нисбати 3 : 5 каби. 
Ш у ички бурчаклардан ҳар бирининг катталиги топилсин-.

Е ч и ш .  Бу учбурчак тўғри бурчакли учбурчак бўлади. 
A  A B C  ва Z A :  Z  В =  3 : 5 берилган (1 6 0 -расм). Бу ҳолда, 
Z  Л ■= Зл: ва Z  В =  5л  деб ёзиш мумкин. Д ем ак , Z  Л +  Z  В =■

90°-= Зл +  5л =  90°. Бундан: х  =  Шунинг учун:

^ Л = 3 . ^  =  ^ =  3304Ъ' ва Z  В 450°
" Г 56° 15'.

6 - м а с а л а .  A  A B C  га 1 6 1 -расм­
да кўрсатилгандек, A D E F  ички па­
раллелограмм чизилган. Учбурчакда 
ЛС : ЛВ =  24 : 36 каби нисбатда. П а­
раллелограмм томонларининг нисбати 
1 : 3  каби. Ш у параллелограммнинг 
томонларини топинг.

Е ч и ш .  D E : E F = \ \ 3 ,  бундан, 
D E — х\ E F  =  3 x  деб ёзиш мумкин.

Z D =  Z A  =  Z  F  (мос бурчаклар);
Z  C E F  ва Z C =  Z  D E B  (мос бурчаклар). Д  B D E  со Д В / С  

D E  B D  _ х  35 — Z x , ,  0
бўлгани учун j £ -  «= -gp еки °  ~ Зл: , б у н д ан :л = 8 .
Д емак, D E  =  3 см ва A D  =  E F  =  24 см.

7 - м а с а л а .  Баландлиги 3 м  бўлган вертикал симёғочнинг
сояси 4,2 м  бўлса, сояси 8,2 м  бў лган  дарахтнинг баландли-
гнни топинг.

Е ч и ш .  Масаланинг шартида кўрсатилгандек расмларни чи­
замиз (1 6 2 -расм). Дарахтнинг баландлиги В ^ ,  =  л  бўлсин.

161- расм.

A B D E v) A E F C ,  чунки 
Z  В



Ҳосил бўлган ўхш аш  тўғри бурчакли учбурчаклар Д  ARC  со 
д  А ХВХСХ дан: ёки у  =  | | ,  бундан: х =

r^ 5 ,9  м .
8 - м а с а л а .  Параллелограммнинг периметри 70 дл*. Парал­

лелограммнинг баландликлари 2 дм  ва б дм. Унинг томон­
ларини ва юзини топинг.

к
I
/

С 42м а 0, в,2м

162- расм.

А
/

163- расм.

Е ч и ш .  ABC D  параллелограммда (163- расм): 2- (ЛВ +  AD) =  
•=70 ёки ЛВ +  AD =  35. B E  =  2 дм\ А Ғ  =  5 дл* бўлсин. Энди 
параллелограммнинг юзи: S a =  A D -B E  =* 2 - A D  ёки S n =*AB'
• A F  =  5-ЛВ. Булардан  2 -А О  =  Ъ АВ  ёки A D  =  у -  ЛВ. Буни

5 * -  • * ................................. Ю

35,

A D  +  ЛВ =  35 га қўйсак: • АВ +  ЛВ =  35, ёки
Дем ак, A D  = 2 5  дж. 2 - A D  =  2-25 =  50 (<?^*).

Ж  а в о б. 10 дм, 25 дл*, 50 (?л(а.

Бу масалани қуйидагидек ечса ҳам бўлади.
ЛВ +  A D  =  35; BE =  2 дм\ A F  =  5 dw.

л вд Л В В с л д Л О В  ларни ҳосил қилиб, бундан: ёки

A D  =  Y '  Л В ' буни ЎРнига Қўйсак: Л В - f ЛВ =
ЛВ =  10 d.tf; у ҳолда A D  =*2b дм\ S n =  BE -A D  = 2 - 2 5  =  
=  50 ( ^ 2).

9- м а с а л а .  Тўртбурчакнинг томонлари: 14 см, 21 c>t, 10 
ва 42 см. Шу тўртбурчакка ўхшаш тўртбурчакнинг кичик томо­
ни 2 см га тенг бўлса, нолган томонларини топинг (164- расм.) 

Е ч и ш .  ABCD  тўртбурчак A yB xCxD x тўртбурчакка ўхшаш
бўлсин. ABCD<s) A xB lCiD x бўлгани учун =■ =

4 ,0 ,  - 2 В, С, C,D, A,D, 2-42
•= еки 10 — 42 — 21 =  14 • Б УлаРДаН{ 5 1^1 ■  По"
8,4 см\ CXD X =  4,2 ел!; A xD x =• 2,8

Булардан:
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10- м а с а л а .  Учбурчакнинг ён томони (учидан ҳисобла- 
ганда) 2 : 3 : 4  нисбатда бўлинган ва бўлиниш нуқталари ор- 
қали асосга параллел тўғри чизиқлар ўтказилган. Учбурчак­
нинг дози қандай нисбатда бўлинган бўлади?

Е ч и ш .  Д  ABC да (1 6 5 -расм) масаланинг шартига кўра 
В М , : M \ N X: jV ,C=2 : 3  :4 .  У ҳолда, BAf, = 2 х ;  M XN X =  Зх; N , 0 =

в

=  4 л: деб езиш мумкин. Д  МВА4|ЮЗИ =  В,; A N B N imil =  S 2; 
Д  А В С ^  =  S ва N M M {N XmH =  К\ A N N xC mH =  К х деб белгилай­

миз. Д  A B C  со Д  TVB/V, со Д  М В М Х дан: ^  ^  =

/9л-\2 81 5о / 5 х \ 2  25
=  (2^j =  т ;  =  1  • БУлаРДан: 25S =  8 lS 2; 4S =  81В,;

4S2 =  25S,. / f  =  S2 -  S , «  f  S , -  S, =■ 
21 
4

  ̂̂  с . //■ с  с    8 1 q    56
— " 4  ° и  / vi — 0  ° 2 — 96 2 2 — 9 5  2

165- расм.

10- масалани бошқа усул билан ечиш.
9х
5х

=  | - f  S ,  =  14S,. Энди S „  Я, К, 
ларнинг нисбатини келтирамиз: 
S1i / f : / ( , - S l $ I  S, I US,: -  5  ( s , :

: 5 ,  :1 4 В ,  ) = 4 : 2 1 : 5 6 .

Д  ABC  со Л /В М дан: щ  =  -^  =  бундан АС =  |  £

=* t ,  бундан Л =  у  Л2; Д  УУВуУ, со Д  М В М х бўлганиданг
2х 2 п А, 2 л

=  S  7  ва =  Т '  булардан:



Энди юзларни аниқлаймиз:

S, =  -1 MMJi, -  1  yVAf,. 1 . 1*= -  s - t»1

Энди нисбатларни тузамиз:
_  f  .2 1  . 5 6

50 * 50 * 50
=  4 : 2 1  :56.

Яна биринчи усулдаги жавоб ҳосил бўлди.
11- м а с а л а .  Учбурчакнинг икки томони 3 см ва7  см. Улар 

орасидаги бурчак 30°. Шу учбурчакнинг юзи топилсин.

Е ч и ш .  / \ А В С  ни чизиб (1 6 6 -расм), A D _\_B C  баландлик 
туширамиз; А В  =  3 см; ВС =  7 см.

12- м а с а л а .  Ён томони 16 см  бўлган тенг ёнли трапеция 
асослари 10 см  ва 34 см. Шу трапециянинг юзи топилсин 
(167- расм).

Е ч и ш .  B E  =  h ± _ A D  туширамиз.

/± А В Е  дан: B E 2 =  А В 2 -  А Е 2 =  256 -  144 =  112; h — B E  =  

=  y T i 2 ^ 1 0 , 6  см. У ҳолда, Smp =  AD ^  ? С - h =  •

.10,6 =  22.10,6 =  233,2.

С
166- расм. 167- расм.

34 см С

168- расм.

A D . Аммо, 30° ли бурчак қарши
3 , ,  А Лг ,^  7 3=  9 • У ҳолда, A  ABC,сидаги катет A D юзи

л с . _  A D - B C  3 4 - 1 0
-  ^  2 =  ~ ~ Т ~
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13- м а с а л а .  Ўхшаш учта кўпбурчак юзларининг йиғинди- 
си 232 см?, периметрларининг нисбати 2 : 3 : 4  каби. Ҳар қайси 
кўпбурчакнинг юзини топинг. /

Е ч и ш .  I кўпбурчак юзи S, периметри Р  ва бир томони 
А В \ II кўпбурчакнинг юзи S ,, периметри Р, ва бир томони 
А ХВ {\ III кўпбурчакнинг юзи S 2, периметри Р 2 ва бир томони 
А^В2 деб белгилаймиз. Бу ҳолда:

S  +  S, +  S2 =  232 см} ва Р : Р , : Р 2 =  2 : 3  :4 .
Кўпбурчакларнинг ўхшашлигидан Р : Р , : Р2= А В  : А ХВ Х : А2В2 

ва S : S X: S 2 =  А В 2 : А ХВ \ : А>В\. Берилган нисбатларга мувофин
с A fl2

Л Р  =  2л:; =  Зл:; А.,Р, — 4л: деб ёзиш мумкин. тг = -т-бэ “

4х 3 4 5 ,  9 _
™ 9 7  =  9- : 5; =  Гб- Булардан:

S = 4 s , ;  S,  =  ^ S , .

S  ва S2 ни ўринларига қўйсак, -^-5, +  S, +  =  232, бундан

S, =■ 72 м а. Д ем ак ,  S  =  ^--72 =  32 слР ва 5 2 =  ^ - 7 2  = - 1 2 8 м 8.

1 4 - м а с а л а .  Тенг ёнли A B C  учбурчакда А учидан ўтка- 
зилган медиана 30 см  га тенг бўлиб, учбурчакнинг АС  асоси 
билан 30° ли бурчак ҳосил қилади. A  ABC  нинг В  учидан ўт- 
казилган баландликни аниқланг (168- расм).

Е ч и ш .  A D  =  30 см \ 2  D A C  =  30° бўлсин. Медианалар

хоссасига асосан: ва АО =  ~  A D = - j - 3 0  =  20.

д  АС Е  да 30° ли бурчак қаршисидаги катет ОР ^
«= 10 см. Бу ҳолда: B E  =  3 -РО  =  30 см.

15- м а с а л а .  Учбурчак томонларининг нисбати 7 : 8 : 9  ка ­
би. Учлари берилган учбурчак томонларининг ўрталарида 
бўлган учбурчакнинг периметри 24 см  га тенг. Берилган уч ­
бурчакнинг томонларини топинг.

Е ч и ш .  Ихтиёрий Д  ABC  чизамиз (1 6 9 -расм). Унда АР =  
• =  BE, B F  =  СР, АН  =  С Н  берилган. Р Р +  / / Р  +  Я Р  =* 24 см  

ва АВ : В С : А С  =  7 : 8 : 9 .  Бу нисбатга мувофиқ А В  =  7 х\ ВС=* 
■=8*; АС =  9х деб ёзиш мумкин.
р р  А С  9 АВ 7 и р  В С  8 * ! *EI- =  =  Я Р = ^ -  =  у Х ;  Я Р  =  —  =  =  (учбур­

чакнинг ўрта ч изщ лари  бўлгани учун). Буларни ўрнига қўй- 
сак: у л :  +  у  л: +  4л: =  24. Бундан: л; =-2. Д емак, АР =  7л: =»
^ 7  2 = 1 4  ( м ) ;  ВС =  8* =  8-2 =  16 {см )\ АС =  9 л - 9- 2 =■ 
=  18 (см).
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16- м а с а л а .  Трапециянинг диагоналлари унинг ўткир б у р ­
чакларининг биссектрисалари бўлиб, ў рта чизиқни 10 см  ва 
18 см  га тенг бўлган икки қисмга бўлади. Трапециянинг пери­
метрини топинг.

Е ч и ш. A BCD трапеция чизамиз (1 7 0 -расм). AC, B D  диа- 
гоналлар ва Е Ғ  ўрта чизиқ ўтказамиз. E H  =  10 см, Н Е  =  18 си* 
бўлсин, Z  D A C  =  Z. C A B  ва Z  A D B  =  Z  B D C  (шартига кўра). 
Энди, Z  D A C  =  Z  ACB  ва Z  A D B  =-. Z  D B C  (ички алмашинув

СH

16^- расм.

Р

170- расм.

чи бурчаклар бўлгани учун). У ҳолда, A  A B C  ва A B D C  — 
тенг ёнли. Улардан: A B  =  BC  =  CD. Аммо, трапециянинг
ўрта чизиғи Е Е  =  Л°--^ ВС дан: A D  +  ВС  =  2 Е Ғ  =  2 (Е Н  +
+  Н Е) =  2 (10 +  18) =  56 см. A  AB C  нинг ўрта чизиғи E H  —
- = ^ д а н :  ВС =  20 см. Д ем ак , Я  =* А В -f-В С - f  CD +  A D —
=  20 +  20 +  20 +  36 =  96 см.

в

й D
172- расм171- расм.

17- м а с а л а .  Диагонали 16 см  бўлган  квадратнинг томони 
ва юзи топилсин.

Е ч и ш .  A B C D  квадратнинг диагонали АС =  16 см  бўлсин 
(171- расм). А В  = ВС =  C D  =  A D  =  ? ва АВСОюзн =  S K1, =  ?

Л  ABC дан, Пифагор теоремасига асосан АС2 =  АВа +  ВС 2 =  
■“  2 А В 2',

АВ = | / Н | !  = = 8 /й  сж; S,. = (8/1)»- 128 ел».
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18- м а с а л а .  Тенг ёнли учбурчакнинг баландлиги 35 см, 
асоси ни иг ён томонига нисбати 4 8 : 2 5  каби бўлса, шу учбур­
чак томонлари топилсин.

Е ч и ш .  Тенг ёнли A B C  учбурчак берилган (172- расм), 
Л =  35 см\ А С : А В  =  48 : 25, бунга кўра АС =  48 х; А В  =» 26 i  
бўлади. Д  A B D  дан:

/ Л С \ 2  /4 8  л \ 2
А В 2 =  A D 2 +  B D 2 =  ( х )  + А 2 =  (— ) +  35» ёки

(25 л )1 =  (24 л )2 - Ы  225.

Бундан л  =  5; у ҳолда: AS =  2 5 л  =  125 (см). АС  =» 48л =  48* 
• 5 =  240 (см).

19- м а с а л а .  Иккита ватар доира ичида кесишади. Бири­
нинг кесмалари 25 см  ва 27 см, иккинчи ватар кесмаларининг 
нисбати 3 : 5  каби. Иккинчи ватар узунлигини топинг.

173- расм .

Е ч и ш .  Ихтиёрий доира чизамиз (173- расм). О А  =  25 с м ,  

ОВ =  27 см\ ОС : O D  =  3 : 5 ,  бу ҳолда ОС =  Зл; OD  =  5л  бў- 
лади. Кесишган икки ватар кесмалари узунликларинииг кў- 
пайтмаси ўзаро тенг эди, яъни О А -О В  =  ОС OD  ёки 25-27 =» 
-= З л -5 л  =  15л2, бундан: л  =  у / 4 5 ^ 6 , 7 .  У ҳолда: ОС =  Зл  =»
=  3-6,7 = 2 0 ,1  (см). OD =  5л  =  5-6,7 =  33,5 (см). CD =  О С +  
+  OZ) =  20,1 +  33,5 =  53,6 (см).

2 0 - м а с а л а .  Ердан 4 км  баландликка кўтарилган ҳаво 
шаридан қанча узокликдаги масофа кўринади? (Ернинг ради­
уси 6370 км.)

Е ч и ш .  О А =  6370 км, АВ  =  А км, ВС  ни топамиз 
(174- расм). Кесувчи билан унинг ташқи қисмининг кўпайтма- 
си уринма квадратига тенг эканлигини биламиз, яъни (2АО +  
4- А В )-А В  =  ВС2 ёки ВС2 =  (2-6370 +  4)- 4 =  12744-4, бундан: 
В С =  / ,1 2744-4  =  2-112,8 =  225,6 (км).
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21- м а с а л а .  Насос поршеми кесимининг юзи 12,56 см1, 
поршеннинг диаметрини топинг.

Е ч и ш .  Насос поршенининг кесими доира шаклида, унинг 
юзи и/?2 га тенг. ____

Бу ҳолда л/?2 =  12,56. Бундан: R — =  j / =  2j
А В  =  2/? =■ 2-2  =  4 {см).

2 2 - м а с а л а .  Доиранинг юзи ташки чизилган квадратнинг 
юзидан 4,3 м? кичик. Шу доиранинг юзини аникланг.

я

Е
177- расм.175- расм.

Е ч и ш .  л В  =  В С =  C D = A D  бўлсин. Квадратнинг ю зи = Л В 1. 
Доиранинг юзи =  тс/?2; Масаланинг шартига кўра: А В 2 — kR2 =■
=  4,3. Аммо, A B = 2 R .  Д ем ак, 4/?2 — лД2 =  4,3; бундан: R2 =>
— =  5. Д оира юзи =  xR 2 =  5-Л12.

23- м а с а л а .  Радиуси /? ва ёйи 15045' бўлган сектор юзи
топилсин (175- расм).

Е ч н ш. 5 сек =  ’п ° =  15°45z ни ўрнига кўйсак,
_  3_

п • т. R2’ 15045' 15 4 63 по 7 По
сек — 360 "  4-360 ^  — 1 6 0 ^  К13, биРЛИК-

2 4 - м а с а л а .  Мунтазам олтибурчакка ички чизилган айла­
нага мунтазам ички учбурчак чизилган. Олтибурчакнинг то­
мони а  га тенг. Учбурчакнинг юзини топинг (176- расм).

Е ч и ш .  АВ =  ВС — CD  =  D E  — E F  =  A F  =  R  эди. Берил- 
ганга асосан R =  a; M N  =  N H  =  М Н  =  а 3 =  3 А =  ] /  3 -а ;

Л ' А - = 0 ^ + О А Г = +  =  =  У ҳолда,
• 3_

с  Ж -М А / 2 _ 3 а = / 3  *
5 Д =  -----2-----= ------ 2------ ~ -----1 ----  КВ- биРл и к -

25- м а с а л а .  Иккита концентрик айланадан ясалган ҳалка- 
да катта доиранинг кичик доирага уринган ватари а  га тенг. 
Шу ҳалқанинг юзини аниқланг (Г77- расм).



Е ч и ш .  ОС =  п  ОВ =  ОА =  R  бўлсин. АВ =  а. Бу ҳолда 
ҳалқанинг юзи =  r.R2 — ъг2 =  ъ (R2 — г 2). ОС J_ А В  бўлгани учун
Д  Л ОС дан: ЛС2 =  ОЛ2 — ОС3 ёки ~  =  R 2 — г2, буни ўрнига

қўйсак: ҳалқанинг юзи =  кв. бирлик.

37- §. ГЕОМЕТРИК А ЛМ А Ш ТИ РИШ ЛА Р ҲАҚИДА ТУШУНЧА

Т а ъ р и ф .  Т еки сли кд а ги  ҳ а р  бар А  н уқт а н и  ян ги  А^ 
нуқт а га  а лм аш т ирадиган  ҳ а р  қандай  қоида геом ет рик а л -  
маш т ириш  деб ат а ла ди .

Ҳар бир фигура нуқталардан ташкил топганлиги учун, те­
кисликдаги ихтиёрий И  фигурадан геометрик алмаштириш на- 
тижасида, бошқа Я , фигура ҳосил қилиш мумкин. Бунда, Н  
фигура кесма, эгри чизиқ, айлана, учбурчак ва ҳоказолар бў- 
лиши мумкин. Энди, геометрик алмаштиришларнинг қуйидаги

бир неча турлари билан танишамиз.
а) Ў қ қ а  н и с б а т а н  с и м м е т р и я
1 - т а ъ р и ф .  А га р  А Ах кесм а M N  

1 т ўғр и  ч и зи ққа  п ер п ен д и к уляр  б ўлса
Е I .  в а . uiy т ўғр и  чи зиц  б и ла н  кесиш ганда  

т енг и к к и га  б ўли н са , А ва А у нуқт а-  
л а р  M N  т ўғр и  ч и зи ққа  нисбат ан сим-

* м ет рик н у қ т а л а р  деб а т а ла д и  (178-
расм). Бу ҳ о л д атаърифга кўра: А ХЕ = А Е \ 

178- раем. A E A -M N \ A x E A -M N .
2 - т а ъ р и ф .  Н  ф игуранинг барча  

н у қт а ла р и  M N  т ўғр и  ч и зи щ а  нисбат ан  Я , ф игуранинг бар­
ча н уц т а ла р и га  сим м ет рии б ўлса ,  Я ,  ф игура M N  т ўғри  
ч и з и щ а  нисбат ан  Я  ф игурага сим м ет рии ф игура д ейилади .

Масалан, текисликда M N  тўғри чизиқ ва Д  ABC  берилган 
бўлсин (179- раем). \

Д  ABC  га M N  тўғри чизиққа нисбатан симметрии бўлган 
Д Л ,Я ,С ,  ни ҳосил қилиш учун, Л, В, С нуқталарга M N  га 

нисбатан Симметрии бўдган Л,,В,,С, нуқталарни топиб, сўнгра 
топилган нукталар туташтирилса кифоя. Агар Н  фигура M N  
тўғри чизиққа нисбатан симметрии бўлса, M N  тўғри чизиқ Я  
фигуранинг сим м ет рия ў қ и  дейилади. Масалан, ҳар қандай 
айлана учун, унинг ҳар бир диаметри симметрия ўқи бўлади, 
яъни 180- раемдаги ЛВ, CD  ва ҳоказолар.

б) Ў қ к а н и с б а т а н  с и м м е т р и я н и н г  х о с с а л а р и
1 - т е о р е м а .  Б ирор  т ўғри  ч и з и щ а  нисбат ан сим м ет рии  

б ўл га н  ф игуралар  бир-бирига т енг бўлади . Бу теорем а нинг 
тўғрилигини кўриш учун, масалан, сим дан ясалган айланани 
бирор диаметри (симметрия ўқи) атрофида 180° букилса, ҳо- 
сил бўлган ярим айланалар (Я ва Я, фигура) устма-уст туш - 
ганини кўрамиз. Д ем ак, улар бир-бирига тенг (яъни Я  =  Я ,).
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1 - н а т и ж а .  M N  т ўғр и  чи зи ққа  нисбат ан А В  кесм ага  
сим м ет рии б ў л га н  ф игура, А В  кесм ага т енг б ўл га н  А УВ Х 
кесм адан иборат  (181- раем.)

Ҳақиқатан, раемдан А Е = А ХЕ\ В Ғ  =  В ХЕ\ А В  =  А ,# ,  бўли- 
шини кўриш осон.

2- н а т и ж а . Ж /V т ўғри  ч и з и щ а  нисбат ан R радиус л и  ай- 
л а н а га  сим м ет рии б ўл га н  ф игура ўш а  R  р а д и усли  а й л а н а -

- 7 ч

а

I

О

180- раем.

'Д,

м If

А, ,
179- раем. 181- раем.

дан  иборат . ьерилгаи айлананиыг ихтиёрий нуқтаси А бўл- 
син; M N  га нисбатан О ва А нуқталарга симметрии бўлган О, 
ва А, нуцталарни топамиз (182- раем). Раемдан ОА =  Ь ХА Х =  R  
эканини кўриш осон. А нуқта берилган айланадаги ихтиёрий 
нукта бўлгани учун А х каби топилган барча нуқталар тўплами 
ради у си ОЙ, =  ОА =  R  бўлган янги симметрии айлана ҳосил 
қилади.

2- т е о р е м а .  M N  т ўғр и  ч и з и щ а  нисбат ан А В  т ўғри  чи­
з и щ а  сим м ет рии б ўл га н  A ^ j  ф игура ҳ а м  т ўғри  чизиц  бў- 
л а д и  (183- раем). Агар А В  тўғри чизиқ УИЛ̂  билан бирор Е 
нуқтада иесишса А ХВХ ҳам M N  билан ўша Е  нуцтада иесиша- 
ди ва А В , А 1В1 тўғри чизиқлар M N  билан бир хил бурчаилар 
ташкил қилади. Агар А В  || M N  бўлса, А &  || M N  бўлади.

И с б от .  M N  тўғри чизиққа нисбатан А х нукта А га, В х 
нуқта В га симметрии бўлгаии учун (1- теоремага асосан) Ajfi, 
ҳ а м  тўғри чизиқдир. А В , тўғри чизик AIA ^ ни E  нуқтада нес- 
Г а н  бўлса, А 1В1 ҳам t  нуқтадан ўтади. Z  1 =  Z  2, чунки улар 
Чизмами M N  тўғри чизиқ бўйлаб буиианда устма-уст тушади.

Энди А В  Ц M N  бўлсин (181- расм). Бу ҳолда А ^  тўғри 
чизик M N  билан иесишмайди, чунии аис ҳолда А В  ҳам M N
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билан ўша нуқтада кесишган бўлади, бу мумкин эмас (АД =  
II M N  эди). Д ем ак, || M N . 183- раемдан яна шундай нар- 

саларни ёзиш мумкин: 1) А  В Е В 1 тенг ёнли, чунки B E  =* ВХЕ  
ва Z  1 =  Z  2; M N  тўғри чизиқ эса биссектрисадир. Ш унинг 
учун, тенг ёнли учбурчакнинг симметрия ўқи унинг учидаги 
бурчагининг биссектрисасидан иборатдир. 2) АВА^В^ тенг ёнли 
трапеция бўлгани учун M N  тўғри чизиқ симметрия ўқидир.

- Демак, тенг ёнли трапеция асосларининг ўрталаридан ўтувчи 
M N  тўғри чйзиқ шу трапециянинг симметрия ўқидир. Уққа 
нисбатан симметрия ёрдами билан геометриядаги айрим тео- 
ремаларни исбот қилиш мумкин. Масалан:

М

182- расм. 183- расм.

Т е о р е м а .  Қ есм анинг ўрт асидан  ў т к а з и л г а н  перпенди- 
к у л я р д а  ёпгган ҳ а р  бир н уқт а  iuy кесм анинг уч ла р и д а н  ба- 
paeap у зо қ ли к д а  б ўла д и .

И с б о т .  А В  кесмага перпендикуляр M N  тўғри чизиқда 
олинган ихтиёрий нуқта Е  бўлсин (184- расм). А В  J_ M N \ АҒ=* 
— ВҒ\ А Е  ==> B E  эканини кўрсатиш керак.

А ва В нуқталар M N  га нисбатан симметрии, у ҳолда А Е  
ва B E  лар M N  га нисбатан симметрии, демак ( 1 - теоремага 
асосан), А Е  =  BE. (Бу теоремани биз юқорида ҳам кўриб ,ўт- 
ган эдик.)

Т е о р е м а .  А й л а н а  т аш қарисидаги  бирор Е  нуқт адан  ун -  
га ўт к а зи лга н  Е А  ва ЕВ ур и н м а л а р  А В ват ар б и ла н  бир  
х и л  б ур ча кла р  т а ш к и л  қ и ла д и . ЕА  ва ЕВ  кесмалар ўзаро 
тенг, Е  нуқтани айлана маркази билан туташтирувчи Е О  тўғри 
чизиқ АВ  ватарга перпендикуляр ва бу ватарнинг ўртасидан (Р  
нуқтада) кесиб ўтади (185- расм).

И с б о т .  ОЕ  тўғри чизиқ (диаметрнинг давоми) айлананинг 
симметрии ўқидир. Бу ўққа нисбатан симметрии алмаштириш-
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да айлана билан биттагина умумий нуқтаси бўлган ЕА  урин- 
ма ОЕ га нисбатан Е В  уринмага алмашади. Шундай қилиб, 
О Е  га нисбатан симметрияда Е А  кесма Е В  кесмага, Е Е  А  бур- 
чак Е ҒВ  бурчакка, А Е  кесма В Ғ  кесмага алмашади. У ҳолда: 
Е А  =  ЕВ, Z  Е А Ғ  =  Z  ЕВЕ, Z  Е Е  А  =  / .Е Е В  =  90°; А Е  =  S /7.

И з о ҳ. Шунга ўхшаш яна бир неча теоремаларни симметрияга асосла- 
ниб исбот қилиш мумкин.

в) М а р к  а з  и й  с и м м е т р и я  (нуқтага нисбатан симмет­
рия).

1 - т а ъ р и ф .  А га р  А А г кесм а О н щ т а д а н  ўт иб, ш у нуқ- 
т ада т енг и к к и га  б ўли н са , А  ва A t н у қ т а л а р  О нуқт ага  
нисбат ан сим м ет рии н у қ т а л а р  дейи ла ди  (186- расм). АО =  
~ А хО.

2 - т а ъ р и ф .  Н  ф игуранинг ҳ а м м а  н у қ т а л а р и  О нуқт ага  
нисбат ан Н х ф игуранинг ҳа м м а  н у қ т а л а р и га  сим мет рии  
б ўлса , Н \ ф игура  О нуқт а га  нисбат ан Н га сим м ет рии ф и­
гура  д ей и ла д и  (187- расм). О нуқтага нисбатан Н  фигу­
рага симметрии бўлган Н х фигурага ўтиш О нуцт ага  нисба­
т а н  сим м ет рии а лм а ш т и р и ш  ёк и  м а р ка зи й  сим м ет рии а л ­
м аш т ириш  дейилади. Буни биз қисқача м а р ка зи й  сим м ет рия  
деб атаймиз.

И з о ҳ. Юқоридаги расмларга  асосан марказий симметрия фигурапи 
берилган О  нуқта атрофида 180° га буриш демакдир.

г) М а р к а з и й  с и м м е т р и я н и н г  х о с с а л а р и
1 - т е о р е м а .  М а р ка зи й  сим м ет рии и к к и  ф игура  ўзаро  

т енг. Ҳақиқатан ҳам, бу икки фигуранинг бирини 180° га буриш 
билан уларни бир-бирига устма-уст тушириш мумкин. Демак, 
улар ўзаро тенгдир.

2 - т е о р е м а .  О нуқт а га  нисбат ан А В  кесм ага сим м ет ­
р и и  б ўл га н  ф игура ш у А В  га т енг б ўл га н  А ХВХ кесм адан

N
£. х

184- расм. 185- расм. 183- расм.
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иборат  (188- расм); А х ва В х нуқталар О нуқтага нисбатан А  ва 
В ларга симметрии нуқталар бўлади; А В  ва А 1В1 кесмалар ёки 
параллел, ёки О нуқтадан ўтувчи тўғри чизиқларда ётади.

3 - т е о р е м а .  О нуқт а га  нисбат ан R р а д и усли  а й л а н а га  
сим м ет рии б ўл га н  ф игура ҳ а м  радиуси  R  га т енг. а й л а н а -  
дан иборат . Унинг маркази О нуқтага нисбатан* берилган ай­
лана марказига симметрии нуқтадир 
(189- расм).

C h  =  CiEx =  R. Бу тенглик асосида Н 
айлананинг ҳар бир Е  нуқтасини Н х фи­
гуранинг мос Е х нуқтаси билан марка­
зий симметрияда қўйиш мумкин.

I

0*

В

В. 'а, Р

'  0 "

187- расм.

В

с
188- расм.

Б у р и ш

Биз юқорида 180° га буришни кўриб ўтган эдик; энди ҳар 
қандай бурчакка буриш билан танишамиз. Масалан, циркулни 
ихтиёрий оралиқда очиб, қоғоз бетига игнали учини санчиб О 
нуқтани, налам қўйилган учи билан бошна бир А нуқтани 
белгилаймиз (190- расм).-

Кейин циркулнинг қаламли учини соат стрелкасига теска- 
ри йўналишда ва соат стрелкаси йўналишида а бурчакка бур­
сак, О  н уқта г а нисбатан А х ва Л2 нунталар ҳосил бўлади. Б у ­
риш соат стрелкасига тескари йўналишда бўлганда, а бурчакни 
мусбат; соат стрелкаси йўналишида бўлганда эса манфий деб 
ҳисоблаймиз. Ах ва А 2 нунталар А нунтани О  нунта атрофида 
( ±  а) бурчакка буриш натижасида ҳосил нилинади деймиз.

Энди О нунта ва ( +  <*) ёки (— а) бурчак берилган бўлсин. 
О дан фарнли бўлган бирор А нунтани олиб," нуйидаги икки 
шарт билан а'нинланувчи нунтани А х билан белгилаймиз: 1) ОА 
нур билан О Ах нур орасидаги бурчак а га тенг; 2) ОАх кесма
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ОА  кесмага тенг. А  нуқтадан Ax нуқтага ўтиш О нуқт а  ат ­
роф ида а бур ча кка  буриш. деб аталади.

д) Ф и г у р а н и  б у р и ш
Текисликда бирор Н  фигура берилган бўлсин, унинг ҳар 

қандай А  нуқтасини бирор О нуқта атрофида а бурчакка бу ­
риш натижасида уни бошқа бир нуқтага алмаштириш мум­
кин (191- расм).

Т а ъ  р и ф. Н ф игуранинг ҳа м м а  н уқ т а ла р и н и  О нуқт а  
ат роф ида а б ур ча кка  буриш  натиж асида ҳ о с и л  ц и ли н га н  
н уқт а ла р д а н  т а ш к и л  т опган  Н х ф игура Н  ф игурани О нуқ- 
т а ат роф ида  а б ур ча кка  буриш  нат иж асида ҳ о с и л  ц и л и н ­
ган ф игура  деб а т а ла д и .

е) Б у р и ш  н и н  г х о с с а л а р и
Буриш қуйидаги хоссаларга бўйсунади. Уларнинг тўгри 

эканига ишонч ҳосил қилиш осон.
1 - т е о р е м а .  И  ф игурани  О нуц т а  ат роф ида о. бурчакка  

буриш дан ҳ о с и л  ц и л и н га н  Я , ф игура Н  ф игурага т енгдир. 
Ҳақиқатан ҳам, Н  фигурани бирор О нуқта атрофида а бур­
чакка бурсак, у Н х фигура билан устма-уст тушади (191- расм).

2- т е о р е м а .  А В  кесм ани  О нуцт а  ат роф ида а бурчакка  
бурганда  ҳ о с и л  ц и ли н га н  ф игура  А В  кесм ага т енг б ўлга н  
A iB x кесм адан иборат .

А х ва В х нуқталар А ва В нуқталарни О нуцта атрофида а 
бурчакка буришдан ҳосил бўлиши шаклдан равшан кўринади 
(192- расм).

190- расм.

с
189- расм.
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3- т е о р е м а .  Н  а й л а н а н и  О нуцт а  ат роф ида а бурчакка  
буриш дан ҳ о с и л  ц и ли н га н  ф игура Н  а й ла н а га  т енг б ўлга н  
Я , а йланадир . Н  айлананинг маркази берилган айлана марка- 
зини а бурчакка буриш натижасида ҳосил бўлади (1 9 3 -расм).

4- т е о р е м а .  И хт иёрий  M N  т ўғри  чизицни  О нуцт а  ат ­
роф ида  а бурчакка  буриш  нат иж асида ҳ о с и л  ц и ли н га н  т ўғ- 
р и  чизиц  M XN X бўлсин . У ҳ о л д а  M N  ва M XN X т ўғри  чизиц- 
л а р  орасидаги бурчак  | а |  га т енг б ўла д и . Бунда куйидаги 
икки ҳол бўлиши мумкин: ^ ;

П В

6,
192- расм

Q /
. Л я  
V  -  J g✓ Й.

л
I Z

г

193- расм.

1) M N  тўғри чизиқ О  нуқтадан ўтади (194- а расм).
2) M N  тўғри чизиқ О  нуқтадан ўтмайди (194- б расм).

O E ± M N )
O F ± M i Nx\ ^  N E N X =  ^ Е О Ғ  =  а.

__!3/

194- б расм.

ж) Г о м о т е т и я
М усбат  коэф ф ициент ли  гом от ет ия

Текисликда бирор О нуқта ва k  — маълум мусбат сон бе­
рилган бўлсин. ОА  нурда О дан фарқли ҳар қандай А нуқта 
учун ОА, =  k • ОА  тенгликни қаноатлантирадиган А, нуқтани
ҳамма вақт топиш мумкин (195- расм), бу ҳолда С~ -  =  k.

ОА
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Т а ъ р и ф .  А  нуқт адан  A i нуцт ага  0 А У =  k -O A  т ен гли к  
б и ла н  ўт иш  О м а р к а зли  ва k коэф ф ициент ли  гом от ет ия  
дейилади. Энди, текисликда О  нуқта, бирор Н  фигура ва мус­
бат /г сон берилган бўлсин. И  фигуранинг ихтиёрий А  нуқта- 
си учун А  дан маркази О, коэф-
фициенти k  бўлган. гомотетия О ' - Я Д ,
ёрдамида текисликнинг бошқа 1 ' ' ' *
бир Л, нуқтаси ҳосил қилинади 195. расм.
{196- расм). Масалан, ОА = 2 , 5 сж,
ОВ  =  3,5 см, ОС =  4,1 см,
k  =  у  >  1 бўлсин. У ҳолда, ОАх =  k -O A  =  -2,5 =  Ъ,7Ь(см),

ОВ1 =  k -ОВ =  Y - 3 £  =  b,3(cM ), ОС, = / г  ОС =  у .  4,1 =  6,15 

(сж). Энди, А; =  у  <  1 бўлсин. ОС =  5,1 см, ОЛ =  5 см. У

ҳолда ОСх =  k-O C  =  y  -5,1 =  2,55 {см), О А ,  =  k - O A =  у  -5 =
«=2,5 {см). Д емак, k  >  1 бўлганда гомотетия фигураларни 
катталаштиради, k  <  1 бўлганда эса кичиклаштиради (196 ва 
197- расмлар каби).

8,

K = f  > /

/
/

/
/

/

196- расм .

О

197- расм.

М анф ий  коэф ф ициент ли  гом от ет ия

Текисликда О  нуқта ва маълум манфий k  сон берилган 
бўлсин. О дан фарқли ихтиёрий Л нукта учун ОА  нурнинг 
қарама-карши йўналишида ҳамма вақт ОА, =  | &| -ОА тенглик­
ни қаноатлантирадиган А х нукта топилади (198- расм). Бу ҳол- 
да ҳам Л нукта дан Л, нуктага ўтиш маркази О ва коэффициен- 
ти А <  0 бўлган гомотетия дейилади. Энди текисликда О нукта, 
k  < 0  сон ва Н  ф игура 'берилган  бўлсин (199- расм), Н  ф игу­
ранинг ихтиёрий Л нуктаси учун ундан маркази О ва коэффи- 
циенти k < 0  бўлган гомотетия ёрдами билан ҳосил килинади- 
ган Л, нуктани топиш мумкин. Масалан,

ОЛ =» 2,5 см, ОВ =  3,1 см, OD  =  2,5 см, А: =  — у  <  (9; О С =  
=  3 см,
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У ҳолда

ОЛ, =  |А | .  О Л =  | - у | - 2 , 5  =  +  1,25, ОВ, =  |А |-ОВ =

Н  фигура нуқталаридан гомотетия ёрдамида ҳосил қилинади- 
ган барча нуқталар тўплами янги Н х фигурани беради. 199- 
расмдаги каби А; <  0  бўлганда ҳам; l ^ |  >  1 бўлганда гомотетия 
фигураларни катталаштиради, | А; | < 1  бўлганда эса кичиклаш-

берилган кесма узунлиги кўпайтмасига тенг (200- расм).
2 - т е о р е м а ,  k  коэф ф ициент ли  гом от ет ияда z  кўп б ур -  

ч а к к а  гом от ет ия б ўл га н  ф игура т у к уп б ур к а к к а  ў х т а т  zx 
кўпбуряакдан  иборат  б ўли б , ў х ш а ш л и к  коэф ф ициент а \k \  
б ўла д и . z , кўп б ур яа кн и нг уч л а р и  z  кўп б ур ча к  учла р и да н  т у  
гом от ет ия ёрдам ида ҳ о с и л  қ и ли н а д и  (201- расм).

3 - т е о р е м а ,  k  коэф ф ициент ли  гомот ет ияда R р а д и усли  
а й л а н а га  гом от ет ия ф игура ( \k \ -R )  р а д и усли  а й л а н а  б ў л а -  
ди. Ҳ о с и л  ц и ли н га н  а й л а н а  м а р ка зи  б ер и лга н  а й л а н а  м ар- 
казидан  ўт а  гом от ет ия ёрдам ида ҳ о с и л  қ и ли на д и .

и) В е к т о р л а р  ҳ а ни д а  т у ш у н ч а
Сон қиймати билан бирликда йўналиши ҳам эътиборга олин­

ган миқдор вект ор  дейилади. Масалан, куч, тезлик, тезланиш 
ва ҳоказоларнинг ҳар бири вектор миқдордир. Геометрик тас- 
вирда вектор — бир томони стрелкадан иборат кесма билан

198- расм. 199- расм.

тиради.
д з) Г о м о т е т и я  х о с с а л а р и

д( Гомотетиянинг ушбу хоссалари-
>ш исботсиз кўрсатиб ўтамиз.

! .  f  1- т е  о p e м а. Кесмага гомот е-
г  т и к  б ўл га н  ф игура кесм а б ўли б ,

ун и нг у ч л а р и  б ерилган  кесм анинг  
В| " " '- -1  учла р и д а н  я н а  ўт а  гом от ет ия

6 ёрдам ида ҳ о с и л  қ и ли н а д и . Ҳоснл
200- расм. _ қилинган кесма берилган кесмага

параллел ва узунлиги \k \  билан
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белгилаб ёзилади. Д ем ак , геометрияда вектор йўналишга эга
бўлган кесмадир. Масалан, АВ  вектор берилган (202- расм). 
(Вектор, йўналган кесма бўлгани учун уни битта ҳарф билан 
белгилаш ҳам мумкин.) Векторнинг сон қиймати унинг узун­
лиги дейилади. 202- расмда А нукта векторнинг боши, В  нук­
та эса охири дейилади. Ў қ  деб бирор йўналиши белгиланган 
тўғри чизик тушунилади ва бунда узунликларни ўлчаш учун 
масштаб бирлиги ҳам берилган бўлади. Вектор ҳам кесмадан

В

201- расм. 202- расм

иборат бўлгани учун унинг ўкдаги проекцняси, геометриядаги 
кесманинг чизикдаги проекцияси каби бўлади, лекин, бунда 
проекциянинг йўналиши ўқ йўналиши билан бир хил бўлса*. 
ироекциянинг микдори мусбат, қарама-карши бўлса, манфий
деб ҳисобланади. Масалан А В  ва C D  вектор проекциялари к а ­
би (203- расм).

к) В е к т о р л а р н и н г т е н г -  
л и г и

Т а ъ р и ф .  И к к и  вект ордан  
бирининг у зу н л и ги  иккинчиси- 
ни н г у зу н л и ги га  т енг т  икко -  
вининг й ў н а л и ш л а р и  бир х и л  
б ўлса , бундай  вект о р ла р  бир- 
бирига  т енг вект о р ла р  д е й и л а ­
ди  (204- расм).

Т а ъ р и ф .  И к к и  вект орнинг у з у н л и к л а р и  т енг ва й ў н а ­
л и т  л а р и  қара м а -қа р ш и  б ўлса , у л а р  қар а м а -қа р т и  вект ор­
л а р  дейи ла ди  (205- расм).

Х о с с а с и .  Икки векторнинг ҳар бири учинчи вектор- 
га -тенг бўлса, у икки вектор ҳам ўзаро тенг бўлади (206- 
расм).

A S  =  Ж ғ  ва C D  =  Ё Ғ ,

203- расм.

демак,

А В  =  CD.

285



л) П а р а л л е л  к ў ч и р и ш  т а ъ р и ф и
Б ирор А В  вект ор б ер и лга н  б ўлси н . И хт и ёр и й  С нуцт а

уч ун  D  б и ла н  ш ун д а й , нуқт а ни  б елги ла й м и зк и , C D *= A B  
т е н гл и к  ў р и н л и  б ўлси н  (207- расм).

П -V-

-  D

P B = C D

ПВ ФСВ

205- расм.

8

П В ф С В
-Z7

204- расм. 206- расм.

С нуктадан D  нуцтага ўтиш А В  вектор қадар п а р а л л е л  
кўчириш  дейилади.

Т а ъ р и ф .  Н  ф игуранинг ҳ а м м а  н у қ т а л а р и н и  А В  вект ор  
цадар п а р а л л е л  кўчириш дан ҳ о с и л  ц и ли н га н  Н х ф игура  АВ

S . S,
------------------------------------X

ғ ) X Ғ)\ Х'

f l  8  . /  -

1 ----

с D С
I  - — о ----------------► в
207- расм. 208- расм.

вект ор цадар п а р а л л е л  кўчириш дан ҳ о с и л  ц и л и н га н  ф игура  
д ейилад и  (208- расм).

м) П а р а л л е л  к ў ч и р и ш  х о с с а л а р и
1 - т е о р е м а .  Н ф игурани  п а р а л л е л  кўчириш дан ҳ о с и л  

ц и л и н га н  / / ,  ф игура И  ф игурага т енг б ўла д и .
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2- т е о р е м a. C D  кесм ани  А В  вект ор қадар п а р а л л е л  
кўяирганда  ҳ о с и л  ц и ли н га н  ф игура CD га т енг б ўлган  А ХВ Х 
кесмадан иборат . А х, В,  н уц т а ла р  п а р а л л е л  кўчириш  нат и- 
эюасида А,  В  нуц т а ла р д а н  ҳо си л  бўлади.

3- т е о р е м а. И  а й л а н а н и  п а р а л л е л  кўчириш. нат иж аси­
да ҳ о с и л  ц и ли н га н  Н х ф игура И  а й ла н а га  т енг а й ла н а  бў- 
лади . Н х нинг м а ркази  И  м арказидан  ўш а  п а р а л л е л  кўчи- 
риш  нат иж асида ҳ о с и л  цилинади .

И з о %  Геометрик алмаштиришлар ҳақидаги тушунча бу китобда қў- 
шимча бир нарса бўлганлиги учун, унга тегишли масалалар берилмадн.Ки- 
зиққан китобхонлар 7-синф учун „Геометрия* дарслигидан царашлари мум­
к и н .

#■



Б) С Т Е Р Е О М Е Т Р И Я

1- §. ДАСТЛАБКИ ТУШ УНЧАЛАР

Т а ъ р и ф .  С т ереом ет рия деб, ҳ а м м а  н у қ т а л а р и  бир т е ­
к и сли к д а  ж ойлаш а о лм айд иган  ф азовий ф и гур а ла р ни  ўр га -  
т адиган геом ет рия б ўли м и га  а й т и ла д и . Фазовий фигуралар 
чизмада киши кўзига фигуранинг тахминан ўзидек таассурот 
қолдирадиган расмлар ёрдами билан тасвирланади.

Т е к и с л и к  ҳ а қ и д а  а к с и о м а  л ар:  1) А га р  т ўғр и  яи- 
зи қ н и н г  и хт и ёр и й  и кки  нуқт а си  бир т еки сли кд а  ёт са, бу  
т ўғр и  ч и зи қни нг ҳ а р  бир нуқт аси  ш у т еки сли кд а  ёт ади  
.(209- расм).

210- расм."209- расм.

2) А га р  и к к и  т е к и с л и к  кесиш са, у л а р н и н г  кесим и т ўғр и  
чи зи қ  б ўла д и  (210- расм).

Q
a

211- расм. 212- расм.

3) Б ир  т ўғри  яи зи қд а  ёт м аган  ҳ а р  қандай  уя  нуц т а да н  
ф ақат  бит т а т еки сли к  ўт ка зи ш  м ум к и н  (211- расм).

'а) Т ўғр и  яи зи қ  ва ун и н г т аш қарисида ёт ган  нуқт а д а н  
ф ақат  бит т а т е к и с л и к  ўт казиш  м ум ки н  (212- расм.)
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б) Кесиш увчи и к к и  т ўғри  чизиқдан ф иқат  бит т а т еки с­
л и к  ўт ка зи ш  м ум к и н  (213- расм).

4) Ф азодаги бир т ўғр и  чизиқдан чексиз кўп  т е к и с л и к л а р  
ўт ка зи ш  м ум ки н  (214- расм.)

A R  т ў ғ п и  ч и з и к л а н  у т у в ч и

те
К 1

т>
Л£

2- §. ПАРАЛЛЕЛ ТЎҒРИ ЧИЗИҚЛАР ВА ТЕКИСЛИКЛАР

Т а ъ р и ф .  Б ир  т е к и с ли к к а  ж ойлаш адиган  ф азодаги икки  
т ўғри  чизик, бит т а ҳ а м  ум ум ий  нуц т а га  эга б ўлм аса , у л а р  
ўза р о  п а р а л л е л  т ўғри  чизиц л а р  д ейилади  (215- расм). (Чек- 
сизликдаги нуқта бундам мус-
таснодир.) А 8

бит т а ҳа м  ум ум ий  нуцтага.
эга бўлм аса, у л а р  ўза р о  п а р а л л е л  дейилади  (216- расм).

Т е о р е м а .  А гар  Р  т еки сли к  т аш царисидаги А В  т ўғри  
чизиц шу т екисликд аги  бирор т ўғр и  чизицца  п а р а л л е л  б ўл -

213- расм. 214- расм.

И з о ҳ. Икки параллел тўғри чи- 
еиқдаи фақат битта текислик ўтка- 
еиш мумкин.

Т а ъ р и ф .  Т еки сли к  в а 
унда  ёт м аган т ўғри  чизиц 215- расм.

D



ca, A В  т ўғри  чизиц  ш у т е к и с л и к к а  ҳ а м  п а р а л л е л  бў- 
лади .

И с б о т .  M N  тўғри чизиқ Р  текисликда ётган тўғри чизик 
бўлиб, у фазодаги А В  тўғри чизиқка параллел бўлсин (217- 
расм). А В  II Р эканини исбот қилиш керак.

А В  ва Р  ларни давом эттирганда улар бирор Е  нуктада 
кесишади деб фараз қиламиз. У ҳолда кесишиш Е  н ук­
та А В  ва M N  ларни ҳам давом эттиргандаги кесишиш

8
-о-

£ . 
ХГ

217- расм.

(яъни умумий) нуқтаси бўлади. Бу мумкин эмас, чунки 
А В  II M N  эди. Шунинг учун А В  тўғри чизиқ Р  текислик билан 
учрашмайди (яъни умумий нуқтаси бўлмайди). Д ем ак, улар 
таърифга кўра параллел, А В  || Р.

Энди куйидаги натижаларни исботсиз берамиз:

Р

В

218- расм.

М

в Х ' х х
N

N

219- расм.

1) А га р  M N  т ўғр и  чизиц  бир-бири б и ла н  кесиш ган и к к и  
Р ва  Q т еки сли кн и нг ҳ а р  бирига  п а р а л л е л  бўлса , у л а р н и н г  
кесиш ган А В  чи зиғига  ҳ а м  п а р а л л е л  б ўла д и  (218- расм). 
M N  И Р  ва М Л И Q бўлса, M N  || А В  дир.
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2) И к к и  А В  ва C D  т ўғр и  чи зи қ  учинчи M N  т ўғр и  чи зи ц ­
ца  п а р а л л е л  б ўлса , у л а р  ўза р о  п а р а л л е л  б ўла д и  (219- расм).

А В  II M N  ва C D  || M N  бўлса, M N  || А В  || C D  дир.
И к к и  т е к и с л и к н и н г  п а р а л л е л л и г и  ҳ а қ и д а  т у ­

ш у н ч а
Т а ъ р и ф .  И к к и т а  т е к и с л и к  ум ум и й  чизицца  эга б ўлм а -  

са, у л а р  ўза р о  п а р а л л е л  т е к и с л и к л а р  дейилади . (Чексизлик- 
даги чизик бундан мустаснодир.)

Т е о р е м а .  А га р  бир Р т еки сли кд а ги  кесиш увчи и к к и т а  
А В  ва А С  т ўғр и  чизиц , и кки нчи  Q т еки сли кд а ги  кесиш увчи  
и к к и т а  M N  ва M E  т ўғр и  ч и зи ц ла р га  мос равиш да п а р а л ­
л е л  б ўлса , у  т е к и с л и к л а р  ўза р о  п а р а л л е л  бўлади.

^20- расм. 221- расм.

И с б о т .  Теореманинг шартига кўра: А В  || M N  ва АС  || M E , 
Р  II Q эканлигини исбот килиш керак (220- расм).

Олдинги теоремага асосан А В  ва АС  лар Q текисликка па­
раллел. Энди, Я  ва Q текисликлар давом эттирилганда, улар 
бирор D F  тўғри ч из и к да кесишади деб фараз қиламиз; у ҳол- 
да 1- натижага асосан, А В  ]| D F  ва АС  || D F  бўлади. Бу мум­
кин эмас, чунки Р  текисликда бир А  нуктадан D F  га парал­
лел иккита тўғри чизиқ ўтказиб бўлмайди. Шундай қилиб, Р  
ва Q текисликлар бир умумий чизиқка эга эмас, демак, улар 
параллел, Р  || Q. Теорема исбот қилинди.

Т е о р е м а .  А га р  и к к и  Р ва Q п а р а л л е л  т е к и с л и к  бирор  
учинчи  Н  т е к и с л и к  б и ла н  кесилса , т еки сли к  л а р  нинг кеси­
шиш ч и зи ц ла р и  (M N  ва Е Ғ  л а р )  ҳ а м  узаро  п а р а л л е л  бўл а ­
ди  (221- расм). Р II Q берилган. M N  \\ Е Е  эканини исбот қила- 
миз.

И с б о т .  M N  ва Е Ғ  тўғри чизиқларнинг иккови кесувчн Н  
текисликда ётади; ундан ташқари M N  кесим Р  да, E F  кесим 
Q да (яъни иккита параллел текисликда) ётади. Шунинг учун 
улар ҳар қанча давом эттирилганда ҳам кесишмайди, яъни ум у­
мий нуқтаси бўлмайди.

Д емак, таърифга кўра M N  11 Е Ғ  бўлади.

19* 291



3- §. НУКТАНИНГ ВА КЕСМАНИНГ ТЕКИСЛИКДАГИ ПРОЕКЦИЯСИ

Нуктадан берилган текисликка туш прилган перпендикуляр- 
нинг асоси шу нуктанинг текисликдаги орт огонал п р о ек ц и я ­
си  деб айтилади. Масалан, А  нуктанинг Р  текисликдаги орто­
гонал проекциясини топиш учун А  нуктадан Р  текисликка 
перпендикуляр туш и рам из: А В  J_ Р, бу ҳолда В нукта А нинг 
Р  даги ортогонал проекцияси бўлади (222- расм).

223- расм.222- расм.

Ф азодаги ҳ а р  қандай  M N  яи зи қ  барча н у қ т а л а р и н и н г  Р 
т екисликд аги  орт огонал п р о ек ц и я ла р и н и н г  геом ет рик ўр н и , 
бу чизиқнинг Р т еки сли кд а ги  орт огонал проекцияси  дейи­
л а д и . Масалан, M N  чизиқда бир неча М , С, D , . . . нукта- 
ларни олиб уларни Р  текисликка проекциялаб, ҳосил бўлган 
М и  С,, Д ,  . . . нукталарни бирлаштирамиз. У ҳолда чи­
зик M N  нинг Р  текисликдаги ортогонал проекцияси бўлади 
(223- расм).

м

224- расм. 225- расм.

Т ў ғ р и  ч и з и к  б и л а н  т е к и с л и к  о р а с и д а г и  б у р ­
ч а к

Т а ъ р и ф .  Тўғри  чи зи қ  б и ла н  ун и н г  т еки сли кд а ги  орт о­
го н а л  проекцияси  орасидаги бурчак  т ўғр и  чи зи ц  б и ла н  т е­
к и с л и к  орасидаги бурчак деб а т а ла д и . Масалан, M N  тўғри 
чизикнинг Р  текисликдаги проекцияси N E  бўлсин. Бу ҳолда 
M N E  бурчак M N  тўғри чизиқ билан Q текислик орасидаги 
бурчак бўлади (224- расм).
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М а с а л а .  10 см  узунликдаги кесма текисликни кесиб ўтиб, 
унинг учлари текисликдан 3 см  ва 2 см  узоқликда туради. Шу 
кесма билан текислик орасидаги бурчак топилсин.

2 2 5 - расмда: АС  «= 10 см\ AD *= 'S см\ СЕ =  2 см  бўлсин. 
Z  A B D  ни топамиз.

Е ч и ш .  А А В О с л Д С В Е  бўлганидан ^  ёки =

5 к и 3 0 - 3 - Л В  =  2 -Л В  ёки 30 =  5-А В ] А В  =  6 см, 

A  A B D  дан: sin а =  =  ^" =  у -  Бундан:

4 -  §. ТЕКИСЛИККА ПЕРПЕНДИКУЛЯР ВА ОҒМА ТЎҒРИ ЧИ ЗИ Қ ЛА Р

1- т е о р е м а. Л га/7 Р  т е к и с л и к  б и ла н  кесиш увчи M N  т ўғ- 
р и  ч и зи қ  ш у т ўғр и  чи зи қ  б и ла н  т еки сли кн и н г  кесиш ув О 
нуҳт асидан  т еки сли кд а  ў т к а зи лга н  ҳ а р  қа н да й  и кки  ОВ ва 
ОС т ўғр и  ч и з и щ а  п е р п е н д и к у л я р  б ўлса , у  ш у т еки сли кд а ги  
кесиш ув нуцт аси  (О) дан ў т к а з и л га н  и хт и ёр и й  учинчи 0 D  
т ўғр и  ч и з и щ а  ҳ а м  п е р п е н д и к у л я р  б ўла д и  (226- расм).

M N  О В  ва M N  J_ ОС берилган; M N  ±_OD  эканини исбот 
қиламиз.

И с б о т .  M N  тўғри чизиқда, ихтиёрий ОМ  =  O N  ни ола- 
миз. 5 ,  D  ва С нуқталар ВС тўғри чизиқда ётсин. Ж  ва TV 
нукталарни В, D , С нуқталар билан бирлаштирсак бир қанча 
учбурчаклар  ҳосил бўлади. Кесманинг ў рта сидан ўтувчи пер­
пендикуляр хоссасига асосан М С  =  N C  ва M B  =  N B .

Б у ҳолда А  М ВС  =  A  N BC , чунки мос томонлари бир-би­
рига тенг. Бундан Z  М С В  =  Z  NCB.

Д  A1CD=» Д  N C D , чунки DC  — ум ум и й,  М С  =  NC  ва 
Z  M C D  =  Z  N C D . Бундан M D  =  N D . Энди, Д  M O D  =  Д  N O D ,

м

N
226- расм. 227^'расм.

293



чунки ўхшаш томонлари бир-бирига тенг. Бундан, Z  M O D  =* 
=  Z  N O D , аммо булар қўшни бурчаклар бўлгани учун,  ҳар 
бири 90° га тенгдир. Демак, M N М  OD. Теорема исботланди.

Н а т и  ж а. Т ек и сли к д а  ёт ган ва ўза р о  кесиш ган и кки  т ўғ-  
р и  чизицца  п ер п е н д и к уляр  б ул га н  учинчи т уғри  чизиц , ш у 
т е к и с л и к к а  ҳ а м  п ер п е н д и к уляр  б ўла д и . Масалан, /ИО_{_ Р. 
M D , M B  ва М С  лар о ғм а  тўғри чизиқлар, OD; OB; ОС лар 
эса бу оғмаларнинг Р текисликдаги п р о ек ц и я ла р и  дейилади.

2- т е  о р е м а. О ғманинг т еки сли кд а ги  учидан  ут иб, ун и нг  
п р о екциясига  п ер п е н д и к уляр  б ул га н  т ўғри  чизиц  оғм анинг  
ў зи г а  ҳ а м  п ер п ен д и к уляр  б ўла ди . (Бу теорема уч перпенди­
к у л я р  ҳа ц и д а ги  т еорем а  деб аталади.)

А В  Р; АС  — огма; ВС — огманинг Р текисликдаги проек­
цияси, D t  — оғма учидан ўтган тўғри чизиқ. А В  J_ ВС  _L D E  
берилган. D E _]_ AC  эканини исбот қиламиз (227- расм).

И с б о т .  DC =  ЕС  қилиб оламиз; D , Е  нуқталарни В  ва А  
нуқталар билан туташтирамиз. У ҳолда: A  B C D  =  А  ВСЕ,
чунки DC  =  ЕС, ВС — умумий ва Z  D C B  =  Z  ЕС В =  90°, бун-

кесиб ўтади. Бу ҳолда мос бурчаклар бўлгани учун, Z  МЕЕ=* 
=  Z  M E XFV Шартга кўра M E ЕЕ,  яъни Z  М Е Е  ■= 90°. Ш у­
нинг учун, Z  M E iF i =  Z  М Е Е  — §0°, демак, M N ±_ Q.

б- §. ИККИ ЁКЛИ БУРЧ А КЛ А Р ҲАҚИДА ТУШУНЧА

Т а ъ р и ф .  Б и т т а  ум ум и й  чегарага эга  б ўл га н  и ккит а  
я р и м  т еки сли кд а н  т а ш к и л  т опган ф игура и кки  ё ц л и  бур­
ч а к  дейилади . Масалан, PAB Q  икки ёқли бурчакдир (229- 
расм).

дан, B D  =  B E  бўлади.

B D ^ B E ,  А В  — умумий 
Z  A B D  =  Z  A £ £  =  9\ б 
A D  =  A E . A A C D  =  Л  
чунки тенг то мо ил и, б 
Z  AC D  =  Z  АСЕ, лекин 
тенг қўшни бурчаклар б;

М Л  A B D  =  Л  А BE, чунки 
B D = B E ,  А В  — умумий ва 
Z  A B D  =  Z  А B E  =  90°, бундан: 
A D  =  А Е . A A C D  =  Л  АСЕ, 
чунки тенг томоили, бундан: 
Z  AC D  =  Z  АСЕ, лекин булар 
тенг қўшни бурчаклар бўлгани 
учун Z  А С Е  — Z  A C D  =  90°, 
яъни D E  J_" АС.

3- т е  о р е м а. И к к и  Я  II Q т е­
ки сли кд а н  бири Р г а  перпенди­
к у л я р  б ў л га н  M N  т ўғр и  чизиц, 
иккинчи  Q т е к и с л и к к а  ҳ а м  
п ер п ен д и к уляр д и р  (228- расм). 
M N \_ Р \ Р II Q берилган. M N J_Q  
эканини исбот қиламиз.

yvl
228- расм.

И с б о т .  Е Е  II ни хтказ-
сак, у ҳолда икки и араллел чи­
викни учинчи M N  тўғри чизиқ
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Умумий чегара А В  тўғри чизиқ унинг қирраси\ Р в а  Q т е ­
кисликлар унинг ё қ л а р и  дейилади. Икки ёқли бурчак цирра- 
сининг ихтиёрий бир нуқтасига ёқларидан гуширилган иккита 
перпендикуляр орасидаги бурчак унинг ч и зи қ ли  бурчаги  д е ­
йилади, масалан, £ M E N  (М Е ± _ А В  ва N E  _i_ АА). М ХЕ^ \\ M E  
ва N ^E t И N E  бўлгани учун =  /_M E N  дир.

Демак, и кки  ё қ л и  бурчакнинг ҳам м а  ч и зи қ ли  бурчаклари  
Узаро т енг.

М
229- расм

Т а ъ р и ф .  И к к и т а  и кки  ё қ л и  бурчакдан бирини иккин-  
чисининг ичига қуйганда  бир-бирига ж облат са, у л а р  т енг  
и кки  ё қ л и  бурчаклар , акс ҳ о л д а  т енгм ас и кки  ё ц л и  бурчак­
л а р  дейилади . _  »

Планиметриядаги бурчаклар сингари икки ёқли бурчаклар 
ҳам тенг, қўшни, вертикал ва ҳоказо бўла олади.

Т а ъ р и ф .  Ўзаро т енг қўш ни  и к к и  ё ц л и  б урчакларнинг  
ҳ а р  бири и к к и  ё ц л и  т ўғри  бурчак дейи ла д и  ва бундай ҳ о л -  
да, унинг ё ц л а р и  ўзаро  п ер п е н д и к ул я р  т е к и с л и к л а р  д ей и ла ­
ди  (230- расм).

Т е о р е м а .  1) Б ир-бирига  т енг и кки  ё ц л и  б урчакларга  
т енг ч и зи ц л и  б ур ча кла р  гпўғри кела д и ; 2) кат т а и кки  ё ц л и  
бурчакка  кат т а ч и зи ц ли  бурчак т ўғри кела д и  ва аксинча.

И с б о т .  1) Z P ^ A i B i Q ^ Z  F ABQ  бўлсин (231- расм). 
ZM ^E^N ^ — /^ M E N  эканини кўрсатамиз.

ZP ^A lB lQ ^  ни Z P A B Q  ичига қўйганда усгма-уст жойлаш- 
син, бу ҳолда /_IZ\XE^N% ва /^M E N  лар мос томонлари па­
раллел бўлган бурчаклар бўлади. Демак, Z M XE XN X =  /_M E N .

2) Z P ,A ,B XQ, z P A b Q  бўлсин. ZP^A^B^Q , ни Z P A B Q  ичи­
га қўйганда Q, ёқ H  ёқ ҳолатини олади, чунки Z ^ A ^ B XQX<  
c Z P A B Q b jw .  Бу ҳолда чизиқли /_ M xE ^N y= ZA A P N 2 <  Z M E N  
бўлади.

И к к и  ё ц л и  бурчак ўзи н и нг чи зи ц ли  бурчагининг мицдори  
б и ла н  ўлчанади .
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Т е о р е м а .  А гар и кки  п а р а л л е л  А В  ва CD т ўғри  чизиқ- 
дан бири Р  т еки сли кка  п ер п ен д и к уляр  бўлса, иккинчиси ҳа м  
Р  га п ер п енд и куляр  бўлади.

А В  J_ Р  ва А В  II CD  берилган (232- расм).
C D J L P  эканини исбот қиламиз.
И с б о т .  (3) аксиомага асосан А В  || C D  тўғри чизиқлар ор- 

қали Q текислик ўтказсак икки ёқли бурчак ҳосил бўлади. 
Бу ҳолда Z .A B E  ва /.C D F  лар Q D BP  икки ёқли бурчакнинг 
чизиқли бурчаклари бўлгани учун улар ўзаро тенг, яъни 
/1 C D F =  /<АВЕ.

Аммо, / А В Е  =  90°, чунки А В А .Р  эди. Шунинг учун 
ZCD F =  /_ t\B E  =  90°, д^мак, C D J _ P .

6- §. УЧРАШМАС (АИҚАШ) ИККИ ТЎҒРИ ЧИЗИҚ ҲАҚИДА

CD тўғри чизиқ Р  текисликда ётсин. А В  тўғри чизиқ эса 
Р  текисликни В  нуцтада кесиб ўтсин (233- расм).

Бу ҳолда А В  ва CD  тўғри чизиқлар умумий нуқгага эга 
бўлмаса, бундай икки тўғри чизиқ учраш м ас айқаш. т ўғри  чи- 
зи ц ла р  дейилади. Фазодаги ихтиёрий М  нуцтадан M E  || C D  ва

С ■-I-"----------- >

I t- 
232- расм.231- расм.

ТУШУНЧА

N
M N  И А В  лар ўтказилса, ҳосил 
бўлган икки тўғри .чизиқ ораси­
даги EA4N бурчак А В  ва CD ай- 
каш чизнқлар орасидаги бурчак 
дейилади.

7- §. КЎПЁЦЛАР 

233 расм.

Т а ъ р и ф .  Текис кўпбурчак- 
л а р  б илан  чегараланган  ж исм  
к ўп ёқ  деб ат алади . Бундаги те- 
кис кўпбурчаклар унинг ё қ л а р и ;  
қўшни ёкларинииг кесишган чи- 
зиғи унинг ц и р р а ла р и ;  қиррала-



рининг кесишишидан ҳосил булган нуцталар унинг уч ла р и  па 
бир ёгида ётмаган икки учини туташтирувчи кесма, унинг 
д и а го на ли  дейилади. (Кўпёқни унинг бирор диагоналининг 
учларига қўйилган икки ҳарф билан ҳам ўциш мумкин.)

а) Призма ва унинг сирти
Т а ъ р и ф .  И кки  ёғи  уза р о  п а р а л л е л  т екис кўпб урчакд ан , 

ц о л га н  ё қ л а р и  эса п а р а л л е л о гр а м м ла р д а н  иборат  б улга н  
к ў п ё қ  пр и зм а  д ей и ла ди . Параллел кўпбурчаклар унинг асос- 
л а р и \  параллелограммлар эса унинг ён  ё қ л а р и  дейилади. М а­
салан, 234- расмда беш бурчакли (ЯС,) тўғри (ён ёцлари асос 
текислигига перпендикуляр) призма берилган.

е

234- расм. 235- расм.

С

236- расм.

А сосларининг т о м о н ла р и  ўзаро  т енг ва б а ла н д  л и ги  асос 
м а р ка зи да н  ўт га н  кўп ёц  м ун т а за м  к ўп ё қ  дейилади .

Ён ёцлари асос текисликларига перпендикуляр бўлмаса, у 
огма. пр и зм а  дейилади (235- расм).

h =  ООх асос юзига перпендикуляр бўлганда призманинг 
б а ла н д л и ги  дейилади. Огма призма AD, нинг ён цирраларига 
перпендикуляр текислик билан кесишдан ҳосил бўлган 
АъВ.СгОъЕг кўпбурчак п ер п ен д и к уляр  кесим  дейилади 
(235- расм).

Т е о р е м а .  П р и зм а ни нг ён  сирт и п ер п е н д и к уляр  кесим- 
нинг перим ет ри б и ла н  ён қиррасининг кўпа й т м а си га  тенг- 
(235- расм).

АСц призма берилган бўлсин. ACi призма ён сирти ни nS 6H пр“ 
деб белгилаймиз. $ еи пр =  (А ,В 2 +  В2С2 +  C,D., +  D 2E2 +  
-\-Е2А г) - А А г эканини исбот циламиз.

Й сб  от .  Берилган призманинг ён ёцлари параллелограмм­
лардан иборат бўлиб, уларнинг баландликлари A S .,,  В .С ,,...%. 
£ jA 2. Бу ҳолда 5 |н пр =  А А х-А гВг +  ВВх ВгС2 +  . . . +  Е Е Х-
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'Е гА 2 бўлади. Аммо қирралар: =  CCl =  . . . =  E E V
Ш унинг учун,

• W = ( ^ 2  +  B 2C 2 +  . • • +  Е 2 А 2 )  • А А , .

Н а т и ж а .  Т ўғр и  призм анинг ён сирт и асосининг пер и ­
м ет ри б и ла н  ён қирраси кўпайт м асига  тенг.

М а с а л а .  Уч бурчакли огма призманинг ён қирралари 8 см; 
перпендикуляр кесимининг томонлари 9 :  10: 17 каби нисбатда 
ва унинг юзи 144 см*.  Шу призманинг ён сиртини топинг.

Е ч и ш .  ABCAiBiCi огма призма берилган бўлсин. А  А 2В С 2 
перпендикуляр кесим (236- расм).

AAX =  BBi =  CCi — 8 см\
A 2C2 : C2B2 : A,fl2 =  9 : 1 0 : 1 7 .

Бу ҳолда,

A 2C2 =  9x\ C2B 2 =  10 x \
A 2B2 =- 17 л: деб ёзса бўлади.

A  А 2В2С2 Юзи =  144 см2.

Герон формуласидан фойдаланамиз:

5 д  =  V Р {Р —  а)  {р —  Ь){р  —  ~с),

,  а +  Ь 4- сбунда р =  2 .

Бизнинг мисолда /7 =  l A ± 1 5 A ± i Z A .  _  ^  демак, 144 =

=  / 1 8  л* • (18 л* — 9 л:) (18 л: — 10х)(18 л: — 17л:) =  36 л:2. Бундан:
х  =  2. Д емак, А ,В 2 == 17л: =  34 сж; 5 ,С , =  Юл: =  20 сж; А2С2=» 
=  9 л  =  18 сж.

Se„ пр. =  ( А А  +  С,В2 +  ВоАД ЛА, =  (18 +  20 +  34).8==
=  576 (слг).

Т а ъ р и ф .  К ўп ёқ ла р н и н г  т ў л а  сирт и деб, ун и нг ён сир­
ти б и ла н  асослари ю зла р и ни нг йиғиндисига  а й т илади .

б) Параллелепипед; унинг цирралари, ёцлари ва диаго-  
налларининг хоссалари

Т а ъ р и ф. А сослари  п а р а ллело гр а м м ла р д а н  иборат  б ўл -  
ган призм а  п а р а л л ел еп и п е д  дейилади.

Параллелепипеднинг асослари параллелограмм ва ён ёцлари 
тўғри тўртбурчаклардан иборат бўлса, у  т ўғр и  п а р а л л е л е ­
пипед; агар асослари ҳам тўғри тўртбурчаклар бўлса, у ҳолда 
т ўғри  б ур ча кли  п а р а л л ел еп и п е д  дейилади. Тўғри бурчакли 
параллелепипеднинг бир учидан чицкан учта цирраси унинг 
уч ўлч о ви  дейилади. Масалан: АВ, АС, АА, (237- расм).
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Т е о р е м а .  Т ўғр и  б ур ч а кли  п а р а л л е л е п и п е д  ҳ а р  бир диа­
го н а л и н и н г  квадрат и, ун и н г  уч ўлч о ви н и н г  квадрат лари  й и -  
ғи нд и си га  т енг. 237- расмда A ,D  — d  —  диагональ; d2 =  А В2 +  
+  АС2 +  АА2 эканини исбот қиламиз.

\ \

Я D

237- расм.

И с б о т .  А ва D нуқталарни бирлаштириб, Л  А ,А О ва 
A  A B D  ларни ҳосил қиламиз. A  A ,A D  дан, Пифагор теоре- 
масига асосан А , / )2 =  АА2- | -A D 2 ва A A B D  дан: A D 2 =  АВ'г-̂ - 
+  В О 2 =  А В 2 +  АС2; демак, d* =  А А \  +  A D *  =  А А ]  +  А В ? +  
+  АС2.

И з о ҳ. Таърифга кўра, параллелепипед ҳам призма бўлгапи учун, унинг 
6н сирти призманинг ён сирти каби топилади.

Т а ъ р и ф .  Уч ўлч о ви  ўза р о  т енг б ўл га н  т ўғр и  б ур ч а кли  
п а р а л л е л е п и п е д  к уб  дейилади.

Т е о р е м а .  Ҳ а р  ца нда й  п а р а ллелеп и п ед д а :  1) қа рам а-қар-  
ш и ец л а р и  т енг ва п а р а л л е л ;  2) ҳа м м а  д и а го н а лла р и  бир  
нуқт ада  кесиш ади ва ш у нуц т а да  ҳ а р  қайси  д и а го на ли  
т енг и кки га  б ўлинад и .

АС, параллеленипедда (2 3 8 -расм): А А ^ В В ,  ва О О ^ С С ,  
(ф): тенг ва параллеллик белгиси) бўлгани учун, улар орқали 
ўтган текислик А А, В ,В  ва D D -fc fi  лар ҳам ўзаро параллел 
ва тенг, яъни АА,В,В DD,CiC. Шунга ўхшаш: A A XD {D ф(: 
ф ф В В ^ .С  ва A B C D  ^  A XBXCXDX.

Энди, масалан, D B X ва СА, диагоналларини ўтказамиз. 
Сўнгра D  нуқтани А, нуқта билан, С нуқтани В, нуқта билан 
бирлаштирсак, D A XB XC параллелограмм ҳосил бўлади, чунки 
D A X ва СВ, диагоналлар A A XDXD # :  В В ХСХС ёқларнинг диагонал-



лари дир ва D C ^  А,В, эди. Параллелограммнинг диагоналлари 
кесишиш нуқтасида тенг иккига бўлинар эди: OD =  ОВ\ ва 
ОЛ, =  ОС. Энди бу диагоналлардан биттасини учинчи диаго­
наль билан кесиштириб, олдинги дек мулоҳазалар қилинса, бирин- 
чидагидек натижага эга бўламиз; худди шундай иш тўртинчи 
диагональ устида ҳам қилинади. Натижада -тўртала диагональ 
ҳам бир нуқтада кесишади ва ҳар бири тенг иккига бўлинади.

S

а

239- расм. „ 240- расм.

в) Пирамида ҳацида тушунча
Т а ъ р и ф .  Асоси деб а т а л га н  бир ёги  к ўп б ур ка к  ва ён  

ё қ л а р и  бир ум ум и й  учга  эга б улга н  учб ур ча кла р д а н  иборат  
кўп ёқ  пирам ида дейилади  (239- расм). 5  —- пирамиданинг учи; 
SO  J_ асос A B E C D mK бўлсин, бу ҳолда S O  — /i — пирамида- 
нинг б а ла н д ли ги  дейилади. S E ВС  бўлсин; S t  — пирамида- 
нинг апоф емаси  дейилади. Демак, пирам иданинг учидан асос 
т о м о н ла р и ни нг бирорт асига т уш и р и лга н  п ер п е н д и к уляр  
апоф ема деб ат а ла д и . Ҳар бир ёги унинг асоси бўла олади- 
ган мунтазам уч бурчакли пирамида т ет раэдр  дейилади. 

Пирамидадаги параллел кесимларнинг хоссалари  
Т е о р е м а .  А га р  пирам ида асосига п а р а л л е л  т е к и с л и к  

б и ла н  кесилса: 1) ён ц и р р а ла р и  ва б а ла н д л и ги  ш у т екис­
л и к  б и ла н  п р о п орционал б ў л а к л а р г а  аж ра ла д и ;  2) кесимда  
асосга ўхш а ш  кўп б ур ч а к  ҳ о с и л  б ўла д и ;  3) кесим  ва асос ю з­
ла р и н и н г  нисбат и, ул а р д а н  пирам иданинг учигача б ўлга н  
масоф алар ёки мос т ом онлар  ква д р а т ла р и ни нг нисбат ига  
тенг бўлади . SA B C D E  пирамида берилган бўлсин (240- расм).

кўпбурчак — параллел кесим бўлсин: 1) =

= Ш  =  - т с  2) ABO DE А  ва
ох Л .В .С ^ .^Л иози  0 ,S a
3) — АЬ С П Е А ^  эканини исбот нилиш керак.
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И с б о т. 1) Z  A S  В ни икки А В || тўғри  чизиклар  кес- 
гани учун , китобим изнинг планиметрия қисмида % ;  § даги  3-

изоҳга  асосан ^  бўлади . Ш унга ўхш аш  Z  A S O  да:

^  ; Z  BSC да: ^  ва ҳоказо . Б удардан : ^  _

B,S E,S SO,
=  s k -  - • - ,!0СИЛ б^ ади-

2) Л  A S B  да A,B, || А В  кесганда, яна  3- изоҳга  acocam  
Л,5 B.S AtB, . . .  „ /?,.9 C,S fl,C, л ,5  0,S
яг = ж =ж^- шУнга Ухшаш:5т=ск = 5Г-: д г - о к -

/1,0, г? Л,Л| В\С\ Л,£,=  -щ -1- ва ҳоказо. Б улардан  =  . . . =  -Д -1 ва томон-

лари параллел бўлган  бу р чак л ар  бўлгани уч ун  Z  Л 2 =  Z  А;
/ .  В { =  / .  В \  . . .  \ / . Е х = * / .  Е .  Бу ҳолда таъриф га кўра: 
( А ^ . С . а д А , )  (f) ( A B C D E A ) .

3) П ланиметрияда ў х ш аш  к ў п бу р ч ак л ар  юзларининг нис- 
бати, мос томонлари квадратларининг ниебатига тенг эди , яъни

А<ВхС<ОхЕхАшм Ax# M .fl.V  A.S 0 ,5  .Л .У , , , ,ABCDEÂ Ш- -  [Ж) '  ЛеКИН Л5™ 05* Л /Г  Д Р" Ш У"

ПИНГ V4VH б V Л '1 Л Ини ш  у чун , J b c d E X ^  ~  АВ* U&  булади .

И з о ҳ .  240- расмдаги А^^С^О^Е ABODE фигура кесик пирам ида  де- 
йилади. Демак, асослари шскита кўпбуряакдан, ёқлари  т рапециялардан  
иборат бўлган кўпёқ  кесик пирамида  дейилади.ÂB̂xD̂Ê II ABODE текисликлар унинг асослари, асосларнга перпен­
дикуляр 0 0 ,  чизик унинг баландлиги  на Л , / /  1  АЕ ни унинг апофемаси 
дейилади.

8- §. ТУЛА ВА КЕСИК ПИРАМИДАЛАРНИНГ ЕН СИРТИ

Т е о р е м а .  М ун т а за м  гшрамиданинг вн сирт и пирам ида  
асосининг перим ет ра б и ла н  апофемаси кўпайт м асининг  яр-  
мига тенг.

SABC D  мунтазам тўрт бурчакли пирамида берилган бўл- 
син (241- раем). Унинг ён сирти ни S 6nnup деб белгилаймиз. 
А В  = ВС =  CD =  AD; P i =  А АВ  бўлсин. а  =  S E  J_ AD (а — 
апофема).

р  , д
£ р„ Пир= *-у-(кв .  бирлик) эканини исбот қиламиз.

И с  б ОТ. S (u 1шр=» 4 - Д  ASD„„ =  4 d ^ ! 5 = i ^ « =

301



Энди мунтазам п б урчакли  пирамиданинг ён сирти

Рн пир ^ Y - ( K e .  б  — к)

формула билан аниқланиши равшан.
Н а т и ж а .  П ирам ида  м ун т а за м  б ўлм аса , у  ҳ о л д а  унинг  

ён сирти, ён ёқ л а р и  ю зла р и н и н г  йиғиндисига  тенг.  Бу на­
тижа нинг ўринли эканини кўриш осон.

1 - м а с а л а .  Уч бурчакли мунтазам пирамиданинг ён қир- 
раси 10 см, ён сирти 144 смг. Асосининг томони ва апофемаси 
топилсин.

а
Е D

9

С

~7 В

241- раем . 242- расм.

Я

243- раем .

Е ч и ш .  И хтиёрий 'SABC  мунтазам уч бурчакли пирамида 
чизамиз (242- раем). А В  =  ВС =* AC-, S E  =°а — апофемаси бўл- 
син. A S  =  B S  *= C S  =  10 см-, S eH nHp =  144 см2 берилган. A  A E S

дан, A S 2 =  8£*  +  А Е Ч ш  100 =  а 2 +  ( ^ ) * .  Энди, 144 = -3-
бундан:

Бу ҳолдр

100 =  о2 + 2304
а?

ёки 

бундан:

ёки
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а 4 -  100 а 2 +  2304 =  0,

о -  ±  /  60 +  / 5 5 0 0  -  2 3 0 4 -  ± / 8 0 " ± Т 4 :  0  =  8

а  =  6.



Демак,

AC =  j =  12 ёки  А С = ^  =  16.

2- м а с а л а .  Пирамиданинг асоси томонлари 20 см  ва 36 сж 
ҳамда юзи 360 см2 бўлган параллелограмм бўлиб, баландлиги 
12 см  га тенг ва диагоналларнинг кесишган нуқтасидан ўтади. 
Пирамиданинг ён сирти топилсин (243- раем).

Е ч и ш .  Ихтиёрий S A B C D  пирамида чизиб, C D = А В  =  36 см, 
BD =  АС =  20 см  ва баландлик O S =  12 см  деб белгилаймиз. 
Шаклда: ОВ =  ОС, OD  =  ОЛ, C f J ,  Л Д  _L ЛВ; (ЛВСО)юзи«= 
=  360 сж2. 360 =  Л В • СВ =* 36 • СВ, бундан: СЕ =  10 сж; О Н  =

=  ^  = у  = 5  (сж). А  SO B  дан: а  =* S H  =  / ' S O 2 +  ОН2 =

=  / 122 +  52, =  13 (сж).
Энди BD га О В Д  BD ни туширамиз, у ҳолда 5 В  J_ B D  бў- 

лади (уч перпендикуляр ҳақидаги теоремага асосан). 
2 - Д В О О юзи +  2 - Л  Л О В юзи =  360 сж2.

2 - А  В О О юзи=  O F -B D =  20-ГО; 2 - А  Л О В 103И =  Л В -О Я  -  
=  3 6 - 5 =  180 сж2.

Бу ҳолда: 20-ЯО +  180 =  360, бундан: OF =  9 см.
Энди A  S O F  дан:

a 1 =  S F  =  / Ш Т О Р  =  / 122 +  92 =  15 (сж).
5 енпнр = Л В - а  +  В О -а 1 =  36-13 + 2 0 - 1 5  =  768 (сж2).

Т е о р е м а .  М у н т а з а м  кесик  п и р а м и д а н и нг  ён сирт и  
ун и н г  и к к а л а  асоси перим ет р л а р и  йиғиндиси  б и л а н  апоф е­
м аси кўп а й т м а си н и н г  я р м и га  тенг.

Ихтиёрий мунтазам тўрт бурчакли кесик пирамида (ABCD  
AiBiCiDi)  ни чизамиз. ЛВ =  B D  =  CD  =  ЛС; Л Л Х =  BBl =  DD, =  
*= СС, ва Л 1В1 =  BjDi =  D aCi =  Л ^ !  ( a  =  Л ^  J_ ЛВ — апофе­
маси) бўлсин (244- раем).

• А А В  =  РХ ва А А хВ 1 = р х деб  белгилаймиз. ABCD A 1B 1C1D l 

кесик пирамида ён сирти =  S 6H к/пир • а  (кв. бирлик) эка­

нини исбот қиламиз.
И с б о т .  Кесик пирамиданинг ён ёқлари трапециялардан 

иборат бўлгани учун, 5 6н к/пир = 4 - Л В Л 1В1 трапеция юзи =  4-
А В - \ - А \ В \  л р  4-ЛВ -}- 4 -Л ^ ,   P i + P i  „• 2 -/iiC =  2 ■ а  — 2 *

Мунтазам п  бурчакли кесик пирамида бўлганда, S iHKj =
Р  +  D

-= п 2 a  (кв- бирлик) бўлиши равшан.
Н а т и ж а .  Кесик пирам ида  м у н т а за м  бўлм аса , у  ҳ о л д а  

ун и н г  ён сирт и, а й р им -айрим  ё қ л а р и  ю зининг  йиғиндисига  
т енг б ўла д и .
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1- м а е  а л а. Тўрт бурчакли мунтазам кесик пирамида асос­
лари ни и г томонлари 8 ж ва 2 м, баландлиги 4м. Тўла сирти 
топилсин.

Е ч и ш .  Мунтазам А В С О Л хВ ^ ^ О \  (245- раем) кесик пира­
мида берилган, унга 0 , 0  баландлик ни чизамиз. У ҳолда маса- 
ланинг шартига кўра: 0 , 0  =  4 ж; A D  =  DC =  ВС =  А В  =  8 ж; 
А О ,  =  0 ,0 ,  =  5 ,0 ,  =  А .5 ,  = 2  ж.

5 ,  =  4- AD + A'D-'- A tE  +  (А В С О )шн +

/7

245- раем.

Д

244- раем.

Шаклдан:

А £ =  ~  =» 3 (ж).

Л  А 5 Я  ел Л  ADC дан: ^  =  

ёки ^  £ / /  =  3 ж.

Л  А ХЕ Н  дан: А ХЕ =  / A / / 2 -f- 0/Ут  =  /  О,О2 А  9 =» / 1 б  - f  Й =» 
=  5 (ж).
Демак,

S T =  4 . Ц - 2 .5  +  8а +  2а г= 168 (ж2).

2- м а с а л а. Кесик пирамиданинг асослари — томонлари а  ва 
b бўлган мунтазам учбурчаклардан иборат; ён қирралардан 
бири d  га тенг бўлиб, асос текислигига перпендикулярдир. 11]у 
кесик пирамиданинг ён сиртини аниқланг (а =  Ъ ж, 7? =  3 ж, 
d — 1 ж).

Е ч и ш .  Мунтазам А В С А ХВ\СХ уч бурчакли кесик пирамида 
чизамиз (2 4 6 -раем): А В  =  ВС =  А С  =  а; А ,5 ,  =  5 ,0 ,  =  А ^ ,  =  
=  5 , 5  =  0 ,0 ; А,А — d ва А,А J_ Л  А 5 0  юзи берилган. 5,/У_]_
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А _ А В  ва B XE ±  ВС ларни ўтказсак: В Н  А В  — А ХВ { — а — b\
BE  = ВС — BxCi a — b

2
Q = 9 '> ° pii z

Ч- AjBx дд _j_ BC +  BXCX
• 5 , £  = ( a  +  6 ) . d + ^ -  B , £ -  (a  +  6)- (rf +  ^ 5 ) ;  энди В,Я 
ни топамиз: £ B g =  В;Я 2 +  В/У1 =  Л А ' +  (а  — £)2 =  +  (а  —6)2;

?,£ = / B B g -  В В 2 =  ]  - Н а  -  6 )2 -  =В,

=  ^  )/4а?2 +  3 (а  — Ь)2. Буларга кўра: 5 ен — (a  +  Ь). [d  +

+  4d2 +  3 (я  — &)2 j бўлади. Энди сон қийматини ҳисоблай-
миз:

=  (5 +  3 ) - ( l - h - j ’/ 4 - l + 3 - ( 5 - 3 ) 2) = . 8 . ( 1  +  т * 4 ) -
=  16 (ж2).

И з  о ҳ. Ҳар қ а н д а й  п и р а м и д а н и н г  тўла с и р т и ,  унинг ён с и р т и  б и л а н  
а с о с  ю з л а р и н и н г  й и г и н д И с и г а  т е н г .  е

9- §. КУПЕҚЛАРНИНГ ҲАЖМИНИ ҲИСОБЛАШ 

а) Параллелепипеднинг ҳажми
Т е о р е м а .  Т ў ғр и  б ур ч а кли  п а р а л л ел еп и п е д н и н г  ҳ а ж м и  

ун и н г  уч  ўлч о ви  кўпайтпмасига тенг.

В

Z /
/ / У

/
Z

/
// /

4 Т Т' ■

/i—
— / -  

/
—̂

— У -  
/  ■

'Не -> -УС

246- раем.

И с б о т .  A D  *= a-, DC =  b\ Л А , =  с булени (247- раем). Па­
раллелепипеднинг ҳажмини Ипар деб белгилаймиз.

Ипар =  a  b c (куб бирлик) эканини исбот қиламиз. 
а, Ь, с лар бутун сонлар бўлсин, масалан: a  =  4 см\ b =■ 

=  3 см\ с =  5 см.
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Бу ҳолда A D  ни тенг 4 бўлакка; DC ни 3 бўлакка; АЛ, ни 
5 бўлакка бўлиб, бўлиниш нуқталари орнали параллел тўғри 
чизпқлар ўтказамиз. ED  — D F =  D H  =  1 бирлик. ABCD  юзи =  
=  a -b  (кв. бирлик) =  4-3  =  12 (см2). Бу ҳолда шаклдан кўра- 
мизки,

1-қават (DH  га): (a b - \ )  куб бирлик ҳажм;
2-қават (О/У, га): (а-Ь-2)  куб бирлик ҳажм ва ҳоказо 
с-қават (DD1 га): (a-b  e) куб бирлик ҳажм тўғри келади.

Демак, 1/пар =  a  b -с (куб бирлик). Бизнинг миеолда

V nар — Cl -Ь ■ с ~  4 ' 3 ’5 — 60 (смг).
1) AD, DC ва А А Х лар каср сонлар .бўлганда ҳам ҳажм 

учун чиқарилган формула ўз кучини сацлайди.

Я

Q

2) Кубнинг ҳажми: 1/куб 
нинг қиррасй).

249- р аем .

а - а - а  =  а* куб бирлик (а  — куб-

-------------------------------------
1/куб — О? (куб бирлик).

3) Параллелепипеднинг ҳажми асос юзи билан баландлиги 
кўпайтмасига тенг.

б) Призманинг ҳажми
Т е о р е м а .  Тўғри  призм а н и нг  ҳ а ж м и  асос юзи б и ла н  ён  

қирра  у з у н л и г и  кўпайтпмасига тенг.
И с б о т .  1) Уч бурчакли призма А В С А ^^С ^  берилган бўл- 

син (248- раем).
Бу уч бурчакли призмани шаклда кўрсатилгандек, парал- 

лелепипедга тўлдирамиз. Бу ҳолда А В С А ХВ ХС  ̂ призманинг
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{ A B C D A lB xC xD x параллелепипед ҳажми) _  ( A B C D mix) - А А { 
Ҳажми g  --------------------------- 2-------------------------- —■-------------- 2--------

-  ,2- а  ИВСюуг^!. =  дЛВСю,,,- Л Л ,  (куб бирлик).

2) Энди кўп бурчакли призма берилган бўлсин (249- раем). 
Бу ҳолда уни шаклда кўрсатилгандек бир қанча уч бурчакли 
призмаларга ажратамиз.

Демак, А В С 0 Е Ғ А [В1С10 1£ 1Ғ илжми =  Д  AB C lom-A A x +
4™ А  A C D mH' ЛА, 4- A  A D E l03ii ■ Л Л , 4~ А  А Ь Ғ т к-ААу  =

=  ( А  А В С ЮШ 4- А  ACDio3H4 -A  A D E mn-\- / \ ,A E F юЗИ) #Л Л 1 =* 
A B C D E F lo3H- A A 1 (куб бирлик) =  Q-1 (куб бирлик).
Бунда: A B C D E F  юзи =  Q; Л Л , =  /. Демак,

V np =  Q-l (куб бирлик).

И з о ҳ. Агар призма о гм а бўлса, унинг ҳажми перпендикуляр кесим 
юзи билан ён қирра узунлиги купайтмасига тенгдир.

в) Пирамидаларнинг ҳажмлари
Т е о р е м а .  П ирам иданинг  ҳ а ж м и  асосининг юзи б и л а н  

б а л а н д л и ги  кўп а й т м а си ни н г  учдан бирига тенг.
И с б о т .  1) Уч бурчакли S A B C  пирамида берилган 

бўлсин (250- раем). Н  =  S O  — унинг баландлиги. У ни шакл­
да кўрсатилгандек уч бурчакли А В С А хВ хСх призмага тўлдйра- 
миз. Энди, масалан, В ва Л, ни ЯД, кесма билан бирлаштириб 
учта тенгдош, яъни ҳажмлари ўзаро тенг бўлган S A B C ,S A XBXB  
ва S A XBA  пирамидалар ҳосил қиламиз. S A B C  ва S A XBXB пи­
рам идаларда ABC  ва A xBiS  асослар тенг ва баландлик у мумий. 
Энди S A XBXB ва S A XBA  нирамидаларда Л , 5 , 5  ва ЛЯЛ, асослар 
тенг ва баландлик умумий. Шунинг учун: S A B C  пирамида 
уомГМ1Т —, ABCАХВ ҳажми Д  -4BC,03ll-SO Д  АВСЮ31,-НҲ t l  / к  М  11 = *  г ^  — --  2 -------------------  — ----------------------- -ў ---------------

куб бирлик {SO  =  Л Л ,) .
2) Энди кўп бурчакли пирамида берилган бўлсин (251- 

расм). >
Бу ҳолда уни шаклда кўрсатилгандек, бир қанча уч бур­

чакли пирамидаларга ажратамиз. Д емак, S A B C D E  пирамида
ч-ми   ^  ^ ^ о з и - 5 0  I д ACDmH-SO I д АОЕЮЗИ-SO

j\d ж м и  =  2------------------Р  -------------- 2 Р     =

(АВСОЕюэн)-80 . . .  ж
=  1  Шунинг учун ҳар қандай пирамиданинг ҳажми
Упир, асосининг юзи Q ва баландлиги Н  бўлганда

бўлади.Kmp =  ^ ( к у б  бирлик)
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Т е о р е м а .  Кесик пирам иданинг  ҳ а ж м и  ҳ а р  бирининг  
б а л а н д л и г и  кесик  пирам ида  б а ла н д ли ги га  т енг ва биттаси-  
нинг асоси кесик  пирам иданинг  ка т т а  асосига, иккинчиси-  
н и к и  киник  асосига, учинчисиники  ка т т а  ҳа м д а  к и ч и к  асос 
ю зла р и н и н г  ўр т а  геометригига т енг б ўлга н  учт а  т ў л и қ  
пирам ида  ҳа ж м л а р и н и н г  йиғиндисига  тенг.

Кесик пирамиданинг ҳажми Кк/||Нр, катта асоси Q, кичик 
асоси q ва баландлиги 0 0 ,  =  h бўлсин (252- раем).

эканини исбот қиламиз.
И с б о т .  Кесик пирамидани 252- раемда кўрсатилгандек тў- 

лиқ пирамидага тўлдирамиэ ва S 0 X =  х  деб белгилаймиз. Бу
ҳолда:

VK/nHp =  y Q ( A  +  ^ )  -  -  -1 [QA +  ( Q - < 7) x J .  Эндилгни

топиб ўрнига қўямиз. Планиметриядаги 33- § га асосан:

С
250- раем. 251- раем. 252- раем.

^ к / п и р +  4  ^  ”  4  ( Q + > ZQ^ + <?)

q  _  (h +  xY 
q x*

бундан:
x  +  h =

x

h \r Qq +  hq 
Q - q  *



Демак,

К /п и р  = 4 [ q /* +  (Q -  <?) • % ^-р ] -  J (Q +  VQg +q)-

К /п и р  D  J  ( Q  +  / Q < ?  +  ^) куб бирлик.

10- §. БАЪЗИ МАСАЛАЛАРНИ ЕЧИШ НАМУНАЛАРИ

1 - м а с а л а .  Мунтазам уч бурчакли пирамида асосининг 
томони 4 дм, ён қирраси асос текислиги билан 30° ли бурчак 
ташкил цилади. Пирамиданинг ҳажми топилсин.

а
253- р аем .

в DғҒ

254- р аем .

Е ч и ш .  А В  =* ВС =* АС =  4 дм; Z  SCD  =  30°; S O  =  h бўл-

син (2 5 3 -раем). V/mip =  -1 QA -  |  Д  Л 5 С 103И Л а

=  - Л =  I  D C  - Л; энди Л  Л DC дан: DC =  V  АС* -  AD-  —

■= > /4 2 — 22 =  2 К З ;  плани метриядан ОС => у  экани маъ- 

лум. ОС =  у  • 2 >^3 =  -|- • ; A  5 0 С  дан: Л =  ОС-

•tg зо° =  ^  =  4 ’ Демак* Кир “ l"'2 у  =  ^К5;

V n n p - y V ^ » .

И з о ҳ .  Бу миеолда баландлик Н нинг қнйматини тригонометрияни қўл- 
лжнмай топиш ҳам мумкин. Планиметриядан биламизки, 30° ли бурчак дар-

S C
шисидаги катет гипотенузанинг ярмига тенг, яъни h  — , бундан: sc =  2А.

16 4
Энди Д SO C  дан: SC* — SO* =  ОС* ёки 4Л3 — Л* *  -g; бундан: Л =  - у
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2 -мае а л а. Пирамиданинг асоси тенг ёнли трапеция бў- 
либ, унинг асослари 3 сж ва 5 см, ён томони эса 7 см. Пира­
миданинг баландлиги асос диагоналларининг кесишган нуқта- 
сидан ўтади ва катта ён қирраси 10 см  га тенг. Шу пирами­
данинг ҳажми топилсин.

Е ч и ш .  A D  =  5 см', ВС =  3 см\ А В  =  CD  — 7 см\ A S  — SD=*
I10 см. 1/ПИр ни топамиз (254- раем). Vп и р ( Л  В С П Тр . ю з и )  •

С/̂ > 1 Л 7) -(- ВС п п l 5 4 -3  п it l 4 _у  ---- 2—  ' B E - h ^ T  ВЕ Л.

Энди, А Е A D  -  ВС  5 - 3
2 2

~АЁ1 =  / 7 ^ -  I2=

/ ^ £ a +  D £ a =  / 4 8  4- 42

: 1; A  A f B  дан:

4 / 1 ;  A  S £ D  дан: BD =

ODД  ЛОО «  ВОС  дан: ^ OD
8 -  ( Я) l". Бун­

дан: 0D  =  S см. A  SOD дан: А =  / S D 2 — OD2 =  /  1U* — 5а

5 / 3  ; Vmw= ± B E - h -0--4 /  3 - 5  /  3 =  80 (сж3).

А
255- раем.

В

256- раем.

3 - м а с а л а .  Асослари квадратлардан иборат бўлган кесик 
пирамида шаклидаги идиш га 349 гл су в кетади. Катта асос- 
нинг томони 2,3 ж, кичик асоснинг томони 1,4 ж. Идиш пинг 
баландлигини топинг.

Е ч и ш. А В  =  ВС  =  CD =  DA =  2,3ж; А ,В | =  B,Ci =  0 , 0 ,  =* 
=  OlA x =  1,4 ж (255- раем).

=  349 гл =  349 • 100 =  34900 л  =  =  34,9 я*.

Ч,,„„р -  4 (Q  +  / Q T? + ? ) ;  Q =  ABC D m „ — 2,Зг =  5,29;
Ч = А 1В1С1Ошзя*= 1,4а =  1,96; V Q ■ q = yr5,29-1,96 =  3,22.



демак,
3 4 ,9 =  ^-(5 ,2 9  +  3,22 +  1.96); 34,9 =  3 ,4 9 К

бундан:
, 34,9 1Л

демак,
/z =  10 м.

4- м а с а л а. Уч бурчакли кесик пирамиданинг баландлиги 
10 м,  бир асосининг томонлари 27 м, 29 м  ва 52 ж; иккиичи 
асоснинг периметри 72 ж. га тенг. Кесик пирамиданинг ҳажми 
топилсин.

Е ч и ш .  h =  0 , 0  =  10 ж; АС =  27 ж; АВ =  29 ж; ВС =  52 ж; 
А ,В 1 +  В,С, +  A,Ci = 7 2  ж; Ук/Пир ни топамиз (256- раем).

^к/пир = у  (Q +  К 0 5  +  <?) куб бирлик.
л  л z j / - »  А л  О  АС А- ВС ^ АН АС АВА  АИС  сл Л  AjBjC, дан:

/ 1,^1 - г  В\С\  t -  A ^ i  AxCi AYBy
ВС

B,CX '
27 29 52 27 +  29 +  52 108 3 „  . _

+ С Г ==Л Ж -----------------  72--------= 7 5  б у л а р д а н : .  А.С,

=  18 ж; A jB j =  ^ ж ;  В , ^  =  ^ ж  бўлади . Q =  Л  АВСЮЗИ

у 54-27-25-2 =  270 (жа) (Герои формуласига асосан).

<?= Л А 1В |С |ЮЗИ=  ) /  36-18 - f  120 (ж2). Демак, 

; /пир =  у (270 +  / 2 7 0 1 2 0  +  120) =  у - 570 =  1900 (ж=).

11-§. ЦИЛИНДР, КОНУС ВА КЕСИК КОНУС

'  а) Цилиндр
Т а ъ р и ф .  Бирор M N  т ўғр а  яизиқнинг  б е р и л г а н  t 'F  те- 

кис эгри ч и зи қ  б и ла н  доимо кесишиб ў з -ў з и г а  п а р а л л е л л и -  
гини са қ ла га н  ҳ о л д а  қ и л г а н  ҳа р а к а т л а р и д а н  ҳ о с и л  б ў л га н  
сирт щ л и н д р и к  сирт дейилади.

M N  тўғри чизиқни унинг ясовчиси, Е Ғ  чизиқ эса унинг 
й ўн а лт и р увч и си  дейилади (257- расм).

Т а ъ р и ф. Ц и л и н д р и к  сирт и к к и т а  ўзаро  п а р а л л е л  те-  
к и с л и к  б и ла н  к еси лга н да  ҳ о с и л  б ў л га н  ж исм ц и л и н д р  де­
й и лади .

Параллел кесимлар цилиндрнииг асослари\  улар орасидагя 
масофа унинг б а л а н д л и ги  дейилади. Масалан, Р || Q; h =  
=  ОО, + . Р  ва Q каби (258- расм).
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Цилиндрнинг ясовчиси асос текисликларига перпендикуляр 
бўлса, у т ўғр и  цилиндр ,  акс ҳолда оғма ц и л и н д р  дейилади.

Асослари доирадан иборат цилиндр т ўғр и  доиравий ц и ­
л и н д р  дейилади (259- расм). (Бундан кейия биз фақат тўғри 
доиравий цилиндр устида тўхталамиз; тўғри доиравий цилин- 
дрни тўғридан-тўғри ц и л и н д р  деб атаймиз.)

б) Цилиндрнинг ён сирти ва  ҳаж ми

Т е о р е м а .  Ц и л и н д р н и н г  1) 6н сирт и асос а й ла н а си н и н г  
у з у н л и г и  б и ла н  б а л а н д л и ги н и н г  к ўп а й т м а си га  т енг;  2) ҳаж- 
м и — асос юзи б и ла н  б а ла н д  л и ги н и н г  кўпайт м асига  тенг.  
259- расмдаги цилиндрда асос айланасининг узунлиги — С; ба­
ла ндлиги — 0 0 ,  =  h\ ён сирти — 5 еиц; асос юзи — /С; ҳажми — 
Уц; асос радиуси R  бўлсин. S 5H п =  С ■ h =  2TtRh кв. бирлик ва
Vu =* /б-Л =  kR 2 ■ h (куб бирлик) бўлишини исбот қиламиз.

И с б о т .  Цилиндрга ички (ёки ташқи) мунтазам кўп бур­
чакли призма чизамиз (260- расм). Бу ички чизилган призма 
асосининг периметри — Р пр, асосининг юзи — К пр, ён сирти — 
S CH пр ҳажми V np бўлсин. Бу ҳолда:

Энди призманинг асос томонларининг сонини чексиз орттир- 
сак, П т  S eH п =  S 6H . lim P np =  C*=2nR;  П т К пр=  К  =  nR2

п -*■ со п п -* со
ва Н т Ипр =  Иц. Демак, 5 ен ц =  С-Л =  2^Rh  (кв. б-к); =

N

257- расм. 258- расм. 259- расм.

• е̂н. пр — ва ^пр — Knp-h.

^ = R .h  =  r,R2h (куб б-к).
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S eH м -= 2vR • h кв. бирлик.

Уц =  kR2• h куб бирлик.

в) Конус
Т а ъ р и ф .  Ф азодаги бирор қузгалм ао S  нуқт адан доим 

ўт увчи ва берилган Е Ғ  чиэиқна кесувчи M N  т ўғри чизиҳ- 
нинг ҳаракат идан ҳосил  бўлган  сирт конус сирт дейилади  
(261- расм). " ^

S  нунта — конус сиртнинг учи, Е Ғ  чизиқ — унинг й ў н а л -  
тирувчиси, M N  чиЗиқ — конус сиртнинг ясовчиси  дейилади.

Т а ъ р и ф .  Б и р  т омондан конус  сирт, иккинчи  т ом ондан  
ун и н г  учидан  ў т ^ г а н  кесувчи т е к и с л и к  б ўл а ги  б и ла н  чега- 
р а л а н г а н  ж исм ко нус  дейилади.

Кесувчи текислик бўлаги унинг асоси  дейилади. Ясовчи- 
лари ўзаро тенг ва асоси доирадан иборат бўлган конус т ўғ-  
р и  доиравий конус  дейилади. 262- раемда: А О  =  OB  =  R  — 
асос радиуси; OS  асос юзига тик, O S =  h — конуснииг баланд­
лиги; A S  =  /  — унинг ясовчиси.

И з о ҳ. Тўғри доиравий конус тўғридан-тўғри конус деб ҳам аталади.

Т а ъ р и ф .  К онуснинг учидан ўт м а га н  и к к и т а  п а р а л л е л  
т е к и с л и к  орасидаги  цисми кесик  ко нус  дейилади.

263- раемда: ОА -= OB =  R; О,А, =  О,В, =  г  — кесик конус 
асосларининг радиуслари; ОО, =  Н  асослари юзига тик; Н  — 
баландлик; АА, — L — ясовчиси.

С

2 6 0 -  р а с м . 2 6 1 -  р а с м . 2 6 2 -  р а с м .
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И з о  ҳ. Цилиидрии тўгри тўртбурчакиннг бирор томони атрофида; ко- 
нусни тўгри бурчакли учбурчакнинг бирор катети атрофида ёки тенг ёнли 
учбурчакнинг ўз баландлиги атрофида; кесик конусни эса, тенг били трапе- 
циянинг ўз симметрия ўқи атрофида айланишидаи ҳосил бўлган жисмлар 
деб ҳам қаралса бўлади.

г) Конуснинг 6н сирти ва ҳажми
Т е о р е м а .  1) К онуснинг ён сирт и асос а й л а н а си  у з у н л и ­

ги б и ла н  ясовчиси кугщ йт м асининг я р м и га  тенг.
2) Конуснинг ҳ а ж м и  асос юзи б и ла н  б а ла н д ли ги  к ўп а й т -  

м асининг  учдан бирига тенг.
S'

263- расм. 264- расм. 265- расм.

A S  В  конусда A S  =  /; ОА =  R-, S O  =  h; конус ҳажми VK ва 
ён сирти S fHlK бўлсин (264- расм).

*Я/ (кв. бирлик), VK =  -jr.R- h (куб бирлик) бўли-
шини исбот қиламиз.

. И с б о т .  A S B  конусга ички мунтазам кўп бурчакли пира­
мида чизамиз (264- расм).. Пирамида асосининг периметри Рп; ён 
сирти 5 Пир; ҳажми Упир; асос юзи Кп бўлсин. Бу ҳолда S mp =»
- j p n l  ва Ипнр =  j K n -h.

Энди пирамида асосининг томонлари сонини чексиз кўп орт- 
тирсак, у ҳолда:

Р„ С =  2тс/?; К п -*- К  =  kR 1 ва Ипир -> Vk ~ j KK  

Демак,

S 6ulK ~ \ С - 1  =  у - 2 « / ? / =  it/? / ;

V K =  ^ K h  =  l i t / ? 2. А.
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S eniK = - R  l  кв. бирлик. 

VK «= у  r.R- ■ k  куб бирлик.

д) Кесик конуснинг ён сирти ва ҳаж ми
Т е о р е м а .  1) Кесик к онуснинг  ён сирт и ун инг  асослари-  

даги а й л а н а л а р  у з у н л и к л а р и  йиғиндисининг  ярм и  билан  
ясовчисининг куп а й т м а си га  тенг.

2) К есик  к онуснинг  ҳаж ми кесик  конус  б и ла н  бир х и л  
б а л а н д л и к к а  эга  б ў л га н  учт а конус  ҳа ж м л а р и н и н г  йиғин-  
дисига  т енг; бунда у л а р д а н  бирининг асоси шу' конуснинг  
к а т т а  асоси, икки н чи си ни ки  к и ч и к  асоси бўли б ,  учинчиси  
асосининг юзи эса к а т т а  ва ки чи к  асосларининг  ю зла р и  
орасида ўр т а  геом ет рик б ў л га н  доирадир.

А А ^В^В  кесик конусда АО =  R\ Л,О, =  г; 0 0 ,  =  Н\ ЛА, =■ L 
(265- расм). Кесик конуснинг ён сиртини 5 К/К; ҳажмини1/к/к деб 
белгилаймиз.

И с б о т .  1) А А ХВ ХВ  кесик конусни тўлиқ конусга тўлдира- 
миз. Бу ҳолда: S KjK =  A S B  конус сирти — Л ,5 в ,  конус ён сир­
ти =  A S  n R  — A i S - тиг. Шаклдан: A S  =  /i +  A,S. Бунга кўра: 

S K/K — (Z. +  Л ,5 )  r.R  — A jS itr  =  L n R  - f  A ,S  ( R  — r) n .

Энди Д  A O S  c/> Д  Л .0 ,5  дан: =  ,
Г  / i j o  /а I о

бундан:
4 с  _  L r  .

Буни ўрнига кўйсак:

5 К/К =  *RL  +  ^Т Г 7  (/? — /■)«=» +  irrZ. — Z. • и (/? - f  г).

Шундай қилиб,

5 к/к =* ( / ? - f  г) кв. бирлик.

2) A A iB lB KlK ҳажин =  A 5 S  конус ҳажми — Л ,5 5 ,  конус ҳаж- 

м и = » |  ( Я + 5 0 . )  it/?2 -  1  5 0 , -u r2 =■ I  [ W a +  (/?* -  г1*).5 0 , ] .

Ammo A A O S w  Д  Л , 0 , 5  бўлгани учун у  — =■

бундан: 5 0 ,  «= . Буни ўрнига қўйсак:

V „. =  1  [ w  +  (Л* -  '-*) =  I  [ я « Ч -  (/? +  г) Я г  ] =



Шундай қилиб,

V K/K =  (/?2 +  /?r +  г2) куб бирлик.

д) Ўхшаш цилиндрлар ва конуслар ҳақида тушунча.
Иккита ухшаш тўғри тўртбурчаклар ёки тўғри бурчакли 

учбурчакларнинг мос томонлари атрофида айланишидан ҳосил 
бўлган цилиндрлар ёки конусларни ўхшаш. ц и ли н д р ла р  ёки 
ўхшаш, конуслар  дейилади.

АП
A B C D & A ,B XC ,D X ва ААСО<л А А хС хО х дан: -—  =

=  ёки — =  — =  — =  , . . .  Энди тенг нисбатлар
Л, С, С ,А г  I h н

хоссасига асосан
1  В  L +  H
г I h г +  / +  Л

бўлади.
Т е о р е м а .  И к к и  ўхш а ш  ц илиндр  ёки  конуснинг ён  сир­

т и (ёки  т ў л а  сирти) нинг нисбати, радиуслари  ё к и  баланд-  
л и к л а р и  квадрат ларининг ниебатига тенг, ҳа ж м ла р и н и н г  
нисбати эса радиуслари  ёк и  б а ла н д л и к л а р и  кубларининг  
ниебатига тенг.

Иккита ўхшаш цилиндр ёки кунуслардан бирининг ён сир­
ти S; ҳажми V\ иккинчисиники: S x ва 1/, бўлсин. S =

V  =  ва Si =  кг1\ И1 =  I  ■nHh. Бу ҳолда:
. 3 3

— a . l  y. — fi? . H.
Si r I B a  V i ~  r* * h'

.  L H  R  п  S  V R*
A m m o , — =  -  =  -  эди. Демак, — =  —  ва -  =  - .I h r S, г2 Vj as

12- §. Б А Ъ ЗИ  МАСАЛАЛАРНИ ЕЧИШ НАМУНАЛАРИ

1 - м а с а л а .  Тенг ёнли учбурчак ўзининг баландлиги ат­
рофида айланади. Учбурчакнинг периметри 30 см. Ҳосил бул­
га н айяанма жиемнинг тўла сирти 60 к см2. Ш у учбурчакнинг 
томонларини аниқланг (266- расм).

Е ч и ш .  А С  =  В С ^ А В \  2 - A C + A S ^ 3 0  ва ^ . А С + ^ 2=  
=  60ir. (АС — конус сиртнинг ясовчиси).

А В  == 2R\ 2 - АС +  2/? =  30, А С =  1 5 - / ? .
Бу ҳолда:

/?(15 — R )  + / ? 2 =  60,
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бундан:
R  =  4 см.

Демак, ВС — А С  =  15 — 4 =  11 (см)\ ЛВ =  2/? =  2 • 4 =  8 {см).
2- м а с а л а .  Конуснинг баландлиги 28 м  ва асосининг ра­

диуси 10 м.  Конуснинг ён сирти топилсин.
Е ч и ш .  Бу ерда ҳам юқоридаги расмдан фойдаланиш мум­

кин. R  =  \0 м \  h  =  2S м; 5 ен к=  * / ? • / =  10 • ic • /. Энди Л А О С  
дан: _______ ______________
/ = 4 /  +  Л2 =  У 2 8 а +  102 =  1 / 8 8 4 ^ 2 9  {м). S en к=  1 0 ^ - 2 9  =
=  290 к (ж2).

3 - м а с а л а .  Агар 1 ж2 том ни бўяшга 0,12 к г  буёк кетса, 
асосининг диаметри 10 ж ва баландлиги 12 ж бўлган конус 
шаклидаги тунука том ни бўяш учун чеча килограмм буёк 
кетади?

*- —  1___________Я

266- расм . 267- расм .

Я

2 68- расм .

Е ч и ш .  Юқоридаги расмдан фойдаланиш мумкин. 2R  =  10 ж; 
R  =  д ж; h = \ 2  м. Энди А  АО С  дан:
А С  =  /  =  /  Я2 +  Л? =  1/ 122 +  52 =  К Г 6 9 = 13 (Ж); 5 ен/к=

=  1: / ? / =  тс. 5 - 13 =  65т: (ж2) =  204,1 (ж2).
Бу ҳолда томни бўяшга 204,1 • 0,12 =  24,492 ( к г )  бўёқ кетади.

4 - м а е  а л а. Катта асосининг диаметри 2,2 дж, кичик асоси­
нинг диаметри 1,8 дм  ва баландлиги 3 дм бўлган кесик конус 
так л и д а  карнай ясаш учун, неча квадрат метр тунука керак? 
(Чокка букиш ҳисобга олинмайди.)

Е ч и ш. 267- раемни чизамиз; унда ЛВ =  2/? =  2,2 дм; R =  
=  1,1 дм, А 1В 1 =  2г =  1,8; г =  0,9 дм; ОО, =  Н  — Ъдм бўлсин.
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А В  ни тушириб, А  А Е А Х дан: A A X=*L=*

*= / А . Я Ч  А Е 2 =  ] / /У 2 +  ( / ? - / - ) 2 =  К З 2 -f- ( l , l  - 0 , 9 р  =- 
=  / 9 Ж ^ З , 0 1  (дл<). S eil к/к =  it (/? +  /■)•/. =■ 3,14-(1,1 +

А- 0,9)-3,01 =  18,9 (дмг)х
5 - м а е  а л а. Чоклари учун 3.% қўшиш керак бўлса, ўлчов- 

лари қуйида кўрсатилгандек, икки кесик конусдан иборат 
(катта асоси ёпиц) тунука идишни ясаш учун қанча тунука 
керак бўлади?

А В  =  2R =  32 см, /? =  16 см\ А ,^ ,  =  2г =  12 см, г =  6 см; 
А 2В 2 =  2/^, =  20 см, /?, =  10 см; 0 0 ,  =  / /  =  81 см; 0 , 0 2 =  Z? =■ 
=  8 см  (268- расм).

Е ч и ш .  А ,£ _ ]_ А 5  ва А ^ Ғ _\_А2В2 ларни туширамиз.
А  АЕА, дан: L =  ^ Н * ~ + \ В - 7 ?  =  У  8 \ 2 +  1 ^  =  К б б б Г  ^

» 8 1 , 6 ;
А  А,ЕА, дан: Z =  / Л 2 +  (Я, - 7 р  =  /  82 +  42 =  / 8 0 » 9 .

Топмоқчи бўлган сиртни 5  десак, S  =  тг ( /^+  / - )■ / .+ r/?2 А- 
+  тс(/?1 +  /-)7 =  3 ,14(22/.  + 162) +  3 ,14 .16-9  =  3,14 (22-81,6 +
+ ' 2 5 6 +  16-9) =  6892,43; бунинг 3»6 и - 3 =  206,76 (см2).
Д ем а к ,  6892,43 +  206,76 =  7099,19.

Ж  а в о б. 7099,19 см2.

6 - м а е  а л а. Тўпланган қум конус шаклида бўлиб, асоси­
нинг радиуси 2 м,  ясовчиси эса 3,5 м.  Шундай қум уюмлари- 
дан 10 тасини ташиш учун қанча машина керак? 1 м г қум 
2,1 т келади. Бир машинага 1,5 т ортилади.

Е ч и ш .  А О  =  R  =  2 м, A S  =  / =  3,5 м. V K. =  у itRlh =  ~  • 

• 3 ,1 4 -4 / /» 4 ,1 9  h (269- расм). Энди A  A O S  дан: h =  У  I2 — R- =  
=  /  3,52 - 2 2 = / ' 8 Д 5 ' ~ 2 , 8  ж; 1/к =  4,19-2,8 =  11,3 {м3). Бу 
ҳолда: 10 1/к =  10-11,3 =  113 (ж3).
Д ем ак , 113-2,1 = 2 3 7 ,3  ( г )б ў л а д и .

Демак, — »  158 та машина керак бўлади.
7 - м а е  а л а. Конуснинг ясовчиси / =  1,2 м  бўлиб, у асос 

текислиги билан 60° ли бурчак ясайди. Шу конуснинг ҳажми 
топилсин.

Е ч и ш .  Юқоридаги расмдан фойдаланиш мумкин.
Z S A O  =  60° бўлсин. A  A O S  да: Z  A S O  =  30° бўлгаии учун

/? =  А О - у  =  ^ .  =  0,6; к =  У  В — R 2 = / l , 2 2 - 0 , 6 2 »  1,03; 

V K =  j  r.RVi =  1  it - 0,62 -1,03 -= 0,1236 it.

Ж а в о б .  l/K. =  0,1236 *m \
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8- м а с а л а .  Кесик конус асосларининг радиуслари ва ясов- 
чиларининг ўзаро нисбатлари 4 :  11 : 25  каби, ҳажми 181 
Ш у кесик конус асосларининг радиуслари ва ясовчиси топил­
син.

Е ч и ш. =  2/?, A iB ^ = 2 r ,  A A i  =  L', 0 0 { =  N  бўлсин 
(2 7 0 -расм).г  : / ?  : Z. *= 4 : 11 : 25. Бу ҳолда: г =  4 х ; / ? = 1 1 х ;

О t— R- -  j B  А

- - 1 -

1

269- расм. 270- расм. 270- а расм.

£  =  25 л  деб ёзиш мумкин. A  A B A i дан: Н  =

■= S L ' - ( R - r f  =  У \ 2 Ь х ) * - { 7 х ) '  =  24 х ;  ^  (/?2 4-

+  R r  +  r 2) эди. 181 л =  ^ - ( 1 2 1  л-2 +  44 л а +  16 л:3) = 8  лгл- 
• 181 л а; бундан:

1 « 8 л » ,  х - 3/ 1 = 1

У ҳолда:

г = 4л: = 4- | = 2; 7? — 11 л: = 11 • i - 5,5; £ = 25 д: = 25- -
-  12,5.

Ж а в о б .  г  =  2 м; R  =  5,5 ж; Z. =  12,5.

9- м а с а л а. Параллел томонлари 7 см  ва 17 см, юзи 144 см2 
бўлган тенг ёнли трапеция ўрта баландлиги атрофида ай­
ланади. Ҳосил бўлган жиемнинг ҳажми топилсин.

Е ч и ш .  А В  =  2R =  17 см\ А ХВ Х = 2 г  =  7 см\
АВАХВ Х трапеция юзи =  144 см2 (270- расм).

*

v . № =  ^  (R2 +  /?г +  Г«) =  ^ (8,5* +  8, 5 - 3 ,5 + 3 ,5а) =  ^  Л 1,26.
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Энди Н  ни топамиз: А А ХВХВ19. юзи =  +  . 0 0 х ёки

144 =  И  =  12 Я ,  бундан: Я  =  12 ся .  У ҳолда V Kjtl =»

- ^ • 1 1 4 , 2 5  =  457ir.

Ж а в о б .  l /K/K =  457 т: сж8.

1 0 - м а е  ал  а. Ён сирти 90 те ж2 бўлган "конус ёйилганда, 
бурчаги 36° бўлган доиравий секторни беради. Конуснинг ҳаж- 
ми топилсин (270- а  расм).

Е ч и ш .

— =  2те/?, бундан: I — 10/?.

5 ен/к =* =  Юте /?2
9 0 те =  Юте/?'2, бундан: /? =  3 ж.

Конус баландлиги: Н  = Y l 2 — R* = * Y Ю07?2 — /?2 =» 
- | / 9 9 Ю  =  9 • К Г П

=  I  • т е .9 -9 Г П  =  2 7 т е / П  (ж3).

Ж а в о б .  27те Y 11 ж8.

13- §. ШАР ҲАҚИДА ТУШУНЧА

Т а ъ р и ф .  1) Ф азода м а р к а з  деб а т а л ув ч и  бит т а нуқт а-  
дан т енг у зо қ л и к д а ги  н у қ т а л а р н и н г  геомет рик ўрни  шар  
сирти ёки  сферик сирт  дейилади. 2) Б у н д а й  сирт б и ла н  че- 
гараланган  жисм шар дейилади.

Б о ш қ а ч а  т а ъ р и ф .  Я р и м  ёки  т ў л а  доиранинг ўз  диа­
м ет ри атрофида а й л а н и ш и д а н  ҳ о с и л  б ў л га н  ж иемни шар;  
а й ла н а н и н г  а й л а н и ш и д а н  ҳ о с и л  б ў л га н  сирт шар сирти  
дейилади.

Я н а  б о ш қ а ч а  т а ъ р и ф .  Агар, сиртнинг текислик билан 
ихтиёрий ҳамма кесмалари ёпиқ чизиқлардан иборат бўлса, 
уни ёпиқ  сирт  дейилади. ,

Агар, ёпиқ сиртнинг ҳамма нунталари, унинг ичкарисидаги 
марказ деб аталувчи бир нуқтадан тенг узоқликда бўлса, уни 
шар сирт и  ёки сферик сирт  дейилади. Бундай сирт билан 
чегараланган жисм шар  деб аталади.

Шар элементларининг номлари ҳам, дойра ёки айлананики 
•сипгари бўлади. Шарнинг текислик билам кесими дои рани бе­
ради. Шарнинг марказидан ўтган текислик билан кесими, унинг 
к а т т а  доираси  дейилади (271- расм).

А ,В ,  <  А В \  Л.О, <  ЛО =  ОВ =  /?; А В  =  ОА +  ОВ =
=  /? +  /? =  2/?.
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Д емак, радиуси R  бўлган шар катта доирасининг юзи 
га тенг.

а) Ш арга уринма текислик
Т а ъ р и ф .  Ш а р  б и ла н  биргина умумий. н уц т а га  эга б ў л -  

ган т е к и с л и к  урин м а  т е к и с л и к  дейилади.
Радиуси R  бўлган шар билан Р текислик учун УИ нуқта 

уриниш нуқта бўлсин, бу ҳолда ОМ  =  /? J_ Р  бўлади (272- 
расм). Чунки Р  текисликда M N ,  MTV, кесмалаони олиб, шар 
ташқарисидаги N \ N 0; TV,; N 2\ . . .  нуқталарни О билан бирлаш- 
тирсак, ON; O N 0; . . . ; OTV,; O N 2; . . . оғмалар бўлиб, О М  =  
=  R  улардан энг кичик кесма эканини кўрамиз ва ОМ  J_ MW,. 
Демак, ОМ  =  /?_[_ Р.

V •

д  I; . 1  _i£./  I _ р _  2il о

D
271- расм.

б) Шарнинг ва шар сиртининг бўлаклари
Т а ъ  р и ф. Ш ар ни н г  бирор т е к и с л и к  б и ла н  кесиб оли нга н  

б ўла ги  шар сегмента дейилади.
Масалан, А ХС В \Е Х — шар сегмента (273- расм). Кесим А 1В 1 

юзи — сегмент  асоси; СЕХ_\_(АХВ Х юттг) — сегмент б а ла н д ­
л и ги ;  А ХЕ Х =  В ХЕ Х — сегмент асосининг радиуси дейилади.

Т а ъ р и ф .  Ш а р  сирт ининг икки  п а р а л л е л  (А В  ҳа м д а  
А ^В {)  т е к и с л и к  орасидаги цисм ини  шар кам ари  ёки  зона  
дейилади  (273- расм). Е Е Х — зо н а  баландлиги;  параллел кесим 
А В  ҳамда А ХВ Х чегараларига зона  асослари  дейилади.

Т а ъ р и ф .  А О А х доиравий сект орнинг CD диаметра а т ­
роф ида а й ла н и ш и д а н  ҳ о с и л  б ўлга н  ж исм  — шар сектора де­
й и л а д и  (274- расм). Хусусий ҳолда Л,ОС доиравий сектор ҳам 
C D  атрофида айланиб шар секторини беради. Л ^ В ,  сирт юзи 
ва А А ХВ ХВ  сирт юзи шар секторларининг асослари  дейилади,

в) Шар ва шар бўлакларининг сирти
Л е м м а .  Уч жисм: конус, кесик конус ва ц и л и нд р ла р д а н  

ҳ а р  бирининг ён  сирти, шу жиемнинг бала н д ли ги  б и ла н  ш у н ­
дай а й л а н а  у зу н л и ги н и н г  купайт м асига  тенгки, у  а й ла н а н и н г  
радиуси  ясовчининг ўрт асидан ў қ  б и ла н  кесишгунча утка-  
з и л г а н  п ер п е н д и к уляр  бўлади.



1) Л  A B C  ни А В  катетнииг да во ми M N  ўқ атрофида айлани­
шидан баландлиги АВ,  радиуси ВС R  ва ясовчиси АС =» I 
бўлган конус ҳосил бўлсин. А Е  =  СЕ  ва D E  J_ АС  бўлеин 
(275- расм).

D D
273- расм. 274- расм.

Л В С  конус сирт =  2~- D E -А В  эканини исбот қиламиз.
И с б о т .  ScH/K'=  tzR I  =  Tz-BC-AC.

Л  A E D  ел A  A B C  Д а н ^  =  ^ |  ёки ВС А Е  =  D E  AB.  Лммо 

А £  =  4  АС бўлгани учун кейинги тенглик В С ■ A C  =  2 D E -А В

--/4-1

д /

275- расм.

—  а - -

276- расм.

В

Е

«ўринишни олади. Буни ўрнига қўйсак: к =  2r.-DE A B  ҳо-
сил бўлади.

2) Энди А,£СВ трапецияни А/ДА атрофида айланишидан асо­
сининг радиуслари ВС =  R  ва А ^  =  г; ясовчиси ЕС  =  /; ба-
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ландлиги А ХВ бўлган кесик конус ҳосил бўлсин. E t x =  СЕХ ва 
D XE X _L ЕС  бўлсин (275- расм). А ХЕСВ  кесик конус ён сирти, 
S K/K =  D XE X-А ХВ  бўлишини исбот қиламиз.

И с б о т .  S K/K =  it (/? +  г) Z =  it (ВС +  A XE ) E C \  E XF  ўрта чи- 
зиқ, E H  А -В С  кесмаларни ўтказиб, Д  D XF E X с/. Д  £ Я С  ни ҳо- 
сил қиламиз. Бундан:

Е £
ЕН

Аммо,

Бу ҳолда:

— ■ЕС =  В 1ЕХ А ХВ  ёки (BC +  A 1E ) - E C  =  2D lE i -A lB. 

Буни ўрнига қўйсак,

S K/K — 2 к -D 1EX-A XB

ҳосил бўлади.
3) Энди А ХЕ Н В  тўғри тўртбурчакнинг AlvV атрофида ай­

ланишидан радиуси ВН,  ясовчиси Е Н  бўлган цилиндр ҳосил 
бўлади. Бу ҳолда ҳам лемма тўғридир, чунки Ғ Н Х =  ВН.  Д е ­
мак,

5ц =  2 ъ - Е Н х-А хВ.

Т е о р е м а .  Ш а р н и н г  сирт и, ун и н г  к а т т а  доираси ю зи­
нинг т у р т л а н га н и га  тенг.

Диаметри А В  бўлган ярим айлана А В  атрофида айланиб, 
шар сиртини чизсин (276- расм).

А В  =  2Z? бўлсин. Энди ярим айланага ички мунтазам синиқ 
чизиқ A C D EFB  ни чизамиз ва .АВ га ССХ\ D D X\ Е Е Х\Е Е Х пер- 
пендикулярларни ўтказамиз. У ҳолда айланиш натижасида 
Е. А С ХС =  & В Е ХЕ  ла\> конус, D XD E E X эса цилиндр, D E  || АВ\  

CXCDL)X =  Е ХЕЕХЕ  лар кесик конуслар чизади. Буларда, ўқ А В  
дан ясовчиларининг ўртасига туширилган перпендикулярнинг 
ҳар бири синиқ чизиқнинг апофемасига тенг, унинг узунлиги 
а  бўлсин: Бу ҳолда леммага асосан:

А С  нинг айланишидан ҳосил бўлган сирт =  2 -а -А С ^
CD  нинг айланишидан ҳосил бўлган сирт =  2т.а СхОх,

+  D E  нинг айланишидан ҳосил бўлган сирт =  2 ш  Е)хЕ х\ 
Е Е  нинг айланишидан ҳосил бўлган сирт =  2 к а -Е хЕ х\
В Ғ  нинг айланишидан ҳосил бўлган сирт =  2т.а ЕхВ.

A C D E F B  синиқ чизиқ чизган сирт =  2ъа (AC, +  CXD X +  . . . +
Ғ ХВ) = ;2ъа-А В  =  2r.a-2R =  A-xaR ҳосил бўлади. Энди ички 

чизилган синиқ чизиқ томонларининг сонини чексиз орттир- 
сак, у ҳолда:

=  g p ,  Е ХЕ- ЕС  =  D XEX E H  =  D XE X A XB.
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a - *  R ,  яъни lim a=* R \  lim (AC +  CD  +  . . .  + / 7В)снрт =  Sm. бў- 
лади.

Д емак, Sm. =  AzR R  =  Ar.R-. 5 Ш. =  4 n R 2 кв. бирлик.

Хусусий ҳоллар

A C  нинг айланишидан ҳосил бўлган сирт — баландлиги AC, 
га тенг бўлган сегментнинг сиртидир. Д емак, сегментнинг сир- 
ти =  2т:/? А С, (кв. бирлик) бўлади.

АС] =  h деб белгилаймиз;

SCer =  2TzR h кв. бирлик.

w
Яна 276- раемда D E  || АВ; D B  нинг АВ атрофида айланишидан 
баландлиги Д В ]  га тенг камар сирти ҳосил бўлади. Демак, 
шар камарининг сирти =  2 т : / ? -Д Д  (кв. бирлик). Д В 1 = Л  ва 
шар камарининг сирти SUI/K бўлсин.

S w,K = 2 - R - h  кв. бирлик.

Демак, т ар сегмент ининг сирт и (ёки  тар кам арининг  
сирт и) — унинг  б а ла н д ли ги  б и л а н  ка т т а  дойра а й л а н а с и  
узу н л и ги н и н г  купайт м асига  тенг.

г)  Ш ар ва ш ар  бўлакларининг ҳаж ми
Л е м м  а. Агар ABC учбурчак, ўз текислигида ётувчи ва 

унинг А учидан ўтгаи, аммо ВС томонии кесмайдиган ЎИА/тўғ- 
ри чизиқ атрофида айланса, айланиш натижасида ҳосил бўл- 
ган жиемнинг ҳажми ВС томон била’к ҳосил қилинган сиртни 
шу томонга А учидан туширилган h баландликнннг учдан би­
ри билан кўпайтирилганига тенг (277- расм).

И с б о т .  Бир неча ҳоллар бўлиши мумкин: 1) АВ томон 
M N  тўғри чизиқ билан устма-уст тушади (278- расм). CD_L АВ 
ни туширамиз. Бу ҳолда А  ЛВС  нинг M N  атрофида айлани­
шидан ҳосил бўлган жиемнинг ҳажми:

l , AAS C - ^ ™ c + ^ A Dc = | ’t - C C j B D  +  l 1I . O C = . A D -

=  +  A D )  =  T̂ L . C C - A B  =  *cJXL.BC-h

A m m o :
k -D C -B C  =  (ВС) сирт.
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Демак,

V ^ abc =  Т  (ВСсирт)-Н (куб бирлик).

2) А В  томон M N  тўғри чизиқ билан устма-уст тушмайди 
ва ВС Ф  M N X (279- а  расм). ВС  томонни M N  билан кесишгунча 
давом эттирсак, 1- ҳол ҳосил бўлади. Яъни: V A АВС =  V A ADC —

M

277- расм.

fl

N

- V 7a AZ)B

278- расм. 279- а расм.

у  ( ^ С с!|рт) - h — (/JBc„pT) h =  (DCc„pT—D B CĤT) - Л1

T  (5C c„pT)-/z бўлади.

3) ВС II MAf бўлсин. CC, J_ M M  B B ^ M N  
ва A £  J_ BC, AC j_MyV ra (279- б расм). 1/д Asc =

=  (ССсирт)- y A  бўлади.
Т е о р е м а .  Ш а р н и н г  ҳаж ми шар сирт и би ­

л а н  радиуси куп а й т м а си н и н г  учдан бирига  
т енг.

И с б о т .  Бир томондан A C D E F B  синиқ чи­
зик билан чегараланган текисликнинг А В  диа­
метр атрофида айланишидан ҳосил бўлган жисм 
ҳажми Vn ва шар ҳажми 1/ш. бўлсин (276-расм).
У ҳолда леммага асосан, V n =  -5-(АСсирт) - а  +

N

279- б расм.

1 %  —  п а р а л л е л  —  э м а с л и ч  б е л г и с и .
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+  "з (^Аирт) ' а  +  • • • +  з" Дсирт) ' а  ~  -% (AC  +  C D  +  . . . +  
+  / гВ)сирт бўлади.

Энди ички чизилган синиқ чизиқ томонларининг сонини 
чексиз орттирсак, у ҳолда: lim a  =  R \  lim Vn =  У ш. ва
liiri (AC A- C D  +  . .  . 4~ / 7В)с„рт =  Sm. Д е м а к . V'm. — 5 Ш. =  "з" X

X AtzR1 =  - i  л/?3.

4
У ш. =  -ў i:/?'3 куб би рЛ И К еки Уш. =  y 'D* к Уб бирлик.

Бу шар ҳажмини ҳисоблаш формуласи. Хусусий ҳоллар: 
276- расмда дойра сектори А В  диаметр атрофида айланишидан 
ҳосил бўлган, масалан, А О С  шар секторининг ҳажми Усек =
1 1 2(ACclipT)-B  =  -у 2v:R A C x- R =  j t z R '/ i формула билан ифо-

даланади. Демак,
2

Усек  =  " q  K R 2h  куб бирлик.

Шундай қилиб, шар сект орининг ҳа ж м и  — ун и н г  асоси-  
нинг сирт и б и л а н  шар радиусининг учдан бири кўпайт м а-  
сига тенг.  Буларга асосан шар сегментииинг ҳажми 1/сег =
=  тгЛ2-(В  — - -̂Л) формула билан ифодаланади (АС] =  /? — сег­
мент баландлиги).

д) Баъзи бир масалаларни ечиш намуналари
1- м а с а л а. Диаметри 25 см  бўлган копток учун неча квад­

рат метр резина сарф бўлган?
Е ч и ш. D  =  25 см =  0,25 м.
Шар сирти: S m =  AkR1 =  т: D 2 эди. Демак, копток сирти =  

=  5 ш .  =  * Ь 2 =  3,14-0,252 =  0,196 (ж2).
2 - м а е  а л а. 2 к г  қўрғошиндан, диаметри D  =  4 м м  бўлган 

шар шаклидаги золдирчалар қўйилган (қўрғошиннинг солиш- 
тирма оғирлиги 11,3; чиқит ҳисобга олинмайди). Неча дона 
золдирча олиш мумкин?

Е ч и ш .  Шар ҳажми У ш. =  izR3 =  jy D 3 эди. Бир куб
миллиметр қўрғошиннинг оғирлиги 0,0113 г. Бу ҳолда бир дона

шар шаклидаги золдирчанинг оғирлиги: -jl rcD3-0,0113 =  ~  X
9 0 0 0

X 3,14-43-0 ,0 1 1 3 ^ 0 ,3 8  г. Демак, 2 к г  қўрғошиндан %зд- ~
^ 5 2 6 3  дона золдир чиқади.

3 - м  а с  ал  а. 0,1 л  су в олиш учун, диаметри 0,15 см  бўл- 
ган (шар шаклидаги) сув томчисидан неча дона олиш керак 
бўлади?
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Е ч и ш .  Бир томчи сувнинг ҳажми Vm. == =  у -3,14 •
•0,153 =  0,0018 (см3); 0,1 л  =  100 см3.

Бу ҳолда: 0"щ ^ ~ ~  55556 дона.
4 - м а е  а л а. Деворининг қалинлиги 3 см  бўлган ёғоч шар- 

нинг ташқи диаметри 26 см  га тенг. Ёгочнинг солиштирма 
огирлиги 0,7. Шу ёгоч шарнинг огирлиги то и и леи и (280-
раем).

Е ч и ш .  АЛ, =  26 см; А В  =  3 см; B B { =  А Л , — 2 А В  =  26 —

-  6 =  20; ОА r= I  =  13; ОВ =  у  =  10;

= 4,с’138; ^2 = v = v 1- v t ~
=  У 7Г ( 133 -  103) =  5001,44 (см3).

Б у  ҳолда ёгоч шарнинг огирлиги:
5 0 0 1 ,4 4 -0 ,0 0 0 7 ^ 3 ,5  (кг).

М а ш қ л а р.
1) 1,2 кг  қўрғошиндан диаметри 

2 м м  бўлган қўрғошин шарчалар- 
дан неча дона қўйиш мумкин? 1 
(Қўрғошиннинг солиштирма огир­
лиги 11,3.)

Ж  а в о б . «  25000 дона.
2) Сирти 28,26 дм2 га тенг бўл- 

ган шарнинг ҳажми топилсин.
Ж  а в о б. ^  14,13 дм8. 280-^расм.

3) Ташқи диаметри 14 см  ва д е ­
ворининг қалинлиги у  см  бўлган чўян шар сувда чўкмай суза 
оладими? (Чўянннинг солиштирма огирлиги 7,8.)

Ж  а в о б. Мумкин: 369 -  <  457 п.

4) Баландлиги 14 см  ва диаметри 1,6 см  бўлган (ойнадан 
ишланган) цилиндр шаклдаги идишнинг бир асоси ярим шар 
шаклида туга га и. Шу идишнинг ҳажми топилсин.

Ж  а в о б. ^  28 см8.



I V  Б Ў Л И М  

Т Р И Г О Н О М Е Т Р И Я 1

l -§ .  БУРЧАКЛАР BA ЕЙЛАР, УЛАРНИНГ ГРАДУС ҲАМДА‘ 
РАДИАН УЛЧОВЛАРИ

Т р и г о н о м е т р и и  т а ъ р и ф .  Т еки сли кд а ги  нур н и н г  бош- 
л а н ғи ч  ну  қ  m ad а  қ и л г а н  ҳ а р а к а т и  нат иж асида  ҳ о с и л  бўл-  
ган ф игура бурчак дейилади.  Масалан, текисликда О нунтадан 
чиққан ОА нур, О нуқта атрофида ҳаракат қилиб (айланиб) 
О А х ҳолатини олганда, А О А х бурчак; О Аг ҳолатини о л ганда 
эса А О  А 2 бурчак ҳосил бўлади (2 8 1 -раем). Z  А О А х =  а , 
Z  АОАо  =  р деб белгилаймиз. ОА ва ОА, нурлар а  бурчак- 

нинг т ом онлари \ ОА ва ОА2 нурлар (3 бурчакнинг томон-  
л а р и  дейилади. О  нуқта бурчакнинг учи  дейилади. Бунда а  
бурчак ОА нурнинг соат стрелкасининг айланишига қарама- 
қарши ҳаракатидан ҳосил бўлган бурчак бўлиб, р эса ОА нур­

нинг соат стрелкасининг айланиши бўйича 
ҳаракатидан ҳосил бўлган бурчакдир.

Соат стрелкасининг айланишига қарама- 
қарши олинган бурчак мусбат  бурчак, соат 

д стрелкасининг айланиши бўйича олинган 
бурчак м анфий  бурчак деб қабул қилин- 
ган. Д емак, 281- расмда Z  АОА, — мусбат 

д7 бурчак, Z  А О А 2'— манфий бурчакдир. 
(Мусбат бурчакнинг катталиги мусбат сон 

281- раем. билан, манфий бурчакнинг катталиги ман­
фий сон билан ифода қилинади.)

Шундай қилиб, текисликда ОА нур О нукта атрофида айла­
ниб, ихтиёрий ҳар қандай катталикда мусбат ёки манфий бур- 
чакларни ҳосил қилиши мумкин.

Тригонометрияда қараладиган бурчак (ёй) лар: 1) градус 
ўлчовлар ва 2) радиан ўлчовлар билан ўлчанади2.

Нурнинг бошланғич нуқтада тўла айланишининг ^ 5  бўла- 

ги бурчак  градуса  дейилади ва у - щ 1 =  Г  деб ёзилади (Г аПл—

1 Тригонометрия сўзи грекча бўлиб,„учЗурчакларни ўлчаш фани" деган
сўздир.

3 Градус ўлчови амалий масалаларда, радиан ўлчови эса назарий маса- 
лаларда купроқ ипГлатилади.
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тўлиқ айлана узунлиги). Бир градуснинг 60 дан бир бўлаги
10 у

м и н ут  (Г ) ,  бир минутнинг 60 дан бир бўлаги ^  секунд
у

дейилади ва ўў =  1" деб ёзилади.
Т а ъ р и ф .  М а р к а зи й  б ур ч а кка  т еги ш ли  ёй  у з у н л и г и н и н г  

ў ш а  ёй радиусига нисбат и шу бурчакнинг  радиан  ўлч о ви  
дейилади .

Бурчакнинг радиан ўлчови бирлиги қи- 
либ, узунлиги радиусга тенг бўлган ёйга 
тиралувчи мусбат марказий бурчак олин-
гандир. 282- расмда А В  — R ; / .  А О В —
ра д и а н  ва А В  — радиан  б и р ли ги  дейила­
ди. Битта тўла мусбат айланишнинг радиан
ўлчови ^  =  2r. бўлади; Г  нинг радиан 

ўлчови =  щз га тенг, бу ҳолда р нинг 

радиан ўлчови щ  • [3 бўлади; буни а  деб

белгиласак, а  = 180

282- раем.

(1) формула ҳосил бўлади. Энди

(1) формула ёрдамида қуйидаги баъзи бурчакларнинг радиан 
ўлчовлари жадвалини берамиз:

Градуслар 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360°

Радианл ар TZ

W
%
т

я
т 7 п Зл

т 2п

Энди радиан ўлчовидан градус ўлчовига ўтиш учун (1) 
формуладан:

_  180°

(2)

формулани ҳосил қиламиз. а  =  1 бўлсин; у ҳолда: 1 радиан 

e ! E I . i  = ^ 1  , 5 7 °  17' 45". Д емак, 1 радиан =  57° 17'45"..

син.
М и  с о л .  1) 15° га тенг бурчакнинг радиан ўлчови топил-

Е ч и ш. а  =

2 ) 3 
пилсин.

■Р =  ш - 1 5180°  ̂ 180 ‘u 12'
2) 3 радианга тенг бўлган бурчакнинг градус ўлчови то-
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Е ч и ш .  =  Н  а  =  ^ - 3 =  (57° 1 7 '4 5 " )* 3 »  171°53'15".
М a ш қ л a р. 1) 40° га тенг бурчакнинг радиан ўлчови то ­

пилсин.
2) 2 радианга тенг бўлган бурчакнинг градус ўлчови то­

пилсин.

2- §. ИХТИЕРИЙ БУРЧАКНИНГ ТРИГОНОМЕТРИК ФУНКЦИЯЛАРИ

Текисликда тўғри бурчакли координаталар системаси берил- 
ган бўлсин (283- раем).

X  ва У ўқлари координаталар текислигини тўртта тенг бў- 
лакка бўлади; ҳар қайси бўлакни чорак  деб аталади. Энди,

х,‘/

283- расм.

маркази координаталар бошида ва радиуеи R  бўлган доира 
чизамиз1. {R =  1 бўлганда доира — б и р л и к  доира  дейилади.) 
Кейин Z  АО В =  а  ни чизамиз; бунда ОА  — қўзғалмас радиус, 
ОВ — қўзғалувчи радиус бўлсин.

Z А О В  =  а  бурчакка бир неча бутун марта тўлкқ бурчак 
2г. ни қўшганда (айирганда) ҳосил бўладиган бурчаклар ОВ 

«томонга келиб-тугалланади. Буни 283- раемдан яққол кўриш 
мумкин. Бу чексиз кўпбурчаклар катталигининг умумий к у ­
ри ниш и а  -|- 2/гт: сон билан ифодаланади (бунда k =  0\ +  *1; 
±  2; . . .). Энди 2 8 4 - расмда ихтиёрий Z  A O N  =  а  бурчак 
чизамиз. N  нуқтанинг абсциссаси х ,  ординатаси у  бўлсин, 
яъни:

О Е =  х ,  N E  =  y, N (х; у).

1 Буидай доира тригонометрии доира, айлана эса тригонометрии айлш- 
иа дейилади.



Ҳозир биз ^  нисбатларнинг қийматлари ва уларга тескари 
R R—; — нисбатларнинг қийматлари O N  қўзғалувчи радиуснинг
узунлигига боғлиқ эмаслигини исбот қиламиз. Бунинг учун  
OvV, Ф O N  радиус билан бошқа доира чизамиз ва N xEx ± . О Х х 
ни туширсак, Л  E O N  т  Д  ExONx ҳосил бўлади; ОЕх =  
■= л:,, NxE\ =  у, бўлсин. У ҳолда учбурчакларнинг ўхшашлиги-

дан ^  =  I  ва Г  =  l ' : 7  =  л  (жуфти билан) тенг
нисбатларни ҳосил қиламиз. Демак, бу  нисбатларнинг қиймат- 
лари унга тегишли доира радиусининг узунлигига боғлиқ 
бўлмай, балки а  бурчакнинг миқдорига боғлиқ бўлади.

И з о ҳ. TV нуқта абсцисса ўқида ётганда: =  ±  1, у =  0; ордината ўқи-
у

да ётгаида эса: ^ - = ± 1, ^  =  0 лар ҳосил бўлади.

1- т а ъ р и ф .  А бсциссалар  ў қ и  б и л а н  ихт иерий, а  бурчак  
ҳ о с и л  қ и л га н  қ ў зға л у вч и  радиус о хи р ги  учи  ординат асининг

ш у радиус у зун ли ги га  нисбат и ни  а  бурчакнинг синуси

деб а т а ла д и  ва бундай ёзилади: ^  =  sin а.

2 - т а ъ р и ф .  А бсциссалар  ў ҳ и  б и ла н  ихт иёрий  а  бурчак  
ҳо с и л  ц и л га н  қ ў зға л у в ч и  радиус о хи р ги  учи  абсцисса:ининг шу

радиус у зу н л и ги га  нисбат и ни  а  бурчакнинг косинуса  деб

а т а ла д и  ва бундай ёзилади: =  cos а.

3 - т а ъ р и ф .  а  бурчак синусининг ш у бурчак  косинусига  
нисбат и  а  бурчакнинг т ангенса деб а т а ла д и  ва бундай ёзи­
лади:

s i n  а  . ,  л — tg а; cos а  ф  0.
c o s  а  ь  ’ '

4 - т а ъ р и ф .  а  бурчак косинусининг ш у б ур ч а к  синусига  
нисбат и  а  бурчакнинг кот ангенса деб а т а ла д и  ва бундай 
ёзилади:

c o s  а  . • /  л

si5T =  c,e a: s , n a ^ ° '

5- т а ъ р и ф. а  бурчак косинусининг т ескари қий м а т и  a 
бурчакнинг секанса деб а т а ла д и  ва бундай ёзилади:

— =■ sec a; cos a  ф  0.
COS a  '
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6- т а ъ р и ф. а  бурчак синусининг т ескари қийм ат и. а  б ур ­
чакнинг косеканси деб а т а ла д и  ва бундай ёзилади:

1
S in  а

=  esc а; sin а  ^  0.

Энди, тангенс ва котангенс, секанс ва косекансларнинг таъ- 
рифларидан бундай хулосалар чиқариш мумкин: 1) а  бурчак­
нинг тангенси О Х  ўқи билан а  бурчак ҳосил қилган қўзғалув- 
чи радиус охирги учи ординатасининг унинг абсциссасига нисба­
ти дан и борат; котангенси эса, аксинча, бу радиус охирги учи 
абсциссасининг унинг ординатасига нисбати дан иборат, яъни:

tg a

2) а  бурчакнинг секанси қўзғалувчи радиус узунлигининг 
унга тегишли абсциссага нисбатидан иборат; косеканси эса шу 
радиус узунлигининг ординатага нисбатидан иборат, яъни:

1 1 R 1
8 е с а = 1 5 Г 7 = 7  =  7 ; С8Са =  8-ПГГ =  у =  у # 0 ) .

R
Юқорида исбот қилинганларга асосан, sin a, cos a, tg a ,  ctgcc, 

sec a, csca ларнинг қийматлари қўзғалувчи радиуснинг узун­
лигига боғлиқ бўлмай, балки а  бурчакнинг миқдорига боғлиқ 
бўлади. Яъни ҳар қандай a  бурчакка sin a, cos a, tg a, ctga, sec a,

csc a  лар (агар улар маънога эга 
бўлса) ҳар бирининг бирор қиймати

Mr- Ч: Г. ^  I V —  н мос келади. Демак, sin a, cos a, ig a ,
c lga ,  sec a, csca лар а  бурчакнинг 
фуикцияларидан иборат ва уларни 
т ригоном ет рии ф ун к ц и я л а р , a  
бурчак эса уларнинг а р гум ент а  
дейилади. Аммо, марказий бурчак 
ўзи тиралган ёй билан ўлчаниши 
геометриядан маълум, шунинг учун 
тригонометрии функцияларнинг 
аргумента бўлмиш а  бурчак ўрни- 

га унга тегишли айлана ёйини олиш ҳам мумкин.
Энди, 285- расмда кўрсатилгандек, айлананинг А ва В нуқ- 

таларига ММ^ ва Н Н Х уринмалар ўтказамиз; УИУИ, т ангенслар  
ўқ и , Н Н Х эса к о т ангенслар  ўқ и  дейилади. Тангенс ва котан­
генс "ўкларининг мусбат ва манфий йўналишлари координата­
лар ўқлариники каби бўлади, яъни тангенснинг горизонтал 
А^аметридан юқорига кетган йўналиши мусбат ( + ) ,  пастга 
кетган йўналиши манфий (—), котангенсники эса вертикал

3 »

У
В X, 8

м

Л R
\Е  0
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X

1
285- расм.
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диаметри дан ўигга кетган йўналиши мусбат ( + ) ,  чапга кетгани 
эса манфий (—) бўлади. Қўзғалувчи радиус O N  ни ММ, ва 
H H i лар билан кесишгунча давом эттириб, кесишиш нуқтаси 
£) ва Z7 ларни топамиз (285- расм). А О  =  у,; В Ғ  =  деб бел­
гиласак D  ҳамда Ғ  нуқталарнинг координаталари D  (R-, у,), 
F ( x t ; R) бўлади. Ихтиёрий а  бурчакнинг тангенси, тангенслар 
ўқидаги мос D  нуқтанинг ординатаси билан тегишли доира 
радиуси нисбатига тенг, котангенси эса котангенслар ўқидаги 
мос Ғ  нуқтанинг абсциссаси билан шу доира радиуси нисба­
тига тенг, яъни:

A D  A D  у, , В Ғ  В Ғ  Ху
t g c x -  ОА ~~ R  ~  R '  c t S a -  О В ~  R  - Ц '

И з о ҳ .  Агар N  нуқта ордината ва абсцисса ўқларида ётган бўлса, t g a  
ва c t g a  лар мос равишда мавжуд бўлмайдилар. 285- расмдаги FD  тўғри 
чизиқни эса секанс ва косеканслар ўқи деб атаймиз. Секанс ва косеканслар 
ўқининг йўналиши — қўзғалувчи радиус давоми "бўйлаб кетган қисми мус­
бат, унга қарама-қарши кетган қисми эса манфий ҳисобланади. Масалан, 
285- расмда O F — мусбат йўналишда, OD  эса манфий йўналишдадир.

а  бурчакнинг секанси, секанс ва косеканслар ўқидаги O D  
кесма билан тегишли доира радиуси узунлиги нисбатига тенг; 
косеканси эса шу ўқдаги OF  кесма билан тегишли радиуснинг 
нисбатига тенг. A N O F tn  д  Л OD со д  ВО/7 бўлгани учун:

1s e c  а  =  - т г  =  —  =  — =  — = -------- ;-■ - cos a ’
OD_ 0 /V _ R _ =  1
R X X X

. R
OF O N _ R 1
R =~  N E  = У

1

И з о ҳ .  285- расмдаги NE; ОЕ; AD; BF; OD; O F  тўғри чизиқ кесмала- 
рнни а бурчакнинг мос равишда синус, косинус, тангенс, котангенс, секанс 
ва косеканс чизиқлари  дейилади.

3-§ .  ТРИГОНОМЕТРИК ФУНКЦИЯЛАР ҚИИМАТЛАРИНИНГ  
ЧОРАКЛАРДАГИ ИШОРАЛАРИ

1) sin а  ва cos а  лар  доир ада ги  О Х  ўқ  (2- § га қаранг)  би ­
лан а  б ур ча к  ташк ил қилган қў з ға л у в ч и  радиус  охири о р д и ­
натасининг радиусга  нисбати ва абсциссасининг радиусга  нис­
бати билан аниқлангани уч ун  тригонометрии доира айланаси- 
даги  нукталарнинг  ординаталари ва абсциссалари қайси чоракда 
мусбат  (манфий) бўлса ,  шу чо ракларда  тамомланувчи б у р ч а к ­
л а р  учун синус ва косинусларнинг қийматлари ҳам мусбат
(манфий) бўлади (286- расм).

Д ем ак ,  I ва И чоракларда  тугаган  бу рч акл ар  (ёйлар) си-
нусларининг қийматлари мусбат,  III ва IV ч оракл арда  эса ман-
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фий бўлади. I ва IV чоракларда 
тугаган бурчаклар (ёйлар) коси- 
нусларининг қийматлари мусбат, 
II ва III чоракларда эса манфий- 
дир.

2) tg а =  ва ctga =  у  бул­
га ни учун нуқталарнинг коорди­
наталари қайси чоракларда бир 
хил (қарама-қарши) ишорага эга 
бўлса, шу чоракда тугаган бур­
чаклар учун тангенс ва котан- 
генсларнинг қийматлари мусбат 
(манфий) бўлади (286- расм). 
(Секанс ва косекансларники ҳам 
шуларга ўхшашдир.)

Юқоридагилардан қуйидаги

^—^Ф у н к ц и я л а р  

чораклар
Синус Косинус Тан­

генс
Котан­
генс Секанс Косе­

канс

I + + + + + +
11 + — — — — +

III — — + + — —
IV + +

4- §. ТРИГОНОМЕТРИК ФУНКЦИЯЛАРНИНГ ДАВРИЙЛИГИ

Биз юқоридаги 283- расмда қўзғалувчи радиус ОВ ни бир- 
биридан тўлиқ бурчак билан фарқ қилувчи чексиз кўп (а +  2/г л) 
бурчакларнинг сўнгги томони эканини кўриб ўтган эдик.

Энди (а +  2 А;тг) бурчакка тегишли ҳамма тригонометрик 
чизиқларни чизамиз. 287- раемдан биз яққол кўрамизки, 
a +  2 ^ тс бурчак учун ҳам, а бурчак учун ҳам тригонометрик 
чизиқлар бир хил бўлади. Демак,

=  s in  a  =  s in  (a  +  2 тт) =  s in  (a  +  2 - 2  т:) =  . . : =  s in  ( a - f  2 A;r); 

y -  =  COS a =  c o s  (a  - f  2  т:) =  COS (a  +  2 - 2  тс) =  . . . = c o s ( a  +  2 к к ) \  

=  t g a  =  t g  ( a +  2  тс) = t g ( a  +  2 - 2 iT) =  . . . =  t g  ( a  +  2  бте);

У  =  C t g a  =  C tg  ( a  +  2  тс) =  C tg  ( a  +  2 • 2  л )  =» . . . =  c t g  ( a  - f  k  тс); 
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286- расм.

жадвал ҳосил бўлади:



=  sec a =  sec (a +  2 it) =  sec (a +  2 • 2 тт) =  . . . =  sec ( a  +  2Ы )\
OF =  csc a =  csc (a +  2 it) =  csc (a +  2 • 2 u) =  . . .  =  esc (a +  2k  7t).

Тригонометрик функциялар бундай хоссага эга бўлгани учун 
.улар даврий ф у н к ц и я л а р  дейилади. Шунинг билан баробар, 
2 it ҳамма тригонометрик функцияларнинг даври  деб аталади. 
2 7t синус, косинус, секанс ва косекансларнинг энг кияик  даври  
ҳисобланади. Тангенс ва котангенсларнинг энг кичик даври 
эса tt эканини кўриш қийин эмас.

287- расм. 288- расм.

288- раемдан:

^  =  t g  a  =  t g  (а  +  и)  =  t g  (а  +  2  х )  =

=  tg ( a  +  3 i t )  =  .  .  . =  tg ( a  +  A: it);

^  =  C tg  a  =  C tg  (a +  i t )  =  ctg (a +  2 Tt) =
=  Ctg ( a  +  3 Tt) =  . . . c t g  (a +  ^  Tt)

бўлиши равшан кўринади.
Демак, т ригоном ет рик ф ун к ц и я ла р н и н г  и хт и ёр и й  а ргу-  

м ент ига  ун и нг энг к и я и к  даврини бир ё к и  бир неяа  м арт а  
қўш га нда  ёки  айирганда  т ригоном ет рик ф ун к ц и я ла р н и н г  
цийм ат и ўзгарм айди . Даврий функциялар техникада, меха- 
никада, физикада ва шунга ўхшашларда катта аҳамиятга 
эгадир.

Тригонометрик функцияларнинг даврийлиги уларни теки*и- 
ришда катта қулайлик туғдиради, чунки даврий функциянинг 
хоссаларини ўрганиш учун унинг хоссаларини давр узунлиги- 

тенг бўлган бирор оралиқда ўрганиш кифоядир.

335



5- §. АСОСИ И ТРИГОНОМ ЕТРИК АИНИЯТЛАР

1) Б и р  х и л  аргум ент нинг синуси  ва косину си квадрат -  
ла р и н и н г  йиғиндиси 1 га тенг:

s i n 2 а  +  c o s 2 а  =  1 . ( 1)

И с б о т .  а ихтиёрий бурчак (ёй) бўлсин; биз юқорида 
(2 8 4 -расм) sin а = cos а =  эканини кўриб ўтган эдик.

A  N O E  дан у2 +  л:2 =  R -  деб ёзиш мумкин. Бундам, ^  j -h 

- f ( -^ - )2= l  ёки sin2 а +  cos2 а =  1. (1) нинг айниятлигн исбот-

ланди.
Тангенс ва котангенснинг таърифидан:

s i n  а  . c o s  а
t g  а  =  в а  c t g  а  =    .

b  c o s  а  & s i n  а

Секанс ва косекансларнинг таърифидан:

1 1sec а  =  г —  в а  csc а  =
c o s  а s i n  а

Н а т и ж а л а р. (2) айниятларни ҳадлаб кўпайтирамиз: 

s i n  a  c o s  аtga-ctg  а
c o s  a  s i n  a

—  1 ,  ЯЪНИ t g  a  - c t g  a  =  1 .

(2 )

(3)

(4)
(1) айниятни ҳадлаб аввал cos2 а га, кейин sin2 а га бў- 

ламиз:
s i n 2 a  . .  1 _ .  . , 0 9

+  1 =  еки 1 +  tg- а =  sec2 а
c o s 2 a  

.  . c o s 2 a  
1 +

c o s 2 a  
1

s i n 2 a  s i n 2
— ёки 1 +  ctg2 a =  C S C 2 a.

Демак,

1 - f -  t g 2 a =  sec2 a ва 1 +  c t g 2 a =  C S C 2 a.

в а

(5)

(1), (4)^ва (5) айниятларга асосан: 

s in a  =  ±  / l - c o s 2a = +  У  1 _ - 1 _  =
V  s e c 2 a  —  1

s e c  a

+  / 1 +  t g 2a  —  1 =  +  t g a  

—  > / 1  +  t g 2 a  —  у  1 +  t g - ' a
=  ± У1 +  ctg2 a  ’
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Шунга ўхшаш:
г-  г - о -  , Г \  i I ■/ CSC2 а  —  1

cos а =  +  у  1 — sm & —

=  +  c t g a  •_____________ \
■ у / 1 +  c t g - ’ а '  /  1 +  t g 2 a

  1 _  s i n  а  _  ±  /  1 —  c o s 2a

g a —  ±  c t g a  “  ±  /  1 _  s l n ^  а  _  c o s  а

Шунга ўхшаш:

  1   c o s  a  _ ± у 1 —  s in 2 a

C g a “ ± t g a  "  ±  /ТН ЕБРа _  sina 

(3) айниятдан:
COS a - sec a  =  1 ,

S i n  a . C S C  a  = .  1 .

М и с о л л а р .  1) sec a  =  3 (0 <  a  <  90°) берилган. Қолган 
ҳамма тригонометрик функцияларнинг қийматлари топилсин.

Е ч и ш .  sec a =  =  3, бундан: cos a =  1 +  tg2a =

=  sec2 a  =  З2 =  9; бундан: tg a  =  у 9 — 1 =  2 ^ 2 .  Шунга ўхшаш
j j _________

C t g  a  =   ---------=  — —  =  ; S in  a  =  > / 1 —  COS2 a =
tga 2 / 2  4

= 1/7 T T " _  v r  
• у  9 3 ’

1 1 3 / T
CSC a  =  —  -------- = ------ 7=  =  — -z— .

s i n  a  2  y ^ 2  4

2) t g a  =  — 2 (90° <  a <  180°) берилган. Қолган тригономет­
рик функцияларнинг қийматлари топилсин.

Е ч и ш .  C t g a  =  ^  =  - L  =  -  - 1 ;  s e c a  =  — / 1  + t g 2 a  =

=  — / 1 +  4 =  — / 5 ;

sec a  =  —— ,
cos a  ’

бундан:

COsa =  — =  - 4 5 - ;  c s c a  =  / 1  +  c tg2a =  | / 1 +  - |  =

Sin  a =  — cos2 a =  j Z  1  g

бўлади.
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8) sin a — 0,2 (0 <  a <  у )  берилган. Қолган тригонометрик 
функцияларнинг қийматлари топилсин.

Е ч и ш .  cos a =  / 1  — S in 2 a  =  / 1 — 0,04 =  /ОДЭб" =  0,4 / б " ;
, sin a 0 ,2  i/"6™ . n /--£ 1
tg a“ H5?5“ 5 7 7 r  =  i f -  с‘8 “ =  2 А  seca =  — =

^  1_____   5 / 6
^  0 , 4 / 6  12

М а ш қ л а р .  Қуйида тригонометрик функциялардан бири 
берилган, қолган тригонометрик функцияларнинг қийматлари 
топилсин:

1) COS a  =3 -i- ( 0  <  a  <  90°); 2 )  sec a =  5  <  a  <  3 )  C tg  a  =  4

( " < « ! <  4) sin a -  -  0,3 (270° <  a <  360°); 5) c s c a  =  2

( 0  <  a  <  —

e-§ .  ТРИГОНОМЕТРИК ФУНЦИЯЛАРНИНГ ЖУФТ BA ТОҚЛИГИ

/ (x) функция берилган бўлсин. Агар х  нинг ишораси қа- 
рама-қарши ишорага ўзгарганда функциянинг ишораси қарама- 
қаршисига ўзгарса, яъни f  { — х )  =  —  f  (х )  бўлса, f  (х) функ- 
цияни т оқ ф ун к ц и я  дейилади, акс ҳолда, яъни f  (— х)  =  f  (х)

бўлса, f  (х) ж уф т  ф ун к ц и я  
дейилади.

289- расмда / .А О В  мусбат, 
Z  AOD  эса манфий, / А О В  =  а; 
/  AOD  =  — а (а >  0) бўлсин.

ВС  =  — DC. А  ВО С  дан: ВС

2 8 9 :  р а с м .

ОС R
=  sin ( +  a), = c o s  {+ a);A D G C  

ЭС 
R
ВС . , x ОСдан: - ў -  =  S i n  ( — a ) ;  —

=  C O S  ( —  a ) .  

Булардан:
ВС

• / x DCSin ( a) =  —

 77 =  — sin a  ва C O S  ( —  a )/e
О С

=  T  =  C O S a .

Демак, sin(— a) =  — sin a, cos ( — a) =  cos a яъни си­

нус—ш оқ, косинус—жудб/тг ф ункц и я . Чиқарилганларга асосан:



tg ( - «) =
sin (— a) _  — sin g

cos (— a) cos a - t g a ; t g ( - a )  =  “ tga.

c t g ( - « )  =  i i p ^ ) = - i^ = - c i g « ;

sec ( -  “) =  с-5Г Ғ Н ) =  с-Б^ =  sec

ctg ( a) =  Ctga.

sec (— a) =  sec a.

1
sin a —  CS C  a ; CSC ( —  a)  =  — c s c a .CSC ( — a) =    r -  =  —v '  sin (— a)

Демак, секанс—жуфт; тангенс, котангенс, косеканслар эса тоқ 
функциялардир.

М и с о л л а р .  1) sin (— 35°) =  — sin 35°; 2) cos (— 75°) =  
=  c o s 75°; 3) s e c ( — 17°) =  sec 17°; 4) c t g (— 26°) = — c tg 26° ва 
ҳоказо.

7- §. ИККИ БУРЧАК ЙИҒИНДИСИ ВА АЙИРМАСИНИНГ 
ТРИГОНОМЕТРИК ФУНКЦИЯЛАРИ

290- расмда Z  ВО С  =  a; Z SOB, =   ̂ бўлсин. Z CjOB, =  
=  а +  р бўлади. Бу ҳолда В,С, кесма a +  р бурчакнинг синус 
чизиғи, ОС, эса унинг косинус чизиги. Демак, sin (a +  р) =
=  ва cos (a +  3) =  Энди
В%Е Л О В  ва EFj_B \C i ни туши- 
риб, A E B tF  ни ҳосил қиламиз.
Z  E B iF = a ,  чунки B,C,_LOC ва 

B tE j_ O B  дир. E H  А О С  ни ту- 
шириб, Л  Е О Н  ни ҳосил қила- 
миз. В ,С ,=  В ХҒ +  F C ^ B iF + E H ;
А Е О Н , А В {О Е  д а н : £ Я  =  0 £ х
X sin о. =  В  COS р sin a; A E B {F,
А В хОЕ  дан: B {F  =  В 1Е -со$ь =
=  R  sin Р cos а. Буларга кўра:
В ,С, =  R  (sin a cos ? +  cos a sin P).
Буни ўрнига қўйсак:

S i n  ( « . + ? ) =  ^  ( s i n  Q COS P - f  COS t t  s i n  ft) ё к и

У
8 ,

A S T i i \ f l
1 0 қнс]

.296- расм.

sin (a +  p) =  sin a cos P +  cos a sin p.

Бу формула икки бурчак йиғиндиси синусини қўшилувчи 
бурчаклар синус ва косинуслари орқали ифода этади. Энди
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cos (a +  р) =  устида ҳам юқоридагидек ишлар қилингандан
сўнг, cos (a +  учун қуйидаги формулани ҳосил қиламиз:

cos (a +  [3)=cos a cos p — sin a sin p.

Бу формула икки бурчак йиғиндиси косинусини қўшилувчи 
бурчаклар синус ва косинуслари орқали ифода этади. Чиқа- 
рилган икки формулага асосланиб^ қуйидаги формулаларни 
ҳосил қиламиз:

sin a  sin 3 
+_ , 04 sin (a  +  P) _  sin a  cos P +  cos a  sin p _  cos a  ^  cos 3

^  ' 1 '  — cos (a +  P) ~  cos a  cos p — sin a  sin p — sin ci sin p
— cos a  cos p

_ tg« +  tgp 
1 — t g a - t g p ’

/ , o\ 1 1 — tg  a  tg  S
С g  (a  +  P) — tg  (a  +  p) "  tg  a  +  tg  p ’

1

sec (a +  p) 1 1 cos a  cos p
cos (a +  p) cos a  cos p — sin a  sin 3 1 — tg  a  tg  p

sec a  sec p _  (1 +  tg 2«) (1 +  tg'-* p)#
C  1 — t g a t g p  — 1 — t g a t g p

1
1 1 sin a  cos 8

CSC (a +  P) sin (a +  p) sin a  cos p +  cos a  sin p 1 +  ctg  a  tg p

sec P csc a  _  ^ ( l  +  tg 2 p) (1 +  c tg 2 a)
1 +  c tg  a  tgp 1 +  c t g a - t g p

Шуларга асосан:
s in  (a +  P  +  ч) =  Sin f a  +  (p +  'f)l =  s in  a c o s  ( P  +  7 ) +  COS a .  

• s in  ( P  +  7 ) =  s in  a  c o s  p c o s  7 —  s in  a  s i n  p s in  7 +  c o s  a  s in  p c o s  7  - h
+  cos a-cos p sin 7.

Шунга ўхшаш:
cos (a - f  p +  7) =* cos a • cos p cos 7 — sin a • sin 3 cos 7 — sin a cos p* 

• sin 7 — cos a • sin p • sin 7.

М и с о л л а р .  1) tg75° =  t g (30° +  45°) =  —г з г т р о ^ з 5-1
2) sin 75° =  sin (30° +  45°) =  sin 30° cos 45° +  cos 30° sin 45°.
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3) sin с =  i ,  cos? =  -  -3-  (0 <  a <  90°< p  <  180°) берил-
гаи. s i n  ( a  +  p )  в а  c o s  ( a  +  (3.) т о п и л с и н .

Е ч и ш .  sin (a +  (3) =  sin a cos p - f  cos a sin (3 ва cos (a +  p) =  
ж= cos a ■ cos p-—Sin a sin p.

COS a  =  y "  1 —  S i n - a  =  " | / 1 —  s i n  ^  1— c o s '  ^  =

Э н д и  ф о р м у л а л а р  ч и қ а р и ш д а  т р и г о н о м е т р и к  ф у н к ц и я л а р н и н г  
ж у ф т  в а  т о қ л и г и д а н  ф о й д а л а н а м и з :  s i n  ( a  —  (3) =  s i n  [ a  +  ( — 3 )]  =  
=  s in  a  c o s  ( —  ^ ) + c o s  a  s i n  ( — I 3 ) = s i n  a - c o s  j3 —  c o s  a - s i n  p. Д е м а к ,

sin (a — p )=  sfnor.cos3 — cosa sin?. Бу формула икки бурчак

айирмаси синусини шу бурчаклар синус ва косинуслари ор- 
қали ифода этади. cos (a — ?) =  cos [a +  ( —?)] =  cos a-cos (—?) — 
— sin a-sin (— ?) =  cos a-cos? +  sin a sin (3. Демак, c o s (a <— ?)== 
=  cos a -cos? +  sin a sin 3. By формула икки бурчак айирмаси 
косинусини шу бурчаклар синус ва косинуслари орқали ифо- 
далайди:

icr (г, _  А) -  4 гг U  _4_ 1 _ •  ^ ( - ! 3 )  _
S  ( | /  ^  I 1 '  1 '  1 1 — tg  a - t g  (— В) 1 +  t p a - t g  3 *

Демак, t g ( a - P )  =  1l| ° g a | f ^ . 
Шунга ўхшаш:

s e c ( a - P )  =  / ( 1  V + 1ga.1igj,lg,W : e s c ( = . - ? )  =
_  / (1 4- c t g 2q ) ( l  +  tg^ ?)

1 — c t g a t g ?

5  3M и с о л л a p. 1) cos я sin 3 =  — r̂- (0 <  a <  90° ва
180° <  (3 <  270°) берилган. sin (a — (3), cos (a — (3) топилсин. 

Е ч и ш .  sin ( a  — (3) =  sin a  cos ? — cos a  sin ? ва

cos ( a  — ?) =  cos a  cos (3 - f  sin a sin ?. 

s in « =  ^ ^  cos2n =  | / l - ^  =  -Ц;

—  / п г н ^ р — /COS
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Бу ҳолда

13 \  5 /  13 \  5 /  . 65 13 65

Co s ( « - P ) = i . f - l )  +  f - i ) . l 2 = - l - l 6 = - 5- 2 .
13 V 5 )  \  5 /  13 13 65 65

Б у р ч а к л а р  с о н и  и к к и т а д а н  о р т и қ  б ў л г а н д а ,  ч и қ а р и л г а н  
ф о р м у л а л а р д а н  ф о й д а л а н и ш  м у м к и н .  Б у н и н г  у ч у н  б у  ф о р м у ­
л а л а р н и  б и р  н е ч а  м а р т а  қ ў л л а н и ш  к е р а к .

8- §. ИККИЛАНГАН БУРЧАКНИНГ ВА ЯРИМ БУРЧАКНИНГ 
ТРИГОНОМ ЕТРИК ФУНКЦИЯЛАРИ

Ю ц о р и д а  ч и қ а р и л г а н :  s i n  ( а  +  р )  =  s i n  а  c o s  ^ +  c o s  a s i n  р:

c o s  ( а  +  Р) =  COS а  co s -p  —  S in  а  s i n  [3 в а  t g  (а  +  (3) —  —
1 -  tg  7-tg?

ф о р м у л а л а р д а  р =  а  д е б  ф а  р а з  қ и л с а к ,  у  ҳ о л д а :  s i n  ( a  -f- а  =
=  s i n  2 а  =  Si l l  а  • COS а  +  c o s  а  s i n  а  =  2  S i n  а  COS а ;

C O S  4 -  а )  =  c o s  2  а  =  C O S  a  C O S  а  —  s i n  a  s i n  а  =  C O S 2 а  —  s i n 2 э ;

, . . , , n tg а -Ь tg а 2  tg аtg (а +  а) =  tg 2а =  -■* -  ̂ ------------- 5 *

\  о 1 1 — tg 2a 1Ctg 2  а  =  — — = --------2 —  — _

1 -  tg  a tg  а 1 — tg2 a 

-i Ctga -  tg a);

sec 2 a  =

Демак,
cos 2 a

tg  2a 2 tg
1 +  tg- a 0 1 I + tg2 a- ■ ■ s— ; csc 2 a — ----------= ----2— .
1 — tg-’a Sin 2 a  2 tg  a

ва

t g  2 a  =  — -S 3  - 
 _______ 1 -  tg-'a

S in  2 a  =  2  sin a COS a COS 2 a  =  C0S2a— s i n 2a

о 1 4- t g 2 a
s e c  2 a  = --------2 —

1 -  tg 2a
csc 2a —- - + ---

2 tg  I

t g  3 i  =  t g  ( a  +  2 a )

формулалар ҳосил бўлади. Булар иккиланган бурчаклар три­
гонометрик функцияларини бурчакнинг ўзини тригонометрик 
функциялари орцали ифода этади. Шуларга ўхшаш: 
sin 3a= sin (a +  2a) =  sin a-cos 2a +  cos a • sin 2a — 3 sin a — 4 sin3a; 

cos 3a =  4 cos3 a — 3 COS a;
t g a - f  t g 2 a   3 tg  a — tg 3a >
I — tga tg  2a “  1 -  3 tg 2 a *

Ctg3a =  ^ 3a — 3 c t g a .

& 3 Ctg2 a — I
Энди cos 2a =  cos2a — sin2 a (*) формулани олиб, бунинг 

икки томонига ( + 1 )  ни қўшамиз:
1 +  cos 2a =  1 +  cos2 a — sin2 a =  COS2 a +  (1 — sin2 a, =  2 COS2 a.

Бундан:
cos a =  ± \ / I - f  COS I  a  

2  *
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Энди (*) нинг икки томонини ( +  1) дан айирамиз:
1 — COS 2 а  =  1 —  COS2 а +  s i n 2 а =  2  S in 2 а.

Бундан: 

Бу ҳолда:

sin a = ± ] Z
1 — COS 2 а

t °  а  =  ±  j / - p
—  c o s  2a

+ cos 2a*

Бу формулалар a бурчак тригонометрик функцияларини икки­
ланган 2 a  бурчак тригонометрик функциялари орқали и ф о д а  
этади.

Чиқарилган бу формулаларнинг ҳар бирида а ни -  билан 

алмаштирсак, у ҳолда:

c o s  -  =  +  l / 1 ± £ £ 1 5 .
2 ~  У  2

sin
1 —  COS a 1 — c o s  a e 

1 -+• COS a ’

s in  a  =  2 s in  — cos —;
2 2

COS 3 =  c o s 2  s i n 2 —,
2 2

Бу формулалар ярим бурчак тригонометрик функцияларини 
бутун бурчак тригонометрик функциялари орқали ифода этади.

М и с о л л а р .  1) cos a =  — ( 0  <  a <  9 0 ° )  берилган. tg -  т о -
4 2

пилсин.

Еч . а  1 /  1 —  COS а  ж  /
И Ш. t j  77 =  I /   ------------- =  I /

2  г 1 +  c o s  a  I /

1 - 1
К  7 

7 *

2 ' + "?
2) tg a =  — ва t g f J ^ — берилган. tg (2a — р) ва sec 2a то­

п и л с и н .

t g  2 a
2 t g a

2-

t g 2a
=  - 4 -  =  4 ;  t g ( 2a - p ) = a L = ^ M  =

1 о 1 +  tg 8a * +  9 о— r: ; sec 2a = --------—  = ------- r
1 +  1 . 1  18 1 - t^a t _  1

1 +  t g 2 a t g { i

5

4 '



Демак, to (2а -  р) =  sec 2z =  у .
18 4

М а ш қ л а р .  1) iga =  — 2 берилган. sin 2a, tg2a, sec 2a 
функциялар топилсин. 2) sec =  4 (0° <  a <  90°) берилган.

tg a, sin tg 2a функциялар топилсин. 3) slna=0,32 (9 0 ° < a <  180°)

берилган. sin tg -  функциялар топилсин.

Т р и г о н о м е т р и к  ф у н к ц и я л  ар ни я р и м  а р г у м е н т  
т а н г е н с и  б и л а н  и ф о д а л а ш .

2 1 я -
slna =  2 s in -7- cos — =  — j—  

2 2 1
a

cos3 —

2tg2~

l + t g 2|

cos a =  cos2  sin2 — =
2 2

1 -  tg5

1 +  tg :

4 ;  tg«  =  t g ( 2 . f ) = ^ _  
O /  - V 27 l - t g 2X

9- §. Б А Ъ ЗИ  БУРЧА КЛ А Р ТРИГОНОМ ЕТРИК ФУНКЦИЯЛАРИНИНГ
ҚИЙМАТЛАРИ

Радиуси бўлган доирада ОА қўзғалмас, O S —қўзғалувчи
радиус ва /_А О В  =  а бўлсин (291- расм). А В О С  да sin a =

0С Маълум бурчаклар тригонометрик функция- 
ларинингқийматларини топишучун, 
юқорида кўриб ўтилган формулалар 
ва бир бурчакнинг тригонометрик 
функциялари орасидаги муносабат- 
лардан ҳам фойдаланамиз. Агар,

1) a =  0 бўлса, у ҳолда: ВС  =  0; 
ОС =  ОА =  R  бўлади. Демак,

— ; cos a — 
R R

У

\ в
11

1 0 с а sin 0C BC _  0 _  Q
R R

cosO0 =  — 
R

sin 0° 
cos 03 =  T =  0'

291- расм.

=  -  =  1; tg 0C 
R

ctg 0° =  — =  — =  oo1; sec 0° =  1; 
K tg 0° 0

cscO0 =  00.

1 Нолдан фарқли сонни полга жуда ҳам яқии сон (яъни нолга интила- 
диган сон) га нисбатини, чексиз катта ёки „чекснзга тенг* дейилади ва 
а
— =  oo (а 0) равишда ёзилади.
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Ш ун дай  қилиб, бу р ч ак  0° бўлганда.

sin 0° =  0; cos 0° =  1; tg0°  =  0; ctg 0° =  oo; 
sec 0° =  1; csc 0° =  oo.

2) a. =  30° бўлса, 30° ли бурчак қаршисидаги катет гипо- 
тенузанинг ярмига тенглиги геометриядан маълум, яъни В С —

ОВ R
2 2 * 

Демак,
R

s in 30° =  |  =  c o s 30° =  / 1  -  sin230° =  j / l  - 1

/ 1  . q a o  s l n  3 0 °  2  у ^ З  ,  q n o  / - к -=  Y ;  tg 3 0  -  =  - 7=. =  ctg 30 - / ,T;

sec 30° =

VI 
2

1 =  =  2 / i .
cos 30° / 3  3

Шундай қилиб, бурчак 30° бўлганда,

sin 30° =  1; cos 30’ =  ! ^ ;  t g 3 0 ° -  ctg30° =  K3;

csc 30° =  2.sec 30°

3) a =  45° бўлса, у ҳолда ВО С  тенг катетли учбурчак бў- 
лади, бундан: ВС  =  ОС. Демак, sin 45° =  ^  ва cos 45° =  ^  —

=  ^ - .  s in 45° =  c o s 45°. Буни cos45° га бўлсак, tg45° =  l бў- 
R

лади.

ctg 45° =  =  у  =  1. sec 45° =  "Kl +  tg2 45° =  ] / 1  +  1 =  / 2 .

бундан, cos 45° =  y L  =
у  2 Z

Демак, бурчак 45° бўлганда,

sin 45° =  cos 45° =  ;

sec 45° =  csc 45° =  У"2; tg 45° =  ctg 45° =  1.

Энди биз 60°, 90°, 180°, 270° ва 360° бурчаклар учун три­
гонометрик функциялар қийматини қуйидагидек йўллардан 
фойдаланиб топамиз:



4) sin 60° =  sin (2.30°) =  2 sin 30°cos30° =  2-— ^  ?

cos 60° =  cos (2 • 30°) cos2 30° — sin2 30° =  ( ^ г )  — ("2")
3 1 _  2 1 

— T  — 4* ~  T  =  Т  ’

sin 60° 2 „ 1 1 / 3
1 =  > 3; Ctg 60° — . / Ttg 60° = cos 60°

sec 60° = 1 о =  T  =  2 ; csc 60° =  -cos 60

tgtiO0 / - j -  3

1 =  1 2 / 3
sin 60° / 3-

2

Демак, бурчак 60° бўлганда,

sin 60° =  ^ 5 ;  tg 60° =  / 3 ;  sec 60° =  2; 

cos 60° =  j ;  ctg 60° =  ^ ; csc 60° =  •

5) s in 90° =  sin (2-45°) =  2 s in450>cos45° =  2 - 1; 
, / 2 / 1

cos 90° =  cos (2 • 45°) ±= cos2 45° — sin2 45° =  — ў  =  0;
cos 90° 0tg 90° =  

sec 90° =

sin 90°-  1 
cos 90°

1
=  Q - = oot; c tg 9 0 c

1
cos 90° =  o ' "  00 * CSC 9 0 °  =  

Демак, бурчак 90° бўлганда,

sin 90° — 1

-L _  = l = i
sin 90° 1 ™~ le

sin 90° = 1 ;  tg 90° =  со; sec 90° =  со; 
c o s 90° =  0; c tg 90° =  0; c s c 9 0 ° = l .

Шунга ўхшаш:
6 ) sin 180° =  sin 2-90° =  2 s in  90° cos 90° =  0;

cos 180° =  cos290° -  sin290° =  0  — 1 — — 1;

tg 180° =  23] =  0 ; ctg 180° =  - p  =  00;

sec 180° =  =  — 1; esc 180° =  1  =  сб.

1 а - > ± - 2-д а  t g a - > ± o o  деб тушуниш керак, бошқалари ҳам шундай 
(мавжуд эмас деб тушуниш керак).
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s i n  1 8 0 °  =  0 ;  c o s  1 8 0 °  =  -  1; t g  1 8 0 °  =  0 ;  c t g  1 8 0 °  =  - c o ; 
s e c  1 8 0 °  =  —  1; c s c  1 8 0 °  =  oo.

7) sin 2 7 0 ° = sin(9 0 °+  180°) =  sin 90°cos 180°+ c o s9 0 osinl80° =
=  l . ( - l ) + 0  =  - l ;  

cos 270° =  cos (90° +  180°) =  cos 90° cos 180° — sin 90° sin 180° =
=  0 - 0  =  0 ;

tg 270° =  = l  =  - f o o ; ctg 270° =  =  0; sec 270° =  -  со;

csc 270° -  \.

sin 270° =  -  1; cos 270° =  0; tg  270° =  +  
c t g 270° =  0; sec 270° =  — oo; c s c 270° *= — 1.

8) sin 360° =  sin 2• 180° =  2-sin 180° cos 180° =  0;
cos 360° =  cos 2 • 180° =  cos2 180 -  sin2 180 =  ( - 1  )8 -  0 =  +  1;

tg360° =  y  =  0; Ctg 360° =  у  =  -  oo; sec 360° -  у  -  1.

CSC 360° =  — =  — CO .
0

s i n  3 6 0 °  =  0 ;  c o s  3 6 0 °  =  1; t g 3 6 0 °  =  0 ;  
c t g  3 6 0 °  =  —  с о ;  s e c  3 6 0 °  =  1; c s c  3 6 0 °  =  — oo.

Юнорида ҳосил қилинган натижаларни қуйидаги жадвал 
шаклида ёзиш мумкин:
X  Б урчаклар  

ф ун кц и ял ар  X

0е
30°

(!)
45°

( l )

60°

( f )

90°

(!) 180°
(«)

270°

(!) 860°
(2«)

sin 0
1
~2

/ 2
2

/ 3
2 1 0 —1 0

cos 1 / 3 "
2

V~2
2

1
2

0 —1 0 1

t g 0 / Т
3

1 / Т oo 0 +  00 0

c t g oo V J 1 / Т
3

0 --00 0 --00

sec 1 2 / 3
3 / Т 2 oo - 1 —oo 1

CSC oo 2 V T
2 / T

3
1 00 - 1 — oo
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Бу 8 та бурчакни қуйидаги 292- раемдан яқкол кўриш 
мумкин:

^(Х = Ж ~ ({)  ^ c x = 4 5 ~ f f j  ^ o t= 6 0 ~ (f)

Л л
V л

ot=90~(f) ^ с ё т Ц Л )  ^Ы=270~(Зг)^оС=360~ (21)

292- раем.

10- §. БУРЧАК 0° ДА Н 360° ГАЧА ОРТГАНДА ТРИГОНОМЕТРИК  
ФУНКЦИЯЛАРНИНГ УЗГАРИШИ

Биз 293- раемдан кўрамизки, а бурчак 0° дан 90° гача орт- 
ганда ВС, A D  ва O D  лар ортиб, ОС, OF  ва E F  лар камаяди. 
Демак, а бурчак 0° дан 90° гача ортганда sina, tga ва sec a
лар ортиб, ctga, c o s a ва csca лар камаяди. Шундай қилиб,

бурчак 0° дан 90° гача ортганда: 
sina 0 дан +  1 гача ортади; cos a 
эса +  1 дан 0 гача камаяди; tga  0 
дан +  оо гача ортади; ctga эса + о э
дан 0 гача камаяди; sec a + 1  д а н + о о
гача ортади; csca эса +  оо д а н - f  1
гача камаяди. Худди шунга ўхшаш
а бурчак 90° дан 180° гача, 180° 
дан 270° гача, 270° дан 360° гача 
ортганда хам тригонометрик функ­
цияларнинг ўзгариши I чоракдаги- 
дек текширилади. Ёлгиз уларнинг 
ишораларига риоя қилиш керак ва 
битта чоракда ортганлари иккинчи 

бир чоракда камайиши мумкин, холос.
Натижада қуйидаги жадвал ҳосил бўлади:

293- расм.

^  а функцня- 
л ар  номи

I чорак 
0° дан  90°

II чорак 
90° дан  180°

III  чорак 
180° дан  270°

IV чорак 
270° дан 360°

S in 0 дан +  1 1 дан 0 0 дан — 1 — 1 дан 0
COS +  1 дан 0 0 дан — 1 — 1 дан 0 0 дан +  1
‘g 0 дан - f  оо — оо дан 0 0 дан +  оо — оо дан 0

C tg +  оо дан 0 0 дан — оо со  дан 0 0 дан — оо
sec 1 дан +  оо —  оо дан — 1 — 1 дан — оо оо дан 1
CSC оо дан 1 1 дан оо — оо дан 1 — 1 дан — оо
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Тригонометрик функцияларнинг ўсиши ва камайиши

Биз 10- § га асосланиб қуйидаги хоссаларни ёза оламиз 
(293- расм).

1) 0 < а < 9 0 с 
қийматларда

2) 90о < а < 1 8 0 °  
қийматларда

3) 1 8 0 ° < а < 2 7 0 с 
қийматларда

4) 2 7 0 ° < а < 3 6 0 с 
қийматларда

sin а — ўсувчи;  cos а — камаювчи;
а — ўсувчи;  c t g a  — камаювчи;  

s e c a  — ўсувчи;  c s c a  — камаювчи.

sin a — камаювчи;  c o s a  — ўсувчи;  
t g a  — камаювчи;  c t g a — ўсувчи;  
sec  a — камаювчи;  c s c a  — ўсувчи.

sin a — ўсувчи ;  cos a — камаювчи;  
tg  a — ўсувчи;  ctg a — камаювчи;,  
sec  a — ўсувчи; c s c a  — камаювчи. '

sin a  — камаювчи;  c o s a  — ўсувчи;  
t g a  — кам аювчи;  c l g a  — ўсувчи;  
s e c a  — кам аювчи;  c s c a  — ўсувчи.

11-§.  КЕЛТИРИШ ФОРМУЛАЛАРИ

Энди биз икки бурчак йиғиндиси, айирмаси ҳамда икки­
ланган бурчак тригонометрик функцияларининг формулалари 
ва асосий тригонометрик айниятлар ва баъзи бурчак тригоно­
метрик функцияларининг сон қийматларидан фойдаланиб, қу- 
йидаги йўллар билан келтириш формулалари деб аталган фор- 
мулаларни чиқарамиз.

sin (15 ±  a) =  sin Р cos a  ±  cos Р sin a;
cos (P ±  a) =■ cos a  cos 3 +  sin a  sin 3 формулаларда:
1) p =  90° деб  белгилаймиз, у ҳолда:

sin (90° ±  a) =  sin 90° cos a  ±  cos 90° sin a  =
=■ 1 • cos a  +  0 • sin a  =  cos a.

Демак,

sin (90° ±  a) =  c o s a .

cos (90° +  a) = c o s 9 0 ° c o s a +  sin 90° sin a  =  0 +  l - s i n a =  +  sina. 
Демак,

cos (90° ±  a) =  +  sin a.

Энди бу икки формулага асосан,
/пао , \ sin (90° ± a) cosa _  .

t g  (90 ±  а) =  COs (90°~±~а) =
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tg(90°  +  a )  =  +  c t g a .

ctg (90° +  a) =  -о- - (90° £ q) =  +  tga.  
^ V -  ’ sin (90° ±  a )  5

ctg (90° ±  a) =  +  tga.

sec (90° ±  a) = 1 1
cos0 (90° ±  a )  T  sin a

=  +  CSC a ;

sec (90° ±  a) =  +  csc a.

csc (90° ±  a) = 1 1
sin (90° ±  a )  cos a

=  seca .

csc (90° ±  a) =  seca .

2) p =  180° деб белгилаймиз, у ҳолда:
sin (180° ±  a) =  sin 180°c o s a  ±  cos 180°s in a  

=  0 ±  s i n a - ( — 1) =  +  sina.
Демак,

sin (180° ±  a) =  +  s ina .

cos (180° ±  a) =  cos 180° co sa  +  sin 180° s in a  =  — cosa .

cos (180° ±  a) =  — cos a.

tg (180» ±  a )  =  s " ' (1-̂ ± a ) =  = ± t g a .
7 c o s (180° ± a )  — c o s a  6

tg (180° ±  a) =  +  tg a .

Шунга ўхшаш:

ctg (180° +  a) =  +  ctga .

sec (180° ±  a) =  — sec a  ва csc (180° +  a) =  +  csc a. 
 1__

3) p =  270° деб белгилаймиз, у ҳолда:
sin (270° ±  a) =  sin 270° cos a  ±  sin a  cos 270° 

=  — 1 • cos a  +  0 =  — cos a.
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sin (270° ±  cc) =  — cos a.

cos (270° +  a) =  cos 270° cos a  +  sin 270 sin a  =  
=  0 +  ( — 1) sin a  =  +  sin a;

cos (270° — a) =  — sin a. 
cos (270° - f  a) =  sin a.

tg (270- ±  a) =  .sln (?70° ± a). =  =  T  ctg a;
6  V -  cos (270° ±  a )  ±  sin a  6

tg (270° — a) =  ctg a. 
tg (270° +  a) =  — ctg a.

Шунга ўхшаш:

ctg (270° ±  a) = 1
T  c tg  a

=  + t g a ;

ctg (270° ±  a) =  +  tga.

sec (270° ±  a) 1
cos(270:i ±  a )  ±  sin a

=  ±  csc a;

sec (270° ±  a) =  +  csc a.

Шунга ўхшаш:

csc (270° +  a) —
— cos a

— sec a;

csc (270° ±  a) =  — sec a.

4) p =  360° деб белгилаймиз, у ҳолда:

sin (360° ±  a) =» sin 3603 cos a  ±  sin a  cos 360° =  0 ±  s i na-  1
=  ±  sina;

sin (360° — a) =  — sin a. 
sin (360° +  a) =  sina.

cos (360° +  a) =  cos 360° cos a  T  sin 360°sin a  =  1 • cos a  +  0 = c o s  a;

cos (360° ±  a) =  cos a.
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tg(360» +  a ) =  4 £ i  =  ± tgcl;

tg (360° +  a) =  ±  tga. 
 ___

Шунга ўхшаш: .

ctg (360° ±  a) =  +  ctg a. 

sec (360° +  a) =  — . ’ 0 — . =  —— =  sec a;
v -  '  COS (360°± a )  COS a

sec (360° +  a) =  sec a.

Шунга ўхшаш:

csc (360° ±  a) =  ±  csc a.

Юқорида ҳосил қилинган натижаларни куйидаги жадвал 
шаклида ёзамиз:

X  Б у р ч а к л а р

Ф у н к -  N. 
ц и я л а р  X

9 0 ° — a 

( ? - . )

9 0 ° + o

- X
180°— a 

(it—a)
1 8 0 + a
( it+ a )

2 7 0 °— a

е - н
2 7 0 ° + a  
Sit 
~2

3 60°— a'
(2it—a)

360° + а
(2it +  a )

s i n c o s  a c o s  a s i n  a — s i n  a — c o s  a — c o s  a — s i n  a s i n  a

COS s i n  a — s i n  a — c o s  a — c o s  a — s i n  a s i n  a c o s  a c o s  a

t g c t g  a 1 cn
 

I 
a — t g  a t g  a c t g  a — c t g  a — t g  a t g  a

C t g t g  a — t g  a — c t g  a c t g  a t g  a — t g  a — c t g  a c t g  a

s e c c s c  a — c s c  a — s e c  a — s e c  a — c s c  a c s c  a s e c  a s e c  a

CSC s e c  a s e c  a + c s c  a — c s c  a — s e c  a — s e c  a — c s c  a c s c  a

Бу 8 та бурчакни 294- расмдан яққол кўриш мумкин. 
Қ о и д а .  Агар a  бурчак горизонтал диаметрдан бошлаб 

ҳисобланадиган бўлса ( ±  a;  ̂±  a; 2т: +  a  бурчакларга тегишли 
формулалар), тенгликнинг икки томонидаги функциялар бир 
хил исмда бўлади; агар а  бурчак вертикал диаметрдан бошлаб
^исобланадиган бўлса ±  а; у  ±  а  бурчакларга дойр форму­
лалар), тенгликнинг икки томонидаги функциялар бир бирига
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ўхшаш исмда (синус ва косинус; тангенс ва котангенс ва ҳ. к.) 
бўлади. Ўнг томондаги тригонометрик функциянинг қандай 
ишора билан олинишини аниқлаш учун а  бурчакни ўткир бур­
чак ҳисоблаб, изланувчи ишора чап томондаги ишорага қараб 
аниқланади.

0-лC 2 ] 0 - d \ (  Ц № -(

294- раем.

12-§. ТРИГОНОМЕТРИК ФУНКЦИЯЛАР КУПАЙТМАСИНИ ЯИҒИНДИ 
ЕКИ АЙИРМА ШАКЛИГА КЕЛТИРИШ ФОРМУЛАЛАРИ

Бу формулалар қуйидаги йўллар билан чиқарилади:
1) sin (а +  р) =» s l n a c o s ^ - f  co sa s in p ;  - 

sin (a — p) =  sin a  cos P — cos a  sin p
вкани бизга маълум. Бу тенгликларни ҳадлаб қўшиб, натижа- 
ни 2 га бўламиз, бу ҳолда ушбу формула ҳосил бўлади:

sin a  cos р =  -w [sin (a +  P) +  sin (a — P)].

2) Энди шунга ўхшаш йўл билан давом этамиз. 
cos (ct +  р) =  cos a  cos р — sin a  sin P; 
cos (a — p) =  cos a  cos p +  sin a  sin p 

тенгликларни қўшиб, 2 га бўлсак:

cos a  cos р =  T  [cos (a +  p) +  cos (a — P)];

иккинчисидан биринчисини айириб, 2 га бўлсак:

sin a-sin  p =  [cos (a — p) — cos (a +  P)]

формула ҳосил бўлади. 
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М и с о л л а р .

1) sin 25° cos 5° =  у  [sin (25° +  5°) +  sin (25° -  5°)1

=  у  (sin 30° +  sin 20°) =  y  ( y  +  sin 20°);

2) sin 15°s in 75° =  у  [cos (15° - 7 5 ° )  - c o s  (15° +  75°|

=  i  [cos ( - 6 0 ° )  -  cos 90°l =  y ( y - 0 ) =  1  

М а ш қ л а р .  Қуйидаги кўпайтмалар ҳисоблансин:
I), cos 43°-cos 47°. 2) cos 13 5 °-cos 85°.
3) sin 72° .sin 18°. 4) c o s 3 5 ° -cos 75°.
5) s in 82°-s in 8°. 6) sin 15°-cos 15°.
7) s i n i - c o s f .  8) s in 5ot-s in 3a .

9) cos (a +  p)-cosa.
II) 2 s in 40°-cos 10°-c o s 8°.

10) 4 cos 8 °-cos 10°-cos 6°.
11) 4 cos a -cos  3 a -co s  4 a.

13- §. ТРИГОНОМЕТРИК ФУНКЦИЯЛАР ЙИҒИНДИСИ  
BA АИИРМАСИНИ КУПАИТМА ВА БУЛИНМА ШАКЛИГА КЕЛТИРИШ

ФОРМУЛАЛАРИ

Бу формулаларни қуйидагидек йўллар билан чиқарилади:
1) s in a  +  sinP ни кўпайтма шаклига келтирамиз. Бунинг 

учун a  =  л: +  у ва р==х  — у деб белгилаймиз.
s in a  +  s i nр =  sin (x  +  у) +  sin (x  — у) =

=  sin л: cos у  +  cos x  sin у  +  s ln x  co sy  — cos x  sin у =  2 sin дг cos у. 
A mmo,

a  =  X  +  У a  4 -  9  a  —  3

+ х  =  - г ' ’ У =  V -
a  +  =  2 x

Буларни ўрнига қўйсак:

sin a  +  sin p =  2 sin ^y-^ cos (̂ - y .

Шунга ўхшаш:

sin a  — sin @ =  2 sin -■■■„ -  cos

2) co sa  +  cos p =  cos (x  +  y) +  cos ( x —y) =  cos л: co sy  —

— sinxsiny+cosxcosy  +  sinxsiny= 2cosxcosy= 2  cos • cos y - 2;

cos a  ■+ cos p =  2 cos a- y  cos
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Шунга ўхшаш:

о  п  ■ а  +  В .  В — а cos ct — cos (3 — 2 sin —р -  • sin —

И з о ҳ. Бу формулаларни 12- § да чиқарилган формулалардан фойдала- 
ниб чиқариш ҳам мумкин.

п \  I 1о- (3 _  sin а I sin В _  sin a cos В +  cos а  sin В _  sin (а  +  В)
/ Б  "I ‘ COS а  COS В COS а COS В _  COS а COS [i *

. I ' . Q Sin (я В)tp  а  4 -  t g  В = -----ia-2—l l .
6  1 ь г  co s  a Cos В

Шунга ўхшан!:

1ё а - ) е р =  5|п^ - Р ) .
ь  1 COS a  COS В

Ctga +  ctgB =  s-ln (а +  f : 
fe r  Sin a s in  В

ва

c t g a  — ctgP — — =0
® ‘ s in  a  s in  В

бўлади.

4) sin a  +  cos В =  sin a  +  sin ( 9 0 ° -  B) =  2 sin +  45°) X  

X  c° s — 45°)_ д гар 3 =  a  бўлса, у ҳолда:

s in a  +  c o s a  =  j^ 2 ■ cos (a — 45*)

бўлади.

5) t g a  +  ctgP =  t g « +  tg ( 9 0 *  — ft) =
COS (я —  В)

COS a s in  В "

, , Q COS (a  —  B)tg a  4- ctg В = ---- -— гтг *
ь  1 o r  COS a  s i n  В

Агар В =  a  бўлса, у ҳолда:
, , co s  (a  — a )  2 cosO 2 0  ^  0 „

tg «  +  ctg a  ^  cos a sm ,  =  2^ -,-^ r . J  sitT^T =

бўлади.
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t g a  +  c lgc t =  2 c s c 2 c t .

tg a  — ctg p == С05, (а +  .
6  “  —  S in  P COS a

Агар, p =  a  бўлса, у ҳолда: 
2  COS 2  a COS 2  atga —ctga-—211пае(ца -

+  tg P _  sin (a -t- p) . tga  +  tg P _  
t g 2 — tg p ”

s i n  a  4- s i n  P

Sin ( a  P )  ’ C tg  a  +  c t g  p

+ a + 
g "T

a  4 -

-  2 ctg 2 a. 

tga- tgP;

c t g 3 —  S i n  а  +  s i n  3

°  2  ’ c o s  a  +  c o s  3

а  4- P.
t g — p ;s i n  a —  s i n  p 

s i n  a  —  s i n  P . a  -r- „
a i s t t  —  c o s  3 “  —  ctg У Ф°РмУлалаРнннг тўғрилигини тек-
шириб кўриб ишонч ҳосил қилиш мумкин.

М и с о л л а р .  1) cos 48° — cos 12° =  +  2 sin 12-  •

•sin --Г̂ 48° =  — 2 sin 30°. sin 18° =  -  2- у  sin 18° =  -  sin 18°.

2 )
s i n  4 0 °  +  s i n  5 0 °  

c o s  4 0 ° +  c o s  5 0 °

2  s i n
4 0 ° 5 0 °  4 0 °  —  5 0 °

COS о s i n  4 5 °

4 0 °  +  5 0 °  4 0 °  —  5 0 °
2  c o s  о c o s

c o s  4 5 c
=  1.

M а ш қ л а p. Қуйидагилар соддалаштирилсин:
s i n  8 7 °  4 -  c o s  5 7 °1) sin 3 6 ° - s i n  54°.

2) cos 28° +  cos 152°. 
ox tg 2 5 °  +  tg 2 0 °

tg 2 5 °  —  tg 2 0 °  *

4) c o s  5 10—  c o s  39°*

5) t g 76° ±  tg31°.
6) ctg 7 2 ° + tg 48°.

Қуйидаги тенгликлар исботлансин:

1) cos 24° +  cos 48° — cos 84° — cos 12° =  y .

2) sin 47° +  sin 61° — sin 11° -  sin 25° =  cos 7°. 
s i n  1 4 °  +  s i n  2 8 °  —  s i n  4 2 °  1

3) s i n  4 2 °  +  s i n  14° —  s i n  5 6 °  2  c o s  1 4 °  '

4) 4 sin2a  — 3 =  4 sin (a +  j )  • sin (a  — y j .

14- §. ИСТАЛГАН КАН А Л И К ДА ГИ  БУРЧАК ТРИГОНОМЕТРИК 
ФУНКЦИЯСИНИ УТКИР БУРЧАК ТРИГОНОМЕТРИК ФУНҚЦИЯСИГА

КЕЛТИРИШ

И стал га н катталикдаги бурчак тригонометрик функциясини 
ўткир бурчак тригонометрик функциясига келтириш масаласини 
конкрет мисолларда ойдннлаштирамиз. (Асосан, бундай мисол-
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ларни ечишда тригонометрик функцияларнииг жуфт ва ток- 
лигидан, даврийлигидан ва келтириш формулаларидан фойда- 
ланилади.)

1) sin (— 1897°1 V) ўткир бурчак тригонометрик функция­
сига келтирилсин.

Е ч и ш .  sin (— 1897°11') *= — sin 1897°1Г =  -  sin (97°1 Г +  
+  5-360°) =  -  sin 97°11' =  -  sin (90° +  7°1Г)  =  — cos 7°1 Г.

2) cos (— 2778°) ўткир бурчак тригонометрик функциясига 
келтирилсин.

Е ч и ш .  cos ( -  2778°) =  cos 2778° =  cos (258° +  7-360°) =
=* cos 258° =  cos (270° — 12°) =  — sin 12°.

3) tg (789°6/ 15") ўткир бурчак тригонометрик функциясига 
келтирилсин.

Ечиш- .  tg (789° 6'15") =  tg(69°6, 15" +  4-180°) =  tgGg^MS". •
4) sec (— 968019z) ни 45° дан кичик бурчак тригонометрик 

функциясига келтирилсин.
Е ч и ш .  sec ( -  968° 19') =  s e c 968° 1 9 '= sec (248°19'+ 2-360°) =  

=  sec 248° 19' =  sec (270° — 21°41') =  - c s c 2 1 041'.
M а ш к л a p. Қуйидаги тригонометрик функциялар ўткир 

бурчак тригонометрик функциясига келтирилсин:
1) cos ( — 1709°20');2) sin ( - 2097°18'); 3) tg (1 8 0 ;o56');
4) c s c (999°9'9");5> c t g (— 7895° 12' 19"); 6) s l n ( - ^ i t ) ;

Амалий ҳисоблаш ишларида тригонометрик функцияларнииг 
тақрибий қийматлари жадвалидан ва уларнинг логарифмлари- 
дан фойдаланилади. Бунинг учун В. М. Брадиснинг тўрт хона- 
ли математик жадвали етарлидир. Брадис китобининг VIII жад­
вал и да синус ва косинусларнинг 0 дан 90° гача бурчаклар учун 
ҳар 6' дан кейин тўртта каср хона билан тақрибий қийматлари 
берилган. Ammo: sin (90°— а) =  cosa; cos (90°— а) =  s in a  бўл- 
гани учун с и кус ва косинусларнинг қийматларини ҳисоблашда 
VIII жадвалнинг ўзигина етарлидир.

Брадис жадвал и да (VIII) синус аргументининг қийматлари 
юқоридан пастга, косинус аргументининг қийматлари пастдан 
юқорига қараб жойлаштирилган. Бурчакни бутун сон градуси 
ПА “ устун таги ёки устидан каср градуси (минутлар) юқориги 
ёки пастки сатрдан топилади. VIII жадвалнинг ўнг четидаги 
(V, 2', 3') устунлардан тузатмалар олинади. Энди VIII жадвал- 
дан парча келтирамиз:

16- §. ТРИГОНОМЕТРИК ЖАДВАЛЛАР



VIII. СИНУСЛАР

л 0 fiv 12" 18' 24 ' 3 0 ' 3 6 ' 42' 4 8 ' 54' 60 ' 1' 2' 3

0° 0,0000 0017 0035 0052 0070 0087 0105 0122 0140 0157 0,0175 89° 3 6 9
Г 0175 0192 0209 0227 0244 0262 0279 0297 0314 0332 0349 88° 3 6 9
2° 0349 0366 0381 0101 0419 0436 0454 0471 0488 0506 0523 87° 3 6 9

1*9°' " 3266 3272 3289 3305 3322 3338 3355 3371 3387 3404 0,3420

•
о 

•

3 5*8

88° " ‘9991 9995 9995 9996 9996 9997 9997 9997 9998 9998 0,9998 1° 0 0 0
89°
90°

0,9998
1,0000

9999 9999 9999 9999 0000 0000 0000 0000 0000 1,0000 0° 0 0 0

00' 54' 48' 42' 36' 30' 24' 18' 12' 6' 0 ' А l ' 2 'З '

КОСИНУСЛАР

М и с о л л а р .  1) sin 19°18' ни топинг. Бунинг учун 19° ни 
чап четидаги „Аи устун тагидан топиб, 18' ни юқоридан топиб, 
улар тургаи йўл ва устуннинг кесишган жойидан 3305 сон 
олинади, яъни sin 19018z =  0,3305 бўлади.

2) cos70°30z ни топинг. Жадвалнинг ўнг четидаги „А“ ус- 
тупда пастдан юқорига юриб 70° ни, пастки сатрдан 30z ни 
топиб, уларнинг кесишган жойидан 3338 сомни оламиз, яъни 
cos70°30z =  0, 3338 бўлади.

3) sin 19°20z ни топинг. Бунинг учун олдин sin 19°18z =  0,3305 
ни топамиз (sin 19'°20z >  sin 19°18z дан); энди тузатмадан 
2Z га тўғри келган 5 ни топиб қўшамиз, яъни sin 19°20z =  
=  0,3305 +  0,0005 =  0,3310 бўлади.

4) cos 70°32z ни топинг. Олдин cos 70°30z =  0, 3338, кейин 
2Z га тўғри келган 5 тузатмани топиб айирамиз, чунки 
cos 70°32z< c o s  70°30z. cos 70°32z= 0 ,3338-0 ,0 0 0 5 = 0 ,3 3 3 3  бўлади.

В. М. Брадиснинг IX ва X жадваллари бўйича тангенс ва 
котангенсларнинг қийматлари топилади. Масалан, IX жадвалда 
тангенснинг қиймати 0° дан 76° гача ҳар 6Z дан кейин берил­
ган. X жадвалда эса тангенснинг 76° дан 89° гача қийматлари 
ҳар l z дан кейин берилган. (IX ва X жадваллардан фойдала- 
ниш ҳам VIII жадвалдан фойдаланиш каби ижро этилади ва 
тузатмалар устидаги ran ҳам айнан синус ва косинусларники 
каби бўлади.)

Тригонометрик функцияларнииг қийматлари берилганда, 
бурчакни топиш яна шу жадвал бўйича ижро этилади. Маса­
лан, sin а  =  0,0384 берилган. а  топилсии.

Е ч и ш .  VIII жадвалдан 0384 ни топиб, ундан чапга қараб 
юриб „Аи нинг тагидан 2° ва юқоридан 12z ни топамиз, яъни 
a  =  2012z бўлади.
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В. М. Брадиснинг III — VII жадвалларида тригонометрик 
функция логарифмлари аргументнинг 0° дан 90° ораликдаги 
қийматлари учун тўрт каср хонаси билан берилган. Биринчи 
чоракда: Igs i na ва I g t g a  лар ортади; Ig co sa  ва I gct ga  лар 
камаяди, чунки биринчи чоракдаsina, 1ga ўсувчи функциялар 
бўлиб, co sa ,  c tg a  эса камаювчи функциялардир. Ill — VII жад- 
валларнинг тузилиши ва улардан фойдаланиш худди VIII жад- 
валдагидек бўлади.

М и с о л л а р .  1) lg sin32°16' ни топинг. Буни IV жадвалдан 
топамиз: „Аи нинг тагидан 32° ни топиб, юқоридан 18z ни то­
пиб, уларнинг кесишган жойидан 1,7278 пи оламиз; сўнгра 
ортиқча 2Z га тузатмадан 4 сонни топиб айирамиз, 1,7278 — 
— 0 ,0 0 0 4 =  1,7274. Демак, Igsin 32016z =  1, 7274 бўлади.

2) lgctg47°12z ни топинг. Буни VI жадвалдан топамиз. Паст- 
даги „А" нинг устидан 47°ии топиб ва пастдаги йўлдан 12z ни 
топиб уларнинг кесишган жойидан Г,9666 ни оламиз, яъни: 
lgctg47°12z =  1,9666.

3) Ig c o sa  =- 1,9772; IV жадвалдан топамиз. 9772 ни топиб, 
ундан ўнг томондаги „А“ нинг устидан 18° ни, пастдан 24z ни 
оламиз, яъни a =  18°24z.

16-§. ТРИГОНОМЕТРИК ФУНКЦИЯЛАРНИИГ БЕРИЛГАН ҚИИМАТИ 
БУЙИЧА БУРЧАК ЯСАШ

Маркази координаталар бошида ва радиуси R  бўлган дойра 
берилган.

1- м и с о л .  Синуси К  сонга тенг бўлган бурчак ясалсин, 
бунда Қ  {К > 0 )  берилган сон.

Е ч и ш. Ордината ўқида М  (0; /<), ЛД0; — Қ ) нуқтани олиб, 
у нуқталардан абсцисса ўқига параллел ЕҒ  ва тўғри
чизиқларни ўтказамиз (295- раем). Бунда қуйидаги уч ҳолни 
учратиш мумкин:

\) — R  <  К  <  R бўлсни , бу ҳолда М (0 ; /С) нуқта дойра 
ичида етади. Е Е  \\ ОХ; F  нуқта ўнг ярим текисликда, Е  нуқта 
эса чап ярим текисликда ётади. O F =  ОЕ =  R  ни чизамиз. Бу 
ҳолда MF  кесма изланаётган бурчакнинг бошлангич томони, 
OF =  R  эса сўпгги томонини белгилайди, яъни изланган бур­
чак OFM  дир. Худди шунга ўхшаш: Z  OEM  =  Z  O E {N  =  
=  Z  OFxN  лар ҳам изланаётган бурчакка тенг.

2) К  =  ± R  бўлсин, бу ҳолда К  =  R  учун изланаётган бур- 
чакнииг сўнгги томони OM y =  R  ва R  =  — R  учун эса CWj
бўлади. Натижада K  =  R  бўлганда, a =  ^ 2 m z B a  Қ  =  —  R

бўлганда,а =  — +  2/гл бурчаклар ҳосил бўлади (/* — ихтиё- 
рий бутун сон).
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8) \ К \ >  R  бўлсин, бу  ҳолда масаланинг ечими йўк, чунки 
синуси бундай Қ  сонга тенг бўлган бурчак мавжуд эмас.

2- м и с о л .  Тангенси Қ  сонга тенг бўлган бурчак ясалсин, 
бунда / (  — берилган ҳар қандай ҳақиқий сон.

Тангенс чизиғида D ( R \ K )  нуқтани оламиз (296- раем). Энди 
D (R, Қ)  нуқтани координаталар боши О билан туташтирсак, у 
ҳолда OD кесма изланаётган бурчакнинг сўнгги томони бўла-

ди, яъни Z  AOD изланаётган бур­
чак (296- раем).У

M
M,

F

^ J r

X У '
6Г
N ,

295- раем.

И в о ҳ. Косинус ва котангенслар берил- 
ганда бурчакни ясаш худди синус ва таи- 
генслардагидек йўллар билан бажарилади.

2
3- м и с о л .  sin а  =  у  ёки а=» 

2
■ arcsin -ў берилган; Z  а  ясалсин.

4- м и с о л .  t g a  =  — 1, 5ёки а  =  
=  arctg(— 1,5)  берилган; Z  а  ясал­
син.

Бу икки мисолнинг ечилиши 
2 9 7 -раемда кўрсатилгандек бўлади.

М а ш қ л а p. sin а  =  -̂  ёки а  =
c o s a  =  0,4 ёки а  
t g a  =  ± 3  ёки а  ; 

лар берилган;Z  а  ясалсин.

arcsin -j;
= arc cos 0,4; 
= arctg ( ±  3)

296- раем. 297- раем.
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17- §. СОН АРГУМЕНТНИНГ ТРИГОНОМЕТРИК ФУНКЦИЯЛАРИ
ВА УЛАРНИНГ АНИҚЛАНИШ СОҲАЛАРИ

Тригонометрик функцияларнииг аргументлари бурчак (ёй) 
дангина эмас, балки шу бурчакларни ифодаловчи сонлардан 
иборат бўлиши ҳам мумкин. Бунда бурчакларни ва ёйларни 
радиан билан ўлчаш қабул қилинган. Масалан, sin 32 ифода, 
32 радианга тенг бўлган бурчакнинг синуси демакдир.

Виз алгебрада (18- §) функциянинг борлиқ (аниқланиш) 
соҳасининг таърифини бериб ўтган эдик. Бу таъриф тригоно­
метрик функциялар учун ҳам ўз кучини сақлайди.1) sina, cosa  ларнинг аниқланиш соҳаси барча ҳақиқий
сонлар тўпламидан иборатдир (яъни a  =  0; ±  у ;  ±  у ;  ±  тс иа 
ҳоказо сонлар бўла олади).

2) tg a  нинг аниқланиш соҳаси у  +  zzi: (zt — бутун сон) дан

бошка барча ҳақиқий сонлар тўпламидан иборатдир (яъни ^  пк
радианга тенг бўлган бурчакларнинг тангенси йўқ).

3) c tg a  нинг аниқланиш соҳаси пп дан бошқа ҳамма ҳақи- 
қий сонлар тўпламидан иборатдир (яъни ял радианга тенг бўл- 
ган бурчакларнинг котангенси йўқ).

18-§. ТРИГОНОМЕТРИК ФУНКЦИЯЛАРНИИГ ЧЕКЛАНГАНЛИГИ
ВА ЧЕКЛАНМАСЛИГИ

Олдин биз функциянинг чекланган ва чекланмаганлик таъ- 
рифлари билан танишган эдик.

Олдинда кўрилган хоссаларга асосан s in a  ва cosa  функ­
циялар чекланган, чунки | s i n a | - < l  ва | c o s a | - < l  дир. t g a  ва 
c tg a  функциялар чеклануаган, чунки | t g a | - < c o ;  | c t g a |<  со дир.

Тўғри ва тескари тригонометрик функциялар даврий функ­
циялардир; уларнинг қуйида чизилган графикларидан биз 
яққол кўрамизки, даврий функцияларнииг хоссаларини ўрганиш 
учун уларнинг хоссаларини давр узунлигига тенг бўлган бирор 
ораликда ўрганиш кифоя.

19- §. ТРИГОНОМЕТРИК ВА ТЕСКАРИ ТРИГОНОМЕТРИК 
ФУНКЦИЯЛАР, УЛАРНИНГ ГРАФИКЛАРИ

а) Тригонометрик функцияларнииг графиклари

Китобнинг алгебра қисмида функцияларнииг графигини жад­
вал тузиб, нуқталар ёрдамида чизишни кўриб ўтган эдик. Бу 
ерда ҳам ўша йўллар ва юқорида кўрилган хоссалардан фой- 
даланиб, тригонометрик функцияларнииг графикларини чиза­
миз:
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1. у =■ sin л: функциянинг графиги чизилсин (х  — аргумент, 
у — функция).

Ч и з и ш .  Дастлаб жадвал тузиб, бир қанча нуқталарни 
аниқлаймиз:

X 0 л
± - 6

К 
|гг 
-Н я

± 'з
тс

± 1 ± л
-н ±  2тс

У 0 1
± 2 Н- ±  1 0 0 ...

Энди тўғри бурчакли координаталар системасини олиб, уида:

(0 ; 0 ) ,  ( + - | ; ± у } .  ( ± | ;  ±  1у - ) .  ( ± | ;  ±  !т - ) .  ( ± | ; ±  Ф

( ± ^ 0 ) , ( ± | ;  1 ) ,  ( ± 2 л ; 0 ) ,  .. .

нуқталарнинг ўрнини аниқлаб, улар бирлаштирилса эгри чизиқ 
ҳосил бўлади; бу эгри чизиқ у =« sin л: нинг графиги ёки 
синусоида дейилади (298- раем).

298- раем.

Қолган тригонометрик функцияларнииг грдфиги худди синус- 
ники каби йўл билан чизилади.2. у =  cos х  нинг графиги чизилсин.

Ч и з и ш .  Дастлаб жадвал тузиб, бир қанча иуқталарни 
аниқлаймиз:

X 0 тс
± т

-н тс
± т

тс
± т ± "

Зтс
± т

i  2 тс

У 1 / 3
2

/ 2
2

1
2

0 — 1 0 1
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(0; 1), ( ± | ;  & ) ,  [ ± 1 ; Щ  ( ± ^ l ) . ( ± | ;  о);

(± it; -1), (±у; о), (± 2ir; 1)..
Бу топилган нуқталарга асосан у =  cos ,х: нинг графиги 299- 
расмдагидек бўлади.

2 JS

299- раем.

3. y =  tg x  нинг графиги чизилсин (тангенсоида).
Ч и з и ш .  Дастлаб жадвал тузиб, бир қанча нуқталарни 

аниқлаймиз:

X 0 тс
±т -н тс

± Т
тс

± 2 "
±  ТС

ĈICN-н d: 2 тс

У 0

vh-н . ± 1 ± ±  оо 0 ±  со 0

(°; °)- (±  ±  1т " ) 1 ( *  Т ’ *  ' ) '  ( *  f : ±  / з ) .  (±  f ; ±  °°)'

( ± 1-; 0 ),  ( ± | ;  ±  оо ) ,  ( + 2 к ;  0 ) .........

Бу топилган нуқталарга асосан y =  tgA: нинг графиги 300- 
раемдагидек бўлади.

4. у =  sec л: нинг графиги чизилсин.
Ч и з и ш .  л: ва у  лар қийматлари жадвалини тузамиз ва бир 

неча нуқталарни аниқлаймиз:

X 0 т с  

±  6"
т с

± т н- ео!
 я т с

± 2
±  ТС

-н ±  2тс

У 1 2 / 3
3 / 2 2 0 0 — 1 о о 1
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У=tgxj (тангенсоида) '

( ± ч - 1), ( ± | ; = ° ) ,  (±24 i ) .......

Бу топилган нуқталарга асосан у =  secx  нинг графиги 301- 
расмдагидек бўлади.

JM  -п  -ТГ-Л-ТГ 
2  T J 7 . 7.

301- раем.

И з оҳ. у  =  c t g x  ва у =  csc х  ларнинг графиклари ҳам тангенс ва се- 
кансларники каби чизилади.

б) Тескари тригонометрик функциялар ва уларнинг график­
лари

Т е с к а р и  ф у  и к ц и я .  у =  f  {х)... (1)^ функция берилган 
бўлсин. (1) ни л: га нисбатан ечсак, л  =  ^ (у ) . . .  (2) ҳосил бўл-
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син. У ҳолда (2) ни (1) нинг т е с к а р и  ф у н к ц и я с и  дейилади. 
(1) да х  — аргумент, у  — функция; (2) да у  —  аргумент, л : —  
функциядир. Шунга ўхшаш: у  =  sin х; у  =  cos л:; у =  tgx ; 
у =  ctg х\ y =  se cx  ва y =  c s c x  ларнинг ҳар бирини бурчак 
(ёй) х  га нисбатан ечганда ҳосил бўлган функциялар берилган 
тригонометрик функцияларга тескари тригонометрик функция­
лар (ёки тескари доиравий функциялар) деб аталади ва улар 
х  =  Arcsin у; х  =  Arccos у; х  =  Arctg у; у  =  Arcclgy ва ҳоказо 
кўринишда ёзилади. Бундаги A rc— латинча Arcus, яъни ёй 
сўзининг қисқарганидир. х  =  Arcsin у; х  =  Arccos у; х  =  Arctgy 
ва ҳоказоларда х  ни у билан, у ни х  билан алмаштирсак, у ҳолда 
улар у =  Arcsin х ;  у =  Arccos х ;  у =  Arctg х  ва ҳоказо кўринишда 
ёзилади (ёлғиз одатланганимиз учун). Arc sin х  ни арксинус 
икс, Arccos х  ни арккосинус икс, Arctgх  ни арктангенс икс ва 
ҳоказо ...Arccscx ни арккосеканс икс деб ўқилади. (Тескари 
тригонометрик функциялар ҳам даврий функциядир.) Э н д и  
у =  Arc sin х  функциянинг графигини чизиб, текширамиз. Даст­
лаб жадвал тузиб, бир неча нуқталарни  аниқлаймиз:

X *=0 1 , / 2
± - г ±  1 0 ¥  1 0

У =0 7t
±"6

-н п п А п -и ±  2п

Энди тўгри бурчакли координаталар системасини олиб, унда

(0; 0), (±-у;±б"), - т ) *  *  у)* 0̂, -
( ±  1; ±  (0; ± 2т:), .... нуқталарнинг ўрнини аниқлаб, улар
бирлаштирилса, у =  Arc sin х  нинг графиги ҳосил бўлади: (302- 
расм). Шаклдан биз кўрамизки, y =  Arcsin х  даврий функция бў-
либ, [— +  -д-] да бир қийматли, чунки х  нинг [— 1; + 1] даги
ҳар бир қийматига у нинг ҳам битта қиймати мос келади.
Шунинг учун у =  Arcsin х  нинг [— у .  +  '^'] ораликдаги қисми
унинг бош бурчаги ёки бош қиймати  дейилади ва у =  arc sin х
равишда ёзилади. Демак, — у  <  arcsin х  <  + - £  (302- раем).
Бошқа тескари тригонометрик функцияларнииг графиклари ва 
бош қийматлари худди у =  arc sin х  ники каби йўллар билан
аникланади, яъни: 0 <  arc cos х  ■< тг (303- раем). — у  <  arctg х <  

<  4- у  (304- раем).
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Т а ъ р и ф .  A rcslnлг =  у  эгри чнзиқнинг бир қисми бўлган 
A R  эгри чизиқни, arc s\n х  нинг 2рафиги деШ лат  (302- раем). 

Қуйидаги муносабатларни чиқарамиз:

у  =■ arc sin х  дан л: =  siny =  cos ( у  — у ).

Б у н  дан: — у =  arc cos л: ёки ~  — arc sin л: =  arc cos л:. Демак,

-X

- ж

Ж

arc sin х  +  arccos x  =  у .

Шунга ўхшаш:

arctg х  +  arcctg x

■]* arc sec x  +  arc csc x  =  -y.

312- раем.

[Таърифга кўра: sin (arc sin x) =  x;
cos(arc cos x ) + x ;  tg (arctgx)=x , ctg (arcctg 
x) =  x  деб ёза оламиз.

A n "

М и с о л л а р .  1) cos (arc cos +

+  4  arc sin нинг қиймати топилсин.
'  /з -  1 . / 3  яЕ ч и ш .  arc c o s у  arc sin-^y- == p

деб белгилаймиз. Бу ҳолда, берилган ифода 
cos (а +  р) =  cos а  cos р — sin а  sin  ̂ шаклга 
келади.

A mmo: cosa  =  i y -  ва sin ёки
Г 2 sin j3 COS? =  1̂1; 

{ sin2? +  cos2? =  1
дан: sin? =  ±  К г  ва ±  у ;  cos? =  ±  у  ва ± sin a  =  

== У  1 —4 =  у ; С08 (a +  ?) = 1̂ - -  4 ”  г - = ° -  Демак, 

cos (arc c o s ^  + - j  ars sin =  0.

2) 2 a r c t g -f-arctg ̂  = -^-эканлиги исбот қилинсин.
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И с б о т .  a r c t g =  a, arctg^  =  р деб белгилаймиз, бундан:

■tg«  =  Т ; W  =  ^  бўлади. 2 a r c t g +  arctg^  =  2сс +  р. Бунинг 
икки томони тангенсини ҳисоблаймиз.

tg (2 arctg I  +  arctg | )  =  tg (2a  +  P) -  =  7 ^

1_
^  +  23

Ж

x

" 2 "

П -

303- раем.

289 . , 0 2 tg  а
-  289 “  1; t g 2a  -  1 _  tg23 —

1 15 23

2 . 1  c

1 16

-x

Ж

304- раем.

Демак, 2a +   ̂=  -̂ - ёки 2 arc tg 1  +  arc tg 1  =  ^  • Теорема
исбот қилинди.

Энди, Arc sin x ,  Arccos x, Arctg x, Arcctg x  лар билан arc sin x, 
arccos x , arctg x, arcctg x  лар орасидаги муносабатларни қуйида- 
гича ёзиш мумкин: Arc s i nx =  къ +  (— 1)* arc sin x, Arc cos x =  
=  2А:я +  arc cosx , Arctg x  =  &тг +  arctg x, Arc c tg x  =  кт,-\- 
+  arc c tg x  (A: = 0 ;  ± 1 ;  ± 2 ;  ...).

М и с о л .  1) Arcsin kn +  (— 1)* ars sin к ъ  +

+  ( -  n*  •
2) Arc cos у  =  2 ±  arc cos у  =  2Ы  ±
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М а ш  к л ар . Қуйидаги ифодаларнинг қийматлари топилсин:

1) sin (arcsin-^-+  arc cos ( ^Жавоб .  j

2) cos ( 2 a r c s ln ^ ? j .  (Ж  а во  6 .0 .)

8) ctg [arctg (— 1)]. (Ж  а в о 6. — 1.)

4) sin ^Загс cos ( Ж  а в о 6.1.)

б) cos (arccos- Д = +  a rc c o s l^ I j .  [ ж а в о б .  8у = ( 9 - | /

6) cos (2arcsln ^.j. ( ж а в о б .  j

Куйидаги айниятлар исбот қилинсин:
1) sin (2arctg 1 -  arcctg = ) -

4  22) arc sin _  — arccos -7=  =  arc ctg 2.
5 у  5

3) 2 arctg-g- +  arctg J  =  arctg

4) arc c o s a r c  cos >̂-6 =  —.
^  3 2 / 3 6

20- §. УЧБУРЧАК ЮЗИ

Т е о р е м а .  Учбурчакнинг юзи, унинг икки  томони ва 
улар  орасидаги бурчак синуси кўпайт масининг ярмига тенг. 

Д  ABC  нинг томонлари а, Ь, с ва юзи S A бўлсин. У ҳол-
да 5 Д =  y  be sin А эканини исбот ци-

8 ламиз.
/ Ч .  '  И с б о т .  Д  Л 5С  д а B D J_  ЛС ни ту-

Q /  1 а ширамиз (3 0 5 -раем). У ҳолда 5 Д —
/  I = ~ A C -B D .  A m m o  A C = b, B D = c-sln  A .

j) ~ У С Демак, S A =  ^- b cs in A  бўлади. Teo-
b рема исбот қилинди. Шунга ўхшаш,

305- раем. S  д =  -1 ас sin В  ва 5 А =  ab-s\n С
деб ёзса ҳам бўлади.

21- §. СИНУСЛАР ВА КОСИНУСЛАР ТЕО РЕМ А ЛА РИ

1- т е о р е м а  (синуслар теоремаси). Ҳ а р  қандай учбур­
чакнинг т ом онлари ўз қаршисида ётган бурчак синусига  
пропорционалдир.
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A A B C  томонлари a, b, с бўлсин (306- раем), а — А бур­
чак қаршисидаги томон; Ь — В  бурчак қаршисидаги томощ 
с — С бурчак қаршисидаги томон.

Д  ABC  га радиуси R  бўлган ташқи айлана чизамиз.
Энди Д  ABC  нинг ихтиёрий иккита, масалан, А ва С учи 

орқали диаметрлар ўтказиб, тўғри бурчакли Д  ЕВС-, д  А Ғ В  

ва Д  АС Ғ  ларни ҳосил қиламиз. Шаклдан Z  ВАС  =  Z ВЕС,
чунки и к кови ҳам бир хил (ВЕС) ёйга тиралгандир. Шунга 
ўхшаш Z  А Ғ В  =  Z АСВ  ва Z AFC  -= Z  ABC  дир.

& ЕВС  дан ££  =  sin ^  ВЕС  ёки =  sin А, бундан: —

A A F B  дан =  sin ^  AFB  ёки ^  =  sin С, „ -
- 2/?;

Д  AG/7 дан =  sin ^  А/^С ёки ^  =■ sin В, „ -
= 2R.

Бу чиқарилган учта тенгликнинг ўнг томонлари ўзаро тенг 
(2R) бўлгани учун ^  =  sl^ r  дир. Теорема исбот ки­
ли иди.

С и н у с л а р  т е о р е м а с и н и н г  б о ш қ а ч а  и с б о т и
Бизга 20- § дан учбурчакларнинг юзини ҳисоблашнинг ку­

йидаги: S A =  ab  sin С =  ас sin В =  be sin А формулала-
ри маълум эди. Бу тенгликлардан, a £ s in C  =  ас sin В ва 
ab  sin С =  ^csin А ни ёзиб куйидаги пропорцияларни тузами»:

Ш :  =  в а  s l l ^ "  =  ШС- Б Ул а Р д а н :  8Ш "  “  s W "  “  ШЕ' T e o '
рема исбот қилинди.

2- т е о р е м а  (косинуслар теоремаси). Учбурчак томони- 
нинг квадрата, цолган икки томон квадрат ларининг йиғин- 
дисидан, шу икки томони ва у ла р  орасидаги бурчак  
косинусининг иккиланган кўпайт масини айириш натиж а- 
сига тенг.

Ихтиёрий Д  ABC  нинг томонлари а, Ь, с бўлсин. а 8 — 
«= Ьг +  с г — 2Ьс cos А эканини исбот қиламиз.

И с б о т .  Д  ABC  нинг бирор учидан, масалан, В  учидан 
S D J _ АС ни туширамиз (307- раем), у ҳолда планиметрияга 
асосан: а 2 =  Z)2 +  с2 — 2b AD .  Аммо Д  BD A  да A D  =  с- cos А 
дир. Бу ҳолда, о2 =  +  с2 — 2Ьс• cos А бўлади. Шунга ўх-
шаш: Ь2 =  а2 +  с2 — 2ас cos В  ва с1 =  а2 +  2̂ — 2ab cos С бў- 
лади. Агар Z  А =  Z В,АС (ўтмас) бўлса, у ҳолда:а? =  b2 +  А +  
+  2 b -A D x бўлар эди. Д  A B XD X дан: А Д  =  с , -cos (180° — А) — 
=  — с, cos А дир. Бу ҳолда ҳам а\ =  b2 +  с? — 2 ^  cos А бў- 
лади.

2 4 -0 6 369



Демак, теорема, бурчакнинг қандайлигидан қатъи назар, 
тўғридир. Шундай қилиб:

а2 =  +  с2 — 2bc cos А, Ьг =  а2 -{-с2 — 2ас cos В,
с2 =  а 2 b2 — 2аb cos С.

Теорема исбот қилинди.

f

а Ь

306- раем . 307- р аем .

22-§. ТАНГЕНСЛАР ТЕОРЕМАСИ

Т е о р е м а .  Ҳ а р  қандай  Д  ABC  нинг томонлари а, Ь, с 
ва бурчаклари А, В, С деб белгиланса , у  ҳолда:

t g Л ~  д  tg А ~ ~ С  . tg
Д — 6 _  2 . а —с _ 6 2 . г> —с s 2
a - f - ^  . A +  Zt а +  с А +  С b -\- с В  +  С

2 2 К 2
бў лад  и.

И с б о т .  = 2 /?  ва —2/? дан а  =  2/? sin А, b =  
*= 2/? sin S. Бу тенгликларни ҳадлаб қўшамиз. а + ^  =  2R  (sinA-f 
+  sin В)  ёки а  4- 6 =  4/? sin Л ^  cos B-. Шунга ўхшаш,

a — b =  AR sin Д cos Кейинги тенгликларни ҳадлаб
бўламиз:

t g A n J
a  — 6 . A — 5  ,  A +  fl 6 2
a— » =  ^  —  -Ctg  —  =  - A  +  B ’

К 2

Теоремадаги бошқа тенгликлар ҳам худди шундай исбот ки­
ли нади.
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23- §. УЧБУРЧАКЛАРНИ ЕЧИШ

а) Тўғри бурчакли учбурчакларни ечиш
ABC тўғри  б урчакли  у ч б у р ч акд а  ^ С = 90°, с — гипотену­

за , а  ва & лар  А ва В  ўтки р  б урчак  қарш исидаги  катетлар ,
5 Д = Д  ABC юзи (308- раем). Д  ABC дан:

Z  Л В  = 90° ' (1)
ва 4т, =  sin В =  cosA; —  =  sin А =  cos В ёки 4  =  sinB =  cosA ваАВ

— =  sinA =  cosB; 
с

(а, Ь, с, Z  A, Z  В, 
дейилади).

Тўғри бурчакли 
пайтмасининг ярмига тенг эди:

(2 )

Z  =  tg А =  ctgB, (3)

'Z С ва Вд лар учбурчакнинг элемент-

учбурчакнинг юзи унинг катетлари кў-

Вд =  —а - Ь =  ас sinB =  -^bc  sin А.

Пифагор теоремасига асосан: q

а '  +  Ьг =  с2.

(4)

Ь

С а
308- раем.

Энди бу формулаларга асос- 
ланиб, биз тўғри бурчакли уч­
бурчакларни ечиш масаласи би­
лан танишамиз.

1) Б и т т а  ў т к и р б у р ч а к  
в а т о  м он л а р и д а  и б и т т а с и 
б е р и л г а н д а ,  у ч б у р ч а к ­
н и н г  қ о л г а н  э л е м е н т л а р и н и т о п и ш .  Z А =  25° ва 
катет а =  6 см берилган, учбурчакнинг қолган элементлари 
топилсин.

Е ч и ш .  (1) дан Z B = »  90° — Z  А =  90° — 25° =  65е; (2) дан 
f  =  sin л  бундан с =  ^5 = ^  =  ^ « 1 4 , 2  с м - ' ^ Ы п В  

дан:^==с s inB =  14,2-sin65° =  14,2-0,9063= 12,9 (см). ( 4 )  дан В,, =
-1 а - £ =  4 - 6 - 12,9 =  38,7 (см2). Шундай қилиб: Z  В  =  65°; с =
=  14,2 см; b =  12,9 см ва Вд = 38,7 см*.

2) Т о м о н л а р и  д а н  и к к и т а с и  б е р и л г а н д а ,  Д  ABC 
н и н г  қ о л г а н э л е м е н т л а р и н и  т о п и ш .  Г ипотену за с = 
=  12 см, катет а  =  8 см берилган; учбурчакнинг қолгаи эле­
ментлари топилсин.

Е ч и ш .  (2) дан ^  =  sin A; sin А =  4  =  ri =  0,6667, 
rZ A

С ' с

А Г 49 ' бўлади. Энди (1) дан Z В = 9 0 '
,2 -  -, демак,
Z А =90°—41с49' =
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-48°1Г; (2) дан Ь =  c-sinS =  12-sin48°1V =  12-0,7453 =-8,9 смк
(4 )дан5д  — ^ a b =  " 8-8,9 =  35,6 ( ^ 2) - Шундай қилиб: Z A  =
-  41°49z, Z  В =* 48° 11'*; b =  8,9 см\ 5 Д =  35,6 с м \

3) У ч б у р ч а к н и н г  ю з и  в а  ў т к и р  б у р ч а г и д а н  
б и т т а с и  б е р и л г а н д а ,  у н и н г  қ о л г а н  э л е м е н т л а р и ­
н и  т о п и ш .  A  ABC  нинг юзи S A =  14 см2 ва ўткир бурчак 
Z А =  36° берилган, унинг қолган элементлари топилсин.

Е ч и ш .  (4) дан 5 Д = -  ̂об =  14; а -6 =  28. Энди (3) д а н =
=  ctg А =  ctg 36° =  1,3764 ^  1,4; _̂== 1,4 а\ буни а 28 га қўй-
сак: 1,4а2 =  28; а2 =  20; а  =  2 > /  Ъсм\ ^ 2,8 ] /  5 см. Z  S  =
=  90° -  36° =  54°. с2 
*=^7,6 см.

а2 +  Ь2 =  20 +  39,2 -= 59,2. Бундан с яь

б) Қийшиц бурчакли учбурчакларни ечиш
A  ASC — кийшиқ бурчакли учбурчак бўлсин ва ундаги 

а, Ь, с лар мос равишда А, В, С бурчаклар қаршисидаги то- 
монлар; Вд — Д  ABC  юзи бўлсин (309- раем). Планиметриядан

Z A  +  Z B + Z C »  180°, (1)

(2 )
экани маълум (2/7 =  а  +  ^ +  с).б

А
Ь

/ / 7 ( / 7 - а )  ( / 7 — » )  ( / 7 - С )  

маълум (2/7 
Бундан ташкари 5,д = ^ - sin А

,^-a/7s ln C =  ^-ас  sin В (3); 

'  (4)
sln/t 

(синуслар 
Ь2 +  с 2

309- раем.

sinB sinC 
теоремаси); а2 =  £2 +  с2 — 
—2bc cos A; b2= a 2+ c 2— 2ас cos В 
ва с2 =  а 2 b2 — 2ab  cos С (5) 
(косинуслар теоремаси). Энди бу 

формулаларга асосланиб, биз қуйида қийшиқ бурчакли учбур- 
чакларни ечишни кўрсатамиз.

1) У ч б у р ч а к н и н г  у ч т а  т о м о н и  б е р и л г а н д а  
у н и н г  қ о л г а н  э л е м е н т л а р и н и  т о п и ш .  а  =  8,5 см; 
Ь =  11,25 см; с — 9,7 см  берилган; унинг колган элементлари: 
Z A , Z  В, Z  С ва Вд лар топилсин.

Е ч и ш .  (5) дан а 2 =  Ь2-\-с2 — 2bc cos А  ёки cosA =  
62 +  С2 — 03 11,253 +  9 ,7 2 -8 ,5 2  126,5 +  9 4 , 0 9 -  72,25 14834

=  2Ьс “  2-11,25-9,7 22,5-9,7 =  225 • 97*
Энди буни логарифмлаб ҳисоблаш кулай, яъни: lgcosA =  
=  lg 14834 -  lg 225 -  lg 97 =  4,1712 -  2,3522 -  1,9868 = 4 ,1 7 1 2 -
—4,3390= — 0,1678=118322. Бу ҳолда: l ,8322=Jgcos А, бундан 

. . и т о т /  / л \  а  Ь - : и  ^-s inA И , 2 5 - s i n 47° 12'.Z A  =  47°12'. (4) дан =  т тго ек и  sin В г-  —
sinB 8,5
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Буни логарифмлаймиз: Igsin В =  lg 11,25 — lg8,5 +  Igsin 47^12'=- 
=  1,0512-0,9294+1,8655 =  0 ,1218-0 ,1345  = - 0 , 0 1 2 7 =  1,9873. 
Бу ҳолда Z  В =  76012z. Энди Z  С =  180° -  (А +  В) =  1 8 0 ° -  
-  т о2А' =  56°36'.

(3) дан Вд =  у О С81п В =  у .  8,5-9,7 sin В =  4,25-9,7 sinB.
Энди буни ҳам логарифмлаб топиш қулай бўлади. lgBA =  

= l g 4 ,25+  l g 9,7 + Igsin В =  0,6284 +  0,9868 - 0 ,0 1 2 7  =  1,6025. 
Бунга кўра S A =  40,04 см2. Шундай қилиб: Z А =  47°12z; Z  В =■ 
=  76°12/; /  С =  56°36z ва Вд =  40,04 см2.

2) У ч б у р ч а к н и н г  и к к и  б у р ч а г и  в а  б и р  т о м о н и  
б е р и л г а н д а  у н и н г  қ о л г а н  э л е м е н т л а р и н и т о п и ш .  
Ўткир бурчаклари Z A  = 25°18z, Z  В =  35°20z ва ^ = 1 8 ,2  см 
берилган, унинг колган элементлари топилсин (а =  ? с = ?  
Вд =  ? ва Z  С =  ?).

Е ч и ш .  (1) дан Z С =  119°22z; (4) дан ёки с =
frsInC  18,2-sin 119022' , i ю о  i i i i m c o o /

=  Ш П Г =  sin 35c"20> * 'S  c =  lg^l8,2 +  lg  sin 119=22' -

- l g  sin35c20z= l , 2601+ lg c o s 2 9 c22z-  1,7622 =  1,2601 +  1,9402+ 
+  0,2378 =  1,4381. Бундан:

о ?  л о „ „ „  6 slnA 18,2-slnс =  27,43. (4) дан а  =  -  51пзУ20, ■

Буни ҳам логарифмлаб, сўнг жадвал ёрдамида топиш кулай- 
дир, яъни

lg a  =  lg 18,2 + Igsin 25°18z — lg sin 35°20z =  1,2601 +  1 ,6 3 0 8 -  
-Г,7622 =  1,2601 - 0 , 3 6 9 2  +  0,2378 =  1 ,4 9 7 9 -0 ,3 6 9 2 =  1,1287.

Бунга кўра:

a =  13,45 сж. (3) дан Вд =  y ^ c s i n A =  18,2-27,43-sin 25°18z— 
=  9,1-27,43-sin 25°18z. 

lg Вд «  lg9 ,l  +  lg27,43 +  lg sin 25°18z =  0,9590 +  1,4383 +
+  1,6308 =  2,0281.

Бу ҳолда
Вд =  106,7 см2.

Шундай қилиб:
Вд =  106,7 см2, а  =  13,45 см, с =  27,43 см, rZ  С =  119°22'.

3) У ч б у р ч а к н и н г  и к к и  т о м о н и  в а  б и т т а  б у р ч а ­
г и  б е р и л г а н д а  у н и н г  к о л г а н  э л е м е н т л а р и н и  т о ­
п и ш.  а =  12,4 см, Ь =  14,1 см  ва Z C  =  37° берилган, унинг 
қолган с, Z A ,  Z  В иа Вд элементлари топилсин.
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Е ч и ш .  (5) дан с2 =  й2 +  Z>2 — 2ab cos С =  12,42 +  14,12 — 
- 2 .1 2 ,4 - 1 4 ,1  cos 37° =  153,8 + 1 9 8 ,8 -3 4 9 ,7 -0 ,7 9 8 6  =  3 5 2 ,6 -  
— 279,8 =  72,8.
Бундан:

с =  ] / 7 2 , 8 ^ 8 , 5  (4) дан ёки sin А ==
a sin С 12,4 sin 37° 

с  8 Л  *

Бунинг икки томонини логарифмлаб, сўнг жадвалдан фойда- 
ланамиз:
lg sin А =  lg 12,4 +  lg sin 37° -  lg 8,5 =  1,0934+T,7795 - 0 ,9 2 9 4 =  

=  0,1640 -  0,2205 =  -  0,0565 =  1,9435.
Бундан:
Z A =  61c24', энди (1) дан Z  В =  180°- 9 8 ° 2 4 '  =  8Г36 '. (3) дан 

=« у  be sin A =  14,1 -8,5-sin A =  7,05-8,5sinA.

Логарифмлаймиз:
Ig^A =  lg7,05 +  lg8,5 +  Ig sin A =

=  0,8482 +  0,9294 -  0,0565 =  1,7211.
Бундан:

5 Д =  52,61 сл£2.
Шундай қилиб:

с =  8,5сж; S a =  52,61 см1; Z 5  =  81036, ; Z  А - б ! ^ .
М а ш  қ л ар . 1. Қуйидаги берилганларга кўра, тўғри бур­

чакли учбурчакларнинг қолган элементлари топилсин: 1) ги­
потенуза с =  15,4 см\ ўткир бурчак Z А =  52с1 V; 2) катетй =  
=  11,2 см\ ўткир бурчакZ  B = 2 5 c32z; 3) катет b  =  8,25 елг ва гипо­
тенуза' с =  28,8 см\ 4) катетлар я  =  326 см  ва ^ = 1 2 8  см;

• 5) учбурчакнинг юзи S A =  82 см2
Г  я ва Z  А =  37021z.

^ К у й и д а г и  берилганларга кў-
 r~J~r/  Pa’ Қийшиқ бурчакли учбурчаклар-

У 7  нинг қолган элементлари топилсин:
х * /  1) & АВС  нинг бир томони а  =  262 см

С ва икки бурчаги: Z  A=45°32z, Z B  =
310- раем. =62°12z; 2) Л  ABC  нинг учала то­

мони: а =  28 м, b =  16 м ва с =  22 м;
3 ) Д  ABC нинг икки томони £ =  40 см, с =  21 см ва бир бур­
чаги Z  C =  32°7Z;4) Д  ABC нинг юзи =  24 см2, бир бур­
чаги Z A = 6 2 ° l l z ва бир томони о =  8,25 см; 5) АВ масофани 
бевосита ўлчаб бўлмайди (310- раем); АВ ни ўлчаш учун С 
нуқтани шундай танлаб олиш керакки, ундан А ва В нуқталар
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кўринсин ҳамда ВС, АС  ва улар орасидаги бурчак АСВ  ни 
ўлчаб ҳам бўлсин. ВС =  а =  72 м, АС  =  b =  120 м  ва Z  АСВ =  
=  Z  С =  29с26' берилган. АВ  ни топиш керак.

( Ж а в о б .  А В  = 67,3 м.)

24- §. ТРИГОНОМЕТРИК ТЕНГЛАМАЛАР

Т а ъ р и ф .  Н омаълум сон тригонометрик функцияларда  
аргумент бўлиб  цатнашган т енглам а тригонометрик  
т енглам а дейилади. Масалан,

2 sin2 л; -j- sin х  — 1 =  0; cos2 х  — sin2 х  +  cos х  =  0; 
cosх  — 2t g х  =  0; 2cos2х  — cosх  =  0; 3 sin2х  +  5s i nх  =  0

каби тенгламаларнинг ҳар бири тригонометрик тенгламадир. 
Буларда х  — номаълум сон. Тригонометрик тенгламаларни 
ечишда кўп хил усуллар бор. Булардан баъзиларини биз ку- 
йида мисоллар ечиш ёрдамида кўрсатиб ўтамиз.

I. Б е р и л г а н  т р и г о н о м е т р и к  ф у н к ц и я г а  н и с б а ­
т а н  а л г е б р а и к  т е н г л а м а

Масалан, 2 sin2x +  s inx  — 1 =  0 тенглама берилган.
Е ч и ш .  Бу тенглама s in х  га нисбатан тўла квадрат тенг-

- 1± / Г Т 8 — 1 ± 3ламадир. У ҳолда, sin Xi,2 =  —̂ ^ — ; sin х х =

=  ~  ^  3 =  ва sin х2 =  ~~  ̂ 3 =  — 1, булардан:

х, =  ( — 1)* ва х2 =  (— !)* - у  бўлади; буларда
k =  O', +  1; ± 2 ;  . . .  .

К ў п а й т у в ч и л а р г а  а ж р а т и б  е ч и ш  у с у л и 
Масалан, а) 2 cos2x  — cos х  =  0 берилган.
Е ч и ш .  2 cos2х  — cosх  =  cosх  ( 2 cosх  — 1) =  0, бундан:

cosx , =  0 ва 2cosх  — 1=0 ёки c o s x2 =  у ҳолда,

х , =  ±  у  +  2kv; х2 =* ±  у  +  2̂тг бўлади.
б) 3 sin2x -Ь 5 sin х  =  0 берилган.
Е ч и ш .  3 s in 2x +  5 s i n x  =  s in x - (3  s i n x +  5) =  0, бундан: 

s in x ,  =  0 ва 3 s in x  +  5 =  0 ёки s i nxa >=— Булардан,
5

sin х, =  0 ечимга эга, яъни х, =  kr.; sin х2 =  =  — эса,  ечимга

эга эмас, чунки — - | <  — 1.
Б и р  х и л т р и г о н о м е т р и к  ф у н к ц и я л и т е н г л а м а -  

г а  к е л т и р и б  е ч и ш  у с у л и
Масалан, cos2x  — sin2x  +  cos х  =  0 тенглама берилган. 
Е ч и ш .  cos2x  — sin2x  +  cos х  =  cos2x  — (1 — cos2x) +  cosx=  

=  cos2x  — 1 -f cos2x  +  cos x  =  2 cos2x  +  cos x  — 1 =0 тенгла-

375



мани ҳосил қиламиз. Бу эса cosx  га нисбатан тўлиқ квадрат 
тенгламадир. Шунинг учун,

—  1 ±  х А  1 4 -  8  —  1 ±  3  1 1cos x U2 = ----- ^ cos Xi =  -у-; cos Ха =  — 1.

У ҳолда:

Xi =  +  -^- +  2 ва х2 =  ± T i- \-2k i t  =  ( 2 k ±  1) тг;

(k =  0; ± 1; ± 2; . .  .).

II. К ў р и б  ў т и л г а н  у с у л л а р н и  б и р г а л и к д а  иш-  
л а т и б  е ч и ш

Масалан, cos2x  +  tg2x  — sin2x  =  1 тенглама берилган.
Е ч и ш. cos2x + tg 8x  — sln2x  =  1 ёки tg2x  — sin2x =  1 — cos2x=«

«=sin2x, ёки — 2sin2x  =  0, ёки sln2x  ( co1s2-j  — 2) =  0 тенг-

ламаии ҳосил қиламиз. Бундан: sln2x  =  0 ва —  2 =  0 ёки

cos2x  =  -1, c o sx  =  ±  У ҳолда: sin2x  =  0 дан, Xii2 =  kn-t

cos x  =  ±  ^  дан, x3,4= ^{Sk ±  1).
Демак,

X i,2 =  &7t; X3 4  = (8k ± 1).

III. Б и р  ж и н с л и  т р и г о н о м е т р и к  т е н г л а м а л а р н и  
е ч и ш  у с у л и

Агар тенгламанинг ҳар бир ҳадидаги кўпайтувчи синус ва 
косинуслар даража кўрсаткичларининг йиғиндиси бир хил сонга 
тенг бўлса, ундай тенглама бир ж инсли тригонометрик тенг­
лам а  дейилади.

Масалан, sin2x  - -  5 sin х  • cos x  +  4 cos2x  =  0 бир жинсли 
тенглама берилган.

Е ч и ш .  Берилган тенгламани cos2x  Ф 0 га бўламиз, у ҳол- 
да tg2x  — 5 tg х  +  4 =  0. t g x  га нисбатан квадрат тенглама 
досил бўлди. Уни ечамиз:

tg x ii2 =  -5 f  ~  tg x ,  =  4; t g x2 =  1.

Демак, x, =  arc tg4  +  ^ ;  x2 =  (4& +  1).
IV. Қ ў ш и ш  ф о  р м у л  а л  а р и д а н  ф о й д а л а н и б  е ч и ш  • 

у с у л и
Масалан, sin (2х — 30°) +  cos (2х +  30°) =  0 тенглама берил­
ган.

Е ч и ш .
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«In (2л: — 30°) - f  cos (2x  +  30°) =  sin 2л: cos 30° — cos 2x  sin 30* +
1

- f  cos 2x  cos 30° — sin 2x  sin 30° =  sin 2х — ^  cos 2x  +

+  л̂т£- cos 2л: — y  sin 2л: =  —- sin 2лс +  —- cos 2x  =  0
ёки sin 2лс +  cos 2л: =  0 ни ҳосил қиламиз.

Бунине икни томонини cos 2лс 4= 0 га бўламиз: tg2A: +  1 =  0
ҳосил бўлади. Бундан: ig 2 x  =  — 1; 2лс ■= — j  (4A:^1);

д: =  Y (4A* — 1) бўлади. Демак, x  — (4A — 1).

2 ctg x  • sec*x =  tg (x +  +  tg ( x  J-) тенглама берилган.
Е ч и ш .

(  , ‘^  +  ‘8 1  , t g x  +  i ;
tg x  +  7  + l g ^ - T  -  +  -   - Г Г 7 Р  +

X 1— -4 1 4- t g x  t g  T

L -  1 (tgл: -  1)  ̂ e  2 (1  - f  t g ^ )  =  2 sec3 д:
^  1 +  t g x  1 — tg3x  1 — t g a x  1=1 \ — t g - x

ни ҳосил қиламиз.
У ҳолда 2 ctg х  sec2 x  =- бўлади. Энди sec8x  0 ва

1 — tg2 х  0 бўлганда, ctg х  —  ̂ ёки 1 — tg* х  ■= tgx, ёки

tg2 х  +  tg х  — 1 — 0 ҳосил бўлади. Бундан: tg *1>2 с  ~1 f  

х , 2 =  arc t g 1
V. К е л т и р и ш  ф о р  м у л а л а р и д а н  ф о й д а л а н и б  

е ч и ш  у с у л и

Масалан, sin и — х  j +  2 cos (2 л — х) — тенглама бе­
рилган.

Е ч и ш .  sin к — х^ +  2 cos (2 it — х) *» — cos х  - f  2cos х  —
=  COS X .

Демак, c o sx  =  Бундан:

х  =  - ^ ( 1 2 А ±  1).

VI. А р г у м е н т л а р н и  и к к и л а ш  в а  и к к и г а  б ў л и ш  
ф о р м у л а л а р и д а н ф о й д а л а н и б е ч и ш  у с у л и

Масалан, 1 +  sln22 x  — 4 sin2x  тенглама берилган.
Е ч и ш .  1 +  sln22 х  =  1 +  ( 2 s in х cosх)2 =  1 + 4 sin2x  cos2x 

бўлгани учун 1 +  4 sin2x  cos2x  =  4 sin2x  ни ҳосил қиламиз.
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Бундан:
1 =  4  s i n 2A' (1  —  c o s 2a' )  =  4  s i n 2A - s i n 2A  =  4 s i n 4x .

У ҳолда sin4A =  ~  ёки sin8A' =  ±  sin2A =» ~  дан sin x 12 =■

— ±  Ч / ,  a ' 1 2  =  ±  ( —  1)*] б ў л а д и ;  s i n 2A  =  — ~  эса е ч н м -

r a  э г а  э м а с .
VII. Т р и г о н о м е т р и к  ф у н к ц и я л а р н и н г  к ў п а й т -  

м а с и н и й и ғ и н д и ,  й и ғ и н д и с и н и  э с а  к ў п а й т м а ш а к -  
л и г а к е л т и р и ш  ф о р м у л а л а р и д а н  ф о й д а л а н и б  
е ч и ш  у с у л и

Масалан, sin х - sin За =  sin 5а -sin 7а тенглама берилган. 
Е ч и ш .  Берилган тенгламанинг икки томонига sin a sin ° =

= [cos (а — р) — cos (а +  p)J формулани қўлланамиз:

sin a -sin З а  =  [cos (х — Зх)—cos (х +  3 х ) ] = (cos 2 а  —  

—  cos 4 а ) ;  sin 5x-sin 7x =  у  [cos (5x —  7x) —  cos (5x +  7x)] =

=  у  ( c o s  2 x  —  c o s  1 2  a ) .

Бу ҳолда
cos 2x — cos 4x =  cos 2x — cos 12x ёки cos 4x — cos 12x =  0 

бўлади.
Энди ҳосил бўлган тенгламага, cos a — cosP =  —2sin 

sin --у  формулани қўлланамиз: cos 4х—cos 1 2 a = —  2sln 4-y~^12'- .
Д у - 1Q у*

•sin —2-----=  +  2s in8a  x  s in4a  =  0.

Бундан:
sin 8x  =  0 ва s in4x  =  0 

k kУ ҳолда, 8 a ,  = k-x, a ,  =  -g ^ ва х а =  у  тг бўлади (А: =  0; ±1 ;
± 2 ;  . . .). sin а +  sin 2а +  sin За =  1 +  cos а +  cos 2х тенглама 
берилган.

Е ч и ш. (sin а  +  sin За) +  sin 2а  =  (1 +  cos 2х) +  cos а  кўри- 
нишда ёзиб, тегишли формулаларни қўлланамиз, у ҳолда 2s in2x c o s x  +  sin 2х  =  2cos2x  +  c o sx  ёки (1 +  2c o s x ) - s in2x =  
=  (1 +  2 cos a ) -cos a  ҳосил бўлади. Бундан: ( l + 2 c o s x ) X  
X (sin 2a — cos a)  =  0. Демак, 1 + 2  cos x = 0  ва sin 2x — cos.x=0 
теигламалар ҳосил бўлади.

Энди, cos a  =  — у ;  a ,  =  -у -  (3k ±  1) ва s in2x  — c o s a  =  
=  2 sin a  cos a  — cos a  =  cos a  (2 sin a  — 1) =  0. Бундан:
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2 s!n л: — 1 = 0  еки sin х =  x 2-= kn +  (—l ) fc cos =  (X

*3 =  ^ ( 2* ± 1).
Демак, x, =  ~(3A;±1); x2 =  Ы  +  ( - I ) * . x3 =  ” (2A±1).

3  6  2

VIII. Т р и г о н о м е т р и к  т е н г л а м а л а р н и  е ч и ш д а  
x у с у  си й у с у л л_а р

Масалан, а) ] / 3  sin х  +  cos х  =  "КЗ тенглама берилган. 
Е ч и ш .  Берилган тенгламани ~  га кўпайтирамиз, у ҳолда

yjL  s in х  +  -  cosx  =  УЛ. тенглама бўлади. Энди У-Л =  cos —; 
2  2  2  2  _  6

1. — sin деб олсак, cos sin х  +  sin cos х  =  УЛ. ёки

sin fx +  —) =  О- тенглама ҳосил бўлади. Бундан; х  + =
\  6 /  2 6

=  ( - D * ёки x  =  - = I ( 3 6 -  I )  +  ( - l ) , j.

б) У мумий кўринишда « sin х +6 cos х = с  тенглама берилган. 
Е ч и ш .  Берилган тенгламанинг иккала қисмини cosx ^  0 га

бўламиз: a  tg х  4- 6 =  ёки a t g x + 6= c-sec  х, ёки a t : x + b =
  COS X

=  c - V \  +  tg2x, ёки (a2—c2)tg2x + 2a 6t g x + (62— с)2 =  0 тенглама 
ҳосил бўлади. Бу tg x  га нисбатан тўла квадрат тенгламадир. 
Биз юқорида бундай тенгламанинг ечилишини кўриб ўтганмиз. 

М а ш қ л а р. Қуйидаги тригонометрик тенгламалар ечилсин:1) cos2x  =  1 — cos х.2) s in2х — 2s in х  =  0.
3) 2 t g x  +  3 c tg x  =  5.
4) 1 -p s in x c o s x  — si nx — c o sx  =  0.
5) sin -  x  • cos — x  +  sin — • cos — +  sin 2x • cos 7x =  0

'  2 2 2 2

(Ж а в о б. X, =  х2 =  (26 4-1) А—бутун сон)
6  6

6) cos ^  4- x j  4- 2 sin х  — -J-J =  0.

7) sin Jx — 4  sin (х — я) =  0. ( Ж  а воб . 2/гп).

8) sin х 4- cos x  =  cos 2x.
9) cos <lx =  51112 E_ t (Ап ва 2 Ал берилган тенглама- 

2 sin л 1 + cos2 с га жавоб бўла олмайди).
10) sin х  4- sin 2x 4- sin 3x 4- sin 4x =  0.

(Ж  а в о 6. ~  (4k ±  1); «(4A ±  1); |  Air.)

11) sin2x  — sin22x =  sin23x. ( Ж а в о б .  ^  (6A ±  1.)
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12) sin л: +  cos л: =  1̂1 — 2sirrx.
( Ж а в о б .  2 Ait; 4- l).)

13) c tg2л: — c tg 5л: =  0. ( Ж а в о б .  у . )

14) 51п2л: +  cos л: +  1 = 0.
15) sin 2л: — созЗл: =  0.
16) со84л:^- 81п4л: =  0.
17) 81П4л: +  соз4л: =  sin 2л:.

( Ж а в о б .  л: =  А у  +  (— 1)* arcsln ( / Г — 1) j

18) sin4^ -  +  cos4 -^  =  -|-. ( Ж а в о б .  л : = ( З А ± 1 ) у . )

19) t g 2 x - t g ( ^  +  A : )+ 7  =  0.

^Ж а в о б. л: t= Ait ±  arctg ^ y - .  j
20) 8 т 2л: +  8ш 22л: «= 81п23л:.

( Ж а в о б .  л , =  (2А +  1) л:2 =  Ait; л 3 =  Ait.)

21) s i n x - s i n f  =  1 / Ш о 5

( ж а в о б .  л,  =  4 Ait ±  it; л:а =  2  Ait +  ( — 1)* | ±  y j .  j

22) tg л: +  t g 2л: =  tgЗл:.
(Ж а в о б. л:, =  Ait; л:а =  у  Ait; л:3 =  у  Ait.)

23) 81п22л: — 81пгл: =  sin2 у .

(Ж  а в о б. л:, =  Ait +  arcsin 3 'y >/ ^ ;

x a =  Ait ±  arcsln -~^5 . j
24) s in л: + c o s x  + 81пл:-со5л: =  1.

^Ж а  в о б .  лс, =  2 Ait; x 2i -= 2Ait +  (— 1 ) * y j .  j

25- §. ПРОЕКЦИЯЛАР

а ) Т е к и с л и к д а г и  п р о е к ц и я л а р
1) Текисликдаги A нуқтанинг X X t тўғри чизиқдаги проек- 

цияси топилсин.
Е ч и ш . АЕ_\_ХХх ни туширамиз, бу ҳолда Е  нуқта, А нинг 

ХХ ^  даги проекцияси  дейилади (311-расм). Х Х х тўғри чизиқ 
проекция ўқи  дейилади.

2) Текисликдаги АВ  кесманинг Х Х х ўқдаги проекцияси то­
пилсин.
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Е ч и ш .  А ва В  нуқталарни Х Х х га проекциялаймиз, улар 
мос равишда Е  ва Ғ  нуқталар бўлсин, у ҳолда ЕЕ  кесма АВ  нинг 
Х Х х даги проекцияси  дейилади. Энди А дан A C X B F  ни ўт- 
казсак, ЛС =  В/7 бўлади, чунки А Е \\В Ғ , Z  ВАС =* у бўлсин. 
& ВАС лан: ЕЕ =  АС *= АВ cos ср, Е Е  = А В -cos <р (312- расм). 
Демак, А В  кесманинг X X х ўқдаги проекцияси А В  кесма би- 
ла н  проекция ўқи  орасидаги бурчак косинусининг кўпайт^  
масига тенг.

9 I

X.у Е в

311- раем.' 312- расм.

3) ABCDKH  синиқ чизиқнинг Х Х х ўқдаги проекцияси тог 
пилсин.

Е ч и ш. ABCDK,Hnp =  ЛВпр +  ВСпр +  CDnp -f  D/Cnp +  =*
«= ЕМ\ +  M xlVlt +  М 2М г +  М3М4 +  M iF  =  ЕЕ. Иккинчи томон- 
дан А Н  нинг Х Х х даги проекцияси ЕЕ. Шунинг учун: 
АВСОҚНП9 *  Л //пр ™ ЕЕ  бўлади (313- расм). Демак, синиқ  
чизиқнинг проекцияси, у  нинг учларини туташтирувчи кесма-- 
нинг ўқдаги проекциясига тенг.

*

314- расм.313- расм.

б) Ф а з о д а г и  п р о е к ц и я л а р .
1) Фазодаги Л нуқтанинг Х Х х тўғри чизиқдаги проекцияси 

топилсин.
Е ч и ш .  Л нуқта орқали Х Х х ўққа перпендикуляр қилиб 

Q текислик ўтказамиз (314- расм). Бу ҳолда Q текислик би- 
лан Х Х х ўқнинг кесишган Е  нуқтаси Л нуқтанинг XX, даги 
проекцияси дейилади.
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бунда ҳам фазодаги Х Х } тўғри чизиқ проекция ўқи  дейи­
лади.

2) Фазодаги берилган АВ кесманинг X X t ўқдаги проек­
цияси топилсин.

Е ч и ш .  Кесманинг Л ва В учлари XX, ўққа проекцияланса, 
улар мос равишда Е  ва Е  бўлсин, у ҳолда ЕЕ  кесма, АВ нинг 
Х Х х даги проекцияси дейилади (315-расм). Энди AC || XX, 
ўтказамиз. Q II Р бўлгани учун АС =  ЕЕ  бўлади. A  ABC дан:

АС =  ЛВ-cos ср. Демак. EF  =  ЛВ-cos ср.

315- расм. 316- расм.

3) Фазодаги Л нуқтанинг текисликдаги проекцияси топил­
син (316- расм).

Е ч и ш .  АЕ±_0. ни ўтказамиз, бу ҳолда Е  нуқта Л нинг Q 
текисликдаги проекцияси дейилади. Q текислик проекция те- 
кислиги дейилади.

4) Фазодаги ЛВ кесманинг Q текисликдаги проекцияси 
топилсин (317- расм).

Е ч и ш .  Л ва В нуқталарни Q текцсликка проекциялаймиз. 
Улар Е  ва Ғ  нуқталардир. У ҳолда ЕҒ  кесма ЛВ кесманинг 
Q текисликдаги проекцияси дейилади. AC II Е Ғ  ни ўтказамиз, 
Z B A C  =  <? бўлсин. ЛВ ва Е Ғ  кесмаларни давом эттирсак:

Z A D E = Z  ВАС=<? бўлади. E F = A C = A B  cos ср; E F = A B  -cos ср.

5) Фазодаги Л  ЛВС нинг Q текисликдаги проекцияси то­
пилсин.

Е ч и ш .  Q текисликка Л, В ва С нуқталардан AA^±Q,  
BB,_LQ ва CCt_LQ перпендикулярларни туширамиз. Бу ҳолда 
A  ABC  нинг Q даги проекцияси Д  Л ^ С ,  ҳосил бўлади. Энди 
ЛВ оркали A A B D  || Д Л ^ .С ,  ни ўтказамиз, у ҳолда A A B D  =  
=  А А хВ хСх бўлади. ЛВ орқали СС, га перпендикуляр текис­
лик ўтказамиз; D F ± A B  ва CF_\_AB. Расмдан Д Л 1В|С1юзи =
=  А А В О юж = AB DF\ A C F D  дан: DF = CF-cosy.  Бу ҳол-
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да, Д Л ,£ ,С 1юзи =  I - Л В  CF-cos <р. Аммо, / \А В С ШН =  ~  ■ АВ CF
дир. Шунинг учун: (ДЛВС10з„)Пр =  Д Л .В .С ,^  =  ДЛВСЮЗИ- cos ср 
(318- расм).

Демак, бирор геометрик ш акл  юзининг бирор т екислик­
ка  проекцияси, у  ш акл юзи б план  у нинг проекцияси ораси­
даги бурчак косинуса кўпайтмасига тенгх

318- расм.317- расм,

26- §. ГЕОМЕТРИЯ МАСАЛАЛАРИГА ТРИГОНОМ ЕТРИЯНИНГ
ТАТБИҚИ

Тригонометрия, ҳар хил геометрик шаклларнинг элемент- 
ларини ҳисоблашга дойр масалаларни ечишга татбиқ қилина- 
чи. Буни биз қуйидаги масалалардан яққол кўрамиз.

1-м а с а л а .  Тенг ёнли трапециянинг асослари 28 см на 
20 см, ён томони билан катта асоси орасидаги бурчак 32°. Шу 
трапециянинг юзи ва ён томони топилсин.

Е ч и ш. AD =  28 см, ВС = 20 см ва Z  ADC =  32° бўлсин. 
Втр ва A B  = CD ни топамиз (319- расм). CE_\_AD ни тушира-

Л Г) _ DA> Г)0__ Г)Л
миз, бу ҳолда ED  = ----- ^— -  =  — ^—  =  4 см\ &CED  дан;
СЕ  =  ED tg Z  D =  4 • tg 32° == 4 • 0,6249 =  2,4996 ^ 2 , 5  {см) .

C D  ~  c b s ^ D  =  cos32° ~  0,848 =  4 ,7  ^СМ^’

S,p =  t= =  24-2,5 =  во (смг).

2 - м а с а л а .  Радиуси R  бўлган дои рада икки параллел ва- . 
тар ўтказилган, уларнинг ҳар бири а градусли ёйга тиралган. ' 
Доиранинг ватарлар орасидаги бўлагининг юзи топилсин.-

Е ч и ш .  Радиуси R  бўлган дойра чизамиз (320- расм). 
(АВСО)юзи =  kR 2 — 2 - (Л£ВСеГ.юзи) экани расмдан кўринади.

1 Шакл нинг юзи ўрнига жисмнинг ҳажми олиниши ҳам му м кин.
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ЛЕВ сег • юзи

' Z A ^ Z B

CElDcer. юзи 

я
180° -  а

; АЕВ  =  CEiD =  а0 ва ОВ = ОА =  R]
л/?2яZAOB  =  а, чунки марказий бурчак; ОАЕВОсектор ^

9 0 ° - - 2-; ААОВ,

А А О И  дан: O H = R  sin А =* R  sin (эО0 -  ^

AB OH. Аммо

=  cos у ;  AB=-

Z R c o s l v O ' - ’ ) - 2 / ? s i n i .  Бу ҳолда, л Л О В „зй =  -L-

• 2 / ? s i n  j ' - Z ^ c o s  у у  sin a бўлади.

319 -расм. 

£

D

а

с

я

в

- - { 4 0

320- расм. 321- расм.

Энди, А£Всег.10ЭН= А £ ’ВО, 

2' ^ ~  -  о;
№  пя .

S i n a i .

. yjz-jn _.
сектор юзи Л  Л (-Лвюзи ggQ S in

Буни ўрнига қўйсак: (АВС£ЮЗИ) =  л/?2 —
-  2• т  (ш - sin “j3  ^  I" (’ -  ш) + sin“I-

3 -м  а с а л а .  Мунтазам уч бурчакли пирамида асосининг 
томони а  га тенг, ён қирраси асос текислиги билан а бурчак 
ясайди. Асоснинг бир томони билан ён қирранинг ўртасидан 
ўтган кесимнинг юзи топилсин (321- расм).

Е ч и ш .  SABC  пирамидада Z ОС5 =  «, АВ =  АС =  ВС =  а  бе­
рилган; кесим А А Е В юэн =  ? СЕ =  SE; А Н  =  ВН. А С В Н  дан:

384



С Н = / В С * - В Н г =  у  а* -  ^  =  Ц -  а-, СН a. SO -  

баландлик. С0 =  з С Н = 1 .  I y ^ a = ^ | = .  д SOC дан: 2 C £ = C S '=

=  ^ 7 Т ^ 7 ' '  СЕ== Т Д ^ Г '  А Е Н С  дан' косинусла1>
теоремасига асосан:

Н Е = /  С Н г +  СЕг - 2 С Е С Н с о $ *  =  —^ г - / seca a +  3 =
2 / 3

=  2 '7 r > / 1  +  t g 2 “  +  3 = / T / 4  +  , g 2 “ '

Энди кесим Д Л £ В ЮЗН == 1 л В - Я £ = =  =»

=  4 +  tg2 a.
4 / 3  ^ b

Демак, кесим д  Л ^ £ юзи =  >^4 4- tg2 а.
4 / 3

4 -м  а с а л а .  Томнинг труба ўтадиган тешигининг юзи 
2100 см2. Томнинг қиялик бурчаги 32°. Труба призма шакли- 
да. Призма асосининг томони 
топилсин (322- расм).

Е ч и ш .  (ADEFmh )=2100 см2 
ва Z M N H  =  Z  BA F  =  32° 
берилган. АВ  =  ВС — CD  =
■= A D  =  ? ABCDi03, AFED  юз- 
нинг проекциясидир. Шунинг 
учун { A B C D ^ ^ ^ A F E D ^ ) -  
•co s / .F A B  ёки (АВ)2 =  2100- 
•cos 32° =  2100 • 0,848 =  21 •
•84,8 =  1780,8 (см2). Бундан:
А £  =  / 1780,8^42,2 см; А В  =
=  42,2 см.

5- м а с а л а .  Тўғри параллелепипеднинг асоси—ромб, ромб- 
нинг кичик диагонали d  га, ўткир бурчаги а га тенг. Парал­
лелепипеднинг баландлиги унинг бутун сирти топилсин 
(323- расм).

Е ч и ш .  / B A D  =  / B C D  =а; B D = d  берилган. S =  ? Д 5 Л О  
дан: АД =  — У ҳолда: Seil =  4 ' Л В Л Л ,  =

sin -ў- 2 sin

=  4 ---------------- =  дЛО В дан: ОЛ =  OB ctg |  =  | c t g f ;
2 sin у  s in -2

2 5 -6 6  за -

322- расм.







3) Мунтазам тўрт бурчакли пирамиданинг баландлиги 7 см, 
асосининг том они 8 см. Ён қирраси асос текислигига қандай 
бурчак остида қияланган?

Ж а в о б .  5ГЗ '.

4) Трапециянинг асослари 25 см ва 15 см, бир ён томони 
12 см; у томон билан катта асос орасидаги бурчак 50°. Трапе­
циянинг юзи топилсин.

Ж а в о б .  S mp =  183,8 с.м2.

25м
Т " " у
12 м / -

327- раем.

5) Ярим айлана 4:7 нисбатда бўлинган ва бўлиниш нуқта- 
сидан диаметрга перпендикуляр ўтказилган. Агар диаметрнинг 
узунлиги 11 см бўлса, унинг кесмалари топилсин.

Ж а в о б .  3,215 см ва 7, 78 см.

6 ) 327- раемда темир йўл остига ётқизилган тупроқ уюми-
2

нин г к е си ми берилган (а бурчак, Iga =  - у  билан аниқланади).
1 метр узунликдаги йўлга неча куб метр тупроқ тўғри ке- 
лади?

/ .B A D  =  / .C D А =  о., В С = *2Ьм  ва B E  =  \2 м  берилган. 
Ҳажм V  топилсин?

Ж а в о б .  V  =  516 м*.

7) Уч бурчакли пирамида асосининг томонлари 13 см, 14 см 
ва 15 см бўлиб, ён ёқлари асос текислиги билан 45° бурчак 
ҳосил қилади. Пирамиданинг тўлиқ сирти топилсин.

Ж а в о б .  84.(1 +  / 2 )  см \

8 ) Пирамиданинг асоси, томони а, ўткир бурчаги а бўлган 
ромбдан иберат. Ён ёгини асос текислиги билан та ш к ил қил- 
г,зн бурчаги (3 га тенг. Пирамиданинг ҳажми ва тўлиқ сирти 
топилсин. (а =  25,3; а =  50°25'; р =  35017').



27- §. ТРИГОНОМЕТРИЯДА УЧРАЙДИГАН ФОРМУЛАЛАР ЖАДВАЛИ

а  =
180°

— градусдан радианга ўтиш формуласи, а—радиан;

180е(J — градус. Аксинча, р° =  
муласи.

К е л т и р и ш  ф о р м у л а л а р и

■радиандан градусга ўтиш фор-

s in  ( 9 0 °  —  а )  =  c o s  а 
c o s  ( 9 0 °  —  а )  =  s in  а  
t g  ( 9 0 °  —  а )  =  c tg  а 
c tg  ( 9 0 °  —  а )  =  t g  а 
s e c  ( 9 0 °  —  а )  =  c o s e c  а 
c o s e c  ( 9 0 °  —  а )  =  s e c  а

Sin (180° —  а )  =  s i n  а 
COS ( 180° — а )  =  — COS а 
t g  ( 180° а) — t g  а 
c t g  (180° — а )  =  —  c t g  а 
s e c  (180° —  а )  =  —  s e c  a  
c o s e c  (180° —  а )  =  c o s e c  а

s in  ( 2 7 0 °  —  а) =  —  c o s  а  
c o s  ( 2 7 0 °  —  а )  =  —  s in  а 
t g  ( 2 7 0 °  -  а )  =  c t g  а 
c tg  ( 2 7 0 °  —  а )  =  t g  а 
s e c  ( 2 7 0 °  —  а )  =  —  c o s e c  а  
c o s e c  ( 2 7 0 °  —  а )  =  —  s e c  а

s i n  (90° +  а )  =  c o s  а 
c o s  (90° +  а)  =  —  s i n  а  
tg  (90° +  а )  =  —  Ctg а 
Ctg (90° +  а )  =  - t g a  
s e c  (90° +  a )  =  —  c o s e c  a  
c o s e c  (90° +  a) =  s e c  a

s i n  (180° +  a) =  —  s i n  a 
c o s  (180° 4 -  a )  =  —  c o s  a  
t g  (180° + a) =  tg a  
C tg  (180° +  a) =  c t g  a 
s e c  (180° +  a) =  —  s e c  a  
c o s e c  (180° +  a) =  —  c o s e o e

S in  (270° +  a) =  —  c o s a  
c o s  (270° +  a )  =  s i n  a 
t g  (270° +  a )  -  -  c t g  a  
C tg  (270° +  a )  =  —  t g a  
s e c  (270° +  a )  =  c o s e c  a 
c o s e c  (270° +  a )  =  —  s e c  a

s i n  (360° —  a )  =  —  s i n  a 
COS (360° — a )  =  COS a  
t g  (360° — a )  =  —  t g a  
C t g  (360° — a )  =  —  C tg  a 
s e c  (360° — a )  =  s e c  a 
c o s e c  (360° — a )  =  —  c o s e c  a

А с о с и  й т р и г о н о м е т р и и  а й н и я т л  a p (яъни бир 
бурчак тригонометрии функциялари орасидаги муносабатлар)

sin2 а  +  COS2 а  =  1; t g  а  = cos а
C tg  а =

COS а  _ 
Sin з ’

s e c  а  =
COS а

c o s e c  а  =  ; 1 +  t g 8»- =  s e c 2a ;  1 +  Ctg2a =  c o s e c 2 a; t g a  • C tg  a = l .

И к к и б у р ч а к  й и ғ и н д и с и  в а а й и р м а с и н и н г т р и ­
г о н о м е т р и и  ф у н к ц и я л а р и
Sin  ( а  ±  р )  =  s i n  a - c o s ?  ±  c o s  a  s i n  Р; c o s  ( a  ±  ? )  =  COS a c o s  p +

+  s i n  a  s i n  p;
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м и с о л л а р  е ч и ш ,  е ч и л г а н  м и с о л л а р н и  а н а л и з  қ и л и ш  й ў л и  б и ­
л а м  б о й и т и л а д и .  Қ у й и д а  б и з  б и р  н е ч а  а й н и я т л а р н и  и с б о т  қ и -  
л и б  б е р а м и з .  ________  _________

1 1  / 1  +  COS а  ^  / 1  —  COS а  0  . ( п  .  .  тс \
1- м  и  С О л .  I /  --------------------- 1 / --т-т----------=  2 c t g a  0  <  а  <  —

У  1 - -  COS а  У  1 +  c o s  а \  2 /

а й н и я т  и с б о т л а н с и н .

И с б о т .  - . / l  +  c o s a  г / 1 - е ° 5 °  _  l +  COS . - l  +  COS. _
К  1 —  c o s  а  У  l  +  c o s a  / l — COS ^ a

2  COS a  0  ,
=  —  = 2 c t g a .

s i n  a  b

2 -  M и  с  о  л .  ;  !  + ,tg4t a 9 =  t g 2a  а й н и я т  и с б о т л а н с и н .
t g J a  +  C t g 2a  °

I г f* 1 +  t g 4 a  1 +  t g 4 a  . о
И с б о т .  — 5— , Б  ,  „ =  . . °  ■ =  t g 2 a .  

t g 2 a  +  C t g 2a  t g 4 a  +  1 b

t g 2 a
3 - м и с о л .  (1 +  c t g a ) 2 +  (1 —  c t g a ) 2 =  2  c o s e c 2 a  а й н и я т н и  

и с б о т л а н г .
И с б о т .  (1  +  C t g a ) 2 +  (1  —  C t g a ) 3 =  1 +  2 C t g a  +  c t g 2 a  +  1 —

—  2 c t g a  +  c t g 2 a  =  2 ( 1  +  c t g 2 a )  =  2  c o s e c 2 a .
4 -  м и с о л .  c t g 2 a  —  c o s 2 a  =  c t g 2 a • c o s 2 a  а й н и я т  и с б о т  қ и л и н -  

с и н .
, n  9  COS2 a  9  9  1 — s i n 2 a

И с б о т .  c t g 2 a —  COS2 a  =    COS2 a  =  COS" a  • — — ------  =
b  s i n 2 a  s i n 2 a

9  COS2 a  j *> 9

=  cos “ " i i ^  =  ctg
r  S in  a - C 0 S  a  I g a  , , t:  . , t:  . .

5 ' м и с о л ' cos3.  -  sin-. =  <g T  +  д  TCl g -2 + ' г л )
а й н и я т  и с б о т  қ и л и н с и н .

s i n  а - COS a

И г б о т  S i n  a - c o s  a  COS2 a  ^  t g  а
COS2 a  —  s i n 2 a  S i n 2 a  I —  t g 2 a  "

^  ~~ COS2 а

6 -  M и  с о  л .  s i n 3 a  (1 +  c t g a )  +  c o s 3 a  (1  +  t g a )  =  s i n  a  +  c o s  a
а й н и я т  и с б о т  қ и л и н с и н .

И с б о т .  s i n 3 a  (1 +  c t g a ) + c o s 3 a ( l  +  t g  a )  =  s i n 3 a  +

+  COS3 a ( l  + t g a )  =  (1 + t g a )  +  COS3a j  =» ( l  +  ^ - j - ( C 0 S a .

• s i n 2 a  +  COS3 a )  =  ( c o s  a  +  s i n  a )  • ( s i n 2 a  +  COS2 a )  =  s i n  a  -f- c o s  a .
7 -  M и  с  о  л .  s i n 0 a  +  c o s 6 a  =  1 —  3  s i n 2 a  c o s 2 a  а й н и я т  и с б о т  

қ и л и н с и н .
И с б о т .  s i n 0 a  +  c o s 6 a  =  ( s i n 2 a ) 3 +  ( c o s 2 a ) 3 =  ( s i n 2 a  +  c o s 2a ) .

• ( s i n 4 a  —  s i n 2 a c o s 2 a  +  c o s 4 a )  =  s i n 2 a  (1 —  c o s 2 a )  —  s i n 2 a - c o s 2a-f-  
+  COS2a  (1 — s i n 2a )  =  s i n 2a  +  C0S2a  —  3 s i n 2a  C0S2a  =  1— 3  s i n 2a  c o s V .

1 7 -  мисолни, s i n 2 а  +  cos2 а  =  1 т о н г л и к и и н г  икки томонини куб га кўта-
риб исботлаш ҳам мумкин.

392



8- м и с о л .  3 (sin4 ? +  cos4?) — 2 (sin6? +  cos6?) =  1 айният 
исботлансин.

И с б о т .  3 (sin4 p +  cos4 P) — 2 (sin® p +  cos0 p) =  3 sin4 3 4- 
+  3 cos4 p — 2 [(sin23)3 +  (cos2p)3l =  3 sin4 ? +  3 cos4 ? — 2 (sin2
4-cos2 p) (sin4 (3—sin2 [3 cos2 P+cos4 3) =  sin4 ^ + 2  sin2 3 cos2 3 + c o s43=- 
-  (sin2p +  cos2?)2 =  12 =  1.

n  1 —  S i n 4 a  —  COS4 се n  , о о ^У- м и с о л .  -------------------  =  2 tg"a айният исбот қилинсин.
, ,  1 — s i n 4 a  — COS4 a s i n 2 a  +  COS2 a  — s i n 4 a  — cos4 aИ с б о т .     = ---------------- — ---------------- *• —

COS1 a  . COS4 a

S i n 8 a ( I  —  s i n 2 a)  +  COS2 а ( 1 —  COS2 a)  s in 8 a -COS2 a +  COS8 a  s i n 2 ct
COS4 a  . COS4 a

2  Sin2 a

COS2 а
=  2 tg2 a.

1 A  s i n  ( 3 6 0 °  —  a )  t g  ( 9 0 °  +  a )  c t g  ( 2 7 0 °  —  a )
10- м и с о л .  c o s ( 3 6 0 °  +  a ) t g (  180° - f a )  ~  1 аЛният

и с б о т  қ и л и н с и н .

1Л „  A ~  ~  s , n  <3 6 0 ° -  a ) ‘ g  ( 9 0 °  +  a ) c , g  ( 2 7 0 °  —  a )  _  — S in a ( — C t g a ) t g a  
K i v u u i .  COS ( 3 6 0 °  +  a )  t g (  1 8 0 ° - f a )  —  c o s a - t g a  =

C t g a

1 1 -  М И С О Л .

_______________s i n 8 ( —  2 1 2 ° )  c o s  3 0 2 °  - f  c o s 3 ( —  1 4 8 °)________________

s i n  ( —  8 2 ° )  c o s  ( —  8° )  +  s i n  3 6 8 ° s ln  ( —  1 7 2 ° )  —  s i n  5 8 °  s i n  1 4 8 °  ^

«= cos 32° — sin 32° айният исбот қилинсин.

s i n 2 ( — 2 1 2 o) - c o s 3 0 2 ° - f  c o s 3 ( — 1 4 8 ° )

И  C 0  0  T l  s i n  ( —  8 2 ° )  c o s  ( —  8° )  +  s i n  3 6 8 °  s i n  ( —  1 7 2 ° )  -  s i n  5 8 °  s i n  i W  ”
[— s in  (180° +  32°) 1* cos (270° +  32°) +  |co s  (180° —  32°)1»

=  gin (90° — 8°) cos 83+ s in  (ЗбО3 +  8°) [—sin  (18u° — 8°)] — s in  (90° — 32°) s in  (180° — 52°) =

_________________ s i n 2 3 2 °  s i n  3 2 °  - f  ( —  c o s  3 2 ° )3___________

—  c o s  8° - c o s  8°  —  s i n  8° - s i n  8°  —  c o s  3 2 ° - s i n  3 2 °  

s i n 3 3 2 °  —  c o s 3 3 2 °

—  ( c o s 2 8° +  s i n 2 8° )  —  s i n  3 2 °  c o s  3 2 °

( c o s  3 2 °  —  s i n  3 2 ° )  ( c o s 2 3 2 °  +  s i n 8 3 2 °  c o s  3 2 °  - f  s i n 2 3 2 ° )  _

1 - f  s i n  3 2 °  c o s  3 2 °

( c o s  3 2 °  —  s in  3 2 ° )  ( I +  s i n  3 2 °  c o s  3 2 ° )  090 . , n  090
=  1 - f  s i n  3 2 °  c o s  3 2 °  - C O S  62  S i n  o2r.

1 2 - M и с о  л .  sin (a +  30°) —  sin ( a —  30°) =  cos а  айният ис­
бот қилинсин.

И с б о т .  sin (a +  30°) — sin (a — 30°) =  sin a • cos 30 +  
cos a sin 30° — sin a cos 30° +  cos a sin 30° =  2 cos a •—  =  cos a.

m  S i n  ( a  +  8 )  —  2  S i n  а  CCT8 8  , / л  \  и
!3- м и с °  л. 23, ; a s ,nP,? +  c03(n +  ^  =  tg (Р -  а) айният исбот

қилинсин.
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or. sin a  +  sin З а  +  sin 5 a  , 0  4  ^  „„„22- M и с о л .  ■cosa +  c o s 3 a  +  eos5a = t g 3 a  айният исбот қи-

ли  ней н.
sin a  +  sin 3 a  +  sin 5 a  (sin a  +  sin 5 a )  +  sin 3 a
cos a  +  cos 3 a  +  cos 5 a  (cos a  +  cos 5 a )  +  c o s 3 a

2 sin 3 a  cos 2  a  +  sin 3 a  _  (1 +  2 cos 2 a )  sin 3 a  _  sin 3 a   , о
2 cos 3 a  cos 2 a  +  cos 3 a  — (2 cos 2 a  +  1) cos 3 a  -  cos 3 a  . °  °

И с б о т .

^  2
c o s  a  —  c o s  3 a  +  c o s  5 a  —  c o s  7  a  . ,

23- мисол. S|na+̂ 3T+—n5F+-sTn7a- = ^ =■ аиният исбот
қ и л и н с и н .

^  c o s  a  —  c o s  3  a  - f  c o s  5  a  —  c o s  7  a  
И  COOT. Si n  a  +  s i n  3  a  +  s i n  5  a  +  s i n  7 a  —

( c o s  a  —  c o s  7 a )  +  ( c o s  5  a  —  c o s  3  a )    2  s i n  4 a  s i n  3 a — 2  s i n  4 a  s i n  a
^  ( s i n  a  +  s in  7  a )  +  ( s i n  5 a  +  s i n  3 a )  ~  2  s i n  4 a  c o s  ( — 3 a ) + 2  s i n  4 a c o s a ^ *

s i n  3  a  —  s i n  a   2  s i n  a - c o s  2  a  s i n  a    .

c o s  3  a  +  c o s  a  2  c o s  2  a  c o s  a  c o s  a  ®
f a  у  /  a  V

c o s  a  +  c o s  1 +  ( s i n  a  +  s i n  - y

исбот ҚИЛИНСИН.

24- м и с о л .        — =  c t g айният
2  sin  Y



а )  Б а ъ з и  т р и г о н о м е т р и и  и ф о д а л а р н и  с о д д а л а ш т и р и ш ,  қ и й -  
м а т и н и  ҳ и с о б л а ш .

о с  s i n  ( а  +  3 )  — c o s  a  s i n  3
2 5 -  м и с о л .  - — 7------------  — — 7 =

s i n  ( а  —  fi) +  c o s  а  s i n  р

_  s i n  а  c o s  3 + c o s  а  s i n  [3 —  c o s  а  s i n  |3  s i n  а  c o s  j3 .

=  s i n  a  q o s  ^  —  c o s  a  s i n  ft +  c o s  a  s i n  ,3 s i n  a  c o s  ft —  *

0(:. c o s  65° c o s  40° +  s i n  65° s i n  40° c o s  (65° — 40°)
D" м  и  c  0  л - sin 37° cos 12° — cos 37° sin 12° — sin (37° — 121) ^

COS 25° c t „ 2 5 0
s i n  25° .

2 7 -  м и с о л .  s i n 2 2 o+ s i n 5 0 o c o s 2 8 ° — c o s 5 0 o s i n 2 8 °  =  s i n  2 2 ° +  
+  s i n  ( 5 0 °  -  2 8 ° )  =  s in  2 2 °  +  s i n  2 2 °  =  2  s i n  2 2 ° .

2 8 -  м и с о л .  c o s  ( 5 0 ° +  a )  c o s  ( 2 6 ° + a )  —  s i n  ( 5 0 °  +  a )  s i n  ( 2 6 ° +  
f- a )  =  c o s  ( 5 0 °  +  a  +  2 6 °  +  a )  =  c o s  ( 7 6 °  +  2  a ) .

o n  м и г п л  cos ( -  150°) (g  150° sin 300° , 9 , n o . ( 19f)o
2 У - М И С О Л .  COS3 30o c o s 360° + c o s ( 2 4 0  ) - c t g L U  —

c o s  (90° +  60°) t g  (90° +  60°) s i n  (360° —  60°)
~ ~  c o s  (360® —  30°) 1 '

3  f i n ° \  —  '_____
cos 30°H- cos ( 2 7 0 ° -  30°) ctg (180°—60°) =  ~c^ nJS °  + c t g 6 0 ° . ( - s in 6 0 0) -

-  sin3 0 " .( -ctg60”) -  ̂ ------ ^ . 2 ^  +  ̂ . . ^  =
2

  ] L 4 -  1 =  3  I 1   / 3 " - 9
2 + 2 / 3  2 + 2 / 3 "  ^ 6--------

s in  160°-co s 70° — co s 2.')0°-sin  70° —  c o s 2 3 5 ° -s in  215°
30- м и с о л . ----------------------- Q , ----------------------- ----

s in  (9 0 o+ 7 0 ° )  co s  70°— sin  70° co s  (270°— 70°)— co s (180o+ 5 5 ° )  sin  (270°— 55°) 
t g  5 5 ° - c tg  (270° — 55°) 

cos» 70° +  sin2 70° +  c o s  55° ( —  co s  55°) 1 —  co s3 55°
1=8 t g 5 5 ° - tg 55° —  t g3 55® =







А лгебрадан

3. Ig2 +  lg (22x'“1 +  9) =  1 +  Ig (2Д~ 2 +  1) логарифмик тенг- 
лама ечилсин. (Жавоб. х ,  = 2 ;  х 2 =  4.)

2 (lgAr)3 IgX ---
4. х  = У 1 0  кўрсаткичли тенглама ечилсин.

(Жавоб. х , «= 10; х 2 =  0,1.)

5. 1 — ^-4—— +  4 У^х) f "Кх ифода соддалаш-
\ V x ^ \  У х + \  l \  V x )

тирилсин. (Жавоб. 4х.)
6. (ба 4— ------------------- „ - 4-а----— ифода соддалашти-

I а  — 2  о  +  2  /  а* — 2 с 3 +  8 а  — 1 0

рилсин ва а  = — 2,5 қийматда ҳисоблансин. /ж авоб  ——  \
\  * 36 7

7. (д+г?2 :~Ка)2 -|--- —- )  2 ифода содда-
V / а  -  / 6  /

лаштирилсин.
8. log3 (З^— 1) • log3 (3r+1 — 3) =  6 логарифмик тенглама

ечилсин.' (Жавоб. х , =  log3 28 — 3 ва х 2 =  log3 10.)
9. logn log3 loga —  =  0 логарифмик тенглама ечилсин.

^Жавоб. ^ — ~-

10. -  +  -  =
b y 15
5 ,  2 = 3I
л 5 Ю система ечилсин. (Жавоб: х  =  2; у  =  3.)

11. х  =  1 — 16-}-х 2 иррационал тенглама ечилсин.
(Жавоб. х  =  — 3.)

12. 12*+у+5 =  8, • (Жавоб. х , =  — х 2 =  2,
| 4^ +зу+4 -в1 V 3 2

система ечилсин. у, =  — —, у2 =  —4.

13. I log12 х .  +  log* yj =  log2 x,

\ log2 X  • logstx  4- y) =  3 log3 X  
система ечилсин. (Жавоб. x  =  1, у =  7 ва 12.)

u - х~у ^ т ў = 2 У з , з

4 у = “ .)
система ечилсин. 24 /

15. log „ х  =  ифоданинг айниятлиги исботлан-
-  logax - l o g , x  СИНе
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3

I  la + b\~ 4 ўа
J 6  4 \ g  — ^ /  (fl -- ^)3 ифода содддлашти-

( а ± ь у
\ а - Ь )

рилсин ва tt =  1,2; b =  0,4 кийматларда ҳисоблансин.
17. (1 +  logca) logaA: • log bc =  log6x .  log^x- logflc тенглама 

ечилсин.

18. Геометрик прогрессия ташкил қилувчи тўртта соннинг 
биринчисидан 2, иккинчисидан 1, учинчисидан 7, тўртинчиси- 
дан 27 айирилса, ҳосил бўлган сонлар арифметик прогрессия 
ташкил цилади. Шу сонлар топилсин.

19. Кичик диагонали 7 см, асосининг томонлари 2 ^ 2  см  ва 
5 см, улар орасидаги бурчак эса 45 бўлган тўғри паралле- 
лепипеднинг зажми топилсин.

20. Тўғри призманинг а с ос и ромбдан иборат. Ромбнинг ўт- 
кир бурчаги а, кичик диагонали эса й  га тенг бўлиб, приз­
манинг кичик диагонали билан р бурчак ташкил қилади. 
Шу призманинг ҳажми топилсин.

21. Агар конуснинг ҳажми 16 т. см3 бўлиб, учидаги бурчаги 
60° бўлса, унинг тўла с ирги топилсин.

22. Мунтазам уч бурчакли пирамида учидаги текис бур­
чаги а, пирамида асосига ташқи чизилган айлана узунлиги 
С га тенг. Шу пирамиданинг сирти топилсин.

23. Баландлиги /г =  6 м, асос том он и а =  8 см  бўлган мун­
тазам саккиз бурчакли призманинг тўла сирти ва ҳажми то­
пилсин.

24. Тўғри призманинг асоСи мунтазам учбурчакдан иборат 
бўлиб, асосга ички чизилган айлананинг радиуси г  =  2 м,  
призманинг баландлиги эса, айланага ташқи чизилган мунтазам 
олтибурчакнинг томонига тенг. Шу призманинг тўла сирти ва 
ҳажми топилсин.

25. Асос томонлари 6 см  ва 15 см  бўлган тўғри тўртбур- 
чакдан иборат пирамиданинг баландлиги асос диагоналлари- 
нинг кесишиш нуқтаси орқали ўтади. Ён сирти 126 см2 га 
тенг. Шу пирамиданинг ҳажми топилсин.

26. Конуснинг ясовчиси I га тенг, у асос текислиги билан 
а бурчак ташкил қилади. Шу конусга ички чизилган шар заж ­
ми топилсин.

(Ж а  в о  б. 1; а-с.)

( Ж а в о б .  7; 14; 28; 56.)

Г е о м е т р и я д а н

(Ж  а в о б. ^  n /3tg8 — • cos3 а . )
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Т ригон ом етриядан

27. —5'П--а-  » — °---—  =  c tg — айният исботлансин.
I +  cos 2 а 1 — cos а _  , 2

28. cos З х  — sin х  =  1^3 (cos х  — sin Зх) тригонометрик тенг­
лама ечилсин.

29. ------------  =  --1п — айният исботлансин.
а а .  4

с,Ч - , 8 7
30. (1 + соз4л:) sln2x = cos22 x  тригонометрик тенглама ечилсин.
31. 1 — sin З х  =  |sin ^  —  cos j тригонометрик тенглама 

ечилсин.
32. sin х  • cos х  • cos 2 х  • cos 8л: =  — sin 12л: тригонометрик

4
тенглама ечилсин.

33. ctg х  — t g л: =  £££_£— айният исботлансин.
— sin 2 х

34. cos Зл:— sin Зл: =  0 тригонометрик тенглама ечилсин.
35. (1 +  sinA:)-tg — =  зесл: — cos л: тригонометрик

тенглама ечилсин.
36. 1 +  c o s 6л:= 32 cos6 ^ тригонометрик тенглама ечилсин.
1Ж а в о б. х, =  (2* +  1) -Га=± arc cos +  feit.]

К ўрсат м а:  cos (5x =  4 cos32x — 3cos 2v  ва cosex  «= (cos'^x)3 =  11 — 
лардан фойдаланилса тенглама қулай ечилади. '  ^ ’

37. sin2 л: +  sin2 2л: =  sin2 Зх +  sin2 4л: тригонометрик тенгла­
ма ечилсин. . ( ж а в о б .  ж -  ± 2-1 ± - 1 к ва ,  - )

К ўрсат м а:  Тенгламанинг ҳар бир ҳадига sln2a =  1 ~  c 0 ?..~.a формула 
Кўлланилса, қулай ечилади. < 2

38. f sin л +  sin у  =  sin (л: +  у)
II *  I +  1УI =* 1 система ечилсин.

о к  а в о б. ж,>= — . у , - - - у ;  дг«-------- y : У» =  4 ; л * ^ 11 У »"  ° : л « "  -  !• У«" ° : ^ ” °-

■ у. - 1 ; - » . - °. У . - - 1 . )
К урсат м а:  биринчи тенгламанинг чап томонига sin а +  sin  р =

=  2 sln cos а- ~  па ўнг томонига s lna  =  2 sln —  - cos ~  формулалари

•Кўлланилса қулай ечилади.
И з о ҳ. Ленин, имтиҳонларда бундай кўрсатм алар  берилмайди.
Куйида ёзма имтиҳонларда фойдаланилган мисол ва маса- 

лаларни ечимлари билан келтирамиз.
1-м а с а  л а. Тўғри призманинг асоси тўғри бурчакли уч- 

■бурчак, унинг катети билан гипотенузасининг йигиндиси т  га 
ва улар орасидаги бурчак а га тенг. Иккинчи катет ва унинг 
•қаршисидаги призманинг уч ёқли бурчагининг учи орқали те-
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кислик ўтказилган. Шу текислик билан призманинг асоси ора­
сидаги бурчак га тенг. Призманинг ҳажми топилсин.

Е ч и ш .  Масаланинг шартига кўра (328- раем):
Z АС В  =  90°, Z  Л В С  =  а; ЛВ +  ВС =  m ва ^ В Е В { = ^ .

Vnp. =  S a - / z ,  бунда 5д =  Д Л В С ЮЗИ, /z =  СС, =  ВВ, =  Л Л,;
Z В СВ, =  Z  ВВВ, =  3 (икки 

ёқли бурчакнинг чизиқли бур- 
чаклари бўлгани учун).

328- раем .

С,

0

/S B C B X дан: Л =  ВВ, =  В С -.tgр; ДЛ В С  дан: ВС =  ЛВ-соз 
Л В =  т — ВС  =  т — А В - cos а, бундан ЛВ

ЛС =  ЛВ sin а = m -sin  а
'  а~
2  cos2 -g-

1 +  cos а  л а  
2  cos2

а
m sin - у

 —  S A = »  А А В С юзн-

=  ЛС ВС =  y - w t g  у  •

Zz =  -m co'Sq - -tg^ бўлади.
2  COS2 7Г

2  cos2

m  m 2 , a  cos a
—  •COS a  =  y t g y

2  a
COS2 y

ва



2- м ас  ал  а. Тўғри призманинг асоси, гипотенузаси с  ва 
ўткир бурчаги а га тенг бўлган тўғри бурчакли учбурчакдан 
иборат. Призма пастки асосининг ‘типотенузасидан ва юқори 
асосидаги тўғри бурчакнинг учидан ўтказилган текислик 
призма асос текислиги билан (3 бурчак ташкил қилади. Кеси- 
лиш натижасида ҳосил бўлган уч бурчакли пирамиданинг 
ҳажми топилсин.

Е ч и ш .  Масаланинг шартига кўра (3 2 9 -раем): Z C  =  90°, 
Z A B C  =  я, Z СЕСХ =  А В  =  с берилган.

V'mip. =  1 ^пир. == "з S* ■ h\ S& =  Д Л В С ЮЗИ, h =  CCV

5 Д =  ДЛВС.ОЗ,, = АС ВС,  аммо A C  =  c-s\no.t ВС  —

=  с - cos а. У ҳолда: 5 Д = sin a cos а = sin 2 а. дС Я С , дан: 
h — CCi =  C E \g $ ,  аммо Д С £ £  дан: С£"= BC-sina =  ccosa -  
•sin a = sin 2 a. У ҳолда /z = sin 2 a tg p.

Демак, l/„„p =  sin 2 a • -1 sin 2 a tg p =  ~  sin2 2 a tg p.
3- M а с а л а .  Учбурчакнинг томонлари арифметик прогрес­

сия ташкил қилади. Учбурчакнинг периметри 24 га тенг. Уч­
бурчакнинг юзи топилсин.

Е ч и ш .  Томонлари а, Ь, с бўлган ихтиёрий учбурчак чиза- 
миз (309- раем). Масаланинг шартига кўра ^ -а ,  b, с ёки 
Л Ь ,а ,  с ёки ~~~ с, b , а арифметик прогрессияларни ёзиш мум- 
кин. Буларнинг биринчисидан: Ь — а =  с — Ь ва берилганга 
кўра a  +  £ +  с =  24; булардан: 6 =  8. Шунга ўхшаш а =  с =* $ 
бўладн. Энди, Герон формуласига асосан:

8*лвс  =  / Р ( Р ~ а ) ( Р - Ь ) { р - с )  =  / 2 4 - 3 - ( 2 4  — 8) =
=  24 кв./б—к.

Ж а в о б .  24 )/2™кв./б-к.

М и с о л л а р.
1. Ig (х — 2) +  lg (27 — л*) <  2 тенгсизлик ечилсин.
Е ч и ш .  lg (х — 2) +  lg (27 — х)  ?= Ig (х  — 2)- (27 — х) ва 

2 =  lg l0 0 .  У ҳолда l g ( x  — 2) (27 — х) <  lg 100, бундан 
(х  — 2) (27 — х) <  100 ёки х 2 — 29 х  +  154 >  0. Энди бу ҳосил 
бўлган иккинчи даражали тўлиқ тенгсизликни ечамиз:

-  29 х  +  154 = о д ,„  л и  =  М ^ =  »

х , =  7 ва х 2 =  22.
Аммо, дискриминанти 62 —- 4о£ =  225 >  0 ва а  >  0 бўлгани 
учун, тенгсизликнинг ечими: х  <  х , =  7 ва х  >  х 2 =  22 бўлади.
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2. cos (45° +  a) +  cos (45° — a) =  /г берилган.
cos2 (45° +  a) +  cos2 (45° — a) =  ?

Е ч и ш .  n2 =  I cos (45° +  a) +  cos (45° — a)]2 =  cos2 (45° +  a) 4-
4- cos2 (45° — a) -)- 2 cos (45° +  a) cos (45° — a ) .
Бундан cos2 (45° +  a) +  cos2 (45° — a) =  n2 — 2 cos (45° +  a) • 
• cos (45° — a) — n2 — 2 (cos 45° cos a •— s i n  45° s i n  a) (cos 45° cos «4- 
+  sin 45° s i n  a) =  n2 — (cos a — Sin  a) (cos a -f  s i n  a) =  n2 — (cos2a— 
— S in 2 a) =  ri2 — COS 2 a.

3. cos4 -x; — cos2 x  +  sin2 л  ифоданинг энг катта қиймати то­
пилсин.

Е ч и ш .
c o s 4 х  —  c o s 2x  4 -  s i n 2 x =  ( c o s 2* ) 2 —  c o s 2  *  =  (l - -  Cos 2  - 0 - _ COS 2 X =  

1 - f  2 cos 2 x  +  cos2 2 x  — 4 cos 2 x    1 — 2 cos 2 x  +  cos- 2 x
=  - 4 4 —
=  (1 - с̂ 2 =  4 ^  =  (§.пх)41

Демак, жавоб: sin (2 A: 4 - 1 ) ~  бўлади {k «= 0; 1; 2; . . .).

4. — h - r V  4- - Д — 1----- 1— =  7 берилган. sin2 2 a =■ ?t g 2 a  1 c t g 2a  s in 2 a  1 cos2 a  1

p  -   1 I 1 I 1 I 1 _  cos2 a  . s in 2 a  .
Ч И Ш. t g 2 a  ' c tg 2 a  s in 2 a  1 cos2 a  s in2 a   ̂ cos '2 a  '

. cos2 a  +  s in2 a  cos4 a  4- sin4 a  -I- cos2 a  +  sin2 a
1 s i n 2 a  c o s 2 a  s i n 2 a cos-a

_  4 (1 +  s i n 4 a  +  cos 4 a )  

s i n 2 2  a  ’

бундан: sin2 2 a =  у  (1 +  sin4 a +  co s1 a) бўлади.
j _  i_ _  _i_

5. 4 ¥ 4- 6^ =  9 1 тенглама ечилсин.

Е ч и ш .  Тенгламанинг икки томонини 9 1 га бўлиб, цисқар-
1 1 _ J _

2_\ л 12 , / 2 \

1 4 / LX
тирса к: 4 - (3 -) = 1  ёки + ( 4  - > = 0.

бу эса, га нисбатан тўлиқ квадрат тенгламадир.

2 \  — 1 ±  / 1  + 4  _  — 1 ± / 5 * .
3 /  “  2 2 ’

D (I) = " 4 ^ ' бунлан- У lg| = 'g(- бу
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мумкин эмас, чунки мусбат асосда, ма'нфий соннинг логарифми 
бУлмайди.

- -L  . 2-
ох / 2 \  л - I + 1 / 5  r  ' g  2
2) Ы  = — г 1— ’ б Ун д а н  л' =  “ 7 1 - T ­

ig 2

6. 5l gx— 3lgA-1 =» 3lgAr+1 — 5lg'r-1 тенглама ечилсин.

Е ч и ш .  Б ^ - Т . З ^ -  3'ex- 3 - ± . 5 ' gx, бундан: § - 5 ,gx~

=  _Ш з^.г ёки =  ~  =  ( j j \  бундан lg л: =  2, х  =  100.

7. 5>og5,x +  x ,ogiX «= 10 тенглама ечилсин.
Е ч и ш .  Тенгламанинг чап томонидагн иккинчи ҳадни ло- 

гарифмлаймиз:
log6 (x l<,glA) =  log5x- log5x  =  l o g V -  Шундай қилиб берилган

тенгламани 5log5(x ^  +  x 'ogsX =  10 ёки x'og,x +  х ,ог5Х =  10, ёки 
2 x ,ogsX =  Ю кўринишда ёза оламиз. x 'ogiX =  5 нинг икки томо­
нини 5 асосда логарифмлаймиз. log5(x log5"r) =  logs л:=1 ёки 

logjX =  1, ёки log5 х  =  ±  1; x t =  51 =  5; х 2 =  5 ~ 1 =  -Т-.

- И з о  ҳ. Келтирилган бу мисол ва м асалалар ,  Т ош кент  темир йўл инсти- 
тути, Тошкент қиш лоқ хўжалигини ирригациялаш  ва механизациялаш ин- 
ж енерлари институти, Тошкент политехника институти ва Тошкент алоқа 
институтига 1964/65 ва 1967 ўқув йилидаги кнрнш ёзма имтиҳонида ф ой ­
даланилган билетларидан олинган. Булардан ечилмаганларини ечиб курншни 
китобхонга тавсия қиламиз.

30- §. У Л Ч О В Л А Р

1. Я н г и  ў л ч о в б и р л и к л а р и ҳ а қ и д а  т у ш у н ч а
Янги халқаро бирлик система (СИ) 1963 йилнинг 1 январи- 

д а н ‘бошлаб қўлланила бошланди. Бу бирликлардан, кўпроқ 
ма тем а тик а га тегишли бўлганларинигина бу ерда беришга 
ҳаракат қиламиз.

(СИ) систем ада ги асосий бирликлардан: узунлик учун — 
метр (л), масса учун—килограмм (кг), вақт учун—секунд (сек) 
олинган.

Шу билан бирга, узунлик учун —метрнинг щ  бўлаги — сан­

тиметр (см), 1 см =  0,01 м; масса учун—килограммнинг
б ў лаги—грамм (г), 1 г =  0,001 кг олинган.

Тезлик учун—сантиметр секунд (см/сек), 1 см! се к  =  10~2 
м/сек;  тезланиш учун—сантиметр секунд квадрат (см/сек2) 
1 см/сек2 =  10—2 м/сек2-, юза (текис сатҳ) учун—сантиметр 
квадрат (см2), 1 см2 =  10~4 м 2 олинган.
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Ҳажм учун—сантиметр куб (смг), 1 смг =  10 иг1; зичлик 
учун—грамм сантиметр куб (г/сл<3), 1 г/см* =  10~3 кг/м* 
олинган.

Қуйидагн сўзлар: кило (zf)— 1000 ни, гекто (г) — 100 ни, дека 
(да) — 10 ни, деци (д) ^  ни, санти (с) щ  ни, милли (м) ни 
англатади.

а) У з у н л и к  ў л ч о в л а р и1
' У з у н ли к н и н г  б и р ли к  ўлчови  м е т р  д и р.
Метр билан бир қаторда ундан катта ва кичик ўлчов бир- 

ликлари ҳам бор.
У з у н л и к  ўлчов  ж адвали:
1 километр {км) — 10 гектометр {гм) =  1000 метр (ж).
1 гектометр {гм) =  10 декаметр {дкм) =- 100 метр.
1 декаметр {дкм) =  10 метр.
1 метр (ж) =  10 дециметр {дм) =  100 сантиметр (см).
1 сантиметр {см) =  10 миллиметр {мм).
1 дюйм =  25,4 мм.
б) Ю з ў л ч о в л а р и 
Квадрат  ўляов жадвали:
1 кв. км  = 1 0 0  кв. гм
1 кв. гм =  100 кв. дкм
1 кв. дкм =  \00 кв. м  — 1 ар

10000 кв. м  =  гектар, яъни (1
в) Ҳ а ж м ў л ч о в л а р и 
Ҳ а ж м  ўлч о в  ж адвали:
1 куб к м  =  1000 к у б  гм
1 куб  гм  =  1000 куб  дкм
1 куб  дкм  — 1000 куб  м  
1 куб  м  =  1000 куб  дм 
1 к уб  дм  =  1000 куб  см
1 к уб  см  == 1000 куб  мм
1 гектолитр {гл)  =  100 литр 
1 куб дециметр =  1 литр
г) О ғ и р л и к ў л ч о в л а р и
Оғирликнииг ўлчов бир л иг и — килограм м дир .  Килограмм 

билан бир қаторда ундан катта ва ундан кичик ўлчов бирлик- 
лари ҳам бордир.

\ кг — \ к у б  децим ет р ҳаж м даги , Цельсий, бўйича 4° 
иссиқликдаги  т о з а л а н г а н  сувнинг оғирлигига  тенг.

1 Ў лчовларда ,  турмуш да ва файла  кўп ишлатиладиган сонларгина олпи-
ди; масалаи, 1 йил—365,25 сутка олиш ўрнига,  365 сутка олинган ва шунга
ўхш аш лар.
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1 кв. м — 100 кв. дм 
1 кв. дм =  100 кв. см  
1 кв. см =  100 кв. мм  

га =  100 ар  =  10 000 кв. м).



0  F lip  л а к  ўлко ва  ж адвали:
1 кг  =  1000 грамм
1 г =  1000 миллиграмм 
1 ^ =  100 /сг 
1 т =  1000 лгг 
1 пуд =  16 лгг, 9 г
д) В а қ т ў л ч о в л а р и
Е р ни н г  қуёш  атпрофида бир м арт а а й л а н и б  чиқиш  вақ- 

т ига  й и л  деб а т алад и .
Й и л  вацт нинг ўлч о в  б ирлиги  дейилади. Ернинг ў з  ўқ и  

ат роф ида бир м арт а а й л а н и б  яиқиш  вақт ига  сут ка  дейи­
лади.

В а қ т  ўлч о в  ж адвали:
(Оддий й и л )
1 йил =  365 сутка 
1 сутка =  24 соат 
1 с о а т =  60 минут 
1 минут =  60 секунд
ж) М а ш қ л а р.
1) 11, 2 км  неча гектометр; неча декаметр; неча метр; 

иеча сантиметр бўлади?
2) 235,25 кв. метр неча квадрат километр; неча кв. гм\ не­

ча кв. дм; неча кв. см  бўлади?
з)  6,5 к уб  км  неча куб метр; неча к уб  гм: неча к уб  дм\ 

неча к уб  см  бўлади?
4) 3961,24 кг  неча тонна; неча центнер; неча грамм бўла- 

ди?
5) 3 ў- йил неча кун, неча ой; неча сутка; неча соат; неча 

минут ва неча секунд бўлади?

31-§. МАТЕМАТИКА ФАНИ ҲАҚИДА ҚИСҚАЧА МАЪЛУМОТЛАР

Математика икки қисмга бўлинади: 1) элементар матема­
тика ва 2) олий математика. Элементар ва олий математика 
орасидаги чегара шартлидир. Элементар математикага: арифме­
тика, элементар алгебра, элементар геометрия ва тригономет- 
риялар киради, яъни буларнинг ҳаммаси биргаликда — элемен­
тар математика деб аталади. Алгебра икки кием дан иборат: 
1) элементар алгебра ва 2) олий алгебра.

Геометрия ҳам асосан, икки қисмдан иборат: 1) элементар 
геометрия ва 2) олий геометрия деб аталувчи геометрия. Три­
гонометрия ҳам икки қисмдан иборат: 1) тўғри чизиқли три­
гонометрия ва 2) эгри чизиқли тригонометрия, яъни сферик 
тригонометрия деб аталувчи тригонометрия.



32- §. ТАРИ ХИ Й  М АЪЛУМОТЛАР

Ўрта Осиё халқлари ж у да бой в а мазмундор маданият 
ҳамда фан тарихига, шу жумладан, математика тарихига эта- 
дир. IX — XV асрларда математиканинг ривожланишида Ўрта 
Осиё ва Закавказье халқлари етакчи роль ўйнаган.

Ўрта Осиё математикаси ҳам астрономия, география, геоде- 
зиянинг эҳтиёжларидан келиб чиққан амалий ҳисоблаш маса- 
лаларини ҳал қилиш зарурлиги билан жипс боғланган ҳолда 
ривожлангандир.

Ўрта Осиё олимларининг математика, астрономия ва шун­
га ўхшаш фанларнинг ривожланишидаги ишлари Европага 
Караганда бир неча аср илгари вужудга келган.

Уларнинг математикани ривожлантиришдаги аҳамиятини 
англаш учун Ўрта Осиё олимларидан: ўзбек олими Аҳмад ал- 
Фарғоний; машҳур ўзбек математиги, астрономы, философы 
Му со ал-Хоразмий; ал-Беруний; Саид ал-Жаухари; Абдулла 
ал-Мервозий; Улугбек; машҳур тожик философы, астрономы, 
бую к ҳакими ва математиги Абу Али ибн Сино; тожик клас­
сик шоири, астроном и ва математиги Умар Хайём; машҳур 
озарбайжон философи, астрономи ва математиги Насриддин 
Тусий ва бошқаларнинг номларини эслаш кифоя қилади.

Машҳур ўзбек олими Мусо ал-Хоразмий хоразмлик бўлиб, 
ўрта асрда (830- йилларда) яшаган. У ўзининг математика со- 
ҳасида ёзган классик асарлары билан фан тарихида алоҳида 
ўрин тутади.

Хоразмлик машҳур математик ва астроном, философ Абу 
Райҳон Беруний (9 7 3 — 1048) математика ва астрономия фан- 
лари со ҳ а си да, мамлакатимиз халқлари билан Ҳиндистон халқ- 
лари орасида маданий алоқалар ўрнатишда катта хизмат қилди.

Ал-Беруний Ҳиндистонда 40 йил яшаган. У ҳинд ва сан- 
скрипт тилларини қуит билан ўргаиди в  ̂ ҳинд олимларининг 
асарларини араб тилига та ржи м а қилди ва ҳинд халқларига 
ўз билимларини ўргатди.

Ўрта асрнинг машҳур донишманди, тржик халқининг классик 
шоири Умар Хайём (1040— 1123) математика в а астрономия 
соҳасида ажойиб асарлар яратган. Умар Хайём алгебра со к а си- 
да бир қанча янгиликлар ижод этди. У математика тарихида 
биринчи бўлиб учинчи даражали тенгламаларни геометрик 
усул билан ечиш методларини берди. Унинг алгебра соҳаси- 
даги ишлари ўрта аср математикаси нинг энг юксак чўққиси 
ҳисобланади. Хайём 1069 — 71 йилларда „Алжабр ва ал-Му- 
қобала масалаларининг исботлари ка ни да1* ном л и асар ёзди. 
Хайёмнинг „Евклиднинг қийин постулатларига комментария- 
лар“ номли асари Б. А. Розенфельд томонидан 1953 йилда 
биринчи марта рус тилига таржима килииди.

X асрда яшаган тожик астрономи Абул Вафо, синус ва ко-
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синус чизиқлари қаторига тенгенс, котангенс, секанс ва ко­
секанс чизиқларини ҳам киритган. (Синус ва косинус чизиқ- 
лари X асргача ҳиндлар томонидан киритилган.)

Тригонометрия Ў рта Осиё олимларининг асарларида мус- 
тацил илмий фан шаклини олган; бунда тригонометрик функ- 
нияларни текшириш воситаси сифатида факат геометрик 
ясашларгагина эмас, балки тригонометрик функциялар ораси­
даги алгебраик муносабатлар ҳам ишлатилган. Самарқандда 
яшаган (XV аср) машҳур астроном Улугбек раҳбарлигида, 
унинг обсерваториясида тригонометрия жадвалларини тузиш- 
нинг гоят аниқ усуллари ишлаб чиқилган. Ўрта Осиё матема­
тикаси бир қанча энг муҳим кашфиётларни Ғарбий Европа 
фанига Караганда анча олдин берган.

Масалан, Насриддин Тусий (XIII аср) тригонометрияни Ев- 
ропада тригонометрияга асос солувчи немис олими Региомон- 
танга Караганда 200 йил олдин муста кил фан сифатида ривож- 
лантирган, бином кўрсаткичи ҳар қандай бутун мусбат сон 
бўлгандаги формулани, сонлардан ҳар кандай даражали илдиз 
чиқариш ва ҳоказоларни ҳам берган.

Кейинчалик, яъни XVI ас рл ар дан бошлаб рус олимлари 
математиканинг кўпгина соҳаларини ривожлантиришда етакчи 
ўринни эгаллаб келди ва келмокда. Бу фикрни асослаш учун 
рус олимларидан Эйлер, Лобачевский, Остроградский, Чеби- 
шев, Ляпунов ва бошкаларнннг номларини эслаш кифоядир. 
Француз математиги Лаплас „Эйлер асарларини ўкинг, у ҳам- 
мамизнинг ўқитувчимиз“ деб айтган эди. Бу сўзларда Эйлер- 
га я кии замондош математикларнинг ҳурмати изҳор қилинган. 
Ҳозир Эйлернинг 865 та илмий асари маълум. Математика та­
рихида энг ҳурматли ўринлардан бири академик М. В. Остро- 
градскийга тегишлидир. Унинг шуҳрати шунчалик улуғ эдики, 
ўша давр ёшлари олий ўкув юртларига ўкишга жўнаб кета- 
ётганларида дўстлари ва кариндошлари, Остроградскийдек бў- 
лингиз, деб айтишар эдилар.

Ляпунов ва Чебишевлар фанлар тарихида ва рус ма- 
даниятининг ўсишида ўчмас из қолдирднлар.

Сонларни ҳарфлар билан белгилашни дастлаб 1591 йилда 
француз математиги Виет киритган.

Кейинчалик ҳарфлар билан белгилашни кенг равишда қўл- 
лаган о л им машҳур француз философи ва математиги Рене 
Декарт (1596— 1650) бўлди.

Ҳозирги вактда алгебрада кўлланидадиган ишора ва белги- 
лар турли вактларда турли математиклар томонидан киритил­
ган.

Масалан, қўшиш ва айириш шноралари „ +  “ ва п —“ 1489 
йилда немис математиги Видман томонидан киритилган.

Тенгликни кўрсатиш учун инглиз алгебрачиси Рекорд то­
монидан „ =  “ ишора 1557 йилда киритилган. Инглиз матема-
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тиги Херриот >  ва <  ишораларни ва кўпайтириш ишорасн 
қилиб нуқта ни киритган (1631 йил). Немис математиги 
Лейбниц илгари чизиқ билан ишораланадиган бўлиш ишораси 
ўрнига. : “ ни киритдн (1694 йил). ( ); ( | ва { ) навслар бирин­
чи марта ’ фламанд математиги Жирар асарларида учрайди 
(1629 йил).

Алгебраик символиканинг ҳозирги шакли фақ-ат XV111 аср­
нинг охирларида қатъий равишда ўрнашган деб  ҳисоблаш 
мумкин.

Ҳинд математиги Бхаскара (XII аср) манфий соннинг дара- 
жасидан фойдаланган. Унинг „Системалар тожи" номли аса- 
рида бундай дейилади:

Мусбат ва манфий соннинг квадрати мусбат.сонни беради. 
Масалан, ( ±  7)2= + 4 9 .

XVII асрдан бошлаб манфий сонлар математикага мустаҳ- 
кам кириб олди ва амалда қўлланилиб кетди.

1 дан 60 гача бўлган сонлар квадратларининг жадвали бун­
дан тахминан тўрт минг йилча олдин тузилган. Хитойларнинг 
эрамиздан илгари II асрда яна ҳам қадимийрон манбалардан 
олиб ёзилган математика қўл ёзмаларида квадрат илдизлар чи- 
қариш усулининг таърифи бор.

Ҳиндлар ҳам эрамизнинг IV — V асрларидаёқ сонлардан 
квадрат илдиз чиқаришии билганлар. XII аср ҳинд математиги 
Бхаскара мусбат соннинг иккита — мусбат ва манфий квадрат 
илдизи борлигини ҳамда манфий сондан квадрат илдиз чиқа- 
риш мумкин эмаслигини қайд қилган.

Квадрат тенгламаларни ечишда квадрат илдиз чиқариш 
машҳур ўзбек математиги ал-Хоразмийнинг асарида ҳам уч­
райди.

Тригонометрия ҳам бошқа фанлар сингари, инсониятнинг 
амалий фаолияти эҳтиёжларидан келиб чиққан. Тригономе­
трияга асос солувчилардап бири эрамиздан олдинги II асрда 
яшаган грек астрономи Гиппарх ҳисобланади. Тригонометрия- 
нинг ривожланишига эрамизнинг V — XII асрларида ҳинд ма- 
тематикаси ва XIII асрда Урта Осиё математикаси муҳим ҳис- 
са қўшгаи. Ҳиндлар „Синуслар" жадвалини тузганлар.

Гарбий Европада тригонометриядан биринчи илмий асарлар 
XV асрда чикқан. Алгебраик символларнинг ривожланиши 
тригонометрик муносабатларни формула кўринишида ёзишга 
имкон берган. Манфий сонлар назариясини татбиқ қилиш ту- 
файли тригонометрик чизиқлар ^ақидаги тушунчани исталган 
бурчакларга жорий қилиш мумкин бўлади.

Тригонометрияни'нг бундан кейинги ривожланиши рус фан­
лар академиясииинг аъзоси буюк Л. Эйлер (1707 — 1783) но- 
ми билан боғланган. Ҳозирги замонда тригонометрик функ- 
цияларга сон аргументли функциялар сифатида қараш кўп 
жиҳатдан физика, механика фанларининг ҳамда техниканинг
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ривожланишидан келиб чиққандир. Ҳозирги замонда тригоно­
метрик функцияларнинг хоссаларини ўрганиш алоҳида аҳа- 
миятга эгадир. Табиат ҳодисаларининг қонунларини ўрганиш 
ва бу қонунлардан кишиларнинг амалий фаолиятида фойдала- 
ниш учун зарур бўлган ҳозирги замон математик аппаратида бу 
функцияларнинг аҳамияти айниқса муҳимдир.

Шубҳасиз, бизнинг мамлакатимиздаги илмий фаолиятнинг 
характерига Улуғ Октябрь социалистик революцияси ҳал қи- 
лувчи таъсир кўрсатди.

Мамлакатни индустрлаштириш ва коммунистик қурилиш 
мустақил равишда илмий текшириш ишларини олиб боришга 
Побил бўлган ҳамда ўсиб борувчи саноатимизга, транспорти- 
мизга ва қишлоқ хўжалигимизга актив ёрдам бера оладиган 
жуда кўп олий малакали математикларни талаб қилди ва пи­
ла ди.

Совет фани халнна хизмат пилишда ва мамлакатимизда 
коммунизм пуришда етакчилик ролини эгаллади ва эгаллайди.
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