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Суз боши

1991 йил 31 август мамлакатимиз тарихида буюк ва унутил- 
m.ic сана булди, яъни Узбекистан мустак,ил давлат деб эълон 
к,илинди. Шу куглуБ ва мукдддас кундан бошлаб олий таълим 
со\асида х,ам бир катор ижобий ишлар амалга оширилди. Тех
ника олий укув юртларида куп боск;ичли таълим тизими жорий 
к,илиниб, бакалавр ва магистр буйича мутахассислар тайёрлаш 
¡iyinа куйилди. Бу эса техника олий укув юрти укитувчиларидан 
жа\он андозаларига тула жавоб берадиган, мустакдллигимиз та
чав на э\тиёжларига мос бакалавр ва магистр укув режаси, укув 
режага тула мос келувчи укув дастурлари, олий касбий таълим- 
нииг данлат стандартлари дамда “Миллий дастур” талаблари 
асосида дарслик па укув-услубий адабиётлар яратишни так,озо 
иади.

Ушбу дарсликни ёзишда муаллифлар “Дифференциал тенг- 
намаларниш сифат назарияси”ни баён этиш, мавзуга оид ми- 
i'oii на масалалар счиш, техника ихтисосликларига мослаб ук;итиш 
нугусимшни \иеобга олган хрлда унинг физикага, механикага,
• чектротехникага, биологияга, медицинага татбикдга эътибор 
Пгршм ушдн мисол на масалаларни счиш усулларини курсатишни 
Vi оидипирит мак,енд к,илиб кУйдилар. Ечилишлари билан бе
ри til ни miu'oii ни мппитчардпп i лшкдри мусга^ил счиш учун дам 
•чир/цст м ипи мтнтшпр кстиришам.

Дн|н'г|иккн муиннифнприиш бир меча йил даномида Абу Рай- 
чим 1н'румиЙ нпмидаги I onikcmi' Да плат техника университета 

>nt'pit*tики ни »лектропика", "Атомагика на \исоблаш” тех- 
нмкаси факулмсгларининг иккинчи курс галабаларига “Диф- 
<|i«*pt*iut.mi;i геш ламаларнинг сифат назарияси ва унинг татбик,- 
нари" га дойр у^иган маъруза на олиб борган амалий машгулот- 
нари асос булди.

1>ундап ташцари шу colara тегишли мавжуд адабиётлардан, 
жумиадан, рус тилида ёзилган дарсликлардан фойдаланилди.

Vmf>y дарсликни тайерлашда узларининг к,имматли масла- 
VII на с;рдамларини аямаганлари учун Украина миллий ФА ака-
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демиги ва Россия ФА академиги Митропольский Юрий Алек- 
сеевичга, Узбекистон ФА академиги Нуъмон Юнусович Сати- 
мовга, СамДУ нинг профессори ф.-м-ф-д Акмал Раббинович 
Артиковга, Тошкент ДТУнинг “Олий матматика” кафедраси до- 
центлари Р. Р. Абзалимовга ва А  Нарзиевга муаллифлар уз мин- 
натдорчиликларини билдирадилар.

Мазкур дарслик шу ссгхдда ^збек тилида ёзилган дастлабки 
китоблардан булганидан хато ва камчиликлардан холи деб 
булмайди. Шу боис дарслик ^акдаа билдирилган фикр ва муло- 
Хазаларни миннатдорчлик билан кабул киламиз.

Муаллифлар



КИРИШ

Дифференциал тенгламаларнинг сифат назарияси диф
ференциал тенгламалар ечимларининг (интеграл эгри чи- 
)ику[ари)нинг текисликда ва куп улчовли фазолардаги ман- 
зарасини геометрик тасвирлашни урганади.

Дифференциал тенгламаларнинг сифат назарияси асос- 
чилари А. М. Ляпунов ва А. Пуанкаре хисобланадилар. 
Д. М. Ляпунов сифат ва харакат назариясига турли меха
ник системаларнинг тургунлигини текшириш орк,али, 
А. Пуанкаре эса сифат назарияси масалаларига назарий 
космогония (куёш системасининг тургунлиги) дан келиб 
чи^иб ёндошди.

Дифференциал тенгламаларнинг сифат назарияси ва 
унинг татбикдари со^асида уз даврининг буюк математик- 
лари А.Пуанкаре, В. В. Степанов, В. В. Немицкий, С. Леф- 
шец, А. М. Ляпунов, Ф. Трикоми, Э. А. Каддинггон, Н. Ле
винсон, Дж. Сансоне, Н. П. Еругин, А. А. Андронов,
A. А. Витт, С. Э. Хайкин, Е. А. Леонтович, И. И. Гордон,
B. И. Арнольд, И. Г. Петровский, Л. С. Понтрягин ва бош- 
к,алар изланишлар олиб борганлар. Уларнинг илмий иш- 
лари, дарсликлари бутун жа^онга маълумдир.

Бундан ташк;ари Д. Эрроусмит, К. Плейс, В. В. Амель
кин, А. П. Садовский ва бошкд олимларнинг махсус нук,- 
талар назариясига багишлаб ёзилган бир к;анча кулланма- 
ипри мавжуд.

Дифференциал тенгламаларнинг сифат назариясини 
ри ножлантиришда ва унинг техникага татбикдарида олим- 
ипрдан Л. И. Мандельштам, Л. И. Папалекси, А. А. Андро- 
1К1Н, А. А. Боголюбов, Г. И. Марчук, Ю. А. Митропольский,
IV А. Илисс, И. С. Куклес, X. Р. Латиповлар му*им дисса 
кУшдилар.

5



Юкррида номлари к,айд этш1ган олимларнинг дарслик- 
лари монография тарзида 1940—1980 йилларда чоп этилган 
ва улар дифференциал тенгламаларнинг сифат назарияси 
буйича шугулланувчи мугахассисларгагина тушунарли булиб, 
уларда дифференциал тенгламаларнинг сифат назарияси ва 
уларнинг татбикдарининг сунгги ютукдари ёритилмаган.

Сизларга такдим к,илинаётган ушбу дарслик куйидаги 
узига хослиги билан мавжуд дарсликлар ва монография- 
лардан фарк; кдлади:

— биринчидан, дарслик шу сохада узбек тилида чоп 
этилаётган дастлабки дарсликлардандир. Шунингдек, 
юк,орида к,айд этилган ва мавжуд булган рус ва узбек ти
лида ёзилган дарсликлардан умуман фарк, к;илиши билан;

— иккинчидан, дарслик хамма тушунадиган содда ва 
равон тарзда ёзилиши ва укувчиларни дифференциал тенг- 
ламалар сифат назариясининг энг содда усуллари ва унинг 
моделлари билан таништиради;

— учинчидан, биология, медицина, физика, электро
энергетика ва хоказо сохаларга оид масалаларни ечишнинг 
дифференциал тенгламалар сифат назарияси усулларининг 
бошк;а математик усулларидан афзаллиги курсатиб берил- 
ган. Дарсликда, хаётий хОДисалар ва жараёнларни матема
тик моделлаштиришда дифференциал тенгламаларнинг 
сифат назарияси усулларидан фойдаланиш тавсия к,илина- 
ди. Тавсия килинаё'гган усуллар табиат ва техникада учрай- 
диган хар хил масалалар ёрдамида курсатиб берилган;

— туртинчидан, дарсликда текисликдаги махсус нук;- 
талар назарияси ва уларнинг татбик,и баён этилган. Диф
ференциал тенгламалар сифат назариясининг бир к,атор 
умумий теоремалари, биринчи ва иккинчи гурух содда ва 
мураккаб махсус нук,талар турлари, фокус ва марказ булиш 
муаммоси, яъни даврий тебранишларнинг мавжудлиги 
масаласи, чексиз узокдашган махсус нук,таларни урганиш 
усуллари ва бугун текисликда интеграл эгри чизикдарнинг 
манзарасини чизиш урганилади.

Дифференциал тенгламалар сифат назарияси боища 
фанларга нисбатан ёш фан булиб, бор адабиётларда уни 
яратган буюк олимлар хасида маълумотлар йук,. Шуни 
эътиборга олиб дифференциал тенгламаларнинг сифат 
назарияси асосчиларидан А. Пуанкаре ва А. М. Ляпунов- 
лар хакдда к,иск,ача маълумот беришни лозим топдик.
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АНРИ ПУАНКАРЕ

XIX аср иккинчи ярми- 
минг бую к математиги, ме
ханики, назариётчи физиги 
Лири П уанкаре (1854—
1912) 1854 йил 29 апрелда,
Франциянинг кадимий ша- 
\арларидан бири бÿлraн 
11ансида шифокор оиласи- 
да дунёга келди. Пуанкаре- 
пар оиласида бир канча маш- 
\ур кишилар вояга етди.

Пуанкареда математика- 
I а булган кизикиш лицейда укдш  даврининг туртинчи йи- 
иидаёк; намоён бÿлгaн эди. У элементар математика буйи- 
ча утказилган конкурсда биринчи мукофотни олиб, ÿ3 
«.обилия гини намойиш этганди.

Пуанкаре огзаки имтихрнларни кандай топширганли- 
I и \ак;ида хозирга к;адар ривоятлар юради.

Лик тула зал ... Пуанкаре тутила-тутила, хдр замон 
кучларини юмиб, секин гапирмокда. У килаётган исботни 
тУхтатиб, янги исботни курсатишга рухсат сурайди ва бир
0 |дан сунг: “ Йук,! Мен яхшиси узимнинг биринчи исбо-
1 им га к,ай гаман. У киска ва жозибалидир”, деб хитоб кила- 
ди. Пуанкаре Политехника мактабигаукишга кириш пай- 
гиди профессор Тиссонинг элементар математикадан бер- 
1Ш1 uiiiojihi il бирдапига учга ^ар хил жавоблар келтириб 
юк,орн 0*t\o олишга муяссар булган.

А, Пуанкаре 1875 йилда Политехника макгабида, 1875- 
IK79 Милллрда Олий l oi макгабида укдци ва бу мактабни 
(ни'иргач, бир Mii'Ki пакт Франциядаш конлардан биридатог 
му\а| щиси булиб ишлади. 1879 йилдан бошлаб у узининг вак,- 
тини илмий изланишга ва илм-фанга, Укитувчиликка багиш- 
лаци. 1879-1881 йилларда Канн университетида укдгувчилик 
к,илди, 1881 йилда унга Париж университетининг доктори 
илмий даражаси берилди. Беш йилдан сунг Анри Пуанкаре 
11ариж университетининг математик физика ва э^гимоллар 
I кпарияси 1 грофессори булиб ишлай бошлайди.
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Анри Пуанкаре 1887 йидца, 33 ёшида Париж Фанлар 
академиясининг аъзолигига, 1908 йидца эса Франция Фан
лар ̂ академиясининг аъзолигига сайланди.

Узининг 35 йиллик илмий-педагогик фаолиятида Анри 
Пуанкаре 500 дан ортик, мемуарлар, 20 томдан ортик, ма
тематик физикага дойр асарлар, 10 дан ортик; математика, 
астрономия, механика ва философияга оид монография- 
лар ёзди.

Анри Пуанкаре илмий ишларининг купчилик кдсми 
дифференциал тенгламалар назариясига багишланган.

Маьлумки, дифференциал тенгламаларнинг сифат наза- 
рияси XIX асрнинг охирги чоращда пайдо булиб, бу наза- 
рия А. Пуанкаре ва А. Ляпунов номлари билан бошикдир.

А. Пуанкаре уз ишларида дифференциал тенгламалар
нинг сифат назариясини яратди, интеграл эгри чизикдар- 
ни текисликда ва сферада жойлашиш манзарасини тек- 
ширди, махсус нук,таларни классификациясини, интеграл 
эгри чизикдарнинг торда жойлашишини, уларнинг п улчов- 
ли фазодаги айрим хоссаларини Органди. А. Пуанкаре то- 
монидан эришилган айрим натижалар фундаментал ахдми- 
ятга эга булиб, улар кейинги илмий изланишлар учун асос 
булиб хизмат кдлди ва кдлмокда.

А. Пуанкаренинг “Осмон механикасининг янги усул- 
лари” номли уч томлик китоби дозирги кунда хам нафа- 
к;ат астроном-назариётчиларнинг балки физик ва механик- 
ларнинг х,ам ажойиб кулланмасига айлангандир. Пуанка
ре бу асарида дифференциал тенгламаларнинг асимптотик 
ва иккиланган даврий ечимлари назариясини ривожлан- 
тириб, уларни к;атьий асослаб берди. Бу ишлари билан у, 
илгари маълум булмаган, янги даврий ва асимптотик х;ара- 
катларни кашф кдвди, кичик параметрлар усули, кузкал- 
мас нук,та, вариация тенгламалари тушунчаларини кирит- 
ди, моддий система даракатининг тургунлик назариясига 
асос солган инвариантлар назариясини ишлаб чивди.

А. Пуанкаре томонидан яратилган кичик параметрлар- 
ни уз ичига олувчи, чизшуш булмаган дифференциал тенг
ламалар системасининг даврий ечимлари манзарасини 
чизиш усули умумий механика, электро ва радиотехника, 
автоматика ва физиканинг бир к,анча булиМларида кенг 
талкднини топган.



Анри Пуанкаре фанга математиканинг барча содала- 
рини биринчи даражали натижалар билан бойитган мате
матик сифатида кириб келган олимдир. У осмон механи- 
каси тарихида янги эра очган, топология ва нисбийлик 
назарияси бошловчиси, квант назарияси ижодкорларидан 
бири, уз ишларида назарий ва математик физикани кенг 
к^ллаган олимдир.

А. Пуанкаренинг илмий ишлари космогония, тополо
гия, эдтимоллар назарияси, нисбийлик назарияси, чизик- 
лимас механика фанларини ривожланишида мудим адами- 
ятга эгадир.

А. Пуанкаре 1912 йил 17 июлда вафот этди.

ЛЯПУНОВ АЛЕКСАНДР МИХАЙЛОВИЧ

Ляпунов Александр Ми
хайлович 1857 йили 6 июн (25 
май) Ярославл шахрида ту- 
1ИЛДИ. Унинг отаси астроном 
булиб, «.озон университетида, 
кейинчалик эса Демидов ли- 
цейида директор лавозимида 
ишлаган. Ляпунов бошланг- 
ич маълумотни отасидан ва 
(отасини улимидан сунг) уша 
даврнинг машхур физиологи 
И. М. С еченовнинг укаси 
булмиш Р. М. Сеченовдан 
олди. Ляпунов 1876 йили Нижний Новгород шахридаги 
гимназияни олтин медал билан тугатгандан сунг, Петер
бург университета физика-математика факультетининг ма
тематика булимига ук,ишга киради. 1885 йили Ляпунов 
“Эллипсоидди мувозанат куринишдаги хдракат кдпувчи 
суюкдикнинг тургунлиги хдкдда” мавзусида магистрлик 
диссертадиясини ёкдаб, приват-доцент унвонини олди ва 
шу йили Харьков университетининг механика кафедра- 
сига мудир кдлиб тайинланди. Дастлаб жуда куп вак,тни у 
маьрузалар матнларини тайёрлашга сарфлаган булса, 1888 
йилдан бошлаб унинг “чекланган озод даражали сонлар-
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дан тузилган механик системалар хдракатининг тургун- 
лик назарияси” буйича илмий ишлари матбуотда чик,а 
бошлади.

1892 йили Ляпунов “Харакатнинг тургунлиги х;ак,идаги 
умумий масала” номли ажойиб ишини эълон кдлиб, шу 
йилиёк, Москвада ушбу ишни докторлик диссертацияси 
сифатида х,имоя к,илди. Унинг докторлик диссертацияси- 
га буюк олимлардан Н. Е. Жуковский ва Б. К. Млодзеевс- 
кий оппонентлик к,илдилар. Ляпуновнинг Харьков шадри 
давридаги фаолияти потенциал назария ва э\тимоллар 
назариясига багишланган булиб, бу даврда у ушбу назари- 
ялар буйича юкрри даражали натижаларга эришган эди.

Харьков университетидаёк, (1893 йили) Ляпунов оддий 
профессор унвонига сазовор булган. У математиканинг 
механика, математик физика, э^тимоллар назарияси ва 
боцща булимларидан маърузалар укдци.

А. М. Ляпунов ажойиб маърузачи, узининг тингловчи- 
ларига фаннинг энг юкрри чувд-шарини очиб бера олади- 
ган, шунингдек талабаларнинг аловдца хурматига сазовор 
булган профессорлардан булган. У маърузаларга узига та- 
лабчанликни сезган х,олда тайёргарлик курар эди. У ёзган 
кулланма ва ёзувларида маълумогларни юк,ори илмий да- 
ражадаги баён этилиши, шунингдек бошк;а кулланма ва 
дарсликларда булмаган айрим янги далиллардан иборат 
булишига катта ахдмият берар эди. Бу кулланма ва ёзувлар- 
ни мустакди илмий-услубий ишлар деб хисоблаш мумкин.

XIX асрнинг охири XX асрнинг бошларида А. М. Ля
пуновнинг номи маш^ур олим сифатида бутун дунёга та- 
нилди. 1900 йилда у амалий математика кафедраси буйи
ча Россия Фанлар академиясининг мухбир-аъзоси, 1901 
йилда эса академиги к,илиб сайланади.

1902 йилнинг ба^орида Ляпунов Петербургга келди. 
Шундан бошлаб у педагогик фаолиятини тухтатиб, бутун 
вак,тини илмий изланишларга багишлади. У узи бошлаган 
Чебишев муаммосига к,айтиб, масаланинг куйилишини 
кенгайтириб уни ечишни охирига етказди. Ляпуновнинг 
Петербургдаги ишлари асосан осмон жисмлари назария
сига багишланган. Бу даврда у илмий муаммолар буйича 
бутун дунёга машхур булган Пуанкаре, Пикар, Корн, Кос- 
сера ва бошк,а таник/ги олимлар билан доимий равишда
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хатлар .ёзиш оркдли мулоцотда булди. 1908 йили Римда 
утказилган IV Халк,аро математиклар илмий конгрессида 
к;атнашди.

Ляпуновнинг фандаги улкан хизматлари тан олина бош- 
ланди. У Рим Фанлар академиясининг аъзоси, Париж 
Фанлар академиясининг мухбир-аъзоси, Петербург ва К,о- 
зон университетларининг, Харьков математиклар жамия- 
тининг ва бошк,а бир к,атор илмий жамиятларнинг фах- 
рий аъзоси к«илиб сайланган. А. М. Ляпунов 1918 йил 3 
ноябрда оламдан утган.



I Б О Б
ТЕКИСЛИКДА МАХСУС 

НУЦТАЛАРНИ ТЕКШИРИШ

Уз ва^гида физика математика ри- 
вожига к,андай таъсир курсатган булса, 
инсон организми х,ам математика та- 
раккиётига шундай таъсир курсатади.

РИЧАРД БЕЛЛМАН

1-§. ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМА ХДКИДА ТУШУНЧА

Т а ъ  р и ф. Эркли узгарувчи х, номаълум функция у  ва 
у н и н г / , / ' ,  ... , / л1), / л) досилалари орасидаги богланиш- 
ни ифодалайдиган тенглама дифференциал тенглама дейи- 
лади ва у умумий куринищца куйидагича белгиланади:

р{х , У, У1, У", / п)) = 0. (1.1)

(1.1) — я-тартибли ошкормас оддий дифференциал тенг
лама дейилади.

Агар (1.1) тенгламадан / п> ни аник^аш мумкин булса,

у(и) = / (х ,  у, у ' , . . . , у (п-1))

куринишдаги тенглама я-тартибли ошкор оддий дифферен
циал тенглама дейилади.

Дифференциал тенгламалар номаълум функция сифа- 
тида фак;ат бир узгарувчили функция кдтнашадиган од
дий дифференциал тенгламаларга ва куп аргументли функ- 
цияларнинг хусусий досилалари к;атнашадиган хусусий 
досштали дифференциал тенгламаларга булинади.

Оддий дифференциал тенгламалар ичида энг соддаси 
биринчи тартибли дифференциал тенгламадир, у

Д х ,у , у ’)=0 ёки у'= /(х, у) (1.2)

куринишларнинг бири билан ифодаланади, бунда Дх, у)
— бирор О' содада аналитик функция. (1.2) дифференци
ал тенгламанинг унг к,исми, яъни /  (х,у) функция Оху те- 
кислигида бирор С? сохддаги дар бир нук;тадан утувчи 
дифференциал тенгламанинг ечимларидан иборат интег
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рал эгри чизикдарга утказилган уринманинг бурчак коэф- 
фициентини аникдайди.

Агар ечимларнинг дар бир нук;тасидаги бурчак коэф- 
фициентларининг йуналишини аникдасак, у долда йуна- 
лиишар майдонига эга буламиз.

Ушбу
f i x ,  у)—к  (¿=const) (1.3)

тенглама билан анюуганадиган чизикдар туплами (1.2) 
тенгламанинг изоклинлари дейилади. (1.3) чизик; билан (1.2) 
тенгламанинг ечимини (яъни интеграл чизикдари) ке- 
сишган нук,тасидан утказилган уринма Ох ук,ининг мусбат 
йуналиши билан ташнил этган бурчагининг тангенси tga=k
га тент булади. Агар к  = у  булса, (1.2) тенглик маънога
эга булмайди, шунинг учун (1.2) тенгламани

dx _  1 ... ..
dy Т & у )  (L4)

куринишда ёзиб оламиз. (1.4) тенглама учун к = — булганда
(1.3) тенглик маънога эга булади. Демак, изоклинларга кура 
йуналишлар мавдонини чизиш мумкин. Йуналишлар май
донига кура дифференциал тенгламанинг интеграл эгри 
чизикдарини чизишимиз мумкин.

Ушбу
v,„Q (x,y) п  гч
у 7 1 ^ )  О-5)

дифференциал тенглама учун изоклин чизикдари (агар 
уларни чизиш мумкин б^лса) куйидагича ан ю утн а-

ди: - = к ёки Q(x, у)-кР(х, >')=0, бунда 0<£<°°. Шу- 
Р {х ,у )

нингдек, L0: Q(x, у )=0 чизикдар изоклин ноли, Lx: Р{х, у  )=0 
чизикдар изоклин чексизи дейилади.

Бу изоклинларнинг кесишган нук^аларида (1.5) тенг
ламанинг унг кисми jj- куринишдаги аник^асликдан ибо- 
рат булади, яъни йуналишлар майдони аникмас булиб 
к.олади.

Агар у(х) эгри чизик; узининг дар бир нук^асида йуна- 
нишлар майдонининг бирор векторига уриниб угса, у(х)
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эгри чизик, дифференциал тенгламанинг ечими булади (1- 
чизма).

Бизга маълумки, дифференциал тенглама чексиз куп 
ечимга эга булади ва у

у=<р (х, Q  
(бунда C=const) куринишда ёзилади.

1-мисол. у' = дифференциал тенгламанинг ечим-
ларидан иборат булган интеграл чизик^арни изоклин усу- 
ли билан такрибан чизинг.

Е ч и ш . - ~  = к деб (бунда к= const), берилган тенг- 
кламанинг у -  ~ j x  чизикдари топилади, улар эса коор-

динаталар бошидан утувчи тугри чизик^лардан иборат 
булиб, йуналишлар майдони / = &=tga тенглик билан аник,- 
ланади. к  га х;ар хил щйматлар бериб уларга мос изоклин- 
ларни топамиз. Куйидаги жадвални тузамиз:

к 0
^  1 
" 7 ? ±1 ±2 ±3 =+00

а 0 ±30” =±45” ±60° ±64° « ± 7 2 ” ±90°

ки = - у х

ОII 1
У = + 2 х II +1 H

is
i

X у = +х 3
У = + у х ж=0

Жадвалда берилганларга кура йуналишлар майдонини 
ва ундан фойдаланиб, берилган дифференциал тенглама
нинг интеграл эгри чизикдарини такрибан чизиб оламиз 
(1-чизма). Бунда бурчакнинг мусбат ёки манфий булиши- 
га к,араб изоклинларнинг ук;и билан ташкил этган бурчак- 
лари соат стрелкаси йуналишига к,арама-к,арши ёки соат 
стрелкаси йуналиши буйича олинади.

2-мисол. Изоклин усули билан у' = у  тенгламанинг
интеграл чизик^арини ясанг.

Е ч и ш . Берилган тенгламанинг изоклин чизюугари 
оиласи = к  ёки х=2к лардан, яъни изоклин чизикдар
Оу ук;ига параллел тугри чизикдардан иборат булади (2- 
чизма). к= 0 булса, х=0 ( Оу ук,и) изоклини хосил булиб,
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1-чизма.

унинг х;амма нукз’аларида йуналишлар майдони Ох ук;ига 
параллел булади. £ = у да х=3 изоклинга эга буламиз, 
унинг х,амма нук^галарида йуналишлар майдони Ох ук,и 
билан 45° ли бурчак ташкил этади; к = -  у  да эса х = -3  
изоклин Х.ОСИЛ булиб, унинг х,амма ну^таларида йуналиш
лар майдони Ох ук,и билан -45° ли бурчак ташкил этади. 
Ьуларга кУра интеграл чизик^шрни гакрибан чизишимиз 
мумкин (2-чизма).

Теорема (ягона ечим мавжудлиги х.ак.ида). Агар f  (х, у) 
функция куйидаги шартларни каноатлштирса:

а) /  (х, у) ~  В  ёпщ ссцада узлуксиз;
б) 1(х, у)<М  (бунда М  — узгармас мусбат сон);

д Г
в) --¡у -  ^  (бунда N  — узгармас мусбат сон),

у  х,олда В  со%ага тегишли х~-х(), у~у0 нуцтадан (1.2) тенгла- 
манинг битта ва фацат битта
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2-чизма.

интеграл эгри чизит (ечими) утади (3-чизма).
Бу теореманинг татбик.ини биринчи булиб француз ма- 

тематиги Коши батафсил урганганлиги учун уни Коши ма- 
саласи х,ам дейилади. Коши масаласи дифференциал тен- 
гламанинг берилган бошлангич шартлар (х=ха, у=у0(х0)) 
ни к,аноатлантирувчи хусусий ечимини излашдан иборат- 
дир.

Оддий дифференциал тенгламаларни биринчилардан 
булиб А. Л. Эйлер татбик;ий масалаларни ечишда, яъни 
осмон механикасига дойр масалаларни ечишда ишлатган.
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Олимлар оддий дифференциал тенгламаларни урганищда 
уч й^налишда илмий изланишлар олиб боришган.

1. Дифференциал тенгламанинг ечимини топишнинг сон- 
ли усули

А гарх-х0, у=у0 бошлангич шарт берилган булса, у долда 
шу шартни каноатлантирувчи дифференциал тенгламанинг 
ягона ечимини топиш мумкин. Бу усул амалий адамиятга 
эга булиб, унинг ёрдамида ЭХМ учун дастурлар тузилади. 
Лекин бу усул ёрдамида берилган тенгламанинг фак,атл:=х0, 
у=у0 бошлангич шартларига кура умумий ечим эмас, бал
ки битта хусусий ечими топилади. Иккинчи хусусий ечим- 
ни х=хр у=уг бошлангич шартлардан фойдаланиб топила
ди ва доказо. Бу содада Коши, Эйлер, Пикар, Пеано ва 
бопща олимлар илмий иш олиб борганлар.

2. Дифференциал тенгламанинг ечимини аналитик усул- 
да топиш

Ушбу усулда дифференциал тенгламанинг ечимини

кдтор куринишида изланади ва а,, а2, ... ап, ... номаълум 
коэффициентлар аникданади. Сунгра (1.6) к,аторнинг 
якинлашувчи ёки узокдашувчи эканлиги аникданади.

Бу усулнинг афзаллиги шундан иборатки, бунда ечим- 
нинг куринишини аник^аш мумкин, лекин бу ечимнинг 
токдиги, жуфтлиги, даврийлиги ва геометрик чизмаси ха- 
кдда фикр юрита олмаймиз. Бу усул билан Коши, Эйлер, 
Ляпунов, Голубев ва бошкд олимлар шугулланганлар.

3. Дифференциал тенгламаларнинг сифат назарияси 
Осмон механикаси масалаларини ечиш учун одатда 

одций дифференциал тенгламалар тузилади ва бу тенгла
маларнинг ечимини топиш керак булади.

Бизга маълумки, бундай, баъзи бир энг содда диффе
ренциал тенгламаларнинг умумий ечимлари дозиргача 
топил маган. Бунга мисол к^илиб, ушбу

у=а1х+а7х1+...+апх?+... ( 1.6 )

•£  = Д(х)у2+<2(х)у + Р(х),

2-63 17
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(бунда п — х.а^ик.ий сон) Риккати ва Бессел тенгламала- 
рини олиш мумкин. Бундай тенгламаларни урганиш би- 
лан дифференциал тенгламаларнинг сифат назарияси 
шугулланади.

Осмон механикаси масалаларини ечишга Пуанкаре 
боищача ёндошди, яъни берилган дифференциал тенгла- 
мани интегралламасдан, унинг унг томонининг хоссалари 
буйича ечимларини геометрик тасвирлаш масаласини 
куйди.

Рус математиги А. Н. Ляпунов ^аракатнинг тургунлиги 
масаласи билан шугулланиб, худди шу турдаги масалага 
келди. Шунинг учун Пуанкаре ва Ляпунов дифференциал 
тенгламаларнинг сифат назариясининг асосчилари хисоб- 
ланадилар. Француз математиги Дюлак, швед математиги 
Бендиксон, немис математиги Фроммер ва боцщалар диф
ференциал тенгламаларнинг сифат назарияси буйича сал- 
мокди натижаларга эришдилар.

Дифференциал тенгламаларнинг сифат назарияси ра
диотехника, автоматлаштириш, космогония со^аларида 
кенг куллана бошлаганлиги сабабли, XX асрнинг уртала- 
ридан бошлаб тез ривожлана бошлади.

Бу сох;ада МДХ математикларининг хизматлари катта.

Куйидаги дифференциал тенгламаларнинг изоклин 
ноли ва изоклин чексизи кдндай чизикдардан иборат экан- 
лигини аникданг.

Машцлар

-4х+2 лу-8

лу+1
у  -  9х2+4у2-36

V _-»»2
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2-§. ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАРНИНГ МАХСУС 
ЕЧИМИ ВА МАХСУС НУК.ТАЛАРИ

1 -таъ р и ф . Агару=/(х) функция учун [а; Ь] кесмадаги 
барча х  ва х, ларда

l/(* )- /(* i) l  <
тенгсизликни к,аноатлантирувчи к>О сони мавжуд булса, 
у \олда/ (х) функция [а; 6] кесмада Липшиц шартини кдно- 
атлантиради дейилади.

Липшиц шарти ÿ = f(x )  дифференциал тенглама ечи- 
мининг мавжудлиги ва ягоналиги дак;идаги теоремада дам 
ишлатилади. Хар к^андай узлуксиз дифференциалланувчи 
(функция Липшиц шартини к,аноатлантиради.

2 -т а ъ р и ф . Текисликнинг бирор содасидаги дар бир 
нуктасида дифференциал тенглама ечимининг ягоналиги 
Г>у шладиган ечим махсус ечим дейилади.

Лгар дифференциал тенглама биринчи тартибли булса, 
у \олда махсус ечимга утказилган уринма йуналиши буйича 
махсус ечимнинг дар бир ну1?гасидан яна битта интеграл 
мри чизик утади. (1.2) тентламанинг махсус ечим нук^а- 
парида Липшиц шарти бажарилмайди.

Махсус ечим дифференциал тенгламанинг умумий ин- 
тсгралини досил к,илувчи F(x, у , С)=0 интеграл эгри чи- 
ин^шр оиласининг урамасидан иборат булиб, у умумий 
гчимдаш С нинг бирор кийматидан досил булмайдиган 
с*чимдир,

1м  и с о л. y ' - J ÿ  дифференциал тенгламанинг уму- 
м и й  имтегрпли у »  • •- нараболалароиласидан иборат. 
Мнхгуч рчим  у~(1 (Ох Уки) шу оилаиинг Урамасидир (4-
MHIMtl), ______ ______

2-мисол. УшОу х yj\ + у 2 dx + y-J\ + x 2dy = 0 дифферен- 
iimiи тенгламанинг махсус ечимини тогшнг.

И ч и т .  Берилган дифференциал тенгламанинг иккала
кисмини .... ■ 1 • га купайтириб 

Vl+jc2 VI+У2
xdx ydy _  g

т/l+x2 Jl+ y2
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4-чизма

ни х;осил к;иламиз. Буни интеграллаб куйидаги умумий 
ечимга эга буламиз:

Ечимдан куриниб турибдики, берилган дифференциал 
тенглама махсус ечимга эга эмас.

3 -таъ р и ф . Бирор эгри чизик,тенгламаси

тенглик бажарилса, Р0(х0, у0) нук,та (2.1) тенглама билан 
берилган эгри чизик^шнг махсус нуцтаси, тенглик бажа- 
рилмаса, оддий нуцтаси дейилади.

Агар махсус нук^тада моддий нук,та тезлиги нолга тенг 
булса, у холда махсус нукта тинч хщатда (ёки мувозанат 
Холатда) дейилади.

Хосилага нисбатан ечилган биринчи тартибли диффе
ренциал тенгламанинг махсус нук,таси куйидагича топи- 
лади.

4\ + х 2 + 4 \ + у 2 = С (С > 0)

Дх, у)= 0

берилган булсин. Агар (2.1) тенглама учун

(2.1)

Ушбу
(2.2)

дифференциал тенглама берилган булсин. (2.2) ни куйи
даги куринишда ёзиб оламиз:



Агар Рй(х0, з>0) нук,танинг атрофида (2.2) ва (2.3) тенглама- 
ларнинг унг к^исмлари Липшиц шартини к,аноатлантир- 
маса, Р0(х0, у0) нук^а махсус нукта булади.

Агар Р0(ха, у0) нуктанинг етарлича кичик атрофида бош- 
к,а махсус нук,талар мавжуд булмаса, Ра(хп, уа) нук^та якка- 
ланган махсус пункта дейилади.

Агар дифференциал тенглама

<1у _  0{х ,у ) .. %  = Р (Х ’У)’еки
*  Нх,у) %  = <2(х,у)

(2.4)

куриншцца булиб, (х0, у0) нукгада Р0(х0, у0)=О(х(), у1)=() 
булса, у хщда (2.4) тенглама |  куринишдаги махсус нук,-

тага эга дейилади. (2.4) тенгламанинг махсус нукд’алар сони
Р(х,3>) = 0,|
0 (х ,у )  = 0 [

системанинг ечимлар сони билан аншуханади. Аникдан- 
ган махсус нук,талар (2.4) система учунмувозанат нуцтаси 
дейилади.

Геомегрик нук,таи назардан Караганда йуналишлар май- 
дон и махсус нукгада аник,мас булиб к,олади.

Махсус нуцтпнинг физик маъноси шундан иборатки,
ти р  (2.4) систсмадаги ■— ш ^  = Уу ларни координата
У1̂ 1й|Ш 1И ипликларнинг проекциилари деб к,арасак, у 
ЦОНДИ кмлик

ш теш Г>Улпди. И=(), У -1) булганда махсус нук^гада Ктез- 
пик нолга тенг булади. Шунинг учун бундай махсус нук,- 
гша муноэанат нук,таси дейилади.

3-мисол. Ушбу у' = — тенгламани текширинг.
М миш.  Берилган мисол учун (х, у) текисликдаги дамма 

иук,галар махсусмас, чунки Ох у^идаги нук^галарда (у= О



булгани учун) берилган тенгламанинг унг к,исми чексиз- 
ликка айланади. Аммо

тенглама учун Ох укддаги нук^аларда унг к,исми нолга, 
яъни аник; кдйматга эга. Демак, Ох укддаги нук^галарда
— = у  тенглама учун Коши теоремаси шартлари бажари-
лади. Ох ук;идаги х;ар бир (х0, 0) нукталардан х=<р(у) ин
теграл эгри чизикдар утади.

Хак.ик.атан, У' = у  тенгламани интеграллаб х= х0,
у0(х0)=0 бошладаич шартни к;аноатлантирувчи куйидаги

^  = х  + С0 ёки 2(х+ С0)

|бунда С(1 = ~  — х01 ягона ечимни х,осил к;иламиз.

Демак, берилган тенглама махсус ну^тага эга эмас.
4-мисол. Ушбу ^  тенгламанинг махсус нуцтала-

рини топинг.
Е ч и ш. Берилган тенглама учун (х, у) текисликдаги Оу 

укдда ётувчи нук^алардан тапщари хамма нук^аларда Коши 
теоремаси шартлари бажарилади, шунинг учун бу нук,та- 
лар махсусмас нук^алардир. Ох уквда ётувчи нукз’аларни 
текшириш учун берилган тенгламани куйидаги куриниш- 
да ёзиб оламиз:

йх х_
4у у ‘

Бу тенглама учун, Ох укдца ётувчи нукталардан таищари 
дамма нук;таларда Коши теоремаси шартлари бажарила- 
ди, шунинг учун бу нукгалар махсусмас нук,талардир. Энди 
х=0, у= 0, яъни координаталар бошини куриш к;олди. Бу
/п с у Лх _  X(0, 0) нук,тада = — ва -  — тенгламаларнинг унг кдс-
ми ~ куринишдаги аник^асликдан иборат ва бу нук;та
атрофида тенгламалар Коши теоремасининг шартларини 
кдноатлантирмайди.
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X

5-чизма

Щунинг учун координаталар боши (0, 0) берилган тенг- 
лама учун махсус нук^а булади. Бу (0, 0) нук,та |  типдаги
иккаланган махсус нук,та дейилади.

Берилган тенгламани интеграллаб, (0, 0) махсус нукта- 
га йуналган ярим тугри чизикдар оиласи Сх га эга була- 
мит (5-чизма).

5-мисол. Ушбу у' = —— тенгламанинг махсус ну^тала- 
р и н и  ТОПИМ]'. у 0

11ч и ш. Бу тснглама учун координаталар боши  ̂ тип- 
дйги иккаланган махсус нук,та булиб, тенгламанинг уму- 
миИ рчими хг¥у>">('> куримишда булади. Хамма интеграл 
п ри чтик^ар «'ник,, маркши координаталар бошида булган 
айлаиалар оиласидан иборат булади. Бу интеграл эгри чи- 
ш мардан бироргяси (0, 0) махсус нук^тадан Утмайди.

Ьу мисоллардан куриниб турибдики, махсус нук^тадан 
чскси I куп интеграл эгри чизикдар утиши мумкин экан 
(1-мисолга к,аранг) ёки умуман утмаслиги хам мумкин экан 
(5-мисолга к,аранг).

Дифференциал тенгламанинг махсус нук,талар сони 
берилган дифференциал тенгламанинг куринишига бог- 
ли^.
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6-мисол. Ушбу у' = дифференциал тенгламанинг 
х -х

махсус нук,талар сонини аникданг.
Е ч и ш .  Махсус нукталар сони куйидаги системани 

к;аноатлантирадиган ечимлар сонига тенг:
2у = 0, 1
х - х 3 = О]

Бу системани ечамиз:

2У = 0, ] у  = 0, |  ^  у = °
х - х 3 = 0] х ( 1 - х 2) = о! х ( х -1 ) (х  + 1) = 0

Бу ердан (0,0), (1,0), (-1 ,0 ) ечимларга эга буламиз. 
Демак, махсус нук,талар сони 3 та экан.

Машцлар

Куйидаги дифференциал тенгламаларнинг махсус нук;- 
талари сонини аникданг.

1. у  2- I .
У X

1  — х -Ъ х 1 . , з. У -  — ----- 4. у' =
х+ 2у

5. /  = 6. У - Щ .х ( х - Ь )  х - у

7. / =  8.-х + х(х->>) '  х

9. 10. /  =
^ х (1 -х )

1 1  Л у  -  1 ~ е У

¿к 1 -  ех сЬс ех — еу
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3-§. ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАРНИНГ 
ТЕКИСЛИКДАГИ СОДДА МАХСУС НУ^ТАЛАРИ ТУР ЛАРИ

Ушбу тенгламани кдраймиз:
йу _  ах+Ьу 
йх сх+йу (3.1)

(3.1) тенглама интеграл эгри чизиьугарининг махсус 
нук,та атрофидаги манзарасини урганиш учун куйидаги 
чизикда алмаштиришдан фойдаланамиз:

|  = ах  + (Зу, 
т\ = ух + ду (3.2)

бунда а, ¡5, у, д — бирор х.ак.ик.ий узгармас сонлар, а д -  
Ру*0. Бу алмаштиришда (3.1) тенгламанингх= 0, у=0 мах
сус нук,та атрофида текшириш §=0, г]=0 махсус нук^а ат- 
рофида текширишга утади. (3.2) алмаштириш натижасида 
куйидаги тенгламага эга буламиз:

+ ̂  ¿У + д ах + Ьу 
Л] _  у<1х+5(]у _  у ¡¡х _  У сх + йу _  у(сх + ёу) + д(ах + Ьу)
(% айх+рйу а + а̂ У_ а  I в ах + Ьу а(сх + с1у)+р(ах + Ъу) 

с!х сх + 4у

Агар
у(сх + с!у) + д(ах + Ьу) _  ¿¡(ух + Лу) 
а (сх + ¿у) + р (ах + Ьу) Х2 (ах + /}у) (3-3)

булса, у хрлда (3.2) алмаштиришдан сунг (3.1) тенглама

&  = М .  П 4^
*  Ы

куринишга келади. (3.3) айният бажарилиши учун

у(сх + (1у) + д (ах + Ьу) = Хг(ух + ду), 
а(сх + dy) + Р(ах + Ьу) = Х2(ах + Ду)

тенгликлар уринли булиши керак.
Бу тенгликларда х ва у  олдидаги коэффициентларини 

генглаштириб, (у, д) ва (а, /?) параметрларга нисбатан бир 
жинсли булган иккита системани хосил кдпамиз:
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|  (с -  Х,)у + ад = О,

} ^  + (* -А 1)д = 0 ва

Агар А, ва А2 лар

с -А

( с - Х 2)а  + сф = 0, 
Жх + (Ь -Х 2)р  = 0.

ё  
Ь - X

=  0

(3.5)

(3.6)

еки
Хг-(Ь+с)Х+Ьс-аё=  0 (3.6')

тенгламанинг илдизлари булса, у долда (3.5) системалар 
нолга тенг булмаган ечимга эга буладилар.

(3.6) ёки (3.6') тенглама (3.1) тенгламанинг характерис
тик тенгламаси, А1 ваА2 сонлар эса характеристик тенгла
манинг илдизлари дейилади.

Ушбу
( с -  Хх)у + ад = 0, (ф  + (Ь -  Х})8 = 0,

Х2)а + ар = 0 ва \с1а + (Ь -Х 2)р = 0(с

тенгликлар системасидан
у д 
а ра) агар А,*А2, булса, *  0,

б) агар А1=А2 булса,
у (5 
а  /?

булиши келиб чикдци.
а) дол декарт координаталар системасидан кдйшик, бур- 

чакли системага утишдан иборат булган (3.2) айнимаган 
(номахсус) шакл алмаштиришга мос келади.

б) дол декарт координаталар системасининг айниган 
шакл алмаштиришга мос келиб, у берилган (3.1) тенгла
манинг узига хос куриниши билан тушу нтирилади, бу долда 
а, Ь, с, с1 коэффициентлар (3.1) тенгламанинг характерис
тик тенгламаси дискриминанта

Л=(Ь+с)2-4(Ьс-ас1)=0 

билан богланган буладилар.
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Куйида характеристикаларнинг А, * А2 ва А1 =А2 булган лол
ларда сокинлик (ёки мувозанат) нук,таси атрофида интег
рал чизикдарнинг холатлари (узини тутишлари) батафсил 
урганилади. А1*А2 булганда фазовий эгри чизикдар (3.1) 
тенгламани бевосита интеграллаш орк,али топилишини 
к,айд к,илиб утамиз:

У = С \ф .  (3.7)

(3.6) характеристик тенгламанингА, ваА2илдизлари куйи- 
дагича булиши мумкин.

I. А,*А2 булган холда хар иккала илдиз хак.ик.ий ва хар
хил булади. Аникдик учун 41 > 1 булсин, у холда

*2

*1 = ± с Ь -  ЩЧ'1 ва Н т §  = 0.

Бу эса интеграл эгри чизикдар укда уриниб, координа- 
талар бошига киришини билдиради. £=0 интеграл чизик; 
хам махсус нук,та орк^ли утади (6-чизма).

0 < < 1 булганда, ушбу
2 ¿ 1 .

£ = С\г]\^

эф и чизикдар оиласини кдраймиз, бу эф и  чизикдар оиласи 
I} ук.к.а уриниб координаталар бошига кириши равшандир 
(7-чизма).
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7-чизма.

Ь+сII. Я] = Я2 = —  = Я0 б^лсин (В=(Ь-с)2+4а(/=0).

Бу ^олда а ва р коэффициентларни топиш учун битта 
тенгламага эгамиз:

£у - а + а р ■■ О

( йа + р = 0 тенглама />=0 булгани учун айнан ба-
жарилади). <2*0 б^лсин, у х,олда а = а, р = - ( Ь - с ) ,
у = 0, (5 = 1 деб олиб, (3.1) тенгламани узгартирамиз. Бу- 
нинг учун куйидаги айнимаган урнига куйишдан фойда- 
ланамиз:

Ь-с
2
1

£ = ах + ^ у ,

Т) = у,
а *  0.

Натижада (3.1) тенглама куйидаги куринишга келади:



Шундай к,илиб, тенгламани

¿3. = |±^о1 (3.8)

куринишда ёзиш мумкин экан.
(3.8) тенглама/;=(§) функцияга нисбатан чизшуш диф

ференциал тенгламадир ва унинг умумий ечими ушбу 
формула буйича топилади:

Шундай кдлиб, барча интеграл эгри чизикдар оиласи 
0(0; 0) махсус нук.тага киради, бунда улар бир хил йуна- 
лишда булиб, Ог) ук^а уринадилар. 0г/(£=0) укринг икка- 
ла к,исми дам махсус нук^тага кирувчи интеграл эгри чи- 
згпутардир.

Кдралган долда (а * О, /)=()) махсус нук.та £=0, т]=0 ва 
мос долда х=0, у=0 махсус нук.та дам тугун булиб, бирок, 
бундай тугун айнимаган тугун булади (8-чизма).

Агар а ва/3 ларни аншуговчи ушбу системада (/)= 0 да):

г)(£,с) = г 1 ̂  с +  ̂ - Г е ^ 4^  = е1п1{1 с + у- Г е =
До *' I *0 9'

= | я ( с ± 1 - |п |{ |)  = | я ( с ± х | „ | г |).

£-*0 га интилганда:

у (с -  Ь)а + (ф = 0, 

с1а + ± (Ь -с )р  = 0

барча коэффициентлар нол- 
га тенг булса: я=0, Ь -с= 0, 
¿=0, у долда берилган (3.1) 
тенглама ушбу

О . - 1.
с1х X

содда долга келади, бу ер- 
дан у= Сх (х*0) ва х=0 8-чизма.
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Z  кирувчи м умкин 
’  булган барча тугри 

чизиьутар оиласидан 
иборатдир. §=0, ?;=0 
(х=0, у=0)  нук,та 
х;ам тугун булади. 
Бундай махсус нук,- 
тага дикритик тугун 
дейилади (9-чизма).

(у*0 ). Ш ундай 
кдлиб, интеграл чи- 
зикдар туплами мах
сус нук,тага барча 
йуналишлар буйича

9-чизма.

L  илдизлар хак.ик.ий ва турли ишорали булсин. - L = - k
*2

деб белгилаймиз, к> 0 булсин, у холда

Сф 0 булганда интеграл эгри чизик, 0(0, 0) нук,та орк,али 
утмайдиган ¿-тартибли гиперболалар оиласидан иборат 
булади.

Бирок, туртта

интеграл эгри чизик, 0(0, 0) махсус нук^адан утади.
Интеграл эгри чизшугарни тасвирловчи А/(£, г]) (ёки 

М(х, у)) нук.талар куйидаги хоссага эгадир: дастлаб бирор 
укдар буйлаб махсус нук;тага яцинлашади, сунгра ундан 
бопща ук, буйлаб узокдашади. Бундай турдаги §=0, tj=Q 
(мос холда х=0, у=0) нук^а эгар дейилади (10-чизма).

IV. Характеристик тенгламанинг илдизлари соф мавхум 
булмаган Xt=p+gi ва k2= p-q i комплекс сонлар булсин.

У холда (3.1) тенглама ушбу куринишда булади:

17 = С |£|"* ёки = jyjF-

V =  0, (£ *  о), £ =  0 (т] *  0) (А)

ih= zh -.iz=  p+aL.n. 
i  ¿2 i  p-qi f ' (3.9)
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а ва/3 ларнинг к?ш- 
матларини

(с — Я2 )а + ар = О,
¿/а + (й -  Я2)/3 = О

системадан топамиз, 
бу ерда a * 0 , i2= p-qi 
Х ^р + ф  деб оламиз.
Сунгра

с - Х1 = с -X г , 
а = а,с1 = ё,
Ь — X = Ъ — "кг 10-чизма.

эканлигини назарда тутиб,
( с -  Хх)у + ад = 0 ва (¡у + ( Ь -  Хх)8 = О

тенгликлар системасидан аникданувчи у ва д сонлар мос 
х,олда а ва р сонларга кушма комплекс эканини курамиз:

У — а, д = р.

Демак, (3.2) шакл алмаштириш к,аралаётган х;олда куй- 
идагича ёзилади:

£ = ах + Ру, г) = ах + Ру . (3.10)

х  ва у  х.ак.ик.ий координаталар булгани учун:

?7 = £ :£  = и + /у, т7 = м- /у.  (3.11)

(3.11) ни (3.9) га куямиз:
ё и - М у  _  р +  'щ _ и - ¡ V

д Г + М у  _  р - 1д

ёки
(¿и -  /¿/у) [ (ри+ду)+ ¡(ру- #м)] = (с!и+/¿/у) [ (ри+ ду) -  ¡(ру- #«)].

Бу тенгликнинг чап ва унг томонларида комплекс 
кушма 1=1 ифодалар турибди, яъни бу тенгликнинг
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дакский к,исмлари тенг, мавдум к,исмлари олдидаги коэф- 
фициентлар эса нолга тенг булиши керак:

du(pu + qv) + dv(pv -  qu) = du(pu + qv) + dv(pv -  qu), (A)
du(pv -  qu) -  dv(pu + qv) = 0. (B)

(А) тенглик айнан бажарилади, (В) тенглик эса бир жин- 
сли дифференциал тенгламадан иборат булиб, уни ё уму- 
мий усулда v-tu , dv=dv=tdu+udtm \.к. урнига куйиш усули 
билан интеграллаш мумкин, ё интегралловчи куггайтувчи 
ёрдамида интеграллаш мумкин.

(В) тенгликни кугб координаталаридан фойдаланиб еча- 
миз:

u= rcos <р, V=rsiny).
Куйидагига эгамиз:

(pr sin tp — qr cos y>)(cos (pdr -  r sin <pdcp) —
~{pr cos <p + qr sin y>)(sin <pdr + r cos <pdp) -  0.

Шакл алмаштиришлар ва соддалаштиришлардан сунг 

qdr + prdtp = 0 

ни хрсил кдгсамиз, бундан

— = -  — dtp, In г = In С — — (р, г = Се (3.12)
г д г д

(3.12) тенглик (и, у) текисликдаги 0(0, 0) махсус нук^ани 
чексиз куп айланиб утувчи логарифмик спиралнянт тенг- 
ламасвдир.

Агар р ва q бир хил ишорали булса, <р ортиши билан 
спираллар 0(0, 0) махсус нук,тага як,инлаша боради, агарр 
ва q турли ишорали булса, спираллар 0(0, 0) махсус нук,- 
тадан узокдашадиган буралувчи булади (11, 12-чизмалар).

Бирок,, агар текширишлар 11, 12-чизмалардаги <р бур- 
чаксиз цараладиган булса, эгри чизшугарнинг йуналиши 
х,акдца фикр юритиб булмайди. Бирок, тургунлик назари- 
ясида (ундау?=г деб олинса) биринчи эгри чизик, “тургун
лик %олати” га, иккинчи эгри чизик, эса “ тур/унмас %олат" 
га мос келади.

(и, v) ва (х, у) узгарувчилар орасидаги
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11 -чизма. 12-чизма.

£, -  и + /у = а х  + (5 у,

71 = и - 1V = ах  + /3 у

чизик^ги богланишга кура (и, у) текисликдаги логарифмик 
спираль Оху текислигида хам х=0, у=0 нук;та атрофида 
чексиз айланиб утувчи логарифмик спираль булади. Курил- 
ган турдаги х=0, у = 0 махсус нук,тага фокус дейилади.

V. Характеристик тенгламанинг илдизлари Я, = 
Я2= —щ соф мавхум булсин. К,аралаётган х°л юк,оридаш 
Холнинг р=0 деб олингандаги хусусий холидир.

(3.12) тенглик
г= С(м2+у2=с2)

генгликка, яъни маркази (и, у) текисликда 0(0, 0) махсус 
нук.тада, радиуси С га тенг булган айланалар оиласи булиб, 
(х, у) текисликда маркази 0(0, 0) нук,тада булган эллипс- 
лар оиласига утади (13, 14-чизмалар).

Хакик.атан хам, а= а1 + 1'а2, /?=/?, + 1р2 деб олсак,

(г2 = и2 + у2 = с2,
[г = \и + /у[ = | (а,х + р^у) + /(а2х + р2у) \ 

тенгликлар системасидан:

(а,х + р ] у)1 + (а2х  + р 2у)2 = с2
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13-чизма. 14-чизма.

ёки

(а? + а \)х2 +2(а1р 1+ а 2/32)ху + у 2(р2 + р 22) = с2.

Хосил булган тенглама иккинчи тартибли эгри чизик, — 
эллипсдан иборат булади, чунки унинг дискриминанти 
(4А С -Б 2):

4(«1 + « 2X 1̂ - ^ 1 ) - 4{а 1^1+ а гРг)2 =

=  А {а \р \  + а \ р 2 —2 а 1@1Р 2а 2) = 4 ( а Д  - а 2Д )

а ^ 2-а ф ^ -0 тенгликни кдноатлантирувчи х,ар к.андай 
а х, а2, Р2 ларда мусбат булади.

а $ г- а $ =  0 булганда (3.10) алмаштиришни бажариб 
булмайди, шунинг учун бунинг булиши мумкин эмас.

Бу х,олда О (0,0) махсус нук,тага марказ дейилади.
Юцоридагилардан куйидаги хулоса чик,ариш мумкин:
Агар (3.5) тенгламанинг Я1 ваЯ2 илдизлари:
1) хдк.ик.ий ва бир хил ишорали булса, 0(0, 0) махсус 

нук,та, яъни координаталар боши тугун,
2) х^к^щий ва турли ишорали булса, координаталар 

боши эгар,
3) комплекс (соф мавхум эмас) сонлар булса, коорди

наталар боши фокус,
4) соф мавхум булса, координаталар боши марказ булади.
Бу курилган усуллар (3.1) дифференциал тенгламанинг

унг к,исми чизик/ги булганда уринли. Агар (3.1) тенглама-
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нинг унг к,исмига чизикди булмаган, яъни х2, ху, х*, х2у  ва 
боищалар кушилса, у холда чизшуш к,исми учун махсус 
нукз’а тугун эгар булган холда, чизикушмас к,исми кушил
са л;ам тугун, эгарлигича к,олади. Махсус нук,та чизикди 
к,исми учун фокус ёки марказ булса, у холда чизик^имас 
кисми кушилса, фокус булган махсус нук,та марказ ва ак- 
синча булиши мумкин.

Шунинг учун (3.1) тенгламанинг унг кдсмига чизик;- 
лимас кушилганда фокус ёки марказ булиш муаммоси ке- 
либ чикдци.

Агар (2.4) тенглама бир нечта махсус нук^аларга эга 
булса, у холда бу махсус нук^аларнинг_турини аникдаш 
учунхар бир махсус нук,таучун х -  х, = х, у  — у1 = у  (х, у.
— махсус нук,та координаталари) алмаштириш ёрдамида 
координаталар бошини махсус нук^ага кучирилади, сунгра 
чизшуш кисми буйича характеристик тенглама тузилади.

Шунингдек, бу махсус Р0(х0, >>0) нук.таларни турини 
аникдаш учун куйидаги куринишдаги характеристика тенг- 
ламасини тузса хам булади:

э<2
Эх

дР

э о
ду

Эх
ЭР  
Эу

= 0

Агар Д*0, яъни Я, -Я2*0 булса, Р0(х0, у9) нук^а оддий 
махсус нук,та дейилади.

Оддий махсус нук^алар куйидаги хоссаларга эга:
1) агарЯ1 -Я2<0 булса, Р0(х0, у(1) махсус нукрга эгар тури- 

даги махсус нук^а булади;
2) агар Я1 ‘Я2>0 булса, Р0(х0, у )  махсус нук^та тугун ту- 

ридаги махсус нук;та булади;
3) фокус ва марказ булган махсус нук,талар иккинчи 

гурух махсус нук,талар, барча к,олган махсус нук,талар би- 
ринчи гурух махсус нук,талар дейилади.

Дифференциал тенгламаларнинг сифат назариясига 
индекс хак,идаги тушунчани мувозанат холатларининг 
жойланишига боглик; масалаларда А. Пуанкаре киритган. 
И. Бендиксон эса (2.4) тенгламадагиР(х, у) ва <2(х, у) функ- 
циялар Оху текислигидаги бирор О сохада аналитик функ
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ция булган дол учун мувозанат ^олатларда кесишувчи ха- 
рактеристикалар сони билан боглик, махсус нук^таларнинг 
индекси хдкддаги умумий теоремани исбот кдлиб берган.

Р(х, у) ва Q(x, у) кугщад булган \о л  учун И.Бендиксон 
чексиз узокдашган махсус нук^алар индекси хдкдцаги ту- 
шунчани киритган ва чексиз узокдашган ва текисликдаги 
\амма мувозанат холатлар учун индекслар йигиндиси 2 га 
тенглигини курсатган.

А. Пуанкаре эса Р туридаги ёпик, сиртлардаги дамма 
оддий мувозанат хрлатларнинг индекслар йигиндиси унинг 
Эйлер характеристикасига, яъни 2—2Р га тенглигини 
курсатган.

Икки улчовли дол учун индекслар назарияси В. В. Не- 
мицкий ва В. В. Степанов монографиясида, С. Лефшец,
Э. А. Коддингтон ва И. Л евинсон, А. А. Андронов, 
А. А. Витт, С. Э. Хайкин ва А. А. Майерларнинг китобла- 
рида, шунингдек А. Н. Берлинский, П. Т. Червичнийлар- 
нинг илмий ишларида баён этилган.

(2.4) тенгламадаги Р(х, у) ва Q(x, у) — Оху текислиги- 
даги бирор D содада х,ак,ик^й узгарувчили аналитик функ- 
циялар булсин ва умумий булувчига эга булмасин. Диф
ференциал тенгламанинг х,ар бир махсус ну^талари якка- 
ланган булсин. D сохдца синик, чизик, булмаган ва (2.4) 
тенгламанинг махсус ну^тасидан утмайдиган С ёшщ эгри 
чизик, оламиз. Бундай чизик,ни давр деб атаймиз. С давр- 
ни бир марта мусбат йуналишда (соат стрелкасига к,ара- 
ма-кдрши) айланиш натижасида махражи Q ни нолга ай-
ланишидава ~  ифоданинг ишораси узгаришини курамиз.

-  оо дан + оо гача ораликдаги сакрашлар сони + оо дан
-  оо гача ораликдаги сакрашлар сони к булсин. | ~ j  сак- 
рашларни биринчи тур, сакрашларни иккинчи тур
деб белгилаймиз.

j  = Ку- сонига С даврнинг индекси дейилади ва уни
indC ёки ind ' каби белгиланади.

Q(x,y)
Шунингдек, (2.4) тенгламанинг характеристик тенгла- 

масини илдизлари оркдли эса

y W - i f f r| ХГ я2 I
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сон оркдли Р0(х0, уп) махсус нук,танинг индекси аникдана- 
ди. Эгар учун у(Р0) = + 1, бошкд турдаги махсус нук,талар 
УчунУ(Р0) = -1 .

Агар (3.6') тенгликда<5 = -(А+с), А=Ьс-ас1 белгилашлар- 
ни киритсак, у долда унинг куриниши куйидагича булади:

Р+«5А+А=0, (3.13)
бундан

2 Х1г = —д ±  л/д2 — 4Д

ни досил к;иламиз.
Агар(52-4А=0 булса, удолда (3.13) тенглик координаталар 

бошидан утувчи параболадан иборат булади (15-чизма). 
Бундан тацщари куйидаги доллар дам булиши мумкин:
1) агар ДСОбулса, Я12 шщизлар дар хил ишорали булади, 

махсус нущалар эгар булиб, улар чал ярим текисликда ётади;
2) агар Д>0 ва<52-4Д >0 булса, махсус нук^а<5>0 булган- 

да тургун тугун, ¿<0 булганда тургунмас тугун булади;

15-чизма.

3) агар Д>0 ва<52-4Д<0 булса, махсус нук?а<5>0 булганда 
гургун фокус, ¿<0 булганда тургунмас фокус булади.

4) агар ¿=0, Д>0 булса, характеристик тенглама соф 
мавдум илдизга эга булиб, махсус нук^талар марказ булади 
на уларнинг маркази Ох у клининг устида ётади.
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Куйидаги масалаларни кдраймиз.
1-масала. т массали моддий нук^та СЬсуки буйлаб тугри 

чизшуш харакат кдгссин. Бу харакатнинг тенгламаси, ушбу

(¡2х  т —г
л 2

куринишда булиб, бунда /  (г, х, моддий нук^ага таъ- 
сир этувчи куч.

(3.14) тенгламани иккита биринчи тартибли тенглама- 
лар системаси куринишда ёзиш мумкин:

Лх 
Л =  *!>

Л7 = ' Ь f { í ’ х ’ х 1)
(3.15)

(3.15) система ечимининг манзарасини ургансак, бу ман- 
зара (3.14) тенгламанинг ечими учун хам уринли булади.

Фараз кдлайлик, нук^ага кдршилик курсатувчи куч тез- 
ликка пропорционал булсин:

(Ьс -а  — 
л

ва — Ъх координаталар бошига тортувчи куч булсин. а ва Ъ — 
узгармас коэффициентлар, а>0,  Ь>0. Бу холда (3.14) тенг- 
лама

т̂  = ^ а Т Г Ьх (зл6>
еки

^  + 2И% + к 2х  = 0 (3.17)

,  V , ,  г 2  -  ь

(3.17) тенгламага мос система

куринишни олади, бунда И = —  > 0, к 2 = — > 0.
2т т



е к и

сЬс\ _ — к х  
1 х ~

• 2/2x1
XI (3.19)

тенгламадан иборат вах=0, х5=0 нук,та (3.18) системаучун 
мувозанат нук^а булиб, у ^ турдаги махсус нук,тадир. (3.18) 
ёки (3.19) учун характеристик тенглама тузамиз:

-  Я 
- к 2

1

-2 Н -Х
=  0

еки
X2 + 2ИХ + к  = 0. (3.20)

Бундан Х12 = -А ± 4 к2 -  к2 га эга буламиз.
Куйидаги хрллар булиши мумкин:
1) й=0 булсин, у долда А1 ва Я2 соф мавдум комплекс 

сон булиб, х=0, х,=0 махсус нук^та марказ булади;
2) А>0 булсин, у долда куйидаги уч долнинг бири були

ши мумкин:
а) № -к2> 0 булса, у долдаЯ1 ва Я2 илдизлар даци^ий ва 

иккаласи манфий булади. Шунинг учун х=0, х,=0 махсус 
нук^а асимптотик тургун тугун булади.

б) к2=к2 булса, Х1=Х1= -Н > 0 булиб, х=0, ^ = 0  махсус 
нук^а тургун тугун булади.

в) И2- к 2<0 б^лса, Я1 ва Я2 кушма комплекс сонлардан 
иборат булиб, да^икдй кисми манфий булгани учун тур
гун фокус булади.

2-масала. Ушбу 16-чизмада

Я
- I -  С

16-чизма.
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электр заряд х;аракат тенгламаси

£? + ^0 + -^9 = О

ёки

* +  Т *  +  7 Г *  =  °

куринишларнинг бири билан аникданади.
Бунда Я — кдршилик, С — манба, X — индуктивлик, ц

— электр заряди.
1Агар 2/г = у , 1? = — , д = х  белгилашларни киритсак, 

у хдзда электр заряд даракаг тенгламаси

х  + 2кх + кх = О
тенглама ёки

^  = — 2̂ -Л -  кх,

VЛ у

система куринищда булади. Текшириш 1-масаладаги каби 
давом этгирилади.

Текисликдаги махсус нук^-аларнинг куриб чик,илган 
турлари энг содца махсус нук^алар дейилади.

Машцлар

Куйидаги дифференциал тенгламаларнинг махсус нук,- 
таларини топинг ва уларнинг турини аник/ганг.

1. У = £ - 2. у ’ = ~-X у

^ ,./ _  х + У а / х - 4 у3- У ~ТГ" 4. У =2х '  -З х  + 2у

5- У  =  1 Г Т Г  6- / = — -у  З х - 4 у

п у ' = 3х±*.У. о = 2£±.?> .
х - 2 у  У ах + у
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Кундалик турмушимизда, табиатда содир булаётган 
\амма х;одисалар — юрак уриши, товушлар, электромаг
нит тебранишлар, тулк,ин тебранишлар, самовий жисмлар 
х,аракати, космик кемалар х,аракати, микроблар тарк,алиш 
хдракати ва х,к- лар тебранишлар билан богликдир.

Одам организмининг барча аъзолари узига хос ритм- 
ларда (тебранишларда) булади. Суткали ва мавсумли ритм- 
лар ва унинг параметрлари (давр узунлиги, амплитуда мик,- 
дори, частота ва тебраниш фазаси ва бопщалар) вак,т ути
ши билан узгаради ва улар уз вак;тида одам организмининг 
тез согайиши ва узок, яшашини аник^лашда му^им рол 
уйнайди.

Бундай тебранишларнинг асосий турларидан бири дав- 
рий тебранишлар х,исобланади. Чунки бу каби тебраниш
ларда махсус нук^анинг марказ ёки фокус булиш муаммо- 
си вужудга келади.

Бу муаммони аникрок, тассавур кдлиш учун куйидаги 
мисолни курамиз.

1-мисол. Ушбу система берилган булсин:

4-§. ФОКУС ЁКИ МАРКАЗ БУЛИШ МУАММОСИ

Агар биринчи ва иккинчи тенгламаларнинг унг кдсмла- 
ридаги чизшуш булмаган хдцларини ташлаб ёзсак, у долда 
куйидаги системага эга буламиз:

(4.1)
£  = - Х + у(х2 + у 2).
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сЬс

(4.2)

еки
4у _  х 
с1х у (4.3)

Бу дифференциал тенглама ечимларих2+>2= Сайланалар оила- 
сидан иборат, 0(0,0) махсус нук г̂а, яъни координаталар боши 
(4.2) тенглама учун марказ туридаги махсус нук?а булади.

Энди берилган (4.1) системани к;арайлик. Бу система- 
ни текшириш учун кутб координаталар системасига ута- 
миз, яъни

алмаштиришларни бажарамиз.
Бу тенгликлардан элементар шакл алмаштиришлар ёр- 

дамида куйидагиларга эга буламиз:

(4.1) даги х' ва у ’ ларнинг ифодаларини (4.4) га куямиз: 

р ■ р' = х[у + х(х2 + у 2)\ + у[-х  + у(хг + у 2)} =
= х 2{х2 + у г) + у 2(х2 + у 2) = р \

р V = х[~х + у(х2 + у 2)] -  у[у + х (х 2 + у 2)] =

X — р  СОЪ <Р,

у  = рытр

р2 — х 2 + у 2,

Булардан <р' ва р ’ досилаларни топамиз: 
рр' = хх1 + у / ,

(4.4)
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Булардан куйидаги системага эга буламиз:

dt р  ’ 
d<р _  
dt

Бундан куйидаги

% — Р' И.5)

дифференциал тенгламани хрсил кдпамиз. (4.5) да узга- 
рувчиларни ажратамиз ва интеграллаймиз:

р“3ф  = -dtp, = -<р + С], \  = 2<р + С.
i  р

Бундан эса

Р2 = 1 ^ С -  (4-6)

ечимга эга буламиз.
(4.6) дан куриниб турибдики булгандар-»0, яъни 

бу ечимнинг графиги урама булиб, координаталар боши
(4.1) система учун фокус туридаги махсус нукталиги ке- 
либ чикдди.

Бу мисол шуни як^ол курсатадики, (4.2) система учун 
марказ туридаги мувозанат хрлати (4.1) система учун ёки 
марказ, ёки фокус туридаги мувозанат хщати булиши мум- 
кин экан.

Марказ ёки фокус булиш муаммосини ечишнинг уму- 
мий усулини курамиз.

Ушбу
±  = Я Щ  (47)
dx Р (х,у)  ̂ ‘ '

дифференциал тенглама берилган булсин. Агар бу тенгла- 
манинг махсус нукзаси_ координаталар боши булмаса, у 
хрлда 3-§ даги х  -  x t = х, у  -  у ,, = у  чизикди алмаштириш 
ёрдамида махсус нуктани координаталар бошига келти- 
риб оламиз.

Шунинг учун умумийликка зарар етказмай туриб (4.7) 
тенглама учун координаталар боши махсус нук^а булган 
холни к;араймиз, яъни P(0,0) = Q(0,0) = 0.
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Р(х, у) ва Q(x, у) функциялар аналитик функциялар 
булганлиги учун уларни Тейлор кдторига ёйиш формула- 
сидан фойдаланамиз, унинг учун (4.7) тенгламани куйи- 
даги куринишда ёзиб оламиз:

Бу ерда (р(х, у) ва ip(x, у) функциялар х  ва у  га нисбатан 
иккинчи ва ундан юк,ори тартибли хдцлардан тузилган 
кут;адлар булиб, улар учун <р(0, 0)=^(°> °)= 0- (4.8) учун 
характеристик тенгламанинг илдизлари мавхум булсин, 
яъни Xl/2=±iß. Бу долда (4.8) тенглама куйидаги каноник 
куринишга келади:

бу ерда Х(х, у) ва У(х, у) функциялар х  ва у  га нисбатан 
иккинчи ва ундан юкрри тартибли дадлардан тузилган 
кущадлардир.

Куйидаги

алмаштиришлар ёрдамида кутб координаталар системасига 
утадиган булсак, (4.9) система куйидаги куринишга ке
лади:

ва х=р cos (р, у=р sin (р эканлигини эътиборга олсак ва баъ- 
зи бир шакл алмаштиришлар натижасида куйидаги

dy_ ах + Ьу + <р(х,у) 
dx ßic + dy + 1р(х,у)

(4.8)

dy _  - х  + X  (х,у) 
dx y + Y(x,y)

еки

f  = У + Г(х ,у)  

df = - x  + X (x,y),
(4.9)

(4.10)

^  ва ^  ларнинг (4.9) даги ифодаларини (4.10) га куйсак
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^  = ргаг {<р) + р 3а3(у>)+.. .+рпая(<р)+... (4.11)

тенгламага келамиз, бу ердаа.(<р) лар даврий булган функ- 
циялар. (4.11) нинг ечимини куйидаги куринищца излай- 
миз:

р = а- щ(ф) + а2 ■ и2(<р) + а3 • и3(<р)+...+а" • и„(<р)+...( 4.12)

Бу ерда а — етарлича кичик параметр булиб, бошлангич 
шартлар куйидагилардан иборат: и}{<р)= 1, и.(0) = 0.

(4.12) ни у  буйича ва бошланшч шартни эътиборга олиб 
дифференциаллаймиз:

dp i dui , 1 dut , , „ du= cr ~r- + a- -j^+ ...+ а —-+ ... (4 13)dip dip dip ¿ y  V •

(4.11), (4.12) ва (4.13) лардан фойдаланиб куйидаги тенг- 
ликни досил к,иламиз:

а 2 du^
dtp dip dip

. 3 du-\ . . n du„ ,+ a  - r ^  + .- .+  a  - r !L+ . . .=

= a2[au j + a 2u2 + ... + a nun + . . . ] 2 + a3\aux + a 2u2 + . . . +  

+ ccnun + . . .  ]3 + . . .  + ап[ащ + a 2 u2 + . . .  + a ”un+ . .. ]л + . . .

Бу ердан а нинг бир хил даражалари олдидаги коэффици- 
ентларни тенглаб, куйидаги системани до с ил кдоламиз:

du!2 _
dtp
du

= а2 • щ

/-ч■i = а2 • 2U] • и2 + а3щ

i+у=2 i г-

^  =  а 2  2 й - ' UJ  +  a 3 ' Z u i ' u j - u k + . . - + a „ - u J
/,у=1

j+k~3 

i j ,k =1

(4.14)

Бу формулалар рекуррент формулалар бугсиб, и] нинг к,ий- 
мати орк,али и2 топилади, и2 нинг киймати оркдли и3 то
пил ади ва доказо.

(4.14) системани интеграллаб, и2, и3, ... ларни топамиз:
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(4.15) дан куриниб турибдики, интеграл остидаги функ- 
циялар siny> ва cosy) лардан иборат булгани учун даврий 
функциялардир, лекин уларнинг интеграллари даврий 
булиши хам мумкин, даврий булмасликлари хам мумкин.

Пуанкаре-Ляпунов теоремаси. Агар и2, uv ... , ип, ... функ- 
циялар даврий булса, у  хрлда координаталар боши (4.8) диф
ференциал тенглама учун марказ туридаги махсус ну к; та була- 
ди. Агар и.(<р) функциялар орасида х,еч булмаганда бирортаси 
даврий булмаса, у х,олда координаталар боши фокус турида
ги махсус нуцта булади.

Бу теорема ёрдамида баъзи бир тенгламалар учун 0(0, 0) 
махсус нук^га марказ булишини номаълум х  ва у  ларнинг 
олдидаги коэффициентлар бирор шартларни кдноатланти- 
риши курсатилган.

Масалан,
, _  х + ах2 + (26 + а) ху + су2

У у+Ъх + {2с + /?) ху + dy

тенглама учун координаталар боши марказ булишлиги- 
нинг етарли ва зарурий шарти куйидаги олтита холдан 
бирортасининг бажарилишидир:

1) «=/3=0;
2) a+c=j )=0;
3) a k 4 (3 b + a )k 2+(3c+p)k-d=Q, * = f  = — ;
4) a+c= 0, b+d=  0; P a+c
5) b+d=a=f}+5(a+c)  = ac+2a2+d2=Q, a + c * 0;
6) al + cl=fil= a l+5{bl+ d ^ = b 1dl+2d\+a\=0,  b + d * 0.



Куйидаги
ё у  _  - х  +  с30х 3 +  с2 ]Х2у  +  сп х у 2 +  СозУ3 

Лс у + Ьюх'+Ь^у + ^ху1 + Ьазу*

дифференциал тенгламада координаталар боши марказ 
булиши учун ушбу икки шартдан бири бажарилиши ке- 
рак:

1) с21—сю—0, ¿30—Ь12—О,
2) С21~̂ ^СЮ~ ¿12"̂ 3̂ 20— С03 — ̂ 30'
Бундан ташкдри марказ булишликнинг баъзи бир етарли 

белгилари бор.
Мисол учун

у  = ~х +/Л*>у) (4Л6)

дифференциал тенглама учун/ ( х ,  у ) = / ( х ,  -у)  булса, яъни 
функция у  га нисбатан жуфт булса, у х,олда (0, 0) нук.та 
марказ булади. у  ни -у га алмаштирганимизда (4.16) тенг
лама узгаришсиз крлишини курамиз, демак интеграл чи- 
зикдар О х  ук^ига нисбатан симметрик, бундан (0, 0) нукта 
марказ эканлиги келиб чикдди.

Агар (4.16) тенгламада / ( х ,  у) х  га нисбатан ток, функ
ция булса, яъни/ ( х , у )= ~ /(-х , у) булса, бу долда дам (0, 0) 
нук^а марказ булади.

2-мисол. Ушбу
- х + у ( \ - х 2 - у 2 )

У =■
у + х  (1 - х 2 - у 2 )

дифференциал тенгламани ечинг
Ечиш.  Унга эквивалент булган куйидаги системани 

ёзиб оламиз:

I  = у + * (  1 - ^ - У ) ,

Бу системани 1-мисолдагидек кутб координаталар систе- 
масида ифодаласак, у долда куйидаги системага эга була- 
миз:
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ёки
Æ . - p d - p » ) ,

Узгарувчиларни ажратиб интеграллаймиз:

f p ' = p ( l - p 2) ,

p ( l - p 2)
-d<p,

&- + -É P ______ ÿ —  = -d<p
P 2(1 - p )  2 0+ P ) ^

l n ( p ) - j  l n ( l - p ) - |  1п(1 + р) = - р  + 1пС.

Бундан
ln —ie= r = —(Л

Сл/ Ï V
ёки

p = Сд/l -  p2 .
Икки томонини квадратга кутарамиз:

p2 = C ( l - p 2)e-^
ёки

p2 = ---- Ц - .
H 1 -  Ce *

Бу эса С* О булган хщлар учун координаталар боши 
((О, 0) нукзга) берилган тенгламаучун фокус туридаги мах- 
сус нукталигини билдиради.

Хусусий хрлда С= 0 бутса, р2=1 тенглик х;осил булиб, 
тенглама ечими х2+>2= 1 айланадан иборат булади ва у х,олда 
координаталар боши берилган тенглама учун марказ ту
ридаги махсус HyKjara айланади.

Машцлар

Куйидаги дифференциал тенгламаларнинг махсус нук,- 
таларини топинг ва уларнинг турини аникданг.

, х 1 - х  _ , 1 + у  -  х 1 + V2
1. У = -------- 2. /  = — ----- — •У 2 ху
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5. У' =
X + у  + у

-  х -  5у + ху

5-§. ЧЕГАРАЛАНГАН СО^АДА ХАРАКТЕРИСТИКАЛАРНИНГ 
ХАРАКТЕРИ ТУТРИСИДА ЛЕНДЕЛЕФ ЛЕММАСИ

дифференциал тенгламалар системасининг махсус нукта- 
лар мавжуд булмаган чегараланган содадаги характерис- 
тикаларининг характерини куриб чик,амиз.

Айтайлик, М(х, у) ва М1(х1, нук,талар иккита харак- 
теристикада ётсин, шу билан бирга улар орасидаги масо- 
фа | МХМ\ < <5 булсин, <5 — етарлича кичик сон. М  — мах
сус нук^а булмагани учун Х(х, у )* 0, У(х, (17-чизма). 
Энди Х(х, у) ва У(х, у) ларни узлуксиз функциялар деб 
дисоблаб М  нук,тани бошк^а исталган М1(х1, у,) нуклада дам 
X  ва У функциялар нолдан фарьуга Х{х, у )* 0, У(х, у )* О, 
шу билан бирга Х(х, _у) ва У(х, _у)ларнинг ишоралари бир 
хил буладиган к,илиб етарлича кичик (М, д) оралик, ичига 
оламиз.

Умумийликка зиён келтирмасдан,

деб дисоблаш мумкин. Бу ва тезликларнинг коор
дината укдаридаги проекциялари бир хил (мусбат) ишо- 
рали эканлигини билдиради, яъни М  ва М, нук^талар уз 
характеристикалари буйлаб бир йуналишда даракат к;ила- 
дилар.

Бу дол учун куйидаги лемма уринлидир.
4 -6 3  49

Ушбу

(5.1)

Х(х ,^ )>0,  Х (х1,у ])>  О, 

У (х,у)>  0, У{х1,у1) > О
(5.2)



Лемма. Иккита характеристикада жойлашган иккита 
тасвирловчи М ва М1 нуцтани цараймиз. \а р  цандай е>0 
кичик сон учун шундай д>0 топиладики, 1=10 пайтда 
| М¡М | < д ва исталган пайтда | ММ11 <е тенгсизлик- 
лар уринли булади.

И с б о  ти.  х=х(0, У=У(0 тенглама М  нук,та ^аракатла- 
надиган траектория тенгламаси, х=х|(/), >’=>>,(/) эса М1 нук,гга 
Харакатланадиган траектория тенгламаси булсин.

(5.1) харакат дифференциал тенгламалар системасига 
кура:

1 к р 1  = Х (Х1, У1) - Х ( х ,у ) ,

л (ц-у) =
* У(х1,у1) -У (х ,у ) .  

Липшиц шартини куллаб

N(1x1 ~х|+|у1 - ^ 1 )

<N(1 х1- х \+ \у1- у \ )

(5.3)

*

тенгсизликларни ^осил кдламиз.

ж эканлигини ^исобга олиб,

~  ( \х { -X  I + |у, -  у I )<2Л' (  |х, - х  I + \у г - у  I )

тенгсизлик уринли деган хулосага келамиз. Бу тенгсиз- 
ликни [;0, ораликда интеграллаб

1п ( | х, - х  | + | ^  -У  | ) [‘ < 2Щ1, -1 0)

еки
(I X! -X  I + I У1 - у  |)1=ч < (| X! -  X I + | У! - у  | Ц  -е2̂ “̂  

ни хосил к,иламиз. Исталган е>0 сон учун

5=(1 У1 -  У 1Х=.0 < « деб оламиз.
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У хр л да

( | X! - х  I + | У! - у  | )t=ti < Se2jV̂ to> = е

тенгсизлик уринли булади.
Демак, | ММХ |( í <£, шуни исботлаш талаб к,илинган эди.
Лемма исботид'ан (5.1) тенгламалар системаси ечимла- 

ри мавжудлиги ва ягоналиги х,ак;идаги теорема шартлари 
бажариладиган сохдца уринли эканлиги келиб чикдци.

1-теорема. Барча t>t0 ёки t <tg ларда махсус нуцталарсиз 
ёпш( чегараланган cocada %оладиган Z характеристика узи- 
ни цуйидаги икки хрлатдан бири каби тутиши мумкин:

а) ёпик, траектория булиши мумкин,
б) ёпик характеристикага спиралсимон як,инлашади.
И с б от и .  /р /2, ..., tn, ... моментлар кетма-кетлигини ва 

уларга мое Z характеристикада жойлашган Mv М2, ..., Мп 
нук,талар кетма-кетлигини к;араймиз (18-чизма).

Z  эгри чизик, ёпик, чегараланган S  сохдца ётгани учун 
{Мп} кетма-кетлик чегараланган ва математик анализдан 
маълумки, у камида битта Р лимит нук,тага эга булади.

Бунда икки х,ол булиши мумкин:
а) Р лимит нукта Z  характеристикада ётади;
б) Р  лимит нук^та Z  га тегишли булмайди.
а) холни к,араб чик,амиз. Маркази PGZ нук,тада, ихтиё- 

рий р радиусли дойра ясаймиз. Z  характеристика дойра 
орк,али утади ва яна унга к,айтади; акс х,олда Р нук,та ли
мит нук,та булмас эди.

Бирок„ чексиз катга вак? оралигида характеристика жуда 
кичик радиусли дойра ичида була олмайди, чунки у хрлда

у А

О

17-чизма. 18-чизма.
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Р нукта сокинлик (ёки мувозанат) нуктаси, яъни махсус 
нук,та булар эди. Шу вак^нинг узида тасвирловчи М  нук,та 
дар к^анчалик кичик р  радиусли (Р, р) доирага у оддин 
кирган траекторияси буйича кира олмайди, чунки Р нук,та 
атрофида ундан таищарида р,<р радиусли дойра мавжуд 
булар ва Р нукта лимит нукга булмас эди.

Характеристика уз-узини кесиш содасидан чик,а олмай
ди, чунки уз-узини кесиш нуктаси махсус нуктадир. Де
мак, Zтpaeктopия нук^тада туташади ва нукта тасвирловчи 
даракат ёпик, характеристика булади.

б) долда Р  нукга Z  характеристикада ётмаган булса, у 
долда Р нук;та оркали берилган дифференциал тенглама- 
лар системасининг бошк,а К  характеристикасини утказа- 
миз (19-чизма).

/•лимит нуктаси булгани учун, исталган (Р, (5) доирада 
Z  характеристиканинг нукталари булади.

Агар /=^ да маркази Ру да булган 51 радиусли дойра 
ясасак, Ленделеф леммасига кура унинг ичида дам Z  ха
рактеристиканинг нукталари булиши керак. Демак, К  ха
рактеристика бутунлай лимит нук,таларидан иборат. У 5 
содадан чикд олмайди, лимит нукталарга як,инлаша ол
майди, чунки акс долда Z  характеристика дам ё Б содадан 
чик.иб кетарди, ёки лимит нукталарга якинлашар эди.

К  характеристиканинг узи £  содада колгани сабабли 
унинг узи учун лимит нукталар мавжуд булиши керакки, 
улар дам содада ётиши мумкин ёки унга тегишли булмас- 
лиги мумкин.

К  характеристиканинг лимит нукталари унинг узида 
ётишини исбот кдламиз. Тескарисини фараз кдпамиз. К
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эгри ЧИЗИК.НИНГ Р лимит нук,таси унда ётмасин. Р нук,та- 
ни д радиусли айлана билан ураймиз ва Р нук,тадан К  
характеристикага РА перпендикуляр туширамиз. Р нук^та 
К характер истиканинг лимит нук^гаси (махсус эмас) булгани 
учун К  траектория бу доирага кайта-кдйта киради ва чи- 
кдди. Z эгри чизик, дам РА перпендикулярни бирор В нук,- 
тада кесиб (Р, д) доирага киради. Бирок, <5] <АВ олиб ва А 
нукз'а атрофида б1 радиусли айлана чизиб, Z  эгри чизик,- 
нинг унга кирмаслигини, яъни К  эгри чизик. унинг учун 
лимит эгри чизик, булмаслигини курамиз, бу эса шартга 
зиддир. Шундай кдлиб, дар к,андай Р  лимит нук,та К  эгри 
чизикда тегишлидир.

Демак, К  траектория ёпик;, Z  траектория эса унга спи- 
ралсимон як^нлашади.

Шундай ёпик; К  траектория лимит даера дейилади. 
Лимит давра тушунчасини Анри Пуанкаре киритган. Ли
мит давра техникада турли асбоб ва курилмаларни лойи- 
далашда мудим рол уйнайди. Техникада сунмас тебраниш- 
лар шу лимит даврага мисол булади.

Т а ъ р и ф .  (5.1) мухтор дифференциал тенгламалар сис- 
темасининг яккаланган даврий ечими лимит давра дейи
лади.

Лимит давралар тургун, бутунлай нотургун, ярим тур- 
гун булиши мумкин.

Агар лимит даврага спиралсимон интеграл чизюугар 
ичкаридан ва таищаридан як^нлашсалар бундай лимит 
даврага тургун лимит давра дейилади.

Агар лимит даврага ичкаридаги спиралсимон интеграл 
чизикдар як;инлашса ва ташкдридаги спиралсимон интег
рал чизикдар лимит даврадан узокдашса (ёки аксинча) 
бундай лимит даврага ярим тургун лимит давра дейилади.

Агар ички ва тапщи спиралсимон интеграл чизикдар 
лимит даврадан узокдашса, бундай лимит даврага бутун
лай нотургун лимит давра дейилади.

Лимит давраларга мисоллар келтирамиз.
1-мисол. Ушбу

$  = - х - у  + х ( х 2 + у2),

&  = х - у  + у (х 2 + / )
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дифференциал тенгламалар системасининг лимит давра- 
сини аникданг.

Е ч и ш. х=р  cos tp, у=р  sin tp алмаштириш ёрдамида бе- 
рилган системани кутб координаталарда ифодалаймиз:

^  = cos <р- р sin <р^ = - р  cos tp -  р  sin tp + р 3 cos tp,

&  ■ sin tp + p  cos P cos Ч> — P sin tp + p 3 eos tp.

Бу тенгламалар системасидан ва ^  ларни топамиз:

Кутб координаталар системасида берилган дифферен
циал тенгламалар системаси

куринишни олади. Бундан битта р = 1 ёпик, фазовий эгри 
чизик, борлигини курамиз. Бошк,а фазовий эгри чизиьутар 
учун р>  1 сохдца tp усувчи, 0 <р< 1 да эса tp камаювчидир.

Шундай к,илиб, берилган тенгламалар системаси учун 
0 (0 , 0 ) мувозанат х,олат тур кун фокус булиб, у маркази 
координаталар бошида ва радиуси бирга тенг булган тур- 
FyHMac лимит даврага эга булади.

2-мисол. Кутб координаталарда = (r ~ a)2 sin2 <р диф
ференциал тенглама ёки

%  = { r - á ) 2 sin2 (р,

dtp _  i 
dt

дифференциал тенгламалар системаси берилган булсин. 
Бу система учун г=а  эгри чизик, характеристикадир. Бош- 
к,а дар к;андай r= r( tp )  характеристика (г— a)1 sin2</>>0 булга- 
ни учун усувчи г кутб радиусга эга булади. Айлана ярим 
тургун лимит даврадир (20-чизма).

3-мисол. Ушбу ~  = (a  — r) sin2 tp дифференциал тенг-
а<р

лама учун г= а  тургун лимит даврадир, чунки г>а  булга-
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20-чизма. 21-чизма.

нида < О булгани учун г (<р) — камаювчи, г<а  да > О
dip d<p

булгани учун г(<р) — усувчи (21 -чизма).
Лимит давраларни излаш масаласи дифференциал тенг- 

ламаларнинг сифат назариясида энг мух,им, шу билан бирга 
унинг энг мураккаб масалаларидан биридир.

2-теорема. Х,ар цандай ёпщ характеристика (лимит дав- 
ра) ичида камида битта махсус нуцта мавжуддир.

И с б о т и . Ёпик; Z0 характеристика ичида бирорта хам 
махсус ну^та йук, деб фараз к,иламиз. Z0 характеристика

Y ( x , y )
Л —  (А)dx Х { х , у )

дифференциал тенгламани к,аноатлантиради. (А) тенгла- 
ма билан бирга ушбу тенгламани хам ёзамиз:

dy _  Г ( х , у )  
dx Х { х ,  >-) (В)

(В) тенгламанинг ечими (А) тенглама характеристика- 
ларига, шу билан бирга Z  га ортогонал булган эгри чизик,- 
лар оиласидан иборатдир.

Z  эгри чизик, билан чегараланган соха ичида бирор 
бошх,а Zj характеристикани оламиз. Бендиксон теорема- 
сига мувофик, Zx ё ёпик;, ё ёпик; характеристикага уралган 
булади. Zj ичида Z2 (Zl хоссага эга булган) характеристика 
утказамиз ва хоказо.

Равшанки, Zp Z2, ... , Zn характеристикалар кетма-кет- 
лиги лимит характеристика К га интилади.
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(А) тенгламанинг Z1, Z2, ... , Zn эгри чизикдар оиласи- 
нинг дар бир эгри чизигига мос (В) тенгламанинг харак- 
теристикалари булган К0, Кх, ... , Кпортогонал эгри чизик,- 
лар оиласини ясаймиз. Бу оилаларнинг лимит характерис- 
тикалари бирор К  характеристика булади.

2^К0, ZrйГ1, ... , 2пКп характеристикалар кетма-кетлиги- 
ни к,араб чи^иб, узаро киришиш ва торайиш натижасида, 
Z  ва К  лимит характеристикалар устма-уст тушади деган 
хулосага келамиз, бу эса фак^ат

г(х,у) _
Х ( х , у )  У(х, у )

шартда, яъни х \х , у )+ у1(х, у )-0  ёки Х(х, у)=0, ¥(х, у)=0 
да мумкиндир, яъни лимит нук,та махсус нук,танинг худди 
узидир.

Машцлар

Куйидаги дифференциал тенгламалар лимит даврага эга 
булишини аниьутнг:

2 -  ~х  + £й - х2)у 2  ёу _ - х - у  + у1

' у  ' ¿х ~  у - х  + х3 ‘

, Л  / 2 , 2 \ Х+  .= /  - ЯШ т]х2+у2
3 . , _ - х +у Н х +у ) , _ ^ 7

у+ х  ¡1-,1х2+у2}  ~У + 4  '2 2 ^П^х2+у2

6-§. МУМКИН БУЛГАН УРИНМАЛАР ТЕНГЛАМАСИ 

Ушбу
¿х
Л
Оу
Л

Х (х ,у), 

= У (х,у)
(6 .1)

дифференциал тенгламалар системаси учун координата- 
лар боши атрофида, лекин координаталар боши ¿>(0 , 0) да
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булмаган ечими мавжудлиги ва у ягоналиги шартлари ба- 
жарилган деб фараз кдлайлик. Сунгра (6.1) системани 
куйидаги куринищда ёзиш мумкин дейлик:

§  = Х„(х ,у)  + Х ( х , у ) ,  

%  = Yn(x,y)  +  Y (x ,y )
(6 .2)

бу ердаХп{х, у), Yn{x, у) лари-даражали бир жинсли, Х{х, у), 
У(х, у) лар эса координаталар боши атрофида п га нисба- 
тан юк.орирок.даражали вддлардан иборат кущадлар. (6 .2 ) 
нинг унг томонларини Тейлор формуласи ёрдамида икки 
х  вау узгаРУвчи буйича к,атор ёйилмаси куринишида ёзиш 
мумкин булсин. (6 .1) системанинг ечимларидан иборат 
интеграл эгри чизикдар координаталар бошига (яъни мах- 
сус нук,тага) кириши мумкин булган йуналишларни урга- 
намиз.

Бунинг учун (6.1) системани кутб координаталарида 
ифодалаймиз:

л г2 = V2 Л- у2 X = г  COS <р, I У ’

(6.3) ни t буйича дифференциаллаймиз:
, , , , , х у - у х  х у - у х  ГГ = XX + у у , <р =  —  - - = -----

Бундан

х2+у2 г2

d r -ХХ'  + У ? -г, (6 .4)
dp <р' ху1 -  ху1

(6.4) даги х’ ва у' ларнинг (6.2) системадаги кдйматлари 
билан алмаштириб (улардан аввал кутб координаталари- 
ни киритиб олиб), куйидагига эга буламиз:

dr _ cos<p-Xn(cos<p, sin<p) + sin9 -Yn(cosip, sincp)+r£(r,<p)  ̂ (6 5) 
d(¡o cos<p-Yn(cos(p, simp)-sin(p Xn(cos<p, sin<p)+r?7(r,<p)

бу ерда §(r, <p), r]{r, <p) функциялар ушбу куринишга эга- 
дир:
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J _  ^ ( ' c o s ^ r s i n p ) -  s in ? -  ^ (rco s^ rsiin » )- cos,? (^ -6)

Агар характеристика координаталар бошига аник/урин- 
ма билан кирса, у х;олда да г-»0 булади. (22-чизма).

гу^ни вертикал, <р ни горизонтал укда йуналтириб, кутб 
координатларини декарт координатлари каби к,араймиз. 
г= О (6.5) тенгламанинг ечимидир, демак, дастлабки (6.1) 
система учун эгри чизикдар координатлар бошига л =  0 
йуналиш буйлаб киради.

Агар бошкд характеристикалар координатлар бошига 
<р0 бурчак остида кирсалар, у хрлда (0 , <р0) ну^та махсус 
нук,та булади ва (0, <р0) нук,тада (6.5) тенгламанинг сурат ва 
махражи нолга тенг булиши керак, яъни

eos <pQX n + sin <pQY„ = О, 
cos <p0Yn -  sin <paX n =  0.

Ушбу

cos <p • Yn(cos(p, sin <p) — sin <p • X n(cos ip, sin (p) = 0 (6.7)

тенглама мумкин булган уринмалар тенгламаси дейилади.
(6 .2 ) система учун мумкин булган уринмалар тенгламаси 
куйидаги куринишда булади:

(p'j _  ^ ( rcos¥’./'sin^) • cosip+ Y ( r  cos cp,r sin  q>y sinip



xYn(x, у)  -  у Х я(х, у)  = 0. (6.8)

Куйидаги учта долдан бири булиши мумкин:
а) Агар (6.7) тенглама дак.ик.ий илдизларга эга булма- 

са, у долда г =0 укда махсус нук,талар йук, ва бирорта х,ам 
интеграл эгри чизик, координаталар бошига кирмайди.

Масалан, = -  у  тенглама учун (бу ерда Х = у , Y = -х ) 
мумкин булган уринмалар тенгламаси

х2+у2=0, cosV+sin 2̂ )=0

дак^н^ий ¡рд илдизларга эга эмас, демак, бу оила интеграл 
эгри чизикдарнинг бирортаси дам координатлар бошига 
кирмайди.

б) (6.7) мумкин булган уринмалар тенгламаси деч 
булмаганда битта даки^ий ечим <р0 га эга булсин. Тенгла- 
манинг иккала томонини cos"+1 га булсак, (6.7) тенглама 
tg¡р га нисбатан («+ 1)~даражали тенглама куринишига ке- 
лади. Демак, п+ 1 даража турли йуналишлар сонининг энг 
каттаси булиб, улар буйлаб интеграл чизикдар координа
талар бошига кириши мумкин булади.

в) (6.7) мумкин булган уринмалар тенгламаси куй ид а- 
ги куринишда булсин:

x Y - y X = 0  (6.9)

(Масалан, агар х'=у, у '= х  булса). Агар (6.9) шарт бажа- 
рилса, у долда Хп ва У купдадларнинг тузилишини аник,- 
лаймиз. Айтайлик,

Х„(х, у) = ап0х" + вя_1Дх й~1у + ... + ^ х у п~1 + а0п у ”,

У Л *, У) =  К о * "  +  Ьп-1лхП~1У + --- + Ь1,«-1хУ"~1 +  ЬопУ” 

булсин, у долда

хУя - у Х п =Ь и0х ^ - а я0у я+1 +

+ {Ья-1,1 - а м)х”у + ... + (Ь0л -«!,„-!)ху" = 0 
тенгликдан

bn0= Q>ano=()---b„-k,k=an-k+i,k-i (бунда к = 1, п ) келиб чикрди.
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Демак,
Х я(х, у)  =  а„0х л + ап_Х1х п~1у  + ... + а1п̂ хуп~\

Y„(x, у )  = bnQx n + b ^ x ^ y  + ... + Ь ^ х у " -1.

Кдралаётган долда дифференциал тенглама кугб коор- 
динаталарида куйидаги куринишга эга булади:

dr _  cos <рХп + sin <р Y„ + r%(r, <р) 
dp t](r, <p)

бирок,, Xncos<p-Xnsin^=0 булгани учун Yn=tg<p • Xn.
Демак,

dr  _  X „ + r  cos <p ■ £(r,<p) (6 10)
dp  cos <pn(r,<p)

тенгламанинг куринишидан равшанки r=0 укда X(cos<p, 
s in p )= 0 , яъни

cos" <p(a„Q + a„_u  tg<p+... + au _x tgn»  = 0

тенгламанинг илдизини хисобга олганда махсус нукталар
йук,-

<р *  j  + лп булгани учун п- 1 йуналиш буйича коорди-

натлар бошига биттадан ортик, характеристика кириши 
мумкин ёки бирорта дам характеристика кирмайди.

7-§. НОРМАЛ СОХДЛАР

Куйидаги
dy _  Yn(x ,y )+  Y (x ,y )
dx Х „ ( х , у ) + Х ( х , у )  V'--U

дифференциал тенглама берилган булсин. (7.1) тенгламада
х = rcos<p,
y  = rsin<p ^-2)

алмаштириш бажарамиз. Натижада (7.1) тенглама

dr _  cos <р • X п + sin<р• Y „ + i j ( r ,y )  
dp со%<р ■ Yn- s m tp ■ Х п+ rr](r,<p)
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куринишга келади. Куйидагича белгилаш киритамиз:

F((p) = cos<p-Y„(cos<p, sinp) -sin^X „(cos^ , sinp), 
Ф(;р) = eos tp ■ X„(cos <p, sin <p) + sin <pXn{eos <p, sin <p).

(7 .4 )

Шунингдек, <p=(p0 — мумкин булган уринмалар тенгла- 
масининг илдизи булсин, яъни F(<p0) = 0. Умумий хрлда 
Ф(|р0) ^ 0 , деб фараз кдламиз. уэ0нук^а атрофида баландли- 
ги г узунликка эга булган ABCD тугри туртбурчак ясаймиз 
(23-чизма). ó ва |  сонларни шундай танлаб олинганки, 
ABCD тугри туртбурчак ичида Р(<р) ва Ф(<р() * 0  функция-
ларнинг илдизлари <р0 булмасин. ó ва £ лар ^  нинг ишо- 
раси факдг F{<p) ва Ф (<р) ларга боглик, буладиган к,илиб 
етарлича кичик олинган. Бундай олинган ABCD тугри 
туртбурчакни нормал соха дейилади (24-чизма).

К^йидаги холлардан бири булиши мумкин:
] ) 5 5  Функция 

<р0 нук,тада камайиш- 
дан усишга утсин, 
яъни <р0 бу функция- 
нинг минимуми бул
син.

Бундай хоссага 
эга булган colara би- 
ринчи тур нормал 
соца дейилади.

Бу сохдца АВ то- 
монда хосила < О

шр
ж CD том онда

> 0 , чунки <р0 дан
чап томонда ^
функция камаяди, 
унг томонда эса уса
ди.

Ш ундай к,илиб, 
биринчи тур нормал

drсохада -г~ хосила <рЛdtp 24-чизма.
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нук,тадан утишда ишорасини дан “ + ” га узгартиради.
Бундай турдаги сода г нинг камайиши билан интеграл 

эгри чизикдар шу содага киради деб айтиш мумкин.
Биринчи турдаги нормал содага кирувчи барча харак- 

теристикалар (0 , <р{)  нук,тага киришини курсатамиз.
Масалан, АВ томони орк,али кирган характеристикани 

куриб чик.айл и к.
У АВ орк,али кдйтиб чикд олмайди, чунки = 0 , ха-

fj
рактеристикада эса бурчак нук,та йук. ABCD ичида -f- ^  О

а<р
булгани учун характеристика ABCD тугри туртбурчакнинг 
ВС томони орк,али ёки CD томони орк,али ((0 ,^0) нук^ани 
четлаб) чик,а олмайди.

Характеристика ABCD ичида чексиз узок, ^олмайди дам, 
чунки у ёпик, ёки ёпик, траекторияга уринма булиб к,олар 
эди.

Шундай килиб (0, <рй) нук?а характеристикалар киради- 
ган ягона махсус нук^адир. Демак, биринчи тур тугри бур- 
чакли содага кирувчи характеристикалар координаталар 
бошига (р-<р0 йуналишга уриниб кирадилар (25-чизма).

2) ABCD тугри туртбурчакда функция усишдан
камайишга утсин, бунга ™ досила ишорасини “ + ” дан

га узгариши, яъни — функциянинг <р=<р0 нуклада
максимумга эга булиши мос келади.

Равшанки, характеристика АВ то мон оркали кириб, ВС 
томон оркдли чик,иши мумкин.

Агар харакгеристиканинг АВ томонини кесиш нук^а- 
лари кетма-кетлигини ап орк,али, ВС томонидаги уларга 
мос нук,таларни Рп орк,али белгиласак, у долдаая-*у4 булган- 
да Рп кетма-кетлик бирор Рп-*Р лимит нук^ага интилади.

— > О ва 0 булгани учун ва (а , Р ) характерис-
dtp dip п п

тика ва ундан чапрокдаги характеристикалар ABCD га к,айта 
олмайдилар ва чексизга узокдашадилар.
_ Худди шунга ухшаш CD томон оркдли утувчи ва ВС  ни 
Р лимит нук,тада кесувчи характеристикалар тугрисида ху- 
лоса чикдриш мумкин. масофани кичиклаштириб, биз 
бир вак,тнинг узида РР масофани к,искдртирамиз ва ВС 
тугри чизикда шундай Р0 ну^тани топамизки, (0, <р()  нук^ага
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кирувчи ягона ха
рактеристика шу Р0 
нук;та оркдли ута- 
ди. Оху текислик- 
даги секторда ин
теграл характерис- 
тикаларнинг мос 
утишлари 26-чиз- 
мада курсатилган.

Бу курилган  
сода иккинчи тур 
нормал с(ща дейи- 
лади.

з> IS функ-
ция <р0 нук,тадан
утиш ида “ + , + ”
ёки ишора-
ларда булсин. ABCD
да -v- * О эканли- й(р
гини хисобга олиб 
dr 
dtp > 0 булганда

Фо

26-чизма.

бир-биридан узаро 
фарк, кдлувчи икки 
Хол булиши мум- 
кин деган хулосага келамиз.

а) ABCD га бир томондан кирган характеристикалар 
унинг бошк^а CD ва АВ томонлар оркдли (0, <ра) ну^тага 
кирмай чик;иб кетиши мумкин (27-чизма).

б) ВС  ёки CD томон оркдли утувчи камида битта ха
рактеристика (0, <р1}) нук,тага киради. У холда улар чексиз 
куп булади, чунки бу нук^адан унгрокда ётган барча ха
рактеристикалар хам албатта (0 , <р0) га киради (28-чизма).

дифференциал тенглама1-мисол. Ушбу -
ах

х 2 + 3 у 2 
Зх2 + у 2

учун нормал соханинг турларини аникуганг. 
Е ч и ш . Куйидаги белгилашларни киритамиз:

Х  = - ( 3х2+у2) , Г =х2+3у2.
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27-чизма.

28-чизма.

Р(<р) ва Ф(<р) функциялари куйидаги куринишни олади:

Р (< р) =  СОЭ <Р ■ У2 (С08 <р, 8Ш ^>) — БШ <Р ■ Х 2(сО $< р, БШ <р) =

=  с о е  <р ( с о б 2 <р +  3 в т 2 <р) +  8Н1 (р (3  с о е 2 у  +  з т 2 <р) =

= (вт  <р + с05 <р)3 = соэ3 <р (̂р + 1)3 .

Ф((р) = совср -Х2(со$<р, в т р )  + зт<р ■ Уг{со^(р, зт#>) =

=  -  с о е  <р (3  с о е 2 <р +  в т 2 <р)  +  б ш  у>(со82 <р +  3 8 т 2 <р)  =

= в т  у  соя2 р  -  сое <р я т 2 <р +  3 (в т 3 <р — сое3 <р) =

-  со83 (р(Х%(р -  1)(31§2<р + Нёср + 3).

(1&<р+1)3Натижада *(?>) ни дос ил к,штамиз.
Ф(<й) (1вр--1)(31р7+21 |̂+3)

<р0 махсус нукда булгани ва у 4-1=0 тенгламанинг 
илдизи булгани учун <р0 = _  ̂  булади.
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Бу Hyjgra атрофида досила ишорасини “+ ” дан га 
узгартиради, демак курилаётган сох;а иккинчи тур нормал 
сода булади.

2-мисол. Ушбу

^ = х 2 - х у  + у 2 + Х (х, у), 

f  = 3ху + П х , у)

системанинг нормал соха турини аникданг.
Е ч и ш . Куйидаги белгилашларни киритамиз ва F{<p), 

Ф(у>) функцияларни ашщлаб оламиз:
Х 2 = х2 - х у  + у 2, Уг = Злу 

F(<p) = cos <р ■ Y2 (c o s  <р, sin <р) — sin<p- Х 2 (cos <р, sin <р) =

= cos <рЗ cos ¡p sin <р — sin y>(cos2 <p — cos <p sin <p +  sin2 <p) = 

cos' <p ■ tgq>(2 + tg p  -  t g »  = eos5 <p ■ tg<p(l + tg<p)(2  -  tg <p).

F(<p) = 0, <p0 , -  j  + л п , arctgl + лп /  n e  zj.
Ф(<р) = cos <p • X 2 (eos <p, sin <p) + sin (p ■ Y2(coscp, sin (p) =

= eos <p (eos2 tp -  eos <p sin <p +  sin2 <p) + sin <p ■ 3 eos <p sin <p = 

cos(cos2 <p -  eos(p sin (p + 4 sin2 (¡o) = eos3 <p(4tgV -  tg<p +1).

<p0 нинг куйидаги к^ийматлари билан чекланамиз: 0 , -  j ,

arctg2. Бу ну^таларнинг кичик атрофида cosy) мусбат, 
функция ишораларини курсатилган нук^алар атрофида 
узгаришини курсатамиз:

F(g>) _  lgff>(tgy>+1)(tg<0-2) 
ф(<р) 4tg2(¡p-tgí>+l

Бу каернинг махражи исталган <р ларда мусбат. Функци-
янинг ишоралари узгариши 29-чизмада курсатилган. Чиз-
мага кура <pQ = -  ~  нук^а атрофида иккинчи тур нормал соха,
<p=Q нук^а атрофида биринчи тур нормал соха, p 0=arctg2 
атрофи эса иккинчи тур нормал сох;а булади (30-чизма).
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29-чизма.

8-§. БРИО-ВУКЕ ТЕНГЛАМАСИ

Ушбу
(¡у _  ау + Ьх + / ( х , у )
&  х т  ̂ '

куринишдаги тенглама Брио-Буке тенгламаси дейилади, 
бу ерда т — ^акик^ий сон.

Ш. Врио ва Т. Буке мадщур француз математиги Ко- 
шининг шогирдлари булган. Уларнинг асосий илмий иш- 
лари биринчи гуруд махсус ну^талар (тугун, эгар ва улар
нинг комбинацияси) муаммоларига багишланган. (8 .1) 
тенгламадаги/(х, у)  функция аналитик, яъни Тейлор кдто-
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рига ёйиладиган дол ни текширганлар. Сифат нук^таи на- 
зардан бу тенгламани Бендиксон урганиб чиккан. Куйида 
биз а * 0 , т>0 деб ва/(х , у) функция х ва у  нинг биринчи 
даражалари иштирок этмаган аналитик функциядан ибо- 
рат деб оламиз.

Унинг учун (8.1) тенгламани

¿х _  х т
(¡у ау + Ьх + / ( х , у )

шаклда ёзиб, х= 0  бу тенгламанинг ечимларидан бири эка- 
нини курамиз, шу билан бирга х-+0 да ва | >>>5 | да досила 
~  -* оо га интилади. (8 .1) тенгламах = 0 (у ук,и) тугри чи-
зикдан боцща вертикал уринмали характеристикаларга эга 
эмас.

Дастлаб берилган тенгламанинг характеристикалари- 
ни унг ярим текисликда, сунгра чап ярим текисликда тек- 
ширамиз.

3. а>0 б у л г а .»  дол. у = д > 0  дейлик. х=0  да сурат 
а<3+/(0, <5) куринишда булади, шу билан бирга/(х, у )  ана
литик функция булиб, ёйилмаси 2 -тартиблидан паст булма- 
ган дадлардан иборат булгани учун а (а д + /(х, >’))>().

Кичик х~£, кийматда ад + Ь^+/(^, д) ифода, узлуксиз- 
лиги туфайли, а д + /(0, (5) билан бир хил ишорага эга бу
лади.

Агар >>=-¿<0 б^лса, у долда а (-а д + /(0 , -¿ ))< 0  бу
лади.

А ВС О тугри туртбурчак ичига кирган барча интеграл 
эгри чизикдар (31-чизмага к,аранг) координаталар бошига 
киришини курсатамиз. Масалан, АВ томон орк,али кирган 
интеграл характеристикаларни кдрайлик. Бу характерис- 
тикаларнинг деч бири АВ томон орк,али чик,а олмайди, 
чунки х = 0  характеристика булиб, (0 , 0) нукта эса (8.1) 
тенгламанинг яккаланган махсус нук,тасидир. АВ томон 
орк,али кирган характеристикалар АВСБ  тугри туртбурчак- 
н инг к^олган боцща томонлари ор^али чик,иб кета олмай- 
дилар, чунких= 0  вертикал уринмага эга ягона характерис- 
тикадир. Характеристика, шунингдек, чексиз узок; вак;т 
А В СИ да колиши дам мумкинмас, чунки акс долда у ёпик, 
характеристика булар ёки 2 -теоремага кура уз ичида (0 , 0)
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31-чизма.

дан ташкдри махсус нук;тани сакдаган ёпик, характеристи- 
кага эга булишини билдиради ва бу эса (0 , 0) нинг якка- 
ланганлигига зидцир. Демак, АВ томон орк,али кирган барча 
характеристикалар (0, 0) нукз'ага киради. Кдралаётган туБри 
туртбурчакнинг боища томонлари х;ам худди шундай тек- 
ширилади.

Шундай к,илиб, АВСБ га кирган барча характеристика
лар махсус нук^та (0, 0) га киради. АВСО сох,а а>() булган 
хрлда биринчи турдаги нормал сохд булади.

2 .а< 0  б у л г а н  *ол . Бу *олда АВ Су=<5) томонда ^  < О, 
СВ(у = - 8) томонда эса 4^ > 0. Бу — АВ ва СИ орк,али

ах
кирган характеристикалар (0 , 0) махсус нук,тани четлаган 
хрлда ВС томон оркдли чик,ишини билдиради. Р  е  ВС нук^а 
АВ оркали кирувчи, ВС орк,али чикувчи ва А нук,та як,ин- 
лашувчи характеристика нук^таларининг лимит \олати 
булсин (32-чизма). Р  £  ВС нук,та АВСО га СО орк,али ки
рувчи барча характеристикалар учун х;ам лимит нухта була
ди (бу <3 ни ихтиёрий танлаб олинганлигидан келиб чи- 
кдци).

Бу эса АЛ СО да иккинчи тур нормал сох,а мавжудлиги- 
ни билдиради.

АВСВ га кирувчи ва (0, 0) да тухтовчи ягона характерис
тика мавжудлигини курсатамиз. Бундай характеристика- 
нинг мавжудлиги Р — махсус нук^та булмаганлигидан ва 
юк,орида курсатилганидек, унга кирувчи характеристика

68



ABCD нинг боцща то- 
м онларини кесиш и 
м умкин эм аслиги , 
унинг ичида чексиз 
узок, мудцат крлолмас- 
лигвдан келиб чикдци, 
яъни у координаталар 
бошига киради. Бун- 
дай характеристикалар 
иккита: у=у(х) ва у = у  
(х) хдмда у - у > 0  деб 
фараз к,илайлик.

и (х )= у -у  функция 
х > 0  да мусбат ва
и(0)=0. Энди и(х) функция к;аноатлантирадиган диффе
ренциал тенгламани тузамиз:

du _  d (y -y )  _  ay + bx + f ( x ,  y ) - a y - b x -  f ( x ,  y) _  
dx dx x m

_  a{y -  y ) + f ( x ,y ) - f ( x ,y )

32-чизма

f (x , y ) - f ( x ,  у) айирма aiflxv куринишдаги ^адларга эга 
эмас, шунинг учун (у -у )  айирма f (x , у ) - f i x ,  у) айирма- 
нинг умумий купайтувчиси булади.

Демак,
du _  у - у  
dx х т (а + F(x, у, у )  = ^ -  (а + F(x, у, у ))),

бу ерда Fix, у, у) функция озод хддга эга эмас. и> 0 ва а <О
булгани учун ~  < 0 булади. Бирок;, и=0, и(х)>0 ифода-
лар бир томондан мусбат ва ^  < 0  ифода иккинчи то-
мондан эса манфий, булар эса бир-бирига зидцир. Демак, 
м(х)=0 булишлигидан у = у  тенгликка эга буламиз. Шун- 
дай кдииб, координаталар боши, яъни махсус нукд-ага я гона 
характеристика киради ва унинг унг томонидаги характе
ристика чизиклари иккита гиперболик содалардан иборат 
colara ажратади. Бундай со^алар гиперболик сох;алар, ко
ординаталар бошига кирувчи ягона битта гипербола эса 
сепаратрисса дейилади (33-чизма).
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33-чизма.
Брио-Буке тенгламаси характеристикаларининг чап 

ярим текислигидаги долатини куриб чипамиз. Бунда дам- 
маси булиб туртта дол булиши мумкин:

1) а > 0 , т = 2к+ 1 . х= -х1 деб куйидагини досил киламиз:

Оу _  а у - ^ х ,  + / ( - х ь  у )

<к\ X™

— бу тенглама характеристикаларининг унг ярим текисли
гидаги долати билан бир хил булишини билдиради, яъни 
бу долда чап сода дам биринчи турдаги нормал сода булади. 
Шундай к,шгаб, я>0 да барча характеристикалар коорди- 
наталар бошига киради. Координаталар боши бу долда ту
гун булади (34-чизма).

2) а<0, т =2к+\. У 
долда юкрридаги каби 
мулодазалар юритиб, 
чап томонда координа
талар бошига ягона ин- 

х теграл эгри чизик, ки- 
ришини аникдаймиз, 
яъни координаталар 
боши туртта сепарат- 
риссали эгардан иборат 
булади (35-чизма).



35-чизма.

3) я>0, т=2к, х<0 булсин. Бу холда х = - х { деб оламиз 
ва натижада:

¿у _  -ау  +  Ьх1 -  /(-XI, у)
<ЙС] X™

тенгламага эга буламиз. Шундай к;илиб, Ох^у текислиги- 
нинг унг сох;аси иккинчи тур нормал со^адан иборат (фа- 
к,ат битта характеристика киради) булади. Демак, Оху те- 
кисликнинг чап сох,асига х,ам фак,ат битта характеристика 
киради (бу вакхаа унг сохдца координаталар бошига чек- 
сиз куп характеристи- 
калар киради).

Бундай махсус нук;- 
та эгар -т угун  (чап 
эгар-тугун) дейилади 
(36-чизма).

4  а < §  т = 2к  
булсин. Бу \ол учин- 
чи холга ухшашдир.
Фак,ат бу холда унг то- 
монда эгар-тугунга эга 
буламиз.
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9-§. БРИО-БУКЕНИНГ ШАКЛИ УЗГАРГАН ТЕНГЛАМАСИ

Брио-Букенинг шакли узгарган тенгламаси деб

0у_ _  аул+ ^ ”~1+... + У(х,у)
(Ьс х

куринишдаги тенгламага айтилади, бунда/ (х, у) — анали
тик функция. Агар (9.1) тенгламанинг махражи 
куринишда булса, у долда тенгламага Брио-Букенинг умум- 
лашган тенгламаси дейилади.

Брио-Буке тенгламаси каби, бу ерда дам х=0 характе
ристика булиб, униг учун Оу тутри чизик, вертикал урин- 
ма булади. Бундай уринмага эга боцща характеристикалар 
йук,, чунки бу тенгламанинг ёпик, характеристикаси дам, 
спирали дам йук;.

а> 0 , п=2к, 0 < х < |, у = ± д  к^йматларда ^  > 0 булгани
учун интеграл эгри чизикдарнинг учинчи тур нормал со- 
далардаги долати муаммоси пайдо булади.

(9.1) тенгламанинг интеграл эгри чизикдар долатини 
урганиш учун у = и х \ Х>0 алмаштириш бажарамиз.

Бу алмаштириш Оху текисликнинг бирор содасини Охи 
текисликдаги содасига утказади ва аксинча. Шу долни 
куриб чик,амиз.

Оху текисликда АВСЬ туртбурчакни к;араймиз (37- 
чизма).

В Ъ :х  = Ъ Ъ С :у  = 8  
АВ : у  = -§, АС : х = О

Ф > У ) = ■£■>“ &&) = $■> Ш й ^  = 00'

Аксинча, агар х=£, и=±д  десак, у = д х ■ хх. х-*0 да у-*0; 
0 < 1<1 булганда эгри чизик,_у ук^га уринади, агарА>1  булса, 
эгри чизик, х ук^га уринади.

Охи текисликдаги А1В1СХБ  тугри туртбурчакка кирувчи 
барча интеграл эгри чизикдар Ои ук;ни кесиб ёки унга ури- 
ниб, Оху текисликдаги координаталар боши 0(0, 0) га ки
рувчи интеграл эгри чизикдарга утади.

Агар у=ихх алмаштиришни бажариб ваЯ<1 деб олсак:
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и
А

у

D

■> о
х

с
у = Ь

Ю1II

в

^  = х х^  + Хихх~\ ^ L ^ - L l t t - X u x 1-1).
dx dx dx х  \d x  )

du _  _1_ 
dx x x

au”xXn+a\ un+1 r i(n+1* + ... + x/(x,uxA)
-  Xux1

-X u  + aunx 1'” r,Xjra]Un+1x”x + ... + xl я/(х,ихД)

еки
du _  -Ли + F(y ,u )  
dx x

(9.2)

тенгламага эга буламиз, бу ерда Ду, и) функция и га нисба-
тан (агар X — — тугри каср десак) аналитик функция.

I  9
Агар х ч = х  урнига куйишни бажарсак, (9.2) нинг унг 

томони и вах, буйича аналитик функция эканлигига ишонч 
х,осил кддамиз. Бу тенгламага Брио-Букенинг асосий тенг- 
ламасига татбик, кдлинган назария уринлидир.
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-А<0 булгани учун Охи текисликда координаталар бо- 
шига ягона интеграл эгри чизик, киради. Савол туг-илади: 
бу характеристика MON дан чик,майдими? X кичиклаш- 
ганда МО эгри чизик, Оу у к, билан уринишнинг борган 
сари катта тартибига зга булади, яъни унга як,инлаша бо- 
ради. Бирок; Оу ук,ига уринадиган маълум эгри чизикдар
исталган х= у1п параболага Караганда Оу ук^тга як,инрок;-

_ 1 2
дир. Масалан, у  = х1 = е у , Xj(0) = 0 эгри чизикдар юк,о- 
ридаги хоссага эга.

Хакдоатан х,ам,

lim — = lim = lim — = lim = 0У-*о x y1” г-»» ez z->°° ez

(дар к,андай, исталганча катга п ларда).
Интеграл эгри чизикдарнинг MON  сектордаги ва О 

Hyiçrara ёпишган боцща содалардаги холатини аникугаш 
учун (9.1) тенгламани “тункарилган”, яъни

dx х
dy ау" + а\уп 1 + ... + x f  (х, у)

тенглама куринищда ёзиб, сунгра х=у, у= х  алмаштириш 
бажарилиб, координата укдари вазифасини алмаштирамиз:

dp _ __________ у__________
dx ахп+ а1х"~1+ . . .+ у /(у ,х )  

у = й -х , v>n урнига куйишни бажарсак:

xv -  vux
axw+ alx w+1+ ... + u x vf ( y , x )

_  û  1 -  v(a3c""‘1+ax" + ... + iï3cv_1/(j>,x)) 
x v a + ûjjc +... + x )  ■ x v~” (9.3)

(9.3) тенгламадан x=0  ва м=0 тутри чизик^ар характе
ристика эканлиги келиб чикдди.
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х=0 да a-balx+... нолга тенг булмагани сабабли (9.3) 
тенглама Брио-Буке тенгламаси туридаги тенгламадир.

1) Агар а> 0 ва п = 2к + 1 булса, Охй текисликнинг коор- 
динаталар бошига унгдан ва чапдан чексиз K ÿ n  интеграл 
эгри чизикдар киради.

х —У, У -х  алмаштириш I ва III чорак бурчаклари бис- 
сектрисаларига нисбатан симметриклигига Kÿpa Оху те
кисликнинг (0 , 0) нук,тасига чексиз куп интеграл эгри чи- 
зикдар киради.

2) Агар а<0, п~2к+ \ булса, Охй текиеликда коорди- 
наталар боши й=0, х=0 сепаратриссали эгар булади. Охй 
текиеликда дам унг томонда ягона характеристика киради 
ва бинобарин, Оху текиеликда координаталар бошига ягона 
интеграл эгри чизик, киради. Бу долда M O N сектордан ко
ординаталар бошига интеграл эгри чизикдар кирмайди.

3) а > 0 ва п=2к  булса, Охй текиеликда координаталар 
боши эгар-тугун булади, чапда битта интеграл эгри чизик;, 
Унгда чексиз куп интеграл эгри чизикдар координаталар 
бошига киради. Охй текиеликда дам худди шу вазиятга эга 
буламиз, яъни MON  секторда координаталар бошига чек
сиз куп интеграл эгри чизикдар киради.

4) ж  0 ва п=2к  булса, бу долда, аксинча, унгда битта, 
чапда чексиз куп эгри чизикдар координаталар бошига 
киради. Охй текиеликда дам худди шундай булади.

Ушбу
ÉL = ОУ+ЯХ’У)
dx <р(х)

тенглама Брио-Буке оддий тенгламасининг умумлашган 
куринишидир, бу ерда унг томон куйидаги шартни к;ано- 
атлантиради:

1) а * 0 , 2 ) If (x 2, y2) - f { x x,

3) <р{х) функция х=0  нук;танинг атрофида аникданган, 
шу билан бирга у?(0 )= 0 .

X
4) lim Г г = 00 (интеграл узокдашувчи).

х-*0 J  ф{Х)*0

Бу шартларда берилган дифференциал тенгламанинг 
характеристикалари Брио-Буке тенгламаси характеристи- 
калари каби булади.
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10-§. ИНТЕГРАЛ ЭГРИ ЧИЗИКЛАРНИНГ НОРМАЛ 
СОХДЛАРДАГИ ХОЛАТЛАРИ

Куйидаги дифференциал тенгламани караймиз:

dy _  y „ (x ,y )+ Y (x ,y )
dx Х„(х , у )  + Х ( х , у ) ’ U U .l)

бу ерда Хп(х, у), Уп(х, у) лар и-даражали бир жинсли тенг- 
ламалар, Х(х, у), Y(x, у)— хакдкдй узгарувчининг анали
тик функциялари. х - р  eos <р, у=р  sin <р урнига куйиш ор- 
к,али ( 10.1) тенгламани куйидаги куринишга келтирамиз:

ф  _  cosy>Zn(cos <р, sin <р) + sin ¡p Fn(cos <р, sin <р) + р£(р, <р) 
dp Р  eos<р F„(cos<р, sin <р) -  sin <рХп(eos<р, sin<р) + pr¡(p, <р)

(10.1) тенглама учун у=их  алмаштириш бажарилганда:
du _  1 . Y„Q.,u)-uX„{\,u) + x f(x ,u )
dx х  X„(1,m) + Vi(x,") (1U.2)

тенгламага эга буламиз.
У(1, и) — иХп( 1, м)=0 тенглама илдизлари билан

F(<p) = eos y>7n(cos <р, sin tp) — sin ^ „ (c o s  <p, sin <p) = 0
мумкин булган урунмалар тенгламаси орасида узаро 6of- 
ланиш мавжуд.

Хак,ик,атан хам,

F„( 1, и) -  иХ„( 1, и) = Yn{ 1, tg ср) - tg  (рХп( 1, tg <р) =
_  eos<pYn(eoscp, sin<p) -  sin<pX„(cos<p, sin<p) _  F(cp)

- _ _ r-  cosml <p ’

бу ерда <p *  ~  деб оламиз. (Агар <p = у  булса, х=у, у= х  
урнига куйиш ёрдамида янги f  у  ни хосил киламиз
(V>=0)).

Шундай кдлиб, F(<p)= 0 тенгламанинг <р=у>0 илдизи Yn{ 1,
и)—иХп( 1, «)=0 тенгламанинг u0=tg<p0 илдизини аникдай- 
ди. Нормал соханинг шартларидан бири
<í>(<p0) = cos<p0Xn(cos<p0, sm<p0) + sm<p0F„(cosp0, s in ^ J ^ O

шартнинг бажарилишидан иборат.
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<рп нущада Yn = sinf  ° Х п эканлигини хисобга олсак,
COS y?Q

куйидагини хосил кдламиз:

Ф (^0) =  ^ (cosy>0’sin^0> *  о. 
cos {р̂

Ф(;р0) аналитик функция булгани учун, <р0 нук,та атро- 
фида

= Х "(C0S Sin ^  * 0 

тенгсизлик сакданади, яъни JT(cosy>, sin^ )* 0  булади ва 
куйидаги тенгликни ёза оламиз:

Y„(\,u)-Xn(\,u) ___________F^p)_________  F(y)
А'лО, и) X JcOSip, sin p)COS,!+1 ip ф(<р) COSn+  ̂Ip

к^йматларида cosn+fy> 0  булади.

Фараз крлайлик, м=н илдиз
Г„(1, и)-иХ„(1, и) = 0

тенгламанинг “к” каррали илдизи булсин. У долда бу тенг- 
ламанинг чап томонини куйидаги шаклда ёзиш мумкин:

Y„( 1, и) -  иХ„( 1, «) = ( « -  Й )Ч (" ) , R(u) *  0
ва

Y„(l,u)-uX„(l,u) _  R(u)(u-u)k _  F(y) (,p-ip0)k 
X„(l,u) X n(\,u) Ф ^ )  cosn+2 ip '

Бунда куйидаги холлардан бири булиши мумкин.
1) Ил гари курсатилгандек, агар функция tp{) нук;- 

тадан утишида уса бориб ишорасини ” дан “+ ” га узгар- 
тирса, кдралаётган соха биринчи гур нормал сохадан ибо- 
рат булади. Охирги тенгликдан, агар к ток, {k = 2 b + 1) ва 
и=й нук^ада R(u)Xn( 1, и)> 0 булса, к,аралаётган соха би
ринчи тур нормал соха булиши келиб чик,ади.

. F\<p) ^2) Агар функция у>0 нук^тадан утишида камаиио,
ишорасини “+ ” дан га узгартирса, иккинчи тур соха- 
га зга буламиз, бунда к ток, ва —ц < 0 булади.

Хп(1, и)
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3) Агар к=2п  ва }_ *  0 булса, у долда учинчи тур 

нормал содага эга буламиз.
ёи _  К(и)(и-й)к + х/(х,и)
<1х х(Х„(1,и)+х/1(х,и))

тенгламада и=й=и1 алмаштириш бажариб ва Л(«)*0 , яъни 
Л(й+и1)= а + а хи1+а2и] + ... эканлигини дисобга олсак, ушбу 
тенгламага эга буламиз:

&1] _  аИ]+...+.'^(х,И+и1)
(¡X х(Х„(1,П+и1) + / 1(х,П +«;))

бу Брио-Буке тенгламасидир. а> 0 ва к= 2п + \ да к,аралаёт-
ган сода биринчи тур нормал сода булади, яъни коорди-
наталар бошига унгдан чексиз куп интеграл эгри чизик,-
лар киради, а < 0  ва к=2п+ 1 булганда эса мазкур сода ик-
кинчи тур нормал сода булади, яъни координаталар бошига
унгдан ягона интеграл эгри чизик, киради, к,олганлари эса
унга я^инлашади, сунгра ундан узокдашади.

Р(ф )а* 0 ва к=2п (жуфт) булганда, яъни функцияси
<рй дан утишда уз ишорасини узгартирмаган долда мазкур 
сода учинчи тур нормал сода булади.

Бу долда соданинг бир к^смидан чексиз куп интеграл 
эгри чизикдар координаталар бошига киради, соданинг кал
ган кисмидан эса чексиз куп интеграл эгри чизшутар коор
динаталар бошига як^нлашиб, супнгра ундан узок^ашади. 
Шундай к,илиб, биз текшираётган (10.1) тенглама интеграл
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эгри чизикдари хрлатининг Брио-Буке тенгламаси интеграл 
эгри чизикдар хщати билан тула мослигини аник^адик. 38- 
чизмада Оху текисликда (0, и) нук;тага ёпишган нормал 
со^алар (АВСБ тугри туртбурчак) билан Оху текисликдаги 
(0 ,0) нук^а орасидаги мослик келтирилган (38-чизма).

11-§. ИНТЕГРАЛ ЭГРИ ЧИЗИКЛАРНИНГ 
КООРДИНАТАЛАР БОШИ АТРОФИДА ВА ТУРЛИ 

НОРМАЛ СО^АЛАР ОРАСИДАГИ Х.ОЛАТИ

Координаталар боши атрофида дифференциал тенгла- 
маларнинг интеграл эгри чизикдари (ечимлари) х,олати 
куйидаги учта турда булади:

1) Бир учи билан координаталар бошига кирувчи, ик- 
кинчи учи билан атроф чегараеидан чикувчи параболик 
траекториялар (39(1)-чизма).

2) Иккала учи билан атроф чегараеидан чикувчи ги- 
перболик ёки эгар траекториялар (39(2)-чизма).

3) Иккала учи билан махсус нук,тага кирувчи эллиптик 
траекториялар (39(3)-чизма).

Эгри чизикдарнинг турли нормал со^алар орасидаги 
холатларини куриб чикдмиз.

1) Кушни со^алар биринчи тур нормал со^алар булсин. 
Мазкур ^олда мумкин булган иккита уринма йуналишла- 
ри орасида эллиптик сох,а жойлашган булиб, унга учинчи 
тур траекториялари дейилади (40-чизма).

2) К утни со^алар иккинчи тур нормал содалар булсин. 
Мазкур холда \ар бири (факдт биттаси) й) ва ¿7, махсус 
нук;таларга кирадиган интеграл эгри чизикдар орасида гип- 
реболик траектория
лар жойлашган булиб, 
унга иккинчи тур тра
екториялар дейилади 
(41-чизма).

Интеграл эгри чи- 
зик,ларнинг бошк,а 
нормал со^алар ком- 
бинациялари ораси
даги ^олатлари шунга
ухшаш урганилади. 39-чизма.
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40-чизма.

Мисоллар курамиз. ^
1-мисол. Ушбу ^  = 1у + ~хг дифференциал тенглама-

нинг нормал сода турини аншуганг.
Е ч и ш . Берилган дифференциал тенглама битга (0, 0) 

махсус нуцтага эга. у=их, с1у=хйи+ис1х алмаштиришни ба- 
жарамиз. Натижада берилган тенглама куйидаги куриниш- 
ни олади:

Буерда 7(1, и)-иХп( 1, и) = \ —4и2.
Мумкин булган уринмалар тенгламаси:

1 - 4 и2 =0, «1 = ~ \ ,  «2 = у> У = ~ \ х ,  у  = ~х.

и = у йуналишни текширамиз, унинг учун и = и - -  
ёки и = ы + у урнига куйишдан фойдаланамиз. Натижада 
берилган тенглама куйидаги куринишни олади:

йх
4 4(“+1Н х(2+4и+х)
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Бундан, а=-4<0, к=-1.
Демак, и = ^  йуналиш буйича координаталар бошига

„  1 кирувчи ягона интеграл эгри чизик; утади, яъни и = -  ат-
рофи иккинчи тур нормал сохдцир.

и = -  у йуналиш буйича хам шундай булади. Шундай
кдпиб, (0 , 0) махсус нукта эгар булади.

2-мисол. Ушбу —  = —- •6 >' дифференциал тенгламанинг 
нормал соха турини аникданг.

Е ч и  ш. Берилган дифференциал тенглама битга (0, 0) 
махсус нуктага эга. у=их, с!у=исЬс+х(1и алмаштиришни ба- 
жарсак, берилган тенглама куйидаги куринишни олади:

Бу Брио-Буке тенгламаси булиб, мазкур холда и олди- 
даги коэффициент 1 га тенг, п=5 булгани учун (0, 0) нук;- 
та атрофида биринчи тур нормал со*а булиб, (0 , 0 ) нук^а- 
га чексиз куп интеграл эгри чизик^ар киради, яъни мах
сус нукта тугундир. 2

3-мисол. Ушбу ^  = - — ~ ^ * 6у дифференциал тенг
ламанинг нормал со^а турини аникданг.

Еч и ш. Берилган дифференциал тенглама битта (0, 0) 
махсус нук;тага эга. у=их, с1у=и(1х+хс1и алмаштиришни ба- 
жарамиз:
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<1и _  1 (Лу ,Л _ 1 ( х2- 5 х 2и+6х2и2 _
- Ш - х \ ' Ш ~ и ) ~ х \ -------- Р ----------- и ) ~

= -^(1 -5и + 6и2 -  их2) = Д-[(1 - 2м)(1 - Зм)-их2] .

Мумкин булган уринмалар тенгламаси:

(1-2н)(1-Зи)=0, бундан щ 1
«2 = 3'

а) и = \  йуналишни текширамиз, бунинг учун и -  у = м, 
— 1и = и + -  урнига куйишдан фойдаланамиз:

с1и
(}х '?[<1- 2г ,)(1-з“-!)-(":+7И= 

' 7 ["+6“г-(" + 1И-
Бу ерда а=  1>0, к=  3 — координаталар бошига чексиз 

куп интеграл эгри чизикдар киради.
б) и = у булганда координаталар бошига ягона интег

рал эгри чизик, киришини куриш осон, яъни бу хрлда (О,
0) махсус нукз'а эгар-тугундир. Дарл.ак^к.ат,

сШ _ - “ + 6 и 2 - ( п = з ) х2 
Их х 3

бу ерда я = - 1< 0 , к=  3 булгани учун иккинчи тур нормал 
со^ага эга буламиз (42-чизма).

у = — X 
* 3

42-чизма.
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. с  ёу х ( у - а х ) [ ( у - Ь х )  + у ( у - с х ) ( у - ё х ) ]
4-МИСОЛ. У ш б у  ~  -------- г ." ...  , .------:------- 77----- ¡-г1  теНГ-■’ ёх х(у -  сх){у -  ё х ) - у  ( у-ах){у  -  Ьх)

ламанинг нормал сода турини аникданг, бу ерда а, Ь, с, ё  —
жуфт-жуфти билан турли сонлар. Коэффициентлар ора-
сидаги турли муносабатларда сифат манзарасини текши -
риш талаб к,илинади.

Еч и ш. у=их, {!у=ис]х+хс1и урнига куйшццан фойдала-
намиз:

ёи _ }_(ёи _  \  _  1 Г (и-а)(и-Ь) + и(и-с)(и-ё)  _  1 _
ТЫ х \ 3 х  ) х \_ ( и -с ) ( и -ё ) -и ( и -а ) ( и -Ь )  ]

_ 1 (и -а )(и -Ь )(и2 +1)
~ ~х (и -с ) (и-ё) -и (и-а) (и-Ь)  ’

бундан, мумкин булган уринмалар тенгламаси:
(и-а)(и-Ь)=0 , и = а , и2=Ь.

Аввал и -а  йуналишни текширамиз, у= ах  ва и=й+а  
урнига куйишни бажарсак:

ёи __________ (й  + а -  Ь) й  {(и + а)2 + 1)
ёх х  (й + а -  с) (и + а -  ё ) - й  (¡7 + а) (й + а -  Ь)

Махражда х  олдидаги коэффициент (а-с)(а-с1) га тенг. 
Суратда й олдидаги коэффициент (а-Ь)(а2+1) га тенг. а>Ь, 
а>с, а>с! деб, к,аралаётган сода биринчи тур нормал сода 
эканлигини курамиз, яъни координаталар бошига чексиз 
куп интеграл эгри чизикдар киради.

Энди у -Ь х  ва и=й+Ь  урнига куйишни бажарамиз:

IШ __________ й (й  + Ь -  а)((и + Ь)2 + I)________
ёх х\(м + Ь -  с)(м + Ь -  ё) -  (и + Ь)й(й + Ь -  а)]

Суратда (Ь-а)(Ь2+ 1 )<0, махражда урта цавслар ичидаги 
озод дад (Ь-с)(Ь-<1) га тенг. Агар Ь>с, Ь>с1 деб олсак, у 
\олда нормал содага ягона интеграл эгри чизик, киради. 

Ушбу тенглама берилган булсин:
ёу _  У „ (х ,у )+ Г (х ,у )
ёх Х „ (х ,у )  + Х ( х , у ) ’ ^11Л '

Г>у ерда Хп(х, у) ва У (х, у) лар л-тартибли бир жинсли 
куидадлар, Х(х, у) ва У(х, у) — ёйилмалари (/1+ 1) даража- 
дап паст булмаган дадлардан бошланадиган аналитик функ-
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циялар. у=их  урнига куйиш оркдли (11.1) тенглама куйи- 
даги куринишга келади:

бу ерда X  = ± Х ( х ,  их), Y  = ± Г ( х ,  их).

Мумкин булган уринмалар тенгламасини тузамиз:

бунда Хп( \ ,  м)*0 деб фараз к^ламиз. Акс долда 7(1, и) = О 
га эга булар эдик ва ( 11.1) тенгламанинг ÿHr томонлари 
биз фараз килганимиздек, л-тартибли хадлардан бошлан- 
масди.

Yn(x, у)=иХл(х, у), у=  их тенгликдан:

яъни “и” га нисбатан (я — 1)-даражали куго^адга эга булдик.
Агар Yn(x, у )-и Х п( 1, м)=0 булса, (11.1) тенглама куйи- 

даги куринишга эга булади:

(11.5) тенглама учун х=0  ечим булмайди, шунинг учун 
Хар бир (0 , и) нук^а орк,али ягона характеристика утади.

тенгламалар системасини к,аноатлантирадиган “и” нук,та- 
ларгина бундан истисно булиши мумкин.

I  Y n ( \ , u )  +  x Y  

х [ х п(1,и) + хх
(11.2)

_  1 Y „ ( l , u ) - u X „ ( \ , u )  +  x ( Y - x X )  

X X n { \ , u )  +  х Х

Y„(l, u ) -u X n(l, u) = 0 , (11.3)

du _  Yn -  uX  
dx ~  X„(l, u )+ xX (11.5)

Ушбу
U « ) = _ » ,
F(l, u ) -u X (  1, м) = 0



и А

"к

Масалан, агар Оху текисликдал:=0, и=ик нук^ага унгда 
иккита характеристика кирса, у холда Оху текисликда х;ам 
(О, 0) нуктагау=и;.х йуналишда иккита характеристика ки- 
ради (43 -чизма).

12-§. ИККИНЧИ ГУРУХ МАХСУС НУ К,ТАЛ АР УЧУН 
ЛЯПУНОВ ТЕОРЕМАСИ

Юкррида сурат ва махражи чизикуга иккихад йигинди- 
сидан иборат булган дифференциал тенглама марказ ва 
фокус куринишидаги махсус нук^аларга эга булиши курса- 
тилган эди. Бу махсус нук,талар, шунингдек, марказ ва 
фокус махсус нук^а дифференциал тенглама сурат ва мах
ражи чизшцга булмаганда хам пайдо булиши мумкин.

Одатда марказ, фокус ва марказ-фокус туридаги махсус 
нук,талар биринчи гурухга мансуб булган тугун ва эгардан 
фарьуш равишда иккинчи гурух махсус нукталар дейилади.
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Ушбу тенгламани к;араймиз:
dy _  ах + by+ Y(x, у) 
dx сх + dy + Х ( х , у ) ( 12. 1)

бунда Х(х, у) ва У(х, у) лар х  ва у  га нисбатан иккинчи ва 
ундан юк;ори даражали купхдддан иборат.

Мумкин булган уринмалар тенгламаси факдг комплекс 
илдизларга эга деб фараз к,илиб куйидагига эга буламиз:

F  = xYn -  уХ л — ах2 + ху(Ь -  с)  — dy2 = О

(Ь -  с)2 + 4ad < 0; (12.2)
бу а ва d  сонлар турли ишораларга эга булгандагина урин- 
ли булади. а>0 булсин. F(x, у) дан тулик, квадратлар ажра- 
тамиз:

F { x ,  у )  - a ( x  +  ^ f

яъни Г\х, у) факдг координаталар бошида нолга тенг була- 
диган аник; ишорали мусбат функциядир. Ушбу

1;=ах + Ру, т} = ух + ду (12.3)

урнига куйиш ёрдамида ( 11.1) тенгламани 10-§ да талаб 
к;илингандай каноник куринишга келтирамиз ва (12 .1) 
тенглама

куринишга эга булишини галаб киламиз, бу ердаЯ,=/?+/</, 
1 ,- p - iq  лар

Л2 - (Ь  + с)Х + ad -  Ьс =  О, (Ь - с)2 + 4ad < О

характеристик тенгламанинг илдизлари (бу талаб эгри 
чизикдарга уринмаларнинг мавжуд эмаслиги шарти би- 
лан бир хилдир).

а, 0, 6, у коэффициентлар ушбу тенгламалар система- 
ларини кдноатлантиради:

(c-A jfy  + aS = 0, ( ( с - ^ о с  + а/З = О,
dy + ( b - A 1)S = О Ш [da  + (A -A 2)/J = О
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бу ерда А2= Aj да у = а , <5 = ß , бу эса

-  ¡% = ax + ßy,
r¡ = £ , \  _  ~ (12.6 )

[rj = ах  + ßy

эканлигини билдиради. (12.4) тентлама куйидаги куриниш- 
га келади:

J a+ß4ü ä +ß .H ± M
^  -  ф  = cx+dy+X _

ÍX̂ . ?x+bv+ r -  
dx cx+dy+Y  (12.7)

_  â(cx+dy)+$(ax+by)+âX+$Y _  ^ri+aX+ßK 
a(ec+ d y )+ß(ax+ by )+ aX+ ß Y  X^Ç+âX+pT’

бу ерда Х(х, у), У(х, у) — дакдщий функциялар.
Энди

£ = и + /V, А, = р  + iq, а  = а х + ia7 
r¡ = и -  iv, Аз = р -  iq, ß  = jSj + iß2 (12.8)

десак, куйидагига эга буламиз:
и +  /у = I  = («j + ia2 )х + (/?! +//?2 )>>, 
и — iv = rj = (al — ia2)х + (ßr - i ß 2)y

(12.9)

яъни
и = öfjX + /?]>>, V = а 2х + /?2>>, 

м = у(1 + »7), v = ± ifa -£ ) .

dv _  i ( dt] -  <Щ) _ ___________________
í/и d tj +  dÇ & -  +  1 X t f  +  ä X  + ß Y  + j

^  Xtf + a X  + ß Y

_  ‘ [(/> + iq)(u -  iv) ~ ( P ~  iq)(u +  iv) + (« -  n ) X '+ ( ß  -  /3 )Г ] _  
(p  + iq)(u -  iv) + ( p - i q ) ( u  + iv) + (ä  + a ) X ’ + (ß  + ß)Y"

_  2(pv  -  qu) + / ( -2 и 2̂ , ~ 2iß2Y ’ )  ^  pv  _ qu + д2-Г +
г^у+р^ + г а ^ ч г ^ г  ^v+pu + ajZ’+ ^ r  ’
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бу ерда
X ’(u,v) = X(x(u,v), у(и, v)), 

r ( n , v )  =  r ( * ( « ,v ) ,  y(u,v))

(12.9) га кура и ва v узгарувчиларнинг хак^кий функция- 
лари.

Куйидагича белгилаймиз:

U(и, V) = а хХ ' + ß }Y'; V(u, v) = а 2Х ‘ + ß 2Y \

У х,олда куй ид аг и куринищцаги дифференциал тенглама- 
га эга буламиз:

dv  _  p v - q u  + V (u ,v ) . . .  , n .
du q v + p u  + U (u ,v )  '

(12.10) тенгламани кутб координаталарида ёзиб оламиз:
и = р  cos <р, du = cos <pdp ~ р  sin <pdp 
v = р  sin <р, dv = sin (pdp + p cos <pdp ( 12.11)

sin tpdp + p  eos tpdtp + ppsin tp -  qpeos <p + V (p  eos tp, p  sin tp) 
eos tpdp -  p  cos tpdtp + qpsin tp + ppeas <p + U (p  eos <p, p  sin tp)

dp _  - p p 2- p  (sintpV + castpU)  
dip q p + ( ú n  tp U -  cos tpV) ’

ёки
Ф  _  p p + V sm < p  + Ucostp  _  p  + Vi
dp " q p + U s m t p - V c o s t p  q + U ¡ ( I Z . l z )

бу ерда

t/j = — (U sin <p — V eos tp), Fj = — (V sin <p + U eos <p)

функциялардан p  нинг бирдан кичик булмаган хдци иш- 
тирок этади, чунки берилган Х{х, у) ва У(х, у) функциялар 
иккинчи даражадан кичик булмаган вддлардан бошланар 
эдилар, и ва V узгарувчилар зсах ва у  га нисбатан чизик/ш 
богликдар.

Демак, (12.12) тенглама унг томонининг ишорасиj) нинг 
кичик к,ийматларида, яъни махсус нук,та атрофида ^  нис- 
батга боклик, булади.



Бунда куйидаги ^оллардан бири булиши мумкин.
1) Агар 2- > 0 булса, у \олда -^  < 0 булади вар(у) функ-

я _ _ Фция <р усиши билан камаяди, бу эса спиралсимон эгри чи-
зик,пар махсус нук,тага йуналганлигини билдиради. Бу хщда
махсус нук,та тургун фокус булади (44-чизма).

2) Агар — < 0 булса, аксинча, турхунмас фокусга эга
буламиз (45-чизма).

Шундай к,илиб, агар характеристик тенглама комплекс 
шщизларга эга булса, чизикути булмаган хддларнинг були
ши махсус нук,тани турини узгартирмайди.

3) р = 0 булсин. Бу хщда (12.10) тенглама куйидаги кури- 
нишга эга булади:

Оу = -и + У(и, у) (12.13)
I/и V + и  (и, у )

Умумийликка зиён келтирмасдан, и в а  у координата- 
ларни одатдаги х ва у  декарт координагалари деб х,исоб- 
лаймиз ва (12.13) тенгламани куйидаги куринишда ёзиб 
оламиз:

&  = + Ц $ у)  , (12.14)
у  + Х (х ,  у)

(12.14) дифференциал тенглама А. М. Ляпунов тенглама- 
си дейилади.

Бу тенглама учун мумкин булган уринмалар тенгламаси 

Р  = хУ1- у Х 1 = - х 2 - у 2 = 0
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куринишга эга булади ва (0 ,0) дан бошкэ ечимга эга булмай- 
ди ва

Ф = xXl + yYx = ху — ху = 0

булади. Демак, нормал сохалар х,ак,ида илгари киритилган 
тушунчалар бу ерда уринли эмас.

х=р cos <р, у=р  sin <р кутб координаталарига утиб, тенг- 
ламани куйидагича ёзамиз:

ÉL = р 2 . ( 12 15)
dp Р p V { p ,p )

Агар Х(х, у) ва Y(x, у) функциялар аналитик булса, Ф(р, 
<р), xV(p, <р) функциялар х,ам аналитик булади.

Етарлича кичикр0>0 танлаб олиб, р< р 0 булганда Ф ва 
¥  функциялар чегараланмаган, шу билан б ирга рЧ>(р, <р) — 
кичик микдор деган хулосага келамиз, шунинг учун

ф (р ,<р)
1 -рЧ>{р,<р) < А = const. (12.16)

Демак, косила хам кичик микдордир. Ор<р коорди-а<р
наталар бошига ёндопган ва (0 , 0) дан таш^ари бошк,а 
махсус нуцталарга эга булмаган ОАВС туБри туртбурчак 
оламиз (46-чизма). ОА томон оркдли кирувчи характерис
тика, 0<р нинг узи характеристика булгани сабабли, ОС 
орк,али чикд олмайди. Бендиксон теоремасига кура у ич- 
карида чексиз узок; к,ололмайди хам. Энди етарлича ки
чик р  да характеристика АВ орк,али чик;а олмаслигини 
курсатамиз. Характеристика АВ ни координаталари (р0, 1р) 
булган бирор 0  нук;тада кесиб утсин. р (^ ) -р (0 ) айирмага 
Лагранжнинг чекли орттирмалар формуласини куллаб,

р(<р)-р(0) = р'(<рУр)-<р, (0<<рур <ф) (12.17)

ни хосил келамиз. Бирок;,
о(ф ) = 02(ф ) фЬ*»р1*>р» ■РУР») р  1

Айтайлик, р(0) < ^ р0, ф < 2л (ОС = 2п  — десак) булсин. 
р(^ур) <с р 0, р(^) = р0 тенгсизликка ва (12.16) га кура
(12.17) да:
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у А) ^А>-Р(°) = 
=р(ф) -р(0) < Ар1-2п,

яъни 2лАрй > -  , бунинг бу-
лиши мумкин эмас, чунки 
етарлича кичик р 0 да, яъни 
ОАВС туфи туртбурчакни 0<р 
укда нисбатан к,исганда чап 
томон исталганча кичик к^- 
либ олиниши мумкин.

Демак, харакгеристикалар ВС томон орк,али киради. 
Бу ерда куйидаги доллар руй бериши мумкин.

1) р(0)=р(2я), яъни характеристика ёиик, эгри чизик,- 
дан иборат ва махсус нук,та чизикди булмаган хддлар 
булганда марказ булади;

2) р(0)>р(27г) — характеристика координаталар боши- 
га, унинг атрофида буралиб (спиралсимон) як^нлашади;

3) р (0 )<р(2гг) — характеристика координаталар боши- 
дан, унга нисбатан буралиб, узокдашади.

Кейинги икки хол махсус нук,та фокус эканлигини анг- 
латади.

Шундай к,илиб агар характеристик тенгламанинг ил- 
дизлари соф мавхум сонлар булса, у холда чизик^ш булма
ган хдадарни кушганда махсус нук г̂а марказ уз холича к;оли- 
ши хам мумкин, фокусга айланиши хам мумкин экан.

Мантикдн яна бир холни — координаталар боши мар- 
каз-фокус булган холни куриш мумкин.

(12.15) тенгламада Ф(р, ф), Ч̂ (р, <р) функциялар <р аргу- 
ментга нисбатан даврий функциялардир, шунинг учун 
ОАВС тугри гуртбурчакнинг ОС узунлиги 2л га тенг булган- 
да, унинг бутун манзарасини куриш етарлидир.

Энди А. М. Ляпунов теоремасини курамиз.
Теорема. Агар

х  + У(х, у)
(12.18)ф

(Ьс у  + Х ( х , у )

дифференциал тенгламада Х(х, у), ¥(х, у) функциялар х ва у  
ларга нисбатан иккинчи даражасидан паст булмаган тар- 
тибли аналитик функциялар булса, координаталар боши ё 
фацат марказ, ё фак а̂т фокус булади.
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И с б о т и .  Кутб координаталар системасини киритиб, 
берилган тенгламани куйидагича ёзамиз:

* У  ' • (12.19)Лр г  1-рУ(р,<р)

Унг томон р  ва <р буйича аналитик функциядир, шу- 
нинг учун тенгламани ушбу шаклда ёзамиз:

& = р 2а2(<р) + р \(< р )  + ... , (12.20)

бу ерда а.(<р) — даври 2л га тенг даврий функциялар. (12.20) 
тенгламанинг ечими р(<р) ни куйидаги куринишда излай- 
миз:

р(<р) = аи1(<р) + а 2и2(<р) + . . .+ а пи„(<р) + ... (12.21)

бунда а — кичик параметр. и.(<р) функциялар куйидаги 
шартларни к,аноатлантирс ин:

«,(^) = 1, ы{(0) = 0 , / > 2 . ( 12.22 )

Равшанки, барча и.(<р) функциялар даврий булса, коор
динаталар боши марказ булади, агар уларни деч булмаган- 
да бири даврий булмаса, координаталар боши фокус була
ди. (12.21 ) ни (12.20) га куямиз:

а  2и̂  + а 3«,1 + ... + а  пи1п + ... = (а и, + а  2иг + ...)2а2(ф) + 
+(аы! + а 2и2 + ...)3йг3(ф) + ...

(12.23) тенгламанинг чап ва унг томонларидаги а нинг 
бир хил даражалари олдидаги коэффициентларни узаро 
тенглаб куйидагига эга буламиз:

и^=и2а2,
и\=а22и1и2+и\аг={и1и2+ и2и1)а2+ и2а}=а2̂  щи,+и\аг,

....................................................... (12.24)

“1 = а 2 Е  иц ип + а з 1  + -  + аУ х
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Шундай к,илиб, хар бир ик+](<р) функция олдингиси ор- 
к,али андауганади: иДр), ... , ик(<р).

Фараз кднайлик, щ{ф), и2(<р), ... , ик(<р) функцияларни 
аникдаган булайлик. У х,олда

ик(<р) = } ф кМ с 1 р ,  (12.25)
о

бу ерда ФЬ1(?>) ифода (12.24) нинг унг томонидан иборат. 
Фк ~(<р) функция даврий булиши мумкин, бирок, (12.25) 
интегралнинг даврий булиши шарт эмас.

Куйидагича

ик-1(<Р + 2 л ) =  “*-1 (<Р)

булиши мумкин, бирок; (12.25) формула буйича хисоблан- 
ган кейинги функциялар даврий булмайди.

Шундай к?1либ, марказга эга булишимиз учун (12.25) 
интеграл билан аникданувчи чексиз куп ик(<р) функциялар 
даврий функциялар булиши керак.

Акс холда махсус нук,та фокус булади. Теорема исбот 
булди.

Демак, дифференциал тенгламанинг чизикда цисмига 
х ва у  га нисбатан юк;ори даражали кдом кушилса, (0 , 0 ) 
махсус нукга марказ ёки фокус булиш муаммосини юк;ори- 
да курилган усуллардан ташк,ари бир неча усуллар билан 
дал кдшиш мумкин.

I. Симметрия усули.
Дифференциал тенгламаларнинг сифат назарияси ик- 

кинчи тартибли

$ - / ( * . * )  (12.26)

дифференциал тенглама тавсифлайдиган турли механика- 
га оид масалаларга бевосита татбик, этилади. (12.26) тенг- 
ламада

йх _  „ (12х  _  с!у . (¡у аЬс _  Ф 
Л  Ж2 Ж ’ сЬс & г!х

белгилашларни киритиб, уни куйидаги куринишда ёзиб 
оламиз:

с 1 у _ Д х , у )



f (x,  y)=ax+<p(x, у) булсин деб фараз риламиз, бу ердаа> 0 , 
<р(х, у) эса х ва у  га нисбатан иккинчи ва ундан юк,орирок, 
даражадан иборат ^адлардан бошланади. У х,олда характе
ристик тенглама соф мавхум илдизларга эга булади ва ко- 
ординаталар боши Ляпунов теоремасига кура ё марказ, ё 
фокус булади.

Куйидаги тасдик, уринлидир. Агар / (х, у) функция
а) “у ” узгарувчи буйича жуфт ёки;
б) “х” узгарувчи буйича ток, булса, координаталар боши 

марказ булади.
а) / ( х ,  —y ) —f(x,  у)

dy\ dv

dy _  А х ,  у )  - d y x _  /(x,->>i) ^  dft _  f i x ,  ух)  ̂
dx у  dy -у , dx ’

яъни у  в а ^  узгарувчилар буйича тенгламалар бир хил була
ди, демак, характеристикалар Оу ук,ни симметрик нукга- 
ларда кесади, яъни интеграл згри чизик^чар ёпик, эгри чи- 
зи*утар булади.

б) / Ы , у )  = - f ( x ,  у), - х  = х1

dy =  dy _  f ( x , y )  _  f ( - x h y) _  f ( x u y)  
dx] dx у  у  у  ’

яъни интеграл эгри чизикдар Ох ук^и симметрик нук,та- 
ларда кесади ва бу ^олда х,ам, интеграл эгри чизикдар ёпик, 
булади.

Фокусни аник^лаш учун куйидаги тасдик, уринлидир.
в) Агар

А(Х]У) = т у ) Ч < г * ’У)

функция айнан нолга тенг булмаса ва маркази координа
талар боши булган бирор атрофида ишорасини саьухаса 
ёки;

\ ту/ \ /(*> y ) ~ f ( x ,  -v ) ,г) В(х, у) = --------- ----------  функция аинан нолга тенг
булмаса ва маркази координаталар бошида булган бирор 
атрофида узгармас ишорали функция булса, у х,олда (0 , 0 ) 
махсус нук,та фокус булади.

Хак,ик,атан х1ам, 1) айтайлик А(х, у)>0 булсин.
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Ушбу
-  /(*.У> _  I  AU лЛ -  ^ (Х' У) ~/(~x- У)

clx у  2 '  ’ У '  2 у

ёрдамчи тенгламани к,араймиз.
F(x, y ) - f ( x ,  у )  — f i —x, у )  функция х  буйича ток;: 

F(—х, y )= —F(x, у) ва демак, берилган тенглама учун (0, 0) 
координаталар боши марказ булади.

Ушбу
£ > §  ( / h r t i / ( i , j ) )

тенгсизликдан берилган тенгламанинг А нук,тадан соат 
стрелкаси харакати буйича чикдциган у(х) интеграл ха- 
рактеристикаси у  (х) интеграл характеристикага нисбатан 
усувчи, А нуцтага соат стрелкаси харакати буйича кирувчи 
у(х) характеристика у  (х) ёпик, траектория ичига киради. 
Демак, у(х) интеграл характеристика ёпик; эгри чизик, 
булмайди ва бу холда координаталар боши фокусдан ибо- 
рат булади (47-чизма).

2 ) В(х, j )> 0  булсин, у х,олда
Ф  _  Я * , у )  1 п / _  f ( x , y ) + f ( x , - y )  _ Ф (х ,у)  
dx у  2 К ’ У) 2у  2у

ёрдамчи дифференциал тенглама учун Ф(х, у )  функция 
“у ” буйича жуфт булади, демак, у  (х) ёпик эгри чизик, 
булади, хар бир нуцтасида булгани учун у(х) эгри
чизик; эса, равшанки, ёпик, булмаган эгри чизик, булади.

47-чизма.
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Куйидаги мисолларни курамиз.
1-мисол. Ушбу

d y _  ~ х  + ( 1 - х 2 - у 2)у 
dx у

дифференциал тенглама учун (0 , 0) махсус нукганинг мар- 
каз ёки фокус булишини аникданг.

Е ч и ш .  Берилган тенглама учун куйидаги ёрдамчи 
функцияларни ёзиб оламиз:

А(х, у) =  = 2(1 - х 2 -  у 2)

ва
в ( х , у ) = z is iz z )  = 2 (i - х 2 - у 2).

Бу функциялар х2+у2<  1 атрофида ишора сакдайдилар, 
х2+у2=  1 айланада нолга айланадилар ва хг+у2=1 айлана 
ташцарисида ишорасини узгартирадилар.

Демак, координаталар боши фокусдан иборат,х2+>'2=1 
эгри чизик, лимит давра булиб, унинг ички ва тацщи то- 
монларида фокуснинг тургунлиги турлича булади.

2-мисол. Ушбу
dy _  - х  + ау2 + Ьх2у  + су4 
dx у

дифференциал тенглама учун (0 , 0) махсус ну1?ганинг мар- 
каз ёки фокус булишини аник«ланг.

Е ч и ш .  Берилган тенглама учун ёрдамчи функциялар
ни ёзиб оламиз:

А(х, у) = 2ау + Ьх2 + 2су3, В(х, у) = 2Ьх2.

В(х, у) функция ишораси узгармагани учун А(х, у) функ
ция буйича аник, жавоб бериш мумкин эмаслигига кара- 
май) (0 , 0 ) координаталар боши фокусдир.

3-мисол. Ушбу

dx у

дифференциал тенглама учун (0 , 0) махсус нук^анинг мар- 
каз ёки фокус булишини аникданг.
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Е ч и ш .  Ёрдамчи функцияларни ёзиб оламиз:

А(х,у)  = 2хгу г г ;

лантиради ва у Уз ичига фокусни олган лимит даврадан 
иборат булади.

4-мисол. Ушбу
(¡у _  - х  +  а 2х 2 +  + . . .  +  Р1У +  Ръуг + ...

дифференциал тенглама учун (0 , 0) махсус нуктанинг мар- 
каз ёки фокус булишини аникданг.

Е ч и ш .  Ердамчи функцияни ёзиб оламиз:

интервалда якинлашувчи к;атор булади. Мазкур интервал 
мавжуд деб, координаталар боши фокус деган хулосага 
келамиз. Унинг тургун ёки тургун эмаслиги/31 коэффици- 
ентнинг ишораси билан аникданади.

5-мисол. Ушбу

дифференциал тенглама учун (0 , 0) махсус ну1?танинг мар- 
каз ёки фокус булишини аних«ланг.

Е ч и ш .  Бу мисолдаА(х, у) ва В(х, у) функциялар ёрда- 
мида 0(0, 0 ) махсус нук^анинг марказ ёки фокус эканли- 
гини аникдаб булмайди. Шунинг учун, берилган диффе
ренциал тенгламани бевосита интеграллаш ёрдамида еча- 
миз. Унинг учун берилган тенгламанинг узгарувчиларини 
ажратамиз:
7 -6 3  97
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Иккинчи кушилувчи

(1у _  (~х + ах2)(1 + Ьу)
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ydy = (—x  + ax2)dx1 + by y

ва чап томонни щ , |- |j j  интервалда текис як^нлащув-

чи даражали каторга ёйиб, куйвдагини ^осил киламиз:

у( 1 -  by + Ь2у 2 -  ¿ V +• • . ) #  = (-*  + ax2)dx.

У ни ^адма-^ад интегралласак:

X2 + у2 + Д х, у) = С

га эга буламиз, бу ерда F(x, у) функция х, у  нинг учинчи 
даражадан кам булмаган тартибли аналитик функцияси- 
дир. Бу тенглик голоморф интеграл булгани учун Ляпу
нов теоремасига кура берилган дифференциал тенглама 
учун (0 , 0) махсус нук;та марказ булади.

II. и ва у  функция ёрдамида (0, 0) махсус нуцтанинг мар
каз ёки фокус булишини аницлаш.

1-теорема, (и функция ^акдцаги теорема).
Унг томони аналитик булган ушбу

0 - = Н(х , у )  (12.28)
clx

дифференциал тенглама учун:
1) (0, 0) махсус нущта иккинчи тур махсус нуцта булсин;
2) шундай и(х) дифференциалланувчи функция мавжуд 

булсинки,
и(0) = 0,м'(0) = 0, м'(0) > 0 .

(12.29)
H(x,y) = F(x,y)-u\x)  = Fl (u,y) -и';

3) (12.28) тенгламага кура тузилган

%  =  (12.30)

дифференциал тенглама учун координаталар боши унинг як- 
каланган махсус нуцтаси ва боища махсус нуцталари булмаса, 
у  %олда (0, 0) махсус нуцта марказ булади.

И с б о т  и. (12.29) хоссага кура и(х) функция х=0 нук- 
тада мусбат минимумга эга. (12.28) тенгламани ^уйидаги 
куринишда ёзиб оламиз:
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Оху текисликда координаталар боши фокус булсин деб 
фараз к,илайлик. У долда АС ёйга унг ярим текислик Оиу 
жойлашган Л1С1 ёй мос келади (чунки и>О, 48-чизма).

СЕ ёйга дам унг ярим текисликда бирор СХЕХ ёй мос 
келади, яъни Сх нукта (12.30) тенгламанинг махсус бурчак 
нук^аси булади, бунинг булиши мумкин эмас, чунки бу 
тенглама и=0 , у= 0  яккаланган махсус нук^асидан бошкд 
махсус нук^ага эга эмас (48-чизма).

Демак, (0, 0) махсус нукда марказ булади. Бу долга ми- 
соллар курамиз.

6-мисол. Ушбу

дифференциал тенглама учун (0 , 0) махсус нукда марказ 
ёки фокус булишини аникданг.

Е ч и ш .  Берилган тенгламани (12.28) дифференциал 
тенгламанинг унг томони куринишига келтирамиз:

и /  \ — х3 _  х2 - 2 х _  и г/Н (Х ,У > —

У долда берилган тенгламанинг (11.30) куринишидаги тенг- 
ламаси куйидагича булади:

йи Ох и'(х) 2у 1/  2у  1' ’ у>

Бу тенгламанинг ечими ^ и 2 + у 2 = С. Демак, ы=0, у=0 
нук,та марказ, у долда х=0, у=0 дам марказ булади. Бу
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берилган тенгламани бевосита интеграллаш оркдпи тас- 
дшдтанади:

7-мисол. Ушбу

V4  V2— + ^  = с.4 2

dу _  х  +  ах2 +  у Д х ) 
dx у

дифференциал тенгламадаги f i x )  функциянинг шундай 
умумий куринишини топингки, координаталар боши мар- 
каз булсин.

Е ч и ш .  и(х) функция сифатида ушбу интегрални оламиз:
2 ох3и(х) = С(х + ах2)(Ьс = ~  +  

о 2

и'(х) = дс + ах2; и(0) = 0, ы'(0) = 0 , «"(0) = 1 > 0 .

/(х )= и '(х ) • <р(и{х)) (бу ердау>(/) ~  ихтиёрий функция) деб, 
куйидагини хосил кдламиз:

и функция тугрисидаги теорема шартлари бажарилади, 
демак

булганда координаталар боши фокус булади.
2-теорема, (у функция ^акдцаги теорема). Агар унг то- 

мони аналитик функция булган

%  = Н(х , у )  (12.31)

дифференциал тенглама шундай булсаки, унинг учун:
1) координаталар боши иккинчи тур махсус нуцта булса,
2) шундай у()0 дифференциалланувчи функция мавжуд 

булиб, унинг учун:

у(0) = у'(0) = 0, у '(0 ) > 0

у 0 > ) V
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булса,
3) (12.31) дифференци

ал тенгламага кура тузил- 
ган
dv
dx

= Ф1(х, V)  (12.33)

о А \

< 9-чизма.

дифференциал тенглама 
учун координаталар боши- 
дан (унинг яккаланган  
махсус нуктасидан) таш- 
щри бошца махсус нуцта- 
лари мавжуд булмаса, ко- — 
ординаталар боши — х— О, 
у=  О нуцта марказ булади.

И с б о т и .  v(x) функ
ция тугрисидаги теорема исботи худци h(x) функция туфи- 
сидаги теорема исботи кабидир ва у 49-чизмада тасвир- 
ланган. Куйидаги мисолни курамиз.

8 -мисол. Ушбу
_ (~х + Д*2)(1 + ЬУ) 

dx у

дифференциал тенглама учун (0 , 0 ) махсус нукга турини 
аникданг.

Е ч и ш .  (12.31) тенгламанинг унг томонидаги Н(х, 3/) 
функцияни ёзиб оламиз:

Я (х у) = (-* +a*2)(1 + ¿,y) _ -х+ах1 _ Н(х,у) ^

1+Ьу

бу ерда

деб олинган.
У долда куйидагига эга буламиз:

v(0)=v '(0 )= 0 , v"(0)> 0 .
v функция тугрисидаги теорема шартлари бажарилгани 
учун х= 0, у - 0 махсус нук^га марказ булади.
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3-теорема. (Купайтмалар йигандиси тутрисидаги тео
рема).

Ушбу
Ау _  Дх)<р(у) + /1  (х)<р1 (у)— -------------------------- -----------------------  ( 1 2 3 4 )

дифференциал тенгламада/ ,  <р, /  ва <рг функциялар цуйидаги 
хоссаларга эга:

/(х )  = ах + Ьх2 +. . .  , а2 + а 2 * 0 ,

/ 1(х) = а1х + ̂ х 2 +. . .  , Ъ1 + Ь\ О,
Ф )  = Р +  ЯУ + гу2 + . . .  , р 2 + я 1 *  О,
<Р^У) = Рг +?!>' + ПУ2 +••• . $2 + $ ? * 0 ,

шу билан бирга ар+ахр =  - к < 0 .
Бу (12.34) тенглама ушбу шаклда тасвирланиши мум- 

кинлигини билдиради:

%  =  (12.35)

бу ерда 0(х, .у) — камидах вау  га нисбатан иккинчи дара- 
жали хддлардан бошланади. Координаталар боши иккин
чи тур махсус нук^га булади. Куйидаги теорема уринли- 
дир.

Теорема. Координаталар боши марказ булиши учун цуйи
даги шартлардан бири бажарилиши етарлидир:

(12.36)
V о /

1) / 1(х) = Д х ) ^

ёки
( у  ,

(12.37)

бу ерда Р(х) ва Ф(г) — аналитик функциялар. 
И с б о т и .  1) Куйидаги функцияни киритамиз:

«(*) =  /  1{х)(!х , и' = Д х ).
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Равшанки, и(0)=0, и '(0)= /(0)=0, u"(x)=f'(x), и"(0)*0.
Бундай киритилган и(х) функция ва шакли узгарти- 

рилган (11.35) тенглама

f (x)<p(y) +f(x)F\ f  f ( x ) d x \ p l (y)
dy_ ______________ \o_____ / _  u'(<p(y)) + F(u)<Pi(y) j
dx у  у

куринишда булиб, бу тенглама и функция тугрисидаги те
орема шартларини кдноатлантиради, демак, координата- 
лар боши марказ булади.

2) Энди куйидаги функцияни киритамиз:

<р(у)U
v'(v\ = _2_  v”(y) = —----

<р(у) ’ <р(у) <р(у)

v(0) = 0 , v'(0) = 0 , v"(0) = — * 0 .
<р( 0)

Бундай киритилган v(y) функция ва шакли узгартирил- 
ган (12.35) тенглама

^ f(x)<p(y) + /iO)pO)<i>| f

dx у

= [/<*) + Л М Ф « ]  = / Ю + у * » .

куринишда б^либ, у v функция тугрисидаги теорема шарт
ларини каноатлантиради. Демак, координаталар бошй 
марказ булади.

III. Умумлаштиршган симметрия усули.
Теорема. Ушбу

^  = Н( х , у )  (А)

дифференциал тенглама учун координаталар боши марказ 
булиши учун куйидаги шартлар бажарилиши етарлидир:

dx dx



бу ерда Ф(и, у)— координаталар боши атрофида (координа- 
талар боши кирмаслиги х,ам мумкин) узлуксиз дифференци- 
алланувчи функция;

2) и(х, у) ва у(х, у) — икки марта дифференциалланувчи 
функциялар цуйидаги хоссаларга эга:

а)  ё  и(х, у) функция координаталар боши атрофида ишо- 
расини узгартирмайди ва у  • у(х, у) >0,

б) ё \(х, у) функция координаталар боши атрофида ишо- 
расини узгартирмайди ва х ■ и(х, у)>0, и(0, у)=у(х, 0)=0.

(А) тенгламага кура тузилган
¿У
ёи (В)

дифференциал тенглама %ам яккаланган (0, 0) махсус нук- 
тага эга булиб, ундан бошка махсус нуцталарга эга булмайди.

И с б о т и. Аввало, бу теорема и ва V функциялар т $ т р и -  
сидаги теоремаларнинг умумлаштирилгани эканини кдйд 
кдлиб утамиз. Х.авдк.атан, 

и(х, у)=и(х) деб олиб,
Н(х, у)=Ф (и, у) и'(х) ни топамиз. 
и(х, у)=х,  у(х, у)=м(у) деб
Н(х,у)  = ни аник^аймиз.

Ушбу
и = и(х, у), 
V = у(х, у)

урнига куйиш айнимаган, яъни бир к^ийматли ёндошишга 
йул куяди деб фараз кдлиб,

*  О
дм дЫ
дХ ду
дУ дУ
дХ Ву

га зга буламиз. ^  ни топамиз:

^ ёх  + ̂ ёу  ^  + 
ёу _  дХ ду _  дХ ду с!х _
¿и ~  + “  т . ш . Ф .

дХ ду дХ ду ёх
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дv , ду и, . 5- +- Н ( ^ )
д и  , Ьи . г, 7

И + Ъ Щх'у)

ди_,ду__ди_ дУ 
дх ду ду дх1

дУ ¿V

ди ди ди ди
дХ ду ’ \дДС <3>> ду д х )  ду дХ

яъни ^(м , у)=Ф(и, у).
и функция х.ак.идаги теореманинг (3) шартига кура

тенглама яккаланган махсус нук^адан иборат булган (0 , 0 ) 
нуктадан бошк,а махсус нук^аларга эга эмас.

Агар (0, 0) нукга Оху текисликда фокус деб фараз кдлин- 
са, (2 ) хоссага кура ва функциялар учун О т  текисликда 
бурчак нуцта пайдо булади (50-чизма). Бирок; бундай були-

¿/уши мумкин эмас, чунки = Ф(и, у) тенглама координа- 
талар бошидан тапщари х;еч крндай махсус нук,таларга эга 
эмас. Демак, (0, 0) махсус нук^а Оху текисликда марказ 
булади ва х;оказо (50-чизма).

У

с, О Ех 4  у х

50-чизма.
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13-§. ФРОММЕР УСУЛИ

Илгари курилган тенгламаларда у=их  урнига куйиш 
Брио-Буке тенгламасининг турли куринишларга олиб кел- 
ди. Бирок,, шундай тенгламалар манжудки, бу урнига куйиш 
мазкур куринишга олиб келмайди. Буни куйидаги мисол- 
ларда курсатамиз.

1-мисол. = ~-У3 + *4 '
ёх

- тенглама учун у -  их урнига куииш-
ни бажарсак:

ёи
ёх

- и 3х3+ х4 ■их + X

тенглама Брио-Буке куринишдаги тенглама эмас. Гап 
шундаки, у=их  Урнига куйиш ёрдамида махсус нук,та ту- 
рини аникдаш факдт биринчи гуруднинг энг содда турла- 
ри (тугун, эгар) ни аниьугашдагина мак;садга олиб келади. 
Келтирилган мисолда эса, (0, 0) махсус нук;та махсус нук;- 
таларнинг анча мураккаб турига мансубдир. Немис мате- 
матиги Фроммер томонидан махсус усул ишлаб чюдалган 
булиб, муаллифнинг бир к;атор хатолари бартараф этил- 
гач, дозирги замон сифат назариясида бу усул жуда куп 
ишлатилмокда.

у=иу? Урнига куйишни курамиз, бу ерда А> 0  исталган 
дак^щий сон булиши мумкин. Бу Урнига куйиш куйидаги- 
дан иборатдир: шундай Я ни топиш керакки, тегишли шакл 
алмаштиришлардан сунг Брио-Буке тенгламасига келай- 
лик.

Шундай ьушиб, у=их* урнига куйишни бажарсак,

у  = их ±  = Х и х ^ + ^ х хах ах

еки
(¡и 
сЬс

Буни 1-мисолга татбик; кдламиз:

(¡и
ёх

-иъх и  + х4 -  ЛихА-1 -и 3х 2А +  х 4 х -Хих* 
--------- 3 ----------
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(2 , /)  текисликда “характеристик синик, чизик,” деб ата- 
лувчи чизикди ясаймиз, бу ерда I суратдаги х нинг дара- 
жалари курсаткичнинг кдйматлари. Х°сил булган кеси- 
шиш нук^талари ичида бизни энг куйи нук;та (51-чизмага 
кдранг) к^зиктиради, унинг координаталари

2Я = 4 - Я ,  Я = |  

тенглама билан аник^анади. Я = ~  ни тенгламага куямиз:

- и 3х э + х 3 -  ^ и х 4 -и 3 + 1 -  -тих3 

& =  х5 =  \XJ
Сунгра и — 1 = й урнига куйишни бажариб

4
^  и [(и +1)2 + (и + 1) + 1] - -дХ^(и +1)
с/х "Т"

тенгламага эга буламиз. Натижада Брио-Букенинг иккин-
чи тур тенгламасини х,осил кдидик, бу ерда а0< 0 ва -  —
ток;. Шунинг учун чап ва унг томондан махсус нух;тага 
битгадан характеристика киради. Оу ук,ининг ярим укла-
ри дам характеристикалар булади. Изоклин ноли ^  = О,
у  - х 3 парабола булади. Демак, (х= 0, у=0) минимум нук,-
таси булади (52-чизма).

2-мисол. Ушбу дифференциал тенглама

¿с = У х^ Х УЧУН У~иу̂  алмаштиришни бажарамиз. 

Натижада
¿и _  1 (~ и 3х }х + ихл+3 _  цДд.я-!') _  -и 3х2Х+х3-гА х5

X х ^ дГ )  X1,

ни досил киламиз, бундан 2Я = 3, Я = -  (53-чизма).
3Я = -  к^йматини урнига куямиз;

(-и3 + и)х3-^-их5 -н 3+ 4 - |-и х 2 4(1-и)(1+и)-^их2 
с!х х2 х3 ^
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51-чизма.

Бундан равшанки, и= 0 нущ'а 
унг ва чап томонда жойлашган 
биринчи тур нормал со^ани 
аникдайци, и = и  + 1 ва 
й  = и — 1 нук,талар унг томонда 
ва х  укка симметрик жойлаш
ган иккинчи тур нормал соха- 
ни аникдайди. Бу долда эгар-

характеристикаси (0 , 0)
махсус нуцтага кирсин.
у -  = и{х, к) нисбатни
кдраймиз, бу ердаЯ> 0  ва

Охи текисликда Z  
характеристикага

52-чизма. тугун турдаги мураккаб махсус
нукгага эга буламиз (54-чизма). 

Энди эгриликнинг тартиби ва улчови ^акдцаги тушун-
чани киритамиз. 

Ушбу

(Их Х ( х , у )

и » тенгламанинг бирор Z

53-чизма.
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d y _ \  Y (x , и х * ) - X w c ^ X jx ,  ихя) 
dx x x X (x ,  их1)

тенглама билан аникданадиган Оху текисликдаги Zx ха
рактеристика мос келади.

А ва В  лар функциянинг узгариш лимит ну^галари
булсин. х=0  нук,танинг мусбат атрофида —  косила ишора 
сакдагани учун Zx эгри чизик, А ва В орасида жойлашган 
CD || Ох тугри чизик,ни чексиз куп марта кеса олмайди (55- 
чизма).

Демак, чекли ёки чексиз lim и(х, у ) лимит мавжуд:
х-*0

lim и(х, А) = lim Л- = к(Х).х->0 x-*ö X

к(Х) катталик куйидаги хоссаларга эга:
1) Агар хк(Г ) * 0 ва £>0 булса, у хщда
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2) Агар Щ *)*0  ва е>0 булса, у долда 

к(Х' -  е) = Нт —  • х 1 = 0.х-»0 уХ

Таъриф . Келтирилган хоссаларга эга А* сон характе- 
ристикалар эгрилиги тартиби дейилади. к{Х ')-у  катталик 
эса координаталар бошига кирувчи харктеристикалар эг
рилиги улчови дейилади.

Агар 2Х характеристика координаталар бошига кирса, 
унинг эгрилиги улчови А:(А)=0 ваА>А* булади. А>А* булганда 
к{Х) =  оо, бу эса характеристиканинг координаталар боши- 
дан и укр буйича узокдашишини билдиради.

1) Zэгpи чизикдар координаталар бошига эгриликнинг 
нол улчови билан кирсин ва А‘= оо булсин. Бу исталган А
учун Ит -4- = 0 эканлигини билдиради.х-»0 X

Демак, характеристика х  укз г̂а дар к;андай ух= х х па-

раболага нисбатан як^нрок, ёпишади. у = е *2 эгри чизик,
бундай характеристикага мисол булади.

2) Харакатеристика координаталар бошига (х-»0, у->0) 
А‘ =0 эгрилик тартиби билан кирсин.

У  долда эгрилик улчови:

&(0) = Нт -4 - = °°-
х->0 X я

Бу эса эгри чизик; Оу ук^га исталганух=од (бунда 0<А< 1) 
параболага нисбатан як;инрок; ёпишишини билдиради.

Умумий долда у=\у+<р{х)]^' эгри чизик; (бу ерда <р — 
эгрилик Улчови, А* — эгрилик тартиби), х-*0 да <р(х)~*0 ва 
^=ух**функция бир хил эгрилик улчовига эга булади ва 
иккита

у= (у+£ )хх* ва у= (у -е )х1'

параболалар орасига жойлашган булади.
Мисоллар курамиз.
3-мисол. у=~5хъ+6х1 функция 3 га (А*=3) тенг эгрилик 

тартибига эга, эгрилик улчови у - - 5 га тенг ва координа
талар боши атрофида у=-5хъ парабола каби булади.



4 -м и с о л . v =  x l n x ,  Л -  =  х 1 я l n x
X

1-А>0 да к(Х) = lim х1_я 1пх = О,
х-»1+0

1-А<0 да к(Х)= оо,
1=1  да Ц 1) = оо.

Энди умумий ход учун Фроммер усулини курамиз. 
Ушбу дифференциал тенглама берилган булсин:

_  У ( х , у )  
dx Х ( х , у ) ’

бу ерда Y(x, у) ва Х(х, у) функциялар

¡У (х, у ) =  а 0уых К° + a 1yl ”~1x Kl+...+anyl°xK° +<р(х, у), 

Ш х , y) =  ß0yqsx Ib + ßiy9s- 'x ?i+...+ßnyiüx Ps + у)

(А)

(Б)

куринишдаги аналитик функциялардир, бу ерда <р(х, у) ва 
гр{х, у) — аналитик функциялар, шу билан биргау>(0, 0)= 0, 
уДО, 0)=0. Сунгра У(х, у) ва Х(х, у) функциялар yxf(l0= О 
ёки Р0=0) ёки у г(К0= () ёки Р0=0) куринишдаги озод хдд- 
ларга эта деб фараз к^линади, даража курсаткичлари Кр Р. 
усади, /в., qs . камаяди (курсатилган функцияларда хдцлар- 
ни гурухдаб бунга хар доим эришиш мумкин). 

у=их^ урнига куйишни бажарамиз:

Y (x ,uxx) ~  iüxx~lX (x ,u x x)
Х (х ,и х х)

+А(1а + . . . + « ] + д:а+;1Ь«( ,̂ и)

ßüx m+qsXuqs +...+ßsXPs +® V 0 +ХС* Л Г1(Х, и)
(В)

бу ерда а+ЬХ ва с+ЬА лар х  нинг чапрокида жойлашган 
курсаткичлардан катта.

х  нинг куйидаги курсаткичларини ёзиб чик^миз:

та -  К 0+  Д1„ - 1) 
тх = К 1+ А «п- 1)

п +1

тп =  К п +  А(/0 -1 ) 
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” ¡*+1 = ^ 0  + ^ - 1  

^ 2  =  ^  +  ^ - !  ( 5  +  1 )

1 = ^ + ^ 0 - 1.

(Я, т) текисликда характеристикалардан тузилган синик, 
чизик;ни ясаймиз (56-чизма), бу ерда абсциссалар ук;и 
буйлаб Я, ординаталар ук,и буйлаб эса т харфи даражала- 
ри куйилган. Биринчи п+ 1 та тугри чизикдар гурухи уза- 
ро устма-уст тушмайди, бирок; кейинги 5+1 та тугри чи- 
зикдарнинг айрим гурухдари билан устма-уст тушиши мум- 
кин, бу эса махсус хол хисобланади.

Кр Р, ва 1п1, коэффициентларнинг хоссалари ту- 
файли характеристик синик, чизик; кдварик, булади ва унинг 
учларининг энг куйиси ё биринчи чизик;нинг охири (А) 
да, ё охирги чизикдинг боши (В) да булади, ёкиЛ ва5лар 
бир хил баландликда булади.
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А=Ах ординатаси тх энг кичик булган учнинг абсцисса- 
сига мос келсин. У долда сурат ва махражни хт- га к,иск,ар- 
тириб, суратда камида иккита х,ад х  купайтувчига эга 
булмаслигига эришамиз, махражда эса х  ни бирор ц дара- 
жасида купайтувчи шаклда ёзиш мумкин:

Бу тенглама Врио-Буке куринишдаги умумлашган тенг- 
ламадир.

5-мисол. Ушбу

йу _  2 /  + Зх6у 

<1х 2у6 +  2х3

дифференциал тенглама учун (0 , 0) махсус нуктанинг ту- 
рини аник,ланг.

Ечи ш. Ушбу урнига куйишни бажарамиз:

булган тугри чизик, кесмаларидан тузилган синик, чизик;-

у = их1 деб, урнига куйишни бажариб

¿и _  2и5х2+3х6и - и ,х2- и х 2 _  -(ц  -  2ц5 + и1) + Зх4и

ёи _  Ми? + №Ч...+ Н (х ,и )  

ёх х>‘Е {х ,и )<1х

Берилган тенглама куйидаги куринишни олади:

йи _  1
(1х хл

2и5х АЛ +  3х6и -  Х2и’!х6л' 1 -  2Хих2 

2и6х6х+ 2 х 3 (А)

Суратда х  нинг ¿царажаларидан иборат

т — 4Л, т = 6, т = 6А — 1, т = 2

ни ясаймиз. Синик, чизик,нинг энг куйи учига X = -  мос 

келади (57-чизма).
Дастлаб, (А ) га А = у  ни куйиб уни текширамиз.

2 и У +  2 х 3 2х(и6+1)
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X

57-чизма.

ни досил к;иламиз. Натижада Брио-Буке туридаги тенгла- 
мани хосил килдик.

-  (и7+ 2и5+ и) кугщад куйидаги купайтувчиларга ажралади;

- (и 7 - 2и5+ы) =

= - и ( и -  1)(и + 1)Х|м- ^ | ü I + ^и2 + ф Ш ± у

Кетма-кет куйидагича урнига куйишни бажарамиз:

3) й = м+1;1 ) « = и ;

4) û = u - f i Ç î ;

2) и =ы-1;

5) ü = U + ^ î

ва и нинг биринчи даражаси олдидаги коэффициентлар- 
нинг ишораларини аник^аймиз, яъни 1), 4) ва 5) хдлларда 
коэффициентлар манфий, 2) ва 3) хр ллар д а  эса мусбат 
эканлигини аншугаймиз. Демак, Охги текисликда (0, 0),

(о Щ±Л ío - ЙЁПV 2  ̂ V 2 j  махеуе нук^аларга иккинчи тур

нормал со^алар (а0< 0 , fc=2m +l) мое келади, (0, 1), (0 , - 1) 
махсус нукталарга эса биринчи тур нормал со^алар мос 
келади (58-чизма).

Ушбу тенглама берилган булсин:

dy _  у 2Л ( х , у ) + yxpf 2(х, у )  +  х 2р/ 3(х , у )   ̂

dx y f4 (x , y )+ x PÂ ( x , y )
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бу ерда f k(x, у) — аналитик функциялар (к=  1,5). Бу тенг- 
ламада у=ш?урнига куйишни бажарсак, натижада юк;орида 
курилган турдаги тенгламага эга буламиз, яъни ak=Jk((), 0) 
деб белгилаймиз ва куйидаги урнига куйишни бажарамиз:

yssVX',  ±  = x p ^ - + pvxp̂  =
'  dx dx 1 

_  у У 'л о с  , у х р ) + у х * р f 2(x, vxp) +  х2р/3(х, vxp)  
x pvf4(x, vxp) +  x pfs (x, vxp)

Касрнинг сурат ва махражини х р га, сунгра тенглама- 
нинг иккала к,исмини х ^ 1 га к,иск;артирамиз:

dv_ . _ у V i(x , vxp) +  wtf2{x ,vxp)  +  д/3(х, vxp)  
dx Р  vf^x ,vxp) + f s(x ,vx p)

Бу ердан

d v _ _  J_ -pvfs (x , УХР)~ру2/4(х, vxp)  +  x/j (x, vxp)  ( 
dx x f^ (x , vxr )+v fa (x ,  vxO 

| vf>(x, vx/’) +  y2̂ i(x , vxp )  

/5(x, vxp)  +  vf^(x, vxp)

a3* 0 , a5* 0 деб оламиз ва охирги тенгламани ушбу кури- 
нищца ёзиб оламиз:

dv _  а3х -  po$v +  F (x ,  v) 
dx а5х + Ф(х, v) ’
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бу ерда F\x, у) ва Ф(х, у) функциялар х=0, v=0 махсус 
нук^а атрофида кичиклик тартиби иккидан кам булмаган 
дадлардан бошланади. Тенгламанинг чизикди кушилув- 
чиларига мос характеристик тенгламасини тузамиз:

а5 -  Л О 
а3 — ра5 — Л

О

ваунинг илдизларини топамиз: Aj=a5, Л2=-рау р> 0 булгани 
учун х= 0, v= 0  махсус нукга эгар деган хулосага келамиз.

Ч изикдаштирилган

dv _  Qjx -  рсиу 

dx а5х

тенгламанинг сепаратриссалари х=0  ва v = —S i— т^гри 
чизикдардан иборат булади. as(P + ̂ )

Мисол тарикдсида юкррида курилган ушбу тенглама- 
ни цараймиз:

dy _  2уг +  Ъух6

dx 2 у 6 +  Зух3 '  '

(А) тенглама учун y=vx3 урнига куйишни бажариб

!&- = dv V3 4- W 2 = 2vSjc15 + 3vx9 
dx dx 2 v V 8 +  2 x 3

ни досил к,иламиз.
Теги шли кзиск^ртиришлар ва содда шакл алмаштириш- 

лардан сунг

dv_ _  —6v +  Зух4 +  2 у У ° -  6v6-  X15 
dx 2х(1 +  v6x l5) ^ ^

ни досил кдяамиз. Чизикди к;исми учун ^  = ~ ~  тенгла
манинг ечими гиперболик типдаги v=cx~3 ва х= 0  эгри 
чизикдар оиласи булади (59-чизма).

Агар (А) тенгламани

4 * = Х + К  ( Ы
dy 2yS +  Ъух '

куринишда ёзилса ва (В) тенглама учун
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2
59-чизма.

2

* = < / ;  É -  =  2yz +  f - f y

урнига куйишлар бажарилса, баъзи шакл алмаштириш- 
лардан cÿHr куйидаги тенгламани досил кдлишимизни ай- 
тиб утиш фойдадан доли эмас:

dz _  2(г3~ 2г + 1)~б/г7 _  
dy у ( 2 +  3 / / )

2(*-l)U  + ~ ^ | U  +^ ) - б А 7

>(2 + 3//)
(Г)

( О , 1 ) ,  ( о ,  Щ  ( о , — -̂ 2 11 нук̂ галар Oyz текислик-

даги махсус нук;талар булади ва
1ч — i — l — 'Js — i +VF
l ) z  =  z - l ,  2) z =  Z +  — j —  , 3) z  =  Z + — j —

шакл алмаштиришлардан сунг z нинг биринчи даражаси 
олдидаги коэффициентларнинг ишораларига к;араб (0, 1)

ва ( О , — 1+У | ну^галарга биринчи тур нормал содалар мос

(окелишини, iu> 2— I нукгага эса иккинчи тур нормал сода 
мос келиши аникданади. (Г) тенглама у узгарувчига нис-



У

60-чизма.

батан жуфт эканини х,исобга олиб характеристикаларнинг 
текисликдаги манзатэасига эга буламиз (60-чизма).

ва у2 узгарувчилар биринчи (иккинчи) тартибли чексиз 
кичик микдор булади. Бу (0, 0) махсус нук,та Оху текис- 
ликда тугун булишини билдиради, буни (А ) тенгламанинг 
характеристикасини ясаш билан дам тасдик^лаш мумкин.

Берилган (А ) тенгламанинг характеристикаларига кура 
у=<р(х, с) эгри чизикутар оиласини ясаш учун ушбу лимит 
муносабатдан фойдаланамиз:

Бу интеграл эгри чизикдар оиласи учдан кичиклик тар- 
тибига эга булишини ёки х=0 атрофида кичик функция 
булмаслигини билдиради.

Яна шуни к,айд к,иламизки,

с!у ^  у (2 у4 + Зх6)
Же 2 ( у 6 +  х3)

тенглама куйидаги хоссаларга эга:
1) Тенглама у га нисбатан жуфт.
2) Хосила (х > 0, у >  0), (х <  0, у > ^ - х ) ,  (х <  0,

4 - х  < у < 0) содалардамусбат, (х > 0, у <  0) ва (х < 0,0 < 
< у < 4 - х ) , (х < 0, у < - 4 - х ) сох,аларда манфий вау =  0 
да нолга тенг булади.

Ит -4- =  Нт у(х) =  оох-.0 X х-0
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3) Изоклин чизики у 2= - х  параболадан иборат.

4) Й  *  = 1Й? £2 ( л 5 ) } ’ И * ) М  деб
у-* 0

х5(о(2а>4 + Ъх2) п
олсак' ! я  & (. т а )  " 0 6у№

У  долда юк;оридаги муло^азаларга кура (0, 0) махсус 
нук̂ га тугун булади.



II  Б О Б

ЧЕКСИЗЛИКДАГИ МАХСУС НУК.ТАЛАР ВА УЛАР 
АТРОФИДА ИНТЕГРАЛ ЧИЗИК.ЛАРНИНГ 

МАНЗАРАСИ

Биринчи бобда дифференциал тенгламаларнинг интег
рал чизикутарини (ечимларини) геометрик нук,таи назар- 
дан Оху текислигида урганган эдик. Бу курилган текислик 
чексизликдаги махсус нук,таларни уз ичига олмайди. Аммо 
проектив текисликлар чексизликдаги махсус нук;таларни 
уз ичига олади. Масалан, сфера (текислиги) бунга мисол 
булади.

Дифференциал тенгламалар ечимларининг манзараси- 
ни урганишда турли усуллардан фойдаланиш мумкин. Бу 
бобда А. Пуанкаре ва М. Бендиксон усуллари билан гани- 
шамиз.

1-§. ПУАНКАРЕ СФЕРАСИ

Ушбу

X  —2 —Т у У  —2 —2 ’ Х  т 7 ’ У ~  2 2 (1 .1 )X А-у1 х + у  х~+у х2+у

Бендиксон шакл алмаштиришлари мавжуд булиб, у Оху 
текислигидан чексиз узокдашган махсус нук,таларни Оху 
текислигида аниьушб беради.

Геометрик жи^атдан бундай алмаштиришлар тескари 
радиуслар билан шакл алмаштиришлар деб хам аталади 
(61 -чизма).

Аммо, бу (1.1) шакл алмаштириш содда булиб курин- 
са-да, Оху текислигида юк;ори тартибли мураккаб махсус 
нук:галарга олиб келади. Бундай махсус н укатал ар ни урга- 
ниш жуда мураккаб булгани учун Бендиксон усули кам 
самаралидир. Шунинг учун унинг урнига гоясига кура анча 
мураккаб, лекин анча содда ечимга олиб келувчи Пуанка
ре шакл алмаштиришларидан фойдаланиш анча кулайдир. 
Унинг геометрик маъноси куйидагидан иборат.
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61-чизма.

Фараз к,илайлик, D текислик ва унда М(х, у) нук,та бе- 
рилган булсин. D текисликка параллел булган текислик 
билан иккита яримсферага ажратилган сферани кдраб чикд- 
миз. У  экватор текислиги деб агалади (62-чизма). Агар 
сфера марказини М(х, у) нук;та билан тугри чизик, оркдли 
туташтирсак, у сферани /V, N2 диаметрнинг турли учлари- 
да ётган икки W, ва N 2 нук,тада кесиб утади. 1>текисликда- 
ги х;ар кдндай тугри чизик, шу сферанинг капа доирасига 
проекдияланади. Текислик харакгеристикалари сферанинг 
тегишли характеристикаларига утади, бунда махсус нук,- 
таларнинг турлари (тугунлар, эгарлар, фокуслар ва х,.к.) 
шакл алмаштириш нагижасида сакданади. Бирок, сферада 
экваторда ётувчи янги махсус нук,талар пайдо булиши мум- 
кин. Улар Q(x, >')=0 ва Р(х, у) = 0 эгри чизюдгарнинг кеси- 
шиш нук,талари була олмайдилар, лекин координаталар 
бошидан чексиз узок^аш ганда характеристикаларнинг 
х,олати билан белгиланадилар. Шундай кдлиб, экватор га 
текисликнинг чексиз узокухашган нук,талари аксланади. 
Бундай ходиса гномоник проекция, сферанинг узи эса Пу
анкаре сфераси деб аталади. Демак, Пуанкаре шакл алмаш- 
тиришининг геометрик маъноси Оху текисликни унга ко
ординаталар бошида уринувчи сферага акслантиришдан
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62-чизма.

иборат. Биз Оху текисликда интеграл эгри чизикдарнинг 
манзараси дакдца сферанинг куйи ярим шарини О, нук,- 
тадан кдраб (63-чизма) ва куйи ярим шарни куйи нук;тага 
уринма текисликка ортогонал проекциялаб аник, тасаввурга 
эга булишимиз мумкин. Шундай к,илиб, Оху текисликда- 
ги дар бир М(х, у) нукгага куйи ярим сферадаги N (x ', у', 
z ') нук;та мос келади, охиргисига эса координаталари N (x ', 
у ', t )  нук^аники каби х! ва у' булган М '(х ', у ') нук;та мос 
келади. Оху текисликда жойлашган дамма М  (х ', у ') нук;- 
талар х2+у2= 1 Пуанкаре доираси айланаси нук^алари ярим 
сфера экватори нук^аларига Оху текисликнинг чексиз узок;- 
лашган нук,таларига мос келади. Шундай кделиб, Ох'у' те- 
кислик Оху текисликнинг бирор к,исми, Пуанкаре доира- 
сининг ичига олинган к^сми дисобланади. М(х, у) нук,та- 
ларни М (х ',  у ') нук^аларга утказувчи формулалар осон 
чик;арилади. 63-чизмадан куйидагига эга буламиз:

O M =O O v tgo:=tga; ОМ’ -К Н =  0JJ/Vsina=sin«. 

Булардан

О М ' =  - = Ш =
+ (ом f
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63-чизма.

га эга буламиз. ОМ' ва ОМ л ар ни Ох ва Оу ук̂ чарга проек- 
диялаб ва (О М )2=х2+у2 ни билган х,олда

х '=  . х у' = . у ...-  ( 1.2)
^ \+ х 2 + у 2 ф + Х 2 + у 2

ни хосю'1 к^ламиз. Аммо бу формулалар амалий жи^атдан 
унча кулай эмас, чунки у илдизга эга. Шунинг учун А. Пу
анкаре бопща формулалардан, хусусан

* “ 7 . ^  ( и )

формулалардан фойдаланишни таклиф этади.
Бу формулани келтириб чикдриш мавжуд математика- 

га оид адабиётларда ва шу жумладан А.Пуанкаренинг асар- 
ларида \ам йутушги учун, уни биз келтириб чик,арамиз.

Ярим сферанинг энг четки унг О' нук,тасидан учта уза- 
ро перпендикуляр тугри чизик л̂ар утказамиз: ярим сфера- 
га О’ нук;тада уринувчи (Ух. тик чизикри, О 'I чизик, текис- 
лигига перпендикуляр ва О  нук,та ва ярим сферанинг мар- 
кази О орк;али утувчи О 'г  горизонтал чизик, булсин 
(64-чизма). Бу уч тугри чизик;, учта узаро перпендикуляр
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текисликни аникдайди: горизонтал 0 'х,т, фронтал 0 'у1 г 
ва ён O’xz. Бундан танщари чизмадаги О'хс га параллел ва 
ярим сферанинг энг куйи С нук^асига уринувчи Оху те- 
кислик мавжуд. Оху текисликда Сх Увдца жойлашган М 0 
ну^гани к,араймиз, бунда бу нук,танинг х абсциссаси х0 га 
тент (агар С нук^ани бошлангич нукта деб к,абул к,илин- 
са), у ординатаси эса нолга тенг. ОМ0К0 тукри чизик,ни О 
ва М 0 ну^галардан бу трри чизик^инг O 'tz текислик би- 
лан куйи ярим ÿK,H Ох билан кесишиш нукгаси ^  орк,али 
Угказиб, шу тарзда Otz текисликда Кй нук,тани аншугай- 
миз, бунда шу нук,танинг z координатаси О' кесмага тенг.

О' ОКй учбурчакдан

К0О’= 0 0 ’ tgа ёки Z= tgа 

ни хрсил к;иламиз. Шунингдек ОМ0 С учбурчакдан:

СМ'й = OCctga, яъни *  = ctg« = J L .
tg а

Демак, X = ^ га эга буламиз.
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Энди XC Y  текисликда М{х, у) нук,тани цараб чик;амиз. 
Агар биз ОМКтугри чизик,ни О'ггтекислик билан К  нук^а- 
да кесишгунча давом этдирсак, у хрлда К  ва KQ нук;талар- 
нинг координаталари айнан бирга тенг эканини курамиз 
(М  ва М й нук^аларнинг координаталари айнан битта х ко- 
ординатага эга булгани каби), чунки М 0М  ва К^К кесмалар 
Оу укига параллел, у эса уз навбатида от ук,ига параллел.

Демак, х  ва у координаталар орасидаги у = i  боша-
ниш М в а К нукгалар учун хам тугри булади. Фараз щшай- 
лик, М 0М  кесмау га (М  нуктанинг ординатаси), К0К кесма 
эса г га (К  нук,танинг ординатаси) тенг булсин. ОММ0 ва

ОККа учбурчакларнинг ухшашлигидан га эга
KKq OK  о

буламиз. Сунгра ОС га параллел ва ОХ. укри Р  нук^ада 
кесиб утувчи М 0Р =  ОС= 1 кесмани утказиб, ОК()0 ' ва ОРМ0 
учбурчакларнинг ухшашлигидан

М М  а _  Р М 0 у \
кк0 ~  Ш ~й > яъни 7 “  7

тенгликкаэга буламиз. Бундан У =  Шундай килиб, Оху 
текисликдаги М  нук,танинг х ва у координаталари билан z 
ва х координаталар (унинг тасвири Otz текисликда) урта- 
сида бокланиш мавжуд экан, яъни (1.3) алмаштиришни 
хосил к;илдик:

х =  ̂, у = j , (1-3)

шакл алмаштириш Оху текисликнинг хамма нук^аларини 
уз ичига олади (бундан Оу укдца ётган нук^алар мустас- 
но). Бу нукталарни урганиш учун боцща шакл алмашти
риш киритилади:

*  = 7> >' = 7> (1.4)

бу шакл алмаштириш, агар Ох ва Оу укдарнинг уринлари 
алмаштирилса, (1.3) каби хосил цилинади. О'гг текислик
да характеристикаларни таджик, к,илиш амалий жщатдан 
нокулай булгани учун бу характеристикаларни Пуанкаре- 
нинг куй и ярим сферасига проекциялаймиз. Шундай 
кдлиб, х  ва у координаталардан Пуанкаре доирасидаги 
аввал л: ва г координаталарга утамиз, кейин х' ва у' коор-
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динаталарга утамиз. Оху, O'rz ва Ох'у текисликлардаги ва 
ярим сферадаги характеристикаларнинг ва алодида нук^а- 
ларнинг топологик манзараси устма-уст тушгани учун, биз 
Пуанкаре доираси Ох'у' текислиги характеристикаларини 
к,араб ЧИК.ИШ билан бирга (1.3) ёки (1.4) шакл алмашти- 
ришлардан фойдаланамиз.

2-§. ЭКВАТОРДАГИ МАХСУС НУКТАЛАРНИНГ 
ЖОЙЛАШИШИ ТУРРИСИДА

Ушбу дифференциал тенглама

<ty_ Q(x, у) 
dx Р (х , у )

ёки унга эквивалент булган

(2.1)

dx
dt = ^ а,х ‘у] = Р (х ,  у ),

i+j-О (2.2)

i+7=0

системани к,араймиз, бунда atJ, btJ — узгармас коэффици- 
ентлар.

(2.2) системага (1.3) алмаштиришни куллаб

ни хосил кдламиз. (2.3) дан t вак;тни йуцотсак:
- zdz _  

dt
Q

( 1 \ i  L
\z z)

(2.3)

(2.4)

ПИ
тенгламага эга буламиз.

Агар (2.4) тенгламада ■jj = тенглик
уринли булса, у х,олда г= 0  тенглама билан аникданган эк-
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ватор характеристика булади ва экваторда ётувчи махсус 
нукгалар сони

г  =  о, Ш
1М)

= г (2.5)

тенгликларни к;аноатлантирувчи нук^алар сони орк,али 
топил ади.

Шунингдек, (2.2) системага (1.4) алмаштиришни куллаб

(2.6)

ни х,осил кдламиз. (2 .6) дан г вак,тни йукртсак:
(¡ 1  _  ~  I ______

ф

тенгламага эга буламиз. 
Агар

Z  = О,

(2.7)

(2 .8)

шарт бир пайтда бажарилса, удолдаууьди охирларида ётув
чи махсус нук,талар мавжуд. Янги вактни киритиб 
ва унинг учун аввалги белгилашларни к,олдириб, куйида- 
ги системани хосил циламиз:



Экватордаги махсус нукз’аларнинг координаталари тк =  т 
булсин. х =  и +  хк кучириш ёрд амида > шбу системани досил 
к^итамиз:

W = -Z\<h& + аитк + ай2̂ к + («ю + «oiTk  + («и + 2ай1хк ) + 

+a00z2 + a0lzu + а02и2],

TJf = - {[ «02ТК + («11 _ ¿02)ТЛГ + («20 ~ h\)xK ~ ^о! +

+\атх2к + (Ощ -  Ьт)хк -  b2ü)z + (2.10)

-+j3fl()2TÄ’ + 2(аи -  Ь,а)х к + (а2п~ Ьп )]и ~ {Ь т~aímx¡)z, —

~(¿oi~«io —2 «o i^ a t )^  —(¿02~  « п - 3«о2^аг)^ "*■

+a00z2u + aülzu2 + а 02и} }.

у  ук,идан чексиз узокдашган махсус ну^таларни аник,- 
лаш учун f x = v + f i K кучириш ни бажариб, куйидаги систе- 
мага эга буламиз:

-  “ [̂¿02 + ¿нМ'ЛГ + ¿20̂ if + (¿01 + ¿loM'jr)̂  +

+(А 1 + 2¿20M v  + b00vz + b10v 2 ],

~ ¿ t ~ ~  | l ^ 2 o / 4 r  ~  (« 2 0  -  ¿11 )M íT  “  («11 ~  ¿02 )/f¡sr  ~  «02 1 ~

-[«01 +  («10 -  ¿01 ) P K  -  K ß K \ Z  +  (2 -1 1 )

+ [ 3 è 20^ - 2 K  _ ¿ i )  )/^АГ _ («11 ~ ¿ ( J 2 ) l V ~  ( « 0 0  “ ¿ 0 0 М л ")2  ~

Ч « 10_ ¿01_ 2Й,0̂ ) у г  - ( « 2 0 -  ¿Ц-3^0Д^)у + b0(jz  V + 

+bl0zy 2 + V 3}-

(2 .10) системанинг иккинчи тенгламасида кдвсларни 
очиб чик,илса, у хк  га нисбатан учинчи даражали купхдц- 
дан иборат булади. Уни Ф 3(гА,) билан белгилаймиз. Ф3(г^)=0 
тенгламанинг дак^к^й илдизлари экватордаги махсус нук;- 
таларнинг координаталарини беради:

Фз(Г#) = « 02r íT («11 — ¿02)rJT "*■ («20 — ¿11К  — ¿20 ’ (2 .12) 
бунда хк = ^ .
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у укдан чексиз узокдашган махсус нук^таларга мос ке- 
лувчи экватордаги нук,талар хам худди юк,оридагига ухшаш 
топилади:

Фз(Мк) ~  2̂о/*К (аю ~  ̂ п)/*АГ (°11 ~ ^2й)^к ~ а02 ’ (2-13) 

бунда /гк = ~  .
(2 .10) система характеристик тенгламасининг илдизлари 
куйидагига тенг:

К (Тк) = " ( а02ТК + °11ТК + « 20) = ~^20  > Та:)> ^  |4 )
2̂ (ТЛ')=— 13^02̂  + 2(Оц ~ 1ъа)тк + (¿¡20 ~ ¿ц)] =-Ф3 (Тк)

ц к=0 нукга атрофини урганиш учун улар шунга ухшаш 
Хосил килинади:

----(^20Рк 1̂1 Мк 0̂2 ) 02 (/*ЛГ> )̂>
2̂(./г к )= ~  13620/и̂ -+2(а20 — Ьп )ц к+  (йц- 0̂2)]= —ФзС/̂ а:)»̂

бу ерда Ф '(г^)[Ф '(иА,)] хосилалар Ф 3(гА,)[Ф3(ил,)] функция- 
ларнинг **(«*) узгарувчи буйича хосиласи.

Хусусан, гА,=0 нук,та махсус нук,та булиши учун ¿20=0 
булиши керак. У холда

1̂ — —а20, Я2—Ап—д20,

/¿*.=0 нук,та махсус нук^а булиши учун а20= 0  булиши ке
рак. У  холда

¿1 ¿02, Я2—ап~ 602.

(2.12) тенглама учун г к = Ф* -  ^ -  урнига куйишни 
бажарсак, у холда куйидагига эга буламиз:

¥¿ + ^ + 9  = 0,

бу ерда
п _  _(Яц~^2)2 + ЗЦ)2(О20_ *и)

Г  —  Г  2  5

М г

п  _  2(ап -  ¿02)3~ 9а02(а ц - ^)2) ( ° 20~ 6ц) -  27^о • До2 

*  2 7 ^
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Дискриминант куйидаги куринишга эга булади:

л/ \ [ ^ ап *02)3 -9оо2(ап ~ *02) (а20- *и )" '27^0 -Дог]2
Д (г  „ )  =  ±-------------------------------------------- ,----------------------------------1~ +

К 2916 аЦ2

4[Зао2(°20~*п)~(ап -¿ 02)
(2.16)

,2]
+ -

2916

Шунга ухшаш (2.13) тенглама учун куйидагига эга була
миз:

! * ! с - и к + 3̂ 0 ’ 

б *  + />£?* + 9  = 0,

бунда
2

/> = (Д20~^ч ) + 3*2о(д11 - % )
3*20

_  _  2(^20 ~ *11 У* ~  9^;о(А20 ~ ^и )(ап ~  ^зг) + 27а02̂ р

4 27*20

Дискриминант куйидаги куринишга эга булади:

А /  \ [ 2 ( в 2 0 - * и ) 3 +  9 * 2 0 ( в 2 0 _ * ц ) ( а 1 1 -  * 02 )  +  2 7 ^ 02602]

¿ 0 « * )  =  1------------------------------ТОТА &-----------------------------  +
°20 (2.17)

4[(°20 ~ *11 )2 + 3*2о(а11 “  *02 )2]3 

2916 ¡4, '

(2.12) ва (2.13) тенгламаларни бошкд муло^азалар буйича 
дам х,осил кделишимиз мумкин. Х акик;атан, (2.1) тенгла- 
мани

0 (х ,у )сЬс-Р (х ,у )с !у  =  0 (2.18)

куринишда ёзиш мумкин.
*1 У\

х “ х ’ у ~ -у  алмаштиришни киритамиз, бундан

г =  г = И ,  М = ±  = И.'
х Х1 У У\
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Бу алмаштиришдан сунг (2.18) тенглама

гРйУх -1 (2 (& !+  (^ 0  -  угР )&  = 0, (2.19)

куринишга келади, бу ерда

<2 ( у , 7 )  =  (¿00г 2 +  ¿10^1 +  ¡ ъ щ  +  Ь ц Х М  +  ьгах\  +  Ь02у 1 ) ,  

^ ( 7 , 7 ) = 7 (й00г2+ я,0г*1+ Ою?К1+<^ЛЛ + а2̂ 12 + ЯозЯ2)•

(2.19) дифференциал тенглама уч улчовли фазода 
Пфафф тенгламаси булади ва махсус нук^алар куйидаги

муносабатдан, яъни

« 02̂ 1 + (°20~Ьп)Х1У\ + («п  А)2)У21х 1 -  *2Л Э = 0 (2 -20)

тенгламадан топилади. (2.20) тенгламадант ва// нинг к̂ гй- 
матларини назарга олиб (2.12) ва (2.13) тенгламаларни 
хрсил кдиамиз.

Пфафф тенгламаси учи координаталар бошида булган 
конуслардан иборат уч улчовли фазодаги сиртлар оиласи- 
ни ифодалайди. Улар г= 0 интеграл сиртни фацат махсус 
чизик^ларда, яъни (2.12) ёки (2.13) га эквивалент булган
(2.20) шарт уринли буладиган махсус чизикдарда кесиб 
утади ёки уринади. (2 .20) шарт геометрик жи^атдан бош- 
лангич ну^гадан утувчи г= 0  текисликдаги учта, иккита 
ёки битта тутри чизикри ифодалайди. (2.19) тенглама би- 
лан аник^анувчи сиртларнинг Ох ук; як^нидаги ^олатини 
текшириш учун уларнинг х\=у\= 1 цилиндр билан кеси- 
мини кэраб чикдмиз (яъни бу цилиндр сиртидаги интег
рал эгри чизикдарни к;араб чицамиз). (2.19) тенгламада

деб олиб, уни куйидаги куринишда ёзиб оламиз:

г = 0, х х<2 — У\Р = 0 ,

X , =  С 0 8  <р, у 1 =  81П <р

(Ьр _

*
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Фараз кделайлик,

Q(x, у ) =  Qo (X , у) +  Q, (х, у ) +  Q2 ( х , у ) ,
Р (х ,у ) =  Р0(х ,у ) + Р1(х ,у ) + Р2(х ,у ),

булсин, бунда ß0, Ö, ва Q2 мос равишда Q(x, у) функция- 
нинг нолинчи, биринчи ва иккинчи улчовли хддларини, 
Р0, Р 1 ва Р2 эса Р(х, у) функциянинг нолинчи, биринчи ва 
иккинчи улчовли хадларини уз ичига олади.

(2 .21) тенглама оддий шакл алмаштиришлардан сунг 
куйидаги куринишга келтирилиши мумкин:

dtp _  (sin ip P p -co syg|))?2+ (sinyP1-c o s ip f l) ;+  s in y P -c o sy Q , / 7 9 0 4
~Sz. (costpFn-sin ipÖ0) i J+(cos())/'i- sin <pQi)z+ cosípF2-  sin <pQ,

Бу ерда Q0, Qv Qv Pa, P v P2 функциялар (2.22) форму- 
лаларга кура аникданади, бунда х ва у аргументлар мос 
равишда sin <р ва cos <р га алмаштирилган.

(2.21) тенгламанинг махсус нук,талари z= 0 текисликда

z -  0, sin <рР2 -  cos <pQ2 = О

муносабатлардан аник«ланишини сезиш осон.
(2 .21) тенгламанинг характеристикалари х2+>^=1 ци

линдр сиртидаги интеграл эгри чизикдар цилиндрнинг 
куйи асоси айланасидаги (г= 0) махсус нук^алар (2 .1) тенг
ламанинг чексиз узоклашган махсус нукталарига мос ке- 
лади.

Куйи асоси г=0 ва юк,ори асоси z - 1 булган х2+у2= 1 
цилиндрни бирлик цилиндр деб атаймиз.

X, Vi , COS Ф sin© _
х = У формуладан х  = — , у = ——  бирлик 

цилиндрнинг ён сиртидаги (2.23) тенгламанинг характе- 
ристикаларига xj+yf=  1 бирлик доирадан ташк.арида жой- 
лашган Оху текисликдаги (2.1) тенгламанинг характерис
тикалари мос келиши келиб чикдци. Бирлик доиранинг 
ичида жойлашган (2.1) тенгламанинг к;олган характерис
тикалари Пфафф (2.19) тенгламаси конус интеграл сирт- 
ларининг бирлик цилиндрнинг юкрри асоси билан кеси- 
шиш чизигига мос тушади. (г= 1) булганда (2.19) тенглама
(2.1) га утади, х =  ^  ва У =  ^г утиш формуласи эса хх=х, 

у = у  ни беради.
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Шундай к,идиб, (2.1) тенгламанингх^+^= 1 дойра ичи- 
да жойлашган характеристикалари бирлик цилиндрнинг 
юк,ори асосида, крлганлари эса унинг ён сиртида тасвир- 
ланади, бунда цилиндрнинг пастки асоси айланасига (2 .1) 
тенгламанинг чексиз узокдашган нутдгалари мос келади. 
Характеристикаларни цилиндрнинг говори асосида ва ён 
сиртида тасвирлаш амалий жщатдан нокулай булгани учун 
биз цилиндрнинг ён томонида жойлашган характеристи
каларни бирлик цилиндрни унинг юк;ори асоси айланаси 
буйича кесиб утувчи х2+у2= (г -2 )2 конусга ортогонал ра- 
вишда (яъни цилиндрнинг ён сиртига ортогонал радиус 
векторлар йуналиши буйича) проекциялаймиз (65-чизма). 
Цилиндрнинг юк,ори асоси билан, ундаги характеристи
калари билан бирга г= 0  текисликка ортогонал проекция
лаймиз. Натижада (2.1) тенгламанинг х*+у\=1 бирлик до- 
иранинг х;ам ички томонида, >;ам ташкде томонида жой
лашган ^амма характеристикалари Я дойра ичидаги 
(х2+>2=4) битга текисликда тасвирланади, бунда бу дои- 
ранинг айланасига (2.1) тенгламанинг чексиз узокдашган 
ихтиёрий махсус нукталари мос келади ва бинобарин, бу 
айлана Пуанкаре доирасининг экваторига мос келади. Уму- 
ман, цилиндрнинг ён сиртидан конус сиртига, бундан эса 
Оху текисликка утиш бизга керак, чунки бундай утишда 
характеристикаларнинг топологик структураси ва махсус 
нукгаларнинг турлари сак«ланади.

1-м и с о л. Ушбу

йу _  у + ху
(¡X х -у 1

дифференциал тенглама
нинг чексиз узок,лашган 
махсус нук;талари турини 
ашпуганг.

Е чи ш  Оху текисликда 
битта 0 (0, 0) махсус нуктага 
эга буламиз ва у махсус нух;- 
та тугундан иборат. Бу ми- 
сол учун (2.23) тенглама 
куриниши куйидагича бу-
лади: 65-чизма.
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г-<р=0 ва 2= 0, <р-л махсус нук,талар очи к, эгар-тугундан 
иборат, бунда биз г>0  (дойра ичида) нук^аларнигина кдраб 
чикданимиз учун N,(0 , 0) нук,та эгар булади, Л^(0, л ) эса 
тугун булади.

1 гМисолимизга х  =  ~ , у =  -  Пуанкаре шакл алмашти- 
ришларини куллаб, ушбуни *осил к^шамиз:

(к _  *(1 + гЪ
*  гСг+т2)

Бу тенглама учун координаталар боши эгар-тугун ту- 
ридаги махсус нук;та булади (бунга Фроммер-Куклес усу- 
ли ёрдамида осон ишонч хрсил кдлиш мумкин). Унгдан 
координаталар бошига чексиз куп характеристикалар ки- 
ради, чапдан эса фак,ат т=0  ярим ук, киради.

Пуанкаре доирасининг унг к;исми ¿>0 га, чап к,исми 
эса г< 0  га мос келади, бу доллар 66-чизмада тасвирлан- 
ган.

2-м и с о л. Ушбу

йу _  х +  у +  ху
(1х х - у - у 1

дифференциал тенгламанинг чексиз узокдашган махсус 
нукз'алари турини аникданг.

Ечиш. Оху текислигида берилган тенглама битта мах
сус нук,тага эга булиб, у фокус туридан иборат махсус нук,- 
тадир.

(2.23) тенгламанинг куриниши бизнинг мисол учун 
куйидагича булади:

скр _  г+8Ш у
<к £■

1=<р=0 ваг=0 , <р=л махсус нук,талар очик, эгар-тугун булиб, 
бунда уларнинг биринчиси (г= 0 , <р=0) У  сох,ага нисбатан 
эгар булади, иккинчиси (г=0, <р-л) эса тугун булади (67- 
чизма).

Бу мисолга Пуанкаре шакл алмаштиришни куллаб, 
ушбуни ^осил кдгсамиз:
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5
66-чизма. 67-чизма.

_  (1 + т2) ( г + г )

еЬ г20 -т )-г 2г

Бу тенглама учун координаталар боши эгар-тугун були- 
шига ишонч досил кделиш осон ва бунда унта чапдан чек- 
сиз куп харакгеристикалар киради, унгдан эса у факдт битта 
характеристикага эга (уларнинг даммаси с!= 1 эгрилик тар- 
тибига ва у=1 улчовга эга, яъни аналитик жидатдан бун
дам тасвирланиши мумкин: т=г+ 0 ( 1))-

Охирги икки мисолда (2.23) тенгламага утиш ёрдамида 
тадкда, кдниш Пуанкаре услубига нисбатан содцарок, будди, 
бирок; бундай долларни камдан-кам деб дисоблаш мум
кин.

Одатда Пуанкаре шакл алмаштиришлари (2.23) тенг
ламага олиб келувчи бошк;а услубларга нисбатан анча сод- 
да тенгламаларга олиб келади.

Шуни айтиб утиш керакки, х\+у\= 1 цилиндрнинг ён 
сиртида (2.23) тенглама урнига (2.19) Пфафф тенгламаси- 
нинг конус сиртларининг бошк̂ а текисликлар билан, ма- 
салан, ( г - 1)2=х2+У2 конус билан (ёки параметрик кУри- 
нишда х=(х~1 )со&р, у=(г-1)51П(р ёки г= 1 + х2+у2 парабо
лоид билан кесимини к,араб чик^ш мумкин эди.

Бу услубларнинг даммаси айнан бир хил натижага олиб 
келади, шу билан бирга шундай бир махсус мисоллар ту- 
зиш мумкинки, уларда курсатилган услублардан бирининг 
кулланилиши бопщалардан кура фойдалирок, булади. Би
рок, яна бир бор таъкидлаб утиш керакки, купчилик ми
соллар учун Пуанкаре шакл алмаштириши яна дам содда 
ечимларга олиб келади.
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Ф 3(г^)=0 ва Ф 3(мх)=0 тенгламаларни ушбу куринишда 
ёзиш мумкин:

Фз(ГАг) = 2  aij ri+1 ~ '^ J biir K = О, 
i+y'=2 1 + у=2

ф3( ^ )  = 2  ^ +1 “  2  аУ̂ к = ° ’
i+ j= 2  i+ j= 2

ёки
Фз(ТХ ) = r jr) — 0 гО> тк ) = О ,

Фз(/*аг) = 1) — 1) = -̂

ф3( ^ )  = 2 ] ûÿ г * 1 -  2  v k
i+y=2 i+y=>2

Фз(Ааг) = 2  A* * 1 ~ ^ aijMx,
i+ j- 2  ¡+ i= 2

ёки
Фз(гдг) = тх )~  0гО> r jf) = 0> (2.24)

Фз(Ааг) = PxQiiPx* ^~^2Íf^x’ 1) = 0- (2.25)
Улар Бендиксоннинг мумкин булган уринмаларининг 

куриниши узгартирилган тенгламаларини ифодалайди. 
Хак,ик,атан, агар хк = ^ , ^х =  — эканини назарда ту-л y

тилса,

ни сил к,иламиз. Бу тенгламалардан биринчисини х3 га, 
иккинчисини у3 га купайтириб, ушбу тенгламаларни досил 
кдяамиз:

* 3 ф з Ш  =  уР̂ х’ у)~х&(х’ у) = °>
/ фз(^) = *Q 2(X, у ) - у Р 2(х, у) = 0 .

136



Б из Бендиксоннинг мумкин булган уринмалари тенг- 
ламасини чикэрдик, бирок; фарк 1̂ шундаки, мумкин булган 
уринма тенгламалари Оху текисликда одатда куйи тартиб- 
ли хдцларга нисбатан тузилади, чексизликда эса кнфри 
тартибли вддларга нисбатан тузилади. Шунинг учун (2.24) 
ва (2.25) тенгламаларни чексиз узокдашган махсус нук,та- 
лар учун мумкин булган Бендиксон уринмалари тенгла- 
маси деб атаймиз.

тк=т0 (fiK=fi0) йуналишларни Ф 3(г0)=0 (Ф,(м0)=0) булган- 
да (2 .1) тенглама учун чексизликдаги характеристик йуна- 
лиш деб атаймиз.

Э с л ат м а. Бу мулохдзалар Q(x, у) ва Р(х, у) кугщадлар 
л-даражали булганда тугри.

1-теорема. Агар Ф 3(г^)=0 (Ф 3(и^)=0) тенглама учта 
оддий илдизга эга булса, у у,олда Пуанкаре сфераси эквато- 
рида махсус нуцталар цуйидагича булиши мумкин: 1) учта 
тугун; 2) иккита тугун ва битта эгар; 3) иккита эгар ва 
битта тугун.

И сботи . Теоремани исботлаш учун укдари тю(цк) ва 
Ф 3(т*), Р2( 1, тК) (Ф ъ(цк), 02{цр  1)) булган тугри бурчакли 
координаталар текислигини кдраб чик.амиз.

Агар Ф 3(т )̂ ва (Ф 3(/^)=0) ва Р2(\, г*)=0 (0 2(цк, 1)=0 
булса, у долда Q(x, у )= 0, Р(х, у)=0  эгри чизикдар чексиз
ликда махсус нук,таларда кесишади.

Демак,Я1(г^)=-Р(1, тк)= 0  ва Q(x, j )  = 0, Р(х, >>)=0 шарт- 
лар изоклинларнинг чексизликда чексиз узокдашган мах
сус нуцталарда кесишишига мос келади. Экватордаги 
Я1 ( г —0 шарт бажариладиган махсус нук;талар сифат жи- 
хдтидан янги табиагга эга (бу *авда ил гари эслатган эдик). 
Шунинг учунАДг^О ни к;араб чик1амиз.1 1(г/.,)= - Ф 3(гА,)=0 
шарт Ф 3(г^)=0 эгри чизикринг г^укка уринишига мос ке
лади, яъни тегишли т .̂нук.тага карралилигига мос келади. 
Юк;орида айтиб утганимиздек, Ф 3(г^) = 0 тенгламанинг 
х>ак,ик̂ 1Й илдизлари экваторнинг махсус нук,таларининг ко- 
ординаталарини беради. Фараз к,илайлик гр г2, г3 лар бу 
тенгламанинг оддий илдизлари булсин. ?р г2 эсаР2( 1, г^ )=0  
тенгламанинг истаган илдизлари булсин. Ф 3(т*) функция- 
нинг х,олати а02 ва А(тК) нинг ишораларига боишк;. Агар 
Д(гх.)=0 булса, функция битта максимумга ва битга мини- 
мумга эга: а02> 0  булганда у аввал максимумгача ортади,
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А ) Д(гк)<0, аО2>0

68-чизма.

кейин минимумгача камаяди ва яна усади; а02< 0  булганда 
у аввал максимумгача камаяди, сунгра минимумгача орта- 
ди ва яна камаяди. а02>0 булганда Р2( 1, г^)=0 функция 
минимумга эга, аог< 0 булганда эса максимумга эга. Сифат 
нуктаи назаридан Караганда Ф 3(г0) ва Р2( 1, тк) функциялар 
куйидаги уч хил жойлашувда б^лиши мумкин:

Биз оддий махсус нукталарни кдраб чик,аётганимиз учун 
уларнинг турини г=тк(г > г к) учун махсус нук,талар атро- 
фидагиА^) ваЯ2(г )̂ нинг ишорасига кура аник^аш мум
кин. А ) жойлашув учун (68-чизма) учта тугунга, Б) жойла- 
шув учун (69-чизма) иккита тугун ва згарга, В) жойлашув 
учун (70-чизма) иккита эгар ва тугунга эга буламиз.

2-теорема. Агар Ф / г^ —О ( Ф3(ик)  =0) тенглама битта 
оддий ва каррали илдизга эга булса, у хплда экваторда бир- 
галикда:

1) тугун ва эгар-тугун ёки 2) эгар ва эгар-тугун мавжуд 
булади.

69-чизма.
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В) Л(тк)<0, а02<0
70-чизма.

И сб о  ти. Д(гл;)=0 булганда (2.12) тенглама учта дак,ик;ий 
илдизга эга булади, улардан бири каррали. Агар Д(гд.)=0,

¿>02 —
р = О, 9=0  булса, у долда тенглама уч каррали хк ~  —

илдизга эга булади. Фараз к;илайлик, масалан, г2 — (2.12) 
тенгламанинг икки каррали илдизи булсин, у долда 
Ф 3(т^)=0 булиб, (2.10) системани ушбу куринишда ёзиш 
мумкин:

_  (в11 + Зо02т2“ \̂)2)"2+-К(^.“)

бунда

Д ( г ,  и) = \а{пх\ + (а10 -  ¿>01)т2 (Ью - а00т2)г 2 -

—(Ал ~ «ю — 2а02т2)^м — (602 —«ц - 2ают2)и + а00г м.

Д  (г, ы) = («,0 + «01 )г  + («п + 2а02т2)м + а^г1 +

+«01?« + «02 У > «II ^«02 т2 Ь02 *  0.

Охирги дифференциал тенглама Врио-Буке туридаги 
тенгламадан иборат, бунда г=и= 0  махсус нукга эгар тугун 
булади.

Бинобарин, Г) долда (71-чизма) тугун ва эгар-тугунга, 
Д) долда (72-чизма) эгар ва эгар-тугунга эга буламиз.

(2 .12) тенглама битга хак^к^й илдизга (оддий ёки уч 
каррали) эга буладиган долда бу махсус нук,та ёки тугун, 
ёки эгар булишини курсатиш осон. Оддий илдиз долда бу
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Г) Л(тк)=0, а02>0
71-чизма.

(2.14) характеристик тенгламанинг куринишидан келиб
Ь$2 — \

чикдди. Фараз кдлайлик Ф 3(гд.)=0 тенглама тк = "
уч каррали илдизга эга булсин, у щпда (2.11) система баъ- 
зи шакл алмаштиришлардан сунг

_ ______________  9аюц3+Я3(<:,ц)________________________

&  [(Й92_аи ) +3|Зи(А)2~а11) + 3“ 02а20 + ̂ 4(^>м02)]а

куринишни олади, бу ерда

Л) (^5 и )  = 1̂ 01 (̂ 02 ^ п ) ’̂ - ,айг^а10~ )( *̂02 ^ ц )- 9а02*ю1Х  

•*£ ~  [9^02 *оо_  ̂ ат .а т  (*02 _  °\  1)  1̂  — \9аъг (*о 1'— а ю )  ~  х

х( ¿02 -  ̂ !) ]ги+9^2 аоа ги1 +9ац2ап, ги+9а„2м3, Я4 (г, и) =

”  [9 ^ 0 2 ^ 1 0  +  3^ 01  (*02  ~  ° н ) ] ^  [ 9 а о2<311~^ 6Я о2(*02 — ̂ ц ) ] М "*■ 

+9а02а00г2 + 9а07апхи + 9а2юи2,
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яъни яна Брио-Буке туридаги тенглама досил кдлинди. 
Агар

(¿02 — <2ц) + 3(2)) (Ь(п ~  йи) + 3̂ 2̂ 20 > ®

булса, у холда махсус нук,та эгар булади. Агар Д02=0 булса, 
у долда (2 .12) тенглама

*̂2 ) = ( й11 — ¿02 К  ( й20 — ¿>и)Г* — А)2 = ® (2.26)

куринишни олади. 2 = ^ = 0  нук,та махсус ну^та булиб, унинг 
учун

Я,(0) = - 602, А2(0) = (%  -Ь ш). (2.27)

(2.13) характеристик тенгламанинг илдизлари куйидагича 
ёзилади:

= ~{а11ГК + °2о) = ХК) ’ п  ~о\г (,2.2,6)
¿2(тк ) ~  \2{а1] — ¿02)ък + (а20 -  ¿и)] = ~Фг(гА')>

бунда Ф'(г^) функция Ф 2(гл.) функциядан тк узгарувчи буйи- 
ча олинган досиладан иборат.

Фараз к,илайлик,

к ) = (а2о ~~ ) ■*" 4А2о(ап ~ 0̂2)

булсин. Ф 2(г ,̂), 1, хк) ва хк учбурчакли декарт координа- 
таларга эга текисликни кдраб чик,амиз.

Махсус нук^таларнинг турларини, умумий холдаги каби, 
характеристик тенгламаларнинг илдизларит=тх (г>тк) учун 
махсус нукталарнинг атрофидаги ишораларига кура аник,- 
лаш мумкин.

Е) жойлашиш учун (73-чизма) тх,т2 махсус нукгалар — 
тугун, ¡их — эгар, Ж) учун (74-чизма) г,, г2— эгар, ¡их — 
тугун булади.

Агар аи= 0 булса, у холда 1=0, /¿х=0 махсус нук^алар 
доим айниган тугун, улардан бири эса Ф2(г^)=0 тенглама- 
да тугун, бошкдсида эса эгар булади. Фараз кдлайлик, 
д(тк)= 0  булсин, у холда экваторда эгар-тугун ва эгар бир- 
галикда мавжуд, агар 9и= 0  булса, у холда эгар-тугун ва 
охиргиси тугун булади. <3(гА.)<0 булганда нук,та —
эгар (й02(аи-602) > 0) ёки тугун (Ь02(а п-Ь02) < 0) булади, 
ап= К 2^0 да эса эгаР булади.
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Е) <5(гк)>0, (ап—Ь02)> О, ¿02>0 

73-чизма.

74-чизма.

Фараз кдлайлик, ап=Ь02* 0 ва а10-йп^О булсин, у холда
(2.26) тенглама г1 = -— илдизга эга. Характеристик 

(д10~ т)
тенгламаларнинг илдизлари Лх(тк) ■ Л2(тк)= а пЬ20+а20(а20-Ьи) 
куринишга эга. Агар аиЬ2й>а10(Ьп-а10) булса, у холда г, мах- 
сус нук;га тугун, эса эгар булади; агар аиЬ2П<а20(Ьи- а 20) 
булса, у халда уларнинг иккаласи хам эгар. а20- Ь 20=аи=Ьп=О 
булган халда Л^х^) 6^, Я2((/2) 6^, ЯДг,) ^02’ ^2̂ 2̂  ^20* 
11(г2) = -(320, 12(г2)=я20 га эга буламиз, яъни г, — тугун, г2 эса 
эгар булади.
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Чексизликдаги махсус нук;та турини, яъни (2.24) (ёки 
(2.25)) тенглама айнан к,аноатлантирадиган турини к,араб 
чик,амиз. Махсус турнинг мавжуд булиши учун зарур ва 
етарли шарт ( 1.2) системанинг коэффициентларига нис- 
батан

а20 =  *11> аП = *02 > *20 = а02 = 0

муносабатнинг бажарилишидир. У  додда Пуанкаре сфе- 
расида (1.3) шакл алмаштириш учун

ск _  ~ ^о~  (Ап ~ аю)г + а01г2 ~ ¿Ъо + «00̂  . . . .

й2о + а\\х + + «оог2 + аю2

га эга буламиз. Бу долда Р2( ] ,  г)=/1(1, г), 0,(1, г)=г/,(1, г), 
бунда/^1, т)=о20+а11т.

Худди шунга ухшаш (1.4) шакл алмаштириш учун

Ф  _  ~ ао1 ~ аорг -  ( аю -  *01)/̂  + ЬаО1 + ¿ю,»2 

¿г ап + а20|“ + *01̂  + + *101“^

Бу долда Р2(и, 1)=аУ;(д, 1), <22(м, !)=/№ , 1), бунда/](и, 1) = 
—ац+а2ам.

Агар ап^0 ва а20+апг=0, 6п+(й01- а 10)т -а01г2=0 тенгла- 
малар биргаликда булмаса ёки бошк,ача айтганда 
^ =а01а20+а20ап(*01- а 10) - а 11* 10,й0 булса, у долда (3.1) тенг-

г\ ал лламанинг характеристикаси экватордаги г=0 , г  = г0 = -----
1̂1

нук,тага уринади. Бунда икки дол булиши мумкин:
а) апЙ>0  ва б) апЯ < 0.

Бу долларнинг биринчисида г, т текисликда характе- 
ристикалар г= 0  укдаг=г0 нук;тада уринади, шу билан бирга 
ундан унг томонда жойлашади (яъни х> 0  ярим текис
ликда) (75-чизма). Иккинчи долда у уриниш нукгасидан 
чапда жойлашади (76-чизма). Пуанкаре доирасида бун- 
дай манзарага эга буламиз: экваторнинг дамма ну ̂ тала
ри (х,озир характеристика булмаган) одций нук^алар булади 
ва бинобарин, экваторнинг дар бир нук;таси оркдли бит- 
та ва факдт битга характеристика утади. Бирок;, экватор- 
да <р нинг иккита к,ийматига мос келувчи иккита N l ва Ы2

3-§. ЧЕКСИЗЛИКДАГИ МАХСУС НУК.ТА ТУРИ
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т ^  X

О >
О 7

75-чизма. 76-чизма.

нук,та мавжуд, бунда = г0 = -2 ж . Улардан бирида
ач

(<р=<р0) характеристика Пуанкаре доирасига ички томон- 
дан уринади, иккинчисида эса (<р=<р0=л ) таш^и томон- 
дан уринади, ёки аксинча, а) ёки б) тенгсизлик уринли 
ёки Гринли эмаслигига боглик, (77-чизма).

Биринчи холдаги уриниш нук,тасини ёлгон эгар, ик- 
кинчи холдагисини — ёлгон марказ деб, ёки одций ^илиб 
к в а з и о м а х с у с  нутдгалар деб атаймиз. Агар аи= 0 булса, 
у холда (3.1) тенглама урнига (3.2) тенгламани кдраб чи- 
к,амиз ва яна уша натижага келамиз, фак;ат фарк,и шунда- 
ки, ап ни а20 га алмаштирамиз.

77-чизма.

Агар берилган (1.2) система 
иккинчи даражали булган ка- 
мида битта хадга эга булса, у 
холда иккита <зива а20коэффи- 
циентлардан хеч булмаганда 
битгаси нолдан фарьуш були- 
ши равшан. Фараз кдлайлик, 
0 = 0  булсин, у ходца г=0, т=т0 
нук;га Пуанкаре сферасидаги 
тегишли тенглама учун махсус 
нукта булади. Бу ерда куйида- 
ги холлар булиши мумкин:
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а) г= 0 , г=г0 нук̂ га эгар булади, яъни у оркдли бир неч- 
га характеристика (сепаратриссалар) утади. Бу, Пуанка
ре сферасида экваторни кесиб утувчи ёки унга унг томо- 
нида дам, чап томонида дам г= 0, г=г0 ну^таларга мос 
келувчи нукталарда уринувчи бир нечта характеристика- 
лар мавжуд демакдир;

б) г= 0 , г=г0 нук,та тугун булади. Экваторни кесиб утув
чи ёки уни берилган нук;тада Пуанкаре доирасини унг 
томонда дам, чап томонда дам кесувчи ёки уринувчи чек- 
сиз куп характеристикалар мавжуд;

в) г -  0, г=г0 нук;та иккинчи гуруднинг махсус нук,таси 
(марказ ёки фокус); бинобарин, экваторни берилган нук;- 
тада кесиб утувчи ёки унга уринувчи битта дам характе
ристика йук,.

Бу энг одций доллар к,атори анча мураккаб доллар — 
экваторнинг махсус нуцталари эгар-тугундан иборат 
булган доллар булиши мумкин.

Уринли булиши мумкин булган дамма долларни му- 
фассал тадлил к^игаб чик,амиз.

1. Ушбу

(1у _  УЛ Х,У ) + у )  
йх ~  Х „ (х , у )  +  Х „+1(х , у )

тенгламани к,араб чицамиз, бу ерда Уп{х, у), К + 1(х, у) ва 
Хя(х, у), Хп+1(х, у) — дак̂ 1к,ий х, у узгарувчиларга нисба- 
тан мос равишда п, п+ 1-даражали бир жинсли купдадлар.

Агар (3.3) тенглама учун чексизликда махсус турга эга 
булсак, у долда У +1(х, у)=у/п(х, у), у)=х/п(х, у) була
ди, бунда/п(х, у) — я-даражали бир жинсли куп дад. (3.3) 
тенгламанинг махсус нукталарини топамиз:

У) = УМ** У) = °» х *+\(х ’ У) = У) = °-
Бундан

хУ^х, у) -  уХ„(х, у ) = 0. (3.4)

(3.4) тенглама текисликнинг четки к̂ исми учун мум
кин буладиган уринмалар тенгламасини ифодалайди. 
Демак, координаталар бошидан фарк^и махсус нук,талар 
(3.4) тенглама билан аникданувчи нукталарда жойлашади.

Фараз к^лайлик, (3.4) тенгламанинг ечими
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у, =к ,х ,, I =  1, 2, ... , п + 1 (3.5)

булсин, у хрлда
ЛГИ(1Д,)
Л О Л ) ’ (3.6)

(1.3) урнига куйиш (3.3) тенгламани

А _  Г„(1,г)-г1-л(1,г)
*  гХ„(1,г) + /п(1,г) (3.7)

куринишга келтирилади.
Агар (3.4) тенглама факдт мавхум илдизларга эга булса, 

у долда биринчидан, Оху текисликда ягона махсус нукта — 
координаталар боши, иккинчидан, экваторда фак,ат/я( 1, г)= 0  
тенгламанинг илдизларига мос келувчи махсус нук,талар 
булади.

Экватордаги махсус нук,талар (3.4) тенгламанинг нур- 
ларида булади (яъни г= к ) ва /л( 1, г)= 0  кушимча шарт 
билан аникданади. Бирок, бундай нук;талар учун бу (3.5) 
ва (3.6) формулалардан куриниб турганидек х, ва у. чек- 
сизликка айланади.

Шуни айтиб утиш керакки, /п( 1, т)=0 булганда функ
ция ^„(1, г )*  О чунки акс долда 7(1, т)= 0 ва (3.3) тенг— 
ламанинг унг к,исми у=хх га к,иск,аради, бунда т = к..

ск
Хп(\, т) = 0, /я( 1, г) *  О булган х,олда ^  досила нолга айла

нади. Бу долда экваторда деч к;андай турдаги махсус нук,- 
талар булмайди. Шундай кдлиб, Оху текисликдаги ало- 
хдда махсус нук,талар чексизликка интилганда ва фак,ат 
шундагина экваторда махсус нук,талар пайдо булар экан.

2. Аввал х=у=  0 координаталар боши (1.1) тенглама 
учун махсус нук,та булган х,олни к;араб чицамиз. Чексиз- 
ликда махсус турга эга булсак, у х,олда ( 1.1) тенгламани 
ушбу куринишда ёзиш мумкин:

0у_ _  + ЪслУ + у№ , у )
ау̂ х + аму + ̂ х ^ ) ' (3 .8)

бунда

/Х(х ,у ) = а20х + аиу.
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Фараз кдлайлик, характеристик тенгламанинг Я1 ва Я2 
илдизлари дак,ик,ий ва турли булсин. Бу долда (3.8) тенг- 
лама ушбу

^ . = Ь у± Ш Ы .1
Ах Я2х  +  д ^ (х , у )  *■ ^

каноник куринишга келтирилади. (3.9) тенглама коор-

динаталар бошидан фарк̂ пи махсус нук^алар М 2\ — , О) ;
/ X \ ^

М 3 0, -  га эга булади. Координаталар боши учун чи-
зшдш кдсмидан тузилган детерминанти А= (0 , 0) = -Я] -Я2 
куринишга эга, М 2 ва М 3 нук,талар эса мос равишда 
А(М2)=Я2(Я1-Я2), ДМ3= -Я 1(Я1-Я2) куринишга эга. Уларнинг 
нисбати эса:

Д(М2) _  Я!
д(М3) я2 '

Бундан, агар М х(0, 0) координаталар боши тугун булса, 
у долда М 2 ва М 3 нукталардан бири тугун, иккинчиси эса 
эгар; агар координаталар боши эгар булса, у долда М2 ва 
М ъ нуцталарнинг иккаласи тугун булади.

(3.1) ва (3.2) тенгламалар мос равишда куйидаги кури- 
нишни олади:

<к _  -(¿1-^2 )г 
& о2о + апт + Я2г
Ф _  -(¿2-■*!)/*
<Ь. ац +  ¡¡20/1 + Я^

Шундай кдлиб, экваторда махсус нук,талар фак,ат я2О=0 
булганда (чексизликка т=0 йуналиш буйича кетадиган М 2 
нук^а тури каби) ёки ап= 0 булганда (чексизликка ц =0  
йуналиш буйича кетадиган М г нукта тури каби) булиши- 
ни курамиз. Бинобарин, экваторнинг махсус нукргалари 
(агар улар мавжуд булса), текисликнинг охирги к,исмида- 
ги махсус нук,талар каби табиатга эга булади. Агар апа20*0  
булса, экваторда махсус нук.талар булмайди. Шундай 
}дишиб, к,аралаётган долда тугун, тугун ва эгар биргаликда 
мавжуд булади, шу билан бирга нук,талардан бири эква
торда булиши мумкин.
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1-мисол.  Ушбу

¿у _  у+у (х -у )
<Ьс - х  +  х (х  -  у )

дифференциал тенгламанинг чексизликдаги махсус нук,- 
талари турини аникданг.

Ечиш. Текисликда берилган тенглама куйидаги мах
сус нук,таларга эга булади: ^ (0 ,0 ) — эгар, М 2(0,1) ва 
Л/3(0,1) — тугунлар. Пуанкаре сферасида берилган тенг
лама

—  г= 2 г  
(11 -1 + Г + I

куринишда булади. Экваторда г=1 нур буйлаб квазимах- 
сус нук,таларга эга буламиз (78-чизма).

Фараз к,илайлик, (3.9) тенгламадаап= 0 , а20<0,А2>А1>0

булсин ва Оху текисликда М х(0,0), М 2{ ^ - ,  о| махсус

нук;талар — тугун; М ъ — эгар чексизликка кетсин. Пуан
каре сферасида куйидаги

Ф _  ~(*2 
¡к ххг+а2йм

тенгламага эга буламиз. г=и= 0  махсус нук,та — эгар була
ди (79-чизма).
ап=0, а20< 0, А2>0, А^О булганда М\(0,0) махсус нукгалар

— эгар, М г\——, 0) — тугун, М, — тугун чексизликка 
V °20 /

78-чизма.
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кетади. Экваторда г=/г=0 махсус 
нук,та — тугун булади (80-чизма).

3. ЭндиЯ1=Я2̂ 0 деб фараз кдла- 
миз. (3.8) тенглама бундай кури- 
нишни олади:

= У + кх + Ш х’ У)
(Ьс х +  х/^х, у ) (3.10)

80-чизма.Агар координаталар боши махсус 
нук,тадан тацщари ва ап* 0 булса, у

долда М 2(о, -  махсус нук,та мавжуд булади. Пуанка

ре сферасида куйидаги тенгламаларга эга буламиз:

йх .
з г

координаталар боши чегаравий тугун булади, М г\ 0, -

___________
Ж  ~ яц+02оц+г+£цг

Агар кап* 0 булса, у долда экваторда фак^т квазимах- 
сус нук,талар булади. Бундай довда (3.10) тенглама учун

X

нук^а эса очик, эгар-тугун булади. ап= 0, к *  0 долида М 2 
нукда (эгар-тугун) ^ = 0  йуналиш буйича экваторга утади.
Агар бу долда янак= 0 булса, у долда (3.10) тенглама у' =  ^  

кУринишни олади, М,(0,0) махсус нукга — махсус тугун, 
яъни Оху текисликда дам, чексизликда дам махсус турга 
эга буламиз.

2-мисол. Ушбу

_  х +  у +  у2 
¿х х +  ху

дифференциал тенгламанинг чексизликдаги махсус нук;- 
талари турини аникданг.

Ечиш. Л/,(0, 0) координаталар боши — чегаравий ту
гун, М2(0, -1 ) махсус нук^а очик, эгар-тугун. Экваторда 
г = -1  нур буйлаб квазимахсус нук,таларга эга буламиз (81- 
чизма).
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81-чизма. 82-чизма.

3-мисол. Ушбу

йу _  х +  у +  ху 

с!х X +  х2

дифференциал тенгламанинг чексизликдаги махсус нук;- 
талари турини ашщланг.

Ечиш. Оху текислигининг координаталар боши мах
сус нукга МДО, 0) — чегаравий тугун мавжуд. Пуанкаре 
сферасида

Ф _  а2
¿г. ц + г+цг

тенгламага эга буламиз. /г=г= 0 махсус нук.га очик; эгар- 
тугун булади (82-чизма).

4. Аа=0, А25*0 булган дол аввалгига ухшаш текширила- 
ди. Бу долда (3.8) тенглама

; _  кУ+Ш *,У)
<Ьс Ж  ( х , у )

куринишни олади. Бу тенглама учун координаталар боши 
махсус нук^а — эгар-тутун булади, иккинчи махсус нукта

М 2( 0, — эса чегаравий тугун булади. Агар а >0 булса,

у долда охиргиси экваторга утади.
5. Фараз к,илайлик А1 =А2= 0 булсин. У  долда (3.8) тенг

лама куйидаги куринишни олади:

¿у _  к х + Щ х ,  у )

*  4\ (х,у)
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Фроммер усули ёрдамида, координаталар боши — ёпик, 
эгар-тугун булишига ишонч до с ил к,иламиз. Эгрилик
тартиби <5 = у , эгрилик улчови г =  ±л/- 2к / ап (к<  0 деб
дисоблаймиз, акс долда х  ни —х  га алмаштирган булар- 
дик). Сферада куйидаги тенгламаларга эга буламиз:

ск _  -к

а 20 +  а \ \ х

ф  _______ к^____
йг ап + а2ар + крг

Агар аи=0 булса, у долда А/^0, махсус ну^та махсус
тугун булади. Координаталар боши А/ДО, 0) — ёпик, эгар- 
тугундир, экваторда г =0  нур буйлаб квазимахсус нуцта- 
лар мавжуд (83-чизма).

6. Фараз кдлайлик, Х1 ва Х2 илдизлар комплекс илдиз- 
лар булсин, яъни Х =а+ф , Х2= а -ф , У  долда, биринчидан 
координаталар боши ягона махсус нуцта булиши келиб 
чикдди. Бу долда (3.8) тенглама бундай куринишни олади:

-  Рх  +  аУ +  уЛ(х >у) 
с/х ах -  Ру + л/Дх, у )

бунда 0 *0
Пуанкаре сферасида куйидаги тенгламаларга эга буламиз:

- р  0  +  г2) 
йг а20- а п г + ’

р( 1 + /л2)
*  а и - а 20ц  +  +  р р )

яъни экваторда факдт квазимахсус 
нукз'алар мавжуд.

4-мисол. Ушбу
йу _  - х  + ух 

</х у +  х2

дифференциал тенглама Оху те- 
кислигида координаталар бошидан 
иборат битта Л/ДО, 0) махсус нук,- 
та эга булиб, у марказ булади (84- 
чизма). 83-чизма.
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84-чизма. 85-чизма.

5-мисол. Ушбу

ёу _  х +  у  +  ху 

Лх х - у  +  х2

дифференциал тенглама Оху текислигида координаталар 
бошидан иборат битга Л/ДО, 0) махсус нук;га эга булиб, у 
фокус булади (85-чизма), Пуанкаре сферасида квазимах- 
сус нукз'аларга эга буламиз.

7. Координаталар боши (1.1) тенглама учун махсус 
нук,та булмаган дол. ( 1.1) тенглама чексизликда махсус 
турнинг мавжуд булишида

с!у _  Аю + ¿’ю* + А)\У + УА(Х,У) 
йх ооо + аюх + айху + у̂х(х, у) • >

куринишни олади. а1дх+апу=апу (аи^ 0) урин алмашти- 
риш (3.11) тенгламани асл куринишга келтиради, фак,ат 
фарк,и /Дх, у )=апу булади. Шундай цилиб,

¿у _  ко + Ьщх + ЬнУ + аиУ2 И 12)
¿х ат+ауре + аыу + апху ’ '  '

бу ерда кулайли'кучун янги коэффициентлар ва узгарув- 
чи урнига эски коэффициентларни ва узгарувчиларни 
ёздик.

Нол изоклини — парабола (Ох ук,ига параллел эмас), 
чексизлик изоклини — гипербола (асимптоталари коор
дината ругарига параллел). Бу эгри чизикдар бир-бири 
билан учта, йкКита ёки битта нуктада кесишиши мум- 
кин, игу билан бирга улар баъзан кувдилиб кетиши мум- 
кин. Кесишиш нук^алари мавжуд булганда (Оху текис-
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лигидаги махсус нукталар) юкррида к,араб чшдилган дамма 
\олларни к;араб чихдмиз.

Оху текислигидаги махсус ну^талар факдт нол изок- 
лини мавхум парабола булган долдагина булмайди, яъни 
¿10=0 ва Ь^-4й00аи<0 да булмайди, ёки у чексизлик изок- 
линининг асимптоталаридан бири булмаганда. Пуанкаре 
сферасида куйидаги тенгламага эга буламиз:

¿ю= 0  булганда унинг учун координаталар боши махсус 
нук.та булади ва характеристик тенгламанинг илдизлари

куринишни олади. а2дх+а пу=а10х (а20* 0) урнига куйиш
(3.11) тенгламани яна асл куринишига олиб келаци, фа- 
кдт фарк; ]\ (х, у) = а1(рс да булади, яъни

Бу тенглама учун текисликда махсус нук т̂алар чексиз
лик изоклинлари мавдум парабола булганда ва фак̂ ат 
шундагина махсус нук,талар булмайди, яъни а01 = 0 ва
а]{-4а.таж<() булганда ёки у нол изоклиннинг асимпто
таларидан бирига айланганда.

Пуанкаре сферасида ушбу тенгламага эгамиз:

ат= 0 булганда унинг учун координаталар боши махсус 
нук,та булади ва характеристик тенгламанинг илдизлари

куринишни олади. Шундай к,илиб, куйидаги теорема 
уринли:

Экватордаги махсус нуцталар иккинчи гуру^га тегишли 
булиши учун текисликда махсус нуцталар булмаслиги зарур 
ва етарлидир.

(к
йг

0 + ̂ 00-? + (1>01 ~ Щр)* + Д01̂ 2 + ОррД 
+  аи г 2 +  а00г + а 01&

(3.13)

¿у_ _  ¿00+ ¿>10х + Ьту + а20ху 

дх д00+ а1йх  + аму + а2дх2

_ _ До1 + Дррг+ (аю~ ¿>01 )м +
Длг + йоо-Г2 + а2ф (3.14)
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6-мисол. Ушбу
Ну _  ху 

сЬс 1 +  х2

дифференциал тенглама Оху текисликда махсус нук,тага 
эга эмас, аммо бу тенглама Пуанкаре сферасида куйида- 
ги тенгламага эга булади:

Ф _  _ г _

<1г /1

Бу тенглама учун координаталар боши махсус нук;та 
булиб, у марказ булади (86-чизма).

7-мисол. Ушбу

йу _  1 +  у2 
<1х 1 + ху

дифференциал тенглама х,ам Оху текисликда махсус нук,- 
таларга эга эмас. Бу тенглама Пуанкаре сферасида куйи- 
даги куринишдаги тенгламага утади:

_* _  + &
X + £

Махсус нук^а Л/, (О, 0) — марказ булади (86-чизма).
8-мисол. Ушбу

¿у _  х у - у - 1  

Лх х2- х + \

дифференциал тенглама Оху текислигида махсус нук^а- 
ларга эга эмас ва берилган тенглама Пуанкаре сферасида 
куйидаги куринишга эга булади:

ф _  - г  -  цг 
&  г - 1 - г 2

Махсус нук,талар г=ы = 0 — фокус, бирок; марказ ва фо- 
куслар туридаги махсус нук,талар чексизликда топологик 
жих;атдан эквивалентидир, шунинг учун мазкур хрлда ин
теграл чизикдарнинг манзараси 87-чизмадаги каби булади.

Шуни айтиб утиш керакки, юк;орида келтирилган те
орема чексизликдаги махсус тур долил агина уринли, акс 
додца Оху текисликда махсус нукгалар булмаган долда,
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86-чизма.

экваторда эса тугун туридаги мах
сус нукта булиши мумкин.

9-мисол. Ушбу

¿1. -  2 
dx р - х 2 -  у2

дифференциал тенглама, агар р<а  
булса, текисликда махсус нук,талар- 
га эга булмайди ва берилган тенг- 88-чизма.
лама Пуанкаре сферасида

*. — —с + а^+Р2*1* - ^  
dz z ( - 1 + p 2z ~ t 2)

тенгламага утади.
Махсус нуцта г=г=0 — тугун булади (88-чизма).



I I I  Б О Б

БУТУН ТЕКИСЛИКДА 
ХАРАКТЕРИСТИКАЛАРНИНГ ТУЛИК, 

МАНЗАРАСИ

1-§. ТУРТТА МАХСУС НУК.ТАГА ЭГА БУЛГАН 
ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМА З^АДИДАГИ 

ТЕОРЕМАНИНГ ИСВОТИ

Ушбу

<Ьс Р2(х,У) и -1/

дифференциал тенглама берилган булсин, бувда Р2(х, у) 
ва <22(х, у) — х ва у ларга нисбатан иккинчи даражадан 
кщорй булмаган даражали кущадлар.

Фараз кдпайлик, ( 1.1) тенглама Оху текислигида ик- 
китаси Ох ук;ида ва иккитаси Оу укдца ётувчи туртта мах- 
сус нук^ага эга булсин.

У  долда (1.1) тенгламани чизик^и айнимаган алмаш- 
тириш ёрдамида куйидаги куринишга келтириш мумкин:

йу _  £  ес(х -  а ) (х  - Ь )  +  аЪ{у -  е ) (у  -  с) + с!{ху -  аЬес
с!х ес(х -  а ) (х  - Ь )  +  аЬ(у -  е ) (у  -  с) + с12ху -  аЬес '  '

бунда -оо<^Г+оо, <1^й2, а, Ь, с, е — узгармас сонлар. ( 1.2 ) 
дифференциал тенглама туртта: (а, 0), (Ъ, 0), (0, е), (0, с) 
махсус нук,таларга зга.

Бу махсус нук,талар туртбурчак учларида жойлашгани 
куриниб турибди, шунинг учун бу махсус нук,талар атро- 
фида характеристикаларнинг манзараси к;андай булиши- 
ни текширамиз.

Агар (1.2) тенгламанинг махсус нук,талари туртбурчак- 
нинг учларидан иборат булса, у долда бундай жойлашган 
туртта махсус нук;талар учлардан иборат туртбурчакни 
кдварик;, акс долда ботик, деб атаймиз. Ботик; булган долда 
махсус нук,талардан биттаси учбурчакнинг ичида жойлаш
ган булиб, у к;олган махсус нукталар ёрдамида аник^ана- 
ди, шунинг учун уни ички, к,олганларини ташк,и махсус 
нук,талар деб атаймиз.

156



( 1.2) дифференциал тенглама учунх-<з=х1, x -b = x v у -  
c=yv у -е = у 2 кучиришни бажариб куйидаги туртта тенг- 
ламага эга буламиз (бунда досил булган янги хр х2, ух ъау2 
узгарувчиларни эски х, у лар билан алмаштириб ёзамиз):

dy_ _  д .  e c ( a - A ) x - a [ f e ( e  + c ) - d i] y  + Q 2(x,y) 

dx ec(a -  b)x -  a\b(e + c ) - d 2\y +  P2(x, у )  ’

dy _  £  ec(b -  d)x -  b\a(e + c ) -d {\y  + Q2(x, y )

dx ec(b -  a)x -  b\a(e + c ) -^ ]^  + P2(x, y )  ^

dy _  ^  № 1 ~e(a  + ¿>)]x + ab(c -  e )y + Q2(x , y )  
dx c\d2~e(a  +  b)\x + ab(c -  e )y  + P2(x, y )  ’

dy_ _  j r  e [d\-c (a  + b ) ]x  +  ab(e -  c)y + Q2(x, y )  
dx e[d2- c (a  + ¿>)]д: + ab(e -  c)y  + P2(x , y )

бу ерда

Q 2( x , y) =  ecx2 +  aby2 +  dxxy, P2(x, y) =  ecx2 +  aby2 +  d2xy.

Бу (1.3) тенгламаларнинг чизикди к,исмлари учун уларга 
мое Др Д2, Д3, Д4 детерминантларни тузамиз ва мумкин 
булган нисбатларни аникдаймиз:

^ L  — —£. А; _  _ е(а -  b ) А; _  с(а -  Ь)
Д2 “  I ’ Д3 "  Ь ( с - е ) ’ &4 ~ Ь ( с - е ) ’

Л2 _  е ( Ь - а )  Д2 _  с(Ь -  а) Д 
Аз а(с -  е )  ’ Д4 а(е -  с) ’ Д4 е '

(1.4) даги а, Ъ, е, с ларнинг ишораларига к,араб улар 
к;аварик; ва ботик; туртбурчаклар ташкил этиши мумкин
(89, I, И-чизмалар). нисбатнинг ишораларига к,араб
куйидаги хулосаларга келамиз: каварик, туртбурчак таш
кил этган махсус нук^аларнинг кдрама-к;арши учларидан 
утган характеристикалар манзараси бир хил булиб, бир 
томонда ётгани учун эса икки хил булади. Бундан, агар 
махсус нук^алар ботик, туртбурчак ташкил этса, у долда 
унинг учта учидан утган характеристикалар манзараси бир 
хил булади, ички нук;тасидан утган характеристикалар 
манзараси бошкдча булади. Демак, агар ташк,и учта учи
— эгармас булса, у долда ички нук;та — эгар ёки аксинча 
булади.
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89-чизма.

1-теорема. Агар (1.2) тенглама туртта мажу с ну ̂ та
га эга булса ва улар цаварщ туртбурчак ташкил этса, 
иккита царама-^арши учларидаги махсус нуцталар — эгар 
туридаги, долган иккита махсус ну к; та — эгармас турида- 
ги махсус нук,талар; агар улар ботик; туртбурчак ташкил 
этса, у х,олда ташщи учта махсус ну к; тал ар — эгар тури
даги, ички битта нуцта — эгармас туридаги махсус нуцта 
ёки аксинча булади.

Бутеоремадан куриниб турибдики, (1.2) тенглама туртта 
эгарга ёки туртта эгармас махсус ну^тага эга булаолмайди.

Биз биринчи бобнинг 12-§ да Ляпунов теоремасини — 
дифференциал тенглама битта махсус нук^ага эга булганда 
фокус ёки марказ булишини — исбот кдиган эдик. Энди 
дифференциал тенглама туртта махсус нук,тага эга булган
да, улардан иккитаси марказ ёки фокус булган дол учун 
Пуанкаре — Ляпунов теоремасини исбот киламиз.

2-теорема. Агар (1.2) дифференциал тенглама туртта 
махсус нуцтага эга булса, у у;олда уларнинг иккитасидан 
ортит иккинчи гурущ махсус нуцтаси булаолмайди.

Исбот .  1 -теоремага кура к,аварик; туртбурчак булган
да дар доим иккитаси эгар ва крлган иккитаси эгармас 
булишлиги ва улар иккинчи гуруд махсус нукгалар були- 
ши мумкинлиги куриниб турибди. Махсус нук;талар бо
тик; туртбурчак ташкил этган шартда, уларнинг учта учи 
эгармас махсус нук,талар булиши дак,идаги теоремани ис
бот ьдиламиз.

Фараз к,иламиз, о е > 0 ,  а>0, Ь>О булганда (а, 0), (Ь,
0 ), (с, 0) махсус нутдгалар ботик, туртбурчак ташкил эт-
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син ва улар эгармас туридаги махсус нук;та булсин (96- 
чизма). Бу махсус нук,талар мос характеристик тенглама- 
ларининг дискриминантларини дисоблаймиз, натижада 
куйидагига эга буламиз:

Д = [ec(a -  b) -  КаЬ(е + с) + Kadx f  ~4Каес(а -  Ъ) (d1 -  d2), 

D2= [ec (b -a )-X a b (e+ c )+ K a d 1]2-4 K b ec (b -a )(d 1- d 2), (1.5) 

Д  = [ Kab(c -  e )-ce (a + b )+ cd 2f  -  4Kabc(c -  e) (d2 -d ¡ ) .

Исботлашни куйидагича бошлаймиз: дамма махсус 
нукталар эгармас — иккинчи гуруд махсус нук;талар булсин 
деб фараз кдяамиз.
Бунда иккита хрл булиши мумкин.

Би р ин чи  дол: а>0 , с> е > 0, ¿><0, d2< 0, ^ > 0 .
(1.5) тенгламада b ни -b ,  d2 ни - d 2 билан алмаштириб 

натижа мусбат булсин деб фараз к,иламиз.
У  долда

Dx = \ec(a+b)+Kab(e+с) + Kadt f  -  4 Каес(а + b) (d¡+d2)<  0,

Д  = [-е с (а +Ь)+КаЬ(е+с) -  Kadx f  -

-  4Kbec(a + b)(dl+d2) < 0, ^  ^

Д  = [K ab (c-e )+ce (a -b )+cd2f-4 K a b c (c -e )(d 2+d1) < 0

га эга буламиз. Энди (1.6) система учун бир вак,тда Д <  0 
ва Д < 0 булаолмаслигини исбот кдламиз. Унинг учун Д  
дан dx буйича хусусий хрсила оламиз:

=2 [ ес(а+Ь)+КаЬ( е + с )+Kadl ]К а - 4Каес(а+Ь)=0.
ди\

dx узгарувчига нисбатан Д  минимумга эга булишини 
курсатишимиз мумкин. Стационар нук.танинг кдймати

Kad1 = ес(а +  Ь) — Ка(е — с) (1.7)

ни Д  га куйиб,

Д  = 4аес(а + b)[b(e + с) — J2] < 0 

ни досил кдламиз, бундан

b(e + c )< d 2. ( 1.8)
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Энди Д  дан d2 Узгарувчи буйича хусусий досила ола- 
миз:

г) Г)
—- = 2\ Kab(c — е) + се(а + b) + cd2 ]с -  4Kabc(c - е )  =  0.
ddl

d2 узгарувчига нисбатан Д  минимумга эга эканлигини 
осонгина курсатишимиз мумкин. Стационар нук,танинг 
щймати

cd2 = Kab(c — е) -  се(а -  Ь) (1.9)

ни Д  га куйиб,

Д  = 4Labcic -  е\е(а -  b) — d2 ] < О 

ни досил к,иламиз, бундан

e(a-b)<dv ( 1.10)

(1.7) ва (1.10), (1.8) ва (1.9) формулаларга асосан мос 
равишда куйидагиларга эга буламиз:

Kae(a-b)<ec(a+b)-Kab(e+c), (111)
cb (e+ c )< K a b (c -e )-ce (a -b ). (1.12)

Бу тенгликларнинг чап ва ÿHr к,исмларини узаро кушиб,

K ae(a+b)+cb (c-e )<  0

ни досил ^иламиз, бунинг эса булиши мумкин эмас, чун- 
ки шартга Kÿpa с>е.

И к к и н ч и  дол: с> е > 0 , а>0 , ¿><0 , d2> 0 , £ < 0  булсин.
(1.5) системадаги b ни -b ,  к ни - к  билан алмаштирамиз, 
натижада досил булган ифода мусбат деб фараз к;иламиз. 
Юкрридаги биринчи долдаги усул каби (1.6) системадаги 
Д < 0  ва Д < 0  бир вак̂ тда булиши мумкин эмаслигини 
исбот к;илиш мумкин. с>е  шартга Kÿpa Кае(а+Ь) + са 
( с -е )<  0 тенгеизлик нотугрилиги келиб чикдди.

Бошк,а ботик, туртбурчакларнинг жойланиши дак,ида 
дам юк;оридаги каби теоремалар исботланади.
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2-§. (1.1) ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАНИНГ БИРОР МАХСУС 
НУКТАСИ МАРКАЗ ТУРИГА ЭГА БŸЛГAH ХОЛ УЧУН 
ЧЕКЛАНГАН ТЕКИСЛИ КДАГИ СИФАТ МАНЗАРАСИ

Агар (1.1) тенглама камида битга марказ туридаги мах
сус нуктага эга булса, у долда уни куйидаги куринишга 
келтириш мумкин:

ÉL = _  * + д*2 + №  + а)лу + cyl t'y 1 \
dx y +  bx2 +  (2 c +  P )xy  +  dy2 '  ̂ >

х= хх cos^-^sinyî, y=x l sin^+^cos^ алмаштириш ёр- 
дамида (2 .1) тенгламани куйидаги куринишга келтира- 
миз:

¿У\ _  х\ + alx\ +(2ibi + ni)x1>| + сху2 ^
dx! V, +  b\X\ +  ( 2 c j  +  f i l )x xyi +  d ^ i ’ ( 2 - 2 )

бунда

a = acos t̂p+ (3/)+a)cos2̂ siny3+ (3c+/?)cosy?sirvfy>+ Jsinfy > 
bx -  beos*<p+(3c-a-b)co$2(psïnip+(d-2b-a)cos<psm7<p - csin 'ço, 
c,= ccosfy+ (d -  2è-a)cosfysiity>+ (a -  2c-(ï)cospsin2<p+ bsirfip, 

dl=dcosJ<p-(3c+fi)cos2çsinp+(3b+a)cos(psin2<p-asm,<p,
a-acos^+^sirKp, (A)
Px=asvn<p+()sm<p.

Бизга маълумки, (2 .1) тенгламанинг (0 , 0) махсус нук,- 
таси марказ булиши учун куйидаги олтита долдан бири 
бажарилиши зарур:
1. а - Р  =  0.

2. а + с =  ¡3 =  0.

3. a K i + Ob  + a ) K 2 +(3c +  p ) K - d  =  0, = |  =

4. а + с =  0, b + d =  0. (2.3)

5. b + d = a = f i +  5(а + с) = ас + 2а1 + d2 = 0, а + сч* 0.

6. a1+cl= fi1= a 1+5(b1+d1) =  b1d1+2d2+ a 2 = 0, b + d * 0.

(2 .1) дифференциал тенглама учун махсус нукта мар
каз булишнинг коэффициентлар шарти билан купчилик 
математиклар шугулланганлар, амалиётда Фроммер-Са-
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харниковларнинг (2.3) коэффициентлар шартидан фой- 
даланиш кулайдир.

Фараз кдламиз, марказ булиш шарти (2.3) бажарил- 
син. (2 .1) тенгламанинг характеристикалари манзараси- 
ни тулик, текширамиз. Махсус нух;талар сони тургга, учта 
ва иккита булган долларини тул и к, текширамиз ва уларга 
мос сифат манзарасини чизамиз.

Марказ булишининг бирити %али: а = 0 = 0.
Бу долда (2.1) тенглама

куринишга келади. Координаталар системасини мос бур- 
чакка буриш натижасида (2.4) тенгламани куйидаги кури
нишга келтирамиз:

(2.5) тенглама учун х,=х0+£, Уу-У^+Г] алмаштиришни ба- 
жарсак,

ни досил кдламиз. Бу тенгламанинг характеристик тенг- 
ламаси илдизлари:

¡]у _  х  +  ах2 + 2 Ьху +  су2 

¿х у  +  Ьх2 + 2сху + с!у2 (2.4)

АУ\ _  XI + А]ХГ + сху1 
У\ + Ах12 + 1,\У\

(2.5) тенглама куйидаги махсус нук,таларга эга:

(2.5)

М  ~(4с? + 4 )+ ‘г1̂1е11 + 8с2 -  4а1с1 Д1 ) -  с̂ 2 + 8с\ -4 ^
3 2 (0 ^  + 4 С]3) ’ аус12+ 4 Су

(Ь] ______ (1 + 2о]Хо)̂  + 2суурц + а^2 + Суг}2
%  2 суу0£ + (1 + 2сух0+  2й?1>>о)17 + 2су£т/ +  % '

= ±^4с2у2й -  4(31с1х„ -  4аДх0у0 -  2(а, + с,)х0 -  2^у0 -  1. 

М 2, М ъ ва Л/4 махсус нук,талар учун мос равишда



илдизларга эга буламиз.
Агар d2+8cil-4 a îc>0  ва axd¿fl¿l\+4с21)# 0  булса, у долда

(2.5) тенглама Tÿprra махсус Hyiçrara эга булади. Бу туртта 
махсус нук^алар учун куйидаги доллар булиши мумкин:

1—4 доллар учун тенгламанинг махсус нукгалари к;ава- 
рик, туртбурчакни ташкил этиб, иккита к;арама-к,арши 
учларидан иборат M v М2 нукгалар марказ, бошкд икки- 
таси — М3, М4 нук^алар эгар булади. 5—8 доллар учун 
тенгламанинг махсус нукгалари ботик, туртбурчак таш
кил этади ва ички М, учидан иборат махсус нук,та мар
каз, крлган М2, M v МА махсус нукгалар эгар булади.

fl¡>0, с,>0, ¿!>0, a1<2cv rf2+4c2>0 булган дол учун (2.5) 
тенгламанинг характеристикалари сифат манзараси 90-

нуьфгада кесишувчи иккита т-угри чизикдан иборатдир.

1) új>0, с,>0, í/j > 0, ay<2cv ald ]+4c3l>0',

2) Cj>0, djCO, ^<2^ , û1i/21+4c31>0;

3) ^<0, Cj<0, ^>0 , ai>2cv а^ ]+4с[<0 ',

4) a,<0, c,<0, Jj<0, ax>2cv a1<i21+4c]>0;(2.9)

5) flj<0, c,>0, rf,<0, ax<2cv ald2l+4c31>Q;

6) a1<0, Cj>0, í/j>0, a1<2cl, axd\+4c\>Q\

7) ^>0, Cj<0, dt> 0, al>2cv a1d2i+4c3l<0;

8) a,>0, Cj<0, i/,<0, û1>2cI, а ^ ]+ 4 с ]< 0 .

чизмада тасвирланган. Изоклин ноли маркази

нук,тада булган эллипсдан, изоклин чексизи эса



<^>0, с ,<0, 0, а1<2с1, а,^+4с^<0 дол учун, харак- 
теристикаларнинг сифат манзараси 91-чизмада тасвир-

ланган булиб, бунда изоклин ноли маркази > о| нук,-

тада булган гипербола, изоклин чексизи эса (— 1- ,  о | нук,-
V 2а1 )

тада кесишувчи иккита т>три чизикдан иборатдир.

90-чизма.
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Агар а\+Ьс\=4а1с1 ва а1(а1</2+ 4с ])^  0 булса, у додца (2.5)

тенглама иккита одций М х(0,0), М 2\ — , 01 ва битта икки 
г . л .. 1 ' !

каррали М }
4с?+(/? <1(ах -  с.) 1

-----к—1- 5- +  —̂ — Ц- махсус нукталарга эга
2(а,42 + 4с’) ахИ{ + 4с,3 ]   ̂ *

булади. М 2 ва М ъ махсус нук^алар учун мос равишда ха
рактеристик тенгламанинг илдизлари:

^ 1,2  =  —  -  Г —  ’  ^ 3 ,4  =

2уа1с1

Учта махсус нукгалар учбурчак ташкил этади. Битта учи 
М1 дан иборат махсус нук^а марказ, иккинчи учи М 2 — эгар 
ва учинчи учи М г — айнаган эгар булади.

с,>0, а1>2ср ^ > 0 , а1*/2+4с^>0 дол учун (2.5) тенгла
манинг характеристикалари сифат манзараси 92-чизмада

тасвирланган булиб, бунда изоклин ноли маркази ( “  ̂

нук^ада булган эллипсдан, изоклин чексизи эса /— 2~> о)

нуктада кесишувчи иккита туфи чизикдан иборат булиб, 

улардан биттаси: 2с,х1+</.у1+ 1 =0  тенгламага эга булгани

2( ^ ) ’ НГс.-а.м] нукз-ада эллипсга уринади.



X

93-чизма.

Ашр £?2+Ас1-4а1с1<0 ва а1(а ]¿¿*+4ф *0  булса, у долда

(2.5) тенглама иккита Л/ДО, 0) ва Л/2|- , о| одций мах- 

сус нук^галарга эга булади. М 2 махсус нук^а учун:

Агар а1(а1-2с1)<0  булса, у долда (2.5) тенглама иккита 
марказга (93-чизма), агар а1(а 1-2с,)>0 булса, у долда мар- 
каз ва эгарга эга булади.

4с^=0, с!21+Ьс21~4а1с1>0  булган дол учун иккита од-

дий махсус нук г̂а, яъни Л/, — марказ, м 1 - \ ,  о |— эгар
с- *булади.

Марказ булишининг иккинчи %оли: а + с = (}= 0.
Бу долда (2.1) тенглама

Й.
ёх

х  +  (26 + а)ху
(2.10)

у + Ъх +  ёу

куринишга келади. (2 .10) тенглама учун махсус нук,талар

л/До.о), л /2( о , - 1)

— Г-, +  а )  VМ , \2Ь + а - ё
(2  Ь- (26 + а )
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м,
(26 + а ) I 2Ь+а-с1 1

Ь (26 + а )

булади. (2 .10) тенглама учун х=х0+£, у=у0+т] алмашти- 
ришни бажарсак,

А7 _  [1 + (2Ь + а)у0]£ + (2Ь + а )х 0г) + (2Ь + а )&

ни хосил к;иламиз. Бу тенглама М х махсус нук,та учун ха
рактеристик тенгламанинг идцизлари

2112= —аха± ^ а 2х 1—4[\+(2с1+2Ь+а)уй+20.Ь+а)(с1у1-Ьх1)]

куринишда булади. М 2, М 3 ва махсус нук,талар учун эса 
мос равишда

[ - ^ ± у 1 - а  +  Щ 2Ь +  а ) ] ,  (2 .12)

куринишларда булади.
Агар Ь(2Ь+а-с1)>0  ва ¿ (2 Ь + а )*0  булса, у щвда (2.10) 

тенглама туртта махсус нукгага эга булади. Бу туртта махсус 
нук^алар учун куйидага хрллардан бири булиши мумкин:

1) 6 > 0 , ¿¡>0, 2Ь + а > ё ;

2 ) ¿ < 0 , с1<0 , 2Ь+а<с1',

3) Ь > 0, (1<0 , 2Ь+а>(1, 2Ь+а>0\

4) Ь < 0, с1>0, 2Ь+а<с1, 2Ь+сс<0] (2.14)
5) ¿»>0, 2Ь+а>(1, 2Ь+а<0, ЗЬ+а>0]

6 ) Ъ>0, 2Ь+а>с1, 2Л+а<0; ЗЬ+а<0;

7) 6<0, 2Ь + а < й , 2й+а>0; 36+а>0;
8) ¿<0, 2Ь+а<(1, 2 Ь + а > 0 ; ЗА+а<0.

1, 2 -щялар учун (2 .10) тенгламанинг туртта махсус нук,- 
таси к;аварик; туртбурчак ташкил этади, икки к;арама-к,ар-

167

2 Ьхо£ + (1 +

(2.11)



У

94-чизма.

ши учларида ётувчи М г, М 2 — марказ, иккита боищаси 
М3, М4 — эгар туридаги махсус нук^алар булади. 3—8- 
долларда ботик, туртбурчак ташкил этади, 3, 4-доллар учун 
М { — марказ, М 2, М ъ, М 4 — эгар, ёки 5—8-доллар учун М 1
— марказ, М г, М 4 — тугун, М 2 — эгар туридаги махсус 
нук,талар булади.

1—4-доллар учун 90, 91-чизмаларда, 6>0, 2Ь+с1>с1, 
2Ь+а< 0 дол учун эса 95-чизмада характеристикаларнинг 
сифат манзараси тасвирланган.

Изоклин ноли х  = 0, у =  -  —-—  иккита тугри чизик,-
2 о + сх

дан иборат булиб, иккинчиси (2 .10) тенгламанинг харак- 
теристикасидан иборат, изоклин чексизи эса, маркази

Агар Ь(2Ь+а )>0 , ¿/=0 булса, у долда (2.10) тенглама 
учта оддий махсус нуцтага эга булади:

Бу нутдгалар учбурчак ташкил этади, битта учи булмиш 
М 1 — марказ, бошкд иккитаси М ъ ва М 4 — эгар туридаги 
махсус нуцталар булади.

¿=0, Ь > 0 , 2Ь+а>0  булган долнинг сифат манзараси 
96-чизмада тасвирланган. Изоклин чексизи — парабола- 
дан иборат.
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95-чизма.

Агар 6(26+а-^)<0, с{*0 булса, у додца (2.10) тенглама

иккита оддий Л/ДО, 0) ва М г{® , -  махсус нук,таларга

эга булади. Бу нук^алар учун куй ид а ги доллардан бири 
булиши мумкин:

1) ¿><0, с1>0, 2Ь + а > ё , 3й+а<0;
2) ¿<0, ¿/>0, 2Ь+а>с1, ЗЬ+а>0;

3) ¿>0, (1<0, 2Ь+а<с1, ЗЬ+а>0;
4) ¿>0, ¿/<0, 2Ь+а <й , 3й+сг<0;

5) ¿<0, ¿/<0, 2Ъ+а>(1, 2£+а>0, 3й+а>0; (2.15)
6 ) 6< 0 , ¿ < 0 , 2Ь+а><1, 26+а>0, 36+а<0
7) 6<0, ¿/<0, 2Ь + а > ё , 2Ь+а<0, ЗЬ+а<0

8) ¿ > 0, г/>0 , 2й +а «/ , 26+а>0, 36+а>0:
9) ¿>0, ¿>0, 2Ь+а<с1, 2 Ь +а <0 , 3й+а<0;

10) ¿ »0 , ¿/>0, 2Ь+а<(1, 2£+а<0, 3̂ >Ч-се<0.

1 -4 -доллар учун (2.10) тенглама иккита марказ, 5—10- 
доллар учун эса марказ ва эгар туридаги махсус ну^та- 
ларга эга булади. Бу долларнинг сифат манзараси 93, 94- 
чизмаларда тасвирланган.

Агар 2Ь+а=с1*() ва Ь * 0 булса, у додца (2.10) тенглама 
битта М х(0, 0) оддий махсус нукгага эга булиб, учта махсус 
нук^а битта нукгага жойлашган булади. Бу додда М 1 —
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96-чизма.

марказ, — ёпик; эгар-тугун туридаги махсус

нук^талар булади. Изоклин ноли х  -  0, у = — тугри чи-
• ]

зик^тардан иборат булиб, ундан у =  -  ̂  тутри чизик; ха
рактеристика булади. Агар ¿¿/>0 булса, изоклин чексизи 
эллипс, агар ¿»¿/<0 булса, гипербола булади.

Бу доллар ни нг сифат манзараси 97, 98-чизмаларда тас- 
вирланган.

М а р к а з  б у л и ш и н и н г  у ч и н ч и  ^оли :  

аК\ЗЬ +  а )К 2+ (З с  +  р )К -с 1  =  0, К  =  ^  =  (~ ^ -
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Бу дол координаталар системасини аник; бурчакка бу- 
риш ёрдамида иккинчи долга келтирилади. Натижада ха- 
рактеристикаларнинг сифат назарияси (А-,) марказ були- 
шининг иккинчи доли каби булади.

М а р к а з  б ^ л и ш и н и н г  т ^ р т и н ч и  д оли :

а+с=0, Ь+й=  0.

Бу долда (2.1) тенглама куйидаги куринишни олади:

(2.16)ёу _  х  +  ах2 +  (26 +  а)ху  -  ау2 

¿х у  +  Ьх2+(-26 +  Р)ху -  Ьу2

Координаталар системасини унга мос бурчакка буриш 
ёрдамида (2.16) тенгламани куйидаги куринишга келти- 
рамиз:

<1Ул _  + (261 + (ХуУх-уУу
(1х, У1 + + РЛ У \  -  Ъ[У\

(2.17)

(2.17) тенгламанинг махсус нук^алари

^ ( 0 ,0 ) ,  м 2 о, {

м ,
+ + 461(361 + а{) 

2Ь̂ (2Ьу +

^1-д/̂ 1 + 4 (̂3̂ 1 + « 0
26[(2*1 + ОТ])

26;+а1

1
26] + Д]

куринишда булади. (2.17) тенгламада х,=х0+§, у1=у0-+г1 
алмаштиришни бажарсак,

Лц _______|1 + (261 + арур]£ + (26] + а^хдг! + (2Ь\ + а\)£>]
(26[Хо + /?1.Уо)? + (1 + Р\хй -  2Ьуу0)г) + 6[|2 + Рх£г1 — Ь\У]2

ни досил кдламиз. Бу тенгламанинг характеристик тенг
лама илдизлари:

бу ерда

2Я12 =  -(арс0 -  ргу0)  ±  7 (а Л  -/^^о ) 2 - 4Д ] ,

=  1 +  2/>|(2й| + + Уд).
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М 2, М г ва М4 махсус нук;таларга мос равишда 

2^1,2 =  \ » (^1 + ->1а>),

2Яи = “  Щ гь,+щ ) { [а^ >  + Л » )  +  2/ЗА] +

+ /̂[аД/З, + л/со) + 2/3,6, ]2 +86,(2 6, +  а 1)(/31 +>/ш)-Уш|;

2Л,м = 15^14,+а ,) {1а1^1 + ^  + 2Р ^ ] +

Тд/МР, +л/^) + 2р^ ]2 - 8 ^ Щ  + а,)(р, - > / ^ ь Ц

ларни досил к^ламиз, бу ерда <и=/32,+4А1(361+ а ]).
Агар (»>0  ва Ьх(2Ьх+ а ^ )*0 булса, у долда (2.17) тенгла- 

ма туртта махсус нук^ага эга булади.
Бу нукз'алар биргаликда булиши учун куйидаги дол- 

лардан бири булиши керак:

1) 6,> 0 , (261+ а 1)>0;
2 ) ¿>,<0, (2^1+ а 1) < 0 ;
3) ¿ ,< 0, /?,>0 , З^+а^О ;

4) 6,<0, /3,>0, 36,+ а 1>0, 36,+<^<0;

5) 6,<0, /3,<0, 36,+«г1>0;
6 ) Ьх< 0, /?,<0, 261+а,>0, ЗА1+сс1<0;
7) 6^0 , /?,>0, 2Ь1+ а 1<{1, 36,+а,>0;
8) 61> 0, /3,>0, З^+с^сО;
9) 6^0 , /3,<0, 26,+а,>0; З ^ +а^О ;

10) 6,> 0, ^ < 0, З^+а^сО.

1—10-х,олларнинг даммасида (2.17) тенгламанинг туртта 
махсус нук,талари ботик; туртбурчакни ташкил этади. 1,
2-х;олларда М 1 — марказ, М 2, М г ва М 4 — эгар туридаги 
махсус нук^алар булади. К,олган долларнинг даммасида 
марказ, иккита тугун ва эгар туридаги махсус нук^аларга 
эга буламиз.

Бу хщларнинг сифат манзараси 91, 95-чизмаларда тас- 
вирланган.
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Агар ю=0 ва 6,(26,+ а ,)*0  булса, у х,олда (2.17) тенгла-

ма иккита М ,(0 , 0), АГ2(|) оддий махсус нук^ага ва икки- 
таси битгасининг устига тушувчи

м  Г____Ё1___________1__
2 *,+«!_

махсус нук^ага эга булади.
М 1 ва М г махсус нук,талар учун мос равищда

X = А  
Я1 26[

А - - А .  
-  26, ’

А, =  °, Х* ~  Щ
ларга эга буламиз.

Агар (ы=0 ва 6,(26,+ а ,)*0  булса, у х,олда (2.17) тенгла- 
манинг учта махсус нук^таси учбурчак ташкил этади ва 
битга учи М 1 — марказ, иккинчи учи М 2 — лимит тугун 
туридаги махсус нук;талар булади.

¿,>0, у3,>0, 26,+а,<0 га мос сифат манзара 99-чизма- 

да тасвирланган. Изоклин ноли х, -  0, у1 =  -  — —  туври
26] + ах

чизикдар булиб, улардан у, — характеристикадир. 
Изоклин чексизи маркази

А 2*,
^  + 46? /»? + 44? 

нук^ада ётувчи тент томонли гиперболадан иборат.

99-чизма.

173



Агар а хО  ва О 
булса, у холда (2.17) тенг-

лама М. (О, 0), М 2N
иккита одции махсус нук,- 
тага эга булади. М х мах
сус нук;та шартга кура 
марказ; М 2 махсус нукга 
эса (2.18) га кура купол 
фокус булади.

^ > 0, /^>0 , 2А1+ а 1> 0  
доллар учун сифат ман- 
зара 100-чизмада тасвир-

ланган.
Агар ш<0 ва /?,*0 булса, у ходда Мл махсус нукза марказ 

булади. Махсус нук^аларнинг иккитаси мос равишда марказ 
булишнинг сифат манзараси 101-чизмада тасвирланган. 

М а р к а з  б у л и ш и н и н г  б е ш и н ч и  х о ли :

Ь +  й =  а =  р +  5а +  5с =  ас +  2а2 +  с12 =  0, а +  с *  0.

Бу холда (2.1) тенглама куйидаги куринишни олади:

х  +  ах +  2 Ьху ■
у2(2а2 +  Ь7)

&  =  _'_________________
с1х у  + Ьх2 + ху (а 2 +ЪЬ2) -  Ьу2

(2.21)

*  У

101-чизма.
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Бу тенгламанинг изоклин ноли ва изоклин чексизи 
мое равишда:

х  + ах2 + 2Ьху -  —• -+ ь  ̂ =  о
а

у +  Ьх2 +  ху(а2 + ̂ ) - Ь у 2 =0 .
(2.22)

(2 .22 ) системани ечиб, (2 .21 ) тенглама махсус нук^а- 
ларининг координаталарини топамиз. Улардан бирининг 
координаталари (0 , 0) куринишда булиб, к;олган нук,та- 
ларнинг координаталари

а2х +  Ь(а2 +  Ь2)у 2 

а Ь - а(а2 + Ь2)у

у3- -- - г -гУ 1-  -- 2 - г т2(а +Ь ) 2(а +Ь )
аЪ

=  0

(2.23)

(2.24)

тенгламалардан топилади. Дастлаб (2.24) тенгламани еча- 

миз. Унинг учун у =  z +  2('д2 +¿2) алмаштиришни бажа- 

риб куйидагига эга буламиз:
,3 Зй2 „ Ь(2а2 + Ь2) _ п

4(а2 +  Ь2) 2 4 (а2 +  А2)3 ~  '

Бу тенгламанинг дискриминанта

(2.25)

А = а2Ъ2
Щ а 2 +  Ъ2)

> 0

булгани учун (2.24) тенглама факдт битта

Уо 2 (а2 +  Ь2)
81П 2ага& агсБт|-^ -+Ь‘

(2.26)

дак^ик^й илдизга эга булади. (2.23) эса

=_  а2Уо+ Ь(а2+ Ь2)у1
аЬ -  а(а2 +  Ь2)у й (2.27)

куринишда булади.
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Демак, (2.21) тенглама учун кдралаётган марказ були- 
шининг А% долида (2.21) тенглама фак,ат иккита Л/,(0, 0) 
ва М 2 (х0, у0) махсус нук,таларга эга булади. (2.21) тенгла- 
мада х=х0+|, у=у,л+г] алмаштиришни бажарсак

2а1+Ъ 2 \ 2 а2+ Ь 2
(1 + 2at0 + 2by0)Ç + 2 6х0-  Уо Ь  + ~ ~ V7 

А] ________________________ \_______ о____ у___________ а_______
4  а2 + ЪЬ2 V  (, , а2+3й2 Л1  ̂ t 2̂ a2+3b1  ̂ , 2

2bx0 + ----- ------ ) 'q |i+l 1 + -----------x0 -  2bya m+bÇ + -----------^rj-bt]
a

ни х,осил кдламиз. Унинг характеристик тенгламасининг 
илдизлари:

2Я12 =  5(а 2 +  Ь2)уй ±^ 2 5 (a 2 + b 2)2y l -4 Д 2 ,

бунда
Д2 = а2 +  За(а2 +  Ь2 )х0 + 2а2 (а2 + Ъ2 )хЦ +

+ 4 ab(a2 + 62)д:оУо + (4  я4 +10д2А2 + 6  Ь4)у%.

х0, у0 ларнинг к,ийматларини урнига куйиб, А, ва1, дак,ик,ий 
ва бир хил ишорали эканига ишонч досил кдламиз. Де
мак, М 2 нук,та тугун булади.

Мисол. Ушбу

dy _  х + 4х2 -  4ху -  9 у2
dx у - 2 х 2 +  7ху +  2у2 Ц -2 Ъ )

дифференциал тенгламани текширинг ва сифат манзара- 
сини чизинг.

Ечиш.  (2.21) тенглама билан солиштирамиз, бизни 
мисолимиз учун а = 4, Ь= - 2 , с= -9 , d=2, а = 0, /3=25. (2.28) 
тенглама учун марказ булишининг бешинчи шарти бажа- 
рилаётир, яъни

b +  d =  a =  fi +  5(я + с) = ас +  2а2 +  d2 =  0, а +  с & 0.

(2.28) тенглама иккита Л/ДО, 0 ) ва Л/2 мах

сус нукталарга эга. М х махсус нук;та шартга кура марказ, 
М2 махсус нук,та учун характеристик тенгламанинг ил
дизлари Aj»-8,55, 12=-31,45 булгани учун М 2 — тургун 
тугун туридаги махсус нук;та булади. (2.28) тенглама ха-
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рактеристикаларининг сифат манзараси 101-чизмада тас- 
вирланган.

(2 .21 ) тенгламада ¿ = 0  булса, у холда

dy _  х  +  ах2 -  2 ау2 
dx у  +  а2ху

тенгламага эга буламиз. Бу тенглама иккита М, (0, 0) ва 

махсус нук,таларга эга булади. х = х х- ~  

кучиришни бажариб куйидаги тенгламага эга буламиз:

dy х, -  ах\ + lay1 
dx\ ахху

а<{) да Фроммер усулини куллаб, х=у=0 махсус нук,- 
танинг ёпик; эгар-тугун туридаги махсус Hyigra эканлиги- 
га ишонч хосил кддишимиз мумкин. Демак, ¿=0 ва а<0 
да марказ булишининг (Л5) холи марказ ва ёпик, эгар- 
тугун биргаликда булар экан. Бу холнинг сифат манзара
си 97, 98-чизмаларда тасвирланган.

М а р к а з  б у л и ш и н и н г  о л т и н ч и  холи :

ах + q = = aj + Sbx + 5dx =  bxdx +  2dx +  a\ = 0,8 + d *  0.

Бу усул координата укдарини маълум бурчакка буриш 
ёрдамида (Д.) холга келтирилади. Шунинг учун бу холга 
мос характеристикаларнинг сифат манзараси бешинчи 
холдаги каби тасвирланади.

Шундай цилиб куйидаги теоремалар уринли.
1-теорема. Агар (2.1) тенглама туртта махсус ну/^та

га эга булиб, улардан биттаси марказ туридаги махсус нукта 
булса, у %олда куйидаги учта цолдан бири биргаликда були- 
ши мумкин: а) иккита марказ ва иккита эгар, б) марказ ва 
учта эгар, в ) марказ, эгар ва иккита тугун.

2-теорема. Агар (2.1) тенглама учта махсус нуцтага 
эга булиб, улардан биттаси марказ туридаги махсус нуцта 
булса, у х,олда цуйидаги учта х,олдан бири биргаликда були- 
ши мумкин: а) марказ ва иккита эгар, б) марказ, очик, эгар- 
тугун ва лимит тугун, в ) марказ, айниган эгар ва эгар.

3-теорема. Агар (2.1) тенглама иккита махсус ну^тага 
эга булиб, улардан биттаси марказ туридаги махсус нуцта 
булса, у у;олда куйидаги бешта х,олдан бири биргаликда були-
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ши мумкин: а) иккита марказ, б ) марказ ва “купол ” фокус,
в ) марказ ва эгар, г )  марказ ва тугун, д ) марказ ва ёпщ  
эгар-тугун.

3-§. (1.1) ТЕНГЛАМА МАРКАЗ ТУРИДАГИ МАХСУС НУКДАГА 
ЭГА БУЛГАН ХОЛ УЧУН ЧЕКСИЗ УЗОКЛАШГАН МАХСУС 

НУЦТАЛАРНИНГ ЖОЙЛАШИШИ

(2 .1) тенгламани куйидаги система куринишда ёзиши- 
миз мумкин:

^  =  у + Ьх2 +  (2с + р)ху +  ¿у1,1 <зл> -2 . =  ~х  -  ах2 -  (26 + а)ху — су2.

Бу тенгламанинг чексизликдаги махсус нук^аларини урга- 
ниш учун 2 -бобдага (2 .10) системадан фойдалансак, у долда 
х  увдцан чексиз узокдашган нук^аларнинг экватордаги нукза 
атрофи учун куйидаги системани досил кделамиз:

^ = —1\Ь+{2с+р)тк+ск2к+тк1+{'2с+р+2(1гк )и-¥и1+(1и1],

•^•=—{д+(36+сг)г^+(Зс+уЗ)г^-+с?г^+(1+т^)г+[(36+сг)+ ^  2 ) 

+2(3с+/3)хк+  Ъйт\]+(Ъс+р+?>(кк )и2+с1иг+1и2+2тк1и}. 

Чексиз узокдашган махсус нук,талар учун 

Ф3(т * ) = ск\ + (3 с + /?) х\ +  (36 + а )хК +  а =  0 (3.3)

куринишда булади. (3.2) системанинг характеристик тенг- 
ламаси илдизлари куйидаги куринишда булади:

Лч(га-) = ~\Ъ + (2с + Р )хк +  ск\\, (3  4 )

Я2(г лг) = -[(36 +  а ) +  2(3 с + /И)тК +  ЗА^].

Худди шунга ухшаш у укдцан чексиз узокдашган нук,- 
таларнинг экватордаги нукрга атрофи учун куйидаги сис
темани досил к^шамиз:
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^ = -г\ с + (2 Ь + а )р к+ац1к+[1к1+0-Ь+а+2сц1^+У1+ы>2\

^  =  й +  (Ъс +  р )ц к +  (36 + а )ц\  + ац\ +  (1 + ц \ ) 1  + (3 .5) 

+  [Зс + ¡3 + 2(36 + а )ц к +  Ъсщ\ ]у+ [36+ а + Ъацк ]у2+

Чексиз узок^ашган махсус нук^алар

Ф 3(ц к ) =  а(х\ + (3  Ь +  а)/г\ + (3  с +  ¡})/гк +с! =  0 (3.6)

тенгламадан аникданади. (3.5) системанинг характерис
тик тенгламаси илдизлари

= с ( ^  (3 7)

Ъ & х )  ~  ( З с  +  / 0  +  2 ( ЗЙ +  « )М аг +

га тенг.
(3.3) тенглама учун:

_  3<1(3ь + а ) - (3 с  + /З)2

Шунга ухшаш (3.6) тенглама учун 

3а(3с+ р)-(36+ а)2р --------------^ ----------- ,

„  2(36+а)3-9а(3*+а)(3с+р>+27а2б/
Ч 2 7 ?  ’

*<■ \  _  4£/(36+а)3-(Зс+Р)2(Зб+а)2Ч8а</(Зс+[5)(36+а) + 
А^а-) -------------------------Ш И  “

+  2 ц к &  +  оу3 + ^ 2.

2(3 с •+ /?)3-9^(Зс + /?)(3й + а) + 2742а 

27^

108г/4

+ 4А(ЗЬ + и)2 Н- 27а2¿2 
108/

(3.8)

+ 4с1(Зс+РУ+Пс1гаг 
----------ТШ Р----------

(3.9)
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ни досил киламиз. Чексизликдаги махсус нукталарни 
N /0 , хк) ва А^О, /ик) орк,али белгилаймиз.

Фараз килайлик, (2.1) тенглама Оху текислигида туртта 
махсус нуктага эга булган долда, биринчи туртта дол учун 
(Ат) — марказ булсин (бунда «=1 ,4 ).

Марказ булишнинг (А )  %оли 
Бу дол учун (3.3) тенглама

куринишни олади. Бу тенгламанинг дискриминанти 

\ (Т \ -  а\(а\4 + 4с?)

куринишда булади. (3.4) тенгламанинг характеристик тенг- 
ламаси илдизларини куйидаги куринишга келтириш мум- 
кин:

^ ■ \ ( ^ К ) =  К( 2̂ 1 ■

Агар а,(а 2̂ + 4 с ])< 0  булса, Ир УУ2, Д, махсус нукгалар 
тугун, а1(о 1с^+4с31)>0  булса, фак;ат махсус нук,та тугун 
булишини осонгина аникдашимиз мумкин.

(2.9) шартнинг 1—4-доллари учун текисликда иккита 
марказ ва иккита эгар ва чексизликда эса тугун ( 102-чиз- 
мага кэранг), 5—8-доллар учун текисликда битта марказ 
ва учта эгар ва чексизликда эса учта тугун (103-чизмага 
каранг) туридаги махсус нукталарга эга буламиз.
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Марказ булишнинг (А )  у,оли.
(3.3) тенглама куйидаги илдизларга зга:

Дискриминант

га тенг. (2.14) шартнинг 1, 2, 6 , 7-долларида А(г^)>0; 3, 4, 
5, 8-долларида Д(гх)<0  булишини осонгина куришимиз 
мумкин. Агар а ~ -Ъ Ъ  булса, у долда А (га.)=0, р = 0, ^=0 
булади.

(3.3) тенглама куйидаги илдизларга эга булади:

Я|(г^) = —(Ь +  с1х7к ), Яз^^) =  —1(3й + а ) +ЗА^.]. (3.10)

Фараз к,илайлик, Д(гА:)<0  булсин. гр г2 ва т3 ларни кетма- 
кег (3.10) тенгламага куямиз, натижада

ларни досил кдламиз.
(2.14) шартнинг 3, 4-доллари учун М 1 — марказ, М 2, 

М г, М4 — эгар, N i, Ж,, — тугунлар; 5—8-доллар учун 
М х — марказ, М 2 — эгар, М ъ, М л — тугунлар, А  ̂ — тугун, 
А^, А̂ з — эгар туридаги махсус нук,талар булади. Улар- 
нинг сифат манзараси 104-чизмада тасвирланган.

1, 2-доллар учун Мр М 2 — марказ, М у М 4 — эгар, АА, — 
тугун, 6, 7-доллар учун М 1 — марказ, М2 — эгар, М г, М 4 — 
тугунлар, А  ̂ — эгар.

Агар а = - 3  булса, у долда (2.10) тенгламанинг текис- 
ликдаги махсус нукталари куйидагича булади:

(3.11)

Я^Тз) = (2  Ь + а), 

Я2(г2) =  2(3 Ь +  а ),
(3.12)

Х1(т3) - ( 2  Ь +  а ), 

Я2(г3) =  2(3 Ь +  а )
(3.13)
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М ,(0,0), м 2( о , - 1),

м л

г -
¿ + с1 1 
" Ь ’ ь

I  I ь+а  I  
¿V 6 5 6

Бу махсус нукталарга мос характеристик тенгламалар- 
нинг илдизлари:

2Хи = - \ ( Ъ Ь ± Ь ) ^ -
Ь + д

Ь+ё

(3.14)

(3.15)

(3.16)

куринишларда булади. Агар с1* 0 ва Ь(Ь+ ¿/)<0 булса, у долда
(2.10) тенглама туртга махсус нуктага эга булади. Куйи- 
даги доллар булиши мумкин:

1) А < 0, ¿ +  ̂ > 0, (I >  0 ;

2 ) 6 > 0, Ь +  с! <  0, с?<0 . (3.17)

(3.3) тенглама Г!=г2=г3= 0 уч каррали илдизга эга була
ди. Характеристик тенгламанинг илдизлари

104-чизма.
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Л-](гАг)— ^(^Jf) — ®

куринишда булади. (3.17) шартга кура М, — марказ, М 2 — 
эгар, M v М 4 — тугунлар, JV, — эгар туридаги махсус нук;- 
таларга эга буламиз. Унинг сифат манзараси 105-чизмада 
тасвирланган.

Марказ булишининг ( А )  цоли.
Бу хрл координаталар системасини маълум бурчакка 

буриш ёрдамида </12) х,олга келтирилади. Демак, (Л3) \ол- 
нинг сифат манзараси (A J  ^олдаги каби булади.

Марказ булишнинг ( А )  %оли.
(3.3) тенгламанинг илдизлари:

ß +  Jß 2 +  4 b (ib  +  a ) ß - J ß 2 +  4b(3b +  a )
Г] ~  ’ r* = ------------Ть------------ ; гз = -------------Ть-------------

Дискриминант

А(г* > = ■ ■I t i F - l p 2 + щ ъ ъ + “ >]< 0

куринишда булади. Характеристик тенгламанинг илдиз
лари:

^i(Tir )=  (^ +  ß TK ~  ¿глг)> (3.18)
Я2(г^ ) =  -[(36 + а ) +  2 ß tK -  ЪЫк]

куринишда булади. Кетма-кет (3.17) нинг к,ийматларини
(3.18) га куямиз ва (2.20) дан фойдаланиб, махсус нукга- 
ларнинг турини бутун текисликда анщлаймиз:

•̂l(r i) _  5̂
Я2(г1) =  -(3  Ь +  а ).

(3.19)

^ ( * г )  =  (2Ь +  а )>
U T z )=  1— ------------- (3.20)

2byjß2 +  4b (36 + в) \ß + J ß 2 + 46(36 + а ) j

A ,(r3) =  (2 Ь +  а ),

Л2( г , )  =  - ■■— = . , 1 -  (3.21)
26 Jß2 +  46(36+ а) [/3 -  Jß2 +  46(36 + a )J
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(2 .20 ) тенгламанинг 1, 2 -доллари учун текисликда мар- 
каз ва учта эгар, чексизликда эса учта тугунга, 3—10-дол
лар учун текисликда битта марказ, иккита тугун ва эгар- 
га, чексизликда эса битта тугун ва иккита эгар туридаги 
махсус нукталарга эга буламиз.

1 ва 5-доллар учун (4,) марказ булишининг сифат ман- 
зараси мос долда 102- ва 103-чизмаларда, 6 ва 7-доллар 
учун (А 2) марказ булишининг сифат манзараси мос долда 
104 ва 105-чизмаларда тасвирланган.

Куйидаги теорема уринлидир.
Теорема. Агар (2 .1 ) тенглама текисликдаги туртта 

махсус нуцтага эга ва улардан биттаси марказ туридаги 
махсус нуцта булса, у х;олда бутун текисликда ъуйидаги 
туртта уоллардан бирида махсус ну % тал ар биргаликда 
булишлари мумкин:

1) текисликда марказ ва учта эгар ва чексизликда учта 
тугун;

2) текисликда марказ, эгар ва иккита тугун ва чексиз
ликда тугун ва иккита эгар;

3) текисликда иккита марказ ва иккита эгар ва чексиз
ликда тугун;

4) текисликда марказ, эгар ва иккита тугун ва чексиз
ликда эгар туридаги махсус нуцталар булади.

4-§. МАХСУС НУКГАЛАР СОНИ ТУРТТАДАН 
KAM Б^ЛГАН ХОЛ

Марказ булишининг (A J  х,оли.
Агар at( a ^ + 4с])*0 , d ]^ b c ]= 4 a ic i булса, у долда (1.15) 

тенглама иккита А/, (0,0), oj оддий махсус нук,-

тага ва битта устма-уст тушувчи

М ,
2(a}df + 4cf)

^l(ai-q)
ojrf]2 + 4 cf

махсус нук,тага эга булади.
Бу учта махсус нук;та биргаликда булиши учун куйида- 

ги доллардан бири булиши мумкин:
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1) а,>0, ^>0 , а1</2+4с3> 0, г/,>0;
2) а^О , <^>0, а1̂ 2+4с3>0, ^ < 0 ;
3) ах< 0, ^<0, а1*/2+4с3<0, ^>0 ;
4) ах< 0, £^<0, а1*/2+4с3<0, ¿/,<0.

Д(тА:) =   ̂4С] - > 0 булгани учун (3.3) тенглама ягона 
4^

2с3 +
п2

2-У О) (4С]3 + о^2) 2</2
. .. +<*-£1

2е. + а,(?.

21/°1(4с1 + V I2)

ечимга эга булади. Махсус нукталар куйидагича булиши 
мумкин: текисликда М х — марказ, М г — эгар, М г — ай- 
ниган эгар, чексизликда Ых — тугун (106-чизма).

Марказ булишининг (А ^  у,оли.
Ашр й=0, Ь (2Ь+а )>0  булса, у долда (2.10) тенглама 

учта оддий махсус нуктага эга булади:

М х (0,0), М , 

М.

1 1
^Ь(2Ь +  а ) ’ (2Ъ +  а ) 

1
у1Ь(2Ь +  а ) ’ (2Ъ + а )

(3.4) ва (3.7) характерис
тик тенгламанинг илдизла
ри мос равищца

(̂т,) = -Ь,

К ( ъ )  = -(36 + а);
Х Д Ц ^ О , Х ^ )  = 0

куринишда булади. Бу долда 
текисликда М 1 — марказ, 
М 3, М А — эгар, чексизликда 
эса Щ 0 , тх) — тугун, Щ 0 ,ц х) (-1.

106-чизма.
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— ёпиц эгар-тугун туридаги 
махсус нук,талар биргаликда 
булади. Унинг сифат манзара- 
си 107-чизмада тасвирланган. 

Марказ булишининг (A J  хрли. 
Бу дол координаталар сис- 

темасини маълум бурчакка бу- 
риш ёрдамида (А2) хрлга кел- 
тирилади.

Марказ булишининг (А )  урли. 
А р  ^ 2 = -4 й ,(3 6 1+ а 1),

61(26 ,+а1)^ 0  булса, у холда (2.17) тенглама иккита

A/j(0, 0), M 2 0̂, оддий махсус нук;тага ва битта устма-

уст тушувчи

ы  Г А _____ 1___
+  (2Ьу +  аг)_

махсус нукталарга эга булади. (3.3) тенглама 

г , =  0> г2 = гз = ^

илдизларга эга булади. Буларга мос характеристик тенг- 
ламанинг идцизлари куйидаги куринишда булади:

l i ( j \ )  =  - b u Я2(г , )  =  -(ЗА1 + a j ) ;

Aj(tj) = 2й, + а и Я2(г3) =  0.

Бу махсус нук;талар биргаликда куйидагича булади, 
текисликда М х — марказ, М г — лимит тугун, М г — очик; 
эгар-тугун; чексизликда N x — эгар ва N 2 — очик; эгар- 
тугун. Бу холнинг сифат манзараси 108-чизмада тасвир
ланган.

Бу холлар учун куйидаги теорема уринлидир.
1-теорема. Агар (2.1) тенглама текисликда учта махсус 

нуктага эга булибва улардан биттаси марказ туридаги махсус 
нуцта булса, у урлда бутун текисликда куйидаги учта хрл- 
дан бирида махсус нуцталар биргаликда булишлари мумкин:

1) текисликда марказ, лимит тугун, очщ  эгар-тугун ва 
чексизликда эгар ва очщ  эгар-тугун;

107-чизма.
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2) текисликда марказ ва 
иккита эгар ва чексизликда 
тугун ва ёпщ  эгар-тугун;

3) текисликда марказ, эгар 
ва айниган эгар ва чексизлик
да тугун.

Агар а1= -^ % -  б^лса, у 
“1

долда марказ булишнинг (А^  
долида (2.5) тенгламанинг 
характеристик тенгламаси 
илдизлари:

108-чизма.

1 1,2 = ± ^ 1 2 с,

булгани учун текисликда Л/, (0 , 0) — марказ, М 2 0

эгар туридаги махсус нук,таларга эга булади.
„з

* 3+1г г2 _ 12_  -  — 0

тенглама битга г. — — 2С1 кар-4 - оддий ва иккита г , , -  
“1 ” “1 

ради илдизга эга. Бутун текисликда марказ, эгар, тугун
ва очик, эгар-тугун туридаги махсус н укатал ар биргаликда
булади. Бу долнинг сифат манзараси 109-чизмада тасвир-
ланган.

Марказ булишининг ( А )  у,оли.

Агар Ь(2Ь+а-сГ)<0  ва с1ф 0 булса, у долда (2.10) тенглама 

иккита АГ,(0, 0) ва М 2(о, -  ̂

оддий махсус нукталарга эга

булади.
Бу иккита махсус нук,талар 

учун куйидаги доллардан бири 
булиши мумкин:

1) А < () с1>0, 2Ь + а>с1,
3й+а<0;

2 ) Ь < §  с !> 0 , 2 Ь + а > й ,
36+а>0;
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110-чизма. 111-чизма.

3) А>0, с1<0, 2Ь+а<{1, ЗЬ+а>0;

4) ¿ »0 , с1<0, 2Ь+а<с1, 3й+а<0;
5) Ь < 0, ¿<0, 2Ь+а>й, ЗЬ+а>0, 36+а>0;
6 ) ¿<0, ¿/<0, 2Ь+а><1, ЗЬ+а>0, ЗЬ+а<0\

7) й<0, с1<0, 2Ь+а >й , ЗЬ+а<0, 36+а<0;
8 ) 6>0, ¿/>0, 2Ь+а<с1, ЗЬ+а>0, ЗЬ+а>0;

9) А>0, с?>0, 2Ь+а<(1, ЗЬ+а<0, ЗЬ+а>0;

10) ¿ »0 ,  ¿1>0, 2Ь+а < й , ЗЬ+а<0, ЗЬ+а<0.

1, 3-доллар учун иккита марказ, тугун ва иккита эгар 
(110-чизма); 2, 4-доллар учун иккита марказ ва эгар (111- 
чизма); 5, 10-доллар учун марказ, иккита эгар ва иккита 
тугун (103-чизма); 6—9-доллар учун марказ, эгар ва тугун 
( 112-чизма)га эгамиз.

Агар 2Ь+а=(1*0, Ь *0  булса, у долда (2.10) тенглама 
битта М х( 0, 0) оддий марказ туридаги ва битта устма-уст

х

X

112-чизма.
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114-чизма. 115-чизма.

тушувчи М 2\0, - ёпикэгар-тугуи туридаги махсус нук;-

таларга эга булади. ¿ > 0, 2 Ь + а < 0, ЪЬ+а<() дол учун эква- 
торда ягона махсус нукгага эга буламиз ва у г1 — эгар 
булади (113-чизма).

АгарбсО, 26+«>0 , 36+а<0 булса, у долда марказ, ёпик; 
эгар-тугун, тугун ва иккита эгар туридаги махсус нукта- 
ларга эга буламиз (114-чизма).

Агар ш <0 ва Ь * 0 булса, (2.1) тенглама иккита М х(0, 0)

ва 0, оддий махсус нукгаларга эга булади. (3.3) тенг

лама г^ О  дакикий идцизга эга эканлигини осонгина аник- 
лаш мумкин.

М г ва N { лар учун характеристик тенгламанинг илдиз- 
лари мос равищца куйидагича булади:

я , = ^  + М  я2 = ^ ( / 5 - ^ ) ;

Х2(х х) = -(ЪЬ +  а ) .

Куйидаги махсус нукгалар биргаликда мавжуд були- 
ши мумкин: агар о><0, /?6*0 булса, у долда М х — марказ, 
м2 — купол фокус ва. N L — эгар; агар ш<0, 6* 0, /3=0 
булса, у долда М,, М 2 — марказ ва ^  — эгар (115, 116- 
чизмалар).

Марказ булишининг (А ^  %олида



116-чизма. 117-чизма.

булгани учун текисликда марказ ва тугун, чексизликда 
иккита эгар ва тугун туридаги махсус нуцталарга эга була- 
миз.

Агар 6=0 булса, у долда экваторда куйидаги махсус 
нук^галарга эга буламиз: г = 0, т1= 1; г= 0, г2= ~ 1; z=и■1=0. 
А^(0 , тг) ва Щ 0 , г2) махсус нук;талар учун

К )^2 к ) =  — Т %

булади, шунинг учун N ¿0 , г,) ва ТУ2(0 , г2) махсус нущ'алар 
эгар булади. (117-чизма).

Лг3(0 , ц х) махсус нувдга учун

^-1 ( / * 1  )^ -2  )  =  —

га эга буламиз, демак N¡(0 , ц х) — тугун булади.
Агар 6=0 булса, у долда текисликда марказ ва ёпик, эгар- 

тугунга, чексизликда иккита эгар ва тугунга эга буламиз. 
Бу доллар учун куйидаги теорема уринлидир.
2-теорема. Агар (2.1) тенглама текисликда иккита мах

сус нуцтага эга булиб ва улардан биттаси марказ туридаги 
махсус ну к; та булса, у хрлда бутун текисликда цуйидаги 
тущизта %оллардан бирида махсус нукталар биргаликда 
булишлари мумкин:

1) текисликда марказ, эгар, чексизликда тугун ва очик; 
эгар тугун;

2) текисликда иккита марказ, чексизликда тугун ва 
иккита эгар;

3) текисликда иккита марказ, чексизликда эгар;
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4) текисликда марказ, купол фокус, чексизликда эгар;
5) текисликда марказ, эгар, чексизликда тугун;
6) текисликда марказ, ёпиц эгар-тугун, чексизликда эгар;
7) текисликда марказ, эгар, чексизликда иккита тугун 

ва эгар;
8) текисликда марказ, ёпик, эгар тугун, чексизликда ик

кита эгар ва тугун;
9) текисликда марказ, тугун, чексизликда иккита эгар 

ва тугун.
Марказ булишининг (А2) холида Ь =й =  0 булса, у холда 

текисликда ягона МДО, 0) махсус нук,тага эга буламиз. 
Экваторда эса г= г1=0 ва £=/¿¡=0  иккита махсус ну^тага 
эга буламиз.

Уларга мос Пуанкаре сферасида куйидаги дифферен
циал тенгламалар булади:

^ = ^ = 0  махсус нук,та эгар, ¿ = / ^ = 0  — тугун туридаги 
махсус нук;та булади (118-чизма).

Агар 0 ва 36+а=0 булса, у холда текисликда ягона 
махсус нук,та мавжуд булади.

Бу холда (2.10) тенглама куйидаги куринищца булади:

яъни чексизликдаги махсус турга эга буламиз, шунинг 
учун г=0 экватор характеристика булаолмайди. Махсус 
йуналиш /¿,=0  булади (119-чизма).

Ни _  Z+du+Zu1 йм _  Х+А\г2+&2 
~3£

¿у _  х -Ь х у  

йх у +  Ьх2 ’

х

118-чизма. 119-чизма.
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5-§. ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАРНИНГ СИФАТ 
НАЗАРИЯСИ ТАТБИРИГА ДОИР МАСАЛАЛАР

Адоли усиши ва камайиши к;онунининг математик 
моделини биринчи булиб 1798 йили Англия олими Маль
тус тузган ва у куйидагича ифодаланади:

~  =  Ку, (К  -  const) (5.1)

бунда у — адолини усищ тезлиги, К  — тугилиш ва улиш 
коэффициентлар айирмасига тенг.

Бу тенглама шуни билдирадики, у нинг узгариш тез
лиги К  га нисбатан пропорционалдир. Пропорционал- 
лик коэффициента К  (агар у усувчи булса Х >0, агар у 
камаювчи булса Х<0 булиб, одатда соддалик учун у>О 
деб караймиз) куп долларда жараёнларни текширишда 
биринчи якинлашиш сифатида кабул кдлинади. (5.1) тенг- 
ламани узгарувчиларни ажратиб, куйидагича ечамиз:

~  =  Kdx, ln|j>| =  Кх + In с, у =  сеКх.

у(х0)= у 0 бошлангич шартда

у =  у0еК{х- х̂ > (5.2)

ечимни досил кдламиз.
Шундай кдлиб, (5.1) нинг ечими экспонентадан ибо- 

рат булади, яъни ечим курсаткичли функциядир.
Ечим учун шу нарса характерлики, агар узгарувчи айир- 

маси Ах га тенг булган арифметик прогрессиянинг дад- 
лари булса, у долда у нинг мос кийматлари махражи ек&х 
га тенг булган геометрик прогрессияни ташкил этади.

у  дар сафар 2 марта узгариши (усиши ёки камайиши) 
учун Ах кандай кийматлар олиши кераклигини осонгина 
топиш мумкин.

Бунинг учун

| КАх\ = In 2, яьни Д* = -щ- (5.3)

булиши керак.
Агар А>0 булса, у долда (4.3) формула у нинг киймати 

экспоненциал усишини курсатади.
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Бу долат, масалан очи к, мудитда бактерияларнинг (улар- 
нинг сони жуда куп булмаганда) купайиши жараёнини 
текширганда намоён булади. Уларнинг купайиши бир- 
бирига боглик, булмаган долда кечади деб кдбул кдлсак 
( “ Органик усиш к,онуни” деб аталувчи бу жараён барча 
занжир реакциялари учун хосдир), бактерияларнинг маъ- 
лум бирликда олинган микдори и нинг усиш тезлиги бу 
микдорга пропорционалдир, яъни

^ - К и ,  и =  иее п , - 'й ).

Жамгарма кассасига куйилган маблагнинг узлуксиз 
усиши масаласи ва шу каби бошк,а масалалар дам худди 
шундай урганилади. Агар К<0 булса, (5.2) формула^ нинг 
экспоненциал камайишини курсатади. Бу нарса, маса
лан радиоактив булиниш жараёнини урганишда намоён 
булади.

Агар радиоактив модданинг турли кисмлари бир-би- 
рига боклик, булмаган долда парчаланади деб фараз к,илин- 
са, у долда радиоактив модданинг дали парчаланмаган 
к;исми массасининг камайиш тезлиги бу массанинг узга- 
раётган к,ийматига пропорционал булади, яъни

4Ц- =  -р -т ,  т =  т0е -р(,^ \

Хусусан, шуни кайд к;иламизки, (5.3) формулага кура

Л? = вак̂ г ичида т нинг к,иймати 2 марта камаяди; бу

“ярим булиниш даври”дир. Масалан, радий моддаси учун 
бу давр тахминан 1,8 • 103 йилга тенг; боцщача айтганда, 
агар радий захираси тулдириб турилмаса, 1,8 • 103 йилдан 
сунг, радийнинг бошлангич микдорининг ярми к,олади, 
яна 1,8 • 103 йилдан сунг бошлангич микдорнинг чорак 
кисми к,олади ва доказо. Баланддик узгариши билан ат
мосфера босими узгариши, кдршилик орк,али конденса- 
торнинг зарядсизланиш жараёни ва боцща купгина ма
салалар худди шу усулда урганилади.

Баъзи долларда кэралаёгган тенгламани у ёки бу дара- 
жадаги соддалик билан (5.1) тенглама куринишига кел- 
тириш мумкин. Мисол учун к,аршилиги Я  ва индуктив- 
лиги Ь  булган занжирга узгармас кучланиш и ни улаган- 
да, / ток куйидаги
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тенгламани к,аноатлантириши физикада исботланган. (5.4) 
чизикди бир жинсли булмаган тенглама булиб, уни ин- 
теграллаш усуллари тегишли адабиётларда берилган. Пе
кин бу тенгламани куйидагича соддалаштириш мумкин:

----Л/ +  и = - а ( / - | ) ,

' ( ' ‘ л )  . ж Л- «1
А 1 \ я } ’

бундан эса

'-И*-*)*
' - 7  +  ( 4 - | ) *

Агар бошлангич вакгда, уни биз /=0 деб оламиз, зан- 
жирда ток булмаса, тенглама янада соддарок, куринишга 
келади:

?„ =  0, /0 =  0 ва

-4*
I- (5-5)

Хосил к?тинган богликушк графиги куйидагичадир:



Курамизки, ! -><» булганда ток киймати экспоненциал

долда — чегаравий стационар кийматга якинлашиб
¿аборади. Агар ток берилиши жараёнида, / - > да -* 0 ва 

шунинг учун

т  =  и,

булиши (яъни бу .колла ток тикланади ва бутун кучланиш 
К к,аршиликни енгишга сарф булади) назарга олинса, бу 
кийматни осонгина (5.5) ёки (5.4) тенгламанинг узидан 
топиш мумкин. Токнинг лимит к,ийматидан четланиши

— _  Ь I ^
х Я Л 

Ь

вак,т ичида икки марта камаяди. (5.2) нинг асосида е сони 
^осил булиши — е сонининг математика ва унинг тат- 
бикдаридаги му^имлигини билдиради.

Дифференциал тенгламалар сифат назариясининг био
логия, медицина ва бошк,а фанларга татбик,ига дойр ма- 
салаларни курамиз.

1-масала. Икки турдаги ухшаш ^айвонлар озук,а чек- 
ланган урмонда яшасин. Уларнинг бир-бири билан ра- 
к,обат курашининг натижалари куйидагича булиши мум
кин:

а) биринчи тур сакданади, иккинчи тур йукрлади;
б) иккинчи тур сакданади, биринчи тур йукрлади;
в) иккала тур сакданади;
г) иккала тур йуколади;
Ю кор и да хдр бир натижалар каралаётган х  ва у тур- 

ларнинг узгариш тургунлик х,олатига мос келади. Шунинг 
учун х  ва у купайишнинг математик моделини куйидаги 
дифференциал тенгламалар системаси куринишида ёзиш 
мумкин:

Иг
—  = х (Ьт — Ь20х  — Ьпу ),

^  =  У(а<п~апх - а 02у), 

бунда а01, аи , а02, Ь10, Ь20, Ьп — мусбат сонлар.
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1 dx „ „ _
— • куринишдаги x  купаииш учта кушилувчидан ибо-

рат: bw — купайиш тезлиги, ( - Ь 20х ) — мос равишда тур 
ичидаги рак;обат; ( - ¿ пу) — мос равишда турлараро рак,о- 
бат. Берилган система фак;ат х>0 ва у>0 булгандагина 
маънога эга.

Математик нук,таи назардан бу системани Оху текис- 
лигида урганиш мумкин. Берилган тенглама

Аг(0,0), Л2(о, ,

О) д  (hoaQ2~ Qqi^ii) (^oaoi~ aio^ii)
\̂ 20 / ’ А _(Ь}0а02~ alA l)  ’ (А20°02 ~

махсус нук,таларга эга.
Агар

2̂0а02 <  AAl> АоД02 <  fl0lAl> 2̂0а01 <  Ao^ll (А)

шартлар бажарилса, махсус нукдалар ботик; туртбурчак 
ташкил этади.

Агар

2̂0а02 >  М и ,  Ь10й02 > aQ1bn , 6 20й 01 >  ЬШап (®)

шартлар бажарилса, махсус нук,талар к,аварик, туртбурчак 
ташкил этади.

Махсус нук^тачарнинг турини аникдаш учун куйидаги 
алмаштиришни бажарамиз:

х=и+х0, y=v+y0,

бунда х0 ва у0 махсус нук;таларнинг координаталари, и ва 
v — янги узгарувчилар. Натижада берилган система куйи
даги куринишни олади:

W  =  К А о  ~  2 А о * о  -  A i > 0 «  -  A i * o v l  “  6 2о“ 2 -  A i u v > |

%  = 1-ОцУои + ( floi -  Ч Л  -  )v] -  anuv -  a02v2.J

Махсус нук;талар учун характеристик тенгламанинг 
куриниши куйидагича булади:

^  ~ К А о  ~ ^^2ох о _ A i^ o ) + ( aoi — — 2 а 02̂ 0)]Х  +
+[(Аю - 2 Й20х0 -  Aiy0) (%  -  ОцХо - 2 ао2Уо) -  А Л Л У о ] = °-
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Аг  А1, А3, А4 махсус нук^алар учун характеристик тенг- 
ламанинг илдизлари мос равишда куйидагича булади:

^1 = ¿10. ^2 =  «01

з _  (¿Ю°02 -^цДр!) 1 — _  „
Л1 ~  п > л2 ~  “ 01 

а 02

3 _  (^0°01 ~Фюап) 1 _  I 
! > л 2 ~  °10

^  _  1 *20^11д 01+  ^10а 11а 02 ~  Ь20^01002 ~  Ь2оЬоаР2 ± V^20^?1Д01 +

1,2 2 620̂ 02 ~ Ь\\а1\

+ г^о^ра^ац + И\оЫай2а\\!\\ат-'М>1<Айа12ай\ ~ +
*20%2 -  *11аИ

2 2 2  2 2 2 2  2 2 2  2 2 2  + 2 Ь Ь̂[1ай\ао2 ~ ^Дрдцаог + 01Драр2 + ар2б20а01 + 620*10002 ~
*20а02 ~ 6ца11

-  2^р6[1ар16|оДр2 -  2610̂ ра01дпар2 + 4Ао6цДр1Дп
*20а02 ~ *11а11

Агар берилган система учун (В) шарт бажарилса, у 
долда иккита эгар ва иккита тугунга (улардан бири тур- 
гун, иккинчиси тургунмас) эга буламиз.

Агар берилган система учун (А ) шарт бажарилса, у 
долда битта эгар ва учта тугунга (улардан бири тургун
мас, иккитаси тургун булган) эга буламиз.

Агар берилган система учун ички турлараро рак,обат- 
ни дисобга олинмаса, у долда система куйидаги кури- 
нишни олади:

^  = х (й10 -  ^ у ) ,  %  =  - у  («01 -  Оц*).

Бу система /4,(0, 0) — эгар ва А л —  ] — марказ 
1 \ °п  ап /

туридаги махсус ну^таларга эга булади. Л4 махсус нук;та- 
нинг марказ туридаги махсус нук,та булишининг коэф- 
фициентлар шартини Фроммер ва Сахарниковлар исбот 
кделганлар.

Берилган дифференциал тенгламалар системасига кура 
куйидаги дулосаларни айтиш мумкин:
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1. х > 0, у> 0  координата уклари системанинг ечимла- 
ри булади.

2. Координата укпарида ётган махсус нукталар иккинчи 
гурух махсус нукталари (фокус, марказ ва уларнинг ком- 
бинациялари) була олмайдилар. Бундан ботик туртбур- 
чакнинг учларидаги махсус нукгаларнинг турттаси \ам 
биринчи гурух, махсус нукталари булиб, улардан ичкиси 
эгар, ташки учта нукта тугунлар булади.

Демак, тебраниш жараёни мавжуд булмайди, яъни хдй- 
вонларнинг битта тури тез йуколади.

3. Туртбурчак каварик булган хрлда координата укла- 
рида ётган махсус нукталар

факат эгар булади, Л ,(0 , 0) махсус нукта тургунмас тугун 
булиб, Л4 махсус нукта эса

тугун, фокус ёки марказ булиши мумкин. Бу махсус нук
талар бир ваквда иккита эгар, тугун ва марказ ёки иккита 
эгар, тугун ва фокус булаолмайдилар.

Демак, юкоридаги хулосаларга кура махсус нукталар 
ботик булганда хдйвонлар туридан бирининг йуколиш тез- 
лиги махсус нукгаларнинг каварик булиш ^олига нисба- 
тан купрок булади. Буни куйидагича тушуниш керак: кава
рик туртбурчакнинг юзи ботик туртбурчакнинг юзидан 
катта (яъни бу каварик туртбурчакдаги озука ботик 
туртбурчакдаги озукадан куп эканлигини билдиради).

Бу масалани аник мисолда тушунтирамиз.
1-мисол. Ушбу

дифференциал тенглама берилган. Бу тенглама Л,(0, 0),

,1,(0, 2), Д,( 1, 0), а (|  » |) махсус нукталарга эга ва (А )
шарт бажарилгани учун бу нукталарни бирлаштиришдан 
хосил булган туртбурчак ботик булади. Бу хрлда А] тур-
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* v .

. «  '?  ■ .
iT4 / ■ . / ?  Ъ\\

4 ¡Щ/ 4 íí':
' / т

IK>Aw№Vi>Cv<m.A
\  \ .

120-чизма.

X

гунмас тугун, А2 ва А } — 
эгар, А4 эса — тургун ту
гун булади. Берилган тен- 
гламанинг интеграл эгри 
чизиьугар манзараси 120- 
чизмада тасвирланган.

2-мисол. Ушбу
dy _  у ( 2 - 2 х - у )  
dx х(2 -  х -  2у )

дифференциал тенглама 
берилган. Бу тенглама

А Ж  0) А2ф, 2), А}(2, 0),
А Л ,  j )  махсус нук,талар-

га эга. Берилган тенглама учун (В ) шарт бажарилади,

шунинг учун учлари махсус нукгада ётувчи к.аварик, 
туртбурчак ташкил этади. Л, — тургунмас тугун, Аг ва А}
— тургун тугун, А4 — эгар булади. Берилган тенглама- 
нинг интеграл эгри чизиьутари манзараси 121-чизмада тас
вирланган.

2-масала. Инсон иммунологик системасининг асосий 
функцияси организмни тирик жониворлардан ва узлари- 
да генетик бегона ахборотлар белгиларини олиб юрувчи 
моддалар (бактериялар, вируслар, аллергенлар, хужайра- 
лар ва хоказо)дан сак^ашдан иборат. Бу бегона ахборот
лар антигенлар деб 
аталади. Инсон орга- 
низми иммунологик 
системасининг функ- | 
цияси антигенларни 
аникдаш ва организ- f
МНИ ХИМОЯ КДЛИШ- %•, ; ;
дан иборатдир. у  ^

Инсон организ- 
мида содир булади- 
ган касалликлар би- 
лан унинг согайиши, 
яъни антигенларни
ишлаб чикдриш opa- 121-чизма.

■у//
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сидаги богаанишлар биринчи булиб Америка олимлари 
Белл ва Пимбли томонидан урганилган, хусусан улар 
куйидаги дифференциал тенгламалар системасини тек- 
ширишни таклиф к.иладилар:

^  =  у [ Хх- ( а х- Х х)х + Х ху),

^  =  х [ - Х 2 - Х 2х  +  (а 2 - Х 2)у]

бу ерда Хх — ангигеннинг купайиш тезлиги, ах — унинг эли
минация (айрим организмларнинг турлича табиий сабаблар 
гуфайли далок булиши) тезлиги, Хг — анти жисмлар (орга- 
низмда антигенлар пайдо булиш билан юзага келадиган ва 
уларнинг таъсирини йукртадиган моддалар) емирилиш тез
лиги, а, — анти жисмлар ишлаб чщаршшш тезлиги.

Моделда анти жисмлар ва ангигеннинг узаро таъсири 
факдтгина антигеннинг элиминациясини келтириб к,ол- 
масдан иммунологик системанинг стимуляциясига ва 
шунга кура антител ишлаб чикдрилишига олиб келади. 

Берилган система туртта махсус ну^тага эга:

М О ,  0), 4 (0 - -1 ), М - 1  0)ва А ^ ,  ^

бу ерда К = а 1а2- а 7Х1- а 1Хг
Махсус нукз'аларнинг турини аник«лаш учун

х = х + х 0, у =  у + у 0

алмаштиришни бажарамиз, бундах вау -  янги узгарув- 
чи, х() ва у0 — махсус нук;танинг координаталари.

У  долда берилган система куйидаги куринишни олади:

_ _ _ _
_ -= (-А 2_ 2  Х2х й+ а 2у0- Х 2уй)х + (а г х о-*-гХо)У+Рг(х,У ) 

? -= (-«1 > ;о+^>’о)^+и1+2Я1Уо-«^о+^^п )У+02 (^37)
> (А )

Л  

бунда

р2(*  > у ) =  Х2х 2 +  (а 2 -  Х2)х  у , 0 2(х , у ) = Хху 2 + (а х -  Хх)х у.

(х0, >'0) махсус нук,та учун характеристик тенглама кури- 
ниши куйидагича булади:
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(- Я2 2Я2Х0 +  &2Уд ^2-Уо) ( а 2х 0 ^-2^0) _ 0

* ( - « 1У0 + 1 1>;о) <Л + 2 А , у 0 - « л  +  А,х0) - с о

ЛДО, 0) махсус нук,та учун характеристик тенгламанинг 
илдизлари

Ш)Х=1Г и>2х2= —Х2

булгани учун махсус нукта эгар булади.
. 0) махсус нукга учун характеристик тенглама

нинг илдизлари

ш ~Х2, и>2= а 1

булгани учун махсус нук,та гургунмас тугун булади.
Л,(О, - 1) махсус ну^та учун характеристик тенглама

нинг илдизлари

а>1 = —££,, а>2—— Л[ 

булгани учун махсус нук,та тургун тугун булади.
.  /  «2^1 а 2 \

^ 1— I махсус нук,та учун характеристик тенг

ламанинг илдизлари

_  Х2 ( а 1-  а2) _  П  , ^ 1^2(а 1 ~  а г У  ~  4 « 1Я21я 2 “  (^1 + ^2)1 
С01>2----------- - +  л/ЛХ /4 -------------------------д-------------------------

куринищда булади.
Бу ерда куйидаги д;оллардан бири булиши мумкин.
I. Агар

ах< а 2, а2>Хх+Х2, А^2(а 1-а2)2<4а1а21а2-(А1+А2)] ва Л >0  (В)

булса, у х,олда махсус нук,та тургун фокус

булади ( 122-чизма).
Ар А1, А3 ва А4 махсус нук;талар ботик, туртбурчак таш- 

кил этади.
Демак, А х, А2, А3, Д, махсус нук^алар биргаликда эгар, 

тургун тугун, туркунмас тугун ва тургун фокус чур ид а були
ши мумкин экан.

(В) шартда а2> а х булгани учун, анти жисмлар ишлаб 
чик,ариш тезлиги, унинг баргараф к,илишга кетган сарф-
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дан юкрри булади. Бу х,олда анти жисмлар ва антиген 
вдришмаси А4 махсус нук̂ та атрофида вак,т утиши билан 
сунувчи тебраниш вужудга келади, аммо системанинг 
ечими нолга тенг булмайди. Бу долда антигенларни ин- 
сон организмидан тулик; чикариб булмайди.

а1>Я1+Я2 шарт шуни билдирадики, яъни анти жисм
лар ишлаб чикдриш тезлиги, антиген купайиши ва анти 
жисмлар камайиши тезликлари йигиндисидан катта була
ди ( 122-чизма).

II. Агар а х> а 2, а2>А1+Д2, Я1Я2(а1- а 2)2<4а:1а*[й:2- (А 1+Я2)] 
ва К >  0 шарт бажарилса, у долда Л4 махсус нукта тургун- 
мас фокус булади.

Бу долда I долга к,арама-к£рши вазиятга, яъни вакрг ути
ши билан усувчи тебранишга эга буламиз ва касалликнинг 
натижаси улим билан тугаши мумкин (123-чизма).

III . Агар«^с^,, а2>Я1+Я2,А1А2(а 1—а2)2>4а1а*1а2—(А1+А2)] 
ва Л > 0  шарт бажарилса, у долда Л4 махсус нук,та тур рун 
тугун булади. Бу долда анти жисмлар ва антиген к;ориш- 
маси нолга интилади. Бу х,олда инсон баданидаги анти

ген тулик, чик,ариб 
ташланади (яъни туза- 
лиш  содир булади ) 
(124-чизма).

IV . Агар а 1> а 2, 
у с£2>Я̂ -ЬЯ2, Я,Я2(а 1 *̂2) ^ 

< 4 а 1а2[а 2-(Я ,+Я 2)] ва 
Я >  О шарт бажарилса, у 
дадда махсус нук;та 
тургунмас тугун була
ди. Бу долда инсон ба- 
данининг задарланиши 
тез усувчи булади ва 
касаллик натижаси 
улим билан тугаши 
мумкин (125-чизма). 

х V. Агар а 1= а 2
булса, у  долда характе
ристик тенгламанинг 
илдизи куйидаги кури- 

123-чизма. нишда булади:
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124-чизма. 125-чизма.

__ 2а2̂ г  ¿2 4~а2̂ а2~(̂ -1 "*■ ̂ 2)] + _ , Л =  а 2[а 2- (Я 1+ Я 1)]

Бунда иккита долдан бири булиши мумкин.
а) Агар ¡а 2- ( Л 1Ч-Л2)1 < 0  булса, у долда Д, махсус нук,та 

эгар булади. Туртга махсус нукга кдварик, туртбурчак таш- 
кил этади. Шунинг учун биргаликда иккита эгар ва иккита 
тугун булади. Касаллик улим билан тугайди (126-чизма).

б) Агар [а2- (Я 1+Я2)]> 0  булса, у долда характеристик 
тенглама илдизларининг куриниши к,уйидагича булади:

Бу долда (А ) система учун марказ ёки фокус булиш муам- 
моси вужудга келади. (А ) система марказга эга булиши 
учун коэффициентларнинг шартларидан фойдаланиб А4 
махсус нукгани марказ булади деб оламиз, яъни унинг 
атрофини уровчи чизикдар айланалардан иборат.

Бу долда тебраниш даврий булади, демак касаллик су- 
рункали булади (127-чизма).

о)12 =  + 21аг >/Я1 Я2 4 а 2\а2 ~  (^1 +

У У

126-чизма. 127-чизма.



3-масала. (Фотосинтез жараёнининг сифат манзара- 
сини текшириш). съ триозофосфат ва с6 гексозофосфат 
к,оришмасида юзага келадиган фотосинтез (усимликлар- 
да ёрутик  таъсирида анорганик моддалардан органик 
моддалар л,осил булиш) жараёнининг энг оддий матема
тик моделини тасвирловчи куйидаги

дифференциал тенгламалар системасини к;арайлик, бу 
ерда а., /?. (/=1, 2 , 3) — узгармас параметрлар булиб, улар

шартни кдноатл антирад и.
(А ) системанинг унг томонидаги х,ар бир кушилувчи 

куйидаги маънони билдиради: ар\ — иккита хрдисанинг 
тезликлар айирмаси (биринчиси С 0 2 водород донори 
иштирокида нуклеопротеид ва рибулезлардан триозлар- 
нинг пайдо булиши ва иккинчиси — фруктозодифосфат 
пайдо булиш хисобига трирозанинг камайиши); сг, — С 0 2 
нинг даводаги концентрацияси ва ёруглик интенсивли- 
гига ботик, узгармас коэффициент; а,с3с6 — рибулезлар 
ва тетрозлар пайдо булишида, яъни тризофосфатнинг гек
созофосфат билан реакцияси даврида тризофосфатнинг 
камайиши; аъ — нафас олиш жараёнида полисахаридлар 
гидролизи хисобига триозларнинг узгармас ок?ши; /З3с3с6 — 
гексозларнинг камайиши.

Янги узгарувчи

киритамиз, бу холда параметрлар

ва узгарувчиларни с}=х , с6=у  белгилаймиз ва (Б) шартни 
Хисобга олиб (А ) системани куйидаги куринишда ёзиш 
мумкин:

(А)

« ,  -  « 2 +  а , = 0 ; А  = у  А »  А  = |  А .  

А  -  А  -  А  = 0 ;  «з < \ а ,

(Б)

т=ал
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—  =  х 2 -  (1 +  у)ху + у;

&  =  j e (7 x 2 -  у2 -б х у ) ,
(В)

бу ерда £ > 0, 0 < у < -
Оху текислигидаги махсус нук,таларни 

х 2 -  (1 + i )x y  + у = 0; 1 

|е(7х2 -  у2 -  бху) = 0J
(Г)

тенгламалар системасидан топамиз.
(Г ) тенгламалар системасидаги иккинчи тенгламани 

куйидаги куринишда ёзиш мумкин:

(х -у )(7 х + у )= 0 .

Агар у= ~1х булса, у х,олда

х 1 + (1 + у)1х2 +  у >  0 .

булади, яъни бу долда (Г ) система ечимга эга булмайди. 
Агар у = х  булса, у ^олда

-у х2+у=0

булади, бундан х=±1 , яъни бу хрлда (Г) система ечимга 
эга булади. Шундай ¡дилиб, текисликда (А ) система учун 
А  (1, 1), В (~ \ ,  -1 ) нук,талар мувозанат нук^алари булади.

А {\ , 1) махсус нук,тани текширамиз. Унинг учун (А ) 
системага

ни куямиз. Бу система учун 0 (0 , 0) махсус нук.танинг 
турини аникдаймиз. Унинг учун

характеристик тенглама тузамиз. Унинг илдизлари:

х = х х +  \, у = у х + 1

7у2+(8£+7у-7)2+16£у=0 (Д)

7 -  7у -  8« ±  ̂  (7 -  7у -  8s)2 -  448су
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2 (Е)

Келгусида аншушк учун

7 - 7 у - 8 е  > 0;

(7 -  7у -  8е)2 -  448еу < 0

тенгсизликлар уринли деб фараз к,иламиз.
/г-ч 1 1(Е) тенгсизликлар системаси, масалан, £ =  ^ , у = -¡̂

к,ийматларида бажарилади. (Е) шарт бажарилганда (Д ) 
характеристик тенгламанинг илдизлари дак.ик.ий к,исми 
мусбат булган комплекс сонлар булади. Шунинг учун А (  1, 1) 
мувозанат долат тургунмас фокус булади.

Худди шунга ухшаш В (-1 , -1) махсус нукта учун тек- 
ширишни бажариб, бу нук,танинг тургун фокус эканли- 
гига ишонч до с ил циламиз. В махсус нук,та учун харак
теристик тенгламанинг илдизлари

, _ 1у + 8е -  7 ± / 4448еу -  (7 -  7у -  8е)2 
2 -  -  

комплекс сондан иборатдир.
Энди (В) системанинг фазовий даракат долатини (х, у) 

текисликнинг даммасида текширамиз.
Унинг учун (В) системадан ск ни чик,ариб, ушбу

dy _  г (7х2 -  бху -  у ) 
dx 1 [х 1 -  (\ +  у)ху +  у ]2 (3)

дифференциал тенгламани досил кдламиз. Бу тенглама- 
дан 7х2-6 х у -у 1={) тенглама билан антутанувчи нук^алар 
тупламида (В) системанинг фазовий траекториялари го-

ризонтал уринмаларга эга булади (бунда — 0 ).
7х2- 6х у -у = ()  тенгламаниу=х, у= - 1 х иккитатугри чи- 

зик, тенгламаси куринишда ёзиш мумкин.
Бу тугри чизикдар фазовий текисликни туртта чорак- 

ка булади (128-чизма).
I, III чоракда j> = -^ •< 0 булгани учун фазовий дара-

кат траекторияси юк,оридан пастга йуналган булади. II, 
IV чоракларда >>>0 булгани учун фазовий даракаг грае к 
торияси пастдан юцорига йуналган булади.

Эгри ЧИЗИК,НИН1

206



128-чизма.

х2-(1  +у )ху+у=0  (Ж )

нук^галарида фазовий траекториялар вертикал уринмаларга

эга булади (бунда = 0 ). (Ж ) тенгламани у га нисбатан 
ау

ечиб,

+  (Н)
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тенгламага эга буламиз. Шундай кдлиб, х, у ишораларига 
кдраб турли фазовий текислик к,исмларида 128-чизмада- 
ги каби харакат траекториясига эга буламиз. 1х2-(уху’- у 2= () 
ва х2- ( 1  +у)х>’+у= 0  эгри чизикдар (3) тенглама интеграл 
эгри чизик,ларининг мос равишда горизонтал ва верти
кал изоклин огишлари булишини эслатиб угамиз. Оху 
текислигида координаталар бошидан утувчи фазовий тра
ектория учинчи чоракдан чик,иб, биринчи чоракка кира- 
ди. Биринчи чоракка кириб, у ундан чик,иб кетаолмайди. 
Координаталар бошидан утувчи траектория горизонтал 
уринмага эга.

Энди фараз кдламиз, / -> оо да бу фазовий траектория 
чексизликка кетмасин. У  холда биринчи чоракда фазо
вий текисликка энг камида битга (В) тенгламалар систе- 
маси лимит даврага эга булади. Хак,ик,атан, тескари холда 
/-»+оо координаталар бошидан утувчи фазовий траекто
рия А ( I ,  1) мувозанат холатга интилиши мумкин булар-
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ди, буни булиши мумкин эмас, чунки А — тургунмас 
фокус. Бунда хдр хш1 фазовий траекториялар кесишмас- 
лиги ,хак,идаги теоремадан фойдалавдик.

Шундай кдлиб, Оху текисликнинг биринчи чорагида 
тулик, жойлашган тургунмас фокус тургун лимит давра 
билан уралган. (Р ) дифференциал тенгламада х  ни - х  ва 
у ни - у  билан алмаштирганда, унинг ишораси узгарма- 
ганлиги сабабли учинчи чоракдаги фазовий текисликда- 
ги В  (-1 ,  -1 ) тургун фокусни тургунмас лимит давра ураб 
туради.

Демак, (В) системанинг Оху текисливдаги фазовий 
хдракат траекторияси 129-чизмада тасвирланган.

Узгармас шартда фотосинтезнинг даврийлигини урга- 
ниш асосида олинган натижалар фотосинтез жараёни- 
нинг маромийлигини (ритмийлигини) тушунтириши мум
кин, шу билан бирга кимёвий реакциялар кинетикасини, 
хусусан мадсулотлар к,оришмага боншк; тезлик жараёни 
х,акдда бир к,атор хулосалар чицариш имконини беради.



ГУ Б О Б

ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР СИСТЕМАСИ
ХАРАКТЕРИСТИКАЛАРИНИНГ УЧ УЛЧОВЛИ 

ФАЗОДАГИ Х.ОЛАТЛАРИ

Жуфт улчовли фазодан ток; улчовли фазога утилганда 
дифференциал тенгламалар системасининг характерис
тик :*олатлари манзараси кескин узгаради. Уч улчовли 
фазодаги характеристикалар текисликдаги характеристи- 
каларга нисбатан умуман боищачадир.

Бизга маълумки, Оху текисликда, агар битта характе
ристика махсус нукз'ага спиралсимон тарзда кирса, у  ̂ олда 
к;олган \амма характеристикалар дам шу тарзда махсус

130-чизма.
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нуктага киради. Агар бирор характеристика махсус нук;- 
тага маълум уринма буйича кирса, у долда спиралсимон 
характеристика умуман булмайди.

Уч улчовли фазода бир вак;тда махсус нук^ага характе- 
ристикалар маълум уринма буйича, спиралсимон ва ёпик, 
хщатларда кириши мумкин.

Уч улчовли фазода махсус нук,танинг марказ булиш 
тушунчасини етарлича T^Fpn деб булмайди. Фак;ат 
х,амма характеристикалар махсус нук,та атрофида ёпик, 
булса, у х,олда махсус нук,тани марказ деб ^исоблаш 
мумкин.

Агар махсус нук,та атрофида чексиз куп ёпик; характе- 
ристикалар, шунингдек у ёки бу сиртларда жойлашган 
бошк,а характеристикалар спиралсимон булса, у ^олда 
махсус нук,тани марказ деб хисоблаш мумкин (130-чиз- 
ма). Шунингдек, х;амма характеристикаларнинг бирор 
координаталар текислигидаги проекциялари ёпик, булган- 
да х,ам махсус ну^тани марказ деб айтиш мумкин (бу мар
каз таърифини А. Пуанкаре берган), улар 130-а, б, в, г 
чизмаларда тасвирланган.

1-§. ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР СИСТЕМАСИНИНГ 
УЧ УЛЧОВЛИ (Я=3) ФАЗОДАГИ СОДЦА 

МУВОЗАНАТ ХОЛАТЛАРИ

Ушбу

dxdt =  axx  + a2y + a}z +  P (x , y, z), 

=  b x̂ +  b2y +  b}z +  Q(x, y, z),
dt
dz
dt ■■ q x  +  q y  +  Cjz +  R (x , y, z)

( 1.1)

дифференциал тенгламалар системаси берилган булсин, 
бунда Р (х , у, z), Q(x, у, z) R  (х, у, z)  — бирор D  сох;ада 
аналитик функциялар.

Ушбу
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|г = ахх  +  а2у + а3г  

%  =  Ь\Х +  Ъ1у +  Ъгг  

%  =  с1х  +  с2у +  съ1

(1-2)

системани ( 1.1) тенгламанинг к,иск,артирилган тенглама- 
лар системаси деб атаймиз.

Фараз кдлайлик, (х0, у0, — (1.2) системанинг муво- 
занат долати булсин.

Агар

А 62

¿2 - Я  63 = 0  (1.3)
<\ с2 Л

характеристик тенглама илдизга эга булмаса (комплекс 
соннинг х;а1дйк?ш к^сми нолга тенг булганда), у долда бу 
мувозанат долатни оддий деб атаймиз.

1,, Х2, А3 илдизларнинг комплекс узгарувчи текислиги- 
да жойлашишига кдраб куйидаги доллардан бири були- 
ши мумкин.

1. (1.3) характеристик тенгламанинг дамма илдизлари 
давящий булиб, бир хил ишорали булмасин. У  хрлда мувоза
нат хрлатидан сепаратрисса деб аталувчи бирор сирт угади.

Шундай £>0 сонини топиш мумкинки, шу сиртда ётув- 
чи дамма характеристикалар £ — мувозанат долати атро- 
фига киришда / ̂  + о° (¡^ .-сс ) булганда маълум уринма 
буйича интилади. Бу сепаратрисса сиртида тургун (тур- 
гунмас) тугунга эга буламиз.

Сепаратрисса сиртининг дар хил томонларида ётувчи 
иккитахарактеристика/ -*• -  оо (? -» + оо) дамувозанатдолат- 
га умумий маълум уринма буйича интилсин. Бу иккита 
характеристика сепаратриссалар дейилади. Бошк,а дамма 
характеристикалар мувозанат долатдан маълум масофада 
узокдашган долда утадилар.

Шундай £>0 атрофни курсатиш мумкинки, бу харак
теристикалар мувозанат долатдаги е — атрофга киради ва 
бу £ — атрофдан чик,иб кетади. Бундай мувозанат долат 
эгар дейилади (131 -чизма).
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131-чизма.

2. (1.3) характеристик тенгламанинг \амма илдизлари 
х;акдоий ва бир хил ишорали булсин. Бу х,олда шундай 
£ > 0  ни топиш мумкинки, х;амма характеристикалар е — 
мувозанат х,олат атрофида, унга / - * + »  (/ оо) булганда 
маълум уринма буйича интилади. Бундай мувозанат долат- 
ни тугун дейилади. Агар характеристик тенгламаларнинг 
илдизлари манфий булса, бу ^олда характеристикалар 
1 -*• + оо да тугунга интилади, шунинг учун бундай мувоза
нат хрлатга тургун тугун дейилади (132-чизма, I). Агар 
характеристик тенгламанинг дамма илдизлари мусбат 
булса, у з^олда /-»-оо да хамма характеристикалар муво
занат холатдан узок^ашади, бундай мувозанат х,олатга тур- 
гунмас тугун дейилади (132-чизма, II).
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133-чизма. 134-чизма.

3. Характеристик тенгламанинг битта илдизи х,ак,ик,ий 
ва к,олган иккитаси катима комплекс сон булиб, комп
лекс соннинг дак;ик,ий к^сми ишораси ^акик,ий илдиз 
ишораси билан бир хил булсин.

Бу х,олда шундай £>0 олиш мумкинки, г — мувозанат 
х;олат атрофига кирувчи ^амма характеристикалар I -*■ + оо 
( ( - > - » )  да мувозанат ^олатга интилади.

Лекин, бу характеристикалардан иккитаси мувозанат 
хрлатга маълум умумий уринма буйича интилади, к,олган 
х,амма характеристикалар спиралдан иборат булади. Бун- 
дай мувозанат х;олат фокус дейилади. Агар комплекс илдиз- 
нинг ^ак^идий ¡дисми манфий булса, у х;олда х,амма харак
теристикалар /-*+оо булганда фокусга интилади ва фокус 
тургун булади (133-чизма). Агар илдизнинг х.ак.ик.ий к^с- 
ми мусбат булса, у хрлда х;амма характеристикалар 
булганда фокусга интилади ва фокус тургунмас булади.

4. Тугун ва фокус туридаги мувозанат долатлар узаро 
топологик эквивалент.

Характеристик тенгламанинг битта илдизи х.ак.ик̂ ий ва 
долган иккита илдизи кушма комплекс сон булиб, комп
лекс соннинг ^ак.ик.ий щ еми ишораси х,ак,ик,ий илдиз 
ишораси билан к,арама-к,арши булсин.

Бу холда мувозанат х,олатдан бирор сепаратрисса сирт 
деб аталувчи сирт утади.

Шундай £>0 сиртни олишимиз мумкинки, бу сиртга 
кирган х,амма характеристикалар г — мувозанат холат ат-
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рофида /'-»•+00 ({->  — оо)  булгавда спирал каби интилади. 
Сепаратрисса сиртида тургун (тургунмас) фокус булади.

Сепаратрисса деб аталувчи сепаратрисса сиртининг дар 
хил томонларида ётувчи иккита характеристика * -*■ -  оо (* -* + <») 
да мувозанат долатга умумий уринма буйича интилади.

К,олган хамма характеристикалар маълум масофада 
мувозанат ̂ олатдан утиб е — атрофдан чикздб кетади. Бун- 
дай мувозанат долат эгар-фокус дейилади (133-чизма).

Эгар ва эгар-фокус мувозанат долатлар топологик эк- 
вивалентидир.

Шундай кдлиб, купол мувозанат долатларнинг топо
логик структураси характеристик тенглама илдизининг 
х,ак,ик^й к^исми ишораси орк,али аникданишини курдик.

Юк,оридаги тасдикдарга дойр мисоллар келтирамиз.
1-мисол. Ушбу

1 = - .  § = «
система берилган булсин. Бу система ягона (О, 0, 0) му
возанат долатга эга.

Бу мувозанат долат учун характеристик тенглама ил- 
дизлари

А 1==о, А2=/>, А3= с

булади. Агар а < О, ¿<0, с<0 булса, у  долда (0, 0, 0) муво
занат долат тургун тугун булади.

Агар а > О, ¿>0, с>0 булса, у  х,олда (0, 0, 0) мувозанат 
х,олат тургунмас тугун булади.

Агар а • Ь • с<0 булса, у  *олда (0, 0, 0) мувозанат долат 
эгар булади.

2-мисол. Ушбу

% - Ь х  + ау, § - «
система берилган булсин. Бу система ягона (0, 0, 0) му
возанат х,олатга эга. Бу мувозанат холат учун характерис
тик тенглама илдизлари

А^с, Х2 = а ± й Ь  
булади. Агар с<0, а< 0 булса, (0, 0, 0) мувозанат *олат 
тургун фокус булади. Агар с>0, а> 0 булса, у *олда тур
гунмас фокус булади.
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Агар а • с < О булса, (О, О, 0) мувозанат долат эгар-фо- 
кус булади.

Агар а — О булса, у долда

Хх = с, Я2 г= а ± И Ь

илдизга эга буламиз. Бу долда (0, 0, 0) мувозанат долат 
Пуанкаре теоремасига кура марказ булади. Агар (0, 0, 0) 
мувозанат долат оддий булса, у х,олда унинг тури ( 1.1) ва
( 1.2 ) к.иск.артирилган дифференциал тенгламалар систе- 
маси учун бир хил булади. Бу хрлни характеристик тенг- 
ламанинг х,ак,ик,ий илдизи нолга тенг булганда хам бир 
хил булади дейиш нотугри.

Ушбу

^  =  у  +  х /х(х , у , г ),

ÉL
dt -х  +  уА(х, у, z),

dt

(1.4)

система берилган булсин, бунда /Дх, у, z )= A x+ B y + C z (А, 
5  ва С — узгармас сонлар). Берилган (1.4) система ягона 
(0 , 0 , 0) мувозанат хрлатга эга.

(0 , 0 , 0) мувозанат долат учун характеристик тенглама 
илдизлари:

A i =  0 ,  Я 2_ з = ± / .

Агар (1.4) системани x= rcos tp , y=/-sin <р, z=Z  цилинд
рик координаталарда ифодаласак:

dr
dtp
dz .
dtp

=  —rfx( r COS(p, rsin<p, z), 

—rf¡(r  eos/), /-sin/), z)
(1.5)

системага эга буламиз. Унинг ечими

1г  =
A  sin <р — В  eos <р +  ССх<р +  С2 (1.6)

куринишда булади, бунда С, ва С2 лар интеграллаш узгар- 
маслари. Агар С\ • CV0 булса, у долда (1.6) дан куриниб
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турибдики, ечим спиралсимон чизикдан иборат булади. 
(О, 0 , 0) мувозанат долат берилган система учун оддий 
булмаган фокус булади.

2-§. ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР 
СИСТЕМАСИНИНГ (И=3) ХАРАКТЕРИСТИКАЛАРИНИ 

ЧЕКСИЗЛИКДА ТЕКШИРИШ

Ушбу
п

пп
(2 .1)

пп

дифференциал тенгламалар системаси берилган булсин, 
бунда Р{х, у, г), <2,(х, у, г ) ва Щ х, у, I )  — бир жинсли /- 
даражали купх;адлар.

алмаиггиришларда (бунда и, V, со — янги узгарувчилар) 
мос равишда и=  1, и= 1, «  = 1 деб олинса, (2 .2) дан куйи- 
даги алмаштиришларни хосил к,иламиз:

(2.3) алмаштириш фак;ат Оу1 текислигига мос чексиз 
узокдашган мувозанат холатлардан тацщари хамма уч 
улчовли фазодаш чексиз узокдашган мувозанат холатла- 
рини аникдайди. Бу мувозанат холатларни урганиш учун
(2.4) алмаштиришдан фойдаланамиз, бу алмаштириш 
факдт Охг текислигига мос чексиз узокдашган мувозанат 
холатлардан тацщари хамма мувозанат холатларни уз ичига 
олади. Бу мувозанат холатларини урганиш учун (2.5) ал-

и=тх, ь=ту, 0)=Т1 ( 2 .2 )

(2.3)

(2.4)

(2.5)
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маштиришни бажарамиз. Шундай кделиб, (2.3), (2.4) ва
(2.5) алмаиггиришлар ёрдамидауч улчовли фазодаги здамма 
чексиз узок^ашган мувозанат долатларни урганилади.

(2 .2 ) алмаштиришда кетма-кет и - 1, и = 1 ва ш= 1  деб 
олсак, (2 .1) система куйидаги куринишни олади:

бунда

бунда

со),
1=0

] > у - гФ,а, <»)>
1=0

%  -  «о,

Ау

/=о

Ф,(1, V,  0>) =  <21(  1, V,  0 ))-и^ (1 , V,  а>), 

Ч>Д V, со) =  Д (1, V , со) -  <и^(1, V , ш)

|  = - г ^ г »-'(?,(«, Ь «X
**0

$= 2 ^ - 'ф,.(«, 1, « ) ,
¡=0

¡=о

Ф,(и, 1, сы) =  ^(ы, 1, со)-1/0,(ы, 1, со), 

'{ '. (И ,  1, <у) =  Д  (1, V,  со) -  ш О , (и ,  1, Со).

¿/г
Л

Л/
Л

—
ж

= - г | / л-‘Д(м, V, 1), 
1=0

¡=0

у, 1),
1*0

(2.6)

(2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)
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бунда
ФДи, V,  1) = Р{(и, V,  1) -  г/Д(и, V,  1),1 
% ( и ,  V, 1) = 0 ; (и, V, 1) -  иД(ы, V, 1).}

(2 .6 ), (2 .8) ва (2 .10) лардан куриниб турибдики, г =0 га 
мос умумий хрлда сфера сирти дифференциал тенглама- 
лар системасининг ечими булади.

(2.7), (2.9) ва (2.11) системалар куринииш (2.6), (2.8) ва
(2 .10) дифференциал тенгламалар системасининг тузилшпга 
к,араб умумий крнуниятга буйсунишини курсатади.

Агар охирги (2.6) тенгламани

алмаштириш билан солиштирсак, (2 .8) дифференциал 
тенгламалар системасини юзага келтиради.

Уз навбатида

алмаштириш, агар (2 .8) билан солиштирсак, (2 .10) диф
ференциал тенгламалар системасини юзага келтиради.

Бу хрлда и, V ва со лар мос ^олда (1, и, со), (и, 1, со) ва 
(и, V, 1) к,ийматлар к;абул кдпади.

г =0 мувозанат долатнинг турини аникдаш учун, у=у0, 
со=а>0 деб и=а+г>0, \у=/3+со0 (н=а+г>0 со=/?+со0, ы=а+и0 
у=Р+у0) алмаштиришларни бажарсак, (2 .6), (2 .8) ва (2 .10) 
системалар учун характеристик тенгламаларни х,осил к,ила- 
миз ва унинг илдизлари куриниши куйидагича булади:

Л ^ У д ,  0 > о ) —  1>0 ,  ( О д )

и=и о

(2.12)
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^(«о. ио) = -Д ,(“о» ’•’о. 1)

(¿Ъ ) +(1Ь )
\ аи /и=!Ио V дь /„=„0

_ л ( д(ф*. чу
Д(и, ®)

» “ »О

бунда

Д(ф». ЧЦ]
¿»(и, <а) Ь=и0' СУ-(Уд

Д(ФП, У .))
0(и, ш) )и=и0

Б(и, ь) 1и-и0 
"“«О

/ЭФ„\ /¿Ф „\
\ Йи / V / {о=щ

(дЧ'Л /дЧ'Л
\ ^  / цацл \ дСУ / 0)—и)

/аФ„\ ^дф„ \
\ ВЫ /цягИд  ̂¿(У / СО=Ы
(^ А  (££Л
\ ди Iи=ип ' &(0 '<а—а)

/'¿ф„\ /аФ„\
V ди и̂-и̂  ' <*г> 'и*и0
( « Ц  (*цл
\ ди )и=ип ' &У ' и=»ил

(2-14)

(2.15)

(2.16)

(2-17)

(2.13), (2.14) ва (2.15) ифодалардаги Я2 ваЯ3 илдизларЯ1 
илдиз билан аник^анувчи фазодаги мувозанат долат ха-
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ракгери т=0 текисликдаги, яъни сфера сиртидаги муво- 
занат холатни аник^ланувчи характеристик тенгламанинг 
илдизлари хам булади. (2.12), (2.13) ва (2.14) лардан кури- 
ниб турибдики, Л2 ва А3 илдизлар мусбат ва манфий, 
хак?щий ва комплекс булишлари м'умкин. Демак, оддий 
мувозанат холат чексизликда тугун, фокус, эгар ва эгар- 
фокус булиши мумкин. Шу билан бирга сфера сиртида 
мос холда мувозанат холат тугун, фокус ва эгар булади. 
Агар сфера сиртида тугун ёки фокус булса, у  холда фазо- 
да мувозанат холат тугун (фокус) ёки эгар (эгар-фокус) 
булади ва бу холда сфера сирти сепаратрисса сирти булиб 
к;олади. Агар сфера сиртида эгар булса, у холда фазода 
хам мувозанат холат эгар булади ва сепаратрисса сирти 
сфера ичидан утади. Сепаратриссалар сфера сирти усти- 
да ётади.

Энди характеристик тенгламалар илдизларининг гео
метрик маъносини чексизликдаги холатини тушунтира- 
миз.

Агар куйидаги шартлардан бирортаси бажарилса:

ва (2.15) якобиан мусбат булса, у  холда (2.6) система би
лан аникданувчи мувозанат холат оддиймас булади. Бу 
Холда Х2 ва А3 илдизлар соф мавхум ва текисликда курил- 
ган марказ ёки фокус булиш муаммоси каби бу холда ало- 
Хида текширишни талаб к,иладиган муаммо вужудга ке- 
лади.

булган холда 1 2 ваА3 илдизлардан бири нолга тенг. Бу шарт 
куйидаги тенгликни билдиради:

1) АДко, ш0) = -Р(1, и0, ш0) = О,

=  0
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Бу эса Ф„(1, у , ш)=0 ва 4^(1, V, о>)=0 эгри чизикдар 
умумий нук,тада уринишини, яъни

Ф„0, ш) = о;
а д  V, а>) =  о

система каррали илдизга эга булишини билдиради.
Чексиз узок^ашган мувозанат хрлатларнинг коорди- 

наталари куйидаги

системадан аник^ланиши айтилган эди.
Агар оддиймас мувозанат х;олат булиш шартининг би- 

ринчиси бажарилса: А1(1 , и, о>)=0 , у ^олда (2 .1) система- 
даги Рп(х, у, г), 0 п(х, У, г) ва Яп(х, у, г) сиртлар чексиз 
узокдашган мувозанат холатда кесишади. (2.18) шарт му
возанат хрлат каррали эканлигини билдиради.

Я,(г»0, ш0)= -Р л( 1, ь0, о>п) учун мувозанат хрлат уч улчовли 
фазодаги мувозанат хрлат билан бир хил булади. ш()  *  О 
мувозанат долат учун янги табиатли сифатга эга булган, узига 
хос асимптотик характеристика хщатга мос келади.

Мувозанат х,олат тури билан характеристик тенглама 
илдизларининг характери орасидаги богланишни аник,- 
лаш учун куйидаги белгилашларни киритамиз:

У х,олда (2.12) характеристик тенгламанинг илдизлари

куринищда булади.
Фазодаст, д ва Д тугри бурчакли координаталарни карай- 

миз ва фазодаги сох;аларга у ёки бу мувозанат холатлар

0„(1, V, а))-уР„0, V, ш )  =  0,| 
ДД1, V, ш) -  <оР„(\, V, ш) = 0]

а

(2 .20)

юо) = о

2А2,з(г»о> шо) = <5 ± л/<32 — 4Д
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13 5 -чизма.

мос келишини курсатамиз. <52-4Д=0 тенглама уч улчовли 
а, два  А фазода ясовчиси аппликата укдга параллел булган 
параболик цилиндрдан иборат (135-чизма).

Агар Хг ва Я3 илдизлар комплекс булса, у холда чексиз- 
ликда мувозанат холат фокус ёки эгар-фокус турида була- 
ди. Бу шартни а, д, А фазодаги ёки <5-4Д<0 тенгсизлик- 
ни к,аноатлантирувчи нукгалар, яъни параболик цилиндр 
ичида ётувчи нукгалар булади. ¿= 0, А>0 булганда, текис- 
лик нукз'алари мос холда мувозанат холатлар системаси- 
нинг чизшуш кдоми учун марказ ёки оддий мувозанат 
холат тури булади.

Агар Д<0 булса, Х2 ва Х} хдк^щий ва дар хил ишорали 
булади, яъни мувозанат холат згар турида булади. Агар 
¿2-4Д<0 ва Д>0 булса, ад>0 булгавда тугун туридаги му
возанат холатга, оу5<0 булганда эгар туридаги мувозанат 
холатга эга буламиз. д2-4Д  <0 илдизлари тенг булган холда 
тугунлар, эгарлар ва фокуслар (эгар-фокус) чегараларига 
мос келади. Бунда эгар тургун ёки тургунмас тугунга ути-
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ши мумкин, тургун тугун ё эгарга, ёки тургун фокусга 
утиши мумкин ва доказо.

Мувозанат долатнинг характерига к,араб мос равишда 
у  ёки бу нормал содаларга мос келиши куйидагича: 
ВХВ2ВЪ С, С2 С3 ва АъА̂ Л5В3В4В5 призмалар ичида мос равишда 
тургун ва тургунмас тугунлар, Я3Д Д С 3С4С5 ва АХА2АЪВХВ2В3 
призмалар ичида фак,ат эгар, А̂ А̂ ЬХ В]В3Ъг ва 2?35 5Д,С3С51>3 
призмалар ичида фак,ат эгар-фокуслар, ВхВгЬ2 С, С2Ъг ва 
АуА5Б1ВгВ5В2 призмалар ичида мос равишда тургун ва тур- 
гунмас фокуслар булади.

Агар (2.1) системанинг чизикути к^гсми бирор -  оо<к.< + 
+ оо (/=1 , 2 ) параметрга боглик; булса, у долда параметр 
узгариши билан а, д ва А лар дам узгаради. Параметр- 
нинг бундай узгаришида бирор турдаги мувозанат долат- 
лар бошкд турдаги мувозанат долатларга утиши мумкин.

Энди (2.1) система билан бирга ушбу бир жинсли сис- 
темани к,араймиз:

Теорема. (2.22) система мувозанат %олатларининг чек- 
сизликдаги топологик структураси (2.1) система мувоза
нат хрлатларининг чексизликдаги топологик структураси 
билан бир хил булади.

Хгщикдтан, чексизликда характеристикаларнинг долати 
юк,ори тартибли дадларига богликдир. Щунинг учун т=0 , 
ь=г»0, о)=о>0 мувозанат долат учун (2 .1) системанинг ха
рактеристик тенгламасининг илдизлар структураси (2 .12) 
каби булади. Бу илдизларт=0, -и =и0, со=о>0мувозанат долат 
турини аникдайди ва (2 .22 ) системани, шунингдек (2 .6 ) 
ва (2 .22 ) системаларнинг чексизликдаги характеристик 
йуналишлари, катталиклари ва характерлари бир хил ва 
бу дифференциал тенгламалар системаси айнан тенглиги 
келиб чикдци, шуни исботлаш талаб кдлинган эди.

1 + ]+к—п

(2 .22)
/+j+k=n

/+У+£=л
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Бу теоремадан куйидаги хулоса келиб чик,ади. Бирор 
дифференциал тенгламалар системаси учун оддий муво
занат холатнинг чексизликдаги турини аникдаш учун сис- 
темадаги дадларнинг фак,ат юк;ори тартиблиларини олиш 
керак экан.

3-§. ЧЕКСИЗЛИКДА ФРОММЕРНИНГ МАХСУС ТУРИ.

Куйидаги махсус турларни курамиз. (2.17) ёки (2.19), 
ёки (2 .2 1 ) тенгламалардан деч булмаганда бирортаси /=л 
да айнан к,аноатлантирсин, яъни

Ф „ (1 , V,  со) =  0 „ (1 ,  V,  со) -  иР„( 1, V,  со) =  О 

% ( 1 ,  V,  со) =  Я „ ( 1 ,  V,  со) -  а >Рп ( 1 ,  V,  со) ^  0 .

Ф „(« , 1, со) = Рп(и, 1, со) -  г>(?„(г/, 1, со) г  0,
4>л( и ,  1, со) =  Л п( и ,  1, со) 1, со) =  0.

Ф „(м ,^ , 1) = Р„(и, V,  1) -уД„(и, V, 1) £ о,

¥  „ ( и ,  V,  1 )  =  0 п ( и ,  V,  1 )  -г> Д Д и , ь ,  1 )  5  0

булсин. Бунда икки х,ол булиши мумкин:
1) (2.17) ёки (2.19) ёки (2.21) тенгламалар системаси- 

даги иккала тенгламани ¿=п да айнан к;аноатлантирсин. 
Бу дол ни чексизликда тулик, махсус тур деб атаймиз;

2) (2.17) ёки (2.19) ёки (2.21) тенгламалар системаси- 
даги битта тенглама /=« да айнан к;аноатлантирсин. Бу 
хрлни чексизликда тулик,мас махсус тур деб атаймиз.

Чексизликдаги тулик; махсус тур булишлигининг за- 
рурий ва етарли шарти берилган системанинг унг к,исми

Р„(х, У, г) = &я-1(х, у , г)'
0„(х, У, г) = у/„-х(х, у, г) •, (3.1)
К„(х, у, г) = &„-М, у, г)

системанинг бажарилишидан иборатдир, бунда/И̂(х, у, г) — 
х, у, г  га нисбатан ( л  - 1 ) -даражали бир жинсли кущад.

Янги узгарувчи ¿ 1=хАск киритиб ва дастлабки белги- 
лашларни крлдирган холда (2.13) алмаштириш учун ку
йидаги системага эга буламиз:
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л -1

t  = -/„-!(!, V, W, <0)
i=O

f =Ф иЧа,  v. с с о + ^ у - ^ . а ,  V, со)
i *  О

= ^ ( 1, «, © j + X ^ '^ . a ,  y, û»)
<fa)
dt

(3.2)

бу ерда
Ф„-10, V, W) = ö„-l(l, V, (0)-vP„_i( l, U, ft)) 
4 ^ ( 1 ,  и , w) = R„_1( 1, и , o j) — V, со)

ФД1, V, <y) = Q.( 1, u, <y)-vi>(l, V, w)
4^(1, u, cd) = R¡( 1, и, û>)~ ш ^ ( 1, и, со)

(3.3)

Худди шунга ухшаш (2.14) ва (2.15) алмаштиришлар 
учун:

dt
dt

/т-1
= №  i, <у)~ 2 гЯ ‘Qi(u’ lj ^¿=o

f . = ф „_1(« ) i, ® ) + 2 » " '1_'ф ,(«. i. *o
i=0
и-2

=  Ч ^ и ,  1, 0 ) + ' 2 t T"-1- ‘Wl(u, l ,  Ö»)dai
d/

j= 0

(3.4)

бунда
Фи_1(и, 1, со) = Р„л {и, \, со) -  MÖ„-j(«, h os) 
^„-i(m, 1, œ) = ^,_i(«, 1, œ) ~mQ„^(u, 1, со) 
Ф,.(ы, 1, со) = P¡(u, 1, œ) -  uQt(u, 1, со)
^ ( и ,  1, со) =  Д ( и ,  1, со) -  с о 0 ,(и ,  1, œ)

^ = ~ f^ (u ,b ,l) - fr" ~ lPi (u,v, 1)
dt  /=о

^ = ф „ .1 (||,«,1)+ | 2'1*-1-'ф ,(И, « >1)
dt /=о

^  (и, t), 1) + (и, V, 1)
dt í=o

(3.5)

(3.6)
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бу ерда
Ф„_, ( и ,  V,  1) = (и, и, 1) -  ыДч ( и , 1)
Ч'л-Дм, и, 1) = <2„ч (и, и, 1) -  и Д ч(и, и, 1) ?
Ф; (и, и, 1) = Д(и, и, 1) -  «Д  (ы, и, 1)
ТДы, и, 1) = {?,(ы, и, 1) -  иД(м, и, 1)

(3.2), (3.4) ва (3.6) системалар учун г=0 характеристи
ка булмаслигини осонгина куриш мумкин.

Агар

/„ ^ (1 , V, ю ) =  0 ,[ /„ _ !(« , 1, ш) =  0 , /„ _ ! (и, и, 1) =  0] |   ̂

Фи_!(1, и, см) = 1, а>) = О ^ ^ ы , к, 1) = 0]|

тенгламалар системаси биргаликда булмаса, у  долда сфе
ра сиртида мувозанат долат мавжуд булмаслиги мумкин.

Агар (3.8) система биргаликда булса, у  долда (3.2), (3.4) 
ва (3.6) системалар учун сфера сиртида мувозанат долат 
булиши мумкин.

Фараз к^шайлик, (3.2) система учун г=0, у =у0, ш=о>0 
мувозанат долат булсин. У долда куйидаги доллардан бири 
булиши мумкин:

1) г=0 , ь = ь 0, а)=со0 нукга эгар булади, яъни мувозанат 
долатдан бирор сепаратрисса сирти утади.

Сфера сирти сепаратрисса сирти х;ам булиб крлиши 
мумкин ва унда тургун (туркунмас) тугун булади. К,олган 
дамма характеристикалар мувозанат долатдан маълум 
масофада узокдашган долда утади. Шундай £>0 атрофни 
курсатиш мумкинки, мувозанат долат £ — атрофига кир- 
ган характеристикалар ундан чик,иб кетадилар.

Сепаратрисса сирти сферанинг ичида булса, сфера 
сиртида ётувчи характеристикалар мувозанат долатдан 
маълум масофада утадилар.

2) т=0, у = ь 0, ы = ( 1)0 нукга тугун булсин. Шундай е > 0  
ни олиш мумкинки, дамма характеристикалар мувозанат 
долат булган £ — атрофга I -*+°° (г ->-<») да маълум урин- 
ма буйича мувозанат долатга интилади;

3) т=0, и=«0, о)=ш0 нукга фокус булсин. Шундай £>0 
ни олиш мумкинки, £ — мувозанат долат атрофига кир- 
ган хдмма сепаратриссалар + (/ -> -») да маълум урин-
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ма буйича интилмаган долда, яъни дамма характеристи- 
калар спиралдан иборат булади;

4) г= 0 , у=у0, ш=о>0 нукта эгар-фокус булсин. Мувоза- 
нат долатдан сепаратрисса сирти утади. Шундай £>0 ни 
олиш мумкинки, £ — мувозанат долат атрофига (?->+<» 
(/ - » -  оо) буйича мувозанат до лат га интилган) кирган дамма 
характеристикалар спиралдан иборат булиб, сепаратрис
са сирти да тур кун (тургунмас) фокус булади. Крлган дамма 
характеристикалар мувозанат долатдан маълум масофа- 
дан утадилар.

Бу доллар билан бирга анча мураккаб доллар, яъни 
характеристик тенгламанинг дак.ик.ий илдизлари нолга 
тенг булган доллар мавжуд.

Юк,орида тулик,мас махсус тур булиш шарти айтиб 
утилган эди. (2.7), (2.9) ёки (2.11) тенгламалар система- 
сидаги бирорта тенглама учун ¡=п да айнан к,аноатлан- 
тирсин, масалан,

Ф „ (1 , у ,  ш )  з  О, Ч ' Д  у , с о )  Ф  0 .

У долда (2.6) система куйидаги куринишни олади:

*  = - гЛ
л-1

(¡у . 
Л '

ска
Л

/ П_ Д  V, С0)  +  Т ^ Т п ‘ ( 1 , V, 0 ) )

/-О

/ „ - 1 ( 1  V, + V, Со)
1-0

и~1
^ ( 1 ,  V,  й))  +  т 2 т " - ' - 1^ ( 1 ,  с о ) ( 3 . 9 )

бу ерда

Ф Д  V, со) = (2,(1, ь, со) — уР^1, у, со),
Щ(1, V, со) = Я Д  у, ш)~соЩ, ь, со).

Худди шунингдек, (2.14) ва (2.15) алмаштиришлар учун 
берилган система куйидаги куринишни олади:
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(к —
Л “  т

с1и — т
<а

с1а>
Л

=  ч/

бу ерда

л-1

/л_Ди, 1, ш) + Г ^ г "  1 '£>Дм, 1, (О)
1=0

п-2

/=0

¿=0

(3.10)

ФДи, 1, со) = РДц, 1, со)-ыС>Ди, 1, со), 
Ч'Ды, 1, <у) = Д (и , 1, со)-со£>Ди, 1, « ) .

(к
Ж

<1и
<а

сЬ
Ж

бу ерда

= —т
л-1

/„-](« , 1) + т 2 т -  М Д (и , V, I)
¿-О

Ф„ч (и, и, 1) + г 2 ^ - 2' ,Ф ,(« , «» 1) 
1*0

=  ^ ( и ,  V,  1 )  +  г 2 г л Ч - 1 Ч » 1. ( М ,  V,  1 )

(3.11)

ФДи, V,  1) = Р^и, V,  1 ) -м Д .(ы , и, 1),
Ч'Ды, к, 1) = ОДи, к, 1 ) - к Д ( и ,  V, 1).

т=0 сфера сиртида интеграл чизик, булиб, мувозанат 
долат координаталари куйидаги тенгламалар системаси- 
дан аникданади:

/„-Д1, V, со) = 0, Ф„_Д1, V, см) = 0, Ч ^ Ц , V, о) = 0;
/Л_Ди, 1, со) = 0, Ф„_Ди, 1, со) = 0, Ч»и_Ди, 1, со) = 0;
/И_Ди, у, 1) = 0, Ф„_Дм, у, 1) = 0, Ч ^Д и , у, 1) = 0.

Ушбу тенгламалар системасини кдраймиз:
(¡Xл  ->Ря(х, у, г) + Р„+Дх, у, г) 

^  = ОМ, у, г) + £>и+1(х, у, I) 

&  = Я„(х, у, I) + Д.+ДХ, у, г) 
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бунда Рп(х, у, z), Оп(х, У, г), я п(х, у, Рп+1(х, У, г), 0 П+1(Х, 
у, г) ва Ял+1(х, у, г) — X, у, г дак,ик,ий узгарувчиларга 
нисбатан мос долда п ва (и+1 )-даражали бир жинсли 
купдадлар.

Агар (3.12) система учун чексизликда тулик; махсус тур 
булса, у долда (3.1) шарт бажарилиши керак. (3.12) систе- 
манинг мувозанат долат координаталарини куйидаги сис- 
темадан топамиз:

бундан

Рп{х,у,г) + х/п{х,у,г) = о 
{2„(х,у, 1 ) + у/„(х, у, г) = О 
я»(.х,у, г) + &„(х,у, I) = 0

уР„(х, у, 1 )~хОп(х, у, = 0 
?А(х, У, ¿)-хИ„(х, у, г) = О

(3.13)

(3.14)

(3.14) система чекли фазо к,исми учун махсус уринма 
булшы тенгламасини билдиради. Демак, (3.14) система 
координаталар бошидан фарвуш мувозанат долат харак
теристик йуналишларининг жойланишини аник^айди.

Фараз к,илайлик,

У-, = а 1х-„ Ъ = (г = 1, 2, • • • , «  + 1)
(3.14) системанинг ечими булсин, у долда

_ Р„( 1, «„ Д)
/«0, «¡, А ) '

(3.15)

(3.16)

Бу дол учун (3.2) система куйидаги куринишни олади:

=  - / „ ( 1 ,  V, а>) -  гР„(1, V,  со)

• = (Щ  V, о))-ьРп(1, ь, а) • (3.17)

Д Д  V, 0))-юР„( 1, V,  со)

ск 
Л 
с(у 
Л 
<1а) 
Л

Агар (3.14) система факдт мавдум илдизга эга булса, у 
долда координаталар боши ягона мувозанат долат булади 
ва сфера сиртида мувозанат долат булмайди.
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Сфера сиртидаги мувозанат долат (ар (5) характерис
тик йуналишларда ётади ва у  кушимча/п( 1 , и, а»)=0 шарт 
орк,али аникданади. Аммо х., ур г, нукд-алар учун (3.15) ва 
(3.16) тенгликларга асосан улар чексизликка утади.

/п(\, <у)=0 булганда функция Рп( 1, V, <ы)*0, акс долда 
<2Я(1, ь, ш)=0, Кп( 1, у, си)=0 булар эди ва (3.12) система- 
нинг унт К.ИСМИ (у-арс), (г~Рх) умумий купайтувчига эга 
булар эди. Шундай килиб куйидаги теорема уринли.

Теорема. Мувозанат хрлат чекли фазо цисмидан чек
сизликка утган х,олда ва фацат шу урлда сфера сиртида 
пайдо булади.

4-§. ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР 
СИСТЕМАСИНИНГ ХАРАКТЕРИСТИКАЛАРИНИ 

ТУЛИК ТЕКШИРИШ

Дифференциал тенгламалар сифат назариясининг асо- 
сий масалаларидан бири характеристикаларнинг долат- 
ларини тулик, урганиш дисобланади. Бу масала текисликда 
дифференциал тенгламалар системасининг унг в^исми 
иккинчи даражали купдад булган дол учун дам тулик, ечил- 
маган.

Ушбу

&
л 2  аи ^ У ^ к

ь 7+*=0

2  Ьи1сх ‘у]гк 
./ + *=0

¿у
Л

1+/'+/Ы0

(4.1)

система берилган булсин, бунда ат , Ьт , с..к — узгармас 
коэффициентлар. (4.1) система учун Фроммернинг тулик; 
махсус тури уринли булсин, яъни (2.7), (2.9) ва (2.11) шарт- 
ларни (4.1) тенглама айнан к,аноатлантирсин. Сифат нук;- 
таи назардан тулик; махсус тур энг бой ва турли-туман- 
дир. Масалан, иккинчи гуруд махсус нукдалар (марказ ва
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фокус) Пуанкаре сферасининг экваторида махсус тур 
булмагандагина пайдо булади.

Бу холда (4.1) система

^  = ат х + ат у + ат 1 + х (ат х + ат у + я101г) 

%  = Аоо* + ьт У  + Аш-? + У (ашх + апоу + ат 1 ) 
—

л ~  с т х  с оюУ  с оо!^ +  2 {а 2оох  +  « п о  У  +  а т % )

(4.2)

куринишни олади. (4.2) система оддий ва каррали илдиз- 
га эга булмасин.

Куйидаги
х = х и у = ух, г = ах + Ру + уг, у *  0 (4.3)

алмаштиришни бажарамиз.
а, р ва у коэффициентларни шундай танлаб оламиз- 

ки, куйидаги тенглик уринли булсин:

=  « [ « 1 0 0 ^  + «ою  У  +  «оо1 г  +  * ( « 200*  +  « п о  У +  « ш О ]  +

+  Р [6100*  +  ьт У  +  * 001̂ + (̂<*200* +вцоУ+в101г)] +
т1с100-* + СШУ + С0012 + z(fi200Х + йпоу  + О1012)] =

=  Х(оис +  $у +  у г )  +  ( а х  +  в у  +  У1){а20йх  + апоу + «101̂ )-

Бунинг учун а, Р вау  лар

« ( « ю о  ~  У с т  ~  0
««010 + № ю  ~ А) + уст  = 0 • (4.4)
««001 У(соо1 — А) = 0

тенгламалар системасини к,аноатлантириши керак. (4.4) 
система нолмас ечимга эга булиши учун

(«100  "О Аоо  
«010 (¿010

400
Ипо

а.001 и001 ( с 001

(4.5)

булиши зарурдир.
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(4.5) тенглама А га нисбатан учинчи даражали тенгла- 
мадан иборат булиб, у  х,еч булмаганда битта хдк,ик,ий ил- 
дизга эга булади. Бу илдизларни к,ийматини (4.4) систе- 
мага куйиб, а, /3 ва у ларни топамиз.

(4.2) системани куйидагича ёзиш мумкин:

~  = Ахх + А2у + АЪ1 + х ф хх + Т)гу + 1>3г)

бунда кулайлик учун янги узгарувчи урнига эски узгарув- 
чи олинган.

(4.6) системани кулай куринишга келтирамиз. Унингучун

системани к;аноатлантирса, (4.6) система куйидаги кури
нишга келади:

тенглама Оху текисликдаги мумкин булган уринма тенгла- 
масидир. Демак, бу тенглама билан аникданадиган мувоза- 
нат долат (координаталар бошидан бошкд) нурда ётар экан.
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&- = Вхх + В2у + В + уф{х + А ?  + А^) • (4.6)

^  = СЪ1  + гЩх + В2у + Х)3г)

X] = х + тг, Ух = у + иг, гх = г (4.7)

янги узгарувчи киритамиз. 
Агар т  ва п лар

(4.8)

^  = Ахх + А2у  + х ф хх + Б2у + Д,г) 

^  = Вхх + В2у + уЩ х + П2у + П4г) 

= С3г + г( А * + П2у + А г )си

(4-9)

бунда
Д, = /)3 — т  Д  -  пВ2 .

Ушбу
}»(А * + Л2у) -  х(Вхх + В2у) = 0 (4.10)



Фараз к;илайлик,

у=крс, (¡= 1,2)  (4.11)

(4.10) тенгламанинг ечими булсин. У долда

/, _  -(А ~ В г)  ± ^(А1-В 2)2+ а 2 гл 1ЛЧ/¿12 _  . (4Л2)

(4.9) система куйидаги мувозанат долатларга эга булади:

е д  о, 0 , ^ ( 0 ,  о,
М ( л}+А}кУ к2(А+А2кх)
м 1\ А+Дм > в1+1)2к1 ’ ) ’ (4.13)
л г  ( А + А к  к2(А+А2к2 )
м *\ - -о[Щ к2 ’ и;

Бу мувозанат долатларга мос равишда алмаштириш- 
ларни бажариб, улар учун куйидаги характеристик тенг- 
ламаларнинг илдизларига эга буламиз:

Я1(М1) = С3, 2Х23(М1)=(А1+В2) ±^(А1 - В 2)2 +4А2В1 ,(4.14) 

Я1(М2)= -С 3, 2Л2у3(М2)=(А1+В2-2С г)±^(А1-В2)1+4А2В1 ,(4.15)

1 (М )=
1( з) д  + а ^ ’

1 / \ _ ^2(^1) — ~Ф\)
а2,з( ^ з) = ----------------- Щ Т а д ------------------’

, ,гж Ч _ »»2(*2)±7Н(*2) + 4(4А-4А1)1»4№) (4.17)
2(А+/>2*2) ’

бунда
^ ( ^ )  = Д (С 3 -  4 )  + (С3Д2 -  -  А1В2)к1 -  0 2А2к2 

(о2 (Л)) = В1В1 — 2А11>1 + (В2В2 — 3 Аг1\ — 2А11)2 )к, — Зк^А2В1 ,
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<р,(к]) = -да + (2д а  -  д а  - л А Ж + ЛА#» 
<рАк\) = ДА + (ДА - ЛАЖ - Л А*? - 

<Р,(к7) = Д(с2 - Л) + (А А - Л А - Л А Ж  - АЛ^2, 
<р2(А:2) = д а  -2ЛА + (ДА - зла  -2ЛАЖ -з£22ЛА> 

<рг{к2) — —■ Д ¿)| +  (2ДА — ДА — у42 А) з̂ + Л 2 А  ̂ 2 >

^ 4(Аг2) = Д А  + (Д А  -  Д А )£2 -  Л2Д/с22. (4. ] 8)

Бутун фазода (чексизлик билан бирга) туртта оддий 
мувозанат долатлар булишининг зарурий шарти куйида- 
гилардан иборатдир:

с3а (А + А * , )* о, 
(Д  - В 2)2 + 4 Д Д  > 0. (4.19)

Агар (4 .19) система туртта одций мувозанат долатга эга 
булса, у хрлда унинг учун куйидаги теорема уринлидир.

Т е о р е м а .  (4.19) система бутун фазода иккитадан ор- 
тик; фокусларга (эгар-фокуслар) эга булиши мумкин эмас.

Хак,икатан, (4.19) система туртта фокусга эга булсин, 
у хрлда куйидаги шартлар бажарилиши керак:

(Д  -  Д  )2 + 4 Д  Д  < 0,

^э(^ ) + 4(Л А  - 4 А Ы ^ ) < о ,  
Фз (̂ 2 ) 4(ЛА — Л А  )̂ 4 (̂ 2 ) < 0-

(4.20)

(4.19) тенгсизликдан куриниб турибдики, бу холда (4.19) 
система иккита Мх, Мг мувозанат долатларга эга.

Хулоса. (4.19) система энг камида иккита эгар (тугун) 
турдаги мувозанат хщатларга эга булади.

Мисол.
Ушбу

% = \х~у + *(А* + А  у -  

%  = х ~ \ у  + у( А* + А у -  

= + г(Д* + А  у -  г)
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система иккита Л/ДО, 0 , 0) ва М2(0 , 0 , 1) мувозанат долатлар- 
га зга. Улардан А/ДО, 0, 0) — тургунмас фокус, М2(0, 0, 1) — 
тургун фокус булади.

Энди характеристик тенгламанинг илдизларига к,араб 
характеристик чизик, долатларини куриб чик,амиз.

1. Фараз кдлайлик, характеристик тенгламанинг ЯДО), 
Я2(0) ваЯ3(0) илдизлари координаталар боши учун дак.ик.ий 
ва дар хил булсин. У долда (4.21 система

куринишга келади, бунда/¡(х, у, г)=а200к+а1ту+а10
(4.21) система координаталар бошидан ташкари ку- 

йидаги мувозанат долатларга эга:

М2, Му М4 мувозанат долатлар учун характеристик тенг- 
лама мос равишда куйидагича булади:

Координаталар боши тургун тугун булсин (Я3<Я2<Я1<0), у 
долда М2 — тургунмас тугун, Мг, М4 лар эгар булади.

Агар координаталар боши эгар булса, М2 — эгар, Мъ 
ва МА — тугун булади. Бу дол учун (2.16), (2.18) ва (2.20) 
тенгламалар куйидаги куринишда булади:

^  = Ххх + х/х(х, у, г) 

^  = Х2у + у/х(х, у, г) 

^  = Я3г + # (х , у, I)-̂ • = Я3г + # (х , у, I)

(4.21)

Х^Мг) = —Я3, Х2(М2) = (Я, - Я 3), ХЪ(М2) = (Х2 - Я 3), 

Яд(А#-3) = -Я2, Я2(М3) = (Я1 - Я 2), А3(Л/3) = (Я3 — Х2) , (4.22) 
Я1(Л/4) = -Я 1, Х2(М4) = (Х2 - Х 1), Я3(Л/4) = (Я3 - Я 1).

(4.23)
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§  = (*1 -Я 2)и
/1(0 
Л

Л  «110 /Ц Г «2 0 0 й  «101  ̂

— (Я3 Я^о»

(4.24)

¡к
Л
Ли_
Л
А)
Л

— д 101 Я3г Ягоом «по1’ 

=  (Я! -  Я3)м 

=  (Я2 — Я3)и

(4.25)

Булардан, мувозанат х°лат сфера сиртида фак,ат а2011=О 
(бир хил турли ва Л/4 нукта чексизликка р=0, ы=0 йуна- 
лиш буйича узокдашганда) ёки а 1(|О=0 (бир хил турли ва 
Мэ нукта чексизликка и=0, со=0 йуналиш буйича узок,- 
лашганда) ёки ат  = 0 булганда (бир хил турли ва М2 нуцта 
чексизликка ы=0 , г>=0 йуналиш буйича узокдашганда) мав- 
жуд булишини куришимиз мумкин.

Демак, фазонинг бирор чекланган кисмидаги мувоза
нат холати тури чексизликдаги мувозанат холати тури би- 
лан бир хил булар экан.

Агар а200 ■ апо ■ а101*0  булса, у холда сфера сиртида му
возанат хрлат булмайди.

2. Характеристик тенгламанинг Я, ва Я2 илдизлари 
хаки кий, хаР хил ва бир хил ишорали, Я3=0 булсин. У 
холда (4.2) система куйидаги куринишга келтирилади:

<1х
<и 
ау

: Ххх + х(а2тх + ахыу + «101 )̂

Х2х + У(ашх + &\\аУ +

%  = «Ю122 + 1 (а200х + ат у + ат 1 )

(4.26)

(4.26) системада т = 2 булса, у холда олдинги мавзуда 
координаталар боши эгар-тугун эканлигини курган эдик.

(4.26) система координаталар бошидан тацщари ку
йидаги мувозанат холатларга эга:
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Булар учун характеристик тенгламанинг илдизлари мос 
равишда куйидагича булади:

^х(Л^з) = -̂2 5 ^2( ^ 3) = (̂ -1 ~ ^2)’ Л,з(^з) = ~̂ 2 >
Я1(Л/4) = -Я1, Я2(Л/4) = —(Я1 — Я2), я3(Л/4) = - я 1. (4-27?

(4.22) га асосан, агар М, тугун булса, у долда М4 эгар 
булади, ва аксинча.

Бутун фазода эгар-тугун, тугун ва эгар (М4 — эгар, М3
— тугун) мавжуд булади. Охирги икки нук^та тури ни узгар- 
тирмаган долда сфера сиртига утиши мумкин.

Характеристик тенгламанинг Я, ваЯ2 илдизлари д а к з^ й  
ва к;арама-к,арши ишорали булсин. Аникдик учун Я, > 0, 
Я2<0 деб олайлик. Бу долда координаталар боши эгар ту-

ридаги мувозанат долат булади. У долда МЛ О, -  0]
{ I \ Л ’М Л -----—, 0 , 0 — тургунмас тугун бу-\ °200 / лади.

3. Характеристик тенгламанинг илдизлари Я1=Я2=Я, 
Я3=0 ва аник,лик учун Я<0 булсин. (4.2) системани куйи- 
даги каноник куринишда ёзиб оламиз:

^  = - х  + х{ашх + апоу + ат г)

&  = а х - у  + у(ашх + ат у + ат г)

5  = «Ю1 ?  + Z(aгmx + ат у + ат г)

(4.28)

бунда а> 0 .

Бу долда координаталар боши эгар-тугун булади. Коор

динаталар бошидан ташк.ари система |0, , 0 муво-
\ °110 /

занат долатга эга. Бу мувозанат долат учун характеристик 
тенгламанинг илдизлари



булади. Бундан куриниб турибдики, (1-а1]0) нинг ишораси- 
га кдраб мувозанат долат тугун ёки эгар булиши мумкин.

Агар аш= 1 булса, у  долда Я1 2= 1, Я3=О булади ва икки- 
та эгар-тугунга эга буламиз.

_1_ 

аиа
4. Характеристик тенгламанинг илдизлари кушма ком

плекс, яъни

Агар аш>1 булса, (О, тугун булади.

А1 = а + /А, Х7 = а — /А, Я3 = О

булсин. У долда (4.2) система куйидаги куринишга эга 
булади:

^  = ах-Ь у + ^ х{х,у,I)

^  = Ьх + ау +у/1(х ,у ,1)  ■ (4.29)

§  = % /  +&1{х,у,1).

Бу долда бутун фазода координаталар боши ягона муво
занат долатга эга булиб, у  эгар-фокус туридаги мувозанат 
долат булади.

5. Характеристик тенгламанинг илдизлари

=0, Я2 = /А, Я3 = -/А
булсин. У долда (4.2) система куйидаги куринишда бу-

<1х
лади:

л  = у  + х/х(х, у, г), 

&  = - х + у/^х, у, I), 

% = У, г).Л

(4.30)

Бу долда фазода координаталар боши ягона мувоза
нат долатга эга булади. (4.30) системанинг цилиндрик ко
ординаталар системасидаги куриниши куйидагича булади:



Унинг ечими эса 

г = 1
а т  ып<р -  а дм  сов/ р  -  са001̂ > + С] (4.32)

куринишда булиб, у (сат *0) спирал эгри чизикдан ибо- 
рат булади. Мувозанат хдлат одциймас фокус булади. Агар 
сат  = 0 (с= О ёки а001=0) булса, у долда с1 нинг исталган 
к^йматларида х2+у2- с 121= 0 конусларда ёпик, ечимларга эга 
буламиз, яъни координаталар боши марказ булади.

6 . (4.1) система учун координаталар боши мувозанат 
долат булмасин. ашх+ я ,](>у+ ат 1 =ап^  (аш* 0 ) алмашти- 
риш (4.2) системани /,(х, у, z)=anoy  билан фарк к,илади- 
ган дастлабки системага келади.

Демак, система куйидаги куринишни олади:

¿X
Л

Л °ооо
йк 
л

== а ооо «10 0 ^  а т У  « 00 1^  а п о З ^ ’ 

+ 1\0йх + Ьшу  + 6001Г+ Яцоу ,

=  с ооо ■*" с т х  с оюУ  +  с оо1^ +  а ийУ£

(4.33)

бунда ихчамлик учун янги коэффициентлар ва узгарув- 
чилар урнига дастлабки узгарувчилар ёзилди. 

Чексизликда берилган система
(к
<И
(Ь
Л
(1а)
Л

' 1а000г ■*" (̂ ОЮ̂ а001а,)Г]>

—̂ юо+Аюо̂ 'КАно «шоМАин" аа\й° атУ0) атГ1>’ 

=  С100 + с000г+с010и +(с001~ °100 )ю ~ а000г1 а001м

(4.34)

куринишни олади. Агар Ьш=ст =0 булса, у долда (4.34) 
система учун координаталар боши мувозанат долат була
ди ва унинг учун характеристик тенгламанинг илдизлари:

Я3 + аХ2 — ЬХ — с = 0 (4.35)
булади, бунда
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«  =  (3«100 — ¿010 — С001 )>

¿  =  [ ¿ 0 1 0 С001 — С010^001 +  ¿ 0 0 0 « 1 1 0  ~  2 Я ц о ( с 001 ¿ 0 1 0 )  4 « 10 ()]>  ^  

с =  л )оо [¿оюсоо1 — «»»(¿010 +  соо1 +  «юо)1 ~

—  *̂110 [¿ооо Сс оо1 — « 10 0 )—  ¿оо1с ооо1 ~  С0«^001«100-

(4.35) тенглама учун
1 _ а Х = (о- у

алмаштиришни бажарамиз. Натижада 

ш2 + рсо + д - 0  
тенгламани досил кдламиз, бунда

р = ~4~ + Ь, д = ~ а } - ~  +с. г 3 ’ 27 3
Дискриминант:

А  =  ^  1 27 (3«юо —1 ¿ою — с оо1)  — з" (3«ю о ~  ¿ою — с оо1)  *

2 I2
Х  ^ 0 1 0 С001 С0Ю ¿001  ¿ 0 0 0 ^ 11 0  2 а ц о ( с о о ^ о ю ) + 4 « 1 1 о ] }

+ 27 3(3вкю ~*°1в ~С(Ю1̂2 + (4-37)

+ [¿010С001 — сою¿001 ■*" ¿000«11 о ~

— 2гг110(с001 + ¿ою) + 4я^10]} .

(4.37) дискриминант учун Д>0, Д<0 ва Д=0 доллар 
булиши мумкин, натижада хамма турдаги мувозанат холат- 
ларни хосил кдлгамиз.

Характеристиканинг сифат холати жуфт улчовли фа
зодан ток, улчовли фазога $ттанда фарк, кдш ш и мавжуд.

Иккинчи гурух (марказ ва фокус) мувозанат х,олат те- 
кисликда булиши мумкин, аммо Пуанкаре сферасининг 
экваторида фак;ат чексизликда махсус тур булганда ва те- 
кисликда бирорта хам мувозанат холат мавжуд булмаган- 
да булиши мумкин. Бу фикр уч улчовли фазо учун шарт 
эмас.
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Ушбу
а2тх аш У  amZ  = аж х 

алмаштириш (4.2) системани фак;ат

f 2(x, у, Z) = а200х (ат *  0)

фарк,и билан досил к,илади, яъни

dx о
=  «ооо а юох  « о м У amZ  + а2оох ■.

~ ¿ооо + ¿ion* + Ьт у + bmz + а2Юху,
dl

(4.38)

fa ~ С000 ст х + С0юУ "I" C001 z +  O200XZ. 

Чексизликда эса куйидаги система досил булади:

*  =  “ ¿о ю т  -  « п о « 2 ~  ¿о о о г2
dt 
dt 
du 
dt

=  c oio ■*" c ooor  c m u  ■*" ( c ooi— А) Ю ) (1)— bm T(o — bm ii(o — Ьш 0)2 .

(¿100M ¿001 )̂ ’̂ 

= «oio"*-«ooor " H «ioo — ¿ o io ) M'*"«ooico —Ьших ~bmu2 +Ьшисо,

(4.39)
Агар я010=с010=0 булса, у  долда координаталар боши 

(4.39) система учун мувозанат долат булади.
Ушбу

« 200-* + ашу  + fljoiz = ат г. (а101 ^ 0) 

алмаштириш (4.2) системани фак;ат

А(х, У, z) = amz (ат  *  0) 

фарк,и билан досил к;илади, яъни
dx

=  «000 a ioox  ■*" а тоУ a ooiZ +  « ш XZ,
dy_ 
dt '■ ¿000 +  ¿100* +  ¿ o io J  +  ¿001 z + amyz, (4.40)

~ C000 ¿100*  C010У C00l£ «101 z ■

Чексизликда эса куйидаги система досил булади:
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~ С001Т «Ю1И ( сюо + сою'и )т >

=  «001 "*■ «ООО1" +  («100 — С001 ) и  +  («010 _  С010 — «К »“ *  —

сст и + ст х>)и,

Агар ат =Ьт =0 булса, у \олда координаталар боши 
(4.41) система учун мувозанат долат булади.

Агар (4.21) система учун А1=А2=А3=А*0 б^лса,

Ц0'0'^ )- м=(°'- -̂°)1,11 Ц -^'о'°) ^
возанат долатлар эгар-тугун турида булади. х=0 , у =0 ва 
г=0 текисликларида 0+ характеристикалар ётади, к;олган 
характеристикалар эгарсимон буладилар. Л/,(0 , 0 , 0 ) му
возанат долат дикретик тугун булади.

Л1=Л2=Я=0 хрл учун Мъ ва М4 мувозанат долатлар му- 
раккаб, яъни нолли илдиз булгани учун эгар-тугун тури
да буладилар.

Агар А1>А2>0 булса, у  долда М1 — тугун, М2 — эгар. Бир 
вак,тда тугун, эгар ва иккита эгар-тугунга эга буламиз. 

А1=А2=0, А3*0  булсин. (4.21) система М^О, 0, 0) ва

Мг — эгар-тугун булади. Биргаликда тугун ва эгар-тугун 
булади.

А)=А2=А3=0 булган долда ягона (0, 0, 0) мувозанат х;олат- 
га эга буламиз ва дикретик тугун булади. Куйидаги тео
рема уринлидир.

Теорема. (4.2) система учун чексизликда тулщ  махсус 
тур булса, у %олда бутун фазода цуйидаги мувозанат х,олат- 
лар биргаликда булишлари мумкин:

1) иккита тугун ва иккита эгар; 2) эгар-тугун, тугун 
ва эгар; 3) эгар туридаги мувозанат %олат ва иккита т у 
гун; 4) эгар-тугун ва тугун; 5) эгар-тугун ва эгар; 6) икки
т а  эгар-тугун; 1) оддиймас фокус; 8) дикретик тугун ва 
учта эгар-тугун; 9) тугун, эгар ва иккита эгар-тугун; 10)

мувозанат долатларга эга булиб, улардан
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иккита тугун ва иккита эгар-тугун; 11) тугун ва эгар- 
тугун; 12) айнан тугун; 13) оддиймас эгар-фокус; 14) абсо
лют марказ.

Машклар

Куйидаги дифференциал тенгламаларни тулик, текши - 
ринг.

С{х
Л
¿у _  -

—ах —х

1 . %  = - 2 х - 2у

% = - у + ь *

л = х + 2у + 1

а, Ъ — const 2. ^  = у + 1

*

<1х
Л = ах -  Ъу

3 . ~  = Ьх + ау

А
Л ■ сг

(1х
А = —1х — 4у -  6г.

а, Ь, с -с о т 1 . 4. ^  = -Ъ х -2 у -Ъ г  

^  = Зх + 2у + 21

йх
А = —х — ах

5 — = у А у
&  = 
л Ъг

, а *  О, 6 * 0  6 . -¿- = х + г

&X
"л
Лу

= х - у

5-§. ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАРНИНГ СИФАТ 
НАЗАРИЯСИ МАХСУС КУРСИ БУЙИЧА ТАЛАБАЛАРГА 

КУЙИЛАДИГЛН БАХО МЕЗОНИ

Семестр давомида талабалар учун 29 соат маъруза ва 
33 соат амалий маштулот дарслари утказилади. Бу дарс- 
ларда олган билимларини мустадкамлаш ва назорат кдаиш 
макрадида талабалар билан укдгувчи биринчи микросес- 
сияда тест назорати утказади, иккинчи микросессияда эса 
лаборатория ишини к,абул кдиади. Семестр охирида та
лабалар якуний ёзма иш ёзадилар.
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Юк;орида курсатилган маынулотлар буйича талабалар 
рейтинг баллари туплайдилар. Талаба семестр давомида 
бу махсус курс буйича максимал 38 балл туплаши мум
кин. Бу баллар назорат турига к,араб куйидагича так,сим- 
ланади:

— семестр давомида бу махсус курсдан укдпган маъруза 
ва амалий магшулотларда тулик, ва актив кдтнашган тала- 
баларга укдгувчи энг юк;ори — 10 балл куйиши мумкин;

— лаборатория ишининг назарий саволларига тулик, жа- 
воб ёзган ва мисолларни чизмалари билан аник, бажарган 
талабага бу ишни димоя кдлгандан суш энг юк;ори — 8 
балл куйилади;

— тест назоратининг назарий ва амалий саволларига 
тулик, ва тугри жавоб берган талабага энг юк,ори — 8 балл 
куйилади;

— назарий ва амалий саволлардан тузилган якуний 
ёзма иш топширигини т5три ва тулик, ечган талабага энг 
юк,ори — 12 балл куйилади;

Натижада семестр давомида талаба энг купи билан 38 
балл йигаши мумкин. Синов ёки имтидон бадолари та- 
лабаларнинг тушшган бал ига кура куйидаги мезонда куйи
лади:

“икки” — 0 баллдан 20,9 баллгача,
“урта” — 21 баллдан 26,6 баллгача,
“яхши” — 26,7 баллдан 32,3 баллгача,
“аъло” — 32,4 баллдан 38 баллгача.
Куйида лаборатория иш вариантлари, тест саволлари 

ва якуний ёзма иш билетларидан намуналар келтирамиз:

I. Оралик, ёзма иш вариантларидан намуналар

1 -в а р и а н т

1 . ^  ~ дифференциал тенгламанинг чексиз узок;-
лашган махсус нук;таларининг турини аник^ханг ва чиз- 
масини чизинг.

2 . ~ь= х ~У дифференциал тенгламанинг изоклин- 
ларини ясанг.
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3. &  = ЕЕИУ. тенгламанинг махсус нукталарини то-ах cos/ix
ПИНГ.

4. Пуанкаре алмаштиришининг геометрик маъноси- 
ни тушунтириб беринг.

5. ■& = К  у</  ~ aJ -, а *  О, Ь *  О, К * 0  дифференциалах х(х -  о)
тенгламанинг махсус нукталарини топинг ва уларнинг 
турини аникдаб чизмасини чизинг.

2 -в а р и а н т
dy _ 1

1 . -  — дифференциал тенгламанинг чеке из узок,-
лашган махсус нук,таларининг турини аникданг ва чиз
масини чизинг.

2 . ^  = х 2 + у2 дифференциал тенгламанинг изоклин- 
ларини ясанг.

_ dy cos т у3. ~г —----- - тенгламанинг махсус нукталарини ТО -ах cosmx J
ГШНГ.

4. Лимит давра деб нимага айтилади ва у  кдндай топи- 
лади?

5. — = К - - - - - ,  К ^ 0 дифференциал тенгламанинг
махсус нукталарини топинг ва уларнинг турини аникдаб 
чизмасини чизинг.

3-вар и а н т
1. Махсус нукз'аларнинг классификацияси дак;идаги 

Пуанкаре теоремасини Я, 2=а±ф булган дол учун исбот
КИЛИНГ.

dy _  х -у
2- Их ~ ех-е у тенгламанинг нечта махсус нук,таси бор

ва улар кдндай жойлашган?
, 1 + у -  х2 + у13. у  = ----- --------- тенгламанинг ноль ва чексиз изок-

линларини топинг ва чизмасини чизинг.
4. Ноль изоклин ва чексиз изоклинларнинг маъноси- 

ни тушунтириб беринг.
,  d y _ y ~ y i5. -fa — 1Г з тенгламанинг махсус нукталарини харак-

терини текширинг. Чизмасини чизинг.
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4-в ар и а н т
1. Махсус нухталарнинг тургунлигини аникдаш хак,и- 

даги теорема.
, ~4х + 2ху - 82 . У = — —5—г—  тенгламанинг нечта махсус нукта-

4х - у
си бор ва улар кдндай жойлашган?

, х2- ( у -  2)23. У = -----5-------  тенгламанинг ноль ва чексиз изок-
х - у

линларини топинг ва чизмасини чизинг.
4. Махсус нукталарнинг классификацияси х,ак,идаги 

Пуанкаре теоремасини А, • Я2>0 булган дол учун исбот
КИЛИНГ.

с!у х2 + у1 -  15 . — тенгламанинг махсус нук;таларини 

характерини текширинг. Чизмасини чизинг.

5 -в а р и а н т
1. Махсус нук,таларнинг классификацияси дакддаги 

Пуанкаре теоремасини Х1 -Я2<0 булган дол учун исбот 
кдлинг.

, х2-  (у -  2)22 у = -----_ -----  тенгламанинг нечта махсус нук,таси
х у

бор ва улар к,андай жойлашган?
2

3 . у  = Х~? + .Л тенгламанинг ноль ва чексиз изоклин-
х

ларини топинг ва чизмасини чизинг.
4. Махсус нук;таларнинг тургунлигини ашщлаш дак;и- 

даги теорема.
—х + (1 — х2 — у2)5. у  = ----- 1— 5— -гг1- тенгламанинг махсус нукгалари-
у + (\ -х 1 - у 1)

ни характерини текширинг ва чизмасини чизинг.

6-в ар и а н т
1. Ноль изоклин ва чексиз изоклинларнинг маъноси- 

ни тущунтириб беринг.
, 3 ~^х2+8у2. У = ---- *------г- тенгламанинг нечта махсус нж гаси

1п(1 -  у +у )
бор ва улар ^андай жойлашган?
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, —4х +  2ху -  8
3. У — —т~з— 5—  тенгламанинг ноль ва чексиз изок-4х — у

линларини топинг ва чизмасини чизинг.
4. Махсус нук.таларнинг классификадияси дак^вдаги 

Пуанкаре теоремасини 2-± ф  булган дол учун исбот
КЗЯЛИНГ.

г (¡у х1 + у1-\
Их= —^2ху— тенгламанинг махсус нук,таларини 

характерини текширинг ва чизмасини чизинг.

II. Якуний ёзма иш вариантларидан намуналар

1 -в а р и а н т
1. Дифференциал тенгламанинг ечими ва интеграли 

тушунчаси.
2. Пуанкаре теоремасини келтиринг.
3. тенгламанинг махсус нук,таси турини

аник^ланг ва чизмасини чизинг.
, (¡У _  у(2- х)

~Ас ~ х(х + у -  3) тенгламанинг нолли ва чексиз изок-
линларининг тенгламасини ёзинг ва чизмасини чизинг.

5 _ -у_+ у2 тенгламани тулик, текширинг ва чиз- 
ах х

масини чизинг.

2-в ар и а н т
1. Дифференциал тенгламанинг хусусий ва умумий 

ечимлари.
2. Махсус нукга атрофидаги интеграл эгри чизикдар

манзарасини чизинг.
¿у - 4  х + у3. = ~ _ у ' тенгламанинг махсус нук^аси турини 

аникданг ва чизмасини чизинг.
4. тенгламанинг нолли ва чексиз изок- ах х(х + у -  2)

линларининг тенгламасини ёзинг ва чизмасини чизинг.
5 . ^  = угХ_ у тенгламани тулик; текширинг ва чизма

сини чизинг.
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3 -в а р и а н т

1. Дифференциал тенглама умумий ва хусусий ечим- 
ларининг геометрик маъноси.

2. Р(х, у) ва 0(х, у) ларнинг х  ва у  га нисбатан даража- 
си бирдан юкрри кущ ад булганда махсус нук^анинг тури 
к;андай аникданади?

Ау Х + у3. = _х+ тенглама махсус нук.тасининг турини

аникданг ва чизмасини чизинг.
. ¿у - 4 х  + 2 х у -84. -£- = — ;..■, —  тенгламанинг нолли ва чексизах 4 х1- у1

изоклинларининг тенгламасини ёзинг ва чизмасини чи
зинг.

5. ~  = —у — тенгламани тулик, текширинг ва чизма
сини чизинг.

4-в ар и а н т

1. Дифференциал тенглама ечими мавжудлиги ва унинг 
ягоналиги ^акдцаги Коши теоремаси.

2. Лимит давра тушунчаси ва унинг физик маъноси.
,  ¿У _  х3. 2/ + тенглама махсус нук,тасининг турини

аникданг ва чизмасини чизинг.
(1у 2 + х - у 2

4. ~г ----- г - тенгламанинг нолли ва чексиз изок-Лх -2(х  -  у)у
линларининг тенгламасини ёзинг ва чизмасини чизинг.

,  А) х — Зх25. = ——— тенгламани тулик; текширинг ва чизма
сини чизинг.

5-в ар и а н т

1. Дифференциал тенгламанинг махсус нук,таси деб ни- 
мага айтилади ва уни к,андай топилади?

2. Марказ ёки фокус булиш муаммоси ва уни ечиш- 
нинг симметрия усули.„ (¡у  _ - З х  + 2у

3- ¿с _ -2х + у тенглама махсус нук,тасининг турини 
аникданг ва чизмасини чизинг.
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. ёу 1 + у - х  + уг4. ~г = ---------------  тенгламанинг нолли ва чексизах 2 ху
изоклинларининг тенгламасини ёзинг ва чизмасини чи- 
зинг.

,  ¿у х - х 15. ^  = —-— тенгламани тулик, текширинг ва чизма

сини чизинг.

6 -в а р и а н т
1. Дифференциал тенгламанинг йуналишлар майдо- 

ни деб нимага айтилади?
2. Чексиз узокдашган махсус нук,талар. Пуанкаре ал- 

маштиришлари.
„ 6у Зх + 4 у
3. = х + 2у тенглама махсус нук,тасининг турини 

аникданг ва чизмасини чизинг.
. <1у х2- ( у -  2)14. ~г -------2------- тенгламанинг нолли ва чексиз изо-ах х - у

клинларининг тенгламасини ёзинг ва чизмасини чизинг.
5. ^  = *уз тенгламани тулик; текширинг ва чизма

сини чизинг.

7-вар и а н т
1. Дифференциал тенглама изоклини деб нимага ай

тилади?
2. Чексиз узокдашган махсус нук,таларнинг турлари 

к,андай аникданади?
.  ёу 2х + 3 у
3. = '2хТу тенглама махсус нук;тасининг турини

аник^танг ва чизмасини чизинг. 
йу х2 + у2 -  24  -2.  —-----------  тенгламанинг нолли ва чексиз изок-¿х х -  у

линларининг тенгламасини ёзинг ва чизмасини чизинг. 
¿у _  ху5. 1 + х 2 тенгламани тулик, текширинг ва чизма

сини чизинг.
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8-в ар и а н т
, dy __ Q(x,y) , ,
1 . дифференциал тенгламанинг махсус

нук,талари к;андай топилади?
2. Пуанкаре сферасида дифференциал тенгламанинг 

характеристикалари к;андай топилади?
„ dy _  2 х + у
3. -  8̂ —3^ тенглама махсус нук,тасининг турини

аникданг ва чизмасини чизинг.
, dy _  -У  + у2
4 . - х  :  Т тенгламанинг нолли ва чексиз изоклин-ах у - х

ларининг тенгламасини ёзинг ва чизмасини чизинг.
г dy _ у15. -  j -"- тенгламани тулик, текширинг ва чизма

сини чизинг.

9-в ар и а н т

1. Дифференциал тенглама умумий ва хусусий ечим- 
ларининг геометрик маъноси.

2. Махсус нук^-анинг тури ва унинг тургунлиги к,ан- 
дай аникданади?

„ dy _  х  + Зу
3. -  Зх + тенглама махсус нук,тасининг турини 

аникданг ва чизмасини чизинг.
4. 4^ = - —— тенгламанинг нолли ва чексиз изоклинах х

ларининг тенгламасини ёзинг ва чизмасини чизинг. 
с dy _  х
5. -¿ц -  1+ тенгламани тулик; текширинг ва чизма

сини чизинг.

10 -в а р и а н т

1. Дифференциал тенгламанинг изоклинлари деб ни- 
мага айтилади?

2. Махсус нук,талар кдварик, ва ботик; туртбурчаклар 
ташкил этган хрлдаги теорема.

„ dy _  5х + 4у
3. — 2х + зу тенглама махсус нук;тасининг турини 

аникданг ва чизмасини чизинг.
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,, dy -  x4. x _ + тенгламанинг нолли ва чексиз изок-
линларининг тенгламасини езинг ва чизмасини чизинг. 

,. dy _ У-У1
~dx~ х -  тенгламани тулик, текширинг ва чизма

сини чизинг.

III. Тест саволларидан намуналар
dy _  ху

1. ~ х2 + у2 дифференциал тенглама характеристик
тенгламасининг илдизларини аникданг:

1)Х=Х2=0, 2) Я12=±1, 3) Я12=2±13, 4)Ai 2=4.

2. Кдндай махсус нук^а учун тебранишнинг амплиту- 
даси узгармас булади?

1) тугун, 2) эгар-тугун, 3) фокус, 4) марказ?
2

3 . у  = ~у + у. тенгламанинг махсус нук,таси (0, 0) к,ан-X
дай турга эга:

1) марказ, 2) фокус, 3) тугун, 4) эгар?
4. К,андай махсус нук^а х;амиша тургун:
1) фокус, 2) марказ, 3) эгар, 4) эгар-тугун?

5 у  = ВЫ. тенгламанинг махсус нук,таси к,андай тур

га эга:
1) марказ, 2) эгар, 3) фокус, 4) тугун?

6. Ушбу ^  = х, — = у, ‘j t -  I дифференциал тенгла-
малар системасининг характеристик тенгламаси илдиз
ларини топинг:

1) Я1=Я2=0, А3=2, 2) 1 ^ = 1 ,  Я3=0, 3) A1=A2=A,= 
=0, 4) Я123=1.

7. Кдндай махсус ну!?га учун тебранишнинг амплиту- 
даси узгарувчан булади:

1) эгар, 2) тугун, 3) фокус, 4) марказ?

8. Ушбу у' = ~2— y— дифференциал тенгламанинг ноль
х + у  — 1

изоклинаси к;андай чизикдан иборат:
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1) гипербола, 2) эллипс, 3) rÿrpH чизик;, 4) парабола?

9. Характеристик тенглама илдизлари к,андай булган
да махсус нук.та эгар-тугун булиши мумкин:

1) 1= Л 2*0, 2) Х=а, 12=Ь, 3) Я12=±/, 4) 112=О?

10. Даврий тебранишларни к;айси турдаги махсус Hyiçra 
аникдайди:

1) эгар, 2) фокус, 3) тугун, 4) марказ?

11. Тебранишнинг усиши ёки камайишини к;айси тур
даги махсус нук^а анюугайди:

1) марказ, 2) эгар, 3) тугун, 4) фокус?

12. Характеристик тенгламанинг илдизлари Я1 ваЯ2 к,ан- 
дай булганда лимит давра булиши мумкин:

1) Я,=0, Я2=а, 2) Я12= а± $, 3) Я,=а, Я2=й, 4) Я12=±/?

, ,  dy х + у213. -^ = —■ тенгламанинг махсус нук^аси (0, 0) к;ан-
дай турга эга:

1) тугун, 2) эгар, 3) марказ, 4) фокус?

dy X314. -fa — — j  тенгламанинг махсус нуктаси (0, 0) к;ан- 
дай турга эга:

1) эгар, 2) фокус, 3) тугун, 4) марказ?

15. Синусоида эгри чизигига к,андай турдаги махсус 
нук,та мос келади:

1) эгар-тугун, 2) тугун, 3) эгар, 4) марказ?

еу - е х16. у ’ = —-— тенгламанинг нечта махсус нук.таси бор:
1) иккита, 2) учта, 3) ftÿx;, 4) битта?

17. Куйидаги ^- = 1~ х 2, — у, ^  = z дифференци
ал тенгламалар системасининг нечта махсус нук,таси бор:

1) биттта, 2) йук,, 3) иккита, 4) учта?
е У —

18. у' = ~ех 2~~у тенгламанинг характеристик йуналиш- 
ларини у=кх алмаштириш ёрдамида аникланг:

253



1) у12=±х, 2) у12=х±у,3) у}=0,у2=х, у3=-х, 4)у12=±4х.

йу 1 — у219. -£ = тенгламанинг нечта махсус нук^'аси бор: 
1) иккита, 2) учта, 3) йук,, 4) туртта?

™  -  ¿ У  Х2 + у 220. Кдиси эгри чизик; ^  = ■¿~ тенгламанинг чек-
сиздаги изоклинаси булади:

1) тугри чизик,, 2) айлана, 3) йук,, 4) гипербола?

21. Косинусоида эгри чизишга к;андай турдаги махсус 
нук?а мос келади:

1) эгар, 2) фокус, 3) тугун, 4) марказ?

еу -е *
22. у' = еХ _ у тенгламанинг нечта махсус нуцтаси бор: 
1) битта, 2) иккита, 3) учта, 4) йук;?

— V 4. (1 — у2 — V2 )23. у' = ----- -— я—т  тенгламанинг лимит давралариу + О-х2- / )
сони нечта:

1) йук,, 2) иккита, 3) учта, 4) битта?

24  у' = - тенгламанинг нечта махсус нукгаси бор: 
1) йук,, 2) чексиз куп, 3) битта, 4) иккита?

25. /  = тенгламанинг махсус нук,талар со-
нини аникданг.

1) учта, 2) битта, 3) иккита, 4) йук;.

у 4
26. тенгламанинг махсус нук,таси турини 

аникланг. у
1) марказ, 2) тугун, 3) фокус, 4) эгар.
27. у ' = у ~ —- тенгламанинг нечта махсус нук,таси бор: 
1) учта, 2) туртта, 3) йук,, 4) иккита?

28. у' = тенгламанинг нечта махсус нук,таси бор: 
1) битта, 2) иккита, 3) чексиз куп, 4) йук?
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1-еу
29. У = ~т тенгламанинг нечта махсус нук,таси бор: 
1) битта, 2) учта, 3) иккита, 4) йук,?

1 й ~ х' У' !* ~ ^  ~ ^  тенгламалаР система- 
си нечта махсус нук,тага эга:

1) битта, 2) иккита, 3) учта, 4) туртта?

IV. Лаборатория иш вариантларидан намуналар

Куйидаги дифференциал тенгламаларни ечинг ва си- 
фат манзарасини чизинг

1 - в а р и а н т  2 - в а р и а н т
] у = Зх + 42- , = -4х +у

У 2х + у  ’ х ' У х - у  ’
-У + У2 о У(2~х)2 V' = 2 V'У х У х(х + у -  3)'

3 - в а р и а н т  4 - в а р и а н т
/ х+У л I

1- у  = 1- У =- х  + 8>> ’ ' 2л + Зу ’
■ _  Я1-*)2. У = - г ~ 2.  У = •х (х  + у  -  2) у  -  у

5-в ар и а н т  6-в а р и а н т

1 у  = =Ь + Ъ , у  = £
у  - 2 х  + у  ’ у

в т  х , х + у2
2. У = — -• 2. У' = ■ -У х + у

7 - в а р и а н т  8-в а р и а н т

1- / - Т ^ .  1- =

г

9 - в а р и а н т  1 0 - в а р и а н т
1 у  = -^-±2 1 у  = £ ± ^

^  8х - З у ’ 1 ■ У 3х + у ’

1 у ' = 3 ~т/х2 + 8У , _  2 + х - у 2
1п ( 1 - у  + у2) 2 ' У -2(х - у )  у -
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1 1 - в а р и а н т  
. 5х + 4у

1- У

12-в ар и а н т  
. 4х + 5 у

1- У ~  5х + 4у ’

2/ х -  Зх
2- У = - ^ Г -

13-в ар и а н т  
, 4х + 3 у

1- У = T Ï 2 Ï ’

2. У' =
x - x J

75-е ар и а н т
, 2х + 8;у

1- >’ = 3 ^ 2 7 ’

2. У  =
х2 + у2- 1

-2ху

1 7 - в а р и а н т

1. У -

2. У’ =

х + 5 у 
7х + 3 у ’

X 2  + у 2 -  2 
х - У

19-в ар и а н т
, Зх + Зу

1- У = 5 ^ ’

9 v- = * а ?  yL-.
2- '  у(х + у - 2 )

27-е ар и а н т, - X  -  Зу
1.

, COSX2 У = ----- •'  cosy

74-е ар и а н т
,  Х  + у

1 . У  =

2 . У  =

х + 4у ’

х(х + у -  2) 
у(1 -  х)

1 6 - в а р и а н т
. 2х + 3 у

1. у = 1 7 4 7 ’

2. У  =
1 + у -  х2 + у2 

2ху

18-в ар и а н т  , - X  + 4у
1- у

20-е ар и а н т
i 8х + у

1- у =

2. У/ __ sin2x 
sin 2у

22-в ар и а н т  
, х - 6 у

1- У = ^ Т у ’

, -У  + У2 у = ------ г .у -х 2. У  = х - У  + У
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23-в ар и а н т
i - 8 х - 5 у

1 . у  -  — -

2. У

6х + Зу

COSX

25-в ар и а н т
2 х + у1. у = -

2. У =

5х + у

X

У-У,3 •

27-в ар и а н т

1. у - “ 2'Злг -  4 у'-

2. У = х - у  + у

29-вар и а н т  
, X -  4у

1. У = ■-Зх + 2у ’

2 . /  =—  cos2.y
cos 2х

24-в ар и а н т
-2 х + у

1. /  

2. У

х-2у  ’

cos2x 
cos 2 у ’

26-в ар и а н т  

i.

2 - У' = ~ х 2 + ? - 1 '

Ù
о

1. /  =

ар и а н т
2х -  Зу 
х-2у  ’

sin Зх
2. У =~ sin Зу

30-е ар и а н т  
, 2х + Ъу

1. У = - ^ Г " ,

2. y  =
- X
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ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР НАЗАРИЯСИ БУЙИЧА 
ИЛМИЙ ИШЛАР ОЛИБ БОРГАН АЙРИМ ДУНЁ 

МАТЕМАТИКЛАРИ ХАКИ ДА К,ИСКДЧА МАЪЛУМОТЛАР

Алимухамедов Мазит Ифатович (1904—1972) — К,озон Давлат педа
гогика институтининг профессори, физика-математика фанлари док- 
тори. Илмий ишлари дифференциал тенгаамаларнинг сифат наза- 
риясига багишланган.
Андреев Алексей Федерович — Физика-математика фанлари докто- 
ри, профессор. Асосий илмий ишлари биринчи ва иккинчи тур 
махсус нуцталарнинг бир-биридан фарк, кдпиш муаммосига багиш
ланган.
Андронов Александр Александрович (1901-1952) — Академик. Теб- 
ранишлар назарияси ва автоматик ростлаш назарияси со\асида ижод 
этган. Автотебранишларнинг математикавий аппаратини курган, на- 
зарий радиотехниканинг к^тор масалалари ва муаммоларини х;ал кал
ган.
Арнольд Игорь Владимирович — Собик, СССР Фанлар Академия- 
сининг академиги, математика ва механика йуналиши буйича ил
мий ишлар олиб борган. Унинг асосий илмий ишлари дифференци
ал тенгламалар ва з а̂ракат тургунлиги назариясига багишланган. 
Баутин Николай Николаевич — Физика-математика фанлари док- 
тори, профессор. Асосий илмий ишлари дифференциал тенглама
лар ва унинг татбик^га багишланган. Дифференциал тенгламалар- 
нинг даврий ечимларини аник^лаш билан з̂ ам шугулланган.
Беллман Ричард — Америка олими. Асосий илмий изланишлари 
биология, тиббиёт фанларига математик усулларнинг татбигига ба
гишланган.
Белых Леонид Никитич — Собик; совет математиги. Асосий илмий 
ишлари биология, тиббиётда содир буладиган жараёнларнинг мате
матик анализ моделларини тузишдан иборат.
Бендиксон Ж. — Швейцария математиги. Асосий илмий ишлари 
дифференциал тенгламалар назариясига, яъни индекслар назария
сига ва биринчи ва иккинчи тур махсус нук,таларнинг бир-биридан 
фарк, к,или1п муаммоларига багишланган.
Бессель Ф.В. (1784—1846) — Немис математиги. Дифференциал тенг
ламалар назарияси, математик физика, астрономия муаммолари ва 
интерполяция назариясида тадк,ик,отлар олиб борган.
Боголюбов Николай Николаевич — Академик. Дифференциал тенг
ламалар, вариацион к,атор ва уларнинг физика хам механикага тат- 
бик;и билан шугулланади.
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11. Братковский Ю.Т. — Поляк математиги булиб, у собик итгифокда 
тахсил олган. Асосий илмий ишлари натижалари дифференциал тенг- 
ламаларнинг сифат назарияси билан богликдир.

12. Брио ва Буке Жан Клод (1819—1885) — Француз математиклари. 
Коши шогирдлари. Асосий ишлари биринчи тартибли дифференци
ал тенгламаларнинг сифат назарияси ва эллиптик функциялар, гео
метрия, сонлар назариясига оид. Дифференциал тенгламалар ечи- 
мининг аналитик куриниши масалалари билан шугулланганлар.

13. Брюно Александр Дмитриевич — Физика-математика фанлари док- 
тори, профессор. Унинг асосий илмий ишлари дифференциал тенг
ламалар назарияси ва унинг татбигига башшланган.

14. Вито Вольтера (1860—1940) — Италия математиги. Асосий тадки- 
Котлари дифференциал ва интеграл тенгламалар назарияси, функ
ционал анализ ва математиканинг табиий фанпарга татбиги соз^аси- 
да. Биология назариясини математика ёрдамида урганишга асос сол- 
ган. Бу назария унинг “Математическая теория борьбы за 
существование” китобида баён этилган.

15. Голубев Владимир Васильевич (1884—1954) — Физика-математика 
фанлари доктори, профессор. Дифференциал тенгламалар, механи
ка, кзисман фан тарихи со^аларида тадк,ик,от олиб борган.

16. Гук Роберт (1635—1703) — Инглиз табиатшуноси, куп киррали ама- 
лиётчи олим, архитектор. Гук к;онуни каттик; жисм деформацияси 
билан цаттик жисмга куйилган механик куч орасидаги чизикди бог- 
ланишни урнатади.

17. Гукухара — Япония математиги. Унинг илмий ишларининг натижа
лари дифференциал тенгламаларнинг сифат назарияси ва унинг тат
бигига дойр булиб, асосан биринчи тур махсус нуцталарнинг бир- 
биридан фарк килиш муаммосини очиб берган.

18. Дюлак Н. — Француз математиги. Асосий тадкик,отлари марказ ва 
фокус орасидаги фарк, чегаравий цикллар ва каторлар назариясига 
багишланган.

19. Еругин Николай Павлович (1907—1985) — Белорус Фанлар Акаде- 
миясининг акацемиги. Унинг асосий илмий ишлари харакат тургун- 
лик назариясига, дифференциал тенгламалар сифат назариясига ва 
дифференциал тенгламаларнинг аналитик назариясига багишланган.

20. Колмогоров Андрей Николаевич (1903—1987) —Академик. У эх,ти- 
моллар назарияси, функциялар, дифференциал тенгламалар, топо
логия ва информация назариялари буйича илмий мактаб радбари- 
дир. Унинг илмий ишлари функциялар назарияси, математика, ло
гика, топология, дифференциал тенгламалар ва информация 
назариясига багишланган.

21. Коши Огюстен Луи (1789—1857) — Француз математиги. Комплекс 
аргументли функциялар назариясининг асосчиси, дифференциал 
тенглама ва математик физика со^аларида мух,им илмий ишлари мав- 
жуд, математик анализни мантилий асослаб берган.

22. Куклес Исаак Самойлович (1905—1977) — Узбекистан Фанлар Ака- 
демиясининг мухбир аъзоси. Унинг илмий ишлари дифференциал 
тенгламалар сифат назариясига багишланган. Куклес И. С. томони- 
дан биринчи булиб Урта Осиёда дифференциал тенгламалар сифат 
назарияси буйича илмий мактаб ташкил этилган.
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23. Лаврентьев Михаил Алексеевич (1900—1980) — Академик, йирик 
давлат арбоби. Илмий фаолияти комплекс узгарувчи функциялари, 
вариацион зугсоб, математик физика, дифференциал тенгламалар, 
гидромеханика ва математика тарихига оид.

24. Ленделеф — Дания математиги. Унинг асосий илмий ишлари диф
ференциал тенгламалар назариясига бапшшанган.

25. Лефшец С. — Америка математиги. Унинг илмий ишлари диффе
ренциал тенгламалар назариясига багишланган. Унинг дифферен
циал тенгламалар назариясига дойр “Геометрическая теория диффе
ренциальных уравнений” китоби рус тилида чоп этилган.

26. Липшиц Рудольф (1832—1903) — Немис математиги. У олим сифа- 
тида дифференциал тенгламалар назарияси ва интеграллар назария- 
лари буйича машздадир.

27. Лиувилль Жозеф (1809—1882) — Француз математиги. Унинг алгеб- 
раик функцияларни интеграллаш назарияси, дифференциал тенгла- 
малар назарияси, математик физика, дифференциал геометрия, транс- 
цендент сонлар назарияси мавзуларига оид 400 дан ортик ишлари 
чоп этилган.

28. Ляпунов Александр Михайлович (1857—1918) — Рус математиги, 
академик. Механик системанинг тургунлиги ва мувозанат шартла- 
рини ани>у1аган, математик физиканинг к,атор масалаларини тек- 
лшрган, э^тимоллар назариясида янги текшириш усулини такдим 
этган. Махсус нукталарнинг тургунлик назарияси асосчиси.

29. Марчук Гурий Иванович — Мандур математик ва физик, собик, СССР 
Фанлар Академиясининг академиги. Асосий илмий ишлари ^исоб- 
лаш ва математиканинг татбик,ига багишланган.

30. Матвеев Николай Михайлович — Физика-математика фанлари док- 
тори, профессор. Асосий илмий-услубий ишлари оддий дифферен
циал тенгламалар назариясига багишланган.

31. Митропольский Юрий Алексеевич — Собик СССР Фанлар Акаде- 
мияси академиги, Украина миллий Фанлар Академиясининг акаде
миги. Унинг асосий илмий ишлари дифференциал тенгламалар ва 
тебранишлар назариясига багишланган.

32. Немицкий Виктор Владимирович — Физика-математика фанлари 
доктори, профессор. “Качественная теория дифференциальных урав
нений” монографиясининг муаллифи. Унинг илмий изланишлари 
тургунлик назарияси ва топологияга багишланган.

33. РиккатиФ. (1675—1754) — Италия математиги. Дифференциал тенг
ламалар назарияси со^асида тагщикртлар олиб борган.

34. Риккати В. (1707—1775) — Италия математиги. Ф. Риккатннинг угли. 
Гипербол ик функцияларни киритган ва уларнинг хоссаларини урган- 
ган.

35. Рентген Вильгельм (1845—1923) — Немис физиги. 1895 йилда рент
ген нурларини кашф цилган ва уларнинг хоссаларини урганган. 
Кристаллар хоссаларини ва магнетизм назариясини Урганган. Но
бель мукофотининг совриндори (1901).

36. Пеано Дж. (1858—1932) — Италия математиги. Асосий илмий иш
лари дифференциал тенгламалар назарияси, интеграл тенгламалар, 
т^пламлар назарияси ва х,аторлар назариясига багишланган.
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37. Пенлеве П. (1863—1933) — Француз математиги. 1917 ва 1925 йил- 
ларда Франциянинг Бош вазири. Бир неча бор вазир, шунингдек, 
Харбий вазир (1917, 1925—1929 й.) лавозимларида ишлаган. Унинг 
илмий ишлари дифференциал тенгламалар назариясидаги махсус нук,- 
талар классификациясига багишланган. Олтита дифференциал тенг- 
лама Пенлеве номи билан аталади. Айрим ишлари дифференциал 
тенгламаларнинг аналитик назариясига тегишли.

38. Петровский Иван Георгиевич (1900—1973) — Академик, йирик дав- 
лат арбоби. Дифференциал ва интеграл тенгламалар, комплекс Узга- 
рувчи функциялари, математик физика, топология, алгебраик гео
метрия, фан тарихи сохаларида ишлаган. 1951 йилдая то умрининг 
охиригача МГУ нинг ректори б^либ ишлаган.

39. Пикар Эмиль (1856—1941) — Француз математиги. Асосий ишлари 
дифференциал тенгламалар, аналитик функциялар, алгебраик функ- 
цияларда уларнинг алгебраик чизикдар ва сиртлар назариясига тат- 
б!щи, группалар назарияси, кетма-кет якднлашиш усулига оид. Ком
плекс узгарувчили функциялар назариясида Пикарнинг кичик ва 
катга деб аталувчи иккита теоремаси маьлум.

40. Плейс К. — Англия математиги. Унинг асосий илмий ишлари диф
ференциал тенгламалар сифат назарияси ва унинг татбицига багиш
ланган.

41. Плисс Виктор Александрович — Собик, СССР Фанлар Академияси- 
нинг мухбир аъзоси. Унинг асосий ишлари дифференциал тенгла
малар ва тургунлик назариялари, хамда тебранишлар назариясига 
багишланган.

42. Понтрягин Лев Семёнович (1908—1988) — Академик. Топология, 
дифференциал тенгламалар, функционал анализ, оптимал жараён- 
лар назарияси, функциялар назарияси сохаларига оид ишлари мав- 
жуд.

43. Пуанкаре Анри (1854—1912) — Француз математиги. Дифференци
ал тенгламалар, автоморф функциялар, топология ва математик фи
зика, нисбийлик назарияси, математика философияси сохаларида 
ишлаган.

44. Пфафф Иоганн Фридрих (1765—1825) — Немис математиги. Петер
бург академиясининг фахрий аъзоси (1798). Илмий ишлари диффе
ренциал тенгламалар назарияси ва геометрияга багишланган.

45. Сансоне Дж. — Италия математиги. Асосий илмий ишлари диффе
ренциал тенгламалар назарияси ва тургунлик назариясига багиш
ланган. Унинг рус тилида уч томлик “Дифференциал тенгламалар 
назарияси” буйича юггоби бор.

46. Сибирский Константин Сергеевич (1926—1982) — Молдова Фанлар 
Академиясининг академига. Асосий илмий ишлари дифференциал 
тенгламаларнинг сифат назарияси ва алгебраик инвариантларга ба
гишланган.

47. Степанов Вячеслав Васильевич (1889—1950) — Машхур математик. 
Илмий тадквдотлари функциялар назарияси ва дифференциал тен
гламалар назариясига оид. Унинг шарафига “Степановнинг деярли 
даврий функциялари” деб аталган функциялар синфи мавжуд. Диф
ференциал тенгламаларнинг сифат назарияси махтаби зсосчилари- 
дан бири. Дарслюслар муаллифи.
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48. Тихонов Андрей Николаевич — Академик. Топология, функционал 
анализ, математик физика, геофизика, дифференциал тенгламалар, 
электромагнит майдонлар назарияси, хисоблаш математикаси ва 
бошкд сохаларда ишлайди.

49. Фроммер Макс — Немис математиги. Асосий илмий ишлари диф
ференциал тенгламаларнинг сифат назарияси, яъни биринчи тур (эгар, 
тугун ва уларнинг комбинациялари) махсус нуцталарнинг бир-би- 
ридан фарк, к,илиш муаммолари ва к,андай шартлар коэффициентлар 
учун бажарилганда даврий ечимлар мавжуд булишига багишланган.

50. Хояси Т. — Япония математиги ва механиги. Илмий ишлари нати- 
жалари дифференциал тенгламаларнинг сифат назарияси ва унинг 
тебранишлар назариясига татбигига багишланган.

51. Эйлер Леонард (1707—1783) — Рус олими, академик (асли Швейца- 
риялик) математик анализ, алгебра, геометрия, механика, астроно
мия, техниканинг деярли хамма со^аларида нихоят мухим натижа- 
ларга эришган ва элементар математикадан дарслик ва кулланмалар 
ёзган.

52. Эрроусмит Д. — Англия математиги. Асосий илмий ишлари диффе
ренциал тенгламаларнинг сифат назарияси ва унинг татбигига ба
гишланган.

ДАРСЛИКДА УЧРАЙДИГАН АЙРИМ МАТЕМАТИК 
ТЕРМИНЛАРНИНГ ИЗОХЛИ ЛУТЛТИ

Аналитик функция — комплекс узгарувчили функциялар назария- 
сининг асосий тушунчаси. Агар z=x+iy комплекс Узгарувчининг бир 
к^йматли a>=f(z) функцияси маркази ^ нукгада, радиуси r>0 6ÿjaaH 
бирор | z-Zü \<г доирада аникданган булиб,

f ( z ) = а, + 0,(1 -  г 0) + a2(z  -  Z„)2 + ••• + a j z  - Z,)" + ...
даражали к,агор билан тасвирланадиган булса (бу цатор Тейлор к,атори- 
дан иборат булиши шарт), / (г) функция г=<, нукгада А.ф. дейилади. 
Агар/ (г) функция комплекс узгаруичилар текислигининг бирор D сох,а- 
сининг х;ар бир нуцтасида А.ф. булса, бу функция D со\ада А.ф. дейила
ди. ¿о нук,тадаги А.ф. бу нуцтанинг бирор атрофида х,ам шунга ухшаш 
таърифланади, лекин бунда даражали к,аторнинг /(г) га доирада эмас, 
балки | х-х0 |<г интервалда як^нлашиши талаб к,илинади.

D сохадаги А.ф. D сохранит хар бир z0 нукуасида чекли хрсилага эга:

аксинча х,ам уринли: агар /'(z) хосила D сохада мавжуд ва чекли булса, 
у холда f(z ) D сохада А.ф. дир, шунинг учун бир к^шматли А.ф. тушун
часи гомоморф функция тушунчаси билан бир хилдир.

Асимптота — эгри чизик,нинг нук,таси чексиз узок^чашганда у бирор 
TÿrpH чизикда як̂ ин булиб яцинлашса, бу тугри чизик, эгри чизик,нинг 
асимптотаси дейилади.
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Антиген — организм учун ёт модда.
Антитела — анти жисмлар, организмда антигенлар пайдо булиши 

билан юзага келадиган ва уларнинг таъсирини йук,отадиган моддалар.
Биология — з̂ аёт ва тирик табиат хацидаги фанлар мажмуаси.
Бифуркация — иккига айрилиш, эгри чизикринг (цон томири, йул 

ва х р к а зо ) икки ёк^а, икки тармок,к,а айрилиб кетииш.
Бифуркационное значение параметров — шундай параметрдан ибо- 

ратки бу параметрнинг цийматларида махсус нукга тури узгаради.
Бифуркуационная кривая — бирор соз а̂да ётган бир турдаги махсус 

нук^а билан бошца сосала ётган иккинчи тур махсус нуцтани ажратиб 
турувчи эгри чизик;.

Внутривидовая — турлараро, турлар ичидаги, турлар орасидага.
Глобал текшириш — берилган дифференциал тенгламани тулик, тек- 

шириш, яъни бир нечта махсус нук,талар атрофида характеристик эгри 
чизикдар манзарасини тулик; чизиш.

Дикретик тугун — бу шундай махсус нукуаки, унда узининг уринма- 
сига эга булган интеграл эгрн чизик, махсус нуцтага яцинлашади (ёки 
узок^ашади).

Дифференциал тенглама — номаълум функциялар, уларнинг хар 
цандай тартибли ^осилалари ва эрюш узгарувчиларни уз ичига олган 
тенгламалар. Д.т. XVII асрда механика ва табииёт фанларининг баъзи 
булимлари э^тиёжига к,араб пайдо болтан.

Изоклин — шундай чизик,ки, унинг хар бир нуктасида = /(х, у)
дифференциал тенгламанинг унг кисми узгармас б^лади.

Иммунная система — инсон иммунологик системасининг вазифаси 
организмни узида генетик бегона информацияларни сахрювчи тирик 
зараркунандалар ва моддалар (бактериялар, вируслар, хужайралар ва бош- 
к,алар) дан асрашдир.

Иммунология — иммунитет назарияси ва тажрибаси билан шугул- 
ланадиган фан булиб, организмнинг касал юкз'ирмаслиги ва касаллик- 
ларга харши курашишидан иборат.

Индекс — бир хил символлар билан белгиланган ифодаларни фарк,- 
лантириб турадиган сон, х,арф ёки бошкд белги.

Качественная теория — дифференциал тенгламаларнинг сифат на
зарияси — дифференциал тенгламаларнинг ечимларини узини топмас- 
дан, бу ечимларнинг хоссаларини урганиш. КУп холларда ечимларни 
ошкор куринишда топиб булмагани учун, дифференциал тенгламалар
нинг С.н. катта аз^амиятга эга.

Коши масаласи — дифференциал тенгламалар назариясининг асо- 
сий масалаларидан бири б^либ, уни биринчи марта француз математиги 
Коши батафсил урганган.

Бирор дифференциал цонун ва маълум бошлангич х,олат билан ха- 
рактерланадиган жараёнлар Коши масаласига олиб келади. К .М . диффе
ренциал тенгламанинг берилган боншаншч шартларни ^ноатлантирув- 
чи ечимини излацщан иборатдир.

Латентная форма болезни — сиртдан билинмайдиган яширин ка- 
саллик куриниши.

Летальный исход болезни — улим билан тугаш, окзибатда улиш.
Лимфоциты — зоокайрадаш антигенларни аникраш.
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Лимит давра — ёпик, эгри чизик; булиб, унинг ичида ва таищарисида 
спиралсимон Э1ри чизи^лар як,инлашади (ёки узокдашади).

Лимит тугун — шундай махсус нукгаки, иккита узининг уринмасига 
эга булган интеграл эгри чизшутр оиласига эга булган интеграл эгри 
чизюуир махсус нуцтага як,инлашади (ёки узокдашади).

Локал текшириш — битта махсус нукга атрофида характеристик эгри 
чизи^лар манзарасини чизиш.

Межвидовая конкуренция — турлараро рак,обат, турлар уртасидаги 
рак,обат.

Нуктанинг атрофи. 1°. Сонлар укидаги H.a. — берилган а нуцтани 
уз ичига олган х,ар к;андай интервал [очик, оралик,]. Хусусий х,олда мар- 
кази а нук,тада булган (а-6, а+<5) очик, оралик, а нук,танинг д атрофи 
дейилади (<5>0 сони <5 атрофнинг радиусидир).

2°. п улчовли фазодаги H.a. — п улчовли фазонинг берилган нук,та- 
ни уз ичига олган *ар цандай со^аси. Хусусий холда

■J(xi — х'*)2 + ...+  (хп -  х“ )2 < д тенгсизликни к,аноатлантирувчи А/(х,

х2, ... , х )  нуцталар туплами М 0(х,0, х2°, . .. , х пп) нук,танинг шар шакли- 
даги атрофи булади, бу атрофнинг маркази уша М0 нуцта ва радиуси 
<5>0 булади.

тенгсизликлар системасини цаноатлантирувчи нук,талар туплами М0 (барча
S. лар мусбат) нук;танинг параллелепипедиал атрофи булади, бу атроф 
яриминтервал деб х,ам аталади.

Оддий нук,та. 1°. F(x, >')=0 тенглама билан берилган эгри чизик,нинг
О.н. — нинг хусусий ^осилалари бир вак,тда нолга айланмайдиган Л/0(х0, 
у0) нук,тадир.

2°. y = f(x , у) дифференциал тенгламанинг О.н. шундай Л/0(х0, у,) 
нуцтадирки, унинг атрофида y(Q=y0 шартни к,аноатлантирувчи ягона 
ечим мавжуд.

3°. Бир к^йматли аналитик функциянинг О.н. — функциянинг ана- 
литиклиги бузилмайдиган нукгадир.

Особая точка — Махсус нуцта. Г. F(x, у)=0 тенглама билан берил
ган эгри чизик,нинг М.н. — Р0(х0, >’0) нук,та булиб, унда

F(x, >')=0 тенгламада х, у  узгарувчилардан ^еч бири умуман айтганда Р0 
нук^анинг х,ар к,андай кичик атрофида хам иккинчисининг функцияси 
сифатида ифодаланган булиши мумкин эмас. Агар F нинг иккинчи ху
сусий хосилаларидан баъзилари Р0 нук,тада бир вак,тла нолга айланмаса, 
эгри чизищшнг Р0 нукга атрофида к,андай булиши купинча куйидаги 
Д нинг ишораси билан аникданади:

Агар Д>0 булса, М.и. яккаланган нукга булади (масалан,/-х3+х2=0 
эгри чизик; учун координаталар боши булади); агар Д<0 булса, эгри

/̂¡*1 п  d F  _  Q
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чизик бу нукгада узини-узи кесади (масалан, х2- у 2=О эгри чизик коор- 
динаталар бошида узини-узи кесади); агар Д=0 булса, М.н. нинг харак- 
тери ^акидаги масалани янада чукуррок текшириш зарур.

Дифференциал тенгламалар назариясидаги М.н. — шундай Ря нук- 
¿у У)таки, бу нукгада -£• = тенглама унг томонининг сурат ва махра-

жи бир вактда нолга айланади.
Популяция — махсус бир хил куринишдаги купайишлар (ёки ка- 

майишлар) туплами.
Седло — Эгар — дифференциал тенгламанинг махсус нуктаси. Мах

сус нукгага кирувчи интеграл эгри чизикпар орасида гипербола типида- 
ги интеграл эгри чизшугар булади, булар Э. шакдидаги гиперболик 
параболоиднинг юксаклик чизикпари каби жойлашади. Шунинг учун 
дифференциал тенглама махсус нукгасининг бу тури эгар деб аталган.

Спираль — текисликдаги эгри чизик булиб, бирор тайин О нуктани 
куп марта айланиб, хар айланганда бу нукгага якинлашади ёки ундан 
узоклашади. Агар О нуктани кутб координаталари системасининг кутби 
деб олинса, у х,олда С. нинг бу координаталар системасидаги генглама- 
синир=/(у>) куринишда ёзиш мумкин ва х,ар кандайр учун/(р+2я)>/(^>) 
ёки/(</>+2 л) </(ср) тенгсизлик уринли булади. Энг куп маълум булган С. 
лар: Архимед С., логарифмик С., Корню С. ёки клотоида, параболик 
С., гиперболик С., интеграл синус ва интеграл косинус С., кохлеоида.

Тургун махсус нукга — моддий нукта <-*+°° да берилган махсус нук- 
тага якинлашса, у ^олда бу махсус нукга тургун дейилади.

Уринма — / эгри чизикка М  нукгада утказидган У. — эгри чизик- 
нинг иккинчи М' нукгаси М нукгага чексиз якинлашганда ММ кесувчи 
эгаллайдиган I тугри чизикнинг лимит хрлатига айтилади. Х,аР кандай 
узлуксиз эгри чизик Кам уринмага эга булавермайди.

Агар текис эгри чизикнинг тугри бурчакли координаталардаги ген- 
гламаси>'=/(х) куринишда булса, у х,олда абсциссаси х0 булган А/нукга- 
даги У. тенгламаси бундай ёзилади:

У -Д х0)=/(х1)(х-х0),
бунда /'(ха) ^осила У. нинг бурчак коэффициентидир. 5  сиртнинг М 
нуктасидаги У. деб, М нуктадан утувчи ва 5  га М нуктадан утказидган 
уринма текисликда ётувчи ихтиёрий тугри чизикка айтилади.

Устойчивость — Тургунлик. Дифференциал тенгламалар ечимлари- 
нинг тургунлиги — дифференциал тенгламалар сифат назариясининг 
му^им тушунчаси булиб, механика ва техникадаги татбикларида катта 
а^амиятга эга.

Фокус — Дифференциал тенгламалар сифат назариясида Ф. — диф
ференциал тенгламалар махсус нукталарининг бир тури: бу нуктадан 
утувчи барча интеграл эгри чизикпар урамалари сони чексиз булган спи- 
раллардан иборатдир.

Центр — Марказ (махсус нукта). Дифференциал тенгламалар наза
риясида М. (махсус нукга) — шундай махсус нукгаки, барча интеграл 
эгри чизиклар бу нуктанинг атрофида ёпик эгри чизик булиб, бу нукга- 
ни уз ичига олади.
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