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SO’Z BOSHI

Ushbu o’quv qo’llanma pedagogika oliy ta’lim muassasalari «Matematika va
informatika» ta’lim yonalishi uchun «Differensial tenglamalar» kursining dasturi
asosida yozilgan bo’lib, uning asosiy qismi «Fizika va astronomiya” ta‘lim
yo’nalishida ham foydalanilishi mumkin.

Mustaqil o’rganuvchi talabalar uchun qo’llanmadan foydalanishni osonlashtirish
magqgsadida muhim nazariy ma‘lumotlar keltirilgan, bu ma‘lumotlarni bilish misol va
masalalarni tushunib echish uchun zaruriy hisoblanadi. To’liq nazariy ma‘lumotlarni
qo’llanma so’ngida keltirilgan adabiyotlardan topish mumkin.

Qo’llanma uch bobdan iborat bo’lib, birinchi bobda birinchi tartibli oddiy
differensial tenglamalar, ikkinchi bobda yuqori ftartibli oddiy differensial
tenglamalarga oid asosiy ma‘lumotlar, ularga doir misol va masalalar yechish
namunalari, amaliy mashg’ulotlarda hamda mustagqil ishlash uchun misol va masalalar
keltirilgan. Qo’llanmada differensial tenglamalar yordamida fizik va geometrik
masalalarni yechishga alohida e‘tibor berilgan. Uchinchi bobda Maple® kompyuter
algebrasi vositasiga tayangan masalalar yechish metodikasi bayon qilinib, bunda
differensial tenglamalamni analitik hamda taqribiy yechish, grafiklarini chizish
ko’rsatilgan. Shuningdek, mazkur qo’llanmada individual vazifalar to’plami ham
berilgan.

Ushbu qo’llanmani o’qib chigib, o’zining qimmatli fikrlarini bildirgan professor
O’.Tosmetovga va fizika-matematika fanlari nomzodi, A.Xashimovga samimiy

minnatdorchiligimizni bildiramiz.

Mualliflar.
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[ 1-BOB.BIRINCHI TARTIBLI DIFFERENSIAL TENGLAMALAR. |

[ 1-§ Ascsiy tushunchalar. O'zgaruvchilari ajraladigan tenglamalar.” |

1. Asosiy tushunchalar.
x erkli o’zgaruvchi, shu o’zgaruvchining y funksiyasi va y' hosilani

bog’lovchi
F(x,y,y')=0 ]
munosabat 1- rartibli differensial tenglama deyiladi.
Agar (1) munosabatda y ni ¢(x) funksiya bilan almashtirish natijasida
F (x,(p(x),(p'(x))EO ayniyat hosil bo’lsa, ¢(x) funksiya (1) tenglamaning yechimi
deyiladi.
Agar
P Y y =0,
d)(x, »C)=0
munosabatlardan C parametr yo’qotilgandan so’ng (1) tenglama hosil bo’lsa, u holda

<D(x,y,(‘)=0 2)
oshkormas funksiya (1) tenglamaning umumiy integrali deyiladi.

Ixtiyoriy C o’zgarmasga ma‘lum C=C, giymat berish natijasida
®(x,y,C)=0 umumiy integraldan hosil gilingan ®(x,y,C,)=0 oshkormas funksiya
(1) differensial tenglamaning xususiy integrali deyiladi.

Geometrik nuqtai nazardan umumiy integral koordinatalar tekisligida C
parametrga bog’liq bo’lgan va tenglamaning integral egri chiziglari deb ataladigan
egri chiziqlar oilasini ifodalaydi. Xususiy integralga bu oilaning C=C, ga mos
bo’lgan egri chizig’i mos keladi.

Ayrim hollarda (2) dan

y=¢x.C) 3)
ko’rinishdagi (1) tenglamaning umumiy yechimini hosil gilish mumkin.

Umumiy integralni, shuningdek umumiy yechimni topish jarayoni (1)
tenglamani integrallash deb yuritiladi.

Izoh. Ayrim hollarda qulaylik tug’dirish magsadida o’zgarmas C ning o’miga
kC yoki kInC olinadi, bu yerda & — ixtiyoriy son.

C o’zgarmasga ma‘lum C=C, qiymat berish natijasida y=g@(x,C) umumiy
yechimdan hosil gilingan har qanday y=¢(x,C,) funksiya (1) differensial
tenglamaning  xususiy yechimi deyiladi.

Qulaylik uchun (1) differensial tenglama hosilaga nisbatan yechilgan

4
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dy

& =/ x) G
tenglama shaklida yoki simvolik ravishda differensiallar ishtirok etgan
M(x,y)dx + N(x,y)dy =0 (5)

tenglama shaklida ifodalashga harakat gilinadi. )
Izoh. Ayrim hollarda (4) o’rniga y ni erkli o’zgaruvchi deb, shu o’zgaruvchining

x( y) funksiyasiga mos &1 tenglama ham qaraladi.
&y f(xy)
(1) tenglamaning boshlang’ich shart deb nomlanadigan
Wxo}=yo ©)

ko’rinishdagi shartni qanoatlantiradigan yechimlarini topish masalasi Koshi' masalasi
yoki boshlang 'ich masala deyiladi.

(4) tenglama uchun Koshi masalasi qisqacha quyidagicha yoziladi :

% =13 Moy, =Yo
Koshi masalasi geometrik nuqtai nazardan qaraganda barcha integral egri
chiziglar ichidan berilgan (x,,y,) nuqgtadan o’tuvchi integral egri chizigni topish
masalasidir.

Agar (x,,y,) nugtadan ikkita va undan ko’p integral chiziglar o’tsa bu nugtada
yagonalik sharti bajarilmagan deb yuritiladi.

Agar (1) tenglamaning ¢(x) yechimi uchun ixtiyoriy (x,,¢(x,)) nugtada
yagonalik sharti bajarilmasa u holda ¢(x) maxsus yechim deyiladi.

zoh. (1) differensial tenglamaning ¢(x) maxsus yechimi (agar mavjud bo’lsa)
C ning hech qanday qiymatida (3) ni (shuningdek (2) ni) ganoatlantirmaydi.

Maxsus yechimlari aniqlash uchun alohida usullar mavjud. Biz ulamni 5-§ da
bayon qilamiz.

Berilgan y'= f(x,y) tenglama aniglanish sohasining har bir nuqtasidan o’tuvchi
va abssissa 0’qi bilan @ =arctgf(x,y) burchak tashkil giluvchi to’g’ri chiziglar
oilasiga differensial tenglamaning yo 'nalishlar maydoni deyiladi.

Har bir nuqtasida yo’nalishlar maydoni bir xil bdlgan chiziq izoklina deylladl
Izoklina tushunchasini yana quyidagicha izohlash mumkin:

Bir hil yo’nalishga ega bo’lgan integral egri chiziqga o’tkazilgan urinmalar
urinish nugqtalarining geometrik 6rni izoklina deyiladi.

¥'= f{x,y)tenglamaning izoklinalar oilasi f(x,y)=k tenglamalar bilan
aniglanadi.

(4) tenglamaning (x,, ,) nuqtadan o’tuvchi integral chizigni tasvirlash uchun &
ning yetarlicha ko’p qiymatlariga mos izoklinalar chiziladi. Har bir izoklina bo’ylab
mos burchak koeffitsienti kX ga teng shirixlar yasaladi.

(x,,¥,) nugtadan boshlab har bir izoklinani mazkur strixlarga parallel ravishda

integral chiziq yasaladi.

' Koshi Lui Ogyusten (1789-1857)- fransiyalik matematik.
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1-rasmda mazkur yasashlar % =y’ tenglama uchun amalga oshirilgan. Bu

bo’lishini tekshirish gqiyin emas.

tenglamaning umumiy yechimi y = c !
C-x

I-rasm.
2. O’zgaruvchilari ajraladigan tenglamalar.
y'=f(xgy) (M
ko’rinishdagi differensial tenglama o zgaruvchilari ajraladigan tenglama deyiladi.
(7) tenglamani
V= f(x)g(»)=0;
dy— f(x)g(y)dx=0;
dy

——— f(x)dx=0 ( g(y)=0);
gy =

ko’rinishlarga keltirsa bo’ladi.

FR=-X(x; ——=Y(yx
gy
belgilashlarni kiritsak, natijada o zgaruvchilari ajralgan
X(x)dx +Y(y)dy =0
tenglamaga ega bo’lamiz.
Ravshanki, bu tenglama
jX(x)dH J.Y(y)dy= C
ko’rinishdagi umumiy integralga ega.

Izoh. (7) tenglama uchun mos bo’lgan g(y)=0 algebraik tenglamaning y=a
ko’rinishdagi yechimlari alohida tekshirilishi lozim, aks holda maxsus yechimlarni
yo’qotish mumkin. ’ '

Misollar. Quyidagi differensial tenglamalarni yeching
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-2x
cosy’

a) y'= b) y'=y%. c) ¥ +sin(x + y) =sin(x - y).

~2x
cosy

tenglamani soddalashtiramiz:

ycosy%yx—: —2x <> ycos ydy = —2xdx

Yechish. a) yy' =

Oxirgi tenglama o’zgaruvchilari ajralgan, uni integrallaymiz:
_[ycos ydy = -2 |xdx
Chap tarafdagi integral bo’laklab integrallash usuli yordamida hisoblanadi:
=y; dv=cosydy, . . .
chosydy: w=y .yy =ysmy—jsmydy=ysmy+cosy
du=dy, v=siny
Natijada
ysiny+cosy+x’=C
umumiy integralni hosil gilamiz .
Javob: ysiny+cosy+x’ =C.
b) Berilgan )'= y% tenglamadan o’zgaruvchilari ajralgan
y Pdy=dx
tenglamani hosil gilamiz.
Bu tenglamani integrallaymiz:

[y 7ay = fax
Bundan 3 y}é —x=C ko'rinishdagi umumiy integralga ega bo’lamiz.

Natijada y= El;(x +C)’ umumiy yechimni topamiz.

y% =0 algebraik tenglamaning y =0 yechimi berilgan tenglamaning maxsus yechimi

bo’lishini gayd etamiz.
1 3
Javob: y=—(x+C)’, y=0.
y=551 Y.y

¢) y' +sin(x + y) =sin(x — y) ifodani soddalashtiramiz:

Y +sin(x +y)—-sin(x—-y)=0< y' —2sin 5 5

< y' —2sin(~y)cosx =0 <> y' +2sinycosx=0.
Oxirgi tenglamadan o’zgaruvchilari ajralgan

——fb—/~ = -2cos xdx
siny
tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglamani integrallaymiz:
I dy =-2 Icosxdx
sin y
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Bunda integrailar jadvalidan foydalanib, In +2sinx=C umumiy integralni

Y
1o —|
g2

topamiz.
sin y = 0 algebraik tenglamaning y =zn, ne Z yechimlaridan har biri berilgan

tenglamaning maxsus yechimi bo’lishini qayd etamiz.
Javob: ln‘tg% +2sinx=C, y=nn,neZ.

Misollar.  Differensial  tenglamaning berilgan  boshlang’ich  shartni
ganoatlantiradigan yechimlarini toping:

0.

a)%:lny,yltd:l. b) Zy—+e'v=0, y
y x

x=1 =
c) ¥ =x(3*+1), y]FXD =y, (bunda x,,y, - ixtiyoriy sonlar)

Yechish. a) Berilgan l'= Iny tenglamani %yd_x_ =Iny ko’rinishda yozib, undan
y

o’zgaruvchilari ajralgan
In ydy

y
tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglamani integrallaymiz:

Id"= jl"iﬂ x+C= I’nyd(lny), x+C=

dx =

In’y

Endi y(2) = 1 boshlang’ich shartdan foydalanib, C ning qiymatini topamiz:

In?1 .
2+C= 2; = 2+C=0, = C=-2

Bundan 2(x-2)=In’y yani y=e*‘/2"_"‘ ko’rinishdagi xususiy yechimlarga ega
bo’lamiz.

Javob: y=e™>*t,

b) 2 per =0 tenglamani o’zgaruvchilari ajraladigan tenglamaga olib
X
kelamiz:
-}%hrey =0 > ydy+xe’dx=0.
Bundan quyidagilarni hosil qilamiz:
—y‘—dy =—xdx; fivdyz —jxdx;
e’ e’
Chap tarafdagi integralni bo’laklab integrallash usulida topamiz:

. u=y, e’dy=dv, o . ] v .
yerdy = =—e Yy~ |(-eV)dy=—e"Vy-e ' =—e?(y+1)
J. {duzdy; v=—e"";} Y I Y
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2
Bundan ¢ (y+1)~ %— =C umumiy integrallarga ega bo’lamiz. C ning giymatini

aniglash uchun y(1) = 0 boshlang’ich shartdan foydalanamiz.

C0+h-t-c =» =1
2 2

Natijada 2e™(y + 1) =x’+1 xususiy integralga ega bo’lamiz.
Javob: 27 (y+1)=x7+1
¢) ¥ =x(y* +1) tenglamani o’zgaruvchilari ajralgan tenglamaga olib kelamiz:

dy dy

“Z=x(y'+) = xdx
dx xy ) y2+l x

2
= dex kelib chiqadi va biz arctgy -——x2— = umumiy integralga va

xZ
=tg| —+C
E,
umumiy yechimga ega bo’lamiz.
C ning qiymatini aniglash uchun y{x,) =y, boshlang’ich shartdan
foydalanamiz.

Bundan f fj{ "
y

2 2
(/]

arctgy0=x7°+C = C=arctgyo—%.
2 2

Natijada y= rg(fz— +arctgy, —%J xususiy yechimga ega bo’lamiz.

2 2
Javob: y= Ig(% +arctgy, — 521) .

3. O’zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamalarga olib kelinadigan
masalalarni ko’rib chiqamiz.

Masala. Ustki (katta) asosning diametri d,, pastki asosining diametri db,
balandlik H bo’lgan konussimon rezervuar suv bilan to’ldirilgan. Suv rezervuar
tubidagi a diametrli teshik orqali oqizib yuborilganda rezervuar qancha vaqtda
bo’shashini aniqlang. (2-rasm)

Masalani umumiy holda yechib, olingan natijani
berilgan vaziyatga qo’llaymiz.

h balandlikka (0<h < H) mos bo’lgan idishning
ko’ndalang kesim yuzi ma‘lum S=S(4) ko’rinishga ega
bo’lib, u H sathgacha suyuglik bilan to’ldirilgan bo’lsin.
Idish tubida yuzi @ bo’lgan teshikdan suyuglik oqib
chigmogqda. Suyuqlik sathi dastlabki / holatdan istalgan A
gacha pasayish vaqti 7 ni va idishning to’la bo’shash
vaqti 7 ni  aniqlaymiz. Bunda idishdagi suyuqlik
miqgdorining o’zgarish tezligi v idishdagi suyuqlik sathi
A ning ma‘lum v=v(k) funksiyasi deb faraz qilinadi.

9
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Biror ¢ vaqt momentida idishdagi suyuqlik balandligi # ga teng bo’lsin, ¢
dan 7+ df gacha bo’lgan df vaqt oralig’ida idishdan oqib chiqadigan suyuqlik miqdori
dv ni asosning yuzi @, balandligi v(#) bo’lgan silindr hajmi sifatida hisoblab chiqish
mumekin.

Shunday qilib

dv=a v(h)dt. 8)

Endi suyuqlikning ana shu hajmini boshqa usul bilan hisoblaymiz. Suyuqlik
oqib chiqqanligi sababli idishdagi suyuqlikning 4 sathi dh<0 kattalikka o’zgaradi,
demak

dv= - S(h)dh. )

(8) va (9) lardan ushbu o’zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamaga ega

bo’lamiz:
o v(h)dt= - S(h)dh
di=- S(%) dh

@ v(h)

Oxirgi ifodaning chap tarafini 0 dan ¢ gacha, o’ng tarafni esa mos bo’lgan H dan
/ gacha oraliglarda integrallaymiz va natijada

5 B3 B

J(n) J5(n)
tenglikka ega bo’lamiz.
Idish batamom bo’shaganda #—0, shu sababli idishning to’la bo’shash vaqti T’
ushbu formula bo’yicha topiladi:

O’zgaruvchitarni ajratamiz:

Gidravlikadan ma‘lumki, agar suyuqlik yetarlicha kichik teshikdan ogib
chigayotgan bo’lsa, u holda quyidagi Torrichelli qonuni o’rinli:

v(h)= y,/Zgh s

bu yerda g~ 10 m/s? -erkin tushish tezlanishi, p - sarf bo’lish koeffitsienti (suv uchun
pu=0,6) . Bu holda hosil gilingan formulalar quyidagi ko’rinishda bo’ladi:

[ b(h) . 1 tS(h)
wuﬁj wa—gI dh  (10).

Ravshanki, berilgan konusning ko’ndalang kesim yuzi

s(r)= %[dz +(d, - d, );Ih—jz

formula yordamida aniqlanadi.
Shu sababli T uchun hosil bo lgan formuiaga ko’ra:

1 7(d L +{(d, - d) dh WH
a‘u2g o Jh _ISaZu\/Z—g

T=

(3d, +4d,d, +84,?)
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g~10m/s* va n~0,6 ni inobatga olsak,
T~ M(u +4d,d, +8d,?)
a

taqribiy formulaga ega bo’lamiz.

WH
15a* 1 f2g

Masala. Massasi m, issiglik sig’imi ¢ o’zgarmas bo’lgan jism boshlang’ich
momentda 7, temperaturaga ega bo’lsin. Havo temperaturasi o’zgarmas va r(I>1)
ga teng. Jismning cheksiz kichik dr vaqt ichida bergan issigligi jism va havo
temperaturalari orasidagi farqqa, shuningdek vaqtga proporsional ekanligini e‘tiborga
olgan holda jismning sovish qonunini toping.

Yechish. Sovish davomida jism temperaturasi 7o dan t gacha pasayadi.
Vaqtning f momentida jism temperaturasi 7' ga teng bo’lsin. Cheksiz kichik dr
vaqt oralig’ida jism bergan issiqlik miqdori masala shartiga ko’ra

’ dQ=-k(T-7)dt
ga teng, bu yerda k=const - proporsionallik koeffitsienti.

Ikkinchi tomondan, jism 7 temperaturadan 1 temperaturagacha soviganda
beradigan issiglik miqdori Q=mc(7-1) ga teng. Demak, Q~mcdT.

dQ uchun topilgan har ikkala ifodani taqqoslab, mcd7=- k(T-7)dt  differensial
tenglamani hosil qilamiz. O’zgaruvchilarni ajratish  natijasida quyidagiga ega
bo’lamiz:

Javob: T= (3d, + 4d,d, +8d,’) ~ &%@(Bdl +4dd, +8d,’)

fir -k dt.
I'-t  mc
Bu tenglamani integrallab, quyidagini topamiz:

ln]‘l‘—r]:-——k~t+ln(,‘,yoki T-v=Ce ™ .
me

Boshlang’ich shart (=0 da 7=75,) C ni topishga imkon beradi: C=T,-7

Shuning uchun jismning sovish qonuni quyidagi ko’rinishda yoziladi:

&t
T=r+(T,-1)e ™.
&t
Javob: I'=1+(T,-1)e ™.

Masala. Egri chizigning istalgan nuqtasidan koordinata o’qlariga parallel
to’g’ri chiziglar o’tkazishdan hosil bo’lgan to’g’ri to’rtburchak shu egri chiziqg bilan
ikki gismga bo’linadi. Bu bo’laklardan Ox o0’qqa yopishganining yuzi
ikkinchisinikidan ikki marta katta. Agar egri chiziq Mo(1;1) nugtadan o’tishi ma‘lum
bo’lsa, uni toping.

Yechish. Egri chizigning M(x,y) nuqtasi orqali Oy o’qqa parallel MA
to’g’ri chiziq va Ox 0’qqa parallel MB to’g’ri chiziq o’tkazamiz (3-rasm)

Masala shartiga ko’ra Sy, = 2S5, - Ma‘lumki,

Socus = {ydx, Scamr =Somu — Soou =XV — {ydx

1
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Noma‘lum funksiya uchun | ydx = Z(xy— [ ydx] yoki 3] ydx = 2xy
L} [ 0

munosabatlarni hosil qilamiz.

E Mxy)

0 1 A
3-rasm
Oxirgi munosobatlarning ikkala tomonini x bo’yicha differensiallash natijasida
2xy' =y differensial tenglamani hosil gilamiz. Bu o’zgaruvchilari ajraladigan
tenglamaning yechimi ' =Cx ekanligini topish qiyin emas.
Boshlang’ich  shartdan  foydalanib, (=1 ni topamiz. Shunday qilib,
izlanayotgan egri chiziq y’=x paraboladan iborat ekan.

Javob: y*=x.

Quyidagi differensial tenglamalami yeching (1.1-1.20):
L1 (143" ) +(1+ 5 )dy = 0. 1.2. (14" )dx = xydy.
1.3, x\14+ % + yy'Ji+ x> =0. 14. (x+1)’dy—(y-2)dx.

].5.2x\/1—y2=y‘(l+x2). 1.6.yy'=]_2x‘
Y

1.7.(x+2)(y2 +])d>c+(y2 —xzyz)dy=0. 1.8. y* sin xdx + cos’ xIn ydy = 0.

1.9. sec® xsec ydx = —ctgxsin ydy . 1.10. x+xp+ /(1 +x)=0

1.1 (y+ xp)dx +(x — xy)dy . 112, yy'+x=1

1.13. sinxcos ydx = cos xsin ydy . 1.14. 1+(1+y"e’ =0

115, x ddx +V1+x*dy=0. 1.16. y'(x* —4)=2xy

1.17. y'+ y1gx=0. 1.18. yVa’ +x’ =y

LS. (xp” + Y )dx +(x* = x*y)dy =0 . 1.20. (xp* + y*)dx +(x~xy)dy =0
Quyidagi Koshi masalalarini yeching (1.21-1.22):

121, P+ X%y =0, p(~1) =1 1.22. 2(0+e™ )y +e" =0,(0)=0

4—_-] y:e‘/;_2

1.23. (1+ x)Yldx — (32 = )’dx =0, p(l)=-1.1.24. 2y'\x=y; y

x=
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% _ 126. y =2yinx; y|_ =1

=1 l.28.y'sinx—ycosx=0,y(_72£)=1.

x=2

125. ¥ =2p+Netgr; ¥« =
4

1.27. (1+ y)dx = xydy;

1.29. Balandligi H=1,5m, asosining diametri D=1m bo’lgan silindrik idish suv bilan
to’ldirilgan. Suv idish tubidagi diametri d=5sm bo’lgan teshik orqali oqizib
yuborilganda idish qancha vaqtda bo’shashini aniqlang.

1.30. O’q v=200m/s tezlik bilan harakatianib 5=10 sm galinlikdagi devomi teshib,
undan v,=80m/s tezlik bilan uchib chigadi. Devorning garshilik kuchi o’qning
harakat tezligi kvadratiga proporsional. O’qning devor ichida harakatlanish T vaqtini
toping.

1.31. A(0;-2) nuqtadan o’tuvchi va ixtiyoriy nuqtasida o’tkazilgan  urinmaning
burchak koeffitsienti urinish nuqtasi ordinatasining uchlanganiga teng bo’lgan chiziqni
toping.

1.32. Egri chiziqning istalgan nuqtasidagi urinmasining koordinatalar o’qlari
orasidagi kesmasi urinish nuqtasida teng ikkiga bo’linadi. Shu egri chizigni toping.
1.33. Jismning havoda sovish tezligi jism temperaturasi va havo temperaturasi
ayirmasiga progortsional. Agar havo temperaturasi 20°C bo’lganda jism 20 minutda
100°C dan 60°C gacha sovisa, uning temperaturasi necha minutda 30°C gacha
pasayadi?

i

Agar ¢ parametrning ixtiyoriy noldan farqli qiymatida f (Lx,ty):t" fx.y)
ayniyat bajarilsa, f{x,y) funksiya n- tartibli bir jinsli funksiya deyiladi.
Masalan, f(x,y)=x’ +3xy funksiya uchun
Flaxn) =) + 3y =05 + 385y =0 (x* +3x2y) =L f(x,y).
Demak, bu funksiya 3- tartibli bir jinsli bo’ladi.
Agar flx,y) - nol - tartibli bir jinsli funksiya bo’lsa, u holda
V=fxy) o))
differensial tenglama bir jinsli deyiladi.
Ravshanki, bir xil tartibli bir jinsli P(x,y) va ((x.y) funksiyalar qatnashgan
P(x.y)dx + (Xx,y)dy=0 2
tenglama bevosita bir jinsli differensial tenglamaga olib kelinadi va shunung uchun u
ham bir jinsli tenglama deb yuritiladi.
(1) tenglamani, shuningdek, (2) tenglamani o’zgaruvchilari  ajraladigan
tenglamaga keltirish mumkin.
Axy)- nol - tartibli bir jinsli funksiya bo’lgani uchun quyidagi ayniyatga ega
bo’tamiz:

L 2% Bir jissi{differcosial fonglamalar. =

Sx,p)=f(x,9).
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¢ parametrni ixtiyoriy tanlab olishimiz mumkinligidan foydalanib, bu ayniyatda r =l
x

almashtirishni amalga oshirsak,
fxy)= f[l,lj
x

ayniyatni hosil gilamiz.
y =ux formula orqali yangi izlanayotgan u funksiyani kiritib
V' =o() 3)
ko’rinishdagi tenglamaga ega bo’lamiz, bu yerda
o()=f(Lu).
y = ux bo’lgani uchun,
Y=ux+u.
bo’ladi. Buni (3) qo’yamiz:
u'x+u=¢(u)
Natijada » funksiyaga nisbatan
i plu)y—u
x
ko’rinishdagi o’zgaruvchilari ajraladigan tenglamani hosil gilamiz.
Bu tenglamani integrallash quyidagicha amalga oshiriladi.
du dx
=—— = J. + (
pu)y-~u x (u) u
Bundan keyin hosil bo’lgan umumiy integralda yordamchi u funksiya o’rniga

u

% ifodani go’yamiz.
Ushbu
ay _ [ ax+by+c ]
dx ax+by+c,
ko’rinishdagi tenglama bir jinsli yoki o’zgaruvchilari ajraladigan  tenglamaga
keltiriladi.

Agar #0 bo’lsa x=wu+a, y=v+ [ almashtirish amalga oshiriladi,

a4, 5
ax+by+c=0 . .. o

buyerda a va B sonlar tenglamalar sistemasini qanoatlantiradi.
ax+by+c, =0

Natijada bir jinsli tenglamani hosil gilamiz.

Agar “ =0 bo’lsa, berilgan tenglama
a, b
d k(a;x+by)+
d{= £ (ax+by) °
ax+by+c,
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ko’rinishda bo’ladi, bunda & =4 2 . Bundan keyin
a ( '

ax+by=t yoki ax+by=¢

almashtirish berilgan tenglamani o’zgaruvchilari ajraladigan tenglamaga keltiradi.

Masala. Quyidagi tenglamarning umumiy yechimini toping:

a) (y2 —2xy)dx+x2dy=0; b) xy'=x*—y'+y;

) (x=2y+3)dy+(2x+y-1Ddx=0;

dy 2Ax+y)dy+Bx+3y-Dde=0

Yechish. ay (y'-2xy)dx+x’dy=0 tenglama tarkibidagi P=y’-2xy, Q= x?
funksiyalar ikkalasi ham ikkinchi tartibli bir jinsli funksiyalar bo’lgani uchun bu

tenglama bir jinsli tenglama bo’iadi.
Shuning uchun y=xu almashtirishni qo’llaymiz. U holda dy=xdutudx va

tenglama  x?(u? - 2u)dx + x*(xdu + udx) =0 yoki (? —u)dx + xdu=0 ko’rinishda
bo’ladi.
, S . . dr du S .
O’zgaruvchilarni  ajratamiz: — =-——— va hosil qilingan tenglamani
x u(l ~u)
integrallaymiz:
dx du
I ={-
u(l u)
O’ng tomondagi integralm topamiz:
Cu
f( ) .‘du I du_ = Inju| ~ Inl — o + |C| = ln
u(l u) u

Topilgan 1fodam (4)ga qo ysak,

“)

f—=——

In[x|=In (Cu ,yani x= Lu, yoki u=-—*— ga ega bo’lamiz.
l1-u | —u C+x
2

So’ngi ifodadagi ¥ o’miga RAPY] qo’yib, y= o
x C+

-umumiy yechimni topamiz.
X

2
X

C+x’

Javob: y =

2
b) Berilgan tenglamani y'= l—(l) +2 ko’rinishda yozsak uni bir jinsli
x x

differensial tenglama ekanligiga ishonch hosil qilamiz.
y—xu almashtirishni qo’Haymiz. U holda 3'=u+ xu'. Bu ifodalarni berilgan
73 R d dx .
tenglamaga qo’ysak x—Z—:: 1-u* bo’ladi. O’zgaruvchilarni ajratib, S S Y

2
1~u X

hosil gilamiz, bu yerdan arcsin #~In{Cx].
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Bundan u=y/x bo’lgani uchun, arcsinz=lnCM umumiy integralni topamiz.

Natijada y = xsin(tn C]x[) umumiy yechim toplladl
¢) Berilgan tenglamani
dy -2x-y+l
& x-2 y+3
ko’rinishda yozib olamiz.

5)

~2 -1 . .. .
\ . 2] =4+1=5%0 bo’lgani uchun x=wu+a,y=v+  almashtirishlarni amalga

L -2x-y+1=0 . -
oshiramiz, bu yerda o va S parametriar tenglamalar sistemasini
x-2y+3=0
qanoatlantiradi.
Bu sistemani yechamiz:

2x-y+1=0 y=1-2x a=-1/5
& <
x-2y+3=0 x=2+4x+3=0 B=7/5
Endilikda x=4—1/5; y=v+7/5 larni (5) ga qo’yamiz

W=1/5-2v-14/5+3Ndv+(Qu-2/5+v+7/5~Ddu=0;
(u—=2v)dv+ Qu+v)du=0;

_(iv_ _2u+v,
du 2v—u’
dv 2+viu
du 2v/u-1'
Hosil bo’lgan bir jinsli tenglamani yechish uchun Yo belgilash kiritamiz. U
u
holda: v=ut; v =r'u+t¢.
Natijada o’zgaruvchilari ajralgan
, 2+t
fu+t=
2 -1
tenglamani hosil gilamiz.
Uni integrallaymiz:
a2+t 241-2040 20+40-0"),
du 21 2t -1 2-1
_‘{li_,_l 1-2r J- [(1-2!)(11
u 2 1+1-7 1+1

~lln|1 +1~£|= Inju|+ InC,
2

Inft+1-£|=~2in|Cul
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C
3 l+r-rf==2,
u

lnjl +z—r2]= In,%

, u=x+1/5 v=y-7/5 bo’igani uchun

b
]
R |

=2y Sy7

: u x+1/5 Sx+1

o’ladi. Endi y va x larga qaytamiz:

5y—7_(5y—-7)2_ 25C,

Sx+1 (Sx+1) (5x+1)

> (Sx+ 1)+ (Sy=THSx+1)—(Sy—7) =25C, <

> 25x% +10x + 1+ 25xy + Sy —35x - 7—25y* + 70y — 49=25C, &
> 25x2 = 25x + 25xy + 75y — 25y =25C, + 491+ 7 &

C
- =2 1+
u

::>x2—x+xy+3y——y2=Cz+%=C

Bundan berilgan tenglamaning x’ - x+xy+3y-y’=C umumiy integralini
10sil gilamiz.

Javob: x* —x+xy+3y-)y*=C.

d) Berilgan tenglamani

Q o 3x+3y~1
dax 2x+2y
o’rinishda yozib olamiz.
-3 -3 N
5 =-6+6=0 bo’lgani uchun 3x +3y =¢ almashtirishni amalga oshiramiz.
J holda
%—1 ==-§%;—1)—; 2(£'-3)=-91+9;, 20r'=61-91+9;, 2t''=-3t+9

)’ zgaruvchilamni ajratamiz:

Y gmde  —di=—lax.
-3t+9 -3 2

)Xirgi tenglamani integrallaymiz:

[(1 +i)dz -3 jdx
-3 2

r+3ln|t—3|=—-—;—x+Cl
Endi y va x larga qaytamiz:
2x+2y+2InP(x+y-1)|=-x+C, &
©3x+2y+23+2mfx+ y-1|=C, &
< 3x+2y+2Injx+y-1|=C.
Javob: 3x+2y+2Injx+y-1|=C.
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Masala. Ko’zguning shunday shaklini topingki, unga berilgan nuqtad
tushgan hamma nurlar ko’zgudan gaytganda berilgan yo’nalishga parallel bo’lsin.

Yechish. Koordinata boshini berilgan nuqtaga deb olamiz va abssissalar o’q
berilgan vo’nalishga parallel ravishda yo’naltiramiz.

Nur ko’zguning M(x,y) nuqtasiga tushsin. Agar Ox o’q bilan egri chizigni
Mx,y) nuqtasiga o’tkazilgan AN urinma orasidagi burchakni « orqali belgilasak,
holda masala shartiga ko’ra: ZKNT=¢. Ikkinchi tomondan nurning tush
burchagi (<ONB) uning qaytish burchagi(£ZBNK) ga teng bo’lganidan s

burchaklarni Z— ga to’ldiruvchi burchaklar sifatida ZONA=/ZKNT va bund
ZONA=a . Shunday qilib, O4AM uchburchak teng yonli va A0O=0OM (4-rasm).

v
T
Nixy, © K
Q,
/ i
a >
A o B
4-rasm
Bunda:
NP Y Y
ga=y'=—=——, AO=AP-0P=—-x, 0N=./ iyt
SE=Y =P ap Y’ i

Natijada ushbu differensial tenglamani hosil gilamiz (bu yerda y — erkli o’zgaruvchi

+4x?+y?
ly-x=\/x2 +y* yoki x'= IINT RV
y y
Bu tenglama birjinsti tenglama bo’ladi.

x=yz almashtirishni bajarsak yz'=+1+z” hosil bo’ladi. Bundan

dz dy . . 3
e = =2 yoki In(z+V1+z*)=Iny+InC, ya'ni z+v1+22=Cy
Vitz? vy ( )
z ni tenglamaning o’ng tomoniga o’tkazib, so’ngra hosil bo’lgan tenglikni
ikkala tomonini kvadratga ko’tarsak, quyidagiga ega bo’lamiz:
C?y? =1+2Cyz yokixga qaytib, y? = %(x+ ZI_C‘) ni hosil gilamiz.
Demak, ko’zguning izlanayotgan shakli parabolalar oilasiga mansub.

Javob: y? = é(x + 5‘;)
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Masala. Istalgan M(x,y) nugqtasida o’tkazilgan urinmaning ordinatalar
o’qidan kesgan kesmaning OM vektorning uzunligiga nisbati o’zgarmas bo’lgan egri
chiziqni toping.

Yechish. lzlanayotgan egri chiziqda ixtiyoriy M(x,) nuqta olamiz. (5-rasm).
M nuqta orqali o’tkazilgan urinmaning tenglamasi:

Y-y=y(X-x)
ko’rinishga ega bo’ladi, bu yerda X, Y - nuqtalarming o’zgaruvchi koordinatalari, y'-
izlanayotgan funksiyaning berilgan nuqtadagi hositasi. Urinmaning Oy o’qidan
ajratgan OB kesmasini topish uchun X=0 deymiz. U holda OB=Y=y-xy'. Shartga

OB
ko’ra ——— = a, bu yerda a=const.
oM Y

y
_ Iy g
U holda il =a, y'=———~——y X T
x+yt x
ko’rinishdagi bir jinsli tenglamaga ega bo’lamiz.
y=xu almashtirishni bajarsak,

. —aé—x— tenglamani hosil gilamiz. Uni M
h + u2 x ) (rly)

integrallaymiz: u + vV1+u* =Cx™°.

Bu yerda u ni tenglikning o’ng tomoniga o
o’tkazib, so’ngra hosil bo’igan tenglikning ikkala V\
qismini kvadratga ko’tarsak, quyidagiga ega bo’lamiz:
1=C*x% -2Cux™, eski y o’zgaruvchiga qaytsak,
qo’yilgan masalaning yechimini hosil qilamiz: 5-rasm

WN

1 1
=—(C l-a _ ' l+a ,
y 2(x Vol )

Javob: y = —;—(Cx“" ——é—

Quyidagi differensial tenglamalarning umumiy yechimini toping (2.1-2.12).
2.1.xp'= y+ xcos? L. 222y =x" + YL
x

2.3.(4x-3y)dx +(2y—3x)dy = 0. 24.xy'=y(Iny- Inx).

xl«»a ) i

2_5;M=tgl. 26.x+y-2+(1-x)p'=0.
x x

2.7. (x-2y-1)dx+(3x-6y+2)dy=0. 2.8. (4x-3y)dx+(2y-3x)dy=0.
Y

X

241, (O =2xp)dx+ x’dy =0 2.12. (x> - 3y*)dx + 2xydy =0

r
29 X +y'-2xp'=0 2.10. y'=e* +

Quyidagi differensial tenglamalarning boshlang’ich shartni qanoatlantiruvchi
yechimlarini toping (2.13-2.17).
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. t
213 5 =y(1+n2); y | =e?. 214 y-xy=xsec;
" _

- =1I.
x y |x=l
, ¥y -2xy-x’ Yy
215 y=0F—r—s, y | =-1. 2.16. (xy'—y)arctig==x;y |  =0.
Yy 4+2xy—x *

217. '+ Xy =xpys y | =4 .

2.18. Ox o’qiga parallel hamma nurlar ko’zgudan qaytib bitta nuqtadan
o’tadi. Shu ko’zguning shaklini toping.

2.19. 4(0,1) nugtadan o’tuvchi shunday egri chiziqni topingki, uning
istalgan A/ nuqtasining OM radius-vektori, shu nuqtadan o’tkazilgan urinma va
Oy o’qi hosil gilgan uchburchak teng yonli bo’lsin.

2.20. Egri chiziqning ixtiyoriy nuqtasidan o’tkazilgan urinmasining burchak
koeffitsienti urinish nuqtasi radius-vektori burchak koeffitsientining kvadratiga teng,
Agar bu egri chiziq (2,-2) nuqtadan o’tsa, uning tenglamasini toping.

| 3-§. Chizighi differensial tenglamalar va ulargs keltiriladigan tenglamalar. |

Noma‘lum funksiya va uning hosilasiga nisbatan chiziqli bo’lgan
dy
=+ P =(Xx 1
, (x)y =Q(x) H

ko’rinishdagi tenglama chizighi differensial tenglama deyiladi. Bu yerda P(x) va
Q(x) biror oraliqda berilgan uzluksiz funksiyalar. Agar O(x)=0 bo’lsa, (1) tenglama
bir jinsli, aks holda bir jinsli bo 'Imagan chiziqli differensial tenglama deyiladi.
Dastlab
Y+ P(x)y=0
bir jinsli chizigli differensial-tenglamani yechish bilan shug’ullanamiz.

Ravshanki, bu tenglama o’zgaruvchilari ajraladigan tenglama bo’ladi. Uni
integrallaymiz:

dy

=== —P(x)dx & In|y|=~ [P(x)dx + In|C| > In|Z = - [P(x)ax.
y

rd
C
Bundan y=Ce7JP(MX umumiy yechimga ega bo’lamiz .

Bir jinsli bo’lmagan chiziqli differensial tenglama asosan 2 ta usul bilan
yechilishi mumkin. Bu usullar mos ravishda Bernulli’ va Lagranj® usullari deb
yurutiladi.

a) Bernulli usuli.
Bu usulda noma‘lum funksiya y = uv ko’rinishda ifodalaniladi, bu yerda u funksiya

ii%+P(.1r)u=() 2)

tenglamani qanoatlantiradi, ya>ni

* Yakob Bernulli (1654-1705) - sveytsariyalik matematik
* Lagranj Jozef Lui (1736-1813) — fransiyalik matematik

20
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S 3)

y'= u% + v% hosilani berilgan (1) tenglamaga qo’yib, quyidagilarga ega bo’lamiz:

u%+ v% + P(x)uv = Q(x)

ug— + ‘(%‘ + P(x)u) =Q(x).

Bundan (2) va (3) ni inobatga olsak, noma‘lum v funksiya uchun
dv fPea dv Plarax
e
munosabatlarga ega bo’lamiz.
Integrallab v ni topamiz :

Cy= j’Q(x)ej M+ Cy vs .é_( J’Q(x)eI PO% e 4 c)
1
Natijada y=uv= Cle‘IP“MX ‘CIT( J-Q(X)epmmdx + CJ , yani
‘i

y= o Jro ( _[Q(x)eI PO e + C) )

b) Lagranj usuli.
Dastlab bir jinsli
Y+ Px)y=0

tenglamaning y= ce 17 yechimi topiladi.
Bundan keyin C parametmi x o’zgaruvchining funksiyasi deb o’linadi va (1)
tenglamaning yechimi

y=Clape IO @)
ko’rinishda gidiriladi.
Ravshanki,
y = % = i"_(;'lii)e‘f o e V0% (- P(x)) .
(1) ga go’yamiz:
%ﬂe‘J " _cype 17 1 Pacne 1% < o(x) va natijada C(x) ga

nisbatan tenglamaga kelamiz:
dC(x) e»fl’(x)abr -
dx

dx va C(x)= fQ(x)e!m)dxdx+C ni topamiz.

O(x) .

Bundan dC(x)=Q(x)e/” ™

C(x)ni (4) ga qo’yib

21
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ye e~IP(:)dx( “'Q(x)ejp(x’drdx N C)

umumiy yechimga ega bo’lamiz. Kutilganidek, ikkala usul ham bir xil natijaga olib
keldi.

Endi biz chiziqli tenglamaga olib kelinadigan muhim tenglamani o’rganamiz.
#20 va n#1 bolsin

Y+ P)y=0(x)y", nz0, 1 4)
qo’rinishdagi tenglama Bernulli tenglamasi deb yuritiladi.

z=-—  almashtirish yordamida Bernulli tenglamasi chiziqli tenglamaga
y

keltirishini ko’rsatamiz.
Buning uchun (5) tenglamaning ikkala tarafini " ga bo’lamiz:

Yorlog.
-2 ’
Bundan z'=- (n 21")_); -y = _{n :)y ni inobatga olib, z ga nisbatan chiziqli
y
tenglamaga ega bo’lamiz:
-z S+ Pz=Q, 2 ~(n=DPz=—~(n-1)Q
n—
Misol. Quyidagi tenglamalarning umumiy yechimini toping.
a) y+2xy=2xe; ¢) xy+y=y*inx;
by xy'-2y=x’cosx; dy (2x-y')y'=2y.

Yechish. a) y'+2xy=2xe"Z tenglama chizigli differensial tenglama.

Bernulli usulidan foydalanamiz. y=uv deylik. U holda y'=vi/ +uv’ bo’ladi va
bularni berilgan tenglamaga qo’ysak, u quyidagi

vu'+u(v+ 2xv) = 2xe - ko’rinishga keladi.

v+2xv=0 bo’lishini talab gilamiz. O’zgaruvchilarni ajratib, 4 = —-2xdx ni
v

hosil gilamiz, bu yerdan Inlv|=-x’+In|C|, v=Ce™. C=1deb v=e* .
xususiy yechim bilan cheklanish mumkin. v ning ifodasini almashtirilgan
vu'=2e " tenglamaga qo’yamiz:

e u'= 2xe"2, du =2xdx Bu yerdan: u# = x> + C ma‘lumki, y=uv, u holda
umumiy yechim y=e¢ *(x? +C) ko’rinishda hosil bo’ladi.

Javob: y=e™ (x* +C)
b) xy'-2y = x’cos x tenglama

2
y—=X - x?cosx
x
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chizigli differensial tenglamaga olib kelinadi (x = 0).
Bu tenglamani Lagranj usuli yordamida yechamiz:
Dastlab bir jinsli

tenglamaning yechimini topamiz.
dy_2y  dy _2dx
dx x y x
Bundan keyin C parametr x o’zgaruvchining funksiyasi deb o’linadi va (1)
tenglamaning yechimi

2

< y=Cx".

y=C(x)x’
ko’rinishda izlanadi.
Ravshanki,

y =“%§x—)x’ +2xC(x).

' 2.}'_ 2 , -
y'-——=x"cosx gaqo'yamiz:
x

2
2y ) A x?cosx va natijada C(x) ga
x

) 2 4 2xC(x) -
x dx
nisbatan tenglamaga kelamiz:

4D _ cosx
dx

Bundan C(x)=sinx+ C ni topamiz.
Cx)ni y=C(x)x* gaqo’yib
y=(sinx +C)x*
umumiy yechimga ega bo’lamiz.
Javob: y=x*(sinx+C)
¢) xy+y=y’Inx tenglama Bernulli tenglamasidir. Uning ikkala qismini

* gabo'lib, &= z deb olamiz, u holda
y

R DT S B
y=—y=-—gc x4 —=—lnx
Bundan xz'-z=-Inx ko’rinishdagi chiziqli tenglama hosil bo’ladi.
Uning umumiy yechimi: z=Inx+1+ Cx bo’ladi.

1 . . |
i — bi iri tengl in =
z ni bilan almashtirib, berilgan tenglamaning y nr 1+ Cx

umumiy yechimini hosil gilamiz.
1

Javob: y = —————+——
nx+1+Cx
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d) Dastlab berilgan (2x— y’)%: 2y tenglamani 2yx'-2x=-~y’ ko’rinishda

yozib olamiz. Bu tenglama x=x(y) funksiyaga nisbatan chiziqli tenglamadir. Shu
sababli x=wuv almashtirish bajaramiz. U holda x=u'v+uv’. Olingan natijalarni
so’ngi tenglamaga qo’ysak,

2+ 2 —v) =—)7, yv’~v=0,iv=g‘z,lnv=lny, v=y, ' =—F
v oy

u‘=—-l, u:—L+C, x=——l—y2+Cy hosil bo’ladi.
2 2y 2

Javob: x= -%y2 +Cy

Masala. Egri chizigning istalgan M(x,y) nuqgtasi uchun OM kesma, shu
nuqtadan o’tkazilgan MP urinma va Ox o’q hosil gilgan uchburchakning yuzi
4 ga teng. Egri chiziq A4(1,2) nuqtadan o’tadi. Uning tenglamasini toping. (6-
rasm)

Yechish. Uchburchakning yuzi S=-;—()P-MC formula buyicha topiladi, bu
yerda MC=y son M nuqtaning ordinatasi. OP ni topishda uning MP urinmaning

Ox o’q bilan kesishish nugtasining abssissasi ekanligidan foydalanamiz, MP
urinmaning tenglamasi ushbu ko’rinishda bo’ladi:
Y-y=3p"(X-x).

Bu tenglamada Y-0 desak, X=x*z;, OP:x-—l' ni hosil gilamiz.

y y
1
Masalaning shartiga asosan 4 = —(x — —y—;)y yoki & _ —'—x = - —87
2 y dy y y

differensial tengilama hosil bo’ladi.

Bu y argumentning noma‘lum
x funksiyasiga  nisbatan chiziqli y
differensial tenglama. x=uv ~
almashtirish bajargandan so’n A

. e 4 £ 2r‘—’ Mix,y)
umumiy iategral x = y(— + C) ni
Y ' ~
hosil gilamiz. |
1 Ve X

x=1 day=2 demak, C = —é—. e 7 N
Natijada egri chizigning
izlanayotgan tenglamasini ushbu ko’rinishda 6-rasm
hosil gilamiz: x = 4 2.

y 2
Javob: x = 4_ 2.
y 2
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Masala. m massali nuqta vaqtga proporsional bo’lgan kuch ta’sirida
to’g’ri chizigli harakat gilmogda. Boshlangich =0 vaqt momentida v=0 bo’lsin.
Havo qarshiligi tezlikka proporsional bo’lgan holda tezlikni ¢ ning funksiyasi
sifatida aniglang,.

Yechish. + momentda nuqtaga ikkita kuch, yani vaqtga proporsional bo’igan
Fy =k kuch va F,=—kv havoning qarshilik kuchi ta’sir etadi; ulaming
umumiy ta’sir etuvchisi quyidagicha:

F=F+F =ki—kv

Ikkinchi tomondan, Nyutonning ikkinchi qonuniga binoan F = m%. F
uchun topilgan ikkala ifodani taqgoslab, ;ﬂ+ k,_k, tenglamani hosil
't m m
qilamiz.
Bu tenglama v ga nisbatan chiziqli differensial tenglamadir. Uni yechishda
Bernulli usulini qo’llab, v = u(¢)w(r) almashtirish kiritamiz, u holda

k k k k
Visuw'w+uw ', u'w o+ uw '+ —uw = —f, wwru(wr—w)=-1r.
m m m m
dw k
wt—w=0—=—-—d,Inw=-—¢,
m w m m
I k I3
. t k k
w=e ", e"u'==Lt y'="Jgem
m m

k m k m —
=-1(-—=)" +C, =2 -+ Cen"
k( k)e + v k( k)+ e

. . . NP .
Umumiy yechimga "L«o =0 boshlang’ich shartdan foydalanib, C = ;Lm ni
2
topamiz, u holda izlanayotgan tezlik ushbu ko’rinishda bo’ladi:
k, m m %
v=L(t-—+—e
m( k k )
Javob: =B M,
m
Quyidagi tenglamalami umumiy yechimlarini toping (3.1-3.16.).
3.1y 2xy=1x. 3.2.y'- ye' =2xe" .
33.y'xInx—-y=3x"In’x. 34.y'= 1 =
2x-y
3.5. ¥ — yetgx =sinx 36. XY’y +x’ =1
3.7. 2xydy =(y’ — x)dx.
xydy fy %) 3.8.(x +e’)y'=3x
3.9.xdx=(—§7—~y3)ajz. 3.10. y'- ycosx = y’cosx.
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2

3L (@ +x")y +xy=1. 3.12. y'+zy=e
x

x
3.13. '+ y=—xy’. 314, xy' + y=Ix+1.
3.05. Qx+ Dy +y=x. 3.16. y' + xy=x .
Quyidagi differensial tenglamalarning boshlang’ich shartni
qanoatlantiruvchi xususiy yechimlarini toping (3.17-3.22).
3.17.5° +xy'=y, y(1)=0. 3.18.y'- ytgx = ———,1(0)= 0.
cos’ x

3.19. y'cosx — ysinx = 2x, y(0)=0. 3.20.y'+ ycosx =cosx, y(0)=1.

3213y Y+ y =x+l y | =-1. 322 (1-x")y —xy=x, y|x=0=%

3.23. m massali moddiy nuqta vaqtning kubiga proporsional (k-
proporsionallik  koeffitsienti) kuch ta’sirida to’g’ri chizigli harakat qilmogda.
Tezlik bilan vaqtning ko’paytmasiga proporsional (&, - proporsionallik koeffitsienti)
bo’lgan havo qarshiligini hisobga olgan holda tezlikning 7 vaqtga bog’lanishini
toping. Boshlang’ich tezlik v, ga teng.

3.24. Elektr yurituvchi kuchi E(r)= E,sinwt ga, qarshiligi R ga
o’zinduktivlik koeffitsienti L ga teng bo’lgan g’altakdagi / tok kuchini s vaqtning
funksiyasi kabi toping. (Boshlang’ich tok kuchi /,=0 ga teng)

3.25. m massali moddiy nugqtaga ¢ vaqtga proporsional bo’lgan kuch ta’sir
etadi (k,-proporsionallik  koeffitsienti). Tezlikka proporsional (k - proporsionallik
koefTitsienti) bo’lgan havo qarshiligini hisobga olgan holda nugtaning tezligini
toping. (Boshlang’ich =0 vaqt momentida v,=0)

3.26. (%—,1 ) nugtadan o’tuvchi shunday egri chizigni topingki, uning istalgan

nuqtasining abssissasi va shu nuqtada o’tkazilgan urinmaning boshlang’ich ordinatasi
yordamida qurilgan to’g’ri to’rtburchakning yuzi o’zgarmas bo’lib, a® ga teng
bo’lsin.

3.27. A(1,2) nuqtadan o’tadigan egri chiziqning istalgan urinmasining
boshlang’ich ordinatasi urinish nugqtasining abssissasiga teng. Uning tenglamasini
toping.

4-§. To’liq differensialli tenglamalar. Integraliovchi ko’paytuvchi. 1

Agar
P(x,y)dx 1 x,y)dy=0 (D
tenglamaning chap tomonini birorta U(x,y) funksiyaning to’liq differensiali, ya’ni
P(x.y)dx+Q(x.y)dy=dU(x.y) €3
bo’lsa, (1) tenglama to 'lig differensialli tenglama deyiladi.
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Bu holda uni d{(x,y) -0 ko’rinishda yozish mumkin va bu yerdan U(x,y)=C
umumiy integralga ega bo’lamiz ) .
Bu yerda P(x,y) va QO(x,y) funksiyalar D sohada aniglangan va uzluksiz bo’lib,

uzluksiz & E—;y ) 9P g;,y ) xususiy hosilalarga cga bulishi talab gilinadi.

U holda ushbu P(x,y)dx t Q(x,y)dy differensial ifoda birorta U(x,y) funksiyaning
10’liq differensiali bo’lishi uchun D sohaning barcha nugqtalarida

P
op_% 3)
dy o
tenglikning bajarilishi zarur va yetarlidir.
dl = Q(—]—dr + Q—qdy
Ox oy
ifodani (2) bilan solishtirsak
%Y pxy) )
Ox
ou
= Q(X,y)
O

tengliklarga ega bo’lamiz.
Endi U funksiyani topish uchun y ni fiksirlab (4) ni integrallaymiz:

U= IP(x, »ydx +C(y).

C(y) ni topish uchun bu tenglikni y bo’yicha differensiallaymiz:

%U = O(xy) = —5; [P, yyde+ ).

Bu yerdan C'(y)=Q(x,y) - _6_ JP(x,y)dx.
dy

Demak, C'(y) = J(Q(x,y)—g; fP(x,y)dx)dny
va
U= [P, y)ds+ I(Q(x, - I%P(x, y)dx]dy+C,
Demak, berilgan tenglamaning umumiy integrali quyidagi ko’rinishda bo’ladi:
[Px e + Jthx,»—% _[P(X,)’)dx]d,\’=c- ()

Aslini olganda konkret misollarni yechishda tayyor (5) formuladan
foydalanmasdan, umumiy holdagi kabi yo'l tutish magsadga muvofig.

Izoh. Ayrim hollarda (1) tenglamani hadlarini  gurublash bilan dU=0
ko’rinishga keltirish mumkin. Buning uchun u

(Mdx+ Ndy)+(Mdx + Nydy) + ...+ (M, dx + N, dy) =0 6)
ko’rinishga keltiriladi.
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Bunda shunday U/ \(x,y),U,(x,¥),....,U,(x,y) funksiyalar topiladiki, ular uchun
Mdx+ Ndy=dU,(x,y)
Mydx+ N, dy=dU,(x,y)
M dx+ N dy=dU, (x,y)
munosabatlar bajariladi.

U holda (6) ning umumiy integrali U,(x,p)+U,(x,y)+..+U (x,))=C
ko’rinishga ega.

Agar  (3) shart bajarilmasa, u holda (1) differensial tenglama to’lig
differensialli bo’lmaydi. Biroq bu tenglamani tegishli z(x,») funksiyaga ko’paytirish
bilan to’liq differensialli tenglamaga keltirish mumkin. Bunday funksiya berilgan
differensial tenglama uchun infegrallovchi ko paytuvchi nomi bilan yuritiladi.

Hix,y) uchun (3) dan

oup)_ %Mﬁka@:P@ 4@;%%
oy Ox oy oy ox

shatni hosil gilamiz.

(7)

Faqat x ga bog’lik bo’lgan p(x) integrallovchi ko’payruvchi uchun %5:0 va
(3) quyidagi ko’rinishni oladi :

op _oQ
dx dy Ox dx Q
Demak,
N’ i)Q
2%
wx)=e (8)

Fagat y ga bog’liq bo’igan iAy) integrallovchi ko’payruvchi uchun huddi
shunday
dar_49
dv dx
uly)=e 7%
ko’rinishni topamiz.

Misol. To’liq differensialli tenglamalami yeching:

a) ldy-—yz—dx=o;
X X

b) (3x7 +6xy*)dx +(6x7y + 4y°)dy = 0;

dy=0;

2_q.2
<) z;dxwty 43x
y
d) (siny+ysinx+—‘-)dx+(xcosy~cosx+—1-)dy=0.
x y
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Yechish. a) Q—%dx:() tenglamaning chap qismi v=2 funksiyaning
x x x

to’liq differensiali ekanligini ko’rish oson. Shuning uchun tenglamani d(f) =0
ko’rinishda gayta yozib olamiz, bu yerdan y=Cx umumiy yechimni topamiz.
b) (Bx* +6xyV)dx +(6x’y+4)’)dy =0 tenglamani ham hadlarini guruhlash
bilan 3x’dx + 6xy(ydx + xdy) + 4y’dy = 0 ko’rinishga keltirish mumkin. So’ngra
3Ifdx=d(x’), 6xy(ydx+xdy)=d(3(xp)"), 4y'dy=dy*
bo’lgani uchun dx’ +d(3(xy)?)+dy* =0 ni yoki d(x*+3(xy)’ +y’)=0 ni hosil
qilamiz.
Bu yerdan x* +3(xy)’+y'=C umumiy integralni topamiz.
Javob: x’ +3(xy)* + y* =C.

3
c) dx y -3 =0 tenglamada P(x,y)— = O(x,y)= y -3
y yidy y
21 _q.2
P 62 0 6% pemak, X =2 shart bajarildi. Bundan 22 e X725 g
& y &y o é&x Y
. ifodaning birorta U(x,y) funksiyaning to’liq differensiali ekanligi kelib chiqadi.
2_a.2
Endi shu U funksiyani, ya'ni Qg=-2—§, a—U=L—3—JC— tenglamalarni
&x oy 5%
qanoatlantiruvchi funksiyani topamiz.

oUu 2x

—— =—5 tenglamadan U funksiya

x Yy

2
Ulx,y)=] ;?dxw(y):’yi;w(y) ©

ko’rinishda ekanligi kelib chigadi, bu yerda ¢(y) - noma‘lum funksiya.
(9) ni y bo’yicha differensiallaymiz
ou 3x

===+ o).
S
Ammo Y = Y- 3 , shuning uchun quyidagini hosil gilamiz:
~3x 3x? 1
T = o0 P)=—
y » Y
Ravshanki, ohirgi tenglikni

(P(y)=—-]- (10)
y

funksiya qanoatlantiradi.
Natijada, (10) ni (9) ga qo’yib umumiy integralni topamiz:
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2
Javob: i‘7—-1—=C
y oy

d) Berilgan tenglama uchun
P(x,y) =siny+ysinx+l, Q(x,y)=xcosy—cosx+—]—,
X

¥y
opP . o0 .
—=cosy+sinx, —==cosy+sinx.

Ox

P 30 "
Demak, — =—= shart bajarilgan.
o ox yarig;
Umumiy integralni topishda tayyor (5) formuladan foydalanamiz:

IP(x,y)dx = I(siny + ysinx + —1—)dx =xsiny— ycosx + Inx
x

d b 1
— | P(x,y)dx =—(xsiny — ycoSx——)=XxCOS y —COSX
6yj( ») 6y( y-y xl) y

I(Q(x,y)—gy— jP(x,y)dx}dy = j(xcosy - cosx+l—(xcosy—cosx))dy=
y

=xsiny—ycosx+Iny—xsiny+ ycosx=Iny.
Bu yerdan
xsiny—ycosx+Inxy=C
ko’rinishdagi umumiy integralni topamiz.
Javob: xsiny—~ ycosx+Inxy=C.

Misol. Quyidagi differensial tenglamalarning integrallovchi ko’paytuvchilarini
toping va bu tenglamalarni integrallang.

a) (1-x’y)dx+x*(y-x)dy=0;

b) (2xy’ ~ y)dx+ (¥’ +x+ y)dy=0;

c) (X’ =p)dy+(x*y* + x)dy=0.

Yechish.  a) Bu holda P(x,y)=1-xy,Q(x,y)=x*(y—-x),

P 00
33 A Al 2 2
i‘)]—=~x2,a—Q=2,vcy~3x2, O _=x 5 Zotds 2 nisbat x ga bog’lig.
oy ox Q x(y—x) x
Demak, y = u(x) integrallovchi ko’paytuvchi (8) formula bo’yicha topiladi:
- z'd* ~2Inx 1
H{x)y=e I‘ =g ==5.
X

Tenglamaning ikkala tomonini —]7 ga ko’paytiramiz va quyidagicha
X

almashtirishlar bajaramiz:
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(~xl7—y)dx+(y—x)dy=0, ;lydx—(ydx+xd)>)+ydy=0, va —lz—dx=d(—%), ydx + xdy = d{(xy),
. x

2 2
ydy= d(lz—J ekanligini e‘tiborga olsak d[—l— xy+y7J =0 bo’ladi. Bundan
X
1 y?
———xy+=—=C hosil bo’ladi.
x 2
2

Javob: —l—xy+X—= ;
x 2

b) Bu holda P(x,y)=2xp' -y, Qx,y)=) +x+y,

§£=4xy—],£Q=1, (—@3—QQ—)/P=A—2X))——_D—=z nisbat fagat y ga bog’liq.
oy ox oy o W2xy=1) y
ar_d
. . . s 1
Demak, u=u(y) integrallovchi ko’paytuvchi u(y)y=e’ £ ~=— formula

y
bo’yicha topiladi.

Tenglamaning ikkala tomonini -1—2 ga ko’paytiramiz:
y
1 x . 1 x 1
(2x~—)dx + (1 + 5 +—)dy = 0 yoki 2xdx —(—dx——dy)+(1+—)dy=0.
y yo ¥ y y y

Bunda ld:c——"%dy:d(f) bo’lgani uchun x* —£+y+lny=C
y y y y

umumiy integralni hosil gilamiz.
¢) Yuqoridagi misollarga o’xshash yechamiz:

Px,)=x*-y, Qx,y)=x*y"+x, %f: 1,

—02=2xy2+1 ﬂ'Z—QQ=—2(1+x2
X

ox
oP oQ 2(1+xy?) 2 s _ 1
L Ay T Lt A0 S = L
(Dy 6x) Q x(y+1)  x Hx)=e x’

Berilgan tenglamaning ikkala tomonini ;]7 ga ko’paytirib, hamda
d(-}—l) = fé}—}—:ybdx ekanini e‘tiborga olib, quyidagilarga ega bo’lamiz:
x x
(-Lyde+ (52 + Dy =0 desyldy+idy-Lax=0
X X X X

3
de+yidy+d(E)=0, dix+Z-+Z)=0
x 3 x
bu yerdan berilgan tenglamaning umumiy integrali
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3
x+l+2=c
3 x
ko’rinishda bo’lishi kelib chiqadi.
Quyidagi to’liq differensialli tenglamalami yeching (67-71):

4.1.(2x— y + Ddx + 2y~ x ~Idy =0. 4.2.(\/—2_;_—2—1)dx~——};—dy-2—=0.
x'—y x—y

—_pt Y

43241 fz)dH ¢ _dy=0. 4.4.03% - 2x— y)dx + 2y - x + 3y )dy = 0.
(1+x7) 1+x

x2+y2 X2+y2 !

4.5.(2x + —5—)dx = —dy. 4.6.(e" + ye* +3)dx = (2~ xe* —e")dy
xy xy
47. (2x+ ye”)dx + (1+xe®)dy=0. 4.8. 3x* +6xy")dx + (6x’y + 4y*)dy =0.
49, e*dx +(xe’ - 2y)dy=0. 4.10. xdx+ydy=£i—};-—;—y—;£.
x4y

4.11. 3x%e’dx + (x’e* - Ddy =0. 4.12. 2xcos? ydx +(2x ~ x"sin2y)dy =0.

4.13. (xcos2y + Ddx — xsin2ydy =0 . 4.14. (12x+ 5y - 9)dx + (5x+ 2y ~4)dy = 0.

Quyidagi differensial tenglamalaming integrallovchi ko’paytuvchilarini toping
va bu tenglamalami integrallang (4.15.-4.18.).

4.15.(Z + Y+ (2 - Ddy=0. 4.16.(xp* + y)dx — xdy =0.
y y

4.17.(x* Inx - 2x" )ydx + 3x*y’dy = 0. 4.18.(2xy" ~3y*)dx + (7 - 3xy")dy = 0.

échilmagan birinchi tartibli tengluimalar, =

1-§ da aytganimizdek,
Flxy, y')=0 )
differensial tenglamaning maxsus ¢(x) yechimi uchun ixtiyoriy (x,,¢(x,)) nuqtadan
ikkita va undan ko’p integral chiziqlar o’tadi.
(1) tenglamaning

P(x,y,C)=0 2
ko’rinishdagi umumiy integrali topilgan deb faraz qilamiz.
Maxsus yechimlarni aniglash uchun alohida usullar mavjud. Biz ularni bayon
gilamiz.
1-usul. Differensial geometriya kursidan ma‘lumki, ixtiyoriy @(x) maxsus
yechim diskriminant egri chizig bo’ladi, yani
Fx,y,y)=0
F(x,y,y)=0
tenglamalar sistemasini qanoatlantiradi.

(3)
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Bundan keyin ¢(x) maxsus yechimi (agar mavjud bo’lsa) C ning hech ganday
giymatida (2) ni qanoatlantirmasligi tekshiriladi.

2
Masalan, (3}’ = y* tenglama uchun (3) sistema {(y ;= 0 =Y ko’rinishda bo’lib,
undan y=0 diskriminant egri chizigni topib olamiz. Tenglamani yechamiz:
y'=ty, y=Ce*
y=0 yechim C ning C=0 qiymatida y=Ce"™ ni qanoatlantirishini tekshirish oson.
Demak, y =0 maxsus yechim bo’lmaydi.
Ikkinchi tomondan, y=0 (y')* =3’ tenglama uchun diskriminant egri chizig
bo’ladi. Tenglamani yechamiz:
+
y'=2y ,_J'dy far: x=12/y +C,y=0.
y'=0
y=0 yechim C ning hech ganday giymatida x=_2\f); +C ni qanoatlantirmasligini
tekshirish oson. Demak, y =0 maxsus yechim.
2-usul. Bu usul bir parametrhi @(x,y,C)=0 egri chiziqlar oilasining o’ramasini
hosil gilish qoidasiga asoslangan. Bu qoidaga muvofiq, ¢(x) maxsus yechim ushbu
P(x,y,C)=0
3] 4
Ld(x,y,C)=0
3 (x,3,C)

tenglamalar  sistemasidan C ni yo’qotish orqali topiladi.

Umuman aytganda, (1) tenglamani y ga aisbatan har doim ham yechish mumkin
bo’lavermaydi.

Shunday bo’lishiga qaramay, (1) tenglamani integrallash masajasini parametr
kiritish yo'li bilan hosilaga nisbatan yechilgan tenglamani integrallash masalasiga
keltirish mumkin.

Quyida () tenglamaning ayrim xususiy hollarini qarab chigamiz.

1)y ganisbatan yechilgan va x qatnashmagan y = f(y") tenglama.

Bu holda )= p deb p parametmni kiritsak, quyidagilami hosil gilamiz:

) PN 2
y=rfp) Y =P
yani
o P
p=1(p) e
Bu tenglamani integrallaymiz :

dx:ﬂi’ldp- x=jﬂp—)dp+c.
p p

>

Bunda umumiy yechimning parametrik shaklini yozishimiz mo’mkin:
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x=j——f';p)dp+c

y=r(p)
Ayrim hollarda umumiy yechim ushbu sistemadan p parametrni yo’qotish orqali
topiladi.
2) x ganisbatan yechilgan va x qatnashmagan x = f (") tenglama.
Huddi yuqoridagidek bu holda y' = pdeb p parametrni kiritib, umumiy
yechimning parametrik shaklini hosil gilamiz:

{y = {pf'(pydp+C

= f(p)

3) x ( yoki y ) qatnashmagan, birog y (yoki x ) ga nisbatan yechilgan bo’lishi
shart bo’lmagan tenglama.

Bu holda tenglamani ushbu

F(y,y)=0 &)
yoki

F(x,y)=0 (6)
ko’rinishda yozish mumkin.

Shu bilan birga tenglamadan y ni ((5) tenglamadan) yoki x ni ((6)
tenglamada), shuningdek, = p ni ¢ parametr orgali ifodalash mumkin deb
faraz qilamiz. 1) va 2) hollardagi kabi bu yerda ham tenglamaning umumiy
yechimi parametrik shaklda hosil bo’ladi.

Masalan. F{y, p)=0 tenglama bo’lgan holni ko’raylik.

y=¢(t) deb, tenglamadan p=w() ni yoki, aksincha, p=w()
tenglamadan y = () ni topdik deb faraz gilaylik. U holda bir tomondan,

dy = pdx =y (t)dx  ikkinchi tomondan dy = ¢'(f )dr . Bu dy uchun
ikkala ifodani tagqoslab, y (1)dx = ¢ '()ar ni hosil qilamiz, bu yerdan

A (t)dt va x=j23) (t)dt+C
10] o(t)

Umumiy yechim parametrik shaklda quyidagicha yoziladi:

A
{ ()dt c,
y:¢(l).

4) x vay ga nisbatan chizigli bo’lgan, ya’ni
Py )x+Q(¥)y+ R(y)=0
ko’rinishdagi tenglama Lagranj tenglamasi deyiladi. y'=p deymiz.

f(p)= gﬁy ; o(p)=-~ Qiy ; funksiyalarni kiritsak, bu holda tenglama
y=x(p)+9(p) (7
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ko’rinishda yoziladi.
dy = pdx ni inobatga olib (7) ni ikkala tarafini x bo’yicha differensiallasak
pdx = f(p)dxc+xf'(p)dp+¢'(pydp  (8)
ko’rinishdagi chizigli tenglama hosil bo’ladi va (8) ning umumiy integrali

x=F{p,C) )
ko’rinishda bo’ladi. Natijada Lagranj tenglamasining
r=ﬂnm
y=xf(p)+o(p)=F(p.C)f(p)+o(p)

parametrik shakldagi umumiy integralini hosil gilamiz.
5) Lagranj tenglamasining xususiy holi bo’igan
y=x"+9y) (10)
ko’rinishdagi tenglamaga Klero’ tenglamasi deb aytiladi.
y'=p deymiz va quyidagilarga ega bo’lamiz:
y=xp+o(p)
dp dp dp

"= p+x——+¢'( )Q- =p+x—+@(p)—
Y=prx—+@(pmns p=pex Py

o 9P
(x+(p(p))dx =0.
Quyidagi hollar vujudga kelishi mo’mkin:
p=C yoki x+¢'(p)=0
Birinchi holda bu tenglamaning umumiy yechimi bir parametrli integral egri chiziglar

oilasi y=Cx+ ¢ (C) dan iborat bo’ladi
Ikkinchi holda

11
x+¢'(p)y=0 a4
parametrik ko’rinishdagi yechimni hosil gilamiz.
{(11) sistema (3) sistemaning xususiy holi bo’lib, maxsus yechimni beradi.
Misol. Quydagi tenglamalarni integrallang.
Ay (xp) -x=0;  b)y=y Iny’; c)x=y -siny’;

{y=xp +o(p)

d)y’ze‘;, e)y:xylz_' yyz; f)y=xy"y’2‘
Yechish. a) Berilgan tenglamani y’ ga nisbatan yechamiz:

_X—yEJ(x~y) +4xy

2y

Bundan y=x3C, y*+x°=C.
Javob: y=x+C, y'+x*=C.
b) Berilgan tenglama - (3) ko’rinishdagi tenglama, shuning uchun
¥ =p desak, y=plinp ga ega bo’lamiz.

'

P X
,y=l,y=_._.
y

Y

4 Aleksi Klod Klero (1713 — 1765) - fransiyalik matematik
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Bu tenglamaning ikkala tomonini x bo’yicha differensiallasak, y’=(lnp*l~1)f{dx]3

yoki y'=p bo’lgani uchun p=(lnp+l)% hosil bo’ladi.
Umumiy yechim bunday yoziladi:
2
+ C = Q’lgil.)_
2
y=plp
_(Inp+1)?
Javob: {* 7 C= 2
y=plnp
c) x=y' +siny’ - (4) ko’rinishdagi tenglama. Bu yerda ham y’=p deymiz, u holda
x=p+sinp. Endi % = p tenglikni dy=pdx kabi yozib olamiz.
So’ngra
jdy: fp(x)dx: [u=p(x), dv=dx,du=dp,v=x|=
p2
=px— dep: px— I(p+sinp)dp=px——2~+cosp+C

2
beo’lgani uchun y=px - %— +cosp+C.

Umumiy yechim quydagicha yoziladi:
x=p+sinp

y=—;-p2+psinp+cosp+C

Xx=p+sinp
Javob: 1, )
' y=—2~p +psinp+cosp+C

d) y’=e'-T tenglama (5) ko’rinishdagi tenglama.
Yuqoridagidek ish tutamiz:

: p P Inp-1 1 dp dp
y’:p,p:e- , [np: = ’y:.___,dyz 5 dp, dx:—-dy:——-—- 2 .
Yy Inp In® p r plnp pin®p

x=lnln p|+ LG
Inp
Umumiy yechim ushbu parametrik ko’rinishda bo’ladi:

1
=fnlln p|+—+C; =L
X n! p’ inp )F:lnp
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=Inllnp|+—l—~+C
Inp

Javob: .
y - —E-
Inp
e) y=xy’+y'? tenglama Lagranj tenglamasidir. y’ =p bo’sin.
U holda y=xp®+p* yoki y=(x+1)p*.
Buni x bo’yicha differensiallaymiz:

Y =pt+2x+ l)p——

y'=p ekanini e tlborga olib, so’ngra hosil bo lgan tenglikning ikkala tomonini p
ga gisqartirib, o’zgaruvchilami ajratsak, quydagxlarga ega bo’lamiz:
2 dp dp _2dp
= =, 1-p= =, == b d
p=p +2(x+l)pdx, I-p 2(x+1)pdx, x” s u yerdan
Infx+1{=-2In[l- p|+2InC.
Potensirlasak:
CZ
a-py
Demak, umumiy yechim parametrik shaklda ushbu ko’rinishda bo’ladi:
CZ
x=——,
(- p)
Czpz
a-py
(13) dan p parametrni yo’gotamiz. Buning uchun

2_ 2_ C ’_(JITI—CZ)Z
R e s

tenglamaga qo’yamiz.
Shunday gilib, umumiy yechim quydagicha bo’ladi:

=(x+i-Cf.
Javob: y= («)x +1- C)z.
Dy=xy'-y 2 tenglama - Klero tenglamasidir.
Umumiy yechimni bevosita tenglamadan 3’ ni C ga almashtirib topamiz:
y=Cx-C*
Bundan tashqari, bu to’g’ri chiziglaming o’ramasi (11) ga asosan
x=2C
y=Cx-C?

bo’lib, u ham Klero tenglamasining integrali bo’ladi. Bundan C ni yo’qotib maxsus

xtl=——

(13)

y=

2

ifodani topamiz va uni y=(x+ 1)p

2
yechim y=—’f—4— ni hosil gilamiz.
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x=2C x?
PEP et
y=Cx-C( 4
Masala. Shunday egri chiziqlamni topingki, ular uchun berilgan ikkita nuqgtadan
istalgan urinmagacha bo’lgan masofalar ko’paytmasi o’zgarmas bo’lib, 4* ga teng
bo’lsin. Berilgan nuqtalar orasidagi masofa 2s ga teng.(7-rasm)

Javob: {

y

a;

Fof-¢,0) 0 Fifc,0)

7-rasm
Yechish. Koordinata o’qlarini shunday tanlab olamizki, berilgan F, va F,
nuqtalar Ox o’qda, koordinatalar boshi O esa bu nuqtalarninng o’rtasida joylashgan
bo’lsin. y=f(x) egri chiziqning istalgan M(x,y) nugtasidan o’tkazilgan urinma chiziq Y-
y=y'(X-x) tenglamasini 3’ X-Y-(x)'-yy=0 ko’rinishda yozib olamiz. Bu yerda X va ¥
urinma nugqtalarining o’zgaruvchi koordinatalari.
Urinma tenglamasini normal ko’rinishga keltirib, berilgan nuqtalardan
urinmagacha bo’lgan d| va d, masofalami topamiz:
4. =TV -y)
12 N2
() +1
Shartga ko’ra d, d=b", shuning uchun
(xyr_y)Z_CZy,{ bZ(y:2+1) yokl y= xy'i ;azylz ibz ,
bu yerda C’+b?=3a’ deb olingan. Hosil gilingan tenglama Klero tenglamasidir.
Uning
y=Cx*+a’C?+4’ umumiy yechimi to’gri chiziglar oilasidan iborat.
Maxsus yechimni topamiz. Buning uchun umumiy yechimni C bo’yicha
differensiallaymiz va ushbu tenglamalar sistemasini tuzamiz:
rex a’C
=+,
Na’Cr £ b?
2
L
Na’C? b’
(ikkinchi tenglama x ning ifodasini umumiy yechimga qo’yish orqali hosil gilingan).
Bu sistemani quydagicha qayta yozib olamiz:
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aC

=$—-—————-——'
JalCl+ b*

b
2 2 2 2

N Cr b
X

Bundan C ni yuqotib i; + i‘b}—z— =1 va~—- gb:; =1 larni hosil gilamiz.
a a

> Q%
i+

Shunday qilib, izlanayotgan egri chiziglar ellipslar va giperbolalar ekan.
xz yZ xZ yZ

Javob: ;2—'}-;2—: 1, ?_.b_z— =1.

1zoganal va ortegonal trayektoriyalar

Bir parametrli yassi silliq chiziglar oilasi

d(x,y,a)=0 (14)

a—parametr, tenglama bilan berilgan bo’Isin. Shu chiziglar oilasining har bir chizig’ini
o’zgarmas o burchak bilan kesib o’tuvchi chiziq berilgan oilaning izogonal
trayektoriyasi deyiladi.

Hususan, « -~-~72E bo’lganda tegishli izogonal trayektoriya ortogonal trayektoriya

deyiladi.
Egri chiziglar oilasi 0’zining
Fxy y)=0 (15
differensial tenglamasi bilan berilganda izogonal trayektoriyalar oilasining
Y'Fk

differensial tenglamasini topish uchun (2) tenglamada ' ni bilan almashtirish

lozim, bu yerda k-egri chiziglaming trayektoriyalar bilan kesishish burchagining
tangensi. Hususan, ortogonal trayektoriyalar uchun ' ni ——’; ‘ga almashtirish
y

kerak.
Agar egri chiziglar oilasining differensial tenglamasi qutb koordinatalar
sistemasida

D(r,0,r')Y=0 (16)
ko’rinishda berilsa, izogonal trayektoriyalar oilasining differensial tenglamasini
PR P 24
topish uchun (16) da ¥=-— ni ——Z.r bilan almashtiramiz.
d6 Ik
7

) 2
Hususan, ortogonal trayektoriyalar uchun ' ni -L,— ga almashtirish kerak.
r

Masala. x*+y*=2ax aylanalar oilasining ortogonal traycktoriyalarini toping.
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Yechish. x*+y*=2ax aylanalar oilasining differensial tenglamasini tuzamiz,
buning uchun berilgan tenglamaning ikkala gismini x buyicha differensiallaymiz:
2x+2yy' =2a .
+ y
x

**+y*=2ax va 2x+2y) =2a tenglamalardan a ni yo’qotsak, 2x+2yy'=

yoki )= 22xy > hosil bo’ladi. Ortogonal trayektoriyalar oilasining differensial
X -y

tenglamasini topish uchun bu tenglamada )’ ni -—1-' ga almashtiramiz. Natijada
y

y’=~72£’—2 hosil bo’ladi. Hosil gilingan tenglama bir jinsli tenglama. Uni yechish
x =y
uchun y=xu almashtirishai qo’llaymiz. U holda y'=u~+xu' va tenglama u‘x+u=1 2u
~Uu

3
yoki u'x=ll‘ * uz ko’rinishda bo’ladi. O’ zgaruvchilarni ajratib, so’ngra integrallaymiz:
—Uu
2 2
4—": ! usdu, Injx= I] u3du
X u+u u+u

Bu tenglikning o’ng tomonidagi integralni topish uchun integral ostidagi to’g’ri

kasr ratsional funksiyani oddiy kasrlarga ajratamiz:

1-u® 1 2u

u+u’ u 44’
Bulami integrallab topamiz:

j d -j J-Zudu ln|u|~ln|]+u2[+lnC=ln—'Ejl—

u+u’ 1+u u’
Topilgan lfodam (3) ga qo’ysak, quydagiga ega bo’lamiz:
IF ) Cu
In|x] ln oki x =——
K= y Tlva?
Bu tenglikda » ni 2 bilan almashtirsak, x*+y*=Cy ga, ya'ni yana aylanalar
x

oilasiga ega bo'lamiz.

Ikkala oilaning barcha aylanalari koordinatalar boshidan o’tadi, birog berilgan
oila aylanalaming markazlari Ox 0’qda trayektoriyalarining markazlari esa Oy o’qda
joylashgan.

Javob: x*+)*=Cy.

Masala.  r=2asin6 egri chiziglar oilasining ortogonal trayektoriyalarini
toping.

Yechish. Avval r=2asin@ egri chiziglar oilasining differensial tenglamasini
topamiz:

r=2asin®, r '=2acos0
Bu tenglamalardan « ni yo’qotib,

r'=rctgb ga ega bo’lamiz.
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Ortogonal trayektoriyalar oilasining differensial tenglamasini topish uchun 7’ ni
2 '
fr—, ga almashtirsak L=—tg9 bo’ladi. Bu tenglamani integrallab, izlanayotgan egri
r r

chiziglar oilasining ortogonal trayektoriyalarining
r=2CcosB
ko’rinishda bo’lishini topamiz.
Javob: r=2Ccosb
Masala. r=a¢® logarifmik spirallar oilasining har bir chizig’ini 45° burchak
ostida kesuvchi egri chiziglarni toping.
Yechish.

r=ae’
r'=ae’
sistemadan #'=r ko’rinishdagi tenglama kelib chiqadi. lzogonal trayektoriyalar

'

. L vk
oilasining differensial tenglamasini topish uchun bu tenglamadagi »' ni r P r bilan
r—

almashtiramiz, bu yerda masala shartiga ko’ra, k=tg45°=1.

Demak, ! ':r =r, bundan 2+'=0 ekanligini ko’rish qiyin emas. Bundan r=C
r—r
ko’rinishdagi izogonal trayektoriyalar oilasini hosil qilamiz.
Javob: r=C.

Masala. U=x*+y” ko’rinishdagi potensialga ega bo’lgan kuchfar hosil gilgan
maydonning kuch chiziqlarini toping.

Yechish. Sath chiziglari &=C ko’rinishda bo’ladi. Maydonning kuch chiziglari
sath chiziglar oilasining ortogonal trayektoriyalari bo’lishini ko’rsatish qiyin emas.
Demak, izlanayotgan kuchlar x’- y*=C aylanalar oilasining ortogonal trayektoriyalari

bo’lar ekan. Bundan: 2x+2yy'=0. ' ni—-—l; bilan almashtirsak,
y

2
Iny=lnjxj+InC, y=Cx, x* +-y2—=a2.

2

Javob: y=Cx, x>+ y?- =d’.

Birinchi tartibli differensial tenglamalarni yeching (5.1.-5.4.).

5.0 y(3)Y ~(ap + Dy'+x=0. 5.2 (y)”—zl—y'_= 0.

x
53, xz(y,)z + 3o+ 2y2 =0. 54, (y)’3-y(y')2 —xzy'+x2y =0.
Quyidagi tenglamalarni parametr kiritish yo'li bilan integraliang (5.5-5.8.).
5.5. y=(y')2e”' 5.6. Iny'+siny'—x=0
5.7. y'siny'+cosy'~y=0 5.8. y:(y')2 +(x+a)y'-y=0

Quyidagi Lagranj va Klero tenglamalarining yechimlarini toping (5.8-
5.12).
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5.9. y-——xy'+,/1 +y7. 5.10. y=x(1+ y')+ (v ).
5L y=x(y) -y 5.12. (3" +4x'-4y'=0.
Quyidagi tenglamalarning maxsus yechimlarini toping (5.8-5.12.)

5.13. Ma‘lumki, y=Ce* +% funksiyalar (y")’ - yy'+4e* =0 tenglamaning

yechimlari bo’ladi. Mazkur teng.amaning maxsus yechimlarini toping.

5.14.  Ma‘lumki, x*+C(x-3y)+C*  parabolalardan  har  biri
35y —6y'+x+2y=0 tenglamaning integral egri chizig’i bo’ladi. Mazkur
tenglamaning maxsus yechimlarini toping.

5.15. Istalgan nuqtasiga o’tkazilgan urinmasi koordinata o’qlaridan ajratgan
kesmalari usinliklari yigindisi 0’zgarmas 2« ga teng bo’lgan egri chizigni toping.

5.16. Egri chizigning istalgan nuqtasidagi normali va normalostisi yig’indisi
shu nuqtaning abssissasiga proporsional. Shu egri chizigni toping.

5.17. Istalgan nuqtasiga o’tkazilgan urinma va koordinata o’qlari hosil gilgan
uchburchaklarning yuzi 0’zgarmas 24 ga teng. Shu egri chizigni toping,

5.18. Moddiy nuqtaning ixtiyoriy momentdagi tezligi harakat boshlangandan
shu  momentgacha bo’lgan o’rtacha tezlikdan nuqtaning kinetik energiyasiga
proporsional va vaqtga teskari proporsional bo’lgan migdorga farq giladi. Yo’lning
vaqtga bog’lanishini toping.

5.19. y = Cx’ parabolalar oilasining ortogonal trayektoriyalarini toping.

5.20. r=a(1+cosep) kardioidalar oilasining ortogonal trayektoriyalarini toping.

5.21. y=Cx to’g’ri chiziglar oilasining izogonal trayektoriyalarini toping

5.22. x” =2a(y~ x«[3_) egri chiziglarni 60° burchak ostida kesuvchi izogonal
trayektoriyalar oilasini toping.

5.23. »*=4Cx parabolalar oilasining izogonal trayektoriyalarini toping.
Kesishish burchagi 45° ga teng.

5.24. *=g’cos2¢ lemniskatalar oilasining ortogonal trayektoriyalarini toping.

% =1 I-lobgs doir misol ¥a masshalarning Javoblari .

1.1. arctgx+arctgy=C.12. 1+’ =Cx? . 1.3. 1+ x2 + J1+y* =C.

14— ! C. 1.5 y=sin(C-In(1+x*)); y=1.16. y=x=32"+C

-2 2
1.7.2y - 2arctgy - 3injx—1|+In|x+1|=C . 1.8. y—x(In] y|+1)=Cycosx, y=0.
1.9.4g°x +sin’y=C. L10.x+ y=In(C(x + )y +1)),)=- L. LLI1L.x~y+In[xy|=C,
y=0.1.12. (x— 1)’ + y* = C%. 1.13.cosy=Ccosx.1.14.(1+ e’ )e* =C.

1.15. y=Ce“[':T. 1.16. y=C(x*~4).1.17. y=Ccosx. 1.18. y=C(x+VJx* +a%).
kd
Y

Xty

119, In|[~|- =~ =C, y=0. 1.20. 1n\xy|+xy=c.‘x.21. x+y=0.122.2¢" =¢* +1.
xy
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1.23. x7+y 7%= 2[14- ln’i
y

1.26. \Jy=xlhx-x+1.1.27. x2=2+2y2 1.28. sinx. 1.29. 5 min 56s.

). 124, y=e¥2. 125, y=25in2x—%.

3 3x
1.30. v 1.31. y=-2¢™. 1.32. y—— 1.33. 60 min.

2x

2.1 tg¥=In|Cx]. 135.x=C’™ .2.2. Y2 +3xy-2x* =C.
X

_ 72
23. x=C(lny - Inx~1) 2.4, x = —C8Y/D 55, . * 2P +C
1+1g7(y/x) 2(x-1

2.6. 3y +x~In(x~2y)=C.2.7.y-3xy+2x° -C. 2.8. x*-y* =Cx.

2 2 i
29. InCx=—¢*. 2.10.y=-c-"——. 211, Y2 =x*(1+Cx). 2.12. y=xe ? .
+X

«amgz

-lx
213, y=xe 7 . 214 sinZ 4 In|x|=0.2.15. y=—x.2.16. {x? + y? =¢*
X

3y-4x

v 2
217. y=4e * | 2.18. y1=2C(x+%). 2.19. y=1~fi—. 2.20. y=——

1 .
3.1 y=5+Ce"2 . 32 y=(x+C)e. 3.3. y=(x’ +C)lnx.

1 i 1 3 C
34 x+=y +—y+—=Ce¥. 3.5. y=(6+C)sinx. 3.6. y=3-—+—
Y Tyt =Ce y=(6+C) y ‘fo e

sin x

3.7. Y =x(C-Inx). 38. y~x'e” =C.39. X2 +y* =), 3.10. y_-c—"—;n-,—.
—-e
ol XZ
311,y OENE +X)4C 312 y=52%" 313 y= .
Jat + 52 2x xInCx
c x-1  C 1
3.04. y=lnx+= .3.15. y=2_4 316, y=1% .
x Y 3 J2x+| :)1+Ce’2
2
307 y=x—x.3.08. 30X 349 o X 320.3=1.321, y =x-2¢'".
X COS X
3.22. y=-—————lz——. 3.23. v=(v,+b¥e ™ +b(ar’ -1), bu yerda a=§k’~, b:zflm
m 1

1-x" +1

Eﬂ—(wLe L+ Rsinowt - wl. cos (ul) , (zanjirdagi kuchlanish L % +RI

324 1=

gonuniyat bilan o’zgaradi). 3.25. v= I; (r-%+': “""‘)

2
3.26. y=2(1$al)i§; (tenglamasi lxy—x1y1=a:). 3.27. y=2x-xIn|x|
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4.1. (x+ Dx-y) y*=C. 42. ,/x’—yz -x=C. 43. (:—;e;—)=c.
X

4.4. X4y 437 =C 4.5. y+ 2y’ =Cxy. 4.6, x¢ + " +3x-2y=C
47. X +y+e”=C. 48. ¥’ +38')y" +6'=C.49. xe" -y =C.

4.10. X+ y* —2arctig X =C. 4.11. ¥’ —y=C .42 x*cos’ y+y=C.
x

xtcos2y
2

2 _ 2
415. XY L= Cip=y. 416, x-L=Cip=—.
2 x x

4.13. +x=C. 4.14.6x*+5x+ ' -9x-4y=C.

7 . 1
4.17. Y +x’(Inx -1 =Cx% ;1=L‘ 418 X -—=3xy=C; uy=—5.
X y y

5.1. y2=2x+C;y=%xz+C. 52. y=C;y=3Jx+C.

2

5.3. y=%;y=€—. 54. y=i52—+c; y=Ce*

= P+ C =1n p +sin
5.5, y=0, = WPHDHC 5o x=loprsmp
y=pe’ y=p+cosp+ psinp+C
=sinp+C ?
5.7.y=l;{ x=smp 58, y=Clx+a)+C,y=-3F9
y=psinp+cosp 4 .

=2(1- Ce P+ C?
59, y=Crar1rCL,x 4 yi =1 5.10. 4% =20~ P)+Ce NI+ C
y=2p - +Ce"(1+ p)+ p’
p-mnp+C

= v2

S.11. (p-1* .52 y=Cx+(4 ,
y=xp*-p

y=-x1. 5.13. y=de?, y=—4de?.

x kx?
S.04. y=-2. S5 (ox-2af =bax. 516 y1=Cet e 2

. 517 xy=d".
+1

2 2
5.18. S=af’, a-0’zgarmas son. 5.19.12—+—y2—=cz. 5.20. p=Csin*%..

v
—arctg*=-

1
521. X+ =Ce* %, k=1ga. 5.22. y* =C(x - y3).

—6~~arc y-x
523. Y ~xy+ 268 =Cell xF 524, 7 =Csin2gp.
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| 11 BOB.YUQORI TARTIBLI DIFFERENSIAL TENGLAMALAR. © . |

|

[ 1-§. Tartibini pasaytirish mumkin bo'igan differensisi tenglamalar, -

n-tartibli differensial tenglamani simvolik ravishda
Fex,y, oo Y0 y™)=0 M

ko’rinishda yoki bu tengilamani r-tartibli hosilaga nisbatan yechib bo’lsa,

YW=Rxy s,y 2)

ko’rihishda yozish mumkin.

n-tartibli differensial tenglamaning wmumiy yechimi x ga va n-ta ixtiyoriy
o’zgarmaslarga bog’liq bo’ladi: y = g(x,C,,C,,...,C,).

Shu sababli umumiy yechimdan xususiy yechimni ajratib olish uchun ixtiyoriy
o’zgarmaslami aniqlashga imkon beradigan ba’zi qo’shimcha shartlar ham berilgan
bo’lishi kerak. Bu shartlarni izlanayotgan funksiyaning va uning (n-1)-tartibgacha (y
ham kiradi) barcha hosilalarning biror nuqtadagi qiymatlarini, ya’ni x=x, da

M%) =Yoo Y(%) = Ypae X)) = ¥, 3

berish bilan hosil qilish mumkin. (3) sistema boshlang 'ich sharilar sistemasi deyiladi.
Berilgan (2) differensial tenglamaning (3) boshlang’ich shartlar sistemasini
qanoatlantiruchi xususiy yechimini topish masalasi Koshi masalasi deyiladi.

Yugqori tartibli differensial tenglamalarni integrallash masalasi birinchi tartibli
tenglamani integrallash masalasidan ancha giyin bo’lib, har doim ham birinchi tartibli
tenglamani integrallashga keltiraverilmaydi. Shunday bo’lsada chiziqli tenglamalardan
tashqari barcha turdagi yuqori tartibli tenglamalar uchun integrailashning asosiy usuli
tartibini pasaytirish, ya'ni berilgan tenglamani unda o’zgaruvchilarni almashtirish
orqgali tartibi pastroq tenglamaga keltirish bo’lib hisoblanadi. Birog tenglamaning
tartibini pasaytirishga har doim ham erishish mumkin emas. Biz bu yerda tenglama
tartibini pasaytirishga imkon beradigan n-tartibli tenglamalarning eng sodda turlari
bilan tanishamiz.

1. Ushbu

Y=Ax) )

tenglamaning tartibini pasaytirish, ketma-ket integrallash yo’li bilan amalga oshiriladi:
Y= [f(0dn+ C;
Yo = f( [+ C e+ C, = o [f(x)e + Cx+Cy;
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n-2

] xn—l x )
y= jdxjdx....jf(x)dx+cl——(n_l)! +C, ———~(”_2)!+...+c",

2. Izlanayotgan y funksiya va uning »', »”....»%" hosilalalri oshkor holda
ishtirok etmagan
Foy®y* D, =0 (5)

differensial tenglamaning tambl

5 _ . M) . () _ k)
yi=z; y"=25 . Y=z

almashtirishlar yordamida & birlikka pasaytiriladi:
F(x,z,2',...,2" ) =0,
3. Erkli x o’zgaruvchi oshkor holda ishtirok etmagan
Foy.y'...y"™)=0 (6)
tenglamaning tartibi
& _d dy_dp .

y=p.y =Ex'—'o‘l; Z—dyp

(47
” ] " d Hp 2
P Y N\ ) Do [dp)
dy dy’ dy

almashtirishiar orqali bir birlikka pasaytiriladi.

4. F(x, y, ¥, y",... ") funksiya y, y', 3'",..., »* larga nisbatan bir jinsli bo’igan

Fxy, 'y )")=0 7

tenglamaning tartibi y = /"™ almashtirish orqali bittaga kamaytiriladi.

5. Tenglamaning chap tomoni anig hosila bo’lgan hol. Bu holda tenglama
tartibini bir birlikka pasaytirish bevosita integrallash yo’li bilan amalga oshiriladi.

Albatta, bunday hol kamdan-kam uchraydi. Ayrim hollarda tenglamani bunday
ko’rinishga keltirishga ba’zi sun’iy shakl almashtirishlar orqali erishiladi, biroq
bunday shakl almashtirishlarning biron-bir umumiy wusulini bu yerda ko’rsata
olmaymiz va misol keltirish bilan chegaralanamiz.

Masalan, y'"-xy'-y=0 tenglamani qaraylik, tenglamaning chap tomonini (y'-

xyY=0 ko’rinishga egaligini ko’rish oson, hosil qilingan tenglamani integraliab,
quydagiga ega bo’lamiz:

Y =xy=C 3)
Bu tenglama birinchi tartibli chizigli tenglamadir. Shu sababli
y=uy 9
almashtirish bajaramiz. Bu holda
y'=u'viuy (10)
(9) va (10) ni (8) ga qo’ysak,
, , , dv x? &2 , ’ . =
u'vu(v-xv)=C,, v-xv=0, 7:xdx,lnv=—£-,v=ez,e2u=C,, u=Ce?,

u=C, [e Tdx+C,y=e7(C, [e Zdx+C, umumiy yechim hosil bo’ladi.
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Bu yerda hosil bo’igan _[e Er: integral elementar funksiyalar bilan ifodalanmaydi,
biroq bunday noelementar funksiya uchun to’liq jadvallar mavjud.
Misol. Quyidagi tenglamalarning umumiy yechimlarini toping:

i1

a)y

dy Sy =Y, ) 3y (¥ -y =0.
Yechish. a) y"'=x+cosx tenglamaning ikkala tomonini x bo’yicha uch marta

=x+cosx, b)xy'=y nZ- , Oy ) =2e?,
x

2 3
ketma-ket integrallab, quydagilarni 3’ ,2% +sinx+2Cy; y’=—% —cosx+2C x+C,;

4
f% =sinx+Cx* +C,x+C, hosil gilamiz.

yl

b) xy"'=y'In= tenglamani (5) ko’rinishdagi tenglamadir. y’=p birinchi tartibli
x

bir jinsli p’=£ln£ tenglamaga kelamiz. Shuning uchun p=xu almashtirishdan
X x

foydalanib, p’=u+xu’ ni topamiz. p va p’ ning bu ifodalarini hosil gilingan tenglamaga
qo’yib, u+xu'=uinu o’zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamani hosil gilamiz.
O’ zgaruvchilarni ajratib,

du dx

wlnu—-1)  x
ni hosil gilamiz. Bu tenglamani integrallab, quydagilarga ega bo’lamiz:
Inflnu -1 =Injx|+ In|C,|=n|Cx|,Inu-1=Cx, hu=1+Cxu=e

H+(ix

+Cix

Bu yerda u ni L ga, p ni esa y’ ga almashtirsak, y' =xe""” trnglama hosil

x
bo’ladi. Uni integrallaymiz:
= x,dv=e"dx | |
[Eo X LG By ole(i0] X
‘= Jxe Vdx = =t =" 4 C, =8 - = [+ C
Y 'f du = dx,v= —C]—e'““ C, C? g ( A o J ?

)y 1 y*=2¢” tenglama (6) ko’rinishdagi tenglamadir.
, dp ap o,

Y =p va)’'=p-—— deb, p-= +p°=2e”*

dy dy

Bernulli tenglamasini hosil qilamiz. p*=z deb olamiz, u holda

& —te @
dy
*hizigli tenglama hosil bo’ladi. Shu sababli
z=uv 3
Imashtirishdan foydalanish mumkin. Bu holda
z'=u'v ruv' 4
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(3) va (4) ni (2) ga qo’ysak.

U v+u(v'+2v)=4e”?, v +2v=0, £=-2@, Inv=-2y, v=e'?, ¢ %u' =4¢?, u' =4,

u=42+C, z=4e*+Ce? ni v\opamiz. Bu yerda z ni p°=u (p°=z) ga
almashtirib, %:im ni hosil gilamiz. O’zgaruvchilamni ajratib, so’ngra
integrallasak, quydagilarni hosil gilamiz:

Y i, EY_cva e C =t xrey,
Jae7 +Ce ™ Jae* +C, 2

%(4ev”+C,)::(tx+C2)z, e"+§4l=(j:x+Cz)z,

d) Berilgan x’yy"=(y-xy')’ tenglama y, ), y"' larga nisbatan bir jinsli, demak
g »y Xy g »y g

y= ef i desak,
y = zefm)dr, Y= +zz)ejm, xz'+ z’)ez'r'dx = (e'fnk ~,w:zre“m‘r)2 bu yerdan
¥z=x+C, =—]—+~”L Idx J( +§—)dx=ln|x|~§l+lnCz. Shuning
x x x
uchun
e, o
y=e ]’m = hM 26 =C,xe *
o2
e} y'"y’-5’=0 tenglamani quyidagicha yozish mumkin: LI-L =1. Bu
d(Z)
tenglamani df 1 ko'rinishda keltirib integrallasak, birinchi tartibli % =x+C,
y
tenglamani hosil qilamiz. Uni yechamiz:

=(x+C,)dx, In|y|=

2 x+( Y
gfi;.l_).._ In|C,|, ya'ni y=Ce ?

Misol Koshi masalasini yeching: »" = »', W(1)=2, y (1)=2.

Yechish. p(¥)=y', y"= pp’ almashtirishlar berilgan tenglamani pp’ = yp
tenglamaga olib keladi. Bunda quyidagi ikkita hol garalishi lozim :
ayp=0,y"=0,y=C y’ (1)=2 # 0 bo’Igani uchun bu holda yechim yo’q;

2 2
by P =y [dp= [y, p=12—+c,, p(2)=222=2+C, =G =0:>p=2’2~.
Demak,

2
—2—’:12—, jzdy fax, ~~—-x+C2, y)=2=-1=14C, =C, =-2.

Natijada yechim hosil bo*ladi: ¥ = 7
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Javob. )’=2_x-

Masala. Koordinatalar boshidan o’tuvchi shunday egri chiziqni topingki, uning
biror M nuqtasidan o’tkazilgan M7 urinma, shu nuqgtaning MP ordinatasi va Ox o°qi
bilan hosil qilingan M7P uchburchakning yuzi egri chizigli OMP uchburchakning
yuziga proporsional bo’lsin. (9-rasm). .

Yechish. MTP uchburchakning

yuzi S, =%MP- PT formula bo’yicha Ay

topiladi. Bu yerda MP=y son M nugtaning
ordinatasi, P7 urinma ostining uzunligi

y Mx.y)
PT== ga teng. Demak,

y T x

. . | >

S, =—1—y--"—l,—-]-—!—,—. OMP egri chizigli o £

22y 2y
trapetsiyaning yuzi S, = I ydx ga teng. 9-rasm

4

2 x
--’Y—,—=k Iydx. Bu tenglamaning ikkala tomonini x
b

N -

Masalaning shartiga ko’ra

bo’yicha differensiallab, 2y'? — 33/ = 2ky'?, (3 2 0) ni hosil qilamiz. Hosil gilingan
tenglama (6) ko’rinishdagi tenglamadir.
a
dy
tenglamaga ega bo’lamiz. Integrallashdan so’ng,

2(k-Diny=-Inp+InC, yoki y*?p=C, hosil bo’ladi. p o’migay’ ni qo’yamiz:

2k-1

y* 2 dy = Ndx, #:N,Hﬁ,. J(0)=0 boshlang’ich shartdan C,=0 kelib chigadi.

d
deb o’zgaruvchilari ajraladigan 2(k-1)p* = —-py——e

y-p va y'=p Py

Demak, izlanayotgan egri chiziqning tenglamasini ushbu ko’rinishda hosil gilamiz:
y*! =Cx, buyerda C =C,(2k -1).
Quyidagi tenglamalarning umumiy yechimlarini toping (1.1-1.6).

L1 xy"=2. 1.2, y"=1+y2,
1.3,y =, 1.4.y'=ay.
1.5.2 y/y"=1. 1.6.y'y"-3y"*=0

Quyidagi tenglamalaming umumiy yechimlarini va »(0)=-1,»'(0)=0
»oshlang’ich shartlarni ganoatlantirgan hususiy yechimlarini toping.
' L7, xy"-y'=x'e* 1.8. " (y)Y + (¥ =0

1.9. y"+ v'tgx =sin2x. 110, " + () =4’
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1.11. Shunday egri chiziqni topingki, uning biror nugqtasidan boshlab
hisoblangan yoy uzunligi shu yoyning oxirgi nuqtasida o’tkazilgan urinmaning
burchak koeffitsientiga proporsional bo’Isin.

1.12. Egiluvchan bir jinsli cho’zilmaydigan ingichka ip uchlari bilan ikki
nuqtada maxkamlangan va ipga uning gorizontal proeksiyasi bo’ylab bir «xit
tagsimlangan kuch ta’sir giladi. Ipning og’irligini hisobga olmay, uning muvozanat
holatdagi shaklini aniglang.

1.13. m massali moddiy nuqta harakat bo’ylab yo’nalgan va yo’iga bog’liq
bo’lgan kuch ta’sirida to’g’ri chiziqli harakat gilmoqda. Agar kuchning bajargan ishi
harakat boshlangandan beri o’tilgan vaqtga proporsional va proporsionallik
koeffitsienti & bo’Isa, nuqtaning harakat qonunini toping.

1.14. Boshlang’ich tezligi v, bo’lgan m massali moddiy nuqta vertikal tik -

yugoriga otilgan. Havo qarshiligi & ga teng. Shu sababli, agar Oy o’qni vertikal

2
yo’naltirsak, u holda yuqoriga harakat qilinganda m—(;’Ty =-mg - kv’ ko’rinishdagi

2
tenglamaga, pastga tushishda esa m%=—mg + kv? ko’rinishdagi tenglamaga ega

bo’lamiz, bu yerda v = % . Nugtaning yerga tushish paytdagi tezligini toping.
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[ 2%, Yuqorl tartibli chiziqhi differensial tenglamaiar, %

n-tartibli chiziqli differensial tenglama deb,

Y H4py Y Hpax P AP x)Y palx)yAX) (N

ko’rinishdagi tenglamaga aytiladi. Bu yerda p((x), px(x),..-, pa(x) va fix) lar biror [a;5}
kesmada uzluksiz funksiyalar.

Agar fx)#0 bo’lsa, (1) tenglama chizigli bir jinsli bo’'lmagan tenglama
deyiladi. Aks holda, ya’ni fx)=0 bo’lsa, (1) tenglama

YO+ piy ™ paey " L pAX)Y pa(x)y -0 (2)

ko’rinishga kelib, u chizigli bir jinsli differensial tenglama deyiladi.
1. Agar n ta @,,@,,....2, bir vaqtda nolga teng bo’lmagan sonlar mavjud bo’lib,
[a;b] kesmada barcha x lar uchun

ay +a,y, +..+a,y, =0 3

ayniy munosabat bajarilsa y,, y; ..., y» funksiyalar sistemasi {a;b] kesmada chizigli
bog 'lig deyiladi.

Aks holda, ya’ni (3) ayniy munosabat faqat @, =, =...=«a, =0 bo’lganda
bajarilsa, u holda y,, y,.., v, funksiyalar sistemasi chizigli erkli deyiladi.

Agar yi, ¥ ,.., yo funksiyalar (n-1)-marta differensiallanuvchi bo’lsa, u holda
ulardan tuzilgan ushbu

Vo Yy o Ve

woy ey,
W (Vs Yares V) =

AT S

determinant Vronskiy® determinanti yoki vronskian deyiladi. Vronskian funksiyalar
sistemasining chizigli bog’liqligi yoki chizigli erkliligini tekshirish vositasi
hisoblanadi. Uning qo’lanishi quydagi ikkita teoremaga asoslangan.

1-teorema. Agar y;, V», .., y, funksiyalar chizigli bog’liq bo’lsa, u holda
sistemaning vronskiani aynan nolga teng bo’ladi.

2-teorema. Agar y,, y» ..., ¥, chizigli erkli funksiyalar bo’lib, ular birorta n-
tartibli chizigli bir jinsli differensial tenglamani qanoatlantirsa, u holda bunday
sistemaning vronskiani hech bir nuqtada nolga aylanmaydi.

2. n-tartibli chizigli bir jinsli differensial tenglamaning yi, y2, ..., ¥ xususiy
yechimlar sistemasi » ta chizigli erkli funksiyadan iborat bo’lsa, bu sistemani
JSundamental sistema deymiz.

* Yuzef Vronskiy (1776 — 1853) — poishalik matematik va faylasuf,
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I-teorema. Agar y,, ¥, .., ¥, funksiyalar (2) tenglama yechimlarining
fundamental sistemasini tashkil etsa, u holda ularning
y=Con+Coprt...+Coyn
chiziqli kombinatsiyasi bu tenglamaning umumiy yechimi bo’ladi.
2-teorema. Chizigli bir jinsli bo’lmagan (1) differensial tenglamaning umumiy
yechimi bu tenglamaning 3 xususiy yechimi va unga mos bir jinsli (2) tenglamaning
y umumiy yechimi yig’indisidan iborat, ya’ni
y=y+y.
Agar (2) ning chizigli erkli yy, y», ..., ¥, yechimlari ma‘lum bo’isa, u holda
o zgarmasiarni variatsiyalash wsulini qo’llab, (1) ning umumiy yechimini
y=C(x)y +Cy(x)y; + ..+ C (),
formula bo’yicha topish mumkin, bundagi C,(x) lar

Z":C' |(x)y.(n =0, (k=0,(n-2)),
®
ZC- .(I)y._(n—n = fix)

sistemadan topiladi. /
Misol. Berilgan yechimlarning' fundamental sistemalariga mos bir jinsli
differensial tenglamalami tuzing. !
a) e, e b) x'.x', ¢) e,x x, d) Lx e /
Yechish. a) Ilzlanayotgan tenglamaning ixtiyoriy yechimi (uni u deb )
belgilaymiz) e™,e” larga chizigli bog’liq bo’iadi. Shu sababli ulaming Vronskiy I
determinanti
e e" y
W(e e, y)=|-e" " y}=0
yl
Bundan 3"~y =0 ko’rinishdagi izlanayotgan tenglama hosil bo’ladi.

b) Izlanayotgan tenglamani a) misoldagiga o’xshash tuzamiz:
3 4 i

e” e*

X Xy !
WS, x ) =p3x" 43 y'|=
6x 12x2 y'

=4x°y"4 36x"y + 6x y'~ 24x* Yy —12x°y'-3x"y" =0
Yy -6x"y+12x'y =0, x’y"-6xy'+12y=0.

¢) lzlanayotgan tenglamaning istalgan yechimi e',x, x* larga chizigli bog’liq
bo’lgani uchun ulaming Vronskiy determinanti W(e*,x,x’,y)=0 bo’ladi. Bu
tenglamani ochib yozsak:
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e* xx’ y

e” 1 3x? ' N

e” 0 6x y"
e 06 "

Chap tomondagi determinantdagi birinchi ustunda turgan ¢ ni determinant
belgisining oldiga chiqarib, so’ngra hosil qilingan determinantni oxirgi ustun
elementlari bo’yicha yoysak, quyidagiga ega bo’lamiz:

1 x x* y

2 [

e 1t 3xy
10 6x »"
106 »©

11357 1 xx 1xx 1 x x’
=& | (1)’ yll 0 6x|+(=1)°*y"l1 0 6x|+(=1)" it 1 3x*|+(-D)°y™l | 3x*| |=
106 106 106 10 6x
=e* (—p(6x—6)+ y'(6x> —6x)— y"(6+3x* —x* —6x) + y"(6x +3x’ - x> - 6x7)) =
=e"((2x° - 6x’ + 6x)y"— (2)r3 —-6x)y"— (2x3 —-6x+6)y"+ (6x2 —6x)y'—
-(6x-6)y)=0

Hosil gilingan tenglamaning ikkala tomonini 2e*ga gisqartirsak, ushbu
ko’rinishdagi

x(x?=3x+3)y""—(x* - 3x+3)y'"+3x(x - )y'-3(x -1y =0
differensial tenglamaga ega bo’lamiz.

d) Izlanayotgan tenglama ushbu shaklda bo’ladi:

I x ey

0 1 ey

0 0 e "

0 0 e y"

Bu tenglamaning chap tomonidagi determinantni c) misoldagiga o’xshash
hisoblaymiz:

1 x y
0 0 11 1 x 1
“l o Y l=er =10y 0 1f+(-1)*yjo o 1+
Y 0 0 1 0 0 1
00 1 y
1 x 1 1 x 1
+(—])7y"0 1 l+(—l)ay"'0 1 l=e’(——y"+y'")=0
0 0 1 00 1
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Hosil gilingan tenglamaning ikkala tomonini ¢* ga gisqartirsak, quyidagiga
ega bo’lamiz: y"-y"=0.

Ushbu y"- p,(x)y'+ p,(x)y =0 ikkinchi tartibli chiziqli differensial
tenglamaning bitta yechimi y, = y, (x) ma‘lum bo’lsa, uning umumiy yechimi

W, y)= Y ,y. N Ce—jmx)dx

ig]
ko’rinishdagi Ostrogradskiy-Liuvill formulasi yordamida topish mumkin. Bu
formulaga asosan berilgan tenglamaning yechimi y,y'-y,'y = Ce 'n¢)
tenglamaning yechimi bo’ladi.

Buni integrallash uchun uning har ikki tomonini Lz ga ko’paytirib,
y

i[1)=1'——y 21 tenglikni hisobga olsak, 22 AY - € eintke g
de\ », 57 » y

[ (e )ee
i(i) = %e'“”(‘)d" tenglamani hosil qilamiz. Bundan Y _fCe
34| . Bl YI

e It
EX6)
Misol. O’zgarmaslarni variatsiyalash usulidan foydalanib, ushbu

xy"+(2x —1)y'=—4x* (1) bir jinslimas tenglamaning umumiy yechimini toping.
-1

-dx + C, yoki

y=Cy, +C,y J=—5~dx kelib chiqadi.

Yechish. Avval berilgan tenglamani "'+ =-4x (x=0)

ko’rinishda yozib olamiz. Mos bir jinsli y”+£y’=0 tenglamani y'= p va
x

y''= p' deb, o’zgaruvchilari ajraladigan
x -1

PP po
tenglamaga keltiriladi. O’zgaruvchilarni ajratib, so’ngra integrallasak, quyidagilarga
ega bo’lamiz:

@2, o
dx x p x

=-2x

In|p|=-2x+In|x|+In|C,,

p=Cxe™

p niy' ga almashtiramiz: y'= C,xe >*. Hosil gilingan tenglamani integrallasak,
bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi y = C,e **(2x +1)+C, kelib chiqadi.

Berilgan tenglamaning umumiy yechimini y = C,(x)e 2*(2x+ 1)+ C,(x)
ko’rinishda izlaymiz. (3) ga ko’ra Cy(x) va Cy(x) funksiyalar
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G (2x+1)+C,'(x)=0
C (K- ax)e ™ = —ax
sistemani qanoatlantiradi. Undan:

Cl'(x)zeh, C,()r):%e2Jr +C,,

C,'(x)=-2x-1, C,(x)=-x"-x+C,

Topilgan C\(x) va C,(x) funksiyalarni (2) ga qo’ysak berilgan (1) tenglamaning
umumiy yechimi quyidagi
-2r

y=C, x+—;- e+, -x~x

ko’rinishda bo’ladi.

Berilgan yechimlaming fundamental sistemaiariga mos bir jinsli differensial
tenglamalarni tuzing (2.1-2.8).

2.Ly(x)=x, y(x)=e’. 22.y(x)=), y,(x)=cosx.

23. 3 (x)=e€", y,(x)=x, p(x)=x’. 24.y(x)=¢", y,(x)=shx, y,(x)=chx

x

2.5. (2x+1)y"+(4x-2)y'-8y=0 tenglamaning bitta y, =" xususiy
yechimi ma‘lum bo’lsa, uning umumiy yechimini toping.

2.6. (4x"-x)y"+2(2x~1)p'-4y=12x"~6x tenglama y, = 1 xususiy yechimga
X

ega. Bu tenglamaning umumiy yechimini toping.

2.7. y'+igxy'+cos’ xy =0 tenglamaning bitta yechimi y, =cos(sin x) bo’lsa,
uning y(0)=0, y'(0)=1 boshlang’ich shartlarini ganoatlantiradigan yechimini toping.

28, xX’y"-3x’y"+6xy'-6y=0 tenglamaning y,=x,y,=x>  xususiy
yechimlari yordamida uning umumiy yechimini toping.

O’zgarmaslami variatsiyalash usulidan foydalanib, quyidagi bir jinslimas
tenglamalarning umumiy yechimini toping (2.9-2.12).

2.9. ¥"+ y'tgx = cos xctgx. 210.xInxy" y'=tn’x

2.1L y"~y'=e™ cose". 2.12.xy"-—(l+2x’)y'=4x'e‘!.

2.13. 6 m uzunlikdagi zanjir stol ustidan ishqalanishsiz sirpanib tushmoqda.
Agar harakat zanjiming 1 m uzunlikdagi bo’lagi osilib turgan paytdan boshlansa,
butun zanjir gancha vaqt ichida sirpanib tushadi?

2.14. Agar =0 da s=0 va =5 da s=20 bo’Isa va harakatning tezlanishi vaqtga
bog’liq ravishda a=1,2¢ formula bilan ifodalansa, nugtaning harakat qonunini toping.

2.15. m=1 massali moddiy nuqta markaz tomon to’g’ri chizigli harakat
gilmoqda. Uni markazga k’x teng bo’lgan kuch bilan itaradi. Bu yerda x-markazdan

moddiy nuqtagacha bo’lgan oraliq. Agar =0 bo’lganda x=a va %=ka bo’lsa,

harakat gonunini toping.
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[ 47 7 35 @'rgarmas koeMtxientli chizigh differensial tenglamsiar.

n-tartibli o’zgarmas koeffitsientli chizigli bir jinsli differensial tenglama

Y 1ay* Vi +a,y=0 (N
ko'rinishga ega. Bu yerda barcha a,,a,....a, koeffitsientlar haqiqly o’zgarmas
sonlardir. Bu holda xususiy yechimlarning fundamental sistemasini, binobarin,
umumiy yechimini izlash sof algebraik amallami bajarishga -»- darajali bitta
algebraik tenglamani, ya’ni ushbu

r"+ar™ v ta,_r+a, =0 2)

xarakteristik tenglamani yechishga kelitiriladi.

(2) tenglamaning har bir m > 0 karrali haqiqiy ildiziga umumiy yechimdagi

(€, +Coxt ot Cpxm)e™
qo’shiluvchi mos keladi,

(2) tenglamaning har bir m >0 karrali @+ Bi qo’shma kompleks ildizlar
juftiga umumiy yechimda

e“"((A, + Ax+ .+ A, 5" Jeos fr + (B, + Byx+..+ B, ,x" ')sin ,lix)
qo’shiluvchi mos keladi.

Bir jinslimas

Y rapy v ray=rf(x) (3)
tenglamaning y umumiy yechimini topish uchun, 2-§ dagi 2-teoremaga ko’ra uning
birorta xususiy yechimini bilish yetarlidir, bunda unga mos bir jinsli (1) tenglamaning
umumiy yechimi yuqorida keltiriigan 1) va 2) qoidalar bo’yicha topiladi.

Agar (3) ning o’ng tomonida ko’rsatkichli funksiyalar, sinuslar, kosinuslar va
ko’phadlar yoki ularning butun ratsional kombinatsiyalari turgan bo’lsa, u holda
uning xususiy yechimini topishda anigmas koeffitsientlar usulini tatbiq qilish
mumkin. Bu usul xususiy yechimning shaklini bilishga asoslangan. Tabiiyki, xususiy
yechimning o’ng tomonning shakliga o’xshash shaklda izlash kerak. Biroq xususiy
yechimning shakli tenglamaning chap tomoniga ham bog’lig bo’ladi.

a va b lar o’zgarmas sonlar, P,(x) va Q,(x) mos ravishda darajalari n va m
bo’lgan ko’phadlar bo’isin. (3) ning o’ng tomoni

f{x)=e=(P,(x)cosbx + Q, (x)sin bx) @
ko’rinishda bo’lsa, quyidagi hollar vujudga keladi:

1-hol. a+ib (2) ning ildizi bo’lmaganda xususiy yechim

y=e* (f}(x) -sinbx +Q,(x)- cosbx) )

ko’rinishga ega, bu yerda E,Q — { =max{n,m) darajali ko’phadlar.
2-hol. atib (2) ning s karrali ildizi bo’lganida xususiy yechim
jf=e“’-x"'(P,(x)~sinbx+Q,(x)~cosbx) (6)
ko’rinishga ega.
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Har ikki holda ham P,,Q, ko’phadlarning koeffitsientlari anigmas koeffitsentiar
usuli yordamida topiladi.

Misol. Quyidagi bir jinsli tenglamalaming umumiy yechimini toping.

a) y'-5y+6y=0. by y"+6)"+11y'+6y =0.

c) y”-10 y'+25y=0, d) y"+2 y'+5y=0.

Yechish. a) Bu tenglama uchun r?-5r+6=0 xarakteristik tenglama
rn=2, r=3 ildizlarga ega, shuning uchun umumiy yechim ushbu ko’rinishda
bo’ladi: y=Ce™ +C,e™

b) Berilgan tenglama uchun xarakteristik tenglama:
r*+6r’ +11r+6=0 ko’rinishda bo’ladi. Chap tomonini ko’paytuvchilarga ajratib,
(r +1)r? +5r +6)=0 ni hosil gilamiz, bu yerdan r, =1, r,=-2, r,=-3.

Differensial tenglamaning umumiy yechimi:

y=Ce" +Ce ¥ +Ce™

¢) »'-10y'+25y =0 tenglamaga mos xarakteristik tenglama +> —~10r+25=0
ikki karrali r =5 ildizga ega, binobarin, umumiy yechim quyidagicha bo’ladi:

y= (C\ + szyh

d) »'4+2)'+5y = 0 tenglamaga mos xarakteristik tenglama r’ +2r+5=0 ning
ildizlari ,, = ~1% 2/ demak, tenglamaning umumiy yechimi:

y=e*(C,cos2x+C,sin2x)

Masala. 1 g massali zarra A nugta tomon shu nuqtadan zarracha bo’lgan qadar
masofaga proporsional bo’lgan tortish kuchi ta’sirida to’g'ri chizigli harakat gilmoqda.
I sm masofada 0,1 Dina kuch ta’sir etadi. Muxit qarshiligi harakat tezligiga
proporsional va u tezlik 1 sm/s bo’lganda 0,4 Dinaga teng. =0 boshlang’ich
momentda zarra 4 nugtadan 10 sm o'ngroqda joylashgan va tezlik 0 ga teng. Yo’lning
vaqtga bog’lanishini toping.

Yechish. Zarraga ikkita kuch ta’siretadi: F,=kx va F, =k, 5—:, bu yerda x-

momentda o’tilgan yo’l, %-tezlik. ki va k; lami
K, =0l=k
Rl =04=k
shartlardan topamiz: k, =0, &, =0,4.
F; ~tortish kuchi sifatida manfiy bo’ladi. U holda ushbu harakat tenglamasi:
d’x
m-r5
dt
d2x dx dix dx

——=-0lx-0,4— yoki ——+0,4—+0,lx=0 ko’rinishga ega bo’ladi.
dt dt dt dt

=-F-F m=1 da
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Bu tenglamaga mos xarakteristik tenglama #»’ + 0,47 +0,1 =0 bo’lib, uning
ildizlari r, , = -0,2+0,245i dan iborat. Demak, tenglamaning umumiy yechimi
x=e""(C, cos0,245t + C, 5in0,245t) bo’ladi.
dx

=0 = 10, 717 I:=0= 0 shartlar

]
C, =10,
{— 0,2C, +0,245C, =0
tenglamalar sistemasiga olib keladi. Bu sistemadan C, =10, C, =8,16 lami topamiz.
Demak, izlangan yechim
x = e "*(10c0s0,245¢ + 8,16sin 0,245¢)
Misol. Quyidagi bir jinslimas tenglamalarning umymiy yechimini toping.

a) y'-4y+dy=x’, by Ty'-y'=14x.
c) y'+4y+3y =9, d) y'+4y'-2y=8sin2x.
e) y'+y=4xcosx. 5) y'+2y'+5y=e "cos2x.

Yechish. a) Dastlab y''-4)'+4y = x’ tenglamaga mos bir jinsli y"-4y'+4y=0
tenglamaning umumiy yechimini topamiz. Uning r?-4r+4=0  xarakteristik
tenglamasi r,, =2 karrali ildizga ega, shuning uchun umumiy yechim ushbu
ko’rinishda yoziladi:

y=e"(C, +Cyx).

Agar a=0 va b=0 bo’lsa, (4) da f(x)= P,(x) ko’rinishda bo’ladi. Bu holda (5)
ga ko'ra 0 soni xarakteristik tenglamaning ildizi bo’lmasa, Xususiy yechimni
y=0,(x) ko’rinishda, 0 soni xarakteristik tenglamaning s karrali ildizi bo’lganida esa
xususiy yechimni y=x'Q,{x) ko’rinishda izlash kerak.

Berilgan tenglamaning o’ng tomoni 2-darajali ko’phad va 0 soni xarakteristik
tenglamaning ildizi bo’lmagani sababli, xususiy yechimni J=Ax"+ Bx+C
ko’rinishda izlash lozim. Noma‘lum 4, 8 va C koeffitsientlarni topish uchun y, ni va
uning hosilalarini tenglamaga qo’yamiz hamda chap va o’ng tomondagi
koeffitsientlarni tagqoslaymiz:

24-424x + B)+ 4(Ax* + Bx+ C)=x*, A=—,B ng

Lpt
49 2’

Demak, xususiy yechim: y = %(2,\'2 +4x+ 3) .
Umumiy yechim: y =3+ §=(C, +C,x)e” + %(2;:2 +4x+3).
b) 7y"-y'=14x ienglamaga mos bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi:
X
H 1 .
¥7=C +C,e” chunki xarakteristik tenglamaning ildizlari »=0,r, = 7 0 soni
xarakteristik tenglamaning oddiy ildizi bo’lgani uchun xususiy yechimni
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jzzx(Ax+ B) ko’rinishda izlash kerak. Tegishli tenglamalardan 4, B lami topamiz:
A=-7, B=-98.

Demak, xususiy yechim: y=C, +C,e” —7x* —98x.

x

c) y'+4y+3y=9¢”" tenglamaga mos bir jinsli tenglamaning umumiy
yechimini osongina topamiz: 7=C,e’3‘ +C,e™. Agar b=0 bo’lsa, (4) ifoda
F(x)=e™ P,(x) ko’rinishda bo’ladi. Bu holda a soni xarakteristik tenglamaning ildizi
bo’Imasa, xususiy yechimni (5) formulaga ko’ra 5 =e™Q,(x) ko’rinishda, a soni
xarakteristik  tenglamaning s karrali ildizi bo’lganda esa xususiy yechimni (6)
formulaga ko’ra 3= x’e®Q(x) ko’rinishda izlash kerak.

Berilgan tenglamaning o’ng tomoni f{x)}=9e™* ko’rinishida bo’lib, &=-3
xarakteristik tenglamaning oddiy ildizi bulgani uchun xususiy yechimni j= Axe™
shaklda izlaymiz. Bu yechimni tenglamaga qo’yib, —2A4e™ = 9¢ *ni hosil gilamiz,

bu yerdan A=—§. Demak, xususiy yechim: j:——z—xe"", umumiy yechim:

y=Ce ¥ +Cpe™ —gxe'S’r .

d) y"+4y’-2y=8sin2x tenglamaga mos bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi:
5= Cel 4 ¢
Berilgan tenglamaning o’ng tomoni f(x)= eO’PO(x)sin 2x ko’rinishida bo’lib,
atbhi=2i xarakteristik tenglamaning ildizi bo’lmagani uchun xususiy yechimni
¥ = Acos2x ~ Bsin2x shaklda izlaymiz. Bu ifodani berilgan tenglamaga qo’ysak,
(— 64 +8B)cos2x - 6B+ 84)sin 2x = 8sin 2x
cos2x va sin2x oldidagi koeffitsientlani tenglab, 4 va B larni topamiz:

16 i2 16 12 . .
A=—----, B=~--=_ Demak, xususi chi y=——cos2x——sin2x, umumi
’ 35 55 ususiy yechim ¥ 25co x % in2x v

yechim y=C‘e-(~/6+z)x+Cze(~/6.z)x _ 16cos2x+ 125m2x.

25
€) y"+y=4xcosx tenglamaga mos bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi:

y=C,cosx+C,sinx. a+bi~i xarakteristik tenglamaning oddiy ildizi bo’lgani uchun
xususiy yechimni § = x((A4x + B)cosx+ (Cx + D)sinx) ko’rinishida izlaymiz. 4, B, C,
D lar uchun mos tenglamalarni yechib, 4=0, B=1, C=1, D=1 lari topamiz. Demak,
xususiy yechim: J = xcosx + x’sin x , umumiy yechim:
y=C,cosx+C,sinx + xcosx+ x’ sin x.

f) y"42p+5y =e* cos2x tenglamaga mos y"+2) +5y =0 tenglama uchun
r’+2r+5=0 xarakteristik tenglama r,=-1%2i ildizlarga ega. Shuning uchun,
mos bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi:
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¥ =(C,cos2x+C,sin2x)e™™, a+bi=-1+2i son xarakteristik tenglamaning oddiy
ildizi bo’lgani uchun xususiy yechimni 5= x(Acos2x + Bsin2x)e ™~
ko’rinishda izlaymiz. Noma‘lum A va B koeffitsientlarni topish uchun y ni va uning

hosilalarini tenglamaga qo’yib va ¢ * ga gisqartirib, bu yerdan 4=0, B = a Demak,

y=—xe "sin 2x. Shunday qilib, umumiy yechim:

Fy -

y=(C,cos2x+C,sin2x)e™ + %xe" sin2x.

Misol. Ixtiyoriy o’zgarmaslarni variatsiyalash usulini tatbiq etib, quyidagi
tenglamalarni integrallang.

~1
b) y'—y'=e"cose’; c) yryt=i—.
x

a) yHy=—5-;
cos’ x
Yechish. a) Mos bir jinsli y"+ y=0 tenglamaning umumiy yechimi:
y=C(x)cosx+C,(x)sinx. O’zgarmaslarni variatsiyalab, xususiy yechimni
P=C(x)cos x +C,(x)sinx ko’rinishda izlaymiz. C,(x) va C,(x) lar (Il bob 2-§ dagi
(3) ga ko’ra)
C,'(x)cosx+C,'(x)sinx =0,

T H Y l
~C,'(x)sinx + C,(d)cosx = e
222 kelib

. . S . 1
sistemani qanoatlantiradi. Bu sistemadanC,'(x)=——— va C,'(x)=-—5
cos’ x 7 cos’x

chigadi. Integrallash ushbuni beradi:
|

C(x)=- 7 C,(x)=1gx.
2cos” x
a2 _ 2
Demak, y= 1 Sanx 1+ 2sin x____coszx‘
2cosx  cosx 2cosx 2cosx
. . . ) 5
Umumiy yechim: y=y+y=Clcosx+Czsmx~—--—_cOS X
2cosx

b) y''=y'= e? cose”. Eng oldin mos bir jinsli y”-y'=0 tenglamaning umumiy
yechimini topamiz: r*>-r=0,r,=0,r,=1, y=C/{x)+C,(x)e*. Xususiy yechimni
$=C,(x)+C,(x)e* ko’rinishda iztaymiz. Bunda C,(x) va C,(x) lar ushbu

C'(x)+C,(x)e* =0
{C, '(x)0+C,'(x)e” =™ cose”
sistemadan aniglanadi. Bu sistemadan quyidagilarga ega bo’lamiz:

C,'(x)=—€" cose®, C,'(x)=e" cose”,

C,(x)=~e"sine” ~cose*, C,(x) =sine".

Bundan berilgan tenglamaning umumiy yechimini topamiz:
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y=-e"sine” —cose® +e"sine* =—cose”,
y=y+y=C+Cye" —cose”.
_l . . .. M » » H
c) y''+y'= 12— Berilgan tenglamaga mos bir jinsli 3"+ y"=0 tenglamaning
x

umumiy yechimi:

Pert=0, rr+1)=0,r,=0n=-1,p=C +Cx+Cye™

Xususiy yechimni  y=C(x)+C,(x)x+C;(x)e™™ ko’rinishda izlaymiz.
6,0 ) €, (x)ami

Cl(a)+ i)+ G r)e =
0+Cy{x)1-Cy(x)e™ =0 sistemadan topamiz:

0+Cy(x)0+C;(x)e* =

) 1 1
C,(x)=—1+;—2-, C,(X)=—X*;+Cp
. 1 1 . 1
CI(X)’-:‘;—-;Z—, (,z(x)=ln|x|+~;+(71,
G le", Cg(x)=le” +C,.
X

Topilgan ifodalami hisobga olib, umumiy yechimni yozamiz:

j»:—x—-—1—+xln[x]+I+—]—=l—x+xln}x],
X X

y=y+p=C+Cx+Ce "+ l—x+x|n|x(.
Quyidagi bir jinsli tenglamalaring umumiy yechimini toping (3.1-3.6).
3.1, y"+3y'=0. 32, y"+4y'-Sy=0.
33. p"-16y+64y=0. 34. y"-4y+5y=0.
35, VY3 3.6, y"+8y=0.
y
3.7. y"+4y=0 tenglamaning M(0,1) nugtadan o’tuvchi va shu nuqgtada y-x=1

0’g’ri chiziqqa urinuvchi integral egri chizig’ini toping.
Quyidagi bir jinslimas tenglamalarning umumiy yechimini toping (3 8-3.19).

3.8. »"+8y'=8x. 39. y"+2y+y=-2.

3.10. y"+ y'+y=(x+x2)e‘. 341 p"+3y'=3xe ™

3.12. y"+4y'-2y=8sin2x. 3.13. y"+y=x'sinx

314, p'-4p'+ay=8e . 3.15. y"™+2y+5Sy=e “sin2x.
3.16. y"+4y+3y=9¢ . 3.17. 2y"+ Sy'=29cosx.

3.18. y"+2y'=4de"(sinx + cosx) 3.19. y"+4y'+Sy=10e ¥ cosx.
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Quyidagi tenglamalaming berilgan boshlang’ich shartlami ganoatlantiruvchi
yechimini toping (3.20-3.27).

3.20. y*-4y'+3y=0, y(0)=6, y'(0)=10. 3.21. y"~2y'+2y =0, y(0)=0, y(O)=1.

3.22. "2y 3y =0, y(0) =1, p'(0)=3. 3.23. y"-5y'+4y=0, y(0)=1, y'(0)=1.

3.24. y"+9y'=6e™, 3(0)=0, y(0)=0. 3.25. y"-4y'+Sy=2x"¢", y(0)=2, y'(0)=3.

3.26. y*~2y'=2e", y()=~1, y(1)=0.

3.27. y+4y=4(sin2x+c0s2x), y(7) =y (1) =2x

Ixtiyoriy o’zgarmaslami variatsiyalash usulini tatbiq etib, quyidagi
tenglamalarni integrallang (3.28-3.33).

1
3.28. y"+y= . 329, y"+9y= .
CcOS X ied sin3x
330. y-2y+y=%. 331 "+ 2y'+y=-——lT.
x xe

332, y"+y=cigx.

3.33. y+dy=—iy—.
sin* x

3.34. Massasi 200 g bo’lgan yuk prujinaga osilgan. Yuk 2 sm pastga tortilib,
keyin qo’yib yuborilgan. Agar yuk v=1smv/s tezlik bilan harakat gilsa, muxit unga
107 N qarshilik ko’rsatadi. Prujinaning garshilik kuchi uni 2 sm cho’zganda 100N ga
teng. Prujinaning massasini hisobga olmay, muxit qarshiligi harakat tezligiga
proporsional bo’igan holda yukning harakat qonunini toping.

3.35. 10 kg massali jismga uni muvozanat holatiga qaytarish uchun harakat
giluvchi elastik kuch ta’sir etadi. Kuch siljishga proporsional va u yuk 1 m siljishga
20N ga teng. Muhit qarshiligi harakat tezligiga proporsional uchta tebranishdan so’ng
amplituda 10 baravar kamayadi. Tebranishlar davrini toping.

& A1 bobga doix wisol v masalalerning javoblari. i
LL y=x'Inx+Cx* +C,x+C,. 12. y=~ln(1+th,tgx)+?lz-ln(l+tg?x)+Cz.

1.3.y = (x+ Clinx+Cp) ~x - Cp+ Cax+ C3. 1.4, y=Cie™ +C,e™™.
l.S.y=i§(x+C,)m+Cz. 1.6. x=C, + C,y +C,)°

1.7 y=(x-D+Cx+Cpyy=e"(x-1). 18 y+ CIny=x+C,; y=-1.
1.9. y=C2+Clsinx~x—?12-sin2x;y=25inx—x——;—sin2x—1.

1.10. y=C, ~acos(x + C,); y =~ + a(l ~ cosx).

1.11. Zanjir chizig. 1.12. Parabola. 1.13. s:si';;[ (?-’Enc) Jc'}
m

114 v= |E%
mg +kv}

2.0 (x-Hy"—xp'+y=0. 2.2, y"-y'oigx=0.2.3. (x* - 2x+ 2)y™—x'y" 2xy-2y =0.
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24, y"y=0.2.5. y=Ce™ +C,(4x* +1). 2.6. y=C,(2x—1)+£2~+xZ.
x
2.7. y=C, cos(sinx)+C,sin(sinx). 2.8. y=Cx+Cpx* +C;x*.
29. y=C +C,sinx+sinx-In|sinx]. 2.10. y=C,(Inx-1)+C, +x(In’ x—2Inx—-2).
2.11. y=Ce +C,~cose’ 2.12. y=Cie¥ +C, +(x* =1e" .

2
2.13. %:5;(, zanjirning osilgan bo’lagi, t=,/0,6|n(6+\/§)s. 2.14. s=0,2"-1.
1 m

2.15. x=ae".

y=Ce" +Cpe"
3.0 y=C +Ce™. 3.2. y=Ce +(Le". 33. y=(C, +C,x)e™.
3.4. y=e™(C cosx+C,sinx) 3.5. py=Ce* +C,e™’.

3.6. y=Ce™ +e"(C,co83x+C,sin3x). 3.7. y=0052x+%sin2x.

2
3.8. y=C,+C1e’x’+%—§. 39, y=(C,+Cyxle " -2.

= 3
3.10. y=e? C,sin£x+C.cos~J—§x N ESE e,
2 - 2 2 3 3 :

[ J
2
3.11. :c+ce-.u,(x_+g
y=0,+0C, 73 e
12sin2x +160052x
25 :

3 .
3.13. y= C,+£-'L cosx+| C,+ % Jsinx.
4 6 © 4

3.12. y=CeBPr yC ot _

3.4 y=(C +Cr)e™ +4xle™, 3.15. y=e7(C, coslx+Czsin2x)—-:1‘—xe“c052xA
3.16. y=Ce™+C,e ‘—-Z—xe""‘ 3.17. y=C,+C,e*"* +5sinx~2cos x.

3.18. y=C,+Cpe ™ +%e‘(65inx—2<:osx).

3.19. y=e ™(C, cosx+C,sinx)+5xe* sinx.

320. p=de*+2e™. 3.21. y=e'sinx. 3.22. y=e*(cosy2x +2sinv2x). 3.23. y=€"
3.24. y=—§l(cos:'ox+sin3x—e"). 3.25. y=e™(cosx—2sin2x)+(x+1e".

3.26. y=e*'-2¢"+e-1. 3.27. y:37rcost+%sin2x+x(sin2x—-c052x).

3.28. y=C,cosx+C,sinx+xsinx+cosxInfcosx|.

3.29. y=, cos3x+Czsin3x~éxoosx+%sinxlnlsin3xl.

3.30. y=Ce +Cyxe" +xe’Injx|. 3.31. y=Ce™ +C,xe™* +xe “In|x|.

3.32. y=C cosx+C, sinx+sinxlnltg~;—|.
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3.33. y=C cos2x+C, sin2x — cos2xIn|sin x| —(x + 0,5c1gx)sin 2x .
3.34. $=e™"(2c05156,6¢+0,003135in156,6¢) .

335.T =-;—J-_5:\/(67r)2 I’ 10.
g
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111 BOB. DIFFERENSIAL TENGLAMALAR VA Maple KOMPYUTER ™ .
DASTURI BT

.#¥1-§._ Differensial tenglamalarni analitik yechish

Differensial tenglamaning umumiy yechimini topishda Maple da
dsolve(de,y(x)) buyrug’i qo’llaniladi, bu yerda de — differensial tenglama,
y(x) — noma‘lum funksiya. Differensial tenglamada ishtirok etadigan hosilalalarni
ifodalashda  diff  buyrug’idan foydalaniladi. Masalan, y"'+y=x tenglama
diff (y(x) , x$2) +y (x)=x ko’rinishda yoziladi.

Maple da umumiy yechimda ishtirok etadigan ixtiyoriy doimiylar _C/, _C2, ...
kabi belgilanadi.

Misol a) y'+ycosx=sinxcosx; b) y"-2y'+y=sinx+e™ tenglamalarning umumiy
yechimlarini toping.

Yechim.
a)
{ > restart;

>de:=diff (y(x),x)+y(x)*cos (x)=8in(x) *tcos(x);

de:=(§ y(Jt)) + y(x)cos(x) = sin(x)cos(x)
X

>dsolve (de,y(x)) ;
Y(x)=sin{x)~ 1+ _CJ
- Demak, umumiy yechim : y{x) =sin(x)— 1+ (/.

)
> restart;
> de:=diff (y(x),x$2) -2+diff (y(x) ,x) +y(x)=sin{x)+exp (-x) ;

2
> dsolve(de,y(x));
Wx)=_Cle* +_C2*x+ é—cos(x) + :‘Le‘ o
lemak, umumiy yechim : y(x)=_Cle*+ C2e*x+ %cos(x) + ie‘ B

fisol. y"+k2y=sin(qx) tenglamaning gk va g=k (rezonans) hollarda umumiy
:chimini toping.
2chim.

> restart; de:=diff (y(x),x$2)+k* 2%y (x)=sin(g*x) ;

2
de:=(%y(x)] + k2 y(x) = sin{gx)

>dsolva(de,y(x)) ;
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(ﬂ 1oos((k+q)x) , 1 cos((k-g)x)

sin(kx)
2 k+q 2 k—q

y(x)= Z -

( 1 sin((k-gq)x) _1sin((k +q)x)
2 k-gq 2  k+gq

k
Endi rezonans holini ko’ramiz:
>qg:=k: dsolve(de,y(x)):

1 cos(hx)’ sin(k) (-%cos(kx)sin(kx) + % kx)cos(kx)
2 & I
_ClIsin(kx)+ _C2cos(kx)
Differensial tenglamaning fundamental yechimlarini topishda Maple da
dsolve (de,y(x), output=basisa) buyrug’i qo’llaniladi.
Misol, y™+2y"+y=0 tenglamaning fundamental yechimlarini topamiz:

Yechim.
>de:=diff (y(x) ,x$4) +2*diff (y (x) ,x$2) +y (x}=0;

(2 & -
de: (6x‘ y(x))+ 2(6)‘2 y(x)]+y(x) 0

>dsolve{de, y(x), output=basis);
[cos(x),sin(x), xcos(x),xsin(x)]

)cos( kx)

+ _Clsin(kx)+ _C2cos(kx)

y(x)= +

Demak, fundamental yechimlar: [cos(x),sin(x),xcos(x),xsin(x)] .

Koshi masalasini yechishda dsolve ({de,cond}, y(x)) buyrug’i quilaniladi,
bu yerda cond — boshlang’ich shartlar.  Yuqori tartibli tenglamalar uchun
boshlang’ich shartlarda ishtirok etgan hosilalalar uchun D (y) (birinchi tartibli hosila
uchun) va (p@@nxy) (r-chi tartibli hosila uchun) operatorlari qo’ Haniladi. Masalan ,
V(1)=0, y"(0)=2 shartlar mos ravishda D(y)1)=0 va (D@@2)(y)0)=2 kabi
yoziladi.

Misol. Koshi masalasini yeching: y™*+y"=2cosx, )(0)=-2, '(0)=1, 3"(0)=0, y"(0)=0.
Yechim.
>de:=diff (y(x) ,x$4)+diff (y (x) ,x$2)=2%cos (x) ;

-[2 2 )=
de '—[6):4 y(x)]nt(&‘Z y(x)j 2cos(x)

> cond:=y(0)=-2, D{y) (0)=1, (DEE2) (y) (0)=0, (D@E3) (y) (0)=0;
cond:=y(0)=-2, D(y)()=1, (DPXy)(0)=0, (D )}y X0)=0
> dsolve({de,cond},y(x));
Mx)=—2cos(x)-xsin(x)+x
Demak, Koshi masalasi y(x)=—2cos(x)—xsin{x)+x yechimga ega.
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2-§. Differensial tenglamalarni tagribiy yechish va tasvirlash . |

Ko’pincha differensial tenglamalami yechimlarini analitik ko’rinishda topish
imkoniyati bo’imaydi. Bunday hollarda yechimlami Maple dasturi Teylor formulasi
shaklida aniqlashga imkon beradi.

Bunda Maple da dsolve(de,y(x), series) buyrug’i qullaniladi. Bundan
oldin Order:=n buyrug’i yordamida ko’phadning darajasini belgillash mo’mkin.
Misol. y'=y+xe’, y(0)=0 Koshi masalasini taqribiy yeching .

Yechim. n =5 deb olamiz.

> restart; Order:=5:

>dsolve ({diff (y(x) ,x) =y (x)+x*exp(y(x)) ,y(0)=0},y(x),
type=series) ;

1, 1y 1., 5
y(x)—zx +6x +6x +0(x7)
Boshlang’ich shartlar berilmagan holna qaraylik.
Misol. y"(x)-y*(x)=e "cos.
Yechim. n =4 deb olamiz.

> restart; Order:=4: de:=diff(y(x),x$2)~- y(x)"3=

exp (-x) *cos (x) :

> f:=dsolve(de,y(x),series);

2 ' 3 4
£ = 9x)= (0) + DYXO)x + (%yw)’ + %)x + [% 0) D(y)«))—g)x +O(x*)

Endi »(0)=1, y’(0)=0 boshlang’ich shartlarni beramiz:
> y(0):=1: D(y) (0):=0:f;

y(x)=1+x —%x’ +0(x*)

Qulaylik uchun taqribiy va aniq yechimlami bitta chizmada bir-biri bilan solishtirish
magqsadga muvofiq. Buni y" — ' =3(2-x%)sinx, y(0)=1, '(0)=1, y"(0)=1 Koshi
masalasida kuzataylik:
> restart; Order:=6:
>de:=diff (y(x) ,x8$3) -diff (y(x) ,x)=3*%(2-x"2) *sin(x) ;
2 0
de::(— x) =] =y(x) | =3(2— x?)sin(x
kaﬂJ’( )) (axy( )) ( )sin(x)
> econd:=y(0)=1, D(y) (0)=1, (D@@2) (y) (0)=1;
cond=y(0)=1, D(y)X0)=1, D¥(y)(©0)=1
>dsolve({de,cond},y(x)) ;

y(x)‘—‘—zz—lcos(x) ——g—xz cos(x) + 6xsin(x) 12+ %e" +—i~e(""

>yl:=rhs (%) :
>dsolve({de,cond},y(x), series);
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y(x)=1 pxidp il Lo, Ly 0(x*)
2 6 24 120
> convert (%,polynom) : y2:=rhs (%) :
>pl:=plot(yl,x=~-3..3,thickness=2, color=black) :
>p2:=plot(y2,x=-3..3, linestyle=3, thickness=2,
color=blue) :
>with(plots): display(pl,p2):

3 2 - ix2 3

Maple izoklinalar yordamida bitta rasmda bir nechta Koshi masalalaming integral
egri chiglarini yasashga ham imkoniyat beradi.

Masalan, y' =cos(x ~ y) tenglama uchun y(0)=0, ¥(0)=1, ®0)=-1, »(0)=-0.5,
H0)=4, 1(0)=2, 3(5)=2 boshlang’ich shartlarga mos bo’lgan 7 ta integral chiziglarni
turli ranglarda (black, gold, red, green, blue, coral, magenta) tasvirlasa bo’ladi:

> restart:

> with(DEtools) :

> diff(y(x) ,x) = cos{-y(x)+x);

> phaseportrait (D(y) (x)=cos(y(x)-x),y(x),x=-Pi..Pi,[[y(0)=0],
ly(0)=1], ([y(0)=-1], [y(0)=-.5]1, [y(0)=4], [y(0)=2],[y(5)=2]],
>color=cos (y-x), linecolor=[black,gold,red,green,blue, coral,
magenta] , arrows=mediun) ;

iy(x) =cos(—y(x) + x)
ox
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. Minstagil ish uchun individual vazifalar. # g

1. Differensial tenglamaning umumiy integralini toping.

1.1 dxdx —3ydy =3x’ydy - 2xp%dx. 1.2 x|/l +y* + py'N1 +x* =0.

13. 4+ y dx— ydy = x*ydy. 1.4. \J3 + y*dx — ydy = x* ydy.
1.5. bxdx —6ydy = 2x*ydy - 3xy’dx.  1.6. x\(3+ y*de+ N2+ x*dy=0.

2

1.7. (€% +5)dy + ye dx =0. 1.8. y'y :‘xz +1=0.
-y

1.9. 6xdx ~ 6ydy =3x’ydy - 2xp*dx.  1.10. x5+ y*dx+ yN4+x’dy=0.

“1.11.y(4+e‘)dy—e‘dx=0. 112 Va-x )+ +x=0.
1.13. 2xdx - 2ydy = x* ydy - 2xy*dx.  1.14. xmdx+ymdy=0.
1.15. (e"+ 8)dy - ye* dx =0. 1.16. {5+ y* + yy1- x* =0.
1.17. 6xdx ~ ydy = yx’dy ~3xy’dx.  1.18. ylny +x' =0.

119, (1+€*)p' = ye*. 120, Y1=x?y + xp* + x =0,

1.21. 6xdx — 2ydy = 2yx’dy ~3xp’dr. 1.22. y(1+Iny)+xy' =0.

123. (3+¢* )y =" 124. {34y +41-x7 3" =0,

25. xdx — ydy = yx*dy ~ xy*dx. 1.26. 5+ y'dx+ 4(x’y + y)dy=0. -
27, (1+ef)yy' =¢". 1.28. 3(x’y + y)dy + 42+ Y dx =0,
29. 2xdx — ydy = yx*dy — xp*dx. 1.30. 2x + 20> + V2 -x7y' = 0.
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2. Differensial tenglamaning umumiy integralini toping.

2
2.l.y'=~Jiz—+4X+2.
X X

x+y

23. y'=x~y.

2
2.5, 2y’=—¥7+6iv—+3.
P X

+2
2.7. y'=x a4

2x-y

2
29. 3y':—£2—+8-i—+4.

X XYy
211, y' =
Y x*—2xy
2
213y =2 16216
p X
2 2 v
215, 3 == +2 VY
2x° —2xy
2
2.17. 2y’=Zz—+81+8.
X X
2 a2
210,y =X T3V
3x° —2xy
2
221y =2 +82 412,
X X
2 2
223y = txy 3y
x" —4xy
2
2.25. 4y'=y—2+10—)i+5.
X X
2 2
. X +xy-5y
227.y = x2~6xy

229.3y' =2 +10Z +10.

22. xy

.3y 2x?
2y 4 xt

24.xy =\x* + 3" +y.

26. xy

, 3y 4t
2y* +2x%

28. xy' =24x* + y* + .

.3y +6yx?
2.10. = —.
xy 2y* +3x°
212, xy" = 2x* + y* + y.
2 14 xy’:M_
o 2y +4x°
2.16. xy' =3y/x* +y* +y.
. 3y°+10ux?
2.18. = e,
Yy s
2.20. xy' =32x° +}—2+ .
3 12 2
222, xy =2 F1BX
2y° +6x
224 xy"=23x* + )" +y.
3y +14x’
126, = 1A
2y° +7x
2.28. xy' = 4x? + 7 + y.
230. xy' =44/2x° + > + 3.
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3. Differensial tenglamaning umumiy integralini toping.

x+2y-3
2x-2
, 3y-x-4
C3x+3
x+y-2
3x-y-2
x+y-8

3.y =

33.y
35.y' =

37.y' = .
7 3x-y-8

3v+3
2x+y-1
' X—=2y+3
S 2x-2

39. y'=
3Ly

3.13. y Se3

(_X+3y-4

x+2y-3

Cx-1
5p+5

3.15. yp
317. y'=

3.19.y' =

X+y+2
x+1

2x+y-3
2x-2

xX+5y-6

321.y' =

323, y'=

321)/=7x—y—6'
, 2x+y—1
2x-2
6y—6

327y

329. y' =

. 2x+3y-5

Ax+3py 1

, xXx+y-=2
12)}-—£:zr_
2y-2
x+y-2
,_2x+y-3
S
F_X+3y+4
 3x-6
,_X+2y-3
x+8y-9
10x-y-9
4y -8
3x+2y-7

316, y' = X2 *3

34. ' =
36.y
38 y
3.10. y
342 y'=

3.4, y' =

x-~1
,_ 3x+2y-1
T oxet
r_Xx+4y-=5
_6x—y—5
. 2x+y-3
T 4x—4
Yy
2x+2y-2"
x+y-4
x-2
s _3y—=2x+1
T 3x+43
_x+6y—7

3.18. y
3.20. y
3.22.

324, y' =

326. y' =

328. y

3.30. ' .
Y 8x~y-7

www.ziyouz.com kutubxonasi



4. Koshi masalasining yechimini toping.

41y —y/x=x*, »1)=0.
42. y' —yctgx =2xsinx, y(7/2)=0.

43. ¥y +ycosx = é—sin 2x, y(0)=0.
44. Yy +ytgx=cos’x, y(n/4)=1/2.

xiZ =x*+2x, y(-1)=3/2.

1
46. ' ———y=e*(x+1), y(0)=1.
V- y=elx ), »(0)

45.y' -

4.7. y'~—’2=xsinx, y[£)=l.
x 2
48. y' + 2 =si =
8.y +==sinx, y(7)=
x

’ y 2
49. = =x* y(l)=
y +2x x y()

2x
4.10. = , ==,
;v+1 FYEITE y()

5

4.11.

4.12 '+Z xrl, y(1)=e
X

413 y'—-)i_—zl~ni y(1)=1.
X

4.14 y'—!- (1)=4
X
2

415y +=y=x, y(1)=-5/6.
x

416, y' +2 =3z, y(1)=1.
x
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4.17. y'—li?:z =1+x*, y(1)=3.

418y + Zx,y=l, y()=1.
x

3y 2
419,y +=2L =2 y(1)=1.
Y+=—==, y(1)

420. y' +2xy=-2x°, y(l)=e.

, Xy x 2
421, ==, y(0)==.
Y i-4) 2 r(0)=3

422. Y +xp=—x’, y0)=3.
1235~y e (e 1), H(0)=1.

424,y +2xy=xe ™ sinx, y(0)=1.
4.25. y'—2y/(x+l)=(x+l)3, y(0)=1/2.
4.26. y'— ycosx = —sin2x, y(0)=3.
427 y' —4xy=-4x’, y(0)=-1/2.

y Inx

4.28. y‘— ="—;—, y(])=]

x
429. y'—3x2y=x2(l+x3)/3, y(0)=0.
430. y'— ycosx =sin2x, y(0)=-1I.

5. Koshi masalasining yechimini toping.

5.1 yde+(x+e¥)dy=0, y| =2
5.2.(y“ey+2x)y'=y, Yo =1

53. yidx+(xy-1)dy =0, y[H =e.
54.2(4y* +4y-x)y'=1, y| =0

5.5. (cosZycos2 y —x)y’ =sinycosy, ¥

z/3.

x=l/4 =
5.6. (xcos2 y- y2 )Y' = yCOS2 ¥, Y‘m = 7’/4'
57. ¢ (dv—2xydy) = ydy, M =0
58.(104y° —x)y' =4y, | ,=1.
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5.9. dx +(xy—y3)dy =0, y,_,=0.

5.10. (3y0052y—2y25in2y—2x))":y, y
1. 8(4y* +y-y)y' =1, | _,=0.

5.12. (ZIny— In? y)dy = ydx —xdy, | _, =¢".
s03.2(x+y*)y' =y, H.,=-1

5.4, y* (y-1)de +30° (y-1)dy =(y +2)dy, |, =2
5.15. 2y2dx+(x+el/y)dy =0, y
5.16. (xy + [y )dy + ydx =0, y
5.17. sin2ydx = (sin2 2y —2sin’ y+2x)dy, yl,__,,/2 =n/4.
sa8. (y* +2y-x)y'=1, =0

5.19. 2y\[ydsx - (6x y+T)dy=0, H,_,=1.

5.20. dx = (siny+3cosy +3x)dy, y| _.» =7/2.

= /4.

x=16

=1

4

x=-1/2 =%

x=e®/
5.21. 2(cos2 y-cos2y - x)y’ =sin2y, y|x=3/2 =5r/4.
5.22. chydx =(1+xshx)dy, |, =In2.

523.(13y° —x)y' =4y, ¥ =1.

x=5

5.24. y° (y2 + 4)dx + 2xy(y2 + 4)dy =2dy, y]x:”/s =2.

5.25. (x+ln2y—lny)y'=y/2, Y,
5.26. (2xy + \/;)dy+ 2y*dx =0, y‘x:_“]/z =L
5.27. ydx+(2x - 2sin’ y — ysin 2y)dy =0, y

=1.
=2

o = z/4.
5.28. 2(y’ -y+ xy)dy =dv, )|,_,=0.

529. 2y +xtgy-y'tgy)dy=dx, y
5.30. 4y’dx + (e‘/ @)y x)dy =0, y

=7

x=0

=1/2.

X=€¢

6. Koshi masalasining yechimini toping.
6.1. y' +xy=(1+x)e” ¥, y(0)=1.
62. xy'+y=2y"Inx, y(1)=1/2.
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63.2(x' +y)=x’, y(1)=2.

64.y +4x’y = 4(x3 +l)e““ ¥y, y(0)=1.
65.xy' —y=-y*(Inx+2)Inx, y(1)=1.

66.2(y' +xy)=(1+x)e*y*, y(0)=2.
6.7.3(x +y)=y*Inx, p(1)=3.
6.8.2y"+ycosx =y 'cosx(l+sinx), y(0)=1.
6.9. y'+4x3y=4y2e“(1—x3), y(0)=-1.

6.10.
6.11.
' +5y=(4x-5)y*, y(1)=1
6.13.
6.14.
6.15.
6.16.

6.12

6.17.
6.18.
6.19.
6.20.
6.21.
6.22.
6.23.
6.24.
Y =-y=x y(0)=1.
6.26.
6.27.
6.28.
6.29.
6.30.

6.25

3y +2xy =27 e, p0)=-1.
2xy’—3y=—(5x2 +3)y3, y(1)= /2.

2y'+3ycosx=e"(2+3cosx)y™, y(0)=1.
300/ +y)=w", y(1)=3.

y —y=2xy°, y(0)=1/2.

2xy' -3y =—(202* +12)y°, y(1)=1/2V2.
¥ +2xy =2x"y", y(0)=\/5.
xy'+y=y"Inx, y(l)=1

2y +3ycosx=(8+12cosx)e* y', y(0)=2.
4y'+x3y=(x’+8)e >y, y(0)=1.
8xy'—12y=—(5x2+3)y3, y(l)=\/5.

20V +y)=0", y(0)=2.
y+xy=(x-1)e*y’, y(0)=1.
2y'+3ycosx=—-e > (2+3cosx)y’, y(0)=1.

2(xy'+y)=y'Inx, y(1)=2.
y+y=x’, y(0)=1
y'+2ycthx=y"chx, y(1)=1/shl.
200 +xv)=(x-1)e*y*, y(0)=2.
Yy —ytgx=—(2/3)y*sinx, y(0)=1.
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7. Differensial tenglamaning umumiy integralini toping.
7.0 3x’ e dx +(x'e’ = 1)dy =0.
2 2 2
(3x + —cos——{)dx __x s-—dy 0.
y y v

73.(3x* +4y?)dx + (8xy +e )dy =0.

74. (Zx—l—%)dx—(Zy—l)dy':O.
x x

7.5. (yz + ysec? x)dx+(2xy+tgx)dy =0.
7.6. (3xzy+2y+3)dx+(x3 +2x+3y2)dy=0.

x 1 1 y 1
17|t —+ — |dx +| ==+ —— "5 |dy = 0.
[\fx2+y2 x J’} [\/x2+y x Y]

7.8. [sin 2x—2cos(x+y)]dx— 2cos(x+ y)dy =0.

7.9. (xy2 + x/yz)dx+(x2y—x2/y3)dy =

713, —=dx+—dy=0.
x*y xy
2
7.14.£—x+2y dy=0
Y y
7.15. —)-;—dx xy+1dy=0
X X

7.16.

7.17. (IOxy—
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7.18.( A )dx— o,

P +y x’+y°

7.19. eydx+(cosy+xe )dy:

7.20. (y3 +€os x)dx+(3xy2 + e’)dy =0.

721. xe”’ dx+(x2yey2+tg2 y)dy =0.

722 Sxy -x )dx+(5xy y)dy 0.

7.23. | cos x+y +sinx}dx+2ycos(x+y2)dy=0
7.24. (xX* — dxy ~2y* )dx+(y2—4xy~2x2)dy=0.

7.25. [smy+ysmy+I)dx+(xcosy—cosx+ljdy=0.
y
7261+ Lot Jaer 1= 2ot Jay =0
y
(

x— y)dx+(x+y)dy
x?+y?

7.28. 2(3)cy2 + 2x3)dx + 3(2x2y + yz)dy =0.

7.29. (3x3 +6xy+ 3xy2)dx + (2xJ + 3x2y)dy =0,

=0.

7.27.

7.30. xy*dx + y(x2 +y2)dy =0.

8. Differensial tenglamaning umumiy yechimini toping.

8.1. y"xInx=y". 82. xy"+y" =1,
83. 20" =y". 84. xy"+y " =x+1.
1 2_.n ’
85.tgx -y "~y +——=0. 86. xy' +xy =1
sinx

8.7. y"ctg2x +2)" = 0. 88. X’y +x°y" =1,

89. tgx-y" =2y". 8.10. y"cth2x=2)".

811 x*y" +x*y =1. 8.12. xy" +2y" =0.

8.13. (1+x%)y" + 20/ =, 8.14. X’y +x*y"=1.
1

815. xp" -y "+—=0. 8.16. )"+ y"+x=0.
x
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8.17. thx-y"” = y”. 8.18. xy"'+y"=\/;.

8.19. y"tgx =y " +1. '8.20. y"tg5x=5y".
8.21. y"th7x=7y". 8.22. x3y"'+x2y”=\/;.
] ~ »
8.23. cthx-y"—y +——=0. 8.24. (x +1)y" + y" = (x+1).
chx
1
8.25. (1+sinx)y" =cosx-y". 826. xy" +y" =—.
( )y y xy \/;
827. ~xy" +2)" =—%2—. 8.28. cthxy”+ y' =chux.
x
4 ” 3.7 L4 2x ’
829. x"y"+x"y =4, 8.30. y"+——)' =2x.
x +1

9. Koshi masalasining yechimini toping.
9.1 4’y =y ~1, y(0)=V2, y’(O):]/(ZJE).
9.2. y"=128y’, y(0)=1, »'(0)=8.
93.y"y +64=0, y(0)=4, y(0)=2.
9.4. y"+2sinycos’ y =0, y(0)=0, »'(0)=1.
9.5. y"=32sin’ ycosy, y(1)=n/2, y'(1)=4.
96.y"=98y", y(l)=1, y'(1)=7.
9.7. "y’ +49=0, y(3)=-7, y'(3)=-1.
9.8.4y°y" =16y* -1, »(0)=+2/2, y'(0)=1/V2.
9.9. y" +8sinycos’ y=0, y(0}=0, y'(0)=2.
9.10. y" =72y, y(2)=1, y'(2)=6.
9.11. y"y’ +36=0, y(0)=3, y'(0)=2.
9.12. y" =18sin’ ycosy, y(1)=7/2, y'(1)=3.
9.13. 4y°y" = y* —16, y(0)=2v2, y'(0)=1/V2.
9.14. " =50y, y(3)=1, »'(3)=5.
9.15. y* +25=0, p(2)=-5, ¥'(2)=-1.
9.16. y" +18sin ycos’ y =0, y(0)=0, »'(0)=3.
9.17. y" =8sin’ ycosy, y(1)=7/2, y'(1)=2.
9.18. y" =32y, y(4)=1, y'(4)=4
9.19. y"’ +16 =0, p(1)=2, y'(1)=2.
920. y" +32sinycos’ y=0, y(0)=0, »'(0)=4.
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9.21. y" =50sin’ ycosy, y(1)=x/2, y'(1)=5.

922.y"=18y’, y(1)=1, y'(1)=3.
923. )"’ +9=0, y(1)=1, y(1)=3.

9.24. ny"=4(y4-—l), y(O):\/E’ y'(()):ﬁ,
9.25. y"+50sinycos’ y =0, »(0)=0, y'(0)=5.

9.26. y"=8y’, yp(0)=1, y'(0)=2.

9.27. )y’ +4=0, y(0)=-1 y(0)=-2.

9.28. y"=2sin’ ycosy, y(1)=x/2, y'(1)=1.
j_n 4 !

9.20. y'y" = y* ~16, »(0)=2v2, »'(0)=+2.

9.30. y" =2)°, y(—l):l, y'(—]):l.

10. Differensial tenglamaning umumiy yechimini toping.

10.1. y" +3y"+2y' =1-x°

103. y" -y =x* +x.

105, y" —y"=5(x+2).

107. ¥ +2y"+y" =x" +x-1.
109.3y" +y"=6x-1.

1011, y"+y"=5x°" -1.

10.13. 7" — 3" =12x.

10.15. y™ -y =3x> - 2x +1.
10.17. y" =3y" +3y" ~ y' = x-3.
10.19. y™ - 4y" =32 -384x7.
1021 p” + )" =49 - 24x7,

10.23. y" -13y"+12y = x~1.
10.25. y" —y" =6x +5.

10.27. y"—Sy”+6y'=(x——])2.
10.29. " ~13y" +12y' =18x* -39,

102, y" — y" = 6x% +3x.
104. ¥y =3y"+3y"—y' =2x.
106,y —2y" +y" =2x(1-x).
10.8. y* —y" =2x+3.
10.10. ¥ +2y" + y" = 4x>.
10.12. y"* +4y" +4y" = x—x".
10.14. Y™ +3y"+2) =3x" +2x.
10.16. y" - y" = 4x* —3x +2.
10.18. p" +2y" + " =12x* —6x.
10.20. ¥ +2y" + " =2-3x%.
1022. y" -2y" =3x* +x—4.
1024. y" +y" = x.
10.26. y"+3y" +2y"=x" +2x +3.
10.28. y" —6y" +9y" =3x-1.
10.30. y" + " =12x+6.

11. Differensial tenglamaning umumiy yechimini toping.
1.1 y"—4y"+5y' -2y =(l6—l2x)e"‘.

112, y"=3y"+2y" = (1 -2x)e".
113, )" = )" =y + y=(3x+ 7).
11.4. y"—2y"+y'=(2x+5)ezx.
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11.5. y"-3y"+4y =(18x-21)e™".
116. y"-5y"+8y' -4y =(2x~5)e".
117, y" - 4y" +4y" = (x~1)e".
118, y"+2y" + 3 =(18x+21)e*.
119, "+ )"~y —y=(8x +4)e”.
11.10. y"-3y' -2y = —4x-€".
1111 Y7 =3y + 2y =(4x+9)e™.
1112, y" +4y" +5y' +2y = (12x +16)e”.
1113, y"— "2y =(6x—-11)e™".
1L14. y"+y" -2y =(6x +5)e".
1115, y" +4y" +4y' =(9x +15)e”.
11.16. y" -3y"— y'+3y =(4-8x)e".
1117, y" = y" =4y + 4y =(7 - 6x)e”.
11.18. p" +3y"+2y' =(1-2x)e™.
11.19. y"=Sy"+ Ty’ =3y =(20-16x)e™".
1120. " —4y"+3)' =—4x-¢".
1121. y"=5y"+3)' +9y =(32x—-32)e™".
11.22. y"-6y"+9y =4x-€e".
1123, y" ~7y" +15y -9y = (8x —12)e".
11.24. y"'—y"—Sy'—3y=—(8x+4)e".
11.25. y" + 5"+ 7y +3y = (16x+20)e”.
11.26. y" —2y" -3y =(8x—14)e ™.
11.27. y"+2y" -3y =(8x + 6)e”.
11.28. y"+ 6"+ 9y =(16x +24)e".
1129. y" - y" =9y +9y = (12 -16x)e".
11.30. y" +4y"+3y’ =4(1-x)e™.
12. Differensial tenglamaning umumiy yechimini toping.
12.1. y" +2y' = 4" (sinx + cosx). 12.2. y" -4y + 4y =—e* sin6x.
123. y"+2y' =-2€"(sinx +cosx). 124. y"+y=2cosTx +3sin7x.
125, y"+ 2y + 5y = —sin2x. 126. y" -4y +8y =¢* (Ssinx—3cosx).
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12.7. y"+2y'=¢"(sinx + cosx). 128, )" -4y + 4y =e*sin3x.
129. y"+6) +13y =e ™ cos4x. 12.10. " + y =2cos3x - 3sin3x.
1211, y"+2y" + 5y =-2sinx. 12,12, y"~4y' +8y = (-3sinx+ 4cosx).

12.13. y"+ 2y =10e* (sinx +cosx). 12.14. y" -4y’ +4y =e*sin5x.
}12.15. Y +y=2cosS5x+3sin5x. = 12.16. y"+2y'+Sy=—1Tsin2x.
12.17. y"+6)' +13y =e cosx. 12.18. y* -4y +8y =¢*(3sinx +5cosx).
12.19. y" + 2y = 6¢* (sinx +cosx).  12.20. )" =4y +4y=—e* sin4x.

1221. y"+6y" +13y=—e'"cosSx.  12.22. y"+y=2cosTx~-3sin7x.

12.23. y" +2y +5y = —cos x. 12.24.y" -4y +8y =¢"(2sinx —cosx).
12.25. y"+2y'=3e"(sinx+cosx).  12.26. y"—4y' +4y =e*sindx.
1227. y"+6y'+13y =¢ " cos8x. 12.28. y"+2y' +5y =10cosx.

12.29. y" + y=2cos4x+3sin4x. 12.30. y" ~4y' +8y =e*(—sinx +2cosx).
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MUNDARUA

SO’Z BO’SHI

1~BOB. BIRINCHI TARTIBLI DIFFERENSIAL TENGLAMALAR
1-§. Asosiy tushunchalar. O’zgaruvchilari ajraladigan tenglamalar
2-§. Bir jinsli differensial tenglamalar

3-§. Chiziqli differensial tenglamalar va ularga keltiriladigan tenglamalar
4-§. To’liq differensialli tenglamalar. Integrallovchi ko’paytuvchi

5-§. Hosilaga nisbatan yechilmagan birinchi tartibli tenglamalar

I — bobga doir misol va masalalarning javoblari

II BOB. YUQORI TARTIBLI DIFFERENSIAL TENGLAMALAR
1-§. Tartibini pasaytirish mumkin bo’lgan differensial tenglamalar
2-§. Yuqori tartibli chizigli differensial tenglamalar

3-§. O’zgarmas koeffitsientli chiziqli differensial tenglamalar

I — bobga doir misol va masalalaming javoblari

111 BOB. DIFFERENSIAL TENGLAMALAR VA Maple KOMPYUTER
DASTURI

i-§. Differensial tenglamalarni analitik yechish

2-§. Differensial tenglamalarni taqribiy yechish va tasvirlash

Hova. Mustagil ish uchun individual vazifalar
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Conepxanue

Beenenue

TJIABA 1. AM®OEPEHLIMAJIBHBIE YPABHEHUWS TTIEPBOI'O
NoPAAKA

1-§. OcHOBHbIE NOHATHA. Y PAaBHEHUA ¢ PA3ALAAIOLIMMHUCA NEPEMEHHBIMH
2-§. OnHopoaune nudpdepernumanbtsie ypaBHeHH
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4-§. YpasHeHua B nonusix audPpeperunanax. UHTerpupyromui
MHOXKHTEND _

5-§. YpaBHeHHs, He pa3peLI€HHbBIC OTHOCHTENBHO fIPOMIBOAHON

Orsersl k rnase |

JIABA 11 JIMOGDEPEHLIMAJIbHBIE YPABHEHHMS BbICHIMX
TNOPAJIKOB

1-§. YpaBHeHHs, ZOMyCKAIOLHE NOHHXEHHE NOPAIKA

2-§. Jinneiinsie nuddepeHnmanbHbe ypaBHEHNS BRICUIMX NOPAAKOB
3-§. Tuneiinvie nuddepeHnmanbhbie yPaBHEHHA € HOCTOAHHBIMM
ko3 PuumeHTamu

Otserb! k raase 11

I'IABA 11I. AZHOPEPEHLIMAJIbHBIE YPABHEHUA U
KOMITbIOTEPHA ST CUCTEMA Maple

1-§. AnanuTuueckoe petieHre auddepeHLHaNLHBIX YPaBHEHHH
2-§. UncneHHOE pelieHUe H reoMeTpUIECcKOe NPeICTaBleHHe
auddepeHLHanbHHIX ypaBHeHUi
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