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1-Ma’'ruza. To‘plam. To*plamlar ustida amallar
Reja:

1. To*plam tushunchasi.
2. To'plamlar ustida amallar.
3. To*plamlarning dekart ko*paytmasi.

To*plam tushunchasi

To'plam  matematikaning  boshlang“ich  tshunchalaridan  bin.  Bu
tushunchani o*zidan soddaroq tushunchalar orgali (bunday tushunchalar yo'q)
ta'riflab bo*lmaydi. Ayni paytda, to*plam tushunchasini misollar orgali anglash
givin emas. Masalan, kutubxonadagi kitoblar to®plami, ushbu «* =6x" +11x=6=0 x
tenglamaning ildizlar to*plami, bitta nugtadan o*tuvchi to*g*n chiziglar to*plami.

Demak, to‘plam deganda biror umumiy xususiyatga ega bo®lgan narsalar
(predmetlar) guruhi, majmuasi, vig*ilmasi tushinladi.
To*plamm tashkil etgan narsalar uning elementlan deyilad.

Odatda to‘plamalar bosh harflar (malasan, 4.B8.C.D...) bilan, uning
elementlan esa kichik harflar (masalan, a.b.c.d......) bilan belgilanadi.

Biror to*plamm olaylik. Uni 4 bilan belgilaylik. Agar @ narsa (predmet) 4
to*plamning elementi bo'lsa, aed, b narsa (predmet) B to*plamning elementi
bo‘lmasa b B kabi belgilanadi va "a element 4 to'plamga tegishli ", "b element
Bto'plamga tegishli emas" deb o'giladi. Misol tarigasida barcha natural
sonlardan tashkil topgan to'plamni olaylik. Odatda bu to*plamm N harfi bilan
belgilanadiva  N={L23..n..} kabi  yoziladi .  Ravshanki,

SeN, lekin 7,05 N bo‘ladi. [1](116-bet)
To'plamlar ikki xil - chekl hamda cheksiz to*plamlar bo*ladi.

Agar to‘plamni tashkil etgan elementlar soni chekli son bo‘lsa, uni chekh
to“plam deyiladi.

Chekli bo*lmagan to*plamlarni cheksiz to*plamlar deb qaraladi.
Masalan, x'=6x" +11x-6=0 tenglamaning yechimlar to*plami

E-{x?x’-ﬁf +1 |x-5-u}



chekli to*plami bo*ladi. Hagigatdan ham,
=6+l lx=6=0, ya'ni (x=1)(x=2)(x=3)=0
tenglamani echib , x, =L, =2x =3 ho‘lishini topamiz. Demak, N={123} bo‘lib,
u chekli to*plamdir. Natural sonlar to*plarm N cheksiz to*plamga misol bo*ladi.
Awtaylik, E to*plam ushbu
e dxelm0 (1)
tenglamaning hagiqiy echimlaridan iborat to*plam bo®lsin:

E'-{.vrf.1r4-|-.'-."1 +22 w x4 IIU}

E to*plamning elementlarim topish magsadida
42 +x+1=0
tenglamam vechamiz.
Ravshanki
a2 b xel= (o a2 41)
Demak,
{.r1 +x+ |}|:.1’1 +]}-EI

bo‘ladi. Keyingi tenglikdan, x*+x+1=0x"+1=0bo"lishi kelib chigadi. Bu kvadrat
tenglamalarming  diskriminatlari  manfiy  bo*lganligi  sababli, ular haquqiy
echimlarga ega emas.

Binobarin, berilgan 1-tenglama haqiqiy echimlarga ega emas. Demak, E
to‘plamning elementlan yo*q ekan. Bunday vaziyat bo'sh to‘plam tushunchasim
kiritilishim tagozo etadi.

Birorta ham elementga ega bo'lmagan har ganday to'plam bo’sh to ‘plam
deyiladi va uni @ kabi belgilanadi.

Yugorida keltirilgan E bo®sh to*plam bo*ladi: E=@

Ikkita 4 va B to*plamlan berilgan bo*lsin.



Agar A to'plamning har bir elementi B ito ' plamning ham elementi bo'lsa,
A to'plam B ning gismi (gismiy to ‘plami; to'plam osti) deyviladi va Ac B kabi
belgilanadi.

Misollar.1) A={0.7 27} B=|xisinx=0}, bo‘lsin. Agar B to‘plamning
elementlar sinx=0 tenglamaning echimlari, ya'ni x=mnr.neZ ko'rinishdagi
sonlardan iborat ekanligini ¢ tiborga olsak , £= ekanini topamiz.

2) A={2,468,..2n. )} B=N={1,23, . n,..} bo'lsin.

Ravshanki, 4= 8 boladi.

Eslatma. Bo'sh to‘plam & har ganday 4 to‘plamning qismi deb garaladi:
@ A, SHuningdek 4= 4 bo'ladi . [1](120-bet)

Ravshanki, 4.8.C to‘lamlan berilgan holda 4=8 Bc=C bo‘lsa, undan
Ac C bo'lishi kelib chigadi.
Biror 4 to'plam berilgan bo'lsin. Bu to‘plamning barcha qismiy

to‘plamlaridan tashkil topgan to*plamni #(4) kabi belgilaymiz. [1](121-bet)

4 va B to*plamlari berilgan bo‘lsin. Agar 4 to‘plam B to*plamning gismi,
B to'plam A4 to‘plamning gismi bo'lsa, 4 va B to‘plamlar teng to‘plamlar
deyiladi va 4= 8 kabi yoziladi.

Masalan, .4-{13},3-{.1'5.1:’!—51'-#6-[!} to‘plamlar uchun 4=8 bo'ladi,

chunkix® =35x+6 =0 kvadrat tenglamaning echimlari ¥, =2.%, =3. Demak, B={2.3}.

Ko‘p hollarda to‘plamlar va ular orasidagi munosabatlarm yvagqolrog
tassavur gilishda to*plamlarm simvolik ravishda tekislikdagi biror shakl, masalan

doirachalar bilan tasvirlash qulay bo®ladi.

Masalan, 4 va B to‘plamlar quyidagicha

O O

tasvirlansa, unda 4= 8 bo'lishi quyidagicha tasvirlanadi:



To‘plamlar ustida amallar
A va B to‘plamlar berilgan bo‘lsin.

1 —ta’rif. 4 va B to'plamlarning barcha elementlaridan tashkil topgan to'plam
A va B to'plamlarning birlashmasi (vig'indisi) deyiladi va AUB  kabi
belgilanadi (1-chizma)

AuB

1-chizma.

Eslatma. To'plamni tashkil etgan elementlar orasida aynan bir-biriga teng
bo‘lgan (bir xil) elementlar shu to*plam element sifatida fagat bittasigina olinadi.

Masalan, (x=1)"(x+2)=0 tenglamaning (ildizlari) echimlari to*plami {1.-2}
bo‘ladi.

Aytaylik, 4={1.2.3.4,5}.8={3.4,5.6,7} bo‘lsin. Unda AUB={1,2.3.4,5,6,7} bo'ladi.
Agar N, ={13,57,..}.N,={2.4,6,8 .} bo'lsa, N,UN,=N bo'ladi.

Faraz qilaylik, 4.4,....4, to‘plamlar berilgan bo‘sin. Bu to‘plamlarmning
birlashmasi yuqoridagiga o‘xshash ta’riflanadi:

AU VA =(4UA)04,
AUAUAUA=(4U4UA)UA,

AVAUVAU.UA VA =(4AuA4Uudu.. . UA U4,



Umuman, yugoridagidek biror o« indeks (aer).bo‘yicha 4, to*plamlar
birlashmasi ta'riflanadi va u U.d, kabi belgilanadi. Biror-bir a predmet A,(xel)
rad

laming birlashmasi U.-I, oa tegishli bo‘ladi, fagat va fagat, agarda shunday a, </
dud

topilib, a € 4, bo‘lsa; to'plamlarning birlashmasi (yig'indisi) ta’rifidan bevosita
quyidagi tenghklarming o*rinli bo*lishi kelib chigad:

1. Aud=4 (birlashmaning idempotentligi)

2, AuB=8u A (birlashmaning kommutativligi)

3. Agar A= B bo'lsa, u holda 4w B=R bo'ladi.

4. AU(BUC)=(4uB)uC (birlashmaning assotsiativligi).

2-ta'rif. 4 va B to'plamlarning umumiy elementlaridan tashkil topgan
to'plam A va B to'plarning kesishmasi (ko pavtmasi) deviladi va AnB kabi
belgilanadi (2-chizma).

AnfB
2-chizma
Masalan, A=[12345) B={3,456,7},C=67.8910] bo‘lsa,
ANB={3,45}, AnC=,BnC={6,7} bo‘ladi.
Yugoridagi N, va N, to*plamlar uchun N, ~N, =& bo‘ladi.

Ikki to*plam kesishmasi bo“sh to*plam bo‘lsa, bu to®plamlar kesishmaydigan
(diz’yunkt) to*plamlar deyiladi.



Masalan, yugoridagi 4 va C hamda N, va N, to‘plamlar diz"yunkt
to‘plamlarga misol bo®ladi.

Aytaylik  4.4,...4 to'plamlar benlgan bo‘lsin. Bu to‘plamlarning
kesishmasi 4 nA, ~..nd yugoridagiga o*xshash ta'riflanadi.

Quyidag xossalar o*rinli:

5. AnAd= 4 (kesishmaning idempotentligi)

6. AnB=B8rAd (kesishmaning kommutativligi)

7. Agar Ac F bo'lsa, u holda 4~ B=4 bo‘ladi.

8. An(BNC)=(AnB)nC (kesishmaning assotsiativligi)

9. AU(BNC)=(AuB)n(4uC) (birlashmaning kesishmaga nisbatan
distributivligi)

10. An(BuC)=(AnB)o(AnC) kesishmaning birlashmaga nisbatan
distributivligi)

11. Au(AnB)=4

12. Aﬁ{ﬂuﬁ}:d

Bu xossalarming isbotlan birlashma va kesishma ta’riflandan kelib chigadi.

I-ta'rif. A to'plamning B to'plamga tegishli bo'lmagan barcha
elementlaridan  tashkil topgan to'plam A to'plamdan B to 'plamning avirmasi

deyviladi va A\B kabi belgilanadi (3-chizma)

3-chizma.

A, B va C tw'plamlari berilgan bo®lsin. U holda



13. A\(BUC)=(A\B)n(4\C)

14. A\(BNC)=(A\B)u(A4\C) bo‘ladi.

Bu xossalardan birini, masalan, 13-xossani isbotlaymiz.
AN(BUC)=(A\B)n(A\C) ni isbotlash uchun
A\N(BUC)c(A\B)N(A\C) va A\(BUC)D(A\B)n(A\C)

munosabatlarning bajarilishini ko‘rsatish etarli.

VYae AN(BUC), bo'lsin. U holda ae 4, agBuC=aeB va aeC bo'lib,
acA\B va ae A\C bo‘ladi. Demak, ae(A\B)n(4\C), bundan
A\(BUC)c(A\B)n(A\C) bo'lishi kelib chigadi.

Endi  Vae(A\B)n(A\C) bo‘lsin. U holda ae(A4\B) va,
ae(A\C)=>aecAdagB.aeC bo'lib, ac A.ag BUC bo'ladi.Demak, ae A\(BUC) .

Bundan, (4\B)~(A\C)c 4\(BUC) bo'lishi kelib chigadi.

To'plamlar ustida amallar kiritilishida, ularni ixtiyoriy to‘plamlar deb
qaraldi. Masalan, 4 deb shkafdagi kitoblar to‘plamini, B deb suv havzasidagi
baliglar to‘plamini olish mumkin edi. Bunday to‘plamlarming birlashmasi,
kesishmasi shunchaki aytilishi mumkin bo‘lsada, ma’lum g*ayritabiiylikni yuzaga
kelturadi.Muayyan vaziyatdan chiqish uchun biror U to‘plami (odatda uni
universal to‘plam deyiladi) olinib, uning gism to‘plamlari ustida amallar bajariladi.
(masalan, U deb doska tekisligidagi barcha nuqtalar to*plamini olish mumkin).
Xuddi shuningdek, 4 to‘plam P(4) uchun universal to*plam bo‘ladi. [1](121-bet)

4d-ta’rif. Ushbu U\A to'plam 4 to’plamni U to'plamgacha to’ldiruvchi
to ‘plami deyiladi va A kabi voziladi:




4-chizma.
Quyidag tengliklar o*rinli bo*ladi:
15. AuA=U
16. AnA=0
17. A=4 (to*ldiruvchi amalining involyutivligi).
18. 4uB=AnE (birlashma uchun de Morgan gonuni)
19. 4~ B=A4Au B (kesishma uchun de Morgan gonuni)

20. A\B=AnE (ayirma amalini kesishma va to‘ldiruvchi amallari orgali
ifodalash).

Bu tengliklami isbotlash giyin emas. Ulardan birini, masalan, 18-tenglikning
isbotini keltiramiz

YredAuBbo'lsin. U holda xe AuB bo'lib, re AxeF ekanligi kelib chigadi.
Ravshanki, x& 4, bo‘lgani uchun, xe 4,x & bo‘lgani uchun xeB&.

Demak, reAnB.Buesa AUuBcAnE (2)
bo*lishini bildiradi.

Endi ¥xe AnB bo‘lsin. Unda xe 4,xB bo'lib, x 4,xe B bo'ladi.
Demak, r2Aw8. Bu holda xe4vB bo'ladi. Buesa AnBcAuB (3)

ekanini bildiradi. (2) va (3) munosabatlardan AUB=ANB tenglik kelib
chigadi. 18-x0ssa isbot bo‘ldi.

S-ta’rif. Ushbu (A\ByO(B\A) to'plamga A va B to 'plamlarning simmetrik
avirmasi deviladi va A=B kabi belgilanadi.

Yugorida keltirilgan 24-ta’rif va (9, 10) xossalardan foydalamib, 428 uchun
quyidagi ikki munosabat o‘rinli ekanligiga ishonch hosil gilamiz:

AAB = (AU B (AU B) AsB=(ArByo(AnB)

1-Misol.



Berlgan A4.B.C  w'plamlar uchun (AAB)AC = AA(BAC) assotsiativlik
munosabati o‘rinli ekanligi ko*rsatilsin.

Yechish: Quyidagi belgilashni kiritaylik: p= 4A5

U holda (4ABIAC = DAC =(DuC)~ (Do) bo'ladi. Endi DuC va DoC lami
hisoblaymiz:

(AU B) (AU B)UC = (AU BUC) (40 BUC)

DUC =((ArBYU{An BN UC =({AnB)nide nB)ul =

=(CAUB) (AU B)UC = (AU By (AU BNUC =(Au BUC)A(AUBUC)
Shunday qilib,
(AARIAC = (AU BUC) A AU BUC)A(AUBUC) (AU BUC)
ekan.

Xuddi shunga o*xshash BAC ni D, orgali belgilab,

AAD, = AAM(BAC) =({Aw BUC)n(AuBUC) (A BUC) (A BUC)
ekanligiga 1shonch hosil gilamiz.
Demak, AABAC)= AAMBAC) o‘rinli bo'lar ekan.

Ravshanki, 4=8bo'lsa, u holda ixtivoriy € to‘plam uchun (AAC) = {BAC)
bo‘ladi.

Bu tasdigning teskarisi o‘rinli bo‘larmikan?

2-misol. Biror C to'plam uchun AAC=BAC bo'lsa, 4=8 eckanlig
ko*rsatilsin.

Yechish. AAC = BAC dan (AMOAC = {AAMTAC ga ega bo'lamiz.
1-misol echimiga binoan esa, (AAC)AC = AA(CAC) = AA@P = 4 bo*ladi.
Xuddi shunga o*xshash, (BAC)AC = BA(CAC) = BA@ = B Demak, 4=8 bo‘lar ekan.
To*plamlarning dekart ko*paytmasi

Ikkita 4 wva B tw'plamlar berilgan bo'lhb, 4=&, B+&@ bo'lsin. 4
to‘plamga tegishli bo‘lgan biror a elementni va 8 to‘plamga tegishli bo*lgan biror



b elementmi olamiz. Binnchi elementi o, ikkinchi elementi & bo‘lgan tartiblangan
(@.b) juftlikni hosil gilamiz.

I-ta‘rif. Barcha (a.b) ko'rinishdagi juftlitlardan  tashkil  topgan
{{a,h]:ae.ﬁl,heﬂ} to'plam A va B to'plamlarning dekart {to'g 'ri) ko paytmasi
deviladi va AxB  kabi belgilanadi. [1](123-bet)

Demak, AxB={(a.b):acAbeB}
Masalan, 4={0.1}, B=lab] to‘plamlarning dekart ko‘paytmasi A=E
quyidagicha
AxB=1{(0,a).(0,b).(La).(Lb)} bo‘ladi. Bx4 esa ushbu
Bx A={(a,0).(h.0).(a.1).(£1)} bo'ladi.
Demak, umuman aytganda, 4= 8= BxAd ekan.
Keyingi misol tarigasida 4 to‘plam deb [0,1]  segment nugtalaridan iborat
A={xeR:0=x<1} to‘plamni, & to‘plam deb [L2] cegment nugqtalaridan iborat
B=[yveR:1=y<2] to‘plamni olaylik. Bu to‘plamlaming dekart ko‘paytmasi

AxB={(x,y):0=x<llsy=2] to'plam S-chizmada tasvirlangan kvadrat
nugtalardan iborat to*plam bo®ladi:

X
©2) | (.2)

(0.1)

S-chizma .

Shuni ta’kidlash lozimki, ikki (a.b) va (c.d) jufiliklar a=s, va b=d
bo*lgandagina teng deb garaladi.

To*plamlaming dekart ko*paytmasi quyidagi xossalarga ega. Faraz qilaylik,
bizga 4, B va C to'plamlar berilgan bo‘lsin. U holda



1. Ax(BAC)=(AxB)(AxC)

2. Ax(BuC)=(AxB)u(AxC) munosabatlar o‘rinli bo‘ladi. Bu xossalardan
1-ni isbotlaymiz.

Aytaylik, xe Ax(BNC) bo'lsin. Unda x=(a.d) bo'lib, aec 4, deBNC
bo‘ladi.d e BnC, bo‘lishidan esa, de B, d eC ckanligini topamiz.

acA, deB; (ad)eAxB
aeAd, deC; (ad)eAxC
Demak, (a.d)e(AxB)n(A4xC) ya'ni xe(AxB)n(A4xC) (4)
bo‘ladi.
Endi xe(AxB)n(AxC) bo'lsin. Unda xe(AxB), xe(4xC) bo'ladi.
Ta’rifga binoan
xeAxB; x=(ab) ; acA  beB
xeAxC ; x=(a,c) ; aeAd, ceC bo'ladi.
Ravshanki : x=(a.b)=(a.c);b=c
Demak,
acAd, beBAC ; (@0)€AXBNC) yaoni xe Ax(BNC)(5)
bo‘ladi.

(4) va (5) munosabatlardan Ax(BNC)=(AxB)n(4xC) bo‘lishi kelib chigadi. [1]
(123-bet)

l.-misol.  4={1.23}. B{3.4} bo‘lsa, 4xB8 hisoblansin.
Echish: AxB=1{13).(14).(23) (24). (33). (3.4)} bo‘ladi.

2.-misol. 4 va B to‘plamlar U to‘plamning chekli gism to‘plamlari
bo‘lsin. n(4) va n(B)lar esa, 4 va B to‘plam elementlar sonini belgilasin. U
holda n(A\ B)=n(A)\n(An B) ekanligi ko‘rsatilsin.

Echish: Ravshanki, AnB=@ bo‘lsa, n( AU B)=n( 4)+n(B) bo‘ladi.



A\B=C bo‘lsin. U holda, 4=Cu(4n B) tenglik o‘rinli ekanligini ko‘rsatish qiyin
emas. Bundan tashqarii, CN(ANB)=0 bo‘ladi. SHu sababli,
(A= n(C)+n(ANB)=n(C)=n(A)=n(AnB) kelib chigadi. C=A\B sababli,
n( A\ B) = n(A)\ n(An B)bo‘ladi.

Asosiy darsliklar va o*quv go‘llanmalar
1. Kenneth H. Rosen, Discrete mathematics and its applications, 7-edition, The
McGraw-Hill Companies, 2012.(115-123 betlar)
1. Mendelson E. Vvedenie v matematicheskuyu logiku. M.: Nauka, 1984

2. YUnusov A.S. Matematik mantiq va algoritmlar nazariyasi elementlari, T.,
2008.

3. Lavrov L. A.,, Maksimova L. L. Zadachi po teorii mnojestv,
matematicheskoy logike i teorii algoritmov. M.: Fiz.-mat. literatura, 1995.



Ma’ruza 2-3: Binar munosabatlar va funksivalar. Tartib munosabatlar
turlari(4 soat)

Reja:

4. Binar munosabatlar.
5. Tartib munosabatlar turlari.
6. Ekvivalentlik munosabati.

BINAR MUNOSABATLAR.

Ixtiyoriy A to*plam berilgan bo®lsin.

A% to'plamming ixtiyoriy R qism to‘plami 4 to'plamda binar munosabat
deyiladi. Agar (x, w) € R bo'lsa, u holda x element w element bilan R binar
munosabatda deyiladi va xRu kabi yoziladi. [1](584-bet)

Matematikadagi muhim binar munosabatlar uchun ayrim belgilar kiritilgan.

Misollar. 1) R haqigiy sonlar to‘plamida x va o sonlarning tenglik
munosabati. Uning belgisi x = u. Bu munosabat R tekisligsagi u = x to*g*ri chizig
nugqtalari bilan beriladi.

2)R haqiqiy sonlar to*plamida x va w sonlarning tengmaslik munosabati. Uning
belgisi x # u. Bu munosabat R’ tekislikda v = x to*g‘ri chizigga kirmagan barcha
nugtalardan iborat bo*lgan to*plam bilan beriladi.

)R da w sonning x sondan  katta  ekanligi  munosaban:
belgisi ¥ > x yoki x < u. Bu munosabat R da v = x ro*g'ri chizigdan yuqorida
yvotuvchi nugtalar to*plami bilan beriladi;

4)4 = ¥V — to"plamlarning tenglik munosabati;

5)4 =V — to‘ilamlarning tengmaslik munosabati;

6)4d = Fyoki V 24 — qism to*plam munosabati;

T)Ac V voki V2 A — xos gism to‘plam munosabati;

8)a || B— to*g'ri chiziglarning parallellik munosabati;

9a L p—to'g'ni chiziglarning tklik munosabati;

10)a == f — bir tenglamalar tizimi ikkinchisiningnatijasi ekanligi;

11) @ <=> [j — ikkita tenglamalar tizimining teng kuchlilik munosabati.

Apgar 4 to'plamda berilgan biror B munosabat shunday bo‘lsaki, har ganday a
e A uchun aRa o'rinh bo'lsa, u refleksiv munosabat deviladi. Agar aRb
munosabatdan a=b munosabat kelib chigsa, (ya’mi ala munosabat hech ganday a
e A element uchun bajarilmasa), bunday munosabat antirefleksiv deyiladi.



Agar aRh munosabatning bajarilishidan bRa munosabatning ham bajarilishi
kelib chigsa, bunday munosabat 4 da simmetriklik munosabati deviladi.

Apar alth va bRs munosabatlaming bajarilishidan aRs bajarilishi kelib chigsa,
bunday munosabat tranzitivlik deyiladi.

Ta'rif . Agar A to'plamdagi R munosabat refleksiv, simmetrik va tranzitiv
bo'lsa, uni A da ekvivalentlik munosabati deyiladi va uning uchun aRb belgi
o 'rniga ko ‘pincha a ~ b belgi ishlatiladi.

Ekvivalentlikka misollar: 1) haqiqiy sonlarning tenghk munosabati;

2)to*plamlarning tenglik munosabati;

3) tenglamalar tizimlarining teng kuchlilik munosabati;

4) funksiyalarning tenglik munosabat.

5) Muhim misol. 4 to*plamda N o*zgartirishlar guruhi berilgan bo*lsin.

Bu N o‘zgartirishlar puruhi yvordamida 4 da ekwvivalentlik tushunchasim

kiritamiz.

Agar A two'plamning a va b elementlari uchun shunday h & H bieksiya
mavjud bo*lsaki, kfa) = b bo*lsa, bu elementlar N — zkvivalent deyiladi va a ~ b
ko‘rinishda yoziladi.

Agar ixtivoriy @ € A ni olib, h € N sifatida ¢4 ni olsak (e, — birlik aks
ettirish o*zgartirishlar guruhining ta’rifidagi d,) shartga ko‘ra H ga tegishli, e4a) =
a,ya'ni har ganday a € 4 uchun a ~ a (refleksiviik).

Endi a~b bo'lsin. U holda shunday h & N mavjudki, hfa) = b
O‘zgartirishlar guruhining ta’rifidagi d;) shartga ko‘ra. h "' € N. U holda hfa) =
b tenglikka h! tathiq qilsak, h ~'¢h fa)) = h*'¢b). Bundan a=h' (b), va'ni b~ a
(simmetriklik).

Agar a~b va b ~ 5 bo'lsa, shunday &i; eN va hiz € N bicksiyalar mavjudki,
hifa) = b, hyb) = 5. Bulardan hyb) = h; (hyfa) = s, va'ni (hzh; (a) = s
O*zgartirishlar guruhining d,) shartiga ko‘ra h:hy € N. Bundan va (h:h)id) = s
tenglikdan a ~ ¢ munosabatni olamiz (tranzitivlik). [1](586-bet)

Demak, a~b (N — ckvivalentlik) hagigatan ham ekvivalentlik munosabati
ckan.

Kelajakda bu ekvivalenthkni N ozgartirishlar guruhi  hosil  qilgan
ekvivalentlik (H-ekvivalentlik) deb ataymiz.



A to'plam biror usul bilan sinflarga bo*lingan bo'lsin: V' = J4, t € T}, A=
A,

t € T. Bu bo'linma yordamida 4 to‘plamga ekvivalentlik munosabatini
kiritamiz.

Agar x, u € 4 elementlar } bo'linmadagi bir sinfga tegishh bo‘lsa, ularmi V
bo‘linmaga nisbatan ekvivalent deymiz va x ~ u shaglda yozamiz.

Bu ekvivalentlik refleksivlik, simmetriklik va tranzitivlik xossalariga
ega.

Ixtivoriy 4 to‘plamda har ganday ekvivalentlik munosabati shunday hosil
gilinishi mumkinligim ko*rsatamiz.

A to*plamda biror "~" ekvivalentlik munosabati berilgan bo‘lsin. Ixtiyoriy
x € A uchun x" orgali x ga ekvivalent bo‘lgan barcha v & 4 elementlar
to‘plamimi belgilaymiz va fx', x & 4} to‘plamlar tizimi 4 m sinflarga bo*lishini
ko‘rsatamiz.

Refleksivlik xossasiga asosan har bir x & A uchun x & x’, va'ni Lx ' = 4.
Endi har bir x & 4 element yagona sinfga tegishli ekanligini ko‘rsatamiz.
Faraz qilaylik, x € x" va x € z’ bo'lsin, va'ni z ~ x. Bundan simmetriklik
X0S5a8iga A805an x ~ =

Ixtiyoriy u & =" elementm olamiz. U holda =z ~ y. YUqgondagi x ~zvaz~y
munosabatlardan tranzitivlik xossasiga asosan x ~ w ni olamiz, yva'nmi w & x'.
Ushbu u & =" element ixtivoriy bo‘lgani uchun =" = x" . YUqondagiga o*xshash
mulohazalar bilan x' < z" munosabat ham ko‘rsatiladi, ya’ni x' = z". Bu bilan
{x’, x e A} wo*plamlar tizimi 4 to*plamni sinflarga bo*lishi ko*rsatldi.

SHunday qilib, 4 to*plamdagi ekvivalentlik munosabati bilan A ni sinflarga
bo‘lish orasida o*zaro bir giymath bog®lanish ko‘rsatildi.

Asosiy darsliklar va o*quv go*llanmalar
1. Kenneth H. Rosen, Discrete mathematics and its applications, 7-edition, The
McGraw-Hill Companies, 2012, (584-586 betlar)
2. Mendelson E. Vvedenie v matematicheskuyu logiku. M.: Nauka, 1984

3.Lavrov . A, Maksimova L. L. Zadachi po teorii mnojestv, matematicheskoy
logike 1 teorn algoritmov. M.: Fiz.-mat. Iiteratura, 1995,



Ma’ruza 4: Fikrlar mantigi. Fikrlar mantigining tatbiglari
Reja:

. Fikr tushunchasi.

Fikrlar ustida mantigiy amallar.
Chinlik jadvali.

Fikrlar algebrasining formulalari.

e b b
= = &

Fikr tushunchasi
Shuni ta’kidlash lozimki, har ganday darak gap fikr bo*lavermaydi.

Masalan, oly o'quv yurtining talabasi degan darak gap fikr emas, chunki
talaba hagida hech narsa tasdiglanmagan.

SHuningdek, agar uchburchakning barcha tomonlari bir-biriga teng bo‘lsa,
bunday uchburchak teng tomonh deviladi degan darak gap ham fikr bo‘la olmaydi,
chunki u tasdiglovehi bo‘lmay, balki, aniglovehi gapdir.

Demak, fikr deganda, chinligi yoki yolg‘onligim bir qiymatli amglash
mumkin bo*lgan har gqanday tasdiglovehi darak gap tushinilar ekan.

Fikrlar bosh harflar, masalan,

AB CD ALB.C... A.B,.C

0T T ]

bilan, ulardan tuzilgan to‘plam @ harfi bilan belgilanadi.

Matematik mantigda fikrlaming ma'no yoki mazmuni bilan emas, balki
ularning chin yoki volg*on ekanim aniglash bilan shugullamiladi. Har bir fikr fagat
ikkita: chin voki yolg*on «wqiymatw-larga ega bo‘ladi. qulaylik uchun chinni 1,
yolg onni 0 «qiymats lar bilan belgilaymiz.

Demak, fikrlar to*plami @ da shunday
p=plA) *
funksiya aniglanib,

| arap A—wunH hikp Oynca,

piA) = {
0, arap A-dénron guEkp OV,

bo‘lar ekan. p=p(A) mantiqy funksiva, p, ga esa (g = p(4), A4 e®) mantqiy
qiymat deyiladi. [1](2-bet)



Odatda, fikrlar bir-birlari bilan turli usullarda bog‘lanib, yangi murakkab
fikrlarm wuzaga keltradi. Albatta, bunday fikrlarmng murakkabligi ulaming
bog‘lanishlariga bog'lig bo‘ladi. Quyida shunday boglanishlarmi (mantigiy
amallarni) garamaymizki, bunda murakkab fikming chinligi, unda gatnashgan
fikrlarning chinligi orgali bir qiymatli aniglanadigan bo®lsin.

Endi fikrlar ustida bajariladigan mantiqiy amallarm keltiramiz.

1°. Inkor amali. Biror s fikrni garaylik. A chin bo‘lganda volg*on, A
volg‘on bo‘lganda chin bo‘ladigan fikr A fikrming inkon deviladi. Um A fikr
oldiga ushbu | ishorani qo‘yish bilan belgilanadi va « A emas» deb o*giladi. [1](3-
4-bet)

Demak, A fikr, (] ) esa uning inkori. Bu holda
A-chin bo‘lganda y(a)=1, u(]A)=0
A-yolg‘on bo'lganda wid)=0, ,u{-l A=l
bo*ladi.

2", Kon'vunksiya amali. [kki A va B fikrlarni garaylik. A va B fikrlar bir
vagtda chin bo‘lgandagina chin bo'ladigan fikr A va B larming kon’yunksiya
bog*lamshidan sodir bo*lgan fikr (qisqacha A va B fikrlaming kon’yunksivasi)
deyiladi. Uni (A ~B) kabi belgilamb, «A kon’yunksiya B » deb o*qiladi. [1](4-bet)

Bu holda A va B fikrlar (A ~ B) ning kon"yunktiv hadlan deyiladi.

(Kon'yunksiyva mantiqiy amal, so‘zlashuvlarda «va» boglovchisini ifodalaydi).

Ravshanki,
wA) =1, p(By=1 Gymranma A AB)=1
WA)=1, p(B)=0 Gynramsa p(A AB)=0
WA)=0, p(B)=1 Gynramaa p(A AB)=0
WA) =0, p(B) =0 Gymranma p(A AB)=0
bo®ladi.

3", Diz'vunksiya amali. Ao va B fikrlaming kamida bittasi chin
bo*lgandagina chin bo*ladigan fikrlarming diz’yvunktiv bog‘lanishidan sodir bo*lgan
fikr (gisqacha a va B fikrlaming diz’yunksiyvasi) deyiladi.



Uni {A+vB) kabi belgilamb, «A diz’yunksiyva B» deb o‘qiladi. A va B fikrlar
(AvB) ning diz'yunktiv hadlari deyiladi. (Diz'yunksiva mantigiy amali
so‘zlashuvlarda «yokin bog‘lovehsim ifodalaydi). Bu holda

pA)=1 pB)=1 oymranna plA v B)=1
wA)=1, wB)=0 Gymragna wAvB)=T
wA)=0, piB)=1 Gynranna pAvB)=1
pA)=0, p(B) =0 Oynrasma piAv B)=0

bo*ladi. [1](4-bet)

4", Implikatsiva amali. A fikr chin, B fikr volg‘on bo‘lgandagina yolg‘on
bo'lib, golgan barcha hollarda chin bo‘ladigan fikr A va B larning implikativ
bog‘lamshidan sodir bo‘lgan fikr (qisgacha A va B laming implikatsivasi)
deyiladi. Uni (4 — B) kabi belgilanib, « A implikatsiya B » deb o*giladi. [1](6-bet)

Implikatsiyva uchun

pldy=1, p(By=1 dywanda ud— )=l
pldy=1, p(B)y=0 dvweanda p(d = B)=0
plA)y=0, p(B)=1 dvweanda pd - B)j=1
plA)y=0, f(B)=0 veeanda p(d - B)=1

bo*ladi.

SHunday qilib fikrlar ustida inkor ( T kon'nksiya (~) , diz'yunksiva (v),
implikatsiva (—) va ekvivalensiva («») amallari kiritildi.

YUgoridagi (17). (2%), (3%), (4”) va (5") munosabatlarni inobatga olib, quyidagi
chinhik jadvalini tuzamiz:

CHinlik jadvali[1](10-bet)

u(A) u(B) u(1a) | MAAB) [wAVE) [WA SB) | WA o B)
| 1 0 1 1 1 1
1 0 0 ] 1 ] ]
0 1 1 0 1 1 0
0 ] 1 0 0 1 1




Propozitsional formalar|1](25-bet)

YUgorida biz fikrlar ustida mantigiy amallar bilan tanishdik. Unda o va B
fikrlar bo®lganda

(1A), (AAB), (4 B), (4> B), (A B)

lar ham fikr bo*hshim ko*rdik. Ayni paytda bu fikrlar A va B lardan tashkil
topgan murakkab fikrlami ifodalaydi.

Aytaylik, A chin, B yolgon fikr bo*lsin. Unda
(A~ B)

chin fikr bo*ladi.

Agar C fikr yolg*on, p fikr chin bo‘lsa, unda
(Ce>( D))

chin fikr bo‘ladi. Ravshanki,

(AvB) > (Ce>( D)
chin fikr bo*lib, u fikrlar va mantiqiy amallardan tashkil topgan ifodadir.
SHunga o‘shash,

(A AB) = C)wi((AvC)al IBY)
ham fikrlar va amallardan tuzilgan ifoda bo‘ladi.

Endi fikrlar va mantiqiy amallardan tashkil topgan ifodalarni chugurrog
O'rganamiz.

Bu formula wshunchasiga ohb keladi.

Fikrlar to*plami @ hamda mantigiy amallar |, ~. v, —s, < lardan tashkil topgan

ushbu ﬂ"lIr;-l P T e
- oltilik fikrlar algebrasi deviladi.

Eslatma. Ashda fikrlar algebrasi deganda ushbu_<®:] . A, v> to'rilik
tushuniladi. Buning boisi shuni , biz —s <> amallarini |, ~, v murakkob
funksiya sifatida ifodalanishi mumkinligini ko‘rsatamiz.



Bunda @ fikrlar algebrasining asosiy to‘plami; |, ~, v, —, «» lar esa fikrlar
algebrasining asosiy amallan deyiladi.

Ma'lumki, fikrlar turlicha bo*lib, ulami biror o*zgaruvchining «qivmatlaris
deb qarash mumkin.

O‘zgarish sohas1 fikrlar to*plamudan 1borat bo‘lgan har ganday o‘zgaruvchi
propozitsional o*zgaruvehi deyiladi. Bunday o*zgaruvehilarni biz

XY Z X V.2, X Y2 (XY.ZX.Y.Z)
harflari bilan belgilaymiz.

Endi fikrlar algebrasining asosiy  tushunchalaridan  bin  formula
tushunchasini keltiramiz.

Fikrlar algebrasining formulasi (gisqacha F.AF) devilganda fikrlar va mantiqiy
amallarning bog*lanmishidan tashkil topgan ifodani tushunamiz.

Demak, biz yugonida F.ALF ga bir necha bor duch kelgan ekanmiz.
F.A F tushunchasi induktiv usulda berlad.
1.1-Ta’rif. 1) Har qanday propozitsional o*zgaruvchi F A_F bo®ladi.
2) Agar § sa F lar F.AF bo'lsa, u holda
(IK). (FAR) (FvE) (F>E) (§E),
ifodalar ham F.A_F bo*ladi.

3) Boshgacha ko'rinishli F.ALF vugq, va'ni har ganday F.AF fagat yugorida
keltirilgan 1 va 2 bandlar yordamida hosil qilinadi.

Demak, propozitsional o‘zgaruvchilar - mantigiy amallar (bog‘lovchilar) |,
A, v, —, «» va gavslardan tuzilgan ifodalar fagat va fagat 1 va 2 bandlar yordammda
tashkil topsagina F.AF bo*lar ekan.

Misaol 1. Ushbu
(X, A X)) = (0 LX) v X,

ifodani garaylik.



Ta'rifning 1) bandiga ko‘ra X, X,. X, lar, 2) bandiga ko‘ra {—|A’,}. (X, AX,) lar
FAF bo'ladi. Yana 2) bandga ko‘ra ¢ 1X,)vX,) va ((X, AX,)—(( |X,)vX,)
ifodalarni F. A F bo'lishim topamiz.

Demak,
(X, A X5) = (C]X) A X))

ifoda F A F bo‘ladi.

Misol. 2. Ushbu ((X, AX, )4+ (X, v X)) ifodani garaylik.

Ta'rnifning 1 va 2 bandlariga binoan X, X, X,, ((X, AX,)-(X, v X,)) lar va nihoyat
(X, A X, ) (X, v X))

ifoda F A F bo‘ladi.

Misol. 3. Ushbu
CARYEEATS &)

ifodam qarayhk.

Ravshanki, X,.X,. X, hamda {—|I,},t—|.-!’1}|ar F.AF bo'ladi. Ayni paytda ( ) ifoda
F.A.F emas, chunki ( ) da butun ifodani o'rovchi chap gavs etishmaydi.

Aytaylik, X, X,.... X, propozitsional  o‘zgaruvchilar  bo'lsin.  Bu
o‘zgaruvchilardan tuzlgan F AF ni umumiy holda quyidagicha

FiX, X, ..X,)

belgilaymiz.
Endi (*) da X.X,...X, laming o‘miga mos ravishda tayin olingan
A A, A (4 ed, k=L2..n fikrlami go‘vib
F(A, Ay, .o AL)

murakkab fikrmi hosil gilamiz.

Har bir A, (k=12_.n) fikming gqiymati p(A) (k=12...n) pga ko'ra,
FiA,, A,, .. A, ) murakkab fikrming qivmati ushbu

HOF(A, Ay AN = Flu(Ay ) plA, ), . u(AL))



tenglikdan topiladi.

Ma’lumki, har bir fikr 1 yoki 0 giymatni (fikr chin bo‘lganda 1 ni, fikr
yolg‘on bo*lganda 0 ni) gabul qiladi.

Yugorida keltirilgan (¢) dan ko‘rinadiki, murakkab F(A. A,...A,) fikming
giymati p(F(A, A, A))) ni AL A, . A, fikrlar o‘rniga, ularming mantigiy
giymatlari 1 yoki 0 ni (1 yoki 0 simvollarni) go‘yib, so‘ngra bu simvollarga
nisbatan formulada ishtirok etgan amallar ketma-ket (chinlik jadvaliga binoan)
bajarilishi natijasida topiladi.

Masalan, F(A,, A, ...A,)=((A, > A) A(]A,))
bo‘lib,
HA) =L p(A) =0, p(A;) =1
bo‘lsin. Unda
HF(A Ay A) = p((A = ) ACTA) = (((4) > s A)ACTA) = fo)a0)=0
bo‘ladi.
Odatda, bunday holda X,, X,..... X, propozitsional o‘zgaruvchilar mos ravishda
0,1 giymatlami gabul qilganda
(X, - X:)AC]X)

formula 0 qiymatni gabul giladi deyiladi. Ko‘p hollarda p(A)=0, u(B)=1
o‘rniga A=0, B=1 deb yozish qulay bo*ladi.

Bu kelishuvga ko‘ra, X, X,...., X, o‘zgaruvchilaming chinlik giymatlari mos
ravishda e, e,....e, (bunda e, =1 yoki ¢ =0 (i=1.2,...n)) bo‘lgan, 4, €® (k=1n)
fikrlar uchun p(F(A,,A,,...A )=e deb yozish o‘miga, F(e,e,....e)=e deb
yozamiz.

Asosiy darsliklar va o*quv qo‘llanmalar
1. Kenneth H. Rosen, Discrete mathematics and its applications, 7-edition, The
McGraw-Hill Companies, 2012.(4-10,25-26 betlar)
2.Mendelson E. Vvedenie v matematicheskuyu logiku. M.: Nauka, 1984

3. YUnusov A.S. Matematik mantiq va algoritmlar nazariyasi elementlari, T.,
2008.



Ma’ruza 5-6:Tavtologiya tushunchasi. Tavtologiva hagida teoremalar.
Formulalarning ekvivalentligi (4 soat )

Reja:

1. Tavtologiva tushunchasi.
2. Tavtologiva haqida teoremalar.
3. Formulalarning ekvivalentligi.

Tavtologiva tushunchasi.

Propozitsional o‘zgaruvchilar X, X;.... X, bo‘lgan F.AF. F(X X,... X))

berilgan bo‘lsin. Agar ixtiyoriy i(i=123,...,n) lar uchun ¢ =0 yoki ¢, =1 bo'lsa,
€,.€,.¢;.....¢, ketma-ketlik X, X,..... X, propozitsional o‘zgaruvchilarning chinlik

tagsimoti deyiladi.

Demak, propozitsional o°zgaruvchilar x,. x,...., x, laming chinlik
tagsimoti 0 va 1 simvollardan tuzilgan ixtiyoriy e,.e,.e;....e,  ketma-ketlikni
ifodalar ekan.

I-ta’rif. Agar F(x,.x,.,..x,) formulada x, x,,... x, o‘zgaruvchilarning
shunday chinlik tagsimoti €,,€3,€355 - €, topilib,
F(e,, &;,...€,)=1 (Fle,. e, ..e,)=0)  bo‘lsa, F(x,.X;,...X,)  bajariluvchi

(radlanuvchi) formula deyiladi.

Misoll. F(x,, x;)=(x, =»x;) formulada F(1,0)=0 sababli u radlanuvchi
formula, F(1,0) =1 sababli u bajariluvchi formula bo‘ladi.

2-ta’rif. Agar F(x..x,,...x,) formula propozitsional o‘zgaruvchi
X,s X,.... X, larning ixtiyoriy chinlik tagsimotida bir (nol) qiymat gabul qilsa,
F(x,.X,, ..X,) tavtologiya (ziddiyat) deyiladi.

Misol 2. F,(x,,x,) =((x; AX;) = (X, vX,))

formulada F(0,0)=F(L0)=F(0.)=F(L)=1 bo‘lgani uchun F(x,x,) formula
tavtologiya bo‘ladi.

Quyidagi Fy (X,.X,) = (X, AX,) = (%, v x,)) formulada esa
F(0.0)=FE (L0)=F(0,1)=F(L1)=0 bo‘lganligi sababli ¥, formula ziddiyat bo‘ladi.

Odatda F(x,.x,,...x,) formulani tavtologiya ekani, uni oldiga ushbu F
belgini qo*yish bilan ifodalanib, FF (x.x,, ....x,) kabi yoziladi.



Faraz gilaylik,
F(x,,X,,...X,) hamda
Bl ooy Bixaxg aaxd)ivig Rl o)

formulalar berilgan bo‘lsin.

3-ta’rif. Agar x,, X,....., X, laming ixtiyoriy chinlik tagsimoti e,. e,.....e,
lar uchun

F (€85 --»¢,)=1,
F,(e,.e,,....e,)=1,
F(X:X5, s X,) =1

bo‘lishidan Fe.e,.....e,)=1 ekani kelib chigsa, u holda F(x,.x,....x,) formula
R{XixnnXa)s BldaXsnads)cor BE:X0 X)) formulalarning  mantiiqiy

natijasi deyiladi. Uni
Fo Fs By F (800%0%) b beloilanadi.

Misol3. F(uX)=(4VvX2)  hamda F=% E=X»  bo'sin.  Ravshanki,
R(x,.X,)=X,, K(x.,X,)=X,, F(x,X,)=(x,vX,)

lar uchun FLD=L EAD=1 padqa BELD=1 b 1adi. Demak,

B B pF(%) yani % % (V%) bo'ladi. (Bu misolda X+ X2 larning
qolgan chinlik tagsimotlari uchun Fi(&.€2)=0. F(&.e) =0 po1eanligi uchun b
va 2 larning bu giymatlari qaralmadi).

Misol 4. F(x,,x;,)=X,, F(x.x,)=(x,AX,)

misolda FU.O=1 FLO=0 pooanligi sababli F(Xi-X2) =(X;AX2)  formula

F(x,.x,)=x, formulaning mantiqly natijasi bo‘lmaydi (ya’'ni x(x AXx,)
munosabat o‘rinli emas).

Tavtologiya haqidagi teoremalar
I-teorema. Agar F=F(x,.x,.....x,) formula

F=E(x.x, X)), E=F(x.x,,...x), .., E=F(x,x,,...x,)

. 5



formulalaring mantigiy natijasi bo‘lsa, ((FaFKa_.AE)—=F) formula tavtologiya
bo*ladi va aksincha:

F.h,..FEFrboilsa F((FAF, A AF)—F)

Isbot. Aytaylik, ¥ formula E.F, ... F formulalarning mantiqiy natijasi
bo‘lsin:  F. Fy. . F, FF. SHunga gqaramasdan ((FEARA..AF)—F) formula
tavtologiva bo‘lmasin deb faraz qilaylik. Unda propozitsional o‘zgaruvchilar
. laming shunday chinlik tagsimoti e, e,...e topiladiki,
(F (e,.e,, ..., )a.AF (g.e; ..e,)=1  bo'lib, Fie.e,,...e )=0 bo‘ladi.

Xpo XpeX 1

Rﬂ"l"ﬂhﬂﬂki, “:;I {EhE!' '“?Ei.] A F! l:":'I"I'I'E!1 '“:'En ]""" F- ':EI'I'E:' -..,'E“ D =1
bo‘lishidan Fie.e,,...e, )= F (e.e,, .e, )=, Fle.e,. ...e )=
bo*lishi kelib chigadi. Ayni paytda F (e.e,.....e,}=0 bo‘lisha £, F,, .. FFF

ga ziddir. Bu ziddiyatmi kelib chiqishiga sabab ((FEAF,a. . AE)=F) formula
tavtologiva bo‘lmasin deb gilingan farazdir. Demak, F, F,. .., F,FFr bo'lsa |=
(FaF,A..AF)=F) bo'lar ekan.

Aytaylik, ((EaEa..AE)=F) formula  tavtologiva  bo'lsin:  F
(F,aF,n AF)—F)

Unda implikatsivaning chinlik jadvaliga binoan, biror e,. e,....e, chinlik tagsimoti
uchun

|:.l:;| ':El :-'EI" '“:'E-.] A FI ':'EI :-'EI" '“:'E-.]""" F. [EHEI" '“:'En ]] - ]

bo‘lishidan, albatta Fe.e,,...e,)=1 bo'lishi kelib chigadi. Binobarin,
Fe.ey ) =L E, (€8, 0= 1, E (€0, e,) =]

bo* ladi. Bundan o4, Fix, %X...x,) formula
B X, ), B(xgxg, cong ), Rixgx,...x,)  formulalarming mantiqly natijasi
ckanini topamiz: F. ;. ... F,FF. Teorema isbot bo*ldi.

2-teorema. F(x, x,...x ) formulaning ziddiyat bo'lishi uchun |
F(X,. %,...x,) formulaning taviologiya bolishi zarur va etarli. Bu teoremaning
1sboti ravshan.



3-teorema. Agar F(x, x,...x.), hamda (F(x.x, ..x)—=G(x.x;, ..x.))
formulalar taviologiya bo'lsa, u holda Gix,.x,,...x,) formula ham taviologiya
bo®ladi.

Isbot. Teskarisimi faraz gilaylik, ya'mi teoremaning sharti bajarilsa ham
G (%,.%;. ...x,) formula taviologiva bo‘lmasin. U holda x,. x,...x, laming
shunday e, e,...e, chinlik tagsimoti topiladiki, G(x.x,....x_}=0 bo‘ladi.

Fix, xX;...X

L) hamda (Fix,.x,,....x )= G(x,,x,,...x,)) lar tavtologiva bo*lganhgi
uchun

Fle.e,,...e)=1, (Fle.e, ...e,) > G (e, e, ....e,)) =1 bo'ladi.

Ikkinchi tomondan G (e,e,, .8, )1 =0, Fie,, e, ....e,) =1 bo*lishidan
(Fle,,e;, ..e,) = G(e,e,, ...e))=0 ekanligini lopamiz. Bu esa
(Fxsx,) = Glx,...x,)) ning tavtologiya ekanligiga zid. Teorema isbot bo‘ldi.

Faraz qilayhk, F=F(x,. x,...x;) formula berilgan bo‘lsin. Bu formuladagi
Xy, ¥j....X, laming o"miga mos ravishda

TNV DU U 19 1 5T DRy g T DO |
larmi gqo*yish natijasida hosil bo*lgan formulam F, devhk: E(v,.v,. ..¥.)

4-teorema. Agar F=F(x, x,...x,) formula tavtologiva bo‘lsa, u holda
F, =F (¥, ¥;...¥.) ham tavtologiya bo‘ladi.

Isbot. Formuladagi v,. ¥,...¥. propozitsional o*zgaruvchilarming ixtiyoriy
chinlik tagsimoti e, e,,.., e, bo‘lsin. Unda

K, '[E:ll~ "31.1---1 E-.} =g,
Fy(e,, €5, €, ) =€,

F, {el', e;,..., em'} =e,,

bo‘ladi. Agar bu giymatlami F=F(x, x,...x) dagi x. X,...x,
o‘zgaruvchilaming o‘miga qo'yilsa, unda F ning chinlik giymati bilan F, ning
chinlik qiymati ustma-ust tushishini amiglaymiz. Unda, F(x,, x,...x.) formula

tavtologiva bo*lgani uchun

F(e,.e;....e, )=1 bo*ladi.

Demak, Fig' e, ....e,1=1 bo'lib (¥ .y, ..., )taviologiva bo‘ladi.



Bu esa teoremani ishotlayd.

Endi fikrlar algebrasida muhim bo'lgan formulalarning  ekvivalentligi
tushunchasini keltiramiz.

Ikki F va G formulalar berilgan bo*lsin.

4-ta’rif. Agar (F«»G) formula tavtologiya bo'lsa, ya'ni F{F - &) bo'lsa, u

holda F va G mantigiy ekvivalent formulalar deyiladi va F ~ G kabi belgilanadi.
[1](25-bet)

Ma’lumki, ekvivalentlik twshunchasi to*plamlarm sinflarga ajratish imkonini
berar edi. Bu erda ham formulalarming eckvivalentlign tushunchasi hamma
formulalarm sinflarga ajratadi. Bir sinfga mansub bo'lgan formulalar bir-birnga
ekvivalent bo*ladi.

Misold. Ushbu F(x.x,)=(x, »x,). G, %,)=( |x,vx,)

formulalarm garayrmz. Ular uchun chinlik jadvalini tuzamiz:

X | X%, | X -ex, (X, —:-:!-11]1—:-{-|:-:l~.f:-11]| -l.‘-'.]'-.-':'li-:
0 [0 |1 1 1
0 |1 1 1 1
1 (0 [0 1 0
1 |1 1 1 1

Bu jadvaldan ko‘rinadiki, ((x, — x,) = ( |x, v x,)) formula tavtologiya, ya'ni F

i{x, —»x,) —zn-{-|:-'.J v x,)) ekan.

Bu esa ta'rifea binoan F va G formulalarming ekvivalent bo‘lishini bildiradi:

(x, = ":]"'{-l:"l VX, )
F va G formulalar berilgan bo*lsin.
S-teorema. Kuyidagi uchta shart o*zaro teng kuchl:
1)F~G

Y F((F = G)AiG — FY)



J)FF G, GFF

Isbot. Aytaylik, F va G formulalar mantiqiy ekvivalent bo'lsin: F ~ G
Ta'rifga binoan F(F «» &) bo'ladi. Bunda, agar F va G formulalarda ishtiok
etuvchi o' zgaruvchilarming shunday chinhk tagsimoti topilib golsaki, ular uchun
ui(F = G) A (G — F))=0 bo‘ladigan bo‘lsa,

ui(F - G)=0 voki p((G »F)=0
bo‘lib, (1 F)— (G =0, voki (p(G) — @ F))=0 undan esa

piFi=1, pG)=0 yoki p(Gy=1, piF)=0 bo‘lib golishini aniglaymiz. Bu esa F ~
G bo‘lishiga ziddir. Demak, F((F — G) A (G — F)).

SHunday qilib, F ~ G bo'lganda F((F — G) ~(G — F)) bo*lishi ko*rsatldi.

Avtaylik, F((F - G)~(G — F)) bo'lsin. U holda kon"vunksiyaning chinhk
jadvaliga ko*ra ixtivoriy chinlik tagsimotida

WF—-G)=], p(G -+ F)=1
botladi. Demak,
FF oG, va FG = Fbo'lar ekan

Unda 1-teoremaga muvofiq FF G, GEF  bo'ladi.

SHunday qilib F((F - G a(G — F)) bo'lishidan FFG, GEF bo'lishi kelib
chigadi.

Endi FF G, va GF F bo'lsin. Unda 1-teoremaga ko'ra (F — &) hamda
(G — F)formulalar tavtologiya bo‘lmasin deb qarayvdigan bo‘lsak, u holda shunday
chinlik tagsimot topilib, p(F)= p(G) bo‘lib goladi.

Bunda wiF)=1 wG)=0 bo'ladigan bo‘lsa, FF &, bo'lishiga zid,
piFy=m0, w(G)=l bo‘lsa, GFF bo'lishiga zid natijalarga kelamiz.

Demak, ixtiyoriy chinlik tagsimotda p(F)=p(G) ya'ni F(F < G) bo‘ladi. Ta'rifga
binoan F ~ G bo‘ladi.
SHunday qilib, 5-teoremadagi 1, 2 va 3 tasdiglar orasida

= 2= =1



munosabat borligi ko‘rsatildi. Bu esa teoremani isbotlaydi.

Asosiy darsliklar va o*quv go*llanmalar

1. Kenneth H. Rosen, Discrete mathematics and its applications, 7-edition, The
McGraw-Hill Compamies, 2012, (25-31 betlar)

2 Mendelson E. Vvedeme v matematicheskuyu logiku. M.: Nauka, 1984

3. Yunusov AS. Matematik mantiq va algoritmlar nazarivasi elementlari, T., 2008,
4. Lavrov . A, Maksimova L. L. Zadachi po teorii mnojestv, matematicheskoy
logike 1 teori algontmov, M.: Fiz.-mat. literatura, 1995.



Ma'ruza 7: Teng kuchli formulalar. Asosiy teng kuchliliklar

Reja:

1. Teng kuchli formulalar .
2. Keltirilgan formula.
3. Asosiy teng kuchliliklar.

Teng kuchli formulalar va asosiy teng kuchliliklar

I-ta’rif. Agar mulohazalar algebrasining Ui4,4,,....4) va B4, 4,..4)
formulalari  propozitsional o’zgaruvchilar giymatlarining barcha tanlanmalarida
bir x1l giymat gabul qilsalar, bu formulalar teng kuchli formulalar deyiladi va bu
U=f ko'nmishida yozladi.

l-misol. FABO=(4d=8C va GABC)=(=dv B~ C formulalar

teng kuchli formulalar ekanligini ko’ rsatamiz:

A B C —d A=R8 | —dvp |(A=8)aAC | (=dvB)aC
1 1 1 0 1 1 1 1
1 | 0 0 | ] 0 0
1 0 | 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 1 1 1 1 1 1
0 | 0 1 | ] 0 0
0 0 1 1 1 1 1 1
0 0 0 1 I ] 0 0




Agar F va ¢ formulalar teng kuchli bo’lsalar, uholda F=¢ va 6= F
lar AR formulalar bo’lishi ravshandir. Aksincha, gandaydir F va ¢ (bir xil
propozitsional o'zgaruvchilarga ega bo'lgan) formulalar uwchun F=¢  va

G=F lar AR formulalar bo’lsa, u holda F=& bo’ladi

A=F va (4= B)~(B=4) formulalar teng kuchli formulalar ekanligim

ko rsataylik:

4 B A=R B= A A=B (A= B)a(B= 4)
1 1 1 1 1 1
1 ] ] 1 0 ]
0 1 1 0 0 ]
0 0 1 1 1 1

Shunday qilib, bu tebgkuchliliklardan ko'rinadiki, F=¢ bo'lishi uchun
FeG formula AR formula bo’lishi  zarur va yetarhdir. Teng kuchli bo’lish

munosabati ekanligi binary munosabat ekanligi ravshandir, ya'ni bu munosabat

1. F=F- refleksivhik
2. Agar F=G bo'lsa, u holda G =Fbo’ladi- simmetriklik
3. Agar F=¢G va G=# bo'lsa, u holda F=#H bo'ladi- tranzitiviik

xossalariga egadir.

I-teorema. Fi{B8)- jumlalar algebrasining ixtivoriy formulasi, 8 uning

gism formulasi bo’lsin. Agar B=C bo’lsa, u holda F(8)=F(C) bo’ladi.

Ishot. B=C bo'lgani uwchun & va C formulalar ularda gatnashgan
proporsional o’zgaruvchilar qiymatlarining barcha tanlanmalanda  bir  xl

qiymatlarga erishadilar. # va C formulalarining givmatlarning giyvmatlari 1




yoki 0 bo'lgani uchun yo F()=F(l) yoki, F(0)=F(0) hosil bo’ladi. Bu esa

F(B)=F{C) ekanim ko’ rsatadi.

2-teorema. F(4, 4, 4)=G(4.4,..4) A 4.4 lar F wva G
formulalarning har binida qatnashgan barcha propozitsional ozgaruvchilar,

A S lar esa  ixtiyory formulalar  bo’lsin. U holda

FiC.CC )= G(C.Cy..nC)  bo'ladi; bunda har bir 4 (i=La) propozitsional

o'zgaruvchi berilgan tengkuchlilikda necha joyda gatnashgan bo’lsa, shuncha

joyda mos ¢, formula bilan almashtiriladi.

Ishot. F(4,4,..4)=G(4.4,,..4) tengkuchlilikda gatnashgan har bir
propozitsional o’zgaruvehi 1 yoki 0 giymat gabul giladi. C(i=1n) formula
ham o'z gatnashgan propozitsional o’zgaruvchilar qiymatlarining barcha
tanlanmalarida 1 yoki 0 qiymat gabul giladi. C,(i=Ln) formula tarkibida
gatnashgan propozitsional o’zgaruvchilar B, 8,,.. B, bo'lsin. (e,a,,...a,) bu
propozitsional o’zgaruvchilar giymatlari tanlanmalaridan bini va (8, 4....4.)
C,, Gy.....C,  formulalaming  (e,,a,,....e) tanlanmadagi giymatlarni tanlanmai
bo’lsin. Uzunligi n bo’lgan (8. 4,....6,) tanlanma 4. 4,4, propozitsional

o'zgaruvchilar gabul giladigan qiyvmatlar tanlanmalan orasida mavjuddir. F va
G formulalar 2* ta tanlanmaning har binda bir xil qiymatga ega bo’lishi uchun

(A, ... 4, tanlanmada ham bir hil giymat gabul qiladilar.

Yugorida isbotlangan teoremalardan bevosita quyidagi natijalar kelib
chigadi.

Agar F,=G, va F, =G, bo’lsa, u holda

l. FvF,=2GvG,
2. FaF, =i al,

3. Fo>F=G>=0G,



4, FoFR=0GoG,

5. —.Fjl—fl_'_rj {}"ﬂki —|.F:-—|Gl_}

2-ta’rif. Agar F formulaming tarkibida fagat konvuksiyva, dizyunksiya
va inkor amallari gatnashgan bo’lib, inkor amalsi propozitsional
o'zgaruvchilargagina tegishli bo’lsa, u holda bunday formula keltirilgan formula
devyiladi.

2-misol. —dABvAsACvAaB  kelunlgan formuladir, ammo
= A= Bya=8vC kelurilgan formula emas, chunki bu formulada implikatsiyva
amalsi gatnashishi bilan birgalikda inkor amalsi murakkab formula 4— g ga
tegishlidir.

3-teorema. Mulohazalar algebrasining har bir F formulasining vo o'z
kelurilgandir woki umi teng kuchli keltinlgan formula bilan almashtirish
mumkin.

Bu teoremam isbotlash uchun mulohazalar  algebrasining  asosiy
tengkuchliliklar bilan tamshib chigamiz. Mulohazalar algebrasining
tengkuchhiliklari quyidagilar:

L. ——d= 4 (qo’sh inkor tengkuchlilikgi )

[I. AvB=Bv4 (konyuksiyva va dizyunksiyaning

[II. AsAB=Bad4 kommutativlig: )

V. (AdvBywCmAv{BvC) (konyuksiva va dizyunksiyaning

V. (AaB)aC=AA(BAC)  assosiativligi )

VI, AA{BvC)mAaBvAnC (dizyunksiyaning konyuksiyaga va

VII. Av(BaC)=(dvB)a(dvC) konyuksivaning dizyunksivaga msbatan
distributivligi )

VIIL. 4w A= 4 (dizyunksiya va konyuksiyaning

IX. Aad=A idempotenthigi )

X Aa(dvB)ym A4 (yutilish tengkuchhliklan )



Al AvAdsBm 4

Xll. —~dvB)=—=ds=B (de Morgan

Xl —AdnBy==dv=F tengkuchliliklari )

XIV. Av=d=l( uchinchini inkor etish tengkuchliligi )

XV. As—=4=0 (garama-qarshilik tengkuchliligi )

XVL a) avi=l b) dal=md ) AviD=.4 d) A~D=0

XVIL. 4= B=—B=—4 (kontropozitsiya tengkuchlilgi )

Bu tengkuchliliklar o’rinli  ekanligim rostlik jadvali vordamida bevosita

tekshirib ko’rish mumkin. Masalan, XII tengkuchlihk uchun rostlik jadvalim

ko raylik:

A B —d —B AnB —{ A~ B) —Adv—B
1 1 0 0 1 0 0

1 0 0 1 0 1 1

0 1 | 0 0 1 1

] 0 1 1 ] 1 1

[I-X1, XIV-XVI]  tengkuchliliklarm tashkil etuvchi formulalar keltirilgan
formulalar ekanligi  ravshandir. (propozitsional o'zgaruvchilar va mantiqiy

konstantalar keltirilgan formula hisoblanadi).
Bundan tashgari,
A= B==div Rl

tengkuchlilik  o'rinli ekanligimi rostlik jadvali tuzib ko'rsatish qivin emas.
Yugorida 4= B=(4= B)a(B=4) ckanligi ko'rsatilgan edi. Implikatsiva inkor
va dizyunksiya bilan almashtinsh mumkin ekanligidan quyidagi tengkuchlilikni

hosil gilamiz:




A= B=(=Av B)A(Av=B) (2)

Demak, 48 va 4—=p formulalar keltirilgan formulalar bilan
almashtirilishi mumkin ekan. I, XII, XIII teng kuchliliklar qo’sh inkor hamda
dizyunksiya va konyuksiyalar inkorlarini ganday keltirilgan formulalar bilan

almashtirilishi mumkin ekanini ko’rsatadi.

Endi 3- teoremaning isbotini keltiramiz. Agar F formulaning o’zi

keltirilgan formula bo’lsa, u holda teorema isbotlangan bo’ladi.

Agar F formula tarkibida implikatsiya va ekvivalentsiya amallan
qatnashgan bo’lsa, ularni (1) wva (2) tengkuchliliklar yordamida almashtirish
mumkin; formula tarkibida —-8 ko’rinishdagi qism formula gatnashgan bo’lsa,
uni B bilan, «{BvC) yoki ~(BAC) ko'rinishidagi qism formula gatnashgan
bo’lsa, ularmi mos ravishda —-8A-C va —8v-C formulalar bilan almashtirish
mumkin. Bu jarayonni yetarli marta takrorlab, nihoyat, F formulaga teng kuchli
bo’lgan keltirilgan formulaga kelamiz.

Shunday qilib, 3-teoremaga asosan mulohazalar algebrasining har bir
formulasini asosiy va boshqa tengkuchliliklar yordamida almashtirib, unga teng
kuchliliklar yordamida almashtirib, unga teng kuchli formulalar hosil qilish
mumkin. Bu shakl almashtirishlar ba’zi bir masalalarni yechishda keng ko’lamda
ishlatiladi. Bu yerda formulalarni shakl almashtirishga oid ba’zi  namunalarni

keltiramiz.

J-misol. (mAv=B)AC=—~AABv=C) formulaning shaklini almashtiring

va soddalashtiring.



(= AV=BIAC=A(AABV-C)2=(=AVv=B)AC) YV ~{AABv=(C)=
2 AV =B) VOV A AAB)A==C=
2 ey A= BV =CV (=AY =B)A==C=
2 AABV=Cv(=Av=B)AC=

2 AABV(=Cv=Av=-B)A(~Cv()=

2 AABV(=Av=-Bv=C)al=

2 AABV=AVv=Bv=(C=
2(Av=A)A(Bv=A)v=Bv=C=
=2lA(Bv=A)v=Bv=C=

2 AvBv=Bv=C=

2-dvivaC=]

Demak, berilgan formula 4R formula ekan.

Yuqorida aniglangan ,, Sheffer shtrixi ™ va ,pers strelkasi”™ amallariga

gaytamiz. Mantiqiy amallarning jadval formalarini taqqoslasak:

A|B=—(AAB)
AL B=—(4vB)

ckanligini ko'ramiz. Demak, ,sheffer shtrixi’® va Pirs strelkasi” inkor
mos ravishda konyuksiya va dizyunksiya orqali ifoda qilinar ekan.

Asosiy darsliklar va o’quv qo’llanmalar
1. Kenneth H. Rosen, Discrete mathematics and its applications, 7-edition, The
McGraw-Hill Companies, 2012. (25-31 betlar)

2. Mendelson E. Vvedenie v matematicheskuyu logiku. M. «Nauka». 1984

3.Yunusov A.S. Matematik mantiq va algoritmlar nazariyasi, T,2008.

4.Lavrov LA., Maksimova L.L. Zadachi po teorii mnojestv, matematicheskoy
logike 1 teorii algoritmov. M. «Nauka» 1995



Ma’'ruza 8-9:Mulohazalar algebrasi formulalarining normal
formalari (4 soat)
Reja:

1. Yechilish muammos.
2. Dizyunktiv va konvunktiv normal formalar .
3. Mukammal dizyunktiv va konyunktiv normal formalar .

Yechilish muammosi. DNF va KNF. MDNF va MKNF

Har ganday mantiqiy sistemalandagidek mulohazalar algebrasi  uchun
masalam go’vish mumkin: mulohazalar algebrasining har ganday formulasi 4R
formula voki AR formula emashgini chekli gadamdan so’ng aniglab beradigan
yvagona usul (algoritm) mavjudmi yoki mavjud emasmi? Bu masala vechilish
muammosi deb ataladi. Yechilish muammosim  fagat 4R formulalar uchun
emas, balki AR formulalar sinfidan kengrog bo’lgan bajariluvehi  formulalar
sinfi uchun go'ysa bo’ladi. Albatta, keyingi muammoning yechimi olding:

muammoning ham yechimi bo’lishi ravshandir.

Mulohazalar algebrasi uchun bu muammo 1jobiy tarzda hal etiladi.
Haqigatan, F=- mulohazalar algebrasining ixtivoriy formulasi  bo’lsa, uning
rostlik jadvalini tuzish bilan F formulaning bajariluvchi formula yoki .4¥
formula ekanligimi bir qiymath aniglash mumkin. Demak, vugoridagi muammoni
yjobiy hal etuvchi vagona usul (algortm) mavjud bo’lib, bu algortim rosthk
jadvalidan iboratdir.

Ammo bu algortmning muhim kamchhigi bor ekanligimi sezish mumkin.
Hagigatan, F formula tarkibida » ta propozitsional o’zgaruvchi gatnashgan
bo’lsa, u holda uning giymatlarim  propozitsional o’zgaruvchilar
giyvmatlarining 2" ta tanlanmaida hisoblashga to’g'ri  keladi. Ravshanki, bu usul
hatto uncha murakkab bo’lmagan formulalar qiymatlarini hisoblashda ham juda
katta quvinchiliklar tug'diradi. Shuning uchun ham bu usul amaliv foydalamsh
nugtar nazaridan qulavsizdir. Biz quyida amaliv jihatdan katta qulaylik
beradigan boshga usul tanishamiz.



Eslatma. Biz bu paragrafda 4~ 8 formulam qigacha 48 ko'rinishida
YOZAMIZ.
Quvidag  belglashm kiritamz:
' agar a=1 bo'lsa, A
- agar a=0 bo'lsa, —d
I-ta’rif. 4.4 propozitsional o'zgaruvchilar o =(e,a,,..x) 1 va 0
lardan tuzilgan tanlanma bo’lsa, u holda 4, 4% 4™ formula elementar
konyunksiya deviladi (bunda propozitsional o’zgaruvchilar takrorlangan
bo lishi ham mumkin).
1-misol. A4, A=BC, 4-4B, A4B-BC formulalar elementar

konyunksiyalardir.

2-ta’rif. Elementar konyunksiyalarning har gqanday dizyunksivasi
dizyunktiv normal forma (DNF) deyiladi.

2emisol.  Av A=BC v A=dAB v A4B=-RC formula 6.1-misolda keltinlgan

elementar konyunksiyalardan tuzilgan DNF dir.

3-ta'rif. Agar elementar konyunksiyasiga har bir propozitsional
o’zgaruvchi (inkor belgisi gatnashganmim ham e’tborga olsak) bir martadan
ortiq kirmagan bo’lsa, bunday elementar konyunksiva to’g’'n  elementar

konyunksiya dewiladi.

3-misol. A4-BC, —AB—C, 4 4-4~4, formulalar to’g'n elementar
konyunksiyalardir. 6.2-mmsolda keltirilgan formulaning dastlabki ikkita hadi
to'g'n elementar konyunksivadir,

4-ta’rif. 4.4, .4 propozitsional o’zgaruvchilardan wzilgan to'g'n

elementar konvunksivadag: har bir propozitsional o’zgaruvchi bu
konyunksiyaga faqat bir marta kirgan bo’lsa, bunday elementar



konyunksiyaga faqat bir marta kirgan bo’lsa, bunday elementar konyunksiya

A, A, ... 4 o'zgaruvchilarga nisbatan to’liq elementar konyunksiya deyiladi.

4-misol. Elementar konyunksiyalar 4 BC o’zgaruvchilardan tuzilgan
bo’lsin. U holda ABC, <AB-C, AB-C, A-BC formulalar to’liq elementar

konyunksiyalardir.

S5-ta’rif. Tarkibida bir xil elementar konyunksiyalar bo'lmagan hamda

barcha elementar konyunksiyalar 4.4 o'zgaruvchilarga nisbatan to'g'ni va
to'lig bo'lgan DNF 4. 4 o'zgaruvchilarea msbatan mukammal dizyunktiv
normal forma (MDNF) deyiladi.

S-misol. ABCw A-BCwv—A-B-C formula A.B.C o’zgaruvchilarga
nisbatan MDNF dir. DNF va MDNF laming ta’rifidan ko’rinadiki, bunday

formulalar keltunlgan formulalardir.

I-teorema. Mulohazalar  algebrasining  AYO formula bo’lmagan
ixtiyorty ¢ formulasi yagona MDNF ga teng kuchlidir. [1](31-bet)

Isbot. F(4,,.. 4 )= mulohazalar algebrasining ixtivorty AYo formula

bo’lmagan formulasi bo’lsin. Demak, F bajariluvchi formula bo’lib, u
propozitsional o zgaruvchilar giymatlanning hech bo’lmagamida bitta
tanlanmaida 1 giymat gabul qiladi. F formulani rostga aylantiruvehi

tanlanmalar to’plami M, bo’lsin:

i il iy o (1 D i) irh_ir) irh
M, ={lg . a .o e a ... e ) ley ey e )

bunda 1=r<2". Quyidagi DNF ni qaraylik:

G4 A A)= AT AT AT g 4 )



Mazkur DNF MDNF ekanligi ravshandir, chunki M., ning elementlari har xil
tanlanmalandir. U4, 4,,....4 )= 84, 4,,...4) ekanligim ko'rsatarmz.

(", e, eM , bo'lsin. U holda Fie", ef”...a)")=1 bo’ladi. (M,
to’plamning tanlamishiga asosan). G(A4,.4,....4,) formulaning (&", &, al™)
tanlanmadagi qiymatini hisoblaylik. (2) dagi MDNF tarkibida 4= 4" _4="
to'lig elementar konyunksiyva gatnashgan bo'lib, G(A4,4,,....4) ning

(™, ™, ..et™) tanlanmadagi Gileg™, e, ..e™) giymatini hisoblashda

(@, (@™ ... (@™ had hosil giladi. (1) ga asosan 1'=1 hamda

0" ==0=1 dir, chunki 4' =4, 4"=—4 Demak, «"' qanday bo’lishidan gat’iy

nazar (@' =1 (i=12.n) hamda

(@™, (@™, L@ =1 (1ss<r)

Avl=l ga asosan Gle”, ey",..e")=1 bo’ladi. Shunday qilib, M, ga tegishli

tanlanmalarda berilgan F formula ham, ¢ formula ham 1 giyvmat gabul qilar
ekan.

B=(8.p...5)eM,_, bo’lgan ixtiyoriy tanlanma bo’lsin. U holda bu

tanlanma M, ga kiruvehi ixtivoriy (e”, en”.....e;") tanlanmadan hech

bo'lmaganda bitta elementi bilan farq giladi. ( bu tanlanmalar tartiblangan

tanlanmalar ekanligini eslatib o’tamiz ) B ning § tanlanmadagi qiymatini

hisoblashda hosil bo’ladigan ifodada gatnashgan ixtivoriy

B BT LB, (=s<r)

hadda hech bo’lmaganda bitta i uchun &=« dir. (1) ga asosan I°=-1=0
va 0'=0 bo’lgani uchun (3) ifodaning giymati 0 ga tengdir. Bundan

G(f,. fr... f.)=0 ekanligi kelib chigadi. feM,, bo’lgani uchun

F(B.p,.... B)=0 demak M, ga kirmagan tanlanmalarda F va @

formulalar 0 givmatga ega eckan. Shunday qilib, F=¢ va'ni F formula (2)



MDNF ga teng kuchli ekanligi kelib chigadi. # formula yagona usulda
MDNF ga yoyilishi ravshandir, chunki, ¢ formula F formulaning giymatini
1 pa avlantiruvchi barcha tanlanmalar vordamida vagona usulda hosil
qilinadi.

Natija. Teng kuchh formulalar bir xil MDNF ga ega.

J-teoremaga asosan mulohazalar algebrasining ixtiyoriy F formulasining
o'z keltinlgan formuladir yoki umi teng kuchh almashtirishlar yordamida
kelunlgan formula shakliga ohb kelish mumkin.

Biz quyida har ganday keltirilgan formulam MDNF ga yoyish

algortmini keltiramiz.
F ixtiyony formula bo’lsin.

l-gadam. Agar U kelurilmagan formula bo’lsa, u holda unga 4.3-
teoremani qo’llamub, undag: implikatsiva amallan yo’gotiladi; natijada hosil
bo'lgan formulada fagat inkor, konyunksiyva va dizyunksiva amallan

gatnashgan bo’ladi.

2-gadam. Agar hosil bo’lgan formulada inkor murakkab formula oldida
gatnashgan bo’lsa, u holda umi I, XII va XIII tengkuchliliklar yordamida
shunday shakl almashtiriladiki, hosil bo’lgan formulada inkor fagat

propozitsional o’ zgaruvchilarga tegishh bo’ladi.

J-gadam. 2-gadamdan so’ng hosil bo’lgan formulam VI-VII
tengkuchliliklar yordarmida shunday shakl almashtirish kerakki, yangi hosil
bo’lgan formulada konyunksiya dizyunksiyadan oldin bajarilsin, ya'ni natyadan
DNF hosil bo'lsin.

4-gadam. Agar hosil bo'lgan DNF da bir necha bir xil elementar
konyunksiyalar gatnashgan bo’lsa, ulardan bittasini goldinb, golganlarini tashlab
yuboriladi (VI tengkuchlilikka asosan).



5-qadam. 4-qadamdan keyin hosil bo’lgan DNF da qatnashgan biror
¢lementar konvunksivada propozitsional o’ zgaruvehi va uning inkon gatnashgan
bo’lsa, bunday elementar konyunksiyva AYo formula bo’lib, XV va XVII
tengkuchliliklarga asosan umi tashlab yuboriladi).

6-qadam. Elementar konyunksivada biror propozitsional o’zgaruvchining
o'z yoki uning inkori bir necha marta gatnashgan bo’lsa, u holda undan faqat
bittasini goldirib, golganlan tashlab yuboriladi. (IX tengkuchlikka asosan). Bu
gadamdan keyin hosil bo’lgan DNF da barcha elementar konyunksiyalar

to’g n elementar konyunksiyalardan iborat bo’ladi.

7-qadam. Agar hosil bo’lgan DNF da to’ligmas elementar konyunksiya
gatnashgan bo’lsa, uni to’lig elementar konyunksiya gatnashgan bo’lsa, um to’lig
elementar konyunksiyaga aylantirish uchun quyidagi shakl almashtirish
bajariladi:

A, AT AT A A

to’ligmas elementar konyunksiva bo’lsin. (bu elementar konyunksiyada 4

propozitsional o’zgaruvehi gatnashgan emas). U holda bu to'g'n elementar

konyunksiyani unga teng kuchhi
AR AR AT (A =) A AT

formula bilan almashtirish mumkin. Agar yetishmaydigan propozitsional
o'zgaruvchi bir nechta bo'lsa, u holda elementar konyunksivani bir nechta
Av=d4 ko'rinishdagi konyuktiv had bilan to’ldirish kerak.

7-gadamdan so'ng hosil bo’lgan DNF da yana bir xil elementar
konyunksiyalar paydo bo’lishi mumkin. U holda unga yana 4-gadam
go’llaniladi. Mazkur algoritmm go’llanilganda albatta kerakh joyda II-V
tengkuchhliklardan foydalamladi.



6-misol. (Av-B)AC=(-4vB)AC formulaning MDNF ini yozing. [1]
(31-bet)

Berilgan formula keltirilmagan bo’lgani uchun undagi implikatsiyani

dizyunksiya va inkor bilan almashtiramiz:

(Av=B)AC=(=Av B)AC

Hosil bo’lgan formulada — amalsi murakkab formula (4v-8)AC oldida

qatnashgan. Shuning uchun unga de Morgan tengkuchliliklari va qo’sh inkor
tengkuchligini go’llaymiz:

~A(AVv-B)AC)v(-AVvBIAC2~AAv-B)v-Cv(-AvB)AC=
= AA—Bv-CVv(=AdvB)AC=
= AABv—~Cv(=AvB)aC(.

Bu keltirilgan formulada dizyunksiya konyunksiyadan oldin bajariladigan had
mavjud; shuning uchun distributivlik tengkuchliligini  qo’llasak, quyidagi DNF
hosil bo’ladi:

—AABYV=-CV(=AVvB)AC2=-AABVv-Cv=-AACVvBAC
Ushbu DNF da qatnashgan barcha elementar konyunksiyalarto’g’n

elementar konyunksiyalar bo’lsa-da, ammo to’liq elementar konyunksiyalar

emas. Shuning uchun quyidagi shakl almashtirish bajariladi:

=AAB ni =AABA(Cv=C) bilan, =C ni (Av=A)A(Bv=B)v=C bilan, ~4AC
ni —dA(Bv=B)AC bilan, BAC ni esa (Av—-A)ABAC bilan almashtiramiz.

Ravshanki, natijada teng kuchli formula hosil bo’ladi:

=AABYV=CV=AANCVBACE-AABA(Cv=-C)v(Av=A)A
(Bv=B)A=Cv=AA(Bv=B)ACVv(Av=A)ABAC

Ushbu formulaga yana distributivlikni qo’llasak:



=A A B A(Cw=lvi{dv =d)a{Bv=B)a=lwv

Wmd A (B v =BiAaCvw(Adv=A)aBal =

=AdABACY AABRA-C VY AA=Ba=Cv=AdaBaACw
Wed A B A=C v =dAa=BAalv=da=Ba=C

tengkuchlilikka ega bo’lamiz. Bundagi bir xil elementar konyunksivalami
tashlab wyuborsak (fagat bittasimi goldinib) u holda quvidagi oxirgi natijaga
kelamiz:

AaBAaCv ArBA=CvAdr=Ba=Cwv=daBaCw

4
w=d A BAa=Cv=da=RalCv=da=BaA=C (4)

Tengkuchlilikning o'ng tomoni berilgan formulaning MDNF  adir.
Ushbu MDNF ni formulaning rostlik jadvali bilan taggoslaylik:

A B [ o -5 Av=f | (Av=8)AC | (=dvB)aAC | (Av=B)aC=
(=dv B)aC
1 1 1 0 0 | 1 1 1
1 1 0 0 0 1 1 ] 1
1 ] 1 0 1 1 0 ] 0
1 0 0 0 1 1 0 ] 1
0 1 1 1 0 0 1 1 1
0 1 0 1 0 0 1 0 1
0 ] 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 1 1 | 1 ] 1




Bu jadvaldan ko’rinadiki: berilgan formula propozitsional o’zgaruvchilar
givmatlarining (1,1,1), (1,1,00,(1,0,0), (0,1,1), (0,1,0), (0,0,1) wva (0,0,0)

tanlanmalanda 1 (rost) giymati gabul giladi.
l-teoremaga asosan berilgan formula quyidagi MDNF fa teng kuchlidir:

ABC'w ABC' v AB'C v A"B'C' v A"B'C" v
w A"B'C' v A"B'C"

(1) ga asosan esa bu ifoda quyidagi ifodadan iboratdir:
ABCw AB=C v A=B—C v —ABC v —AB=C v —d=BC v —d=B-C

yoki

ArnBACvAABA=C v Ar=BAa=Cvwv=daBalv
wed A B A=l v=da=BAaCv=d aaB A=l

va'ni natijada (4) ning o'ng tomoni hosil bo’ladi. Berilgan formula 7 ta
tanlanmada 1 giymatga, bitta tanlanmada esa 0 qiymatga egadir, demak, u
AP formula emas. (4) dan ko'rinadiki, berilgan formulaning MDNF iga 7 ta
bog’liq elementar konyunksiyva kiradi. Demak, tekshirilayotgan
Fid,4,..4) formula AR formula bo’lsa, uning MDNF iga 2* ta to'lig
elementar konyunksiya kiradi. Shunday qilib, mulohazalar algebrasining
F(d,4,...,4) formulasini AR formulami yoki yo'qmi ekanligini aniglash
uchun uni MDNF ga yoyib uni MDNF dagi to’lig elementar konyunksiyalar
sonimi sanash kerak: to’lig elementar konyunksivalar somi s=2" ta bo’lsa,
berilgan formula AR formula, 0<s<2* bo'lganda- bajaniluvchi formula
bo'ladi. Agar s=0 bo’lsa, u holda berilgan formula AYo formula bo’lishi

ravshandir.

Yugoridagi 1-5-ta’riflarda  konyunksiva™ so’zi ,dizyunksiya’™
bilan,, dizyunksiva®™ so’zim  konyunksiya™ so’zi bilan almashtirsak, u holda
Lelementar dizyunksiya™ to’lig elementar dizyunksiya™ ,,mukammal

konyuktiv normal forma™ (MKNF) tushunchalari hosil bo’ladi.



MKNF lar uchun quyidagi teorema o’rinli.

2-teorema. Mulohazalar algebrasining AP formula bo’lmagan ixtivoriy

formulasi yagona MKNF ga teng kuchlidir.

Asosiy darsliklar va o’quv qo’llanmalar
1. Kenneth H. Rosen, Discrete mathematics and its applications, 7-edition, The

McGraw-Hill Companies, 2012. (30-31 betlar)
2.Mendelson E. Vvedenie v matematicheskuyu logiku. M. «Nauka». 1984

3.Yunusov A.S. Matematik mantiq va algoritmlar nazariyasi, T,2008.
4. Lavrov LA., Maksimova L.L. Zadachi po teorii mnojestv, matematicheskoy

logike 1 teorii algoritmov. M. «Nauka» 1995



Ma'ruza 10: Bul funksiyalari va ularning berilish usullari

Reja:

1. Bul funksivalari.
2. Elementar bul funksivalari.
3. Formula tushunchasi.

Bul funksivalari va ularning berilish usullari

Faraz gilaylik, £ to*plam elementlari 0 va 1 lardan iborat bo*lgan bo‘lsin,
yani E ={0,1}

Endi E'niE'=E deb, n=2 uchun E* to‘plamni quyidagicha
E"={(e,e,,...e )¢ eE}
aniglaymiz. £" to'plamning elementlarini » liklar deb ataymiz. [1](812-bet)
Masalan,
E* ={(0,0), (0.1), (1LO).(LD)}.
E* ={{ﬂ,ﬂ,ﬂ}, (0,0,1), (0,1,00,(0,1,1), (1,0,0), (1,0,1), (1,1,0), [1,1,1}}

bo*ladi.

Demak, E* elementlari tartiblangan ikkiliklardan iborat 4 ta elementl, £*
elementlan tartiblangan uchliklardan iborat 8 ta elementli, umuman, E”

elementlari tartiblangan n liklardan iborat bo‘lib, 2" ta elementli to‘plam bo*lar
ckan.Ravshanki, bu to*plamlar chekli to*plamlardir.

I-ta’rif. £" to'plamni £ to‘plamga akslantiruvchi har ganday
JE" S E

funksiya chinlik funksivasi voki n ta argumenth Bul funksiyvasi deyiladi va um
Fx. xy..x,) kabi belgilanadi.



Odatda x,. x,.....x, larmi Bul o*zgaruvchilan deyiladi.

Bul funksiyvasinung amglamsh va o*zgarish sohalari chekli to*plamlardan
iborat bo‘ladi. Bu hol Bul funksivasini jadval yordamida ifodalash imkonim
beradi. [1](813-bet)

Aytavlik, f(x, x,,....,x,) Bul funksiyasi bo*lib, uning qiymatlari
Eys €)senes€,e_ DO'ISIN.Bu funksiyaning argumentlani x, x,......x, laming

giymtalariga mos funksiva giymatlaridan foydalanib, ushbu jadvalni tuzamiz:

X T, e X X, Fx, XX )
0 0 . 0 0 €,
0 0 0 1 €,
0 0 1 0 &
1 1 1 0 €,
! 1 1 1 e,

Endi jadval wzilishiga gisgacha izoh beramiz:

Bu jadvalda 2° 1a satr bor. Jadvaldagi satrlarming satr nomeri bilan
X, Xy, X, 0 zgaruvchilaming  gabul qiladigan giymatlarnn (0 va 1 simvollar)
moslashtirilgan.

Satrda gatnashgan 0 va 1 simvollar ushbu satr nomerimng ikkilik sistemasidagi
ifodasidir. Masalan,

O-satrda



(X Xyaenx, ) =(0,0,..,0,0)

bolib,

0=0-2""+0-2"*+...4+0-2' +0-2°
1-satrda

(s Taoeon, ) =(0,0,..,0.1)

bolib,

|=0-2"4+0.2" 4+ _+0-2'+1-2°
2-satrda

(%, Tanen®,) =(0,0,...0,1,0)

bolib,

2=0-2"4+0- 2" 4 .. +0- 22 +1-2' 5 0-2°

umuman, 2" —1 -satrda

(X, X, )= (L1 1)
bolib,
2 -1=1- 2412 1.2 1.2 412"
bo*ladi.

Bul funksiyasi n ta o‘zgaruvchiga bog'liq bo'lsa, uni quyidagicha ham
aniglash mumkin:

f{.l'j._. Kgpecns xﬂ] ={'E|:I'-‘ £ "“"'Eg‘—l } ;

Masalan,



X, X, X, Filx, x,.x)
0 0 0 1
0 0 1 ]
0 1 0 0
0 1 1 1
1 0 0 |
1 0 1 ]
1 1 0 |
1 1 1 1

jadval yvordamida aniglangan f(x, x,,x,) funksivam f(x, x,,x,)=(10011011)
kabi1 aniglash mumkin.

Barcha Bul funksiyalar to*plaminimi P; orgali belgilaymiz.
1- teorema. n ta o‘zgaruvchili barcha Bul funksivalari soni 2% ga teng.

Endi elementar funksiyalar deb ataluvchi funksiyalarmi keltiramiz. [1](814-bet)

1°. Ushbu
x | fix)
0 0
1 0

jadval bilan amiglangan funksiya nol funksiva deyiladi va um 0 kabi belgilanadi:
flx)=0

29 Ushbu

x | filx)




1 1

jadval bilan aniglanadigan funksiya birlik funksiyva deyiladi va umi 1 kaba
belgilanadi: f(x) =1

3", Ushbu
x | Sfix)
0 1
1 0

jadval bilan aniglanadigan funksiyva inkor funksiya deyiladi va um ¥ kabi
belgilanadi: f(x) =%

4", Ushbu
x| Sfx)
0 0
1 1

jadval bilan anmiglanadigan funksiva ayniy funksiva deyviladi va umi &(x) kab
belgilanadi: f(x)=x

5% Ushbu
ol x| fxx)
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1

jadval bilan aniglanadigan funksiya kon’yunksiya deyiladi va um x ~x, yoki

X, - x, kabi belgilanadi: f(x.x,)=x Ax, =xx,



6", Ushbu

jadval bilan aniglanadigan funksiya diz'yunksiya deyiladi va umi x vx, kabi

belgilanadi: f{x.x,)=x vx,

7°. Ushbu

jadval bilan aniglanadigan funksiva implikasiva deyiladi va uni x, —x, kabi

X X, | flx.x)
0 0 0

0 1 1

1 ] 1

1 1 1

N x| flxx)
0 0 |
0 1 |
1 0 0
1 1 |

belgilanadi: f(x,x)=x —x

8% Ushbu

X X | ()
0 0 |
0 1 0
1 0 0




jadval bilan aniglanadigan funksiya ekvivalensiva deyiladi va uni x, «»x, kabi
belgilanadi: f(x,.x,) =x, «»x,

9", Ushbu
ol & | flxx)
0 ] ]
0 1 1
1 ] 1
1 1 ]

jadval bilan amiglanadigan funksiva ikki modul bo*yicha olingan yvig'indi funksiva
deyiladi va uni x, + x, kabi belgilanadi: f(x,x,) =x +x,

10°. Ushbu
NS
0 0 1
0 1 1
1 0 1
1 1 ]

jadval bilan aniglanadigan funksiva Sheffer (strixi) funksiyasi deyiladi va um
x,/ x, kabi belgilanadi: f(x.x,)=x/x,.



11° Ushbu

N x| Slxx)
0 0 1
0 1 0
1 0 0
I I 0

jadval bilan amglanadigan funksiva Pirs (strelkasi) funksivasi deyiladi va um
x, + x, kabi belgilanadi: f(x,x)=x 4x,

Elementar funksiyalar yordamida formulalar qurish mumkin. Avtaylik, B ©
P,- gandaydir Bul funksivalar to*plamibo‘lsin. B ustidagi formulaga quyidagicha
ta’nif beramiz.

2-ta’rif. a) Barcha o*zgaruvchilami B ustidagi formula deb atayrmiz;

by flx, xx,)EB va @, @, .. &, ifodalar B ustidgia formulalar bo‘lsa,
f{d,, D, ..., &) tfodani B ustida formula deb ataymiz.

Masalan, B - elementar funksiyalar to*plam bo®lsin. Quyidagi ifodalar B
ustidagi formula bo*lads.

1’ ({(Iu "*-"':}""-"l}l"’-‘:a:'

2) [{{x, nx:}+_t]] H_I_)

3) {[{_tl _"Iz} — X, } H.rj} ;

B ustudagihar bir @(x,, x,....x,) formula biror bir f(x, x,....x,) Bul
funksiyasim aniglaydi. Ushbu  amglangan f(x, x,.....x,) funksiyaga B dan
olingan funksivalarming superpozitsivasi deyiladi. B dan f(x. x,.....x,)
funksivami  hosil qilish jarayomimi  superpozitsiyva amali  deyiladi. Yana



x,) funksiyami B ustidagi ®(x, x,.....x,) formula ko‘rinishida

f['rl'-' Kagenns Xy
ifodalash mumkin deyiladi. ®(x, x,,...,x,) formulaga f(x, x,....x ) funksiya

mos quyilgan deymmz. Bir funksiva bir necha formulaga mos quyilishi mumkin.

Asosiy darsliklar va o’quv go’llanmalar

1. Kenneth H. Rosen, Discrete mathematics and its applications, 7-edition, The

McGraw-Hill Companies, 2012, (811-814 betlar)
2 Yablonskiy S.V. Vvedene v diskretnuyu matematiku. M. «Nauka» 1986

J.Llavrov LA, Maksimova L L. Zadachi po teori mnojestv, matematicheskoy
logike 1 teor algontmov. M. «Nauka» 1995



Ma’'ruza 11: Formulalar ekvivalentligi. Duallik printsipi
Reja:

1. Formulalarning ekvivalentligi.
2. Duallik printsipi.
3. Funksivani o*zgaruvchilar bo‘vicha voyish.

Formulalarning ekvivalentligi
Yugorida aytlganidek, turhh formulalarga  bitta Bul funksivasi mos

qo‘yilishi mumkin. Masalan, x ~L:: va x, v x, formulalarga bitta funksiya mos

qo*viladi.

I-ta’rif. Mos gqo‘yilgan funksivalari fg vafy teng bo‘lgan dva ¥
formulalarga ekvivalent formulalar deviladi va @ ~ ¥ kabi belgilanadi.

Boshgacha aytganda formulalar bir xil rosthk jadvaliga ega bo‘lsa, ular
ekvivalent formulalar deyiladi.

Misollar.
1) rvr—1
2) {;1{-1'1 +.Jr_;}~:z:L'-.-fi,’l’__vr2 — x5 )ix; = x))
3) (x-=y)-(r->x)

Quyvidagi ekvivalent formulalar elementar funksivalaming xossalarini
ko‘rsatadi. [1](815-bet)

1) XAX~—X 2) XVI—X

3) xal~x 4) xa0~0

5) xwvl=-x o) xvl=1

7 xax~0 8)  xwvx~l

9) XAV~ yAX 10) xvy—pwvx

11) (xn_}:}nz—xn[_}:n:} 12) {xv_}:}vz—xv(_v*-.fz]



13) (x+y)+z~x+(y+z) 14) (v y)ez~rxo(yez)

15) {xn_}‘}v:-f{xv:}n{yv:] 16) Iz_rv_].-'}nz-f(.rnz]v[_m'n:]
17) ?—x 18) .1'.-"'-.}"-.;‘.-’_1_‘
19) xwy~ ;n: 200 x—y-~ ._1."-..*}'

[1](817-bet)

2-ta’rif. Ushbu tenglik yordamida aniglangan

_-f-' {'Tl ] 'Tj firE A 'rﬂ .:I = _-f.[‘-l-] k] -rj e "-7'1-11 ]
funksivam f(x. x,....x,) funksiyaga dual funksiva deyiladi.

Dual funksivaning jadvali f(x,, xs,....,x, ) funksivaning jadvalidan 0 m 1 ga

val mi 0 ga o'zgartirib, yugoridan pastga aylantirib hosil gilinadi. Quyidagi
jadvalga qarang. [1](816-bet)

1 X x, filx. 5.x) | Fix, x,x)
0 0 0 1 0
0 0 1 0 0
0 1 0 0 1
0 | | 1 1
1 0 0 0 0
| 0 1 0 1
| | 0 1 1
| | 1 1 0

Misol. Quyidagi funksiyalarga dual funksiyani toping:

1) Fix . x.x)=x vilx, =xNixy =x))



2) F(x,, x.x,.x,)=(1001101100011011)

Yechish: 1) ta’rifga ko‘ra

[ Xy, )= (0, Xk, ) =5 V(6 =3 x5, )1, = 1))
17-ckvivalentlik formulasiga ko*ra
[, Xk, ) =3 v (g = X)), = X))

2) Bu misolni yechish uchun dual funksiyvaning giymatral jadvali to*g risida
aytilgan mulohazalardan foydalanamiz, yani 0 m 1 ga val ni 0 ga o*zgartinb,
teskan avlantirib dual funksivam hosil gilamiz:

(%, Xy x5.x,) =(0010011100100110).

1-teorema. Agar

Fx, 5 5, )= LU e Xy oo S Xpioeos X)) BO°158, 1 holda
F (0 X, ) = U0 e Do oy (X, D).

Isbot.

F G %) = F e Xip oo S oo X ) = S BT Do Sl Bt o)

A/ CTSE ) NN/ CE A ) A U/ C RN N A € A )

Teorema 1sbotlandi.

Duallik printsipi

Teoremadan quyidagi duallik printsipi kelib chigadi. [1](816-bet)

Duallik printsipi. Agar & =N[f,....f.] formula f(x,.....x,) funksiyani
aniglasa, u holda @ formuladagi f.....f funksiyalarni £, ... f funksiyalarga
mos ravishda almashtirib hosil gilingan @ =N[f],.... /] formula /" (x,,....x,)
funksiyani aniglaydi.®* =N[ /..., f"] formulani & formulaga dual formula deb
ataymiz.

Elementar funksivalarga dual funksivalami ko'rsatamiz

F(x, x5) f‘{-’t’p-’f:]




0 1
1 0
X X
X i
X, AX, X, WX,
X, WX, X, AKX,
X, =k X, X A,
X, 43 X, X+ X,
X, + X, X, X,
1'||1' X ‘L-I':
x, l.::: x| x

Misol. Duallik printsipidan foydalamb berilgan funksivaga dual funksiyani

toping. 1) f{x,6,5)=x v({x, = x5)ix; —x))

2) _f'{.tl..rj,x}}={{{xln.1'3}+.tl]v.1.'5}

Yechish: 1) Yugoridagi jadvaldan foydalanib, berlgan funksivada
gatnashgan barcha funksiyalarm dualiga almashtiramiz

£.xy3,) =3, A (X A X,) V(3 A X))
2) £ (x.xx)=(((xve) ox)ax) .
2-ta’rif. Quyidagi tenglik
S Xy, )= (X, Xy X,)

o‘rinli bo‘lsa, f(x, x,-.ey) v, ) funksiyani o*z-0°ziga dual funksiya devyiladi.



Biz yuqorida fikrlar algebrasining formulalarim o‘rganishda, undan tegishli
mantiqiy Xulosalar chigarishda muhim bo‘lgan formulalarning ekvivalentligi
tushunchasini bayon etgan edik.

Ma’lumki, har bir formulani, unga ekvivalent bo‘lgan, ayni paytda soddaroq
tuzilgan formulaga keltirish muhimdir.

Endi fikrlar algebrasining har qanday formulasini TALV mantiqiy amallar

yordamida tuzilgan maxsus formulaga (odatda bunday formulalami diz’yunktiv
normal forma, kon’yunktiv normal forma deyiladi) keltiramiz.

Propozisional o*zgaruvchi x uchun ushbu

x, agar e=1 bo'lsa
.r‘={_ -

x, agar e=0 bo'lsa
belgilashni kiritamiz. (e € E)

1-Teorema (funksiyani o‘zgaruvchilar bo‘yicha yoyish haqida). Fikriar
algebrasining har ganday f(x,, x.,....,x,) funksivasini ixtivoriv m (1<m<n)

uchun ushbu ko ‘rinishda ifodalash mumkin:

.f(_"],"_’ xm,xm“,...,xn) —_

Vi KXV REE N G T X

m+13 03 Xp
(qv--‘-]

) ™)

bu verda diz 'yunksiva X,,..., X, o'zgaruvchilarning barcha gabul gilishi mumkin

givmatlar bo vicha olinadi.
Isbot. Ixtiyoriy (&,..., @,) € E” uchun (*) tenglikni chap va ong tomoni
bir xil giymat qabul qilishini ko‘rsatamiz. Chap tomoni f(a...., @,) ga teng.

O'ng tomoni esa

Wt )(a," AianNa= N (e, e @ i )=
oy

=o' A A A fla,...a,,a,.,,...a,)= f(a,...a,)
Teorema isbotlandi.
Bu teoremadan quyidagi natijalarni olishmiz mumkin.

1) m=1 bolganida funksiyani o*zgaruvchi bo*yicha yoyish:



(X X,)=
(2, A f(Lxy,nx, ))vi(a A F(0,x,,....x))
2) m=n bolgamda funksiyam barcha o*zgaruvchilar bo*yicha yoyish:

flx,..,x )= v ]{:rf‘ A AX A fle,...e))
IEL,...,E'

Agar  f(x,..,x )#0 bo'lsa, yoqoridagi tenglikni o‘ng tomonidagi

formulani quyidagicha almashtirishimiz mumkin:

V(i AL AxAfle,...,e))= [,,?fer (X' AL.AxT)

(2 }
L p—

Natijada f(x,....x )= v (x'A...Ax") hosil gilamiz

(8 -ty )
R

Asosiy darsliklar va o’quv go’llanmalar

1. Kenneth H. Rosen, Discrete mathematics and its applications, 7-edition, The

McGraw-Hill Companies, 2012, (811-814 betlar)
2 Yablonskiy 8.V. Vvedenie v diskretnuyu matematiku. M. «Nauka» 1986

3.Llavrov LA, Maksimova L L. Zadachi po teorn mnojestv, matematicheskoy
logike 1 teorit algoritmov. M. «Naukaw 1995



Ma'ruza 12: Bul funksivalarining normal formalari
Reja:

1. Elementar kon’yunksiva.
2. Dizyvunktiv va konyunktiv normal formalar .
3. Mukammal dizyunktiv va konvunktiv normal formalar

Elementar kon'yunksiya

Ixtiyoriy  f(x,...,x,) Bul funksiyasi uchun D‘f. orgali agar

fix,....x,)=0 bo'lsa, X, A X formulani, aks holda
[ W ] (%" A...ax™) formulani belgilaymiz.
flar e
Quyidagi
X (k=123
hamda ulardan tuzilgan
(X" Ax" A ax™), (k=1L2.3..)

Formulalar efementar kon yunksiva deyiladi.

I-ta’rif. Diz'yunktiv normal forma (qisqachaD.N.F.) tushunchasi
quyidagicha induktiv ta’riflanadi:

1) har ganday elementar kon’yunksiyva D.N.F. bo‘ladi;
2) agar F.F, lar D.N.F. bo*lsa, u holda F v F, ham D.N_F. bo'ladi;
3) boshgacha ko*rinishli D.N.F. yo'q.

Masalan, quyidagi formulalarning har biri D.N.F. bo®ladi;

Xis Xay X3 WV Xy (X AXy AXy)

(x, Ax, ) vix Ax, Ax,) x vix A Xy,

2-teorema. Fikrlar algebrasining har ganday formulasi uchun unga mantiqiy
ekvivalent D.N.F. mavjud. [2](27-bet)



Isbot. Avtaylik, F fikrlar algebrasining formulasi bo*hib, unga Bul
funksivasi /. mos quyilsin.

Unda, 1- teoremaga binoan, shunday D formula topiladiki,

Jo & = I
bo‘ladi. Binobarin,
fo =1
bo*lishidan
D, ~F

ekanligi kelib chigada.

Ikkinchi tomondan, D, formulaning tuzilishi (u teoremada keltirilgan) uning

D.NF. bo'lishini ko*rsatadi.
Teorema 1sbot bo*ldi.

Eslatma. Yugorida keltinlgan teorema fikrlar algebrasining formulasi uchun
unga mantiqiy ekvivalent D.N.F. ning mavjud bo*lishim isbotlabgina gqolmasdan,
diz"yunktiv normal formadagi formulam topish usulini ham ko‘rsatadi.

Misel. Ushbu
F=(xax)—=(xvx)
formulam garaylik. Bu holda
fo(0,0)= f(0.1) = f.(L,0) = f(L1) =1
bo*ladi.
Agar

Co=(x, Ax,)

C =(x, Ax,)



G=(xAx)
C,=(x, Ax,)
ekanligini e’tiborga olsak, unda
D, =(x, AX)V (X, A X))V (X, AX) V(x5 AX,)
bo*lishini topamiz.

Demak, fikrlar algebrasining 7 formulasi unga ekvivalent bo‘lgan D.N.F.
ko‘rimishga keldi. Quyidagi

x; (k=123
hamda ulardan tuzlgan
(5" vax v vy (k=123..)

Formulalar elementar diz 'vunksiva deyiladi.

2-ta'rif. Kon'yunktiv normal forma (gisgacha K.N.F.) tushunchasi
quyidagicha induktiv ta'riflanadi:

1) har ganday elementar diz’vunksiyva K.N.F. bo*ladi.

2y agar k. F, lar K.NF. bo'lsa, u holda K AF, ham K.N.F. bo'ladi.
3) boshgacha ko*rinishli K.N.F. yo'q.

Masalan, quyidagi formulalarming har biri K.N.F. bo‘ladi:

XX Aax, [ v) xoalx vag) xoax sy v

(5 Vx) A (6 V) A (% v x)

3-teorema. Fikrlar algebrasining har ganday formulasi uchun unga mantiqiy
ekvivalent K.N.F. mavjud. [2](27-bet)

Isbot. Faraz qilaylik, F fikrlar algebrasining formulasi bo'lsin. 2-§ da
aytilganlardan foydalanib berilgan F formula uchun F m topamiz. So‘ng 2.1-
teoremaga ko*ra Ushbu

F ~D.



munosabatni hosil gilamiz. Bunda, ravshanki, D 2 -D.N.F. bo‘ladi.

Yugoridagi munosabatdan esa, 1-teoremaga binoan

L d

(F. )‘ = (DP' )
bo‘lishi kelib chigadi.

Demak,

L

F~D

bo‘ladi. Ayni paytda, D’ + formulaning tuzilishidan, uning KLN.F. ko‘rinishda
ckanligini payqash qiyin emas. Teorema isbot bo*ldi.

Eslatma. Bu teorema fikrlar algebrasining formulalarini kon’yuktiv normal
formadagi formulalarga keltirish usulini ham ko‘rsatadi.

Garchi  2-teorema hamda 3-tcoremalar isboti fikrlar algebrasining
formulalarmi D.N.F. yoki K.N.F. ko‘rinishidagi formulalarga keltirish usulimi
ifodalasa-da, undan amaliyotda foydalanish ancha qiyin bo‘ladi. Formulalardagi
propozisional o‘zgaruvchilarning sonini o‘sib borishi, katta sondagi satrli jadvalni
tuzishga olib keladi.

Masalan, formuladagi propozisional o‘zgaruvchilar soni »=8 bo‘lganda,
satrlar soni 2* =256 ta bo‘lgan jadvalni tuzishga to‘g'ri keladi. Bunday hollarda,
mantiqiy ekvivalent formulalardan foydalanish qulay bo‘ladi.

Misol. Ushbu (x, A x,) = (x, v x,) formulani garaylik.

Yuqgorida aytilganlardan foydalanib, uni quyidagicha D.N.F. va K.N.F.
ko‘rinishlariga keltiramiz:

(X, Ax) =2 (x5 vX)~(xAx%) V(v ~(x_,v E)v (X3 V X)) ~x, VX, VX, VX,
bu D.N.F bo‘ladi.
Shuningdek (x, Ax,) = (x, v X, )~(X, VX, v X, VX,) KN.E. bo'ladi.

Endi mukammal diz'yunktiv normal forma (qisqacha: M.D.N.F.) hamda
mukammal kon’yunktiv normal forma (qisqacha: M.K.N.F.) tushunchalarini
keltiramiz.



Avtavlik, x...x, propozisional o‘zgaruvchilarga bog'li Dix....x)
D.N.F. berilgan bo‘lsin.

J-ta’'rif. DN.F bo'lgan D (x, x,....x ) formula wushbu shartlami

ganoatlantirsa

1). D(x, xy,.....,x,) daishtirok etuvchi har bir elementar kon’vunksivalarming har
birida x;, x,,....,x, lardan ixtivoriysi voki inkor ishorasi bilan voki inkor ishorasisiz
fagat bir marta ishtirok etsa,

2). Dix,xy...x) da ikkita bir xil diz’yunktiv had ishtirok etmasa,
D(x, x..0x,) formula mukammal diz’yunktiv normal forma (M.D.NLF))
deyiladi. [2](27-bet)

d-teorema. Fikrlar algebrasiming ziddivat bo‘lmagan har ganday formulasini
unga mantiqiy ekvivalent bo*lgan yagona mukammal diz"yvunktiv normal formaga
keltirish mumkin. [2](28-bet)

Isbot. Faraz qilaylik, ziddiyat bo‘lmagan formula berilgan bo‘lsin. Um 1.2-
teoremadan foydalanib diz’ yunktiv normal formaga keltinladi.

Agar bordi-yu bu D.N.F. da bir xil diz’yunktiv had, masalan,
(P Ax A Aax®Ivin® A aax™
ishtirok etsa, u holda ushbu
IV ~X

ckvivalentlikdan foydalanib fagat bittasim goldiranmz.

Agar bordi-yu

(x5 Ax,® Aax™)

¢lementar kon’yunksiyada x, 0°zi va o'zining inkon bilan ishtirok etsa, unda

e — oy
(" AoAax Ax ALax ")~0

munosabatdan foydalanib, bu diz'yunktiv hadmi tashlab yuboramiz. Agar biror
diz’yunktiv



(xrna2asax’)
hadda x, va :‘ lardan birortasi ishtirok etmagan bo‘lsa, u holda

(5 A AR )~ A AT ) AV T)~

(X ACAZALAX"IV(X ALLAX ALLAXT
bo‘lishidan foydalanamiz.

Shu usulda keltirilgan formula 3-ta’rifning barcha shartlarini bajaradi.
Binobarin u mukammal diz’yunktiv normal formadagi formula bo‘ladi. Teorema
isbot bo‘ldi.

Yugorida kelurilgan M.D.N.F. tushunchasiga o‘xshash mukammal
kon’yunktiv normal forma (M.K.N.F.) tushunchasi kilritib, quyidagi teoremani
isbotlash mumkin.

S5-teorema. Fikrlar algebrasining tavtologiya bo‘lmagan har qanday
formulasini unga mantigiy ekvivalent bo‘lgan yagona mukammal kon’yunktiv
normal forma ko‘rinishga keltirish mumkin.

Asosiy darsliklar va o’quv go’llanmalar

1. Kenneth H. Rosen, Discrete mathematics and its applications, 7-edition, The
McGraw-Hill Companies, 2012. (811-814 betlar)
7. Yablonskiy S.V. Vvedenie v diskretnuyu matematiku. M. «Nauka» 1986

8. Lavrov LA., Maksimova L.L. Zadachi po teorii mnojestv, matematicheskoy
logike 1 teorii algoritmov. M. «Nauka» 1995



Ma'ruza 13: To'liglik va yopiglik. Muhim yopiq sinflar
Reja:

1. Toliglik va vopiglik.
2. Jegalkin ko*phadi.
3. Muhim vopig sinflar.

To‘liglik va yopiglik

Yugorida biz ixtiyoriy Bul funksiyasi ;,_rln_rzm_rlv_rz elementar

funksivalar vordamida formula ko‘rimishida ifodalash mumkinhgini ko*rdik.
Quyida biz, shunday hususivatga ega funksivalar sistemalan bilan bog‘liq bo*lgan
tushunchalarga to*xtalib o' tamiz.

Faraz gilaylik, bizga B={f,f......[..... = F - Bul funksiyalar sistemasi
berilgan bolsin. [1](817-bet)

1- ta’rif. Agarda ixtiyoriy Bul funksiyasini g funksiyalar sistemasi ustida
formula ko‘rinishida ifodalash mumkinbo®lsa, 8 to‘lig sistema deyiladi.

I-misol. P;—barcha Bul funksiyvalar to*plami — to*lig sistema bo‘ladi.

2-misol. B={ ,~,v}- funksiyalar sistemasini to‘liq sistema ekanligi

ko*rsatildi.

Quyidag: teorema vordamida biz bir sistemaning to‘lighg masalasim
ikkinchi sistemaning to*lighigiga keltinshimiz mumkin.

I-teorema. Agar B ={f.f...} va B,={f.f....} Bul funksiyalar
sistemalaridan 8- to‘lig sistema bo‘lib, uning har bir funksiyasimi B, ustida

formula ko‘rimshida ifodalash mumkin bo‘lsa, u holda B, funksivalar sistemasi
to*ligdir. [2](30-bet)

3-misol. B=1{ ,~}- funksiyalar sistemasini toligligini 1-teoremaga asoslanib
ko‘rsatamiz. B sifatida 2-misoldagi sistemani, B, sifatida esa 3-misoldagi

sistemani  garaymiz va X, v X, =;lnE ayniyatdan foydalansak, B= {_,n}

sistemaning to*lighgi kelib chigadi.

d-misol. B={ v}- funksiyalar sistemasi to*ligdir. Bu sustemaning to*hgligi
3-misol kabi ko*rsatiladi.



S-misol. B={y- funksiyalar sistemasi to‘ligdir. Quyidagi aynivatlaming
o‘rinli ekanligini ko‘rsatish qiyin emas.

x=x/x, xAX, =/ x,)(x/x,)

Demak 3-misoldagn sistemaning barcha funksivalan bu sistema ustida
formula ko*rimshida ifodalanadi.

b=-misol. B={01.x -x,.x +x{- funksivalar sistemasi to‘ligdir. Quyidagi
ayniyatlarning o*rinli ekanlini ko‘rsatish giyin emas.

r=x+l xaAx,=x-x

Demak 3-misoldagi sistemaning barcha funksivalan bu sistema ustda
formula ko*nmishida ifodalanad.

Ixtivorty Bul funksivasim 0,1,x-x, vax;+x, funksivalan vyordamida
formula ko‘rimishida ifodalagandan keyin, gavslarmi ochib chigib, algebraik
almashtirishlar bajarib mod 2 bo‘yicha ko*phad (Jegalkin ko‘phadi) ko‘nnishida
ifodalanadi. Quyidagi teorema o*ninli.

2-teorema.(Jegalkin). [2](32-bet)Ixtiyoriy Bul funrsiyasi Jegalkin ko'phadi
vordamida ifodalamishi mumkin, ya'mi ¥f(x,,....x, )€ £ uchun

fx....x )= z a ,x ..x  buyerdag, K €E.

(ol )
Ushbu ko*phadda

s AN 1

ko‘rimshidagi hadlar somi 1 dan n gacha bo'lgan natural sonlar to‘plamining
Wyseoood,} qism to‘plamlari soniga, ya'ni 2°ga teng. Ulaming a, , koeffitsiyentlari
fagat 0 yoki 1 giymat gabul gilgani uchun barcha n o*zgaruvchili Jegalkin
ko‘phadlanning som 27 ga, ya'm barcha n o‘zgaruvchili Bul funksiyalarimng
somga teng. Bu esa Bul funksivasim Jegalkin ko*phadi yordamida yagona ravishda
ifodalanishini baldiradi.

Misel. Ushbi funksiyam Jegalkin ko®phadi ko*rinishida ifodalang:



Slxax,x)=(x/x)+(x Ax,)

Yechish: Berilgan funksiya uchun noma’lum koeffisienth

ko rinishidagi ifodasini izlaymz:

ko“phad

(x, /x,) +(x, Ax,)=axxx, +bxx, +exx, +dex, +ex, + fr, +gx, +h

Funksiyaning giymatlar jadvalida noma’lum koeffisientlarm aniglaymiz:

v | x| | () +(x Ax) ax,x,x, + bxx, + exx, +dv,x, +
+ex, + fx, + gx, + h

0|10 (0 1 h h=1
0|0 |1 | g+h a=(]
011 (0O | f+h =0
01 |1 1 d+f+g+h d=(0
1 (0 |0 1 e+h e=()
1|0 |1 0 ctetgth c=1
1|1 |0 0 h+e+f+h h=1
1|1 |1 I atb+c+d+e+f+g+h a=

Jadvalning 4 wva 5- ustunlarim tenglashtirishdan hosil bo‘lgan tenglamalar
(noma’lum koeffisientlarga msbatan) sistemasini vechib, 6- ustunni hosil gilamiz.

Demak

fxx.x)=(x/x)+(x Ax)=x x,+x-x+]

To'lighk twshunchasi bilan yopilma va yopig sinf tushunchalan bevosita

bog‘lig hisoblanadi. [2](33-bet)




2-ta’rif. Aytayhk M e F, bo'lsin. M to'plamning funksivalan yordanuda
formula ko‘nnishida ifodalash mumkin bo*lgan barcha funksivalar to*plarmga M
to*plamning yopilmasi deyiladi. M to*plamning vopilmasi [M] kabi belgilanadi.

Miseol:1) M=FP;bo"1sa, ko' rimb turibdiki [M]=F; bo*lad.

2) M={lLx+x} bo'lsa, bu to‘plamning yopilmasi barcha chizigh
funksiyalar sinfi L, wvam fi(x,...x)=¢,+gx +...+c,x, ko‘rimshidag

funksiyalar sinfi bo*ladi.

3- ta’rif. Agarda M to‘plamning vopilmasi o‘ziga teng, vam [M]=M bo'lsa,
M vopiq to*plam deyiladi.

Miseol:1) M=F; sinf yopig sinf bo*ladi.
2y M ={l,x, + x, } sinf yopiq emas.
3) L sinf yopiq.
Muhim yopiq sinflar
Ushbu mavzuda biz ba’zi muhim yopiq sinflarni o°rganamiz. [2](34-bet)

1.  Nolm saglovchi barcha Bul funksivalan sinfimi 7 orgali belgilaymiz,
yani ?;]={f[_rl,_-,x"}|f{ﬂ,ﬂ,--,ﬂ}=ﬂ}_

Masalan, 0, x, x, A x,, 3 v X, x, +x, funksiyvalar Tsinfga tegishh bo*ladi.
1-Tasdiq. T, — vopig sinfdir.

Ishot. Biz ixtiyoriy fofisn €T, funksiyalar uchun
Filx, xuenx) = S0 e Xy s £ (Ko X, ) funksiyani Ty sinfga tegishli
ekanigini ko‘rsatsak yetarl. Hagigatan

F(0,0,..0) = f(£(0,0rr, 00,0 £,(0,....00) = £(0,....,0) =0

2. Birmi saglovchi barcha Bul funksiyvalan sinfim 1, orgali btlgilaymz,
yani T} = {f{xl,-.,xﬂﬂf{l, L..1)= I}_

Masalan, 1, x, x, A x,. x, v x,, x; — x. funksivalar T';sinfga tegishh bo‘ladi.



2- Tasdiq. T, — yopig sinfdir.

Isbot.  Biz ixtiyoriy % % 1O i - 1 funksiyalar ~ uchun
F(x), Xyeees X,) = LA s X Do [ (X500 X, ) funksiyani T; sinfga tegishli
ekanigini ko'rsatsak yetarli. Haqiqatan

F(l )= £y (L)) = £(L. 1) =1

3.  O'z-0'ziga dual barcha Bul funksiyalar sinfini § orqali btlgilaymiz,
yani S-{f(x.,....r,.)lf(x,..-..x,.)-f'(x,...,x.)}-

Masalan, x va x funksiyalar S sinfiga tegishli bo‘ladi.
3- Tasdiq. S — yopiq sinfdir.

Isbot. Biz  ixtiyoriy FufiafiEs funksiyalar ~ uchun
F(x, X000 %) = SUA s Xy s S (Xyysens X, ) funksiyani S sinfga tegishli
ckanigini ko'‘rsatsak yetarli. Hagigatan

F il mgaxsyo f O Gpsvsm Yo o egino s )=

= f(fl(_r“,...,.r,h ),...,f_(xm,,...,xw_ )| ¥ 1 § v A )

Quyidagi lemma o0‘z-0°ziga dual bo‘lmagan funksiya hagidagi lemma deb
yuriniladi.

l-lemma. Agar f(x,..x,)#Sbo'lsa, u holda ushbu funksiyadan x va x
funksiyalarni o‘rniga qo‘yish yo‘li bilan bir o‘zgaruvchili o'z-0‘ziga dual
bo‘lmagan funksiyani, yani konstantani, hosil gilish mumkin. [2](35-bet)

Isbot. Ayraylik f(x,....x,)&S bo'lsin. U holda shunday @ =(¢,,...e, )€ E”
borki f(e,...e,)= f(e,..e,) tenglik o'rinli. Quyidagi funksiyalarni qaraymiz
@.(x)=x" va ular yordamida ¢(x) funksiyani aniglaymiz:

@(x) = f(@(x),....0,(x)



Bu ¢(x) funksiya f(x,...x,)&S funksiyadan x va x funksiyalarni o*zgaruvchilar
o‘'rniga qo‘yish bilan hosil qilindi va  konstantaga teng. Hagigatan,

0(0) = f(@(0).....0,(0) = £(0°,....0%) = f(g...,) = f(g,....€,)
=f(1%,...1%) = f(g (D)., (1) = @(D).

Lemma isbotlandi.

Asosiy darsliklar va o’quv go’llanmalar

1. Kenneth H. Rosen, Discrete mathematics and its applications, 7-edition, The
McGraw-Hill Companies, 2012. (816-819 betlar)

2. Yablonskiy S.V. Vvedenie v diskretnuyu matematiku. M. «Nauka» 1986

3. Lavrov LA., Maksimova L.L. Zadachi po teorii mnojestv, matematicheskoy
logike 1 teorii algoritmov. M. «Nauka» 1995



Ma’'ruza 14-15: Post teoremasi va uning natijalari (4 soat)
Reja:

4. Muhim vopiq sinflar.
5. Post teoremasi.
6. Post teoremasining natijalari.

Muhim vopiq sinflar

Avvalgi mavzuni davom ettiramiz.

4. E” da quyidagi tartib munosabatini kiritamiz:
a =(g....e,), ﬁ=[&‘ll,.-,-ﬁ'nl}E E" uchun a=<foe "_:-E'jl, -E'Eﬁl’f:l,...,f" "_:-E'"‘;
Ushbu munosabat o‘rinli bo‘lsa, @ =(g,,..e,) -nlik f=(e ...e, ) E" -n likdan
“oldin keladi” deyiladi. Masalan,(0,1,1,0)=(0,1L1),ammo (0,1,0) va (1,0,0)
uchliklarni solishtirib bo*lmaydi. Bu munosabat gisman tartib munosabat bo*ladi.

I-ta’rif. Agar  f(x,..x) Bul funksiyvasi uwchun ixtiyoriy shunday

a=(e,..e), B=le,..e)eE" topilsaki, ular uchun < = fla)< f(f)
shart bajarilsa, fix,....x,) funksiva monoton funksiya deyiladi. [1](817-bet)

Barcha monoton funksivalari sinfini M orgali belgilaymiz, vam
M={fx,..x)a<f= f@)< ().

Masalan, 0.1 x, x, A x,. x, v x, funksivalar § sinfiga tegishli bo*ladi.
4-Tasdig. M — vopig sinfdir.

Agar @ =(€.....€_.C.€ ... Vaf=(¢....e_.€.€,...€) bo'lsa, ava

B n liklar go ‘shni (i- koordinata bo*yicha) deyiladi.

Quyvidagi lemma monoton bo‘lmagan funksiva hagidagi lemma deb
yuriniladi.

2-lemma. Agar f(x,..x)eM bo‘lsa, u holda ushbu funksiyadan 0.1 vax
funksivalarm o‘rmiga qo‘yish yoli bilan x funksiyani hosil qilish mumkin. [2](37-
bet)

Isbot. f(x,,...x, ) & M bo"lsin. Avval a=f wva [fla)=f(f)shartni
ganoatlantiradigan go'shni « wva f n liklar mavjudligini  ko‘rsatarmz.
f(x,..x,)€M bo‘lgani uchun shunday &' wva S' n liklar mavjudki,
a' < va fila')> f(B') shart bajariladi. Agar ular go'shni bo‘lsa, magsad
bajariladi. Agar &' va#' lar go'shai bo'lmasa, ular & ta koordinatasi bilan farg
giladi. @' usbu koordinatalarda 0 giymatga ega. ' esa 1 giymatga ega. Bunga



asoslanib, &' va B' lar orasiga k-1 ta wrli &’ ,&’.....a" n liklami shunday
joylashtinsh mumkinki

a' s < <. 2a' < f

shart o‘rinli bo‘ladi. Bu gatorda yonma-yon turgan »n liklar go'shni bo*ladi.
fla')= f(#") bo'lgani uchun, <k fla')> fla™) o'rinli.a=a' va f=a"
deb olamiz. Aytaylik ular i- koordinata bo*yicha go ‘shni bo*lishsin, yani

a=(e,....6..0.6,,....€,)

f=le,...e_.le,....e)

Quyida aniglangan ¢ x) funksiyvani qaraymiz:

D)= [ (€ o€ Koo 8.

Bu g(x)funksiya  fix...x)eM funksivadan 0, 1 va x funksiyvalarm
o‘zgaruvchilar o‘miga quyishbilan hosil gilindi va Px)=x. Hagigatan,
@(0)= fle.--.6,,0.8,,...8,)= fla) > f(F)=

fles...e.le,....e ) =@l).

Demak ¢(0)=1va @(1)=0, yanig(x)=x. Lemma isbotlandi.

5. Barcha chizigli Bul funksivalari sinfi L quyidagi sinf bo*ladi.
L= {_f{.rl pen X (XX, ) =0 4 - 4+ L'"_r_}
Masalan, x , x va x, + x, funksiyalar Lsinfiga tegishli bo‘ladi.
5-Tasdig. L — vopig sinfdir.
Quvidagi lemma chizigh bo‘lmagan funksiva hagidagi lemma deb
yuriniladi.

3-lemma. Agar f(x,..x)el bo'lsa, u holda ushbu funksiyadan 0,1, x va X
funksivalarmi o*miga qoyish, shuningdek, yoki f funksiyaning inkorini olish yoli
bilan x ~ x, funksiyani hosil gilish mumkin. [1](38-bet)

Isbot. f(x.....x,) funksiyaning Jegalkin ko‘phadiga yoyilmasini garaymiz:

flxa..x )= Z a4, X, oo X,

L |



Funksiva chizigli bo‘lmagani uchun ushbu ko*phadning hech bo‘lmaganda
bitta hadi ikkitadan ko*p ko‘paytuvchiga ega bo‘ladi. Umumiylikdan chigmagan
holda, ushbu ko‘paytuvchilarning orasida x; va x; o‘zgaruvchilar mavjud deb
hisoblaymiz. Shunda ko*phadmi quyidagi ko*rinishga keltinish mumkin:

Z @y XX, SN (X X)X (X )+ 5 () £ 8)

The iy )

buerda fi(x,,....x )=0.
Avwtaylik f(e,.....e,)=1 bo‘lsin. U holda

a = file.....e,)
B ={le,....e) deb olamiz.

J"=.-i|r‘2[£:£|7' "1'E.|.}
Quyida aniglangan ¢{x, . x, ) funksiyani garaymiz:
o0 )= fx. X6, .8 ) = X%, +ax, + O+ 7.

Bu @{x.x,)funksiva fi(x..x )&l funksiyadan 0, 1 .x vax funksiyalami
o‘zgaruvchilar o'rmiga qo‘yish bilan hosil qilindi. Endi  gix,r,) funksiva
yordamida quyida aniglangany(x;, x,) funksiyani qaraymiz:

wix,n)=plx+0x +a)+af+y.

Bu wi(x.x)funksiyva ¢(x.x,) funksiyvadan x wva x funksiyalarm
o‘zgaruvchilar o'miga qo'yish va balki ¢(x,x,) dan inkor olish bilan hosil qilindi

va wix,x)=x ax,.
Hagigatan,

wixx)=px+fx,+a)raff +y=
=(x+f)x+a)ra(x+f)+f(x,+a)+ry+af+y=
=xx, + fx, +oax, +of +ax, +af+ B, +af +af + y = xx,.

Lemma 1sbotlandi.

Quyidag jadval 7,7, 5, M va L sinflarmi o*zora turhi ekanligini ko*rsatadi.

T T 5 M L

0 + - - + +




I-teorema(Post). Bc F funksiyalar sistemasi to'lig bo‘lishi uchun B
yuqoridagi beshta 7,.7,.8, M va Lsinflarning hech birining gism to‘plami bo‘l-
masligi zarur va etarli. [2](40-bet)

Isbot. Zaruriyligi. B toliq sistema bo‘lsin. Faraz qilaylik biror-bir
B E{?;,?],S,M,L} uchun B B, . U holda P, =[B]~;[H.]=B, . Demak B, =F, ,
bu esa farazga zid. Zarunyhk isbotlandi.

Yetarlilik. B funksiyalar sistemasi T, 7,,5.M va L sinflaming hech birining
gism to‘plami bo‘lmasin. B funksivalar sistemasidan T;.7,,5 .M va L sinflarning

hech birining qism to*plami bo‘lmaydigan, beshiadan ko'p bo*lmagan funksiyam
0‘z ichiga olgan B, gism sistema ajratish mumkin. Buning uchun B funksiyalar
sistemasidan  T,.7.5.M val sinflariga mos ravishda tegishli bo‘lmagan

fosfoufon Sy vaf, funksiyalarni tanlaymiz va B, ={f,. £.f. [, ./} deb olamiz.

Yetarlilikni uchta etapda isbotlaymiz.

. Konstantalar 0 va 1 lami f,.f, va f, funksiyalar yordamida hosil
gilamiz. f, ¢T, bo'lganiuchun 2 ta hol bo*lishi mumkin:

1)  f(L...1)=1 Bundag(x)= f(x.....x)=1 _ chunki

@(0) = f(0.....0) =1, @D =fi(L...1)=1
Ikkinchi konstantani f, funksiyadan olamiz: f(L....1)=0 .
2)  fy(l....1)=0. Bundag{x)= fy(x,....x)=x ,chunki
P(0)=£,(0,...00=1, @)=/ (L...1)=0.

Endi biz x funksiyaga egamiz vaf,(f, € S)dan 1— lemmaga asosan
konstantani  hosil qilishimiz mumkin. x funksivaga ega bo‘lganimiz uchun
ikkinchi konstantani ham topamiz. lkki holda ham 0 va 1 konstantalarni hosil
qildik.

II. 2 — lemmaga asosan 0,1 va f,(f, €M) funksiyalar yordamida x
funksiyani hosil gilamiz.

lI. 3 — lemmaga asosan 0,1, xva x funksiyalar yordamida x, A x,
funksivani hosil gilamiz.

Shunday qilib, ;va_t, A x, funksiyalarni B, ustida formula ko'rinishida

ifodaladik. 1 —teoremaga ko'ra B, — to'lig sistema. Yetarlilik isbotlandi.
Teorema isbotlandi.



Post teoremasidan kelib chigadigan natjalarga o'z e’tborimizm jalb
etaylik. Zeroki, har bir teoremaning mohiyat undan kelib chigadigan natyjalar bilan
o‘lchanadi. Quyida biz Post teoremasidan kelib chigadigan uch natija ustida
to*xtalamiz.

2-Ta'rif. Bizga, B F, bernlgan bo‘lsin.
B -birkam to*lig deyiladi, agarda
1) B 10'lig bo‘lmasa, ya'ni [B]# B:
2) ixtiyorly f € B\ B uchun [B|J{/}1= P bo'lsa.

1-Natija. Bc P, birtkam to‘'lig bo‘lishi uchun Be|r.7.5.M.L} bo'lishi
zarur va etarli. [2](41-bet)

Zarurligi. Faraz gilaylik, B birkam to‘lig bo‘lsin. U holda Post teoremasiga
binoan, biror-bir B, &{7,.7,.8.M.L} uchun B < B bo‘ladi. Aytaylik, 5= B bo‘lsin.
U holda /e B \B ni gqaraymiz. B ning birkam to‘lighgiga binoan, B {f} to'lig

bo‘ladi. Bu{ficB =Bu|flc .E'i'l =B _Buesa, P, # B gazid Demak, B=B5,
Etarliligi. 7,.7,.5.M va L sinflarni o‘zora turh ekanligi va Post teoremasidan
ularing birkam to*liq ekanhigi kelib chigads.

2-Natija. To'lig bo'lmagan ixtivoriy yopigq sinf 7,75 M val sinflardan
birini qismi bo®lad.

3-Natija. Ixtivoriy to'lig sustemadan to'rtta elementdan ortig bo’lmagan
to*lig gism sistema ajratib olish mumkin. [2](41-bet)

Isbot. Agarda B 10'liq bo‘lmasa, u holda Post teoremasiga binoan, quyidagi

Fy={fyfisfiofurfi}

bu verda f,-nolni saglamaydigan B sistemanig funksivasi, f -bimni
saglamaydigan B sistemanig funksiyasi, f -0‘z-o‘ziga dual bo‘lmagan B
sistemanig funksivasi, [, -monoton bo‘lmagan® sistemanig funksiyasi, f-

chizigli bo‘lmagan B sistemanig funksivyasi, to‘plam to‘liq bo*ladi. Ammo bu besh
elementli to*plam. Quyidagi ikki holda f, € F, bo*ladi.

I-hol. £(L1..1)=1

2-hol. £(11,...1)=0



Birinchi holda f,(0,0,...0)= f,(LL..1)=1 bo‘lib, f,0‘zi-o‘ziga ikkilangan
emas, shu sababli f ni chigarib tashlasa bo*ladi.

Ikkinchi holda, f, birni saglamaydi, shu sababli, fini chigarib tashlasak
bo‘ladi. Shunday qilib, birinchi holda { £, £, £, f;} . ikkinchi holda esa { f,. f,. f,}
to*lig bo*ladi.

3- natijada « to'rtta elementdan ortig bo’lmagan » shartim « uchtta
elementdan ortiq bo’lmagan » sharti bilan almashtirib bo*lmaydi.

Haqigatan, quyidagi f, =L f,=0. f =x +x,+x, f =x-x, funksiyalar
to*plami. Post teoremasiga binoan to‘lig, chunki

foeT, fiellusS f eM, fiel.

Ammo,  \f.f. il (LSl el i fuhifeM, {f.f.flel

sababli, Post teoremasiga binoan, to‘liq bo*lmaydilar.

Asosiy darsliklar va o’quv go’llanmalar

1. Kenneth H. Rosen, Discrete mathematics and its applications, 7-edition, The
McGraw-Hill Compamies, 2012, (816-819 betlar)

2. Yablonskiy S.V. Vvedenie v diskretnuyu matematiku. M. «Nauka» 1986
3. Lavrov LA., Maksimova L.L. Zadachi po teorii mnojestv, matematicheskoy
logike 1 teorii algoritmov. M. «Nauka» 1995



Ma'ruza 16: Mulohazalar hisobi uchun aksiomalar sistemasi

Reja:

1. Formal aksiomatik nazarivya.
2. Teorema tushunchasi. Keltirib chigaeish.
3. Mulohazalar sistemasi uchun aksiomalar sistemasi.

Formal aksiomatik nazariva

Matematikada aksiomatk metod eramizdan oldin  gadimgi  yunon
matematiklanmng ishlarnda paydo bo'lgan. Ammo aksiomatik metod X1X asrda
rus matematigi N.|.Lobachevskiy tomonidan noevklid geometriyasining kashf
etilishi bilan o*zining alohida yo'nalish sifatida vangi nivojlanish pogonasiga
o‘tdi. Shunday qilib, aksiomatik metod matematk nazarivalarmi qunsh va
o‘rganishda kuchh apparat ekanligi XIX asr matematiklar tomomdan to‘la-to‘kis
¢"tirof etildi va bu apparat matematikada keng ko‘lamda go*llanila boshlandi.

Mulohazalar algebrasini o‘rganganimizda bu asosan rosthk jadvali orgal
ko‘pgina savollarga javob olgan edik. Mantigming ba’zi givinroq masalalarim bu
metod bilan xal gilish mumkin bo*lmaganligi sababhi, biz endi aksiomatik metodm
go‘llaymiz va avnan rost formulalar to*plamimi deduktiv sistema vordamida
aniglaymiz. Boshgacha aytganda, biz wdastlabki» aynan rost formulalar sifatida
mulohazalar xisob aksiomalarini amglaymiz va shu aksiomalardan xuddi shunday
formulalarni keltinb chigarish mumkin bo‘ladigan keltinb chigarish goidalarim
ifodalaymiz. Bunday qoidalar mantiga xizmat gilib, keltirib chigarish jarayonini
sof mexamk xisoblashlarga aylantirgani uwchun ham mulohazalar mulohazalar
xisobi atamasi paydo bo®lgan.

Endi esa formal aksiomatik nazariyani ifodalashga o'taylik. [2](36-bet)

Agar guyidagi shartlar bajarilsa, u holda 1 formal {aksiomatik) nazariva

aniglangan xisoblanadi:

(1) Sanogli simvollar to ‘plami- [ nazarivaning simvollari berilgan bo'lsa L
nazarivaning chekli simvollari ketma-ketligi L ning ifodasi deviladi,

(2) L nazarivaning formulalari deb ataluvehi L ning ifodalari to'plami
berilan bo'lsa. fodatda, berilgan ifodaning formula bo'lish  bo 'lmasligini
aniglovehi effektiv jarayon beriladi).

(3) L nazarivaning aksiomalari deb ataluvchi formulalar majmuasi to 'plami
ajratilgan bo lsa. (ko 'pgina hollarda L nazarivaning berilgan formulasi aksioma



bo 'lish voki bo ‘Imasligini effektiv aniglash mumbkin bo‘ladi; bu holda L ni effektiv
aksiomalashtirilgan voki aksiomatik nazariva deyiladi).
(4) Formulalar orasida keltirib chigarish goidalari deb ataluvchi chekli
Y AP R, munosabatlar ketma-ketligi  berilgan bo'lsin. Har bir R, uchun
shunday musbat butun j soni topiladiki, J ta formulalardan iborat xar ganday
to ‘plam uchun hamda ixtivoriv F formula uchun, berilean J ta formulalar F
Sformula bilan R, munosabatda bo ‘ladimi, degan savol effektiv xal etilishi kerak.
Agar bu savelga xa deb javobh olinsa, u holda # formula berilgan J ta
Sformulalarning R, goidasi bo ‘vicha bevosita natijasi deyiladi,

Agar Fi.... F, formulalar ketma-ketligi berilgan bo*hb, har ganday #
uchun {1<;<n ) formula yoki aksioma bo‘lsa, yoki o*zidan oldingi gandaydir

formulalarming bevosita natijasi bo‘lsa, u holda berilgan formulalar ketma-ketlig
L da keltirib chigarish deyiladi.

Agar L da kelurib chigansh mavjud bohb, bu keltirib chiganishning oxirgi
formulasi £ formula bilan ustma-ust wshsa, u holda & formula L nazarivaning
teoremasi deviladi; bunday keltinb chigarish £ formulaning keltirib chigarishi
deyiladi. (Berilgan nazariyaga misbatan).

Xatto, effektiv aksiomalashtirilgan £ nazariyada ham, teorema tushunchasi
effektiv bo*lishi shart emas, chunki umuman olganda benlgan formulaning £ da
kelurib chigarilishi mavjudligim aniglovehi effektuv algoritm mavjud bolmasligi
ham mumkin.

Bunday algorntm mavjud bo‘lgan nazariyam echiluvchan nazariva, aks holda
esa echilmavdigan nazanya deviladi.

Biroz oldinga o‘tib shuni avtish mumkinki, mulohazalar xisobi uchun
qurilgan [ formal aksiomatik nazariya echiluvchan nazariva, tor ma’nodagi
predikatlar xisobi nazarivasi esa echilmaydigan nazanvadir.

F formula £ nazarivada formulalar to'plami /7 ning mantiqly natijasi
(mulohazalar xisobida mantiqly natija) bo‘lishi uchun shunday & ... F,
formulalar ketma-kethigi mavjud bo*lishi kerakki, bunda F, formula F dan iborat
bo*lib, ixtiyoriy i (1<i<n) uchun F, formula yoki aksioma, yoki £ to*plamning
elementi, voki birorta keltirib chigarish gqoidasi orgali o‘zidan oldingi
formulalarming bevosita natijast bo*lishi zarur va etarlidir. Bunday formulalar
ketma-kethgyn 77 formulalar w'plamidan 7 mi kelunb chiganlishi deyilib, 7
ming elementlan esa, keltrb chigarish gipotenuzalan deviladi.



Qulaylik uchun, « F formula £ formulalar to‘plamning natijasi» degan
tasdigni 7" }F ko‘rinishda yozamiz. [2](37-bet)
Agar [ chekh to'plam bo*lsa, ya'mi £"={F....F }, uholda {F,.... F.} |-

F yozuvm F,,....F, |- F ko‘rinishda yozamiz. Agar 1= bo'lsa, u holda I~

|-F yozuv F formula £ da teorema bo‘lganda va fagat shu xoldagina o‘rinli
bo‘ladi. Odatda @ }F yozuv o'miga, FF ko‘rinishda yoziladi. Shunday gilib |
F yoruv « F formula L da teoremadir» degan tasdigming qisqartirilganidir.

Aniglangan |'f_ -keltirib chigarilishining ba’zi xossalarini ko*rib o‘taylik.
1-hossa. Agar "= A va I FF ,bo'lsa, uholda A FF bo‘ladi.

Haqigatan ham, I~ |-F deganda quyidagini tushunamiz: shunday
F,..... F, ketma-ketlik mavjudki, bunda F, formula F dan iborat bo*hb,
ixtiyoriy (1 =7 = m) uchun F, formula, voki aksioma, voki I ning elementi,
voki o*zidan oldingi formulalardan birorta keltinb chigarish goidasi orgali hosil
qilinsa bevosita natijasidir.

Agar F,,..., F, formulalar 1" to*plamga tegishh bo'lsa, "= A bo‘lgam
uchun F,,_... F_ lar A ga ham tegishh bo*ladi.

Buesa A | F ekanini bildiradi.

2-hossa. [~ |-F bo‘lishi uchun /I~ ning gandaydir chekli A gism to*plami
topilib, A |-F bo®lishi zarur va etarhidir.

3-hossa. Agar A |-F bo'lib A to*plamning ixtiyoriy G elementi uchun
I" | F bo‘lsa, uholda I” }F bo‘ladi. [2](37-bet)

Ikkinchi va uchinchi xossalarming iboti ham xuddi bininchi xossadagidek
bevosita |- ning ta’rifidan kelib chigadi.

|-ning bu uchta xossasidan kelajakda juda ko*p manta foydalanamiz.
Mulohazalar hisobi uchun aksiomalar sistemasi

Biz endi mulohazalar hisobining £ aksiomatik nazariyasini kiritamiz. [2]
(38-bet)

(1) L ning simvollari sifatida 1, —.() va butun musbat indeksli X,

propozitsional xarflarni olamiz: X, X,, X,.....



Bu erda 1va - lar primitiv bog lovchilar deyiladi. Mulohazalar xisobining

muhim tushunchasi hisoblangan formula tushunchasini kiritamiz.
(2) (a) Barcha propozitsional harflar formulalardir:

(b) agar F va G lar formulalar bo'lsa, u holda 1F.(F—>G) lar ham
Sformulalardir.

(3) L nazarivaning F,G,H formulalari ganday bo'lishidan gat'iy nazar
quyidagi formulalar 1 ning aksiomalaridir:

(4) (F = (G - F));
(4) (F =2(G->H)>((F->G)=>(F->H)):
(4,) (1G =1F) = (F - G));

(4) Yagona keltirib chigarish qoidasi bo'lib, u ham bo‘lsa, modus ponens
goidasi xizmat giladi: F va F -G formulalarning bevosita natijasi G dir. Bu
qoidani gisqacha Mp ko ‘rinishda belgilaymiz. [1](71-bet)

Xuddi mulohazalar algebrasigidek qavslami soddalashtirishga kelishib
olaylik.

L nazariyaning cheksiz aksiomalari to‘plami fagat yuqoridagi 3 ta aksiomalar
qolini (4)), (4,), (4,) orqali beriladi.

Har bir formulaning aksioma bo‘lish yoki bo‘lmasligini osongina tekshirish
mumkin va shuning uchun L effektiv aksiomalashtirilgan nazariyadir.

Bizning magsadimiz L sistemani shunday qurishdan iboratki, unda uning
barcha teoremalari sinfi mulohazalar mantiqini barcha tavtologiyalari sinfi bilan
ustma-ust tushish.

Boshqa bog‘lovchilarni quyidagicha aniglaymiz:
(D) (FAG) formula | (F - | G) ekanini;
(D,) (FvG) formula (1 F—G) ekanini;
(D) (F > G) formula (F - G)A(G - F)

ekanini bildiradi.



Bu ta'riflaming ma’nosi, masalan (D) da, ¥ va G formulalar ganday
bo‘lganda ham (F A G) ifoda 1(F —1G) formulaning qisqartirilgan ifodasi ekanini
bildiradi.

1-lemma | (F - F), buerda F ixtiyoriy formuladir.
Isbot. L nazariyada F — F formulani keltirib chigarishini quramiz.
(1) (F>((F > F)=>F)=>((F>(F > F)=(F->F) ((4)aksioma sxemasi)
(2) F>((F>F)->F) ((4) aksioma sxemasi)
(3) (F > (F > F))—>(F—>F) ((1) va(2) ga MP qo‘llandi)
(4) F=>(F->F) ((4) aksioma sxemasi)
(5) F>F ((3)va(4) ga MP go‘llandi)

Shunday qilib, biz (1), (2), (3), (4), (5) formulalardan iborat chekli ketma-
ketlikni qurdik. Bunda har bir formula yo aksioma, yoki o‘zidan oldingi
formulalardan MP qoidasi bo‘yicha hosil gilindi va oxirgi formula teorema
ckanini isbotlanishi kerak bo‘lgan formula bilan ustma-ust tushdi.

Asosiy darsliklar va o’quv go’llanmalar

1. Kenneth H. Rosen, Discrete mathematics and its applications, 7-edition, The
McGraw-Hill Companies, 2012. (69-72 betlar)
4. Mendelson E. Vvedenie v matematicheskuyu logiku. M. «Nauka». 1984

5. Lavrov LA., Maksimova L.L. Zadachi po teorii mnojestv, matematicheskoy
logike 1 teorii algoritmov. M. «Nauka» 1995



Ma’ruza 17: Deduksiya teoremasi. Keltirib chigariladigan formulalar
Reja:

1. Deduksiva teoremasi.
2. Deduksiva teoremasining natijalari.
3. Asosiy keltirib chigariladigan formulalar.

DEDUKSIYA TEOREMASI

Quyidagi teorema gipotezalardan ko'p uchraydigan formulalami keltrib
chigarishga imkon beradi. [2](40-bet)

I-teorema (Deduksiva teoremasi). Agar I -formulalar to'plami, F va G
lar esa formulalar bo'lib, I'\J|F} |-£r' bo'lsa, u holda I’ |- F=G bo'ladi.

Xususan, agar F |- G bo'lsa, u holda |-F = G bo'ladi.

Isbot. Faraz qilaylik F...F, ketma-kethk rlUJ{F} dan ¢ mi keltirib
chigansh bo'lib, F =G bo'lsin. i(1<i<n) bo'yicha induksiya metodidan
foydalanib I” | F — F, ekanini isbotlaymiz.

i=1 bo'lsin. U holda F; formula ¢ ni r'(J{F} dan keltinb chigarishi bo*ladi. U

holda, ma’lumki / formula yo aksioma, yoki [ ning elementi, yoki F bilan
ustma-ust tushadi.

F=(F—=F)

ifoda (4)aksioma sxemasidir. Shuning uchun, dastlabki ikki holda quyvidag
ketma-kethk F— K ming /7 dan keltinib chigarilishi bo*ladi:

Iy A
(2) F=(F—=F£) ((4)aksioma sxemasi)
(3) F=F ((1),(2) ga MP go'llandi)

ya'ni, (dastlabki ikki holda) (1), (2), (3) ketma-ketlik F = F, formulaning I
to‘plamdan keltirib chiganilishi bo®ladi.

Eslatma. Uchinchi holda F = F, formulamng I dan keltirib chigarilishi 1-

lemmaning isbotida qurilgan formulalar ketma-ketligidan isborat. Shunday qilib
i =1 bo‘lgan xol isbotlandi.



Endi faraz qilavlik ixtivoriy k<i bo‘lgan holda I~ I-F—th bo‘lsin. F
uchun quyidagi to‘rtta xol bo*lishi mumkin:

F, aksioma, voki F e I, yoki F formula F bo'ladi, yoki F, formula
qandaydir F, va F,, buerda j<i, m<i, formulalardan MP goidasi bo'yicha kelib
chigadi va F, formula F, - F, ko'rinishda bo‘ladi. Dastlabki uchta holda |-
F = F, ekani xudi i=1 dagidek isbotlanadi. Oxirgi xolda esa 1" FF = F, va I" |

¥

F—(F, > F) larga asoslangan induktiv farazni qo‘llaymiz. (4,) aksioma
SXEmasiga asosan

FF 5 (F, > E) > (F 5 F) > (F > E)
ga ega bo‘lamiz. Bulardan esa ikki marta MP qiodasim go®llab, avval
|-(F—rﬂ‘1—r{F - F,) ni, so‘ngra [~ |-F—r F. ni hosil qilamz.
Shunday qilib, induksiya metodi bo‘yicha ; = » bo*lgan xol ham isbotlandi.
1-natija. Agar I" }F - G bo'lsa, u holda ' ){F} }G bo'ladi

Isbot. Faraz qilaylik £.....F, ketma-ketlik F— G formulaning [I” dan
kelurib chigarihishi bo‘lsin. U holda, kelunb chigarishning ta’nifiga asosan F,
formula F — ¢ dan iboratdir. Endi esa ¢ ning rJ{F} dan keltinb chigarilishini
quramiz:

F,.F,. . F,=F=>G, F=F

mdl

Endi F, va F_ larga MP qoidasini go‘llab F_ +G ga ega bo'lamiz. Bu esa G

w{F} dan G ning keltirib chigarilgani ko*rsatadi.

2-natija. [ nazarivaning ixtivoriy F.G,H formulalari uchun gquyidagilar

o ‘rinlidir:
(@ F5G GoH FFoH
() F>(G—H),G FF—H [2](40-bet)
Ishot. Masalan (&) ning 1sbotlaylik.
(1) F—(G— H) gipoteza

(2) G gipoteza



(3) F gipoteza
(4) G- H (1)va(3)lar MP qo‘llandi.
(5) H (2) va(4) lar MP qo‘llandi.
Demak, F (G - H), G,F |H

Bunga deduksiya teoremasini go‘llab

F>(G-oH), G I—F -» H ni hosil gilamiz.

(a) bandning isbotini mustaqil bajarish uchun o*quvchi e’tiboriga xavola etiladi.

L nazariyaning asosiy keltirib chigariladigan formulalari

I-teorema. L nazarivaning ixtivoriy F,G formulalari uchun quyidagi
Sformulalar L ning teoremalaridir:

(a) 116 -»G;
(b) G116
(c) 1F>(F-G);
(d) (F>G) »(1G1F);
(e) F>(1G1(F-G);
() (1F>F)>F;
(@) (161 >(1G>F)»6);
(h) (F »G) > ((IF >G)>G).  [2](41-bet)
Isbot.
(a) F 1166,
(1) 116 gipoteza
) 116-(01(06-116-116) (A4,) aksioma sxemasi;
3) 11606 -5116)-11G: (1) va (2) ga MP go‘llandi;

@ 1611 -»116)>(16-1(16->116G) (A,) aksioma sxemasi;



(5) 16-1(16-116) (3) va (4) ga MP qo'*llandi;

(6) (16-51(16-5116) > ((16-5116) > G) (A,) sxemasi;
(7) (16-116)-6) (5) va (6) ga MP go*llandi;

(8) 116(16-11G) (A,) aksioma sxemasi:

(9) 116G 2-natija a) ni (8) va (7) qo'llashdan kelib chigadi.
(10) G (1) va(9)ga MP qo‘llandi;

Demak, 116 }G hosil bo'ldi. Bunga deduksiya teoremasini qo‘llasak |
116G hosil bo*ladi.

(b) FG-176.
(1) 1116516 (a) punkt;
2) A116-16)-G->116)
(A;) aksioma sxemast;

(3) G-11G (1) va(2) ga MP go'llandi;

Demak, }G-11G hosil bo'ldi.

© FlF-(F-0).
(1) 1F gipoteza;

(2) F gipoteza.

(3) 1F>(16-1F) (A4,) aksioma sxemasi:
(4) 16-1F

(5) (1G-1F) > (F +G) (A,)aksioma sxemasi;
(6) F>G (4) va(5) ga MP qo'llandi;

(7) G (2)va(6) ga MP qo'llandi;



Shunday qilib, 1F, F 6. ga ikki marta deduksiya teoremasini qo‘llasak |
1F 5 (F - G) hosil bo*ladi.

hF-s6-061F).  [1](75-bet)
(1) F—=G gipoteza.
(2) G116 (b) punkt;
(3) 11F»F (a) punky;
(4) 11F -G (1) va(3) ga Natija 2.2. (a);
(5) 11F=116 (2) va (4) ga Natija 2.2. (a);
(6 (11F =116 -(1G=1F) (4,) aksioma sxemasi;
(7 (1G=1F)

Demak, (F — ) F(16 —1F) dan deduksiya teoremasiga asosan |
(F = G)— (1 G =1 F) ni hosil gilamiz:

() FF (16 -1(F >6).

Ma'lumki F, F > @ |-E-‘ o‘rinlidir. Bunga ikki marta deduksiva teoremasim
qo‘llasak: FF —((F —G) - G) ni hosil gilamiz..

(F 3G =G (16 1(F>6) (d) punkt sxemasi;
Oxirgi ikki ifodaga 2-Natija (a) ni qo‘llab FF (16 -1(F ) ni hosil gilamiz.

Xususan, bu G ning o‘rniga F ni, F ning o‘rniga esa |F ni go‘yib
()

F1F (1 F skF > F)
ni ham hosil gilishimiz mumkin.
(H HIFsF —»F.
(1) 1F =>(1F 31(1F - F) () punkt;

(2) (IF3(lF=2l(lFaF=s(lFalR=(F=l(lF=FfMy (A4,) aksioma
SXemasi.



3.MP (1L2) (1F-1F) > (1F-1(0F 5 F) (1) va(2) ga MP qo‘llandi;.
(4) TF 51F 1-lemma. ga asosan;
(5) 1F 11 F-1F) (3) va (4) ga MP go‘llandi;
(6) (1F-10F>F)->(1F->F)-F) (A,) aksioma sxemasi;
(7) (1F>F)>F (5)va(6) ga MP go‘llandi;
. H16-1H>(16->F) G
(1) 16 »1F gipoteza;
(2) 16 - F gipoteza;
(3) 1651 F)>(F 5G) (A,) aksioma sxemasi;
(4) F-G (1) va(3) ga MP qo‘llandi:
(5) 165G (a) punkt;
(6) 1G>G)»G  (f) punkt;
(7) G (5) va(6) ga MP qo‘llandi;.
Endi esa, 1G] F, 1G> F, |G ga ikki marta deduksiya teoremasini qo*llasak.
FlG-1h 16 F)-0).
(h) HF -6 >(1F>6)-6).
(1) F=»G gipoteza
(2) 1F G gipoteza
(3) (F>6)->(16-51F) (d) punkt
(4) 16-1F (1) va(3) ga MP qo‘llandi;
(5) 165G (2) va(4) ga 2-Natija (a) ni qo‘llandi;
(6) (165G)»G  (f) punkt

(7) G (5)va(6)ga MP go'llandi;



Shunday gilib, F =G, 1F =6, |-E-', mi hosil gildik. Bunga ikki marta deduksiya
teoremasim go'llasak:

FiF - G) = ((1 F -+ G) - G) kelib chigadi.
Mashglar.

quyidag formulalar ;. nazaryaning teoremalan bo*lishini isbotlang.

l.((F=20)=F)=F.

2. F(G=(F -6,

3. F(GoH) G o (F > H).
4. 1iF-16)-6.

5. G(1G1G).

Asosiy darsliklar va o’quv go’llanmalar

1. Kenneth H. Rosen, Dhscrete mathematics and its applications, 7-edition, The
McGraw-Hill Compames, 2012, (72-75 betlar)

2 Mendelson E. Vvedeme v matematicheskuyu logiku. M. «Naukaw. 1984

J.Lavrov LA, Maksimova LL. Zadachi po teorn mnojestv, matematicheskoy
logike 1 teorn algontmov. M. «Nauka» 1995



Ma'ruza 18-19: L nazariyva uchun Gyodelning to’liglik hagida teoremasi
(4 soat)
Reja:

1. Mos Keltirib chigarish hagida lemma.
2. Gyodelning to‘liglik hagidagi teoremasi .
3. Gyodel teoremasining natijalari.

Mos keltirib chigarish hagida lemma.

Quyvidagi lemma har bir tavtologivaning teorema bolishligimi isbotlashda
qo‘laniladi. [2](43-bet)

1-lemma. Faraz gilaylik F formula X .-~ X, —lar esa F formula tarkibiga
kiruvehi propozitsional xarflar bo'lsin va bundan tashgari X .-, X; lar uchun
rostlik {chin) givmatlarining gandaydir tagsimoti berilgan bo lsin. X, orgali agar
X, rost givmat gabul gilsa X, ni, agar X, yolg'on givmai gabul gilsa l’fr
belgilavmiz. Xudi shunday F ' orgali agar shu tagsimotda F formula rost givmat
gabul gilsa F ni, agar F formula volg ‘on givmat gabul gilsa 1F ni belgilavlik. U
holda

F [

X, . X, ,---,Xtr |F!
Agar, masalan F formula {].]E', —+X,) ko‘rinishda bo‘lsa, u holda

XXX, =4,
yo|yo [yo

volch |ch
ch | vo |ch

ch|ch |ch

rostlik jadvalining har bir satri uchun l-lemma ularga mos kelgan keltrib
chigarishni bildiradi.
Xususan, uchinchi satr uchun

X, xRy, = xy).

to‘rinchi satr uchun esa



-le .IX;) }'-I(-IX, —)Xz)
tasdiglar mos keladi.

Isbot. Isbotni F formulaning tarkibiga kiruvchi primitiv bog‘lovchilar soni
n bo‘yicha olib boriladi (tabiiyki, F formula soddalashtirishlarsiz yozilgan deb
faraz qilamiz).

Agar n=0 bo‘lsa, u holda F formula X, propozitsional xarf ko‘rinishda
bo*ladi va lemmaning tasdig'i X, FX, va 1X, }1X, ko‘rinishda bo‘ladi.

Endi esa, faraz gilaylik lemma barcha j<n lar uchun o‘rinli bo‘lsin.

la-hol. F formula |G ko‘rinishda bo'lsin. G ning tarkibiga kiruvchi
primitiv bog‘lovchilar soni n dan kichikdir.

Rostlik giymatlarining berilgan tagsimotida G rost giymat gabul gilsin. U
holda F yolg‘on qiymat qabul giladi. Shunday qilib, G' formula G, ko‘rinishda,

F* formula esa |F ko‘rinishda boladi. Induksiya faraziga bilan X, ,.... X, l—G
ga ega bo'lamiz.

1-teoremaning (b) punktiga va MP qoidasiga asosan X, ... X, I-TIG . kelib
chiqadi. Ammo 11G esa F' ni bildiradi.

1b-hol. G rost giymat qabul gilsin. U holda G’ formula 16, bo‘lib F'

esa F bilan ustma-ust tushadi. Induksiya faraziga asosan X, ,.... X, HG hosil
bo‘ladi. ]G formula esa F' dan iborat bo‘lgani uchun bu hol ham isbotlandi.

2-hol. F formula (G—H) ko‘rinishda bo‘lsin. U holda . G va H lar
tarkibiga kiruvchi primitiv bog‘lovchilar soni F dagi bog‘lovchilar sonidan
kichik.
Shuning uchun induksiya farazga asosan
X 5iindX, |-G'

va

g



larga ega bo‘lamiz.
2a-hol. G rost giymat gabul gilsin. U holda F' formula F va G’ formula
1G ko‘rinishga ega bo‘ladi. Shunday gilib, X, ..... X, HG ga

va l-teorema (¢) punkiga asosan
X, ....X, JGoH

hosil bo‘ladi. G—H formula F bo‘lgani uchun, bu hol ham isbotlandi.

2b-hol. H rost qiymat gabul gilsin. U holda F formula ham rost giymat
qabul giladi va H' formula H va F' formula F ko‘rinishga ega bo‘ladi.

XX LR

danva (4): (H—->(G—>H)) aksiomadan

X, X, FGoH
ni hosil gilamiz. G — H esa F' dan iboratdir.

2s-hol. G rost va H yolg‘on giymat gabul gilsin. U holda F' formula
yolg‘on giymat gabul giladi va u 1F ko*rinishda bo‘ladi, G esa G va H' formula
1H ko'rinishda bo*ladi.
XX, |G
va X, ,....4&, |-]H larga ega bo‘lamiz.

Bu erda l-teorema (¢) punktga asosan X, ... X, |-.|(G—->H), hosil bo‘ladi.
G- H) formulaesa F' dan iboratdir.
I-teorema. L nazariyaning har ganday teoremasi tavtologiya bo 'ladi.

Isbot. L nazariyaning har bir aksiomasi tavtologiya bo‘lishini osongina
tekshirib ko‘rish mumkin. Ravshanki, MP qoidasini tavtologiyalarga qo‘llash



natijasida hosila bo'lgan formulalar ham tavtologiva bo‘ladi.  Demak, L
nazariyaning har ganday teoremasi tavtologiya bo‘lar ekan.

2-teorema. (Gyodelning to‘liglik hagidagi teoremasi). [2](44-bet)

Agar F formula L nazarivada tavtologiva bo'lsa, u holda w L nazarivaning
teoremasi bo ladi.

Isbot (Kalmar). Faraz gilaylik, F formula tavtologiyva va X ..., X, lar F

tarkibiga kiruvchi propozitsional xarflar bo‘lsin. X,...X_  xarflaming har bir
chinlik tagsimoti uchun 4.1-lemma. ga asosan

[

X, x FF.

ga ega bo‘lamiz, chunki F tavtologiva bo‘lgani uchun F' formula F dan
iboratdir. Shuning uchun, X, rost giymat gabul gilsa

XXl X, |-F ga,
X_ volg‘on giymat gabul gilganda esa
XX, |-A'u —F ga
ega bo‘lamiz. Bularga deduksiya teoremasini qo‘llab,
X X0 01X, bR
XL X X, SF.
lami hosil gilamiz.
1-teorema (h) punktga asosan
Xl X FF.
ni hosil gilamiz.

Xuddi shu jarayonni takrorlab, X_, ni ham yo‘qotish mumkin. Umuman
gadamda keyin esa biz |-F oa ega bo®lamiz.

l-natija. Agar G ifoda 1= v, o belgilarni o'z ichiga olsa va L

nazarivaning gandaydir F formulasining soddalashtirilgani (D (=D ;) ta riflarga



garang) bo'lsa, u holda G formula tavtologiva bo'lishi uchun F formula L

nazarivaning teoremasi bo 'lishi zarur va etarlidir. [2](44-bet)

2-natija._ L sistema zidsiz sistemadir, va'ni L da bir vagtda F ham, 1F
ham teorema bo ‘ladigan F _formula mavjud emas. [2](44-bet)

Isbot. 1-teoremaga asosan L nazariyaning har ganday teoremasi tavtologiva
bo®ladi. Tavtologivaning inkori esa tavtologiya bo®la olmaydi. Shuning uchun xech

bir F formula uchun F va |F formulalar bir vagtda L nazariyaning teoremalari
bo®la olmaydi.

L nazarivaming zxdsizhigidan unda teorema bo‘lmaydigan formulaning
mavjudligi kelib chigadi (masalan, ixtiyoriy teoremaning inkori).

Ikkinchi tomondan esa, L ning zidsizhgini L nazaniyada teorema

bo*lmavdigan formulalaming mavjudligidan keltinb chigarish mumkin  edi.
Haqigatan ham, 1-teorema (c) punkiga asosan

FIF = (F>6)

ga ega bo'lamiz va demak agar L nazariya ziddiyath nazariva bo*lganda edi, ya’nmi
gandaydir F formula va o*zining inkon chigariladigan bo‘lganda edi, u holda |-
1F3(F=>G) va MP goidasiga asosan L dagi har ganday & formula keltirib
chigariladigan bo'lar edi.

Barcha formulalani teorema bo‘lmaydigan nazariyani absolyut zidsiz

nazariya ham deyiladi. Demak, biz gqarayotgan [ nazariva absolyut zidsiz
nazariya ekan.

Biz bu erda keltirgan aksiomalar sistemasi E.Mendelson kitobida kintilgan
aksiomalar sistemasidan uchinchi aksiomasi bilan farg qiladi.

E.Mendelson kitobida isbotlangan lemmalar va biz isbotimi keltirgan faktlar
shuni ko‘rsatadiki, bu ikkala taklif gilingan aksiomalar sistemasi ekvivalent ekan
(va'ni teoremalar to*plami ustma-ust tushadi).

Asosiy darsliklar va o’quv go’llanmalar

1. Kenneth H. Rosen, Discrete mathematics and its applications, 7-edition, The
McGraw-Hill Compames, 2012, (71-74 betlar)

1. Mendelson E. Vvedenie v matematicheskuyu logiku. M. «Nauka». 1984



2. Lavrov LA., Maksimova L.L. Zadachi po teori mnojestv, matematicheskoy
logike 1 teoril algoritmov. M. «Naukan 1995



Ma’ruza 20: Predikatlar algebrasi. predikatlar va kvantorlar
Reja:

. Predikatlar va kvantorlar .
. Predikatlar ustida mantigiv amallar.
. Aynan rost predikat.

Lad ol

Predikatlar va kvantorlar

M to'plam P -xossa bo'lsin. «x P xossaga ega » degan darak gapni
Pix) bilan belgilaylik . Agar ae M bo'lib, a element P xossaga ega bo'lsa, u

holda Pia) rost, a P xossaga ega bo'lmasa, Pla) volg'on mulohaza bo'lishi
ravshandir. Demak pyy) mulohazaviy forma ekan.

Endi Qix, y):«x va y lar 0 munosabatda » degan darak gapm bildirsin.
Agar M to'plamning @ va b elementlari o’ zaro () munosabatda bo’lsa, u holda
(Na,b) rost mulohaza, a va b elementlar o'zaro 0 munosabatda bo’lmasa,
(Na,b) yolg'on mulohazadir. Demak (x,y) ikki o'zgaruvchili mulohazaviy
forma ekan.

Hudd: shunga o"xshash uch o' zgaruvchily, to'nt o' zgaruvehili va hk n
o zgaruvchili mulohazaviy formalar hagqida gapirish mumkin.

Mulohazaviy formalarning quyidagi xususivati hagida to’xtalib o' tamz.
E=101}(1-"rost", 0-"yolg'on")

ikki elementli to'plam, M ixtiyoriy to'plam, P(x) M to'plamda aniglangan
mulohazaviy forma bo'lsin. M to'plamning P xossaga ega bo'lgan elementlarini
M, . P xossaga ega bo'Imagan elementlarini M, to’plamlarga yig aylik.
Ravshanki M =M, UM, va M, nM, = dir.

U holda Pi{x) mulohazaviy formam M to'plamm E to’plamga
akslantiruvchi funksiya deb garash mumkin, bunda M, ning elementlan 1 ga,
M, ning elementlari esa 0 ga akslanadi, ya'ni F: M — E . Shunday qilib,

mulohazaviy forma o'zi aniglangan to’plamni maxsus £ ={1,0} to’plamga
akslantiruvchi funksiva ekan.

Bundan tashgari, ikki o’ zgaruvchili (X x, y) mulohazaviy forma M to’plam
dekart k o'paytmasi M* ni E ga akslantiruvehi funksiya ekanligi ravshandir,

T



chunki M to'plamning O munosabatda bo'lgan elementlari juftliklarini M,
to'plamga, O munosabatda bo'Imagan elementlari juftliklarini M; to'plamga
to'plasak, M ning elementlari (juftliklar) 1 ga, M; elementlari (ular ham
juftliklar) 0 ga akslanishini ko'ramiz.

Demak, Q:M* — E ikki o'zgaruvchili funksiya ekan. Hozirgi

mulohazalarimiz, albatta, uch o'zgaruvchili va h.k. n o'zgaruvchili mulohazaviy
formalar uchun ham o'rinli ekanligi ravshandir. Mulohazaviy formalamni ba’zan
shart yoki predikat ham deb ataladi.

1-ta’rif. M 1o 'plamda aniglangan n -ar predikat (mulohazaviy forma) deb
P:M" = E funksivaga aytiladi.

Yugorida aytilganlaridan ko'rinadiki, M to'plamda aniglangan
P(x,.x,,.....x,)n -ar predikat M" (n=123....) to'plamning yagona gqism
to'plamini ajratib berar ekan (bu gism to'plamga kirgan har bir (x,,x,,...,x,) n -lik
uchun  P(x,,x,,......,x,) rost bo'lib, qolgan n -liklarda esa P(x,.x,........x,)
yolg'ondir). Bu gism to'plam P(x,x,........ x,) predikating rostlik sohsi deyiladi
va P bilan belgilanadi.

Shunday qilib P M" bo'lib,

P= {(x,,xz, ..... x)\(x,x,5...x, ) e M* & P(x,,x,,...,X,) = rost} dir.
P(x,,x,,......,x,) predikat P to'plamning harakteristik funksiyasi bo'lishini ko'rish
qiyin emas. Demak, n—ar predikatni yana quyidagicha ta’riflasa bo'lar ekan:

2-ta’rif. M to'plamda aniglangan n—ar predikat deb M" to’plamning
ixtivoriy gism to plamiga aytiladi.

n=1 bo'lganga (P:M — E) predikat unar (bir argumentli ), n=2
bo'lganda (P:M* — E) predikat binar ( ikki argumentli), n=3 bo'lganda (
P:M* — E ) predikat temar (uch argumentli) predikat deyiladi va hokazo.

Unar predikatlar, odatda, o'zi aniglangan to'plam elementlarining

xossalarini, ko'’p argumentli predikatlar esa to'plam elementlari orasidagi
munosabatlarni bildiradi.

Predikatlarni P,Q.T.S,...R.P...... simvollar yordamida ifodalaymiz.



l-misol. M ={1.234} to'plamda P(x):<x—tubson> predikati
aniglangan bo’lsin.

Bu predikat x=2 wva x=3 bo’lgandagina rost mulohazaga aylanadi, va'm
olingan predikatning rostlik sohasi P= {2,3} c M to'plamdan iboratdir.

ONx):"x<4" predikatni ham shu M to'plamda garaylik . Bu predikat
x=1 x=2 x=3 bo'lgandagina rost mulohazaga avlanadi, yva'ni uning rostlik
sohasi P={1,2,3} = M to'plamdan iboratdir.

Yana shu to'plamda W(x,y):"x vy ning boluvchisi” predikatini garaylik.
Ravshanki bu predikat (L1),(1,2),(L3),(L4),(2.4) va (4,4) jufiliklarada rost
mulohazaga aylamb golgan tartiblangan jufiliklarda volg’ on giymat gabul giladi.
Demak, Wix, v) predikatning rostlik sohasi

W ={(L1L(12),(1,3).(L,4).(2.4).(4.4)} = M"

1o plamdan 1borat ekan.
W{x,y) predikat W to’plamning harakteristik funksivasi bo'lishi ravshandir:

W= ':{L }:j|.r, veM &W(x,y)= m.';r} .

Agar M to'plam chekli quvvatga ega bo'lsa, ya'ni [M|=k bo'lsa, u holda
bu to'plamda nechta unar, binar va h.k predikatlar aniglash mumkin ekanligi 2-
ta'rifdan bevosita ko'nnadi. Hagigatan, M to’plamda aniglanish mumkin bo'lgan
n—ar (n=012,..) predikat M* to'plamning ixtivoriy gism to’plarm bo’lganligi
uchun, tabity, M" to'plamning gancha qism to'plami mavjud bo'lsa, M
to'plamda amiglamish mumkin = bo'lgan  n—ar (n=012,..) predikatlar ham

shuncha bo'lishi kerak. Ma’lumki, M" to’plamning barcha gism to'plamlarining

5001 3|-""| ga tengdir, |M =k bo'lgam uchun |M” =k" , demak, |E'[M"}=2”‘
bo’ladi, bunda B(M") M" w’plamning bo’lagidir.

M to'plamda Pix) predikat aniglangan bo’lsin.
"M o’ plamning barcha elementlari P xossaga ega” va

"M 1o’ plamda P xossaga ega bo’lgan elementlar mavjud"

degan darak gaplar mulohazalar ekanligi ravshandir. Bu mulohazalarga
quyidagicha tus berish mumkin:



"Barcha x lar P xossaga ega" " Shunday x mavjudki,u P xossaga ega".

Yuqoridagi mulohazalar tarkibida qatnashgan
"barcha x lar" va "shunday x mavjudki" iboralar mos ravishda umumiylik va
mavjudlik kvantori deyiladi hamda Vx va 3x simvollar bilan belgilanadi. Shunday
qilib yuqorida keltirilgan mulohazalar gisqacha VxP(x) va 3xP(x) ko'rinishida
belgilanadi. P(x) predikat tarkibidagi x o'zgaruvchi erkin predmet o'zgaruvchi
deb ataladi.

Shuni ham aytish kerakki, VxP(x) va 3xP(x) mulohazalarda x predmet
o'zgaruvchi qatnashsa-da, x endi erkinlik xususiyatini yo'qotadi va bog'liq
predmet o'zgaruvchiga aylanadi.(kvantorlar yordamida bog'langan).

Endi O(x,y) binar predikat bo'lsin. Ma’lumki retraksiya yordamida, ya'ni
xvay predmet o'zgaruvchilami M to'plam eclementlari bilan alamashtirish
yordamida Q(x,y) predikatdan jumla hosil gilish mumkin.

Agar Q(x,y) predikatdan fagat bitta predmet o' zgaruvchi (masalan y ) ni
M 10'plamning elementi (masalan b) bilan almashtirsak, u holda fagat bitta erkin
predmet o'zgaruvchiga bog'lig bo'lgan O(x,b) predikat hosil bo'ladi. Yuqorida
aytilganidek, x predmet o'zgaruvchini kvantorlar bilan bog'lasak,
YxQ(x,b) yoki IxQ(x,b) mulohazalarni hosil gilamiz.

Q(x, y) predikatning erkin predmet o'zgaruvchilarini to'rt  xil usulda
kvantorlar yordamida bog'lash mumkin:

VXYyO(x, ¥), Ya3p0(x,y), VyO(x, ¥), 30(x, y)
Bularning har biri mulohaza ekanligini sezish qiyin emas.

Xullas, ixtoyoriy predikatdan ikki xil usulda mulohazalar hosil qilish
mumkin ekan:

1. Predikatda gatnashgan barcha erkin predmet o'zgaruvchilar o'rniga
muayyan predmetlarni (to'plam elementlarini) qo'yish (retraksiya usuli).

2. Predikatning barcha erkin predmet o'zgaruvchilarini kvantorlar yordamida
bog'lash ( bu usul «predikatga kvantorlarni osish» deyiladi). Shunday
qilib,«predikatga kvantor osish» predikatdan mulohaza hosil qilish
operatsiyasi ckan.

Predmet o'zgaruvchlarning muayyan giymatlarida predikatlar 1 yoki 0 (rost
yoki yolg'on) giymat hosil gilganliklari uchun, ular ustida mantiqiy operatsiyalar
bajarish mumkin.



P(x)va O(x) predikatlar M  to'plamda  aniglangan  bo'lsin.
Rix)=Plx)&x) M w'plamda aniglangan xossa bo'lib, bu xossaga ham P
ham () xossalarga ega bo'lgan elementlargina egadir, ya'ni R(x) predikat
P(x) va (Nx) predikatlar bilan bir paytda rost bo'lgandagina rost  bo'luvchi
predikatdir. Ma'lumki P(x) predikat M to'plamning M, gism to'plamining,
(Xx) esa M, qism to'plamining harakteristik funksiyalaridir. R(x) predikat esa
M, nM,c M to'plamning harakteristik funksiyasi bo’lishi ravshandir., Shunday

qilib, M to'plamning qism to'plamlann  kesishmasi ulaming  haraktenstik
funksivalanning konyuksiyasi bilan harakterlanar ekan.

Hudd: shunday P(x) va (X x) predikatlar dizyunksiyasi
T(x)=Plx)vix) M, va M, larning birlashmasi M ' M, ni harakterlanishini
ko'rish giyin emas. [1](43-bet)

"x P xossaga ega emas" degan darak gap, tabuty, P(x) predikatning
inkoridir: u yangi predikat bo'lib, um S[_r]=—lP(x] bilan belgilaylik. M

to'plamning P xossaga ega bo’lgan elementlan, tabuy § = e X05s5aga ega
bo’lmaydilar va aksincha: demak, P(x) va 8(x) predikatlar harakterlovchi
to plamlar bir-birining M to’plamgacha to’ldiruvchilandir, va'm

P=C,S. §=C,P, (ScM, PcM)

Endi P(x)= Qlx) ifodani ko' raylik. Implikatsiya amalini diz yunksiya va
inkor orgali ifoda qilish mumkinhgim mulohazalar algebrasida ko 'rgan edik.

Shunga asosan, P(x)=(x) va e x)v N x) lar teng kuchli ifodalar ekanligini
hamda P(x)= Q(x) predikat C_ P Q to'plamning harakteristik funksiyasi
ckanligimi ko'ramiz.

Nihoyat P(x) < Q(x) va [f’{x} = O(x)[&]0(x) = P[_rj] ifodalar teng
kuchli ekanligiga, P(x) <> Q(x) predikat esa (C,,PuQ)(C,,0u P)
to plamning harakteristik funksiyvasi bo'lishiga 1shonch hosil gilish giyin emas.
Yugonda keltinlganlar ko'p argumenth predikatlar uchun ham butunlay
o ninlidir.

Shunday qilib, biz predikatlar ustida mantiqiy amallar va predmet

o' zgaruvchilar bo’yicha predikatlarga «kvantorlar osish» amallar bajarilishim
ko'rdik.



Shum ham gayd qilib o"ush kerakki, M to'plamda aniglangan har ganday
predikat aynan rost , aynan yolg'on va bajariluvchi bo’ladi.

3-ta’rif. Agar M to 'plamda aniglangan P(x) predikat to plamning har bir
elementi uchun rost givmat gabul gilsa, bunday predikat M to plamda AR
predikat deyviladi. Agar P(x) predikat har ganday M to’plamda AR predikat
bo'lsa, bunday predikat AR predikat deyiladi.

2-misol. P(x)=F(x)v |F(x) predikat AR predikatdir. (isbotlang !).

4-ta’rif. M to ‘plamda aniglangan P(x) predikat M to plamning har bir
elementi uchun volg'on givmat gabul gilsa, bunday predikat M to ' plamda AYo
predikat deviladi. Agar P(x)ixtivoriv M to plamda A Yo predikat bo lsa, u holda
uni AYo predikat deyiladi.

3-misol. P(x)=Fx)& Eq x) predikat AE predikatdir {isbotlang!).

S-ta’rif. M to 'plamda aniglangan P{x)predikat uchun M to plamda
shunday x, element topilsaki, P(x,)=1 bo'lsa, u holda P(x) M to plamda
bajariluvehi predikat deviladi.. Agar P(x) ixtivoriv M to plamda bajariluvchi
bo'lva, u holda P x) bajariluvchi predikat deyviladi.

4-misol. P(x):{x>5& x=10} natural sonlar to'plamda bajariluvchi

predikatdir.

Asosiy darsliklar va o’quv go’llanmalar

1. Kenneth H. Rosen, Discrete mathematics and its applications, 7-edition, The
McGraw-Hill Companies, 2012, (36-44 betlar)
6. Mendelson E. Vvedenie v matematicheskuyu logiku. M. «Naukawn. 1984

7. Lavrov LA., Maksimova L.L. Zadachi po teori mnojestv, matematicheskoy
logike 1 teorii algontmov. M. «Naukayn 1995



Ma’'ruza 21-22: Predikatlar algebrasining formulalari(4 soat)
Reja:

1. Predikatlar algebrasi va uning formulalari.
2. Aynan rost formulalar.
3. Predikatlar algebrasining tengkuchli formulalari.

Predikatlar algebrasi va uning formulalari

Mulohazalar algebrasida biz faqat mulohazalar bilan ko'rgan bo'lsak,
predikatlar algebrasida mulohazalar bilan bir gatorda barcha predikatlar asosiy
o'rganish obektlari bo'ladi. Predikatlar algebrasi (PA) mulohazalar algebrasidan
kengroq bo'lib, uning barcha formulalarini o'z ichiga oladi.

PA ni qurish uchun alfavitiga qanday simvollar kirishini ko'raylik. PA ning
barcha tushunchalari gandaydir ixtiyoriy M to'plam PA ning predmet sohasi,
uning a.b,c,...a,.a,,.. clementlari esa doimiy predmetlar (yoki individual

predmetlar) deb ataladi. M to'plamda o'zgaradigan x, y,z.....x;,x,,.. noma’lumlar
bu sohaning predmet o'zgaruvchilari deyiladi. A,B,C...A,A,...., harflar bilan
propozitsional o'zgaruvchilarni , P(x),Q(x, v),S(x, y,2),...T(x;,X,,...x, ),.. lar bilan
esa o'zgaruvchi predikatlarni belgilaymiz.

Bundan tashqari, PA alfavitida mantiqiy konstantalar 1 va 0, mantiqiy
amallar simvollari & A,=>,<>, |, 7,3 hamda qavslar qatnashadi.

Endi PA ning formulasi tushunchasini kiritamiz. [1](45-bet)

1-ta’rif. 1°. Har bir propozitsional o zgaruvchi formuladir.

2’.P=n-ar predikat o'zgaruvchi t,ts....t, lar predmet o'zgaruvchilar
yoki individual predmetiar bo’lsa, P(t.t,......t) ifoda formuladir. (n=1,2,....) .

3°. U(x) formula bo'lib, x erkin predmet o'zgaruvchisi bo'lsa, u holda
VxU(x) va 3xU(x) lar formulalardir.

4.Uva B lar formula bo'lib, ularda birida bog'lig, ikkinchisida erkin
bo lgan predmet o zgaruvchilar bo 'lmasin. U holda quyidagi ifodalar formuladir:

(U&B), (UvB), (U=B), (U=B), (L)



lzoh. 4" punktdagi {/ va B formulalaming birida predmet o zgaruvchi
bog'lib bo'lib, ikkinchisida erkin bo'lsa, hamda U va B formulalardan 4" punktda
ko'rsatilgan kabi ifodalar hosil gilinsa, u holda bu ifodalarda o'zgaruvechilar
kolliziyasi paydo bo’ladi deyiladi. Ta'rifga ko'ra o’ zgaruvchilar kolliziyasiga ega
bo'lgan ifodalarmi formula hisoblaymiz.

I va 4" lardan ko'rinadiki, m.a. ning har bir formulasi PA ning
formulasidan iborat ekan.

1°,2" punktlarda keltirilgan formulalar PA ning elementar formulalari
deyiladi.

VxU(x) va 3xU(x) formulalarda U(x) formula umumiylik va mavjudlik
kvantorlarining ta’sir sohasi deyiladi.

l-misol. (VoA v (Plx) & Fix,v))) = P(1)) ifoda PA ning
formulasidir; bu vyerda A-propozitsional o zgaruvehi, P(x), Fix,y) -lar
0 zgaruvchi predikatlar, Vx va 3y kvantorlarming  ta’sir  sohasi
(Av(P(x)& Flx, ) formuladir.

2-misol. (A=A Plx)="TvF (v 1)) & Fx) ifoda PA ning formulasi

emas, chunki {—L‘i:%ELI{P{Ij:}‘E"yF{ v.t)) formulada x predmet o zgaruveh
bog'langan bo'lib, ifodaning ikkinchi gisrm P(x) da x erkin o zgaruvchidir, ya'm
berilgan ifodada x predmet o' zgaruvchiga nisbatan kolliziva paydo bo’lgan.

lzoh. PA formulalar1 vozuvlarim soddalashtinsh magsadida m.a dagidek
operatsivalarning  kuchh  bog'lashiga garab quyidagicha  jovlashtiramiz:

odatdagidek l operatsiya ifodalarm eng kuchli bog lovehi operatsiya hisoblanadi.
Undan so'ng esa kvantorlar va mhoyat, mantiqiy amallar m.a dagidek tartibda
joylashadilar. Bu kelishuvdan so'ng formuladan bir necha gqavslarm tashlab
yvuborishga imkon tug'iladi: bundan tashari formulani o'rab turgan tashqi gavslarmi
ham tashlab yuborishga kelishamiz.

J-misol. (Ie((F(x)& A) = (TvPlx,y) v [—lB}j}j formula ortigcha gavslarm
tashlab yuborilgach, quyidagi ko rinish oladi:

I(F(x) & A= VyP(x,y)v |B



Bunda 3x dan keyin turgan chap gavs va unga mos keluvchi o'ng gavsni
tashlab yuborish mumkin emas, chunki 3x kvantorning ta’sir sohasi ushbu qavslar
ichidagi barcha formulalardir.

PA formulasi tajrifidan ko'rinadiki, PA formulasi tarkibiga propozitsional
o'zgaruvchilar, mantiqiy Kkonstantalar, o'zgaruvchi predikatlar, predmet
o' zgaruvchilari, va individlar kirar ekan, ya'ni formula quyidagi ko'rinishda bo’lar
ekan:

Ay oy 50 s B

x]v--s-r,;Pp"-P,);

Bu yerda A,......A -propozitsional o'zgaruvchilar, g,....,a,-individlar, x,,....x -
predmet o'zgaruvchilari va nihoyat, £....P. lar o’zgaruvchi predikatlardir.

Shuni ham aytish kerakki, agar P o'zgaruvchi predikat simvoli bo'lsa (bir
yoki ko'p argumentli), uni turli predmet sohalarida turlicha aniglash mumkin.

4-misol. 3x(P(x)= ViF(x,1)) formuladagi P(x) va F(x,r) predikatlarmi N
natural sonlar sohasida, masalan.

P(x):"x=3=0", F(x,0):"x<t+5"
kabi aniqlasak, M matematika fakultet talabalan to'pllami bo’lganda esa:
P(x):"x = hushchagchaq talaba"

F(x,t):"x t ning do’sti" kabi belgilash mumkin,

Birinchi holda olgan formulamiz:
"Shunday x natural son topiladiki, agar x—3 =0 bo'lsa u holda barcha

t natural sonlar uchun x <t+5 bo'ladi"
degan jumla bo'lsa ikkinchisi:

"Shunday x talaba mavjudki,agar u hushchagchaq bo'lsa,
u holda u ixtiyoriy t talaba bilan do'stdir"

degan jumla hosil bo’ladi.

Shuning uchun o'zgaruvchi P predikat muayyan to'plamda aniglangan,
bo'lsa u holda uni shu to’plamda aniglangan individual predikat deb ataladi.

2-ta’rif. Predikatlar algebrasining U(A,,...., 4. a,,....a,;%,....X.  F....B).



Formulasi  R,...P. predikatalar M to plamda ixtivoriy ravishda aniglanganda,
X,.....X, predmaet o’zgaruvchilarni M to’plamning ixtiyoriy elementlari bilan
alamashtirganda hamda A,....., A, propozitsional o’zgaruvchilar giymatlarining

ixtiyoriy tanlanmasida 1 giymat gabul etsa, u holda U M to plamda aynan rost
formula deyiladi. Agar U formula ixtivoriy M to’plamda aynan rost bo’lsa, u
holda U aynan rost formula deyiladi.

S-misol. P(x) natural sonlar to'plamida aniglangan ixtiyoriy unar predikat
bo'lsin. Quyidagi formula natural sonlar to’plamida aynan rost formuladir:
P(l) &[xe N & P(x)= P(x+1)]= VyP(y). Ushbu V.r[P(x)v—lP(x)] formula

esa har gqanday to’plamda aynan rostdir.

2-ta’rifda 1 ni O bilan, rost so’zini yolg'on so’zi bilan alamashtirsak, u holda
M to’plamda aynan yolg'on formula tushunchalari hosil bo’ladi.

3-ta'rif. U(A,.....4,:aq,....a:x,....x;B,. P). formula R,..P predikatlarni
M  to'plamda kamida bitta usulda aniglanganda,  x,,....x, predmet
o'zgaruvchilarni M  to’plam elementlari bilan kamida bitta usulda
almashtirilganda hamda A,....., A, propozitsional o’zgaruvchilar giymatlarining
kamida bitta naborida 1 gqiymat qabul gilsa, U formula M to’plamda
bajariluvchi deyiladi. U formula ixtivoriy M to 'plamda bajariluvchi bo'lsa, uni
bajariluvchi formula deyiladi.

6-misol. Ix[A& P(x)=> VtF(x.f)] formula natural sonlar to'plamida
bajariluvchidir. Haqiqatan P(x):"x tub son", F(x,t) esa "x <" bo'lsa, 4

propozitsional o'zgaruvchini masalan rost jumla bilan alamashtirsak, garalayotgan
formula rost giymat qabul giladi.

4-ta’rif. Predikatlar algebrasining M predmet sohasi ustida qaralayotgan
U va B formulalari tarkibida A,.....,A, propozitsional o’zgaruvchilar, a,.....a_-
individlar, x,,...,x_ -predmet o’zgaruvchilari va F,..P. o’zgaruvchi predikatiar
gatnashgan bo'lsinAgar bu formulalarda propozitsional o’zgaruvchilar
qiymatlarining ixtiyoriy tanlanmasida  erkin predmet o’zgaruvchilari va
o zgaruvchi predikatlarni M to’plamda ixtiyoriy individual predmetlar va
individual predikatlar bilan almashtirganda bir xil giymat gabul gilsa, bunday
Sformulalar M to plamda teng kuchli deyiladi va U =B ko rinishda belgilanadi.
Agar U va B formulalar ixtivoriv M predmet sohada teng kuchli bolsalar, u
holda bunday formulalar teng kuchli formulalar deyiladi.



7-misol. [1](48-bet)

Ix(P(x) = VyQ(y) formula
B.r(_lP(x) v yO(y) formulaga teng kuchlidir.

8-misol.

Ax(P(x) & O(x)) formula
IxP(x) & IxQ(x) formulaga teng kuchli emas,

Chunki shunday M predmet soha va undan shunday individual predikatlar
topish mumkinki, bu ikkita formulaning qiymatlari har xil bo’ladi.

Masalan, P(x):"x tub son"., Q(x): "x—to'lig kvadrat" predikatlar bo'lib,
predmet soha esa N natural sonlar to'plami bo'lsin. U holda 3x(P(x) & Q(x)):

«shundayx topiladiki, u tb son va to'lig kvadrat» yolg'on jumla,
AxP(x) & 3xQ(x) «shunday x topiladiki, u tub son va shunday x topiladik, u to'liq

kvadrat» esa rost jumladir.

Biz yuqorida m.a ning asosiy teng kuchliliklarini sanab o'tgan edik. Mazkur
tengkuchliliklar PA ning ham asosiy tengkuchliliklari bo'lib qolaveradilar.
Ulardan tashqari PA ning ham o'ziga xos asosiy tengkuchliliklari mavjudki, biz
ularni quyida qayd qilamiz.

A ixtiyoriy propozitsionl o'zgaruvchi, P(x) va F(x) lar esa o'zgaruvchi
predikatlar bo'lsin. U holda [1](45,46-bet)



1° ToxP(x)=3x P(x):
2° 3x |P(x)=vx 1P(x);
3% W P(x) & F(x)) = VxP(x) & VxF(x);
4" Wx(A & P(x)) = A & VxP(x);
5 Wl Awv P(x))= A4 v YxP(x);
6", VP x) v Vxl (x)= Vv Plx)v F(y))
7% Wx(P(x) = A)=IxP(x) = A;
8% Wx(A= P(x))=A= VxP(x);
9", dv( Pix) v F(x))=AxP(x) v IcF(x);
10", 3P x) & ek (x) = Iy Plx) & F (1))
11°% T P(x)=> A12". (A & P(x)) = A & IeP(x);
13% Ax( A v Fix))=Av xP(x);) = VxP(x)= A;
14", A A = P(x)) = A= IxP(x);
15", Ax( P(x) = F(x)) = VxP(x) = IcF(x);
16°. WxP(x) =VvP(y);
17° ¥xP(x) = VvP(¥).

Bu tengkuchliliklardan birinchisini 1sbot qilaylik. ¥xP(x) formula
ma’lumki, " Barcha x lar P xossaga ega” deb o'qiladi. Bu mulohazaning inkorini
"Barcha x lar F xossaga ega emas” deb hisoblasak albatta hato bo’ladi. [1](46-
bet)

Bunga misol keltiraylik. P(x):"x tub son" bo’lsin, u holda bu xossaga
garama garshi X 0884 —LP(xj <" x — murakkab son” bo’ladi;
"barcha x tub son emas" degan mulohaza natural sonlar sohasida, tabuny
yolg ondir, chunki "barcha x lar tub son" degan mulohazaga o'larog natural
sonlar sohasida garama-garshi xossaga ega bo'lgan natural sonlar ham mavjuddir.

Demak, "barcha x lar tub son " daegan mulohazaning inkori shunday x son
topiladiki, u murakkab son degan mulohaza bo’lar ekan.

Ixtiyorty M predmet sohasida F(x) predikat aniglangan bo’lsin. Agar
VxF(x)=1 bo'lsa, ya'ni M sohaning barcha elementlari £, xossaga ega bo'lsa, u
holda M sohaning birorta ham elementi —[F;, xossaga ega bo'lmaydi va demak

Ix IB(x)=0 bo'ladi; VxP(x)=1 bo'lgani uchun NxP(x)=0 bo'ladi ya'ni



TxB(x)=3x |B(x) bo'ladi. Agar WxB(x)=0 bo'lsa, P(x) predikat yo AE
predika, yo shunday x,eM topiladiki, u £, xossaga ega bo'lmaydi, ya'ni x,
element _lPoxossaga ega bo'ladi.

Agar F)(x)predikat AE predikat bo'lsa, u holda M ning barcha elementlari
—Iif,xossaga ega bo'ladi-bu esa EIx—IPo(x) rost mulohaza degan so’zdir.
VxP(x)=0 bo'lgani uchun, WxP(x)=1 bo'ladi, ya'ni yana
—}Vxlf,(x) = Hx—lﬂ,(.r) bo'ladi.

Endi M to'plamda F, xossaga ega bo'Imagan x; element mavjud bo'lsin.

U holda bu element —II; xossaga ega bo'ladi va demak, ax_lﬁ,(x)sl bo’ladi.
VxP,(x)=0 bo'lgani uchun yana WxB(x)=3x IB(x) kelib chigadi.

M predmet soha va unda aniglangan P,(x)predikat ixtiyoriy tanlangani uchun 1°
tengkuchlilik o'rinlidir.

Endi 6° tengkuchlilikni isbotlaylik.

Avvalo Vx kvantor v ga nisbatan distributiv  emasligini misolda
ko'rsataylik.

M ={1,23.4,5} P(x):"(x—=1)(x—=2)=0", F(x):"(x =3)(x—4)(x=5)=0" bo’lsin.
Ravshanki M sohada VxP(x) va ¥VxF(x) mulohazalar yolg'ondir, va demak, ¢°
ning chap tomoni ham yolg'on mulohazadir. Agar Vx kvantor v ga nisbatan
distributive, ya'ni  Vx(P(x)v F(x))=VxP(x)vVxF(x) bo'lganda edi,
Vx(P(x)v F(x)) rost mulohaza bo'lganligi uchun garama qarshilik hosil bo'lar
edi.

Demak, Vx(P(x)v F(x))=VxP(x)vVxF(x) ekan. Endi 6° ning o'ng
tomoni , 6° ning chap tomoni bilan bir xil giymat gabul gilishini ko'rsatamiz.

Agar VxP(x)=1yoki VxF(x)=1 bo'lsa u holda 6"tengkuchlilik o'rinli
ekanligi ravshandir; bunda fagat VxP(x)=VyP(y). ckanligini ko'rsatish
kifoyadir. Ammo bu tengkuchlilik tabiiydir, chunki x predmet o'zgaruvchi ham,
y predmet o'zgaruvchi ham M ning har bir elementini giymat sifatida gabul
qiladi.



VxP(x)=0va VxF(x)=0 bo'lsin. U holda 6" ning chap tomoni 0 giymatga
cgadir. 6" ning 0'ng tomonida Vx kvantorning ta’sir sohasi P(x)v F(y) formula
bo'lsada, F(y) predikatda x predmet o'zgaruvchi gatnashmaganligi sababli, Vx
ta’sini faqat F(y) ga ta’sir etadi. Demak, VxVy(P(x)v F(y)) formula ham 0
qiymatga ega bo'ladi.

Asosiy darsliklar va o’quv go’llanmalar

1. Kenneth H. Rosen, Discrete mathematics and its applications, 7-edition, The
McGraw-Hill Companies, 2012. (45-50 betlar)

8. Mendelson E. Vvedenie v matematicheskuyu logiku. M. «Naukay. 1984
9. Lavrov LA., Maksimova L.L. Zadachi po teorii mnojestv, matematicheskoy
logike 1 teorii algoritmov. M. «Nauka» 1995



Ma’ruza 23: Predikatlar algebrasi formulalarining normal formalari

Reja:

Predikatlar algebrasining keltirilgan formulalari.

2. Predikatlar algebrasi tilini matematik mulohazalarni ifoda
etishga qo’llanish.

3. Predikatlar algebrasida vechilish muammosi.

Predikatlar algebrasining keltirilgan formulalari

J-teoremada  Mulohazalar algebrasiming har bir formulasining o'z
keltirilgan yoki umi keltinilgan teng kuchli formula bilan almashtirish mumkin

ekanligi haqida aytlgan edi. Keltrilgan formulalarda amallardan fagat &, v, va i
gatnashib, | amali fagat propozitsional o' zgaruvchilarga tegishli bo'ladi.

Predikatlar algebrasi da ham 3-ta'nf (keltunlgan formula ta'nfi) va 3-
teoremaning o' xshashlari mavjud bo'lib, ular quyidagi mazmunga egadir.

1-ta’rif. U formula Predikatlar algebrasining ixtivoriy formulasi bo’lsin.
Agar bu formulada fagat &v, |V va3 amallar gatnashib, 1 amali fagat
propozitsional o zgaruvchilar va o zgaruvehi predikatlarga tegishli bo 'lsa, bunday
Sformula keltivilgan formula deyiladi.

1-teorema. PA ning ixtivoriv formulasi yo o'zi keltirilgan yoki gandaydir
keltirilgan formulaga teng kuchlidir.

Isbot. U/ formula Predikatlar algebrasi ning ixtivority formulasi bo'lsin.

Agar keltinilgan formula bo'lsa, teorema o'rnlidir. U7 keltinlgan formula

ko'rinishida bo’lmasin. Agar U formula B=C ko'rinishida bo’lsa, u IBve
formulaga teng kuchlidir; shunday qilib formula tarkibida gatnashgan = amallarm

yo'gqotish mumkin, Agar U/ formula —|"GI"IB{I] ko'rinishida bo'lsa, u holda asosiy
tengkuchliliklarning 1°siga asosan uni Ix |B(x) ko'rinishga keltirish mumkin.

Agar U —l[E &) ko'rinishda bo’lsa, uni ey I teng kuchli formula
bilan almashtinsh mumkin. Nixoyat U B C ko'nmshida bo'lsa um
( 18+ C)&( 10w B) teng kuchli formula bilan almashtiriladi. Agar U formula

Bu shakl almashtinishlardan keyin keltinlgan formula ko' rinishiga kelmasa,
u holda mazkur shakl alamashtirishlar BvaC  formulalarga go’llaniladi.



2-ta’rif. Predikatlar  algebrasining  keltivilgan  formulasi  tarkibida
kvantorlar gatnashmasa voki kvantorlar mantigiv amallarni barchasidan oldin
kelsa, bunday formula normal keltirilgan formula deviladi.

2-teorema. Predikatlar algebrasining ixtivorty formulasi uchun unga teng
kuchli bolgan normal keltirilgan formula maviudir.

Isbot. Predikatlar algebrasi ning ixtivorlty formulasi uchun I1-teoremaga
asosan unga teng kuchli keltrilgan formula mavjud bo'lgani uchun teoremani
fagat keltirilgan formulalar uchun isbotlash kifoyadir.

U formula Predikatlar algebrasi ning ixtiyoriy keltinlgan formulasi bo'lsin.

Agar u kvantorlarga ega bo’'lmasa, teorema o'rinli bo'ladi. Agar u kvantorh
formula bo’lib,

WxB(x) & Vx({x), A & VxB(x), A v ¥xB(x), VxB(x) v ¥x(( x),
FxB{x)v IcC(x), A & B x), IxB( x) & I x)

ko'rinishga ega bo'lsa, uni 3" —6",9" —12" asosiy tengkuchliliklarga asosan mos
teng kuchli formula bilan almashtinsh mumkin; bunda A propozitsional

o' zgaruvchi o mida MA ning murakkab formulasi ham turishi mumkin,

B(x) va Cl(x) esa kvantorsiz formuladir.

Agar U/ formula TexB(x) ko rinishhga ega bo'lsa uni Elx—|3{x] teng

kuchli formula bilan almashtiriladi. (1"va 2" ga asosan).
Predikatlar algebrasi tilini matematik mulohazalarni ifoda etishga go’llanish

Har ganday matematik fanda garalayotgan obektlar haqidagi mulohazalar
bilan 1sh ko'radi. Mantiq va to'plamlar nazanvasiming simvollari hamda berilgan

fanming maxsus simvollari yordamida shunday mulohazalar formula ko'rinishida
ifodalanishi mumkin.

Quyidag asosiy matematik tushunchalar —ta’nif va teoremalarm predikatlar
algebrasi tili yordamida ganday 1fodalash mumkinhigim ko'rib chigamiz.

Ta'nf chap tomom vangi kintilayotgan simvol, o'ng tomon esa ma’lum
simvollardan tuzilgan ifodadan iborat bo'lgan tenglik yoki ekvivalentlik yordamida
ifodalanishi mumkin,

Ta'nfm bildiruvehi formulalarmi boshga formulalardan farglash uchun bu
formulalardagr «tengw likning (ekvivalaentlikning) ostiga (yoki) ustiga df (



fransuzcha definition-ta’rif) harflar qo’vyiladi. Masalan  f(x) funksiyaning
nugtadagi uzluksizhgi quyidagi formula bilan i1fodalanadi:

df
S(x) funksivax = xugtadauzluksiz &5 e > 0356 =0
Vxe(x,—o,x,+ E}D.r - .I[.| <d=|f(x) —f{xﬂ}| < ::‘:I-

1-misol. Xalga aksiomalan predikatlar algebrasi tili yordamida quyidagicha
yoziladi:

&

<(r,+2> alpebra—xalgas—=
1.Yx, velG [_t+_v=y+_1r],
2¥x,vzel [{I+y‘,|+z=.t+[_1:+:}],
3el Vxel [I+ﬂ={]+.1'=.1'],
4¥reGi-x)el [.t+[—:‘,|=—_t+:= l]]7
S5Nx,v,zel [_T'{__}’ +z)=x0y+ _t-z],
6Vx, v,z el [[y +zpx=yex+ z-_t]-

Predikatlar algebrasida yechilish muammosi

Predikatlar  algebrasi  uchun  vechilish  muammosi  mulohazalar
algebrasidagidek qo’viladi:

Predikatlar  algebrasining ixtivoriy  formulasi U shu  alpgebrada
bajariluvchimi voki bajariluvehi emasmi ekanhgim aniglab beruvchi yagona usul
mavjudm?

Agar ushbu problema mulohazalar algebrasi uchun oson yechilgan bo’lsa,
predikatlar algebrasi uchun bu problemam hal etish katta qiyinchiliklarga duch
keladi. O'tgan asrming 30-yillanda algorntm tushunchasim aniq ta’'nf benlgandan
so'ng mazkur muammo yobiy hal etlishi mumkin emasligi, ya'm izlangan
algoritm mavjud emasligi ma’lum bo’lib qoldi. Predikatlar algebrasi uchun
yechilish muammosi 1jobiy yvechilmashigini birinchi marta amerikalik matematik
A Chyorch isbotladi.

Yechilish muammosi predikatlar algebrasi uchun jobiy yvechilmasada, predikatlar
algebrasi formulalarining baz sinflari uchun bu muammo ijobiy yechiladi.

Biz quwvida predikatlar algebrasi formulalanning ganday sinflan uchun
yechilish muammosi 1jobiy hal etilishn haqida sharh beramiz.



Tarkibida fagat unar (bir argumentl, bitta predmet o'zgaruvchiga bog’lig
bo'lgan) predikatlar qatnashgan formulalar uchun yechilish problemasi ijobiy hal
etilishi quyidagi teoremadan ko'rinadi. [1](51-bet)

3-teorema. Tarkibiga n ta unar predikat kirgan predikatlar algebrasining
U formulasi biror M to plamda bajariluvchi bo'lsa, bu formula elementlari soni

2" dan katta bo'lmagan M~ to plamda ham bajariluvehi bo ladi.
Ushbu teoremadan quyidagi natija kelib chigadi.

Natija. Tarkibiga n ta fagat unar predikat kirgan U formula elementlari

somi 2" dan ko'p bo'lmagan istalgan to’plamda AR formula bo'lsa, U formula
ixtivoriy to plamda AR formula bo ladi.

Lyovgeymning quyidagi teoremasi predikatlar algebrasining katta sinfm
tashkil giluvchi formulalari uchun yechilish problemasi hal qiladi.

4-teorema. Agar predikatlar algebrasining U formulasi biror cheksiz
to plamda bajariluvchi bo'lsa, u holda w sanogli to’plamda ham bajariluvchi

bo ladi.
Lyovgeymning quyidagi teoremasi ham diggatga sazovordir.

S-teorema. Erkin predmet o 'zgaruvchilar gatmashmagan ( ammo, balki
individual predmetlar gatnashgan ) U formula biror to plamda  bajariluvehi
bo lsa, bu formula chekli voki sanogli to plamda ham bajariluvehi bo ladi.

Asosiy darsliklar va o’quv qo’llanmalar

1. Kenneth H. Rosen, Discrete mathematics and its applications, 7-edition, The
McGraw-Hill Companies, 2012, (48-51 betlar)

10.Mendelson E. Vvedenie v matematicheskuyu logiku. M. «Nauka». 1984
11.Lavrov LA., Maksimova L.L. Zadachi po teorii mnojestv, matematicheskoy
logike 1 teornt algoritmov. M. «Nauka» 1995



Ma’'ruza 24-25: Primitiv rekursiv va gismiy rekursiv funksivalar (4 soat)
Reja:

1. Primitiv rekursiya operatori.
2. Minimizatsiya operatori.
3. Rekursiv funksiyalar.

Rekursiv funksiyalar

XcNva¥Yec Nbo'sh bo'lmagan to'plamlar berilgan bo'lsinAgar X

to'plamning ba'zi  elementlariga ¥ to'plamning bir giymatli aniglangan
elementlari mos go'yilgan bo'lsa u holda X to'plamda J qismiy funksiya
berilgan deyiladi.

[ : X — Yqismiy funksiva X = Z"bo'lsa hold f Z to’plamda berilgan

n argumenth funksiva deyiladi.Qismiy funksivalar orasida qismuy arifmetik yoki
sonli funksivalar alohida ahamiyatga ega. [3](112-113bet)

f:2" =Y qismiy funksiyva £ =N to'plamda aniglangan bo'lib, giymatlar
to'plami ham natural sonlar to'plamida bo'lsa, bunday qismiy funksiya n
argumentli gismiy sonli funksiya deyiladi. f:N" = N m-argumentli gismiy sonli
funksiya (x,,x,,...x,)e N", [ funksiya (%:%:-+X,) ga 3 natural sonni mos

qo’vean bo'lsa u holda f(X,X;....x, ) = ¥ kabi yoziladi.
Agar f"(x.x,,...x,) m-o'rinli funksiya uchundg =N (S "

funksiyaning aniglanish sohasi) bo'lsa /' hamma yerda aniglangan funksiya
deyilad.

Hamma yerda aniglangan sonli funksiyaga misollar:



a)fix)=x+1
Byy=x" +1

) f(xy)=x"
ﬂ’}f[.ny}{ N
e) fix) =[EI ]

Endi esa qismiy sonli funksiyalarga misol keltiramiz:

a}f{xhg
b)f(x)=x—y

c) flx)=sinx

d)f(x)=+fx
Hamma verda amglangan quyidagi funksiyalar

six)=x+1
Hx)=0

INx. %X )=x. (1Sm=<n)
alohida ahamiyatga ega bo’hib, ular sodda funksivalar deyiladi.

5(x) -, .keyin kelish™ funksiyasi bo’lib u natural son benlganda undan keyin

keluvehi natural sonni hisoblaydi.

H{x)-nol funksiva
I (x,.x,,..x_)=x_m-argumentni tanlovchi funksiya.

Endi ular ustda bajariladigan asosiy amallarm ko'nb chigarmz, ular operatorlar
deyiladi.

1. Superpozitsiva operatori (S-operator)[3](112-113bet)

g". " (i=1,m)-gismiy sonli funksiyalar berilgan bo’lsin. U holda



R X002, )= € (S8 Xy X, ey fr (50 XX, )) DO I 72 funksiya
g™, /" (i =1,m)funksiyalardan superpozitsiya operatori yordamida hosil gilingan
deyiladi hamda h = S(g, /,. f,....f,) kabi belgilanadi.

Agar &.f.fi,filar hamma yerda aniglangan funksiyalar bo'lsa
S(g. f,. fs,.-.f,)ham hamma yerda aniglangan funksiya bo’ladi.

1) f(x)=x+n

f(x)=S(5(5...5(x).........)

2) f(x)=n

f(x)=S(5(S....5(0(x))....)
N mariae

IL. Primitiv rekursiya operatori ( PR-operator) [3](112-113bet)

B (X, Xy s X, 1,2), £(X,5 X550, X, ) qismiy funksiyalar bo'lsin,

f(x,.%,,..,X,,x_,,) funksiyani

P X e XD = (R, X i X)

£ (5, %5 X,, y + 1) =A™ (x, ,.rz,..,x,,,y,f""(x,,xz,..,x,,,y))
sxema yordamida hosil qilish mumkin bo’lsa u holda berilgan funksiyalardan
S™*" funksiyani primitiv rekursiv operator yordamida hosil gilingan deyiladi.

h"? g"lar hamma yerda aniqlangan funksiyalar bo'lsa , tabiiyki f(x,,x,....x,,)
ham hamma yerda aniglangan funksiya bo'ladi.7» =0 uchun ko'rib chigamiz.
Bunda &5 O argumentli funksiya bo'lib, ya'mi g=a,aeN,g esa ikki
argumentli binar funksiya bo'ladi. U holda  primitiv rekursiya operatorining

ko'rinishi quyidagicha



{ f(0)=a
f(y+D=gy.f(»)

1-misol.

L f(xy)=x+y

{ f(x,0)=g(x)=1!(x)
f(x,y+D=h(x,y, f(x,9)=s(L}(x,y, f(x,)))

Buni tog'riligini tekshirish uchun quyidagi xusisiy hollarni ko'rib

chigamiz:

f(x,0)=x

f(x)= f(x,0)+1=x+1
f(x,2)=f(x,])+1=x+2
f(x3)=f(x,2)+1=x+3
f(x,4)=f(x,3)+1=x+4

berilgan funksiya primitiv rekursiv operatori yordamida hosil gilindi, demak
berigan funksiyamiz primitive rekursiv funksiya ekan.
2. flxy)=xy
£(x.0)=g(x)=0(x)=0

fxy+)=hix,y, f(x.0) =L (x,y, f () + L(x 5. f(x.y) =
=x+ f(x,y)

Buni tog riligini tekshirish uchun quyidagi xusisiy hollarni ko'rib chigamiz:

flx,)=x+ f(x,0)=x+0=x
_f(x,Z)=.\’+f(x,l)=x+x=2x

3. f(xy)=x",(0°=1)
f(x,0)=1
.f(xvy + 1) = 'f(x’y)

Buni tog riligini tekshirish uchun quyidagi xusisiy hollarni ko'rib chigamiz:



Slx)=x-f(x,0)=x
[ =x-flx,D=x-x=x"

1L Minimizatsiva operatori [3](112-113bet).

2N Xy e ) (X500 x,)  gismiy  funksiyalar bo'lsin, agar
f(x,x,..0x, ) funksiya aniglangan va V ga teng fagat va fagat shu holdaki
olx, 5enx, 0, g(x,x,..x,, y—1)lar aniglangan va noldan fargh bo'lib

glx,x,..x ,y)=0 bo'lsa, (X, X000 X, ) runksiyasigm{x].,_tz, ..... JXL V)
funksivadan minimizatsiya operatori orgali hosil gilingan deyiladi va quyidagi

ko'rimishda belgilanadi:

]

L Xy %) = A" (6 T X, 1) = 0]

2-misol.

1. K{x,y)-eng kichik uwmumiy karrali. K(x,0)=K{0,y)=0deb gabul

gilamz,
K(x,y)=pz=z- E[r V)+sg(x- _v}[%z +rest{z, x)+ rest{z, y)] =0
sxema bo'yicha hisoblanadi.

Misol uchun bu sxema ki6,8)=24 ckamni hisoblab beradi.

2. (¥} - dan oshmaydigan tub sonlar soni. 2(x)—x tub son.



2()=0 p(1)=3

7(2) =1 p(2)=5
z(3)=2 p(3)=7
(4)=2 p(d) =11

plx)=py ['ﬂ' -1|= ﬂ] =2" Xema yordamida hisoblanadi.
Rekursiv funksiyalar [3](112-113bet).

1-ta’rif . Eng sodda funksiyalarga superpozitsiya va primitiv rekursiya
operatorlarimi chekli marta go’llab hosil qilingan har ganday funksiva primitiv
rekursiv funksiya deyiladi.

Ushbu ta’nfdan ko ninadiki, bazis funksivalarga dastlabki primitiv rekursiv
funksiyalar deyilib, boshga primitive rekursiv funksiyalar ulardan S-operator va

PR-operatorlar vordamudahosil gilinadi. Primutiv rekursiv funksiva tushunchasiga

yana ta’'rf berish mumkin.

2-ta'rif. Eng sodda funksiyalarga S, PR va g operatorlarni chekli marta

qo'llash natijasida hosil bo’lgan har ganday funksiva qismiy rekursiv funksiva
deyiladi.

Ushbu ta’'nfdan ko'nnadiki, har ganday primitiv rekursiv funksiya qismiy
rekursiv funksiya, ammo har ganday qismiy rekursiv funksiva primitive rekursiv

funksiya bolishi shart emas
F, . -gismiy rekursiv funksiyalar to’plami
F, . -primitiv rekursiv funksiyalar to’plami

= F

pr g.r



3-ta'rif . Hamma verda aniglangan qismiy rekursiv funksiya

umumrekursiv funksiya deyiladi.
F, ., -umumrekursiv funksiyalar

F__cF

HRLE q.r

Funksiyalarning har ganday chekli to’plamidan 5, PR, gy operatorlami
bir martadan qo’llash natijasida quvvati sanoglidan yugori bo’lgan funksiyalar

to"plamini hosil qilish mumkinligi tufayli F, . £, va F,,  to’plamlaming har biri

pr?

sanogli to plamdir.
Asosiy darsliklar va o’quv go’llanmalar

1. Kenneth H. Rosen, Discrete mathematics and its applications, 7-edition, The
McGraw-Hill Companies, 2012, (B8E-988 betlar)

2 Rodjers H. Teoriya rekursiviih funktsiy | effektivnaya vichislimost. Moskva.
SMir”-1972,

3 Lavrov LA, Maksimova L.L. Zadachi po teorni mnojestv, matematicheskoy
logike 1 teorin algoritmov. M. «Nauka» 1995



Ma’'ruza 26: Rekursiv va rekursiv sanaluvchi to’plamlar
Reja:

4. Rekursiv to plamlar.
5. Rekursiv sanaluvchi to’ plamlar.
6. Post teoremasi.

Rekursiv va rekursiv sanaluvchi to’ plamlar va ularning xossalari

A naturalsonlarto’plami N={0,1,2,....n,... }ning gism to"plami bo’lsin.

1-ta’'rif .
2.0 =1} 2ol

funksiva 4 to’plamning harakteristik funksiyasi deyiladi. [2](82-83 bet)
Ushbu ta’rifdan to’plamning harakteristik funksiyasi hamma verda
aniglangan funksiva ekanligini ko' ramiz.
2-ta'rif .Haraktenstik funksivasi umumrekursiv bo'lgan to’plam rekursiv
to'plam deyiladi.
Xususan harakteristik funksiyasi primitiv rekursiv bo'lgan to’plam primitiv
rekursiv to'plam deyiladi.
1-misol.
A=, 4= N, A= N, lar rekursiv to’plamlardir. Ularning harakteristik

funksivalari mos ravishda
Zalx)=0
I lx)=1
¥y, =rest(x.2)
1-teorema. Agar AvaB lar rekursiv o plamlar u holda A B, AnBva

A4 lar ham rekursiv to’plamlardir.
Isbot: 7 ,(x), ys(x)mos ravishda 4 vaB larming harakteristik funksivalan
bo'lsin.
Faoa(X) =580 (x) + fa(x))
Faral )= 5807, (x) g X))
71(x) =5g(7,(x))

lar mos ravishda AuB, AnBwva 4 laming haraktenstik  funksiyasi
bo'ladi.Bundan ko'rinib turibdiki y, z(x), #4s(x), y5(x) lar primitiv rekursiv
funksiyadir.

Rekursiv to'plamlar algoritmlar nazariyasida asosiy ro'llardan  birini
o'ynaydi. x natural sonning 4 to'plamga kinshi yvoki kirmashgi chekli gadamda
ko'rsatib beradigan, va'ni 4 to'plamning harakteristuk funksiyasi giymatlanm
hisoblavdigan algaritmni topish kerak. Bu 4 to'plamga _kirish muammosi”



deyilib, bunday algaritmlarning mavjud bo’lishi 4 to'plamning  haraktetistik
funksivasining umumrekursiv bo’lishiga teng kuchlidir. Shuning uchun rekursiv
to'plamlarm | kirish muammosi™ algaritmik vechiluvchi to’plamlar deb garash
mumkin.

3-ta’rif. Bo'sh yoki biror umumrekursiv funksiva giymatlarini to"plamidan
iborat bo'lgan to’plam rekursiv sanab chigiluvehi to’plam deyiladi. O’ znavbatda
mazkur funksiya to’plamni sanab chiquvchi funksiyasi deyiladi. [2](82-83 bet)

1. Tog sonlar to'plami, 3ga bo'lganda 2qoldiq beradigan natural
sonlar:5.8,11.....,
barcha natural sonlar to'plami rekursiv sanab chigiluvehi to’plamdir. Ularm mos

ravishda f(x)=2x+]

flx)=3x+2,
S(x)=x
funksiyalar sanab chigadi.
E =10,2,4.6....)
E,={235711,.
E={2"2207, |=]1248.2"

ham rekursiv sanab chigiluvehi to'plamlardir ularm sanab chiquvehi funksivalari
mos ravishda

@(x)=1x,
@lx)=Px
@(x)=2"lardir.

Rekursiv sanab chigiluvchi to’plam ta’rifidan ko'ramizki, 4 rekursiv sanab
chigiluvchi to’plam, @(x) uni sanab chiquvchi umumrekursiv funksiyasi bo'lsa u
holda A={g(0),¢(1),¢(2)...; bo'lib u sanoglidir.Rekursiv sanab chigiluvchi
to’ plamlarning birlashmasi va kesishmasi vana rekursiv sanab chigiluvehi to'plam
boladi.

Masalan: f(x)va 2(x) mos ravishda rekursiv sanab chigiluvchi 4 vag
to’ plamlarning sanab chiguvehi funksiyasi bo'lsin.
x juft balsa

L X
F(Z)
h(x)=1" %,
g{T} x tog bo'lsa
funksiva 4 B ni sanab chigadi.
Rekursiv sanab chiquvehi to plamning to’ldiruvchisi rekursiv sanab chigiluvehi
to’plam bo’lmasligi mumkin. [2](82-83 bet)
Umumrekursiv funksivalar sinfi F sanogh to'plam bo’lganligi, har bar
umumrekursiv funksiya esa fagat bitta to’plamm sanab chiga olishi sababh
rekursiv sanab chigiluvehi to'plamlar sinfi sanoglidir. Ma'lumki barcha natural



sonlar to'plamining barcha to'plamostilan sinfi sanogsiz to'plamdir. Bu esa
rekursiv sanab chigilmavdigan to’plamlar mavjud deyishga asos bo'ladi.

2-teorema.Agar 4 rekursiv to'plam bo’lsa u holda u rekursiv sanaluvchi
to'plam bo'ladi. [2](82- bet)

Isbot. Mumkin bo'lgan 3ta holni garaymiz.

a) A= i) bo'lsa teorema o' rinli ekani ma’lum
by A=1{a,.a,..4,} chekli to'plam bo'lsin. U holda bu to'plamni sanab chiquvchi
funksiva

_ | a, x=k
f(x)= { a x>k bo'ladi.
v) Acheksiz wo'plam ¥ ,(x) ning harakteristik funksiyasi bo’lsin, u holda
F0)= uy[z.n]=1

flx+l)=py[r, (M) =1A(y> f(x))]
vordamida aniglangan s(x) funksiya 4 to'plamning sanab chiquvchi
funksiyasidir.
2-misol. K ={x|;i:|1{x}— }{:grinfm.ﬁuw'hi} -rekursiv sanaluvchi to'plam
lekin rekursiv to’plam emas.
3-misol.

M ={x| @, —umumrekursiv| .rekursiv sanaluvchi to’plam emas. [2](83- bet)
3-teorema. (Post). 4 rekursiv to'plam bo'lishi uchun 4 ning 0'#1 va
A=N\4 1o’ ldiruvchisi ham rekursiv sanaluvchi bo'lishi zarur va yetarli. [2](82-

bet)
Isbot. Zarurligi: 2-teoremaga ko'ra 4 rekursiv to'plam bo'lsa 4 rekursiv

sanab chigiluvchi to plam bo'ladi. 1-teoremaga ko'ra esa 4 ham rekursiv to'plam
va demak 4 rekursiv sanaluvehi to’plam bo’ladi.

Yetarliligi: 4 va Alar rekursiv sanaluvehi to’plamlar bo'lsin. 4=

bo'lsa vyetarliligi ravshandir. Agar 42D, A#Dho'lsa u holda Ava A
to'plamlar mos ravishda qandaydir fix)vag(x) umumrekursiv funksivalar
givmatlari to’plamidan iborat bo’lad.
Ushbu algaritmik jarayonni qaraylik.
a natural son bo'lsa, u 4 to'plamga kiradin yoki A ga kiradimi degan masalani
hal etish uchun f{0), g{0), F(1). g(1}.....f{n), g(n).... sonlarni ketma-ket garab chigamiz.
Agar @ f(x) funksiyaning qiymati bo'lsa, u holda ae A, agar
a g(x) funksiyaning qiymati bo'lsa ae A bo'lib, AuA=N bo’lgani
uchun @ albatta f(x) yoki g(x) ning giymatlaridan iborat bo'ladi. Boshqacha

aytganda A to'plamning harakterisuk funksiyasi to’lig aniglangan umumrekursiv
funksiya, A ning o' z1 esa rekursiv to plam bo'ladi.



4-ta’rif. Shunday f{x) umumrekursiv funksiva mavjud bo’lsaki, 4 to'plam
fix) ning qiymatlar to'plamidan iborat bo'lib f{x) o'suvchi funksiya bo'lsa u
holda 4 o'sib borish tartibida rekursiv sanaluvehi to’plam deyiladi.

4-misol. 1,3,57.9,... toq sonlar to'plami o'sib borish tartibida rekursiv
sanaluvchn  to'plamlardir, f(x)=2x+1 o'suvchi  wmumrekursiv - funksivaning
givmatlari to plamidan iboratdir,

4-teorema. A cheksiz to'plam bo'lsin. 4 rekursiv to'plam bo’lishi uchun u
0'sib borsh tartibida rekursiv sanaluvchi to”plam bo'lishi zarur va yetarli,

Isbot. Zarurhigi: 4cheksiz va rekursiv to'plam bo'lsin. p ning harakteristik
funksiyasi

0y = uy[2,(1]=1

fla+D)=py[z ) =1a(y> f(x))]

Sxema vordamida hosil gilingan funksiva umumrekursiv hamda A
to'plam bu funksiva givmatlan to’plamidan iborat ekanligi 2-teoremadan ma’lum.
fixyo'suvchn funksiya ekanhipgi ravshandir. Demak 4 o'sib bonish tartibida
rekursiv sanaluvchi to’plamdir.

Yetarliligi: f(x) m Ao'sib borish taribida sanovehi funksiyvasi devmiz. a
natural sonnig 4 pga kinsh vyoki kirmasligim aniglash uwchun f(x) ning
givmatlarim hsoblay boshlaymiz. Bu jaravonni f({x) ninga dan katta giymati
paydo bo'lguncha davom ettiramiz. f(0), f(1),.....f(x)...larni hisoblab, @ dan katta
son paydo bo'lsa ae A, paydo bo'lmasa ae A4 ekanligi ayondir. Demak A
to plamming harakteristik funksiyasi hamma verda amqglangan amiglangan funksiya
bo'lib, uming qvmatlanm hisoblavdigan jarayon mavjuddir. Demak u
umumrekursiv funksiva, 4 esa rekursiv to'plam ekan.

S-teorema.Har ganday cheksiz rekursiv sanaluvehi to’plam cheksiz
rekursiv gism to plamiga ega. [2](84- bet)

Isbot. 4 cheksiz rekursiv sanaluvehi to’plam bo'lsin.

g(0)= f(0)

glx+ )= f(lf () > g(x)})
sxema vordamida berilgan funksiyami qaraylik. Bu funksiyvaning gqiymatlari
to'plami gandaydir B to’plamdan iborat bo’lib, g(x) uni o’sib borish tartibida
sanab chigadi. Oldingi teoremaga asosan B cheksiz va rekursiv to'plamdir. B A
ekanligi g2(x) funksivaning aniglanishidan kelib chigadi.

Asosiy darsliklar va o’quv qo’llanmalar

1. Kenneth H. Rosen, Discrete mathematics and its applications, 7-edition, The

McGraw-Hill Compamies, 2012, (888-988 betlar)

2. Rodjers H. Teoriya rekursivnih funkisiy I effektivnaya vichislimost. Moskva.
WMir”-1972,



Ma’ruza 27: ReKkursiv sanaluvehi to’plamlar hagida asosiy teorema
Reja:

. Rekursiv sanaluvchi to’plamlar hagidagi asosiy teorema.

. Asosiy teoremaning natijalari.

3. Rekursiv bo'lmagan ammo rekursiv sanaluvehi bo’ladigan
to” plam.

et =

Rekursiv sanaluvchi to’ plamlar hagidagi asosiv teorema

Navbatdagi teorema rekursiv sanaluvehi to’plamlar uchun bir necha o’ ziga

hos xususiyatlarmi ko'rsatadi. Bu oddiy lekin muhim natjjadir. [2](82-83 bet)

I-teorema. (Rekursiv sanaluvehi to'plamlar hagidagi asosiy teorema) 4
rekursiv sanaluvchi to'plam bo’lishi uchun 4 biror gqismiy rekursiv funksivani
aniglanish sohasi bo’lishi zarur va yetarlidir. [2](84- bet)

Isbot. Zarurhgi:a) 4= bo'lsa ysifatida hech gaverda aniglanmagan
qismiy rekursiv funksiyvam olamiz. U holda 4 =argy .

b) A= Zbiror { umumrekursiv funksivaning giyvmatlan sohasi bo’ladi.

y funksivam quyidagicha aniglaymiz:
w{x)ni hisoblash uchun f funksiyvaning givmatlar to plamimi hosil qilish kerak.
A gar x [ funksivaning giymatlari to’plarmdan hosil bo'lsax m giymatini olish
kerak. y qismiy rekursiv funksiya bo’lib, 4 = Aroy ekani ko'rinib tunbdi.

Yetarlihgi: o qismiy rekursiv funksiva va A=argy bo'lsin. Agar 4=
bo'lsa 4 m hosil qiluvchi effektiv jarayonni aniglaymmz. Bu jarayon bosgichlar
orgali hosil gilinadi.

1-bosqich. w(0)ni hisoblash uchun 1-gadam bajariladi agar w({0)ni

hisoblash 1-gadamda yakunlansa 0 ni 4 to’plam ro’yxatiga joylashtiriladi.
n+1-bosqich.

w0,y (1),...0r(n) larni hisoblash uchun n+1 gadam bajariladi (k) ni hisoblash

jarayoni (n+1)-gadamda voki avvalrog vakunlansa bunday & larm , 0k <n,

Ato’plamlar ro’yxatiga qo’shilad.

Endi nni quyidagicha aniglaymiz:



n(0) =ro’yxatdagi birinchi element.

([ v bu ro'yxatga x +1 bosgichda go'shilgan
va y ¢ {r;(O_),l](l)....t;(x)}] agar shunday

x+1)=41
mEr) vy mavjud bo'lsa;

n(0) golgan hollarda

Chyorch tezisiga binoan 5 qismiy rekursiv funksiya bo'ladi. Agar4=0
bo'lsa u holda 4 ta’rifga asosan rekursiv sanaluvchi to'plam bo'ladi.
Agar A+Jbo’'lsa n qurilishga binoan hamma yerda aniglangan bo'ladi va
Valn = Argw = A shunday qilib 4 rekursiv sanaluvchi to’plam bo'ladi.

Bu teoremadan bir gqancha natijalar kelib chigadi.

I-natija. 4 rekursiv sanaluvchi to'plam bo'lishi uchun 4 ning biror
qismiy rekursiv funksiyasi qiymatlar sohasi bo'lishi zarur va yetarlidir. [2](86-
bet)

Isbot: Zarurligi:

1) asosiy teoremani 1-holidek isbotlanadi.
2) Teoremani isbotida qurilgan y funksiyadan

A= Argy =Valy bo'lgani uchun bu yerda ham foydalanish mumkin.

Yetarliligi: Huddi avvalgidek A to'plam uchun avval tashkil etilgan
ro'yxatga elementlarming kirishi emas balki chigishi bosqichlari bo'yicha qo'shib
boriladi.Shunday qilib , A to'plam qismiy rekursiv funksiyaning aniglanish
sohasi bo'lishi uchun zarur va yetarli shart _4 ning gismiy rekursiv funksiyaning
qiymatlari sohasi bo'lishdan iborat.

Quyidagi natija bu tasdigni kuchliroq shaklda ifodalaydi.

2-natija. Shunday / va ¢ umumrekursiv funksiyalar mavjudki, barcha x
lar uchun

Valp, ., = Argo,
Arge, ., =Valg,
bo'ladi. [2](86- bet)



l-teorema rekursiv sanaluvchanlikni aniglashni qulay usulini beradi. Undan
foydalanib ko’ plab to plamlarning rekursiv sanaluvehi ekanini ko' rsatish mumkin,
Xususan {x|@,(x) vaginlashadi} shu to’plamni rekursiv sanaluvchi ekanini
ko rsatish mumkun. Avval bu to’plamga maxsus nom beramiz.

1-ta’rif. K={.r|¢:r1{.r} }ﬂqum.ﬁﬂﬁi} ={_r|xEIrﬂ} .

2-ta’rif . W, = Argp,

2-teorema.Rekursiv bo'lmagan ammo rekursiv sanaluvehi bo’ladigan
to’plam mavjuddir va & shunday to’plam bo’ladi. [2](88- bet)

Ishot:

1. agar @ (x) vaginlashsa

wix)= ,
uzoglashadi, agar @ (x) wzoglashsa

Qurilishidan ko rimb tunbdikiy qismiy rekursiv funksiva bo’ladi va
K = Argyr demak 1-teoremaga asosan K to'plam rekursiv sanaluvchi to’plam
bo’ladi.

Endi K to'plamnbing rekursiv emasligim 1sbotlaymiz. Teskarsin faraz
qilamiz ya'ni K rekursiv to’plam bo’lsin 2-teoremaga asosan biror m uchun
K= W, bo'ladi. Uholda K to’plamning ta’rifiga asosan me K < me W _, birog
m ning tanlanishiga bincanme K < me W_. Hosil gilingan zidlik K to'planning
rekursiv bo'la olmasligini ko rsatadi.

Shunday gilib biz K rekursiv sanaluvchi to’plam bo’lgam uchun K

to'plam rekursiv sanaluvchi bo’lmaydi , bundan tashqgan 4- teoremaga asosan K

to'plam o'sish tartibida rekursiv sanaluvchi to'plam ham bo'la olmaydi.

3-teorema. Agar ¥ qisrmy rekursiv funksiva va A rekursiv sanaluvchi

bo'lsa u holda ¥~ (4) rekursiv sanaluvchi to’plam bo’ladi. [2](88- bet)

Rekursiv va rekursiv sanaluvchi to’plam tushunchalan fagat natural sonlar
qism to'plamlan uchungina emas balki natural sonlar juftliklari, uchliklan,
umuman n=liklari to’plamlari uchun ham kiritilishi mumkin. Buning uchun natural

sonlar barcha juftliklarini natural sonlar bilan nomerlab chigish lozim.



NI,NJ,--.,N',-JI=2,3.-.-to‘plamlar elementlari natural sonlar bilan

nomerlab chigilgach endi masalan natural sonlar juftliklari to'plami N7 ning gism
to'plami rekursiv yoki rekursiv sanaluvchi to'plam ekanligi uning elementlarini
nomerlaridan tuzilgan to'plamning rekursiv yoki rekursiv sanaluvchi to’plam

ekanligini orqali aniglanadi.

Asosiy darsliklar va o’quv qo’llanmalar

1. Kenneth H. Rosen, Discrete mathematics and its applications, 7-edition, The
McGraw-Hill Companies, 2012. (888-988 betlar)
9. Rodjers H. Teoriya rekursivnih funktsiy | effektivnaya vichislimost. Moskva.

WMir”-1972.

10.Lavrov LA., Maksimova L.L. Zadachi po teorii mnojestv, matematicheskoy
logike 1 teorii algoritmov. M. «Nauka» 1995



Amaliy mashg’ulot 1. To’plam. To’plamlar ustida amallar

Ishdan magsad: To’plamlar ustida bajariladigan asosty amallarga doir
misollarni yechishni o’rganish.

Masalaning qo’yilishi: Tinglovchi variant bo’yicha berilgan ikkita
to’plamning tengligini isbotlay olishi lozim.

Amaliy topshiriglar

1. Agarda A=labc,) B=lbcdel bo'lsa, AUB ANB, A\B, B\ 4, AAB lar
hisoblansin.
2. 4 va B to'plamlar uchun 4 8 bo‘lishi uchun 4nB=4 bo'lishi zarur va
etarli ekanligi ko*rsatilsin.
3. A-to'plam o'nta elementdan iborat bo‘lsa, P(4) nechta elementdan iborat
bo*ladi?
4. A={123...n} bo'lsa, p(4) nechta elementdan iborat bo*ladi?
5. 4 va B to'plamlar U to‘plamning chekli gism to‘plamlari bo‘lsa,
quyidagilar isbotlansin:
a)agarda ANB=2 bo'lsa, n(AUB)=n(A)+n(B),
b) n(A\B)=n(A)\n(ANB),
g) m(AUB)=n(A)+n(B)=n(ANB)

6. Quyida keltirilgan munosabatlar o‘rinli bo‘lsa, isbotini keltiring, aks holda
o'rinli emasligini tasdiglovchi misol keltiramiz:
a) AN(B\C)=(AnB)\(ANC();
b) AN(BuC)=(4\B)ULC;
6) (A\B)=(B\ ),
2) Ax(BUC)=(AxB)yu(AxC).
d)agar AAC=BAC bolsa, A=8 bo'ladi.

Asosiy darsliklar va o*quv qo‘llanmalar
1. Kenneth H. Rosen, Discrete mathematics and its applications, 7-edition, The
McGraw-Hill Companies, 2012.(115-123 betlar)

11.Mendelson E. Vvedenie v matematicheskuyu logiku. M.: Nauka, 1984

12.YUnusov A.S. Matematik mantiq va algoritmlar nazariyasi elementlari, T.,
2008.

13.Lavrov 1. A., Maksimova L. L. Zadachi po teorii mnojestv, matematicheskoy
logike 1 teorii algoritmov. M.: Fiz.-mat. literatura, 1995.



Amaliy mashg’ulot 2-3. Binar munosabatlar va funksivalar. Tartib
munosabatlar turlari (4 soat)

Ishdan magsad: Binar munosabatlar ustida bajanladigan asosiy amallarga
doir misollarni yechishni o’rganish.

Masalaning  go’yilishi: Tinglovchi vanant bo’vicha benlgan binar
munosabatlar turlarim aniglay olishi lozim.

Amaliy mashg*ulotda echish uchun masalalar
Misol Ushbu 4= {—l—l,ﬂ, 1, 2,3,4,5} to*plamni olaylik.
Bu to*plamda quyidagi binar munosabatlarini turlarim amiglang :

1) R, munosabat: Vx.yed, xRy:x—y ayirmaning 3 ga qoldigsiz
bo*linishini 1fodalasin;

2) R, munosabat barcha x,¥ € A lar uchun xR,y :x ning y dan kichik yoki
tengligimi 1fodalasin;

3) R, munosabat barcha x,v€A4 lar uchun xR,y: v ning x ga qoldigsiz
bo‘linishini ifodalasing
4) R, munosabat barcha x,y€4 lar uchun xR,y:0 x-y ko‘paytmaning

manfiy emasligini ifodalasin;

5) R, munosabat barcha X,y €4 lar uchun xR.y:x ninig kvadrati y ning
kvadratiga teng ekanligim ifodalasin,

Asosiv darsliklar va o*quv go*llanmalar
1. Kenneth H. Rosen, Discrete mathematics and its applications, 7-edition, The
MeGraw-Hill Companies, 2012, (584-586 betlar)

2 Mendelson E. Vvedenie v matematicheskuyu logiku. M.: Nauka, 1984
3.YUnusov A.S. Matematik mantiq va algonitmlar nazariyasi elementlan, T, 2008.

4 Lavrov . A, Maksimova L. L. Zadachi po teori mnojestv, matematicheskoy
logike 1 teorn algontmov. M.: Fiz.-mat. literatura, 1995,



Amaliv mashg’ulot 4: Fikrlar mantigi. Fikrlar mantigining tatbiglari

Ishdan magsad: Benlgan formulalarming rosthk jadvalim to’ldinish orgali
ularning tavtologiva bo’lishi yoki bo’lmasligini aniglash.

Masalaning qo'yilishi: Tinglovehi vanant bo’yicha berilgan formulam
rosthik jadvalini to’ldira olishi lozim,

Amaliy mashg*ulotda echish uchun masalalar

Quyidag formulalaming chinlik jadvalini tuzing.

. (Av—B)a-Ll.

2. ((—AAByv=0).

3. ((~A A Byvi=C AnB)).

4. ((mAaB)—=(Bv ().

5. (A= B)—> A) > (A= (B ).

6. ((C—=A)=2(ABvC)—= A)).

Asosiy darsliklar va o*quv go‘llanmalar

I. 1. Kenneth H. Rosen, Discrete mathematics and its applications, 7-edition, The
McGraw-Hill Companies, 2012. (584-586 betlar)

2. 2. Mendelson E. Vvedeme v matematicheskuyu logiku, M.: Nauka, 1984

3. 3.¥YUnusov AS. Matematik mantiq va algoritmlar nazarivasi elementlari, T.,

2008,
4. 4. Lavrov L. A, Maksimova L. L. Zadachi po teorii mnojestv, matematicheskoy
logike 1 teorii algontmov. M.: Fiz.-mat. literatura, 1995,



Amaliy mashg’ulot 5-6: Tavtologiya tushunchasi. Tavtologiva haqida
teoremalar. Formulalarning kvivalentligi (4 soat )

Ishdan magsad: Berilgan formulalarning rostlik jadvalini to’ldirish orgali
ularning tavtologiya bo’lishi yoki bo’lmasligini aniglash.

Masalaning qo’yilishi: Tinglovchi variant bo’yicha berilgan formulani
rostlik jadvalini to’ldira olishi lozim.

Amaliy mashg*ulotda echish uchun masalalar

Quyidagi formulalaming qaysi biri tavtologiya bo*ladi.

l. (45 B)—>(B— A).
- (A2 B)—> (=4 —>=B).
AAv(B A =0)).
. ((=AAB)—>(BVv()).
A(A—>B)—>A) > (A>(BAaA)).
((C—>A)>(ABvC)— A)).
o (=B > =d) (4> B).

o0 3 N W B W

(A= (=Bo>—HA—-8))-

Asosiy darsliklar va o*quv go‘llanmalar
1. Kenneth H. Rosen, Discrete mathematics and its applications, 7-edition, The
McGraw-Hill Companies, 2012. (584-586 betlar)

2.Mendelson E. Vvedenie v matematicheskuyu logiku. M.: Nauka, 1984
3.YUnusov A.S. Matematik mantiq va algoritmlar nazariyasi elementlari, T., 2008.

4. Lavrov 1. A., Maksimova L. L. Zadachi po teorii mnojestv, matematicheskoy
logike 1 teorii algoritmov. M.: Fiz.-mat. literatura, 1995.



Amaliy mashgulot 7: Teng kuchli formulalar. Asosiy teng kuchliliklar

Ishdan magsad: Berilgan formulalarning rosthik jadvalim  to’ldinsh orgali
ularing teng kuchli bo’lishi voki bo’lmashgini aniglash.

Masalaning go’yilishi: Tinglovchi variant bo’vicha berilgan formulani
rostlik  jadvali wva almashtirishlar vordamida teng kuchli bo’lishi  yoki

bo’lmasligini aniglay olishi lozim.
Amaliy mashg'ulotda yechish uchun masalalar.
Quyidag tengkuchliliklarni isbotlang.
l. An(BwC)=AnBv AnAC.
2. Av(BAC)=(Av B)a(Av ).
3 An(AvE)=A.
4 —AAvB)==dA—B,

S A= Bemal——d,

Asosiy darsliklar va o*quv go*llanmalar

1. Kenneth H. Rosen, Discrete mathematics and its applications, 7-edition, The
MeGraw-Hill Companies, 2012. (584-586 betlar)

2 Mendelson E. Vvedenie v matematicheskuyu logiku. M.: Nauka, 1984
3. Y Unusov A.S. Matematik mantiq va algoritmlar nazarivasi elementlar, T., 2008,

4. Lavrov L. A., Maksimova L. L. Zadachi po teorii mnojestv, matematicheskoy
logike 1 teorii algoritmov. M.: Fiz.-mat. literatura, 1995,



Amaliy mashg’ulot 8-9: Mulohazalar algebrasi formulalarining normal
formalari (4 soat)

Ishdan magqgsad: Berilgan formulalarmi mukammal diz’yunktiv va

kon’yunktiv normal formalarga keltirish.

Masalaning go’yilishi: Tinglovchi variant bo’yicha berilgan formulani
rostlik  jadvali wva almashtirishlar yordamida mukammal diz’yunktiv va
kon’yunktiv normal formalarga keltira olishi lozim.

Amaliv mashg’ulotda vechish uchun masalalar.
Quyidagi formulalami MDNF va MEKNF larine tuzing.
L. {dv—Bya—C-
2. —A A Byw =)
3. ((—A A Byv(—C A—B))-
4. ((mAAB)—=(Bv(O)).
5(({A—=B)—> A)—(4d—>(BAA)).
6. ((C— A) = (—BvC)— A)).

Asosiy darsliklar va o*quv go*llanmalar

1. Kenneth H. Rosen, Discrete mathematics and its applications, 7-edition, The
McGraw-Hill Companies, 2012, (584-586 betlar)

2 Mendelson E. Vvedenie v matematicheskuyu logiku. M.: Nauka, 1984
3. ¥ Unusov AS. Matematik mantiq va algoritmlar nazariyasi elementlari, T., 2008,

4. Lavrov 1. A., Maksimova L. L. Zadachi po teorii mnojestv, matematicheskoy
logike i teorii algoritmov. M.: Fiz.-mat. literatura, 1995.



Amaliyv mashg’ulot 10: Bul funksiyvalari va ularning berilish usullari

Ishdan maqgsad: Berilgan formulalarming rosthik jadvalini  to’ldirish orgah
ularming tavtologiva bo’lishi yoki bo’lmasligini aniglash.

Masalaning go’yilishi: Tinglovchi vanant bo’yicha berlgan formulam
rostlik jadvalini to’ldira olishi lozim.

Amaliv mashg’ulotda yechish uchun masalalar.

1.Quvidagifunksiyalarm chinlihk jadvalim tuzing:

L1, fix,y)mxy+ y+l L11. fix,y,2)sx = zv(x— y)+1

1.2, fix.yvi=xy+y+1 1.12. fix,y.2)mzvix—=y)+x+]

L3, flxy)=(mvy)—y LI13. flxp.z)=(x = 2)vix - y) +x+1

L4, fix,y)=xvix—y) L14. flx,y.z)mazvix— y)+x+]

1.5, flez)=xzvarvas 1.15. flry. ) =mvix— y)+x+1

L6, flx,yz)=x—syvy—z 1.16. fix,y,2)=x=v(x— y)+x+]

L7, fMlrxyz)=sx—=azyviy—:z 117, fix,y.2)=xzvix—= y)+1

1.3. fix.y.z)=(x=z)v(x—y) 118, flx,y,z2)mz=vay+x+]

1.9. flx.y.z)=x=vix—y) 1.19. fx.y.2)=x=vix— ¥)+x+1
110 f(rpD)=xzvx =y}  1.20. f(x.y.2)mazv(x—>y)+x+]

Asosiy darsliklar va o’guv go’llanmalar

1. Kenneth H. Rosen, Discrete mathematics and its applications, 7-edition, The
McGraw-Hill Compames, 2012, (811-814 betlar)

2. Yablonskiy 5.V. Vvedenie v diskretnuyu matematiku. M. «Nauka» 1986

3.Lavrov LA, Maksimova L.L. Zadachi po teorii mnojestv, matematicheskoy
logike 1 teornn algoritmov. M. «Nauka» 1995



Amaliy mashg’ulot 11: Formulalar ekvivalentligi. Duallik printsipi

Ishdan magsad: Berilgan formulalarning rosthk jadvalim to’ldirish orgali
ularning teng kuchli bo’lishi yoki bo’lmasligini aniglash.

Masalaning go'yilishi: Tinglovchi vaniant bo’yicha benlgan formulani
rosthk jadvali wva almashtirishlar vordamida  teng kuchli bo’lishi  yoki
bo’lmasligim aniglay olishi lozim.

Amaliy mashg’ulotda yvechish uchun masalalar.

Quyidagi funksiyalarga dual funksiyalami toping.
. flx.y)=(x+y)xvy)
2 flxy)=(l+xvy) sy
3. fly)mays yel
4 fley)=(vi) >y
5. flxp)=(l+oy) = (xvy)

6. flx,ylsxvx=y

T flx,v)=xv+ v+l

8 flxyo)=sxazyviy oz

Formulalarning ekvivalentligini ko'rsating

L. (xvy)~xy 1. xdy~xr

2. (o) -xvy 12, x/y~xvy
xay-xvy 13, x—xix

4, (x+¥)z~ =+ 14, xy~(x/ W Hx!y)
5. x+y~(xey) 15, x= y~xfy!y)

6. .t+}'—(;_y}v(x;} 16, x—xdx



7. xvy—xy+x+y 17. xp~(x+x)+ (4 y)

8. Xy~ xy+x+y 18. x4y~ ((x/ ) (v ! ) H(x! x) v/ )
9. (x> y)~xy+x+l 19.x/y~((x+ )L (v & D (xd )L (v d )
10. (x> y)~ x4y +1 20. (x & y)~ (o) v (xy).

Asosiy darsliklar va o’quv go’llanmalar

1. Kenneth H. Rosen, Discrete mathematics and its applications, 7-edition, The
McGraw-Hill Companies, 2012. (811-814 betlar)

2.Yablonskiy S.V. Vvedenie v diskretnuyu matematiku. M. «Nauka» 1986

3.Lavrov LA., Maksimova L.L. Zadachi po teorii mnojestv, matematicheskoy
logike 1 teorii algoritmov. M. «Nauka» 1995



Amaliy mashg ulot 12: Bul funksivalarining normal formalari

Ishdan magsad: Benlgan formulalarm muokammal diz’yunktiv va
kon’vunktiv normal formalarga keltirish.

Masalaning qo’yilishi: Tinglovchi vanant bo’vicha berilgan formulam

rostlik jadvali va almashtinshlar yordamida  mukammal diz’yunktiv va
kon'vunktv normal formalarga keltira olishi lozim.

Amaliy mashg'ulotda yechish uchun masalalar.

Quyidag formulalarm MDNF va MKNF ga keltiring

I (x = z)aly—z2);

2 (xay) > (xap);
Jlxay)va)=(zay);
(x> (v A= (y 1) = y;

S llx=2valy=22)=2(x22),

6. (xwv _]:}N[; v z)

7. (xv v (x o2)

8. (xvy ‘u’}}ﬁ{.l' —}E}

9. (x> (yvz))—+(r—>x)) =y
10, (x> z)aly —};]

Asosiy darsliklar va o’quv go’llanmalar

1. Kenneth H. Rosen, Discrete mathematics and its applications, T-edition, The
MeGraw-Hill Compames, 2012. (811-814 betlar)

2. Yablonskiy 8.V. Vvedene v diskretnuyu matematiku. M. «Nauka» 1986

J.Lavrov LA, Maksimova L.L. Zadachi po teorn mnojestv, matematicheskoy
logike 1 teorn algoritmov. M. «Naukan 1995



Amaliy mashg’ulot 13: To’liglik va yopiqglik. Muhim yopiq sinflar

Ishdan maqsad: Berilgan formulalarni Jegalkin polinomi ko‘rinishiga
keltirish.

Masalaning qo’yilishi: Tinglovchi variant bo’yicha berilgan formulani
rostlik jadvali yordamida nolni yoki birni saglashini aniglay olishi lozim.

Amaliy mashg’ulotda yechish uchun masalalar.

Quyidagifunksiyalamni Jegalkin polinomi ko*rinishida ifodalang:
l. f(x,y,2)= Xz v (x—>y) +x+1
2. f(x,y,z)=xzvxyv)yz

3 f(x,y.2)=xzv(x—>y)+x+1

4. f(xs}’,z)=x—)y vVy—z

5. f(x,y,2)=(x>2)v(x—o>y)+x+1

6. f(x,y,2)=x>zyviy—o:z
7. flxyz)=xzv(x—>y)+x+l

8. f(x,y.2)=(x—>z)v(x—>Yy)

9. f(x,y,z)=xzv(x—>y)+x+]

10. f(x,y,2)=xzv(x—>Yy)
Ushbu funksiyalar nolni sagqlaydimi?

L. flx,y.2)=xzv(x—y) 6. f(x,y,z)=z4+xp+y+z+]
2. f(x,y,2)=(x+2)v(x =) i F '/'(x,y.:)=.\j;:;+y+l

L f flx,y.z)=mxy > x4+ y+l 8. f(x,y,:)-(_ryvy)-);'+z
4. flx,y,z)mxyz > xz+1 9. _I'(x,y)-.tv(x_—)—ﬁ—):

5. f(x.p.2)=x>z4(yvy) 10. f(x.y.2)=xviyviz+l

Asosiy darsliklar va o’quv go’llanmalar

1. Kenneth H. Rosen, Discrete mathematics and its applications, 7-edition, The
McGraw-Hill Companies, 2012, (811-814 betlar)

2.Yablonskiy S.V. Vvedenie v diskretnuyu matematiku. M. «Nauka» 1986
3.Lavrov LA., Maksimova L.L. Zadachi po teorii mnojestv, matematicheskoy
logike 1 teorii algoritmov. M. «Nauka» 1995



Amaliy mashg’ulot 14-15: Post teoremasi va uning natijalari (4 soat)
Ishdan magqsad: Berilgan bul funksiyalari sinfini  to’liq bo’lish yoki

bo’lmasligini aniglash masalasi.
Masalaning  qo'yilishi: Tinglovchi variant bo’yicha berilgan bul
funksiyalari sinfini to’lig bo’lish yoki bo’lmasligini aniglay olishi lozim.

Amaliy mashg’ulotda yechish uchun masalalar.

Quyidag: funksiyalarni monotonligini tekshiring:

l. f(x,y,2)=xyvazvaz, 6. f(x.y)=xyvIvaz;

2. flx,y)=x—>(x—=>y); 7. f(x,y,z2)mxyvyzvaz

3. j'(.r,y)-(xvy)(-).;v;’; 8. f(x.,l-')-.t_v+x—+_;'

4. f(x,y.z)=xyvazvaz; 9. flxy)=(x o y)(xvy)

5. flx,y)=(xvy) & .;; - 10. f(x,y)=x+xey
Quyidagi sistemalarni to*ligligini ko‘rsating:

1. {v, }: 2{-, }; 3.{—>. };

4. {/}; 5.4 % 6.{+,-.1};

7. {x+yxvyll;  8{x+y+z,x,0, 1}; 9. {x—>y,0};

10. {xy, x+y,1} ; 1L {xy, ;} 12. {;}

l.’o.{.tv_v}; 14. {; l} 4 15. {x-y.xvy};

16. {x+y, ;}, 17. {n'v_vzv.xz,;}; 18. {x+y.xp.1};

19.{x vV yVv z}; 20.{x- y.x+y,1,0}

Asosiy darsliklar va o’quv qo’llanmalar

1. Kenneth H. Rosen, Discrete mathematics and its applications, 7-edition, The
McGraw-Hill Companies, 2012. (811-814 betlar)

2.Yablonskiy S.V. Vvedenie v diskretnuyu matematiku. M. «Nauka» 1986
3.Lavrov LA., Maksimova L.L. Zadachi po teorii mnojestv, matematicheskoy
logike 1 teorii algoritmov. M. «Nauka» 1995



Amaliy mashg'ulot 16. MULOHAZALAR HISOBI UCHUN AKSIOMALAR
SISTEMASL

Ishdan magsad: Benlgan formulaning teorema ekanim isbotlash
maqsadida formulalar ketma-ketligini tuzish masalasi.

Masalaning qo’yilishi: Keltinb cliganish goidalan yordamida berilgan
formulaning teorema ekanini isbotlay  olishi lozim.

Amaliy mashg'ulotda yechish uchun masalalar.

L nazariyaning ixtiyorty F,G,H formulalari uchun quyidagi

formulalar L ming teoremalar bo’lishimi 1sbotlang.

fa) H{IFaF) = F ;

(b) F4GGaH FFaH

fc) FaiG=aH) F Ga(F=H)

(d) 161F Frag

fe) F{lGa1F=(F26);

(f) FaG FG

Asosiy darsliklar va o'quv go’llanmalar
|. Kenneth H. Rosen, Discrete mathematics and its applications, 7-edition, The
McGraw-Hill Companies, 2012, (69-72 betlar)

12 Mendelson E. Vvedenie v matematicheskuyu logiku. M. «Nauka». 1984
13 Lavrov LA, Maksimova L.L. Zadachi po teorn mnojestv, matematicheskoy
logike 1 teorn algontmov. M. «Nauka» 1995



Amaliy mashg’ulot 17: Deduksiya teoremasi. Keltirib chigariladigan
formulalar.

Ishdan magqsad:  Berilgan formulaning teorema ckanini isbotlash
maqsadida formulalar ketma-ketligini tuzish masalasi.

Masalaning qo'yilishi: Keltirib chigarish goidalari yordamida berilgan
formulaning teorema ekanini isbotlay olishi lozim.

Amaliy mashg’ulotda yechish uchun masalalar

L nazariyaning ixtiyoriy F, G,H formulalari uchun quyidagi formulalar L
ning teoremalari bo’lishini isbotlang.
l.(FoG)-»F)>F.
2. F (G -1(F -16).
3. F>(GH) FG > (F > H).
4. 1(F -»16)»G.
5. G-(16-106).

Asosiy darsliklar va o’quv qo’llanmalar

1. Kenneth H. Rosen, Discrete mathematics and its applications, 7-edition, The
McGraw-Hill Companies, 2012. (69-72 betlar)

14 Mendelson E. Vvedenie v matematicheskuyu logiku. M. «Naukay. 1984
15.Lavrov L.A., Maksimova L.L. Zadachi po teorii mnojestv, matematicheskoy
logike 1 teorii algoritmov. M. «Nauka» 1995



Amaliy mashg'ulot 18-19: L nazariya uchun gyodelning toliglik hagida
teoremasi (4 soat)

Ishdan magsad: Berilgan formulaning teorema ekanini 1sbotlash magsadida
bu formulaning tavtologiva bo’ishidan foydalanmish masalasi,

Masalaning qo'vilishi: Kelurib chiganish goidalari va  formulaning
tavtologiya bo’ishidan foydalanib berilgan formulaning teorema ekanini isbotlay
olishi lozim.

Amaliy mashg'ulotda yechish uchun masalalar

L nazariyaning ixtiyoriy F, G, H formulalari uchun quyidagi formulalar L

ming teoremalari bo’lishini 1sbotlang.

1. —A— (4> B).

2. (mB—d) 3+ (A R).

3. Ao A,

4 (A= (-Bo—A—>B).
5 ——d—a 4.

Asosiy darsliklar va o’quv go’llanmalar

1. Kenneth H. Rosen, Discrete mathematics and its applications, 7-edition, The
McGraw-Hill Companies, 2012, (69-72 betlar)

16.Mendelson E. Vvedenie v matematicheskuyu logiku. M. «Nauka». 1984
17.Lavrov LA, Maksimova L.L. Zadachi po teorn mnojestv, matematicheskoy
logike 1 teorn algoritmov. M. «Nauka» 1995



Amaliyv mashg ulot 20: Predikatlar algebrasi. Predikatlar va kvantorlar

Ishdan magsad: Predikatlar algebrasining  berilgan formulalarmi
almashtirishlar yordamida ularning teng kuchli  bo’lishi yoki  bo’lmasligini
aniglash.

Masalaning qo’vyilishi: Tinglovchi vanant bo’vicha berilgan formulam
almashtirishlar yordamida teng kuchli bo’lishi yoki bo’lmasligini aniglay olishi

lozim.
Amaliy mashg*ulotda vechish uchun masalalar

A ixtiyoriy propozitsionl o zgaruvchi, P(x)va F(x) lar esa o zgaruvchi
predikatlar bo'lsa, quyidagi tengkuchliliklarni isbotlang.
1" WxP(x)=3x 1P(x):

2 3 IP(x)=Vx P(x):

3" Wl P(x) & F(x)) = VxP(x) & ¥xF (x):;

4" Ux(A& P(x))= A & VxP(x);

5% War(Av P(x)) = Av YxP(x);

6" WxP(x) v VxF(x) = Yxvr( Plx) v F(»));

7. Wx(P(x) = A) = IxP(x) = A:

R". Wx(A = P(x)) = A = VxP(x);

9" Ax(Plx) v Fix))=AxP(x) v IxF(x);

10°. 3xP(x) & IxF (x) = A Plx) & F (1))

11° Ax(P(x)=> A12". Fu(A & P(x)) = A & IxP(x);
13", An( A v Plx))=Av IxPi(x), ) =VxP(x)= A,

Asosiy darsliklar va o’quv go’llanmalar

1. Kenneth H. Rosen, Discrete mathematics and its applications, 7-edition, The
McGraw-Hill Companies, 2012 (36-44 betlar)

2 Mendelson E. Vvedenie v matematicheskuyu logiku. M. «Nauka». 1984
3.Lavrov LA, Maksimova L L. Zadachi po teorii mnojestv, matematicheskoy
logike 1 teorn algornitmov. M. «Nauka» 19935



Amaliy mashg’ulot 21-22: Predikatlar algebrasining formulalari (4 soat )

Ishdan magsad: Predikatlar algebrasining  berilgan  formulalarmi
almashtirishlar yordamida ularning teng kuchli  bo’lishi yoki  bo’lmasligini
aniglash.

Masalaning qo’vilishi: Tinglovehi varnant bo’vicha benlgan formulam
almashtinshlar yordamida teng kuchh bo’lishi yvoki bo’lmashigim aniglay ohshi
lozim.

Amaliy mashg’ulotda vechish uchun masalalar

A ixtivorty propozitsion]l o'zgaruvehi, P(x)va F(x) lar esa o'zgaruvch
predikatlar bo'lsa, quyidagi tengkuchliliklarmi isbotlang.
1°. WxPix)=3x P(x):

2% 3y |P(x)=Vx |P(x):

3% Wx(P(x) & F(x)) = VxP(x) & VxF(x);

4" x( A& P(x))= A & VxP(x);

5" Wa(Av P(x)) = A v ¥xP(x);

6" WxP(x) v VxF(x) = Vv P(x) v F(»))

7" Wx(P(x) = A)=3xP(x) = A:

R". Vx(A= P(x))= A= VxP(x);

9" Jx(Plx) v Fix))=AxeP(x) v IxF(x)

10°. 3xP(x) & IcF (x) = Iy P(x) & F (1))

1% T P(x) = A12". T( A & P(x)) = A& IxP(x);
13%, Ax{A v Plx))=Av AxPx); ) =VxP(x)= A
14", 3x( A = P(x)) = A= IcP(x);

15% Ax( P(x) = F(x)) = VxP(x)= IF|x);

16", WxP(x) = VyP(y);

17" WxP(x) = VyP(»).

Asosiy darsliklar va o’ guv qo’llanmalar

1. Kenneth H. Rosen, Discrete mathematics and its applications, 7-edition, The
McGraw-Hill Companies, 2012. (36-44 betlar)

2 Mendelson E. Vvedenie v matematicheskuyu logiku. M. «Nauka». 1984



Amaliy mashg’ulot 23: Predikatlar algebrasi formulalarining normal
formalari
Ishdan magqsad: Predikatlar algebrasining  berilgan formulalarini

keltirilgan normal formalarga keltirish.

Masalaning qo’yilishi: Tinglovchi variant bo’yicha berilgan formulani
teng kuchli almashtirishlar yordamida keltirilgan normal formalarga keltira olishi
lozim.

Amaliy mashg’ulotda yechish uchun masalalar.

A ixtiyoriy propozitsionl o'zgaruvchi, P(x)va F(x) lar esa o'zgaruvchi
predikatlar bo'lsa, quyidagi tengkuchliliklarni isbotlang.
P —'V’xP(x) = B.x_IP(.r);
2. Bx_IP(.t) - V.t_IP(x);
3% Vx(P(x) & F(x)) = VxP(x) & VxF(x);
4 Vx(A& P(x))= A & VxP(x);
5°. Wx(Av P(x))= A v VxP(x);
6", VxP(x)v VxF(x)= VxVy(P(x)v F(y)),
7°. Vx(P(x) = A)= IxP(x) = A:
8%, Vx(A4 = P(x))= A= VxP(x);
9%, Ix(P(x) v F(x))=IxP(x) v IxF (x);
10°. IxP(x) & 3xF (x) = 33 P(x) & F(¥)):
11% 3e(P(x) = A12°. (A & P(x)) = A & IxP(x);
13%. Ix(A v P(x))= Av 3xP(x);) = VxP(x) = A4;
14°. 3x(A = P(x))= A= IxP(x);
15° 3x(P(x) = F(x)) = VxP(x)=> F(x);
16°. VxP(x) = VyP(y);
17". ¥xP(x) = VyP(y).

Asosiy darsliklar va o’quv go’llanmalar

1. Kenneth H. Rosen, Discrete mathematics and its applications, 7-edition, The
McGraw-Hill Companies, 2012. (36-44 betlar)

2. Mendelson E. Vvedenie v matematicheskuyu logiku. M. «Nauka». 1984
3.Lavrov LA, Maksimova L.L. Zadachi po teorii mnojestv, matematicheskoy
logike 1 teorii algoritmov. M. «Nauka» 1995



Amaliyv mashg'ulot 24-25: Primitiv rekursiv va gismiy rekursiv funksivalar

(4 soat).

Ishdan magsad: Sonli funksivalarning primitiv rekursiv yoki qismiy
rekursiv bo’lishini eng sodda funksivalardan keltinb chigarish masalasi.

Masalaning go’yilishi: Primitiv rekursiva, superpozisiya va minimizasiya
operatorlart yordamida eng sodda funksiyalardan berilgan funksiyani hosil gila
olishi lozim.

Amaliy mashg’ulotda yechish uchun masalalar.

Quyidag funksiyalarmi primitiv rekursiv yoki gismiy rekursiv funksiva
ekanligini 1sbotlang.

{[L x=0
l. sgix)=

I, x=0
sg(0)=0
sg(x+1)=s(Hx))

— 0, x>0
2. xg[_t}={11 £

x=10

sg(0)=1
sg(x+1)=8(x)
3. x;1={& x=0

=1, x=0
0=1=0
(x+1)=1=x

0 x=
x=0=x
()= (rey)=1
5. h—ﬂ

lr—y=(x=)+(r=x)
b, max(x,v)

max{x, v)=xsg(x = y]ﬂx_g[x = v)



7. minix, v)
min{ x, v} = x: i'g{ v=x)+ y%{x = v)
Bl (5
¥
i_

|V

5]

—Zag{i} = x)

_Zag{:a; S)=s2(2-5)+

M

+.s‘g[-4'—5} +35g(6=5)+s52(8~5)+
+5g(10+5) = 5g(0) + 5g(0) + sg(1) +
+5g(3)+sg(5)=1+1=2

9. rest(x,v)—x ni y ga bo'lgandagi goldig

X
resf=x=—1|-¥
¥

rest(x,0)=x
x=T,y=2

resf=?;[1i|-?=l
2

10.  ri(x)—x ning bo'luvchilari soni

r(x) = 3 sg(rest(x,i)

]

x=8

r(8) = sg(rest(8,1)) + sg(rest(8,2)) +
+sg(rest(8,3)) + se(rest(8,4)) +
+sg(rest(8,5)) + sglrest(8.6)) +
+sg(rest(8.7)) + sg(rest(8,8)) =
=1+1+0+1+0+0+0+1=4



11.8(x)— x ning bo'luvchilari soni yig'indisi

B(x) = ii -sg(rest(x,i))

x=0

0(6)=1-sg(rest(6,1))+ 2 -sg(rest(6,2)) +
+3-sg(rest(6,3)) + 4 - sg(rest(6.4)) +

+5- sg(rest(6,5)) + 6- sg(rest(6,6)) =
=1+2+3+6=12

12. lh(x)—x ni tub bo'luvchilari soni
Ih(0)=0

lh(x)= 2§(|r(i) — 2|+ rest(x.i))

Sl

x=TIh(7) = sg(| (1) = 2|+ rest(7.1)) +
+;g(||r(2) - 2|| +rest(7,2)) +
+5g(|7(3) = 2| + rest(7.3)) +
+5g(||z(4) = 2|+ rest(7.4)) +
+5g([z(5) = 2| + rest(7.5)) +
+sg(||z(6)— 2|| + rest(7,6)) +
+sg([7(7) = 2| + rest(7.7)) =
=0+0+0+0+0+1=1

Asosiy darsliklar va o’quv go’llanmalar

1. Kenneth H. Rosen, Discrete mathematics and its applications, 7-edition, The
McGraw-Hill Companies, 2012. (888-988 betlar)
2.Rodjers H. Teoriya rekursivnih funktsiy I effektivnaya vichislimost. Moskva.

SMir”-1972.

3.Lavrov LLA., Maksimova L.L. Zadachi po teorii mnojestv, matematicheskoy
logike 1 teorii algoritmov. M. «Nauka» 1995



Amaliy mashgulot — 26: Rekursiv va rekursiv sanaluvchi to’ plamlar

Ishdan magsad: Sonh funksiyalarming primitiv rekursiv yvoki qismiy
rekursiv bo’lishini eng sodda funksivalardan keltinb chigarish masalasi.

Masalaning qo’yilishi: Primtiv rekursiya, superpozisiya va munumizasiya
operatorlart yordamida eng sodda funksivalardan berilgan funksiyvani hosil gila
olishi lozim.

Amaliy mashg’ulotda vechish uchun masalalar.

1.Quyidag predikatlarming primitive rekursivligim isbotlang.

a) x=y
b) x+y==z
C)x-y=z

d) x v nmi bo’ladi
¢) x va y lar o"zaro tub sonlar.
2. Agar P(x...x) va Qlx...x,) lar primitiv rekursiv predikatlar
bo’lsa, u holda quyidag predikatlaming ham primitive rekursivligini isbotlang.
a) Plx..x )alx,.x,)
by Plx...x)vO(x...x,)
¢) —P(x,...x,)
d) PAlx...x)—=>0(x...x)
3. Agar Ava B to'plamlar rekursiv to’plamlar bo’lsa, uholda AnB |

AUB , 4 laning ham rekursiv to’lamlar bo’lishini isbotlang.

4. Agar A va B to'plamlar rekursiv sanaluvchi to*plamlar bo’lsa, u
holda AnB , AU B larning ham rekursiv sanaluvchi to’lamlar
bo’lishini isbotlang.

Asosiy darsliklar va o’quv go’llanmalar

1. Kenneth H. Rosen, Discrete mathematics and its applications, 7-edition, The

McGraw-Hill Companies, 2012, (B88-988 betlar)
2 Rodjers H. Teoriyva rekursiviih funktsiy [ effektivnaya vichislimost. Moskva.

HMir-1972,

3 Llavrov LA, Maksimova L L. Zadachi po teormm mnojestv, matematicheskoy
logike 1 teornn algortmov. M. «Nauka» 1995



Amaliy mashg ulot 27: Rekursiv sanaluvchi to’plamla hagida asosiy teorema

Ishdan magsad: Sonli funksiyalarning primitiv rekursiv yoki qismiy
rekursiv bo’lishim eng sodda funksiyalardan keltinb chigarish masalasi.

Masalaning go’yilishi: Primitiv rekursiva, superpozisiya va minimizasiya
operatorlar1 yvordamida eng sodda funksiyalardan berilgan funksiyani hosil qila
olishi lozim.

Amaliy mashg ulotda vechish uchun masalalar.

Quyidag funksiyalarni primitiv rekursiv yoki gismiy rekursiv funksiya
ekanligini isbotlang

{l], x=0
1. sg(x)=

L x=0
se(0)=0
se(x+1) =s(#x))

— 0, x>0
2. Jrg[_r}={11 e

x=0
sg(0) =1
se(x+1)=8(x)

0 x=0
3. _1"—1={ : g

x=1, x=0
0=1=0
(x+1)=1=x
4:;y={& Xy

X—y, x>y
r=0=x
x=(y+l)={x=y)=l
5. h—ﬂ

e—y=(x=1)+(y=x)
6. max(x,y)

maxix, v)=xsg{x =~ y]+}r.';_g[x =¥
7.  min{x,y)

min(x, y) = xsg(y = x)+ ysg(x = y)



3] G)-)

£]=Z sg(iy ~x)

L.l'l"w-'

—} ng{m 5)=sg(2=5)+

+sg(4-5)+sg(6=5)+sg(8=5)+

+5g(10=5) = 5g(0) + sg(0) + sg(1) +
+3g(3)+sg(5)=1+1=2

M

9. rest{x, v)—x ni y ga bo'lgandagi goldig

x
resf=x=|—|-¥
¥

rest(x,0)=x
x=7,y=2

re5f=?;l1]-2=l
2

10.  r(x)—x ning bo'luvchilari soni

r(x)= iE[r‘ﬂ'f (x,1))

]

x=48

7(8) = sg(rest(8.1)) + sg(rest(8,2)) +
+se(rest(8.3) + sg(rest(8,4)) +
+sg(rest(8,5)) + sg(rest(8.6)) +
+sg(rest(8.7)) + sg(rest(8.8)) =
=1+1+0+1+0+0+0+1=4



11.8(x)— x ning bo'luvchilari soni yig'indisi
O(x) = i-sg(rest(x,i))
(=1

x=6
0(6)=1-sg(rest(6,1)) +2-sg(rest(6,2)) +
+3-sg(rest(6,3)) +4-sg(rest(6,4)) +

+5- sg(rest(6,5)) +6- sg(rest(6,6)) =
=1+2+3+6=12

12. Ih(x)—x ni tub bo'luvchilari soni
h(0)=0

Ih(x) = 2§(|r(i)-2|+rest(x,i))

Il

x=TIh(7) = sg(|z(1) = 2|+ rest(7.1)) +
+5g([(2) 2| + rest(7,2)) +
+5g(|r(3) - 2| + rest(7.3)) +
+5g(|r(4) = 2|+ rest(7.4)) +
+5g([z(5) = 2| + rest(7.5)) +
+sg(|z(6)- 2|| + rest(7,6)) +
+5g(|r(7) = 2| + rest(7.7)) =
=0+0+0+0+0+1=1

Asosiy darsliklar va o’quv go’llanmalar

1. Kenneth H. Rosen, Discrete mathematics and its applications, 7-edition, The

McGraw-Hill Companies, 2012. (888-988 betlar)
2.Rodjers H. Teoriya rekursivnih funkisiy I effektivnaya vichislimost. Moskva.

~Mir”-1972.

3.Lavrov LLA., Maksimova L.L. Zadachi po teorii mnojestv, matematicheskoy
logike 1 teorii algoritmov. M. «Nauka» 1995



28-MAVZU: Kambinatorika asoslari

,Kambinatorika’> iborasi G.Leybnisning ,,Kombinatorika san’at hagidagi mulohazgalar’’
nomli asarida birinchi bor 1665- yilda keltirilgan.

Kombinatsiya- bu kombinatorikaning asosiy tushunchasi. Bu tushuncha yordamida ixtiyoriy
to‘plamning qandaydir sondagi elementlaridan tashkil topgan tuzilmalar ifodalanadi.
Kombinatorikada bunday tuzilmalarning o‘rin almashtirishlar, o‘rinlashtirishlar va guruhlashlar, deb
ataluvchi asosiy ko rinishlari o‘rganiladi.

Matematik induksiya usuli: ketma-ket bajariladigan ikkita qismdan iborat. Ya’ni, isbotlanishi
kerak bo‘lgan tasdiq birorta xususiy n=n, giymat (masalan, n, =1) uchun to‘g‘ri bo‘lsin(usulning bu

gismi baza yoki asos, deb ataladi). Agar bu tasdigning istalgan n=k > n, uchun to‘g‘riligidan uning
n=k +1 uchun to‘g‘riligi kelib chigsa, u holda tasdiq istalgan natural n>n, son uchun to‘g‘ri bo‘ladi
(induksion o‘tish).

1-misol: Ixtiyoriy n natural son uchun

1+24+3+...+n :Mn
tenglikning o‘rinli bo‘lishini matematik induksiya usuli yordamida isbotlaymiz.
Baza: n=1 bo‘lsin, bu holda yuqoridagi tenglik o‘rinli ekanligi ravshan: 1= M1 .

Induksion o‘tish: isbotlanishi kerak bo‘lgan tenglik n =k uchun o‘rinli bo‘lsin, ya’ni:

1+2+3+...+k:(1L2k)k

Bu tenglikning chap va o‘ng tomonlariga (k +1) ifodani qo‘shib, uni
1+2+3+...+k+(k+1) =(1L2k)k+(k +1)

ko‘rinishda yozamiz. Oxirgi tenglikning o‘ng tomonida quyidagicha o‘zgartirishlarni bajaramiz:

—(1;‘() K+ (k+1) = (k +1) (kzz) - (“(;*1)) (k +1)

Demak,

1+2+3+...+k+(k+1)=&2+1))(k+1)

Oxirgi munosabat isbotlanishi kerak bo‘lgan tenglik bo‘lgan holidir.

2-misol. Matematik induksion usuli yordamida arifmetik pogressiyaning umumiy hadini topish
formulasini isbotlang.



Isbot: a, =a, +(n—-1)d ekanligini isbotlaymiz. Baza: n=1 bo‘lsin, bu holda yuqoridagi tenglik

o‘rinli ekanligi ravshan:
a, =a, +(1-1)d
Induksion o‘tish: isbotlanishi kerak bo‘lgan tenglik n =k uchun o‘rinli bo‘lsin, ya’ni:
a, =a, +(k—-1)d

deb faraz qgilaylik.

Arifmetik progressiyaning a,,, hadi a, hadiga d ni qo‘shish natijasida hosil bo‘ladi:

a., =a, +d

Bu tenglikning 0‘ng tomonida qatnashgan a, hadining o‘rniga a, =a, +(k —1)d ni qo‘yasak:

a,=a +(k-Dd+d

hosil bo‘ladi. Bundan esa,
& =3 +((k+1)-1)d

Isbotlanishi kerak bo‘lgan tengliikni hosil qilamiz.

Topshiriglar:

1. Matematik induksiya usuli yordamida arifmetik va geometrik progressiyalarning dastlabki n ta
hadlari yig‘indisini toppish formulasini toping.

2. Ixtiyoriy ne N uchun 11"* +12°" son 133 ga qoldigsiz bo‘linishini isbotlang.

3. Matematik induksion usuli yordamida geometrik pogressiyaning umumiy hadini topish
formulasini isbotlang.

4. Quyidagi tengsizlik ne N va n>2 uchun o‘rinli bo‘lishini isbotlang:

1+%+%+...+%> 2(\/n_+l—1)
5. Ixtiyoriy ne N son va chekli A to‘plam uchun |A"‘ = ‘Aln tenglik o‘rinli bo‘lishini matematik

induksiya usuli yordamida isbotlang.

Mustaqil ishlash uchun topshiriglar:

1. Matematik induksiya usulini qo‘llab quyidagi formulalarni isbotlang:
a) -yttt ot 1 CE
2 3 4 2n-1 2n n+1 n+2 2n

(n+2)h

2

sin(x +nzh)sin

b) sinx+sib(x+h) +...+sin(x + nh) = -
sin(E)

bu yerda h#2zk,keZ.

2. 2" =n? tengsizlik o‘rinli bo‘ladigan barcha natural n sonlarni toping.



. Ixtiyoriy chekli A to‘plam uchun [2% = 21" tenglik o‘rinli bo‘lishini matematik induksiya usuli
yorty p g y

yordamida isbotlang.
. Ixtiyoriy chekli A va B to‘plamlar uchun |Ax B|=|A|B| tenglik o‘rinli bo‘lishini isbotlang.

Foydalanilgan adabyotlar ro‘yxati:
. H.T.To‘rayev, I.Azizov. Matematik mantiq va diskret matematika 1-jild. Toshkent 2011.
. H.T.To‘rayev, I.Azizov, S.Otaqulov. Kombinatorika va graflar. Toshkent-,,ILM ZIYO’’-2009



29-MAVZU: O‘rinlashtirishlar va kombinatsiyalar. Binomial koeffitsiyentlar va
ularga oid ayniyatlar

Elementlari a,,a,,...,a, bo‘lgan to‘plamni gqaraymiz. Bu to‘plam elementlarini har xil tartibda
joylashtirib (yozib), tuzilmalar (kombinatsiyalar) hosil gilish mumkin, masalan:

a,,3,,.,2,;8,,3,.,4d,,3;,8,,..,a, BuU tuzilmalarning har birida berilgan to‘plamning barcha
elementlari ishtirok etgan holda ular bir-biridan faqat elementlarining joylashish o‘rinlari bilan farq
giladilar.

1-ta’rif. Shu usul bilan hosil gilingan kombinatsiyalarning har biri {a,a,,.,a,}
to‘plam elementlarining o‘rin almashtirishi deb ataladi.

Berilgan n ta elementli to‘plam uchun barcha o‘rin almashtirishlar soni P, bilan belgilash gabul
gilingan.

1-teorema. Elementlari soni n ta bo‘lgan to‘plam uchun o‘rin almashtirishlar soni n! ga teng,
ya’'ni P, =n!. (Matematik induksiya usuli yordamida isbotlanadi)

2-ta’rif. {a,a,,..,a, } to‘plamning ixtiyoriy m ta elementidan hosil gilingan tartiblangan

{a,.a,....a; } tuzilmaga (kombinatsiyaga) n ta elementdan m tadan o‘rinlashtirish deb ataladi.

Berilgan n ta elementdan m tadan o‘rinlashtirishlar soni, odatda AT bilan belgilanadi.

2-teorema. n ta elementdan m tadan o‘rinlashtirishlar soni eng kattasi n ga teng bo‘lgan m ta
ketma-ket natural sonlarning ko‘paytmasiga tengdir, ya’ni A" =n(n—-2)..(n—-m+1) .

Isbot. N — ixtiyoriy natural son bo‘lsin. Induksiyani m uchun bajaramiz.
Baza: m=1 ligi aniq.
Induksion o‘tish: m=k<n uchun to‘g‘ri bo‘lsin deb faraz qilaylik. n ta elementdan (k+1) tadan
o‘rinlashtirishlarning  ixtiyorty  bittasini quyidagicha hosil qilish mumkin. Bunday
o‘rinlashtirishning birinchi elementi sifatida berilgan {a,,a,,...,a, } to‘plamning istalgan elementini,

masalan, a, ni tuzilayotgan o‘rinlashtirishga joylashtiramiz. Undan keyin umumiy soni A*, gateng

bo‘lgan (n-1) ta elementdan k tadan o‘rinlashtirishlarning ixtiyoriy biridagi barcha elementlarni
joylashtiramiz. Birinchi elementi a, dan iborat bo‘lgan barcha n ta elementdan (k+1) tadan

o‘rinlashtirishlarning soni A, ga tengdir. Bunday o‘rinlashtirishlarning birinchi elementi sifatida {
a,,a,,..,a, } to‘plamning ixtiyoriy elementini tanlash mumkinligini e’tiborga olsak, ko‘paytirish
qoidasiga asosan, berilgan n ta elementdan (k+1) tadan o‘rinlashtirishlar soni quyidagicha
aniglanishi kelib chigadi:

At =nA =n(n-1)..(n-1) -k +1) =n(n-1)....n— (k +1) +1).

Bu munosabat isbotlanayotgan formulaning m=k+1 uchun to‘g‘riligini ko‘rsatadi.

m_ N - )
A “om) tengligi ravshandir.




{a,,a,,.,a,} to‘plam berilgan bo‘lsin. Bu n elementli to‘plamning eclementlaridan m ta

elementga ega qism to‘plamlarni shunday tashkil etamizki, ular bir-biridan elementlerining joylashish
tartibi bilan emas, fagat tarkibi bilan farq qilsinlar.

3-ta’rif. Bunday m ta elementli gism to‘plamlarning har biriga n ta elementdan m tadan
guruhlash deb ataladi.

n ta elementdan m tadan guruhlashlar soni C;" bilan belgilanadi.

3-teorema. n ta elementdan m tadan guruppalashlar soni eng kattasi n ga teng bo‘lgan m ta
ketma-ket natural sonlar ko‘paytmasining dastlabki m ta natural sonlar ko‘paytmasiga nisbati kabidir:

m_ n!
" mli(n—m)!

C™ sonlarni binomial koeffitsiyentlar deb ham atashadi.

1-misol. Besh nafar tomoshabinlarning beshta o‘rinni egallash imkoniyatlari (variantlari) sonini
toping.

Agar tomoshabinlarni a, b, ¢, d, e harflar bilan belgilasak, u holda T={ a, b, c, d, e }
tomoshabinlar to‘plamiga ega bo‘lamiz. Tomoshabinlarni o‘rinlarga joylashtirish imkoniyatlarining
har biriga tomoshabinlar T to‘plami elementlarining qandaydir o‘rin almashtirishi mos keladi. T
to‘plam beshta elementli bo‘lgani uchun 1-teoremaga asosan, P, =1-2-3-4-5=120

2-misol. Turli 5 rangdagi bo‘yoqlardan 3 xil rangli bo‘yoq tanlash imkoniyatlari sonini
aniglang.

Bu yerda 5 ta elementli bo‘yoqlar to‘plamining tartiblangan 3 ta elementli qism to‘plamlarini aniglash
zarur. Bu esa 5 ta elementdan 3 tadan guruhlashlar sonini aniglash demakdir. 3-teoremaga ko‘ra, n=5,
m=3 bo‘lgan holda

| |
cio 5 _ 5 .,
IG-3)! 32

Topshiriglar:

1. Yetti so‘mdan ortiq butun son bilan ifodalanuvchi pul to‘lovini fagat 3 so‘m va 5 so‘mliklar
bilan amalga oshirish mumkinligini isbotlang.

2. ,,Kombinatorika’’ so‘zidan bitta unli va bitta undosh harf tanlash imkoniyatlari sonini aniglang.

3. Agar A va B shaharlarni to‘rtta yo‘l, B va C shaharlarni esa uchta yo‘l bog‘lasa, u holda A
shahardan B shahar orgali C shaharga borish imkoniyatlari sonini aniglang.

4. Agar tarkibida n ta savoli bo‘lgan so‘rovnomaning har bir savoliga a) ,,ha’’ yoki ,,yo‘q”’, b)
,ha’ , ,,yo‘q’’, ,,bilmayman’’ degan javobni yozish mumkin bo‘lsa,u holda so‘rovnomaning
savollariga berish mumkin bo‘lgan barcha javoblar imkoniyatlarini sonini aniglang.



