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SO‘ZBOSHI

Ushbu «Algebra va matematik analiz asoslari (Il qism)» darsligi
shu nomli kitob I qismining uzviy davomi bo°‘lib, akademik litseylar
va kasb-hunar kollejlari uchun mo-‘ljallangan hamda shu fan bo‘yicha
akademik litseylar va kasb-hunar kollejlari o‘quv rejasiga asosan
aniq fanlar yo'nalishi, tabiiy fanlar yo‘nalishi, shuningdek,
matematika umumta’lim fani sifatida o‘rganiladigan guruhlarining
algebra va matematik analiz asoslari kursining o ‘quv dasturidagi barcha
materiallarni o ‘z ichiga oladi.

Mualliflarning SamDU qoshidagi akademik litseyda to ‘plagan ish
tajribalari asosida yaratilgan va o‘n bobdan iborat bo‘lgan ushbu
darslikda quyidagi mavzular yoritilgan:

* Trigonometrik funksiyalar.

* Nostandart tenglamalar, tengsizliklar va sistemalar.

* Sonli ketma-ketliklar va ularning limiti.

* Funksiyaning limiti va uzluksizligi.

* Hosila.

* Integral.

* Differensial tenglamalar.

* Kombinatorika elementlari.

* Ehtimollik nazariyasi va matematik statistika elementlari.

* Chiziqli algebra elementlari.

Har bir bob paragraflarga, paragraflar esa bandlarga bo‘lingan.

Darslikning yaratilish jarayonida o ‘zlarining qimmatli maslahatlarini
ayamagan SamDU qoshidagi akademik litseyning oliy toifali mate-
matika o ‘qituvchilari B.I.Usmonov va Z.A .Pashayevga, shuningdek,
kitob qo‘lyozmasini kompyuterda sahifalagan I.Nasimov va
A.Siddiqovga o‘z minnatdorchiligimizni bildiramiz.

Aynigsa, kitobni diqqat bilan o ‘qib chiqib, uning sifatini yaxshilash
bo‘yicha qimmatli maslahatlar bergan Samarqand viloyati Ishtixon
tumanidagi 21- o ‘rta maktabning oliy toifali matematika o ‘qituvchisi,
0 ‘zbekiston Respublikasida xizmat ko‘rsatgan Xalq ta’limi xodimi
A.A Nasimovga samimiy tashakkur izhor etishni o‘z burchimiz deb
bilamiz.

Mualliflar



I BOB

TRIGONOMETRIK
FUNKSIYALAR

1-§. Sonli argumentning trigonometrik
funksiyalari

l. Burchaklar va yoylar. Markazi O nuqtada boMgan R radiusli

aylanadagi 4 va B nuqtalar uni ikki qismga - yoylarga ajratadi
(1.1-rasm). Yoyning A va B nuqtalari yoyning uchlari, qolgan nuqtalari
esa yoyning ichki nugtalari deyiladi.

Uchlari 4 \a B nuqtalar bo‘lgan yoy uning faqat uchlarini ko ‘rsa-
tish orqali V AB ko‘rinishda yoki uchlari 4va B nuqtalar boMgan yoy-
lami bir-biridan farqlash uchun yoyning uchlari va yoyning biror ichki
K nuqtasini ko‘rsatish orqali Uv4AfSko‘rinishda belgilanadi (I.2-rasm).

Agar AB kesma aylananing diametri bo‘lsa, AB yoy yarim aylana
deyiladi. Agar/15 kesma aylananing diametri boMmasa va /15 yoyning
har qanday ichki nuqtasini aylananing markazi bilan tutashtiruvchi
kesma /15kesmani kesib o ‘tsa (kesib o ‘tmasa), A B yoy yarim aylanadan
kichik (mos ravishda yarim aylanadan katta) deyiladi.

Aylananing markazidan chiquvchi va berilgan yoyni kesib o ‘tuvchi
barcha nurlardan tashkil topgan yassi burchakni berilgan yoyga mos
markaziy burchak, berilgan yoyni esa shu markaziy burchakka mos
yoy deb ataymiz (I.3-rasm).

Yoy uzunligi metr (m) va uning ulushlarida, shuningdek, fut,
duym, angstrem, mikronlarda ham o‘lchanadi (I fut = 12 duym =
=30,479 sm, 1angstrem = 1+10-8 sm, 1 mikron= 1+10-3 mm).

Geometriya kursidan ma’lumki, markaziy burchakning gradus o ‘l-
chovi va yoyning gradus oMchovi quyidagicha aniqlanadi:

1) yarim aylanaga mos markaziy burchak 180° ga teng (I.4-rasm);

2) yarim aylanadan kichik 4B yoyga mos markaziy burchakning
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I.l-rasm. I1.2-rasm. [.3-rasm.



[.4-rasm. [.5-rasm. [.6-rasm.

gradus oMchovi O4 va OB nurlar hosil qgilgan odatdagi burchakning
gradus o‘lchoviga teng (bu yerda O - aylana markazi, 1.5-rasm);

3) yarim aylanadan katta yoyga mos markaziy burchakning gradus
oMchovi 360°-a ga teng, bu yerda a - to‘ldiruvchi burchak (yarim
aylanadan kichik yoyga mos markaziy burchak)ning gradus oNchovi
(I.6-rasm).

4) yoyning gradus oMchovi shu yoyga mos markaziy burchakning
gradus oMchoviga teng (I.7-rasm).

Burchak va yoylarning burchak kattaligini oMchashda gradusning
ulushlaridan ham foydalanishga to‘g‘ri keladi. Gradus va uning ayrim
ulushlari orasidagi bog‘lanishlami keltiramiz:

lo= 60" (minut, daqiqa), 1'= 60" (sekund, soniya).
Buyuk o ‘zbek olimi Mirzo Ulug‘bek o “zasarlarida sekundning
ulushi solisa(tersiy)dan ham foydalangan. Uning asarlarida
1 daraja = 60 daqiqa, 1 daqiqa = 60 soniya,
1 soniya = 60 solisa(tersiy)
ekanligi keltiriladi.

Tekislikda to‘g‘ri burchakli XOY Dekart koordinatalari sistemasi
kiritilgan bo‘lsin. Markazi koordinatalar boshida boMgan R radiusli
aylanani qaraymiz (I.8-rasm). Bu aylana OX o‘qning musbat yarim
o°‘qini 4 nuqtada kessin. OA4 radius boshlangich radius, A nuqta esa
boshlangich nuqgta deb ataladi.

[.7-rasm. [.S-rasm.



1.9-rasm. 1.10-rasm.

OA'o'qning musbat yarim o ‘qini koordinatalar boshi (qo‘zg‘almas
nuqta) atrofida musbat yo‘nalish(soat strelkasining harakat yo‘nali-
shiga qarama-qarshi yo‘nalish)da va manfiy yo‘nalish(soat strelkasi-
ning harakat yo‘nalishi)da istalgancha uzluksiz siljitish (harakat-
lantirish) mumkin deb hisoblaymiz.

OX musbat yarim o‘q qo‘zg‘almas O nuqta atrofida musbat
yo‘nalishda siljitilsa, OA radius biror OB radiusga o ‘tadi. Agar OA4 va
OB radiuslar ustma-ust tushsa (I.9-rasm), siljitish natijasida 4 nuqta
aylanani bir yoki bir necha marta to°‘liq aylanib chiqqan bo'ladi. Bu
holda biz boshlang‘ich tomoni OA va oxirgi tomoni OB boMgan
aylanish burchagiga ega boMamiz. Uning gradus oMchovi 360° *x ga
teng, bu yerda « - aylani'shlar soni.

Agar OA va OB radiuslar ustma-ust tushmasa, 4 nuqta aylanani
toMiq aylanib chigmagan yoki aylanani bir yoki bir necha marta ayla-
nib chiqib, yana 4B yoyni bosib oMgan boMadi. Bu holda boshlangMch
tomoni OA va oxirgi tomoni 05 boMgan burish burchagiga ega boMamiz.
Bu burish burchagining gradus oMchovi quyidagicha aniqlanadi:

1) A nuqta aylanani toMiq aylanib chigmagan boMsa (I.10-rasm),
burish burchagining gradus oMchovi /15 yoyning gradus oMchoviga teng;

2) A nuqta aylanani x (ke N) marta aylanib chiqib, yana 4B yoyni
bosib o ‘tgan boMsa (1.11-rasm), burish burchagining gradus oMchovi
360° k +a ga teng, bu yerda a - shu 4B yoyning gradus oMchovi.

Endi OX musbat yarim o‘qni qo ‘zg‘al-
mas O nuqta atrofida manfiy yo‘nalishda
siljitamiz. Xuddi yuqoridagi kabi muloha-
zalar yuritib, gradus oMchovlari -360° *«

» [k - aylanishlar soni) boMgan aylanish
A X Dburchaklariga hamda gradus oMchovlari
-360° * A- a (bu yerda Ae{0; 1; 2; 3; ..})
ga teng boMgan burish burchaklariga ega

boMamiz (1.12- va 1.13-rasmlar).
1.11-rasm.



1.12-rasm. I.13-rasm.

Gradus o'lchovi 0° ga teng burchakni ham qaraymiz. Bu burchak
boshlang‘ich nuqta o°z o ‘rnida harakatsiz turgan holatga mos keladi.
Shu sababli uni burish burchagi sifatida ham, aylanish burchagi
sifatida ham qarash mumkin.

1.1. 1) Markaziy burchak 18° ga teng. Gradus o ‘Ichovi shu markaziy

burchakning gradus o‘lchovidan 3~ marta katta boMgan markaziy

burchakka mos yoyning gradus oMchovini toping;

2) Gradus oMchovi 54° li yoyga mos markaziy burchakning gradus
oMchovidan 3 marta kichik boMgan markaziy burchakning gradus
oMchovini toping.

1.2. 1) 3600° li burchak aylanish burchagi boMa oladimi?

2) -3600° 1i burchak 0° li burchakka tengmi?
3) -542° li burish burchagida nechta aylanish burchagi bor?

1.3. 1) Markazi koordinatalar boshida boMgan R =3 sm radiusli
aylana chizing. BoshlangMch radiusni 540° buring va hosil boMgan
yoy uzunligini toping;

2) Markazi koordinatalar boshida boMgan R=3 sm radiusli aylana
chizing. BoshlangMch radiusni -270° buring va hosil boMgan yoyning
uzunligini toping.

2. Burchak va yoylarning radian oMchovi.

Koordinatali aylana. Burchak va yoylarning bur-
chak kattaliklarini oMchashning yana bir siste-
masi - radian o Ichovi sistemasi bilan tanishamiz.
R radiusli aylanani qaraylik (I.14-rasm).
Uzunligi 2n/? boMgan bu aylanada umumiy ichki
nuqtaga ega boMmagan va har birining uzunligi
R ga teng boMgan 21 ta yoy mavjud. Bu yoylar- I.14-rasm.



dan har birining, shuningdek ularga mos har
l1rad bir markaziy burchakning burchak kattaligi

1 rad
ra 3jL _ K . gatengdir. Demak, uzunligi ayla-
na radiusiga teng yoyning va unga mos marka-
ziy burchakning burchak kattaligi aylana ra-
diusiga bog‘lig emas. Shu sababli, uzunligi
L1S-rasm. aylana radiusiga teng boMgan yoyning burchak

kattaligini shu aylana yoylarini oMchashda
oMchov birligi sifatida, unga mos markaziy burchak kattaligini esa
burchaklarni oMchashda oMchov birligi sifatida olish mumkin.
Uzunligi aylana radiusiga teng yoy [ radianli yoy, unga mos
markaziy burchak esa / radianli burchak deyiladi (I.1S-rasm).
Yuqoridagi mulohazalardan quyidagi bogManishlarni olamiz:

1 radian = , 1°=m radian .

Bu ikki tenglik yordamida radian oMchovidan gradus oMchoviga
o‘tish va gradus oMchovidan radian oMchoviga o°‘tish formulalari
hosil boMadi:

0=K a

(I °
Va1 / a 180

I-miso 1. 120° ni radianlarda, ~ va 5 (rad)larni esa graduslarda

ifodalang.

Yechish. a°® = 715(‘3 (rad) formulaga ko‘ra
(o)

120°= ~ (rad) =~

tenglikni, aer = formulaga ko‘ra
180
34“— 4 = 135°vas =(175=(250)C

tengliklarni hosil qilamiz.

Eslatma. 5 ning graduslarda ifodalangan aniq qiymati ga teng.

Uning graduslarda ifodalangan taqribiy qiymatini hosil qilish uchun »n ni uning
kerakli aniqlikdagi taqribiy qiymati bilan almashtirish kerak boMadi. Masalan,

n =3 deb olinsa, 5= =300° ga ega boMamiz. Xuddi shu kabi,

1°= rad = 0,017 (rad), 1(rad) = =57°1744" munosabatlar hosil qilinadi.



2-miso 1. Radiusi R=5 (uzun. birl.) boMgan aylananing uzunligi
/ = 10 (uzun. birl.)ga teng yoyini graduslarda va radianlarda ifo-
dalang.

Yechish. 1= 10 (uzun. birl.) =~ (rad) =2 (rad) va

/=12 (rad) = = 114019,52,, tengliklarga egamiz.

3-miso 1. Agar radiusi /2=4 boMgan doiraviy sektorning yoyi
3 rad ga teng boMsa, shu sektorning S yuzini toping.

Yechish. Yoyiuxrad ga teng doiraviy sektor (yarim doira)ning yuzi
(bu yerda R - radius) ga teng boMgani uchun, yoyi | rad boMgan
doiraviy sektorning yuzi ga, yoyi a rad ga teng boMgan doiraviy

sektorning yuzi esa s *” 2 ga teng. Shu sababli 5 = 3 W 2 = 24 kv. birlik.

Tekislikda AD Y Dekart koordinatalari sistemasi kiritilgan boMsin.
Markazi koordinatalar boshi O (0; 0) da boMgan R = 1 radiusli
aylananing >4(1;0) nuqtasini boshlangich nuqta, OA radiusini esa
boshlang ich radius deb ataymiz (1.16-rasm) va shu aylanada
koordinatalar sistemasini quyidagi tartibda kiritamiz.

BoshlangMch nuqta JI(1; 0) ni yangi koordinatalar sistemasining
koordinatalar boshi (sanoq boshi) sifatida olamiz. Uning yangi koor-
dinatalar sistemasidagi koordinatasi 0 ga teng. BoshlangMch radiusni
0 (0; 0) nuqta atrofida a radianli burchakka buramiz (bu yerda va
bundan keyin aylanish burchagi burish burchagining xususiy holi
sifatida qaraladi). Natijada 4 nuqta aylananing biror B (X; y) nuqta-
siga oMadi (I.16-rasm). Z?(x; y) nuqtaning yangi koordinatasi (aylana-
dagi koordinatasi) a ga teng deb qabul qilamiz va B (@) koTinishda
belgilaymiz.

Masalan, C (0; 1) nuqta boshlan-
gMch radiusni O (0; 0) nuqta atro-

fida I rad burchakka burishdan hosil

qilinadi. Shu sababli, uning yangi
koordinatalar sistemasidagi koor-

dinatasi I ga tengdir (1.16-rasm).
Aylananing har bir nuqtasi aylana-
dagi koordinatalar sistemasida chek-

siz ko‘p koordinatalarga ega, chunki
boshlangMch radiusni O (0; 0) nuqta



atrofida oc, a + 2m, a + 4m, ..., ya’ni a = 2An, k¢tZ burchaklarga
burish natijasida boshlang‘ich nuqta aylananing ayni bir B nuqtasiga
o‘tadi va a+2A:n, keZ sonlarning har biri B nuqtaning koordinatasi
(aylanadagi koordinatasi!) boMadi.
Yugqoridagi usul bilan koordinatalar sistemasi kiritilgan birlik aylana
koordinatali aylana (yoki koordinatalar aylanasi) deb ataladi.
4-misol. Koordinatali aylanada JI/|5%n|, w |-5”7 1) nuqta-

larni belgilang.

Yechish. 1) 5|n =221+ |n+ boMgani uchun

va JI/,(mn +|| nuqtalar koordinatali aylanada ustma-ust tushadi.
D(n) nuqtani (1.17-rasm) musbat yo‘nalish bo‘yicha #» = 45°

burchakka burib, JI/(5”n| nuqtani hosil qilamiz;

2) W va A/ nuqtalar 4D diametrga nisbatan simmetrik nuqtalar
boMgani uchun M nuqtani shu diametrga nisbatan simmetrik

almashtirib, JI/(- 5~ 1) nuqtani hosil qilamiz (1.17-rasm).

5-miso 1. Koordinatali aylanada 2 va -3 sonlarini belgilang.

Yechish. 2sonining koordinatali aylanadagi tasviri (koordinatasi
2 ga teng boMgan nuqta)ni topish uchun uzunligi 1 radian (aylana
radiusi)ga teng boMgan yoyni boshlangMch A4 nuqtadan boshlab,
musbat yo‘nalishda ketma-ket ikki marta qo'yamiz (I.IS-rasm).

-3 sonining koordinatali aylanadagi tasvirini topish uchun uzunligi
1 radianga teng boMgan yoyni boshlangMch 4 nuqtadan boshlab,
manfiy yo‘nalishda ketma-ket uch marta qo ‘yish yetarli (I.1S-rasm).

n H I/I
DJn)L

1.17-rasm. [.IS-rasm.



Mashqlar

1.4. Aylana radiusi R =10 sm, yoyi / (sm), yoki a (rad), yoki a0
birliklarning birida berilgan. Yoy qolgan ikki birlikda ifodalansin:

1) /= 1; 2; 5; 10; 20; 30;

2) oc=2° 10° 1070"; 60°; 90°; 180° 350°; -30°; -45°;

3) a =360°; 540°; 700°; 720030,; 750,5°; 1000,5°; -450°; -660°;

4) a=2;5; 10; 20m; 50,5m1; -5; -m; -51 (rad).

1.5. Quyidagi nuqtalar birlik aylanada belgilansin hamda ularga

aylana markaziga, gorizontal va vertikal diametrlarga nisbatan sim-
metrik joylashgan nuqtalar topilsin:

A (1/8), B (21/3), C(51/8), Z)(36°), £1(220°), £(-75°), (7(4), //(-5).

1.6. Muntazam sakkizburchakning ikki qo‘shni tomoni orasidagi
burchagini graduslar va radianlarda ifodalang.

1.7. Aylana radiusi £ =6 dm. Yoylar a® kattalikda berilgan. Ularni
radianlarda ifodalang va mos sektorlarning yuzini toping:

a = 12° 15° 22030'; 24°; 30°; 45°; 60°; 72°; 90°; 120°; 180°; 225°;

270°; 315°; 330°.

1.8. Jism to =~ rad/s burchak tezlik bilan aylanmoqda. U r= 10s da
ganday burchakka buriladi? 2 min da-chi?

3. Sonli argumentning sinusi, kosinusi, tangensi va kotangensi.
Tekislikda XOY Dekart koordinatalar sistemasi kiritilgan va ¢ haqiqiy
son berilgan bo‘lsin. ¢ haqiqiy songa koordinatali aylananing koor-
dinatasi /ga teng bo°‘lgan B (/) nuqtasini mos qo‘yamiz (I.19-rasm).

B (/) nuqtaning abssissasi /sonning kosinusi, ordinatasi esa / sonning
sinusi deyiladi va mos ravishda cos/, sin/ orqali belgilanadi.

B (/) nuqta ordinatasining shu nuq-
ta abssissasiga nisbati (agar bu nisbat
mavjud bo‘lsa) ¢ sonning tangensi deyi-
ladi va tg/ orqali belgilanadi.

B (/) nuqta abssissasining shu nuq-
ta ordinatasiga nisbati (agar bu nisbat
mavjud bo‘lsa) / sonning kotangensi

D(n)-\
iA(0)X

deyiladi va ctg/ orqali belgilanadi.

Sonning sinusi, kosinusi, tangensi
va kotangensi tushunchalarining aniq-
lanishidan ko‘rinadiki,



tg/ = cos/ (cos/;,i0)’ (0
ctg/ =Sw (sin/ * 0) 2)

munosabatlar o‘rinli va koordinatali aylananing B{i) nuqtasi XOY
koordinatalar sistemasidagi B{cosr, sin/) nuqta bilan ustma-ust tushadi.
B(cost, sin/) nuqta birlik aylanada yotgani sababli, uning koordinatalari
shu birlik aylana tenglamasi x2+y/= 1 ni qanoatlantiradi:

cos? +sin2 = 1. 3)

Sonning sinusi va kosinusi tushunchalarining aniqlanishidan ko‘-
rinadiki, bctiyoriy / haqiqiy son uchun B(cost, sin/) nuqta birlik ayla-
nada yotadi. Shu sababli, (3) tenglik / ning har qanday haqiqiy
giymatida o ‘rinli.

I-misol. O, n, Y sonlarining sinusi, kosinusi, tangensi va
kotangensini toping.

Yechish. O, n, y sonlariga koordinatali aylananing A4 (0),

C ,D (n),F(yj nuqtalari mos keladi (I.19-rasm). Bu nuqtalar

XOYkoordinatalarsistemasida mos ravishda quyidagikoordinata-
larga ega: 4 (1; 0), C(0; 1), 2 (-1; 0), F(0;-1).

Sonning sinusi, kosinusi, tangensi va kotangensi tushunchalarining
aniqlanishiga ko‘ra, quyidagi tengliklarga ega bo ‘lamiz:

cos 0=1; cos| =0; cos n=-1; cosy =0;
sin 0= 1; sin| = 1; sin n1=0; siny =-1;

tg0=0; tgl - mavjud emas; tgn=0; tgy - mavjud emas;

ctg 0 - mavjud emas; ctg| = 0;ctgn- mavjudemas; ctgy =0.
2-misol. sinl, costg|, ctg| larni hisoblang.
Yechish. Koordinatali aylanada B nuqtani yasaymiz

(I.20-rasm) va bu nuqtaning AfOZkoordinatalar tekisligidagi koordi-
natalarini aniqlaymiz.
OBC teng yonli to‘g‘ri burchakli uchburchakda OB2=0C 2+ BC2=

= 2BC2bolgani uchun 2BC 2= 1 yoki BC = ga ega boMamiz.

12



B nuqtaning abssissasi ham, ordinatasi ham musbatdir. Demak,

B nuqta A [-y-; j nugqta bilan ustma-ust tushadi. sina, cosa,

tga, ctga laming aniqlanishiga ko‘ra,

sinf=", cos| =", tg|=" =1, ctg|=1

2
tengliklarga ega bo'lamiz.

3-misol. % va- §6 ning sinusi, kosinusi, tangensi va kotangen-
sini toping.

Yechish. nuqtani yasaymiz (1.21-rasm) va bu nuqtaning
dekart koordinatalarini topamiz. B | nuqtaning dekart koordinatalari

musbat sonlardir. 05 C to‘g‘ri burchakli uchburchakda SC=705 =y 1=*

boMgani uchun Pifagor teoremasiga ko‘ra OC =JI[2- =y-

boMadi. Demak, B nuqta B nuqta bilan ustma-ust tushadi.

Son argumentning sinusi, kosinusi, tangensi va kotangensining aniq-
lanishiga ko‘ra

1
_ _ ¥ N = -1— rto K
sm|=i, cosf- ¥ 6 11 i
2
D va B nuqtalar 0Y o°‘qqa nisbatan simmetrik boMgani
uchun D |j nuqta D ~j nuqta bilan ustma-ust tushadi.

1.20-rasm. I.21-rasm.
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Shu sababli

2
y =sin/, y =cost, y =tg/ va y =ctg/ formulalar bilan aniqlan-
gan funksiyalar asosiy trigonometrik funksiyalar deyiladi. Ularning
ayrim asosiy xossalarini keltiramiz.

1°. y = sin/ funksiya chegaralangan funksiya va barcha te R lar

uchun |sin \ 1 munosabat o rinli.

Isbot. Biror /G R uchun [sin#l > 1 boMsin. U holda |sin2/| = |sin/|* > 1

boMgani uchun sin2/+cos2/ =|sin/|2 +|cos/|2 > |sin/|2+ 0 = |sin/]2> 1,
ya’ni sin2/+ cos2/ > 1 tengsizlikka ega boMamiz. Bu esa (3) ga ziddir.

Demak, barcha fe R sonlar uchun |sin/| <1 munosabat o'rinli va

sin/ funksiya chegaralangan funksiyadir.
2°. y = cost funksiya chegaralangan va barcha te R lar uchun

kos #\ < 1 munosabat o rinli. %

Isbot. V/G/?da 0 <sin2 < 1 boMgani uchun cos2 = 1- sin2 < 1

boMadi. Oxirgi tengsizlikdan, v/c/? da !cos/| <1 ekani ko‘rinadi.

Demak, cost funksiya chegaralangan funksiya va v/¢ R da |cos/| < 1.
1°, 2°- xossalardan, y =sinx va cosx funksiyalardan har biri-
ning qiymatlar sohasi [-1; 1] kesmadan iborat ekanligi kelib chiqadi.

Trigonometrik funksiyalarning ayrim burchaklardagi qiymatlari
jadvalini keltiramiz:

n n t n 3a
a 0 2K
4 3 2 T 2
sina 0 1 72 73 1 0 1 0
2 2 2
J 72 1
cosa ' -1 -1
1 2 2 ’ 0 0
1 Mavjud Mavjud
tga 0 il 1 73 0
emas emas
Mavjud 1 i Mavjud
ctga vju 1 0 Mavjud 0 vju
emas 73 emas emas



Mashqlar

1.9. Ushbu sonli qiymatlarga kosinus teng bo‘la oladimi? Sinus-chi?
1) 0,562; 2) -0,562; 3) 1,002; 4) -1,002;

1.10. 1) Agar a =0° 90°% 1,51 bo‘lsa, sina + cosa va
2(1 - cosa) ni toping;

2) y =sink + 2cos2a ifoda qabul qiladigan eng katta qiymatni
toping.

1.11. R radiusli halga OX o‘qining musbat yo‘nalishi bo‘yicha
yumalab bormoqda (I.22-rasm). 0 ‘qning 1birlik kesma uzunligi Rga
teng. Harakat boshida aylananing A/nuqtasi O nuqtada turgan bo ‘Isin.

1) Agar JI/nuqta a rad ga burilsa, aylananing 0, markazi qanchaga
siljiydi?

2) 0, markaz (x = 3; y= 1) nuqtaga kelishi uchun M nuqta
qancha burilishi kerak?

3) O, nuqta 5 birlik/s tezlik bilan siljimoqda. JI/nuqtaning burchak
tezligini toping.

4) 0, nuqta sekundiga R masofaga siljisa, JI/nuqtaning rmoment-
dagi o ‘mining koordinatalarini toping.

1.12. Geografik kengligi 6 ga teng bo‘lgan parallelda geografik
uzunliklarining farqi <p ga teng bo‘lgan ikki 4 la B nuqta olingan
(I.23-rasm). Yer shari radiusi R ga teng. v4 B = I ni toping.

1.13. 4 nuqtaga 120° burchak ostida qo‘yilgan 10 N va 12 N
kattalikdagi ikki kuchning teng ta’sir etuvchisini toping.

ON=K/M N

[.22-rasm. 1.23-rasin.



1.14. Daryo qirg‘og‘idagi tepalikdan shu qirg‘oq gorizontal
yo‘nalishga nisbatan 30°, narigi qirg'oq 15° burchak ostida ko ‘rinadi.
Daryoning kengligi 100 m. Tepalikning balandligi va uning uchidan
daryo qirg‘og‘igacha bo‘lgan masofani toping.

1.15. Yer radiusi /?ga teng. Shimoliy yarim sharda geografik uzunligi
X ga, kengligi pga teng bo‘lgan B nuqta olingan. Toping:

1) B nuqtadan ekvator tekisligigacha boMgan masofa;

2) B nuqtaning ekvator tekisligidagi proyeksiyasining koordina-
talari (abssissalar o°‘qi ekvator bilan nolinchi meridian kesishuvidagi
nuqta ustidan o‘tadi). Hisoblashlarni R =6367 km, X=30° va (p= 60°
uchun ham bajaring.

1.16. &.BOAda OA =OB=R,M A=R (\-cost), BM= Rsint, OM= Rcost
(1.24-rasm). Isbot qiling:

sint =+"(1- cos/)(l +cost); AB =RJ2(\-cost).

1.17. Teng yonli/1 05 uchburchak yuzi 64, JI//1=8 (I1.24-rasm). /15-?

1.18. Yer sathidan EXK =/ (1.25-rasm) balandlikda joylashgan
E kuzatuv punktidan gorizont chizigMdagi L nuqta gorizontal yo‘na-
lishga nisbatan Z/V£Z,=a burchak ostida ko‘rinadi (Abu Rayhon Beru-
niyning «Qonuni Ma’sudiy» asaridan). Agar Z=3 km va /?=6367 km
boMsa, a ni toping.

1.19. 1.26-rasmda V Venera va EY er orbitalari aylana ko ‘rinishida
tasvirlangan, Yerning S Quyoshdan uzoqligi »E= 149500000 km.

Oddiy kuzatishda Venera Quyoshga nisbatan a =46° burchak ostida
chetlashgan ko'rinadi. Bu chetlanish ko‘pi bilan qancha boMishi
mumkin?

1) Veneraning Quyoshdan rv uzoqligini hisoblang.

2) Venera sutkalik harakati davomida Quyoshdan a qadar ortda
qolishi mumkin. U holda u kechasi koTinadi. Aksincha, a qadar oldin
o‘tgan boMsa, ertalab, Quyosh chigmasdan oldin ko‘rinadi. Nima
uchun, tushuntiring.

By

r.24-rasm. 1.26-rasm.



1.20. I.24-rasmda tasvirlangan koordinatali aylanada \j4 B=t.

1) ¢ 360° + ¢ 360° - ¢ -360° + ¢ 2nk +1t keZ yoylarga mos
nuqtalar ustma-ust tushadimi? Agar ular ustma-ust tushsa, bu
nuqtalarga mos trigonometrik funksiyalar o ‘rtasida qanday bog'lanish-
lar mavjud boMadi? Misollar keltiring. Shu ishni nk + /, keZ va
1 +/, A:eZ nuqtalar uchun takrorlang;

2) yuqoridagi ishni B{#) nuqtaga O markazga nisbatan simmetrik
boMgan E{n +f) nuqtaga nisbatan ham bajaring.

4. Trigonometrik funksiyalarning davriyligi. Trigonometrik funksiya-
larning davriyligi haqidagi teoremalami keltiramiz.

l-teorema. cos/ va sin/funksiyalarning har biri davriy funk-
siya va ularning asosiy davri 2n ga teng.

Isbot. Ixtiyoriy /€R son uchun K(t), I /+ 2x), JI/(/-21) nuqtalar
koordinatali aylanada ustma-ust tushadi. Shu sababli ularning Dekart
koordinatalari bir xil:

x =cos/ =cos(/ - 2m) =cos(/ + 2m),
y =sin/=sin(/ - 2n) =sin(/ + 2m). At

Demak, cos/ va sin/ funksiyalar davriy funksiyalar va 2 soni
ulardan har birining biror davridir. 2n soni ulardan har biri uchun
asosiy davr boMishligini ko ‘rsatamiz.

0<7,<2nsoni cos/ning davri deb faraz qilaylik. U holda, masalan,
/=0 da cosO=cos(0+ 7,)= 1,ya’ni cos7, = 1boMishi kerak. Koordinatali
aylanada abssissasi 1 ga teng boMgan faqat bitta (1; 0) nuqta mavjud
va unga t=2nk, ke Z sonlari mos keladi. 7, son esa bu sonlar orasida
mavjud emas. Demak, farazimiz noto‘g‘ri, kosinus funksiyaning asosiy

davri 21 sonidan iborat. Shu kabi, masalan, /=| da sin® =sin|*+TjJ =1

tenglikni qanoatlantiradigan va 2n dan kichik boMgan 7, musbat son
yo‘q. Demak, 7= 2n soni sinus funksiyaning asosiy davri.

2-teorema. tg/ davriyfunksiya va
uning asosiy davri n ga teng.

Isbot. ¢*j +nk, keZ boMsin. _I'*"A()
K(), L(t +n), M(t- n) nuqtalarni qa-
raymiz. L(t +n), M (t-n) nuqtalar ayni
bir xil Dekart koordinatalariga ega,
ya’ni ular ustma-ust tushadi. Shu nuq- (4,077
talarning umumiy abssissasi x, umu- T
miy ordinatasi esa >boMsin (I.27-rasm).
U holda, tg(/+mn)=tg(/- n) = }(boMaIdi. r- 1.27-rasm.
2 Algebra, II qism 1 o | > Viai 1 D



K{t) va L(t +n) nuqtalar diametral qarama-qarshi nuqtalar bo ‘lgani
uchun K(t) nuqtaning abssissasi -x ga, ordinatasi esa -y ga tengdir
(I.27-rasm). Shu sababli,

tg' = =~N=tg(/+n)=tg(/- n).

Demak, tgf funksiya davriy funksiya va / = soni uning biror
davridir. Bu son tg/ ning asosiy davri ekanini ko‘rsatamiz. 7 son tg/
ning asosiy davri, ya’ni barcha ¢ *” +nk, ktZ sonlari uchun
tg(/ + 7) = tg/ tenglik o‘rinli bo‘lsin. Oxirgi tenglik / =0 da ham
bajariladi: tg7=0. Bu yerdan T=nk, /:6 Zekanini ko‘ramiz. Shunday
qilib, tg/ ning asosiy davri nk, keZ sonlari orasidagi eng kichik
musbat son, ya’ni » sonidir. Demak, 7T=n.

3-teorema. ctg/davriyfunksiya va uning asosiy davri n ga teng
(mustaqil isbotlang).

Mashqlar

1.21.y =1- cost funksiyaning davriyligini isbot qiling va asosiy
davrini toping.

1.22. 1)/(x) =sinx, g(x) =1 ,x *0 bo‘lsa, go/ kompozitsiya davriy
funksiya bo‘la oladimi? fo g -chi? Agar shunday bo ‘Isa, davrini toping.

2) Agar I va ~ sonlari / funksiyaning davrlari bo‘lsa, soni
ham uning davri bo‘lishini isbot qiling.

3) y =cos(ax) ning asosiy davrini toping.

4) y = Vcosx ning aniqlanish sohasini toping va davriylikka
tekshiring.

5) Quyidagi funksiyalarning davriy emasligini isbot qiling:

y=cosx2 y =sinJlx|; y =sinx3; .y=sinx +cos(xV3).

1.23. Funksiyalarning davrini toping:

1) y =sinSx + cos4x; 2) y= cosx + 2sin4,9x;

3) y =/sin4,3x-sinl0x +3 .

5. Sinus va kosinus funksiyalarning xossalari. Sinus va kosinus
funksiyalarning xossalari bilan tanishishni davom ettiramiz.

1) sin/funksiya argumentning ¢t =nk, ke Z qiymatlaridagina, cost
funksiya esa argumentning ¢t =~ +nk, keZ qiymatlaridagina nolga
aylanadi. Haqiqatan, koordinatali aylanada faqat ikki /4(0) =/4(1; 0)
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B{y

11(0) X

va /Xa) = I-1; 0) nuqtaning ordinatasi nolga teng, ya’ni y =sinr =0
(I.27-rasm). Bu nuqtalarga 2nk, kzZ n + Ink, keZ sonlar
to‘plamlari mos. Bu ikkala to‘plamni bitta {nk, keZ } to‘plamga
birlashtirib yozamiz. Shu kabi koordinatali aylanada faqat ikki

=C(0; 1) va =F(0; - 1) nuqta abssissasi nolga teng
(I.27-rasm), ya’ni x =cost =0. Bu nuqtalarga | + 2nk, y +2nk =

=j +(2k +\)n,ke Z sonlarto ‘plamlari yoki || +1, Ae zj to‘plam mos;

2) cost —juft funksiya, sinZ —toq funksiya. Haqiqatan, B(?) va
B”~-t) nuqtalar abssissalar o‘qiga nisbatan simmetrik joylashganli-
gidan ([.28-rasm) ularning abssissalari teng, ordinatalari esa faqat
ishoralari bilan farq qiladi. Demak, cos(-Z) = cost, ya’ni cosZ juft
funksiya, sin(-Z) = -sinZ, ya’ni sinZ toq funksiya;

3) agar B(#) nuqta koordinatali aylana bo'ylab nm qadar siljitilsa,
cosZ va sinZ funksiyalar o ‘z ishoralarini o ‘zgartiradi:

cos(z + 1) =-cosr, (D
sin(z + ;1) =—sinZ. 2)

Haqiqatan, B(?#) va E(n +1t) nuqtalar koordinatalar boshiga nis-
batan simmetrik joylashganligidan (I.28-rasm) ularning koordinatalari
garama-qarshi ishorali boMadi;

4) JI (1; 0), C (0; 1), D (-1; 0), F (0; -1) nuqtalar koordinatali
aylanani to‘rt chorakka ajratadi (1.29-rasm). Agar /1(0) nuqta 4 dan
C gachasiljitilsa, A4 nuqta abssissasi 1 dan Ogachakamayadi, ordi-
natasi esa 0 dan 1 gacha o°‘sadi. Demak, 0<z < “oraliqda

(I chorakda) sinz funksiya nomanfiy va 0 dan 1 gacha o ‘sadi, cosz
ham nomanfiy, lekin 1 dan 0 gacha kamayadi. Qolgan choraklarda
ham shu kabi ma’lumotlami to‘plab, quyidagi jadvalni tuzamiz:
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Funksiya o<I<f §<t<z< K<t<Y

musbat, musbat, musbat, musbat,
sinr - 0dan 1gacha 1dan 0gacha 0 dan -1 gacha -1 dan 0 gacha
o ‘sadi kamayadi kamayadi o'sadi
musbat, manfiy, manfiy, musbat,
cosr 1 dan 0 gacha 0 dan -1 gacha -1 dan 0 gacha 0 dan 1 gacha
kamayadi kamayadi o ‘sadi o ‘sadi
Mashgqlar

1.24. 1- cost funksiya (Mirzo Ulug‘bek bu funksiyani sahm /
funksiya deb atagan) ishoralarining saqlanish oraliqlarini, nollarini,
juft-toqligini aniqlang, 180° + a yoy sahmining 1+cosa ga tengligini
tekshiring, a yoy sahmi 1- cosa ga teng.

1.25. sinr, cost va 1- cosr mos ravishda:

1) y ga teng bo‘lishi mumkinmi?

. b .
2) - : chi ?
) ys g, ga-chi

m; 1
Ja2+b2

1.26. Quyida I'ning qiymatlari ko'rsatilgan. B(?) nuqta qaysi
chorakda joylashgan, sinr, cos r lar qanday ishoraga ega boiadi?

I) f*; 2)|x; 3) f; 4) " 5)3;

6) 3,13; 7) 1,7m; 8) 1,78m; 9) -1,78x; 10) -2,8;

I1) -4; 12) -1,31; 13) 49600; 14) 356°, 15) 247°36/42//,
16) 34680°; 17) -674°; 18) -107°13,55".

1.27. Ayniyatlarni isbot qiling:

1 — , bunda sinx * 0, cosx * 0,
) cosx sinx COSXsinX 1 ’ ’

o s
cos 30 sin 30

4) sinX - cosX = sin&k - cos4;

5) sinX - sinxcosX - cos&k = I 2cosX;

6) cosX tsinX ¢cosdk - sinx =1- 2sin;

7) 6(sindk + cos4k) - 4(cos& + sin&x) = 2.

3) sink ecosX +cosX + sink = ;
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1.28. siruc - cosx =m bo'lsin. sinx va cosx ni hisoblamay, quyida-
gilarni toping:

1) sink - cosX; 2) sind&k - cos4x.

1.29. Tenglamalarni yeching:

1)sinl0x = 0; 2)cos5x = 0; 3)sin| = 0; 4)cos| =0;

1.30. Ifodalami soddalashtiring:

I) 2cos(mi+x) + 3cos(-x) + cos(n - X);

2) sin(n +x) - 2sin(n - Xx) - 3sin(-Xx);

3) 4cos(-x) + 5sin(K +x) - 2sin(n - x) - 6cos(k +X).

1.31. a) Quyidagi funksiyalarni juft-toqlikka tekshiring:

1) sin%k; 2) cos%k; 3) sin&; 4) ScosXx + 6cos4dk;

A ) sin” X
b) Ifodalarning ishoralarini aniglang:

ll) sinén-cosln; 2) sin%n-sin%n-coszn; 3) sin0,9cos(-1)cos4.

1) s 11-co8°1T; Z) S IT SIN"'K-COS" 1T, 3) SINU,YCOS(-1)COS4.

1.32. Sinus va kosinus funksiyalar qaysi choraklarda bir xil
ishoraga ega?

1.33. Agar:

1) cosf = 3sin/; 2) cosz=sin2; 3) sin/= 2cos3; 4) cos/= sin4/
bo‘lsa, / qaysi chorakka tegishli boiadi?

1.34. Agar: 1) /burchak ikkinchi chorakka tegishli va cos/ = - |
boisa, sin/ nimaga teng boiadi?

2) / burchak uchinchi chorakka tegishli va sin/ =- 1 boisa, cos/
nimaga teng boiadi?

1.35. Qaysi biri katta:

1)sin45° yoki sin|; 2) cos45° yoki cosy; 3)sin50° yokicosSOQ?

1.36. Ifodalarning qiymatlarini hisoblang:

1) sin240°;,  2) cos240°; 3) sin”; 4) sinl-iyj;
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1.37./(x) = 6sin4x- 3cos4x funksiyaning/(0), /(|), /(- qiy-

matlarini hisoblang.

1.38. Ayirmalarning ishoralarini aniqlang:

1) sin38° - sin40°; 2) cos51° - so0s21°;, 3) sin|-sin”;

4) sin48°- sin52°; 5) cosl|-cos|; 6) sin 132°-sin 152°;

7) cos”-cos”’; 8) sin?-sin”; 9) sinl2° - cos732°.
1.39. Funksiyalarning o ‘sish va kamayish oraliqlarini toping:

1) y=siny; 2) y=cosy; 3)y =sinSx; 4)y = cosSx;

5) y=sin(x+]j; 6)y=cos(x+]j; 7) y=4sin(x-|j;

8) y=sin(]+3j; 9y =cosk; 10) y =sin21 ;

N) y =-3cos41 ;12) y = cos(5x + 60°); 13)y =sin(2x-60°).
1.40. Funksiyalarning o ‘sish va kamayish oraliqlarini toping:

/) V=2sin3x - 3cos2x; 2)"N =" 3) V- cos(2x+1);

4) y = Vlsinx]|; 5) y =sin&k + 2sinxcosX + cosk ;

6) y =cos2x +sinx ; 7) y =cosx +sin2x;8) y = V3sin|*x+").

1.41. Funksiyalarni o ‘sish va kamayishga tekshiring:

1) y=sinXk + I; 2) y =cos3x - cosSx +6x ;



1.42. Funksiya x ning qaysi qiymatlarida aniglanmagan?
= _J]—- _ _ . — 9 .
1)7 % Smx 2y CosxX ’ 3) 7 15Sink

4) X =0,8sinXx - 0,75; 5) y = Eg(l)sxr—li .

1.43. Quyidagi funksiyalarning eng kichik musbat davrini toping:

1) y = cos4x; 2) y = 10cos0,5x;

3) y=2cos(3x- 1j; 4) y =9cos(0)/ + ), to * 0;

5) y=-30sin(5x+|j ; 6) y=" sin(|- 2xj;

7) y=|sin(4lex+ ; 8) y=>lIsin(0)? + (p), JIe /2, to * O;

9) y=10cos4x-8sin|5x+|j; 10)y =-10cos-[+4sin;

M) y = 5cosx sin2x; 12) y= gosix}r]z .

1.44. Funksiyalarning aniqlanish sohasini toping, maksimal va
minimal qiymatlarinihisoblang; agar x ning qiymati 1/6 dan 1/3
gacha ortsa, funksiya qanday o ‘zgaradi?

1) y=sin(] - x); 2) y =cos(45° - x).
6. Tangens va kotangens funksiyalarning xossalari.
1) Tangens va kotangens davriy funksiyalardir va ularning asosiy
davri T =1 (4- band, 2, 3- teoremalar);
2) tg/ va ctg/ — toq funksiyalar. Haqiqatan, cosa * 0 da

- = 1 A - = = - 1 A - = -
tg(-/) g(l)rég,. T cosi tg/ ga, sin/ ~ 0 da ctg(-/) ctg/ ga ega

bo'lamiz. Tangens va kotangenslaming davri n ga teng va ular toq
funksiyalar bo'lgani uchun tg” - /) =tg”™ + (-/)) = tg(-/) = -tg/,
ctg(n + (-/)) = -ctg/, ya’'ni

tg(Jt-/) =-tg/, 1)
ctg(n-/)=-ctg/. 2)
tengliklar o'rinli boiadi;
3) 10; oraligda tg/ funksiya 0 -k» gacha o'sadi, ctg/ eso
s dan 0 gacha kamayadi.
Hagqiqatan, |0; da sin/ va cos/ musbat, sinus o'suvchi, kosinus
kamayuvchi, demak, tg/ o'suvchi, xususan, /=0 da tgO= =j=0
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bo‘ladi, # burchak | ga yaqinlashganda sin/ qiymati 1 gacha o'sadi,

cos/ esa 0 gacha kamayadi, natijada =tg/ funksiya -k» gacha

o'sadi, aksincha = ctg/ funksiya 0 gacha kamayadi.
Olingan xulosalar hamda tangens va kotangensning toq funksiya-
ligidan foydalanib, (- ~; oj oraliqda ularning manfiy ekanligini, tg/

funksiyaning -<» dan 0 gacha o'sishini hamda ctg/ ning 0 dan -oo
gacha kamayishini aniqlaymiz. Uchinchi va to'rtinchi choraklardagi

holatlarini aniqlashda ularning xossalari 7=n davr bilan takrorla-
nishidan foydalanamiz. Xususan, (1c; y j dagi holat (O; dagiga,
; aj dagi holat (- | ; oj dagiga o'xshash.

4) / ning tg/, ctg/ funksiyalar aniglangan gqiymatlarida quyidagi
ayniyatlar o rinli:

tg/ctg/ =1, /*y , Ae Z, 3)
1+ tg2=—L -, t * %+kn, x eZ, 4)
cosz / z
l+ctg2=—L-, tokn, x €7 . (5
sin” ¢
(3) ayniyat tg/ = va ctg/ = tengliklarni ko'paytirish

orqali, (4)va (5) ayniyatlar esa sin2 + cos2 = 1 tenglikning har
ikkala qismini avval cos2ga, so'ng sin2ga bo'lish orqali hosil bo'ladi.

Misol. Agar tg/=-j va /e (|; ™ boisa, sin/, cos/, ctg/ ning
giymatini topamiz.
Yechish. II chorakda sin/>0, cos/<0, u holda ctg/<0. (3)

ayniyat bo'yicha ctg/ =- " ; (4) ayniyat bo'yicha: cos2=— 1L - -] #

cos/ = - =-y p .Shukabi (5)bo'yicha sin/ =" 2 m,topamiz.

Mashgqlar

1.45. Ifodalarning qiymatini toping:
1) (fltg30°)2- (ZTCtgd5°)2 2) (actg|)3- (Zrctg|) 3;
3) o2tg21 +b2tg21 - c2ctgly ;
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4) asinntgl,2Tt - Z>cosl ,5tc + ctgrt sin 1,81

5) o2|l-cos|j + Z2co0s2(-31,17c)ctgl; 6) a2tg3-|-Z)2ctg2]| .

1.46. Quyidagi qiymatni asosiy trigonometrik funksiyalarning qaysi
biri gabul qila oladi:

)si+l, a>0; 2)2d11la>0; 3) 04)/Ka>o;

4) a>0,6>0,a*»; 5) 0>0, 6>0, 0*6.
47> ’ A f1+6
1.47. Apyniyatlarni isbot qiling:
2

)] =sinx ; 2) cosxtgx =sinx; 3) 1=sin2x+ ;
ctgx tg X
4)cos"x + cos2x = 1; 5)(1-cosXx)(l+ctgXx)= 1;

ctg X
6) cosk tgx+ cosk =l (1 +tgx)(1 - sinx) = 1;
8) (tgx+ D2 (tgx- D2=— 5 9)—4-.1+£S " =1;
C0SZX l+ctgzx  tg"x

10) (1 - cosa +sina)2=2(1 - cosa)(l + sina);

Iy ~ 4 --~-ct 2D =1;
)sin asin @ sin 3 e 2

+ + 2 =—21-2"-
12) ctglactg23+ ctg2a Gn p smzzaslﬁ%

1.48. sina = iabb, a>0, b>0, 0<a<j bo‘lsa, cosavatgani
. <r+/r 2
toping.

1.49. ctga =-1 ekani ma’lum. 8sina-6cos(x kasmmg qiymatini
4cosa-3sina

toping.
1.50. cosa =-0,5, 90° <a < 180° bo°‘lsa, sina, tga va ctga ni
toping.

1.51. sina =-1, y <a <2s bo‘lsa, cosa, tga, ctga ni toping.

1.52. Ifodalami soddalashtiring:

1) ctgh - cosk + cosZactg; 2) cosZa + sinZatgh - tgh;
3 sin2a —; 4) cos2a

) 1+ctg];_5a ’ ) l+tg2a

1.53. Barcha trigonometrik funksiyalarni

1) sina; 2) cosa; 3) tga; 4) ctga

orqali ifodalang.
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1.54. Isbot qiling:

1) tgec + ctga > 2, bunda tga = By 2) =-2ctg2Pg

tgx-sinxcosx

3) sin2x _ cos2x + ! =2tgx ; 4)sin3x-sin6x "

tg3x ctg3x sin x cos x

1.55. Agar sinx + cosx = 1,5 bo‘lsa, quyidagilami hisoblang:
1) tgx + ctgXk; 2) tgXx + ctgXk; 3) tgdk + ctgdx.
1.56. Agar cosx + sinx = ¢ bo'lsa, cos&k + sindk ni toping.

1.57. y = funksiya (O; oraligda kamayuvchi funksiya ekan-
ligini isbot qiling.
1.58. Y =" funksiya (O; | j oraliqda o ‘suvchi funksiya ekanligini

isbot qiling.
1.59. Ayirmalar ishorasini aniqlang:
1) tglode - tgl65°; 2) tg379° - tglO0; 3) ctgl87° - ctg6®;

4) tg|Syn)- tg|5"Ttj; 5) ctg|-tg].

1.60. xe(i; 2m) oraligda quyidagi funksiyalarning monoton o ‘sish
va monoton kamayish oraliqlarini aniqlang:

)y =tgx; 2)y =ctgx;3) y=--12 ;4)y = 5) y=ctgk.
1+Ctg X 1+tg X

1.61. y =Vtg(sinx) funksiyaning aniqlanish sohasini toping, bu
funksiya qabul qiladigan eng kichik va eng katta qiymatlami hisoblang,

agar X ning qiymati | dan | gacha ortsa, y funksiya qanday o ‘zgaradi?

2-§. Trigonometrik funksiyalarning
grafiklari

1. Sinus va kosinus funksiyalarning grafigi. y =sinx funksiya grafigi

sinusoida, y =cosx funksiyaning grafigi esa kosinusoida deb ataladi.
Ularni yasashda trigonometrik funksiyalarning xossalaridan foyda-
lanamiz.

sinx - davriy funksiya va uning asosiy davri I'= 21 bo‘lgani uchun,
OX o‘qida uzunligi 21 ga teng bo‘lgan biror oraliqni, masalan, [-i; 1]
oraligni ajratamiz (I1.30-rasm) va unda grafikning mos qismini yasaymiz.
Agar sinusning toq funksiya ekani e’tiborga olinsa, [-1; 1] oraligning
yarmi [0; x] bilan chegaralanish, sinx =sin(n - x) ekani, ya’ni x va
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C(n/2)

[.30-rasm.

n -x nuqtalar | ga nisbatan simmetrik joylashganliklari ham nazarda
tutilsa, [0; | ]oraliq bilan chegaralanish yetarli. Shu oraliqda yasalgan

qismi * =| to‘g‘ri chiziqqa nisbatan simmetrik akslantirilsa, grafikning

[1 ; x] dagi qismi hosil qilinadi, natijada grafikning [0; n] dagi qismi
chizilgan bo‘ladi. Bu qism (0; 0) koordinatalar boshiga nisbatan
simmetrik akslantirilsa, [-n; 1] oraliqdagi qismi hosil bo‘ladi. Endi uni

21 davr bilan son o°‘qi bo'yicha davom ettirish qoldi. Grafikni [0; | ]

oraligda geometrik yasash uchun koordinatali aylananing I choragini
(AC yoyni, [.30-rasm) Bv B2 ... nuqtalar bilan teng boMaklarga
ajratamiz. OAfo‘qining shu oralig‘i ham shuncha teng bo‘lakka ajratiladi.
Agar aylanadagi bo ‘linish nuqtalaridan OATo‘qiga parallel va OAVqidagi
bo'linish nuqtalardan OY o°‘qiga parallel to‘g‘ri chiziglar o ‘tkazsak,
ulaming kesishish nuqtalari izlanayotgan sinusoidada yotgan bo ‘ladi.
Nugqtalar ustidan uzluksiz chiziq chizamiz. U sinusoidaning eskizi bo ‘ladi.

y = cosx kosinusoidani ham yuqorida ko'rsatilgan tartibda yasash
mumkin. Funksiyaning asosiy davri 7= 2n. Demak, grafikni uzunligi
2n ga teng biror oraliqda, masalan, [-1; 1] oraliqda yasash, so‘ng
uni son o‘qi bo‘yicha 2m davr bilan ikki tomonga davom ettirish
kerak. cosx juft funksiya bo‘lganidan bu oraligning [0; x] qismini,

cos(n-x)=-cosxmunosabatga ko‘ra esa yanada kichik [0; | ] oraliqni
tanlaymiz. Unda yasalgan grafik Ox o‘qidagi * = | nuqtaga nisbatan
simmetrik almashtirilsa, grafikning x = gacha qismi hosil bo'ladi.
Bu qism ordinatalar o‘qiga nisbatan simmetrik almashtirilsa, grafikning
[-1; m] dagi qismi hosil qilinadi. Grafikning [0; | ] dagi qismi yuqorida
sinusoidani yasashda ko‘rsatilgandek hosil qilinadi. Lekin bunda
grafikdagi nuqta ordinatasi koordinatali aylanada unga mos nuqta
abssissasiga teng bo ‘lishi kerak.

Kosinusoidani yasashning boshqa yo‘li sinusoidani | qadar chapga

parallel ko‘chirishdan iborat.
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1.31, I1.32-rasmlarda mos ravishda sinusoida va kosinusoida
tasvirlangan.

Mashgqlar

1.62. y =cosx funksiya grafigi (I.32-rasm) bo ‘yicha shu funksiyaning
monotonlik oraliqlarini ko ‘rsating.

1.63. Funksiyalarning grafiklarini yasang:

1) y = 3cosx; 2) y = -2sinx; 3)y=]|cosx [

4) =cos|x [ 5) y=sin(x-f); 6) y=sinjx-||;
7) y = [cosx]; 8)y = {cosx}; 9) y=3sin{x+|}.
1.64. Grafiklami chizing:

) |y| = cosx; 2) |yl = coslx|; 3) Iy I=Isinx [

[[; 5) y= 1- cos]x]|.

4) lyl|=|cosx-

1.65. Funksiyalarning aniqlanish sohasini, qiymatlari sohalarini,
o ‘sish, kamayish va ishoralarining saqlanish oraliqlarini, maksimum
va minimum nuqtalarini ko ‘rsating, grafiklarini yasang:

1) y =cosx + 3; 2) y=2sin” - 2xj; 3) y =3cos(n - 2x);

4) Y= COSX+ 1 5) YV=-(1 - cosx).
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1.66. 1)y =sirucfunksiyaninggrafigini yasang. Sinusoidani siljitish
yordamida kosinusoidani hosil qiling;

2) sinusoidani 2 birlik yuqoriga va 1birlik chapga surish natijasida
ganday funksiyaning grafigi hosil bo‘ladi? Shu funksiyaning xossalarini
uning grafigi bo'yicha aniqlang.

1.67. Quyidagi funksiyalarni juft-toqlikka, davriylikka tekshiring
va grafiklarini yasang:

1) y = sin3x; 2) y =cos3x; 3) y= sinx; 4) y=1cosx;
5) y = 3sinx; 6) y =3cosx; 7) y=sinx+ 3; 8)y=cosx- 3;
9) y=3sin 0,5*+ 1; 10) y = 2cos3x - 1.

2. Sinusoidal tebranishlar. Tebranma harakat trigonometrik funk-
siyalar orqali ifodalanadi. Matematik mayatnikning harakat tenglamasi,

o ‘zgaruvchan elektr toki kuchi yoki kuchlanishining o ‘zgarish qonu-
niyatlari bunga misol bo‘la oladi. Eng sodda tebranma harakat
sinusoidal (yoki garmonik) tebranishlardir.

Biror nuqta radiusi 4 ga teng aylana bo‘yicha to rad/s burchak
tezlik bilan harakat qilayotgan bo‘lsin. Nuqta /s da tor radianga teng
yoy chizadi. Agar aylananing markazi koordinatalar boshida joylash-
tirilgan va /=0 vaqt momentida nuqta biror B(fa) nuqtada turgan
bo‘lsa, zvaqtdan so‘ng u ZX((o/+ a) ga keladi. B nuqta koordinatalari:

x =A cos(ti)Z+cx) (h
va
u =A sin((oZ+oc). 2)

Bunga qaraganda B nuqtaning ¢ ga bog‘liq ravishda harakati
davomida uning x va y koordinatalari OX va OY o‘qlari bo ‘yicha
ko‘pi bilan \4 | qadar oldinga-keyinga siljiydi, tebranadi va o ‘tilgan
masofa (1) va (2) munosabatlardagi sinus va kosinus qiymatiga bog‘liq
bo‘ladi. Bu harakat sinusoidal tebranishdir. (1) va (2) tenglikdagi 4
son tebranishning qulochini ifodalaydi va tebranish amplitudasi
deyiladi, to esa 2x vaqt birligi ichidagi to ‘liq tebranishlar soni bo ‘lib,
burchak chastotasi deyiladi. a son nuqtaning aylanadagi boshlang‘ich
o‘rni, ya’ni boshlangichfaz,a. (1) va (2) funksiyalarning asosiy davri
7= (isbot qiling!).

(1) yoki (2) garmonik tebranishlar grafigini sinusoidadan foy-

dalanib yasash magqgsadida (2) funksiya ifodasini y = JIsin co

ko‘rinishda yozamiz. Bunga qaraganda grafikni yasash uchun sinZ
sinusoidani OAVqi bo‘yicha JI koeffitsiyent bilan cho‘zish, OY o‘qi
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[.33-rasm.

bo‘yicha to koeffitsiyent bilan qisish va koordinatalar boshini

Z<(-" ; Oj nuqtaga akslantiruvchi parallel ko‘chirishni bajarish kerak.
Misol. y =2sin(z +jj funksiya grafigini yasaymiz.
Yechish. y =sin/ sinusoidani OY o‘qi yo‘nalishida 2 marta

cho‘zishni va Of 0o‘qi bo‘yicha | qadar chapga parallel ko ‘chirishni
bajaramiz (1.33-rasm).

Mashgqlar

1.68. Formulalar bilan berilgan garmonik tebranishlarning ampli-
tudasi, davri, boshlang‘ich fazasini toping va grafigini yasang:

1) y=3sin(2r+ ; 2) y =0,8sinn(/ + yj; 3)y=2,5 sin(0,5/+1);
4) y =3,5sin|o,5nr s 5)y =2nsindr, 6)y =3sin(2/- 1).
3. Tangens va kotangens funksiyalarning grafigi. tgx toq funksiya,

davri T=K bo‘lganidan uning grafigini [O; oraliqda yasash, so‘ng

uni koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik akslantirish va abssissalar
0‘qi bo‘yicha nk, keZ \ar qadar surish kerak bo‘ladi.

Markazi 0, (-1; 0) nuqtada bo°‘lgan birlik aylananing u AC = |

yoyi teng uzoqlikda olingan 5,, S2... nuqtalar bilan bir necha teng
bofiakka bofiingan bo‘lsin (I.34-rasm). Bu nuqtalar va 0, nuqtadan
o‘tkazilgan 0,5,, 0,52 .. to‘g‘ri chiziqlar A/ tangenslar chizig'i

bilan Tv T2 ... nuqtalarda kesishsin. Chizmagaqaraganda ATX=tg |,

AT2=tg| va hokazo. 7j, T2 ... nuqtalardan O Xo ‘qiga parallel va



1.34-rasm.

[.35-rasm.

= ctgx

-2n -1

x=1|, Yy, ... nuqtalardan OY o°‘qiga parallel o‘tkazilgan to‘g‘ri

chiziglaming kesishish nuqtalari belgilanadi. Ular ustidan o ‘tadigan
egri chiziq tgx funksiyaning grafigi (tangensoida) bo ‘ladi.

Grafik x =y to‘g‘ri chiziqqa tomon yaqinlashganida yuqoriga chek-
siz ko‘tariladi. Endi koordinatalar boshiga nisbatan markaziy sim-
metriya, so‘ng abssissalar o‘qi bo ‘yicha nk, AgZdavrlar bilan parallel
ko”hirishlami bajarish grafikning kattaroq oraliqdagi davomini beradi
(I.35-rasm).

ctgx funksiyaning grafigi (kotangensoida) ham shu kabi yasaladi
(1.36-rasm).
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Mashgqlar

1.69. Quyidagi funksiyalarning xossalarini tekshiring va grafiklarini
yasang:

) N =ctglx; 2)y :ctg(Zx-|j; 3) y=ctgl; 4) y = 2ct&x;

5)y =lctglxI; 6) y =itg2x; T)y =|tg2x|; 8) y=tg2(x+][);
9 =ctglx L 10) y=tgx-|[; U)y=[ctgx]; 12)y = {ctgx};
13) y = [tg]].

3-§. Qo‘shish formulalari

1. Ikki burchak ayirmasining va yigMndisining kosinusi va sinusi.
Chizmada (1.37- rasm) ZBOA =a, ZCOA =@ (p= @3- a, BDICE,
CQIOB, DE=BE, DB=EF=0F- OE=cosa-cos(3, B=0B-0Q0 =
=1- co5¢p, CQ =sintp, CD = CE - BE =sin(3 - sina, CDB va CQOB
to ‘g‘ri burchakli uchburchaklar umumiy CB gipotenuzaga ega.Pifagor
teoremasi bo ‘yicha:

BC2=CQ2+QB2=CD 2+ DB2
yoki
sin2p+ (1 - costp)2= (sinp - sina)2+ (cosa - cosp)2
Sin2p+ 1- 2c¢05¢ + CO82p =
=sin2p - 2sinPsina + sinZ + cos2 - 2cosacosp + cos2p,
(sinfy + cos20) + 1- 2co5¢ = (sin2p + cos2p) + (cos2 +sin2) -
- 2(sinasinP - cosacosP), 2 - 2508¢h = 2 - 2(sinasinp - cosacosP),
yoki
cos(p - a) =cosacosp + sinasinp. (D
@) munosabat bo‘yicha va funk-
siyalarning xossalaridan foydalanib,
yana boshqa formulalarni topish

R= OB= OA = 1 2@ mumkin:

cos(a + P)= cos(a- (-p)) =
/40) = cosacos(-p) + sinasin(-p),
cos(a + P) = cosacosp - sinasinp. (2)

1.37-rasm.
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Xususan:

a) cos(j-a) =cosycosa +sin”~sina =0ecosa +1 esina=sina,
cos|| +aj =cos ™osa - sin”sina =0ecosa -1 *sina =-sina;
cos” - aj =sina; (3)
cos(|+a)=-sina. 4)
b) sin(]- aj=cos(|- (f- a))=cosa,

sinf| +a) =cos”| - ( |+aj) =cos(-a) =cosa .
Demak,

sin(] - aj =cosa; ®))

sin(| +aj =cosa. « (6)

a£(5 burchak sinusi uchun formulalar yuqorida topilgan formula-
lardan foydalanib chiqariladi:

sinfa+P)=cosl||- (a+p)j=cos™|-aj-pj =
=cos(] - a)cosP +sin(|- ajsinp =sina cosp + cosa sinp

yoki
sin(a + P) =sinacosp + cosasinp. 7
Agar (7) formuladagi p o‘rniga -p qo‘yilsa, natijada:
sin(a-p) =sinacosp-cosasinp. (8)
Misol. cos150° va sin 150° ni topamiz.

Yechish. (4) va (6) formulalar bo‘yicha:

cos 150° = co0s(90° + 60°) =-sin60° = - -y ;

sin 150° = sin(90° + 60°) = cos60° = § .
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Mashqlar

1.70. Hisoblang: 1) sin”; 2) cosy; 3) cos”; 4) siny .

1.71. Agar sinx =1 ; sin/ =] ; 0<x<]|; |<r<umxm bo‘lsa, quyi-

dagilarni toping:
1) sin(x - #)\ 2) sin(x + z); 3)cos(x - 2 4) cos(x + 2).

1.72. Agar cosx =-0,8; siny =0,4; 1<x<y; |[<y<nun bolsa,

quyidagilami toping:
Dcos(x+y); 2) cos(x-y); 3)sin(x +y);  4) sin(x-y).
1.73. Ifodalarni soddalashtiring:
1) cos(x + z)sin(x - 2z) + sin(X + z)cos(x - Z);
2) cos(cx + (3)cos(a - (3) - sin(a + |3)sin(a - p);
3) cos(45° + a)cos(45° - a) +sin(45° + a)sin(45° - a);

sin(p+a)-2sinacosp .

cos(a-P)-sinasinP .
" cos(atP)+2sinasinP ’

sin(a-p)+sinacosp ’

cos(a+tp)+sinasinP . cos(a-P)-sinasinp

cos(atP)Tcosa cosp ’ N cos(a-P)-cosacosp *

1.74. Ayniyatlarni isbot qiling:

1) cos(45° - a) =£ (cosa +sina); 2) ~ “7/~ =ctgactgP +1;
3) sin(a - p)sin(a + p) =cos2p - cosA;
4) sin2x cosx + c0s2x sinx = sin3x;
5) sin(a + P) + cos(a - p) = (sina + cosa)(sinp + cosp);
sin(a-p) sin(p-y) sin(Y-a) _ Q
cosacosp COSpcosy cosycosa
1.75. Funksiyalarning juft-toqligi va davriyligini tekshiring hamda
grafiklarini yasang:

1) y=cosxcos|+sinxsin|; 2) y=sinxcos|- sin|jcosx.

2. Ikki burchak yig‘indisi va ayirmasining tangensi va kotangensi.
1-banddagi formulalardan foydalanamiz. Buning uchun cos(a +p)* 0,
yani a +8 *”~ +nk, keZ va cosa* 0, cosp * 0 bo‘lishi, ya’ni a va
plar | +n1&, keZga teng bo‘lmasligi kerak. Shu shartlardan quyi-
dagilarga ega bo‘lamiz:
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sina+s* P

| nx _ sin(a+P) _ sinacosp+cosasinp _ cosa cosp _ tgattgp
cos(a+P) cosa cosp-sinasinp ~ * sina sinp ~ 1-tgatgP'
cosa cosp
Bundan:

Xuddi shunday,

t.(a-B)= ?2)
1+tgatgp' !
Quyidagi formulalar ham shu kabi hosil qilinadi:
0)
«>
Misol. ctgy| ni hisoblaymiz.
yprhich merres K1 Cof Gef-l T L1 g3 13
Yechish. ctg,» =c” (3 +4) %,, +c(g,, = + =Vi3+3 =1-V3 -

Mashqlar

1.76. Agar sin(2a + p) = 2sinP bo‘lsa, tg(a + p) = 3tga bo‘lishini
isbot qiling, bunda p * kn, ks Z

1.77. (1)—4) formulalarning chap qismlarini uning o ‘ng qism-
laridan hosil qiling.
1.78. Hisoblang:

1) tg75° 2) ctgyl; 3) ctgl0s5°; 4) tgl5°; 5) ctglse.

1.79. Berilgan: 1) tgx= 1,5, tgy=-0,5; 2) ctgx = 1,5, ctgy =-0,5.
Toping: 1) tgCt-y); 2) tg(x+y); 3)ctg(x-y); 4) ctg(x+").

1.80. Berilgan: tga =| , ctgP =], tgy= 1. Hisoblang:
) tg(a+P+y), 2)ctg(a+P+y); 3)tga+P-y).

) tg26" +tg34° . ) ct«?el” 1+

1.81. Hisoblang: 1 ;
1-tg26 tg34 ctgl-ctg
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1.82. Ayniyatlarni isbot qiling:

= 2) =ts(H =~ 3) e.g2« =" ;
ctg(f+a).ctg(f-q)-1 " 1 tg(«+™) .,
ctg(|+a)+ctg(]-a) 3° ' Ctga CtgP-1 tga+tgp

1.83. Ifodalarni soddalashtiring:

ctg(a-p)-ctgp-1 . 7 tg(a-P)-tga .

ctgptctg(a-p) ’ " l+tg(a-p) tga ’
2X  tg5x-tg2x ctgSxctg4x+l

l+tg5x tg2x ’ ’ ctgSx-ctgdx !

1.84. Ikki egri chiziq orasidagi burchak shu chiziqlaming kesishish
(umumiy) nuqtasidan o‘tkazilgan ikki urinma orasidagi burchakka
teng. Quyida ko‘rsatilgan funksiyalar grafiklari orasidagi burchak
tangensini toping:

) y=x2va y-= 2)y:—4A(J: vay =x2
X

3)y=3x2+4x- 6 vay =x2+x + 3; 4)y=x2vay=-".

1.85. ABC uchburchakda \g4 :tgi?:tgC= 1:2:3. Shu burchak-
larning tangenslari va sinuslarini toping.

3. Keltirish formulalari. Oldingi bandlarda m-a, n+a, |-a,
I +a burchaklar sinusi, kosinusi, tangensi, kotangensi uchun for-
mulalar chiqarilgan edi. Ulardan hamda ikki burchak yig‘indisi va
ayirmasi formulalaridan foydalanib, y +a , 2m+ a burchaklar uchun

formulalarni chiqgara olamiz. Bu formulalar bir burchak funksiyasini boshqa
burchak funksiyalari orqali ifodalashga, xususan, o‘tmas burchak
funksiyalarini o ‘tkir burchak funksiyalariga keltirishga imkon beradi. Masalan,

cos*n+a)=cos(|]+(m+a))=-5r(m +a)=sina . (D
Shu kabi,
sin(*"a1+a)=-cosa; 2)
, (3 , \ si# I+a) -cosa .
®21 +a)~ cos(3nta)~ sina - Ct82; )
ctg(jn +aj =-tga . (4)
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Keltirish formulalari ko‘p, ularni esda saqlash maqsadida ushbu
mnemonik qoicladan ham foydalanamiz (yunoncha mntmonikon —
ko‘p qoidalar majmuasini yodda saqlashni yengillashtiruvchi usul):

1) agar argument 2n += a ko rinishda bo Isa, trigonometrik

funksiyaning nomi o zgarmaydi;

2) agar argument | £a, y +a ko rinishda bo Isa, funksiyaning
nomi o zgaradi (sinus kosinusga va aksincha, tangens kotangensga va
aksincha);

3) berilgan trigonometrik funksiya argumenti qaysi chorakda yotgan
bo Isa, funksiyaning o Sha chorakdagi ishorasi izlanayotgan funksiya
oldiga qo YUadi.

Keltirish formulalarini quyidagi jadval ko‘rinishida umumlash-
tiramiz:

foo e T-a n1+ta y -a y ta 2n-a 2nta
sina  cosa cosa sina -sina -cosa -cosa -sina sina

cosa sina -sina -cosa -cosa -sina sina cosa cosa
tga ctga -ctga -tga tga ctga -ctga -tga tga

ctga tga -tga -ctga ctga  tga -tga -ctga ctga

Misol. a) cos(15k + a); b) tg(K+ a) ifodalarni o‘tkir burchak

trigonometrik funksiya ko‘rinishiga keltiramiz, 0 <a <|.

Yechish. a)cos(7¢2n+n+a)=cos(n+a). Bunda n+a burchak,
demak, 15m+a burchak ham, uchinchi chorakka qarashli. Bu chorak-
da kosinusning ishorasi manfiy, hosil boladigan funksiyaning nomi
kosinusligicha qoladi. Demak, cos(15n+a) =-cosa;

b) uchinchi chorakda tangens musbat. Natijada tg” + a) = tga

hosil bo ‘ladi.
Mashgqlar

1.86. Bir necha keltirish formulasini geometrik usulda isbotlang.
1.87. Ifodaning qiymatini toping:
1) sin1080°; 2) cosl080°; 3) tgl080°;

4) ctglOSOO; 5) 1080° li yoy sahmini; 6) sin(7”n);
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1.88. Ifodalarni soddalashtiring:

Uy -t ™M 1)

1.89. Ayniyatlarni isbot qiling:

251 (~+a)co5(16a+p) It 8;(n+a+P).

1
) cos(a-p)+2cos”+a) cosf’xl:i—'ﬁi?? " Vl-thZ(Zt-$+P)
sinf?"+a]+cosfiy"+a]

2) 2(cos(4n+a)+sina)  ’(Sin(5ri + a >+ COS(9tL

sin(l11"-x)cos( " f+x)tg("-1")
- - 11 M 2j = ctgk

cos|*-xjcosfjy”-xjtg(x-1 Ir)

4. IKkkilangan va ucmangan argumentning trigonometrik funksiyalari.
Agar a + p burchak trigonometrik funksiyalari formulalarida a = p
deyilsa, 2a burchak trigonometrik funksiyalari formulalari hosil qilinadi.
Ular 2a argument funksiyasini a argument funksiyasi orqali ifodalashga
imkon beradi:

sin2a = 2sinacosa; (1) cos2a =cos2 - sin; (2)

tg2“ =13 ;; <3> <>

Aksincha, a argument funksiyasini 2a funksiyasi orqali ham berish

mumkin. Chunonchi, 1=sin2a +cos2 ayniyat va (2) formula bo ‘yicha
1+ cos2a =2cos2a va 1- cos2a =2sin2a yoki

cos2a=2cosh - 1 5

va
cos2a = 1- 2sin2a (6)

hosil qilinadi. (5) va (6) formulalarni quyidagi ko ‘rinishda ham yozish
mumkin:

cos2a =I+cy?2a . @)

sin2a =bc " 2a (8)

Agar cosa * 0 bo‘lsa, (1) tenglikning o ‘ng qismini sinZ + cos2a
ga, ya'ni 1 ga, so‘ng surat va maxrajni cos2a ga bolsak, quyidagini
hosil gilamiz:
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2sina cosa

sin2a =
sin2a+cos2a sin2atcos2a
bundan:
. 2tga
2 =
sin2a g2 9)
Shu kabi:
cosa * 0 ga cos2a (10)
Shuningdek, ctg2a = va (3) formula bo'yicha:
-(ID

Uchlangan argument 3a ning trigonometrik funksiyalarini yuqorida
topilgan formulalardan foydalanib topish mumkin. Masalan,

sin3a =sin(2a + a) = sin2acosa + cos2asina =
= 2sinacos2 + (1 - 2sinZ)sina = sina(2(cos2 - sinZ) + 1) =
=sina(2(l - 2sinZ) + 1) =sina(3 - 4sin2),
sin3a=sina(3 - 4sinZ). (12)
Shu kabi: cos3a = cosa(4cos2 - 3).

1.90. sina =-0,83, k <a < bo‘yicha sin2a, cos2a, tg2a ni

toping.
1.91. cosa=-0,4, sina <0 bo'yicha sin2a, cos2a, tg2a ni toping.
1.92. tga = -3 bo‘yicha ctg2a ni toping.

1.93. Agar 0<a <I bo‘lsa, sin2a < 2sina bo‘lishini isbot qiling.
1.94. ctga=-1,2, I <a <u bo‘yicha sin3a, cos3a, cos4a, tg4a ni

toping.
1.95. Agar tga = 0,3, tg3 = 0,4 bo‘lsa, tg(2a - p) ni toping.



1.96. Ayniyatlarni isbot qiling:

i\ cos2/+l-cos2t _ 2sin2r-sindr f,2..

0 cos”,)!' " ’ 2) sind/+2sin2r -

3) SI,'t!82' =2cos2/; 4) blml12< =tg2, dg,;

8 %-sin4,
5 ? H ~ =1+Sin2,; 6) Neoli<-1, - 1;
ctg' 2c.g(f-,)sin=(f-,)

7) l+cos, =" § ; 8) N~ aM'-V 2) =5mu8>;

,8' I+ctg2(|+2,)

9) “n”tssm MNTn9/ =ct83' m 10) tg550tg65°tg75° = tg85“.
1.97. Ifodalarni soddalashtiring:

1) cos2Lcosjjcosjjcos cosj|cosjjcos

2) sinjoc- yjcosa - sin2(5x- a)sin2a - cos2(51- a)cos2(yS5S+aj;

B bergld? Sa)e oI

sin“y+aj+tgasin(-a)

4) 2cosa-sin2a . 5~ sin42/+2cos2rsin2?-cos4 It
sin23a-sin a+tcos23a ’ 2c0s22/-1

6) 1+ 2cos2a + 2cosd4a + 2cos6a;

/- X /17 \ (1+tg2a)cos(j+2aj
7) cos(~-2ajtg(S5Ne - a) +sin*+2a); 8) r_tg2h -.
5. Yarim argumentning trigonometrik funksiyalari. Bu formu-

lalar oldingi bandda berilgan (4)—(11) formulalardagi a o‘miga | ni
qo‘yish orqali hosil qilinadi. Jumladan,(7),(8) formulalar bo‘yicha

cos21 =1+mo, Sin2l =bm a yoki

!cos||[=/E m 1i; @)



Agar (2) tenglik (1) ga hadma-had bo‘linsa:
|tg al J1-cosg (3)
I 21 Vli+cosa

tenglik hosil bo‘ladi. ctga ="  bo'lgani uchun

lets—I= /b cosa /44
I g2l Vi-cosa » w

tenglik ham o ‘rinlidir.
(1)—«4) formulalar trigonometrik funksiyalar qiymatlarining

modulini topishga imkon beradi. Ularning ishoralari esa | argument-
ning qaysi chorakka tegishli ekaniga bog‘liq.

Misol. sina= | <a <na ekani ma’lum. sin|, cos|, tg* ni
topamiz.

Yechish. Shartdan foydalanib ~ <j £~ bo-‘lishini aniqlaymiz.
Bu oraligda bareha trigonometrik funksiyalar musbat. Yuqorida topilgan
formulalardan foydalanamiz. Oldin cosa ni topaylik:

cosa = Vl-sin2a =-JI[ - | =- |.

U holda:

Yarim argumentning tangensi uchun yana bir formula hosil qilish
sin|

magqsadida tg” =— — tenglikning o°‘ng qismidagi kasr surat va
z cosl

maxrajini 2sin| ga ko‘paytiramiz:

2sin2? 2-Mosa
2 2

a ~_ 1l-cosa

2 2cos|sin]| sin(2 |) sina

,a =bcosa ()
2 sina

Agar surat va maxraj 2cos| ga ko‘paytirilsa,



(5) va (6) formulalar bo ‘yicha:

ctp“ = sina _ l+cosa (7
® 9 sy iy
Mashgqlar

1.98. Berilgan: 1) a =£; 2) a =4j ;3) cosa=-0,4, "<« <,
4) ctga=4, n<a<|n;5) sina = 0,8; 450° < a < 540°.
Toping: sin|; cosl|; tg].

1.99. sinl5°, cosl5°, sin 18°, cos 18°, sin 12°, cos 12° lar hisoblansin.
1.100. Ifodalarni soddalashtiring:

1) "-coBba * 2) + coslOx ; 3) 2cos2l-cosa ;

4\ l+cosda .
f  sinda

1.101. Ayniyatlarni isbot qiling:

cosa
3+cos4a

6) cosda - sind = cos2a.

6. Trigonometrik funksiyalarni yarim argument tangensi orqali

ifodalash. sina va cosa ni tgy orqali ifodalashda sina =2siny cosy ,
cosa = cos2y - sin2y va sin2y +cos21 =1 formulalardan foydala-

2siny-cosy
namiz. sina = — tenglikka egamiz. Bu tenglikdagi kasming
cos2y+sin2y

surat va maxrajini cos21 * 0 ga bo‘lib,
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2tgf

sina = — @))
I+tg21
cos2y-sin2y
tenglikni hosil gilamiz. Xuddi shu kabi, cosa = ------ tenglik
cos2”+sin2”
yordamida quyidagi tenglik hosil qilinadi:
I-tg2n
cosa = . (2)
1+tg2§

tga vactga ni tg” orqali ifodalash uchun (1) ni (2) ga va aksincha,

(2) ni (1) ga hadma-had bo‘lish yetarli. Natijada quyidagi tenglik-
larga ega bo‘lamiz:

2tg”
tg«=— fr . 3)
1-tg2§
I-tg2f
ctga = ---—-—- . 4)
2tg |

Misol. Agar tgl =-1 bo‘lsa, 23" - ni hisoblang.

Yechish. (1) va (2) formulalarga ko‘ra,

2.L2) 1-4
sina = —1 3/ =-]F2f, cosa=—j9= >,
i+(-|) 13 I+1 13
245
Bundan itam a= 1i =1L
4-5sina 1,60 112
13
Mashqlar

1.102. Ifodani soddalashtiring:

,Vv tga cos2a . cos2a-cos2a tg2a
I+tg2a ° l+tg2a

1.103. tg| =1 bo'lsa, sinx, cosx, tgx, ctgx ni toping.
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1.104. sinx +cosx =" bo‘lsa,

1.105. Ayniyatni isbotlang:

. 1+tgh-
iXx cosa g2.
l-sina  i-tg“ ~’
+
3) tel 1X27 I+sina .
tg|-1 I-sina

5) cos2|(l +tg*“) =1+sina;

7.

tg| ni toping.

ctgh-1
2) cosa _ g2
l+sina  ctga+l’
44 l+sinatcosa_ ctg*

l+sina-cosa 2

6) sin2||ctg| - 1j =1-sina.

Trigonometrik funksiyalar yig‘indisini ko ‘paytmaga va ko ‘payt-

masini yigMndiga aylantirish. Ikki burchak yig‘indisi va ayirmasi sinusi
munosabatlarini hadma-had qo ‘shaylik:

sin(a + |3) = sinacosp + cosasinp
+

$in(ff - P) = sinpccQsp - cosasinp

sin(a + p) + sin(a - p) = 2sinacosp,

bundan:

sina cosp = " (sin(a + p) +sin(a - P)).

M

Shu kabi ikki burchak kosinusi yig‘indisi va ayirmasi munosabatlarini
hadma-had qo‘shsak va ayirsak, quyidagi formulalar hosil bo ‘ladi:

cosa cosp ="(cos(a +p)+cos(a- P)),

sina sinp = "~ (cos(a - p) - cos(a + P)).

Trigonometrik funksiyalar ko

ko‘rinishiga keltirish maqsadida a + P=w, a -P

Bulardan a =" , P="

natijada:

sinM + sino = 2sin“y”cos"*

(2)
3)

‘paytmasini yig‘indi yoki ayirma

=u deb olamiz.

larni topib, (1) formulagaqo ‘ysak,

4

(4) formulada v ni -v ga almashtirsak,

sin*/- sinu =2sin“ycos” . .
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(2) va (3) formulalar bo‘yicha quyidagi tengliklar hosil bo ‘ladi:

cosm+cosu=2cos"cos (6)

COSH - cosu = -2sin”"sin”™".

(7)
1-misol. cos45°+cos15° ni hisoblaymiz.
Yechish. (6) formula bo'yicha:

cos45° +cos 15° =2 cos —y " cos45 ~15 =

=2c0s60°cos30°=2 1 ~ =",

Tangens va kotangensga taalluqli formulalarni chiqaraylik:

tew + teu = s'nu + s'u =

sinucosutcosusiny _  sin(w+w)
COSW COsU COS WCOS V COS u COS u
bundan
tgw + tgu _ sin(wtw) u v * Il + ki k €Z . (8)
cos wcos u’ 2 X

Quyidagi formulalar ham shu tartibda keltirib chiqariladi:

t -t = R , *% +Kk, ke Z, 9
&V gu COS WCOS U W v 2” e ? St )7
ctgw + ctgu = Lu, v *kx, kK eZ 10
% & sin Msin K > g )'
ctgw - ctgu = . u, vink, keZ. (1)
¢ sin wsin u X

2-misol. Agar wtu+w=nbo lsa, ctgw+ctgu- tgw=-ctgw ctgu tgw

bo‘lishini isbot qilamiz.
Yechish.

ctgw+ag u- tgw=ctgw + ctgu - tg(n-(w +u))=ctgw+ctgu +tg(w+u)=

_ sin(w+u) sin(w+u) _ sin(w+u)(cos(w+u)+sin wsinv) _

~ sinwsinu  cos(w+u) - sin wsinucos(«+u)

=sinwlin*lw ") =cléMc{éul&u + U) = ctgwctgutg(n- w) = -ctgw ctgu tgw.

Mashqlar

1.106. Trigonometrik funksiyalar yigMndisi koTinishida yozing:

1) 2sin220cosl2° 2) sinjcsin(x-1);
3) 4sin350c0s250sinl5°; 4) 8c0s30c0s6°cos 12°c0s240.



1.107. Hisoblang:

1) co0s800c0s40°c0s200; 2) tg35°tg550.
3) SOO-CIO)S 20° . 4) c05200c0s40°cos800;
sin 10

5) c0s90c0s270c0s63°cos81°; 6) sin200sin400sin600sin80°.
1.108. Ko‘paytma yoki ko'paytmalar ko'rinishida tasvirlang:

I) cos43° + cos37°; 2) sin76° - sin26°;

3) sin57° - cos64°; 4) sin 18° + cos 15°

5) sinl - cos™”; 6) cos6x + cos4x;

7) cosZc- cosp; 8) cosa - cosP;

9) ctg2a - ctg2P; 10) cosx + cos3x + cos5x + cos7x;

IT) sinx+ sin2x + sin3x + sin4x; 12) sin20° + sin 10° + sin30°;

13) cosa + cosp + sin ; 14) sin2x - cosx - sin5x;

15) cos (-ur+ *) - cos (y”" - - sinx ;

16) sin(5a + p) + sin(3a + P) + sin2a;
17) <Jctga + cosa + yjclga-cosa, 0<a <y ;

18) 1- ctga; 19) 1+ ctga;

20) 1- tga; 21) 1- sin(n - x) +cos(n - Xx);
22) ctga + ctg2a - tg3a.

1.109. Ayniyatni isbot qiling:

u  sin(r+5)—sin(/—3) f 0
1) sin(f+s)+sin(/-j) 18 85~

2) 2(1 +sin/sinj + cos/cos5) = 4 cos2”"

3) (sin3r +sin5/)2+ (cos3r + cos5z)2= 4cosZ,

4) tg20° + tg40° + tg80° - tg60° = 8cos50°;

5) ctg620° - 9ctgd20° + 1lctg220° =i ;

6) c0s90c0s270c0s63°cos810+ cos 120c0s240c0s48°c0s960=0;

;WX .. (zzt])a



sin® cos
8) cosa +cos2a +cos3a+t..tcoszza=— --————-- —
9) Agar sina +sinp=_2sin(a+P)va ~ " kx bo‘lsa, tg| +tg| |
bo ‘ladi;
10) Agar 0<x £! bo‘lsa, J| +sinx - VI - sinx =2sin| bo‘ladi.
1.110. Yig‘indini hisoblang:

1) cosa + 2cos2a + 3cos3a + ... + 1 cos/za;

2% 1 + 1 + .+ 1 .

cosa cos2a cos2acos3a cos9acos 10a ’

3) sina - sin2a + sin3a - ... + (-1)"sin«a.

8. Garmonik tebranishlami qo‘shish. |) y =4 sin(o)r+a) garmonik

tebranishni ikki garmonik tebranish yig‘indisi ko‘rinishida yozishda
sin(x + z) = sinxcosz + cosxsin” formuladan foydalanamiz:
y =4 sin(o)/ + a) =JI cosasino)/ + 4 sinacosto/,

bunga C, =A cosa, C2=4 sina belgilash kiritsak:
y = Asin(cor +a) = CjSinco/ + CXos(o/, A =Jc2+C2; (D)
2) ikkita garmonik tebranishning C, sinco/ + C2cosco/ yig‘indisini
sinco/+ ~-cos co/j ko'rinishda yozib olaylik. +(N) =*

bo'lgani uchun g-=cosa, -Cj =sina tengliklar o‘rinli bo°‘ladigan
ae [0; 21] son mavjuddir.

Bu yerdan ikkita garmonik tebranishning C, sin oo/ + C2cos co/ yig‘in-
disini C{sinco/ + C2cos co/ = Asin(co/ + a) ko'rinishda yozish mumkin-
ligi va garmonik tebranishlarning yig‘indisi ham garmonik tebranish
bo‘lishini ko‘ramiz;

3) bir xil co chastotali ikki S*inco/ + CXosco/ va a sinco/ + b cosco/
garmonik tebranish yig‘indisi (C, + o)sinco/ + (C2+ Z))costo/ bo ‘ladi,
bunda o - yig‘indining chastotasi, A - amplitudasi,
N =V<(C,+a)2+(C2+1)J.

Yig‘indining amplitudasi va boshlang‘ich fazasini qo ‘shiluvchi
tebranishlar amplitudalari va boshlang‘ich fazalari orqali ifodalaylik:

C”AjCOsa,, C2=AZXo0sa2 o =AXosa2 =AXina2bo‘lsin. U holda:
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A2=(C, +a)2+(C2+b)2=(Alcosa, +/12cosa2)2+ (4 sina, +A42sina2)2=
=A2cos2a, +2A4Il42cosa, cosa2+42cos2a2+ 42sin2a, +
+24,42sina, sina2+ A2sin2a2= A2+ 24,A2cos(a, -a 2)+ 42 2)

Yig'indi tebranishning a boshlang‘ich fazasi quyidagi tengliklardan
biri bo ‘yicha topiladi:

cosa (4 cosa, + A2cosa2), 3)

sina

4

A, sina, +/1-, sina
tga= -y’ o7
g a, cosa,+/12cosa2 (5)

Har xil chastotali garmonik tebranishlami qo ‘shish masalalari oliy
matematika kurslarida qaraladi.

Misol. y =5sin9x + V?5cos9x funksiyaning eng katta va eng
kichik qiymatlarini toping.

Yechish. Funksiyani y =4 sin((o/+a) ko‘rinishda tasvirlaymiz:

Bu yerdan, - 10<10sin(9x +|) <10 tengsizlikka ega bo'lamiz.

y(*)=-10, =10 tengliklar o‘rinli va barcha xe R larda

-10 <y{x) <10 bo'lgani uchun X*) funksiyaning eng kichik qiymati
-10 ga, eng katta qiymati esa 10 ga teng bo'ladi.

Mashgqlar

1.111. Ifodalarni 4 sin(o)/ + a) ko'rinishga keltiring:

1) 3sin5z + 4cos5r,

3) 12sin(2/+ +5cos(2z +

48



1.112. Quyida berilgan funksiyalarning eng katta va eng kichik
giymatlarini toping:

1) 60sin3x - llcos3x;  2) -12sindx + Scosdx;

3) 2sinx + V5cosx; 4) 4sin|3x - - 3cos|3x -
1.113. Garmonik tebranishlar yig‘indisini toping:

1) y = 4sin3/ va y = 5sin(3r -

2) y=6sin(2/+]|) vay=sin(2/- 1j;

3) y=2sin(5/-|j vay=>5sin(5z +|j;

4) y =3sin 6r va y = 2sin(6/- |j.

1.114. 0 ‘zgaruvchan tok tarmog‘ida /tok kuchi va Zvaqt orasidagi
bog‘lanish /= /nsin(ti)Z + (p) orqali beriladi, bunda I/m~ tok kuchining
amplitudaviy qiymati, co- tebranishning doimiy chastotasi, — tok
kuchi bilan kuchlanishning fazaviy farqi. Agar /,,=3, co= 600, <p= 1,2
bo‘lsa, boshlang‘ich fazadagi tok kuchining maksimal qiymatini va
sekundiga davrlar sonini toping.

1.115. BoshlangMch Dvaqt momentida R =\OM| radiusli aylanadagi
A/nuqta o‘zi turgan qism aylana bo‘ylab coburchak tezlik bilan harakat
qilmoqda (I.38-rasm). U Zvaqtda y =ZMOM" burchakka burilgan,
d=oZva A/,(x; y) nuqtaga yetgan. Harakat davomida OX o ‘qidagi
x nuqta MN diametr bo‘yicha, OY o‘qidagi y nuqta KL diametr
bo‘yicha borib-qaytadi va bu harakat garmonik tebranish qonuniyati
bo‘yicha o ‘tadi.

1) Koordinatalari shakli o ‘zgaruvchan to ‘g‘ri burchakli uchburchak
OxMxning katetlari ekanidan foydalanib, x vay nuqtalaming garmonik
tebranishlari tenglamalarini tuzing; Yi

2) bunday tenglamalarni §0* 0 va K
burilish burchagi ¢+ ¢p0ga teng bo ‘Igan
hoi uchun ham tuzing;

3) R=10 sm, o0=0, ¢=30° 60° N x \m
90°; 180°; 270°; 450° dajism qanchaga I 0y <p J
siljiydi?

X y

4) co=2n/7 va z= 10 s bo‘lsa, bir
to‘lig tebranish uchun ketadigan T
vaqtni hisoblang, ¢ ning qiymatlarini
3- savoldan oling. [.38-rasm.
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4- §. Trigonometrik tenglamalar
va tengsizliklar

Noma’lum son faqat trigonometrik funksiyalarning argumenti
sifatida qatnashgan tenglama (tengsizlik) trigonometrik tenglama
(trigonometrik tengsizlik) deyiladi.

sina = m, cosa=m, tga =m, ctga=m ko'rinishdagi tenglamalar
eng sodda trigonometrik tenglamalardir. Bu tenglamalarda tenglik belgisi
tengsizlik belgisi bilan almashtirilsa, engsodda trigonometrik tengsizliklar
hosil bo‘ladi.

Odatda trigonometrik tenglamalarni (tengsizliklami) yechish bitta
yoki bir nechta eng sodda trigonometrik tenglamalarni (tengsizliklami)
yechishga keltiriladi.

1. sina = m Ko4rinishdagi eng sodda tenglama. Arksinus. sina =m
tenglamani yechish birlik aylanadagi shunday B(a) nuqtani topishdan
iboratki, uning y =sina ordinatasi m ga teng bo ‘lishi kerak. Buning
uchun gorizontal diametrga parallel bo‘lgan y =m to‘g‘ri chiziq
bilan birlik aylananing kesishish nuqtalarini topish kerak. Uch hoi
bo ‘lishi mumkin:

a) agar \ml > 1 bo‘lsa, y =m to‘g‘ri chiziq aylanani kesmay,
undan yuqori yoki quyidan o‘tadi (1.39-0 rasm). Demak, bu holda
tenglama yechimga ega emas;

b) agar ml = 1 bo‘lsa, to‘g‘ri chiziq aylanaga yo yuqoridagi

nuqtada yoki quyidagi B2(- |) nuqtada urinib o ‘tadi (1.39-"
rasm). Bu holda tenglama yagona ildizga ega: a =| yoki a =- |.
Agar funksiyaning 7= 2 asosiy davri ham e’tiborga olinsa, yechimni

a=1+2nk xeZ (a=~"+2nk, kG ko'rinishdayozish mumkin;

d) ml < 1bo‘lsa, y =m to‘g‘ri chiziq aylanani 5,(a0) va B2n - a()
nuqtalarda kesadi(1.39-</ rasm). Demak, tenglamaning yechimi shu

a) b) d)
1.39-rasm.
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nuqtalarning koordinatalari bo‘lgan barcha sonlar to‘plamlarining
birlashmasi bo ‘ladi:

{a0+ 2kn, ke Z}ui{k - a0+ 2kn, ke Z}.

Yechimni x = a0+ 2kn, keZ;, x =n- aQ+ 2kn, keZ ko'rinishda
ham yozish mumkin.

Yechimninggeometriktahliliday=m to‘g‘richiziqbilansinusoida-
ning kesishish nuqtasi haqida ham gapirilishi mumkin.

I-misol. since=" tenglamaniyechamiz.
Yechish. y=75 (y <1) to‘g‘ri chiziq koordinatali aylanani
va 52(y) nuqtalarda kesadi (I.39-</ rasm). nuqta barcha

I +2kn, x e Z sonlarto'plamiga, B2nuqta esabarcha y + 2xkx, ke Z

ko‘rinishdagi sonlar to‘plamiga mos. Barcha yechimlar to ‘plamini

a=y+2k, k€Z, a=y +2kn, keZ yoki +2kk, Aezju

u {y *+2lai, Agz} ko‘rinishda yozish mumkin.

2-misol. a) since= 1; b) since= - 1; d) since = 0 tenglamalami
yechamiz.

Yechish. a) Koordinatali aylanada faqat bitta nuqtaning
ordinatasi 1 gateng (1.39-6 rasm). Yechim: a =| +2nk, keZ)

b) B2(-|j =52(0; -1) nuqta bo‘yicha a =-| +2xk, ke Z

d) ordinatasi 0 bo‘lgan nuqta ikkita: JI(0) va D(n) (1.39-¢/ rasm).
A nuqtaga 2kn, ke Z, D nuqtaga esa n + 2Au, ke Z sonlar mos keladi.

Javob: = 2kn, keZ\ a =n+ 2Aw, keZ.

\m\< 1 da y=/u to‘g‘richiziq va o‘ng yarim birlikaylana yagona
umumiy nuqtaga egabo ‘ladi. Shu sababli sina=m= (| /1 |< 1) tenglama

I oraliqqa tegishli bo‘lgan yagona xQyechimga ega. sina =m
tenglamani qanoatlantiruvchi aOcs [-1; |] soni m sonning arksinusi
deyiladi va arcsinm orqali belgilanadi. Ta’rifga ko‘ra

sin(arcsinm) = m (D
va
- I <arcsinm<1 2)

bo'ladi. Aksincha, sina=mva - 1 <a <| bo‘lsa, a =arcsinm bo ‘ladi.
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3-misol. a) arcsiny; b) arcsin(-;

5 ,(arcsinm) arcsin|-y ) ifodalami hisoblaymiz.

Yechish. a) sinx =y bo‘yicha
X, =y x2=vy . Arksinusning ta’rifi
fiXarcsin(-m))
bo‘yicha - 1 <x " | bo‘lishi kerak. Bu
L40-rasm. shartga =y to‘g‘ri keladi. Demak,

arcsiny =y

b) sin(-]) =-y, -y <-|<y bo‘lgani uchun arcsin(-
bo ‘ladi.
d) sin(-]) =-", -j <--j<y Demak, arcsin|-my)=-y.

1.40-rasmdan y = /u va a = arcsinm sonlari orasidagi bog‘lanish
ayon bo‘ladi. Chizmada a =arcsinm va -a =arcsin(-m). Demak,

arcsin(-m) =-arcsinm. 3)

Shunday qilib, |m| < 1 bo‘lgan holda sina = m tenglamaning a
yechimi {arcsinm + 2£n, A:eZ}u{n - arcsinm + 2Au1, keZ} to‘plamlar
birlashmasi ko ‘rinishida yoki a = arcsinm + 2Am, keZ, a =1 -arcsinm
+ 2An, k& Z ko‘rinishda yoki bu keyingi ikki formulani birlashtirib,

a = (-1)*arcsinm +kn, keZ 4)

ko‘rinishda yozish mumkin.
4-misol. a) sina =i; b) sina =- " tenglamalami yechamiz.
Yechish. a) sina =" tenglama yechimini (4) formula bo ‘yicha
a =(-1)* arcsiny + &1, k s Z ko'rinishda yozamiz ;
b) (3) munosabatga ko‘ra arcsin(-") =arcsiny

Yechim: arcsin® + 2/az, A€z | u |1 +arcsin® + 2xx, Agz}

yoki a =(-1)**larcsin™ + k1, k e Z ekanligi kelib chiqadi.
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Mashgqlar
1.116. Tenglamalami yeching va grafik yordamida tushuntiring:
1) sinjc=-0,5; 2)sinx = -0,75; 3) sinx= 0,2; 4) sinx =|;
5) sinx = ; 6) V3sinx+|=0; 7) S5sinx-7 =0; 8) 6sinx-2=0.
1.117. Tenglamalami yeching:
1) 4sinx -1=0; 2) -2sinX +sinx+1=0;
3) 3sinX - 4sinx- 0,75 =0; 4) V3sinx -2sin2x =0.
1.118. Qiymatini toping:

1) arcsin| - ; 2) arcsin; 3) arcsin0,5.

1.119. Hisoblang:

1) arcsin(sin30°); 2) arcsin(sin”j;

3) arcsin(sin2); 4) arcsin(sinlO).

1.120. arcsina quyidagi qiymatlarni gabul qila oladimi?

1) f; 2)-3a; 3)-f; 4) 5) 6) J1; 7)-n; 8) 4.

2. cosa = m ko‘rinishdagi eng sodda tenglama. Arkkosinus.
Koordinatali aylanada olingan har qaysi 5(a) nuqtaning abssissasi
x=cosa gateng. Shunga ko ‘ra berilgan m bo‘yicha cosa =m tenglamani
yechish nuqtaning x= m abssissasi bo‘yicha unga mos a = a0 yoy
kattaligini topishdan iborat. Uch holni qaraymiz:

I1-hol. 1 > 1dax=mvertikal to‘g‘ri chiziq aylanani kesmaydi
(1.41=strasm). Bu holda tenglama yechimga ega emas. Masalan, cosa=2,8
tenglama yechimga ega emas, chunki m=2,8 > 1.

2-hol. Agar m\ = 1bo'lsa, to‘gri chiziq aylanani faqat bir nuq-
tada, ya’ni yo /[1; 0) nuqtada, yoki /1-1; 0) nuqtada kesadi (1.41-Z)
rasm). 4 nuqtaning aylana bo‘yicha koordinatasi a =2nk, ke Z. Shunga

[.41-rasm.
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ko‘ra cosa = 1 ning yechimi a = 2n£, keZ sonlar to'plami bo‘ladi.
Z)(-1; 0) = /Xxa + 2nA:) ekani e’tiborga olinsa, cosa =-1 ning yechimi
a =ux+Ink sonlar to‘plami bo'ladi.

3-hol. |m<1bo‘lsa, x-m to‘g‘ri chiziq aylanani ikki nuqtada
kesadi (1.41-d rasm). Ulardan biri .~(Oq) nuqta 0 * a0 < x yuqori
yarim aylanada joylashadi. a0 son m sonning arkkosinusi deyiladi va
a0O=arccosm orqali belgilanadi. Ta’rifga ko‘ra cosa=cos(arccosm)=/2
va 0 <arccos/u <u bo‘ladi.

Shu kabi A2 -a0) nuqta uchun: cos(-a0) = cosa0= m. Bundan
-a0=arccos/u yoki a0=-arccos/u. Demak, || < 1, &eZ da cosa=m
tenglamaning yechimi {arccos/n+ Ink, ke Z}v{-arccos/n+ Ink, ke Z}
sonlarto'plamlari birlashmasi bo‘ladi. Uni

{tarccos/u +2nk, ke Z) @)

yoki
farccos/m + 2nk, ke Z 2)

ko‘rinishda ham yozish mumkin. [.42-rasmdan, OZo‘qiga nisbatan
simmetrik joylashgan 5,(arccos/u)=5,(a) va BXarccos(-m)) = BXn-
a) nuqtalar bo‘yicha a = arccos/u va n - a = arccos(-/n) bo ‘lishini
aniqlaymiz. Undan:

arccos(-m) =1 - arccos/u 3)
hosil qilinadi, bunda 0 £ a <.

I-misol. cosa =" tenglamani yechamiz.
Yechish. cos|=cos(-|]) =~ bo'ladi. Demak, * =-y to‘g‘ri
chiziq koordinatali aylanani  (arccos y )= B,(|) nuqtada va abssissalar

0°‘qiga nisbatan fi, ga simmetrik joylashgan Z2(- arccosyj = 52(-
nuqtada kesadi. Yechim  nuqta bo‘yicha

I +2nk, x eZ sonlarto‘plami va B2nuqta

bo‘yicha ~* +2nk,keZ sonlar to‘p-

lami birlashmasi bo ‘ladi:

cosa

[.42-rasm.
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2-misol. arccos™-  nihisoblang.
Yechish. (3) formulaga ko‘ra, quyidagini topamiz:

arccos(- 5)="7- arccos"=n1- | =y
3-misol. cosx =-y tenglamani yeching.
Yechish. x =+arccos(- +2xk, x e Z gaegamiz. (3) ga ko‘ra

X ==£(;m - arccos +1Ink, x e Z bo‘ladi.

4-misol. cosx =" tenglamaniy =cosx funksiya grafigi yordamida

yeching.
Yechish. Ayni bir YOY koordinatalar sistemasida y =cosx va

y =1 funksiyalar grafiklarini yasaymiz (I.43-rasm).

Bu grafiklar cheksiz ko‘p nuqtalarda kesishadi. y =cosx funksiya
davri 2tcbo ‘lgan davriy funksiya bo‘lgani uchun berilgan tenglamaning
[-71; n] kesmadagi barcha yechimlarini topish va qolgan yechimlarni
shu yechimlar orqali aniqlash mumkin.

[-71; n] oraligda y =cosx funksiya grafigi y = * funksiya grafigi bilan
ikkita kesishish nuqtasiga ega. Kesishish nuqtalarining x, = - arccos | ,

x2 = arccos ” abssissalari berilgan tenglamaning [-n; n] dagi barcha

yechimlaridir. Shu sababli barcha yechimlar quyidagicha aniqlanadi:

x = farccos "+ 2nk, ke Z.

5-misol. arccos(cos53°) ni toping.

Yechish. arccos(cosm) =m, (0<m<ri) ayniyatdan foydalanamiz.

53° = va 0<7" <u bo‘lgani uchun bu ayniyatga ko‘ra
180 loU

arccos(cos 53°) = arccos(cos  j =11

y = COSX

[.43-rasm.
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Mashgqlar

1.121. Tenglamani y =cosx funksiya grafigi yordamida yeching:

1) cosx = 0; 2) cosx = 0,5; 3) cosx=-1;

4) cosx =-"; 5) cosx =2,4; 6) 2cosx +V3=0.
1.122. Ifodaning qiymatini toping:

1) arccos|-"j; 2) arccos(-0,5); 3) arccos(cos30°);

4) arccos(cos(-30°));5) arccos(sin30°);  6) arccos(cos2);

7) arccos(cos(-2)); 8)arccos(sin2));  9) arccos(sin(-2));
10) arccos(cos88);  11)arccos(sin86).

1.123. Tengliklarning to ‘g ‘riligini tekshiring:

1) arccosx = -arcsinx; 2) -arccosx =1 + arccosx.

1.124. Ifodaning qiymatini toping:

1) cos|arccos-y— arcsin ; 2) sinlarccos ™ + arcsin

1.125. Tenglamani yeching:

1) cosx -3 =0; 2) cos2x = (- ; 3) 6cosx +3 =0;

4) 3cosx -5 =0; 5) 2cosx-1=0; 6) 4cosx -1=0.

1.126. Tenglamani yeching:

1) cosXx - 2cosx =0; 2)2cosX - cosx =0;

3) 2cosX - cosx -1=0; 4) 2cosX - 3cosx +1=0.

3. tga = m va ctga = m ko‘rinishdagi eng sodda tenglamalar.

Arktangens va arkkotangens. Koordinatali aylananing har bir B{a)
nuqtasi Dekart koordinatalar sistemasidagi biror B (x, >9 nuqta
bilan ustma-ust tushishini va x=cosa,
y =sina ekanini bilamiz. Shunga ko ‘ra,
noma’lum a qatnashayotgan tga = m

yoki =m tenglamaning barcha
yechimlarini koordinatali aylana bilan
AN=m,ya'niy =mx to‘g‘ri chizigning
kesishish nuqtalari yordamida aniqlash
mumkin. m ning har qanday qiymatida
y =mx to‘g‘ri chiziq aylanani O (0; 0)
nuqtaga nisbatan simmetrik bo‘lgan 5,
[.44-rasm. va B2 nuqtalarda kesadi (I.44-rasm).



Ulardan biri - | <a <| o°‘ngyarim aylanada yotadi. Bu nuqta B"a()

bo‘lsin. Ikkinchi nuqta 5Aa0+i) bo‘ladi. Demak, tga=/utenglamaning
barcha yechimlari to‘plami a = a0+ 2kn, keZ va a = (a0+ n) + 2kn,
ke Z sonlar to‘plamlari birlashmasidan iborat. Barcha yechimlar

a=ab+kn, keZ (D
formula bilan aniqlanadi.

m sonning arktangensi deb (- oraligda yotadigan shunday

a songa aytiladiki, uning uchun tga=m bo-‘ladi. m sonning arktangensi
a = arctg/m orqali belgilanadi. Ta’rifga asosan, har qanday m son
uchun quyidagi munosabatlar o ‘rinli boMadi:

tg(arctgzn) =m, - | <arctgm <| . (2)

Aksincha, tga =m, - | < a <| bo‘lsa, a =arctgm bo ladi.

Yugqoridagi shartlardan va tangens toq funksiyaligidan tg(-a) =
=-tga =-m boMgani uchun quyidagi tenglik o ‘rinli bo ‘ladi:

arctg(-/1) =-arctgw (3)

Arkkotangens tushunchasi ham shu kabi kiritiladi.

m sonning arkkotangensi deb (0; m) oraligda yotadigan shunday
a songa aytiladiki, uning uchun ctga=m boMadi. m sonning arkkotan-
gensi a=arcctg/w orqali belgilanadi. Uning uchun quyidagi tenglik o ‘rinli:

arcctg(-/7?) = 1 —arcctgw. “)
I-misol. a) tgx =-VY3 ; b) ctgx =-Y3 tenglamalami yechamiz.
Yechisha) tg(-|) =-Y3,demak, x =~" +nk, x eZ .
b) ctg— =-Y3, demak, x ="- +nk, ke Z.
2-misol. a) arctg(- ¥3);b) arcctg(- ¥3) sonlami topamiz.
Yechish. a) (3) formulabo'yicha arctg(- ¥3) = -arctgyi =-1;

b) (4) formula bo‘yicha arcctg(- ¥3) =1 - A

Mashgqlar
1.127. Tenglamani yeching (grafikdan ham foydalaning):
1) tgx=--y; 2) ctgx =-Y3; 3) ctgx = 0,2.
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1.128. Ifodaning qiymatini toping:
1) arcctgj-"y); 2) arcctgl; 3) arctg(-1); 4) arctgO; 5) arcctgO.
1.129. Hisoblang:

I) tglarcsinyj; 2) ctg(arcsin0,5); 3) tg(arccos0,5);
) cos(arctg(— ?)), 8) cos(arcctg(-0,8)).-; 6) sin(arcctg(J));

7) coslarctg]-yjj; 8) cos(arcctg(-0,8)).

1.130. arcctgx =1 - arctgx tenglikning to ‘g riligini tekshiring.
1.131. Hisoblang:

1) sinl arctgy - arcctg ; 2) tglarcsiny -

1.132. arctgx quyidagi qiymatlami qabul qila oladimi? arcctgx-chi:

1) 0; 2) -0,01; 3) -m; 4) n/2;
5) 3n/2; 6) JI; 7 -1 8) n?
4. Tenglamalami yechishning asosiy usullari. Trigonometrik teng-

lama noma’lum argumentning trigonometrik funksiyalariga nisbatan
R(z) = aler +a’ml"+... + 0,=0 ()

ko‘rinishdagi algebraik tenglamaga keltirilishi mumkin, bunda z orqali
sinXx, cosXx, tgXx, ctgXx funksiyalardan biri ifodalangan. Algebraik
tenglama kabi (1) trigonometrik tenglamalami yechishda yangi
noma’lum kiritish, ko'paytuvchilarga ajratish va hokazo usullar qo ‘lla-
niladi. Jarayon eng sodda trigonometrik tenglamalardan birini yechish-
gacha boradi. Trigonometrik tenglamalami yechishda asosan quyidagi
hollar uchraydi: ,
1) 1] (x))=0 tenglamada R trigonometrik funksiya belgisi ostida

x ga bog‘lig bo‘lgan /(x) ifoda turibdi. /(x) =z almashtirish orqali
tenglama eng sodda R(z) =0 trigonometrik tenglamalardan biriga
keltirilishi mumkin. Uning z=Zi ildizlari birma-birf(x) =z ga qo ‘yiladi
va X ning qiymatlari topiladi.

I-misol. sin(l0x +1)=y tenglamani yechamiz.

Yechish. Misolimizda /(x)=l0x+1. Tenglamaga Ox+1=z
almashtirish kiritsak, sinz =y tenglama hosil bo‘ladi. Uning yechimi:
z=(-1)*" +xx, k € Z . Bu IOx+JI=z ga qo‘yiladi vajavob topiladi:
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*=To(-f+(-1F3+%¥) *g 7.

2-misol. tg(x2+6x+]|j = tenglamani yechamiz.

Yechish. z=x2+6x+1 almashtirish kiritamiz. Tenglama
tgz = y- ko‘rinishga keladi. Undan z =" +«x«x, x ¢ Z ni topamiz.

U holda x2+6x+! =! +JIn, k e Z yokix2+6x-A*t=0, keZ. Kvad-
rat tenglamaning ildizlari x =-3 £+J9 +kn, x e Z, bunda 9 + kx>0
yoki k >-] =-2,86..., yani k =-2;-1; 0; 1;... .

Javob: x=-3%£J9+kn, keZ, k>-2.

2) sinx=sina, cosx=cosa va tgx=tga tenglamalar. Bu tenglamalar
mos ravishda x=(-1)*a + kn, keZ, x =+a + 2nn, neZ, x =a + /mi,
me Z formulalar yordamida yechilishi mumkin.

3-misol. cos(5x-45°) =cos(2x+ 60°) tenglamani yeching.

Yechish. 5x- 45°=+(2x+ 60°) + 360%, ke Z tenglamalami
yechamiz. 5x-45°=+(2x+60°)+ 360%, ke Z tenglikdan x= 35°+120%,
keZ yechimlar guruhini, 5x - 45° = -(2x + 60°) + 360%, keZ

tenglikdan esa x = 15° +360%), keZ yechimlar guruhini topamiz.
Shunday qilib, x= 35° + 120%, keZ; x =1(-15° +360%), keZ.

4-misol. sinx2=sin(6x-5) tenglamani yechamiz.

Yechish. x2=(-1)*(6x-5) + fot, ke Z tenglama hosil bo ‘ladi.
Agar k juft bo‘lsa, ya’ni k =2n, «eZ da x2=6x- 5+ 2nn, neZ
kvadrat tenglama kelib chiqadi. Uning yechimi

X,2=3xy9- (5- 2nn), neZ, i>[-"].

Agar k toq bo‘lsa, ya’ni A=2m + 1, meZda x2=-6x +5+ (2m + 1)n,
meZ ko‘rinishda bo‘ladi va bundan

X,2=-3 £V9+(5+2(m+ ti), me Z, m" [-

3) f(R(x)) = 0 tenglamada R trigonometrik funksiya boshqa

/ funksiya belgisi ostida turadi. R(x) =z almashtirish masalanif(z)=0

tenglamani yechishga keltiradi. Bu tenglamaning z, Z ... ildizlari

bo‘yicha R(x) =zv R(x)=z2i... tenglamalar majmuasini hosil gilamiz.
Uni yechish bilan masala hal qilinadi.
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5-miso 1. sin2* + 3sin* + 1,25 =0 tenglamani yechamiz.

Yechish. sin* =z almashtirish natijasida z2 + 3z + 1,25 =0
kvadrat tenglama hosil bo'ladi. Uning ildizlari zi=-5, z2=-\. sin* =
-5 tenglama yechimga ega emas. sin* =-1 tenglama * =-90° +360%,
ke Z yechimlarga ega.

4) Ba’zan berilgan tenglamani ko'paytuvchilarga ajratish usulidan
trigonometrik funksiyalar yig‘indisini ko ‘paytma ko ‘rinishiga keltirishda
foydalaniladi.

6-misol. 2cos™* - 2sin2* - 2V2sin* + V2 =0 tenglamani yecha-
miz.

Yechish. sin2* = 2sin*cos* almashtirish tenglamani 2cos* -
- 4sin*cos* - 2Y¥2sin* + Y2 =0 ko‘rinishga keltiradi. Uning chap
qismini ko‘paytuvchilarga ajratamiz:
2cos*(1 - 2sin*) + 72(1 - 2sin*) = 0,
(1-2sin*)(2cos* +72) =0,
bundan:

sin* = 0,5,

Javob: {(-1)*30° + 180%, Aez} u{+ 135° +360%, A:GZ}.

7-misol. j 1+ sin* =cos* tenglamani yeching.

{cos* >0, [cos* >0,

N s

1+ "sin* =cos *
tenglamalar sistemasiga teng kuchlidir (VI bob, 7-§; 1-band).

sin* sin* +

Jcos* >0,
cos* >0, [sin* = 0,
) ) => rcosx >0 bo°‘lgani uchun berilgan tengla-
sin*(sin* + =0,
sin* = -
maning barcha yechimlari * =2kn, keZ\a * =- | +2xx, x e Z for-
mulalar bilan aniqlanadi.
Javob: {2/az, AgZ} v |- | +2kn, kez}.
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1.133. Tenglamani yeching:

1) sinlOx=-"; 2) coslOx =" 3) tglox =171 ;
4) ctglox = 5) sin(6x- 60°) =-1;6) cos(4x + 30°) = 0;
7) tg(5x-45°)=0; 8)sin2l =|; 9) cos2(2x-45°)=1;

10) tg2(6x-|) =3; 11) sin2(7x-|) =3; 12) cos2(4x +
13) tg2(5x-|) =-1; 14) sin(4x2) = 0,5;

15) cos2%x2=0,25; 16) tgn =-1.
1.134. Tenglamani yeching:

1) sindx cos3x tg8x=0; 2) cos4x = -cos5x; 3) tgSx=-tg|;

4) sinllx =-sinl5x; 5) cosdx = cosX; 6) tg3x = -ctg5x;

7) sinl =cosl ; 8) tg(5Tt- x) =-ctg(2x +

9) sin|=sin”; 10) sin(x2- = -cosx3; 11) ctg7 =-ctg ";

12) ctgVx = tg2x; 13) cos2x + 3cos2x + 2 =0;

14) tg25x - 3tgsx -4 =0; 15) sinx2= -sinSx2;

16) sinXx + sin2x + 2 = 0; 17) V2(cos3x + sin3x) =sin2x .

5. Xususiy usullar. 1) Agar tenglama tarkibida har xil trigono-

metrik funksiyalar qatnashsa, ularni bir ismli funksiyaga keltifish,
so‘ngra almashtirishlami bajarish kerak.

I-miso 1. 3sinX +4sinx+ 2cosX -7 =0 tenglamani yechamiz.

Yechish. cosX = 1- sinx almashtirish berilgan tenglamani
3sinXx +4sinx +2 - 2sinXx -7 =0 yoki sinXx +4sinx - 5=0 ko‘rinishga
keltiradi. Oxirgi tenglamadan sinx= z almashtirish bajarsak, z2+4z- 5=0
kvadrat tenglama hosil bo‘ladi. Bu kvadrat tenglama z, =-5, z2=1
ildizlarga ega. z=sinx ekanligini e’tiborga olsak, sinx =-5 va sinx=I
tenglamalar hosil boMadi. Ularning birinchisi yechimga ega emas,

ikkinchisi esa x =| +2xk, k e Z yechimlarga ega.
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2) Chap qismi siru: va cosx ga 'nisbatan ratsional funksiya bo ‘lgan
y?(sinx, cosx) =0 tenglama. Oldingi bandlarda ko'rsatib o ‘tilganidek,
U va u ga nisbatan ratsional funksiya deb, qiymatlari st va u larni
qo‘shish, ko‘paytirish va bo°‘lish orqali hosil bo‘ladigan funksiyaga
aytiladi. /?(sinx, cosx) =0 tenglamada:

a) agar sinx (yoki cosx) faqat juft daraja bilan qatnashayotgan
bo‘lsa, cosx= u (mos ravishda sinx= u) almashtirish bajariladi;

b) agar bir vaqtda sinx ifoda -sinx ga, cosx esa -cosx ga almashti-
rilganda /?(sinx; cosx) funksiya o‘zgarmasa, ya’ni /?(sinx; cosx) =
= /?(-sinx; -cosx) bo‘lsa, tgw = z almashtirish bajariladi.

2-misol. cos&k + 3sinx - sindk -2 =0 tenglamani yechamiz.

Yechish. cosx funksiya faqat juft daraja bilan qatnashmoqda.
cos&k= (1 - sinx)2= 1- 2sinXx + sink bo‘lganidan tenglama faqat
sinusga bog‘liq: 2sinX - 3sinx + 1= 0; endi bu tenglama sinx = u
almashtirish bilan 2u2-351 + 1= 0 ko‘rinishga keladi. Buning ildizlari:

M=1i, u2= 1. Shu tariga masala sinx =~ va sinx = 1 eng sodda

trigonometrik tenglamalami yechishga keladi. Bu tenglamalar berilgan
tenglamaning barcha yechimlarini beradi:

x =(-1)*5 kKeZ; Xx=5+2nk kel
0 4

3-misol. sinXk +2sin2x + S5cosx -4 =0 tenglamani yechamiz.

YechishI Tenglamani sinXx + 4sinxcosx + ScosX -4 =10
ko‘rinishda yozib olaylik. Bu tenglamani x ning cosx ni nolga
aylantiradigan hech qanday qiymati qanoatlantirmaydi, chunki cosx
=0 bo‘lganda sinXx =1 bo‘lib, tenglamadan -3 =0 noto‘g‘ri tenglik
hosil boMadi. Bundan tashqari, sinxva cosx oldidagiishoralar bir
vaqtda o‘zgartirilganda, tenglikning chap qismi o‘zgarmaydi. Demak,
tgx =u almashtirishni bajarish mumkin.

Tenglamaning ikkala qismini cosX ga bo'lamiz:

tg2x +4tgx +5 —-- %—=10.

cCOoSzXx
—L—= 1+tg2x boMgani uchun
or 3tgX - 4tgx -1=0
tenglama hosil bo‘ladi. Bu tenglamada tgx = ¢t almashtirish bajarsak,
3/2—4/—1=0 tenglamaga ega bo'lamiz. Bu kvadrat tenglama -~y

ildizlarga ega. Topilgan ildizlar yordamida berilgan tenglamaning
barcha ildizlarini aniqlaymiz:

X=arctg +tnk, KeZ, x =arctg +tnk x &Z
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3) R(siwc, cosx) =0 tenglamaning chap qismi sinus va kosinusga
nisbatan bir jinsli funksiya, ya’ni, agar sinx va cosx bir vaqtda biror
X ga ko‘paytirilsa, tenglamaning chap qismi X’ ga ko'paytirilgan
boMadi: /?(Xsinx; Xcosx) = XV"Csinx; cosx), bunda n — funksiyaning
bir jinslilik darajasi, o ‘zgarmas miqdor. Bu holda tenglikning ikkala
qismi co5mx ga bo'linadi va tgx = w almashtirish bajariladi. Agar
tenglikning barcha hadlari cosnx ga bo‘linadigan bo‘lsa, u holda cosnx
qavsdan tashqari chiqarilsa, berilgan tenglama ikki tenglamaga ajraladi.

4-misol. 9cos& - 4sinkcosk =0 tenglamani yechamiz.

Yechish. Tenglamaning barcha hadlari cosX ga bo‘linadi. cosX ni
gavsdan tashqariga chiqaramiz:

A n [cos3x =0,
=

2 . b X
cos X(9cos x - 4sin x) =0= )
9cos x - 4sin x =0.

cosx =0 tenglama izlanayotgan yechimning bir turkumini beradi:
x =" +nk, k EZ . Ikkinchi tenglama cosx va sinx ga nisbatan bir
jinsli. Uning ikkala qismini cosX ga bo‘lamiz (cosx * 0, ya’ni
x*+?~ +nk, x EZ hoi qaralyapti). Natijada: 9- 4tgxk =0 tenglamaga

ega bo‘lamiz. Bu tenglama yechimning yana bir turkumini beradi:

x =arctg™l +nk, k EZ .

Ba’zan oddiy almashtirishlar tenglamani unga teng kuchli bir
jinsli tenglamaga keltirishi mumkin. Masalan, cosX - 6sinxcosx =4
ning o ‘ng qismini sinx + cosX ga (ya’ni 1ga) ko‘paytirish tenglamani
cosX - 6sinxcosx =4(cosXx + sinXk) yoki 3cosX + 6sinxcosx + 4sinx =0
birjinsli tenglamaga aylantiradi. 3- misolda ham shunday yo‘l tutish
mumkin edi.

4) Agar trigonometrik tenglamada x dan boshqa yana 2x, 3x va
hokazo argumentning ko‘p karrali trigonometrik funksiyalari ham
qatnashayotgan bo‘lsa, ular ikkilangan, uchlangan argument trigono-
metrik funksiyalari yordamida faqat bir argumentga bog‘liq trigo-
nometrik funksiya orqali ifodalanishi mumkin.

5-misol. sin3xsinx- sin2x+sinx-0,25 =0 tenglamani yechamiz.
Yechish. sin2(p=2sin9 co$d, sin3(p=3sin9 - 4sinp, cosAp=1- sinD
formulalardan foydalanib, tenglamani ushbu ko‘rinishga keltiramiz:
3sinX - 4sin4 - 4sinX (1 - sinX) +sinx - 0,25 =0
yoki ixchamlashtirishlardan so‘ng: sinX - sinx + 0,25 =0.
Yechimi: x =(-1)*« 30° + 180°X, keZ.
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6-misol. cos3/sin6r- cos4/sin5/ =0 tenglamani yechamiz.

Yechish. Karrali argument trigonometrik funksiyalari formula-
laridan foydalansak, ifoda ancha murakkab ko‘rinishga keladi. Bu
o ‘rinda ko‘paytmani yig‘indiga aylantirish formulalaridan kelib
chiqadigan quyidagi tengliklardan foydalanish qulay:

cos 3/sin 6/ = "sin 9/ + " sin 3/,

cosAtsin5/ = "sin 9/ + " sin t.

Bu ifodalar berilgan tenglamaga tatbiq etilsa va shakl almash-
tirishlar bajarilsa, sin3r - sinf =0 yoki 2sin/cos2/ =0 tenglama hosil

bo'ladi. Uning yechimlari ¢t =nk-y z=| +” , x e Z sonlardan iborat.

Bu sonlar berilgan tenglamaning barcha yechimlaridir.

5) a sinx + b cosx = ¢ ko‘rinishdagi tenglamalami yechishning eng
qulay usuli yordamchi burchak kiritish usulidir.

Agar ¢ =0 bo‘lsa, yechish usuli bizga tanish bo‘lgan bir jinsli
tenglama hosil bo'ladi.

¢ *0, a2+ b2 * 0 bo‘lsin. Tenglamaning ikkala tomonini ham

Va2+ b2 ga bo‘lamiz:

:COsX +-=== sinx =— -
mja2+b2 -Ja2+b2 -Ja2+b2
2
=1 bo‘lgani uchun -#F====sinv va
wa2+b2) \-Ja +b2) -Ja2+b
b2 cos¢d tengliklar o‘rinli bo‘ladigan ¢ son mavjuddir.
yla2+b2
Bu yerda,
cosxsin¢p+sinx cosp =-==== yoki sin(x +¢p)= . c
wja2+b2 -Ja2+b2
tenglama hosil boMadi. Hosil bo‘lgan bu tenglama -<1bo‘lgan-
yla2+b2

dagina yechimga ega: x =-¢ +(-1)"arcsin-="=+pn neZ.
wja2+b2

7-misol. VY3cosx +sinx =2 tenglamani yechamiz.

Yechish. Tenglamaning ikkala tomonini ¥(V3)2+ 12 = 2 gaboIsak,
~cosx +”sinx =1 hosil bo‘ladi. ©* =sin|” =cos| bolganligi uchun

sin”ccox+co6”sinx = 1=>sin|x +|J] =1=>x +" =| +2Ajt=x=|+2/j[, ktZ.
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8-misol. 2sinx +3cosx =4 tenglamani yechamiz.

Yechish. —4— > 1bo‘lgani uchun tenglama yechimga ega emas.
V22+32

6) Ba’zi trigonometrik tenglamalar chap yoki o°‘ng tomonini
baholash yo'li bilan oson yechiladi.

9-misol. cos2x +cos3x +cos4x =3 tenglamani yechamiz.

Yechish. Tenglamaning chap tomonidagi yig‘indi cos2x = 1,
cos3x = 1, cos4x = 1 tengliklar bir vaqtda bajarilgandagina 3 ga teng
bo‘ladi. Bu tengliklar bir vaqtda bajarila olmaydi. Demak, tenglama
yechimga ega emas.

10-misol. 1-cosBx+sin2x =0 tenglamani yechamiz.
Yechish. Tenglamani quyidagicha yozib olamiz: sin2x +
+sin23x = 0. Bundan, sin2x = sin23x = 0 sistema hosil boiadi.

sin2x =0 tenglama x = nk, x =| + a/z ildizlarga ega. x =| +mm, n<=Z

sonlari sinZ8x=0 tenglamani qanoatlantirmaydi..x=nk ildiz esa sin23x=0
tenglamani qanoatlantiradi. Demak, berilgan tenglama x =nk, ke Z
ildizlarga ega.

7) P(sinx £ cosx, sinxcosx) = 0 ko‘rinishdagi tenglamalar (bu
yerda P bilan sinx + cosx ga nisbatan ratsional funksiya belgilangan).
Bu kabi tenglamalar sinx + cosx = ¢t almashtirish yo‘li bilan yechiladi.

I1-misol. sinx+cosx=1- 2sinx cosx tenglamani yechamiz.

Yechish. sinx + cosx = ¢ almashtirish kiritsak, sinX + 2sinxcosx +
+cosXx =t 2yoki 2sinx cosx =/ 2- 1bo‘ladi va tenglama = 1- (/2- 1)
ko‘rinishga keladi. Bu tenglamaning /, = 1; £2=-2 ildizlari yordamida
sinx + cosx = 1; cosx +sinx =-2 tenglamalami hosil qilamiz.

sinx +cosx = ltenglama x = (-1)*j - * +'kn, x e Z ildizlarga ega.

cosx +sinx =-2 tenglama esa yechimga ega emas. Demak, berilgan

tenglama x = (-1 )* |-| + £1, k e Z ildizlarga ega.

Mashgqlar

1.135. Tenglamani yeching:

1) 2sinX + cosx -2 =0; 2) 2sinX + cosx = 0;
3) sinxcosx = 0; 4) sinX + sinx - cosX +1=0;
5) sinxcosx =yp-"> . 6) cos2x + sin2x = 2.

1.136. Birjinsli va unga keltiriladigan tenglamani yeching:
1) sinX - 2sinxcosx + cosX = 0; 2) 7cosXx - 3sinXx = 0;
3) cos2x- 10sin2xcos2x +21sin2x=0; 4) 8sinX - cosXx = 0;
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5) cos2¥ - 2cos2x - 4sinX = 0;

6) sin2Bx + 7cos2Bx= 6sin3xcos3x;

7) costx + cos&k sinXx = cosX sinX + cosXx sink;
8) 2sindk - 6sinX cosx - 23cosXk sinX = 0;

9) 10cos2|-3sinx-5 =0;

10) cos4k - sind = 2sinX;

11) sin6x + cos6x =

12) sin& + cos& = cos2x.

1.137. 0 ‘rniga qo ‘yish usulidan foydalanib yeching:

1) cosxk+ 1= 2cosx; 2) 3cosXxsinx+ 1=3cosX+sinx;
3) 6¢cosX + 6sinX - 3cosx-3 =0;

4) S5sinxcosx + 6¢cosX - 10cosx+6=0; 5) 1+sin2x=(l -cosXk)2
1.138. Tenglamalami yeching:

1) cos2x + cosx = 0; 2) cos3x =2cos2x - 1;

3) 2cosX =4sinxcosx - I; 4) cosX - 3sinxcosx=-1;

5) (sinjc-i1ib )2+ (cOsjc- ~ ) 2=1; 6) 2cos(|+/*)+1=0;
7) (cosSx + cos7x)2= (sin5x + sin7x)2,

8) sin2x - cosX = 2sindx cosk; 9) sin2x- 5sin2x+4=0.
1.139. Tenglamani sinx+cosx=/ almashtirish yordamida yeching:
1) 2(sinx + cosx) + sin2x+ 1=0; 2) sinx +cosx = 1+ ;

3) sind2x + cos42x = sin2Xcos2X.

1.140. Tenglamani baholash usuli bilan yeching:

1) 2sin& + 3cos& = 5; 2) (cos2x- cos4x)2=4 + cos2x;
3) sin3x + cos2x + 2 =0.

1.141. Tenglamani yordamchi burchak kiritish usuli bilan yeching:
1) 12cosx-5sinx =-13; 2) sinx +cosx = V2;

3) V3sinx - cosx = 1.

6. Universal almashtirish. 3-§ ning 4-bandidagi (9) va (10)
formulalardan foydalanib, x @ (2k + 1)n, keZ qiymatlar uchun
quyidagi munosabatlarni hosil qilamiz:
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Agar /?(sinx;cosx) = 0 tenglamada (1) va (2) almashtirishlar baja-

rilib, tg| =z o'miga qo‘yish tatbiq etilsa, chap tomoni z ga nisba-

tan ratsional funksiya bo'lgan tenglama hosil boiadi:

3)

(3) tenglama ildizlarini (agar bu ildizlar mavjud bo ‘Isa) birma-
bir tg| =z ga qo'yib, x ning izlanayotgan qiymatlari topiladi. tga
ifoda a = ! +fat, Ae Z qiymatlarda aniqlanmaganligi sababli x ning
x= (2A + 1)1, AeZ qiymatlari alohida tekshiriladi.

Misol. SsinZ- cos?=3tenglamani yechamiz.

Yechish. (1) va (2) formulalardan foydalanib, sinZ va cosZ ni
tg” orqali ifodalaymiz, so‘ng tg” =z almashtirishni kiritamiz.
Natijada, = 2z 44 ratsional tenglama hosil boiadi. Uning ildizlari
Z=1, ZZ\:ZZ. Uixni ketma-ket tg" =z ga qo‘yamiz. tg" =1

tenglamadan z=| +2nA, AeZ ni, tg" =2 tenglamadan esa
t= 2arctg2 + 2nk, k&Z ni hosil qilamiz.

Mashqlar

1.142. flsinx+6cosx=c tenglamani yeching. Tenglama a, b, c larga
nisbatan qanday shartlarda yechimga ega boiadi?

1.143. Tenglamalami yeching:

1-cosx _ 1.

1) 4sinx - 7cosx= 7, Lt 5 s
sinx

3) J3cosx-sinx=1;
5) cosx - cos(E - 2X) - 2=0; 6)2 sin6x = V2(1 - cos4x);

7) ctg2x+1j- ctg(2x- =0; 8) sinxcosxsin2x ="

9) sin(x + 20°) + sin(2x + 40°) + sin(3x + 60°) = 0;



10) Vicos2x + (VI - I)sinxcosx - sin2x =0

11) VIcosx +sinx =0;

12) V3+2(2sinx - cos2x) + V3- 2(2sinx + cos2x) =2

1.144. Grafik yordamida taqribiy yeching:

1) sinx=x -0,5; 2)sinx =x+1; 3) x= 1+ 0,5sinx.

7. Trigonometrik tenglamalar sistemasi. Trigonometrik tenglama-
lar sistemasini yechishda yuqorida ko‘rilgan tenglamalami yechish
usullaridan va trigonometrik formulalardan foydalaniladi.

Quyida tenglamalar sistemasini yechishning o ‘ziga xos xususiyatlari
bilan tanishamiz.
fSsinx = siny,

§3 tenglamalar sistemasini yechamiz.
[3cosx =2 - cosy

1-miso 1.

éSsinx = siny,

X . n . . .
Yechish. Berilgan sistemam ko nmshda

[2 - 3cosx =cosy'

yozib olamiz. Bu sistemaning kvadratga ko‘tarilgan tenglamalarini
hadma-had qo ‘shsak,

25sinXx +4 - 12cosx+ 9cosx= 1
yoki
l6cosXx + 12cosx-28 =0
tenglama hosil bo‘ladi. Hosil bo‘lgan bu tenglamani cosxga nisbatan

yechib, cosx= 1, cosx =- " tenglamalarga ega bo ‘lamiz. cosx =- |
tenglama yechimga ega emas. Demak, cosx= 1bo‘lishi zarur. cosx = 1,
ya’ni x = 2tm, e Z da sinx =0 bolgani uchun I ° ~ §8'1 V' siste-
[2- 3+l=cosy
maga ega bo‘lamiz. Bu sistemadan, y = (2Z:+ 1)n, Z:eZekanligi topiladi.
Javob: x=2nn, neZ, y = (2k+ )n, keZ.

sinx + siny = |,
2-misol. tenglamalar sistemasini yechamiz.
x+y=|



AQA = cos ¥V -4
2sinl cos 5 3
X+y=»
cos < 1 shart bajarilmaganligi uchun sistema yechimga ega emas.
Mashgqlar

1.145. Trigonometrik tenglamalar sistemasini yeching:

sinx +siny = 1, J4sinx cosy = 1,
1) A 13tgx - tgy = 0;

4cosxcosy =3, (cosx + cosy =-1,6,

3)

A

4sinx siny =-1; jX+ty=y .

8. Trigonometrik tengsizliklami isbotlash. Trigonometrik teng-
sizliklarni isbotlash masalasi ba’zan algebraik tengsizliklami isbotlash
masalasiga keltiriladi.

I-misol. 4cosx- 3sinx<5 tengsizlikni isbot qilamiz.

Yechish. tg| =2z, x*n + 2nk, ke Z universal o ‘rniga qo ‘yish

tengsizlikni quyidagi ko‘rinishga keltiradi:

ffi="--"TE5=9%2+6c +iao=>(3z+i)2a0. (*)

(1) tengsizlik z ning har qanday qiymatida o ‘rinli. Demak, berilgan
tengsizlik barchax * n+ 2nA:, k e Z \arda bajariladi. Tekshirish tengsiz-
likning x =n + 2nk, ke Z uchun ham o'rinli ekanini ko ‘rsatadi.

2-misol. ABC uchburchakda tg2”~ +tg2y + tg2” > 1 tengsiz-
likning bajarilishini isbot gqilamiz.
Isbot. ABC uchburchakning A, 5va C burchaklari uchun
(*81 - tgf f +(t8y - tg§)2+ (tgf - tgf f >0
yoki
tg2f +tg21 +tg2f£ rtgdtg | +tg|tg| +tg|tg |

munosabat o ‘rinli ekanligi ravshan. Bu yerda geometriya kursida ma’lum
bo‘lgan
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A ~ tengliklardan foydalansak (bu yerda
X a, b, c —uchburchakning mos ravishda
A, B, Cburchaklari qarshisidagi tomon-
lar, p =u+bh+c " isbotlanishi kerak bo ‘l-
gan tengsizlikni hosil qilamiz.
L.45-rasm. 3-misol. 0<a<ubo‘lsin. U holda
sina <a <tga bo‘lishini isbot qilamiz.
Isbot. Birlik aylanada (I.45-rasm) 5,05 va OEFExuchburchaklami
yasaymiz, u5,/15=2a, Uy45=a bolsin. 1-§ ning 1-bandida keltirilgan
mulohazalarga ko‘ra BL <kJAB <AE boMadi. Bundan
sina <a <tga (1)
bo'ladi.

Mashgqlar

1.146. Tengsizlikni isbotlang:
1) ctg2a <0,5ctga, 0 <a <um;
2) sinda - sint < 0,25;

3) - V5< <V

2+cosa

4) cosJIcosScosC<£, I+5+ C = 180%

5) cos(cosx) > 0, bunda xe R\

6) cosx - sinx - cos2x > 0;

7) - 2sinx > 6sinx - 1;

8) aniqlanish sohasidan olingan ixtiyoriy x da [tgx+ ctgx| > 2;
9) |3sinx - 4cosx I<5;

10) a va p o‘tkir burchaklar uchun sin(a + P) < 2sina + sinp;

11) agar a va p o‘tkir burchaklar uchun sin(a + P) = 2sina o ‘rinli
bo‘lsa, u holda a < p;

12) a ning barcha qiymatlarida sinacosa < 0,5 bo‘ladi;
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9. Eng sodda trigonometrik tengsizliklami yechish. jinx > m,
cosx>m, tgx>m, ctgx>m kabi ko'rinishdagi tengsizliklami yechishda
koordinatali aylanadan yoki trigonometrik funksiyalaming grafiklaridan
foydalanamiz.

lI-misol. a) sina>0; b) sina>m, 1</m< 1 B) sina <m
tengsizliklami yechamiz.

Yechish. a) sina >0 ning yechimlar to‘plami sinusoidaning
abssissalar o‘qidan yuqorida joylashgan bo'laklari bilan aniqlanadi
(1.46-a rasm). Bu bo‘laklardan biri abssissalar o ‘qining (0; mx) orali-
g‘iga, qolganlari undan 2nk, keZ uzoqliklarda joylashgan oraliq-
larga mos keladi. Demak, I/nk <a < (2k + 1)1, keZ ko‘rinishdagi
oraliglarda yotuvchi a sonlargina yechim boiadi.

b) sina > m tengsizlikni yechamiz, bunda -1 < m < 1. Birlik ayla-
naning ordinatalari m dan katta boigan nuqtalari y =m to‘g‘ri chi-
ziqdan yuqoridajoylashadi. Ular MBNyoyrii hosil qiladi (1.46-6 rasm).
Bu yoyga M(aQ ya N(n - a0) nuqtalar kirmaydi. Shunday qilib,
sina > m tengsizlikning yechimi (a0; x - a0) interval yordamida aniq-
lanadi. a0= arcsinm va y = sinx funksiya davriy funksiya bo'lgani
uchun berilgan tengsizlikning barcha yechimlar to ‘plamini

U (arcsin m + 2/ai; n - arcsin m + 2kn)
keZ

yoki
arcsinm + 2kn <a <u - arcsinm + 2kn, ke Z
ko'rinishda yozamiz.
sina > m tengsizlik m > 1 da bajarilmaydi, m <-1 da esa barcha
a larda bajariladi.
d) sina <m tengsizlikni yechish ¢ =-z o‘miga qo ‘yish orqali yuqo-
rida qaralgan holga keladi: sinz>-m. Uning barcha yechimlarini yozamiz:
arcsin(-m) + 2nk <z<n- arcsin(-m) + 2nk, ke Z.
arcsin(-m) = -arcsinm va z= -cx bo‘lgani uchun berilgan tengsiz-
likning barcha yechimlari quyidagicha boiadi:
- - arcsinm + 2xk < a <arcsinm + 2kn, ke Z.

y = sinx
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2-misol. a) cosa>/w, b) cosa<m tengsizliklami yechamiz.

Yechish. a) m > 1da tengsizlik yechimga ega emas, m < -1 da
esa a ning barcha qiymatlari tengsizlikni qanoatlantiradi. Biz
-1 <m < 1boigan holni qaraymiz. |4 |-d rasmga qaralganda m <cosa <1
ga A211 yoy mos keladi, bunda 5,(a0) va 5X-a0) lar x =m to‘g‘ri
chiziq bilan koordinatali aylananing kesishish nuqtalari, /1(0) -hisob
boshi nuqtasi. Demak, cosa > m tengsizlikning yechimi -a(k a < a0
yoki -arccos/u<a <arccos/u, yoki funksiya davri e’tiborga olinsa,
-arccosm+ 2nk < a <arccos/m + Ink, ke Z boiadi.

b) cosa < m tengsizligini yechish a =g - z almashtirish orqali
yuqorida qaralgan tengsizlikka keltiriladi: cosz > -m. Bundan
-arccos(-/n) + 2kn <z< arccos(-/n) + 2kn, ke Z ni topamiz. z=s- a va
arccos(-/n) = - arccos/u bolgani uchun

arccos/m+ 2kn <a < 2{k+ 1)1 - arccos/u, ke Z
boiadi.
3-misol. tga</uva tga>m tengsizliklar yechimini topamiz.
Yechish. arctg/u ta’rifidan foydalanamiz (1.47-rasm).
nuqta EAC yarim aylanani EABXva BX yoylarga ajratadi, bunda

f) va ~(f)- " nclan Bv C nuqtalar chiqariladi. E4ABXyoyda

tga </u, BX yoyda esa tga > m tengsizlik bajariladi. Demak, tga <m
tengsizlikning yechimi

-1 +&1<a <arctgm+kn, ke Z,
tga > m tengsizlik yechimi esa
arctgm+ As<a <I + Ay, x e Z
boiadi.
Shu kabi ctga </u, ctga > m tengsizliklar yechimi mos ravishda
arcctgm+kn<a<n +kn, keZva kn< a <arcctg/u+ kn, ke Z boiadi.

Y 4-misol. ctgx< ltengsizlikni yecha-
C miz.
y =mx Yechish. y= 1to‘g‘ri chiziqy =ctgx

kotangensoidani cheksiz ko‘p 40, Ax A2 ...
nuqtalarda kesadi (I.48-rasm). Hosil bo‘la-

Nl 0 14 . . ..
) / diganoraliqlardanbiri s]. Kotangens-
ning davrini ham e’tiborga olib, yechimni
E N+n&<x<na +nk, keZ ko‘rinishda
1.47-rasm. yozamiz.
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V = Ctgx

1.48-rasm.

Mashqlar

1.147. Tengsizlikni yeching:

1) sinx <0,5, bunda x€[-1; |]; 2) sinx < 1;

3) sinx <* |, x€[-1 n];
5) sinx>" ,xe[-m a];
7) sinx>-", x €[0; 2u].
1.148. Tengsizlikni yeching:
1) cosx <§ , XG[0; 2m];
3) cosx >, xe[-m; n];
5) cosx>", xel-£-, |];
7) cosx < , X €[0; 2x];
1.149. Tengsizlikni yeching:
1) tgx<V¥V3, x€(-1; |);
3) tgx<1 xc[0; n];

5) ctgx <1, x€(-1;

7) tgx <2 8)tg2x>2;

4)

6)

2)
4)
6)

8)

4)

6)

sinx >-" ,xc[0; 21];

sinx < Xa [0; 271];

cosx >", xq [0; 2n];
cosx <™ ,xgq[-m n];
cosx <™, x¢ [0; n];

cosXx <-"9, x ¢ [-m x].

tgx> V3,.XG(-|; I);
tgx>f, xG(-[; f);

Ctgx>-1, x ¢ [0; n];
9) ctgx <-1.



1.150. Tengsizlikni yeching:
1) V3cos2x+1>0, x €[0; n]; 2) V3sin2x+1>0,x€[-1; |];

3) -y <cosxcy ,xe[0; 2n];4) O0<sinx <y ,xe[-m n];

3) —§<cosx<§, x €[0; 2xn]; 4) 0<sinx<—‘/2-z, x €[-m; n] n.
5) sin2x>l,xe[—§; g], 6) 4sin’x-1<0, x €[0; 2n].
1.151. Tengsizlikni yeching: 1

1) sinx>-080, xe[}; F|; 2) sinx<-080, xe[-%; 3];

3) cosx 206, xe[0; n]; 4) cosx < 0,7, x €[rn; 2x].. chish.
/(/) >0 yoki/(/) <0 trigonometrik tengsizliklami yechishda interval-
lar usulidan foydalanamiz. Shu maqsadda oldin/(/) funksiyaning I'0
asosiy davri,/(r) = 0 tenglamaning [0; TO) oraliqda yotgan ildizlari
va uzilish nuqtalari topiladi. Ular [0; 70) oraliqni bir necha intervalga
ajratadi. Sinash nuqtalari usuli qo‘llanilib, funksiyaning infervallardagi
ishoralari aniqlanadi. Funksiyaning xossalaridan, jumladan, juft-
toqligidan foydalanish ishni osonlashtiradi.

l-misol./ (a) =cos2a- cos3a <0 tengsizlikni yechamiz.

Yechish. 1) cos2a ning davri: cos(2a + 2m) = cos2(a + TI,),

bundan 2a+2n=2(a+ 7,), 7,=m; shu kabi cos3a ning davri 72=y -«
Bu sonlarning eng kichik umumiy bo‘linuvchisi , ya’ni 70= 2n soni
/(x) funksiyaning asosiy davri bo ‘ladi;

2)/ (a) =0 tenglama ildizlari 2a = +3a + 2n&, kzZ munosabat
bo‘yicha aniqlanadi. Bizga ular ichidan (0; 70) oraliqda yotganlarini
aniqlash yetarli, qolganlari 70 davr bilan takrorlanadi. Oraligning a
=0 chap uchida/ (0) =0, ya’ni / (x) <0 tengsizlik bajarilmaydi.
Demak, oraligning chap uchi ochiq qoladi. Oraliqning ichida yotgan
ildizlarni topamiz. Shu maqsadda munosabatdagi x ga ketma-ket
0, 1,2, ... qiymatlar berish va a ning qiymatlari ichidan (0; 2x)
intervalda yotganlarini ajratish kerak. Ular: » y

3)/funksiya son o‘qida uzluksiz;

intervallarga ajraladi;

5) (G, y] oraligdan sinash nuqtasi sifatida | ni olaylik. Unda

/(]) =cosy - cosy =-"~ +1>0. Demak, bu oraliqda berilgan
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tengsizlik bajarilmaydi. Tekshirish tengsizlik [~; 4?7], y ; vy
oraliqlarda bajarilishini ko'rsatadi. Yechim ushbu oraliqlar birlashma-
sidan iborat:

(y + 2kiz; y +2"t)u (y + 2xx; ~ + 2bn), vk <Z.

2-misol. /(a) =tga - tgy >0 tengsizligini yechamiz.

113

Yechish. 1)tganing davri 7,=u, tg*“ ning davri 72=3n. 7, va

72 ning eng kichik umumiy bo'linuvchisi, ya’nif ning asosiy davri
70= 3. Tengsizlikning [0; 3m] oraliqgdagi yechimini topish yetarli.
Qolganlari son o‘qida 3x davr bilan takrorlanadi;

2) tga - tgy =0 tenglamaning ildizlari: a = 3nA:;, x ¢ Z . Ulardan
[0; 3m] oraligda yotgani 0 va 3m;
3) f funksiya cosa =0 va cosy =0 da, yani a =| +t1A, ke Z

nuqtalarda uzilishga ega. Shu jumladan f >~ nuqtalar qara-
layotgan [0; 3x] oraliqda joylashgan;

4) topilgan nugqtalar [0; 3n] oraligqni [O; |], [|; 14 [*; 1,

y ; 3n qismlarga ajratadi;

5) sinash nugqtalari yordamida berilgan tengsizlik yechimi ushbu
intervallardan tuzilganligini aniqlaymiz:

A | +3nA:, |y +31A; y +3nAl, ke Z.
f — toq funksiya. Shunga ko‘ra hisoblashlami [0; 3n] da emas,
balki [-y ; y da bajarish ma’qul. Haqiqatan, / (a) > 0 tengsizlik
0; |] da bajarilsa, - 1; 0 da/(a) <O tengsizlik bajariladi.

Yechim: y +3nA:; - 1 +3nAj, GnA; | +31A; j, A€ Z.

Mashgqlar

1.152. Tengsizliklami yeching:

1) sin3x <-cos3x; 2)sin3x < cos3x; 3) sin3x cos3x > 0;

4) cos3xtg3x > 0; 5)sin2x +tg2x <O0; 6) tg2x > V3;

7) ctg <1 cosxcos3x < cos2xcos4x; 9) sindx - cos4x <y
10) (1 - ctgx)sink > 1; 11) 3sin2x - 1> sinx + cosx.
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11. Trigonometrik funksiya qiymatini taqribiy hisoblash.

0<x<j dasinx<x <tgx bo'lishini bllamiz. Ikkinchi tomondan
sinl ="bcosx ekanligidan cosx = 1- 2sin21 >1- 2 (|j2=1-
ni olamiz. Bu tengsizlik va tgx = munosabatdan foydalanib,
ixchamlashtirishlardan so‘ng ushbu qo'sh tengsizlik hosil bo'ladi:
X -y <sinx <x < tgx. (D)

l-miso l. sin0,05 qiymatini 0,01 gacha aniqlikda topamiz.
Yechish. (1) bo‘yicha:

0,05 - PPy 125 <sino,05 < 0,05; 0,0499 <sin0,05 < 0,05,

bundan sin0,05x = Q05" » 04?9 = 0,050.
Yuqori aniqlik talab qilingan hollarda ushbu formulalardan
foydalanish mumkin (isboti oliy matematika kursida o ‘rganiladi):
sinx = x ™3YVY" ST"--';
cosx =1-" -|]-.... 3)

2-misol. a)sin0,15; b) cos0,15 ni 10" gacha aniqlikda topamiz.

Yechish. Talab etilayotgan aniqlikka erishish uchun (2) va (3)
formulalami qanday darajali hadgacha olishni bilish kerak:

A =0,00056 > 0,0001, =0,000021 < 0,001.

Demak, (2) formula beshinchi darajali hadgacha, (3) formula
esa to ‘rtinchi darajali hadgacha olinishi yetarli. Hisoblashlarga o ‘tamiz:

a) sin0 , 1 5 -0, 15 - =0,14948,;
b) cos0,15- 1-Y p -~ =0,98876.

Mashqlar

1.153. Ifodaning qiymatini 0,0001 gacha aniqlikda toping:
1) sin0,24; 2) co0s0,18; 3) tg0,15;
4) sin31°; 5) cos23°; 6) tgl6°.
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5-§. Teskari trigonometrik fiinksiyalar

1. Arkfunksiyalar va ularning asosiy xossalari. Ushbu

y =sinx, I . (1)

funksiyani qaraymiz.

x argumentning qiymatlari - 1 dan | gacha o‘sib borganda y ning

qiymatlari -1 dan 1 gacha o‘sib borishi va [-1; 1] kesmani toMdirishi
bizga ma’lum (I.31-rasm). Bu yerdan, y ning [-1; 1] kesmadagi har
bir gqiymatiga sinx =y, - | <x <| shartlarni qanoatlantiruvchi
birgina x sonni, ya’ni x=arcsiny sonni mos qo ‘yish mumkinligi kelib
chiqadi.

Har bir ye [-1; 1] songa uning arksinusini mos qo‘yib, quyidagi
funksiyaga ega bo'lamiz:

x=arcsiny, -1 <y< I 2)

x vay o ‘zgaruvchilarning (1) shartni qanoatlantiruvchi har qanday
qiymatlari jufti (2) shartni ham qanoatlantiradi va aksincha, shu
juftlik uchun (2) shart bajarilsa, u holda x vay uchun (1) shart ham
bajariladi (isbotlang). Demak, (1) va (2) funksiyalar o‘zaro teskari
funksiyalardir.

Odatda funksiyaning argumenti x bilan, funksiyaning o‘zi esa y
bilan belgilangani uchun (2) da x ni y bilan, y ni esa x bilan almash-
tirib, quyidagi funksiyaga ega bo ‘lamiz:

y =arcsinx, -1 <x< 1. 3)
y =arcsinx funksiyay =sinx, x e [-1; |] funksiyaga teskari funksiya

bo‘lgani uchun uning ayrim xossalarini y =sinx, x € [- |; funk-

siyaning xossalaridan hosil qilish mumkin.

1°. y = arcsinx funksiyaning aniglanish sohasi [-1; 1] kesmadan
iborat, chunkiy =sinx funksiyaning qiymatlari sohasi [-1; 1] kesmadan
iborat.

2°.y = arcsinX funksiyaning giymatlari sohasi |1 kesmadan

iborat, chunki y =sinx, - | <x <| funksiyaning aniqlanish sohasi
Zt‘ Zt kesmadan iborat.
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Eslatm a.y =sinx funksiya +00) oraliqda teskarilanuvchi emas, chunki
har qanday ye [-1; 1] songa sinx =) shartni qanoatlantiruvchi cheksiz ko‘p
xe (-00; +00) sonlar mos keladi. y =sinx funksiyaning teskarilanuvchi bo ‘lishligini
ta’minlash uchun uning aniqlanish sohasi sun’iy ravishda toraytiriladi va aniqla-

nish sohasi sifatida | 5 |j kesma olinadi.

3°. y =arcsituc funksiva [-1; 1] kesmada o $adi, chunki y = sinx
funksiya [-1; |] kesmada o ‘suvchi funksiyadir.

4°. y = arcsinx funksiya tog funksiya, ya’ni arcsin(-x) = -arcsinx
tenglik barcha xe [-1; 1] lar uchun o‘rinli (qarang, 4-§ ning 1-bandi).

5°. y = arcsinX funksiya davriy funksiya emas.

Haqiqatan ham, y =arcsinx funksiya davriy funksiya va 7V 0 son
y =arcsinx funksiyaning biror davri, ya’ni barcha xe [-1; 1] lar uchun
arcsin(x+ 7) =arcsinx tenglik bajariladi deb faraz qilaylik. U holda bu
tenglikdan x =Oe [-1; 1] da arcsinI'= 0 ga ega bo‘lamiz. Demak, 7=0.
Buesa 7*0 ekanligiga zid. Shunday qilib, y =arcsinx funksiya davriy
funksiya emas.

y = arcsinx funksiya y =sinx, - 1 <x <| funksiyaga teskari funk-
siya bo'lgani uchun, uning grafigini y =sinx, - | <x | funksiya
grafigini y = x to ‘g‘ri chiziqqa nisbatan simmetrik almashtirish bilan
hosil qilish mumkin (1.49-a rasm).

Tarixiy ma’lumot

Mirzo Ulugbek o‘zining «Zij» asarida sinusni jayb, 1 - cosx ni
sahm (x), arksinusni esajaybi ma kus (teskari sinus) deb atagan. Bu
funksiyalarni doiraviy segmentda tasvirlagan (1.49-Z? rasm, hozirgi
yozuvlar bizniki) va ularning ayrim xossalaridan foydalangan.

Y,

y = arcsinx B
y =x

"jy = sinx

vatar

1.49-rasm.
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y =cosx, 0 <x <k funksiya teskarilanuvchi
va unga teskari funksiya y =arccosx, -1 <x< 1
funksiyadan iborat ekanligi xuddi yuqoridagi
kabi mulohazalar yuritib hosil qilinadi.

y =arccosx funksiyaning asosiy xossalarini
keltiramiz: y = arccosx
\°. y = arccosx funksiyaning aniqlanish
sohasi [-1; 1] kesmadan iborat.

2°. y = arccosx funksiyaning qiymatlari
sohasi [0; k] kesmadan iborat.

3°. y =arccosx funksiya [-1; 1] kesmada

kamayadi.
' 4°. y - arccosx funksiya juft funksiya ham emas, toqfunksiya ham

emas (4-§, 2-band.).

5°. y =arccosxfunksiya davriy emas.

y =arccosx funksiyaning grafigi y =cosx, 0 <x< x funksiya grafigini
y =x to‘g‘ri chiziqqa nisbatan simmetrik almashtirish bilan hosil
qilinadi(I.50-rasm).

y =arcsinx vay = arccosx funksiyalarning asosiy xossalarini jadvalda
keltiramiz:

Xossalar Funksiya
y = arcsinx y = arccosx
Aniqlanish sohasi [-; U H;i]
Qiymatlar sohasi [-ln f] [0; ]
Monotonligi [-1; 1] oraligda [-1; 1] oraliqgda
o'suvchi kamayuvchi
Juft-toqligi toq funksiya juft emas, toq emas
Davriyligi davriy emas davriy emas

y = arctgx, xe R funksiya y - tgx, - 1<x<| funksiyaga,
y = arcctgx, xe R funksiya esa y = ctgx, 0 <x < n funksiyaga
teskari funksiyadir. Ularning asosiy xossalarini jadval ko ‘rinishida
keltiramiz:
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Xossalar Funksiya

y = arctgx y = arccetgx
Aniqlanish sohasi (-°0; +°0) (-00; +00)
Qiymatlar sohasi 7) (0; 51)
Monotonligi (-00; -k») oraliqda (-00; -m») oraliqda
o'suvchi kamayuvchi
Juft-toqligi toq funksiya juft emas, toq emas
Davriyligi davriy emas davriy emas

y = arctgx va >= arcctgx funksiyalarning grafiklari mos ravishda
1.51-rasm va [.52-rasmlarda tasvirlangan.

y =arcsinx, y = arccosX, y = arctgx va y = arcctgx funksiyalar
teskari trigonometrik funksiyalar deb ataladi. Boshqa funksiyalar kabi,
bu funksiyalarning ham ba’zi nuqtalardagi aniq qiymatlarini, masalan,

arcsin 1=1 , arccos 1=0, arctg”| , arcctg-JI =| ekanligini ko ‘r-

satish mumkin. Umumiy holda JIa turli hisoblash vositalari (grafiklar,
jadvallar, kalkulatorlar va h.k.) yordamida bu funksiyalarning taqribiy
qiymatlari kerakli aniqlikda hisoblanadi.

lI-misol. Kalkulator yordamida arcsin0,5773 = 0,615,
arccos0,5773 =0,836 ekanligini topish mumkin.

2-misol. y=arcsin(x2+ 1) funksiyaning aniqlanish sohasini va
qiymatlari sohasini topamiz.

Yechish. y=arcsinx funksiyaning aniqlanish sohasi [-1; 1] kesma-
dan iborat. Shu sababli, y =arcsin(x2+1) funksiya x ning -1 <x2+1 <1
shart bajariladigan barcha qiymatlaridagina aniqlangandir. -1 <x2+ 1<1
tengsizlik x = 0 bo‘lganda va faqat shu holda bajariladi.

y = arcctgx

I.51-rasm. 1.52-rasm.
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x =0bolganda, >Y0) = arcsin(02 + 1) = arcsin 1= . Shunday qilib,

berilgan funksiyaning aniqlanish sohasi {0} to‘plamdan, qiymatlar

sohasi esa j*j to‘plamdan iborat.

3-misol. y =arccoy +1) funksiyaning aniqlanish sohasi va
qiymatlari sohasini topamiz.

Yechish. Bu funksiya x ning x* 0 va -1 <x2+ 1< 1shartlarni
qanoatlantiradigan barcha qiymatlaridagina aniqlangan. x ning x* 0,
-1 £x2+ 1 £ 1 shartlar bir vaqtda o'rinli boMadigan qiymati mavjud
emas. Shunday qilib, berilgan funksiyaning aniqlanish sohasi,
shuningdek, qiymatlar sohasi ham bo‘sh to ‘plamdir.

4-misol. y = arcsinx, -1<x<0 funksiyaning aniqlanish
sohasini va qiymatlar sohasini topamiz.

Yechish. Funksiyaning berilishidan ko‘rinadiki, uning aniqlanish
sohasi (-1; o] oraliqdan, qiymatlar sohasi esa y =arcsinx funksiya
[-1; 1] kesmada o ‘suvchi va = » XO) =0 bo‘lgani uchun

o) oraligdan iborat bo ‘ladi.

1.154. a) Quyidagi funksiyaning aniqlanish sohasini toping:
1) y=arcsin(x+1); 2) y=arccos 3 y=arccos”.

b) y =arcctgX - 3 funksiya son o‘qi bo‘yicha chegaralanganmi?

d) y = 1 - cosx (sahm)ga teskari funksiyani ta’riflang, ifodasini
yozing, aniqlanish va o ‘zgarish sohalarini toping, monotonlikka tek-
shiring, grafigini yasang.

1.155. Jadvaldagi bo‘sh kataklarni to‘ldiring (hisoblashlarni EHM
yoki mikrokalkulatordan foydalanib bajaring):

X 0,7
arcsinx 0,85 (rad)
arccosx 0,9 (rad)
arctgx -1/6 (rad)

arcctgx 0,3

6 Algebra, II qism 81



2. Arkfunksiyalar qatnashgan ayrim ayniyatlar. Teskari trigono-
metrik funksiyalarga berilgan ta’riflarga koTa, masalan, y = sinx,
vax =arcsimy, -|<y<\| bir ma'noli munosabatlardir.

Agar y =sinx tenglikda x o ‘rniga arcsiny qo ‘yilsa, ushbu ayniyat hosil
bo ‘ladi:

sin(arcsin,y) =y, -1 <y< L (D)
Shu tariqa quyidagi ayniyatlarni ham olish mumkin:
cos(arccosy) =y, -1 <y< 1, (2)
tg(arCtgy) =y, -00<y;<-+00, 3)
ctgCarcctgy') =y, -00<>;<+00. @)

Agar x = arcsiny tenglikda y o'rniga sinx qo ‘yilsa:

arcsin(sinx) =x, - | <x <| . (5)
Shu kabi:
arccos(cosx) =x, 0<x <u, (6)
arctg(tgx) =x, - 1 <x<I, 7
arcctg(ctgx) =x, 0 <x <. (8)
l-misol. arcsinx +arccos® =| (bu yerda, |x | < 1) ayniyatni
isbot qilamiz.
Isbot. Ix I< 1bo‘lsin. U holda arcsinx va | - arccosx ifodalar
ma’nogaega. arcsinx, arccosx sonlarining har biri >=sinx funk-
siyaning o ‘sish oraliqlaridan biriga, xususan, - | ; |] oraliqqa tegishli

va sin(arcsinx) =X, sin(| - arccosxj = x tengliklar o ‘rinli. Shu sababli

arcsin * =" - arccosx .
2-misol. arcsin(sinx) ifodani hisoblaymiz.

Yechish. Har ganday xe R son uchun sinxe[-1; 1] bo‘lgani
sababli arcsin(sinx) ifoda barcha xe R sonlar uchun ma’noga ega va

arcsino ning ta’rifiga ko‘ra, arcsin(sinx)e ’2’

arcsin(sinx) =y bo‘lsin. U holda siny = sinx, ye |1 shartlar
bajariladi. siny = sinx bo°‘lgani uchun, x = (-)*.y + kn yoki
&



_x-kn _ (-\)(kn-x) _
V (-D* (-D*
yerdan ko ‘rinadiki, |y| <” boMishi uchun l\kn- x\<” boMishi yetar-
lidir.

Shunday qilib, arcsin(sinx) = (-1)I %A - s), bu yerda x son

- x) (bu yerda keZ) bo‘ladi. Bu

\kn - x| <1 tengsizlikni qanoatlantiradigan butun son.

Mashgqlar

1.156. Ayniyatni isbotlang:

1) cos(arcsinx) =J\ - x2; 2) arccosx =arcctgyi”, -1 <x<1;
3) arcctgxk=arcc o s ;4) arctgx=arcsin . X WM -00<xX<-H»;

5) 2arcsinx = arcsin(2xV1 - x2 0<x <" ;
6) arctg(tgx) =x- kn, n-j<x<kn+2-

7) cos(arctgx) = -f=L=; 8) sin(arctgx) =-/J==.
vIi+x2 Vi-x2

1.157. Ifodaning qiymatini toping:

1) arctg(tg3); 2) arcsin(sin4); 3) arccos(cos ;
4) arcctg(ctglj; 5) arccos[sin(-|j ; 6) arcsin(cosys);

8) 2 arcsinf-~1 +3arccos(-"j- arcctgl;

7) arctg(ctg3" :
v) cos(zarcCosx); 10) cos(3arccosx); 11) cos(arctg(- ;

12) arcsin(sinlOO);  13) sin(3arcsinx).

3. Teskari trigonometrik funksiyalar qatnashgan tenglamalar va
tengsizliklar. Teskari trigonometrik funksiyalar qatnashgan tenglamalami
yechishda teng argumentlarda bir xil ismli trigonometrik funksiyalarning
qiymatlari ham teng boMishidan, ya’ni trigonometrik funksiyalarning
bir qiymatlilik xossasidan foydalaniladi.

Ko‘pchilik hollarda arkfunksiyalar ko‘rinishida berilgan teng
argumentlaming bir xil ismli trigonometrik funksiyalarini tenglashtirib,
berilgan tenglamaga nisbatan soddaroq tenglama (masalan, algebraik
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tenglama) hosil qilish mumkin boMadi. Hosil qilingan tenglama beril-
gan tenglamaga umuman olganda teng kuchli emas, chunki bir xil
ismli trigonometrik funksiya qiymatlarining tengligidan shu funksiya
argumentlarining tengligi kelib chigmaydi.

l-misol. arcsinl x +arcsinl x = arcsinx tenglamani yechamiz.

Yechish. Tenglamaning aniqlanish sohasi x ning |"x| <1, ||x| <1,

|x| < 1 tengsizliklar bir vaqtda bajariladigan qiymatlari to ‘plami
{x: |x|] < 1} dan iborat.

Berilgan tenglama chap va o‘ng tomonlarining sinuslarini
tenglashtiramiz:

sin(arcsin|x + arcsin|xj = sin(arcsinx).

Yig'indining sinusi formulasidan va sin(arcsina) = a,

cos(arcsina) =J| - a2 (bu yerda |a | < 1) ayniyatlardan foydalanib,

Ixf~W +5Xmf4 " =x-
tenglamaga ega bo‘lamiz. Bu tenglama x, =0, x23==+1 ildizlarga ega.

Ularning har birini tenglamaga bevosita qo‘yib ko‘rib, bu ildizlar
tenglamani qanoatlantirishini ko'ramiz. Masalan, x= 1uchun

arcsin I + arcsin| = arcsin| +arccos| ="«

2-misol. (arcsinx)3+ (arccosx)3=s3tenglamani yechamiz.
Yechish. av+& ={a+by - 3ab(a +b) ayniyatdan foydalanib va
arcsinx + arccosx = | ekanligini nazarda tutib, quyidagi tenglamaga

ega bo‘lamiz:

(f) “~°f "arcs*x 'arccosx = n3

yoki

arcsin X *arccosx = - N g2.

y =arccosx, (W <|) desak, y2-|y-~L =0 kvadrat tenglama ho-

sil boMadi. Bu kvadrat tenglamaning ildizlari absolut qiymatijihatidan

I dan katta bo‘lgani uchun berilgan tenglama yechimga ega emas.
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3-misol. 2arcsinXk - Sarcsinx+2 =0 tenglamani yechamiz.

Yechish. arcsinx=zalmashtirish berilgan tenglamani 2z2-5z+2=0
kvadrat tenglamaga keltiradi. Uning ildizlari z, = 0,5, z2= 2. Lekin

Aildiz - I <arcsinx <| bo'lishshartini qanoatlantirmaydi. z, ildizbo ‘yi-

cha arcsinx = * tenglamani tuzamiz. Bu tenglamaning yechimi x=sin0,5.

Endi arkfunksiyalar qatnashgan tengsizliklarga doir misollar
qaraymiz.

4-misol. arctgx-4arctgx +3>0 tengsizlikni yechamiz.

Yechish. arctgx=y deb olsak, berilgan tengsizlik quyidagi ko ‘ri-
nishni oladi:

y2- 4y +3>0.

Bu tengsizlik y < 1 yoki y >3 boMganda bajariladi. Eski o‘zgaruv-
chiga qaytib, arctgx < 1 va arctgx > 3 tengsizliklarga ega bo‘lamiz.
arctgx < 1 tengsizlik tgl) yechimlarga, arctgx > 3 tengsizlik
esa xe(tg3; -xk») yechimlarga ega.

Javob: (—<»; tghu(tg3;+»).

5-misol. arcsinx >arccosx tengsizlikni yeching.

Yechish. Tengsizlikning aniqlanish sohasi [-1; 1] kesmadan iborat.

x <0 bo‘lganda arcsinx <0, arccosx >0 bo'lgani uchun berilgan
tengsizlik manfiy yechimlarga ega emas. 0 <x < 1bo‘lsin. U holda

arcsinx 6 [0, va arccosx ¢ [O; bo‘ladi. [0 oraligda sinx

funksiya o ‘suvchi boMgani uchun, xe [0; 1] boMganda berilgan tengsizlik
sin(arcsinx) > sin(arccosx) tengsizlikka teng kuchlidir. Bu yerdan

x > J\ - x2 tengsizlikni hosil qilamiz. x > J| - x 2 tengsizlikni [0; 1]

oraligda yechib, x e f~; 1 ni olamiz.

Mashqlar

1.158. Tenglamani yeching:

1) arcsin2x - y arcsinx+ =0; 5) arcsin(x2- 3x+")=j ;
2) arccos2x -y arccosx +j2=0; 6) arcsinx +arcsinxV3 = ;
3) arctgx - arctgx+ j*- = 0;7) sin(2arcsinx)+ cos(2arcsinx)=1;

4) arcsin(x2- 5x+ =-]| ; 8) sinQarccosx) = 1.
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1.159. Tengsizlikni yeching:
1) -1 <arcsinC*2- 4)<y ; 2) | <arctg23x - 2arctg3x " 3;

3) arccosx < arcsinx; 4) arctgx < arcctgx.
1.160. 1) Agar:

bo°‘lsa, x ni toping;
2) ABC uchburchakda:

= ZB=8, ZC=y, a:p:y=1:2:3, BC=28i

bo‘lsa, uning perimetrini toping.

!/ bob bo'yicha topshiriq

1—6- topshiriglar hamma uchun, 7—8-topshiriqlar variantlar
bo‘yicha bajariladi. Hisoblashlarda EHM, mikrokalkulator va
jadvaldan foydalanish ma’qul.

Topshirigning mazmuni. Jism 0 nuqtadan ([.53-rasm)
gorizontga nisbatan a burchak ostida v0 boshlang‘ich tezlik bilan
otilgan. Tashqi kuchlar ta’sir etmaganda u s= v@to‘g‘ri chiziqli tekis
harakat qilgan va ¢ vaqtdan so‘ng biror 5(x, /) nuqtaga kelgan
bo‘lar edi, nuqta koordinatalari x = vj cosa, y ' =v0 ¢ sina. Lekin
jism Yerning tortish kuchi ta’siri ostida harakat chizig‘idan chetga
chiqadi va ¢ vaqtdan so‘ng gadar quyida joylashgan A(x, y)
nuqtaga keladi (havo qarshiligi hisobga olinmagan holda):

x =v(@cosa; (D

y=140/sinaﬁg)£{° 2)

0 X M X [.53-rasm.
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Qolgan vaqt momentlarida ham harakat shu tarzda davom etadi.

2) munosabat bosh had koefiitsiyenti ishorasi manfiy, ozod hadi

nolga teng bo‘lgan kvadrat uchhad. Demak, jism parabolik trayektoriya
bo‘yicha harakat qiladi.

Shu kabi, vOboshlang‘ich tezlikning tashkil etuvchilari vx =u(cosa,
vy=v(@sina. Lekin gravitatsiya ta’siri ostida jismning ¢vaqt paytidagi
v tezligi

vx =ulcosa, (3)
vy=v0sina-gr “4)
tashkil etuvchilarga (koordinata o'qlaridagi proeksiyalarga) ega bo'ladi.
Toping:
1) jismning ¢ vaqt momentidagi v tezligi;
2) jismning y =f(x) ko‘rinishdagi harakat tenglamasi;

3) qancha vaqtdan so‘ng jismning eng yuqoriga (C nuqta) ko ‘ta-
rilishi, #-¢c |

4) eng yuqori qanday balandlikkacha ko ‘tarilishi (yc);
5) jism borib tushadigan masofa (xA);

6) jism eng uzoqqa borib tushishi uchun u O nuqtadan gorizontga
nisbatan qanday a burchak ostida otilishi kerakligi;

7) u0= 10 km/s tezlik va gorizontga nisbatan a = 10° + 5%,
£ = 0; 30 burchak ostida otilganjism qanday balandlikkacha ko ‘tariladi
va qanday masofaga borib tushadi?

8) qanday a burchak ostida otilganjism 5= 1+0, U (km), £ =0; 30
uzoqlikka borib tushadi?

9) ikkinchi jism H= 0,5 + 0,05A: (km) balandlikdagi L nuqtadan
o‘ng tomonga qarab y - 1+0,05A: (km/s) tezlik bilan to‘g‘ri chiziqli
tekis harakat qilib bormoqda. O nuqtadagi birinchi jism gorizontga
nisbatan qanday burchak ostida otilsa, u ikkinchijismga borib tegadi

va bu qancha vaqtdan so'ng sodir boladi? A= 0; 30.

Ko* rsatma: 1) v=Jv2+vP. (3) va (4) munosabatlardan
foydalanilsa, natijada uw=JuJ - 2g* ulksina -
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2) (1) munosabat bo‘yicha ¢ :]IQ—V;QI)—” ni topib, (2) ga qo ‘ysak:
V="™Mg- z~28 2 wx2;
2uq costa
3) harakat boshida v =v0bo'lgan tezlik harakat davomida kamayib
borib, Cnuqtada nolga teng bo‘ladi: 0 = Dsince-g/, bundan tc =w’” a ;

4) (2) parabola C uchining ordinatasi ifodasidan foydalanilsa,

Wsin2a u@ sin2 a

Je="7qv=_"
5) (1) munosabat va fc qiymatidan foydalanilsa,

s = OMI=5)CC :3\/0.}28?221 BCOS a :gsgﬁa,})

2 -
3

6) oldingi savol bo‘yicha topilgan s :—g’—y — munosabatga

qaraganda J masofa sin2a= 1, ya’ni a =45° da eng katta qiymatga
erishadi.
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[ II B o B

m(aT> NOSTANDART TENGLAMALAR,
TENGSIZLIKLAR VA ULARNING
SISTEMALARI

1-§. Nostandart tenglamalar

Tashqi koTinishi odatdagi tenglamalardan keskin farq qiladigan
tenglamalar (masalan, 2[x|=cosx, x2+ 4xcos(xy) + 4 =0), shuningdek,
tashqi ko‘rinishi odatdagi tenglamalarga o ‘xshaydigan, lekin odatdagi
usullar bilan yechish mumkin boMmaydigan tenglamalar (masalan,
sin?x+cos2x=-2, sin&k -cos’k= 1 va hokazo) ham uchraydi. Bunday
tenglamalami nostandart tenglamalar deb ataymiz.

Nostandart tenglamalami yechishning umumiy usuli mavjud emas.
Shu sababli bunday tenglamalami yechishda funksiyalarning grafik-
laridan, turli xossalaridan, tengsizliklardan va hokazolardan foyda-
lanishga to‘g‘ri keladi. Buni misollarda qarab chigamiz.

I-misol.2x|=cosx tenglamani yechamiz.

Yechish. x =0 son tenglamaning yechimi ekanini koTamiz
(II. 1-rasm).

Barcha x*0 sonlar uchun 2|jc[> 1>cosx boMgani uchun berilgan
tenglama x = 0 dan boshqa yechimlarga ega emas.

2-misol. sinx=x2+x+ 1tenglamani yechamiz.

Yechish. Il.2-rasmda >=sinx va y=x2+x + | funksiyalarning
grafiklari tasvirlangan.

xe[-1; 0) bo‘lsa, sinx<0, x2+x+ 1>0 bo°‘lgani uchun tenglama-
ning [-1; 0] oraliqqa tegishli yechimi mavjud emas.

xe[-1; O] lar uchun sinx < 1, x2+x + 1 >0 bo‘lgani sababli
tenglama [-1; 0] dan tashqarida ham yechimga ega emas. Demak,
berilgan tenglama yechimga ega emas.

-1
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y=x2+x+1

.y=sinx

II.2-rasm.

Eslatma. l-misoldagitenglamaning (shuningdek, 2-misoldagi tenglamaning
ham) yechilishini bayon etishda grafiklami chizish shart emas edi. Grafiklarni
chizish esa tenglamani yechish usulini topish imkonini berdi. Quyida keltiri-
ladigan misollarda u yoki bu funksiyaning grafigini chizish katta qiyinchiliklar
tug‘diradi. Shu sababli, bu misollarning yechilishini grafik chizish bilan bog'lash
magqsadga muvofiq emas.

3-misol. 2cosI =3"'+3'* tenglamani yechamiz.

Yechish. Barcha xe R lar uchun

2cosj £2, 3'+3-*~7

tengsizliklarga egamiz. Shu sababli, berilgan tenglama

tenglamalar sistemasiga teng kuchlidir. Bu sistemaning ikkinchi teng-
lamasi x =0 dan iborat yagona yechimga ega. x =0 son sistemaning
birinchi tenglamasini ham qanoatlantiradi. Shuning uchun, x =0
sistemaning va berilgan tenglamaning ham yagona yechimi boMadi.

4-misol. 2V2(sinx + cosx)cosy =3 +cos2y tenglamani
yechamiz.

Yechish. sinx +cosx = VIsin(] +x) boMgani uchun berilgan
tenglamani 2sin(-| + xjcosy = 1+ cos2y ko‘rinishda yozib olish mum-
kin. Oxirgi tenglama (cosy - sin(] +x))2+ (1 - sin2(| +x)) =0 yoki

(cosy - sin(™ +xj) +cos2(| +xj =0 tenglamaga teng kuchlidir. Ho-



sil qilingan tenglama cosy =sin” +xj, cos(”*+xj =0 tengliklar

o‘rinli bo°‘lgandagina to‘g‘ri tenglikka aylanadi, boshqacha qilib
aytganda, u

cosy =sin(| +x),

cos(*+x)=0
tenglamalar sistemasiga teng kuchlidir.

Sistemaning ikkinchi tenglamasi x, =j +2mn va x2=" + 2z4c

(m, neZ) yechimlarga ega. Birinchi tenglamadan y, = 2kn, y2= (2p
+1)n larni topamiz (bu yerda &, peZ).

Shunday qilib, berilgan tenglama x, =-| + 2mn, y, = 2kn, (m, keZ)
va x2=" +2nk, y2=2p + Dn, {n, peZ) yechimlarga ega.

5-misol. sin?x+cos2x=-2 tenglamani yechamiz.

Yechish. Barchaxelar uchun sin7x>-1, cos2x>-1 boMgani

sababli berilgan tenglama j S'n ~ sistemaga teng kuchlidir. Birin-
[cos2x = -1

chi tenglama x = + keZ yechimlar guruhiga, ikkinchi

tenglama esa x =| + i, s e Z yechimlar guruhiga ega. Har ikki

guruhga tegishli x largina sistemaning yechimi boMa oladi. Ularni
aniqlaymiz:

-yk+~ =-I+na (& neZ).
Bundan, x =2 + 3,51 ekanligini topib, keZ ekanini e’tiborga
olsak, n =2p (peZ) boMishi kelib chiqadi.
Demak, x =~ +2np (peZ) sonlargina sistemaning, binobarin,
berilgan tenglamaning ham yechimlari boMadi.
6-misol. log2x +(x - 1)log2x - 6+ 2x = 0 tenglamani yechamiz.
Yechish. Tenglamaning chap tomonini ¢ =logX ga nisbatan

kvadrat uchhad sifatida qarab, odatdagi standart usulda ko ‘paytuv-
chilarga ajratamiz:

(logx +2)(logx+x - 3)=0.
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Bu tenglama log” =-2 va log”" =3 - x tenglamalarga ajraladi.

Ularning birinchisi x =” dan iborat yagona yechimga ega. logx= 3 -x
tenglama esa x =2 dan iborat yagona yechimga ega.

Haqiqatan ham, x> 2 boMganda logx> log2 = 1> 3 - x tengsiz-
likka, 0 <x <2 boMganda esa logx <log2 = 1<3 - x tengsizlikka
egamiz. x< 0 da esa tenglama ma’noga ega emas.

Demak, berilgan tenglama x = va x=2 yechimlarga ega.

Mashqlar
Tenglamani yeching.
2.1. 2W=sinx. 2.2, 23W=2 cos4.
2.3. 2sinx = 5x2+2x + 3. 2.4. 4 -2m-1=sin(rcVx) + 4.

2.5. cosx +cosy - cos(x +y) = 1,5.
+"siny.

2.7. tgdk +tgdy + 2ctgX ectgd =3 +sindx +y).
2.8.8-x2¥+231Cx =0.
2.9. x* 2X=x(3 -x) +2(2*- 1).

2.13. i/sin3x + Vcos3x =>/2. 2.14. V2+cos22x = sin3x-cos3x.

2.15. V5 +sin23x =sinx + 2cosx.

2-§. Nostandart tengsizliklar

Oldingi bandda nostandart tenglamalar qaraldi. Nostandart tengla-
mada tenglik belgisi tengsizlik belgisi bilan almashtirilsa, nostandart
tengsizlik deb ataluvchi tengsizlik hosil boMadi.

Nostandart tenglamalami yechishning umumiy usuli mavjud boM-
magani kabi, nostandart tengsizliklarni yechishning ham umumiy
usuli mavjud emas. Shu sababli, nostandart tengsizliklarni yechishda
ham shu tengsizlikka xos boMgan chuqur mantiqiy fikr yuritishga
to‘g‘ri keladi.
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Nostandart tengsizliklarni yechishga doir ayrim misollar bilan
tanishaylik.

I-misol. cosx>y2+Jy- x2-\| tengsizlikni yechamiz.

Yechish. x=u, y =vsonlaridan tuzilgan (m;v) juftlik berilgan
tengsizlikning yechimi bo‘Isin. U holda quyidagi to ‘g‘ri sonli tengsizlikka
ega bo‘lamiz:

cosu>v2+Jv- u2- 1 (D

(1) tengsizlikda ildiz ostidagi ifoda nomanfiy sondir, ya’ni
u- u2- 1>0 dir. Shu sababli,

u>w2+1, (2)

v>1, 3)
tengsizliklar to ‘g‘ridir.

Jv-u2- \>0 -ekanligini e’tiborga olib, (1) va (3) tengsizlik-
lardan

cosu>v2+Jv-u -+1>u2>1

t-engsizlikni hosil qilamiz. Biroq cosu < 1. Shu sababli quyidagi
munosabatlar o ‘rinlidir:

I>cosw>u2+Jv- u2-\ >v2>\. @)

Buesa 1=cosw=u2+Jv- u2-1 =u2=1 ekanligini ko ‘rsatadi.

Oxirgi tenglikdan, (3) tengsizlikni e’tiborga olsak, mw= 1, w=10
ekanligi kelib chiqadi.

Yuqoridagi mulohazalar, (0; 1)juftlikdan boshqajuftliklar berilgan
tengsizlikning yechimi bo‘la olmasligihi va (0; 1) juftlikgina berilgan
tengsizlikning yechimi bo lishi mumkinligim ko ‘rsatadi.

(0; 1) juftlik, haqiqatan ham, berilgan tengsizlikning yechimi
bo‘lishligini ko‘rish qiyin emas. Demak, berilgan tengsizlik yagona
yechimga ega: x =0,y = 1.

2-misol. sin2” <2lsikl tengsizlikni yechamiz.

Yechish. Tengsizlikning aniqlanish sohasi R dan iborat va har
ganday xe R son uchun quyidagi tengsizliklar o ‘rinlidir:

sin2" £ 1, (5)

2NM £ 1. (6)
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Bu tengsizliklardan, barcha xe R uchun sin2” <2jsnx tengsizlik
bajarilishi kelib chiqadi. Oxirgi tengsizlikning barcha yechimlari
to‘plami /?dan sin 2" = 2|siny tenglamaning barcha yechimlari chiqarib
tashlansa, berilgan tengsizlikning yechimlari to ‘plami hosil boMadi.

(5) va (6) munosabatlardan ko‘rinadiki, sin2" =2Jsiny tenglama
quyidagi sistemaga teng kuchli:

15127 =1,
bltinxi = ! (7)

(7) sistemaning birinchi tenglamasi x =nlog2(" +2&A), ~ =0, 1, 2, ...
yechimlarga, ikkinchi tenglamasi esax =xm, 1 =0,+1,£2, ... yechim-
larga ega. (7) sistemaning yechimlarini topish uchun

nlog2” + 2n/:)=oas, (k =0, 1, 2,...; a=0; +1; +£2; ...)

yoki

N+ 2nk =2", (k=0, 1, 2,...; &= 0; £1; *£2; ...)

tenglamani qaraymiz. Oxirgi tenglikning chap tomoni irratsional son,
0°‘ng tomoni esa ratsional sondir. Shuning uchun bu tenglama va (7)

sistema yechimga ega emas. Demak, sin2" =2|sinx tenglama yechimga

ega emas. Bu yerdan, berilgan tengsizlik barcha xe R sonlarida bajari-
lishi kelib chiqadi.

3-miso l. arcsin- + Vx - 1> 1 tengsizlikni yechamiz.

Yechish. sistemani yechib, tengsizlikning aniqlanish
[x-1>0

sohasi [2; -k») dan iborat ekanligini ko ‘ramiz.

Barcha x >2 larda Vx- 1>1 va arcsin- >0 tengsizliklar to ‘g‘ri

boMishini ko ‘rish qiyin emas. Bu tengsizliklardan ko ‘rinadiki, berilgan
tengsizlik o‘zining aniqlanish sohasidagi barcha x lar uchun, ya’ni
barcha xe [2; +°°) lar uchun o ‘rinli boMadi.

4-misol. min{2x - x2, x - 1} >-1 tengsizlikni yechamiz.
Yechish. min{2x - x2, x - 1} ni topib olamiz. Buning uchun,
2x - x2 > x - 1 tengsizlikning yechimlari to ‘plami 1+

oraliqdan iborat ekanligidan foydalanamiz.
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xg larda 2x - x2> x - 1 boMgani uchun

r4l*n ,,{2x - x2, x- I}=x- 1, min Px-x2,x - }=2x-x2va

[¥=Y] K-¥

min  2x - x2, x - 1}=2x - x2

munosabatlar o ‘rinlidir (II. 3-rasmga qarang).

2x - x2, x < b # da,

min{2x - x ,x- 1}= x-1, b " < x < " da,
xeR

2x - x2,x > N da

munosabatdan foydalansak,

berilgan tengsizlik quyidagi

majmuaga teng kuchli ekan-

ligini ko ‘ramiz:

/y=x-1

2x - X2>-1, L

< < 1-V5.
x-1>-1,

bVS < Yy <1£VS5.
2 2

2x-x2>-1
<> 145

Bu majmuani yechib, berilgan tengsizlikning barcha yechimlarini

topamiz: 1 <x <1+

Mashqlar

Tengsizlikni yeching:
2.16. -\yl+xzjx2+y2-1 + 1\
217, -x -y 2-Jx-y2
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2.18.
2.20.
2.22.
2.24.

2.26.

2.28.

2.29.
2.30.

2.31.

2.32.

2.34

2.36. Jx - 1+2X+ log2x > 2.

2.38

2.40.

Vsinx + Vcos~x > 1.
Igx+V 277i>0.

X +2x<VT"x +3.
2 A

>X.

Jx - 1+V4- x2+tgh

2.19.
2.21.
2.23.
2.25.

> 1. 2.27.

1411 -
Eg(\%"_rl) + 4 > 1.
cos2(x + 1)«1g(9 - 2x - x2)> 1.

M+JxI1- 1>1.
log2(x2+3)+yfx "l >2
X +2X+ VFU >2+ Vx
27r:i-x1gx>0.

>/Igsinx <x - 131.

(4x - x2- 3)log2(cos21X +1)> 1.

cos(x + 3tgx) + (tgx - tg2x)2<-1.

sin(sinx)<”".

. |sin2{5x}<2Hsinx|.

. VIi-x +3>x +2X

2.33

2.35.

2.39

2.37.

. [sinx + cosx] < 2|cosx|.

sin{x} <sin({x} + 1).

Vx - 1+ 2X+ log2x < 6.

. X} > {2x}.

maxjx2- 2x, j- 1} <-j.

3-§. Nostandart sistemalar

Nostandart sistema deyilganda qanday sistemalar nazarda tutilishi
quyidagi misollardan oydinlashadi.

l1-misol.

Yechish.

[2% = dy2:+ 1
[2X< 2y

’ sistemani yechamiz.

Sistemadagi tenglamadan 2X=2y2+” tenglamani

hosil qilib, sistemadagi tengsizlikda 2Xni 2y2 +” bilan almashtiramiz:
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Bu sistemadagi tengsizlik |y- 1J <0 tengsizlikka teng kuchli

boMgani uchun y =~ dan iborat yagona yechimga egadir. y =y
qiymatni sistemadagi tenglamaga qo‘yib, x =0 ni topamiz. Demak,

berilgan sistema (O, 1) dan iborat yagona yechimga ega.

x2-2xy+12=0,
2-misol. x2+4y2<60, sistemani yechamiz.
X G Z

Yechish. Agar (x; y) juftlik sistemaning yechimi bo‘lsa, u holda
(-x; -y) juftlik ham sistemaning yechimi boMishligini ko ‘rish qiyin
emas. Shu sababli, x >0 holni qarash yetarli.

Agar x =0 bo‘lsa, sistemadagi tenglama noto‘g‘ri tenglikka
aylanadi. Demak, x >0 boMishi zarur (x >0 boMgan hoi qaralmoqda!).

Sistemadagi tenglamadan y ni topaylik: y = =f +7-0 ‘rta
arifmetik va o‘rta geometrik miqdorlar orasidagi munosabatni

ifodalovchi a +b >2>fab (a 2 0, b > Q) tengsizlikdan foydalanib,

y>2"| &=2V3.yoki y 2> |2 ekanligini ko‘ramiz. Bunga ko‘ra,

sistemadagi tengsizlikdan, x 2<60 - 4>"2<60 - 4 « 12 = 12 ni, ya’ni
x 2 < 12 ni olamiz. x > 0, xeZ ekanligini e’tiborga olsak, x = 1,
x =2, x = 3 boMishi zarurligini ko ‘ramiz.

x = 1 boMsin. U holda, tenglamadan y =12 ekanligini topamiz.
Lekin (1; 12)juftlik uchun x 2+4y2<60 shart bajarilmaydi. Demak,
x = 1 soni sistemaning yechimini aniqlamaydi.

x = 3 soni sistemaning yechimini aniqlamasligi shunga o ‘xshash
ko ‘rsatiladi.

x =2 boMgan holni qaraymiz. Tenglamadan >=9 ekanligi topiladi.
(2; 9) juftlik sistemadagi qolgan shartlarni ham qanoatlantiradi. Demak,
(2; 9) - yechim.

Yuqoridagi eslatilganiga asosan, (-2; -9) juftlik ham sistemaning
yechimi boMadi.

Shunday qilib, sistema (2; 9) va (-2; -9)dan iborat ikkitayechimga ega.

3-m 1so’l.A
[sin y +cos® z =1

[tg2x + ctg2x = 2sin2y, |, . u. -
7 sistemaniyechamiz.
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Yechish. tgx +ctgx >2, 2sin2y<2 boMgani uchun sistema-

tg2x +ctgx —2 o
(tg g
> sistemaga teng kuchlidir®* Shu

sin y =1
sababli, berilgan sistema quyidagi sistemaga teng kuchli boMadi:
tg2x + ctgx =2,
sin2y =1,

sin2y +cos2z =1

Bu sistemani quyidagicha yozib olish mumkin:

tg2x =1,
sin2y =1,
cos2z =0.

*
Oxirgi sistemadan x =" +~k, y =" +nl, z =" +nm boMishligini

topamiz (bu yerda keZ, leZ, meZ).

domisol, OTYITIATI AR *)
[4xy +y- +7>2x2+VI+(2x-y)2
sistemani yechamiz.

Yechish. f(z) =Jz - ZXunksiyani qaraymiz. Bu funksiya * ga
teng eng katta qiymatga ega,ya’ni ixtiyoriy z haqiqiy son uchun
f(z) =Jz-v 7 j munosabat o‘rinlidir.

(x*; y*) juftlik berilgan sistemaning yechimi boMsin. U holda
Y*6+ (y*)3+2(x°)2= <1 ga ega bo'lamiz.

Demak, berilgan sistemaning har qanday (x*; y*) yechimi quyidagi
sistemaning ham yechimi boMadi:

(y¥)6+ (y*)3+2(x*)2<",
Ax*Fy* 4+ (y¥)3 41 > 2(x*)2+ VI + (2x* - y *)2.

Bu sistemaning birinchi tengsizligidan ikkinchi tengsizligini
ayirsak,
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(y)6+2(x*)2- 4x*(y*)3-1 "1 -2(x*)2- y\+(2x*-y*)2
tengsizlik va shakl almashtirishlardan so‘ng

((*)3- 2x*)2<1- ol + (2x* - y*)2
tengsizlikni hosil qilamiz. Bu tengsizlikning chap tomoni > 0, o‘ng
tomoni esa < 0 ekanini ko ‘rish qiyin emas. Demak, bu tengsizlik

sistemaga teng kuchlidir. Oxirgi sistema quyidagi yechimlarga ega:

Demak, (0; 0), (-1; - 1), (1; 1) juftliklargina (*) sistemaning
yechimi bolishi mumkin. Bu juftliklarni (*) sistemaga qo ‘yib ko'rish
bilan, (-1; - 1) juftlikgina (*) sistemaning yechimi bo‘lishiga

ishonlh hosil qilamiz.

Mashgqlar
Sistemani yeching:
2x2-xy +10 =0, 2x2-xy +9=0,
2.49. x2+y2<90, 2.50. 2x2+y2<8l1,
x £Z. xelZ.
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I11 BOB

SONLI KETMA-KETLIKLAR VA
ULARNING LIMITI

1-§. Cheksiz sonli ketma-ketliklar

1. Ketma-ketlik tushunchasi. Har bir natural son n (n&N) ga
biror qoida bo‘yicha xn haqiqiy son mos qo ‘yilgan boMsin. U holda
@)

sonli ketma-ketlik berilgan deyiladi va bu ketma-ketlik {xn} ko ‘rinish-
da belgilanadi.

x,, x2, xn sonlar, mos ravishda, (1) ketma-ketlikning birinchi
hadi, ikkinchi hadi va n- hadi deyiladi.

xn ketma-ketlikning umumiy hadi deb ataladi.

Ketma-ketlikning aniqlanishidan ko ‘rinadiki, ketma-ketlik natural
sonlar to‘plamida berilgan y=f(ri) funksiyadir. Shuning uchun ketma-
ketlik natural argumentlifunksiya deb ham yuritiladi.

I-misol. Umumiy hadi xn= | bo‘yicha sonli ketma-ketlik

n
tuzish uchun unga tartib bilan « = 1; 2; 3; .. qo‘yamiz. Natijada
quyidagi ketma-ketlik hosil boMadi:

2-misol. Har bir toq natural songa 3 ni, har bir juft natural
songa esa 5 ni mos keltiramiz:

Natijada 3; 5; 3; 5; 3; 5; 3; 5; ... cheksiz sonli ketma-ketlikka ega
boMamiz. Uning umumiy hadini bir necha formula bilan, masalan,
«,=4 +(-1)" yoki 51,4 + (-1)”+simt/7 formula bilan berish mumkin.

Cheksiz sonli ketma-ketliklar turli xil usullarda berilishi mumkin.

Shu usullardan ayrimlarini keltiramiz.

L. Ketma-ketlikning umumiy hadformulasi bihn berilishi. Bu usulda
s-hadning qiymatini shu hadning tartib nomeri bilan bogMovchi
formula beriladi (1-misol). Umumiy had formulasi yordamida ketma-
ketlikning istalgan hadini topish mumkin, ya’ni bu formula ketma-
ketlikni toMa aniqlaydi.
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2. Ketma-ketlik o z hadining tartib nomeri bilan shu hadning qiymati
orasidagi moslikni so‘zlar orqali ifodalash yordamida berilishi mumkin
(2-misol).

3. Ketma-ketlikning rekurrent usulda berilishi. Agar ketma-ketlikning
dastlabki bitta yoki bir nechta hadlari berilgan bo ‘lib, keyingi hadlarni
shu berilgan hadlar yordamida topish imkonini beruvchi formula
(rekurrent formula) ko ‘rsatilgan bo‘lsa, ketma-ketlik rekurrent usulda
berilgan deyiladi. (Rekurrent so‘zi lotin tilida qaytish degan ma’noni
beradi.)

3-misol. 1,=3, an=2nwmof,- 4 (2> 2) bo‘lsa, {aj ketma-
ketlikning a2 av a4hadlarini topamiz.

Yechish. Buyerda {an) ketma - ketlik rekurrent usulda berilgan.
0, =3 bo‘lgani uchun rekurrent formula an=2n-of,- 4 ga asosan

ti2=22¢0 ,-4=43 -4 =8,
ti3=23-02-4 =8-8-4=60,
a4d=24+a3- 4 =860 - 4 =476
ekanligini topamiz.

Ketma-ketlik jadval yoki grafik ko ‘rinishida berilishi ham mumkin.
Ketma-ketlikning grafigi diskret nuqtalar to‘plamidan iborat bo ‘ladi
(lotincha - discretus - uzlukli, alohida qismlardan iborat).

Agar ketma-ketlikning dastlabki bir nechta hadlari berilgan bo‘lib,
keyingi hadlarni berilgan hadlar orqali ifodalash usuli aytilmagan
bo‘lsa, bu hadlarning berilishi ketma-ketlikning to‘liq aniqlanishi
uchun yetarli bo‘lmaydi. Masalan, 3; 5; 7; .. . ketma-ketlikni 2 dan
katta toq sonlar yoki 2 dan katta tub sonlar ketma-ketligi sifatida,
shuningdek, xn=2n + | +s'innn formula bilan berilgan ketma-ketlik
sifatida ham qarash mumkindir.

Dastlabki hadlariga ko‘ra ketma-ketlik uchun biror umumiy had
tanlash usullaridan birini keltiramiz.

4-misol. Ushbu jadval bilan berilgan sonli ketma-ketlikning
umumiy hadini topamiz:

n 2 4 6 8
-6 6 26 54

an

Jadvalda ketma-ketlikning 2, 4, 6, 8- hadlari berilgan.

Yechish. Buholdajadvalni oddiy kuzatishning o ‘zi yetarli emas.
Shuning uchun chekli ayirmalar usuli, ya’ni Aan =anti - an dan

foydalanamiz:
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an -6 6 26 54
Nla, 12 20 28
N2a, 8 8

Birinchi [la, chekli ayirmalar an ning ketma-ket joylashgan qiy-
matlari ayirmasidan iborat: 6 - (-6) = 12, 26 - 6 =20, 54 - 26 =28.

Shu kabi, d21s ikkinchi ayirmalar \a n ning ketma-ket joylashgan
qiymatlaridan iborat: 20 - 12 =8, 28 - 20 = 8.

A2aj ayirmalar bir xil. Demak, (as) ketma-ketlik y =ax2+ bx +¢
kvadrat funksiya qiymatlaridan iborat. Formulada a, b, ¢ -
noma’lum. Ularni topish uchun jadvaldan ixtiyoriy (n, am juftlik
bo‘yicha tenglamalar sistemasini tuzamiz. Masalan, (2; -6), (4; 6),
(6; 26) juftliklar bo‘yicha:

-6 =a-22+b-2+¢
6=a 42+b A+tgc
26 =a 62+b 6 +c,

bundan a =\, b =0, ¢ =-10.
Demak, izlanayotgan umumiy had formulasi an =n2- 10 dan
iborat bo‘ladi.

Mashgqlar

3.1. Umumiy hadi formulasi bilan berilgan ketma-ketlikning
dastlabki bir nechta hadlarini toping:

1) xa=2n3+1; 5) x,, = Inx + sin(n/7+ ;
2) xn=2"+2| 6)xn=cosn2\

3) xn=Jnl+1; 7) x,, = tg" + sin(Tiw);

4) x,=sin"; 8)x,, = 1- sin2ns - cos2ns.

3.2. Rekurrent formula bilan berilgan ketma-ketlikning dastlabki
5 ta hadini toping.

1) a, =1, am =3am- 1, (m > 1);

2) a, =2, as| =a,, +4, (1> 1);

3) a,=-1, an=30"-1, (2 " 2);

4) a, =2, a2=3, a,H =a, - and + anand, (s > 2).
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3.3. Ketma-ketlikning berilgan dastlabki hadlariga ko‘ra, uning
Ai-hadi uchun mumkin bo°‘lgan biror formula tanking:

397 27 81

3) L o-1 s JL -
© 1017 201 3017

3.4. an=3"+5 2" ketma-ketlik quyidagi rekurrent formula yorda-
mida berilishi mumkinligini isbotlang:

a, = 13; a2=29; a,,2=5a,,, - 6a,, (m2 1)

3.5. a1, =0, s12=1, 1, =an2+ on| (/7> 3) rekurrent formula bilan
berilgan ketma-ketlik Fibonachchi ketma-ketligi, uning hadlari esa
Fibonachchisonlari teyWa&kx. Fibonachchi ketma-ketligining dastlabki
bir nechta hadlarini toping. Fibonachchi ketma-ketligining zz-hadi
uchun formula toping.

2. Chegaralangan ketma-ketliklar. {xj cheksiz ketma-ketlik be-
rilgan bo ‘Isin.

Agar {xn} ketma-ketlik uchun shunday bir ¢ haqiqiy son topilib,
barcha z natural sonlar uchun xn>a , (xn< a) tengsizlik bajarilsa,
{xj ketma-ketlik quyidan (yugohdan) chegaralangan deyiladi.

Agar {xn} ketma-ketlik uchun ikkita o va Zhaqiqiy sonlar topilib,
barcha z natural sonlar uchun a < xn < b tengsizlik bajarilsa, {xj
ketma-ketlik chegaralangan ketma-ketlik deyiladi.

Bunda a son {xj ketma-ketlikning quyi chegarasi, b son esa yugori
chegarasi deyiladi.

I-misol. x, =" ketma-ketlik chegaralangan ketma-ketlik
ekanligini isbot gilamiz.

Isbot. Barcha z natural sonlar uchun quyidagi tengsizliklar
to ‘g ‘ridir:

Demak, 0 <xn< 1tengsizlik barcha znatural sonlarda o ‘rinli. Bu
esa {xj ketma-ketlikning chegaralanganligini ko ‘rsatadi.
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Teorema. Agar {x]j ketma-ketlik chegaralangan bo Isa, u holda
shunday JI/ > 0 son topiladiki, barcha n natural sonlar uchun |xJ < JI/
tengsizlik bajariladi va aksincha, {xj ketma-ketlik uchun shunday
bir JI/ > 0 son topilib, barcha n natural sonlarda \xn < M tengsizlik
bajarilsa, {xf} ketma-ketlik chegaralangan bo'ladi.

Isbot. {xj ketma-ketlik chegaralangan bo‘lsin. U holda shunday
a \di b haqiqiy sonlar topiladiki, barcha »n natural sonlarda
a < xn< b tengsizlik bajariladi. | a | va | z| sonlarning eng kattasini
M bilan belgilaymiz: M = max(| a/, b |).

U holda @ >-1 a \ >-M, b <|b | <M bo‘lgani uchun barcha n
natural sonlarda -M <xn< M yoki \xn|<M bo-‘ladi.

Endi {xj ketma-ketlik uchun shunday bir JI/ > 0 son topilib,
barcha n natural sonlarda \xn\|<M tengsizlik o ‘rinli bo'lsin. U holda,
-M <xn< M tengsizlikka ega bo‘lamiz. a =-M, b= M deb olsak, {xj
ketma-ketlikning chegaralangan boMishligini ko ‘ramiz.

2
2-misol. x,=(D"+ —, ketma-ketlikning chegaralangan
n

{
ketma-ketlik ekanligini isbotlang.

Isbot.
W vy
=l+-y— <1+ -2=1+1=2
n*+\ nt

munosabatlardan ko‘rinadiki, barcha » natural sonlarda | x(| < 2
tengsizlik o ‘rinli. Demak, isbotlangan teoremaga ko‘ra {xi1} chegara-
langan ketma-ketlikdir.

* Ketma-ketliklar orasida chegaralanganlik sharti bajarilmaydigan
ketma-ketliklar ham mavjuddir. Ular chegaralanmagan ketma-ketliklar
deyiladi. Quyida biz chegaralanmagan ketma-ketlikning qat’iy mate-
matik ta’rifini beramiz.

Ta’rif. Agar ixtiyoriy JI/>0 son uchun, shunday bir N natural
son topilib, 1xn| > M tengsizlik bajarilsa, {x]j ketma-ketlik chegaralan-
magan ketma-ketlik deyiladi.

3-miso I. xn =n2 ketma-ketlik chegaralanmagan ketma-ketlik
ekanligini isbotlaymiz.

Isbot. M ixtiyoriy musbat son bo‘lsin. | xN| > M tengsizlikni
natural son » ga nisbatan yechamiz:

121> 1/ <>u2>J1/<>n>1] , (n- natural son).
Oxirgi tengsizlikdan ko‘rinadiki, ta’rifda so‘z borgan N natural
son sifatida Va7 dan katta bo‘lgan har qanday natural sonni olish

mumkin. Biz N =[Va7]+ 1 natural sonni olamiz. Bu son uchun

104



WN\=N>=([m] +|) >(VA/]+ {Vm}) =(¥M )2=M ,ya’ni \xN>M
bo ‘ladi.

Demak, {xn}ketma-ketlik chegaralanmagan ketma-ketlikdir.

Agar ketma-ketlikning hadlarini to‘g‘ri chiziqgdagi nuqtalar bilan
tasvirlasak, chegaralangan ketma-ketlikning hamma hadlari biror
oraligda yotishini ko‘ramiz. Masalan, ~ ketma-ketlik chegara-

langan va uning hamma hadlari [0; 1] oraligda yotadi.

Chegaralanmagan ketma-ketliklar uchun esa buning aksidir ya’ni,
har qanday oraligqni olmaylik, chegaralanmagan ketma-ketlikning
bu oraligda yotmaydigan hadlari albatta mavjud bo'ladi.

Mashgqlar

3.6. Ketma-ketlikning chegaralanganligini isbotlang:

o> 3)x-=%x T ;
2) x = [ 4) x =V2I
a" 3/1-1 7 ;0 " 2+l %
3.7. Ketma-ketlikning chegaralanmaganligini isbotlang.
1) =(-1)"m/7, 2y an=n2- n; 3) an={y;
vn
Han=n+(-\)n n;, 5) a, =zz-sin™; ) an=n2cos™-

3.8. {xn} va {yn} ketma-ketliklar chegaralangan ketma-ketliklar
bo‘lsa, quyidagi ketma-ketlikni chegaralangan yoki chegaralanma-
ganligi haqida nima deyish mumkin:

) 2 i 3) x, +y*< 4) X,,-y,?
3.9. 1) Agarxn< (/7=1, 2,3, ...) bo‘lib, {yj chegaralangan

ketma-ketlik bo‘lsa, {xn} ketma-ketlik chegaralangan bo ‘lishi shartmi?
2) |x/i|<|yn|bo ‘Isa-chi?

3.10. 1) a, =1, a2=2, =” >0 rekurrent formulalar

bilan berilgan ketma-ketliklarning chegaralanganligini isbotlang;

2) a) yuqoridan chegaralangan, lekin quyidan chegaralanmagan;

b) quyidan chegaralangan, lekin yuqoridan chegaralanmagan;

d) quyidan ham, yuqoridan ham chegaralanmagan ketma-ketlik
tuzing.

3) sm=1+"+j+ ..+ ketma-ketlikning chegaralanmaganligini
isbotlang.
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3. Monoton ketma-ketliklar. {xj ketma-ketlik berilgan bo ‘Isin. Agar
ketma-ketlikning ikkinchi hadidan boshlab, har bir hadi o°‘zidan
oldingi haddan katta (kichik) bo‘lsa, ya’ni xl >xn (xnti <xn) shart
barcha natural » sonlar uchun bajarilsa, {xj ketma-ketlik o Suvchi
(kamayuvchi) ketma-ketlik deyiladi.

I-misol. xn=3n}!ketma-ketlik o‘suvchi ekanini isbotlang.

Isbot. x/itl-x nayirmani qaraymiz:
xN,-x 01=3(2+ 1)3- 3z3= +3a2+ 30+ 1)- 38=303z2+3z+1).

Bu ayirma » ning istalgan natural qiymatida musbatdir. Shu sababli,
barcha n natural sonlarda x*, >xn, ya’ni {xn} ketma-ketlik o ‘suvchidir.

2-misol. x,=-7 ketma-ketlikning kamayuvchi ekanligini

isbotlang.
Isbot. Buketma-ketlikning hamma hadlari bir xil ishorali bo'lgani
uchun — nisbatni baholaymiz:
xn 1
=+1 _ (AtnH2 _ n2 <I
JL (M-1)2
n2

x*> 0 bo'lgani uchun, barcha natural »n larda xml <xn tengsizlikka
egamiz. Demak, {xn} kamayuvchi ketma-ketlikdir.

Agar {xj ketma-ketlikning ikkinchi hadidan boshlab, har bir
hadi o‘zidan oldingi haddan kichik (katta) bo'lmasa, ya’ni xHI>Xn
(x”, <xn) tengsizlik barcha n natural sonlarda bajarilsa, {xn} ketma-
ketlik kamaymaydigan (o'smaydigan) ketma-ketlik deyiladi.

Masalan, 1; 2; 2; 2; 3; 3; 3; 4; 4; 4; . . . ketma-ketlik kamaymay-
digan, I; 1; 1;1; 1;1; 1; 1; 1; 1; ... ketma-ketlik esao'smay-
digan ketma-ketlikdir.

Har qanday o'suvchi ketma-ketlik kamaymaydigan ketma-ketlik
bo'lishini, har qanday kamayuvchi ketma-ketlik esa o'smaydigan
ketma-ketlik bo'lishini eslatib o'tamiz.

O'smaydigan ketma-ketliklar va kamaymaydigan ketma-ketliklar
(umumiy nom bilan) monoton ketma-ketliklar deb ataladi.

3-misol. x, = P ketma-ketlikni monotonlikka tekshiramiz.

Yechish. -X, = tengsizlik Zning

barcha natural qiymatlarida o'rinli. Demak, ixtiyoriy » natural son
uchun x”, <xntengsizlik to'g'ridir. Bu yerdan, {xn} ketma-ketlikning
monotonligi kelib chiqadi.

106



(1+ -1J\ E ketma-ketlikni monoton-

likka tekshiramiz.
Yechish.

n
<1

tengsizlikdan, {xj ketma-ketlikning kamayuvchi ekanligi kelib chiqadi

: +-< + -~+
(Eslatma: | 77 | +n 75
Demak, {xj ketma-ketlik monoton ketma-ketlikdir.

, . . f- {2k - 1), agarn =2k - |\, x =\, 2, 3,
5-misol. x, =|
[2, agarn =2k, x =\, 2, 3, ...

ketma-ketlikni monotonlikka tekshiring.
Yechish. Ketma-ketlikni, uning hadlarini ko°‘rsatish orqali
beraylik:
-2 235 2 -4 2
Bu ketma-ketlik monoton ketma-ketlik emas, chunki juft nomerli
har qanday hadi o‘zidan oldingi haddan ham, shuningdek o‘zidan
keyingi haddan ham katta.

Mashgqlar

3.11. an=yin+1 - >h ketma-ketlik kamayuvchi ekanligini isbot-
lang.
3.12. Ketma-ketlik monoton ekanligini isbotlang:

3.13. s, b, ¢, va d sonlar orasida qanday munosabat bajarilsa,

an = ketma-ketlik: 1) o‘suvchi; 2) kamayuvchi bo‘ladi?

4. Progressiyalar. Ketma-ketliklarning muhim xususiy holi boMgan
progressiyalami qaraymiz. {xi1}cheksiz sonli ketma-ketlik berilgan boMsin.

Agar {xj ketma-ketlik uchun shunday o‘zgarmas d son topilib,
barcha n natural sonlar uchun xsr =Xn+d tenglik o'rinli bo'lsa, {xn}
ketma-ketlik arifmetik progressiya deyiladi.
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Agar {xj ketma-ketlik uchun shunday 0 o ‘zgarmas son topilib,
barcha n natural sonlarda xnU=xnmg tenglik bajarilsa va x,~ 0 boMsa,
{xa} ketma-ketlik geometrik progressiya deyiladi.

d son arifmetik progressiyaning ayirmasi, g son esa geometrik
progressiyaning maxraji deyiladi.

I-misol. an=kn +m (bu yerda k, m - o‘zgarmas haqiqiy
sonlar) ketma-ketlikning arifmetik progressiya, bn=cakrm(bu yerda
c*0,a>0,k>0,m>0) ketma-ketlikning esa geometrik progressiya
boMishligini isbotlang.

Isbot. n ning istalgan natural qiymatida

k(n+l)+m
mi-a, = (k(n+\)+m)- (kn+m)=x va A =q
ca
ya’ni anti=an +k, = bncf tengliklar o ‘rinli. Demak, {an! ketma-
ketlik ayirmasi d =k boMgan arifmetik progressiya, {bn} ketma-ketlik
esa maxraji ¢ =akboMgan geometrik progressiyadir.

l-teore ma. Ayirmasi d ga teng bolgan {an} arifmetik progres-
siyaning umumiy hadi uchun
a=ax+(n-1)d, @))
maxraji q ga teng bojgan {bj geometrik progressiyaning umumiy hadi
uchun esa
b=bXT" (2)
tenglik o rinlidir.
Isbot. Arifmetik va geometrik progressiyalarning ta’rifidan
quyidagilarga ega boMamiz:

a2=0, +1f/, b2 - b g,
az =a2+d, b3 =b2 g,
a” =113 +</, b"=b2 g,

(n-1) ta  a5=o04Hif, ) (U7-Dta 5=V ¢ “)

an-\ =an-2 +d, bn-\ - b,-2 Q’
an = an-\ K :bl’l_V q.

(3) dagi tengliklarni hadma-had qo-‘shib, (4) dagi tengliklarni
esa hadma-had ko’paytirib,
{@2+ai+a’a, +...+aJ ta=a™{a2+a"aAt..+al2+al+ {n-\)d



tengliklarni hosil qilamiz. Bu tengliklardan teoremaning tasdig‘i o'rinli
ekanligi kelib chiqadi.

2-misol. (on) ketma-ketlik ayirmasi dbo'lgan arifmetik progres-
siya, (b) ketma-ketlik esa maxraji ¢ bo'lgan geometrik progressiya
bo'lsin. U holda ixtiyoriy zva A natural sonlar uchun,

a,=ak+(n -k)d 5
bn~bk q nk (6)
tengliklar o'rinli bo'lishini isbotlaymiz.

Isbot. 1-teoremaga ko'ra, an=a"+ (n- )£fva 0"=0,+ (A- D"
tengliklar o'rinli. Bu tengliklarning ikkinchisidan, &*=ak- (k-1)d ni
topib, birinchisiga qo'ysak va ixchamlashni bajarsak, isbotlanishi kerak
bo'lgan (5) tenglik hosil bo'ladi.

(6) tenglik ham shu tarzda isbotlanadi.

Natija. {an) arifmetik progressiyaning ayirmasi d uchun

d=ah_kk, (n* k) tenglik, (bn) geometrik progressiya maxraji q uchun

esa [N = munosabat o rinli (Mustaqil isbotlang).

2-teorema. {an! ketma-ketlik ayirmasi d bo lgan arifmetik
progressiya, {bn! ketma-ketlik esa maxraji q bojgan geometrik progressiya
bobin. Agar m, n, p, k natural sonlar uchun m +n =p + k tenglik
bajarilsa,

(7)
(83
tengliklar o rinli bo jadi.

Isbot. m, n, p, k natural sonlar uchun m +n =p +k bo'lsin.
U holda, 1-teoremaga ko'ra

am+sn=2a, + (zm+z- 2)d=2a™+(p+k- 2)d=ap+ ak

va

tengliklarga ega bo'lamiz.
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3-miso 1. (o) arifmetik progressiyada al7=310, 023=418 bolsa:
a) progressiya ayirmasi d ni; b) a4 ni; d) a9+ a3l ni; e)aDni;
0 ni topamiz.

Yechish. a) d = = 1I™N3]0 =10 =18 ;

b) ti4 =a|7+ (41 - \7)d =310 +24- 18 =742;

d) 9+ 31 = 17+ 23 boMgani uchun 2-teoremaga ko‘ra
a9+o03l=1fll7T+j2B = 728;

e) 20+ 20= 17+ 23 bo'lgani uchun 2n120= 5|7+ n2B= 728, a0=364.

0 a5=s|7+(5- 17)i/ =310 -12-18 =94.

4-misol. Barcha hadlari musbat bo'lgan (bn geometrik progres-
siyada bb= 320, 2|0= 5120 bo'lsa, quyidagilarni topamiz:

a) geometrik progressiya maxraji g ni; b) £Bni; d) bAni; ¢) b7bI ni;
f) Z8 ni.

Yechish: a) =A =V15=2, >0 (@m=12, 3, ..)

bo'lgani uchun ~>0 va, demak, g=2|

b) "B=15, +IB«=320.27=320-128 =40960;

d) bA=bb-Z4'6=320+2"=" =280;
e) 7+9=6+ 10 bo'lgani uchun b, 9= 26+20=320-5120 = 1638400;

0 8+8=6+10 bo'lgani uchun 68 =b"b%=bb 610 = 1638400,

1281= 1280. Z8>0 bo'lgani uchun Z8= 1280 ga ega bo'lamiz.
Endi arifmetik progressiya dastlabki » ta hadlarining yig'indisi
5,=s,+02+<B+... +an2+ an |+ anuchun formula hosil qilamiz:

oy =(a, +o,)+I +2,) +(0,+0 + =+ (1" +a,)+

+ (I*] + fI2>+ (°. + a)-

Bu tenglikning o'ng tomonida n ta qo'shiluvchi mavjud bo'lib,
I+n=2+(n- )=3+(@m- 2)=...=(m-2)+3=(@m- D+2=n+1
tengliklar o'rinli. Shu sababli 2-teoremaga ko'ra qo'shiluvchilarning
hammasi o, + anga tengdir.

28n=(a, +o,,)n tenglikka ega bo'ldik. Bundan,

formula hosil bo'ladi.
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5-misol. {an arifmetik progressiyada a2)=364 boMsa, Si9ni toping.

Yechish. 5¥= *39 = '39=364"39=14196-

Geometrik progressiya dastlabki » ta hadining yig‘indisi uchun
formula chiqaramiz. (bn) geometrik progressiya, g esa uning maxraji
bo'lsin. (£,) geometrik progressiya dastlabki » ta hadining yig'indisini
sn bilan belgilaymiz.

Agar ¢ = 1 bo'lsa, Sn=nbxbo'ladi.

g * 1holni qaraymiz.

Sn - S,qg=(b, +62+..+6,,, +bn)- (bl +b2+..+bnt +bn)q =bl - bng

tenglikdan s» ni topamiz:

¢ b\~byAd , .
s. =-[75-. "

X

6-misol. (Zn) geometrik progressiyada A =3, =2 bo'lsa, Suni
toping.

Yechish. bn =£, qu+d=3-210=3 -1024 =3072 bo'lgani uchun

- Su=3 2=Dbl 141=6141.

Mashgqlar

3.14. (tif) arifmetik progressiyaning ayirmasi d bo'lsin.

1) Agar ~ > 0 bo'lsa, (anw ning o'suvchi;

2) agar d <0 bo'lsa, (an) ning kamayuvchi;

3) agar d =0 bo'lsa, (an) ning o'smaydigan ketma-ketlik bo'lishini
isbotlang.

3.15. Arifmetik progressiyaning 2- hadidan boshlab, har bir hadi
o'zidan oldingi va keyingi hadlarning o'rta arifmetigi bo'lishini
isbotlang.

3.16. 1) Ayirmasi noldan farqli bo'lgan arifmetik progressiyaning
chegaralanmagan ketma-ketlik ekanligini isbotlang.

2ﬂ|+gn-l)d , o
2) Sn= -2 In formulani mustaqil isbotlang.

3.17. {bn! ketma-ketlik maxraji <bo'lgan geometrik progressiya bo'lsin.
Quyidagilarni isbotl
1) <0 bo'lsa, etma-ketlik monoton bo'lmaydi.
2) b]>0, g> 1 bo'lsa, {bn} ketma-ketlik o'suvchi bo'ladi.
3) >0, 0<"< 1bo'lsa, {bn} ketma-ketlik kamayuvchi bo'ladi.
4) 2, <0, 9> 1 bo'lsa, {bn} ketma-ketlik kamayuvchi bo'ladi.
ill



5) <0, 0<<g< 1bo‘lsa, (pn} ketma-ketlik o‘suvchi bo'ladi.

6) S. =1 £ b, (9*1).

3.18. 1) (bn) geometrik progressiyaning ikkinchi hadidan boshlab,
har bir hadining kvadrati qo'shni hadlar ko'paytmasiga tengligini
isbotlang:

bl =bnx b, (zz>2).
2) (an) ketma-ketlik arifmetik progressiya ekanligini bilgan holda

har qaysi satrdagi berilgan uchta ma’lumotga ko'ra qolgan noma’lum
miqdorlar qiymati topilsin:

2 4, B

30005 26
3

4 26

5 31

6 255

105

3%

-10

210

10

1

12

0,3

30

5
275
0
52 1372
i5i 1464
50,3 2551,3

3) (bn) ketma-ketlik geometrik progressiya bo'lsa, har qaysi satrdagi
berilgan uchta ma’lumotga ko'ra qolgan noma’lum miqdorlar qiymati

topilsin.
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2-§. Ketma-ketlikning limiti

Limit tushunchasi matematik analiz fanining muhim tushuncha-
laridan biridir. Biz dastlab ketma-ketlikning limiti tushunchasi bilan
tanishib chiqamiz.

1. Ketma-ketlikning qirqimi. Cheksiz kichik ketma-ketliklar.
{xn} cheksiz ketma-ketlik berilgan boMsin. Uning dastlabki 7V-1 ta
hadini tashlab yuborishdan hosil bo‘ladigan x”, xN2 ... cheksiz
sonli ketma-ketlik {xj ketma-ketlikning vW- girgimi deb ataladi va
k b  ko‘rinishda belgilanadi.

{xn} ketma-ketlikning dastlabki bir nechta qirqimlarini keltiraylik:

x,, x2,x3, x4,x5, ... (l-qirqim, {xn}*“=l);
x2,x3, x4, x5, ... (2- qirqim, {xii}"=2);
x3, x4,x5, ... (3-qirqim, {x,,}“=3).

Agar barcha n> N naturalsonlar uchun |xj < e tengsizlik bajarilsa,

k b girgim 0 ning ¢ - atrofida yotadi deyiladi.

I-misol. xn=\/ ketma-ketlik berilgan. ¢ =0 sonning ¢=0,01 -
atrofi uchun {xj ketma-ketlikning shu atrofda yotadigan biror qirqimi
mavjud yoki mavjud emasligini aniqlaymiz.

Yechish. Bunday qirqimning mavjud yoki mavjud emasligi
Ixj <0,01 tengsizlikning biror N natural sondan boshlab, barcha
natural sonlar uchun bajarilishi yoki bajarilmasligiga bog‘liqdir. Shu
sababli, |[xj <0,01 tengsizlikni » natural songa nisbatan yechib oli-
shimiz tabiiydir:

|Xj<0,01, |1|<0,01 =1 <001 <*n> 100.
N= 101 sonini olamiz. U holda barcha »n £ 101 natural sonlari
uchun, |xj = jly <0,01 bo'ladi.
Demak, o = 0 sonning e = 0,01 - atrofi uchun N ketma-
ketlikning shu atrofda yotadigan qirqimi mavjud. Bunday qirqim

sifatida, masalan, x } "®0, qirqimni olish mumkin. Bu qirqimdan
keyingi qirqimlar ham shu atrofda yotishini eslatib o ‘tamiz.
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Ma’lum boMishicha, a = 0 sonning ixtiyoriy e - atrofini olmaylik,
xn =\1 ketma-ketlikning shu atrofga tegishli bo ladigan biror girqimi
mavjud bojadi, ya 'ni ixtiyoriy ¢ > 0 son uchun shunday N natural
son mavjudki, barcha n > N natural sonlar uchun | xJ <e tengsizlik
bajariladi.

2-misol. s =0 sonning ixtiyoriy e-atrofi uchun " ketma-
ketlikning shu atrofga tegishli boNadigan biror qirqimi mavjudligini
isbotlang.

Isbot. e - ixtiyoriy musbat son boMsin. | xJ <e tengsizlikni n
natural songa nisbatan yechib olaylik:

bl n E
~ dan katta biror natural son N ni, masalan, N =[*]+1 natural

sonni olamiz. U holda barcha n> N natural sonlar uchun

1, 1 1 .1 1
K"'=n- N~ frh <ITT7TII" T" e
ERH1E

boMadi, ya’ni {xi1} ketma-ketlikning {x,,}J5v qirqimi O sonining e -
atrofida yotadi.

{xj ketma-ketlik berilgan bo'lsin. Agar s =0 nuqtaning ixtiyoriy e
- atrofi uchun, {xj ketma-ketlikning shu atrofda yotuvchi biror
{x,,} = qirqimi mavjud bo‘lsa, {xn} ketma-ketlik cheksiz kichik ketma-
ketlik deyiladi.

2-misoldan, x,, =" ketma-ketlikning cheksiz kichik ketma-ketlik

ekanligi kelib chiqadi.

Cheksiz kichik ketma-ketlikning aniqlanishidan ko ‘rinadiki, agar
{xn} ketma-ketlik cheksiz kichik ketma-ketlik bojsa, u holda 0 ning
har ganday atrofini olmaylik, bu atrofda ketma-ketlikning biror hadidan
boshlab barcha hadlari yotadi (Hl.l1-rasm). Atrofdan tashqarida esa
ko pi bilan chekli sondagi hadlar qolishi mumkin.

Agar 0 nuqta atrofming radiusini kattalashtirib boraversak, cheksiz
kichik ketma-ketlikning hamma hadlari nolning biror atrofiga tushib
qoladi. Bundan, cheksiz kichik ketma-ketlik chegaralangan ketma-
ketlikdir, degan xulosa kelib chiqadi.
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Mashgqlar

3.19. Ketma-ketlikning cheksiz kichik ketma-ketlik ekanligini
isbotlang:

3.20. Ketma-ketlikning cheksiz kichik ketma-ketlik emasligini
isbotlang.

3) xn=n+\\ 4) =1-1n; 5) x,, =n2- 1.
3.21. Ketma-ketlik cheksiz kichik ketma-ketlik bo'ladimi:

2. Cheksiz kichik ketma-ketliklar haqidagi asosiy teoremalar.
Cheksiz kichik ketma-ketliklarni grek ajifbosi harflaridan foydalanib,
a (, 3n, ym ... kabi belgilash qulaydir. Cheksiz kichik ketma-ketliklar
haqidagi teoremalarni shu belgilashlarda bayon etamiz.

1-leorema. an pnketma-ketliklar cheksiz kichik ketma-ketlik-
lar bo Isa, yn=an+ ketma-ketlik ham cheksiz kichik ketma-ketlik
bo ladi.

Isbot. e ixtiyoriy musbat son boMsin. 0 ning | - atrofini qaraymiz.
ancheksiz kichik ketma-ketlik bo'lgani uchun shunday TV, natural son
topiladiki, uning an,, hadidan boshlab barcha hadlari qaralayotgan
atrofda yotadi, ya’ni barcha m > TV, lar uchun locj <| tengsizlik
bajariladi. Xuddi shu kabi  cheksiz kichik ketma-ketlik bo'lgani uchun
shunday TV, natural son topiladiki, uning 3y2 hadidan boshlab barcha
hadlari qaralayotgan atrofda yotadi, ya’ni barcha n > N2 natural
sonlar uchun |pj <| bo'ladi.

TV, va T2 sonlaridan katta bo'lgan ixtiyoriy TVnatural sonni olib,

{aX * va {P,}"=N qirqimlami qaraylik. Ularning har biri 0 sonining
garalayotgan | - atrofida yotadi:
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K I<f, (n> N); IPI<|, (n>N).

Shu sababli yn ketma-ketlikning {ys{[*r qirqimi O sonining e -
atrofida yotadi:

1IYj=1la, +PJ ~laj +|pj <|+]| =e, (buyerdan>N).

Demak, ixtiyoriy e>0 son uchun shunday yvnatural son mavjudki,

barcha n> N natural sonlarda Y,, <e tengsizlik o ‘rinli, ya’'ni yncheksiz
kichik ketma-ketlik.

2-teorema. {xn! chegaralangan ketma-ketlik, an esa cheksiz
kichik ketma-ketlik bo Isa, v =x-a ketma-ketlik cheksiz kichik ketma-
ketlik bo ladi.

Isbot. {xn} ketma-ketlik chegaralangan ketma-ketlik bo‘lgani
uchun, shunday M> 0 son mavjudki, barcha » natural sonlar uchun

k1M
tengsizlik bajariladi.
e ixtiyoriy musbat son bo‘lsin. 0 sonining - atrofini olamiz. .
ancheksiz kichik bo'lgani uchun, shunday yvnatural son mavjudki,
uning a N hadidan boshlab barcha hadlari olingan atrofda yotadi,

ya’ni barcha s > Nda |oc] < bo'ladi.

{ Y M, qirqimni qaraymiz. n > yvlarda

Iyl=k ml=kl l«.|<M jf =z
bo'lgani uchun, bu qirqim 0 sonining e - atrofida yotadi. Demak, yn
cheksiz kichik ketma-ketlik.

3-teorema. Agar an pnketma-ketliklar cheksiz kichik ketma-
ketliklar bo Isa, an- pnketma-ketlik ham cheksiz kichik ketma-ketlik
bo ladi.

Isbot. xs=-1 chegaralangan ketma-ketlik, psesa cheksiz kichik
ketma-ketlik bo'lgani uchun {xnepn} ketma-ketlik cheksiz kichik ketma-
ketlikdir (2-teorema). Shu sababli,

Y:a =« - P” = a’ + (-1) P” = a” + X,y .p”
ketma-ketlik cheksiz kichikdir (1-teorema).

Isbotlangan teoremalardan quyidagi natijalar kelib chiqadi.

l-natija. Cheklisondagi cheksiz kichik ketma-ketliklarning algeb-
raik yig indisi ham cheksiz kichik ketma-ketlik bo ladi (Isbotlang).
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2-natija. Cheksiz kichik ketma-ketliklarning ko 'paytmasi ham
cheksiz kichik ketma-ketlikdir.

3-natija. ancheksiz kichik ketma-ketlik bo Isa, ¢ man(c= const)

va aj (k —natural son) ketma-ketliklar ham cheksiz kichik ketma-
ketlik bo ladi.

Mashgqlar

3.22. Cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘ladigan bir nechta ketma-
ketlik tuzing.

3.23. Ketma-ketlikning cheksiz kichik ketma-ketlik ekanligini
isbotlang:

3 2
n Inl-1 .
3«+l 6/22+1
3.24. xn= ketma-ketlikni o'zgarmas son bilan cheksiz kichik

ketma-ketlikning yig‘indisi ko'rinishida tasvirlang.

3. Cheksiz katta ketma-ketliklar. {xj ketma-ketlik berilgan bo ‘Isin.
Agar ixtiyoriy £> 0 son uchun, unga bog‘liq bo'lgan shunday bir
N= N(E) natural son topilib, barcha n> N natural sonlarda \xn>FE
tengsizlik bajarilsa, {xn} ketma-ketlik cheksiz katta ketma-ketlik deyiladi.

l1-misol. * =mn2ketma-ketlik cheksiz katta ketma-ketlik bo'lish-
ligini isbotlaymiz.

Isbot. E ixtiyoriy musbat son bo'lsin. |x,,| =\n2\=n2> E tengsiz-
likni natural son n ga nisbatan yechib, n > J~E ni olamiz. N =[VT]+1

sonni qaraylik. U holda barcha n> N natural sonlar uchun
Ix,|=n!>Af3=([VE] + 12> ([VZ]+ {VZ})2=(VZ)2=E,

ya’ni [x,,| > E tengsizlik bajariladi. Demak, xn=n2ketma-ketlik cheksiz
katta ketma-ketlik.

Cheksiz katta ketma-ketlikning aniqlanishidan ko'rinadiki, agar
{xn} cheksiz katta ketma-ketlik bo'lsa, u holda nolning har ganday
atrofini olmaylik, {xj ketma-ketlikning biror xN hadidan boshlab
barcha hadlari shu atrofdan tashqarida yotadi.
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Cheksiz katta ketma-ketlik bilan cheksiz kichik ketma-ketlik orasidagi
munosabatni ifodalovchi teoremani isbotlaymiz.

Teorema. a) Agar {xj ketma-ketlik cheksiz katta ketma-ketlik

bolib, s, * 0 (m =1, 2, 3, ...) bo Isa, ¥, =-£- ketma-ketlik cheksiz
kichik ketma-ketlik bo'ladi.
b) {yj ketma-ketlik cheksiz kichik ketma-ketlik bo lib, X, * 0

(m=1, 2,3, ..) bo‘lsa, xn=— ketma-ketlik cheksiz katta ketma-
ketlik bo'ladi.

Isbot. a)e- ixtiyoriy musbat son, {xj esa cheksiz katta ketma-

ketlik bo‘Isin. Nolning * -atrofini olamiz. {x1} ketma-ketlik cheksiz katta
ketma-ketlik bo ‘Igani uchun shunday N =yv(lj natural son topiladiki,

barcha n > N natural sonlar uchun \xnl=|~>", ya’ni |y,|<e
tengsizlik bajariladi.

Demak, ixtiyoriy e >0 son uchun shunday N natural son topila-
diki, barcha 1 > VVlar uchun |"s| <e boMadi. Bu esa {yn} ning cheksiz
kichikligini bildiradi.

b) £ - ixtiyoriy musbat son, [yj esa cheksiz kichik ketma-ketlik
boMsin. {yj ketma-ketlik cheksiz kichik ketma-ketlik boMgani uchun

>0 songa bog‘lig boMgan shunday N = natural son topila-

diki, barcha n > TVnatural sonlarda |y,,| = i_(]/;} < —AT yoki |x,,| > £ teng-

sizlik bajariladi. Bu esa {xn} ketma-ketlikning cheksiz katta ketma-
ketlik ekanini bildiradi.

2-misol. x, =-7 >0 (buyerdaa> 0) ketma-ketlik cheksiz kichik
n

ketma-ketlik ekanligini isbotlaymiz.
Isbot. =m4(a >0) ketma-ketlikning cheksiz katta ketma-ketlik
ekanligini isbotlaymiz. £ ixtiyoriy musbat son bo‘lsin. |yn =n“ > £ teng-

sizlikdan 1~ £ “ ni topamiz. TV=|£« 1+ 1 deb olsak, barcha n> N
larda
yl=atr = (ENTH DT > (£ + {£a)) = (£)” =

tengsizlik bajariladi. Demak, {yn}!cheksiz katta ketma-ketlik. U holda
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isbotlangan teoremaga ko'ra *,=-7 ketma-ketlik cheksiz kichik
n

ketma-ketlikdir.

Cheksiz katta ketma-ketlikning aniqlanishidan uning chegaralan-
maganligi kelib chiqadi. Chegaralanmagan ketma-ketlik cheksiz katta
ketma-ketlik bo'lishi shart emas. Masalan, 1, 0, 2, 0, 3, 0, 4, 0, 5,
0, 6, 0, 7, ... ketma-ketlik chegaralanmagan ketma-ketlik bo'lib,
u cheksiz katta ketma-ketlik bo'la olmaydi.

{xj ketma-ketlikning cheksiz katta ketma-ketlik ekanligini xn->°0
ko'rinishida belgilaymiz.

Agar {xj cheksiz katta ketma-ketlikning biror hadidan boshlab
barcha hadlari musbat (manfiy) bo'lsa, buni x> -#» (mos ravishda
X'——%0) ko'rinishda belgilaymiz.

I-misolda va 2-misolda qaralgan {xs1} ketma-ketliklar uchun
xn" H00 munosabat bajariladi. xn=-n ketma-ketlik uchun esa x> -<»
munosabatga ega bo'lamiz.

n=(-1)" *n ketma-ketlik uchun z,-*0 bo'lib, +00, Z+" - (0
laming hech biri o'rinli emas.

Mashgqlar

3.25. Ketma-ketlikning cheksiz katta ketma-ketlik ekanligini

isbotlang:
1) xn=n2+ 1, 2)xn =n - 1,
3)n,, =3n-4; 4)
3.26. Ketma-ketlik +», -00 va  lardan qaysi biriga intiladi:
1) xa=1- a2 2) X9 =72+ 3m+ |
3)x,, = (-«n=s 4Y)x,=1 72

4. Ketma-Ketlikning limiti. {xj ketma-ketlik va a haqiqiy son berilgan
bo'lsin. Agar occi=xs5- 51 ketma-ketlik cheksiz kichik ketma-ketlik bo'lsa,
a son {xj ketma-ketlikning /imiti deyiladi va limxn=a ko'rinishida
belgilanadi.

I-misol. R}r}gj R - 2 ekanligini isbotlaymiz.

Isbot. a,= AnA -2 = - ketma-ketlik cheksiz kichik ketma-

ketlikdir (qarang, 1-band). Ta’rifga ko'ra Hm"p=2.
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l-teorema. Agar limxn=a bo Isa, u holda {x1} ketma-ketlik

a son bilan cheksiz kichik ketma-ketlikning yig indisi ko'rinishida
tasvirlanadi va aksincha, agar xn ketma-ketlikni a soni bilan cheksiz
ketma-ketlikning yig'indisi ko'rinishida tasvirlash mumkin bo'lsa,

u holda limxn=a bo ladi.

Isbot. },i_gx, = a boMsin. U holda a.,=x; a ketma-ketlik cheksiz

kichik ketma-ketlikdir. ass=xs- 0 tenglikdan xs= A+ asatenglikni hosil
qilamiz. Demak, agar limx,, =a bo‘lsa, {xj ketma-ketlikni a son
bilan cheksiz kichik ketma-ketlikning yig‘indisi ko ‘rinishida tasvirlash
mumkin.

Endi xn=a +anbo‘lsin, bu yerda an—cheksiz kichik ketma-ketlik.
U holda an=xn- a tenglikka ega boMamiz. Ketma-ketlik limitining

ta’rifiga ko‘ra lhnx,, =a tenglik o ‘rinlidir.

l-natija. an ketma-ketlik cheksiz kichik bo'lsa, lima,, =0
bo ladi.

2-natija. O zgarmas ketma-ketlikning limiti o zZiga teng: \\ma =a.
Isbot. o=0+0 bo‘lgani uchun I-teoremaga ko‘ra, limo =o.

2-misol. 1 i m =1 ckanini isbotlang.
n— 3zz 3

Isbot. ~3~=3 + 3 tenglikka egamiz. a,, =y * ketma-ketlik

o‘zgarmas son bilan cheksiz kichik ketma-ketlikning ko ‘paytmasi si-
fatida cheksiz kichik ketma-ketlikdir. Shu sababli isbotlangan 1-teo-

o i 0 A T,
remaga ko‘ra }7}@ éf} L tenglik o ‘rinlidir.

2-teorema. Agar {xj ketma-ketlik limitga ega bo 'Isa, bu limit
yagonadir.

Isbot. EEE)X =o, ’%LI}(})X = Dbo'lsin. 1-teoremaga ko'ra X, =a+
an(afi- cheksiz kichik ketma-ketlik), xn=b+  (Pn—cheksiz kichik
ketma-ketlik) tengliklar o'rinli.

Bulardan, 0 =xfi-x Ai=a - b+ (an-PJ tenglikka ega bo'lamiz.
an- Pn ketma-ketlik cheksiz kichikdir. 1-teoremaga ko'ra oxirgi

tenglikdan HmO0 =a -  munosabatni hosil qilamiz. 2-natijaga ko'ra
a-b=0,yani a=h.
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(n>N)
/ 4 \ X

Hi.Z-rasm.

3-teorema. Agar ketma-ketlik limitga ega bo Isa, u holda u
chegaralangan ketma-ketlik bo ladi.

Isbot. limxn=a boMsin. U holda & = 1 son uchun shunday N
natural son topiladiki, barcha z> W lar uchun |xj - lal <[x,, - a] <1
yoki n\ < 1+|c] tengsizlik bajariladi.

Ix,|, 1x2, ..., |X,,_,| sonlarning eng kattasini m bilan, 1+|ol va m

sonlarning eng kattasini esa JI/bilan belgilaymiz. U holda quyidagilarga
ega boMamiz:

x,I<m< M,

x2 <m< M,

[xn ] <zzz<A/,

X, 1<\+\al< M (z> N).

Demak, barcha n natural sonlar uchun |xj < M tengsizlik baja-
riladi, ya’ni {xj chegaralangan ketma-ketlikdir.

on=xn- a ketma-ketlikning cheksiz kichik bo'lishligi ta’rifini yozib,
ketma-ketlik limiti ta’rifining boshqacha ko ‘rinishiga kelamiz:

Agar ixtiyoriy ¢ >0 son uchun, shunday bir N = N(E) natural
son topilib, barcha n > A natural sonlarda [x,, - a\|<e tengsizlik baja-
rilsa, a son {xi1} ketma-ketlikning /imiti deyiladi.

[X,, - o] <e tengsizlikni a -2 < x n<a +e ko‘rinishda yozib olish
mumkin. Bu yerdan ko‘rinadiki, agar limx,, = a bo‘lsa, a ning ixtiyoriy

e-atrofini olmaylik, {xi1} ketma-ketlikning biror x N hadidan boshlab
barcha hadlari shu atrofda yotadi (III.2-rasm).

Mashgqlar

3.27. Ketma-ketlikni o ‘zgarmas son bilan cheksiz kichik ketma-

ketlikning yig‘indisi shaklida tasvirlang va limitini toping:
24272 +1
(z22+1)(z»3-1)"'
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3.28. Isbotlang:

1 1-1 =3
Do G T s D" 4n+2 40
3) lim ~r”* - = 1. 4) lim 2/7+] 2’
17 +1
5 lim -*~r = 2; 6) 1,th r:o’
oo /7T+1 400 n

‘ n-n2 i
7) lim H 2/ = 0 ; 8 ) lim

w400 /7 27243 2.
5. Limitlar haqida asosiy teoremalar. Oldingi bandlarda ketma-

ketlikning limitini hisoblash haqidagi masala ochiq qolgan edi. Endi
shu masalaga qaytamiz.

l-teorema. Agar limx = a, llmy, =b bo Isa, u holda {x +y }

ketma-ketlik  hamlimitga ega va ,l%(X’er) =aqg+b= }g%aox, + L‘Q}y’
tenglik o rinli.

Isbot. ﬁ% =a, hmy =b bo‘lgamuchuna =X-0 VaB =y," -b
ketma-ketliklar cheksiz lehlk ketma-ketlikdir. U holda cheks1z k1ch1k
anva pnketma-ketliklarning yig'indisi sifatida ya= (x,,+yn) - {a +b)
ketma-ketlik ham cheksiz kichik ketma-ketlikdir. Shu sababli,

%X,, +yn) =a+b :;li%xn-k %i%yn.

2-teorema. Agar }imx: a, llmy—b bo Isa, u holda (XV}

-400

ketma-ketlik limitga ega va lim(x,y,) =ab = limx,, <limy,, tenglik
bajariladi.

I[sbot. limx =a,limy =5 bo'lganiuchuna =x-o0 vaB =y, - -b

n—o " n->00

ketma-ketliklar cheksiz kichik ketma-ketliklardir. Shu sababli chek51z
kichik ketma-ketliklar yig'indisi bo'lgan xmwn- ab =a8n+ ban+ anps

ketma-ketlik cheksiz kichik ketma-ketlikdir. Demak,
lim(a,) = ab = lms, Ty
3-teorema. Agar limx,, =a, limy, =b bolib, b® O bo Isa,
u holda ketma-ketlik n ning biror giymatidan boshlab m a hoga
ega va lim— :il; bo'ladi.

«--Yn
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Bu teoremaning isboti oldingi teoremalarning isbotiga qaraganda
qiyinroq boMgani uchun uni keltirmaymiz, lekin limitlami hisoblash
jarayonida undan keng foydalanamiz.

Keltirilgan teoremalardan quyidagi natijalar kelib chiqadi.

l-natija. lim(x,, - yn) =limxn- limy,,.
2-natija. lim(cx,)=c *limx,,, (c = const).
3-natija. lim(x,)* =(limx,,) , (A:- natural son).

4-teorema. Agarx <v <z boMib, lirnx, = limz, =a boMsa,
limyn = a boMadi.

Isbot. \\myn=a \di\\mzn =a boMgani uchunxn=o+an,

tengliklar bajariladi, bu yerda an, P,,- cheksiz kichik ketma-ketliklardir.
Shu sababli, ¢ + an< yn< a + (Gn yoki an< yn- a< Pn tengsizlik
o ‘rinlidir.

e ixtiyoriy musbat son boMsin. a,, cheksiz kichik ketma-ketlik boMgani
uchun shunday Nx natural son topiladiki, barcha n > natural
sonlar uchun o,>-e tengsizlik bajariladi.

pncheksiz kichik ketma-ketlik boMgani uchun shunday N2natural
son topiladiki, barcha n > N2 natural sonlar uchun  <e tengsizlik
bajariladi.

A, va W2 natural sonlardan katta boMgan N natural son olaylik.
U holda barcha a1 > W lar uchun a, > -e, P, <e tengsizliklar bir
vaqtda bajariladi. Aynan shu »> Nlar uchun -e <as<yn- o <p,<e
tengsizlikka ega boMamiz. Demak, ixtiyoriy e>0 son uchun, shunday
N natural son topiladiki, barcha m1 > TVlar uchun -e < - s <e yoki
baribir \yn- o| <e tengsizlik bajariladi. Bu esa lim yn =a ekanligini
tasdiglaydi.

l-misol. lim 2n2 ni hisoblang.
n->" 3/1 —5/1+4

Yechish. Keltirilgan teoremalardan va natijalardan foydalana-



2-misol. lim(VatTT- J~n) ni hisoblaymiz.

Yechish.

+\-Jn) = =ur " +~n =
** a-*" VZZ+I1+VZI "RV rt+ [+ V /]
L lim -)=
=lim-pJ - =lm-=1 - = . = =
Fan+l Iim/p:+liml TiTo+i
v /4 Il V n >~
3-misol.

lim(/%+ 2a5+3w2+ 1)= HmfVfl +- +-4+ -/ lg = -K».
il 1»~X Vv n n /11
4-misol. lim =0, (]*|< 1) ekanini isbotlaymiz.

Isb0Ot- M= fb bo‘lsin, bu yerdaa >0. *,=0, y,, =|d\ *,
ketma-ketliklarni qaraymiz. Ular uchun xn<ys< tengsizlik o ‘rinli-
dir. Haqiqatan ham,

0< BI" =—i—
11 (l+a)"

= ; -<—+ 7
l+zza+(musbat qosh.)  lHzza ne

lim =1lim =0 bo'lgani uchun lim|g\n=20.
Demak, ixtiyoriy e > 0 son uchun shunday N= N(e) natural son

topiladiki, bl" =l\gnl<e tengsizlik bajariladi. Bu esa \lmgn =0
ekanligini bildiradi.
Mashgqlar

3.29. {an} va {bn} ketma-ketliklar uchun | mn <| {n=1,23,.) va
}}Wn =0 bo'lsin. U holda r\l_%an =0 bo'lishini isbotlang.
3.30. Limitni hisoblang:

1) lim—"r;

2) lim nl\-3nl42 ;
n+l ’ 3n4-5n3+S’
3) Hm(W5.21472 + 3/7- 4); 4 dimf g
5) lgn(V/R - Tn2-1); 6)1 i, m
Dol o7 8 N2 s
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3.31. Ketma-ketlikning limitini toping:
+Q+H12+.4Q

\+b+b +..+b

n-JI+3+5+...+(2n-1)

3) oz, =>IV+ 5"

Vi7+1° 6)
8) y, ="JI+2".
3.32. Limitlarni toping.
12+ 2-3+-7+
3) lim(V«+2- Vn); 4) lim(V«2 +3n-Un-3).
6. Monoton ketma-ketlikning limiti haqidagi teorema. Matematik

analizning muhim teoremalaridan birini keltiramiz.

Veyershtrass teoremasi. Agar kamaymaydigan (o smay-

digan) {xj ketma-ketlik yuqoridan (quyidan) chegaralangan bo Isa,
u holda bu ketma-ketlik limitga ega bo ladi.

Bu teorema oliy matematika kursida isbotlanadi. Biz bu teorema-

ning tatbiqiga doir ayrim misollar qarash bilan chegaralanamiz.

I-misol. ~=(1+“)” ketma-ketlikning limiti mavjudligini

ko‘rsatamiz. Shu maqsadda x,, = (1 + ketma-ketlikni qaraymiz.

xn ketma-ketlik quyidan chegaralangan ketma-ketlikdir: xn>0. Uning

o ‘smaydigan ketma-ketlik ekanligi 1-§, 3-band, 4-misolda ko ‘rsatilgan.

Veyershtrass teoremasiga ko‘ra {xj ketma-ketlik limitga ega:

tenglikdan, %imﬂ +7) limitning ham mavjudligi kelib chiqadi.
N0~
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Bu limit e harfi orqali belgilanadi:
lim(l+1)”=e, (e=2,71828), (1)

(e=2,7182818284...).

e son irratsional son ekanligi, shuningdek, uning hech bir butun
koeffitsiyentli algebraik tenglamaning ildizi bo‘la olmasligi, ya’ni
transsentdent son ekanligi isbotlangan. (1) limit ko‘pgina matematik
tadqiqotlarning asosida yotuvchi ajoyib limitlarning biridir. e son
matematikada alohida ahamiyatga egadir. Bunga siz oliy matematika
bilan shug‘ullanganingizda ishonch hosil qilasiz.

2-misol. Mamlakat aholisi yiliga 2 % o ‘sadi. 100 yilda mamla-
kat aholisi necha marta ortadi?
Yechish. JI bilan mamlakat aholisining dastlabki sonini belgi-

lasak, bir yildan keyin aholi soni JI+(m) *2=(+ «JI ga teng

bo‘ladi. Ikki yildan keyin aholi soni 4<+(1+ ") ga, yuz yildan keyin

/ I UOO
esa /A4+(1+ ga teng bo'ladi, ya’ni yuz yildan keyin aholi soni

J (1+a T =((1+1 f )2 marta ortadi.

lim(l1 +y =e ekanligini e’tiborga olib, (1 +31) =e deb hisob-

lashimiz mumkin. Demak, mamlakat aholisi soni yuz yildan keyin
taxminan e2= 7,89 marta ortadi.

Mashgqlar

3.33. an=p22+ "2 +yl2+..+s/2 ketma-ketlikning limitini toping.
n ta ildiz

3.34. Rekurrent usulda berilgan ketma-ketlikning limitga ega
ekanligini isbotlang va limitini toping:

3.35. Ketma-ketlik #» - hadining formulasini toping va shu ketma-
ketlikning limitini hisoblang:

a,+\



IVBoOB

FUNKSIYANING LIMITI VA
UZLUKSIZLIGI

1-§. Funksiyaning limiti

1. Funksiyaning nuqtadagi bir tomonlama limiti.

v f(~r  UYx-1)2+0,5 agarx < 1bo‘lsa,
y=y0)=J

. funksiya berilgan
[3- x, agarx > 1bo Isa, Y g

bo‘lsin. Bu funksiyaning qiymatlar jadvalini tuzamiz va uning grafigini
(IV,l-rasm) yasaymiz:

X 0 05 06 07 08 09 1 1,1 1,2 1,3 1,5 2 3

y 1,5 075 0,66 0,59 0,54 051 05 1,9 18 1,7 15 1 0

Jadval va grafikni kuzatib, x argument 1 soniga chapdan yaqin-
lashganda funksiyaning qiymatlari 0,5 sonidan, o‘ng tomondan
yaqinlashganda esa 2 sonidan istalgancha kam farq qiladi deb tasdiglash
mumkin.

0,5 soni berilgan y=/(x) funksiyaning x= 1 nuqtadagi chap
limiti, 2 soni esa berilgan y =/(x) funksiyaning x = | nuqtadagi o ‘ng
limiti deyiladi.

Funksiya chap va o‘ng limitlarining qat’ly matematik ta’rifini
beramiz. Dastlab, chap limit ta’rifini keltiraylik.

y =/(x) funksiya va x = o nuqta berilgan bo°‘lsin. Agar ixtiyoriy
¢ >0 son uchun a dan kichik bo‘lgan shunday bir Vhaqiqiy son topilib,
V va a sonlar orasida yotuvchi barcha
x lar uchun (N <x <a) |/(x) - I<e
tengsizlik bajarilsa, ZeR son y =/(x)
funksiyaning x = a nuqtadagi (yoki
x->a dagi) chap limiti deyiladi.

Funksiyaning x-»s dagi chap li-
miti lim()/(x) = b ko‘rinishda belgi-

lanadi. x->a - 0 belgisi x ning a ga
chapdan intilishini, ya’ni x argument
o ga o dan kichik bo‘lib intilishini
bildiradi. IV.l-rasm.
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Yugqorida keltirilgan misoldan, lim f (x) = 0,5 ekanligi kelib chiqgadi.

Funksiyaning x->o0 dagi o ‘ngAfimiti tushunchasi ham x-"a dagi
chap limiti tushunchasi kabi ta’riflanadi.

Agar e> 0 son uchun a dan katta bo'lgan shunday M haqiqiy son
topilib, a la M sonlar orasida yotuvchi barcha x hr (a <x < M)
uchun |/(x) - I<e tengsizlik bajarilsa, b son y=f(x) funksiyaning
x =a nuqtadagi (yoki x->s dagi) o ng limiti deyiladi va lim f(x) =b
ko‘rinishda belgilanadi.

Yuqorida qaralgan misoldan X%i>rlr+10/(x) =2 ga egaboiamiz.

Funksiyaning x->a dagi chap limitining geometrik ma’nosi
quyidagicha:

har qanday e >0 son uchun a dan kichik shunday A son topiladiki,
N \a a sonlari orasida yotuvchi barcha x lar uchun funksiyaning
grafigi y = Z?-£va>' = Z)+e to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan
yvo lakda yotadi (IV.2-0 rasm).

Agarf (x) funksiyaning x->a dagi o ‘ng limiti b songa teng bo‘lsa,
u holda uning geometrik ma’nosi quyidagicha bo'ladi:

har qanday £>0 son uchun a dan katta shunday JIson topiladiki,
a \a M sonlar orasida joylashgan barcha x lar uchun funksiyaning
grafigi y =bh - 2lay =h+£ to‘gri chiziqlar bilan chegaralangan
vo 1abla yotadi (JV.2-Z? rasm).

Funksiyaning x =a nuqtadagi chap va o‘ng limitlari uning shu
nuqtadagi bir tomonlama limitlari deyiladi.

l-misol. x}>i>I21—10 (x + 1) = 3 ekanligini isbotlang.

Isbot. £ ixtiyoriy musbat son va x <2 bo‘lsin. U holda
IIXx) - 3| =|x +1-3| =|x-2| =2 -x<£ bo‘lishi uchun 2 - E<X<2
bo‘lishi yetarlidir. Demak, ta’rifdagi A son sifatida 2- £ sonni yoki 2-£
dan katta, lekin 2 dan kichik bo°‘lgan har qanday sonni olish mumkin.
Bu esa lim (x + 1) =3 ekanligini ko ‘rsatadi (IV.3-rasm).

x-»2-0

b+z btz

b-z b-z
a) b)

rV.Z-rasm.
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IV.3-rasm. IV.4-rasm.

2- mis ol.x_»lf%l Vx = 1 ekanligini isbotlaymiz.
Isbot. e ixtiyoriy musbat son va x> 1bo‘lsin. U holda

X —1 X—1 , X—I

VI+il  VIH 2
tengsizlik bajariladi. Bu yerdan ko‘rinadiki, | /(x) - 1| <e bo‘lishi
uchun < E va x> 1bo‘lishi, ya’ni 1<x<2e+ 1bo‘lishi yetarlidir.
Demak, ta’rifdagi JI/son sifatida (1; 2e + 1) oraliqgdagi har qanday
sonni olish mumkin. Buesa lim"Vx = 1 ekanligini ko ‘rsatadi (IV.4-rasm).

. . , X [-2x+3, < 1bo‘lsa, .
3-misol./(X) = <EL X agarx o funkstyaning x-»1
[3x - 5, agar x > 1 bo‘Isa
dagi bir tomonlama limitlarini topamiz.
Yechish. x<1 bo‘lsin. U holda,/(x) =-2x + 3. Demak,

lim/(x) = lim(-2x +3)=-2 +1+3= 1.
X-.1-0 x-»1-0

Agar x > 1 bo‘lsa, /(x) = 3x - 5 bo‘lib,
li{no/(x) = liln})(Sx- 5)=3¢1- 5=-2 (IV.S-rasm).

IV.6- rasmda y =1 funksiyaning grafigi |

tasvirlangan. Grafikni kuzatib, x argument 0
soniga chapdan (o‘ngdan) yaqinlashganda
funksiya qiymatlari ~ ga (mos ravishda -x» ga)
yaqinlashadi deb tasdiqlash mumkin:

lim - =-0°, lim - = -k».

x-»0-0 X x-»0+0 X IV .5-rasin
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Cheksiz chap limit va cheksiz o‘ng
limit tushunchalarining qat’iy matematik
ta’rifini keltiramiz.

Agar ixtiyoriy £ <0 {F£ > 0) haqiqiy
son uchun shunday N <a haqiqiy son
topilib, barcha xe a) lar uchun
/(x) < E (mos ravishda,/(x) > E) tengsiz-
lik bajarilsa,/(x) funksiyaning ¢ nuqtadagi
chap limiti -0° (mos ravishda -k») ga teng

deyiladi va lim /(x) = (mos ravishda
IV.6-rasm. to-0

lim /(x) = -m») ko‘rinishda belgilanadi.

x-»a-0

Agar ixtiyoriy £<0 (£>0) haqiqiy son uchun, shunday M <a
haqiqiy son topilib, barcha xe{a\ M) lar uchun f (x) < E (mos
ravishdaf(x) > E) tengsizlik bajarilsa,/ (x) funksiyaning a nuqtadagi
o‘ng limiti -<» (mos ravishda -u») ga teng deyiladi va limo/(x) = -<»
(mos ravishda, limo/(x) =+« ) ko‘rinishda belgilanadi.

4-misol. lim(* =-00 tenglikni isbotlang.

Isbot. £ ixtiyoriy manfiy son va x <0 bo‘lsin. U holda
/(x) =- < £ tengsizlik -1 <x <0 tengsizlikka teng }(uchli\dir. Bu yer-
dan ko‘)rcinadiki, ta’rifda go‘z borgan N son sifatida 0) oraliqdagi
har ganday sonni olish mumkin.

5-misol. 1jgn0% = -m» tenglikni isbotlang.
Isbot. £ ixtiyoriy musbat son vax> 0bo‘lsin. U holda /(x)="> £
tengsizlik 0 <x <-" tengsizlikka teng kuchlidir. Bu yerdan ko ‘rinadiki,

ta’rifda so‘z borgan M son sifatida (O, -*) oraliqdagi har gqanday

sonni olish mumkin.

Haqiqatan ham, Me (O, -1) bo‘lsin. U holda, barcha xc (0; M) lar

uchun /(x) =- >-* >-j- =£ tengsizlik bajariladi. Demak, lim - =
X M X x-*OfOX
E

Mashqlar

4.1. lim /(x) =b ekanligini isbotlang, bunda:

D/(*)=4x-2,a=1,F=2; 3) /(x)=Vx, 1=9, 6 =3;

2) /(x)=Vx7,1=0,6=0; 4)/ x)=x2- 1,1=16=0.
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4.2. lim /(x) =6 ekanligini isbotlang, bunda:

x-»0-0
x2- 1, agar X > 0 bo‘Isa, 2 b-V
D /(*) = X ‘ -
x + 1, agar x <a bo‘lsa,
) I(x) = x2- 1, agar x < o bo‘Isa, AN

x + 1, agarx> a bo‘lsa,
4.3./(x) funksiyaning x= a nuqtadagi bir tomonlama limitlarini
toping:

1])5 /I(Zx )x: LVX, agar x > a bo‘Isa,
[x +4, agarx <o bo‘Isa,

9X 1Z X Lcosx agar X > o bo‘lsa, bi§
2) /(X)i[smx agar x <o Bollsa a, a=1
2. Funksiyaning nuqtadagi limiti. /(x) =x - 2 funksiyaning x =2

nuqtadagi bir tomonlama limitini hisoblaymiz:
’Ahzr_r}){(a()lzxkrzr_lo(x— 2)=2-2=0; 11m /(Xx)f hm(x 2)=2-2 =0.
Bu yerda litzno/(x): ligno/(x) ekanlm ko‘ramiz.
Agar 1i*m0/(x): 1im0f{x) =b bo‘lsa, b son/ (x) funksiyaning

x->0 dagi limiti deyiladi va lirgf(x) = b ko‘rinishda belgilanadi.

Shunday qilib, agar ixtiyoriy e > 0 son uchun shunday M va N
sonlar topilib (bunda N< a< M), {N\ M) oraliqda yotuvchi barcha
x lar uchun (o nuqta bundan mustasno bo‘lishi mumkin) |/(x)- 6 I<e
tengsizlik bajarilsa, beR son y=f(x) funksiyaning x->o dagi limiti
deyiladi.

I-misol. lim(x2+2)=2 ekanini isbotlang.
x-*0

Isbot. hm(x2+2)—02+2 2 va 11m(x2+2) 02+2=2bo'l-

x-»0+

gani uchun 11m(x2 +2)=

x-»0

2-misol. limVx =2 ekanligini isbotlang.

X-»4

Isbot. e ixtiyoriy musbat son bo‘lsin. x>0 bo‘lgani uchun,
1"> -21=17-2| =y 5M £H <k 4
tengsizlik o ‘rinli. Demak, |/(x)-2| <ebo ‘lishi uchun |x-4|<evax>0

boMishi, yani 4 - E<X <4 + E, X > 0 bo‘lishi yetarli. Bu yerdan
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IV.7- rasm. IV.8- rasm.

ko‘rinadiki, ta’rifdagi N son sifatida (4-¢; 4) oraliqdagi har qanday
musbat sonni, A/ son sifatida esa (4; 4 + e) oraliqgdagi har qanday
sonni olish mumkin. Bu esa liin)4 Vx =2 ekanligini bildiradi (IV.7-rasm).

a nuqtani oz ichiga olgan har qanday ochiq oraliqni uning atrofi
deb ataymiz. (a - 8 a + &) oraliq (bu yerda 8§ > (0) a nuqtaning
8 - atrofi, 5> 0 son esa atrofning radiusi deb ataladi.

Agar b son y=f(x) funksiyaning x->a dagi limiti bo‘lsa, u holda
|/(x) - ZI <e tengsizlik @ nuqta biror atrofining barcha nuqtalari
uchun (@ nuqta bundan mustasno bo ‘lishi mumkin) bajarilishini ko ‘rish

qiyin emas. lim f(x) =b ning geometrik ma’nosi IV.S-rasmdan ko ‘rinib
turibdi:
3-miso l. [0; 4] kesmada quyidagicha aniqlangan y=f(x) funk-

siyani qaraymiz:

x - 1, agar 0 <x £ 3 bo“‘Isa,

I(*) =

3- x, agar 3<x <4 bo‘Isa.

Bu funksiyaning grafigi IV.9-rasmda tasvirlangan.

Jim /00 = Jim, (- D=3-1=2,
X!grjo(f')-x) =3-0=3
tengliklardan ko ‘rinadiki, lir}n/(x)

limit mavjud emas.

Endi funksiyaning nuqtadagi chek-

siz limitini qaraymiz. Agar y =f(x)

funksiyaning x =a nuqtadagi chap li-

IV.9- rasm. miti ham, o‘ng limiti ham -w» (—<») ga



lim f{x) =

/(«)

IV.10- rasm.
teng bo‘lsa,/(x) funksiyaning x =a nuqtadagi limiti -u» (mos ravish-
da -00) ga teng deyiladi va yg%f{x) = -x» (mos ravishda ]*1% /(X)) =-<»)
ko‘rinishda belgilanadi (IV. 10-rasm).

Agar lim/(x) =+°° bo‘lsa, ixtiyoriy £>0 son uchun shunday
xX-ta

(A; a) va (c; A)) intervallar topiladiki, bu intervallardagi barcha x lar
uchun f{x)> E tengsizlik bajariladi.

Agar lim f{x) =-°° bo‘lsa, ixtiyoriy £<0 son uchun shunday (A; a)
X-»a

va (a; M) intervallar topiladiki, bu intervaldagi barcha x lar uchun
/(x) <£ tengsizlik bajariladi.

4-misol. 1 i m =+oo ekanligini isbotlang.
Isbot. £ ixtiyoriy musbat son va x 4 0 bo‘lsin. U holda

-1 <x <,
/(x) =|lj> £ tengsizlik tengsizliklar sistemasiga teng

kuchlidir. Bu yerdan ko ‘rinadiki, ta’rifda so‘z borgan A son sifatida
(-m£; oj oraligdagi, M son sifatida esa (0; -£) oraliqdagi har qanday
sonni olish mumkin. U holda (A; M) oraliqdagi barcha x* 0 sonlar

uchun/ (x) > £ tengsizlik bajariladi. Demak, liné IA ‘ =+
x-»0 |X
) T

Agar lim/(x) =-0° yoki lim/(x) =-<» bo‘lsa,/(x) funksiya x =41

nuqtada (x->s da) aniq ishorali cheksiz limitga ega deyiladi.
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Agar/ (x) funksiyaning x = a nuqtadagi bir tomonlama limitlari-
ning biri -x» ga, ikkinchisi esa -<» ga teng bo‘lsa,/(x) funksiya x =a
nuqtada anigmas ishorali cheksiz limitga ega deyiladi.

YV =1 funksiya x = 0 nuqtada aniq ishorali cheksiz limitga (4-misol)

eéa» ¥V =\ funksiya esa x = 0 nuqtada aniqmas ishorali cheksiz
limitga ega (1-band, 4-5-misollar).

x = a nuqtada aniq ishorali yoki anigmas ishorali cheksiz limitga
ega bo'lgan/ (x) funksiya shu nuqtada cheksiz katta funksiya deyiladi

va lim/(x) =°° ko‘rinishda belgilanadi.
x-ta

Y=JI , y =- funksiyalarning har biri x = 0 nuqtada cheksiz
A X z

katta funksiyalardir HT1J =+0° lim—=
x->0 X x-*0 X

I, agarx <0 bo‘lsa,
5-misol. /(x)= . funksiyaning grafigi
1, agarx >0 bo‘lsa

IV. 11-rasmda tasvirlangan. lim/(x)= lim 1=1va lim fix) = lim - =-m»

x-t0-0 x-"0-0 x-fO+O x-4W) X
tengliklarga egamiz. Bu yerdan ko‘rinadiki,/(x) funksiya x =0 nuq-
tada cheksiz katta funksiya ham emas, shuningdek chekli limitga ham
ega emas.

Agar lim/(x) =0 bo‘lsa, /(x) funksiya x = a nuqtada cheksiz
x-ta
kichik funksiya deyiladi. Masalan, y =Vx-4, y=vx-2 funksiya-
larning har biri x =4 nuqtada cheksiz kichikdir.

Cheksiz kichik va cheksiz katta funksiyalar orasidagi munosabatni
ifodalovchi teoremani isbotsiz keltiramiz.

Teorema. Agarf (X)funksiya x =a nuqtada cheksiz katta (cheksiz

kichik) funksiya bo Isa, . funksiya x =a nuqtada cheksiz kichik
(cheksiz katta) funksiya bo'ladi.
Yk

l-eslatma. Funksiyaning x-»s dagi (yoki
x-»fl - 0, yoki x-><7 + 0 dagi) limitining ta’rifida
x * a qiymatlar qaraldi, a nuqtaning o‘zida funk-
siya aniqlanmagan bo'lishi ham mumkin.

2-eslatma. Funksiyaning x->a dagi (yoki
x->a - 0 dagi, yoki x-va + 0 dagi) limitining
ta’rifida ta’kidlanayotgan JI/va wWsonlar e va a ga
bogliqdir.

IV.11-rasm.
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Mashqlar
4.4. Tenglikni isbotlang:
1) 1i1(;n(3x +5)=5; 3) litlnj’\—er =1; 95)

2) limVx =2; 4) lim-"4-=4;  6) lim- = 1.
2

x-*8 x->4 VX -

4.5. Limitlarni hisoblang:

1) lir121(4x -5); 3) lil’Igl Vx2+ 36 ;
e T . ey S
2) 113}131 i/x2+7; 4) )13{191()(3 5); 6) 11£I_1>}OIZL+ |
3. Funksiyaning nuqtadagi limiti haqidagi asosiy teoremalar. Oldingi

bandlarda funksiyaning nuqtadagi limiti tushunchasini gqaradik. Bu
bandda funksiyaning nuqtadagi limiti haqidagi asosiy teoremalarni
keltiramiz va limitni hisoblash masalasi bilan shug‘ullanamiz.

l-teorema. /(x) funksiya x->a da xo 'pi bilan bitta limitga ega
bo'lishi mumkin.

2-teorema. Agar limf(x) =b (beR) bo Isa, x =a nuqtaning
biror atrofida f (x) funksiya chegaralangan bo ladi.
3-teorema. Agar limf(x) =b bo lib, b+0 bo'lsa, x =a nug-

toning shunday bir atrofi topiladiki, bu atrofdagi barcha x lar uchun
(x= a bundan mustasno bo lishi mumkin) f(x) ning ishorasi b ning
ishorasi bilan bir xil bo ladi.

4-teorema. Agar lirtll/(x) =b bo lib, x = a nuqtaning biror

atrofidagi barcha x * a lar uchun/(x) >0 (f(x) <0) bo Isa, b> 0
(mos ravishda, 7><0) bo ladi.

S-teorema. Agarx =a nuqtaning biror atrofidagi barcha x * a

larda®(x)<f(x)<g(x) bo lib, 1i_rtn<p(x) = litmg(x) =b bo'lsa, lgnf(x) =b
bo ladi.

6-teorema. 0 zgarmasning limiti o ziga teng: limc =c .
7-teore Ta. 0 zgarmas ko paytuvchini limit belgisidan tashqariga

chigarish mumkin: lim(& *f(x)) = A+lim f(x ).
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8-teorema. Agar/(x), g (X)funksiyalarx->n da chekli limitga
ega bo Isa, I(x) + g (X), f(x) g (X) funksiyalar ham x->0 da chekli
limitga ega va
lim (/(x) £ g(x)) = lim /(x) £ limg(x),
lim (/(x) *g(x)) = lim/(x) *lim g(x)
tengliklar o ‘rinlidir.
9-teorema. Agar/(x), g(x)funksiyalar x->a da chekli limitga

fitx\ Hm/(x)

. % 1
ega va };g&g(X) 0 bo Isa, )lglr’%g(x) hgng(X)

tenglik 0 rinli bo ladi.
Bu teoremalarning isboti oliy matematika kursida qaraladi.Biz
shu teoremalarning tatbiqi yordamida limitlarni hisoblaymiz.
I-misol. lim(x2+4x - 5) limitni hisoblaymiz.
Xx->3
Yechish. Yuqoridagi teoremalarga asosan

lim(x2+4x - 5)=limx2+ lim(4x) - lim 5=
x-*3 x-*3 x->3 1r-»3

= li*r3nx elimx +4li*r3nx - 5=3e3+4+3-5=16.

X-»3

2-misol. hm }37\5: limitni hisoblaymiz.

Yechish. kirg(10+2x): 10+2-5=20"0 bo‘lgani uchun 9-

teoremani bevosita qoMlash mumkin:

. lim(7x-5) . ..
lim = M = =—=15
jt»5 10+2x  [im(10+2x) 10+2-5 20 ’
x->5
3-misol. lim limitni hisoblaymiz.
x-,2 X-2

Yechish. ljgzl(x -2)=0, lti*rznx2— 4 =0 bo‘lgani uchun 9-teo-
remani bevosita qo‘llash mumkin emas (bu holda 9 ko‘rinishdagi

aniqgmaslikka ega boMamiz). x->2 boMgani uchun x #2 deb hisoblash

mumkin. Shu sababli:
l.imﬁ_—4 = lim(X”)(x_—z)
x->2 X yZ X Z

X->2

= hini(x +2) = 4.
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4-misol. lim* 3%
P X-X-6

limitni hisoblaymiz.

Yechish. Bevosita limitga o‘tish natijasida ko‘rinishdagi
aniqgmaslik hosil bo‘ladi. x * 2 lar uchun
X3+3x2-9Xx+2 = (X-2)(X2+5x+1) = x2+5x+1
x3—=x—6 (x-2)(x2+2x+3) X 2+2x+3

tenglik o ‘rinli bo ‘lgani sababli

U rxa+t3xr-9x+2 = ,im x2+Sx+/=22+52+1 =, 4
x-*2 X —X—6 *»2 x +2x+3 22+2-2+3 11
5-misol. lim-=4=— limitni hisoblaymiz.
>0 VI+x-1

Yechish. Bevosita limitga o‘tsak, * ko‘rinishdagi anigmaslikka

ega bo‘lamiz. Aniqmaslikni ochish uchun kasrning surat va maxrajini

n1+x +1*0 ga (maxrajining qo‘shmasiga) ko‘paytirib olamiz:

. X X .)1+x+1 x(J+x+1 . —_ q
lim »— ,=lim r— ( L )~ limI'Fx + D=7
x-*0 VI1+X -1 x->0 (v 1+X 1)(v 1+X+1) *»0 X x-40
6-misol. lim slimitni hisoblaymiz.

x-1 3 é)+x-3

Yechish. Bu yerda ham 9 ko‘rinishdagi anigmaslikni ochish
kerak. 26 + x =/ 3 deb olamiz (o rniga qoyish usuli). x-#i da
t =V26+x -» 3 bo‘lgani uchun

lim =lm2Z /= 1 =|im2(>-3)(>n+3r+9) = 54
x-1 1/2G+X-3  t-*i /-3 r-3 /-3
10-teorema. /4gar limg(x)=0 va limf(x) =b *0 (beR)
x-ta X—0

bo Tib, x =a nugtaning biror atrofida (x = a nuqtaning o zi bundan

f(x)

mustasno bo lishi mumkin) g(x) * 0 bo'lsa, lim™—" =% bo ladi.

q Iimg(x)
Isbot. lim % 4 ,a . =4 = (0 boMgani uchun2-banddagi teo-
Wr T e b e e
remaga ko‘ra, lim ~ bo‘ladi.

g(x)
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7-misol. %{1_31 ;A/l\“--l limitni hisoblang.

Yechish. l@g}(A/x -1- 1)=0, lin21(3x +4) = 10 boMgani uchun

10- teoremaga ko‘ra, 12111{/ T 00 boMadi. Hisoblashni quyidagicha
X- x-1-
rasmiylashtirish mumkin:
lim"+4 =J1£4 =i2=T0
x-2 Y2q-1 0
Mashgqlar
4.6. Limitlarni hisoblang:
. . 2x+3 .
- +5):
1) xl}7r211(4x 3x+5); 2) 1112n . 3) o, x s
1 N
4) w2 x A 6;) L}gn ypmd_Z2 H
4.7. Tengliklar to ‘gTimi:
) lim *>* -0 2) lim *4+5%i+6%2 - -A;
2x3-14 " X»-2 12-3x-10 7

3) lIm(ELx>(+2jc,)(+3x>- _s; 4; lim #=1=1;,
x-»0 X 4

X-*1 X 2-

5; x-2 x -4 :8 ’ 6) Tr U

=c

7y 1,m ~ =-2; N

X7’8 2+Vx 8) %1 A 2= :
9) iim *2 =i; 10) _
Xx—16 V x-4 9 -0 VI+x-Vi-x 5
N SN
11) lim — _ y . _ 3
x-* X -X 1-x y < x
12) 1imfx3-4x§'7(x+,]lx777\/27\ 1 = 1’
x>2 1 x3-81 I x-2  VA-V2/ 2

4.  Funksiyaning cheksizlikdagi limiti. Biz natural argumentli funksiya
(sonli ketma-ketlik)ning limiti tushunchasi bilan tanishmiz. Bu limitni
natural argumentli funksiyaning +00 dagi limiti sifatida talqin etish
mumkin.

138



Bu bandda uzluksiz argumentli y=f{x) funksiyaning -x» dagi,
-00 dagi va °0dagi limiti tushunchasi bilan tanishamiz.

Dastlab, funksiyaning cheksizlikdagi chekli limiti tushunchasini
qaraylik.

(T, -x») oraliqda aniqlangan (bu yerda T — biror haqiqiy son)
y =fix) funksiya va A&R son berilgan bo°‘lsin. Agar Ve > 0 son
uchun, shunday A/eCT] -u») son mavjud bo°‘lib, Vxe(M; -k») sonlar
uchun |/(x) - JI I<e tengsizlik bajarilsa, 4 sonf (X)funksiyaning +&
dagi limiti deyiladi va

lim f(x) = A4 (1)

ko'rinishda belgilanadi.

|/(x) - AI<E tengsizlik 4 - e<f(x) <A +e tengsizlikka teng
kuchli boMgani uchun (1) tenglikning o‘rinli bo'lishi geometrik
jihatdan quyidagini anglatadi:

agar lim f(x) =A4 bo'lsa, Ve > 0 son uchun shunday M son
topiladiki, y =f(x) funksiyaning (Af; -u») oraliqdagi grafigi y =4 -£
vay =>4+ e to'g'ri chiziqlar bilan chegaralangan yo'lakda yotadi
(IV.12-rasm).

I-misol. lim- =0 tenglikni isbotlaymiz.
X-»t+~ X

Isbot. y=1 funksiya (0; -x») oraliqda aniqlangan funksiyadir.
Uning -n» dagi limiti 0 ga tengligini isbotlaymiz. e ixtiyoriy musbat
son bo'lsin. |f(x)—A4 I<e tengsizlikni tuzamiz: IIX— - ol <e yoki [I)-(III< e.
x > 0 ekanligini e’tiborga olib, oxirgi tengsizlikdan x > ° ni hosil
qilamiz. Bundan, ta’rifdagi M son sifatida -- dan katta bo'lgan har
ganday son olish mumkinligi ko'rinadi. Demak, limi =0 tenglik

o'rinlidir.

A+e

A-e

IV.12-rasm.



Endi y =f(x) funksiya berilgan bo‘lib, y =/(-x) funksiyaning
x->too dagi limiti haqida gapirish mumkin bo ‘lsin.

Agar lim /(-x) =A bo‘lsa (bu yerda Ae R), A son/(x) funksiya-
ning x—=-e0 limiti deyiladi va lim /(x) =/l ko'rinishda belgila-
nadi.

2-misol. lim (- 7)=0 tenglikni isbotlaymiz.

Isbot. /(x)=-1, /(-x) =1 funksiyalamiqaraymiz./(-x)funk-
siyaning x->-foodagi limiti mavjud va 0 soniga teng ( 1-misol) bo‘lgani
uchun lim /(x) =0 tenglik o ‘rinlidir.

Agar lim /(x) =/1 va lim /(x) = A4 tengliklar bir vaqtda o ‘rinli
bo'lsa (bu yerda A&R), A son y =f (x) funksiyaning x— dagi limiti

deyiladi va lim/(x) = 4 ko'rinishda belgilanadi.
3-misol. lim-*=0 ekanligini isbotlaymiz.

Isbot. lim s = 0, 1121){— = ( bo'lgani uchun (1- va 2-misollar),

lim- =0 tenglik o'rinlidir.
JC>00 X

lim ;{i—: 0 (lim M o) ekanligi, geometrik jihatdan, x ning yetar-

X-»+co

licha katta musbat qiymatlarida (yetarlicha kichik manfiy qiymatlarida)
YV =7 funksiyaning grafigiy =0 to'g'ri chiziqqa yetarlicha yaqinlashib
kelishini, lim ~*= 0 ekanligi esa x ning moduli yetarlicha katta bo'lgan

qiymatlarida y =” funksiyaning grafigi y =0 to'g'ri chiziqqa yetarlicha
yaqin bo'lishini bildiradi (IV.B-rasm).

Y Agar lim/(x)=0 bo'lsa,/(x) funksiya
x-H-0da cheksiz kichik funksiya deyiladi.

I-misolda ¥ =" funksiyaning x - » da

cheksiz kichik ekanligi isbotlandi.
+00X Funksiyaning x->+oo da, shuningdek,
x—t00 da cheksiz kichik funksiya bo'lishligi
yuqoridagiga o'xshash ta’riflanadi.
Funksiyaning nuqtadagi limitining
xossalari bu bandda qaralgan limitlar

IV.13-rasm. uchun ham o'z kuchini saqlaydi.
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4-misol. ,,1}9_1_ 6;‘2 0 §.l limitni hisoblaymiz.

Yechish. Bu limitni sonli ketma-ketlikning limitini hisoblashda
tutilgan yo‘ldan foydalanib hisoblaymiz:

6+1 -1
,m 6x+x*l = {im_J ix =6+M =6"'
X-X» x -09 . 0,9 1-0
x2

Endi funksiyaning cheksizlikdagi cheksiz limiti tushunchasini
qaraymiz.
/(x) funksiya biror (I'; -no) oraliqda (bu yerda Te /]) aniqlangan
funksiya va lim -7\7—T =0 bo'lsin. U holda,/(x) funksiyaning x->+oo
x-*t~ J1X)
dagi limiti ga teng deyiladi va lim /(x) =00 ko'rinishda belgi-
lanadi.

5-misol. lim(x2+ 5)= (0 ekanligini isbotlaymiz.

X-»t~
Isbot. lim-j— = lim =-A =0 bo'lgani uchun yuqoridagi
x-»t+°. x" +5 x>+ AT ] 1+U

x2
ta’rifga ko'ra lim (x2+ 5)=~ bo'ladi.
Agar lim /(x) =% bo'lib, / (x) funksiya biror (A/; -u») oraliq-

dagi barcha x larda faqat musbat (faqat manfiy) qiymatlar qabul

qilsa, lim /(x) =+° (mos ravishda lim /(x) =-00) deyiladi.
X-Ht~ X-»t~

6-misol. liIJIrl (5- x2)=-00 ekanligini isbotlaymiz.
X-»T=

Isbot. lirf (5 - x2) = (0 ekanligi 5-misoldagidek ko'rsatiladi.
XF—
(3; -Ho) oraligdagi barcha x sonlar uchun, 5-x2<0 ekanligini
ko'rish qiyin emas. Demak, lir+n(5 - x2)=
X-Fp—

Agar lim /(x) =° tenglik bajarilsa, /(x) funksiya x"-u» da
cheksiz katta funksiya deyiladi. Masalan, y =x2+ 5 vay =5 - x2
funksiyalarning har biri x->+°0 da cheksiz katta funksiyalardir (5- va
6-misollar).

x—>00va x-"00 dagi cheksiz limit va cheksiz katta funksiya tushun-

chalari yuqoridagiga o'xshash aniqlanadi.
141



Mashgqlar

4.8. Limitlarni hisoblang:

(2x-3)(3x+5)(4x-6) .

3x2+x-1 2) Vx3+10 °’
. (x+1)2 .
3) lim
) x2+1 4)
5 hm 1000x . . A .
) x2-1 > 6) l-]*tnxv-Sx-%—;’
(2x+3)3(3x-2)2 .
X s+5 8) irlo+xVx ’
9) 1im2X2—3X—4 . 10)
Vx4+1
no2xEs 12) 1 1
X +

vx+Vx+Vx

5. Funksiya grafigining asimptotasi. y =f (x) funksiya va uning
grafigi I' berilgan bo'lsin. Agar I' chiziqning shunday bir
A/(x0; /(*0)) nuqtasi va shunday bir 7 to'g'ri chiziq mavjud bo'lib,

M nuqtadan boshlab hisoblanganda, I' chizigning va /to'g'ri chiziq-
ning mos nuqtalari orasidagi masofa x->a (x-"a + 0, x->a - 0,
x->"«) da cheksiz kichraysa, / to¢ ri chiziqg T grafikning asimptotasi
deyiladi.
Funksiya grafigining vertikal,
gorizontal va og'ma asimptotalari
mavjud bo'lishi mumkin. Ularni

V=log.(x +3) alohida-alohida garab chigamiz.

Agar limo/(x) yoki 1im0 /(x)
X-»o+t X-w-
limitlarning aqalli birortasi +<seyoki
-00 ga teng bo'lsa, x=a to'g'ri chiziq
/funksiya grafigining vertikal asimp-
totasi deyiladi.

I-misol. y =logAx+ 3) funk-
siya x =-3 vertikal asimptotaga ega,
chunki lim log?(x + 3) = -oo (IV. 14-

1

X-»-3+0

1V.14-rasnv. rasm)_
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2-misol. x=-1 to‘g‘ri chiziq

y = |_Xi+i| funksiya grafigining vertikal -

asimptotasidir, chunki lim = -K»
(IV. 15-rasm).

Agar lim/(x)=b Ilimf(x) =b X=-
shartlarning aqalli birortasi bajarilsa,
y=>b to gri chiziq ¥V =f(x) funksiya
grafigining gorizontal asimptotasi
deyiladi. IV.15-rasm.

3-misol. Urr- ‘TZO bo‘lgani uchun y = 0 to‘g‘ri chiziq
x>+~ [X+1

y =j”jj funksiya grafigining x-u<» dagi gorizontal asimptotasi bo ‘ladi.
Bu to‘g‘ri chiziq shu funksiya grafigining x->-oo dagi gorizontal
asimptotasi hamdir (IV. 15-rasm).
4-misol. lim(2+3X)=2 bo'lgani uchun x =2 to'g'ri chiziq
y -2+ V¥ funksiya grafigining gorizontal asimptotasidir (IV. 16-rasm).
Agar liml/(x) -(kx +b)] =0, lim[/(x) -(kx +b)] =0 tenglik-

laming aqalli birortasi bajarilsa, y —kx+bto 'g'ri chizigf (X)funksiya
grafigining og ima asimptotasi deyiladi, bunda &* 0.

S-misol. y=x+ 1- 1 funksiyay=x- log'ma asimptotaga ega
(IV.17-rasm).

y=2+3

5 -4 -3 -2-10
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Agar lim . Kk (x m0) va X1im(/(x) - Ax)= A chekli limitlar

X-nt~
mavjud bo Isa, y =kx +b to gri chizigf (X)funksiya grafigining x>-+<>

dagi ogma asipmtotasi bo lishligi, shuningdek, lim ﬁx)/\=kva

lim (f{x) - kx) =b chekli limitlar mavjud bo Isa, y =kx +b tog ri

chiziqf (x)funksiya grafiginingx->-°° dagi og'ma asimptotasi bo lishligi
oliy matematika kursida isbotlanadi.

Biz funksiyaning og‘ma asimptotasini izlashda shu tasdiqlardan
foydalanamiz.

6-misol. /(x) = funksiya grafigining og‘ma asimptotasini
X +6

topamiz.
Yechish.
= 1 N = 1 = _ = 11 A _A —_o
k= lim 0= lim gy 07 UmUGO-L 0= limfy 800

boMgani uchun y =x to‘g‘ri chiziq/ (x) funksiya grafigining x-»+°°
dagi og'ma asimptotasi bo'ladi. y =x to'g'ri chiziq shu funksiya
grafigining x->-00 dagi og'ma asimptotasi bo'lishligini ham ko'rsatish
mumkin.

Kasr-ratsional funksiya grafigining asimptotasini topishning yana
bir usulini keltiramiz.

f(x)=2"1 funksiya berilgan bo'lsin. Suratdagi ko'phadni
X +6

maxrajdagi ko'phadga bo'lib, =X - ekanligini ko'ramiz.
X +6 X +6
x—>00 da 0 bo'lgani uchun -4 - x 0 bo'ladi. Buesay =
X +6 X +6

x to'g'ri chiziq y = A—ié funksiyaning asimptotasi bo'lishini bildiradi
X

(6-misol bilan solishtiring).

Mashgqlar

4.9. /(x) =4-"- funksiya grafigining gorizontal asimptotalarini

. x+1
toping.

4.10. /(x) = funksiya grafigining vertikal asimptotalarini
toping. e

4.11. /(x) =x *cos”™ funksiya grafigining og'ma asimptotalarini
toping.
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4.12. Funksiya grafigining asimtotalarini toping:

1 X
2 =
0 V=(x-2)" )y X249’
3) y=Vx2-4; 4) y= x*1
Vx2+9 °
6) y="x;
5)
7) y =xarctgx ; 8) y=x(2 +sini);
9) y =arcsin-; 10) y = arccos”.

2-§. Funksiyaning uzluksizligi

1. Funksiyaning nuqtada uzluksizligi va uzilishi. Funksiyaning
nuqtadagi limiti tushunchasini o‘rganganimizda, funksiya qaralayotgan
nuqtada aniqlanmagan bo'lishi ham mumkinligi aytildi.

Endi y =/ (x) funksiya x =a nuqtaning faqat o'zidagina emas,
balki uning biror atrofida ham aniqlangan bo'lsin.

Agar ligll/(x) =/(a) tenglik bajarilsa, y =/ (x) funksiya x =a
nuqtada uzluksiz deyiladi.

I-misol./ (x) =2x + 1 funksiyani x = 1 nuqtada uzluksizlikka
tekshiramiz.

Yechish. Barcha haqiqiy sonlar to'plamida aniqlangan bu funk-
siyaning grafigi IV.18-rasmda tasvirlangan.

/(1) =21+ 1=3va E(irrll/(x) = }(ir‘rll(2x+ I)=2+1+ 1=3 bo'lgani
uchun !{i{rll/(x) =/(1) tenglik o'rinlidir. Demak, berilgan funksiya

x = 1 nuqtada uzluksizdir.

xz-\
2-misol. ¢px)= x-
4, agarx = 1bo'lsa

, agarx ~ 1bo'Isa, 3 --

funksiyani x = 1 nuqtada uzluksizlikka tekshi-
ramiz.

Yechish. (p(l)=4va 1i£r11’;—2;1’r = lim(x +1) =

= 1+ 1=2 munosabatlardan l}igl}@(ﬂ o d(1)

ekanligini ko'ramiz. Demak, berilgan ¢(x)

funksiya x = 1 nuqtada uzluksiz emas (IV. 19-
rasm). IV.18-rasm.
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m<f(x)<M, xe(a-b,a +0)
/(x)>0, xe(s-8;0+0)

x =j nuqtada uzluksiz bo°‘lgan funksiyalarning uzluksizlik ta’rifi-
dan va funksiyaning nuqtadagi limitining mos xossalaridan kelib
chigadigan asosiy xossalarini keltiramiz:

1°. Agary =/(x) va y —g(x) funksiyalar x = a nuqtada uzluksiz

bo Isa, /(x) + g (x),/(x) mg (x) va (g (a) * 0) funksiyalar ham
x =a nuqtada uzluksiz bo ladi.

2° Agarf (X) funksiya x= a nuqtada uzluksiz bo Isa, u holda x - a
nuqtaning shunday bir b-atrofi topiladiki, /(X) funksiya bu atrofda
chegaralangan bo ladi va agarf(a) *0 bolsa, bu atrofda /(X)) ning
ishorasif (a) ishorasi bilan bir xil bo ladi (IV.20-rasm).

Endi funksiyaning nuqtada chapdan va o‘ngdan uzluksizligi
tushunchalarini ta’riflaymiz.

Agar 1im0/(x) =/(o0) glAirr%)/(x) = /(0)) tenglik bajarilsa, y =/(x)
funksiya x =a nuqtada chapdan (o ngdan) uzluksiz deyiladi.

- S 2 >0 bo°‘l o

3-misol. y= Jx2, agarx 0 1%unksiyani vax =0 nuqta-

[3, agar x <0 bo‘Isa

ni qaraymiz. Bu funksiya x =0 nuqtada aniqlangan va bu nuqtada
/(0)=02=0 ga teng qiymat qabul qiladi.

XEIOr_lOf{x) = X}ig?o 3=3 va X}lglgofzx) =X_1*1(1)r+10 x2=02=0 tengliklar-

dan ko‘rinadiki, lironofix) */(0), l*igno/(x) =/(0) munosabatlar
bajariladi. Demak, qaralayotgan funksiya x=0 nuqtada o ‘ngdan uzluk-
siz, lekin chapdan uzluksiz emas (IV.21-rasm).
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x =fl nuqtada chapdan ham, o ‘ngdan ham uzluksiz bo'lgan funksiya
shu nuqtada uzluksiz bo'ladi va, aksincha, x =a nuqtada uzluksiz
bo'lgan funksiya shu nuqtada chapdan ham, o'ngdan ham uzluksiz
bo'ladi (isbotlang). Bu yerdan, 3-misoldagi y(x) funksiyaning x =0
nuqtada uzluksiz emasligi kelib chiqadi.

Agar lim/(x) =f(a) tenglik ma’noga ega bo'lmasa yoki bajaril-
x-ta
masa, /(x) funksiya x =a nuqtada uzilishga ega {uzluksiz emas)

deyiladi va x = o nuqta funksiyaning uzilish nuqtasi deb ataladi.
2-misoldagi ¢(x) funksiya x = 1 nuqtada, 3-misoldagi y(x) funk-
siya esa x =0 nuqtada uzilishga egadir.

Agar /(x) funksiya o'zining uzilish nuqtasi x = s da chekli bir
tomonli limitlarga ega bo'lsa, x =a nuqta /(x) funksiyaning birinchi
tur uzilish nuqtasi deyiladi. Birinchi tur uzilish nuqtasi x =a dagi
chekli bir tomonli limitlar teng, ya’ni x!HRO/(X): x_ljiqu_r_lo/(x) bo'lsa,
X - a nuqta tuzatib (yo gotib) bo ladigan uzilish nuqtasi deyiladi.

2-misoldagi cp(x) funksiya x = 1 nuqtada tuzatib bo'ladigan uzi-
lishga ega. Funksiyaning x = 1 nuqtadagi qiymati sifatida 4 ni emas,
balki lim(p(x) = lim (p(x) = lim <p(x) =2 ni olsak, cp(x) funksiya x = 1

x—4 x->1-0 x-»l+0
nuqtada uzluksiz bo'lib qoladi (IV.19-rasm).
Agar x =a nuqtadaf (x) funksiya birinchi tur uzilishga ega bo'lib,

lim/(x)* lim/(x) munosabat bajarilsa,/(x) funksiya x =a nuqtada

«sakrashga» ega deyiladi va lim/(x)- lim/(x) ayirma funksiyaning
x-totO x-€0-0
x =a nuqtadagi sakrashi deyiladi.
3-misoldagi Xx) funksiya x = 0 nuqtada
birinchi tur uzilishga ega va 'I%IOY(X) =3,
X-*0-

lim y(x) =0 munosabatlar o'rinli. \
X-+0+0 Ll

. . 1 , .
X1_1>1(1)}Oy(x) X!%Y(X) bo'lgani uchun y(x)

funksiya nuqtada x = 0 nuqtada sakrashga ega )
va bu sakrash 0 - 3 =-3 ga teng (sakrash
pastga qarab sodir bo'ldi! (IV.21-rasm).
Agar y=f(x) funksiya x =a nuqtada uzi-
lishga ega bo'lsa va x =a nuqta funksiyaning -1-
birinchi tur uzilish nuqtasi bo'lmasa, x =a
nuqta funksiyaning ikkinchi tur uzilish nuqtasi
deyiladi. IV.21-rasm.
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1, agarx <0 bo‘Isa,
( I C s funksiyax =0 nuqtada

AN, agarx >0 bo Isa

ikkinchi tur tuzilishga ega, chunki X1_1>1&)/(x) =1, Xg{ﬂo/(x) =-m» (1-
§, 2- band, 5-misol) boMgani uchun berilgan funksiya x =0 nuqtada

uzilishga ega va bu uzilish birinchi tur uzilish emas (IV.l 1-rasm).
Mashgqlar

4.13. Funksiyani x = 0 nuqtada uzluksizlililgraxt’e%sgibi?g:

1 =x3; 2 -
)y )y x2, x £0;
-x2+ 1, x <0,
3) vsex- 1L x>0 yy= ©X70
) vEex+ I, x s )y = x+2,x <0;
3, x =0;
1 x*°, x2-2x, x>0,
5) y= 6) y=
2, x =0; 3-x,x<0.
4.14. y =/(x) funksiyalar berilgan:
1 1
D gxe12 2) X2-9 ° 3) x2-6x+9 ’
4) x+3 s) x2+2x-8
x2+2x-8 ° x+3

Funksiyalarning uzilish nuqtalarini toping.

4.15. IV.22-rasmda tasvirlangan graflk bo ‘yicha, grafigi tasvirlangan
funksiyaning (a; b) oraliqqa tegishli bo'lgan uzilish nuqtalarini toping.

4.16. Funksiyaning uzilish nuqtalarini ko'rsating (isbotini keltirish
shart emas):
1

1)y:§, 2) y=tgx; L Myl

5) y=/]\ 6) y=tgxtctgx; 7) y={x}; 8)y =tg2x.
4.17. Butun son to'g'ri chizig'ida aniqlangan va

nH 0; 1va 2 2) -1; 0 va 3;

3) kn, n &Z \ 4)y N+2nn, neZ

nuqtalardan farqli bo'lgan barcha nuqtalarda uzluksiz bo'lgan funksiya
quring.
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b)

P
[a—ra—

d)

T'Y.22- rasm.

4.18. Funksiyaning uzilish nuqtalarini va uzilish turlarini aniqlang:
1) /(x) =1%2”4’a8ar ™ " 2bollsa,

[6 - 2x, agarx >2bo‘Isa;
2) /(x) =19~ ’agarx - 1b0°‘lsa’

|2x +3, agarx > 1bo‘lsa;

x +4, agarx <-1 bo‘lsa,

3) /(x)= x2+2, agar - 1<x <1bo‘lsa,

2X, agar x > 1 bo‘lsa;
HoM =it D () =5
4.19. y =/(x) funksiya berilgan. Funksiyaning uzilish nuqtalari-

dagi bir tomonli limitlarni, sakrashlarni va [-4; 4] kesmadagi grafigini
yasang:
[4x +5, agarx <-1 bo‘lsa,

* ) =
D7) ’Ix%- 4x, agarx > -1 bo‘lsa;

[x2+ 2, agar x <2 bo‘lsa,
2) I(X) =
Ix+ 1, agarx > 2 bo°‘lsa;
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- X, agar x < 0 bo‘lsa,

3) f{x) = - x{x-1)2, agar 0 <x <2 bo‘lsa,
x-3, agar x > 2 bo‘lsa;
- 2x, agarx <0 bo‘lsa,
4) m = Vx, agar 0<x <4 bo‘lsa,
1, agar x > 4 bo‘lsa.
4.20. Agar:
) /(x)=(x2+1)5 x0=0; 2) /(x)=jd*i|z5,x0=-5;
3) /(x) = X, =2 4)/(x) = x0=1

bo‘lsa, Aning qanday qiymatida

=j/W ’ aBarx *x 0bo‘lsa,
[4, agar x = x0bo‘lsa
funksiya x =x0 nuqtada uzluksiz bo'ladi?

2. Funksiyaning oraliqda uzluksizligi. Agar y =f(x) funksiya X
oraliqgdagi barcha nuqtalarda uzluksiz bo'lsa,/(x) funksiya shu oraligda
uzluksiz deyiladi.

l-misol. y=x2+x+1 funksiya X = (-<»; -k») oraliqda uzluk-
sizmi?

Yechish. (-<»;-x») oraligdagi barcha x =a nuqta uchun
limy(x) = lim(x2+x+ )=a2+a+1=/(x1)

tenglik o'rinli bo'lgani sababli, y(x) funksiya X = (-<»; -x») oraliqda
uzluksizdir.

2-misol. y =" funksiyax =(0; 5) oraliqda uzluksizmi?

Yechish. Berilgan funksiya x =3e (0; 5) nuqtada aniglanmagan.
Shu sababli, u x = 3 nuqtada uzilishga ega. Demak, berilgan funksiya
x = (0; 5) oraliqda uzluksiz emas.

Kesmada uzluksiz bo'lgan funksiya bir qator ajoyib xossalarga
ega. Shu sababli X=/a| b/ bo'lgan holga alohida to'xtalamiz.

Agary =/(x) funksiya barcha xe(s1; b) nuqtalarda uzluksiz bo'lsa
va x = a1 nuqtada o'ngdan, x = b nuqtada esa chapdan uzluksiz
bo'lsa,/(x) funksiya [s; b] kesmada uzluksiz deyiladi.

Endi kesmada uzluksiz bo'lgan funksiyaning xossalarini ifodalovchi
teoremalarni va ularning geometrik talqinini keltiramiz.
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/(c) =a

rV.23-rasm.

l-teorema. Agarf (x)funksiya [a; b] kesmada uzluksiz bo Isa,
bu funksiya [a\ b] oraligda chegaralangan bo ladi, ya ni shunday
o zgarmas M > 0 son topiladiki, bareha xe [s1; b] lar uchun

/()] <M

tengsizlik bajariladi (IV.23-rasm).

y=f(x) funksiyaning [1; b/ kesmadagi grafigi [-AZ; A/] yo‘lakda
joylashgan.

2-teorema. [s1; b] kesmada uzluksiz bo Iganf (X) funksiya shu
oraligda o Zining eng katta va eng kichik giymatlariga ega bo ladi
(IV.24-rasmga qarang: f(c) =a.~ eng kichik qiymat,/(t/) =3 - eng
katta giymat).

3-teorema. [sa; b] kesmada uzluksiz f (X) funksiya uchun
f{a) o (b) <0 bo Isa, funksiya nolga teng qiymat qabul giladigan,
vani /(¢c) =0 boladigan kamida bitta ce (1; b) nuqta mavjud bo'ladi
(IV.25-rasm).

4-teorema. /(x) funksiya [sa; b] kesmada uzluksiz va min{/*(s1),
/ (b)} =A, max{/(q), / ()} =B bo Isa, f (X) funksiya A va B orasidagi
har ganday C qiymatni gabul giladi (IV.26-rasm).

/(c) =0

/(¢,) =C, I(¢)=C, / (¢3)=C

IY.25-rasm. IV.26-rasm.
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/(x) >0, xe (a, b) /(x) <0, xe(a, b)
IV.27-rasm.

5-teorema. Hgor/(x) funksiya [a; Z kesmada uzluksiz va (a\
b) intervalda nolga aylanmasa, u shu oraligning barcha ichki
nugqtalarida bir xil ishorali bo ladi (IV.27-rasm).

y=c (c=const),y=X,y=" (0>0,0 *0),y =log"x (0>0, 070),
N =ginx, y =cosx, N =tgx, y = ctgx, y = arcsinx, y = orccosx, y = arctgx
va > = arcctgx funksiyalar eng sodda elementar funksiyalar, ular
ustida chekli marta arifmetik amallar, shuningdek funksiyadan funksiya
olish (funksiyalar 8uped or118lya8l) amallarini bajarishdan hosil boMgan
funksiyalar esa elementar funksiyalar deb atalishini eslatib o ‘tamiz.

Masalan, y = sin(Inx + cosx - x2+ arctg(cosx2) + 1) funksiya
elementar funksiya, 1-bandda keltirilgan 2-misoldagi funksiya esa
elementar funksiya emas.

Oliy matematika kursida quyidagi teorema isbotlanadi.

Teorema. Barcha elementar funksiyalar o zining aniqlanish
sohasida uzluksizdir.

3-misol. y =—-- !----(-; funksiya uzluksiz boNadigan barcha
X —S5x+
nuqtalar to‘plamini topamiz.

Yechish. Berilgan funksiya elementar funksiya va uning aniqlanish
sohasi (-00; 2)u(2; 3)v(3; +oo) to ‘plamdan iborat. Yuqorida keltirilgan
teoremaga ko‘ra bu to‘plam izlangan to'plamdir.

4-misol. y=(1+x)x funksiya uzluksiz boNadigan barcha nuqta-
lar to‘plamini toping.

Yechish. Bu funksiya darajali-ko'rsatkichli y= u(x)vM funksiya-
ning xususiy holi bo‘lib, darajali-ko ‘rsatkichli funksiya ta’rifiga ko Ta

X — i

y =1 +x)r = enfl*X = exIn(+x) tenglik o ‘rinlidir. Bundan garalayotgan
funksiya elementar funksiya ekanligi va uning aniqlanish sohasi
(-1; 0)u(0; -w») to'plamdan iboratligini koTamiz.

Yugqorida keltirilgan teoremaga xkoTa, (-1; 0)v(0; +») to‘plam
izlangan to ‘plamdir.
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Mashgqlar

4.21. Funksiyalarning uzluksizlik oraliglarini toping:

) v= !
X2+2x-3 >
3) y= x2+2x-& - 4) v=-1 —:
.YV X3-x2-12X "y  x+3  x-4 >
x <2, x @0
s - x2, x <0, 0 0
= 6 = 5X: 2
S = T o ) A%
X, X >2.

4.22./ (x) funksiyaning x =k, I, m, n dagi qiymatlarini hisoblang,
ishoralarining saqlanish va nollari mavjud bo ‘lgan intervallarini aniq-
lang, [a; b] oraligdagi nolini e gacha aniqlikda toping («kesmani
teng ikkiga bo‘lish» va al-Koshiy usullarini tatbiq eting, mikrokal-
kulator yoki EHM dan foydalaning):

1)/ (x)=x3—6x+5, k=-3, [=-2, m= 1,5, n=2, a=I, b=m, e=0,001;

2)/(x)=x3-4x-3, A:=-1,5, /=-1,2, m=0, n=4, <z=-1,5, />=-1,2,
e=0,001;

) f{x) =x3—"x+2=0, k=-3, /=-1, m=2, 1=3, ti=-3, />=0, ¢=0,01.

4.23. x4+x - =0 tenglama [0,5; 1,5] kesmada ildizga ega ekanini
isbot qiling va shu ildizni 0,01 gacha aniqlik bilan toping.

4.24. Tengsizlikni yeching:

) (x+35)(x-4)>0; 2) (x +4)(x-3)<0;

3) x+2)x+4)(x +5)£0; 4) (x2- I(x +6)<0.

4.25. Tengsizlikni yeching:

1) (x- DAx +2)(x +4)10>0; 2) x3-4x2-x+4>0.

4.26. Tengsizlikni yeching:

) x3+27 >0; 2) X -9 >0.

(X4-16)(X2-25) X 3-2x2+4x

3. Ajoyib limitlar. Ko‘pchilik hollarda limitlarni hisoblash masalasi

Hm 2 =1, Q)
lig}(l +x)* =e )
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formulalar yordamida hal etilishi
mumkin. Ulardan birini, masalan, (1)
tenglikni isbotlash bilan cheklanamiz.

a- = tenglik barcha x ~ 0
- X X

sonlari uchun o ‘rinli bo ‘lgani sababli,

(1) tenglikni x*O + 0 bo‘lgan hoi

uchun isbotlash yetarlidir.

x->0+0 bo‘lsin. U holda xe(0;
IV.28-rasm.
va sinx > 0 deb hisoblash mumkin.
Birlik aylananing 2x radianli MNyoy'im qaraymiz (IV.28-rasm).

U holda JI*"V =2x va A/V =2sinx, 2MK = 2Ilgx tengliklar o ‘rinli
bo‘ladi, chunki M nuqtaning ordinatasi sinx ga, MK uzunlik esa tgx
ga tengdir.

MN <MN < 2MK yoki 2sinx < 2x < 2tgx, ya’ni sinx <x < tgx
ekanligini ko‘ramiz. Bu tengsizlikning hamma hadlarini sinx>0 ga

(3P _ *7 o
bo‘lib, 1< srinX< (ﬁ( va demak,

COSX < X<1 3>

tengsizlikka ega bo‘lamiz.

y=cosx funksiya uzluksiz bo‘lgani uchun lim cosx = cosO = 1 tenglik
o ‘rinli bo ‘ladi.

1-§, 3-band, 5-teoremaga ko‘ra, (3) tengsizlikdan lim5I® ::!
ekanligi kelib chiqadi.

I-misol. lim~I* limitni hisoblaymiz (A:*0,7ua " 0).
m x 4

X-»0

Yechish. kx=t¢ deb olamiz. x->0 da Z-"0 va, aksincha, /-»0 da
x-"0 ekanini ko‘rish qiyin emas. U holda (1) tenglikka ko‘ra

lim sin kx _ J_uT A:sinx _ k ym sin Ax _ k ut sin/ = K .\ =JL
m

x-t0  mx m Xx->o0 k x m x"o k x m x->o t

bo ‘ladi.

2-misol. lim *nkx limitni hisoblaymiz (A0, /u” 0).

X-»0 s1n m x

Yechish. mUsL=w.miM. =m.m M . bolgani

sin m x K m x sin m x K m x smmx

k x

uchun I-misolga ko‘ra
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«lim s‘n ~

x0sinmx 0 k  mx sinmy Kk x*o mx  xZosinme
kx kx

=lim m sinkx 1 =, =1ILI
K m

bo ‘ladi.

3-misol. iim cos $x-cos 9x limitni hisoblaymiz.

x-»0
Yechish cosSx-cos9x 2sin7xsin2x _ 2 .sin7x.sin2x bo‘lgani
uchun limc®°~x-cos9x =2 .limm2x ,ii m = 2.2 2=28 teng-
X-.0 X x-*0 X x->0 X II 0
likka egamiz.
(1) tenglik birinchi ajoyib limit, (2) tenglik ikkinchi ajoyib limit
deb yuritiladi.
4-misol. 1im® ™, (a>0, 0* 1) limitni hisoblaymiz.
x-*0 X

Yechish. y=ax- 1tenglik yordamida yangi o'zgaruvchi kiritamiz.
U holda, x =log (1 +y) bo‘lgani uchun

ax-\ . ax-1 \% 1
oki -
loge(l+y)
X ~loga(l+y) log0(I+y)*
tenglik o ‘rinli bo ‘ladi.
x->0 da ekanini va, aksincha, >»"0 da x-"0 ekanini ko‘rish

qiyin emas.
1
logti(l + y)y uzluksiz funksiya bo'lgani uchun (2) tenglikka ko ‘ra

1 i) )
1i11]0 log (1+y)y =loga l.ig(l +y)y)\= logae =-rr- tenglikka egamiz.

U holda
lim =lim - =Ins.
O T ogfii+y)r limlogfl(lHy)h
ogfl(i+y)”  limlogfi(l+y
4-misolni yechish jarayonida lim _ 1 tenglik ham

isbotlanganligini eslatib o ‘tamiz.
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4.27. Hisoblang:

1) 11nism%jg, 2) limsin6x 3) lim?”™;
*»0  3X x-»0 4x X»0 3x
4) limSaiX; i A
) x-*0 Sin 6X 3) }v-l*r(?tgsh 5 6) I{Jrglxctg6x.
4.28. Limitlarni hisoblang:
1) 11m11nUJc . 2) iim4als 3) lim sinl6x .
X0 x->0 Sin 6X x-*o 12x
4) lxlnol :g%;- 5) LII*I"% Iv%xl; 6) l}gxctg%{ .

4.29. Limitlarni hisoblang:

1) lim-M i 2) lim, sin4” 3) lim Y%
X-»o0 sin 3x X-»0 2X cos 3x 40 sin2 2x °
4) iim2M£i|3£; 5) Um *jM i i i:
) Hm2MEIRE, 5) g sisx 6) llms%rlnlvéxl’
7) lim be”c.
;oo sxz oo 8) limaregQdx N o x
; . COSX-COS X . X ctgx.
10 lxl-z?o;;cftg_x 1) !(l-l»l}) 12) Ll-l;‘% sin3x °
13) 14) 15) §$Sx-ctg3x;
sinff- x)
16) Hmsin® 82i ; 17) lim (1-x)tgf; 18) lim—zT -
x-»0 x —»l _ f SIH(A+X)
sin (”*-x)
19) lim sin2xctgx; 20) lim
4.30. Limitlarni hisoblang:
. -1
D lim(+3x)s 2) 11901(1+7x)“
3) 1lim M 1tlll
x-»0 X-*0
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V B0 B

HOSILA

1-§. Funksiyaning hosilasi va

differensiali

1. Funksiya orttirmasi. Biz funksiyalar qiymatlari jadvallarini tuzish

jarayonida funksiyaning A/(x) =f(xM) -f(x) chekli ayirmasi bilan
tanishganmiz. Unda funksiya argumentning diskret qiymatlarida qaraldi,
funksiya o ‘zining bir/ (x0) qiymatidan ikkinchi / (x0+ Ax) qiymatiga
sakrab o‘tgandek bo°‘ladi, bunda Ax =/z - jadval qadami. Endi biz
argumentning uzluksiz o‘zgarishiga bog‘liq masalalarga o ‘tamiz.

To‘g‘ri chiziqli harakat qilayotgan nuqtaning x vaqt momentidagi
koordinatasi (o‘tilgan masofa) /(x) bo‘lsin. Nuqta A x=5b-a vaqt
oralig‘ida |A/(ti)| = \f(b) -f{d)\ qadar ko‘chadi. Agar bunda A/> 0
bo‘lsa, ko‘chish musbat yo‘nalishda, A/<0 bo‘lsa, ko‘chish manfiy
yo‘nalishda bajarilgan bo ‘ladi.

x0=a dan x ga ko‘chishdagi Ax= h =x - a ayirma argumentning
a nuqtadagi orttirmasi, Af(a) =/(x) -f(a) ayirma funksiyaning shu
nuqtadagi orttirmasi deyiladi.

l-misol. Argumentning boshlang‘ich qiymati a =5, orttirmasi
A=0,1./ (x) =x2funksiya orttirmasini topamiz.

Yechish. Argument s=5 dan A=0,1 ga ortgan: s + A=5,1.
U holda A/(5)=/(5,1)-f{5) =5,12- 52=1,01.

2-miso l. Argument orttirmasi Aga teng./(x) =kx + Ichizigli
funksiya orttirmasini topamiz.

Yechish. f(a+h)=k(a+h)+I;
H/(a) =f(a +h) - f(a) =k(a +h) +1- ka - I=kh.

3-misol. Kubning tomoni a ga teng. Agar tomonlar A qadar
orttirilsa, uning hajmi qanday o ‘zgaradi?

Yechish. Tomonlar Aga orttirilgandan so‘ng uning hajmi (a + A)3
ga teng bo‘ladi. Natijada kubning hajmi

AV =(a +h)3- 193=3ah +3ah2+ A3

ga ortadi.
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Mashgqlar

5.1. x =<Jdan x = Z?ga o ‘tishdaf funksiya qabul qiladigan orttirma-
ning fizik, geometrik ma’nosini tushuntiring, berilgan sonli ma’lumot
bo‘yicha orttirmani toping:

1)/(x) - o‘tkazgichning ko‘ndalang kesimidan x vaqtda o ‘tadigan
elektr miqdori (A=4s, =7 s,/(x) =5x Kl, Kulon);

2) /(x) - to‘g‘ri chiziqli harakat qilayotgan jismning x vaqt
ichida o‘tgan yo‘li (a =0, Z2=2s,/(x) =x2+ 18x m);

3)f(x) - bir jinsli bo‘lmagan sterjenning bir uchidan boshlab
x uzunlikdagi qismining massasi (o =0, 2=0,35 m,/(x) =2x2+ 3x kg).

5.2. Kubning qirrasi 1sm (5§ sm; 10 sm). Agar qirra 1sm ga, 0,5 sm
ga, 0,2 sm ga orttirilsa, kubning hajmi qanchaga ortadi ?

5.3. [al b] kesmada J[/(x) orttirma va Ax orttirmaning ishoralari
bir xil. Shu kesmada funksiya o ‘suvchimi (kamayuvchimi)? Ishoralar
har xil bo‘lsa-chi?

5.4. Funksiyaning a nuqtadagi orttirmasini toping:

D/(+*) =2x2-%x, a=4 6=0,1;

2)/(x) =-4 +3x+x 2 a=-2, h=0,01;

3)fix) =x - 2x3,a =1\ h=-0,2.

5.5. Funksiya argumenti 4 orttirmani qabul qilib, x =b qiymatga
erishgan./funksiya orttirmasini toping, bunda:

1) f(x) =Vx-1, h =165 b=9,41;

2) f(x) =VT+T, h =2,65, b="1741.

5.6. Doira radiusi R =6 sm, u 6 sm gauzaytirilsa, doiraning yuzi
ganchaga o ‘zgaradi? Bunda: 1) 6=0,3 sm; 2) 6=-0,3 sm.Chizmad:
tasvirlang.

2. Funksiya hosilasi. > = x2 funksiya grafigining (l; 1) nuqta
yaqinidagi holatini kuzataylik. V.l-o rasmda parabolaning 6 =2
uzunlikdagi [0; 2] kesma ustidagi qismi tasvirlangan. Chiziq o ‘z egriligi
bilan shu nuqtadan o‘tuvchi y =kx + [ urinuvchi to‘g‘ri chiziqdan
keskin farq qiladi. Shu nuqta atrofini kattaroq tasvirlaylik (V.1-6 rasm).
Parabolaning nisbatan kichik 6 =0,2 uzunlikka ega bo‘lgan [0,9; 1,1]
kesmadagi qismi uncha egri emas. Ax = 6 ning yanada kichik
qiymatlarida parabola va to‘g‘ri chiziq kesmalari deyarli ustma-ust
tushadi, ya’ni parabola (1; 1) nuqta yaqinida «chizigli kichik» holatida
bo‘ladi. U boshqa nuqtalar yaqinida ham shunday «chiziqli kichik»
xossasiga ega bo‘ladi. Fizika nuqtayi nazaridan «chiziqli kichiklik»
xossasi mos fizik jarayon deyarli tekis, deyarli doimiy tezlik bilan ro‘y
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V.l-rasm.

berayotganini anglatadi. Matematikada «chiziqli kichik holatdagi

funksiya» tushunchasi differensiallanuvchi nomi bilan ataladi (lot.:

differentia - ayirma). Holatni matematik jihatdan tushuntiramiz.
Agar x =aq dan x =a + Aga o‘tishda/ funksiya orttirmasini

tf=fta+h)-fla)={k +a)h (M

ko'rinishda berish mumkin bo‘lsa, / funksiya x = a1 da differensial-
lanuvchi funksiya deyiladi, bunda x —son, oc(x) funksiya Ax = /z->0

da cheksiz kichik, &m& a(x) =0.
Masalan, f(x) =kx + I chiziqli funksiya orttirmasi
n/=/(a +h)-f(a) =k{a +h) +1- ka - I =kh,

ya’'ni oc(x) = 0 bo‘lishini ko‘ramiz. Demak, chiziqli funksiya x ning
barcha qiymatlarida differensiallanadi.
Boshqa differensiallanuvchi funksiyalar uchun Ax va A/orttirma-
larning faqat taqribiy proporsionalligi o ‘rinli bo ‘ladi:
fla +h) - f{d) = kh,
bundagi chetlanish a(x) ga teng.

l-misol. x2 funksiyax ning istalgan qiymatida differensiallanadi.
Haqiqatan, funksiya x dan x + A ga o ‘tishda

A/l=(x+h)l—=x2=2x + h)h
orttirmaga ega, undagi 2x ta’rif bo‘yicha x ni, & esa a funksiyani

ifodalaydi, \lmh =0.

A-»0
(1) tenglikdan: =~+a ,bunda h =(x +h) - x =Ax,

lima(x) = 0. Bularga ko ‘ra:



() -I(*)
) =K

s

(2)

va

A-»0 /1-»0V i )

Aksincha, bu limitli ifodadan (1) tenglikni hosil qilish mumkin.
Shu tariga ushbu teorema isbot qilinadi.

Teorema. «- lim--x+" limit mavjud bo Igandaginaf (X)

funksiya differensiallanadi va uning orttirmasi

&f=f(x+h) -f (X) = ={k +a)h

bojadi, bunda £1r1Q1 a(x) =0.

kf={k +a)h tenglik funksiyaning differensiallanishini xarak-
terlaydi. Masalan, u doimiy tezlik bilan to‘g‘ri chiziqli tekis harakat
qilayotgan jism ¢ vaqtda s =vt +Somasofani bosib o ‘tsin, bunda 50-
harakat boshlanguncha o‘tilgan masofa, 5 bog‘lanish y =kx +/ funk-
siyaning 0‘zi, k =u, x =t,  =sQy =s. Mexanika nuqtayi nazaridan
Kk son harakat tezligi, geometrik jihatdan to'g'ri chiziqning burchak
koejfitsiyenti miqdorini ifodalaydi. x ning qiymati xga bog‘liq. Demak,
k son biror funksiyaning xususiy qiymatidan iborat. Bu funksiya/ (x)
funksiyaning hosilasi deb ataladi va f'{x) orqali belgilanadi.
f'{x) ning x nuqtadagi qiymati ushbu formula bo‘yicha topiladi:

(x+T)-/(x) = a/
A-*0 h A%0 0)
bunda Ax =h - argument orttirmasi.

Shunday qilib, funksiya orttirmasi f(x + &) - /(x) = (k + a)h
koTinishda berilgan bo‘lsa, x son hosilaning qiymatini beradi.

Jism ¢ = t0 boshlang'ich vaqt momentida f(r0) koordinatali
nuqtada, t=10+4¢ momentdaf(t0+A4f) koordinatali nuqtada bo ‘Isin.
[/0; t0 + A\ vaqt oraligida Af=f(t0+ A1) - /(/0) masofani o ‘rtacha

yort(0 =7 tezlik bilan o ‘tadi, bunda AI'=(/0+ I/) - /0- o ‘tgan vaqt.

0 ‘rtacha tezlikning I/-»0 dagi limiti, ya’nif'(¢#Q hosila to ‘g ri chiziqli

harakatning t0 momentdagi oniy (bir lahzadagi) tezliginx ifodalaydi:
~oniyC"o) = =/'(/0).

Bir jinsli sterjenning x uzunlikdagi qismining massasi /(x) = kx,
bunda x son - sterjenning chizigli zichligi. Agar steijen bir jinsli
bo‘lmasa, uning # uzunlikdagi 4B qismining massasi f(x 0+ h) - f (x0)
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bo‘ladi, bunda x0 qiymat sterjenning 4 boshlang‘ich uchining koor-
dinatasi. Aflqismning o ‘rtacha zichligi:

k&n(0 = f<x«+h)-f(x°) =T x 0)+a,

bunda xnnuqtadagi chizigli zichlik k(x0) = iln(])AO.n(/) =/'"(x0) bo-‘ladi.

Har qanday / doimiy sonning hosilasi nolga teng. Chunki,
/=0 *x+/yozuvi bo‘yicha k =I" =0 ni olamiz. Demak, (kx + 1)’ =k
Lekin (x2)' =2xbo'ladi. Chunki f(x +h)-f(x) =(x + A2-x2=2x+h)h
bo‘lganidan, (k + a)h yozuv bo‘yicha x = 2x olinadi.

[1; b/ yopiq kesmaning a nuqtasida/ funksiyaning o ‘ng tomonli,
b nuqtasida esa chap tomonli differensiallanishi haqida so‘z borishi
mumkin:

A* +0)=lim/(att /(a)./46 - 0)=jimS b M )

2-misol. (3) formuladan foydalanib, /(x) =" funksiya hosila-
sini topamiz, bunda @ - biror doimiy son, Ax= h, Ay =/(x + AX) -
-/(x), x*O.

Yechish. Ay =" - a =ax-a'raM =-. u holda:
x+Ix  x x(x+1Ax) x(x+/1x)

3-misol. 1) y=x; 2)y=x2 3)y =ax2+bx t¢ 4)y =x3
funksiyalaming hosilalarini topamiz.

Yechish. 1)y=x= 1+x+0, bundan k =y’ =1, ya’ni x'=1
bo‘lishini aniqlaymiz. Bu misolda (3) kabi limit formulalardan
foydalanishga hojat bo‘lmadi;

2) (1) formula bo‘yicha:
Ay = (x + AX)2- x2=x2+2x *Ax+ (Ax)2- (Ax)2= (2x + AX) * Ax.
Orttirma Ay = (&+a) *Ax ko‘rinishda tasvirlandi. Unda lim a = 0,
k =2x. Demak, (x2)'= 2x;
3) funksiya orttirmasi:
Ay=a(x+Ax)2+ b(x+Ax) + c-(ax2+Z2x+ ¢c) = 2ax mAX + a(Ax)2+b- Ax.

Funksiya orttirmasining argument orttirmasiga nisbati:

N =2« JAX+A) AX =2nx +a JIx+ A;
Ax . Ax
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topilgan nisbatning [Ix->0 dagi limiti:
y' :}in}o&ax +a-Ax +b) =2ax +b.

Demak, {ax2+bx +c¢)' =2ax + bl
4) A(x 3)=(x +Ax)3- x 3= (3x2+ 3x *Ax + (Ax)2) *Ax,

pr=lim = lim (3x2+ 3x *Ax+ (AX)2) = 3x2.

Ax"0 AX

Mashgqlar

5.7. Funksiyalarning differensiallanishini isbot qiling:

1) Vx, x>0; 2) -1, x#0; 3) x"N5;

4) x >0; 5) --y, x*0; 6) x4.
Vx X

5.8. 5.4-mashqda keltirilgan funksiyalar hosilalarini toping.

5.9. Funksiyalarning hosilalarini toping:

) |x-1; 2) 5-7x2; 3) JIx ;
4) 2+JIx ; 5) x3+J ; 6) 5x2;
7) 8) - x3+7; 9) I ;
10) JTT ; 1) (x2—x + 1)2.

5.10./ (x) funksiya /'(x) hosilasining x= a nuqtadagi qiymatini
toping:

1) 4-5x2, 0=1;

2) V4+VYox, a=|;

3) x3,a=-1, a=3 a=-0,5.

5.11. /(x) =x3-|x2+10x-2,/(0)=?2/'(-1) =?2/'0) =7

5.12. x, x2, x 3, 1, Vx funksiyalar hosilalarini kuzating, ular-
ning tuzilishida qanday umumiylik bor ?

5.13. y =Vx funksiya hosilasini toping.

5.14. Jismning aylanma harakatida coburchak tezligi va v chiziqli

tezligi orasidagi bogManish o= -£ munosabat orqali ifodalanadi, R —

aylana radiusi. Oniy burchak tezlik tushunchasini ta’riflang va uning
ifodasini hosila orqali bering.
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5.15. Qattiq jismning issiqlikdan chiziqli kengayishi (- /0=aljt - /),
bogManish orqali ifodalanadi, bunda Dva /, jismning Dvar tempera-
turalardagi uzunligi, y - jismning issiqlikdan chiziqli kengayish koef-
fitsiyenti (jism moddasining tabiatiga va turiga bogMiq kattalik). Oniy
chiziqli kengayish tushunchasini ta’riflang va uning ifodasini hosila
orqali bering.

5.16. /Hbalandlikdan uOboshlangMch tezlik bilan yuqoriga tik otilgan
jism A()=A+u0 - sz qgonun bo‘yicha harakat qilmoqda. Agar

hQO=5 m, vO=2,5 m/s, g= 10 m/s2boMsa, jismning tezligi uning v0
tezligidan 5 marta kichik boMgan vaqt momentidagi balandligini toping.

5.17. t =0 momentdan boshlab oMkazgich orqali o‘tgan elektr
miqdori g(?) =2,5r2- 3/ formula bo'yicha hisoblanadi. Ixtiyoriy vaqt
momentidagi tok kuchini hisoblash uchun formula chigaring va 5-sekund
oxiridagi tok kuchini hisoblang.

3. Funksiya differensiali. Agary =f(x) funksiya orttirmasi uchun
tuzilgan Iy =f{x + Ax) - fix) = (A + a) *Ax formulaga x =f\x) qiymat

qo‘yilsa, so‘ng lim a = 0 boMgani uchun/(x+ A x) -/(x)=/'(x) *Ax yoki
Jx—»0

fix +Ax) =fix) + /,(x) Ax (D

taqribiy formulaga ega boMamiz. Bu munosabatdagi/'(x) * Axqo ‘shiluv-
chi y=fix) funksiyaning berilgan x qiymatdagi differensiali deyiladi
va dy yoki dfix) orqali belgilanadi,’ya’ni

dy =f\x) *Ax. (2)

x erkli o‘zgaruvchining dx differensialini topaylik. x'= 1 vay =x
boMishini nazarda tutib, (2) munosabat bo‘yicha dx =f"ix) *Ax =

=x"'9*Ax =1 Ax=Ax, ya'ni dx =A4Ax ni olamiz. (2) munosabat

df (x) =f"ix)dx 3)
ko‘rinishga keladi. Shu kabi, (1) munosabatga muvofiq fix) funksiya-
ning x =a nuqta yaqinidagi qiymati uning shu nuqtadagi fid) qiy-
mati bilan f'ia) wh differensialining yigMndisiga teng, bunda Ax =A.

y=fix) funksiya biror oraliqda uzluksiz va qat’iy monoton boMsin.
U holda unga teskari x = (p(y) funksiya mavjud, Ay =/ (x + Ax) -
-/(x) " 0da Ax=d(y + Ay) - <p(y) * 0 va Ax->0 da Ay->0, Ay"O da

Ax->0 boMadi. Natijada: lim — = —!— yoki
BRI %%
d'»=7" (4)
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va
dx=dy(y) =yly)dy (5)
munosabatlarga ega bo ‘lamiz.

(1) formula taqribiy hisoblashlarda keng qoMlIaniladi.

Misol. y =x efunksiyaningx = 3,0184 dagi qiymatini e = 0,005
gacha aniqlikda topamiz.

Yechish. 3,0184 =3 +0,0184. Shunga ko‘ra, 1 =3, A=0,0184
deb olishimiz mumkin./(3) =33=27,/'(3) =3x2=27. (1) munosabat
bo‘yicha/(x +Ix) =(3 +0,0184)3=27 +27-0,0184 =27,4968. Vujudga
keladigan xatolik:

(x+Ax)3- (x3+ 3x2 MAx) = 3x(Ax)2+(Ax)3=3 *3 0,01842+0,01843=
=0,01842+9,0184 <0,022+9,02 =0,003608 <0,004 <e.

5.18./(x) funksiyaning x= a dan x = Aga o ‘tishdagi chekli ayir-
masi, orttirmasi, hosilasi, differensiali tushunchalarining ma’nosini
fizik va geometrik misollar yordamida tushuntiring.

5.19. Differensiallarni toping:

1) </(!*); 2)dJl', 3) d(5x2)- 4) 5) d(kx +1).
5.20. Taqribiy hisoblang:

1) V77 2) V56; 3) VY4e; 4) V24].

4. Funksiya grafigiga urinuvchi to‘g‘ri chiziq. y =/ (x) funksiya
grafigida yotgan JI/(x0; y0) va "(x,; y,) nuqtalar ustidan kesuvchi
(a) to ‘gt chiziqni o ‘tkazaylik (V.2-rasm). Uning tenglamasi:

V-YVo = x-xp
W -Vo -Xo
yoki

2= FI-IX6 JG x0) +)'o. (D)

boladi, bunda Ax=x, - x0=A, dy =yl-y 0=/ (Xq+ A)-/(x0), N nuqtani
qo‘zg‘almas M nuqta tomon /(x) chiziq bo‘yicha siljitsak, (a)
kesuvchi M nuqta atrofida burilib hatakatlanadi va M nuqtadan
o‘tuvchi (A) urinmaga yaqinlashadi. Urinma esa og‘ma bo‘lsin, u
holda Ax =x, - x0 oraliq qisqaradi. Bunga qaraganda u7VM-+0 yoki
Ax-+0 da {a) kesuvchi (A) urinma holatida bo ‘ladi.
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V.2-rasm.

Natijada (a) to‘g‘ri chiziq kkes burchak koefiitsiyentining YVYJI/-=>0
dagi limiti (b) urinmaning kuin = tg(p burchak koefiltsiyentiga teng

boMadi. £~ = /(X0+/:)'/(X0) boMganidan quyidagilarga ega boMamiz:

J(xo+h)-f(x0)

va

y=£(x0+/,x0(x-x0). ()
Bu mulohazalarda urinma og‘ma, ya’ni ¢ 90° deb olindi. Urinma
vertikal boMgan holda tgv aniqlanmagan boMadi (tg90° = -roo0).

Miso 1. Abssissasi x=-3 boMgan nuqtada y =9 -x 2egri chiziqqa
urinuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzamiz.

Yechish. (2) formuladan foydalanamiz. Bizdaf'(x) =(9 - x2)'=
=-2x, k=] -3)=-2 ¢(-3)=6. U holday =(9- (-3)2+6 *(x- (-3)) =
=6x + 18.

Mashqlar

5.21. Abssissasi x0= 1 boMgan nuqtada y = 2x2 egri chiziqqa
urinuvchi to‘g‘ri chizigning tenglamasini tuzing.

5.22. Ordinatasi y0 =-2 boMgan nuqtada y = x2- 4x + 1 egri
chiziqqa urinuvchi to‘g‘ri chiziqning tenglamasini tuzing.

5.23. y=-2x+ 6 to‘g‘ri chiziqqa parallel boMgan vay =x2-6x +5
parabolaga urinuvchi to‘g‘ri chiziqning tenglamasini tuzing.

5.24. 5(2; -5) nuqtadan o ‘tib, y=x2-6x + 5 parabolaga urinuvchi
to‘g‘ri chiziqlar tenglamalarini tuzing.
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5. Differensiallanuvchi funksiyaning uzluksizligi. Oldingi boblardan
funksiyaning uzluksizligi haqida bir qadar ma’lumotga egamiz./(x)
funksiyaning x =a nuqtada uzluksiz boMishi uchun:

1)/(s) =b, unda b - aniq qiymat; 2) 1i_rtI;f(x) =b bo-lishi kerak.
Bu shartlardan aqalli biri bajarilmay qolsa, funksiya x =a nuqtada
uziladi. Masalan, /(*) = funksiya x= 2 nuqtada uzluksiz. Chunki
/(2) =1, }il;lzl/(x) = 1. Lekin u x = 1 da uziladi: 1-shart bajarilmaydi

(funksiya aniq qiymatga ega emas). Uning grafigiga, masalan, (1; 3)
nuqta kiritilishi bilan tuziladigan ushbu

g%xj(: \f)—cljif’ aéar x * 1 bo‘Isa,
[3, agar x = 1 bo‘Isa

funksiya ham uzilishga ega: endi 1-shart bajariladi, 2-shart esa

bajarilmaydi: lim—W = oo (cheksiz limit). Masalani oydinlashtirish
X—#1 1

magqsadida ushbu teoremadan foydalanamiz:

Teorema. Agarf(x) funksiya x =a nuqtada dijferensiallansa ,
u shu nuqtada uzluksizdir.

Isbot. anuqtada/ funksiya differensiallansin: f(a +h)-f(d) =
= (A+a)h. Lekin Zz>0 da oc->0 va lim(A: + a)A = (A+0) 0=0.

Bundan }L@(/(o +/z)- f(a)) =0 yoki }!L[g(/(zz +h) =f(a). Buesa
/funksiyaning x =a nuqtada uzluksizligini bildiradi.

Teskari fikr noto‘g‘ri, funksiya biror nuqtada uzluksiz bo ‘lsa-da
unda differensiallanmasligi ham mumkin. Masalan, |x | funksiya barcha
nuqtalarda uzluksiz, lekin x =0 da differensiallanmaydi. Haqiqatan,

X, agar X >0 bo‘lsa,
bit

funksiya ifodasini Ixl = ko rmishda yozayhk.

- X, agarx <0 bo‘isa

Funksiyaning x =0 nuqtadagi o‘ng tomonli va chap tomonli limitlari
teng:

limlx! = lim x =0, lifrélxl = li*rrol(—x) =0.

x-*+0 X-»+0

Demak, |x| funksiya x =0 nuqtada uzluksiz. Lekin u shu nuqtada

differensiallanadimi? Ixtiyoriy x - 2 da y =\x| =1kl x =0 da
y= {xllz 0, n—i>HF10/1\1! :}1;11021 =1, hhp}) N -1, ya’ni hosila qiymatini
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berishi kerak bo‘Igan o ‘ng va chap tomonli limitlar teng emas. Demak,
x =0 nuqtada |x| funksiyaning hosilasi mavjud emas, funksiya bu
nuqtada differensiallanmaydi, grafigi o‘z yo‘nalishini o ‘zgartiradi.

Mashqlar

5.25. Quyidagi funksiyalarning x = a nuqtada uzluksizligi, lekin
unda differensiallanmasligini isbot qiling:

D/(x)=k-3],a=3; 2)f(x)=x+1x-2\, a=2; 3) f(x) = VP", a=0.
5.26. Quyidagi funksiyalar x = 0 nuqtada differensiallanadimi?

D /(x) =2M; 2) I(X)=-2[*[; 3) /(x) =1
4) /(x)=%£; 5) /(x) = agarx”O bo-Isa,
4 [x, agarx > 0 bo Isa.

5.27. Funksiyalarning qaysi biri sonlar o‘qida uzluksiz?
) /W =[x2-4]; 2) /(x):-I/g(;

x-2, agarx <0 bo‘Isa,
3) I(x) =, 2
x2- 2, agarx > 0 bo‘Isa;

x-2, agarx <0 bo‘Isa,
4) /(x)=12
x2, agar x > 0 bo'lsa.

X _)22, agarx <[ bo‘lsa,

5.28. 7 (x) funksiya a |» 5 ning qan-

[ax + by agar x > 1 bo‘Isa

day qiymatlarida x = I nuqtada differensiallanadi?

2-§. Funksiyani differensiallash qoidalari

I. Chiziqli kombinatsiyalarni diflerensiallash. / funksiyaning biror

x nuqtada differensiallanishi uchun /'(x) = Hm limit-

ning albatta mavjud bo‘lishi zarur ekanligini bilamiz. f'(x) hosilani
topish/(x) funksiyani differensiallash deyiladi. Funksiya differensiali
df{x)=f\x)dx ko‘paytmaga tengligini bilamiz. Differensiallash masalasi
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f'(x) hosilani topishga keladi. Quyida biz differensiallash qoidalari
bilan tanishar ekanmiz, unda qaralayotgan funksiya hosilaga ega deb
gabul qilinadi.

l-teorema. C doimiy ko paytuvchini hosila belgisi ostidan chiqa-
rish mumkin:

(Cf(x)Y= Cflix). (1)
Isbot. J(C/(x))=Cf(x+h) - Cf(x) =C(f(x +h) - £ (x))=C 11/

Bundan: 1 i m =C WmH- =Cf".
JI-.0 u

JI-»0 n

2-teorema. f vag funksiyalar differensiallanadigan nuqtalarda
f +gfunksiya ham differensiallanadi va

(/m(x)+Kx)r =nx)+g'{x) Q)
bo ladi.

Isbot. /(x) +g(x) funksiyaning [x; x + A/ kesmada qabul qiladi-
gan orttirmasi:

A(l(x) (X)) =(f(x +h)+g(x +h))- (f(x) +g(x)) =
=(f(x+ k) - /(x)) +(gx +JD - g(x)) =47 (x)+ Ag(x),
bundan A(/(A)+g(*))  A/Xx) + Ag(x) jgngii“ning jkkalatomonida
/z-"0 da limitga o ‘tsak,
imwm sy +ism) =|im +|imm v g
0 n o A o n

chap tomondagi limit {f(x) *-g(x)), ga, o‘ng tomondagi limit/'(x) +
glx) ga teng. Demak, (/"(x)+ gCx))' =/'(x) +g'(x).

l-misol. /(x)=-x3- 5x2+éX + 7 funksiyaning hosilasini topa-
miz.

Yechish. flx) =(-x3)'+(-5x2)'+(|xj +7'; (-x3)' = -3x2
(-3x2)'=-5 *2x=-10x%, (|A) =1,7'=0. Bundan, /'(x) =-3x2- lIOx+ g.

2-misol. Abssissasi x0= 1boMgan nuqtada/(x) =2x2- 3x funksiya
grafigiga urinuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzamiz.

Yechish. Bizda /(1) =2+12-3- 1=-1,/"(x) = (2x2- 3x)'=
=29e2x- 3=4x - 3, bundan/ '(I) =4 +1-3=1. Bu qiymatlar

urinmaning y=f{xQ +/'(x0)(x -x 0) tenglamasiga qo‘yilsa, y =-1 +
+ le(x- 1)=x- 2 yokiy =x- 2 hosil qilinadi.
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3-misol. Jismning erkin tushishda o‘tadigan masofasi 5 =
formula bo‘yicha topiladi. Tushishning /0= 1s; 2 s dagi oniy tezligini
topamiz (g~ 10 m/s2).

Yechish. Oniy tezlik v(z0) =Y(/0) ga teng, bunda

U holda u(l) =g- 1« 10 m/s, v(2) =10 -2 =20 m/s.
Mashgqlar

5.29. f funksiya uchun [a-h, a+ h] kesmada tuzilgan S ):[';A) /12N
/(fl) /(a h)™ fla+h)(a h) ya ifodalarning qiymatlarini

(mikrokalkulator yoki EHM yordamida) hisoblang, bunda uchinchi
kasr ifodaning qiymati, ya’ni birinchi va ikkinchi kasrlarning o ‘rta
arifmetigi f'(a) uchun yaxshiroq yaqinlashish boMishini tekshirib
ko‘ring (A=0,1; 0,01; 0,001):
1)/(x) =x3- 2x2+4, a=3 2) f(x) =3Jx -6x, a=9.
5.30. Funksiyalarning hosilalarini toping:

1) x3-4/x +x-5; 2) -2x3+3x2+4;

3) 5x2+3Vx - 4;

5.31. x0= 1 nuqtada y =2x3egri chiziqqa urinuvchi to ‘g‘ri chiziq
tenglamasini tuzing va uning shu urinish nuqtasidan abssissalar o ‘qi
bilan kesishuvigacha uzunligini toping.

5.32. Abssissasi x0= 2 boMgan nuqtada y = 3x3 - 6x2 - 4 egri
chiziqqa oMkazilgan urinmaning tenglamasini tuzing.

5.33. Ordinatasi y0=-2 boMgan nuqtada y =x3- 1"x - 1j- egri
chiziqqa oMkazilgan urinuvchi to ‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

5.34. x0=-3 nuqtada y =x2+ 6x + 5 parabolaga urinuvchi to‘g‘ri
chizigning burchak koeffitsiyenti va OY o‘qi bilan kesishish nuqtasini
toping.

5.35. y =x2- 9 parabolaga uning abssissalar o‘qi bilan kesishish
nuqtalarida urinuvchi to‘g‘ri chiziqlarning burchak koeffitsiyentlari
va ordinatalar o‘qi bilan kesishish nuqtalarini toping.

5.36. Jism h0balandlikdan v0boshlangMch tezlik bilan yuqoriga
tik otilgan. Uning / vaqt momentidagi oniy tezligini toping.



5.37. 60 sm uzunlikdagi bir jinsli yupqa JIB sterjenning massasi
m=4x2(g larda) qonun bo‘yicha tagsimlangan. Steijenning J/ uchidan
x0= 20 sm va x0= 50 sm uzoqlikda turgan nuqtalardagi chiziqli
zichlikni toping.

5.38. 0 ‘tkazgich orqali =0 vaqt momentidan boshlab o ‘tadigan
elektr miqdori ~(z) =5/3-1 formula bo‘yicha topiladi. Zvaqt momenti-
dagi tok kuchining kattaligini toping.

5.39. Jism s(Z) = 10Z+ 2 qonun bo‘yicha to‘g‘ri chiziqli harakat
qilmoqda. Uning z=2; 5; 7 (s) vaqt momentidagi oniy tezligini
toping.

5.40.y = |- 1,5x -x 2parabola bilan OY o'qining kesishish nuq-
tasida shu parabolaga urinuvchi to‘g‘ri chiziqning tenglamasini tuzing.

5.41. Nuqtaning koordinatalar to‘g‘ri chizig‘i bo‘ylab harakat
gonuni x =2+ 10z-0,3z2(m) tenglama bilan ifodalanadi. Nuqtaning
10=6 (s) momentdagi tezligini toping. Harakat qachon to ‘xtaydi?

5.42. Nuqtaning koordinatalar to‘g‘ri chizig‘i bo‘yicha harakat
gonuni x = 73 - 6z2 + 4(m) tenglama bilan ifodalanadi. Qaysi vaqt
momentida tezlik 0 ga, 5 ga, 6 ga teng boMadi?

2. Darajali funksiyani va funksiyalar ko‘paytmasini differensiallash.
Agar geometrik progressiya hadlari yig‘indisi uchun ushbu

I+x +x2+...+x"" = j-, x * 1 tenglikka x =" qo‘yilsa, natijada
by |

bn-{-an = bn-an
an-' §-i and(b-a) >

yoki

a"'ltanm2b+. . tankbk+.. +bn' = boa
yoki
bn-a,'=(b - +... +ankbll+ ... +bny) (D)

ayniyat hosil boMadi. Hisoblashlarda undan foydalanamiz.

l-teorema. /(X) funksiya differensiallanadigan nuqtalarda uning
/ (x), ne N, darajasi ham differensiallanadi va

Vix)y=nf-"(x)f"(x), (2)
d(fn(x)) =nf"~\x) 'dx (3)
munosabatlar o°‘rinli boMadi.
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Isbot. J/"(x)=/n(x+ J) -f"{x) bo‘lsin. (1) ayniyat bo‘yicha
bfnfx) ={f{x th)-f{x))\fr\x +h) +/(x) / >Ax +/z) + ..+
+fk\x)frkix +h)+ ...+ ='(x)]
(ikkinchi qo'shiluvchi « ta qo'shiluvchidan iborat) yoki
=[xl]-IIx)y n,(xX+A+ +/t-(x).r «(xX+A+ +/51 (x)].

Keyingi tenglikda /?-»0 bo‘lganda limitga o ‘tamiz. Teorema sharti
bo‘yicha/(x) funksiya differensiallanuvchi, demak, u uzluksiz funksiya

va shunga ko‘ra %i_%/(x +h) =/(x) va Ll;gH ™ =/"'(x). Kvadrat
qavslar ichidagi n ta qo‘shiluvchining har birining /z->0 dagi limiti
/""'(x) ga, jami yig‘indi nfm~\x) ga teng. Shu tariqa (2) va (3)
tengliklar hosil boMadi. Teorema isbotlandi.

Xususan, /(x) =x ” uchun:

(xn)'=nx wmx '=nx/"leI=nx'H
va
AM(x")=wux "-'dx. 4

Keyinroq, (2) formula daraja ko‘rsatkichning har qanday qiyma-
tida o°‘rinli ekani isbotlanadi. Buning uchun daraja asosining musbat
boMishi, » butun son boMganda esa asosning faqat noldan farqli
boMishi talab qilinadi.

I-misol. nm=1; 0; -m (bunda zzGW) va x *~ 0 uchun/(x) =x”
funksiya hosilasini topamiz.

Yechish. )un=1da(x)=1-xM=1-x°=1+1=1,ya’nix z= 1;

2) &=0 da @PY=0X-1=0, ya'ni (x0)' =0;

3) n=-m, meN da (x~mY =-mx “ml =-mx "(mH).

2-misol. (6x2- 5x + 7)3 funksiyaning hosilasi va differensialini
topamiz.

Yechish. Bizda/(x) =6x2- 5x+7,/,(x) - 12x-5, «=3.(2) va
(3) formulalar bo ‘yicha:

((6x2-5x +7)3Y =3(6x2- 5x +7)2+(12x - 5)
va
d(6x* -5x +7)3=3(6x2- 5x +7)2+(12x - 5)"x.

3-misol. Vx7,x>0 funksiya hosilasini topamiz.

Yechish. Vx7 ifodani x5 ko'rinishda yozamiz. Daraja ko ‘rsat-

kichi natural son emas, lekin asos musbat son. (2) formuladan foydala-
namiz:
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4-misol. --jl’'-2 funksiyaning hosilasini topamiz.
(3x-4y

Yechish- =(3x2- 4)-2,f(x) =3x2-4,/'(x) =6x, «=-2,

((3X21_4)2J‘ _ '(3X2- 4)'2)' =.2 (3X2- 4)—2—1 6x = - (3/\ 4)]_

S-misol. Jx2+9 funksiya hosilasini topamiz.

Yechish. f(x)=xI+9,f"(x) =2x, n =  (Jx2+9)'=((x2+9)%)'=
=1 e(x2+9)2- 2x = j===.
2

2-teorema. / vog funksiyalar differensiallanadigan x nuqtada
ularningfg xopaytmasi ham differensiallanadi va bu ko paytmaning

hosilasi va differensiali
(feY"f'gtse’, )
d(fg)=fdg+gdf (%)
formulalar bo'yicha hisoblanadi, bunda f =/(x), g =g(x).
Isbot. A(/g)—(x +x) *g(x + Ax) -/(x)g (x) yoki/(x + Ax) =
=/(x) + A/(x),g(x + Ax) = g(x) + Ag(x) boMgani uchun,
A(/g) =(/+A/)(g + Ag) +f tsgrg [ff*tf {sg-fg =
=/« Ag+g - /+]/-Ag

Shartga ko‘ra / va g funksiyalar x nuqtada differensiallanuvchi
boMganidan

lim~ =/', lim~*-=g'
An:->0 Ax—0 AX

lim Ag = liml *Ax |=1lim 77-1lim Ix=g'+0=0.

JAx-,0 Ax->0V » / Jir->() AX  JIx_»0

U holda:
mv=1‘/‘1 A =ﬁ(//\ /\/\+/\'4r)=
Shu kabi g'=" ,/'=~, (A)' =" boMganidan d(fg) =fdg +gdf

boMadi.
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6-misol. / (x)=(x3+6x-3)(x2+4x +5) funksiya differensialini
topamiz.

Yechish. (4) va (5) formulalar bo‘yicha:
flx) =(x3+6x- 3)/(x2+4x+ 5) +(x 3+ 6x - 3)(x2+4x +5)' =
=(3x2+6)(x2+4x + 5)+(x3+6x-3)(2x+4)=5x4+ 16x3+33x2+42x+18,
df=(5x4+ 16x 3+ 33x2+42x + 18)o[x.

Mashgqlar

5.43. Funksiyalarning hosilalari va differensiallarini toping:
1) (x3-5x+ 1)(x2-5x+ 1) 2) (x4- 6x + 1)(x3+x2- 2);
3) (VI-D)(V~™+4); 4) Vx(x3- 2x+2);

5) (x2-4x+2)3 6) (8x- 3)12

5.44. (uvw)' hosila uchun formula chiqaring.

5.45. y = Vx - 1 egri chiziqning qaysi nuqtasida unga o ‘tkazilgan
urinma abssissalar o‘qi bilan 45° li burchak tashkil etadi?

5.46. y =x3+x -7 chiziqning qaysi nuqtalarida unga o ‘tkazilgan
urinma y = 13x - 4 to‘g‘ri chiziqqa parallel boMadi?

5.47. /(x) ="x3- 2x + 1 funksiyaning f(a + h) qiymatlarini

taqribiy hisoblash uchun formula tuzing, uning yordamida quyidagi
ma’lumotlar bo‘yicha hisoblashlarni bajaring va hisoblash xatoligini
baholang:

1) o=3, J1=0,01; ‘2) o=4, A=0,1.
3. Kasrni differensiallash.
l-teorema. /(X)funksiya differensiallanadigan va noldan farqli

bo Igan nugqtalarda funksiya ham differensiallanadi va ushbu
tenglik o rinli bo ladi:

(D
Isbot. Oldin funksiyaning orttirmasini topamiz:
J _J 3= 1 1_= flx+h)-f(x)
Sx+h)  f(x)  fx+h) f(x) *
A
Endi orttirmalar nisbatining A= Ax -> 0 dagi limitiga

oMamiz:
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(1Y . nlll I s, ox 1 /'U )
1/(x)] - # bl U 1/(x+A)/(x)="/ M f\x) .

Teorema isbot qilindi.
2-teorema. f va gfunksiyalar differensiallanadigan va g * fi
bo Igan nugqtalarda /—funksiya ham differensiallanadi va ular uchun
g
ushbu tenglik o 'rinli bo ladi:

/'Y _sf'-fg’

Isbot. j funksiyaning differensiallanishi uning / va * funksiyalar

ko‘paytmasidan iboratligidan kelib chiqgadi. (1) formuladan foydala-
namiz:

I-misol. AE“—; funksiyaning hosilasini topamiz.
X

Yechish. Bizda/=x 3- 5, g=x4+3,/" =3x2, g '=4x 3va (2)
formula bo‘yicha:

x3-5V = (x4+3)-3x2-(x3-5)-4x3 = -x 6+20x3+9x2
x4+3] (x4+3)2 (x4+3)2

Mashgqlar

5.48. Funksiyalarning hosilasini toping:

i\ x2+4x . i x3 i\ Vx-4 .
X3+5 > (x-5)4° > A 450
4) (1123)10 5)4X3+3X2-5 X+
’ x5 ; 4x-1

5.49. Hosilalarning ko ‘rsatilgan nuqtalardagi qiymatlarini toping:

u/w =" ,/"(0),/m

2) J(x)=r AL (-1),/(0.2)-

5.50. Abssissasi 2 ga teng bo ‘lgan nuqtada y = s funksiya gra-
VXt
figiga urinuvchi to‘g‘ri chizigning tenglamasini tuzing.

174



4. Trigonometrik funksiyalarni differensiallash.

1)/(x) =sinx funksiya hosilasini topamiz:
J/(r:) = sin(x + /1) - sinx = 2cos(x + |)siny,

sin(x+;\)—sinx sin2 m

:2cos%x+é)\— ,
2

lekin kosinus uzluksiz funksiya, shunga ko‘ra Hmcos(x +|) =cosx .

sin|
Ikkinchi tomondan, %_n& 1 =1 boiishi oldingi boblarda isbot

qilingan edi. Shunday qilib,

- sin(x+A)-sinx
(sinx) =hm P = cosx

yoki
(sinx)'= cosx (D)
va sinus funksiya differensiali:

d (sinx) = cosxdx. (2)

2) cos(x + A)-cosx =-2sin(x +|)sin| orttirmaning /4 ga nisba-
tining A->0dagi limiti yuqoridagi kabi almashtirishlardan so‘ng
quyidagini beradi:

(cosx)'=-sinx, 3)
d(cosx) = -sinxz/X. 4)

3) bo‘linma, sinus va kosinusning hosilalari formulalaridan

foydalansak, quyidagilarni hosil qilamiz:
cos x (sinx)'-sin x (cos x)'

cos2x

_ cosx-cos x-sin x (-sin x)

cos2x cos2Xx >’
yoki
(tgx)' =~ 7 (5)
d(tgx) = : (6)
cos2X
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</(ctgx) = - _si‘rtlz_x' (8)

I-miso I. Sinusoida va tangensoida koordinatalar boshida OX
0‘qini qanday burchak ostida kesishini aniqlaymiz.

Yechish. 0 (0; 0) nuqtada sinusoidaga urinuvchi y =kx to‘g‘ri
chizigning A= tgec burchak koeffitsiyentini topishimiz kerak, bunda
a - izlanayotgan burchak. x = (sinx)' =cosx. Lekin O (0; 0) nuqtada
cosO = 1. Demak, x =tga = 1, bundan a =n/4.

Shu kabi « = (tgx)' = 1 bo‘yicha x = 0 da A= 1, bu safar
cos X
ham bundan a =n/4 bo‘lishi aniqlanadi.

2-miso l. Abssissasi x0=" bo‘lgan nuqtada kosinusoidaga

urinuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzamiz.

Yechish. Urinmaningy -y QO=k{x-x" tenglamasiga yO=cos| =y ,
k = (cosx0)' = - sin xIO= —4 qo/;)yilsa, y - ’\2 = -12(\x - g) hosil bo ‘la-
di. Buyerdan V=~2X+

3-miso 1. ctg(|+0,00ij ning taqribiy qiymatini topamiz.

Yechish. /(x0+/z) =/(x0)+/'(x0) 4 formuladan foydalanamiz.

Bizda /(x) =ctgx, /'(*) = --—---—-- ,x0=1J] , h=0,001. Misolda izla-
smllx 4

nayotgan qiymatning qanday aniqlikda bo‘lishi aytilmagan. Bu aniqlik

0,001 gacha kattalikda bo°‘lsin, deylik. U holda

cig(f +0,001)» ctgS--L -.0,001 =1- =0,998.

Agar burchak graduslarda berilgan bo‘lsa, formulalardan foyda-

lanishda radian o‘lchoviga o ‘tiladi. Masalan,

c0s28° =co0s(30° - 2°) =cos(|- ~j =cos| - sin| *(- 2L) =

=" +2m0=0,8660+ 0,5 m0,0349 “ 0>883-
Shu maqsadda tayyor jadvallardan yoki mikrokalkulator va
EHMning imkoniyatidan ham foydalanish mumkin.



5. Murakkab funksiya hosilasi. Oldingi bandlarda funksiyalarni
differensiallash jarayonida biz hosilaning ta’rifidan foydalandik. Agar
murakkab funksiyalarni differensiallash zarur bo‘lsa, maxsus qoida-
lardan foydalanish qulayroq.

Teorema. /(x) funksiya x nuqtada, g(f) funksiya t =f{x) nuqg-
tada differensiallansin. U holda gif(x)) murakkab funksiya ham
x nuqtada differensiallanadi va ushbu tenglik o'rinli bo ladi:

ix)))9'(I'(x)) f'ix). (D

Isbot. ¢t=f(x), t +v =f(x +h) bo‘lsin. g(t) funksiya orttirmasi:
A(g(f(x))) =g(f(x +h) - g(/(x)) =g{t +v)~ git). Shart bo‘yicha
g funksiya t=f(x) nuqtada differensiallanadi. Shunga ko ‘ra:

AL I ={g'{y)y+a)v =(g'{t) +a)(/Xx+h)-fix)), 2)
bunda a miqdor da cheksiz kichrayadi. Biz u =0 da a =0 deb
gabul qilamiz. (2) tenglikning ikkala qismini 4 ga bo‘lib, A->0 bo ‘yi-
cha limitga o‘tamiz. U holda u->0 bo'lganidan a->0 bo‘ladi. Natijada:

Agjfj . .

&) _ limCgCO + «) *lim -r-= g'it) +f'ix) =g'ifix)) W'ix).

Isbot bo-ldi.

I-misol. Agargit) =tn t=fix) bo‘lsa, g \t) =itn)' =ntnj-1'=
=n(Ax))a ,-/(x) boladi.

2-miso 1. cos(x3- x2-2) funksiyaning hosilasini topamiz.

Yechish. /=x3-x2-2, git) =costbo‘lsin. U holda: g 'it) =-sin/,
f'ix) =3x2-2x. U holda: (cos(x3- x 2- 2))'=-sin(x3- x2- 2) *(3x2- 2x).

n Mashgqlar

5.51. Hosilalari va differensiallarini toping:

1) cos4X; 2) éL-; 3) tgx + ctgx;
4) si - ; —4—; -4 2x
) sin3x - cos3x ; 5) o 6) (x3- 4)cos2x ;

7) 3x2cosx + (3 +35)simx ; 8) {zﬁ%lg]}% ;

5.52. Hosilaning ta’rifidan foydalanib isbot qiling:

3) (cos2x)! = -2sin2x; 4)(sin3x)'= 3cos3x.
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5.53. Ifodalarning taqribiy qiymatlarini toping:

1) sin(!+0,02); 2) cos(y + 0,001); 3) tg(5+0,001);
4) tg(3--0,02); 5) ctg(Z - 0,003); 6) sin74°;
7) cos31°30 8) ctg59°30".

5.54. xOnuqtada/ funksiya grafigiga urinuvchi to ‘g‘ri chiziq tengla-
masini tuzing:

) /(x) =sin3*, x0=y ; 2) /(x) =xcosx, x0="-;

3) /(x) =tg3k, x0=|; 4) /(x) = Vetgx, x0="

5.55. Funksiyaning hosilasini toping:

1) (5x- D6 2) sin(5x +|); 3) sin3(7x2-);

4) 3x2-  j—; 5) 4sin2x -1; 6) cdsVx;
sin-"3x

7) Vsin2x ; 8) Vcos37x +sin37x; 9) Vtgx - Vetgx ;

10) y =sinL; N) y =sin(sinx); 12) y =Jtgj;

13) y —sinVI+x2; 14) y ="+ (tgx+ £); 15)y =cos2b * .

5.56. x0 nuqtada / funksiya grafigiga urinuvchi to‘g‘ri chiziqning
tenglamasini tuzing:

1) f(x) =cosx, *o = ; 2) =sin("2- 3x+1), x0=1 ;

3) f(x) =tg(Vx), x0=n13;  4) /(x) =ctg(x4- f), x0=] .

5.57.f(a +/?) =/(a) +/'(a) mh formuladan foydalanib, funksiya-
larning qiymatini 0,001 gacha aniqlikda toping:

1) sin(f- 0,003); 2) cos(]|+0,002); 3) tg(® +0,003);

4) sin61°; 5) c0s30030z 6) IgSgn0O:
5.58. Quyidagi funksiyalarni tekshiring va grafigini yasang:

1) /(x) =sinx +isin3x+”"sin5x ;

2) /(x) =cosxt 2(s3x+ “cos5x .
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5.59. Tekislikda olingan O va /4 nuqtalar orasidagi masofa s ga
teng. 4 nuqtadagi E yoritilganlik eng katta boMishi uchun B lam-
pochka shu tekislikdan gqanday balandlikda ilinishi kerak? (OB - ?)

A nuqtadagi yoritilganlik £ =/ formula bo‘yicha hisoblanadi,

bunda r=4B, g = ZBAO' argument sifatida ¢ burchakni oling;
/ - yorug‘lik kuchi (V.3-rasm).

6. Teskari trigonometrik funksiyalarni differensiallash.

Agar y =¢(x) va y = litx) funksiyalar o‘zaro teskari bo‘lsa,
ularning grafiklari w=xbissektrisaga nisbatan simmetrik joylashishini
bilamiz. Shunga ko‘ra, biror JI(x0; y0) nuqtada ¢ grafikka urinuvchi
/, to‘g‘ri chizigqa y = x to‘g‘ri chiziqqa nisbatan simmetrik 5(y0; x0)
nuqtada xggrafikka urinuvchi 2to ‘g‘ri chiziq mavjud (V.4-rasm).

Demak, xOnuqtada ¢ funksiyaning differensiallanishidan yQOnuq-
tada wg funksiyaning differensiallanishi kelib chiqadi (qat’iy isboti
oliy matematikada beriladi). Xususan, trigonometrik funksiyalarning
differensiallanishidan teskari trigonometrik funksiyalarning differen-
siallanishi kelib chiqadi. Bundan foydalanamiz:

1) Agar y = arcsinx bo‘lsa, siny = x bo‘lishini bilamiz, bunda

- A<y <I .U holda (siny)'=x '= 1 yoki murakkab funksiya hosilasi

formulas! bo‘yicha cosy w '= 1yoki y' = ga ega bo‘lamiz. Lekin
-1 <y<I dacosy>0, cosy= - sin2y =J\| - x2, natijada:
(arcsinx)' =-/==, kl <1, @)
Vi-x
A(aresinx) = »--— , x| < 1. 2)
y=(x)
nV=9>(X)
o X
V.3-rasm. V.4-rasm.
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2) Shu kabi quyidagilarni hosil qilamiz (unda |x| < I):

(arccosx)'=--=1=, 3)
vi-x'l
6/(arccosx) =--TK =. @
YTP
3) y =arctgx bo'yicha rgy =x, lekin (tgy)' = mY'=1 edi. Bu

tenglikka cosy = i-—12— :1—]_[- go'yilsa, natijada:
+tg y +X

(arctgy)'= 7-11 , (5)
1+x
cf(arctgx) = -9 (6)
1+x
4) Shu kabi:
(arcctgx)'= - , (7)
+X
d(arcctgx) = — . (3)
1+x

1-miso 1. Quyidagi funksiyalarning hosilalarini topamiz:

2x o tgUx; b 3 in3x; d —.r-r-.
a) 2x e arctgx; ) X arcsin3x; ) arcsnr12§<
Yechish.

a) (2x m arctgx)'=2x ' earctg24x + 2x ¢ (arctgtx)'=

=2(arctg2l x+x *2arctgdx -y 1(4x)")=2arctgdx- (arctgdx+ ;
(arce B gy 1) Raretgh arctghe )

b) (x3-earcsin3x)' = (x3)"arcsin 3x + x3(arcsin 3x)' =

=3x2earcsin3x + x3m. 1 , *(3x)'=3x2 arcsin3x + o
>/1-9x2 V1-9x2J
d) (MHUTx) =2((arcsin2x)-)'=-2 m— " e(arcSin2x)' =
= . * .(2x)' = 4
arcsin22x yJIl-(2x)2 arcsin22xV1-4x2 ¢
2-misol. x0=m! nuqtaday =arcctg3x funksiya grafigiga urinuvchi

to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzamiz.
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Yechish. Tenglamani>=y0+ A:(x-n") ko‘rinishda izlaymiz. Masala

shartiga ko‘ra Xq=", y0=arcctg(3 *j =arcctgl =", x =y’ = (arcctg3x)' =

= yM = =-1i-Urinma: >=f -i(* - 3)-
13/
3-misol. a) arcsin 0,48; b) arctg0,96 ifodalar qiymatlarini
0,001 gacha aniqlikda topamiz.
Yechish. a) f(x +/2) =/(x) +f'(x)h taqribiy formuladan
foydalanamiz. Bizda

arcsin0,48 = arcsin(0,5 - 0,02) = arcsin0,5+ . 1 , ¢(-0,02) =
V1-0,5

B

=T-"_, =0,5236- 0,0231 = 0,5005 = 0,501;
o V3

b) arctg0,96 = arctg(l - 0,04) =arctgl + ~ u(-0,04) =-| - 0,02 =0,765.

Ix I< 1 boMganda arctgx va arcctx ni aniqroq hisoblash maqsadida
quyidagi taqribiy tengliklardan foydalanish mumkin:

v3 ySs v 2n+l
arctgx =x -y +y +..+(-1)" *2"7ix---> ne N . 9)
arcctgx = |-arctgx . 9"

4-miso 1. arctg 0,3 qiymatini 1104 gacha aniqlikda topamiz.
Yechish. Shunday natural » sonni topish kerakki, unda
0 32"*1 n 15
<0,0001 bo‘lsin. /7=2 da =0,00048 > 0,0001, lekin /7=3 da
=0,00003 <0,0001. Shuning uchun /7= 3 deb olinishi kifoya.

U holda:

33 fi35 037
arctg03 « 0,3 R R R 02058,

Mashqlar

5.60. Funksiyalarning hosilalarini toping:
1) y =arcsin23x ; 2) y =arccos2Vx ;

3) y=arctgXx4; 4) y = arcctg(ctgx);
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5) A =arcsinX - arccosx; e =arccos -"11 ;
[+xz

-7\ -X arccosx . a\ ,, _ arcsinx .
YV~ Jyx2"> ~ arccosx ’

9) y =xarcsinx + VIl - x2; 10) ~ =X *sinx carctgx ;

11) y =Jx arctgx; 12) y =arcsin-;

13) y =arcsin l4x
5.61. 0,001 gacha aniqlikda hisoblang:

I) arcsin(-0,47); 2) arctg(V3 - 0,003); 3) arccos0,52.
5.62. Funksiyalarning grafiklarini yasang:

) y =arcctg1”-; 2) y =3x~ arctg” ; 3) y =x +arctgx .

7. Yugqori tartibli hosilalar./'(x) hosila x ning funksiyasidan iborat.

Uning (f'(x))' hosilasi (albatta, u mavjud bo‘lsa) / funksiyaning
ikkinchi hosilasi yoki ikkinchi tartibli hosilasi deyiladi vaf"(x) orqali
belgilanadi. Ta’rif bo‘yicha (f'ix))'=fix). Shu kabi if)' =

Neo ) /v va 207320 Masalan, fix) = x3 funksiya uchun /' = 3x2,

/" =3e2x,f" =3-21=6,/,v=6"=0.

To‘g‘ri chiziqli harakat qilayotgan nuqta ¢ vaqt ichida 5 masofani
o‘tgan va u=j tezlikka erishgan boMsin. Agar tezlik (/; ¢t + A/) vaqt
oralig‘ida Jlu orttirma olgan bo‘lsa, ~ nisbat tezlikning vaqt birligi
ichida o‘rtacha o ‘zgarishini ko‘rsatadi va o rtacha tezlanish deb ataladi.
t momentdagi tezlanish sifatida v'i¢) =~ hosila qabul qilinadi. Lekin

v tezlikning o°‘zi j'(z) =" Dbirinchi tartibli hosila. Demak, tezlanish

s kattalikning ikkinchi tartibli hosilasi boMadi: a=s"'if). Shu kabi i n - 1)-
tartibli hosiladan olingan hosila funksiyaning n- tartibli hosilasi boMadi:

Hosilaning tartibini ko‘rsatuvchi n sonni daraja ko‘rsatkichidan
farq qilib, rim raqamlarida yoki kichik qavslar ichiga olib yoziladi:

/'9 Yz YV, W, y6), YII) va hokazo.
/ (x) =x m me A funksiyadan olinadigan A% tartibli hosila

(xm)(,)= (/nx", H(-)= (m(/7z - 1)Xx"h2)("2), umuman,
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xmVp=m(m - \)(m-2)...{m-n + D)o, m > n (D)
ko‘rinishda bo ‘ladi.

Xususan, m=/7boNganda (xmd)=m (m-\)(m-2) nm....... 3-2¢l=mlga
ega bo'lamiz. Masalan, (x 9IV=4 -3 2 ¢« 1=4!1=24. m<sx da (xm@®=0
bo‘ladi. Haqiqatan, (x9dM= ((x4)1lv),=(24)' = 0.

I-misol. (x3+3)6+(x2- 5)3funksiyaning n =24- tartibli hosila-
sini topamiz.

Yechish. Qavslar ochilib, ixchamlashtirishlar bajarilsa, bosh hadi
x4bo‘lgan, ya’ni m =24-darajali ko‘phad hosil boMadi. m =n boMmoqda.
Shunga ko‘ra ((x3+3)6(x2- 5)I@= xAU+4 -xB+ B -x2+... tAHX =
=((1) formula) 24 23 ... «(24-24 + Dx%24+ 0+ 0+... +0 =24!, bunda
¥, 5, ..., M - ixchamlashtirishlar natijasida hosil bo‘ladigan sonlar.

Mashgqlar
5.63. Hosilalarni toping:
) (x2+3x-1)"; 2) (x2+3x-1T; 3) (3x5- 2x2+3)4;
7 (VIT 8) ((x2- 4)5+(x3+ )10
9) ((x2-4)5 (x3+1)10)(40); 10) (x4-2x3)(7);
/ , V4
u) ]
5.64. “*" uchun formula chiqaring.
5.65. So‘nmas tebranma harakat j = /lsin tenglama bilan ifo-

dalanadi, bunda 7 — tebranish davri, 4 - amplitudasi, s - turg‘unlik
holatidan og‘ish. Harakatning v =s' tezligi va v' =s" tezlanishini
toping.

8. Ko‘rsatkichli, logarifmik va darajali funksiyalarning hosilasi.
Dastlab y =ex funksiyaning hosilasini hisoblaymiz:

1 bo‘lganligi uchun 5‘1%



y =eux) funksiya berilgan bo ‘lsa, murakkab funksiyani differen-
siallash qoidasiga ko‘ra

(eux)y =eu®) -u'ix)
boMadi.
y = ax funksiyani differensiallash uchun ax =ex/lna munosabat-
dan foydalanamiz:

(axy =(exthay =exna(x\na) =ax-\na.

Demak, (axy =ax-\na.
1-misol. (e3xY =e3x m3x)' = 3e3x.
2-misol. y =3Xhosilasini hisoblaymiz.

Yechish. y'=3XeIn3.
Umuman,

(aux)y =aux) u'(x)-Ina.
3-misol. (3sinjt)' =3"nrecosxe*In3.

¥V =logax logarifmik funksiya x =ay funksiyaga nisbatan teskari
funksiya boMgani uchun teskari funksiyani differensiallash qoidasiga
ko‘ra

—L=-—1F = L.

y/
X ay\na Tno x

boMadi.Demak, Qogﬂx% b= Xususan, anx)'7: x

Agar y=log, w(x) funksiyani differensiallash talab etilsa,

(logu U{)OY: ks
boMadi.
4-misol. a) y =log3x; b) y =log45x funksiyalar hosilalari-

ni hisoblaymiz.

Yechish. a) / = ; b)

xln3 "’ /z - ;(Ilnzl )

Biz (xny =nxs', ne N ekanligini ko‘rgan edik. Endi y =xa,aeR

funksiyani differensiallash qoidasini keltiramiz. y =xa =ealnx
boMganligi uchun

/ = (eainx)' = eanx(alnx)' =x“ m -~ = axa-.
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Demak, (xa)' = oe*l-1. Funksiya murakkab bo‘lgan holda,

(u(x))aY =a(«(x)r u'(x)
bo ‘ladi.
3
5-misol. y =5 x * funksiyaning hosilasini hisoblaymiz. .

Yechish. / =5 x"4"l=- "-x"4.

Mashqlar

5.66. Funksiyalarning hosilasini toping:

1) ¥=2X; 2) y=1r-, 3) y=x-°10x;
4) y=excosx ; 5 y=" 6) y= i

7) V=\72" 8) y ~sin(2*) -

5.67. Funksiyalarning hosilasini toping:

1) y=log3*; 2) y = In2x; 3) y=xlgx;

4> 5) )-="sinxlnx; 6)

7 = 8) J'=Insin;c-

5.68. Funksiyalarning hosilasini toping:

4> > "b E : s) « >'m([*)"

7 = 8 =j2L
) ) Y ]Vl—x

V 1+x
3-§. Hosilaning tatbiqi

1. Funksiyaning ekstremumlarini aniqlash. Agar [1; 5/ kesmada
/(x) funksiya o‘suvchi bo‘lsa (V.5-rasm) shu kesmaga tegishli ixtiyoriy
x=x, abssissali nuqtada/(x) grafigiga o ‘tkazilgan urinma OXo‘qining
musbat yo‘nalishi bilan (po‘tkir burchak tashkil etadi. 0 ‘tkir burchak
tangensi esa musbat, tgep > 0, bundan x =f'(xi) > 0 ni aniqlaymiz.
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Shu kabi /d\ e/ da/funksiya kamayuvchi bo‘lsa, ¢ o ‘tmas burchak
va k =tg9 =f"(x) <0 bo°‘ladi.

/ funksiya o ‘suvchi, ya’ni x, <x, + /z boMganda /(x,) </(x, + h)
bo‘lib, argumentning Ax = (x, + A)-x, =/zorttirmasi va funksiyaning
unga mos Ay =f(x, +h) - /(x,) orttirmasi bir xil ishorali, funksiya
kamayuvchi boMganda esa qarama-qarshi ishorali boMadi.

l-teore ma . Agar X, nuqtada f funksiyaning hosilasi/'(x,) >0
Ao Viti, SAW nugqta yagqinida argumentning Ax = h va funksiyaning
Ay =/(x0+ A) - / (x0) orttirmalari bir xil ishorali, /'(x,) <0 Ao Iganda
bu orttirmalar qarama-qarshi ishorali bo ladi.

Isbot. Shartga ko‘raxOnuqtada/"' hosila mavjud. U holdax =x0
dan x =x0+ A ga oMishdagi funksiya orttirmasini

A=/ +TD-/(x,) =(1T*,) +«) <A
ko‘paytma ko‘rinishida yozish mumkin. a funksiya A-*0 da cheksiz

kichik, lima =0. Shunga ko‘ra A>0 da /' va/' + a lar x, nuqta

yaqinida bir xil ishoraga ega boMadi. Demak, ikki hoi boMishi mumkin:
1) yo/'> 0, u holda ko‘paytmadagi A/'va A orttirmalar bir xil ishorali;
2) yoki/'< 0, bu holda Af va Aorttirmalar har xil ishorali. Isbot boMdi.
x0 nuqtaning (V.5-rasm) chap yaqinida f'(x0- A) <0, o‘zida
/"(Xq) =0 (chunki (x,,/(x 1)) nuqtadan oMuvchi urinma OX o°‘qiga
parallel, =0, tg9 =0), o‘ng yaqinida f'(x 0+ /) >0. Shu bilan birga
/ning x0nuqta atrofidagi qiymatlari x0dagi qiymatidan kichik emas,
/(x0+A) >/(x0), ya’ni/ (x) funksiya x0 nuqtada minimumga erishadi.
Aksincha, /(x 3+ A) </(x3), ya’ni funksiya x3 nuqtada maksimumga
erishadi. Maksimum va minimum nugqtalarini birgalikda funksiyaning
ekstremum nugqtalari deb ataladi.
Shunday qilib, funksiyaning nuqtada ekstremumga (ekstremal
qiymatga) ega boMishi uning shu nuqtada va uning atrofida qanday

'=()
Ax),
'<0 '
/'">o0 /'<o
/'=o yleth)
/'<0
X
V.5-rasm. V.6-rasm.
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qiymat qabul qilishiga bog‘liq. Ekstremum nuqtasida/' = 0 bo°‘lib,
unda/grafigiga urinma OAVqiga parallel bo‘ladi. Lekin hosila mav-
jud bo‘lmagan (funksiya differensiallanmaydigan) nuqtalarda ham
funksiya ekstremumga ega boMishi mumkin. V.6-rasmda 4 maksimum
nuqtasidan o‘tgan urinma OY o‘qiga parallel (9= 90°),/ '(x =a) =
=1tg90° =00. Chizmadagi C maksimum nuqtasidan esa bittadan ortiq
(chizmada ikkita) urinma o‘tayotganligidan bu holda ham hosila
mavjud emas.

2-teorema. / funksiyaning hosilasi X0 ekstremum nugqtada yo
nolga teng, yoki mavjud emas.

Isbot. To‘rt hoi boMishi mumkin: 1) f\lxj) >0; 2)/'(x0) <0;
3)/'(x0) =0; 4) hosila mavjud emas.

Agar/'(XQ >0 boMsa, l-teoremaga muvofiq x0 nuqta yaqinida J{/
va Ax orttirmalar bir xil ishoraga ega boMadi:

Xg- %\ xj] kesmada Ax=",-(x0-/z) = A>0 va Af=/(x0)-fix" - A)>0;

[x0; x0+ A] da Ax= (x0+ A)- x0=A>0, A/=/(x0+A)-/(x 0 >0.

Bunga qaraganda [x0- A; x0+ A] kesmada /(x0- A)</(x) </(x0+A)
o ‘rinli, ya’ni x0- ekstremum nugqtasi emas.

Shu kabi, agar/'(x0) <0 boMsa,/ funksiya x0nuqtada ekstremum-
ga ega boMmasligi isbotlanadi. Demak, /'(x) = 0 boMadigan yoki/'(x)
mavjud boMmagan nuqtalar ekstremum nugqtalari boMishi mumkin.

Bu teorema ekstremumlikka «shubhali» nuqtalarni aniqlashga imkon
beradi. Ular orasidan haqiqatan ham ekstremum nugqtalari ajratib oli-
nishi kerak. Masalan,/ (x)=(x- 2)3funksiyaning hosilasi f1x) =3(x- 2)2
va 0°zi X =2 da nolga aylanadi. Lekin bu nuqta ekstremum nuqtasi
emas. Chunki x =2 dan chapda (x-2)3 funksiya manfiy, o‘ngda
musbat, ya’ni funksiya grafigi bu nuqtada buriladi.

V.6-rasmda funksiya B nuqtada bukiladi, x =1/ da uziladi, uning
chap va o‘ng tomonlarida hosila mavjud va turli ishoralarga ega,
nuqtaning o zida ekstremumga ega emas. V.5-rasmda garchi x2nuqtada
/' =0 boMsa-da, bu nuqtada ekstremum yo°‘q, grafik bukilishga ega.

I-misol. y=x3-—x 2—x funksiyaning maksimum va minimumini
topamiz.

Yechish. Ekstremumga “shubhali” nuqtalarni topamiz. Buning
uchun y ' =0 tenglamani yechamiz. y z= 3x2- 2x- 1=0 tenglamaning

ildizlari - 1 va 1. Funksiyaning x =-" nuqta atrofidagi holatini tekshi-
ramiz:
x<-1 da x=-1i da Xx>-| da
y LIS 0 < =O y "< 0
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Bu nuqtada y ' ning ishorasi «+» dan «-» ga o‘zgarmoqda. Demak,

funksiya x = - 13 da maksimumga erishadi, funksiyaning bu qiymatini

topish uchun x 5, 3 ni funksiya ifodasiga qo ‘yamiz:

/)= (-1)3-(4)2-(4)" -
x = 1 nuqta ham shu kabi tekshiriladi:

x< 1da x = 1da x> 1 da

yv<0 yv=l yv>0

Funksiya x = 1 da minimumga erishadi. Uni hisoblaymiz:
/(1)= 13- 12- 1=-1. Shunday qilib, (-1; - funksiyaning maksi-
mum nugqtasi, (1; -1) - minimum nugqtasi.

2-misol. Vx/ funksiyaekstremumga ega bo ‘lishi mumkin bo‘lgan
nuqtalarni aniqlaymiz va ekstremumlarni hisoblaymiz.

Yechish. / =(Vx7)'=(x*) = D(y') =R\{0}.

Barcha x* 0 nuqtalarda y' 0. Demak, x”* 0 da hosila mavjud,
lekin u nolga teng emas, funksiya ekstremumga erishmaydi.
x =0 da esa hosilaning ta’rifi bo ‘yicha:

m =,mZ M =limH =1limi

A-O J1 J-0 1 A0 v /1
Hosilaning x =0 nuqta atrofidagi ishoralarini aniqlaymiz: hosilaning
ishorasi manfiy, ® orqali musbatga o‘zgarmoqda. x = 0 nuqtada
funksiya hosilasi mavjud emas, lekin unda funksiya minimumga erishadi

(V.7-rasm). Uni topamiz: y = V(P"= 0. Shunday qilib, (0; 0) - mini-
mum nuqtasi, unda funksiya grafigi sinadi.

x< 0da x=0da x> 0 da

y'<0 00 y'>0

V.7-rasm.
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5.69. Funksiyalarni ekstremumga tekshiring:

1) x3+x2+6; 2) x3+x2-x+3;
»3 y2

) y -y -20+1;
6) \Ile(x +9)\
8) V(x-2)2+V(*+2)2;

9) ax2+7Zx+c, v>0, 0<0; 10) x+|,a>0,x>0.

2. Funksiyaning kesmadagi eng katta va eng kichik qiymatlarini

topish. Bu turdagi masalalar bilan oldin ham shug‘ullanganmiz (Koshi
tengsizligi va hokazo). Endi ularda hosilaning tatbiqi bilan tanishamiz.
V.8-rasmda/(x) uzluksiz funksiyaning /a\ b kesmaga mos qiymatlari
to‘plami [m; M\ kesmadan iboratligi tasvirlangan. Bu qiymatlardan
eng kichigi yekich = m ga, eng kattasi yehl = A/ ga teng.Ular [s; b/
kesmaning uchlariga (masalan, chizmada x = Zga), ekstremum bera-
digan, ya’ni hosila nolga aylanadigan nuqtalarga (Z?, D minimum
nuqtalariga, £ maksimum nuqtasiga), V.7-rasmda tasvirlanganidek
hosila cheksizlikka aylanadigan nuqtalarga (0 nuqta - minimum
nuqtasi, eng kichik qiymat nuqtasi), V.9-rasmda tasvirlangandek x = c
uzilish nuqtasiga to‘g‘ri kelishi mumkin. Keyingi holda funksiyaning
eng katta qiymati/(c) =JI/, eng kichik qiymati/(c) =0.

Uzluksiz funksiyaning /al b] kesmadagi eng katta va eng kichik
giymatlarini izlash tartibi quyidagicha:

a) funksiyaning kesma uchlaridagif {a) va/ {b) qiymatlarini topish;

b) hosila f'= 0 b o ladigan nuqtalarda funksiyaning qiymatlarini
topish;

V.8-rasm. V.9-rasm.
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d) hosila mavjud bo jmagan nuqtalardagifunksiyaning qiymatlarini
topish,

e) bu topilgan barcha qiymatlardan eng katta va eng kichigini
aniqlash kerak.

Ba’zan quyidagi hollardan foydalanish ishni yengillashtiradi:

1) agarf{x) funksiya x0 nuqtada o‘zining eng katta (eng kichik)
qiymatini qabul qilsa, f(x) +A4, f(x) mB (bunda 5 > 0) funksiyalar
ham, shuningdek,/(x) > 0 boMganda (/(x))”, ne N ham shu nuqtada
ozining eng katta (eng kichik) qiymatini qabul qiladi. Faqat B <0
boMganda/(x) * B funksiya, aksincha, eng kichik (eng katta) qiymatga
erishishi mumkin. Masalan, y =x 2kabi >=3x2+ 5, >=(x22 y =3x4- 5
funksiyalar ham [-1; 2] kesmada eng katta qiymatni x = 2 da, eng
kichik qiymatni x =0 da qabul qiladi;

2) agar / funksiya x0 nuqtada eng katta (eng kichik) qiymatni
qabul qilgan boMsa, shu nuqtada -/va j funksiyalar o‘zlarining eng
kichik (mos ravishda eng katta) qiymatini qabul qiladi.

I-misol. 12sonini shunday ikki qo'shiluvchiga ajrataylikki, ular-
ning ko ‘paytmasi eng katta boMsin.

Yechish. Birinchi qo‘shiluvchi x, ikkinchisi 12 - x boMsin.
Masala y =x( 12 - x) ning 0 <x < 12 kesmadagi eng katta qiymatini
topishga keladi.,y'=12-2x =0 bo‘yichax =6 ni topamiz. Funksiyaning
[0; 12] kesmaning uchlaridagi va x =6 dagi qiymatlarini topish, so‘ng
ulardan eng kattasini aniqlash kerak:

/(0) =0, /(12)=0, /(6) =36.

Demak, 12 soni 6 va 6 dan iborat qo‘shiluvchilarga ajratilsa,
ko‘paytma eng katta boMadi.

2-misol. Kesimito‘grito rtburchakshaklidaboM gansterjenning
bukilishga qarshiligi O =kxy2munosabat bo‘yicha hisoblanadi, bunda
k - proporsionallik koeffitsiyenti. Kesim qanday boMganda sterjen
eng katta qarshilikka ega boMadi?

Yechish. V.IO-rasmdan
vy2=d2—x2 Q=kx(d2-X), 0<x <d
larni aniqlaymiz. Q' =kd2- 3kx2=0 teng-

lamaning ildizlari: Ulardan
v ildiz [0; d\ kesmada joylashgan. Q =kx(d2-x 2
X funksiyaning x, =0] x2="=- x* =d lardagi
V 10-rasm. gqiymatlarini topish va ulardan qiymati eng
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kattasini aniqlash kerak. x, =0 va x3=cfda 0 =0, x =-j= da esa

O- « ? {J’I 2, bundan y = Jin Shunday qilib, kesimning bo‘yi

vaeni N =J1 = ;p nisbatda olinishi kerak.
X

3-misol. x +z=Cbo'lsin, X, z—o ‘zgaruvchi kattaliklar, C -
doimiy son. x =z boMsagina, x z ko‘paytma eng katta bo ‘lishini isbot
qilamiz.

Isbot. I-misol natijalaridan foydalanamiz. y =x(C - x) yoki
y = Cx - x2 funksiyaning (-°°; +oo) intervaldagi eng katta qiymatini
topishimiz kerak. Funksiya intervalning uchlarida -«> ga aylanadi.

Ekstremum beradigan nugqtalarini aniqlaymiz: > = C - 2x =0,

bundan x0=y . Unda:

X x <x0 x = x0 x>x0

!

y ) 0 ’
x =y da funksiya maksimumga erishadi. Bu z=C -x =C -y =" ga
to‘g‘ri keladi. Demak, funksiya x=z da eng katta qiymatga ega boMadi.
4-misol. y =x427 - x4) funksiyaning [-2; 2] dagi eng katta
qiymatini topamiz.

Yechish. 3-misol xulosasidan foydalanamiz. Funksiya x ning
ixtiyoriy qiymatida aniqlangan va juft ekanidan uni [0; 2] kesmada
qarash kifoya. Topilgan natija (simmetriyaga ko‘ra) barcha [-2; 2]
kesmaga nisbatan umumlashtiriladi. Funksiya ifodasi x ning har qanday
giymatida musbat boMgan x4 va 32 - x 4 ko‘paytuvchilar ko ‘paytma-
sidan iborat, ularning yigMndisi x4 + (32 - x4) =32 - o ‘zgarmas.
Demak, x =2 da funksiya x ning x4 =32 -x 4 tenglikni qanoatlanti-
ruvchi giymatlarida eng katta qiymatga erishadi. Eng katta qiymat
y =24+(32 - 24) =256.

5-misol. Radiusi R boMgandoira ichigachizilgan to‘g‘ri to ‘rtbur-
chaklardan yuzi eng kattasini topamiz.

Yechish. Chizmadan y = MR- x2, to‘rt-
burchak yuzi S=xM1? -x2, bunda x va JI/?72-x2
ko‘paytuvchilar musbat, demak, S>0. Sla S 2funk-
siyalar o ‘zlarining eng katta qiymatlarini bitta x nuq-
tada qabul qiladi. Bu nuqtani topamiz (V.l l-rasm):

(S2)' =(xV4/72- x2)'=(4/7%x2- x4)' =
=SR2 - 4x3=0. V.l 1-rasm.
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Buning ildizlari: 0, /?7Y2, - RJI.. Lekin Oe [0; 2R\, /?7V2g[0; 2R].
Endi § /=x2(4/72-x 2) funksiyaning 0; RJ2 ; 2/? nuqtalardagi qiymat-
larini hisoblaymiz. x =0 va x =2/?da funksiya nolga aylanadi. 8\a S /
funksiyalar eng katta qiymatni x = da qabul qiladi. Bu holda
y =-J4R2-(R-J2)2=R>f2, ya’ni x =y bo‘lmoqda. Demak, doira
ichiga chiziladigan to ‘g‘ri to ‘rtburchaklardan yuzi eng kattasi kvadrat
bo‘lar ekan.

Mashqlar

5.70. Funksiyalarning eng katta va eng kichik qiymatlarini toping:
1) x +3Jx, xe[0; 9]; 2) x 5- 6x 4+9x3+ 1, xe [-3; 3];

3) x 3+%2- x 2, xef-1; 1); 4) 2X  xe[¥ 5.

5.71. 5.53-mashqda keltirilgan trigonometrik ifodali funksiyalarning
eng katta va eng kichik qiymatlarini toping.

5.72. Funksiyalarning eng kichik qiymatlarini toping:

(x+D)(x+4) 4)  (£t5)(5£1 14) y.
z X
5.73. Ko‘ndalang kesimi to ‘g ‘ri to ‘rtburchak shaklida kanal qazil-
moqda (V.12-rasm). Uning x chuqurligi va y kengligi 2x+y =3 (m)
shart bo‘yicha aniqlanadi, bunda kesim perimetri R berilgan. x vay
ning qanday qiymatlarida kesimning yuzi eng katta boMadi?

5.74. To‘g‘ri to‘rtburchakli parallelepipedning balandligi asosi-
ning diagonaliga teng va asosining yuzi 4 m2 Asosining tomonlari va
balandligi qanday uzunlikda tanlansa, parallelepipedning hajmi eng
kichik boMadi?

5.75. 0 ‘tkazgichning har kilometr uzunligiga sarf boMadigan Q
quwat Q =9x +” + 2 formula bo‘yicha hisoblanadi, x - har kilometr-
ga to ‘gri keladigan qarshilik. x ning qanday qiymatida Q eng kichik
gqiymatga ega boMadi?

5.76. Elektr elementi beradigan energiya

w = m formula bo‘yicha hisoblanadi,
bx (r+xy
bunda £ - doimiy elektr yurituvchi kuch, r -
doimiy ichki qarshilik. x ning qanday qiyma-
tida W energiya eng katta qiymatga ega
V.12-rasm. boMadl"
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A N M B

V.13-rasm.

5.77. Tomoni a ga teng kvadrat shaklidagi tunukaning burchakla-
ridan shunday bir xil kvadratchalar kesib olinishi kerakki, natijada
chekkalari bukilsa, hajmi eng katta boMgan quti hosil boMsin (V.13-0
rasm). Kvadratchalarning tomoni qanday boMishi kerak?

5.78. Vx- 2+ V16 - x funksiyaning eng katta qiymatini toping.

5.79. Ko‘rsatilgan kesmada / (x) funksiya qabul qiladigan eng
katta qiymatni toping:

a) -7x4+ 100x 3, [0; 1 4 ; b) -x4+ 4x 3, [0; 4].

5.80./(x) =Ix- I|+|x-2| +|x-3| +|x-4]| funksiyaning eng kichik
gqiymatini toping.

5.81. ABC uchburchakda (V.13-6 rasm) AB asosga parallel qilib
shunday KL to‘g‘ri chiziq oMkazingki, hosil boMadigan KL M Nto'gn
to ‘rtburchakning yuzi eng katta boMsin.

5.82. Radiusi @ ga teng boMgan yarim shar atrofiga hajmi eng
kichik boMadigan konus chizing.

5.83. Balandligi 4 ga, asosining radiusi » ga teng boMgan konus
ichiga hajmi eng katta boMgan silindr chizing.

5.84. Transport xarajati f(v) =a + bv 3 formula bo‘yicha hisob-
lanadi, bunda @ va b - o‘zgarmas sonlar, v - transport harakat
tezligi, @ - amortizatsiya xarajatlari, 6u3- yonilgM haqi. Qanday tezlik
bilan harakat qilinsa, s masofani o'tishdagi xarajat eng kam boMadi?

3. Lagranj teoremasi. Funksiyaning o°‘sishi va kamayishi.
(Lagranj JozefLui, 1736-1813, fransuz matematigi va mexanigi).
Biz oldingi bandlarda funksiyaning nuqtadagi holatini tekshirish bilan
shug‘ullandik. Funksiyaning butun bir oraliqdagi holatini o ‘rganishda
bir gqator teoremalarga tayaniladi. Ulardan biri Lagranj teoremasi
boMib, u ko‘rsatilgan oraliqda funksiya orttirmasi bilan hosilasi
o'rtasidagi bogManishga bagMshlanadi.

/(x) funksiya [a; b/ kesmada uzluksiz boMsin. / to‘gri chiziq
/ funksiyaga uringan holda 4 nuqta tomon to ‘xtovsiz burilib borsin
(demak, funksiya uzluksiz hosilaga ega, V.14-rasm). U holda Ava B
nuqtalar orasida shunday C nuqta topiladiki, unda urinma 4B vatarga
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V.14-rasm.

parallel bo‘lib qoladi. Bu holda urinmaning f"(c) = tg(p burchak

koeffitsiyenti vatarning ~  burchak koeffitsiyentiga teng
bo‘ladi, bunda a <c¢ <b. Bunday xossaga ega boMgan C nuqtaning
mavjudligini Lagranj teoremasi ta’kidlaydi:

1-leorema (Lagranj teoremasi)./ (X) funksiya [a, b] kesmada
uzluksiz va uning ichki nuqtalarida differensiallanuvchi bo'lsin.
U holda bu kesmada shunday x = c nuqta topiladiki, unda ushbu
tenglik o rinli bo ladi:

t"m = n o . (1)

l-xulosa. Agarf(x)funksiya [a\ b\ kesmada uzluksiz, kesmaning
ichidafunksiya hosilasi nolga teng bo Isa, f(x) funksiya [a\ b] kesmada
o zgarmas funksiya bo ladi.

Isbot. Shart bo‘yichaflc) =0. U holda ixtiyoriy xe (s1; ) uchun:

I(x) -f{a) =flc)(x-a) =>/(x)-f(a) =0 «/(x) =f{a) =const.

2-xulosa. [a b] kesmada uzluksiz bo 4ganf (x) va g(x) funksiya-
lar kesmaning ichida bir xil hosilaga ega bo Isa (yanif'(x) =g'(x)),
bu funksiyalar o zgarmas qo Shiluvchi bilangina farq qiladi.

Isbot. Istalgan xe (s1; ) uchun

/(x) =/(s) +fle)(x - @) va gfx) =g(a) +g'(©)(x - @

boMsin. Shartga ko‘raf ,(c)=g,(c). Shunga ko‘ra

fi(e)(x - a) —g'(c)(x - a) =>f(x) - g(x) =f(a) -g(a) =A =const.
Demak, f-g =4 yokif=g +A4.

2-teorema. Agarf(x) funksiya X oraligda uzluksiz, hosilasi

esa shu oraligda musbat (yoki manfiy) bo Isa, funksiya oraligning
ichki nuqtalarida o sadi (mos ravishda kamayadi).
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Isbot. x, va x2 nuqtalar X oraliqdan olingan va x,<x2 boMsin.

Shartga ko‘ra oraliq ichida /' > 0, jumladan ce(x,; x2) nuqtada
flc) > 0. Lagranj teoremasiga muvofiq /(x2) -/ (x,) =/'(c¢)(x2- x,),
bunda /'(c) *(x2- x,) > 0. Bunga qaraganda /(x2) >/(x,), ya’ni X
oraliqda/(x) funksiya o ‘sadi.

X da/*x) <0 boMgan hoi ham shu kabi gqaraladi.

Teoremaning kuchaytirilgan ko ‘rinishi: Agarffunksiya X
oraligda uzluksiz, hosilasi nomanfiy (nomusbat) va faqat ichki
nuqtalaming chekli to plamida nolga teng bo 1sa, f funksiya shu oraligda
o $adi (kamayadi).

V.5-rasmda tasvirlanishicha [x0; x3] kesmaning ichki x2nuqtasida-
gina/' nolga teng (unda funksiya grafigi bukiladi), qolgan nuqtalar-
da funksiyaning hosilasi musbat va funksiya o ‘sadi.

3-teorema. Agarffunksiya x0 nuqtada uzluksiz, hosilasi shu
nuqtaning chap yaqinida musbat (mos ravishda manfiy), o ng yaqinida
manfiy (musbat) bo Isa, f funksiya x0 nugtada maksimumga (mini-
mumga) erishadi.

Isbot. x0dan chapda/ '>0 boMsa, unda funksiya o ‘sadi, x0Odan
o‘ngda/'< 0 boMsa, bu tomonda funksiya kamayadi. U holda funksiya
x0 nuqtaning o ‘zida nuqtaning chap va o‘ng yaqinidagiga nisbatan
kattaroq qiymatni qabul giladi. Demak, xOnuqta - funksiya maksimum
nuqtasining abssissasi.

Teoremaning funksiya minimumiga oid qismi ham shu kabi
isbotlanadi.

5.85. Quyidagi funksiyalar va kesmalar uchun Lagranj teorema-
sida ko‘rsatilgan x=c ning qiymatini toping:

1) x3+2x - 1, [1; 2]; 2) x4+4x- 1, [-1; 1];

3) (x-2)(x2+9), [-2; 2]; 4) (x2+ 4)(x2+9), [-4; 4].

5.86./(x) =x*- px- g funksiya va istalgan [s; b/ kesma uchun
c= (5.85-mashqqa qarang) tenglikning bajarilishini isbot qiling.

5.87. Funksiyalarni o ‘sish-kamayishga tekshiring va grafiklarini
sxematik tasvirlang:

1) y=x5-3x3-5; 2) y = 2ex| 3)y=5(x5-15x2+36x-1.
5.88. 1) 5.69-mashqda keltirilgan funksiyalarni o ‘sish va kama-

yishga tekshiring;
195



*V.l1S-rasm.

2) V.15-rasmda/'(*) va g '(x) hosila funksiyalarning grafiklari
tasvirlangan./va g funksiyalarning grafiklarini sxematik tasvirlang:
3) y =x2+ 7 funksiyaning o ‘zgarishini tekshiring.

4. Funksiya grafigining qavariqligi. Biz quyi sinflardanoq y=4x2+

+ Bx+ C kvadrat funksiya grafigi (parabola) 4> 0 da qavariqligi bilan
pastga, JI <0 da qavariqligi bilan yuqoriga yo'nalganligini bilamiz.
A sonning ishorasi shu funksiyadan olingan y " hosilaning ishorasi
bilan bir xil: y " = (Ax2+ Bx + Q" = (2Ax + B)' = 2A. Bu ta’kid har
ganday funksiya uchun o ‘rinlidir (bunda botiqlik qavariqlikka nisbatan
qarama-qarshi yo‘nalish deb qaralishi kerak).

l-teore ma . Agarf(x)funksiya [a\ b\ kesmada uzluksiz, kesma-
ning ichida f"(x) >0 (mos ravishda f" <0) bo Isa, f funksiya grafigi
shu kesmada qavariqligi bilan pastga (mos ravishda yuqoriga) tomon
yo halgan bo ladi.

Isbot. (a\ b) daf”(x) >0 boMgan holni qaraylik (V. 16-a rasm).
Ixtiyoriy cc(o; b) nuqtani tanlab, M(c| f(c)) nuqtadan / grafigiga
urinma o ‘tkazamiz. Urinma to ‘liq grafikning ostiga joylanishini, ya’ni

Wichlz.  Mjn. =/W - [/(C) +f(c)(x- )] >0
boMishini isbot qilishimiz kerak. x <c¢ nuqtani olaylik (x<c holi ham
shu tariqa qaraladi). [c; x] kesmaga nisbatan Lagranj teoremasini
goMlaymiz: /(x) -/(c) =/'(c )(x- ¢), bunda c<c, <x. U holda
stegchiz - Aurin = V(G +flef(X ~ Q] ~ [f(c) +f'(c)(X - Q] =
=(f"(c)-f"(c))(x-c). ey

Shu kabi f'ix) funksiya va [¢; c,] kesmaga nisbatan Lagranj
teoremasi qoMlanilsa: /'(c,)-f"(c) =f"(c2(cl- ¢), bunda c<c2<cr
U holda (1) munosabat quyidagi ko‘rinishga keladi:

Xgoh, - Xm-.=/"(C2(C,- C)(x- ¢), C<Cj<C,
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fix)

X

V.16-rasm.

V.17-rasm.

¢, va X nuqtalar ¢ nuqtaning bir tomonida yotganligidan
(c,- ¢)(x-c) >0, shart bo‘yicha esaf” >0. Demak, keyingi tenglikdan
neg.chiz. — ~urin. > 0 bo‘lishi ma’lum bo ‘ladi.

[a\ b] kesma ichida/"(x) <0 bo‘lgan hoi ham shu kabi qaraladi
(V.16-Z) rasm).

2-teorema. Agar[a; b\ kesmadaf (X)funksiya grafigi qavariqligi
bilan pastga (mos ravishda yuqoriga) tomon yo nalgan bo Isa, [a\ b)
kesmaning ichida bu grafik AB vatarning ostiga (mos ravishda ustiga)
joylashadi, bunda A(a\ f(b)), B(b\f(b)) (V.17-1, b rasm).

Isbot. Funksiya grafigi qavariqligi bilan pastga yo‘nalgan boMsin

(V.1S-rasm). Bu holda grafik uning ixtiyoriy nuqtasidan o ‘tkazilgan
urinmaning ustiga joylashadi. Xususan,
A nuqta 4 ' nuqtadan, B esa B' dan
yuqorida, C urinish nuqtasi 4B vatardan
quyida joylashgan boMadi. Bu hoi 4B
yoyning barcha C nuqtalari uchun o ‘rinli.
Bu hoi 4B yoyning barcha C nuqtalari
uchun o ‘rinli boMganidan yoy toMaligicha
AB vatarning ostiga joylashadi.

Grafik qavariqligi bilan yuqoriga
garagan hoi ham shu kabi isbotlanadi. V.18-rasm.
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I-misol. /(x)=x6funksiya grafigi qavariqligi bilan qaysi tomonga
yo‘nalganligini aniqlaymiz.

Yechish. /"(*)=(x0"=(6x SY =30x4. Bunda 30x4> 0 va faqat
x = 0 da nolga aylanadi. Demak, / (x) = x6 funksiya grafigi barcha
nuqtalarda qavariqligi bilan quyi tomonga yo‘nalgan.

2-misol. /(x) =x4- 6x 2+ 5 funksiya grafigi qavariqligi bilan
yuqoriga va quyiga tomon yo‘naladigan oraliqlarni topamiz.

Yechish. / ,(x)=4x3- 12x,/z(x)= 12x2- 12= 12(x- I)(x+ 1).
Bu tenglik x=—1 va x= 1da nolga aylanadi. Intervallar usuli bilan /"(x)
ifoda ishoralari saqlanadigan oraliqlarni aniqlaymiz Oadvalga qarang).

(-~5 -1i) (-1; i) (i; +00)

x -1 - - +
x+ 1 - + +
fn + - +

(_o0; - i] va [1; +°0) intervallarda/ (x) funksiya grafigi qavariqligi
bilan quyiga, [-1; 1] da esa yuqoriga yo ‘nalgan.

5.89. Quyidagi funksiyalarning grafiklari qavariqligi bilan yuqoriga
va quyiga tomon yo‘nalgan oraliglarni toping:

1) 3x 4- 4x 3; 2)x 3- 3x 2+ 8x+ 1;
3)U-4)4 4)
5. Funksiya grafigining bukilish nuqtalari. V.5-rasmda tasvir-

lanishicha,/ funksiya x2nuqtada/'= 0 hosilaga ega bo‘lsa-da, funksiya
unda ekstremumga erishmaydi: grafigi bukilib, urinmaning bir
tomonidan ikkinchi tomoniga (chizmada urinmaning ostidan ustiga)
o‘tadi. Bunday nuqtalar/(x) egri chiziqning bukilish nuqtalari deyiladi.

1-leorema. Agar c nuqtadaf funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi
uzluksiz va noldan farqli bo Isa, C(c;/ (¢)) nuqtadaf funksiya grafigi
bukilmaydi.

Isbot. Shartbo'yicha/"(c) *0edi./"(c) >0bo‘lsin./" funksiya
uzluksiz boNganligidan ¢ nuqta yaqinida ham musbat. Bunga qaraganda
/grafik qavariqligi bilan pastga yo‘nalgan bo‘lib, C nuqtadan o ‘tuvchi
urinmadan yuqorida joylashadi, demak, grafik urinmani kesib o ‘t-
maydi, bu nuqtada bukilmaydi.

/"(c) <0 bo‘lgan hoi ham shu kabi isbotlanadi.
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Xulosa. f(x) funksiya grafigi C(c; /(c))
nuqtada bukilishi uchun yo ¢ nugtada f" =0
bo lishi, yoki ¢ nuqtaf" funksiya uchun uzilish
nuqtasi bo lishi, yoki ¢ nuqtadaf" hosila mav-
jud bojmasligi kerak.

Bayon qilingan xulosa bukilish nuqtasi bo*-
lish uchun zaruriy shartni beradi, lekin bu

yetarlilik sharti emas. Masalan, y=x? funksiya- T
ning y "= 12x2ikkinchi tartibli hosilasi x =0 da

nolga aylanadi, lekin bu nuqtada grafik

bukilmaydi (V.19-rasm). 2 0 2 x

2-teorema. f{x)funksiyva c nuqtada dif-
ferensiallanuvchi va c¢ nuqtaning h radiusli
teshilgan atrofida f ” hosilaga ega bojsin. Agar
¢ nuqtadan o tishdaf ” hosila ishorasi o zgarsa,
C(c;/(c)) nugta f funksiya grafigining bukilish
nugqtasi bo ladi.

V.19-rasm.

”

Isbot. ¢ nuqtadan chapdan o‘ngga o ‘tishda ishorasi «-» dan
«t» ga o‘zgarsin. Bu holda/ funksiya grafigi [c-h\| c] chap kesmada
qavariqligi bilan yuqoriga qaragan va ¢ nuqtadan o ‘tuvchi urinmadan
quyida joylashgan bo‘ladi, [c; ¢ + A o‘ng kesmada esa qavarigligi
bilan quyiga qaragan bo‘lib, o ‘sha urinmaning ustigajoylashadi. Demak,
c nuqtada/ (x) egri chiziq urinmaning ostki tomonidan ustki tomoniga
o ‘tadi.

Shu kabi ¢ nuqtada /" ishorasi «+» dan «-» ga o‘zgarsa, / egri
chiziq urinmaning ustki tomonidan ostki tomoniga o ‘tadi. Demak,
ikkala holda ham c nuqta funksiya bukilish nuqtasining abssissasi bo ‘ladi.

Bukilish nuqtalari funksiya grafigining qavariq va botiq qismlarini
bir-biridan ajratib turadi.

Misol. /(x) ="x4- 12x2+ 6 funksiya grafigi bukilishga egaligini

tekshiramiz.

Yechish. /"(x)=(£x4- 12x2+6)" = (2x3-24x)' = 6x2- 24=0.

Tenglamaning ildizlari: x=-2, x =2. Bu qiymatlarda/(-2) =/(2) =-34.
Grafik (-2; - 34) va (2; - 34) nuqtalarda bukilishi mumkin. x =-2
nuqtaning x >-2 yaqinidaf 7 =6x2- 24 >0, x <-2 da/" >0, ya’'ni
x =-2 da/" ning ishorasi o ‘zgarmoqda. Demak, C,(-2; 34) - bukilish
nuqtasi. Shu kabi C22; -34) ham bukilish nuqtasi ekani aniqlanadi.
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Mashgqlar

5.90. 1) 5.89-mashqda keltirilgan funksiyalar grafiklarining bukilish
nuqtalarini toping;
2) y =-x 13 funksiya grafigining bukilish nuqtasini toping.

6. Funksiya grafiklarini yasash tartibi. Funksiya grafigini (x;/(x))
nuqtalar boyicha yasashdan oldin funksiya va uning grafigining xusu-
siyatlari o ‘rganilishi kerak. Bunda quyidagi ma’lumotlar to ‘planadi:

1) /(x) funksiyaning D(f) aniqlanish sohasi, E(f) qiymatlar
sohasi, uzluksizligi;

2) funksiyaning juft-toqligi ;

3) grafigining OX o‘qi bilan kesishish nugqtalari (funksiyaning
nollari). Buning uchun/(x) =0 tenglama yechilishi kerak;

4) funksiyaning nollari va uzilish nuqtalari abssissalar o ‘qini funksiya
ishoralari saqlanadigan oraliqlarga ajratadi. Bu oraliqlarda funksiyaning
ishoralari;

5) uzilish nuqtalari yaqinida va cheksizlikda funksiyaning holati
va asimptotalari;

6) funksiyaning o ‘sish va kamayish oraliqlari;

7) maksimum va minimumi;

8) grafigining qavariqligi, bukilish nuqtalari;

9) funksiya va uning hosilalari qiymatlari jadvali tuziladi (bunga
oldin topilgan va boshqa kerakli nuqtalar ham kiritilishi mumkin);

10) funksiya grafigining eskizini chizish va xulosalar.

I-misol. /(x) =x 3+ 6x2+ 8x funksiyani tekshiramiz va grafigini
yasaymiz.

Yechish. 1) Funksiya x ning har qanday qiymatida aniqlangan,
ya’ni D(f) = (-00; -k»);

2)/(-x) =(-x)3+6(-x)2+ 8(-x) =-x 3+ 6x2- 8x. Bunga qaraganda
/(-x)*/(x) va/(-x) *-/(-x), ya’ni qaralayotgan /(x) funksiya juft
ham emas (OY o‘qiga nisbatan simmetrik emas), toq ham emas
(koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik emas);

3) grafikning abssissalar o ‘qini kesish nuqtalarini topamiz. Buning
uchun x 3+ 6x2+ 8x= 0 tenglamani yechamiz.Uning ildizlari: 0; -4; -2.
Kesishish nuqtalari: JI(-4; 0); 5(-2; 0); 0(0; 0) (V.20, V.21-rasmlar);

4)/(x) funksiya son o°‘qining barcha nuqtalarida uzluksiz. Uning
nollari son o‘qini to ‘rtta ishora saqlanadigan intervalga ajratadi (V.20-
rasm). Tasvir bo‘yicha funksiya (-4; -2) da maksimumga, (-2; 0) da
minimumga ega boMishi kerak;
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V.20-rasm. V.21-rasm.

5) lim (x3+ 6x2+ 8x) = Pm x31+ % +

X-»toc X

= lim x3 ¢ lim (1 +- + -4-) = 400 m1 = +o0.
x X

X-»too X-»t”

Shu kabi lim (x3+ 6x2+ 8x) =-°. Demak, asimptotalarga ega
emas, uzilish nuqtalari yo‘q;

6)—7) funksiyaning o‘sishi, kamayishi va ekstremum nuqtalari:

/'(*) = (x3+ 6x2+ 8x)' = 3x2+ 12x + 8= 0.

Bu tenglamaning ildizlari x12 » -2 + ~ V3 yoki taqriban x*-SJS S

va'x2=-0,845. Funksiya x, nuqtada maksimumga, x2 nuqtada mini-
mumga erishadi, bunda X,G(-4; -2), X25(-2; 0). Ularda funksiya
qiymatlari /(x,) = 2,996, /(x2 =-3,079.

(-00; x,] kesmada/'(*) ~ 0. Demak, unda funksiya o ‘sadi; [x,; x2]
da/' <0, unda funksiya kamayadi;

[x2 -m») da/ '> 0, funksiya o ‘sadi;

8) /"(x) = (x3+6x2+ %YV = 3x2+ 12x + 8)' =6x + 12. /"
tenglamaning ildizi x=-2. Grafikning bukilishini tekshiramiz. x<-2 da
f" <0, x>-2 daesaf” >0, ya’ni x=-2 dan o‘tishda/" hosila 0z
ishorasini o ‘zgartirmoqda. Demak, bu nuqtada/(x) egri chiziq bukiladi.
Bu nuqtadan chap tomonda grafik qavariqligi bilan yuqoriga, o‘ng
tomonda esa qavariqligi bilan pastga qaraydi. Bukilish nuqtasidan
o ‘tuvchi urinuvchi to‘g‘ri chiziqning burchak koefFitsiyenti k=f\-2)

- 1,301;
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9) to‘plangan ma’lumotlarni quyidagi jadvalga joylashtiramiz:

X -4) -4 H; X) -3,15 0 (x5 -2) -2 (-2; Xj)
fix) - 0 + =29 + 0 -
fix) + + + 0 - --1,301 -
fix) - - - - - 0 +
Funk- manfiy, (00,4 musbat, maksi- musbat, (). manfiy,
siya o'sadi, o'qini o'sadi, mum kamayadi, o'qini kamayadi,

qavariqli- kesadi  qavariqligi qavariqligi kesadi, qavariqligi

gi yuqoriga yuqoriga yuqoriga bukilish pastga

yo'nalgan yo'nalgan yo'nalgan nuqtasi yo'nalgan

davomi
X x2=-0,845 Xj! 0) 0 (05 -Kx»)

fix) -3,079 - 0 +

fix) 0 + + 4o

fix) + + + +

Funksiya minimum m anfiy, OX o'qini musbat,
o'sadi, kesadi o'sadi,
qavariqligi qavariqligi
pastga yo'nalgan pastga yo'nalgan
10) tekshirish natijalari bo‘yicha funksiya grafigini yasaymiz

(V.21-rasm).

2-misol. f(x) =fclL funksiya grafigini yasaymiz.
(x+ly

Yechish. Funksiya ifodasini f(x) =x-5 +4-2x+| sodda ifoda-
(x+1)2
lar yig‘indisi ko‘rinishiga keltiramiz va tekshirishni bajaramiz:

1) funksiya x =-1 dan tashqari hamma joyda aniqlangan, x =-1

da lim/(x) =-00, lim/(x) =-«>, ya’ni bu nuqtada grafik cheksiz
uzilishga ega va x =-1 to‘g‘ri chiziq - vertikal asimptota. Tarmoq-
larning ikkalasi ham quyi tomonga cheksiz yo‘nalgan (V.22-rasm);

2) funksiya toq ham emas, juft ham emas (tekshirib ko ‘ring);

3) funksiya grafigi O Xo‘qini B{|10) nuqtada kesib o‘tadi;

4) x=-1 va x = | nuqtalar OX o‘qini (»; -1), (-1; 1), (1; -w»)
intervallarga ajratadi. Funksiya (-<»; -1) va (-1; 1) da manfiy, (1; +*>) da
musbat;

5) og‘ma asimptotalarini aniqlaymiz:



x-5+4 3x*1

. , 3+1
x = lim 7™ = {im EED LA 1.7 +4. 2L _
X-»+" X X-»-H» X (X"f‘l)
b =lim (/(x) - kx) = limI- 5+4 (;j;z =5

Demak, og‘ma asimptota w=x - 5 to‘g‘ri chiziqdan iborat;

6)y = (1)’ 3?10 =24 (x+1)4 Ikkala hosila hamx=-1 nuq-
tadan boshqa hamma joyda aniqlangan. y' = 0 tenglama x, =-5 va

x2= 1 ildizlarga ega. Ularda x =/ (-5) =-13,5, y2=/(1) =0. Birinchi
hosila (x,; x) nuqta atrofida va o‘zida «+», 0, «-» tartibda ishora
almashtiradi, (x2 y2) atrofida «+t», 0, «-» ga, y" esa «-», 0, «t» ga
ega. Demak, (-5; -13,5) nuqta funksiyaning maksimum nuqtasi
(chizmada JI nuqta), 5(1; 0) —bukilish nuqtasi. 5 nuqtadan chapda
grafik qavariqligi bilan yuqoriga, o ‘ngda esa quyi tomonga yo‘nalgan;

7) lim(/(x)- (x-5))>0, lim(/(x)- (x-5))<0. Demak, gra-
fikning o‘ng tarmog‘ining 4m -tr>0 bo‘lgan, ya’ni x >-1 dagi
g g g g (x1)" g y 3 g

qismi va grafikning chap qismi shu asimptotadan quyida joylashadi.

0 ‘ngtarmoq |-1; - 5I) nuqtaday=x- 5to‘g‘ii chiziqni (asimptotani)
kesib o‘tadi va quyi tomonga cheksiz yo‘naladi: x-»-1 day~-00 ;

8) olingan natijalarni jadvalga to‘ldiramiz va grafik eskizini
chizamiz:

Nugta X N v v

1 -00 uzilish
A 5 -13,5 +0- maksimum
B 1 0 +0+ -0+ bukilish
C 7 -14,2
D 0 -1
E -0,5 -13,5 -13
F 5 1,78 -14
+00 -+00
V.22-rasm.
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Mashqlar

5.91. Fynksiyalarni tekshiring va grafiklarini yasang:

4\ x2+2x-2 . . .
A S VW ;6 ;

7) Vo lIF-"x +1)2; 8) -1t4=; 9) x3-6x2+2x-4.
xVx -1

5.92. 5.69 va 5.89-mashqlarda keltirilgan funksiyalaming grafiklarini
yasang.

7. Hosila yordamida tengsizliklarni isbotlash. x= o nuqtada/(x)

funksiya uzluksiz va f(a) = 0 bo‘lsin. Agar [0; «,) kesmada /' >0
bo‘lsa, shu kesmada funksiya o ‘suvchi vax>px larda/(x) > /(a), ya'ni
/(x) >0 bo‘ladi. Aksincha,/' <0 bo‘lsa, funksiya kamayadi va x> s
larda /(x) </(sa), ya’ni/(x) <0 bo-‘ladi. Bu ta’kidlar bizga ma’lum.
Ulardan tengsizliklarni isbotlashda foydalanamiz.

I-misol. x> 1da ~ > Vx tengsizlikning bajarilishini isbot
qilamiz.
Isbot. /(x) = - </x bo‘lsin. Bundan: f'(x) =4 — 7=;x= 1da
z 2 2Vx

/(1) =0, (1; -x») da/' >0. Demak, x > 1 daf(x) >/(1), ya’ni/(x) >0.
U holda

x> lda Vx (1)

bo‘lishi ma’lum boMadi.

Bu misolni biz Koshi tengsizligidan foydalanib, osonroq hal
qilishimiz mumkin edi. Lekin bar vaqt ham shunday bo ‘lavermaydi.

2-misol. Agar s >0,x >0, 1 > 1bo‘lsa, (1 +x)”>a”+ nan-'x
tengsizlikning o ‘rinli bo‘lishini isbot qilamiz.

Isbot. /(x) =(a1 +tx)n- (27 + n17'x) bo‘lsin. x =0 da/(0) =0.
Ikkinchi tomondan./Xx) =n(a +x),M -na”. Agar 1>1,x>0, 1>0
bo‘lsa, n(a +x)n| > ns’1, ya’'nif'(x) >0 bo‘ladi. Demak, (0; -u») da
/(x) >0 va

(a+Xx)7>a"+ms1"~x )

o‘rinli bo‘lar ekan.
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3-miso 1. Agara >0, x >0, n >2 bo‘lsa,

(a+x)n>a" +nan-'x+"p " -akX?2 3)

tengsizlikning o ‘rinli bo‘lishini isbot gilamiz.

Isbot. f(x) =(a+x)n-[fan+nanhk +"p”"-anXx2" bo‘lsin,

bunda/ (0) =0.
f'(x) =n(a +x)4" - zfI"! - n(n - DLi""X%X =
=n((a +x)n| - and-(n - Uti*x);

agarx > Ova &>2 bo‘lsa, f'(x) >0 bo‘ladi. Bunga qaraganda (0;-foo) da
/(x) > 0,demak, (3) tengsizlik ixtiyoriy s >0 vax >0, n > 2 da
o ‘rinli.

Endi ikkinchi tartibli hosiladan foydalanib, muhim tengsizliklardan
yana birini isbot qilamiz.

Agar [a\ b\ kesmada / Zx) >0 bo‘lsa, har qanday X, 0 £ X< 1
son uchun

+(1- X)a) <Xf{b) + (1 - X)/(s) 4)
tengsizlik va shu shartlarda/,2Ax) <0 bo‘lsa,
f(\b +(1- X)) "X/N(Z,)+ (1-X)/(s) (5

tengsizlik bajariladi.

Isbot. [sa; b\ kesmada/zAx)>0 bo‘lsa (V.18-rasm),/(x) grafik-
ning shu kesmadagi qismi 4B vatardan quyida joylashgan bo ‘ladi.
Shunga ko‘ra ixtiyoriy x = cg [s1; b\ nuqtada ¢C ordinata cC, ordina-
tadan katta bo‘la olmaydi: ¢C < cC,. Ordinatalarni /(x) egri chiziq
va AB vatar tenglamalaridan foydalanib topamiz. Agar

Avatar = /(s )+ fzf - /(°)) tenglamagax=c va = X almashti-
rish kiritsak, c¢C, =/(sa) + 'kifib) - /(a2)) = Xf(b) + (1 - X)/(s1) ni
hosil qilamiz, bunda 0 <X” 1 bo-‘ladi.

Shu kabi ¢C =f(s) ga =X bo‘yicha ¢ = X+ (1 - X) topib

qo‘yilsa, ¢C =f(kb + (1 - X)s) boMadi. Agar topilgan natijalar
cC <cC, ga qo'yilsa, (4) tengsizlik hosil qilinadi.

/ zz<0 bo°‘lgan hoi ham shunday isbotlanadi. X=4- bo°‘lgan xususiy
hoi uchun (4) bo‘yicha
[ (211) 5710 XK (6)
ga ham ega bo‘lamiz.
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4-misol. N °S2~ i isbot qilamiz, bunda a*0, b5>0.

+b
E14— a

(6) "munosabatdan foydalanamiz./ (a) =a35 f(b) = Z5bo‘layotganidan,
bular (6) ga qo‘yilsa, berilgan tengsizlik hosil boMadi.

Mashqlar

5.93. Tengsizliklarni isbot qiling:

2) (M )!l< 4~ 6>0, VXelO; 1];

3) a20,1i>Q XE|0; 1];

5) ,a>0, A0, a+2=1.

8. Nyuton binomi. (lot. bi - ikki, yunoncha nomos - qism, had).

Isaak Nyuton (1643-1727) - buyuk ingliz olimi. Nyuton binomi
formulasi Nyuton ijodidan ancha oldin, xususan, samarqandlik olimlar
GMyosiddin Jamshid al-Koshiy, AH bin Muhammad Qushchining
asarlarida uchraydi.
(a +x) binom o°‘z-o°‘ziga n marta ko'paytirilgach, natijada
{a +x)n=70+ 7,x+ 7% 2+ 7k 3+ ... +7xn e

ko‘phad hosil boMadi. Tenglikning o ‘ng qismini binom yoyilmasi deb
ataymiz. NomaMum 70, 7,, ... ,Tnlami topamiz. Shu maqsadda (1)
tenglikka x =0 ni qo‘yamiz, 70=a" hosil boMadi. 7, ni topish uchun
(1) tenglikni differensiallaymiz:

(2)
(2) tenglikka x =0 qo‘yilsa, 7, =yo’ 1 hosil boMadi.
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T2 ni topish uchun (2) tenglikni differensiallaymiz va hosil
bo‘ladigan

212+ 32 7X +...+0(n-1). rx*2=zz(zt-1)(a+x)"-2

tenglikka x =0 ni qo‘yamiz. Natijada: 72= ~ o""2¢

Shu kabi takror differensiallashlar va natijalarga x =0 ni qo ‘yish-
lardan so‘ng

n(n-\)(n-2) .. /|(m-1)(a-2)(s-3) n4
73 - 12-3 *y4 - 1.2.34 a

umuman, A:-qadamdan so‘ng

. V2 ..k anik )
ni topamiz. ning oldida turgan kasmi C* orqali belgilaylik, u
holda ifoda
Tk=cy-k (3)

ko‘rinishga keladi. C* kasr son (1) binom yoyilmasining (A:+ 1)-hadi
koeffitsiyenti, qisqacha, binomial koeffitsiyent deyiladi. (1) munosa-
batni quyidagi ko ‘rinishda yozamiz:

(o+X)'=C>"+C>"-'x+.. + .. +C>", 4)

bunda C° =C; =1 deb qabul qilinadi. (4) formula Nyuton binomi
formulasidan iborat. Agar le23 e« .. +« ko‘paytma nl\ (/7-faktorial)
orqali almashtirilsa, C* ni topish formulasi yanada ixcham ko ‘ri-
nishga keladi:

rk _n(n-\y..,(n-k+1)(n-k)(n-k-\)-..,3-2\ nlr * _ n\ ZCX

12, k(n-x)(n-x-1)-..,2J0 k\(n-x)I'  nk'.(n-k)I'K’
Hisoblashlarda 0! = 1 deb qabul qilinadi.
Binomial koeffitsiyentlarning ayrim xossalari:
1) koeffitsiyentlarning yuqori indekslari 0 dan »n gacha o ‘zgarib
boradi; yoyilmada jami « + 1 ta had bor. Ixtiyoriy (k + 1)- hadi
Chandx k (6)
ko‘rinishga ega;
2) agar (4) formulaga a =x = 1 qo‘yilsa,
2"=C,,0+c;+C,,2+...+C; @)
hosil bo‘ladi, ya’ni nm-darajali binom yoyilmasidagi koeffitsiyentlar
yig‘indisi 2" ga teng;
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3) agar (4) formulaga a =\, x =-| qo'yilsa:
o=c¢0-¢c; tc2-¢c,3-...,
ya’ni C°+C2+C”..=  +C3+C3+.... Bunga qaraganda toq o ‘rin-
da turgan binomial koeffitsientlar yigMndisi juft o'rinda turgan koef-
fitsiyentlar yig‘indisiga teng;
4) agar (5) formulada x o‘rniga n - k qo‘yilsa,
ch=c:~k (8)
formula hosil boMadi;
cx r ¥, A (/i-1)! (a2~ .
U™ +u'- 1 ™A-D)!I(/7-1-(A:-D))! + k\(n-\-k) |~
~ Kn R k\(n-k)\ ~ k\(n-k)l ~
Demak,
cHI+clx=ch. (9)

I-misol. CJJJi= Cooo = I1IIM22. = 499500.

2-misol. (ti+x)6binom darajasini yoyamiz.
Yechish. Bizda /7=6, binomial koeffitsiyentlar soni yettita.
Ularni topamiz:

Cce=1, Cj=f=6, C&=if-=15, c8= f|l =20,

C4=Ca=15 C6=C>=6, CIl =1

(4) formula bo‘yicha:

(a +x)6=n16+6a X + 1524« 2+ 20a Xk 3+ 15a X 4+ 6ax 5+x 6.

3-misol. (a-x)6binom darajasi yoyilmasini topamiz.

Yechish. Masala 1-misolda x o‘rniga -x ni qo‘yish bilan hal
qilinadi:

(a-x)6=2a6- 6a X + 15a & 2- 20a X 3+ 15aX% 4- 6ax 5+x6.

Shu misolni (a + x) binomni o‘z-o‘ziga olti marta ko‘paytirish,
so‘ng ixchamlashtirishlarni bajarish orqali ham yechgan boMardik.
Lekin bu ish nisbatan mushkul ekani tushunarli.

4-misol. (a*2+ Vx)5 binom darajasini yoyamiz.

Yechish. /7=5. (4) munosabatda a o‘rniga cr/ni, x o'rniga Vx
ni qo ‘yish kerak. Binomial koeffitsiyentlar:
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U holda:

(a2+Sic)5=(0"2)5+ 5K 2)4 «yfx + 10(fl-2)3(V")2+ 10(f1"2)2(V*)3 +
+5a~2(-Jx)A+(Vx)5 =a-"°+ 5a-*Sx+ 1 0 J1 + +5a‘2x2 +x2Sx.

m Mashqlar

5.94. Hisoblang:

[l /~<1 /~<\ A*3 /-4 /~<\ Z-5 r'x /-7
v3> v3» vdn» v4' v5>ve6e' vor

/™M /7995 27996
u 1000- v 1000» u !'000» v 1000 «

5.95. C3,)= C Z bo‘lishini tekshiring.
5.96. (4) formuladan foydalanib, binomlarni yoying:

) (a+xY- 2) (3 - m)4 3) (x - D5
4) (x +2)5 5) (a - 36)4

7)) (JI - 2)6; 8) (yfm-Jnf’

10) (}-4x)5; 11) (J - V6)6; 12) (J1-1)7.

5.97. 5.96- mashqda keltirilgan binomlar yoyilmalarida qanchadan
had bor?

5.98. (4) formulani matematik induksiya metodi yordamida isbot
qiling.
5.99. Hisoblang:

9. Nyuton binomidan taqribiy hisoblashlarda foydalanish.

Bu haqda qisman ushbu darslikning 1-qismi, V bobida ma’lumot
berilgan edi. Endi hisoblashlarni bajarishda oldingi bandlarda berilgan
yangi ma’lumotlardan ham foydalanamiz.

x2 son yetarlicha kichik bo'lganidan, u tashlangan va (1 +x)2=
=\ +2x +x2bo‘yicha (1 +x)2= 1+ 2x taqribiy formula tuzilgan
bo‘lsin. Vujudga keladigan chetlanish (formula xatoligi) e=x2bo ‘ladi.
e xatolik x ning kattaligiga bog‘liq. Hisoblashlarda bu e’tiborga olinishi
kerak. Masalan, x ning qanday qiymatlarida e xatolik 0,005 dan ortmas-
ligini bilish talab qilinsin. 0=x 2< 0,005 tengsizlikni yechish kerak
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bo‘ladi. Undan |x| < 0,07 ni topamiz. Demak, |x| ning 0,07 dan
kichik qiymatlarida formula beradigan xatolik 0,005 dan ortmaydi.

Shu kabi formula yordamida topiladigan taqribiy son xatoligi
e < 0,0005 chegarasida boNishi uchun x2< 0,0005, ya’ni |x| < 0,022
boNishi, aksincha, binomda |x| < 0,022 bollsa, (1 +x)2= 1+ 2x
taqribiy formula bo‘yicha topilgan natijadagi xatolik 0,0005 dan
ortmaydi. Shu tartibda amalda ko‘p ishlatiladigan (1 +x)3= 1+3x va
boshqa formulalarni tuzib olish mumkin Gadvalga qarang; ichki
kataklarda |x | qiymatlari keltirilgan).

Formula e=10,005 e=0,0005 e=0,00005
(1 +x)2= 1+2x 0,07 0,022 0,007
(1 +x)3=1+3x 0,04 0,012 0,004

o = 0,06 0,022 0,007
Vitx = 1+ jx 0,19 0,062 0,020
Max =14 x 0,20 0,065 0,021

I-misol. 1,0383ni hisoblaymiz.
Yechish. (1 +x)3= 1+ 3x formula bo ‘yicha:
1,0383=1+3 0,038=0,114.
Bizda x =0,038 <0,04. Jadvaldan ¢<0,005 boMishini o ‘qib olamiz.
Demak, 1,0383=0,114, ¢ <0,005.
2-misol. 1,00188ni E=0,0001 gacha aniqlikda hisoblaymiz.

Yechish. Nyuton binomi formulasidan foydalanaylik:

1,00188 = (1 +0,0018)8 = 1+ 8 «0,0018 + 1] «0,00182+...+0,00188.

Yoyilmada shunday hadni topishimiz kerakki, u va undan keyingi
barcha hadlar birgalikda e dan kichik bo‘lsin. Ikkinchi hadning e dan
katta ekani uning yozuvidan ko ‘rinib turibdi. Uchinchi had:

0,00182 =28 0,00000324 = 0,000091 < 0,0001.

Keyingi hadlar yanada kichrayib boradii Uchinchi va keyingi
hadlarni tashlaymiz. Natijada: 1,00188= 1+ 8 +«0,0018 = 1,0144.

Yuqorida keltirilgan misollarda natural ko‘rsatkichli binom
formulalaridan foydalanildi. Lekin bu formula istalgan haqiqiy ko ‘rsat-
kichli daraja uchun bajariladi. Faqat |x| < lal bo ‘lishi shart. Yoyilmada
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cheksiz ko‘p qo‘shiluvchilardan iborat yig‘indi hosil boMishi mumkin.
Yoyilmada gancha had qoldirilganda izlanayotgan natijada zarur
aniqlikda bo‘lishini bilish uchun qo‘shimcha tekshirishlar bajarilishi
zZarur.

3-misol. VO98 nie=0,001 aniqlikda hisoblaymiz.

Yechish. JfoM =y\ +(-0,02) =(1+(-0,02))13, bunda z=",

a =)\, x=-0,02 bo‘lmogda. Nyuton binomi formulasi bo ‘yicha:
ifi.
1+(-0,02)13=1+3 £&0,02)+° W1 0,022+ 123 (-0,02)2+..=
=1- 0,07- 0,004- 0,000044-....
Talab etilayotgan aniqlikni oldingi ikki had ta’minlay oladi.
Javob: V798 =0,993.

Mashqlar

5.100. Yugqorida keltirilgan jadvaldagi barcha formulalarning
aniqligini tekshiring.
5.101. x ning kichik qiymatlari uchun

(1+X)" =1+ zx+"  ox2

formulaning o ‘rinli boMishini tekshiring.

5.102. 1) (1 +0.05)6; 2) 1,0034; 3) 0,995°; 4) 1,0003m; 5) VT605
ni 0,001; 0,0005; 0,0001 gacha aniqlikda hisoblang.

10. Tenglamalarni taqribiy yechish (Vatarlar va urinmalar usullari).
Biz tenglamalarni taqribiy yechishning ikki usuli - ildiz yotgan oraliqni
ketma-ket ikkiga bo‘lish va al-Koshiy usuli bilan tanishmiz. Ularda
[a\ b\ kesmada qaralayotgan / (x) funksiyaning uzluksiz, monoton
bo‘lishi va/ {a) f (b) <0 tengsizlikning bajarilishi talab etiladi, chunki
shu holdagina [a; b| da yagona ildiz mavjud boMadi. Shu shartlarning
bajarilishi talab qilinadigan yana ikki y
muhim usul bilan tanishamiz.

1) Vatarlar usuli. /(x) =0
tenglamaning shu oraliqgda yotgan x*
ildizini e aniqlikda topish kerak bo‘Isin.

A(a\f(a)) va B{b\f{b)) nuqtalardan
o ‘tkazilgan AB vatar OX o'qini x,
nuqtada kessin, x =0 (V.23-rasm). V.23- rasm.
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a nuqtada/(s) ¥" (1) <0 bo‘lsa, x0=4 vax, nuqtalar izlanayotgan
x ildizga boshlang‘ich va birinchi yaqinlashish bo‘ladi (aks holda,
f(b) W'\b) <0 bo‘lsa, X= x, lar yaqinlashish boMadi). Agar e <[x, - x(Q
boMsa, masala hal qilindi va x¥*=x1deb qabul qilinadi. Aks holda shu
kabi hisoblashlar [x,; b/ kesma va A”B vatarga nisbatan takrorlanadi
va hokazo. x, yaqinlashishni aniqlash uchun 4B vatarning

y=/(a)+ (x-s) tenglamasiga x =x,, y =0 qo‘yilib, x,
topiladi:

[ R—

x'=a~m -m m - (1)

Shu kabi, x2yaqinlashishni topishda (1) dagi s o'rniga x, qo ‘yiladi:

va hokazo, har qaysi xk yaqinlashish oldin topilgan xB1 bo‘yicha
aniqlanadi:

3 b-Xi 5

X" m -A xkxy H xN ' )

Bu jarayonda B nuqta qo‘zg‘almas boMishini, xk yaqinlashishlar

x* aniq yechimga quyi tomondan yaqinlashib borishini ko ‘ramiz. Agar

f{b) f"{b) <0 boMsa, A nuqta qo‘zg‘almas boMadi va x* ga yaqin-

lashishlar

Xk =xkd - /(¥*1)-/(«) * ) (3>
munosabat bo‘yicha aniqlanadi. Bu holda xk yaqinlashishlar x* ga
olng tomondan yaqinlashadi.

l-misol. x4- 5x2+ 8x - 8 =0 tenglamani e = 0,0001 gacha
aniqlikda yechamiz.

Yechish. Ixtiyoriy tartibda s =-3, 6 =-2,9 nuqtalarni tanlaymiz.
Ularda/(-2,9) =-2,52... <0,/(-3) =4 >0, demak,/(-2,9) /(-3) <0
boMishini ko‘ramiz. Funksiya (-3; -2,9) intervalda uzluksiz, mono-
ton, demak, yagona ildizga ega. Uni topishda vatarlar usuli qoMlanil-
ganda, oldin x0 boshlangMch yaqinlashish aniqlanadi.

/" = (4x3- 5x+8/=-12X2- 5, /"(-2,9) >0, /"(-3) >0;
/(-2,9) /"(-2,9)<0.
Demak, x0=-2,9. U holda:

X =-2,9 -(-2,5219) - -2,93867, /(x,) - -0,11166 .



Ix, -x 0|= 0,0386 >e, ya’ni hali talab qilingan aniqlik ta’minlangan
emas va hisoblashlar davom ettirilishi kerak:

«(-0,11166) = -2,94033, /(x 2) = -0,0473.

Lekin [x2-x,| =0,0017 >e; hisoblashlar yana davom ettiriladi:

-2,94033-(-3)

x3=-2,94033 -
-0,00473-4

+(-0,00473) = -2,94040 ,

[x3- x2=1-2,94040 - (-2,94033)|=0,00007 <e.
Talab qilingan aniqlikka erishildi. Javob: x*=-2,94040.

2) Urinmalar usuli. Agar/ (x) funksiya [s; bl kesmada uz-

luksiz, differensiallanuvchi vaf(a) ¢/(/>) <0 bo‘Isa, kesmaning uch-
laridan birida/(x) grafigiga o‘tkaziladigan urinma OX o'qini albatta
kesadi (V.24-rasm). Kesishish nuqtasi /(x) = 0 tenglama ildizining
biror yaqinlashishini beradi. Boshlang‘ich yaqinlashish sifatida /a\ b)
kesmaning shunday uchi (V.24-a rasmda B nuqta, V.24-Z> chizmada
JI nuqta) tanlanadiki, unda / funksiya va uning /" hosilasi bir xil
ishoraga ega bo‘lsin. Undan o‘tkaziladigan urinma OX o‘qini albatta
kesadi va x, yaqinlashishni beradi. Bu holda boshqa uchidan o'tka-
ziladigan urinma OXo ‘qini /a| b] kesmada kesmasligi mumkin. Barcha
xk yaqinlashishlar uchun yuqoridagi kabi rekurrent formulani tuzish
magqsadida A4 (a,f(a)) yoki B(b\f(b)) dan o‘tuvchi urinma tengla-
masiga y =0 qo‘yiladi. Jumladan, 4 nuqtadan o‘tuvchi urinmaning
v =f(a)+ f'(a)(x - a) tenglamasi bo‘yicha

0=f(a)*fla)(x-a)

yoki
“4)
rekurrent munosabatni, B nuqta bo‘yicha esa
Yi Yi
B
a) b)
V.24-rasm.

213



)

ni hosil qilamiz. Agar boshlang‘ich yaqinlashish sifatida xO=a yoki
x0= 2 tanlangan bo‘lsa, qolgan xk yaqinlashishlar ushbu rekurrent
formula bo‘yicha topiladi:

2-misol. x4- 5x2+ 8x - 8 =0 tenglamani urinmalar usulini
qo‘llab yechamiz. 1-misolda ko ‘rsatilganidek, ¢ =0,0001 bo ‘Isin.

Yechish. /(x) funksiya [-3; -2,9] kesmada differensiallanadi.
Unda/" =(x4- 5x2+8x- 8),z=(4x3- 10x+ 8y = 12x2- 10>0,/(-3) >0,
/(-2,9) <0. Bu kesmadaf"” va/(-3) larning ishoralari bir xil musbat.
BoshlangMch yaqinlashish sifatida x0=-3 ni olamiz. (6) formuladan
foydalanamiz:/(-3) =(-3)4-5 m(-3)2+ 8 «(-3) -8 =4,/'(-3) =4 +(-3)3-
- 10+(-3) +8=-70. U holda

X, =-3 - *0=-2,942857...=-2,94286, ¢, = |- 2,94286 - (-3)| > E,

hisoblashlar davom ettirilishi kerak:
/(x,)=0,15777,/ 4Ax,)=-64,5168; x2=-2,94041,
e2=1-2,94041- (-2,94286)|=0,00044 > ¢;
/(x2)=0,0002809 =0,00028, f'(x2) « -64,2873, x3=-2,94041;

B=k - A=0<E
bo‘lmoqda. Zarur aniqlikka erishildi, hisoblashlar to‘xtatiladi. Izla-
nayotgan ildiz: -2,9404.

Mashqlar

5.103./(x) =0 tenglamaning ildizlarini 0,01 aniqlikda toping:
1) 2x3-6x+5=0; 2)x4+4x- 1=0; 3) x4+x2+6x - 8=0.
5.104. Ildizlarni 0,0001 aniqlikda toping:

1) VT39; 2) 3I3T; 3) Y34; 4) I 4; 5)V544.



VI Bo B

INTEGRAL

1-§. Anigmas integral

1. Integrallash amali. BoshlangMch funksiya. Biz Flx) funksiyaning
F(x) hosilasini topish zarur boMsa, funksiyalarni differensiallash
qoidalaridan foydalanganmiz. Agar hosila x argumentning funksiyasi
boMib, unif(x) orqali belgilasak, F(x)=f(x) boMadi va F(x) funksiya
differensialini dF(x) = F(x)dx yoki dF(x) =f(x)dx ko‘rinishda yozish
mumkin boMadi. Aksincha, funksiyaning biror X oraliqda berilgan
f(x) hosilasi bo‘yicha shu oraligda aniqlangan F(x) funksiyaning
o ‘zini topish talab etilsa,/(x) funksiyani integrallash amalidan, ya’ni
integrallash nomi bilan ataluvchi maxsus qoidalar va formulalardan
foydalaniladi. Izlanayotgan F(x) funksiya /(x) uchun boshlangMch
funksiya vazifasini oMaydi. Integrallash amali J belgisi bilan belgilanadi
(lotincha untegrare - tiklash).

Shunday qilib, biror X oraliqdagi barcha x lar uchun F(x) =/(x)
o ‘rinli boMsa, F(x) funksiya shu oraliqda /(x) funksiyaning boshlan-
g ich funksiyasi deyiladi.

Matematikaga integral atamasini shveysariyalik matematik logann
Bernulli (1667-1748) kiritgan va integral hisobdan birinchi sistematik
kurs tayyorlagan. Uning shogirdi Peterburg fanlar akademiyasining
haqiqiy a’zosi Leonard Eyler (1707-1783) integrallashni \fdx
belgisi orqali belgilagan. Hozirgi zamon belgilashlarini esa fransuz
matematigi J.Furye (1768-1860) kiritgan.

l-misol. Agar F{x) = /(x) =4x 3, xe R boMsa, boshlangMch
funksiya JIx) =x 4va umuman, F{x) + C=x 4+ C boMadi, bunda C -
ixtiyoriy o ‘zgarmas son. Chunki (F(x) + C)'=(x4+ C)'=4x3+0=4x3

Differensiallash va integrallash amallari o‘zaro teskari amallardir.
F{x) funksiyani integrallash Jfdx = F(x) +C ko‘rinishda yoziladi.
Xususan, yuqoridagi misol bo‘yicha biz J4x Vx = x4+ C ga ega boMa-
miz, bunda C = const.

Teorema. Agar/(x) funksiya X oraligda F{x) boshlangich
funksiyaga ega bo 1sa, F(x) + Cfunksiya ham /(x) uchun boshlang ich
funksiya bo ladi, bunda C—ixtiyoriy o zgarmas son. X daf(x) funksiya

boshqa o rinishdagi boshlang ich funksiyaga ega emas.
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Isbot. Barcha xeJI'lar uchun ¥'(x:) =

=f(x), chunki shu oraligda JIx) funksiya

y=Fx) f(x) funksiya uchun boshlangMch funksiya.

Lekin ixtiyoriy C haqiqiy son uchun (Ax) +

+ Q' =/(x). Demak, jf(x)dx =F(x) +C.

Shu bilan birga /(x) funksiya X da boshqa

ko‘rinishidagi boshlangMch funksiyaga cga

boMa olmaydi. Haqiqatan, biror ®(x) ham

/(x) ning boshlangMch funksiyasi boMsin,

deb faraz qilaylik: @'(x) =/(x). U holda har

VL. l-rasm. birxe X uchun <p'(x)=®'(x) - F(x) =0 boMadi.

¢'(x) =0 boMgani uchun cp(x) = C boMadi. Demak, ®(x) - Ix) = C.

Bundan ®(x) = Ix) + C, ya’ni ixtiyoriy boshlangMch funksiya [Ix) + C
ko‘rinishiga ega boMadi.

Shunday qilib, f(x) funksiyaning barcha [Jx) + C boshlangMch
funksiyalarini topish uchun avval ulardan birini, masalan, Jx) ni
topish, so‘ngra unga istalgan Ce R o ‘zgarmas sonni qo'shish kifoya.
C ixtiyoriy boMgani uchun funksiyaning boshlangMch funksiyalari
cheksiz ko‘p boMadi.

Qo shiluvchi C son integrallash doimiysi, JI1x) + C boshlangMch
funksiyalar to‘plami /(x) funksiyaning \f(x)dx anigmas integrali
deyiladi.

Berilgan /(x) funksiyaning barcha boshlangMch funksiyalari gra-
fiklari y= J[x) funksiya grafigini OYo'qi bo‘yicha Cqadar siljitishdan
hosil gilinadi va shu yoM bilan boshlangMch funksiya grafigini berilgan
nuqta orqali oMishiga erishiladi (VI. 1-rasm).

2-misol. y =x 2funksiyaning grafigi /4(1; 2) nuqtadan oMuvchi
boshlangMch funksiyasini topamiz.

Yechish./(x) =x2 funksiya uchun F(x) =y +C, chunki F(x) =x2.
Shunday Csonni topamizki, Y=y funksiyaning grafigi 4( 1;2) nuqta
orqali o‘tsin. Oxirgi tenglikka x= 1;y =2 qiymatlami qo‘yib, 2 =| + C ni

hosil qilamiz. Bundan C=|. Demak, F(x)=y +vy
Aniqmas integral ning xossalari:
1) Ixtiyoriy C son uchun ushbu tenglik o ‘rinli:
d(jf(x)dx) =f(x)dx. (1)
Haqiqatan, Jf(x)dx = F(x) + C va F'(x) =/ (x) boMganligidan:
d(jf(x)dx) =(F(x) + C)'dx = F'(x)dx =f(x)dx .
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3-misol. Jcosxdx =sinx + C boMadi. Chunki (sinx+ Q '=cosx
va d{\cos xdx) =d(sinx + C) = 6/(sinx) = cosxdx.

2) Ushbu tenglik o ‘rinli:
jF'(x)dx =F(x) +C. * 2)

Chunki j F'(x)dx) =jf(x)dx =F(x) +C.
4-misol. Jcosxdx =J(sinx)'rfx = sinx + C.
3) Ushbu tenglik o ‘rinli:

J(p(x) + Ni(x))dx =j (p(x)dx +1\\i(x)dx . 3)
Haqiqatan, J<px)dx = ®(x) +C, va Jlli(x)dx =T(x) + C2 boMsin.

U holda @'(x) = o(X), *'(x) = d(x) va shunga ko‘ra

J(x) + Ni(x)dx = J(DP'Cx) + ' (x dx =](P(x) + T(x))'f/x =
=0x)+ T(x) +C =1dpxX/x+ J\i(x)dx,

bunda C= C, + Cr
4) 0 ‘zgarmas ko‘paytuvchini integral belgisi ostidan chiqarish
mumkin:

Jkf(x)dx =k\f(x)dx, xk —o'zgarmas son. 4)
Haqiqatan, F'{x) =/(x) va (kF{x))' =kF'{x) =kf(x) boMganidan,
Jkf(x)dx = kF(x) +C =k\ f(x)dx .
Jumladan, 2 va 4-xossalar va a * -1 uchun (x"1)'=(a +1)xa
bo‘yicha darajali funksiya uchun
jxCdx = Ja+ Da*llc=~j'+C ®))

hosil qilinadi.
5-misol. / =J(4x3- 9x2+ 6x - S)dx ni hisoblaymiz.
Yechish. 3 va4-xossalarga asosan:

/[ =4)x Jdx - 9jx 2dx + 6j xdx - 8I<x
(5) formula bo‘yicha:

Jx3dx="-+C, JxxXk=y +C, Jxtx=y +C, j<x=x+C.
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/=4 40-9-T-+6-5-8x +C=x4-3x3+3x2- 8x +C.
Biz C ni bir marta yozdik, chunki o‘zgarmaslar yig‘indisini bitta

o‘zgarmas bilan almashtirish mumkin.

6 -misol. f-lyxVx--~dx integralni hisoblaymiz.

Yechish. /= = 21 +C=1"S +4x-J+C.

Mashgqlar

6.1. F{x) funksiyaning/(x) funksiya uchun boshlangMch funksiya
boMishini isbot qiling:

1) F(x)="-+2cos3x,/(x) =X5- 6sin3x ;

2) /'(x) =arctg22x,/(x)=5"|2£.

1+4x

3) F(x)=1tg33x - sin5x, / (x) = 9tg 3t - Scos5x;
cos 3x

4) F(x) = arcsin(xs), /(x) = ;
X

vi-

5) F(x) =sin Vx - cos(x2),/ (x) = 0852A +2x sin(x2);
VX

6) F(x) =X5cosx - -J—,/(x) =5x4cosx - x5sinx + 8AL- .
sinzx

6.2. Integrallarni hisoblang:

) Jxadx; 2) jx25° 3) JA~2x2-JI-UN . 4)

XN Vx xJ+3

6.3./(x) funksiya uchun y4x0, y0) nuqtadan oMuvchi boshlangMch
funksiyani toping:

D/(x) =3x- 1,/1(1, 3); 2)/ (x)=4x+ 3, /1(1, 2);

3) /(x)=Vx, JO, 10).

2. Integrallash formulalari. Funksiyalarni integrallashda ularning
differensiallash natijalariga asoslaniladi. Differensiallashning har bir
F'(x) =/(x) formulasidan integrallashning unga mos \f(x)dx = F(x)+C
formulasi hosil boMadi. Integrallash jadvalini keltiramiz:
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z

J/(x)dk=F (x)+C

1 /xalJl =" -+4C, a*-1

2 Jcosxti!x=sinx+C

3 Isinxd!x=-cosx+C

4 JAI[—=tgx+C
axx ¢

5 J— =—etgx+C
sin X

6 J — =arcsinx + C

Vi-x

7 I-~r =arctgx + C

1+er &

8§ J7f2-x2x=|" 2-x2+

+ . arcsin a—+ C

F'(x)=f(x)

%H +c} = g_ﬂl Xxa =xa, a "-1

(sinx + C)' = cos X

(—eosx + Cy =-(-sinx) + 0 = sinx

(tex+Cy=—T7T—x"7 +2A1 AeZ
cos X

(—etgx +cy = y-1==7 .
X SInzx Sin x

x *kk, k <2

(arcsinx +C)" - -j- *= . [x] < 1
V1-x

(arctgx + C)' = ITL&—
X

12 Va2-x 2+5y arcsin™+Cj =

=y/a2-x 2, \al >[X|

2
9 Jexd" =ex +C (ex+0'=<%
10 Jaxdx :-\fa- +C (ox+ C)' =flxIno
x >0daJ® =Inx +C, Inx+C)z=j ;
11 jf =Inx|+C x<0 da J*=In(-x)+C
(1n(—x)+C)‘:X-1(—l):)}
l-misol. /=] Nj=L="-dx integralni hisoblaymiz, |x| < 1.

Yechish. Dastlab integral ostidagi ifodani soddalashtiramiz:

_2(\+x2)-J\-xi _

(I+x "V TP"

2

2(1+x2) VI-x2
(\Ax2)yfirT (\+x2)JT-x*
1



Jadvaldagi 6, 7- formulalar bo ‘yicha:

[ =2JjNX-Y~I™S" = arcs'nx - arctgx + C :

o . (et 2 oo .
2-misol / ([VSinX coé ij ni hisoblaymiz, bunda

x *nk, x +21A;, k e Z .

Yechish. Jadvaldagi 5,4 - formulalar bo‘yicha:

/ =5fM +6J m= -Sctgx + 6tgx + C.
sindx cos™ X

3-misol. / =J(7cosx - 6sinx)rfx ni hisoblaymiz:
Yechish. Jadvaldagi 2, 3 - formulalar bo'yicha:

/ =7Jcosxdx - 6]Jsinxdx =7sinx + 6cosx +C.

4-1

4-misol. = =ij-" 1 =iarctgu+C=Ilarctgi +C>

(w=1J almashtirish vajadvaldagi 7- formuladan foydalandik)-
5-misol. Je3xffx ni hisoblaymiz.

Yechish. jeixdx =jJ eixd(3x) =-j e +C.
6-misol. J ( x ”-2) nihisoblaymiz.
Yechish. J-£L =j4k ") =ln(x+2)+C.

Mashqlar

6.4. Integrallarni hisoblang:

1) J(A4Vx + 2x)dx ; 2) J(7cosx "—)dx,x*nk,keZ;
sin x

3) W<1; 4H (4sinx-i-L ]*;

5> 6) n
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7) 8) I *~Hj ~ dx, x*I-, 9) Jtg23xdx .

6.5. y = e~ix funksiya y' =-3e~ix tenglikni qanoatlantiradimi?

6.6. y =¢*3 funksiya "' =1y tenglamani qanoatlantirishini isbot
qiling.

6.7. Integrallarni hisoblang:

1) \3xdx’, 2) je2xdx- 3) Je-Sx</x; 4) Jexcos(ex)ti(x .

6.8. Integrallarni hisoblang:

1) [£s> 2) 3) 10
4) ] ; 5) JtgSx£fx ; 6) Jtg(4x - 2)dx ;
7) r dx .- Qr A .
(I+x2)arctgx ’ VI+x2arctgx
3. 0 ‘zgaruvchini almashtirish usuli. Ushbu usul (boshqacha

aytganda, o ‘rniga qo ‘yish usuli) jadvalda ko‘rsatilmagan integrallarni
jadvaldagi biror ko‘rinishga keltirib hisoblash maqgsadida qoMIaniladi.
Usulning asosida murakkab funksiyani differensiallash qoidasi yotadi:
Ad (/) funksiya berilgan va x = cp(/) almashtirish kiritilgan bo ‘Isin.
U holda:

(FIIY =nxW(t) =/x)p" () =/(DPO0)D,(0 va jf(x)dx =F(x) +C
boMganidan quyidagiga ega boMamiz:
Jf4>aw(di=F(4>(1)) +C ey
yoki
IGNOM (/) =1 (H(0) +C. 2)
Demak, Ad(/)) funksiya /(d(O)dp'(O funksiyaning boshlangMch
funksiyasi ekan. Xususan, (p@¥) =kt +b boMsin. U holda: (plt) =k
yoki dy(t) =kdt va (2) bo‘yicha
Jf(kt + b)kdt = F(kt +b) +C
yoki
Jf(kt +b)dt —mf-m F(kt +b) +C. 3)
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I-misol. /, =jsin(10x + S)dx va [2=J(7x-8)V jc integrallarni
hisoblaymiz.
Yechish. Integrallashjadvalidagi 1va 3- formulalarga muvofiq:

/, =-jLcos(10x + 8)+ C, /2=yf(7x- )5+ C="(7x - 8)5
2-misol. / =]|x 3cos(x4)dx integralni hisoblaymiz.
Yechish. (x4)'=4x3 bo‘lganligidan, x4 =/ almashtirish kiri-

tamiz. U holda d(xA4) =dt yoki 4xidx =dt va bundan xJ}dx =",
u holda

I = costdt="-sint +C =-"sin(x4) + C .

3-misol. / =jcos3xsinxdx integralni hisoblaymiz.

Yechish. (cosx) =-sinx bo‘lganligidan cosx = ¢ almashtirish
kiritamiz. U holda d¢= d(cosx) = (cosx)'dx =-sinxobt va

I =\tl-dt) =~ +C = .coh- +C.

4-misol. fsin-” integralni hisoblaymiz (x"i3J+ Ak AreZ).
cos X i

Yechish. sinx"x =-"(cosx); cosx =¢ almashtirish kiritamiz.

jII K _JA(£2H)—'JI[—-er 21+c—1.—L +C.

Cos X Cos X 3 COs X
5-misol. JVo2- x2dx ni hisoblaymiz, bunda a>x.
Yechish. x=¢(/) =asin/bo‘lsin,bunda /e ; : ;C . U holda:

® (1) =acos/, dx =acostdt va

j Vo2- x2olx=a2j VI - sin2/ cos tdt =a2j cos2tdt.

Lekin cos2/ = l+cos2£ shunga ko‘ra

JVo2- x2%x=y j(l +cos2/)<// =y)<// +ylcos2/N =

a2t , g2sin2/ , " 02t a2.m ., T
—2 22 2 2 /+ C.
Bizda a sin/ =x, ,sin/ =~ > cos/=VI-sin2/="1-"- =

t = arcsin—,
a
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%JaZ- x2dx = _ arcsin- + x +C =
2 a 2 a a

:’\-arcsin-+421 Va2- 12 +C.
2 a

6-misol. ] integralni hisoblaymiz, bunda x > 3" m

Yechish. (2x3- 1)'=6" boMadi. 2x3- 1=/almashtirish kiritamiz.
U holda 6x2dx = dt,

| ~d x =Jy =Inr+C=1In(2x3- 1)+C.
Misol natijasiga ko'ra ixtiyoriy differensiallanuvchi funksiya uchun
ushbu tenglik o ‘rinli boMadi: J =Inl/(x)|+ C.
Mashgqlar

6.9. Integrallarni hisoblang:

dx . ANt ode .

36+x 9x2+25 °
4) }—::::; 5) fcos4dxcfx ; 6) J— ——.
VT25"T J cos (5x-6)

6.10. Integrallarni algebraik yigMndiga ajratish yoMi bilan toping:

1) p 8 ~ +x+1¢ . 2) J X5+?7x4- 5xr+43xr fa .
X XVX

3) Jsin25x0¥x ; 4)jcos25xdx ;

5) Jsin3xcos3xJx ; 6) Jcosl8xsinl6x"x ;

7) Jsin22x sin2xdx ; 8) Jcos 6x cos 3xdx.

6.11. Integrallarni o ‘zgaruvchilarning almashtirish usulini qoMlab,
hisoblang:

1) \(5x-6)7dx't  2) jMTrUdx- 3)  dx

4) Jsin4xdx ; 5) Jcos VLct/x ; 6) o dx
sin2(6x-1) ’
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7 1. 2,dc 2 8) j(sinx-cosx)26/x; 9) \-=M ==

sin” §xcos'18x V16-6x-7x
10) dx
X -6x+17

6.12. Integrallarni hisoblang:

1) 2) ; 3) |x2sin(x3)&;

4) [(3V+1DCOSX! +X -1 Ne ; 5)

6) |512813]|J; 7 L E LN 8) jsing*, cos58%*,/*.
1+9x %z sinz 9x

4. BoMaklab integrallash. w= u{x) va u= u(x) funksiyalar diffe-

rensiallanuvchi funksiyalar bo‘Isin. Bizga ma’lumki,
d(uv) =udv +vdu (1)
bo‘ladi. (1) ni integrallab,
uv =judv + fvdu
yoki
Judv =uv - Jvdu )
ni hosil qilamiz.
(2) formula bo'laklab integrallash formulasi deyiladi.
(2) formula Judv integralni undan soddaroq bo‘lgan \vdu integ-
ralni integrallashga keltiradi
I-misol. Jxsinxdx integralni hisoblaymiz.

Yechish. u=x,dv =sinxdx deb faraz qilsak, u=x ning differen-
siali du =dx ga, dv=s\nxdx ning ikkala tomoniniintegrallasak v =-cosx
ga ega boNamiz. Topilganlarni (2) formulaga qo ‘ysak:

Jx sinx”x = -x cosx +Jcosxdx =-x cosx +sinx +C.

2-misol. jxexdx integralni hisoblaymiz.
Yechish. u =x, dv =exix deb olamiz. Bundan du =dx, v = 6x
(2) formulaga asosan
Jxexdx =xex - \exdx - xex - ex +C.

BoMaklab integrallash usuli o'zgaruvchilarni almashtirish usuliga
nisbatan qoMlash sohasi torroq boMsa-da, lekin shu usul yordami
bilan hisoblanadigan ko‘plab integrallar mavjud. Masalan:

jxkeaxdx\ \xklnmdx\ |arcsinxdx| jx“cosaxdx.
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Mashqlar

6.13. Integrallarni hisoblang:

1) /xsin2xdx ; 2) Jx cosxdx ; 3) \xe~xdx |
4) \xVclx; 5)  |lnx</x; 6) jxInx£/x;
7) jexcosx</x; 8) Jx Zexdx ; 9) J In2xt/x ;

10) j arcsin x/x.

2-§. Aniq integral

1. Egri chiziqli trapetsiya yuzi. BoshlangMch funksiya orttirmasi.
Aniq integral. Ko‘p masalalar, jumladan, yassi shakllarning yuzlarini
hisoblash masalasi integral hisobi orqali hal etiladi.

Geometriya kursidan bizga quyidagi aksiomalar ma’lum:

1) har qanday Fshakl nomanfiy S(F) yuzga ega;

2) tomoni 1 ga teng kvadratning yuzi 1 ga teng;

3) teng shakllarning yuzlari teng, ya’ni ¥, = F2boMsa, S{FXY =S(FJ)
boMadi;

4) shaklning yuzi uning barcha kesishmas qismlari yuzlarining
yigMndisiga teng.

Quyidan OX o‘qi, yuqoridan nomanfiy y =/(x) funksiya grafigi,
yon tomonlaridan x =a, x =b to‘g‘ri chiziqlar bilan chegaralangan
shakl egri chiziqli trapetsiya deyiladi (VI.2-rasm).

l-leorema. Agarf funksiya [a, b] oraligda monoton bo Isa,
F egri chizigli trapetsiya kvadraturalanadi (yuzini hisoblab boMadi).

Yl

/

VI.2-rasm. o a=xf) x{ x, x, 1, X x=b X
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Isbot./(x) funksiya [a, b] kesmada o ‘suvchi, deylik. Istalgancha
kichik e > 0 son uchun bar doim shunday @, va ®2 ko‘pburchaklar
topiladiki, @, shakl Fning ichida yotadi, ®2esa Fni oz ichiga oladi
va ikkala ko‘pburchak yuzlari ayirmasi uchun 5'(®2) - J®,) <e bo‘ladi.
Ko‘pburchaklarni yasash maqgsadida /al b\ kesmani fl=x0<x, <... <
<xn| <xn=b>b nuqtalar bilan » ta teng qismga ajratamiz va bu nuqta-
lardan OY o‘qiga parallel to‘g‘ri chiziqlar o‘tkazamiz. Ular F egri
chiziqli trapetsiyani FQ Fv ..., F ,qismlarga ajratadi. Har qaysi
[x", xkH] kesmada birining balandligif(x k), ikkinchisiniki/(xA#) bolgan
ikkita to‘g‘ri to ‘rtburchak yasaymiz./(x) funksiya o‘suvchi bo‘lganidan
birinchi to‘rtburchak F trapetsiyaning Fk qismi ichiga joylashadi,
ikkinchisi Fkni o‘z ichiga oladi. Barcha 0 < A< a - 1 lar uchun
birinchi to‘rtburchaklar birlashmasi (®2 pog‘onali shakl) F ichiga
joylashadi, ikkinchi to ‘rtburchaklar birlashmasi (®2pog‘onali shakl)
F ni o‘z ichiga oladi. Yetarlicha katta n larda 5(®,) - 5'(®2) <e
bo‘ladi. Haqiqatan,

5(02)- 5(D,)="[/(x,)*...t/(x,_,)+/(x,)] -
'[/(X0)+/(X5)+..+/(X”")]=
=A[/(xj- I(XO)]=~[/(6)-m 1

Bu ayirma » ning yetarlicha katta qiymatlarida e dan kichik bo ‘ladi.

/(x) funksiya nomonoton bolganda [a, b/ kesmani/(x) funksiya
monoton boMadigan qismlarga ajratiladi va har bir qism uchun
teorema alohida qoMlIaniladi.

/ (x) funksiyaning boshlang‘ich funksiyalari to‘plami F(x) + C
boMsin. F(x) + C funksiyalarning [a, b] kesmadagi orttirmasini topamiz:

AF =(F(b) +C)- (F(a) +C)= F(b) - F(a), AF =F(b) - F(a). (1)
Bundan ko‘rinadiki,/(x) funksiya J[x) boshlang‘ich funksiyaning
[a\ b\ kesmadagi 1T orttirmasi C sonning tanlanishiga bog‘liq emas.
I-miso 1. y =3x2 funksiya boshlang‘ich funksiyalarining [1; 2] va
[10; 20] kesmalardagi orttirmalarini topamiz.
Yechish. F(x)=|3xXk=x3+C, C - brtiyoriy o zgaimas. (1) mu-
nosabatbo‘yicha: [1; 2] da AF=23-13=7, [10; 20] da AF=203-103=7000.
/(x) funksiya ixtiyoriy JIx) boshlang‘ich funksiyasining /a\ b\ kes-
madagi AF(x) = F(b) - F(a) orttirmasi funksiyaning shu kesmadagi
b
aniq integral! tey\\a&\ \a. \f(x)dx orqali belgilanadi:

a
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\f(x)dx =F{b)-F{a).

F{b) - F(a) ayirmani F(x)\& bilan belgilaymiz. U holda quyidagi
tenglik hosil bo ‘ladi:
1f(x)dx =F(x)\a. 2)

(2) tenglik Nyuton-Leybnis formulas! deb ataladi, a va b integ-
rallash chegaralah deyiladi.

n 3

2-misol. 1)jcosxdx =sinx" =sins - sin0 = 0.

2) J¥Fdx=M =4163- a3

Quyida aniq integral xossalarini isbotlashda Nyuton-Leybnis
formulasidan foydalaniladi.

l-xossa. Funksiyalaryigindisininganiq Integralishufunksiyalar
aniq integrallarining yig indisiga, o zgarmas son va funksiya ko payt-
masining aniq integrali esa shu funksiya aniq integralining o Zgarmas
songa ko paytirilganiga teng:

V(L (F)+/2(x)dx =\ f (x)dx +jf2(x)dx ; 3)
JAf(x)dx = V4jf(x)dx. 4)
Haqiqatan, jf(x)dx =F"b)- Ffa), jf2(x)dx = F2(b) - F2(a)
bo‘lsin. U holda
20/, (X)) +f2(x))dx = (Ffb) + F2(b)) - (F](a) + F2(a)) =

= (/*(/>) - F2(a)) + (F2(b) - F2(0)) = J/,(x)rfx + J/2(x)rfx.

2-xo0ssa. Agarintegrallash chegaralari almashtirilsa, aniq integral
0 z ishorasini 0 zgartiradi:

Jf(x)dx =-1f(x)dx . (5
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Haqiqatan, \f(<x)dx = F(b) - F(a) =-(F(a) - F(b)) = —\bf(x)dx.

- a
3-xo0ssa.

If(x)dx =0. (6)
Chunki Jf(x)dx = F(a) - F(a) = 0.
4-xossa. Ixtiyoriy a, b, c sonlar uchun ushbu tenglik o rinli:

\f(x)dx = If(x)dx +jf(x)dx. (7)

Haqiqatan,
Jf(x)dx +1/(*)<& = (F(c) - ¥(0)+ (#(b) - F(c) =

- F(b) - F(a) =Jf(x)dx.
S-xossa. Agar [a\ b] kesmadaf{x) >0 (yokif{x) <Q bo Isa) uning
shu kesmadagi ;f(x) dx aniq integrali ham shunday ishoraga ega bo ladi.
Haqiqatan / (x) = Ix) > 0, ya’ni dx) funksiya o ‘suvchibo ‘Isin.

U holda b>a bo‘lganidan F(b) > F(a) ya’ni F(b) -F(a) >0,
b
\f(x)dx >0 boMadi (f (x) <0 holi ham shu kabi isbotlanadi).

3-misol. > 32H kesmada sinx<0, uning shu kesmadagi aniq

integrali ham manfiy bo ‘lishini ko ‘rsatamiz.

3s/2 / . X
jsinx</x = - cosx|"2 =-(cosy - cosnm)=-(0- (-1))=-1.

Mashgqlar

6.14. [0; 4] kesma necha qismga bo'linsa, x=0,x=4,y=0, y=x2
chiziqlar bilan chegaralangan shakl uchun 5(®2)- 5(®,) <0,1 bo‘ladi?

6.15. Doiraning yuzga egaligini isbotlang.

6.16. Integrallarni hisoblang:

1) {x dx ; 2) fx2Vxdx; 3) 73" x ;
o o ox +3
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/3 .3 s
4) jsinxdx; 5) j(4 Vx +2x)*x; 6) jim ifti*;
. 0 /6 sin x

2

7) JV2x - 3dx; 8) J4 Vjc(l- Md!x ; 9) J(2cos2x - I)<Ux;

6

10 jJx"Tdx.

6.17. Integrallarni hisoblang:

1) jl(x2- 4 + 5)dix ; 3) J(6x2- 2x)dx ;
- -2
n/3 n/2
4) }(sin2x - cosx)dx; 5) J sin'xdx; 6) (|)(1 - cosx)2dx;
(0] -s/2
2”6 8 /3 .03
. &) 14 il/x +2x)dx ; 9 J
7 JXY13> ’ ) 0( / ) al4 SI¥L %
/3
10 J dx dx
1+x ID o COS X
2. Nyuton-Leybnis teoremasi. Matematik analizning muhim

qo‘llanishlarga ega bo ‘lgan asosiy natijalaridan bin ingliz matematigi
Barrou (1630-1677) tomonidan geometrik shaklda bayon qilingan,
Isaak Nyuton (1643-1727) va Leybnis (1646-1716) tomonidan
bir-birlaridan mustaqil ravishda uzil-kesil isbotlangan ushbu teore-
madir.

Teorema. (Nyuton-Leybnis teoremasi). f(x) funksiya [a\ b]
kesmada nomanfiy, uzluksiz va unda chekli sonda ekstremumlarga
ega bo Isin. Shu a <x< b kesma ustida joylashgan va yuqoridan /(x)
funksiya grafigi bilan chegaralangan egri chizigli trapetsiyaning yuzini
S(x) orqali belgilaylik. U holda S(x) funksiya f{x) ning boshlang'ich
funksiyasi bo ladi, ya ni [a\ b] kesmada S \x) =f (x) tenglik bajariladi
(VIL.3-rasm).

N N7
7%/ /
St M
Al p/IIl/i T B
VI.3-rasm. 0 a l[l x+ h X
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Isbot. Bizixtiyoriy xe /a, b\ nuqta uchun S '(*) =/ (x) tenglikning
bajarilishini isbot qilishimiz kerak, bunda
i SOTISEL

S =1
(x) = lim, 1

Aniqglik uchun A>0 deb olamiz. 5(x+ /) - JAx) ayirma PTQON
egri chiziqli trapetsiyaning yuziga teng. /(x) funksiyaning [x; x + A]
dagi eng katta qiymati M ga, eng kichik qiymati m ga teng bo ‘Isin.
U holda PTQON egri chiziqli trapetsiya umumiy asosi [x; X + A],
balandliklari mos ravishda m la Mga teng ikki to‘g‘ri to ‘rtburchakning
o ‘rtasida joylashadi. Ularning yuzlari:

m-h <S(x +h)- S(x) <M wh, h>0 (1)
yoki

m< SN h>SM <M,

bunda m va JI/ lar Aning tanlanishiga bog‘liq./(x) funksiya x nuqtada
uzluksiz boMganidan, A->0 da uning [x; x + A] kesmadagi m \a M
qiymatlari birgalikda umumiy f(x) limitga intiladi:

ﬂx+h)—S(x) —/(x)

. o _ R o
}H}gm }‘EI(}M /(x), M(x) %1901

Xulosa: y =f(x) (a <x <b) egri chiziq ostida joylashgan egri
chizigli trapetsiyaning S' yuzi/(X) funksiyaning [a\ b] kesmadagi aniq
integraliga teng: S =J/(x)"x .

Isbot. ABCD shaklning S yuzi (VI.3-rasm) Jx) funksiyaning

[o; b] kesmadagi S =S{b) - S(a) orttirmasiga teng. Lekin J[x) ning
0‘zi/ (x) ning boshlang‘ich funksiyasi.» Shunday qilib,

S=S(b)-S(a) =j/(x)dx.
I-miso 1. OX o‘qi, x =2, x =6 to‘gTri chiziqlar va f(x) =x 3
funksiyaning grafigi bilan chegaralangan egri chiziqli trapetsiyaning

Jx) yuzini topamiz.

Yechish. x 3 funksiyaning boshlang‘ich funksiyalaridan biri

4
P(x) =7- +C bo‘lsin. Nyuton-Leybnits formulasi bo ‘yicha:



2-misol. JJR2- x2dx integralningqiymatini hisoblaymiz.
-R

Yechish. y=JR2-x 2 tengliknix?+y2=R2 ko‘rinishdayozish
mumkin. Bu esa har qanday A/(x; y) nuqta radiusi R bo‘lgan va
markazi (0; 0) nuqtada joylashgan aylanada yotishini bildiradi. Egri
chiziqli trapetsiyaning [-/?; R/ kesma ustida joylashgan qismi yarim

doiradan iborat va uning yuzi ga teng:

J JR2—x2dx =1In/?72.

-R 1
Integrallash formulasi ham shu natijani beradi:

JV/?2- x2dx =""-arcsin-A +y V/?22 _ j| =

= -y-(arcsin 1- arcsin(-1)) =y * =1]- -
Agar [a\ b\ kesmada/ (x) funksiya musbat va manfiy qiymatlarni
b

qabul qilsa, jf(x)dx ning qiymati egri chiziqli trapetsiyaning abssis-

salar o‘qidan yuqorida va quyida yotgan qismlarining ayirmasiga
teng bo'ladi. Umuman, y=f"x) va y2=f2Xx) (f2x) >/j(x)) uzluksiz
funksiyalar grafiklari va x =0, x= b, (a <b) to‘g‘ri chiziqlar bilan
chegaralangan shaklning yuzi /(x) =/2Ax)-/j(x) funksiyaning la\ b\
kesmadagi aniq integraliga teng:

S =\l{x)dx. 2)

Isbot. Shaklni OXo‘qidan yuqoriga joylashadigan qilib, x birlik
yuqoriga parallel ko‘chiramiz (bu bilan shaklning yuzi o'zgarmaydi).
/(x) funksiya/j(x) +x ga,/2x) esa/2x)+ Aga almashadi. U holda:

S =T(/2(x) +k)dx - J(/,(x) +k)dx =T (/2(x)</x +k\dx -
- \f (x)dx -kjdx =\f2(x)dx - 1/, (x)dx =] l(x)dx.

Ta’kid isbotlandi.

Xususan, agar/(x) uzluksiz funksiya /al b\ kesmada manfiy bo‘lsa,
y=Ax) egri chiziq, OXo‘qi, x =a N x =b {a <b) to‘g‘ri chiziqlar
bilan chegaralangan shaklning yuzi J(~f(x))dx aniq integralga teng
boladi.
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3-misol. y =x>+2va =p"+3xparabolalarvax= 1,x=2to‘g‘r
chiziqglar bilan chegaralangan shaklning yuzini topamiz (VI.4-rasm).

Yechish. [1; 2] kesmada y =x2+ 3x parabola y=x2+2 parabo-
ladan yuqori joylashadi. Z(x) = (x2+ 3x) - (x2+2) =3x- 2. (2) formula
bo‘yicha:

5=103x- 2)dx=(2X2- 2x)2=6-4-| +2=2j.

4-misol. y =x 3 kub parabola, y =-1 to‘g‘ri chiziq, OY o‘qi
bilan chegaralangan shaklning yuzini topamiz (VI.5-rasm).

Yechish. Misolda faqat bitta x =0 integrallash chegarasi ko ‘rsa-
tilgan. Ikkinchi integrallash chegarasini limitni y =x3la y =-\
chiziqlarning kesishish nuqtasi beradi: x3=-1, bundan x = -I.
(2) formuladan foydalanamiz. [-1; 0) kesmada kub parabola y =-/
to‘g‘ri chizigdan yuqori joylashganligini ham e’tiborga olsak:

/(x)=x3-(-1)=x3+1 va5=]J(x3+1>& ="+xj =i-1=-|; |6]|=]|-|=].
5-misol. x=0,y=0,x=2to‘g‘ri chiziqlarva y = funksiya
grafigi bilan chegaralangan shaklning yuzini topamiz.

Yechish. Izlanayotgan yuz Jintegral bilan ifodalanadi.

X +7 =1 almashtirish kiritamiz. U holda:

1 =I~=InM=In|x+7| =Injx+7|[ =In9- In7=1In]|.

VT.4-rasm. VI.5-rasm.



Mashqlar

6.18. Agar:
1) o=1,6=3/(*)=x3-1; 2) 0=0, =" /(x)—E -
J
3) 0=0, b—x f(x) =—y-; 4 a=0,b="-, f(x) =-=L=r;
cos2x 2 Tl-x

5) o=-1, b=3 f(x)=x2+2; 6)a=\ b=8 f(x) =\[x
bo‘lsa, yuqoridan f(x) funksiya grafigi, yon tomonlaridan x = o va
x = Zto ‘g‘ri chiziqlar bilan chegaralangan egri chiziqli trapetsiyaning
yuzini toping.

6.19. Quyidagi chiziqlar bilan chegaralangan shaklning yuzini toping:

O V=py=4x,x=1y=0;

2) y=x2+2,y=2x+1;

3) y=x2- 6x+9,y=x2+4x+4, y=0;

4) y=x2+1y=3x-x3;

5) y=x2,y =2JIx;

6) y=VYx, y=V4- 3x, y=0.

6.20. y= giperbola, x= 3, y=0, x =6 to‘g‘ri chiziqlar
bilan chegaralangan shaklning yuzini toping.

6.21. Erkin tushayotgan jismning dastlabki to ‘rt sekundda o ‘tadigan
masofani toping.

6.22. Ava Bm }(Ax + B)2dx =0, ](Ax +B)2xdx =16 tengliklar

bajariladigan qilib tanlang

6.23. Balandligi H m, asos radiusi R m bo‘lgan silindr shaklidagi
idishdan solishtirma og‘irligi 5=78 103N /m 3boMgan benzinni so ‘rib
chiqarish uchun sarf boMadigan ishni hisoblang.

6.24. Yuqori asosi 50 m, balandligi 16 m, quyi asosi 28 m boMgan
trapetsiya shaklidagi vertikal to‘g‘onga suv qanday kuch bilan bosadi?

3. Geometrik va fizik kattaliklarni aniq integral yordamida hisoblash.
Aniq integral yordamida o‘zgaruvchan harakat jarayonida oMilgan
yoMni, egri chiziqli shakllarning yuzini topish mumkinligini ko ‘rdik.
Umuman, aniq integral yordamida geometrik va fizik kattaliklarning
oMchamini topish uchun: 1) noma’lum kattalik oMchami f{b) qiymat
ko‘rinishda izlanadi; 2) buning uchun F(x) =/(x) hosila topiladi;
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3) HOx) funksiya/(x) ning aniq integrali sifatida hisoblanadi; 4) topil-
gan natijaga x =b qiymat qo ‘yiladi va javob topiladi.

I-miso l. YOZ tekislikdan x birlik uzoqlikda unga parallel bo ‘Igan
a tekislik (4) shaklni kessin (VI.6-rasm). Kesim yuzini ~(x) orqali
belgilaylik. Shakl x =al\lax=b(0<a <b) tekisliklar oralig‘ida
joylashgan boMsin. Shaklning Khajmini topamiz (hajm tushunchasi
geometriya kursida beriladi).

Yechish. Shaklning x =x0tekislik bilan kesimini ®(x0), uning
yuzini S(xQ orqali belgilaylik. y=5",(x) funksiya uzluksiz va x, <x2da
O(x,) kesimning YOZ tekislikdagi proeksiyasi ®@(x2) ning proeksiyasi
ichida yotsin, ya’ni shakl a dan b ga tomon kengaysin (S(x) funksiya
o‘suvchi ma’nosida). Shaklning [a; b/ kesmaga mos qismining hajmi
V(x) bo‘lsin. V'(x) hosilani topamiz. Shu maqsadda biror x0qiymatni
olib, unga A > 0 orttirma beramiz. Shaklning a, va o2 tekisliklar
orasidagi qismining hajmi KXO0+ /) - V(x0) boMadi va ushbu qo‘sh
tengsizlik bajariladi:

hS(x0) < V(x0+h)- Kx0) < hS(xOF A), (1)

bunda AS(xQ - shu qismning ichiga to‘liq joylashadigan silindrik
shaklning hajmi, AS(xQ+h) - o‘sha qismni o‘z ichiga olgan silindrik
shaklning hajmi. Qo ‘sh tengsizlikni quyidagi ko ‘rinishda yozamiz:

5(X0)5 M + Bl 55(Xo+A).

y = 5(x) funksiya x0 nuqtada uzluksiz, A*O da S(x0+ A) ning qiy-
mati ham, ning qiymati ham S(x() ga intiladi:

r(X o)=,i =

O 1
Demak, y = K(x) funksiya y = 5(x) funksiyaning boshlang‘ich
funksiyasidan iborat. Nyuton-Leybnis formulasi bo ‘yicha:

IS{x)dx =V(b) - V(a) =V - 0=V,

V=]s(x)dx. (2)

Umuman, [a; b] kesmada uzluksiz va nomanfiy bo lgan f(x)
funksiya grafigi bilan chegaralangan egri chizigli trapetsiyaning OX
o §i atrofida aylanishidan hosil bo ladiganjismning hajmi (V1.7-rasm)
ushbu formula boyicha hisoblanadi:

V =x\f 2(x)dx. (20
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A4

VI1.6-rasm. VI.7-rasm.

2-misol. Asosining yuzi S va balandligi H ga teng boMgan
piramidaning hajmi V ni topamiz.

Yechish. Piramida uchini koordinatalar boshi sifatida qabul
qilaylik, OX o‘qi esa balandlik bo‘yicha pastga yo‘nalgan boMsin.
O uchdan x uzoqlikda o ‘tkazilgan ko‘ndalang kesim yuzi Q(x) boMsin.
U holda

— A _ .
o) bundan <2X) X2, X€[0; H\

O(x) - uzluksiz, o‘suvchi funksiya, uning ko‘ndalang kesimining
asosdagi proyeksiyalari ichma-ich joylashadi. Bunga qaraganda pira-
mida shunday shaklki, uning istalgan xga to‘g‘ri keladigan ko‘ndalang
kesimi boshqalari bilan qo'shilib ketmaydi, demak, uning hajmini
(2) formula bo'yicha topish mumkin:

3-misol. Rradiusli shaming hajmini topamiz.

Yechish. Shar yarim doiraning OX o‘qi atrofida aylanishidan
hosil boMadi. Yarim aylananing tenglamasi y =JR2- x2. (2) formu-
la bo‘yicha:

R ( 3xR
V=K\{R2- x2)dx =TV?X - y ]

Fizikada yuqorida bayon qilingan hisoblash sxemasi nisbatan sodda
ko‘rinishda qoMlaniladi. Izlanayotgan kattalik «cheksiz ko‘p sonli
cheksiz kichik miqdorlar yigMndisi» sifatida, aniq integral esa shunday
yigMndining o ‘zi deb qaraladi.

235



Misollar.
1) To‘g‘ri chiziq bo‘ylab v(z) tezlik bilan harakat gilayotgan jism-
ning [/,; t2J] vaqt oralig‘ida o ‘tgan masofasi:

s=\u(t)dt. (3)
1T

2) Tok kuchi vaqt bo‘yicha elektr miqdorining hosilasiga teng,
ya’ni

1 Q)

3) Sterjenning massasi m, uzunligi /, chiziqli zichligi 5(/) bo'lsa,
8(/) = m'(l) boMadi. U holda /= /, dan /= [2gacha oraliqdagi sterjen
massasi:

m=J]b(l)dl, (5)
A

bunda 5(/) - shu / ning uzluksiz funksiyasi.

Mashqlar

6.25. Jism v(t) = 3/ + C (m/s) tezlik bilan to‘g‘ri chiziqli harakat
gilmoqda. U /,=0 dan /2= 3 (s) gacha vaqt oralig‘ida 30 m o ‘tgan.
C ni toping.

6.26. Asosining radiusi /? =4 m, balandligi # = 5 m boMgan,
vertikal o‘matilgan silindrik idishdan suvni so‘rib olish uchun sarf
boMadigan ish miqdorini hisoblang.

6.27. /(/) tok kuchi / vaqtning uzluksiz funksiyasidan iborat. /,=0
dan 2= 20 ¢ gacha vaqt oraligMda 0 = 10 K elektr miqdori oMgan.
Tok kuchini toping.

6.28. Dastlabki 10 sekund davomida oMkazgichdan oMayotgan
tok I(t) = 8/3- 1qonun bo‘yicha o‘zgargan. Shu vaqt ichida oMkaz-
gichdan qancha tok oMgan?

6.29. x2= 6y vay 2= 6x egri chiziqlar bilan chegaralangan shaklning
OAVqi atrofida aylanishidan hosil boMadigan jismning hajmini toping.

6.30. y =—x + 2,5 to‘g‘ri chiziq va xy = 1 giperbola bilan chegara-
langan shaklning OX o‘qi atrofida aylanishidan hosil boMadigan
jismning hajmini toping.

4. Aniq integralning qiymatini taqribiy hisoblash. Agar integral
ostidagi /(x) funksiyaning F{x) boshlangMch funksiyasi elementar
funksiyalar orqali ifodalanmasa, yoki nisbatan murakkab tuzilishga
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ega bo‘lsa, yoki aniq javobga ehtiyoj bo‘lmasa, Jf(x)dx integral

taqribiy hisoblanadi. Shu maqsadda oldingi bandlarda keltirilgan
ma’lumotlardan ham foydalanamiz.

b
1) agar a <b [a\ b] kesmada / (x) >0 bo‘lsa, |ffx)dx >0
bo-‘ladi;
b b
2) agar [a, b] kesmada <p(x) < \j/(x) boMsa, [p(x)£/x < |\i(x)dx

bo ‘ladi;
3) agar [a, b] kesmada m < f (x) <M bo‘lsa,

m(b - a) <\f(x)dx <M(b - a) (D)

boMadi.
Hagqiqatan, qo'yilgan shartlarga asosan:

Imdx <\f (x)dx <JMdx.
Bundan (1) qo‘sh tengsizlik kelib chiqadi.
2
I-misol. 1<Jx2dx <4 boMishini isbotqgilamiz.

Yechish. x2funksiya [1; 2] kesmada o ‘suvchi, shunga ko‘ra
uning shu kesmadagi eng kichik qiymati m = 12= 1 ga, eng katta
gqiymati esa M= 22=4 ga teng. (1) tengsizliklar bo ‘yicha:

1+(2- )<jxZx<4+2- 1)
1

yoki

1<Jlx2dx <4.

Albatta, yuqorida keltirilgan misolda olingan natijaning aniqligi
past. Aniqroq natijani olish uchun [1; b/ kesmani qismlarga ajratamiz.
Bu qismlar yetarlicha kichik va f(x) funksiya uzluksiz bo‘lsa, /(x)
ning har qaysi qismdagi eng kichik va eng katta qiymatlari o‘rtasidagi
farq ham yetarlicha kichik bo‘lishi mumkin. Har bir gqism uchun
integral qiymati nisbatan aniq bo‘ladi, u holda ularning yig‘indisi
[a\ b] kesma bo‘yicha olinadigan integral qiymatiga istalgan aniqlikda
teng bo‘la oladi. Xususan, integral qiymati yotgan chegaralarni
yetarlicha aniqlikda hisoblash mumkin. Shu maqsadda turli taqribiy
formulalardan ham foydalanish mumkin.
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f{x) funksiya [a\ b] kesmada monoton o'suvchi boMsin. Kesmani
a =xQ<xx<.. <xn- b nuqtalar bilan teng n qismga ajratamiz. Har
gaysi [xA xt+|] kesmada funksiyaning eng kichik qiymati/(**), eng

katta qiymati /(x61), kesmaning uzunligi xtH - xk = ga teng

boMadi. U holda

“mf(xk)<\f(x)dxi™ff(xM). (2)

[a, b] kesmaga tegishli qolgan qism kesmalar uchun shunday
qo‘sh tengsizliklar tuziladi va ular jamlanadi:

AT/ (X «)5Tf(x)dx 5 ). 3)

b
Bu tengsizliklar jf(x)dx integralni quyidan va yuqoridan baho-

laydi, integralni hisoblash masalasini fix) funksiyaning x0= a, x,,
x/=Z) nuqtalardagi qiymatlarini hisoblashga keltiradi. /a| b) kesma
gancha kichik bo‘laklarga*bo‘linsa, integral qiymati shuncha aniq
baholanadi.
Hisoblashlarda (3) dagi quyi va yuqori chegaralarning o ‘rta arif-
metigidan foydalanish mumkin:

[mdx - Bl |[/(EM *1 +/(Xi)t...4/(x, ,)]. (4)

Bu munosabat trapetsivalar formulasi nomi bilan ataladi. Bunday
atalishining sababi formula bo‘yicha hisoblashlarda [xt; xi+] kesma-
lardagi egri chiziqli trapetsiyalar odatdagi trapetsiyalarga almashgan
boMadi.

2-misol. \Ix 2x integralning qiymatini 0,01 gacha aniqlikda
hisoblash uchun [1; 2] kesma necha qismga boMinishi kerak?

Yechish. Masalaning shartiga ko'ra ~ (4 -1) <0,01, bundan
n >300 ni topamiz. Kesma 300 qismga ajratilishi kerak.

3-misol. Il-misolda biz jlx 2dx integralning 1 va 4 dan iborat

chegaralarini olgan edik. Agar [1; 2] kesma teng o ‘n boMakka ajratilsa,
(3) bo‘yicha baho quyidagicha bo‘lar edi:
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0,1 «(12+ 1,12+...+1,92) < \x 2dx <0,1 *(1,12 + 1,22+...422),
I
2,185 < \x dx <2,485.

Topilgan chegaralarning o‘rta arifmetigi integralning aniqroq
qiymatini beradi: (2,185 +2,485)/2 =2,335. Integralning aniq qiymati:

2

? o, . 2 n3 3
\x'dx =~ =2-"1-=2,333....

Mashgqlar

6.31. Integrallar qiymatini baholang:

2 s n/2 3
2) Jsin2 fi5xdx ; 3) J(x2- 2x +2)dx.
(x+3)2 0 0

1 12
6.32. f =arcsiny = J - V=V=f tenglikdan foydalanib, 1 < 3V3 bo‘li-
b Vi-x
shini isbotlang.

6.33. Integrallarni trapetsiyalar formulasi bo'yicha hisoblang (n= 10):

D s 3

4) J cos3xdx; * 5) Jsin3xdx ; 6) legxJx.
0 0 0

Bunda funksiyalar qiymatini 0,001 gacha aniqlikda oling. Hisoblash-
larda mikrokalkulatordan foydalaning.
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VII BOB

DIFFERENSIAL
TENGLAMALAR

1-§. Eng sodda differensial tenglamalar

1. Differensial tenglama haqida tushuncha. Differensial tengla-
malarga olib keluvchi masalalar. Biz shu paytgacha noma’lumlaming
giymati sonlar boMgan tenglamalar bilan ish ko‘rgan edik. Matemati-
kaning ko‘pgina tatbiqiy masalalari o ‘rganilayotgan jarayonlami
ifodalovchi noma’lum funksiyalar va ularning hosilalarini bogMovchi
munosabatlarga keladi.

Bunday munosabatlarni ifodalovchi tenglamalar differensial tengla-
malar deyiladi. Agar bunday tenglamadagi noma’lum funksiya bir
argumentli boMsa, tenglamani oddiy differensial tenglama deb ataymiz.
Biz asosan oddiy differensial tenglamalar bilan shug‘ullanamiz.

Misol. Agar u(r) tezlik ma’lum boMsa, s{t) yoMni topish masalasi
s'{t) = v{t) differensial tenglamani yechishga keladi.

Jumladan, v() = 8/ - 5 boMsa, u holda s(f) ni topish masalasi
s\t) =St-5 differensial tenglamani yechishga keltiriladi.

Umuman, fizika, texnika, biologiya, kimyo, tibbiyot va iqtiso-
diyotning ko‘pgina amaliy masalalari

VVI)=x w(t) (1

differensial tenglamani qanoatlantiruvchi y(#) funksiyani topishga
keladi, bu yerda x - berilgan biror o ‘zgarmas son. (l)tenglamaning
yechimlari esa y (/) =ee** ko ‘rinishdagi har qanday funksiyadan iborat
ekanligini ko‘rish qiyin emas. ¢ o ‘zgarmas ixtiyoriy son, shunga ko‘ra
(1) differensial tenglamaning yechimi cheksiz ko‘p.

Misollar:

1. BoshlangMch temperaturasi 7 ga teng boMgan jism temperatu-
rasi 0 ga teng boMgan muhitga joylashtirilgan boMsin. Temperaturaning
J/ vaqt ichida JI7 qadar pasayishi A7 =-k T mAt bilan ifodalanadi,

bunda xk =const, AT = T\t +4¢t) - T(t). lim AAefe =T' munosabatdan,
Ar->0

T'(t) =-kT\t) tenglama hosil boMadi, unda T7{¢) hosila temperatura
pasayishining oniy tezligini ifodalaydi. Birinchi tartibli differensial
tenglama hosil boMdi.
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2. Nyutonning ikkinchi qonuni bo ‘yicha moddiy nuqtaning / vaqt

momentidagi tezlanishi a =<£ ga teng, bunda F — nuqtaga ta’sir

etayotgan kuch, m —nuqta massasi. a tezlanish x nuqta koordinatasi-
ning vaqt bo‘yicha olingan ikkinchi tartibli hosilasiga teng ekanligidan
ushbu ikkinchi tartibli differensial tenglamaga ega bo ‘lamiz:

F{t) =mx'\t). (2

3. Muhitning unda harakat qilayotgan nuqtaga Fqarshilik kuchi
nuqtaning v tezligiga proporsional va shu tezlikka qarshi yo‘nalgan,
ya'ni F(r) =-kv(t) yoki (2) tenglikka asosan mx"(t) =-kv(t), yoki
v(t) =x '(/) bolganligidan mx'\t) =-kx\i) va shu kabi x"(/) = (x '(/))' =
= v'{t) boMganligidan mv'(f) =-kv(t).

4. m massali nuqta / ’tortilish kuchining ta’siri ostida yerga tush-
mogqda, ya’ni

- _ 0
m = -y L 2%

bunda y - gravitatsiya doimiysi, M - Yer massasi, X - nuqtadan Yer
markazigacha masofa (tenglikdagi ,,minus® ishorasi Fkuch koordi-
natalar o‘qida manfiy yo‘nalganligi sababli qo ‘yilgan). Tenglikni (2)

munosabatdan foydalanib, mx''(t) :—yll[—l/[[ ko‘rinishda, yoki x= R
x4/)
va F=-mg ekanligidan Y = mg yoki yM = R2g boMgani uchun

x"(t) =- R2g ko*rinishda yozish mumkin.
x 2(/)

5. Nuqta uning muvozanat holatidan chetlanishiga proporsional
va shu holat tomon yo‘nalgan kuch ta’siri ostida harakat qilmoqda.
Muvozanat holatini koordinatalar boshi sifatida qabul gilamiz. U holda
F{t) =-kx{t) bo‘ladi va (2) tenglik /ux "(/) =-Ax(/) koTinishga keladi.

6. Radioaktiv parchalanish masalasi. Radioaktiv modda massasi
o ‘zgarishining oniy tezligi berilgan vaqt momentida shu massaga pro-
porsional, ya’ni v{t) = -km{i) (minus ishorasining qo ‘yilishi massa-
ning kamayib borishi sababidan). Lekin v{z) = m '(/) bo‘lganligi
uchun tenglama quyidagicha yoziladi: m \t) =-km{t). Bu yerda « -
moddaning radioaktivligiga bogfliq o ‘zgarmas son.

Bu tenglamaning yechimlari m{t) = c€rk’ funksiyalardan iborat
bo ‘ladi.

Agar vaqtning boshlang‘ich ¢+ = 0 momentida radioaktiv
moddaning massasi m(0) =m0Obo‘lsa, u holda /u(0) =ce-° =c bo‘ladi.
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Bundan:
mi{t) =m 02K (3)
ekanligi kelib chiqadi.
Radioaktiv moddaning massasi ikki marta kamayadigan vaqt ora-
lig‘i T radioaktiv moddaning yarim yemirilish davri deyiladi. Agar
bizga T ma’lum bo‘lsa, x ni topish mumkin. Haqiqatan, /= 7da (3)

dan — = e~ ni olamiz. Bundan x = ; k ning topilgan qiymatini

(3) ga qo‘ysak, u quyidagi ko‘rinishni oladi:
m(t) =m0 -2~T .

Masalan, radiy uchun 7'~ 1550 yil. Shunga ko‘ra

* = 13K * °»000447 .
Million yildan keyin radiyning boshlangMch massasidan

w(106) = wOc-447 = 0,6-10"1% -/Ho
goladi.

Ko’pgina amaliy masalalar davriy jarayonlami o ‘rganishga keladi.
Masalan, matematik mayatnik yoki torning harakati, o‘zgaruvchan
tok, magnit maydon bilan bog‘liqg boMgan jarayonlar. Bunday jarayon-
lar garmonik tebranishlar deyiladi. Garmonik tebranishlar

y"(t) = (02y(2) (5)
differensial tenglamani yechishga keltiriladi, bu yerda o - berilgan
musbat son. Bu tenglamaning yechimlari

y(t) = /4cos((o/ + P) (6)

ko’rinishdagi funksiyalardan iborat, /1 va ¢ o‘zgarmas sonlar masala-
ning shartlari bo‘yicha aniqlanadi.

Masalan, agary(/) erkin tebranayotgan tor nuqtasining Zmoment-
dagi muvozanat holatidan chetlanishi boMsa, u holda y{?) = yco5(m/ + ¢)
boMadi, bu yerda JI - tebranish amplitudasi, m - chastota, ¢ —
boshlangMch faza.

Garmonik tebranishlarning grafiklari sinusoida ko ‘rinishida boMadi.

Yuqorida qaralgan misollar mazmunida nuqta koordinatasidan
iborat x(Z) kabi noma’lum (izlanayotgan) funksiyalar, ularning x\i),
x 7{t) kabi hosilalari va / erkli o‘zgaruvchilar qatnashadi. Demak,
ulardan tuzilgan tenglamalar differensial tenglamalardir. Tenglama
tarkibidagi hosilaning eng yuqori tartibi shu tenglamaning tartibi deyi-
ladi. 2-5- misollarda ikkinchi tartibli, 1, 6- misollarda birinchi tar-
tibli differensial tenglamalar qaraldi.
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Mashqlar

7.1. y =3e-7*funksiya y' =-7y tenglamani qanoatlantirishini isbotlang.

7.2. To‘g‘ri chiziqli harakat qilayotgan jismning tezligi
v(t) =3/ - 2t2ga teng. Harakat boshlangandan to to‘xtaguncha o‘t-
gan yo‘Ini toping.

7.3. Quyidagilardan qaysilari differensial tenglama va qanday
tartibli:

1) (T')yd=VY *n-3; 2) [/ =715
3) igy =sinx + 1; 4) y'"- Sy"+4=cosx ?

7.4. Massasi m boMgan moddiy nuqta ogMrlik kuchi ta’sirida erkin
tushmoqda. Havo qarshiligini hisobga olmasdan nuqtaning harakat
gonunini toping.

7.5. Qarshilik ko‘rsatuvchi muhitda jismning erkin tushish differensial
tenglamasini tuzing, bunda muhitning qarshiligi jism tezligi kvadratiga
proporsional.

7.6. y= F(x) egri chiziq /1(0; 1) nuqtadan o ‘tib, uning har bir
nuqtasidan o‘tgan urinmaning burchak koeffitsiyenti urinish nuqta-
sining koordinatalari ko‘paytmasining ikkilanganiga teng. Shu egri
chiziqni toping.

2. Eng sodda differensial tenglamalarni yechish. Differensial tengla-
maning yechimi deb, shu tenglamaga qo ‘yilganda uni ayniyatga aylanti-
ruvchi ixtiyoriy funksiyaga aytiladi. Yechimning grafigi tenglamaning
integral egri chizig i deyiladi.

Biz 1-bandda differensial tenglamani cheksiz ko‘p funksiyalar
ganoatlantirishi haqida fikr yuritgan edik. Bu yechimlar majmuasi
umumiy yechim deyiladi. Umumiy yechimdan birortasini ajratib ko ‘r-
satish uchun funksiyaning argumentni birorta qiymatiga mos keladi-
gan qiymatini ko‘rsatish lozim, ya’ni x =x0 da y = y0 boMadigan
shart berilishi kerak. Bu shart boshlang'ich shart deyiladi va y(x0) =y0
ko‘rinishida yoziladi.

Differensial tenglamaning boshlangMch shartni qanoatlantiruvchi
yechimi uning xususiy yechimi deb ataladi.

I-misol. y’' =\ differensial tenglamaning umumiy yechimi

y =x + C funksiyadan iborat, bunda C - ixtiyoriy son. Buni tekshi-
ramiz.

Yechish. / =(x+ C)'= 1. Topilgan natija berilgan tenglamaga

qo ‘yilsa, 1= 1ayniyat hosil boMadi. C ning turli qiymatlariga tengla-
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maning turli xususiy yechimlari mos
keladi. Ular koordinatalar tekisligida
y =x bissektrisaga (C =0 holi) parallel
to‘g‘ri chiziqlar to ‘plamini tashkil etadi
(VIIL. 1- rasm).

Umuman, y' = f{x) (1) ko‘rinish-
dagi tenglamalar eng sodda differensial
tenglamalardir. (1) tenglamani yechish

uchun uni ~ =f(x) ko‘rinishga, so‘ng-
Vll.l-rasm. ra dy=f(x)dx ko‘rinishga keltiramiz. Endi
tenglikning ikkala qismini integrallasak
fdy =jf(x)dx yoki y =\f(x)dx ga ega bo‘lamiz. Agar F(x) funksiya
f(x) funksiyaning boshlang‘ich funksiyalaridan biri bo‘lsa, izlanayot-
gan umumiy yechim quyidagi ko ‘rinishda bo ‘ladi:
y =lf(x)dx=F(x) +C. 2)
Differensial tenglamani yechish uni integrallash deyiladi. Odatda
differensial tenglamaga o‘zgarmas C ni aniqlaydigan boshlangMch
shartlar qo ‘yiladi.
2-misol. y’'=2x differensial tenglamaning y{\) =-2 shartni
ganoatlantiruvchi xususiy yechimini topamiz.
Yechish. Dastlab umumiy yechimini topamiz:
dy =2xdx, \2xdx =2-~+C =x2+C.

Bu yechim y =x2+ C parabolalar oilasini
ifodalaydi (VII.2-rasm). C ni y(l) =-2 shartdan
foydalanib topamiz: -2 = 12+ C, bundan C=-3.
Demak, izlanayotgan xususiy yechim y =x2-3
ekan.

y' = F{x\ y) ko‘rinishdagi differensial teng-
lama ham y'=f(x) tenglama kabi tahlil gilinadi.

y=x2+C

3-misol. V' =~ tenglamaning umumiy
yechimiy = Cx (C—ixtiyoriy doimiy) funksiyadan
iboratligini tekshiramiz va (x =1,y = 1), (x =0,
y =0) qiymatlarga mos xususiy yechimlarini topa-
miz.

Yechish. y=Cxvay'= Cifodalami berilgan
tenglamaga qo ‘ysak, tenglama ayniyatga aylanadi:

VIIL.2-ra.sni. C = C. Demak, y=Cx umumiy yechim. Xususiy
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yechimni topish uchun y = Cx ga
oldinx=1, y= | ni qo‘yamiz: C=1 y= Cx
Bunga mos xususiy yechimy =xbo ‘-
ladi (VII.3-rasm).

Endi y =Cx gax =0, y =0 ni
qo‘yamiz: 0 = C- 0. Bu tenglik C ning
bitta emas, balki har qanday qiy-
matida bajariladi, ya’ni (0; 0) nuq-
tadan cheksiz ko‘p y = Cx to‘g‘ri chi-
ziqlar o‘tadi (VII.3-rasm). (0; 0) nuq-

. . . VII.3-rasm.
ta / =- differensial tenglamaning

maxsus nuqtasidan iborat.

4-misol. y =—tenglamani
y

yechamiz.

Yechish. Tenglama ifodasi usti-
da zarur almashtirishlarni bajarib,
yechimni topamiz:

% =~y ydy =~xdx, Jydy =-jxdx,
4 =-"N+7 € kny2+X2=:C2,

C - ixtiyoriy son. Tenglamaning integral chiziqlari umumiy markazi
O (0; 0) koordinatalar boshida joylashgan konsentrik aylanalardan
iborat (VH.4-rasm). Bu holda 0(0; 0) nuqta undan birorta ham aylana
(integral chiziq) o‘tmaydigan maxsus nuqta. Demak, yechim markazi
teshilgan nuqta boMgan aylanalar oilasidan iborat.

Eng sodda ikkinchi tartibli y” =f(x) differensial tenglama z =y’
vaz'=(y'y=y" almashtirish orqali z'=f(x) birinchi tartibli tenglama
ko'rinishiga keltirib yechiladi:

Z=jf(x)dx = F(x) +C, ,

bunda F funksiya/ ning boshlangMch funksiyalaridan biri, C - ixti-
yoriy son. y' =z boMgani uchun:
v =j{F(x) +C,)dx =®(x) + C,;x + C2,
bunda ® funksiya F ning boshlangMch funksiyalaridan biri, C2 -
ikkinchi ixtiyoriy son.
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5-misol. y"”=x2tenglamani yechamiz.

Yechish. Berilgan tenglama ikki marta integrallanadi:

Y =Jy"dx =Jx ldx = % +C,,

y=((

Birinchi tartibli tenglamaning umumiy yechimida bitta, ikkinchi
tartibli tenglamada esa ikkita ixtiyoriy o ‘zgarmas qatnashayotganini
ko‘rdik. Umuman, /Hartibli differensial tenglamaning yechimi » ta
ixtiyoriy songa bog‘liq boMadi.

6 -misol. Moddiy nuqta a(#)= 10 m/min2 tezlanish bilan to‘g‘ri
chiziqli harakat qilmoqda. /=3 min da 5 =52 m masofani oMgan va
47 m/min tezlikka erishgan. Harakat tenglamasini tuzamiz.

Yechish. Tezlikni *'(/), tezlanishni x"(z) orqali belgilaylik. Quyi-
dagilarni hosil qilamiz:
'=u=Ix"dt =j\0dt =10t +Ci =47 va Z=3 da 10 *3+ C, =47,
bundan C, = 17,
5=x=Jx'dt =j(10Z+C,)dt =522+ 17/ + C2,

532+ 17 «3 4+ C2=152, C2=-44.
Izlanayotgan tenglama: x =5z2+ 17z - 44.

7-miso 1. x"(z) +cdXZ)x=0, bunda to2(z) = - , differensial tengla-

maning yechimi x = C'coscoZ + CXino)Z ko‘rinishda ifodalanishini
ko‘rsatamiz, bunda CJ]va C2— ixtiyoriy o°‘zgarmaslar, va x(0) =x0,
x'(0) = vO shartlarni qanoatlantiruvchi xususiy yechimni topamiz.

Yechish. x yechim ifodasi bo‘yicha x’' =-C Josino)Z+ C2XocostoZ
va x" =-C”cosmZ - CXoxin(oZ hosilalarni topib, berilgan tengla-
maga qo ‘yilsa, ushbu ayniyat hosil boMadi:

- C”*coscoZ- C)Xina)Z+ (02 C kosa)2+ CXina)Z) =0.
Endi z=0 boMgan holga mos xususiy yechimni topamiz:

x(0) = C,cos0 + CXin0, C, =x0
x '(0) =-"tosinO + CXocosO = CAo=v2 C2=~nm

U holda umumiy yechim munosabati bo ‘yicha: x =x0cos a/+ " sintoz.
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7.7. f funksiya ko‘rsatilgan differensial tenglamaning yechimi
bo‘lishini tekshiring:

1) y': f = xL + -1L + C
1) vV X4 2 3x3

2) xy'-2y =2x \f =Cx2+x4;

3) / =1l+cosy,/ =2arctg(x+C);

4) (e2+y2)/ =2xy,f = n

S y'=y'"'/=-m m

7.8. C,, C2 C3ning ixtiyoriy qiymatlarida ¥ funksiya quyidagi
differensial tenglamaning yechimi bo ‘lishini isbot qiling:

)y =2(y" - Detgx, 2F(x) = C,cos2x +x2+ CXx + C3;

2) 0")2+/=%/", Y=Cy - CXx+C2.

7.9. (3 - x)y5=8(x +2) funksiya yy" =0,4(x + 2)(y")2 differensial
tenglamani va y(2) =32, y/(2) =40 boshlangMch shartlarni qanoatlan-
tirishini tekshiring.

7.10. y(x +2) =-x - 6 funksiya 2y"/ - 3(y")2 = 0 differensial
tenglamani vay(0) =-31, y'(0) = 1, y"(0) =-1 boshlangMch shartlarni
ganoatlantirishini tekshiring.

7.11. Jism x"(¢t) =2 tenglama bo‘yicha to‘g‘ri chiziqli harakat
qilmoqda. Tenglamaning umumiy yechimini va x(2) =6, x'(2) =4
boshlangMch shartlarni qanoatlantiruvchi xususiy yechimini toping.

2-§. Birinchi tartibli oddiy differensial

tenglamalar
1. 0 ‘zgamvchilari ajraladigan tenglamalar. Agar differensial teng-
lama
y'=dC\W/(y) (1)

ko‘rinishda, ya’ni chap qismida y' hosila, o‘ng qismida biri x ga,
ikkinchisi y ga bogMiq boMgan ikki funksiyaning ko‘paytmasi turgan
boMsa, bunday differensial tenglamani yechishda x va y ga bogMiq
ifodalar bir-birlaridan ajratiladi. Ikki hoi uchraydi:
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1) agar y =y0da \lf(y)) =0 bo'lsa, y0- yechimlardan biri bo'ladi.
Haqiqatan, y0 o'zgarmas sonligidan (yO#= 0 va cp(x) * M(y0) =(x) -0 =0,
ya’ni (1) tenglama 0 =0 dan iborat ayniyatga aylanadi;

2)x|//(y)* 0 bo'lgan sohada (1) munosabat * =d(x)d(y) yoki

= (p(x)dx ko'rinishga keladi va

J be)</x (2)

integral olinadi. Demak, * 0 da (1) differensial tenglama (2)
munosabatni qanoatlantiruvchi yechimga ega. Shuningdek, \j/(yo) =0
ni qanoatlantiruvchi y=y ¢ funksiyalar ham (1) tenglamaning yechim-
lari bo'ladi.

Misol. y =(1 +y2(x + 1) differensial tenglamaning umumiy
yechimini va y(0) = 1 boshlang'ich shartni qanoatlantiruvchi xususiy
yechimini topamiz.

Yechish. 1+y2funksiya hech qanday y0da nolga aylanmaydi.
Tenglamadagi o'zgaruvchilarni ajratamiz, so'ng integrallashni baja-
ramiz:

dy
dx

=(1+y?)(x+1), =&
1+

i;z = (x + 1)dx, j% = [(1 + x)dx,

2 2
arctgy=x+55 +C, y=tg(x—2 +x+C),

bunda (7 ixtiyoriy son (— 3 %) oraligdan olinadi (argumentga n ling

qo'shilishi tangens qiymatini o'zgartirmaydi). Xususiy yechimni topish
uchun oldin C ni topish maqsadida umumiy yechimga x =0, y = 1

larni qo'yib, arctgl = Cyoki C =" ni olamiz, so'ng C =) ni umumiy

yechimga qo'yamiz: y = tg 2]5 +x +5.
4

Mashqlar

7.12. Differensial tenglamalarni yeching:

) y'=9+y2; 2) y'=xy3; 3) /==
y'=cry' 5) y,=x5VT"yr ; 6) V1-x2 y'=2jy.
7.13. y' =x ¥ 2 differensial tenglamaning y(l) = 2 boshlang'ich

shartni qanoatlantiruvchi yechimini toping.
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7.14. Differensial tenglamalarni yeching:

D vyv'=1; 2) = 2yy\
2. Birinchi tartibli chiziqli difTerensial tenglamalar.
=N ta(x)y =b(x) (D

ko‘rinishdagi tenglamalar birinchi tartibli chizigli differensial tengla-
malar deyiladi. Bu tenglamalarni yechishning bir necha usullari mayjud.
Biz quyida ixtiyoriy o zgarmasni variatsiyalash usuli (Lagranj usuli)
bilan tanishamiz.

Buning uchun (1) tenglamadagi b{x) = 0 boMgan quyidagi

| +0(r =0
bir jinsli tenglamani qaraymiz. Bu tenglamani yechish uchun uni
quyidagi ko‘rinishda yozib olamiz:

ﬂ =-a(x)dx.

Bundan bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi y =Ce~"(xd'
boMadi. Berilgan (1) tenglamaning umumiy yechimini topish uchun
C ni C(x) deb hisoblab,

v = C(x)e~iapyd )
dan / ni topamiz:
y' =C'(x)e~iax)dx - C(x)e-IMy)(lx ma(x).
C(x) ni topish uchun y va y' ni topilgan ifodalarini (1) ga qo‘yib,
C(x) ga nisbatan quyidagi tenglamaga ega boMamiz:
C'(x) =b(x)e"x)dx.
Bundan
C(x) =C +\b(x)e'afx)dK 3)
bu yerda C - ixtiyoriy o ‘zgarmas. (3) munosabatdagi C(x) ni (2) ga

qo‘yib, (1) tenglamaning umumiy yechimini topamiz:

y =e-Jax)di[c + Jb(x)e JOK)ddx\ . @)

(1) tenglamaning y(x0) = y0 boshlangMch shartni qanoatlantiruv-
chi xususiy yechimi quyidagi ko ‘rinishda boMadi:

Jh(ydt x Fawar
y=e” y0+ JH)(x)eT  ck. (5)

0
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I-misol. / +ycosx ="sin2x tenglamani yechamiz.

Yechish. Berilgan tenglamada a(x) =cosx, b(x) =" sin2x.
y'+ycosx =0 tenglamaning umumiy yechimini topamiz: ~ =-ysinx

yoki # =-cosxdx. Bundan Iny =-sinx + InC, y = Ce'sinr. Topilgan

umumiy yechimdan C= C(x) deb hisoblab, uning hosilasini topamiz:
YV =C'(x)e~sinc - C(x)e~sincosx.
Y va y =C(x)e~sirc ifodalami berilgan tenglamaga qo ‘ysak,
C'(x) = e*nx sinx cos X ni olamiz. Bundan
C(x) =jesnxsinxcosxalx = sinx *esinx - e snx +C,.

C(x) ning topilgan qiymatini y = C(x)e~*mx ifodaga qo ‘ysak, chi-

zigli tenglamaning umumiy yechimi quyidagicha boMadi:

y = [esifjo(sinx- 1)+ C,]*e'sinn = sinx- 1+ C, m™™

2-misol. y'-2xy =ex tenglamani yechamiz.

Yechish. Tenglamani yechishda (4) formuladan foydalanamiz.
o(x) =-2x, b(x) =ex boMganligi uchun berilgan tenglamaning umu-
miy yechimi quyidagicha topiladi:

y =e"-2d/C +Sex2 e-i2dddx\ =ex2 C +jex edx =

=e*[C+ Jrfx] Eex*{C+x +C,]= (C+x)=x+C *ex2.

Mashqlar

7.15. Differensial tenglamalarning umumiy yechimini toping:

. =x - =_x2: A = -
1) Y+X X,; 2) xy,-3y x2; 3)yJ snX CosX 1.

7.16. y' - ygx = differensial tenglamaning y(0) = 1 shartni

ganoatlantiradigan xususiy yechimini toping.

7.17. xV - =x differensial tenglamaning yO) =1 shartni

ganoatlantiradigan xususiy yechimini toping.
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VIII BOB

KOMBINATORIKA
ELEM ENTLARI

1-§. Kombinatorikaning asosiy qoidalari

1. Kombinatorikada nima o°‘rganiladi? 4 = {1, 2, 3} va B{a, b}
to‘plamlar elementlaridan shunday juftliklar tuzaylikki, ulardagi
birinchi o'rinda 4 ning tartib bilan olingan elementi, ikkinchi o ‘rinda
B ning tartib bo‘yicha olingan elementi yoziladigan bo‘lsin. Hosil
boMadigan juftliklar to‘plamini 4AxB orqali belgilasak,

AxB ={(, a), (1, b), (2, a), (2, b), (3, a), (3, b)j.

Agar birinchi o‘ringa B elementlari qo ‘yiladigan bo‘lsa, yozilish
tartibi bilan oldingisidan farq qiladigan

BxA ={(a, 1), (1, 2), (a, 3), (b, 1), (b, 2), (b, 3)}

to‘plam hosil bo‘ladi.

(1, @), (1, b), ... juftliklar (ikkitaliklar) tarkibidagi elementlar shu
juftlikning komponentalari yoki koordinatalari deyiladi (lotincha
componentis —tashkil etuvchi).

Shu kabi berilgan 4, B, C to‘plamlar elementlaridan tartiblangan
uchtaliklar, umuman, x ta to‘plam elementlaridan tartiblangan
K taliklar to‘plami tuziladi. x ta har xil elementli to‘plam uzunligi
n = k ga teng deyiladi. Masalan, (1, 9, 25) va (JT, JET, V625)
uchliklar teng va bir xil uzunlikda (n = 3), komponentalari: 1=1JI,
9= V8, 25=1n/625. Lekin (a, b, ¢) va (¢, a, b) uchliklarning uzunlik-
lari va koordinatalari bir xil bo°‘lsa-da, lekin ular teng emas, chunki
koordinatalar turli tartibda joylashgan. (1, 2, 3) va (1, 2, 3, 4) lar
uzunligi har xil, demak o‘zlari ham teng emas.

k talikda komponentalar to‘plamlardan va boshqa narsalardan
iborat bo‘lishi ham mumkin. Shunga ko‘ra ({a, b], ¢) va ({b, a), ¢
ikkitaliklar teng, chunki {a, b) va {b, a) bitta to‘plam. Lekin ((o, b), ¢
va ((b, a), ¢) ikkitaliklar teng emas, chunki (a, b) juftlik {b, a)
juftlikka teng emas. (a, b, ¢), ((a, b), ¢), (a, (b, ¢)) lar ham har xil:
birinchisi uchtalik, ikkinchi va uchinchisi har xil ikkitaliklar.

Birorta ham komponentaga ega boMmagan (ya’ni 0 uzunlikdagi)
k talik bo'sh x talik deyiladi. To‘plamda elementlarning tartibi rol
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o ‘ynamaydi, « talikda rol o‘ynaydi, to‘plamda elementlar takrorlan-
masligi kerak, « talikda koordinatalar takrorlanishi mumkin.

I-misol. A={\,2), B= {a, b, ¢) to‘plamlardan quyidagi ikkita-
liklar to‘plamlarini tuzish mumkin:

{(L, =), (LA, (1, ¢), (2, a) (2,b), (2,0},
{(a, 1), (a,2), (b, 1), (b, 2), (c, ), (c,2)},
{1, D, (1, 2), (2, D, (2,2)}.

2-miso 1. 1)40 xil bolt va 13 xil gaykadan bittadan olinib necha
xil juftlik tuzish mumkin?

2) 1dan 150 gacha natural sonlar orasida 2, 5, 7 sonlaridan hech
biriga boNinmaydigani qancha?

3) 1,2, 9 ragamlaridan nechta uch xonali nomerlar tuzish
mumkin?

Bu tur masalalar fan, texnika va ishlab chiqarishda ko‘plab
uchraydi. Ular bilan matematikaning sohalaridan biri - kombinatorika
shug‘ullanadi. Yuqoridagi kabi masalalarni yechish haqida 2-§ da
alohida to “xtalamiz.

Mashqlar

8.1. 4 = {2, 3, 4, 1} to‘plam elementlaridan ikki xonali sonlar
tuzing. Qanday « taliklar hosil boMadi? Ularning komponentalarini
ko‘rsating.

8.2. Uchtaliklar tengmi?

D (1, {1, 2, 3}, 2, 3), (1, {1, 2, 3}, {2, 3});

2) (1, {1, 2, 3}, 2, 3), (1, {2, 1, 3}, 2, 3).

2. Ko‘paytmani topish qoidasi. Ushbu masalani qaraylik:

I-misol. Birinchi elementi/l = {o, 2, ¢} to‘plamdan, ikkinchi
elementi esa B= {2, 3} to‘plamdan olingan juftliklar tuzamiz. Bunday
juftliklar oltita boNadi:

(a. 2), (a, 3),
3tasatr m(b, 2), (b, 3),
€ 2) (c3),

2 ta ustun

Ala B to‘plamlar elementlari sonini mos ravishda n{4), n{B) or-
qali, juftliklar sonini esa n{4xB) orqali belgilasak, n{AxB) = n(4) w(B)
ekanligini ko ‘ramiz.
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Bu tur masalalarni yechishda quyidagi teoremadan foydalanamiz.

Teorema. A va B chekli toplamlar elementlaridan tuzilgan
juftliklar soni shu toplamlar elementlari sonlarining ko paytmasiga
teng:

n{AxB) =n{A4) wm(B). (1)

Isbot. 4 ={av aj va B= {bv bk bo‘lsin. Ular bo‘yicha
quyidagi juftliklarni tuzish mumkin:

tf,, bx), . (fli, bk).

- K, »K)

K ta ustun
jami mk = n{A) *n{B) ta juftlik tuziladi.
Umuman, m ta Am chekli to‘plamlardan tuziladigan m ta-
liklar soni jami
n{Ax .. xAJ = n(J1,) ... *n(AJm 2)

ta bo ‘ladi.

2-masala. 32 har xil harf va 10 ta turli raqamdan tarkibida
oldin uch harf, ulardan keyin ikki ragam boMadigan nomerlardan
gancha tuzish mumkin?

Yechish. Harflar to‘plamini 4, raqamlar to‘plamini B orqali
belgilaylik. Ulardagi elementlar soni n(4) = 32, n(B) = 10. Talab
qilinayotgan har bir nomer 4 x 4 x A x B x B beshtalik boMadi. (2)
formula bo‘yicha ularning soni

n(AxA xAx Bx B) =32 m32 m32 m\0 m10= 3276800 ta.

Umuman, agar I talikning birinchi komponentasi nl usul bilan
tanlanishi mumkin bo Isa, uning ixtiyoriy tanlanishida ikkinchi kom-
ponenta n2 usul bilan tanlansa, oldingi ikki komponentaning ixtiyoriy
tanlanishida uchinchi komponenta n2xil usul bilan tanlansa, umuman,
to l-komponentgacha shunday qilinsa, hosil bo ladigan I taliklar soni
nn”...-n, ta boMadi.

3-masala. Nechta har xil ragamli uchtalik tuzish mumkin?

Yechish. Har xil ragqamli uchtaliklarni tuzishda birinchi
komponentani 10 xil usul bilan, har bir shunday tanlashda ikkinchi
komponentani 9 xil usul bilan, oldingi ikki raqamning har bir shunday
tanlashda uchinchi ragam ham 9 xil usul bilan tanlanadi. Jami bunday
uchtaliklar soni 10-9-9 = 810 ta boMadi.
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Mashqlar

8.3. To‘rt xil bolt va uch xil gaykadan bittadan olib necha xil
juftliklar tuzish mumkin?

8.4. «Daftar» so'zidan undosh va unli harflarni necha xil usul
bilan tanlab olish mumkin? «Qalam» so‘zidan-chi?

8.5. 2 kitob, 3 daftar va 4 qalam bor. Ulardan bittadan olinib
komplektlar tuzilmoqchi. Bu ishni necha xil usul bilan gilish mumkin?

8.6. Savatda 10 dona olma va 8 dona nok bor. Vali undan yo
olmani, yo nokni oladi, shundan so‘ng Noila qolgan mevalardan
ham olma, ham nokni oladi. Bunday tanlashlar soni qancha bo‘lishi
mumkin? Valining qaysi tanlashida Noilaning tanlash imkoni katta
bo ‘ladi?

2-§. Kombinatorikaning asosiy formulalari

1. 0 ‘rinlashtirishlar. m = 4 ta elementli X= {1,3,5,?} to‘plam
elementlaridan ikki xonali sonlar, ya’ni juftliklar tuzaylik: 13, 15,
17, 35, 37, 57, 31, 51, 71, 53, 73, 75. Bu sonlar tartiblangan qism-
totplamlardan iborat. Ular jamining sonini A4 ta deb belgilaymiz
(o‘qilishi: «4elementdan 2tadan olib tuzilgan o ‘rinlashtirishlar soni»).
Bizda 4; =12 bo‘lmoqda. Ixtiyoriy m uchun bu sonni hisoblash for-
mulasini topaylik. Har qaysi juftlikning birinchi komponentasi yo 1,
yo 3, yo 5, yo 7, ya’ni uni /u= 4 ta ixtiyoriy tanlash imkoni bor.
Agar birinchi komponenta tanlangan bo ‘lsa, ikkinchi komponentani
tanlash uchun m - 1= 3 xil tanlash imkoni qoladi. Demak, jami
juftliklar soni JI2=4-(4-1) ta, ya’ni y¥=4-3 =12 ta boNadi.

m ta elementli X to‘plam elementlaridan x tadan olib tuzilgan
o rinlashtirishlar deb, Afto‘plamning x uzunlikdagi tartiblangan qism-
to'plamlariga aytiladi, bunda k< m. Ularning soni:

(b

Hagqiqatan, 1- komponenta ixtiyoriy tartibda m xil tanlanadi. U

holda 2- komponenta uchun m - 1 xil tanlanish va hokazo oxirgi

k- komponenta uchun m - (k- 1) tanlanish imkoni qoladi va bunda

hech qaysi komponenta takror tanlanmaydi. Barcha x uzunlikdagi

o ‘rinlashtirishlar soni ko‘paytmani hisoblash qoidasiga muvofiq (1)
formula bo ‘yicha topiladi.
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Yuqorida qaralgan misolga qaytaylik. Lekin endi berilgan Az=4 ta
elementli A'= {1, 3, 5, 7} to‘plam elementlaridan komponentalari
takrorlanadigan juftliklarni hamtuzish talabqilinsin.  Ular:

1 13 1517
33 35 35 31
55 53 57 51 Jami4 -4 = 42=16 ta juftlik.
77 75 73 71

Umuman, m ta elementli Ytt*plam elementlaridan tuzilgan tak-
rorlanadigan x ta komponentali x taliklar soni x ta bir xil to‘plam
to‘plam Xx X x ... x X elementlarining soniga teng (2-§, 2-band,
2-teorema). Bu son x ta n(X) ko‘paytuvchi ko‘paytmasidan iborat:

n(X)m(X)-... n{X) ={n(X)k =mk.

m elementli X to‘plamning elementlaridan tuzilgan va kompo-
nentalari takrorlanadigan x taliklar m elementdan_A:tadan olib tuzilgan
takrorli o rinlashtirishlardcyihdi. Ularning sonini 4 k orqali belgilaymiz
(A harfi ustidagi chiziqcha elementlar takrorlanishi mumkinligini
ko‘rsatadi). Ushbu formula isbot qilindi:

Ak =mk. (2)
1-misol. 30 o‘quvchisi bo‘lgan sinfdan boshliq, yordamchi va
kotib necha xil usul bilan saylanishi mumkin?

Yechish. Bunday ixtiyoriy saylash 30 elementdan 3 tadan olinib
tuziladigan takrorsiz o ‘rinlashtirish, ya’ni komponentalari takrorlan-
maydigan uchtalik bo ‘ladi. Bundagi tanlash usullari soni:

JBo = 3029 <28 = 24360 ta.

2-misol. 1, 2, 3, 4,5 6, 7, 8 9 raqamlaridan nechta uch
xonali nomerlar tuzish mumkin?

Yechish. Bunday nomerlar Y = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}
to‘plam elementlari qatnashadigan uchtaliklardan iborat. Ularning
soni (2) formula bo‘yicha JI3=93= 729 ga teng.

3-misol. n(X) =« \a n(Y) =Ibo‘lsin. X to‘plamni Yto‘plamga
akslantirishlar sonini topamiz.

Yechish. X to‘plamelementlarini nomerlaymiz: Y= {x,,...,X].
X to‘plamni Y ga o'tkazuvchi har qaysi/ akslantirishga o‘sha ele-
mentlarning obrazlari (nusxalari)dan tuzilgan

(*(x,)>
Atalik mos. Va, aksincha, Y to‘plam elementlaridan tuzilgan (y,,..., vk
k talikning berilishi/ akslantirishni bir qiymatli aniqlaydi: x. element
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y ga o‘tadi. Demak, X to‘plamni ¥ to‘plamga akslantirishlar soni
/ to‘plam elementlaridan tuzilgan x taliklar soniga teng. n(Y) =1
bo‘lganidan (2) formula bo‘yicha bu son / * ga teng.

4-miso 1. 5ta har xil daftarni uch bola o ‘rtasida necha xil usul
bilan tagsimlash mumkin?

Yechish. Taqsimlashning har bir usuli daftarlar to‘plamini
bolalar to‘plamiga akslantirishdan iborat. Bunday akslantirishlar soni
35=243.

Umuman, x ta elementli X to‘plamni m ta elementli Yto‘plamga
akslantirishni x ta elementni m quti bo'yicha joylashtirilishi deb
tushuntirish mumkin. Bunday joylashtirishlar soni mkga teng boMadi.

5-misol. {a, b, ¢, d) to‘plamning barcha qism to‘plamlarini
yozamiz.

Yechish. 0, {a}, {b}, {c}, {d), {o, b), {a c}, {a, d), {b c}, {b, d\
{c, d), {a, b, ¢}, {a, b, d), {a, ¢, d), {b ¢, d), {a, b, c d\ jami 16 ta.

Bu misolda 24= 16 boMmoqda. Umuman, x ta elementli to‘plamning
qism to‘plamlari soni 2*ta bolishini matematik induksiya bo‘yicha
isbot qilish qiyin emas.

8.7. a, b, d, e, f harflaridan qancha uch harfli so‘z tuzish
mumkin? Har qaysi so‘zda albatta b harfi boMishi talab qilinsa-chi?

8.8. Sexda 6 ishchi ishlaydi. Ulardan uch kishiga uch turli, ya’'ni
har bir kishiga bir xildan buyum tayyorlashni necha usul bilan
topshirish mumkin?

8.9. 8 ta har xil kitobdan 3 tasi necha xil usul bilan tanlanishi
mumkin?

8.10. Qo‘mitaga 7 kishi saylangan. Ular orasidan rais, yordamchi,
kotib necha usul bilan tanlanishi mumkin?

8.11. Agar har bir o‘quvchiga bittadan ortiq kitob berilmasa,
6 ta kitobni 10 o‘quvchiga necha xil usul bilan tarqatish mumkin?

8.12. 6 ragamiga ega boMmagan besh xonali nomerlardan qancha
boMadi? 0 va 6 ragamiga ega boMmaganlari-chi?

8.13. 10 ta har xil detain! 3 ta qutiga necha xil usul bilan
joylashtirish mumkin?

8.14. Komplektdagi 14 ta detaldan 4 tasida «l», 4 tasida «2»,
3 tasida «3» va qolgan 3 tasida «4» belgi qo‘yilgan. Komplektdan 4 ta
detalni tanlab olish va ulami biror tartibda joylashtirish yoMi bilan
belgilarning nechta har xil kombinatsiyasini tuzish mumkin?
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2. Takrorsiz o‘rin almashtirishlar. X= {1, 3, 5} to‘plam bo‘yicha
135, 315, 351, 153, 531, 513 o‘rinlashtirishlar tuzilgan bo'lsin. Bu
uchtaliklarda komponentalar takrorlanmagan, bir martadan kelgan,
yozilish tartibi bilangina farq qiladi. Umuman, takrorsiz o ‘rinlash-
tirishlarda komponentalar soni Ashu vYto*lamning jami elementlari
soni m ga teng, ya’ni m =k bo‘lsa, o‘rinlashtirishlar bir xil elementli
bo‘lib, elementlarning yozilish tartibi bilan farq qilinadigan boMadi.
Bizning misolda ularning soni JI4=3 2 1=6 ta. Ularda elementlar
takrorlanmaydi, faqat o‘rinlari almashadi.

m ta elementdan tuzilgan takrorsiz o'vin almashtirish deb, shu
elementlardan m tadan olib tuzilgan o‘rin almashtirishlarga aytiladi.
Ularning soni Rmorqali belgilanadi (fransuzcha permutation - o‘rin
almashtirish). Ta’rifbo‘yicha

Pm = v&",yoki Pn=m(m-\)...(m-m +\) =m(m- 1)e. *1=m| yoki

@)

I-misol. 3 detalni 3 qutiga necha xil tartibda joylashtirish
mumkin?

Yechish. Detallarni x,, x2 x3 orqali, qutilarni 1, 2, 3 orqali
belgilaylik. Natijada (x,, x,, x3), (x,, XV Xx,), (x7, x,, x3), (x2 x3 Xx,),
(x3belgilaylik. Natijada (x,, x,, x,), (x,, X;, X,), (X,, X, X;), (X, X;, X,),
/723=3 2 ml =6 ta.

Mashqlar

8.15. 7 xil kitobni 7 o ‘quvchiga necha usul bilan tarqatish mumkin?

8.16. Hech ganday ikki komanda bir xil ochko olmagan bo‘lsa, 8
komandani turnir jadvaliga necha usul bilan joylashtirish mumkin?

8.17. Qutiga 6 xil 4, B, D, E, F, (7 detal ketma-ket joylashtiri-
lishi kerak. Agar B ning A dan oldin joylashtirilishi mumkin bo‘l-
masa, unda detallar necha xil usul bilan joylashtirilishi mumkin?
Agar B detal 4 dan keyin joylashtirilishi talab qilinsa-chi?

3. Takrorsiz kombinatsiyalar. Endi X to‘plam elementlaridan
k taliklar emas, balki qism-to‘plamlar tuzaylik. Ular o ‘z tarkiblaridagi
elementlari bilan bir-birlaridan farq qiladi. Masalan, X = {a, b, d, ¢, f]
to‘plam bo‘yicha tuzilgan A= 3 ta elementli {1, d, /}, {a, e ft,
{b, d, e) uchtaliklar biz aytayotgan qism to ‘plamlardandir.

m ta elementli Y to ‘plamning x ta elementli qism to ‘plamlari shu
elementlardan Atadan olib tuzilgan takrorsiz kombinatsiyalar
Ularning sonini C* orqali ko‘rsatamiz (fransuzcha combination -
kombinatsiya).
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l-misol. {a, b, d, e, f} to‘plam bo‘yicha har birida uchtadan
har xil element bo‘lgan 10 ta kombinatsiya tuzish mumkin: {a, b, d},
{a, b, e}, {a, b, f], {a, d, e}, {a, d, £}, {a, e, f], {b, d, e}, {b, e, ),
{b, d, f], {d, e, ©).

Kombinatsiyalar sonini hisoblash formulasini chiqaraylik. Yuqori-
dagi misolda ko-‘rsatilganicha berilgan 5 elementdan 3 tadan olib'
jami 10 kombinatsiya hosil qilinadi. Lekin har bir kombinatsiyadan
oltitadan o ‘rin almashtirish tuzish mumkin. Masalan, bitta {a, b, d}
kombinatsiyadan (a, b, d), (a, d, b), (b, a, d), (b, d, a), (d, a, b),
(d, b, a), jami oltita o ‘rin almashtirish hosil boMadi. Bunga qaraganda
jami 5 elementdan uchtadan olib tuzilgan takrorsiz o ‘rinlashtirishlar
soni 6-10 = 60 ta, ya’ni VIII bob, 2-§, (1) formulaga asosan
A8 =5¢43=60 ta boMadi. Biz 4j = C3+3! ga ega boMamiz. Bundan
CS topiladi.

Umuman, m elementdan «x tadan olib tuzilgan o ‘rinlashtirishlar
soni A =k\Ch boMadi, bundan kombinatsiyalar soni uchun ushbu
formulalar olinadi:

Ck Ak m(m-\)... (m-k+\)
m  k\
yoki

2-misol. 20 o‘quvchidan 3 kishilik qo‘mitani necha usul bilan
tanlash mumkin?

Yechish. Tanlashlar soni: C3® = 'N18 =1140 .

3-misol. « ta a harfiga va /z ta 7 harfiga ega boMadigan k+n
taliklar sonini topamiz.

Yechish. k +n taliklar tarkibi maMum. Ular harflaming tartibi
bilangina bir-biridan farq qiladi. Bu tartib ¢ harflari turgan o ‘rinlarni
ko‘rsatish bilan bir qiymatli aniqlanadi (chunki qolgan o ‘rinlarni b
lar egallaydi). Boshqacha aytganda, o‘rinlarning (k +n) ta elementli
tolplamida x ta elementli (k uzunlikdagi) qism to‘plam tanlanishi
kerak. Bu esa C*H usul bilan qilinish mumkin.

4-misol. AB kesmada C, A fmnuqtalarbelgilangan (VIll.1-rasm).
Jami nechta kesma hosil boMadi? (bunga 4B kesma ham kiradi).

A C D E B

VTII.I-rasm.
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Yechish. Nugqtalar soni 5 ta. Har ikki nuqta izlanayotgan
kesmalardan birini beradi. Bunda ikki nuqtaning yozilish tartibi rol
o ‘ynamaydi. Masalan, 4C va CA4 - bitta kesma. Shunday qilib,
{A, B, C, D, £} to‘plamning ikki elementli qism to‘plamlari sonini

aniqlashimiz kerak. Ular C] =-"i= 10 ta.

Binomial koeffitsiyentlarning ayrim xossalarini keltiramiz:

1) (x+tf)mbinom yoyilmasida har qaysi x Tkak ifoda oldida turgan
koeffitsiyent C* kombinatsiyalar soniga teng. Haqiqatan, agar {x+a)m
==(x t+a)(x +a)m..*(x +a) (m ta ko‘paytuvchi) ko‘paytmadagi
qavslar daraja ko‘rsatkiphlaridan foydalanilmay va ko ‘paytuvchilarni
o‘rin almashtirmay ochilsa, natijada x va s harflaridan tuzilgan m
uzunlikdagi barcha m taliklarning yig‘indisi hosil bo‘lar edi. Masalan,

x+tayV=E+o)x+a)(x +ta) =
= XXX+ xxa +xax +xaa + axx + axa + aax + aaa.

Qo‘shiluvchilardan, masalan, £ =2ta a harfigavam-k =3- 2 =

tax harfiga ega boNadiganlarini sanasak, ular 3 ta. Bu esa (1) formula

bo‘yicha hisoblab topilganiga teng: C2 =3.
Umuman, yoyilma tarkibida xr~kak ga ega bo ‘lgan hadiga o ‘xshash,

ya’ni m - kta x harfiga va Ata o harfiga ega bo‘lgan m taliklar soni
ga, ya’ni C* ga teng. Shunday qilib,
(x +a)m= Cmxm+ Cmx mla+...+Chx mkak+...+C:am 3)

boMadi.
2) Agar (3) yoyilmaga x = o ni qo°‘ysak, quyidagi hosil boMadi:

c; tc>...+c:+...H+c;=2"7. 4

3) Agar (2) tenglikdan foydalansak:

fm -k wj W f-'k frm-k fk zc
™ (m-A)!(m-(m-A))! ~ (m-k)\k \ ~ ™ U]
Mashqlar

8.18. 20 kishi ichidan 4 vakilni necha usul bilan saylash mumkin?

8.19. Bir aylanada yotgan 5 ta nuqta ustidan nechta vatar oMkazish
mumkin?

8.20. Bir kishida 10 ta kitob, ikkinchisida 12 ta kitob bor.
Almashtirish uchun ularning har biri necha usul bilan 3 tadan kitob
tanlashlari mumkin?
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8.21. Lotereya biletidagi 49 nomerdan 5 tasini necha xil usul bilan
o ‘chirish mumkin? Necha holda tanlangan 5 ta nomerdan uchtasi
tirajdan keyin topilgan boNadi? Necha holda 5 ta nomer to‘gri
topilgan boNadi?

8.22. Binom yoyilmasi va Muavr formulalaridan foydalanib,
ayniyatlar isbot qilinsin:

1) s = Cn- 3C3+32C5- 33Cj+...="S in f;
2) 2"-'=l + C2+C4+..=C>C 3+..;

3) C*“+ Cl cos ¢ + C2cos 2g>+...+C;? co3ud = 2" cos"-ycos-y-.

4. Takrorli o‘rin almashtirishlar. Jami k=3ta ar a2 a} element-

dan Pk =P) =31=6 ta o‘rin almashtirishlar tuzish mumkinligini
bilamiz:

(a,, a2 03, (o,, av ad, (av av a}),
(02,0g, tij), flj, A2), )

Bu uchtaliklarda har bir element faqat bir martadan gatnash-
moqda: k/=k2=ki= 1 Endi shu elementlardan (o,, 0,, 0,,a2av 03,
(a,, 234, 1, n3) oltiliklar tuzilgan boNsin. Bular ham faqat
elementlarning tartibi bilangina farq qiluvchi o ‘rin almashtirishlardan
iborat. Lekin bu holda s, element A = 3 marta, 52 element k2= 1
marta, s3element A3=2 marta takrorlanmoqda va A=A + A2+ A3= 6.
0 ‘rin almashtirishlarni yozishni yana davom ettirish mumkin. Ularning
sonini P{kv kv k2, ya’ni /?(3, 1, 2) orqali belgilaylik, bunda (3, 1, 2)
yozuv oltitaliklar tarkibida s, element 3 marta, s2clement 1 marta,
s3element 2 marta takrorlanishini ko ‘rsatadi. P{3, 2, 1) takrorli o ‘rin
almashtirishlar sonini topish talab qilinsin.

T a’rif. Takrorli o'rin almashtirish deb, tarkibida s, harfi A
marta, ..., am harfi km marta qatnashuvchi A=A + A2+ ... + km
uzunlikdagi har qanday Atalikka aytiladi. Takrorli o ‘rin almashtirishlar
sonini P{kv ..., kj orqali belgilanadi.

P{3, 1, 2) sonini topishning yoNlaridan biri o‘sha oltitaliklarning
hammasini tuzish va sanash. Lekin 51 komponentalar soni va x tak-
rorlanishlar ko‘p boNsa, bu yoN noqulaydir. Umuman, P(kv ..., kj ni
hisoblash uchun formula kerak boNadi.

k talik tarkibida A, ta o‘ringa s, harfini C*1 usul bilan o °‘rin
almashtirish orqali yozish mumkin. U holda qolgan A:-A:, ta o‘ringa
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ti2ni Cklki wusul bilan o‘rin almashtirib yoziladi. Shu kabi, ay ni

s . , amni Cklk] _wn| usul bilan o‘rin almashtirib yozish
mumkin.
Jami o°‘rin almashtirishlar soni ko‘paytirish qoidasiga muvofiq,

P(xy, ..., km)=Ck wCkiki » ... »Ch-ki
ta boMadi. Topilgan munosabatni soddalashtiraylik. Shu magqgsadda

C¥ =j\(k-j)\ formuladan foydalanamiz. Natijada

r. . n 1!
tre, .., KAk by kI K-K,-k2)\ = km\fk-kxe...-km)| °

bunda (JI- k{-..-km)1=0! =1 yoki qisqartirishlardan so‘ng

P(kX ..., "m)= A, leAf- . o
bunda A=A + A2+.. HA.,.

Takrorsiz o‘rin almashtirishlar (1) formulaning A=A\ =.=Am=1
bo‘lgan xususiy holidir.

l-misol. Bandning boshida qaralgan misolda talab qilingan
barcha oltiliklar soni:

i

2-misol. 30 ta detalni 5 ta har xil qutiga 6 tadan necha xil usul
bilan joylashtirish mumkin?

Yechish. Masalaning shartiga ko‘ra x =30, kx=k2=.. =ks=6,
m = 5. (1) formula bo‘yicha usullar soni:
_ 30!
P(6.6,6,6,6)= 6161 61-61-6! °

3-misol. Yuqoridagi misolda qutilar bir xil bo ‘Isa-chi?
Yechish. Qutilar har xil boMganda oldingi misol natijasiga ko‘ra
jami o ‘rin almashtirishlar soni P(6, 6, 6, 6, 6)=-"-L ta edi. Qutilar

)

bir xil bo‘lsa, qutilarni almashtirish detallarni joylashtirish usullari
soniga ta’sir qilmaydi. Bunga qaraganda joylashtirish usullari soni 5!
marta kamayadi.

Javob: jyW, 6,6,6,6)=-"5
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4-misol. «Raketa» so‘zida harflar o‘rni almashtirilsa, nechta
«so0°‘z» hosil bo ‘lishi mumkin?

Yechish. Ikki hoi boNishi mumkin:

I-hol. «a» harfi & = 2 marta takrorlanmoqda. Ulardan biri
ikkinchisi bilan o ‘rin almashganda «so‘z» o ‘zgarmay qolaveradi. Shu
sababli hosil boMadigan «so‘z»lar soni takrorli o ‘rin almashtirishlar
soni uchun yuqorida chiqarilgan (1) formula bo‘yicha topiladi:

Pd, 2, i. i, i)=— 2 f; =360.

2-ho 1. Hosil boMadigan «so‘z»larda harflar faqat bir martadan
gatnashsa, ya’ni takrorlanmasa, buning uchun, masalan, ikkala “a”
harfi ikkita alohida olingan element deb qabul qilinsa, takrorsiz o ‘rin
almashtirishlarga ega boMamiz. Bu holda ularning soni 2-band, (1)
formula bo‘yicha hisoblanadi:

/)=6!=1.2-3.4-5-6 =720.

Izlanayotgan sonni (1) formula bo‘yicha ham topish mumkin edi:

/. F 11 1. )=THOmMI T mumT=720-

Takrorsiz o ‘rin almashtirishlar soni uchun 2-band, (1) formula
ushbu bandda chiqarilgan (1) formulaning xususiy holidan iborat.
(1) formula bo‘yicha P (m-k, k)= N, =C* boMadi. Bu
tenglikdan foydalanib, Nyuton binomi formulasini quyidagicha
yozamiz:
(x +a)m= P(m, 0)xm+ P(m - 1, l)xm|a+...+/X0, m)am,
yoki

(x +a)m :*!OP(m - k, k)xmkak, )
yoki, umuman:

(x, +x2+...+x,)* =IP(A:l, k,)x*' . x*' 3)
bunda k\?i ¢ - ixtiyoriy sonlar, &* +, , +kt=k —nomanfiy butun
sonlar yigMndisi, xususan,x, =x2=..=1da tk =Y,P (kx, ..., k,) boMadi.

5-misol. 1)(o +2+c¢c)22) (o+2+c)3; 3) (o +)+c)difodalarni
(3) formuladan foydalanib yoyamiz.

1) (a+2Z+c)2=bP(kx, k2, k2ax'bx2cx , bunda yigMndi barcha
(kv k2 k2 uchtaliklarga nisbatan tuziladi va &= A, + & + = 2.
Uchtaliklar:

(2, 0, 0), (0, 2, 0), (0, 0, 2), (I, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, ).
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Ulardagi takrorlanishlar soni:
P, 0, 2)=.P(0, 2,0)=P(2, 0,0)=0] q 2!=1,

P(, 1,0)=P(, 0,1)=A0, ,)=TTThT* 2.

Natijada ifoda ushbu ko‘rinishga keladi:
(a+b+c)2=a2+p2+c2+ 2ab + 2ac + 2be.

2) Yechish yuqorida ko‘rsatilganidek. Bunda x = +k2+£k3=3
Uchtaliklar:

(3,0,0), (0,3,0), (0,0,3), (2,1,0), (2,0,1), (1,2,0), (1,0,2),
(05]"2)’ (0’2’1)’ (1’1’1)'
Ulardagi takrorlanishlar soni:
A0, 0, 3)=A0, 3,00=A3,0,0)=0j =
A2, 1, 00=A2, o,1)= Al, 2,0)=Al, o, 2)=
=A0, 1, 2)=A0, 2, 1)=2I'Tl'oT =3,

AT T D=TMM! =6
Natijada:

(a+b+cy=ai+b3+c2+3ab+3ak+3abl+3acl+3bc2+3>kc+6abc.
3) k =k +k2+x3=4. Uchtaliklar:
(45 05 0)’ (37 17 0)""'7 (2’ 2’ 0)5 e (27 ]‘7 1)’ (1’ ]‘5 2)'

Uchtaliklarning takrorlanishlari soni:
A4, 0, 0)=..=A0, 0, 4)=5riL " =1, A3, 1, 0)=...=31$-m =4,

A2, 2, 0)=,.=5r|L =6, A2, 1, 1)=-=2TXKTIl =12

va natijada:
(a+b+c)d=a4+bA+cA+4a3b +t4ax +4b +4bjc +4ac3+
+46c3+ 6ab2+ 6aZ2+ 6b22+ 12i126c + \2ab + \2abc2

Mashgqlar

8.23. «Uchburchak» so'zidagi harflarni o‘rin almashtirib, nechta
so‘z hosil qilish mumkin? «Almashtirish» so‘zidagini-chi? «Kombi-
natorika» so‘zidagini-chi?
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8.24. 0 ‘quvchining 3 ta ko‘k, 4 ta qora, 5 ta qizil qalami bor.
Ulardan faqat bittasini necha xil usul bilan tanlashi mumkin?

8.25. Mukofot uchun bir kitobdan 4 dona, ikkinchisidan 3 dona,
uchinchisidan 6 dona ajratilgan. Agar har kishiga bittadan ortiq kitob
berilmaydigan bo'lsa, bu mukofotni 30 kishi o ‘rtasida necha xil usul
bilan tagsimlash mumkin?

8.26. «Aylana» so‘zidagi «a» harfi qatorasiga uch marta kelmay-
digan qilinib, necha xil usul bilan o‘rin almashtirish mumkin?

8.27. «Trigonometriya» so'zidagi harflarni «o» harfi qatorasiga
ikki marta kelmaydigan qilib, necha xil usul bilan o ‘rin almashtirish
mumkin?

8.28. 1) (a+ A+c¢)4 2) (o+ Z+c + *)5 yoyilmasidagi hadlar
sonini toping va biror hadini yozing.

8.29.1) (f{l+2+c)8 2) (a+ Z+c +r1/)0yoyilmasidagi eng katta
koeffitsiyentni toping.

8.30. (1 +x+2x2)8yoyilmasida x6oldidagi koeffitsiyentni toping.

5. Takrorli kombinatsiyalar. Elementlari soni /u= 2 ta bo‘lgan
M{a, b) to‘plam berilgan. a dan  ta, b dan k2ta, jami A=& + =
4 ta olinib, elementlari bilan farq qiluvchi to‘rttaliklar tuzaylik:

(s, 51, 1, 1), bunda A =4, x2=0, ya’nitarkibi (4;0) ikkilik,

(s, s, s, b), bunda A =3, A2= 1, ya’nitarkibi (3;1) ikkilik,

(s, 1, b, b), bunda A, =2, x2=2, ya’nitarkibi (2;2) ikkilik,

(s, b, b, b), bunda A, = 1, A= 3, ya’nitarkibi (1;3) ikkilik,

@, b, b, b), bunda A =0, k2=4, ya’nitarkibi (0;4) ikkilik,
bunda elementlar tartibi rol o‘ynamasin. Shunga ko‘ra, masalan,
(a, 1, g1, 1) = (a1, 1, 1, b) = ... deb qabul qilinadi. Biz elementlari
takrorlangan kombinatsiyalarga ega boMamiz. Ularning sonini Cj orqali

belgilaylik. Bizda C2} = 5 boMmoqda. Bu sonni hisoblash yoMini topish
magqgsadida to'rttalik tarkibidagi A, va k2 sonlarini 1, vergullarni 0
orqali almashtiraylik. Masalan, tarkibi (3; 1) boMgan ikkitalik bo ‘yicha
(1, 1, 1, 0, 1) beshtalikni hosil qilamiz, unda A=4ta 1, m - | =
=2-1 = 1ta 0 ishtirok etadi. Har qaysi beshtalikka aynan bitta
ikkitalik mos va, aksincha, har qaysi ikkitalikka bitta beshtalik mos.
Shunga ko‘ra izlanayotgan ikkitaliklar soni A=4 ta 1larva /u- 1=1
ta 0 dan tuzilgan beshtaliklar soniga teng. Takrorli o ‘rin almashtirishlar

formulasi bo‘yicha bunday beshtaliklar soni P(4; 1)= = =5

m xil elementdan x tadan olinib, shunday « taliklar tuzilishi kerak
boMsin-ki, ular hech boMmasa bir elementi bilan farq qilsin, bir xil
elementlardan tuzilganlari esa teng hisoblansin (elementlarning tartibi
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ahamiyatsizdir). Bunday « taliklarga m elementdan x tadan olib tuzilgan
takrorli kombinatsiyalar &zy[\a<\.. Ularning soni CjJ orqali belgilanadi.
Shu sonni topaylik.

Kombinatsiyaning har qanday tarkibi nomanfiy butun sonlardan
tuzilgan m talik (£,, kv ..., kj bilan beriladi va bundagi A son
kombinatsiyadagi birinchi xil elementning, k2 ikkinchi xil element-
ning, ..., kmm- xil elementning sonini ko ‘rsatadi. Shunday qilib, C.k
son m uzunlikdagi {kv kv ..., kj sonli m talikdagi har qaysi k. sonni
A ta 1lar ketma-ketligi bilan, har qaysi vergulni 0 bilan almashtiramiz
(agar k. =0 bo‘lsa, 1 lar yozilmaydi). Natijada A + A, +... + Am= Ata
llar va m - 1ta 0 dan iborat £k +m -1 talik hosil boMadi (bundagi
barcha A(lar nomanfiy butun sonlardan iborat). Ularning har birida
vergullar sonlarga nisbatan bitta kam boMishi tushunarli. Masalan,
(4, 1, 0, 2) to‘rttalikka (1, 1, 1, 1,0, 1, 0, 0, 1, 1) o‘ntalik mos.
Shunday qilib, izlanayotgan m talik (A,, A2, ..., An) lar soni Ata 1 lar
va m- 1 ta 0 dan tuzilgan A+ m - 1 liklar soniga teng boMadi.
Takrorli o‘rin almashtirishlar formulasi bo‘yicha bunday A+ m - 1
taliklar soni

Prkem =7 Aitm-1)!

ga teng, ya’ni

(D

Misol. 4 xil kitobdan necha usul bilan 7 kitobdan iborat to ‘plam
yozish mumkin?

Yechish. Izlanayotgan son C4 ga yoki C74, ga teng. Jami
Co=CP=-1£[1=120 to‘p.

Mashgqlar

8.31. Savdoda 5 xil qalam bor. Ulardan 8 ta qalamni necha xil usul
bilan olish mumkin? 6 tasini-chi? 4 tasini-chi?

8.32. Tomonlari 3, 4, 5, 6 sm boMa oladigan uchburchaklardan
nechta yasash mumkin?

Takrorlashga doir mashqlar

8.33. 8 olma, 4 ta nok va 8 ta shaftolidan necha xil usul bilan bir
necha meva tanlab olinishi mumkin (bir turdagi mevalar bir-biridan
farq qilinmaydi)?
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8.34. Ikkita «a», uchta «o» va sakkizta «v» harfidan nechta bittadan
kam boMmagan harfga ega «so‘z»lar tuzish mumkin?

8.35. 12 ta har xil detalni uch qutiga joylashtirmoqdalar. Bunda
birinchi qutiga 3 ta detal, ikkinchisiga 5 ta detal, uchinchisiga qolgan
detallarning hammasi joylashtirilishi kerak. Bu ishni necha usul bilan
qilish mumkin?

8.36. 16 o‘quvchiga kitob tarqatilishi kerak. 10 ta birinchi xil, 6 ta
ikkinchi xil kitob bor. Lekin o‘quvchilardan 4 tasiga 1-xil kitob, 5
tasiga 2-xil kitob kerak emas. Agar: 1) o‘quvchilarga kitoblarning
ganday xilini berish tartibi e’tiborga olinmasa; 2) ham 1-xil, ham 2-
xil kitobni berish tartibi e’tiborga olinsa; 3) faqat 1-xil kitobni berish
tartibi e’tiborga olinsa, o‘quvchilarga kitob necha xil usul bilan
berilishi mumkin?

8.37. Agar har qaysi son ikkita juft va uchta toq ragamdan
iborat bo°‘lib, unda hech qaysi ikki raqam takrorlanmasa, 1, 2, 3,
4, 5, 6, 7, 8, 9 ragamlaridan gancha besh xonali sonlarni tuzish
mumkin?

8.38. 5 kishi ingliz tilini, 6 kishi fransuz tilini biladi. Ulardan
birinchi guruhga 3 ingliz, ikkinchisiga 4 fransuz tilini biluvchi kirishi
kerak, uchinchi guruh esa uch kishidan iborat bo°‘lib, ular ingliz
tilini ham, fransuz tilini ham biluvchi boMishi mumkin. Bunday
guruhlar necha turli usul bilan tuzilishi mumkin?

8.39. 0 ‘n qutiga 10 detal bittadan, shu jumladan 1-xil detallardan
2 tajoylashtirilishi kerak. Joylashtirishlarni necha turli usul bilan 1-xil
detallar ketma-ket kelmaydigan qilib bajarish mumkin?

8.40. 6 ta 0oq va 9 ta ko‘k marka bor. Necha turli usul bilan 3 ta oq
va 3 ta ko‘k markani 6 ta nomerlangan joyga yopishtirish mumkin?

8.41. Qavariq n burchakda diagonallarining hech ganday uchtasi
bir nuqtada kesishmasa, qolgan hollarda diagonallar qancha nuqtada
kesishadi?

8.42. 1, 3, 5, 7, 9 toq ragamlardan tuziladigan va har birida bu
raqamlar takrorlanmaydigan to‘rt xonali sonlardan nechta tuzish
mumkin?

8.43. 8.42-mashqda raqamlarning takrorlanishi mumkin bo ‘Isa-
chi?

8.44. 8.42-mashqda agar tuziladigan to‘rt xonali sonda ikkitadan
ortiq bir xil raqam boMmasligi talab etilsa-chi?

8.45. 8.42-mashqda tuziladigan to‘rt xonali son 2000 dan katta
boMmasligi talab qilinsa-chi?
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8.46. «Rohat» so'zi harflaridan besh harfli nechta har xil «so‘z»
tuzish mumkin («so‘z» deganda harflaming istalgan ketma-ketligi
tushuniladi)?

8.47. «Traktor» so‘zining harflaridan yetti harfli nechta har xil
«s0‘z» tuzish mumkin?

8.48. Birinchi o‘rinda 3 raqami, ikkinchi, uchinchi, to'rtinchi va
beshinchi o‘rinlarda 0, 1, 2, 3, ..., 9 ragamlaridan istalgan biri
turadigan telefon nomerlaridan nechta tuzish mumkin?

8.49. To‘rt qutiga 4 tadan detal va bir qutiga 5 detal tushadigan
qilinib, 21 ta detalni 5 qutiga necha turli xil usul bilan joylashtirish
mumkin?

8.50. «Beshburchak» so‘zidagi harflarni necha usul bilan o ‘rin
almashtirib, unli harflarni alfavit tartibida joylashtirish mumkin?

8.51. «Cho‘pon» so‘zidagi harflar necha xil o'rin almashtirilib,
ikki unli harf o'rtasiga ikki undosh harf kelishi mumkin?

8.52. «Topologiya» so'zidagi harflarni necha usul bilan o'rin
almashtirib, ikkita «o» harfi qatorasiga (yonma-yon) turmaydigan
qilish mumkin?

8.53. «Marmar» so'zidagi harflarni necha usul bilan almashtirilib,
ikkita bir xil harf ketma-ket kelmaydigan qilish mumkin?

8.54. 8 ta «a» va 8 ta «b» harfini necha usul bilan bir qatorga
joylashtirib, ixtiyoriy x <16 uchun oldingi x ta harflar orasida «b»
harfiga qaraganda kam bo'lmaydigan qilish mumkin?

8.55. 33 ta harfli alifboda to'rttadan har xil harf olinib, qancha
«s0'z» tuzish mumkin?

8.56. Tenglamalarni yeching:

a> 7T =1’ xellT; b) <,-C: =179, xelll'.
8.57. Tenglamani yeching: 3C" - 24] =1,5x, x &N .
8.58.Tengsizlikniyeching: C3<C "2, me N.

8.59. Tengsizlikni yeching: 5C2 <C™2, ne N .

8.60. a) xn<C*+ 5 we N ketma-ketlikning manfiy
' nt+3
hadlari nechta?

b) xn= - 4rrl_Cl—, ne N ketma-ketlikning musbat hadlari nechta?-
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IX BOB

EHTIMOLLIK NAZARIYASI VA
MATEMATIK STATISTIKA
ELEMENTLARI

1-§. Ehtimollikni hisoblash

I. Ehtimollik nazariyasi nimani o ‘rganadi? Kishi moddiy dunyoda
ro‘y beradigan hodisalarni kuzatar ekan, ko‘pincha uni shu hodisa-
larning ro‘y berish-bermasligi ham qiziqtiradi. Biz hozircha natijasini
oldindan aytish mumkin bo°‘lgan tabiiy va ishlab chiqarishga oid
turli jarayonlar, holatlar va ularning ro‘y berish qonuniyatlari bilan
tanishib keldik. Hayotda esa ro‘y berish-bermasligini oldindan aytib
boMmaydigan, ya’ni tasodifan roy beradigan hodisalar, qisqacha,
tasodifiy hodisalar ham uchraydi. Lotereya o ‘yinida yutuq chiqishi,
bir marta otilgan o‘qning nishonga tegishi, tayyorlangan buyum
sinalganda standartli bo‘lib chiqishi - eng sodda tasodifiy hodisalar.
Shu bilan birga amaliyot nuqtayi nazaridan alohida olingan hodisalar
emas, balki yetarlicha ko‘p sonli, ommaviy xarakterga ega hodisalar-
ning umumiy qonuniyatlarini o ‘rganish muhimroq. Masalan, korxona
uchun bitta-ikkita buyum emas, balki ko‘plab tayyorlangan buyum-
lardan qanchasi yaroqli yoki yaroqsiz bo-‘lishini, bir va bir necha
urug‘ emas, balki katta maydonlardagi ekinning qancha qismi unib
chiqishini bilish muhim.

Yuqorida ko‘rsatilgani kabi aniq shartlar qo ‘yilib, sifatini tekshi-
rishlar, sodir bo°‘lish-bo‘lmaslikni sinab-hisoblab ko‘rishlar, o ‘yin
o ‘tkazishlar, o‘q otilishi va hokazo qisqacha tajriba o ‘tkazildi, sinaldi
deyiladi. Tajriba natijasi esa hodisadir. Odatda katta hajmdagi masa-
lalarni yechish kerak bo‘lsa, ma’lum shartlar qo ‘yilib, bir xil tajriba,
sinashlar o ‘tkaziladi va ularning natijalari o‘rganiladi. Tajribalar soni
mumkin qadar ko‘p boMishi kerak. Shu holdagina topilgan natija-
larning o'rtacha qiymati haqiqatga yaqin, ishonchli boMadi.

Uch turkum hodisa ro‘y berishi mumkin: ishonchli, ya’ni ro‘y
berishi muqarrar, roy bermaydigan va tasodifiy. Tanga bir marta
tashlanganda uning bir tomoni bilan tushishi turgan gap, ishonchli,
bir vaqtda ham raqamli, ham gerbli tomoni bilan tushishi mumkin
boMmagan, ya’ni ro‘y bermaydigan hodisa, qaysi tomoni bilan
tushishini esa oldindan aytib boMmaydi, tasodifan gerbli tomoni bilan
tushishi mumkin. Raqamli tomoni bilan tushishi ham - tasodifiy.
Fizika kursidan ma’lumki, 760 mm sim. ust. atmosfera bosimi va
100 °C temperaturada (bu shart) suv qaynaydi (hodisa). Lekin aslida
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suvdagi turli aralashmalar ta’sirida ko‘rsatilgan shartlarda qaynash
nuqtasining o ‘zgarib turishi kuzatiladi.

Matematikaning tasodifiy hodisalarni o‘rganadigan bo‘limi
ehtimollik nazariyasi deb ataladi. Bu nazariya yetarlicha ko‘p sonli
sinashlar natijasi, ya’ni ommaviy tasodifiy hodisalarning
qonuniyatlarini o‘rganish bilan shug‘ullanadi.

Ehtimollik nazariyasi alohida soha sifatida XVII asr o‘rtalarida
vujudga kelgan. Uning rivoj topishiga ko‘p olimlarning, jumladan,
G.Gyuygens, B.Paskal, Ferma, Yakov Bernulli, Muavr, Laplas,
Gauss, Puasson, P.G.Chebishev, A.N.Kolmogorovning ishlari alo-
hida o'rin tutadi. Uning taraqqiyotiga o'zbek olimlaridan S.H.Siro-
jiddinov (1921-1988), T. A. Azlarov ham o'z hissalarini qo'shgan va
go'shib kelmoqdalar.

Mashgqlar

9.1. 1) Ishonchli hodisalarga; 2) mumkin bo'lmagan (ro'y ber-
masligi aniq) hodisalarga; 3) tasodifiy hodisalarga misollar keltiring.

9.2. Qaysi biri ehtimollikroq - yogqlari tartib bilan 1 dan 6 gacha
raqamlar bilan belgilangan o'yin soqqasini (kubchasini) tashlaganda
toq sonning tushishimi yoki juft sonnimi?

9.3. Ikkita o'yin kubchasi tashlangan. Nimaning chiqish ehtimolligi
kattaroq - ikkalasining ham toq raqamli tarafi bilan tushishimi yoki
biri toq, ikkinchisi juft ragam bilan tushishimi?

9.4. Sinash: ikki o'yin kubchasini 50 marta tashlang va har qaysi
tashlashda chiqadigan ochkolarni (hollar, ragamlarni) yozib boring.
Qaysi ochkolar boshqalariga nisbatan ko'proq, kamroq tushgan?
Ikkala kubchaning har safar tushgan ochkolari yig'indisi 4, 0, 12
bo'lgan hollaridan qaysi biri ko'proq sodir bo'lgan?

9.5. Bukilmagan tanga 20 marta tashlansa-da, faqat gerbli tomoni
bilan tushgan. Keyingi tashlashda raqamli tomoni bilan tushishi
ehtimolga yaqinmi yoki gerbli tomoni bilan tushishimi?

2. BoshlangNch tushunchalar. Biz geometriya kursida asosiy tushun-
chalar sifatida nuqta, kesma, tekislik olinishini bilamiz. Ular ta’riflan-
may qabul qilinadi. Qolgan tushunchalar shu boshlang'ich tushuncha-
lar yordamida ta’riflanadi, so'ng xossalari o'rganiladi. Shu kabi
ehtimollik nazariyasida elementar hodisa, hodisa va echtimollik -
boshlang'ich tushunchalardir.

Buyum biror shart qo'yilib bir marta tekshirilganda uning yo
yaroqli, yoki yaroqsiz chiqishi, boshqa tur hodisaning roy bermasligi
ayon bo'lsin. £, - «buyum yaroqli chiqdi», E2- «buyum yarogsiz
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chiqdi» belgilashlarini kiritaylik. va E2 - nazoratda aniqlangan,
umuman, shu kabi tajribada ro‘y beradigan ikki eng sodda, ya’ni
elementar hodisa, chunki shu tajriba natijasida ulardan ham soddaroq
hodisa ro‘y bermaydi, natija £, va E2elementar hodisalar toplamidan
iborat. Elementar hodisani nugta, ularning to‘plamini sinov sxemasi
deb ham ataydilar. Sinov sxemasini to‘la-to‘kis aniqlay olish juda
muhim, aks holda hisoblashlarda xatoliklarga yo‘l qo'yilishi mumkin.

Shunday qilib, hodisa - elementar hodisalarning biror shart asosida
tuzilgan to‘plami. Agar bu to‘plam bir yoki bir necha (faqat hammasi
emas) elementar hodisadan iborat bo'lsa, u tasodifiy hodisa, elemen-
tar hodisalarning hammasidan iborat bo'lsa, u mugarrar hodisa
(chunki bu holda elementar hodisalardan kamida bittasi ro‘y bergan
bo'ladi), birorta ham elementar hodisaga ega bo'lmasa, u ishonch-
siz, mumkin bo'lmagan, roy bermaydigan hodisa deyiladi. Tasodifiy
hodisalarni 4, B, C, ..., X, ..., muqarrar hodisani U mumkin
boMmagan hodisani Z harfi bilan belgilaymiz.

Tajriba natijasida har bir hodisaning ro‘y berish imkoni qolgan
hodisalarniki bilan bir xil va bunday hodisalar soni chekli boMgan
holni klassik sxema nomi bilan ataydilar. Bu holda har bir tasodifiy
hodisaning ro‘y berishini sonli baholash mumkin. Bu son shu tasodifiy
hodisaning ro‘y berish ehtimolligi deyiladi. Uni P harfi bilan belgilaymiz.

1-misol. Simmetrik, ya’ni zichligi tekis tagsimlangan kubchaning
yoqlari 1dan 6 gacha ragamlar bilan ketma-ket belgilangan boMsin.
Kubcha bir marta tashlanganda £, — «I» raqami bilan tushdi», ...,
Eb~ «6» raqami bilan tushdi», jami 1= 6 elementar hodisadan faqat
biri tasodifan ro‘y beradi. n =6 - klassik sxema nuqtalari (elementar

hodisalar) soni. Nuqtalarning U={EV ..., chekli to'plamiga ega
boMamiz.
3. Ehtimollikni bevosita hisoblash. Tajriba «klassik sxema» shartlari

bo'yicha o'tkazilayotgan, shu jarayonda ro‘y berishi mumkin boMgan
barcha elementar hodisalar soni n ta, shu jumladan biror 4 hodisa
m marta ro‘y beradigan boMsin. U holda 4 hodisaning ro‘y berish
ehtimolligi ushbu nisbatga teng boMadi:

P{4) =11] (1)
bunda 0 <m< n.

I1-misol. Kub bir marta tashlanca, u tasodifan faqat bir yogfi
bilan tushadi, ikki yogfi bilan emas, ya’ni Ek k =\ 6 elementar
hodisalar juft-jufti bilan birgalikda ro‘y bermaydi: £, f|[£y=0,
/,j =1, 6,/ j. Demak, U=EINJE2[JEI\JEAJES\JEG ya’ni U to ‘p-
lam yo £,, yo E2 ..., yo £6r0'y berishi mumkin boMgan jami 1= 6 ta
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teng imkoniyatli elementar hodisalar tolplamidan iborat. Har qaysi
elementar hodisaning ro‘y berish ehtimolligi bir xil:

P(£)=P(£2)=..= P(£1)=j.

2-misol. 0 ‘yin kubi bir marta tashlanganda juft yoki toq raqgam
bilan tushish hodisalari qaraladigan bo‘lsa, B - «juft ragamli tomoni
bilan tushdi», C - «toq ragamli tomoni bilan tushdi» hodisalari
qaraladi. Ular kubning olti yog‘ini to‘liq o‘z ichiga oladi. Demak,
z=2 ta elementar hodisa ro‘y beradi. Ularning ro‘y berish imkoniyati
bir xil, chunki 1, 2, 3, 4, 5, 6 raqamlarining yarmi toq, yarmi juft.
Natijalar to‘plami U= {B, Q, n = 1, 2. Har qaysi hodisaning ro‘y
berish ehtimolligi bir xil: P(B) = P(C) =1.

3-misol. Natijada D — «tushgan raqamlar 3 dan kichik yoki 3
ga teng», E - «tushgan raqamlar 4 ga teng yoki undan katta»

hodisalari kubning barcha yoqlarini o‘z ichiga oladi. Demak, Z)va £
ham elementar hodisalar, birgalikda U chekli to‘plamni tashkil etadi:

(I=10, £, P(D) =P(E) =1\.

4-misol. {£5 £6}to‘plam (1-misol) 6 marta o ‘tkazilgan sinashlar
ketma-ketligi uchun barcha natijalar to‘plami bo‘la olmaydi, chunki
bu tolplamga sinashda ro‘y berishi mumkin boMgan £,, £2 £3 £4
natijalar tegishli emas.

Ko‘p marta takrorlangan sinashlarda har qaysi natija biror son
marta takror ro‘y bera boshlashi kuzatiladi. Bu holat har qaysi natija
ehtimolligini sonli ifodalash uchun «oMchov birligi» kiritishga imkon
beradi. Shu maqsadda qaralayotgan sinashda ro‘y beradigan barcha
natijalarning ro‘y berish ehtimolliklari yig indisi \ ga teng, deb olinadi,
u holda har qaysi Xk natijaga uning ro‘y berish ehtimolligini ifoda-
lovchi biror nomanfiy £(JI") =pk {b<ex<|, xk =\, n) son mos keladi.
Shart bo‘yicha: /2, +/2+ ... +/~= L

Ko‘rsatilgan shartlarda birgalikda roy bermaydigan s ta JI, , ..., Xn

natijalardan (elementar hodisalardan) har biri bir xil P =" ga teng

ehtimollikka ega boMsin. Agar jami M marta oMkazilgan sinashda Xk
natija mkmarta ro‘y bergan boMsa, uning pkehtimolligi qiymati uchun
Xkelementar hodisa ro‘y bergan hollarning nisbiy takrorligi (chastotasi),

ya’ni P = qabul qilinadi. Ehtimollikni bunday hisoblash tartibi

ehtimollik tushunchasiga statistikyondoshish boMadi. Masalan, nishonga
otilgan M = 200 ta o‘qdan m = 150 tasi nishonga tekkan boMsa,

o‘qning nishonga tegish ehtimolligi p =-1I]-= 0,75 ga teng boMadi.
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5-misol. Ikkita tanga tashlansa, ushbu natijalardan biri ro‘y
berishi mumkin: 420- «lkkala tanga gerb tomoni bilan tushdi», JI,, -
«Tangalardan biri gerbli tomoni, ikkinchisi raqamli tomoni bilan
tushdi», 402 - «lkkala tanga raqamli tomoni bilan tushdi». GG -
«Gerb-gerb tushdi», GR - «Gerb-ragam tushdi», RG - «Ragam-
gerb tushdi», RR —«Raqam-raqam tushdi» natijalarni ham qaraylik.

Misol shartlarida GG, GR, RG, RR natijalar bir xil 1 ga teng

ehtimollikka ega. JI20 natija GG bilan, A0 2 natija RR bilan bir xil,
lekin /1,, natijaga GR va RG natijalar mos. Ularning ro‘y berish

ehtimolliklari P(A429) = P(AQ2) =+, P(y4u )= 1, ularning yigMndisi

*1+1 +-1=1. Demak, bu hodisalar chekli to‘plamni tashkil etadi.

Mashqlar

9.6. Quyida keltirilgan sinashlarda qanday elementar hodisalar
ro‘y berishini ayting va natijalar to‘plamlarini tuzing:

1) nishon 10 ta ichma-ich joylashgan doiradan iborat bo‘lib,
ular 1, 2, 3, ..., 10 sonlari bilan raqamlangan. Nishonga qarata
0°‘q uzildi;

2) ikki jamoa o ‘rtasida voleybol o ‘yini o ‘tkaziladi;

3) domino donalaridan bittasi tavakkaliga olindi;

4) tanga 10 marta tashlanadi.

9.7. 20 ta bir xil sharcha 1,2, ..., 20 sonlari bilan ragamlanib,
xaltaga solingan.Tavakkaliga bitta sharcha olinadi. Quyidagi yozuvlardan
gaysi biri natijalar to‘plamini ifodalaydi va nima uchun?

1) juft son chiqdi, toq son chiqdi;

2) juft son chiqdi, 8 ga boMinuvchi son chiqdi;

3) toq son chiqdi, 8 ga boMinadigan son chiqdi;

4) olingan son 8 dan katta emas, olingan son 9 dan kichik emas.

9.8. Tangani 10 marta tashlashdan iborat sinashda ro‘y berishi
mumkin boMadigan barcha natijalar to‘plamini quyidagilar bo ‘yicha
tuzing: 1) har bir tashlash natijasi; 2) gerb tomoni bilan tushishlar
soni; 3) tanga qaysi tomoni bilan ko‘proq tushgani.

9.9. Quyidagi misollarning qaysi birida ro‘y berishi mumkin boMgan
natijalar toMiq ko‘rsatilgan? 1) molni sotishdan foyda, zarar; 2)
basketbol o ‘yinida yutish, yutqazish; 3) tanga uch marta tashlanganda
GGG, GGR, GRR, RRG, RRR, RGR ning tushishi (bunda G -
gerb tomoni bilan tushish, R - raqamli tomoni bilan tushishi).
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9.10. Qutida 4 ta oq va 6 ta qora shar bor. Undan tavakkaliga 2
shar olinadi. «Olingan sharlarning ikkalasi ham oq», «olingan
sharlarning ikkalasi ham qora» hodisalari natijalar to‘la to'plamini
tashkil qiladimi? Agar shunday boMmasa, bu ikki hodisaga yana
ganday hodisa qo-‘shilsa, natijalarning to‘liq to‘plami hosil bo‘ladi?

9.11. Nishonga qarata to‘rt marta o‘q otilgan. Quyidagi hodisalar
natijalar to‘plamini tashkil etadimi: «o‘qlardan birortasi ham teg-
madi», «bitta o‘q tegdi», «birorta ham o‘q xato otilmadi», «kamida
bitta o°‘q tegdi»?

9.12. Uch natijali sinashga misol keltiring.

9.13. Quyidagi tasodifiy hodisalar qancha nuqtaga (elementar
hodisaga) egaligini ayting: 1) tavakkaliga olingan ikkita bir xonali
sonning yighndisi 10 ga teng; 2) ularning ko‘paytmasi 64 ga teng.

9.14. Shunday sinashga misol keltiringki, unda uch elementar
hodisadan biri sinash natijasida albatta ro‘y beradigan boMsin.

9.15. Bukilgan tanganing raqamli tomoni bilan tushish ehtimolligi
gerbli tomoni bilan tushish ehtimolligidan 5 marta katta. Bu ehtimollik
nimaga teng?

9.16. Yashikda 7 ta oq va 15 ta qora shar bor. Tavakkaliga olingan
bitta shaming qora shar boMish ehtimolligini toping.

9.17. Quyidagi jadval elementar hodisalar chekli to‘plamini
beradimi?

Natija *) *3 *4

Ehtimollik 0,24 0,39 0,26 0,21
9.18. Natijalar to‘plami quyidagi jadval bilan berilgan:

Natija X3 s
Ehtimollik 0,15 03 015 022 0,18

x2natija x, natijaga nisbatan necha marta ehtimolliroq?

4. Hodisalar algebrasi. Agar elementar hodisalar ehtimolliklari
ma’lum boMsa, ro‘y berishi mumkin boMgan turli natijalar, ularning
birlashmasi va ko ‘paytmasi ehtimolligini topish mumkin.

Y va VY hodisalarning birlashmasi (yigindisi) deb, shu hodisa-
larning kamida bittasiga qulaylik tug‘diruvchi barcha natijalardan iborat
hodisaga aytiladi, uni X/j Y orqali belgilaymiz.

X va VYhodisalar kesishmasi (ko paytmasi) deb shu hodisalarning
ikkalasiga ham bir vaqtda qulaylik tug‘diruvchi barcha natijalardan
iborat hodisaga aytiladi, uni AIl Yorqali belgilaymiz.

18 Algebra, II qism 273



I-misol. A —«qizil shar chiqdi», B —«oq shar chiqdi» hodisa-
larining birlashmasi (yig'indisi) A\JB — «qizil yoki oq shar chiqdi»,
kesishmasi (ko'paytmasi) AC\B — «ham oq shar, ham qizil shar
chiqdi» hodisalari bo'ladi. Shu kabi 4 ={a, b, ¢, d) va B=1{b, d, J)
uchun A{jB= {a, b, ¢, d, /} va A[\B= {b, d) bo'ladi.

X\la Y hodisalar ayirmasi deb, X hodisaga qulaylik tug'diruvchi,
lekin Yhodisaga qulaylik tug'dirmaydigan barcha natijalardan iborat
hodisaga aytiladi va u C= AJ] Yorqali belgilanadi.

Agar X |» Yhodisalar birgalikda ro'y bermasa, JII') Y=0 bo'ladi.
Agar n ta hodisadan iborat {A, ..., XJ to'plamda ixtiyoriy ikki
hodisa birgalikda ro'y bermasa, bu hodisalar juft-jufti bilan birgalikda
bo'lmaydigan (kesishmaydigan), bogligmas deyiladi. Masalan,
«komanda yutdi», «komanda yutqazdi», «komanda durang qildi»
hodisalari juft-jufti bilan birgalikda ro'y bermaydi.

Juft-jufti bilan birgalikda bo'lmaydigan Xv Xv ..., Xn hodisalar
birlashmasi natijalarning U to'liq to'plamini tashkil etsin. Bu holda
U to'plamni Xv ..., Xnhodisalarning juft-jufti bilan kesishmaydigan
qism to'plamlariga ajratish mumkin.

X hodisa ro'y bermaganidagina ro'y beradigan hodisa Arga garama-
qarshi hodisa deyiladi va X («Xemas») orqali belgilanadi. Masalan,
X - «juft sonli ochko tushdi» va ~ - «toq sonli ochko tushdi»
hodisalari qarama-qarshi hodisalardir.

Agar X hodisa uchun qulaylik tug'diruvchi har qanday natija
V¥ hodisa uchun ham qulaylik tug'dirsa, ¥ hodisa X hodisaning natijasi
deyiladi. Masalan, uchta kubcha tashlanganda «juft ochkolar chiqdi»
hodisasi 2, 4, 6 raqgamli tomonlari bilan tushganligining natijasidir.

Mashgqlar
9.19. Quyidagi tengliklar 4 B hodisalarga nisbatan qanday
shartlar qo'yilsa to'g'ri bo'ladi?
1) B=(A\JB)\A-, 2) A[j(C\B) =(A[JQ\B- 3) BlA= B\
4) A\B= 0; 5)A\B =B
Javoblarni rasmlarda tushuntiring.

9.20. Agar A\JB=Cbo'lsa, B= C\4 bo'ladi. Shu ta’kid to'g'rimi?
9.21. Isbotlang: agar B"4 bo'lsa, B =A\(4A\B) bo'ladi.

9.22. Yozuvlarning ma’nosini tushuntiring:
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9.23. Hodisalar ifodasini qisqaroq yozing:
1) A,UWIU...IM 60; 2)
3) A4\JA7\J...\JASS; 4) WIP13I1... 11410/

9.24. Ikkita o ‘yin kubi tashlanib, quyidagi hodisalar qaralgan:
A - «birinchi kub juft ragamli tomoni bilan tushdi», B - «birinchi
kub toq raqamli tomoni bilan tushdi», C~ «ikkinchi kub juft raqamli
tomoni bilan tushdi», D - «ikkinchi kub toq raqamli tomoni bilan
tushdi», M — «hech bo'lmasa bittasi juft ragamli tomoni bilan
tushdi», F'— «hech bo‘lmasa bittasi toq raqamli tomoni bilan tushdi»,
G — «bittasi juft va bittasi toq ragamli tomoni bilan tushdi», N -
«birortasi ham juft ragamli tomoni bilan tushmadi», K — «ikkalasi
ham juft ragamli tomoni bilan tushdi». Bu hodisalar ushbu hodisa-
larning qaysi biriga teng?

1) JI11C; 2) /111C; 3) MF\F\ 4) GUM

5) GAM 6) SAIIA 7 M{}K.

9.25. Kub uch marta tashlangan. 4k — «x raqamli tomoni bilan
tushdi», bunda k£ =\ 6, hodisasi boMsin. 4k va Ak hodisalar ustida
U va II belgilardan foydalanib, quyidagi amallarni yozing: 4 - «uch
marta «2» chiqqan», B - «uch marta ham «2» chigmagan», C -
«hech boMmasa «2» chiqqan», D - «hech boMmasa «2» boMmagany,
M - «kamida «2» chiqqan», F —«ko‘pi bilan «2» chiqqany.

9.26. Besh turdagi mikrobning ayni bir xil eritmada halok boMish-
boMmasligi kuzatilgan. Kuzatuvchini quyidagi hodisalar qiziqtirgan:
A - «bir turdagi mikrob halok boMdi», B - «hech boMmasa bitta
turdagi mikrob halok boMdi», C - «kamida ikkita turdagi mikrob
halok boMdi», D - «rosa ikkita turdagi mikrob halok boMdi», M -
«rosa uchta turdagi mikrob halok boMdi», F - «besh turdagi mikrob-
ning hammasi halok boMdi». Quyidagi 1—7-hodisalar nimadan iborat,
8-9-tengliklar to‘g‘rimi? Javoblarni so‘z bilan yozing.

1) F; 2) A\JB)\ 3) A(\B; 4) A\JC; 5) BIIC,

6) (D\UM)\JF, 7) BI'\F, 8) Bf/F= CI'F\ 9)BC\C=D.

9.27. Quyida ko‘rsatilgan hodisalarga qarama-qarshi hodisalarni
toping:

1) ikki kub tashlangan, 4 - «ikkita «6» tushdi»;

2) ichida 2 ta oq, 2 ta qizil va 1 ta ko‘k shar boMgan qutidan
tavakkaliga bir shar olinsa, B — «oq shar chiqdi»;

3) nishonga qaratib uch marta o‘q otilsa, C - «uchalasi ham tegdi»;
D - «hech boMmasa bitta o‘q tegdin; M - «ko‘pi bilan ikki o ‘q tegdi»;

4) shaxmat bo‘yicha Murodov-Rahimov o‘yinida F - «Muro-
dovning yutishi».
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9.28. Elektr zanjiri ikki qismdan
iborat (IX.lI-rasm). 1-qism ikkitabirxil
elementdan iborat bo°‘lib, ulardan
hech bo‘lmaganda bittasi yaroqli
boMsa, ishlaydi. 2-qism ham ikkita bir
xil elementdan iborat, lekin ularning

IX.l-rasm. ikkalasi ham yaroqli bo‘lsa, ishlaydi.
Zanjirdan tok o ‘tishi uchun ikkala qism

-qism

ishlab turishi kerak. Ak -«1-qismning k- elementi yaroqli» (k =\, 2).
5 - «2-qismning/7-elementi yaroqli», n = (|, 2).Quyidagi hodisalami
Ak, Bn hodisalar orqali ifodalang: K - «l-qism ishlayapti», L —
«2-qism ishlayapti», JI/ - «1-qism ishlamayapti», N - «2-qism
ishlamayapti».

9.29. 4 - «tavakkaliga olingan shar - oq shar», B - «tavakkaliga
olingan shar - qora shar», C - «tavakkaliga olingan shar — ko‘k

shar» hodisalarini qaraymiz. Quyidagi hodisalar nimadan iboratligini
so‘z bilan yozing:

1) A/}B) 2) ~A\iB;  3) A1)C; 4) A\JBUC.

9.30. Ikki mergan nishonga qarata o‘q uzmoqda. 4 - «birinchi
mergan nishonga tekkizdi», B - «ikkinchi mergan nishonga tekkizdi»
hodisasi bo‘Isa, quyidagi hodisalar nimadan iborat ekanligini so‘z
bilan yozing:

1) A{jB\ 2) J[}B) 3) AI''C, 4) AIIB.
5. Hodisalar yigNndisining ehtimolligi.
I-miso 1. 50 ta sharcha 1dan 50 gacha ragamlanib, xaltachaga

solingan. Tavakkaliga olingan sharcha nomerining 3 ga yoki 19 ga
karrali boNish ehtimolligini topamiz.

Yechish. A4 - «olingan sharchaning nomeri 3 ga karrali», B —
«olingan sharchaning nomeri 19 ga karrali» hodisalari bo‘lsin. Biz
AUB hodisaning ro‘y berish ehtimolini topishimiz kerak. 50 gacha
bo‘lgan sonlar orasida 3 ga bo‘linuvchilar 16 ta, 19 ga boMinuvchilar
2 ta. A \di B hodisalar birgalikda ro‘y bermaydi, ya’ni 4V\B =0.
Shunday qilib, jami 50 ta sondan 16+ 2= 18 tasi yo 3 ga, yoki 19 ga

boMinadi. Demak, P(/1 U#) = -~ =5=. va £ hodisalaming ro‘y berish
ehtimolliklariesa P(4) = ="» p(4) =" ="5+Xulosa: agar/H15=
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=0 boMsa, P(JIUB) = P(4) + P{B) bo‘ladi. Umuman, quyidagi
teorema o ‘rinli.

1-leorema. Birgalikda ro) bermaydigan A va B hodisalar
A\jB yig indisining ehtimolligi shu hodisalar ehtimolliklarining
yig'indisiga teng:

P(A[jB)-P{A) + P{B), bunda /111J1=0. (N

Isbot. Sinash jarayonida 4 hodisa uchun av amnatijalar,
B uchun bv bnnatijalar qulaylik tug‘dirsin. 4 va B birgalikda ro‘y
bermaganligidan bu natijalaming hammasi 4\JB hodisa uchun qulaylik
tug‘diradi va ular orasida takrorlanadiganlari yo‘q. Bu natijalaming
ehtimolliklarini mos tartibda pv pmva qv gnorqali belgilaylik.
A{]B hodisaning echtimolligi m + n Vd natijaning ehtimolliklari
yig'indisiga teng, ya’ni P{4\JB) =p*+...+/" +<,+...+ “bo'ladi. Lekin
PN+ ... +pm=P{A), q{+.. +qgqn=P(B). Demak,

P{A\JB) = P{4) + P{B).

2-misol. Mergan nishonga qarata o‘q uzdi. Uning «10» likni
urish ehtimolligi 0,2 ga, «9» likni urish ehtimolligi 0,3 ga va «8»
likni urish ehtimolligi 0,4 ga teng. Kamida «8» likni urish ehtimolligi
nimaga teng?

Yechish. A - «kamida «8» likni urish» hodisasi, B - «o'nlikni
urish», C - «to'qqizlikni urish», D - «sakkizlikni urish» hodisala-
rining birlashmasidan iborat. Bir otishda ham «8» ni, ham «9 ni,
ham «10» ni urish mumkin emas. Shunga ko‘ra /?, C, D hodisalar
bir vaqtda ro‘y bermaydi: 4 = SUCUA S5IIC = 0, B{\D - o,
CIl/) =0. 1-teoremaga asosan va B{jC{)D =(B{jC){)D ligidan

P4) =P((5UQU/)) =P{B\JQ + P{D)=P{B) + P(Q + P{D) =
=0,2+0,3+0,4 =0,9

ga ega bo'lamiz. Bu misoldan ushbu xulosaga kelamiz:

Xulosa. Agar Av ..., An hodisalarjuft-jufti bilan birgalikda ro y
bermasa, shu hodisalar birlashmasining ehtimolligi ularning ehtimolliklari
yig'indisiga teng:

P{AN..UA') =P(Ax +... + P{An). (2)
2-teorema. Har qganday A hodisa uchun ushbu tenglik o rin/i:
P(A) =\-P(4). 3)

Isbot. AC\A=®, A{jA4 =U \dP(U)=\ bo'lganiuchun I-teore-
maga asosan P{U) =P{A[} A )= P{4) + P{4) =\. Bundan (3) formula
kelib chiqadi.
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3-miso I. Ulanadigan telefon nomerlarining oxirgisi 3 ga karrali
yoki juft ragam boNish ehtimolligini topamiz.

Yechish. Umuman oxirgi ragam yo 0, yoki 1 , yoki 9 bo‘ladi.
Ulardan har biri - elementar tasodifiy hodisa, har birining ehtimolligi

i ga teng. Ehtimolligi topilayotgan hodisani 4, oxirgi nomerining

K (Jc=0; 9) boNish hodisasini Ak desak, 4 = (40, A3 A4 Af; Ag A9 va

P(A) = P(Alt)+ P(A2)+ P(A}) + P(A4)+ P(Ab)+ P(AH + P(A9) =

boMadi.
R(4) ehtimollik bevosita 2-teorema bo‘yicha hisoblanishi ham

mumkin. 4 =(4,, A5 A7) bo‘lganidan P(4) =" +" +/~ =]"-2-
teoremaga asosan P(4) =1- P(4) =1-~ ~ . Misolimizda 4 ning
ehtimolligini 4 ning ehtimolligi orqali hisoblash qulayroq bo‘lib

chiqdi.
3-teorema. Ixtiyoriy ikki hodisa uchun ushbu tenglik o rinli:

P{AY)B) =P{A) + P{B)-P{AIIB). 4

Isbot*. A4 hodisa birgalikda boMmagan A4{/B va /III B hodi-
salardan, B hodisa esa birgalikda boMmagan JIITS va 4 I15 hodisa-
lardan iborat, ya’ni

J={I)u( A6 ); B={A(\B)U(A (15).
Bundan:
/1uS=II5)n (IS )u(>405)u(A" 15) =
={A[\B)IUIIIB){}{A TI5).
Bu yoyilmadagi hodisalar juft-jufti kesishmaganligidan:
P{A\JB) = P(AIIB) + JIJII1 5 )+ J1 5 1I5). (5)
Ikkinchi tomondan,
P{4) = P{AIIB) +P{AftB) va P{B) =P{AIIB) + P{A TIA).
Shunga ko’ra: P{4) + P(B) =2P(AI''\B) + P(AI'\ B) + P(AIl'\B)
yoki (5) tenglikka asosan, P(4) + P(B) = 2P(AI''\B) + P(AIlB) -
P(ATIB) boMadi, bundan (4) kelib chiqadi.
3-teoremani uch va undan ortiq hodisa uchun umumlashtirish

mumkin:
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nnusuc) = P{JI) + P(B) + P(B) -
- P{A(\B)- P{A{\C)- P{BIIC) + P{AI''B(\C) (6)

va hokazo.
Mashqlar

9.31. Tarozida tortilayotgan lavlagining 3 kg chiqish ehtimolligi
0,46 ga, 4 kg chiqish ehtimolligi 0,31 ga, 5 kg chiqish ehtimolligi esa
0,23 ga teng. Tavakkaliga olingan lavlagining 3 yoki 4 kg chiqish
ehtimolligini toping.

9.32. Ixtiyoriy to‘rtta A, B, C, D hodisa uchun P(A{jB{]C{jD)
formulasini keltirib chiqaring.

9.33. 1- buyumning sotilish ehtimolligi 0,5 ga, 2- buyumniki 0,3 ga,
3- buyumniki 0,2 ga teng. 1) Kamida bir buyumning sotilish eh-
timolligi nimaga teng? 2) 2- yoki 3- buyumni sotish ehtimolligi-chi?

9.34. Uch buyumdan birinchisiga talab bo‘lish ehtimolligi 0,19
ga, ikkinchisiga 0,17 ga, uchinchisiga esa 0,2 ga teng. Kamida bir
buyumga talab bo‘lish ehtimolligini toping.

9.35. P{4) va P{A C\B) ehtimolliklar ma’lum. P(AI'\B) ni toping.

2-§. BogMiqmas hodisalar

L. BogMigmas tasodifiy hodisalar. Sinashlar ushbu shartlar bilan
takror o ‘tkazilayotgan bo ‘Isin:

1) bir sinash natijasi ikkinchisiga bog‘liq emas (erkli), ya’ni
sinashda biror 4 hodisaning ro‘y berish-bermasligi uning boshqa
sinashlarda ro‘y bergan-bermaganligiga bogMiq emas;

2) har gaysi sinash ikki natijaga ega: 4 hodisa yo ro‘y beradi,
yoki ro‘y bermaydi;

3) agar sinashda 4 hodisaning ro‘y berish ehtimolligi o‘zgarmas
p songa teng bo‘lsa, ro‘y bermaslik ehtimolligi g= | - p boMadi.

Oldingi misollarda takroriy erkli sinashlar qaralgan edi. Jumladan,
nishonga bir necha marta o°‘q otish (bunda ikki natijadan biri oTinli
boMadi —o ‘q nishonga tegadi yoki tegmaydi); detallarni yaroqli yoki
yaroqgsizligi bo‘yicha takror nazoratdan oMkazish; tanganing ko‘p
marta tashlanishi (har tashlashda gerb tomoni bilan tushishi yoki
tushmasligi).

Agar birinchi sinash m ta teng ehtimolli natijalarga, ikkinchi
sinash n ta shunday natijalarga ega boMsa, bunday natijalardan jami
mn tajuftlik tuzish mumkin. Jumladan, 4 hodisaga birinchi sinashning



K ta av ak natijalari, B ga ikkinchi sinashning /ta bv b2 5
natijalari qulaylik tug‘dirsin. U holda A7'\B hodisaga barcha (a, b),

i =\Tk, j =177 juftliklar qulaylik tug'diradi. Ular k/ ta. Shunga ko‘ra

AV\B hodisaning ehtimolligi P(AC\B) =— ga teng. Lekin P{4) = —,
P(B) =- va {M- =L.L/ demak, P{AC\B) = P(4) P(B), ya’ni ikki
X 7 71/1 m 7

A va B erkli tasodifiy hodisaning birgalikda roy berish ehtimolligi

ularning har birining ro y berish ehtimolliklarining xo paytmasiga teng:

P{AIIB) =P{A)P{B). o Q8

Agar >4 va 5 hodisalar bog‘ligmas bo‘lsa, 4 bilan B, 4 bilan B

A bilan B hodisalar ham bogMigmas boMadi va ushbu tenglikka ega
boMamiz:

P(A{)B) = P{4) + P{B)~ P{4) P{B). ()

1- miso I. Kub tashlanganda 4 - «juft son tushdi» va 5 - «tushgan
son 3 ga boMinadi» hodisalari bogMigmas ekanini isbot qilamiz.

Yechish. Juftsonli ochkolaruchta (2,4,6). Demak, P{4) =| =".
Barcha ochkolar ichida 3 ga boMinuvchilar ikkita (3 va 6). Demak,

/>(/7) =£ =£ Juft va 3 ga boMinuvchi son bitta, bu 6 soni. Demak,

P(A"B) = (1) Natijalarga qaraganda P(/1T1[) =3 = 13 1=P{4) P(B)
tenglik bajarilmoqda. Demak, ,4 va 5 - bogMigmas hodisalar.

2-misol. Birinchi brigadaning rejani bajarish ehtimolligi 0,9 ga,
ikkinchisiniki 0,92 ga teng. Birining rejani bajarishi ikkinchisinikiga
bogMiq emas. Ulardan hech boMmasa birining rejani bajarish
ehtimolligini topamiz.

Yechish. A4 - «l-brigada rejani bajardi», B - «2-brigada rejani
bajardi» hodisalari boMsin. Rejalarni bajarishda ular o ‘rtasida bogMiqlik
yo‘q. Shunga ko ‘ra:

PIUIB) =P{4) + P(i)- P{4) *P(P)=0,9+0,92- 0,9 «0,92 =0,992.

Agar A, B, C, ... hodisalar ixtiyoriy gqism-to‘plami uchun uni
tashkil qiluvchi hodisalar kesishmasining ehtimolligi ularning ehtimol-
liklari ko‘paytmasiga teng boMsa, bu hodisalar to plam boyicha bog'liq
emas (erkli) deyiladi.

3-miso 1. Uch ovchi bir vaqtda va bir-birlaridan mustaqil ravish-
da bir quyonga qaratib faqat bittadan o‘q uzishgan. Agar ovchilardan
aqalli bittasi quyonga o°‘q tekkizgan boMsa, quyon otilgan boMadi.
Har qaysi ovchining nishonga o°‘q tekkizish ehtimolligi 0,4 ga teng.
Quyonning otilish ehtimolligini topamiz.
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Yechish. Haqiqatda uchta erkli sinash o ‘tkazilmoqda. Har qaysi
sinash ikki jiatijali: quyonga o‘q tegdi, o‘q tegmadi. /4X- «A:-ovchi
tekkizdi», J1 - «”-ovchi tekkiza olmadi» hodisalari bo°‘lsin, bunda
A=1; 3. Masalaning sharti bo‘yicha F\4") = P(42) = P(v43) = 0,4.
U holda PM,)=P(12)=P(I3)=1-0,4=0,6. Biz 4 "4 2{]A, -
«quyonga yo l-ovchi, yoki 2-ovchi, yoki 3-ovchi o ‘q tekkizdi» hodisa-
sining ehtimolligini topishimiz kerak:

P(Jl un2uliz) = 1- PM,IM21M3)=1- P(n Mmia) =
=1- P(X)wP (") *P(4,) =1- 0,6 0,6 0,6 =0,784.
3-misolni yechishda qarama-qarshi hodisalaming ehtimolligidan

foydalanildi. Ba’zan bu usul hisoblashlarni nisbatan yengil bajarishga
imkon beradi. Umuman, 4 hodisasining » marta takrorlangan erkli

sinashlarda aqalli bir marta ro‘y berish ehtimolligini, ya’ni PALM#* j

ehtimollikni quyidagicha topish mumkin:

=1- PM,) *PM2)WPM,,) = 1-

bunda har qaysi Ak x =1, n, hodisa uchun P(4” =p, u holda g= 1-p.
Lekin shuni unutmaslik kerakki, hodisalaming juft-jufti bilan bog°‘liq
emasligidan ularning to‘plam bo ‘yicha bogMiq emasligi kelib chigmaydi.

Mashqlar

9.36. Bir qutida oq va qora sharlar, ikkinchisida ko‘k va qizil
sharlar bor. Qutilardan tavakkaliga bittadan shar olingan. 4 -«birinchi
qutidan oq shar olingan» va P - «ikkinchi qutidan ko ‘k shar olingany
hodisalaming o ‘zaro bogMiq emasligini tushuntiring.

9.37. Bir vaqtda tanga va o‘yin kubchasi tashlandi. «Tanga gerb
tomoni bilan tushdi» va «Kubda «2» ochko chiqdi» hodisalarining
o‘zaro bogMiq emasligini tushuntiring.

9.38. Ikki detal bir-birlaridan mustaqil holatda nazoratdan
o‘tkazilmoqda. Birinchi detaining yaroqgsiz chiqmaslik ehtimolligi 0,7
ga, ikkinchisiniki 0,8 ga teng. 4 - «detallarning ikkovi ham yaroqsiz
chigmadi», B - «ikkovi ham yaroqsiz chiqdi» hodisalarining
ehtimolligini toping.

9.39. JI va P hodisalar o'zaro bogMiq emas. /1 va P lar ham
o ‘zaro bogMiq emasligini tushuntiring.



9.40. 4, B, C hodisalar o‘zaro bogMiq emas. a) 4, B, C;
b) A, B, C, 0) A, B, C hodisalaming ham o ‘zaro bogMiq
emasligini tushuntiring.

9.41. Bir nishonga qarata uch marta o‘q uzilgan. Birinchi o‘qning
tegish ehtimolligi 0,7 ga, ikkinchi va uchinchiniki 0,6 ga teng.

1) Hech boMmasa bitta o‘q tegishining;

2) rosa bitta o‘q tegishining;

3) rosa ikkita o‘q tegishining;

4) uchta 0‘qning ham tegishining ehtimolligini toping.

9.42. To‘plam bo‘yicha birgalikda boMmaydigan ikki hodisa o ‘zaro
erkli boMa oladimi?

9.43. Uch marta o°‘q uzilganda hech boMmasa birining nishonga
tegish ehtimolligi 0,992 ga teng. Bitta o‘q uzilganda uning nishonga
tegish ehtimolligini toping.

2. Shartli ehtimollik. 4 hodisa B hodisa ro‘y bergandagina ro‘y
bersin. 4 hodisaning B hodisaning ro‘y berishi shartida ro‘y berishini
A 1B orqali belgilaymiz. 4 | B hodisa ro‘y berishining ehtimolligi shartli
ehtimollik deyiladi va u ushbu formula bo‘yicha hisoblanadi:

P(A\B) =tt ), (/>(«)> 0). (1)

0 ‘yin kubi tashlangan boMsin. Har bir «1», «2», ..., «6» ragqam-
ning tushish ehtimolligi % ga teng va P{«\») +... + P{«6») = 1 tenglik
0‘rinlidir. U holda B - «juft ragam tushish» hodisasi ehtimolligi

P(B) =7 :E boMadi. Faqat juft raqam tushadigan boMsa, u holda

toq raqamlarning tushish ehtimolligi nolga aylanadi: JIJI,) =P(4}) =
=P(49 =0 . Shunga ko‘ra juft raqamlar tushish ehtimolligi biror X

son marta ortadi. Masalan, «2» ochko tushish ehtimolligi oldin
/>(«2») =1 edi, endi XP(«2») = X™ boMadi. Bizda JI(JI,) + P(4D +...

+ P(A6) = 1 boMganidan XR(«2») + XR(«A») + XP(«6») = 1, yoki
X(P(«2») + >J1«4») + XP(«6»)) = XP(B) = 1, bundan:

Endi biror 4 hodisaning B hodisaning ro‘y berishi shartida ro‘y
berish ehtimolligini hisoblash masalasiga o ‘tamiz. 4 hodisaga qulaylik
tug‘diruvchi natijalardan ba’zilari Bga ham qulaylik tug‘dirishi mumkin

va shunga ko‘ra ularning ehtimolligi X = marta ortadi. 4 ga
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qulaylik tug‘dirsa-da, 5ga noqulay bolgan natijalar ehtimolligi nolga
aylanadi. Birinchi tur natijalar AC\B hodisani tashkil qiladi. U holda

P{A 1 B) =\P{AI''B) ga, ya’ni (1) munosabatga ega boMamiz.

l-misol. 15yigit va 10qizdan iboratguruhdasportchilar8 kishi,
shundan 3 tasi qiz bola. Tavakkaliga bir o‘quvchi tanlangan. B - «tan-

langan o‘quvchi - sportchi», 4 —«qiz bola tanlangan», AI'\B -«sport

bilan shug‘ullanuvchi qiz bola tanlangan» hodisalari uchun /4f) ="

P{4) =" , P{A1l A boMadi. 4 hodisa ro‘y bergan boMsin. Bu
sinashdagi barcha natijalar soni 8 ta, lekin 4 uchun 3 ta natija
qulaylik tug‘diradi. Demak, />(JI|£) =| {B hodisaning ro‘y berish
shartida 4 hodisaning ro‘y berish ehtimolligi). Kasrning surat va
maxrajini 25 ga boMsak:
PM|ox 3 _3/25 P(A(]B)
11 ; 8 8/25 P(B)

Lekin, (1) munosabat bo‘yicha ushbu ko paytirish formulasini
hosil qilamiz:

P{AC\B) = P{B)P(A\B). 3)

(3) formulani bogMiqmas hodisalar uchun to‘g‘ri boMgan
P(AI'B) = P(B) P(A) formula bilan solishtirib, bu holda
P(A B) = P(4) boMishini aniqlaymiz. Shunga ko ‘ra bogMiq boMmagan
hodisalardan birining ro‘y berishi ikkinchisining ehtimolligiga ta’sir
ko‘rsatmaydi.

2-misol. Quyidagijadvalda ikki omborga ikki sexdan keltirilgan
buyumlar miqdori ko‘rsatilgan:

1-sex 2-sex Jami
l-ombor 1000 2000 3000
2-ombor 2000 3000 5000
Hammasi 3000 5000 8000

Tavakkaliga omborlardan biri, so‘ng shu ombordagi buyumlardan
tanlangan. Buyumning a) 1,2- ombordan olinganligi (JI,, 4 2hodisa-
lar) va bu shartlarda 1-sexda, 2-sexda tayyorlanganligi (5,, B2
hodisalar) ehtimolliklarini; b) aynan 1-sexda tayyorlanganlik ehti-
molligi P{B) ni topamiz.
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Yechish.

a)

b) Tavakkaliga 1-omborni tanlash va undan olingan buyumning
1-sexda tayyorlangan bo ‘lishi hodisa, 2-omborni tanlash va
undan olingan buyumning 1-sexda tayyorlangan boMishi esa /12I15,
hodisa boMadi. U holda «tavakkaliga tanlangan ombordan olingan
buyumning 1-sexda tayyorlangan boMish» hodisasi 5, birgalikda boM-
magan /1,115, va /1215, hodisalar birlashmasidan iborat boMadi va

5(5,)=5(A (15,)+ 5(4(15,)=5(4)m 5(5,|4)+5(4) 5(5,]4). 4

Bunga ko‘ra 5(5,)=| 1 +1 | *

2-misolning tahlilida olingan (4) munosabat Zo7o ehtimollik
formulasi deb ataluvchi ushbu umumiy formulaning xususiy ko °‘ri-

nishidan iborat:
5(y4) = 5(J1'|) «5(/1|A'|)+...+5(JICS) « P{A\Xn) , (5)

bunda U=X"...{jXn X'OX, i *j.
ToMa ehtimollik formulasi ko‘rinishlardan biri ushbu Bayes
fonnulasidir:

(6)

(6) munosabatni isbot qilish uchun
P(Af)Xk) = P(Xk) P(A\Xk)=P(A)- P(Xk\A4)

boMishini e’tiborga olish yetarli.

3-miso I. Omborga 1- sexdan 2000 ta detal, 2- sexdan 3000 ta
detal kelgan. Lekin 1- sex o‘rta hisobda 0,2% yaroqsiz, 2- sex esa
0,1% yarogsiz detal beradi. Tasodifan olingan bir detaining yaroqsiz
boMish ehtimolligini topamiz.

Yechish. /1,- «tasodifan 1- sex detali olingan», 42- «tasodifan
2- sex detali olingan», 5 - «yaroqsiz detal olingan» hodisalarining
ehtimolliklarini topamiz:

P(b\Al) =w =u,uuz, /4*1J12)=11 = u,001,
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(5) formulaga ko °‘ra

P{B) =/>(J1) P(B\Ai)+ P(A2) wP(B\ A2) =
= 0,4 +0,002 + 0,6 <0,001 = 0,0014.
4-misol. 3-misolda tasodifan olingan buzuq detal 1- sexda
tayyorlangan (4/\ B hodisa) va 2- sexda tayyorlangan (JI2| B hodisa)
bo'lishi ehtimolliklarini topamiz.
Yechish. Bayes formulasidan foydalanamiz:

/>(J1,)TU1K) _ P(AYP(B\AX  0,40,02
P(Ax) P(B\Ai )+P(A2) P(B\A2) P(B) 0,0014

P(42) P(B\A2) _ 0,60,001

Mashgqlar

9.44. 100 ta elektr lampochkasidan 4 tasi nostandart ekani ma’lum.
Bir vaqtda tavakkaliga olingan 2 ta lampochkaning nostandart bo ‘lib
chiqish ehtimolligini toping.

9.45. 1 =50 ta tayoqchaning har biri kalta-yu-uzun ikkiga bo ‘linadi.
Hosil bo'ladigan 2n = 100 bo‘lakdan ikkitasi olinib, yangi tayoqcha
tayyorlanadi. Yangi tayoqchaning xuddi avvalgining o‘zidek boMish
ehtimolligini toping.

9.46. Qutida 10 ta qizil, 6 ta yashil, 14 ta ko‘k shar bor. Tavakkaliga
ikkita shar olinadi. 1) /4, - «qizil shar olinmagani ma’lum, olingan
ikkala shar xo‘x» boMishining; 2) 4 - «xo‘k shar olinmagani ma’lum,
olingan ikkala shar qgizil» boMishining; 3) A»- «yashil shar olinmagani
ma’lum, olingan sharlar har xil rangda» boMishining ehtimolligini toping.

9.47. Birinchi qutida 30 ta, ikkinchisida 50 ta, uchinchisida 20 ta
konfet bor. Birinchi qutidagilarning 80% i, ikkinchi qutidagilarning
70% 1, uchinchi qutidagilarning 50% i yumshoq. Tavakkaliga olingan
bitta konfetning yumshoq boMib chiqish ehtimolligini toping.

9.48. Birinchi dastgohda 0,2%, ikkinchisida 0,3%, uchinchisida
0,5% yaroqgsiz detal tayyorlanishi.ma’lum. Birinchi dastgohdan
4000 ta, ikkinchisidan 8000 ta, uchinchisida 3000 ta detal kelgan va
aralashtirilgan. Ulardan tavakkaliga olingan detallarning yaroqsiz bo ‘lib
chiqish ehtimolligini toping.

9.49. Nishonga bogMigsiz ravishda to‘rt marta o‘q uzilgan. Otuvchi-
ning har otishida nishonga tegish ehtimolligi 0,6 ga teng. Oldingi
uch otishdan nishonga tekkiza olmaslik va to ‘rtinchi otishda nishonga
tekkizish ehtimolligini toping.
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9.50. Motor ulanganda p ehtimollik bilan ishlay boshlaydi:
1) ikkinchi ulashda motor ishlay boshlashining; 2) motorni ishga
tushirish uchun ikkitadan ortiq ulashlar talab qilinmasligining
ehtimolligini toping.

9.51. Hodisaning shartli ehtimolligi hodisa ehtimolligi kabi quyidagi
xossaga ega ekanini isbot qiling: ixtiyoriy JI va f hodisalar uchun
0<P(A\B)< L

9.52. Ko‘paytirish teoremasini (1- teoremani) uchta, to ‘rtta,

k ta hodisa uchun umumlashtiring.

9.53. Agar P(A\B) = P(4) boMsa, P{4) P(B\4) = P{A)- P(B)
bo ‘lishini tushuntiring.

9.54. 1- omborda 1- buyumdan 20 ta, 2- buyumdan 12 ta,
2- omborda 1- buyumdan 30 ta, 2- buyumdan 10 ta bor. Ixtiyoriy
tartibda ikki ombordan biri tanlangan va undan tavakkaliga bir buyum
olingan. Uning 1- buyum boMish ehtimolligini toping.

9.55. Birinchi dastgohning yaroqsiz detalni tayyorlash ehtimolligi
0,01 ga, ikkinchisiniki 0,02 ga, uchinchisiniki 0,03 ga teng. Dast-
gohlarda ishlangan detallar bir qutiga solinadi. Birinchi dastgohning
unumdorligi ikkinchisinikidan 3 marta katta, uchinchiniki ikkinchi-
sinikidan ikki marta kam. Tavakkaliga olingan detaining yarogsiz bo ‘lib
chiqish ehtimolligini toping.

3. Bernulli formulasi. 4 hodisaning ehtimolligi r ga teng boMsin.
Agar sinash ma’lum shartlar asosida » marta erkli takrorlangan va
ulardan m martasida 4 hodisa ro‘y bergan boMsa, m/n nisbat A hodi-
saning ro'y berish chastotasi (takrorlanishi) deyiladi. Kuzatishlar shuni
ko‘rsatadiki, agar sinash ko‘p marta takrorlansa chastota n ga bogMiq
boMmagan holda p ga yaqinlashadi. Masalan, o ‘yin kubi ko‘p marta
tashlansa, «3» ochkoning tushish ehtimolligi deyarli 1/6 ga teng
boMadi. Umuman, ehtimollik tushunchasi chastotaning barqarorligi
gonuniyatlariga asoslanadi. Bu masala oliy matematika kurslarida
batafsil o ‘rganiladi.

l-misol. /7=5 marta erkli sinash oMkazilgan va unda 4 hodisa-
ning ro‘y berish ehtimolligi // =0,6 boMsin. Natija '444A4A tartiblan-
gan to‘plam ko‘rinishda boMish ehtimolligini topamiz.

Yechish. O ‘rin almashtirishda 4 hodisa m = 2 marta, 4 esa
n - m = 3 marta takrorlanmoqda. Har qaysi 4 harfmi 0,6 bilan, 4
harfini 1 - 0,6 = 0,4 bilan almashtiramiz. Izlanayotgan ehtimollik
pmgrem=0,62+0,43= 0,02 boMadi.

Umuman, ehtimolligi p ga teng A hodisaning n marta o tkazilgan
erkli sinashda m marta ro 3 berish ehtimolligi png"-m ga teng bo ladi,
bunda g = 1- p.

286



Teorema. A hodisaning ehtimolligi p ga teng va bu hodisaning
n marta takrorlangan erkli sinashda m marta roy berish ehtimolligi
P bo Isin. U holda

Pmn ~ C™p mgq n~m D
Bernulliformulasi o iinli bo ladi.

Isbot. n marta ©tkazilgan erkli sinashlardan m tasida 4 hodisa
ro‘y_bersin. Sinashlaming har bir shunday natijasi m ta /1 harfi va n-m
ta 4 harfidan tuzilgan takrorli o‘rin almashtirishlar bo‘ladi. Lekin
ularning umumiy soni

{m+n-m)\ nl

ga, bitta o ‘rin almashtirishning ehtimolligi esa p"'q """'ga teng boMadi.
Shunga ko‘ra va bunday o ‘rin almashtirishlarjuft-jufti bilan birgalikda
boMmaganligidan izlanayotgan ehtimollik (1) tenglik ko‘rinishida
boMadi.

2-misol. Tanga n= 100 marta tashlanganda «G» (gerb) tomoni
bilan m = 8 marta tushish ehtimolligini topamiz.

Yechish. Bir marta tashlanganda «G» tomoni bilan tushish

ehtimolligi p ="%a teng. U holda ¢ =1- p =k boMadi va (1) formula

bo‘yicha
A Uh _100-99-98 97-96-95 94-93 J m 22
50 0 1-2-34-5-6-7-8 210 '
Mashgqlar

9.56. 1) (1) formuladan foydalanib, &= 5, /u=2 va /?=0,2 holi
uchun Pmmehtimollik qiymatini toping.

2) 0 ‘yin kubi 20 marta tashlanganda «1» ochkoning 5 martadan
ortiq tushmaslik ehtimolligini toping.

9.57. 0 ‘yin kubi 12 marta tashlanganda 3 ga karrali ochkolarning
(ragamlarning) uch martadan ko‘p, lekin 6 martadan kam tushish
ehtimolligini toping.

9.58. Sakkiz asbobdan har birining buzilish ehtimolligi 0,7 ga teng:

1) rosa uch asbobning buzilish ehtimolligini toping;

2) asboblaming hammasining buzilish ehtimolligini toping;

3) hech bir asbobning buzilmaslik ehtimolligini toping.

9.59. Sinashda 4 hodisaning ro‘y berish ehtimolligi 0,2 ga teng.
Sinash 6 marta takrorlangan. 4 hodisaning ko‘pi bilan uch marta
ro‘y berish ehtimolligini toping.



9.60. A hodisa 0,2 ehtimollik bilan ro‘y beradi. Sinash 10 marta
mustaqil ravishda takrorlangan. Shu jarayonda 4 hodisaning:

1) rosa uch marta;

2) ko‘pi bilan uch marta;

3) uchtadan ko‘p marta;

4) hech boMmasa 1 marta, lekin ko‘pi bilan 5 marta ro‘y berishi-
ning ehtimolliklarini toping.

4. Geometrik ehtimolliklar. Ehtimollik nazariyasida shunday
masalalar uchraydiki, ular hatto mazmunan sodda bo°‘lsa-da, ularni
yechishda yuqorida keltirilgan mulohazalar va formulalardan
foydalanish yo noqulay, yoki uning iloji boMmaydi. Kvadratga
tashlangan nuqtaning unga ichki chizilgan doiraga tasodifan tushish
ehtimolligini topish bunga oddiy bir misol. Bunday hollarda ba’zan
'ehtimollikninggeometrik ta rifi, ya’ni hodisa ehtimolligini hisoblashning
geometrik usulidan foydalanish mumkin. Geometrik ehtimollik quyida-
gicha ta’riflanadi: biror kesmaga (yuzaga yoki hajmga ega boMgan
biror geometrik shakl ichiga) nuqta tasodifan tashlangan. Shu nuqta
kesmaning (geometrik shaklning) biror gismiga tushish ehtimolligi deb,
qism uzunligining (yuzining, hajmining) kesma uzunligiga (shakl
yuziga, hajmiga) nisbatiga aytiladi. Agar qism bir necha boMakdan
iborat boMsa, bu boMaklar uzunliklarining (yuzlarining, hajmlarining)
yig‘indisi olinadi. Geometrik ehtimollik oldingi bandlarda kiritilgan
ehtimollikka o ‘xshash. Masalan, 1) nuqtaning berilgan geometrik shakl
ichiga tushish ehtimolligi 1 ga teng, uning qismi uchun esa bu
ehtimollik 1 dan kichik; 2) agar X \» Y qismlar umumiy nuqtalarga

ega boMmasa (kesishmasa), P{X\J ¥) = P(X) + P(Y) boMadi. Shuning-
dek, boshqa tushunchalar, qo‘shish va ko‘paytirish, toMa ehtimollik
va Bayes formulalari geometrik ehtimollik uchun ham o ‘rinli.

l-misol. Radiusi R boMgan doira ichiga radiusi » boMgan kichik
doira chizilgan. Katta doiraga tasodifan tashlangan nuqtaning kichik
doiraga tushish ehtimolligini topamiz.

Yechish. A4 - «tasodifan tashlangan nuqta kichik doiraga tushdi»
hodisasining ehtimolligi kichik va katta doiralar yuzlari nisbatiga teng:

2-misol. Nuqta oMchamlari 3 dm, 4 dm, 5 dm boMgan to ‘g‘ri
parallelepiped ichiga tashlangan.Nuqtaning parallelepiped ichidagi
tomonlari 1 dm boMgan kub ichiga tasodifan tushish ehtimolligini
topamiz.
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Yechish. A - «nuqta kub ichiga tushdi» hodisasi boMsin. Sinash
natijalariga mos nuqtalar parallelepiped ichida tekis taqsimlangan
boMsin. U holda 4 hodisaning ro‘y berish ehtimolligi kubning oMcha-
miga proporsional va P(4) =" kb boMadi. Bizda K =1 dm3

u

' paral.

Kara,=3 ¢4 «5=60 dm3. U holda P(4) =~ =0,017 boMadi.

9.61. Geometrik ehtimollik hodisa ehtimolligining ushbu asosiy
xossalariga ega ekanini tushuntiring: 1) har qanday 4 hodisa uchun
0 < P(4) < 1boMadi; 2) P(60= 1, P(0) =0; 3) agar AII5 =0 boMsa,
P(A\JB) = P{A) + P{B) boMadi.

9.62. Minalar to‘g‘ri chiziq bo‘ylab har 10 m da qo‘yib chiqilgan.
Kengligi 3 m boMgan tank shu to‘g‘ri chiziqqa pedenblkular kelmoqda.
Uning portlab ketish ehtimolligi qanday?

9.63. Rradiusli aylanada 4 nuqta belgilangan. Aylanaga tavakkaliga
tashlangan B nuqta uchun 4B= R/2 boMib qolish ehtimolligini toping.

9.64. Doira ichiga teng yonli to ‘g‘ri burchakli uchburchak chizilgan.
Doiraga tavakkaliga tashlangan nuqtaning uchburchakka tushish
ehtimolligini toping.

9.65. 9.64-masalani doira ichiga muntazam uchburchak chizilgan
hoi uchun yeching.

9.66. Radiusi R ga teng doira ichiga kvadrat chizilgan. Doiraga
tavakkaliga tashlangan ikki nuqtaning kvadratga tushish ehtimolligi-
ni toping.

9.67. x vay haqiqiy sonlar |x| <4, \y1<6 boMish sharti bilan tavak-
kaliga tanlandi. Bu ikkala sonning musbat boMish ehtimolligini toping.

9.68. Kub ichiga shar chizilgan. Kubga tavakkaliga tashlangan
nuqtaning sharga tushish ehtimolligini toping.

9.69. Shar ichiga tetraedr chizilgan. Tavakkaliga shar ichiga
tashlangan nuqtaning tetraedr ichiga tushish ehtimolligini toping.

3-§. Matematik statistika elementlari

1. BoshlangMch ma’lumotlar. Birgina kuzatish (tajriba, sinash)
ham tekshirilayotgan obyekt haqida bir qancha maMumot berishi
mumkin. Lekin u ko‘p sonli hodisalaming tabiatini toMaroq ochish
va xulosalar chiqarishga yetarli boMa olmaydi: tajriba bir xil sharoit
va shartlarda ko‘p marta takror oMkazilishi kerak. So‘ng topilgan
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natijalaming o'rtacha gqiymati hisoblanadi, o‘rtacha qiymatning
haqiqatga qanchalik yaqinligi, ya’'ni aniqligi qaralayotgan obyektdagi
ayrim belgilarning o zgaruvchanlik darajasi va boshqa belgilar bilan
aniqlanadi. Endi to‘plangan sonli ma’lumotni matematik ishlash zarur
bo‘ladi. Uning umumiy usullarini matematikaning sohalaridan
matematik statistika beradi (inglizcha statistic, lotincha status - holat).
Undan fizika, kimyo, biologiya, muhandislik, astronomiya,
iqtisodiyot va boshqa sohalarda, xususan, detallarni ishlashda
texnologik jarayon rejimini aniqlash, ishlab chiqarishni rejalashtirish,
miqdoriy belgilar orasida mavjud bogManishlarning ifodalarini (empirik
formulalarni) tuzish kabilarda foydalaniladi. Matematik statistika
hisoblashlarida ehtimollik nazariyasi keng qo ‘llaniladi.

2. Arifmetik o‘rtacha qiymat va o ‘rta kvadratik chetlanish. Mate-
matik statistika hodisalarni fagat ma’lumotlar orqali izohlaydi. Ma’lu-
motni matematik ishlashdan kuzatilgan asosiy maqsad o ‘lchanayotgan
X kattalik qabul qilgan x. tasodifiy (empirik) qiymatlarning x arif-
metik o'rtacha qiymati va a kvadratik o rta chetlanishni (xatolikni),
shuningdek, boshqa zarur belgilarni, jumladan, har qaysi x(qiymat-
ning nisbiy takror!anishinl aniqlashdan iborat. 0 ‘rta kvadratik chetlanish
tajribada topilgan x. qiymatlarning o ‘rtacha qiymatdan qanchalik yaqin-
uzoq, uning atrofida qanchalik zich joylashganligini xarakterlaydi.
Masalan, o qancha kichik bo‘lsa, x. qiymatlar x o ‘rtacha qiymat
atrofida shunchalik zich joylashgan boMadi, bu esa xjqiymatlar x
izlanayotgan aniq qiymatga yaqin ekanini, oMchashlar aniqroq
bajarilganini ko‘rsatadi. Demak, a = 0 da x = o arifmetik o ‘rtacha
qiymat X ning anig qiymati boMadi.

X miqdor » marta mustaqil ravishda oMchangan, natijada uning
X, qiymati /7, marta, x2 qiymati n2marta, ..., x* qiymati nk marta,
jami x xil empirik qiymati »* +n2+ .. +nk=n , k< n marta ro'y
bergan bo'lsin, bunda n. son x. qiymatning takrorlanish soni. U holda:

1) arifmetik o'rtacha qiymat:

A,X,+ ANX2+...+a” a

5 '
n A

2) x. qiymatlarning x arifmetik o'rtacha qiymatdan e, =x, - x , e2
=x2- X, .., ek=xk- x chetlanishlari, so'ng a o'rta kvadratik

chetlanish taqriban hisoblanadi, bunda agar oMchashlar bir necha
marta takrorlangan, ya’ni n qiymati kichik boMsa,

2 nrf+aN+"+nN
/1-1 ’ non



ko‘p sonli takror o‘lchashlarda, ya’ni » ning katta qiymatlarida:

2 ACHAle2+- +ses zn, X

° nOTT) . 2 >

3) x qiymatning nisbiy takrorlanishi (kasr son yoki % larda):

= : 3)

Tajriba jarayonida biror x. qiymat ro‘y bergan boMmasa, ya’ni
/7= 0 bo‘lsa, uning takrorlanishi ~(x.) =0, barcha natijalar faqat shu
giymatdan iborat bo‘Isa, uning takrorlanishi W¢= 1 boMadi, shu ja-
rayonda X dan boshqa giymatlar ham hosil boMgan boMsa, 0 < [[]x) <1
boMadi. Umuman, 0 < [[[x) <1 ga ega boMamiz.

3. Taqsimot jadvali, gistogramma, poligon. Ko‘pincha tajriba
jarayonida turli qiymatga ega sonlar ketma-ketligi hosil boMadi.
Hisoblashlarni ixcham va tartib bilan bajarish maqsadida qiymatlarni
o ‘sib borish tartibida joylashtiriladi, ya’ni empirik tagsimot ko ‘rinishida
yoziladi. Bu n son katta boMganda juda qulay boMadi. Shu maqsadda:

1) barcha x, qiymatlar o°‘sib borish tartibida joylashtiriladi. Bu
giymatlar juda ko‘p boMsa, ular ichidan ixtiyoriy ajratib olinganlari -
variantalar tartiblanadi. Variantalar n ta boMsin;

2) taqsimot kengligi, ya’ni eng katta va eng kichik qiymatli va-
riantalar xmax- xnmmayirmasi topiladi, ularning oraligM teng uzunlikka
ega boMgan N ta intervalga ajratiladi va intervallarning X uzunligi
hisoblanadi:

max

Jami variantalar soni n ta boMsa, intervallar soni N quyidagicha
olinishi mumkin:

n N
25-40 5-6
40-60 6-7
60-100 7-10
100-200 10-12
200 va undan ortiq 12- 20;

3) har bir intervalga nechta (n) varianta to‘g‘ri kelishi (ya’ni x.

hodisaning ro‘y berishlar soni) aniqlanadi va [Vi =" nisbiy

takrorlanish hisoblanadi. Barcha ma’lumot jadvalga yozib boriladi.
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Bu jadval intervallar uzunligi bilan takrorlanishlar orasidagi bog‘-
lanish, ya’ni tasodifiy miqdorning empirik tagsimotini ifodalaydi.

4) ayoniylik uchun jadval grafik usulda, jumladan, poligon yoki
gistogramma ko ‘rinishida beriladi.

Poligon: abssissa (tasodifiy qiymatlar) o‘qining (xnax, xmin) qismi
uzunliklari bir xil ( X) boMgan Nta intervalga ajratiladi, intervallar-
ning o ‘rtalarida n(yoki F ga proporsional ordinatalar o ‘tkaziladi
va uchlari to‘g‘ri chiziqlar bilan tutashtiriladi. Siniq chiziq hosil
bo‘ladi (IX.2-rasm).

Gistogramma: absissa o°‘qida ajratilgan har bir interval ustiga

ye.
balandliklari n., yoki boNgan to‘g‘ri to ‘rtburchaklar yasaladi.
(yunoncha histos - mato, polygonos — ko‘pburchak) (IX.3-rasm).
I-misol. Uyumdan tavakkaliga ketma-ket 30 qism paxta olinib,

ulardagi tolaning X uzunligi oMchangan va ushbu x\, /=1 30, (sm
larda) qiymatlar topilgan: 2,11; 2,10; 2,12; 2,13; 2,09; 2,18; 2,10;
2,20; 2,11; 2,26; 2,17; 2,26; 2,10; 2,24; 2,13; 2,12; 2,27; 2,12; 2,16;
2,19; 2,26; 2,25; 2,18; 2,22; 2,24; 2,28; 2,17; 2,21; 2,23; 2,21. Tolaning
X uzunligi olrtacha qiymatini topamiz va uning aniqligini baholaymiz.

I-misolga qaytaylik. Unda xnma<= 2,28, xmire 2,09, z# =30, W=15,

X=(2,28 - 2,09) : 5=0,038, Xuchun 0,03 ni olamiz.

Inter- Interval Hodisalar Nisbiy takrorlanish,
val Ne chcgaralari soni, n. W,-njn
1 2,09-2,12 9 9/30=0,3
2 2,13-2,16 3 0,1
3 2,17-2,20 6 0,2 1
4 2,21-2,24 6 0,2
5 2,25-2,28 6 0,2
Jami: 30 1,0

2-misol. Tayyorlangan ko‘p sonli valiklardan ixtiyoriy 200 tasi
olinib, diametrlarining belgilangan oMchamdan e. chetlanishlari
tekshirilgan va bu chetlanishlar-20 mk dan +30 mk gachajami 78 xil
giymatga ega ekanligi aniqlangan. Chetlanishlarning empirik jadvalini
tuzamiz, poligon va gistogrammasini yasaymiz (chetlanishlar
intervallarga taqsimlangan holda jadvalda keltirilgan).
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Yechish: 1) e. chetlanishlar tagsimot jadvali quyidagicha boMadi:

Inter- Interval Interval Takror- Nisbiy
val chegaralari o'rtasi lanish takrorlanish

1 -20 dan -15 gacha -17,5 7 0,035

2 -15 dan -10 gacha -12,5 11 0,055

3 -10 dan -5 gacha -7.,5 15 0,075

4 -5 dan 0 gacha -2,5 24 0,120

5 0 dan 5 gacha +2,5 49 0,245

6 5 dan 10 gacha +7,5 41 0,205

7 10 dan 15 gacha +12,5 26 0,130

8 15 dan 20 gacha +17,5 17 0,035

9 20 dan 25 gacha +22.5 7 0,035

10 25 dan 30 gacha +27,5 3 0,015

Jami: 200 1,000

2) 200 valikning tashqi diametrlari chetlanishlari bo‘yicha
tagsimlanish poligoni va gistogrammasi quyidagi chizmalarda
tasvirlangan (IX.2-rasm, IX.3-rasm):

n 7 mk
0,05 -
0 15 20 -20-15-10-5C 5 10 152025 30 e. mk
IX.2-rasm. 200 valikning tashqi IX.3-rasm. 200 valikning diametrlari
diametrlari bo‘yicha tagqsimot bo'yicha tagsimot gistogrammasi.

poligoni.

4. Bosh to‘plam, tanlanma to‘plam. x ning qabul qilishi mumkin
boMgan barcha qiymatlari to‘plami bosh toplam, bosh to‘plamdan
ixtiyoriy tartibda ajratib olingan » ta qiymatdan iborat to‘plamni
tanlanma toplam deb ataladi.

293



Ko‘p sonli tajribalarda olingan sonli ma’lumotlar bosh to‘plami
va tanlanmaning arifmetik o'rtacha qiymati haqiqatda bir xil boMadi.
Arifmetik o'rtacha qiymatdan e(chetlanishlarning algebraik yig'indisi
nolga teng va istalgan x0 sonning a. chetlanishlari algebraik yig'in-
disining absolut qiymatidan kichik:
Xe,. = X(*z-x) =0, Ze, <|I(x-x0)=]Ia,]. )
Haqiqatan ham:

£, =X, - X a, =x, - x0
e2=x2-x a2=x2-x0
+ +
XE =nx —nx =0, =nx - nx0=n(x - x0), |[Xa,|>0;
ler1Xa.-1

(2) tenglikka qaraganda arifmetik o'rtacha qiymatning e o'rtacha
xatoligi nolga tengdir. Bu tenglik eng kichik chetlanishlar prinsipini
ifodalaydi. Undan amaliy hisoblashlarda keng foydalaniladi.

3-miso 1. Bir maydondagi ekin tuplarining X soni besh marta
takror sanalib, birinchi marta 7706 ta, so'ng 7721, 7687, 7688, 7718 ta
hisoblangan. X ning x taqribiy qiymati va undan e chetlanishlarni
topamiz.

Yechish. x =(7706+7721 + 7687 + 7688 +7718) : 5="7704;

e, =7706- 7704 =+2; ~ =7721- 7704 =+17; e3=7687 - 7704 =-17;

e4=7688-7704=-16; e,=7718-7704=+14; & =2+17-17-16+14 =0

Agar x ning qiymati sifatida x emas, balki x lardan ixtiyoriy biri
olinganda, chetlanishlar (xatolik) ko'payib ketadi. Masalan, shu maq-
sadda x2qabul qilinsa, chetlanishlar va o'rtacha xatolik quyidagicha
bo'ladi:

a,=7706 -7721 =-15; a2=7721-7721 =0; a3=7687-7721 =-34;

aa=7688 -7721 =-33; a,5=7718 -7721=-3; 5 = ==|55 =_17

n
Eng kichik kvadratlar prinsipi: x arifmetik o'rta qiymatdan T
chetlanishlar kvadratlarining yig'indisi ixtiyoriy x0 qiymatdan a
chetlanishlar kvadratlarining yig'indisidan kichik:
(3)
Bu prinsip amaliy hisoblashlarda keng qo'llaniladi.
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4-misol. 3-misol shartlaridan foydalanib, x va x2larga nisba-
tan (3) tengsizlikning to‘g‘riligini tekshirib ko ‘ramiz.

Yechish. lej =(+2)2+(+17)2+(-17)2+(-15)2+(+14)2 = 1034;
X<x2 = (-15)2+ Q2 + (-34)2+ (-33)2+ (-3)2=2479; Ze2<1 a2

0 ‘rtacha kvadratik xatolikning % larda hisoblangan
o= § 100% 4)

nisbiy kattaligi x tasodifiy miqdorning variatsiya koeffitsiyenti deyiladi.

5-miso 1. Bir detaining /(sm) uzunligi ikki xil asbob bilan besh
martadan oMchanib, quyidagi natijalar olingan:

I asbob bilan: /=12,9; 12,8; 12,9; 12,9; 12,8;
II asbob bilan: /=12,6; 12,8; 13,1; 12.8; 13,2.
Detaining /' taqribiy uzunligi, o‘rtacha va o ‘rta kvadratik xatoligi

hisoblansin. Qaysi asbob bilan aniqroq natija olingan?
Yechish. Iasbob bilan:

/ =64,3:5 = 12,86 (sm), - =30,04+2(-0,06) _ 0"

a,,=J3004!+1-°""E =0,057, m =5 " m00% - 0,43%.

IT asbob bilan:

7=64,5:5=12,9 (sm), B=-°3-2Qj+02- 3=0,
/(-0,3)s+2 0,1+0,2> +0,3> . 0fw
0/, =ya remeeee? 0,236, to,, = 1,8%.

Birinchi asbob bilan topilgan qiymatlar o‘rtacha qiymat atrofida
zichroq joylashgan (IX.4-rasm). Demak, I asbobning aniqligi katta.

I asbob bilan topilgan natijalaming

12,8 12,9 joylanishi.
II asbob bilan topilgan natijalaming
128 128 13,1 13,2 joylanishi.

IX.4-rasm.



9.70. 60 ta zotli sovligning har biridan (3 yilda) quyidagicha
qo‘zi olingan:

54624633545452454264
4 3543544547645435443
45544345416547546456
Tasodifiy miqdorning tagqsimot jadvalini, taqsimot gistogrammasi va
poligonini yasang.
9.71. (3 burchak 10 marta takror o‘lchanib, quyidagi natijalar
olingan:

65036'12", 65036'00", 65°35'58", 65°36,04,/, 65036'06",

65°36/09,/, 6376'03", 65°36/08", 65°35'54", 65036,02,,.
p o‘rtacha qiymatni va uning o( (3) o‘rta kvadratik xatoligini
toping.

9.72. Zarrachaning m massasini aniqlash maqsadida u 20 marta
takror oMchangan va ushbu natijalar olingan:

4,781 4,779 4,782 4,771 4,764 4,795 4,7754,767 4,789 4,778
4,769 4,772 4,764 4,772 4,791 4,792 4,791 4,774 4,789 4,776

Massaning taqribiy qiymatini toping va aniqligini baholang.

9.73. Tekshirishda 18 ta kasallangan qo‘ylar qonida leykotsitlar
soni (1 mm3da ming dona) quyidagicha boMgan:

14,4, 16,8; 16,4; 22,1; 15,2; 23,8; 15,4; 18,9; 24.,6;

11,8; 15,6; 17,8; 16,8; 19,6; 22,8; 17,2;20,6; 18.8.
Qo‘ylarda o‘rta hisobda leykotsitlar soni qancha boMgan va uning
aniqligini baholang, grafik tasvirini bering.

Takrorlashga doir mashgqlar

9.74. Ikkita o ‘yin kubi tashlangan. Tushgan ochkolar (sonlar) yigMn-
disining 8 ga teng boMishi ehtimollirogmi yoki 10 ga teng boMishimi?

9.75. Xaltada 1, 2, 3, ..., 9 sonlari bilan belgilangan 9 ta bir xil
shar bor. Xaltadan tavakkaliga uchta shar ketma-ket olinadi va
sharchalarning nomeri tartib bilan yozib qo ‘yiladi (olingan sharchalar
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xaltaga qaytarilmaydi). Shu jarayonda 171 va 197 sonlarining paydo
bo‘lish ehtimolliklarini toping.

9.76. Xaltada 1 dan 9 gacha sonlar bilan raqgamlangan 9 ta bir xil
sharcha bor. Tavakkaliga 6 sharcha olingan va olinish tartibida tizilgan.
Agar: 1) sharchalar olingandan so‘ng yana xaltachaga qaytarib solinsa;
2) qaytarib solinmasa, 374521 sonining tizilish ehtimolligini toping.

9.77. «Parallelogramm» so‘zidagi harflar qirqib olinib, har qaysi
harf bitta sharchaga yopishtirilgan va bu sharchalar bir xaltaga solib
aralashtirilgan. So‘ng xaltadan sharchalar tavakkaliga ketma-ket olindi.
0 ‘sha so‘zning qaytadan paydo bo‘lish ehtimolligini toping.

9.78. Xaltada «a», «b», «d», «e», «» harflari bilan belgilangan 5 ta
sharcha bor. Unda tavakkaliga ketma-ket uch sharcha olinib, har
safar ularning harfi yozib olingandan so‘ng xaltaga qaytarib solinadi.
Shu jarayonda birorta ham harfning ikki marta takrorlanmaslik
ehtimolligini toping.

9.79. 9.78-mashq shartlarida tuzilayotgan yozuvda hech qaysi ikki
qo‘shni o‘rinda bir xil harf bo‘lmaslik ehtimolligini toping.

9.80. Qutidagijami 11 ta lotereya biletidan 6 tasi yutuqli. Qutidan
tavakkaliga olingan 3 ta biletning yutuqli boMish ehtimolligini toping.

9.81. «Matematika» so‘zining harflari yozilgan kartochkalar
ixtiyoriy tartibda tizilgan. Bunda uchta «a» harfining qatorasiga
joylashish ehtimolligini toping.

9.82. «Lola» so‘zidagi harflar oldin qirqilgan, so‘ng ular tavak-
kaliga bir qatorga tizilgan. Shu so‘zning qaytadan hosil boMish
ehtimolligini toping.

9.83. Qutida 30 ta shar boMib, ulardan 20 tasi oq, 10 tasi qora.

Tavakkaliga: 1) oq sharni; 2) qora sharni; 3) har xil rangli ikki
sharni qutidan chiqarish ehtimolliklarini toping.

9.84. Qutida 15 ta yashil, 12 ta qizil va 8 ta ko‘k shar bor. Ular
ichidan tavakkaliga: 1) 3 ta yashil, 2 ta qizil, 3 ta ko‘k sharni olish;
2) 1 ta yashil, 5 ta qizil va 2 ta ko‘k sharni olish ehtimolliklarini
toping.

9.85. Uch otishdan hech boMmasa birining nishonga tegish
ehtimolligi /7= 0,8. Bir otishda nishonga tegish ehtimolligini toping.

9.86. Obyektni yo‘q gilish uchun bir bombaning nishonga tegishi
yetarli. To‘rt bombadan har birining obyektga tegish ehtimolligi mos
ravishda 0,2; 0,3; 0,4; 0,5 ga teng. Hech boMmasa bitta bombaning
obyektga tegish ehtimolligini toping.



9.87. Bir otishda nishonga tegish ehtimolligi 0,6 ga teng. Besh
marta bogMigsiz ravishda otish boMgan. Hech boMmasa ikkita o ‘qning
nishonga tegish ehtimolligini toping.

9.88. Do‘konda to‘rt turdagi a, b, d, e nomli konfetlar sotiladi.
0 ‘nta konfetni necha xil usul bilan tanlash mumkin? Tanlangan
o‘nta konfetning hammasi 1-tur boMishi ehtimolligini toping.

9.89. Bemorda ikkita #, va # 2kasallikdan biri boMishi mumKin,
deb gumon qilinadi. Gumonlarning o‘rinli boMish ehtimolliklari
/?2(/1,) = 0,6, p(//2) = 0,4. Tashxis qo ‘yish maqgsadida qilingan analiz
natijasida reaksiya ijobiy yoki salbiy boMishi mumkin. H{holda reak-
siya ijobiy boMish ehtimolligi 0,9 ga, H2uchun esa 0,5 ga teng. Analiz
ikki marta oMkazilgan va ikki marta ham reaksiya salbiy boMib chiqqan
(4 hodisa). Har bir kasallikning ehtimolligini toping.

9.90. Telefon orqgali so‘zlashuv navbatida 5 chaqiriq bor. Har bir
chaqiriqda so‘zlashuv ehtimolligi 0,8 ga teng. Ikkitadan ortiq
so'zlashuv boMish ehtimolligini toping.

9.91. 770 soni 2, 5, 7, 11 dan iborat tub boMuvchilarga ega. 770
soni 1va 770 ning o‘zi bilan birgalikda qancha boMuvchiga ega? 770
sonining tavakkaliga olingan boMuvchisi tub sondan iborat boMish
ehtimolligini toping.

9.92. 9.91-masalada qaralayotgan son 2210 boMsa-chi?
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X BOB

CHIZIQLI ALGEBRA
ELEMENTLARI

1-§. Matritsalar va determinantlar

1. Matritsalar. Hozirgi paytda fanning ko‘plab sohalari (hisoblash

matematikasi, fizika, iqtisodiyot va h. k.) da o‘zining keng tatbiq-
larini topayotgan matritsalar nazariyasi elementlari bilan tanishamiz.

Matritsa deb, biror tartibda joylashtirilgan sonlarning to ‘g ri to ‘rt-
burchak ko ‘rinishidagi jadvaliga aytiladi. Bu sonlar shu matritsaning
elementlari deyiladi. Odatda matritsalar qavs yoki ikkita vertikal chiziq
ichiga olib yoziladi. Masalan, 20 dan kichik barcha tub sonlardan
quyidagi matritsani tuzish mumkin:

Bu matritsa 2 ta satr va 4 ta ustundan iborat bo‘lganligi uchun
2x4 o Ichamli matritsa deyiladi.

Umuman, m ta satr va n ta ustunli to‘g‘ri to ‘rtburchakli matritsa
m ta satr va n ta ustunli matritsa yoki mxn o Ichamli matritsa deb ataladi.

nxn oMchamli matritsa kvadrat matritsa, n son esa shu kvadrat
matritsaning fartibi deyiladi. Masalan, bir xonali natural sonlardan
tuzilgan 3x3 o ‘Ichamli

12 3N
4 5 6
7 809

matritsa uchinchi tartibli kvadrat matritsa, bir xonali juft natural
sonlardan tuzilgan 2x2 o ‘Ichamli

matritsa ikkinchi tartibli kvadrat matritsa, bitta sondan tuzilgan (15)
matritsa esa birinchi tartibli kvadrat matritsa&w.

Ba’zan faqat bitta satrga (ustunga) ega bo‘lgan matritsalar bilan
ham ish ko'rishga to‘g‘ri keladi. Bunday matritsalar satr-matritsalar
{ustun-matritsalar) deyiladi. Masalan, 1x5 o‘lchamli

(3 V2 7 0 V2)
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matritsa satr-matritsa, 3x1 oMchamli

rvin
7

matritsa esa ustun-matritsa boMadi.

Matritsani umumiy holda yozish uchun uning elementlari ikkita
indeksli biror harfbilan, masalan, a., bilan belgilanadi; bunda birinchi
indeks mazkur element turgan satr nomerini, ikkinchi indeks esa
ustun nomerini ko‘rsatadi. Masalan, 4x5 oMchamli matritsa umumiy
holda quyidagicha yoziladi:

Ba’zan matritsa bitta harforqali belgilanadi. Masalan, elementlari
" .
ali =1, 2,y=1, 2) boMgan ™ e atritsani J7 harfi bilan,
a2 °x2
fAl  "M2 M3IT
elementlari bu boMgan x| ~p ~3 matritsani esa fi harfi bilan

N X
belgilasak: vl 2 s

A= bl

21 21
1731
ko‘rinishda boMadi.
mxn oMchamli ikkita 4 \a B matritsaning mos elementlari teng,
yani a =bu (z=1, 2, ..., m, j =1, 2, ..., zz) boMsa, 4 va B
matritsalar teng deyiladi va >l =" ko‘rinishda belgilanadi. Masalan,

4 5 I [4 A i)
12 8, 1 2 34.
\'% 3/

Har ganday matritsalar uchun «kichik», «katta» munosabatlari,
shuningdek, har xil oMchamli matritsalar uchun «tenglik» munosabati
ma’noga ega emas.
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Umuman, matritsalardan turli hisoblashlarni bajarishda foydala-
niladi. Xususan, ular ustida turli almashtirishlarni bajarish orqali
tenglamalar sistemalarini nisbatan oson yechish mumkin. Bu haqda
keyinroq to ‘xtalamiz.

Endi matritsalar ustida bajariladigan amallar bilan tanishamiz.

Matritsalarni qo $hish. Har xil o ‘lchamli matritsalar uchun qo ‘shish
amali aniqlanmaydi. Bir xil mxn oMchamli ikkita 4 \a B matritsalar-
ning yig‘indisi deb, elementlari 4 \a B matritsalar mos elementlari
yig‘indisiga teng bo‘lgan mxn o ‘lchamli matritsaga aytiladi.

. -1 - 2) . e
l-miso I. 4 = p va 5 = s 4 matritsalar yig‘indisini
topamiz.

S 4 S 4] (S5 4T 10 0,

vt va 5 matritsalarni qo'shish natijasida barcha elementlari 0 ga
teng bo ‘lgan matritsa hosil bo‘ldi.

Barcha elementlari nollardan iborat bo ‘lgan matritsa nol-matritsa
deyiladi va O harfi bilan belgilanadi:

o 0 0 .. 0)
0 0 0 .. 0

Yechish. A+B=

0 =

0 0 0 0

mxn oMchamli nol-matritsa bilan mxn oMchamli har qanday
A matritsaning yigMndisi 4 matritsaga teng:

A+0=A.

mxn oMchamli har qanday 4 matritsaning har bir elementini
unga qarama-qarshi songa almashtirishdan hosil boMgan matritsa -4
bilan belgilanadi. 4 va -4 matritsalar garama-qarshi matritsalar
deyiladi. Ular uchun JI+ (-JI) = O tenglik o ‘rinlidir.

Bir xil mxn oMchamli JI, 5 va C matritsalar uchun quyidagi
tasdiqlar o ‘rinli:

1) A +B =B +A\

2) A+{B+C)=(4 +B) + C

Matritsalarni qo'shish amaliga nisbatan teskari amal — matritsa-
larni ayirishm qaraymiz. Har biri mxn oMchamli boMgan JI va 5
matritsalar uchun B + C =4 tenglik o ‘rinli boMsa, C matritsaning ¢
elementlari c/y=o/y- butenglik bo‘yicha aniqlanadi. C matritsa 4 \a B
matritsalarning ayirmasi deyiladi \a 4 - B ko‘rinishda belgilanadi.
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. 345 210 3-2 4-1 5-0 1 3 5x
2-misol.
123 345 1-3 2-4 3-5 -2 -2 -2,

Matritsanisonga ko 'paytirish. mxn oMchamli 4 matritsaning hamma
elementlarini cce R songa ko‘paytirishdan hosil boMadigan matritsa 4
matritsaning a songa ko paytmasi deyiladi va a4 yoki Aa ko‘rinishda
belgilanadi.

2) pi 3-2 6)
3 4] [3+3 3-4 12

Matritsani songa ko‘paytirish ta’rifidan va sonlar ustidagi tegishli
amallar xossalaridan har biri mxn oMchamli boMgan 4 \» B matritsalar
hamda har qanday a, (3 haqiqiy sonlar uchun quyidagi tengliklar.
o ‘rinli boMishi kelib chiqadi:

3) (a + pM =ccd + plL;

4) (ccP)JI = a(pJI);

5) a(JI + s) =all + aB,

6) 1<J1 =1JL

Matritsalarni ko'paytirish. \xx oMchamli JI satr-matritsa va kx|
oMchamli B ustun-matritsa berilgan boMsin:

3-miso 1. 3

Jd=(an al2 ... alk), B =

| x k oMchamli JI satr-matritsaning kx| oMchamli B ustun-matritsaga
ko‘paytmasi deb, shu matritsalar mos elementlari ko‘paytmalarining
yigMndisiga teng boMgan 1xI oMchamli matritsaga, ya’ni

AB =aubu +1ti|2°2i+ + aliPkl

songa aytiladi:

(1,, 9,2 ... axk) =4, +02&8+...+0]AT1*

A,
f-4)
4-misol. (2 -3 1) 3 =2 (-4)+(-3)3+11=-16.
v 1/
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mxk o Ichamli A matritsa va kxn o'lchamli B matritsaning, ya’ni
birinchisining ustunlari soni ikkinchisining satrlari soniga teng bo'lgan
A la B matritsalarning xo paytmasi deb, har bir c.. elementi birinchi
ko‘paytuvchining /-satrini ikkinchi ko‘paytuvchining y'-ustuniga
ko‘paytirishdan hosil qilinadigan mxn oMchamli C =4 B matritsaga
aytiladi.

5-misol. A= , B=(1 3 9) bo‘lsa, 4 B la BA matritsa-

larni topamiz.

v 77 13 19' '7 3 9
Yechish. 4B=2 (7 3 9= 27 23 29 =14 6 18
,3-7 3-3 3-9] 2] 9 273

rn
BA=(7 3 9 2 =71 +3-2+9-3=40.
3
6-misol. 72V 1 -2 Tel+2e(-3) Te(-2)+2-7
3 1-3 7 B-1+1(-3) 3+-2)+1-7
7-misol.

I 2 3> |\ 3 M-1+2-5+3-0 13+2<7+3 T M 20
13 2 5 7 = 1°1+35+2+0 1-3+37+2 1 = 16 26
,0 1 2, [o 1] Os I+ 15+20 0-3+1 7+2-1; ]5 9,

mxn oMchamli 4 va kxp oMchamli B matritsa uchun n¢ x boMsa,
AB ko‘paytma ma’noga ega boMmaydi.

Matritsalarni ko‘paytirish amali o‘rin almashtirish xossasiga ega
emas (5-misol), lekin guruhlash va taqsimot xossalariga ega:

1) A{BC) =(AB)C\

2) {A+ B)C=A4AC+ BC.

Matritsalarni ko ‘paytirish amali bir nechta ko ‘paytuvchilar boMgan
hoi uchun ham o‘rinli boMishi mumkin. Masalan, oMchamlari mos
ravishda mxn, nxk, kxc boMgan 4, B, C matritsalar uchun ABC
ko‘paytma quyidagicha aniqlanadi:

ABC = (4B)C.
Matritsalarni ko‘paytirish amalining aniqlanishidan ko ‘rinadiki,

A matritsani o ‘z-o‘ziga ko‘paytirish amali kvadrat matritsalar
uchungina bajarilishi mumbkin.
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A matritsa n-tartibli kvadrat matritsa boMsin. 4 *4 ... 4 ko‘paytma

K marta
(bu yerda keN, k >\) A matritsaning k-darajasi deyiladi va Akbilan
belgilanadi:

Ak=44:.,4.
K mana
Bundan tashqari, har qanday 4 matritsaning 1-darajasi o ‘ziga
teng deb qabul qilinadi, ya’ni
AX=A.
. _ 11 . . C o o
8-misol. 4= j matritsaning kvadrati (ikkinchi darajasi)
va kubi (uchinchi darajasi)hi topamiz.
11V 11)f 11-11 M+inr 0 2\
-1 ijt-1 1J't-M-11 -11+11J"t-2 0/
02V 1 nr 0-2 0+2) T-2 2)
-2 oJt-1 II™(-2-0 -2+4+o0J"(-2 -2,

Yechish. AI=

A3=42-4 =

Agar ko‘paytuvchilardan biri nol-matritsa bo ‘lib, ko ‘paytma ma’noga
ega boMsa, ko’paytirish natijasida nol-matritsa hosil bo’ladi, lekin
ko’paytmada nol-matritsa hosil bo’lishi uchun ko’paytuvchilar orasida
albatta nol-matritsa mavjud boMishi shart emas. Masalan, nolmas
0 ?)) va 5 = (i (i) matritsalar uchun 4B= O tenglik o ’rinli.

Matritsalarni ko’paytirish amaliga nisbatan teskari amal mavjud
emasligini, ya’ni matritsalar uchun bo’lish amali qaralmasligini eslatib
o’tamiz.

Matritsani transponirlash (lotincha - transponere - o rin almash-
tirib qo'yish). mxn o’lchamli 4 matritsa berilgan bo’lsin:

A=

22 2u
>4 =

V ml m2

A matritsani transponirlash deb, uning satr va ustunlari nomerla-
rini o’zgartirmay, satrlari va ustunlarining o’rnini almashtirib yozishga
aytiladi.

A matritsani transponirlash natijasida nxm o’lchamli matritsa hosil
bo’ladi. Uni 4 r bilan belgilaymiz:
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41 °21 eee aml'

AR 12 e an

Matritsani transponirlash amalining xossalarini keltiramiz:
(ADT=A4\ {4+ B)T=AT+ BT\ (XJ)[=XJI; (4B)T=BT AT

Mashgqlar

10.1. Uchta zavodning har biri beshta har xil turdagi mahsulot
ishlab chiqarayotgan boMsin. /-zavod (/= 1, 2, 3) tomonidan yil
davomida ishlab chiqarilgany-tur (/"= 1, 2, 3, 4, 5) mahsulot miqdo-
rini  bilan belgilaymiz. Zavodlarning yillik ishlab chiqarishi haqidagi
hisobotni 3x5 oMchamli matritsa ko'rinishda yozing.

10.2. Barcha elementlari 1 ga teng boMgan 1x4 oMchamli 4 satr
matritsani va barcha elementlari 0 ga teng boMgan 4x1 oMchamli
B ustun matritsani yozing.

10.3. Birinchi satrida faqat 3 lar, ikkinchi satrida esa faqat 4 lar
turadigan 2x5 oMchamli C matritsani yozing.

10.4. Amallarni bajaring:

H (0 34 5+3 2 1 4);

2) 2 18 9)-(1 4 5 30);

3) 356 7)+4 @8 9 10 11);

4) 2 (1 32 8)-3-(2 3 9 11).

10.5. Barcha elementlari -3 ga teng boMgan uchinchi tartibli
kvadrat matritsa bilan barcha elementlari 4 ga teng boMgan uchinchi
tartibli kvadrat matritsaning yigMndisini toping.

10.6. Qo ‘shishni bajaring:

M 2 3W3 2T
2) 4 56+6 5 4;
789 987
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rl 00 I T2 3 4 5)
12 01 6 7 8 9

3)
345 6 10 11 12 13
789 10 14 15 16 17
M 00 00) fl 00 0 0)
0 00 00 0 10 00

4 0 04 00 +00100
0 00 00 000 10
0 00 04 000 0 1

(I 0-2) . f-3 21,
10.7. Agar 4=3 4 j1va5=1 j 1 4!bo lsa

A +B\ 2)B-A\ 3)2/4+45, 4) 34- 25 ni toping.

10.8. Amallarni bajaring: 3.(| / A (g ~"
10.9. Agar
01 2 "1 2 3N
)/4=3 02, 5=-10 0 va/Md+3C=55;
2 1 3; o o
-112 1 -1 V
2) /4= 0 0 3, 4= 0 0 2 va24+5C=45;
L10 4, 13 4
T 2 3 2 -2 0
= 0 0 0, 5= 3 0 0 va3/4+4C =55 Dbo‘lsa,
3 1 4, k0 1 2

C matritsani toping.

Yechish. 3) 3/4+4C =55 matritsaviy tenglamaning har ikki
tomoniga -3/4 matritsani qo ‘shib, 4 C=55 - 3/4 tenglamaga va bundan,

9
r 7 -16 -9 £7-4 3
4C= 15 0 0 gayoki C= E 0 0 gaegabo‘lamiz.
-9 2 -2, 9 1 1
4 2 2//
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10.10. Agar/l=(0 3 5)va 5 =bo‘lsa, 4 Bva B4 matritsalarni

toping. 1
n
10.11. Agar 4 = 2 va B={ 3 10) bo‘lsa, /15 = BA tenglikni
tekshiring. * ?
f-2 0"
10.12. 1=] ¢ ® qlvaS= 3 2 bo‘lsa, /15 va 5] matritsa-
-1 1
larni toping.
/ fcosa sina) n fcosB sinB) , nx
10.13. /4= ~va 5= (buyerdaae5)
1"sina cosaj Asinp  cospy

matritsalar uchun 4B= BA tenglik bajarilishini ko‘rsating.

10.14. Ko‘paytirishni bajaring:

2 I fl o 5 35 2
D 43 0 2° ) 6 1 3 -4 7
123 T 31 n 10 o
3) 4 5 1 s 4y 2 1 2 0o 1 1
1 2 I J 2 3, °©
A - ro0 (; ] c (0 -é‘ e —Zl’\
sy c64a 1bb ;e - ¢/ ¢
| " -b -d 0 f -e ¢ 0 -a
I {-¢c -e -f 0] d -b a 0
211 x f3 2 2)
7) 2 1
301 ; 8 (0 , «)e
vV 0
. 1 0) . .
10.15. sjvafg= , matritsalar berilgan. 42=-E,

E 2= E tengliklar o ‘rinli ekanligini isbotlang.
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10.16. Amallarni bajaring:
2

) 4)

S W N

1
0
2

S O g
[\)
SN
w
N

2 0
10.17. =11 olya ~ =1j jIbo‘lsa,/13+5 3matritsani toping.

1 1
10.18. D) flx) =2x2- 5x ko‘phad va 4 T { matritsa berilgan.
P(4) =242- 54 ni toping;
2) P(x) =x2- 5x +6 ko‘phad, JI= va £ = A

matritsalar berilgan. P(4) =A2- 54 +6E ni toping.
10.19. /47 matritsani toping, bunda

) 4=02 1) 2) A=1 3) 4=
v3/
fOo 10 0
‘ ° 0010
4 4= 1 11 0 0 0 1
2 -11
0010
fl 2 3 4
fl. 2 3 7
0 12 3
1) A= 4 5 6 8 S) A=
12 3 4
112 0
U P Y 8
2/\
10.20. Matritsani transponirlash amalining xossalarini 4 = 4
va £ =" "] matritsalar misolida tekshirib ko ‘ring.
2. Kvadrat matritsaning determinant! {lotincha «determinansy -

aniglovchi). Biz ikkinchi va uchinchi tartibli determinantlar hamda
ularning asosiy xossalari bilan tanishmiz.
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Bu bandda ixtiyoriy » natural son uchun n- tartibli determinant
tushunchasini aniqlash usulini qarab chiqamiz.
n- tartibli JI kvadrat matritsa berilgan bo ‘Isin:

«  «2 A\
. «2. «22 «2n
4= (D).
«n2 Ay

n=1,n =2, nt=3va/i =4 bo‘lgan hollarni alohida-alohida qarab
chiqaylik:

a) 1= 1boMsin. U holda birinchi tartibli kvadrat matritsaga, ya’ni
au songa egamiz. Bu matritsaning determinanti au songa teng deb
hisoblanadi;

b) 1 =2 bo‘lsa, ikkinchi tartibli

«2

«22

(2)
kvadrat matritsa hosil bo‘ladi. (2) matritsaning determinanti deb,
A /\22 ~ Q:XQZ
by)

songa aytiladi;
d) 1 =3 bo‘lsa, uchinchi tartibli

«l1 «l12 «13
«21 «22 «23 (3)
A3, «32 «33

kvadrat matritsa hosil boMadi. (3) matritsaning determinanti deb,

«l 1«22«33 + «I2«23«31 + «21«32«I3

—IBARGBI — 21 2 3~ 2 23 1

oy a
«31 «32 «
soniga aytiladi;
g) 1 =4 boMsin. U holda to‘rtinchi tartibli
«l. «l12 «l3 «l4
A — «21 «22 «23 «24 (4)
«31 «32 «33 «34
«41 «42 «43 «44 ;

kvadrat matritsaga ega bo‘lamiz.
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Uchinchi tartibli determinantlar yordamida, (4) matritsaga to‘la
aniqlangan son —to'rtinchi tartibli determinant mos qo ‘yilishi mumkin.
Bu quyidagicha amalga oshiriladi.

(4) matritsada ixtiyoriy bir elementni tanlab, shu element turgan
satrni va ustunni o ‘chiramiz. 0 ‘chirilmay qolgan elementlar o ‘zjoyla-
shuvini saqlagan holda, uchinchi tartibli kvadrat matritsa hosil qiladi.
Shu kvadrat matritsaning determinanti tanlangan elementning minori
deyiladi. a., elementning minori M.. ko‘rinishida belgilanadi.

JIU, sonmi (-1);ysoniga ko‘paytirishdan hosil bo‘lgan son au
elementning algebraik to'ldiruvchisi deyiladi va A., bilan belgilanadi.
Ta’rifga ko‘ra

n7=(-1)->myY

5 20 15
) 2 4 8 . . . .
I-misol. | 4 : matritsa berilgan. M8 va 44 ni topamiz.
4 -3

Yechish. a83=9 elementning minorini va algebraik toMdiruvchisini
topish talab qilinmoqda. JI/8 ni topish uchun matritsadagi to ‘rtinchi
satrni va uchinchi ustunni o‘chiramiz:

[5 20 5 15)
4
4
-3
O'chirilmay qolgan elementlardan hosil boMadigan uchinchi tartibli
kvadrat matritsaning determinanti:

5 20 15
2 4 8 =-80.
1 4 7

Bundan M483=-80 va A4i=(-1)43 M4 = 80 hosil qilinadi.
(4) matritsaning determinanti deb, audn +andn +a”A" +aXd X
songa aytiladi. (4) matritsaning determinantini
an °12 <*13 <*14
<*®21 "22 <23 <24
am <*3) <33 <*34

flal gy a3 om

ko‘rinishda belgilaymiz. U to rtinchi tartibli determinant fab ataladi.



Ixtiyoriy 4 kvadrat matritsaning determinanti |4 \yoki det4 ko ‘ri-
nishda belgilanishini eslatib o ‘tamiz.

Ikkinchi tartibli determinantlar xossalari ixtiyoriy w-tartibli (2? > 3)
determinantlar uchun ham o ‘rinlidir. Shu xossalarni keltiramiz.

1. Agar determinantda satrlari mos ustunlari bilan o rin almashtirilsa,
uning qiymati o zgarmaydi, ya’ni

°off al2 e aln )l oni
fll a2 e ax _ 412 a2 anl
anl 512 e an 0, 02,. am
2. Ikki satr (yoki ustun)ning o mini almashtirish natijasida

determinantning ishorasi qarama-qarshi ishoraga o zgaradi, absolut
qiymati esa o zgarmaydi, ya’'ni

au A2 . °f2 O\l e ol
a2l a2 ... a2, 0 a .. o
Q’2 cee  ann an\ On2 L om

3. Ikkita bir xil satrli (yoki ustunli) determinant nolga teng.

4. Satrdagi (yoki ustundagi) barcha elementlarning umumiy ko pay-
tuvchisini determinant belgisidan tashqariga chiqarish mumkin:

4 . A2 On al .« O
o7 a2 e ok _ O] (22 e+ m ok
°n\ °n2 - ® aw anl e Om
5. Agar biror satrning (yoki ustunning) barcha elementlari nolga

teng bo Isa, determinant nolga teng bo ladi.

m 6. Agar determinantning birorsatri (yoki ustuni) elementlariga boshqa
satrning (boshqa ustunning) birxil Slsonga xo paytirilgan mos elementlari
qo Shilsa, determinant o z qiymatini o zgartirmaydi:

On 02 «°* ol 0, tkain (2 o= a,,
02[ D ol 02’1 _ 02, + bOZ’l 02 o 02”

al 02 «°* om o, thkam Qp -



7. Determinantni o zining ixtiyoriy i- satri elementlari bo yicha yoyish
mumkin:
D =anAn +al2An +...+al, Ai,.

5 20 515
. 2 4 4 . . .
2-misol. {4 3 determinantni hisoblaymiz.
0 0 9

Yechish. To‘rtinchi satrda noldan farqli boMgan bitta son turibdi.
Shu sababli determinantni hisoblashda to‘rtinchi satrdan va 7- xos-
sadan foydalanamiz:

5 205 15
20 5 15 55 15
2 44 8 » i
=0 (- 4 4 840 (-)"22 4 8
14 3
4 3 7 13 7
0 09 0
520 15 520 5
+9 (-1)432 4 8 +0 (-1)442 4 4=0+0+9 (-1) (-80)+0=720.
1 4 7 1 4 3

To‘rtinchi tartibli determinant tushunchasi uchinchi tartibli
determinant tushunchasi orqali aniqlandi. Xuddi shu kabi, beshinchi
tartibli determinant tushunchasi to ‘rtinchi tartibli determinant orqali,
oltinchi tartibli determinant esa beshinchi tartibli determinant orqali
va umuman #n- tartibli determinant (;-I)- tartibli determinant orqali
aniglanadi. Bunda elementning minori va algebraik toMdiruvchisi
tushunchalari xuddi n =4 boMgan holdagidek ta’riflanadi.

5 20 515 1
2 44 8 3
3-misol 1 4 3 7 2 determinantni hisoblaymiz.
0 09 01
0 00 0 2

Yechish. Beshinchi satrda nollar va 2 soni turibdi. Shu sababli
beshinchi tartibli determinantni hisoblashda aynan shu satrdan
foydalanish qulaydir:



5 205 15 1

20 5 15
2 44 83
s 4 4 8
4 3 7 2-2.1 =2-720 = 1440.
14 3
0 09 01
0 09

0 00 o0 2

4-misol. Quyidagi determinantni hisoblaymiz:

S1-2 0 1 4
130 6
A= 2 -2 1 4
30 01-2-1

Yechish. Birinchi satrga -1 ga ko‘paytirilgan uchinchi satrni
qo ‘shamiz (6- xossa):

-1+(-2) -2 +2 1+H) 4+H) -3

1 3 0 6 1
A:

2 -2 1 4 2 -2 1 4

3 1 -2 -1 3001 -2 -1

Oxirgi determinantning birinchi satrida uchta nol mavjud, shu sababli
determinantni hisoblashda shu satrdan foydalanish ishni osonlashtiradi:

30 6
A=(-3)-(-D™M-2 1 4 =-3-39=-117
1 -2 -1
Mashgqlar

10.21. Determinantni hisoblang:

. i 2 3 i1

p 38, gy Losina sy 1 4 2 4 6

4 9 sina 1 Lo 3 5 8
9)

10.22. 4 =

S O =
A~ W b

2 matritsa berilgan. |4 |, JI/Rva A n ni toping.
5
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10.23. Determinantni hisoblang:

2 -1 3 -1 12
0o 1 -2 0 2
D 0 2-1 3 2) 12
0-2 0 33
3 111 11 1
13 11 1 2 4
3 1 13 Y 13 10
1 11 1 4 10 20
34 5 6 0123
02-1 3 -1 00
Vbl
59 00 1 -2 4 6) 0 1
00 2 -1 3 0 3
00-20 0 2 4
fl 3 4
10.24. 4 = > Z ]0 matritsa berilgan. Uning birinchi satridan
10 0 0

foydalanib, det4 ni hisoblang.

fl 2 3
10.25. det(AB)=detA mde/i? tenglik o ‘rinli ekanligiga 4 = 0 5 0
7 0 9
fl. 3 0)
va B= 0 0 3 matritsalar misolida ishonch hosil qiling.
1 23

+ +
10.26. " bpan +bq determinantni qo'shiluvchilarga yoyish
cm +dp cn+dg

bilan soddalashtiring.

3. Teskari matritsa.‘//-tartibli kvadrat matritsa

enl
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ning bosh diagonali au, a2V amdagi barcha elementlar 1 ga,
qolgan elementlar esa 0 ga teng bo°‘lsa, bu matritsa birlik matritsa
deyiladi va E harfi bilan belgilanadi. Ushbu

(I 0 0)
« 1™ 0 10
0 0 1

matritsalar mos ravishda ikkinchi va uchinchi tartibli birlik matritsa-
lardir.

Birlik matritsa alohida ahamiyatga ega: istalgan n- tartibli 4 kvadrat
matritsani n tartibli £ birlik matritsaga ko‘paytirish natijasida 4 mat-
ritsaning o ‘zi hosil boMadi, ya’ni AE=4.

Agar «-tartibli JI va 5 kvadrat matritsalaf uchun 4B= E tenglik
o‘rinli bo‘lsa, B matritsa A matritsaga teskari matritsa deyiladi.

Agar B matritsa 4 matritsaga teskari matritsa boMsa, 4 matritsa
B matritsaga teskari matritsa bo‘lishini, ya’ni B4 = E tenglik ham
bajarilishini isbotlash mumkin.

A matritsaga teskari matritsani A~/ bilan belgilash qabul qilingan.

( 2 . 1 -2 . .
= matritsa uchun A4 1= . matritsa teskari

31 -3
matritsadir (qarang, l-band, 6-misol).
Berilgan kvadrat matritsaga teskari matritsani topish algoritmini
quyidagi sxema ko-‘rinishida ifodalaymiz (misol sifatida, uchinchi
tartibli kvadrat matritsani qaraymiz, X. 1-rasmga qarang).

fl 1 -1
I-misol. 4= 2 1 0 matritsaga teskari matritsani topamiz.
[ B

Yechish. Berilgan matritsaning determinantini topamiz:

1 1 -1
Ul=2 1 0 =1+2+1-2=2.
1 -1 |

IA I=2 bo‘lganidan A matritsaga A-1teskari matritsa mavjud. Uni
tuzish maqsadida A matritsa elementlarining algebraik toMdiruvchi-
larini topamiz:

1 1 1 -1

141 '1 3+ .
4, :(—i) _1 1:1, 4, :H)2+l‘_1 vl :09 4’ :(_1) 1 0 =1,
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A

Boshlanishi

0, 2 *B
- D B
3 R *BJ
42 43)
fi= 1, 42 3
u, 42 43]
A'I mavjud emas
a2 1381
Al "2 "R
<Mz I3 I3y
A",:I/I‘S'
Tamom
X.l-rasm.
20, (-1) b-l . 2
_ =-2; =(-1)m =2 = _ =-2;
2-Cne | | T2 42=H)3R,
4(1)+321 4(1)2511 P
3=(-1),#3- =-3; 43=(- =2 =(- =- L
1 -1 5 -1 2; 43 (DW21

Endi /1 matritsadagi har bir elementni uning algebraik toMdiruv-

T -2 -3)
chisi bilan almashtirishdan hosil boMadigan 5=0 2 -2
1 -2 -1
"1 0 I
matritsani tuzamiz va uni transponirlaymiz: B7T= -2 2 -2
-3 -2 -1
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10 1 0

U holda, A4-'"=i-5r=!m -2 2 -2 = -1 1 -1
-3 -2 -1, 301 -

I 2 2

) 1 2 i . L .
2-misol. J=I" matritsaga teskari matritsani topamiz.

Yechish. [/1]= ) 4 =4-4 =0 bo‘lgani uchun berilgan

matritsaga teskari matritsa mavjud emas.

Mashqlar
I

10.27. Agar #=|0 matritsa uchun /4j=ad - be * 0 bo‘lsa, u

holda A~I = rgf d bo ‘lishiga ishonch hosil qiling.
AW-¢ a

10.28. 2 4 6 matritsaga teskari matritsa mavjudmi?

<l 3 Y5y

10.29. Matritsaga teskari matritsani toping:

'3 4 T
1) ﬂ 2) > 3)) 2 3 1;
4 7) 34
a 2 2,
3 -5 7) Vol I~
1 2 -3
1 2 -3 1 1 -1 -1
4H 01 2 ; 5 ;0
o o 0o 1 2 1 -1 -1
0 0 1. I -1 - 1.
10.30. Matritsaviy tenglamadan X matritsani toping (4B+ BA)):
2 3 -3 2
2) X f
1 4
3 4 T "1 2 3 1 2 -3N 3 4 T
3) 23 1JXL=-1 01; 49101 2 =23
5 2 2 yo 0 2y lo 0 1> 15 2 2
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10.31. 4= 1A ]] va N =" matritsalar uchun M5)-|=y" 5-1
bo‘lishini isbotlang.

4. n noma’lumli » ta chiziqli tenglamalar sistemasini matritsalar
yordamida yechish.

4 an
a2 e A
A= s o , Af= 2 , C=
a’l s« ‘m ,Xn, Sn,

matritsalarni qaraymiz. Matritsalarni ko'paytirish qoidasiga ko'ra,

an am: 'OuX, + o[2x2+...4+0,1,,>
AX = a2 an , an ¥ alxx, + tiXx2+...+a2 xn
anl o ) + flx2+...+V ny

matritsaviy tenglik o'rinlidir. Bu yerdan, » noma’lumli » ta

0,,;:, Ttanx2+...‘ainx, =c,
021N +<*2¢2+...+a2nxn =c2 )

NX, tan22+...+tamwxn =c,,

chiziqgli tenglama sistemasini yuqoridagi 4, X, C matritsalar yorda-
mida

AX=C 2)
ko'rinishda yozish mumkinligini ko'ramiz.

(2) tenglama (1) tenglamalar sistemasining matritsaviy yozuvi
deyiladi. Agar M |=0 bo'lsa, (1) tenglamalar sistemasini matritsaviy
usulda yechib boMmaydi.

A 1”0 bo'lsin. U holda A"l matritsa mavjuddir. (2) tenglamaning
har ikki tomonini 4~I ga ko'paytirib,

Ad-14X)=4~'C yoki (4-4)X=4~'C

ni olamiz. A~4 =£va EX=X bo'lgani uchun matritsaviy tenglamaning
yechimini quyidagi ko'rinishda hosil qilamiz:

X=A4-'C. 3)

Bu esa chiziqli tenglamalar sistemasini yechishning yana bir usulidir.
Shu usulning tatbiqiga doir misol qaraymiz.
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Ix +2y + 2z =13,
Misol. <9x +3y +4z =15, tenglamalar sistemasini yechamiz.
Sx +y +3z=\4

Yechish. Berilgan sistemani matritsaviy shaklda yozib olamiz:

7 2 3‘Zx\ T3

9 3 4 y=15
V13, J4j

A=9 3 4 matritsaning determinanti |[/1]=1" 0 bo°‘lgani

x5 1 3,
uchun 4 W matritsa mavjud. Uni tuzamiz:

U holda (3) tenglikka ko‘ra

5 -1 n
ZX X 3 3 132
% 7o 15 = s
3 3
-2 1 1 [MJ v3y

tenglikni olamiz. Demak, x=2, y =-5, z=3.

Mashqlar

10.32. Tenglamalar sistemasini matritsaviy usulda yeching:

3x, - x2=5, Sx +4y +3z =0,
1) - 2x, +x2+x3=0, 2) x+y-z=0,
2x, - X2+ 4x3=15; x+3y-z=0
2X, - X2 - x3 =4, 4x +5y -z =0,
3)  3x, +4x2-2x3=11, 4) x-3y+2z=0,
3x, - 2X2+ 4x3 =15 2x - 9y + 3z =0;
2x - 3y +z =7, 4x, - 3x2+x3=0,
5y xty-z=2 6) 5x, - x2+x3=0,
x +2y- 3z =-1; X, +2x2- 3x3=0;
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2X| +x2- 5x3+x4=8,
X, - 3x2- 6x4 =09,
2x2- X3+4x4 = -5,
X, + 4x2- 7x3+ 6x4 = (0;

, +x2+x3+x4=0,

, T2X2+ 3x3+ 4x4=0,

, +3x2+4+ 6x3+ 10x4 =0,
, +4x2+ 10x3+ 20x4 = 0,

X

X

7) 8) .
X

X, +x2+x3+x4+x5=0,
X, - Xx2+2x3- 2x4+ 3x5=0,

9) X, +x2+4x3+4x4 +9x5=0,
X, - X2+ 8x3- 8x4+27x5=0,
X, +x2+ 16x3+ 16x4 + 81x5 = 0;

X, + 2X2 - 3x3+ 4x4 - x*= -1,

2%, - x2+3x3- 4x4+ 25xs =38,
10) 3x, +x2- x3+2x4- x5=3,

4x, +3x2+4x3+2x4 +2X5= -2,

X, - X2- x3+2xX4- 3x5=-3.

2-§. Chiziqli fazo

1. Chiziqli fazo tushunchasi. Matematika, fizika, mexanikada
shunday obyektlar uchraydiki, ular bir yoki bir nechta haqiqiy son-
larning tartiblangan sistemasi bilan aniqlanadi. Masalan, tekislikdagi
har qanday nuqta o‘zining ikkita koordinatasi bilan, har qanday
vektor o'zining ikkita tashkil etuvchisi (koordinatalari) bilan aniqlanadi.
Agar vektor fazoda berilgan boMsa, u o'zining uchta tashkil etuvchisi
(koordinatalari) bilan xarakterlanadi.

Tekislikdagi vektorlarning eng sodda umumlashmasi n o'lchovli
vektordir.

Tartib bilan yozilgan s ta haqiqiy sonlar sistemasi, ya'ni a = {av
av ..., a) n o lchovli vektor deyiladi. Bu yerda a{, a2 ..., an sonlar
vektoming koordinatalari deyiladi.

Tekislikdagi barcha vektor (yo'naltirilgan kesma)lar to'plamini
V2bilan va mxn o'lchamli barcha matritsalar to'plamini R »m bilan
belgilaymiz. Bu to'plamlarning har birida elementlarni qo'shish va
elementni haqiqiy songa ko'paytirish amallari kiritilgandir.

Elementlarni qo'shish va elementni haqiqiy songa ko'paytirish
amallarining V2to'plamdagi bajarilishi shu amallarning Rmwmto'plam-
dagi bajarilishiga mutlago o'xshamasa-da, bu amallarning umumiy
xossalari mavjud:
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Tartib V2 to‘plamda
raqami
1 Vo, beV?2 vektorlar uchun
a+b=>b+a
2 Va, b, c eV 2 vektorlar
uchun
(a +b) +t¢c =a +(b +c¢)
3 V o e K2 vektor uchun
o+ 0=o0 (buyerda
0 - nol-vektor)
4 V o e K2 vektor uchun
unga qarama-qarshi
-o vektor mavjud:
o+ (-0)=0
5 V A e K2 vektor uchun
leo=0(le/?
6 V o € K2 vektor va
Va, 3G /? sonlar uchun
a(pfl) = (aP)fl
7 V a e K2 vektor va
Va, pe /? sonlar uchun
(a +p)fl = ao + po
8 Va, beV?2 vektorlar va

V a € /2 son uchun

a(fl +b) = acT+ab

21 Algebra, II qism

to'plamda

V JI, 5 e Rnan matritsalar uchun

A+B=B+4
V A4 B, Ce matritsalar
uchun

(A+B)+C =4 +(B+0

V /1g /Mixn matritsa uchun

A+ 0 =4
(bu yerda
‘0 0 0 0'
I 0 0 0 0 n X
0= € Rmxn)
N0 0 ... 0,

V Ae Rmn matritsa uchun
ungamqarama-qarshi

-A matritsa mavjud:
0 0 .. oy

A+(-4) =0 =

V Ae Rmmn matritsa uchun
I A =4 (\<=R)

V Ae Rmmn matritsa va
V a, pg /2 sonlari uchun
a(pll) = (ap)/1
V Ae R * matritsa va
V a, pg 7? sonlari uchun
(a+ p)Jl=ad+ 34
V A, Be R ™ matritsa va
V a g /2 sonlari uchun

a(A + B) = ad +aB



Elementlarni qo ‘shish va elementlarni songa ko ‘paytirish amallari
xossalaridagi bu umumiylik tabiatan bir-biriga o ‘xshamaydigan to ‘p-
lamlarni umumiy nuqtayi nazardan o‘rganish imkonini beradi va
chiziqli fazo tushunchasiga olib keladi.

Bo‘sh bo‘lmagan L to‘plam berilgan bo‘lsin va bu to‘plamda
elementlarni qo ‘shish va elementni haqiqiy songa ko ‘paytirish amallari
kiritilgan bo‘lsin. Agar Vx, y, zelL, a, pe/? uchun quyidagi 8 ta
xossa o ‘rinli boMsa, bu amallarni chizigli amallar deb ataymiz:

l.x +y=y+x.

2. {x+y) tz=x +{y +z).

3. L toplamda shunday bir 0 element mavjudki, ixtiyoriy xelL
element uchun x + 0 =x tenglik o rinli bo ladi. 0 elementni nol-element
deb ataymiz.

4. Ixtiyoriyxe L element uchun x + (-x) =0 tenglik o rinli bo ladigan
-xe L element (x ga qarama-qarshi element) mavjud.

5. 1ex =x.

6. apx)=(ch)x.

7. (a +P)x =ccx+ (3x

8.cc(x-y) =ax - ay.

Chiziqli amallar kiritilgan L to‘plam chizigli fazo (yoki vektor

fazo), uning elementlari esa vektorlar deb ataladi. Chiziqli fazo odat-
dagi uch oMchovli fazoning umumlashmasidan iborat ekan.

Rmmva V2to‘plamlarning har biri chiziqli fazodir. Chiziqli fazoga
doir boshqa misol qarashdan oldin, har qanday L chiziqli fazoda
o‘rinli boMadigan quyidagi xossalarni keltiramiz:

1.0 +x =0.

2. =% = () *x

LX-A =X F (M)

. (a - p)x=o0x - px.

.a m0=0.

.a *x =0 Dbo'lsa, a =0 yoki x =0 boMadi.

Bu xossalarning o ‘rinli ekanligi chizigli fazo aksiomalari (1-8-
xossalar) dan kelib chiqadi.

3
4
5.a(x-y) =ax - ay.
6
7

Misol. (z oMchovli arifmetik fazo.) a = ( av a2 ..., an vektor
berilgan boMsin. Barcha n oMchovli vektorlar to'plamini Rn bilan
belgilaymiz. Bu to'plamdagi ikkita element ularning mos koordinatalari
teng bo'lgandagina teng deb hisoblanadi:

a=b<=a(=bj(i=)\, 2, n, ae R", be Rn).
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R"to‘plamda elementlarni qo ‘shish va elementni songa ko'paytirish

amallari quyidagicha aniqlanadi:
a+b=(ai+bi;a2+b an+ b\
Xa = ( Xo,; Xc2 lan).

Rn to'plamning chiziqli fazo bo'lishligini, ya’ni kiritilgan bu
amallarning chiziqli amallar ekanligini ko'rsatamiz. ae Rr, be Rr, ce R’,
ae R, Pe R bo'lsin. U holda:

L a+b=(al+bi-a2+bJ ...;na+ )= (6,+fl,; b2+a2 b n+an=b+a.

2. (a+b) tc=(a, tbt; a2+b2 an+ bn) + (c,; ¢ cn) =

=(jl+6,+cl a2+ b2+ c2 ass+ N +cn =
=(A,+ &t c,); A2+ ("2+¢D;  ATE (Bt en) =
=(a,; a2 an + (A +c,; b2+c2 +c¢,)=a+ @+c).

3. 9=(0, 0, 0) elementni qaraymiz. Ixtiyoriy ae Rnelement

uchun nta
at+0=(a, +0; a2+ 0; a,+0)=(a,; a2 an =a

tenglik o'rinli.

4. fle /" bo'lsin. -A=(-1) *A = (-0,; -A2; ...; -As) elementni
qaraymiz.
fl+(-fl)=(fl,+(-f1D; A2+ (-A2); ...; Alt+ (-A))= (0, O, 0) =e

tenglik o'rinli. A

5. 1-fl=( -a,; 1*a2 ...; lean=(fl,; a2 ...; =a.
6. a(P-fl)=a (p fl; P ~;..;P fln=(a P-fla-P";.;a p-fln=
= ((a *P)s,; (a wP)f12 ... ;(a *P)fl,))=(a *P) {0,;a2\.. ; fln).
7. (a+P)A=((a+P)a,; (a+P)aA2 ...; (a + PAl,) =
= (ctfl, + pfl,; aa2+ (I1; ..., aan+ Pa,) =
= (cxfl,; afl2, ...; aan + (Pa,; Pa2 ...; Pam = afl + Pa.
8 a(fl+ )= a(fl, + 2),; 02+ 2&; ...; A,,+ )=
= (a(fl, + by\ a(fl2+ 2Z»); ...; a{an+ Zn)) =
= (afl, + aZ),; afl2+ aZ>2 ...; aAntab) =
= (aa,; afl2 ...; afln) + (aZ?%,; ab2 ...; ab) =aa +ab.-
Demak, Rnto'plam chiziqli fazo ekan. Bu chiziqli fazo n o Ichovli
arifmetikfazo deb yuritiladi.
Teorema. Chiziglifazo bo ladigan to plamlar cheksiz ko pdir.
Isbot. Ixtiyoriy n natural son uchun Rnto'plam chiziqli fazodir.
Natural sonlar cheksiz ko'p bo'lganligi uchun chiziqli fazo bo'ladigan
cheksiz ko'p to'plamlar mavjuddir.
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Mashgqlar

10.33. Quyidagi to‘plam chiziqli fazo boNadimi:

1) Bo‘sh to‘plam; 2) {1}?

10.34. Barcha haqiqiy sonlar to ‘plami chiziqli fazo tashkil etishini
isbotlang.

10.35. L = {0} to‘plamning chiziqli fazo tashkil etishini isbotlang.

10.36. Darajasi n natural sondan oshmaydigan hamda qo ‘shish va
ko‘paytirish amallari odatdagicha bajariladigan barcha ko‘phadlar
to ‘plamining chiziqli fazo bo'lishini isbotlang.

10.37. R da aniqlangan barcha funksiyalar L = {/(x)} to‘plami
funksiyalarni qo‘shish va songa ko‘paytirishning odatdagi aniqlani-
shiga ko‘ra chiziqli fazo hosil qilishini isbotlang.

10.38. L ={a w*+b e-x\x& R) to‘plam chiziqli fazo tashkil etishini
isbotlang.

10.39. [0; 1] kesmada uzluksiz bo‘lgan barcha /(x) funksiyalar
to ‘plami funksiyalarni qo‘shish va songa ko'paytirishning odatdagi
aniqlanishiga ko‘ra chiziqli fazo tashkil etishini isbotlang.

10.40. Darajasi n ga teng boMgan barcha ko‘phadlar to‘plami
chiziqli fazo tashkil etmasligini isbotlang.

2. Chiziqli erkli va chiziqli bogMiq vektorlar. L chiziqli fazoning

X,, X2 xk vektorlarini qaraymiz. Ushbu

a K1+ <x2+ ...ta.kxk (1)
ifoda x,, x2 ..., xAvektorlarning koeffitsiyentlari a,, a2 ak
boMgan chizigli kombinatsiyasi deyiladi (bu yerda a,, a2 ak —
haqiqiy sonlar).

X,, X2, xk vektorlarning har qanday chiziqli kombinatsiyasi
L to‘plamning elementi boMadi, chunki elementlar ustida chiziqli
amallar bajarish natijasida shu chiziqli fazoga tegishli boMgan element
hosil boMadi.

I-misol. R*fazodagi x=(1; 0; 0; 0), x2=(0; 1; 0; 0), x3=(0; 0; 1; 0),
x4=(0; 0; 0; I) vektorlarning koeffitsiyentlari a,, a2 a3 a4boMgan
chiziqli kombinatsiyasi R* fazoning qanday vektoriga teng boMishini
aniqlaymiz.

Yechish.

XX +ax2+aX3+a4«4=0,(1;0; 0; 0) +a20; 1; 0; 0) +

+a30; 0; 1; 0) +a40; 0; 0; 1).= (a,; 0; 0; 0) +(0; o2 0; 0) +

+(0; 0; a3 0)*+ (0; 0; 0; ad) = (a,; a2 a3 ad).
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Shunday qilib, x, =(1; 0; 0; 0), x2=(0; 1; 0; 0), x3=(0; 0; 1; 0),
X, =(0; 0; 0; 1) vektorlarning koeffitsiyentlari a,, a2 a3 a4 boMgan
chiziqli kombinatsiyasi koordinatalari a,, a2 a3 a4boMgan to‘rt
oMchovli (a,, a2 a3 a4) vektorga teng ekan.

Agar yelL vektor L chiziqli fazodagi x,, x2 xk vektorlarning
chiziqli kombinatsiyasi ko‘rinishda, ya’ni

y =aixl+ar2 +- +dkk 2)
ko‘rinishda tasvirlangan boMsa, y vektor xp x2 .... xk vektorlar
bo ‘yicha yoyilgan deyiladi.

1-misolda (a,; a2 a3; a4) =a”, + + a X3 + a4x4 ekanligini,
ya’ni to‘rt oMchovli (a,; a2 a3 a4) vektor x,, x2 x3, x4 vektorlar
bo ‘yicha yoyilganligini ko'ramiz.

L chiziqli fazodagi har qanday x,, x2 x3, ..., xk vektorlar sistemasi
uchun quyidagi hollar ro‘y berishi mumkin:
1) L chiziqgli fazoning har qanday vektorini x,, x2, x3, ..., xk

vektorlar bo'yicha yoyish mumkin;

2) L chiziqli fazoning x,, x2, X3, ..., xkvektorlar bo ‘yicha yoyilmay-
digan biror vektori mavjud.

2-misol. Rsfazoningx, =(1; 0; 0; 0; 0), x2=(0; 1; 0; 0; 0), ...,
x5=(0; 0; 0; 0; 1) vektorlarini qaraymiz. y = (y,, yv y3 y4 ys)
vektor shu fazoning ixtiyoriy vektori boMsin. U holda

V=VX\+V"2 +W +¥V4 +V"5
tenglikning to ‘g‘ri ekanligini bevosita tekshirib ko ‘rish mumkin.

/7?5 fazoning har qanday y vektorini x,, x2 x3, x4, x5 vektorlar
bo‘yicha yoyish mumkin.

3-misol. /73 fazodagi x, =(1; 2; 0), x2=(2; 3; 0) vektorlar
sistemasini qaraymiz. y = (1; 1; 2)e /?3vektorni x,, x2vektorlar bo ‘yicha
yoyish mumkin emasligini aniqlaymiz.

Yechish. y vektorni x,, x2 vektorlar bo ‘yicha yoyish mumkin
va yoyilmaning koeffitsiyentlari a,, a2 sonlardan iborat deb faraz
qilaylik. U holda y =c¢”x, + yoki (1; 1;2) =(a, +2a2; 2a, +3a2
0) tenglik o'rinli boMadi. Oxirgi tenglikdan, n oMchovli vektorlarning
tengligi ta’rifiga ko‘ra

a, +2a2=1,
2a, +3a2=1,
0=2

sistemani hosil qilamiz. Bu sistema ziddiyatlidir. Demak, farazimiz
noto‘g‘ri, ya’niy vektorni x,, x2vektorlar bo‘yicha yoyish mumkin emas.
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Endi chiziqli fazo nol-vektori 0 ni berilgan xr x2, xk vektorlar
bo‘yicha yoyish masalasini qaraymiz.

X,, X2 xk lar L chiziqli fazoning ixtiyoriy vektorlari bo°‘lsin. 0
vektorni shu vektorlar bo‘yicha hamma vaqt yoyish mumkin:
0=0x, +0x2+... +0xt. 3)

0 vektorni berilgan x,, x2 xk vektorlar bo‘yicha yoyish faqat
bir xil usulda (ya’ni faqat (3) ko‘rinishda) yoki bittadan ortiq usulda
bajarilishi mumkin.

4-miso 1. 0=(0; 0; 0)e R} vektorni x, =(2; 0; 0), x2=(0; 2; 0),
x3=(0; 0; 2) vektorlar bo‘yicha necha xil usulda yoyish mumkinligini
aniqlaymiz.

Yechish. 0=cqgx, +aA2+txXk3yoyilmani qaraymiz. Bu yoyilma
o‘rinli bo ‘lishi uchun

(0; 0; 0) =0L(2; 0; 0;) +&xA0; 2; 0) +30; 0; 2) =
= (2a,; 0; 0;) +(0; 2a% 0) +(0; 0; 2a3
yoki
0; 0; 0) = (2a,; 2a2 2aj

tenglik o ‘rinli bo‘lishi kerak. n o‘lchovli vektorlar tengligining ta’rifiga
ko‘ra, oxirgi tenglik a, =0, a2=0, a3=0 tengliklar o ‘rinli boMganda
va faqat shu holda o ‘rinlidir. Bu yerdan ko‘rinadiki, 0 vektorni x,,
x2, x3 vektorlar bo‘yicha 0 = Ox, + 0x2 + 0x3 ko ‘rinishdagina, ya’ni
fagat bir xil usulda yoyish mumkin.

5-miso 1. 0=(0; 0)e R 2vektorni x, =(1; 2), x2=(2; 4) vektorlar
bo‘yicha necha xil usulda yoyish mumkinligini aniqlaymiz.

Yechish. 0=a,x, +aX2yoyilmani qaraymiz. Bu yoyilma o ‘rinli
boNishi uchun

0; 0) =a,x, +0"2 =a,(l; 2) +0Y2- 4) = (a,; 2a2) + (2a,; 4a2)
yoki

(0; 0) = (a, +2a2 2(a, +2a2)
tenglik o ‘rinli boMishi kerak. Oxirgi tenglik a, +2a2=0 shartni qanoat-
lantiruvchi har qanday a,, a2 sonlar uchun bajariladi. Bunday a,,

a2 sonlar esa cheksiz ko‘pdir: a, =¢ a2=-"¢ (teR). Bu yerdan

ko‘rinadiki, 0 vektorni x,, x2 vektorlar bo‘yicha cheksiz ko‘p usullar
bilan yoyish mumkin ekan.

6-misol. y =(0; 2; 4)e /23vektorni x, =(5; 0; 0), x2=(0; 5; 0),
x3=(0; 0; 5) vektorlar bo‘yicha yoyamiz.
Yechish. y =a,x, toy” +a ” izlanganyoyilmabo‘lsin. U holda
(0; 2; 4) =(5a,; 0; 0) +(0; 5a2 0) + (0; 0; 5a3)
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yoki
(5a,; 5a2 5a3 = (0;2;4)

5a, =0,
tenglik o ‘rinli bo‘ladi. Bu tenglik p a 2= 2, yoki a, =0, 0j=0,4, a 3=0,8
5a3=4

bo‘lgandagina bajariladi. Demak, y =0 *x, + 0,4 *x2+0,8 *x3
7-misol. L chiziqli fazoning nol-vektori 0 ni x,; x2; xt ,; 0
vektorlar bo‘yicha necha xil usulda yoyish mumkinligini aniqlaymiz.
Yechish. 0=0 ¢x, +0 *x2+ .. +0 *xb1 +a ¢ 0 yoyilmani
kuzatib, bu yoyilma a ning har qanday haqiqiy qiymati uchun o ‘rinli
boMishini ko‘ramiz. Demak, 0 vektorni berilgan x,; x2 ..., xb1; 0
vektorlar bo ‘yicha cheksiz ko‘p usulda yoyish mumkin.

L chiziqli fazoning x,, x2 ..., xk vektorlari uchun
OX, +0Xi+... +a” =0 4)
tenglik a, =a2= ... =at =0 bo‘lgan holdaginabajarilsa, ya’ni nol-

vektor 0 ni x,,x2 ..., xk vektorlar bo‘yicha faqat bir xil usulda
yoyish mumkinbo‘lsa, x,, x2, ..., xk vektorlar sistemasi chizigli erkli
deyiladi. Agar (4) tenglik kamida bittasi nolga teng bo‘lmagan

a,, a2 ..., ak sonlar uchun bajarilsa, ya’ni nol-vektor 0 ni
X,, X2 ..., xkvektorlar bo‘yicha bittadan ortiq usulda yoyish mumkin
bo‘lsa, x,, X2 ..., xk vektorlar sistemasi chizigli bog liqg deyiladi.

4-misoldagi x,, x2 x3 vektorlar chiziqli erkli, 5-misoldagi x,, x2
vektorlar esa chiziqli bog‘liq vektorlar sistemasidir.

7-misoldan ko‘rinadiki, har qanday L chiziqli fazoning tarkibida
nol-vektor qatnashgan har qanday x,, x2 ..., xkr xk vektorlar
sistemasi chiziqli bog‘liqdir.

8-miso 1. x, =(2; 4; 1), x2=(1; 3; 6), x3=(5; 3; 1) vektorlarning
chiziqli erkli ekanligini isbotlaymiz.

Yechish. 0=0X +a” +aX3tenglikni tuzamiz:

(0; 0; 0) =(2a, +a2+5a3 4a, + 3a2+ 3a3 a, +6a2+ajl).

Oxirgi tenglik quyidagi tengliklar o‘rinli bo‘lgandagina bajariladi:

2a, +a2+5a3=0,
4a, +3a2+3a3=0,
a, +6a2+a3=0.
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Bu sistemani yechib, a, =0, a2=0, a3=0 ekanligini topamiz.
Demak, 0 vektorni x,, x2, x3 vektorlar bo‘yicha faqat bir xil usulda
yoyish mumkin. Bu esa x,, x2, x3vektorlarning chiziqli erkli ekanligini
kofrsatadi.

Teorema. L chizigli fazoning X,, X2 xk (k > 1) vektorlar
sistemasi chiziqli bogliq bo Isa, u holda bu vektorlarning hech bo Ima-
gonda bittasi qolganlari orqaliyoyiladi va, aksincha, L chiziglifazoning
X,, X2, xk (k > 1) vektorlaridan birortasi qolganlari orqali yoyilsa,
bu vektorlar chizigli bog liq sistema hosil giladi.

Isbot. x,, x2 xk (k > 1) vektorlar sistemasi chiziqli bog‘liq
bo‘lsin. U holda, a”, + +..t =0 tenglik o°‘rinli va a,, a2
..., aksonlardan kamida bittasi noldan farqli bo‘ladi. Umumiylikni
saqlagan holda, a, * 0 deb hisoblaymiz.

a, ~ 0 bo‘lgani uchun
X, = a—2X2 j%x?-... al—{xk

1 a, n a, *
tenglikka ega boNamiz. Demak, x, vektor qolgan vektorlar bo‘yicha
yoyiladi.

Endi x,, x2 ..., xk (k > 1) vektorlarning birortasi, masalan, X,
vektor qolganlari orqali yoyilsin:

X =«JI +«JI +- +«JI-

U holda, -x, + +aki+ ..+ akck=0 tenglik hosil bo‘ladi,
ya’ni (4) tenglik a, =-1 ~0 da o‘rinli bo'ladi. Demak, x,, x2, ..., xk
vektorlar chiziqli bog‘liq bo-‘ladi.

9-misol. x,=(1;2; 3), x2=(3; 4; 5),x3=(5; 6; 7) vektorlarning
chiziqli bog‘liq ekanligini isbotlaymiz.

Yechish. 0=«X, + +aX3 yoyilmani qaraymiz.

X, + =(a, +3a2+ Sc®; 2a, +402 +603; 3a, +502 + 7a3)
bo‘lgani uchun, qaralayotgan yoyilma a,, a2 a3 ning

a, +3a2+5a3=0,
2a, +4a2+6a3=0,
3a, +5a2+7a3=0

sistemani qanoatlantiruvchi qiymatlaridagina o ‘rinli bo ‘ladi. Sistema-
ning asosiy determinanti nolga teng:

A=

W N =

35
4 6 =0.
5
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Shuning uchun sistema cheksiz ko‘p yechimga ega. Bu yerdan,
0 vektorni x,, x2 x3 vektorlar bo‘yicha cheksiz ko‘p usullar bilan
yoyish mumkinligi, ya’ni x,, x2, x3 vektorlarning chiziqli bog‘liqligi
kelib chiqadi.

10-misol. x,=(-2; 3), x2=(-8;12) vektorlarning chiziqli bog‘liq
ekanligini isbotlaymiz.

Yechish. x2vektorni x, vektor orqali yoyish mumkin: x2= 4x,.
Isbotlangan teoremaga ko‘ra, x,, x2vektorlar chiziqli bog‘liqdir.

10.41. 1) M fazodagi x, = (1; 2; 3), x2=(0; 2; 3), x3=(0; 0; 1)
vektorlarning koeffitsiyentlari 1; 5; -2 bo‘lgan chiziqli kombinatsiyasi
R 3fazoning qanday vektoriga teng bo'lishini aniqlang.

2) R4 fazodagi x, = (1; 2; 3; 0), x2= (0; 1; 4; 0) vektorlarning
koeffitsiyentlari 1, 0 bo‘lgan chiziqli kombinatsiyasi R3 fazoning
ganday vektoriga teng boMishini aniqlang.

10.42. 1) >'=(!; 2; 3)gR3vektorni x, =(1; 0; 0), x2=(0; 1; 0),
x3= (0; 0; 1) vektorlar bo‘yicha;

2) y =(0; 1; 3)g R3vektorni x, =(3; 0; 0), x2=(0; 3; 0), x3=(0; 0; 3)
vektorlar bo‘yicha yoying.

10.43. ) y =(1; -1; 0) vektorni x, = (0; 0; 1), x2= (0; 1; 0)
vektorlar bo'yicha;

2) y =(1; -1; -1) vektorni x, = (3; 0; 0), x2=(0; 3; 0), x3=(0; 0; 3)
vektorlar bo‘yicha yoyish mumkinmi?

10.44. 1)0 = (0; 0; 0) vektorni x, = (-1; 0; 0), x2=(0; -1; 0),
x3=(0; 0; -1) vektorlar bo ‘yicha;

2) 0=(0; 0; 0; 0) vektorni x, =(-1; 0; 0; 0), x2=(0; -1; 0; 0),
x3=(0; 0; -1; 0), x4=(0; 0; 0; -1) vektorlar bo'yicha necha xil
usulda yoyish mumkin?

10.45. x,, x2,x3 R 3vektorlarning chiziqli erkli ekanligini isbotlang,
bunda:

D x,=(1; 2; 3), x2=(-1; 3; 2),x3=(7; -3; 5);

2) x,=(4; 7;8),x2=(9; 1; 3), x3= (2;-4; 1),

3) x, =(8; 2;3), x2=(4; 6; 10), x3=(3;-2; 1)

4) x, =(10; 3; 1),x2=(1;4; 2), x3=(3; 9; 2).

10.46. x,, x2, x% R3vektorlarning chiziqli bog‘liq ekanligini isbot-
lang, bunda:

« D x,=(1; 2;3), x2=(2; 4;6), x3= (0; 1; 2);

2) x,=(1;1;2), x2=(0; 1; 3), x3= (2; 2; 4);
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3) %, =15 25 3), x2=(8; 13; 18),x3=(2; 3; 4);

4) % =(-1 I3), x2= (25 -35 1), x3=(-4; 5; 5).

10.47. xv x2 R 2vektorlarning chiziqli bog‘liq ekanligini isbotlang,
bunda:

Dx, = (15 2), x2- (2; 4); 2) x,=(0; 1),x2=(0; 3);

3) X, =(-2; 4), x2=(-6; 12); 4) x,=(1; 3), x2= (4; 12);

5) x, = (-1; 2), x2=(-2:4); 6) x,= (-3; 2), x2=(-9; 6).
10.48. L chiziqli fazoning x,, x2 xk xktv xn vektorlari

sistemasining biror qismi chiziqli bog‘liq boMsa, sistemaning o ‘zi
ham chiziqli bog'liq boMishini isbotlang.

3. Chiziqli fazoning oMchovi va bazisi. R’ = R chiziqli fazoning
X, = 5 vektorini qaraymiz. Bu vektor uning bitta vektoridan tuzilgan
chiziqli erkli sistemasi boMadi, chunki o™x, =0 yoki a, *5 =0 tenglik
a, =0 boMgandagina bajariladi.

Endi R’ = R fazoning ixtiyoriy ikkita x,, x2 vektorlarini olib,
ularning chiziqli bogMiq yoki chiziqli erkli ekanligini tekshiraylik.

Agar x, = 0 yoki x2= 0 boMsa, x,, x2 sistema chiziqli bogMiqdir
(2-band).

X, ~ 0 va x2* 0 boMsin. U holda a”, + =0 tenglik a,, a2
laming cheksiz ko‘p qiymatlarida bajariladi, chunki ixtiyoriy fe R

haqiqiy son olmaylik, a, =¢ a2=- — ¢ sonlar qaralayotgan tenglikni

ganoatlantiradi. Bu yerdan, x, * 6,2 x2* 0 boMganda ham x,, x2
sistema chiziqli bogMiq ekanligini ko ‘ramiz.

Shunday qilib, R' = R fazoning har qanday ikkita x,, x2 vektori
chiziqli bogMiq sistema hosil qiladi.

Yuqoridagi mulohazalardan ko ‘rinadiki, R’ dagi har qanday nolmas
vektor chiziqli erkli sistema hosil qiladi va har qanday ikkita vektor
chizi'qli bogMiq boMadi.

Agar L chiziqli fazoda chiziqli erkli sistema hosil qiluvchi biror # ta
vektor topish mumkin boMib, L chiziqli fazoning har qanday n + 1
ta vektori chiziqli bogMiq sistema hosil qilsa, L chiziqli fazo n o Ichovli

fazo deyiladi.

R' = R chiziqli fazo (to‘g‘ri chiziq) bir o Ichovli chiziqli fazo
ekanligi yuqorida isbotlandi.

Chiziqli algebra kursida Rrarifmetik chiziqli fazoning n oMchovli
chiziqli fazo ekanligi isbotlanadi. Shunga ko‘ra R/ chiziqli fazo
(tekislik) ikki o Ichovli chiziglifazo, R3fazo (biz yashab turgan fazo)
uch o Ichovli chiziglifazod'w.

n oMchovli L chiziqli fazoning chiziqli erkli n ta vektorlar sistemasi
uning bazisi deyiladi.
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Teorema. no Ichovlichiziglifazoning har ganday vektorini uning
bazis vektorlari bo yicha yoyish mumkin va bu yoyilma yagonadir.
Isbot. xv xv .., xk vektorlar sistemasi n o‘lchovli L chiziqli
fazoning biror bazisi, y esa shu fazoning ixtiyoriy vektori bo ‘lsin.
xv xv ..., xn y vektorlar sistemasi 1 + 1 ta vektordan iborat va,
demak, chiziqli bog'liqdir, ya’ni
a,* +02%2+...+aJl +0 " =0 (1)
tenglik orasida nolga teng boMmaganlari ham mavjud bo‘lgan a,, a2
an, as koeffitsiyentlar uchun bajariladi. a =l son nolga teng
bo‘lmagan koeffitsiyentlar safiga albatta kiradi, chunki antl=0 bo ‘Isa,
koeffitsiyentlari orasida noldan farqlilari mavjud bo‘lgan vaxv xv ..., xk
vektorlarning chiziqli erkliligini inkor etadigan
a,* +aX2+ ... +a;xn=0

tenglikka ega bo‘lamiz. Demak, (1) tenglikdan

a" a’ a’”
V=—-x, X2 —X,,
H M
tenglikni yoki ¢ s
y=\xJ+\xI+...+\lxn 2)

tenglikni  yozishmumkin. (2) tenglik y vektorningbazis vektorlar
bo‘yicha yoyilmasidan iboratdir. Bu yoyilmaningyagonaligini
isbotlaymiz.

y vektor (2) dan boshqga, yana bir

y=X,k 1+ XX2+ ... + X x1 3)
yoyilmaga ega bo‘Isin. (2) va (3) tengliklardan quyidagiga ega boMamiz:
y-n; =¢=XI- X'jx, + (X2- V2x2+ ... + (X,,- Xn)xn

X,, x2 ..., xn vektorlar sistemasi chiziqli erkli bo‘lgani uchun

oxirgi tenglikdan
X.-V~0, X- X2=0, .., X,,-X>0

yoki

| 4 =V X, =X;
ekanligi, ya’ni y vektorningxp x2 ..., xn bazis vektorlar bo ‘yicha
har qanday yoyilmasi (2) yoyilma bilan ustma-ust tushishi kelib
chigadi. Demak, y vektornixp x2 ..., xa bazis vektorlar bo ‘yicha

yoyish mumkin va bu yoyilma yagonadir.

n o'lchovli chiziqli fazo vektorining berilgan bazis vektorlari bo ‘yi-
cha yoyilmasidagi koeffitsiyentlar shu vektorning berilgan bazisdagi
koordinatalari deyiladi.

Chiziqli algebra kursida Rn fazodagi x, = (on, an, ..., ali),
x2= (2, a2V ..., alw), ..., xfi= (ti,p an? ..., a j vektorlarning shu
fazoda bazis tashkil etishi uchun
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au al2 ... aln

a2l a2 e
1= ak @)

an\ an2 1°*
ffam 11 Vaex6
isbotlanadi.

Misol. R3fazoningXj=(1; -2; 3), x2=(4; 7; 2), x3=(6; 4; 2) va
y= (-9; 0; 1) vektorlari berilgan. x,, x2, x3vektorlarning bazis tashkil
etishini isbotlaymiz va y vektorning shu bazisdagi koordinatalarini
topamiz.

Yechish. x, x2 x3 vektorlarning berilgan koordinatalaridan
tuzilgan determinantni hisoblaymiz:

A= 7 =14-24 +48- 126-8 + 16 = -80.

a1 =-80 * 0 boNgani uchun, x,, x2, x3 vektorlar bazis tashkil etadi.
y vektorning shu bazisdagi koordinatalari a,, a2 a3 ya’ni y =0"x, +
+x22 2+ x3c3bo‘Isin. U holda (-9; 0; !)=(«,+ 4a2+ 6a3 -2a, + 7a2

a, +4a2+6a3=09,
+ 4a,; 3a. + 2a, + 2a,) yoki - 2a, +7a2+4a3=0, bo‘ladi. Bu
3a, +2a2+2a3=1

sistemani yechib, a, = 1, a2=2, a3=-3 eckanligini topamiz. Demak,
y vektorning izlangan koordinatalari (1; 2; -3) ekan: y =(1; 2; -3).

Mashgqlar

10.49. R 3 fazoning x,, x2, x3 va y vektorlari berilgan. x,, x2 x3
vektorlarining bazis tashkil etishini isbotlang va y vektorning shu
bazisdagi koordinatalarini toping.

Dx,=(1; 25 3), x2=(-15 3; 2),x,=(7; 3; 5), y=(8 4; 13);

2) x = (8 2;3), x2=(4; 6;10), x =(3; -2; 1),y =(7; 4; 11);

3)x =(2; 41, x2=(1;356), x =(5; 3; 1), y =(6; 12; 3);

4y x =(1; -2; 3),x2=(4;7;2), x =(6;4;2), y=(14; 18; 6);

S)yx =(7; 2;1), x =4; 3;5), x =(@3;4;-2),y=(24; 20;-5).

10.50. Tekislikdagi barcha vektorlar (yo‘naltirilgan kesmalar)dan
tuzilgan chiziqli fazodagi har qanday ikkita nokollinear vektor shu
fazoning bazisini tashkil etishini isbotlang.
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TEST SAVOLLARIDAN
NAMUNALAR

1. b soni/(x) funksiyaning x->-h>0 dagi limiti deyiladi, agar har
ganday e >0 son uchun shunday:

A) (A/; -x») oraliq topilsaki, unda/(x) - 2Z2<etengsizlik bajarilsa;

B) (A/; -x») oraliq topilsaki, unda |/(x) - 2| <e tengsizlik bajarilsa;

D) (a/; -°°) oraliq topilsaki, unda |/(x) - b|<e tengsizlik bajarilsa;

E) (As; -0°) oraliq topilsaki, unda/(x) - 6 <e tengsizlik bajarilsa;

F) (A/; -w») oraliq topilsaki, unda |/(x) - |>e tengsizlik bajarilsa.

2. Agar/(x) va <p(x) funksiyalar x-*a da mos ravishda 6 va c ga
teng limitlarga ega bo‘lsa, ularning/(x) + g(x) yig‘indisi

A) X- HOO da 22+ c limitga ega bo ‘ladi;

B) x-"-00 da Z+ ¢ limitga ega boMadi;

D) x->° da Z+ c limitga ega boMadi;

E) x->s1 da 2+ ¢ limitga ega boMadi;

F) x->0 da |b +¢| limitga ega boMadi.

3./(x) funksiya x =a nuqtada uzluksiz deyiladi,

A) agar /(x) =f{a) boMsa;
B) agarf(a - 0) “f(a + 0) boMsa;

D) agar lim/(x) = ° boMsa;
E) agar lim/(x) =-/(x) boMsa;

F) agar /(x) funksiya x = a nuqtada aniqlangan va /(x) -f(a)
ayirma x->o0 da cheksiz kichik boMsa.

4. Agar/(x) va g(x) funksiyalar x = a nuqtada aniqlangan boMsa,

u holda

A) ularning faqat yigMndisi (ayirmasi va ko‘paytmasi emas) shu
nuqtada uzluksiz boMishi mumkin;

B) ularning yigMndisi va ayirmasi (ko‘paytmasi emas) shu nuqtada
uzluksiz boMishi mumkin;

D) ularning yigMndisi, ayirmasi, ko‘paytmasi ham shu nuqtada
uzluksiz boMadi;

E) ularning yigMndisi, ayirmasi, ko‘paytmasi ham shu nuqtada
uzluksiz boMishi mumKkin;

F) ularning yigMndisi, ayirmasi, ko‘paytmasi shu nuqta yotgan
oraligda uzluksiz boMadi.
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5. Agar/ (x) va g (x) funksiyalar x =a nuqtada uzluksiz bo‘lsa,
u holda

A) funksiya ham shu nuqtada uzluksiz bo ‘ladi;
B) va funksiyalar ham shu nuqtada uzluksiz boMadi;
D) yyyy *yyyy funksiya ham shu nuqtada uzluksiz boMadi;

E) g(x) * 0 boMganda y|"y funksiya ham shu nuqtada uzluksiz
boMadi;
F) /(x) * 0 boMganda y|yy funksiya ham shu nuqtada uzluksiz

boMadi.

6. Oraligning (intervalning) barcha nuqtalarida uzluksiz boMgan
funksiya

A) shu oraliqning (intervalning) ayrim nugqtalarida uzluksiz
deyiladi;

B) shu oraligqning (intervalning) faqat nugqtalarida uzluksiz
deyiladi;

D) shu oraliqning (intervalning) faqat o ‘rtasida uzluksiz deyiladi;

E) shu oraligda (intervalda) uzluksiz deyiladi;

F) shu oraligning faqat ko‘rsatilgan qismida uzluksiz boMadi,

deyiladi.
7. Agar x radianlarda berilgan boMsa, u holda lirr(} Pl
A) 0; B) 1; D) -1; E) -00; F) -1o0.
8. Agar x radianlarda berilgan boMsa, u holda limsinx =
A) al B) sino; D) XX; E) a sinx; F) siny.

o Agar <x(x) o‘zgarmas funksiya x - « .o da cheksiz kichik boMsa,
A) x ning barcha gqiymatlarida ot(x) = 0 boMadi;

B) x ning barcha qiymatlari a(x) = -x» boMadj;

D) x =0 da oc(x) = 0 boMadi;

E) x =0 da a(x) = -« boMadj;

F) x =0 da a(x) = 1 boMadi.
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10. Agar P{x) =anx m+ xml+ .. +afva 0(x)=bx "+bn )k +
+ ..+ b0 am+t 0, bn* 0 va ko‘phadlarning darajalari m <n bo°lsa,

u holda bo'ladi.

x~G(x) o
A) £; B) Jg(‘) D) f- E) 0; F)

11. a ning & radiusli teshilgan (o‘yilgan) atrofi

A) shu nuqtaning o‘zi chiqarib tashlangan atrofidan iborat;

B) (a - /z a) va {a\ a + h) oraliqlarning birlashmasidan iborat;
D) (-°°; a) va (al +°°) oraliqlarning birlashmasidan iborat;

E) (-00;Zz) va (/z; ~¢) oraliqlarning birlashmasidan iborat;

F) (Zz; a) va (a\ h) oraliqlarning birlashmasidan iborat.

12. Agar [a\ b) yarim intervalda berilgan f{x) funksiya uchun
_liino/ (x) =+oo bo‘lsa, x=b to‘g‘ri chiziq f(x) funksiya grafigi uchun:

A) gorizontal asimptota; B) vertikal asimptota;
D) gorizontal urinma,; E) vertikal urinma;
F) og‘ma asimptota.

13. Agar/ funksiya [s; b/ kesmada o‘suvchi (kamayuvchi) va
uzluksiz bo‘lsa, u holda shu funksiyaga

A) [al b] kesmada (mos ravishda /b a/ kesmada) aniqlangan/"'
teskari funksiya mavjud;

B) [s; b] kesmada aniqlangan/"' teskari funksiya mavjud;

D) \f(a); f(b)] kesmada (mos ravishda 1Y(£); /(s1)] kesmada)
aniqlangan/" ’ teskari funksiya mavjud boMadi;

E) [/(&); /(2)] kesmada (mos ravishda |/(s); f(b)] kesmada)
aniqlangan/ 1 teskari funksiya mavjud;

F) Y (2);/(b)] kesmada aniqlangan/~"' teskari funksiya mavjud.

14 limg "+
A) 0; B) 2; D) 3; E) +oo; F) <>
.15, f(x) =kx + b to‘g‘ri chiziq/ funksiya grafigining dagi

og‘ma asimptotasi boMishi uchun ... boMishi zarur va yetarli.
4) k =lmfex), b=lim(/(x)- k)
B) x =x, b =}i{r}f(x);
D) /l=1lim(/(x) - b), b =lim(/(x) - kx);
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D) *=1im /({A—AJ b:lim;f—

E) « = . b= l_iI{l(/(X) - kx).

X->~

16./(x) funksiyaning x= a nuqtada chapdan (shu kabi o‘ngdan)
uzluksiz boMishi uchun ... boMishi zarur.

A)/(a - 0) =/(0) (mos ravishda f(a +0)=/(0);
B) f(a - 0) =0 (mos ravishda/(a + 0) = 0);

C)f(a-0) *f(a +0);
D) /(a - 0) =/(sa +0);
E)/(a - 0)=/(a) (mos ravishda /(o +0) =/(x)).

17. Agar /(x) funksiya [s1; bl kesmada uzluksiz, monoton va
/(s)/(6)<0 boMsa, funksiya shu oraligning ... nuqtasida nolga ayla-
nadi.

A) faqat bir;

B) tasodifan bir;

D) hech bir nuqtasida nolga aylanmaydi;
E) /(s)/(Z>) > 0 boMsa, bir;

F) kamida bir.

18. y =/(x) funksiyada x =x0 nuqtada olingan /'(x 0) hosila deb

A) har gqanday lirré Z% limitga aytiladi, bunda Ay=/(x + Ax) - /(x)
funksiya orttirmasi, Ax —argument orttirmasi;
B) ~ nisbatga aytiladi, bunda Ay —funksiya orttirmasi, Ax —

argument orttirmasi;

D) chekli lim 7~ limitga aytiladi, bunda Ay - funksiya orttir-
masi, AJ;H-O Haxrgument orttirmasi;

E) chekli lim(Ay - Ax) limitga aytiladi, bunda Ay —funksiya orttir-
masi, Ax - argument orttirmasi;

F) }%%‘( limitga aytiladi, bunda Ay - funksiya orttirmasi, Ax -
argument orttirmasi.

19. Agar biror y kattalik y =/(x) qonun bo‘yicha o‘zgarayotgan
boMsa, bu kattalikning x =xo dagi o ‘zgarish oniy tezligi ... ga teng.

A) /(*.); B) D) /-(x0: E)/(x0+ Ax)-/(x0): F) Zg).
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20. v4(x0; y0) nuqtada .y=/(x) egri chiziqqa o ‘tkazilgan urinmaning
k burchak koeffitsienti... ga teng.

A) B)/(xo+x)-/(x0); D)/(x0); E)/'(x0); F)

10 'AID
21. Agar f{x) va g(x) funksiyalar /'(x), g'(x) hosilalari mavjud
boMsa, u holda (/(x) £ g(x))' =
A)JIx) A(x); B)/'(x)£7(x); D)f'(xxyy, E) £(x£yV F)f(x)+g(x).
22. Agar f'(x) va *'(x) hosilalar mavjud bo‘lsa, (f(x)g(x))' =
A) flx)g'{x)| B) flx)g(x) + C, C - o‘zgarmas;
D) f{X)fx)+g'xex);  B)f(x)gx) +g(x)f(x);
F) f'(x)g\x) +/L x).

23. Agar/'(x) va”~(x) hosilalar mavjud va g(x) *0 bo-lsa, j=
A x ) . A x).
B
A) g'v) - ) g(x) ’
D) F(x)g(x)-/(x)g,(x). px //(x)g(x)-/(x)g/(x).
g2(x) ” g(x)
/"xjgCxj+ZCxjAX)
F)
g2(x).

24. Berilgan f(x) =x a aeR funksiyaning/'(x) hosilasi ifodasini
ko‘rsating:

A) amx'"; B) 1; D) 0; E) a *xs 1 F) f"(x).
25.f(x) funksiyalarning/'(x) hosilalari ifodasini ko‘rsating:

f(x) = fix) =
1) sinx; 2) cosx; K) sinx; L) -sinx; M) cosx;
3) e 4) ctgx; N) _cost'; P) Eoy X’ Q) sin x W
A) IK, 4P, 3M, 2N, B) IM, 4Q, 3P, 2L;
D) 2L, 4K, 3Q, IN; E) 3R, 4K, 2M, 1Q;

F) 4Q, 3N, 2K, IL.

26. / (x) funksiyalarning f'(x) hosilalari ifodasini ko ‘rsating:

f(x) = fix) =
1) er; 2) ax(a>0, a* 1) K) jn~-a; L)e;, M) In<z
3) Inx (x> 0); N) axdrlal P) 1loghx; Q) "~ e

4) logx {a>0, a” 1, x> 0);
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A) IK, 2P, 3M, 4Q; B) 1M, 2Q, 3P, 4N;
D) 1L, 2N, 3Q, 4K; E) IN, 2M, 3K, 4L;
F) 1Q, 2K, 3M, 4N.

27./(x) funksiyalarning/'(x) hosilalari ifodasini ko ‘rsating:

m = /') =
. 1
1 ;2 ; , M) -T="
) arcsinx; 2) arccosx; K) 1x2 L) VTXX ) VX
. . _ —L e g
3) arctgx; 4) arcctgx; N) b . 14x2° 1+x"
A) 1L, 2N, 3Q, 4P; B) IK, 2Q, 3M, 4N;

D) 1M, 2K, 3P, 4Q; E) IN, 2P, 3M, 4Q;
F) 1Q, 2L, 3K, 4M.

28. Agar m= ¢(x), y=f(u) bo‘lsa va ¢'(x), f'(u) hosilalar mavjud
boMsa, u holda y = f (b(x)) murakkab funksiya hosilasi y '=... boMadi.

aX; Z% q/l'(gj)’. B) ~ =/"(d'(x)); D) %,X:f (uMx);

B) ¢ =flu)y'(x); F)» =/(®)yx)).

29. Agary =f (u), m= d(/), r=x|/(x) bo“lsa, =... boMadi.

ma @ = /Uy) =

B ~ =/(94 .
sode (e (x) ) /'"(940y/U));

C) " =1,V (x); D) f =/(® (y/(x);

E )| =/,(™0"(x)).

30. Agar y =JI") va x = ¢(y) o‘zaro teskari funksiyalar hosilalari
mavjud va /'(x) @0 boMsa, u holda ¢'(y) = ... boMadi.

Sfix) . (X)) . 1 .
Moy By ) rxy s P ey PO

31. Agar (n; 7) intervalda uzluksiz boMgan /Ix) funksiyaning
/'(x) hosilasi shu intervalda musbat boMsa, funksiya unda ... .

A) kamaymaydi; B) o‘sadi; D) kamayadi;

E) o‘smaydi; F) monoton emas.

32. Differensiallanuvchi funksiya x =c¢ nuqtada ekstremumga ega
boMishi uchun flc¢) =0 boMishi ... .
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A) yetarli; B) zarur va etarli; D) zarur;
E) yetarli, lekin zaruriy emas;

33. Funksiya hosilasi mavjud bo‘lmagan nuqtada funksiya
ekstremumga ...

F) shart emas.

A) ega boMmaydi; B) har vaqt ega boMadi;
D) fagat minimumga ega bo‘ladi; E) ega boMishi mumkin;
F) faqat maksimumga ega boMadi.

34./(x) funksiya ce(s; b) nuqtada hosilaga ega boMsin. Agar
f'{c) =0 va ¢ nuqtadan chapda/' >0, nuqtadan o‘ng tomonda/' <0
boMsa, funksiya x =c nuqtada ... ga erishadi.

A) lokal minimum;

B) maksimum yoki minimum ;

D) lokal maksimum;

E) intervaldagi eng kichik qiymat;

F) intervaldagi eng katta qiymat.

35./"(x) hosila x =c nuqtada Oga teng. Bu nuqta/(x) funksiya
uchun qanday nuqtadan iborat?

A) minimum; B) bukilish; D) maksimum;
E) ekstremum; F) uzilish.

36. Lagranj teoremasi: agar/ (x) funksiya [a; b/ kesmada uzluksiz
va oraliqning ichki nuqtalarida differensiallansa, bu kesmada shunday
x =s nuqta topiladiki, unda ... tenglik o ‘rinli boMadi.

C) (/(i)-/(a))(i-0) =/ ,(c); D) =fle)-

E)y / M =JIC).

37. Agar [a\ b] kesmada /(x) funksiya uzluksiz va/" >0 boMsa,
funksiya grafigi qavariqligi bilan ... qaragan boMadi.

A) yuqoriga; B) o‘ngga; D) pastga; E) har tomonga; F) chapga.

38. (x+s)" Nyuton binomi yoyilmasidagi (£:+!)- hadi... ko‘rinishda
boMadi.
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39. Har qaysi f{x) funksiyaning F(x) boshlang‘ich funksiyasini
ko ‘rsating:

m = F(x) =

A) ; B) s k>3 K)75=f; L) [V(3x-2)5;

P) 173772; N) (3x:-2)V$"2;
1) AK, BL; 2) AP, BK; 3) AL, BP; 4) AN, BP; 5) AL, BN.
40. Jf(x)dx = F(x) +C, Cc/?bo‘yicha har qaysi/(x) funksiyaga
qaysi [Ix) funksiya mos?
/W = Ax) =

1' ; L) cosx; M) ! A) B) sinx;

I+x sin X

K)

D) -sinx; E) -tgx; F) -ctgx;
G) arctgx; H) arcsinx.

1) KA, LD, ME; 2) KG, LB, MF; 3) KA, LF, MG;
4) KE, LG, MH;  5) KD, LB, MB.

41. j12x2-  jdx integralni toping:

A) x3- arctg(x - )+ C; B) — +C;

D) 2x'- Inx2+C; E) 2"+1 +C;
F) 2x3-21nx +C.

42. J10s'n2A 4 fa integralni hisoblang.

sin  XCOS X

A) 10tgx +4ctgx + C; B) o6tgx- 8sin2x + C;
D) --IL.+ » +C; . E) 101n(0052x)7— -A-+C;
COosSX sinx sinx

F) 6ctgx - 8cos2x +C.
43. 0 ‘zgaruvchini almashtirishdan foydalanib hisoblang:

ctg34xdx va/r=r" L
J sinMx J xInx

y
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A) / = A=x1" B) / =-9 "~ +C, A= 1n(lmx) +C;

D) J=cosd4x, K =~ ; E) Y=sindx, K =e~x

F) J =tgdx, K =1In2x.

44. 0 ‘zgaruvchilarni ajratishdan foydalanib, y '=x 33 differensial
tenglamaningy(\) =-4 boshlangMch shartni qanoatlantiruvchi yechi-
mini toping.

A) 16x3; B)-4x4 D)-4x4; E)-16x3; F)-16x -3

45. S"JTTSdx--! s2=

A) I, =", = 2arcsin2 ; B) 5, =52, §2 =arccos4 ;
D) 5, =f, S 2=2arccos4; E) 5,=", 52="1-x4;

F) 5, =y, 52=larcsin4.

46. lim ni hisoblang.

A) 15 B)eT; D) E) el5; F) L

47. Bir aylanada yotgan besh nuqta ustidan qancha vatar o ‘tkazish
mumkin?

A) C2; B) >8; D) Ps; E) S12; F) C2.

48. Cheksiz kamayuvchi geometrik progressiyada:

5=470="5; fI""?

A) 3°r; B) D) E) ~ ; F)o.

>

49. >»=x3-3x chiziq va uning x0=-1 abssissali nuqtadagi urinmasi
bilan chegaralangan shaklning yuzini toping.

A) 525; B)6,75; D)6,25; E) 4,75; F) 5,75.

341



50. I integraldan har biri qaysi K ifodaga tengligini va ... nuqtalar

o‘rnida turgan ifodani ko ‘rsating.
I A) Jf(x)dx) B) \f(x)dx-
a h
D) )f(x)dx =..H)f(x)dx', E) \[fW+q{x)]dx)
K1) -\f(x)dx\ 2) )f(x)dx\ 3) -Jf{x)dx; 4) 0;

5y Jfix)dx +\g{x)dx\ 6) \fi{x)cJx-\g(x)dx-

7y \f(x)dx; 8) \f(x)dx\ 9)0, 10) \f(x)dx.

A) A3, Bl, D7, E4; B)Al, B4, D2, ES;
D) A5, B8, D6, E9; E) A10, B9, D4, E6;
F) A8, B6, DO, EIO.

51. Agar [a\ bl kesmada /(x) >0 funksiya uchun x <f(x) < K
b
tengsizlik o ‘rinli bo'lsa, ?(b-a) <\ f{x)dx <K? boMadi. ? belgilar

o‘rniga mos ifodalarni tartibi b*o‘yicha yozing:
A) (x-a), (k-b); B) (K-k), (K+k)!' D)k (b- @)
E) (k-b), (k+b); F) (K-a), (k+b).
52./(x) funksiya [a\ b] kesmada monoton o ‘suvchi. Agar (a; b/

kesma teng n boMakka boMingan va boMinish nuqtalari o =x0<x| <...
<x=b boMsa, u holda

%JS /U Synll*i{
boMadi. ? belgilari o ‘rniga mos ifodalarni tartibi bilan yozing.
A) x, f(x), xn,, n- I, xk B) x0, xk, xn, n-2, /(Xxbl);
D) b+a f(xk), b+ta n-\, f(xk)\ E)b-a,/(xt), b-a, nf(xk-
E) X - X, f(xtJ, x - x*,, 2,/(XxM).
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53. Trapetsiyalar formulasi:

\f(x)dx-\{n % m

F1(X ) et (D]

? belgilar o‘rniga mos ifodalarni kelish tartibida yozing.

A) 6,
E) Jab, b - a, ox0;

54. x >0, 0> 0 uchun

Topilsin:
(D
: J
(In(ox)) P
x =-y na Inx 2
€
lim Inx 0
lim Inx <0
A-»+0

55. 0>0, 6 >0 uchun:

B) 6 + 0, na, x;
F) 1?7,

Topilsin:
M
o' *a ax*
ot
(@ oxw
(ab)x ax+bx
ibl o'~ bx

D) o6, x*,, x* 2

X, =

Javob variantlari:

56. Kombinatorika elementlari:

Asosiy
formulalar (1)
n = (m)* =
k\
A - ml

(2) (3) (4) (%)

1 a lno+Inx  e™

X X

-2 e2 c2 1

+X> -00 1 e

-1 e 0
Javob variantlari:

(2) 3) 4) %)
o'+ay axy axy o'y
ax-ay axy 17 9 SZ/

ax* axy n7 {ax)ay

abx axbx axb {a+b)x

a ax ax
bx bx b (a-by
Javob variantlari:

(2 3) ) (%)
m ml- k I km mk
ml (m-k)! {m+k)l ml

kil (m+A:)! (m-k)l (m-k)l
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davomi

pn= LIN«-DLD (J«-1)! m+D' m(m-1) m!
b Al e+ -\ (mrH1)! kI
(m+k)\ m! m m\(m+k)\  x \{m-k))
k =kj+..+km ' (AH)! « e i
Plkv k2i.. . kj = ke W..bkm w g w.. . km
_ itH , 3 :
x = Woooemw S ™ o

57. Ehtimollik nazariyasi elementlari:
Qo'shish Javob variantlari:
teoremalari (1) ) (3) 4 (5)

/4115 =0 uchur
5(/4U5) = P(A)ﬁP(B) 5(/4)+5(5) P(A)-P(B) 5(/MI5(5) J1/1-5)

5(1)= >(T) 1-J1/4) 1+501)  1-5(1)  1+5(00)
58. Bitta ehtimollik fazosidan olingan erkli 4 va B tasodifiy hodisalar
uchun:

Javob variantlari:
ey 2 3) 4) Q)
5(/4115) = JI/4)-5(5) 5(/4)+5(5) SMIIS) 5(/4115) S(JIII5)

T1/ATT5) = P(4) +P(B)~ [>(J1+5)- W4 ++  5/0+ssy+ A/1)-As) +
)= paywr) -p(a) PeB) +J1/4)-JI5) +5/0 ) +JU4) Jy4)

59. X hodisa ro‘y bergandagina 4 hodisaning ro‘y berish ehtimolligi
P(A\X) =

M P{AVJX). Dx P(AT\X). Pt/IUA"Y).
;o pPx) ! Px) - P(4)
cx /HHN).
C2 " PLARYY)’
60. Bernulli formulasi P =
A) O V ", By C » --; D) CyV ;
E)y C™"~"q"; F) C y mnm.
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3-V

4-v

2-M

2-V

MUSTAQIL ISH VARIANTLARI

f(x) funksiyaning x->+°° va
x - ~a dagi limitini toping

x~-2
f(x) =6 x , a=40
,, X 3x+2-3"x-3
2V -9x >~
Jx1
/(x) = , fl=1£0
Z 4 9X5-3xH
/(M) - 27* 3xH2>799" 1
/W =P , fi=3%0

83

Funksiyaning eng katta
(eng kichik) qiymatini
toping

aJ[*¥2-2%

/
x ~ (COS™J , yeng kaita ~"

y =(5+2vV6) +(5- 2-1>)x;

Vg kichik — "
/ \bx-x'
Vv —(CtS ] 1 3%ng katta —"
oy 244x. v -9
3 J 1 -'eng kichik
2X 9
3' 4r+ I ’ “eng katta

f(x) funksiyaning:
a) monotonlik
oraliqlari, ekstremum
nuqtalari, qavariqlik
va botiqlik oraliqlari,
bukilish nuqtalarini;
b) xefa, b] dagi
qiymatlari to'plamini
toping

/(x) = (4x + 2)<02x,
xe[-2; 0]

f(x) =x2+ In(x+ 1,5),

xe[-1; -0,5]

/(x) funksiya
grafigiga
o'tkazilgan
urinmaning
tenglamasini
tuzing

/(x) =2x2-
-l1-1In(x-1);
urinma OX

o'qiga parallel
bo'lsin

f(x) =" ga

eix
urinma

/  grafikning
maksimum
nuqtasidan
o'tsin

f(x) funksiyaning

F(x) boshlang'ich
funksiyasini
toping

(yoki integralni
hisoblang)

/(x) =1i=1; shan:
x> 0 da F(x) = -

bo'lsin

J eScnx+ sin xdx
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3-V

4-v

3-M

3-V

4V

5-V

/(x) = cosx - Incosx,

X e [in- -y-j

/(x) =e'inx - sinx
(bukilish nuqtalaridan

tashqari), x e (o;

f(x) =e*-x, x €[1; 2]

/(x) funksiyaning
aniqlanish sohasini
va f'(a) ni toping

/(x) =(1- V2sin4x)7,
a=0

Nt
/(x) = (sinx + cosx) 2,

a=2

fix) =(sin22x - 1)2,
a=0

fix) =xsinx,

=1

s
fix) =(cos2x - sin2x)6,

a=f

f(x) = In(2 - X2)

grafigiga
urinma
N=-2Xx ga
parallel
boMsin

/(x) =ex-
grafigiga
urinma y=2x ga
parallel

boMsin

j =x +x2- Inx
ga urinma
uning minimum
nuqtasidan

o ‘tsin

Hisoblang

lim 8X+4 ‘-x;
*_«.8x-4x+x4

tim Qe

9x+3x+x4
9x2+3x+4x5

lim

lim

* vir-1

limlaitii
Inx+3x

davomi

J2, x<0,
Vv 2x, x"0,
F{x) grafigi

M{-\\ 2) nuqtadan
o'tsin

LRI

/(x) = 1+ e2r ning
F{x) boshlangMch
funksiya grafigi

nuqtadan

Funksiyani
tekshiring va
grafigini yasang

y =2x(5 - Inx)

y=xVx

y =x - In(x + 1)



4-M

2-V

3-V

5-V

5-M

\f(x)dx va \Ux)dx

F(x) funksiya

Funksiyaning

integrallarni /(x) funksiyaning grafigini
hisoblang boshlangMch funksiyasi yasang. Shu
ekanligini isbot funksiya
qiling differen-
siallanuvchi
boMmagan
M) x) JIx) enuqtalar
bormi?

(3-4J1)2  (cos2x+2sirrx) 4o o ioay
x3 I X

sin(2x-")x

cosxVsin2x +

8COoS2|™ - 4x) .
+sinxVcos2x

Vsin22x +
x3-4x2+5x Ax-AsinSx 2sin24x- 2 .
x2J1 X sin|4x - +2sinxcosx
cosdx cosxVcos2x -
X X - 1 tg2x
l+cos2x V- x g I+cos4x - sinxVsin2x
1 A - -
X5-3 x4+ sinf3x+%)x Zcost Vl1-4sin2xcc62x -
sin5xcos3x 62xsin2
3x3 Xcos|5x+-7) - Tbcosgx -cCcOZXxtsinzZx
sinxVsin2x +
3x4-x3tx-1 cos3X E_X - I—sian sin2x
XVx + cosxVcos2x
Quyidagi chi- Aniq integral-
ziqlar bilan ning geometrik
chegaralangan 4, B, C Masala ma’nosidan
shaklning foydalanib
yuzini hisoblang
toping
y = 8x2, /(x) = )
( ) . Guk qonuni j V2x - x 2dx
y = V8x = /lsin2nx + fi bo'yicha ta’- 0

sir etayotgan

kuch prujina-

Jfix)dx = ning siqi-

0 lishiga to‘g‘ri

—_.1+6 proporsional.
1 Agar 1 sm ga
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2-V y =2sinx

3-V

4-v

348

Y =-sinx

0<x<7%

>=2co0s2| +3

>'=0, x=0,

X=n

y = 2sin2-|,

y=0, x=0,
x=n

f(x)=Ax2+Bx+ C

J1) =1,
/(2)-12) =09,

5

Jf(x)dx =170
0

f(x)=Ax+B

1(3)-/(x)=3,

1/2(x)T =1
0

Sf(x) =
=/lsin~x+ fl,
JN2)=-n,

1
[/(x)tik ="-+1
0

siqish uchun

15 N kuch zarur
bo‘lsa, 40 sm ga
siqish uchun
gancha ish baja-
rilishini hisob-
lang.

u(/)y=8/-4/2
tezlik bilan
to‘g‘ri chiziqli
harakat qilayot-
gan jismning
harakat boshidan
to‘xtashgacha
o‘tgan yo'lini
toping

Prujina

200 N kuch
bilan 2 sm ga
cho‘ziladi. Uni
5 sm cho ‘zish
uchun gancha
ish bajari-
lishi kerak?

Ikki jism

bir vaqtda
bir nuqtadan
bir tomonga
qarab to‘g‘ri
chiziqli hara-
katni boshla-
gan. Birinchi

jism tezligi

u,(r) = 6f2+4/
ikkinchisi-
niki

va(l) =2z f-,

5 s dan so‘ng
ular orasidagi
masofa qancha
bo'ladi?

\Ix~2\dx
0

0
JV-4x - x2dx
2

J(Jx + 3+



5-V A% f(x)=Ax-+Bx+C Prujina 80 N j >/4x - x ldx

T 1-2x2+x4 -
Jd0)=2, kuch ta’siri
/(1)-/(1)=2, ostida 4 sm ga
. cho'ziladi.

PRy =27 Uni 10 sm ga
cho‘zish uchun
gancha ish
bajarilishi
kerak?

6-M X, va x2 ildizlari

Qiymatni bo'yicha haqiqiy y ni toping va
toping koeffitsiyentli, tenglamani yeching:
eng past darajali
tcnglama tuzing:

1-V IO -/71 X,=1, x2=2-3Z Xx3-x2tyx -1=0;
ildizlari kublarining
yig'indisi 1 ga teng.

2-V J X,=—, x2=2-i x3-4x2+yx -4 =0;
ildizlari kvadratlari-
ning yig'indisi 4 ga teng.

3-V 18 x,= -3, Xj=1+i x3-2x2+5x +7=0;
ikkita ildizning
ko'paytmasi 5 ga teng

4-v w3 +i X,= 2, x2=/¢ x3-x 2+yx-4 =0;

ikkita ildizning
ko'paytmasi 2 ga teng

5-V vr Aokt =5+ X3+2x2+yx +2 =0;
ildizlari kvadratlari-
ning yig'indisi 4 ga teng.

7-M

l-variant
1. Guruhda 20 kishi bo‘lib, ulardan 6 tasi ayol. Tavakkaliga 3 kishi
tanlanadi. Tanlanganlar ichida bir ayolning ham bo ‘lish ehtimolligini
toping.
2. 8 uskunadan 5 tasi yangi, 3 tasi eski. Yangi uskunaning to “xtovsiz
ishlash ehtimolligi 0,9 ga, eskisiniki 0,6 ga teng. Tavakkaliga olingan
uskunaning to ‘xtovsiz ishlash ehtimolligini toping.
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2-variant

1. 30 ta kitobdan 8 tasi rasmli. Tavakkaliga olingan 4 kitobning
hammasining rasmli bo ‘lish ehtimolligini toping.

2. Birinchi dastgohning sifatsiz buyum tayyorlash ehtimolligi 0.03
ga, ikkinchisiniki esa 0,02 ga teng. Birinchi dastgohda ikkinchisinikiga
nisbatan 3 marta ortiq buyum tayyorlangan. Barcha tayyorlangan
buyumlar orasidan tavakkaliga olingan bir buyumning sifatsiz boMish
ehtimolligini toping.

3-variant

1. 18 detaldan 4 tasi nuqsonli. Tavakkaliga olingan 3 detaining
nuqgsonsiz bo‘lish ehtimolligini toping.

2. Birinchi to‘dada 6 qiz va 3 o°‘g‘il, ikkinchi to‘dada 4 qiz va
4 o‘g‘il bola bor. Birinchi to‘dadan 8 kishi, ikkinchisidan 2 kishi
olinib komanda tuzildi. Komandadan tavakkaliga bir kishi saylandi.
Uning qiz bola boMish ehtimolligini toping.

4-variant

1. 38 o‘quvchidan 4 tasi sportchi emas. Tavakkaliga tanlangan
3 o‘quvchining sportchi bo‘lish ehtimolligini toping.

2. Podaning 60%i qo‘y, qolgani echki. Echkilarning 5%i va
qo'ylarning 3%i emlangan. Tavakkaliga tanlangan bir hayvonning
emlangan boMish ehtimolligini toping.

5-variant

1. 30 ta shardan 16 tasi oq. Tavakkaliga olingan 3 ta shardan ikkin-
chisining oq rangli bo‘lish ehtimolligini toping.

2. Bir marta otishda nishonga tekkizish ehtimolligi 0,8 ga teng.
Bir-birlaridan mustaqil ravishda otilgan 4 ta o‘qdan kamida uchtasining
nishonga tegish ehtimolligini toping.
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JAVOBLAR

I bob

1.9.1sinx I< 1.lcosx I< 1,0 < 1- cosx <2 ekanligidan, foydalaning. 1.11. 4)
X = R(t- sin/), » = /21 - cos/). 1.16. Ko‘rsatma: BM2= OB2-OM 2=
= OB2- (04 - MA)2= MA{204 - MA), bundan izlanayotgan munosabat
chiqarib olinadi. 1.19. 1) to‘g‘ri burchakli EVS wuchburchak
bo'yicha rv=r”"ina, endi hisoblashlarni bajaring. 1.23. 1) sin5x ning T,

asosiy davrini sin(5x+2m) =sin5(x + 7,) bo'yicha topamiz: 7, = -y-; shu kabi

cos4x ning asosiy davri 7, =y ; 7, va 72ning eng kichik umumiy bo'linuvchisi
javobni bceradi: 7 = 2;; 2) 20m; 3) 20mx. 1.24. 1- cosz sahm funksiya
z=1 da 0 ga teng, juft funksiya, ixtiyoriy z da nomanfiy, 0 < z < 1 da
0 dan 2 gacha monoton o'sadi, 1 <z<2n da 2 dan 0 gacha monoton kamayadi;
1-cos(180°+z) = 1+cosz=2-(1 - cosz). 1.25. 1) mumkin; 2) mumkin, chunki

7 = ~1 +(-74=1t) =1. l-—<cosz=1— _mPm 1.28. 1) m-bp-2;
Va2+/>-) Va24z2 2

2) mj2 - nr . 1.31. a) 1), 7) lar toq, 2), 3), 4) lar juft, 5), 6) lar toq ham
emasjuft ham emas. 1.34. 1) 2) -0,6. 1.36.6) 0,5; 7)-3. 1.42. 1)x =nA,
keZ; 2) x ="+nk , keZ;, 3) j +2nk, keZ\ 4) 0; 5) 2cosx - 1 7~ 0,
X Nxj +2nk ,keZ. 1.43. 1) Ko ‘rsatma: cos4(xt 7) =co8(4x +2m), bundan
7 =mn/2; 2) 7 =4n; 3) 2n/3; 4) Kolrsatma: cos(ro(z + 7)+9) =cos((0Z+o + 21x),

bundan 0)Z+ to7 + p=0Z+to+2n, T =~ ;5) 7= 20/5;6) T =x\1) 7= 1/2;

8 7=~ ;9) Yechilishi: cos4x bo'yicha 7, =-j, sin|5x +ij bo'yicha
72=vy ;-j, y laming eng kichik umumiy bo'linuvchisi 7 ni beradi, 7 = 2m;

10) 7 =4m; 11) 7= 2n; 12) 7 =21. 1.45. 3) a2+3Z>2- ~ ; 4) 0; 5) 02 6)

V3a2- +jA2+ 146. 1)-5) mashqlarni yechishda -|+a2” > pjaial...an
tengsizlikdan foydalaning, bunda n, nm,, ..., Is1 - musbat sonlar. Masalan,
Yn2e+«1l=pn, bundan - 1+ Bunday qiymatlarni tangens va kotangens qabul

qila oladi va faqat a = | bo'lgandagina y y = 1 bo'ladi va berilgan qiymatni
sinus va kosinus ham qabul qiladi. 1.48. cosa = n2~"2, tga = }ab, . 1.49. -2.
a'tb’ a -b
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1.52. 1) 0; 3) 0; 4) 0. 1.56. cos4* + sin4* = (cosX +sinX)2- 2cosXxsinX =

= 1 - 2cosX sinX. Ikkinchi tomondan,cosfx + sin(x = (cosX)3+ (sinX)3= .. =

=1-3cosXsinx=y. Bundan cosXsinX = A .Javob: cosd+sin4d=1-2.h9=142s:

1.57. Agar 0 <x<j, A>0. x +A<” deb qo*-

yilsa, masalani hal qilish uchun

bo'lishini isbot qilish yetarli (geometrik

isbotida 1-§, 1-banddagi ma’lumotlarga tayanish
BID C mumkin). Markazi koordinatalar boshida

joylashtirilgan birlik aylanada A(x + h) va

B(x) nuqtalar bclgilangan bo‘lsin (I.54-rasm).

4 in(x+A - AC_ BC+4B
1.54-rasm. VB us) =y, SnGA) Y ondiudy W outt

= < =
I+ 1+ JI= xH]1 Bundan S A A < .1.63. Ko ‘rsatma: 1), 3),

BC X X
4) larda y = cosx funksiya grafigini almashtirishdan, 2), 5), 6), 9) larda
y = sinx funksiya grafigini almashtirishdan, 7), 8) larda esa [a], {a}
laming ta’rifidan foydalaning. 1.64. Ko4rsatma: 1), 2), 4), 5) larda y =
cosx funksiya grafigini almashtirishdan, 3) da y = sinx funksiya gra-
figini almashtirishdan foydalaning. 1.69. Ko'rsatma: y = tgx, y = ctgx
funksiyalarning grafigini almashtirishdan va |a |, [a], {a} laming

ta’rifidan o‘z o‘rnida foydalaning. 1.70. 1) =sin” - yj) =cos||-=
-cosK*)y-~ J 1 2 I .4 J 17
asu +6/ 2 2 2 2 4 > ' 2°3)"T "4 "T -L75-
Ko'rsatma: I) Funksiyalar ifodasini y = cos"x - yoki y =cosj ko4
rinishiga keltiring. cos =cos|| +2nj bo'yicha T=4n. 1.84./j(x) va/2Ax)

chiziqlarga ularning JI/(x0; “n) kesishish nuqtasi orqali o'tkazilgan /, va /,
urinmalar OX o'qining musbat yo'nalishi bilan a, va a2 burchak tashkil
qilsin (I.55-rasm). Kesishuvda hosil bo'ladigan p burchak p=a2-a, bo'ladi.

K, =K
tgp = tg(a, - a.) = 1_;_5.5 bo'ladi, bunda A =tgal|5 A2=tga2 urinuvchi to44ri
A JT chiziqlarning burchak koeffitsiyentlari. 1) é; 2)

1(1)3H . 1.85. Igd =x deb belgilaylik. U holda

tg5=2x, tgC=3x; tgC=tg(n-(/1+ B))=-{g(4 +B) =
=3x yoki - 3x = ‘Tenglamani yechib, x, =0,

x2= 1, x3=-1 ni topamiz. Uchburchak burchaklari
0 ga, yoki hammalari o'tmas, yoki 180° ga teng
I.55-rasm. bo'lishlari mumkin emas. Shunga ko'ra masala
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shartini faqat x = 1 qanoatlantiradi. Javob: tgd4d = 1, tg/? = 2, tgC= 3,

sin/l =~ , sin B = , sinC =b ~ . 1.88.1)":;2) j~.1.96. 10)tg55°-

tg65° =tg(60°-5°) *tg(60° + 5°)= A 60A~tg5" m(g6Q°~ 185 = , tg75° =
1+tg60 tg5 i-tgb0 tg5 1-3tg 5

= ctgl3° = Ctg3 5°= PS5t~ A NS = -3sX . mtg55” tg6sS" tg75” = -L -
cte & “M3gs -1 3tg5 Sfg 5 ¢ & & (g3
= ctg5° = tg85°. 1.97. 1) 2) -1; 3) 3tg2a; 4) 2cosa; 6) 7) 1; 8)

cos(|-2a). 1.99.sin15°= ~ 5 , sinl8° = & 1 .1.100. I)|sin3al; 2) V2|cos5.x|;

3) 1; 4) ctg2a; 5) |tg||. 1.101. 5) Ko'rsatm a: sinda+cosda = (sinZa+cos2a)2-

- 2sinZzcos2a dan foydalaning. 1.107. 1) 4; 2) Yechilishi: sm3* . Mn" =
8 cos 35 cos55

e — =1; 3) 1- ¥3; 4) 0,25; 5) jr. Ko'rsatma: dastlab
*(cos 20° +cos 90°) 16

c089°c0s810 va c0s27°c0s630 ko'paytmalarni yig'indiga keltiring. 1.109. 5)

4= = ctg60° = ctg(3 *20°) = ctg 20 ~3clS2() yoki kvadratga ko'tarilsa, ctg(20°-
V3 3ctgt200-1
- 6¢ctg420° + 9ctg20° = 3ctg420° - 2ctg20° + N va hokazo; 6) cos9°cos810=

= " (c0s90° + co0s72°) = ycos72°, shu kabi c0s270c0s63° = ” co0s36°. U holda

c0590c0s270c0s63°c0s8 1° = 4 c0s720c0536° =4-c0s72°-2  3>--c03360 =
4 4 2sin 36”7

_ sinl44 £  cos120c0s240c0s48°c0s960=...= -JI ; 7) tenglikning chap qis-
16sin36” 16 16> =n
mini 2siny ga ko'paytiramiz va bo'lamiz: —-— (sina -2sin” +sin2a-2sin”"+
1 2sin|x z z
+...+sin«a *2siny) = [(cos|-cos™J +(cos”™-cosyj+..,H(cos a-c o s a)j=

cas/ia-1+2«sin”sin”r*a

=_J (bs«-cos™alU — 2 ".2) .. 2sin%
is,n—\(. 2 Co0S 1”8111) 4502 '2)) sin2acos.0a-
1.111. 1) 5sin(5/+ a), a = arccos0,6; 2) 12sin(3/+ a), a = arccos ;0 3)

13sin(2/ +a), a = arccosy +vy . 1.115. 1) $0- Z=0 vaqt momentidagi bosh-

lang'ich faza, X = A'nCO3¢ yoki X = XOcosu>t, Y= Y051ud yoki Y = J’sinco/;
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3) A'=Accost(o/+ ¢0), Y= YRBIu((o/+ ¢0). 1.116. 7) sinx =" > 1 bo‘lgani uchun
tenglamaning yechimi yo‘q. 1.119.4) 3n-10. 1.122. 1) = ~ +2£1r;8) 2-y.
1.125. 4) Yechimi yo‘q. 1.127. 3) arcctg0,2 + kn, keZ. 1.129. 1) /3 ; 5)
,g(arCCt8(" §)) = - arCC,g ? )= - ,g(arCCtgl ) = - ctg(aroctgj) =" 2+1+133-

D + teZ; 2) N (+ | +2*%x), keZ; 3) + teZ; 5)
-5°+60%, keZ; 9) 22030'+ 30'+ 180%, keZ, 11) 0. 1.134. Ko'rsatma: 3)

5x =-y +1nA, keZ, 6) 3x =j +5x +nk, keZ, 8) tg(5n- x)=tg(n- x)=-tgx;
- ctg(2x+t 1) =tg(y +2x); 12) Vx=y - 2x+ nk, ke Z\ 13) kvadrat teng-

lamani yeching; 15) x2=(-1)*(-3x2) +u/c, keZ\| 17) V2(sinx + cosx)|l-"sin2xj =

=sin2x. 1.136. 1) (sinx-cosx)2=0, 3) tg2x =3; tg2x=7;... 8) 2tgXx -6tgx -
-23 =0; 10) cos4 -sin4& = (cosXx -sin X)(cosX + sinX) = cosX -sin X= 11)
x=| +", neZ; 12) x=", neZ 1.137. 1) | +*n, keZ, 2) sinx = 1,

coskX=1y 3)x,=2nk, keZ, x2=xy +2nkykeZ, x3==xy +21A, AweZ; 4)0;
5) *+nk,keZ 1.138. 2) x{=2nk, keZ, x2=+7 +2nk, keZ, x,==+" +2nk,

keZ; 3) y + 7%, arctg3 + nJl , keZ\ 4) y + nk, arctg2 + nk, keZ; 5) y +y A,

keZ; 7) berilgan tenglama cos5x + cos7x = £(sin5x + sin7x) tenglamaga teng
kuchli; 8) tenglamani sin24 x - 2sin4xcos4x + cos& = cos& - cosXx yoki (sindx -
- cos4x)2=-cosXx(1-cos&x) ko'rinishda qaytadan yozamiz. (sin4x- cos4x)2> 0,
-cosX(1- cosfix) <0 bo'lganiga ko'ra tenglik cosX(1 - cos&x) = 0 bo'lganda
o'rinli bo'ladi. Bu tenglama ikki tenglamaga ajraladi: cosx=0, l-cos&=0. Javob:

x =£+nk, xk =0, £1, £2, 9) Yechilishi: sin2x = 1 tenglamani qanoat-
lantirmoqda. Shunga ko'ra (sin2x - 1)(sin2x - 4sin2x - 4)= 0=»
sin 2x = 1,
1+ V7 > 1bo'lmoqda = |x, =45° + 180%,
sin 2x = 2(1 - VT)

sin 2x = 1,

sin 2x = 2(1 £ -JI)
x2=y(-)*arcsin2(1-J1 ) +|JI, Aez} .1.139. ) x=-| +/m; 2) x = | +2/m;
3) x=y+tyn, neZ .1.140. 1)0; 2) x =f+nk; 3) x=-]| + eZ;
X =y +un, ne Z 1.141. 1) x = -arccos|lyj+y +2mn; 2) x=y+ 2mt, zzeZ,
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3) x=(C-D**+r+xx, keZ. 1.143. 12) Ko'rsatma: ildiz ostidagi ifo-
dalar soddalashtirilsin. Natijada: =2, |2sinx+|+

+|2sinx-1| =2. Tenglama fagat |sinx|<i da o'rinli. Undan: -|+nm<x<5+m

n=0, =1, £2, ... 1.144. Ycch ish . Tenglamani sinx =2x- 2 ko'rinishda

yozib olamiz va y =sinx, y =2x - 2 funksiyalar grafiklarini bitta koordinatalar
tekisligida yasaymiz (I.56-rasm).

y=2x-2

Grafiklar bitta nuqtada kesishadi. Bu nuqtaning abssissasi berilgan
tenglamaning yagona ildizidir. Grafiklar kesishish nuqtasining abssissasi

=1,5 ga teng. Shunday qilib, x = 1,5. 1.145. 1) x =-|+2/ln, neZ,
y =-| —2/m, /ieZ; 2) x=-"+nk +1), y="~-+n(k-10, k leZ', 3)
x=%|+7t(//i+/i), y ==£ +n(n-m), m, neZ, 4)0. 1.146. 1) ctg2a = <

< = "ctga ; 2) sin®a - sinda + 0,52= (sin% - 0,5)2> 0; 3) Har doim

2 + cosa > 0. Tengsizlik - "32 +cosa) <3sina < 73(2 +cosa), bundan
3| sina| < 2+ cosa, yoki 4cos2 +4cosa + 1> 0, yoki (2cosa + 1)2>0; 4)

cos/l ecosB cosC = Jj-[cos(/4 - fl) + cos(/l + 5)]cosC = "[cos(/]- fi)-cosC]cosC =
=-|[cos2C - cos(/l - 5)cosC] ="cos2(/l - 5) - -j|cosC - <
<-cos2(/l - ) <”; 9) lasinx + JcosxI< Va2+ 2 bo'lganiga ko'ra |3sinx-

- 4cosx| < V32+42=5; 10) sina > sinacosp, sinp > sin|3cosa ekani ma’lum.
Ular hadlab qo'shilsa: sina + sin(3 > sinacosp + cosasinp = sin(a + p); 11)
oldingi misolga asoslanilsa, 2sina = sin(a + P) < sina + sinp, sina < sinp,
demak, a<p. 1.153. 1) 0,2376; 2) 0,9832; 3) 0,1510; 4) 0,5150, darajalarni
radianlarga o'tkazing. 1.157. 1) tg(arctg3) = 3 bo'lishini bilamiz. Lekin

arctg(tg3) =3 deyilishi qo'pol xatolik bo'ladi, chunki - | <arctgm<y .
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Demak, arctg(tg3)e | 5 |j bo'lishi kerak: tga =tg(arctg(tg3)) =tg3. Tangenslar-
ning tenglik shartiga ko'ra a =3+nk Lekin shart bo'yicha -5<3 + An<5 yoki

it 2 —3
yoki -1,43... <k <-0,45..., bundan x=-1. Demak, arctg(tg3) =

=3 - ; 2) a =arcsin(sin4), sina=sind4, a = (-1)** 4 +nk, -|<(-1)* "+An"",
bundan k= [. Demak, a =-4 + n; 5) arccos[cos(| +|)j = arccos[cosy ]=y e [0; n];
6 ) arcsin|cos|4n +” 1jj =arcsin|cosy 1 = arcsin|siny - =arcsinlsin =
=i|6[-ssxss];7) arctg[tg(f-3f) =arctgjtg’]=§ ;9) cos2a=cos2a -1,

ae(-f; f) bo'yicha ayniyat 2cos2(arccos) - 1=2x2- 1; 10) cos3a =

=cosa(4cos2a -3, bo'yicha: cos(arccosx)m4cos2(arccosx) - 3) = x(4x2.3),
- 1<x < 1; 12) Ko'rsatma: arcsin(sin 100) = (-1*)(Ax-100), bunda k bunday
aniqlandi: —ﬂA<ATr—100<§€ l}H, ! AA<I}tI R A<, A- s
arcsin(sin 100) = 321 - 100; 13) sin3a =3sina - 4sin2a , bunda a =arcsinx,
bundan sin(3arcsinx) =3x-4x3 1.158. 1) ;2)0;3) I1T;7) Ko'rsatma:
y =2arcsinx  almashtirish  kiritilgandan so'ng siny tcos"=1;
JI

Ikki holni

X =6os(f+ 10A-m=0, A=0, £1, +2, x=0. 1.159. 1) <x2-4x<"..;

. arcth,Sﬁ I'arctg2,5 arctg3
R i 3 JUL 3 & 3

ni isbot qilish kerak. sin(arcsinx - arccosx) = sin(arcsinx) ®cos(arccosx) -

; 3) sin(arcsinx - arccosx) > sinO =0

- sin(arccosx)cos(arcsinx) =x2- (v 1-x 2)2 =2x2 -1 >0=>|x|>-2? yoki 5

x > " lekin tengsizlik |x| < 1 da ma’noga ega. Demak, "~ <x <1.

4)(-T -; Ay). 1.160.2) 6(V3 + 1).
ILbob

2.1.0.2.2x-0.2.3.0.2.4x= 1.2.5. x =%-| +2511, y =+y +2(x - k)it ,n, keZ.

Ko'rsatma: tenglamani 4cos2*y-4cos” cos” +1=0 ko'rinishga
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keltirib, chap tomonda to‘la kvadrat ajrating. 2.6. x =" +y, >=]| +2nn,

n, keZ. Ko'rsatma: tenglamani siny ==2(:1-"sin22x) | 1 j - 16 ko'ri-

fsin22x = 1
A i s

nishga keltiring va -1<siny<l ekanligidan foydalanib, siste-

Isiny = 1
mani hosil qiling. 2.7. x = "~(2A: +1). Ko'rsatma: tenglamani (tgx-tg2)+
+ 2(t&x tgy-ctgx ctgy)2+ 1=sin2(x +>")ko'rinishga keltiring. 2.8. x = 2.

Ko'rsatma: tenglamani x «2X= 8. ko'rinishga keltiring. 2.9. x, = 0, x2= 2.
Ko'rsatma: tenglamani (x- 2)(2v+x - 1) =0 ko'rinishga keltiring. 2.10.

X=+kn, y=1, keZ. 2.11. 0. 2.12. x =j + Kk, x = 2kn, keZ 2.13. 0. 2.14.
X=y + 2Kk, keZ 2.15. 0. 2.16. x = 1, y =0. 2.17. x = 1, y =0. 2.18.
2kn <x <™ + 2Kk, keZ. 2.19. (-x»; -1]Ju[l; +o09). Ko'rsatma: tengsizlik-
ning aniqlanish sohasini toping va unda Vx5- 1> 0 bo'lishini c’tiborga oling.
2.20. [I; too). 2.21. (<»; -1]v[l; +<»). 2.22. (-«o; 1]. 2.23. [1; + oo).
Ko'rsatma: x> lbo'lsa, Vx <x va 2V> 2 bo'ladi. 2.24. (-°°; 1]. Ko'rsatma:
x < 1bo'lganda 2 ~ >2° =1>x bo'ladi. 2.26. [1;2). 2.27. x =2 +2nk, k=1,5,
9, ... . Yechilishi. Tengsizlik sinx = 1 bo'ladigan x larda aniqlangan, ya’ni
tengsizlikning aniqlanish sohasi x =" +2nk, A:eZ lardan tashkil topadi.
Bu x lar ichidan tengsizlikning yechimi bo'ladiganlarini bcvosita qo'yib
ko'rish bilan aniqlaymiz: 0<  + 2nA:j- 13m, Z . Bundan, k> 7 ekani
kelib chiqadi. 2.28. (-=»; -2)v(2; -k»). 2.29.x =-1. 2.30. x = 2. 2.32. (-o00; t00).
Ko'rsatma: sin(sinx) <sinl<sinj =-" m2.33. (-=0; too). Ko'rsatma:
[sinx + cosx)]< 1<2]cosx|. 2.34. (-»; too). Ko'rsatma: jsin2{5x} <jsin21<
<1 sin2j= 1.2.35. Ko'rsatma: sin({x} +I)- sin{x} = 2sin| cos|{x} + >

>2cos|l +j)sin® >2cos|sin| =0. 2.36. [1; +<). Ko'rsatma: y=Vx-1+2 1+log2x,

T. 2.37. (1; 2). 2.38. (-«0; 1]. Ko'rsatma: y =VI- x +3 -x - 2VfunksiyaD(y)
=(~«; 11da>vay(1)=0.2.39. [A+1; A+1), AeZ. 2.40. 1- » <x < 1.241.

x =log32-4; y=1. 242, x =y =2, z =-2. Ko'rsatma: Tenglamalar

[x+z=2-y, n -
sistemasini b yx- z/-4 ko‘rinishda yozib, bu sistemani y parametrli sifatida

garang yoki berilgan sistemaning birinchi tenglamasini kvadratga
ko'tarishdan hosil bo'lgan tenglamadan sistemaning ikkinchi tenglamasini
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ayiring. 2.43. x =y =4, z=-4. 244. x =3,y =\, z=0. 245. x =y =z = L

2.46. (1,5; 0,5). 2.47. (1; 1).2.48. x =% |;y= .2.49. (2; 9) va (-2;-9).
2.50. 2; U) va (-25 -10.
Il1 bob

3.1, 1)3;17;55.2) JI; V5 VIO, X 3.5. 3.8 1)

chegaralanmagan; 2), 3), 4) chegaralangan bo'lishi ham, chegaralanmagan
bo'lishi ham mumkin. 3.9. 1) Yo'q (Masalan xn=-nl| yn= 1 ketma-ketliklarni

qarang); 2) Ha. 3.13. Ko'rsatma: fl,,-an= Q"bc ekanidan

(ecnt+dy +efentd)

foydalaning.!) ad>bc\ 2) ad<bc. 3.21. 1) Yo'q; 2) Yo'q; 3) Ha; 4) Ha. 3.23.

ketma-ketlikning chegaralanganligidan

1) Ko'rsatma. X”:lg_;ﬁy7-6
I n
foydalaning. 3.24. I1+7JL . 3.27. 1) xn=2+-"- limx,=2;

= A . 1 = . . . . .

2) x,, =0+ (I" Az‘ir%/ limx, =0.3.28. 1) 2; 2) 0; 3) 3; 4) 0. 3.30. 1) 2; 2) 0;

3)+o0; 4)+o00; 5) 0; 6) 0; 7) 0; 8) 1.3.31. 1) I ;2) 1; 3) 5;4) 1.3.34. 1) 1.
IVb o b

43. 1) lim /(x) =8, lim /(x)=2; 2) lim /(x) =1 lim /(x) = 0. 4.5.
-r0

XN 4-° x- 4-0 X-»y-0

1)3; 2) 4; 3) 10; 4) 724; 5) 6; 6) 1. 4.6. 1) 15;3) 4; 5) 1. 4.7. 1) Ha; 2) Ha;

3) Yo'q; 4) Ha; 5) Yo'q; 6) Ha; 7) Ha; 8) Ha; 9) Yo'q; 10) Yo'q; 11) Ha; 12) Ha.
4.8. 1)8,2) 1;3) 1;4) < 5)0; 6) 0; 7) 72; 8) 00; 9) 2; 10) 0; 11) 2; 12) 1. 4.9.
y=1 4.10. x =-V5.4.11. y=x. 4.12. 1)x- 2,y=0; 2)y =x; 3)y =-x, y =x|
4yy=-1,»=1;5)x=-1,x=1,y=-x;6)jz=0; 7)) y=-|x- LLy=]x - 1;

8)y=2x+1;9)y=0; 10) y =] .4.13. 1) uzluksiz; 2) uzluksiz emas; 3) uzluksiz

emas; 4) uzluksiz emas; 5) uzluksiz emas; 6) uzluksiz emas. 4.16. 1) x = 0;

2) x =~ +tnk, ke Z 3)x==1; 4) x ==£1; 5) x =2z zzeZ. 6) "~ , zzeZ.
4.17. 1) Masalan, y = ——-L— —; 3) Masalan, y =-4—.4.20. ) 4 = \; 2)
x(x-1)(x-2) m sinx ’ oz

N=1:3)0 =-6;4) T=2.4.23. x=1.4.28. 1) 1;2) 1,5, 3) +4) 5; 5)
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6) 1.4.29. 1) 2:2)2;3) | :4) 155 1,6) | :7) 1; 8) 1;9) 1 ; 10) 5

11) 1; 12) i : 13) 3; 16) 12; 17) ~ ; 18) 1. 4.30. 1) e3; 2) e5%; 3) 4; 4.
0 s
Vbob

5.2. Ko'rsatma: qirraning x uzunligi va Ax

orttirmaga muvofiq hajmning AFo'zgarishi S\A x ! 0,5 0.2

jadvalda ko'rsatilgan.

1 7 2,375 0,728
5.11. f'(x) =3x2- ~x +10,/'(0) = 10, 5 91 41,375 15,608
10 331 157,625 61,218

/(-1)=14,2,/'(1)=11,8.5.13.Ko'rsatma:

M h Y Vxth-Vx  (VerJ-Va)(V(x+b)2H\(x+h)x+1fxT) i
Cho~ ok B(li(x+h) 2+ }j (x+h)x+Ne) LIX+E)IN(x TA i+ Vx !

Javob: y’' = 3—1 :2 5.16. Ko'rsatma: h'(t) = v(t) = vQ- gt, ~ =uQ- gt.bundan
Zaniqlanib, h(:;xifodaga qo'yiladi. Javob: 5,234375 =5,234 m. 5.22. Ko'rsatma:
x2- 4x + 1=-2 bo'yicha x0=1 va x*=3 aniqlanadi. (1; -2) va (3; -2) nuqta-
larda berilgan egri chiziqqa urinuvchi to'g'ri chiziqlary=-2x vay =2x- s. 5.31.

y =sx —4, d=£7 .5.32.y=12x-28.533. Ko'rsatma: x;-12x-11 =2=>

Axs3-l1-1"x+17 =0. Endi ko'paytuvchilarga ajrating. Javob: y =1,25x- 3,25.
y=5x+5,5 ,y=-X- 1,5.541. u(/) =Y (/)= 10-0,6/, u(s)= 10-3,6 = 6,4 (m/s);
10 - 0,6/ =0, bundan /=16]| (s). 5.44. (hixw)'= = i/uw + uv'w + uvw'. 5.45.
Ko'rsatma: A=tgd45°=1, y' =(Vx- 1)'=[xT- 11 =ixs =k = |, bundan

x =+3V3 . Endi y =V x-| munosabatdan foydalaning. 5.47. Ko'rsatma:
f(a +h)~ f(a) +f\a)h dan foydalaning. Chetlanish a/ ga teng, bunda

=N-- L5510 1) - inx; 03) - 4.1 +6x+ .
a=" fld). 5.51. 1) -4cos3xsinx; 2) ccﬁx’3) ‘éinzx’ 7) (x3+6x+5)ccsx

5.55. 2) 5Scos(5x+j); 3) 42xsin2|7x2--|Jcos(7x2-|J; 10) - 5 11)
T
cos(sinx)cosx; 12) 1 ; 13) X cos VI+Hx ; 14) x —+
#tgleos A 2XW(x4)Tb4ry
15) XTI ~e' *5.59. 5.60. 8) - — r; 9) arcsinx; 10)
J(1+J1) 2 2(arccos x) VI1-x*

xsinx . 114 arctgx Vx . pu
I+x2 * 1U 2] 1+x2 * U) [x|Vx~-4
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=(3-b, (1)) munosabat bo'yicha f— »v+—"*~) =...5.65. s'=u="-cos”-,
VA+4)  (x+5) J T T

S" =V =-%*+4sniZL yOki = s.ee. 1) 2xIn2; 2) 4"(1 -x1n4d);

3)1041 +xInlO); 4) e*(cosx - sinx); 5) - sinxzcosx . 6) - ~"OMnlll
e

(1+10 )
7y 17 W ;8)271n2 *cos(2')-5-67- 11 2jt1°63 X + 173 ;2) 33) 1p1£1;
4) xjnx-x+1 |n2; s) siruliur+ xcosx Inx+sinx; 6) ---4 -; 7)  -—- 2—

x In* x xIn2x* z x(I+Ilnx)
8) ctgx. 5.68. 1) (*+2H*+4} ;2) ~ o ! .; 3) - , 5 4) [ 4-memeeee R
(x+3) (1-x) 2Vx(1+V2x)- jVAtl+ViIx)

5) --=£==6 mx""', ;7

,6) s - A = . 569. 1) Ko‘rsatma:
VTF (I-x)mH 7

3 8)
3Vd+x2)4 28x 7

/ =(x3+x2+6)= 3x2+2x =0, buning ildizlari x0=0, - 1 .U holda :

x< 0 x=0 x> 0 A< - = o>

y'<0 y'=0 322> 0 ~z>0 y'=0 y '<0
FmI=o3+toz2+6 =6; ymx=(--/) +(-3) +6 =0A ;o) Xo=-" ,a>o0da
eng kichik qiymat ,0<0 da eng katta qiymat .5.70. 2) eng katta

qiymati / (3) = 1, eng kichik qiymati / (-3) =-971,4. 5.73. x=3,3=y,

Sma* = -y ¢ 5.74- 2; 2; 2J . 5.75. x=|. 5.76. x = r da (r> 0). 5.78.

/ 2(x) =14+ 2%(x-2)(16-x) funksiya x ning qanday qiymatida eng katta qiy-
matga ega bo'lishini aniqlaymiz. x - > va 16 -x ko'paytuvchilar musbat, ular-
ning yig'indisi 14 ga teng, ya’ni doimiy son. Demak, f 2x) funksiya, /(x)
funksiya ham eng katta qiymatni x ning x - 2= 16-xtenglikni qanoatlantiradigan
qiymatida qabul qiladi. Bux=9, unda / Ax)=28. Izlanayotgan eng katta qiymat
/(9) = VY28 .5.80. Ko'rsatma: x< 1, I<x<2, 2<x<3, 3<x<4, x>4 hollarini
qarang. Javob: 2 <x 5 3 bo'lishi sharti bilan /=4. 5.81. Ko'rsatma:

uchburchakning asosi va balandligi o'zgarmas ekanligidan foydalaning va
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AB = a, CD =h deb qabul qiling. Eng katta qiymat KL chiziq o'rta chiziq
bo'lganda hosil bo'ladi. 5.85. 1) A/'=/(2)-/(1) =9; Ax=2- 1=1; (1) formula

bo'yicha f'(¢) =j =9. Lekin /' =3x=2+2, bundan x =c da 3c=2+2 =09,

¢ =+ JI[, nihoyat, ce[l; 2] bo'lganidan ¢ = ; 3) quyi tomon yo'nalgan;

4) (0; +oo) da qavariqligi bilan yuqoriga, (-<»; 0) da quyiga yo'nalgan. 5.88.
1) (-o®; +00) da o'sadi; 2) (-oo; -u») da o'sadi; 3) (-oo0; 2) da o'sadi, (2; 3) da
kamayadi, (3; +oo) da o'sadi. 5.103, 2) -1,66; 0,25; 2; 1L

VI bob

6.7. 2) Ko'rsatma: 2x = ¢ +C. 6.13. 1) "sin2x - yxcos2x +C;

2) xsinx +cosx +C ; 3) — +C; 4) (xIn3 - )+ C; 5) xlnx - x +C;
* 3

e In

6) — Inx-2L +C ; 7) ~"-(sinx +cosx)+C; s8) ex(x2-2x+2)+C;
9) xIn=2x - 2xInx +2x +C. 6.16. 7) g|; =) -3; 9) 2~1; 10) 11,25. 6.18

2)T 34) 1 35) 171. 6.19.2) |1;4) 27;6) |. 6.22./1=3, 5=0. 6.30. 64,8.
VII bob

7.4. s=7-+ul/+50>bu yerda v0=u(/0), s(0) =j0. Ko'rsatma. F= ma,
P =mg \a F= P munosabatlardan foydalaning. 7.6. y =e*/mKo'rsatma.
y'=2xy vay(0)= 1dan foydalaning. 7.15. 1) y =j*(x3- C);2) y =x2+Cx3;
3) y =sinx +C *tg” . 7.16. y = + 1.7.17. y(0) = 1 shartni qanoatlantira-

digan yechim mavjud emas.
VIII bob

83. 3 4=12. 8.4. s;6.8.5.24. 8.10. JI7*JIs= 7 5321 = 1260. 8.18.

C2 =4845.8.19. C2=10.8.20. C» *C= = 26400 .8.21. C».8.28. 1)*=* +"+
+ 2s=4, A=0, 1, 2, 3 (A, A2 A3) kortejlarni tuzamiz: (4, 0, 0), (0, 4, 0),
0, 0, 4), (3, 1, 0), (3, 0, 1), (1, 3, 0), (1, 0, 3), (0, 3, 1), (0, 1, 3),
(2, 2, 0), (2, 0, 2), (0, 2, 2), (1, 1, 2), (1, 2, 1), (2, 1, 1). Yoyilmada jami
15 ta had bor. Hadlardan ixtiyoriy birini, masalan, (2, 1, 1) kortejga
mosini topamiz. Uning koeffitsienti: 5(2, 1, 1) = (&!)/(£,! « k2 m£3!) =
= (4!)/(2! « 1! « 1) = 12. Izlanayotgan had /[2a2bc ko'rinishda bo'ladi.

8.31. CM 21)/(8!41)=(9 10 11 12)/(1°2+3°+4) =495 vash.o. 8.32. 3) Ca 10!
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8.37. C2 Cl+51=7200.8.38. C5 C4 Cl.8.39.9 91.8.40. C8 C3 &!.8.46. P5=
=51=120. 8.47. P(2, 2, 1, 1, 1)=(7!)/(2! *2! « 11 « 11 « 11)= 1260. 8.48. 94. 8.49.

C? mC4 mC/4 +C9.8.53.84.8.55. 43 =982080.

IX bob

9.8. {40, An A2 A}, A4, As, Av, Av Av A~ A7}, bunda 4. - gerb i marta
tushdi. 9.19. 1)/1U5 =0; 3) /1115 =0 yoki /1=0; 4) A<zB. 9.20. Yo‘q. 9.24. 2)

K\'7) M. 9.31. 0,77. 9.39. JI=(JIIISA)IMII ), bunda JIITS va JIII5 bog'liq
emas. P{4) = JJIII") + ) va shart bo'yicha P@4C\B) = [JI) « P(B)
bo'lganidan P{A~B ) = JIJI) - JIJOMNS)=JJ\-I0)-A(5)=0J) (:-/H))=

=P(4) I\B). 9.41. Ko'rsatma: P(JId"U O + /YANJ11C)+ /UCII/II A) ni
hisoblang; 4) JUJI, IUI2IUI3) = ~J1,) « P{42) mfla,) = 0,7 <0,6 0,6 = 0,252. 9.43.

AIODANCBLAIT) />) />(0=0,9 0,8 0,7=0,504. 9.45. J1,- «birinchi bl -
lakni ikkinchi bl(Jlak bilan birlashtirish»ga qolgan 2n - 1 ta blJlakdan
bittasi imkon beradi, demak, />(JI,) = 1/(2/? - 1); JIk - «A:- blllakning qolgan
2/1 - (2A: - 1) tasining bittasi bilan ulanish ehtimolligi P(4k) = 1/(2/i -
- (2A: - 1)). O'zaro bog'liq hodisalar ehtimolliklarini ko'paytirish formulasi

11
bo'yicha izlanayotgan ehtimollik: ~ =2t , 2n-3'"3 1~ 99- 7

9.49. P= 0,4 0,4 0,4 0,6=0,0384.9.70. Ko'rsatma: /l = 60, xna= 7, xmjn=1,

X=M =0,1.9.71. p=65036'03", o(p)= I'',9. 9.83. 2) (CJ0 + Ci0)/C ) = 48/95.
9.85. J1 - «uch otishda kamida biri nishonga tegdi» ehtimolligi P(4) = 1 -
- 43=0,8, bundan ¢g=1/0"= 0,5848. 9.86. />= 1-*0,2+0,3 +0,4 +0,5=0,88. 9.87.

A=5,/m>2,5=0,6, "=0,4, PAm >2)=1- />(i<2)= 1- 1/>5(T)= 1- />.(0)-
/>, ()= 1- C&/>V- C]/>~=10,912.

X bob

<0'
@2 «3 «14 5

1041 . Q. D 23 4 Q5 - 10.2. J=@1 1 1 1), B= o 10.3.

Bl 32 33 B34 G35,

0y

Qg yty 104D s s s 92) (1 -3 3 6):3)(44 5158 65);
fl 111 -
4) (-4 -3 -23 -17). 10.5. 1 11 10.7. 1) T
11 2 5 9
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31
E B
8 o _
-4 -3 3 » s 26 7 14 23 DA
D11
13 "3 3

1 -2 7 1
. 0 1 -2 7
10.28. Mavjud emas. 10.29. 4) o 1 -2 5)
o o . y 0 0 1 2
0 0 0 1
f1 1 1 1
4 4 4 4
1 1 1 1
4 4 4 4 2-23 . .
6) 1 1 1 - 10.30. 1) Ko ‘rsatma: tenglamaning
4 4 4 0 8
1 1 11
u 4 4 4

5
bar ikki qismini ham (A A) matritsaga chapdan ko‘paytiring; 4) ko'rsatma:
f1 2 -3)
tenglamaning bar ikki qismini ham 0 1 2 matritsaga o ‘ngdan ko ‘paytiring.
00 1

10.32. D)x,=2,x2=1,%x3=3; 2) x =y =z=0 3) x, =3, x2= 1, x3=1;
4y x=y =z=0. 5) x=3",y=] ,r= 1" 6)x,=x2=x3=0. 7) x, =3, x2=-4,

x3=-1, x4= 1 8) Xx,=X2=Xx3=%Xx4=0. 9) X, =x2=X3=Xa=x5=0. 10) x,=2, x>=0,
X3=-2, x4=-2, x5= 1. ‘10.41. 1) (1; 12; 16); 2) (1; 2; 3; 0). 10.42. 1) > =x, +

+2x2+3x3.2) Ox, +y x=2+x3 10.43. 1) Yo‘q. 2) Ha. 10.44. 1) Faqat bir xil

usulda yoyish mumkin. 2) Faqat bir xil usulda yoyish mumkin. 10.49. 1)
(2; 1 1). 3) (3; 0; 0). 5)(1;2; 3).
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MUNDARI JA

So‘zboshi 3

I bob TRIGONOMETRIK FUNKSIYALAR

1-

3-§.

4-5.

5-§.

Sonli argumentning trigonometrik funksiyalari 4

1. Burchaklar va yoylar (4). 2. Burchak va yoylarning radian o'lchovi. Koordinatali
aylana (7). 3. Sonli argumentning sinusi, kosinusi, tangensi va kotangensi (II).
4. Trigonometrik funksiyalarning davriyligi (17). 5. Sinus va kosinus funksiyalarning
xossalari (18). 6. Tangens va kotangens funksiyalarning xossalari (23).

Trigonometrik funksiyalarning grafiklari 26

1. Sinus va kosinus funksiyalarning grafigi (26). 2. Sinusoidal tebranishlar (29).
3. Tangens va kotangens funksiyalarning grafigi (30).

Qo‘shish formulalari 32

1. Ikki burchak ayirmasining va yig'indisining kosinusi va sinusi (32). 2. Ikki burchak
yig'indisi va ayirmasining tangensi va kotangensi (34). 3. Keltirish formulalari (36).
4. ikkilangan va uchlangan argumentning trigonometrik funksiyalari (38). 5. Yarim
argumentning trigonometrik funksiyalari (40). 6. Trigonometrik funksiyalarni yarim
argument tangensi orqali ifodalash (42). 7. Trigonometrik funksiyalar yig'indisini
ko'paytmaga va ko'paytmasini yig'indiga aylantirish (44). 8. Garmonik tebranishlami
qo'shish (47).

Trigonometrik tenglamalar va tengsizliklar 50

1. sina =/7i ko'rinishdagi eng sodda tenglama. Arksinus (50). 2. cosa = /izko'rinishdagi
eng sodda tenglama. Arkkosinus (53). 3. tga =/nva ctga=mM ko'rinishdagi eng sodda
tenglamalar. Arktangens va arkkotangens (56). 4. Tenglamalarni ycchishning asosiy
usullari (58). 5. Xususiy usullar (61). 6. Universal almashtirish (66). 7. Trigonometrik
tenglamalar sistemasi (68). 8. Trigonometrik tengsizliklarni isbotlash (69). 9. Eng
sodda trigonometrik tengsizliklarni yechish (71). 10. Trigonometrik tengsizliklarni
intervallar usuli bilan yechish (74). 11. Trigonometrik funksiya qiymatini taqribiy
hisoblash (76).

Teskari trigonometrik funksiyalar 77

1. Arkfunksiyalar va ularning asosiy xossalari (77). 2. Arkfunksiyalar qatnashgan
ayrim ayniyatlar (82). 3. Teskari trigonometrik funksiyalar qatnashgan tenglamalar
va tengsizliklar (83).

I b o b. NOSTANDART TENGLAMALAR, TENGSIZLIKLAR VA

1-§.
2-§.
3-§.

ULARNING SISTEMALARI

Nostandart tenglamalar 89
Nostandart tengsizliklar 92
Nostandart sistemalar 96

III bob. SONLI KETMA-KETL1IKLAR VA ULARNING LIMIT1

1-§.

Cheksiz sonli ketma-ketliklar 100

1. Ketma-ketlik tushunchasi (100). 2. Chegaralangan ketma-ketliklar (103). 3. Mono-
ton ketma-ketliklar (106). 4. Progressiyalar (107).
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2- §. Ketma-ketlikning limiti 113

1. Ketma-ketlikning qirqimi. Cheksiz kichik ketma-ketliklar (113). 2. Cheksiz kichik
ketma-ketliklar haqidagi asosiy teoremalar (115). 3. Cheksiz katta ketma-ketliklar
(117). 4. Ketma-ketlikning limiti (119). 5. Limitlar haqida asosiy teoremalar (122).
6. Monoton ketma-ketlikning limiti haqidagi teorema (125).

IV b o b. FUNKSIYANING LIMITI VA UZLUKSI1ZLIGI

1-§. Funksiyaning limiti 127

1. Funksiyaning nuqtadagi birtomonlama limiti (127). 2. Funksiyaning nuqtadagi
limiti (131). 3. Funksiyaning nuqtadagi limiti haqidagi asosiy teoremalar (135).
4. Funksiyaning cheksizlikdagi limiti (138). 5. Funksiya grafigining asimptotasi (142).

2-§. Funksiyaning uzluksizligi 145

1. Funksiyaning nuqtada uzluksizligi va uzilishi (145). 2. Funksiyaning oraliqda
uzluksizligi (150). 3. Ajoyib limitlar (153).

Vbob. HOSILA

1-§. Funksiyaning hosilasi va differensiali 157

1. Funksiya orttirmasi (157) 2. Funksiya hosilasi (158). 3. Funksiya differensiali
(163). 4. Funksiya grafigiga urinuvchi to'g'ri chiziq (164). 5. Differensiallanuvchi
funksiyaning uzluksizligi (166).

2-§. Funksiyani differensiallash qoidalari 167

1. Chiziqli kombinatsiyalami differensiallash (167). 2. Darajali funksiyani va funk-
siyalar ko'paytmasini differensiallash (170). 3. Kasrni differensiallash (173).
4. Trigonometrik funksiyalarni differensiallash (175). 5. Murakkab funksiya
hosilasi (177). 6. Teskari trigonometrik funksiyalarni differensiallash (179). 7. Yuqori
tartibli hosilalar (182). 8. Ko'rsatkichli. logarifmik va darajali funksiyalarning
hosilasi (183).

3-§. Hosilaning tatbiqi 185

1. Funksiyaning ekstremumlarini aniqlash (185). 2. Funksiyaning kesmadagi eng
katta va eng kichik qiymatlarini topish (189). 3. Lagranj teoremasi. Funksiyaning
o'sishi va kamayishi (193). 4. Funksiya grafigining qavariqligi (196). 5. Funksiya
grafigining bukilish nuqtalari (198). 6. Funksiya grafiklarini yasash tartibi (200).
7. Hosila yordamida tengsizliklarni isbotlash (204). 8. Nyuton binomi (206).
9. Nyuton binomidan taqribiy hisoblashlarda foydalanish (209). 10. Tenglamalarni
taqribiy yechish (Vatarlar va urinmalar usullari) (211).

VI b o b. INTEGRAL
1- §. Aniqmas integral 215

1. Integrallash amali. Boshlang'ich funksiya (215). 2. Integrallash formulalari (218).
3. O'zgaruvchini almashtirish usuli (221). 4. Bo'laklab integrallash (224).

2- §. Aniq integral 225

1. Egri chiziqli trapetsiya yuzi. Boshlang'ich funksiya orttirmasi. Aniq integral (225).
2. Nyuton-Leybnits teoremasi (229). 3. Geometrik va fizik kattaliklami aniq integral
yordamida hisoblash (233). 4. Aniq integralning qiymatini taqribiy hisoblash (236).
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VII bob. DIFFERENSIAL TENGLAMALAR

1- §. Eng sodda differensial tenglamalar 240

I. Differensial tenglama haqida tushuncha. Differensial tenglamalarga olib keluvchi
masalalar (240). 2. Eng sodda differensial tenglamalarni yechish (243).

2- §. Birinchi tartibli oddiy differensial tenglamalar 247

1. 0 ‘zgamvchilari ajraladigan tenglamalar (247). 2. Birinchi tartibli chiziqli differensial
tenglamalar (249).

VIII bob. KOMBINATORIKA ELEMENTLARI

1- §. Kombinatorikaning asosiy qoidalari 251
1. Kombinatorikada nima o'rganiladi? (251). 2. Ko'paytmani topish qoidasi (252).

2- §. Kombinatorikaning asosiy formulalari 254

1. O'rinlashtirishlar (254). 2. Takrorsiz o'rin almashtirishlar (257). 3. Takrorsiz
kombinatsiyalar (257). 4. Takrorli o'rin almashtirishlar (260). 5. Takrorli kombi-
natsiyalar (264).

IX b o b. EHTIMOLLIK NAZARIYASI VA MATEMATIK
STATISTIKA ELEMENTLARI

1- §. Ehtimollikni hisoblash 268

1. Ehtimollik nazariyasi nimani o'rganadi? (268). 2. Boshlang'ich tushunchalar (269).
3. Ehtimollikni bevosita hisoblash (270). 4. Hodisalar algebrasi (273). 5. Hodisalar
yig'indisining ehtimolligi (276).

2-§. Bog'ligmas hodisalar 279

1. Bog'ligmas tasodifiy hodisalar (279). 2. Shartli ehtimollik (282). 3. Bemulli formulasi
(286). 4. Geometrik ehtimolliklar (288).

3-§. Matematik statistika elementlari 289

1. Boshlang'ich ma’lumotlar (289). 2. Arifmetik o'rtacha va o'rtacha kvadratik
chetlanish (290). 3. Tagsimotjadvali, gistogramma, poligon (291). 4. Bosh to'plam,
tanlanma to'plam (293).

X b ob. CHIZIQLI ALGEBRA ELEMENTLARI

1- §. Matritsalar va determinantlar 299

1. Matritsalar (299). 2. Kvadrat matritsaning determinanti (308). 3. Teskari matritsa
(314). 4. " noma’lumli 7 ta chiziqli tenglamalar sistemasini matritsalar yordamida
yechish (318).
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TEST SAVOLLARIDAN NAMUNALAR 333
JAVOBLAR 351
ADABIYOT 364

367



A45 Algebra va matematik analiz asoslari, Il qism:
Akademik litseylar uchun darslik /Mualliflar:
A.U.Abduhamidov va boshq. - T.:
«0‘qituvchi»NMIU, 2005. 4- nashri - 368 b.
Sarlavhada: 0 ‘zR Oliy va o'rta maxsus ta’lim
vazirligi, O'rta maxsus, kasb-hunar ta’limi
markazi.

I. Abduhamidov A.U. va boshgq.

BBK22.14ya722+22.161ya722

Abduhamidov Abduhakim Usmonovich,
Nasimov Husan Abdirahimovich,
Nosirov Umarqul Misirovich,
Husanov Jumanazar Husanovich

ALGEBRA VA MATEMATIK
ANALIZ ASOSLARI

II gism

Akademik litseylar uchun darslik

4- nashri

«0 gituvchi» nashriyot-matbaa ijodiy uyi
Tashkent—2005

Muharrir 0 ¢ Husanov

Rasmlar muharriri F. Nikgadambayev

Tex. muharrir S. Tursunova

Musahhih Z. Sodigova

Kompyuterda sahifalovchilar: Sh. Rahimqoriyev

D. Mannonova

IB Ne 8677

Original-maketdan bosishga ruxsat etildi 04.10.05. Bichimi 60x907 16

Kegli 10,5 shponli. Tayms gam. Ofset bosma usulida bosildi. Bosma t. 23,0.
Nashr. t. 22,5. 2000 nusxada bosildi. Bahosi kelishilgan narxda. BuyurtmaNe213.

O'zbekiston Matbuot va axborot agentligining ,,0'qituvchi" nashriyot-matbaa
ijodiy uyi. Toshkent—129, Navoiy ko'chasi 30-uy. // Toshkent, Yunusobod
dahasi, Murodov ko'chasi, 1- uy. Shartnoma 09—236—05.



