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SO‘Z BOSHI

Matematika barcha tabiiy bilimlar asosidir: «Har ganday fanda gancha
matematika bo‘lsa, shuncha hagigat bo'ladi» (Immanuil Kant). Bo‘lajak
mutaxassisni, jumladan farmatsevtni tayyorlashda ham matematik ta lim muhim
iilhamiyatga ega. Matematik ta’limning asosi farmatsevtlar uchnn o'gitiladigan
“Oliy matematika” kursi hisoblanadi

Uslibu o'quv go'Uanma  farmatsevtika ta’iim muassasalarining “Oliy
matematika”  kursi dasturi asosida yozilgan va bakalavrlar Davlat ta’iim
standartlari talabiariga mos keladi.

0 ‘quv go'Uanma ikki jilddan iborat. Uning birinchi jildi oliy matematikaning
chizigli algebra va analitik geometriya elementlari, matematik analiz asoslari
bo'limlarini o'z ichtga oladi Bu bo'limlar zamonaviy xorijiy adabiyotlar va
o'gitish texnologiyalari tahlili asosida yaratilgan bo'lib. har bir mavzuni yozishda
bir gancha xorijiy adabiyotlardan foydalanilgan, tegishli bilimlar talabalar
tomonidan mustagil o'zlashtirilishiga, ularda ko'nikma va malakalarning
shakllantirilishiga hamda ijodiy gobiliyatlami rivojlantirishga yo'naltirigan.

Darslik lotin alifbosida yozilgan. Darslikning har bir mavzusi ko'p sondagi
misol va masalalar yechimlarida tushuntirilgan, har bir bo'limi esa ulami
o'zlashtirishm mustahkamlashga yo'naltirilgan mashglar bilan to'ldinlgan. Ayrirn
misol va niasalalami matematik paketlar yordamida yechish usullari keltirilgan

Daislik hagidagi tanqidiy fikr va mulohazalarini bildirgan barcha
kitobxonlarga mualliflar oldindan o'z tashakkurini bildifadi.

Mualliflar



. CHIZIQLI ALGEBRA VA ANALITIK
GEOMETRIYA ELEMENTLARI

11. DETERMINANTLAR

1.1.1. Ikkinchi va uchinchi tartihli determinantlar 1

Determinant tushunchasidan dastlab chizigli tenglamalar sistemasini
yechishda foydalanilgan bo'lib. keyinchalik determinantlar matematikaning bir
gancha masalalarini yechishga, jumladan vektorlar algebrasida, analitik

geometriyada, keng tatbiq etildi.
1-ta’rif. £»,an - a,0,, ifodaga ikkinchi tarlihli determinant deyiladi va u

an an

deb yoziladi.
Demak,

a, Mc (1D
A,
all,au,a2,aa lar determinantning elementlari deb ataladi. Bunda
ai determinantning /-satr va j - nstundajoylashgan elementini ifodalaydi.
airan elementlar joylashgan diagonalga determinantning bosh diagonali,
au,aa elementlar joylashgan diagonalga determinantning yordamchi diagonali

deyiladi.
Shunday qilib. ikkinchi tartibli determinant bosh diagonal elementlari
ko'paytmasidan yordamchi diagonal elementlari ko'paytmasini ayrilganiga teng:

2 1
1-misol. 5 4 determinantni hisoblang.
. 2 1
Yechish. =2-4-1-5 =8—5=3.
5 4

1 Hiving Kreys/.ig. Herbert Kreyszig. Edward Hormuton Advanced engineering Mathematics
New York, Copyriglh, 2011



Z-ta rif. atlaDan + ®u®s®n +o,,flj,fIn ®n®s™n
ifodaga uchinchi tarlibli determinant deyiladi va u

au
cd oy
an ar
deb yoziladi.
°ll
Demak, gt a> P #1390 ah + NIV

ak

Uchinchi tartibli determinant uchun satr, ustun, bosh diagonal, yordamchi

diagonal tushunchalari ikkinchi tartibli determinantdagi kabi Kiritiladi

(12) ifoda etarlicha sodda tuzilishga ega. Bunda har bir qo‘shiluvchi
determinantning har bir satri va har bir ustumdan faqgat bittadan olingan elementlar
ko'paytmasidan iborat va tayin ishoraga ega. Qo'shiluvchilardan qaysi birini
“musbat” ishora bilan va qaysi birini “manfiy” ishora bilan olinishini yodda
saglash uchun quyidagi «Uchburchak qoidasi» deb ataluvchi qoidadan

foydalaniladi:
2 -1 3
2-ntisol. 1 A= 3 2 -1 determinants hisoblang
1 3 -2

1=> -8 +1+ 27 =20,

1.1.2. Determinantning xossalari

Determinantlar uchun quyidagi xossalar o'rinli bo'ladi. Ulaming

(11) (yoki (1.2)) formula bilan oson amalga oshiriladi. Usbotlami mustagqil

bajarish tavsiya gilinadi

I-xossa Transponirlash (barcha satrlami mos ustunlar bilan almashtirish)

natijasida determinantning giymati o'zgarmaydi
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2-xussa Determinant ikkita satrining (ustunining) o'rinlari almashtirilsa,
uning giymati qarama-garshi ishoraga o'zgaradi Masalan,

a1 "3 aiB ~21 B
azl =- 2«3
Q P B B
3- xossa Agar determinant ikkita bir xil satrga (ustunga) ega bo'lsa, u nolg
teng bo'ladi.
4- xossa. Determinantning biror satri (ustuni) elementlari A songa ko'pa)

tirilsa, determinant shu songa ko'payadi va aksincha determinant biror satr (ustun)
elementlarining  umumiy ko'paytuvchisini determinant belgisidan
tashgatiga chigarish mumkin. Masalan,

Aa, Aay, Aa, ({11 «’]2 (43
21 a2z =a- aa az «2
on B az B

5-xossu  Agar determinant biror satrining (ustunining) bareha elementlari
nolga teng bo'lsa, u nolga teng bo'ladi.

6- xossa Agar determinantning ikki satri (ustuni) proporsional bo'lsa, u nolg
teng bo'ladi.
7- xossa Agar determinantning biror satri (ustuni) elementlariga bosh

satrining (ustunining) mos elementlarini biror songa ko'paytirib qo'shilsa,
determinantning giymati o'zgarmaydi.

Determinantning keyingi xossalarini keltirishdan oldin determinantning
minori va algebraik to'ldiruvchisi tushunchalarini kiritamiz.

n -tartibli determinant av elementining minori  deb, shu element
joylashgan satr va ustunni o'chirishdan hosil bo'lgan (u-1)-tartibli
determinantga aytiladi va M 1 bilan belgilanadi.

Determinant au elementining Ayalgebraik to ‘Idiruvchisi deb,

songa aytiladi.

13 2
Masalan, 2 0 1 determinantning a,, = 2 elementining minori va
3 2 -2
algebraik to'ldiruvchisi quyidagicha topiladi:
3 2
3 2
S—«—-—-1 =M, = s o N2=(-1)2+/1/r,=10.
52 —2 )

tt-xossa Determinantnig giymati uning biror satri (ustuni) elementlari bilan
bu elementlarga mos algebraik to'ldiruvchilar ko'paytmalarining yig'indisiga teng.
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9-xossa Determinant biror satri (ustuni) elementlari bilan boshga satri
(ustuni) mos elementlari algebraik to‘ldiruvchilari ko'paytmalarining yig‘indisi
nolga tengboiadi.

1.1.3. n-tartibli determinantni hisoblash

/I ta satr va n ta ustundan tashkil topgan ushbu

determinantga n-tartibli determinant deyiladi.

/I-tartibli  determinant awal xossalar bilan soddalashtirilishi va keyin
H-\ossaga ko‘ra quyidagi formulalardan biri bilan (biror satr yoki ustun bo'yicha
yoyib) hisoblanishi mumkin.

A=ap1+5,101 (1.3)

o+ 7=1>» (14)

Determinantni (1.3) va (1.4) formulaiar bilan hisoblashga Laplas yoyilmalari
intuit deyiladi Laplas yoyilmalari usulida determinantning gqaysi bir satrida
(ustunida) nollar ko'p bo'lsa, u holda yoyishni ~ shu  satr (ustun) bo'yicha
Imjansh qulay bo'ladi.

Determinantga 7-xossani qo'llab, determinantning biror satrida (ustunida)
bitta elementdan boshga elementlami nollarga keltirish mumkin. Bunda
determinantning giymati shu satrdagi (ustundagi) noldan fargli element bilan uning
algebraik to'ldiruvchisining ko'paytmasidan iborat bo'ladi Shunday qilib,
/I-taitibli determinant bitta (u-1)-tartibli determinantga Keltirib, hisoblanadi
Determinantni hisoblashning bu usuliga determinantning tartibini pasaytirish usuli

deyiladi
3-misol.
2 -1 0 4
42 -1 3
S -2 0 3 -4
1 1 0 -2

determinantni tartibini pasaytirish usuli bilan hisoblang.

Yechish. Bunda: 1) Ikkita elementi nolga teng bo'lgan uchinchi ustunni
tanlaymiz va uning ikkinchi satrida joylashgan elementidan boshqa barcha
clecmentlarini nolga aylantiramiz. Buning uchun ikkinchi satr elementlarini
tga ko'paytirib. uchunchi satming mos elementlariga  go'shamiz va
hosil bo'lgan determinanmi uchinchi ustun elementlari bo'yicha yoyamiz:



[
igan uchinchi tartibli determinantda birinchi ustunning uchinchi
yugorida joylashgan elementlarini nolga aylantiramiz. Buning
chi satmi (-2)ga ko'paytirib, birinchi satrga qo'shamiz, keyin
-10)ga ko'paytirib, ikkinchi satrga go'shamiz, hosil bo'lgan
inchi ustun elementlari bo'yicha yoyamiz va hosil bo'lgan
terminantni hisoblaymiz:

8
-3 8

25 =-75+32=-43.
-4 25

-2

1.1.4. Mashqlar

tartibli determinantlami hisoblang:

8

sin 35“  sin65°
c0s35° c0s65°

tga clga
sm a cos a

6)

nalami va tengsizliklami yeching:

x1l 2
2) +X=
1 x
p X X +350
) 4 X
inantning ko'rsatilgan minor va algebraik toidiruvchisim hisoblang
2 3 4 2
0 20 -2
Al va 4,; 2) , W2 va A,,.
12 3 4
3 .12 1
hi tartibli determinantlami uehburehak qoidasi bilan liisoblang
3 2 -3
2) 50 1
2 4 2



1 2 4 b o 1

) 4 0 1t 2 1 b 0
-3 -1 2 h 0 -b
sina sinP 0 1 ctga -tga
3) cos« cOs 0 4) tga 0 tga
2 r 1 tga ctga 0
1.1.5. To'rrtinchi tartibli determinantlami tartibini pasavtirish isuli bilan hisoblang
2 34 1 0 3 4 2
0 1 O % 0 2 0 -2
0 -3 1 5 3-2 3 5
0 4 2 1 0 12 1

1.2. MATRI1ITSALAR

1.2.1. Matritsa va uning turlari2

Matritsa tushunchasi 1850yilda James Joseph Sylvester tomomdan Kkiritilgan.

Matritsalar sonlar, aigebraik belgiiar va matematik funksiyalaming Kkatta
massivlarini yagona ob’ekt sifatida garash va bunday massivlami o‘z ichiga olgan
masalalami gisqa ko'rinishda yozish va yechish imkonini beradi.

Matritsa - bu elementlar (sonlar, aigebraik belgiiar, matematik funksiyalar)
inassivining satr hamda ustunlarda berilgan va kichik gavslarga olingan to‘g‘ri
burchakli jadvalidir.

Matritsaning o'lchami uning satrlari soni va ustunlari soni bilan aniglanadi.
Matritsaning o'lchamini ifodalash uchun mxn belgi ishlatiladi. Bu belgi
matritsaning m ta satr va nta ustundan tashkil topganini bildiradi.

Matritsa lotin alifbosining bosh harflaridan biri bilan belgilanadi.

r-\ 4 7n

Masalan. B = - 2x3 o'lchamli matritsa.
2 56

A matritsaning i -satr va j-ustundajoylashgan eiementi bilan belgilanadi.

A=@(), ((=I,m,j=I,n) yozuv A matritsa av elementlardan tashkil
topganini bildiradi:

Ai el <+ am,



1 x/i o'lchamli matritsaga sair matritsa yoki satr-vektor deyiladi. m

x1 o'lchamli matritsaga ustun matritsa yoki ustun-vektor deyiladi.

nx n o'lchamli maritsaga n-tartibli kvadrat matritsa deyiladi.

Kvadrat matritsaning chap yuqori burchagidan o'ng quyi burchagiga
yo'nalgan an.au....am elementlaridan tuzilgan diagonaliga uning bosh diagonali,

o‘ng yuqori burchagidan chap quyi burchagiga yo'nalgan -fl,
elementlardan tuzilgan diagonaliga uning yordamchi diagonali deyiladi.
Bosh diagonaldajoylashmagan barcha elementlari nolga teng bo'lgan

4 0o .. 0>
0 au 0
A=
O .00 a_,

matritsaga diagonal matritsa deyiladi.

Barcha elementlari birga teng bo'lgan diagonal matritsaga birlik matritsa
deyiladi va | (yoki E) harfi bilan belgilanadi.

Barcha elementlari nolga teng bo'lgan ixtiyoriy o'lchamdagi matritsaga
nol matritsa deyiladi va O harfi bilan belgilanadi.

A matritsada barcha satrlami mos ustunlar bilan almashtirish natijasida hosil
gilingan A" matritsaga A  matritsaning  transponirlangan matritsasi
deyiladi: («,,)" =(«,,).

Agar A=A1 bo'lsa, A matritsa simmetrik matritsa deb ataladi.

1.2.2. Matritsalar ustiria arifnietik amallar

Bir xil o'lchamli A =(a:) va B =(bv) matritsalarning barcha mos elementlari
teng, ya’ni av=b. bo'lsa, bu matritsalarga teng matritsalar deyiladi va A =B deb

yoziladi.
1- ta’rif A = {av) matritsaning A songa ko'paytmasi deb, elementlari

c. = Aat ,kabi aniglanadigan C = XA matritsaga aytiladi.

C=XA < ¢, =Aa..

/-misol. A = bo'lsin. 3A ni toping.
v o4 -1
Yechish.
2 -1 0 '3-2 3-( 30
3/4=3-

3 4 -ij ,3-3 34 3 (-DJ
Matritsalarni qo'shish va ayirish amallari bir xil o'lchamli matritsalar2

2 David C. Lay Linear algebra and its applications. Opyrigth, 2012



uchun Kiritiladi. Bunda yig'indi matritsa qo'shiluvchi matritsalar bilan bir xil
o'lchamga ega bo'ladi.

2-ta’rif A =(at)) va B =(bv) matritsalarning yig'indisi deb, elementlari
4 + b4 kabi aniglanadigan C =A +B matritsaga aytiladi.

C=A+B O c¥=a(f+b<

(\ -1 4\ 2 3

- va B =
= o] ) 0
Z u ~g

2-misol A = bo'lsin. A + B ni toping.

Yechish.

T -1 4 (23 22 M+2 -1+3 4+2W 3 2 6~
} 0 Ij+[I 0 —2) _[8+1l 040 I+(-2)J~\4 0 -1/

- A- (-1) A matritsa A matritsaga gqarama-garshi matritsa deb ataladi.
3-ta’rif A=(at) va B = (/+) matritsalarning ayirmasi deb,
A- B=A +(-/) matritsaga aytiladi.

Bunda C matritsaning elementlari
(o +(-/>,)) =a0-b" kabi topiladi.

C=A-B 0 =av~ba.
. 2 -3 2» (\ 3 . .
3-misol. A= va» = bo'lsin. A - B ni toping.
u -1 4 {2 1

Yechish.

2 -3 2W 1 3 22721 -3-3 2-2 W I -6 Ot
2 -1 4] {2 1 -U42-2 -«"I 4—-D)] "0 -2 5/

Matritsalar ustida chizigli amallar quyidagi xassalarga ega \
* N1+ W=9+;
* N+0 =1

22N+ M+Tr =1+ +T);

47 A +(-A) =0 ;
55 A(1+B)= A+ Aii; 6”.(A + /1)1 = AN+ /|N;
7 AN = A (M) =AM, 8.1N0=N;

Ikki matritsani  ko'paytirish amah moslashtirilgan matritsalar uchun
kiritiladi A matritsaning  ustunlari soni B  matritsaning satrlari soniga
tong bo'lsa, A va B matritsalar moslashtirilgan deyiladi.



4-ta’rif  Typ o'lchamli A =(a9) matritsaning pxn  o'lchamli
B = (bn) matrilsaga ko paytmasi AB deb, cndementi

c*=aA. +taAu +—+aA* :ga,A*. »= fc=1..n

(go shiluvchlari quyidagi sxemada keltirilgan) kabi aniglanadigan mxn o'lcham-
li C=(c,) matritsaga aytiladi.

Yechish.
' 2e3+1- () 2-2+10 2-4 +1-3 r 5 4 1
AB= -3-3 +4-(-1) -3-2+40 -3-4+4-3 = -13 -6 O

V0e3+2+(4) 0-2+2-0 0-4+423  «p3 0 g

Matrilsalarni ko'payfirish anwli ushbu xossalarga bo'ysunaili "

1°. A{B +C) =AB +AC\ 2°. N(f +C)=N4a+NC;
3. A(BC)=(AB)CH; 47 (A1) R)(NE);
5% NI(AS)=(/bl)[, = A(L); 6\AJ=I1A=A-

r. A0 =0A=0;

S-misol Farmatsevtika Korxonasi uch xil xom ashyodan foydalanib besh
Typgarn dori ishlab chigaradi Korxonaning xom ashyo sarfi, bir birlik xom
ashyoning narxi va ishlab chiqgarish rejasi mos ravishda A, B va C matritsalar

orgali berilgan:

'90"
4 2 1 36 110
A=3 24 53, N=(102530), C= 140
2 15 24 180
200,

Korxonaning umumiy xarajatini toping.
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Yechish Ishlab chigiladigan bir birlik dori uchun ketadigan xarajat R va A
iimtrisalar kopaytmasiga teng:

f4 2

)--RA=(\0 25 30) 3 2

2 1

1 3 6
4 5 3 =(175 100 260 215 255).
5 2 4.

Umumiy xarajat C va D matrisalar ko'paytmasiga teng:
f oo~

110

X =IX'"=(175 100 260 215 255) 140 = 152850.
180
1200.

1.2.3. Teskari matritsa

Agar A va A ' kvadrat matritsalar uchun AA~'=A'1A =1 tenglik
hnjarilsa, /I 1 matritsa A matritsaga teskan malntsa deyiladi \
A kvadrat matrisaning determinanti detA bilan belgilanadi. Masalan.

(a.. a.n ] . ) . dgq an
matritsaning determinanti detA = —anan ~anan “abi

an) a.l a,
nniglanadi.
Agar detA =0 bo'lsa. A matritsaga xos yoki ntaxsus matritsa deyiladi. Agar
del A*0 bo'lsa, A matritsa xosmas yoki maxsusmas malntsa deb ataladi
Agar A matritsada awal elementlami mos algebraik to'ldiruvchilar bilan
almashtirilsa va keyin transponirlansa, hosil bo'lgan matritsa A matritsaga
biriklirilgan matritsa deyiladi va adjA bilan belgilanadi:
A, Ay m* a.:
. .m At
adjA = An

a, Ata m At

I- tcorema. Har ganday xosmas A matritsa uchun teskari matntsa mayjud va
yngona bo'ladi2
A matritsaga teskari matritsa
A" =—A—adiA
detA
formula bilan topiladr

(2

A\ (e
5-misol. /1=1 | matritsaga teskan matritsani toping.
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Yechish Berilgan matritsaning determinantini hisoblaymiz:

3 4
detA = =6-4 =2
12

det/4 "m0 va A matritsa uchun teskari matritsa mavjud.
Matritsa elementlarining algebraik to'ldiruvchilarini tuzamiz:
4,=(-1T 2 =2, 4r=(-1)m1=-1,
4 =(-T4=y 4a=(-1) 3=3.
A matritsaga biriktirilgan matritsani topamiz:
(Au 4N r 2 -41

udjA =
3 4:)e.. A
Shunday qilib,
f2 .an i(2 -41 v 1 -2l
A-'=- , = 1 3
"1 3] 21"1 3] o 2,
1.2.4.Mashqlar
121 A= matritsani X =\ | va ¥ =( *1 matritsalaming chizigli kombmatsiyalari

ko'nnishida Ifodalang
-2 T o' o
1.22. A= 1 matritsani V= 0, I'= 1 va2= 0 matritsalaming chizigli
V7 laj loj IAj
kombinatsivasi ko‘rinishida ifodaiang.

123. ~ j +n["43] =P  bo’lsa. m va n m toping.

1.2.4. A, B matritsalar va m. n sonlar berilgan mA +nB matritsani toping:

N(*‘}BC&\PJ‘-’ =

2)4=(-4 0) n=(-1 ~ ~XBp'"m="2"=3

P “o rs 4
3M =3 0 .B=-2 6 m=-4n=3

Al [3 -3j
2 -1 (-4
21

4Nn=3 0 , B= 1 m=3 n=-2.

1l 4 5] 14 12

1.25. X vay mtoping
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1.26. -1 va B matntsalar berilgan. AB matritsani loping:
H W # h 9 (>':)
1l

3)4=" 3y, 4) 4=(1 2 -2), B- -1 2
L0\

1.2.7. -1 B va C matritsalar berilgan. ABC matritsani toping:

HUW V 'h v 9

1.2.8. Berilgan matritsalaming teskari matntsasini toping:

210
3 10 2; 4)
J 12
1.2.9. Berilgan matntsalardan qaysi birlari o°zaro teskari matritsalai' bo'ladi?
H i ])

1T 2 A r 2 -6

9_9 40 2 3 va -3 -1 3
K. J 3 1j [2 1 -2
13. CHIZIQLI TENGLAMALAR SISTEMASI

1.3.1. Asosiy tushunchalar

Chizigli tenglamalar sistemasini yechish masalasi chiziqli algebraning asosiy

mnsalalaridan biri hisoblanadi.

Ushbu
fl,.xI+0,3,+... +alx,,=*i.

<>*m+a0x1+... +arXx,,=bl, 3.1

©>X,+aMxi +...+aJcm-bm

sistemaga n noma'lumli m la chigzigli tenglamalar sistemasi deyiladi
Bu vyerda a,,,an....haqgigiy sonlarga sistemaning koeffitsiyentlari,

X, nomalumlar, bl,bl,...,bn hagigiy sonlarga ozodhacflar deyiladi
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(3.1) sistema koeffitsiyentlaridan tuzilgan
4. Q,

a, .. aln
A= (32)

A . oo0 a"n’]
matritsaga (3.1) sistemaning matritsasi (asosiy matritsasi) deyiladi.
Bu matritsaga ozod hadlardan tuzilgan ustunni qo'shish orgali hosil gilingan

au @ .moa, br
N o« oW K

O= (3.3)
Nl am
matritsaga (3.1) sistemaning kengaytirilgan matritsasi deyiladi.
(3.1) sistemani
AX =B (3.4)
matritsa ko rinishida yozish mumkin, bu yerda
(xn ro
*> K
X = . B=
n, A,
Hagigatdan ham
a,x, Faux, +. e g 1
«2[, +anx2+. _
+ +- A
(3.1) sistema tenglamalarini ayniyatga aylantiradigan noma'lumlamin

tartiblangan x’,x°,...,x° giymatlariga (3.1) sistemaningyechimi deyiladi

Kamida bitta yechimgaega sistemaga birgalikda bo 'lgan sistema, bittaham
yechimga ega bo'Imagan sistemaga birgalikda bo Imagan sistema deyiladi.

Birgalikda bo'lgan va yagona yechimga ega sistemaga aniq sistema, cheksiz
ko‘p yechimga ega sistemaga anigmas sistema deyiladi. Amgmas sistemaning har
bir yechimi sistemaning xnsusiy yechimi deb ataladi. Barcha xususiy yechimlar
to'plami sistemaning unmmiyyechimi deyiladi.

Yechimlari to'plami bir xil bo'lgan, ya’ni birinchisining har bir yechimi
ikkinchisimng yechimi bo'ladigan, va aksincha, ikkinchisining har bir yechimi
birinchisining yechimi bo'ladigan ikkita sistemaga ekvivaienl (leng kuchli)
sistemalar deyiladi.

Ushbu almashtirishlar sistemada elemental- almashtirishlar deb yuritiladi:

- sistema istalgan ikkita tenglamasining o'rinlarini almashtirish;

- sistemaning istalgan tenglamasini noldan fargli songa ko'paytirish (bo'lish);
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- sistemaning istalgan tenglamasiga noldan fargli songa ko paytirilgan
boshga tenglamasini qo'shish.
Elementar almashtirishlar natijasida ekvivalent sistemalar hosil bo'ladi.
Ushbu
a,X,+a,,x,+.. +il,x,=/1,

a,x,talx!+..+alx,=bl)

(3.6)
«. 1 +acA+
n noma lumli n ta chizigli tenglamalar sistemasining
4 . «n .
«2, «22 e A (37)
A . «M2 .
matritsasi kvadrat matritsa bo'ladi.
A matritsaning
«m an ..o«
detA = 2 Q2 - (3.8)
K. @R -
ileterminantiga (3.6) sistemaning detenninunti deyiladi.
AgardeM”O bo‘lsa, (3.6) sistemaga xosmas sistema deyiladi.
Agar detA =0 bo'lsa, (3.6) sistemaga xos sistema deyiladi.
1.3.2. Chizigli tenglamalar sistemasini
yechishning Gauss usiiii
n noma’lumli m tachiqzigli tenglamalar sistemasi berilgan bo'lsin:
a,X, +a,,X, + .+abX,=A,,
Agk, tagXpt. +a, x =/ 3

W+<*M x2+...+«jr, *i.
(3.1) sistemani Gauss usuli bilan yechish ikki bosgichda amalga oshiriladi.
Itirinchi bosgichda sistema pog'onasimon ko'rinishga keltiriladi
Pog'onasimon sistema deyilganida
<X, +a,, X, oot aLx, . tallk, =A,,

1.X, +...+0,,X, +..+abX, =/>,

vri

1.9"9 £



ko'rinishdagi sistema tushuniladi, buyerdaA'<n, «,*0, i=\k.
Ikkinchi bosgichda noma’lumlar pog'onasimon sistemadan ketma-ket topiladi.
I-bosgich.  Sistemada quyidagi almashtirishlami bajaramiz: birinchi
tenglamaning chap va o'ng tomonini o,, "Oga (agar au=0 bo‘lsa, u holda bu
tenglama sistemaning x, noma’lum oldidagi koeffitsiyenti nolga teng bo'imagan
tenglamasi bilan almashtiriladi) bo'lamiz  Keyin hosil gilingan tenglamani
(-a,) ga ko'paytirib, /- tenglamaga qo‘shamiz. Bunda sistema tenglamalarining
ikkinchisidan boshlab X, gamashgan hadlar yo'qatiladi va (3.1) sistema quyidagi
ko'rinishga keladi:
X, +<X.+<X, +- + =K*>
aEx,+a<*x) +... +ta*xa=b*,

Ixi +a"Ix}+...+ay,,=b?

bu yerda a®, b™ (/=lLw,y =1I,n)-sistemaning birinchi almashtirishlardan

keyin hosil gilingan koeffitsiyentlari va ozod hadlari.

J-izoh. Sistemada x, noma’lum oldidagi koeffitsiyenti birga teng bo'lgan
tenglama bor bo‘lsa, bu tenglamani birinchi o‘rinda yozish orgali hisoblashlar
osonlashtirilishi mumkin

Shu kabi deb, sistemaning uchinchi  tenglamasidan boshlab
Xr noma’lumni yo'qotamiz va bu jarayonni mumkin bo'lguniga gadar davom
ettiramiz.

2-bosgich. Pog'onasimon sistemani yechamiz Pog'onasimon sistemada
K tenglamalar soni n noma'lumlar soniga teng yoki no’malunilar sonidan kichik
bo'lishi mumkin. Shu sababli bu sistema yagona yoki cheksiz ko'p ychimga ega
boiishi mumkin. Agar sistema uchburchak ko'rinishga kelsa, ya’ni k=n
bo'lsa, sistema yagona yechimga ega bo'ladi. Agar sistema trapetsiya
ko'rinishga kelsa, ya’ni Kk <n bo'lsa, sistema cheksiz ko'p yechimga ega bo'ladi.

- 4%, - X, =-2,
3 X, —2x,=—11, tenglamalar sistemasini Gauss usuli bilan
2Xj+4x,= S

yeching.

Yechish. I-bosgich. Sistemada quyidagi almashtirishlami bajaramiz:

- birinchi va uchinchi tenglamalaming o'rinlarini almashtiramiz;

- (-3) ga ko'paytirilgan birinchi tenglamani ikkinchi tenglamaga va (-2) ga
ko'paytirilgan birinchi tenglamani uchinchi tenglamaga hadma-had qo'shamiz;

-ikkinchi va uchinchi tenglama hadlarini mos ravishda 7gava(-9)ga
bo'lamiz.

2-bosgich. xs ning uchinchi tenglamadagi qiymatini birinchi va ikkinchi
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tenglamalarga qo'yamiz, ikkinchi tenglamadan x,ni topamiz va uning giymatini
buinchi tenglamaga go‘yib, X, ni topamiz Sistemaning yechimlarini x,. Xx,, X,
kctma-ketlikda yozamiz

2X, —4X, -X, =2, X, - 2X, +4x, = §,
3X + X -2X,=-11,=> 3 + X, - 2x,=-11=
X, - 2X, +4x, = 8 2%, - 4%, - X, =-2
X, - 2X2+4x, = 8, X, - 2X, +4X, = 8,
=>( 7X,-14x, =-35, = Xr- 2x3=-5,
—9x, =-18 X,= 2
X,= 2' X,= 2, =—2,
X, - 22=-5=> X, =-1,=> X, =-I,

X -24+4m= 8 X,-2(-1)= 0 X =2

Gauss usulining I-bosgichini sistemaning o'zida emas, balki uning
kcngaytirilgan  matritsasida  bajarish  qulaylikka ega. Masalan. yuqoridagi
eistemaning 1-bosgichi quyidagicha bajariladi:

>

r
2 -4 -1 -2 r, ~>r> 1 -2 4 8>

3 1 -2 -11 ~3 1 -2 -11
24 Bipnp @r w1 22
f \ ( \
1 -2 4 8 1-2 4 8
7 -14 -35 7 ~0 1 -2 -5
O 0 -9 18 myg 0 0 1 2

1.3.3. \osmas tenglamalar sistemasini yechislr’

n ta noma’lumli va n ta chizigli tenglamadan iborat (3 6) xosmas chizigli
tenglamalar sistemasi berilgan bo'lsin.
Xosmas chizigli tenglamalar sistemasini yechishning ikkita usulini garaymiz

Matritsalur usuli

Bu usul (3.6) sistemaning ushbu
AX =B (3.9)
ninti itsa ko ‘rinishini yechishga asoslanadi
A matritsa xosmas bo'lgani uchun A'lmavjud bo'ladi.

I NTKLill. S Pali Lekture Notes on Linear Algebra Kebruare 10, 2015.
hlilps-;//w\vw.Connschero.cotn>. ,>MATH 211.
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(3.9) tenglikning har ikkala gismini chapdan A~ ga ko'paytiramiz:
A-'AX =A-'B, EX=A'B.
yoki
X=A-'B. (3.10)
(3.10) tenglamaga chizigli tenglamalar sistemasini matritsahr usuli
bilanyechishfonnulasi deyiladi.
X, - X2+ X, =5,
2-misol. m2x,+Xj+ X, =6. tenglamalar sistemasini matritsalar usuli bilan
X, + X2+ 2x3=4

yeching.
Yechish Sistemaning determinantini hisoblaymiz;
1 -1 1
deM= 2 1 1 =2-1+2-1+4-—-4=5*0.
1 1 2

Demak, sistema - xosmas.
Determinant elementlarining algebraik to'ldiruvchilarim aniglaymiz:

11 2 1 2 1
a.= g, =k An=tog 7% A= T
101 ) 11 1-1
» =3, Ail = w =1 A, =- 11 =-2,
-1 _ . 1 _ 11
4= TR 21 ST
U holda
f 3 -2]
zT'=* -3 1 1
5
1 -2 3
Sistemaning yechimini (3.10) formula bilan topamiz:
1 3 -2\ '5' "5+18-8 "' 15> r 34
X =A~B=— -3 1 1 6—1-15+6+4—l-5 =1
L1203, 5—10+12, > 5y

Demak, x, =3, x, =—, x, =1.

Determinantlar usuliyoki Kramerformulalari

Chizigli tenglamalar sistemasini yechishniung bu wusuli determinantlar
nazariyasiga asoslanadi.
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Agar (3.6) sistema xosmas bo'lsa, u hoida sistema yagona yechimga
cga bo'ladi va bu yechim quyidagi fbrmulalar bilan topiladi
D A Dx,,
- X. =- (3.11)
D X D D
bu yerda DvD,,...,.Dn determinantlar D =de\A determinantdan mos noma'lum

oldidagi koeffitsiyentlami ozod hadlar bilan almashtirish orgali hosil gilinadi.
(3 11) formulalarga Kramerformulalari deyiladi

3-misol Farmatsevtik korxona uch turdagi A, B va C dori maxsulotiarini
ishlab chiqgarish uchun uch turdagi hom ashyodan foydalanadi: 1, M va ML Har bir
turdagi mahsulotdan bir birlik ishlab chigarish uchun sarflanadigan turli xom
lihyolar migdori (normalari) va korxona ishlatishi mumkin boigan har bir turdagi
xom ashyolaming umumiy miqdori keltirilgan:

Xum HIno Bitta maxxutot tivhun sarflamiilii>iin \oin ashju nurmasi ~ Xum iishyuninj;

luri n n f umumiy miqgdori
| 2 1 I 45

] 1 1 2 45

11 1 0 1 15

Korxonaning har bir turdagi dori mahsulotidan gancha miqdorda ishlab
clugarishini topmg.

yechish: Jadval asosida tenglamalar sistemasini tuzamiz.
2X, + X, + X, =45,
e X, +X +2x, =40,
X, + x3=15,

Imi yerda Xx,,X,,X, -mos ravishda A,B,C turdagi dori mahsuloti migdori.

/) va L, i=123 determinantlarni hisoblaymiz:
2 11 45 1 1
I 1 2 =2*%0, A= 40 1 2 =20,
I 0 1 5 0 1
2 45 1 2 1 45
1 40 2 =40, A= 11 40 =10
1 15 1 1 0 15
Kramer formulalari bilan topamiz:
10
X N-=—=10. =b5.
D 2 x* 2

21



1.3.4. Bir jinsli chizigli tenglamalar sistemasi*"

Ozod hadlari nolga teng bo'lgan ushbu
anx, +anx, +... +e”x. =0,

aux, +a,x, +.. +a, x, =0,
(3.12)

+<*m X7 + 1+ ((..*. :0

sistemaga birjinsli tenglamalar sistemasi deyiladi.

(3.12) sistema hamma vaqt birgalikda va nolga teng boigan (trivial)
X, -X, =...,= X,=0 yechimga ega.

Birjinsli tenglamalar sistemasi qganday shartlar bajarilganida nolga teng
bo'lImagan yechimga ega bo‘ladi,? Bu savolga quyidagi teoremajavob beradi

1-teorema n noma’lumli n ta chizigli bir jinsli tenglamalar sistemasi nolga
teng bo Imagan yechimga ega bo"lishi uchun sistema matrisasining determinanti
nolga teng bo'lishi, ya'ni del A =0 bo'lishi zarur va etarli

=X X, - X, =0,
4-misol 3%, - X, - Xx,=0, birjinsli tenglamalar sistemasini yeching.
2X,+X,- 2X, =0

Yechish. Sistema determinantini hisoblaymiz:

-1 1 -1
detA= 3 -1 -1 =-2-2-3-2-1+6=-3*0.
2 1 -2

Demak, sistema sistema trivial yechimga ega: x =x, =x, =0.

X, - X, - X + X, =0,
5-misol  2xl-2x1+ x, + x4=0, birjinsli tenglamalar sistemasini yeching.
BX, - 5X, - 2X, +4x, =0

Yechish Sistema matritsasini pog‘onasimon ko'rinishga keltiramiz:

1T -1 -1 T 1T -1 -1 r
A=2 -2 1 1y, +(-2r,~0 0 3 -1
5 =5 -2 4Ty +(-5), 0 3 4 ri-*ry+(~1K
(1 -1 -1 N
o 3 -1
0 0 0

r(A) =2, n=4, r<n Demak, sistema cheksiz ko‘p yechimga ega
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Ulami topamiz:
jX, =X, — X, +x4=0, X, + x4 —x2+x,, N JXx, =X2—2X,,
| 3%, - x4=0 }  x4-3x,. jx4=3x3
X, =k,, X, =k} (kt,k2-ixtiyoriy sonlar) deb, sistemaning umumiy yechimini
topamiz:
x,=k,-2k,, x, =lc,, x, =k2 x4=3Kk,.

1.3.5. Chizigli tenglamalar sistcinasinini
niatematik paketlarda yechish 4

Kompyuterli malematika sistemalari (KMS) yoki matematik paketlar
inatcmatikaning turli masalalalani yechishda keng qo‘llaniladi Hozirgi vaqgtda
matematik paketlarning turli variantlari yaratilgan: Maple, MathCAD, MailAB
Maihemalica, Direve.

Chizigli tenglamalar sistemasini bu paketlardan birinchisida, ya'ni Maple
niatematik paketida yechishni gisqga bayon gilamiz. Batafsil bayon maxsus
kurslarda beriladi

AX - B tenglamalar sistemasi Maple paketida ikki usuldan biri bilan
yechilishi mumkin.
l-usul: solve buyrug4 hilnn

Bu buyruq bilan (4.1) ko'rinishda berilgan chizigli tenglamalar sistemasi
ycchiladi

2X +6y +5-= 0,
6-misol. 2x +5y + 6z =-4, tenglamalar sistemasini yeching.
5x+ly +i: =%
Yechish.
> \>ilh(LinearAtgehra) :
> 1q {2x+ 6-r+5:=0,2-X+5-y + 6-z=-4.5-r + 7-v+ 8r=-7};
eq:={2x+ 5y + bz ~-4,2x + by +5z- 0.5x + 1y + 8r~ -7)
> sohe(eq, {xy.z});
{x“-l,y=2,z2=-2}

2-uuil: linsolve(A,b) buyrug'i bilan.
Bu buyruq bilan linalg paketidan AX =B tenglamaning yechimi topiladi
Itunda buyrugning argumenti: A -matritsa; b - vektor.
2x+ ly +13r= 0.
7-misol.  3x+ 14y +12r =18 tenglamalar sistemasini Gauss usuli bilan, Kramer
Sx+ 25y + 16r =39
tormulalari bilan, matritsalar usuli bilan yeching.

| David Tleffey. Robert MXorbexs. Linear Algebra in Maple www apmaths uwo.ca/-
dctlrey/Offprintc/CS 106_C072.
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Yechish. 1) Sistemani Gauss usuli bilan yechamiz:
> with(LinearAlgebra) :
> A = <(2.3,55((7, 14.25)|<13. 12, 16));
2 71
A 31412
525 16
> h «— (0. 18,39);

0
18
39

GaussianElimination(A);

\Y

27 1

GaussianFMmination{A'method"FractionFredY,
27 13

07-15
00-3

\%

ReducedRowEchetonForm( (A\b) );

\%

10 0-4
010 3
00 1-1

Demak, x:=-4 y~3 z:=-|

2) Sistemani Kramer formulaiari bilan yechamiz:

> »ith(Student[UncarAlgehra\) :
> </e= ((2,3.5)|<7,14.25)|(13t 12. 16»;

2 713
d 342
525 16
> d := Oeiermieantid);
d:=-3
> dx| == ((0. 18.39)|(7, 14.25)1(13, 12, 16»;
0 713
dxl 81U
P55 K
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> dl = De:erminant(dxlY,

dl ;=12
> dx2 m=«2,3,5)|(0, 18.39)1(13. 12, 16x;
2 013
dx2:~ 318 12
539 16
> d2 m=Determinantdx2);
d2~ -9
> «to = «2,3.51(7, 14,25)|<0, 18,39));
270
«to:- 314 18
525 39
> 3 := Determinant(dx3)\
d3: 3
<l
d < d’

x=-4 —3 2~-1
3) Sistemani matritsalar usuli bilan yechamiz:

> »ilh(Sludenl[LiiiearAlgebra}) :
> A m=<(2.3,5)1<7.14,25)|(13.12.16));

2 71
A= 31412
52 16
> A
% 5 A
3 7.
4 11 -5
5 -
"3 8%
> B~ «0.18,39»;
0
B - 18
39
> A=
-4



A matritsaning yadrosi deb shunday vektorlar to'plami x ga aytiladiki,
A niatritsaning bu vektorlar to'plamiga kopaytmasi nolga teng, ya'ni
Ax =0 bo'ladi Bunda A matritsaning yadrosini topish bir jinsli tenglamalar
sistemasi yechimlarini topishga ekvivalent bo'ladi, A matritsaning yadrosini
kernel (A) buyrug'i bilan topish mumkin.

X+y =0,

8-ntisol. « 2v-r =0, tenglamalarsistemasini yeching.
X+3y-2=0

Yechish.

> wilh(linalg) :

> A -arrav(ffl, 1,0]. [0.2,-1], f1.3,-1]])

11 0
1= 02-1
13 -I
> kernel{A);
{n 1211
1.3.6.Mash(|lar
1.3.1. Tenglamalar sistemasini Gauss usuli bilan yeching:
X, - X, +3%X,=-4. X, = X, +3X,
D) 2x,+3x,-2x, = 5. 2) 2%, +3x, -4x,
3X,+5x.+ X, = 4 3X, +2X; - X,
X,-2X]j +3X, =6, X, +2X, +4x, =31,
3)  2Xx,+3X,-4x, =16, 4)  5x,+x2+2x, =29,
3x, -2xj -5x, =12, 3X, - X2 +x, = 10.
1.3.2. Tenglamalar sistemasini matritsalar usuli bilan yeching:
I x,+3.e,-x,=6, |2x +2X, —3X, =3,
1) 12x, -x, +2x, =—4, X, +2X2-2X, =-5,
1% +3xj-x, = 3. 2, + K- X, = 2
| 2x,+x, + X, = 0. | 2%, + Xxr- 3x,= 3
3X, -X 3+2X, = 3. 2%, +7x, = 11
X, +Xj- 3x, = 4. 3X +4x, -5x" =9.
1.3.3. Tenglamalar sistemasini Kramer tormulalari bilan yeching:
12x, +5x, =1. 2%, -3x, = 4.
[3x, +7x, =2 ) |4x, -5x, =10.
f x, +2x, +3x, = 5, f2x,-2xj+ x, = §,
3) <3x,-2x2+3x, =1 4) < X,+3x2+ X, =3,
[2x, +3x, -2x, = 8. [3x, +2x; —2x, = 5.
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1.3.4. Birjmsli tenglamalar sistemasini yeching:

2%, +3x, +2Xj =0. J3x, - x3+4x3=0,
3X, - +3x, =0. [5x, +3x2+ 2x, =0.
3% + X, +2x3=0, | 2x, +3x3+ X, =0,
1) X, +2xj —3x5=0, 3X, -2x, +3x5=0,
5x, +5x, -4x, =0. 4x, + 3x, +5x3=0

1.35. Farmatsevtik korxona uch turdagi A, B va C dori maxsulotlarini ishlab chigarish
iniliuii uch tnrdagi hom ashyodan foydalanadi: I. 11 va Ill. Mar bit tuniagi mnhsulotdan bir birlik
ishlub chiqgarish uchun sarflanadigan lurli xom ashyolar miqduri (normulari) va korxona
i ihlatishi mumkrn boigan har bn tnrdagi xom ashyolarnmg umuraiv migdon Kettirilgan

Xom ashyo Bitta maxsulol uchun sarflanadigan xom ashyo normasi Xom ashyoning
tun A B I umumiy miqgdori

| 1 2 1 9

I 2 1 2 12

] 3 1 1 9

1.3.6. Tenglamalar sistemasim Gauss usuli bilan, Kramer formulalan bilan va matritsalar
usuli bilan Maple malematik paketida yeching:

X, +2X, +3x, = —4. x, +2x2+ x, 0,
2%, -3X, +2Xx, = 3. 3x, —bx2+ 3x, *11.
SX, +8x, —X, =-2. 2X, +7Xr—x3=-3
X, + X —3ij =4, 126+ X2- 3x,= 3
2X, +X, + X, = 0. 2x, +7xj =11
I-x, +2x =-3 3%, +4xj-5x, =9

14. VEKTORLAR

1.4.1. Vektorlar. Vektorlar ustiila chi/igli amalkir

Vektor nisbatan yangi matematik tushuncha hisoblanadi. «Vektor»
Icnninining 0‘zi 1845yilda Vilyam Rouen GamUton tomonidan Kiritilgan.

Vektor tushunchasiga son giymati va yo'nalishi bilan xarakterlanuvchi
obyektlar bilan ish ko‘rilganida duch kelinadi Bunday obyektlarga kuch, tezlik,
Ic/lanish kabi fizik kattaliklar misol bo'ladi

Tayin uzunlikka va yo'nalishga ega bo igan kesma vektor deb ataladi

Vektor AB yoki a kabi belgilanadi. Bunda A nugtaga vektoming boshi
ileyilsa, B nugtaga uning oxiri deyiladi

S Jr Thomas Calculus. Copyright, 2005
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HA vektor AH vektorga garama-qarshi vektor hisoblanadi. c vektorga
garama-qgarshi vektor (- a) bilan belgulanadi.
Boshi va oxiri orasidagi masofaga vektoming uzurtligi yoki moduli deyiladi.

Vektoming moduli | | yoki |<3L ko'rinishda belgilanadi

Boshi va oxiri ustma-ust tushadigan vektor nol vektor deb ataladi va 6 bilan
belgilanadi. Bunda |0|=0bo ‘ladi. Nol vektor yo'nalishga ega bo'Imaydi.

Uzunligi birga teng vektorga birlik vektor deyiladi va ko‘p hollarda
& orqali belgilanadi.

a vektor bilan bir xil yo'nalgan birlik vektorga a vektoming orti deyiladi
va a bilan belgilanadi.

1- ta'rif Bir to'g'ri chiziqgda yoki parallel to'g'ri chiziglarda yotuvchi
vektorlar kollinear vektorlar deb ataladi.

a va b vektorlarning kollinearligi d||ft deb yoziladi. Kollinear vektorlar bir

tomonga yo'nalgan (yo'nalishdosh, ular aTTb kabi belgilanadi) yoki garama-
garshi tomonlarga yo'nalgan ( ular kabi belgilanadi) boiishi mumkin.
Hoi vektor har ganday vektorga kollinear hisoblanadi.

2- ta’rif Bir tekislikda yoki parallel teksliklarda yotuvchi vektorlar komplcmar
vektorlar deb ataladi.

3- taVif a va b vektorlar kollinear, yo'nalishdosh va uzunliklari teng bo'lsa,
ularga teng vektorlar deyiladi va ci =/> kabi yoziladi.

Vektorlar tengligining bu ta’rifi erkli vektorlar deb ataluvchi vektorlami
xarakterlaydi. Bu ta’rifga asosan erkli vektomi fazoning ixtiyoriy nugtasiga
parallel ko'chirish mumkin bo'ladi.

Vektorlami qo'shish, ayirish va vektomi songa ko'paytirish amallari vektorlar
ustida chizigli amallar hisoblanadi.

Ikkita a va h vektor berilgan bo'lsin. Istalgan O nuqta olib. bu nuqgtaga

OA=a vektomi parallel ko'chiramiz. A nuqgtaga AH =b vektormi qo'yamiz.
Bunda birinchi vektoming boshlIni ikkinchi vektoming oxiri bilan tutashtiruvchi

OH vektorga a va b vektorlarningyig indisi deyiladi, ya’ni OH =a +b (1-shaki).
Vektorlami qo'shishning bu usuli uchburchak qoidasi deb ataladi.
Ikkita vektomi parallelogramm qoidasi bilan ham go'shish mumkin Buning

uchun O nugtaga OA=a va OC=b vektorlami qo'yamiz va ulardan
parallelogramm yasaymiz. Bunda parallelogrammning O uchidam o'tkazilgan

OB diagonal a +b vektomi beradi (1-shakl).
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Bir nechta vektomining yig‘indisini topish uchun bu vektorlarga teng
vektorlardan ko'pburchak (sinig chizig) hosil qilinadi. Bunda boshi birinchi
vcktorining boshida, oxiri esa oxirgi vektorining oxirida bo'lgan vektor
ko'pburchak barcha vektorlarining yig'inndisiga teng bo'ladi. Bir necha vektomi
Ininday qo'shish usuliga ko'pburchak qoidasi deyiladi. 2-shaklda to'trta

a,b,c,d vektorlaming yig'indisi s vektor tasvirlangan.

dvaft vektorlaming ayirmasi deb, a vektor bilan h vektorga garama-qarshi
bo'lgan (-/>)vektoryig'indisiga aytiladi, ya’ni d-b =a +(-b).

d-b ayirmani topish uchun a va b vektomi umumiy O nuqtaga go'yamiz
Bunda b vektor oxiridan a vektor oxiriga yo'nalgan vektor d-b vektomi
lieradi (3-shakl).

OA=d va OB =6 vektorlarga qurilgan OACB parallelogrammning diagonal
vektorlari bu vektorlaming yig'indisinidan va ayirmasidan iborat bo'ladi (4-shakl).

a vektoming A* 0 songa ko'paylmasi deb, a vektorga kollinear, uzunligi
| A|-1r| ga teng va yo'nalishi 4>0 bo'lganda a vektor yo'nalishi bilan bir xil,
A+ 0 bo'lganda a vektor yo'nalishiga garama-garshi bo'lgan Ad vektorga
aytiladi.

14.2. Vektoming okgdagi proyeksiyasi 5

Sanoq boshini aniglovchi nugtasi va birlik vektori berilgan to'g'ri chiziggqa o'd
deyiladi

e birlik vektor va O nuqgta / o'gni bir
giymatli aniglaydi.

M nugtadan / o'gga tushurilgan AA, per-
pendikularning A. asosiga Anuqtaning lo qdagi
provksiyasi deyiladi (5-shakl).

AB (/1i15e0) ixtiyoriy vektor bo'lsin. A, va
/t, bilan mos ravishda AB vektor boshi va
oxirining /o'qdagi proyeksiyalarini belgilaymiz.

AB, vektorga AB vektoming | o'qdagi

tashkil etuvcliisi deyiladi. 5-shakl
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Jo'lsa musbat ishora bilan, aks holda manfiy ishora olinadi (5-shakl).

i
?dAB=+\AB,\.

if a vektor bilan uning /o'qdagi

uvchisi a, vektor orasidagi

kka a vektor bilan lo'q orasidagi

\kki a va a, vektor orasidagi

tyiladi.

mki, 0<<p”;r(6-shakl).

aing  o'qdagi proyeksiyasining

ilarini isbotsiz keltiramiz

a a vektorning / o'gdagi

i a vektor modulining bu vektor bilan o‘q orasidagi <p burchak

co'paytmasiga teng, ya’ni

Pr,a =}a|costp

ja Vektorning o'qdagi proeksiyasi:

0‘q bilan o'tkir burchak tashkil gilsa, musbat bo'ladi;

0°‘g bilan o'tmas burchak tashkil gilsa, manfiy bo'ladi;

0'q bilan to'g'ri burchak tashkil gilsa, nolga teng bo'ladi

i Teng vektorlaming bitta o'qdagi proeksiyalari teng bo'ladi

i Bir nechta vektor yig'indisining berilgan o'qdagi proeksiyasi
gshu o'qdagi proeksiyalari yig'indisiga teng, masalan.

Pr,(a +b +c)=Pr,a + Pr,A+Pr,c.
i Vektor skalyar songa ko'paytirilsa, uning o'qdagi proeksiyasi ham
m'payadi, ya’ni
PrAfla) = Ae«Pr, a.

i Vektorlar chizigli kombinatsiyasimng o'qdagi proeksiyasi bu
dagi proeksiyasilarining mos chizigli kombinatsiyasiga teng, masalan,

Pr,(kd +nh)=kPr,d + nPr,b.

Ichovli R’ fazoda a,,a,,a, vektorlar berilgan bo'lsin. Ixtiyoriy
ilami olamiz va a,,a,,a, vektorlardan

a =a,a, +«,a, +0r,a,

iamiz. Bunda a vektorga a,e,,...,a, vektorlaming chizigli
si, a,,a,,a, sonlarga bu chizigli kombinatsiyaning koeffitsiyentlari

Agar a,,a,,a, vektorlar uchun kamida bittasi nolga teng
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Ienglik bajarilsa, al,3,,ai vektorlar sistemasiga chizigli bogliq vektorlar deyiladi.
7-ta'rif Agar (4.1) tenglik fagat al=al =a,= 0 boiganda o'rinli bo'lsa,
vektorlar sistemasiga chizigli erkli vektorlar deyiladi.

Tckislikdagi bazis deb, istalgan ikkita chizigli erkli 1t,g.vektorlarga aytiladi. |

Tekislikdagi istalgan a vektomi é,,é, bazis bo'yicha vagona ko'rinishda
yoyish mumkin, ya’ni
a =ate\ +aré,. 4.2)
(1.2) tenglikka a vektorning &,,&, bazis bo'yicha yoyilmasi, at,a, sonlarga
(< vektorning e\,é2 bazisdagi affin koordinatalari deyiladi va a = {«,,(*,} deb
yoziladi.

berzodagi bazis deb, istalgan uchta chizigli erkli &,,é,,&,vektorlarga aytiladi

Uch o'lchovli fazodagi istalgan a vektomi c,,&3é. bazis bo'yicha yagona
ko'rinishda yoyish mumkin, ya’ni
a=a,é(+akl+a,é,. 43
Hunda a,,a,,a3 sonlar a vektorning é&21ér,é1 bazisdagi affin koordinatalari
bo'ladi,yania={ a ,
Fazodagi bazis sifatida o'zaro perpendikular bo'lgan iJ.k birlik vektorlami

olaylik. Bunday bazis ortonormallashgan bazis deyiladi. Bunda /,j,k vektorlar
bazis ortlari deb ataladi.

Koordinatalar boshidan mos ravishda iJ.k bazis ortlari yo'nalishida
o'tkazilgan Ox,0y,0z o'qlarga koordinata
o'glari deyiladi. Ox,0y,0z o'glardan
tashkil ~ topgan  Oxyz koordinatalar

sistemaga to'g'ri burchakli (yoki dekart)
koordinatalar sistemasi deyiladi.

Fazoda ixtiyoriy a vektomi olib,
lining boshini  koordinatalar  boshiga
keltiramiz, ya'ni a=OM vektomi hosil
gilamiz (7-shakl).

a vektorning koordinata oq'laridagi
proeksiyalarini topamiz. Boning uchun
OM vektorning oxiridan koordinata
tekisliklariga parallel tekisliklar
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o'tkazamiz va ulaming koordinata o'glari bilan kesishish nugtalarini mos ravishda
Mn M,, M,orqali belgilaymiz, Bu tekisliklar koordinata tekisliklari bilan

birgalikda diagonallaridan biri OM  vektor bo'lgan to'g'ri  burchakli
parallelepipedni hosil giladi.
Bunda

Pr,in =|OM 11 Prra =|OM 1], Pr.a =|OM]]|.
Bir nechta vektorlami qo'shish qoidasiga ko'ra

a=0M, +MJIN +NM .

Yoki M,N =OM:, NM =OM jni hisobga olsak,
a=0M,+OM,+OM,. 4.4)
Shunindek,
OM,=\OM \T, OMr=\ll ,\ ], OM,=\0 M ,\k. (4.5)
d =OM vektoming koordinata o'glaridagi proeksiyalarini mos ravishda
a,,a, va a. orqali belgilaymiz, ya ni |OMi|=at, \OM ~\=ay,\OM \=a..
U holda (4.4) va (4.5) tengliklardan topamiz.
a=ayi +taj taxk. (4.6)
(1.6) tenglik a vektoming J,J,k bazis bo‘yicha yoyilmasi deb yuritiladi.
«,,«,,6. sonlarga a vektoming dekart koordirtatalari (yoki oddiygina
koordinatalari) deyiladi va « = {«, ;«,;«.} kabi yoziladi.
« ={«,;«,;«.} vektor berilgan bo'lsin. To'g'ri burchakli paralleiopipedning
diagonali hagidagi teoremani go'llaymiz:
|[<x]-= \w ,\r+\om \'-+\gm \'-.
Bundan
[«|= >+ « 4«3, 4.7)
ya’ni vektoming uzunligi uning koordinatalari kvadratlarinmg yig'indisining
kvadrat ildiziga teng.
a va b vektorlar koordinatalari bilan berilgan bo'lsin:
A=aj +aj +a.k, b=Dbj +byj +bk.
Vektoming o'qdagi proeksiyasining xossalariga ko'ra:

atb=(axzby)i+(a, £br)j +(a. £b.)k, (4.8)
Aa=[a | +Aa7 + NNak, 4.9)
a,=bx,
a=b O a, =by> (4.10)
a, =b..
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Shunday qilib,

1) vektorlar qo'shilganida (ayrilganida) ularning mos koordinatalari
go'shiladi (ayriladi);

2) vektor songa ko'paytirilgamda uning
barcha koordinatalari shu songa ko'payadi;

3) teng vektorlaming mos koordinatalari
teng bo'ladi va aksincha.

Koordinatlar boshiga go'yilgan va oxiri

M nugta bo'lgan r -OM vektorga M nuqta-
ning radius vektori deyiladi. A/(x;y;r) nugta
radius vektorining koordinatalari r = {x;y;z}
bo'ladi.

Boshi  J(x,;.y|;2) nugtada va oxiri
B(x,,y,,rr) nuqgtada bo'lgan AB vektomi
garaymiz A va B nugtalaming radius
vektorlarini mos ravishda r, ={(xl;,v,;z,} va /; ={x,;y,;z,} bo'ladi

8-shaklga ko'ra AB-T\-rt. Bundan (4.8) tenglikka asosan

AB =(x2- x)T+(y, - yP1 +(z2- z,)k
yoki
AB =(x2- x,;y, - yxz, - z2,}. (4.11)

Shunday qilib, vektoming koordinatalari uning oxiri va boshining mos

koordinatalari ayirmasiga teng.

(4.11) tenglikdan AB vektoming modulini topamiz:
\AB\=J(x2-X,)’ +(y2-y,)1+ (z2-1,) 1. (4.12)

AB vektoming uzunligi A va B nuqtalar orasidagi masofani aniqlaydi.
Shusababli (4.12) tenglikka ikki nuqta orasidagi masofani topish fonnulasi
deyiladi

I-misol. Parallelogrammning uchta ketma-ket uchi berilgan: J(-1;3;1),
fl(-2;-5;3), C(0;-1;1). BD diagonal uzunligini toping.

Yechish Parallelogramm D uchning X;y;z koordinatalarini paralleiogramm

uchun AD =BC ekanidan aniglaymiz. AD va BC vektorlarni (4.11) formula
ko'rinishida yozamiz:

AD ={x+1l;y - 3;z-1}, BC={0- (-2);-1- (-5);1- 3}={2;4;-2}.
U holda AD =BC tenlikdan x+1=2, y-3=4, z-1=-2,ya’ni D(I;7;-1)
bo'lishi kelib chigadi.
BD vektoming koordinatalarini topamiz:
BD = {l- (—2);7 —(-5);i—1- 3}={3;12;-4}.
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U holda
[ED|= yj3' +12: +(-4): =>/6 + 144 + 16 = 13.

A(xl;ylszl) va B(x,,y},z,) nugtalami tutashtiruvchi kesma berilgan bo'lsin
AB kecmani berilgan A>0 nisbatda bo'luvchi, y’ani AQ:A tenglikni

ta minlaydigan C(x,y\z) nugtani topish masalasini yechamiz.

Masaianing shartiga ko‘ra AC v&CB vektorlar kollmear, ya’ni AC = ACB.
U holda
AC ={x-xny -yl;z-zI}, CB =4t -x,y, - y\z1- 7}
inobatga olinsa,
X-x,=UWxr-x), y-y,=A(yr-y), z-z,=A(z,-2).
Bu tengliklardan x,)\z larni topamiz:
w+thg L NAHTE zofL N (4.13)
1+n Y 1+A I+A
(113) formulaga kesmani berilgan A nisbatda bo'lishformulasi deyiladi.
(1.13) tengliklardan A=1 da kesma o‘rtasining koordinatalarini topish
formulalarini kelib chigadi:
r=xL+xL v vy, +y,_ _z,+z,
2 2 2
2-misol. A(2,5) va fl(4;9) nugtalami tutashtiruvchi AB kesmani AC:CB =1:3
nisbatda bo‘luvchi C nugtaning koordinatalarini toping.

(4.14)

Yechish.Masaianing shartiga ko‘ra A=j. C(x;v) nugtani (4.13) formulalar
bilan topamiz:

2+- o4 5+- -9
3

AN

n or

=6, yoki # )

ﬂ':—l+-1 L 1+|
3 3

1.4.3.Mashqlar

14.1. Agar |o+ftl=jd~ft| bo'lsa. a va ft vektorlar ganilay shartni
ganoatlantiradi?

142 |d|=13 |ft|=19 va |5 +ft|=24 bo‘lsa. |a- ft| ni hisoblang
1.4.3. Oxy tekislikda /1(4,1). B(2;3), (0;5) nuqtalar berilga. 8=0/1 vektorning
ft =0OB va ¢ =0C vektorlar bo‘yicha ehizigli kombinatsivasmi toping,
14.4. Tekislikda uchta a=3-2}, ft={21J va c ={7.-4} vektorlar berilgan.

Har bir vektorning golgan ikki vektor bo'yieha ehizigli kombmatsiyasini toping.
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145, a={215-—2} va b ={2;-1;3} vektor berilgan 3d-2A va -~d +/
vckloriaming koordinata o'qlandagi proycksiyalarini toping

146. a={l;-;2}. b=4{-2-3.1} vac =(0;-3,-2}vektorlur berilgan -2d +3d—¢
va 3d-2b +2c vcktorlarning koordinata o'glandagi proycksiyalarini toping.

1.4.7. Nugtalar orasidagi masofani toping:

1) 431 va B(-3,9); 2) /11(5,3) va B(2;-1).

1.4.8. Ikkila go'shni uchlari A(-1;4) va B(3;—#>nuqtalarda yotuvchi kvadratning
yn/.ini toping.

1.4.9. Tomonlari a={-1,0:7} va b={5—4,-5} vcktorlarga qurilgan
piirallelognunm diagonallanning uzunliklanni toping

1.4.1U. AB ={2.6:4} va AC ={4,2.-2} bo'lsa. ABC uchburchakning CP medionasi

n/unligini toping

1.4.11. Agar d ={2;-I;I} vektorning boshi ,-1(3.-2;-4| bo'lsa. uning oxinning
koordinatalarini toping

1.4.12. Agar d = {2.4-1} vektorning oxin J2(—1;3—4}bo'lsa, uning boshmmg
koordinatalarini toping.

1.4.13. A va B nugqtalar berilgan AB vektorning uzunligini toping:
1) ,4(-4,-9;6), B(8;6;-10); 2) A(6;-1,9), B(2,-4,-3)

1.4.14. /4(2;-1;0), B(1,—1,2), C(0,5,3) nuigalar berilgan. d =AB-CB vektorning
uzunligini topmg.

1.4.15. A/,C——2) va A/2(3;4) nugtalar berilgan Wr\/, to'g'n chizigda yotuvchi va
AJ; nugtaga nisbatan A/, nugtaga 3marta yaqin bo'lgan Kt(x,y) nugtani toping

1.4.16. Uchlari >1(2;4) va B(8;7) nugtalarda joylashganzIfl kesmani 2:3 nisbatda
bo'luvchi nugta koordinatasini toping

1.4.17. Uchlari .4(4:1:-3), B(l;4;—2). C(l;10.-8) nugtalarda bo’lgan ABC
uchburchakning AD medianasi uzunligini toping

1.1.18. Parallclogramning uchta ketma-ket uchlarining koordinatalari berilgan:
I(-I;1).B(1;6),C(5;2). To'rtinchi D uchning koordinatalarini topmg

15. VEKTORLARNI KO‘PAYTIRISH

1.5.1. Ikki vektorning skalyar ko'paytmasi

1-ta’rif. 1kki a va b vektorning skalyar ko'paytmasi deb bu vektorlar
uzunliklari bilan ular orasidagi burchak kosinusi ko‘paytmasiga teng songa aytiladi

va u ah (yoki adyoki (a,b)) kabi belgilanadi, ya’ni
ah =ja||b |cos<p, (5.1)
buyerda <p- a va b vektorlar orasidagi burchak (birnda vektorlaming boshi bit
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nuqtaga qo'yiladi).
Skalyar ko'paytma quyidagi xossalarga ega.
1-  xossa Ko 'paytuvchilaming o 'rin alniashtirisli xossasi:
ab -ba.

Isholi ab =)a \mb |cos(a,b)=|b |Wa |cos(A a)=ba.
2- xossa Skalyar ko 'paytnvchiga nisbatan guruhlash xossasi:
(Aci)b = A(aA).
3- xossa Qo 'shishga nisbatan tagsimot xossasi:
a(A +c)=ab +ac.

4- xossa Agar a va A vektorlar perpendikular bo'lsa, u holda ulaming
skalyar ko'paytmasi nolga teng bo'ladi Shunindek, teskari tasdiq o'rinli: agar

db =0 (]a|*0,/A 0) bo'lsa, uholda aLb bo'ladi.

Xususan: Fe]-j k=ki -j i=km =2ek=0

5- xossa Vektoming skalyar kvadrati uning uzunligi kvadratiga teng, ya’ni
d: =)d|3. Xususan: 7*=]'=k'~=\.

1-misol. |a|=4, |A|=6," =(a,A)=" bo'lsin (3a-A) x2d + 4/1)

ko'paytmani toping.
Yechish  Awal 3-xossadan foydalanib gavslami ochamiz va keyin skalyar
ko paytmaning ta'rifi va xossalaridan foydalanib, topamiz:

(3d -A) +(2d + 4b) =3d *2d -A md +3d -4b -A -4A=6a' + 10ab —4b' =

=6lalJ+10]a]|A |cosy-4|A |!=

=6-41+10-46--4-61=96+120-144 =72

Ikkita a ={ar;ar;a.} va A= {A"A;A} vektorberilgan bo Isin.

U holda bu vektorlami J,],k birlik vektorlar orqali ifodalab, skalyar
ko'paytmaning xossalarini va T,],k vektorlarning skalyar ko'paytmalarini hisobga
olib, topamiz:

ab =(a/ +aj+ a.k)by +bj +b.k)=abli +ajbj] +ajb.ik +
+atbji +amjj +abd.jk +a_brki +a.bkj +a.b.kk =
=a,A, +a. A +aA.
Demak,
ab =atbx+atbh '+ash., (5.2)

ya’ni koordinatalari bilan berilgan ikki vektoming skalyar ko'paytmasi ulaming
mos koordinatalari ko'paytmalarining yig'indisiga teng.

36



2-inisol. < ={4;-2;3}, b ={2,1—-3} bo'lsin. a b ko'paytmani toping.
Yccliislt. (2.2) formulaga ko'ra
a-b =4-2+(2)1 +3-(3)=-3
a {a,ay,a.} va b ={bibyb.) vektorlar orasidagi p burchak kosinusini
(,’ 1) va (2.2) tengliklardan topamiz:

ab
oS P=— (5.3)
ai-1M
Vukl
. a,b,+ab. +ab.
cosip = (5.4)
Ja] +a* +a‘ wjb] +b] +b)
aLb bo'lsin. U holda cosip =0 bo'lgani uchun (5.4) tenglikdan
a.b, +atf+a.b. =0 (5.5)
Liilib chigadi.
MN vektor bilan <p burchak tashkil etuvchi F kuch ta’sirida moddiy nuqta
M nuqtadan N nuqgtaga to'g'ri chizig bo'ylab ko'chayotgan bo'lsin (9-shakl).
Ihzika kursidan ma’lumki F kuchning M N -S ko'chishdagi bajargan ishi

/I=|F]|S|cos<p yoki A=FS (5.6)
Inrmula bilan aniglanadi.

Demak. moddiy nuqtaning to'g'ri chizigli harakatida o'zgarmas kuchning
hqurgan ishi kuch vektori va ko'chish vektonning skalyar ko'paytmasiga teng.
lIn Jumla skalyar kapayimaning ntexanik ma'nosini anglatadi

3-misol Moddiy nuqta A(1;-2;2)  nugtadan  B(5;-5;-3) nugtaga
I {2—-3} kuchta’sirida to'g'ri chiziq bo'ylab ko'chgan. Quyidagilarni toping:

1) F kuchning bajargan ishini;

2) F kuchning ko'chish yo'nalishi
bilnn tashkil gilgan burchagini.

Yechish Awal moddiy nuqgta

ko'chish vektorini, uning va F kuchning
u/.unligini topamiz:

5 = /1B = {4;-3;-5),
IB|=VI6 +9 +25=5V2,
IFI=V4 +1+9 = VI4.

U holda:
1) A=FS =24+ (-1)¢(-3) +(-3) *(-5) =26 (ishb);
FS 26 13n/7 13>/7
2) costp= — —= = , tp=arccos--------
17r11*4 5SV2-V14 35 35
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1.5.2. Ikki vektorning vektor ko‘paytmasi ?

Agar uchta vektordan qaysi biri birinchi, qaysi biri ikkinchi va qaysi biri
uchinchi ekani ko’rsatilgan bo’lsa, bu vektorlarga tartiblangan uchlik deyiladi.

Tartiblangan uchlikda vektorlar joylashish tartibida yoziladi.

Agar komplanar bo'Imagan vektorlar tartiblangan uchligining uchinchi
vektori uchidan garalganda birinchi vektordan ikkinchi vektorga gisqa burilish soat
strelkasi yo'nalishiga teskari bo'lsa, bunday uchlikka o'ng uchlik, agar soat
strelkasi yo'nalishida bo'lsa chap uchlik deyiladi (10-shakl).

o'ng uchlik chap uchlik

10-shakl

2-ta’rif. a vektorning b vektorga vektor ko'paytmasi deb quyidagi shartlar
bilan aniglanadigan c vektorga aytiladi (11-shakl):
1) ¢ vektor a va b vektorlarga perpendikulyar, ya’ni c la vac lb ;
2) ¢ vektorning uzunligi son jihatidan tomonlari a va b vektorlardan iborat
boigan parallelogrammning yuziga teng. ya’ni |c |[©)a \sb |sin (p,
buyerda p = (H:‘ﬂ);
3) 0,b,c vektorlar o‘ng uchlik tashkil giladi.
a va b vektorlarning vektor ko’paytmasi dxb yoki [4,b] Kkabi
belgilanadi.
Vektor ko’paytma quyidagi xossalarga ega.
I-xossa Kolpaytuvchilaming adffimbari
almashtirilsa vektor ko'paytma ishorasini
garama-qarshisiga o’zgartiradi, ya’ni

Isboti. Vektor ko'paytmaning ta’rifiga

ko'ra a x b va b xa vektorlar bir xil uzunlikka
ega (parallelogrammning yuzi o'zgarmaydi),
kollinear, ammo qarama-garshi yo'nalgan,

chunki a,b,axb vektorlar ham b,a,b x5 vektorlar ham o'ng

11-shakl

uchlik tashkil giladi. Demak, axb =-b x 1.
2-xossa Skalyarko paytirvchiga nisbatan gumhlash xossasi:

(Aa)xb = A(axA).
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3- xossa. Qo Shishga nisbalan tagsimoi xossasi:
ax(b +c)=ax6 +axc.

4- xossa Agar 5 va b vektorlar kollinear bo'lsa, u holda ulaming vektor
ko'paytmasi nolga teng bo'ladi. Shunindek, teskari tasdiq o'rinli: agar

5x6 =0 (Jla 0,]6 0) bo'lsa, uholda a va 6 vektorlar kollinear bo'ladi.

4-misol. iJ , k vektorlaming vektor ko'paytmalarini toping.

Yechish. Bunda vektor ko'paytmaning ta’rifigadan quyidagi tengliklar
bevosita kelib chigadi:

ixj=k, jxk=T kxj=j.
Hagigatan ham, masalan, 1x ] =k tenglik o'rinli, chunki:
Dkl17, K+ j;
2) 1XK?2UNT7|«n9<l=1;
3) 1,1,k vektorlaro'ng uchlik tashkil giladi.
Shuningdek, 1- xossaga Ko‘ra
jxi=-k, kxj ==, ixk =—.
Vektor ko'paytmaning 4- xossasidan topamiz:
/xi=j xj =K XK =0.
Ikkita a={a,;a,,a.} va b’={bxb,;b.} vektor berilgan bo'lsin.

Uholda, 1J,k vektorlaming vektor ko'paytmalari formulalaridan foydalansak,
5x6 =(aj +aj +a.k)x(b'i +bj +b.k)=a,b,(i xi) +abr(7xj)+ ab. (f xk) +
ladb,(j **) +afbt{j xJ) +ab.(] xk) +a,br(k xT)+ a_bf(kxj) +a,b.(k xk) =

a,bk-ay.j-ajbjk +ayb.i +a.bj-a.bj=(a6.-a.b)i - (ab. —ath,)j +

a a
+{axb,-o0bt)k = | -
{ K=o b b b 9t b b K
ya m
— ax a
5xg = < a= a, Yy
b b b. b °% b b ®.7)
bo'ladi. Oxirgi tenglikni quyidagichayozish mumkin:
K
5x6 = a. (5.8)
b, bf b;
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J K
-1 -2 =-4i +0]- 6k- OA- 4r-12j =-8f-127 - 6k.
-2 4

axb =—8/-12y- 6A

paytmaning 4 -xossasiga ko‘ra a va b vektorlar kollinear bo'lsa

xA=(l4 - ajf,)J- (a,b;-ab, +(af -af )A=0

all -aj =0. ajb. -a.bx=0, af - a/» =0

(5.9)

r vektorlaming koordinataJari proporsional bo'ladi va aksincha
ordinatalarga ega vektorlar kollinear bo'ladi.

paytmaning ta'rifiga ko'ra |a xb |=|a|e|b |sin?>, ya’ni

Spar =l<n** |

(5.10)

mahkamlangan qattig jism A nugtasiga
kuch ta’sirida Onuqta atrofida ayianma
;an bo'lsin (12-shakl).
rsidan ma’lumki F kuchning O nuqtaga
enti deb O nugtadan o'tuvchi va quyidagi

itlantiruvchi M vektorga aytiladi:
va M LF, buyerda r - OA- A nuqgtaning

|| F |sin g bu yerda <p=(r,F)\
vektorlar o ‘ng uchlik tashkil giladi.
lib.
M =rxF,
las nugtaga nisbatan kuch momenti kuch go'yilgan nuqta radius
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b-misot. m, n ning qanday giymatlarida a = {- 2;3;u} va b = {/n;-6;2}
vektorlar kollinear bo'ladi?
Yechish. Ikki vektorning kollinearlik shartiga ko'ra
-2 3 n

m .6 2
Bundan /«=4, 9 =-1.

1.5.3. Uchta vektorning uraliish ko'paytm asi'

3-la’rif. Uchta a,b vac vektorning aralash ko paytmasi deb axb vektorni
¢ vektorga skalyar ko'paytmasiga teng songa aytiladi va abc kabi belgilanadi.
Uchta komplanar bo'lmagan a,b,c
vektorlar berilgan bo'lsin. Bu vektorlarga
parallelepiped quramiz va axb =dvektorni
yasaymiz (13-shakl).
Vektor ko'paytmaning ta’rifiga ko'ra
dla, dlIb, |rf=>V>
buyerda S” - parallelepiped asosiningyuzi.
Ta’rifga ko'ra d c=)J||c|cosp, bu
yerda <p-c va d vektorlar orasidagi burchak
13-shaklda a,b,c vektorlar o'ng uchlik
o . 13-shakl
tashkil giladi va <p<—, ya’ni cos<p>0.

U holda |c|cosge=h va dc”rS”™ mh=V. Ikkinchi tomondan
d 6=(axb)c =abc. Demak, V =abc.

Agar a,b,c vektorlar chap uchlik tashkil gilsa <p>— va cos</><0 bo'ladi

U holda |c|cosip=-h, V =-abc.

Shunday qilib. komplanar bo'lmagan uchta vektorning aralash
ko'paytmasining moduli girralari bu vektorlaming uzunliklaridan iborat bo'lgan
parallelepiped hajmiga teng:

r=)d6c]. (5.11)

Bu jumla aralash ko paytmaning geometrik Ta 'nosini anglatadi.

Avralash ko'paytma quyidagi xossalarga ega.

I-xossa Amallarining o'rinlari almashtirilsa aralash ko'paytma o'zgarmaydi.
yam

(axb)-c =a (b xc).
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2-xosxa Ko'paytuvchilaming o'rinlari doiraviy almashtmlsa aralash
ko'paytma o'zgarmaydi, ya'ni

abc =bca =cab .

3-xossa. lkkita go'shni ko'paytuvchining o‘rinlari almashtirilsa aralash
ko'paytma garama-qgarshisiga almashadi. Masalan, abc =-bad.

4- xossa Agar nolga teng bo'Imagan a.b,c vektorlar komplanar bo'lsa,
u holda ularning aralash ko'paytmasi nolga teng boiadi. Shunindek, teskari tasdiq
o’rinli: agar abc =0 (|]a|*0,|11 |?60,|?|"0) bo'lsa, u holda a,b,c vektorlar
komplanar bo'ladi.

Uchta a ={at,ax\a.}, b ={bt,bxb.}va c={c,;c/;c.} vektor berilgan
bo'lsin. U holda

_a. a . a,
b o, b Ko Ty
. a a7’ a. a, 4
abc = | i- « b 7+ « K ofc,i +
' 7
a at a. « a
K S p b &F b oA
yoki
a. a, a,
abc= g b (5.12)
c> C

Aralash ko'paytmaning 4-xossasiga ko'ra nolga teng bo'Imagan
a,b,c vektorlar komplanar bo'lsa, uholda abc =0 yoki

a, ar &
bX o, K - 0. (5.13)
¢, e C

Aralash ko'paytmaning geometrik ma’nosiga ko'ra  a,b,c vektorlarga
qurilgan parallelopiped hajmini Vpr =j«6¢| bilan va piramida hajmini
=— abc | bilan topish mumkin.
Shunday qilib,
<> a.
I''Ne=mod b, b. b. Vf,%—mod b b b (5.14)
c.
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7-misol.  Uchlari A(2;3;1), B(4;l;-2), C(6;3;7), D(-5;"»;8) nuqtalarda
Im'lgan piramidaning D uchidan tushirilgan h balandligi uzunligini toping.
Yechish. Avval piramida girralarini ifodalovchi vektorlarm topamiz:
AB = {2;-2;-3}, AC = {406}, AD = {-7;-7;7}
Piramida hajmini hisoblaymiz:

2 -2 -3
154
Vzgmod 4 0 =- 184 + 84 + 84 +56|]= —.
-7 -7
ABC yoq yuzini hisoblaymiz:
- -3 2 -3 2 -2
5=-|/W xNC|=-
6 4 6 4 0

= +24)+82=14.

Piramida uchun FZ?rI.V Bundan

I R T

=1 («7»),
n s 14 14
1.5.4. Mashglar

1.5.1. Tomonlari birga teng bo'lgan teng tomonli ABC uchburchak berilgan.
I/i BC+BC CA+CA AB ifodanmg giymalini toping.

15.2. St, <. &, birlik vektorlar uchun «k, +é&, +é3=0 bo'lsa, &6} +8&,6, ni
loping
153. Agar| |=6. 16 |=4. p=(a.b) =~ bo'lsin. Toping:
1) (e +6)J; 2) (a-b)-(a+b).

15.4. a={l;-2;2} va b ={2,4,—4} vektorlar berilgan Toping:
IJ(0-6) (5+6); 2)(a-b)2.

1.5.5. Berilgan vektorlar m nmg ganday qiymatlarida perpendikular bo'ladi?
Iii ={I;-2m;0}, h - {4;2,3m}, 2) a- {m;-5;2}, b ={m—2;»;m+3}.

1.5.6. /!(1.2;-3) nugtani /?(S;6;-I)nuqgtaga to'g'ri chiziq bo'vlab ko'chirishda
/(2 -1,3} kuchning bajargan ishini toping.

15.7. Agar |a|=4, [N|=6. ip= (a,t-))szl—% bo'lsa, quyidagilami toping

)]ex™*|; 2) |(2a-31)x(a +42>),.
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21} A= {841k 2 ={35-8>, A={6;3-2}

. Tomonlari 5=2/+j va A= -]+2k vcktorlardan iborat bo'lgan

mining diagonallan orasidagi burchakm toping.

. Uchlari N(-1:-2.4), N(-4.-2:0). C(3;-2;l) bo'lgan ABC uchburchak bcrilgan

4

. 5={-1;3;cr} va A={/?;-6.-3} vektorlar a va ft ning ganday giymatlarida
ladi?

wa ning ganday giymatlarida a,b,c vektorlar komplanar bo‘ladi?
a), *={03:0}, ¢ ={3:0;1}. 2) 5 ={a;3:1}. ft ={5:-1;2}, c ={—1:54}.

i. 5. ft. ¢ vektorlarga qurilgan parallelepiped hajmini toping:
2,1}t = {321},¢c = {4,0,1>. 2)5 = {133} .ft ={-1;2;0=c ={l;2;-3}.

1.6. TEKISLIKDAGI TO G RI CHIZIQ

1.6.1. Tekislikda koordinatalar sistemalari

itik geometriyaning asosi koordinatalar usuli bo'lib. uni XYI1 asrda
tatematigi Rene Dekart kiritgan. Koordinatalar usuli nugtaning o'mini
alar sistemasi hosil giluvchi o'glarga nisbatan aniqlashga asoslanadi.
sistemalardan biri to'g'ri burchakli (dekart) koordinatalar sistemasi
di.

imiy boshlang'ich 0 nuqtaga va bir

htab birligiga ega bo'lgan o'zaro

ulyar Ox va Oy o'glar tekislikda V(r:<p)
tordinatalar sistemasini hosil giladi yLlw x.y)

) Bu sistemaning Ox o'qi abssissalar / i

)y o'qi ordinatalar o'qi va ular /r/

t koordinata o'glari deb ataladi. j / %

Ox va Oy o'glaming ortlari 1y i p
bilan belgilanadi (< |=]j |=1 i1 j), o X X
Haga koordinatalar boshi deyiladi, 14-shakl

Oy o‘qglar joylashgan tekislik
a tekisligi deb ataladi va Oxy bilan belgilanadi.

koordinata tekisligining ixtiyoriy nuqtasi bo'lsin. OM vektorga
ling radius vektori deyiladi
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Jividviid iwhakv 1 Ivt Kaul dgciguauaul, udnuda Jioo suii Ivi niujrurung
y soniM nuqtaning ordinatasi deb ataladi.

Ikkita gva >koordinatalar tekislikdagi nugtaning o'mini to'liq aniglaydi, ya’ni
X va y sonlaming har bir juftligiga tekislikning yagona Sl nugtasi mos keladi,
va aksincha.

Tekislikda sanog boshiga, musbat yo'nalishga va masshtab birligiga ega
bo'lgan Op nur qutb 0'gi, uning O sanog boshi qulb deb ataladi (15-shakl).

M tekislikning qutb bilan ustma-ust tushmaydigan ixtiyoriy nuqtasi bo'lsin.
Bunda M nuqtaning holati ikkita son, O qutbdan M nugtagacha bo'lgan r masofa
va Op qutb o'gi bilan OM yo'nalgan kesma orasidagi <p burchak bilan
aniglanadi  (Op nurdan boshlab burchak yo'nalishi soat strelkasi yo'alishjga
Icskari tanlanadi).

r va  sonlariga M nugtaning qulb koonlinatalari  deyiladi va
M(r,<p) deb yoziladi. Bunda r masofa qutb radiusi. <  burchak qutb
burchagi deb ataladi.

Tekislikning barcha nugqtalarini aniglash uchun r va < Kkattaliklami
D sr< +00, -n <<p<n chegaralarda olish yetarli bo'ladi. Bunda tekislikning har
lur nugtasiga yagona r va p sonlarjufti
mos keladi, va aksincha, har bir (r,<p) sonlar
liiltiga tekislikdagi yagona nugta mos keladi.

Nugtaning qutb va to'g'ri burchakli

koordinatalari orasidagi bog'lanishni topamiz.
Bunda to'g'ri  burchakli  koordinatalar
sistemasining koordinatalari boshini qutb bilan
va abssissalar o'qini qutb o'gi bilan ustma-ust
tushadigan qilib tanlaymiz (14-shakl).

M nugta x va y to'g'ri burchakli
koordinatalarga, r va > qutb koordinatalarga
cga bo'lsin.

14-shakldan topamiz:

X =rcoscp, y =rsm<p. 0.1)

Bu tengliklar nuqtaning to'g'ri burchakli koordinatalarini uning qutb
koordinatalari bilan bog'laydi.

(6.1) tengliklardan nugtaning qutb koordinatalari bilan uning to'g'ri burchakli
koordinatalari o'rtasida quyidagi bog'lanish hosil giiinadi:

r=Jx- +y\ tgip=-.
X

Bunda <p burchakning giymati nugtaning joylashgan choragiga (x,> laming

ishoralari asosida) garab, - n <g><n oraligda tanlanadi.

(6.2)
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Yechish. Nugtaning qutb koordinatalarini (61.2) formulalar bilan aniglaymiz:

M nugtan 11l chorakdayotadi.
Uholda (p-—-n =—— bolladi. Demak, M{2,——1.

1.6,2. Tekislikdagi ro'g'ri chil.iq

To'g'ri chizigning tekislikdagi o'rni turli parametrlar bilan bir giymatli
aniglanishi mumkin. Berilgan parametrlariga ko‘ra to'g'ri chizigning turli
tenglamalari keltirib chigariladi. Ulardan ayrimlari bilan tanishamiz.

I To'g'ri chizigda yotuvchi MO(xaya) nuqta va to'g'ri chiziqga
perpcndikular bo'lgecm n ={A,B} vektor berilgan-

I to'g'ri chizigda yotuvchi ixtiyoriy M(x,y) nuqtani olamiz va
MMM = vektomiyasaymiz(16-shakl).

Bunda h 1 M,,M bo'ladi. Ikki vektoming perpendikulyarlik shartiga asosan
to‘g‘ri chizig tenglamasini topamiz:
X x-x0)+«0O'-/1) =0. (6.3)
(6.3) tenglamaga berilgan nugladan o'luvchi va berilgan veklorga
perpcndikular to'g'ri chiziq tenglamasi deyiladi \
To'g'ri chiziqgga perpendikular bo'lgan har ganday vektorga lo'g'ri
chizigning normal vcktori deyiladi.
Demak, n={A,B] vektor (6.3) tenglama bilan aniglanuvchi to'g'ri
chizigning normal vektori bo'ladi.

I-misol.  M,(2;3)va N/,(-1;0) nuqtalar

berilgan M, nuqgtadan o'tuvchi va

vektorga  perpendikular  to'g'ri chiziq
tenglamasini tuzing.

Yechish Avvav ATAT, vektorini topamiz.
M,M, ={—41—2;0—-3={-3;-3).
Bundan A=-3, B=-3.

Izlanayotgan to'g'ri chiziq tenglamasini
(6.3) formula bilan tuzamiz:
-3(.v-(-1))-3(>-0) =0 0

yoki 16-shakl
x+y+1=0.

6 lzu Vaisman Analytical Geometry. Coryright, 1997
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Il. To'g'ri chizigda yotuvchi M 0(x0;y0) nuqta va lo'g'ri chiziqga parallel
bo'lgan s ={p;q} vektor berilgan
/ to'g'ri chizigda yotuvchi va M(x;y) nugtalardan

M,,M = {x-xc;3'-1°} vektomiyasaymiz(3-shakl).
Bunda s va MJM vektorlar kollinear bo'ladi. Ikki vektoming kollinearlik
shartidan quyidagini topamiz:

y-y (6.4)
P 4

(6.4) tenglamaga hcnlgan rmgtadan o'tuvchi va berilgan vektorga parallel
to g'ri chizig tenglamasi deyiladi.

Shunindek, bu tenglama to g 'ri chizigning kanonik tenglamasi deb ataladi.

To'g'ri chizigga parallel bo'lgan (yoki to'g'ri chizigda yotuvchi) nolga teng
bo'Imagan har ganday vektorga to'g'ri chizigning y o haltiruvchi vektori deyiladi

Demak, s={p:q} vektor (6.4) tenglama bilan aniglanuvchi to'g'ri
chizigning yo'naltiruvchi vektori bo'ladi.

l-izoh. (6.4) tenglamadan to'g'ri chizigning Kkeltirilgam 1l shartni
ganoatlantiruvchi boshga tenglamalarini hosil gilish mumkin

I. (6.4) tenglamada

= = | ¢ (—»0;+00)

p q
hclgilash kiritamiz. Bundan

X=Xo+tp> y =y,+tq (6.5)
U-nglamalar kelib chigadi, buyerda t-parametr.
(6.5) tenglamalarga lo'g'ri chizigning parametrik tenglamalari deyiladi'.
1. Ma’lumki. tekislikdagi chizigning ikkita parametrik (skalyar) tengla-
malarini bitta vektor tenglama bilan berish mumkin, ya’ni (6.5)
lenglamalami
r=r0+ts (6.6)
Ko rinishda yozish mumkin, buyerda f ={xy}, r,={x,;_v0}- mos ravishda
Wu..v), M 0(x0;_v,)nugtalaming radius vektorlari; s = {/;,</}-to'g'ri chizigning
yn'naltiruvchi vektori (16-shakl).
(6.6) tenglamaga lo'g'ri chizigning vektor tenglamasi deyiladi.
Il To'g'ri chizigda yotuvchi ikkita /M (x,;.¥) va M ,(xy.y,) nugta berilgan.
/to'g'ri chizigda  yotuvchi ixtiyoriy M(x,y) nugtani olib,

M,M ={x-xI\y-y,}va M,M, = {x,-x,\y, -y,}vektorlarni yasaymiz Bunda
MJIM va M,M, vektorlar kollinear bo'ladi. Shusababli

X-X, Vi
X, -Xs i ~Y>
(6 7) tenglamaga berilgan ikki nugladan o'tuvchi to g 'ri chiziq tenglamasi
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deyiladi.
IY To'g'ri chizigning Ox va Oy o'glaridan ajratgan kesmalari a va b
berilgan.
/to'g'ri chizigda yotuvchi ixtiyoriy M{x,y) nugtani olamiz(17-shakl).
ACBM va AOBA o'xshash. U holda uchburchaklaming o'xshashlik

alomatiga ko'ra
CB CM OB-PC OD PC OD

OB~ OA OB ~OA OB + OA
Bundan OC=x, OB =a, OD =y, OA=/0'rmga qo'yish bajarib, topamiz:

(6.8)
(1.6) tenglamaga to gri chizigning kesnialarga nisbalan tenglamasi deyiladi6
Y. To'g'ri chizigning og'ish burcliagi <p va Oy o'gidan ajratgan kesmasi

b berilgan.

Ox o'gning musbat yo'nalishdan berilgan to'g'ri chiziggqa soat strelkasiga
teskari yo'nalishda hisoblangan o burchakka to'g'ri chizigning og'ish burchagi
deyiladi.

Og'ish burchagining tangensi, ya’ni K =tgg> son to'g'ri chizigning burchak
koeffitsiyenti deb ataladi.

Yy

17-shakl 18-shakl

/ to'g'ri chizigda yotuvchi ixtiyoriy M(x;y) nugtani olamiz va burchak
tangensi ta rifidan foydalanamiz (18-shakl):

=tg<p, Y- tg<px+b.

Bundan
y =kx+b. (6.9)

Bu tenglamaga to'g'ri  chizigning burchak koeffitsiyentli tenglamasi
deyiladi.
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Keltirib chigarilgan (6.3)-(6.9) tenglamalar asosida iishbu xulosa kelib
ilmgadi:

»,.i0‘zgaruvchilaming har ganday birinchi darajali tenglamasi tekislikdagi biror
lo’g’ri chizigni ifodalaydi va aksincha, tekislikdagi har ganday to‘g‘ri chiziq
v,y o0’zgaruvchilaming biror birinchi darajali tenglamasi bilan aniglanadi”

Demak, tekislikdagi har bir / to’g'ri chizig tenglamasmi
Ax+By +C =0 (6.10)
toTinishda yozish mumkin, bu yerda C-ozodhad; A7+BI1* 0;
il {N.B) - to’g’ri chizigning normal vektori.

(6.10) tenglamaga to'g'ri chizigning umumiy tenglamasi deyiladi

(6.10) tenglamada:

1) A=0 bo'lsa, tenglama By +C =0 ko'rinishga keladi. Bunda to’g’ri
ihizigning normal vektori Ox o’qgqa perpendikular bo'ladi. Shu sababli to’g’ri
ilnzig Ox o’qga parallel, Oy o0°’qga perpendikular bo’ladi. Shu kabi 5 =0 da
IillY) chigadigan Ax +C =0 to’g’ri chiziq Oy o’qga parallel, Ox o0’qga
In'ipcndiknlar bo’ladi;

2) C=0 bo’lsa, tenglama Ax +By =0 ko’rinishni oladi. Bu tenglamani
i>0,0) nugtaning koordinatalari ganoatlantiradi. Demak, to’g’ri chiziq
I Imrdinatalar boshidan o’tadi;

3) A=0 va C =0 bo’lsa, tenglamadan »=0 kelib chigadi. Bu to’g’ri chiziq
ix o’qdayotadi. Shu kabi 5 =0 va C =0 dahosil bo’ladigan x=0 to’g’ri
tlu/ig Oy o'gdayotadi.

2- misol. aning ganday giymatlarida (a7+4a)x +(a- 5)j/- 2a+4=0
In g ri chiziq: 1) Ox o’qga parallel bo’ladi; 2)Ox o’qqa perpendikular bo’ladi;
i) koordinatalar boshidan o’tadi.

Yechish Misolning shartiga ko’ra: A=a~ +4a. 5 =a-5, C =-2a +4.

U holda: 1) a2+4a=0 yoki a=-4, a=0 da A=0 bo’ladi. Shu sababli
Iniilgan to’g'ri chizig Ox o'gga parallel bo’ladi.

2) a-5=0 yoki a=5 da5=0 va berilgan to'g’ri chizig Ox o0’qga
li'ipcndikular bo’ladi.

3)-2a +4=0 yoki a=2 da C =0 bo’ladi. Demak, a =2 da to’g'ri chiziq
l oordinatalar boshidan o'tadi.

1.6.3. Tekislikda ikki to’g’ri chizigning
0’zaro joylashishi
Ikki to'g'ri chiziq orasidagi burchak
Tekislikdagi ikki /, va /, to’g'ri chiziglar orasidagi burchak tp bo'lsin.
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Tekislikdagi ikki to‘g‘ri chizigning perpendikularlik shartlarini ikki to'g'ri
chiziq orasidagi burchakni topish tormulalaridan keltirib chigaramiz.
/,-L/, bo'lsin. U holda cos(jp=0 va (6.11) tenglikdan topamiz :

AA, +B,B2=U. (6.12)
Ikkito'g'ri chizigningparaUellik shard

/,val3 to'g'ri chiziglar parallel bo'lsin. U holda ularning normal vektorlari
7, ={/;£,}va n, ={A,;Br} Kkollinear bo'ladi. Ikki vektorning Kkollinearlik
shartidan ikki to'g'ri chizigning parallellik shartini topamiz6:

A=A (6.13)
Ar B,

Ikki to'g'ri chizigning kesishishi

To'g'ri chiziglar umumiy tenglamalari
Atx +Bty +C, =0 va AX +Bry +C1=0
bilan berilgan bo'lsin va A/0(w;;’0) nuqgtada kesishsin (19-shakl).
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U holda M a(x,;yt) nuqtaning koordinatalari har ikkala tenglamani
ij«noatlantiradi. Shu sababli ikki to'g'ri chizigning kesishish nuqtasi koordinatalari
(AxQ+B,y0+C,=0,

[N +Bry0+r, =0

Ikki to'g ri chizigning ustma-ust tushishi
I, va/, to'g'ri chiziglar umumiy tenglamalari
AXx+By+C,=0, AX+By+C, =0
luliin berilgan bo'lsin va ustma-ust tushsin.
Bunda:
A
A1

- birinchidan /11, bo'ladi va

= A tengliklardan A,-AA2=0,

b|®

n  AH, =0 Kkelib chigadi;
- ikkinchidan /, to'g'ri chizigning har bir nugtasi, jumladan M O{xt\yB
nugtasi, /, to'g'ri chizigda ham yotadi, ya’ni
Ax0+B,yo+C =0, Jix,+/0j0+C, =0
bo'ladi.
Bu tengliklaming ikkinchisini A ga ko'paytiramiz va birinchidan ayiramiz:
(A, -AADX,,+(B,-AB2)+(C, -AC\) =0.
llundan C, =AT, kelib chigadi.
Demak, to'g'ri chiziglarning ustma-ust tushush sharti
A =A =£1 (6.15)
n n c;

ti-nglildar bilan ifodalanadi.
1.6.4. Nugtadan to'g'ri chi/iggatha bo‘lgan masofa™

Nugtadan to'g'ri chizigqa tushirilgan perpendikulaming uzunligiga migladan
id'g ri chiziggacha bo Igan masofa deyiladi.

M AOx0y,) nugta va Ax+By+C =0
longlama bilan / to'g'ri chiziq berilgan
bo'lsin. nuqtadan / to'g'ri  chiziqga
tushiuriJgan perpendikulaming asosini
M, (x,,y,) bilan belgilaymiz (20-shakl).

U holda ={X,,-X,;y, ->>} va
M , ( x nuqgta / to'g'ri chiziqdayotgani
snbabli Ax, + By, + C=0, ya’ni
C - -Ax, - By, bo'ladi.

h ={A,B) vektoming / to'g'ri chizigga
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perpendikular bo'lishi ma’lum. Shu sababli nuqtadan  / to'g'ri
chizigqacha boigan masofani vektoming o'qdagi proeksiyasining
xossalaridan foydalanib topamiz:

[(x, - %,V +(Yc-.yDa 1

¢/ = Pr,,MNe<
Jal+Bm

1Ax, + By0-AX,-By,\_ IAx0+By6+C\
JA' +Br yjAl+B1

Shunday qilib, nugtadan to g'ri chiziggacha bo 'lgan masofa
j 1Axt+By0+C|

yla-+ BT

(6.16)

fonnula bilan topiladi.

-t-misol 3x+4y- 4=0 va 6.r+8y +5=0 parallel to‘g‘ri chiziglar orasidagi
masofani toping.

Yechish. 3x+4.v-4 =0 to'g'ri chizigda ixtiyoriy, masalan M(0;l)nugtani
olamiz. U holda berilgan parallel to‘g‘ri chiziglar orasidagi d masofa
jVf(0;1) nugtadan 6x+8y +5=0 to'g'ri chiziqggacha boigan masofaga teng
bo'ladi. Uni (1.14) formula bilan hisobiaymiz:

|6-0+8-1+ 555 13
nie4ys7 10

1.6.5.iVIashglar

16.1. To'g'ri chiziglaming burchak koeffitsiyentini va koordinata o'qlanJa ajratgan
kesmalarim toping:

1)Sx-3y-15=fc 2)2x =5y+3; Z2Zi=£%1;
) y ) y ) 2 4 4 3 2
1.6.1 To'g’ri chizignmg tenglamasini tuzing:
1) NT,(3;-1) nugtadan o'tuvchi va A= (-2;5} normal vektorga ega boigan,
2) M, (-4:3) nugtadan o'tuvchi va s = {1,—2) yo'naltiruvchi vcklorlarga cga bo'lgan.
3) nugtadan o'tuvchi Ox o'qga perpendikular bo'lgan:
4) M4(2:3) nugtadan o'tuvchi Oy o'qda b =-4 ga teng kesma ajratuvchi
16.3. 4 va B nugtalardan o'tuvchi to'g'ri chizignmg kcsmalarga nisbatan tenglamasmi
tuzing:
1) 42, fi(3,-4); 2) 4(3:5), B(-1;2).
16.4. 4x--3y+36 =0 to'g'ri chiziq va koordinata o'glari taslikil gilgan uchburchokning
vuzini toping
165. A/O(x0;y,,) nugtadan o'tuvchi va burchak koeftitsiyenti K ga teng to'g'ri chizig
tenglamasmi tuzing:

D AI(-45), k=-2;  2)A(I;3), k=-1; 3 A/(l;2), k=1 4) AI(3;25). K=]|
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1.6.6. To’g'ri chiziglaming kesishish nugtalarini toping:
).y =5x-3, 2x-3y+4=0; 2) 4y =3*-10. 4x+3,p-5=0.
1.6.7. To’g'ri chiziglar orasidagi hmchakm toping:
D x+1=3.p-3, x-3>+6=(k 2) 5x-5 =y+3. vy :—6
1.6.8. m va n ning ganday giymatlarida mx+Gy+n=0 va 6x +my+4 =0 to'g'ri
chiziglar: 1) parallel bo’ladi; 2) ustma-ust tushadi ?
1.6.9. m ning ganday giymatlarida to’g'ri chiziglar: 1) parallel bo'ladi; 2) perpendikular
bo’ladi? 1) mx+2y+5=0, 3x+4j'-5=0; 2) 3x+5>+2 =0, 2x+my+3=0.
1.6.10. V{(—11) nugtadan o'tuvchi va 3x-y-4 =0 to'g'richiziqga perpendikular to'g’ri
chiziq tenglamasmi tuzing.
1.6.11. /1(-2;6) nugtadan o'tuvchi va 5x-3y-4 =0 to’g'ri chiziqga parallel to'g'ri
chiziq tenglamasmi tuzing

1.6.12. A(2;5) nugtadan 6x +8y-5 =0 to'g'ri cliiziggacha bo’lgan masofani toping
1.6.13. zl(—3;—4) nugtadan 12x-5y-10 =0 to'g'ri chiziggacha boTgan masofani toping

1.6.14. yA(-2:1).B(2:-3),I'(6:4) bo’lsa, ABC uchburchakda BD balandlik tenglamasim
tuzing.

1.6.15. J1(-3:0)./i(4:3),f(2;-1) bo'lsa, ABC uchburchakda AD mediana tenglamasmi
tuzing.

1.6.16. Bituchi /1(3:4) nugtada boigan va bir lomoni 2x+5y+3 =0 to'g'ri tenglama
bilim berilgan to’g’ri chizigda yotgan kvadratnmg yuzini loping

1.6.17. Romb ikki tomonining va diagonallaridan birining tenglamalari berilgan:
v+2y- 4=0. x+2y-10 =0, x- y +2=0. Romb uchlarining koordinatalarini toping.

1.7. IKKINCHI TARTIBLI CHIZIQLAR

Oxy koordinatalar sistemasida x,)' o'zgaruvchilaming ikkinchi darajali
tonglamasi bilan aniglanuvchi chiziqg tekislikdagi ikkinchi tartihli chiziq deyiladi.
llar ganday ikkinchi tartibli chizigni doiraviy konusning tekislik bilan kesishish
cliizig'i sifatida hosil gilish mumkin. Shu sababli ikkinchi tartibli chiziglar konus
kcsimlar deb ham ataladi.

Agar konus tekislik bilan kesilganida (21-shakl) :

- tekislik konus o’qiga perpendikular bo'lsa, kesimda aylana hosil bo’ladi;

- tekislik konus o'giga perpendikular bo'lmay, konusning faqgat bitta pallasini
kessa va uning yasovchilaridan birortasiga parallel bo'Imasa, kesimda ellips hosil
bo'ladi;

- tekislik konus yasovchilaridan biriga parallel ravishda uning pallalaridan
btrini kessa, kesimdaparabola hosil bo'ladi;

Additional Topics in Analytic Geometry.
liUp ~salkhaleeh-kau cdu-sa/.. /20section-chaptcrS-6
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- tekislik konusning ikkala pallasini kessa, kesimda giperbola hosil boTadi.

Aylana Ellips Parabola Giperbola
21-shakl
1.7.1. Aylana
1- ta’rif Tekislikda markaz deb ataluvchi berilgan nugtadan teng uzoglikda
yotuvchi nugtalaming geometrik 0’miga aylana deyiladi.
Ushbu
(*-x,)*+0"'-N)*=N* (7.1)

tenglamaga aylananing kanonik tenglamasi deyiladi.
Bunda WO(x0;y0)nuqta aylana markazi, R masofa

aylana radiusi deb ataladi.
X0—0. y0=0 da (2.1) tenglamadan topamiz:

xI+y-=R\ (7.2)

(7.2) tenglama markazi koordintalar boshidan

o'tuvchi va radiusi R ga teng aylanani anig-
laydi.

1.7.2. Ellips’

2- ta’ril. Tekislikda fokuslar deb ataluvchi berilgan ikki nugtagacha bo'lgan
masofalaming yig'indisi o'zgarmas kattalikka teng bo'lgan nuqgtalaming
geometrik o‘miga ellips deyladi.

Ta’ill' asosida ellipsni quyitbgxeha chizish
mumkinll- Bir boTak karton qog'ozi olmatli va
unga ikkita tugmali mix (knopka)
mahkamlanadi ~ Ular ellipsnmg tbkuslarini
ifodalaydi Ikkita mix orasadagi masofadan
uzimroq ip olinadi va umng uchlari mixlarga
mustabkamlanadi. Bu ip o‘z-garmas la
kattalikni ifodalaydi Keyin galam obnadi
va uning uchi bilan ip tarang torliladi.
Qalamnmg uchi kartonga tekkiziladi va ipni
tarang saqlagan holda galam harakatlantiriladi.
Natijada galammng uchi ellipsni



F, va F: ellipsning fokuslari, M ellipsning ixtiyoriy nuqtasi bo'lsin.
h\F2=2c, FtM =r,, F,A/=r,
belgilashlar kiritamiz.

Ellipsning  ta’rifiga  ko'ra
FM +F,M =2a, ya’ni

r,+r, =2a, (7.3)

bu yerda a—o'zgarmas son
bo*lib, a>c.

Oxn’ koordinatalar sistemasini

Ox o*q foknslardan, Oy o0°‘q
F,F, kesmaning o'rtasidan o‘tadi-
gan qilib tanlaymiz (23-shakl).
U holda F3(-c;0) va /*,(c;0) 23-shakl
bo'ladi. M nuqgtamng koordinata-
lari .r va y bo*Ism deylik, ya ni M(x,y).
Ikki nugta orasidagi masofa fonnulasiga ko‘ra
r,=n](x-c)2+y', r,="N(x+c)}+yr.
va r, ning bu ifodalarini (2.4) tenglikka qo‘yib, almashtirishiar bajaramiz:
JJ(x—€) +y3+yjx+c)l+y' =2a,
(x-cY+yl=(2a-"x +cY+y")\
X3- 2xc +c¢' +y3=4al- 4ar(x+c)r+v3+ m3+2xc +c3+y3,
a-J(x +c)3+yl=a3+xc,
a'xr+2akc+a'cl+adyy3=ad+2aXxc+xI7,
(a3-c3)mr3+ay3=a3(a3-c3).
bl=2a3-c 1(chunki a>c) belgilash kiritib, topamiz:
bixl1+ay!=ab:,

— +L.-1 7.4
am b2 4

(7.4) tengiamaga ellipsning kanonik tenglamasi deyiladi.

(7.4) tenglama 23-shaklda keltirilgan ellipsni aniglaydi.

Ellipsda 0(0:0) nuqgtaga markaz, /La;0), A,(-a;0), Bt(0,b), B,(0.-b)
nuglalarga uchlar, A,A2 BtB, kesmalarning 2a, 2b uzunliklariga mos ravishda

kutta va kichik o'qlar, a,b sonlarga mos ravishda katta va kichik yarim o'glar,
I\M, FM kesmalarning rs, r, uzunliklariga fokal radiuslar deyiladi.

c .
¢ = — Kkattalikka ellipsning ekstsentritsiteti deyiladi. Bunda 0 <e <1
a

s -> lda b kichiklashib, ellips Oy o‘giga parallel ravishda Ox o gqga tomon
igilib boradi, aksincha e ->Q da ellips aylanaga yaginlashib boradi.
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shbu
SN=N_=p
g d,
bajariladi (23-shakl). Bu tengliklardan ellipsning fokal radiuslari uchun
r{=a- ex, r,=a +sx
ir hosil gilinadi.
a=b bo'lsa, u holda (2.1) tenglamadan x' +y3- a' tenglama, ya’ni
nglamasi kelib chigadi Demak, aylana ellipsning xususiy holi hisob-

sol. 4x3+9y2=144 ellipsning o'qlari uzunliklarini, fokuslarining
alarini toping.
ish. Ellipsning tenglamasini kanonik ko'rinishga keltiramiz:
x¥ 3
— +N =
36 16
dan al=36, b1=16. Demak, a=6, b=4, 2a=12, 2b =8.
qilib, ellips o'qlarining uzunliklari mos ravishda 12 va 8 ga teng
b ni bilgan holda c ni aniglaymiz: c= -b~ =V 36-16 = 2y/5.
dan fokuslarning koordinatalanm va ekssentrisitetni topamiz:
F3(2n/5;0). F3(-2V5;0).

1

1.7.3. Giperbola

‘rif Tekislikda fokuslar deb ataluvchi berilgan ikki nugtagacha bo'lgan
mayirmasining moduli o'zgarmas kattalikka teng bo'lgan nugtalaming
co'miga giperbola t/eyiladi

isosida giperbolani quyidagicha chizish mumkm
lak karton gog'ozi olinadi va unga ikkita tugmali
mahkamlanadi Ular giperbolaning I'okuslanni
rdi. 0 ‘Ichov cnizg‘ichi olinadi va uning bir uchi
i crkin avlanadigan qilib biriktinladi. Chizg'ich
idan Kkaltaroq ip olinadi va uning bir uclu ikkinchi
i, ikkinchi uchi chizg'ichnmg A nugtasiga
kamlanadi Keyin galam olinadi va uning uchi
ni chizg'ichnmg B nugtasiga tortiladi. Qalamning
artonga tekkiziladi va ipni larang saglagan holda
harakatlanliriladi. ~ Natijada galamnmg uchi
lantng bir tanmg'ini chizadi
ilanmg ikkinchi tarmog'ini chizish uchun chizg ich
ning holati o'zgailiriladi.
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<r b'-* ",
tenglama bilan ifodalanadi. Bu tenglamaga giperbolcining kanonik miglamasi
ileyiladi. Buyerda b2=c2—a?2, 2c- giperbolaning fokuslari orasidagi masofa
(7.5) tenglama 24-shaklda keltirilgan giperbolani aniglaydi.

y =+—x tenglama bilan aniglanuvchi to'g'ri chiziglarga giperbolaning
a

asimptoialari deyiladi.

Giperbolada 0.(a;0), Nn,(-a;0), B,(0;A), B,(0,~b) nuqgtalarga  uchlar,
LA. kesmaning 2a uzunligiga haqgigiy o'q, B,B1 kesmaning 2b uzunligiga
mavhumo‘q, a, b sonlarga
mos ravishda haqigiy va
inavhum yaim o'glar,
N1/, FM esmalaming

uzunliklariga  fokal
rudiuslar deyiladi.

= kattalikka
a

giperbolaning ekssentrisiteti
deyiladi Bunda B >1.
Ekstsentrisitet birga
gnnehalik  yagin  bo'lsa
giperbola  hagigiy  o'qi
lomon sigilib boradi,
aksincha e  Kkattalashgan
mayin giperbolaning tarmoqlari kengayib boradi.

24-shakl

X =+— to'g'qri chiziglar giperbolaw/jg
e

direktrisalari deb ataladi.
Yarim o'glari teng bo'lgan giperbolaga
irng tomonli giperbola deyiladi.

1.7.4. Parabola

4-ta’rif Tekislikda fokus deb ataluvchi
berilgan nuqgtadan va direktrisa deb ataluvchi
benlgan to'g'ri chizigdan teng uzoglikda
yoluvchi  nugtalaming geometrik o'miga
parabola deyiladi.

Parabolaning fokusidan direktrisasigacha
Iw'lgan masofaga parabolaning parametri deyiladi.

Parabola dekart kooordinatalar sistemasida
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y 1=2px

deyiladi.

(7.6) tenglama 25-shaklda keltirilgan

giperbolani

(7.6)
tenglama bilan ifodalanadi. Bu tenglamaga parabolaning kanonik tenglamasi

aniglaydi.

(7(0;0) nugta parabolaning nchi. Ox o‘q parabolamng o'qi deb ataladi

Bunda

Parabolaning ekstsenlrisiteli e =~ ~ = 1ga teng bo'ladi, direktrisasi x - --—

tenglama bilan aniglanadi.

Ta'rif  asosida parabolani  quyidagicha
chizish mumkui Bir bo‘lak karton gog'ozi

olmadi, unga tugmali m_X va o'lchash chizg'ichi
malikamlanadi Bunda mix parabolaning
tbkusini, chizgich esa unmg dircktrisasmi
ifodalaydi. Chizg'ich ustiga to'g'ri burchakli
uchburchak kichik katelli lomoni bilan qo'yiladi.
Uchburchakning Kkatta katelli lomoni iminligida
ip olinadi va ipnrng bir uchi I'okusga.
Ikkmchi uchi esa uchburchakning C nugtasiga
muslahkamlanadi. Kevin galam olmadi va uning
uchi bilan ipni chizg'ichnmg D nugtasiga
tortiladi. Ipni  tarang saqlagan holda
uchburchak chizg'ich bo'ylab harakatlantiriladi
Natijada galamnmg uchi parabolani chizadL

Bunda hamma vaqt

bo'ladi

2-misol. y' = @ar parabola berilgan. Uning direktrisasi tenglamasini tuzing va

fokusini toping.

Yechish. Berilgan tenglamani parabolaning kanonik tenglamasi (7.6) bilan

tagqoslab, ko'ramizki, 2p =6 yoki p =3.

U holda berilgan parabola uchun direktrisasi tenglamasi .r=—y =—va

fokusi |=7;0"j bo'ladi.

1.7.5. Mashqlar

1.7.1. /A(-6;4) nugta berilgan Diainetri OA kesma bo'lgan aylana tenglamasini tuzing.

1.7.2. /4(0:—4) nugtadan o'tuvchi va Ox o'qiga koordinatalar boshida urinuvchi aylana

tenglamasini tuzing

1.7.3. Aylanalaming markazi va radiusmi toping:
2) xr+y2+4.r-6.v-3 =0:

D) x1+ Y +8x-14y +16 =0;

3t x1+yl-x+ 2y-\=0:
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1.7.4. Aylananing tenglamasini tuzing: 1) markazi A/,(-1;3) nugtada joylashgan va
milii'ii <=(> ga teng bo'lgan. 2) mnrkazi J1/,(—3:5) nugtada joylushgan va >4(4.4) nugtadan
M lgait.  3) diametrlaridan birining uchlari fi(-1;3) va C(-3;5) nugtalarda bo'lgan.

1.75. Yarimo‘glari a =5, b=3 bo'lgan ellips tenglamasmi tuzing Fokuslarmi
Mtlglang va shaklini chizing

1.7.6. x3+}'1=25 aylana barcha nuqtalarining ordinatalari 5 marta kichraytirilgan
Ilinil bo'lgan egri chizig tenglamasini tuzing va turmi aniglang

17.7. TZ +?6 =1 ellips va ,W(x;3) nugta berilgan. Nugta cllipsda yotgan ho'lsa, uning
iili.iKsasmi toping.

1.7.8. Fokuslari Oy o'gqda (2(0:0) nugtaga nisbatan simmetnk bjoylashgan va quyidagi
tuntl.win ganoatlantiruvchi cllipsning kanonik tenglamasini tuzing: 1) kichik o'qi 12 ga va
«1.icnlrisiteti :—gatcng. 2) fokuslari orasidagi masofa 10 ga va eksscntrisiteti ?—ga teng:

11 A/,(6;0)va A/,(0;9) nugtalardan origan.

179 %+ ¥ = 1 cllipsning fokuslari fokuslarmi toping.
225 81 S

1.7.10.Eh—4 =1 ellipsga tomonlari ellips o'glariga parallel gilib kvadrat ichki

ilu/ilgan
1 vjiJratnmg yuzini toping.

1.7.11. Gipcrbolaning ekstscntrisiteti -Ji gatengva nugtadan o'tadi.

i liperbolani teglamasini tuzing.

1.7.12. Giperbolani fokuslari F,(V5,0) va F.(—5:0) nugtalardajoylashgan Agar
ihpcilnila /1(2:0) nugtadan otsa, uning asimptotalari tenglamasmi tuzing.

1.7.13. Gipcrbolaning nugtalaridan bin va asunptotalarining tenglamalan berilgan
(lipeibolaning kanonik tenglamasini tuzing:

1A/(«;2).y=*%yK; 2) Al(42),y =
1.7.14. Af(2,-6) nugtadan o'tuvcln va asimptotalari koordinatalar boshida keshishuvchi

I. ng tomonli giperbola tenglamasini tuzing.

1.7.15. 1) (0;0) va (I;-3) nugtalardan oriuvchi va Ox 0'qqga nisbatan simmelrik
lui Igan parabola tenglamasini tuzing

1.7.16. Berilgan fokusi va direktrisasi tenglamasiga ko'ra parabolaning
I iniinik tenglamasini tuzing:

1)/'(-3:4) ,x-5 =0; 2)F(W),y+2=0.

1.7.17. Berilgan tenglamasiga ko'ra egri ohizigning turini aniglang va shaklini chizing:
1) 9x3+ 25 y3-225 =0; 2) 16x3- 9 / -144=0;
H)bx-yl1=0; 4)py = 4.
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1.8.1. Fazoda sirt va chiziq

mmiy boshlang'ich O nuqgtaga va bir xil masshtab birligiga ega bo'
erpendikulyar Ox, Oy va Oz o‘glar

o‘g‘ri burchakli Oxyz koordinatalar

sini hosil giladi.

Vz koordinatalar sistemasida uchta

i r sonlari fazodagi har ganday

rning o ‘mini to'liq aniglaydi. Bunda

f(x,y,z) kabi belgilanadi, X ga

ming abssissasi, y ga M nuqgtaning

si, z ga M nugtaning applikatasi

ordinatalari uch noma’lumli
)=0 tenglamani ganoatlantiruvchi
izoning barcha M(x,y,z) nuqgtalari
fazoda shu tenglama bilan aniglanuvchi sirt deyiladi.
odagi chizigni ikki sirtning kesishish chizig'i yoki ikki sirt umumiy
ining gometrik o'mi deb garash mumkin (26-shakl).
irdinatalari

F{x.y.z) =0,

G(x,y,z) =0
liar sistemasini  ganoatlantiruvchi Oxyz fazoning barcha M(x;y,z)
to'plamiga fazodagi shu tenglamalar sistemasi bilan aniglanuvchi chiziq

ida tekislik va to'g'ri chizigga oid ayrim tushunchalar bilan tanishamiz.

1.8.2. Tekislik

islikka doir masalalar, jumladan tekislik tenglamalarini keltirib chigarish,
islikning fazoda o'zaro joylashishini ifodalash, nugtadan tekislikkacha
masofani topish masalalari tekislikdagi to'g'ri chizigga doir shu kabi
r singari yechiladi Shu sababli biz tekislik tengiamalarining ko'rinishi va
:hini, ikki tekislikning fazoda o'zaro joylashishini formulalarini va
i tekislikkacha bo'lgan masofani topish formulasini isbotsiz keltirish bilan
mamiz

o'zgaruvchilaming har ganday birinchi darajali tenglamasi fazodagi
tekislikni ifodalaydi va aksincha, fazodagi har ganday tekislik x,y,z
ruvchilarning biror birinchi darajali tenglamasi bilan aniglanadi .
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Tekisiikning fazodagi o'mi turli parametrlar bilan (masalan, tekislikning
koordinatao'qlaridaajratgan kesmaiari bilan) bir giymatli aniglanishi mumkin.
Shu sababli parametrlariga ko'ta tekislikning turli tenglamalari keltirib chiqariladi:

1 Berilgan nugtadan o'tuvchi va berilgan vektorga perpendikular tekislik
tenglamasi
A(x-xn) +B(y-y,,) +C (r-ry=0-, (8.1)
3. Berilgan uchtu nugtadan o ‘tuvchi tekislik tenglamasi
Y-y -7,
<1 Yx-Yx 2,-2, =0 (8.2)
Yx-¥x Z

4. Tekislikning kesmalarga nisbatan tenglamasi
X 'y z .
_+E+..:|; (8.3)
a c
5. Tekislikning umumiy tenglamasi va lining xususiy xollari
Ax+By +Cz+D =0, A'+B'+C"'-*0. (8.4)

) By+Cz+D=0, Ax+Cz+D =0, Ax+By+D =0- rnos ravishda
Ox o'qga. Oy o'qga, Oz o'qqa parallel tekislik tenglamasi;

2) Ax+By +Cz =0-koordinatalar boshidan o'tuvchi tekislik tenglamasi:

3) By+Cz=0, Ax+By=0, Ax+Cz=0- mos ravishda Ox o'gdan.
<h o'qdan, Oz o'gdan o'tgan tekislik tenglamasi;

4) Cz+D =0, Bv+D =0, Ax+D =0- mos ravishda Oxy tekislikka.
Oxz tekislikka, Oyz tekislikka parallel tekislik tenglamasi;

5) z=0, x=0, y=0- mos ravishda Oxy, Oyz, Oxz tekislik tenglamasi.

I-misol. M a(3;4;5) nugtadan o'tuvchi va  normal vektori  h={-I;-3;2}
Im lgan tekislik tenglamasini tuzing.
Yechish Masalaning shartiga ko'ra x0=3,j>0=4,20=5,1=-1,4=-3,C =2.
U holda (8.1) tenglamadan topamiz:
(-1) (r- 3)+(-3) (v-4)+2-(r-5=0
VOKi
X+3v- 2z- 5=0.

2-misol. Ox, Oy va Oz o'glarda mos ravishda 2, (—4) va 6 ga teng
kosmalar ajratuvchi tekislik tenglamasini tuzing.

Yecliish. Masalaning shartiga ko‘ra: a=2;b=-4; c=6.

Tekislikning kesmalarga nisbatan tenglamasidan topamiz:

- +-N-+- =1 6x-3_y+2z-12 =0.
2 (-4) 6
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Fazoda ikki tekislikning o'zarojoylashishi

Tekislikliklar Atx + By +C,z+ D, =0, Ax +B,y +Cpz +£), =0
tenglamalar bilan berilgan bo'lsin.
Fazodagi ikki tekislikning o'zaro joylashishini ifodalovchi formulalar:
1 Ikki tekisUk orasidagi burchak
MAO+A0+CA1l

€0sqo = (8.5)
yjA? +B; +C-yJA: +B1+C '

2. Ikki tekislikning perpendikularlik sharti

AtA2+/?/?, +C,C, —0; (8.6)
3. Ikki tekislikning parade 11ik sharti
A _B, _C, ®7)
A B C,°
4. Ikki tekislikning ustma-ust tushishi
A =£1=£1=A. (8.8)
A, B, A A"
3- misol. x +y +z-1 =0, x-2y +3z-1 =0 tekisliklar orasidagi burchakni
toping.
Yeehish. Masalaning shartiga ko'ra. H,={1;1;1), = {I;-2;3}
UHolt&a cos=—p 1-1.1+i(_,2—) *1+31 - - l:—/2:.

VI5+ s +1%-VI: +(-2)5+3* V42

Bundan <p=arccosM-j=j* 72°

Nugtadan tekislikkacha bo'lgan masufa

Nugtadan tekislikka tushirilgan perpendikulaming uzunligiga nugtadan
tekislikkacha bo ‘lgan nmsofa deyiladi.

A/i(x0;>0;r,|) nugtadan Ax + By +Cz +D =0 tekislikkacha bo'lgan masofa

sJAx +Byt+Cz,+D\
*JA'+B'+C’
formula bilan topiladi.
4- ntisol N1/u(5;4;-1) nugtadan M,(3;0;3), jV/,(0;4;,0) va M,(0;4;-3)
nuqtalardan o'tuvchi tekislikkacha bo'lgan masofani toping.

Yeehish. Awal berilgan uchta nugtadan o'tuvchi tekislik tenglamasini
tuzamiz:

a—3 vy z-3
0-3 4 0-3 =0.
0-3 4 -3-3
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Bundan
- 12¢(x—3)-9 y+0m2—-3)=0
yoki
4x+3y-12 =0.
W.(5;4;-) nugtadan 4x +3y-12 =0 tekislikkacha bo'lgan masofani
lopamiz:
J4-5+3-4-12)

= 4(A).
VF+F+07

1.8.3. Fazoda to‘g‘ri chiziq

Fazodagi to‘g‘ri chiziq tenglamalari va fazodagi ikki to‘g‘ri chizigning o’zaro
loylashishini hamda fazodagi to‘g‘ri chiziq bilan tekislikning o’zaro joylashishini
ilodalovchi formnlalar tekislikdagi to’g’ri chizigning shu kabi tenglama va
lormulalari singari hosil gilinadi. Shu sababli ulami isbotsiz keltiramiz:

1 To g 'ri chizigning kanonik tenglamasi

X-X,, _y-yc_2-z,,

(8.10)
P A r
2. To g 'ri chizigning wTaTy tenglamalari
j Nx+By+C,z+ D, =0,
(8.11)
[Nar+By+C,Z +1, =0;
3. To g'ri chizigning parametrik tenglamalari
x =x0+pt,y =y0+qt,z=2z, + rt\ (8.12)
5. Berilgan ikki nugtadan o 'tuvchi to'g'ri chiziq tenglamasi
X-X, =y-y, " z-z, (8.13)
Xt-X, y,-y, 2,-2,’
6 Ikki to'g'ri chiziq orasidagi burchak
(8.14)
Ik~ 1 ypi +q; +K Vp\+o\+K
7. 1kki to’g’ri chizigning perpendikularlik sharti
P,Pr+a,a- +rf2=0', (8.15)
8. Ikki to’g’ri chizigning parallellik sharti
Pi=41=1; (8.16)

Pi da i’
9. To’g’ri chiziq bilan tekislik orasidagi burchak
\Ap +Bqg +Cz2\

sin = ) (8.17)
y/A' +B1+C7iJp" +qg* +rl’
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13. To'g'ri chiziq bilan tekislikning perpendikularlik sharti

A=E=C (8.18)
pq r

14. To'g'ri chiziqg bilan tekislikning paralellik sharti
Ap +Bg +Cr =0. (8.19)

J-misol. x=3/-2,y=0,z=-/+3vax=2/-1,y=0,z=1-3to'g'ri
chiziglar orasidagi o'tmas burchakni toping.
Yechish. To'g'ri chiziglar tenglamalarini kanonik shaklga keltiramiz:
X+ 2y z-3 X+\_y z+3

3 ~0 o ~iT~ClI ~T°
U holda (3.6) formuladan topamiz:
3-2 +0-0 +$_-I)-I , N2
CoSy = -5=- - = — — =x— .
733+03+ (-1)3-V2! +05+ ! 2

O'tmas burchak uchun cosip = --E?bo'ladi. Bnndan ~>= 135°.

X+\ -2 r-5
2-misoi y o) togichicigbilan 2x -y -z +9=0 tekislik
orasidagi o'tkir burchakni toping.
Yechish lzlanayotgan burchakni (8.17) formula bilan topamiz:

snw= 2Dl ED (2
V23+ (-1)3+(-1)3+VI3+ 13+ (-2)3 2
Bundan 9= 35°

X+2_y—1_ z+3

3-misol. mning ganday giymatida
m m +1

to'g'ri chizig va
3x+y - 3z-1 =0 tekislik parallel bo'ladi?

Yechish. mning izlanayotgan giymatini to'g'ri chizig va tekislikning
parallellik shartigan topamiz: 33 +1em+ (-3) (m + 1) =0. Bundan m =3.

1.8.4. Mashqlar

1.8.1. Tekislik tenglamalarini tuzing
1) N/0(2:-2; 1) nugtadan va Ox o'qdan o'tuvchi;

2) A,(—1;2;3) nugtadan o'tuvchi va Oy o'qqga perpcndikular;

3) M 0(3:4;—2) nugtadan o'tuvchi va Oxy tckislikka parallel.

4) NT,(-3;2; 1j, 1/,(3:0:4) nugtalaidan o'tuvchi va Oy o'qga parallel;

5) koordinatalar boshidan va A/, (-1:3:2). N1T,(2:4;-3) nugtalaidan o'tuvchi
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1.8.2. Or o'qqa parallel. Ox va Oy o'qlardan 3va 4 kesmalar ajratuvchi tekislik
lingiamasini tuzing

1.8.3. M (2;-3;1) nugtadan o'tuvchi va koordinata o'glaridan teng kesmalar ajratuvchi
I.ktslik tcnglamasini tuazing.
1.8.4. Berilgan uchta nuqgtadan o'tuvchi tekislik (englamasmi tuzing
) A/,(2:1;-1). Alj(3;1;0), A/, (-1;2;-1); 2) Al(1;—2;3). Al3(4;1;3), Al,(1;2,-1).
1.85. A/(2:-2;3) nuqtadan OM ga perpendikulyar o'tuvchi tekislik tenglamasi tuzing
1.8.6. 5x—3y-2z —30 = 0 tekislik koordinata o'qlarida ganday kesmalar ajratadi?
1.8.7. A/,(2,—k3), A/2(—1;3;2) nugtalardan o'tuvchi va Ox, Oz o'glarida teng musbat
11smalar ajratuvchi tekislik tcnglamasini tuzing
1.8.8. A/,(1;1;1), A/3(0:2;1) nugtalardan o'tuvchi va a ={2;0;1} vektorga parallel tekislik
liliplamnsini tuzing
1.8.9. Tekisliklar orasidagi burchakni toping:
) 2*-3y+z-8 =0va 3n--6r+5=0; 2)x+2j'-3z-4=0 va 2x+3y-Z+4=0.
1.8.10. M(2:1:3) nugtadan o'tuvchi va 2x-3y+z+5 =0 tekislikka parallel tekislik
topilsin
1.8.11 A/(I:—2;4) nugtadan o'tuvchi. x—2y+5z-2 =0 vahamda 2x+3y—z+4=0
li kishklarga perpendikulyar tekislikning tcnglamasini tuzing
1.8.12. mva nning ganday giymatlarida tekisliklar parallel bo'ladi:
1)3x-5y-nz-2 =0, mx+2y-3z+I1=0:
J) ftv-6y-6z+4=0, 2x+my+3z-8=0.
1.8.13. mnrng ganday qiymatlarida tekisliklar perpendikular bo'ladi
1) 4x-7y +22-3 =0,-3.>r-+2y+mz+5 =0;
2) x-mj/+z=0,2x+3y+mz-4=0.
1.8.14. A/(4.3J)nuqtaning 3x-4y+12z+14=0 teldslikkacha bo lgan masofani
loping.
1.8.15. A/(3;0;l)nugtaning 2x+9y-6z +33=0 tekislikdan chellashishini toping.
1.8.16. J1(2;-3;0) va S(-1; 2;3) nugtalardan o'tuvchi to'g'ri chiziq tcnglamasini tuzing.

1.8.17. Berilgan to'g'ri chizignmg kanonik tenglamasmi tuz.ing: 1) A/,(l;1:-2) nugtadan
o tuvchi va s ={2;3;-1} vektorga parallel: 2) A/,(2:-3:-1) nuqgtadan o'tuvchi va Oy o'qqa
puiallcl; 3) JVj(2;—L—2j nugtadan o'tuvchi va 6x+2v-4z-5 =0 tekislikka perpendikular.

1.8.18. A/0(2;—3,5) nugtadan o'tuvchi berilgan to'g'ri chiziglarga parallel to'g'ri chiziq
tenglamasini tuzing:
N %-1:2’-313-1:3-5-_-3; ) jr=3+2/.y=-I+3t,r=I-f:

1819. x=-2 +43/>>=0,z=3-f va x=-1+2l,y =0,z =-3+/ to'g'ri chiziglar
iiuisidagi o'tkir burchakni toping
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m»
1.8.21. ng ~ 1 to'g richixiq va 3x+y-3z—1=0 tekislik parallel, T ni
T +
ng.

1.8.22. A/(U—4—3) nugtadan o'tuvchi va bcrilgan to‘glri chi/igga pcrpendikular
slik tenglamasmi tuzing:
y+l y+2 z+2. r+3 y-\ z-S

2 ~ -3~ 4° ~4~~ 17 -2
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II. MATEMATIK ANALIZ
ASOSLARI

2.1. HAQIQIY SONLAR

2.1.1. To*plan/

To plain  matematiicaning boshlang'ich (ta‘rillanmaydigan) va muhim
iii".lumchalaridan biri hisoblanadi. To‘plam deganda tayin xossaga ega bo'lgan
iviiyoriy tabiatli obyextlar majmuasi tushuniladi. MasaJan, guruhdagi talabalar
lu'plami, butun sonlar toplami, berilgan nuqtadan o'tuvchi tog'ri chiziglar
to piami.

To'plamni tashicil etuvchi obyeKtlarga to'plamning ekmentlari deyiladi.
In'plam odatda lotin alfavitining bosh harflari bilan, uning elementlari esa shu
ulliivitning Kichix harflari bilan belgilanadi

A to'plamning a,elem entlardan tashkil topganligi A ={a,b,c,d} kabi
yol.iladi ~ Bazan to'plam sonlar, belgilar, so'zlar yoici formulalar yordamida
Iteriladi.

a elementning A to'plamga tegishli exanligi ae A deb yoziladi.
I' elementning A to'plamga tegishli emasligi he /4(yoki be A) kabl belgilanadi.
Miisalan, A = {2,4,6,8} to'plam uchun 4e A va 5f I

A to'plam chekli sondagi elementlardan tashkil topgan bo'lsa, A to'plamga
iliacli to plain, aks holda chexsiz to plain  deyiladi. Masalan,

I {ar:6<ar<20,xe N} cheKli to'plam B ={*:x> 15xeN) chexsiz to'plam
bo'ladi.

Bitta ham elementga ega bo'imagan to'plam bo'sh to '‘plam deb ataladi va
0 icabi belgilanadi. Masalan, A ={x:x*+1=0,xe/?} bo'sh to'plam chiinxi
1 i1=0 tenglama haqiqiy sonlar to'plami R da yechimga ega emas.

Agar A to'plamning har birelementi B to'plamning ham element! bo'lsa
| to'plamga B toplamning gismi (qismty to plami) deyiladi va A ¢ B (yoki
Il iA) Kabi belgilanadi. Masalan, /1= {2,3,4} va O ={123,45} bo'lsa Ac B
bo'ladi.

Agar Ac: B vaBd A bo'lsa A va B to'plamlargateng to plamlar deyiladi
va A- B Kabi yoziladi. Demak, A =B tenglik A va B to'plamlaming bir xil
elementlardan tashxil topganini bildiradi.

A va B to'plamlaming har iaxalasiga tegishli bo'lgan element bu
tnplamlamng umuntiy elementi deyiladi.

s tlnudio Canuto, Anita Tabasco Mathematical Analysis | Sprmdcr-Verlag Italia. Milan 2008
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1- ta’rif A va B to plamlarning birlashmasi (yoki yig indisi) deb ularning
Kamida bittasiga tegishli bo'lgan elementlardan tashkil topgan to'plamga aytiladi
va lcy/? (yoki A + B)kabi belgilanadi. Demak, A<uB ={x:xe A yoki x £ B).

2- ta’rif A va B to plamlarning Kesishmasi (yoki ko paytmasi) deb ularning
barcha umumiy elementlaridan tashkil topgan to'plamga aytiladi va AryB
('yoki A B ) kabi belgilanadi. Demak, Ary B = {ar:x e A va xe B).

3-ta’ritt A to'plamdan B to'planming ayirmasi debA to'plamning
B to'plamga kirmagan elementlaridan tashkil topgan to'plamga aytiladi va
A\B kabi belgilanadi. Demak, A\B ={x.xe A va x~& B}.

Masalan, A ={1,3,5,7}vaB ={2,5,7,9}to'plamlar uchun *n it ={1,2,3,5,7,9},
3n ={5.7), /4\B = {13}, B\A ={2,9} bo'ladi.

1-3 ta’riflaming chizmadagi ifodasi 1-shaklda keltirilgan Bunda AryB,
AuB,A\B shtrixlarda ko'rsatilgan.

2.1.2. Sonli to'plamlar*
Hagigiy sonlar va ularning asosiy xossalari

Elementlari sonlardan iborat bo'lgan to'plam sonli to'plam deyiladi.

Son matematik analizning asosiy tushunchalaridan biri bo'lib, uzoq tarixiy
rivojlanish yo'liga ega. Narsalarni, buyumlami sanash zaruriyati tufayli natural
sonlar paydo bo'lgan Natural sonlar to'plamiga ularga qarama-qgarshi sonlarni va
nol sonini qo'shish bilan butun sonlar to'plami hosil gilingan. Matematikaning
taraqqiyoti ratsional sonlarning va keyinchalik irratsional sonlarning Kiritilishini
tagozo etgan Ratsional sonlar to'plami va irratsional sonlar to'plami haqiqiy
sonlar to'plami deb atalgan.

Shunday qilib, blc Z czQ ¢ R sonli to'plamlar hosil gilingan, bu yerda

N ={1,23,..../i,...}-barcha natural sonlar to'plami; Z = {0,+l,+2,...,n,...}-barcha
butun sonlar to'plami; Q:<[a,p eZqge Nj-barcha ratsional sonlar to'plami;
R - barcha hagiqiy sonlar to'plami.

Har ganday ratsional son yoki chekli o'nli kasr bilan yoki cheksiz davriy o'nli
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3 1
I»sr bilan if'odalanadi. Masalan, ?: 15=(1,500...), 3—= 0,333... —ratsional sonlar.

Ratsional bo'lmagan hagiqgiy sonlarga irratsional sonlar deyiladi. Irratsional
mon cheksiz davriy bo'lmagan o'nli kasr bilan if'odalanadi.

Masalan, >/2 = 1,4142356 ..., n =3,1415926...-irratsional sonlar.

Shunday qilib, hagigiy sonlar to'plamini barcha cheksiz o'nli kasrlar
to'plami  deyish va R ={x: x =a,alaay.} kabi yozish mumkin, bu yerda

4sZ,a, {0,1,2,..9}i=1.2,...

Son o'gi. Sonlarning sodda io'plandari

Hagqiqiy sonlarning uzluksizligi xossasi asosida barcha haqiqiy sonlar to'plami
bilan to'g'ri chiziq nuqtalari to'plami orasida bir giymatli moslik o'matiladi.

Buning uchun biror to'g'ri chiziqda (u gorizontal yo'nalgan bo'lsin (2-shakl))
musbat yo'nalishni, O hisob boshini va masshtab birligini tanlaymiz. Musbat
n sonini ifodalash uchun bu to'g'ri chizigda O hisob boshidan o'ng tomonda
lanlangan masshtab birligida berilgan

» songa teng masofada yotuvchi ~~i -
M nugtani olamiz; manfiy T sonini 0
ifodalash uchun esa bu to'g'ri 2_shakl

chizigda O hisob boshidan chap
tomonda |x| (bu son hagida keyingi bandda tushuncha beriladi) songa teng
masofada yotuvchi /1/ nuqtani olamiz; jc=0 soniga O hisob boshi mos keladi.

Barcha nugtalari uchun barcha hagigiy sonlar to'plami bilan ko'rsatilgan bir
giymatli moslik o'rnatilgan to'g'ri chizigga son o'gi (yoki sonli to'g'ri chiziq)
deyiladi.

Shunday qilib. har bir hagigiy songa son o'gining yagona M nuqgtasi mos
go'yiladi va aksincha, bu son o'gining har bir Mnuqtasiga yagona x hagigiy son
mos keladi. Bunda hagigiy son va son o'gining nugtasi bitta x belgi bilan
ifodalanadi. Shu sababli «n- son» so'zi o'miga ko'p hollarda «xnuqta» so'zi
imhlatiladi.

Son o'qi hagiqgiy sonlarning joylashishi to'g'risida ko'rgazmali ma’lumot
beradi. x, <x, tengsizlik x, nuqgta x, nugtaga nisbatan chapda yotishini anglatadi,
X, <X, <X. tengsilik x, nuqta x, va X, nuqtalar orasida yotishini bildiradi.

aeR,beR,a<b bo'lsin. Hagiqiy sonlar to'plamining quyidagi qgism
lo'plamlariga oraliglar (intervallar) deyiladi:

[a;6] = {x:a <x <b} -kesma (yopiq oralig, sigment);

(a;6) ={x:a <x <h) - interval (ochiq oraliq);

[a;6) = {x: a <x </>},(a;/>] = <x:a <x£b}~ yarim ochiq intervallar;

(-oc;6] = {x:x£ft}, (-a0:b) ={x:x<b}, [a+) = {x:x"a}.

(a+x>) = {x:x>a), (-00;+00) = {X:- gp< X < 400} - cheksiz intervallar.

Bunda a va b sonlar mos ravishda bu oraliglaming chap va o'ng
chcgaralarini aniglaydi, —eo va+o0 belgilarson o'gi nugtalarining O nuqtadan
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chapga va o'ngga garab cheksiz uzoqlashishini simvolik tasvirlaydi.

X,»(X,, € A)nugtani oz ichiga olgan har ganday (a,b) intervalga x, nuglaning
alrofi deyiladi. Xususan, (xt -e;xg+e) interval xOnuglaning s alrofi deb ataladi.
Bunda x,, soniga bu atrofning markazi, e(e >0) soniga bu atrofning radiusi

deyiladi.

Agar x,e(x0-e;x0+e) bo'lsa, u holda x,-e <x<xg+e yoki |[x-Xx,|<£
tengsizlik bajanladi. Bu tengsizlikning bajarilishi x nuqta xt nugtaning e atrofiga
tushishini bildiradi

Hagigiy sonning absohit giymati
4-ta’rif x(xef1) sonining absolut giymati (yoki moduli) deb x>0 bo'lga-
nida x sonining o'ziga, x<0 bo'lganida (-x) soniga aytiiadi
X sonining absolut giymati |x| belgi bilan belgilanadi. Demak, ta’rifga ko'ra
\ x, agarx>0,

Xb—s
I—x, agarx< .

Sunning absolut giymati quvidagi vossalurga ega:"
. xeR da|x|>0, |-x|=|x]|, -|x|*"x™|x]|;
2*. a>0 da |x|s« tengsizlik -a <x<,a tengsizlikka ekvivalent bo'ladi;
3" x6/?,ye7?da

Ix +y[s|x]| +|y/l, [x =y|>|x]-].)’], \x 3"H~I-b’l. :|Ic£)/|3'*0).

Bu xossalaming isboti bevosita sonning absolut giymati ta'rifidan kelib
chigadi.

2.1.3. Mashqglar
2.1.1..'"" va R lo'plamlar berilgan Ar\B, N\-iB, A\B, B\A to'plamlami loping
1) .4={1,23.4}, B ={456}; 2) A={1,348> B={1245789}
3 A={wveR .x"' +x-20 =0}, B={xe R:x%-x+12 =0}.

2.1.2. A - musbat juft sonlar to'plami va R - musbat toq sonlar to'plami bo'lsa. -1r>B va
1w B to'plamlarni loping

2.1.3. A- barcha 2 ga bo'linadigan sonlar lo'plami va R - barcha 5 ga bo'linadigan
sonlar lo'plami bo'lsa, ArsB to'plamni toping

2.1.4. 195 irratsional ekanmi ko'rsating.

2.15. -JI - v5 < s/3 —2 ekanini ko'rsating.
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2.16. Benlgan to plum element larmi topihg
) N={*eAr:gr2-3n:-4"0}; 2) A=Ixe N:log, —<2
| i*
2.1.7. Berilgun tenglama va tcngsizliklurni yeehing.

1)|3%-4]=~ 2) |-t +2x-31= I,

1) r3+ 24 +3)° -1010; 4) -J(X+\f #-x-1.

2.2. KOMPLEKS SONLAR

2.2.1.Kompleks sun tushunchasi va tasviri4
Kompleks son tushunchasi

Kompleks son tushunchasiga odatda jcl+1 =0 tenglaniani garash orgali
kclinadi Bu tenglamani ganoatlantiruvchi hagigiy son mavjud emasiigi ravshan.
Hu lenglamaning (shu kabi bir gancha tenglamalaming) yechimlari kompleks
sonlar bo'lar ekan.

I-tn’rif. z =x +iy ifodaga kompleks son deyiladi. buyerda x,y - haqiqiy
sonlar. Bunda: / mavhum birlik deb ataladi, buyerda/r=-1; v vay sonlarga

mos ravishda z kompleks sonning haqiqiy va mavhum gismlan deyilib. x =Rez,
i Imz kabi belgilanadi.

Agar z —x+iy ifodada y =0 bo'lsa, z=x haqiqiy son, agar x =0 bo'lsa.

iy sojmavhum son hosil bo'ladi

Fagat x =y =0 bo'lganida z =x +iy kompleks son nolga teng bo'ladi
Kompleks sonlar uchun «katta» va  «kichik» tushunchalari Kiritilmaydi.
Mavhum qismlarining ishorasi bilan farg giluvchi z=x+iy va z=x-iy
sonlariga qo 'shma kompleks sonlar deyiladi.

Hagigiy va mavhum gismlarining ishorasi bilan farq giluvchi z, =x +iy va

-x-iy sonlariga garania-qarslii kompleks sonlar deyiladi

Kompleks sonlarning geometrik tasviri

Har bir z =x +iy kompleks sonni Oxy koordinatalar tekisliginmg M(x;y)
nuqgtasi bilan ifodalash mumkin (bu yerda x=Rez, y =Imr) va aksincha,
koordinatalar tekisligining har bir M(x,y) nugtasini z =x +iy kompleks sonning

geometrik tasviri deb garash mumkin (3-shakl).
Oxy tekislikka kompleks lekislik deyiladi va (z) kabi belgilanadi. Bunda,
x hagigiy sonlar hagigiy o'q deb ataluvchi Ox o'gning nugtaian bilan
.miglanadi; : =iy mavhum sonlar mavhum o q deb ataluvchi Oy o'gning nuqtalari
bilan amglanadi.

I (omplex Numbers - Stewart Calculus www stcwarlcaleulus.com/dala / /css_at 12_cn_stu
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Shuningdek, z =x +iy kompleks sonni M(x,y) nuqtaning radius vektori

r=0M orqgali ifodalash mumkin (3-shakl).

Bunda: r vektoming  uzunligiga
kompleks sonning moduli deyiladi va
|z| yoki /e bilan belgilanadi; r vektoming
Ox o'gning musbat yo'nalishi bilan hosil
gilgan burchagiga  kompleks  sonning
argnmenti deyiladi va Argz bilan belgilanadi.

z=0 kompleks sonning argumenti
aniglanmagan. z ®0 kompleks sonning
argumenti ko‘p giymatli bo'lib,
< (k=0,—, 1 -2, 2,..) qo'shiluvchiga-
cha aniglikda topiladi:

Aigz =argz + 2nK,K e z,

bu yerda argz - argumenlning (—zr;zr] oraligda yotuvchi bosh giymati, ya’ni
—fT<argz<n (ayrim hollarda argumentning bosh giymati sifatida [0;2zr)ora-
ligga tegishli giymat olinadi).

2.2.2. Kompleks sonlarning yo/ilish shakllari

Ushbu
Z=X +iy
ifodaga kompleks sonning algebraik shakli deyiladi.
Kompleks sonning r moduli va (p=Argz argumentini z =x +iy kompleks

sonni ifodalovchi F=OM vektoming qutb koordinatalari deb garash mumkin.
Bunda x =rcos<p, y =rsin(p bo'ladi (3-shakl).
Uholda z—x +iy kompleks sonni z =rcosC>+/rsin” yoki
z = r(cosv> + «sin™>)
ko'rinishda yozish mumkin. Bu ifodaga kompleks sonning trigonometrik shakli
deyiladi.
Bunda r =)z| modul quyidagi formula bilan aniglanadi:

<p argximent esa
X_ . y .
coscp=- > sinkp==— igtp=
r r

x|=<

formulalardan topiladi.
p=Aigz =argz + Ink ,k e z
ekanidan
c 0 s =cos(argz + 25nk) =cos(argz), sin<p=sin(argz)
kelib chigadi.



Shu sababli kompleks sonning aigebraik shaklidan trigonometrik shakliga
o'tishda kompleks son argumentining bosh giymatini aniqlash etarli bo'ladi.

n <argz £n bo‘lgani ucun tg(pzy—tenglikdan topamiz:

X

y " . . ..
arctg——mn, Il chorakning ichki nugtalaricia

Eyler formulasi deb ataluvchi cosg+/singp=e¢e”* ifoda yordamida
r(cosq) +/sin ¢p) tenglikdan z =re"” ifoda keltirib chiqariladi.
Ushbu z - re™* ifodaga z =r(cos<p +isintp) kompleks sonning ko'rsatkichli

{yoki eksponensial) shakli deyiladi, bu yerda r =) ~|- kompleks sonning moduli,
(P Argz-kompleks sonning argumenti.

I-misol. z, =1+/n/3 kompleks sonmi turli (aigebraik, trigonometrik va
ko'rsatkichli) shakllarda yozing.

Yechish. Bunda x, =1>0va yt=n/3>0.
U holda

liundan

coso + /sin™> =e,,,( Eyler formulasi) tenlikni qo'llab, topamiz:

Demak,

2.2.3. Kompleks sonlar ustida umallar 1

Kompleks sonUtrni qo ‘shish

Agar z, =x, +ly, va z, =x, +iy, bo'lsa, u holda

Z, +z, =(.1,+X,) +/(v, +>°) 2.1
bo'ladi (4-shakl).
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z, va z, kompleks sonlarning ayirmasi deb, z2 ga qo'shilganida z, ni hosil
giluvchi r kompleks soniga aytiladi va z =z, - z2tarzda yoziladi.
Agar 2,=x, +/y, va 2, =x2+/y, bo‘lsa, ta’rifga ko‘ra
2=2,-2,=(X,-X,)+ Iy, ->>2) (2.2)
bo'ladi (5-shakl).

Kompleks sonlarni ko'paytirish

Agar 2,=X, +1iy, va z2=x, + />, bo'lsa, u holda
2=2,rr= (XX, - N ) +/(x,>2+ _yx2). (2.3)
bo“ladi.
2-misol. 2,=1+3/, z2=-3 +/bo‘lsa, 2| +22, 2z,-z,, z,m,lami hisoblang.
Yechish. z, +z2=(Q1+3/)+ (-3 +/) =-2 + 4i;
2z, - z2=(2+6/) - (-3 +i) =5+ 5i;
Z,022= (1 + 3N*(3+/)=(-3B)+s,0—9)-—6—-8.

Trigonometrik shaklda berilgan
r, =r,(cos¥>, +/sin<jp,), z2=r2(cos"2+/sin”’j)
kompleks sonlami ko'paytiramiz:
2,2z, = (cosp +/sinip)r2(cos<p +/sinp,) =
=r,r,(cosip,cos9), +/sincosgR +/cosp, sinip, - sinp,sinp,)=
=r,r,(cosp, cosf, - sinp,sinp,)+/(sinp, cosp, +/cosp, smp,) =
=77, (cos((p, +«??,) + /sin(p + p,)),
ya’ni
2,Z, =r,rcos(p, + <p,) +/sin(\&+p,)). (2.4)
Demak, kompleks sonlar ko'paytirilganda ulaming modullari ko'paytiriladi
va argumentlari qo shiladi
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2" = (r(cos™> + [siny>))" = r"(cosw™> + /sm/i">) 23)
bo'ladi

(2.5) formulagaMuavrformulas! deyiladi.

3- misol. z=V3 +/ bo'lsa, z6ni liisoblang.

Yechish, Awal kompleks sonni trigonometrik shaklga keltiramiz.

g=n/3, y =1bo'lgani uchun r = =2, argz =arcig-]==—.
>

/3 6
Rundan

n .. Aa\
z =% coS—+/sin'—
1°°% " "6/
Muavr formulasiga ko'ra:

z2“=2"“Ncos”N «6 +/sin «6™ =64(cos/r +/sinn) = -64.

Kompleks sonlurni bo'lish

Kompleks sonlami bo'lish amali ko'paytirishga teskari amal sifatida
nniglanadi.

z, va z2*0 kompleks sonlarning bo linmasi deb, z, ga ko'paytirilganida

in hosil giluvchi z kompleks soniga aytiladi va z =—2 kabi yoziladi.
z

z, =X, +iy,, z, =X, +iy2* 0 va z =x +iy bo'lsin.
U holda (x, +iy,)(x +iy) =X, +iy, tenglikdan
{xx,-yy,-x,
j Xy, + yxr=y,

lenglamalar sistemasi kelib chigadi.
Sistemadan x va y ni topamiz:

X, X, +y,Y, X,Y.-X,Y,
X, +V; X- +v]
Shunday qilib,
-z, x>XHYYr u X ,-X,y, (2 6)
z: xI+y\ x\+ Y\

Amalda ikki kompleks sonning bo'linmasi uning surat va maxrajini

maxrajning go'shmasiga ko'paytirish orgali topiladi (maxraj mavhumlikdan
qutqariladi).

Z.
-l-misol, z, -1 + 2/, z, =3 +/ bo'lsa, — ni toping.
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Yechish. — kasming surat va maxrajini z2 ga ko'paytirib, topamiz:

z, _1+2i (1+2)@B3-i) 3+6/->+2 5+5 1 \
22~ 3+i “ (3+10)(3-i) ~ 9+1 “ 10 ~2+2*

Trigonometrik shaklda berilgan z, =r,(cosp, +/sin”) kompleks sonini
z, =rx(cos< + ;sin</>.) kompleks somgabo'lamiz:
z, "(cosy,+/siny,)  r(cos</> +;sin<p,)(cosv>. —sin )
Z, r,(cosp+/sin) r,(cosp +/sinip,)e(cos - /sin<p)

=y (oos(<p, - )+ /sin(<fl $>¥)).
Demak,
— = —(cos(">, -<p2) + /sin(<p, -q>.)) @7

Shnnday qilib, bir kompleks sonni ikkinchisiga bo'lganda ulaming mo'dullari
bo'linadi va argumentlari ayriladi.

Kompleks sonlardan ildiz chigarish

Kompleks sondan n -darajali ildiz chigarish amali s -natural darajaga oshirish
amaliga teskari amal sifatida aniglanadi.

z kompleks sortining n -darajali ilclizi
deb, vf'=z tenglikni ganoatlantinivchi
u- kompleks soniga aytiladi.

z = r(cos<p +/sin ) ,w = p(cos0 +/sin B)
boMsin.  Ildizning ta’rifi va Muavr
formulasidan foydalanib topamiz:

z=w" =p”(cosnd +isinHO) =

=r(cos(p +isin(p).

Bundan
p"=/‘ nB =(p+2nk, k=0, -1, 1, -2, 2,...

yoki B="+ , p =V7 kelib chigadi.
n

U holda w =" tenglik quyidagi
ko‘rinishga keladi:

wk =7/r(cosy +)siny) ,» ¢ 0 . * +2** +]Jsing+~J1j. £=0, 1..... n—i. (2.8)
Sinus va kosinus funksiyalaming davriyligi sababli z kompleks sonining

n- darajali ildizlari soni n ga teng bo'ladi va ular k ning n tak =0, 1 .., n-1
giymatlarida aniglanadi. Ildizlaming moduli r haqigiy sonining n- darajali

algebraik ildizidan iborat bo'ladi. argumentlari esa bir-biridan — ga karrali songa
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larq giladi. Bunda barcha ildizlar kompleks tekisligida markazi 2 =0 nuqtada
bo'lgan va radiusi ga teng aylanaga ichki chizilgan n burchakli muntazam
ko pburchakning uchlarini tasvirlaydi (6-shakl).

5-misoi  V—F ning barcha ildizlarini toping.
Yechish. Ildiz ostidagi ifodani trigonometrik shaklda yozamiz:
-1 = co6=sn +/S|n7T

lInndan

/—lr nna-Ilnk ., nna-Ink
=Co0S +1isIn

V- . k=0,1,23

K ga 0, 1,3 va 4 qiymatlar berib.
tupamiz:

h0=cos—+/sin—=— (1+i),
4 4 2

38 .. 3a _-Jl
if. =cos> +fsin>e =2 -1+,
1 4 4 2
52 .. 53 y[l. ,
1 4 4 2 "
I o -
w, :Cos—n +tsm--r-]-: _____ (1-1).
4 4 2

Bu ildizlar (z) kompleks tekisligida birlik
nylanaga ichki chizilgan muntazam
tn'rtburchakning (kvadratning) uchlarida 7-shakl
votadi (7-shakl).

2.2.4. Mashqlar

2.2.1. x,v ning ganday hagigiv giymatlarida r, = .v-3vyi- \P——%_z(va
i
r, 2x+i3—3*<—yil kompleks sonlar qo'shma bo'ladi?
2.2.2. x.y ning ganday haqiqiy giymatlarida r, =y +2i' +3-2xi va

3r+& +— +2/3 kompleks sonlar teng bo‘ladi?

2.2.3. ning ganday haqiqiy giymatlanda z, =3x-2,vi+5(5-1 va

8
=3y'-i, += +2/1 kompleks sonlar garama-garshi boMadi?

2.2.4. x,y nmg ganday hagiqiy giymatlarida z, :5x+:°’j\f+3yi+i| va

3>ql+i) +— - i4 kompleks sonlar nolga teng bo'ladi?
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2.3. BIR 0 ‘ZGARUVCHINING FUNKSIYAS1

2.3.1. Funksiyn"

Fkki to'plan elmentlari orasidagi bog'lanishni o ‘rnatishga asoslangan funksiya
tushunchasi matematik analiz kursida o'rganilsada, nafagat bu kursning, balki
butun matematikaning asosiy tushunchalaridan biri hisoblanadi

Funksiya tushunchasi

Hagqiqiy sonlarning X va Y to'plamlari berilgaii bo'lsin.

I-la’rif. Agar X to'plamning har bir g soniga biror / qoidaga ko'ra
Y to'plamning bitta y soni nxis qo'yilgan bo'lsa, X to'plamda funksiya
berilgan deyiladi va / :x -» y yoki y =f(x) kabi belgilanadi
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Bunda / funksiya X to'plamni Y to'plamga akslantiradi deb aytiladi.
X to'plam / Junksiyaning aniglanish sohasi deb ataladi va D (/) bilan
helgilanadi, ye Y to'plam / funksiyaning giymailar sohasi deb ataladi va
/+(/) bilan belgilanadi.

Bunda x funksiyaning argumenti Y
yoki erlcli o'zgaruvchi, y funksiya yoki AN
v ga hog'lig o zgaruvchi deb ataladi
y =f(x) Junksiyaning x =x,,(xt e X)
nuqtadagi xususiy giymati /(x 0) =yO0 yoki u 0
V| =V, kabi belgilanadi
Masalan, /(x) =3xJ-2 bo'lsa, .
(x) ]

/(0)=-2, /(1) =1

y =f(x) Junksiyaning grafigi deb 8-shakl
Oxy koordinatalar tekisligining  abssis-
nsi x argumentning giymatlaridan va ordinatasi y funksiyaning mos
iliymatlaridan tashkil topgan barcha (x;f(x)), xeD(f) nuqtalari to'plamiga
nyliladi. Funksiyaning grafigi tutash chiziqgdan (egri chizigdan yoki to g'ri
<n/igdan) iborat bo'lishi yoki ayrim nuqgtalardan tashkil topishi mumkin, masalan,
i dal, ne N funksiyaning grafigi 1,2,6,.... nugtalardan iborat bo'ladi

Har ganday chizig ham biror funksiyaning grafigi bo'lavermaydi, masalan,
> iy' =1 aylana funksiyaning grafigi bo'Imaydi, chunki har bir xe (—;1) uchun
i mng bitta emas balki ikkita giymati mos keladi: y, =-JI-x2va y,=-V |-x:
(H-shakl). Bunda funksiya ta’rifining bir giymatlilik sharti buziladi Ammo
iivlananing quyi yarim tekislikdagi bo'lagi y =-y\-x'’ funksiyaning, yuqori

yiirim tekislikdagi bo'lagi esa y =VI—x1 funksiyaning grafigi bo'ladi.

Funksiyaning herilish usullari

Funksiyaning berilishi, ya’ni x ning har bir giymatiga y ning yagona
giymatini topish turli usulda berilgan bo'lishi mumkia Amalda funksiya
beithshining analitik, jadval va grafik usullari ko'p go'llaniladi.

inalitik usulda x va y o’zgaruvchilar orasidagi bog'lanish bir yoki bir nechta
L . o . . . X-5, agarx<3,
liinmila orqgali beriladi. Masalan, y =xJ,j<=sin2.r,j =

X’ +2, agarx> 3.

Funksiya y =/(x) ko'rinishda yozilganda, ayrim hollarda funksiyaning
Miiglanish sohasi ko'rsatilmaydi Bunda, funksiyaning aniglanish sohasi x ning
/(.») funksiya ma’noga ega bo'ladigan barcha qiymatlan

lo plamidan iborat deb garaladi.
Jadvalusulida x va v o'zgaruvchilar orasidagi bog'lanish jadval orgali
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Amalda jadval orqgali funksiyani kuzatish natijalari yoki lining tajribada
olingan giymatlari beriladi

Grqfik usulida fuksiyaning grafigi beriladi. Bunda funksiyaning argumentning
uyoki bu giymatlariga mos giymatlari bevosita shu grafikdan topiladi.

X va Vv o'zgaruvchilar orasidagi bog'lanish yugorida keltirilgan uch usul

bilan chegaralanib golmasdan, boshqga shakllarda berilishi ham mumkin Masalan,
EHMning hisoblash programmasi shaklida, tavsiflardangina iborat holda.

Funksiyaning numotonligi

)’ =.f(x) funksiya X to'plamda aniglangan va | ={a,b) a X bo'lsin.

2-ta’rif Agar Vx,x,€/ uchun x,<x, bo'lganda /(x,)</(X])
(/(x,)>/(x,)) tengsizlik bajarilsa, y =/(x) funksiyaga | intervalda o'suvvhi
(kamayuvchi) deyiladi.

3- ta’rif. Agar VXX el uchun x, <x, bo'lganda 1(x,)<I(x3;)

(/(x,);>/(x,)) tengsizlik bajarilsa,
y =/(x) funksiyaga / intervalda
kamaymaydigan (o smaydigan) deyiladi.
Masalan, grafigi 9-shaklda berilgan
funksiya (-2;1) intervalda kamayuvchi,

(1,6) intervalda kamaymaydigan,
(3;6) intervalda o'suvchi.

Barcha bunday funksiyalar
/ intervalda monoton funksiya nomi
bilan umumlashtiriladi Bunda o'suvchiva -2 u \ S ° *
kamayuvchi funksiyalarga / intervalda 9-shakl]
gat'iy monoton funksiyalar deyiladi.

Funksiya monoton bo'lgan intervallar monotonlik intervallari deb ataladi.

Funksiyaningjuft va togligi
y =/(x) funksiya X to'plamda amqlangan bo'lsin.
Agar Vxe X uchun -xe X va /(-x) =/(x) bo'lsa /(x) funksiyaga juft
funksiya deyiladi Masalan, y =x\ y =cosx, y =f 1+ x2-juft funksiyalar.

Juft funksiyaning grafigi ordinata o'giga nisbatan simmetrik bo'ladi
Agar V xef uchun - xe A" va /(-x) =-/(x) bo Isa /(x) funksiyaga toq
funksiya deyiladi. Masalan, y =x!, y =sinx-toq funksiyalar.

Toq funksiyaning grafigi koordinata boshiga nisbatan simmetrik bo'ladi.
Juft ham tog ham bo'Imagan funksiya umumiy ko’rinishdagi funksiya deb

ataladi. Masalan, y =x -2, y =\[x- umumiy ko'rinishdagi funksiyalar.

80



f(x) +9(x), f(x)-g(x), f(x) 9(x), gé;(gg(X)*O)
lunksiyalar ham juft bo'ladi.
f(x) va g(x) funksiyalar toq funksiyalar bo'lsa,
1(*) +£<*),1(%)-*2(%)
liinksiyalar toq bo'ladi.

9(x)

liinksiyalar esajuft bo'ladi.

/- misol. f (x)=In(2x+ vl +4x ) funksiyaTiiiTn toq ekanini ko'rsating.

Yechish. Toq funksiya uchun /(-x) =-/(x) yoki /(x) +/(-x) =0 bo'ladi.

Tekshirib ko'ramiz:

AX) +[ -x) =In(2x + V1+4x:) +In(-2x + VI +4x!) =
=In(l +4x: - 4x1)=1In1=0.

Bu munosabatdan x 6 /) (/) bo'lsa, -xe D (f) bo'lishligi kelib chigadi

Domak, funksiya tog.

Funksiyaning chegaralanganligi

y =f(x) funksiya A to'plamda aniglangan bo'lsin.
4- ta'rif. Agar shunday o'zgarmas A/soni topilsa va VxeAr uchun
tengsizlik  bajarilsa /(x) fuksiya A'to'plamda yugoridan
ilivgaralangan deyiladi.

5-ta’rif Agar shunday o'zgarmas in soni topilsa va VX£ A uchun
f(x)>m tengsizlik bajarilsa f(x) fuksiya X to'plamda  quyidan
(hegaralangan deyiladi.

6- ta’rif Agar /(x) funksiya ham quyidan ham yuqoridan chegaralangan
bo'lsa, y’ani shunday o'zgarmas m va M sonlari topilsa va VxeX uchun
in f(x) <M tengsizlik bajarilsa /(x) funksiya X to'plamda chegaralangan
deyiladi

Masalan, y —1- x* funksiya yuqoridan M =1 soni bilan chegaralangan,

i 2+x! funksiya quyidan m =2 soni bilan chegaralangan, y =sinx funksiya
qu'yidan m -~ 1 soni bilan va yugoridan M =1 soni bilan chegaralangan.

Funksiyaning davriyiigi

y =/(x) funksiya X to'plamda aniglangan bo'lsin.
7- ta’rif. Agar shunday o'zgarmas T (T * 0) son topilsa va Vxe A uchun
AiTeX, x-T 6A,f(x x£7)=f(x) bo'lsa, /(x) funksiyaga davriy Junksiya
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uu»fl uwjriiaui,
Masalan, y =sin i funksiyaning davri In, tgx funksiyaning davri n .

2-misul.  f(x) =4sin3x +3cos3x funksiyaning eng katta giymatini va
davrini toping.

Yechish. acosx +bsmx =sla' +b! cos(x-cp) ~<p=arg/g— formulaga kora

j—-- 4
/[(x) = \}3: +41cos(3x-qp) = 5¢cos(3x-<p), Pp=arg/g-.

Bu funksiyaning eng katta giymati /| - — =5

/4cos(axxp) funksiyaning davri Tu=— bo'ladi. Bundan Ta=—3 .
a

2.3.2. Teskari funksiya*

Aniglanish sohasi A' va giymatlar sohasi Y bo'lgan y=f(x) funksiya
berilgan bo'lsin Agar bundaliar bir y e Y giymat yagona xe X giymatga mos
go'yilgan bo'lsa, u holda aniqglanish sohasi Y va giymatlar sohasi X bo'lgan
x =<p(y) funksiya aniglangan bo'ladi Bu funksiya y =/(nr) ga teskarifunksiya
deb ataladi va x =<p{y) =/'(> ) kabi belgilanadi.

y =f(x) va x=<p(y) funksiyalar a zaro teskarifunksiyaiar deyiladi Bunda
y =/ (a) funksiyaga teskari x =<p(y) funksiyani topish uchun f(x) =y tengla-
mani x ga nisbatan yechish (agar mumkin bo'lsa) yetarli Masalan, y =a' funk-
siyaga teskari funksiya a=logny funksiya bo'ladi. y =x" funksiyaga xe[0;l]da
x = mfy teskari  funksiya  mavjud,
xe[-1;1] daesa mavjud emas, chunki
bunda y ning har bir giymatiga
Vv ning ikkita giymati, masalan,

y =1 gan =-1, x, =1mos keladi.

Teskari funksiya ta’rifiga ko'ra
y - f{x) funksiya X va Y to'plam-
lar o'rtasida bir giymatli moslik
o'matsagina y =f(x) funksiya
teskari funksiyaga ega bo'ladi. Bunda
har ganday qat iy monoton funksiya
teskari funksiyaga ega bo ladi deyish
mumkin bo'ladi. Bunda agar funksiya

o'ssa (kamaysa), u holda unga tes-
kari funksiya ham o'sadi (kamayadi).
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ilodalanadi, ya’ni ularning grafigi ustma-ust tushadi. Odatdagidek argument (erkli
0 /garuvchi) x bilan va funksiya (bog'liq o'zgaruvchi) y bilan belgilansa,

1 /(jr) funksiyaga teskari funksiya y =<p(r) deb yoziladi. Bu y =f(x) egri
ilu/jgning M ,(x0-y0) nuqgtasi y =<p(x) egri chizigning M,fyaxu) nuqtasi
Ini lishini bildiradi. Bu nuqtalar y =x to‘g‘ri chizigga nisbatan simmetrik bo'ladi
(I(I-shakl). Shu sababli o'zaro teskari y =f(x) va y- <p(x) fimksiyalarning

yrafiklari 1 va Il choraklar koordinata burcltaklarining bisseklrisalariga
nisbatan cimmetrik bo'ladi

2.3.3. Murakkab funksiya*

-V to'plamda giymatlar sohasi Z bo'lgan z = <p(x) funksiya aniglangan
ho*bin. Agar Z to'plamda y =/(z) funksiya aniglangan bo'lsa, u holda
A to'plamda y =f(yp{x)) murakkab funksiya (yoki z =tp(x) va y=/(z)
liiluksiyalaming superpozitsiyasi) aniglangan deyiladi.

z = <p(x) o'zgaruvchi niurakkab funksiyaning oraliq argumenti deb ataladi.
Murakkab funksiyaning oraliq argumentlari bir nechta bo'lishi ham mumkin.

Masalan, y =cos5x murakkab funksiya, chunk! u y =/(z) =cosz va

(@ (x)=5x funksiyalaming superpozitsiysidan iborat.

2.3.4. Eiemenfar funksiyalar*

Quyida keltirilgan funksiyalarga asosiy dementarjunksiyalar deyiladi

1 O’zgarnuisfunksiya y =("(("e li)

O'zgarmas funksiya: D (/) =(-*;+oc), /;(/) ={Q chegaralangan, juft, davri
ixtiyoriy T.

O'zgarmas funksiyaning grafigi abssissalar o'giga parallel to'g'ri chizigdan
iborat bo'ladi.

2 Darajalifunksiya y =x*“,a 6 R.a " 0.

Hamma darajali funksiyaning grafiklari (3;1) nugtadan o'tadi.

1) a=n, n—butun musbhat son. Bunda funksiyaning grafigi koordinatalar
bosltida abssissalar o'giga urunadi (v >2 da); n juft son bo'lganda ordinatalar
0'giga nisbatan simmetrik, n tog son bo'lganda esa koordinatalar boshiga nisbatan
iimmetrik bo'ladi (11-shakl). ;i=1da |va Il choraklar koordinata burchaklari
lussektrisalanmnggrafigini ifodalaydi (11-shakl).

2) a=-n, wu-butun musbat son. Bunda funksiyaning grafigi n juft son
bo'lganda ordinatalar o'giga nisbatan simmetrik, n toq son bo'lganda esa
koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik bo'ladi (12-shakl). /)=1da teskari
proporsional bog'lanish grafigini ifodalaydi (12-shakl).

3)or=z, r=—, m va d-o0'zaro tub butun sonlar Bunda s juftson
A

bo'lganda £)(/) =[0;-ki0), a toq son bo'lganda £)(/) = (-00;+oc). Funksiyaning
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grafigi n toq va m juft son bo'lganda ordinatalar o'giga nishatan
simmetrik (13-shakl), n va m toq sonlar bolgmda koordinatalar boshiga nisbhatan
simmetrik bo'ladi (14-shakl). r <lda graftk koordinatalar boshida ordinatalar
o'giga urunadi (13, 14-shakl), r>Ilda grafik koordinatalar boshida abssissalar
o'giga urunadi (15-shakl).

4

4) a=q, q:n—<0, m\a n-o'zaro tub butun sonlar, n*-1. Bunda n juft

son bo'lganda £>(/) = (0;+<x>)(16-shakl), n toq son bo'lganda
A (1) =(-c0;0)u(0;+00). Funksiyaning grafigi n toq va m juft son bo'lganda
ordinatalar o'giga nisbatan simmetrik, n va m toq sonlar bo'lganda esa
koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik bo'ladi (17-shakl).

3 Ko'rsatkhhlifunksiya y =ar, ae R,a>0,a* 1
Ko'rsatkichli funksiyada D (f) =(-00;+00), £ (/) = (0;+00). Bu funksiya «>1
bo‘lsa, R da monoton o'suvchi, 0<a <1bo'lsa, R da monoton kamayuvchi.

84



Ko'rsatkichli funksiyaning grafiklari (0;1) nuqtadan o'tadi.
Ko'rsatkichli funksiyalar grafiklari 18-shaklda keltirilgan.

4 Lagaifmikfunksiya y =log,, x, aeR, a>0, a*al
Logarifmik funksiyada D (f) - (+>¢) va E(f) =(-00;+00).
/>(/)da monoton o'suvchi, 0<a <1 bo‘lsa, D(f)da monoton kamayuvchi;

y a'ga teskari funksiya.
Logarifmik funksiyalaming grafigi (1;0) nugtadan o'tadi.
Logarifmik funksiyalaming grafigi 19-shaklda keltirilgan.

a > 1bo‘lsa,

5 Trigonometrikfunksiyalar
e >=sinx: D (/) =(-»;-wo),
! (1)=[-11], chegaralangan, toq,

davri 2;r(20-shakl).
e y=cosx: D(f) =(-oc;+00),

/o (1) =[-1;1], chegaralangan,
juft, davri 2n (20-shakl).
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ey =tgx:
I>()=~2un-1)[;(2m +1 )™ neZ,

£'(/) = (-0;+00), toq, davri T(21-shakl);
ey =clgx:

D(f) =(a4a;(n +1)s), neZ,

E(f) =(-pto0), tog,

davri g (21-shakl)
6. Teskari trigonometrik funksiyalar

ey =arcsinx : D (/) =[1],

non!
£() = ooy chegaralangan. toq,

monoton o'suvchi (22-shakl);
e v=arccosx: E (/) =[-I;1], £(/) =[0:?r], chegaralangan,
kamayuvchi(23-shakl);

oy =arctgx: D(f) = (-00;-wo0), £ (/) monoton

0°‘suvchi (24-shakl);
» Y=arcctgx: D(f) =(-cc;+cc), E(f) =(0;1r), monoton
kamayuvchi (25-shakl).
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Asosiy elementar funksiyalardan chekh sondagi arifmetik amallar (qo'shish,
«ytrish, ko'paytirish, bo'lish) va superpozitsiyalash yordamida hosil gilingan bitta
Ininuila bilan berilgan funksiyaga elementarJurtksiya deyiladi

Masalan, y =PT(x) =a’xw+ aX > +... +am,x+am y =Ig:(sin2x) +e"\

i arccos—+ —elementar funksiyalar.
X

Elementar bo'lImaganfunksiyalarga gnyidagi funksiyalar misol boiadi:
1 agarx>0,

y =stgnx= 0, agarx- 0, y= X7 agarx>0,

-1, agarx <0, x\ agar x <0,

2.3.5. Mushglar

2.3.1. Funksiyaning aniglanish sohasmi topmg:
1+x

DI(*) = L ds DUWES FES

t)/U)=V 4-x3; 4) /(x) =1- lgx;
V5-2x

LAY el o 6) 1(x) =" o

7) [(x) =V x-7 +>/10-x, 8) /(X) =V2I+T-VT+T;

4) /(x) =VX-2 W 2-X +Vx: +4. 10) /(X)=7x"-8+- 3

12) /(x) =arccos(x-2);

I /(x) = xarcsinx;
MW . x—n(x+3)

11) /(r) =log, lgx;

2.3.2.  Funksiyaning givmatlar sohasmi toping:
1)/(x) =xJ+4x+2; 2) [(x) =VT7-X +2

1)/(x) =2sinx-5; 4)/(x) =2* -1:
5) ftx) =\ -xr; 6) /(x) = 2X3
- ’ T 12x-3]

2.3.3. /(x) =x"sinx ftmksiya berilgan. Quyidagilarni toping.

w0 3 AW

2.3.4. Funksiyaning monotonlik oraliglurini topmg

1) /(x)=x:-5x+6: 2)/(X):7;
ri /(x) Hx|; 4) /(x) =xIx1.
2.35. Funksiyaning juft, toq yoki umumiy ko'rinishda ekanini aniglang:
1)/(xWN x’-3x-x*; 2)/(x) =x*+5x-+I:
3) /1(*) :_X . 4) /(x) =x! +cos2r.

87



9 / (X) =x'(x +sinx)\

2.3.6. Funksiyamng eng katta va eng kiehik giymatlarini toping:
1) /(x) =4sinx3; 3) /(x) =smx+cosr;
3) /(*) =1-2cosJr, 4)/(x) =|cos2x]|.

2.3.7. Funksiyaning monoton, gat’iy monoton yoki chcgaralangan ekanini aniglang:
D/(*) =sin:, 2)/(x) =u/3x-4.

2.3.8. Funksiyaning davrint topmg:

1) /(*) =-2cosy; 2) f(x)=Igx-cos*
2.3.9. Funksiyaga teskari funksiyani toping:
1) y' = 2sin 3r, 2) j' =4+ log3x.
2.3.10. f(g(x)) murakkab funksiyani toping:
0 /(*)=3x+1, g(x)=x5 2) f(x) - smx, g(x)=|x];
- *(*Y=_1_" =927 = .
3)/(x) o (*) 7R 4)/(x) =2", g(x) =Jog: x.

2.4. FUNKSIYANING LIMITI

2.4.1. Funksiyaning limiti

Funksiya linutining tu'rifi H

f(x) funksiya x =x, nugtaning biror atrofida aniglangan bodsin.

1- ta’rif. Agar Ve >0 son uchun shunday S> 0 son topilsa va x ning
0< |@—a01<S tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha xe X, x*x0 giymatlarida
\f(x)-A\<e tengsizlik bajarilsa, A soniga /(n) funksiyaning x, nuqtadagi
yoki x -> x0dagi limiti deyiladi va bu lim/(x) = A deb yoziladi.

Funksiyaning nuqtadagi limiti  ta’rifmi
geometrik nuqgtai-nazardan shunday talgin qgilish
mumkin: agar A soni /(x) funksiyaning
xe nuqgtadagi limiti bo'lsa, A nugtaning istalgan
£ atrofi uchun x, nugtaning shimday 5 atrofi
topiladi va 5 atrofdagi barcha x (x”x0)
nuqgtalarda J(x) funksiyaning mos giymatlari
A nugtaning z atrofiga yotadi. Boshgacha
aytganda /(x) funksiyaning 6 atrofdagi grafigi
y-A-E va y=A+e to‘g‘ri chiziglar bilan
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/- misol IXi_W(Sx-Z) = 1 ekanini ko'rsating.

Yechish. Ve >0 son olamiz. Shunday 5 >0sonni ko'rsatishimiz kerakki,
| r-11<<$%bo'lganida |f(x) - 11<e bo'lsin, bu yerda
/(@)=3r—=2:|/(x) - 1B (3x- 2)- 1H3x - 31;|3(X- 1)|=3 1x - 1 1bo'lgani uchun

N —debolsak, |x-L,<<5 bo'lganda |/(x)-1|<e bo'ladi.
Demak, I,j_g}(S.t-Z) =1

Xususan. e=1 da $=j, £=-jda 5= Shunday qilib, 8 son e songa
bog lig bo'ladi. Shusababli keyingi ta’riflarda 8 =8(e)deb olamiz.

Izoh. Funksiyaning x0nuqgtadagi limiti ta’rifida xc nugtaning o'zi garalmaydi.
Sluinday qilib, funksiyaning x0 nuqtadagi qiymati funksiyaning bu nugqtdagi
limitiga ta'sir gilmaydi. Bundan tashgari funksiya x0 nuqtada aniglanmagan
bo'lishi ham mumkin. Shu sababli x0 nugtaning atrofida (xt-x bo'lganda) teng
Im'lgan ((x =x0 da har xil giymatga ega bo'lgan yoki ulardan bittasi yoki har
ikkalasi aniglanmagan) ikkita funksiya x-*x,, dabitta limitga ega bo'lishi yoki
ularning har ikkalasi limitga ega bo'Imasligi mumkin.

*
’

0,
2-misol. /(x) = bo'lsa, Ili’rcrdf(x) limitni toping.

1 x=0
Yechish g(x) =x2 —eo<x<+00 funksiya x=0 dan tashqari barcha
nugtailarda /(x) funksiya bilan ustma-ust tushadi va Igr@?(x):o bo'ladi
Shu sababli lim/ (x) = 0.
2- ta'rif Agar Ve >0 son uchun shunday <5=<5(e)>0 son topilsa va
» ning X, <x<x0+5 (x0-5<x<x (@ tehgsizlikni ganoatlantiruvchi barcha
giymatlarida |f(x) - A\<e tehgsizlik bajarilsa, A soniga f(x) funksiyaning
i, nugtadagi o'ng (chap) limiti deyiladi va lim/(x) =A yoki f(x +0)=1
|ili%f(x)-A yoki /(x-0) =/1) kabi belgilanadi.
/(x) funksiyaning xOnuqgtadagi o'ng va chap limitlari bir tomonlama limitlar
dob ataladi. Agar /(x) funksiyaning x, nuqtadagi o'ng va chap limitlari mavjud
vii bir-biriga teng, ya’ni /(x0+0)=/(xu- 0)=A bo'lsa, x0 nuqtada
/ (a) funksiyaning limiti mavjud va LLQg/(x) =A bo'ladi.
y =f(x) funksiya {-o0;+oc) intervalda aniglangan bo'lsin.
3- ta’rif. Agar Ve >0 son uchun shunday 8 =5(e)>0 son topilsa va
i ning x><%(x<-6) tehgsizlikni ganoatlantiruvchi  barcha giymatlarida
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I/(x)—Al<e tehgsizlik  bajarilsa, A soniga /(X) funksiyaning
X —=>+00 (r—»-x>) dagi limiti deyiladi va lim f(x) =A(\\m f(x) =A) kabi
belgilanadi.

Funksiyaning cheksizlikdagi limiti ta'rifini geonwrrik nuqtai-naiardan
bunday talgin gilish mumkin: agar lig, f(x) =A ({m f(x) =A) bo‘lsa. Ve>0
son uchun shunday 5 =<5(e)>0 son topiladiki, xe(<5;+oc) (xe(-00;-5)) larda
/(.r) funksiyaning qiymatlari A nugtaning e atrofiga yotadi.

Limillar hagidagi teorenudur

Funksiyaning limiti hagidagi teoremalar bilan tanishamiz va ularning
ayrimlarini isbotlaymiz. Bu teoremalarda garalayotgan funksiyalar x —x0 da

limitga ega deb hisoblaymiz.
1- teorema Funksiya x —x,dayagona limitga ega boiadi.

2- teorema Ikkita funksiya algebraik yig indisining limiti bu funksiyale
limitlarining algebraik yig'indisiga teng, ya’ni
lim(/(x) £g(x)) = lim/(x) £ lim g(x)

Isbuli. Ihtiyoriy {x,} kema-ketlik olamiz
Bu ketma-ketlik uchun x, -»x0, x,, *x0, xn&D(f)r\D(g) bo'lsin.
U holda
lim (/(x) £ g(x)) = lim ((/(x] +9(x.,)) =

=lim /(xjxlim g(xj=Ilim/(x)xlim g(x)

Demak,
lim(/(x) £ g(x)) = limf(x) £limg(x).

3-teorema lkkita funksiya kopaytmasining limiti bu funksiyalar limitlarining
ko'paytmasiga teng, ya'ni

lim (/(x) *g(x)) =lim/(x) -!(Lr;tg(x)

1- natija 0 ‘zgarmas funksiyaning limiti uning o'ziga teng ,ya’ni
Ll)g;c =C.
2- natija 0 ‘zgarmas ko’paytuvchini limit belgisidan tashgarida chiqazis
mumkin, ya’ni
lim(A: ¢/ (x)) =k Wim/(x), keR

3-natija. Funksiyaning musbat ko'rsatkichli darajasining limiti bu funksiya

limitining shu tartibli darajasiga teng, ya’ni
lim(/(x)),,=(lim/(x))", p>0
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4-leorema Ikki funksiya bo'linmasining limiti bu funksiyalar limitlarining
msbatiga teng, ya’ni

lim M _ , limg(x)*0.
~Ag(x) lim g(x)
5- teorema Agar x0nugtaning biror atrofidagi barcha n uchun f(x) <g(x)
longsizlik bajarilsa, u holda lim f(x) <Ilim| g(x) bo'ladi.
=«
6- teorema Agar X0 nuqgtaning biror atrofidagi barcha x uchun
/(a)5 cp(x) < g(x)  tengsizlik bajarilsa va lim /(x) =1lim g(x) =A bo'lsa,
*-*re K
u bolda lim <p(x) =A bo’ladi.
g

Yugorida keltirilgan teoremalar x —>zocda ham o’rinli bo'ladi

Ajoyib BTllar
Hirinchi ajoyib Until:

urn==== @.1)

Ishod. 0<Xx <2—b0'lsin. Radiusi # =1ga

long bo Igan aylananing radian o'lchovi x ga
lung bo'lgan markaziy burchagiga mos yovini
ilaraymiz (27-shakl).

Shakldan quyidagilarga ega bo'lamiz:
WVK)A yuzi <MOA sektoryuzi <MX)A ytizi;

U K)A yuzi:S. =—OA ®MK = —=1 sin x = —=sin x;
1 2 2 2

1 1
M(FAsektoryuzi: S,=—0A BMA = —slex = —x;
5 2 2 2

27-shakl
MX)A yuzi: ~-"OA MA = +1 tgx =" Igx sha

Hundan sinx<x<fgx kelib chigadi. Tengsizlikni sinx>0ga bo'lamiz:

* " sinx
he = <1 yOKI COS X < ------ <1
SmX  COSX

Endi x<0 bo'lsin
sin(-x) _sinx sin x

cos(-x) = cosx ekanidan x<Odaham cosx<------ <1.
—X X X

Inn cosx =1, ILg]O 1= 1bo’lgani uchun oxirgi tenglikdan 6-teoremaga ko'ra
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chun "1+— ,neN ifodaning n natural son o'sishidagi
jadvalini keltiramiz. Jadvaldan ko‘rinadiki, n o'sishi
bilan o) 0 gb boradi va ikki bilan uch orasida

yotuvchi limitga intiladi. Bu limitni e harfi bilan
belgilaymiz.

3-tnisol lim
-.0

A~ limitni toping.
S L) ping

. sinx . - . .
Yechish. tgx =--—-- va limcosx = 1 lami hisobga olib topamiz:
COSX

:iirTfi“LE.I‘?:,inf_ L .«Zlg =
EAD'S F*MNCOSX X \Veosx X

Zlim T elimsmdfz g e i
COSX X

Ikkinchi ajoyib limit:
lim (4.2)

Bu limitning isbotini keltirmasdan, uni izolilash

n e,

0 10000000000000
1 2.0000000000000
2 2.5000000000000
3 2.6666666666667
4 27083333333333
5 27166666666667
6 2 7180555555556
7 2.7182539682540
8 2.7182787698413
9 2.7182815255732
10 27182818011464

Demak,
limf, +X Y, (4.3)
AN n)

(4.3) limit yordamida (4.2) limitni isbotlash mumkin.
e soniga Neper soni deyiladi e soni

irrarsional son. U 2<e<3 tengsizlikni
ganoatlantiradi. e soni matematikaning bir
gancha masalalarida muhim rol o’ynaydi.
e soni, masalan, y =Inxnatural logarifmik
funksiyaning asosi bo‘ladi. Shuningdek,
y =Inx funksiyaga teskari y -e x funksiya
matematik analizda muhim amaliy
ahamiyatga ega Bu funksiya eksponensial
funksiya deyiladi. Natural logorifmik va
eksponensial funksiyalaming grafiklari
28-shaklda keltirilgan. Qonuniyatlari ekspo-
nensial funksiya  bilan ifodalanuvchi
jarayonlarga misollar keltiramiz.

Tabletkadagi dori nwddasining erish gonuni

c=c®™*r

eksponensial funksiya bilan ifodalanadi, bu yerda c - | vaqtoralig'ida erimay
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golgan modda miqdori; cu- moddanng boshlang'ich miqdori; K -eruvchaiilik
doimiyligi.
Birinchi iartibli kimyoviy reaksiya gonuni
m=Toe*
eksponensial funksiya bilan ifodalanadi, bu yerda ma— reaksiyada gatnashuvchi
nioddaning boshlang'ich miqdori; K - reaksiya doimiysi; /-vaqt.

4-misol. limj?l + — limitni toping.

Yechish. x =4/ deymiz.
X ->a da /->oc.

U holda
limfl+ 4 =limfl+-1 =flimfl +-11 =e\
X —VvV n 1xa i)
Funksiyaning limitiarini topisliga oid misollur
. . 2xJ -1 T
3-misol. lim limitni toping.
14x_+5x+2
Yechish. Limitlar hagidagi teoremalardan foydalanib. topamiz:
. 2x5-1 lim(2x2-1) lim2x2- lim1
im- r-»-l X->—1

I :
JMAx +5x+2  lim(4x +5x+2) lim4x2+ lim5x + lim2
X*] r-*-1 r-»-l X»—1

2%_ivr_rix2-1 2(limx)3-1 2(-1): ~1 )
4limxJ+51imx +2 4(limx)3+5limx+2 4(-1)3+5(-1) +2
.o . X3- 8x+15 .. . . .
4-msol lim=-=-----=---2=- limitni toping.
x3- 25

Yechish ~ Bu limit uchun ikki funkksiya bo'linmasining limiti hagidagi
leoremani qo'llab bo'Imaydi, chunki x->5 da kasming maxraji nolga teng
bo'ladi Bundan tashgari suratning limiti ham nolga teng. Bunday hollarda

( ko'rinishdagi anigmaslik berilgan deyiladi. Bu anigmaslikni ochish uchun

kasming surati va maxrajini ko'paytuvchilarga ajratamiz va kasmi x - 5* 0
(x->5, lekin x * 5)gabo'lib, topamiz:

lim(x-5)(x-3)=1lmx-3=j_=1
> (X - B)(x +5) x+5 10 5
5-misol. lim— —-—-limitni toping.
=7 x-7

Yechish x ->7 da - ko'rinishdagi anigmaslik berilgan. Kasming surat va
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maxrajini n/x- 3+ 2 ko'paytirib, topamiz:

m (n/x"3 - 2)(Vx"~3 +2) —lim x-3-4
(*-7TKVXZ 3+2) n(x-1)(y[x =B +2)

. - 1
=lim _ *°? =fmT— = bl

(x-7)(VX-3 +2) " 7Vx-3 +2 >/7-3+2 4

6-misol. lim —- limitni toping.
Yx -1
Yechish. 16=x almashtirish bajaramiz. Bunda x -> Ida f—1
U holda
.V x-l — - ([FAX<1+/+D)_ . T+/+1 3
fim-j=— =1lim —=hm-*---= t=Iim =
vx -1 l (- Y+ ) >t 4l

7- misol. limf—-------- — — | limitni toping.
mbvx- 3 X - 27;

Yechish x->3 da o00-o00 ko'rinishdagi anigmaslik kelib chigadi.
U holda

. r—I18
limf—E--—--- .
M\x -3 x1-27j -s x -27

-ton =1, ,x+6 1.
(x- 3)(x*+3x+9) x +3x+9 3

H-misol lim”~ + + * limitni toping
X +H4AX - X

00
Yechish. Bu misolda x -» oo da © ko‘rinishdagi anigmaslik hosil bo‘ladi.

Kasming surat va maxrajini xyuqori darajasiga, ya’ni x3ga boiib, topamiz:

3 1
. 2x3+3x5+1_Iim X+X7_2+0+0.,,
WR-x >+ 4X- - x ~ 1441 1+0-0

X X"

. L3 .
9- misol lim---—-—-- limitni toping
X

Yechish x->0 da —korinishdagi anigmaslik berilgan.

Almashtirishlar bajaramiz:



»->0da 5x-»0 va 1- ajoyibliniitgako'ra I*i 5m =i Demak,
. X

. 3x 313
lim--—- = —

«-0sin5x 5 1 5
10- misol. fiijj ™ * limitni topin
*J~Ux +2; Ping

Yechish x-»00 da I ko'rinishdagi anigmaslik berilgan.
Kasming butun gismini ajratib, almashtirishlar bajarzirgkiz:

AV S
fit— T -Ni+—1—T
1 2x+4j 2x +41]
x-»a0 da 2x +4-> oo bo'lgani sababli 2-ajoyib limitga ko‘ra
limf 1- IV -e.
2x+4]
U holda
1-4x _ imX_4 = 2=4_ Nepanidan lim F2XF0Y-4"_ w1
F2X+4 x4l 240 “~“\2X +4]
2.4.2. Cheksiz Kkichik funksiynlar"
Ta'riflar va asosiy leorerualar
4- ta’rifz_éqgar lim/(x) =0 bo Isa, f(x) funksiyaga x —»x,, da cheksiz kichik

hmksiya deyiladi.

Funksiyaning limiti ta’rifiga ko‘ra L’ua/(x) =0 tenglik quyidagicha talgin
gilinadi: Ve>0son uchun shunday 5=<S(e)>0 son topiladi va x ning
0> x- x,|<5 tengsizlikni ganoatlantiruvchi  barcha giymatlarda |/(x)|<e
tengsizlik bajariladi.

X -+ Xx0+0, x->x0- 0, x->+00, X -+ -oc da cheksiz kichik funksiya shu kabi
In nllanadi.

Cheksiz kichik fimksiyalar ko'pincha cheksiz kichik kattaliklar yoki cheksiz
in Ink deb ataladi va odatda grek alfavitining a,p kabi harflari bilan belgilanadi

Cheksiz kichk fimksiyalarga x->0 da a=x\ x->3 da P=x-3
1 >kn,k e Z da y =sinx funksiyalar misol boMadi.
5- ta’rif*_,,gigar lim/(x) =00 bo'lsa, /(x) funksiyaga x->x,, da cheksiz katm

hmksiya deyiladi.
lu 1Stewart Cakulus. Bruka/Colc. Cengagc Learing.2012
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Bunda /(x) funksiya fagat musbat giymatlar gabul gilsa, lim/(x) =+.. deb,

fagat manfiy giymatlar gabul gilsa, lim/(x) =—x debyoziladi.

Masalan, x->1 da /(x) =—1 cheksiz katta funksiya bo'ladi.
X J—

Cheksiz kichik funksiyalar uchun o'rinli bo'ladigan teoremalar bilan
tanishamiz

7- teorema lim/(x) = A bo'lishi uchun x-»x0da or(x) =f(x)-A funksiya

cheksiz kichik bo'lishi zarur va etarli.
Quyidagi teoremalar x -> x0da deb garaladi.

8- leorcma. Chekli sondagi cheksiz kichik funksiyalaming algebraik yig'in
disi cheksiz kichik funksiya bo'ladi

9- teorema. Cheksiz kichik funksiyaning chegaralangan funksiyaga ko'payt
masi cheksiz kichik funksiya bo'ladi

4- natija Chekli sondagi cheksiz kichik funksiyalaming ko'paytmasi cheksi:
kichik funksiya bo'ladi

5- natija. Cheksiz Kkichik funksiyaning chekli o'zgarmas songa ko'paytmas
cheksiz kichik funksiya bo'ladi.

10- teorema Cheksiz kichik funksiyaning nolga teng bo'lmagan limitga eg

funksiyaga bo'linmasi cheksiz kichik funksiya bo'ladi.
Yuqorida keltirilgan teoremalar x -» k> x-»x0-0, x-"x,,+0 da ham o'rinli

bo'ladi.
11-teorema Agar X -* x, da a(x) funksiya cheksiz kichik bo'lsa, u holda

x  x0da —— funksiya cheksiz katta bo'ladi va aksincha.
or(x)

Cheksiz kichik funksiyulariti taqgoslash

Ma’lumki, cheksiz kichik funksiyalaming yig'indisi, ayirmasi va ko'paytmasi
cheksiz kichik funksiyalar bo'ladi. Bu tasdigni cheksiz kichik funksiyalaming
bo'linmasi uchun takidlab bo'lmaydi, chunki bitta cheksiz kichik funksiyaning
boshqa cheksiz kichik funksiyaga nisbati liar xil natijaga olib kelishi, ya’ni chekli
son bo'lishi, cheksiz katta bo'lishi, cheksiz kichik bo'lishi yoki limitga ega
bo'Imasligi mumkin.

Cheksiz kichik funksiyalar bir-biri bilan nisbati yordamida taggoslanadi.

a(x) va P(x) funksiyaar x —x0 da cheksiz kichik funksiyalar bo'lsin.

imAA . = _ H ' A
1 Agar ’L!’Dg<p(x) A#0 (A-chekli son) bo'lsa, a(x) va P(x) hirxil
tar/ibli cheksiz kichikfunksiyalar deyiladi.
2. Agar I*|m o( )/\:0 bo'lsa, a(x) funksiva P(x) funksiyaga nisbatan yuqori
- X

larlihli cheksiz kichikfunksiya deyiladi va bu a - o(P) kabi belgilanadi.
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3. Agar Iin}?z;\(") =00 bo'lsa, «(x) funksiya /?(x) funksiyaga nisbatan
X
quvi lartibli cheksiz kichik funksiya deyiladi.
rt(W
4. Agar Iirr}]j—g—-—) mavjud bo'imasa, a(x) va /3(x) funksiyalarga taggoslan-
X

maydigan cheksiz kichikfunksiyalar deyiladi.
Misollar keltiramiz:
1) jc—=0 da sin3x va sinx funksiyalar bir xil tartibli cheksiz kichik

funksiyalar, chunki lim------ =lim _, .
*% sin A 4» SinA .msmA 1

A A

2) A—0 da 2x' funksiya 5y funksiyaga nisbatan yugqori tartibli cheksiz

' I
Kichik funksiya, chunki lim2X-=1im -2X' = o;

3) x-vO0 da sinn funksiya x: funksiyaga nisbatan quyi tartibli cheksiz

kichik funksiyalar, chunki lim A" =lim"-N e—=1le—=(0;
**x X X X 0

4) Asz va x funksiyalar x->0 dataqgoslanmaydigan cheksiz kichik

1
ASIn —
funksiyalar, chunki lim------ = = limsin—limit mavjud emas.

Ekvivulent cheksiz kichikfunksiyalar

Bir xil tartibli cheksiz kichik funksiyalar orasida ekvivalent cheksiz kichik
funksiyalar muhim ahamiyatga ega.
cr(a) va /3(a) funksiyaar a -> x0 da cheksiz kichik funksiyalar bo'lsin.

6-ta’rif Agar lim—--=1 bo'lsa, u holda x->x0 da of(x) va /3(a)
~1%/3(a)

ekvivalent cheksiz kichikfunksiyalar deyiladi va or(x) ~ /3(a) kabi belgilanadi.

Masalan, x-» 0 da sina va a funksiyalar ekvivalent cheksiz kichik
funksiyalar, chunki lim SmX =1

rxe A

12-teorema Agar ikkita cheksiz kichik fimksiya nisbatida cheksiz kichik
funksiyalaming har ikkalasini yoki ulardan bittasini ekvivalent cheksiz kichik
funksiya bilan almashtirilsa, u holda bu nisbatning limiti o'zgarmaydi.

Isboli. a-> auda of~a"' va /3-/3” bo'lsin. U holda

a a a P . a . 3. a ,,,. a" , a



yam

lim—=lim—.
pr
. o 3X +T7x3+4x° . .
II-misol. lim----------mmemmmme limitni toping.
2sin.r F~b
+ Tx~ + .
Yectnsh urn-3-)-(----?2(, ----- fl-)-(-S—hm—BX— Itm—?’——3 chunk) x —=0da sinx~xva
2smx 02X »e2 2

3X + 7x3+ 4x5~3x.

ko'rinishdagi anigmasliklami ochishda ekvivalent cheksiz kichik

funksiyalami almashtirish prinsipidan va ekvivalent cheksiz kichik funksiyalaming
xossalaridan foydalanish mumkm.

Liinitlarni hisoblashda quvidagi ekvivalentliklar qo'llaniladi’

1 x->0 da sinx~x; 2. x->0 da tgx~x\

3. x-vO da arcsinx-Xx; 4. x-»0 da arctgx~x\

5 x->0 da I-cosx~—2; 6. x-*0 da e‘-1~x
7.x—0da a'-1-xIna; 8 x-*0 da In(l +x)~x;

9. x->0 da log,((I +x)~x -log”e; 10 x->0 da (@+x)*- \~mx.
12-misol lim 2-1 _limitni toping.

sin 4x - arctgix
Yechish.  lim 2"-T =hm (2IT-1)-(7* -1)

sindx-a«Vg3x *° sin4dx- arctg3x
x->0da 2”—~3xIn2, 7'-lI~xIn7, sindx~4xva arctg3x~3x
ekvivalentliklardan foydalanamiz:
hm - 2% -7 —hm 3x|n2—x|n7: 3In2-|n7:Iln 8
“w*'sin 4x - arctg3x 4x —3x 1 7

2.4.3. Mashglar

2.4.1. /(x) funksiyaning x = x0 nuglalardagi chap va o ‘ng limitlai mi toping:

f X. X<2,
)N <X)_{x1-4, xii2, x,=2; 2 1(r) =3a1-¥)y=nixi y°=1
2.4.2. Limitlami toping:
1) lim(2x3+3x—1); 2) |,mf”_f_19
«5 3*+9
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) inn—222.
efXx'-2x-3

MVI+27-3.
Inn--+ = i
4 VI-2
o 3VTH

o X—2

NG ¥
4x4-3x +2
x2- 3x4 '
iy tim Ot
e % Xx4-2xJ+3
13) lun xn/ax!-1 -2x!.

11) lim

lg2x
X
cos2x —1

0 0%

19 lim

23) fim . S
" \VX+2-V2

25) ton| —- cfgx)
r-Lsin X 1
27) Eg\(x-l)cfgxx;

29) Inn“ M ;
«*]l X +Xx

10) limA1-Aj
, (b-'T

’B)tonfrl
=4, x+3 )

17) lim

-]
I
V) %Hsin X)*,
1) lun(3-2x):il"™*);

43)im?2 ~ ;

x3-7x +10
4) ton
*#»2xJ-1 Ix+5’

6) lim2 A Z i;
V5-X-2

14) lim w2
,_«2X +Xx-4

16) ton Vx! -4 +x:
X-sinx
18) 39_@»>x+sinx
20) ton 1-cosx
«*

2) ton-—-—-- :
*>»srn 2X

24y 1imen(-X)

Vx-1
T
o) lim- * =
X —X =2
28) limxsin—
*_ %o X
30) y 1y«
32)
34
) 1

36) tonf21+3
{x'+2)
Inx-1

38) lim
X-e

40) ton(cos2x)kr* *;
x-xU

42) Jlti_,(E(B-x)I

44) ton—In” 2 .
»PDX  X-1
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bo'ladi Glyukozanmg gondagi lurg'un holatini | Imi ¢(() mJamglang

2.44. Baktcnya boshlang'ich holatdan i soat vagtgachu p(l) = -—

ko'payadi Bakterivamn turg'un ko'pavish migdorini aniglang

2.4.5. Quvidagilami isbotlang:

1)x-»0 da a(x)=tg2x va /?(x)=3x+x5 lunksiyuiai'bir xil taitibli,

2) x—=! da a(x) =
) () ==

va N(x)=Vx-I1

tiinksivalar ekvivaleni;

2.4.6. Limitlarni ckvivajent cheksiz kichik funksiyalardan foydalanib toping:

2X

1—o0sx

D lim 2 ;@—
) r*° In(l + 3x) ) "L WY 4 2x5+3x*
HUMI 1AL 4y tim 31
*>sm X -4 X W 2x
5) lan® 2 ) 6) lim X *3x-4
x~+X-6 - larctg(x-I)
; c"-1
N lun”i; i
) xm /g2x 8) lim X + 2X
L B
8|im—V| Xl lO)"[im—Vl+ x1-1
> |-cosx 3x-
11) lim ) lim-——;
e -e X
13) lan ) 14) lim3Z:-5".
5@ In(l + 2x) -0 sm2x
15) lim sin3x 16)  InU+cosx);
VgAX smx
17) lim fgx-sinx 18) lim xIn(cos3x)
X’ +3x4
. r-1
1% lim 20) limx-(e,r*-1).
cOSX

—_ qgonunbilan

2.5. FUNKSIYANING UZLUKS1ZL1GlI
2.5.1. Funksiya uzluksizligining ta’rifi*

f(x) funksiya nuqtada va uning biror atrofida aniglangan boMsin.
1-ta’rif Agar /(n) funksiya .r0 nugtada chekli limitga ega bo'lib, bu limit
funksiyaning shu nuqtadagi qiymatiga teng, y’ani
1an/(x)=1(x,) (5.1)

bo'lsa, /(x) funksiya xkL nuqtada uzluksi: deyiladi
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1) / (jo funksiya X0 nugtada va uning atrofida aniglangan;
2) f(x) funksiya x->x0da limitga ega;
i) funksiyaning x0 nuqtadagi lirruti uning shu nuqgtadagi giymatiga teng.

2.5.2. Uzluksiz funksiyalaming xossalari*
Nugtada uzluksizfunksiyalaming xussalari

1- teorema (uzluksiz funksiyalar ustida arifmetik amallar). / (x) va g(x)
lunksiyalar x0 nuqtada uzluksiz bo'lsa u holda /(x) £g(x), f(x) g(x) va

*(*—) (g(x ) * 0) funksiyalar ham x. nuqtada uzluksiz bo'ladi
Bu teorema chekli sondagi funksiyalaming algebraik yig'indisi va
kopaytmasi uchun ham o'rinli bo'ladi.
2-teorema. (murakkah funksiyaning uzluksizligi). s =<p(x) funksiya
v, nuqtada uzluksiz, y =/(z) funksiya esa zc= gop0) nuqgtada uzluksiz bo'lsin.
U holda y = f(<p(x)) murakkab funksiya x,, nuqtada uzluksiz bo'ladi.
2- teorema yordamida (5.1) tenglikni quyidagicha umumlashtirish mumkin.
Agar z =cp(x) funksiya x, nuqtada A limitga ega bo'lib, y =f(z) funksiya
A nuqtada uzluksiz bo'lsa, uholda y =/ (<p(x)) murakkab funksiya uchun
1Z/(<p(x)) = /(lim<p(x)) (6.2)
bo'ladi.
Bu tenglik uzluksizfunksiya helgisi ostida limitga o tish qoidasini ifodalaydi
va funksiyaning limitini topishda foydalaniladi.

I-misoi lim-— X (a>0,a*Il) limitni toping.
Yechish. Iri'[.n*"—" + =Iim— log 1+x)= Iimlog 11(I +x)\
t |
log,(l +x)' funksiya y =log,,z va - =(1+x)" funksiyalaming murakkab
|
lunksiyasi.  lim(I+x)r=-ev ap log,z funksiya z =e nugtada uzluksiz.

11 holda (5.2) tenglikka ko'ra

=log,, e.
\ususan, a=1da lim—ms— =1
*oy X
3- teorenia Elemental funksiyalar o'zining aniglanish sohasidagi barcha

nuqtalarda uzluksiz bo'ladi.
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Kesnuida uzluksizfunksiyalarning xossalari

Agar/(x) funksiya (a\b) nitervalning har bir nugtasida uzluksiz bo'lsa.
u holda u (a.b) intervalda uzluksiz deyiladi.

Agar f(x) funksiya (a.b) intervalda uzluksiz bo'lib, a nuqgtada o'ngdan
uzluksiz va b nuqtada chapdan uzluksiz bo'lsa, u holda f(x) funksiyaga [«/>]

kesmada uzluksiz deyiladi.

Kesmada uzluksiz funksiyalar bir gancha muhim xossalarga ega. Bu
xossalami  teoremalar orqgali Ifodalaymiz  Bunda teoremalaming isbotim
keltirmasdan, fagat geometrik talginini ko'rsatish bilan kifoyalanamiz.

4- teorema (Bolsano-Koshining birinchi
teoremasi). f(x) funksiya [a;/>] kesmada
uzluksiz va kesmaning oxirlarida turli ishorali
giymatlar gabul qilnsin. U holda shunday
ce(a;b) nugta topiladiki, bu nugtada
/(c) =0 bo'ladi.

Teoremaning geometrik talqgini: uzluksiz
funksiyaning grafigi Oxo'gqning bir tomonidan
ikkinchi tomoniga o'tganida Oxo'qni kesadi
(29-shakl).

5- teorema (Bolsano-Koshining ikkinchi
teoremasi). f(x) funksiya [a/] kesmada
uzluksiz va J(a)-A, f(b) =B, C-A va
B orasidagi ixtiyoriy son bo'lsin U holda
shunday ce[a;/»] nugta topiladiki, f(c) =C bo'ladi

Teoremaning geometrik talgmi: uzluksiz funksiya bir giymatdan ikkinchi
giymatga o'tganida barcha oraliq giymatlarni gabul giladi (30-shakl).

6- teorema (Veyershtrassning birinchi teoremasi). Agar /(x) funks
[a;A] kesmada uzluksiz bo'lsa, u holda u bu kesmada chegaralangan bo'ladi.

31-shaklda keltirilgan y =/(x) funksiya [ab] kesmada uzliuksiz. Bunda
Vxe[a;6] uchun in<f(x)<M .

1-izoh. Teorema [u,6] kesma {a.b) interval bilan almashtirilganida o'rinli

bo'Imasligi mumkin. Masalan, /(x) = —funksiya (0;1) intervalda uzluksiz, lekin
X

chegaralanmagan, chunki lim—=+o0.

7-teorema (Veyershtrassning ikkinchi teoremasi). Agar /(x) funksiya
kesmada uzluksiz bo'lsa, u holda u shu kesmada o'zining eng kichik va eng

katta giymatlariga erishadi
31-shaklda keltirilgan y =/(x) funksiya [a.b] kesmada uzliuksiz Bunda

u X, nugtada o'zining eng katta M giymatini va x, nuqtada o'zining eng kichik
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iii giymatini gabul qgiladi.
2-=,h Bu terorema (a,b) interval uchun o'rinli bo'lImasligi mumk.n
Masaian, / ( x) =x flftjnksiya (0;1) intervalda uzluksiz, lekm o'zining eng kichik va

nig katta qiymatlarigga erishmaydi.

8-teorema (teskari fimksiyaning uzluksizligi hagidagi teorema). Agar
i f(x) funksiya [ a,b] kesmada uzluksiz va gat'iy monoton bo'lib, [c,d] uning
giymatlar  sohasi bo'lsa, u holda  berilgan funksiyaga teskari v =<p(x)
funksiya [c,d] kesmada uzluksiz va gat'iy monoton bo'ladi

2.5.3. Funksiyaning uzulish nuqtalari

Agar f(x) funksiya uchun x0 nugtada funksiya uzluksizligi 1-ta'rifining
liecch bo‘lmaganda  bitta sharti bajarilmasa, funksiya x, nuqgtada uzulishga
igu deyiladi Bunda xOnuqgta / (x) fimksiyaning uzulish nuqtasi deb ataladi

32-shaklda gfrafiklar bilan berilgan funksiylarni garaymiz. Bu funksiyalarning
liar biri uchun x, - uzilish nuqtasi



Birinchi holda (32,a-shakl) ta’nfning 1-sharti bajarilmaydi. chunki funksiya
x0 nugtada aniglanmagan.

Ikkinchi holda (32,b-shakl) ta’rifning 2-sharti buzulgan, chunki lim/(x) limit
rrmvjud emas.

Uchinchi holda (32,c-shakl) ta’rifhing 3-sharti bajarilmaydi, chunki
lim/(x) =,4*/(x]j.

Funksiyaning barcha uzulish nugtalari  birinchi va ikkinchi tur uzilish
nuqtalariga bo'linadi.
2-ta’rif. Agar x0 uzulish nuqtasida /(x) funksiya chekli bir tomonlama

limitlarga ega, ya’ni lim/(x) =4 va lim/(x) =/ bo'lsa, x0 nugtaga /(x)
funksiyaning birinchi tur uzulish nuqtasi deyiladi. Bimda:

a) 4 =4 bo'lsa, x, bartarafgilinadigan uzulish nuqgtasi deb ataladi;

b) O *O bo'lsa, x, sakrash nuqtasi, | A - A | Kkattalik funksiyaning
sakrashi deb ataladi.

f2x—, -l<x<l,
Masalan: g(x)=j4_2n- j<pg<3 fi*siya uchun x0=1- sakrash nuqtasi,

bunda funksiyaning sakrashi | 1-2 |=1 ga teng;
sinx

>X*0,
X

2, x=0
funksiya uchun x, =0 - bartaraf gilinadigan uzulish nuqtasi, bunda (p{x) =2 o'mi-
ga P(x) =1deb olinsa uzulish bartaraf gilinadi, ya’ni
sinx
<o) = X?t0,
1 x=0
uzluksiz funksiya hosil bo'ladi.
3-ta’rif Agar x0 uzulish nuqtasida /(x) funksiyaning bir tomonlama

limitlaridan kamida bittasi mavjud bo'Imasa yoki cheksizlikka teng bo'lsa,
xDnugtaga /(x) funksiyaning ikkinchi tur uzulish nuqtasi deyiladi.

Masalan, /(x) =- funksiya uchun x,,=0 - ikkinchi tur uzulish nugtasi.

2- misol /(x) =L_—J funksiyaning uzulish nugtalarini toping va har bi
uzulish nugtasining turini aniglang.
Yechish  Funksiya sonlar o'gining x =" nuqtasidan boshga nugtalarida

aniglangan va uzluksiz.
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Hunda

U holda

2.5.4. Mashqglar

2.5.1. Funksiyaning uzluksizhgi ta'rifidan foydalanib bcrilgan funksiyalarnmg efl da
n/luksiz ekanini ishotlang:
1) Ox)=3*1-7; 2) I(*)=*"+7x-6.

2.5.2. Berilgan funksi) alarm uzluksizlikka Ickshiring va grafigini chizing
DIC)=ru;
3or-1, x<0.

5 =

253. f(X) funksiyaning x0 nugtadagi uzulish turini amglang:

2.5.4. fix) funksiyani [0;2].[-3;1].[4;5] kesmalarda uzluksizlikka tekshiring

2.6. FUNKSIYANING HOS1LASI VA D1IFFERENSIALI

2.6.1. Hosila tushunchasiga olib kcluvchi masalaiar

Hosila matematikaning asosiy tushunchalaridan biri hisoblanadi. Hosila
matematika, fizika va boshga fanlaming ko plab masalalarini yechishda,
xususan har xil jarayonlaming tezliklarini o'rganishda keng qo‘llaniladi
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Egri chizigga o'tkxizilgan urinma

Awal egri chizigga o‘tkazilgan urunmaning umumiy ta'rifini beramiz.
Uzluksiz /.egri chizigda M va N1/, nuqtalarni olamiz (33-shakl).

M vaM, nugqtalarorgali o'tuvchi LI , to'g'ri chizigga kesuvchi deyiladi.
M, nugta 1 egri chiziq bo'ylab siljib, M nuqtaga yaginlashsin. U holda
MKI, kesuvchi M nuqta atrofida buriladi va gandaydir MT limit holatiga intiladi

Berilgan L egri chizigga berilgan M nuqtada o'lkazilgan urinma deb,
MMt kesuvchining M 1nuqgta L egri chiziq bo'ylab siljib, M nuqtaga yaqin-
lashgandagi MT limit holatiga (agar mavjud bo'lsa) aytiladi.

Endi M(x,y) nuqtada vertikal bo'Imagan urinmaga ega bo'lgan
y =f (X) uzluksiz funksiya grafiini garaymiz va uning k=iga burchak
koeffitsiyentini topamiz, bu yerda a - urinmaning Ox o°‘q bilan tashkil gilgan
burchagi. Bulling uchun M nuqta va grafikning jc+ Ax abssissali Mt nugtasi
orgali kesuvchi o'tkazamiz (34-shakl). Kesuvchining Ox o°‘q bilan tashkil gilgan
burchagini tp bilan belgilaymiz.

34-shakldan topamiz:

( _M,N=Ay_f(x fAx) - f(x)
MN  Ax AX

Ax -> 0 da funksiyaning uzluksizligiga asosan Ay ham nolga intiladi. Shu
sababli Av->0 da Mt nuqta egri chiziq bo'ylab siljib, M nugtaga yaginlashadi.
Bunda MM” kesuvchi M nuqta atrofida buriladi va MT urinmaga yaginlashib
boradi. ya’ni (p->a Bundan lirg)"pza yoki limrg<p=lga.

Shuning uchun urinmaning burchak koeffitsiyenti

Av _ . [(x +AX)-/(x)

k=lga =Jimg( = fim 5 = fim == = GRY
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To g ‘ri cliizigli karakul tezligi

M  moddiy nuqta (biror jism) gandaydir to'g'ri chizig bo'ylab harakat
ililayotgan bo'lsin. Vaqgtning har bit t giymatiga boshlang'ich M0 holatdan
M holatgacha bo'lgan muayyan s =M W masofa mos keladi. Bu masofa / vaqtga
liog'liq, ya’ni s masofa vaqtning fimksiyasi bo'ladi: s =s(l).

«(/) funksiyaga nugtciiung harakat gortuni deyiladi.

Nugtaning t vaqtdagi harakat tezligini aniglash masalasini gqaraymiz.

Agar biror t vaqtda nugta M holatda bo'lsa, u holda / + A/(Ar -vaqtning
orttirmasi) vaqtda nuqta J1/, holatga o'tadi, bu yerda M7/, =s+As
(As —masofaning orttirmasi). Demak, M nugtaning At vaqgt oralig'idagi
ko'chishi As =s(t +At)-s(t) ga teng bo'ladi (35-shakl).

fy
X nisbatnuqtaning At vaqt oralig'idagi o'rtacha tezligini ifodalaydi
t

As
V." :-At M, .W A/,
Bunda o'rtacha tezlik At giymatga Ai
hog'liq bo'ladi: At gancha kichik bo'lsa, *(0
o'rtacha tezlik nuqtaning  berilgan s(1 +A/)
I vagtdagi tezligini shuncha aniq
ifodalaydi. 35-shakl

Harakat o'rtacha tezligining At vaqt
oralig'i nolga intilgandagi lirrutiga nuqtaning berilgan vaqtdagi harakat tezligi
(voki uniy tezligi) deyiladi. Bu t ondagi tezlikni v(t) bilan belgilayrruz.

U holda

S+ AD-s()

As .
v({r)=lim— vyoki v(<)=h ————r 6.2
r ~ Y Q) A (6.2)

Shunday qilib, nugtaning berilgan / vaqgtdagi harakat tezligini aniglash uchun
(0.2) limitni hisoblash kerak bo'ladi.

Kimyoviy reaksiyaga kirishish tezligi

m =m(t) fijnksiya bilan vaqtning r onida reaksiyaga kirishuvchi kimyoviy
inndda miqgdori aniglanayotgan bo'lsin. Bunda t vaqgtning At orttirmasiga

ni kattalikning Am orttirmasi mos keladi va e nisbat At vaqgt oralig'ida

kimyoviy reaksiyaning o'rtacha tezligini ifodalaydi. Bu nisbatning At nolga
intilganidagi limiti, ya’ni
— s AM . _om(t +AL) - (/)
v(/) =Tim " yoki  v(/)=lim At (63)
kimyoviy moddaning tondagi reaksiyaga kirishish tezligini aniglaydi.
Tabiatning turli sohalariga tegishli ko'plab masalalari (6.1) - 6.3) ko'ri-
mshdagi limitlami topishga olib keladi. Masalan, agar p =p(t) vaqgtning t onida
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tabletkadagi dori moddasining migdori boisa, u holda dori moddasining |ondagi
erishi tezligi

= 1i A =i *
v(/)= !I!*rlnp'I -‘gr/r: P+ im lzm (6.4)

tenglik bilan aniglanadi

Ko'rilgan masalalar fizik  ma'nosminig turliligiga garamasdan,
(6.1) - (6.4) limitlar bir xil ko'rinishga ega: ularda funksiya orttirmasining argu-
ment orttirmasiga nisbatining argument orttirmasi nolga intilgandagi limitim
topish talab gilinadi.

2.6.2. Hosilaning ta’rifi,
geometrik va mcxanik ma'no)arikK

Hosilaning ta 'rift

y =/(x) funksiya (a,b) intervalda aniglangan bo'lsin. i va i, bu
intervalning ikkita ixtiyoriy nuqgtasi bolsin

Argumrnt bu ikki giymatining ayirmasiga argumentning orttirmasi deyiladi:
Ax=x-x0

Funksiyaning bu nuqgtalardagi qiymatlarining ayirmasiga funksiyaning
orttirmasi deyiladi: Ay =f (x,, + AX) — (x0).

A
I-la’rif. Agar hm—V limit mavjud va chekli boisa, bu limitga

/(.X) funksiyaning x, nuqtadagi hosilasi deyiladi va u /'(x0) (yoki y\Xx,)
yoki v ) kabi belgilanadi.

Shunday qilib,
Jo(*, 6.5
) Ax 4> AX 69
Agar x. ning biror giymatida lim— =+oc flim— =-ac) bo'lsa, u holda
0 4,% A ("-"Ax

funksiya xu nuqtada musbat ishorali (manfiy ishorali) cheksiz hosilaga ega
deyiladi. Shu sababli 1-ta’rif bilan aniglanadigan hosila chekli hosila deb
yuritiladi

1-misol. f(x) =x" funksiyaning x = xt nuqtadagi hosilasini toping.

Yechish. x({ nugtada x argumentga Ax orttirma beramiz va funksiyaning mos
orttirmasini topamiz:

AV=Tfix, +AX)- /(X )= (Xt +Ax) —x’ =
= (X, + AX- X, )(X] + 2X0AX + AX’ + X8+ X0AX + X7) = AX(3X@ + 3x0AX + Ax1).

Orttirmalar nisbatini tuzamiz.

— =3xU + 3xtAx + Ax\
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Hu msbatning Ax-»0 dagi limitini topamiz:

v'(xlIJ:) = pm— = Ildm(3x.! + 3x,,Ax + Ax:) = 3x,,1.

r-nay

2-ta’rif.V=/(x) funksiyaning x, nuqtadagi o'ng (chap) hosilasi deb

limitga aytiladi.

Funksiya hosilasining yuqorida keltirilgan ta’riflaridan ushbu tasdiglar kelib
iIngadi: agar funksiya x, nuqtada hosilaga ega bo'lsa, funksiya shu nuqgtada bir-
limga teng bo'lgan o'ng va chap hosilalarga ega bo'lib, /.'(x,)=/."(x@®=/"'(x]
Im'ladi; agar funksiya x0 nuqtada o'ng va chap hosilalarga ega bo'lib,
I'(»,,) =1 X xa) boisa, funksiya  shu nugtada hosilaga ega va
['(*»)=/-(*0)=/'(*.) bo'ladi

2-misol. /(x) sjx-3 1 funksiyaning x0=3 nuqtadagi o'ng va chap
hosilalarini toping.

Yechish Berilgan funksiyaning x, =3 nuqtadagi orttirmasini topamiz:

Oy=/3+A4x)-/(3H3 +4x-3|-]3-3H4x].
1) holda

Oy BH Dy Sosfy ey [Pw Ly [ Ly
Bu misolda /,'(0)*/_"'(0). Shu sababli /(x)=|x-3| funksiya uchun

i, 3 nuqgtada hosilaga ega bo'lmaydi.
Funksiyaning hosilasini topish  amaliga funksiyani differensiallash
deyiladi.
Hosilaning geometrik va mexanik ma nolari

Egri chizigga o'tkazilgan urinma hagidagi masalada urinmaning burchak
koeffitsiyenti uchun ushbu

Ienglik hosil gilingan edi.
Bu tenglikni f'(x) =tga =k ko'inishda yozamiz, yani f'(x) hosila
i /(x) funksiya grafigiga M (x,/(x)) nuqtada o'tkazilgan urinmaning burchak
koeffitsiyentiga teng. Bu jumla hosilaning geometrik ma 'nosini ifodalaydi.
To'g'ri chizigli harakat hagidagi masalada ushbu

co.As
v{)=hm
limit hosil gilingan edi.
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Bu limitni v(/) =s'(/) ko‘rinishda yozamiz, ya ni moddiy nuqta harakal
gonunidan t vaqt bo'yicha olingan hosiia nuqtaning / ondagi to'g'ri chizigli
harakati tezligiga teng. Bujumla hosilaning mexanik Ta nosini ifodalaydi.

Umulashtirgan holda, agar y = f(x) funksiya biror fizik jarayonni ifodalasa,

u holda y' hosiia bu jarayon tezligini ifodalaydi deyish mumkin. Bujumla
hosilaningfizik Ta hosini anglatadi.

3- misol. Tabletkadagi dori moddasining erish gonuni c(i) =cQ?%* funksiya
bilan ifodalanadi, bu yerda c(i) - i vaqt oralig'ida erimay golgan modda miqdori,
¢, — moddanng boshlang'ich migdori; A:-eruvchanlik doimiyligi Dorining erish
tezligini toping va uni c(t) ning funksiyasi ko'rinishida ifodalang.

Yechish. Hosilaning fizik ma’nosiga ko‘ra

v(f) =c'(/) = lim- =0 "~ lim-
a/
=4/ -»0 da e -1 — Kk(st) =cte~hHg>1) it —kc e~u.

Bundan c(/) =c,e-* ni hisobga olib, topamiz:
v(/) = —xcre~n = -ke(t).

Funksiya grafigiga o'tkazilgan urinnui va normal tenglamalari

y =J(x) funksiya grafigiga A/(xO;ya)(bu yerda M=/(*,)) nuqgtada
o'tkazilgan wurinma tenglamasmi hosilaning geometrik ma’nosidan keltirib
chigaramiz. Urinma J1/0(x,,;>0) nuqgtadan o'tadi. Shu sababli uning tenglamasini

Y* YB=*(X-X,,)
ko'rinishda izlaymiz.

Hosilaning geometrik ma’nosiga ko'ra

Bundan
y-y9-f\x tKx~xt) (6.6)
urinma lenglamasi kelib chigadi.
Egri chizigga o'tkazilgan normal deb, urinish nuqtasida urinmaga
perpendikulyar bo'lgan to‘g‘ri chiziqga aytiladi.
Egri chizigga M c(xll;y0) nugtada o'tkazilgan normal shu nuqtada o'tkazilgan
urinmaga perpendikulyar bo'lgani sababli
k =_J_=__L_
—_— K A * ) '
Bundan, agar /'(*,,) *Obo'lsa

y-y°o=-T7-r(*-*) (67)
normal lenglamasi kelib chigadi
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2.6.3. Funksiyaning iliHerensiallanuvchiligi*

J-ta’rif Agar y =f(x) funksiyaning ru nuqtadagi Ar orttirmaga mos

uittirmasini
Ay = AAX +«(ATr)ATr (6.8)

ko*nnishda ifodalash mumkin bo'lsa, /(x) funksiya r, nuqgtada differen-
\iallanuvchi deyiladi, bu yerda A - Ax ga bog'lig bo'lmagan son,
o(Ar)- Ax-»0 da cheksiz cheksiz kichik funksiya, ya’ni AI\!rrg a(Ar) = U.

Funksiyaning nuqtada differensiallanuvchanligi biian shu nuqtadagi hosilasi
masidagi bog'lanishni aniglaymiz.

I-teorema y =f(x) funksiya r0 nuqgtada differensiallanuvchi bo'lishi
in hun u shu nugtada hosilaga ega bo'lishi zarur va etarli.

Isboti. Zarurligi y =/(.r) funksiya r,, nuqtada differensiallanuvchi bo'lsin

U holda ta’rifga ko'ra

Ay = AAx +a(Ar)Ax, e =A +a(Ax).
Bundan
lim— =1=/'(r0),
I (ro)

yani y =f(x) funksiya x0nuqgtada hosilaga ega
EtarlUigi. y =f(x) funksiya r0O nuqtada hosilaga ega bo'lsin U holda

I'(r,) = Iim%y. A=/'(r) belgilash kiritamiz, bunda a(Ar) =§¥---A funksiya
r r

Ar ->0da cheksiz kichik bo'ladi
Bundan
Ay = AAX +<r(Ar)Ar,

ya’ni funksiyaning r0 nuqtada differentsiallanuvchi bo'lishi kelib chigadi.
2-teorema Agar y =/(r) funksiya r,nuqtada differentsiallanuvchi bo'lsa,
ti holda u shu nugtada uzluksiz bo'ladi.
Isboti. y =/(r) fimksiya r,, nuqtada differensiallanuvchi bo'lsin. Ta’rifga
ko'ra Ay= AAr+a(Ar)Ar. Bundan J\imAy:liﬂrg(AAt+a(Ar)Ar)=O, ya’ni

funksiya rOnugtada uzluksiz.

Teoremaning teskarisi hamma vaqt ham o'rinli bo'Imaydi, ya’ni funksiyaning
biror nugtada uzluksiz bo'lishidan uning shu nuqtada differensiallanuvchi bo'lishi
hamma vaqt ham kelib chigmaydi. Masaian, y =|r —3| funksiya r =3 nuqtada
uzluksiz bo'lsa ham u shu nuqgtada hosilaga ega emas (2-misol), ya’ni
differensiallanuvchi emas.

Agar y —/(r)funksiya (0;A) intervalning ([«;/>] kesmaning) har bir
nuqtasida hosilaga ega bo'lsa, u shuintenalda (kesmada) differensiallanuvchi
deyiladi
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2.6.4. Funksiyaning differensiali*

Differensiul tushunchasi

Y =1f(x) funksiya (a,b) intervalda aniglangan bo’lib, x, e (a:b) nugtada
differensiallanuvchi boisin. U holda Ay =/'(x 0)Ax + a(Ax)Ax bo’ladi.
3-ta’rif. y =f(x) funksiya orttirmasining Ax ga nisbatan chizigli bo’lgan
bosh gismi f'(x0)Ax ga y =/ (x) funksiyaning x, nuqgtadagi differensiali deyiladi
va dy (yoki df(x)) bilan belgilanadi:
dy =f\ x a)Ax. (6.8)

Erkli o'zgaruvchi x ning, ya’ni y =x funksiyaning differensialini topamiz

y'=x'=1 bo’lgani uchun
(1.8) formuladan dy-dx =Ax kelib
chigadi, ya'ni erkli o’zgaruvchining
differensiali uning orttirmasiga teng:
ox = AX.

Shu  sababli  (6.8) tengiikni
quyidagicha yozish mumkin:

dy =f'(xt)dx. (6.9)

boshgacha aytganda, funksiyaning
differensiali funksiya hosilasini bilan

erkli  ozgaruvchi differensialining
Ko 'paylmasiga leng.

(6.9) tenglikdan f(xJ =d— bo'la-
X

di, ya’ni funksiyaning x0 nuqtadagi hosilasi funksiyaning shu nugtadagi
differensialining argument differensialiga nisbatiga teng .

Differensialning geomettik ma’nosi

Differensialning  geometrik ~ ma’nosini  aniglaymiz.  Bunig  uchiui
y =f(x) funksiya grafigiga M a(x0;/(x u)) nugtada MT" urinma o’tkazamiz va bu

urinmaning x0- Ax nuqtadagi ordinatasini qaraymiz (36-shakl).
MNQ uchburchakdan NQ =tgipQAx =dy ekanligi kelib chigadi.
Urinmaning geometrik ma’nosiga ko ra lggn=/'(x,,).
Bundan NO =/'(x0)Ar=dy.
Demak, y =/(x) funksiyaning x, nugtadagi differensiali funksiya grafigiga
M O(x0;/(x,,)) nugtada o’tkazilgan urinmaning orttirmasiga teng. Bu jumla
differensialning geometrik Ta nosini ifodalaydi.
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Differensialning taqribiy hisobhishlarga tatbiqi

Ko'pchilik masalalarni yechishda y =/(x) funksiyaning xH nugtadagi
mritirmasi funksiyaning shu nuqtadagi differensialiga tagriban almashtiriladi, ya’ni
\r ' dy deb olinadi. Buni f(x)» /(x,,) +/'(x,,)x ko’rinishdayozish mumkin.

Bunday almashtirish yordamida biror A migdoming tagribiy qiymati
ipiyidagi tartibda hisoblanadi:

I. A ni v nuqtada biror /(x) funksiya giymatiga tenglashtiriladi: A= /(x);

2". X, nugta x ga yaqgin va /(x,,) ni hisoblash qulay qilib tanlanadi:

3" /(x,,) hisoblanadi;

4” f'(x,,) hisoblanadi;

5% X, 1(x0), /'(*,) giymatlar /(gr) » f(xJ +f"(xu)Ax formulaga
qu'yiladi.

-I-misul. 2,008’ ning taqribiy giymatini toping .

Yechish.

1" N=2,008! /(x)=x!deymiz, uholda f(x) =A va x=2,008;

2°. X, =2 deb olamiz;

3" /(x,,) =2>=8;

4" ['(*)=3x\ f\x,) =12

5% /(X )« O x0)+/'(xBAXx= 8+ 12 0,08 = 8,096.

2.6.5. Yig'indi, ayirma, ko*paytina va bo'linmani
differensiallash

Funksiyaning hosilasi ta'rifidan foydalanib ikki funksiya yig’indisi, ayirmasi,
ko'paytmasi va bo'linmasini differensiallash goidalarini keltirib chigaramiz.
I-teorema. Agar u=u(x) va v=v(x) funksiyalar x nuqgtada

differensiallanuvchi bo'lsa, u holda bu funksiyalaming yig'indisi, ayirmasi,
ku'paytmasi va bo'linmasi (bo'linmasi v(x) * Oshart bajarilganda) ham x nuqtada

differensiallanuvchi vaquyidagi formulalar o'rinli bo'ladi®:

IMvi- vU
1Lowtv)y=U"+v; 2. (1 ev) = m'v + v'm; 31—-1= . (v*0).

Isboti. 1 Funksiyaning hosilasi va limitlar hagidagi teoremalardan
liiydalanib topamiz:
(Ut v) =lim (u(x+ A»)* K* + AX)) ~ (M(x) £ vjx)) =
* Kr J AN
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u(x +An) - nu(n) + v(*+An) - yr)
An
tUmKE +4£b K £)

W) 4jc 'M&I{y }’E@m_m tv.

2. Formulani isbotlashda 2.6.3. banddagi 2-teoremadan foydalanami/.:
X nugtada differensiallanuvchi v =w(x) va v=v(x) funksiyalar shu nugtada

uzluksizbo‘ladi. Shusababli Ax->0 da Aw->0 va Av-vO.

-Hw Im +Ax) (X

(My) =limt(* + Ay) v(* + AX)-w(xX)v(x) =
Ly AX
- (W(x) + Aw) - (v(x) + Av) - w(x) *v(X)
" AX
lim w(x) V(X) +w(x) cAv + v(X) AW+ AW AV - W(X) *V(X)
AX

+ I|mAv Ilmm u'm+uw'+0ew=wv+ V.

w(x + AX) _ w(x) w(x) + AW w(x)
i w(X) ev(x) + v(X) sAwv- W(X) *V(X) - W(X) *Av V-Aw-w Av
Aw . . \
V - —— W= V- | im e « lim— ,
t AX AX **>AX VAX Uuv-vu
0 vli+veAv vs+VvelimAv vJ

2.6.6. Teskari funksiyani differensiallash

Y=1f(x) funksiya teskari funksiya mavjudligi hagidagi teoremaning
sharllarini ganoatlantirsin va x =<p(y) teskari funksiyaga ega bo‘lsin.
2-teorema. Agar y =/(x) funksiya X nugtada f\x) * 0 hosilaga ega bo'lsa,
uholda x=<p(y) funksiya mos y =f[x) nuqtada differensiallanuvchi bo'iadi va

fsboti. x = <p(y) funksiyaning argumenti y ga Ay * 0 orttirma beramiz
Uholda y =/(x) funksiyaning gat’iy monotonlidan x = <p(y) funksiya Ax* 0
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AX
uillirma oladi. Shu sababli — =—— kabi yozish mumkin.

AX
X-<P(y) teskari funksiya y nuqtada uzluksiz bo'lgani uchun Ay->0da

\i ->0 bo'ladi: Ax -> Oda oxirgi tenglikning o‘ng gismi —— (/'(*) *0) ga,
1(*)

ilmp gismi <p'(y) hosilaga teng bo'ladi
Demak,
. 1
Y =—
1'(X)
Shunday qilib, teskari funksiyaning hosilasi berilgan funksiya hosilasining
teskari giymatiga teng.

2.6.7. Murakkab funksiyani differensiallasn

y =f[u) va u=<p(x) bo'lsin. U holda y =f(tp(x)) funksiya erkli argumenti
i dan va oraliq argumenti u dan iborat murakkab funksiya bo'ladi
3-teorenia Agar un=<p(x) funksiya x nuqgtada tp'(x) hosilaga va
i /(h) funksiya mos u=<p(X) nuqtada f'(u) hosilaga ega bo'lsa, u holda
t(<p(x)) murakkab funksiya x nuqtada differensiallanuvchi boiadi va
y'(x) =fu)tp’(x).
Isboti. y =/(1) funksiya u nugtada differensiallanuvchi bo'lgani uchun

\V=f'(u)Au +a(Au)Au bo'ladi Bundan — =/'(h)— +a(OH)— .
AX AX AX

n=tp(x) funksiya x nuqtada hosilaga ega. Shu sababli u = <) funksiya

X nugtada uzluksiz va Ax —0da AH —0.
U holda

Ny =/ () Ky, + AeAiAn) lim g
Bundan y'(x) =/'(n) <p'(n)+0-<p'(x)
yoki
y\x) =f'(u) p\x).

Shunday qilib, murakkab funksiyaning hosilasi berilgan funksiyaning oraliq
argument bo'yicha hosilasi bilan oralig argumentning erkli argument bo'yicha
hosilasining ko paytmasiga teng.

Bu qoida oralig argumentlar bir nechta bo'lganda ham o‘z kuchida goladi.
Masaian, y =/(n), n=g(v), v=Ii(x) bo'lsa, yx=y'u u[ v' boiadi

y =/(H) va n=<pX) differensiallanuvchi va y =f (cp(x)) murakkab funk-
siyani hosil giluvchi funksiyalar bo'lsin.

Murakkab funksiyaning hosilasi hagidagi teoremaga ko'ra y[ =y'u' bo'ladi.
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Bu tenglikning har ikkala tomonini dx ga ko'paytiramiz:
y'A =y'jidx.
Endi y'dx=dy va u’dx=du ekanini hisobga olsak,
dy = y'udu.
dy =y'dx va dy =y'wdu formulalami solishtirish ko'rsatadiki, y —/ ( x) funk-

siyaning differensiali argument erkli o°‘zgaruvchi yoki biror argumentning
funksiyasi bo‘lishidan gat’iy nazar bir xil formula bilan topiladi.
Differensialning bu xossasiga differensialmng invariantlik xossasi deyiladi.

2.6.8. Asosiy elemental’ funksiyalarning hosilalari*

Asosiy elementar funksiyalarning hosilalarini topishda ekvivalent cheksiz
kichik funksiyalardan, teskari va murakkab funksiyalami differensiallash
formulalaridan hamda yig‘indi. ayirma, ko'paytma va bo'linmani differensiallash
goidalaridan foydalanamiz.

1 O'zgarmasfunksiya y =C(C eR).

O'zgarmas funksiya xeR da o'zining giymatini saqlagani uchun ixtiyoriy
nuqtada uning orttirmasi nolga teng bo'ladi Shu sababli

(©)'= g~ bz = ©
2 Darajalifunksiya y =x°,bunda a eR, a ®0.

Bu funksiya uchun x >0da

bo'ladi. Bundan

Endi Ax—yOda —1 ~ a — ekanligini hisobga olsak.

bo'ladi. Dernak,

(x") =ax*".
Xususan,

3. Korsatkichlifunksiya. y =a\ bundaaeR, a>0, a® 1

Bu funksiyaning orttirmasi Ay =ax%l-a* =a*(a' -1) bo'lgani uchun



S a' - - bo'ladi. Bundan Ac-»0da a”-I'Aclna ekanini hisobga
Ac Ac

olsak,

bo'ladi. Demak,
(o) =a' Ina
Xusnsan, (e')'=e".
4. Logarifmikfunksiya, y =logu.r, bunda ae R, a>0, a * |
V=log,x funksiya x =ar funksiyaga teskari funksiya. Bunda oldingi

Imnddagi formulaga ko‘ra x'(y) =aylna.

U liolda
1

=)= x\y-f: ayfna xIna
Demak,

(109, %)"= |2
Xususan, (Inx)'=—

X
5 Trigononietrikfunksiyalar. T.y =sinx funksiyaning orttirmasi

Oy =sin(x + Ac) - sinx =2sin® cosjr+" j,

Ax
stnnﬂxcos(x+ —
Ay_ 2 I 23
Ac AX
Butenglikdan Ax->0da sin”® ~ ni hisobga olib, topamiz:
Ac J AxN
2 codx+— . \Y
lim— = lim—------- oo — = limcos| x +— 1= cos(x +0) = cosx.
A %0 o y Ax-*0 Ac \ 2 )
Demak,
(sinx)’ = cosx.

2" v=cosx funksiyaning hosilasini murakkab funksiyaning hosilasi
lonnulasidan foydalanib topamiz:

(cosx)'="sin”-xjj =cos[ f-jr] [ f _x] =COS(f ~x) ¢(-!) =-sinx.

Demak,
(cosx)' =-sin x.
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Mundan

arcctgx)'=——r
( 9 1+ X

2.6.9. Differensiallash goidalari va hosilalar jadvali

Keltirib  chiqarilgan differensiallash qoidalarini va asosiy elementar
lunksiyalarning hosilalari formulalarini jadval ko'rinishida yozamiz.
Amalda ko'pmcha murakkab funksiyalarning hosilalarini topishga to'g'ri

keladi. Shu sababli quyida keltiriladigan formulalarda "o argument "u" oraliqg
aigumentga almashtiriladi.

Differensiallash goidalari:

L m+v)=u=zVv, n=u(x). v=v(x) - differensiallanuvchi funksiyalar;

2. (me»)=u’v+hv, xususan (Cm)'=Cwu', C-0'zgarmas son;

4- Y. =— .agary =/(gr) va x =<p(y),
K

5 Y. =Yu\ agar Y=/(«) va n=<px)

Asosiy elementarfunksiyalarning; hosilalarjadvali-.

L(C)=0; 2. (n")' =amn -
3. (a")'=a"lnga-«', xususan (e“)'=e"“-u";
4. (log,,i/)' = oW/, xususan (1nn)'=— u';

nlna "
5. (sin/l)' = cosh w'; 6. (cos«)'=—sinM i/

COSH sm u
10. (arccosH)' =—. .oy
1+ H 1+H
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Keltirilgan diferensiallash qoidalari va asosiy elementar funksiyalarninn
hosilalar jadvali bir o'zgaruvchi funksiyasi differensial hisobining asosini tashkil
giladi. Ulami bilgan holda har ganday elementar funksiyaning hosilasini topis)i
mumkin. Bunda yana elementar funksiya hosil boiadi.

5- misol. f(x) =5" +arcsinx +x Inx funksiyaning hosilasini toping.

Yechish. Hosilani topishda differensiallashning 1,2 qoidalari va 3,4,9 foi
mulalaridan foydalanildi.

| |
/'(x) =(5° +arcsinx + xInx)’= (5*) + (arcsinx)'+(xInx) =5"1In5+

+ . ! m+ X’Inx + x(Inx) :5'|n5]-|-l>l +1Inx+x-—:
vV T2 X

=5XIn5+ * ...+Inx+1.

2.6.10. Yugqori tartibli hosilalar va differensiallar

Yuqori tartibli hosilalar

f(x) funksiya biror (a,b) intervalda aniglangan bo‘lib, shu intervalda
differensiyallanuvchi bolsin. U holda / ’(x) hosila xe(a.b) ning funksiyasi

boiadi Shu sababli bu funksiya uchun hosilaning mavjudligi va uni hisoblash
masalalarsini garash mumkin.

fAx) ga birinchi tartibli hosila deyiladi. /(x) funksiyaning f ’(x)
hosilasidan olingan hosilaga ikkinchi tartibli hosila deyiladi. Ikkinchi tartibli hosila
mavjud bo'lsa bu hosiladan olingan hosila uchitwhi tartibli hosila deyiladi va
hokazo. Bunday hosilalar ikkinchi tartiblidan boshlab yuqori tartibli hosila
deyiladi va y\ymyw...jrwf.. (yoki f\x),fmx)Ja{x),..«"\x),...

% [ % "% m -) ) ket belgjlered
6- misol. y = XsInx bolsa vI"(3)ni toping,
Yechish y = (x3)1n x + x5(In x)' = 3x: Inx + xk—=X: (3Inx+ 1)
y' = (x:@InX +1))' = (x:)' BINX+ )+ x*@Inx + 1) =

=2x(3Inx + 1) + x3-- =x(6Inx +5);
X

y" =(X(61lnx +5))' = x'(61nx + 5) + X(61nx + 5)' =61nx + 5+ X e—=61nx +11;
X

yw = (6Ilnx +11)' =— Bundan v‘4»(3):.3:2_
X

120



Ikkinchi tartibli luisilaning mexanik nut’nosi

M moddiy nuqgta s =s(t) gonun bilan to'g'ri chizigli harakat gilsin. U holda
\(0 moddiy nugtaning t vaqgtdagi tezligini ifodalaydi: s'(/) = v(/).

Nugtaning / vaqtdagi tezligi v(f), /+ A/ vaqtdagi tezligi v(/) + Av bo'lsin.
vii m At vaqt oralig'ida nugtaning tezligi Avga o'zgarsin.

A

EV nisbat to 'g ri chizigli harakaula nugtaning At vaqt oraligidagi ortacha
li.lanishini ifodalaydi. Bu nisbatning A/ ->0dagi limiti M nugtaning berilgan

A
I vaqgtdagi tezlanishi deyiladi va u a(t) bilan belgilanadi: Iim—v-a(l). ya’ni

i (t)-a(t). Shusababli
a(t) =sfy.
Demak, moddiy nuqta harakat gonunidan t vaqt bo‘yicha olingan ikkinchi

imtibli hosila to‘g‘ri chizigli harakatda nuqtaning / vaqtdagi tezlanishtga teng
llu tasdig ikkinchi tartibli hosilaning mexanik Ta nosini ifodalaydi.

Yugori tartibli differensiallar

Biror (a.b) intervalda differensiyallanuvchi y =f(x) funksiyaning
<i wmy'(x)dx differensiyali birinchi tartibli differensial deyiladi. U holda
d(dy) =d {f(x)dx) = (f\x)dx) dx =f *(x)dx dx
differensialga ikkinchi tartibli differensial deyiladi va
d'y =f ’(x)dx
kabi yoziladi, buyerda dx' bilan (c/.r): belgilanadi.

Ikkinchi tartibli differensialdan olingan differensial uchinchi tartibli
differensial deyiladi va hokazo n-tartibli differensial deb (n- 1)-tartibli

differensialdan olingan differensialga aytiladi va d"y =f w (x)dx" kabi yoziladi.
Bundan y"'(r)=-~r> yam Y =f(x) funksiyaning n -tartibli hosilasi

lunksiya «-tartibli  differensialning argument differensialining «-darajasiga
nisbatiga teng boMishi kelib chigadi.
7-misol. y =x4+3x-1 bo’lsa, d\v ni toping.
Yechish. y'=4,r"+3, y" = 12x~, ym=24x. Bundan
d'y =ymx)dx' = 24xdx".

2.6.11. Mashqlilr
2.6.1. Hosila tarifidan foydalanib funksiyalaming hosilasini toping:
/(x) =V3*-l; 2) I(x) =In2.r,
t) f(x) =e-5, x0=0; 4) /(*) =In(l-4x), x, =0.



2.6.6. Kimyoviy reaksiyada modda miqdori 0(1) = m(1+ae~u) gonun bilan o'/garadi
Kimyoviy reaksiya tezligini O(l) ning funksiyasi sifatida aniglang.

2.6.7. Bakteriva kun davomida pH) = 10° + H)4z—oV qgonun bilan ko'payudi
Bakteriyaning ko'pavish tezligini aniglang

2.6.8. Ko'p gon yo'qotganligi sababli bemor gonidagi (emir migdori 210 mg. kamaygun

Qon tiklanishining vetishmovchiligi t sutka davomida p(t) =210e ' qonun bilan kamavadi
Bemor qonidagi temir migdorimng vaqt Ixi'yicha tiklanish tezligini toping. Bu tezliknmg
boshlang'ich (qon quyilishi) vaqtidagi va 7 cutkadan key'ingi giymatim hisoblang.

2.6.9. Difterensiallash qoidalari va formulalaridan fbydalanib berilgan funksiyalaming
hosilasini toping:

l)y =3x*--U3+In2; 2)y = —x6+3x* -2x;
r 6
EaN
S =g 3 -

S)y = (x-5)4(x +3)3;

7)Y =\1(4x+3)r\
» "M ;
9.y LY.
2' -y 10, Inx-e
| +cosx.
1) y = -t ; 12)y = I+tgx;
l-cosx \-tgx
13)y =tgx-ctgx\ .14)y:_>5_s_!_r1_>5_-_£:_<_):s_x ;
XCOSX+Sm X
15) v = tog, e; 16)y = 4sin: x-31gx +4cos:
17),v=il4-3x!; 18)y = arcsin VXx;
19)y = cos4.x-sin4x; 20)y=1In";
6 x+3
21) y =exto; 22) y = e~'(sin X + cosx);
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2.6.1t). Berilgan x=<p (v) lunksiyalur uchun y hosilani topmg:

I» M
=— = 2)r=e 3) i =2sm>"; 4) r = 3ctgy.
I+y
2.6.11. Quyidagi sonlarni differensial yordamida tagriban hisoblang
2) In1,007, 3) cos61”; 4) (/k03.
2.6.12. Quyidagi lunksiyalarning berilgan nuqtailagi tagribiy giymatini differensial

vuidamida hisoblang:

2.6.13. Berilgan lunksiyalarning birinchi tartibli differcnsialini loping:

2.6.14. Berilgan lunksiyalarning ikkmoci tarlibli hosilalarini toping:
><=sinx’; 2)jl=cos—; 3),y =e*"; 4)y/ = InJx+Inx3
2.6.15. Berilgan liosilalar uchun y w ni toping:

' =x?Inx: 2)y =-—«. 3)y =e’u; 4)y =xe*.

2.6.16. Berilgan egrichizigga M 0(x0,yt) nugtada o'tkazilgan urinma va normal
li nglamalarmi tuzing:

2) ,i'=sinx. A/0(x.0).

2.7. DIFFERENSIAL HISOBNING
ASOSIY TEOREIMALARI

2.7.1. Ferma teoremasil

Differensiallanuvchi funksiyalarning nazariy va amaliy ahamiyatga ega
bo Igan teoremalari bilan tanishamiz.
1-teorema (Ferma teoremasi). f(x) funk- y
siya (a,b) intervalda aniglangan bo‘lib, bu
mtervalning biror ¢ nuqtasida ozining eng .
knila (eng'Kikhik) giymatiga—ega b8fsin. Jagar ~W
limksiya ¢ nuqtada chekli hosilaga ega bo'lsa.
n holda

bo'ladi.

Isboti.  Aytaylik, y =/(x) funksiya
» m(a\b) nugtada o°‘zining eng katta giymatiga
ega bo'lsin. U holda Vxe(a;i) uchun
[(x)</(c), ya’ni /(x)-/(c)< 0 bo'ladi.
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y =/ (a) funksiya ¢ nuqtada hosilaga ega. Shu sababli bu nugtada
funksiyanmg o'ng va chap hosilalari mavjud va

/'(c) = lim ‘- o (x>c), (7.9
F(c):}j'i_@o A >0 (x <c). (72)
/:(c)=/Nc)=/'(c) (7.3)

bo'ladi.

(7.1), (7.2) va (7.3) munosabatlardan /'(c)=0 bolishi kelib chigadi

Funksiya c¢ nuqtada eng kichik giymatga ega bo'lgan hoi uchun teorema shu
kabi isbotlanadi

Ferma teoremasimng geometrik talgim quyidagicha bo'ladi: y =/(x)
funksiya ¢ nuqtada eng katta (eng kichik) giymatga erishsa va /'(c) hosila
mavjud bo'lsa , /(x) funksiya grafigiga A/(c;/(c)) nuqgtada o'tkazilgan urinma
Ox o0'qqa parallel bo'ladi (37-shakl).

[#;4] kesma uchun Ferma teoremasi hamma vagt ham o'rinli bo'lmaydi
Masalan, /(.r) =x funksiya [0;1] kesmada o'zining eng katta (x = 1da) va eng
kichik (x = 0da) giymatiga erishadi. Bu nugtalarda hoisla /'(x) = 1”0,

2.7.2. Roll teoremasi8

2-teorema {Roll teoremasi). f(x) funksiya [a;A] kesmada anigiangan,
uzluksiz  va /(sa) =f(b) bolsin. Agar funksiya (2;6) intervalda
differensiallanuvclu bo'lsa, u holda shunday ce(a.b) nugta topiladiki,
I'(c) =0
bo'ladi
Isboti. Shartga ko'ra /(x) funksiya [s;/1] kesmada anigiangan va uzluksiz.

U holda Veershtrassning 2-teoremasiga ko'ra funksiya shu kesmada o'zining eng
katta giymati M ga va eng kichik giymati m ga erishadi. Bunda M =m bo'lsa,
/(x) funksiya [a\b] kesmada o'zgarmas va shu sababli Vxe (a\b) uchun

/'(x) =0 bo'ladi.

Agar M *ni bo'lsa, /(x) funksiya M va m giymatlardan biriga biror
¢ 6 (9;11) nugtada erishadi. Bunda Ferma teoremasiga asosan /'(c) =0 bo'ladi.

Roll teoremasi ushbu geometrik talginga ega: [a;A] kesmada uzluksiz,
(a.b) ntervalda differensiallanuvchi va kesmaning chetki nuqgtalarida teng
giymatlar gabul giluvchi funksiya grafigida chunday (c;/(c)) nugta topiladi va
bu nuqtada funksiya grafigiga o'tkazilgan urinma Ox o'giga parallel
bo'ladi (38-shakl).

1- misol. Roll teoremasi o'rinli bo'lishini tekshiring: 1)/(x) =xJ—3x-4
funksiya uchun [0:3] kesmada; 2)/(x) =(/? - 1funksiya uchun [ 1] kesmada.
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Yeflush.1) /(n) =pml-3ar-4  funksiya [0;3] kesmada uzluksiz,
ilifferensiallanuvchi va uning chetki nugtalarida bir xil giymatga ega:
/(0)=/(3) =-4. Shu sababli, bu funksiya uchun Roll teoremasi o'rinli bo'ladi.

i ning f'(x) =0 bo'lgan giymatini topamiz. J\x) =4x-3 =0. Bundan x=4—.
2) f(x)=\[x*- 1 funksiya [%1] kesmada uzluksiz, /(—)=/(1)=0,
21 .
f'(x)=?j\=|. Bu hosila x=0e(-I;l) nuqtada mavjud emas. Demak, bu
X

I'unksiya uchun Roll teoremasi o'rinli bo'lmaydi.

2.7.3. Lagranj teoremasi

3-teorema (Lagranj teoremasi). f(x) funksiya [a;ft] kesmada aniglangan va
ii/luksiz bo'lsin. Agar funksiya (a,ft) intervalda chekli hosilaga ega bo'lsa,
nholda shunday ce(a;ft) nugta topiladiki,
m - m -1(«) (7.4)
ft-a
bo'ladi.
Isboti. Teoremani isbotlash uchun yordamchi
Fix) =fix) - /(«) - /(<?2-~/(a) <x- a)
ft-a

lunksiyadan foydalanamiz = Shartga ko'ra f(x) funksiya [a;ft] kesmada
aniglangan, uzluksiz va (a\h) intervalda hosilaga ega bo'lgani uchun F(x)
funksiya ham [a;ft] kesmada aniglangan, uzluksiz va (a;ft) intervalda hosilaga
ega bo'ladi. Bunda

F'(x) =f (X) -/(bt))~af{a)' F(a) =F(b) =0. (7.5)

Demak, F(x) funksiya Roll teoremasining barcha shartlarini ganoatlantiradi.

Il holda biror ce(a;ft) nugta uchun F'(c) =0, /'(c)- —b—" A =0 bo'ladi.

Bundan /'(c)=Zi*LJM
b-a
Teoremaning geometrik talginini beramiz.

[Ift)—fi*j) qgjymat funksiya grafiginina A(a,f(a)) va B(b\f(b)) nuqtalari
b-a

uigali o'tivchi kesuvchining burchak koeffitsiyentini aniglaydi. Teoremaga ko'ra
millunday c £ (a,ft) topiladiki, C(c;/(c)) nugtada funksiya grafigiga o'tkazilgan
urinma AB kesuvchiga parallel bo'ladi (39-shakl).
(7.4) teklikdan
f(b)-f(a) =f'(c)(h-a) (7.6)
kolib chigadi.
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Bu formulaga Lagranjfonnulasi yoki chekli ayirmalarfomiulasi deyiladi

Agar a =X, b =x +Ax desak, Lagranj formulasini
I(x +Ax)-/(x)=/'(c)AX 7.7)
ko'rinishda yozish mumkin.
ce(a:b) bolgani uchun c =a +B(b - a), 0<B <\, deyish mumkin.
U holda (7.7) tenglik
f @+ Ac)- /(c) =f\x +0Ax)AX
ko’rinishni oladi
Langranj teoremasi yordamida Av»</v taqribiy tenglikning anigligim
baliolash mumkin. Buning uchun f(x) funksiya ikkinchi tartibli uzluksiz
/*(x) hosilaga ega bo'lsin deb, topamiz:
Av- dy =(/(x +AX) - /(x)) - I"'(xyjx =f'(c)Ax - ['(X)Ax =
=U ' ( ¢ ) ~ =f’(c,)(c- X)Ax, buyerda c, e(c;x).
Demak, Ay - dy =/'(c,)(c-x)4x. A7 = max|/*(x)| bolsin.
|c-x|< Axva /"(c,)<M tengsizliklami hisobgaolib, topamiz:
\Ay-<X)\iiM | Axf .
Lagranj teoremasidan quyidagi natijalar kelib chigadi.

1- nutija Agar biror intervalda funksiyaning hosilasi nolga teng b
funksiya shu intervalda o zgarmas bo ladi.
2- natija Agar biror intervalda ikkita funksiya teng hosilaiarga ega bc

funksiyalar bir-biridan 0'zgarmas qo'shiluvchiga farq giladi

2-misol. arcsinx + arccosx =—, x6[-1,1] ekanini isbotlang.

Yechish. f(x) =arcsinx +arccosx deb olsak, (—%1) oraliqda
1 1
/'(*> = . m=0
yjl-x1 Vi-y
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U holda 1-natijaga ko'ra f{x) =C, ya’ni arcsinx +arccosx =C. C ning
ilivmatini topish uchun x ga (—%1) intervaldagi giymatlardan birini, masalan

« 0 ni go'yamiz: arcsin() +arccosO =C yoki y =C. Bundan
. A
arcsin.v + arccosx = >

2.7.4. Koshi teoremasi*

4-teorema (Koshi teoremasi). f(x) va g(x) funksiyalar [a,b] kesmada
amglangan va uzluksiz bo‘lsin Agar funksiyalar (a,b) intervalda
ilill'erensiallanuvchi va Vxe («/>) uchun g'(x) * 0 bo'lsa, u holda shunday

i (a,b) nugta topiladi va
m-f(a) _f'(c)
9(*)-g(«) g\c)

(7.8)

bo'ladi.
Isboti. Teoremaning g'(x) O shartiga ko'ra (7.8) tenglik ma'noga ega
bo lishi uchun g(b)* g(a) bo'lishi kerak. f(x) va g(x) funksiyalardan ushbu

*) = -/ - *) -
FEY=AX) - 1@) - o ®O0) - 8(a)

limksiyani tuzamiz. Bu funksiya [a\b] kesmada amglangan, uzluksiz va
|<»JT) intervalda hosilagaega. Bundan tashqari

nx)="f\x)-f{% ~f{° \X
V=IO -4y L9
va F(fl) =/"(>) = 0 bo'ladi.
Demak, F(x) funksiya Roll teoremasining barcha shartlarini ganoatlantiradi
va biror ce (a,b) nugta uchun F'(c) =0, ya’ni

bo'ladi. Bundan
m - m /'(c)

g(b)-g(a) g'(c)
2.7.5. Lopital teoremasi
5-teorema (n—ko‘rinishdagi anigmasliklarni ochishning Lopital qoutasij,
>, nugtaning biror atrofida / (x) va g(x) funksiyalkar uzluksiz differensiallanuv-

<dn va g'(je) * 0 boisin. Agar lim /(x) =0.lim g(x) =0 va lim
9'(x)
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va lim f "( ) =K (chekli yoki cheksiz) limit mavjud bo'lsa, u holda
g (X

lim 7.9
09 g 9
bo'ladi.

Isboli. f(x)va g(x) funksiyalar uchun x0 nuqtaning bimr atrofida yotuvchi
[x0;x] kesmada Koshi teoremasini qo'liaymiz.

Bunda IXKJG<x0) = E]-fc-g va /(*e*) = «(*0)=0 hisobga olinsa,

(7.10)
g(x)  «'(c)
hosil bo'ladi, buyerda ¢ nuqgta x va.vOnugqtalar orasida yotuvchi biror son.
x->xbda ¢ ham xa ga intiladi. (7.10) tenglikda limitga o'tamiz:
Um/W =um /M
«(X) g\c)
lim - =K ekanidan lim Shu sababli lim —— =1lim — .
g (X) «*. g (c) 9(x) 9 '(x)

Izohkv: 1 1-teorema f(x) va g(x) funksiyalkar x =x, da aniglanmagan,

ammo lim /(x) =0va lim g(x) =0 bo'lganda ham o'rinli bo'ladi. Bunda
JT-Mp

/(.r¢)=1lim /(x) =0 va xj =1lim g(.t) =0 deb olish etarli.
(.r) X_,ﬂ() g(JHﬁkg()

2. l-teorema x ->oc da ham o'rinli bo'ladi. Hagigatdan ham x =— deb,
z
topamiz
3. f'(x) va g'(x) funksiyalar 1-teoremaning shartlarini qanoatlantirsa,

teorema takror go'llanishi mumkin:

ira/W =iimfW .Im£M

= 9(x) 9'(x) 9"(x)
3-misol.  lim —-—*+1IX limitm toping.
i-i  e*—e

Yechish. /(x) =xs—1+Inx, g(x) =e”-e funksiyalar n = 1 nuqta atrofida
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uniglangan. lim /(x) =lim g(x) =0, ya’ni— ko'rinishdagi anigmaslik berilgan
<« (5| (0]

U holda I-teoremaga ko'ra

lim/M 3
g(x) gx) 11 e e
Dcmak,
. xJ-1 +Inx 3
lim =-m-memmmeeeie— -
»I e‘-e e

o ko'rinishdagi anigmasliklami ochish hagidagi teoremani isbotsiz
keltiramiz.
6-Icorcina j*— ko'rinishdagi anigmasliklami ochishning l.opital qoidasi'j

i, nugtaning biror atrofida /(x) va g(x) funksiyalkar uzluksiz, differen-
unllanuvchi va g'(x)*0 bo'lsin. Agar I)ié;let/(x) =lim g(x) =00 bo lib,

lim - ~  limit mavjud bo'lsa, u holda lim =lim LS£I. bo'ladi
* g (O «b g(X) *=o g'(x)

4-  misol. lim Jimitni toping.

*>\t\(e"-ea)
1
Yechish, 1Mk - -—— =(—I=lim——=ljm & ~¢23 - (01
In(e*-e") e’ *®e'(x-a) toj
e p
- lim =lim = ! =l

e‘(x—a) +e" -<I<|+(X-U)_ I+ (a-a) 140

0 [04]
-Ova — ko'rinishdagi anigmasliklarga asosiy anigmasliklar deviladi.
(04}
Ooo yoki co-co ko'rinishdagi anigmasliklar algebraik almashtirishlar

yurdamida asosiy anigmasliklarga Kkeltiriladi.
0°, o0® yoki I ko'rinishdagi anigmasliklar /(x)HEl) =e*h/(,> formula

vordamida O oo anigmaslikka keltiriladi.
5- misol. limx'Inx limitni toping.
\

Yechish [jmx!Inx = (0ao) ooy i X
E

I i =0.
we 3I|m><J 0
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6-misol. lim"——/gxj limitni toping.

Yechish lim"—c/gxj=(»-») =limf SmJf rcosx

xsinx ) 10
. _COSX - COSX +Xsinx .. Xsinx
= lim---—-- e =lim
ek SinX + XCOSX ,40sinx + xcosx MO
" SiNX+XCcoSx 0 .,
=1im =—=0.

«* cost+C0OSX-XSinx 2
7- niisol. I(i:rrg x"“** limitni toping.
2

lim -,-
Yechish. limx™' = (0“)=ljmek =€™ =e¢ mt=

-lun=~ s
-e - *ze ~ ze — 1 =e¥=1.

2.7.6. Teylor teoremasi*

7-teorcma (Teylor teoremasi). /(x) funksiya xt nuqtaning biror atrofuda
aniglangan bo'lib, bu atrofda (n+1)- tartibligacha hosilalarga ega va
/ I"™*(x) hosila x, nugtada uzluksiz bo'lsin. Uholda

> 215+ RN (e x)
: !
7.11
Al (n+1)! (7.11)
bo'ladi, bunda c¢=xt +0(x-xc), O<0 <1.
(7.11) tenglikka Teylor formulas! deyiladi.
Ishoii Awal
AX XjEl(xj+/ N (x-xj+m_x -x O)~...+q N
1 2! n
KAx) =f{x)-g>(x,xJ
m*1/ \
belgilashlar kiritamiz ~Bunda biror ¢ son uchun R ,(x):——IKX—X.,)"*'
(n+1)

bo‘lishi ko'rsatilsa teorema isbot bo'ladi
Endi x, nugtaning atrofida x(x>x0 bo'lsin) nugtani tanlaymiz va

[x0;x] kesmada
Ww=n*)-®é a)- . le fx0;x]
yordamchi funksiyani tanlaymiz.

130



F(t) funksiya [x0;x] kesmada usluksiz va differensiallanuvchi va

/N)=V40+~ -~p (N-0 +M2(Xx-0-"p(*-0,+ +

+/nnn(x-,r _ (z_r +(MiK x-irrw =
ul n X-x,, "
f O 40(x_t). + («+)(*-),,.,(*> (7.12)
h! (*-*»)"'

/=% da F(xJ=/(x) - <p(XX,) - R,,(X) =F,.,(X) - Rntl(x) =0 va/=x da
f'(x), i (x-xT_N,,,.(x)

MO =/(*)-f(x)- (x50

. f \x), i,
-x ) f A I/I.( X -X)
Demak, F(/) funksiya [xc;x] kesmada Roll teoremasining barcha shartlarim
i|.moatlantiradi. U holda shunday ¢ (x,, <¢ <x) nuqta topiladiki, F'(c) =0 bo'ladi
7.12) tenglikka ko'ra - f— ~ (x-c)* + (~+ =0.
(7.12) g n\ SR (x-x.rl
Bundan

() = =+ 1y -

</>(*l*”):/(*«l)+/\_y/\(*_.*”)_'_/\ p (* " *,)*+_ + A "*_)-

Ko phadga /i-tartibli Teylor kophadi, R "(X):W-_DI(X-X f 1 ga Teylor
liumulasining Lagranj ko rinishdagi qoldiq hadi deyiladi.

/1=0 da Teylor formulasidan (X)) =1(x,)+/'(c)(*-*c) yoki
/(x) —(x,,)=/'"(c)(x-xt) tenglik, ya’ni Lagranj formulasi kelib chigadi.
Demak, Lagranj formulasi Teylor formulasining hususiy holi bo'ladi

X, =0 da Teylor formulasining xususiy hollaridan yana biri

()OI Xt +n - xb 4% o (01 0<cdl

hosil bo'ladi. Bu formulaga Makloreiformulasi deyiladi.
Ayrim funksiyalaming Makloren formulasiga yoyilmasini keltiramiz:
e =t+2X+X 4 X +--§ ----- x"", xeR ;
1 2 a2+

2 sinx:x-’\x-+)\(--x—+...+(-1F‘— + (-1)"sincx , Xe R
If s 7 (2/1-1)! 21+ 2)
x-  r< o

3 OBx= 1 U T 5 C Y SR TICY oYo 1<) R— , XeR,
24 (2/1)! 21+
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4 (+x)" =1+ —X+———--xX5+..+ — -xX' +
\Y ’ I 2

+mjm-
(» +1)!
Xususan, n =m da

('I +X)" = | + pX +I’i£1___|_) X1+ .. + V}\(_H____]_')_ g_M_:g/I_:_Z_))_
1 (a-1)!
Formulalardan ba’zilarining isbotini keltiramiz.
1 f(x) =e* boisin.
U holda

~n)@i+cxyr, « xe(_1L);

fix) = fix)=Ffix)=..2F " (x)=cen

/(0) =/'(0) =/'(0) =...=f » (0)=1

Makloren formulasi quyidagi ko'rinishga keladi:

e =142+ +__,+i --f-*j-- !
1 2 ul (/»+l)l
2. /(x) =sinx bo'lsin.

U holda

f M(x)=sin®x+nulj, /[« (0)=Sinfne| j= it

Bundan
sinx = X WA X ot (C1) o + ('-I)"sihcx----)f---
3 5 7 (2w-I)! «
4 [(x)=(+x)“ bo'lsin.
U holda
fAx) =m(m-D..(/« - n+1)(1+xI"*],
/ w(0) =m(m —1)...(/a—n +1).

Bundan

+
t+x)” :1+m m(_[\_w__}z % /n(/w ...(m-/i D
1 Al
m(m - 1)'“('” T8+ o, xe (<L),
(« + D)1

Teylor formulasi funksiyalar giymatlari va limitlarini
hisoblash imkonmi beradi Masalan, /(x)
giymatini xatoligi s

ko'phadini shunday k darajasigacha olinadiki,

funksiyaning x =a

sizlikni ganoatilaniradigan n laming eng kichigi qgilib tanlanadi

132

0, n juft bo'lsa,

+X

(-1) 1, ntoq bo'lsa.

(7 13)

berilgan aniglikda
nuqtadagi
dan katta bo'Imagan aniglikda hisoblash uchun Teylor

bunda k son |/100)/<e teng-



8-misol. e sonini 0.001 aniqglikda hisoblang.
Yechish. f{x) =e' funksiyani garaymiz. Shartga ko'ra x =a =1 e =0,001.

(7 17) formulaga binoan n ning /,(1) = ------—<e =0,001 shartni ganoatlan-
liruvchi eng kichik giymati n =6, bunda 0<c<I.
Demak,
11 1
e«i+—|— + —+ 44— =
T 2 3 6!

=2+0,5+0,16667 + 0.04167 + 0,00833 + 0,00139 = 2.718.

2.7.7. 1Vhishqglar

2.7.1. Funksiya uchun berilgan kesmada Roll tcoremasi o'nnli bo'hshini lekshirmg
Agar o'rinli bo'lsa, teoremadagi c ning tcgishh givmatmi loping:

/(*) =4x-xJ+5, [0;2]; 2)I(x)=2-V?, [-1

2.7.2. Funksiya uchun berilgan kesma uchun Lagranj formulasidagi ¢ ning tegishli
givmatmi toping:

D/(*)=Ix5x+I, [0 2) 1(x) =x:-6x+1. [0:1).
2.7.3. Loopital qoidasidan ioydalamb limitlarm toping:
...X-arctgx
<1 Inx " 45 x1
. -V
N |.|mj’>\)-; 4) lim—:
: y .. 6) li IncoslIx1-
S) %IO@XJ. ) lira----- e
7) lim xth—; 8) I,j_!B(I-e")ctgx.
limf' - 11 10N ~oX
"SSI1* e*j x»alnx  Inx,
2
1) lim (?r-2x)*; 12) lim(cos3x)* ,

14) lim (x + 3x)*.

2.7.4. Ko'phadni (x—x,,) ning darajasi bo'yicha voying:
) P(,x)=x>+5x2—=3x+1, X, =-2; 2) P(x) = x4—2x5+5x-6. x0=2
2.7.5. Berilganlarni 0,001 aniglikda lusoblang:

1)810 36°: 2) cos32°;
3)\fe: 4) 1g 10,09.
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2.8. FI'NKSIYAILARNI HOSILALAR
YORDAMIDA TEKSIIRISH

2.8.1. Funksiyaning munofonlik shartlari'*’

1-teorema {fitnksiya monoton bo 'lishining zaruriy sharti) Agar (a;A) mter-
valda differensiallanuvchi /(x) funksiya shu intervalda o'suvchi (kamayuvchi)
bo'lsa, u holda \/xe(s;A) da

A*)*0 (/'(x)<0)
bo'ladi.

Isboti. f(x) funksiya (a;A) intervalda o'suvchi bo'lsin (a;A) Intervalnmg
ixtiyoriy iv a r +4v nugtalarini olamiz U holda Ax>0 bo'lsa, / (x + Ax) >f(x)
va Ax<0 bo'lsa, /(x +Ax)</(x) bo'ladi Ikkala holda ham

I(x +AXx)-/I(x) Q
AX

Teoremaning shartiga ko'ra f(x) funksiya (8;A) intervalda differen-

siallanuvchi. Shu sababli

f(x) funksiya (a;A) intervalda kamayuvchi bo'lganda teorema shu kabi
isbotlanadi

Bu teorema ushbu geometrik talginga ega: biror intervalda differen-
siallanuvchi bo'lgan o'suvchi (kamayuvchi) funksiya grafigiga o'tkazilgan
urinmalar Ox o'gning musbat yo'nalishi bilan o'tkir (o'tmas) burchak tashkil
giladi yoki ayrim nuqgtalarda Ox o'giga parallel bo'ladi (40-shakl) ((41-shakl)).

2-teorema  {funksiya monoton bo lishining etarli sharti). Agar
(a;A) intervalda differensiallanuvchi /(x) funksiya uchun Vxe(u;A) da

/'(x)>0 (/'(x)<0) bo'lsa, f(x) funksiya (a;A) intervalda o'sadi ( kamayadi).

Yy Yy
y- 1) V=100

O a c A T O n c b X

40-shakl 41-shakl
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Isboti. (a,b) intervalda fix) >0 boisin. Vx,,x2e(a;b), x, <x, nuqgtalami
olamiz.

f(x) funksiya uchun [x,,x,] kesmada Lagranj teoremasining shratlari
bajariladi. Shu sababli Lagranj formulasiga binoan  biror ce (xnx,) da
t(x,)-f(x1)=f'(c)(x2-x,) bo’ladi.

Teoremaning shartiga ko‘ra Vxe(a,6) da f'(x)>0, shu jumladan
(i (x,,Xj) da /'(c) >0. x, -x, >0 vashuning uchun /'(c)(x,-x,) >0. Bundan
[(x,)-1(x,) >0 yoki /(X]j)>/(x,). Shunday qilib, /(x) funksiya
Vxe(a;ft) da o'sadi.

/'(x) <0 bo'lganda teorema shu kabi isbotlanadi.

Eskttmalar. 1 Funksiya o'suvchi va kamayuvchi bo'lgan intervallarga
funksiyaning monotonlik intervallari deyiladi.

2. (a,b) intervalda o'suvchi (kamayuvchi) va [a/>] kesmada uzluksiz bo'gan
/(x) funksiya [#;/1] kesmada o'suvchi (kamayuvchi) bo'ladi.

I-misol. /(x) =x"—12x + 5 funksiyaning monotonlik inter\allarini toping.

Yccliish. D (f) =R, f'(x) =3x5-12 =3(xJ- 4). U holda: / ’(x)>0 dan
X -4>0 yoki |x|>2; /'(x)<O0dan xz-4<0 vyoki |x|<2

Demak, /(x) funksiya (-00;-2) u (2;+00) intervalda o'sadi, (—2;2) intervalda
kamayadi.

2.8.2. Funksiyaning ekstTemumlaril®

1- ta’rif. Agar x0 nuqtaning shundav 5 atrofi topilsa va bu atrofning
burcha x xu nuqgtalarida /(x) </(xa) (/(x) >/(x,)) tengsizlik bajarilsa,
* nuqgtaga /(x) funksiyaning qat iy lokal maksimum (qgai iy lokal minimum)
nugtasi deyiladi.

Funksiyaning maksimum va minimum nuqtalariga ekstremum nuqtalar
ileyiladi. Funksiyaning ekstremum nuqtadagi giymatifunksiyaning ekstremumi deb
ataladi.

Ekstremum tushunchasi funk- y
siya aniglanish sohasining biror
atrofi bilan bog'liq. Shu sababli
funksiya ekstremumga aniglanish
sohasining fagat ichki nugtalarida
etishadi. Shu bilan birga funksiya
o'/.ining aniglanish sohasida bir
nechta minimumga yoki maksi-
mumga erishishi va bunda maksi-
mumlardan ayrimlari  gandaydir
minimumdan kichik bo'lishi
mumkin (42-shakl).
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3- It'orema (ekstremum rnavjud bo'lishining zaruriy sharti). Agar x0 nugtad.
differensiallanuvchi / (x) funksiya shu nuglada ekstremumga ega bo'lsa, u hold»
f\x 0)=0 bo'ladi

Isboti. x0 nuqgta f(x) funksiyaning ekstremum nugtasi bo'lsin, U bold»
shunday (xu-S, x0+S) interval topiladi va bu intervalda /(x) funksiya o'zinmit
eng katta yoki eng kichik giymatiga ega bo'ladi U holda Ferma teoremasiga ko ra

/'(-0 =0

bo'ladi

Bu teorema qiryidagicha geometrik talginga ega. Agar x nuqgta f(x) funk-
siyaning ekstremum nugtasi bo'lsa (masalan, 42-shaklda x,nuqta), funksiya

grafigiga shu nuqtada urinma o'tkazish mumkin va bu urinma Ox o'giga parallel
bo'ladi.
Izohlar. i. /(x) funksiya x, nugtada uzluksiz bo'lib, differensiallanuvchi

bo'lmaganida ham ekstremumga ega bo'lishi
mumkin Masalan, uzluksiz y =jx| funksiya

x =0 nuqgtada hosilaga ega emas, ammo
x =0 minimum nuqta (43-shakl).

Shunday qilib, /(x) funksiya xc nuqtada
ekstremumga erishsa, bu nuqtada f(x) hosila
nolga teng yoki rnavjud bo'lmaydi.

f(x) hosilasi nolga teng bo'lgan yoki
rnavjud bo'Imagan nuqgtaga birinchi tur krilik
nuqta deyiladi.

2. Hamma birinchi tur kritik nugta ham ekstremum nuqgta bo lavermaydi
Masalan, /(x) =xJ funksiya uchun x=0 da /'(x) =3x: =0 Demak, x=0
birinchi tur kritik nuqta, ammo u ekstremum nuqta emas (44-shakl).

4- teorema (ekstremum rnavjud  bo jishining etarli sharti). Ags
/(x) funksiya xO0 birinchi tur kritik nugtaning biror S atrofida

differensiallanuvchi bo'lib, x nugta xc nugtadan chapdan o'ngga o'tganida
f\x) hosila: ishorasini musbatdan manfiyga o'zgartirsa xc nuqta maksimum
nuqta bo'ladi; manfiydan musbatga o'zgartirsa x0nuqta minimum nugta bo'ladi

Isboti. ~ x0 - birinchi tur kritik nuqta, xe(x0-<5;x0) da /'(x)>0 va
xe(x0x0+5) da /'(x) <0 bo'lsin. U holda 1-teoremaga ko'ra funksiya
(X,,-¥;xw)intervalda o'sadi va (x0;x0+<5) intervalda kamayadi Demak.
/(x) funksiyaning x0 nuqtadagi giymati uning Vxe(x0-<5;x0+5) nugtadagi
giymatidan katta bo'ladi, ya ni /(x) funksiya x( nugtada maksimumga enshadi.

xe(x0-5;x,) da /'(x)<0 va x6(x0x,+5) da /'(*)>0 bo'lgan hoi
uchun teorema shu kabi isbotlanadi.

Izoh Agar x nuqta X, nugtadan chapdan o'ngga o'tganida ishorasini
o'zgartirniasa x0 nugtada ekstremum niavjud bo'Imaydi.
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Funksiyani ekstremumga tekshirish - bu funksiyaning barcha ekstremum-
lilimi topish demakdir. Ekstremum rnavjud bo'lishining zaruriy va yetarli
elwirtlaridan funksiyani ekstremumga tekshirishning quyidagi goidasi kelib chigadi

I y-/(x) funksiyaning birinchi tur kritik
nugtalari topiladi;

2". bu nugtalardan funksiyaning aniglanish
wlmsiga tegishli bo'lganlari tanlanadi;

3”. tanlangan nuqtadan chapdan o'ngga o'tishda
/'(») hosilanig ishorasi tekshiriladi;

4°. 4- teoremaga asosan fimksilaning
rkstremum nuqtalari (agar ular bor bo'lsa)
tmullanadi va funksiyaning bu nuqtalardagi qiymatlari
lusoblanadi.

2-misol. f (x) =\[x* - j funksiyaning
t'k.tremumlarini toping.

Yechish. Ravshanki. D(f) =R, - 1 2~-3

Hosila x, =0 nuqtada rnavjud
emas va Xx2=8 nuqtada nolga X
bug Bu kritik nugtalar berilgan
lunksiyaning aniglanish sohasini
ut hla (-c»;0), (0;8), (8;+00) 45-shakl
inlervallargaajratadi Hosilaning har bir birinchi tur kritik nuqgtadan chapdan
n ngga o'tishdagi ishoralarini chizmada belgilaymiz (45-shakl). Bunda strelkalar
lunksiyaning tegishli intervalda o'suvchi yoki kamayuvchi ekanligini bildiradi.
Demak. x, =0 - minimum nuqta, =/(()) =0 va x, =8- maksimum

4
»»ita, 3m =/(8)=j.

Funksiyaning eng katta va eng kichik giymatini topish matematika, fizika,
kimyo, igtisodiyot \a boshga fanlaming ko'plab masalalarini yechishda keng
Ho Uaniladi. Masalan: minimal xarajat sarflab yukni tashish haqgidagi transport
nmsalasi, maksimal daromad olish magsadida ishlab chigarishni tashkil etish
nmsalasi, eng katta va eng kichik giymatlarm izlash usullarini takomillashtirish va
nvojlantirishga olib keluvchi optimal yechimlami izlash hagidagi boshga
masalalar. Bunday masalalarni yechish bilan matematikaning maxsus bo'limi -
iliizigli programmalashtiriish shug'ullanadi.

Biz soddarog masalalardan birini ko'rib chigainiz’

3- misol Tomoni 12 uzunlik birligiga teng kvadrat tunukaning

luirchaklaridan bir xil o'lchamli kvadratlar kesilb olingan va usti ochig quti
sasalgan (46-shakl). Qutining sig'imi eng katta bo'lishi uchun tomoni necha
uzunlik birligiga teng kvadratlar kesilishi kerak?
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Yechish. Kesib olinadigan kvadratlaming tomoni x bo'lsin U holda gtiiim
asosi 12-2x va balandligi i ga teng bo'ladi (46-shakl).
Qutimng hajmini topamiz:
K(x) =x(12-2x)s=144x-48x: +4x’, xe[0;6] Bu fiinksiyaning maksinuimmi
aniglaymiz.
V(x) =144 - 96x + 12x1=12(2- x)(6 - x)
hosila x=2 da ishorasini musbatdan manfiyga
almashtiradi, ya’ni x=2 maksimum nuqta
bo'ladi (46-shakl). Demak, kesilb olinadigan
kvadratlar tomoni
X =2 (uzb), bnnda K(2) =128 (kubb).

V- misol. Organizmning donga reaksiyasi
gon bosimining ko'tarilishida, tana haroratining
oshishida, pulsning o'zgarishida va boshqga
fiziologik ko'rsatkichlarda kuzatilishi mumkin.
Reaksiyaning ko'rsatkichi  belgilangan  dori
migdoriga bog'lig va y =x"'(a - x) gonun bilan
o'zgarayotgan bo'lsin, bu yerda x - belgilangan
dori miqdori; a-musbat doimiylik. x ning
ganday giymatida reaksiya maksimum bo'ladi

Yechish Berilgan funksiyani ekstremumga
tekshiramiz:

r./ =2ox-3xr, x, =0, x,=ja;

2”. Dori miqgdori nolga teng emas. Shu

3". Hosila x =-3a da ishorasini musbatdan

manfiyga almashtiradi, ya ni x :’ga maksimum

nugta bo'ladi
Demak, belgilangan dorining maksimum 46-shakl

reaksiya beradigan migdori x=- a

2.8.3. Kesmada uzluksiz funksiyanin»
eng katta va eng kichik giymatiaril’

y —/(x) funksiya [«;6| kesmada uzluksiz bo'lsin U holda Veershtrassning
ikkinchi teoremasiga ko'ra funksiya bu kesmada o'zining eng Kkatta va eng kichik
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ijlvumtlariga erishadi. Bu giymatlarga funksiya yoki ekstremum nugtalarda yoki
>/.| kesmaning chetki nuqtalarida erishadi.

Huudan [a;6] kesmada uzluksiz v=/ () funksiyaning eng katta va eng
h. Ink giymatlarini topishning quyidagi qoidasi kelib chigadi:

1 V=/(*) funksiyaning (a,b) intervaldagi birinchi tur kritik nugtalari
ii.pilndi;

2 funksiyaning topilgan kritik nuqgtalardagi va \a\b\ kesmaning chetki
miqliilaridagi giymatlari hisoblanadi;

t hisoblangan giymatlar orasidan eng Kattasi va eng kichigi tanlanadi.

Izohlar 1 Agar y-.f(x) funksiya [a;f>] kesmada fagat bitta kritik nuqtaga

iim ho'lib, u maksimum (minimum) nugta bo'lsa, bu nuqtada funksiya
u fining eng katta (eng  kichik) giymatiga erishadi, ya’ni
ldﬁH/(*):/(*") («“ /(*)=/(*.)) bo'ladi

2 Agar y =f(x) funksiya [a.b\ kesmada kritik nuqtaga ega bo'lmasa, bu
lunksiyaning kesmada monoton o'sishini  yoki monoton kamayishini
Inldiradi. Bunda y =/(x) funksiya \a:b\ kesmadagi eng kattava eng kichik
.pymatlariga kesmaning chetki nugtalarida erishadi.

n-misol y = g5- 3y funksiyaning [0,2] kesmada eng katta va eng kichik
<l|ivinatlarini toping.

Yechish T. f'(x)=3x:-3=0 dan xt=-1, jr2=1, g, e[0,2];

2~ /(D)=-2 /(0)=0, /(2)=2

3* Jrrgdai(/(x) =/(2) =2 Ml(r) =/(1)=-2

2.8.4. Funksiya grafigining botigligi,
gavarigligi va egilish nuqtalari?’

y =J\x) funksiya (a\b) intervalda difFerensiallanuvchi bo'lsin. U holda
i f(x) funksiya grafigining VM(x:f(x)), xe{a,b) nuqtada urinmasi mavjud
bo'ladi.
2-ta’rif  Agar (a;b) intervalda
i f(x) funksiyaning grafigi unga
inlervalning ixtiyoriy nuqtasida o'tkazilgan
iinnmadan  yuqorida (pastda) yotsa,
funksiya grafigi (a,b) inienalda boliq
(gavariq) deyiladi
Funksiya grafigining botig gismini
gavariq gismidan ajratuvchi ~ A/(c;/(c))
nugta funksiya grafigining egilish nuqtasi
deb ataladi (47-shakl).
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5-teorema  Agar y =j(x) funksiya (a,ft) intervalda ikkinchi tartibli
hosilaga ega va Vxe (a; ft) da
/'(x) <0 (/’(x)>0) bo'lsa, u holda
y =f(x) funksiya grafigi (a;ft) intervalda
gavariq (botig) bo'ladi

Isboti. Vxe(a;ft) da f’(x)<0 bo'lsin
Funksiya grafigida X,.e(a;ft) abssissali
ixtiyoriy M nugta  olamiz ~ (48-shakl).
Funksiyaning grafigi bu urinmadan pastda
yotishini ko'rsatamiz. Buning uchun xe(a;ft)
nuqtada y =/(x) egri chizigning y ordina-
tasi  bilan urinmaning y”~  ordinatasini
solishtiramiz. 48-shakl

Urinma tenglamasi

Y., =1(*,) +/'(*,, XJr-x0).
bo'lgani uchun
Y~y =f(x)~f )“I'(*,)(X- X,,).

Lagranj teoremasiga ko'ra /(x)-/(x0) =f"'(c)(x- x0). bu yerda ¢ nugta
X,, bilan x ning orasida yotadi

Shu sababli

Y~ =/"(’Kx- xt)- /"(xg)(x- %)
yoki
Y~yu =(I'(f) “ T (x,, XKx - x0).

/'(c)-f'(x,,) ayirmaga Lagranj teoremasini takror qoilaymiz:
['(f)-1"(x0)=/"(c,)(x-X,,), buyerda c, nugta ¢ bilan x, ning orasida yotadi

Demak, y -y m =/ ’(f,)(c- X,,)(x- x0). Bu tengsizlikni tekshiramiz:

1) agar x > X, bo'lsa, uholda x- x,>0, c- x0>0 bo'ladi va / ’(c,)<0;

2) agar x<x, bo'lsa, uholda x-x0<0, c-x0<0 bo'ladi va /'(c,)<0.
Har ikkala holda ham y - yw =/ ’(c,)(c - x0)(x- x0) <0, ya’ni y <yw.

Demak. Vxe(a;ft) da urinmaning ordinatasi funksiya grafigining
ordinatasidan katta bo'ladi va (a;ft) intervalda funksiya grafigi gavariq.

/"(x) >0 da funksiya grafigi botiq bo'lishi shu kabi isbotlanadi

Funksiya grafigining egilish nugtasini topish quyidagi teoremalarga
asoslanadi.

6- teorem3 (egilish nugta mavjud bo'lishining zaniriv sharti).
Y- f(x) funksiya (a;6) intervalda uzluksiz ikkinchi tartibli hosilaga ega va
M (x0;/(x,)) nuqta funksiya grafigining egilish nuqtasi bo'lsa, u holda
/*(x,,) =0 bo'ladi

Isboti. Teskarisini faraz gilamiz: /'(x,,) * 0, aniglik uchun f *(xu) >0;
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X, hugtaning biror atrofida /'(x)>0 bo'lsin. U holda 5-teoremaga ko'ra
limksiya grafigi bu atrofda botiqg bo'ladi. Bu X, nuqta egilish nugtaning
iihssissasi  bo'ladi mulohazasiga zid. Demak, qilingan faraz noto'g'ri va
/"(r) =0.

f(x) =0 bo'ladigan nugtalaming barchasi ham funksiya grafigining egilish
migtasi bo'lavermaydi. Masalan, f(x) =x" funksiya grafigining M(0;0) nugqtasi
egilish nugta emas. ammo x =0da f ’(x) =12xr = 0.

Demak, f ’(xu) =0 shart egilish nugta mavjud bo'lishining zaruriy sharti
bo'ladi.

7-teorema (egilish nugta mavjud bo'lishining elarli sharti) y —J(x) funk-
itivu %, nuqtaning biror 5 atrofida ikkinchi tartibli hosilaga ega bo'lsin. Agar S
uiiofning x,, nugtadan chap va o'ng gismlarida f"(x) hosila har xil ishoraga ega
bo'lsa, uholda N/(x,,;/(x0)) nugta funksiya grafigining egilish nuqtasi bo'ladi

lsholi. xe(x0-5;x0) da f(x)> 0 va xe (xax, +5) da f"(x) <0 bo'lsin.
N holda 5-teoremaga ko'ra X, nugtadan chapda funksiya grafigi botiq va o'ngda
g.tvariq bo'ladi. Demak, M (x0:/(x,,)) nugta funksiya grafigining egilish nuqgtasi
bo'ladi.

xe(xc-5;x0) da f(x)<O0 va xe(xt,x0+5) da /'(x)>0 bolgan hoi
uchun teorema shu kabi ishotlanadi.

Izoh. y =/(x) funksiya x, nugtaning biror 5 atrofida ikkinchi tartibli
hosilaga ega bo'lib, uning f ’(xa) hosilasi mavjud bo'lmaganida ham egilish
nuqtaga ega bo'lishi mumkin. Shu sababli egilish nugtalami ikkinchi tartibli hosila
nolga teng bo'lgan yoki uzilishga ega bo'lgan nugtalar izlash kerak bo'ladi.

f"(x) hosilasi nolga teng bo'lgan yoki mavjud bo'Imagan nuqtaga ikkinchi
tinmkrilik nugla deyiladi.

S-misol. y —-i—-)f-l— funksiya grafigini botiq va gavariglikka tekshiring.

- X
Yechish. D(fj = (—eo—D)u (L) kj (L:00).
< >
X 1oxIH1 . xJ+1T O 2%(X +3)
Y N-X;3 @-x21* Ul-x1)2J  (1-x35
Ikkinchi tartibli hosila
», Onuqgtada nolga teng va + vV . Y + Y
v, -1, x, =1 nuqtalarda mavjud j 0 i X
*mas.

f(x) hosilaning ishorasini oraliglar usuli bilan tekshiramiz:

Demak, fimksiyaning grafigi (—2,0) va (l;00) intervallarda qavariq,
| 56-1) va (0;1) intervallarda botig  bo'ladi.

(}(0;0) nuqta funksiya grafigining egilish nugtasi bo'ladi.
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2.8.5. Funksiya grafigining usimptotalari™

Egri chizigtiing asimptotasi deb shunday to'g'ri chiziqga aytiladiki, egn
chizigda yotuvchi M nuqta egri chiziq bo'ylab harakat qilib koordinata boshidan
cheksiz uzoglashgani sari M nuqtadan bu
to'g'ri chiziggacha bo'lgan masofa nolga
intiladi (49-shakl).

Uch turdagi, vani vertikal, gorizontai
va 0g'ma asimptotalar mavjud.

Agar lim / (n) yoki lim /(x) limit-

X->%+0 X-+/1L1-0
lardan hech bo'lImaganda bittasi cheksiz
(+ 00 yoki-00) bo'lsa, x =x0to'g'ri chiziq
y =/(x) funksiya grafigining asimptotasi
bo'ladi. Bunday  asimptota  vertikal
asimptota deb ataladi

Masalan. /(x) =— funksiya grafigi 49-shakl
X
uchun x=0 to'g'ri chiziqg  vertikal asimptota, chunki lim /(x) =+00
va lim /(x) = —e0.
r-*xt-0

Shunday qilib, vertikal asimptotalarni izlash uchun x ning unga yaqin
giymatlarida /(x) funksiya modul bo'yicha cheksiz o'sadigan x, giymatini topish

kerak. Odatda bu x0 ikkinchi tur uzilish nuqtasi bo'ladi.

Agar shunday Ava b sonlari mavjud bo'lib, x-+00 (X—-cd) da
/(x) funksiya

/(x) = Ax+6 +a(x), X!jt@a(x)=0

ko'rinishda ifodalansa y =kx +b to'g'ri chizig y =/(x) funksiya grafigining
asimptotasi bo'ladi. Bunday asimptota og'ma asimptota deb ataladi.

8-teorema y =/(x) funksiya grafigi y =kx+b o0g'ma asimptotaga ega
bo'lishi uchun

lim =k. lim(/(x)-Ax) =b
bo'lishi zarur va etarli.

Ishoti. Zatvrligi. y =/(x) funksiya grafigi y =kx+b og'ma asimptotaga
ega bo'lsin. Uholda og'ma asiimptotanmg ta'nfiga ko'ra y =kx+b+a(x),
!)i,;ga(x) =0 bo'ladi. Bundan

lim /<*> ATt 2<£ 2J'U v lim (/(x)-Ax)= lim(6—a(x)) = ft
X

X

kelib chigadi.
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I'tarliligi %E—z A, tlj_r_"?_(/(x) -AXx) =b bo'lsin.
U holda _H,gg‘/(x)-Ax):A dan /(x)-Ax =A+a(x), ,L_j@a(x)zo kelib

tlugadi. Demak, /(x) =Ax+A+a(x) bo'ladi. Bu esa y =kx+b to'g’ri chiziq
/(=) funksiya grafigining asimptotasi ekanini bildiradi

f
Agar lim "(-X), lim (/(x)-Ax) limitlardan hech bo'lmaganda bittasi mavjud

bo'Imasa yoki cheksiz bo'lsa, /(a) funksiya grafigi og'ma asimptotaga ega
ho'lmaydi.

Agar A=0 bo'lsa, b=Iimf(x) bo'ladi. Bunda y =b to'g'ri chizigga
/ (a) funksiya grafigining gorizontal asimptotasi deyiladi

I<h y =/ (a) funksiya grafigining asimptotalari x-M-o00 da va x ->-ooda

liar xil bo'lishi mumkin. Shu sababli Iim"X . lim (/(x)-Ax) limitlami

aniglashda x-»+00 va x —»—x hollarini alohida garash lozim.

. X:-3 . - . S
5- misol. y =; funksiya grafigining asimptotalarini toping.
X

Yechish lim r-3 lim X273 +00.

Demak, x =0 to'g'ri chiziq vertikal asimptota

k= lim -z jim X232
. x2-3 -3
b =1lim [/(x) - AX]= hm -x\H:Ilm— =0,
- X
K =lim =1

b =Ilim f/(x)-Ax] = liml ——--- x]=lim — =0
— X ) X

Itundan y =kx +b =x.
Demak, y=x to'g'ri chizig og'ma asimptota.

2.8.6. Funksiyani tekshirish va grafigini
chizishning umurniy sxemasil"

Funksiyani tekshirish va grafigini chizish ma’lum tartibda (sxema asosida)
hajariladi. Shunday sxemalardan birini keltiramiz.

I". Funksiyaning aniqlanish sohasini topish.

2". Funksiya grafigining koordinata o'glari bilan kesishadigan nugtalarini
(nuar ular mavjud bo'lsa) aniglash.
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3”.  Funksiyaning ishorasi o'zgarmaydigan oraliglami (/(x)>0 yoki
/(x) <0 bo'ladigan oraliglami) aniglash

4". Funksiyaning juft-togligini tekshirish.

5“ Funksiya grafigining asimptotalarini topish.

6“. Funksiyaning monotonlik oraliglanni aniglash va ekstremumlarini topish

7°. Funksiyaning qavariglik va botiglik oraliglarini hamda egilish nugtalarini
aniglash

8“. 1”7 -7 ” bandlardagi tekshirishlar asosida funksiyaning grafigi chizish.

Funksiya grafigini chizish uchun Kkeltirilgan sxemaning hamma bandlau
albatta bajarilishi shart emas. Soddaroq hollarda keltirilgan bandlardan ayrimlarini
masalan bajarish etarli bo'ladi Agar funksiya grafigi juda tushunarli
bo‘lmasa 1“-7° bandlardan keyin funksiyaning davriyligini tekshirish,
funksiyaning bir nechta go shmcha nugtalarini topish va funksiyaning boshqa
xususivatla rim aniglash bo'yicha go'shmcha tekshirishlar o'tkajish mumkin.

. X*+1 - . S .
7-misol. y = 10 funksiyani tekshiring va grafigini chzing.

Yechijh. T.Funksiyaning aniglanish sohasi:
D(f) =(-«0;—)u (—LYu (l;+00).
2. x=0da y=-1 bo'ladi. Funksiya Oy o'gini (0;-1)nuqtada kesadi
y* 0 bo'lgani uchun funksiya (Ao'qini kesmaydi.
3". Funksiya (-ac;-l1) va (l;+oc) intervallarda musbat ishorali va (—2) in-
tervalda manfiy ishorali.
4°. Funksiya uchun xeD (f) da /(-x) =f(x) bo‘ladi. Demak, ujuft.

.o XEHL . X+l L OX*F+H] . X3+l
5. lim ——-=+00, Hm —— =-00, lim —-—=-00, lim —+— = 400
x!_1 w0 ] =10x*_ | “—Pox3_ |
Demak, x = -1 va je=1to'g'ri chiziglar vertikal asimptotalar bo'ladi.
. x3+1
Ik =lim =0(x -+ +xda hamx-+-00 da ham £=0),
*— X(x3-1)
Ax1+1

ﬂ:li_'l‘«/\x_] i mOx =1.

Demak;, y =1 to‘g‘ri chiziq x->+ooda hamx->-00 da ham gorizontal
asimptota bio'ladi.

6”. Funksiyaning monotonlik oraliglarini aniglaymiz va ekstremumlarini
topamiz

. 2X(X3-1) —2x(x3+ 1) 4x
(x1-1)2 (*1-1)2
Birincihi tartibli hosila x=-1 va x=1 da mavjud emas va x=0 da

nolgateng. Bu nuqtalar berilgan funksiyaning aniglanish sohasini to‘rtta
(—e0;—1), (—210), (0;1). (I;+00) intervallarga ajratadi. Hosilaning bu intervallardagi
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va har bir birinchi tur kritik nuqtadan chapdan o'ngga 0°‘tishdagi ishoralarini
ehizmada belgilaymiz:

+ + - - y
—i (0] i *

Demak, funksiya (-*>;-1) va /
(-1;0) intervallarda o'sadi. (0;1) va J
(I.+ao0) intervallarda kamayadi. x =0 / £
mnksimum nuqta, =/(0) =—4

7°. Funksiyaning qavariglik va 1

hotiglik oraliglarini hamda egilish
migtalarini aniqlaymliz. -1 0 I X

f 4x ) 41+ 3jt)

Ikkinchi tartibli hosila x, = -1 va

i lnugtalarda mavjud emas.

y" hosilaning  (—e0—), (L1, (I;-wo)
inlervallardagi ishoralarini tekshiramiz:

50-shakl

Demak, funksiyaning grafigi (—;1) intervaida qavang, (-00;-1) va (l;+x)
intervallarda botiq bo'ladi. Funksiya grafigining egilish nuqtasi yo‘q.
g.r-7« bandS!ar asosida funksiya grafigini chizamiz (50-shakl).

8-misol. y =m X funksiyani tekshiring va grafigini chzing.

Ycchish. Misolni Maple paketida bajaramiz
> with(plots) :

> restart :

> readlib(exti'ema) :

> f~
*+ 12
I™ +/:
> lim f,

j--r
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> limy;

(00
> iy
> ,I-I.rBOJ_;

1
> JimJ./-*);

-2
>gi=X-2

g:=*-2

> sofi?({f= 0},X);
{x=0K {x~ 0}, {x=0}
> solve( {f> 0},jo;
(O<x>
> solve( {f< 0},x);
{x< -1}, {- I <x,x < 0}

3x2 2r
(x+1)2  (x+1)3
{x=-3}, {x-0}, {x=0}

> extrema(( {}, {3 V)ix;

0 27

({x=-3}, {x—0}}

>5e(|"‘f>®

{x< -3), {- 1 <x,x < 0}, {0<x}
>so|ve(|£f<(]_||

1 s VALA 3

6X 122 i A
(x+1)2  (x+ D3 (x+1)
> simplify( );
6T
(x+1)4
> iofvr]| =0 m_
=0}
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> solve >0 jt:
ds Jt

o<
> m/ve(l* n

{x< -1}, {-1 < x,x < 0}

ploi( [/(*), g(x). [- 1,1.1=-10..10] ],x =-8 ..5,-10 .6, color
- [red, blue, green], linestyle” [1.6, 6]. thickness - 2, discont
=true, *rr/-[0.5«]);

2.8.7. Mashqgiar

2.8.1. Funksivalaming monotonlik intervallarini va ekslremumiarint toping:

1)/(x) = 3x-xs; 2) f(X) =4x+—+3
3) /(x) =x3-9x3+15x; 4) /(x):2f5-_x_22 X,
s) < 4 /(x)=4-x";

8) () =g 6) f(x) =157

7) 1(X) = x» —8x3+2; 8 [(X) =1+x1-y ;
9) 7(x)=xe"; 10) /(x) =xV;

1) /(x) = In(x3+ 1), 1) * £ W

2.8.2. Funksivalaming berilgan kesmadagi eng katta va eng kichik giymatlarini
loping:
1)/(x) =x5-3.x, [0.2]; 2) [(x)=x3+3x’-9x-10, [-4,0];
4) 1 (X) =x3Inx, [l.e].
eV or W) )/ (x) =x3Inx, [Le]
2.8.3.Jism S =2\t +3I -f3 gonun bilan harakatlanmogda Jismnmg eng katta
Iczligini toping.
2.8.4. Uzunligi / gateng simdan to'g'ri to‘rtburchak yasalgan. To'g'ri tortburchaknmg
vuzasi eng katla bo'lishi uchun uning oichamlan ganday bo'lishi kerak?
2.8.5. Suvuglik hajmi bilan harorati orasidagi bog'lanish V = 1+ a(t- 4)3 formula bilan
ifodnlanadi. Qanday haroratda suvuglik hajmi eng kichik bo'ladi?
2.8.6. Baktcriyalami ko'paytirish muhiliga 1000 dona zamburug' kiritilgan Zamburug'lar

soni y = 1000" +\Q1)+t") t*nU>"® ‘yicha ko'payadi. Zamburug'laming maksimal sonini
loping.

2.8.7. Organik birikmam xlorlashm matcmatik modellashlinshda xlorlangan maxsulol
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konsentratsiyosi 'y  va xlorlanmagun xom ashyo konsentratsiyasii X  o'llinkM
limksional bog'lanish o'matilgan. Funksinnal bog'lanishning

maksimumini loping

2.8.8. Yasovchisi / gatcng konus sliaklulagi iJish yasash kerak Idishning hajmi eng k
bo'lishi uehun uning balandligi gandav bo’lishi kerak?

2.8.9. Organizmnmg ikkita don preparaliga reaksivasi mos ravishda = 'V

f 2t) =t'e~" funksiyalar bilan aniglanadi Organi/mnmg har ikkala preparatning maksimal
rcaksiyasmi toping va ularni solishtiring

2.8.10. Funksiyalar graligining botiglik- gavariglik inlervalLarim va tgilish nugtalail
toping
1) /(X) =x*-4X’ +6r. 2) /(x) =(x-5)5+4x-13:
/(x)-y-*"-3r. 4) /(x) = 3x3+3x5—,
501/(x) =x--i 6) /(x) =x5+-xJ-2r.
X 2

2.8.11.  Funksiyalar graligining asimptotnlanni loping

!)/(*):X!X?. 2) I(x) = 1+x3
ey =""" 9I00-
2.8.12 Funksiyalarm tekshiring va grallgun chizrng
1)/(x) =x-x3; 2) /I(x) =x5-3x+2;
3) /(X) =x+— 4) f(x) =x-~:
X X

2.9. ANIQMAS INTEGRAL

2.9.1. Boshlang‘ich funksiya va anigmas integral4

Berilgan funksiyaning hosilasini topish differensial hisobning asosiy
masalalaridan biri hisoblanadi. Matematik analiz masalalarining turliligi, uning
geometriya, mexanika, fizika va texnikadagi keng miqyosdagi tatbigi benlgan
f(x) funksiya uchun hosilasi shu funksiyaga teng bo'lgan F(x) funksiyani
topishga olib keiadi.

Funksiyaning benlgan hosilasiga ko'ra uning o'zini topish masalasi integral
hisobning asosiy masalalaridan biri hisoblanadi.

y =/ (x) funksiya (a.b) intervalda aniglangan bo'lsin.

1-ta’rif. Agar (a:b) intervalda differensiallanuvchi F(x) fimksiyanig hosilasi
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bunlgan fix) funksiyaga teng, ya’ni

F\x) =f{x) (yoki dF(x) =f(x)dx), x e (a\h)
bo'lsa, F(x) funksiyaga (a,b) intervalda f{x) funksiyaning boshlang'ich
funksiyasi deyiladi.

Lemma Agar F{x) va ®(x) funksiyalar (a,b) intervalda f(x) funksiyaning
boshlang'ich funksiyalari bo‘lsa, u holda F(x) va ®(n) bir-biridan o'zgarmas
tonga farq giladi.

Isboti. F(x) va ®(x) funksiyalar (a;b) intervalda f(x) funksiyaning
boshlang'ich funksiyalari bo'lsin: F\x) =f(x). ®’°(x) =f(x).

U holda istalgan xe(u,A)da

(@(x) - F(x))" =®'(x) - F(x) =/(x) - Ax) =0
bo'ladi. Bundan &(gr) - F(x) =C yoki &(ar)=/I(x) + C kelib chigadi, bu yerda
(" - ixtiyoriy o'zgarmas son.

Shtmday qilib, f{x) funksiya (a;b) intervalda biror F{x) boshlang'ich
iunksiyaga ega bo'lsa, uning qolgan barcha boshlang'ich funksiyalari
|/ (o) + C | C 6 R} to'plamni tashkil giladi

2-ta’rif f{x) funksiyaning io;b) intervaldagi boshlang'ich funksiyalari
lo'plamiga f(x) funksiyaning anigmas inlegrali deyiladi va Jf{x)dx kabi
belgilanadi.

Shunday qilib, ta'rifga ko'ra

jfix)dx =Fix) +C, (9.1)

hu yerda fix) —integral ostidagifunksiya, f\x)dx -integral ostidagi ifoda;
\ -integrallash o zgaruvehisi, J -integrallash belgisi deb ataladi.
Anigmas integralni topish, ya'ni berilgan funksiyaning boshlang'ich
funksiyalari to'plamini aniglash masalasi funksiyani integrallash deyiladi
Demak, funksiyani integrallash amali funksiyani differensiallashga teskari
amal bo'ladi
Berilgan fix) funksiya  gachon
boshlang'ich funksiyaga ega bo'ladi degan
savolga quyidagi teorema javob beradi
(teoremani isbotsiz keltiramiz).
1-teorema  Agar f(x) funksiya

[»/>] kesmada uzluksiz bo'lsa, u holda u bu
kesmada uzluksiz bo'lgan  boshlang'ich
funksiyaga ega bo'ladi.
Ko'p hollarda Fix) funksiya fix) funk-
siyaning boshlang'ich funksiyasi bo'ladigan
|a,b) interval ko'rsatilmaydi. Bunday holda
(a;A) interval sifatida /(x) funksiyaning aniglanish sohasi tushuniladi. Shu

149



ma’noga ega deb hisoblaymiz. Masalan. /(x) = — funksiya (~c;0) va (0;/)
X

intervalda uzluksiz. Shu sababli uning anigmas integral deb

X+C, x>0,
=In|x|+C (x"0)
In(-x) +C. x<0

funksiya tushuniladi

Boshlang'ich funksiyafling grafigi integral egri chiziq deb ataladi

Anigmas integral ge trik jihatdan ixtiyoriy C o'zgarmasga bog'liq
bo'lgan barcha integral egri chiziglar to'plamini ifodalaydi. Agar F(x)
funksiyaning grafigi integral egri chizig bo‘lsa, boshqa integral egri chiziglar uni
Oy o‘qgi bo‘yicha parallel ko'chirish yordamida hosil gilinadi (51-shakl).

. . . .9
2.9.2. Anigmas integralning xossalari

Anigmas integral quyidagi xossalarga ega.
. Anigmas integralning hosilasi (differensiali) integral ostidagi fiinksiyaga
(ifodaga) teng:
Q1)) =/(x).  (d\f(x)dx =f{x)dx).
Isboti. F(x) funksiya /(x) funksiyaning boshlang'ich funksiyasi, ya’'m
F'(x) =/(x) bo'lsin U holda
Af(x)dx)'=(F(x) +C)'=F'(x) +0=/(x).
(d\ f(x)dx =d(F(x) +C) =dF(x) +dC =F\x)dx =f(x)dx.)
Bu xossa integral amah to'g'ri bajarilganligini difjferensiallash orgali
tekshirish imkonini beradi.
Masalan, J(3x: +5)c/x=xs+ 5x + C to'g'ri. chunki (x5+5x +C)' = 3xJ +5.
2*.  Funksiya differentsialining anigmas integrali shu funksiya bilan
0'zgarmas sonning yig'indisiga teng:
JdF(x) =F(x) +C.
Isboti. F’(x) =f(x) bo'lsin U holda
\dF(x) =\F\x)dx = jf(x)dx = F(x) +C.
3°. Ozgarmas ko'paytuvchini anigmas integral belgisidan tashgariga chigarish
mumkin:

\kj\x)dx =k\f(x)dx, k=const,k*0
Isboti. F’(x) =/(x) bo'lsin. Bundan
\kf\x)dx =jkF\x)dx =\(kF(x))'dx =k(F(x) + C) =kF(x) +C, =k\f(x)dx
(C, =kC deb olindi).
4”. Chekli sondagi fiinksiyalar algebraik yig'indisining anigmas integrali shu
funksiyalar anigmas integrallarining algebraik yig'indisiga teng:
J(/(*) £gM)dx =Jf(x)dx £\ g{x)dx
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Isboti. F'(x) =f(x), G'(x) =g(x) bo'lsin. U holda
[(/(*) £ g(x))dx =J(F'(x) £ G\x))dx =J(F(x) £ G(x))'dx =Jrf(F(x) £ G(x)) =
F(x)£G(x) +C =(F(x) +C\)£(G(x) +C,)=Jf(x)dxx Jg(x)</x, C, = t =G.
57 Agar jf(x)dx =F(x) +C bo'lsa, u holda x ning istalgan
differensiallanuvchi funksiyasi u=u(x) uchun ff(u)du =F(u) +C bo'ladi
Isboti x erkli o'zgaruvchi, /(x) uzluksiz funksiya, F(x) funksiya
/(x) funksiyaning boshlang'ich funksiyasi bo'lsin. U holda jf(x)dx =F(x) +C

bo'ladi.
n =<p(x) bo'lsin, buyerda <p(x)—uzluksiz hosiiaga ega bo'lgan funksiya.
Birinchi differensialning invariantlik xossasiga ko'ra dF(u)=F\u)du =/ (u)dtt

bo'ladi. Bundan
\f{u)du=\d(F(u))=F(u) +C.

2.9.3. Asosiy infegrallar jadvali

Integrallash amali differensiallash anialiga teskari amal bo'lgani uchun asosiy
mtegrallar jadvalini differensial hisobning mos formulalarini (differensiallar
indvalim) go'llash va anigmas integralning xossalaridan foydalanish orgali hosil

gilish mumkin.
Masalan, t/(sinu) = cosi«/M ekanidan \cosudu =Jr/(sinu) =sinu +C.

Quyida keltiriladigan integrallar asosiy integrallarjadvali deyiladi
Asosiy integrallarjudvalt
1 \uadu =-—- -+C, (a*-1) 2. J— =Inl«|=C;
a+l it

3 \a"du = +C, (0<a*l); 4. fe‘tlu =e“+C;
na

5. Jsinw/w =-cosu +C;
7. \tgudu =-In |cosu|=C;

du
9 | =tgu +C;
cos 1
n
. tg- +C;
sinw

13/ du r=arcsin—+C;
sjal-u *

15, 994 —Lorctgl v
a+u a a

6. jcosudu =sinu +G;
8. jctgudu =In|sinn|=C;

10 j—du =-ctgu +Cm
sin'm

2 J——= Intg\I/I I/I
@Qu

du
4 f . “—=Inm+yju’ £a:|+C.
Jv Az A r 1
d _
63 U =—m""? g
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Asosiy integrallar jadvalida integrallash o'zgaruvchisi k erkli o'zgaruvcin
yoki erkli o'zgaruvchining funksiyasi (5- xossaga ko ra) bolishi mumkin.

Jadvalda keltirilgan formulalaming to‘g‘riligiga uning o‘ng tomomni
differensiallash va bu differensialning formula chap tomonidagi integral ostidali
ifodaga teng bo'lishini tekshirish orgali ishonch hosil gilish mumkin.

Bu integrallardan binning, masalan 13- formulaning to'g'riligini ko'rsatamiz

2.9.4. Integrallash usullan*
Hevosita integrallash usuli

Integral ostidafi funksiyada (yoki ifodada) almashtirishlar bajarish va
anigmas integralning xossalarini goMlash orqgali berilgan integralni bir yoki bu
nechta jadval integraliga kelnitib integrallash usuliga hevosita integrallash usuli
deyiladi

Misollar.

1) ff5sinx — + x5V x =5fsinxdx- 2 f-" - + fx'dx =
\% X +1 J X*+1

=-5cosx - larctgx +— +C;

€0S2X .C0S'X —si
2)0 SO, Nz Wo e a=r( i L-V =
aXB'xsm’ X €0oS Xsin2x VSin*X  COSX]j
.dx 2
= e J— 5——€tgx-tgx+C-—t— +C;
sin X cos X stn2x
N IM-jdx =-1TI~XS'dx=-(1- x:)dx+J dx
1+%2 I +xJ 1+x1

—-\dx +\x'dx +\-—r=- x+— +antgx +C.
JI+Xj 3

Berilgan integralnl jadval integrallariga keltirishda differensialning quyidagi
almashtirishlari («differensial amali ostiga Kiritish» jarayoni) qo'llaniladi;

du =d(u +a), a-son, du-—d(au), udu=2— cosueht =d(smu)\
a

sinudu = -</(cosk); — =</(1nwn); _\I/_du d(tgu).
n

Umuman olganda, f\u)du =d(f(u)) Bu formuladan integrallami topishda
ko‘p fbydalaniladi
Misollar:
__q)_(____ = _]J'___Sl_(_?_)_()_ = }__1__ arctg:a_x + € - _larctgg( +C;
16+9x 3 16+(3x)1 3 4 12
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. rfi((sinX-COSX) L
- dx =\— - =1In|sin x —cos x | +C\
sinx - cosx sinx-cos X

.COSX + SH1X
2§

O'rniga qu yish (o'zgaruvchini almaslitirish) usuli

ko'p hollarda integraldagi o'zgaruvchini aimashtinsh uni bevosita
uiH'graJlashga olib keladi. Integrallashning bu usudi o rniga qo yish (o zgaruvchini
aimashtinsh) usuli deb yuritiladi Bu usul quyidagi teoremaga asoslanadi

2-leorenia  Biror T oraligda aniglangan va differensiallanuvchi
» <pt) funksiyaning giymatlar sohasi X oraligdan iborat bo'lib, A"da /(x)
limksiya aniglangan va uzluksiz, y’ani 7'oraligda f(<p(l)) murakkab funksiya
aniglangan va uzluksiz bo'lsin. U holda

\f(x)dx =\f(<p(t))<p\t)dt 9.2)

bo'ladi.

Ishoti. X oraligda I'(x) funksiya /(x) funksiyaning boshlang'ichi bo'lsin
1 holda F(<p{t)) murakkab funksiya T oraligda aniglangan, differensiallanuvchi

hamda

bo' ladi.
Bundan

JW W N =JFx<p(i))dt =F(ip(t)) +67=(F(X) + C)|

hisobgaolinsa,
\f(x)dx = JIf{<p(t))<p'{t)dt

(1.2) formula anigmas intcgralda o'zgaruvchini aimashtinsh formulas! deb
yuritiladi.

Ayrim hollarda t=(p(x) o'rniga qo'yish bajarishga to'g'ri keladi U holda
ff(<p(x))<p'(x)dx =\f(t)dt bo'ladi. Demak, (9.2) formula o'ngdan chapga
go'llanishi ham mumkin.

I-misol. ]x-Jx-hdx integralni toping.

Yechish vx —3 =t aimashtinsh bajaramiz.
U holda x =13+3, dx = 2tdt. Shu sababli

JxsfxM-bdx = J(/1+ 3)f«2tdt = 2] (/4+3t")d] =
=2j/&I+6jrA =2-y +6 j +r =|V (Xx-3)s+2yl(x-3Y +C.

, . rVI+InX \ . .
2- nasal. I--I----—dx integralni toping
xInx

. dx =
Yechish 1+ Inx=t1 bo'lsin. Bundan Inx=t7- 1 — =2tdt.
X
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U hoida (9.2) formulaga ko'ra

+C=

3- niisol. J>/l + cos' x sin 2xt/x integral™ toping.

Yechish. 1+ cos:x —t* deymiz.

Bundan - 2cosxsin xdx = 2tdt yoki sin 2xdx =—2tdt.
U hoida

Izoh. Ayrim hollarda integrallashning o'zgaruvchmi almashtirish usuli
takroran qo'llaniladi. ja’ni bunda bajarilgan o'miga qo'yishdan so‘ng shunday
integral hosil bo'ladiki, bu integralni boshga o‘miga qo'yish orqgali soddalashtirish
yokijadval integraliga keltirish mumkiin bo'ladi

Bo'laklab integrallash usuli

Bo laklab integrallash wusuli ikki funktsiya ko'paytmasining differentsiali
formulasiga asoslanadi
3-teorema un(x) va v(x) funksiyalar gandaydir X oraligda aniglangan va

differentsiallanuvchi bo'lib, m'(x)v(x) funksiya bu oraligda boshlang'ich
funksiyaga ega, y’ani jV(x)v(x)J.r integral mavjud bo‘lsin. U hoida X oraligda
«(x)v'(x) funksiya boshlang"ich funksiyaga ega va

| u(x)vix)dx = m(x)v(x) - Jv{x)u\x)dx @)
bo'ladi.
Isboti. (w (x)v(x))'= m'(x)v(x) + v'(x)m(x)tenglikdan
m@an)”ar) = (w (x)v(x))' - v(x)m'(x)

(n(x)v(x)) va i/(x)v(x) funksiyalar X intervalda boshlang'ich funksiyaga
ega bo'lgani uchun v'(x)u(x) ham X intervalda boshlang'ich funksiyaga ega

bo'ladi. Oxirgi tenglikning chap va o‘ng tomoniini integrallasak, (9.3) formula
kelib chigadi
(9.3) formulaga anigmas integralni bo laklab integrallash formulasi deyiladi.
Ma'lumki, v\x)dx =dv, u'(x)dx =du Demak, (9.3) formulani

(9.4)
ko'rinishda yozish mumkin.
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Bo‘laklab integrallash usulining mohiyati berilgan integralda integral ostidagi
f(x)dx ifodani udv ko'paytma shaklida tasvirlash va (9.4) formulani qo'llagan

hoida berilgan \tidv integralni oson integrallanadigan jvdu integral bilan

almashtirib topishdan iborat.
Bo'laklab integrallash orgali topiladigan integrallaming asosan uchta guruhini
ajratish mumkin:

1) JP{x)arcigxdx, JP(x)arcctgxdx,  JP(x) Inxdx, JP(x)arcs\nxdx,
| P(x)arccosxdx (bu yerda P(x)~ ko'phad) ko'rinishdagi 1-guruh integrallar.
Bunda dv = P(x)dx deb, golgan ko'paytuvchilar esa u bilan belgilanadi;

2) | P(x)ebdx, | /-{(jrjsin JP(x) coskxdx ko'rinishdagi  2-guruh
integrallar. Bunda n = P(x) deb, qolgan ko'paytuvchilar dv deb olinadi;

3) JetasinAxdx, jebcoskxdx ko'rinishdagi 3-guruh integrallar bo'laklab
integrallash formulasini takroran qo'llash orgali topiladi.

4- misol farclgxdx integralni toping.
d
n=arclgx, du- X
Yechish. Jarclgxdx = I+x2" =xarctgx- —1—-dx=
11+xr

dv=dx, v=uv
= xarctgx - Lj{d—g—\ix,-)dx = xarctgx - i|r'1[| + xﬁ’ +C.

J- misol. Jxe’dx integralni toping.
Yechish.
. n=x, do-dx
Jredv= =xe‘-fe‘dx=xe‘-e*+C =e'(x-1) +C.
dv =e'dx, v=e"

6- misol. / =Jsinjtr'd.rintegralni toping.

Yechish.

o u=eu, du-2e~’dx
1 Jsinxe'"dx= =-e Tcosx+2/el cosxdx=
rri’ = sinxcfcc, v=-cos*

u=eu, du=2eudx ) .
.. =-elxcosx +2(2sinx - 2JV'sinxdx) =
dv = cosxdx, v=sinjr

=e(2sin x- cosx) - 4/.
Bundan

/ =-e:'(2sinx - cos.r) + C.
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2.9.1.. Berilgun integrallami anigmas integrolning xossalari va mtegrallar

jadvalini go'llab toping:
1) J(Bx+"M)dx.

5 )Jc/g5xrfr,

I1) jrsin®-+eos”™-j dr;

L rTM2*?)*

2.9.2. Berilgan integrallami ditferensial ostiga kiritish usuli bilan toping

é)gyi-Zxdr;

dx
ﬁ\/ I-(2-x)5"
gy

9)Je""cos.vdr.

ftatx + 3} dx

t1+ X

2.9.5. Mashglar

2)J (1 +4x)(1 - 3r)dr,

4 f—
125+4x]
6)jlg Xdr,

J(T-7b

"M'Tfrb

I2)Jf':r!‘i['v>Jf<fq
ﬂ(rw-z -b

2)}(x +5)’dr.

4)j(x5-4)3xdx;

I(1-xj)!

S)jtgxdx,

10J-"Md x,
Jsin x

e

sin Yx
14 dr;
? mr

2.9.3. Rerilgan integrallami 0'miga qo'vish usuli Man toping

\)j-1%=dx,
1Y2x-3

3)Ix(xJ + 7)4dx.

5) J.T'Vdx;

7)Jyi6-X3r;

9)[Smx-cosxar;
J sin x+cosx

Pl ™

« hy&3+4

4)}x2Y x5+ 3dr;

6)  Jda*¥(1- 2x)dr;
8)} Y 1-4x2dx;

10)reos2xA.
11+ sin 2x

124
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2.9.5. Integrallami bo'laklab integrallash usuli bilan toping:

DIxInxdr, 2)jxe'dx;
3)|xsinxcAr, 4)jxcosxdx
5)j xarUgxadx, 2ljarcsinxrfr,
7)Ix3VX, 8)JInxrfr.
9)JV elclr. 10>Jn.
nJVcosxrfr. 12)JVsinxc£Et

2.9.6. Hashoiatlaming ko'payish tezligi v =t +12 (t -kunlarda ifodalanadi) formula bilan
ifodalanadi. t =0 da hahoratlar soni 10000 ga teng bo"lIsa, ko'payish sonini toping: 1) 1kun
o'tgach; 5 kun o'tgach; 3) 10 tarn o'tgach

2.9.7. Tablctkadagi don moddasining erish tezligi v =-cOkFe~‘f' gonun bilan o'zgaradi.
liu yerda cO-f =0 dori moddasining konsentratsiyasi: A-crish o'zgarmasi; F — eriyotgan
moddaning hajm birligidagi sirti yuzasi. Agar /=0 da c=c,-c, bo'lsa, don moddasining
erish tenglamasini tuzing.

2.10. RATSIONAL FUNKS!YALARNI VA AYRIM
TR1IGONOMETRIK IFODALARN1 INTEGRALLASH

2.10.1. Ratsional kasrlarni soiida kasrlarga voyish*

Ikkita Qm(x) va £ (x) ko'phadning nisbatiga
R(xy &,(*) bxx~+bIX-" +...+bm x+b"

P,(xX) aw" +alx™'1+.,.+all +ai

rulsional (ratsional kasr)funksiya deyiladi.
m<n boMganda ratsional kasr to'g rikasr, m Sn bo'lganda noto'g'ri kasr

deyiladi
Noto'g'ri kasrda umiig Qm(x) suratini A4x) maxrajiga odatdagidek bo'lish

yo'li bilan kasrdan butun gismi q(x) ajratiladi, ya’ni

?2.(%) w
tenglik hosil gilinadi, bu yerda ~(x)-butun qism deb ataluvchi ko'phad,

0o -to'g'ri kasr, chunki r(x) goldigning darajasi # (x) rung darajasidan kichik.
I=.(%)

11 Section 4-5. Partial Fractions wtvw.mhhe.com/ /bamettcat7/ /bamctt07cat/ch04/.. /bar68.



- +
I-niisol R(x) =3—X4—2‘X—3 1 ratsional kasrdan butun gismini ajrating.

Yechish. Ko phadlarni bo'lish qoidasi bo'yicha kasrning suratini maxrajigu
bo‘lamiz
Ix' - 2jg +1 X:+2x+2
3ed4+6x' +6x3 3x3-8x+ 10
-8x3-6x3+1
-8xJ-16x3- 16x
10x3+ 16x +1
10x3+20x+20
-4x-19

Demak, [l(x) = 3x3- 8x +10+ X 19
X3+ 2x + 2

2.10.2.Sodda kasrlarni intcgrallash*

Quyidagi tog'ri kasrlarga sodda (elementar) kasrlar deviladi:

X-a
1 A 7, (k>2, ke N\
(x-a)
Mx+N .
1. ,(pz-49<0), buyerda/4, M, N, a, p, "“-haqiqiy sonlar
X+ px+q
. 1va U turdagi sodda kasrlar jadval integrallari orgali topiladi:
Ad td(x-
i X -=Af——(-)f--fa-2 =NiIn|x- a |+C; (10.1
X-a X-a
Adx
————--—=Aj(x-a)'*d(x-a) =
(x-a)
=N T« r- te=, - C. (10.2)
(1-%)(x-a)*
. . . Mx+N . L .
2°. W turdagi sodda kasmi garaymiz. J— dx integralining suratida
X' +px +q

kasming maxrajidan olingan hosila (x3+ px +q)' =2x+ pn\ ajratamiz va natijani
integrallaymiz:
M ... Mp
Mx+N (2X+P)+N — M 2X+V

|& dx= f-2--—-- —dXx { 1 dx+
tpx+q X +px+q 2 X"+px+q
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J n-WX dx J w
| 2 fx'+px+qg 2 ' { 2]
Tenglikning oxirgi gismidagi integrallardan birinchisi J, =In|x!+ px + |.
Ikkinchi integral maxrajida to‘lig kvadrat ajratamiz va integralni quyidagicha

hisoblaymiz:
d -
X H 2 =arctg-2x +p

J'* hr +px +q -f ,

"x+ed +q-£. "uy-pl "Ne -p'-

bunda 47-/>r>0, chunki D<O0.
Natijada quyidagiga ega bo'lamiz:

_'\_/'.’S.T-N--In|x’°4-/?x-l-’g|+ . AV g 2P - (10.3)

X +px+q

2-misol. /IIS—F+6 +1—3dx integralni toping.
X X

—2x+6)+11- - 6 ,

Yechish. Izé— -------------------- —dx =—f + -4f =
X +6x +13 2Jx°+6x +13 JXZ+6Xx +13

=?Inllx2+ 6x + 1311—1J.

Bu yerda
_ dx d(x +3) 1 X+3
J =l , =f-—1_—Tr=-"arete
(x+3) +4 A(x+3) +2 2
Btuidan

5x+Il . 5. | +
X e =—In|x +6x+13|-2arctg2(- ----- +C:
ix'+6x + 13

Trigonometrik  funksiyalami integrallash usullandan ayrimlari  bilan
tanishamiz. Fagat trigonometrik funksiyalar ustida ratsional amallar (go'shish,
ayirish, ko'paytirish va bo'lish) bajarilgan ifoda berilgan bo'lsin. Bunday ifodani
hiircha trigonometrik funksiyalami sinx va cosx funksiyalar orgali ratsional
tavishda ifodalash va R(sin x,cosx) ko'rinishga keltirish mumkin.

2.10.3. |7?(sinx,cosx)r/x KiFrinishidagi integm llar

Jfl(sinx,cosx)dx ko'rinishidagi integralni tg--=/ almashtirish orgali

Immma vaqt t o'zgaruvchili ratsional funksiyaning integraliga almashtirish, ya’ni
ralsionallashtirish mumkin. Shu sababli bu almashtirish universal trigonometrik
almashtirish deyiladi.
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. dx . R
3-misol. / =| integralni toping.
3sinx+2cosx +3

Yechish. tg—=/ deymiz. U holda

2dt
=] e 2l & 5, 7
21_+2__I__-_1;\1+3— F+6/+5 " < (*+1)(/+5)
1+/ 1+/

= + joft=n1n|/ +1|+41n|r + 5| +C.

No'malum koeffitsiyentlami aniglaymiz /4=? A =—2.

Demak,

« 2+|

/—|(In|| +I|-In|t +5|)+C ="ln I+
/+5 !E

Universal trigonometrik orniga qo'yish natijasida amalda ko'pincha ancha
murakkab ratsional fimksiyalar hosil bo'lishi mumkin Bunday hollarda yuqorida
keltirilgan integralni topishda quyidagi sodda almashtirishlardan foydalangan
ma’qul:

a) agar R(sin x, cosx) Ifoda sinx ga nishatan tog, ya’ni
ft(-sin x.cosx) = —R(sin x,cosx) bo'lsa, u holda cosx=/ o'miga qo'yish bu
funksiyani ratsionallashtiradi;

b) agar ft(sin ,v,cos ,v) ifoda cos.r ga nisbatan tog, ya’ni
/f(sinx,-cosx) = -/?(sin x,cosx) bo'lsa, u holda sinx=/ o'miga qo'yish orqgali
bu funksiya ratsionallashtiriladi;

c) agarfl(sin x.cosx) ifoda sinx va cosx larga nisbatan juft, ya’ni
/?(—sin X—eosx) =i?(sin x,cosx) bo'lsa, u holda tgx=t o'miga qo'yish bu
funksiyani ratsionallashtiradi.
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Bunda quyidagi almashtirishlardan foydalaniladi:

., tg'x tl 2 1 1
sinar =———=—F, C€0S"X = -----c--— = - -
1+tgjr 1+r | +/gar 1+/
X =arctgt, 6&= dt
1+/3'
V-misol. | = f—— OBxdx integralni toping.

“sin2ar-4sinar + 5

Yechish. Integral ostidagi funksiya cos* ga nisbatan toq funksiya. Shu
sababli sinx =t deb olamiz.
U holda cosxdx =dt va
dt

_ =j =arctg(l - 2) +C =a/r/g(sin m- 2) +C.
I=h3. a/+5 J(-2)3+T ol -2) o )

. dx . .
J- miesal. 1 =J- .. integralni toping.
1-2sin3jr

Yechish. Integral ostidagi funksiya sin v ga nisbatan juft funksiya. Shu
sababli tgx =t 0'miga qo'yishdan foydalanamiz.

U holda
dt
+ t +l
[=f-rA -=frp=n i, O
J 2r_ JI-/3 /-1 2 Jgx-I

2.10.4. Jsinmxcosnxdx. j sinmacsinnxdx, fcosmxcosnxdx

ko'rinishidagi integrallar*

Bu ko'rinishdagi integrallarni hisoblashda

sinmxcosnx = <wm(sinfty/ + n)x + sin(/w - n)x),
sinfwarsin/iar =~ (cos(w - n)x - cos(m +n)x),

cosmxcosnx =~(cos(/n + /i).v + cos(w - n)x)
tngonometrik formulalardan foydalaniladi.

6- misol. j cos3x ecos5xdx integralni toping.
Yechish. Jcos3a: mos 5xdx =" | (cos 8x + cos 2x)dx =

=—-sin 8r+—sin2x)+C =—(sin 8+ 4sin 2ar) + C.
?( y8 2 )) 16( )
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2.11. AN1Q INTEGRAL

2.1 L1. Aniq integral tushunchasiga
olib keluvchi masalalar

Anig integral tabiat va texnikaning bir gancha masalalarini yechishda,
xususan har xil geometrik va fizik kattaliklami hisoblashda keng qo'llaniladi.

Egri chizigli trapefsiyaningyuzasi hagiilagi musalasi

Tekislikda Oxy to'g'ri burchakli
dekart koordinatalar sistemasi Kkiritilgan
va [«/>] kesmada uzluksiz va manfiy
bo‘Imafan y =/(n) funksiya aniglangan
bo'lsin.

Yugoridan y =f(x) ftmksiya
grafigi bilan, quyidan Ox o‘gi bilan, yon
tomonlaridan x =a va x=b to'g'ri
chiziglar bilan chegaralangan figuraga
egri chizigli trapelsiya deyiladi (52-
shaklda bu figura -aABb).

52-shakl
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aABb egri chizigli trapetsiyaning S yuzasigata'nfberamiz [a; ft] kesmani
n ta kichik kesmalarga boiamiz: bo'linishsh nugtalarining abssissalarini
a =x0<x, <. <x_, <x( <x, =b bilan belgilaymiz. {x }={.r0,x1....x)[}
boiinish nugtalari to'plamini [a,b] kesmanining bo'linishi deymiz. x. bo'li-
nish nuqtalari orqali Oy o'qqga parallel x =x to‘g‘ri chiziq o‘tkazamiz. Bu to'g'ri
cluziglar aABb trapetsiyani asoslari [xM;xf] bo'lgan n ta bo lakka boiadi.
aABb trapetsiyaning S yuzasi n ta tasma yuzalarining yig'indisiga teng boiadi.
n yetarlicha katta va barcha [rH;r] kesmalar kichik boiganida har bir n ta
lasloaning yuzasini husoblash oson boigan mos to'g'ri to'trburchakning yuzasi
bilan almashtirish mumkin boiadi. Har bir [x,_,;x,] kesmada biror <€ nugtani

lunlaymiz, f(x) funksiyaning bu nuqtadagi giymati /(£,) ni hisoblaymiz va uni
lo'g'n to'rtburchakning balandligi deb qgabul gqilamiz. [x_,.x] kesma kichik
boiganida f(x) uzluksiz funksiya bu kesmada kichik o'zgarishga ega boiadi.
Shu sababli bu kesmalarda funksiyani va taqriban /(£ )ga teng deyish mumkin.
Ititta tasmaning yuzasi /(£,)(x- X,.,) gateng boiganidan aABh egri chizigli
liapetsiyaning S ga yuzasi tagriban Snteng boiadi:

s*S. = H{1) fi". (tL.1)
(11 1) tagribiy giymat d =max/Ax (i=1,n) kattalik gancha kichik boisa
"liuncha aniq boiadi. d kattalikka {x} boiinishning diametri deyiladi. Bunda
n—=>ocdad-»0.
Shimday qilib, egri chizigli trapeisiyning S yuzasi deb, Su to'g'ri to'rtbur-
chaklar yuzasining boiinish diametri nolga intilgandagi limitiga aytiladi, ya’ni

S=lifg S, =i E/(E)A*,. (11.2)

Demak, egri chizigli trapetsiyaning yuzasini hisoblash  masalasi
(112) ko'rinishdagi limitru hisoblashga keltiriladi.

Bosib o'tilganyo'l masalasi

Agar moddiy nugtaning harakat qonuni s=/(t) (bunda t— vaqt, s—bosib
ii'tilgan yoi) tengiama bilan berilgan boisa /(/) funksiyaning J\t) hosilasi
imiddiy nuqtaning berilgan vaqtdagi harakat tezligi v(I) ga teng, ya’ni
r(/) =/ ’(/) boiadi. Fizikada quyidagi masalani yechishga to'g'ri keladi. Moddiy
nugta to'g'ri chiziq bo’ylab v tezlik bilan harakat gilayotgan va v tezlik
/ vaqtning uzluksiz funksiyasi boisin deymiz. Moddiy nugta vaqtning /=a dan
I b gacha boigan biror [a;/1] oralig'ida bosib o'tgan yo‘l s ni topamiz.
|<rft] kesmani a=r0 </M <...<lpbl </,, =b nuqtalar bilan vaqgtning
n ta yetarlicha kichik oraliglariga boiamiz. Vaqgtning kichik oralig'ida
»(/) tezlik «deyarli» o'zgarmaydi. Uni bu vaqt oralig'ida o'zgarmas va taqriban
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v(4,) (£,e[/H;/J) gateng deyish mumkin. Bunda harakat [/_,;/,] kesmadayassi
bo'ladi. U holda bosib o'tilgan yo'l bu vaqt oralig'ida v(£.)(i, — ga,

m
[#;A] vaqgt oralig'ida s*s, :i1:|>(£)ﬂ,/, At, =/,—f g a teng bo'ladi. Butaqribiv

giymat d = max A/, (i =1,n) kattaiik gancha kichik bo'lsa, shuncha aniq bo'ladi.

Shunday qilib, s bosib o'tilganyo'l deb, sayig‘indining d -*0 dagi limitiga
aytiladi, ya’ni

s=|jmi.=lim:v(M)Alr (11.3)

Demak, bosib o'tilgan yo'lni hisoblash masalasi (11.3) ko'rinishdagi limitni
hisoblashga keltiriladi.

Qaralgan har ikki masalada biror ko'rinishdagi yig'indining limitini topishga
olib keluvchi bir xjl usul qo'llanildi. Tabiat va texnikaning bir gancha
masalalari yuqoridagi kabi yig'indining limitini topishga keltiriladi.

Reaksiyaga kirishuvchi modda nugdori hugida masala
Kimyoviy reaksiyada gatnashuvchi gandaydir moddaning kimyoviy aylanish
tezligi v=v(/) bo'lsin. tu dan / gacha vaqgt oralig'ida reaksiyaga kirishuvchi

modda migdori m ni  topaylik. Buning uchun oldingi masalani yechish
jarayonini ketma-ket amalga oshiramiz. Natijada

m= Vv'= £ VQ)**, (na)

limitni hisoblash masalasiga kelamiz.

2.11.2. Integral yig‘indi va aniq integral”

y =f(x) funksiya [a,/>] kesmada amqglangan bo'lsin.

[a,b] kesmani ixtiyoriy ravishda a =x0<Xx, <...<X_, <X, <...<X", <X, =6
nuqgtalar bilan n ta gismga bo'lamiz, bunda {x} ga [a,b] kesmaning bo'linishi,
d = max(x —xf,), (i=1,a) kattalikka bo linish diametri deymiz.

Har bir [x_,;x,] kesmada ixtiyoriy nugtani tanlaymiz. Bunday nuqtalarni
belgilcmgan nugtalar deb ataymiz. Funksiyaning [/ (£,) qiymatni mos
AX, =X, - X M uzunlikka ko'paytirib. bu ko'paytmalardan

:11:1/(£ (11.5)
yig'indini tuzamiz. (11.5) vyig'indiga f(x) funksiya uchun [a;A] kesmaning
{x} boiinishidagi integral yig'indi deyiladi.

** yig'indining d —0dagi limiti tuzunchasini kiritamiz.
1-ta'rif. Agar V e>0 son uchun shunday <$>0 son topilsa va
tengsizlik [a;6] kesmaning diametri d <5 bo'lgan istalgan {x}
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bo'linishida belgilangan nugtalaming tanlanishiga bogiig bo‘lImagan holda
bajarilsa, / soniga »ai integral yig'indining limiti deyiladi va u / =HTuun deb
yoziladi

2-ta’rif. Agar (11.5) integral yig'indi d -»Oda chekli limitga ega bo'lsa, u
holda bu limitga [a25] kesmada / (x) funksiyadan olingan aniq (bir karrali)

b
integral deyiladi va J/ (x)dx kabi belgilanadi.
a

Shunday qilib, ta’rifga ko'ra
J/(x)dr=1limX/(£ )AXx, (11.6)
a M

bu yerda J(x) -integral ostidagi funksiya, x~ integrallash o'zgaruvchisi,
a, b- integrating quyi va yuqori chegarasi. [a;A]-integrallash sohasi (kesmasi)
deyiladi
b
[a\b] kesmada Jf(x)dx anig integral mav)ud bo'lsa, y - f(x) funksiya shu
a

kesmada integrallamtvchi deyiladi.

Keltirilgan ta’riflarda a <h bo'lsin deb faraz qilindi. Aniq integral
tushunchasini a =b va a>b bo'lgan hollar uchun umumlashtiramiz.

a >b bo'lganida 2-ta’rifga ko'ra

Ji(x)dx =-Jf(x)dx (7
a b

bo'ladi.
2-ta’rifga ko'ra a =b bo'lganida ((11.6) ga garang)

jl(x)rfr=0 (11.8)
bo'ladi.

(11.4) integral yig'indi berilgan funksiyaning argumenti ganday harf bilan
belgilanishiga bog'lig bo'Imagani sababli, uning limiti va shuningdek aniq integral
integrallash o'zgaruvchisining belgilanishiga bog'lig bo'Imaydi:

\Vf(x)dx =\f(t)dt =]f(z)d-.

Aniq integral mavjud bo'lishi hagidagi teoremani isbotsiz keltiramiz.
1- teorema (Koshi teoremasi). Agar y =f(x) funksiya [a,b] kesmada

b
uzlukziz bo'lsa, u holda Jf(x)dx aniq integral mavjud bo'ladi

Funksiyaning uzluksiz bo'lishi uning integrallanuvchi bo'lishining yetarli
sharti bo'ladi. Boshqacha aytganda [a\b] kesmada uzilishga ega bo'lgan, ammo bu
kesmada integrallanuvchi funksiyalar mavjud bo'lishi ham mumkin.

2- teorema. [a,b\ kesmada chekli sondagi birinchi tur uzilish nuqtalariga ega
bo'lgan funksiya bu kesmada integrallanuvchi bo'ladi.



2.11.3. Aniq integralning geometrik va mexanik nurnolari

Egri chizigli trapetsiyaning yuzasi masalasiga qaytamiz. (11.2) tenglikning
o'ng tomoni integral yig'indidan iborat. U holda (116) formuladan aniq
integralning geometrik Ta nosi kelib chigadi agar /(x) funksiya [a;6] kesmada

integrallanuvchi va manfiy bo'lmasa, u holda [a,b] kesmada /(x) funksiyadan
olingan  anig integral y =/(x), y =0, x=a va x=h chiziglar bilan
chegaralangan egri chizigli trapetsiyaning yuzasiga teng.

>

/- misol. IV~ X dx integralni uning geometrik ma'nosiga tayanib hisoblang
-3
Yechish Bunda x ning -3 dan 3 gacha o'zgarishida tenglamasi

y =*9—x~ bo'lgan chizig x1+y1=9 aylananing Ox o'gidan yugorida
joylashgan bo'lagidan iborat bo'ladi. Shu sababli x=-3, x=3, y-0 va
y =79-x" chiziglar bilan chegaralangan egri chizigli trapetsiya x1+y1=9
doiraning yarmidan tashkil topadi. Lining yuzi S =2 ga teng. Demak,

\AT7dx =7-.
> 2

Endi bosib o'tilgan yo'l masalasiga o'tamiz. (11.3) tenglikning o'ng tomoni
integral yig'indidan iborat bo'lgani uchun (11.5) formuladan ushbu xulosaga
kelamiz agar v(t) funksiya [a;6] kesmada integrallanuvchi va manfiy bo'Imasa,

u holda v(r) tezlikdan [a/>] vaqt oralig'ida olingan aniq integral moddiv
nugtaning t=a dan t-b gacha vaqt oralig'ida bosib o'tgan yo'liga teng. Bu
jumla aniq integralning mexanik Ta nosini anglatadi.
2.11.4. Aniq integralning xossalari*
" Agar integral ostidagi funksiya birga teng bo'lsa, u holda
jdx=b-a

bo'ladi.
Isboti. Aniq integralning ta’rifiga ko'ra

\dx =1lim11-Ax, = lim£(x, - x_,)=1jm(6-a) =b-a.

2°. Ozgarmas ko'paytuvchini aniq integral belgisidan tashgariga chiqarish
mumkin, ya’ni

Jkf (x)dx =k \/(x)dx, k=consl.

Isboii. ikf\x)dx = Ilmé. /(£ )AL, =k Ljngfj / (£ )Ax =k&f (x)dx
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3”. Chekii sondagi funktsiyalar algebraik yig'indisining aniqg integrali
go'shiluvchilar aniq integrallarining algebraik yig'indisiga teng, ya’ni

{(/(*) £tp(x))dx =j f(x)dx £ \<p(x)dx

Isboti [(/(x)£ y>()N=1limE(/(£,) £+ QAQ))A* =
= L+ 1im'Zpfe )Ax, = Jf(x)dx * j tp{x)d
Py )AX, £ 1im lep ¢ )AX B(x) x+Jatp{x) X

47 Agar \a,b\ kesma bir necha gismga bo'lingan bo'lsa, u holda [a;A] kesma
bo'yicha olingan anig integral har bir gism bo'yicha olingan aniq integrallar
yig'indisiga teng bo'ladi. Masalan,

jI(x)dx =]1f(x)dx+fI\x)dx, ce[a;*].

Ishoti. a<c<b bo'lsin deylik. Integral yig'indi [a;ft] kesmani bo'lish
usuliga bog'liq emas. Shu sababli ¢ ni \a:b\ kesmani bo'lish nuqtasi qilib olamiz.
Masalan, agar ¢ =xmdeb olsak, u holda ni ikki yig'indiga ajratish mumkin:

n :%:/ltf,)A r, = %(!,)A*, +H:I+ﬁr0 *XTr
Bunda cl —0 da limitga o'tamiz:
JEo)dx = Jf(x)dx +j(x)dx
a, A c nugtalaming boshgachajoylashishida ham xossa shu kabi isbotlanadi.
c b c
Masalan. a<b<c bo'lsa, f/(x)t/x =J/(x)</x +J/(x)<7x bo'ladi
it a b
Bundan
1f(x)dx=)f(x)dx-]f(x)dx
it a b
yoki integrallash chegaralarining almashtirilishi xossaga ko'ra ((11.7) ga garang)
I (x)dx =Jf(x)dx +Jf(x)dx
5°. Agar \a:b\ kesmada funksiya o'z ishorasini o'zgartirmasa, u holda

funksiya aniq integralining ishorasi funksiya ishorasi bilan bir xil bo'ladi, ya’ni:
b

[0;A] da /(x)>0 bo'lganda, J/(x)r/x£ 0 bo'ladi;

b
[a;A[ da /(x) SO bo'lganda, J/(x)dx<0 bo'ladi.
Isboti. f(x)> 0 funksiya uchun integral yig'indi >0 bo'ladi, chunki

b
/(£,,)>0 va Ax, >0. Bundan |/(.r)c/r >0. Shukabi Ax,>0, /(x)50
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ekanidan <0 va \f|x)dx<O0 Kkelib chigadi.
a

6°. Agar [a;A| kesmada f(x) ><p(x) bo'lsa, u holda
ff(x)dxzf<p(x)dx

bo'ladi.
fsboti. J\x)Z(p(x) dan J(x)-tp(x) SObo'ladi. U holda 5-xossaga ko'ra

\{J(X) - g=(x))dx>0 yoki 3-xossaga ko‘ra\f(x)d x-f(x)</*>0.
* « 0
Bundan

1f{x)dxi=>\<p{x)dx.

7" Agar m va M sonlar f(x) funksiyaning \a:b\ kesmadagi eng kichik va
engkatta giymatlarii bo'lsa, u holda

T(b- a)in]f(x)dx sM(b - a)

bo'ladi.
fshoti.  Shartga kora m <f(x) <M
U holda 6-xossaga ko'ra

t b b
jmdx <J/ (x)dx <jMdx
Bunda
h b 6 6
\mdx =mfdx =m{h-a), jMdx=Mjdx =M(b-a).
Y a I} a
U holda
m[b - a) <\f(x)dx SM(b - a).
a
Bu xossa aniq integralni baholasfi hagidagi teorema deb yuritiladi.
8". Agar f(x) funksiya [a.b] kesmada uzluksiz bo'lsa, u holda shunday
ce fa;b\ nuqta topiladiki,
6
\f(x)dx =f(c)[b-a) (11.9)
bo'ladi.
fsboti. 7- xossaga ko'ra
m(b-a)M\f(x)dxsM(b-a).
(0]
Bundan

1f(x)dx
m <—-------- <M.



\j(x)dx
m=U deymiz. U holda T<u<M bo'lgani uchun Bolsano-

b-a
knshining ikkinchi teoremasiga ko'ra biror ce[a;/1] nugta uchun f(c) =/j
\f{x)dx
bo'ladi.  Shusababli b -=/(c) yoki \f(x)dx =f(c)(b-a).
8- xo0ssa o'rta qgiymat hagidagi ieorema deb

utaladi. (11.9) formulaga o rta giymat formulasi,
/(c) ga f(x) fanktsiyaning [a,b] kesmadagi
n nucha gqiymati deyiladi.

O'rta qgiymat hagidagi teorema quyidagi
gcometrik talginga ega: agar /(nr)>0 bo'lsa, u holda
\ f(x)dx integral giymati balandligi /(c) ga va asosi
(b-a) ga teng bo'lgan to'g'ri to rtburchakning
yuzasiga teng bo'ladi.

2-misol. y =2x +2 funksiyaning [-1;2]
kesmadagi o'rtacha giymatini toping

Yechish. O'rta giymat hagidagi teoremadan
topamiz:

1
j/(x)dx.
L 00

Aniq integralning geometrik ma'nosiga ko'ra fl(2x +2)dx integralning
giymati 53-shaklda keltirilgan uchburchakning yuzasiga teng, ya’ni
J=--(2 +1)-6 =9.
5 (2+1)

Bundan
|

T
2.11.5. Yuqori chegarasi o‘zgaruvchi aniq integral

/’* 9 =3

y =f(x) funksiya [a\b\ kesmada aniglangan va uzluksiz bo'lsin. U holda
u ixtiyoriy [aar] (a<x<b) kesmada integrallanuvchi bo'ladi, ya’ni istalgan
x e(a;n] uchun

F(x)=\f(t)dt (11.10)

integral mavjud bo'ladi.

*

Agar ixtiyoriy t&[a\b]da /(/)> 0 bo'lsa, u holda F(x) =" f(t)dt integral
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asosi [e;x] kesmadan iborat bo'lgan egri chizigli tTapetsiyaning o'zgaruvci yuzasi
£(x) ni ifodalaydi (54-shakl).
kesmada (11.10) tenglik bilan

aniglangan  F(x) funksiyaga yuqori
chegarasi  o'zgaruvehi aniq integral
deyiladi

F(x) funksiya [a;/>] kesmada uzluksiz
va differensiallanuvchi bo'ladi. Shunindek,
bunda F{x) funksiya uchun quyidagi
fundamental teorema o‘rinli bo'ladi.

3-tcorema (Nyuton-Leybnis teorema-
si). [a,h] kesmada uzluksiz f(x) funksiya-

ning yuqori chegarasi o'zgaruvchi integrali
F(x) dan yuqori chegara bo'yicha olingan
hosila mavjud va u integral ostidagi
funksiyaning yuqori chegaradagi giymatiga teng bo'ladi, ya'ni
Fi\x)=\\mdt\ =J{x), xe[a;A]. (HU)

Isboti. x e [«/>] va x +Axe[fl;/>] bo'lsin. U holda aniq integralning
4- xossasini go'llab, topamiz:

x rA
F(x +Ax) = J f{t)dt=\f(t)dt+ \f(t)dt

Bundan (11.1) tenglik va o'rta giymat hagidagi teoremaga ko'ra
Ab=F(x +Ax)- F(x) = ff(r)dr =f(c)Ax, buyerda ce[x,x+/1x].
X
F(x) funksiyaning hosilasini aniglaymiz:
Fr()=fim—= =1im 7 -7 = limi(e).

Ax—0da x+Ax->x vac-*x, chunki ce[x,x + Ax],
U holda /(x) funksiyaning uzluksizligidan

F'(x)=Um/(c)=/(x)
bo'ladi.

Nyuton-Leybnis teoremasi matematik analizning asosiy teoremalaridan biri
hisoblanadi. Bu teorema differensial bilan aniq integral tushunchalari orasidagi
munosabatni ochib beradi.

Bu teoremadan [a;A] kesmada uzluksiz har ganday /(x) funksiya shu
kesmada boshlang'ich funksiyaga ega bo'ladi va uning boshlang'ich
funksiyalaridan biri yuqori chegarasi o'zgaruvchi F(x) integral bo'ladi degan
xulosa kelib chigadi

/(x) funksiyaning boshga bir boshlang'ich funksiyasi F(x) funksiyadan

170



o'zgarmas C songa farg gilgani uchun anigmas va aniq integrallar orasidagi
ushbu bog'lanish kelib chigadi:

\f(x)dx =]/(t)dt +C ,xe [a;A]. (11.12)
a
2.11.6. Nyuton-Leybnis foruiulasiK

Aniq integralni integral yig'inclining limiti sifatida hisoblash hatto oddiy
liinksiyalar uchun ham ancha qiyinchiiiklar tug'diradi. Shu sababli aniq
integralni hisoblashning (11.12) formulaga asoslangan, amaliy jihatdan qulay
bo'lgan hamda keng qo'llaniladigan usuli bilan tanishamiz.

4-teorema (integral hisobning asosiy teoremasi). Agar F(x) funksiya

kesmada uzluksiz bo'lgan f(x) funksiyaning boshlang'ich funksiyasi
bo'lsa, u holda

\f(x)dx =F(b)-F(a). (11.13)
a
Isboti. F(x) funksiya f(x) funksiyaning boshlang'ich funksiyalaridan biri

bo'lsin. U holda 3-teoremaga asosan \f(l)dt funksiya ham f(x) funksiyaning

I<g,b] kesmadagi boshlang'ich funksiyasi bo'ladi. Boshlang'ich funksiyalar
o'zgarmas C songa farq gilganidan

1f(t)dt=F(x)+C.
Bu tenglikka x =a ni qo'yZmiz va chegaralari teng bo'lgan aniq integralning
xossasini qo'llaymiz:
1f(l)dt=F(a) +C =0.
Bundan C =-F(a). U holdz istalgan x e [«;ft] uchun
\f(t)dt =F(x)-F(a)

bo'ladi.

Oxirgi tenglikda x =b deymiz va t o'zgaruvchini x bilan almashtiramiz.
Natijada (11.13) formula kelib chiqgadi.

(11.13) formulaga Nyuton-Leybnis formidasi deyiladi

F(b)-F(a) ayirmam shartli ravishda F(x)|* deb yozish kelishilgan.
Bu kelishuv natijasida Nuyton-Leybnis formulasi

\f(x)dx =F(x)I (11.14)

ko'inishda ifodalanadi.

: P ox. . .
3- misol Jf . i= integralni hisoblang.
O\ + x-
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InB+ 7o|-1nl = InB+ sTo|.

4-misol. f— ----—- — integralni hisoblang
\x"-2*+ 10

Yechish.

2.11.7. Aniq integralrtu o‘zgaiuvchini alniashlirish

5-teorema y - f(x) funksiya [a;6] kesmada uzluksiz bo'lsin. Agar
1) x=<p(l) funksiya [a\p] kesmada differensiallanuvchi va g>\t) funksiya
[a,P] kesmada uzluksiz; 2) *=7?7>(/) funksiyaning qiymatlar sohasi [a;/>|
kesmadan iboraf; 3) g>(@)- a va <p(P)=b bo'lsa, uholda

p
) dx =1(<p()<p'(Vdl (1U5)

bo'ladi.
Isboti Nyuton-Leybnis formulasiga ko'ra

1H{x)dx =F(b)-F(a),

bu yerda F{x) funksiya f(x) funksiyaning [«/>] kesmaclagi boshlang'ich
funksiyalaridan bin. ®(I") = F(<p(l)) murakkab funksiyani garaymiz.
Murakkab funksiyani differensiallash qoidasiga asosan
V) = F\<p(D)<p\t) =
Demak, ®(/) funksiya [a\p] kesmada f(<p(i))<p\l) uzluksiz funksiya uchun
boshlang'ich funksiya bo'ladi. Nyuton-Leybnis formulas! bilan topamiz:

(11.15) formula aniq inlegralda o'zgamvchini ahnashtirish formulasi deb
yuritiladi. Aniq integralni hisoblashning bu usulida aniq inlegralda o 'rniga qo 'yish
usuli deyiladi.

Izoh  Aniq integralni (11.15) formula bilan hisoblashda dastlabki eski
o'zgaruvchiga qaytish  shart emas, chunki mtegrallash chegarasi o'miga
go'yishga mos tarzda o'zgaradi.

n

5- misol. j%4- x1dxintegralni hisoblang.

tirish 3-teoremaning barcha  shartlarini ganoatlantiradi: birinchidan
/(*) =w4-nr3 funksiya [0;n/3] kesmada uzluksiz, ikkinchidan s =2sin/
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funksiya 0;? kesmada differensiallanuvchi va jt = 2cost bu kesmada uzluksiz.
uchinchidan t o'zgaruvchi 0 dan —gacha o'zgarganda x = 2sint funksiya 0 dan

<M\gacha o'sadi va bunda <40)=0 va J =V 3. Bunda dx = 2costdi.

(11.15) formuladan topamiz.
£ £ £

J\4 - xldx =41cos’idl =2j(1 + cos 2t)dt =2\t +-sin2/) =— +— .
u 0 u vV 2 /, 3 2

6-misol. Jxyl + x'dx integralni hisoblang.
0
Yechish. /=V 1+x1 o'miga qo'yish bajaramiz. U holda
X-Vr2-1, dx=—2L=, x=0da/=1 x= da/=V2.

[1;V2] kesmada yft' -1 funksiya monoton o'sadi, demak o'miga go'yich
to'g'ri bajarilgan.  Bundan

\x Ad x =\~ .rjL = =fd '~ [o 2V2-1

huh. (11.15) formulani qo'llashda teoremada sanab o'tilgan shartlaming
bajarilishini tekshirish lozim. Agar bu shartlar buzilsa keltirilgan formula bo'yicha
o'zgaruvchini almashtirish xato natijagaolib kelishi mumkin.

2.11.8. Aniq integralni bnMaklab integrallash

6-teorema. Agar u(x) va v(x) funksiyalar u'(x)va v'(x) hosilalan bilan

\a,b] kesmada uzluksiz bo'lsa, u holda
Judv=IM' - Jvdu (1116)
bo'ladi.

Isboti. Teoremaning shartiga ko'ra i/(x) va v(x) funksiyalar hosilaga ega.

U holda ko'paytmani differensiallash qoidasiga binoan

(UGIV(X)) = u(x)Vv'(x) + v(x)«'(*)

Biuidan m(x)v(x) funksiya «(x)v'(x) +wv(x)m'(x) funksiya uchun boshlang'ich
funksiya bo'lishi  kelib chigadi. u(x)v'(x) +v(x)i/(x) funksiya [a;t>] kesmada
uzluksiz bo'lgani uchun u bu kesmada integrallanuvchi bo'ladi.

U holda aniq integrating 3- xossasiga va Nyuton-Leybnis formulasiga ko'ra

JuE)VIX)dx + Iv)u'(X)dX=m (<) vl
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Bundan, u\x)dx =du(x) va v'(x)dx =dv(x) bo'lgani uchun,

* * *
Judv =mvjo- lvdu.

(11.16) formula aniq integralni bo aklab integrallasliformulasi deb ataladi.

1
7-nmol. | xe ’dx integralni hisoblang.

Yechish.

u=x, dv=e"dx
fxe~'dx = =-xe~"\'il +fe~"dx =
du =dx, v=-e~’

e lo e e e
2.11.9. Mashqglar

2.11.1. Integrallarni aniq integrating georoctnk ma'nosiga tayanib hisoblang:
2

I)El)VIG —J2dh, 2)JL53+x)dx.
2.11.2. Funksiyaiaming berilgan kcsmalardagi o ‘rtacha giymatim toping:
Dy-V*-** [-2,2]; 2),=|*1. H;l];

2.11.3. Berilgan integrallorni hisoblang:

1)jl1>3+2r+ lydr; 2ij sin 2xdx,
1
»
2
3)Jcos.vdr, 4)
&
6
It
*»
5)jcos3xdt, .
0 ism x
7) JW I+ xJfc 81|(2x3+1)rit:
0 0
x K
)J sinxdx 10) jcosxsin3xdx:
(1+Q:X
" fziec 2%
13) fxsinzat; 14) JxInxot:



2.12. XOSMAS INTEGRALLAR

Aniq integral qaralganida J/(X)d!r integral mavjud bolishi uchun ikkita

shartning bajarilishi talab qilingan edi: 1) integrallash chegarasi chekli [a;A]
kesmadan iborat bo'lishi; 2) integral ostidagi funksiya [a\b] kesmada aniglangan
va chegaralangan bo'lishi.

Aniqg integral uchun keltirilgan shartlardan biri bajarilmaganda u xosmas
integral deb ataladi; 1) fagat birinchi shart bajarilmasa, cheksiz chegarali xosmas
integral (yoki I tur xosmas integral) deyiladi; 2) fagat ikkinchi shart bajarilmasa,
uzilishga ega bo'lgan funksiyaning xosmas integrali (yoki N tur xosmas integral)
deyiladi.

2.12.1. Cheksiz chegarali xosmas integrallar
(J tur xosmas integrallar)*

&
I-ta’rif/(x) funksiya [or;+00) oraligda uzluksiz bo'lsin Agar limj/(x)d!x
a
limit mavjud va chekli bo'lsa, bu limitga vuqgori chegarasi cheksiz xosmas integral
+=
deyiladi va J/(x)t/x kabi belgilanadi:
Ji(x)dx =Jim Jf(x)itx (12. 1)
Buholda Jj\x)dx integralgayaginkishuvchi integral deyiladi

Agar Iimg’f/(x)r/x limit mavjud bo'lImasa yoki cheksiz bo'lsa,

JJ\x)dx integralga uzoglashuvchi integral deyiladi.
«

Quyi chegarasi cheksiz va har ikkala chegarasi cheksiz xosmas integrallar shu
kabi ta’riflanadi:

\f(x)dx= Iim_j/(X)C/X, (12.2)
N < 0 >
jf(x)dx =lim Jf(x)dx + lim J/(x)c/x, (12.3)

Ini yerda c- sonlar o'qining biror fiksirlangan nuqtasi. Bunda (7.3) tenglikning
ihap tomonidagi xosmas integral, o'ng tomondagi har ikkala xosmas integral
vaginlashgandagina yaginlashadi.

I-misol. f— (a>0) integralni yaqinlashishga tekshiring.

Yechish. a *-1 bo'lsin.
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U holda

No“ A -D -

1 x° X®  wwwx1- @ 1-a oewe

Bunda: 1) or <1bo'lganda, J— =—— (limfil"-1) = +oo,
ijc* l—a b*'

2) a >1 bo'lganda, f— =——({imil" - )= ——,
) g I x° l-a(* ) 1—a

3) a =1bo'lganda, ‘]X—c = lim f— :k)ljmlnxlf =,l[>r]blnft: +00.

I
<§F\]X . . .

Demak. T— xosmas integral a >1da yaqginlashadi va 0 <a <1da
U

uzoglashadi.

0
2- misol. | xcosxdx integralni yaqinlashishga tekshiring.

: A X
Yechish. {xcosxdx = limJxcos.«/x= lim xsinjrlu- Jsinxeh1=

- lim(-asina +cosx|n=lim (-asina- cosa + 1).
0
Bu limit mavjud emas. Shu sababli j xcosxdx integral uzoglashadi.
“0

2.12.2. Uzilishga ega bo‘lgan funksiyalarning xosmas integrallari
( I fur xosmas integrallar)k
2-ta’rif. f(x) funksiya [a,/>) oraligda aniqlangan va uzluksiz bo'lib, x =b da
be
cheksiz uzilishga ega bo'lsin. Agar lim \J\x)dx limit mavjud va chekli bo'lsa,
bu limitga uzilishga ega bo'lgan junksiyaning xosmas integrali deyiladi va

\ f(x)dx kabi belgilanadi:
A

\f(x)dx =Ym\f(x)dx. (12.4)

Shu kabi: 1) /(x) funksiya x ning a ga o'ngdan yaginlashishida uzilishga
ega bo'lsa,

[/ (x)dx =lim | f(x)dx\ (12.5)
bo'ladi;
2) agar f(x) funksiya ce[a,b] da uzilishga ega bo'lsa,
f(x)dx =limG@f(x)dx + lim }(x)dx 12.6
Iﬂ( ) %( ) 36( ) (12.6)
bo'ladi.
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38 im-9% 4 jim r—dﬁz-
AixbIX ' AIx\IX Ly\fx

=-31limx 5 -SIL%XJ =

=3iime * —1—1+ 3lime: 3=6( lime 1- |) =+oc.
RE) W0 1" g-*0
Demak, xosmas integral uzoglashadi. Berilgan integralga Nyuton-Leybnits
lormulasi formal qo'llanilishi xato natijagaolib keladi:

jdx 3
X\[x 4x.

2.12.3. Mashqglar

2.12.3. Berilgan integrallami hisoblang yoki uzoglashuvchi ekanini anigtang:

o* | *
vlj
M +x 4)‘?7;
40
5) Je’dic; 6)|e - fafcfc;
0
7)
io* ¢
sberT- TW
12)\ 2 odx.
a7
1 )3
L X-a
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2-misol. y =x"'- M-2x va >=0 chiziglar bilan chegaralangan tekis shakl
ynzasini hisoblang (56- shakl).
Yechish Berilgan tekis shaklni yuzalari .S, va S, boigan kesishmaydigan

gismlarga ajratarruz. U holda yuzaning additivlik xossasiga asosan berilgan tekis
shaklning yuzasi gismlar yuzalarining yig'indisiga teng bo'ladi.

Demak,
0 2

S =St+S, =1 (*"- x1- 2x)dx- [(r5- x2- 2x)dx =

37
12

Agar egri chizigli trapetsiya yuqoridan r=tp(t), y =iy(t), a<t<P
parametrik tenglamalar bilan berilgan funksiya grafigi bilan chegaralangan va
a=<p(@), b=tp(b) bo‘lsa (13.1) formnlada x = <P(t), dx = (p'(l)di ko'rinishdagi
o'rniga qo‘yish orqali o ‘zgaruvchi almashtiriladi.

U holda

S =\g/(t)cp\t)dt (13.3)
a
bo'ladi, buyerda, a =<p(a) va h =cp(p).

3- misol. Radiusi R ga teng doira yuzasini hisoblang.
Yechisli Koordinatalar boshini doiraning markaziga joylashtiramiz. Bu
doiraning aylanasi x =Rcost, y = Rsint parametrik tenglamalar bilan aniglanadi

va doira koordinata o'glariga nisbatan simmetrik bo'ladi. Shu sababli uning
birinchi chorakdagi yuzasini hisoblaymiz ( bunda x o'zgaruvchi 0 dan R gacha

tiramiz.

U holda (13.3) formulaga ko'ra:
n

S =45, = 41Rsm/(-/?sin t)dI =4R2]65in'tdt =

Yuzani qutb koordinatalarida hisohlash

Qutb koordinatalar (r-qutb radiusi, ¢=—qutb burchagi) sistemasida berilgan
r =r() funksiya (pe[a,p\ kesmadauzluksizbo'lsin.

r=r((p) funksiya grafigi hamda O qutbdan chiggan qp=a va <p=P nurlar
bilan chegaralangan tekis shaklga cgn chizigli scktor deyiladi.
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AOB egri chizigli sektor yuzasini quyidagi tartibda hisoblaymiz.

. Qutbdan chiggan <pva a burchaklarga mos nurlar bilan chegaralangan
egri chiziqli sektor yuzi <p burchakning S =S(tp) funksiyasi bo'lsin, bu yerda
a<,ip”p (f=a bo'lganda S(a) =0, tp=p bo‘lganda S(p) =9).

2". Joriy tp qutb burchak [Atp=dtp orttirma olganida AS YUz

(MB «elementar egri chuiigli sekton> yuziga teng orttirma oladi.
Bunda dS differensial AS orttirmaning dtp —0 dagi orttirmasining bosh

gismini ifodalaydi va radiusi r ga, markaziy burchagi dp> ga teng boigan
OAC doiraviy sektor yuziga teng bo'ladi (57-shakl). Shu sababli

ds = —rldp

3”. Oxirgi ifodani ip=a dan
<p=P gacha integrallab izlanayotgan
yuzani topamiz:

S=~\r\g>)d<p. (12.6)
2*a

4- misol. r =2cos3<p egri chiziq
bilan chegaralangan figuraning
yuzasini hisoblang.
Yechish /-=2c0s3</> egri chiziq
bilan chegaralangan figuraga uch
yaprogli gul deyiladi (1-ilovaga garang). Uningning oltidan bir gismi yuzasini
hisoblaymiz:

* »

-S =—{4cos33agxicp=J(1 +cos = +s'n '] =
?io axicp 0( 6<p)o<p SOP 8 io

6 6

Bundan S =1.
Agar egri chizigli sektor /; = (<) va r, =r,(<) (pe [or;/?] da r, (@) > rt((p))
funksiyalar grafiklari bilan chegaralangan bo'lsa,

S:=\\ " ( R)-rx{4>))d<P (13.4)
bo'ladi.
2.13.2. Egri chizigq yoyi uzunligini hisoblash
AB egri chizig y=/(x)S0 funksiyaning grafigi, bunda xe[a;A], y =/(x)
funksiya va y'=f\x) hosila bu kesmada uluksiz bo'lsin.
AB egri chiziq uzunligi / ni quyidagi tartibda topamiz.
I. [a/>] kesmada ixtiyoriy X nugtani tanlaymiz va o'zgaruvchi [aX]

kesmani garaymiz. (x,/(x)) nugta M bo'lsin.
AM  yoy uzunligi 1 x ning funksiyasi bo'ladi: /=/(x) (1(a) =0 va 1(b) =1).
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2°. x ning kichik Ox=Jx kattalikka o'zgarishida dl dift'erensialni topamiz:
dl =I'(x)dx. mn yoyni uni tortib turuvchi wvatar bilan almashtiramiz
(58-shakl) va I'(x) ni topamiz:

=lim— =lim" ] N ==]limi —_ = '
1\x) Ilm,ﬂ,q !il_glo (AF).A;(A I|mJI+iijl @+(y,)r.

Demak, c//=y\ + (y"',)dx.
3°. dl ni adan b gacha integrallaymiz:

I=Ul+iyydx (13.5)

(13.5) tenglikka vo.v dijfferemialining to'g'ri
burchakli koordinatalardagi formulasi deyiladi.

5-  nmisol. v=8H<Vx—4 \fx* egri chiziq
yoyining Ox o‘g bilan kesishish nugtalari
orasidagi uzunligini hisoblang.

Yechish. y =0 deb egri chizigning Ox oq
bilan kesishish nugtalarini aniglaymiz:  x, =0.
X, =2/1.

Hosilani topamiz:

Yoy uzunligini hisoblaymiz:

Agar egri chizig x=<p(4 Y=WO0, a S/ </?, parametrik tenglamalar bilan
berilgan bo'lsa, (13.5) formulada x = <p(t), y =\y(t), dx =<p'(t)dl o'riniga qo‘yish
orqgali o'zgaruvchi almashtiriladi.

Bunda

I=jyl<p\t) +V', (t)dt (13.6)
kelib chigadi, bu yerda a = <p(a) va b =(p(P).
Egri chizig qutb koordinatalar sistemasida r =r(@>), a<,(p<P, tenglama

bilan berilgan bo'lsin, bunda r(<p), r\<p) funksiyalar [a,P ] kesmada uzluksiz va
A, B nugtalarga qutb koordinatalarida a,P burchaklar mos keladi
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X=rcos<p, y =rsinip ekanligidan
x\ip) =r\<P)cos 4>~r W) sin o y\<p) = r\<p) sin P- r(<P) cos @
(13.5) formulaga x\<p) va j"(p) hosilalarni go'yamiz va almashtirishlar

bajarib, topamiz:
I =jyl>(<P)+r'(<p)d<p (13/)
a

6- misol. r =a(l + cos<p), a >0, kardioida uzunligini toping.

Yechish. Egri chizigning simmetrikligini (1-ilovaga gamg) hisobga olili,
(13.7) formula bilan topamiz:

/=if ~a3(\+cosip)3+a3(-simp)dip = &KijJ dtp =
0 ov 2

ff r
= 4ajcos<fy> = 8«sin™ =84.

2.13.3. Hajmlarni hisoblash™

Hajmni ko‘nitalang kesim yuzasi bo'yicha hisobtash

Hajmi hisoblanishi lozim bo'lgan gandaydir jism (12-shakl) uchun uning
istalgan ko ndalang kesim yuzasi S ma lum bo'lsin. Bu yuza ko’ndalang kesim
joylashishiga bog liq bo ladi: S =S(x), x e[0;A], buyerda .9(x)- [a\b] kesmadu
uzluksiz funksiya.

Izlanayotgan hajmni 11 sxema
asosida topamiz.

I. Istalgan x&[a,h\ nuqta orqali
Ox o'gga  perpendikular  tekislik
o‘tkazamiz. Jismning bu tekislik bilan
kesimi yuzasini J1(.r) bilan va jismning
bu tekislikdan chapda yotgan bo‘lagining
hajmini V(x) bilan  belgilaymiz
(63-shakl). Bunda I kattalik g ning
funksiyasi bo’ladi: V=F(x) (V(a)=0
va V(b) = V).
2°. V(x) funksiyaning <IV diffe-
rensialini topamiz. Bu differensial Ox o‘q bilan x va x + Ar nuqtalarda
kesishuvchi parallel tekisliklar orasidagi «elementar gatlam» dan iborat bo'ladi
Bu differensialni asosi 5(x)ga va balandligi dx ga teng silindr bilan tagriban
almashtirish mumkin Demak, dV - S(x)dx.

3. dV ni adan b gacha integrallab, izlanayotgan hajmni topamiz:

I =J£*)<& (13.8)
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7- misol. X—~ +)t/) +Z— = 1 ellipsoidning hajmini hisoblang.
a c
Yechish. Ellipsoidning Ox o'qqa perpendikulyar va koordinatalar boshidan
«( mihx™a) masofadao‘tuvchi tekislik bilan kesamiz. Kesimda yarim o'glari

b(x)=bjl-~r vac(x)=cJl-— bo'lgan ellips hosil bo'ladi Uning vuzasi
v ,

a Vo oa-
S(x) =nb(x)c(x) = n6e 1----
U holda

V= fxbc 1--E/x=a6c x-y-r| =jnabc.

Aylanishjismlarining hajmini hisoblash

Yugoridan y =/(x) uzluksiz funksiya grafigi bilan, quyidan Ox o'q bilan,
yon tomonlaridan x =a va x =b to'g’ri chiziglar bilan chegaralangan egri chizigli
liapetsiyaning Ox o0'q atrofida aylantirishdan hosil bo'lgan jism hajmini
lusoblaymiz. Bu jismning ixtiyoriy ko'ndalang kesimi doiradan iborat. Shu sababli
jismning X =x tekislik bilan kesimining
yuzasi S(x) =ny1 bo'ladi.

U holda (13.8) formulaga ko'ra [ Vel

Vzngy'dx. (13.9) J«.)-\C

Shu kabi yuqgoridan y =/(x) uzluksiz
lunksiya grafigi bilan, quyidan Ox o'q bilan, >
yon tomonlaridan x =a va x =Db to'g'ri
chiziglar bilan chegaralanganegri chizigli
Irapetsiyani Oy o'qi atrofida aylantirishdan

hosilbo'lgan jismning hajmi quyidagi -V
formula bilan hisoblanadi:
V =2njyxdx. (13.10)
u 1

8- misol. V=VX, v=0, x=0, x=4
chiziglar bilan chegaralangan tekis shaklning liA
Ox o'gi atrofida aylanishidan hosil bo'lgan
lism (60-shakl) hajmini toping. It*

Yechish. Hajmni (13.9) formula bilan 60-shakl
topamiz:

4 \Y
S=n"xdx-n'— =8n.
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2.13.4. Kuchning bajargan ishini hisoblash

Moddiy nugta o'zgaruvchan F  kuch tasirida Ox o‘gi bo'ylab
harakatlanayotgan bo'lsin va bunda kuchning yo'nalishi harakat yo'nalishi bilan
bir xil bo‘lsin. U holda F kuchning moddiy nuqgtani Ox o°‘gi bo'ylab
X =a nugtadan x-b (a <b) nugtaga ko'chirishda bajargan ishi quyidagi formula
bilan hisoblanadi:

N=jFx)dx, (13.11)
a

bu yerda F(x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz.

9- mi.yol Agar prujina 12 H kuch ostida 4 sm ga cho'zilsa, uni 22 sm
cho'zish uchun gancha ish bajarish kerak?

Yechish. Guk qonuniga ko‘ra prujinani cho'zuvchi kuch prujinaning
cho'zilishiga proportsional bo'ladi, ya'ni F-kx. Misolning shartiga ko‘ra:
F(0,04 m)=12 H yoki 12=0,04A Bundan Kk =300. U holda

0%
A= j0300xah = 150xs[ “ =7,26 (J).

2.13.5. Ji$tuning bosib o‘tgan yo‘li

Moddiy nuqta Oism) to'g'n chiziq bo ylab o'zgaruvchan v=v(t) tezlik bilan
harakatlanayotgan boMsin. Bu nugtaning /, dan t, gacha vaqt oralig'ida bosib
o4gan yo'lini topamiz.

Hosilaning fizik ma’nosiga ko'ra nugtaning bir tomonga harakatida «to‘g‘n
chizigli harakat tezligi yo'ldan vaqt bo'yicha olingan hosilaga teng», ya'ni

ds

= Bundan dS =v(i)di Bu tenglikni r, dan/, gacha integrallaymiz:

f
2 = |v(/)cfl. (13.12)

2.13.6. Populyatsiya miqdorining olsishi®2
Poputatsiyu migdori

Populatsiyadagi miqdori vaqt bo'yica o'zgaradi, ya'ni N = N(t) bo'ladi. Agar
bunda populatsiya miqgdorining o'sish tezligi  v(/) berilgan bo‘lsa, u holda
populatsiya miqdorining /,, dan T gacha vaqt oralig'ida o'sishi

N (T)-N(t0) =]v(t)dt (13.13)
K

aniq integral bilan topiladi, bu yerda N/(T),N(t0) -populatsiya migdorining T va
fOvaqtdagi giymati.

12 baepun MW KpaTKuii Kpc BbiCLIE MaTeMaTUKW  ANS-XUMUKW-OMONOTHYECKUX 1
MeANLMHCKUX creyuanbHocTeil. M XX @UIMATANT, 213 -328 c.
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2.13.7. Mashqlar

2.13.1. Bcrilgan chiziglar bilan chegaralangan liguralar yuzalarini hisoblang:

1)/*9-x\ y=0; 2)y =-X, y =2Xx-Xx2:
3) y =xz-5x+6 y =0; 4)y =V2x+1, y=0;
5 y=x\y=K 6) =x’,y=x
7Yy=xr+l, y =1 x=4; 8) vli=x5x=0. x=4;
9)4j/=x\ yt =4r, 10)>'=Vx, >=2, x=9:

I1)r =4cos/. y=3sinf. 0iii<21.
12) x = 3(/-sinr), v =3(1- cosl) (sikloida bitta arkasi)
13) r= 3sin2<p. 14) r = 2+ 3cosip;

2.13.2. Bcrilgan cgri chiziglaming argumcntning ko rsatilgan oraligiga mos yoylari
uzunliklarini toping:

4) x =2(1-sin/), y - 2(1-cost) (sikloida beta arkasi);

5) r =-Jlc*, =0 dan ¢>=~ gacha, 6) r =4cos:y . =0 dan p=— gacha.
2.13.3. R radiusli shar hajmini hisoblang.
2.13.4. Asosining vuzi S ga va balandligi H ga teng piramida hajmini toping
2.13.5. Asosining radiusi R ga va balandligi H ga teng konus hajmini toping

2.13.6. Bcrilgan chiziglar bilan chegaralangan figuraning Ox o0'q atrofida aylanishidan
hosil bo'lgan jism hajmini hisoblang:

jr3=4-~. y =0; 3)y =sinr, y=0, oiix<.x\
3) x=2(f-sinr), y =2(l-cosz), bittaarkasi; 4H x=f\ y=t\ x=0,y=1

2.13.7. Prujmani 4 sm.gacho'zish uchun 24 ] ish bajariladi. 150 ] ish bajarilsa,
prujmana ganday uzunlikka cho'ziladi?

2.13.8. Agarprujinani 1 sm ga sigish uchun 1 kG kuch sarf gilinsa, prujinanuig 8 sm
ga sigishda sarf bo'ladigan F kuch bajargan ishni toping.

2.13.9. Jismning to‘g‘n chiziqli harakat tezligi v=2/+3/J (w/s) formula bilan
ilodalanadi. .lismning harakat boshlanishidan 5 s. davonuda bosib o‘tgan yo'lini toping

2.13.10. Nugtaning harakat tezligi v =18/-6 r (m/s) gateng. Nugtaning harakat
Ixishlanishidan harakat to xtaguncha bosib o'tgan yoiini toping

2.13.11. Jism biror muhitda s=/J gonun bilan harakatlanmoqgda. Muhitning garshiligi
harakat tezligi kvadratiga proporsionaln Qatsilik kuchining jismni s=0dan s=agacha

ko'chirishda bajargan ishini loping.
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2.13.12. Organizmning dori preparutining muuyyan miqdoriga reeksiyasi t vagldn

2.14. ANIQ INTEGRALNI TAQRIBIY HISOBLASH"™’

Ma’lumki, agar f(x) funksiyaning [a,h] kesmada boshlang'ich funksiyasi
F(x) mavjud bo'lsa, f(x) funksiyaning aniq integrali Nyuton-Leybhis formulasi
bilan topiladi. Elementar funksilarda olinmaydigan integrallar amalda taqribiy
hisoblash usullari bilan topiladi. Bunday usullardan aniq integralning integral
yig‘indining lirniti hagidagi ta’rifiga va geometrik ma’nosiga asoslangan usullarni
Ko‘rib chigamiz.

2.14.1.To‘g‘ri to’rtburchaklar
formulas!
[«;/>] kesmada uzluksiz y =f{x) funk-
siya uchun j/(x)dx; integraini hisoblash

talab gilingan boMsin. Aniglik uchun barcha
xe[aAda f(x) funksiya musbhat va

monoton o ‘suvchi deb faraz gilamiz.

[a;6] kesmani 61-shakl
0= <(<.<X,<X<.< <X, =b nugtalar bilan uzunliklari A=
n
bo'lgan ntateng kesmalarga ajratamiz. Funksiyaning X0, nug-

talardagi giymatlarini yo0, y,,...,yn....,y,, bilan belgilab.
Ye=/(*.). Y, =/(*,)..Y, =fix )., i, =/(X,,)
lami hisoblaymiz va quyidagi integral yig'indilami tuzamiz:

n1
SOOr + VAX +...+ySX +... + =£ VA

U holda 6 1-shaklga ko‘ra

(14.1) va (14.2) formulalar aniq integraini tagribiy hisoblashning lo'g'ri
to 'rtburchaklarformulalari deyiladi.
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61-shakldan korinadiki, agar J(x) funksiya [a;b] kesmada musbat va

o'suvchi bo‘lsa, (14,1) formula berilgan integralning qiymatini kami bilan,
(14.2) formula esa ortig'i bilan beradi.
Agar W.,b] kesmada f\x) chekli hosila mavjud bo‘lsa, to‘g‘ri

lu rtburchaklar formulalarining absolut xatoliklari |<5 |$ P tengsizlik
n

bilan baliolanadi, bu yerda M, = maxj/'(*)|.

2.14.2. Trapetsiyalar formulasi
[a;b] kesmani bo'lishlar sonini awalgidek qoldiramiz, lekin Ax xususiy
mtervalga mos keladigan _y=f(x) funksiyaning har biryoyini bu yoyning chetki
inigtalarini tutashtiruvchi AAt, AiAi,...,AilA, ..,AnlAn vatarlar bilan almashtiramiz.
llunda berilgan egri chizigli trapetsiya n ta to'g'ri chizigli trapetsiya bilan
almashtiriladi (62-shakl).
. .Y +V
Bu to'g'ri chizigli trapetsiyalar har birining yuzi ———0* (/=1,/j) ga
long. Bu yuzalaming barchasini qo'shib, trapetsiyalarformulasitn hosil gilamiz:

. tY E/>-<»( Y., +Y,, )
i/(x)(/xa)i/.%YI-“Y'L A% M +yt+y,+ +yn .)

Bu formulaning xatoligi |Sn > I—a" tengsizlik bilan baliolanadi, bu
w!

(14.3)

yerda M- Tax|4"(ar)j.

2.14.3. Simpson formulasi (parabolalar usuli)

[la\b] kesmani
a= <X <X <..</r,_r<xM <xb<..<ma2< <Xx2,=b

miqtalar bilan uzunliklari h =-2—— bo'lgan /i =2/wta teng kesmalarga ajratamiz
m

va har bir ketma-ket kelgan n/wY, M im nugtalar orgali parabolalar
o ikazamiz. Egri chizigli iiMOM }b trapetsiyaningyuzini parabolalaming A/22,
M tva (/ =\,m) nugtalarini tutashtiruvchi yoylari bilan chegaralangan
Im ta parabolik trapetsiyalar yuzalarining yig'indisi bilan almashtiramiz.

M 2,2, M Im nuqtalar orgali o tkazilgan parabola tenglamasini
\ Ax~+Bx +C ko'rinishda izlaymiz. A,B,C koeffitsiyentlami parabolaning

berilgan uchta nuqtadan o'tishi shartidan topamiz. Hisoblashlar qulay bo'lishi
uchun koordinatalar boshini o'glaming yo'nalishini 0 ‘zgartirmasdan
|[rkesmaning o'rtasiga joylashtiramiz (63-shakl).

Parabolaning  (-/?.y,,.,), (0;y,_,), (h;yb) nuqtalardan o'tishi shartidan
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Y11 =Ah' - Bh+C, yIM=C, y,, =Ah1+Bh +C kelib chigadi.
Bundan

A -2V, +JI. 1 C=A--
Endi 2 /- parabolik trapetsiyayuzini aniq integral orgali hisoblaymiz:

S5u=J("xI + " +C)<fe="y +ey +CxjJJ ="(2Ah2+6C).

Formulaga A,B,C koeffitsiyentlarning giymatlarini qo'yib, topamiz:

h—a —
si,=— (Y« +4yloi+y,,| i=1h

Parabolik trapetsiyalaming yuzlarini qo'shib, izlanayotgan integrating
tagribiy giymatini beruvchi formulani hosil gilamiz:

\f (X)dx * (v, +YIT+ 4<y, +y3+..+y;_ Y 2(y, +J4+... + ) (144

(14.4) formulaga Simpsonfonnulasi ( yoki parabolalarformulasi) deyiladi.

(14.4) formulaning xatoligi
Mt(h-ay

Ne 2880/»J

tengsizlik bilan baholanadi, buyerda M 4=max|/'r (x)|.

dx ..
1-misol. L—l-:r-)-(-'-integralni tagribiy hisoblash usullari bilan (n = 10da)
X

aniglang.
Yechish. Quyidagi jadvalni tuzamiz:

X 0 01 0,2 0,3 04 05 06 0,7 08 09 1
Y J 09901 09615 09174 08621 0~ 0,7353 06711 06098 05526 05
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1) (14.1) va (14.2) formulalar yordamida to‘g‘ri tcfrtburchaklar usuli bilan
topamiz:

J I-+AJ\T *0,1(1+0,9901 +0,9615 +0,9174 + 0,8621 +0,8 + 0,7353 + 0,6711 +

)

+0,6098 + 0.5525) = 0,1 8.0998 = 0,80998 (ortig'i bilan),

\—~*0,1(0.9901 + 0,9615 + 0,9174 + 0,8621 + 0,8 + 0,7353 + 0,6711 +
+0,6098 + 0,5525 +0,5) =0.1+7.5998 =0,75998 (kami bilan).

2) Trapetsiyalar formulasi bilan hisoblaymiz:

f—~r*0,1 +0,9901 +0.9615+0.9174 +0.8621 + 0.8+ 0,7353 +
ol +x2 2

+0,6711 +0,6098 + 0,5525 = 0.1- 7,8498 = 0.78498.
3) Simpson fopmulasi bilan hisoblaymiz:
%1,31_ =(@+0,5+4(0,9901 +0,9174 + 0,8 + 0,6711 + 0,5525) +
+290.9615 +0.8621 + 0.7353 + 0,6098)) = 0.78539
Berilgan integralnini anig giymatini topamiz:

\-N— =arctg4 = - =0,787571.
{1+x1 c 4

Tagribiy hisoblashlaming nisbiy va absolyut xatoliklarini aniglaymiz:

To’g’ri to’rtburchaklar  To'g’n to’rtburchaklar

(kami bilan) (ortig'i bilan) Trapetsiyalar  Parabolalar

3,3% 0.026 3.1% 0 024 0.09% 0.0003 0,04% 0.0003

Berilgan integrating Maple paketida yechimini beramiz.

1) To'g'ri to'rtburchaklar usuli bo'yicha:
> restum:
> with{Student\Calculusl]) :
> KiemannSumf— —7— X =0..1. method = Ieftj
I (I Kt2)
1579799420518583
1950414208136225
> evalf(%);
0.8099814972

> RiemannSumi (i_)Q_v 0..1. method = rightj ;
1 5929114840447087
7801656832544900

> CVIIIfCa):

0.7599814972
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2) Trapetsiyalar usuli bo'yicha:
>with(Studem\ Calculus/ 1) :

> Approximatelnn — m— x - 0..),method - trapezoid
12248312522521419
15603313665089800
> evalf{%)',
0.7849814972
3) Simpson formulas! bo'yicha:
> with(Student[ Calculusl]) :

> Approximatelntl — ——~x=0 method =simpson\.
ul+n J
5988585315838311774901484536676836463
7624903642650463520301 (>94141655283000
> evalf(%);

0.7853981632

2.14.4. Mashqglar

1

2.14.1. aniq inlegralni 0,001 aniglikda taqgribiy hisoblang 1) to'g'n
0

to'rtburchaklar usullari bilan. 2) trapetsiyalar usuli bilan; 3) Simpson formulas! bilan

2.15. BIRNECHA
0'ZCARUVCHINING FUNKSIYASI

2.15.1. Eunksiya lushunchasi
IkJti 0 ‘zgaruvchiningfunksiyasi

R1 fazoda D va E to plamlar berilgan bo'lsin.

I-ta’rif. Agar D to'plamning har bir (a,y) hagiqiy sonlarjuftiga biror gontin
yoki qoida bilan E to'plamdagi yagona haqgigiy r soni mos qo'yilgan bo'lsa,
D to'plamda ikki o'zgaruvchining funksiyasi aniglangan deyiladi va z =f(x\y)
yoki z =z(x,y) kabi belgilanadi.

Tkki o'zgaruvchining funksiyasi z=f(x,y) yoki z=z(x,y) kabi
belgilanadi Bunda x va y ga argumentlar (yoki trkli o zgaruvchilar), z ga tkki
X va y o zgaruvchining funksiyasi (yoki bog lig o zgaruvchi) deb ataladi

D to'plamga f(x,y) funksiyaning aniglanish sohasi, E to'plamga uning
giymailar sohasi (yoki o -garish sohasi) deyiladi

Geometrik nugtai-nazardan to'g'ri burchakli dekart koordinatalar sistemasida
hagigiy sonlarning har bir (x,y) juftiga Oxy tekislikning yagona P(x\y) nugtasi
mos keladi Shu sababli ikki o'zgaruvchining funksiyasini P(x;y) nugtaning
funksiyasi deb garash va z =f(x,y) yozuvni f{P) kabi yozish mumkin.
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Bu holda ikki o'zgaruvchi funksiyasining aniglanish sohasi Oxy tekishk
nuqtalarining biror to'plamidan yoki butun tekislik nuqtalaridan iborat bo'ladi.
z =/ (x,>) funksiya jadval, grafik va analitik usullarda berilishi mumkin.
Ikki o'zgaruvchi funksiyasining =f(x,y) funksiyaning geometrik
tasviri uch o'lchovli fazodagi sirtdan
iborat bo'ladi. Masalan, 64-shaklda
z=100-x:-y2 funksiyaning grafigi
lusvirlangan .
Ikki  o'zgaruvchining  funksiyasi
oshkor ko'rinishda z=f(x,y) formula
bilan  yoki  oshkormas  ko'rinishda
1”(x,y,z) =0 tenglik bilan berilishi
mumkin Funksiya oskormas ko'rinishda
berilganida F(x,y,z) =0 tenglikdagi har
bir (x,y) sonlar juftiga yagona z son-
ning mos qo'yilishi talab gilinadi

l-misol, z =22V funksiyaning
X-y
aniglanish sohasini toping. 64-shaid

Yechish. Funksiya y =x shartda aniglanmagan. Demak, y®x. Geometrik
miqgtai-nazardan y * x shart funksiyaning aniglanish sohasi ikkita yarim
tekislikdan tashkil topishini bildiradi. Bunda birinchi yarim tekislik y =x to'g'ri
dnzigdan yugorida, ikkinchisi esa bu to'g'ri chizigdan pastda yotadi (65-shakl).

Ikkidan orlig o'zgaruvchiningfunksiyasi

R' fazoda D va E to'plamlar berilgan bo'lsin.
2-ta’rif. Agar D to'plamning har bir
(x,y,z) haqiqgiy sonlar uchligiga biror
gonun yoki qoida bilan E to'plamdagi
yagona haqigiy wn soni mos go'yilgan
bo'lsa, D to'plamda uch o'zgaruvchining
funksiyasi aniglangan deyiladi va
n=f(x,y,z) yoki u=u(x,y,z) kabi
belgilanadi.
Uch o'zgaruvchining funksiyasini
f'(x;y,z) nugtamng funksiyasi deb garash
va u-f(x,y,z) yozuvni /(/*) kabi
yozish mumkin. Bu holda uch o'zgaruvchi
lunksiyasining aniglanish sohasi Oxyz fazodagi nuqgtalarining biror to'plamidan
yoki butun fazo nuqtalaridan iborat bo'ladi.



2-nnsol.  m=1n(nr- 3y +62- 12) funksiyaning aniglanish sohasini toping
Yechish. Funksiya 4.r- 3y+6r- 12>0 yoki 4.r-3 v+62>12 shartda

hagigiy giymatlar qabul qiladi. Demak, funksiyaning aniglanish sohasi
Oxyz koordinatalar fazosining 4x-3y +6z-12 =0 tekislikdan yugorida yotgan

nuqtalari to‘plamidan iborat.

Uch o'zgaruvchining funksiyasi jadval va analitik usullarda berilishi mumkin
Bunda ikkidan ortiq kirish parametriga ega jadval foydalanishga noqulay bo'lgani
uchun ikkidan ortig o'zgaruvchining funksiyasi asosan analitik usulda beriladi.

To rt, besh va umuman n o'zgaruvchining funksiyasi yuqoridagi kabi
ta’ritlanadi va belgilanadi.

n o'zgaruvchining y =/(*,,x2>..,xj  funksiyasi ko'pincha R” fazodin'i
[XXLx!;...;x5) nugtaning funksiyasi sifatida garaladi va y =/(P) deb yoziladi

n o'zgaruvchi funksiyasining aniqglanish sohasi (xpxr,....x j haqiqiy sonlai
sistemasining D to'planiidan iborat bo'ladi. Bunda to'rtta va undan or(y|

o'zgaruvchi funksiyalarning aniglanish sohasini ko'rgazmali (chizmalardal
namoyish gilib bo'Imaydi

2.15.2. Funksiyaning limifi

Ikki (va ikkidan ortq) o'zgaruvchi funksiyasining limiti va uzluksiligi bu
o'zgaruvchi funksiyasidagi kabi ta’riflanadi. Bu ta’riflar nugtaning S atmli
tushunchasiga asoslanadi.

F\(xl;y0) nugtaning 5 atrofi deb
p(P,Pu)<s ) tengsizlikni qanoatlantiruvchi vy
barcha P(x,y) tekislik nugtalari to|
aytiladi. Bu to'plam markazi Pa(xa;y{

tada bo'lgan va radiusi s ga teng
(chegarasiz) doirada  yotuvchi t
P{x,y) nuqtalardan tashkil topadi (66-i

3-ta’rif. Agar Ye>0 son
PO(jc,,yt) nugtaning shunday 5 a
pilsa va bu atrofning istalgan P(x,y
tasi  ( Po nugta bundan istisno

mumkin) uchun \f(P)-A\<E tei
bajarilsa, A soniga 2 =/(*,>") funksiyaning
N(*»;n) nugtadagi yoki P -> Pudogi limiti deyiladi va

lim/(x..v) =/l wmﬁ((x,,y) =A yoki H;&Jf[P) =A
kabi belgilanadi.
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Bir o'zgaruvchi uchun x->x,, intilish ikki yo'nalishda bo'ladi; chapdan va
o'ngdan Bunda lim f(x) va Xlgaofix) limitlar mavjud va teng boiganida

limfix) limit mavjud bo'ladi va aksincha, lim/(.r) limit mavjud bo'lganida har

ikkala bir tomonlama limit mavjud va teng bo'ladi.

Ikki o'zgaruvchining z =f(x,y) funksiyasi uchun />(x;y) nuqta Po(xb-y0)
nuqtaga to'g'ri chiziq bo'ylab cheksiz ko'p yo'nalishlarda yaginlashishi mumkin:
ham chapdan, ham o'ngdan, ham yuqgoridan, ham quyidan, ham ma’lum burchak
ostida. Bundan tashqgari P(x;y) nugta P,,(x0;>0) nuqtaga nalagat to'g'ri chiziq
bo'ylab, balki murakkabroq trayektoriya bo'ylab ham yaqinlashishi mumkin.

Ta’rifga ko'ra, agar lim/(/') =A limit mavjud bo'lsa, u holda bu limit

P(x;y) nugtaning Po(xo;yt) nugtaga intilish yo'liga bog'lig bo'lmaydi, ya’ni
limf(P) =A bo'lsa, u holda P(x,y) nuqta /°,(x"yj nuqtaga ixtiyoriy yo'nalish

va istalgan trayektoriya bo'ylab yaginlashganda ham bu limit A ga teng bo'ladi.

Ikki (va ikkidan ortiq) o'zgaruvchi funksiyasi limitining ta rifi bir o'zgaruvchi
funksiyasi limitining ta rifiga so'zma-so z o'xshash bo'lgani sababli bir
o'zgaruvchi funksiyasining limiti haqidagi teoremalar bir necha o'zgaruvchi
funksiyasining limiti uchun hamo'rinli bo'ladi.

.. . X+ 2Vv* L .
3-misoi  lim -—-——-- —  limitni toping.
+3Xxy pIng
Yechish. lim x-.2 va lim y=-1

Endi limitlar hagidagi teoremalami qo'llab topamiz:

- X +2y" lim (x+2y!)
+3xy lim  (x1+ 3xv)
lim x+2 lim 242 e(~1);

lim x!'+3 lim xy 22+3¢2¢(-1)
(*.)-.(2.-1) (..rl+i.-1)

xy +9 -3 S
4-niisol.  lim -y limimi toping.
X-y

Yechish (0;0) nuqtaga y =kx to'g'ri chiziq bo'ylab yaginlashamiz.
U holda

. Jxy+9-3 . Vfer+9-3 . kx'

lim =lim - lim

UoMu») X _y > 1~k)x (I-A)x(Vfcr+9+3)

— @-Mn/kxr+9+ 3) 6(1-A)
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5-misol _lim. —~ A limitni toping.
1«,bRO12: -y *

Yeehish. Limitni topishda y =kx deymiz:
him — S ohm— K K
i-rJRe.02x- - y — 2xJ-*V  2-k2
Bu limitning giymati y=kx to‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyentiga
bog’lig: k =lda (nugta y =x to‘g‘ri chiziq bo‘y!ab harakatlanganda) limit 1 ga
teng; kK =2 da (nugta y =Ix to’g’ri chiziq bo’ylab harakatlanganda) limit (-1) ga
teng va hokazo. Shunday qilib, P(x\y) nuqtaga koordinatalar boshiga turli
yo'nalishlar bo'yicha yaginlashganda funksiya turli limitlarga ega bo’ladi.

. X - .
Demak, lim X limit mavjud emas.

2.15.3. Funksiyaning uzluksizligi

z ~f(P) funksiya /J,(M0;y0) nugtaning biror atrofda amglangan bo‘Isin.

2=1(P) funksiyaning /’,(xay,)nuqtadagi uzluksizligi quyidagi ta’riflar
bilan beriladi.

1. Agar f(P) funksiya Po nugtada chekli limitga ega bo'lsa va bu limit
funksiyaning shu nuqtadagi qiymatiga teng, y’ani limf(P) =f(P,,) bo’lsa
uholda f(P) funksiya /~Ogmwy o) nugtada uzhtksiz deyiladi

limf(P) =J(Pb) tenglik uchta shartning bajarilishini anglatadi:

1) f(P) funksiya/® nuqgtada va uning atrofida aniglangan;

2) f(P) funksiya P —Pada limitga ega,

3) funksiyaning P. nugtadagi limiti uning bu nuqtadagi giymatiga teng.

2. Agar Ve >0 son uchun shunday S >0 son topilsa va p(P,P6)<S shart-
ni ganoatlantiruvchi barcha nuqtalarda | f(P) - f(Pa) |<£ tengsizlik bajarilsa,

f(P) funksiya Po(xo,yc) nugtada uzluksiz deyiladi

3. z=f(P) funksiyaning Pc nuqtadagi Az to’lig orttirmasi
Ar-»0, Ay->0 da cheksiz kichik funksiya bo’lsa, u holda f(P) funksiya
foUo’-kJ  nuqtada  uzluksiz  deyiladi, bu yerda Ac=f(P) - f{P,,).
Ax=a- x,, Ay=y -ya

Funksiyaning nuqgtadagi uzlukizligini tekshirishda keltirilgan ta’riflaming
biridan foydalanish mumkin.

Ikki (va ikkidan ortiq) o’zgaruvchi funksiyasining uzluksizligi ta’riflari bit
o’zgaruvchi funksiyasi uzluksizligining ta’riflariga o’xshash bo’lgani sababli bit

o’zgaruvchi  funksiyasi  uzluksizligining xossalari hagidagi  teoremalar bu
necha o’zgaruvchi funksiyasining uzluksizligi uchun hamo’rinli bo’ladi.
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2.15.4. Funksiyaning xususiy hosilalari

DczR' sohada z- f(x,y) funksiya aniglangan va uzluksiz bo'lsin. Bu

nuqtalarini olamiz va funksiyaning bu nugtalardagi giymatlarini hisoblaymiz,
buyerda Ax, Ay - argumentlaming orttirmalari.
z=/(x,y) funksiyaning PI(xQy0) nuqtadagi to'liq orttinnasi
*=AP,)~AP) =/(*,, +Ary, + 0 y)-/(XLyb) (15.1)
formula bilan topiladi, shu nuqgtadagi xususiy orttirmalari (mos ravishda x vay
n zgaruvchilar boyicha) esa
Arz =f(Pt)-f(P)=/(xD+[*.y0)-/(x 0,y0); (15.2)
a,z=f{Pj)-f(P) =/(X0y0+Ay)-/(x0y,,) (15.3)
formulalar bilan aniglanadi.
6-misot. z =xy funksiyaning orttirmalarini toping.
Yechish. Aiz =(x +Ax)y - xy =yAx\ Atz =x(y +[y) - xy =y,
fz=(x +0x)«(y + Ay) - xy - xr+y5=yAr+x[ly + Ixfly = lxz + Atz + [Ix]ly.
Misoldan ko‘rinadiki, Az WA,z + [,z
4-ta’rif. Bir necha o'zgaruvchi funksiyasining biror nuqgtadagi
n zgamvchilardan biri bo yicha xususiy hosilasi deb, funksiya mos orttirmasining
shu 0'zgaruvchi orttirmasiga nisbatining bu orttirma nolga intilganidagi limitiga
aytiladi.
Ta'rifga ko'ra z=f(x,y) funksiyaning /*(n,,;y,) nuqtadagi x o'zgaruvchi
bo yicha xususiy hosilasi

(15.4)

formula bilan topiladi
z=/(x,y) funksiyaning P,,(x0,yJ nuqtadagi x o'zgaruvchi bo'yicha
sususiy hosilasi ushbu belgilardan biri bilan ham ifodalanadi:

z=f(x,y) funksiyaning /’,(x,;yll) nuqgtadagi y o'zgaruvchi bo'yicha
xususiy hosilasi
/(*171% +Ay)-/(X,,,yU)

(15.5)
Ay

lormula bilan topiladi. Suningdek, u

lu-Igilardan biri bilan ham ifodalanadi
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Shunday qilib, bir necha o'zgaruvchi funksiyasining biror o'zgaruvchi
bo‘yicha xususiy hosilasi shu o'zgaruvchi funksiyasining, golgan o'zgaruvchilni
0°‘zgarmas deb hisoblangandagi hosilasi kabi topiladi. Shu sababli bir o'zgaruvchi
funksiyasining hosilalari uchun mavjud barcha differensiallash formulalari vn
goidalari bir necha o'zgaruvchi funksiyasining xususiy hosilalari uchun ham o'imil
bo'ladi. Bunda biror o'zgaruvchi bo'yicha xususiy hosilaning  qoida vi
formulalarini go'llashda qolgan o'zgaruvchilaming o'zgarmas deb hisoblanishmi
yodda tutish lozim.

X I~
7-misvl. z =— +¥~ - --E---funksiyaming birinchi tartibli xususiy hosilalariui
Y x Xy
toping
Yechish. y ni o'zgarmas deb, — xususiy hosilani topamiz:
8X
dz
8X

X ni 0'zgarmas hisoblab, = xususiy hosilani topamiz:
y

dz Z\

dy ">1/
Ejll=xz-3y‘, du =xy +1
cy dz

2.13.5. Funksiyaning (iiffcrensiallanuvchanligi

funksiya P(x,y) nugtaning biror atrofida aniglangan bo'lsin.
5-la'rif. Agar z =f(x,y) funksiyaning P(x,y) nuqtadagi to'liq orttirmasini
Ar = JIAT + Wfly + aAr + PAy (15.1)
ko'nnishda ifodalash mumkin bo'lsa, z=/(x,y) funksiyaga P(x,y) nugiada
dijferensiallanuvchi deyiladi, bu yerda A,R - Ax,Ay ga bog'lig bo'Imagan sonlai,
Ac->0, Ay->0 da a ->0, p ->0.
1- teorcma. Agar z=/(x,.v) funksiya P(x,y) nuqgtada diffrensiallar

bo'lsa, u holda u shu nugtada uzluksiz bo'ladi.
Isboti. . =J\x,y) funksiya P(x,y) nuqgtada differensiyallanuvchi bo'lsin

Tarifga kora  A:=AAx+R\y +orAc+f)/xy Bundan Ax->0, Ay->0 da
Ac —»0 kelib chigadi. Demak, funksiya P(x:y) nuqtada uzluksiz.

2- teoiema {funksiya dijferensiallanuvchi bo'lishining zaruriy shard).
2 =fK*.y) fimksiya P(x,y) nuqgtada differensiallanuvchi bo'lsa, u holda u shu

nuqtada
n(x,yY)=A vaf ’(x,y) =B

xususiy hosilalarga ega bo'ladi.
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Isboti. z=f(x,y) funksiya P(x,y) nuqgtada differensiallanuvchi bo'lsin.
I-lcoremaga ko'ra z =f(x,y) funksiya P(x,y) nuqgtada uzluksiz.

Shuningdek,
Az =1Ac + BAy +aAx + ffAy.

llutenglikda Ac* 0, Ay =0 deb, topamiz:
Axz = AAX + aAX.
Hundan lim =A. Ikkinchi tomondan lim——= f'Ax,y).
m»e/c Az-
DeTak,
n(x.y) =A.
P(x,y) nugtada f '(x,y) =B bo'lishi shu kabi isbotlanadi.
3-teorema (funksiya differensiallanuvchi bo'lishining yetarli sharti). Agar

f(x,y) funksiya P(x,y) nugtaning biror atrofida uzluksiz xususiy hosilalarga
ega bo'lsa, u holda u P(x\y) nugtada differensiallanuvchi bo'ladi.

2.15.6. Funksiyaning to'liq diflerensiali

z- f(x,y) funksiya /’(*;>) nuqtada diferrensiallanuvchi bo'lsin

6-ta’rif. Az to'lig orttirmaning At, Ay larga nisbatan chizigli bo'lgan bosh
gisini AAx +BAy ga z=f(x,y) funksiyaning P(x;y) nugtadagi to'liq
diffvrensiali deyiladi va dz bilan belgilanadi.

Demak, ta’rifga ko'ra dz = AAx +BAv yoki 2-teoremaga asosan

dz =/Xx,Y)Ax +/1(x,y)Ay.

Shunday qilib, funksiyaning to'liq differensiali uning xususiy hosilalarining
mos argumentlar orttirmasiga ko'paytmasining yig'indisiga teng.

Funksiyaning to'liq differensialni argumentlar uchun orttirmalar va
diferrensiallar tengligini (Ax =dx, Ay =dy ni) hisobga olib, quyidagicha yozish
mumkin:

dz =fX x>y)dx +f ’(x,y)dy. (15.7)

Ko'pchilik masalalarni yechishda Z - f(x,y) funksiyaning Pa(x0;y0) nug-
ludagi to'lig orttirmasi funksiyaning shu nuqtadagi to'liq differensialiga tagnban
lenglashtiriladi, ya’ni Ay&dy debolinadi.

Bum

fix, +Ar,y0+ Av) - f(xo0,y0)* 1(X,,Y,)Ax+ 1 (xaY,)Ay
yoki
f(x,y) *f(xo,yc)+/0x0,yn)Ar + /1 (xo0.y0)Ay (15.8)

ko'rinishda yozish mumkin.
(15.8) tagribiy tenglikka z =/(jr.y)funksiyani (nr0; 0) nuqta atrofida
i hiziglashtirish deyiladi Chiziglashtirish yordamida biror A migdoming taqribiy
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giymati quyidagi tartibda hisoblaiiadi:

. A ni biror f(x,y) funksiyaning P(x;y) nuqgtadagi giymatiga
tenglashtiriladi: A= f(x,y),

2°. Pa(x0,y0) nuqgta P(x;y) nugtaga yaqin va f(x 0,y j ni hisoblash qulay
gilib tanlanadi;

3°m f(x QyO0) hisoblanadi;

4° [, (W o). /4*0«J1) lar hisoblanadi;

5". %, y, x0,v,, f(x,,ya), / Xxcy0), /,'(*0.1) giymatlar(15.8) formulaga
go'yiladi.

2.15.7. .Vlurakkab funksiyani differensiallash

Pitta erkli o'zgaruvchi bo'lgan hoi

Biror D sohada ikki o'zgaruvchining z = f(x,y) funksivasi berilgan va
birnda funksiyaning argumentlari t erkli o'zgaruvchining funksiyalari ~ bo'l-
sin: x =x(t), y =y(t). U hoida z=/(x(f),y(<)) / o'zgaruvchining murakkab
funksiyasi bo'ladi.

4-teorema. Agar z =f{x,y) funksiya P{x,y)eD nuqtada differen-
siallanuvchi, x=x(/), y =y(l) funksiyalar esa t bo'yicha hosilaga ega bo'lsa,
u hoida z =f(x{t),y{t)) murakkab funksiya / bo'yicha hosilaga ega bo'ladi va bu

hosila

dz _&zdx spxdy (15.9)
dt dxdt dydt

formula bilan aniglanadi.

2 - f(x,y), buyerda y =y(x) bo'lsin Bunda z=f(xj'(x)) -bitta x erkli
o0'zgaruvchining murakkab funksiyasi bo'ladi.

U hoida (15.9) formula bilan topamiz:

(15.10) formulaga x bo'yicha to'liq differencialformulasi deyiladi.

8-tnisol. z =1n(g2+y), bu yerda y =sin2x- x: funksiyaning x bo'yicha
to'lig differensialini toping.
Yechish. (15.10) formuladan topamiz:
dz dz " dz dy _ Ix 1 (2C032j r- 2.C)=—
dx dx dydx x’+y Xx7+y
>=y(x)ni o'migago yamiz:
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Bir neclita erkli o'zgaruvchi bo 7gun hoi

Biror D sohada ikki o'zgaruvchining z =f(x,y) funksivasi berilgan va
bunda funksiyaning argumentlari ikkita u va v  erkli o'zgaruvchilaming
funksiyalari bo'lsin: x =x(w,v), y =y(u,v). U hoida z =f(x(u,v),y(u,v)) ikkita
1 va v o'zgaruvchilaming murakkab funksiyasi bo'ladi.

5-teorema. Agar z=f(x,y), x=x(u,v), y =y(u,v) funksiyalar o'z
argumentlarining differensiallanuvchi funksiyalari bo'lsa, u hoida
z =/(x(u,v),y(u,v)) murakkab fimksiyai x va y bo'yicha xususiy hosilalarga

ega bo'ladi va bu hosilalar
dz dzdx dzdy dz dzdx dzdy

(15.11)
du dxdu dydu dv dxdv dydv
formulalar bilan aniglanadi.
9-misol. r:arcsini, x=(/smv, y =utgy funksiyalar Berillgan. 4z Qz
Yy du dv
lami toping.
Yechish. Funksiyalaming xususiy hosilalanni topamiz:
dz _ 1 dz _ X
dx Jy--x’7 dyyjy'-x* "'
& =sinv. d_y =lgv,— gxu cosvV, —6'—y-———M.
du ov dv cosv
U hoida
A | -
dz dzdx"dzdy *l . algy = gv(ycosv-x)
du dxdu Bydu Jy*x3 Wiy j - X yiy'-x1
tgv(utgv 00s - Vsinv) 0
ulgVyj{uigv)3- (1 SINV)°
Shu kabi
dz _dzdx +dzdy
) *WCOSV— N
dv oxdv dydv 7jyl-x~ Y-J)1~xl cos'v
rr(_ycos5Y -X) M(w/gvcos3v -t/sin v)

=-1.
COS: Veyry- —-x2 cos3v eulgvhj(uigvY - (//sinv)

2.15.8. Oshkormas funksivani differensiallash

Agar x ning X to'plamidagi har bir giymatiga x bilan birgalikda
F(x,y) =0 tenglamani qganoatlantiruvchi yagona y giymat mos qo'yilsa,
X to'plamda F(x,*) =0 tenglama bilan y =J(x) oshkormas funksiya
anigiangan deyiladi.
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Masalan, 3’-2x‘-1 =0 tenglama butun sonlar o‘gida x ga nisbatan
y funksiyani oshkormas aniglaydi, chunki x va y rung bu tenglamani

ganoatlantiradigan qiymatlar juftliklari mavjud ((0;0), (2;2) va hokazo).

y —f(x) oshkormas funksiyani aniglavchi ikki o'zgaruvchining F(x, y) =0
tenglamasi berilgan bo'lsin  Tenglamada y ning o'miga f(x) funksiyani
go‘yamiz va /' (*,/(a)) =0 ayniyatni hosil gilamiz.

Aynan nolga teng funksiyaning hosilasi nolga teng bo'lganidan

g¢ J + +2"L +-Q
dx 8x dy <ix
Bundan
K(*>Y) (15.12)
dx
Fix,y,z) =0 tenglama z =f(x,y) oshkormas funksiyani aniglasin. Bunda
z =f(x,y) funksiyaning x va y o'zgaruvchilar bo'yicha xususiy hosilalari
PZ K(x,y,z) dz_ Fr(xy,z)
ax F.I(x,y,z)' qv Fix.y,z)
tengliklar bilan aniglanadi

(15.13)

2.15.9. Vugori tartibli xususiy
hosilalar va difterensiallar
nuqtada va uning biror atrofida aniglangan z - f(x,y) funksiya shu
atrofda — =//(x,>), T = f'Ax,y) xususiy hosilalarga ega bo'lsin.  Ular
0X y

bllinehi larlibli xususiy hosilalar deyiladi.
Bu hosilalar x va y o'zgaruvchilaming funksiyalarini ifodalashi va ular

xususiy hosilalarga ega bo'lishi mumkin. Agar bu hosilalar mavjud bo'lsa, ularga
ikkmchi uirtibli xususiy hosilalar deyiladi va quyidagicha belgilanadi:

Uchinchi, to'rtinchi va umuman, n -tartibli xususiy hosilalar shu kabi
aniglanadi.
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/7 (x,v) va /'(x,v) hosilalarga ikkinchi tartibli aralash xususiy

hosilalar deyiladi. Quyida ikkinchi tartibli aralash xususiy hosilalar hagidagi
teoremani isbotsiz keltiramiz.
6-teorema Agar z - f(x,y) funksiyaning ikkinchi tartibli aralash xususiy

hosilalari P(x;_v) nugtaning biror atrofida mavjud va shu nuqgtada uzluksiz boisa,
u holda ular shu nuqtada teng bo'ladi: /'(x,y) =/ " (x,y).

2=f(x,y) funksiyaning P(x:y) nuqtadagi  to'liq  differensiali
dz =J'(x,y)dx +/4 x,y)dy ga birinchi tartibli to'liq differensial deyiladi.

z =f(x,y) funksiya P(x\y) nuqtada ikkinchi tartibli uzluksiz xususiy

hosilalarga ega bo'lsin. U holda ikkinchi tartibli to'liq differensial
d 1z =d(dz)kabi aniglanadi. Uni topamiz:
d(dz) =d (/,'(x, y)dx +/ 4 x,y)dy) =
= (fl(x.y)dx + f'>(x,y)dy)'ldx + (flI(x,y)dx +f's(x,y)dy)\dy =
= U™ (x,.v)dx +/ 7 (x,y)dy)'sdx + (/" (x,y)dx +/; (x,y)dy)\dy.
Hundan
dz =f ’(x,y)dx2+ 2 /’(x,y)dydx +fd y 1, (15.14)
buyerda dx2=(dx)1, dy2=(dy)1
Uchinchi tartibli to 1iq differensial shu kabi ta’riflanadi va topiladi:
dlz =f “(x,y)dxl +3f" (x,y)dxdy + 3f" x(x,y)dxdyl+J"(x,y)dy\ (15.15)
un -tartibli to'liq differensial uchun
d"s =(—dx +d_yd¥JI
formula matematik induksiya usuli bilan isbotlanadi. Bunda z- f(x,y) funk-
nyaning xvay o'zgaruvchilari erkli bo'lishi talab gilinadi.

Z, n&N

JO-itiisol.  z =arctg— funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy hosilalarini

toping.
1 1 1 XAy X
r . y-1 xJ+y3

Yechish.

X vy
1+ Yo 1+

y
Ikkinchi tartibli hususiy hosilalarni topamiz:

dz d 2Xxv
dx1 dx X +y (x'+y'y
y _Xr+y‘-2ymw  x3-yl
Pxdy dy «x1+y2) (x3+y 33 (x3+y3)3’
dz d 2xv

dy3 cjyl x3+y3 (x3+y33
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2.13.10. Ikki o‘zgaruvchi funksiyasining ekstremumlari

s =/(x,y) funksiya biror D sohada aniglangan va Pt (xtt',yu)e D boisin.

7-ta’rif. Agar P,,(x0;yo0) nugtaning shundav S atrofi topilsa vabu atrofning
barcha Pv(x0,yu) * P(x:y) nuqgtalarida f(x,y)<f(x0yj (/(*,y)>/(*,,yJ)
tengsizlik bajarilsa, PO(x0;y0) nuqgtaga f(x,y) funksiyaning maksimum
(minimum) nugtasi deyiladi.

Funksiyaning maksimum va minimum nuqtalariga ekstremuni nuqtalar
deyiladi. Funksiyaning ekstremum nuqgtadagi giymati Junksiyaning ekstremumi deb

ataladi
7-teorema (ekstremum mavjyd bo lishining zaruriy sharti). Agar

z=f(x,y) funksiya PO(x0;y0) nuqgtada ekstremumga ega boisa, u holda
N(xcY,) =0, N(xayo)=0 boiadi.

Isbori. 0 ‘zgaruvchilardan birini fksrlaymiz. Masalan, y =yu deymiz.
U holda bir o'zgaruvchining f(x,y0) funksiyasiga ega boiamiz. Bu funksiya
V—15 da ekstremumga erishadi. Bir o'zgaruvchi funksiyasining ekstremumi
nazariyasiga ko'ra fi(x,,,yu) =0 bo'ladi.

14 a,,Yo) =0 bo'lishi shu kabi isbotlanadi

Xususiy hosilalar nolga teng bo'ladigan nugtalarga siatsionar nuqtalar
deyiladi.

N(xo’N) nuqta z=f(x,y) funksiyaning ekstremum nugtasi boisin
U holda yo)=0, /,'(x0,y,,) =0 bo‘ladi Bu hosilalarni z =f(x,y) tenglama
bilan berilgan sirtga PO(x,;y,) nuqtada o'tkazilgan urinma tekislikning

*-r, =N (x0y0)(x- x0) +/11(x8BY,,)(Y- VY]

tenglamasiga qo'ysak, z- z,=0 yoki z=1z0
kelib chigadi.

Bundan 1- teoremaning geometrik talgini
kelib chigadi. Agar Pt(xt,y0) nuqta
z - f(x,y) funksiyaning ekstremum nug-

tasi boisa, funksiya grafigiga shu nugtada
o'tkazilgan urinma tekislik Oxy tekislikka
parallel bo'ladi.

I1zohlur. 1./(.v,y) funksiya /8(x0,y0) nug-

tada ekstremumga era bo'lsa, bu nuqgtada
xususiy hosilalar nolga teng bo'ladi yoki
ulardan hech boimaganda bittasi mavjud
bo'Imaydi.
Xususiy hosilalar nolga teng bo'ladigan
yoki ulardan hech boimaganda bittasi mavjud bo'lImaydigan nuqtalarga kritik
nugtalar deyiladi.
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2. Hamma kritik nugta ham ekstremum nuqta bo'lavermaydi. Masalan,
z =y !- x1 funksiya uchun O(0;0) nuqta kritik nugta bo'ladi, chunki bu nuqtada
ar ikkala zx-2y, z' =-2x xususiy hosila nolga teng va /(0,0) =0. Bunda
0O(0;0) nugtaning atrofida f(x,y)>/(0,0) bo'ladigan nugtalar ham (Oy o'qi)
/(x, v)</(0,0) bo'ladigan nugtalar ham (Ox o'gi ) mavjud bo'ladi. Shu sababli
0(0,0) nugta ekstremum nugta bo'lmaydi (67-shakl).

Bunday O(0;0) nugtaga minimaks nuqta deyiladi.

8-teorema (ekstremum mavjud bo fishining  yetarli shard).
z=1f(x,y) funksiya S0(x0y0) statsionar nugtaning biror atrofida ikkinchi
tartibligacha uzluksiz hususiy hosilalarlarga ega, bunda [/ ”(*,,Y0) =A.
/*(VJo) =B>f ’(x03'0)=C bo'lsin. U holda:

1) agar A=AC - B!>0 bo'lsa, z=f(x,y) funksiya Pa(xa\yB) nugtada
ekstremumga erishadi: A <0 (yoki C<0) da maksimumga; A>0 (yoki C>0)
da minimumga;

2) agar A=AC- A!<0 bo'lsa, /A4xuy_)Mnuqtada ekstremum mayjud
bo'Imaydi;

3) agar A=AC—B1=0 bo'lsa, /,(x0;y0) nuqtada ekstremum mavjud
bo'lishi ham, bo'Imasligi ham mumkin ( bu holda qo'shimcha tekshirishlar
o'tkaziladi).

Ekstremum mayjud bo'lishining zaruriy va yetarli shartlaridan
z =f(x,y) funksiyani ekstremumga tekshirishning quyidagi tartibi kelib chigadi

. — , — xususiy hosilalar topiladi;
ox dy

2°. Statsionar nugtalar aniglanadi;
e’r a’z

" xususiy hosilalar topiladi;
dx2’ dyl’ dxdv

< d1
4). A="-, C= = B = xususiy hosilalaming statsionar nuqtalar-
dx1 dy dxdv

dagi giymatlari hisoblanadi;
5°. Har bir statsionar nugtada A= AC-B"' ning giymati hisoblanadi va
2- teorema asosida xulosa chigariladi.

II-misol. z=3x1ly - x , —y* funksiyani ekstremumga tekshiring.

Yechish.

1°. — =6xy-3x\ ~ =3x2-4y\
0X dy
[3x(2y-.r) =0,
[3x1-4 / =0

sistemani yechib, statsionar nugtalarni topamiz: P (6;3), A (0;0).



Demak , 4,(6;3) nugta maksimum nuqgta va =3 36-3-6’-3J1=27;
2)4,=1,C,-48=0.
Qo'shimcha tekshirish bajaramiz: r funksiya P,(0;0) nuqgtada nolga (cnu,
x =0, y *0 da manfiy (r =-y' <0); *<0, y =0 da musbat (z=—a3> 0).
Demak, I\ (0;0) nugtada ekstremum mavjud emas.

2.15.11. Eng kichik kvadratlar usuli

Bir necha o'zgaruvchi funksiyasini
ekstremumga tekshirishning amaliy
tatbiglaridan bin eng kichik kvadratlar
usuli hisoblanadi. Bu usulning inohiyati
y =/(nr) emperik fopmula biian
topilgan /(*,) nazany giymatlaming
tajriba natijasida olingan mos vy, qiy-
matlardan chetlashishi kvadratla-
rining yig'indisini minimallashtirish-
dan yoki boshgacha aytganda

S:t&l :Tsi(j(x’)-y'y
giymatning minimal bo'lishini ta’minlashdan iborat.

Eng kichik kvadratlar usulini chizigli funksiya misolida garab chigami/
Tajriba natijasida nargumentning n ta giymatiga y funksiyaning mos n ta
giymati olingan, ya’ni Oxy tekislikda n ta nugtaning (gLy?2),(arL;32),....(ara;y,)
sistemasi berilgan bo'lsin (68-shakl).

Emperik formula sifatida
y=ax +h

funksiyani olaylik.
U holda shimday to'g’ri chizigni topish kerak bo’ladiki, bu to’g'ri chiziq
nuqtalarining berilgan nugtalar sistemasidan kvadratik chetlashishi

S(a,b) = =£(<wr, +b-y,)2
(a,b) 1 ,\(/I y,)

minimal bo'lishi lozim.
Bu masalani yechish uchun S(a,b) funksiyaning kritik nuqgtalarini topann/
va ulami minimumga tekshiramiz.
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Ikki a va A o'zgaruvchi funksiyasi ekstremumining zaruriv shartini yozamiz:

SA<*b)=2V (ar +b-yt)x, =0,

St(a,b)=2x(axl+b-yl)=0.

Bundan a va b noma’lumli

(15.16)

Icnglamalar sistemasi kelib chigadi.
(15.16) sistemaning diterminanti

Shu sababli (15.16) sistema yagona (a,A)yechimga ega bo'ladi.
Ikki 0 va A o'zgaruvchi funksiyasi ekstremumining zaruriy shartini yozamiz:

yoki
\ =AC-B2=4ri =4D>0.

Demak, S(a,A) funksiya (a, A) kritik nugtada minimumga ega bo'ladi.
Agar emperik formula sifatida
y =ax~ +bx +c
parabolik funksiya olinsa, kvadratik chetlashish funksiyasi quyidagi ko'rinishda
beriladi:

S(a,Ac)=£$ ( =Z(af; +thx,+c~Y,Y -

Bu funksiya wuchun ekstremumning zaruriy shartindan a,b va ¢
noma’lumlaming

ma IX+A £x,+c-1>, (15.17))

+A-£X, +c-n =t.yl

H y

s'istemasi kelib chigadi.
(15.17) sistemaning (a,A,c)yechmida S(a,b,c) funksiya minimumga

erishadi.

Agar emperik formula sifatida logariftnik funksiya olinsa, bu funksiya
belgilashlar yordamida chizqgli yoki parabolik funksiyaga keltiriladi.



Agar emperik formula sifatida darajali yoki ko‘rsatkichli funksiya olinsa, bu
funksiya awal logarifmlanadi va keyin belgjlashlar yordamida chizqli yoki
parabolik funksiyaga keltiriladi.

12-misal. x argument va y =f(x) funksiyaning tajriba natijasida olingau
giymatlari jadvalda berilgan:

* 110 132 154 176 198 230 242
40 43,2 52,8 67,2 64 78.4 96

X va y o‘zgaruvchilar orasidagi chizigli bog'lamshning emperik funksiyasini

eng kichik kvadratlar usuli bilan toping.
Yechish. Emperik formulaniy =ax +b ko'rinishda izlaymiz

Bu funksiyaning a va b parametriarini

+7nu==£y,
< I\/P,
tenglamalar sistemasidan topamiz.
Qulaylik uchun hisoblarni jadvalda bajaramiz:

/ Y, XY,
1 110 40 12100 4400
2 132 43,2 17424 5702,4
3 154 52,8 23716 8131,2
4 176 67,2 30976 11827,2
5 198 64 39204 11672
6 220 78,4 48400 17248
7 242 96 58564 23232
I 1232 441,6 230384  83212,8

Jadval asosida
230384a + 12326= 83212,8,

1232n +  Ib =441,6

sistemani tuzamiz.
Uni Kramer formulalari bilan yechamiz:

230384 1232

A= = 94864,
1232 7
832128 1232 83212,8 1232
A.= =0405, A, = =-8,229.
4416 7 4416 7

Demak, izlanayotgan funksiya
y =0,405*-8,229.
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2.15.12. Mashqlar

2.15.1. Funksiyalaraing amglanish sohasini toping:

)z= aresm¥=L; 2)r
16
X-6
3) z=— , 4) r
r+f-9 V2T7
5) r =In(x2-y 2-25); 6) r = Inxlny;
7) z =arccos(x +Yy); 8) r=1n(k: +y29)+716-x2-y 1
. . KO »e-jU.
974 4 iy
2.15.2.1.imitlarni toping:
I) Ilm _____ L a | I'yi'«V.
(M"Wu»2-74-3*v (WMwi)  X+y2
r2-/
4 .
38.0) X2+ ) 65ty 44
2.15.3. Funksiyalaraing birinchi tartibli xususiy hosilalarini toping
1)z=x4-4rV +v4& 2) z=r" -4 xyl +3y;
3) z=yVx+s; 4 z=-" .
3 X-y
5) z=xy+—; 6)z=— +4-.
X Xy X
Nr=el; 8) r =sin(5x2 +xy).
9) r=In"x+2y; 10) z = In(x2+«*™);
2.15.4. Funksiyalaraing toMiq diffcrensmImi toping
Hr=*; 2)z =sinx +In(x +y).
1)z =x2+3xy,; 2)z =e2sin3r..
2.15.5. Funksiyalaming benlgan nugtalardagi tagnbiy giymatini hisoblang:
1) z=j3x2+6y, A/0(0,97;0,98); 2) z=/x2+y\ A/, (1.03198).
2.15.6. z=— x=e2-1, v=e2+1 funksiya benlgan. a nitoping.

2.15.7. z=x2+J5+y2 x=sin/, y =e"' fimksiya berilgan. it nitoping.
2158. r= si>r<1—, y = In.v funksiya berilgan.d —w toping
] dx
2.159. z=In(v2+y2). y=e¢" funksiva berilgan.d— nitoping
X

2.15.10. Z=xy2+yx2, x=i/+v, y =i/-v funksiya berilgandT vad; nitoping
ii
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2.15.11. z=— x=e“—2e\ y =2e*“+e" funksiva bcrilgan. — va — ni toping
y du dv
2.15.12. Oshkormasko'rmishda berilgan y[x) funksiylaming birmchi lartibli hosilasini

toping:

1) oy-1n_y-a=0; 2) x+ y—e*L:O;
3) xy—sin(xy) =0; 4) xly-e'~* =0.
2.15.11 Oshkormasko'rmishda berilgan z(x,y) funksiylaming birinchi tartibli xususiy
hosilalarini toping:

1) x2+y2+z2-6xyz =0\ 2) 5x2y 2+2xz2-y 2=0;
3) cos(x+z) +x +yz =0; 4) y\a(x+2)-eT~=0.
2.15.14. Funksiyalaming ikkinchi tailibli xususiy hosilalami toping:
1)z =x"+xy. 2) z = xarctgy.
2.15.15. Funksiyalarru ckstremumga tckshiring:
) z-xl+y2-ix+2y, 2) z=x2+y2-3xy,
3) z=x"+y"-4xy, 4) z =xy(l-x-y).

2.15.16. Sig'imi I' ga teng bo'lgan to'g'ri burchakli usti ochiq hovuzcng kichik to'la
sirtga ega bo'lsa, uning O‘Ichamlanni toping
2.15.17. Kimyoviv reaksiyada x,y,z konsentratsiyali uclita modda gatnashmoqda

Reaksiva tezligi istalgan vaqtda t' =kxy2 qonun bilan ifodalanadi Reaksiyatung o'tish tezligi
maksimal bo‘lishi uchun konsentratsivalar ganday migdorda olinishi kerak?

2.15.18. x argument va Yy =/(x) lunksiyanmg tajriba natijusida olingan qiymatlari
jadvalda berilgan x va y o'zgaruvchilar orasidagi chizigli bog'lanishning empirik funksivasini
eng kichik kvadratlar usuli bilan toping:

X -i 0 1 2 3 4
1) y 0 2 3 35 3 45

X 0.5 1.0 2.0 25 3 35
2) Yy 0.62 1.64 37 5,02 6,04 6,78

16. ODDIY DIFFERENSIAL TENGLAMALAR

Differensial tenglama - bu noma lum funksiyantng hosilasini oz ichiga olgan
tenglamalardir. Defferensial tenglamalar nazariyasining asosiy masalasi —btindav
tenglamalami yechimlari bo'lgan funksiyalami o'rganishdir.

2.16.1. Birinchi tartibli differensial tenglamalar 5

1-ta’rif. Erkli o'zgaruvchi, no’malum funksiya va uning hosilalarini
(differensiallarini) bog'lovchi tenglamaga differensial tenglama deyiladi.

Differensial tenglamaga Kkiruvchi hosilalaming (differensiallaming) eng
yuqori tartibi differensial tenglamaning larlihi deyiladi.
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Birinchi tartibli oddiy differensial tenglama umumiy ko‘rinishda

F(x.y.y) =Q (16.1)
kabi yoziladi, buyerda jt-erkli o'zgaruvchi, y - noma'lum funksiya,
y - noma’lum funksiyaning hosilasi. F-ikki o'lchamli R1 sohada ikki

o'zgaruvchili funksiya.
Xususan, (16.1) tenglamada x va y oshkor ishtirok etmasligi mumkin

Agar (16.1) tenglamani y' ga nisbatan yechish mumkin bolsa, u
y'=/(X,y) (16.2)
ko'rinishda ifodalanadi, bu erda / - berilgan funksiya.

Bu tenglamadan dilTerensiallar ishtirok etuvchi simmetrik shakl deb ataluvchi

M(x,y)dx + N(x,y)dy =0
tenglamaga o'tish mumkin.

(16.1) differensial tenglamaning yechimi (Integralt) deb, tenglamaga
go'yilganida uni ayniyatga aylantiradigan differensiallanuvchi vy = <p(X)
funksiyaga aytiladi.

Masalan, y'+ky =0 tenglamaning yechimi v =Ce~h(bu yerda C - ixtiyoriy
o'zgarmas) funksiya bo‘ladi. Hagigatdan ham, y ning bu giymatini tenglamaga
go'ysak, ayniyatga ega bo'lamiz:

(C<?t0)' +kCe'b =C(-ke'h) +fcCe" =0.

Demak, (16.1) differensial tenglamani bitta funksiya emas, balki
funksiyalaming butun bir to'plami ganoatlantiradi. Bu funksiyalardan birini

boshlang'ich shart deb ataluvchi (r = bo'lganda y =y0 bo'ladi) shart
bilan ajratish mumkin.

(16.2) differensial tenglamaning umumiy yechimi deb, quyidagi shartlarni
ganoatlantiravchi y = ?>(n-,I) (I -ixtiyoriy o'zgarmas) funksiyaga aytiladi:

a) u ixtiyoriy o'zgarmasning istalgan giymatida (16.2) differensial tenglamani
(Janoatlantiradi;

b) boshlang'ich v|fllj=yn shart har ganday bo'lganida ham ixtiyoriy
0 zgarmasning shunday C qiymati topiladiki, y =<p(x,C) yechim boshlang'ich
shartni ganoatlantiradi, ya’ni ya= tp(x0,C) bo'ladi.

(16.2) differensial tenglamaning umumiy yechimidan ixtiyoriy o'zgarmasning
tayin giymatida hosil bo'ladigan har ganday yechimga xususiy yechim deyiladi.

Differensial tenglamaning berilgan y|,,,e= X0 (Y0"' v(x0) = \0) boshlang'ich
shart bo yicha xususiy yechimini topish masalasi Kashi masalasi deyiladi.

Bunda boshlang'ich shartning berilishi izlanayotgan xususiy yechimga mos
integral egri chiziq o'tadigan P,,(xQy”) nuqgtaning berilishini bildiradi. Shunday
qgilib, Koshi masalasini yechish, bu integral egri chiziglar oilasidan berilgan

nugtadan o'tadiganini tanlab olish demakdir. Bu jumla Koshi masalasining
geometrik Ta hosini ifodalaydi.
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O ‘zgaruvchilari ajraladigan differential tenghmuilar

Ushbu
M(x)dx +N(y)dy =0 (16.3)
ko'rinishdagi tenglamaga o zgaruvchilari ajralgan differensial lenglama deyiladi.
Lining 0'ziga xos tomoni shnndaki, tenglamada dx oldida fagat x ga bog'liq
ko'paytuvchi va dy oldida fagat y ga bog'liq ko'paytuvchi turadi.
Tenglamaning umumiy yechimini uni hadma-had integrallash orqali topamiz
\M(x)dx +\N(y)dy =C.
Ushbu
Mfx)- +M M =N, (y)dy =0, (16.4)

y' "M IM (16 5)
tenglamalarga o ‘zgurnvchilari ajraladigan differensial tenglamalar deyiladi.
(16.4) tenglamani N,(y) mM1(x)*0 ifodaga hadma-had bo'lamiz va uni

o‘zgaruvchilari ajralgan tenglamaga keltiramiz:
MlM-d'x + N L(y)dy =0.
M M V,(y) ’
Bu tenglamaning integrali (16.4) tenglamaning umumiy yechimi bo'ladi.
(16.4) tenglamani N,(y) M,M *0 ifodaga hadma-had bo'lishda ayrim
yechimlar tushib golishi mumkin. Shusababli bunda ~ |(y) 1/1(x) =0 tenglama
alohida yechilishi va bu yechimlar orasidan maxsus yechimlar ajratilishi kerak.

1-misol Differensial tenglamani yeching:
(i+*V +(i+/)=0, a0)=1.
Yechish y‘—=<afy 0‘miga go yish bajaiamiz va tenglamaning chap va o°‘ng
X

tomonini dx ga ko'paytiramiz:
@+xl)dy+ (Q+yz)dx=0.
Tenglamani 1+ x})(I+y:)* 0 gabo'lamiz:
d
x W
1+x' I+ v

Tenglamani integrallaymiz
arctgx +arctgy =C .

Bundan
. . X4y
ig(arcigx +arctgy) =tgC, — --=C,, buyerda C. =tgC
1~xy
yoki
_ G-
y= I+r,jc’
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(16.5) tenglamada / 3— o'rniga go'yish orgali
X

dy =f,(x) My)<fy, ~ - =f(x)dx
My)

tenglamani hosil gilamiz. Bundan
I.'K/l}§,5l'rlf'(x)dx+c-

Bir jinsli differensial lenglamalar
Agar /(.t,y)funksiyada x va y o'zgaruvchilar mos ravishda tx va ty ga
almashtirilganida (bu yerda r-ixtiyoriy parametr) f(tx,ty)=f(x,y) tenglik
bajarilsa, _f(x,y) funksiyaga birjinslifunksiya deyiladi
Masalan, f(x,y) =—~" %X —abirjinsli funksiya, chunki
3 Xy-y
/ ,,I._/V+2tt/v._x1+2xy_/ N
(00 =5t ty-ty" T oxyryt T/
Agar y’=f(x,y) differensial tenglamada f(x,y) bir jinsli funksiya bo‘lsa,
bu tenglamaga birjmsli differensial tenglama deyiladi.
Birjinsli funksiyani
J(*.>) =/(<*00=/(""f ] =
kabi ifodalash mumkin. Shu sababli bir jinsli differensial tenglamani
(166)
ko'rmishdayozish mumkin.
(16.6) tenglama —=u (bu yerda un =u(x)-no’malum funksiya) o'rniga
go'yish orgali o'zgaruvchilari ajraladigan tenglamaga keltiriladi.
y—:u dan, y=ux vay’=ux +u
X

y va /ninggiymatlarini (1.6) tenglamaga qo‘yamiz:
uX +u =<p(u), _dg____:ix.
<pU)-u X

Bundan

r_*~=r*+¢C.
1<p(u)-u 1 X

Integrallashdan  keyin W ning o'rniga Y nisbatni go'yamiz va
X

(1.6) tenglamaning umumiy integralini topamiz.



Chizigli differensial tenglamalar

No’malum funksiya va uning hosilasiga nisbatan chizigli bo'lgan
y'+P(x)y =Q{x) (167)
tenglamaga chiziqli differensial lenglama deyiladi, bu yerda P(x), £9(v)- X ning
ma’lum uzluksiz funksiyalari (yoki o ‘zgarmaslar).
Chizigli bir jinsli boMmagan tenglamani garaymiz. Uning yechimini xning
ikkita funksiyasi ko'paytmasi ko'rinishida izlaymiz:
y=u(x)v{x). (16 8)

Bu funksiyalardan bittasini ixtiyoriy tanlash mumkin, ikkinchisi esu
(16.7) tenglamadan topiladi.

(16 8) ning har ikkala tomonini differensiallaymiz:

y'=u'v +Vv'u.
y va y'ni (16.7) tenglamaga qoyamiz:
u'v+m(v' + P(xX)v)u =Q(x). (16.9)
v funksyani
V'+ P(x)v=0 (16.10)

shartni ganoatlantiradigan qilib tanlaymiz.
U holda (16.9) tenglikdan
mv =0 (x) (16.11)
tenglama kelib chigadi
(16.10) tenglamadan V ni topamiz:

V' +P(jriv=0, — =-P(x)dx
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Bundan
Inv=-P(x)dx +InC, v=Ce
(16.10) tenglamaning noldan fargli biror yechimini topish yetarli bo'lgani
uchun C al, ya’ni

V S=FAREE (16.12)
deb olamiz.

v ning topilgan bu giymatini (16.10) tenglamaga go'yanuz va hosil bo'lgan
tenglamani yechamiz:

nem'= Q(x) yoki du=Q(x)er dx
Bundan

u=jQ(x)eSw'hdx +C. (16.13)

(16.12) va (16.13) formulalar v va n ko'paytuvchilaming xorgali ifodalarini

beradi. Bu ifodalarni (16.8) tenglikka go‘yib, (16.7) tenglamaning umumiy
yechimini topamiz:

y=#5 [\Q{x)erdx+cy (16 14)
3-misol. y Yo -i--f---tenglamaning umumiy yechimini toping.
X + X
1 X

Yechish. Berilgan tenglama chizigli: P(x) =— , Q{Xx) :-I ————— -
X +

y =uv, y’=u’v+vVv'u o'rniga qo'yish bajaramiz:
f, v\ X

t Xj 1+x2
Bu tenglamadan

V -i-o0.

v I +x2
sistema kelib chigadi.

Sistemaning birinchi tenglamasini integrallaymiz:

—=—, J—=J—, Injv|=In|x|+InC, C=1da v=x
\ X \ X
Vv ni sistemaning ikkinchi tenglamasiga qo'yamiz
1

n =-
1+x2’ I+x1
Bundan

m=arctgx + C.
Demak, tenglamaning umumiy yechimi

y =x(C + arctgx).
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2.16.2. IkKinchi tartibli differensial tenglamalar '

Tartihini pasaytirish manikin bo'lgan
differensial tenglamalar
Ikkinchi tartibli differensial tenglamalarni yechish usullaridan bin tartihini
pasaytirish usuli hisoblanadi. Bu usulda berilgan differensial tenglama
o'zgaruvchini almashtirish (alohida o'miga qo‘yish) orqali tartibi past bo'lgan

tenglamaga keltiriladi va yechiladi. Tartibim pasaytirish usuli bilan yechiladigan
tenglamalarning ayrim turlarini ko‘rib chigamiz.

y"=f(x) ko'rinishdagi tenglama
Bu tenglama ikki mana bevosita integrallash orgali yechiladi:
I=1(*),
y' =jf(x)dx +Clt
Y =jijl(x)JIx}ix +C,x +Cl
misol. y" =x differensial tenglamaning umumiy yechimini toping.

Yechish. Tenglamaning o‘ng tomoni fagat x ga bog'lig. Shu sababli

differensial tenglamaning chap va o‘ng tomonlarini ketma-ket ikki marta bevosiln
integrallaymiz:

4-

y'=\xdx+Cl=y +C,,

y=jly +cr="-+c,x-+cl.
F(x,y',y’) =0 ko'rinishdagi tenglama

Bu ko'rinishdagi tenglamada berilgan funksiya gatnashmaydi. Bu tenglama
y’=p(x) o'miga qo'yish orqgali birinchi tartibli differenzial tenglamaga keltiriladi
F(x,p,p') =0.

Agar bu tenglamaning yechimi p =tp(x,Ct) bo'lsa, u holda izlanayotgan
yechim y" =p(x) tenglamani yechish orgali topiladi, ya’ni:

C =g>(x,Ci), dy =<p{x,Cl)dx, \dy =\tp{x,t\)dx.
Bundan

y =jep(x,Cl)dx +C\.
5- misol. xy’ —y' =0 differensial tenglamaning umumiy yechimini toping.

Yechish. Tenglamada y qatnashmaydi. Shu sababli

y'=p, y'=p'
almashtirishlar bajaramiz.
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birinchi tartibli chizigli birjinsli tenglama kelib chigadi.
Bu tenglamani yechamiz:

— . In|p|= In|x| +InC,, p =c,x.

Oxirgi tenglamani integrallab, berilgan tenglamaning umumiy yechimini
topamiz:

F(y,y',y") =0 ko'rinishdagi tenglama

Bu ko'rinishdagi tenglamada erkli o'zgaruvchi oshkor gatnashmaydi. Bu
tenglamada y' = p(y) o'miga qo'yish orgali yangi noma’lum funksiya p(y) va
yangi erkli o'zgaruvchi y kiritiladi. Bunda y" hosilar p funksiyaning y bo'yi-
cha hosilasi bilan almashtiriladi:

= =P =fip.dfy - dp
dx dx dy dx "dy

Natijada y o'zgaruvchining birinchi tartibli F(y,p,p') =0 differenzial
tenglamasi kelib chigadi.

Agar bu tenglamaning yechimi p =<p(y,Cl) bo'lsa, u holda izlanayotgan

yechim y ‘= p{y) tenglamani yechish orqali topiladi. ya’ni:

Bundan

6-wisol. yy’- 2(y')2=0 differensial tenglamaning umumiy yechimini

loping.
Yechish. Tenglamada x oshkor gatnashmaydi.

Shu sababli v’=p(v), y" ~ /?d— almashtirish bajaramiz.
y

U holda berilgan tenglamadan

lenglik kelib chiqgadi.



Ikkinchi tartibli chizigli hirjinsli
o'zgiirmas koeffitsiyentli differensial tenglamalar’
Ushbu
Y'+PY' +Y=0 (16.15)
tengJamaga ikkinchi tartibli chizigli birjinsli o'zgarmas koeffitsiyentli differencial
tenglania deyiladi, bu yerda p, q-o'zgarmas haqiqiy sonlar
(16.15) tenglamaning xususiy yechimlarini y =eb (k-o ‘zgarmas son)
ko'rinishda izlaymiz.
Bu funksiyani ikki marta differensiallaymiz
(y'=keb, y’=kreb)vay, y\ y" lami (16.15) tenglamaga qo'yamiz:
kleb +pkeb +qeb =0, eb(k: +pk +q) =0.
Bu tenglamaning har ikkala tomonini eb *0 ko'paytuvchiga bo'lamiz:
k'+pk +qg=0. (16.16)
(16.16) algebraik tenglamaga (16.15) differensial tenglamaning xarakteristik

tenglamasi deyiladi.
Xarakteristik tenglania

ildizlarga ega bo'ladi.

Agar ksoni (16.16) xarakteristik tenglamaning ildizi bo'lsa, eb Funksiya
(16.15) differensial tenglamaning yechimi bo'ladi. Xarakteristik tenglamani
yechishning mumkin bo'ladigan uchta holini garab chigamiz.

1 Xarakteristik tenglamaning ildizlari haqigiy va har xil: k, rk,. Bu holc

> =ev vay,=el' funksiyalar (16.15) tenglamaning xususiy yechimlari bo'ladi
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va lining umumiy yechimi
y=(7'""+1>4 (16.17)
ko'rinishda bo'ladi.
2. Xarakterislik tenglamaning ildizlan haqiqiy va leng:

kt=k, =k = -~ (p =-2k) Buholda y, =el va y, = xeb funksiyalar (16.15) teng-

lamaning xususiy yechimlari bo'ladi va uning umumiy yechimi

y =C,e*+Cxe*=e*(C1+Crx) (16.18)
ko'rinishda bo'ladi.
3. Xarakterislik tenglamaning ildi-lari kompleks-qo shma: kt=or +ip,
K,-a-ip, buyerda a=-y, p=Jq- Buholda y, =e1**” =e™me*’ va

V, =el"1” =emm"* funksiyalar (16.15) tenglamaning  xususiy yechimlari
bo'ladi va uning umumiy yechimi

y =e"(C, cosr+C,sin O») (16.19)
ko'rinishda bo'ladi.

7-misol. Differensial tenglamaning umumiy yechimini toping:
Dy"+3/+2y=0; 2) y" - 6y"' +9y =0; 3)y'+2y'+5y =0.
Yeehish. 1) Ikkinchi tartibli chizigli bir jinsli o'zgarmas koeffitsiyentli
differensial tenglania berilgan. Uning xarakteristik tenglamasini tuzamiz:
Ar+3A+2=0.
Bu tenglama hagqiqiy va har xil ildizlarga ega: A =-1, A, =-2.
U holda uning umumiy yechimi
y=C>-+QTA8
2) Tenglamaning xarakteristik tenglamasini tuzamiz:
k2-6k +9 =0.
Bu tenglama ikkita bir xil haqigiy ildizgaega: A=A =A=3.
Demak, tenglamaning umumiy yechimi
y =el*(C,+C,x).
3) k2+2k +5=0 xarakteristik tenglama A=-1+2/ va A/=-1-2/
ildizlargaega. Bundan a - - 1vap-2.
U holda tenglamaning umumiy yechimi
y =e~*(C\ cos2x + C, sin 2nr).

2.16.3. Differensial tenglamalarning tatbigiy niasalalari

Differensial tenglamalar fizika, kimyo, farmatsevtika. biologiya meditsina va
boshga tabiiy fanlaming amaliy masalalarini yechishda muhim rol o'ynaydi. Biz
differensial tenglamalarning tabiiy fanlardagi ayrim tatbigiy masalalarini, ya’ni
hodisa va jarayonlaming o'zgaruvchi Kkattaliklari o'rtasidagi bog'lanishlami
o'matishga doir bir nechta masalalarini ko'rib chigamiz.
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Fizika va kimyoning anutliy ntasalalari
Moddiy nuqtaning harakat gonuni

Massasi m ga teng moddiy nuqta v tezlikning kvadratiga proporsionul
bo'lgan muliit garshilik kuchi ta’sirida harakatini sekinlatmoqda. Moddiy nuqgta
harakat qonunini topamiz.

Erkli o'zgaruvchi sifatida moddiy nugtaning sekinlashish boshlanishidan
hisoblanuvchi t vaqtni olamiz. Bunda /=0 da v=V0, s=0 bo'ladi, v0-moddiv
nugtaning boshlangich tezligi.

Moddiy nugtaning harakat gonunini s(I) ni topish uchun Nuytonning ikkinchi
gonimidan foydalanamiz: m a=F, bu yerda a=s'-harakatlanuvchi jism
tezlanishi, F —fismga harakat jarayonida ta’sir giluvchi kuchlar yig‘indisi.

Bu masaiada F =-kv' =-ks'\ buyerda k >0-proporsionallik koeffitsiyenti
(minus ishora harakatning sikinlashishini bildiradi).

Shunday qilib, moddiy nugtaning harakat qonuni

ms*+k s =0

tenglama bilan aniglanadi. Bu tenglama erkli o'zgaruvchi s(t) oshkor
gatnashmaydigan ikkinchi tartibli difFerensia! tenglama. Bu tenglamada
v=3$'(/) o'miga go'yish bajaramiz:
wiv + kvl =0.
0 ‘zgaruvchilari ajraladigan tenglama kelib chiqcli.
Uni yechamiz:

»»%l +AV=O,—d\rl=£A. S d\92'\k-d't, -1=£t+C‘,

Y, m J v Jin v m
yoki
"shr
C, 0‘zgarmasni /=0 da v=, shartdan topamiz: C, = —.
%
U holda
1
x|+ +
m Vv
yoki
ds 1
m v,

tenglama kelib chigadi.3

13. Xwrarckn Sli R Oliy matcmntika.Misollai Nazorat topshiriglari.
2-qism. T : Fan va texnologiyalar. 2015 -300 b.
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Bundan

m .
S =—In(£r +— +C.
HI1 ]
C ozgarmasni /=0 da n=0 shartdan topamiz: C, = ----- In—.
[ ] K v,
Demak, material nugtaning harakat gonuni
oom o jAr 1]
i=kInm v,

Jismning erkin tushishi gonuni'4
0 ‘zgarmas g tezlanishga ega jismning erkin tushishi gonunini aniglaymiz.
Bunda t-0 da v=0, h-0 bo'lsin deymiz. Tezlanish bosib o'tilgan yo'lning
ikkinchi tartibli hosilasiga teng:
d'h
Biz erkli o'zgaruvchi oshkor gatnashmaydigan ikkinchi tartibli differensial

tenglamaga ega bo'ldik. 5 =v belgilash kiritamiz, u holda
A
1h-:(:|fA’d7/,‘S' d\/ﬂj‘ NQ*L. va*d
Oxirgi tenglaniadan t=0 da v=0 deb, topamiz: C, =0,
Bundan v=gt yoki %‘ =gt.
O'zgaruvchilarni ajratib, integrallaymiz:
dh=gtdt, =Jgtdt, h= +G,.

Oxirgi tenglamadan /=0 da h =0 deb, topamiz. C3=0.
Demak, jismning erkin tushishi gqonuni

HuwLLl.
2
Eritma konsentratsiyasining o'zgarishi gonuni
Boshlang'ich vaqtda QOkg. tuz bilan to'yintirilgan P litr suv solingan bakka
bir litri 4 kg tuz bilan to'yintirilgan suv v litr Imin tezlik  bilan haydalmoqda

va yaxslii aralashtirilgan eritma shu tezlik bilan bakdan so'rilmoqda (69-shakl).
Bakdagi tuz migdori o'zgarish gonunini topamiz.

14. No6oukas H.J1 Bbiclwas matematuka Mu.: Beiwtnk., 1987-319 o.

15 W.H.Boyce. R.C.DiPrima. Blementary Differential Equations and Boundary

Value Problems. Copyright,2001
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Tuzning bakdagi boshlang‘ich migdori O\t 0=00 ga teng bo'lsin

Tuz bakka yopishmasin va bakda yemirilmasin. U holda tuz migdormmu
bakdagi o'zgarish tezligi uning kirish (haydalgan) va chiqgish (so'rilgan) tezlikliut
ayirmasiga teng bo'ladi:

dQ
dl W
bu yerda v,, - tuzning kirish va chigish

tezliklari.
Tuzning bakka kirish tezligi

\Y -
v, =—fcg/min.  To'yintirilgan  suvning

bakka kirish tezligi aralashtirilgan
eritmaning bakdan chigish tezlgiga teng
boMgani  sababli bakdagi suv miqgdori
P o'zgarmaydi. Tuz bakda yaxshi aralashtirilganligi uchun erinmaning migdon

69-shakl

butun bakda bir xil. U holda tuzning bakdan chiqgish tezligi vd ~~ ~ kglimn
bo'ladi
Demak, bakdagi tuz migdorining o'zgarish gonuni
dQ v Qw
dl ~4 ~p~'
yoki
dQ  Vv(4Q-P)
di~ P

Bu tenglama o'zgaruvchilari ajraladigan tenglama
Uni yechamiz:

/-« -,1n*. -p)=——/+inc
40 -P 4P 4Q-P” "J4p 4 4P
yoki
Q P e
Tenglamadan =QU boshlang'ich sharni hisobga olib, topamiz: C =4Q,, - P

Demak, eritma konsentratsiyasining o'zgarishi qonuni4

Jisinning sovishi qonuni"

Nuyton qonunig? ko ra jismning sovushi tezligi jism va atrof-mubhit
haroratlarining ayirmasiga proporsional bo'ladi Jism TO haroratgacha

gizitilgan bo'lsin. Atrof-muhit harorati o'zgarmas va T,, T, <TO bo'lsin deymiz
/ vaqtdajism harorati T ga teng. Haroratning o'zgarish tezligi T -7’ ayirmaga



proporsional, ya'ni
—_— = -*<r_ r!)!

bu yerda k -proporsionallik koeffitsiyenti va u jismning fizik xossalanga va
geometrik shakliga bog'liq bo‘ladi.

Bu tenglamada minus ishorasi t vaqtning o'sishi bilan T jism haroratining
kamayishini bildiradi. Bunda kamayuvchi funksiyaning hosilasi manfiy bo'lgani
uchun. tezlik musbat kattalik bo‘ladi. Tenglamani o'zgaruvchilami ajratamiz va
uni integrallaymiz:

Y A =-kdt, \JL-=\-kdl, ta(r-r),=-to +InC T-Tt=Ce*

yoki
T=TX+Ce
Tenglamaga / =0 da T =T0 boshlang'ich shartni go'yib, topamiz: C =TO0- 7.
T =Tx+(Ta-T Ye-°.
Bu tenglama vagqt o'tishi bilan jismning sovishi gonunini ifodalaydi.

Kimyoviy reaksiya qonunlari4

Kimyoviy reaksiyaga kirishuvchi moddalar soni reaksiya gonunimng tartibini
belgilaydi: bitta modda birinchi tartibli reaksiyani, ikkita modda tartibli reaksiyani,
uchta modda uchinchi tartibli reaksiyani.

Birinchi tartibli reaaksiyaning tezligi

dl
tenglama bilan ifodalanadi, bu yerda bu yerda c- reaksiyaga kirishuvchi modda
konsentratsiyasi; t- vaqt, K -reaksiya tezligi o'zgarmasi

Bu tenglamada minus ishorasi t vagtning o'sishi bilan reaksiya
konsentratsiyasining kamayishini bildiradi. Bunda kamayuvchi funksiyaning
hosilasi manfiy bo'lgani uchun, tezlik musbat kattalik bo'ladi. Tenglamani
o'zgaruvchilarni ajratamiz va uni integrallaymiz:

— =-kdt, [— =-[kdi, \nc=—kt+In<
c c
yoki
c=CV".
Tenglamadan /=0 da c =c0 deb, topamiz: C =cO.
Demak, birinchi tartibli kimyoviy reaksiya gonuni

c =cl"ft
Ikkinchi tartibli reaaksiyaning tezligi

dc_

dt~ 'C-

tenglama bilan ifodalanadi, bu yerda bu yerda c,,c2-reaksiyaga Kkirishuvchi
moddalar konsentratsiyalari.
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Bunda, agar ¢, =c, =c bo'lsa,

o'zgaruvchilari ajraladigan tenglama kelib chigadi. Uning yechimi

C +kt
yoki t =0 da c=c0 boshlang'ich shartni hisobga olsak,
*

“Tleon
ko'rinishda bo'ladi Bu tenglama ikkinchi tarlihli kimyoviy reaksiya gomimm
ifodalaydi.

Uchinchi taitibli reaaksiyaning tezligi
dc
| T -* ™

tenglama bilan yoki ¢, =c, =c, =c bo'lganda

di- Aot
o'zgaruvchilari ajraladigan tenglamanmg Koshi masalasi bilan ifodalanadi.
Bu masalaning
R
mJl+c'-kl
yechimi uchunchi lartibli kimvoviy reaksiya qonunini ifodalaydi.

Biologiya, furmatsiya va meili/sinaiting umaliy masalalari

Vagt o‘tishi bilan bakteryalarning ko‘payishi qonunil4

Bakteriyalaming ko'payishi ulaming soniga proporsional bo'ladi
Agar x — berilgan vaqtdagi bakteriyalar soni bo'lsa, bakteriyalarnmn
ko'payishi tezligi

tenglama bilan ifodalanadi, bu yerda « -proporsionallik koeffitsiyenti.
Tenglamada o'zgaruvchilarni ajratamiz va integrallaymiz:

— =kdl, f— =fkdi, Inx=kt +foC

yoki

x=Ceh.
Bunda /=0 da x =xadeb, topamiz: C =x0.

Deinak, vaqt o'tishi bilan bakteryalarning ko'payishi gonuni
*=x,.e
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Mavsumiy ko'payish modeli

Mavsumiy ko'payishning sodda moduli sifatida
— =rx(t)cost
o ®

ilifferensial tenglamani olish mumkin, buyerda r—r> 0, o'zgarmas.

a(/) populatsiyaning tezligi vaqt bo'yicha o'zgaradi: goh musbat va goh
manfiy bo'ladi, natijada populatsiya goh o'sadi va goh kamayadi. Bu ozuganing
etkazilishi kabi mavsumiy faktor bilan aniglanadi.

Berilgan tenglamani

dx
— =rcostal
X

Ko'nnishda yozib olamiz va yechamiz:
X = =Ce""™"".
Bunda /=0 da x =xadeb, topamiz: C = x0.
Demak, mavsumiy ko'payish modeli
X=xy""

Tabletkadagi dori moddasining erishi qonuni

Tabletkadagi dori moddasining erish tezligi tabletkadagi dori miqgdoriga

proporsional bo'ladi:

dm _

dt
bu yerda m -tabletkadagi dori miqdori; k -proporsionallik koeffitsiyenti. Bu
lenglamaning yechimi, ya’ni tabletkadi dori moddasining erishi gonuni birinchi
tartibli kimyoviy reaksiyadagi kabi

m =itiee~u

-km,

Formula bilan ifodalanadi.

Glukozaning gonga so'rilishi gonuni

Glukozaning gon tomirlariga ta’siri  muhim davo muolajasi hisoblanadi. Bu
larayonni o'rganish uchun i vaqtdabemor qonidagi glukoza migdori r =r(r) ni
aniglaymiz. Glukoza gonga o'zgarmas tezlik bilan quyiladi deymiz. Shu bilan bir
vaqtda glukoza yoyiladi va qon tomirlaridan mayjud glukoza miqdoriga proporsial
tezlik bilan chetlashadi.

¢, -glukozaning qon tomirlari sistemasidan chetlashishi tezligi; r(0)- bemor
gonidagi glukozaning boshlang'ich miqdori bo'lsin.

U holda

dr _
~dt~C~*
tenglama kelib chigadi.
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Masalaning shartiga koc, =kr(t), bu yerda r—r> 0, prporsionallik Kkocllit
siyenti. Shunday qilib,

d_r +kl =c

dt

tenglama hosil bo'ladi Bu birinchi tartibli chizigli diffemsial tenglama
Tenglama yechirruni (16 14) formula bilan topamiz:

wrdi+c y e-"[\
=e-*'(jceV/+g)&™] V + c W v

Bunda r=0 da r=r(0) deb, topamiz: C=r(0)--.
K

Demak, glukoza bilan ichki oziglanish gonuni

Vagtning oshishi bilan f=r(l) Kattalik < limitga yaqginlashadi Bu limit
K

glukozaning gondagi muvozanat migdori bo'ladi.

Epidemiyalar nazariyasida differensial tenglamalarI2N

O'rganilayotgan kasallik uzoq muddatli xarakterga ega bo'lgan shartiln
epidemiyalar nazariyasida differensial tenglamalar ganday tuzilishini va
yechilishini ko'nb chigamiz. Bunda infeksiyaning o'tishi jarayoni kasallikninc
kechishiga qaraganda etarlicha tez ro‘y beradi. Bizni birinchi jaroyon
infeksiyaning o'tishi jarayoni giziqtiradi  Bunda kasalga chalingan bemorlai
koloniyadan tashqariga chigmaydi va infeksiyani kasalga chalinmagan bemorlai
bilan uchrashganida yuqtiradi deb faraz gilamiz.

a,b-mos ravishda boshlang'ich /=0 vagtda kasalga chalingan va kasalga
chalinmagan bemorlar soni, x =x(/)- 1 vaqtda kasalga chalinmagan bemorlai
soni, Yy - y{l)~ kasalga chalingan bemorlar soni bo'lsin. Bitta avlodning hayoti
davridadan kichik vaqt oralig'idagi istalgan : vaqtda

X+y =a+h (19.20)
tenglik o'rinli bo'ladi

Infeksiya kasalga chalinmagan bemorlarga kasalga chalihgan bemorlar bilan
uchrashganida yugishi sababli, kasalga chalinmagan bemorlar soni vaqt o'tishi
bilan kasallangan va kasallanmagan bemorlar o'zaro uchrashishi soniga, yani xy
ko'paytmaga proporsional ravishda kamayadi. Shu sababli. kasalga chalinmagan
bemorlar sonining kamayish tezligi

(1921)

tenglik bilan ifodalanadi, bu yerda p -proporsionallik koeffitsiyenti



(19.21) tenglamaga vning (19.20) tenglamadagi ifodasini qo'yamiz:

dx
=~p x(a+b-x).
gt P ( )
Bu tenglamada o'zgaruvchilami ajratib, topamiz:
dx =-p d, {athx) +xy F (a+bjdt
x(a +b-x) x(a +b - x)
Bundan
dx dx dx dx
----- h---ome-eem- dx =~p (@ +b)dt, — +J =J- P ma +h)dt
X a+b-x P ( ) | a+b-x " )
voki
Inx - In(a+b- x) =~p ma +b)t +InC, In— - =~P ma +b)t + Inf.
a-+b-x
Bundan
----------- = Celg,"*).
a+b-x

Tenglamaga t =0 da y =b boshlang'ich shartni qo'yib, topamiz: C =—.
a
Demak, vaqgtning o'tishi bilan kasalga chalinmagan bemorlar sonining vaqt

o'tishi bilan kamayish gonuni
b(a +b)
b+ae*"™

formula bilan ifodalanadi.

2.16.4. Ylashqglar

2.16.1. O'zgaruvchiiari ajraladigan differensial tenglamalami yeching:
2 2*&-(3/+1U/=0;

1) xdx +ydy =0:
4)  y*2,A:-(l +e23)r/g=0;

3) (1+y:)N + 1+ .r1)<6'=0;
5) ’I‘:I +’;:0; 6) ctgxdx ;— =0.
7) sin xcosydx +cosxsm ydy = 0; 8)Jydx +mdy =0,

10) y'=tgx tgy,

12) (I JietA—1 +x * )ydv =0:

14) yeudx- (L+e2*)dy=a y(0) =-Jv.

9 /=«"";
11) wii—y~dx +y-J\-x2<y=0.
13) (\+x)ydx+(\-y)xdy=0, y() =1

2.16.2. Birjinsli differensial tenglamalami veching:
1) (x+2y)dx—xdy=0: 2)  (x+y)dx+(x—y)dy =0;

3) y{x+y)dx—x(2x+y)dv=0; 4) xdv - ydx = xdx,
5) xydx+(y2-x 2)dy =0; 6) (x2+xy+y2)dx-x!dy =0;
y

7) xy'-y =xtg”-\ 8) xy'=y-xe’.
X
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2.16.3. Chixigli dift'crensial tenglamalami ycching:

\)yl+2y:e-', 2) y -ylgx =clgr,
3) y'+2xy =2xe*; 4) xy -2y =3;
5)  Xxy'-2y =2x*; 6)y +—= 2InxH;
7) xy'ty-e* =0, y(2) =3; 8) y'+ylgx=—"- . >0)=D
cos
2.16.4. Ikkinchi tartibli diffcrensial tenglamalami yeching:
1) y"=sinr; 2) y" =cos2*.
3)y'=el, 4)>m' =»-*. y(0) =1, /(0)=0;
5) 2ny>*=(/)5+1; 6) *b*y'-y»'=0;
Np>'-1=0; 8) (I+x:)y"+2xy' =0:
9) 3y*-0")2=0; 10) y'+2y(y')>=0:
ii) 12) (2°+3)/-20")1=0.
2.16.5. Differcnsial tcnglamaning umumiv ycchiraini toping
Hy'—y'-6y=0\ ' 2)y"=2y'-2y=0\
3) y*—4y' +4y=0", 4) 9y’ +6y'+y =0;
5)y -y a2y =0, 6)y' -9y’'-10y =0-
7y'-4/+20y =0; 8)y’'+20y'+19y =0;
9)y" +by'+6y =0. y(0)=1 y'(0)=-6; 10)/ -8/ +16y =0. y(0)=0. y'(0)=1

2.16.6. Massasi m ga teng o ‘q garshilik kuchi o ‘q tezhgining kvadratiga proporsiona!
bo'lgan devomi leshib o'tmogda O'q harakat gonunining tenglamasini tu/mg

2.16.7. Dvigateli o'chirilgandan kcyin gaviq harakatini suvning qayiq lezligig.i
proportional garshilik kuchi ta'su ida sckinlatmoqda Qaviq harakat gonunmmg tenglamasini
tuzing.

2.16.8. Tezlik, bosib o'tilgan yo‘lva vaqt vcosr +ssin t = 1 tcnglama bilan bog'langan
Agar (=0 das =2 bo‘lsa harakat gonunini toping.
2.16.9. Jismning to'g'ri chixigli harakat tezligi v=4f—-. m/c. Jismnmg uchincni
sekunddagi bosib o'tgan yo’lim toping.
2.16.10. Jismning to‘g‘richiziqgli harakat tezligi v =41—-, m/c. Jismning uchincni
sekunddagi bosib o'tgan vo'lini toping.
2.16.11 Jismning tezligi Ixisib o'tilgan vo'lga proportional Jism birinchi 10 sekundda
100 m. va 15 sekundda 200 m vo‘l bosadi Jismning r sekundda bosib o'tgan vo'li nimaga teng/

2.16.12. To'g'ri chizigli harakat tczlanishi vaqtmng kvadratiga proportional Agar / =0
dav=0. a=1lva/=1 daa=2 bo'lsa, s ~s(t) w toping.

2.16.13. Jismning havoda sovishi tezligi jism va havo haroratlan ayirmasiga proportional
Agar havo harorati 20°C ga teng va jism harorati 20 minut davomida 100*C dim 60"C ga
tushgan bo'lsa, gancha vaqtdan keyin unmg harorato 30T ga tushadi?
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2.16.14. Tuzning erishi tezligi to'vmtinlgan yO eritma bilan x hagiqiv aralashmaning
ayirmasiga proporsional Agar t=0 da * = M bo'lsa. tuzning erishi gonunini toping

2.16.15. Fermenlativ katahtik reaksiya tezligi — =
t I+A-(o-rr)

yerda .r- mahsulotning t vaqtdagi konsentratsiyasi; o-reagentning boshlsng'ich konsentrat-
siyasi Mahsulot konsentratsiyasining vaqt bo'yieha o'zgarish gonunni toping.

formula bilan t0F|)_i||adi, bu

2.16.16. Tabletkadagi 0,5 g. streptotsidmng erishi o'zgarmasi 0,05 min-1 ga teng Agar

labletkalaming erishi tezligi tabletkadagi dori migdoriga proporsional bo'lsa, 30 ininut
davomida ganclia dori moddasi enshuu (% da) hisoblang.

2.16.17. Dori preparatini o'zgarmas v tezhk bilan uzluksiz kiritilishida dorining gonda

o'zgarishi " =v-bn tenglama bilan ifodalanadL bu yerda k- ozgarmas doimivlik. Agar
t

t=0 da m =mo0 bo'lsa, qondagi dori preparati migdorining vaqt bo'yieha o'zgarish qonunini
toping.

2.17. QATORLAR

Cheksiz gator - bu matematik analizning amaliy jihatdan qulay vositalaridan
biridir. Hozirgi vaqtda gqatorlar nazariyasi  taqribiy hisoblashlaming asosi
htsoblanadi. Bu nazariya yordamida ba zi funksiyalar va integrallarning giymatlari
jadvali tuzilgan.

2.17.1. Sonli gatorlar5

Asosiy tushunchalar

1-la'rif. a,,ald,...,an,... sonli ketma-ketlikdan hosil qililngan
a,ta,ta,+...+a,+..=£«,, (17.1)
bt
ifodaga sonli gator (gator) deyiladi. deyiladi. Bunda a,,a,....a...... gatoming

hadlari, a_ gatoming umumiy hadi deb ataladi.
(17.1) gator birinchi n ta hadlarining yig'indisi

s*=«,+«! +0,+... +all=fla, (17.2)

(17.1) gatoming n- gismiyyig'indisi deb ataladi.
Qismiy yig'indilar ketma-ketligi {S,} ni garaymiz:
5, =a,, S2=a, +ar, ... Sn=f"a......
M

{V.} ketma-ketlik yo chekli limitga intilishi yoki limitgaegabo'Imasligi mumkin.
Agar S =IlimSn chekli limit mavjud bo'lsa, (17.1) gatorga yaqinlashuvchi



gator deyiladi. Bunda S limitga gatoming vig indisi deyiladi va u
i =el+a; +fl,+...+fl,+...=Va

kabi yoziladi.
Agar 1limS, limit mavjud bo'lImasa yoki lim\V =00 bo'lsa, (17.1) gator
ga uzoglashuvchi gator deyiladi.

I-niisol a+aq+aq2+... +agrril+... =]Ta</" gatomi (geometnk
progressiyani) yaqinlashishga tekshiring.

1_AH
Yechish. Elementar matematika kursidan ma’lumki, S =a-——, q* L

\-q
: ; — i Y= - M<1,
Bunda: 1) g Ve = Ilmjv-:-g--(/\-q, D= \\-q,
«. 1Q1>i;
2) g=1daS,=a+a+... +ta=«a, limyfi=limna =+00;
3) qg=-1 daSH=a- a+a- a+...Bunda n juftbo'lganda Sn=0 va n tc

boiganda S =a,ya’ni limV =oo0 limit mavjud emas.

Demak, geometrik progTessiya: |<7|<| da yaginlashadi va uning yi‘indisi

n
I

—; |</|El da uzoglashadi.
-q

Sonli gatorlarning xossalari

Sonli qatorlar quyidagi xossalarga ega (ulami isbotsiz keltiramiz).
o

1-  xosxa. Aga(r gator yaginlashuvchi va uning yig‘indisi S bo'lsa,

S)
Aa, +/1a, +Jln, +... + Aan+... =;£ﬂ_[:|a,,

gator ham yaginlashadi va uning yig‘indisi /1s6 bo'ladi. bu yerda /1-ixtiyoriy
son.

2-xossa. Agar i va E)& gatorlar yaginlashuvchi va ularning yig'indilan
mos ravishda S, va .V, bo'lsa,
(a, £b,)+(a2bh,) +(a, xb,)+..+ (&, hJ +...= £rj</, + bn)
P

gator ham yaginlashadi va uning yig'indisi M S, gateng bo'ladi.
3- xossa. Agar
a, +a, +..+a, +a, + +..+a

+...=fa,
Yz
gator yaqginlashuvchi bo'lsa, bu gatordan chekli sondagi birinchi k ta hadm tashlab
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yuborish natijasida hosil bo' Igan

gator ham yaginlashadi va aksincha.

Qatoryaginlashishining zaruriy alomati5

Sonli gator yaginlashishining eng umumiy alomatini ifodalovchi teorema
bilan tanishamiz.

1-teorema (qator yaginlashishining zaruriy alomati). Agar gator

yaginlashuvchi bo'lsa, u holda lima,, =0 bo'ladi.

2-misol. gatomi yaginlashishga tekshiring.

Ycclitsh. Berilgan gator uchun =0.

Qatoming umumiy hadida almashtirishlar bajaramiz:

Bundan
Sn=1In2-In1+In3 -In2+1n4-In3 + ...+ In(w+ 1)-1nu = In(w +1),
limf£ =limiIn(n +1) = +o. Demak, gator uzoqlashadi

I-natija (qator uzoglashishiningyetarli alomati). Agar n ->00da gatoming
umumiy hadi nolga intilmasa, uholda gator uzoglashadi.

Musbat hadli qutorlarningyuginlashish alonuttlari

Qator yaginlashishining zaruriy alomati, umuman aytganda, berilgan
gatoming yaginlashishi yoki uzoglashishi hagida aniq fikr aytish imkonini
bermaydi. Qatoming yaqinlashishi yoki uzoglashishini ko'p hollarda etarli
alomatlar orgali aniglash mumkin bo'ladi.

Qator yaginlashishining yetarli alomatlarini awal musbat hadli gatorlar,
ya'ni barcha hadlari musbat bo'lgan gatorlar uchun ko'rib chigamiz.

Musbat hadli gatoming yaqginlashuvchi yoki uzoglashuvchi ekanligi ko'pincha
uni yaginlashuvchi yoki uoglashuvchi ekani ma’lum bo'lgan boshqa (“etalori”)
gator bilan taqqoslash yo'li bilan aniglanadi. Bunday taqqoslashlar quyidagi
teoremalarga asoslanadi (ularning isbotini keltirmaymiz).

2-teoreina (tagqoslash alomati).

a, +a2+a, +...+a, +...=1> (17.3)

M, +b2+bj + .42, + (17.4)
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musbat hadli qatorlar berilgan va n nmg biror N (JV>1) nomeridan boslilol>

tengsizlik bajarilsin. U holda (17.4) gatoming yaginlashuvchi bo‘lishid«M

(17.3) gatoming yaqinlashuvchi bo'lishi kelib chigadi va (17.3) gatommu
uzoqlashuvchi bo'lishidan (17.4) gatoming uzoglashuvchi bo'lishi kelib chigadi

3-misol X ------- T= qatomi yaginlashishga tekshiring.
3"+ v/t
Yechish. Tagqoslash qator sifatida yaqginlashuvchi gatomi (geomelnt
«i 3"
progressiyam) olamiz. Berilgan qatoming hadlari uchun n=12
37+V» 3"

tengsizlik bajariladi
U holda 1-teoremaga ko'ra berilgan gator yaginlashadi.

3- teorenia (taggoslashning limit alomati). Agar musbat hadli (17.3)

(17.4) qatorlar uchun lim~IL=/l (0<Ji<oo0) bo'lsa, u holda har ikkala gator bit

vaqtda yaqinlashadi yoki bir vaqtda uzoglashadi.

4- teorenia (Dalamber alomati). (17.3) qator uchun lim ~~/ chekli yoki

cheksiz limit mavjud bo'lsin. U holda / < 1 da qgator yaginlashadi va /> Ida gatoi
uzoglashadi.

4-misol. s gatomi yaginlashishga tekshiring.
P

Yechish. Berilgan gatorda a,, ~~~> a.,, =

Bundan
aa < 2 i "-~2\ n J 2
Demak, Dalamber alomatiga ko'ra gator yaqginlashadi

5- teorema (Koshining ildiz alomati). (17.3) qator uchurﬂRI(imJ,pT =/ chekli

yoki cheksiz limit mavjud bo'lsin. U holda / <1 da qator yaginlashadi va /> lda
gator uzoglashadi.

5-misol £ gatomi yaginlashishga tekshiring.

.+ -SH) -

Demak, Koshi alomatiga ko'ra gator uzoglashadi.

Yechish Berilgan gator uchun
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6-teorema (Koshining integral alomati). (17.3) gatoming hadlari [l;+o0)
oraligda aniglangan musbat, monoton kamayuvchi /(.r)  funksiyaning
*=1,2,...,n,...dagi giymatlaridan iborat, ya’ni a, =/(1), a, =/(2),...,a, =/(4),...
bo'lsin. U holda:

1) agar \f(x)dx xosmos integral yaqginlashsa, (17.3) gator ham yaginlashadi;

2) \f(x)dx xosmos integral uzoglashsa, (17.3) gator ham uzoqlashadi
6-misol. (a >0) qatomi yaginlashishga tekshiring.

Yechish. (a >0) gatorga umumlashgan garmonik gator deyiladi.

Bu gatorga mos [l;+o0) oraligda aniglangan, uzluksiz, monoton kamayuvchi
f(x) =—, funksiyani olamiz.

Uh);JIda agara * 1da

(lim6'~* -1).

Bu integral a > 1dayaginlashadi va a <1da uzoglashadi

Demak, Koshining integral alomatiga ko'ra umumlashgan garmonik qator
a >1dayaginlashadi va 0 <a <1da uzoglashadi.

a =1bo'lganda bu gatordan uzoglashuvchi garmonik gator kelib chigadi

Demak, umumlashgan garmonik gator a >Ida yaginlashadi va 0 <a £ 1da
uzoglashadi.

Isltora almashinuvchi gatorlar. Leybnits alomati

Har bir musbat hadidan keyin manfiy had kelgan va har bir manfiy hadidan
keyin musbat had kelgan gatorga ishora almashinuvchi gator deyiladi.
Ishora almashinuvchi gatomi

(17.5)

ko'rinishda yozish mumkin.

(17.5) gator uchun quyidagi ishora almashinuvchi qator yaginlashishining
yetarli alomati o'rinli.

7-teorenia (Leybnits alomati). Agar:

1) (17.5) qator hadlari absolut giymatlaridan tashkil topgan ketma-ketlik
monoton kamaysa: a, >a, >a, >...;

2) gatoming umumiy hadi nolga intilsa. lima(=0, u holda (17.5) qator
yaginlashadi.
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Yechish. Berilgan gatorlar uchun Leybnits alomati shartlarining bajarilishim
tekshiramiz.

2) lim----—--—-=0.
n(n +1)'

Bunda Leybnits alomatining har ikkaJa sharti bajariladi.
Demak, gator yaginlashadi.

Absolut vasliartliyaqinlasliish

Ham musbat va ham manfiy hadlardan tashkil topgan
atfgtaypt..ta =asu 071.1

gatorga o 'zgaruvchi ishorali (ixtiyoriy hadli) qator deyiladi.
Agar (17.6) qator hadlarining absolut giymatlaridan tashkil topgan

l«l+ kell+ |a3]+-+]ad+... = E]ad 77)
gator yaginlashuvchi bo'lsa, (17.6) gatorga absolutyaqinlashuvchi gator deyiladi
Agar (17.6) gator yaginlashuvchi va (17.7) qator uzoglashuvchi bo’lsi
(17.6) gatorga shartliyaginlashuvchi qator deyiladi.
8-teorema (o ‘zgaruvchi ishorali gator yaginlashisliining yetarlilik alomati)

Agar (17.7) gator yaginlashuvchi bo'lsa, uholda (17.6) gator ham yaginlashuvchi
bo'ladi.

A cosnet

Yechish. Qator o'zgaruvchi ishorali. a ning har ganday qiymatid.i

lim-~nlo),, =0 bo'lgani uchun gator yaginlashishi mumkin. Bu qator hadlarining

« 1 « J
hadlari Y —-—---- gatorning mos hadlaridan Kkatta bo'lma%di. Y emeoeeee qator
(In10) ANblO)™
M (In 10)

gator absolut yaginlashadi.
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2.17.2. Funksional gatorlar’
Asosiy tushuncluilur

XeR to'plamda n,(x),n,(x).....uil(x),... funksiyalar aniglangan bo'lsin
Bu funksiyalardan tuzilgan ketma-ketlik X to'plamda berilgan funksional ketma-
ketlik deyiladi va {n,,(x)} bilan belgilanadi.

2-ta’rif. X eR to'plamda berilgan (w((x)} funksional ketma-ketlik
hadlaridan tashkil topgan

LA e m (9 F = K (%) (17.8)

ifodagafunksional gator deyiladi. Bunda ui(x),u2(x)...uil(x),... funksiyalar
gatoming hadlari, ufx) funksiya gatoming umumiy hadi deb ataladi.
X to'plamga (17.8) gatoming aniglanish sohasi deyiladi.

Masalan ~Tsinnx qatoming aniglanish sohasi - butun sonlar o'qi; “arcsin" x

-1 rro
gatoming aniqlanish sohasi ——%;1] kesma.
(17.8) gatorda x ning o'miga biror x0e X giymat qo'yilsa

“,(5) + WCO + =+ (£) + - =1 X (O (179

sonli gator hosil bo'ladi,

(17.9) sonli gator yaqinlashuvchi yoki uzogiashuvchi bo'lishi mumkin.

Agar (17.9) sonli gator yaginlashuvchi (uzogiashuvchi) bo'lsa,
(17.8) funksional gatorga x0 nuqtada yaginlashuvchi (uzogiashuvchi) deyiladi.

Bunda xOnuqgta (17.8) gatomingyaginlashish (uzoglashish) nuqgtasi deb ataladi.

(17.8) funksional gatoming barcha yaginlashish nuqtalaridan tashkil topgan
to'plamga (17.8) funksional gatoming yaginlashish sohasi deyiladi.

£,,(x) =]IE|/|,(X) =nlx) +Vr(x) +..+mAOx) vyig'indiga (17.8) funksional
<4
gatoming n -qisntiyyig indisi deyiladi.
Agar (17.1) gator yaqginlashsa va uningyig'indisi £(x) bo'lsa,
N (x) =.S'(x)-.V,(x)
ayirmaga (17.1) funksional gatoming n - golclig7 deyiladi.

Fiksirlangan Vxe X da (17.8) gator sonli gatorga aylangani uchun uni tekshirishda
sonli gatorlaming barcha yaginlashish alomatlaridan foydalanish mumkin.

o 2
9-ntisol, Y_.—I (x ~ O™ funksional gatoming yaginlashish sohasini toping.
« Al
Yechish Bu qator uchun Dalamber alomatini go'llaymiz:
ontd(*-0 ®H  w )l
@) 27(x-I CUES
Vxe/l? da <p(x) =0 <1 Demak, berilgan gator butun sonlar o'gida yaginlashadi.

<p(x) = lim K0 =lim
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Darajali gatorlarlarningyaqinlashishi

Matematika va lining tatbigida hadlari darajali funksiyalardan tashkil topgan
ao+°i(x - xo) twm+ = M»(x - o) (17.10)
funksional gator muhim ahamiyatga ega.
(17.10) qgatorga darajali gator. aaa..o’zgarmas sonlarga darajali

gatoming koeffilsiyentlari, x( songa darajali gatoming markazi deyiladi.
Xususan, x0=0 da

a, +alx +...+ak" +...=%ﬂ;,,x’ (17.11)

darajali gator hosil bo'ladi Bu gatorda a,.v"' had (n + 1) o'rinda turgan bo'lsada

qulaylik uchun uni n-had deb garaladi.
Darajali gatoming yaginlashish sohasi hagida quyidagi teorema asosida
xulosa chiqariladi.

9-teorema (Abel teoremasi). Agar (17.11) darajali gator x =x,*0 nuqgtada
yaginlashsa, u holda u xning |x|<|x,| tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha

nugtalarida absolutyaqinlashadi.
2-natija. Agar (17.11) darajali gator x =%, nuqtada uzoglashsa, u holda u

xning |x|> |X, | tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha nuqgtalarida uzoglashadi.
(—x, ;| %, |) intervalga darajali gatoming yaginlashish intervali (sohasi)

deyiladi |x,|=/1 deb, yaqginlashish intervalini (~R\R) ko'rinishda yozish mumkin.
R>0 soniga darajali gatoming yaginlashish radiusi deyiladi.
(17.11) gatoming yaginlashish radiysi Dalamber alomatiga ko'ra
R =lim (17.12)

formula bilan topiladi
Yuqgoridagi singari Koshining ildiz alomatini yordamida (17.12) gatoming
yaqinlashish radiysini topishning yana bir formulasini keltirib chigaramiz:

n S—f’ (17.13)
VKI

/0-misol. darajali gatorlaming yaqginlashish sohasini toping:
Yechish. ¥ — qatorda a =—, a., =--------T -moommemeem- .

—+ul Al, n+1)! al(a+1l)
Qatoming yaginlashish radiusini 17.12) formula bilan topamiz:

w=lim 2" = im "D
«-MI1 n-+<o n\

Demak, gator xe(-a0,+00) dayaginlashadi.
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Funksiyalarni darajali gatorgayoyish

Agar £wma(x) funksional gator VxeA'da yaginlashuvchi, J1'(x) yig'indiga
ega va S(x)=fix) bo'lsa, /(x) funksiya X toplamda galorga yoyilgan
deyiladi va / (x) :lf'l'tw,,(x) deb yoziladi.

f(x) funksiya (xc-ft;xa+ R) oraligda darajali gatorga yoyilgan bo'lsin:

/(*) = :}% L(*-*0)" =ao+afx-x0)+..,+a,(x-x0)" +... (17.14)

10-teorema. /(x) funksiya (x0- R:xc+R) oraligda (17.14) darajali qatorga
yoyilgan bo'lsa, u holda bu yoyilma yagona bo'ladi, ya’ni (17.14) qator
yig'indisining koeffitsiyentlari jagona tarzda aniglanadi.
Isboti. f(x) funksiya (x,- R;x0+R) oraligda (17.14) darajali qatorga
yoyilgan bo'lsin. Bugatorni n marta hadma-had differensiallaymiz:
[ (X)) =n\-a,+ (M + D/ 2ea,, (x-x0)+. .
X =X, datopamiz:
/">(x0)=n'a.
Bundan
a. =- \ / WK) =/(X,,), 0I=1 (17.15)
n
Demak, (17.14) darajali gatoming a, (/=0,1,2,.,) koeffitsiyentlari jagona
tarzda (17.15) formulalar bilan aniglanadi.
Shunday qilib, x0nuqtada cheksiz differensiyallanuvchi / (x) funksiya uchun
T AN(X-XJ-"=/(xI +="(x-XJ+..+M N (x -x o +.. (17.16
So mg ( il ( m!( ( )
darajali gatomi tuzish mumkin.
(17.16) gatorga / (x) funksiyaning xc nuqtadagi Teylor gatori deyiladi.
/>0X
a =-—'D'\ ) koeffitsiyentlar /(x) funksiyaning x0 nuqtadagi Teylor
n
koeffitsiyentlari deb ataladi.

It A bo A
ifodaga /1-darajali Teylor ko phadi deyiladi.
epn =/(*)-~)=/(x )-,\:b“ "‘@(* -F ). 2 A %x -*J  (17.18)
ifoda Teylor gatorining n-qoldiq hadi deb ataladi.
Qoldiq hadining

=ANA * _ ok ' -
an " J[ i)! ol '. bunda ce (x0,x) (17.19)

ko'rinishiga Teylor gatorining Ixtgranj ko rinishidagi goldig hadi deyiladi.
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(17.16) va (17.19) ifodalardan /(x) funksiyaning (x, - R:x0+ li)
oraligda Teylor gatoriga yoyilmasi

m +T(E+“l)!(*—'.r .ce(x0;x) (17.20)
kelib chigadi. Bu yoyilmaga Teylorformulas» deyiladi.

(17.20) formuladan xo=o da f(x) funksiyaning (-R,R) oraliqgda
Makloren gatoriga yoyilmasi

= ce(x0;x) (17.21)
= Al (n +1)!

kelib chigadi. Bu yoyilmagaMaklorenformulas» deyiladi.

f(x) funksiya Makloren gatoriga quyidagi tartibdayoyiladi:

. funksiyaning /'(*)> /* (X .-« /W(*)»- hosilalari topiladi;

2". hosilalaming xc nugtagi giymatlari hisoblanadi;

3°. funksiyaning Makloren qatori tuziladi va lining yaginlashish intervali
aniglanadi;

4°. Makloren gatorining n—00 da Rfx) qoldiq hadi nolga intiladigan
{-R.R) intervali topiladi Agar bunday interval mayjud bo'lsa, bu mtervalda
f(x) funksiyava Makloren gatorining yig'indisi ustma-ust tushadi

Asosiy elementar funksiyalaming Makloren gatoriga yoyilmalarini keltiramiz

e’ —\éf = 1h X2 +)i + +)1 + xe(-00;0¢); 17.22
hn 12 Ty Tty T e (17:22)
smx :g(_-_l)_|_l_)_(_/_\_:x___)_(_‘_+x_, + ”_+_‘i[_i<__l_"_*_'_+._ ’Xe(/\»:oo); (1723)
A21s o+ DI 3 4 (21i + D!
A-D)"x3, x1 X3 -N"xdh (17.24)
a (2u)! 20 4 @ | '
@+xr=1+x°rd ")'\(q D
n
, -1 , - - -[» + 1)
1S TS e SRSy s

Qatorlarning tagribiy hisoblashlargu tadbiqi
Funksiyalar qiymutini tagribiy hisoblash

Qatoriar yordamida trigonometrik ifodaarning. logarifmik sonlaming,
ildizlaming va boshqa funksiyalaming giymatlarini tagribiy hisoblash mumkin.

Umuman olganda, /(x) funksiyaning biror x =x0 nuqtadagi giymatini
berilgan aniglikda hisoblash talab qilingan bo‘lib, bunda /(x) funksiya
(-R\R) oraligda darajali gatorga yoyilgan va x,e(-R:R) bo'lsa, u holda
/(x) funksiyaning x0 nuqtadagi aniq giymati Teylor gatori bilan, tagribiy giymati
esa bu gatoming s -gismiy vyig'indisi bilan hisoblanishi mumkin, ya’ni
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I(x™M)w £,,(*,). Bu tagribiy tenglikning anigligi n ning ortishi bilan ortib boradi.
Uningabsolut xatoligi |i,,(x,,)) =[/(xe)-5, (xc)| gateng bo'ladi.

1(X,,) giymat e>0 aniglikda  hisoblanishi ~ talab  qilinganida
f(x) funksiyaning x0 nuqgtadagi taqribiy giymati sifatida gatoming
|R(x) | <e shartni ganoatlantiruvchii n- gismiy yig‘indisni olinadi. Bunda gator

musbat hadli bo'lsa, uning qoldig'i J,<J/(x)dx tengsizlik bilan, ishora
almashinuvchi bo'lsa, umng qoldig'i  W,|<|a”, | tengsizlik bilan baholanadi.

Bundan tashgari gatoming qoldig'i x K-0" <e tengsizlik

(n+ 1

bilan baholanishi mumkin.

Il-misol t-sonini s =0,001 aniglikda hisoblang.
Yechish. e* funksiyaning Makloren gatoriga yoyilmasidan foydalanamiz:

, o, 11 1
203 vl
Bunda /?,,(1)=—-—-, ce(0;l) yoki e‘<e' <3dan N,(1)< ~* kelib
(n+1)! (n+1)!
chigadi. n =6 da J141) =—=0,00069 <0,001. Shu sababli

e« 141+ —+—+—+ _+_*>2 718
223 4 5§ 6
Aniq integrallunii taqgribiy hisoblash

Darajali qatorlar boshlang'ich funksiyasi elementar funksiyalar orgali chekli
ko'rinishda ifodalanmaydigan anigmas yoki aniq integrallami hisoblashda
qo'llagiladi.

\f(x)dx integralni e>0 aniglikda hisoblash talab gilingan bo'lsin. Integral
ostidagi funksiyani [a\b] kesmani o'z ichiga olgan (-R,R) oraligda darajali
gatorga yoyish mumkin bo'lsa, berilgan integralni hisoblash uchun bu gatomi

hadma- had integrallash xossasidan foydalanish mumkin. Bunda integrallash
anigligi funksiya giymatini taqribiy hisoblashdagi kabi baholanadi.

nflfx)

12-misol.  J—------- dx integralni 0,0001 aniqglikda hisoblang.

Yechish. YJSSLtﬂ /| ’éo 1r 1]k

! 1 -+ -[T-1=--—-*>0,0076
« oM+l %  (n+1) 10 2-100 3:-1000
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2.17.3.\lashqglar

2.17.1. Qatorlami yaginlashishga tekshiring Yaginlashuvchi galoming yig'irwlismi
toping

°t w D —t(2li +5) 2 +7)
InJ +21/M-10’ " ATAIL+411-3°
3" +5"
s S5 6)aR"
2.17.2. Musbat hadli galorlarni yaginlashishga tekshiring:
2)X 1 .
MMA +1 )S 3"+2
3> §«fe) 4 51 804aR
6 12
5 :
) Bt
neEa; 8 Sy
mV('2n+173 10 1"
S U -ild ; )
w>5(04r ) ; « K 47
19 trise -nt
5) E2WIinfl ; L6 v

2.17.3. Ishora almashmuvchi gatorlami yaqinlashishga tekshiring:

1)E(-1T *-b;

i > 2)E(-D -

4
S 6/1-5

Z17.4. Qatorlami shartli voki absolut yaginlashishga tekshiring:

aunn, n y~cos(/i-on

» Z 0"3)*’ nr+5
3)t(-ir >; AYE(-1)--i-.
»si nin bl ninu

2.17.5. Darajali gatommg yaginlashish sohasini toping:

46

S3"(li+l) » v
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n-2"

€28 27(n1 +1)

2.17.6. Funksiyalami x ning darajalari bo'yicha gatorga voving:

2)1(*)=«"" 2) 1(*) =*
3} /(x) =sinx2; 4) /(X) =cos’x

2.17.7. Darajali qalorlar yordamida 0,0001 aniglikda hisoblang:
Dinly 2)sinl2*;
3)vA 4) V520.

2.17.8. Darajali qatorlar yordamida integrallarni toping:

sin xdx 27 Te "X .

X X

2.17.9. Integrallarni 0,00(11 aniglikda hisoblang:

1) f!zﬁg!E*; 2) fe'xdx.
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r =b+acosg> (a >b)

Ayrira chiziglaming grafiklari va tenglamalari

\

ILOVA

R radiusli aylana

r =a(l+cos">) (a>0)

\ :a\] yoki I'u'::ac_OSl
[¥=asin t
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1-ilova

r =atp (a >0)

YK

(6] 2xn

x =a(l —sint),
I,/ =a(l-cosf), 0>0
SikloiJa
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