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ÏÐÅÄÈÑËÎÂÈÅ

Îñîáåííîñòüþ ðàçâèòèÿ ñîâðåìåííîãî îáùåñòâà ÿâëÿåòñÿ
ñëîæíûé õàðàêòåð ðûíî÷íîé ýêîíîìèêè, õàðàêòåðèçóåìûé
èçìåíåíèåì è áûñòðîé ñìåíÿåìîñòüþ óñëîâèé ýêîíîìè÷åñêîé
äåÿòåëüíîñòè, ïðåäúÿâëåíèåì âûñîêèõ òðåáîâàíèé ê ìåòîäàì
ïëàíèðîâàíèÿ è õîçÿéñòâåííîé äåÿòåëüíîñòè. Â ýòèõ óñëîâè-
ÿõ èñïîëüçîâàíèå ñåðüåçíûõ ìåòîäîâ àíàëèçà â ýêîíîìè÷åñ-
êèõ èññëåäîâàíèÿõ ïðèîáðåòàåò ïåðâîñòåïåííîå çíà÷åíèå.
Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ýêîíîìè÷åñêèõ ñèòóàöèé íà
áàçå ñîâðåìåííîé âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè ïîçâîëÿåò àâòî-
ìàòèçèðîâàòü ñáîð è îáðàáîòêó ïåðâè÷íîé èíôîðìàöèè, âû-
äåëèòü îñíîâíûå ïàðàìåòðû, âëèÿþùèå íà äåÿòåëüíîñòü
ôèðìû, ðàññ÷èòàòü ðàçëè÷íûå âàðèàíòû äåÿòåëüíîñòè (ïðî-
åêòèðîâàíèÿ) ôèðìû, îïðåäåëèòü íàèáîëåå öåëåñîîáðàçíûå
ìåðîïðèÿòèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå íåîáõîäèìóþ ýôôåêòèâíîñòü
ïðîèçâîäñòâà èëè ïðåäïðèíèìàòåëüñòâà, è íà îñíîâå ýòèõ
äàííûõ ïðèíÿòü ðåøåíèå î âûáîðå îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè
ïî óïðàâëåíèþ äåÿòåëüíîñòüþ ôèðìû (ôîðìû áèçíåñà).

Ó÷åáíèê íàïèñàí â ñîîòâåòñòâèè ñ òðåáîâàíèÿìè Ãîñó-
äàðñòâåííûõ îáùåîáðàçîâàòåëüíûõ ñòàíäàðòîâ íà îñíîâå ïðè-
ìåðíîé ïðîãðàììû äèñöèïëèíû “Ìàòåìàòèêà”, óòâåðæäåí-
íîé â 2000 ã. Ãëàâíûì óïðàâëåíèåì îáðàçîâàòåëüíûõ ïðîãðàìì
è ñòàíäàðòîâ âûñøåãî è ñðåäíåãî ïðîôåññèîíàëüíîãî îáðà-
çîâàíèÿ Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè,
ðàçäåëû “Ìåòîäû îïòèìèçàöèè” è “Èññëåäîâàíèå îïåðàöèé”.
Îíî ñîîòâåòñòâóåò ïðîãðàììå äèñöèïëèíû “Ìàòåìàòè÷åñêèå
ìåòîäû è ìîäåëè èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé” äëÿ ñïåö. 061800
“Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû â ýêîíîìèêå”, à òàêæå ïðîãðàììå
äèñöèïëèíû “Ìàòåìàòèêà” ðàçäåëû “Ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñ-
êèå ìåòîäû”, “Ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè” è “Ìàòå-
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ìàòè÷åñêèå ìåòîäû â ýêîíîìèêå” äëÿ ñïåö. 060600 “Ìèðîâàÿ
ýêîíîìèêà”, 351300 “Êîììåðöèÿ”, 061100 “Ìåíåäæìåíò”,
060800 “Ýêîíîìèêà è óïðàâëåíèå íà ïðåäïðèÿòèè” è ðàçäåë
“Ëèíåéíàÿ àëãåáðà äëÿ ñïåö. 061000 “Ãîñóäàðñòâåííîå è ìó-
íèöèïàëüíîå óïðàâëåíèå”, 0602000 “Ýêîíîìèêà òðóäà”, 060100
“Ýêîíîìè÷åñêàÿ òåîðèÿ” è äð.

Ó÷åáíèê ñîäåðæèò ÷åòûðå ðàçäåëà.
Â ðàçäåëå 1 (ãë. 1—2) “Îñíîâû ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðî-

âàíèÿ” ðàññìîòðåíû ìîäåëè ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â
ãëàâå 1 “Ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû è ìîäåëè” ðàñ-
êðûâàþòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñèñòåì è ïðî-
öåññîâ, ðàññìàòðèâàþòñÿ îñîáåííîñòè ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ ìà-
òåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â ýêîíîìèêå, ïðèâîäèòñÿ êëàñ-
ñèôèêàöèÿ ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ. Â ï. 1.3 ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ è ãåîìåòðè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ.

Ãëàâà 2 “Ñèìïëåêñíûé ìåòîä” ïîñâÿùåíà îïèñàíèþ ñèì-
ïëåêñíîãî ìåòîäà, êîòîðûé îòíîñèòñÿ ê ÷èñëó íàèáîëåå ðàñ-
ïðîñòðàíåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ, ðåàëèçóþùèõ èäåþ
ïîñëåäîâàòåëüíîãî óëó÷øåíèÿ ðåøåíèÿ. Ýòîò ìåòîä ìîæåò
áûòü ïðèìåíåí ïðè ðåøåíèè ëþáîé çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ, ò. å. ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì. Âûâîäÿòñÿ è
ðàññìàòðèâàþòñÿ îáûêíîâåííûå æîðäàíîâû èñêëþ÷åíèÿ è íà
èõ îñíîâå îáðàùàåòñÿ ìàòðèöà è ðåøàþòñÿ ñèñòåìû ëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé; ââîäÿòñÿ ìîäèôèöèðîâàííûå æîðäàíîâû èñ-
êëþ÷åíèÿ. Ðåøàåòñÿ øèðîêèé êðóã îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷
íà íàõîæäåíèå ìàêñèìóìà èëè ìèíèìóìà ëèíåéíîé öåëåâîé
ôóíêöèè. Â ï. 2.9 ðàññìîòðåíû ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåé-
íîé àëãåáðû è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íà ÝÂÌ ñ ïîìî-
ùüþ ïðîãðàìì Excel è Mathcad 2000.

Ðàçäåë 2 (ãë. 3—7) “Ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè
çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ” ïîñâÿùåí êëàññó ýêñò-
ðåìàëüíûõ çàäà÷, îïðåäåëÿåìûõ ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì íà
ìíîæåñòâå, çàäàâàåìîì ëèíåéíûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Â ãëàâå 3
“Ýëåìåíòû òåîðèè äâîéñòâåííîñòè” ïîêàçàíî, ÷òî ðàññìîò-
ðåíèå ïàð äâîéñòâåííûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì ñðåä-
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ñòâîì èññëåäîâàíèÿ ïðîáëåì ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è
ïîñòðîåíèÿ ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ è èãðàåò áîëüøóþ ðîëü ïðè
ýêîíîìè÷åñêîì àíàëèçå ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèÿ.

Â ãëàâå 4 “Òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à” ðàññìîòðåíà çàäà÷à îï-
òèìàëüíîãî ïëàíà ïåðåâîçîê ãðóçà èç ïóíêòîâ èçãîòîâëåíèÿ â
ïóíêòû ïîòðåáëåíèÿ, ïðè÷åì, ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê çàêðûòàÿ,
òàê è îòêðûòàÿ ìîäåëü çàäà÷è. Ïðèâîäèòñÿ ìåòîä ðåøåíèÿ
òðàíñïîðòíîé çàäà÷è ñ ïîìîùüþ âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè.

Ãëàâà 5 “Öåëî÷èñëåííîå ïðîãðàììèðîâàíèå” ïîñâÿùåíà
ðåøåíèþ ýêîíîìè÷åñêèõ çàäà÷, â êîòîðûõ ïåðåìåííûå âåëè-
÷èíû îçíà÷àþò êîëè÷åñòâî åäèíèö íåäåëèìîé ïðîäóêöèè.

Â ãëàâå 6 “Îñíîâû ïëàíèðîâàíèÿ ìåæîòðàñëåâîãî áàëàí-
ñà” ðàññìîòðåíà ïðîáëåìà ïðèìåíåíèÿ áàëàíñîâîãî ìåòîäà â
ýêîíîìè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ, îïèñàíà ñõåìà ìåæîòðàñëåâî-
ãî áàëàíñà, ïðèâåäåí ïîðÿäîê ðàñ÷åòà îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ
ìîäåëè. Èçëîæåí ìåòîä ðàñ÷åòà ïàðàìåòðîâ áàëàíñîâîé ìîäå-
ëè íà ÝÂÌ.

Â ãëàâå 7 “Ýëåìåíòû òåîðèè èãð â çàäà÷àõ ìîäåëèðîâà-
íèÿ ýêîíîìè÷åñêèõ îïåðàöèé” èçó÷àþòñÿ ýêîíîìè÷åñêèå çà-
äà÷è, â êîòîðûõ äîñòàòî÷íî ÷àñòî ðåøåíèÿ ïðèõîäèòñÿ ïðè-
íèìàòü â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè, òî åñòü â òàêèõ óñëî-
âèÿõ, êîãäà èëè ïðîöåññ âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè ÿâëÿåòñÿ íåî-
ïðåäåëåííûì, èëè íàì ñîçíàòåëüíî ïðîòèâîäåéñòâóåò ïðî-
òèâíèê, èëè íåò ÿñíûõ è ÷åòêèõ öåëåé (çàäà÷) îïåðàöèè. Ïî-
êàçàí ìåòîä ñâåäåíèÿ ìàòðè÷íîé èãðû ê çàäà÷å ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ðàçäåë 3 (ãë. 8—10) “Ìîäåëè íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ” ïîñâÿùåí ðåøåíèþ ýêîíîìè÷åñêèõ çàäà÷, â êîòîðûõ
ëèáî öåëåâàÿ ôóíêöèÿ, ëèáî îãðàíè÷åíèÿ, ëèáî òî è äðóãîå
íåëèíåéíû. Â ãëàâå 8 “Êëàññè÷åñêèå ìåòîäû íåëèíåéíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ” ðàññìîòðåí ïðîöåññ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ çà-
äà÷è íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì åå
ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè è ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìíîæè-
òåëåé Ëàãðàíæà.

Â ãëàâå 9 “Ïîíÿòèå î âûïóêëîì ïðîãðàììèðîâàíèè” èçó-
÷àþòñÿ çàäà÷è, â êîòîðûõ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ âûïóê-
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ëîé ôóíêöèåé, ðàññìàòðèâàåòñÿ ãðàäèåíòíûé ìåòîä ðåøåíèÿ
ïîäîáíûõ çàäà÷.

Â ãëàâå 10 “Äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå” ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ ðåøåíèå òàêèõ çàäà÷, êàê çàäà÷à ðàñïðåäåëåíèÿ
ñðåäñòâ ìåæäó ïðåäïðèÿòèÿìè è çàäà÷à î çàìåíå îáîðóäîâà-
íèÿ ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà, ïîçâîëÿþùåãî
îñóùåñòâëÿòü îïòèìàëüíîå ïëàíèðîâàíèå ìíîãîøàãîâûõ óï-
ðàâëÿåìûõ ïðîöåññîâ è ïðîöåññîâ, çàâèñÿùèõ îò âðåìåíè.

Ðàçäåë 4 (ãë. 11—13) “Ïðèêëàäíûå ìîäåëè èññëåäîâàíèÿ
îïåðàöèé è ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ” ïîñâÿùåí ðàññìîòðå-
íèþ ðÿäà ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ìåíåäæìåíòà, ìàðêåòèíãà è äðó-
ãèõ îáëàñòåé óïðàâëåíèÿ â ýêîíîìèêå. Â ãëàâå 11 “Ìîäåëè
ñåòåâîãî ïëàíèðîâàíèÿ è óïðàâëåíèÿ” ðàññìîòðåíû çàäà÷è
ïëàíèðîâàíèÿ ðàçíîîáðàçíûõ ïî ñâîåìó ñîäåðæàíèþ ðàáîò,
ïðîöåññ âûïîëíåíèÿ êîòîðûõ íåëüçÿ îòðàçèòü â ôîðìàëüíûõ
çàâèñèìîñòÿõ. Ïðèâîäÿòñÿ ìåòîäû îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêèõ
ïóòåé, ðåçåðâîâ âðåìåíè, îïòèìèçàöèè ñåòåâûõ ãðàôèêîâ.

Â ãëàâå 12 “Ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû â ìèêðî-
ýêîíîìèêå” ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîäåëè ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ,
óñòàíàâëèâàåòñÿ âëèÿíèå ôàêòîðîâ ðûíî÷íîãî ðàâíîâåñèÿ,
ýëàñòè÷íîñòè ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ è íàëîãîîáëîæåíèÿ íà
ïðîèçâîäñòâåííóþ äåÿòåëüíîñòü ôèðì, èçó÷àþòñÿ ñîîòíîøå-
íèÿ ìåæäó ñóììàðíûìè, ñðåäíèìè è ïðåäåëüíûìè âåëè÷èíà-
ìè â ýêîíîìèêå. Äàþòñÿ ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ïåðå÷èñëåííûõ
â ýòîé ãëàâå ìîäåëåé íà ÝÂÌ ñ ïîìîùüþ Mathcad 2000.

Ãëàâà 13 “Ìîäåëèðîâàíèå ñèñòåì ìàññîâîãî îáñëóæèâà-
íèÿ” ïîñâÿùåíà îáëàñòè ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, çàíèìàþ-
ùåéñÿ àíàëèçîì ïðîöåññîâ â ñèñòåìàõ ïðîèçâîäñòâà, îáñëó-
æèâàíèÿ, óïðàâëåíèÿ è äð. Ðàññìîòðåííûå çàäà÷è íîñÿò îï-
òèìèçàöèîííûé õàðàêòåð è âêëþ÷àþò ýêîíîìè÷åñêèé àñïåêò
ïî îïðåäåëåíèþ òàêîãî âàðèàíòà ñèñòåìû, ïðè êîòîðîì áó-
äåò îáåñïå÷åí ìèíèìóì ñóììàðíûõ çàòðàò îò îæèäàíèÿ îá-
ñëóæèâàíèÿ, ïîòåðü âðåìåíè è ðåñóðñîâ íà îáñëóæèâàíèå è
îò ïðîñòîåâ êàíàëîâ îáñëóæèâàíèÿ. Ýòè ïàðàìåòðû îïðåäåëÿ-
þòñÿ ñ ïîìîùüþ ÝÂÌ.

Ãëàâû 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10 è 12 íàïèñàíû À. Ñ. Øàï-
êèíûì, à ãëàâû 7, 11 è 13 — Í. Ï. Ìàçàåâîé.
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Ðàçäåë I
ÎÑÍÎÂÛ ËÈÍÅÉÍÎÃÎ
ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß

Ãëàâà 1
ÝÊÎÍÎÌÈÊÎ-ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ

ÌÅÒÎÄÛ È ÌÎÄÅËÈ

1.1. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì

1.1.1. Ìîäåëè è ìîäåëèðîâàíèå

Ìîäåëü — îäèí èç âàæíåéøèõ èíñòðóìåíòîâ íàó÷íîãî
ïîçíàíèÿ, óñëîâíûé îáðàç îáúåêòà èññëåäîâàíèÿ (èëè óïðàâ-
ëåíèÿ). Ìîäåëü “êîíñòðóèðóåòñÿ ñóáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ (èëè
óïðàâëåíèÿ) òàê, ÷òîáû îòîáðàçèòü õàðàêòåðèñòèêè îáúåêòà
(ñâîéñòâà, âçàèìîñâÿçè, ñòðóêòóðíûå è ôóíêöèîíàëüíûå ïà-
ðàìåòðû è ò. ï. ), ñóùåñòâåííûå äëÿ öåëè èññëåäîâàíèÿ. Ïî-
ýòîìó âîïðîñ î êà÷åñòâå òàêîãî îòîáðàæåíèÿ — àäåêâàòíîñ-
òè ìîäåëè îáúåêòó — ïðàâîìåðíî ðåøàòü ëèøü îòíîñèòåëü-
íî îïðåäåëåííîé öåëè. Ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå ìîäåëü ìîæåò
èìåòü ïðè óñëîâèè, ÷òî åå àíàëèç áîëåå äîñòóïåí ñóáúåêòó
èññëåäîâàíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ èìåþùèìèñÿ ó íåãî ñðåäñòâà-
ìè, ÷åì íåïîñðåäñòâåííîå èçó÷åíèå îáúåêòà.

Êîíñòðóèðîâàíèå ìîäåëè íà îñíîâå ïðåäâàðèòåëüíîãî
èçó÷åíèÿ îáúåêòà è âûäåëåíèÿ åãî ñóùåñòâåííûõ õàðàêòåðè-
ñòèê, ýêñïåðèìåíòàëüíûé è òåîðåòè÷åñêèé àíàëèç ìîäåëè,
ñîïîñòàâëåíèå ðåçóëüòàòîâ ñ äàííûìè îá îáúåêòå, êîððåêòè-
ðîâêà ìîäåëè è ò. ä. ñîñòàâëÿþò ñîäåðæàíèå ìåòîäà ìîäåëè-
ðîâàíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîöåññ ìîäåëèðîâàíèÿ âêëþ÷àåò òðè
ýëåìåíòà: 1) ñóáúåêò (èññëåäîâàòåëü), 2) îáúåêò èññëåäîâà-
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íèÿ, 3) ìîäåëü, îïîñðåäñòâóþùóþ îòíîøåíèÿ ïîçíàþùåãî
ñóáúåêòà è ïîçíàâàåìîãî îáúåêòà. Ñóùíîñòü ïðîöåññà ìîäå-
ëèðîâàíèÿ ñõåìàòè÷åñêè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ðèñ. 1.1.

Ïðåäïîñûëêîé îòíîñèòåëüíî áîëüøåé äîñòóïíîñòè ìîäå-
ëè äëÿ àíàëèçà â ñðàâíåíèè ñ îáúåêòîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ìî-
äåëèðîâàíèå, êàê ïðàâèëî, ïðèâîäèò ê óïðîùåííîìó îáðàçó
îáúåêòà. Îäíàêî, â êàæäîì îòäåëüíîì èññëåäîâàíèè íåîáõî-
äèìî õîðîøî ïîíèìàòü, íà ÷åì îñíîâàíà óâåðåííîñòü â âîç-
ìîæíîñòè ïåðåíåñåíèÿ ïîëó÷åííûõ â èññëåäîâàíèè ðåçóëüòà-
òîâ ñ ìîäåëè íà îáúåêò.

Èòàê, ìîäåëè âûáèðàþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îíè áûëè
çíà÷èòåëüíî ïðîùå äëÿ èññëåäîâàíèÿ, ÷åì èíòåðåñóþùèå
íàñ îáúåêòû. Áîëåå òîãî, íåêîòîðûå îáúåêòû âîîáùå íå óäà-
åòñÿ èññëåäîâàòü àêòèâíî. Íåâîçìîæíî, íàïðèìåð, íà ýêîíî-
ìèêå ñòðàíû ñòàâèòü ýêñïåðèìåíò, èìåþùèé ÷èñòî ïîçíàâà-
òåëüíîå çíà÷åíèå. Îäíàêî, ïîñêîëüêó â ìîäåëè âîñïðîèçâî-
äÿòñÿ ëèøü íåêîòîðûå íàèáîëåå âàæíûå â äàííîì èññëåäî-
âàíèè ñòîðîíû èñõîäíîãî îáúåêòà, ìîäåëèðîâàíèå ïîçâîëÿåò
âûÿâèòü ñóùåñòâåííûå ôàêòîðû, îòâåòñòâåííûå çà òå èëè
èíûå ñâîéñòâà èçó÷àåìûõ îáúåêòîâ.

Ðàññìîòðèì îñíîâíûå òèïû ìîäåëåé. Ìîäåëè ìîæíî
êëàññèôèöèðîâàòü íà îñíîâå ðàçëè÷íûõ õàðàêòåðèñòèê: ïî

Ðèñ. 1.1
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õàðàêòåðó ìîäåëèðóåìûõ îáúåêòîâ, ïî ñôåðàì ïðèëîæåíèÿ,
ïî ãëóáèíå ìîäåëèðîâàíèÿ è ò. ä. Ìû îñòàíîâèìñÿ íà êëàññè-
ôèêàöèè ïî õàðàêòåðó ìîäåëåé (ïî ñðåäñòâàì ìîäåëèðîâà-
íèÿ), òàê êàê íàñ èíòåðåñóåò ðîëü ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé
(ÌÌ) â èññëåäîâàíèè ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïî ýòîìó ïðè-
çíàêó ìåòîäû ìîäåëèðîâàíèÿ äåëÿòñÿ íà äâå áîëüøèå ãðóï-
ïû: ìàòåðèàëüíîå (ïðåäìåòíîå) ìîäåëèðîâàíèå è èäåàëüíîå
ìîäåëèðîâàíèå.

Ìàòåðèàëüíûì íàçûâàåòñÿ èññëåäîâàíèå, â êîòîðîì èñ-
ñëåäîâàíèå âåäåòñÿ íà îñíîâå ìîäåëè, âîñïðîèçâîäÿùåé îñ-
íîâíûå ãåîìåòðè÷åñêèå, ôèçè÷åñêèå, äèíàìè÷åñêèå è ôóíê-
öèîíàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè èçó÷àåìîãî îáúåêòà. Íàïðèìåð,
ôèçè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå: áåðåòñÿ ìîäåëü ñàìîëåòà è èñ-
ñëåäóåòñÿ â àýðîäèíàìè÷åñêîé òðóáå, ïðè ýòîì ñíèìàþòñÿ
õàðàêòåðèñòèêè èçó÷àåìûõ (ïðîäóâàåìûõ) ìîäåëåé è íà îñ-
íîâå òåîðèè ïîäîáèÿ ýòè õàðàêòåðèñòèêè ïåðåíîñÿòñÿ íà íà-
ñòîÿùèé ëåòàòåëüíûé àïïàðàò.

Â ýêîíîìè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ ïðèìåíÿåòñÿ èäåàëüíîå
ìîäåëèðîâàíèå, îñíîâûâàþùååñÿ íå íà ìàòåðèàëüíîé àíàëî-
ãèè ìîäåëèðóåìîãî îáúåêòà ìîäåëè, à íà àíàëîãèè èäåàëü-
íîé, ìûñëèìîé. Èäåàëüíîå ìîäåëèðîâàíèå ìîæíî ðàçáèòü íà
äâà ïîäêëàññà: çíàêîâîå (÷èñëîâîå) ìîäåëèðîâàíèå è èíòóè-
òèâíîå ìîäåëèðîâàíèå.

Ïðè çíàêîâîì (ôîðìàëèçîâàííîì) ìîäåëèðîâàíèè ìîäå-
ëÿìè ñëóæàò çíàêîâûå îáðàçîâàíèÿ êàêîãî-ëèáî âèäà: ñõå-
ìû, ÷åðòåæè, ãðàôèêè, ôîðìóëû è ò. ä., ïðè÷åì, çíàêîâûå
îáðàçîâàíèÿ è èõ ýëåìåíòû âñåãäà çàäàþòñÿ âìåñòå ñ íèìè.
Âàæíåéøèì âèäîì çíàêîâîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìàòå-
ìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, îñóùåñòâëÿåìîå ñðåäñòâàìè ÿçû-
êà ìàòåìàòèêè è ëîãèêè.

Ïðè èíòóèòèâíîì ìîäåëèðîâàíèè íå èñïîëüçóþò ÷åòêî
ôèêñèðîâàííûõ çíàêîâûõ ñèñòåì; îíî ïðîòåêàåò, êàê ïðèíÿ-
òî ãîâîðèòü, “íà ìîäåëüíîì óðîâíå”. Òàêîå ìîäåëèðîâàíèå
÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ â òåõ îáëàñòÿõ íàóêè, ãäå ïîçíàâàòåëüíûé
ïðîöåññ íàõîäèòñÿ åùå íà íà÷àëüíîé ñòàäèè.
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Èññëåäîâàíèÿ íà îñíîâå èäåàëüíûõ (â òîì ÷èñëå è ÌÌ)
ìîäåëåé íîñÿò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð, ò. å. îòëè÷àþòñÿ îò
ýêñïåðèìåíòà, ÿâëÿþùåãîñÿ ÷àñòè÷íûì ñëó÷àåì ïðàêòè÷åñ-
êîé äåÿòåëüíîñòè ÷åëîâåêà. Èññëåäîâàíèå èäåàëüíûõ ìîäå-
ëåé — îäíà èç îñíîâíûõ çàäà÷ òåîðåòè÷åñêîãî ìûøëåíèÿ.

Ðîëü èäåàëüíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ îñîáåííî âåëèêà â ýêî-
íîìè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ, ïîñêîëüêó âîçìîæíîñòè ïðîâåäå-
íèÿ íàòóðíîãî ýêñïåðèìåíòà ñ ìàòåðèàëüíûìè ìîäåëÿìè â
íèõ îãðàíè÷åíû.

1.1.2. Îñîáåííîñòè ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà
ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â ýêîíîìèêå

Áîëüøèíñòâî îáúåêòîâ, èçó÷àåìûõ ýêîíîìè÷åñêîé íàóêîé,
ìîæåò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíî ïîíÿòèåì ñëîæíàÿ ñèñòåìà.

Ñëîæíîñòü ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâîì âõîäÿùèõ
â íåå ýëåìåíòîâ, ñâÿçÿìè ìåæäó ýòèìè ýëåìåíòàìè, à òàêæå
âçàèìîîòíîøåíèÿìè ìåæäó ñèñòåìîé è ñðåäîé. Ýêîíîìèêà ñòðà-
íû îáëàäàåò âñåìè ïðèçíàêàìè î÷åíü ñëîæíûõ ñèñòåì. Îíà
îáúåäèíÿåò îãðîìíîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ, îòëè÷àåòñÿ ìíîãîîá-
ðàçèåì âíóòðåííèõ ñâÿçåé è ñâÿçåé ñ äðóãèìè ñèñòåìàìè (ïðè-
ðîäíàÿ ñðåäà, ýêîíîìèêà äðóãèõ ñòðàí è ò. ä.).

Ñëîæíîñòü ýêîíîìèêè èíîãäà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îáî-
ñíîâàíèå íåâîçìîæíîñòè åå ìîäåëèðîâàíèÿ, èçó÷åíèÿ ñðåä-
ñòâàìè ìàòåìàòèêè. Íî òàêàÿ òî÷êà çðåíèÿ â ïðèíöèïå íå-
âåðíà. Ìîäåëèðîâàòü ìîæíî îáúåêò ëþáîé ïðèðîäû è ëþáîé
ñëîæíîñòè. È êàê ðàç ñëîæíûå îáúåêòû ïðåäñòàâëÿþò íàè-
áîëüøèé èíòåðåñ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ, èìåííî çäåñü ìîäåëè-
ðîâàíèå ìîæåò äàòü ðåçóëüòàòû, êîòîðûå íåëüçÿ ïîëó÷èòü
äðóãèìè ñïîñîáàìè èññëåäîâàíèÿ.

Îñíîâîïîëàãàþùèì äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ìà-
òåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â ýêîíîìèêå ÿâëÿåòñÿ íàïîë-
íåíèå ðàçðàáîòàííûõ ìîäåëåé êîíêðåòíîé è êà÷åñòâåííîé
èíôîðìàöèåé. Òî÷íîñòü è ïîëíîòà ïåðâè÷íîé èíôîðìàöèè,
ðåàëüíûå âîçìîæíîñòè åå ñáîðà è îáðàáîòêè âî ìíîãîì îïðå-
äåëÿþò âûáîð òèïîâ ïðèêëàäíûõ ìîäåëåé.
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Èñõîäíàÿ èíôîðìàöèÿ èìååò ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûé
õàðàêòåð è ïðîèñõîæäåíèå è ìîæåò áûòü ðàçäåëåíà íà äâå
êàòåãîðèè: î ïðîøëîì ðàçâèòèè è ñîâðåìåííîì ñîñòîÿíèè
îáúåêòîâ (ýêîíîìè÷åñêèå íàáëþäåíèÿ è èõ îáðàáîòêà) è î
áóäóùåì ðàçâèòèè îáúåêòîâ, âêëþ÷àþùóþ äàííûå îá îæè-
äàåìûõ èçìåíåíèÿõ èõ âíóòðåííèõ ïàðàìåòðîâ è âíåøíèõ
óñëîâèé (ïðîãíîçû).

Ìåòîäû ýêîíîìè÷åñêèõ íàáëþäåíèé è èñïîëüçîâàíèå ðå-
çóëüòàòîâ ýòèõ íàáëþäåíèé ðàçðàáàòûâàþòñÿ ýêîíîìè÷åñêîé
ñòàòèñòèêîé. Òàê êàê â ýêîíîìèêå ìíîãèå ïðîöåññû ÿâëÿþòñÿ
ìàññîâûìè, òî ìîäåëèðîâàíèå äîëæíî îïèðàòüñÿ íà ìàññî-
âûå íàáëþäåíèÿ. Ýêîíîìè÷åñêèå ïðîöåññû ÿâëÿþòñÿ äèíà-
ìè÷åñêèìè âñëåäñòâèå èçìåí÷èâîñòè èõ ïàðàìåòðîâ è ñòðóê-
òóðíûõ îòíîøåíèé. Ïîýòîìó òàêèå ýêîíîìè÷åñêèå ïðîöåññû
ñëåäóåò ïîñòîÿííî äåðæàòü ïîä íàáëþäåíèåì, íåîáõîäèìî
èìåòü óñòîé÷èâûé ïîòîê íîâûõ äàííûõ.

Ïîçíàíèå êîëè÷åñòâåííûõ îòíîøåíèé ýêîíîìè÷åñêèõ ïðî-
öåññîâ è ÿâëåíèé îïèðàåòñÿ íà ýêîíîìè÷åñêèå èçìåðåíèÿ.
Òî÷íîñòü èçìåðåíèé â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ïðåäîïðåäåëÿåò
è òî÷íîñòü êîíå÷íûõ ðåçóëüòàòîâ êîëè÷åñòâåííîãî àíàëèçà
ïîñðåäñòâîì ìîäåëèðîâàíèÿ.

Ýêîíîìè÷åñêèå ïðîöåññû, ñîõðàíÿÿ õàðàêòåð ìàññîâûõ
ïðîöåññîâ, îáÿçàòåëüíî âêëþ÷àþò ñëó÷àéíûå (ñòîõàñòè÷åñ-
êèå) êîìïîíåíòû. Íåïðåäâèäèìûå ñëó÷àéíîñòè ìîãóò áûòü
âûçâàíû ïðèðîäíûìè ÿâëåíèÿìè, èçìåíåíèÿìè â ìåæäóíà-
ðîäíîé îáñòàíîâêå, íàó÷íî-òåõíè÷åñêèìè îòêðûòèÿìè, ðàç-
ëè÷íûìè ñóáúåêòèâíûìè ôàêòîðàìè. Òàêèì îáðàçîì, ýêîíî-
ìè÷åñêèå çàêîíîìåðíîñòè èìåþò ñòîõàñòè÷åñêèé õàðàêòåð.

Äëÿ ìåòîäîëîãèè ïëàíèðîâàíèÿ âàæíîå çíà÷åíèå èìååò
ïîíÿòèå íåîïðåäåëåííîñòè ýêîíîìè÷åñêîãî ðàçâèòèÿ. Â èñ-
ñëåäîâàíèÿõ ïî ýêîíîìè÷åñêîìó ïðîãíîçèðîâàíèþ è ïëàíè-
ðîâàíèþ ðàçëè÷àþò äâà òèïà íåîïðåäåëåííîñòè: “èñòèííóþ”,
îáóñëîâëåííóþ ñâîéñòâàìè ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, è “èí-
ôîðìàöèîííóþ”, ñâÿçàííóþ ñ íåïîëíîòîé è íåòî÷íîñòüþ èìå-
þùåéñÿ èíôîðìàöèè îá ýòèõ ïðîöåññàõ.
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Ñëîæíîñòü ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è ÿâëåíèé è äðóãèå
îòìå÷åííûå âûøå îñîáåííîñòè ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì çàòðóä-
íÿþò íå òîëüêî ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, íî è
ïðîâåðêó èõ àäåêâàòíîñòè, èñòèííîñòè ïîëó÷àåìûõ ðåçóëü-
òàòîâ.

Â ýêîíîìèêå è äðóãèõ îáùåñòâåííûõ íàóêàõ òåçèñ “ïðàê-
òèêà — êðèòåðèé èñòèíû” â áîëüøåé ñòåïåíè ïðèìåíèì ê
ïðîñòûì äåñêðèïòèâíûì ìîäåëÿì, èñïîëüçóåìûì äëÿ ïàññèâ-
íîãî îïèñàíèÿ è îáúÿñíåíèÿ äåéñòâèòåëüíîñòè.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñîçäàíèå êîíñòðóêòèâíîé êîìï-
ëåêñíîé ìåòîäèêè àäåêâàòíîñòè ìîäåëåé, ó÷èòûâàþùåé êàê
îáúåêòèâíûå îñîáåííîñòè ìîäåëèðóåìûõ îáúåêòîâ, òàê è îñî-
áåííîñòè èõ ïîçíàíèÿ, ïî-ïðåæíåìó ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç íàè-
áîëåå àêòóàëüíûõ çàäà÷ ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ èññëåäî-
âàíèé.

1.2. Êëàññèôèêàöèÿ
ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé

1.2.1. Îáùàÿ êëàññèôèêàöèÿ ýêîíîìèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé (ÝÌÌî)

Ïî öåëåâîìó íàçíà÷åíèþ ÝÌÌî äåëÿòñÿ íà òåîðåòèêî-
àíàëèòè÷åñêèå, èñïîëüçóåìûå â èññëåäîâàíèÿõ îáùèõ ñâîéñòâ
è çàêîíîìåðíîñòåé ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, è ïðèêëàäíûå,
ïðèìåíÿåìûå â ðåøåíèè êîíêðåòíûõ ýêîíîìè÷åñêèõ çàäà÷
(ìîäåëè ýêîíîìè÷åñêîãî àíàëèçà, ïðîãíîçèðîâàíèÿ, óïðàâëå-
íèÿ).

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåé êëàññèôèêàöèåé ìàòåìàòè÷åñêèõ
ìîäåëåé îíè ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà ôóíêöèîíàëüíûå è ñòðóê-
òóðíûå, à òàêæå âêëþ÷àþò ïðîìåæóòî÷íûå ôîðìû (ñòðóê-
òóðíî-ôóíêöèîíàëüíûå). Â èññëåäîâàíèÿõ íà íàðîäíîõîçÿé-
ñòâåííîì óðîâíå ÷àùå ïðèìåíÿþòñÿ ñòðóêòóðíûå ìîäåëè,
òàê êàê çäåñü áîëüøîå çíà÷åíèå èìåþò âçàèìîñâÿçè ïîäñèñ-
òåì. Òèïè÷íûìè ñòðóêòóðíûìè ìîäåëÿìè ÿâëÿþòñÿ ìîäåëè
ìåæîòðàñëåâûõ ñâÿçåé. Ôóíêöèîíàëüíûå ìîäåëè øèðîêî ïðè-
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ìåíÿþòñÿ â ýêîíîìè÷åñêîì ðåãóëèðîâàíèè, êîãäà íà ïîâåäå-
íèå îáúåêòà (“âûõîä”) âîçäåéñòâóþò ïóòåì èçìåíåíèÿ “âõî-
äà”. Ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü ìîäåëü ïîâåäåíèÿ ïîòðåáèòå-
ëåé â óñëîâèÿõ òîâàðíî-äåíåæíûõ îòíîøåíèé.

Ðàçëè÷àþò ìîäåëè äåñêðèïòèâíûå è íîðìàòèâíûå. Äåñê-
ðèïòèâíûå ìîäåëè îòâå÷àþò íà âîïðîñ: êàê ýòî ïðîèñõîäèò?
èëè êàê ýòî âåðîÿòíåå âñåãî ìîæåò äàëüøå ðàçâèâàòüñÿ?, ò.
å. îíè òîëüêî îáúÿñíÿþò íàáëþäàåìûå ôàêòû èëè äàþò âåðî-
ÿòíîñòíûé ïðîãíîç. Íîðìàòèâíûå ìîäåëè — ýòî ìîäåëè óï-
ðàâëÿåìûõ è ðåãóëèðóåìûõ ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, èñïîëü-
çóåìûå äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ýêîíîìè÷åñêîé äåéñòâèòåëüíîñ-
òè. Îíè îòâå÷àþò íà âîïðîñ: êàê ýòî äîëæíî áûòü?, ò. å. ïðåä-
ïîëàãàþò öåëåíàïðàâëåííóþ äåÿòåëüíîñòü. Òèïè÷íûì ïðèìå-
ðîì íîðìàòèâíûõ ìîäåëåé ÿâëÿþòñÿ ìîäåëè îïòèìàëüíîãî
ïëàíèðîâàíèÿ, ôîðìàëèçóþùèå òåì èëè èíûì ñïîñîáîì öåëè
ýêîíîìè÷åñêîãî ðàçâèòèÿ, âîçìîæíîñòè è ñðåäñòâà èõ äîñòè-
æåíèÿ.

Ïî õàðàêòåðó îòðàæåíèÿ ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííûõ ñâÿçåé
ðàçëè÷àþò ìîäåëè æåñòêî äåòåðìèíèñòñêèå è ìîäåëè, ó÷è-
òûâàþùèå ñëó÷àéíîñòü è íåîïðåäåëåííîñòü. Íåîáõîäèìî ðàç-
ëè÷àòü íåîïðåäåëåííîñòü, îïèñûâàåìóþ âåðîÿòíîñòíûìè çà-
êîíàìè, è íåîïðåäåëåííîñòü, äëÿ îïèñàíèÿ êîòîðîé çàêîíû
òåîðèè âåðîÿòíîñòåé íåïðèìåíèìû.

Ïî ñïîñîáàì îòðàæåíèÿ ôàêòîðà âðåìåíè ýêîíîìèêî-ìà-
òåìàòè÷åñêèå ìîäåëè äåëÿòñÿ íà ñòàòèñòè÷åñêèå è äèíàìè-
÷åñêèå.

Ìîäåëè ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ÷ðåçâû÷àéíî ðàçíîîá-
ðàçíû ïî ôîðìå ìàòåìàòè÷åñêèõ çàâèñèìîñòåé. Îñîáåííî âàæ-
íî âûäåëèòü êëàññ ëèíåéíûõ ìîäåëåé, íàèáîëåå óäîáíûõ äëÿ
àíàëèçà è âû÷èñëåíèé è ïîëó÷èâøèõ âñëåäñòâèå ýòîãî áîëü-
øîå ðàñïðîñòðàíåíèå. Ðàçëè÷èÿ ìåæäó ëèíåéíûìè è íåëè-
íåéíûìè ìîäåëÿìè ñóùåñòâåííû íå òîëüêî ñ ìàòåìàòè÷åñ-
êîé òî÷êè çðåíèÿ, íî è â òåîðåòèêî-ýêîíîìè÷åñêîì îòíîøå-
íèè, ïîñêîëüêó ìíîãèå çàâèñèìîñòè â ýêîíîìèêå íîñÿò ïðèí-
öèïèàëüíî íåëèíåéíûé õàðàêòåð: ýôôåêòèâíîñòü èñïîëüçî-
âàíèÿ ðåñóðñîâ ïðè óâåëè÷åíèè ïðîèçâîäñòâà, èçìåíåíèå
ñïðîñà è ïîòðåáëåíèÿ íàñåëåíèÿ ïðè ðîñòå äîõîäîâ è ò. ï.
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Ïî ñîîòíîøåíèþ ýêçîãåííûõ (ò. å. èìåþùèõ ïðîèñõîæäå-
íèå èçâíå, îíè çàäàþòñÿ çàðàíåå) è ýíäîãåííûõ (ò. å. îïðåäå-
ëÿåìûõ â ðàñ÷åòàõ) ïåðåìåííûõ, âêëþ÷àåìûõ â ìîäåëè, îíè
ìîãóò ðàçäåëÿòüñÿ íà îòêðûòûå è çàêðûòûå.

Äëÿ ìîäåëåé íàðîäíîõîçÿéñòâåííîãî óðîâíÿ âàæíî äå-
ëåíèå íà àãðåãèðîâàííûå (ìàêðîìîäåëü) è äåòàëèçèðîâàííûå
(ìèêðîìîäåëü).

Â çàâèñèìîñòè îò òîãî âêëþ÷àþò ëè íàðîäíîõîçÿéñòâåí-
íûå ìîäåëè ïðîñòðàíñòâåííûå (òåððèòîðèàëüíûå) ôàêòîðû
è óñëîâèÿ èëè íå âêëþ÷àþò, ðàçëè÷àþò ìîäåëè ïðîñòðàí-
ñòâåííûå è òî÷å÷íûå.

Òàêèì îáðàçîì, îáùàÿ êëàññèôèêàöèÿ ÝÌÌî âêëþ÷àåò
áîëåå äåñÿòè îñíîâíûõ ïðèçíàêîâ. Ñ ðàçâèòèåì ýêîíîìèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé ïðîáëåìà êëàññèôèêàöèè ïðè-
ìåíÿåìûõ ìîäåëåé óñëîæíÿåòñÿ.

1.2.2. Ýòàïû ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ

Îòîáðàæåíèå èçó÷àåìîé ñèñòåìû êàê ñîâîêóïíîñòè îï-
ðåäåëÿåìûõ åå ýëåìåíòîâ, ñóùåñòâåííûõ ñ òî÷êè çðåíèÿ ïî-
ñòàâëåííîé öåëè è âçàèìîñâÿçåé ìåæäó íèìè ãîìîðôíî (ïî-
äîáíî) äàííîé ñèñòåìå. Ðåçóëüòàòîì ýòîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñî-
çäàíèå îáðàçà ñèñòåìû èëè êàêîãî-ëèáî ïðîöåññà. Ýòîìó îá-
ðàçó ñòðîãî ñîîòâåòñòâóåò ïîñòðîåííàÿ ìîäåëü. Â ýòîì ñëó÷àå
ìû ãîâîðèì îá àäåêâàòíîñòè (èçîìîðôèçìå) îáðàçà ñèñòåìû è
åå ìîäåëè. Ïîðÿäîê ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè ïðåäñòàâëåí â òàáë. 1.1.

Ïîñëå ïîñòðîåíèÿ ÝÌÌî ïðîâîäèòñÿ ýêîíîìèêî-ìàòåìà-
òè÷åñêèé àíàëèç ìîäåëè ñ öåëüþ âûÿâëåíèÿ åå îñîáåííîñòåé
è âûáîðà:

1) òåîðèè, â ðàìêàõ êîòîðîé ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ðåøå-
íèå çàäà÷è;

2) ãðóïïû èëè êëàññà ìåòîäîâ äàííîé òåîðèè, íàèáîëåå
ïðèãîäíûõ äëÿ ðåøåíèÿ ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è;

3) êîíêðåòíîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ íàè-
áîëåå öåëåñîîáðàçíûì è ýôôåêòèâíûì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
íà áàçå ñôîðìóëèðîâàííîé ÝÌÌî ñ ó÷åòîì åå ðàçìåðíîñòè è
èìåþùåéñÿ âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè.
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Входная 
информация Название этапа Выходная информация 

1.1. Экономическая 
теория 
 
 
1.2. Результаты реаль- 
ных явлений 
 
1.3. Выводы, которые 
делает наука об орга- 
низации и планиро- 
вании производства  
на предприятиях 

1. Постановка 
задачи 
 

1.1. Перечень величин, подлежащих 
определению и дающих объективную и 
исчерпывающую характеристику 
состояния объекта управления. 
1.2. Условия, которые должны 
учитываться при определении значений 
величин, указанных выше. 
1.3. Параметры, связывающие наз- 
ванные характеристики и условия. 
 
1.4. Если задача оптимизационная, то 
должен быть словесно сформулирован 
четкий критерий или набор критериев 
оптимальности. 

2.1. Информация, 
полученная на выходе 
первого этапа 
 

2. Формализо-
ванное описание. 
 

2.1. Показатели, выражающие характе- 
ристики объекта управления, искомые  
величины, параметры процесса, 
факторы и условия, регламентирующие 
процесс  производства. 
 
2.2. Информация количественного 
характера, являющаяся исходной для 
формирования модели. 
 
2.3. Зависимости моделируемого про- 
цесса, выраженные математическими  
символами в неявном виде. 

3.1. Информация, 
полученная в резуль- 
тате реализации 
второго этапа 
 

3. Формализация 
в общем виде. 
 

3.1. Зависимостям придается явный вид, 
например ах > b. 
 
3.2. Рассматриваются вопросы 
снижения размерности задачи и 
упрощения формализованной записи. 

 

Òàáëèöà 1.1

Ñõåìà ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè
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Åñëè ïîäõîäÿùèé ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ìåòîä
(ÝÌÌå) íå âûáðàí, íåîáõîäèìî óïðîñòèòü ÝÌÌî. Äëÿ ýòîãî
ñëåäóåò, çàäàâøèñü òðóäíîâû÷èñëÿåìûìè âåëè÷èíàìè èëè çà-
âèñèìîñòÿìè, íà÷àòü ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ÝÌÌî ñ ïåðâîãî ýòàïà.

Ñîîòâåòñòâèå ìîäåëè ïîñòàâëåííîé öåëè ïðåäîïðåäåëÿåò
âûáîð è âêëþ÷åíèå â ìîäåëü òîëüêî îñíîâíûõ, îïðåäåëÿþ-
ùèõ ðåàëüíóþ ýêîíîìè÷åñêóþ ñèñòåìó ýëåìåíòîâ è óñòàíîâ-
ëåíèå ìåæäó íèìè âçàèìîçàâèñèìîñòåé è âçàèìîñâÿçåé, îáåñ-
ïå÷èâàþùèõ äîñòèæåíèå ïîñòàâëåííîé öåëè è (èëè) îêàçûâà-
þùèõ âëèÿíèå íà ýòîò ïðîöåññ.

Îáåñïå÷åíèå íåîáõîäèìîé íàäåæíîñòè ìîäåëè ïðèçâàíî
ãàðàíòèðîâàòü áåçîïàñíîñòü ðàáîòû ñ íåé, äîñòîâåðíîñòü ïî-
ëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ, ðàçóìíûé èíòåðâàë ðàññîãëàñîâàíèÿ
ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ñ ðåàëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè äåé-
ñòâóþùåé ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìîé.

1.2.3. Ñóùíîñòü
ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ

Îñîáåííîñòüþ ðåøåíèÿ çàäà÷ ïëàíèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ íå-
îáõîäèìîñòü ó÷åòà ïðè èõ ðåøåíèè ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ
âåëè÷èí, õàðàêòåðèçóþùèõ ïîñòîÿííî èçìåíÿþùèåñÿ ïðî-
èçâîäñòâåííûå óñëîâèÿ. ×èñëî ñî÷åòàíèé ýòèõ âåëè÷èí ìî-
æåò áûòü äîñòàòî÷íî áîëüøèì, òîãäà âîçìîæíî è ñóùåñòâî-

4.1. Информация из 
третьего этапа 
 
 
4.2. Конкретные 
данные моделируе- 
мого объекта или 
процесса 
 

4. Численное 
представление. 
 

4.1. Символы заменяются на конретные 
числовые данные, например  
5x1+ 2х2 > 14. 
 
4.2. Проводится предварительная обра- 
ботка данных для ввода в модель (агре- 
гирование информации, определение 
законов распределения случайных вели- 
чин, определение функциональных 
зависимостей динамических рядов 
показателей). 

Îêîí÷àíèå òàáë. 1.1
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âàíèå çíà÷èòåëüíîãî ÷èñëà âàðèàíòîâ ïëàíîâûõ çàäà÷. È òåì
íå ìåíåå íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü îïòèìàëüíîå èëè áëèçêîå ê
íåìó ðåøåíèå çàäà÷è. Ïîýòîìó òðåáóþòñÿ ñïåöèàëüíûå ìå-
òîäû, ïîçâîëÿþùèå â ïðèåìëåìûå ñðîêè ñ äîñòàòî÷íîé ñòå-
ïåíüþ îáîñíîâàííîñòè ñ ó÷åòîì îñîáåííîñòåé êîíêðåòíîãî
ïðîèçâîäñòâà âûéòè íà èñêîìîå ðåøåíèå.

Â ïðîöåññå ðåøåíèÿ ýêîíîìè÷åñêèõ çàäà÷ ïðèõîäèòñÿ
ôîðìàëèçîâàòü çàâèñèìîñòü ìåæäó îòäåëüíûìè ýëåìåíòàìè
ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû, ïðèìåíÿòü ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò,
îáùèå êèáåðíåòè÷åñêèå çàêîíîìåðíîñòè è ïðèíöèïû, ò. å. èñ-
ïîëüçîâàòü ÝÌÌå.

Ïî õàðàêòåðó èñïîëüçóåìîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà
ìîæíî âûäåëèòü ìåòîäû êëàññè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìà-
òèêè.

Ìåòîäû êëàññè÷åñêîé ìàòåìàòèêè âêëþ÷àþò ìàòåìàòè-
÷åñêèé àíàëèç (äèôôåðåíöèàëüíîå è âàðèàöèîííîå èñ÷èñëå-
íèå) è òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé. Ýòè ìåòîäû öåëåñîîáðàçíî èñ-
ïîëüçîâàòü ïðè ðàñ÷åòå ïàðàìåòðîâ êàëåíäàðíî-ïëàíîâûõ
íîðìàòèâîâ — îïðåäåëåíèå ðàçìåðîâ ïàðòèé äåòàëåé, äëè-
òåëüíîñòè ïðîèçâîäñòâåííîãî öèêëà, âåëè÷èíû çàäåëîâ, à
òàêæå ïðè ðåøåíèè çàäà÷ îïåðàòèâíîãî ðåãóëèðîâàíèÿ õîäà
ïðîèçâîäñòâà è ò. ä.

Ãðóïïà ìåòîäîâ ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè îáøèðíà ïî íî-
ìåíêëàòóðå. Ìåòîäû ðàññìàòðèâàåìîé ãðóïïû ìîæíî êëàññè-
ôèöèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: îïòèìàëüíîãî, ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, êîìáèíàòîð-
íûå, òåîðèé ðàñïèñàíèé, èãð, ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, óï-
ðàâëåíèÿ çàïàñàìè, ýêñïåðòíûõ îöåíîê.

Îïòèìàëüíîå ïðîãðàììèðîâàíèå — ýòî êîìïëåêñ ñïåöè-
àëüíûõ ìåòîäîâ, îáåñïå÷èâàþùèõ â óñëîâèÿõ ìíîæåñòâà âîç-
ìîæíûõ ðåøåíèé âûáîð òàêîãî, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì
(îïòèìàëüíûì) ïî çàäàííîìó êðèòåðèþ ïðè îïðåäåëåííûõ îã-
ðàíè÷èòåëüíûõ óñëîâèÿõ. Â èõ ÷èñëå: ëèíåéíîå, íåëèíåéíîå,
äèíàìè÷åñêîå, ñòîõàñòè÷åñêîå, âûïóêëîå, êâàäðàòè÷íîå, ïà-
ðàìåòðè÷åñêîå, áëî÷íîå, öåëî÷èñëåííîå (äèñêðåòíîå) ïðîãðàì-
ìèðîâàíèå è äð. Â ìàòåìàòèêå ðåøàåìûå íà îïòèìóì çàäà÷è
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íàçûâàþòñÿ ýêñòðåìàëüíûìè, â íèõ òðåáóåòñÿ îòûñêàòü ìàê-
ñèìóì èëè ìèíèìóì íåêîòîðîé öåëåâîé ôóíêöèè.

Ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðåøåíèè
çàäà÷ â òîì ñëó÷àå, êîãäà öåëåâàÿ ôóíêöèÿ è îãðàíè÷èòåëü-
íûå óñëîâèÿ âûðàæåíû ëèíåéíûìè çàâèñèìîñòÿìè. Îòûñêè-
âàåìûå ïðè ýòîì íåèçâåñòíûå ïåðåìåííûå îáåñïå÷èâàþò ýê-
ñòðåìóì öåëåâîé ôóíêöèè.

Åñëè â ñèñòåìå ðàâåíñòâ èëè íåðàâåíñòâ (îãðàíè÷åíèé)
ñîäåðæàòñÿ ñëó÷àéíûå ýëåìåíòû, íî çàâèñèìîñòè ìåæäó ïå-
ðåìåííûìè — ëèíåéíûå, òî òàêàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ìåòîäà-
ìè ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Åñëè ïðè íàõîæäåíèè íåèçâåñòíûõ ïåðåìåííûõ íåîáõî-
äèìî, ÷òîáû îäíà èç íèõ èëè íåñêîëüêî ïðèíèìàëè òîëüêî
öåëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ, òî â ýòîì ñëó÷àå ïðè ðåøåíèè ïî-
ñòàâëåííîé çàäà÷è íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ìåòîäû öåëî÷èñ-
ëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ìåòîäû íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ èñïîëüçóþòñÿ
òîãäà, êîãäà çàâèñèìîñòè ìåæäó ïåðåìåííûìè íîñÿò íåëè-
íåéíûé õàðàêòåð. Çàäà÷è, ðåøàåìûå ìåòîäàìè íåëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ, äîñòàòî÷íî ñëîæíû, òàê êàê íåò óíèâåð-
ñàëüíîãî ìåòîäà èõ ðåàëèçàöèè.

Âûïóêëîå ïðîãðàììèðîâàíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîâî-
êóïíîñòü ñïåöèàëüíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ ýêñòðå-
ìàëüíûõ çàäà÷, ó êîòîðûõ âûïóêëû ëèáî öåëåâûå ôóíêöèè,
ëèáî îãðàíè÷èòåëüíûå óñëîâèÿ.

Êâàäðàòè÷íîå ïðîãðàììèðîâàíèå — ýòî ñîâîêóïíîñòü ìå-
òîäîâ ðåøåíèÿ îñîáîãî êëàññà ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷, â êîòî-
ðûõ îãðàíè÷èòåëüíûå óñëîâèÿ ëèíåéíû, à öåëåâàÿ ôóíêöèÿ
ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì âòîðîé ñòåïåíè.

Óêàçàííûå ãðóïïû ìåòîäîâ íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ïðè ðåøåíèè, íàïðèìåð, çàäà÷è ðàñ÷åòà
ïîêàçàòåëåé ðîñòà ïðîèçâîäèòåëüíîñòè òðóäà ñ ó÷åòîì ðàç-
ëè÷íûõ ôàêòîðîâ, èçìåíåíèÿ èçäåðæåê ïðîèçâîäñòâà ïðè
ðîñòå îáúåìà ïðîèçâîäñòâà è ò. ï.

Ìåòîäû äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ìîãóò ïðèìå-
íÿòüñÿ äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷, â êîòîðûõ
íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü ïðîöåññ ïðîèçâîäñòâà èëè óïðàâ-
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ëåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå èëè âî âðåìåíè, ò. å. â ðàçâèòèè. Ïðè
ýòîì ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèé ðåàëèçóåòñÿ ïî ñâîåîáðàçíîé ñõå-
ìå: âåñü ïðîöåññ ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò-
ñÿ â âèäå îïðåäåëåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè øàãîâ, äëÿ êàæ-
äîãî èç êîòîðûõ íàõîäèòñÿ îïòèìàëüíîå ðåøåíèå, ïðè÷åì,
îïòèìàëüíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ âëèÿíèåì íà ïîñëåäóþùèå øàãè.
Â îñíîâó èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäîâ äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ ïîëîæåí ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè, ñôîðìóëèðîâàííûé
àìåðèêàíñêèì ìàòåìàòèêîì Ð.Áåëëìàíîì. Ñàì ïðîöåññ ïîèñêà
ðåøåíèÿ íà áàçå ðàññìàòðèâàåìûõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ ìíîãî-
øàãîâûì. Ïðè ýòîì îäíà çàäà÷à ñî ìíîæåñòâîì ïåðåìåííûõ
çàìåíÿåòñÿ ìíîãèìè çàäà÷àìè ñ íåáîëüøèì (äàæå îäíîé) ÷èñ-
ëîì ïåðåìåííûõ, ÷òî îùóòèìî ñíèæàåò îáúåì âû÷èñëåíèé.
Îãðàíè÷èòåëüíûå óñëîâèÿ ïðèìåíåíèÿ óêàçàííûõ ìåòîäîâ ñëå-
äóþùèå: èòîãîâûé îïòèìóì ÿâëÿåòñÿ ñóììîé îïòèìàëüíûõ ðå-
øåíèé êàæäîãî èç âûäåëåííûõ øàãîâ, à ñîñòîÿíèå ñèñòåìû â
ðàññìàòðèâàåìûé ìîìåíò âðåìåíè îïðåäåëÿåò âûáîð îïòèìàëü-
íîãî ðåøåíèÿ, ïðè÷åì, íà âûáîð ýòîãî ðåøåíèÿ íå îêàçûâà-
þò âëèÿíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû â ïðåäøåñòâóþùèå ìîìåíòû.
Ýòèìè ìåòîäàìè ìîãóò ðåøàòüñÿ çàäà÷è âûáîðà ìîìåíòà âðå-
ìåíè çàìåíû îáîðóäîâàíèÿ ïðè óñëîâèè ïîëó÷åíèÿ çà ïåðèîä
ýêñïëóàòàöèè íàèáîëüøåé ïðèáûëè, ðàñïðåäåëåíèÿ ðàçëè÷íûõ
âèäîâ ðåñóðñîâ ïî ïðîèçâîäñòâàì è ò. ä.

Â ìîäåëÿõ ðåàëüíûõ ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì êîýôôèöèåí-
òû öåëåâîé ôóíêöèè èëè îãðàíè÷èòåëüíûå óñëîâèÿ ìîãóò ÿâ-
ëÿòüñÿ íå ïîñòîÿííûìè âåëè÷èíàìè, à èçìåíÿòüñÿ îò ðàç-
ëè÷íûõ ôàêòîðîâ â òå÷åíèå ïåðèîäà âðåìåíè, äëÿ êîòîðîãî
ðåøàåòñÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à: ôîðìèðîâàíèå ïðîèçâîä-
ñòâåííîé ïðîãðàììû äëÿ ïðåäïðèÿòèÿ, íà êîòîðîì âåäåòñÿ
ðåêîíñòðóêöèÿ, îïðåäåëåíèå âåëè÷èíû äîïîëíèòåëüíûõ êà-
ïèòàëüíûõ âëîæåíèé â óñëîâèÿõ çàìåíû òåõíîëîãè÷åñêèõ
ïðîöåññîâ îáðàáîòêè èçäåëèé è ò. ä. Äëÿ ðåàëèçàöèè òàêîãî
ðîäà çàäà÷ ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòü ìåòîäû ïàðàìåòðè÷åñ-
êîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ìîäåëè, ñîäåðæàùèå áîëüøîå ÷èñëî ïîêàçàòåëåé, î÷åíü
ñëîæíû â ðåàëèçàöèè, ïîýòîìó â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ýòî âîç-
ìîæíî, èõ ïðåîáðàçóþò â íåñêîëüêî ìîäåëåé ìåíüøåé ðàç-
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ìåðíîñòè, òåì ñàìûì ðàçëàãàþò çàäà÷ó. Ïîëó÷åííûå ëîêàëü-
íûå çàäà÷è ðåøàþòñÿ ñîâìåñòíî ïî ñïåöèàëüíûì ïðàâèëàì.
Ìåòîäû, ïîçâîëÿþùèå ðåøàòü çàäà÷è â ðàññìîòðåííîì ïî-
ðÿäêå, îòíîñÿòñÿ ê ìåòîäàì áëî÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè èñïîëüçóþòñÿ äëÿ
íàõîæäåíèÿ è ðàñêðûòèÿ ñâîéñòâåííûõ áîëüøèì ñîâîêóïíîñ-
òÿì îäíîðîäíûõ îáúåêòîâ çàêîíîìåðíîñòåé. Ïðè ýòîì èçó÷à-
åòñÿ íå êàæäûé ýëåìåíò ñîâîêóïíîñòè, à îïðåäåëåííàÿ âû-
áîðêà. Ïîëó÷åííûå õàðàêòåðèñòèêè òàêîé âûáîðêè ìîãóò èñ-
ïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ñðàâíèòåëüíîé îöåíêè ýëåìåíòîâ ðàçëè÷-
íûõ ñîâîêóïíîñòåé èëè èõ õàðàêòåðèñòèê, à òàêæå äëÿ óñòà-
íîâëåíèÿ ñâÿçåé ìåæäó îòäåëüíûìè âåëè÷èíàìè è ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ íà ýòîé îñíîâå ðàçâèòèÿ ñèñòåìû â áóäóùåì. Ìà-
òåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà âêëþ÷àåò: êîððåëÿöèîííûé, ðåãðåñ-
ñèîííûé, äèñïåðñèîííûé, ôàêòîðíûé àíàëèç è äð. Ýòè ìåòî-
äû èñïîëüçóþòñÿ ïðè ðàñ÷åòå ïàðàìåòðîâ íîðìàòèâîâ, â àíà-
ëèçå ïðîèçâîäñòâåííî-õîçÿéñòâåííîé äåÿòåëüíîñòè ïðåäïðè-
ÿòèé, ïðè ðåøåíèè çàäà÷ óïðàâëåíèÿ çàïàñàìè, ìàññîâîãî
îáñëóæèâàíèÿ.

Äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü ðåà-
ëèçîâàíû êëàññè÷åñêèìè ìåòîäàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ, èñïîëüçóþòñÿ êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû, íàïðèìåð
âåòâåé è ãðàíèö. Ñþäà áëèçêî ïîäõîäÿò ýâðèñòè÷åñêèå ìåòî-
äû, îñíîâàííûå íà îïûòå, èíòóèöèè èñïîëíèòåëÿ.

Òàêèå çàäà÷è êàê çàêðåïëåíèå äåòàëåé çà îáîðóäîâàíèåì
âî âðåìåíè, ñáàëàíñèðîâàííîñòü ðàáîòû êîíâåéåðà è äð. ñî-
ñòàâëÿþò ãðóïïó çàäà÷ êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ ïðîèçâîä-
ñòâà. Ïðè èõ ðåøåíèè êðîìå ñîîòâåòñòâóþùåãî êðèòåðèÿ êà-
÷åñòâà ðàñïèñàíèÿ, íåîáõîäèìî âûïîëíèòü òðåáîâàíèå ñîáëþ-
äåíèÿ îïðåäåëåííûõ òåõíîëîãè÷åñêèõ óñëîâèé. Ýòè çàäà÷è ðå-
øàþòñÿ ìåòîäàìè òåîðèè ðàñïèñàíèé, äàþùèìè îïòèìàëüíîå
(äèñêðåòíîå è äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå) èëè ïðèáëè-
æåííîå ðåøåíèå (ýâðèñòè÷åñêîå èëè ñëó÷àéíîãî ïîèñêà).

Êîãäà ïðèõîäèòñÿ ïðèíèìàòü ðåøåíèå â óñëîâèÿõ íåî-
ïðåäåëåííîñòè, ïðè÷åì, òàêîå ðåøåíèå äîëæíî îáåñïå÷è-
âàòü íàèáîëüøèé ýôôåêò èëè íàèìåíüøèå ïîòåðè, öåëåñîîá-
ðàçíî ïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäàìè òåîðèè èãð.
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Âàæíîå çíà÷åíèå èìååò ïðîáëåìà îïòèìàëüíîé ðåãëàìåí-
òàöèè ïðîèçâîäñòâà ïðîäóêöèè ðàçëè÷íîãî âèäà, çàãîòîâîê,
ñòåïåíè èõ ãîòîâíîñòè íà ðàçíûõ ñòàäèÿõ èçãîòîâëåíèÿ, èáî
îïòèìèçèðóåìûå çàïàñû (ãîòîâàÿ ïðîäóêöèÿ) â êîíå÷íîì èòîãå
îïðåäåëÿþò çàòðàòû íà ïðîèçâîäñòâî è õðàíåíèå. Ðàçðàáîò-
êîé ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ çàíèìàåòñÿ òåîðèÿ óïðàâëå-
íèÿ çàïàñàìè.

1.3. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ

1.3.1. Ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå êàê ìåòîä
îïòèìàëüíîãî ïëàíèðîâàíèÿ

Ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå (ËÏ) èçó÷àåò âàæíóþ äëÿ
ïðàêòèêè çàäà÷ó îòûñêàíèÿ ýêñòðåìóìà ëèíåéíîé ôóíêöèè
ïðè íàëè÷èè îãðàíè÷åíèé â âèäå ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ èëè
óðàâíåíèé.

Ñóùíîñòü ýòèõ çàäà÷ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû èç ìíî-
æåñòâà âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ èññëåäóåìîãî ýêîíîìè÷åñêîãî
ïðîöåññà âûáðàòü ïî êàêîìó-ëèáî ïðèçíàêó íàèëó÷øèé, èëè,
êàê åãî íàçûâàþò, îïòèìàëüíûé âàðèàíò.

Â ýòîì ìåòîäå îáÿçàòåëåí ñïåöèàëüíûé ïîêàçàòåëü âû-
ãîäíîñòè ïëàíà, êîòîðûé íàçûâàþò ïîêàçàòåëåì èëè êðèòå-
ðèåì îïòèìàëüíîñòè ïëàíà. ×àñòî ýòî ïðèáûëü, äîõîä, âàëî-
âûé ïðîäóêò, ïðîèçâîäèòåëüíîñòü, ýôôåêòèâíîñòü. Â òàêèõ
ñëó÷àÿõ âûãîäíî, ÷òîáû ïîêàçàòåëü îïòèìàëüíîñòè áûë äëÿ
âûáðàííîãî âàðèàíòà ïëàíà ìàêñèìàëüíûì. Åñëè ïîêàçàòåëåì
îïòèìàëüíîñòè ïëàíà ñëóæàò èçäåðæêè, ñåáåñòîèìîñòü, êà-
ïèòàëîâëîæåíèÿ èëè òðóäîåìêîñòü, òî íåîáõîäèìî ïëàíèðî-
âàòü òàê, ÷òîáû ïîêàçàòåëü îïòèìàëüíîñòè äëÿ âûáðàííîãî
ïëàíà áûë ìèíèìàëüíûì.

Òàêèì îáðàçîì, ÿñíî, ÷òî öåëü, êîòîðóþ ìû ñòàâèì ïå-
ðåä ñîáîé çàêëþ÷àåòñÿ â ìàêñèìèçàöèè èëè ìèíèìèçàöèè íå-
êîòîðîãî êîëè÷åñòâà ñðåäñòâ (äåíåã, ñûðüÿ, îáîðóäîâàíèÿ,
ïðîäóêòîâ ïèòàíèÿ è ò. ä.), êîòîðîå ìàòåìàòè÷åñêè âûðàæà-
åòñÿ â âèäå ëèíåéíîé ôîðìû íåêîòîðîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ.



26

Ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ, èç êîòîðûõ âûáèðà-
åòñÿ îïòèìàëüíûé ïëàí, âñåãäà îãðàíè÷åíî (ðåñóðñàìè ñû-
ðüÿ, íàëè÷èåì ðàáî÷åé ñèëû, êîëè÷åñòâîì îáîðóäîâàíèÿ è
ò. ï. ). Ïîýòîìó êàæäûé èç ðàññìàòðèâàåìûõ âàðèàíòîâ äîë-
æåí áûòü äîïóñòèìûì ïëàíîì, óäîâëåòâîðÿþùèì èìåþùèì-
ñÿ îãðàíè÷åíèÿì. Ïîêàçàòåëü îïòèìàëüíîñòè ïëàíà ÿâëÿåòñÿ
íåêîòîðîé ôóíêöèåé Z = f(x) ïëàíà X. Ïîýòîìó çàäà÷à îòûñ-
êàíèÿ îïòèìàëüíîãî ïëàíà ñâîäèòñÿ ê ìàòåìàòè÷åñêîé çàäà-
÷å íàõîæäåíèÿ ýêñòðåìóìà ýòîé ôóíêöèè.

Ðåøåíèå ýêñòðåìàëüíûõ ýêîíîìè÷åñêèõ çàäà÷ ìîæíî
ðàçáèòü íà òðè ýòàïà: 1. ïîñòðîåíèå ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñ-
êîé ìîäåëè; 2. íàõîæäåíèå îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ îäíèì èç
ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ; 3. ïðàêòè÷åñêîå âíåäðåíèå â íà-
ðîäíîå õîçÿéñòâî.

Ïîñòðîåíèå ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñîñòîèò â
ñîçäàíèè óïðîùåííîé ýêîíîìè÷åñêîé ìîäåëè, â êîòîðîé â ñõå-
ìàòè÷åñêîé ôîðìå îòðàæåíà ñóùíîñòü èçó÷àåìîãî ïðîöåññà.
Ïðè ýòîì îñîáîå âíèìàíèå äîëæíî áûòü óäåëåíî îòðàæåíèþ
â ìîäåëè âñåõ ñóùåñòâåííûõ îñîáåííîñòåé çàäà÷è è ó÷åòó âñåõ
îãðàíè÷èâàþùèõ óñëîâèé, êîòîðûå ìîãóò ïîâëèÿòü íà ðåçóëü-
òàò. Çàòåì îïðåäåëÿþò öåëü ðåøåíèÿ, âûáèðàþò êðèòåðèé îï-
òèìàëüíîñòè è äàþò ìàòåìàòè÷åñêóþ ôîðìóëèðîâêó çàäà÷è.

1.3.2. Îáùàÿ çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Îáùóþ çàäà÷ó ËÏ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Íàéòè òàêèå çíà÷åíèÿ õ1, õ2,..., õn, êîòîðûå óäîâ-
ëåòâîðÿþò ñèñòåìå îãðàíè÷åíèé

    a11x1 + a12x2 + … + a1nxn = b1,

    ………………………………

    ak1x1 + ak2x2 + … + aknxn = bk,

    ak+1,1x1 + ak+1,2x2 + … + ak+1nxn ≤ bk+1,
    ……………………………………….

    am1x1 + am2x2 + … + amnxn ≤ bm, (1.1)
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óñëîâèÿì íåîòðèöàòåëüíîñòè

xj ≥ 0,    (j = n,1 ) (1.2)

è äëÿ êîòîðûõ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ (öåëåâàÿ ôóíêöèÿ)

Z = c1x1 + c2x2 + … + cnxn (1.3)

äîñòèãàåò ýêñòðåìóìà (ìàêñèìóìà èëè ìèíèìóìà).
Âåêòîð Х = (õ1, x2,..., õn), êîîðäèíàòû êîòîðîãî óäîâëåò-

âîðÿþò ñèñòåìå (1.1) è (1.2) íàçûâàþò ïëàíîì èëè äîïóñòè-
ìûì ðåøåíèåì çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ñîâîêóïíîñòü âñåâîçìîæíûõ äîïóñòèìûõ ðåøåíèé (ïëà-
íîâ) çàäà÷è íàçûâàþò îáëàñòüþ äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷è.

Ïëàí Х = (õ1, x2,..., õn) íàçûâàåòñÿ îïîðíûì, åñëè âåêòî-
ðû jА (j = n,1 )

1А  = 


















1

21

11

...

mа

а
а

,  2А  = 


















2

22

12

...

mа

а
а

,  …  nА  = 


















mn

n

n

а

а
а

...
2

1

, 

ñîñòàâëåííûå èç êîýôôèöèåíòîâ ïðè ïîëîæèòåëüíûõ íåèç-
âåñòíûõ xj, ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî-íåçàâèñèìûìè.

Îïîðíûé ïëàí áóäåò íåâûðîæäåííûì, åñëè îí ñîäåðæèò
m ïîëîæèòåëüíûõ êîìïîíåíò, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îïîðíûé
ïëàí íàçûâàåòñÿ âûðîæäåííûì.

Îïòèìàëüíûì ïëàíîì èëè îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì çà-
äà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íàçûâàåòñÿ ïëàí, äîñòàâ-
ëÿþùèé íàèáîëüøåå (íàèìåíüøåå) çíà÷åíèå ëèíåéíîé ôóí-
êöèè (1.3).

1.3.3. Îñíîâíàÿ çàäà÷à
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Ýòà çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äàíà
ëèíåéíàÿ ôîðìà (öåëåâàÿ ôóíêöèÿ)

Z = c1x1 + c2x2 + … + cnxn  (1.4)
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è çàäàíà ñèñòåìà m > n ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ (îãðàíè÷åíèé)

      a11x1 + a12x2 + … + a1nxn ≤ b1,

         ……………………………………………

     am1x1 + am2x2 + … + amnxn ≤ bm, (1.5)

ïðè÷åì, xj ≥ 0,   (j = n,1 ). (1.6)
Íóæíî íàéòè ìàêñèìàëüíîå (ìèíèìàëüíîå) çíà÷åíèå

ôóíêöèè (1.4) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (1.5) è (1.6).

1.4. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ çàäà÷
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Â îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ óäàåòñÿ ðåøèòü ñ ïîìîùüþ íàèáîëåå ïðîñòîãî è íàãëÿä-
íîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ìåòîäà. Îäíàêî, ýòî âîçìîæíî òîãäà,
êîãäà ÷èñëî íåèçâåñòíûõ â îãðàíè÷åíèÿõ è öåëåâîé ôóíêöèè
íå áîëüøå òðåõ.

Ãåîìåòðè÷åñêèé ìåòîä ïîçâîëÿåò íàãëÿäíî îïèñàòü îá-
ëàñòü äîïóñòèìûõ ðåøåíèé, êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè (öåëå-
âóþ ôóíêöèþ) è ïðîöåññ ïîëó÷åíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ
ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ïî äîïóñòèìûì âà-
ðèàíòàì.

Ñèñòåìà ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ (1.5) çàäàåò â ïðîñòðàíñòâå ìíîãîãðàííîå ìíî-
æåñòâî, è ïîñêîëüêó öåëåâàÿ ôóíêöèÿ Z = ñ1õ2 + ñ2õ2 +... +
ñnõn ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé, òî îíà íå èìååò ìàêñèìóìà (èëè

ìèíèìóìà) âíóòðè ìíîæåñòâà (òàê êàê 
jx

Z

∂
∂

= cj íå âñå íóëè).

Çíà÷èò ýêñòðåìóì Z äîñòèãàåòñÿ íà ãðàíèöå îáëàñòè äîïóñ-
òèìûõ ðåøåíèé, òî åñòü â îäíîé èç âåðøèí ìíîãîãðàííîãî
ìíîæåñòâà. Ïîýòîìó çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ìîæ-
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íî áûëî áû ðåøèòü ñðàâíèâàíèåì çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíê-
öèè Z âî âñåõ âåðøèíàõ ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé, íî
íàõîæäåíèå âñåõ âåðøèí ýòî î÷åíü òðóäîåìêàÿ çàäà÷à. Äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ðàçðàáîòàíû ñïå-
öèàëüíûå ìåòîäû, ïîçâîëÿþùèå ïåðåáèðàòü íå âñå âåðøè-
íû, à íåêîòîðûå èç íèõ, óâåëè÷èâàþùèå çíà÷åíèå Z. Îäíèì
èç òàêèõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêñ-ìåòîä.

Åñëè çàäà÷à çàâèñèò îò äâóõ ïåðåìåííûõ x1 è õ2, òî åå
ìîæíî ðåøèòü ãðàôè÷åñêè. À èìåííî, ïî ñèñòåìå îãðàíè÷å-
íèé ai1x1 + ai2x2 ≤ bi, (i = m,1 ) ñòðîèòñÿ ìíîãîóãîëüíèê äîïó-
ñòèìûõ ðåøåíèé êàê îáëàñòü ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ, çàäàâàå-
ìûõ íåðàâåíñòâàìè. Íàïîìíèì òåïåðü, ÷òî ëèíèè, íà êîòî-
ðûõ çíà÷åíèå Z ïîñòîÿííî (Z = const èëè c1x1 + ñ2õ2 = const),
íàçûâàþòñÿ ëèíèÿìè óðîâíÿ, è ÷òî íàïðàâëåíèå âîçðàñòà-
íèÿ Z îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì n  = grad Z = (ñ1, ñ2). Òàêèì
îáðàçîì, äëÿ íàõîæäåíèÿ âåðøèíû, äîñòàâëÿþùåé ìàêñè-
ìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè Z, íàäî ïîñòðîèòü êàêóþ-íè-
áóäü ëèíèþ óðîâíÿ, íàïðèìåð, c1x1 + ñ2õ2 = 0. Çàòåì, ïåðå-
äâèãàÿ åå ïàðàëëåëüíî ñàìîé ñåáå â íàïðàâëåíèè âåêòîðà n ,
â ïåðâîé âñòðå÷àåìîé âåðøèíå ìíîãîóãîëüíèêà ðåøåíèé ïî-
ëó÷èì min Z, à â ïîñëåäíåé ïåðåñåêàåìîé ëèíèåé óðîâíÿ
âåðøèíå — max Z.

Ðèñ. 1.2

Ñêàçàííîå èëëþ-
ñòðèðóåòñÿ ðèñ. 1.2.
Çäåñü ìíîãîóãîëüíèê
äîïóñòèìûõ ðåøå-
íèé— ýòî ÷åòûðåõó-
ãîëüíèê ÀÂÑÄ. Åñëè
âåêòîð n  íàïðàâëåí
êàê ïîêàçàíî íà
ðèñ. 1.1, òî min Z äî-
ñòèãàåòñÿ â âåðøè-
íå À, à max Z — â
âåðøèíå Ñ.



30

Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì öåëåâóþ ôóíêöèþ Z = 3x1 + 9õ2.

Ðèñ. 1.3

Âî âñåõ òî÷êàõ êàæäîé èç ýòèõ ïðÿìûõ (ðèñ. 1.3) öåëåâàÿ
ôóíêöèÿ ðàâíà îäíîìó è òîìó æå çíà÷åíèþ. Ïîýòîìó ýòè ïðÿ-
ìûå íàçûâàþò ëèíèÿìè óðîâíÿ öåëåâîé ôóíêöèè.

Âåêòîð n  (3,9) ïåðïåíäèêóëÿðåí êî âñåì ýòèì ïðÿìûì è

ïîêàçûâàåò íàïðàâëåíèå íàèáîëüøåãî âîçðàñòàíèÿ öåëåâîé
ôóíêöèè.

Èç âñåõ ëèíèé óðîâíÿ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ìíîãîóãîëüíèê
äîïóñòèìûõ ðåøåíèé è èìåþùèõ ñ íèì îáùèå òî÷êè, âûäå-
ëÿþò äâå êðàéíèå ëèíèè ñ ìèíèìàëüíûì è ìàêñèìàëüíûì
çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè. Ýòè ëèíèè óðîâíÿ íàçûâàþòñÿ
îïîðíûìè.

Ïðèìåð 1. Íàéòè ãðàôè÷åñêè îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ñèñ-
òåìû íåðàâåíñòâ

   2x1 + x2 ≥ 2,

   x1 + 3x2 ≥ 3,

   x1 – x2 ≥ –1,

   3x1 – x2 ≤ 6,

   x1 + x2 ≤ 5,

   x1 ≥ 0,

   x2 ≥ 0,
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ìàêñèìèçèðóþùåå ôóíêöèþ Z = x1 + 2x2,
ìèíèìèçèðóþùåå ôóíêöèþ Z = x1 + 2x2.

Ñòðîèì ìíîãîóãîëüíèê äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ÀÂÑÄÅ
(ðèñ. 1.4), âåêòîð n (1,2) è ëèíèþ óðîâíÿ õ1 + 2õ2 = 0, êîòîðóþ
ïåðåìåùàåì â íàïðàâëåíèè n . Ëèíèÿ óðîâíÿ âñòðåòèò ìíîãî-
óãîëüíèê ðåøåíèé â òî÷êå Ä è â íåé Z = Zmin, à ïîñëåäíåé
(êðàéíåé) òî÷êîé, ÷åðåç êîòîðóþ ïðîéäåò ëèíèÿ óðîâíÿ, áó-
äåò òî÷êà À è Z(A) = Zmax. Íàéäåì êîîðäèíàòû òî÷åê Ä è À èç
ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé:

2x1 + x2 = 2    x1 – x2 = –1 

x1 + 3x2 = 3  и   x1 + x2 = 5. 

Îòñþäà Ä(0,6;0,8) è À(2,3), a Zmin = 0,6 + 2⋅0,8 = 2,2 è
Zmax = 2 + 2⋅3 = 8.

Ðèñ. 1.4
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Îòñþäà ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî åñëè îáëàñòü äîïóñ-
òèìûõ ðåøåíèé åñòü âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê, òî max èëè
min ëèíåéíîé ôóíêöèè Z äîñòèãàþòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå â îä-
íîé èç âåðøèí ýòîãî ìíîãîóãîëüíèêà.

Ìîæåò ïðåäñòàâèòüñÿ ñëó÷àé, êîãäà ýêñòðåìàëüíîå çíà-
÷åíèå Z äîñòèãàåòñÿ â äâóõ âåðøèíàõ, òîãäà òàêîå æå ýêñò-
ðåìàëüíîå çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ â ëþáîé òî÷êå, ëåæàùåé íà
îòðåçêå, ñîåäèíÿþùèì ýòè äâå âåðøèíû.

Îáëàñòü äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ñèñòåì íåðàâåíñòâ âèäà (1.5)
ìîæåò áûòü (äëÿ äâóõ ïåðåìåííûõ) ïóñòîé, îäíîé òî÷êîé,
âûïóêëûì ìíîãîóãîëüíèêîì èëè íåîãðàíè÷åííîé âûïóêëîé
ìíîãîóãîëüíîé îáëàñòüþ.

Ìíîæåñòâî âñåõ ïëàíîâ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ âûïóêëî. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è ËÏ äîñòèãàåò ñâîåãî ýêñòðå-
ìàëüíîãî çíà÷åíèÿ â óãëîâîé òî÷êå ìíîãîóãîëüíèêà (ìíîãî-
ãðàííèêà) ðåøåíèé.

Åñëè â ñèñòåìå íåðàâåíñòâ ÷èñëî íåèçâåñòíûõ ðàâíî
òðåì, òî êàæäîå íåðàâåíñòâî ãåîìåòðè÷åñêè ïðåäñòàâëÿåò
ïîëóïðîñòðàíñòâî òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, ãðàíè÷íàÿ ïëîñ-
êîñòü êîòîðîãî

ai1x1 + ai2x2 + ai3x3 = bi.

Ýòè ïîëóïðîñòðàíñòâà, ïåðåñåêàÿñü, îáðàçóþò îáùóþ
÷àñòü, íàçûâàåìóþ ìíîãîãðàííèêîì ðåøåíèé.
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Èòàê, åñëè ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ îãðàíè÷åíà íà ìíîãîãðàííèêå ðåøåíèé, òî:

1. ñóùåñòâóåò òàêàÿ óãëîâàÿ òî÷êà ìíîãîãðàííèêà (ìíîãî-
óãîëüíèêà) ðåøåíèé, â êîòîðîé ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äîñòèãàåò ñâîåãî îïòèìóìà,

2. êàæäûé îïîðíûé ïëàí ñîîòâåòñòâóåò óãëîâîé òî÷êå
ìíîãîãðàííèêà ðåøåíèé.

Ïîýòîìó äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü òîëüêî óãëîâûå òî÷êè ìíîãî-
ãðàííèêà ðåøåíèé, ò. å. òîëüêî îïîðíûå ïëàíû.
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Ãëàâà 2
ÑÈÌÏËÅÊÑÍÛÉ ÌÅÒÎÄ

2.1. Îáûêíîâåííûå æîðäàíîâû èñêëþ÷åíèÿ

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó èç m ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèç-
âåñòíûìè

     à11õ1 + à12õ2 + … + à1nxn = b1,

     ………………………………

   àm1õ1 + àm2õ2 + … + àmnxn = bm. (2.1)

Çàïèøåì ýòó ñèñòåìó â âèäå òàáëèöû

  x1       x j  …   xn 

       b1 =  

       b i = 

       bm =    . 

a 11 …  a 1j …  a1n 

… … … … … … . 

a i1 …  a ij …  a in  

… … … … … … . 

am1 …  amj …  amn 

Øàãîì îáûêíîâåííîãî æîðäàíîâà èñêëþ÷åíèÿ (ÎÆÈ),
ïðîèçâåäåííûì íàä äàííîé òàáëèöåé ñ ðàçðåøàþùèì ýëåìåí-
òîì àij ≠ 0 ñ i-é ðàçðåøàþùåé ñòðîêîé è j-ì ðàçðåøàþùèì
ñòîëáöîì, íàçîâåì îïåðàöèþ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

bi = ài1õ1 + ài2õ2 + … + àijõj + … + àinxn
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îòíîñèòåëüíî õj, ïîäñòàíîâêè ýòîãî ðåøåíèÿ â èñõîäíóþ ñèñòå-
ìó è çàïèñè âíîâü ïîëó÷åííîé ñèñòåìû â âèäå íîâîé òàáëèöû.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî íîâàÿ òàáëèöà áóäåò èìåòü âèä

         x1       x2  … bi  …  xn 

     b1 =  

     b2 =  

      … 

     xj =  

      … 

     bm =  

b11      b12 … a1j … b1n 

b21      b22 … a2j … b2n 

……………………… 

-ai1    -ai2 …      … -ain 

……………………… 

bm1    bm2 … amj … bmn 

1 
: aij  ,

ãäå brs = arsaij – arjais (i ≠ r, j ≠ s), (2.2)

ïðè÷åì, âñå ýëåìåíòû òàáëèöû íóæíî ðàçäåëèòü íà àij.
Äåéñòâèòåëüíî:

xj = 
ij

ninjijjijiii

a
xaxaxaxaxab −−−−−−− ++−− ...... 11112211     и  

br = аr1х1 + аr2х2 + … + аrjхj +… + аrnxn = аr1х1 + аr2х2 + … + 

+ аrj 
ij

ninjijjijiii

a
xaxaxaxaxab −−−−−−− ++−− ...... 11112211  + … + аrnxn =  

= 
ij

irjijr

a
aaaa 11 − x1 + 

ij

irjijr

a
aaaa 22 − x2 + …+ 

ij

rj

a
a bi + … + 

ij

inrjijrn

a
aaaa − xn. 

Òàêèì îáðàçîì, îäèí øàã æîðäàíîâà èñêëþ÷åíèÿ (ØÆÈ)
ïåðåâîäèò èñõîäíóþ òàáëèöó â íîâóþ ïî ñõåìå, ñîñòîÿùåé
èç ñëåäóþùèõ ïÿòè ïðàâèë:

1. ðàçðåøàþùèé ýëåìåíò çàìåíÿåòñÿ åäèíèöåé,
2. îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàçðåøàþùåãî ñòîëáöà (j-ãî) îñ-

òàþòñÿ áåç èçìåíåíèÿ,
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3. îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàçðåøàþùåé ñòðîêè (i-é) ìåíÿ-
þò ëèøü ñâîè çíàêè,

4. îñòàëüíûå ýëåìåíòû brs âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

brs = arsaij – arjais,

5. âñå ýëåìåíòû íîâîé òàáëèöû äåëÿòñÿ íà ðàçðåøàþùèé
ýëåìåíò aij.

Ïðèìåð 1.  Äëÿ òàáëèöû

    х1     х2      х3 

у1 =  

у2 = 

у3 =              , 

  1   –2     3 

–1     1     

 2    –1    –1    
2

îäèí øàã æîðäàíîâà èñêëþ÷åíèÿ ñ ðàçðåøàþùèìè 2-é ñòðî-
êîé è 3-ì ñòîëáöîì ïðèâîäèò ê òàáëèöå

    х1     х2     у2 

у1 =  

х3 =          : 2. 

у3 =    

5     –7      3 

1     –1       1 

3     –1     –1 

Æîðäàíîâû èñêëþ÷åíèÿ ïîçâîëÿþò îò ñëó÷àéíî âçÿòîé
äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé ïåðåéòè ê íî-
âîé ñèñòåìå, â êîòîðîé êîîðäèíàòàìè òî÷åê ÿâëÿþòñÿ èõ óê-
ëîíåíèÿ îò áîëåå èíòåðåñíîé äëÿ òîé èëè äðóãîé çàäà÷è ñèñ-
òåìû ïëîñêîñòåé.

2.2. Ïðèìåíåíèå æîðäàíîâûõ èñêëþ÷åíèé
â ëèíåéíîé àëãåáðå

2.2.1. Òåîðåìà Ñòåéíèöà

Ïðèëîæåíèå æîðäàíîâûõ èñêëþ÷åíèé â ëèíåéíîé àëãåá-
ðå îïèðàåòñÿ íà ñëåäóþùóþ òåîðåìó.
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Òåîðåìà Ñòåéíèöà.
Åñëè âñå ëèíåéíûå ôîðìû ñèñòåìû

   à11õ1 + à12õ2 + … + à1nxn = b1,

   ………………………………

   àm1õ1 + àm2õ2 + … + àmnxn = bm

ëèíåéíî íåçàâèñèìû (òàê ÷òî m≤ n), òî, ïðîèçâîäÿ òî÷íî m
ñîîòâåòñòâóþùèõ øàãîâ æîðäàíîâûõ èñêëþ÷åíèé, ìîæíî
ïðåâðàòèòü âñå m çàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ b1, …, bm â íåçàâè-
ñèìûå, ò. å. ìîæíî èõ âñå ïåðåáðîñèòü íàâåðõ òàáëèöû.

2.2.2. Îáðàùåíèå ìàòðèö

Ïóñòü â èñõîäíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé m = n è ìàòðèöà
A = || aij|| ýòîé ñèñòåìû íå âûðîæäåíà, òàê ÷òî âñå ëèíåéíûå
ôîðìû ñèñòåìû óðàâíåíèé ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Ïðîèçâîäèì íàä òàáëèöåé

 x1  …  xn 

   b1 = 

    … 

   bn = 

a11 … a1n 

………... 

an1 … ann 

ïîñëåäîâàòåëüíî n æîðäàíîâûõ èñêëþ÷åíèé äëÿ ïðåâðàùå-
íèÿ âñåõ çàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ b1, …, bn â íåçàâèñèìûå.
Îêîí÷àòåëüíàÿ òàáëèöà ïðèìåò âèä

 b1  …  bn 

    х1 = 

    х2 = 

      … 

    хn =    

с11  …  с1n 

с21  …  с2n 

…………. 

сn1  …  cnn 
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è ìàòðèöà ýòîé òàáëèöû, îáîçíà÷àåìàÿ À—1, ÿâëÿåòñÿ îáðàò-
íîé äëÿ ìàòðèöû À.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü äàíà íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà

А = 
















−
−

−

1175
423
532

. 

Ðàññìîòðèì òàáëèöó
      х1     х2    х3 

b1 =  

b2 =    

b3 =     . 

        3    –5 

3    –2      4 

5      7  –11 

2 

Ñäåëàâ îäèí øàã æîðäàíîâûõ èñêëþ÷åíèé ñ ðàçðåøàþ-
ùèìè ïåðâîé ñòðîêîé è ïåðâûì ñòîëáöîì, ïîëó÷èì òàáëèöó

  b1     х2     х3       b1     х2     х3 

x1 =        x1 =  

b2 =       : 2  или  b2 =  

b3 =       b3 =   

 

1     –3      5 

3             23 

5     –1      3 

–13 
2
1     –

2
3      

2
5  

2
3     –

2
13     

2
23 

2
5

    –
2
1

      
2
3

 

Òåïåðü äåëàåì åùå îäèí øàã æîðäàíîâûõ èñêëþ÷åíèé ñ

ðàçðåøàþùèì ýëåìåíòîì 




 −

2

13

 b1     b2     х3      b1     b2     х3 

x1 =        x1 =  

x2 =       : 





−

2
13      или x2 =  

b3 =       b3 =   
 

–1     –
2
3        1 

–
2
3      1    –

2
23 

–
2
31

  –
2
1

     –4 

13
2     

13
3    –

13
2  

13
3     –

13
2    

13
23 

13
31

    
13
1

      
13
8
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Íàêîíåö, ïîìåíÿâ ðîëÿìè õ3 è b3, ïîëó÷èì òàáëèöó
 b1     b2     b3        b1      b2     b3 

x1 =        x1 =  

x2 =       : 






13
8     x2 =  

x3 =       x3 =   

13
6      

13
2  –

13
2  

–
13
53

  –
13
3

  
13
23

 

–
13
31

  –
13
1

     1 

 
4
3

       
4
1

    –
4
1

 

–
8
53

   –
8
3
    

8
23

 

–
8
31

   –
8
1
    

8
13

 

и оконча-
тельно 

.

Íà ýòîì âû÷èñëåíèÿ çàêàí÷èâàþòñÿ è îáðàòíîé áóäåò
ìàòðèöà

À–1 =.























−−

−−

−

8

13

8

1

8

31
8

23

8

3

8

53
4

1

4

1

4

3

2.2.3. Ðåøåíèå ñèñòåìû n ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
ñ n íåèçâåñòíûìè

Åñëè ñèñòåìà óðàâíåíèé

   à11õ1 + à12õ2 + … + à1nxn = b1,

   ……………………………… (2.3)

   àn1õ1 + àn2õ2 + … + ànnxn = bn.

èìååò íåâûðîæäåííóþ ìàòðèöó || aij||, òî ìîæíî óêàçàòü ðàç-
íûå âàðèàíòû ïðèìåíåíèÿ æîðäàíîâûõ èñêëþ÷åíèé.

Ïåðâûé ñïîñîá.
Çàïèøåì ñèñòåìó â âèäå

               

 x1       x2  …  xn 

  b1 = 

   … 

  bn =    . 

a11      a12 … a1n 

………………. 

an1      an2 … ann 
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Ïðîäåëàâ ïîñëåäîâàòåëüíî n øàãîâ æîðäàíîâûõ èñêëþ-
÷åíèé, ïîëó÷èì

 b1  …  bn 

    x1 = 

     … 

    xn =          , 

 

A-1 

à çàòåì ñèñòåìó ðåøàåì ìàòðè÷íûì ñïîñîáîì

Х  = A–1 B .
Âòîðîé ñïîñîá.
Çàïèøåì ñèñòåìó â âèäå

 x1       x2  …  xn              1 

  0 = 

   … 

  0 =     . 

a11      a12 … a1n 

………………. 

an1      an2 … ann 

-b1 

… 

-bn 

Ïðîäåëàâ ïîñëåäîâàòåëüíî n øàãîâ æîðäàíîâûõ èñêëþ-
÷åíèé ñ ðàçðåøàþùèìè ñòîëáöàìè, îòëè÷íûìè îò ñòîëáöà
ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ, è, âû÷åðêèâàÿ ïîñëå êàæäîãî øàãà ñòîë-
áåö êîýôôèöèåíòîâ ïîä ïåðåáðîøåííûì íàâåðõ òàáëèöû íó-
ëåì, ò. å. ðàçðåøàþùèé ñòîëáåö, ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíîå ðå-
øåíèå â âèäå   1 

х1 = 

  … 

хn =  . 

а1 

… 

an 
Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

   2õ1 + 3õ2 – 5õ3 = 16,

  3õ1 – 2õ2 + 4õ3 = 36,

   5õ1 + 7õ2 – 11õ3 = 44.
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Çàïèøåì åå â âèäå

 x1       x2        x3              1 

     0 = 

     0 = 

     0 =     . 

            3        -5 

3        -2          4 

5         7          -11 

-16 

-36 

-44 

2 

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ëó÷øå çà ðàçðåøàþùèå ýëåìåí-
òû áðàòü 1.

Ñäåëàâ îäèí øàã æîðäàíîâà èñêëþ÷åíèÿ ñ ðàçðåøàþùèì
ýëåìåíòîì à11 = 2 è âû÷åðêíóâ ðàçðåøàþùèé (1-é ñòîëáåö),
ïîëó÷èì òàáëèöó

 x2        x3              1 

    х1 = 

    0 = 

    0 =    . 

-
2
3          

2
5  

              
2
23  

-
2
1           

2
3  

+ 8 

 
-12 

 
- 4 

-
2

13  

Ñëåäóþùèé øàã ñäåëàåì ñ ðàçðåøàþùèì ýëåìåíòîì

 

2
13

−  
.

Ïîëó÷èì

 x3              1 

  х1 = 

  х2 = 

  0 =   . 

-
13
2  

13
23  

 

13
140 

13
24

−

13
40

−
13
8  
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Òðåòèé øàã ïðîèçâåäåì ñ ðàçðåøàþùèì ýëåìåíòîì 
 
13
8

 ,
÷òî äàåò îêîí÷àòåëüíî

 1 

   х1 = 

   х2 = 

   х3 =        . 

10 

7 

5 

2.2.4. Ìåòîä Ãàóññà

Ýòîò ìåòîä îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùåãî ëèøü òåì, ÷òî
ïîñëå êàæäîãî ØÆÈ âû÷åðêèâàþò íå òîëüêî ðàçðåøàþùèé
ñòîëáåö, íî è ðàçðåøàþùóþ ñòðîêó, âûïèñûâàÿ îòäåëüíî
âûðàæåíèå äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî xi.

Ïðèìåð 4. Ðåøàåì ñèñòåìó.
 x1       x2        x3              1 

  0 = 

  0 = 

  0 =     . 

            3        -5 

3        -2          4 

5         7          -11 

-16 

-36 

-44 

2 

Ñäåëàâ îäèí ØÆÈ ñ ðàçðåøàþùèì ýëåìåíòîì  2  è

âû÷åðêèâàÿ ïåðâóþ ñòðîêó è ïåðâûé ñòîëáåö, ïîëó÷èì òàá-
ëèöó

 x2        x3              1 

   0 = 

   0 =     

2

13
−        

2
23 

2

1
−          

2

3  

–12 

 
– 4 

è óðàâíåíèå х1 = –
2
3 х2 + 

2
5 х3 + 8. 
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Ñëåäóþùèé øàã äåëàåì ñ ðàçðåøàþùèì ýëåìåíòîì

 

2
13

−  
è, âû÷åðêèâàÿ ðàçðåøàþùèå ñòðîêó è ñòîëáåö, ïîëó-

÷èì òàáëèöó  x3                1 

  0 =      13
8   –

13
40  

è âûðàæåíèå äëÿ õ2      х2 = 
13
23х3 – 

13
24 . 

Èç ïîñëåäíåé òàáëèöû

0 = 
13
8 х3 – 

13
40 ; х3 = 5    и далее 

х2 = 
13
23 · 5 – 

13
24  = 7 

х1 = –
2
3 · 7 + 

2
5 · 5 + 8 = 10. 

2.2.5. Îáùàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

   à11õ1 + à12õ2 + … + à1nxn – b1 = 0 ≡ ó1,

   ………………………………

   àm1õ1 + àm2õ2 + … + àmnxn – bm = 0 ≡ ym,

ïðè÷åì, ìîæåò áûòü m ≤ n è m ≥ n.
Ïðèìåð 5. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

   2õ1 + õ2 + 4õ3 – 4 = 0 = ó1
  õ1 – 3õ2 – õ3 + 5 = 0 = ó2
   3õ1 – 2õ2 + 2õ3 + 1 = 0 = ó3
   5õ1 – õ2 + 6õ3 – 3 = 0 = ó4
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Çàïèøåì ýòó ñèñòåìó â âèäå òàáëèöû è ïîäâåðãíåì åå
òðåì ØÆÈ. 
  x1        x2        x3           1   у2         x2        x3          1 

у1 =      у1 = 

у2 =      х1 = 

у3 =      у3 = 

у4 =      у4 = 

  
  у2      у1        x3           1   у2         у1       у3           1 

х2 =      х2 = 
 
х1 =      х1 = 
 
у3 =      х3 = 

у4 =      у4 = 

2         1         4 

          –3      –1 

3        –2        2 

5        –1        6 

–4 

 5 

 1 

–3 

1 

2                    6 

1          3         1 

3          7         5 

5        14       11 

–14 

–5 

–14 

–28 

7 

–
7
2

      
7
1

      –
7
6

 

 
7
1

        
7
3

     –
7
11

 

  1         1           

  1         2          –1 

2 

 

1 
 
0 
 
0 

–1 

–
7
8

     –
7
5

      
7
6

 

–
7

10
    –

7
8

     
7
11

 

   1          1      –1 

   0          1        1 

2 

 

1 
 
0 
 
0 

Ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

õ1 = 1, õ2 = 2, õ3 = 0.

Èç ïîñëåäíåé ñòðîêè ó4 = ó1 + ó3, òàê ÷òî 4-å óðàâíåíèå
åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ 1-ãî è 3-ãî óðàâíåíèé ñèñòåìû.

2.3. Ìîäèôèöèðîâàííûå
æîðäàíîâû èñêëþ÷åíèÿ

Åñëè èñõîäíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé

ài1õ1 + ài2õ2 + … + àinxn = bi, ãäå i = m,1 ,

çàïèñàòü â âèäå –ài1 (–õ1) – ài2 (–õ2) – … – àin (–xn) = bi
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è ñîñòàâèòü òàáëèöó
 -x1     -x2  … -xn 

  b1 = 

   … 

  bm =     , 

-a11   -a12 … -a1n 

………………. 

-am1   -am2 … -amn 

òî â ýòèõ ñëó÷àÿõ âìåñòî ÎÆÈ ïîëüçóþòñÿ ÌÆÈ.
Îäèí øàã ÌÆÈ ñ ðàçðåøàþùèì ýëåìåíòîì –ars  , îçíà-

÷àåò ïåðåõîä ê íîâîé òàáëèöå

 –x1  …  –yr  …  –xn 

   b1 = 

     … 

   xs =     : (–ars)  , 

     … 

   bm =    .     

b11  …  a1s … b1n 

………………….. 

–ar1  …   1   … –arn 

………………. 

bm1  …  ams … bmn 

êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïî ïðàâèëàì 1 — 5 ÎÆÈ ñ òåì ëèøü
èçìåíåíèåì, ÷òî ïðàâèëà 2 è 3 ìåíÿþòñÿ ðîëÿìè:

2) îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàçðåøàþùåé còðîêè îñòàþòñÿ
áåç èçìåíåíèÿ,

3) îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàçðåøàþùåãî ñòîëáöà ìåíÿþò
ëèøü ñâîè çíàêè.

Ïðèìåð 6. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

    2õ1 + 3õ2 – 5õ3 = 16 = b1,

   3õ1 – 2õ2 + 4õ3 = 36 = b2,

    5õ1 + 7õ2 – 11õ3 = 44 = b3.



46

Çàïèøåì åå â âèäå òàáëèöû
 –x1    –x2      –x3 

 b1 = 

 b2 = 

 b3 =        

 –2       –3         5 

 –3         2       –4 

 –5       –7       11 

è ïðîèçâåäåì îäèí øàã ÌÆÈ ñ ðàçðåøàþùèì ýëåìåíòîì  2 
  –x1     –b2     –x3 

    b1 = 

    х2 =        : 2 . 

    b3 =          

 –13       3      –2 

   –3       1      –4 

  –31      7      –6 

2.4. Ýêñòðåìóìû ëèíåéíîé ôóíêöèè

Ïóñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ îáùàÿ çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ (1.1) — (1.3.).

Â îñíîâå íèæå ðàññìàòðèâàåìûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòî-
äîâ ËÏ ëåæèò ñëåäóþùàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà. Åñëè çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ èìå-
åò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå (â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè âñåãäà, à â
íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè â çàâèñèìîñòè îò îãðàíè÷åííîñòè
ôóíêöèè Z), òî îíî ñîâïàäàåò ïî êðàéíåé ìåðå ñ îäíèì èç
îïîðíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû îãðàíè÷èòåëüíûõ óðàâíåíèé.

Ñîãëàñíî ýòîé òåîðåìå âìåñòî èññëåäîâàíèÿ áåñêîíå÷íî-
ãî ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ñ öåëüþ íàõîæäåíèÿ ñðå-
äè íèõ èñêîìîãî îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ, íåîáõîäèìî èññëå-
äîâàòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî îïîðíûõ ðåøåíèé.

Äàííàÿ òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïî êðàé-
íåé ìåðå îäíî îïîðíîå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå, îäíàêî, â çà-
äà÷àõ ìîãóò âñòðåòèòüñÿ íåñêîëüêî îïîðíûõ îïòèìàëüíûõ
ðåøåíèé (àëüòåðíàòèâíûé îïòèìóì).
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Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèíöèïèàëüíàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ çàäà÷
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñëåäóþùàÿ:

1. ñ ïîìîùüþ ÆÈ íàéäåì âñå îïîðíûå ðåøåíèÿ ñèñòå-
ìû (1.1),

2. âû÷èñëèì äëÿ êàæäîãî èç íèõ çíà÷åíèå ôóíêöèè Z,
îïðåäåëÿåìîå ñîîòíîøåíèåì (1.3),

3. âûáåðåì èç íèõ ýêñòðåìàëüíîå Z.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ìîæåò îêàçàòüñÿ î÷åíü áîëüøîå

÷èñëî îïîðíûõ ðåøåíèé, ïîýòîìó íóæíî ïðîèçâîäèòü óïî-
ðÿäî÷åííûé ïåðåáîð îïîðíûõ ðåøåíèé, äîáèâàÿñü íà êàæ-
äîì øàãå ìîíîòîííîãî èçìåíåíèÿ ôóíêöèè Z.

Òàêàÿ èäåÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî óëó÷øåíèÿ ðåøåíèÿ è çà-
ëîæåíà â îñíîâíîì âû÷èñëèòåëüíîì ìåòîäå ðåøåíèÿ çàäà÷
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïîëó÷èâøèì íàçâàíèå ñèìï-
ëåêñíîãî ìåòîäà.

2.5. Ñèìïëåêñíûé ìåòîä
íà îñíîâå ïîëíûõ òàáëèö

2.5.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è îá îïðåäåëåíèè
îïòèìàëüíîãî àññîðòèìåíòà ïðîäóêöèè

Ïðåäïðèÿòèå ìîæåò ïðîèçâîäèòü äâà âèäà èçäåëèé À è
Â, ðàñïîëàãàÿ äëÿ èõ èçãîòîâëåíèÿ îãðàíè÷åííûìè ðåñóðñà-
ìè ìàòåðèàëà ÷óãóíà è ñòàëè ñîîòâåòñòâåííî â êîëè÷åñòâàõ
350 è 392 êã è îáîðóäîâàíèÿ â êîëè÷åñòâå 408 ñòàíêî-÷àñîâ.
Äàííûå, ïðåäñòàâëåííûå â âèäå òàáë. 2.1, õàðàêòåðèçóþò

Затраты на одно изделие 
Виды ресурсов Объем ресурсов 

А В 

Чугун 350 14 5 

Сталь 392 14 8 

Оборудование 408 6 12 

Прибыль в руб.  10 5 

Òàáëèöà 2.1
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çàòðàòû êàæäîãî èç ïåðå÷èñëåííûõ òðåõ âèäîâ ðåñóðñîâ íà
èçãîòîâëåíèå îäíîãî èçäåëèÿ À è Â.

Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ñêîëüêî èçäåëèé À è Â äîëæíî ïðî-
èçâîäèòü ïðåäïðèÿòèå, ÷òîáû äîñòè÷ü íàèáîëüøåé ïðèáûëè.

Ââåäåì èñêîìûå íåèçâåñòíûå õ1 è õ2, îáîçíà÷àþùèå
÷èñëî èçäåëèé À è Â, êîòîðûå äîëæíî ïðîèçâîäèòü ïðåä-
ïðèÿòèå.

Òîãäà ìàòåìàòè÷åñêè çàäà÷ó ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëå-
äóþùèì îáðàçîì.

Ñðåäè ìíîæåñòâà íåîòðèöàòåëüíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû
íåðàâåíñòâ

     14õ1 + 5õ2 ≤ 350,

   14õ1 + 8õ2 ≤ 392, (2.4)

     6õ1 + 12õ2 ≤ 408,

íàéòè òàêîå ðåøåíèå, äëÿ êîòîðîãî ôóíêöèÿ

Z = 10x1 + 5x2 (2.5)

äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ.

2.5.2. Ãåîìåòðè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è

Ïðåæäå âñåãî ïîñòðîèì îáëàñòü äîïóñòèìûõ ðåøåíèé,
ñîîòâåòñòâóþùóþ ñèñòåìå íåðàâåíñòâ (2.4) (ðèñ. 2.1).

Äëÿ ýòîãî, çàìåíèâ êàæäîå èç íåðàâåíñòâ ðàâåíñòâîì

14õ1 + 5õ2 = 350, (1–ÿ ïðÿìàÿ),

14õ1 + 8õ2 = 392, (2–ÿ ïðÿìàÿ),

6õ1 + 12õ2 = 408, (3–ÿ ïðÿìàÿ),

ñòðîèì ãðàíè÷íóþ ëèíèþ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî õ1 ≥ 0 è õ2 ≥ 0, ïîëó-
÷àåì çàøòðèõîâàííóþ ÷àñòü ïëîñêîñòè, îáðàçóþùóþ ìíîãî-
óãîëüíèê ðåøåíèé ÎÀÂÑD (ðèñ. 2.1).
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Çàòåì ñòðîèì ëèíèþ óðîâíÿ 10x1 + 5x2 = 0 è âåêòîð (10;5),
êîòîðûå âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî
âåêòîð äàåò íàïðàâëåíèå íàèáîëüøåãî âîçðàñòàíèÿ ëèíåé-
íîé ôóíêöèè.

Äåéñòâèòåëüíî

Z0 = 10x10 + 5x20 = 10 · 0 + 5 · 0 = 0,

ZÀ = 10x1À + 5x2À = 10 · 0 + 5 · 34 = 170,

ZD = 10x1D + 5x2D = 10 · 25 + 5 · 0 = 250 è ò. ä.

Èç âñåõ ëèíèé óðîâíÿ âûáèðàåì äâå, èç êîòîðûõ îäíà
ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó 0 è äàåò min çíà÷åíèå ôóíêöèè Z, à
äðóãàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó Ñ è ôóíêöèÿ Z äëÿ íåå ïðèíè-
ìàåò max çíà÷åíèå. Ýòè ëèíèè óðîâíÿ íàçûâàþòñÿ îïîðíûìè.

Ðèñ. 2.1

         x2 
 
     (1) 

 
 
    (2) 
   10x1 + 5x2 = Zmax 
   опорная линия 
 
  (3) 
            А 
                                В 
     
 
              С(20;14) 

 
  0         D         x1 
 

10x1 + 5x2 = 0 
линия уровня 

n (10; 5)
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Òî÷êà Ñ îáðàçîâàíà ïåðâîé è âòîðîé ïðÿìûìè. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé

   14õ1 + 5õ2 = 350,

  14õ1 + 8õ2 = 392,

íàéäåì êîîðäèíàòû òî÷êè Ñ

õ1 = 20, õ2 = 14,

ïðè ýòîì Zmax = 10 × 20 + 5 × 14 = 270 ðóá.
Òàêèì îáðàçîì, max ïðèáûëü â 270 ðóá. áóäåò ïîëó÷åíà,

åñëè ïðåäïðèÿòèå ïðîèçâåäåò 20 èçäåëèé âèäà À è 14 èçäå-
ëèé âèäà Â.

2.5.3. Îòûñêàíèå ìàêñèìóìà ëèíåéíîé ôóíêöèè

Â îñíîâå ñèìïëåêñíîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ ëåæèò ñ íåêîòîðûìè äîïîëíåíèÿìè ðàçîá-
ðàííûé ðàíåå ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ èñêëþ÷åíèé, ïðåäñòàâ-
ëÿþùèé ñîáîé ñîâîêóïíîñòü óäîáíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèò-
ìîâ, ïîñòðîåííûõ íà ïîñëåäîâàòåëüíîì ïðèìåíåíèè òîæäåñòâåí-
íûõ (ñèìïëåêñíûõ) ïðåîáðàçîâàíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé.

Äîáàâëÿÿ ê ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâ (2.4) íåêîòîðóþ íåî-
òðèöàòåëüíóþ âåëè÷èíó ói ≥ 0 (i = 1, 2, 3), (2.6)
íàçûâàåìóþ âûðàâíèâàþùåé èëè áàçèñíîé ïåðåìåííîé, ïðå-
âðàòèì èõ â óðàâíåíèÿ:

Ïðè ýòîì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî êàæäîìó ðåøåíèþ ñèñòå-
ìû íåðàâåíñòâ (2.4) ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé (2.7) è íåðàâåíñòâ (2.6) è íàîáîðîò.

(2.7)

14  х1  +  5х2  + y1         = 350, 

14  х1  +  8х2       + y2       = 392, 

 6   х1  +  12х2             + y3       = 408, 

–10   x1  –  5x2                     + Z  = 0. 
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Êàæäàÿ èç ïåðåìåííûõ ó1, ó2, ó3 âõîäèò òîëüêî â îäíî
óðàâíåíèå è çàâèñèò îò ïåðåìåííûõ õ1 è õ2, êîòîðûå ìû íà-
çûâàåì ñâîáîäíûìè.

Ñèñòåìå (2.7) ñîîòâåòñòâóåò èñõîäíîå äîïóñòèìîå áàçèñ-
íîå ðåøåíèå õ1 = õ2 = 0; ó1 = 350; ó2 = 392; ó3 = 408 è Z = 0.

Âûïîëíÿåì ïåðâîå òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ñèñ-
òåìû óðàâíåíèé (2.7). Âûáèðàåì ðàçðåøàþùèé ñòîëáåö, ñîîò-
âåòñòâóþùèé íàèìåíüøåìó îòðèöàòåëüíîìó ýëåìåíòó â Z ñòðî-
êå, èáî òåîðåòè÷åñêè óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè ýòîì ìîæíî îæè-
äàòü ïðè ïðî÷èõ ðàâíûõ óñëîâèÿõ áîëüøåãî óâåëè÷åíèÿ ôóí-
êöèè Z. Ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèé äåëèì íà ýëåìåíòû ðàçðå-
øàþùåãî ñòîëáöà è âûáèðàåì íàèìåíüøåå ïîëîæèòåëüíîå
îòíîøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ðàçðåøàþùåé ñòðîêå (óðàâíå-
íèþ). Íà ïåðåñå÷åíèè âûäåëåííûõ ñòîëáöà è ñòðîêè ñòîèò
ðàçðåøàþùåå ÷èñëî.

Ïåðâîå óðàâíåíèå äåëèì íà ðàçðåøàþùåå ÷èñëî è âû-
ïèñûâàåì ïîëó÷èâøååñÿ óðàâíåíèå. Óìíîæàÿ ýòî óðàâíåíèå
íà 14, 6 è —10 è âû÷èòàÿ ñîîòâåòñòâåííî èç 2-ãî, 3-ãî è 4-ãî
óðàâíåíèé ñèñòåìû (2.7), ïðèäåì ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå (2.8):

Ïîäîáíîå òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïðè êîòîðîì
âûáîð ðàçðåøàþùåãî ÷èñëà ïðîèçâîäèòñÿ ïî óêàçàííîìó
ïðàâèëó, áóäåì íàçûâàòü ñèìïëåêñíûì ïðåîáðàçîâàíèåì.

Òàêèì îáðàçîì, ñèìïëåêñíîå ïðåîáðàçîâàíèå âûïîëíÿ-
åòñÿ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

1. Âûáèðàåòñÿ ðàçðåøàþùèé ñòîëáåö, ñîîòâåòñòâóþùèé
íàèìåíüøåìó îòðèöàòåëüíîìó ýëåìåíòó â Z — ñòðîêå.

(2.8)

х1  +   
14
5   х2  +  

4
1  y1       = 25, 

             3  х2  –  у1   +  y2      = 42, 

            
14
138  х2  –  

14
6  у1         + y3     = 258, 

    –
14
20   x2  +  

14
10  у1        + Z  = 250.  
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2. Âûáèðàåòñÿ ðàçðåøàþùàÿ ñòðîêà, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâó-
åò íàèìåíüøåìó ïîëîæèòåëüíîìó èç îòíîøåíèé ýëåìåíòîâ
ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèé íà ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû ðàç-
ðåøàþùåãî ñòîëáöà. Íà ïåðåñå÷åíèè ðàçðåøàþùåãî ñòîëáöà
è ðàçðåøàþùåé ñòðîêè ñòîèò ðàçðåøàþùåå ÷èñëî.

3. Ýëåìåíòû ðàçðåøàþùåé ñòðîêè äåëÿòñÿ íà ðàçðåøàþ-
ùåå ÷èñëî.

4. Âû÷èñëÿþòñÿ ýëåìåíòû âñåõ îñòàëüíûõ ñòðîê ïî ôîð-
ìóëå:

 
 
 
             . 
 

Новые 
эл-ты = Старые 

эл-ты – 

соответствующее 
число в разре-
шающей строке 

× 

разрешающее число 

соответствующее 
число в разре-

шающем столбце 

Èç ñèñòåìû (2.8) íàõîäèì âòîðîå äîïóñòèìîå áàçèñíîå
ðåøåíèå õ2 = ó1 = 0; õ1 = 25; ó2 = 42; ó3 = 258, êîòîðîìó
ñîîòâåòñòâóåò íîâîå óâåëè÷åííîå çíà÷åíèå ôóíêöèè Z = 250.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîöåññ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñèìïëåêñíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññîì ïîñëåäîâàòåëüíîãî óëó÷-
øåíèÿ ðåøåíèÿ. Ïðè ýòîì:

1. Åñëè â Z — ñòðîêå íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäèí îòðèöàòåëü-
íûé ýëåìåíò è

à) â ðàçðåøàþùåì ñòîëáöå íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäèí
ïîëîæèòåëüíûé ýëåìåíò, òî ìîæíî óëó÷øèòü ðåøåíèå;

á) åñëè æå ðàçðåøàþùèé ñòîëáåö íå ñîäåðæèò ïîëî-
æèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ, òî ôóíêöèÿ Z íåîãðàíè÷åííî âîç-
ðàñòàåò.
2. Åñëè âñå ýëåìåíòû â Z — ñòðîêå íåîòðèöàòåëüíû, òî

äîñòèãíóòî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå.
Ýòî è åñòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëü-

íîãî ïëàíà ðåøåíèÿ.
Â ñèñòåìå (2.8) êîýôôèöèåíò ïðè õ2 â Z — ñòðîêå îòðè-

öàòåëüíûé, ïîýòîìó âòîðîé ñòîëáåö áóäåò ðàçðåøàþùèì.
Íàõîäèì, ÷òî âòîðàÿ ñòðîêà áóäåò ðàçðåøàþùåé. Äàëåå ïðî-
èçâîäèì ñèìïëåêñíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñèñòåìû (2.8) ñîãëàñ-
íîì óêàçàííîìó ïðàâèëó:
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      х1  +  
42
8  y1  –  

42
5  y2              = 20, 

           х2  –   
3
1   у1  +  

3
1 y2          = 14, 

                      
7
20   у1  – 

7
23 y2  + y3          = 120, 

                
42
10   у1  +  

42
20  y2  + Z         = 270.  

(2.9)

Òàê êàê â Z — ñòðîêå âñå ýëåìåíòû íåîòðèöàòåëüíû, òî
äàííûé ïëàí ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. Ïðè ýòîì ó1 = ó2 = 0;
õ1 = 20; õ2 = 14 è Zmax = 270.

Âûïîëíåíèå ñèìïëåêñíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñâÿçàíî ñ êðî-
ïîòëèâûìè è ÷àñòî äîâîëüíî ãðîìîçäêèìè âû÷èñëåíèÿìè. Ýòè
âû÷èñëåíèÿ ìîæíî â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè óïðîñòèòü, èñ-
ïîëüçóÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ òàê íàçûâàåìûå ñèìïëåêñíûå
òàáëèöû.

Êàæäîå ñèìïëåêñíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñèñòåìû ñâîäèòñÿ
ê ïåðåõîäó îò îäíîé ñèìïëåêñíîé òàáëèöû ê äðóãîé.

Ñîîòâåòñòâåííî èñõîäíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé (2.7) ñîñòàâ-
ëÿåì ïåðâóþ ñèìïëåêñ-òàáëèöó (òàáë. 2.2.).

Òàáëèöà 2.2

Ïåðâûé ñòîëáåö — ýòî ñòîëáåö áàçèñíûõ ïåðåìåííûõ,
âî âòîðîì ñòîëáöå ñòîÿò ñâîáîäíûå êîýôôèöèåíòû ïðàâîé
÷àñòè óðàâíåíèé (2.7), â ïåðâîé ñòðîêå ðàñïîëàãàþòñÿ âñå

  х1 х2 у1 у2 у3 
Контр. 
столбец 

у1 350 14 5 1 0 0 370 

У2 392 14 8 0 1 0 415 

 у3 408 6 12 0 0 1 427 

Z 0 –10 –5 0 0 0 –15 

 



54

ïåðåìåííûå, ïîñëåäíèé ñòîëáåö — ýòî êîíòðîëüíûé ñòîëáåö
è êîýôôèöèåíòû â íåì ðàâíû ñóììå âñåõ êîýôôèöèåíòîâ ïî
ñòðîêå.

Èç òàáë. 2.2 èìååì ïåðâîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå ñèñòåìû
(2.7) õ1 = õ2 = 0, ó1 = 350, ó2 = 392, ó3 = 408, Z = 0, êîòîðîå
ñîîòâåòñòâóåò âåðøèíå Î (0,0)ìíîãîóãîëüíèêà äîïóñòèìûõ
ðåøåíèé ÎÀÂÑD (ðèñ. 2.1).

Ïåðåõîä êî âòîðîé ñèìïëåêñ-òàáëèöå (òàáë. 2.3) âûïîë-
íÿåòñÿ ñîãëàñíî óêàçàííîìó â ýòîì ïóíêòå ïðàâèëó äëÿ ñèì-
ïëåêñíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñèñòåì óðàâíåíèé, ïðè ýòîì ðàç-
ðåøàþùàÿ ïåðåìåííàÿ õ1 èäåò â áàçèñ âìåñòî ðàçðåøàþùåé
ïåðåìåííîé ó1. Ïîëó÷àåì òàáë. 2.3.

Òàáëèöà 2.3

  х1 х2 у1 у2 у3 
Контр. 
столбец 

х1 25 1 
14
5

 14
1

 
0 0 26

14

6
 

у2 42 0 
 
3 
 

–1 1 0 45 

 у3 258 0 9
14

12
 –

14

6
 0 1 268

14

6
 

Z 250 0 –
14

20
 

14
10

 
0 0 249

14

4
 

 
Ïîñëå çàïîëíåíèÿ òàáë. 2.3 ñëåäóåò ïðîâåðèòü ïðàâèëü-

íîñòü åå çàïîëíåíèÿ, äëÿ ÷åãî ñóììèðóåì êîýôôèöèåíò ïî
ñòðîêàì è ýòà ñóììà äîëæíà áûòü ðàâíà êîýôôèöèåíòàì, ñòî-
ÿùèì â ñîîòâåòñòâóþùèõ êëåòêàõ êîíòðîëüíîãî ñòîëáöà. Èç
òàáë. 2.3 âòîðîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå áóäåò õ1 = 25, õ2 = 0,
ó1 = 0, ó2 = 42, ó3 = 258 è Z = 250.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòà òàáëèöà ñîîòâåòñòâóåò ñèñòå-
ìå (2.8), à îïîðíîå ðåøåíèå õ1 = 25, õ2 = 0 ñîîòâåòñòâóåò
âåðøèíå D(25,0) ìíîãîóãîëüíèêà ðåøåíèé.
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Òàê êàê â Z — ñòðîêå èìååòñÿ îòðèöàòåëüíûé ýëåìåíò,
òî óëó÷øàåì ðåøåíèå, äëÿ ÷åãî ñîñòàâëÿåì ñèìïëåêñíóþ
òàáë. 2.4.

Òàáëèöà 2.4

* Ïðèìå÷àíèå. Äëÿ ïðîñòîòû âû÷èñëåíèé ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî â íîâîé òàá-
ëèöå íà ìåñòå ýëåìåíòîâ ðàçðåøàþùåãî ñòîëáöà (êðîìå ðàçðåøàþùåãî
ýëåìåíòà) ñòîÿò íóëè. Åñëè â ðàçðåøàþùåé ñòðîêå ñòîÿò íóëè, òî â íîâóþ
òàáëèöó ñîîòâåòñòâóþùèå ñòîëáöû ïåðåíîñÿòñÿ áåç èçìåíåíèÿ.

Òàê êàê â Z — ñòðîêå íåò îòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ, òî
äàííîå ðåøåíèå áóäåò îïòèìàëüíûì.

Òàáë. 2.4 ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìå óðàâíåíèé (2.9) è îïòè-
ìàëüíîìó ðåøåíèþ õ1 = 20, õ2 = 14 è Zmax = 270 è âåðøèíå Ñ
(20,14) ìíîãîóãîëüíèêà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ÎÀÂÑD.

Ïîäîáíûå óäëèíåííûå òàáëèöû, ñîäåðæàùèå â ïåðâîé
ñòðîêå âñå ïåðåìåííûå, áëàãîäàðÿ íàëè÷èþ êîíòðîëüíîãî
ñòîëáöà ïîçâîëÿþò êîíòðîëèðîâàòü ïðàâèëüíîñòü çàïîëíåíèÿ
òàáëèö è èçáåæàòü àðèôìåòè÷åñêèõ îøèáîê.

Îñòàíîâèìñÿ íà ïðîñòåéøèõ èñòîëêîâàíèÿõ ñèìïëåêñíî-
ãî ìåòîäà.

Àëãåáðàè÷åñêèé ñìûñë ñèìïëåêñíîãî ìåòîäà ñîñòîèò â
òîì, ÷òî, ñîâåðøàÿ òîæäåñòâåííûå àëãåáðàè÷åñêèå ïðåîáðà-
çîâàíèÿ, ìû ïåðåõîäèì îò îäíîãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ ñèñ-
òåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ê äðóãîìó óëó÷øåííîìó,
äîñòèãàÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è.

  х1 х2 у1 у2 у3 
Контр. 
столбец 

х1 20 1 0 
21

4
 –

42

5
 0 21

14

1
 

х2 14 0 1 –
3
1

 
3
1

 0 15 

 у3 120 0 0 
7
20

 
–

7

23
 1 120

7

4
 

Z 270 0 0 
21

5
 

21

10
 0 270

7

5
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Ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ òîæäåñòâåííûå ïðåîáðà-
çîâàíèÿ ïî ñèìïëåêñíîìó ìåòîäó ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîñëå-
äîâàòåëüíûå äâèæåíèÿ îò îäíîé âåðøèíû âûïóêëîãî ìíîãî-
óãîëüíèêà ðåøåíèé ê ñîñåäíåé, îò íåå ê ñëåäóþùåé è òàê ê
îïòèìàëüíîé âåðøèíå ïî ñòîðîíàì ýòîãî ìíîãîóãîëüíèêà.

Ýêîíîìè÷åñêàÿ ñóùíîñòü ñèìïëåêñíîãî ìåòîäà çàêëþ÷à-
åòñÿ â òîì, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíîãî óëó÷-
øåíèÿ ðåøåíèé. Ýòîò ìåòîä äàåò âîçìîæíîñòü, âûáðàâ îò-
ïðàâíîé — îïîðíûé ïëàí äåéñòâèé, ïîñòåïåííî ïåðåäâèãàòü-
ñÿ âïåðåä è â êîíå÷íîì èòîãå äîñòè÷ü îïòèìàëüíûé ïëàí,
åñëè, êîíå÷íî, òàêîâîé ñóùåñòâóåò.

2.6. Ñèìïëåêñíûé ìåòîä íà îñíîâå
óêîðî÷åííûõ òàáëèö

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé (2.7) è çàïèøåì åå â âèäå
òàáë. 2.5.

Òàáëèöà 2.5 Òàáëèöà 2.6

Â ïåðâûé ñòîëáåö çàïèñûâàåì áàçèñíûå ïåðåìåííûå (ÁÏ),
à â ïåðâóþ ñòðîêó — ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå (ÑÏ). Âûáîð
ðàçðåøàþùåãî ñòîëáöà è ðàçðåøàþùåé ñòðîêè îñòàþòñÿ êàê
è â ï. 1.5.3. Äàëåå ïåðåõîä ê íîâîé òàáë. 2.6 ñîâåðøàåì ïî
ïðàâèëó: 1) ìåíÿåì ìåñòàìè ÑÏ è ÁÏ, 2) íà ìåñòå ðàçðåøàþ-
ùåãî ýëåìåíòà ñòîèò âåëè÷èíà åìó îáðàòíàÿ, 3) ýëåìåíòû
ðàçðåøàþùåé ñòðîêè äåëèì íà ðàçðåøàþùåå ÷èñëî, 4) ýëå-

    СП 
БП 1 х1 х2      СП 

БП 1 y1 x2 

у1 350 14 5  x1 25    
14
1  

14
5  

у2 392 14 8  y2 42   –1 3 

у3 408 6 12  y3 258 – 
14
6   

14
138  

Z 0 –10 –5  Z 250    
14
10  –

14
20  
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ìåíòû ðàçðåøàþùåãî ñòîëáöà äåëèì íà ðàçðåøàþùåå ÷èñëî
è ìåíÿåì çíàê, 5) îñòàëüíûå ýëåìåíòû íàõîäÿòñÿ êàê è â ï.
2.5.3 ïðàâèëî 4 (ïðàâèëî ïðÿìîóãîëüíèêîâ äëÿ ÎÆÈ). Ïîëó-
÷àåì òàáë. 2.6. Óëó÷øàåì ýòîò îïîðíûé ïëàí, ïðîèçâîäÿ ñèì-

ïëåêñíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñ ðàçðåøàþùèì ýëåìåíòîì  3 
(òàáë. 2.7).

Òàáëèöà 2.7

Ïîëó÷èëè îïòèìàëüíûé ïëàí Zmax = 270 ïðè õ1 = 20,
õ2 = 14, à ðåñóðñû îáîðóäîâàíèÿ îêàçàëèñü â èçáûòêå â êîëè-
÷åñòâå 120 ñòàíêî-÷àñîâ.

2.7. Ñèìïëåêñíûé ìåòîä íà îñíîâå
ìîäèôèöèðîâàííûõ æîðäàíîâûõ

èñêëþ÷åíèé

2.7.1. Ñèìïëåêñíûé ìåòîä äëÿ îòûñêàíèÿ îïîðíîãî
ðåøåíèÿ îñíîâíîé çàäà÷è ëèíåéíîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Çàäà÷à çàäàíà â âèäå (1.4) — (1.5):
äàíà ëèíåéíàÿ ôîðìà

Z = ∑
=

n

j 1
cjxj+ ñ0 (2.10)

    СП 
БП 1 у1 у2 

х1 20 
21
4  –

42
5  

х2 14 –
3
1  

3
1  

у3 120 
7
20 –

7
23 

Z 270 
21
5  

21
10 
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è çàäàíà ñèñòåìà m > n ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ (îãðàíè÷åíèé)

ai1x1 + ai2x2 + … + ainxn ≤ bi, (i = m,1 ), (2.11)

êîòîðóþ ïåðåïèøåì â âèäå

ói = –ai1x1 – ai2x2 – … –ainxn + bi = ∑
=

n

j 1
(–aijxi)+ bi ≥ 0. (2.12)

Íàéòè max (min) ôîðìû (2.10) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé
(2.11). Çàïèøåì çàäà÷ó (2.10), (2.12) â âèäå òàáë. 2.8.

Åñëè ñðåäè îãðàíè÷åíèé (2.11) âñòðå÷àþòñÿ ëèøü îãðàíè-
÷åíèÿ íà çíàê ïåðåìåííîé, ò. å. âèäà xj ≥ 0 èëè õj ≤ 0, òî â
òàáë. 2.8 èõ íå âêëþ÷àåì, ïðè÷åì, îãðàíè÷åíèÿ xj ≤ 0 ïåðåâî-
äèì çàìåíîé â îãðàíè÷åíèÿ âèäà xj = –xj ≥ 0.

Ïåðåìåííûå, íà çíàêè êîòîðûõ íå íàëîæåíû íèêàêèå
îãðàíè÷åíèÿ, íàçûâàþòñÿ ñâîáîäíûìè, ïåðåìåííûå íà çíàêè
êîòîðûõ íàëîæåíû îãðàíè÷åíèÿ, íàçûâàþòñÿ íåñâîáîäíûìè.

Äëÿ òåõ êðèòåðèåâ îïòèìàëüíîñòè ïëàíà, êîòîðûå èçëà-
ãàþòñÿ, íåîáõîäèìî, ÷òîáû âñå ïåðåìåííûå áûëè îãðàíè÷åí-
íûìè, ïîýòîìó â òåõ çàäà÷àõ, ãäå èìåþòñÿ ñâîáîäíûå ïåðå-
ìåííûå, èõ íàäî èñêëþ÷èòü.

Òàáëèöà 2.8

Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè âñå õj, (j = n,1 ) ñâîáîäíû è ðàíã

ìàòðèöû ||aij|| ðàâåí n. Òîãäà ñ ïîìîùüþ n ïîñëåäîâàòåëüíûõ

      П 
БП -х1 -х2 … -хn 1 

y1 = a11 a12 … a1n b1 

y2 = a21 a22 … a2n b2 

… … … … … … 

ym = am1 am2 … amn bm 

Z = -c1 -c2 … -cn c0 
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       П 
БП -у1 -у2 … -уn 1 

х1 = α11 α12 … α1n β1 

… … … … … … 

хn = αn1 αn2 … αnn βn 

yn+1= αn+1,1 αn+1,2 … αn+1,n βn+1 

… … … … … … 

ym = αm1 αm2 … αmn βm 

Z = γ1 γ2 … γn γ0 

Òàáëèöà 2.9

ØÌÆÈ ìîæíî âñå õj ïåðåíåñòè èç âåðõíåé ñòðîêè òàáë. 2.8 â
åå ëåâûé ñòîëáåö è íà èõ ìåñòî ïîñòàâèòü ñîîòâåòñòâóþùèå
ói. Ñ òî÷íîñòüþ äî íóìåðàöèè ïîëó÷èì òàáë. 2.9.

Âûðàæåíèÿ äëÿ çàìåíåííûõ xj âûïèñûâàåì îòäåëüíî, òàê
êàê îíè ïîíàäîáÿòñÿ ïîñëå ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ, ÷òîáû âûðà-
çèòü åãî â ñòàðûõ êîîðäèíàòàõ:

õ1 = –α11ó1 – α12ó2 – … – α1nón + β1,
……………………………………. (2.13)

õn = –αn1ó1 – αn2ó2 – … – αnnón + βn

è îñòàâèì òàáë. 2.9 â âèäå òàáë. 2.10.

Òàê êàê ïî óñëîâèþ (2.12) ói ≥ 0, (i = m,1 ), ò. å. íåò ñâîáîä-

íûõ ïåðåìåííûõ, òî ïðèøëè ê çàäà÷å:

äàíà ëèíåéíàÿ ôîðìà

Z = –γ1ó1 – γ2ó2 – … – γnón + γ0 è (2.14)

ñèñòåìà íåðàâåíñòâ

ói = –αi1ó1 – αi2ó2 – … –αinón + βi, (i = mn ,1+ ) (2.15)
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ïðè÷åì, ói ≥ 0, (i = m,1 ). Èç âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ ðåøåíèé

ñèñòåìû (2.15) íàéòè òàêîå, êîòîðîå ìàêñèìèçèðóåò (ìèíèìè-
çèðóåò) ôóíêöèþ (2.14).

Åùå ðàç îòìåòèì, ÷òî èñêëþ÷àþòñÿ òîëüêî ñâîáîäíûå
ïåðåìåííûå.

Îáû÷íî â çàäà÷àõ ýêîíîìèêè ñ ñàìîãî íà÷àëà èçâåñòíî,
÷òî xj ≥ 0 (ýòî ïëàí ïðîèçâîäñòâà, ðàñêðîÿ ìàòåðèàëà, ïåðå-
âîçîê è ò. ä.).

Èòàê, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ïîñòàíîâêå çàäà÷è âñå xj ³ 0,
òàê ÷òî èìååì çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

Íàéòè max (min) ëèíåéíîé ôîðìû

Z = ∑
=

n

j 1
cjxj + ñ0 (2.16)

ïðè ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèÿõ

ói = 
∑
=

n

j 1
–aij(–xj) + bi ≥ 0, (i = m,1 ), (2.17)

ãäå  xj ≥ 0 (j = n,1 ).  (2.18)

Åñëè âñå ñâîáîäíûå ÷ëåíû bi ≥ 0, (i = m,1 ), òî çàäà÷ó

(2.16) — (2.18) çàïèñûâàåì â âèäå òàáë. 2.8. Ïîëàãàÿ âñå xj = 0,

       П 
БП -у1 … -уs … -уn 1 

yn+1= αn+1,1 … αn+1,s … αn+1,n βn+1 

… … … … … … … 

yr = αr1 … αrs … αrn βr 

… … … … … … … 

ym = αm1 … αms … αmn βm 

Z = γ1 … γs … γn γ0 

Òàáëèöà 2.10
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ïîëó÷èì ói = bi ≥ 0, ò. å. èìååì îïîðíîå ðåøåíèå è äàëüøå
ïåðåõîäèì ê îòûñêàíèþ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ
ñèìïëåêñíîãî ìåòîäà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðàâèëî âûáîðà ðàçðåøàþùåãî ýëå-
ìåíòà ïðè îòûñêàíèè îïîðíîãî ðåøåíèÿ, êîãäà íåêîòîðûå
ñâîáîäíûå ÷ëåíû îòðèöàòåëüíû.

Ïóñòü õîòÿ áû îäíî bi < 0, òîãäà çíà÷åíèÿ õ1 = õ2 = … =
= õn = 0 íå äàþò ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.15). Òàê, íàïðèìåð,
åñëè br < 0, òàêæå è yr < 0, à äîëæíî áûòü ór > 0.

Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà÷àëî êîîðäèíàò íå
ïðèíàäëåæèò ìíîãîãðàííèêó äîïóñòèìûõ ðåøåíèé.

Ñ ïîìîùüþ ñèìïëåêñíîãî ìåòîäà îñóùåñòâëÿåì ïåðåõîä
îò òî÷êè Î(0,0,…,0) ê òàêîé ñîñåäíåé, êîòîðóþ îòäåëÿåò îò
ìíîãîãðàííèêà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ìåíüøåå ÷èñëî ïëîñêî-
ñòåé, ò. å. äëÿ êîòîðîé â ñîîòâåòñòâóþùåé òàáëèöå ñîäåðæèò-
ñÿ ìåíüøåå ÷èñëî îòðèöàòåëüíûõ ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ.

Äëÿ ýòîãî ïðîèçâîäèì ØÌÆÈ, âûáèðàÿ ðàçðåøàþùèé
ýëåìåíò ïî ïðàâèëó:

1. âûáèðàåì ñòðîêó ñ íàèìåíüøèì îòðèöàòåëüíûì ñâî-
áîäíûì ÷ëåíîì â 1-ñòîëáöå. Ïóñòü, íàïðèìåð, br < 0. Åñëè
ñðåäè êîýôôèöèåíòîâ ýòîé ñòðîêè íåò îòðèöàòåëüíûõ, òî
ñèñòåìà (2.15) íåñîâìåñòíà;

2. åñëè æå ñðåäè êîýôôèöèåíòîâ ðàññìàòðèâàåìîé ñòðî-
êè åñòü îòðèöàòåëüíûå, òî áåðåì êàêîé-íèáóäü èç íèõ, íà-
ïðèìåð, ars < 0 è ñòîëáåö, ñîäåðæàùèé ýòîò êîýôôèöèåíò,
áåðåì â êà÷åñòâå ðàçðåøàþùåãî;

3. äåëèì ñâîáîäíûå ÷ëåíû íà ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôè-
öèåíòû ðàçðåøàþùåãî ñòîëáöà è íàèìåíüøåå ïîëîæèòåëü-

íîå îòíîøåíèå (min(
is

i
a

b
≥ 0)) áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ðàçðå-

øàþùåé ñòðîêå. Ïóñòü ýòî áóäåò ïðè i = k, ò. å. k-ÿ ñòðîêà
ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøàþùåé, à ýëåìåíò aks — ðàçðåøàþùèì.

Â ñëó÷àå, êîãäà min(
is

i
a

b
≥ 0) = 

ks

k
a

b
= 0, òî áåðåì aks

ðàçðåøàþùèì ëèøü ïðè aks > 0, èíà÷å ïðîèçîéäåò çàöèêëè-
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âàíèå, ò. å. âåðíåìñÿ ê óæå ðàññìîòðåííîìó ïëàíó. Åñëè â
ýòîì ñëó÷àå, êðîìå ars < 0, åñòü arj < 0, ïðè÷åì akj ≤ 0, òî
ëó÷øå â êà÷åñòâå ðàçðåøàþùåãî áðàòü íå s-é, à j-é ñòîë-
áåö, ò. å. k-ÿ ñòðîêà óæå íå áóäåò ðàçðåøàþùåé.

Ïðè ýòîì íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñîâåðøàÿ òåïåðü
ØÌÆÈ ñ âûáðàííûì ðàçðåøàþùèì ýëåìåíòîì aks, ìû íå
óâåëè÷èâàåì ÷èñëî îòðèöàòåëüíûõ ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ, ò. å.

êàæäûé bi ≥ 0 ïðåîáðàçóåòñÿ â íîâûé 
'
ib ≥ 0.

Åñëè â ðåçóëüòàòå ñèìïëåêñíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ íîâûé
ñâîáîäíûé ÷ëåí íàøåé r-é ñòðîêè îñòàíåòñÿ åùå îòðèöàòåëü-
íûì, òî ïðîäîëæàåì ðàáîòàòü ñ r-é ñòðîêîé, ïðîèçâîäÿ
ØÌÆÈ ïî óêàçàííîìó ïðàâèëó äî òåõ ïîð ïîêà íå óñòàíî-
âèì íåñîâìåñòèìîñòü ñèñòåìû (2.15) (âñå êîýôôèöèåíòû ñòðîêè
ñòàíóò íåîòðèöàòåëüíûìè), ëèáî íå èçáàâèìñÿ îò îòðèöà-
òåëüíîñòè åå ñâîáîäíîãî ÷ëåíà.

Òàê ïîñòóïàåì ñî âñåìè ñòðîêàìè, â êîòîðûõ ñâîáîäíûå
÷ëåíû îòðèöàòåëüíûå.

Ïîñëå êîíå÷íîãî ÷èñëà ØÌÆÈ ëèáî óñòàíîâèì íåñîâ-
ìåñòíîñòü ñèñòåìû (2.15), ëèáî ïîëó÷èì îïîðíîå ðåøåíèå
(òàáëèöà íå ñîäåðæèò îòðèöàòåëüíûõ ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ),
ïðèðàâíÿâ íóëþ âñå ó, îêàçàâøèåñÿ íàâåðõó òàáëèöû.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè â k-é ñòðîêå bk = 0, à âñå êîýôôèöè-
åíòû ýòîé ñòðîêè íåîòðèöàòåëüíû, òî ìîæíî âû÷åðêíóòü ýòó
ñòðîêó èç òàáëèöû è âñå ñòîëáöû, ñîäåðæàùèå ýòè ïîëîæè-
òåëüíûå êîýôôèöèåíòû. Äåéñòâèòåëüíî, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
k-å óðàâíåíèå óäîâëåòâîðÿåòñÿ ëèøü ïðè ðàâåíñòâå íóëþ
íåèçâåñòíûõ íàä ïîëîæèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

2.7.2. Ñèìïëåêñíûé ìåòîä äëÿ ñìåøàííîé
ñèñòåìû îãðàíè÷åíèé

Ðàññìîòðèì îáùóþ çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
(1.1) — (1.3), êîãäà ñèñòåìà îãðàíè÷åíèé çàäàíà â âèäå ñìå-
øàííîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ, à
ïåðåìåííûå ÷àñòè÷íî ñâîáîäíû, ÷àñòè÷íî íåñâîáîäíû.
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Çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ñðåäè ðåøåíèé ñèñòåìû

   ai1x1 + ai2x2 + … + ainxn ≤ bi, (i = r,1 ),

  ak1x1 + ak2x2 + … + aknxn = bk, (k = mr ,1+ ),

  x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, …, xs ≥ 0, (s ≤ n), (2.19)

íàéòè òàêîå, êîòîðîå ìàêñèìèçèðóåò (ìèíèìèçèðóåò) ëèíåé-
íóþ ôîðìó

Z = c1x1 + c2x2 + … + cnxn. (2.20)

Â ýòîì ñëó÷àå îãðàíè÷åíèÿ — íåðàâåíñòâà çàïèñûâàåì â
âèäå

ói = –(ài1õ1 + ài2õ2 + … + àinõn) + bi ≥ 0, (i = r,1 ), (2.21)

à îãðàíè÷åíèÿ — óðàâíåíèÿ áåðåì â âèäå Î — óðàâíåíèé

Î = – (ak1x1 + ak2x2 + … + aknxn) + bk. (k = mr ,1+ ). (2.22)

Ñîñòàâëÿåòñÿ òàáëèöà, èç êîòîðîé çàòåì èñêëþ÷àþòñÿ
ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íàâåðõ òàáëèöû âìåñòî èñêëþ÷åí-
íûõ xs + 1, xs + 2, …, xn ïåðåáðîøåíû ó1, ó2, …, ón-s, (n–s ≤ r).
Åñëè íàâåðõ òàáëèöû âìåñòî êàêîãî-íèáóäü xj ïåðåéäåò íóëü
èç ëåâîãî ñòîëáöà, òî ðàñïîëîæåííûé ïîä íèì ñòîëáåö êîýô-
ôèöèåíòîâ âû÷åðêèâàåòñÿ.

Ïîñëå ýòîãî èñêëþ÷àþòñÿ Î-ñòðîêè ïî ïðàâèëó:
1. ðàçðåøàþùèì ñòîëáöîì áåðåòñÿ ñòîëáåö, ñîäåðæàùèé

ïîëîæèòåëüíûé êîýôôèöèåíò èç k-é Î-ñòðîêè,
2. ñâîáîäíûå êîýôôèöèåíòû äåëèì íà ñîîòâåòñòâóþùèå

ýëåìåíòû ðàçðåøàþùåãî ñòîëáöà è íàèìåíüøåå ïîëîæèòåëü-
íîå îòíîøåíèå ñîîòâåòñòâóåò ðàçðåøàþùåé ñòðîêå,
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3. äåëàåì ØÌÆÈ ñ âûáðàííûì ðàçðåøàþùèì ýëåìåí-
òîì.

Ïîñëå ØÌÆÈ ñòîëáåö ïîä ïåðåíåñåííûì íàâåðõ íóëåì
âû÷åðêèâàåòñÿ.

Òàê ïåðåíîñèì âñå Î — ñòðîêè è çàòåì ïðèñòóïàåì ê
îòûñêàíèþ îïîðíîãî è îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ, ëèáî ïîêàçû-
âàåì, ÷òî ñèñòåìà (2.19) íåñîâìåñòíà.

Åñëè ïîñëå ýòèõ îïåðàöèé â 1-ñòîëáöå èìååòñÿ îòðèöà-
òåëüíûé ñâîáîäíûé ÷ëåí, òî îïîðíîå ðåøåíèå íàõîäèì êàê
îïèñàíî â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå.

2.7.3. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è îá îïòèìàëüíîì
ïëàíèðîâàíèè ïðîèçâîäñòâà

Äëÿ èçãîòîâëåíèÿ äâóõ âèäîâ èçäåëèé I è II èñïîëüçóþò-
ñÿ òðè âèäà ñûðüÿ.

Íà ïðîèçâîäñòâî åäèíèöû èçäåëèÿ I òðåáóåòñÿ çàòðàòèòü
ñûðüÿ ïåðâîãî âèäà 13 êã, ñûðüÿ âòîðîãî âèäà — 32 êã, ñûðüÿ
òðåòüåãî âèäà — 58 êã.

Íà ïðîèçâîäñòâî åäèíèöû èçäåëèÿ II òðåáóåòñÿ çàòðà-
òèòü ñûðüÿ ïåðâîãî âèäà 24 êã, ñûðüÿ âòîðîãî âèäà — 32 êã è
ñûðüÿ òðåòüåãî âèäà — 29 êã.

Ïðîèçâîäñòâî îáåñïå÷åíî ñûðüåì ïåðâîãî âèäà â êîëè-
÷åñòâå 312 êã, ñûðüåì âòîðîãî âèäà — 480 êã, ñûðüåì òðåòüå-
ãî âèäà — 696 êã.

Ïðèáûëü îò ðåàëèçàöèè åäèíèöû ãîòîâîãî èçäåëèÿ I ñî-
ñòàâëÿåò 4 óñë. åä., à èçäåëèÿ II — 3 óñë. åä.

Òðåáóåòñÿ ñîñòàâèòü ïëàí ïðîèçâîäñòâà èçäåëèé I è II,
îáåñïå÷èâàþùèé ìàêñèìàëüíóþ ïðèáûëü îò èõ ðåàëèçàöèè,
åñëè çàðàíåå ïëàíèðóåòñÿ èçãîòîâëåíèå íå ìåíåå 10 åäèíèö
èçäåëèé I è II.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü çàäà÷è. Åñëè
çà õ1 âçÿòü êîëè÷åñòâî èçäåëèé I, ïëàíèðóåìûõ ê âûïóñêó, à
çà õ2 — êîëè÷åñòâî èçäåëèé II, òî ïîëó÷èì çàäà÷ó ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
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Ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

   13õ1 + 24õ2 ≤ 312,

   32õ1 + 32õ2 ≤ 480,

  58õ1 + 29õ2 £ 696,

        õ1 + õ2 ≥ 10,

        õ1 ≥ 0, õ2 ≥ 0, (2.23)

íàéòè ìàêñèìóì ëèíåéíîé ôóíêöèè

Z = 4x1 + 3x2.  (2.24)

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñèìïëåêñ — ìåòîäîì ïðèâåäåì ñèñ-
òåìó îãðàíè÷åíèé (2.23) ê ôîðìå ðàâåíñòâ ñ ïîìîùüþ íåîòðè-
öàòåëüíûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ ói (i = 1, 2, 3, 4):

   13õ1 + 24õ2 + ó1 = 312,

       õ1 + õ2 + ó2 = 15,

    2õ1 + õ2 + ó3 = 24,

     –õ1 – õ2 + ó4 = –10

    –4õ1 – 3õ2 + Z = 0, (2.25)

ïðè ýòîì xj ≥ 0 (j = 1, 2); ói ≥ 0 (i = 1, 2, 3, 4).
Çàïèñûâàåì ñèñòåìó ñ ïîìîùüþ óêîðî÷åííûõ òàáëèö

(òàáë. 2.11).
Òàê êàê â I — ñòîëáöå åñòü îòðèöàòåëüíûé ýëåìåíò, òî

åãî íóæíî ñäåëàòü ïîëîæèòåëüíûì. Âûáèðàåì y4 — ñòðîêó ñ
îòðèöàòåëüíûì ñâîáîäíûì ÷ëåíîì “–10”.

Â ýòîé æå ñòðîêå åñòü îòðèöàòåëüíûå ýëåìåíòû, âûáè-
ðàåì êàêîé-íèáóäü èç íèõ, íàïðèìåð, “–1” â õ1 — ñòîëáöå. È
õ1 — ñòîëáåö ïðèíèìàåì â êà÷åñòâå ðàçðåøàþùåãî ñòîëáöà.
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Äåëèì ñâîáîäíûå ÷ëåíû íà ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû ðàç-
ðåøàþùåãî ñòîëáöà, ïîëó÷àåì {24, 15, 12, 10} è íàèìåíüøåå
ïîëîæèòåëüíîå îòíîøåíèå áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ðàçðåøàþ-
ùåé ñòðîêå, ñëåäîâàòåëüíî, ó4 — ñòðîêà ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøà-

þùåé, à ýëåìåíò  -1  ðàçðåøàþùèì ýëåìåíòîì. Ñîâåðøàÿ

ØÌÆÈ ñ ðàçðåøàþùèì ýëåìåíòîì  -1  ïî ïðàâèëàì, äàí-

íûì â ýòîì ïàðàãðàôå, ïîëó÷èì ñèìïëåêñ — òàáëèöó 2.12,
ïðè ýòîì ïåðåìåííûå õ1 è ó4 ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè. Èç òàáëè-
öû âèäíî, ÷òî ñâîáîäíûå êîýôôèöèåíòû â I — ñòîëáöå íå
îòðèöàòåëüíû, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷åíî îïîðíîå ðåøåíèå:
õ1 = 10, õ2 = 0, ó1 = 182, ó2 = 5, ó3 = 4, ó4 = 0, Z = 40.

Ýòî ðåøåíèå íå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, òàê êàê â Z —
ñòðîêå èìååòñÿ îòðèöàòåëüíûé êîýôôèöèåíò. Óëó÷øàåì ïëàí,

ñîâåðøàÿ ØÌÆÈ ñ ðàçðåøàþùèì ýëåìåíòîì  2 , ïîëó÷à-

åì òàáë. 2.13.
Ðåøåíèå, ïîëó÷àåìîå èç òàáë. 2.13, òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ

îïòèìàëüíûì, òàê êàê â Z — ñòðîêå èìååòñÿ îòðèöàòåëüíûé
êîýôôèöèåíò. Îïðåäåëÿÿ èç òàáë. 2.13 ðàçðåøàþùèé ýëå-

ìåíò
 

2
1   è ñîâåðøàÿ ØÌÆÈ, ïðèõîäèì ê òàáë. 2.14, â êîòî-

ðîé âñå êîýôôèöèåíòû â Z — ñòðîêå íåîòðèöàòåëüíû, à,

Òàáëèöà 2.11 Òàáëèöà 2.12

 х1 х2 1   у4 х2 1 

у1 13 24 = 312  у1 13 11 = 182 

у2 1 1 = 15  у2 1 0 = 5 

у3 2 1 = 24  y3 2 –1 = 4 

у4 –1 –1 = –10  х1 –1 1 = 10 

Z –4 –3 = 0  Z –4 1 = 40 
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ñëåäîâàòåëüíî, max Z óæå äîñòèãíóò è åìó ñîîòâåòñòâóåò
ðåøåíèå õ1 = 9, õ2 = 6, ïðè ýòîì Zmax = 54 (óñë. åä.).

Îòâåò: ìàêñèìàëüíàÿ ïðèáûëü Z = 54 (óñë. åä.) äîñòèãàåò-
ñÿ ïðè èçãîòîâëåíèè 9 åäèíèö èçäåëèé I è 6 åäèíèö èçäåëèé II.

2.7.4. Çàäà÷à íà îñâîáîæäåíèå
îò ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ

Ìàêñèìèçèðîâàòü ëèíåéíóþ ôóíêöèþ

Z = –3x1 + 6x2 (2.26)

ïðè âûïîëíåíèè îãðàíè÷åíèé

   õ1 + 2õ2 ≥ –1,

   2õ1 + õ2 ≥ 4,

  –õ1 + õ2 ≤ 1,

   õ1 – 4õ2 ≥ –13,

   4õ1 – õ2 ≤ 23.  (2.27)

 
 у3 х2 1   y3 у2 1 

у1 –
2

13  
2

35 = 156  у1 11 –35 = 51 

у2 –
2
1   = 3  х2 –1 2 = 6 

у4 2
1  –

2
1  = 2  у4 0 1 = 5 

х1 2
1  

2
1  = 12  х1 1 –1 = 9 

Z 2 –1 = 48  Z 1 2 = 54 

2
1  

Òàáëèöà 2.13 Òàáëèöà 2.14
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Ïðåîáðàçóåì íåðàâåíñòâà ê îñíîâíîé ôîðìå, äîáàâëÿÿ èëè
âû÷èòàÿ ê ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâ áàçèñíûå ïåðåìåííûå (íå-
ñâîáîäíûå)

ói ≥ 0,              i = 1, 2, …, 5, (2.28)

    õ1 + 2õ2 – ó1 = –1,

   2õ1 + õ2 – ó2 = 4,

 –õ1 + õ2 + ó3 = 1,

    õ1 – 4õ2 – ó4 = –13,

   4õ1 – õ2 + ó5 = 23

è çàïèñûâàåì ñèñòåìó â âèäå

     ó1 = õ1 + 2õ2 + 1,

     ó2 = 2õ1 + õ2 – 4,

 –ó3 = õ1 – õ2 + 1,

    ó4 = õ1 – 4õ2 + 13,

    ó5 = –4õ1 + õ2 + 23,

     Z = –3õ1 + 6õ2. (2.29)

Ïåðåõîäèì ê òàáë. 2.15. Ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå õ1 è õ2 ïåðå-

íîñèì â ëåâûé ñòîëáåö. Èñêëþ÷èâ ïåðåìåííóþ õ1 ñ ïîìîùüþ

ØÌÆÈ ñ ðàçðåøàþùèì ýëåìåíòîì  -1 , ïîëó÷èì òàáë. 2.16.
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è âûïèñûâàåì îòäåëüíî âûðàæåíèå äëÿ èñêëþ÷åííîãî õ1

õ1 = ó1 – 2õ2 – 1. (2.30)

Èñêëþ÷àåì òåïåðü õ2, äåëàÿ ØÌÆÈ ñ ðàçðåøàþùèì

ýëåìåíòîì  3 . Ïîëó÷àåì òàáë. 2.17 è óðàâíåíèå (2.31).

Òàáëèöà 2.15 Òàáëèöà 2.16

 –х1 –х2 1   –у1 –х2 1 

у1 –1 –2 1  у2 –2 3 –6 

у2 –2 –1 –4  y3 –1 3 0 

у3 –1 1 1  у4 –1 6 12 

у4 –1 4 13  у5 4 –9 27 

у5 4 –1 23  Z 3 –12 3 

Z 3 –6 0      

 –у1 –у2 1   –y3 –у2 1 

у3 1 –1 6  у1 1 –1 6 

у4 3 –2 24  у4 –3 1 6 

у5 –2 3 9  у5 2 1 21 

Z –5 4 –21  Z 5 –1 9 

Òàáëèöà 2.17 Òàáëèöà 2.18

х2 = 
3
2 у1 – 

3
1 у2 – 2.  (2.31)
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Âñå ïåðåìåííûå îãðàíè÷åíû. Òàê êàê âñå ïåðåìåííûå

ïîëîæèòåëüíû, òî, ïîëàãàÿ ó1 = ó2 = 0, èìååì îïîðíîå ðåøå-

íèå ó3 = 6, ó4 = 24, ó5 = 9. Òàê êàê ïëàí òàáë. 2.17 íå îïòè-

ìàëüíûé, òî ñîâåðøàåì ØÌÆÈ ñ ðàçðåøàþùèì ýëåìåíòîì

 1 . Ïîëó÷àåì òàáë. 2.18. Âíîâü ïîëó÷åííûé ïëàí òàêæå íå

îïòèìàëüíûé, ïîýòîìó, ñîâåðøèâ ØÌÆÈ ñ ðàçðåøàþùèì

ýëåìåíòîì  1 , ïîëó÷àåì òàáë. 2.19.

Òàáëèöà 2.19

 –у3 –у4 1 

у1 –2 1 12 

у2 –3 1 6 

у5 5 –1 15 

Z 2 1 15 

Òàê êàê â Z — ñòðîêå è I — ñòîëáöå íåò îòðèöàòåëüíûõ

ýëåìåíòîâ, òî ïîëó÷èì îïòèìàëüíûé ïëàí ó3 = ó4 = 0, ó1 =
= 12, ó2 = 6, ó5 = 15. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ â (2.31) è (2.30),
íàéäåì, ÷òî Zmax = 15 äîñòèãàåòñÿ ïðè õ1 = 3 è õ2 = 4.

2.7.5. Çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè ëèíåéíîé ôóíêöèè
ïðè íàëè÷èè îòðèöàòåëüíûõ ñâîáîäíûõ

êîýôôèöèåíòîâ

Íàéòè ìàêñèìóì ëèíåéíîé ôóíêöèè

Z = õ1 + õ2 (2.32)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
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   õ1 – õ2 ≤ 3,

   õ1 + õ2 ≥ 5,

  2õ1 – 3õ2 ≤ 6,

    õ2 ≤ 6,

    õ1 ≥ 0, õ2 ≥ 0. (2.33)

Çàïèøåì ñèñòåìó â âèäå

   ó1 = –õ1 + õ2 + 3 ≥ 0,

  ó2 = õ1 + õ2 – 5 ≥ 0,

   ó3 = –2õ1 + 3õ2 + 6 ≥ 0,

   ó4 = –õ2 + 6 ≥ 0. (2.34)

Ñîñòàâëÿåì òàáë. 2.20. Â I — ñòîëáöå èìååòñÿ îòðèöàòåëü-
íûé ýëåìåíò “–5”, åãî íàäî óáðàòü, ÷òîáû íà ýòîì ìåñòå áûë
ïîëîæèòåëüíûé ýëåìåíò.

Òàáëèöà 2.20 Òàáëèöà 2.21

 –х1 –х2 1   –y1 –х2 1 

у1 1 –1 3  х1 1 –1 3 

у2 –1 –1 –5  у2 1 –2 –2 

у3 2 –3 6  у3 –2 –1 0 

у4 0 1 6  у4 0 1 6 

Z –1 –1 0  Z 1 -2 3 
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Òàáëèöà 2.22 Òàáëèöà 2.23

 –у1 –у2 1   –y1 –у4 1 

х1 2
1

 –
2
1

 4  х1 1 1 9 

х2 –
2
1

 –
2
1

 1  х2 0 1 6 

у3 –
2
5

 –
2
1

 1  у3 –2 1 6 

у4 
2

1   5  у2 1 2 10 

Z 0 –1 5  Z 1 2 15 

2

1  

Âñå ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå ïîëîæèòåëüíûå, íàõîäèì
îïîðíîå ðåøåíèå, ïîëàãàÿ ó1 = ó2 = 0, õ1 = 4, õ2 = 1, ó3 = 1,
ó4 = 5. Òàê êàê ïëàí íå îïòèìàëüíûé, òî ñîâåðøàåì ØÌÆÈ

ñ ðàçðåøàþùèì ýëåìåíòîì 
 

2
1

, ïîëó÷àåì òàáë. 2.23, èç êî-

òîðîé èìååì îïòèìàëüíîå ðåøåíèå õ1 = 9, õ2 = 6 è Zmax = 15.

2.8. Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè
ëèíåéíîé ôóíêöèè

2.8.1. Ñâåäåíèå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ê çàäà÷å
ìàêñèìèçàöèè ëèíåéíîé ôóíêöèè

Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè ðåøåíèå ñèìïëåêñ-ìåòî-
äîì çàäà÷è îòûñêàíèÿ ìàêñèìóìà ëèíåéíîé ôóíêöèè

Ñîâåðøàåì ØÌÆÈ ñ ðàçðåøàþùèì ýëåìåíòîì  1 . Ïî-
ëó÷àåì òàáë. 2.21, ïðîäîëæàåì ðàáîòàòü ñî 2-îé ñòðîêîé, òàê
êàê îòðèöàòåëüíûé ýëåìåíò íå ïðîïàë. Ñîâåðøàåì ØÌÆÈ ñ

ðàçðåøàþùèì ýëåìåíòîì  -2 , ïîëó÷àåì òàáë. 2.22.
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Z = c1x1 + c2x2 + … + cnxn.

Îäíàêî, âî ìíîãèõ ýêîíîìè÷åñêèõ çàäà÷àõ òðåáóåòñÿ íàé-
òè ìèíèìóì ýòîé ëèíåéíîé ôóíêöèè. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî
ïîëîæèòü

W = –Z = –c1x1 – c2x2 – … – cnxn (2.35)

è ðåøàòü çàäà÷ó ìàêñèìèçàöèè ïîëó÷åííîé ôóíêöèè W ïðè
ñîîòâåòñòâóþùèõ îãðàíè÷åíèÿõ. Èáî ÿñíî, ÷òî

min Z = –max W. (2.36)

Ïðèìåð 7. Ìèíèìèçèðîâàòü ëèíåéíóþ ôóíêöèþ

Z = –2x1 + 5x2

ïðè âûïîëíåíèè îãðàíè÷åíèé

   7õ1 + 2õ2 ≥ 14,

  5õ1 + 6õ2 ≤ 30,

   3õ1 + 8õ2 ≥ 24,

   õ1 ≥ 0, õ2 ≥ 0.

Ãåîìåòðè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è ïðèâåäåíî íà ðèñ. 2.2 è

åìó îòâå÷àåò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå â òî÷êå Ñ (
11

15
;

11

48
;) è ïðè

ýòîì Zmin = – 11

21
.

Ââîäÿ âûðàâíèâàþùèå ïåðåìåííûå yi ≥ 0 è ôóíêöèþ
W = –Z = 2x1– 5x2 → max, çàäà÷ó çàïèøåì â âèäå

  ó1 = 7õ1 + 2õ2 – 14,

  ó2 = –5õ1 – 6õ2 + 30,

   ó3 = 3õ1 + 8õ2 – 24,

  W = 2x1 – 5x2.
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Çàïèñûâàåì ýòó ñèñòåìó â âèäå òàáë. 2.24.

Òàáëèöà 2.24 Òàáëèöà 2.25

Ðèñ. 2.2

   х2 

n (-2,5) 

            В 
             Z = Zmin 
         А    С 
       
        х1 

 
 –х1 –х2 1   –х1 –у3 1 

 
у1 

–7 –2 –14  y1 8

50
−  –

8
2  –8 

у2 5 6 30  у2 8
22 

8
6  12 

у3 –3 –8 –24  х2 8
3  –

8
1  3 

W –2 5 0  W –
8

31  
8

5  –15 

 
Òàê êàê èìåþòñÿ îòðèöàòåëüíûå ñâîáîäíûå ÷ëåíû, òî

îò íèõ èçáàâëÿåìñÿ. Âûáèðàåì íàèìåíüøèé îòðèöàòåëüíûé
÷ëåí â ó3 — ñòðîêå è â ýòîé ñòðîêå áåðåì îòðèöàòåëüíûé
ýëåìåíò “–8”, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ðàçðåøàþùåìó ñòîëá-
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öó. Ñâîáîäíûå ÷ëåíû äåëèì íà ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû
ðàçðåøàþùåãî ñòîëáöà è âûáèðàåì íàèìåíüøåå ïîëîæèòåëü-
íîå îòíîøåíèå, òîãäà ó3 — ñòðîêà ðàçðåøàþùàÿ. Ïðîèçâîäÿ

ØÌÆÈ ñ ðàçðåøàþùèì ýëåìåíòîì  -8 , ïîëó÷àåì òàáë. 2.25.

Èçáàâëÿåìñÿ îò îòðèöàòåëüíîãî ñâîáîäíîãî ÷ëåíà â ó1 —

ñòðîêå, ñîâåðøàÿ ØÌÆÈ ñ ðàçðåøàþùèì ýëåìåíòîì  

8
50

− ,

ïîëó÷àåì òàáë. 2.26.
Òàê êàê âñå ñâîáîäíûå ÷ëåíû â I — ñòîëáöå íåîòðèöà-

òåëüíûå, òî âûáèðàåì ðàçðåøàþùèé ýëåìåíò êàê â ÌÆÈ
äëÿ çàäà÷è íà max.

Ñîâåðøàåì ØÌÆÈ ñ ðàçðåøàþùèì ýëåìåíòîì 
 

50
22

, ïî-

ëó÷àåì òàáë. 2.27

Òàáëèöà 2.26 Òàáëèöà 2.27

 –у1 –у3 1   –у2 –у3 1 

х1 –
50
8  

50
2  

50
64   х1 11

4  
11
3  

11
48  

у2  
50
32  

50
424   y1 11

25  
11
16  

11
212  

х2 50
3  –

50
7  

50
126   х2 –

22
3  –

22
5  

11
15  

W –
50
31 

50
39  –

50
502   W 22

31  
22
37  

11
21 

 

50
22  

Òàê êàê â W — ñòðîêå è â I — ñòîëáöå íåò îòðèöàòåëü-

íûõ ýëåìåíòîâ, òî ïîëó÷èëè îïòèìàëüíîå ðåøåíèå х1 = 
11
48 ,  

. х2 = 
11
15 , Wmax = 

11
21  или Zmin = –Wmax = –

11
21. 
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Количество единиц питательных веществ 
 в 1 кг корма Питательные вещества 

корм 1 корм 2 

В1 3 1 

В2 1 2 

В3 1 6 

Стоимость корма 4 6 

 

2.8.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è î ñîñòàâëåíèè
îïòèìàëüíîãî ðàöèîíà êîðìëåíèÿ æèâîòíûõ

Ôèðìà âûïóñêàåò êîðì äëÿ æèâîòíûõ è ôàñóåò èõ â ïàêå-
òû. Êàæäûé ïàêåò ñîäåðæèò äâà âèäà êîðìà è ïðåäíàçíà÷åí äëÿ
îòêîðìà îäíîãî æèâîòíîãî â òå÷åíèå äíÿ. Ïðè îòêîðìå êàæäîå
æèâîòíîå äîëæíî ïîëó÷àòü íå ìåíåå 9 åä. âåùåñòâà Â1, íå
ìåíåå 8 åä. âåùåñòâà Â2 è íå ìåíåå 12 åä. âåùåñòâà Â3. Ñîäåðæà-
íèå êîëè÷åñòâà åäèíèö ïèòàòåëüíûõ âåùåñòâ â 1 êã êàæäîãî
âèäà êîðìà è ñòîèìîñòü 1 êã êîðìà ïðèâåäåíû â òàáë. 2.28.

Òàáëèöà 2.28

Íåîáõîäèìî ñîñòàâèòü äíåâíîé ðàöèîí íóæíîé ïèòà-
òåëüíîñòè, ïðè÷åì, çàòðàòû íà íåãî äîëæíû áûòü ìèíè-
ìàëüíûìè.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç õ1 è õ2 ñîîòâåòñòâåííî êîëè-
÷åñòâî êã êîðìà 1 è 2 â äíåâíîì ðàöèîíå.

Òîãäà çàäà÷ó ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Íàéòè ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ëèíåéíîé ôóíêöèè
Z = 4x1 + 6õ2 ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

   3õ1 + õ2 ≥ 9,

   õ1 + 2õ2 ≥ 8,

  õ1 + 6õ2 ≥ 12,

   x1≥ 0, x2 ≥ 0.
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Çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ëèíåéíîé ôóíêöèè ðåøàåì íåïîñ-
ðåäñòâåííî ñ ïîìîùüþ ÌÆÈ.

Ââîäÿ âûðàâíèâàþùèå ïåðåìåííûå ói ≥ 0, çàïèñûâàåì
ñèñòåìó óðàâíåíèé:

   ó1 = –3(–õ1) – (–õ2) – 9,

   ó2 = –(–õ1) – 2(–õ2) – 8,

  ó3 = –(–õ1) – 6(–õ2) – 12,

   Z = –4(–x1) – 6(–õ2).

Çàïèñûâàåì ñèñòåìó â âèäå òàáë. 2.29.

Òàáëèöà 2.29 Òàáëèöà 2.30

 – х1 – х2 1   –х1 –у3 1 

у1 –3 –1 –9  y1 6

17
−  –

6
1  –7 

у2 –1 –2 –8  у2 –
6
4  –

6
2  –4 

у3 –1 –6 –12  х2 
6
1  –

6
1  2 

Z –4 –6 0  Z –3 –1 12 

Â I —ñòîëáöå èçáàâëÿåìñÿ îò îòðèöàòåëüíûõ ÷ëåíîâ. Ó÷è-
òûâàÿ ïðàâèëî âûáîðà ðàçðåøàþùåãî ýëåìåíòà, äàííîå â

ï. 2.7.1, âûáèðàåì ðàçðåøàþùèì ýëåìåíòîì  -6   è ñîâåðøà-

åì ØÌÆÈ. Ïîëó÷àåì òàáë. 2.30. Äàëåå, ïðîèçâîäÿ ØÌÆÈ ñ

ðàçðåøàþùèì ýëåìåíòîì 
 

6

17
− , ïîëó÷àåì òàáë. 2.31. Äàëåå
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ïðîèçâîäèì ØÌÆÈ ñ ðàçðåøàþùèì ýëåìåíòîì  
 

17

5
−   è ïî-

ëó÷àåì òàáë. 2.32.

Òàáëèöà 2.31 Òàáëèöà 2.32

 –у1 –у3 1   –у1 –у2 1 

х1 –
17
6  

17
1  

17
42   х1 –

5
2  

5
1 2 

у2 –
17
4   –

17
40   y3 5

4  –
5

17 8 

х2 
17
1  –

17
3  

17
27   х2 

5
1 –

5
3 3 

Z –
17
18  –

17
14  

17
330   Z –

5
2  –

5
14  26 

17
5

−

Òàê êàê â I — ñòîëáöå òàáë. 2.32 íåò îòðèöàòåëüíûõ ýëå-
ìåíòîâ, à â Z — ñòðîêå ïîä ïåðåìåííûìè íåò ïîëîæèòåëü-
íûõ ýëåìåíòîâ, òî ïîëó÷èëè îïòèìàëüíîå ðåøåíèå.

Â ïàêåòå äîëæíî ñîäåðæàòüñÿ 2 êã êîðìà 1 è 3 êã êîð-
ìà 2 è ïðè ýòîì çàòðàòû áóäóò ìèíèìàëüíûìè è ðàâíûìè
Zmin = 26.

2.8.3. Ìèíèìèçàöèÿ ëèíåéíîé ôóíêöèè
ñ ïîìîùüþ óêîðî÷åííûõ òàáëèö è ÎÆÈ

Ïðèìåð 8. Ìèíèìèçèðîâàòü ëèíåéíóþ ôóíêöèþ

Z = –3x1 + 6õ2

ïðè âûïîëíåíèè îãðàíè÷åíèé
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   õ1 + 2õ2 + 1 ≥ 0,

   2õ1 – õ2 + 1 ≥ 0,

  õ1 – õ2 + 1 ≥ 0,

  –4x1 + x2 + 23 ≥ 0.

Çàïèøåì çàäà÷ó â âèäå

   ó1 = õ1 + 2õ2 + 1 ≥ 0,

   ó2 = 2õ1 – õ2 + 1 ≥ 0,

  ó3 = õ1 – õ2 + 1 ≥ 0,

   ó4 = –4x1 + x2 + 23 ≥ 0

   Z = –3x1 + 6õ2.

Çàïèøåì ñèñòåìó â âèäå òàáë. 2.33.

Òàáëèöà 2.33 Òàáëèöà 2.34

Òàê êàê ïåðåìåííûå õ1 è õ2 ÿâëÿþòñÿ ñâîáîäíûìè, òî
ïåðåêèäûâàåì èõ â ëåâûé ñòîëáåö. Ñîâåðøàåì øàã ÎÆÈ ñ

 х1 х2 1   y1 х2 1 

у1 1 2 1  у2 2 –5 –1 

у2 2 –1 1  у3 1 –3 0 

у3 1 –1 1  у4 –4 9 27 

у4 –4 1 23  Z –3 12 3 

Z –3 6 0      
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ðàçðåøàþùèì ýëåìåíòîì  1 . Íàïîìíèì, ÷òî íà ìåñòå ðàç-
ðåøàþùåãî ýëåìåíòà ñòîèò âåëè÷èíà åìó îáðàòíàÿ, ýëåìåí-
òû ðàçðåøàþùåé ñòðîêè äåëÿòñÿ íà ðàçðåøàþùåå ÷èñëî ñî
çíàêîì ìèíóñ, ýëåìåíòû ðàçðåøàþùåãî ñòîëáöà äåëÿòñÿ íà
ðàçðåøàþùåå ÷èñëî, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû íàõîäÿòñÿ ïî
ïðàâèëó ïðÿìîóãîëüíèêà. Ïîëó÷èì òàáë. 2.34 è îòäåëüíî âû-
ïèøåì óðàâíåíèå äëÿ õ1:

õ1 = ó1 – 2õ2 – 1.  (2.37)

Ïåðåêèäûâàåì õ2 â ëåâûé ñòîëáåö äëÿ ÷åãî ñîâåðøàåì

øàã ÎÆÈ ñ ðàçðåøàþùèì ýëåìåíòîì  9 . Ïîëó÷àåì òàáë. 2.35
è óðàâíåíèå:

х2 = 
9
4у1 + 

9
1у4 – 3. (2.38)

Òàáëèöà 2.35

 y1 у4 1 

у2 
9

2
−  

9

5
−  14 

у3 
3

1
−  

3

1
−  9 

Z 
3

7  
3

4  –33 

Òàê êàê â I — ñòîëáöå è Z — ñòðîêå ïîä ïåðåìåííûìè
íåò îòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ, òî ïîëó÷èì îïòèìàëüíûé ïëàí
ó2 = 14, ó3 = 9, Zmin = –33. Èç (2.38) è (2.37) íàõîäèì, ÷òî
õ1 = 5, õ2 = –3.
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2.9. Ðåøåíèå çàäà÷ ëèíåéíîé àëãåáðû
è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íà ÝÂÌ

2.9.1. Îáðàùåíèå ìàòðèö

Íàéòè ìàòðèöó îáðàòíóþ ê çàäàííîé

À = 















−
−

−

412

112

013

.

Îòêðûâàåì îêíî Excel. Âûäåëÿåì îáëàñòü íà ðàáî÷åì ëè-
ñòå, êóäà áóäåò âûäåëåí ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèé.

Â äèàïàçîí ÿ÷ååê Â1:Ä3 ââåäåíà ìàòðèöà À. Äëÿ íàõîæ-
äåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû âûäåëèì äèàïàçîí ÿ÷ååê F1:H3 è
ââåäåì â íåãî ôîðìóëó

ÌÎÁÐ(Â1:Ä3)

Äëÿ ýòîãî óñòàíîâèòå êóðñîð â ñòðîêå ôîðìóë è çàêîí-
÷èòå ââîä íå êàê îáû÷íî, íàæàòèåì êëàâèøè <Enter>, à íà-
æàòèåì êëàâèø <Ctrl> + <Shift> + <Enter>. Òàêèì îáðàçîì,
âû ñîîáùèòå ïðîãðàììå, ÷òî íåîáõîäèìî âûïîëíèòü îïåðà-
öèþ íàä ìàññèâîì. Ïðè ýòîì Excel çàêëþ÷èò ôîðìó â ñòðîêå
ôîðìóë â ôèãóðíûå ñêîáêè (ðèñ. 2.3). Ïðè ðàáîòå ñ ìàññèâàìè
ôîðìóëà äåéñòâóåò íà âñå ÿ÷åéêè äèàïàçîíà. Íåëüçÿ èçìå-
íÿòü îòäåëüíûå ÿ÷åéêè â îïåðàíäàõ ôîðìóëû.

Ðèñ. 2.3. Îáðàùåíèå ìàòðèöû
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Îáðàòíàÿ ìàòðèöà èìååò âèä

À–1 = 
.

2,02,00

6,04,22

2,08,01
















−
−

2.9.2. Ðåøåíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
ñ ïîìîùüþ îáðàòíîé ìàòðèöû

Ðåøèòü ñèñòåìó

   2õ1 + õ2 – 5õ3 + õ4 = 8,

  õ1 – 3õ2 – 6õ4 = 9,

   2õ2 – õ3 + 2õ4 = –5,

   õ1 + 4õ2 – 7õ3 + 6õ4 = 0.

Çàïèøåì ìàòðèöû

À = 


















−
−

−−
−

6741

2120

6031

1512

   Â = 


















−
0

5

9

8

   Õ =
.

4

3

2

1



















х

х

х

х

Îòêðûâàåì îêíî Excel. Ñ ó÷åòîì çàíÿòûõ áóêâ ïðè ðàáî-
òå ñ ìàòðèöàìè ïåðåä ââîäîì ôîðìóëû âûäåëÿåì îáëàñòü íà
ðàáî÷åì ëèñòå, êóäà áóäåò âûâåäåí ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèé.

Â äèàïàçîíû ÿ÷ååê C1:F4 ââåäåíà ìàòðèöà À êîýôôèöè-
åíòîâ ñèñòåìû, à ñâîáîäíûå ÷ëåíû — ìàòðèöà Â ââåäåíû â
ÿ÷åéêè H1:H4.

Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé âûäåëèì äèàïàçîí ÿ÷å-
åê J1:J4 è ââåäåì â íåãî ôîðìóëó

= ÌÓÌÍÎÆ(ÌÎÁÐ(Ñ1:F4);H1:H4)

Â ÿ÷åéêàõ J1:J4 ïîÿâÿòñÿ îòâåòû: õ1 = 3, õ2 = –4, õ3 = –1,
õ4 = 1 (ðèñ. 2.4).
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Ðèñ. 2.4. Ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
ñ ïîìîùüþ îáðàòíîé ìàòðèöû

2.9.3. Ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
ìåòîäîì Ãàóññà

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

   õ1 + 3õ2 – 2õ3 – õ4 = –3,

  2õ1 – 4õ2 + õ3 + õ4 = 1,

   –õ1 + õ2 – 3õ3 + 2õ4 = 0,

   3õ1 + õ2 – 2õ3 – õ4 = –5.

Ðàáîòàåì â Excel. Îòêðûâàåì îêíî Excel. Â äèàïàçîíû
ÿ÷ååê À1:D4 è Å1:Å4 ââåäåíû ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ ñèñòå-
ìû è ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ.

Ñîäåðæèìîå ÿ÷ååê À1:Å1 ñêîïèðîâàíî â ÿ÷åéêè À6:Å6,
À11:Å11 è À16:Å16. Â äèàïàçîí ÿ÷ååê À7:Å7 ââåäåíà ôîðìóëà

{ = A2:E2–$A$1:$Å$1*(A2/$À$1)},

îáðàùàþùàÿ â íóëü êîýôôèöèåíò ïðè õ1 âî âòîðîì óðàâíåíèè
ñèñòåìû. Âûäåëèì äèàïàçîí À7:Å7 è ïðîòàùèì ìàðêåð çàïîë-
íåíèÿ ýòîãî äèàïàçîíà òàê, ÷òîáû çàïîëíèòü äèàïàçîí À7:Å9.
Ýòî îáðàòèò â íóëü êîýôôèöèåíò ïðè õ1 â òðåòüåì è ÷åòâåðòîì
óðàâíåíèÿõ ñèñòåìû. Ñêîïèðóåì çíà÷åíèÿ èç äèàïàçîíà ÿ÷ååê
À7:Å7 â äèàïàçîíû À12:Å12 è À17:Å17. Äëÿ êîïèðîâàíèÿ çíà÷å-
íèé áåç ôîðìóë âîñïîëüçóåìñÿ êîìàíäîé Ïðàâêà, Ñïåöèàëüíàÿ
âñòàâêà (Edit, Special Paste) è â îòêðûâøåìñÿ äèàëîãîâîì îêíå
Ñïåöèàëüíàÿ âñòàâêà (Special Paste) â ãðóïïå Âñòàâèòü (Paste)
óñòàíîâèì ïåðåêëþ÷àòåëü â ïîëîæåíèå Çíà÷åíèÿ (Value).
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Â äèàïàçîí ÿ÷ååê À13:Å13 ââîäèì ôîðìóëó

{ = A8:E8–$A$7:$E$7*(B8/$B$7)}.

Âûäåëèì äèàïàçîí À13:Å13 è ïðîòàùèì ìàðêåð çàïîëíå-
íèÿ ýòîãî äèàïàçîíà òàê, ÷òîáû çàïîëíèòü äèàïàçîí À13:Å14.
Ýòî îáðàòèò â íóëü êîýôôèöèåíòû ïðè õ2 â òðåòüåì è ÷åòâåð-
òîì óðàâíåíèÿõ ñèñòåìû. Êîïèðóåì çíà÷åíèÿ èç äèàïàçîíà
ÿ÷ååê À12:Å12 â äèàïàçîí À18:Å18. Â äèàïàçîí ÿ÷ååê À19:Å19
ââîäèì ôîðìóëó

{ = A14:E14–$A$13:$E$13*(Ñ14/$Ñ$13)},

êîòîðàÿ îáðàùàåò â íóëü êîýôôèöèåíò ïðè õ3 â ÷åòâåðòîì
óðàâíåíèè ñèñòåìû.

Ïðÿìàÿ ïðîãîíêà ìåòîäà Ãàóññà çàâåðøåíà. Îáðàòíàÿ ïðî-
ãîíêà çàêëþ÷àåòñÿ â ââîäå â äèàïàçîíû G4:K4, G3:K3, G2:K2
è G1:K1 ñîîòâåòñòâåííî ñëåäóþùèõ ôîðìóë

{ = F19:E19/D19}

{ = (A18:E18–G4:K4*D18)/C18}

{ = (A17:E17–G4:K4*D17–G3:K3*C17)/B17}

{ = (A16:E16–G4:K4*D16–G3:K3*C16–G2:K2*B16)/A16}

Ðèñ. 2.5. Ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìåòîäîì Ãàóññà
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Â äèàïàçîíå ÿ÷ååê K1:K4 ïîëó÷åíî ðåøåíèå ñèñòåìû
õ1 = 1, õ2 = 2, õ3 = 3, õ4 = 4 (ðèñ. 2.5).

2.9.4. Ðåøåíèå çàäà÷è
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ñôîðìóëèðîâàííóþ â ï. 2.5.1.
Íàéòè ìàêñèìóì öåëåâîé ôóíêöèè

Z = f(x, y) = 10x + 5y

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

   14õ + 5ó ≤ 350,

  7õ + 4ó ≤ 196,

   õ + 2ó ≤ 68,

   õ ≥ 0, ó ≥ 0.

Ðàññìîòðèì ãåîìåòðè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è ñ ïðèìåíå-
íèåì ïðîãðàììû MATHCAD 2000.

1. Óñòàíîâèòå ðåæèì àâòîìàòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé.
2. Çàïèøèòå â âèäå y = kx + b óðàâíåíèÿ ïðÿìûõ, îãðà-

íè÷èâàþùèõ îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ.
Äëÿ òîãî ÷òîáû ââåñòè è ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî ó îãðà-

íè÷åíèå 14õ + 5ó ≤ 350, ââåäèòå ëåâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà,
íàæìèòå êíîïêó Ctrl è íàæìèòå îäíîâðåìåííî êíîïêó =,
óäåðæèâàÿ ïðåäûäóùóþ äî òåõ ïîð ïîêà âûñêî÷èò æèðíûé
çíàê =; ïîìåòüòå âûäåëÿþùåé ðàìêîé ïåðåìåííóþ ó, ùåëê-
íèòå â ìåíþ Symbolic (Ñèìâîëû) ïî ñòðîêå Solve (Âû÷èñ-
ëèòü) — ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèé áóäåò âûâåäåí â ðàáî÷åì äî-
êóìåíòå ñïðàâà îò óðàâíåíèÿ; ââåäèòå èìÿ ôóíêöèè (â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîì ïðèìåðå ó1(õ)) è ïðèñâîéòå åé ïîëó÷åííîå
âûðàæåíèå. Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíî óðàâíåíèå îäíîé èç
ïðÿìûõ, îãðàíè÷èâàþùèõ îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé.
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Àíàëîãè÷íî ââåäèòå îñòàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ. Ââåäèòå óðàâ-

íåíèå 10õ + 5ó = Ñ ëèíèè óðîâíÿ (îïîðíàÿ ïðÿìàÿ) öåëåâîé
ôóíêöèè. Äåéñòâóéòå òàê æå, êàê è ïðè ââîäå îãðàíè÷åíèé,
íî ïåðåä òåì êàê ðàçðåøèòü óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ó, ïðè-

ñâîéòå êàêîå-íèáóäü çíà÷åíèå êîíñòàíòå Ñ.
3. Èçîáðàçèòå íà ãðàôèêå ñîîòâåòñòâóþùèå ïðÿìûå è

îïðåäåëèòå îáëàñòü äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ñèñòåìû.

4. Èçìåíÿÿ çíà÷åíèÿ êîíñòàíòû Ñ, íàïðèìåð Ñ =
= 100,150,200,250,…, íàáëþäàéòå çà äâèæåíèåì îïîðíîé ïðÿ-
ìîé è ñôîðìóëèðóéòå âûâîä î ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è.

5. Åñëè çàäà÷à èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, íàéäèòå
âåðøèíó, â êîòîðîé Z = Zmax. Â íàøåì ïðèìåðå ìàêñèìóì
öåëåâîé ôóíêöèè äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ

14õ + 5ó = 350 è 7õ + 14ó = 196. Íàéäèòå êîîðäèíàòû òî÷êè,
èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ Find.

6. Âû÷èñëèòå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè â íàéäåííîé

òî÷êå.
7. Ñôîðìóëèðóéòå è çàïèøèòå â ðàáî÷åì äîêóìåíòå âû-

âîäû.

Ôðàãìåíò ðàáî÷åãî äîêóìåíòà Mathcad ñ ðåøåíèåì çàäà-
÷è ïðèâåäåí íèæå.

 
14х +5у = 350, 

5
14− х + 70  у1(х):= 

5
14− х + 70 

7х + 4у = 196, 
4
7− х + 49  у2(х):= 

4
7− х + 49 

х + 2у = 68,  
2
1− х + 34  у3(х):= 

2
1− х + 34 

10х + 5у = с –2х + 
5
1 с с:= 100 у4(х): = –2х + 

5
1 с  
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Äàííûì

14õ + 5ó = 350

7õ + 4ó = 196

Íàéòè (õ, ó) → 





14

20

f(x, y): = 10x + 5y

fmin: = f(20,14)

fmin = 270

Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ýòîé æå çàäà÷è â Mathcad çíà-
÷èòåëüíî ïðîùå.

1. Óñòàíîâèòå ðåæèì àâòîìàòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé.
2. Çàïèøèòå çàäà÷ó. Ïðîèçâîëüíûì õ è ó ïðèñâîéòå ïðî-

èçâîëüíûå (äîïóñòèìûå) çíà÷åíèÿ, ÷òîáû ïðîãðàììà ìîãëà
íà÷àòü ñ÷åò.

Íèæå ïðèâåäåí ôðàãìåíò ðàáî÷åãî äîêóìåíòà Mathcad.

z(x, y): = 10x + 5y

x: = 1 y: = 1

              
 

              

              

              

            

у1(х) 

у2(х) 

у3(х) 

у4(х) 

60

40

20

–20

–20 0 20 40 60
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Äàííûì
14õ + 5ó  350

7õ + 4ó ≤ 196

õ + 2ó ≤ 68

Ì: = Ìàêñèìèçèðîâàòü (z, x,y) Ì = 





14

20
 z(M0, M1) = 270

Ïðèâîäèì ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðî-
ãðàììû Microsoft Excel.

Îòâåäåì ÿ÷åéêè À3 è Â3 ïîä çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ õ è ó
(ðèñ. 2.6).

Ðèñ. 2.6. Äèàïàçîíû, îòâåäåííûå ïîä ïåðåìåííûå,
öåëåâóþ ôóíêöèþ è îãðàíè÷åíèÿ

Â ÿ÷åéêó Ñ4 ââåäåì ôóíêöèþ öåëè

= 10*À3 + 5*Â3

â ÿ÷åéêè À7:À9 ââåäåì ëåâûå ÷àñòè îãðàíè÷åíèé

= 14*À3 + 5*Â3

= 7*À3 + 4*Â3

= À3 + 2*Â3

à â ÿ÷åéêè Â7:Â9 — ïðàâûå ÷àñòè îãðàíè÷åíèé.
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Ïîñëå ýòîãî âûáåðåì êîìàíäó Ñåðâèñ, Ïîèñê ðåøåíèÿ
(Tools, Solver) è çàïîëíèì îòêðûâøååñÿ äèàëîãîâîå îêíî Ïî-
èñê ðåøåíèÿ (Solver), êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 2.6. Ïîñëå íàæà-
òèÿ êíîïêè Âûïîëíèòü (Solve) îòêðûâàåòñÿ îêíî Ðåçóëüòàòû
ïîèñêà ðåøåíèÿ (Solver Results), êîòîðîå ñîîáùàåò, ÷òî ðå-
øåíèå íàéäåíî (ðèñ. 2.7). Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðåä-
ñòàâëåíû â ëåâîì âåðõíåì óãëó ðèñ. 2.7. Äèàëîãîâîå îêíî Ïî-
èñê ðåøåíèÿ, äèàëîãîâîå îêíî Ðåçóëüòàòû ïîèñêà ðåøåíèÿ
è ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ñ ïîìîùüþ ñðåäñòâà ïîèñêà ðåøåíèé
ñîâìåùåíû íà îäíîì ðèñ. 2.7.
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Ðàçäåë II
ÝÊÎÍÎÌÈÊÎ-ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ

ÌÎÄÅËÈ ËÈÍÅÉÍÎÃÎ
ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß

Ãëàâà 3
ÝËÅÌÅÍÒÛ ÒÅÎÐÈÈ ÄÂÎÉÑÒÂÅÍÍÎÑÒÈ

3.1. Ïðÿìàÿ è äâîéñòâåííàÿ çàäà÷è
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ïëàíîâî-ýêîíîìè÷åñêîé ðàáîòû íà
ïðåäïðèÿòèè ñîñòàâëÿåò ðåøåíèå çàäà÷è äîñòèæåíèÿ íàèëó÷-
øåãî ýêîíîìè÷åñêîãî ýôôåêòà ïðè îãðàíè÷åííûõ ðåñóðñàõ.
Ìàòåìàòè÷åñêè îíà ÷àñòî ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ è ìîæåò áûòü ðåøåíà èçâåñòíûìè ìåòîäàìè,
ïðè÷åì ñ ïëàíîì âûïóñêà ïðîäóêöèè îêàçûâàåòñÿ òåñíî ñâÿ-
çàííîé ñèñòåìà òàê íàçûâàåìûõ äâîéñòâåííûõ îöåíîê ïðèìå-
íÿåìûõ ðåñóðñîâ.

Ïóñòü íà íåêîòîðîì ïðåäïðèÿòèè ðåøåíî èñïîëüçîâàòü
îòõîäû îñíîâíîãî ïðîèçâîäñòâà. Äëÿ ýòîãî íàìå÷àåòñÿ íàëà-
äèòü âûïóñê èçäåëèé øèðîêîãî ïîòðåáëåíèÿ. Èçâåñòíî, ÷òî
îáåñïå÷åí ñáûò ëþáîãî êîëè÷åñòâà ïðîäóêöèè, íî êîëè÷åñòâî
èñõîäíûõ ìàòåðèàëîâ îãðàíè÷åíî è, êðîìå òîãî, ñòàâèòñÿ öåëü
äîñòè÷ü íàèáîëüøåé ïðèáûëüíîñòè ïðîèçâîäñòâà. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî ïðåäïðèÿòèå ðàñïîëàãàåò äâóìÿ âèäàìè ñûðüÿ (îò-
õîäû îñíîâíîãî ïðîèçâîäñòâà) â êîëè÷åñòâàõ 12 è 5 åäèíèö
ñîîòâåòñòâåííî, è íàìå÷àåòñÿ âûïóñê äâóõ âèäîâ èçäåëèé.
Çàòðàòû ðàçëè÷íûõ âèäîâ ñûðüÿ íà ïðîèçâîäñòâî åäèíèöû
ïðîäóêöèè ïåðâîãî âèäà ñîñòàâëÿþò 2 è 1 åäèíèöû, ðàñõîä
òåõ æå âèäîâ ñûðüÿ íà ïðîèçâîäñòâî åäèíèöû ïðîäóêöèè âòî-
ðîãî âèäà — 3 è 1 åäèíèöû ñîîòâåòñòâåííî. Îæèäàåìàÿ ïðè-
áûëü îò ðåàëèçàöèè åäèíèöû ïðîäóêöèè ïåðâîãî âèäà — 3 ó.å.,
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âòîðîãî âèäà — 4 ó.å. ×òîáû ñîñòàâèòü ïëàí ïðîèçâîäñòâà
(õ1; õ2), îáåñïå÷èâàþùèé ïðåäïðèÿòèþ íàèáîëüøóþ âîçìîæ-
íîñòü ïðèáûëè îò ðåàëèçàöèè äâóõ âèäîâ èçäåëèé øèðïîòðå-
áà, ñëåäóåò ðåøèòü çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ìàê-
ñèìèçèðîâàòü ïðèáûëü:

Z = 3õ1 + 4õ2,

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ ïî ðåñóðñàì

   2õ1 + 3õ2 ≤ 12,

  õ1 + õ2≤ 5,

è åñòåñòâåííûõ óñëîâèÿõ

õ1 ≥ 0, õ2 ≥ 0.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ïðè èçó÷åíèè âîïðîñà îá èñ-
ïîëüçîâàíèè îòõîäîâ îñíîâíîãî ïðîèçâîäñòâà íà ïðåäïðèÿòèè
âûÿâèëàñü äðóãàÿ âîçìîæíîñòü — ïðÿìàÿ ðåàëèçàöèÿ îòõî-
äîâ íà ñòîðîíó. Ïðè ýòîì ïîêóïàòåëü ñ÷èòàåò íåîáõîäèìûì
ðàññìîòðåòü ðàçëè÷íûå âàðèàíòû öåí íà ñûðüå, èáî ðå÷ü èäåò
îá îòõîäàõ ïðîèçâîäñòâà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ó1 ïðåäïîëàãàå-
ìóþ öåíó åäèíèöû ñûðüÿ ïåðâîãî âèäà, ÷åðåç ó2 — öåíó åäè-
íèöû ñûðüÿ âòîðîãî âèäà. Îáùàÿ ñòîèìîñòü ñûðüÿ ñîñòàâèò:

Ò = 12ó1 + 5ó2.

Ïîêóïàòåëü òðåáóåò, ÷òîáû ýòà ñóììà áûëà ìèíèìèçèðî-
âàíà. Ïðÿìàÿ ðåàëèçàöèÿ îòõîäîâ öåëåñîîáðàçíà òîëüêî â òîì
ñëó÷àå, êîãäà âûðó÷êà îò ïðîäàæè ìàòåðèàëîâ, ðàñõîäóåìûõ
íà èçãîòîâëåíèå åäèíèöû êàæäîãî èçäåëèÿ, íå ìåíüøå, ÷åì
ïðèáûëü îò ïðîäàæè ãîòîâîãî èçäåëèÿ:

   2ó1 + ó2 ≥ 3,

  3ó1 + ó2 ≥ 4,

ïðè÷åì öåíû íå ìîãóò áûòü îòðèöàòåëüíûìè

ó1 ≥ 0, ó2 ≥ 0.
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Ìû ïîëó÷àåì íîâóþ çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ, íàçûâàåìóþ äâîéñòâåííîé ïåðâîé çàäà÷å. Åå íàäî ðå-
øèòü òàê, ÷òîáû óêàçàòü öåíû ðàçëè÷íûõ âèäîâ ñûðüÿ, ïî-
çâîëÿþùèå ñîáëþñòè êàê èíòåðåñû ïîêóïàòåëÿ, òàê è ïðî-
äàâöà. Çäåñü èìååòñÿ â âèäó îòíîñèòåëüíàÿ ñòîèìîñòü ñûðüÿ ñ
òî÷êè çðåíèÿ äîõîäîâ, ïîëó÷àåìûõ ïðåäïðèÿòèåì ïðè ïåðå-
ðàáîòêå ýòîãî ñûðüÿ â ãîòîâóþ ïðîäóêöèþ.

Ñâÿçü ìåæäó äâóìÿ ðàññìîòðåííûìè çàäà÷àìè ëèíåéíî-
ãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ î÷åâèäíà: èìåÿ îäíó çàäà÷ó, ôîðìàëü-
íî ìîæíî ïîñòðîèòü äðóãóþ çàäà÷ó. Îáîáùèì ðåçóëüòàòû.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ îãðà-
íè÷åíèÿìè — íåðàâåíñòâàìè.

Íàéòè ðåøåíèå x = (õ1, õ2, …, õn), óäîâëåòâîðÿþùåå
ñèñòåìå íåðàâåíñòâ

à11õ1 + à12õ2 + … + à1nõn≤ b1,

à21õ1 + à22õ2 + … + à2nõn  ≤ b2,

……………………………..………..……….

àm1õ1 + àm2õ2 + … + àmnõn ≤ bm (3.1)

è óñëîâèÿì íåîòðèöàòåëüíîñòè

õj ≥ 0,    (j = n,1 ), (3.2)

äëÿ êîòîðîãî ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ

Z = c1õ1 + c2õ2 + … + cnõn  (3.3)

äîñòèãàåò max.
Ïîñòðîèì äðóãóþ çàäà÷ó.

Íàéòè ðåøåíèå y  = (ó1, ó2, …, óm), óäîâëåòâîðÿþùåå
ñèñòåìå íåðàâåíñòâ

à11ó1 + à21ó2 + … + àm1óm ≥ c1,

à12ó1 + à22ó2 + … + à m2óm ≥ c2,

……………………………..………..………

à1nó1 + à2nó2 + … + àmnóm ≥ cn (3.1′)
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è óñëîâèÿì íåîòðèöàòåëüíîñòè

ói ≥ 0, (i = m,1 ), (3.2′)

äëÿ êîòîðîãî ôóíêöèÿ

Ò = b1y1 + b2ó2 + … + bmóm (3.3′)

äîñòèãàåò min.
Çàäà÷à (3.1) íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííîé ê çàäà÷å (3.1′). Ìîæ-

íî òàêæå ñêàçàòü, ÷òî è çàäà÷à (3.1′) ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííîé ê
çàäà÷å(3.1). ßñíî, ÷òî çàäà÷à äâîéñòâåííàÿ ê äâîéñòâåííîé,
ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé. Ïîýòîìó ýòè çàäà÷è íàçûâàþòñÿ âçàèìíî
äâîéñòâåííûìè èëè ñèììåòðè÷íûìè äâîéñòâåííûìè çàäà÷àìè.

Òåñíàÿ ñâÿçü ìåæäó çàäà÷àìè äâîéñòâåííîé ïàðû ïîçâî-
ëÿåò ïîëó÷èòü ðåøåíèå ëþáîé èç íèõ, ðåøàÿ êàê ïðÿìóþ,
òàê è ñîïðÿæåííóþ çàäà÷ó.

Ñîâìåñòíîå ðàññìîòðåíèå òàêèõ ïàð äâîéñòâåííûõ çà-
äà÷ îêàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíûì ñðåäñòâîì ïðè òåîðåòè÷åñêîì
èññëåäîâàíèè ïðîáëåì ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ïîñò-
ðîåíèÿ ðàçëè÷íûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ, à òàêæå ïðè
ïðîâåäåíèè êà÷åñòâåííûõ èññëåäîâàíèé â çàäà÷àõ ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Âîîáùå çíàíèå äâîéñòâåííîé ïðîöåäóðû
ïîçâîëÿåò îñóùåñòâëÿòü ðåøåíèå áîëåå ãèáêî, ïðèíîðàâëè-
âàÿñü ê êîíêðåòíûì îñîáåííîñòÿì êîíêðåòíûõ çàäà÷.

3.2. Îñíîâíûå òåîðåìû äâîéñòâåííîñòè

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáûõ äîïóñòèìûõ ðåøåíèé x= (õ1, õ2, …,

õn) è y = (ó1, ó2, …, óm) ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷ ëèíåé-
íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:

∑
=

n

1j
jjxc ≤ ∑

=

m

1i
iiyb , (3.4)

êîòîðîå ÷àñòî íàçûâàåòñÿ îñíîâíûì íåðàâåíñòâîì òåîðèè
äâîéñòâåííîñòè.
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Ýêîíîìè÷åñêîå ñîäåðæàíèå ýòîãî íåðàâåíñòâà ñîñòîèò â
òîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî ïëàíà ïðîèçâîäñòâà
х ° = ( оx1 , оx2 , …, о

nx è ëþáîãî äîïóñòèìîãî âåêòîðà îöåíîê
ðåñóðñîâ y ° = ( оy1 , оy2 , …, о

my ) îáùàÿ ñòîèìîñòü âñåãî ïðî-
èçâåäåííîãî ïðîäóêòà íå áîëüøå ñóììàðíîé îöåíêè ðåñóðñîâ.

Ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ òåîðèè äâîéñòâåííîñòè îïè-
ðàþòñÿ íà ñëåäóþùóþ òåîðåìó, óñòàíàâëèâàþùóþ ñîîòíî-
øåíèÿ ìåæäó çíà÷åíèÿìè öåëåâûõ ôóíêöèé äâîéñòâåííûõ
çàäà÷.

Òåîðåìà î ìèíèìàêñå (íåîáõîäèìûé ïðèçíàê îïòèìàëü-
íîñòè äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ). Åñëè îäíà èç äâîéñòâåííûõ çà-
äà÷ èìååò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå, òî äðóãàÿ òàêæå èìååò îï-
òèìàëüíîå ðåøåíèå, ïðè÷åì, äëÿ ëþáûõ îïòèìàëüíûõ ðåøå-
íèé, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî:

Z( x ) = Ò( y ); Zmax = Tmin. (3.5)

Åñëè æå îäíà èç äâîéñòâåííûõ çàäà÷ íå ðàçðåøèìà èç-
çà Zmax→ ∞(èëè Tmin)→ ∞, òî äðóãàÿ çàäà÷à íå èìååò äîïóñòè-
ìûõ ðåøåíèé.

Äàííàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ïåðâîé îñíîâíîé òåîðåìîé äâîé-
ñòâåííîñòè.

Â òåðìèíàõ îöåíîê òåîðåìà ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâà-
íà ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëü-
íîãî ïëàíà, ìàêñèìèçèðóþùåãî âûïóñê ïðîäóêöèè, ðàçðå-
øèìà, òî ðàçðåøèìà è çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ìèíèìàëüíûõ
îöåíîê ðåñóðñîâ, ïðè÷åì öåíà, ïðîäóêòà, ïîëó÷åííîãî ðåà-
ëèçàöèåé îïòèìàëüíîãî ïëàíà, ñîâïàäàåò ñ ñóììàðíîé îöåí-
êîé ðåñóðñîâ.

Òåîðåìà (äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëü-

íîãî ðåøåíèÿ). Åñëè x  è y  äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ ïàðû äâîé-
ñòâåííûõ çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî Zmax =

= Tmin, òî x  åñòü îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è, à
y — äâîéñòâåííîé.

Ýêîíîìè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïëàí ïðîèçâîäñòâà è
âåêòîð îöåíîê ðåñóðñîâ ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè òîãäà è
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òîëüêî òîãäà, êîãäà öåíà ïðîèçâåäåííîé ïðîäóêöèè è ñóì-
ìàðíàÿ îöåíêà ðåñóðñîâ ñîâïàäàþò. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî îöåí-
êè âûñòóïàþò êàê èíñòðóìåíò áàëàíñèðîâàíèÿ çàòðàò è ðå-
çóëüòàòîâ.

Òåîðåìà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåøåíèå х ° = ( оx1 , оx2 , …, о
nx ) 

ñèñòåì óñëîâèé ïàðû äâîéñòâåííûõ çàäà÷ ÿâëÿëèñü îïòèìàëü-
íûìè ðåøåíèÿìè ýòèõ çàäà÷, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âû-
ïîëíåíèå óñëîâèé:

о
jx  ( ∑

=
−

m

1i
j

o
iij cya ) = 0,      j = n,1  ,  (3.6)

о
iy  ( ∑

=
−

n

1j
i

o
jij bxa ) = 0,    i = m,1 ,  (3.7)

ò. å. åñëè äëÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ îäíîé èç çàäà÷ êàêîå-
ëèáî íåðàâåíñòâî óäîâëåòâîðÿåòñÿ êàê ñòðîãîå íåðàâåíñòâî,
òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó êîìïîíåíòà îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ
äâîéñòâåííîé çàäà÷è äîëæíà ðàâíÿòüñÿ íóëþ è íàîáîðîò. Èíû-
ìè ñëîâàìè,

åñëè о
jx  > 0 äëÿ íåêîòîðîãî j, òî ∑

=

m

i

o
iij ya

1
 =cj (3.6′)

è åñëè ∑
=

m

i

o
iij ya

1
 > cj, òî 

о
jx = 0; (3.6″)

èëè æå åñëè о
iy  > 0 äëÿ íåêîòîðîãî i, òî ∑

=

n

j

o
jij xa

1
= bi, (3.7′)

è åñëè ∑
=

n

j

o
jij xa

1
< bi, òî 

о
iy = 0. (3.7″)

Ýòî åñòü âòîðàÿ îñíîâíàÿ òåîðåìà äâîéñòâåííîñòè.
Ðàññìîòðèì åå ýêîíîìè÷åñêîå ñîäåðæàíèå. Èç ñîîòíîøå-

íèé (3.7′) è (3.7″) ñëåäóåò, ÷òî îöåíêè îïòèìàëüíîãî ïëàíà
âûñòóïàþò êàê ìåðà äåôèöèòíîñòè ðåñóðñîâ. Äåôèöèòíûé
ðåñóðñ, ïîëíîñòüþ èñïîëüçóåìûé ïî îïòèìàëüíîìó ïëàíó
ïðîèçâîäñòâà, èìååò ïîëîæèòåëüíóþ îöåíêó, à íåäåôèöèò-
íûé ðåñóðñ, íå ïîëíîñòüþ èñïîëüçóåìûé, èìååò íóëåâóþ
îöåíêó. Èç ñîîòíîøåíèé (3.6′) è (3.6″) ñëåäóåò, ÷òî îöåíêè îï-
òèìàëüíîãî ïëàíà âûñòóïàþò êàê èíñòðóìåíò îïðåäåëåíèÿ
ýôôåêòèâíîñòè îòäåëüíûõ òåõíîëîãè÷åñêèõ ñïîñîáîâ. Íåêî-
òîðûé äàííûé ñïîñîá ïðîèçâîäñòâà èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî â òîì
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ñëó÷àå, êîãäà ïðè åãî ðåàëèçàöèè îöåíêà çàòðà÷åííûõ ðå-
ñóðñîâ è öåíà ïîëó÷åííîé ïðîäóêöèè ñîâïàäàþò.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó, ñôîðìèðîâàííóþ â 3.1.

Ïðÿìàÿ çàäà÷à Äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à

2х1+3х2 ≤ 12,   2у1 + у2 ≥ 3, 

 х1 + х2 ≤ 5,    3у1 + у2 ≥ 4, 

х1 ≥ 0, х2 ≥ 0.   у1 ≥ 0, у2 ≥ 0. 

Z = 3х1+4х2    (max).   Т = 12у1+5у2      (min). 

(a) (a′) 

Ãåîìåòðè÷åñêîå ðåøåíèå (ðèñ. 3.1).

Ðèñ. 3.1

Èç ãåîìåòðè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

опmх = (3;2), опmy = (1;1),

Zmax = Z( опmх ) = 17. Òmin = T( опmy ) = 17.

Ïðèâåäåì çàäà÷è (3.1) — (3.3) è (3.1′) — (3.3′) ê êàíîíè÷åñ-
êîé ôîðìå, äëÿ ÷åãî ââåäåì â íåðàâåíñòâà (a) è (a′) ñîîòâåò-
ñòâåííî áàëàíñîâûå (âûðàâíèâàþùèå) ïåðåìåííûå õ3≥ 0, õ4≥ 0
è ó3 ≥ 0, ó4 ≥ 0. Ïîñêîëüêó â íåðàâåíñòâå (a′) áàëàíñîâûå ïå-
ðåìåííûå ââîäÿòñÿ ñî çíàêîì “–“ è íå ìîãóò ïîýòîìó ñëó-
æèòü â êà÷åñòâå èñõîäíûõ áàçèñíûõ ïåðåìåííûõ, óìíîæèì
ïîëó÷åííûå èç (a′) óðàâíåíèÿ íà “–1“.

 

 

 

 

 

 

)4;3(С  

)2;3(В  

С Х1 0 

Х2 

А 

 

 

 

 

 

 

 

D 

)5;12(b  
)1;1(Е  

F y10 

y2
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Âñå ÷ëåíû ñ ïåðåìåííûìè â öåëåâûõ ôóíêöèÿõ ïåðåíå-
ñåì â ëåâûå ÷àñòè.

Òîãäà çàäà÷è (a) è (a′) â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå çàïèøóòñÿ â
âèäå:

2х1+3х2+х3=12,   2(–у1)+( –у2)+у3=–3, 

х1+х2+х4=5,    3(–у1)+( –у2)+у4=–4, 

–3х1–4х2+Z=0.   12(–у1)+5(–у2)+Т=0. 

(b) (b′) 

Èñõîäíûå òàáëèöû (3.1) — (3.1′):

Òàáëèöà 3.1 Òàáëèöà 3.1′

Ðàñøèðåííûå ìàòðèöû ñèñòåì âçàèìíî òðàíñïîíèðîâàí-
íûå.

Òðàíñïîíèðîâàâ âòîðóþ òàáëèöó è ñîâìåñòèâ åå ñ ïåð-
âîé, ïîëó÷èì ñîâìåñòíóþ òàáëèöó.

Òàáëèöà 3.1″

        
 

 
Б.П. у3 у4 

С.П. 
С.П. 

Б.П. х1 х2 

Т 

–у1 x3 2 3 12 

–у2 х4 1 1 5 

Z –3 –4 0 

   С.П. 
Б.П. х1 х2 1 

x3 2 3 =12 

х4 1 1 =5 

Z –3 –4 =0 

  С.П. 
Б.П. –у1 –у2 1 

у3 2 1 =–3 

y4 3 1 =–4 

Т 12 5 =0 
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Ðàññìîòðèì ïðàâèëî âûáîðà ðàçðåøàþùåãî ýëåìåíòà è
àëãîðèòì ñèìïëåêñíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Ðåøåíèå çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè (ñâîáîäíûå ÷ëåíû ïîëî-
æèòåëüíûå):

1. Ñòîëáåö ñ íàèìåíüøèì îòðèöàòåëüíûì ýëåìåíòîì â z-
ñòðîêå íàçîâåì ðàçðåøàþùèì.

2. Ñâîáîäíûå ÷ëåíû äåëèì íà ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåí-
òû ðàçðåøàþùåãî ñòîëáöà, è íàèìåíüøåå ïîëîæèòåëüíîå îò-
íîøåíèå áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ðàçðåøàþùåé ñòðîêå.

Ðåøåíèå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè (ñâîáîäíûå ÷ëåíû îòðè-
öàòåëüíûå):

1. Ñòðîêó ñ íàèìåíüøèì îòðèöàòåëüíûì ýëåìåíòîì â 1-
ñòîëáöå íàçîâåì ðàçðåøàþùåé.

2. Ýëåìåíòû Ò-ñòðîêè äåëèì íà ñîîòâåòñòâóþùèå ýëå-
ìåíòû ðàçðåøàþùåé ñòðîêè, è íàèìåíüøåå ïîëîæèòåëüíîå
îòíîøåíèå áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ðàçðåøàþùåìó ñòîëáöó.

Íà ïåðåñå÷åíèè ðàçðåøàþùåé ñòðîêè è ðàçðåøàþùåãî
ñòîëáöà ñòîèò ðàçðåøàþùèé ýëåìåíò. Ñîâåðøàåì ñèìïëåêñ-
íîå ïðåîáðàçîâàíèå ñ âûáðàííûì ðàçðåøàþùèì ýëåìåíòîì
ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó.

1. Íà ìåñòå ðàçðåøàþùåãî ýëåìåíòà ñòîèò âåëè÷èíà åìó
îáðàòíàÿ.

2. Íîâûå ýëåìåíòû, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçðåøàþùåé ñòðî-
êå, ðàâíû ñòàðûì ýëåìåíòàì ðàçðåøàþùåé ñòðîêè, äåëåí-
íûì íà ðàçðåøàþùåå ÷èñëî.

3. Íîâûå ýëåìåíòû, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçðåøàþùåìó ñòîë-
áöó, ðàâíû ñòàðûì ýëåìåíòàì ðàçðåøàþùåãî ñòîëáöà, âçÿòûì
ñ îáðàòíûì çíàêîì è äåëåííûì íà ðàçðåøàþùåå ÷èñëî.

4. Íîâûå ýëåìåíòû, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçðåøàþùåé ñòðî-
êå, ðàâíû ñòàðûì ýëåìåíòàì ðàçðåøàþùåé ñòðîêè, âçÿòûì ñ
îáðàòíûì çíàêîì è äåëåííûì íà ðàçðåøàþùåå ÷èñëî.

5. Íîâûå ýëåìåíòû, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçðåøàþùåìó
ñòîëáöó, ðàâíû ñòàðûì ýëåìåíòàì ðàçðåøàþùåãî ñòîëáöà,
äåëåííûì íà ðàçðåøàþùåå ÷èñëî.

6. Ñîîòâåòñòâ. Ñîîòâåòñòâ
Îñòàëüíûå Ñòàðûå ÷èñëî â ðàçðåø. × ÷èñëî â ðàçðåø.

íîâûå =  ýëåìåíòû – ñòðîêå ñòîëáöå
ýëåìåíòû Ðàçðåøàþùåå ÷èñëî
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Òàáëèöà 3.2″

7. Ïîëó÷åííûé ïëàí áóäåò îïòèìàëüíûé, åñëè â z-ñòðîêå
íå áóäåò îòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ.

8. Ïîëó÷åííûé ïëàí áóäåò îïòèìàëüíûé, åñëè â 1-ñòîëá-
öå íå áóäåò îòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ.

Âûïîëíÿÿ ñèìïëåêñ-ïðåîáðàçîâàíèå ñ ðàçðåøàþùèì ýëå-
ìåíòîì “3”, ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ïëàíû (òàáë. 3.2, 3.2′, 3.2″).

Òàáëèöà 3.2 Òàáëèöà 3.2′

   С.П. 
 

Б.П. 
х1 х3 1 

х2 3
2  

3
1 4 

x4 3
1 

3
1

−  1 

Z 
3
1

−  
3
4  16 

 

   С.П. 
 

Б.П. 
–у4 –у2 1 

y3 
3

2  
3

1  
3

1
−  

у1 
3

1  
3
1

−  
3
4  

Т 4 1 16 

 Б.П. у3 у1 

С.П. 
С.П. 

Б.П. х1 х3 

Т 

–у4 х2 
3

2  
3
1  4 

–у2 x4 
3
1  

3

1
−  1 

Z 
3

1
−  

3

4  16 
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Ñîâåðøàÿ ñèìïëåêñ-ïðåîáðàçîâàíèå ñ ðàçðåøàþùèì ýëå-

ìåíòîì “
3

1
”, ïîëó÷èì íîâûé ïëàí ðåøåíèÿ (òàáë. 3.3, 3.3′, 3.3″).

Îòñþäà ñëåäóåò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå:

опmх = (3;2); опmy = (1;1); Zmax= Z( опmх ) = Òmin= T( опmy ) = 17.

Ïåðåõîä îò òàáëèöû 3.1 ê òàáëèöå 3.2 äëÿ ïðÿìîé çàäà÷è
ñîîòâåòñòâóåò ãåîìåòðè÷åñêè äâèæåíèþ îò âåðøèíû 0 (0, 0)
ê âåðøèíå À (0; 4). Äëÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷è ýòîò ïåðåõîä
ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèþ îò òî÷êè 0 (0; 0) ê òî÷êå (; 0), êîòî-
ðûå íå ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè îáëàñòè äîïóñòèìûõ ðåøåíèé,
ò. å. ìû ïðèáëèæàåìñÿ ê îïòèìàëüíîìó çíà÷åíèþ ìèíèìèçè-
ðóåìîé ôóíêöèè ñî ñòîðîíû ìåíüøèõ çíà÷åíèé ýòîé ôóíê-
öèè. Ïðè ýòîì ìû ïåðåõîäèì îò îäíîãî íåäîïóñòèìîãî ðå-

Òàáëèöà 3.3 Òàáëèöà 3.3′

Òàáëèöà 3.3″

   С.П. 
Б.П. х4 х3 1 

х2 –2 1 2 

х1 3 –1 3 

Z 1 1 17 

   С.П. 
Б.П. –у4 –у3 1 

у2 –2 3 1 

у1 1 –1 1 

Т 2 3 17 

 Б.П. у2 у1 

С.П. 
С.П. 

Б.П. х4 х3 

Т 

–у4 х2 –2 1 2 

–у3 х1 3 –1 3 

Z 1 1 17 



102

øåíèÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷è ê äðóãîìó, ïîêà íå äîñòèãíåì
íåêîòîðîãî åå äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ. Ýòî ðåøåíèå è áóäåò
îïòèìàëüíûì.

3.3. Äâîéñòâåííûé ñèìïëåêñíûé ìåòîä

Åñëè òðåáóåòñÿ ðåøèòü íåêîòîðóþ çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ, òî ìû ìîæåì äëÿ íåå ñîñòàâèòü äâîéñòâåí-
íóþ è ðåøèòü ñ ïîìîùüþ ñèìïëåêñíîãî ìåòîäà. Â ðåçóëüòà-
òå, ñîãëàñíî ïåðâîé òåîðåìå äâîéñòâåííîñòè, áóäåò ïîëó÷å-
íî è ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è. Íî íà ïðàêòèêå ÷àñòî äâîé-
ñòâåííóþ çàäà÷ó íå ôîðìóëèðóþò, à íåïîñðåäñòâåííî ðåøà-
þò èñõîäíóþ çàäà÷ó, ïîëó÷àÿ îïòèìàëüíûé ïëàí ðåøåíèÿ, à
çàòåì, îïèðàÿñü íà âòîðóþ òåîðåìó äâîéñòâåííîñòè, ñòðîÿò
îïòèìàëüíûé ïëàí ðåøåíèÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷è.

Ðàññìîòðèì ýòîò ìåòîä íà êîíêðåòíîì ïðèìåðå.

Ïðÿìàÿ çàäà÷à Äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à

–3х1+2х2 ≤ 1,       –3у1+у2+2у3+3у4 ≥ 1, 

    х1+2х2 ≤ 14,          2у1+2у2+у3 – у4 ≥ 1, 

   2х1+х2 ≤ 13,         уi ≥ 0, (I = 1,2,3,4). 

  3х1 – х2 ≤ 12,          Т = у1+14у2+13у3+12у4 (min). 

 х1 ≥ 0, х2 ≥ 0. 

Ïðèâåäåì ïðÿìóþ è äâîéñòâåííóþ çàäà÷è ê êàíîíè÷åñ-
êîìó âèäó:

–3х1+2х2+х3 = 1, 

 х1+2х2+х4 = 14,    –3(–у1)+( –у2)+2(–у3)+3(–у4 )+у5 = –1, 

 2х1+х2+х5 = 13,     2(–у1)+2(-у2)+(-у3) – (–у4)+у6 = –1, 

 3х1 – х2+х6 = 12,      (–у1)+14(–у2)+13(–у3)+12(–у4)+Т = 0. 

–х1 – х2 +Z = 0. 
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Ñîâåðøàÿ òðè øàãà ñèìïëåêñíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïîëó-
÷èì îïòèìàëüíîå ðåøåíèå äâîéñòâåííîé çàäà÷è (òàáë. 3.4 —
òàáë. 3.7).

Òàáëèöà 3.4

Òàáëèöà 3.5

Òàáëèöà 3.6

   С.П. 
Б.П. –у1 –у2 –у3 –у5 1 

у4 1 
3

1
−

 3

2
−

 3

1

 3

1

 

y6 1 
3

7

 3

5

 3

1
−

 3

4
−  

Т 13 10 5 4 4 

   С.П. 
Б.П. –у1 –у2 –у3 –у4 1 

у5 –3 1 2 3 –1 

у6 2 2 1 –1 –1 

Т 1 14 13 12 0 

   С.П. 
Б.П. –у1 –у2 –у6 –у5 1 

y4 5

7

 5

3

 5

2
−

 5

1

 5

1
−

 

у3 5
3

−
 5

7
−  

5

3

 5

1

 5
4

 

Т 10 3 3 5 8 
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 С.П.    Б.П. 
у1 у2 у3 у4        у5 у6 
 

х3 х4 х5 х6        х1 х2 
Б.П.    С.П. 

 

Òàê êàê â 1-ñòîëáöå è â Ò-ñòðîêå âñå ýëåìåíòû íåîòðè-
öàòåëüíû, òî ïîëó÷èëè îïòèìàëüíûé ïëàí.

Èçâåñòíî, ÷òî, åñëè îäíà èç ïåðåìåííûõ ÿâëÿåòñÿ áàçèñ-
íîé (Á.Ï.) (ñâîáîäíîé (Ñ.Ï.)) äëÿ îäíîé çàäà÷è, òî ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ åé äðóãàÿ ïåðåìåííàÿ ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé (áàçèñ-
íîé) â äâîéñòâåííîé çàäà÷å.

Óñòàíàâëèâàåì ñîîòâåòñòâèå ïåðåìåííûõ:

Òàáëèöà 3.7

Òðàíñïîíèðóÿ òàáë. 3.7 è ââîäÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðå-
ìåííûå õj âìåñòî ïåðåìåííûõ (± ói), ïîëó÷èì îïòèìàëüíûé
ïëàí ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è (òàáë. 3.8).

Îòêóäà опmх = (4; 5; 3; 0; 0; 5), Zmax = 9.
Ïðèìåíåííûé ìåòîä íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííûì ñèìïëåê-

ñíûì ìåòîäîì. Ðàññìîòðèì åãî ïðåèìóùåñòâà.
Äâîéñòâåííûé ñèìïëåêñíûé ìåòîä ïîçâîëÿåò ðåøàòü çà-

äà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ñèñòåìû îãðàíè÷åíèé êî-
òîðûõ ïðè ïîëîæèòåëüíîì áàçèñå ñîäåðæàò ñâîáîäíûå ÷ëå-

   С.П. 
Б.П. –у1 –у4 –у6 –у5 1 

у2 
5

7
−  

3

5

 3
2

 3
1

−
 3

1

 

у3 3

8

 3

7
−  

3
1

−
 3

2
 3

1

 

Т 3 5 5 4 9 



105

íû ëþáîãî çíàêà. Ýòîò ìåòîä ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü êîëè÷å-
ñòâî ïðåîáðàçîâàíèé ñèñòåìû îãðàíè÷åíèé, à òàêæå ðàçìå-
ðû ñèìïëåêñíîé òàáëèöû.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð.
Íàéòè min çíà÷åíèå ôóíêöèè Ò = 3õ1 + 2õ2 – 4õ3 ïðè

îãðàíè÷åíèÿõ:

õ1 + õ2– 2õ3 ≥ 4,

3õ1 + õ2– 4õ3 ≥ 7,  

õj≥ 0 (j = 1,2,3).

Èñõîäíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò âèä:

   (–õ1) + (–õ2) – 2(–õ3) + õ4 = –4,

  3(–õ1) + (–õ2) – 4(–õ3) + õ5 = –7,

   3(–õ1) + 2(–õ2) – 4(–õ3) + Ò = 0.

Òàáëèöà 3.8

С.П. 
Б.П. х4 х5 1 

х3 3
7

−
 3

8
 

3 

х6 3
5

 3
7

−
 

5 

х2 3
2

 3
1

−
 

5 

х1 
3
1

−
 3

2
 

4 

Z 
3
1

 3
1

 
9 
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Åé ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùàÿ ñèìïëåêñíàÿ òàáëèöà
(òàáë. 3.9).

Òàáëèöà 3.9

Ñäåëàåì äâà øàãà ñèìïëåêñíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ ðàçðå-

øàþùèìè ýëåìåíòàìè   1  (òàáë. 3.9) è   2  (òàáë. 3.10).

Òàáëèöà 3.10

Òàáëèöà 3.11

   С.П. 
Б.П. –х1 –х2 –х3 1 

x4 1 1 –2 –4 

х5 3 1 –4 –7 

Т 3 2 –4 0 

   С.П. 
Б.П. –х1 –х4 –х3 1 

х2 –1 1 2 4 

x5 2 1 –2 –3 

Т 1 2 0 8 

   С.П. 
Б.П. –х5 –х4 –х3 1 

х2 
2

1
−  

2

3  1 
2

5  

х1 
2

1  
2

1
−  1 

2

3  

Т 
2

1  
2

3  1 
2

19 
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Îòñþäà,  опmх = ( 
2

3
;  

2

5
; 0) è Tmin =  2

19
.

Óñòàíàâëèâàåì ñîîòâåòñòâèå ïåðåìåííûõ:

 С.П.    Б.П. 
х1 х2 х3 х4 х5 

у3 у4 у5 у1 у2 

 Б.П.    С.П. 

Ñëåäîâàòåëüíî, опmy = (
2

3
;

2

1
), Zmax = 2

19
.

Äâîéñòâåííûé ñèìïëåêñíûé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ áîëåå óäîá-
íûì è â òîì ñëó÷àå, êîãäà â ïðÿìîé çàäà÷å ìíîæåñòâî ïåðå-
ìåííûõ, íî äâà èëè òðè óðàâíåíèÿ.

Ïðÿìàÿ çàäà÷à Äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à

a11x1 + a 12x2 + … + a 1nxn ≤ b1,     a 11y1 + a 21y2 ≥ c1, 

a 21x1 + a 22x2 + … + a 2nxn ≤ b2,     a 12y1 + a 22y2 ≥ c2, 

     xj ≥ 0 (j = 1, 2, …, n).     …………………. 

Z = c1x1 + c2x2 + … +cnxn (max).    a 1ny1 + a 2ny2 ≥ cn, 

  y1 ≥ 0, y2 ≥ 0. 

  T = b1y1 + b2y2 (min). 

Ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ çíà÷èòåëüíî ïðîùå (òàê æå êàê è ñ
òðåìÿ óðàâíåíèÿìè). Âî-ïåðâûõ, ïîñòðîèâ n-ìíîãîóãîëüíèê,
ïîëó÷èì îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ãåîìåòðè÷åñêèì ìåòîäîì, âî-
âòîðûõ, ââåäÿ íîâûå áàçèñíûå ïåðåìåííûå, ìîæíî áûñòðî
ðåøèòü äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó, à, èìåÿ ñèìïëåêñíóþ òàáëèöó
îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷è, íåòðóäíî îïðå-
äåëèòü ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð.
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Ïðÿìàÿ çàäà÷à Äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à

2х1 + 2х2 + х3 + х4 + 2х5 + х6 ≤ 1, 

4х1 + 3х2 – х3 – 2х4 – х5 + 2х6 ≤ 1, 

     xj ≥ 0 (j = 1, 2, …, 6). 

Z = х1 + 3х2 + 2х3 – 3х5 – х6 (max). 

2y1 + 4y2 ≥ 1, 

2y1 + 3y2 ≥ 3, 

 y1 – y2 ≥ 2, 

 y1 – 2y2 ≥ 0, 

 2y1 – y2 ≥ –3, 

 y1 + 2y2 ≥ –1, 

 y1 ≥ 0, y2 ≥ 0. 

 T = y1 + y2 (min).

Ðàññìîòðèì ãåîìåòðè÷åñêîå ðåøåíèå äâîéñòâåííîé çà-
äà÷è (ðèñ.3.2).

Ðèñ. 3.2

у2=0 

А(2;0) 

у1 
2 

у5=0 

(4) 

)1;1(c  

(3) 
(6) 

1 

у2 

(2) 

(1) 

-1 

(5) 
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Îïòèìàëüíàÿ âåðøèíà À (2; 0), ñîîòâåòñòâóþùàÿ îïòè-

ìàëüíîìó ðåøåíèþ опmy = (2; 0) è Òmin = 2, îáðàçîâàíà ïåðå-

ñå÷åíèåì ïðÿìûõ ó2 = 0 è ó1– ó2 = 2.
Äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó çàïèøåì â âèäå ñèñòåìû óðàâíåíèé:

2ó1 + 4ó2 – ó3 = 1,

2ó1 + 3ó2 – ó4 = 3,

ó1 – ó2 – ó5 = 2,

ó1 – 2ó2 – ó6 = 0,

2ó1 – ó2 – ó7 = –3,

ó1 + 2ó2 – ó8 = –1,

–ó1 – ó2 + Ò = 0.

Òàê êàê â òî÷êå À ó2 = 0 è ó5 = 0, òî ýòè ïåðåìåííûå
äåëàåì ñâîáîäíûìè, à îñòàëüíûå — áàçèñíûìè (âñïîìîãàòåëü-
íûìè). Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé çàïèøåòñÿ â âèäå:

(–ó2) + (–ó5) + ó1 = 2,

6(–ó2) + 2(–ó5) + ó3 = 3,

5(–ó2) + 2(–ó5) + ó4 = 1,

–(–ó2) + (–ó5) + ó6 = 2,

(–ó2) + 2(–ó5) + ó7 = 7,

3(–ó2) + (–ó5) + ó8 = 3,

2(–ó2) + (–ó5) + Ò = 2.

Ñòðîèì ñèìïëåêñíóþ òàáë. 3.12.
Îòñþäà опmy = (2; 0; 3; 1; 0; 2; 7; 3) è Òmin = 2, òîãäà

ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå è äëÿ ïðÿìîé çàäà÷è.
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Óñòàíàâëèâàåì ñîîòâåòñòâèå ïåðåìåííûõ:
 
   С.П.   Б.П. 
у1 у2 у3 у4 у5 у6 у7 
х7 х8 х1 х2 х3 х4 х5 
   Б.П.    С.П. 

Òðàíñïîíèðóÿ òàáë. 3.12, ïîëó÷àåì îïòèìàëüíûé ïëàí
ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è (òàáë. 3.13).

Òàáëèöà 3.13

Òàáëèöà 3.12

Îòñþäà опmx = (0; 0; 1; 0; 0; 0; 0; 2) è Zmax = 2.
Ñ ïîìîùüþ äâîéñòâåííîãî ñèìïëåêñíîãî ìåòîäà ìîæíî

çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ðåøàòü ïðèáëèæåííî.

   С.П. 
Б.П. –у2 –у5 1 

у1 1 1 2 

у3 6 2 3 

у4 5 2 1 

у6 –1 1 2 

у7 1 2 7 

у8 3 1 3 

Т 2 1 2 

   С.П. 
Б.П. х7 х1 х2 х4 х5 х6 1 

х8 1 6 5 –1 1 3 2 

х3 1 2 2 1 2 1 1 

Z 2 3 1 2 7 3 2 
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Îäíó è òó æå çàäà÷ó ìîæíî ðåøàòü îáû÷íûì è äâîé-
ñòâåííûì ñèìïëåêñíûì ìåòîäîì è âñå âðåìÿ ñðàâíèâàòü â
ïðîöåññå ðåøåíèÿ ôóíêöèîíàëû Z è T. Êîãäà ðàçíèöà ìåæäó
ôóíêöèîíàëàìè îêàæåòñÿ íåáîëüøîé, ìîæíî ïðåêðàòèòü ðå-
øåíèå, çíàÿ, íàñêîëüêî èìåþùèéñÿ â ýòîò ìîìåíò ïëàí îò-
êëîíÿåòñÿ îò îïòèìóìà.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ðåøàåòñÿ ïðÿìàÿ (íà max) è äâîé-

ñòâåííàÿ (íà min) çàäà÷è. Òîãäà èçâåñòíî, ÷òî Z( x ) ≤ T( y ),

íî Z( x ) ≤ Zmax è T( y ) ≥ Òmin. Òàê êàê Zmax = Òmin, òî Z( x ) ≤
≤ Zmax≤ T( y ), èëè 0 ≤ Zmax – Z( x ) ≤ T( y ) – Z( x ), è åñëè

T( y ) ≈ Z( x ), òî Zmax≈ Z( x ), îòêóäà x ≈ опmx , ò. å., åñëè ðàñ-

õîæäåíèå ìåæäó Z( x ) è T( y ) íåçíà÷èòåëüíî, òî íàéäåííîå
äîïóñòèìîå ðåøåíèå ñëåäóåò ïðèíÿòü â êà÷åñòâå ïðèáëèæåí-
íîãî âûðàæåíèÿ äëÿ èñêîìîãî îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ.

Èíîãäà òàêèì ïóòåì óäàåòñÿ çíà÷èòåëüíî ñîêðàòèòü ÷èñ-
ëî íåîáõîäèìûõ îïåðàöèé (ñèìïëåêñíûõ ïðåîáðàçîâàíèé).

3.4. Ýêîíîìè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ
äâîéñòâåííûõ çàäà÷

Òåîðèÿ äâîéñòâåííîñòè ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
ïðåäñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ â îòíîøåíèè ñîâåðøåí-
ñòâîâàíèÿ ìåòîäîâ ïëàíèðîâàíèÿ è óïðàâëåíèÿ êàê íàðîäíûì
õîçÿéñòâîì, òàê è åãî îòäåëüíûìè çâåíüÿìè.

Ëþáóþ äåÿòåëüíîñòü â íàðîäíîì õîçÿéñòâå ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê ïðîöåññ çàòðàòû îïðåäåëåííûõ ðåñóðñîâ è
âûïóñêà íåêîòîðîé ïðîäóêöèè. Ïðîöåññ ýòîò ìîæåò ïðîèñõî-
äèòü â ðàçëè÷íûõ ôîðìàõ, âûïîëíÿòüñÿ ñ ïðèìåíåíèåì ðàç-
ëè÷íûõ ðåñóðñîâ. Ðåñóðñû, êàê ïðàâèëî, îãðàíè÷åíû, ïðè-
÷åì, ýôôåêòèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ ðåñóðñîâ â ðàçëè÷íûõ ïðî-
öåññàõ íå îäèíàêîâà. Ïîýòîìó âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ïðè-
ìåíåíèÿ àïïàðàòà ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ
ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî ïëàíèðîâàíèÿ è îðãà-
íèçàöèè ïðîèçâîäñòâà. Òåîðèÿ äâîéñòâåííîñòè ëèíåéíîãî ïðî-
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ãðàììèðîâàíèÿ óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó îïòèìàëüíûì ðàñ-
ïðåäåëåíèåì ðåñóðñîâ è íåêîòîðîé ñèñòåìîé îöåíîê íà ðå-
ñóðñû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïëàíó.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïëàíèðîâàíèÿ ðàáîòû íåêîòîðîãî ïðåä-
ïðèÿòèÿ, ïðîèçâîäÿùåãî n âèäîâ èçäåëèé. Ïðîèçâîäñòâî ýòèõ
èçäåëèé òðåáóåò ðàçëè÷íûõ âèäîâ ñûðüÿ, êîòîðîå íà äàííîì
ïðåäïðèÿòèè îãðàíè÷åíî. Â çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà ïðîèç-
âåäåííûõ êàæäîãî èç n âèäîâ èçäåëèé áóäåò çàòðà÷èâàòüñÿ
ðàçëè÷íîå êîëè÷åñòâî ñûðüÿ è ðàçëè÷íàÿ ñóììàðíàÿ âûðó÷-
êà îò ðåàëèçàöèè âûïóùåííîé ïðîäóêöèè.

Ñîñòàâèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü çàäà÷è. Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç aij ðàñõîä i-ãî âèäà ñûðüÿ íà ïðîèçâîäñòâî åäèíèöû j-ãî
âèäà èçäåëèÿ (i = m,1 ), (j = n,1 ), bi — çàïàñû i-ãî âèäà ñûðüÿ;
cj — âûðó÷êà îò ðåàëèçàöèè åäèíèöû j-ãî âèäà èçäåëèÿ; õj —
êîëè÷åñòâî èçäåëèé j-ãî âèäà, ïðîèçâåäåííîãî ïðåäïðèÿòè-
åì; (õ1, õ2,..., õn) — èñêîìûé ïëàí ïðîèçâîäñòâà, èçäåëèé.

Îãðàíè÷åíèÿ ïî çàïàñàì ñûðüÿ çàïèñûâàþòñÿ â âèäå:

a11x1 + a12x2 + … + a1nxn≤ b1,

a21x1 + a22x2 + … + a2nxn≤ b2,
………………………………..…………..

am1x1 + am2x2 + … + amnxn ≤ bm, (3.8)

ïðè÷åì ïî ñìûñëó çàäà÷è

xj ≥ 0,  (j = n,1 ). (3.9)

Ñëåäóåò íàéòè òàêîé âåêòîð x= (õ1, õ2,..., õn), ÷òîáû ñóì-
ìàðíàÿ âûðó÷êà îò ðåàëèçàöèè ïðîèçâåäåííîé ïðîäóêöèè (ïðè-
áûëü)

Z = c1õ1 + ñ2x2 + … + cnxn (3.10)

áûëà ìàêñèìàëüíîé.
Ìû ïðèøëè ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïóñòü

òðåáóåòñÿ îöåíèòü êàæäûé èç ïðèìåíÿåìûõ âèäîâ ñûðüÿ. Èñ-
êîìûå îöåíêè áóäóò îòíîñèòåëüíûìè è äîëæíû èçìåíÿòüñÿ ñ
èçìåíåíèåì îáúåìîâ ñûðüÿ, òàê êàê îäíî è òî æå ñûðüå äëÿ
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ðàçíûõ ïðåäïðèÿòèé ïðåäñòàâëÿåò ðàçëè÷íóþ öåííîñòü. Îò-
íîñèòåëüíîñòü îöåíîê ñâÿçàíà òàêæå ñ òåì, ÷òî îíè èçìåðÿ-
þòñÿ â åäèíèöàõ öåííîñòè âûïóñêàåìîé ïðîäóêöèè.

Ïóñòü yi öåíà (îöåíêà) åäèíèöû i-ãî âèäà ñûðüÿ. Ñòîèìîñòü
ñûðüÿ, çàòðà÷èâàåìîãî íà ïðîèçâîäñòâî åäèíèöû êîíå÷íîãî
ïðîäóêòà (èçäåëèÿ) j-ãî âèäà, ðàâíà

a1jy1 + a2jy2 + … + amjym.

Ýòî ñûðüå i-ãî âèäà åùå ïåðåðàáàòûâàåòñÿ, ïîýòîìó åãî
ïðîäàþò, ò. å. ðàññìîòðåííàÿ ñòîèìîñòü ñûðüÿ (îöåíêà) äîëæ-
íà áûòü íå ìåíüøå öåíû cj, ïîëó÷åííîé îò ðåàëèçàöèè. Ýòî
ïðèâîäèò ê ñèñòåìå óðàâíåíèé:

a11y1 + a21y2 + … + am1ym ≥ c1,

a12y1 + a22y2 + … + am2ym ≥ c2,

………………………………..…………..

a1ny1 + a2ny2 + … + amnym ≥ cn, (3.8′)

ïðè÷åì, îöåíêè åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü íåîòðèöàòåëüíûìè ÷èñ-
ëàìè

ói ≥ 0, (i = m,1 ). (3.9′)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îáùàÿ ñòîèìîñòü âñåõ çàïàñîâ ñûðüÿ
ðàâíà:

Ò = b1y1 + b2y2 + … + bmym (3.10′)

è îíà, åñòåñòâåííî, äîëæíà áûòü ìèíèìàëüíîé.
Ïîëó÷èëè çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ îöåíîê ðåñóðñîâ (çà-

ïàñîâ ñûðüÿ) ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷å ñîñòàâëåíèÿ ïëà-
íà èñïîëüçîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ âûïóñêà èçäåëèé.

Â ñèìïëåêñíîì ìåòîäå (ïðÿìàÿ çàäà÷à) çàäàåòñÿ èñõîä-
íûé ïëàí ïðîèçâîäñòâà. Àíàëèç ïëàíà ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü
åãî îïòèìàëüíîñòü ïðè äàííûõ îãðàíè÷åííûõ ðåñóðñàõ ñû-
ðüÿ, îáåñïå÷èâàþùåãî max òîâàðíîé ïðîäóêöèè, èëè óêà-
çàòü ïóòè åãî óëó÷øåíèÿ.
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Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé ñèñòåìû (3.8)
ïðÿìîé çàäà÷è ïîäâåðãàþòñÿ íåêîòîðûì èçìåíåíèÿì. Òîãäà
ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè öåëè Z òàêæå áóäåò èçìå-
íÿòüñÿ. Òåñíàÿ ñâÿçü ìåæäó ðåøåíèÿìè ïàðû äâîéñòâåííûõ
çàäà÷ ñîñòîèò åùå è â òîì, ÷òî õàðàêòåð èçìåíåíèÿ âåëè÷è-
íû Zmax ìîæíî îïðåäåëèòü c ïîìîùüþ êîìïîíåíò îïòèìàëü-
íîãî ðåøåíèÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷è.

Òåîðåìà (îá îöåíêàõ âëèÿíèÿ ðåñóðñîâ íà âûïóñê ïðî-
äóêöèè). Çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ ói â îïòèìàëüíîì ðåøåíèè äâîé-
ñòâåííîé çàäà÷è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îöåíêè âëèÿíèÿ ñâîáîä-
íûõ ÷ëåíîâ óðàâíåíèé ñèñòåìû (3.8) íà âåëè÷èíó ìàêñèìóìà
öåëåâîé ôóíêöèÿ (3.10) èñõîäíîé çàäà÷è, ò. å.

.y
b

Z
i

i

max =
∂

∂
(3.11)

Ïîýòîìó äâîéñòâåííûé ñèìïëåêñíûé ìåòîä íàçûâàþò òàê-
æå ìåòîäîì óòî÷íåíèÿ îöåíîê.

Ðàññìîòðèì ýêîíîìè÷åñêîå ñîäåðæàíèå òåîðåìû îá îöåí-
êàõ âëèÿíèÿ bi ía Zmax. Äâîéñòâåííàÿ îöåíêà óñòàíàâëèâàåò
êîëè÷åñòâåííóþ çàâèñèìîñòü ìåæäó ðàçëè÷íûìè ýëåìåíòàìè
çàäà÷è è äàåò êîëè÷åñòâåííóþ õàðàêòåðèñòèêó âîçìîæíûõ
èçìåíåíèé êàê óñëîâèé çàäà÷è, òàê è èìåâøèõñÿ ðåñóðñîâ ñ
òî÷êè çðåíèÿ ïðèíÿòîãî êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè. Îöåíêè îï-
òèìàëüíîãî ïëàíà âûñòóïàþò êàê ìåðà âëèÿíèÿ îáúåìîâ ðå-
ñóðñîâ íà âåëè÷èíó ìàêñèìóìà âûïóñêà ïðîäóêöèè. Äâîéñòâåí-
íàÿ îöåíêà äåìîíñòðèðóåò, íàñêîëüêî èçìåíèòñÿ çíà÷åíèå
ôóíêöèîíàëà â ñîîòâåòñòâóþùåé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å ïðè
ïðèðàùåíèè äàííîãî ðåñóðñà íà åäèíèöó. Ýòî çíà÷åíèå äâîé-
ñòâåííîé îöåíêè íå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà âñþ ñîâîêóïíîñòü
ðåñóðñîâ, à îòíîñèòñÿ ëèøü ê òåì åãî êîëè÷åñòâàì, êîòîðûå
íàõîäÿòñÿ îêîëî ïðåäåëà åãî èñïîëüçîâàíèÿ, ÿâëÿþòñÿ ïðå-
äåëüíûì çíà÷åíèåì.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî çäåñü èìåþòñÿ â âèäó äîñòàòî÷íî
ìàëûå ïðèðàùåíèÿ ðåñóðñîâ, òàê êàê èçìåíåíèå âåëè÷èí bi
â íåêîòîðûé ìîìåíò âûçîâåò èçìåíåíèå áàçèñíîãî íàáîðà íå-
èçâåñòíûõ èñõîäíîé çàäà÷è, ÷òî ïîâëå÷åò èçìåíåíèå îöåíîê
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ói. Îöåíêè ïîçâîëÿþò âûÿâèòü íàïðàâëåíèÿ ìåðîïðèÿòèé ïî
ðàñøèôðîâêå “óçêèõ” ìåñò, îáåñïå÷èâàþùèõ ïîëó÷åíèå íàè-
áîëüøåãî ýêîíîìè÷åñêîãî ýôôåêòà.

Äëÿ âûÿñíåíèÿ ýêîíîìè÷åñêîé èíòðåïðåòàöèè äâîéñòâåí-
íûõ çàäà÷ ðàññìîòðèì êîíêðåòíûé ïðèìåð.

Íàéòè îïòèìàëüíûé ïëàí âûïóñêà ÷åòûðåõ âèäîâ ïðî-
äóêòîâ, ïðè èçãîòîâëåíèè êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ òðè âèäà
ñûðüåâûõ ðåñóðñîâ À, Á è Â èç óñëîâèÿ ïîëó÷åíèÿ max òî-
âàðíîé ïðîäóêöèè (ïðèáûëè).

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà ïðÿìîé çàäà÷è áóäåò ñëå-
äóþùàÿ: ïóñòü òðåáóåòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü ôóíêöèþ

Z = 14õ1 + 10õ2 + 14õ3 + 11õ4 (a)

ïðè óñëîâèÿõ

4õ1 + 2õ2 + 2õ3 + õ4≤ 35,

õ1 + õ2 + 2õ3 + 3õ4≤ 30,  

3õ1 + õ2 + 2õ3 + õ4≤ 40,

õj ≥ 0, (j = 1,2,3,4). (b)

Ñòðîèì äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó.
Ïóñòü îöåíêà (öåíà) åäèíèöû ñûðüÿ À, Á è Â ñîîòâåò-

ñòâåííî áóäåò ó1, ó2 è ó3, òîãäà äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à èìååò
âèä:

4ó1 + ó2 + 3ó3≥ 14,

2ó1 + ó2 + ó3≥ 10,

2ó1 + 2ó2 + 2ó3≥ 14,

ó1 + 3ó2 + ó3≥ 11,

ói≥ 0, (i = 1,2,3). (b′)

T = 35y1 + 30y2 + 40y3.  (a′)
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Îòñþäà ñëåäóåò íàéòè îöåíêè (öåíû) ó1, ó2, ó3 åäèíèöû
ñûðüÿ À, Á, Â, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿëè áû íåðàâåíñòâàì è
äëÿ êîòîðûõ ôóíêöèÿ Ò äîñòèãàëà áû min.

Âèäíî, ÷òî â äâîéñòâåííîì ìåòîäå èñõîäíûì ïóíêòîì
àíàëèçà ÿâëÿåòñÿ çàäàííàÿ ñèñòåìà ïðåäâàðèòåëüíûõ îöåíîê
ïðîèçâîäñòâåííûõ ôàêòîðîâ. Ïîïûòêè ïîñòðîåíèÿ ïëàíà ïðî-
èçâîäñòâà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ñèñòåìå ïðåäâàðèòåëüíûõ îöå-
íîê, ïðèâîäÿò ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó èõ óòî÷íåíèþ. Ñèñòåìå
îöåíîê ïðîèçâîäñòâåííûõ ôàêòîðîâ (ïëàíó öåí) ñîîòâåòñòâó-
åò îïòèìàëüíûé ïëàí ïðîèçâîäñòâà.

Êàê âèäèì, ñóùíîñòü è ýêîíîìè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ
äâîéñòâåííîãî ìåòîäà äàþò îñíîâàíèå íàçûâàòü åãî ìåòî-
äîì ïîñëåäîâàòåëüíîãî óòî÷íåíèÿ îöåíîê. Â èòîãå æå äâîé-
ñòâåííàÿ çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè îöåíîê åäèíè-
öû êàæäîãî èç ðåñóðñîâ èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà èõ ñóììàðíîé
ñòîèìîñòè.

Âûáðàâ â êà÷åñòâå áàçèñíûõ ïåðåìåííûõ ïðÿìîé çàäà÷è
(a) — (b) ïåðåìåííûå õ2, õ3, õ7, ïðèäåì ê ñëåäóþùåé ñèñòå-
ìå óðàâíåíèé:

3õ1 –2õ4 + õ5 – õ6 + õ2 = 5,

–õ1 + 2

5
õ4 – 2

1
õ5 + õ6 + õ3 = 2

25
,

2õ1 – 2õ4 –õ6 + õ7 = 10,

2õ1 + 4õ4 + 3õ5 + 4õ6 + Z = 225,        

êîòîðóþ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñëåäóþùåé ñèìïëåêñíîé
òàáë. 3.14.

Îòñþäà, опmx = (0; 5; 
2

25
; 0; 0; 0; 10) è Zmax = 225.

Ïðè ýòîì îïòèìàëüíîì ïëàíå ðåñóðñû ñûðüÿ À è Á èñ-
ïîëüçóþòñÿ ïîëíîñòüþ (õ5 = õ6 = 0), à ðåñóðñû ñûðüÿ Â îñòà-
þòñÿ â êîëè÷åñòâå õ7 = 10 åä.
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Óñòàíàâëèâàåì ñîîòâåòñòâèå ïåðåìåííûõ ïðÿìîé è äâîé-
ñòâåííîé çàäà÷:

 
 С.П.    Б.П. 
х1 х2 х3 х4 х5 х6 х7 

у4 у5 у6 у7 у1 у2 у3 

 Б.П.    С.П. 

Òðàíñïîíèðóÿ òàáëèöó îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ ïðÿìîé
çàäà÷è è çàìåíÿÿ õj (j = 1, 2, …, 7) ñîîòâåòñòâóþùèìè (± ói)
(i = 1, 2, …, 7), ïîëó÷èì îïòèìàëüíûé ïëàí ðåøåíèÿ äâîé-
ñòâåííîé çàäà÷è (òàáë. 3.15).

Çàìåòèì, ÷òî ðåñóðñû ñûðüÿ À è Á, èñïîëüçóåìîãî â
îïòèìàëüíîì ïëàíå ïîëíîñòüþ áåç ðåçåðâà, ïîëó÷èëè ïîëî-
æèòåëüíûå îöåíêè 3 è 4, à ðåñóðñû ñûðüÿ Â, èñïîëüçóåìîãî
íå ïîëíîñòüþ, ò. å. èìåþùåãîñÿ â èçáûòêå, ïîëó÷èëè íóëåâóþ
îöåíêó: ó3 = 0. Ïåðâûå äâå îöåíêè ïîêàçûâàþò, ÷òî óâåëè÷å-
íèå ðåñóðñîâ ñûðüÿ À èëè Á íà åäèíèöó ïðèâåäåò ê óâåëè÷å-
íèþ Zmax ñîîòâåòñòâåííî íà 3 èëè 4 åäèíèöû, à îöåíêà ó3 = 0
ïîêàçûâàåò, ÷òî óâåëè÷åíèå ðåñóðñîâ ñûðüÿ Â íà îäíó åäè-
íèöó íå ïîâëèÿåò íà âåëè÷èíó Zmax, èáî ýòî ñûðüå è òàê â
èçáûòêå.

Òàáëèöà 3.14

   С.П. 
Б.П. х1 х2 х3 х4 х5 х6 х7 1 

х2 3 1 0 –2 1 –1 0 5 

х3 –1 0 1 
2
5

 2
1

−
 

1 0 
2
25

 

х7 2 0 0 –2 0 –1 1 10 

Z 2 0 0 4 3 4 0 225 
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Òàáëèöà 3.15

Êàê ìû âèäèì, íóëåâàÿ äâîéñòâåííàÿ îöåíêà ïîêàçûâà-
åò, ÷òî äàííûé ðåñóðñ íàõîäèòñÿ â èçáûòî÷íîì êîëè÷åñòâå è
ìû î íåì íå çàáîòèìñÿ. Íóëåâûå äâîéñòâåííûå îöåíêè ìîãóò
áûòü ëèøü íà òå ðåñóðñû, êîòîðûõ íå õâàòàåò, êîòîðûå ñó-
ùåñòâåííî îãðàíè÷åíû.

   С.П. 
Б.П. –у5 –у6 –у3 1 

у4 3 –1 2 2 

у5 1 0 0 0 

у6 0 1 0 0 

у7 –2 
2
5

 
–2 4 

у1 1 
2
1

−
 

0 3 

у2 –1 1 –1 4 

у3 0 0 1 0 

Т 5 
2

25

 
10 225 
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Ãëàâà 4
ÒÐÀÍÑÏÎÐÒÍÀß ÇÀÄÀ×À

Ýòî çàäà÷à î íàèáîëåå ýêîíîìíîì ïëàíå ïåðåâîçîê îäíî-
ðîäíîãî èëè âçàèìîçàìåíÿåìîãî ïðîäóêòà èç ïóíêòîâ ïðîèç-
âîäñòâà (ñòàíöèé îòïðàâëåíèÿ) â ïóíêòû ïîòðåáëåíèÿ (ñòàí-
öèè íàçíà÷åíèÿ).

Òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ âàæíåéøåé ÷àñòíîé ìîäå-
ëüþ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, èìåþùåé îáøèðíûå ïðàê-
òè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ íå òîëüêî ê ïðîáëåìàì òðàíñïîðòà.
Îñîáî âàæíîå çíà÷åíèå îíà èìååò â äåëå ðàöèîíàëèçàöèè
ïîñòàâîê âàæíåéøèõ âèäîâ ïðîìûøëåííîé è ñåëüñêîõîçÿé-
ñòâåííîé ïðîäóêöèè, à òàêæå îïòèìàëüíîãî ïëàíèðîâàíèÿ
ãðóçîïîòîêîâ è ðàáîòû ðàçëè÷íûõ âèäîâ òðàíñïîðòà.

4.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
è åå ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

Íåêîòîðûé îäíîðîäíûé ïðîäóêò ïðîèçâîäèòñÿ â m ïóíê-
òàõ ïðîèçâîäñòâà À1, À2, …, Àm. Çàäàí îáúåì ïðîèçâîäñòâà ài
ïóíêòà Ài(i = m,1 ). Ïðîèçâåäåííûé ïðîäóêò äîëæåí áûòü ïåðå-
âåçåí â n ïóíêòîâ ïîòðåáëåíèÿ Â1, Â2, …, Ân. Èçâåñòåí ñïðîñ
bj ïóíêòà Bj (j = n,1 ). Çàäàíû òàêæå òðàíñïîðòíûå èçäåðæêè
Ñij, ñâÿçàííûå ñ ïåðåâîçêîé åäèíèöû ïðîäóêòà èç ïóíêòà Ai â
ïóíêò Bj. Òðåáóåòñÿ ñîñòàâèòü ïëàí ïåðåâîçîê, îáåñïå÷èâàþ-
ùèé ïðè ìèíèìàëüíûõ òðàíñïîðòíûõ ðàñõîäàõ (èçäåðæêàõ)
óäîâëåòâîðåíèÿ ñïðîñà âñåõ ïóíêòîâ ïîòðåáëåíèÿ çà ñ÷åò ïðî-
äóêòà, ïðîèçâåäåííîãî âî âñåõ ïóíêòàõ ïðîèçâîäñòâà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç xij êîëè÷åñòâî åäèíèö ãðóçà, çàïëàíè-
ðîâàííûõ ê ïåðåâîçêå îò i-ãî ïîñòàâùèêà ê j-ìó ïîòðåáèòåëþ.
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Òîãäà óñëîâèå çàäà÷è ìîæíî çàïèñàòü â âèäå òàáë. 4.1, êîòî-
ðóþ â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü ìàòðèöåé ïëàíèðîâàíèÿ.

Òàáëèöà 4.1

Òîãäà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà òðàíñïîðòíîé çàäà÷è
ñâîäèòñÿ ê ìèíèìèçàöèè ëèíåéíîé ôîðìû

Z = ∑ ∑
= =

m

1i

n

1j
ijijxC (4.1)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

∑
=

n

1j
ijx = ai, i = m,1 , (4.2)

(îãðàíè÷åíèÿ ïî çàïàñàì),

∑
=

n

1j
ijx = bj, j = n,1 , (4.3)

(îãðàíè÷åíèÿ ïî ïîòðåáíîñòÿì),

õij ≥ 0. (4.4)

Потребители 
Поставщики 

В1 … Вj … Bn 
Запасы 

 с11  с1j  с1n A1 

 х11  
… 

х1j  
… 

х1n  
a1 

… … … … … … … 

 сi1  сij  сin 
Ai 

хi1  
… 

хij  
… 

хin  
ai 

… … … … … … … 

 сm1  сmj  сmn 
Am 

хm1  
… 

хmj  
… 

хmn  
am 

Потребности b1 … bj … bn 
∑ ia  

∑ jb  
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Ðàçëè÷àþò çàäà÷è ñ çàêðûòîé ìîäåëüþ, êîãäà ∑ ia = ∑ jb è
îòêðûòîé ìîäåëüþ, êîãäà ∑ ia ≠ ∑ jb , ò. å. áàëàíñ ìåæäó çàïà-
ñàìè è ïîòðåáíîñòÿìè îòñóòñòâóåò.

Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ðàçðåøèìîñòè

òðàíñïîðòíîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî ñóììàðíûõ çàïàñîâ

ñóììàðíûì ïîòðåáíîñòÿì, ò. å. ∑
=

m

1i
ia = ∑

=

n

1j
jb .

Åñëè ∑
=

m

1i
ia > ∑

=

n

1j
jb , òî ââîäÿò ôèêòèâíûé (n + 1)-é ïóíêò

íàçíà÷åíèÿ ñ ïîòðåáíîñòüþ bn + 1 = ∑
=

m

i
ia

1
– ∑

=

n

j
jb

1
 è ïîëàãàþò

ñi,n + 1 = 0, i = m,1 .

Åñëè ∑
=

m

1i
ia < ∑

=

n

1j
jb , òî ââîäÿò ôèêòèâíûé (m + 1)-é ïóíêò

îòïðàâëåíèÿ ñ çàïàñàìè ãðóçà am + 1 = ∑
=

n

1j
jb – ∑

=

m

1i
ia  è ïðèíèìàþò

ñm + 1,j = 0, j = n,1 .

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü òðàíñïîðòíîé çàäà÷è îòíîñèòñÿ
ê çàäà÷àì ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ìîæåò áûòü ðåøå-
íà ñèìïëåêñíûì ìåòîäîì. Îäíàêî, ââèäó èñêëþ÷èòåëüíîé ïðàê-
òè÷åñêîé âàæíîñòè ýòîé çàäà÷è è ñïåöèôèêè îãðàíè÷åíèé
(4.2) — (4.4): îãðàíè÷åíèÿ çàäàíû â âèäå óðàâíåíèé; êàæäàÿ
íåèçâåñòíàÿ âõîäèò ëèøü â äâà óðàâíåíèÿ; êîýôôèöèåíòû
ïðè íåèçâåñòíûõ — åäèíèöû, äëÿ åå ðåøåíèÿ ñîçäàíû ñïå-
öèàëüíûå àëãîðèòìû. Ñàìûì ðàñïðîñòðàíåííûì ìåòîäîì ðå-
øåíèÿ òðàíñïîðòíîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ïîòåíöèàëîâ.

Ðåøåíèå òðàíñïîðòíîé çàäà÷è ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ýòàïà:
1. Îïðåäåëåíèå íà÷àëüíîãî äîïóñòèìîãî áàçèñíîãî ðå-

øåíèÿ (ïåðâîãî îïîðíîãî ïëàíà) — ïåðâîíà÷àëüíîå ðàñïðå-
äåëåíèå ïîñòàâîê.

2. Ïîñòðîåíèå ïîñëåäîâàòåëüíûõ èòåðàöèé (øàãîâ), óëó÷-
øàþùèõ îïîðíûå ïëàíû (êàæäûé íîâûé ïëàí íå äîëæåí óâå-
ëè÷èâàòü ñóììàðíûå çàòðàòû).

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ ïåðâîãî ýòàïà øàãè âòîðîãî ýòàïà
ïðîâîäÿòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò íàéäåíî îïòèìàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå ïîñòàâîê.
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4.2. Ïîñòðîåíèå ïåðâîíà÷àëüíîãî
îïîðíîãî ïëàíà

Ðàññìîòðèì äâà ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ ïåðâîãî îïîðíîãî ïëàíà.
Ïëàí ñîñòàâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì çàïîëíåíèåì ïî

îäíîé êëåòêå â òàáëèöå ïåðåâîçîê òàê, ÷òî êàæäûé ðàç ëèáî
ïîëíîñòüþ óäîâëåòâîðÿåòñÿ ïîòðåáíîñòü îäíîãî èç ïîòðåáè-
òåëåé, ëèáî ïîëíîñòüþ âûâîçèòñÿ ãðóç îò íåêîòîðîãî ïîñòàâ-
ùèêà. Â òåîðèè äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî áàçèñíîå ðåøåíèå ñèñòå-
ìû îãðàíè÷åíèé (èç m + n óðàâíåíèé ñ mn ïåðåìåííûìè) â
óñëîâèÿõ òðàíñïîðòíîé çàäà÷è èìååò m + n — 1 áàçèñíûõ
ïåðåìåííûõ (åå ðàíã ðàâåí m + n — 1), ïîýòîìó, ñîâåðøèâ m
+ n — 1 óêàçàííûõ øàãîâ, ïîëó÷èì ïåðâûé îïîðíûé ïëàí.
Ðàçëè÷èå äâóõ ìåòîäîâ îòûñêàíèÿ ïåðâîãî îïîðíîãî ïëàíà
ñîñòîèò â ðàçëè÷èè ñïîñîáîâ âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çà-
ïîëíåíèÿ êëåòîê.

Äèàãîíàëüíûé ìåòîä èëè ìåòîä ñåâåðî-çàïàäíîãî óãëà. Ïðè
ýòîì ìåòîäå íà êàæäîì øàãå ïîñòðîåíèÿ ïåðâîãî îïîðíîãî
ïëàíà çàïîëíÿåòñÿ âåðõíÿÿ ëåâàÿ êëåòêà (“ñåâåðî-çàïàäíûé
óãîë”) îñòàâøåéñÿ ÷àñòè òàáëèöû. Ïðè òàêîì ìåòîäå çàïîëíå-
íèå òàáëèöû íà÷èíàåòñÿ ñ êëåòêè ïåðåìåííîãî õ11 è çàêàí÷è-
âàåòñÿ â êëåòêå íåèçâåñòíîãî õmn, ò. å. èäåò êàê áû ïî äèàãî-
íàëè òàáëèöû ïåðåâîçîê.

Ìåòîä íàèìåíüøåé ñòîèìîñòè. Èñõîäíîå îïîðíîå ðåøå-
íèå, ïîñòðîåííîå äèàãîíàëüíûì ìåòîäîì, êàê ïðàâèëî, îêà-
çûâàåòñÿ âåñüìà äàëåêèì îò îïòèìàëüíîãî, òàê êàê ïðè åãî
îïðåäåëåíèè ñîâåðøåííî èãíîðèðóþòñÿ âåëè÷èíû çàòðàò cij.
Ïîýòîìó òðåáóþòñÿ â äàëüíåéøèõ ðàñ÷åòàõ ìíîãî èòåðàöèé
äëÿ äîñòèæåíèÿ îïòèìàëüíîãî ïëàíà. ×èñëî èòåðàöèé ìîæíî
ñîêðàòèòü, åñëè èñõîäíûé ïëàí ñòðîèòü ïî áîëåå ðàöèîíàëü-
íîìó ïðàâèëó “ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà”. Ñóùíîñòü åãî ñîñòîèò
â òîì, ÷òî íà êàæäîì øàãå çàïîëíÿåòñÿ êëåòêà ñ íàèìåíüøåé
âåëè÷èíîé cij. Åñëè òàêàÿ êëåòêà íå åäèíñòâåííàÿ, òî ëó÷øå
çàïîëíÿòü òó, ïî âåðòèêàëè èëè ãîðèçîíòàëè êîòîðîé âñòðå÷à-
þòñÿ áîëüøèå cij, à â ïðèíöèïå çàïîëíÿåòñÿ ëþáàÿ èç íèõ.

Ïóñòü ýòî áóäåò êëåòêà (i, j). Çàïèøåì â ýòó êëåòêó õij =
= min(ai, bj). Åñëè ai < bj, òî çàïàñû ïîñòàâùèêà Ai èñ÷åðïà-
íû, à ïîòðåáíîñòü Bj ñòàëà b′ j = bj – ai. Ïîýòîìó, íå ïðèíè-
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ìàÿ áîëåå âî âíèìàíèå i-þ ñòðîêó, ñíîâà èùåì êëåòêó ñ
íàèìåíüøåé ñòîèìîñòüþ ïåðåâîçîê è çàïîëíÿåì åå ñ ó÷åòîì
èçìåíèâøèõñÿ ïîòðåáíîñòåé. Äëÿ ñëó÷àÿ ai > bj èç ðàññìîò-
ðåíèÿ èñêëþ÷àåòñÿ j-é ñòîëáåö, à çàïàñû Ài ïîëàãàþòñÿ ðàâ-
íûìè à′ i = ai – bj. Ïðîäîëæàåì ýòîò ïðîöåññ äî òåõ ïîð, ïîêà
âñå çàïàñû íå áóäóò èñ÷åðïàíû, à âñå ïîòðåáíîñòè — óäîâ-
ëåòâîðåíû. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ïðè íàëè÷èè â òàáëè-
öå êëåòîê ñ îäèíàêîâûìè òàðèôàìè, ïëàíû, ïîëó÷åííûå ñ
ïîìîùüþ ýòîãî ìåòîäà, ìîãóò áûòü ðàçíûìè, îäíàêî îíè,
íåñîìíåííî, áëèæå ê îïòèìàëüíîìó, ÷åì ïëàí, ñîñòàâëåí-
íûé ïî ìåòîäó ñåâåðî-çàïàäíîãî óãëà.

Ïðåæäå, ÷åì ïåðåéòè ê àíàëèçó îïòèìàëüíîñòè ïëàíîâ è
ñïîñîáàì èõ óëó÷øåíèÿ, âûÿñíèì, êàêèì òðåáîâàíèÿì äîëæ-
íû óäîâëåòâîðÿòü ñîñòàâëÿåìûå ïëàíû. Äëÿ ýòîãî âåðíåìñÿ ê
ñèñòåìå îãðàíè÷åíèé (4.2) — (4.4). Î÷åâèäíî, ÷òî ïåðâàÿ ãðóïïà
óðàâíåíèé òðåáóåò, ÷òîáû ñóììà ýëåìåíòîâ ïëàíà ïî i-é ñòðî-
êå ðàâíÿëàñü ai, i = m,1 ; à âòîðàÿ ãðóïïà — ÷òîáû ñóììà
ýëåìåíòîâ ïî j-ìó ñòîëáöó áûëà ðàâíà bj, j = n,1 . Óñëîâèå
çàêðûòîñòè ìîäåëè òðàíñïîðòíîé çàäà÷è îçíà÷àåò, ÷òî ñðåäè
m + n óðàâíåíèé ñèñòåìû îãðàíè÷åíèé íåçàâèñèìûõ òîëüêî
m + n — 1, ïîýòîìó â ëþáîì áàçèñíîì ðåøåíèè ýòîé ñèñòåìû
äîëæíî áûòü m + n — 1 áàçèñíûõ ïåðåìåííûõ. Ïîñêîëüêó ñâî-
áîäíûå ïåðåìåííûå â òàêîì ðåøåíèè ðàâíû íóëþ, òî â òðàíñ-
ïîðòíîé òàáëèöå èì áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ïóñòûå êëåòè.

Êëåòêè òàáëèöû, â êîòîðûõ çàïèñàíû îòëè÷íûå îò íóëÿ
ïåðåâîçêè, íàçûâàþòñÿ áàçèñíûìè, à îñòàëüíûå (ïóñòûå) —
ñâîáîäíûìè.

Â òåîðèè äîêàçàíî, ÷òî áàçèñíîå ðåøåíèå ñèñòåìû îãðà-
íè÷åíèé (4.2) — (4.4) â óñëîâèÿõ òðàíñïîðòíîé çàäà÷è äîëæíî
èìåòü m + n – 1 áàçèñíûõ ïåðåìåííûõ.

Ïëàí íàçûâàåòñÿ âûðîæäåííûì, åñëè êîëè÷åñòâî áàçèñ-
íûõ êëåòîê â íåì ìåíüøå, ÷åì m + n – 1.

Åñëè íà êàêîì-òî ýòàïå ðåøåíèÿ ïîëó÷èëñÿ âûðîæäåííûé
ïëàí, òî åãî íåîáõîäèìî ïîïîëíèòü, ïðîñòàâèâ â íåäîñòàþùåì
÷èñëå êëåòîê 0 è, òåì ñàìûì, îáúÿâèâ èõ áàçèñíûìè. Ïîñêîëü-
êó ýòèì äîïîëíèòåëüíûì êëåòêàì áóäóò îòâå÷àòü íóëåâûå ïå-
ðåâîçêè, òî îáùèé áàëàíñ è ñóììàðíàÿ ñòîèìîñòü ïåðåâîçîê
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ïëàíà ïðè ýòîì íå èçìåíèòñÿ. Îäíàêî ïðîâîäèòü ïîïîëíåíèå
ïëàíà, âûáèðàÿ êëåòêè ïðîèçâîëüíî, íåëüçÿ. Ïðèâåäåì óñëî-
âèÿ, êîòîðûì äîëæåí ñîîòâåòñòâîâàòü ïîïîëíåííûé ïëàí.

Öèêëîì â òðàíñïîðòíîé òàáëèöå íàçûâàåòñÿ íåñêîëüêî
êëåòîê, ñîåäèíåííûõ çàìêíóòîé ëîìàíîé ëèíèåé òàê, ÷òîáû
äâå ñîñåäíèå âåðøèíû ëîìàíîé áûëè ðàñïîëîæåíû ëèáî â
îäíîé ñòðîêå, ëèáî â îäíîì ñòîëáöå. Ëîìàíàÿ ìîæåò èìåòü
òî÷êè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ, íî íå â êëåòêàõ öèêëà.

Ïëàí íàçûâàåòñÿ àöèêëè÷åñêèì, åñëè åãî áàçèñíûå êëåòêè
íå ñîäåðæàò öèêëîâ.

Äîêàçàíî, ÷òî îïòèìàëüíûå ïëàíû ÿâëÿþòñÿ àöèêëè÷åñ-
êèìè, ïîýòîìó è ïåðâîíà÷àëüíûé ïëàí òàêæå äîëæåí óäîâ-
ëåòâîðÿòü ýòîìó òðåáîâàíèþ. Çàìåòèì, ÷òî ïëàíû, ïîëó÷åí-
íûå ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ ñåâåðî-çàïàäíîãî óãëà è íàèìåíüøåé
ñòîèìîñòè, àöèêëè÷åñêèå. Îäíàêî, åñëè ïëàí îêàçàëñÿ âûðîæ-
äåííûì, òî ïðè åãî ïîïîëíåíèè òðåáîâàíèå àöèêëè÷íîñòè
íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü.

4.3. Îïòèìàëüíîñòü áàçèñíîãî ðåøåíèÿ.
Ìåòîä ïîòåíöèàëîâ

Ïîëó÷èâ ïåðâûé îïîðíûé ïëàí, ñëåäóåò ïðîâåðèòü åãî
îïòèìàëüíîñòü è, åñëè òðåáóåòñÿ, ïåðåéòè ê íîâîìó îïîðíî-
ìó ïëàíó ñ ëó÷øèì çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè Z. Äëÿ ýòîãî
ïðèìåíÿþò ìåòîä ïîòåíöèàëîâ. Êàæäîìó ïîñòàâùèêó Ai è êàæ-
äîìó ïîòðåáèòåëþ Bj ñîïîñòàâëÿþò, ñîîòâåòñòâåííî, âåëè÷è-
íû Ui è Vj — ïîòåíöèàëû ýòèõ ïóíêòîâ.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íåêîòîðûé îïîðíûé ïëàí X* = || ∗
ijx || òðàíñ-

ïîðòíîé çàäà÷è áûë îïòèìàëüíûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû åìó ñîîòâåòñòâîâàëà ñèñòåìà èç (m + n) ÷èñåë ∗

iU , ∗
jV ,

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì:

Cij – (Ui + Vj) = 0    äëÿ xij ≥ 0 (4.5)

(äëÿ çàíÿòûõ êëåòîê) è

∆Cij = Cij – (Ui + Vj) ≥ 0, (i = m,1 ; j = n,1 ) (4.6)

(äëÿ ñâîáîäíûõ êëåòîê).
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×èñëà ∗
iU , ∗

jV  íàçûâàþòñÿ ïîòåíöèàëàìè ñîîòâåòñòâåííî
ïðîèçâîäèòåëåé è ïîòðåáèòåëåé, âñÿ èõ ñèñòåìà — ïîòåíöè-
àëüíîé, à óñëîâèÿ (4.5) — (4.6) — óñëîâèÿìè ïîòåíöèàëüíîñòè
ñèñòåìû { ∗

iU , ∗
jV }; êàæäîå â îòäåëüíîñòè íåðàâåíñòâî (ðà-

âåíñòâî) íàçûâàåòñÿ óñëîâèåì ïîòåíöèàëüíîñòè äëÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùåé êëåòêè (i, j).

Ïîñêîëüêó ÷èñëî íåèçâåñòíûõ ïîòåíöèàëîâ (m + n) âñå-
ãäà íà åäèíèöó áîëüøå ÷èñëà óðàâíåíèé (÷èñëà çàïîëíåííûõ
êëåòîê) N = m + n – 1, òî âûáèðàåì ñòðîêó, ãäå åñòü çàíÿòàÿ
êëåòêà è äëÿ ýòîé ñòðîêè íàçíà÷àåì ïîòåíöèàë ðàâíûì íóëþ,
íàïðèìåð U1 = 0, è ëåãêî íàõîäèì ïîñëåäîâàòåëüíî èç óðàâ-
íåíèé (4.5) çíà÷åíèÿ îñòàëüíûõ ïîòåíöèàëîâ.

Åñëè æå ÷èñëî çàïîëíåííûõ êëåòîê N < m + n – 1, òî
ââîäèì äîïîëíèòåëüíî íåîáõîäèìîå êîëè÷åñòâî çàíÿòûõ êëå-
òîê ñ íóëåâûìè ïåðåâîçêàìè xij = 0, êîòîðûå íóæíû äëÿ îï-
ðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëîâ èç óðàâíåíèé (4.5).

Çàòåì äëÿ âñåõ ñâîáîäíûõ êëåòîê èç ñîîòíîøåíèé (4.6)
îïðåäåëÿåì âåëè÷èíó ∆Cij è, åñëè âñå ∆Cij ≥ 0, òî ïîëó÷èì
îïòèìàëüíûé ïëàí ïåðåâîçîê, åñëè æå âñòðå÷àåì îòðèöàòåëü-
íûå ∆Cij, òî ïëàí íå îïòèìàëåí è åãî íàäî óëó÷øàòü.

4.4. Óëó÷øåíèå ïëàíà ïåðåâîçîê

Ñðåäè ïóñòûõ êëåòîê ñ îòðèöàòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè ∆Cij
âûáèðàåì òó, ó êîòîðîé ∆Cij íàèìåíüøàÿ. Ýòà ïóñòàÿ êëåòêà
ðåêîìåíäóåòñÿ ê çàïîëíåíèþ, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî îäíà èç
çàïîëíåííûõ êëåòîê ñòàíåò ïóñòîé. Ïðîöåäóðà ïåðåïëàíèðîâ-
êè ñîîòâåòñòâóåò âçàèìíîé ïåðåìåíå ðîëè äâóõ ïåðåìåííûõ
â ñèìïëåêñíîì ìåòîäå. Íàïðèìåð, â òàáë. 4.1 êëåòêîé, ðåêî-
ìåíäóåìîé ê çàïîëíåíèþ ñëóæèò ïóñòàÿ êëåòêà (1,2), ñëåäî-
âàòåëüíî, ïåðåìåííàÿ õ12 èç íå îñíîâíûõ (íóëåâûõ) ïåðåõî-
äèò â îñíîâíûå (ïîëîæèòåëüíûå). Îñòàåòñÿ îïðåäåëèòü, êà-
êàÿ èç îñíîâíûõ ïåðåìåííûõ äîëæíà ñòàòü íå îñíîâíîé.

Äëÿ ñâîáîäíîé êëåòêè ñòðîèì çàìêíóòóþ ëîìàííóþ ëè-
íèþ (öèêë), ñîñòîÿùóþ èç ãîðèçîíòàëüíûõ è âåðòèêàëüíûõ
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îòðåçêîâ ïðÿìûõ. Îäíà èç âåðøèí íàõîäèòñÿ â ñâîáîäíîé êëåò-
êå, à îñòàëüíûå â çàíÿòûõ êëåòêàõ, ÷èñëî âåðøèí âñåãäà
÷åòíîå. Ñâîáîäíîé âåðøèíå ïðèäàåì çíàê ïëþñ, çíàêè îñòàëü-
íûõ âåðøèí ÷åðåäóþòñÿ. Íà êàæäîé ñòîðîíå ýòîé ëîìàííîé
ëèíèè — êîíòóðà ìîãóò íàõîäèòüñÿ äâå çàïîëíåííûå âåðøè-
íû, êðîìå òîãî îäíà âåðøèíà ëåæèò â çàïîëíÿåìîé ïóñòîé
êëåòêå.

Íàèáîëåå ÷àñòî êîíòóð èìååò âèä ïðÿìîóãîëüíèêà, íî
âîçìîæíû ôèãóðû äðóãîãî òèïà (ðèñ. 4.1).

Ïåðåïëàíèðîâêå ïîäâåðãàþòñÿ òîëüêî êëåòêè êîíòóðà, à
âåëè÷èíà ïåðåâîçîê âî âñåõ îñòàëüíûõ çàïîëíåííûõ êëåòêàõ
òàáëèöû íå èçìåíÿåòñÿ. Â îòðèöàòåëüíûõ âåðøèíàõ êîíòóðà
âûáèðàåì íàèìåíüøåå ÷èñëî è ýòî ÷èñëî ïðèáàâëÿåì ê ïî-
ëîæèòåëüíûì âåðøèíàì è îòíèìàåì îò îòðèöàòåëüíûõ âåð-
øèí. Âûáðàííàÿ îòðèöàòåëüíàÿ âåðøèíà ñòàíåò ñâîáîäíîé,
÷èñëî çàíÿòûõ âåðøèí íå èçìåíèòñÿ, áàëàíñ ïåðåâîçîê ñòà-
ðîãî è íîâîãî êîíòóðà îñòàíåòñÿ áåç èçìåíåíèÿ.

Äàëåå ñòðîèì íîâóþ òàáëèöó ïåðåâîçîê è ïðîâåðÿåì îï-
òèìàëüíîñòü ïëàíà. Åñëè ïëàí îïòèìàëüíûé, òî ïîëó÷èì îï-
òèìàëüíîå ðåøåíèå òðàíñïîðòíîé çàäà÷è, åñëè íåò, òî ïëàí
óëó÷øàåì. ×åðåç êàêîå-òî ÷èñëî ïîñëåäîâàòåëüíûõ øàãîâ
óëó÷øåíèÿ ïëàíîâ ïåðåâîçîê áóäåò ïîëó÷åí îïòèìàëüíûé
ïëàí.

Ðèñ. 4.1

- 
+ 

+- 

+- 

- + 
- 

+
- 

- 
+
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- 
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+- 

+ 
- + 

- + 
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+ +
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4.5. Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîãî
ïëàíà ïåðåâîçîê

Íà òðè áàçû À1, À2, À3 ïîñòóïèë îäíîðîäíûé ãðóç â êî-
ëè÷åñòâå 200, 205, 225 òîíí. Ïîëó÷åííûé ãðóç òðåáóåòñÿ ïå-
ðåâåçòè â ïÿòü ïóíêòîâ Â1, Â2, …, Â5, ïîòðåáíîñòè êîòîðûõ
ñîñòàâëÿþò 190, 130, 80, 100 è 130 òîíí. Ðàññòîÿíèå Cij â åä.êì.
(i = 1, 2, 3; j = 1, 2, …, 5) ìåæäó ïóíêòàìè îòïðàâëåíèÿ è
ïóíêòàìè íàçíà÷åíèÿ ïðèâåäåíû â òàáë. 4.2. Ñëåäóåò ñïëàíè-
ðîâàòü ïåðåâîçêè îäíîðîäíîãî ãðóçà òàê, ÷òîáû îáùèå çàò-
ðàòû âñåõ ïåðåâîçîê â òîííî-êèëîìåòðàõ áûëè áû ìèíèìàëü-
íûìè.

Òàê êàê ∑ ia = 200 + 205 + 225 = 630, ∑ jb = 190 + 130 +
+ 80 + 100 + 130 = 630, ò. å. ∑ ia =∑ jb , òî èìååì çàêðûòóþ
ìîäåëü òðàíñïîðòíîé çàäà÷è.

Òàáëèöà 4.2

Ñîñòàâëÿåì èñõîäíîå îïîðíîå ðåøåíèå ïî ïðàâèëó ìè-
íèìàëüíîé ñòîèìîñòè. Â êëåòêå (2, 3) íàèìåíüøàÿ ñòîèìîñòü
Ñ23 = 3 è òóäà îòïðàâëÿåì âåñü íåîáõîäèìûé ãðóç 80 ò. Äàëåå
íàèìåíüøàÿ ñòîèìîñòü Ñ24 = Ñ22 = 4 è â êëåòêó (2, 4) íàïðàâ-
ëÿåì âñå 100 ò íåîáõîäèìîãî ãðóçà, à â êëåòêó (2, 2) — îñòàâ-
øèåñÿ íà áàçå À2 25 ò. Òåïåðü íàèìåíüøàÿ ñòîèìîñòü
Ñ11 = Ñ15 = 5 è â êëåòêó (1, 1) íàïðàâëÿåì 190 ò íåîáõîäèìîãî
ãðóçà, à â êëåòêó (1, 5) — 10 ò îñòàâøåãîñÿ íà áàçå À1 ãðóçà.
Çàòåì íàïðàâëÿåì 120 ò ãðóçà â êëåòêó (3, 5) è 105 ò â êëåòêó
(3, 2). Ïðàâèëüíîñòü çàïîëíåíèÿ òàáëèöû ïðîâåðÿåì ñóììè-

             bj 
    ai 

b1 = 190 b2 = 130 b3 = 80 b4 = 100 b5 = 130 

 5  7  4  9  5 
a1 = 200 

          
 7  4  3  4  7 

a2 = 205 
          

 9  10  6  8  7 
a3 = 225 
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ðóÿ ãðóçû â çàïîëíåííûõ êëåòêàõ ïî ñòðîêàì è ñòîëáöàì.
Ïîëó÷èì îïîðíîå ðåøåíèå (òàáë. 4.3).

Òàáëèöà 4.3

Âñåãî äîëæíî áûòü çàïîëíåííûõ êëåòîê N = m + n – 1 =
= 3 + 5 – 1 = 7, ó íàñ òàêæå çàïîëíåíî ñåìü êëåòîê.

Ïðîâåðÿåì îïòèìàëüíîñòü ïîëó÷åííîãî ïëàíà ïåðåâîçîê
ìåòîäîì ïîòåíöèàëîâ.

Ïîñòàâùèêó ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ïîòåíöèàëû Ui (i = 1,
2, 3), à ïîòðåáèòåëþ — Vj (j = 1, 2, …, 5) è îïðåäåëÿåì èõ.
Íàçíà÷àåì U1 = 0, à âñå îñòàëüíûå ïîòåíöèàëû íàõîäèì èç
óñëîâèÿ, ÷òî äëÿ çàíÿòûõ êëåòîê äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëî-
âèÿ (4.5):

Ñ15 – (U1 + V5) = 0, 5 – (0 + V5) = 0, V5 = 5;

Ñ35 – (U3 + V5) = 0, 7 – (U3 + 5) = 0, U3 = 2;

Ñ32 – (U3 + V2) = 0, 10 – (2 + V2) = 0, V2 = 8;

Ñ22 – (U2 + V2) = 0, 4 – (U2 + 8) = 0, U2 = –4;

Ñ23 – (U2 + V3) = 0, 3 – (–4 + V3) = 0, V3 = 7;

Ñ24 – (U2 + V4) = 0, 4 – (–4 + V4) = 0, V4 = 8;

Ñ11 – (U1 + V1) = 0, 5 – (0 + V1) = 0, V1 = 5.

Äëÿ âñåõ ñâîáîäíûõ êëåòîê íàõîäèì ∆Cij èç ñîîòíîøåíèÿ

(4.6) è çàïèñûâàåì â òàáë. 4.3 â ïðÿìîóãîëüíèêè .

Vj 
Ui 

V1 = 5 V2 = 8 V3 = 7 V4 = 8 V5 = 5  
5 7 4 9 5 

U1 = 0 190 
 

–1 
 

–3 
 

1 
 

10 
 

200 

7 4 3 4 7 
U2 = –4 6  25  80  100  6  205 

9 10 6 8 7 
U3 = 2 2 

 
105 

 
–3 

 
–2 

 
120 

 
225 

 190 130 80 100 130           ai 
bj  
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∆Ñ12 = Ñ12 – (U1 + V2) = 7 – (0 + 8) = –1;

∆Ñ13 = Ñ13 – (U1 + V3) = 4 – (0 + 7) = –3;

∆Ñ14 = Ñ14 – (U1 + V4) = 9 – (0 + 8) = 1;

∆Ñ21 = Ñ21 – (U2 + V1) = 7 – (–4 + 5) = 6;

∆Ñ25 = Ñ25 – (U2 + V5) = 7 – (–4 + 5) = 6;

∆Ñ31 = Ñ31 – (U3 + V1) = 9 – (2 + 5) = 2;

∆Ñ33 = Ñ33 – (U3 + V3) = 6 – (2 + 7) = –3;

∆Ñ34 = Ñ34 – (U3 + V4) = 8 – (2 + 8) = –2.

Òàê êàê èìåþòñÿ ∆Cij < 0, òî ñîãëàñíî ï. 4.3 ïëàí òàáë. 4.3
íå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì è åãî íóæíî óëó÷øèòü ñîîòâåò-
ñòâåííî ï. 4.4.

Äëÿ ñâîáîäíîé êëåòêè (3, 3) ñ íàèìåíüøèì îòðèöàòåëü-
íûì Ñ33 = –3 ñòðîèì êîíòóð (ïóíêòèðíûé ïðÿìîóãîëüíèê) è
óëó÷øàåì ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ïëàí ïåðåâîçîê.

Ñòàðûé êîíòóð Íîâûé êîíòóð

80 

105 

25 
– +

+– 
80 25 

105 

Ñðåäè îòðèöàòåëüíûõ âåðøèí âûáèðàåì íàèìåíüøåå çíà-
÷åíèå 80 è ïðèáàâëÿåì åãî ê ïîëîæèòåëüíûì âåðøèíàì è
îòíèìàåì îò îòðèöàòåëüíûõ âåðøèí. Ïîëó÷èëè íîâûé êîíòóð
ïåðåâîçîê îïÿòü ñ îäíîé ñâîáîäíîé âåðøèíîé è íå íàðóøåí-
íûì áàëàíñîì ïåðåâîçîê.

Äàëåå ñòðîèì íîâûé ïëàí ïåðåâîçîê (òàáë. 4.4).
Ïðîâåðÿåì åãî îïòèìàëüíîñòü, íàõîäÿ ïîòåíöèàëû Ui, Vj

è ∆Cij. Òàê êàê ∆Ñ34 = –2 < 0, òî äëÿ êëåòêè (3, 4) ñòðîèì
óëó÷øåííûé êîíòóð.



130

     
 100 

25 

105 
- +

+- 
25 

75 130 

Ñòðîèì óëó÷øåííûé ïëàí ïåðåâîçîê (òàáë. 4.5).

Òàáëèöà 4.5

           Vj 
 Ui   

V1 = 5 V2 = 6 V3 = 4 V4 = 6 V5 = 5  

5 7 4 9 5 U1 = 0 190  1  0  3  10  200 

7 4 3 4 7 U2 = –2 4  130  1  75  4  205 

9 10 6 8 7 U3 = 2 2  2  80  25  120  225 

 190 130 80 100 130           ai 
  bj  

 

Ñòàðûé êîíòóð Íîâûé êîíòóð

           Vj 
 Ui 

V1 = 5 V2 = 8 V3 = 4 V4 = 8 V5 = 5  

5 7 4 9 5 U1 = 0 190  -1  0  1  10  200 

7 4 3 4 7 U2 = -4 6  105  3  100  6  205 

9 10 6 8 7 U3 = 2 2  25  80  -2  120  225 

 190 130 80 100 130           ai 
  bj  

 

Òàáëèöà 4.4

Òàê êàê âñå ∆Cij ≥ 0, òî ïîëó÷åí îïòèìàëüíûé ïëàí ïåðå-
âîçîê.
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Õ = (õ11 = 190, õ12 = 0, õ13 = 0, õ14 = 0, õ15 = 10,

õ21 = 0, õ22 = 130, õ23 = 0, õ24 = 75, õ25 = 0,

õ31 = 0, õ32 = 0, õ33 = 80, õ34 = 25, õ35 = 120).

Òðàíñïîðòíûå ðàñõîäû ïðè ýòîì áóäóò ìèíèìàëüíûìè:

Zmin = 5·190 + 5·10 + 4·130 + 4·75 + 6·80 + 8·25 + 7·120 =
= 3340 òîííî–êì.

4.6. Îòêðûòàÿ ìîäåëü òðàíñïîðòíîé çàäà÷è

Äëÿ îòêðûòîé ìîäåëè ìîæåò áûòü äâà ñëó÷àÿ:
à) ñóììàðíûå çàïàñû ïðåâûøàþò ñóììàðíûå ïîòðåáíîñ-

òè ∑ ia > ∑ jb
;

á) ñóììàðíûå ïîòðåáíîñòè ïðåâûøàþò ñóììàðíûå çàïà-
ñû ∑ jb .> ∑ ia .

Ôîðìóëèðîâàòüñÿ äàííàÿ çàäà÷à áóäåò ñëåäóþùèì îáðà-
çîì.

Íàéòè min çíà÷åíèå ëèíåéíîé ôóíêöèè

Z = ∑
=

m

1i
∑
=

n

1j
Ñij xij ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

 ∑
=

n

1j
ijx < аi,   (i = m,1 ), 

 ∑
=

m

1i
ijx = bj,   (j = n,1 ). 

 ∑
=

n

1j
ijx = аi,   (i = m,1 ), 

 ∑
=

m

1i
ijx < bj,   (j = n,1 ). 

хij ≥ 0.    

(ñëó÷àé à) (4.7)

(ñëó÷àé b) (4.8)

(4.9)
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Îòêðûòàÿ ìîäåëü ðåøàåòñÿ ïðèâåäåíèåì ê çàêðûòîé.
Â ñëó÷àå (à) ââîäèòñÿ ôèêòèâíûé ïîòðåáèòåëü Bn + 1, ïî-

òðåáíîñòè êîòîðîãî bn + 1 = ∑ ia –∑ jb .
Â ñëó÷àå (á) ââîäèòñÿ ôèêòèâíûé ïîñòàâùèê Am + 1, çà-

ïàñû êîòîðîãî am + 1 = ∑ jb –∑ ia .
Ñòîèìîñòè ïåðåâîçîê â îáåèõ ñëó÷àÿõ ïîëàãàþòñÿ ðàâíû-

ìè íóëþ.
Ïðè ðàâíûõ ñòîèìîñòÿõ ïåðåâîçêè åäèíèöû ãðóçà îò ïî-

ñòàâùèêîâ ê ôèêòèâíîìó ïîòðåáèòåëþ çàòðàòû íà ïåðåâîçêó
ãðóçà ðåàëüíûì ïîòðåáèòåëÿì ìèíèìàëüíû, à ôèêòèâíîìó
ïîòðåáèòåëþ áóäåò íàïðàâëåí ãðóç îò íàèìåíåå âûãîäíûõ
ïîñòàâùèêîâ.

Ñîñòàâèòü îïòèìàëüíûé ïëàí ïåðåâîçîê.
Èìååì ìàòðèöó ïëàíèðîâàíèÿ (òàáë. 4.6).

Òàáëèöà 4.6

         Bj 
 Ai 

B1 B2 B3 B4 B5  

 1  6  8  12  16 А1           100 

 16  10  8  6  15 А2           400 

 4  1  9  11  13 А3           100 

 3  2  7  7  15 А4           100 

 50 100 150 200 250           ai 
  bj 

 

∑ ia = 700; ∑ jb = 750.

Ââîäèì ôèêòèâíîãî ïîñòàâùèêà Àm + 1 = À5, îáúåì çàïà-
ñîâ êîòîðîãî àm + 1 = à5 = 50. Ïðè ñîñòàâëåíèè îïîðíîãî ïëàíà
ìåòîäîì min ñòîèìîñòè íåîáõîäèìî íàèìåíüøóþ ñòîèìîñòü
âûáèðàòü òîëüêî ñðåäè ñòîèìîñòåé ðåàëüíûõ ïîñòàâùèêîâ è
ïîòðåáèòåëåé, à çàïàñû ôèêòèâíîãî ïîñòàâùèêà ðàñïðåäå-
ëÿòü â ïîñëåäíþþ î÷åðåäü.
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           Vj 
 Ui 

V1 = 1 V2 = 3 V3 = 8 V4 = 6 V5 = 15  

1 6 8 12 16 U1 = 0 50  3  50  6  1  100 

16 10 8 6 15 U2 = 0 15  7  0  200  200  400 

4 1 9 11 13 U3 = -2 5  100  3  7  0  100 

3 2 7 7 15 U4 = -1 3  0  100  2  1  100 

0 0 0 0 0 U5 = -15 14  12  7  9  50  50 

 50 100 150 200 250           ai 
  bj  

 

×èñëî çàïîëíåííûõ êëåòîê 7, à äîëæíî áûòü m + n – 
–1 = 5 + 5 — 1 = 9, òîãäà â êëåòêè (4, 2) è (3, 5) ñòàâèì íóëè.

Íàõîäèì Ui, Vj è ∆Cij è çàïèñûâàåì èõ â òàáë. 4.7 â  .
Òàê êàê âñå ∆Cij≥0, òî ïîëó÷èëè îïòèìàëüíûé ïëàí ïåðåâî-
çîê (òàáë. 4.7).

.

0

0

200

0

010000

001000

200000

050050

Xопт



















=

Íàéäåì ñóììàðíóþ ñòîèìîñòü ïåðåâîçîê ïî îïòèìàëüíî-
ìó ïëàíó:

Zmin = ∑
=

4

1i
∑
=

5

1j
 Ñij xij = 50·1 + 50·8 + 200·6 + 200·15 + 100·1 +

+100·7 = 5450.

Àíàëèçèðóÿ ýòîò ïëàí, ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâî-
äû. Ïîòðåáèòåëü Â5 ïîëó÷àåò 50 åä. ãðóçà îò ôèêòèâíîãî ïî-

Òàáëèöà 4.7
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ñòàâùèêà, ñëåäîâàòåëüíî, åãî ïîòðåáíîñòè áóäóò íåóäîâëåò-
âîðåíû íà ýòî æå êîëè÷åñòâî åäèíèö.

Îïòèìàëüíûé ïëàí íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì, òàê êàê
äëÿ êëåòêè À2Â3 ñóììà ïîòåíöèàëîâ ðàâíà ñòîèìîñòè ïåðåâî-
çîê è â íåå ïî öèêëó ìîæíî ïåðåìåñòèòü 100 åä. ãðóçà. Ïðè
ïåðåðàñïðåäåëåíèè ñèñòåìà ïîòåíöèàëîâ íå èçìåíèòñÿ è ñòî-
èìîñòü ïåðåâîçîê îñòàíåòñÿ ïðåæíåé.

Zñò.ïë. = 3000 + 700 + 100 = 3800. Zíîâ.ïë. = 800 + 1500 + 1300 + 200 = 3800.

4.7. Ïîíÿòèå î ðàñïðåäåëèòåëüíîé çàäà÷å

Ðàñïðåäåëèòåëüíàÿ çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïåöèàëü-
íóþ çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ òðàíñïîðòíîãî òèïà,
èìåþùóþ ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ ê çàäà÷àì ïëàíèðî-
âàíèÿ, óïðàâëåíèÿ è ïðîåêòèðîâàíèÿ.

Ôîðìàëüíàÿ çàïèñü ðàñïðåäåëèòåëüíîé çàäà÷è òàêàÿ æå,
êàê è (4.1) — (4.4). Âìåñòî ðàâåíñòâ ìîãóò ôèãóðèðîâàòü è
íåðàâåíñòâà.

Ê ðàñïðåäåëèòåëüíûì çàäà÷àì ñâåäåíû ñëåäóþùèå çà-
äà÷è: ðàñïðåäåëåíèÿ èçäåëèé ìåæäó ïðåäïðèÿòèÿìè, ðàñïðå-
äåëåíèÿ ñàìîëåòîâ ìåæäó âîçäóøíûìè ëèíèÿìè, ðàöèîíàëü-
íîãî èñïîëüçîâàíèÿ ìàøèííî-òðàíñïîðòíîãî ïàðêà, ðàñïðå-
äåëåíèÿ áàøåííûõ êðàíîâ ìåæäó ñòðîèòåëüíûìè ïëîùàäêà-
ìè, ïëàíèðîâàíèÿ ðàáîòû ðå÷íîãî ôëîòà, ðàñïðåäåëåíèÿ ïî-
ñåâíîé ïëîùàäè ìåæäó ñåëüñêîõîçÿéñòâåííûìè ñòðóêòóðàìè
è ìíîãèå äðóãèå çàäà÷è.

0 

0 100 

100 

200 +               - 

+ 

- 

+               - 100 

100 

100 

100  
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Ðàññìîòðèì ïîñòàíîâêó çàäà÷è î ðàñïðåäåëåíèè ïðîèç-
âîäñòâà èçäåëèé íà ðàçëè÷íûõ ñòàíêàõ òàê, ÷òîáû ìèíèìèçè-
ðîâàòü ñóììàðíûå çàòðàòû ïðè âûïîëíåíèè ïëàíîâîãî çàäà-
íèÿ.

Èìååòñÿ m ðàçëè÷íûõ ñòàíêîâ, íà êîòîðûõ ìîæåò èçãî-
òàâëèâàòüñÿ ëþáîå èç n èçäåëèé. Çàäàíà ìàòðèöà Ñ = || Cij ||
çàòðàò, ãäå Cij — çàòðàòû â ðóá. (èçäåðæêè) íà åäèíèöó j—ãî
èçäåëèÿ ïðè ïðîèçâîäñòâå åãî íà i-ì ñòàíêå, è ìàòðèöà ïðî-
èçâîäèòåëüíîñòè λ = ||λij ||, ãäå λ ij  — ïðîèçâîäèòåëüíîñòü â

час

шт
 i-ãî ñòàíêà ïðè ïðîèçâîäñòâå j-ãî èçäåëèÿ. Êðîìå òîãî

èçâåñòíû ìîùíîñòè ñòàíêîâ à1, à2, …, àm â ñòàíêî-÷àñàõ (èëè
âåêòîð ðåñóðñîâ a= (à1, à2, …, àm)) è ïëàíîâîå çàäàíèå ïî
âûïóñêó èçäåëèé b1, b2, …, bn åäèíèö (èëè àññîðòèìåíòíûé
âåêòîð b= (b1, b2, …, bn)).

Äëÿ ñîñòàâëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè çàäà÷è ââåäåì
n′  = m × n íåîòðèöàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ xij, îáîçíà÷àþùèõ
âðåìÿ, â òå÷åíèå êîòîðîãî i-é ñòàíîê çàíÿò èçãîòîâëåíèåì j-
ãî èçäåëèÿ.

Ýòè ïåðåìåííûå äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü îãðàíè÷èòåëü-
íûì óñëîâèÿì ïî ðåñóðñàì

∑
=

n

j 1
xij ≤ ài, i = m,1 , (4.10)

ïî ïîòðåáíîñòÿì

∑
=

m

i 1
λ ijxij ≥ bj, j = n,1 , (4.11)

è óñëîâèÿì íåîòðèöàòåëüíîñòè

õij ≥ 0, i = m,1 , j = n,1 . (4.12)

Íåðàâåíñòâà (4.10) âûðàæàþò åñòåñòâåííîå òðåáîâàíèå,
÷òîáû ñóììàðíîå âðåìÿ, çàòðà÷åííîå i-ì ñòàíêîì, íå ïðå-
âûøàëî ðåñóðñîâ âðåìåíè íà äàííîì ñòàíêå. Íåðàâåíñòâà (4.11)
âûðàæàþò óñëîâèå, ÷òî âñåãî äîëæíî áûòü èçãîòîâëåíî j-õ
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èçäåëèé íå ìåíüøå ïëàíîâîãî çàäàíèÿ bj (òàê êàê âåëè÷èíà
λijxij îïðåäåëÿåò êîëè÷åñòâî j-õ èçäåëèé, èçãîòîâëÿåìûõ i-ì
ñòàíêîì).

Çàòðàòû, ñâÿçàííûå ñ ïðîèçâîäñòâîì j-õ èçäåëèé íà i-ì
ñòàíêå â êîëè÷åñòâå λijxij, ñîñòàâëÿþò Cijλijxij, îòêóäà ñóììàð-
íûå çàòðàòû íà âûïîëíåíèå âñåãî ïëàíîâîãî çàäàíèÿ áóäóò

Z = ∑
=

n

j 1
∑
=

m

i 1
 Ñijλijxij. (4.13)

Íàéòè òàêèå çíà÷åíèÿ n′ = mn ïåðåìåííûõ xij, êîòîðûå
óäîâëåòâîðÿëè áû óñëîâèÿì (4.10) — (4.12) è äëÿ êîòîðûõ
ôóíêöèÿ (4.13) äîñòèãëà áû ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ.

Ðàññìîòðèì êîíêðåòíóþ çàäà÷ó (òàáë. 4.8).

Òàáëèöà 4.8

bj 
ai 

1000 800 600 280 Индекс αi 

  5   8   4   10 

            50 

10   16   12   14   

1 

  8   7   9   6 

            80 

15   24   18   21   
2
3

 

  3   10   8   5 

            220 

5   8   0   7   
2
1

 

Â êëåòêàõ â ïðàâîì âåðõíåì óãëó — Ñij, â ëåâîì íèæíåì
óãëó — λ ij.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ðåøåíèÿ, êîãäà ðàñïðåäåëèòåëüíàÿ
çàäà÷à ïðèâîäèòñÿ ê òðàíñïîðòíîé.
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Åñëè äàæå òàêîå ïðèâåäåíèå òî÷íî íåâûïîëíèìî, òî
ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðèáëèæåííûìè ïðèåìàìè.

Ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ëþáûõ äâóõ ñòàíêîâ ó íàñ ïðîïîð-
öèîíàëüíû. Âûáèðàåì áàçîâûé ñòàíîê — ïåðâûé. Ñîñòàâëÿåì
îòíîøåíèÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè 2-ãî ñòàíêà ê 1-ìó, 3-ãî ñòàíêà
ê 1-ìó.

α 1 = 
10

10  = 
16

16  = 
12

12  = 
14

14  = 1; α2 = 
10

15 = 
16

24  = 
12

18  =  
14

21= 

= 
2

3 ; α 3 = 
10

5  = 
16

8  = 
12

берем

не

 = 
14

7  = 
2

1 , 

ò. å. èìååì ′λ ij= αiλ1j (i = m,1 , j = n,1 ).

Ýòî ñîîòíîøåíèå ïîçâîëÿåò âûðàçèòü âñå äàííûå çàäà-
÷è â åäèíûõ åäèíèöàõ èçìåðåíèÿ. Âûáåðåì â êà÷åñòâå òàêîé
åäèíèöû ÷àñ ðàáîòû áàçîâîãî ñòàíêà è íàçîâåì åãî ñòàíäàðò-
íûì ÷àñîì.

Ìîùíîñòü i-ãî ñòàíêà ñîñòàâëÿåò ài ÷àñîâ, íî, òàê êàê
åãî ïðîèçâîäèòåëüíîñòü â αi  ðàç áîëüøå ïðîèçâîäèòåëüíîñòè
áàçîâîãî ñòàíêà, òî ïðèâåäåííàÿ ê ñòàíäàðòíûì ÷àñàì åãî
ìîùíîñòü ñîñòàâèò

aiαi = 
′
ia  ñòàíäàðòíûõ ÷àñîâ, òàê ′

2a = 80 ⋅ 
2

3
 = 120 ⋅ 

2

1
,

′
3a  = 220 ⋅ 

2

1
 = 110.

Âðåìÿ çàòðà÷èâàåìîå ïî ïëàíó i-ì ñòàíêîì íà ïðîèçâîä-
ñòâî j-ãî èçäåëèÿ, îáîçíà÷àëîñü ÷åðåç xij. Ñëåäîâàòåëüíî, â
ñòàíäàðòíûõ ÷àñàõ ýòî âðåìÿ ñîñòàâèò xij αi =

′
ijх  ñòàíäàðò-

íûõ ÷àñîâ.
Ïëàíîâîå çàäàíèå ïî j-ìó èçäåëèþ ñîñòàâëÿëî bj. Åñëè

áû ýòî èçäåëèå èçãîòîâëÿëîñü íà áàçîâîì ñòàíêå, òî äëÿ åãî

ïðîèçâîäñòâà íåîáõîäèìî áûëî áû 
j

jb

1λ = ′
jb  ñòàíäàðòíûõ ÷à-
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ñîâ, òàê ′
1b  = 10

1000
= 100, ′

2b = 
16

800
 = 50, ′

3b = 
12

600
= 50,

′
4b =

14

280
= 20.

Çàòðàòû ïðè ïðîèçâîäñòâå åäèíèöû j-ãî èçäåëèÿ íà i-ì
ñòàíêå ðàâíû Ñij. Ñëåäîâàòåëüíî, òå æå çàòðàòû â ðàñ÷åòå íà
îäèí ñòàíäàðòíûé ÷àñ ñîñòàâÿò ijС′ = Ñij·λ1j, òàê êàê 1-ûé ñòà-
íîê ÿâëÿåòñÿ áàçîâûì.

Òàê 11С′ = 5·10 = 50, 21С′ = 8·10 = 80, 31С′  = 3·10 = 30.

Ïåðåõîäèì ê íîâîé òàáë. 4.9.

Òàáëèöà 4.9

Òàê êàê ∑ ′ia = 280 > ∑ ′jb = 220, òî èìååòñÿ èçáûòîê ìîù-
íîñòè â 60 ñòàíäàðòíûõ ÷àñîâ. È ÷òîáû áûëà çàêðûòàÿ ìî-
äåëü, ââîäèì áàëàíñîâûé ñòîëáåö, äëÿ êîòîðîãî ïîëàãàåì

'
5b = 60 è '

15C  = 0. Íåâîçìîæíîñòü èçãîòîâëåíèÿ 3-ãî èçäåëèÿ
íà 3-ì ñòàíêå ó÷èòûâàåòñÿ áëîêèðîâàíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé
êëåòêè (Ì = 0).

Ïîëó÷èëè òàáëèöó òðàíñïîðòíîé çàäà÷è ñ ðåñóðñàìè ′
ia ,

ïîòðåáíîñòÿìè ′
jb  è çàòðàòàìè '

ijC  (òàáë. 4.10).

'
jb  

'
ia  

100 50 50 20 

 50  128  48  140 
50 

        

 80  112  108  84 
120 

        

 30  160  М=0  70 
110 
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Èñõîäíûé îïîðíûé ïëàí ñòðîèì ïî ìåòîäó ìèíèìàëüíîé
ñòîèìîñòè. Çàïîëíåííûõ êëåòîê 6, à äîëæíî áûòü m + n – 1 =
= 3 + 5 – 1 = 7, äîáàâëÿåì â óäîáíóþ êëåòêó (1, 5) íîëü.

Òàê êàê äëÿ ñâîáîäíûõ êëåòîê âñå Cij – Ui – Vj > 0, òî
èìååì îïòèìàëüíûé ïëàí (Ì-34 — ñ÷èòàåì ïîëîæèòåëüíîé
âåëè÷èíîé).

Ïåðåõîäÿ îò ñòàíäàðòíûõ ÷àñîâ ê ðåàëüíûì ÷àñàì ðàáî-
òû êàæäîãî ñòàíêà ñ ïîìîùüþ çàâèñèìîñòè

,
ƒ¿

X
x

i

ij
ij

′
=

ïîëó÷èì îïòèìàëüíîå ðåøåíèå.

.

20
3

20
0

0

0

50

0
3

100
0

200

0

0

xопт
















=

Òàáëèöà 4.10

'
jb  

'
ia  

100 50 50 20 60  

50 128 48 140 0 
50 6 

 
16 

 
50 

 
56 

 
0 

 
U1 = 0 

80 112 108 84 0 
120 36 

 
50 

 
60 

 
10 

 
60 

 
U2 = 0 

30 160 M = 0 70 0 
110 100 

 
62 

 
M–34 

 
10 

 
14 

 
U3 = –14 

 V1 = 44 V2 = 112 V3 = 48 V4 = 84 V5 = 0 
Ui 

 
Vj 
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Ñîãëàñíî ýòîìó ðåøåíèþ èçáûòîê ìîùíîñòè îñòàåòñÿ íà
2-ì ñòàíêå â êîëè÷åñòâå 40 ÷àñîâ åãî ðàáîòû.

Ïðè ýòîì ñóììàðíûå çàòðàòû ñîñòàâÿò (èç òàáë. 4.10):

Zmin = 48·50 + 112·50 + 84·10 + 30·100 + 70·10 = 12540.

4.8. Ðåøåíèå òðàíñïîðòíîé çàäà÷è íà ÝÂÌ

Ðàññìîòðèì òðàíñïîðòíóþ çàäà÷ó, ìàòðèöà ïëàíèðîâà-
íèÿ êîòîðîé èìååò âèä, ïðåäñòàâëåííûé â òàáë. 4.11.

Òàáëèöà 4.11

Ðåøåíèå çàäà÷è ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîãðàììû Exel. Âû-
çûâàåì ïðîãðàììó Microsoft Exel. Äëÿ ðåøåíèÿ òðàíñïîðòíîé
çàäà÷è (òàáë. 4.11) ñ ïîìîùüþ ñðåäñòâà ïîèñêà ðåøåíèé ââå-
äåì äàííûå, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 4.2.

jB  

iA  
В1 В2 В3 В4 В5  

 5  8  3  10  4 
А1 

          
40 

 10  7  9  6  5 
А2 

          
120 

 7  3  6  4  12 
А3 

          
60 

 6  3  11  5  4 
А4 

          
40 

 80 50 60 20 50 jb′  

ia′  
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Â ÿ÷åéêè À1 : Å4 ââåäåì ñòîèìîñòü ïåðåâîçîê. ß÷åéêè
À6 : Å9 îòâåäåíû ïîä çíà÷åíèÿ îáúåìîâ ïåðåâîçîê, ïîêà íå-
èçâåñòíûõ, íî çäåñü ïîÿâèòñÿ îïòèìàëüíûé ïëàí ïåðåâîçîê â
ÿ÷åéêè G6 : G9 ââåäåíû îáúåìû ïðîèçâîäñòâà, à â ÿ÷åéêè
À11 : Å11 ââåäåíà ïîòðåáíîñòü (ñïðîñ) â ïðîäóêöèè â ïóíêòàõ
ïîòðåáëåíèÿ.

Â ÿ÷åéêó F10 ââîäèòñÿ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ

= ÑÓÌÌÏÐÎÈÇÂ (À1 : Å4; À6 : Å9)

Â ÿ÷åéêè À10 : Å10 ââîäÿòñÿ ôîðìóëû

= ÑÓÌÌ (À6 : À9)

= ÑÓÌÌ (Â6 : Â9)

= ÑÓÌÌ (Ñ6 : Ñ9)

= ÑÓÌÌ (D6 : D9)

= ÑÓÌÌ (E6 : E9)

Ðèñ. 4.2. Èñõîäíûå äàííûå òðàíñïîðòíîé çàäà÷è

 

A B C D E F G H

1 5 8 3 1 0 4

2 1 0 7 9 6 5

3 7 3 6 4 1 2

4 6 3 1 1 5 4

5

6 0 4 0

7 0 1 2 0 

8 0 6 0 

9 0 4 0

1 0 0 0 0 0 0 0

1 1 8 0 5 0 6 0 2 0 5 0

Т р а н с п о р т н а я  з а д а ч а  
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Ðèñ. 4.3. Äèàëîãîâîå îêíî Ïîèñê ðåøåíèÿ äëÿ òðàíñïîðòíîé çàäà-
÷è

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Поиск решения 
 

Установить целевую ячейку 

Равной  Максимальному значению 

  Минимальному значению 

  Значению 

        Изменяя ячейки: 

 

        Ограничения: 

$F $10 Выполнить 

0 

Закрыть 

$A $6 : $E $9 Предположить 

Параметры

$A $10 : $E $10 = $A $11 : $E $11 

$A $6 : $E $9 > = 0 

$F $6 : $F $9 = $G $6 : $G $9 

 

Добавить 

Изменить 

Удалить 

Восстановить 

Справка 

îïðåäåëÿþùèå îáúåì ïðîäóêöèè, ââîçèìîé â ïóíêòû ïîòðåá-
ëåíèÿ.

Â ÿ÷åéêè F6 : F9 ââåäåíû ôîðìóëû

= ÑÓÌÌ (À6 : E6)

= ÑÓÌÌ (À7 : E7)

= ÑÓÌÌ (À8 : E8)

= ÑÓÌÌ (À9 : E9)

õàðàêòåðèçóþùèå îáúåì ïðîèçâîäñòâà.
Äàëåå âûáèðàåì êîìàíäó Ñåðâèñ, Ïîèñê ðåøåíèÿ (Tools;

Solver) è çàïîëíÿåì îòêðûâøååñÿ äèàëîãîâîå îêíî Ïîèñê ðå-
øåíèÿ (Solver), êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 4.3.

Â äèàëîãîâîì îêíå Ïàðàìåòðû ïîèñêà ðåøåíèÿ (Solver
Options) óñòàíîâèòü ôëàæîê Ëèíåéíàÿ ìîäåëü (Assume Linear
Model). Ïîñëå íàæàòèÿ êíîïêè Âûïîëíèòü (Solver) ñðåäñòâî
ïîèñêà ðåøåíèé íàõîäèò îïòèìàëüíûé ïëàí ïîñòàâîê ïðîäóê-
öèè è ñîîòâåòñòâóþùèå åìó òðàíñïîðòíûå ðàñõîäû (ðèñ. 4.4).
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Ðèñ. 4.4. Îïòèìàëüíîå ðåøåíèå òðàíñïîðòíîé çàäà÷è

Ðåøåíèå çàäà÷è â Mathcad.
Ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ çàäàíèÿ.
1. Âûçîâèòå Mathcad è óñòàíîâèòå ðåæèì àâòîìàòè÷åñ-

êîãî âûïîëíåíèÿ âû÷èñëåíèé.
2. Îïðåäåëèòå è ââåäèòå ìàòðèöó Ñ (ìàòðèöó ñòîèìîñòè

ïåðåâîçîê).
3. Îïðåäåëèòå è ââåäèòå ìàòðèöó íåèçâåñòíûõ ïåðåâîçîê

(ïîñòàâîê). Íåèçâåñòíûå îáîçíà÷èì ÷åðåç õ1, õ2, õ3, õ4, õ5,
õ6, õ7, õ8, õ9, õ10, õ11, õ12, õ13, õ14, õ15, õ16, õ17, õ18, õ19, õ20.
Ýòó ìàòðèöó êîïèðóåì â áóôåð îáìåíà è, êîãäà íóæíî, âñòàâ-
ëÿåì èç áóôåðà îáìåíà.

4. Çàïèøèòå ôóíêöèþ (ëèíåéíóþ ôîðìó) ñòîèìîñòè ïå-
ðåâîçîê Z(õ1,õ2,…, õ20).

5. Äëÿ ìàòðèöû íåèçâåñòíûõ çàäàéòå íà÷àëüíîå çíà÷å-
íèå, ÷òîáû íà÷àòü ñ÷åò (íàïðèìåð, âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû
ðàâíû åäèíèöå).

6. Ñîñòàâüòå ïÿòü îãðàíè÷åíèé ïî ïîòðåáíîñòÿì: ïèøèòå
çíàê Σ, ìàòðèöó  áåðèòå  èç  áóôåðà  îáìåíà ðàâíî îãðàíè÷å-
íèþ ïî < 1 > ñòîëáöó, < 2 > ñòîëáöó è ò.ä. Ñîñòàâüòå ÷åòûðå
îãðàíè÷åíèÿ ïî çàïàñàì.

7. Çàïèøèòå óñëîâèå òîãî, ÷òî ÷ëåíû ìàòðèöû íåèçâåñò-
íûõ íå ìîãóò áûòü îòðèöàòåëüíûìè.

 

A B C D E F G H
1 5 8 3 1 0 4
2 1 0 7 9 6 5
3 7 3 6 4 1 2
4 6 3 1 1 5 4
5
6 0 0 4 0 0 0 4 0 4 0
7 3 0 0 2 0 2 0 5 0 1 2 0 1 2 0 
8 1 0 5 0 0 0 0 6 0 6 0 
9 4 0 0 0 0 0 4 0 4 0
1 0 80 50 60 20 50 1 4 3 0
1 1 8 0 5 0 6 0 2 0 5 0

Т р а н с п о р т н а я  з а д а ч а
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8. Çàïèøèòå óñëîâèå ïîèñêà ìèíèìóìà ôóíêöèè Z.
9. Äëÿ óäîáñòâà çàïèñè îïòèìàëüíûé ïëàí ïîñòàâîê ïðî-

äóêöèè íàõîäèòå â âèäå òðàíñïîðòíîé ìàòðèöû ÌÒ.
Ôðàãìåíò ðàáî÷åãî äîêóìåíòà Mathcad ñ ðåøåíèåì çàäà-

÷è ïðèâåäåí íèæå.

ORIGIN := 1

C := 


















4

12

5

4

5

4

6

10

11

6

9

3

3

3

7

8

6

7

10

5


















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5

19

14

9

4

18
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8

3

17
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7

2

16

11

6

1

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

Z(õ1,õ2,õ3,õ4,õ5,õ6,õ7,õ8,õ9,õ10,õ11,õ12,õ13,õ14,õ15,õ16,õ17,õ18,õ19,õ20)
:=

= tr 





















⋅









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





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x
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

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x

 := 


















11111
11111
11111
11111

Given

∑

















1
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13

8

3

17

12

7

2

16

11

6

1

x
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x
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x
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x

x

x

x

x

x

= 80 ∑

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x

x

x
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∑
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
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Ì :=Minimize(z,õ1,õ2,õ3,õ4,õ5,õ6,õ7,õ8,õ9,õ10,õ11,õ12,õ13,õ14,õ15,õ16,õ17,õ18,õ19,õ20).

ÌÒ=

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

1 0 0 40 0 0 30 0 20 20 50 10 50 0 0 0 40 0 0 0 0
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Ãëàâà 5
ÖÅËÎ×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈÅ

5.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Áîëåå öåëåñîîáðàçíî öåëî÷èñëåííîå ïðîãðàììèðîâàíèå
áûëî áû íàçâàòü äèñêðåòíûì ïðîãðàììèðîâàíèåì. Ýòî åñòü
÷àñòü ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, çàíèìàþùàÿñÿ
èññëåäîâàíèåì ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ íà öåëî÷èñëåííûõ ðå-
øåòêàõ è êîíå÷íûõ ìíîæåñòâàõ. Â òåðìèíàõ äèñêðåòíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ ôîðìàëèçóþòñÿ ìíîãèå âàæíûå çàäà÷è ýêî-
íîìèêè, óïðàâëåíèÿ, ïëàíèðîâàíèÿ, ïðîåêòèðîâàíèÿ, à òàê-
æå ðÿä äðóãèõ çàäà÷, íàïðèìåð: ðàçìåùåíèå è ñïåöèàëèçà-
öèÿ ïðåäïðèÿòèé; îïòèìèçàöèÿ êîìïëåêñà òåõíè÷åñêèõ
ñðåäñòâ äîñòàâêè ãðóçîâ; âàæíûå ñåëüñêîõîçÿéñòâåííûå çà-
äà÷è è ò. ä.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ,
â êîòîðîé òðåáóåòñÿ, ÷òîáû âñå ïåðåìåííûå ïðèíèìàëè öå-
ëûå íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ.

Ìàêñèìèçèðîâàòü ëèíåéíóþ ôóíêöèþ

Z = ∑
=

n

1j
Cjxj (5.1)

ïðè óñëîâèÿõ

∑
=

n

1j
aijõj = bi, i = m,1 ; (5.2)

xj = 0, èëè 1, èëè 2, èëè 3, …; j = n,1 ; (5.3)

ïðè÷åì aij, bi ïðåäïîëàãàþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè.
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Ñèìïëåêñ-ìåòîä ïðèâîäèò íåïîñðåäñòâåííî ê öåëî÷èñëåí-
íîìó ðåøåíèþ ëèøü äëÿ íåìíîãèõ çàäà÷. Â îáùåì æå ñëó÷àå
òðåáóþòñÿ ñïåöèàëüíûå ìåòîäû, çàêëþ÷àþùèåñÿ â ïîäáîðå
äîïîëíèòåëüíûõ ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé ê ñèñòåìå îãðàíè÷å-
íèé (5.2), îáåñïå÷èâàþùèõ öåëî÷èñëåííîñòü ðåøåíèÿ.

Îäèí èç òàêèõ ìåòîäîâ, ïðèâîäÿùèé ê öåëî÷èñëåííîìó
ðåøåíèþ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ, ïðåäëîæåí Ð.Å. Ãîìîðè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
èìååò ìíîãîóãîëüíèê (ìíîãîãðàííèê) äîïóñòèìûõ ðåøåíèé.

Åñëè íàëîæèòü òðåáîâàíèå öåëî÷èñëåííîñòè, òî äîïóñ-
òèìîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé âûðîæäàåòñÿ â ñèñòåìó òî÷åê è
óæå â îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì. Åñëè äîáàâèòü
íîâûå îãðàíè÷åíèÿ, ñâÿçûâàþùèå âíåøíèå öåëî÷èñëåííûå
òî÷êè, à çàòåì â êà÷åñòâå ìíîãîóãîëüíèêà (ìíîãîãðàííèêà)
ðåøåíèé èñïîëüçîâàòü âñå âûïóêëîå ìíîæåñòâî, òî ïîëó÷èì
íîâóþ çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñî ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè:

à) íîâûé ìíîãîóãîëüíèê ðåøåíèé ñîäåðæèò âñå öåëûå
òî÷êè, çàêëþ÷àâøèåñÿ â ïåðâîíà÷àëüíîì ìíîãîóãîëüíèêå (ìíî-
ãîãðàííèêå) ðåøåíèé; ëþáàÿ óãëîâàÿ åãî òî÷êà ÿâëÿåòñÿ öå-
ëîé;

á) òàê êàê ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ äîñòèãàåò îïòèìóìà â óãëî-
âîé òî÷êå ìíîãîóãîëüíèêà (ìíîãîãðàííèêà) ðåøåíèé, òî ïî-
ñòðîåíèåì òàêîãî ìíîãîóãîëüíèêà è îáåñïå÷èâàåòñÿ öåëî÷èñ-
ëåííîñòü îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ.

Ðèñ. 5.1

 

х1 0 

х2 
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Ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è âåäåì ñèìïëåêñíûì ìåòî-
äîì áåç ó÷åòà òðåáîâàíèÿ öåëî÷èñëåííîñòè. Åñëè îïòèìàëü-
íûé ïëàí öåëî÷èñëåííûé, òî âû÷èñëåíèÿ çàêàí÷èâàþò; åñëè
æå â îïòèìàëüíîì ðåøåíèè òàêîé çàäà÷è õîòÿ áû îäíà êîì-
ïîíåíòà íå áóäåò öåëûì ÷èñëîì, òî ââîäÿòñÿ äîïîëíèòåëü-
íûå îãðàíè÷åíèÿ è ïðîöåññ ðåøåíèÿ ïðîäîëæàåòñÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî, ìàêñèìèçèðóÿ (5.1) ïðè óñëîâèÿõ (5.2)
è (5.3) áåç ó÷åòà òðåáîâàíèÿ öåëî÷èñëåííîñòè ïåðåìåííûõ,
ìû ïðèøëè ê îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ ñ ïðåäïî÷èòàåìûì ýê-
âèâàëåíòîì ñèñòåìû îãðàíè÷åíèé (5.2) âèäà:

xi + 
∑
=

n

1j
eij xj = fi, i = m,1  . (a)

Ïóñòü ïðàâûå ÷àñòè fi íåêîòîðûõ óðàâíåíèé îêàçàëèñü
äðîáíûìè. Âûáåðåì îäíó èç íèõ, íàïðèìåð f1. Êàæäûé êîýô-
ôèöèåíò e1j ïðè íåèçâåñòíîé â ñîîòâåòñòâóþùåì óðàâíåíèè
ñèñòåìû è ñâîáîäíûé ÷ëåí f1 ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû öåëîé
÷àñòè è ïðàâèëüíîé íåîòðèöàòåëüíîé äðîáè

e1j = N1j + γ1j, 0 ≤ γ1j < 1, j = n,1 , 

f1 = N1 + γ1, 0 ≤ γ1 < 1, (5.4)

ïîìíÿ, ÷òî öåëîé ÷àñòüþ ëþáîãî ÷èñëà íàçûâàåòñÿ íàèáîëü-
øåå öåëîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå äàííîãî ÷èñëà. Òîãäà
ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå ñèñòåìû ìîæíî çàïèñàòü:

õ1 + (N1,m + 1 + γ1,m + 1) xm + 1 + … + (N1n + γ1n) xk = N1 + γ1,

èëè

x1 + N1,m + 1 xm + 1 + … + N1n xk – N1 = γ1 – (γ1,m + 1 xm + 1  +

+ … + γ1n xk), (b)

ãäå k = n+ m.
Ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà äîëæíà áûòü ÷èñëîì öåëûì,

òàê êàê ìû òðåáóåì, ÷òîáû âñå ïåðåìåííûå ïðèíèìàëè öå-
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ëûå íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Ïîýòîìó è ïðàâàÿ ÷àñòü äîë-
æíà áûòü öåëûì ÷èñëîì è, î÷åâèäíî, ýòî ÷èñëî íå áîëüøå,
÷åì γ1. Íî γ1 åñòü ïðàâèëüíàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ äðîáü è, ñëå-
äîâàòåëüíî, ïðàâàÿ ÷àñòü íå ìîæåò ïðåâûøàòü íóëÿ:

γ1 – (γ1,m + 1 xm + 1 + … + γ1n xn) ≤ 0, (ñ)

îòêóäà
γ1,m + 1 xm + 1 + … + γ1n xn ≥ γ1. (d)

Âû÷èòàÿ èç ëåâîé ÷àñòè íîâóþ íåîòðèöàòåëüíóþ íåèçâå-
ñòíóþ õn + 1, çàìåíèì íåðàâåíñòâî (d) óðàâíåíåì:

γ1,m + 1 xm + 1 + … + γ1n xk – õk + 1 = γ1, èëè

–γ1,m + 1 xm + 1 – … – γ1n xk + õk + 1 = –γ1, (5.5)

ãäå γ1,m + 1, γ1,m + 2,... êîýôôèöèåíòû, ñòîÿùèå â ïåðâîé ñòðîêå
îïòèìàëüíîé, íî íåöåëî÷èñëåííîé òàáëèöû, è ïîä íåèçâåñò-
íûìè xm + 1, xm + 2,... .

Ýòî è åñòü äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå, êîòîðîå ñëåäó-
åò ââåñòè. Íîâàÿ çàäà÷à ñ (m + 1) óðàâíåíèÿìè (5.2) è (5.5)
ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé äèñêðåòíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, òàê êàê
“–õn + 1” ñîâïàäàåò ñ ïðàâîé ÷àñòüþ ðàâåíñòâà (b). Íà äàííîì
ýòàïå çíà÷åíèå õn + 1 ðàâíî “–γ1”, ò. å. îòðèöàòåëüíî è äðîáíî.
Ìû äîáàâëÿåì ê ïîñëåäíåé ñèìïëåêñíîé òàáëèöå åùå îäíó
ñòðîêó, ñîîòâåòñòâóþùóþ óðàâíåíèþ (5.5). Ïðè ýòîì îòíîñè-
òåëüíûå îöåíî÷íûå êîýôôèöèåíòû íå èçìåíÿþòñÿ, ò. å. óñ-
ëîâèå îïòèìàëüíîñòè ñîõðàíÿåòñÿ.

Âîçîáíîâëÿÿ ïðîöåññ ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèìïëåêñíûõ òàá-
ëèö, ïðèìåíèì äâîéñòâåííûé ìåòîä è ïåðåâåäåì íåèçâåñò-
íóþ õn + 1 èç áàçèñíûõ â ñâîáîäíóþ. Âîçìîæíî, ÷òî ïîñëå
ýòîãî ïîëó÷èòñÿ áàçèñíîå íåîòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå ñ öåëî-
÷èñëåííûìè êîìïîíåíòàìè è çàäà÷à ðåøåíà. Åñëè íåò, òî ñî-
ñòàâëÿåì ñëåäóþùåå äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå, ó÷èòûâà-
þùåå öåëî÷èñëåííîñòü. Ïðîöåññ ïðèñîåäèíåíèÿ äîïîëíèòåëü-
íûõ îãðàíè÷åíèé ïîâòîðÿþò äî òåõ ïîð, ïîêà ëèáî áóäåò íàé-
äåí öåëî÷èñëåííûé îïòèìàëüíûé ïëàí, ëèáî áóäåò äîêàçàíî,
÷òî çàäà÷à íå èìååò öåëî÷èñëåííûõ ïëàíîâ.
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Åñëè èìåþòñÿ íåñêîëüêî äðîáíûõ fi, òî äîïîëíèòåëüíîå
îãðàíè÷åíèå (5.5) ñîñòàâëÿþò äëÿ max γi. Ýòî óñêîðÿåò ïðî-
öåññ ïîëó÷åíèÿ îïòèìàëüíîãî öåëî÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ.

5.2. Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîãî
ïëàíà ïðîèçâîäñòâà

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëü-
íîãî ïðîèçâîäñòâåííîãî ïëàíà.

Ïóñòü ïðåäïðèÿòèå äëÿ ïðîèçâîäñòâà òðåõ ðàçìåðíûõ
íàèìåíîâàíèé èçäåëèé èñïîëüçóåò òðè âèäà ðåñóðñîâ â êîëè-
÷åñòâå 10, 11 è 13 åä. Çàòðàòû êàæäîãî èç ïåðå÷èñëåííûõ
òðåõ âèäîâ ðåñóðñîâ íà èçãîòîâëåíèå îäíîãî èçäåëèÿ 1-ãî, 2-
ãî èëè 3-ãî âèäîâ è ïðèáûëü îò ðåàëèçàöèè îäíîãî èçäåëèÿ
êàæäîãî èç âèäîâ îòðàæåíû â òàáë. 5.1.

Òàáëèöà 5.1

Затраты на одно изделие 
Объем ресурсов 

1-го вида 2-го вида 3-го вида 

10 3 2 0 

11 1 4 0 

13 3 3 1 

Прибыль в усл. ед. 4 5 1 

 Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïðåäïðèÿòèå ìîæåò âûïóñêàòü èçäå-
ëèÿ ðàçíûõ íàèìåíîâàíèé â ëþáûõ ñîîòíîøåíèÿõ, íàéòè ïëàí
ïðîèçâîäñòâà, îáåñïå÷èâàþùèé ìàêñèìàëüíóþ ðåíòàáåëüíîñòü.

Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç õ1, õ2 è õ3 åä. êîëè÷åñòâî èçäå-
ëèé, êîòîðûå äîëæíî âûïóñêàòü ïðåäïðèÿòèå äëÿ îáåñïå÷å-
íèÿ ìàêñèìàëüíîé ðåíòàáåëüíîñòè, òî èìååì çàäà÷ó öåëî-
÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ìàêñèìèçèðîâàòü ëèíåéíóþ ôóíêöèþ

Z = 4õ1 + 5õ2 + õ3 (e)
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ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

3õ1 + 2õ2 ≤ 10,

õ1 + 4õ2 ≤ 11,

3õ1 + 3õ2 + õ3 ≤ 13, 

õj ≥ 0 (j = 1,2,3),

xj – öåëûå ÷èñëà. (f)

Ñîîòâåòñòâåííî ñîîòíîøåíèÿì (e) è (f) çàïèñûâàåì ñèñ-
òåìó óðàâíåíèé

3õ1 + 2õ2 + õ4 = 10,

õ1 + 4õ2 + õ5 = 11,

3õ1 + 3õ2 + õ3 + õ6 = 13,   

–4õ1 – 5õ2 – õ3 + Z = 0. (g)

Ñòðîèì ñèìïëåêñíóþ òàáë. 5.2. Ïðîèçâåäÿ òðè øàãà ñèìï-
ëåêñíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïîëó÷àåì òàáë. 5.3 — 5.5.

Òàáë. 5.5 äàåò îïòèìàëüíîå, íî íåöåëî÷èñëåííîå ðåøå-

íèå x  = (
10

18 ; 
10

23 ; 
10

7 ; 0; 0; 0) и Z ( x) = 
10

194 . 

Äëÿ îòûñêàíèÿ öåëî÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íóæíî ââåñòè
äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå (5.5).

Èç ñîîòíîøåíèé (5.4):

f1 = 10

18
 = 1 +

10

8
; f2 =10

23
 = 2 +

10

3
; f3 =10

7
 = 0 +

10

7
, ò. å.

γ1 = 10

8
; γ2 = 10

3
; γ3 = 10

7
. Òàê êàê max γi = max (10

18
;
10

3
;
10

7
;),

òîãäà äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå (5.5) ñòðîèì äëÿ õ1-ñòðîêè
òàáë. 5.5.
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Òàáëèöà 5.2

Òàáëèöà 5.3

Íàõîäèì

e11 =10

4
 = 0 +

10

4
; e12 = 10

2− = –1 +
10

8
; e13 = 0 = 0 + 0; ò.

å. γ11 =10

4
; γ12 =10

8
; γ13 = 0. Òîãäà γ11= γ14, γ12= γ15, γ13= γ16 è

äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå èìååò âèä:

–γ14x4 – γ15x5 – γ16x6 + x7 = –γ1, èëè

–
10

4
õ4 – 10

8
õ5 – 0õ6 + õ7 = –10

8
. (h)

Ââîäÿ óðàâíåíèå (h) êàê íîâóþ ñòðîêó â òàáë. 5.5, ïîëó-

   С.П. 
Б.П. х1 х2 х3 1 

х4 3 2 0 10 

x5 1 4 0 11 

х6 3 3 1 13 

Z –4 –5 –1 0 

   С.П. 
Б.П. х1 х5 х3 1 

х4 
4

10  
4
2

−
 

0 
4

18

 

х2 4
1

 4
1

 
0 

4
11

 

х6 4
9

 4
3

−
 

1 
4

19
 

Z 
4

11
−

 4
5

 
–1 

4
55
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÷èì òàáë. 5.6 è, ñîâåðøàÿ ñèìïëåêñíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñ ðàç-

ðåøàþùèì ýëåìåíòîì “–
10

8
”” (îñâîáîæäàåìñÿ îò îòðèöàòåëü-

íîãî ýëåìåíòà â 1-ñòîáëöå), ïðèäåì ê òàáë. 5.7.

Òàáëèöà 5.4

Òàáëèöà 5.5

   С.П. 
Б.П. х4 х5 х6 1 

х1 10
4

 10
2

−
 

0 
10
18

 

х2 10
1

−
 10

3
 

0 
10
23

 

х3 10
9

−
 10

3
−

 
1 

10
7

 

Z 
10
2

 10
4

 
1 

10
194

 

   С.П. 
Б.П. х4 х5 х2 1 

х1 
10

4  
10

2
−  0 

10

18 

х2 
10

1
−  

10

3  0 
10

23  

х6 
10

9
−  

10

3
−  1 

10

7  

Z 
10
11  

10
7  –1 

10
187  
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Òàáëèöà 5.6

Òàáëèöà 5.7

   С.П. 
Б.П. х4 х5 х6 1 

х1 
10
4

 10
2

−
 

0 
10
18

 

х2 
10
1

−
 10

3

 
0 

10
23

 

х3 
10

9
−

 10

3
−

 
1 

10

7

 

х7 
10

4
−

 10

8  0 
10

8
−

 

Z 
10

2

 10

4

 
1 

10

194

 

   С.П. 
Б.П. х4 х7 х6 1 

х1 8
4

 8
2

−
 

0 2 

х2 8
2

−
 8

3

 
0 2 

х3 8
6

−
 8

3
−

 
1 1 

х5 2
1

 8
10

−
 

0 1 

Z 0 
2
1

 
1 19 

Èç òàáë. 5.7 ïîëó÷àåì îïòèìàëüíîå öåëî÷èñëåííîå ðåøå-
íèå опmx = (2; 2; 1; 0; 1; 0; 0) è Zmax = 19.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìàêñèìàëüíàÿ ïðèáûëü â 19 óñë. åä. áóäåò
äîñòèãíóòà ïðè ïðîèçâîäñòâå äâóõ åä. èçäåëèé 1-ãî âèäà, äâóõ
åä. èçäåëèé 2-ãî âèäà è îäíîé åä. èçäåëèé 3-ãî âèäà.
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Ãëàâà 6
ÎÑÍÎÂÛ ÏËÀÍÈÐÎÂÀÍÈß

ÌÅÆÎÒÐÀÑËÅÂÎÃÎ ÁÀËÀÍÑÀ

Âàæíåéøàÿ çàäà÷à äàëüíåéøåãî ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ïëà-
íèðîâàíèÿ — óëó÷øåíèå ñáàëàíñèðîâàííîñòè ïðîèçâîäñòâà,
ïðè÷åì ïðîèçâîäñòâà èìåííî òîé ïðîäóêöèè, êîòîðàÿ íóæíà
äëÿ ðàçâèòèÿ ïðîèçâîäñòâà è óäîâëåòâîðåíèÿ ðàñòóùåãî ñïðî-
ñà íàñåëåíèÿ. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ðÿä ýêîíîìèêî — ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, â òîì ÷èñëå ìåæîòðàñëåâûå áàëàíñû.

Öåíòðàëüíàÿ èäåÿ ìåæîòðàñëåâîãî áàëàíñà çàêëþ÷àåòñÿ â
òîì, ÷òî êàæäàÿ îòðàñëü â íåì ðàññìàòðèâàåòñÿ è êàê ïðîèç-
âîäèòåëü è êàê ïîòðåáèòåëü. Ìîäåëü ìåæîòðàñëåâîãî áàëàíñà
— îäíà èç ñàìûõ ïðîñòûõ ýêîíîìèêî — ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäå-
ëåé. Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åäèíóþ âçàèìîóâÿçàííóþ ñèñòå-
ìó èíôîðìàöèè î âçàèìíûõ ïîñòàâêàõ ïðîäóêöèè ìåæäó âñå-
ìè îòðàñëÿìè ïðîèçâîäñòâà, à òàêæå îá îáúåìå è îòðàñëåâîé
ñòðóêòóðå îñíîâíûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ ôîíäîâ, îá îáåñïå÷åí-
íîñòè íàðîäíîãî õîçÿéñòâà ðåñóðñàìè òðóäà è ò. ä.

Òàêàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòàòü ñáàëàíñèðîâàííûé
ïëàí íà îñíîâå òî÷íîãî ó÷åòà âñåõ ìåæîòðàñëåâûõ ñâÿçåé è
ðàññìîòðåòü ïðè ýòîì ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ.

Â îñíîâå èññëåäîâàíèé áàëàíñîâûõ ìîäåëåé ëåæàò áà-
ëàíñîâûå òàáëèöû, ñîäåðæàùèå äàííûå î ïðîèçâîäñòâå è
ïîòðåáëåíèè ïðîäóêöèè ðàçëè÷íûõ îòðàñëåé èëè ïðåäïðèÿ-
òèé. Òàêèå áàëàíñû çàòðàò âûïóñêà ïðîäóêöèè îòðàæàþò ñëîæ-
íûå âçàèìîñâÿçè ìåæäó ðàçëè÷íûìè îòðàñëÿìè ïðîèçâîäñòâà,
õàðàêòåðèçóþò îáùåñòâåííî íåîáõîäèìûå çàòðàòû â ïðîöåñ-
ñå ïðîèçâîäñòâà (ïðîèçâîäñòâåííîå ïîòðåáëåíèå), ðàñïðåäå-
ëåíèå îáùåñòâåííîãî ïðîäóêòà, âñåñòîðîííèé îáîðîò ìàòå-
ðèàëüíûõ öåííîñòåé è ò. ä.
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Â ðåçóëüòàòå áàëàíñîâûõ èññëåäîâàíèé ìîãóò áûòü èçó-
÷åíû ìåæîòðàñëåâûå è ìåæðàéîííûå ñâÿçè, ðàññ÷èòàíû ïîë-
íûå çàòðàòû òðóäà, êàïèòàëîâëîæåíèé, ýíåðãèè è ò. ä. íà
ïðîèçâîäñòâî åäèíèöû îáùåñòâåííîãî ïðîäóêòà, èññëåäîâàí
ïîäðîáíî îáîðîò ìàòåðèàëüíûõ öåííîñòåé â äàííîì õîçÿé-
ñòâå.

Õàðàêòåðíûå ÷åðòû è îñîáåííîñòè ýòîãî ìåòîäà îïèñû-
âàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ìàòðè÷íûõ ìîäåëåé áàëàíñà. Èç ìàòåìàòè-
÷åñêèõ ìåòîäîâ çäåñü ãëàâíûì îáðàçîì èñïîëüçóåòñÿ àïïàðàò
ëèíåéíîé àëãåáðû.

6.1. Ìîäåëü ìåæîòðàñëåâîãî áàëàíñà

Ðàññìîòðèì ïðèìåð ïðåäåëüíî óïðîùåííîé ñèñòåìû,
ñîñòîÿùåé èç äâóõ ïðîèçâîäñòâåííûõ îòðàñëåé. Ïóñòü èñïîë-
íåíèå áàëàíñà çà ïðåäøåñòâóþùèé ïåðèîä õàðàêòåðèçóåòñÿ
äàííûìè, ïðèâåäåííûìè â òàáë. 6.1.

Ïðîäóêöèÿ êàæäîé îòðàñëè ÷àñòè÷íî èäåò íà âíåøíåå
ïîòðåáëåíèå (êîíå÷íûé ïðîäóêò), à ÷àñòè÷íî èñïîëüçóåòñÿ â
êà÷åñòâå ñûðüÿ, ïîëóôàáðèêàòîâ èëè äðóãèõ ñðåäñòâ ïðîèç-
âîäñòâà â äðóãèõ îòðàñëÿõ, â òîì ÷èñëå è â äàííîé. Ýòó ÷àñòü
ïðîäóêöèè íàçûâàþò ïðîèçâîäñòâåííûì ïîòðåáëåíèåì. Ïîýòî-
ìó êàæäàÿ èç ðàññìàòðèâàåìûõ îòðàñëåé âûñòóïàåò è êàê
ïðîèçâîäèòåëü ïðîäóêöèè (1-é ñòîëáåö òàáëèöû) è êàê åå ïî-
òðåáèòåëü (1-ÿ ñòðîêà òàáëèöû).

Ïðèâåäåííóþ òàáëèöó êîíêðåòíîãî ïðèìåðà ìîæíî çà-
ïèñàòü è â îáùåì âèäå (òàáë. 6.2).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç xi âàëîâûé âûïóñê ïðîäóêöèè i-é îòðàñ-
ëè çà ïëàíèðóåìûé ïåðèîä è ÷åðåç ói — êîíå÷íûé ïðîäóêò,
èäóùèé íà âíåøíåå äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ïîòðåáëå-
íèå (ñðåäñòâà ïðîèçâîäñòâà äðóãèõ ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì,
ïîòðåáëåíèå íàñåëåíèÿ, îáðàçîâàíèå çàïàñîâ è ò. ä.). Òàêèì
îáðàçîì, ðàçíîñòü xi —ói ñîñòàâëÿåò ÷àñòü ïðîäóêöèè i-é îò-
ðàñëè, ïðåäíàçíà÷åííóþ äëÿ âíóòðèïðîèçâîäñòâåííîãî ïî-
òðåáëåíèÿ. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî áàëàíñ ñîñòàâëÿåòñÿ â ñòîèìî-



157

Òàáëèöà 6.1

Òàáëèöà 6.2

ñòíîì ðàçðåçå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç xik ÷àñòü ïðîäóêöèè i-é îò-
ðàñëè, êîòîðàÿ ïîòðåáëÿåòñÿ k-é îòðàñëüþ, äëÿ îáåñïå÷åíèÿ
âàëîâîãî âûïóñêà åå ïðîäóêöèè â ðàçìåðå xi.

Â îáùåì âèäå èìååì ïðèíöèïèàëüíóþ ñõåìó ìåæîòðàñ-
ëåâîãî áàëàíñà (òàáë. 6.2) äëÿ äâóõ îòðàñëåé.

Потребление              № отрас- 
                 лей (k) 
№ отрас- 
лей (i) 

1 2 

Итого 
затрат 
∑ ikX  

Конечный 
продукт уi 

Валовый 
выпуск 
Хi 

 0,2  0,4 
1 

100  160  
260 240 500 

 0,55  0,1 

П
ро
из
во
дс
тв
о 

2 
275  40  

315 85 400 

Итого затрат в  
k-ю отрасль 375 200 

       575 
 
575 

  

 

Потребление              № отрас- 
                 лей (k) 
№ отрас- 
лей (i) 

1 2 

Итого 
затрат 
∑

i
ikх  

Конечный 
продукт уi 

Вало-
вый 

выпуск 
хi 

 a11  a12 
1 

x11  x12  

 

∑ kх1  

 

у1 

 

х1 

 a21  a22 

П
ро
из
во
дс
тв
о 

2 
x21  x22  

 

∑ kх2  

 

у2 

 

х2 

Итого 
произведены 
затраты 

∑ 1iх  ∑ 2iх  
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Î÷åâèäíî, âåëè÷èíû, ðàñïîëîæåííûå â ñòðîêàõ, ñâÿçà-
íû ñëåäóþùèìè áàëàíñîâûìè ðàâåíñòâàìè

x1 – (x11 + x12) = ó1       

x2 – (x21 + x22) = ó2 . (6.1)

Îäíà èç çàäà÷ áàëàíñîâûõ èññëåäîâàíèé çàêëþ÷àåòñÿ â
òîì, ÷òîáû íà áàçå äàííûõ îá èñïîëíåíèè áàëàíñà çà ïðåä-
øåñòâóþùèé ïåðèîä îïðåäåëèòü èñõîäíûå äàííûå íà ïëàíè-
ðóåìûé ïåðèîä.

Èòîãî ïðîèçâåäåíû çàòðàòû
Ðàññ÷èòûâàåì ïî äàííûì òàáëèöû êîýôôèöèåíòû ïðÿ-

ìûõ çàòðàò. Ýòî îòíîøåíèå êîëè÷åñòâà ïðîäóêöèè i-é îòðàñ-
ëè, ïîñòóïàþùåé â k-þ îòðàñëü äëÿ îáåñïå÷åíèÿ âûïóñêà åå
ïðîäóêöèè â ðàçìåðå õk, ò. å.

aik =
k

ik

x

x
     (i, k = n,1 ), (6.2)

îòêóäà xik = aik · xk, (6.3)

ò. å. çàòðàòû i-é îòðàñëè â k-þ îòðàñëü ïðîïîðöèîíàëüíû åå
âàëîâîìó âûïóñêó èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, çàâèñÿò ëèíåéíî
îò âàëîâîãî âûïóñêà xi.

Âûïèñàííûå ñîîòíîøåíèÿ íàçûâàþò óñëîâèåì ëèíåéíîñ-
òè ïðÿìûõ çàòðàò.

Ðàññ÷èòûâàåì

à11 = 500

100
= 0,2; à12 = 400

160
= 0,4; à21 = 500

275
= 0,55; à22 = 400

40
= 0,1

è çàïèñûâàåì â òàáë. 6.1 â óãëàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ êëåòîê.
Íàéäåííûå êîýôôèöèåíòû îáðàçóþò ìàòðèöó ïðÿìûõ

çàòðàò

À = 





1,0

4,0

55,0

2,0
 .
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Âñå ýëåìåíòû aik ýòîé ìàòðèöû íåîòðèöàòåëüíû. Ýòî çà-
ïèñûâàþò â âèäå ìàòðè÷íîãî íåðàâåíñòâà À ≥ 0 è íàçûâàþò
òàêóþ ìàòðèöó íåîòðèöàòåëüíîé.

Çàäàíèåì ìàòðèöû À îïðåäåëÿþòñÿ âñå âíóòðåííèå âçà-
èìîñâÿçè ìåæäó ïðîèçâîäñòâîì è ïîòðåáëåíèåì, õàðàêòåðè-
çóåìûå èñõîäíîé òàáë. 6.1.

Òåïåðü ìîæíî çàïèñàòü ëèíåéíóþ áàëàíñîâóþ ìîäåëü,
ñîîòâåòñòâóþùóþ äàííûì òàáë. 6.1, åñëè ïîäñòàâèòü çíà÷å-
íèÿ xik = aik · xk â áàëàíñîâûå ðàâåíñòâà

x1 – (0,2x1 + 0,4x2) = y1      

x2 – (0,55x1 + 0,1x2) = y2 (6.4)

èëè â ìàòðè÷íîé ôîðìå

(E – A) X = Y, (6.5)

ãäå

E = 





1

0

0

1
, À = 





1,0

4,0

55,0

2,0
, X = 






2

1

х

х
, Y = 






2

1

у

у
.

Ýòà ñèñòåìà äâóõ óðàâíåíèé ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà
äëÿ îïðåäåëåíèÿ õ1 è õ2 ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ y1 è y2, äëÿ
èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ íà âàëîâûé âûïóñê ëþáûõ èçìåíåíèé
â àññîðòèìåíòå êîíå÷íîãî ïðîäóêòà, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìàò-
ðèöû êîýôôèöèåíòîâ ïîëíûõ çàòðàò, ýëåìåíòû êîòîðîé ñëó-
æàò âàæíûìè ïîêàçàòåëÿìè äëÿ ïëàíèðîâàíèÿ ðàçâèòèÿ îò-
ðàñëåé è ò. ä.

6.2. Îáùàÿ ìîäåëü ìåæîòðàñëåâîãî
áàëàíñà ïðîäóêöèè

Ðàññìîòðåííàÿ òàáë. 6.2 åñòü íå ÷òî èíîå, êàê îäíà èç
îñíîâíûõ ýêîíîìè÷åñêèõ ìîäåëåé (äàííàÿ â ñîêðàùåííîì
âèäå), øèðîêî èçâåñòíûõ â íàøåé ñòðàíå è çà ðóáåæîì: ìå-
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Òàáëèöà 6.3
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æîòðàñëåâîé áàëàíñ ïðîèçâîäñòâà è ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîäóê-
öèè â íàðîäíîì õîçÿéñòâå (ÌÎÁ).

Â îáùåì âèäå ÌÎÁ ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ îñíîâíûõ ÷àñ-
òåé — êâàäðàíòîâ (òàáë. 6.3).

I êâàäðàíò ñîäåðæèò ïîêàçàòåëè ìàòåðèàëüíûõ çàòðàò íà
ïðîèçâîäñòâî ïðîäóêöèè. Ïî ñòðîêàì è ñòîëáöàì îòðàñëè ðàñ-
ïîëàãàþòñÿ â îäèíàêîâîì ïîðÿäêå. Âåëè÷èíà xik ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ñòîèìîñòü ñðåäñòâ ïðîèçâîäñòâà, ïðîèçâåäåííûõ â i-é
îòðàñëè è ïîòðåáëåííûõ â êà÷åñòâå ìàòåðèàëüíûõ çàòðàò â
k-é ïîòðåáëÿþùåé îòðàñëè. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ñóììà âñåõ
ýëåìåíòîâ êâàäðàòíîé ìàòðèöû n-ãî ïîðÿäêà, ñòîÿùåé â ïåð-
âîì êâàäðàíòå, ðàâíÿåòñÿ ãîäîâîìó ôîíäó âîçìåùåíèÿ çàò-
ðàò ñðåäñòâ ïðîèçâîäñòâà â ìàòåðèàëüíîé ñôåðå.

Âî II êâàäðàíòå ïîêàçàíà êîíå÷íàÿ ïðîäóêöèÿ, èñïîëü-
çóåìàÿ íà íåïðîèçâîäñòâåííîå ïîòðåáëåíèå, íàêîïëåíèå è
ýêñïîðò. Òîãäà ýòîò êâàäðàíò ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðàñ-
ïðåäåëåíèå íàöèîíàëüíîãî äîõîäà íà ôîíä íàêîïëåíèÿ è ôîíä
ïîòðåáëåíèÿ ïî îòðàñëÿì ïðîèçâîäñòâà è ïîòðåáëåíèÿ.

Â III êâàäðàíòå õàðàêòåðèçóåòñÿ íàöèîíàëüíûé äîõîä,
íî ñî ñòîðîíû åãî ñòîèìîñòíîãî ñîñòàâà ÷èñòîé ïðîäóêöèè
(îïëàòà òðóäà, ïðèáûëü, íàëîã ñ îáîðîòà è äð.).

Â IV êâàäðàíòå îòðàæàåòñÿ ïåðåðàñïðåäåëåíèå ÷èñòîé
ïðîäóêöèè. Â ðåçóëüòàòå ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ïåðâîíà÷àëüíî
ñîçäàííîãî íàöèîíàëüíîãî äîõîäà îáðàçóþòñÿ êîíå÷íûå äî-
õîäû íàñåëåíèÿ, ïðåäïðèÿòèé, ãîñóäàðñòâà. Åñëè âñå ïîêàçà-
òåëè ÌÎÁ çàïèñàíû â äåíåæíîì âûðàæåíèè, òî ïî ñòîëáöàì
áàëàíñà îíè ïðåäñòàâëÿþò ôîðìèðîâàíèå ñòîèìîñòè âàëîâîé
ïðîäóêöèè, à ïî ñòðîêàì — ðàñïðåäåëåíèå òîé æå ïðîäóê-
öèè â íàðîäíîì õîçÿéñòâå. Ïîýòîìó ïîêàçàòåëè ñòðîê è ñòîë-
áöîâ ðàâíû.

Âàëîâàÿ ïðîäóêöèÿ îòðàñëåé ïðåäñòàâëåíà â òàáë. 6.3 â
âèäå ñòîëáöà, ðàñïîëîæåííîãî ñïðàâà îò âòîðîãî êâàäðàòà è
â âèäå ñòðîêè, ðàñïîëîæåííîé ïîä òðåòüèì êâàäðàíòîì. Ýòè
ñòîëáåö è ñòðîêà èãðàþò âàæíóþ ðîëü êàê äëÿ ïðîâåðêè ïðà-
âèëüíîñòè ñàìîãî áàëàíñà (çàïîëíåíèÿ êâàäðàíòîâ), òàê è äëÿ
ðàçðàáîòêè ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ìåæîòðàñëå-
âîãî áàëàíñà.
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Â öåëîì ìåæîòðàñëåâîé áàëàíñ â ðàìêàõ îáùåé ìîäåëè
îáúåäèíÿåò áàëàíñû îòðàñëåé ìàòåðèàëüíîãî ïðîèçâîäñòâà,
áàëàíñ ñîâîêóïíîãî îáùåñòâåííîãî ïðîäóêòà, áàëàíñû íàöè-
îíàëüíîãî äîõîäà, áàëàíñ äîõîäîâ è ðàñõîäîâ íàñåëåíèÿ.

Èñõîäÿ èç ôîðìóëû (6.2), ðàçäåëèì ïîêàçàòåëè ëþáîãî
ñòîëáöà ÌÎÁ íà èòîã ýòîãî ñòîëáöà (èëè ñîîòâåòñòâóþùåé
ñòðîêå), òî åñòü íà âàëîâóþ ïðîäóêöèþ. Ïîëó÷èì çàòðàòû íà
åäèíèöó ýòîé ïðîäóêöèè aik (i, k = n,1 ), êîòîðûå îáðàçóþò
ìàòðèöó ïðÿìûõ çàòðàò À:

À =
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
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  ≥ 0. (6.6)

Ñòîèìîñòíîé áàëàíñ íàðÿäó ñ óðàâíåíèÿìè

xi = ∑
=

n

1k
ikx + ói (i = n,1 ), (6.7)

êàæäîå èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ðàñïðåäåëåíèå ïðîäóêöèè
äàííîé îòðàñëè ïî âñåì îòðàñëÿì, äîïóñêàåò ïîñòðîåíèå óðàâ-
íåíèé â ôîðìå ïîòðåáëåíèÿ ïðîäóêöèè

xk = ∑
=

n

1i
ikx + Vk + mk (k = n,1 ), (6.8)

ãäå ∑
=

n

1i
ikx — ìàòåðèàëüíûå çàòðàòû k-é ïîòðåáëÿþùåé îòðàñëè,

Vk + mk — åå ÷èñòàÿ ïðîäóêöèÿ (Vk — ñóììà îïëàòû
òðóäà, mk — ÷èñòûé äîõîä).

Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèÿ (6.7) ñîîòíîøåíèÿ (6.3), ïîñëå
ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì

xi – k

n

1k
ikx∑

=
a  = ói (i = n,1 ). (6.9)
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Ñèñòåìó óðàâíåíèé ÌÎÁ (6.9) çàïèøåì â ìàòðè÷íîé ôîðìå

(Å – À) Õ = Y, (6.10)

ãäå Å — åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà,
À — ìàòðèöà ïðÿìûõ çàòðàò (6.6),
Õ è Y — ñòîëáöîâûå ìàòðèöû.

Õ = 

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
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 .

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (6.9), èëè â ìàòðè÷íîé ôîðìå (6.10)
íàçûâàåòñÿ ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ìåæîòðàñëå-
âîãî áàëàíñà (ìîäåëüþ Ëåîíòüåâà).

Ìîäåëü ìåæîòðàñëåâîãî áàëàíñà (6.10) ïîçâîëÿåò ðåøèòü
ñëåäóþùèå çàäà÷è:

1) îïðåäåëèòü îáúåì êîíå÷íîé ïðîäóêöèè îòðàñëåé ó1, ó2, …,
ón ïî çàäàííûì îáúåìàì âàëîâîé ïðîäóêöèè õ1, õ2, …, õn;

2) ïî çàäàííîé ìàòðèöå êîýôôèöèåíòîâ ïðÿìûõ çàòðàò À
îïðåäåëèòü ìàòðèöó êîýôôèöèåíòîâ ïîëíûõ çàòðàò Ð = (Å –
– À) —1, ýëåìåíòû êîòîðîé ñëóæàò âàæíûìè ïîêàçàòåëÿìè
äëÿ ïëàíèðîâàíèÿ ðàçâèòèÿ îòðàñëåé;

3) îïðåäåëèòü îáúåìû âàëîâîé ïðîäóêöèè îòðàñëåé õ1, õ2,
…, õn ïî çàäàííûì îáúåìàì êîíå÷íîé ïðîäóêöèè ó1, ó2, …, ón;

4) ïî n çàäàííûì îáúåìàì êîíå÷íîé èëè âàëîâîé ïðîäóê-
öèè îòðàñëåé õ1, ó2, õ3, ó4, …, õn îïðåäåëèòü îñòàâøèåñÿ n
îáúåìîâ.

6.3. Ïîíÿòèå î êîñâåííûõ çàòðàòàõ

Ïðÿìûå çàòðàòû èãðàþò â ñîñòàâëåíèè áàëàíñà èñêëþ-
÷èòåëüíî âàæíóþ ðîëü. Îíè ñëóæàò âàæíîé ýêîíîìè÷åñêîé
õàðàêòåðèñòèêîé, áåç çíàíèÿ êîòîðîé ïëàíèðîâàíèå íàðîä-
íîãî õîçÿéñòâà íå ïðåäñòàâëÿëîñü áû âîçìîæíûì.

Ìàòðèöà ïðÿìûõ çàòðàò ïî ñóùåñòâó îïðåäåëÿåò ñòðóê-
òóðó ýêîíîìèêè. Åñëè íàì èçâåñòíû ïðÿìûå çàòðàòû è êîíå÷-
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íûé ïðîäóêò êàæäîé îòðàñëè õîçÿéñòâà, òî ìû ìîæåì âû-
÷èñëèòü îáúåì âàëîâîé ïðîäóêöèè.

×òîáû âûïóñòèòü àâòîìîáèëü â Òîëüÿòòè, íóæíî îáåñïå-
÷èòü ýëåêòðîýíåðãèåé íå òîëüêî ñàì çàâîä, íî è ïðîêàòíûå
ñòàíû Ìàãíèòîãîðñêîãî êîìáèíàòà, è øèííûé çàâîä â ßðîñ-
ëàâëå, è ìíîãî äðóãèõ. Ïîýòîìó, åñëè ïðÿìî íà îäèí àâòîìî-
áèëü çàòðà÷èâàåòñÿ 1,4 òûñÿ÷è êâò-÷àñîâ ýëåêòðîýíåðãèè, òî
íà âñåõ ïðîìåæóòî÷íûõ ñòàäèÿõ — åùå 2 òûñÿ÷è êâò-÷àñîâ
(êîñâåííûå çàòðàòû ýëåêòðîýíåðãèè), à âñåãî 3,4 òûñÿ÷è êâò-
÷àñîâ. ×òîáû ïðîèçâåñòè 1 òîííó øòàïåëüíîãî âîëîêíà èç ëàâ-
ñàíà, òðåáóåòñÿ îêîëî ïÿòèäåñÿòè òûñÿ÷ ðóáëåé êàïèòàëü-
íûõ âëîæåíèé íåïîñðåäñòâåííî äëÿ çàâîäà õèìè÷åñêèõ âîëî-
êîí, à â ñîïðÿæåííûõ îòðàñëÿõ — åùå îêîëî âîñüìèäåñÿòè
òûñÿ÷ ðóáëåé. ×òîáû ïðîèçâåñòè íà 10000 ðóáëåé ìÿñíûõ èç-
äåëèé, êàïèòàëîâëîæåíèÿ â ìÿñíóþ ïðîìûøëåííîñòü äîëæ-
íû ñîñòàâèòü 900 ðóáëåé, à â äðóãèõ ñîïðÿæåííûõ îòðàñëÿõ—
18000 ðóáëåé, ò. å. â 20 ðàç áîëüøå.

Òàêèì îáðàçîì, ïðÿìûå çàòðàòû íå îòðàæàþò â ïîëíîé
ìåðå ñëîæíûõ êîëè÷åñòâåííûõ âçàèìîñâÿçåé, íàáëþäàþùèõñÿ
â íàðîäíîì õîçÿéñòâå. Îíè, â ÷àñòíîñòè, íå îòðàæàþò îáðàò-
íûõ ñâÿçåé, èìåþùèõ äàëåêî íå ìàëîâàæíîå çíà÷åíèå.

Êàê âîçíèêàþò êîñâåííûå çàòðàòû? Íà èçãîòîâëåíèå
òðàêòîðà â âèäå ïðÿìûõ çàòðàò ðàñõîäóåòñÿ ÷óãóí, ñòàëü è ò.
ä. Íî äëÿ ïðîèçâîäñòâà ñòàëè òàêæå íóæåí ÷óãóí. Òàêèì îá-
ðàçîì, êðîìå ïðÿìûõ çàòðàò ÷óãóíà, èìåþòñÿ è êîñâåííûå
çàòðàòû ÷óãóíà, ñâÿçàííûå ñ ïðîèçâîäñòâîì òðàêòîðà. Â ýòè
êîñâåííûå çàòðàòû âõîäèò è ÷óãóí, íåîáõîäèìûé äëÿ ñîçäà-
íèÿ òîãî êîëè÷åñòâà ÷óãóíà, êîòîðîå ñîñòàâëÿåò ïðÿìûå çàò-
ðàòû. Ýòè êîñâåííûå çàòðàòû ìîãóò èíîãäà ñóùåñòâåííî ïðå-
âûøàòü ïðÿìûå çàòðàòû.

6.4. Ïîëíûå
âíóòðèïðîèçâîäñòâåííûå çàòðàòû

Ñèñòåìà óðàâíåíèé ìåæîòðàñëåâîãî áàëàíñà â ìàòðè÷-
íîé ôîðìå áûëà ïðåäñòàâëåíà â âèäå

(Å – À) Õ = Y. (6.10)
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Ïóñòü ìàòðèöà Ð = (Å — À) —1, (6.11)
ãäå Ð = (Ðik), òîãäà óðàâíåíèå (6.10) çàïèøåòñÿ

(Å – À) –1 (Å – À) Õ = (Å – À) –1 Y, ò. ê. (Å – À) –1 (Å –

– À) = Å è ÅÕ = Õ, òî Õ = (Å – À) –1 Y, èëè Õ = ÐY.

Òî åñòü îáúåìû ïðîèçâîäñòâà îòðàñëåé Õi îïðåäåëÿþòñÿ
êàê

Õ = ÐY (6.12)

ïî çàäàííûì âåëè÷èíàì êîíå÷íîãî ïðîäóêòà ïîòðåáëåíèÿ Y è
ìàòðèöå Ð.

Ìàòðèöó Ð íàçûâàþò ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ ïîëíûõ
çàòðàò.

Ýëåìåíòû ìàòðèöû Ð âêëþ÷àþò íå òîëüêî çàòðàòû i-é
ïðîäóêöèè, íåîáõîäèìîé äëÿ ñîçäàíèÿ îäíîé åäèíèöû k-é
ïðîäóêöèè, íî è òå çàòðàòû, êîòîðûå íåîáõîäèìû äëÿ ñî-
çäàíèÿ â êàæäîé îòðàñëè îäíîé åäèíèöû êîíå÷íîãî ïðîäóêòà.

Çíà÷èò, ïîëíûå çàòðàòû Ðik âêëþ÷àþò êàê ïðÿìûå aik, òàê
è êîñâåííûå (Ðik —– aik) çàòðàòû. Î÷åâèäíî, ÷òî âñåãäà Ðik ≥ aik

Ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ ïîëíûõ çàòðàò ÿâëÿåòñÿ ñóì-
ìîé ñõîäÿùåãîñÿ ìàòðè÷íîãî ðÿäà

Ð = (Å – À) –1 = Å + À + À2 + À3 + … + Àm + … (6.13)

Ìàòðèöû À2, À3, …, Àm, … íàçûâàþòñÿ ìàòðèöàìè êî-
ýôôèöèåíòîâ êîñâåííûõ çàòðàò 2-ãî, 3-ãî è ò. ä. ïîðÿäêîâ è
êîýôôèöèåíòû ïîëíûõ çàòðàò ïîëó÷àþòñÿ â âèäå ñóììû êî-
ýôôèöèåíòîâ ïðÿìûõ çàòðàò è êîñâåííûõ çàòðàò.

Âàëîâûé âûïóñê k-é îòðàñëè xk îïðåäåëÿåòñÿ êàê

Xk = Pk1ó1 + Pk2ó2 + Pk3ó3 + … = PkY (k = n,1 ). (6.14)

Äëÿ íàøåãî êîíêðåòíîãî ïðèìåðà èìååì

À = 





1,055,0

4,02,0
, Å – À = 








10
01  - 








1,055,0
4,02,0  = 








−

−
9,055,0
4,08,0 . 
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Íàõîäèì îáðàòíóþ ìàòðèöó

Ð = (Å – À) –1 =

1

9,055,0
4,08,0 −









−

−  = 







6,11,1
8,08,1 , 

êîòîðàÿ è ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ ïîëíûõ çàòðàò.
Êîýôôèöèåíòîì Ðik ïîëíûõ çàòðàò íàçûâàåòñÿ ñóììà ïðÿ-

ìûõ çàòðàò è êîñâåííûõ çàòðàò ïðîäóêöèè i-é îòðàñëè äëÿ
ïðîèçâîäñòâà åäèíèöû ïðîäóêöèè k-é îòðàñëè ÷åðåç âñå ïðî-
ìåæóòî÷íûå ïðîäóêòû íà âñåõ ïðåäøåñòâóþùèõ ñòàäèÿõ
ïðîèçâîäñòâà.

Èç çàâèñèìîñòè (6.13) èìååì

Ð = Å + À + Ñ,  (6.15)

ãäå Ñ åñòü ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ êîñâåííûõ çàòðàò.

Òîãäà Ñ = Ð – À – Å (6.16)

è äëÿ íàøåãî ïðèìåðà

C = 







6,11,1
8,08,1

 – 







1,055,0
4,02,0

 – 







10
01

 = 







5,055,0
4,06,0

Ñðàâíèâàåì åå ñ ìàòðèöåé êîñâåííûõ çàòðàò, âû÷èñëåí-
íîé ÷åðåç ìàòðèöû À2, À3, …

Ìàòðèöà 2-ãî ïîðÿäêà

A2 = 







1,055,0
4,02,0









1,055,0
4,02,0  = 








23,0165,0
12,026,0 . 

Ìàòðèöà 3-ãî ïîðÿäêà

A3 = 







23,0165,0
12,026,0









1,055,0
4,02,0  = 








089,0160,0
116,0118,0 .
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Ìàòðèöà 4-ãî ïîðÿäêà

A4 = 







089,0160,0
116,0118,0









1,055,0
4,02,0  = 








073,0081,0
059,0087,0   è ò. ä.

Ìîæíî ïîäñ÷èòàòü

Ñ = À2 + À3 + À4 ≈ 





392,0406,0

295,0465,0
,

òî åñòü ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû êîñâåííûõ çàòðàò ÷å-
ðåç ìàòðèöû À2, À3, … ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ.

Ïóñòü â òåêóùåì ãîäó ïîíàäîáèòñÿ èçãîòîâèòü 480 åäè-
íèö ïðîäóêöèè 1-é è 170 åäèíèö ïðîäóêöèè 2-é îòðàñëåé. Òîã-

äà íåîáõîäèìûé âàëîâûé âûïóñê Õ = 






2

1

х

х
  îïðåäåëèòñÿ èç

óðàâíåíèÿ

X = PY = 







6,11,1
8,08,1









170
480

 = 







800

1000
, 

ò. å. õ1 = 1000, õ2 = 800.
Ïóñòü äàëåå íåîáõîäèìî áóäåò îïðåäåëèòü èçìåíåíèå

ïëàíà ∆Õ, êîòîðîå ïîòðåáóåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè êîíå÷íîãî
âûïóñêà èçäåëèé 1-é îòðàñëè íà 10 åäèíèö è 2-é îòðàñëè íà
30 åäèíèö, òîãäà

∆Õ = Ð∆Y = 







6,11,1
8,08,1









30
10

 = 







59
42

, 

ò. å. ïîòðåáóåòñÿ óâåëè÷èòü âàëîâîé âûïóñê 1-é îòðàñëè íà
∆õ1 = 42 åäèíèöû è 2-é îòðàñëè íà ∆õ2 = 59 åäèíèö.

Êàê áûëî îòìå÷åíî, âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ ïîëíûõ
çàòðàò òðåáóåò îáðàùåíèÿ ìàòðèöû è ýòà îïåðàöèÿ òåì ñëîæ-
íåå, ÷åì áîëüøå ðàçìåðíîñòü ìàòðèöû. Äëÿ ðåøåíèÿ ìàòðè-
öû 7×7 õîðîøåìó ìàòåìàòèêó — âû÷èñëèòåëþ ïîòðåáóåòñÿ
íå ìåíüøå äíÿ. À äëÿ îáðàùåíèÿ ìàòðèöû 200×200 âðó÷íóþ,
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äåñÿòè ìàòåìàòèêàì ïîòðåáóåòñÿ áîëåå 20 ëåò. Îòñþäà ñëåäó-
åò, ÷òî áåç ñîâðåìåííûõ ýëåêòðîííî-âû÷èñëèòåëüíûõ ìàøèí
ÌÎÁ îñòàëñÿ áû òîëüêî òåîðèåé. Òàêèì îáðàçîì, òåîðåòè÷åñ-
êàÿ ïîäãîòîâëåííîñòü, âîçðîñøèå òðåáîâàíèÿ ïëàíèðîâàíèÿ
è ìîùíûå âû÷èñëèòåëüíûå ñðåäñòâà âîïëîòèëè â æèçíü ÌÎÁ.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð ñîñòàâëåíèÿ ìåæîòðàñëåâîãî áàëàí-
ñà ïðîèçâîäñòâà è ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîäóêöèè äëÿ òðåõîòðàñ-
ëåâîé ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû, çàäàííîé ìàòðèöåé êîýôôè-
öèåíòîâ ïðÿìûõ çàòðàò À è âåêòîðîì êîíå÷íîé ïðîäóêöèè Y:

À = 















08,005,01,0

03,012,015,0

2,025,03,0

, Y = 















12

20

56

.

Íàéòè êîýôôèöèåíòû ïîëíûõ çàòðàò; ïëàíîâûå îáúåìû
âàëîâîé ïðîäóêöèè Õ = (õ1, õ2, õ3); âåëè÷èíó ìåæîòðàñëåâûõ
ïîòîêîâ, ò. å. çíà÷åíèÿ õik (i = 1,2,3; k = 1,2,3); ìàòðèöó êîñ-
âåííûõ çàòðàò; ïî çàäàííîìó âåêòîðó óâåëè÷åíèÿ êîñâåííî-
ãî âûïóñêà ïðîäóêöèè ∆Y îïðåäåëèòü èçìåíåíèå ïëàíà ∆Õ.

Íàõîäèì ìàòðèöó (Å — À):

Ê = Å – À =

= 















100
010
001

 - 
















08,005,01,0
03,012,015,0
2,025,03,0

 = 
















−−
−−
−−

92,005,01,0
03,088,015,0
2,025,07,0

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû ïîëíûõ çàòðàò (6.11) îáðàùà-
åì ìàòðèöó Ê.

Ïåðâûé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ Ê —1 = (Å — À) —1. Âû÷èñëÿåì
îïðåäåëèòåëü

|K|=
92,005,01,0

03,088,015,0

2,025,07,0

−−
−−
−−

= 0,511.
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Òàê êàê 0≠K , òî ñóùåñòâóåò ìàòðèöà Ê—1 = Ð îáðàòíàÿ
çàäàííîé ìàòðèöå Ê.

Íàõîäèì àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ ìàò-
ðèöû Ê:

К11 = (–1)2

92,005,0

03,088,0

−
−

 = 0,808;    К12 = (–1)3

92,01,0

03,015,0

−
−−

 = 0,141; 

К13 = (–1)4

05,01,0

88,015,0

−−
−

 = 0,096;     К21 = (–1)3

92,005,0

2,025,0

−
−−

 = 0,24; 

К22 = (–1)4

92,01,0

2,07,0

−
−

 = 0,624;         К23 = (–1)5

05,01,0

25,07,0

−−
−

 = 0,06; 

К31 = (–1)4

03,088,0

2,025,0

−
−−

 = 0,184;     К32 = (–1)5

03,015,0

2,07,0

−−
−

 = 0,051; 

К33 = (–1)6

88,015,0

25,07,0

−
−

 = 0,579. 

Èç àëãåáðàè÷åñêèõ äîïîëíåíèé ñîñòàâëÿåì òðàíñïîíèðî-
âàííóþ ìàòðèöó è, äåëÿ åå íà |K|, ïîëó÷àåì îáðàòíóþ ìàòðè-
öó Ê—1:

Ð = Ê–1 = 















579,006,0096,0

051,0624,0141,0

184,024,0808,0

:0,511 = 















131,1117,0187,0

100,0220,1276,0

359,0469,0580,1

.

Ðàññìîòðèì äðóãîé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ îáðàòíîé ìàòðè-
öû Ê—1 ñ ïîìîùüþ æîðäàíîâûõ èñêëþ÷åíèé. Ñîñòàâëÿåì
òàáë. 6.4.
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Òàáëèöà 6.6

 b1 b2 х3 

х1= 
5785
8800  

5785
2500  

5785
1835  

х2= 
5785

1500  
5785

7000  
5785

510  

b3 = 
5785

955
−  

5785

600
−  

57850

51132  

 

 х1 х2 х3 

b1 = 0,7 –0,25 –0,2 

b2 = –0,15 0,88 –0,03 

b3 = –0,1 -0,05 0,92 

Òàáëèöà 6.5

 b1 х2 х3 

x1 = 
7

10

 14
5

 7
2

 

b2 = 
14

3
−  

1400

1157  
700

51
−  

b3 = 
7

1
−  

35

3
−  

175

156  

 

Òàáëèöà 6.4

Ñîâåðøàåì ïîñëåäîâàòåëüíî òðè øàãà æîðäàíîâûõ èñ-
êëþ÷åíèé, ìåíÿÿ ìåñòàìè bi è xk, ïîëó÷àåì òàáë. 6.5 — 6.7.
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Âíóòðè òàáë. 6.7 ñòîèò îáðàòíàÿ ìàòðèöà Ê—1. Îêðóãëÿÿ
äî òðåòüåãî çíàêà ïîñëå çàïÿòîé, èìååì:

Ð = Ê–1 = 
















131,1117,0187,0

100,0220,1276,0

359,0469,0580,1

.

Íàõîäèì îáúåì ïðîèçâîäñòâà îòðàñëåé (âàëîâàÿ ïðîäóê-
öèÿ):

X = PY = 















131,1117,0187,0

100,0220,1276,0

359,0469,0580,1

⋅
















12

20

56

=
















383,26

047,41

197,102

. 

Ñëåäîâàòåëüíî, ïëàíîâûå îáúåìû âàëîâîé ïðîäóêöèè òðåõ
îòðàñëåé, íåîáõîäèìûå äëÿ îáåñïå÷åíèÿ çàäàííîãî óðîâíÿ
êîíå÷íîé ïðîäóêöèè ðàâíû:

õ1 = 102,2; õ2 = 41,0; õ3 = 26,4.

Äëÿ ñîñòàâëåíèÿ áàëàíñà ðàññ÷èòûâàåì ìåæîòðàñëåâûå
ïîòîêè ñðåäñòâ ïðîèçâîäñòâà ïî ôîðìóëå (6.3):

õ11 = 0,3⋅102,2 = 30,7; õ21 = 0,15⋅102,2 = 15,3; õ31 = 0,1⋅102,2 = 10,2;

õ12 = 0,25⋅41,0 = 10,2; õ22 = 0,12⋅41,0 = 4,9; õ32 = 0,05⋅41,0 = 2,1;

õ13 = 0,2⋅26,4 = 5,3; õ23 = 0,03⋅26,4 = 0,8; õ33 = 0,08⋅26,4 = 2,1.

Òàáëèöà 6.7

 b1 b2 b3 

х1= 
25566
40405

 4261
2000

 51132
18350

 

х2= 
4261
1175

 4261
5200

 51132
5100

 

х3= 
51132
9550

 51132
6000

 51132
57850
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Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïðåäñòàâèì â ôîðìå ìåæîòðàñ-
ëåâîãî áàëàíñà (òàáë. 6.8). Âåëè÷èíà ÷èñòîé ïðîäóêöèè îïðå-
äåëÿåòñÿ çäåñü êàê ðàçíèöà ìåæäó âàëîâîé ïðîäóêöèåé îò-
ðàñëè è ñóììîé ìåæîòðàñëåâûõ ïîòîêîâ â êàæäîì ñòîëáöå.

Íà îñíîâå çàäàííûõ ìàòðèö Y è À ïî óðîâíþ êîíå÷íîãî
ïðîäóêòà è êîýôôèöèåíòîâ ïðÿìûõ çàòðàò ïîëó÷åí ïîëíîñ-
òüþ ñáàëàíñèðîâàííûé ïëàí îáùåãî ïðîèçâîäñòâà ïðîäóêöèè
è åå ðàñïðåäåëåíèÿ êàê ìåæäó îòðàñëÿìè â êà÷åñòâå ñðåäñòâ
ïðîèçâîäñòâà, òàê è äëÿ êîíå÷íîãî èñïîëüçîâàíèÿ.

Òàáëèöà 6.8

Ìàòðèöó êîñâåííûõ çàòðàò íàéäåì ïî ôîðìóëå (6.16):

С=
















131,1117,0187,0

100,0220,1276,0

359,0469,0580,1

-
















08,005,01,0

03,012,015,0

2,025,03,0

-
















100

010

001

= 

=
















051,0067,0087,0

070,0100,0126,0

159,0219,0280,0

. 

Îïðåäåëÿåì èçìåíåíèå ïëàíà ∆Õ, êîòîðîå ïîòðåáóåòñÿ
ïðè óâåëè÷åíèè êîíå÷íîãî âûïóñêà ïðîäóêöèè 1-é îòðàñëè
íà 20, 2-é — íà 10 è 3-é — íà 5 (åäèíèö).

           Потребляющие 
                       отрасли 

Произво- 
дящие отрасли 

1 2 3 Конечная 
продукция 

Валовая 
продукция 

1 30,7 10,2 5,3 56 102,2 

2 15,3 4,9 0,8 20 41,0 

3 10,2 2,1 2,1 12 26,4 

Чистая продукция 46,0 23,8 18,2 — — 

Валовая продукция 102,2 41,0 26,4 — 169,6 
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∆X = P ∆Y = 















131,1117,0187,0

100,0220,1276,0

359,0469,0580,1

×
















5

10

20

=
















565,10

220,18

085,38

. 

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîòðåáóåòñÿ óâåëè÷èòü âàëîâûé âûïóñê
1-é îòðàñëè íà ∆õ1 = 38,1, 2-é îòðàñëè íà ∆õ2 = 18,2 è 3-é
îòðàñëè íà 10,6 (åäèíèö).

6.5. Îïòèìèçàöèÿ ìåæîòðàñëåâîãî áàëàíñà

Ïîñêîëüêó ãëàâíîé çàäà÷åé ýêîíîìèêè ÿâëÿåòñÿ óëó÷øå-
íèå ïðîèçâîäñòâà, ýêîíîìèÿ ÷åëîâå÷åñêîãî òðóäà, òî âîç-
íèêëà çàäà÷à îïòèìèçàöèè ìîäåëè íàðîäíîãî õîçÿéñòâà, ïî-
ñòðîåííîé íà îñíîâå ÌÎÁ.

Âîçìîæíîñòü îïòèìèçàöèè ÌÎÁ ïîÿâëÿåòñÿ, åñëè êîýô-
ôèöèåíòû ïðÿìûõ çàòðàò îòðàæàþò çàòðàòû íå ñðåäíèå ïî
îòðàñëè, à äëÿ êàæäîãî ñïîñîáà è òåõíîëîãèè ïðîèçâîäñòâà. Â
òàêèõ ìîäåëÿõ ÌÎÁ ïðåäñòàâëåíî îòäåëüíî ïðîèçâîäñòâî
ìàðòåíîâñêîé, êîíâåðòîðíîé ñòàëè, à òàêæå ýëåêòðîñòàëè;
ñèíòåòè÷åñêèõ è õëîï÷àòîáóìàæíûõ òêàíåé è ò. ä. Â ðåçóëü-
òàòå äîëæåí áûòü íàéäåí îïòèìàëüíûé âàðèàíò ñ ìèíèìàëü-
íûìè çàòðàòàìè íà ïðîèçâîäñòâî äàííîãî îáúåìà ïðîäóêöèè.

×òî çíà÷èò ñîñòàâèòü îïòèìàëüíûé ÌÎÁ? Åñëè äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ ïîëíûõ çàòðàò è óðîâíåé öåí íàäî ðåøèòü ñîòíè
óðàâíåíèé è âûïîëíèòü ìèëëèîíû âû÷èñëèòåëüíûõ îïåðàöèé,
òî ðàñ÷åò îïòèìàëüíîãî ÌÎÁ — ýòî ìèëëèîíû óðàâíåíèé è
ìíîãèå ìèëëèàðäû âû÷èñëèòåëüíûõ îïåðàöèé. Â íàñòîÿùåå
âðåìÿ åùå íåò ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ è ýëåêòðîííûõ ìà-
øèí, ÷òîáû ðåøàòü òàêèå çàäà÷è “â ëîá”. Åùå íåò â ïîëíîì
îáúåìå è íåîáõîäèìûõ äëÿ ýòîãî äàííûõ. Òåïåðü ìîæíî ëèøü
ãîâîðèòü îá îòäåëüíûõ âàæíûõ áëîêàõ, äëÿ êîòîðûõ òàêèå
äàííûå èìåþòñÿ èëè ìîãóò áûòü ïîäãîòîâëåíû â íåäàëåêîì
áóäóùåì.

Âîò ïî÷åìó íåîáõîäèìî ñîçäàíèå ñèñòåìû ìîäåëåé äëÿ
áëî÷íîé îïòèìèçàöèè ÌÎÁ. Ýòî äîëæíà áûòü ãèáêàÿ ñèñòåìà,
â êîòîðóþ ìîãëè áû ïî ìåðå èõ ãîòîâíîñòè âêëþ÷àòüñÿ âñå
íîâûå è íîâûå îïòèìàëüíûå áëîêè.
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Òàê êàê âñå ïðîèçâîäñòâà ïðÿìî èëè êîñâåííî ñâÿçàíû
äðóã ñ äðóãîì, òî îïòèìèçàöèÿ êàæäîãî áëîêà âñÿêèé ðàç
âûçûâàåò íåîáõîäèìîñòü ïîëíîãî ïåðåñ÷åòà ÌÎÁ íà ÝÂÌ.
Ðàáîòà áîëüøàÿ, íî ðåçóëüòàò íåñðàâíåííî áîëüøèé — âåäü
çà êàæäûì ïðîöåíòîì ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè îáùåñòâåí-
íîãî ïðîèçâîäñòâà òàÿòñÿ ìèëëèàðäû ñýêîíîìëåííûõ ðóáëåé.

Îïòèìèçàöèþ ìåæîòðàñëåâîãî áàëàíñà ïîêàæåì íà ïðè-
ìåðå ñâåäåíèÿ áàëàíñîâûõ çàäà÷ ê çàäà÷àì ëèíåéíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ.

Ïóñòü x= (õ1, õ2, …, õn) — àññîðòèìåíòíûé âåêòîð ïðî-
èçâîäñòâà n îòðàñëåé, à y= (y1, ó2, …, ón) — âåêòîð — êî-
íå÷íûé ïðîäóêò, õàðàêòåðèçóþùèé òî, ÷òî äîëæíî îñòàòüñÿ
ê êîíöó ïðîèçâîäñòâåííîãî öèêëà ïîñëå âíóòðèïðîèçâîäñòâåí-
íîãî ïîòðåáëåíèÿ, è À = ||aik||— ìàòðèöà çàòðàò, ãäå aik —
êîëè÷åñòâî åäèíèö ïðîäóêòà i-é îòðàñëè, èäóùåå â êà÷åñòâå
âíóòðèïðîèçâîäñòâåííîãî ïîòðåáëåíèÿ â k-þ îòðàñëü íà ïðî-
èçâîäñòâî åäèíèöû k-ãî ïðîäóêòà.

Òîãäà âåëè÷èíû x , y  è À ñâÿçàíû ìàòðè÷íûì óðàâíåíè-
åì (6.10)

(Å – À) X  = Y .

Åñëè ìàòðèöà íåâûðîæäåííàÿ, òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(6.10) èìååò âèä X  = (Å — À) —1 Y .

Äîïóñòèì, ÷òî êîíå÷íûé ïðîäóêò y  çàäàí íå òî÷íî, à
îãðàíè÷åí ñíèçó, ò. å. y ≥ b .

Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé (6.10) çàìåíèòñÿ íåðàâåíñòâàìè

.bxA)(E ≥− (6.17)

Î÷åâèäíî x ≥ 0. Åñëè ïðè ýòîì çàäàí âåêòîð c  = (ñ1, ñ2,
…, ñn) îöåíêè äàííîãî ïëàíà, ãäå ck — îöåíêà åäèíèöû ïðî-
äóêòà k-é îòðàñëè, òî ìîæíî ñôîðìèðîâàòü ñëåäóþùóþ çà-
äà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

âûáðàòü àññîðòèìåíòíûé âåêòîð x  ≥ 0, óäîâëåòâîðÿþùèé ñè-
ñòåìå íåðàâåíñòâ

,bxA)(E ≥− (6.18)
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äëÿ êîòîðîãî ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ

∑
=

==
n

1k
kkxcxcZ (6.19)

äîñòèãàåò ìèíèìóìà.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì òðåõîòðàñëåâóþ ëèíåé-

íóþ áàëàíñîâóþ ìîäåëü, õàðàêòåðèçóþùóþñÿ ñòðóêòóðíîé
ìàòðèöåé

À = 















2,002,0

05,001,0

01,06,0

 .

Íåîáõîäèìî îáåñïå÷èòü ïðîèçâîäñòâî êîíå÷íîãî ïðîäóê-
òà, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùåìó îãðàíè÷åíèþ ñâåðõó

by ≤  = (180, 130, 220). Ïðîèçâîäñòâåííûå ìîùíîñòè 1-é è 2-é
îòðàñëåé îãðàíè÷èâàþò èõ âàëîâûé âûïóñê: õ1 ≤ 400, õ2 ≤300.
Âàëîâûé âûïóñê 3-é îòðàñëè (õ3) ïðàêòè÷åñêè íåîãðàíè÷åí.

Îïðåäåëèòü îïòèìàëüíûé âàëîâûé âûïóñê ïðîäóêöèè, ò. å.
âåêòîð  x = (õ1, õ2, õ3), ïðè êîòîðîì ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ
Z = õ1 +õ2 + õ3 äîñòèãàåò ìàêñèìóìà.

Ìîäåëü äàííîé çàäà÷è èìååò âèä

,bxA)(E ≥−

õ1 ≤ 400, õ2 ≤ 300,                 

Z = õ1 + õ2 + õ3.  (max)

èëè 0,4 õ1 – 0,1õ2 ≤180,

–0,1õ1 + õ2 – 0,05 õ3 ≤ 130, 

–0,2õ1 + 0,8 õ3 ≤ 220,

         õ1 ≤ 400,

         õ2 ≤ 300,

 Z = õ1 + õ2 + õ3.  (max)
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Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé â êîíå÷íîì âèäå
èìååò âèä

0,4 õ1 – 0,1õ2 + õ4 = 180,

–0,1õ1 + õ2 – 0,05 õ3 + õ5 = 130,

–0,2õ1 + 0,8 õ3 + õ6 = 220,

       õ1 + õ7 = 400,

       õ2 + õ8 = 300,

    –õ1 – õ2 – õ3 + Z = 0.

Ïîñëå òðåõ øàãîâ æîðäàíîâà èñêëþ÷åíèÿ ïîëó÷àåì îï-
òèìàëüíûé ïëàí (òàáë.6.9).

Òàáëèöà 6.9

Îïòèìàëüíûé ïëàí âûïóñêà ïðîäóêöèè ïî êàæäîé îòðàñ-
ëè õ1 = 400, õ2 = 189, õ3 = 375. Ïðè ýòîì ïî âòîðîìó è òðåòüå-
ìó ïðîäóêòó ñïðîñ óäîâëåòâîðÿåòñÿ íà ïðåäåëå (õ5 = õ6 = 0),
à ñïðîñ íà ïåðâûé ïðîäóêò íå óäîâëåòâîðÿåòñÿ íà âåëè÷èíó
õ4 = 35 (ò. å. ó1 = 180 — 35 = 145). Ïðåäåëüíàÿ ïðîèçâîäñòâåí-
íàÿ ìîùíîñòü ïåðâîé îòðàñëè èñïîëüçóåòñÿ ïîëíîñòüþ (õ7 = 0),
à ìîùíîñòü âòîðîé îòðàñëè èìååò ðåçåðâ õ8 = 111. Ïðè ýòîì

        П. 
Б.П. х1 х2 х3 х4 х5 х6 х7 х8 1 

х4 0 0 0 1 0,1 –0,006 –0,39 0 35 

х2 0 1 0 0 1 0,06 0,11 0 189 

х3 0 0 1 0 0 1,25 0,25 0 375 

х1 1 0 0 0 0 0 1 0 400 

х8 0 0 0 0 –1 0,06 –0,11 1 111 

Z 0 0 0 0 1 1,3 1,36 0 964 
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îïòèìàëüíîì ïëàíå äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì âàëîâîé ïðîäóê-
öèè Zmax = 964 åäèíèöû.

Îöåíêà 1,3 ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé õ6 ïîêàçûâàåò, ÷òî óâå-
ëè÷åíèå ýòîé ïåðåìåííîé íà åäèíèöó óâåëè÷èâàåò âàëîâóþ
ïðîäóêöèþ Zmax íà 1,3 åäèíèö.

6.6. Ïðîãðàììà ñîñòàâëåíèÿ
ìåæîòðàñëåâîãî áàëàíñà íà ÝÂÌ

Ðàññìîòðèì ïîðÿäîê ñîñòàâëåíèÿ ìåæîòðàñëåâîãî áàëàí-
ñà ïðîèçâîäñòâà è ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîäóêöèè äëÿ ýêîíîìè÷åñ-
êîé ñèñòåìû, çàäàííîé ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ ïðÿìûõ çàò-
ðàò À è âåêòîðîì êîíå÷íîé ïðîäóêöèè Y.

1. Âûçûâàåì MATHCAD 2000.
2. Óñòàíàâëèâàåì ðåæèì àâòîìàòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé è

ðåæèì îòîáðàæåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé ïî
ãîðèçîíòàëè.

3. Ïðèñâàèâàåì ïåðåìåííîé ORIGIN çíà÷åíèå, ðàâíîå
åäèíèöå.

4. Íàáèðàåì ìàòðèöó êîýôôèöèåíòîâ ïðÿìûõ çàòðàò è
ìàòðèöó âûïóñêà êîíå÷íîé ïðîäóêöèè.

5. Íàáèðàåì

K: = identity (3) – A          X: = K–1
 × Y X =

ÝÂÌ âûäàåò ñòîëáöîâóþ ìàòðèöó ïëàíîâûõ îáúåìîâ âà-
ëîâîé ïðîäóêöèè.

6. Íàáèðàåì

Ï: = augment (x0 × A<0>, x1 × A
<1>, x2 × A

<2>) Ï =

êîìïüþòåð âûäàåò ìàòðèöó ìåæîòðàñëåâûõ ïîòîêîâ ñðåäñòâ
ïðîèçâîäñòâà.

7. Íàáèðàåì

Î: = ÕÒ – (1 1 1) × Ï Î =

ïîëó÷àåì ÷èñòóþ ïðîäóêöèþ (îáùèå äîõîäû).
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8. Íàáèðàåì

AEinv: = K–1 AEinv = P =

ÝÂÌ âûäàåò ìàòðèöó êîýôôèöèåíòîâ ïîëíûõ çàòðàò.
9. Íàáèðàåì (ñòîëáöîâóþ ìàòðèöó ∆Y âåêòîðà óâåëè÷å-

íèÿ êîíå÷íîãî âûïóñêà ïðîäóêöèè)

∆Y: = ∆Õ: = AEinv × ∆Y ∆Õ =

êîìïüþòåð âûäàåò èçìåíåíèå ïëàíà ∆Õ.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìàòðèâàåòñÿ ýêîíîìè÷åñêàÿ òðåõ

ñåêòîðíàÿ ñèñòåìà, ïðèâåäåíèÿ â ïóíêòå 6.4.
Ôðàãìåíò ðàáî÷åãî äîêóìåíòà Mathñad ñ ñîîòâåòñòâóþ-

ùèìè âû÷èñëåíèÿìè ïðèâåäåí íèæå.

Origin: = 1

À: = 















08,005,01,0

03,012,015,0

2,025,03,0

  Y: = 















12

20

56

K: = identity (3) – A       X: = K–1 × Y       X = 















383,26

047,41

197,102

Ï: = augment(x0 × A
<0>, x1 × A

<1>, x2 × A
<2>)

Ï = 















111,2052,222,10

791,0926,433,15

277,5262,10659,30

Î: = ÕÒ – (1 1 1) × Ï                    Î = ( )204,18807,23989,45
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AEinv: = K–1         AEinv = P = 
















131,1117,0187,0

1,022,1276,0

359,0469,058,1

∆Y: = 















5

10

20

    ∆Õ: = AEinv × ∆Y       ∆Õ = 















565,10

22,18

085,38

 .

Îò÷åòíûå ìåæîòðàñëåâûå áàëàíñû ÿâëÿþòñÿ ñðåäñòâîì
àíàëèçà ñòðóêòóðû ýêîíîìèêè è èñõîäíîé áàçîé ñîñòàâëåíèÿ
ïëàíîâûõ ìåæîòðàñëåâûõ áàëàíñîâ. Îò÷åòíûå ìåæîòðàñëå-
âûå áàëàíñû ðàçðàáàòûâàþòñÿ íà îñíîâå äàííûõ î ñòðóêòó-
ðå çàòðàò íà ïðîèçâîäñòâî, ïîëó÷àåìûõ îò ïðåäïðèÿòèé â
ðåçóëüòàòå ñïåöèàëüíîãî åäèíîâðåìåííîãî îáñëåäîâàíèÿ.

Ðàçðàáîòêà ïëàíîâûõ ìåæîòðàñëåâûõ áàëàíñîâ íàïðàâ-
ëåíà â ïåðâóþ î÷åðåäü íà ñîâåðøåíñòâîâàíèå áàëàíñîâîãî
ìåòîäà ïëàíèðîâàíèÿ, òî÷íîå êîëè÷åñòâåííîå âûðàæåíèå
ñëîæíûõ âçàèìîñâÿçåé ïðîöåññà îáùåñòâåííîãî âîñïðîèçâîä-
ñòâà, ðàñ÷åò ñáàëàíñèðîâàííûõ âàðèàíòîâ ñòðóêòóðû íàðîä-
íîãî õîçÿéñòâà íà îñíîâå øèðîêîãî èñïîëüçîâàíèÿ ýëåêòðîí-
íîé âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè.
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Ãëàâà 7
ÝËÅÌÅÍÒÛ ÒÅÎÐÈÈ ÈÃÐ

Â ÇÀÄÀ×ÀÕ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß
ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÒÓÀÖÈÉ

Äîñòàòî÷íî ÷àñòî ðåøåíèÿ ïðèõîäèòñÿ ïðèíèìàòü â óñ-
ëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè, òî åñòü à òàêèõ óñëîâèÿõ, êîãäà
èëè ïðîöåññ âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè ÿâëÿåòñÿ íåîïðåäåëåííûì,
èëè íàì ñîçíàòåëüíî ïðîòèâîäåéñòâóåò ïðîòèâíèê, èëè íåò
ÿñíûõ è ÷åòêèõ öåëåé îïåðàöèè.

Íàëè÷èå íåîïðåäåëåííîñòåé çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿåò ïðî-
öåññ âûáîðà ýôôåêòèâíûõ (îïòèìàëüíûõ) ðåøåíèé è ìîæåò
ïðèâåñòè ê íåïðåäñêàçóåìûì ðåçóëüòàòàì. Íà ïðàêòèêå, ïðè
ïðîâåäåíèè ýêîíîìè÷åñêîãî àíàëèçà, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïû-
òàþòñÿ íå çàìå÷àòü óêàçàííîå “çëî”, âûçâàííîå ôàêòîðîì
íåîïðåäåëåííîñòè è äåéñòâóþò (ïðèíèìàþò ðåøåíèå) íà îñ-
íîâå äåòåðìèíèðîâàííûõ ìîäåëåé. Èíà÷å ãîâîðÿ, ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ, ÷òî ôàêòîðû, âëèÿþùèå íà ïðèíèìàåìûå ðåøåíèÿ,
èçâåñòíû òî÷íî. Ê ñîæàëåíèþ, äåéñòâèòåëüíîñòü ÷àñòî íå
ñîîòâåòñòâóåò òàêèì ïðåäñòàâëåíèÿì. Ïîýòîìó ïîëèòèêà âû-
áîðà ýôôåêòèâíûõ ðåøåíèé áåç ó÷åòà íåêîíòðîëèðóåìûõ
ôàêòîðîâ âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíûì ïîòå-
ðÿì ýêîíîìè÷åñêîãî, ñîöèàëüíîãî è èíîãî ñîäåðæàíèÿ.

Ðàññìàòðèâàÿ íåîïðåäåëåííîñòü, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íàè-
áîëåå õàðàêòåðíîé ïðè÷èíîé ðèñêà â ýêîíîìè÷åñêîé äåÿòåëü-
íîñòè, íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî âûäåëåíèå è èçó÷åíèå åå
ïðèìåíèòåëüíî ê ïðîöåññó ýêîíîìè÷åñêîé, óïðàâëåí÷åñêîé,
ôèíàíñîâîé è äðóãèõ âèäîâ äåÿòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ êðàéíå
íåîáõîäèìûì, ïîñêîëüêó ïðè ýòîì îòîáðàæàåòñÿ ïðàêòè÷åñ-
êàÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà íåò âîçìîæíîñòè îñóùåñòâëÿòü ïåðå÷èñ-
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ëåííûå âèäû äåÿòåëüíîñòè â óñëîâèÿõ, êîòîðûå íå ìîãóò
áûòü îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû.

Â öåëîì ðÿäå ýêîíîìè÷åñêèõ çàäà÷ ïðèõîäèòñÿ àíàëèçè-
ðîâàòü ñèòóàöèè, â êîòîðûõ íåîáõîäèìî ïðèíèìàòü ðåøåíèÿ
â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè, òî åñòü, íàïðèìåð, âîçíèêàþò
ñèòóàöèè, â êîòîðûõ ñòàëêèâàþòñÿ èíòåðåñû äâóõ èëè áîëåå
êîíêóðèðóþùèõ ñòîðîí, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðåñëåäóåò ñâîþ
öåëü, ïðè÷åì, ðåçóëüòàò ëþáîãî ìåðîïðèÿòèÿ êàæäîé èç ñòî-
ðîí çàâèñèò îò òîãî êàêèå äåéñòâèÿ ïðåäïðèìåò ïðîòèâíèê.
Ýòî îñîáåííî õàðàêòåðíî â óñëîâèÿõ ðûíî÷íîé ýêîíîìèêè.
Òàêèå ñèòóàöèè íàçûâàþò êîíôëèêòíûìè. Íàó÷íî îáîñíîâàí-
íûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ êîíôëèêòíûìè ñèòóàöèÿìè äàåò
òåîðèÿ èãð.

Òåîðèÿ èãð — ýòî òåîðèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ïðè-
íÿòèÿ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè,
ïðîòèâîïîëîæíûõ èíòåðåñîâ ðàçëè÷íûõ ñòîðîí, êîíôëèêòà.
Ìàòðè÷íûå èãðû ìîãóò ñëóæèòü ìàòåìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè
ìíîãèõ ïðîñòåéøèõ êîíôëèêòíûõ ñèòóàöèé èç îáëàñòè ýêîíî-
ìèêè. Â ÷àñòíîñòè, òåîðèÿ èãð ïðèìåíÿåòñÿ â âîïðîñàõ áîðü-
áû ôèðì çà ðûíêè, â ÿâëåíèÿõ îëèãîïîëèè, â ïëàíèðîâàíèè
ðåêëàìíûõ êîìïàíèé, ïðè ôîðìèðîâàíèè öåí íà êîíêóðåíò-
íûõ ðûíêàõ, â áèðæåâîé èãðå, â àíàëèçå êîàëèöèîííîãî ïî-
âåäåíèÿ è ò. ä. Ñ ïîçèöèé òåîðèè èãð ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
âîïðîñû öåíòðàëèçàöèè è äåöåíòðàëèçàöèè óïðàâëåíèÿ ïðî-
èçâîäñòâîì, îïòèìàëüíîå ïëàíèðîâàíèå ïî íåñêîëüêèì ïî-
êàçàòåëÿì, ïëàíèðîâàíèå â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè, ïî-
ðîæäàåìîé, íàïðèìåð, òåõíè÷åñêèì ïðîãðåññîì, ïðåîäîëå-
íèå âåäîìñòâåííûõ ïðîòèâîðå÷èé è äðóãèå âîïðîñû.

7.1. Ïðåäìåò òåîðèè èãð.
Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, òåîðèÿ èãð — ýòî òåîðèÿ ìàòåìà-
òè÷åñêèõ ìîäåëåé ïðèíÿòèÿ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé â óñëîâè-
ÿõ êîíôëèêòà èëè íåîïðåäåëåííîñòè. Ïðè ýòîì êîíôëèêò íå
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îáÿçàòåëüíî äîëæåí áûòü àíòàãîíèñòè÷åñêèì, â êà÷åñòâå êîí-
ôëèêòà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ëþáîå ðàçíîãëàñèå.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ýêîíîìè÷åñêèé ïðèìåð. Ïóñòü
òðåáóåòñÿ ïðèíÿòü ðåøåíèå î âûïóñêå íà ðûíîê íåêîòîðîãî
òîâàðà. Ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî îáúåì ñïðîñà íà ýòîò òîâàð
èçâåñòåí òî÷íî; ìîæåò áûòü, ÷òî èçâåñòíî ëèøü ñòàòèñòè-
÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ñïðîñà; íàêîíåö,
ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî èçâåñòíû ëèøü ãðàíèöû, â êîòîðûõ
çàêëþ÷åí ñïðîñ, íî íèêàêèõ äàæå âåðîÿòíîñòíûõ ñîîáðàæå-
íèé î åãî ïðåäñòîÿùèõ çíà÷åíèÿõ íåò. Ïîñëåäíèé ñëó÷àé êâà-
ëèôèöèðóåòñÿ êàê íåîïðåäåëåííîñòü. Òàêàÿ íåîïðåäåëåííîñòü
ìîæåò âîçíèêíóòü, êîãäà ñïðîñ (íàïðèìåð, íà ñåçîííûå òîâà-
ðû) çàâèñèò îò ìåòåîðîëîãè÷åñêèõ óñëîâèé (êîíôëèêò ñ ïðè-
ðîäîé) èëè â óñëîâèÿõ ðûíêà îò äåÿòåëüíîñòè êîíêóðåíòà,
óæå óäîâëåòâîðèâøåãî íåèçâåñòíóþ ÷àñòü ñïðîñà. Ïðèâåäåí-
íûå ïðèìåðû ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ìîãóò áûòü ïðèâå-
äåíû ê èãðå.

Âñÿêàÿ òåîðåòèêî-èãðîâàÿ ìîäåëü äîëæíà îòðàæàòü, êòî
è êàê êîíôëèêòóåò, à òàêæå, êòî è â êàêîé ôîðìå çàèíòåðå-
ñîâàí â òîì èëè èíîì èñõîäå êîíôëèêòà.

Äåéñòâóþùèå â êîíôëèêòå ñòîðîíû áóäåì íàçûâàòü èã-
ðîêàìè, à ðåøåíèÿ, êîòîðûå ñïîñîáíû ïðèíèìàòü èãðîêè, —
ñòðàòåãèÿìè.

Ñîäåðæàíèå ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè èãð ñîñòîèò, âî-ïåð-
âûõ, â óñòàíîâëåíèè ïðèíöèïîâ îïòèìàëüíîãî ïîâåäåíèÿ èã-
ðîêîâ â èãðàõ, âî-âòîðûõ, â äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâîâàíèÿ
ñèòóàöèé, êîòîðûå ñêëàäûâàþòñÿ â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ
ýòèõ ïðèíöèïîâ, è, â-òðåòüèõ, â ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ ôàêòè-
÷åñêîãî íàõîæäåíèÿ òàêèõ ñèòóàöèé.

Äëÿ èãð ñ îäíîé êîàëèöèåé äåéñòâèÿ ìíîæåñòâî âñåõ ñè-
òóàöèé ìîæíî ïðèíÿòü çà ìíîæåñòâî ñòðàòåãèé ýòîé åäèí-
ñòâåííîé êîàëèöèè äåéñòâèÿ è äàëåå î ñòðàòåãèÿõ íå óïîìè-
íàòü. Ïîýòîìó òàêèå èãðû íàçûâàþòñÿ íåñòðàòåãè÷åñêèìè,
âàæíûì êëàññîì êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ èãðû ñ ïðèðîäîé, ïðèìå-
íÿåìûå äëÿ àíàëèçà ýêîíîìè÷åñêèõ ñèòóàöèé, îöåíêè ýôôåê-
òèâíîñòè ïðèíèìàåìûõ ðåøåíèé è âûáîðà íàèáîëåå ïðåäïî÷-
òèòåëüíûõ àëüòåðíàòèâ, â êîòîðûõ ðèñê ñâÿçàí ñ ñîâîêóïíî-
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ñòüþ íåîïðåäåëåííûõ ôàêòîðîâ îêðóæàþùåé ñðåäû, èìåíó-
åìûõ “ïðèðîäà”. Ïîýòîìó òåðìèí “ïðèðîäà” õàðàêòåðèçóåò
íåêîòîðóþ îáúåêòèâíóþ äåéñòâèòåëüíîñòü, êîòîðóþ íå ñëå-
äóåò ïîíèìàòü áóêâàëüíî, õîòÿ âïîëíå ìîãóò âñòðåòèòüñÿ ñè-
òóàöèè â êîòîðûõ èãðîêîì äåéñòâèòåëüíî ìîæåò âûñòóïèòü
ïðèðîäà (íàïðèìåð, îáñòîÿòåëüñòâà, ñâÿçàííûå ñ ïîãîäíûìè
óñëîâèÿìè èëè ñ ïðèðîäíûìè ñòèõèéíûìè ñèëàìè).

Â îòëè÷èå îò íåñòðàòåãè÷åñêèõ èãð, âñå îñòàëüíûå èãðû
ñ äâóìÿ èëè áîëåå êîàëèöèÿìè äåéñòâèÿ íàçûâàþòñÿ ñòðàòå-
ãè÷åñêèìè. Â ïðàêòè÷åñêèõ ñèòóàöèÿõ ÷àñòî ïîÿâëÿåòñÿ íå-
îáõîäèìîñòü ñîãëàñîâàíèÿ äåéñòâèé êîìïàíèé, îáúåäèíåíèé,
ìèíèñòåðñòâ è äðóãèõ ó÷àñòíèêîâ ïðîåêòîâ â ñëó÷àÿõ, êîãäà
èõ èíòåðåñû íå ñîâïàäàþò. Â ïîäîáíûõ ñèòóàöèÿõ òåîðèÿ ñòðà-
òåãè÷åñêèõ èãð ïîçâîëÿåò íàéòè îïòèìàëüíîå ðåøåíèå äëÿ
ïîâåäåíèÿ âñåõ ó÷àñòíèêîâ ïðîåêòà, îáÿçàííûõ ñîãëàñîâûâàòü
ñâîè äåéñòâèÿ ïðè ñòîëêíîâåíèè èíòåðåñîâ.

Çäåñü áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàê íàçûâàåìûå ìàòðè÷íûå
èãðû. Ïîä ìàòðè÷íîé èãðîé m × n ïîíèìàåòñÿ òàêàÿ èãðà äâóõ
èãðîêîâ, ïðè êîòîðîé êàæäûé èãðîê èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî
âîçìîæíûõ õîäîâ — ÷èñòûõ ñòðàòåãèé. Ïðè ýòîì âûèãðûø
îäíîãî èãðîêà è ïðîèãðûø äðóãîãî ïðè ïðèìåíåíèè èìè îï-
ðåäåëåííûõ ÷èñòûõ ñòðàòåãèé âûðàæàåòñÿ ÷èñëîì. Ïåðå÷èñ-
ëåííûå óñëîâèÿ ïîçâîëÿþò çàïèñàòü ñòðàòåãèè â ìàòðèöó

H = ija , i = m,1 , j = n,1 ,

ãäå aij — ðàâåí âûèãðûøó ïåðâîãî èãðîêà (áóäåì îáîçíà÷àòü
åãî À) è ïðîèãðûøó âòîðîãî (èãðîêà Â) ïðè ïðèìåíåíèè èìè
i-é è j-é ÷èñòûõ ñòðàòåãèé ñîîòâåòñòâåííî.

Çàäà÷åé òåîðèè èãð ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå îïòèìàëüíûõ
ñòðàòåãèé èãðîêîâ. Â ìàòðè÷íîé èãðå îïòèìàëüíîé äëÿ èãðîêà
À íàçûâàåòñÿ ñòðàòåãèÿ, êîòîðàÿ ïðè ìíîãîêðàòíîì ïîâòîðå-
íèè èãðû îáåñïå÷èâàåò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûé ñðåäíèé âû-
èãðûø, à äëÿ èãðîêà Â ïîä îïòèìàëüíîé ïîíèìàåòñÿ ñòðàòå-
ãèÿ, îáåñïå÷èâàþùàÿ åìó ìèíèìàëüíûé ñðåäíèé ïðîèãðûø.
Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðîòèâíèê ÿâëÿåòñÿ ïî ìåíü-
øåé ìåðå òàêèì æå ðàçóìíûì è äåëàåò âñå äëÿ òîãî, ÷òîáû
ïîìåøàòü íàì äîáèòüñÿ ñâîåé öåëè.
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7.2. Íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ öåíû èãðû.
Ïðèíöèï “ìèíèìàêñà”

Èòàê. ðàññìîòðèì ìàòðè÷íóþ èãðó m× n ñ ïëàòåæíîé
ìàòðèöåé
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ãäå i-ÿ ñòðîêà ñîîòâåòñòâóåò Ai-é ñòðàòåãèè èãðîêà À;
j-é ñòîëáåö ñîîòâåòñòâóåò B

J
-é ñòðàòåãèè èãðîêà Â.

Ïóñòü èãðîê À âûáèðàåò íåêîòîðóþ ñòðàòåãèþ Ai, òîãäà â
íàèõóäøåì ñëó÷àå (íàïðèìåð, åñëè âûáîð ñòàíåò èçâåñòåí

èãðîêó Â) îí ïîëó÷èò âûèãðûø ðàâíûé ijj
amin . Ïðåäâèäÿ ýòó

âîçìîæíîñòü, èãðîê À äîëæåí âûáðàòü òàêóþ ñòðàòåãèþ, ÷òî-
áû ìàêñèìèçèðîâàòü ñâîé ìèíèìàëüíûé â êàæäîé ñòðàòåãèè

âûèãðûø α. Òàêèì îáðàçîì, α= ijji
aminmax . Âåëè÷èíà α íàçû-

âàåòñÿ íèæíåé öåíîé èãðû (α — ýòî ãàðàíòèðîâàííûé âûèã-
ðûø èãðîêà À).

Î÷åâèäíî, α íàõîäèòñÿ â îäíîé èç ñòðîê ìàòðèöû H, ïóñòü
â i0, òîãäà ñòðàòåãèÿ Ai0 íàçûâàåòñÿ ìàêñèìèííîé.

Èòàê, åñëè èãðîê À áóäåò ïðèäåðæèâàòüñÿ ìàêñèìèííîé
ñòðàòåãèè, òî åìó ïðè ëþáîì ïîâåäåíèè èãðîêà Â ãàðàíòèðî-
âàí âûèãðûø, âî âñÿêîì ñëó÷àå íå ìåíüøèé α.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðîòèâíèê — èãðîê Â, çàèíòåðåñîâàí â
òîì, ÷òîáû îáðàòèòü âûèãðûø èãðîêà À â ìèíèìóì, ïîýòîìó îí
äîëæåí ïåðåñìîòðåòü êàæäóþ ñâîþ ñòðàòåãèþ ñ òî÷êè çðåíèÿ
ìàêñèìàëüíîãî âûèãðûøà èãðîêîì À ïðè ýòîé ñòðàòåãèè. Äðóãè-
ìè ñëîâàìè. ïðè âûáîðå íåêîòîðîé ñòðàòåãèè Bj îí äîëæåí èñõî-
äèòü èç ìàêñèìàëüíîãî ïðîèãðûøà â ýòîé ñòðàòåãèè, ðàâíîãî

iji
amax , è íàéòè òàêóþ ñòðàòåãèÿ, ïðè êîòîðîé ýòîò ïðîèãðûø

áóäåò íàèìåíüøèì, òî åñòü íå áîëåå ÷åì β = ijij
amaxmin .
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Âåëè÷èíà β íàçûâàåòñÿ âåðõíåé öåíîé èãðû, à ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ åìó ñòðàòåãèÿ Bi0 — ìèíèìàêñíîé.

Ïðèíöèï îñòîðîæíîñòè, äèêòóþùèé èãðîêàì âûáîð ñòðà-
òåãèé ìàêñèìèííîé èëè ìèíèìàêñíîé ñîîòâåòñòâåííî, â òåî-
ðèè èãð èìåíóþò ïðèíöèïîì “ìèíèìàêñà”, à ñàìè ñòðàòåãèè
ìàêñèìèííûå è ìèíèìàêñíûå — îáùèì òåðìèíîì “ìèíèìàê-
ñíûå ñòðàòåãèè”.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû íàõîæäåíèÿ α è β.
Ïðèìåð 1. Ïóñòü èãðà çàäàíà ìàòðèöåé
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Â ýòîì ïðèìåðå íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ öåíû èãðû ñîâïàäàþò:
α=β=V=3

Ïðèìåð 2. Ïëàòåæíàÿ ìàòðèöà èìååò âèä:

H =

















 −

−
5

0

2

1

1

1

4

0

5

2

3

2

Íàéòè α è β.
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Çäåñü α = 2, β = 4.

7.3. Âïîëíå îïðåäåëåííûå èãðû

Âïîëíå îïðåäåëåííàÿ èãðà ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ïðîñòûì
ñëó÷àåì ìàòðè÷íîé èãðû. Âïîëíå îïðåäåëåííîé èãðîé èëè èã-
ðîé ñ ñåäëîâîé òî÷êîé íàçûâàåòñÿ èãðà, ó êîòîðîé ñîâïàäàþò
íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ öåíû èãðû, òî åñòü âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî:

α = ijji
aminmax  = ijij

amaxmin  = β. (7.2)

Ïðè ýòîì V = α = β íàçûâàåòñÿ öåíîé èãðû, ýëåìåíò
00 jia

ñîîòâåòâóþùèé ðàâåíñòâó, íàçûâàþò ñåäëîâîé òî÷êîé.
Ïðîñòîòà ðåøåíèÿ èãðû ñ ñåäëîâîé òî÷êîé çàêëþ÷àåòñÿ â

òîì, ÷òî îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè îáîèõ èãðîêîâ íàõîäÿòñÿ
ñðàçó. Äëÿ èãðîêà À ýòî ñòðàòåãèÿ Ai0 äëÿ èãðîêà Â – Bi0. Ïðè-
÷åì, òàêîå ðåøåíèå îáëàäàåò ñâîéñòâîì óñòîé÷èâîñòè â òîì
ñìûñëå, ÷òî åñëè îäèí èç èãðîêîâ ïðèìåíÿåò ñâîþ îïòèìàëü-
íóþ ñòðàòåãèþ, òî ëþáîå îòêëîíåíèå äðóãîãî èãðîêà îò îï-
òèìàëüíîé ñòðàòåãèè ìîæåò îêàçàòüñÿ íå âûãîäíûì äëÿ íåãî.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü èãðîê À âûáðàë îïòèìàëüíóþ ñòðà-

òåãèþ ñîîòâåòñòâóþùóþ α = ijji
aminmax = jia 0 , òî åñòü èãðîê

À îáåñïå÷èâàåò ñåáå âûèãðûø, ðàâíûé îäíîìó èç ýëåìåíòîâ i0
ñòðîêè, ïðè÷åì, ýëåìåíò â j0 ñòîëáöå íàèìåíüøèé ñðåäè íèõ
( jia 0 ≥ 00 ji

a , j ≠ j0). È åñëè èãðîê Â âûáåðåò j-þ ñòðàòåãèþ
îòëè÷íóþ îò j0, òî îí ïðîèãðàåò ñóììó, ðàâíóþ ( jia 0 — 00 ji

a ),
à èãðîê À ñîîòâåòñòâåííî âûèãðàåò åå. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæ-
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äåíèÿ ïîêàçûâàþò íåâûãîäíîñòü ñòðàòåãèè, îòëè÷íîé îò îï-
òèìàëüíîé, äëÿ èãðîêà À, êîãäà Â ïðèäåðæèâàåòñÿ ñâîåé îï-
òèìàëüíîé ñòðàòåãèè.

Ðåøåíèåì èãðû â ïðèìåðå I ï.2 ÿâëÿåòñÿ âûáîð ñòðàòå-
ãèé À2 èãðîêîì À è Â3 èãðîêîì Â, ïðè ýòîì öåíà èãðû V = 3.

7.4. Èãðû, íå ñîäåðæàùèå ñåäëîâîé òî÷êè.
Ñìåøàííûå ñòðàòåãèè

Ñðåäè êîíå÷íûõ èãð, èìåþùèõ ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå,
ñðàâíèòåëüíî ðåäêî âñòðå÷àþòñÿ èãðû ñ ñåäëîâîé òî÷êîé.
Áîëåå òèïè÷íûì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ
öåíû èãðû íå ñîâïàäàþò (α ≠ β), ïðè÷åì, íåòðóäíî ïîêàçàòü,
÷òî òîãäà α < β.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü α = ijji
aminmax  = ksa , ýòî îçíà÷à-

åò, ÷òî â ê-é ñòðîêå ýëåìåíò íàèìåíüøèé, òî åñòü ïðè íà-

õîæäåíèè ij
j

i aa max=  â èõ ÷èñëî ïîïàäóò çíà÷åíèÿ íå ìåíü-

øèå aks, òàê êàê äàæå â ýòîé ñòðîêå ýëåìåíòû â äðóãèõ ñòîë-
áöàõ áîëüøå èëè ðàâíû aks. Çíà÷èò è









ij
ji
amaxmin = i

i
amin ≥ aks.

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî β ≥ α, íî ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé
β ≠ α, çíà÷èò β > α. Èòàê, â èãðàõ, íå èìåþùèõ ñåäëîâîé
òî÷êè, íèæíÿÿ öåíà èãðû α âñåãäà ìåíüøå âåðõíåé β.

Óñòàíîâëåííûé ôàêò îçíà÷àåò, ÷òî åñëè èãðà îäíîõîäî-
âàÿ, òî åñòü ïàðòíåðû èãðàþò îäèí ðàç, âûáèðàÿ ïî îäíîé
÷èñòîé ñòðàòåãèè, òî â ðàñ÷åòå íà ðàçóìíî èãðàþùåãî ïðî-
òèâíèêà îíè äîëæíû ïðèäåðæèâàòüñÿ ïðèíöèïà ìèíèìàêñà,
ýòî ãàðàíòèðóåò âûèãðûø V ≥ α èãðîêó À è ïðîèãðûø V ≤ β
èãðîêó Â. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ïðèìåíåíèè ìèíèìàêñíûõ ñòðà-
òåãèé âåëè÷èíà ïëàòåæà V îãðàíè÷åíà íåðàâåíñòâîì

α ≤ V ≤ β.
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Åñëè æå èãðà ïîâòîðÿåòñÿ íåîäíîêðàòíî, òî ïîñòîÿííîå
ïðèìåíåíèå ìèíèìàêñíûõ ñòðàòåãèé ñòàíîâèòñÿ íåðàçóìíûì.
Íàïðèìåð, åñëè èãðîê Â áóäåò óâåðåí â òîì, ÷òî íà ñëåäóþ-
ùåì õîäó À ïðèìåíèò ïðåæíþþ ñòðàòåãèþ, òî îí íåñîìíåííî
âûáåðåò ñòðàòåãèþ, îòâå÷àþùóþ íàèìåíüøåìó ýëåìåíòó â ýòîé
ñòðîêå, à íå ïðåæíþþ.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèøëè ê âûâîäó, ÷òî ïðè íåîäíîê-
ðàòíîì ïîâòîðåíèè èãðû îáîèì èãðîêàì ñëåäóåò ìåíÿòü ñâîè
ñòðàòåãèè. Òîãäà âîçíèêàåò âîïðîñ: à êàêèì îáðàçîì èõ ìå-
íÿòü, ÷òîáû â ñðåäíåì âûèãðûø îäíîãî è ïðîèãðûø äðóãîãî
áûë àíàëîãè÷íî îäíîõîäîâîé èãðå, îãðàíè÷èâàÿñü ñíèçó è
ñâåðõó ñîîòâåòñòâåííî?

Äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ ââåäåì âåðîÿòíîñòü (îòíîñè-
òåëüíóþ ÷àñòîòó) xi ïðèìåíåíèÿ èãðîêîì À i-é ñòðàòåãèè, è
yj — âåðîÿòíîñòü ïðèìåíåíèÿ j-é ñòðàòåãèè èãðîêîì Â. Ñîâî-
êóïíîñòè ýòèõ âåðîÿòíîñòåé îïðåäåëÿþò âåêòîðû X = {x1,

õ2, …, õm}, ãäå ∑
=

m

1i
ix = 1 è Y = {ó1, ó2, …, ón}, ãäå ∑

=

n

1j
jy = 1.

Ýòè âåêòîðû èëè íàáîðû âåðîÿòíîñòåé âûáîðà ÷èñòûõ
ñòðàòåãèé íàçûâàþòñÿ ñìåøàííûìè ñòðàòåãèÿìè èãðîêîâ.

Â ÷àñòíîñòè, ðåøåíèå èãðû ñ ñåäëîâîé òî÷êîé äàåòñÿ âåê-
òîðàìè x  è y , ñðåäè êîìïîíåíò êîòîðûõ 0i

x = 1, õi = 0 (i ≠ i0)
è 

0j
y = 1, yj = 0 (j ≠ j0).
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îãðàíè÷åíèé íà ñðåäíèé âûèãðûø èëè

ïðîèãðûø ðàññìîòðèì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âûèãðûøà
ïåðâîãî èãðîêà

M(X;Y) = ∑ ∑
= =

n

1j

m

1i
jiij yxa . (7.3)

Åñëè âòîðîé èãðîê Â âûáðàë íåêîòîðóþ ñìåøàííóþ ñòðà-
òåãèþ Y′, òî ïåðâîìó èãðîêó, åñòåñòâåííî, ñ÷èòàòü ëó÷øåé
òó ñìåøàííóþ ñòðàòåãèþ X , ïðè êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ max Ì
(X;Y′):

Ì (X ;Y′) = max Ì (X;Y′).
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Àíàëîãè÷íî, ïðè âûáîðå ïåðâûì èãðîêîì íåêîòîðîé ñòðà-
òåãèè Õ′ âòîðîìó èãðîêó ñëåäóåò âûáèðàòü ñòðàòåãèþ Y  òà-
êóþ, ÷òî

Ì (X′;Y ) = min Ì (X′;Y).

ßñíî, ÷òî X  çàâèñèò îò Y′ è Y  çàâèñèò îò Õ′. Ïåðåä êàæ-
äûì èãðîêîì, òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò çàäà÷à âûáîðà îïòè-
ìàëüíîé ñòðàòåãèè, ïîä êîòîðîé äëÿ èãðîêà À ïîíèìàåòñÿ ñìå-
øàííàÿ ñòðàòåãèÿ X*, êîòîðàÿ ìàêñèìèçèðóåò ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå åãî âûèãðûøà, äëÿ èãðîêà Â — ñòðàòåãèÿ Y*, ìèíè-
ìèçèðóþùàÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå åãî ïðîèãðûøà.

Îñíîâíàÿ òåîðåìà òåîðèè èãð (äîêàçàíà ôîí Íåéìàíîì â
1928 ãîäó) óòâåðæäàåò:

Êàæäàÿ ìàòðè÷íàÿ èãðà ñ íóëåâîé ñóììîé èìååò, ïî êðàé-
íåé ìåðå, îäíî ðåøåíèå, âîçìîæíî, â îáëàñòè ñìåøàííûõ
ñòðàòåãèé, òî åñòü ñóùåñòâóþò ñòðàòåãèè X* è Ó*, îïòèìàëü-
íûå äëÿ îáîèõ èãðîêîâ, ïðè÷åì,

max min M(X;Y) = min max M(X;Y) = M(X*;Y*).

×èñëî V = M(X*;Y*) íàçûâàþò öåíîé èãðû.
Ïðèìå÷àíèå. Íóëåâàÿ ñóììà îçíà÷àåò, ÷òî âûèãðûø îä-

íîãî èãðîêà ðàâåí ïðîèãðûøó äðóãîãî.
Èç îñíîâíîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ êîíå÷íàÿ èãðà

èìååò öåíó è îíà ëåæèò ìåæäó íèæíåé è âåðõíåé öåíàìè
èãðû

α ≤ V ≤ β. (7.4.)

È, åñëè îäèí èç èãðîêîâ ïðèäåðæèâàåòñÿ ñâîåé îïòèìàëü-
íîé ñòðàòåãèè, òî âûèãðûø (ïðîèãðûø) åãî îñòàåòñÿ íåèç-
ìåííûì íåçàâèñèìî îò òàêòèêè äðóãîãî èãðîêà, åñëè, êîíå÷-
íî, ïîñëåäíèé íå âûõîäèò çà ïðåäåëû ñâîèõ “ïîëåçíûõ” ñòðà-
òåãèé, èíà÷å âûèãðûø (ïðîèãðûø) âîçðàñòàåò.

Ýòî îçíà÷àåò âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâ Vx
m

1i

*
iij ≥∑

=
a  ( n,1j = ),

Vy
n

1j

*
jij ≤∑

=
a , ( m,1i = ).
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Ïðèìå÷àíèå. Ýòè íåðàâåíñòâà áóäóò íåîáõîäèìû ïðè ñâå-
äåíèè ìàòðè÷íîé èãðû ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ.

7.5. Ýëåìåíòàðíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ
ìàòðè÷íûõ èãð 2×2, 2×n, m×2

Èãðà 2×2.
Íàèáîëåå ïðîñòîé ìàòðè÷íîé èãðîé ÿâëÿåòñÿ èãðà 2×2, â

êîòîðîé èãðîêè èìåþò ïî äâå ÷èñòûõ ñòðàòåãèè.
Ïóñòü ìàòðèöà òàêîé èãðû

H = 






2221

1211

aa

aa

Åñëè ñåäëîâîé òî÷êè íåò, òî ðåøåíèåì èãðû ÿâëÿþòñÿ
ñìåøàííûå ñòðàòåãèè Õ* = {õ1; x2} è Y

* = {ó1; ó2}.
Ñîãëàñíî îñíîâíîé òåîðåìå òåîðèè èãð, ïðèìåíåíèå îï-

òèìàëüíîé ñòðàòåãèè X* èãðîêîì À îáåñïå÷èâàåò ïîëó÷åíèå
âûèãðûøà V ïðè ëþáûõ ñòðàòåãèÿõ èãðîêà Â. Ñêàçàííîå ïðè-
âîäèò ê ñèñòåìå óðàâíåíèé:

    à11õ1 + à21õ2 = V   ïðè ñòðàòåãèè Â1 èãðîêà Â, 

  à12õ1 + à22õ2 = V   ïðè ñòðàòåãèè Â2 èãðîêà Â.

Êðîìå òîãî, õ1 + õ2 = 1.
Ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé äàåò:

õ1 = 
21122211

2122

aaaa

aa

−−+
−

, õ2 = 
21122211

1211

aaaa

aa

−−+
−

,

V = 
21122211

21122211

aaaa

aaaa

−−+
−

. (7.5)
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Àíàëîãè÷íî, ïðèìåíåíèå îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè Y* = {ó1;
ó2} îáåñïå÷èâàåò ïðîèãðûø V èãðîêó Â ïðè ëþáûõ ñòðàòåãèÿõ
À, ÷òî ïðèâîäèò ê ñèñòåìå

   à11ó1 + à12ó2 = V,

   à21ó1 + à22ó2 = V,

 

  ó1 +ó2 = 1.

Åå ðåøåíèå äàåòñÿ ôîðìóëàìè

ó1 = 
21122211

1222

aaaa
aa

−−+
−

, ó2 = 
21122211

2111

aaaa
aa

−−+
−

. (7.6)

Ïðèìåð 3. Âî ìíîãèõ ó÷åáíèêàõ ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð èãðû
â “îðëà è ðåøêó”, ñóòü êîòîðîé ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Êàæ-
äûé èç äâóõ ïàðòíåðîâ, íå çíàÿ õîäà äðóãîãî, êëàäåò ñâîþ
ìîíåòó îðëîì èëè ðåøêîé ââåðõ è ïðè ñîâïàäåíèè íàèìåíî-
âàíèé âòîðîé èãðîê (Â) ïëàòèò ïåðâîìó (À) åäèíèöó, à ïðè
íåñîâïàäåíèè ïåðâûé ïëàòèò âòîðîìó I. Î÷åâèäíî, ïëàòåæ-
íàÿ ìàòðèöà òàêîé èãðû áóäåò:

H = 





−

−
11

11
.

Ñåäëîâîé òî÷êè íåò, òîãäà, ñîãëàñíî ôîðìóë (7.5) è (7.6),
îïòèìàëüíûìè ñòðàòåãèÿìè áóäóò

Õ* = 








2

1
;

2

1
, Y* = 









2

1
;

2

1
 , öåíà èãðû V = 0.

Ïðèìå÷àíèå. Îòìåòèì, ÷òî ìàòðèöà ýòîé èãðû ñèììåò-
ðè÷íà è íà ïåðâûé âçãëÿä ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî ñèììåòðè÷-
íîñòü ìàòðèöû âåäåò ê ñïðàâåäëèâîé (áåçîáèäíîé) èãðå äëÿ
îáîèõ èãðîêîâ. Íà ñàìîì äåëå ñèììåòðè÷íîñòü íå ãàðàíòèðó-
åò ñïðàâåäëèâîñòè, íàïðîòèâ, êîñîñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû
(êîãäà HT =–Í) ñîîòâåòñòâóþò ñîâåðøåííî ñïðàâåäëèâîé èãðå,
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òî åñòü ïðè îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèÿõ, êàê ýòî ëåãêî óñòàíî-
âèòü, öåíà èãðû V = 0.

Ïðèìåð 4. Öåõ-çàãîòîâèòåëü ïîñòàâëÿåò â ñáîðî÷íûé öåõ
äåòàëè äâóõ âèäîâ à è b. Ïî äîãîâîðó ìåæäó öåõàìè îãîâîðå-
íû åæåäíåâíî äâà ñðîêà ïîñòàâîê ýòèõ äåòàëåé, ïðè÷åì, ïðè
ïîñòàâêå â ïåðâûé ñðîê äåòàëåé âèäà “à” ñáîðî÷íûé öåõ ïëà-
òèò çàãîòîâèòåëüíîìó ïðåìèþ 50 ðóá., ïðè ïîñòàâêå æå èçäå-
ëèé “à” âî âòîðîé ñðîê âûïëà÷èâàåòñÿ ïðåìèÿ 20 ðóá. Ïðè
ïîñòàâêå æå èçäåëèé âèäà “b” â ïåðâûé ñðîê ïðåìèÿ ñîñòàâ-
ëÿåò 30 ðóá., à âî âòîðîé — 40 ðóá. Îïðåäåëèòü îïòèìàëüíûå
ñòðàòåãèè ïîñòàâîê è ïîëó÷åíèÿ äåòàëåé.

Ðåøåíèå. Ïðèíèìàÿ öåõ-çàãîòîâèòåëü çà èãðîêà À, à ñáî-
ðî÷íûé — çà èãðîêà Â, ñîñòàâèì ìàòðèöó èãðû.

 I срок II срок 
Детали “а” 
Детали “b” 

50 
30 

20 
40 

Çíà÷èò H = 





4030

2050
,

{ } ,3030;20maxminmax === ijji
aα

{ } 4040;50minmaxmin === ij
ij
aβ ,

α < β, ñëåäîâàòåëüíî, ñåäëîâîé òî÷êè íåò. Äëÿ íàõîæäåíèÿ
îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé ïðèìåíèì ôîðìóëû (7.5) è (7.6):

х1 = 
30204050

3040

−−+
−  = 

4

1 ;          х2 = 
30204050

2050

−−+
−  = 

4

3 ; 

у1 = 
40

2040 −  = 
2

1 ;          у2 = 
40

3050 −  = 
2

1 ; 

                             V = 
40

30204050 ⋅−⋅  = 35 (руб.). 
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Òàêèì îáðàçîì, öåõ-çàãîòîâèòåëü ïîñòàâëÿåò äåòàëè âèäà

à è b ñ âåðîÿòíîñòÿìè õ1 = 4

1
, õ2 = 4

3
, ïðè ýòîì ãàðàíòèðî-

âàííàÿ ïðåìèÿ 35 ðóáëåé, à ñáîðî÷íûé öåõ ïîëó÷àåò ýòè äå-

òàëè â ñðîêè I è II ñ âåðîÿòíîñòÿìè ó1 = 2

1
, ó2 = 2

1
è âûïëà÷è-

âàåò 35 ðóáëåé ïðåìèè çàãîòîâèòåëüíîìó öåõó åæåäíåâíî. Ïî-
ëó÷åííûå âåðîÿòíîñòè è îïðåäåëÿþò îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè

Õ* = 








4

3
;

4

1
, Y* = 









2

1
;

2

1
.

Ïðèìå÷àíèå. Èãðû 2õ2 äîïóñêàþò ïðîñòîå ãðàôè÷åñêîå
òîëêîâàíèå è ðåøåíèå, ñëåäóþùåå èç íåãî. Äåéñòâèòåëüíî,

ïóñòü èãðà çàäàíà ìàòðèöåé H = 






2221

1211

aa

aa
. Íà îñè àáñöèññ

îòëîæèì îòðåçîê 0D, ðàâíûé 1,è óñëîâèìñÿ ñ÷èòàòü, ÷òî ëå-
âûé êîíåö îòðåçêà õ = 0 ñîîòâåòñòâóåò ñòðàòåãèè À1, à ïðà-
âûé õ = 1 — ñòðàòåãèè À2, òîãäà ïðîìåæóòî÷íàÿ òî÷êà N ñ
êîîðäèíàòîé õ ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîé ñìåøàííîé ñòðàòåãèè
ïåðâîãî èãðîêà, ïðè÷åì, õ1 = 1 – õ, õ2 = õ, òàê êàê ïðè õ = 0
èìååì õ1 = 1 è õ2 = 0 è ïðè õ = 1 èìååì õ1 = 0 è õ2 = 1.

Ââîäÿ îñü 0ó, ìîæíî ïîñòðîèòü ïðÿìóþ, îòâå÷àþùóþ
ñòðàòåãèè âòîðîãî èãðîêà, åå óðàâíåíèå ó = à11(1 – õ) + à21õ
(ïðè êàæäîì õ, ó äàåò çíà÷åíèÿ âûèãðûøà èãðîêà À, êîãäà Â
ïðèìåíÿåò ñòðàòåãèþ Â1). Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ B1

äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè èç êîíöîâ îòðåçêà 0D ïðÿìûå, ïåðïåí-
äèêóëÿðíûå åìó, íà ëåâîé ïðÿìîé îòëîæèòü à11, íà ïðàâîé—
à21 è, ñîåäèíèâ èõ, ïîëó÷èì ïðÿìóþ Â1Â1, îòâå÷àþùóþ ñòðà-
òåãèè Â1 (ðèñ. 7.1). Çàòåì àíàëîãè÷íî ñòðîèì ñòðàòåãèþ Â2 (åå
óðàâíåíèå ó = à12(1 – õ) + à22õ). Çàìåòèì, ÷òî ïðè êàæäîì õ
òî÷êè íà ïðÿìûõ Â1Â1 è Â2Â2 îòâå÷àþò âûèãðûøàì ïåðâîãî
èãðîêà ïðè ïðèìåíåíèè âòîðûì èãðîêîì ñòðàòåãèé Â2 è Â1
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Ðèñ. 7.1. Ðèñ.7.2.

    у      у 
 

       В1      В1(50)          В2(40) 
 
          В1             В1(30) 
а11              В2 (20) 
         а21 
     N       N 
   0        х2      х       х1        D  х  0          D   x 

            *
2x  = 4

3        *
1x = 4

1  

L 
К 

ñîîòâåòñòâåííî. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ëîìàíàÿ Â2ÊÂ1 (ðèñ. 7.2)
îòâå÷àåò íèæíåé ãðàíèöå âûèãðûøà èãðîêà À, à çíà÷èò â
òî÷êå åå ìàêñèìóìà, òî åñòü â òî÷êå Ê, ïîëó÷àåòñÿ ìàêñè-
ìóì íèæíåé ãðàíèöû âûèãðûøà, òî åñòü öåíà èãðû V=KN è
òî÷êà N îòâå÷àåò îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè èãðîêà À : Õ* = {x1;
x2} (õ1 = 1 – õ, õ2 = õ).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè èãðîêà Â, èñõî-
äÿ èç ãðàôèêà, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëàìè:

ó1 = 
12

2

LBLB

LB

+
; ó2 = 

12

1

LBLB

LB

+
. (7.7)

Â ñïðàâåäëèâîñòè ôîðìóë (7.7) ëåãêî óáåäèòüñÿ, ïîäñòà-
âèâ çíà÷åíèÿ LB2 è LB1, LB2 = V – a22, LB1 = a21 – V è

çíà÷åíèå V = 
21122211

21122211

aaaa

aaaa

−−+
−

, òîãäà ïîëó÷èì ôîðìóëû, ñî-

âïàäàþùèå ñ (7.6).
Àíàëîãè÷íî, ìåíÿÿ ðîëÿìè x è ó, ìîæíî ïîñòðîèòü ðå-

øåíèå äëÿ èãðîêà À.
Ðèñ. 7.2 èëëþñòðèðóåò ðåøåíèå ïîñëåäíåãî ïðèìåðà.
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Ðåøåíèå èãð 2×××××n.
Ïóñòü èãðà çàäàíà ìàòðèöåé

H = 





10569

61284
.

Ñòðîèì ïðÿìûå, ñîîòâåòñòâóþùèå ñòðàòåãèÿì èãðîêà Â
(ðèñ. 7.3).

Ëîìàíàÿ Â1ÊÌÂ3 ñîîòâåòñòâóåò íèæíåé ãðàíèöå âûèã-

ðûøà, òî÷êà Ê íà íåé äàåò ðåøåíèå èãðû: V = KN = 
7

48
,

x1 = ND = 7

3
, x2 = 0N = 7

4
.

Â äàííîì ñëó÷àå îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ïðîòèâíèêà ïî-
ëó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèåì ñìåñè äâóõ ïîëåçíûõ ñòðàòåãèé B1 è
Â2, ïåðåñåêàþùèõñÿ â òî÷êå Ê. Ñòðàòåãèÿ Â4 ÿâëÿåòñÿ çàâå-
äîìî íåâûãîäíîé, à ñòðàòåãèÿ Â3 — íåâûãîäíîé ïðè îïòè-
ìàëüíûõ ñòðàòåãèÿõ.

ó1 = ,
7

2

LBLB

LB

21

2 =
+

  ó2 = .
7

5

LBLB

LB

21

1 =
+

Ðèñ. 7.3 èëëþñòðèðóåò ðåøåíèå äàííîãî ïðèìåðà
Ðåøåíèå èãð m×××××2.
Àíàëîãè÷íî ìîæåò áûòü ðåøåíà èãðà ñ ìàòðèöåé mõ2,

òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå ñòðîèì âåðõíþþ ãðàíèöó âûèãðûøà è
íà íåé, îïðåäåëÿåì ìèíèìóì.

Ïóñòü èãðà çàäàíà ìàòðèöåé

H =


















11

9

7

2

1

7

10

12

.

Ðåøåíèå çàäà÷è íàõîäèì äëÿ èãðîêà Â (ðèñ. 7.4).
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Ëîìàíàÿ À1ÐÊÌÀ4 èçîáðàæàåò âåðõíþþ ãðàíèöó âûèã-
ðûøà èãðîêà À, íà íåé èùåòñÿ òî÷êà Ê ñ ìèíèìàëüíîé îðäè-

íàòîé, êîòîðàÿ è åñòü öåíà èãðû V= ÊN = 
5

41
, y1 = ND = 5

2
,

y2 = N0 = 5

3
.

Îïòèìàëüíûìè ñòðàòåãèÿìè äëÿ èãðîêà À ÿâëÿþòñÿ âòî-
ðàÿ è òðåòüÿ. Ïðè ýòîì

õ2 = ,
5

2

LALA

LA

32

3 =
+

 õ3 = .
5

3

LALA

LA

32

2 =
+

Ìàòðèöà îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé èìååò âèä 





97

710
. Òîã-

äà ðåøåíèå èãðû ìîæíî íàéòè è ïî ôîðìóëàì (7.5) è (7.6).
Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå èãðû òàêîâî:

Õ* = 








0;
5

3
;

5

2
;0 , Y* = 









5

3
;

5

2
, V = 

5

41
.

         у 
  В3(12) 

   В2(8) 

    В4(6)    K             M 

    В1(4) 
        V = 7

48  

        N 
          0                D     x 

           х2 = 
7

4        х1 = 
7

3          

В4(10) 
В1(9) 
 
L 
В2(6) 
В3(5) 

Ðèñ. 7.3

B4(10)

B1(9)

L
B2(6)

B3(5)
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7.6. Ðåøåíèå ìàòðè÷íûõ èãð m×n

Ïðè ðåøåíèè ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîé èãðû ðàçìåðà mxn
ðåêîìåíäóåòñÿ ïðèäåðæèâàòüñÿ ñëåäóþùåé ñõåìû:

1. Èñêëþ÷èòü èç ïëàòåæíîé ìàòðèöû çàâåäîìî íåâûãîä-
íûå ñòðàòåãèè ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè ñòðàòåãèÿìè. Òàêèìè
ñòðàòåãèÿìè äëÿ èãðîêà À (èãðîêà Â) ÿâëÿþòñÿ òå, êîòîðûì
ñîîòâåòñòâóþò ñòðîêè (ñòîëáöû) ñ ýëåìåíòàìè çàâåäîìî ìåíü-
øèìè (áîëüøèìè) ïî ñðàâíåíèþ ñ ýëåìåíòàìè äðóãèõ ñòðîê
(ñòîëáöîâ).

2. Îïðåäåëèòü âåðõíþþ è íèæíþþ öåíû èãðû è ïðîâå-
ðèòü, èìååò ëè èãðà ñåäëîâóþ òî÷êó. Åñëè ñåäëîâàÿ òî÷êà åñòü,
òî ñîîòâåòñòâóþùèå åé ñòðàòåãèè èãðîêîâ áóäóò îïòèìàëü-
íûìè, à öåíà èãðû ñîâïàäàåò ñ âåðõíåé (íèæíåé) öåíîé.

3. Åñëè ñåäëîâàÿ òî÷êà îòñóòñòâóåò, òî ðåøåíèå ñëåäóåò
èñêàòü â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ. Äëÿ èãð ðàçìåðà mxn ðåêî-
ìåíäóåòñÿ ñèìïëåêñíûé ìåòîä, à äëÿ èãð ðàçìåðîì 2õ2, 2õn,
mõ2 ñëåäóåò ðóêîâîäñòâîâàòü âûâîäàìè ïðåäûäóùåãî ïóíêòà.

Ðèñ. 7.4

      х 
     А1                

                А4 
     А2         P             А3 

                L 
     А3               А2 

     А4               А1 
      N 

        0                      у2                             у1                 D     у 

    K      M 

A4

L

N



198

Ïðèìåð 5. Ìàãàçèí ìîæåò çàâåñòè â ðàçëè÷íûõ ïðîïîð-
öèÿõ òîâàðû ÷åòûðåõ òèïîâ (À1, À2, À3, À4). Èõ ðåàëèçàöèÿ è
ïðèáûëü ìàãàçèíà çàâèñÿò îò âèäà òîâàðà è ñîñòîÿíèÿ ñïðîñà.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñïðîñ ìîæåò èìåòü ïÿòü ñîñòîÿíèé
(Â1, Â2, Â3, Â4, Â5) è íå ïðîãíîçèðóåòñÿ. Îïðåäåëèòü îïòè-
ìàëüíûå ïðîïîðöèè â çàêóïêå òîâàðîâ èç óñëîâèÿ ìàêñèìè-
çàöèè ñðåäíåé ãàðàíòèðîâàííîé ïðèáûëè ïðè ñëåäóþùåé ìàò-
ðèöå ïðèáûëè (òàáë. 7.1).

Òàáëèöà 7.1

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü âîçíèêøóþ ñèòóàöèþ êàê èãðîâóþ.
Ñòîðîíà À ñòðåìèòñÿ óâåëè÷èòü ïðèáûëü, à ïîòîìó äëÿ íåå
ñòðàòåãèÿ À1 çàâåäîìî íåâûãîäíà ïî ñðàâíåíèþ ñî ñòðàòåãè-
åé À2. Òî÷íî òàêæå ñòðàòåãèÿ À2 óñòóïàåò ñòðàòåãèè À3, è
èñõîäíûå äàííûå óïðîùàþòñÿ (òàáë. 7.2).

Äëÿ èãðîêà Â åñòåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ âûáîð ñòðàòåãèè ñ
áîëüøèì ñïðîñîì. Ïîýòîìó ñòðàòåãèÿ Â4 ìåíåå âûãîäíà, ÷åì
ñòðàòåãèÿ Â2, â ñâîþ î÷åðåäü, ñòðàòåãèÿ Â2 íåâûãîäíà ïî ñðàâ-
íåíèþ ñî ñòðàòåãèåé Â3. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ñìûñë àíàëè-

Спрос Тип 
товара В1 В2 В3 В4 В5 

А1 

А2 
А3 
А4 

200 
300 
400 
700 

400 
400 
500 
300 

600 
600 
600 
500 

400 
500 
500 
200 

700 
800 
800 
100 

 

     В 
 

А 
В1 В2 В3 В4 В5  

      В 
 

А 
В1 В3 В5 

А3 

А4 

400 

700 

500 

300 

600 

500 

500 

200 

800 

100 

 А3 

А4 

400 

700 

600 

500 

800 

100 
 

Òàáëèöà 7.2 Òàáëèöà 7.3
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çèðîâàòü èãðó 2×3, çàäàííóþ òàáë. 7.3. Ðåøåíèå ýòîé ìàòðèöû

äàåò îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ çàâîçà òîâàðîâ (0,0,
5

3
,
5

2
), ò.å.

íóæíî çàâåçòè 
5

3
òîâàðà òðåòüåãî òèïà è 

5

2
òîâàðà ÷åòâåðòîãî

òèïà, à òîâàðû ïåðâîãî è âòîðîãî òèïîâ íå çàâîçèòü, ïðè
ýòîì ñðåäíÿÿ ãàðàíòèðîâàííàÿ ïðèáûëü (öåíà èãðû) V = 520.

Ïðèìåð 6. Ïðåäïîëàãàåòñÿ îñíàñòèòü öåõ íîâîé òåõíîëî-
ãè÷åñêîé ëèíèåé. Ïðîìûøëåííîñòü âûïóñêàåò òðè òèïà ëè-
íèé. Íà êàæäîé èç ëèíèé ìîæíî èçãîòîâëÿòü ïÿòü ðàçëè÷íûõ
âèäîâ èçäåëèé. Ó÷èòûâàÿ ðàñõîä ñûðüÿ, òðóäîåìêîñòü, ñïðîñ
è äð., ñîñòàâëåíà ìàòðèöà ïðåäïîëàãàåìîé ïðèáûëè

H = 















1284810

76598

5143102

.

Íóæíî âûáðàòü òèï òåõíîëîãè÷åñêîé ëèíèè, ïðè êîòî-
ðîé ïðèáûëü áóäåò íàèáîëüøåé.

Íàõîäèì íèæíþþ è âåðõíþþ öåíó èãðû

121451010

1284810

76598

5143102















 { }

{ } .512,14,5,10,10min4

5

,54,5,2max2

==β

==α

        Òàê êàê α = β = 5, òî èãðà èìååò ñåäëîâóþ òî÷êó è çàäà-
÷à ðàçðåøèìà â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ. Âûáèðàÿ âòîðîé òèï
òåõíîëîãè÷åñêîé ëèíèè, áóäåò äîñòèãíóòà íàèáîëüøàÿ ïðè-
áûëü, íå ìåíüøàÿ ïÿòè.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñâåäåíèå ìàòðè÷íîé èãðû ê äâîéñòâåí-
íîé çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî
ìàòðèöà H íå ñîäåðæèò ñåäëîâîé òî÷êè, ïîýòîìó ðåøåíèå
èãðû ïðåäñòàâëåíî â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ.
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Ñîîòíîøåíèÿì îòûñêàíèÿ α è β ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîò-
âåòñòâèå ýêâèâàëåíòíûå èì çàäà÷è

max {α : M(x;y) ≥ α},

min {β : M(x;y) ≤ β}. (7.8)

Çäåñü Ì(X;Y) = ∑ ∑
= =

n

1j

m

1i
jiij уxa  åñòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-

íèå âûèãðûøà ïåðâîãî èãðîêà.
Òîãäà äëÿ ëþáîé ÷èñòîé ñòðàòåãèè ó(j) èãðîêà Â

ó(j) = (ó1 = 0, ó2 = 0, …, ój–1 = 0, yj = 1, yj+1 = 0, …, yn = 0)

ìîæíî çàïèñàòü

M(x;y(j)) = ∑
=

m

1i
iijxa , (7.9)

à äëÿ ëþáîé ÷èñòîé ñòðàòåãèè x(i) èãðîêà À

x(i) = (õ1 = 0, …, õi-1 = 0, xi = 1, xi+1 = 0, …, xm = 0)

ìîæíî çàïèñàòü M(x(i);y) = ∑
=

n

1j
jijya .  (7.10)

Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷è (7.8) — (7.10) äîïóñêàþò ñëåäóþ-
ùóþ çàïèñü â ôîðìå çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

max {α : M(x;y(j)) = ∑
=

m

1i
iijxa  ≥ α, j = n,1 ;

xi ≥ 0,  i = m,1 ; ∑
=

m

1i
ix = 1},  (7.11)

min {β : M(x(i);y) = ∑
=

n

1j
jijya  ≤ β, i = m,1 ,

yj ≥ 0,  j = n,1 ; ∑
=

n

1j
jy  = 1}.  (7.12)
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Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî çàäà÷è (7.11) è (7.12) âçàèìíîäâîé-
ñòâåííûå, à ïîýòîìó èõ îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ äîëæíû ñî-
âïàäàòü, ò.å. αîïò =βîïò =V, ãäå V – öåíà èãðû (òðåáóåìîå
çíà÷åíèå ýôôåêòèâíîñòè).

Äëÿ çàäà÷è (7.11) ïîëîæèì ti = V
xi  è Ò = V

1 , (7.13)

à äëÿ çàäà÷è (7.12) ïîëîæèì Uj = V
y j  è Z = V

1 . (7.14)

Òîãäà, îòûñêàíèå îïòèìàëüíîé ñìåøàííîé ñòðàòåãèè õîïò
èãðîêà À ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé çà-
äà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:
ìèíèìèçèðîâàòü ëèíåéíóþ ôóíêöèþ

T = t1 + t2 + … + tm (7.15)

ïðè óñëîâèÿõ

∑
=

m

1i
iijta ≥ 1,   j = n,1 ;   ti ≥ 0,   i = m,1 , (7.16)

à îòûñêàíèå îïòèìàëüíîé ñìåøàííîé ñòðàòåãèè óîïò èãðîêà Â
ïðèâåëî ê íåîáõîäèìîñòè ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé çàäà÷è ëèíåé-
íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:
ìàêñèìèçèðîâàòü ëèíåéíóþ ôóíêöèþ

Z = u1 + u2 + … + un (7.17)

ïðè óñëîâèÿõ

∑
=

n

1j
jijua  ≤ 1, i = m,1 ; uj ≥ 0, j = n,1 . (7.18)

Èñõîäÿ èç îñíîâíîé òåîðåìû òåîðèè äâîéñòâåííîñòè, çà-
äà÷è (7.15) — (7.18) èìåþò êîíå÷íîå ðåøåíèå è Tmin = Zmax.

Ïðèìåíÿÿ èçëîæåííûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò äâîé-
ñòâåííîé çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ðàññìîòðèì
ïðèìåð âûáîðà îïòèìàëüíîãî àññîðòèìåíòà è îáúåìà ïðîäóê-
öèè øâåéíîãî ïðåäïðèÿòèÿ.

Ðàññìîòðèì ðàáîòó øâåéíîãî ïðåäïðèÿòèÿ, âûïóñêàþ-
ùåãî äåòñêèå êîñòþìû, ïëàòüÿ è ïëàùè, ñáûò êîòîðûõ çàâè-
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ñèò îò ñîñòîÿíèÿ ïîãîäû, ïðè ýòîì ðåàëèçàöèÿ ïðîäóêöèè
ïðîèñõîäèò ÷åðåç ôèðìåííûå ìàãàçèíû.

Ïî äàííûì íàáëþäåíèé çà ïðåäøåñòâóþùèå îäèííàäöàòü
ëåò ïðåäïðèÿòèå â òå÷åíèè àïðåëÿ — ìàÿ â óñëîâèÿõ òåïëîé
ïîãîäû ìîæåò ðåàëèçîâàòü 600 êîñòþìîâ, 2000 ïëàòüåâ è 300
ïëàùåé, â óñëîâèÿõ ïðîõëàäíîé ïîãîäû — 1000 êîñòþìîâ,
500 ïëàòüåâ è 800 ïëàùåé è â óñëîâèÿõ îáû÷íîé ïîãîäû 800
êîñòþìîâ, 1100 ïëàòüåâ è 600 ïëàùåé. Çàòðàòû íà åäèíèöó
ïðîäóêöèè â òå÷åíèå óêàçàííûõ ìåñÿöåâ ñîñòàâèëè äëÿ êîñ-
òþìîâ 30 äåí. åä., äëÿ ïëàòüåâ 10 äåí. åä. è äëÿ ïëàùåé 15 äåí.
åä., à öåíà ðåàëèçàöèè ðàâíà ñîîòâåòñòâåííî 50 äåí. åä., 20
äåí. åä. è 28 äåí. åä.

Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â ìàêñèìèçàöèè ñðåäíåé âåëè÷èíû
ïðèáûëè îò ðåàëèçàöèè âûïóùåííîé ïðîäóêöèè ñ ó÷åòîì íåî-
ïðåäåëåííîñòè ïîãîäû â ðàññìàòðèâàåìûå ìåñÿöû.

Ïîäîáíàÿ çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê èãðà ñ ïðèðîäîé.
Åå îòëè÷èòåëüíàÿ îñîáåííîñòü ñîñòîèò â òîì, ÷òî â íåé ñî-
çíàòåëüíî äåéñòâóåò òîëüêî îäèí èç ó÷àñòíèêîâ (ïðåäïðèÿ-
òèå), íàçûâàåìûé èãðîêîì 1. Èãðîê 2 (ïðèðîäà) ñîçíàòåëüíî
ïðîòèâ èãðîêà 1 íå äåéñòâóåò, à âûñòóïàåò êàê íå èìåþùèé
êîíêðåòíîé öåëè è ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàþùèé î÷åðåä-
íûå õîäû ïàðòíåð ïî èãðå.

Ïåðâîî÷åðåäíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ïëàòåæ-
íîé ìàòðèöû.

Ïðåäïðèÿòèå ðàñïîëàãàåò òðåìÿ ÷èñòûìè ñòðàòåãèÿìè:
ñòðàòåãèÿ P1 ñ ðàñ÷åòîì íà òåïëóþ ïîãîäó, ñòðàòåãèÿ Ð2 ñ
ðàñ÷åòîì íà ïðîõëàäíóþ ïîãîäó è ñòðàòåãèÿ Ð3 ñ ðàñ÷åòîì íà
îáû÷íóþ ïîãîäó.

Ïðèðîäà, ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê âòîðîé èãðîê, òàêæå ðàñ-
ïîëàãàåò òðåìÿ ñòðàòåãèÿìè: îáû÷íàÿ ïîãîäà (ñòðàòåãèÿ Ï1),
ïðîõëàäíàÿ ïîãîäà (ñòðàòåãèÿ Ï2) è òåïëàÿ ïîãîäà (ñòðàòå-
ãèÿ Ï3).

Åñëè ïðåäïðèÿòèå âûáåðåò ñòðàòåãèþ P1, òî â ñëó÷àå
îáû÷íîé ïîãîäû (ñòðàòåãèÿ ïðèðîäû Ï1) äîõîä ñîñòàâèò

(50 – 30) 600 + (20 – 10) 1100 + (28 – 15) 300 – (20 –

–10) (2000 – 1000) =  17900 äåí. åä.,
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â ñëó÷àå ïðîõëàäíîé ïîãîäû (ñòðàòåãèÿ ïðèðîäû Ï2) äîõîä
áóäåò ðàâåí

20·600 + 10·500 + 13·300 – 10(2000 – 500) = 5900 äåí.åä.,

è â ñëó÷àå òåïëîé ïîãîäû (ñòðàòåãèÿ ïðèðîäû Ï3) èìååì äî-
õîä, ðàâíûé

20·600 + 10·2000 + 13·300 = 35900 äåí.åä.

Åñëè ïðåäïðèÿòèå âûáåðåò ñòðàòåãèþ Ð2, òî ðåàëèçàöèÿ
ïðîäóêöèè â óñëîâèÿõ îáû÷íîé ïîãîäû äàåò äîõîä

20·800 + 10·500 + 13·600 – 20(1000 – 800) – 13(800 – 600) =
= 22000 äåí.åä.,

â óñëîâèÿõ ïðîõëàäíîé ïîãîäû äîõîä áóäåò

20·1000 + 10·500 + 13·800 = 35400 äåí.åä.,

à â óñëîâèÿõ òåïëîé ïîãîäû èìååì äîõîä

20·600 + 10·500 + 13·300 – 20(1000 – 600) – 13(800 –
– 300) = 6400 äåí.åä.

Åñëè ïðåäïðèÿòèå âûáåðåò ñòðàòåãèþ Ð3, òî â ñëó÷àå
îáû÷íîé ïîãîäû äîõîä áóäåò ðàâåí

20·800 + 10·1100 + 13·600 = 34800 äåí.åä.,

ïðè ïðîõëàäíîé ïîãîäå èìååì äîõîä, ðàâíûé

20·800 + 10·500 + 13·600 – 10(1100 – 500) = 22800 äåí.åä.,

è â ñëó÷àå òåïëîé ïîãîäû äîõîä ñîñòàâèò

20·600 + 10·1100 + 13·300 – 20(800 – 600) – 13(600 –
– 300) = 16000 äåí.åä.

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ñâåäåíû â òàáë. 7.4.
Ïëàòåæíàÿ ìàòðèöà ðàññìàòðèâàåìîé ïðîèçâîäñòâåííîé

ñèòóàöèè èìååò âèä

Å = .

160002280034800

64003540022000

35900590017900

















(7.19)
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Ïëàòèò, åñòåñòâåííî, íå ïðèðîäà, à íåêàÿ òðåòüÿ ñòîðî-
íà (èëè ñîâîêóïíîñòü ñòîðîí, âëèÿþùèõ íà ïðèíÿòèå ðåøå-
íèé èãðîêîì 1 è îáúåäèíåííûõ â ïîíÿòèå “ïðèðîäà”). Â äàí-
íîé ñèòóàöèè ïëàòèò ñàìî ïðåäïðèÿòèå, ïîëó÷àÿ ìåíüøóþ
èëè áîëüøóþ ïðèáûëü.

Äëÿ ìàòðèöû (7.19), èñõîäÿ èç îáùåé ïîñòàíîâêè (7.15) –
(7.18), èìååì ñëåäóþùóþ ïàðó äâîéñòâåííûõ çàäà÷:
äëÿ îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè èãðîêà Ð íóæíî ðå-
øèòü çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ: íàéòè ìèíèìóì
ôóíêöèè

T = tl + t2 + t3 (7.20)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

  17900tl + 22000t2 + 34800t3 ≥ 1,

  5900tl + 35400t2 + 22800t3 ≥1,

 35900tl + 6400t2 + 16000t3 ≥ 1,

  ti ≥ 0, i = 1,2,3.  (7.21)

Îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ èãðîêà Ï îïðåäåëèì, ðåøèâ çà-
äà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ: íàéòè ìàêñèìóì ôóíê-
öèè

Z = u1 + u2 + u3  (7.22)

Òàáëèöà 7.4

Ïëàòåæíàÿ ìàòðèöà

         Стратегия при- 
                          роды 

Стратегия  
предприятия 

Обычная 
 П1 

Прохладная 
 П2 

Теплая 
 П3 

Теплая – Р1 17900 5900 35900 

Прохладная – Р2 22000 35400 6400 

Обычная – Р3 34800 22800 16000 
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ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

  17900ul + 5900u2 + 35900u3 ≤ 1,

  22000ul + 35400u2 + 6400u3 ≤ 1,

 34800ul + 22800u2 + 16000u3 ≤1,

  uj ≥ 0, j = 1,2,3. (7.23)

Ðåøàåì áîëåå ïðîñòóþ îáðàòíóþ çàäà÷ó (7.22) – (7.23). Ââîäÿ
ïîëîæèòåëüíûå áàçèñíûå ïåðåìåííûå (á.ï.) u4, u5, u6, ñèñòå-
ìó íåðàâåíñòâ (7.23) çàïèñûâàåì â âèäå ñèñòåìû óðàâíåíèé

  17900ul + 5900u2 + 35900u3 + u4 = 1,

 22000ul + 35400u2 + 6400u3 + u5 = 1,

  34800ul + 22800u2 + 16000u3 + u6 = 1,

  – u1 – u2 – u3 + z = 0. (7.24)

Ñèñòåìó (7.24) çàïèñûâàåì â âèäå òàáë. 7.5.

Òàáëèöà 7.5

      С.П. 
 

Б.П. 
U1 U2 U3 1 

U4 17900 5900 35900 1 

U5 22000 35400 6400 1 

U6 34800 22800 16000 1 

Z –1 –1 –1 0 

Ñîâåðøèâ òðè øàãà æîðäàíîâûõ èñêëþ÷åíèé, ïîëó÷àåì
òàáë. 7.6.

Òàê êàê â òàáë. 7.6 âñå ýëåìåíòû â z — ñòðîêå è 1 — ñòîë-
áöå íåîòðèöàòåëüíû, òî ïîëó÷àåì îïòèìàëüíîå ðåøåíèå.



206

Ò
àá

ëè
ö
à 

7.
6

   
 С

.П
.  

Б.
П

. 
U

6 
U

5 
U

4 
1 

U
3 

90
80

0
67

90
81

02
48

1
17

58
76

61
58

−
 

14
10

46
19

80

14
70

3
 

38
40

0
50

92
89

61
17

9
45

97
30

49
02

 
67

24
00

20
37

24
30

74

3
43

23
73

68
01

 

U
2 

0
14

10
46

19
80

48
95

49
−

 
0

42
31

38
59

40

20
94

35
1

 
52

89
23

22
45

35
14

8
 

52
89

23
24

25

11
33

61
 

U
1 

96
49

88
17

72
40

14
74

61
12

34
06

72
70

 
0

14
10

46
19

80

52
49

87
−

 
95

36
00

20
37

15
84

46

9
44

03
16

32
29

−
 

85
99

52
80

76
78

13
99

9
32

26
65

36
04

 



207

Ïåðåõîäèì ê ðåøåíèþ ïðÿìîé çàäà÷è. Óñòàíîâèì ñîîò-
âåòñòâèå ïåðåìåííûõ äâîéñòâåííûõ çàäà÷:

С.П.     Б.П. 

u1  u2  u3    u4  u5  u6 

t4  t5  t6    t1  t2  t3 

Òðàíñïîðòèðóåì òàáë. 7.6, çíàêè ïåðåä âñåìè ýëåìåíòà-
ìè, êðîìå ýëåìåíòîâ z — ñòðîêè, ìåíÿåì íà îáðàòíûå, ïå-
ðåìåííûå tj çàìåíÿåì íà ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåìåííûå ui,
ïîëó÷àåì òàáë. 7.7.

Òàáëèöà 7.7

Èç òàáë. 7.7 ïîëó÷àåì îïòèìàëüíîå ðåøåíèå. Òàê êàê

Ò =
V

1
=0,48·10-4, òî öåíà èãðû V = 20833. Èç t1 = V

x1  = 0,225·10-4

ïîëó÷àåì õ1 = 0,469. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì õ2 = 0,472 è õ3 =
= 0,059.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñòðàòåãèþ Ð1 íóæíî ïðèìåíÿòü ñ âå-
ðîÿòíîñòüþ 0,469, ñòðàòåãèþ Ð2 — ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,472 è ñòðà-
òåãèþ Ð3 — ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,059.

Ôîðìèðóåì îïòèìàëüíûé ïëàí ïðîèçâîäñòâà:
(600 êîñò. + 2000 ïëàò. + 300 ïëàù.) 0,469 + (1000 êîñò.+

+ 500 ïëàò. + 800 ïëàù.) 0,472 + (800 êîñò. + 1100 ïëàò.+
+ 600 ïëàù.) 0,059 = 801 êîñò. + 1239 ïëàò. + 554 ïëàù.

      С.П. 
 

Б.П. 
t6 t5 t4 1 

t3 0,259· 10–4 0,347· 10–4 –0,697· 10–4 0,028· 10–4 

t2 –0,104· 10–4 –0,495· 10–4 0,372· 10–4 0,227· 10–4 

t1 –0,903· 10–4 –0,066· 10–4 0,216· 10–4 0,225· 10–4 

T –0,217· 10–4 –0,221· 10–4 –0,041· 10–4 0,480· 10–4 
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Òàêèì îáðàçîì, ïðåäïðèÿòèå ïðè ïðîèçâîäñòâå 801 êîñ-
òþìà, 1239 ïëàòüåâ è 554 ïëàùåé ïîëó÷èò íàèáîëüøóþ ïðè-
áûëü, êîòîðàÿ â ñðåäíåì ñîñòàâèò 20833 äåí.åä.

Äëÿ ïðèâåäåííîé ôîðìóëèðîâêè ïðîèçâîäñòâåííîé çàäà-
÷è ïîëó÷èëè îäíîçíà÷íûé îòâåò.

Íåäîñòàòêîì äàííîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëü-
øîé îáúåì âû÷èñëèòåëüíûõ îïåðàöèé äàæå äëÿ ìàòðèöû ñ
ðàçìåðíîñòüþ 3 õ 3. Îäíàêî, ñóùåñòâóþò ñòàíäàðòíûå ïðî-
ãðàììû ïðèìåíåíèÿ ñèìïëåêñíîãî ìåòîäà íà ÝÂÌ è ýòî ñíè-
ìàåò ïîäîáíîå íåóäîáñòâî.

7.7. Ñâåäåíèå çàäà÷è ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ ê ìàòðè÷íîé èãðå

Èìååò ìåñòî è îáðàòíîå: âñÿêóþ çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ, òî÷íåå ïàðó äâîéñòâåííûõ çàäà÷, ìîæíî
ñâåñòè ê ìàòðè÷íîé èãðå. ò.å. óêàçàòü òàêóþ ìàòðèöó âûèãðû-
øà, ÷òî ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé åé èãðû áóäåò ýêâèâàëåí-
òíî ðåøåíèþ äàííîé ïàðû äâîéñòâåííûõ çàäà÷ ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à (7.11) èìååò è íåïîñðåäñòâåííûé
ýêîíîìè÷åñêèé ñìûñë: ê íåé ñâîäèòñÿ îïòèìèçàöèÿ ïëàíà
âûïóñêà ïðîäóêöèé â çàäàííîì àññîðòèìåíòå.

Ïóñòü èìååòñÿ m ðåæèìîâ ðàáîòû íåêîòîðîãî îáîðóäîâà-
íèÿ ñ ôîíäîì ïîëåçíîãî âðåìåíè Ò(Ò > 0) äëÿ âûïóñêà n ïðî-
äóêòîâ; çà I ÷àñ ðàáîòû â ðåæèìå (i = m,1 ) âûïóñêàåòñÿ qij
ïðîäóêòà j(j = n,1 ). Òðåáóåòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü âûïóñê ïðî-
äóêöèè â çàäàííîì àññîðòèìåíòå, ïðè÷åì, îäèí àññîðòèìåíò-
íûé íàáîð ñîäåðæèò Qj ïðîäóêòà j (Qj > 0).

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç R èñêîìîå êîëè÷åñòâî àññîð-
òèìåíòíûõ íàáîðîâ è ÷åðåç xi (i = n,1 ) çàòðàòû âðåìåíè íà
ðàáîòó â ðåæèìå i, ïîëó÷àåì çàäà÷ó.

Íàéòè âåêòîð x  = (õ1, õ2, …, õm) è ÷èñëî R, óäîâëåòâî-
ðÿþùèå óñëîâèÿì

xi ≥ 0, (i = m,1 ),  (7.25)
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∑
=

m

1i
ix = T, (7.26)

∑
=

m

1i
iijxq ≥ QjR, (j = n,1 ), (7.27)

R → max. (7.28)

Ïîëàãàÿ ti = T

x
i , aij = 

j

ij

Q

q
,

T

R
 = V, ñâåäåì çàäà÷ó (7.25) –

(7.28) ê âèäó (7.11):

max {V: i

m

1i
ijt∑

=
a  ≥ V, (j = n,1 ),

ti ≥ 0, (i = m,1 ), ∑
=

m

1i
it  = 1}. (7.29)

Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà âûèãðûøåé èìååò âèä H =||aij||.
Ê çàäà÷àì (7.11) è (7.12), à, ñëåäîâàòåëüíî, (7.15) — (7.16) è
(7.17) — (7.18), ñâîäÿòñÿ íåêîòîðûå âàðèàíòû çàäà÷è ìèíèìè-
çàöèè âðåìåíè âûïîëíåíèÿ çàäàííîé ïðîãðàììû âûïóñêà.

Ïðèëîæåíèå òåîðèè èãð â ïðèíöèïå âîçìîæíî âî âñåõ
îáëàñòÿõ ÷åëîâå÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè, ãäå íàáëþäàþòñÿ êîí-
ôëèêòû èëè æå ïðèíÿòèå ðåøåíèé ïðîèñõîäèò â óñëîâèÿõ
íåîïðåäåëåííîñòè. Ïðàêòè÷åñêîå æå ñîñòàâëåíèå òåîðåòèêî-
èãðîâûõ ìîäåëåé ÷àñòî çàòðóäíèòåëüíî, òàê êàê âûÿâëåíèå
ïðåäïî÷òåíèé ìåæäó ñèòóàöèÿìè íå âñåãäà èìååò îáúåêòèâ-
íûå îñíîâàíèÿ è ñâÿçàíî ñ îáùåé ïðîáëåìîé èçìåðåíèé âå-
ëè÷èí â ýêîíîìèêå, ïñèõîëîãèè è ò.ä. Âìåñòå ñ òåì, êà÷å-
ñòâåííûå âûâîäû, äàâàåìûå òåîðèåé èãð, íà îñíîâå èñïîëü-
çîâàíèÿ ïðèáëèæåííûõ èëè äàæå óñëîâíûõ äàííûõ ìîãóò
ïðèíåñòè áîëüøóþ ïîëüçó.
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Ðàçäåë 3
ÌÎÄÅËÈ ÍÅËÈÍÅÉÍÎÃÎ
ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß

Ãëàâà 8
ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÅÒÎÄÛ

ÍÅËÈÍÅÉÍÎÃÎ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß

8.1. Îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Åñëè â ëèíåéíîì ïðîãðàììèðîâàíèè îáÿçàòåëüíûì ÿâëÿ-
åòñÿ óñëîâèå, ñîãëàñíî êîòîðîìó öåëåâàÿ ôóíêöèÿ è âñå îã-
ðàíè÷åíèÿ äîëæíû áûòü ïðåäñòàâëåíû òîëüêî ëèíåéíûìè
çàâèñèìîñòÿìè, òî â çàäà÷àõ íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ ýòî óñëîâèå ñíèìàåòñÿ. Â çàäà÷è íåëèíåéíîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ ìîãóò âõîäèòü çàâèñèìîñòè ëþáîãî âèäà. Ïîýòîìó
â îáùåì âèäå çàäà÷à íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÍÏ)
ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè ìàêñèìàëüíîãî (ìèíèìàëüíîãî) çíà÷å-
íèÿ ôóíêöèè

Z = f (õ1, õ2, …, õn)

ïðè óñëîâèè, ÷òî åå ïåðåìåííûå óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøå-
íèÿì

gi (x1, õ2, …, õn) = bi, i = k,1 , (8.1)

gi (x1, õ2, …, õn) ≤ bi, i = m,1k + . (8.2)

Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èçâåñòíû ôóíêöèè n ïå-
ðåìåííûõ f è gi, à bi – çàäàííûå ÷èñëà. Îáû÷íî íà íåêîòî-
ðûå ïåðåìåííûå õ1, õ2, …, õn íàêëàäûâàåòñÿ óñëîâèå íåî-
òðèöàòåëüíîñòè. Êðîìå òîãî, îãðàíè÷åíèåì ìîæåò ñëóæèòü
óñëîâèå öåëî÷èñëåííîñòè ðåøåíèÿ äëÿ ðÿäà ïåðåìåííûõ.
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Êëàññ çàäà÷ íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ øèðå êëàñ-
ñà çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Íàïðèìåð, ïðîèçâîä-
ñòâåííûå çàòðàòû â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ íå ïðîïîðöèîíàëü-
íû îáúåìó âûïóñêà, à çàâèñÿò îò íåãî íåëèíåéíî, äîõîä îò
ðåàëèçàöèè ïðîäóêòîâ ïðîèçâîäñòâà îêàçûâàåòñÿ íåëèíåéíîé
ôóíêöèåé öåí è ò.ä. Êðèòåðèÿìè â çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî ïëà-
íèðîâàíèÿ ÷àñòî ñëóæàò ìàêñèìóì ïðèáûëè, ìèíèìóì ñåáå-
ñòîèìîñòè, ìèíèìóì êàïèòàëüíûõ çàòðàò; â êà÷åñòâå ïåðå-
ìåííûõ âåëè÷èí âûñòóïàþò îáúåìû âûïóñêà ðàçëè÷íûõ âè-
äîâ ïðîäóêöèè; â ÷èñëî îãðàíè÷åíèé âõîäÿò ïðîèçâîäñòâåí-
íûå ôóíêöèè, õàðàêòåðèçóþùèå ñâÿçü ìåæäó âûïóñêîì ïðî-
äóêöèè è çàòðàòàìè òðóäîâûõ è ìàòåðèàëüíûõ ðåñóðñîâ, îáúåì
êîòîðûõ ëèìèòèðîâàí.

8.2. Ãðàôè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷
íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Ñóùåñòâóþùèå ìåòîäû ÍÏ ïðèìåíèìû ëèøü ïðè èçâåñ-
òíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î õàðàêòåðå îãðàíè÷åíèé è öåëåâîé
ôóíêöèè çàäà÷è.

Ñèñòåìà îãðàíè÷åíèé (8.2) îïðåäåëÿåò îáëàñòü äîïóñòè-
ìûõ ðåøåíèé. Â îòëè÷èè îò çàäà÷è ËÏ îíà íå âñåãäà ÿâëÿåò-
ñÿ âûïóêëîé. Äàæå åñëè îáëàñòü äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ÿâëÿ-
åòñÿ âûïóêëîé, òî â ðÿäå çàäà÷ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò èìåòü
íåñêîëüêî ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ. Ñ ïîìîùüþ áîëüøèíñòâà
æå âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ ìîæíî íàéòè òî÷êó ëîêàëüíîãî
îïòèìóìà, íî íåëüçÿ óñòàíîâèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îíà òî÷êîé ãëî-
áàëüíîãî (àáñîëþòíîãî) îïòèìóìà èëè íåò.

Íà ðèñ. 8.1 ïîêàçàíà âûïóêëàÿ îáëàñòü (êðóã, øàð, êóá)
äëÿ íåå îòðåçîê AB∈ D, à òî÷êà P ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé àáñîëþò-
íîãî ìèíèìóìà. Äëÿ íåâûïóêëîé îáëàñòè îòðåçîê ABD öåëè-
êîì. Òî÷êè M è N ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ìèíèìóìà, íî äëÿ îáëà-
ñòè D òî÷êà N òî÷êîé àáñîëþòíîãî ìèíèìóìà íå ÿâëÿåòñÿ.
Ïîýòîìó áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â òî÷êå M äîñòèãàåòñÿ ãëîáàëü-
íûé ìèíèìóì, à â òî÷êå N äîñòèãàåòñÿ ëîêàëüíûé ìèíèìóì.
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Â çàäà÷àõ ÍÏ òî÷êà ýêñòðåìóìà ìîæåò ëåæàòü â âåðøè-
íå ìíîãîãðàííèêà, íà ðåáðå (ãðàíè) èëè âíóòðè îáëàñòè. Åñëè
çàäà÷à ñîäåðæèò íåëèíåéíûå îãðàíè÷åíèÿ, òî îáëàñòü äî-
ïóñòèìûõ ðåøåíèé íå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé è êðîìå ãëîáàëü-
íîãî îïòèìóìà ìîãóò ñóùåñòâîâàòü òî÷êè ëîêàëüíîãî îïòè-
ìóìà. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ÍÏ èìåëàñü óâåðåí-
íîñòü, ÷òî ïîëó÷åííûé îïòèìàëüíûé ïëàí îòâå÷àåò èìåííî
ãëîáàëüíîìó îïòèìóìó, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îáëàñòü äîïóñòè-
ìûõ ðåøåíèé áûëà âûïóêëîé, à öåëåâàÿ ôóíêöèÿ – âîãíóòîé
(äëÿ çàäà÷ íà max) èëè âûïóêëîé (äëÿ çàäà÷ íà min). Ýêîíî-
ìè÷åñêèå çàäà÷è î÷åíü ÷àñòî îòâå÷àþò ýòèì óñëîâèÿì.

Ïðîöåññ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ÇÍÏ (8.1) è (8.2) ñ èñïîëü-
çîâàíèåì åå ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè âêëþ÷àåò ñëåäó-
þùèå ýòàïû:

1. íàõîäÿò îáëàñòü äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷è, îïðåäå-
ëÿåìóþ ñîîòíîøåíèÿìè (8.2) (åñëè îíà ïóñòà, òî çàäà÷à íå
èìååò ðåøåíèÿ);

2. ñòðîÿò ãèïåðïîâåðõíîñòü f (õ1, õ2, …, õn) = h (ãèïåðïî-
âåðõíîñòü – îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ ïîâåðõíîñòè n-ãî ïîðÿäêà,
òàê ãèïåðïîâåðõíîñòü 2-ãî ïîðÿäêà – ãèïåðïëîñêîñòü);

3. îïðåäåëÿþò ãèïåðïîâåðõíîñòü íàèâûñøåãî (íàèíèçøå-
ãî) óðîâíÿ èëè óñòàíàâëèâàþò íåðàçðåøèìîñòü çàäà÷è èç-çà
íåîãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè (8.1) ñâåðõó (ñíèçó) íà ìíîæåñòâå
äîïóñòèìûõ ðåøåíèé;

Ðèñ. 8.1. Âûïóêëûå ìíîæåñòâà      Ðèñ. 8.2. Íåâûïóêëûå ìíîæåñòâà

B
M

N

х 

у 

A 

AB∉ D 
у 

х 
AB∈ D 

P 
B

A 
D

N

M
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4. íàõîäÿò òî÷êó îáëàñòè äîïóñòèìûõ ðåøåíèé, ÷åðåç
êîòîðóþ ïðîõîäèò ãèïåðïîâåðõíîñòü íàèâûñøåãî (íàèíèçøå-
ãî) óðîâíÿ, è îïðåäåëÿþò â íåé çíà÷åíèå ôóíêöèè (8.1).

Ïðèìåð 1. Íàéòè ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè

1
2
12 6xxxZ +−=  + 6õ1

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ    2õ1 + 3õ2 ≤ 24,

   õ1 + 2õ2 ≤ 15,

  3õ1 + 2õ2 ≤ 24,

   õ2 ≤ 4,

  õ1 ≥ 0,

  õ2 ≥ 0.
Íàõîäèì îáëàñòü äîïóñòèìûõ ðåøåíèé – ìíîãîóãîëüíèê

ÎÀÂÑ (ðèñ. 8.3).
Ñòðîèì ëèíèþ óðîâíÿ

Z = õ2 –
2
1х  + 6õ1 = h,

Ðèñ. 8.3

 

В 

С О Е 

А
Д

Z=13 

х1 

х2 

Z=0 

Z=9 
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ãäå h – íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ è èññëåäóåì åå ïîâåäåíèå ïðè
ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ n. Ïðåîáðàçóåì ëèíèþ óðîâíÿ (õ1–3)

2 =
= õ2 – h.

Ïðè êàæäîì çíà÷åíèè h ïîëó÷àåì ïàðàáîëó, êîòîðàÿ òåì
âûøå îòäàëåíà îò îñè ÎÕ, ÷åì áîëüøå çíà÷åíèå h > 0.

Çíà÷èò ôóíêöèÿ Z ïðèíèìàåò îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ â
òî÷êå êàñàíèÿ îäíîé èç ïàðàáîë ñ ãðàíèöåé ìíîãîóãîëüíèêà
ÎÀÂÑ.

Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå â òî÷êå Å:   õ2 –
2
1х  + 6õ1 = 9,

  õ2 = 0.

Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó, íàéäåì, ÷òî õ1 = 3, õ2 = 0, ò.å Zmin =
9 â òî÷êå Å(3;0).

Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå â òî÷êå D:    õ2 
2
1х  + 6õ1 = 13,

  õ2 = 4.

Îòñþäà õ1 = 3, õ2 = 4, è Zmax = 13 â òî÷êå Ä(3; 4).
Òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùèå îïòèìàëüíûì çíà÷åíèÿì ôóíê-

öèè Z íå ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ìíîãîóãîëüíèêà äîïóñòèìûõ
ðåøåíèé. Ïîýòîìó ïðîöåäóðà ïåðåáîðà âåðøèí, êîòîðàÿ èñ-
ïîëüçîâàëàñü ïðè ðåøåíèè ÇËÏ, íåïðèìåíèìà äëÿ ðåøåíèÿ
äàííîé çàäà÷è.

Ïðèìåð 2. Íàéòè ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå çíà÷å-
íèå ôóíêöèè

Z = 2
1х + 2

2х – 2õ1 – 10õ2 + 26

ïðè óñëîâèÿõ   õ1 – 2õ2 ≥–4,

 5õ1 + 2õ2 ≤ 20,

  õ1 ≥ 0,

  õ2 ≥ 0.

Îáëàñòüþ äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ñèñòåìû íåðàâåíñòâ ÿâ-
ëÿåòñÿ ìíîãîóãîëüíèê ÎÀÂÑ (ðèñ. 8.4).
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Ïîëàãàÿ çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè ðàâíûì íåêîòîðîìó
÷èñëó h, ïîëó÷àåì ëèíèè óðîâíÿ, à èìåííî îêðóæíîñòè

(õ1–1)
2+(õ2–5)

2=h

ñ öåíòðîì Ì(1,5) è ðàäèóñîì h . Ñ óâåëè÷åíèåì (óìåíüøåíè-
åì) ÷èñëà h çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Z ñîîòâåòñòâåííî óâåëè÷èâà-
þòñÿ (óìåíüøàþòñÿ).

Ïðîâîäÿ èç òî÷êè Ì îêðóæíîñòè ðàçíûõ ðàäèóñîâ, âè-
äèì, ÷òî ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ïðèíèìà-
åò â òî÷êå D, â êîòîðîé îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ îáëàñòè ðåøå-
íèé.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò ýòîé òî÷êè âîñïîëüçóåìñÿ
ðàâåíñòâîì óãëîâûõ êîýôôèöèåíòîâ ïðÿìîé õ1 – 2õ2 =–4 è
êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè â òî÷êå Ä. Èç óðàâíåíèÿ ïðÿìîé

õ2 = 2

x1  + 4 ñëåäóåò, ÷òî åå óãëîâîé êîýôôèöèåíò ðàâåí 
2

1
.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ óãëîâîãî êîýôôèöèåíòà êàñàòåëüíîé áåðåì
óðàâíåíèå îêðóæíîñòè (õ1– 1)

2 + (õ2– 5)
2 = h è, ðàññìàòðè-

âàÿ õ2 êàê íåÿâíóþ ôóíêöèþ ïåðåìåííîé õ1, äèôôåðåíöè-
ðóåì óðàâíåíèå îêðóæíîñòè 2(õ1– 1)+2(õ2– 5)

'
2х =0, îòñþäà

1
2х  = 

( )
5)(x

х1

2

1

−
−

 .

Ðèñ. 8.4

.

.
.

С(4,0

А

О
х1 

х2 

В 
Д(2,3

М(1,5
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Ïðèðàâíèâàÿ íàéäåííóþ ïðîèçâîäíóþ ÷èñëó 
2

1
, ïîëó÷à-

åì îäíî èç óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò òî÷êè Ä.
Ïðèñîåäèíÿÿ ê íåìó óðàâíåíèå ïðÿìîé, íà êîòîðîé ëåæèò
òî÷êà Ä, èìååì ñèñòåìó:

  2õ1 + õ2 – 7 = 0,

  õ1 – 2õ2 + 4 = 0.

Îòêóäà õ1 = 2, õ2 = 3, ò.å. Ä (2,3).
Òàêèì îáðàçîì, Zmin = 2

2+32 – 2⋅2 – 10⋅3+26=5.
Èç ðèñ. 8.4 âèäíî, ÷òî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè

Z áóäåò â òî÷êå Ñ(4,0) è ïðè ýòîì Zmax = 34.

8.3. Ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà

Ïóñòü çàäàíà çàäà÷à ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:
ìàêñèìèçèðîâàòü (ìèíèìèçèðîâàòü) ôóíêöèþ

Z = f (x1, x2, …, xn) (8.3)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

gi (x1, x2, …, xn) = bi, i = m,1 .  (8.4)

Îãðàíè÷åíèÿ â çàäà÷å çàäàíû óðàâíåíèÿìè, ïîýòîìó äëÿ
åå ðåøåíèÿ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ êëàññè÷åñêèì ìåòîäîì
îòûñêàíèÿ óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðå-
ìåííûõ. Ïðè ýòîì ïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèè f (x1, …, xn) è gi
(x1, …, xn) íåïðåðûâíû âìåñòå ñî ñâîèìè ïåðâûìè ÷àñòíûìè
ïðîèçâîäíûìè.

Ââîäèì íàáîð ïåðåìåííûõ λ1, λ2, …, λm, íàçûâàåìûõ
ìíîæèòåëÿìè Ëàãðàíæà è ñîñòàâëÿåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà:

F(x1,x2,…,xn, λ1,λ2,…,λm) =

= f (x1,x2,…,xn)+ ∑
=

λ
m

1i
i [bi – gi (x1,x2,…,xn)]. (8.5)
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Îïðåäåëÿåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå 
jx

F

∂
∂

,(j = n,1 ), 
i

F

λ∂
∂

,

(i = m,1 ) è ðàññìàòðèâàåì ñèñòåìó (n + m) óðàâíåíèé

  
jx

F

∂
∂

= 
j

i
m

1i
i x

g

∂
∂λ∑

=
 = 0, (j = n,1 ),

i

F

λ∂
∂

= bi – gi (x1, x2, …, xn) = 0, (i = m,1 ), (8.6)

c(n+m) íåèçâåñòíûìè x1, x2, …, xn, λ1, λ2, …, λm.
Âñÿêîå ðåøåíèå ñèñòåìû (8.6) îïðåäåëÿåò òî÷êó õ =

= ( 0
1х , 0

2х , …, 0
nх ), â êîòîðîé ìîæåò èìåòü ìåñòî ýêñòðåìóì

ôóíêöèè f (x1, x2, …, xn). Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøèâ ñèñòåìó (8.6),

ïîëó÷àþò âñå òî÷êè, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ (8.3) ìîæåò èìåòü
ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ. Ïðè ýòîì íåèçâåñòåí ñïîñîá îïðå-
äåëåíèÿ òî÷åê ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà èëè ìàêñèìóìà. Äàëü-
íåéøåå èññëåäîâàíèå íàéäåííûõ òî÷åê ïðîâîäÿò òàêæå, êàê

è â ñëó÷àå áåçóñëîâíîãî ýêñòðåìóìà, ò.å. åñëè äëÿ ôóíêöèè
(8.3) ñóùåñòâóþò âòîðûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå è îíè íåïðå-
ðûâíû, òî ìîæíî âûâåñòè äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâî-

âàíèÿ ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè â òî÷êå, ÿâëÿþùåé-
ñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (8.6). Îäíàêî ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå
ýòîãî óñëîâèÿ íåâåëèêî.

Ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà èìååò îãðàíè÷åííîå ïðè-
ìåíåíèå, òàê êàê ñèñòåìà (8.6), êàê ïðàâèëî, èìååò íåñêîëü-
êî ðåøåíèé.

Ïðèìåð 3. Íàéòè òî÷êè ýêñòðåìóìà ôóíêöèè Z = 2
1х  + 2

2х
ïðè óñëîâèè x1 + x2 = 5.

Ðåøåíèå. Ñîñòàâèì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

F(x1, x2, λ) = 2
1х  + 2

2х  + λ (5 – x1 – x2).
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Íàéäåì åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî x1, x2, l, ïðèðàâíÿâ
èõ íóëþ:

  
1x

F

∂
∂

= 2õ1 – λ = 0,

 
2x

F

∂
∂

= 2õ2 – λ = 0,

   
λ∂

∂F
= x1 + x2 – 5 = 0.

Ðåøåíèå ñèñòåìû x1 = x2 = 
2

5 . Òàêèì îáðàçîì, â òî÷êå Ê (
2

5 ;
2

5 )

äàííàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò èìåòü óñëîâíûé ýêñòðåìóì. Íàéäåì
1x

Z

∂
∂

=

= 2x1;
2x

Z

∂
∂

 = 2x2; 2
1

2

x

Z

∂
∂

 = 2;
21

2

xx

Z

∂∂
∂

= 0; 2
2

2

x

Z

∂
∂

= 2. ÄàëååÀ = (
1

2

x

Z

∂
∂

)ê

= 2; ;Â = (
21

2

xx

Z

∂∂
∂

)ê = 0; Ñ = ( 2
2

2

x

Z

∂
∂

)ê = 2.

Òàê êàê Â2 – ÀÑ =–2⋅2 =–4 < 0 è À = 2 > 0, Ñ = 2 > 0, òî

â òî÷êå Ê èìååì óñëîâíûé ìèíèìóì, ïðè÷åì Zmin = 2

25
 .

Ïðèìåð 4. Îáðàáîòêà ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ ïîêàçàëà,
÷òî ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, ñâÿçûâàþùàÿ âûïóñê ãîòî-
âîé ïðîäóêöèè ïðåäïðèÿòèÿ ñ ÷èñëåííîñòüþ ðàáî÷èõ õ1 è ïðî-
èçâîäñòâåííûìè ôîíäàìè õ2, èìååò âèä Z = 3õ1⋅õ2. Îáùèå
çàòðàòû ïðåäïðèÿòèÿ íà çàðàáîòíóþ ïëàòó è îáîðóäîâàíèå
îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèåì 2õ1 + õ2 = 60.

Íóæíî îïðåäåëèòü çàòðàòû ïðåäïðèÿòèÿ íà ïîêóïêó îáî-
ðóäîâàíèÿ è ðàñõîäû íà çàðàáîòíóþ ïëàòó, ïðè êîòîðûõ âû-
ïóñê ïðîäóêöèè áóäåò ìàêñèìàëüíûì.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñîñòàâëÿåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà:

F(x1,õ2,λ) = 3x1õ2 +λ(2x1+õ2–60).
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Íàõîäèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ýòîé ôóíêöèè ïî x1, x2,
λ è, èñõîäÿ èç íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà ôóíêöèè
Ëàãðàíæà, ïðèðàâíèâàåì èõ ê íóëþ.

Ïîëó÷èì ñèñòåìó:

   
1x

F

∂
∂

= 3õ2 + 2λ = 0,

 
2x

F

∂
∂

= 3õ1 + λ = 0,

  
λ∂

∂F
= 2x1 + x2 – 60 = 0.

Îòñþäà õ1 = 3

λ
− , õ2 = 3

2λ
− è òîãäà 

3

2λ
−

3

2λ
− –60 = 0. Íà-

õîäèì, ÷òî λ = –45. Ïîëó÷àåì õ1 = 15, õ2 = 30.
Òåïåðü íåîáõîäèìî óáåäèòüñÿ, ÷òî â òî÷êå (15; 30) ôóí-

êöèÿ F äîñòèãàåò max. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì îêðåñòíîñòü òî÷êè
(15; 30) è ñîñòàâèì ïðèðàùåíèå ôóíêöèè

∆F = F(x1 + ∆x1, x2 + ∆x2, λ + ∆λ) – F(x1, x2, λ) = (3 (15 +
∆x1) (30 + ∆x2) + +(–45+∆λ) (2 (15+ ∆x1) + (30+ ∆x2) – 60)) –
(3⋅15⋅45+(–45) (2⋅15+30 – 60)) = 3⋅∆x1 ⋅∆x2 + ∆λ (2⋅∆x1 + ∆x2).

Òàê êàê ïî óñëîâèþ 2(x1+∆x1)+(x2+∆x2) = 60, èëè
2(15+∆x1)+(30+∆x2) = 60, òî 2⋅∆x1+ ∆x2 = 0, èëè ∆x2 =–2⋅∆x1.
Ïîäñòàâèì ýòî ñîîòíîøåíèå â ∆F:

∆F = 3⋅λx1⋅ (–2⋅λx1) + ∆λ(2⋅∆x1 – 2⋅∆x1) =–6 (∆x1)
2 < 0

ïðè ëþáîì ∆x2.

Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî â òî÷êå õ1 = 15; õ2 = 30 ôóíêöèÿ
Ëàãðàíæà äîñòèãàåò max, ðàâíîãî Fmax = 2250.

Ïðèìåð 5. Íà äâóõ ïðåäïðèÿòèÿõ îòðàñëè íåîáõîäèìî
èçãîòîâèòü 200 èçäåëèé íåêîòîðîé ïðîäóêöèè. Çàòðàòû, ñâÿ-
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çàííûå ñ ïðîèçâîäñòâîì õ1 èçäåëèé íà ïåðâîì ïðåäïðèÿòèè,

ðàâíû 4 2
1х  ðóá., à çàòðàòû, îáóñëîâëåííûå èçãîòîâëåíèåì õ2

èçäåëèé íà âòîðîì ïðåäïðèÿòèè, ñîñòàâëÿþò (6 2
2х  + 20õ2) ðóá.

Îïðåäåëèòü ñêîëüêî èçäåëèé íà êàæäîì èç ïðåäïðèÿòèé ñëå-

äóåò ïðîèçâåñòè, ÷òîáû îáùèå çàòðàòû, îáóñëîâëåííûå èç-
ãîòîâëåíèåì íåîáõîäèìîé ïðîäóêöèè, áûëè ìèíèìàëüíûìè.

Åñëè ÷åðåç õ1 è õ2 îáîçíà÷èòü êîëè÷åñòâî èçäåëèé, êîòî-

ðûå íóæíî ïðîèçâåñòè íà ïåðâîì è âòîðîì ïðåäïðèÿòèè, òî
îáùèå çàòðàòû ðàâíû:

Z = 4 2
1х  + 6 2

2х  + 20õ2

è ïðè ýòîì äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî õ1 + õ2 = 200.
Ñîñòàâëÿåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà:

F(x1, x2, λ) = 4 2
1х  + 6 2

2х  + 20õ2 + λ(õ1 + õ2 – 200).

Çàïèñûâàåì íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ýêñò-
ðåìóìà ýòîé ôóíêöèè:

   
1x

F
∂
∂

= 8õ1 + λ = 0,

  
2x

F
∂
∂

= 12õ2 + 20 + λ = 0,

   λ∂
∂F

= x1 + x2 – 200 = 0.

Èç ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé èìååì õ1 = 8
λ− , õ2 =–

( )
12

20+λ
.

Ïîäñòàâëÿåì ýòè ñîîòíîøåíèÿ â òðåòüå óðàâíåíèå ñèñ-

òåìû, ïîëó÷àåì 8
λ−

12
20+− λ

— 200 = 0, îòñþäà λ = — 968.

Ñëåäîâàòåëüíî, õ1 = 121 è õ2 = 79.
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Ïîêàæåì, ÷òî ïðè õ1 = 121, õ2 = 79 ôóíêöèÿ F, à, ñëåäî-
âàòåëüíî, è Z ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå. Ñîñòàâëÿåì
ïðèðàùåíèå ôóíêöèè F:

∆F = F(x1+ ∆x1, x2+ ∆x2, λ+ ∆λ) – F(x1, x2, λ) = (4(x1 +

∆x1)
2 + 6(x2 + ∆x2)

2 + +20(x2 + ∆x2) + (λ+∆λ) ((x1+ ∆x1) +(x2 +

∆x2) – 200)) – (4
2
1х  + 6 2

2х  + 20õ2 + λ(õ1 + õ2 – 200)) =

= 4∆ 2
1х  + 6∆ 2

2х  + ∆λ (∆x1 + ∆x2).

Òàê êàê ïî óñëîâèþ (x1+∆x1)+(x2+∆x2)=200, èëè

121+∆x1+79+∆x2=200,
Òàê êàê ïî óñëîâèþ (x1+λx1)+(x2+∆x2)=200, èëè

121+∆x1+79+λx2=200, òî ∆x1 + ∆x2 = 0, èëè ∆x2 = ∆x1. Ýòî
ñîîòíîøåíèå ïîäñòàâëÿåì â ∆F:

∆F = 4∆ 2
1х  + 6(-∆x1)

2 + ∆λ(∆x1 – ∆x1) = 10∆ 2
1х >0 ïðè ëþ-

áîì ∆x2. Ñëåäîâàòåëüíî, â òî÷êå õ1 = 121, õ2 = 79 èìååì min,
ðàâíûé Zmin=97590 ðóá.

Òàêîé æå ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè èññëåäîâà-
íèå íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì ôóíêöèè Z ñâåñòè ê èññëåäîâà-
íèþ íà áåçóñëîâíûé ýêñòðåìóì ôóíêöèè Z ïîñëå ïðåîáðàçî-
âàíèé.

Èç óðàâíåíèÿ ñâÿçè x1 + x2 = 200, íàéäåì, ÷òî x2 = 200 – x1
è ïîäñòàâèì ýòî ñîîòíîøåíèå â ôóíêöèþ Z:

Z = 4 2
1х  + 6(200 – x1)

2 + 20(200 – õ1).

Ïîëó÷èì ôóíêöèþ Z îäíîé ïåðåìåííîé õ1:

Z = 10 2
1х  – 2420⋅x1 + 244 000.

Ïî íåîáõîäèìîìó ïðèçíàêó ñóùåñòâîâàíèÿ ýêñòðåìóìà
ôóíêöèè:

Z′ = 20õ1 – 2420 = 0, îòêóäà õ1 = 121.
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Òàê êàê ïðîèçâîäíàÿ Z′ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó õ1 = 121
ìåíÿåò çíàê ñ ìèíóñà íà ïëþñ, òî â ýòîé òî÷êå ôóíêöèÿ Z
èìååò ìèíèìóì Zmin=97590 ðóá. è õ2 = 200 – 121 = 79.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïðîèçâîäñòâå 121 èçäåëèÿ íà ïåðâîì
ïðåäïðèÿòèè è 79 èçäåëèé íà âòîðîì ïðåäïðèÿòèè çàòðàòû
áóäóò ìèíèìàëüíûìè.

Ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà ìîæíî ïðèìåíÿòü è â òîì
ñëó÷àå, êîãäà óñëîâèÿ ñâÿçè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåðàâåíñòâà.
Òàê, åñëè òðåáóåòñÿ íàéòè ýêñòðåìóì ôóíêöèè Z = f(x) ïðè
óñëîâèè g(x) ≤ b, òî ñíà÷àëà ñëåäóåò íàéòè òî÷êè áåçóñëîâíî-

ãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè Z = f(x) èç óðàâíåíèé 
jx

f

∂
∂

= 0 (j = n,1 ),

çàòåì ñðåäè ýòèõ òî÷åê îòîáðàòü òå, êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâ-
ëåòâîðÿþò óñëîâèþ ñâÿçè g(x) < b, è, íàêîíåö, îïðåäåëèòü
òî÷êè, óäîâëåòâîðÿþùèå ñèñòåìå óðàâíåíèé

   
jx

f

∂
∂

–λ
jx

g

∂
∂

 = 0, j = n,1 ,

  g(x) = b. (8.7)

Òî÷êè, íàéäåííûå â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû,
âìåñòå ñ òî÷êàìè, îïðåäåëåííûìè íà ïåðâîì ýòàïå è óäîâëåò-
âîðÿþùèìè óñëîâèþ g(x) < b, ïîäëåæàò äàëüíåéøåìó èññëå-
äîâàíèþ, êàê è ïðè íàõîæäåíèè áåçóñëîâíîãî ýêñòðåìóìà.

Ïðèìåð 6. Íàéòè ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå çíà÷å-
íèå ôóíêöèè

Z = 2
1х  + 2

2х

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ   2х1 + 3х2 ≤ 13,  (а) 
   х1 + х2 ≥ 2,  (b) 
   х1 ≥ 0,   (c) 
   х2 ≥ 0.   (d) 
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1x

Z

∂
∂ = 2x1,             2x1 = 0,             x1 = 0, 

2x

Z

∂
∂ = 2x2.             2x2 = 0.             x2 = 0. 

Òî÷êà (0; 0) íå ðàññìàòðèâàåòñÿ, òàê êàê îíà íå óäîâëåò-
âîðÿåò óñëîâèþ (b).

Äëÿ ñèñòåìû (8.7) è óñëîâèÿ (à):

2х1 – 2 λ = 0, 

2х2 –  3 λ = 0,    λ = 2, х1 = 2, х2 = 3. 
2х1 + 3х2 = 13. 

Условие (b):     2х1 –  λ = 0, 

               2х2 –  λ = 0,   λ = 2, х1 = 1, х2 = 1. 
               х1 + х2 = 2. 

Условие (c):      2х1 – λ = 0, 
              2х2 = 0,          х1 = х2 = 0 не удовлетворяет (b). 
              х1 = 0. 

Условие (d):      2х1 = 0, 

              2х2 –  λ = 0,          х1 = х2 = 0 не удовлетворяет (b). 
              х2 = 0. 

Òî÷êè óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà À(2; 3) è Â(1; 1).

Òàê êàê
2
1

2

x

Z

∂
∂

 = 2; 
21

2

xx

Z

∂∂
∂

 = 0; 2
2

2

x

Z

∂
∂

 = 2, òî À = 2, Â = 0,

Ñ = 2 è Â2 – ÀÑ < 0, ò.å. äëÿ ôóíêöèè Z = 2
1х  + 2

2х  ýêñòðåìóì
ñóùåñòâóåò, íî óêàçàòü ãëîáàëüíûé ýêñòðåìóì íåò âîçìîæ-
íîñòè.
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ZA = 2
2 + 32 = 13,       ZB = 1

2 + 12 = 2,

ò.å. Zmin = 2 è Zmax = 13 – ýòî óñëîâíûå ýêñòðåìóìû, ÷òî
ïîäòâåðæäàåò è ãåîìåòðè÷åñêîå ðåøåíèå (ðèñ. 8.5).

Ðèñ. 8.5

       
 

 
         
2 

1 
 

А

х1 

х2 

3 

2

1 2

2
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Ãëàâà 9
ÝËÅÌÅÍÒÛ ÂÛÏÓÊËÎÃÎ
ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß

Âûïóêëîå ïðîãðàììèðîâàíèå ðàññìàòðèâàåò çàäà÷è ìè-
íèìèçàöèè íåëèíåéíîé, íî ãëàäêîé âûïóêëîé ôóíêöèè (ïåð-
âûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè íåïðåðûâíû) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ,
çàäàííûõ íåëèíåéíûìè íåðàâåíñòâàìè, îïðåäåëÿþùèìè âû-
ïóêëîå ìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà ïåðåìåííûõ.

9.1. Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è

Íóæíî îòûñêàòü âåêòîð

x = (õ1, õ2, …, õn), (9.1)

êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

iΨ (õ1, õ2, …, õn) ≤ 0, (i = n,1 ) (9.2)

è äëÿ êîòîðîãî ôóíêöèÿ

Z = f (õ1, õ2, …, õn) (9.3)

ïðèíèìàåò ýêñòðåìàëüíîå çíà÷åíèå.
Âåêòîðû, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (9.2), íàçûâàþòñÿ

äîïóñòèìûìè, à èñêîìûå âåêòîðû — îïòèìàëüíûìè.
Â çàäà÷àõ âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ îïòèìàëü-

íîñòè äîïóñòèìîãî âåêòîðà äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îí áûë íàè-
ëó÷øèì ñðåäè áëèçêèõ ê íåìó äîïóñòèìûõ âåêòîðîâ.

Çàäà÷à â ôîðìå (9.1) — (9.3) íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé
ôîðìîé îáùåé çàäà÷è âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
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9.2. Ãðàôè÷åñêîå ðåøåíèå

Íàéòè ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè

Z = 3õ1 + õ2

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

  1Ψ (õ) = 1Ψ (õ1, õ2) = – õ1⋅õ2 + 2 ≤ 0,

 2Ψ (õ) = 2Ψ (õ1, õ2) = 
2
1x + 2

2x  – 16 ≤ 0,

  õ1 ≥ 0, õ2 ≥ 0.

Ñòðîèì îáëàñòü äîïóñòèìûõ ðåøåíèé äàííîé çàäà÷è:
à) õ1 ≥ 0, õ2 ≥ 0 — ïåðâàÿ ÷åòâåðòü;

á) 2
1x  + 2

2x  = 16 — îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäè-

íàò è ðàäèóñîì ðàâíûì ÷åòûðåì. Îáëàñòü ðåøåíèé íåðàâåí-

ñòâà 2
1x + 2

2x ≤16 ñîñòîèò èç òî÷åê, ëåæàùèõ âíóòðè ýòîé îê-
ðóæíîñòè è íà íåé ñàìîé;

â) –õ1⋅õ2 + 2 = 0 èëè õ2 =
1x

2
 — îáðàòíàÿ ïðîïîðöèîíàëüíàÿ

çàâèñèìîñòü. Îáëàñòü ðåøåíèé íåðàâåíñòâà –õ1⋅õ2 + 2 ≤ 0— ïî-
ëóïëîñêîñòü, ëåæàùàÿ íàä ïðàâîé âåòâüþ êðèâîé è íèæå
ëåâîé âåòâè.

Òàêèì îáðàçîì, ñ ó÷åòîì ñîâîêóïíîñòè ýòèõ óñëîâèé, îá-
ëàñòüþ äîïóñòèìûõ ðåøåíèé äàííîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ çàìê-
íóòàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü ÂÑÄÀ (ðèñ. 9.1).

Ñîîòâåòñòâåííî ôóíêöèè Z = 3õ1 + õ2 ïðîâîäèì âåêòîð

)1,3(n , ïîêàçûâàþùèé íàïðàâëåíèå ñêîðåéøåãî âîçðàñòàíèÿ
ôóíêöèè Z. Ñòðîèì, ëèíèþ óðîâíÿ 3õ1 + õ2 = h è ïåðåìåùàåò
åå â íàïðàâëåíèè n . Â òî÷êå À( Ax1 , Ax 2 ) ôóíêöèÿ Z ïðèíèìàåò

ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå, à â òî÷êå Ñ( Cx1 , Cx2 ) – ìàêñèìàëüíîå
çíà÷åíèå.
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Íàõîäèì ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè Z, äëÿ ÷åãî
îïðåäåëÿåì êîîðäèíàòû òî÷êè À. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ëèíèÿ
óðîâíÿ è êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé èç óðàâíåíèÿ 3õ1 + õ2 = h
èìåþò óãëîâîé êîýôôèöèåíò Ê =–3, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðî-

èçâîäíàÿ îò ôóíêöèè õ2 =
1x

2
 ðàâíà 2х′  = – 2

1x

2
, à â òî÷êå À ýòà

ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà 
2A

1

A
2

)(x

2
)(x −=′  è ðàâíà çíà÷åíèþ –3. Èç

ñîîòíîøåíèÿ 3
)(x

2
2A

1

−=−  íàõîäèì, ÷òî 
3

62
xA

2 = , ñëåäîâà-

òåëüíî, 
A
1

A
2

x

2
x = = 6  è ïðè ýòîì Zmin = 3

63
 + 6  = 2 6 .

Ñóùåñòâóþùèå ìåòîäû ïîçâîëÿþò ðåøàòü óçêèé êëàññ
çàäà÷, îãðàíè÷åíèÿ êîòîðûõ èìåþò âèä (9.2).

Îäíèì èç òàêèõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ìíîæèòåëåé
Ëàãðàíæà.

Ðàññìîòðèì åãî íà ïðåäûäóùåì ïðèìåðå.

Ðèñ. 9.1

 
x2

B

0 E x1

D

Z = Zmax

n (3.1)

)x,C(x c
2

c
1

Z = Zmin

Z = 0

αϕ

)x,A(x A
2

A
1
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Ââîäèì äîïîëíèòåëüíûå íåîòðèöàòåëüíûå ïåðåìåííûå
õ3 è õ4:

  Z = 3õ1 + õ2.

  – õ1õ2 + 2 + õ3 = 0,
2
1x

  2
1х + 2

2х  – 16 + õ4 = 0,

  õi ≥ 0, i = 4,1 .

Ñîñòàâëÿåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

F(x1,x2,x3,x4,λ1,λ2) = (3x1 + x2) + λ1(–x1⋅x2+

+ 2 +x3) + λ2(
2
1х + 2

2х – 16 +õ4).

Äèôôåðåíöèðóÿ åå ïî ïåðåìåííûì x1, x2, λ1 è λ2 è ïðè-
ðàâíèâàÿ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå íóëþ, ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâ-
íåíèé:

   λ1x2 – 2λ2x1 = 3,

  λ1x1 – 2λ2x2 = 1,

  –x1 x2 + 2 =–x3,

  2
1х + 2

2х  – 16 =–õ4. (à)

Äàëåå ïîñòóïàþò ñëåäóþùèì îáðàçîì (â ñëó÷àå íåîòðè-
öàòåëüíûõ ðåøåíèé).

Ïîëàãàþò õ3 = 0, ðåøàþò ñèñòåìó è íàõîäÿò ñîîòâåòñòâó-
þùèå ýòîìó ðåøåíèþ íàèìåíüøåå (íàèáîëüøåå) Z. Çàòåì ïî-
ëàãàþò õ4 = 0, íàõîäÿò âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû è çíà÷åíèÿ Z
íàèìåíüøåå (íàèáîëüøåå).

Ïîñëå ïîëàãàþò õ3 = õ4 = 0, íàõîäÿò âñå ðåøåíèÿ ñèñòå-
ìû è çíà÷åíèÿ Z íàèìåíüøåå (íàèáîëüøåå).

Àáñîëþòíûé ýêñòðåìóì îïðåäåëÿþò, ñðàâíèâàÿ ìåæäó
ñîáîé âñå ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ Z.

Ïðîâåäåì ðåøåíèå, ïîëàãàÿ õ3 = 0.
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Èç 3-ãî è 4-ãî óðàâíåíèé ñèñòåìû èìååì óðàâíåíèå:

4
2х  – (16 – õ4)

2
2x  + 4 = 0,

ðåøåíèå êîòîðîãî áóäåò:

õ2 = 2
16)16(16 2

44 −−±− xx
,

è èç 3-ãî óðàâíåíèÿ ïðè õ3 = 0 èìååì, ÷òî õ1 = 
2x

2
.

Èç 1-ãî è 2-ãî óðàâíåíèé ñèñòåìû íàõîäèì:

λ1 = 2
1

2
2

123
xx
xx

−
−

,    λ2 = )(2
3

2
1

2
2

21

xx
xx

−
−

.

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå ñîîòíîøåíèÿ â ôóíêöèþ Z, ïîëó-
÷èì

Z =
2

2
26

x
x+

 èëè Z = )16)16(16(2

16)16(28
2

44

2
44

−−±−

−−±−

xx

xx
.

Èìååì ôóíêöèþ Z îäíîé ïåðåìåííîé õ4. Íàõîäèì ïðîèç-
âîäíóþ ýòîé ôóíêöèè:

Z′ = 
4
2

( ) 












−−

−
±

1616

16
1

2
4

4

x

x

( )32
44

2
44

16)16(16

16)16(4

−−±−

−−±−

xx

xx
.

Ïðèðàâíèâàÿ ýòó ïðîèçâîäíóþ ê íóëþ, íàéäåì ñòàöèî-

íàðíóþ òî÷êó õ4 = 3
28

. Äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê ñóùåñòâîâàíèÿ

ýêñòðåìóìà ôóíêöèè ïîêàçûâàåò, ÷òî â ýòîé òî÷êå ôóíêöèÿ

Z èìååò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå. Íàõîäèì, ÷òî õ1 = 3

6
 è õ2 = 6

è â ýòîé òî÷êå Z = 2 6 .
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Â ñèñòåìå (à) ïîëàãàåì õ4 = 0, ïîëó÷àåì:

   –õ1⋅õ2 + 2 =–õ3,

 2
1х + 2

2х  = 16.

Îòñþäà èìååì óðàâíåíèå:

4
2х  – 16 2

2х + (2+õ3)
2 = 0,

ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò âèä:

õ2 = 
2

3 )2(648 x+−± , à õ1 = 2
3

3

)2(648

2

x

x

+−±

+
.

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå õ1 è õ2 â ôóíêöèþ Z, ïîëó÷àåì
ôóíêöèþ îäíîé ïåðåìåííîé õ3:

Z = 
2

3

3

)2(648

36

x

x

+−±

+
+

2
3 )2(648 x+−±

.

Íàõîäèì ïðîèçâîäíóþ:

Z′ = ( )32
3

3
2

3
2

33

)2(648

384)2(8)2(3)2(64)46(

x

xxxx

+−±

±+++−− mm

,

ïðèðàâíèâàåì åå ê íóëþ, îïðåäåëÿåì ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó è

ïîëó÷àåì, ÷òî â òî÷êå õ3 = 5
14

ôóíêöèÿ Z ïðèíèìàåò ìàêñè-

ìàëüíîå çíà÷åíèå, ðàâíîå Z = 4 10 , à õ1 = 5

106
 è

õ2 = 5

102
.



231

Òåïåðü â ñèñòåìå (à) ïîëàãàåì õ3 = õ4 = 0. Èç ñèñòåìû:

  –õ1⋅õ2 + 2 = 0,

 2
1х + 2

2х  – 16 = 0,

ïîëó÷àåì, ÷òî â òî÷êå Â çíà÷åíèå ZÂ = 5,48, à â òî÷êå D
çíà÷åíèå ZÄ=12,41.

Òàêèì îáðàçîì Zmin =2 6  â òî÷êå À(
3
6
;), à Zmax = 4 10

â òî÷êå Ñ(
5

106
;

5

102
).

Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ýôôåêòèâíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ
çàäà÷ âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
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Ãëàâà 10
ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÅ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈÅ

10.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Çàäà÷è äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ìíî-
ãîýòàïíûìè. Ïîýòîìó òåðìèí “äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâà-
íèå” íå ñòîëüêî îïðåäåëÿåò îñîáûé òèï çàäà÷, ñêîëüêî õàðàê-
òåðèçóåò ìåòîäû íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ îòäåëüíûõ êëàññîâ çà-
äà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êîòîðûå ìîãóò òàê-
æå îòíîñèòüñÿ ê çàäà÷àì, ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Â îáùåì ñëó÷àå çàäà÷à äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü äàííàÿ ôèçè-
÷åñêàÿ ñèñòåìà S íàõîäèòñÿ â íåêîòîðîì íà÷àëüíîì ñîñòîÿ-
íèè Sî è ÿâëÿåòñÿ óïðàâëÿåìîé. Áëàãîäàðÿ îñóùåñòâëåíèþ
íåêîòîðîãî óïðàâëåíèÿ u∈ U óêàçàííàÿ ñèñòåìà ïåðåõîäèò èç
íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ Sî â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå Sêîí.. Ïðè ýòîì
êà÷åñòâî êàæäîãî èç ðåàëèçóåìûõ óïðàâëåíèé u∈ U õàðàêòå-
ðèçóåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì çíà÷åíèåì ôóíêöèè W(u). Çàäà÷à
ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû èç ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ óïðàâëåíèé
u∈ U íàéòè òàêîå u*∈ U, ïðè êîòîðîì ôóíêöèÿ W(u) ïðèíèìà-
åò ýêñòðåìàëüíîå çíà÷åíèå W(u*).

Ýêîíîìè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ îáùåé çàäà÷è äèíàìè÷åñ-
êîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ðàññìîòðèì íà ñëåäóþùèõ ïðèìåðàõ.

Çàäà÷à I. Äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ ñâîåé ýôôåêòèâíîé äåÿòåëü-
íîñòè ïðîèçâîäñòâåííûå îáúåäèíåíèÿ è ïðåäïðèÿòèÿ äîëæ-
íû ïåðèîäè÷åñêè ïðîâîäèòü çàìåíó èñïîëüçóåìîãî èìè îáî-
ðóäîâàíèÿ. Ïðè ýòîé çàìåíå ó÷èòûâàþòñÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü
èñïîëüçóåìîãî îáîðóäîâàíèÿ, çàòðàòû, ñâÿçàííûå ñ ñîäåð-
æàíèåì è ðåìîíòîì, ñòîèìîñòü ïðèîáðåòàåìîãî è çàìåíÿåìî-
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ãî îáîðóäîâàíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ê íà÷àëó òåêóùåé ïÿòè-
ëåòêè íà ïðåäïðèÿòèè óñòàíîâëåíî íîâîå îáîðóäîâàíèå. Çà-
âèñèìîñòü ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ýòîãî îáîðóäîâàíèÿ îò âðåìå-
íè åãî èñïîëüçîâàíèÿ ïðåäïðèÿòèåì, à òàêæå çàâèñèìîñòü
çàòðàò íà ñîäåðæàíèå è ðåìîíò îáîðóäîâàíèÿ ïðè ðàçëè÷íîì
âðåìåíè åãî èñïîëüçîâàíèÿ ïðèâåäåíû â òàáë. 10.1.

Òàáëèöà 10.1

Çíàÿ, ÷òî çàòðàòû, ñâÿçàííûå ñ ïðèîáðåòåíèåì è óñòà-
íîâêîé íîâîãî îáîðóäîâàíèÿ, èäåíòè÷íîãî ñ óñòàíîâëåííûì,
ñîñòàâëÿþò 40 òûñ. ðóá., à çàìåíÿåìîå îáîðóäîâàíèå ñïèñû-
âàåòñÿ, ñîñòàâèòü òàêîé ïëàí çàìåíû îáîðóäîâàíèÿ â òå÷åíèå
ïÿòèëåòêè, ïðè êîòîðîì îáùàÿ ïðèáûëü çà äàííûé ïåðèîä
âðåìåíè ìàêñèìàëüíà.

Ýòó çàäà÷ó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çàäà÷ó äèíàìè÷åñ-
êîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, â êîòîðîé â êà÷åñòâå ñèñòåìû S
âûñòóïàåò îáîðóäîâàíèå. Ñîñòîÿíèÿ ýòîé ñèñòåìû îïðåäåëÿ-
þòñÿ ôàêòè÷åñêèì âðåìåíåì èñïîëüçîâàíèÿ îáîðóäîâàíèÿ (åãî
âîçðàñòîì) τ , ò.å. îïèñûâàþòñÿ åäèíñòâåííûì ïàðàìåòðîì . Â
êà÷åñòâå óïðàâëåíèé âûñòóïàþò ðåøåíèÿ î çàìåíå è ñîõðà-
íåíèè îáîðóäîâàíèÿ, ïðèìåíÿåìûå â íà÷àëå êàæäîãî ãîäà.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ñ ðåøåíèå î ñîõðàíåíèè îáîðóäîâàíèÿ, à
÷åðåç Ç — ðåøåíèå î çàìåíå îáîðóäîâàíèÿ. Òîãäà çàäà÷à
ñîñòîèò â íàõîæäåíèè òàêîé ñòðàòåãèè óïðàâëåíèÿ, îïðåäå-
ëÿåìîé ðåøåíèÿìè, ïðèìåíÿåìûìè ê íà÷àëó êàæäîãî ãîäà,
ïðè êîòîðîé îáùàÿ ïðèáûëü ïðåäïðèÿòèÿ çà ïÿòèëåòêó ÿâëÿ-
åòñÿ ìàêñèìàëüíîé.

Время t, в течение которого 
используется оборудование, лет  

0 1 2 3 4 5 

Годовой выпуск продукции R(t) в 
стоимостном выражении, тыс. руб. 80 75 65 60 60 55 

Ежегодные затраты Z(t), связанные с 
содержанием и ремонтом оборудования, 
тыс.руб. 

20 25 30 35 45 55 
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Îáùàÿ ïðèáûëü ïðåäïðèÿòèÿ çà ïÿòèëåòêó ñîñòàâëÿåòñÿ
èç åæåãîäíîé ïðèáûëè ïðåäïðèÿòèÿ çà êàæäîé ãîä ïÿòèëåò-
êè, ò.å. åñëè u1, u2, …, u5 — óïðàâëåíèÿ, ïðèìåíÿåìûå â
íà÷àëå êàæäîãî ãîäà, W(τ i;ui) — ïðèáûëü ïðåäïðèÿòèÿ çà i-
ûé ãîä ïÿòèëåòêè, òî

W(u) = ∑
=

5

1i
iW ( iτ ;ui),

ãäå u = (u1, u2, u3, u4, u5), τ i — âîçðàñò îáîðóäîâàíèÿ â
íà÷àëå i-ãî ãîäà ïÿòèëåòêè,

Wi( iτ ;ui) =
   R( iτ ) – Z( iτ )         ïðè ui = C,

 R(0) – Z(0) – 40  ïðè ui = Ç.

Íàïðèìåð,åñëè u = (Ñ, Ç, Ñ, Ñ, Ñ), òî

W(u) = W1(C,0) + W2(Ç,0) + W3(C, 1) +W4(C, 2) +

+ W5(Ñ, 3) =(R(0) – Z(0))+(R(0) – Z(0) – 40)+(R(1) –

– Z(1))+(R(2) – Z(2))+(R(3) – Z(3))= 60 + 20 + 50 + 35 +

+ 25 = 190 òûñ.ðóá.

Çàäà÷à 2. Äëÿ óâåëè÷åíèÿ îáúåìîâ âûïóñêà ïîëüçóþùåéñÿ
ïîâûøåííûì ñïðîñîì ïðîäóêöèè, èçãîòîâëÿåìîé ïðåäïðèÿ-
òèÿìè, âûäåëåíû êàïèòàëîâëîæåíèÿ â îáúåìå À òûñ.ðóá.
Èñïîëüçîâàíèå i-ûì ïðåäïðèÿòèåì (i = n,1 ) xi òûñ. ðóá. èç
óêàçàííûõ ñðåäñòâ îáåñïå÷èâàåò ïðèðîñò âûïóñêà ïðîäóê-
öèè, îïðåäåëÿåìîé çíà÷åíèåì ôóíêöèè fi(xi). Òðåáóåòñÿ íàé-
òè ðàñïðåäåëåíèå êàïèòàëîâëîæåíèé ìåæäó ïðåäïðèÿòèÿ-
ìè, îáåñïå÷èâàþùåå ìàêñèìàëüíîå óâåëè÷åíèå âûïóñêà
ïðîäóêöèè.

Ýòó çàäà÷ó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìíîãîýòàïíóþ, åñëè
èññëåäîâàòü ýôôåêòèâíîñòü âëîæåíèÿ ñðåäñòâ íà îäíîì ïðåä-
ïðèÿòèè, íà äâóõ ïðåäïðèÿòèÿõ è ò.ä., íàêîíåö, íà n ïðåä-
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ïðèÿòèÿõ. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì n ýòàïîâ, íà êàæäîì èç
êîòîðûõ ñîñòîÿíèå ñèñòåìû (â êà÷åñòâå êîòîðîé âûñòóïàþò
ïðåäïðèÿòèÿ) îïèñûâàåòñÿ îáúåìîì ñðåäñòâ, ïîäëåæàùèõ
îñâîåíèþ k ïðåäïðèÿòèÿìè (k = n,1 ). Ðåøåíèÿ îá îáúåìàõ êà-
ïèòàëîâëîæåíèé õê, âûäåëÿåìûõ k-ìó ïðåäïðèÿòèþ, è ÿâëÿ-
þòñÿ óïðàâëåíèÿìè. Çàäà÷à ñîñòîèò â âûáîðå òàêèõ óïðàâëå-
íèé, ïðè êîòîðûõ ôóíêöèÿ

W(x) = )(xf i

n

1i
i∑

=

ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå.

10.2. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷ ìåòîäîì
äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Ââåäåì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ è ñäåëàåì íåîáõîäèìûå
äëÿ äàëüíåéøåãî ïðåäïîëîæåíèÿ.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñîñòîÿíèå ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû
S íà k-îì øàãå (k = n,1 ) îïðåäåëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ ÷èñåë

õ(k) = ( (k)
1x , …, (k)

mx ), êîòîðûå ïîëó÷åíû â ðåçóëüòàòå ðåàëè-

çàöèè óïðàâëåíèÿ uk, îáåñïå÷èâàþùåãî ïåðåõîä ñèñòåìû S
èç ñîñòîÿíèÿ õ(k-1) â ñîñòîÿíèå õ(k).

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñîñòîÿíèå õ(k), â êîòîðîå ïåðå-
øëà ñèñòåìà S, çàâèñèò îò äàííîãî ñîñòîÿíèÿ õ(k-1) è âûáðàí-
íîãî óïðàâëåíèÿ Uk è íå çàâèñèò îò òîãî, êàêèì îáðàçîì ñè-
ñòåìà S ïåðåøëà â ñîñòîÿíèå õ(k-1).

Äàëåå, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî åñëè â ðåçóëüòàòå ðåàëèçà-
öèè k-ãî øàãà îáåñïå÷åí îïðåäåëåííûé äîõîä, òàêæå çàâèñÿ-
ùèé îò èñõîäíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû õ(k-1) è âûáðàííîãî óï-
ðàâëåíèÿ Uk, ðàâíûé Wk(õ

(k-1);uk), òî îáùèé äîõîä çà n øàãîâ
ñîñòàâëÿåò

W(u) = ∑
=

n

1k
kW (õ(k–1); uk),

ãäå u = (u1, u2, …, un).
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Òàêèì îáðàçîì, ñôîðìèðîâàíû äâà óñëîâèÿ, êîòîðûì
äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à äèíàìè÷åñ-
êîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïåðâîå óñëîâèå îáû÷íî íàçûâàþò
óñëîâèåì îòñóòñòâèÿ ïîñëåäåéñòâèÿ, à âòîðîå — óñëîâèåì
àääèòèâíîñòè öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è.

Çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè óï-
ðàâëåíèÿ, ò.å. òàêîé ñîâîêóïíîñòè óïðàâëåíèé u* = ( *

1u , …,
*
nu ), â ðåçóëüòàòå ðåàëèçàöèè êîòîðûõ ñèñòåìà S çà n øàãîâ

ïåðåõîäèò èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ õ(î) â êîíå÷íîå õ(n) è ïðè
ýòîì ôóíêöèÿ äîõîäà W(u) ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå.

Ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè Áåëëìàíà. Êàêîâî áû íè áûëî
ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ïåðåä î÷åðåäíûì øàãîì, íàäî âûáðàòü
óïðàâëåíèå íà ýòîì øàãå òàê, ÷òîáû äîõîä íà äàííîì øàãå
ïëþñ îïòèìàëüíûé äîõîä íà âñåõ ïîñëåäóþùèõ øàãàõ áûë
ìàêñèìàëüíûé.

Èç ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè ñëåäóåò, ÷òî îïòèìàëüíóþ
ñòðàòåãèþ óïðàâëåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè ñíà÷àëà íàéòè
îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ óïðàâëåíèÿ íà n-îì øàãå, çàòåì íà
äâóõ ïîñëåäíèõ øàãàõ, çàòåì íà òðåõ ïîñëåäíèõ øàãàõ è ò.ä.,
âïëîòü äî ïåðâîãî øàãà. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå ðàññìàòðè-
âàåìîé çàäà÷è äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ öåëåñîîáðàç-
íî íà÷èíàòü ñ îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ íà ïîñëå-
äíåì, n-îì øàãå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ýòî ðåøåíèå, î÷å-
âèäíî, íóæíî ñäåëàòü ðàçëè÷íûå ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, êàê
ìîã îêîí÷èòüñÿ ïðåäïîñëåäíèé øàã, è ñ ó÷åòîì ýòîãî âûáðàòü
óïðàâëåíèå o

nu , îáåñïå÷èâàþùåå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå
ôóíêöèè äîõîäà Wn(õ

(n-1);un),. Òàêîå óïðàâëåíèå, âûáðàííîå
ïðè îïðåäåëåííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î òîì, êàê îêîí÷èëñÿ
ïðåäûäóùèé øàã, íàçûâàåòñÿ óñëîâíî îïòèìàëüíûì óïðàâ-
ëåíèåì. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè òðåáóåò íà-
õîäèòü íà êàæäîì øàãå óñëîâíî îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå äëÿ
ëþáîãî èç âîçìîæíûõ èñõîäîâ ïðåäøåñòâóþùåãî øàãà.

×òîáû ïîñòðîèòü àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷, äàäèì ìàòå-
ìàòè÷åñêóþ ôîðìóëèðîâêó ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè. Äëÿ ýòîãî
ââåäåì íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ. Îáîçíà÷èì
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÷åðåç Fo(x
(o)) ìàêñèìàëüíûé äîõîä, ïîëó÷àåìûé çà n øàãîâ

ïðè ïåðåõîäå ñèñòåìû S èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ x(o) â êî-
íå÷íîå ñîñòîÿíèå x(n) ïðè ðåàëèçàöèè îïòè-ìàëüíîé ñòðàòå-
ãèè óïðàâëåíèÿ u* = ( *

1u , …, *
nu ), à ÷åðåç Fk(x

(k)) — ìàêñè-
ìàëüíûé äîõîä, ïîëó÷àåìûé ïðè ïåðåõîäå èç ëþáîãî ñîñòîÿ-
íèÿ õ(k) â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå x(n) ïðè îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè
óïðàâëåíèÿ íà îñòàâøèõñÿ (n-k) øàãàõ. Òîãäà

Fo(x
(o)) = 

),...,( 1

max
nuuu=
[W1(x

(o),u1)+ … + Wn(x
(n), un)], (10.1)

Fk(x
(k)) = 

1

max
+ku
[Wk+1(x

(k),uk+1)+ Fk+1 (õ
(k+1))] (10.2)

ïðè k = 1no, − .

Âûðàæåíèå (10.2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàòåìàòè÷åñêóþ
çàïèñü ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè Áåëëìàíà è íîñèò íàçâàíèå
îñíîâíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà. Èñïîëüçóÿ
óðàâíåíèå (10.2) íàõîäèòñÿ ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà-
÷è äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ðàññìîòðèì ýòîò ïðî-
öåññ áîëåå ïîäðîáíî.

Ïîëàãàÿ k = n – l â óðàâíåíèè Áåëëìàíà (10.2), ïîëó÷èì
ñëåäóþùåå ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå:

Fn–1(x
(n–1)) = 

nu
max [Wn(x

(n–1),un)+ Fn (õ
(n))]. (10.3)

Â óðàâíåíèè (10.3) Fn (õ
(n)) ìîæíî ñ÷èòàòü èçâåñòíûì. Èñ-

ïîëüçóÿ òåïåðü óðàâíåíèå (10.3) è ðàññìàòðèâàÿ âñåâîçìîæ-

íûå äîïóñòèìûå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû S íà (n-1)-îì øàãå 1)(n
1x − ,

1)(n
2x − , …, 1)(n

ix − , … íàõîäèì óñëîâíûå îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ

o
nu ( 1)(n

1x − ), o
nu ( 1)(n

2x − ), …, o
nu ( 1)(n

ix − ), …

è ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè (10.3)

o
1nF − ( 1)(n

1x − ), o
1nF − ( 1)(n

2x − ), …, o
1nF − ( 1)(n

ix − ), …
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Òàêèì îáðàçîì, íà n-îì øàãå íàõîäèì óñëîâíî îïòèìàëü-
íîå óïðàâëåíèå ïðè ëþáîì äîïóñòèìîì ñîñòîÿíèè ñèñòåìû S
ïîñëå (n-1)-ãî øàãà, ò.å. â êàêîì áû ñîñòîÿíèè ñèñòåìà íå
îêàçàëàñü ïîñëå (n-1)-ãî øàãà, íàì óæå èçâåñòíî, êàêîå ñëå-
äóåò ïðèíÿòü ðåøåíèå íà n-îì øàãå.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ ïðè k=n-2:

Fn–2(x
(n–2)) = 

1

max
−nu
[Wn–1(x

(n–2),un–1)+ Fn–1 (õ
(n–1))]. (10.4)

Ðåøàÿ ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå (10.4) ïðè ðàçëè÷íûõ
ñîñòîÿíèÿõ íà (n-2)-îì øàãå, ïîëó÷èì óñëîâíî îïòèìàëüíûå
óïðàâëåíèÿ o

1–nu ( 2)(n
ix − ), i=1,2,… . Êàæäîå èç ýòèõ óïðàâëåíèé

ñîâìåñòíî ñ óæå âûáðàííûì óïðàâëåíèåì íà ïîñëåäíåì øàãå
îáåñïå÷èâàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå äîõîäà íà äâóõ ïîñëå-
äíèõ øàãàõ.

Ïîñëåäîâàòåëüíî îñóùåñòâëÿÿ îïèñàííûé âûøå èòåðàöè-
îííûé ïðîöåññ, äîéäåì, íàêîíåö, äî ïåðâîãî øàãà. Íà ýòîì øàãå
èçâåñòíî, â êàêîì ñîñòîÿíèè ìîæåò íàõîäèòüñÿ ñèñòåìà. Ïîýòî-
ìó óæå íå òðåáóåòñÿ äåëàòü ïðåäïîëîæåíèé î äîïóñòèìûõ ñî-
ñòîÿíèÿõ ñèñòåìû, à îñòàåòñÿ ëèøü òîëüêî âûáðàòü óïðàâëå-
íèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì ñ ó÷åòîì óñëîâíî îïòèìàëü-
íûõ óïðàâëåíèé, óæå ïðèíÿòûõ íà âñåõ ïîñëåäóþùèõ øàãàõ.

×òîáû íàéòè îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ óïðàâëåíèÿ, ò.å.
îïðåäåëèòü èñêîìîå ðåøåíèå çàäà÷è, íóæíî òåïåðü ïðîéòè
âñþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü øàãîâ, òîëüêî íà ýòîò ðàç îò íà÷àëà
ê êîíöó. À èìåííî: íà ïåðâîì øàãå â êà÷åñòâå îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ *

1u  âîçüìåì íàéäåííîå óñëîâíî îïòèìàëüíîå óï-
ðàâëåíèå o

1u . Íà âòîðîì øàãå íàéäåì ñîñòîÿíèå *
1x , â êîòî-

ðîå ïåðåâîäèò ñèñòåìó óïðàâëåíèå *
1u . Ýòî ñîñòîÿíèå îïðå-

äåëÿåò íàéäåííîå óñëîâíî îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå o
2u , êî-

òîðîå òåïåðü áóäåì ñ÷èòàòü îïòèìàëüíûì. Çíàÿ *
2u , íàõîäèì

*
2x , à çíà÷èò, îïðåäåëÿåì *

3u  è ò.ä. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî íàõî-
äèì ðåøåíèå çàäà÷è, ò.å. ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûé äîõîä è
îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ óïðàâëåíèÿ, âêëþ÷àþùóþ îïòèìàëü-
íûå óïðàâëåíèÿ íà îòäåëüíûõ øàãàõ.

Èç èçëîæåííîãî âèäíî, ÷òî ýòîò ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ äî-
âîëüíî ãðîìîçäêèì. Îäíàêî èñïîëüçîâàíèå ÝÂÌ ïîçâîëÿåò
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íàõîäèòü íà îñíîâå ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
ðåøåíèå è áîëåå ñëîæíûõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷.

Èñïîëüçóÿ ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, íàé-
äåì ðåøåíèå äëÿ äâóõ ÷àñòíûõ çàäà÷.

10.3. Ðåøåíèå çàäà÷

Ðåøåíèå çàäà÷è I.
Ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ê íà÷àëó k-ãî ãîäà îïðåäåëÿåòñÿ ôàê-

òè÷åñêèì âðåìåíåì èñïîëüçîâàíèÿ îáîðóäîâàíèÿ (åãî âîçðàñ-
òîì) )(kτ . Â êà÷åñòâå óïðàâëåíèé, êàê óæå ãîâîðèëîñü â 10.1,
âûñòóïàþò ðåøåíèÿ î çàìåíå (u1 = 3) è ñîõðàíåíèè (u2 = C)
îáîðóäîâàíèÿ. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî çàäà÷à îáëàäàåò ñâîéñòâàìè
àääèòèâíîñòè è îòñóòñòâèÿ ïîñëåäåéñòâèÿ. Ðåøàÿ çàäà÷ó ìå-
òîäîì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, íà ïåðâîì ýòàïå ïðè
äâèæåíèè îò íà÷àëà 5-ãî ãîäà ïÿòèëåòêè ê íà÷àëó 1-ãî ãîäà
äëÿ êàæäîãî äîïóñòèìîãî ñîñòîÿíèÿ îáîðóäîâàíèÿ íàéäåì
óñëîâíîå îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, à íà âòîðîì ýòàïå ïðè
äâèæåíèè îò íà÷àëà 1-ãî ãîäà ïÿòèëåòêè ê íà÷àëó 5-ãî ãîäà
èç óñëîâíûõ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé äëÿ êàæäîãî ãîäà ñîñòà-
âèì îïòèìàëüíûé ïëàí çàìåíû îáîðóäîâàíèÿ íà ïÿòèëåòêó.

Òàê êàê (ñì. 10.1) ïðèáûëü ïðåäïðèÿòèÿ çà k-ûé ãîä ïÿòè-
ëåòêè (k=1,…,5) ñîñòàâèò

 R( (k)τ ) – Z( (k)τ ) при uk = C, 

R(0) – Z(0) – 40  при uk = З, 
Wk( (k)τ uk) = 

òî óðàâíåíèå Áåëëìàíà èìååò âèäà.

Fk( (k)τ ) = 
ku

max  [Wk( (k)τ , uk)+ Fk+1 ( 1)(k+τ )] = 

      = max        
R( (k)τ ) – Z( (k)τ )+ Fk+1 ( 1)(k+τ ) при uk=C, 

R(0) – Z(0) – 40 + Fk+1(1) при uk = З. 

(10.5)

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå Áåëëìàíà, îïðåäåëèì óñëîâíî îï-
òèìàëüíûå ðåøåíèÿ äëÿ ïîñëåäíåãî (5-ãî) ãîäà ïÿòèëåòêè, â
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ñâÿçè ñ ÷åì íàõîäèì ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ñîñòîÿíèé îáî-
ðóäîâàíèÿ ê íà÷àëó äàííîãî ãîäà. Òàê êàê ê íà÷àëó ïÿòèëåòêè
èìååòñÿ íîâîå îáîðóäîâàíèå ( )1(τ = î), òî âîçðàñò îáîðóäîâà-
íèÿ ê íà÷àëó 5-ãî ãîäà ìîæåò ñîñòàâëÿòü 1, 2, 3 è 4 ãîäà.
Ïîýòîìó äîïóñòèìûå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû íà äàííûé ïåðèîä
âðåìåíè òàêîâû )5(

1τ = 1, )5(
2τ = 2, )5(

3τ = 3, )5(
4τ = 4.

Äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ ñîñòîÿíèé íàéäåì óñëîâíî îïòè-
ìàëüíîå ðåøåíèå è ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå ôóíêöèè
F5(

)5(τ ).
Èç (10.5) è ñîîòíîøåíèÿ F6(

)6(τ ) = î (òàê êàê ðàññìàòðè-
âàåòñÿ ïîñëåäíèé ãîä ðàñ÷åòíîãî ïåðèîäà) ñëåäóåò

  R( )5(τ ) – Z( )5(τ ), 

R(0) – Z(0) – 40.  
F5( τ (5)) = max 

Ïîäñòàâëÿÿ â ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó âìåñòî )5(τ åãî çíà-
÷åíèÿ è ó÷èòûâàÿ äàííûå òàáëèöû 10.1, íàõîäèì

R(1) – Z(1)   75 – 25 

R(0) – Z(0) – 40   80 – 20 – 40 

при U = C; 

R(2) – Z(2)   65 – 30 

R(0) – Z(0) – 40   80 – 20 – 40 

при U = C; 
R(3) – Z(3)   60 – 35 

R(0) – Z(0) – 40   80 – 20 – 40 

при U = C; 

R(4) – Z(4)   60 – 45 

R(0) – Z(0) – 40   80 – 20 – 40 
при U = З. 

F5(1) = max = max = 50 

F5(2) = max = max = 35 

F5(3) = max = max = 25 

F5(4) = max = max = 20 
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Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ñâåäåì â òàáë. 10.2.

Òàáëèöà 10.2

Ðàññìîòðèì òåïåðü âîçìîæíûå ñîñòîÿíèÿ îáîðóäîâàíèÿ
ê íà÷àëó 4-ãî ãîäà ïÿòèëåòêè. Î÷åâèäíî, äîïóñòèìûìè ñîñòî-
ÿíèÿìè ÿâëÿþòñÿ )4(

1τ = 1, )4(
2τ = 2, )4(

3τ = 3. Äëÿ êàæäîãî èç
íèõ îïðåäåëÿåì óñëîâíî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå è ñîîòâåòñòâó-
þùåå çíà÷åíèå ôóíêöèè F4(

)4(τ ). Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì óðàâ-
íåíèå (10.5) è äàííûå òàáë. 10.1 è òàáë. 10.2. Èìååì:

     R(1) – Z(1) + F5(2)         75 – 25 + 35 

     R(0) – Z(0) – 40 + F5(1)        80 – 20 – 40 + 50 

 при U = С; 

     R(2) – Z(2) + F5(3)         65 – 30 + 25 

     R(0) – Z(0) – 40 + F5(1)        80 – 20 – 40 + 50 

 при U = С; 

     R(3) – Z(3) + F5(4)         60 – 35 + 20 

     R(0) – Z(0) – 40 + F5(1)        80 – 20 – 40+ 50 

  = max 

  = max 

  = max 

 F4(1) = max = 85 

 F4(2) = max = 70 

 F4(3) = max = 70 

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ñâåäåì â òàáë. 10.3.

Возраст оборудования, 
)5(τ  лет 

Значения функции дохода 
F5, тыс. руб. 

Условно оптимальное 
решение 

1 50 С 

2 35 С 

3 25 С 

4 20 З 
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Òàáëèöà 10.3

Îïðåäåëèì òåïåðü óñëîâíî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå äëÿ

êàæäîãî èç äîïóñòèìûõ ñîñòîÿíèé îáîðóäîâàíèÿ ê íà÷àëó

3-ãî ãîäà ïÿòèëåòêè. Î÷åâèäíî, òàêèìè ñîñòîÿíèÿìè ÿâëÿ-

þòñÿ )3(
1τ = 1 è )3(

2τ = 2. Â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì (10.5)

èìååì:

Возраст оборудования, 
)4(τ  лет 

Значения функции дохода 
F4, тыс. руб. 

Условно оптимальное 
решение 

1 85 С 

2 70 С 

3 70 З 

 

 
R(1) – Z(1) + F4(2)    75 – 25 + 70 

R(0) – Z(0) – 40 + F4(1)   80 – 20 – 40 + 85 

 при U = С; 

R(2) – Z(2) + F4(3)    65 – 30 + 70 

R(0) – Z(0) – 40 + F4(1)   80 – 20 – 40 + 85 

F3( )3(
1τ ) = max  = max = 120 

F3(
)3(

2τ ) = max  = max = 105 

Возраст оборудования, 
)3(τ  лет 

Значения функции дохода 
F3, тыс. руб. 

Условно оптимальное 
решение 

1 120 С 

2 105 З 

 

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ñâåäåì â òàáë. 10.4.

Òàáëèöà 10.4
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Íàêîíåö, ê íà÷àëó 2-ãî ãîäà ïÿòèëåòêè âîçðàñò îáîðóäî-
âàíèÿ ìîæåò áûòü ðàâåí òîëüêî ëèøü îäíîìó ãîäó. Ïîýòîìó 

R(1) – Z(1) + F3(2)      75 – 25 + 105 

R(0) – Z(0) – 40 + F3(1)      80 – 20 – 40 + 120 
F2(1) = max  = max  = 155 

ïðè U = Ç.
Òàê êàê ê íà÷àëó ïÿòèëåòêè óñòàíîâëåíî íîâîå îáîðóäî-

âàíèå ( )1(
1τ =0), òî

F1(0) = R(0) – Z(0) + F2(1) = 80–20+155 = 215.

Ïðîñìàòðèâàÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû â îáðàòíîì ïî-
ðÿäêå» ïîëó÷èì: äëÿ 1-ãî ãîäà ïÿòèëåòêè ðåøåíèå åäèíñòâåí-
íî — ñëåäóåò ñîõðàíèòü îáîðóäîâàíèå. Çíà÷èò, âîçðàñò îáî-
ðóäîâàíèÿ ê íà÷àëó 2-ãî ãîäà ïÿòèëåòêè ðàâåí îäíîìó ãîäó.
Òîãäà îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì äëÿ 2-ãî ãîäà ïÿòèëåòêè ÿâ-
ëÿåòñÿ ðåøåíèå î ñîõðàíåíèè îáîðóäîâàíèÿ. Ðåàëèçàöèÿ òà-
êîãî ðåøåíèÿ ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî âîçðàñò îáîðóäîâàíèÿ ê
íà÷àëó 3-ãî ãîäà ïÿòèëåòêè ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì äâóì ãîäàì.
Ïðè òàêîì âîçðàñòå (ñì. òàáë. 10.4) îáîðóäîâàíèå ñëåäóåò
çàìåíèòü. Ïîñëå çàìåíû îáîðóäîâàíèÿ åãî âîçðàñò ê íà÷àëó
4-ãî ãîäà ïÿòèëåòêè ñîñòàâèò îäèí ãîä. Êàê âèäíî èç òàáë. 10.3,
ïðè òàêîì âîçðàñòå îáîðóäîâàíèÿ åãî ìåíÿòü íå ñëåäóåò. Ïî-
ýòîìó âîçðàñò îáîðóäîâàíèÿ ê íà÷àëó 5-ãî ãîäà ïÿòèëåòêè ñî-
ñòàâèò äâà ãîäà, à çíà÷èò ñîãëàñíî òàáë. 10.2 îáîðóäîâàíèå
ìåíÿòü íåöåëåñîîáðàçíî.

Èòàê, ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèé îïòèìàëüíûé ïëàí çàìåíû
îáîðóäîâàíèÿ (òàáë. 10.5).

Òàáëèöà 10.5

Годы пятилетки 
 

1 2 3 4 5 

Оптималь-
ное решение 

Сохранить 
оборудo- 
вание 

Сохранить 
оборудo- 
вание 

Произвести 
замену обо- 
рудования 

Сохранить 
оборудо-
вание 

Сохранить 
оборудо-
вание 
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Ìàêñèìàëüíàÿ ïðèáûëü ïðåäïðèÿòèÿ ðàâíà 215 òûñ.ðóá.
Îáùàÿ ñõåìà âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû è óïðàâëå-

íèé çà ïÿòèëåòêó ñ óêàçàíèåì äîõîäà çà êàæäûé ãîä ïÿòèëåò-
êè ïðèâåäåíà íà ðèñ.10.1.

Ðåøåíèå çàäà÷è 2. Ðåøèì çàäà÷ó ïðè À = 700 òûñ. ðóá.,
n = 3 (÷èñëî ïðåäïðèÿòèé). Çíà÷åíèÿ ôóíêöèé fi ïðèâåäåíû â
òàáë. 10.6.

Òàáëèöà 10.6

Çàäà÷à ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè òàêèõ êàïèòàëîâëîæåíèé
*
1x , *

2x , *
3x , êîòîðûå ìàêñèìèçèðóþò ïðèðîñò âûïóñêà ïðî-

äóêöèè, ò.å. ôóíêöèè W= ∑
=

з

1i
ii )(xf , è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

Ax
з

1i
i =∑

=

∗
.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñîñòàâèì óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà:

F3(X
(3)) = f3(x3), x3 = X

(3),

Прирост выпуска продукции fi(xi) в зависимости  
от объема капиталовложений, тыс.руб. Объем 

капиталовложений 
Хi, тыс.руб 

Предприятие 1 Предприятие 2 Предприятие 3 

0 0 0 0 

100 30 50 40 

200 50 80 50 

300 90 90 110 

400 110 150 120 

500 170 190 180 

600 180 210 220 

700 210 220 240 
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ãäå X(3) — äîïóñòèìîå ñîñòîÿíèå íà 3-åì øàãå, ò.å. îñòàòî÷-
íûé îáúåì êàïèòàëîâëîæåíèé íà 3-åì ïðåäïðèÿòèè;

F2(X
(2)) = 

)2(Х2x0
max

≤≤
(f2(x2) + F3(X

(3))),

ãäå X(2) -äîïóñòèìîå ñîñòîÿíèå íà 2-îì øàãå, ò.å. îñòàòî÷íûé
îáúåì êàïèòàëîâëîæåíèé íà 2-îì ïðåäïðèÿòèè, X(3) = X(2) — x2;

F1(X
(1)) = 

)1(Х1x0
max

≤≤
(f1(x1) + F2(X

(2))),

ãäå X(1) — äîïóñòèìîå ñîñòîÿíèå íà 1-îì øàãå, ò.å. îñòàòî÷-

íûé îáúåì êàïèòàëîâëîæåíèé íà 1-îì ïðåäïðèÿòèè, X(2) =
X(1) – x1, X

(1) = À.
Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèÿ ôóíêöèè F3 íàõîäÿòñÿ èç

òàáë. 10.6 ïî çíà÷åíèÿì ôóíêöèè f3.
Äîïóñòèìûå ñîñòîÿíèÿ íà 2-îì øàãå ìîãóò áûòü:

)2(
ox =0; )2(

1x =100; )2(
2x =200; )2(

3x =300; )2(
4x =400; )2(

5x =500;

)2(
6x =600; )2(

7x =700.

Òîãäà

F2(0) = f2(0) + F3(0); 

f2(100) + f3(0) 

  f2(0) + f3(100) 

 50+0 

 0+40 
 = 50  при х2 = 100, х3 = 0; 

F2(100) = 
1002x0

max
≤≤

(f2(x2) + f3(100 – x2))= max = 

= max
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 f2(200) + f3(0) 

  f2(100) + f3(100) 

 f2(0) + f3(200) 
 

80 + 0 
50 + 40 

0 + 50 

=  F2(200) = 
2002x0

max
≤≤

(f2(x2) + f3(200 – x2))= max 

 = max = 90  при х2 = 100, х3 = 100; 

 
 f2(300) + f3(0) 

  f2(200) + f3(100) 

  f2(100) + f3(200) 

 f2(0) + f3(300) 
 

90 + 0 

80 + 40 

50 + 50 

0 + 110 
 f2(400) + f3(0) 

  f2(300) + f3(100) 
  f2(200) + f3(200) 

 f2(100) + f3(300) 
 f2(0) + f3(400) 

 
150 +0 

90 + 40 

80 + 50 

50 + 110 

0 + 120 

= F2(300) = 
3002х0

max
≤≤

(f2(x2) + f3(300 – x2))= max 

= max = 120  при х2 = 200, х3 = 100; 

F2(400) = 
4002х0

max
≤≤

(f2(x2) + f3(400 – x2))= max = 

= max = 160  при х2 = 100, х3 = 300; 
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        f2(500) + f3(0) 
        f2(400) + f3(100) 
        f2(300) + f3(200) 
        f2(200) + f3(300) 
        f2(100) + f3(400) 
        f2(0)  +  f3(500) 

F2(500) = 
5002x0

max
≤≤

(f2(x2) + f3(500-x2))= max 
= 

 
190 + 0 
150 + 40   при    х2 = 500, х3 = 0, 
90 + 50 
80 + 110 
50 + 120 
0 + 180 
 

        f2(600) + f3(0) 
        f2(500) + f3(100) 
        f2(400) + f3(200) 
        f2(300) + f3(300) 
        f2(200) + f3(400) 
        f2(100) + f3(500) 
        f2(0)  +  f3(600) 

 
210 + 0 
190 + 40 
150 + 50 
90 + 110 
80 + 120 
50 + 180 
0 + 220 

= 190  или    х2 = 400, х3 = 100, 

  или    х2 = 200, х3 = 300; 

F2(600) = 
6002x0

max
≤≤

(f2(x2) + f3(600-x2))= max

= max 

= 

= max = 230  при    х2 = 500, х3 = 100 
  или    х2 = 100, х3 = 500; 
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          f2(700) + f3(0) 
          f2(600) + f3(100) 
          f2(500) + f3(200) 
          f2(400) + f3(300) 
          f2(300) + f3(400) 
          f2(200) + f3(500) 
          f2(100) + f3(600) 
          f2(0)  +  f3(700) 

 
220 + 0 
210 + 40 
190 +50 
150 + 110 
90 + 120 
80 + 180 
50 + 220 
0 + 240 

F2(700) = 
7002х0

max
≤≤

(f2(x2) + f3(700 – x2))= max = 

= max = 270             при      х2 = 100, х3 = 600; 

Äîïóñòèìîå ñîñòîÿíèå íà 1-îì øàãå ìîæåò áûòü òîëüêî
õ(1) = 700.
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Òîãäà

= max 

F1(700) = 
7001x0

max
≤≤

(f1(x1) + F2(700 – x1)) = 

f1(700)  +  F2(0)   210 + 0 
f1(600) + F2(100)   180 + 50 
f1(500) + F2(200)   170 + 90  
f1(400) + F2(300)   110 + 120  
f1(300) + F2(400)   90 +160  
f1(200) + F2(500)   50 + 190 
f1(100) + F2(600)   30 + 230 
f1(0)   +  F2(700)   0 + 270 

= 270 = max = max 

ïðè õ1 = 0, õ2 = 100, õ3 = 600.
Òàêèì îáðàçîì, max W = 270 è îïòèìàëüíîå ðàñïðåäåëå-

íèå êàïèòàëîâëîæåíèé ñëåäóþùåå: *
1x  = 0; *

2x  = 100; *
3x  = 600.
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Ðàçäåë IV
ÏÐÈÊËÀÄÍÛÅ ÌÎÄÅËÈ

ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÎÏÅÐÀÖÈÉ
È ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ

Ãëàâà 11
ÌÎÄÅËÈ ÑÅÒÅÂÎÃÎ

ÏËÀÍÈÐÎÂÀÍÈß È ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

11.1. Îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ ñåòåâîãî
ïëàíèðîâàíèÿ è óïðàâëåíèÿ

Ðåøåíèå õîçÿéñòâåííûõ çàäà÷ ñâÿçàíî ñ îñóùåñòâëåíè-
åì ðÿäà ðàáîò (äåéñòâèé, ìåðîïðèÿòèé, îïåðàöèé), îäíè èç
êîòîðûõ ìîæíî âûïîëíÿòü îäíîâðåìåííî, ïàðàëëåëüíî, à
äðóãèå — òîëüêî â îïðåäåëåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Íàïðè-
ìåð, ÷òîáû íà÷àòü ïðîèçâîäñòâî íîâîãî èçäåëèÿ, íåîáõîäè-
ìî ïðåæäå âñåãî ðàçðàáîòàòü åãî êîíñòðóêöèþ, òåõíîëîãèþ
ïðîèçâîäñòâà, à çàòåì îñóùåñòâëÿòü ÷åòûðå âèäà ïàðàëëåëü-
íûõ ðàáîò:

1) ïðîåêòèðîâàòü, çàêàçûâàòü, ïîëó÷àòü è ìîíòèðîâàòü
íåîáõîäèìîå îáîðóäîâàíèå;

2) ïëàíèðîâàòü ðàçìåùåíèå îáîðóäîâàíèÿ, ðàññ÷èòûâàòü
òðåáóåìûå ïëîùàäè è ñòðîèòü ïîìåùåíèÿ;

3) çàêëþ÷àòü äîãîâîðà ñ äðóãèìè ïðåäïðèÿòèÿìè î ïî-
ñòàâêàõ íåîáõîäèìûõ ìàòåðèàëîâ, ñûðüÿ è êîìïëåêòóþùèõ
äåòàëåé;

4) íàáèðàòü è ãîòîâèòü êàäðû áóäóùèõ ðàáîòíèêîâ.
Â ñîâðåìåííûõ óñëîâèÿõ íåîáõîäèìî ðàçðàáîòàòü è èñ-

ïîëüçîâàòü ñðàâíèòåëüíî ïðîñòûå è ýôôåêòèâíûå ìåòîäû
ðóêîâîäñòâà êîìïëåêñíûìè ðàçðàáîòêàìè, âîîðóæèòü ðóêî-
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âîäèòåëÿ ñîâåðøåííûì èíñòðóìåíòîì, ïîçâîëÿþùèì â ëþ-
áûõ, äàæå ñàìûõ ñëîæíûõ ñèòóàöèÿõ, áûñòðî ïðèíèìàòü
íàèáîëåå ïðàâèëüíûå ðåøåíèÿ.

Ïîèñêè áîëåå ýôôåêòèâíûõ ñïîñîáîâ ïëàíèðîâàíèÿ
ñëîæíûõ ïðîöåññîâ ïðèâåëè ê ñîçäàíèþ ïðèíöèïèàëüíî íî-
âûõ ìåòîäîâ ñåòåâîãî ïëàíèðîâàíèÿ è óïðàâëåíèÿ (ÑÏÓ). Îíè
ïðèìåíèìû â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà êîíå÷íàÿ öåëü äîñòèãàåòñÿ
ïóòåì âûïîëíåíèÿ ðÿäà âçàèìîñâÿçàííûõ è âçàèìîçàâèñè-
ìûõ ðàáîò, âõîäÿùèõ â åäèíûé êîìïëåêñ òîé èëè èíîé ðàç-
ðàáîòêè.

Ýôôåêò, äîñòèãàåìûé çà ñ÷åò ÑÏÓ, îáóñëîâëåí â ïåðâóþ
î÷åðåäü âíåñåíèåì ñòðîãèõ ëîãè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ â ôîðìèðî-
âàíèå ïëàíà, ïîçâîëèâøèõ ïðèâëå÷ü äëÿ àíàëèçà è ñèíòåçà
ïëàíîâ ñîâðåìåííûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò è ñðåäñòâà âû-
÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè.

Â ñèëó óíèâåðñàëüíîñòè ÑÏÓ ýòîò àïïàðàò èñïîëüçóåòñÿ
äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ïëàíîâ ñòðîèòåëüíîé èíäóñòðèè âî âñåõ
âèäàõ ñòðîèòåëüñòâà, â èíäèâèäóàëüíîì è ìåëêîñåðèéíîì
ïðîèçâîäñòâå, â íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ, îïûòíî-êîíñòðóê-
òîðñêèõ è ïðîåêòíûõ îðãàíèçàöèÿõ, â ïðîèçâîäñòâå êèíîôèëü-
ìîâ è ïðè ðàçðàáîòêå íàðîäíîõîçÿéñòâåííûõ ïëàíîâ, â ãîð-
íîäîáûâàþùåé ïðîìûøëåííîñòè è ãåîëîãîðàçâåäî÷íûõ ðàáî-
òàõ.

Âåñüìà øèðîêèì ÿâëÿåòñÿ äèàïàçîí ïðèìåíåíèÿ ÑÏÓ: îò
çàäà÷, ëè÷íî ðåøàåìûõ ðóêîâîäèòåëåì ëþáîãî óðîâíÿ, äî
ñîçäàíèÿ íà îñíîâå ñåòåâûõ ìåòîäîâ ïîñòîÿííî äåéñòâóþùèõ
àâòîìàòè÷åñêèõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ (ÀÑÓ) êðóïíîãî ìàñøòàáà.

11.2. Íàçíà÷åíèå, õàðàêòåðèñòèêà
è ñòðóêòóðà ñèñòåì ÑÏÓ

Ñèñòåìû ñåòåâîãî ïëàíèðîâàíèÿ è óïðàâëåíèÿ (ÑÏÓ),
ÿâëÿþùèåñÿ ðàçíîâèäíîñòüþ àâòîìàòèçèðîâàííûõ ñèñòåì
óïðàâëåíèÿ, ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ óïðàâëåíèÿ äåÿòåëüíîñòüþ,
íàïðàâëåííîé íà äîñòèæåíèå îïðåäåëåííîé öåëè.
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Îáúåêòîì óïðàâëåíèÿ â ñèñòåìàõ ÑÏÓ ÿâëÿåòñÿ êîëëåê-
òèâ, ðàñïîëàãàþùèé îïðåäåëåííûìè ðåñóðñàìè è âûïîëíÿþ-
ùèé êîìïëåêñ ðàáîò, ïðèçâàííûé îáåñïå÷èòü äîñòèæåíèå
íàìå÷åííîé öåëè. Ìåòîä ÑÏÓ ïîçâîëÿåò â ëþáûõ, äàæå ñà-
ìûõ ñëîæíûõ ñèòóàöèÿõ, áûñòðî ïðèíèìàòü íàèáîëåå ïðà-
âèëüíûå ðåøåíèÿ, âûÿâèòü ðåçåðâû âðåìåíè è ñðåäñòâ íà
îäíèõ ó÷àñòêàõ ðàáîòû è ïåðåáðîñèòü èõ íà äðóãèå, áîëåå
íàïðÿæåííûå.

Âàæíîé îñîáåííîñòüþ ñèñòåì ÑÏÓ ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìíûé
ïîäõîä ê âîïðîñàì îðãàíèçàöèè óïðàâëåíèÿ, ñîãëàñíî êîòî-
ðîìó êîëëåêòèâû èñïîëíèòåëåé, ïðèíèìàþùèå ó÷àñòèå â
ïðîåêòå è îáúåäèíåííûå îáùíîñòüþ ïîñòàâëåííîé ïåðåä íèìè
çàäà÷è, íåñìîòðÿ íà èõ ðàçëè÷íóþ âåäîìñòâåííóþ ïîä÷èíåí-
íîñòü, ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê çâåíüÿ åäèíîé ñëîæíîé îðãàíè-
çàöèîííîé ñèñòåìû.

Äëÿ îòîáðàæåíèÿ ïðîöåññà âûïîëíåíèÿ ïðîåêòà è óïðàâ-
ëåíèÿ èì â ñèñòåìàõ ÑÏÓ èñïîëüçóåòñÿ ñåòåâàÿ ìîäåëü.

Ñèñòåìû ÑÏÓ ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü ñëåäóþùèìè ïðè-
çíàêàìè, îïðåäåëÿþùèìè ñòðóêòóðó, îñíîâíûå ïðèíöèïû
ïîñòðîåíèÿ è ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ÑÏÓ, îáúåìû èíôîðìàöèè,
ìåòîäû è òåõíè÷åñêèå ñðåäñòâà åå ñáîðà, ïåðåäà÷è, ïåðåðà-
áîòêè è îòîáðàæåíèÿ:

à) óðîâåíü ðóêîâîäñòâà, èñïîëüçóþùèé äàííóþ ñèñòåìó
ÑÏÓ;

á) êîëè÷åñòâî ñåòåé, îïèñûâàþùèõ ïðîåêò;
â) îáúåì ñåòåâîé ìîäåëè;
ã) ÷èñëî êîíå÷íûõ öåëåé ïðîåêòà;
ä) îãðàíè÷åíèÿ ïî ðåñóðñàì;
å) ïëàíèðóåìûå è êîíòðîëèðóåìûå ïàðàìåòðû ïðîåêòà.
Ñòðóêòóðà ñèñòåì ÑÏÓ îáóñëîâëåíà íåîáõîäèìîñòüþ âû-

ïîëíåíèÿ îñíîâíûõ ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ: ïîëó÷åíèÿ èíôîð-
ìàöèè î ñîñòîÿíèè ïðîåêòà, ïðåîáðàçîâàíèÿ èíôîðìàöèè,
ôîðìèðîâàíèÿ êîìàíä óïðàâëåíèÿ, ïåðåäà÷è è èñïîëíåíèÿ
êîìàíä óïðàâëåíèÿ.
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11.3. Ñåòåâîé ãðàôèê. Êðèòè÷åñêèé ïóòü

Âàæíåéøåé îñíîâîé ìåòîäà ÑÏÓ ÿâëÿåòñÿ ñåòåâîé ãðà-
ôèê.

Ñåòåâîé ãðàôèê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãðàôè÷åñêîå èçîá-
ðàæåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûïîëíåíèÿ êîìïëåêñíîé ðàç-
ðàáîòêè, ïîêàçûâàþùåå âçàèìîñâÿçü è âçàèìîçàâèñèìîñòü
îòäåëüíûõ ýòàïîâ, âûïîëíåíèå êîòîðûõ îáåñïå÷èâàåò äîñòè-
æåíèå êîíå÷íîé öåëè ðàçðàáîòêè.

Äîñòîèíñòâî ñåòåâûõ ãðàôèêîâ çàêëþ÷àåòñÿ â èõ íàãëÿä-
íîñòè è ñðàâíèòåëüíîé ïðîñòîòå èñïîëíåíèÿ. Ñåòåâûå ãðàôè-
êè ïîçâîëÿþò:

à) âûÿâëÿòü âàæíåéøèå ðàáîòû, îò ñâîåâðåìåííîãî âû-
ïîëíåíèÿ êîòîðûõ çàâèñèò ñîáëþäåíèå ñðîêîâ îêîí÷àíèÿ âñåé
ðàçðàáîòêè;

á) íàãëÿäíî ïðåäñòàâëÿòü õîä ðàçðàáîòêè â öåëîì, âçàè-
ìîñâÿçü è âçàèìîçàâèñèìîñòü îòäåëüíûõ ýòàïîâ ðàçðàáîòêè;

â) îïðåäåëÿòü îáùóþ ïîòðåáíîñòü â ðàáî÷åé ñèëå è ìàòå-
ðèàëü-íûõ ðåñóðñàõ äëÿ âûïîëíåíèÿ ïëàíà;

ã) âûÿâëÿòü ðåçåðâû âðåìåíè è ìàòåðèàëüíûå ðåñóðñû ñ
öåëüþ íàèáîëåå ýôôåêòèâíîãî âûïîëíåíèÿ ïëàíà;

ä) ñîâåðøåíñòâîâàòü ìåòîäû ïëàíèðîâàíèÿ è óñòàíàâëè-
âàòü ñòðîãèé ðèòì â ðàáîòå;

å) èñïîëüçîâàòü âû÷èñëèòåëüíóþ òåõíèêó äëÿ ðàñ÷åòà
ïîêàçàòåëåé ñåòåâûõ ãðàôèêîâ.

Ïðèâåäåííûé ïåðå÷åíü ïðåèìóùåñòâ ïðèìåíåíèÿ ìåòî-
äîâ ñåòåâîãî ïëàíèðîâàíèÿ è óïðàâëåíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ èñ÷åð-
ïûâàþùèì, îäíàêî äàåò âîçìîæíîñòü îöåíèòü åãî îãðîìíîå
ìîáèëèçóþùåå çíà÷åíèå êàê ýôôåêòèâíîãî ñðåäñòâà óëó÷-
øåíèÿ îðãàíèçàöèè òðóäà è óïðàâëåíèÿ ïðîèçâîäñòâîì.

Òàêèì îáðàçîì, ìåòîäû ÑÏÓ, îáåñïå÷èâàÿ ðóêîâîäèòåëÿ
íåîáõîäèìîé èíôîðìàöèåé î õîäå âûïîëíåíèÿ ðàçðàáîòêè,
äàþò åìó âîçìîæíîñòü ïðèíèìàòü ðåøåíèÿ, íàïðàâëåííûå
íà äîñòèæåíèå ìàêñèìàëüíîãî ýôôåêòà ïðè ìèíèìàëüíûõ
çàòðàòàõ âðåìåíè è ðåñóðñîâ, ïîýòîìó ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ
ÑÏÓ áëèçêî ïîäõîäèò ê âîçìîæíîñòè ðàçðàáîòêè îïòèìàëü-
íûõ ïëàíîâ.
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Ðàññìîòðèì òåïåðü îñíîâíûå òåðìèíû, ïðèìåíÿåìûå ïðè
ïîëüçîâàíèè ñåòåâûìè ãðàôèêàìè.

Ðàáîòà õàðàêòåðèçóåò êîíêðåòíûé ýòàï òðóäîâîãî ïðî-
öåññà ïî âûïîëíåíèþ îïðåäåëåííîé îïåðàöèè êîìïëåêñíîé
ðàçðàáîòêè. Ýòîò òåðìèí îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ
ðàáîòû òðåáóþòñÿ çàòðàòû ðàáî÷åé ñèëû, ìàòåðèàëüíûõ ðå-
ñóðñîâ è âðåìåíè.

Ñîáûòèå ÿâëÿåòñÿ ôàêòîì îêîí÷àíèÿ âñåõ ïðåäøåñòâóþ-
ùèõ äàííîìó ñîáûòèþ ðàáîò, ëèáî íà÷àëîì ðàáîò, ñëåäóþ-
ùèõ íåïîñðåäñòâåííî çà äàííûì ñîáûòèåì. Äëÿ ñîâåðøåíèÿ
ñîáûòèÿ íå òðåáóåòñÿ íèêàêèõ çàòðàò, à ñàìî ñîáûòèå íå
èìååò ïðîäîëæèòåëüíîñòè.

Ïðè ñîñòàâëåíèè ñåòåâîãî ãðàôèêà íåîáõîäèìî îáåñïå-
÷èòü ëîãè÷åñêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèé,
êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ âçàèìîñâÿçüþ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
âûïîëíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàáîò. Íà ñåòåâîì ãðàôèêå ñî-
áûòèÿ îáîçíà÷àþòñÿ êðóæêàìè, â êîòîðûå â îïðåäåëåííîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âïèñûâàþòñÿ öèôðû.

Ïðèâåäåì ñëåäóþùèé ïðîñòåéøèé ãðàôèê:

Èç ãðàôèêà ñëåäóåò, ÷òî ñîáûòèå 3 íå ìîæåò íàñòóïèòü,
ïîêà íå ñîâåðøèòñÿ ñîáûòèå 2 è ò.ä. Ïðè ýòîì ñîáûòèå 2 íà-
çûâàåòñÿ ïîñëåäóþùèì ïî îòíîøåíèþ ê ñîáûòèþ 1, òàê æå
êàê ñîáûòèå 4 ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäóþùèì ïî îòíîøåíèþ ê ñîáû-
òèþ 3. Ñîáûòèå 3 — ïðåäøåñòâóþùåå ïî îòíîøåíèþ ê ñîáû-
òèþ 4. Â óêàçàííûõ îïðåäåëåíèÿõ èìååòñÿ â âèäó, ÷òî ñîáû-
òèÿ ñëåäóþò îäíî çà äðóãèì è ìåæäó íèìè íåò ïðîìåæóòî÷-
íûõ ñîáûòèé. Îäíî ñîáûòèå ìîæåò èìåòü è íåñêîëüêî ïðåä-
øåñòâóþùèõ, ëèáî ïîñëåäóþùèõ ñîáûòèé. Íàïðèìåð, íà ãðà-
ôèêå (ðèñ. 11.1) ñîáûòèå 6 èìååò äâà ïðåäøåñòâóþùèõ ñîáû-
òèÿ (4 è 5).

Åñëè íàñòóïëåíèþ äàííîãî ñîáûòèÿ íå ïðåäøåñòâóåò êà-
êàÿ-ëèáî ðàáîòà, òî ýòî ñîáûòèå íàçûâàåòñÿ èñõîäíûì (íà
ðèñ. 11.1 ýòî ñîáûòèå 1). Ñîáûòèå, íå èìåþùåå ïîñëåäóþùèõ

 1 2 3 4
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ðàáîò, íàçûâàåòñÿ çàâåðøàþùèì, ò.å. íàñòóïëåíèåì çàâåð-
øàþùåãî ñîáûòèÿ äîñòèãàåòñÿ êîíå÷íàÿ öåëü äàííîé ðàçðà-
áîòêè (íà ðèñ. 11.1 ýòî ñîáûòèå 11).

Îïåðàöèÿ — ýòî ñàìà ðàáîòà èëè äåéñòâèå. Îíà îáîçíà-
÷àåòñÿ:

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà÷àëüíîå ñîáûòèå i ïðîèñõîäèò ðàíü-
øå êîíå÷íîãî ñîáûòèÿ j , à äëèòåëüíîñòü îïåðàöèè (i — j);
êîòîðàÿ îáîçíà÷àåòñÿ ñòðåëêîé, áóäåò ðàâíà tij.

Ôèêòèâíîé íàçûâàåòñÿ ðàáîòà, íå òðåáóþùàÿ çàòðàò ðà-
áî÷åãî âðåìåíè è ðåñóðñîâ íà åå âûïîëíåíèå. Îíà õàðàêòåðè-
çóåò çàâèñèìîñòü âûïîëíåíèÿ äàííîé ðàáîòû îò âûïîëíåíèÿ
êàêîé-òî äðóãîé. Äëèòåëüíîñòü ýòîé ðàáîòû tij. = 0 (íà ðèñ. 11.1
ýòî ðàáîòà 7—9).

Ïðîäîëæèòåëüíîñòü âûïîëíåíèÿ ðàáîòû èçìåðÿåòñÿ â
åäèíèöàõ âðåìåíè: ÷àñàõ, äíÿõ, íåäåëÿõ è ò.ä.

Ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàáîò â ñåòè, â êîòîðîé êî-
íå÷íîå ñîáûòèå êàæäîé ðàáîòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîâïàäà-
åò ñ íà÷àëüíûì ñîáûòèåì ñëåäóþùåé çà íåé ðàáîòû, íàçûâà-
åòñÿ ïóòåì.

Ñëåäóåò ðàçëè÷àòü äâà âèäà ïóòè:
1) ïîëíûì ïóòåì íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü âûïîëíåíèÿ ðàáîò îò èñõîäíîãî äî çàâåðøàþùåãî ñî-
áûòèÿ;

2) êðèòè÷åñêèì ïóòåì íàçûâàåòñÿ ïóòü îò èñõîäíîãî äî
çàâåðøàþùåãî ñîáûòèÿ, êîòîðûé õàðàêòåðèçóåòñÿ íàèáîëü-
øåé ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ âûïîëíåíèÿ ðàáîò, íàõîäÿùèõñÿ íà
ýòîì ïóòè.

Ïåðâè÷íûé ñåòåâîé ãðàôèê ñîñòàâëÿåòñÿ íà îñíîâå èñ-
õîäíûõ (ïåðâè÷íûõ) äàííûõ, ïðåäñòàâëåííûõ îòâåòñòâåííû-
ìè èñïîëíèòåëÿìè ýòàïîâ êîìïëåêñíîé ðàáîòû äî åãî îïòè-
ìèçàöèè.

 

j i 

tij 
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Ðàññìîòðèì äåòàëüíåå ñåòåâîé ãðàôèê íåêîòîðîãî êîìï-
ëåêñà ðàáîò, êîòîðûé íåîáõîäèìî âûïîëíèòü, ÷òîáû îðãàíè-
çîâàòü ïðîèçâîäñòâî íîâîãî âèäà èçäåëèÿ (ðèñ. 11.1).

Â ïðàêòè÷åñêîì ïðèìåíåíèè ñåòåâûõ ãðàôèêîâ ìîæåò áûòü
ðàçëè÷íîå êîëè÷åñòâî ñîáûòèé è ðàáîò, õàðàêòåðèçóþùèõ
òå èëè èíûå âèäû ðàçðàáîòîê. Ïðè ýòîì, åñëè êîëè÷åñòâî
ñîáûòèé íå ïðåâûøàåò 300, ãðàôèêè îáñ÷èòûâàþò ñ ïîìî-
ùüþ ïðîñòåéøèõ ìèêðîêàëüêóëÿòîðîâ. Ïðè ÷èñëå æå ñîáû-
òèé ñâûøå 300, è â îñîáåííîñòè 500—1000 è áîëåå, ïàðàìåò-
ðû ñåòè ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðè ïîìîùè ÝÂÌ.

Îïðåäåëÿåì ïðîäîëæèòåëüíîñòè ïîëíûõ ïóòåé, äëÿ ÷åãî
ñîñòàâëÿåì òàáë.11.1.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïðîäîëæèòåëüíîñòü êðèòè÷åñêîãî
ïóòè, ò.å. ïóòè, èìåþùåãî íàèáîëüøóþ ïðîäîëæèòåëüíîñòü,
ðàâíà Òêð = 55 (äíåé). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî, ïðè ïðî÷èõ ðàâíûõ
óñëîâèÿõ, ðàíüøå, ÷åì ÷åðåç 55 (äíåé) äàííàÿ ðàáîòà íå çà-
êîí÷èòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîäîëæèòåëüíîñòü êðèòè÷åñêîãî
ïóòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàèáîëåå ðàííèé ñðîê çàâåðøåíèÿ
âñåé ðàáîòû îò èñõîäíîãî äî çàâåðøàþùåãî ñîáûòèÿ.

Â ñåòè ìîæåò áûòü íåñêîëüêî êðèòè÷åñêèõ ïóòåé.

Ðèñ. 11.1
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j i 

tij 
<tp(i)> 

[tп(i)] [tп(j)] 

<tp(j)> 

11.4. Âðåìåííûå ïàðàìåòðû ñåòåé.
Ðåçåðâû âðåìåíè

Îñíîâíûìè âðåìåííûìè ïàðàìåòðàìè ñåòåé ÿâëÿþòñÿ
ðàííèå è ïîçäíèå ñðîêè íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèé. Çíàÿ èõ, ìîæ-
íî âû÷èñëèòü îñòàëüíûå ïàðàìåòðû ñåòè — ñðîêè íà÷àëà è
îêîí÷àíèÿ ðàáîò è ðåçåðâû âðåìåíè ñîáûòèé è ðàáîò.

Ðàññìîòðèì ðàáîòó (i — j):

Вид полного пути Продолжительность пути Т 
 

1-2-5-7-10-11 
1-2-5-7-9-10-11 
1-2-5-7-9-11 
1-2-5-6-7-10-11 
1-2-5-6-7-9-10-11 
1-2-5-6-7-9-11 

5+12+6+8+6 
5+12+6+0+10+6 
5+12+6+0+9 
5+12+4+9+8+6 
5+12+4+9+0+10+6 
5+12+4+9+0+9 

=37 
=39 
=32 
=44 
=46 
=39 

1-2-5-6-8-9-10-11 5+12+4+8+10+10+6 =55 

1-2-5-6-8-9-11 
1-3-8-9-10-11 
1-3-8-9-11 
1-4-6-7-10-11 
1-4-6-7-9-10-11 
1-4-6-7-9-11 
1-4-6-8-9-10-11 
1-4-6-8-9-11 

5+12+4+8+10+9 
9+7+9+8+6 
9+7+9+0+10+6 
9+7+9+0+9 
9+7+8+10+10+6 
9+7+8+10+9 
10+8+10+10+6 
10+8+10+9 

=48 
=39 
=41 
=34 
=50 
=43 
=44 
=37 

 

Òàáëèöà 11.1
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Ðàííèé âîçìîæíûé ñðîê <tp(i)> íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ j
åñòü íàèìåíüøèé âîçìîæíûé ñðîê îêîí÷àíèÿ äàííîé ðàáîòû:

tp(j) = i
max  [tp(i) + tij], (11.1)

ò.å. ðàííåå âîçìîæíîå ñîáûòèå j ðàâíî ðàííåìó âîçìîæíîìó
ïðåäøåñòâóþùåìó ñîáûòèþ i, ñëîæåííîìó ñ äëèòåëüíîñòüþ
ðàáîòû (i — j).

Êîãäà äëÿ ñîáûòèÿ j èìååòñÿ íåñêîëüêî ðàííèõ âîçìîæ-
íûõ, òî áåðåòñÿ íàèáîëüøåå.

Î÷åâèäíî, ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ðàííåãî îêîí÷àíèÿ
ðàáîòû áóäåò õàðàêòåðèçîâàòü ïðîäîëæèòåëüíîñòü êðèòè÷åñ-
êîãî ïóòè (Òêð).

Ïîçäíèì äîïóñòèìûì ñðîêîì íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ íàçû-
âàåòñÿ ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìûé ñðîê íàñòóïëåíèÿ ýòîãî ñî-
áûòèÿ, íå òðåáóþùèé óâåëè÷åíèÿ âðåìåíè íà îñóùåñòâëå-
íèå âñåãî ïðîåêòà.

tï(i) = i
max [tï(j) – tij].  (11.2)

Ïîçäíåå äîïóñòèìîå ðàâíÿåòñÿ ðàçíîñòè ïîçäíåãî îêîí-
÷àíèÿ ñîáûòèÿ j è ïðîäîëæèòåëüíîñòè ïîñëåäóþùèõ ðàáîò.

Åñëè äëÿ ñîáûòèÿ i áóäåò íåñêîëüêî ïîçäíèõ äîïóñòè-
ìûõ, òî áåðåòñÿ íàèìåíüøåå.

Ðàáîòû, ó êîòîðûõ <tð(j)> è [tï(i)] ñîâïàäàþò, íàçûâàþò-
ñÿ êðèòè÷åñêèìè ðàáîòàìè, ëåæàùèìè íà êðèòè÷åñêîì ïóòè.
Ýòî åñòü âòîðîé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêîãî ïóòè.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ïðîäîëæèòåëüíîñòü êðèòè÷åñêîãî
ïóòè áîëüøå ïðîäîëæèòåëüíîñòè ëþáîãî äðóãîãî ïóòè ñåòå-
âîãî ãðàôèêà.

Ðàçíîñòü ìåæäó ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ êðèòè÷åñêîãî ïóòè
Òêð è ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ ïóòè L – Ò(L) íàçûâàåòñÿ ðåçåð-
âîì âðåìåíè ïóòè L.

R(L) = Òêð – Ò(L).  (11.3)

Ðåçåðâ âðåìåíè R(L) ïîêàçûâàåò, íà ñêîëüêî ìîãóò â ñóì-
ìå áûòü óâåëè÷åíû ïðîäîëæèòåëüíîñòè ðàáîò, ïðèíàäëåæà-
ùèõ ïóòè L, áåç âëèÿíèÿ íà ñðîê ïðîåêòà.
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Ðàçëè÷àþò ÷åòûðå ðåçåðâà âðåìåíè:

1. Ïîëíûé ðåçåðâ ÏÐ= Rï(i;j) = tï(j) – tp(i) – tij, (11.4)

2. Ñâîáîäíûé ðåçåðâ ÑÐ= Rñ(i;j) = tð(j) – tp(i) – tij, (11.5)

3. Íåçàâèñèìûé ðåçåðâ HP= Rí(i;j) = tð(j) – tï(i) – tij, (11.6)

4. Ãàðàíòèéíûé ðåçåðâ ÃÐ= Rr(i;j) = tï(j) – tï(i) – tijþ (11.7)

Ïîëíûé ðåçåðâ âðåìåíè — ýòî êîëè÷åñòâî âðåìåíè, íà
êîòîðîå ìîæíî ïåðåíåñòè íà÷àëî ðàáîò èëè óâåëè÷èòü ïðî-
äîëæèòåëüíîñòü áåç èçìåíåíèÿ îáùåãî ñðîêà ïðîåêòà.

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïîëíûé ðåçåðâ âðå-
ìåíè ïî îòäåëüíûì ðàáîòàì ïîçâîëÿåò ìàíåâðèðîâàòü ðåñóð-
ñàìè ñ òåì, ÷òîáû íàèëó÷øèì îáðàçîì âûïîëíèòü âñþ ðàçðà-
áîòêó. Ïîëíûé ðåçåðâ âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ çàâèñèìûì ðåçåð-
âîì, ò.å. åãî ïðèìåíåíèå ìîæåò ïðèâåñòè ê èçìåíåíèþ ðåçåð-
âîâ ïî äðóãèì ðàáîòàì. Ïîýòîìó ïðè èñïîëüçîâàíèè ïîëíîãî
ðåçåðâà âðåìåíè îáû÷íî ïåðåñ÷èòûâàþò ïàðàìåòðû ñåòåâîãî
ãðàôèêà äëÿ îïðåäåëåíèÿ íîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåçåðâîâ.

Ñâîáîäíûé ðåçåðâ âðåìåíè — ýòî êîëè÷åñòâî âðåìåíè,
íà êîòîðîå ìîæíî ïåðåíåñòè íà÷àëî ðàáîò èëè óâåëè÷èòü èõ
ïðîäîëæèòåëüíîñòü áåç èçìåíåíèÿ ðàííåãî íà÷àëà ïîñëåäóþ-
ùèõ ðàáîò, ýòîò ðåçåðâ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí íåïîñðåä-
ñòâåííî èñïîëíèòåëåì òîé èëè èíîé ðàáîòû, è ýòî íå ïîâëå-
÷åò çà ñîáîé èçìåíåíèÿ óñëîâèé ïðîèçâîäñòâà ïîñëåäóþùèõ
ðàáîò. Ïîëíûé æå ðåçåðâ âðåìåíè ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí
òîëüêî ñ ðàçðåøåíèÿ öåíòðà, òàê êàê åãî èñïîëüçîâàíèå èç-
ìåíÿåò ðàííèå ñðîêè íà÷àëà ïîñëåäóþùèõ ðàáîò.

Âñåãäà ÏÐ ≥ ÑÐ.
Íà êðèòè÷åñêîì ïóòè âñå ðåçåðâû âðåìåíè ðàâíû íóëþ.
Ýòî ñâîéñòâî ìîæåò ñëóæèòü òðåòüèì îïðåäåëåíèåì êðè-

òè÷åñêîãî ïóòè.
Íåçàâèñèìûé ðåçåðâ âðåìåíè îçíà÷àåò çàïàñ âðåìåíè,

êîòîðûé èìååò èñïîëíèòåëü, êîãäà ïðåäøåñòâóþùèå ðàáîòû
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çàêàí÷èâàþòñÿ â íåóäîáíûå äëÿ íåãî ñðîêè, à îí çàêàí÷èâà-
åò ñâîþ ðàáîòó â ðàííèé ñðîê, íå ðàñõîäóÿ ðåçåðâîâ ñëåäóþ-
ùèõ çà íèì ðàáîò.

Ãàðàíòèéíûé ðåçåðâ îçíà÷àåò äëÿ èñïîëíèòåëÿ ðàáîòû
ðåçåðâ âðåìåíè, êîòîðûé îí èìååò, êîãäà èñïîëíèòåëè ïðåä-
øåñòâóþùèõ ðàáîò çàêàí÷èâàþò èõ â íåóäîáíûå äëÿ íåãî
ïîçäíèå äîïóñòèìûå ñðîêè, íî è îí ñäàåò ñâîþ ðàáîòó â ïî-
çäíèé ñðîê.

Åñëè Rñ(i;j) è Rí(i;j) èìåþò îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, òî
ýòè ðåçåðâû çàìåíÿþòñÿ íóëåì.

Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ôîðìû ðàñ÷åòà ïàðàìåòðîâ ñåòè:
òàáëè÷íûé è ãðàôè÷åñêèé. Íàèáîëåå óäîáíîé ÿâëÿåòñÿ òàá-
ëè÷íàÿ ôîðìà.

Äëÿ ðàññìîòðåííîãî ïðèìåðà ñåòåâîãî ãðàôèêà (ðèñ. 11.1)
â òàáë. 11.2 ïðèâåäåíû ðàííèå è ïîçäíèå ñðîêè îêîí÷àíèÿ è
íà÷àëà ðàáîò è ðåçåðâû âðåìåíè.

Ïðè àíàëèçå ãðàôèêà ïðåæäå âñåãî îáðàùàþò âíèìàíèå
íà êðèòè÷åñêèå ðàáîòû, îò êîòîðûõ â ðåøàþùåé ñòåïåíè çà-
âèñèò ñâîåâðåìåííîå è êà÷åñòâåííîå âûïîëíåíèå âñåé ðàç-
ðàáîòêè. Ñëåäóåò òàêæå îáðàùàòü âíèìàíèå íà íàëè÷èå ðå-
çåðâîâ âðåìåíè ïî îòäåëüíûì ðàáîòàì. Íàïðèìåð, ïî ðàáîòå
(5, 7) ñâîáîäíûé ðåçåðâ ñîñòàâëÿåò 7 äíåé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ïðîäîëæèòåëüíîñòü âûïîëíåíèÿ äàííîé ðàáîòû ïðè íåîáõî-
äèìîñòè ìîæíî “ðàñòÿíóòü” â ïðåäåëàõ ñåìè äíåé, ëèáî íà-
÷àòü ýòó ðàáîòó ïîçæå.

Íàõîæäåíèå âåëè÷èíû ðåçåðâîâ íåëüçÿ ðàññìàòðèâàòü,
îäíàêî, êàê îöåíêó âðåìåíè ïðîñòîÿ èñïîëíèòåëåé. Íà âû-
ïîëíåíèå ðàáîò ñåòåâîãî ãðàôèêà ïðè ïðàâèëüíîì ïëàíèðî-
âàíèè âûäåëÿþòñÿ ðåñóðñû (â ÷åëîâåêî-÷àñàõ, ìàøèíî-÷àñàõ
è ò. ä.), ðàâíûå ñóììàðíîé òðóäîåìêîñòè âñåõ ïðåäóñìîòðåí-
íûõ ðàáîò.

Îöåíêà ðåçåðâîâ âðåìåíè ïîçâîëÿåò áîëåå ðàöèîíàëüíî
ðàñïðåäåëèòü òðóäîâûå è ìàòåðèàëüíûå ðåñóðñû ïî ðàáîòàì
ãðàôèêà. Áîëüøèíñòâî ðàáîò îáëàäàåò çàêîíîìåðíîñòüþ: óâå-
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ëè÷èâàÿ ÷èñëî èñïîëíèòåëåé, óäàåòñÿ óìåíüøèòü äëèòåëü-
íîñòü âûïîëíåíèÿ ðàáîòû. Ýòà çàêîíîìåðíîñòü ìîæåò èìåòü
ðàçíûå ôîðìû, íî ÷àùå äðóãèõ âñòðå÷àåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñ-

êàÿ çàâèñèìîñòü t=a+
х

в
 äëèòåëüíîñòè ðàáîòû t îò êîëè÷åñòâà

ðàáîòíèêîâ õ. Íà ðèñ. 11.2 ãèïåðáîëè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü t=1+
х

15

ïîêàçûâàåò, ÷òî îäíó è òó æå ðàáîòó îäèí ÷åëîâåê äåëàåò

Начало 
работы Конец работы Резервы времени 

Работа 
(i—j) 

Продол-
житель-
ность 
работы 

tij 

ран-
ний 
срок 
‹tp(i)› 

позд- 
ний 
срок 
[tп(i)] 

ран- 
ний 
срок 
‹tp(j)› 

позд- 
ний 
срок 
[tп(j)] 

ПР СР НР ГР 

Работы, 
лежащие 

на 
критиче- 
ском 
пути 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

(1, 2) 
(1, 3) 
(1, 4) 
(2, 5) 
(3, 8) 
(4, 6) 
(5, 6) 
(5, 7) 
(6, 7) 
(6, 8) 
(7, 9) 

(7, 10) 
(8, 9) 
(9,10) 

5 
10 
9 

12 
8 
7 
4 
6 
9 
8 
0 
8 

10 
10 

0 
0 
0 
5 

10 
9 

17 
17 
21 
21 
30 
30 
29 
39 

0 
0 
0 
5 

21 
14 
17 
17 
21 
21 
39 
39 
29 
39 

5 
10 
9 

17 
29 
21 
21 
30 
30 
29 
39 
49 
39 
49 

5 
21 
14 
17 
29 
21 
21 
39 
39 
29 
39 
49 
39 
49 

0 
11 
5 
0 

11 
5 
0 

16 
9 
0 
9 

11 
0 
0 

0 
0 
0 
0 

11 
5 
0 
7 
0 
0 
9 

11 
0 
0 

0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
7 
0 
0 
0 
2 
0 
0 

0 
11 
5 
0 
0 
0 
0 

16 
9 
0 
0 
2 
0 
0 

1—2 
 
 

2—5 
 
 

5—6 
 
 

6—8 
 
 

8—9 
9—10 
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16 ìåñÿöåâ, òðè ÷åëîâåêà — 6 ìåñÿöåâ, ïÿòü ÷åëîâåê — 4 ìå-
ñÿöà, à ïÿòíàäöàòü ÷åëîâåê — 2 ìåñÿöà.

Ïåðåáðàñûâàÿ ëþäåé è òåõíèêó ñ íåíàïðÿæåííûõ ðàáîò
íà íàïðÿæåííûå ðàáîòû êðèòè÷åñêîãî ïóòè, ìîæíî ñîêðà-
òèòü ñðîêè âûïîëíåíèÿ âñåãî êîìïëåêñà ðàáîò.

Îäíèì èç âàæíåéøèõ ïðåèìóùåñòâ ïðèìåíåíèÿ ñåòåâûõ
ãðàôèêîâ ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü èõ îïòèìèçàöèè ïî ðàçëè÷-
íûì ïðèçíàêàì: ïî âðåìåíè (ñîêðàùåíèå Òêð), ïî ëþäñêèì
ðåñóðñàì, ïî ìàòåðèàëüíûì ðåñóðñàì, ïî ñòîèìîñòè è òåõ-
íèêî-ýêîíîìè÷åñêèì ïîêàçàòåëÿì, à òàêæå ïî ðàçëè÷íûì
ñî÷åòàíèÿì ýòèõ ïðèçíàêîâ.

Òàê, íàïðèìåð, îïòèìèçàöèÿ ñåòåâîãî ãðàôèêà ïî âðå-
ìåíè ïðåäïîëàãàåò, ïðåæäå âñåãî, íàõîæäåíèå âîçìîæíîñòè
ñîêðàùåíèÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòè êðèòè÷åñêîãî ïóòè. Ýòî ìî-
æåò áûòü äîñòèãíóòî ðàçëè÷íûìè ïóòÿìè.

Èç ñåòåâîãî ãðàôèêà âèäíî, ÷òî ñîêðàùåíèå îáùåé ïðî-
äîëæèòåëüíîñòè âûïîëíåíèÿ ðàçðàáîòêè âîçìîæíî òîëüêî çà
ñ÷åò ñîêðàùåíèÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòè âûïîëíåíèÿ ðàáîò, ëå-
æàùèõ íà êðèòè÷åñêîì ïóòè.

Äåéñòâèòåëüíî, ìîæíî, íàïðèìåð, ñîêðàòèòü ïðîäîëæè-
òåëüíîñòü âûïîëíåíèÿ ðàáîò 5—7 èëè 1—3 íà 5 (äíåé), îäíà-
êî òàêîå ñîêðàùåíèå íå ïðèâåäåò ê óìåíüøåíèþ ïðîäîë-
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æèòåëüíîñòè êðèòè÷åñêîãî ïóòè. Ñîêðàòèòü ïðîäîëæèòåëü-
íîñòü êðèòè÷åñêîãî ïóòè ìîæíî çà ñ÷åò ñîêðàùåíèÿ ïðî-
äîëæèòåëüíîñòè âûïîëíåíèÿ îïðåäåëåííîé êðèòè÷åñêîé ðà-
áîòû (íàïðèìåð, çà ñ÷åò ïðèâëå÷åíèÿ áîëåå êâàëèôèöèðî-
âàííûõ ñïåöèàëèñòîâ, ïðèìåíåíèÿ ñðåäñòâ ìåõàíèçàöèè è
àâòîìàòèçàöèè âû÷èñëèòåëüíûõ ðàáîò, åñëè òàêîâûå ïðîâî-
äÿòñÿ â áîëüøîì îáúåìå è äð.), èëè ïóòåì ðàñ÷ëåíåíèÿ êà-
êîé-ëèáî êðèòè÷åñêîé ðàáîòû íà ÷àñòè è ïàðàëëåëüíîãî èõ
âûïîëíåíèÿ (äîïóñòèì, çà ñ÷åò ïðèâëå÷åíèÿ äîïîëíèòåëü-
íûõ ðàáîòíèêîâ, èçìåíåíèÿ âçàèìîñâÿçè è ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè âûïîëíåíèÿ ðàáîò, ò.å. èçìåíåíèÿ òîïîëîãèè ãðàôèêà).
Íàïðèìåð, â êà÷åñòâå ñàìîñòîÿòåëüíîãî ýòàïà ðàáîòû íåîá-
õîäèìî ïðîèçâåñòè ðàñ÷åò òåõíèêî-ýêîíîìè÷åñêîé ýôôåê-
òèâíîñòè âíåäðåíèÿ íîâîé òåõíèêè ïðè ñîñòàâëåíèè ïåðñ-
ïåêòèâíîãî èëè òåêóùåãî ïëàíà. Ýòà ðàáîòà ìîæåò áûòü âû-
ïîëíåíà êàæäûì îòðàñëåâûì îòäåëîì (ñëóæáîé) óïðàâëåíèÿ,
à íå ïîëíîñòüþ ïëàíîâî-ôèíàíñîâûì îòäåëîì. Ýòîò îòäåë
ìîæåò îáîáùèòü âñå ðàñ÷åòû è ïîäãîòîâèòü ñâîäíûé ìàòå-
ðèàë.

Íàïðèìåð, îêàçàëîñü âîçìîæíûì ðàáîòó 8—9 ðàñ÷ëåíèòü
íà äâå ÷àñòè è êàêîé-òî ïåðèîä âûïîëíÿòü èõ ïàðàëëåëüíî.
Ïóñòü ýòî ìåðîïðèÿòèå ïðèâåäåò ê ñîêðàùåíèþ ïðîäîëæè-
òåëüíîñòè âûïîëíåíèÿ ðàáîòû 8—9 íà 4 äíÿ (ñ 10 äî 6 äíåé).
Òîãäà íà ñåòåâîì ãðàôèêå ïîÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ðàáîòà
8—9 è îäíà ôèêòèâíàÿ ñâÿçü 8—8„. Ïðè ýòîì ïðîäîëæèòåëü-
íîñòü ðàáîòû 8—9 ìîæåò áûòü è áîëåå ÷åòûðåõ äíåé, îäíàêî
ïðîäîëæèòåëüíîñòü åå âûïîëíåíèÿ íå äîëæíà ïðèâåñòè ê
èçìåíåíèþ ïðîäîëæèòåëüíîñòè äèðåêòèâíîãî ñðîêà âûïîë-
íåíèÿ âñåé ðàáîòû.

Íà ðèñ. 11.3 ïîêàçàí ñêîððåêòèðîâàííûé ñåòåâîé ãðàôèê,
â êîòîðûé âíåñåíû ñîîòâåòñòâóþùèå èçìåíåíèÿ. Ïîñêîëüêó
èçìåíåíà ïðîäîëæèòåëüíîñòü îòäåëüíûõ ðàáîò è ââåäåíû íî-
âûå ðàáîòû, íåîáõîäèìî ïåðåñ÷èòàòü âñå ïàðàìåòðû ñåòåâî-
ãî ãðàôèêà.
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<51> 
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[31] 
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0 4 

Íà îñíîâå âû÷èñëåíèÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòè ïîëíûõ ïóòåé
ïîëó÷èì ñëåäóþùèé êðèòè÷åñêèé ïóòü: 1—2—5—6—8—9—
10—11 è ïðè ýòîì Òêð = 51 (äíþ).

Îäíèì èç âàæíåéøèõ ïðåèìóùåñòâ ñåòåâûõ ãðàôèêîâ
ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïðîñòî è íàãëÿäíî âûÿâèòü âîçìîæ-
íîñòü îïòèìèçàöèè ãðàôèêà ïî ëþäñêèì ðåñóðñàì. Îáû÷íî
îïòèìèçàöèÿ ïî ëþäñêèì ðåñóðñàì îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñëå
ñîñòàâëåíèÿ ñåòåâûõ ãðàôèêîâ è îïðåäåëåíèÿ âñåõ ïàðàìåò-
ðîâ. Ïðè ýòîì èìååòñÿ â âèäó, ÷òî íàéäåííàÿ ïðîäîëæèòåëü-
íîñòü êðèòè÷åñêîãî ïóòè ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé, ò.å. ñåòåâîé
ãðàôèê áåðåòñÿ îïòèìèçèðîâàííûì ïî âðåìåíè.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð ñîñòàâëåíèÿ ïðîåêòà ñâîäíîãî ïëàíà
ïî óïðàâëåíèþ, èñïîëüçóÿ ñëåäóþùèå äàííûå â òàáë. 11.3.

Íà ðèñ. 11.4 ïðåäñòàâëåí ñåòåâîé ãðàôèê ñîñòàâëåíèÿ ïðî-
åêòà ñâîäíîãî ïëàíà.

Êðèòè÷åñêèé ïóòü áóäåò 1—2—3—(4—6)—6—12—18—19—
20—21—22 è ïðîäîëæèòåëüíîñòü êðèòè÷åñêîãî ïóòè Òêð=74 äíÿ.

Äàëåå ïðè íåîáõîäèìîñòè ìîæíî âûïîëíèòü îïòèìèçà-
öèþ ãðàôèêà ñ öåëüþ âûÿâëåíèÿ âîçìîæíîñòè ñîêðàùåíèÿ
îáùåé ïðîäîëæèòåëüíîñòè âûïîëíåíèÿ âñåé ðàçðàáîòêè.

Ðèñ. 11.3
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Работа Наименование работ Длительность, 
дни 

1 2 3 

(1, 2) 
 

(2, 3) 
 

(3, 4) 
 
 

(3, 5) 
(3, 6) 
(6, 7) 

 
 

(6, 8) 
(6, 9) 

(6, 10) 
(6, 11) 
(6, 12) 
(7, 13) 

 
(8, 14) 
(9, 15) 
(10, 16) 
(11, 17) 
(12, 18) 

 
(18, 19) 

 
(19, 20) 
(20, 21) 

 
(21, 22) 

Подготовка приказа начальника управления к 
составлению плана 
Совещание экономистов подчиненных предприятий 
связи по составлению плана 
Составление проекта производственно-финансового 
плана предприятиями связи и представление его в 
районные управления связи 
То же, в предприятия связи областного центра 
То же, эксплуатационно-технические узлы связи 
Проверка и корректировка проектов плана по объему 
продукции, доходам, развитию, капитальному ремонту в 
почтовом отделе 
То же, в отделе связи 
То же, в дирекции радиотрансляционных сетей 
То же, в отделе распространения печати 
То же, в отделе кадров 
То же, в планово-финансовом отделе 
Составление сводного плана управления и 
объяснительной записки по почтовой связи 
То же, по электросвязи 
То же, по системам телевизионной связи и 
радиофикации 
То же, по распространению печати 
То же, по подготовке кадров 
Составление сводного плана управления по труду, 
расходам и др. 
Обобщение планов, подготовка сводного 
производственно-финансового плана управления 
Составление сводной объяснительной записки к плану 
Обсуждение проекта производственно-финансового 
плана у руководства управления и корректировка плана 
Оформление проекта плана и направления его в 
министерство связи 

 
2 
 
1 
 
 

25 
20 
25 

 
 

10 
10 
10 
10 
8 

12 
 

10 
10 
10 
8 
8 
 

15 
 

10 
3 
 
4 
 
2 
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2 

5 

1 

7

4

10 

11 

3 

8 
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<0> 

[0] 

3 

0 

12 

13 

14 

15 

16 

17 
19 

20 

21 

22 

<3> 

<2> 

[3] 

[2] 

25 

<28> 

10 

10 

10 

8 

8 

<38> 

<38> 

<48> 

<48> 

<46> 

<44> 

<74> 

[55] 

[55] 

6 

18 

11.5. Âðåìåííûå ïàðàìåòðû
âåðîÿòíîñòíûõ ñåòåé

Âñòðå÷àþòñÿ ñèñòåìû, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ òåì, ÷òî
âðåìÿ âûïîëíåíèÿ îòäåëüíîé îïåðàöèè, ðàâíî êàê è âðåìÿ,
èäóùåå íà îñóùåñòâëåíèå âñåãî ïðîåêòà, ïðåäñòàâëÿþò ñî-
áîé ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Â ýòîì ñëó÷àå íàèáîëåå âàæíûìè
âðåìåííûìè ïàðàìåòðàìè âåðîÿòíîñòíûõ ñåòåé ÿâëÿþòñÿ ïà-
ðàìåòðû çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ñðîêîâ íàñòóïëåíèÿ âñåõ ñî-
áûòèé ñåòè; ñðîê íàñòóïëåíèÿ çàâåðøàþùåãî ñîáûòèÿ ïðè
ýòîì ñîâïàäàåò ñ ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ âñåãî ïðîåêòà.

Ðèñ. 11.4
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Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ âåðîÿòíîñòíûõ ñåòåé ìîæ-
íî èñïîëüçîâàòü àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû, ñòàòèñòè÷åñêîå ìî-
äåëèðîâàíèå è ìåòîäû óñðåäíåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ìåòîä óñðåäíåíèÿ, êîòîðûé øèðîêî ïðèìå-
íÿåòñÿ ïðè àíàëèçå âåðîÿòíîñòíûõ ñåòåé. Ñóòü ýòîãî ìåòîäà
ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòíûõ õà-
ðàêòåðèñòèê ñåòè îöåíîê ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è äèñ-
ïåðñèè ðàáîò.

Èñõîäíûìè äàííûìè äëÿ ìåòîäà óñðåäíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ
âåðîÿòíîñòíûå îöåíêè ïðîäîëæèòåëüíîñòè êàæäîé ðàáîòû.

Â ñåòåâîì ïëàíèðîâàíèè ðàññìàòðèâàþòñÿ òðè âðåìåí-
íûå îöåíêè ïðîäîëæèòåëüíîñòè ðàáîò:

1. Îïòèìèñòè÷åñêàÿ — ýòî ìèíèìàëüíîå âðåìÿ (tmin), â
òå÷åíèå êîòîðîãî ìîæåò áûòü âûïîëíåíà äàííàÿ ðàáîòà â
ïðåäïîëîæåíèè íàèáîëåå áëàãîïðèÿòíîãî ñòå÷åíèÿ îáñòîÿ-
òåëüñòâ.

2. Ïåññèìèñòè÷åñêàÿ — ýòî ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå âðåìÿ
(tmax) âûïîëíåíèÿ äàííîé ðàáîòû â ïðåäïîëîæåíèè íàèáîëåå
íåáëàãîïðèÿòíîãî ñòå÷åíèÿ îáñòîÿòåëüñòâ.

3. Íàèáîëåå âåðîÿòíàÿ îöåíêà ïðîäîëæèòåëüíîñòè (tí.â.) —
ýòî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ äàííîé ðàáîòû ïðè íàèáîëåå ÷àñòî
âñòðå÷àþùèõñÿ óñëîâèÿõ âûïîëíåíèÿ ðàáîò.

Ïðîäîëæèòåëüíîñòü ðàáîò íà îñíîâàíèè âåðîÿòíîñòíûõ
îöåíîê óñðåäíÿåòñÿ è âåðîÿòíîñòíàÿ ñåòü ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê
äåòåðìèíèðîâàííàÿ. Â ýòîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå äåòåðìèíèðî-
âàííûõ îöåíîê ïðîäîëæèòåëüíîñòè ðàáîò èñïîëüçóþòñÿ èõ
îæèäàåìûå (ñðåäíèå) çíà÷åíèÿ — tîæ.

Äëÿ êàæäîé ðàáîòû îöåíèâàåòñÿ òàêæå äèñïåðñèÿ σ2(t),
ò.å ñðåäíåå çíà÷åíèå êâàäðàòà îòêëîíåíèÿ ïðîäîëæèòåëüíî-
ñòè ðàáîòû îò åå îæèäàåìîãî çíà÷åíèÿ.

Îæèäàåìîå çíà÷åíèå ïðîäîëæèòåëüíîñòè ðàáîòû tîæ è
åå äèñïåðñèþ σ2(t) ìîæíî îöåíèâàòü ïî ôîðìóëàì:

ïðè äâóõ îöåíêàõ ïðîäîëæèòåëüíîñòè ðàáîòû

tîæ= 5

2t3t maxmin +
, (11.8)

σ2(t) =
2

minmax

5

tt






 −

,  (11.9)
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ïðè òðåõ îöåíêàõ ïðîäîëæèòåëüíîñòè ðàáîòû

tîæ= 6

t4tt maxнвmin ++
, (11.10)

σ 2 (t)= 

2
minmax

6

tt






 −

. (11.11)

Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ tmin , tmax , tí.â. îïðåäåëÿþòñÿ èñ-
ïîëíèòåëåì ðàáîò èëè ñîîòâåòñòâóþùèì ýêñïåðòîì. Âûáîð ýòèõ
çíà÷åíèé çàâèñèò îò ðÿäà îáñòîÿòåëüñòâ, íåêîòîðûå èç êîòî-
ðûõ ïîä÷àñ íå ïîääàþòñÿ àíàëèçó. Â èòîãå ýòè âåëè÷èíû âû-
ñòóïàþò êàê ñëó÷àéíûå.

Ðÿä îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ âåðîÿòíîñòíûõ ñåòåé — ðàí-
íèå è ïîçäíèå ñðîêè íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèé è âûïîëíåíèÿ ðà-
áîò, ðåçåðâû âðåìåíè ñîáûòèé è ðàáîò — îïðåäåëÿþòñÿ òàê
æå, êàê ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðàìåòðû äåòåðìèíèðîâàííûõ
ñåòåé. Íåîáõîäèìî ëèøü ïîìíèòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïàðà-
ìåòðû ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûìè óñðåäíåííûìè âåëè÷èíàìè.

Äîïîëíèòåëüíî ê ïàðàìåòðàì, îïðåäåëÿåìûì äëÿ äåòåð-
ìèíèðîâàííûõ ñåòåé, ïðè àíàëèçå âåðîÿòíîñòíûõ ñåòåé âû-
÷èñëÿþò òàêæå îöåíêè äèñïåðñèè ñðîêîâ íàñòóïëåíèÿ ñîáû-
òèé, ñëóæàùèå ìåðîé èõ âîçìîæíîãî ðàçáðîñà, à òàêæå âå-
ðîÿòíîñòè íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ â ïëàíîâûå (äèðåêòèâíûå)
ñðîêè.

Îöåíêà äèñïåðñèè σ2[tp (j)] ðàííåãî ñðîêà íàñòóïëåíèÿ
ñîáûòèÿ j ïðèíèìàåòñÿ ðàâíîé ñóììå îöåíîê äèñïåðñèé ðàáîò
íàèáîëüøåãî ïî ïðîäîëæèòåëüíîñòè ïóòè, ïðåäøåñòâóþùå-
ãî ñîáûòèþ j è îïðåäåëåííîãî ïî îæèäàåìûì çíà÷åíèÿì ïðî-
äîëæèòåëüíîñòè ðàáîò.

Åñëè òàêèõ ïóòåé íåñêîëüêî, òî îöåíêà äèñïåðñèè ðàâíà
ìàêñèìàëüíîìó çíà÷åíèþ èç îöåíîê äèñïåðñèé ýòèõ ïóòåé.

Â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîãî çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ ñðîêà
íàñòóïëåíèÿ çàâåðøàþùåãî ñîáûòèÿ ïðèíèìàåòñÿ íîðìàëü-
íîå ðàñïðåäåëåíèå ñî çíà÷åíèåì Òîæ è äèñïåðñèåé σ2(t) ñðî-
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êà íàñòóïëåíèÿ ýòîãî ñîáûòèÿ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì âåðîÿò-
íîñòü P{T<TÄ} òîãî, ÷òî ïðîäîëæèòåëüíîñòü âûïîëíåíèÿ ïðî-
åêòà íå ïðåâûñèò çàäàííîãî ñðîêà ÒÄ, âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîð-
ìóëå:

P{T<TÄ}= 2¦ 







σ
−
(Т)

ТТ ожД
, (11.12)

ãäå çíà÷åíèå ôóíêöèè φ(õ) áåðåòñÿ èç òàáëèö íîðìàëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ.

11.6. Ñåòåâîå ïëàíèðîâàíèå
â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè

×àùå âñåãî ïðîäîëæèòåëüíîñòü âûïîëíåíèÿ ðàáîòû ñå-
òåâîãî ãðàôèêà ÿâëÿåòñÿ íåîïðåäåëåííîé, â ìàòåìàòè÷åñêîì
ïîíèìàíèè – ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé. Åñëè èçâåñòåí çàêîí ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, òî íåòðóäíî íàéòè äâå åå
âàæíåéøèå õàðàêòåðèñòèêè: ñðåäíåå çíà÷åíèå (ÌÎÆ) è äèñ-
ïåðñèþ. Îäíàêî, êàê ïðàâèëî, äëÿ ñåòåâîãî ïëàíèðîâàíèÿ
óâåðåííî ñóäèòü î çàêîíå ðàñïðåäåëåíèÿ íå óäàåòñÿ. Ïîýòî-
ìó âûðàáîòàíà ñëåäóþùàÿ ìåòîäèêà.

Ðàññìîòðèì ñåòåâîé ãðàôèê ñëåäóþùåãî âèäà (ðèñ. 11.5).
Âðåìåííûå õàðàêòåðèñòèêè ñåòåâîãî ãðàôèêà äàíû â

òàáë. 11.4.
Ïîëó÷èëè, ÷òî Òêð=29 (1—2—5—6—7), à åãî äèñïåðñèÿ

2
крσ =9,34=1,78+4+1,78+1,78.

Ïðîöåññ îïðåäåëåíèÿ ðåçåðâîâ âðåìåíè ðàáîò íå îòëè÷à-
åòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàñ÷åòà â äåòåðìèíèðîâàííîì ñëó-
÷àå. Èõ çíà÷åíèÿ ñìîòðè â òàáëèöå ðàçäåëà “Ðåçåðâû âðåìå-
íè” (ìû ðàññìàòðèâàåì ÷àñòü ñåòåâîãî ãðàôèêà îò îñíîâíîãî,

îãðàíè÷èâøèñü ñåìüþ ñîáûòèÿìè, ãäå 8 çàìåíåíî íà 7 ).

Â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîãî çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ ñðîêà
íàñòóïëåíèÿ çàâåðøàþùåãî ñîáûòèÿ ïðèíèìàåòñÿ íîðìàëü-
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Òàáëèöà 11.5

Ðèñ. 11.5
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Оценки времени выполнения Работы  
(i—j) 

tmin tmax tн.в. tож 
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íîå ðàñïðåäåëåíèå ñî çíà÷åíèåì Òîæ=Òêð è äèñïåðñèé 
2
крσ (t)=

= σ2(t) ñðîêà íàñòóïëåíèÿ ýòîãî ñîáûòèÿ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ
ýòèì âåðîÿòíîñòü P{T<TÄ) òîãî, ÷òî ïðîäîëæèòåëüíîñòü âû-
ïîëíåíèÿ ïðîåêòà íå ïðåâûñèò çàäàííîãî ñðîêà ÒÄ, âû÷èñëÿ-
åòñÿ ïî ôîðìóëå (11.12).

Äëÿ íàøåãî ñëó÷àÿ Òîæ=Òêð=29 ñ äèñïåðñèåé σ2(t)=
= 2

крσ =3,062.
Òîãäà, åñëè óñòàíîâëåííûé ñðîê ÒÄ=31, òî âåðîÿòíîñòü

âûïîëíåíèÿ êîìïëåêñà ðàáîò çà ýòîò ñðîê ðàâíà:

P{T<31} = 2¦Φ 



 −

06,3

2931
 = 2·0,2433=0,4866.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èìååòñÿ 48 øàíñîâ èç 100, ÷òî ðàáîòû
áóäóò çàâåðøåíû çà 31 äåíü èëè ðàíüøå.

Âåðîÿòíîñòü æå âûïîëíåíèÿ êîìïëåêñà ðàáîò çà çàäàí-
íûé ñðîê, ðàâíûé ÒÄ=35 äíÿì, áóäåò:

P{T<35} = 2¦Φ 



 −

06,3

2931
  = 2·0,475=0,95.

Ñëåäóåò îñòîðîæíî îòíîñèòüñÿ ê âû÷èñëåííîìó ñðåäíåìó
ñðîêó çàâåðøåíèÿ ïðîåêòà Òîæ=Òêð, ò.ê. ïðè áîëüøîé äèñïåðñèè2
крσ âåðîÿòíû âåñüìà çíà÷èòåëüíûå îòêëîíåíèÿ îò ýòîãî ñðîêà,

èáî äèñïåðñèÿ ñðîêà íàñòóïëåíèÿ êîíå÷íîãî ñîáûòèÿ— ýòî
íàêîïëåííàÿ äèñïåðñèÿ âñåõ ðàáîò êðèòè÷åñêîãî ïóòè, òàê ÷òî
ïðàêòè÷åñêè åå âåëè÷èíà íå ìîæåò áûòü íåçíà÷èòåëüíîé.

11.7. Îïòèìèçàöèÿ ñåòåâûõ ìîäåëåé

Ðàíåå ìû îòìå÷àëè, ÷òî â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè îáùèé
ñðîê âûïîëíåíèÿ ïðîåêòà ìîæåò áûòü óìåíüøåí çà ñ÷åò ñî-
êðàùåíèÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòè ðàáîò êðèòè÷åñêîãî ïóòè, è,
÷òî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëèòåëüíîñòü íåêðèòè÷åñêèõ ðàáîò,
èìåþùèõ ðåçåðâû âðåìåíè, ìîæåò áûòü óâåëè÷åíà áåç óùåðáà
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äëÿ îáùåãî ñðîêà âûïîëíåíèÿ ðàçðàáîòêè. Î÷åâèäíî, ÷òî ñî-
êðàùåíèå èëè óâåëè÷åíèå ïðîäîëæèòåëüíîñòè ðàáîò ñâÿçà-
íî, êàê ïðàâèëî, ñ âîçðàñòàíèåì èëè óìåíüøåíèåì çàòðàò íà
ýòè ðàáîòû. Ñóùåñòâîâàíèå ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ñåòåâîãî
ãðàôèêà ñ ðàçíûì óðîâíåì çàòðàò ïîçâîëÿåò ïîñòàâèòü âîï-
ðîñ, êàêîé èç âàðèàíòîâ ñåòåâîãî ãðàôèêà ïðè äàííîé îáùåé
äëèòåëüíîñòè ïðîåêòà îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ íàèìåíüøèìè çàòðà-
òàìè. Ïðè èíîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è îòûñêèâàåòñÿ âàðèàíò óñ-
êîðåíèÿ êîìïëåêñà ðàáîò, òðåáóþùèé ìèíèìàëüíîãî óâåëè-
÷åíèÿ çàòðàò. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ îòûñêèâàåòñÿ îïòèìàëüíûé ñå-
òåâîé ãðàôèê.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ñåòåâîãî ïëàíèðîâàíèÿ:
ïî êàæäîé ðàáîòå èìåþòñÿ ñëåäóþùèå äàííûå: íîðìàëüíàÿ
ïðîäîëæèòåëüíîñòü ðàáîòû è ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé âåëè÷èíà
çàòðàò, ñðî÷íàÿ (ýêñòðåííàÿ) äëèòåëüíîñòü ðàáîòû è îòâå÷à-
þùèå åé çàòðàòû, ñòîèìîñòü óñêîðåíèÿ ðàáîòû â ðàñ÷åòå íà
åäèíèöó âðåìåíè. Ïîñëåäíÿÿ âåëè÷èíà â èíòåðâàëå ìåæäó
ñðî÷íîé è íîðìàëüíîé ïðîäîëæèòåëüíîñòÿìè ðàáîò ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ ïîñòîÿííîé, ò.å. óñêîðåíèå ðàáîòû è ðîñò çàòðàò ñâÿ-
çàííû ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ðàáîò ãðàôèêà, èçîáðàæåííîãî
íà ðèñ. 11.6 è ðèñ. 11.7, óêàçàííûå äàííûå èçâåñòíû è îíè
ñâåäåíû â òàáë. 11.5.

Ðèñ. 11.6
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Ðèñ. 11.7

Òàáëèöà 11.5

Èñõîäíûå äàííûå ñåòåâîãî ãðàôèêà

Нормальный вариант Срочный вариант 
Работы 
(i —j) время,  

дни 
затраты, 
руб. 

время, 
дни 

затраты, 
руб. 

Прирост затрат,  руб. 
 на 1 день ускорения 

работ 

1—2 

1—3 

1—4 

2—5 

3—7 

4—6 

5—6 

6—7 

6 

13 

11 

16 

10 

9 

5 

11 

500 

800 

700 

1000 

600 

520 

400 

840 

5 

10 

9 

12 

8 

7 

4 

8 

550 

920 

720 

1240 

660 

570 

435 

975 

50 

40 

10 

60 

30 

25 

35 

45 

Итого — 5360 — 6070 — 
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ßñíî, ÷òî íîðìàëüíîé ïðîäîëæèòåëüíîñòè ðàáîòû ñîîò-
âåòñòâóþò ìèíèìàëüíûå çàòðàòû íà åå âûïîëíåíèå, ïîýòîìó
óâåëè÷åíèå äëèòåëüíîñòè ðàáîòû ñâåðõ íîðìàëüíîãî ñðîêà
âåäåò ê ïîâûøåíèþ çàòðàò, ÷òî ëèøåíî ñìûñëà. Ñîêðàùåíèå
ïðîäîëæèòåëüíîñòè ðàáîòû ïî ñðàâíåíèþ ñî ñðî÷íûì âàðè-
àíòîì ñ÷èòàåòñÿ èç-çà ðàçíûõ ïðè÷èí íåâîçìîæíûì. Òàêèì
îáðàçîì, íà ãðàôèêå îïðåäåëåííàÿ ðàáîòà ìîæåò èìåòü ëþ-
áóþ ïðîòÿæåííîñòü â ïðîìåæóòêå ìåæäó íîðìàëüíîé äëè-
òåëüíîñòüþ ñ ìèíèìàëüíîé âåëè÷èíîé çàòðàò è ñðî÷íîé äëè-
òåëüíîñòüþ ñ íàèáîëåå âûñîêèìè çàòðàòàìè.

Íà ðèñ. 11.6 èìååì íîðìàëüíóþ ïðîäîëæèòåëüíîñòü âñåõ
ðàáîò, ïðè ýòîì 

н
крТ =38 äíåé è îáùàÿ ñòîèìîñòü 5360 ðóá., à

íà ðèñ. 11.7 âñå ðàáîòû âûïîëíÿþòñÿ â ñðî÷íîì ïîðÿäêå, ïðè
ýòîì 

с
крТ =29 äíåé è îáùàÿ ñòîèìîñòü ðàáîò 6070 ðóá.

Èññëåäóåì âíà÷àëå ïåðâûé âàðèàíò ñ òî÷êè çðåíèÿ âîç-
ìîæíîñòè ñîêðàùåíèÿ ñðîêà çàâåðøåíèÿ âñåãî êîìïëåêñà
ðàáîò, äëÿ ÷åãî áóäåì ñîêðàùàòü ïðîäîëæèòåëüíîñòü ðàáîò
êðèòè÷åñêîãî ïóòè.

Èç 4-õ êðèòè÷åñêèõ ðàáîò (ðèñ. 11.6) âûáèðàåì (5—6) (ñ
íàèìåíüøèì ïðèðîñòîì çàòðàò). Ïðè ñðî÷íîì âàðèàíòå ýòà
ðàáîòà äëèòñÿ 4 äíÿ, à ïðè íîðìàëüíîì — 5 äíåé. Òîãäà ðàáî-
òó ñîêðàùàåì íà îäèí äåíü è êðèòè÷åñêèé ïóòü ñîêðàòèòñÿ
äî 37 äíåé, óäîðîæàíèå ïðîåêòà ñîñòàâèò 35 ðóá. Äàëüíåé-
øåå óìåíüøåíèå îáùåãî ñðîêà ðàáîòû îñóùåñòâëÿåì çà ñ÷åò
ðàáîòû (6—7) (íàèìåíüøèé ïðèðîñò çàòðàò èç îñòàâøèõñÿ
êðèòè÷åñêèõ ðàáîò). Ðàáîòó ñîêðàùàåì íà 3 äíÿ, êðèòè÷åñêèé
ïóòü ñîêðàòèòñÿ äî 34 äíåé, à óäîðîæàíèå ñîñòàâèò 135 ðóá.
Äàëåå ñîêðàùàåì ðàáîòó (1—2) íà 1 äåíü, Òêð ñîêðàòèòñÿ äî
33 äíåé, à óäîðîæàíèå ñîñòàâèò 50 ðóá. Òåïåðü ñîêðàùàåì
ðàáîòó (2—5) íà 4 äíÿ, ïîëó÷àåì êðèòè÷åñêèé ïóòü ïî ñðî÷-
íîìó âàðèàíòó â 29 äíåé, à óäîðîæàíèå ñîñòàâèò 240 ðóá.

Ïðè ñîêðàùåíèè êðèòè÷åñêîãî ïóòè íîðìàëüíîãî âàðè-
àíòà ñåòåâîãî ãðàôèêà ìîæåò âîçíèêíóòü òàêàÿ ñèòóàöèÿ, ÷òî
âîçíèêíóò äâà èëè áîëåå êðèòè÷åñêèõ ïóòåé. Ïîýòîìó ïîñëå
êàæäîãî ýòàïà íóæíî èçìåíåííûé êðèòè÷åñêèé ïóòü ñðàâíè-
âàòü êàê ñî ñòàðûìè, òàê è ñ íîâûìè (èçìåíåííûìè âñëåä-
ñòâèå ñîêðàùåíèÿ) ïðîäîëæèòåëüíîñòÿìè ïîëíûõ ïóòåé. Äà-
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ëåå, åñëè îáðàçóþòñÿ äâà èëè áîëåå êðèòè÷åñêèõ ïóòåé, òî
íà ïîñëåäóþùåì ýòàïå íóæíî ñîêðàùàòü îäíîâðåìåííî âñå
êðèòè÷åñêèå ïóòè íà îäèí è òîò æå ñðîê, íî ïî îäíîé ðàáîòå
íà êàæäîì êðèòè÷åñêîì ïóòè: íà èçìåíåííîì (ñòàðîì) êðèòè-
÷åñêîì ïóòè — â ïîðÿäêå î÷åðåäíîñòè, à íà íîâûõ êðèòè÷åñ-
êèõ ïóòÿõ — ðàáîòû ñ íàèìåíüøèì ïðèðîñòîì çàòðàò.

Îêîí÷àòåëüíûé âàðèàíò ñåòåâîãî ãðàôèêà ïîêàçàí íà
ðèñ. 11.8. Çàòðàòû ïðè ýòîì âàðèàíòå ñîñòàâëÿþò 5820 ðóá. —
íà 250 ðóá. ìåíüøå, ÷åì ïðè ñðî÷íîì âàðèàíòå.

Ïîëó÷åííûé âàðèàíò ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì â òîì ñìûñ-
ëå, ÷òî óìåíüøåíèå ñðîêà íà êàæäîì ýòàïå äîñòèãàåòñÿ ñ
ìèíèìàëüíî íåîáõîäèìûì ïðèðàùåíèåì çàòðàò.

Äëÿ ëþáîãî äèðåêòèâíîãî ñðîêà âûïîëíåíèÿ ïðîåêòà â
ïðîìåæóòêå îò 29 äî 38 äíåé ìîæíî, î÷åâèäíî, óêàçàòü ïî-
äîáíûé âàðèàíò ãðàôèêà.

Ïîñòðîèâ îïòèìàëüíûé ãðàôèê (ðèñ. 11.8), èñõîäÿ èç ñðî÷-
íîãî âàðèàíòà âûïîëíåíèÿ ðàáîò (Òêð=29), ìîæíî, ðàññ÷èòàâ
ðåçåðâû âðåìåíè, ñîêðàòèòü ðàñõîäû.

Äëÿ ñåòåâîãî ãðàôèêà ðèñ. 11.8 íàéäåì ðåçåðâû âðåìåíè
(ñì. òàáë. 11.6).

Òàê êàê ñâîáîäíûé ðåçåðâ âðåìåíè ìîæåò áûòü èñïîëüçî-
âàí íåïîñðåäñòâåííî èñïîëíèòåëåì, òî ðàáîòó (3—7) ìîæíî

Ðèñ. 11.8
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Òàáëèöà 11.6

Ðèñ. 11.9

Начало 
работы Конец работы Резервы времени 

Работа  
(i—j) 

Продол-
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работы 
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позд-
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[tп(i)] 
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‹tp(j)› 

позд-
ний 
срок 
[tп(j)] 
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óâåëè÷èòü íà 6 äíåé, óìåíüøèâ ïðè ýòîì çàòðàòû íà 180 ðóá.
è ðàáîòó (4—6) ìîæíî óâåëè÷èòü íà 1 äåíü, óìåíüøèâ çàòðà-
òû íà 25 ðóá. Îñòàëüíûå ðåçåðâû âðåìåíè ìîãóò áûòü èñïîëü-
çîâàíû òîëüêî ñ ðàçðåøåíèÿ öåíòðà. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì
ñåòåâîé ãðàôèê (ðèñ. 11.9). Çàòðàòû ïðè ýòîì ñîñòàâëÿþò
5615 ðóá. — íà 455 ðóá. ìåíüøå, ÷åì ïðè ñðî÷íîì âàðèàíòå.

Ïî ñðàâíåíèþ ñ òðàäèöèîííûìè ñèñòåìàìè îðãàíèçàöèîí-
íîãî óïðàâëåíèÿ, ñåòåâûå ñèñòåìû îáëàäàþò ãîðàçäî áîëåå
÷åòêèìè àëãîðèòìàìè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ êàê â ðåæèìå èñõîä-
íîãî ïëàíèðîâàíèÿ, òàê è â ðåæèìå îïåðàòèâíîãî óïðàâëåíèÿ.
Îñîáåííî âàæíûì, ñ òî÷êè çðåíèÿ ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ îðãàíè-
çàöèîííîãî óïðàâëåíèÿ â óñëîâèÿõ ðàäèêàëüíûõ èçìåíåíèé
ñòðóêòóðû óïðàâëåíèÿ íàðîäíûì õîçÿéñòâîì (ïåðåõîä ê äâóõ-
è òðåõçâåííîé ñòðóêòóðå) è òðåáîâàíèé, âûäâèãàåìûõ íàó÷íî-
òåõíè÷åñêîé ðåâîëþöèåé, ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèå ìåæîòðàñëåâûõ
(ìåæäóâåäîìñòâåííûõ) è, òàê íàçûâàåìûõ, ìíîãîñåòåâûõ ñèñ-
òåì ÑÏÓ. Ìíîãîñåòåâûå ñèñòåìû ÑÏÓ ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ óï-
ðàâëåíèÿ îñíîâíîé ïðîèçâîäñòâåííîé äåÿòåëüíîñòüþ îðãàíèçà-
öèè, èñõîäÿ èç ðàöèîíàëüíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ðåñóðñîâ, êîòî-
ðûìè ðàñïîëàãàåò îðãàíèçàöèÿ. Ñèñòåìû òàêîãî ðîäà ðàçðàáà-
òûâàþòñÿ ãëàâíûì îáðàçîì äëÿ ñòðîèòåëüíûõ îðãàíèçàöèé. Ïðè
ñîçäàíèè ïðîèçâîäñòâåííûõ è ïðîìûøëåííûõ îáúåäèíåíèé
ìíîãîñåòåâûå ñèñòåìû ìîãóò ñûãðàòü âàæíóþ ðîëü êàê ñðåä-
ñòâî êîîðäèíàöèè ðàçëè÷íûõ çâåíüåâ îáúåäèíåíèÿ.

Ñåòåâóþ ìîäåëü íå îáÿçàòåëüíî çàäàâàòü â âèäå ÷åðòå-
æà. Îíà ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà ðàçëè÷íûìè ìàò-
ðèöàìè, òàáëèöàìè è ñèñòåìàìè íåðàâåíñòâ. Ýòè âîçìîæíîñ-
òè øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ïðè àíàëèçå è îïòèìèçàöèè ñåòåé
íà ÝÂÌ, à òàêæå ïðè “ñøèâàíèè” ôðàãìåíòîâ ñåòè â åäèíóþ
ñåòü êîìïëåêñà.

Ïî ñïåöèàëüíûì ïðîãðàììàì íà ÝÂÌ ïðîèçâîäèòñÿ ðàñ-
÷åò ñëåäóþùèõ ïàðàìåòðîâ:

1. Îæèäàåìûå ñðîêè çàâåðøåíèÿ ïðîåêòà.
2. Ñîñòàâ (ïåðå÷åíü) ðàáîò êðèòè÷åñêîé çîíû (êðèòè÷åñ-

êèå è ïîäêðèòè÷åñêèå ïóòè), ñðîêè èõ íà÷àëà è îêîí÷àíèÿ.
3. Ðàííèå è ïîçäíèå ñðîêè íà÷àëà è îêîí÷àíèÿ îñòàëüíûõ

ðàáîò ñ óêàçàíèåì èìåþùèõñÿ ó íèõ ðåçåðâîâ âðåìåíè.
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Ãëàâà 12
ÝÊÎÍÎÌÈÊÎ-ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÅÒÎÄÛ

Â ÌÈÊÐÎÝÊÎÍÎÌÈÊÅ

12.1. Ìîäåëèðîâàíèå ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ

12.1.1. Ñïðîñ è ïðåäëîæåíèå

Îäíèì èõ îñíîâíûõ ïðèíöèïîâ ðûíî÷íîé ýêîíîìèêè ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðèíöèï ñîïîñòàâëåíèÿ ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ.

Íà ëþáîì ðûíêå êîëè÷åñòâî ïîêóïàåìûõ òîâàðîâ è óñ-
ëóã âñåãäà çàâèñèò îò ïîòðåáíîñòè è óñëóã. Åñòåñòâåííî, ÷òî
ïîòðåáíîñòü äîëæíà áûòü ïîäêðåïëåíà ïîêóïàòåëüíîé ñïîñîá-
íîñòüþ, îçíà÷àþùåé íàëè÷èå ó ïîêóïàòåëåé íåîáõîäèìîé äëÿ
ñîâåðøåíèÿ ïîêóïêè ñóììîé äåíåã. Îáúåì òîâàðîâ, êîòîðûé
ïîòðåáèòåëè õîòÿò êóïèòü, íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâîì òîâàðà,
íà êîòîðîå ïðåäúÿâëåí ñïðîñ, è îíî îïðåäåëÿåòñÿ â ðàìêàõ
êîíêðåòíîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè è äëÿ îïðåäåëåííîãî ÷èñëà
ïîêóïàòåëåé.

Ñïðîñ — ýòî ðÿä öåí è ðÿä êîëè÷åñòâ (èëè âåëè÷èí), êîòî-
ðûå ïîêóïàòåëè áóäóò õîòåòü êóïèòü ïðè êàæäîé èç ýòèõ öåí.

Îñíîâíûå ôàêòîðû, îïðåäåëÿþùèå êîëè÷åñòâî òîâàðà,
íà êîòîðîå ïðåäúÿâëÿåòñÿ ñïðîñ, ñëåäóþùèå: öåíà òîâàðà èëè
óñëóãè; äîõîäû ïîòðåáèòåëåé; âêóñû ïîêóïàòåëåé; öåíû íà
òîâàðû — çàìåíèòåëè; îáùåå ÷èñëî ïîêóïàòåëåé äàííîãî òî-
âàðà èëè óñëóãè; èíôëÿöèîííûå îæèäàíèÿ.

Ñïðîñ D èçîáðàæàåòñÿ â âèäå ãðàôèêà Ð = f(D) (êðèâàÿ
ñïðîñà), ïîêàçûâàþùåãî ïî êàêèì öåíàì â òå÷åíèå âûáðàí-
íîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè ïîêóïàòåëè õîòåëè áû ïðèîáðåñòè
ðàçëè÷íûå êîëè÷åñòâà òîâàðà.
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Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê ïðåäëîæåíèþ. Îáúåì òîâàðà, êîòî-
ðûé åãî ïðîèçâîäèòåëè æåëàþò è ñïîñîáíû ïðèîáðåñòè è ïðî-
äàòü íà ðûíêå ïî êàæäîé êîíêðåòíîé öåíå èç ñóùåñòâóþùèõ
öåí â òå÷åíèå îïðåäåëåííîãî âðåìåíè, íàçûâàåòñÿ êîëè÷å-
ñòâîì ïðåäëîæåííîãî òîâàðà.

Íà îáúåì ïðåäëîæåííîãî íà ðûíêå òîâàðà âîçäåéñòâóåò
íå òîëüêî öåíà, íî è òàêèå ôàêòîðû êàê:

— èçäåðæêè ïðîèçâîäñòâà. Ïðè ââåäåíèè áîëåå ñîâåð-
øåííîé òåõíîëîãèè ñíèæàþòñÿ èçäåðæêè, âûïóñêàåòñÿ áîëü-
øå ïðîäóêöèè è óâåëè÷èâàåòñÿ ïðåäëîæåíèå. Ñíèæåíèå öåí
íà ðåñóðñû òàêæå âåäåò ê ðàñøèðåíèþ êîëè÷åñòâà ïðåäëî-
æåííîãî òîâàðà;

— óâåëè÷åíèå êîëè÷åñòâà òîâàðîïðîèçâîäèòåëåé ïîâû-
øàåò êîëè÷åñòâî ïðåäíàçíà÷àåìîãî òîâàðà;

— èñïîëüçîâàíèå äîñòèæåíèé íàó÷íî-òåõíè÷åñêîãî ïðî-
ãðåññà ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî îðãàíèçîâàòü ïðîèçâîäñòâî è
ìåíüøå çàòðàòèòü íà åäèíèöó ïðîäóêöèè, ò. å. óâåëè÷èòü ïðåä-
ëîæåíèå;

— ïîâûøåíèå íàëîãîâ óâåëè÷èâàåò èçäåðæêè è ñîêðà-
ùàåò ïðåäëîæåíèå, à ñóáñèäèè è äîòàöèè ïðèâîäÿò ê ðàñøè-
ðåíèþ ïðîèçâîäñòâà;

— öåíû íà òîâàðû — çàìåíèòåëè ìîãóò èçìåíèòü ïðåä-
ëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå S òàêæå èçîáðàæàåòñÿ â âèäå ãðàôèêà
Ð = f(S) (êðèâàÿ ïðåäëîæåíèÿ), ïîêàçûâàþùåãî êàêóþ öåíó
íàäî çàïëàòèòü çà åäèíèöó ïðåäëîæåííîãî áëàãà äëÿ êàæäî-
ãî êîëè÷åñòâà òîâàðà èëè óñëóãè, ÷òîáû äàííîå êîëè÷åñòâî
òîâàðà èëè óñëóãè áûëî ïðîèçâåäåíî, ò. å. ïðåäëîæåíî íà
ðûíîê.

Ýêîíîìè÷åñêàÿ ìîäåëü ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ íàïðàâëå-
íà íà òî, ÷òîáû îáúÿñíèòü ñîîòíîøåíèå öåíû è êîëè÷åñòâà
òîâàðîâ, îáìåíèâàåìûõ íà ðûíêå çà îïðåäåëåííûé ïåðèîä.
Ðûíî÷íîå ðàâíîâåñèå â ýòîé ìîäåëè ñóùåñòâóåò òîãäà, êîãäà
íåò òåíäåíöèè ê èçìåíåíèþ ðûíî÷íîé öåíû èëè êîëè÷åñòâà
ïðîäàâàåìûõ òîâàðîâ. Â óñëîâèÿõ èíôëÿöèè òàêæå ñóùåñòâóåò
ðûíî÷íîå ðàâíîâåñèå, ëèøü ñ òåì îòëè÷èåì, ÷òî òî÷êà ðàâ-
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íîâåñèÿ ïåðèîäè÷åñêè ìåíÿåò ñâîè êîîðäèíàòû. Â ðûíî÷íîé
ñèñòåìå õîçÿéñòâîâàíèÿ ôîðìèðóåòñÿ ñáàëàíñèðîâàííîñòü è
ñòàáèëüíîñòü, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç âàæíåéøèõ óñëî-
âèé äîñòèæåíèÿ áîëüøåé îïðåäåëåííîñòè, ÷òî ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê âíåøíèé ôàêòîð îãðàíè÷åíèÿ êîììåð÷åñêîãî
ðèñêà.

ßâëÿÿñü íîâûì äëÿ ðîññèéñêîé ýêîíîìèêè, ôàêòîð ðû-
íî÷íîãî ðàâíîâåñèÿ çàñëóæèâàåò ïðèñòàëüíîãî âíèìàíèÿ ïðè
ðàññìîòðåíèè åãî ñâÿçè ñ ðèñêîì.

Ðàññìîòðèì îáùóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è. Íà ðèñ. 12.1 ïðåä-
ñòàâëåíû ôóíêöèè ñïðîñà D è ïðåäëîæåíèÿ S â çàâèñèìîñòè
îò öåíû P è îáúåìà ïðîäàæ Q. Çäåñü P0 — ðàâíîâåñíàÿ öåíà,
Q0 — ðàâíîâåñíûé îáúåì ïðîäàæ, ïðè êîòîðîì ñïðîñ è ïðåä-
ëîæåíèå ñîîòâåòñòâóþò äðóã äðóãó. Òî÷êà À ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé òî÷êó ðàâíîâåñèÿ, à öåíà Ð0 íàçûâàåòñÿ ðàâíîâåñíîé. Êàê
ïðîäàâöó, òàê è ïîêóïàòåëþ íåöåëåñîîáðàçíî îòñòóïàòü îò
òî÷êè ðàâíîâåñèÿ. Ïîýòîìó îïðåäåëåíèå ñîñòîÿíèÿ ðûíî÷íî-
ãî ðàâíîâåñèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó, êîòîðàÿ èìååò âàæ-
íîå çíà÷åíèå äëÿ ïðîäàâöà è ïîêóïàòåëÿ òîâàðà. Ôóíêöèÿ
ñïðîñà çàâèñèò îò ðÿäà ôàêòîðîâ y1, y2,…,ym, ò. å. D=f(y1,
y2,…,ym). Â êà÷åñòâå óêàçàííûõ ôàêòîðîâ âûñòóïàþò: êîëè÷å-

Ðèñ.12.1. Âëèÿíèå êðèâûõ ñïðîñà íà ðàâíîâåñíóþ öåíó

P 

PC 

P0 

PB 

QB Q0 QC Q 

S 

B 

A 

C 

D2 

D1 

D3 
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ñòâî ïîêóïàòåëåé, öåíû íà ïîäîáíûå òîâàðû, ïîòðåáèòåëüñ-
êèå âêóñû, óðîâåíü äîõîäîâ ïîòðåáèòåëåé è ò. ï. Èçìåíåíèå
êàæäîãî èç ýòèõ ôàêòîðîâ ïðèâîäèò ê ñìåùåíèþ ôóíêöèè
ñïðîñà (êðèâûå D1, D2, D3).

Âèäíî, ÷òî ñìåùåíèå ôóíêöèè ñïðîñà ïðèâîäèò (ïðè çà-
äàííîé ôóíêöèè ïðåäëîæåíèÿ) ê èçìåíåíèþ ðàâíîâåñíîé öåíû
è îáúåìà ïðîäàæ, à ýòî âåäåò ê èçìåíåíèþ âàëîâîãî äîõîäà
(âûðó÷êè) – PiQi, i = n,1 .

Åñòåñòâåííî, ÷òî ïðè âûõîäå íà ðûíîê è ïðîäàâåö è ïî-
êóïàòåëü ñòðåìÿòñÿ èçó÷èòü äàííûé ðûíîê è îïðåäåëèòü ôóí-
êöèþ ñïðîñà íà ïðåäëàãàåìûé òîâàð, è, ñîîòâåòñòâåííî, ðû-
íî÷íóþ öåíó. Â ñèëó òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ ñïðîñà ïîäâåðæåíà
èçìåíåíèÿì â ðåçóëüòàòå âîçäåéñòâèÿ íà íåå ôàêòîðîâ y1,
y2,…,ym, òî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ íåâîçìîæíî îïðåäåëèòü òî÷-
íî, êàêèì îáðàçîì è íà êàêóþ âåëè÷èíó ïðîèçîéäåò èçìåíå-
íèå òàêèõ ôàêòîðîâ, êàê êîëè÷åñòâî ïîêóïàòåëåé, öåíû íà
ïîäîáíûå òîâàðû, ïîòðåáèòåëüñêèå âêóñû è ò. ï.. Ôóíêöèè
ñïðîñà D1, D2,…,Dm, çàâèñÿùèå îò ïåðå÷èñëåííûõ ôàêòîðîâ,
ÿâëÿþòñÿ íåêîíòðîëèðóåìûìè, ò.å. ïðèõîäèòñÿ ïðèíèìàòü
ðåøåíèå â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîãî ñïðîñà (êîììåð÷åñêîãî
ðèñêà) íà òîâàðû (óñëóãè). Êîíòðîëèðóåìûå (óïðàâëÿåìûå)
ôàêòîðû îáîçíà÷èì ÷åðåç x = {x j}, j = n,1 . Â êà÷åñòâå xj
ìîãóò áûòü: îáúåìû ïðîäàæ, èçäåðæêè ïðîèçâîäñòâà, òðàíñ-
ïîðòíûå ðàñõîäû, äðóãèå ôàêòîðû. Âàëîâûé äîõîä áóäåò çà-
âèñåòü îò êîíòðîëèðóåìûõ è íåêîíòðîëèðóåìûõ ôàêòîðîâ,
ò. å. TR = TR(X, D). Èìåÿ äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî óêàçàííûõ
ôàêòîðîâ, ìîæíî ïîñòðîèòü ìàòðèöó âàëîâîãî äîõîäà
||TR(X,D)||, àíàëèç êîòîðîé ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îïòèìàëüíîå
ðåøåíèå.

12.1.2. Âëèÿíèå ôàêòîðîâ ðûíî÷íîãî ðàâíîâåñèÿ
íà èçìåíåíèå ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ

Â ðåçóëüòàòå èçó÷åíèÿ ðûíêà ñáûòà íåêîòîðîãî òîâàðà,
ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùåé ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêè ïîëó÷åí-
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íûõ äàííûõ, áûëè ïîñòðîåíû êðèâûå ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ
ýòîãî òîâàðà â âèäå
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+−= , S = P + 0,5, (12.1)

êîòîðûå èçîáðàæåíû íà ðèñ. 12.2 â îäíèõ è òåõ æå îñÿõ êîîð-
äèíàò, ÷òîáû èñïîëüçîâàòü èõ â àíàëèçå äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ðàâíîâåñíûõ öåí, îáúåìîâ òîâàðà è èõ âëèÿíèÿ íà óðîâåíü
êîììåð÷åñêîãî ðèñêà. Äëÿ áîëüøåé íàãëÿäíîñòè è óäîáñòâà
ðàññóæäåíèé çíà÷åíèÿ D è S îòêëàäûâàåì ïî îñè àáñöèññ, à
öåíó Ð — ïî îñè îðäèíàò.

ßñíî, ÷òî îïòèìàëüíûé âàðèàíò — ðàâåíñòâî âåëè÷èí
ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ, à îíè ðàâíû â òî÷êå À ïåðåñå÷åíèÿ

êðèâûõ. Èç óðàâíåíèÿ =+
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p + 0,5 íàõîäèì ðàâíîâåñ-

íóþ öåíó P0 = 1,42 äåí. åä. Òîëüêî ïðè ýòîé öåíå îáúåì ñïðîñà
ðàâåí îáúåìó ïðåäëîæåíèÿ. Ëþáîé îòõîä îò öåíû ðàâíîâåñèÿ
ïðèâîäèò â äåéñòâèå ñèëû, îáóñëîâëåííûå çàêîíàìè ðûíêà,
÷òîáû âåðíóòü åãî â ïðåæíåå ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå, êîòî-

Ðèñ. 12.2. Àíàëèç âçàèìîñâÿçè ðûíî÷íîãî
ðàâíîâåñèÿ è êîììåð÷åñêîãî ðèñêà
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ðîå è ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðîì óìåíüøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè îê-
ðóæàþùåé ñðåäû è ôàêòîðîì îãðàíè÷åíèÿ ðèñêà â òî÷êå ðàâ-
íîâåñèÿ.

Ïðè öåíå òîâàðà P<P0, íàïðèìåð ïðè Ð=1 äåí.åä., îáúåì
ñïðîñà áóäåò ïðåâûøàòü îáúåì ïðåäëîæåíèÿ (QD>Qs) è èìååò
ìåñòî äåôèöèò òîâàðà, ðàâíûé ðàçíèöå ìåæäó êîëè÷åñòâîì
òîâàðà, êîòîðîå ïîêóïàòåëè õîòÿò ïðèîáðåñòè ïðè äàííîé öåíå,
è êîëè÷åñòâîì òîâàðà, êîòîðîå ïðîäàâöû õîòÿò ïðîäàòü. Âîç-
íèêàåò èçáûòî÷íûé ñïðîñ, êîòîðûé ñâèäåòåëüñòâóåò î íàèáîëü-
øåé âåðîÿòíîñòè ðåàëèçàöèè òîâàðà è, ñëåäîâàòåëüíî, ìèíè-
ìèçàöèè ðèñêà ïðè äàííîé öåíå ñ çàïàñîì ãàðàíòèðîâàííîé
âîçìîæíîñòè åå óâåëè÷åíèÿ äî ðàâíîâåñíîãî óðîâíÿ áåç ñîîò-
âåòñòâóþùåãî óìåíüøåíèÿ âåðîÿòíîñòè ðåàëèçàöèè òîâàðà.

Åñëè æå öåíà òîâàðà P>P0, íàïðèìåð Ð=2 äåí. åä., òî
îáúåì ñïðîñà íå äîñòèãíåò óðîâíÿ ïðåäëîæåíèÿ, ò.å. QD<Qs. È
òîãäà ðàçíèöà ìåæäó îáúåìîì ñïðîñà è îáúåìîì ïðåäëîæå-
íèÿ ÿâëÿåòñÿ èçáûòî÷íûì ïðåäëîæåíèåì ïðè äàííîé öåíå. Òàê
S(2) = 2,5, à D(2) = 1,5 è ðàçíèöà S(2) — D(2) = 2,5 – 1,5 = 1
ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè öåíå P = 2 äåí. åä. îáðàçóåòñÿ èçáûòî÷-
íîå ïðåäëîæåíèå, ðàâíîå 1 äåí. åä., è îíî ìîæåò ñòàòü ïðè-
÷èíîé óâåëè÷åíèÿ òîâàðíûõ çàïàñîâ, ÷òî ñàìî ïî ñåáå óâå-
ëè÷èâàåò ðàñõîäû è óðîâåíü ðèñêà. Ïîýòîìó, äî òåõ ïîð ïîêà
íå óñòðàíèòñÿ èçëèøíåå ïðåäëîæåíèå, ïðîèçâîäèòåëü (ïî-
ñòàâùèê) âûíóæäåí ñíèæàòü öåíû. Îò ýòîãî îáúåì ñïðîñà
óâåëè÷èâàåòñÿ, à îáúåì ïðåäëîæåíèÿ ïàäàåò, äîñòèãàÿ òî÷êè
ðàâíîâåñèÿ.

×àñòü ïëîñêîñòè, ëåæàùàÿ ìåæäó ëèíèÿìè ñïðîñà è ïðåä-
ëîæåíèÿ íèæå òî÷êè ðûíî÷íîãî ðàâíîâåñèÿ (ðèñ. 12.2), ÿâëÿ-
åòñÿ çîíîé îòñóòñòâèÿ ðèñêà îò ïîâûøåíèÿ öåíû è âûøå òî÷-
êè ðûíî÷íîãî ðàâíîâåñèÿ — çîíîé ïîâûøåííîãî ðèñêà.

Ìàòåìàòè÷åñêè çîíû îòñóòñòâèÿ è ïîâûøåííîãî ðèñêà
îïèñûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ñëåäóþùèìè ñèñòåìàìè íåðà-
âåíñòâ
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Â çîíå îòñóòñòâèÿ ðèñêà ðèñê ðåàëèçàöèè òîâàðà õîòÿ è
ìèíèìàëåí, íî ñ óâåëè÷åíèåì öåíû ïðèáûëü ïðîèçâîäèòåëÿ
áóäåò âûøå ïîêà íà òîâàð íàõîäèòñÿ ïîêóïàòåëü, ïîýòîìó
îïòèìàëüíûì ðèñê è áóäåò â òî÷êå ðûíî÷íîãî ðàâíîâåñèÿ.
Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî êîíêóðèðóþùèå ïîêóïàòåëè, áóäó÷è
íå â ñîñòîÿíèè ïîëó÷èòü ïîòðåáíîå èì êîëè÷åñòâî òîâàðà ïî
äàííîé öåíå, íà÷èíàþò ïðåäëàãàòü áîëåå âûñîêèå öåíû äî
òåõ ïîð, ïîêà öåíà íå äîñòèãíåò ñâîåãî ðàâíîâåñíîãî óðîâíÿ,
ïîýòîìó îáóñëîâëåííîå äåôèöèòîì ñíèæåíèå ðèñêà â óñëî-
âèÿõ ðûíî÷íûõ îòíîøåíèé íåïðîäîëæèòåëüíî.

Ïðè óâåëè÷åíèè ñïðîñà, íàïðèìåð, èç-çà ïîâûøåíèÿ äî-
õîäà ïîòðåáèòåëåé, ðàâíîâåñíàÿ òî÷êà ïåðåõîäèò ïî êðèâîé
S ââåðõ. Ðûíî÷íàÿ öåíà ðàâíîâåñèÿ ïîâûøàåòñÿ, óâåëè÷èâà-
åòñÿ çîíà îòñóòñòâèÿ ðèñêà è óìåíüøàåòñÿ çîíà ïîâûøåííîãî
ðèñêà. Ïàäåíèå ñïðîñà íà òîâàð óâåëè÷èâàåò óðîâåíü êîì-
ìåð÷åñêîãî ðèñêà è óìåíüøàåò îáúåì ïðåäëîæåíèé, íèçêàÿ
ðàâíîâåñíàÿ öåíà òðåáóåò áîëåå ýôôåêòèâíîé ðàáîòû êîìïà-
íèè, èáî ïîâûøàåòñÿ âåðîÿòíîñòü íèçêîðåíòàáåëüíîé ðàáîòû
èëè èõ áàíêðîòñòâà.

Ïîíèæåíèå ïðåäëîæåíèÿ òîâàðà ïðèâîäèò ê óìåíüøå-
íèþ ðèñêà, ñâÿçàííîãî ñ åãî ðåàëèçàöèåé, è ê óâåëè÷åíèþ
åãî öåíû. Ïîíèæåíèå öåíû íà òîâàð âûçîâåò ïîâûøåíèå îáúå-
ìà ñïðîñà, ÷òî óâåëè÷èâàåò çîíó ïîâûøåííîãî ðèñêà.

12.1.3. Ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà
äîñòèæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

Öåíà ðàâíîâåñèÿ Ð0 ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíà êàê
“ñïðàâåäëèâàÿ öåíà îáìåíà”, êîòîðàÿ óñòàíàâëèâàåòñÿ â ðå-
çóëüòàòå ìíîãî÷èñëåííûõ ïàðíûõ ñäåëîê ìåæäó ïðîäàâöàìè
è ïîêóïàòåëÿìè. Ýòî ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ çàìå÷àòåëüíî òåì,
÷òî â íåì ïîëíîñòüþ óäîâëåòâîðåí ñïðîñ, à òàêæå îòñóòñòâó-
åò èçëèøíåå ïðîèçâîäñòâî òîâàðà, ò.å. íåò ïåðåïðîèçâîäñòâà
ïðîäóêòà è íåðàöèîíàëüíîãî ðàñõîäîâàíèÿ ïðîèçâîäñòâåííûõ
ðåñóðñîâ. Òàêèì îáðàçîì, ñ ïðîèçâîäñòâåííîé òî÷êè çðåíèÿ
ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ñîîòâåòñòâóåò íàèáîëüøåé ýêîíîìèè
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ðåñóðñîâ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðè-
åìëåìûì è ïîäõîäÿùèì äëÿ îáåèõ ãðóïï ó÷àñòíèêîâ ðûíî÷-
íîãî îáìåíà — ïðîèçâîäèòåëåé è ïîòðåáèòåëåé è ïîýòîìó ìî-
æåò âûñòóïàòü êàê êîíå÷íàÿ öåëü ïðîöåññà ðåãóëèðîâàíèÿ ïðè
ïîìîùè öåí.

Êàê ïðàâèëî, â êîíêóðåíòíîé ýêîíîìèêå áåç ñãîâîðà (êî-
àëèöèè) äîñòèæåíèå ðàâíîâåñèÿ åñòü ñòèõèéíûé ïðîöåññ,
îñíîâàííûé íà òîì, ÷òî ïðè ëþáîé öåíå, ïðåâûøàþùåé ðàâ-
íîâåñíóþ, êîëè÷åñòâî òîâàðà, êîòîðîå ñòðåìÿòñÿ ïðåäëîæèòü
ïðîäàâöû (ïðîèçâîäèòåëè), áóäåò ïðåâîñõîäèòü òî êîëè÷å-
ñòâî, íà êîòîðîå ïîêóïàòåëè (ïîòðåáèòåëè) íàìåðåíû ïðåäúÿ-
âèòü ñïðîñ; âîçíèêàåò äàâëåíèå íà öåíó â ñòîðîíó åå ïîíè-
æåíèÿ, ïðè÷åì, äåÿòåëüíîñòü íåêîòîðûõ ïðîäàâöîâ, æåëàþ-
ùèõ èçáàâèòüñÿ îò òîâàðà, áóäåò íàïðàâëåíà ïðîòèâ ñóùå-
ñòâóþùåãî (ñëèøêîì âûñîêîãî) óðîâíÿ öåíû. Ïîäîáíûì æå
îáðàçîì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî öåíà, íàõîäÿùàÿñÿ íèæå óðîâíÿ
ðàâíîâåñèÿ, èñïûòûâàåò äàâëåíèå â ñòîðîíó ïîâûøåíèÿ.

Ïðîöåññ ïðèáëèæåíèÿ ê íîðìàëüíîìó ðàâíîâåñèþ âî âðå-
ìåíè ìîæíî ïðåäñòàâèòü ïðè ïîìîùè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ìàëûõ äèñêðåòíûõ øàãîâ, èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèÿ î ôóíê-
öèÿõ ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ, êîòîðûå ñàìè ìîãóò èçìåíÿòüñÿ
â õîäå ðûíî÷íîãî ïðîöåññà âñëåäñòâèå èçìåíåíèÿ óñëîâèé
ïðîèçâîäñòâà è ïîòðåáëåíèÿ.

Ìîäåëü ïðîöåññà äîñòèæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ èñïîëüçóåò åãî
äèñêðåòíîå ïðåäñòàâëåíèå ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìûõ “òîð-
ãîâûõ” äíåé (øàãîâ) ñ íîìåðàìè: t, t+1, t+2,… Ïóñòü â òîðãî-
âûé äåíü t çàäàíî ïðåäëîæåíèå St è îíî îïðåäåëÿåò öåíó Pt
êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ S(Pt) = St.

Ýòà öåíà õàðàêòåðèçóåò îáúåì ñïðîñà Dt = D(Pt), à ïðåä-
ëîæåíèå íà ñëåäóþùèé òîðãîâûé äåíü ïðÿìî îðèåíòèðóåòñÿ
íà ñïðîñ ïðåäûäóùåãî äíÿ St+1 = Dt. (12.2)

Ïðîèëëþñòðèðóåì ïðîöåññ äîñòèæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íà
êðèâûõ (12.1). Îñíîâíîå ñîîòíîøåíèå (12.2)

.
2P

8P
0,5P

t

t
1t +

+−
=++
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Îòñþäà öåíà â êàæäûé ñëåäóþùèé ðûíî÷íûé äåíü îïðå-
äåëÿåòñÿ ÷åðåç öåíó â ïðåäûäóùèé äåíü ïî ôîðìóëå

.
2P

71,5P
P

t

t
1t +

+−=+

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà÷àëüíàÿ öåíà Pt = 1, è ñâåäåì ðå-
çóëüòàòû ðàñ÷åòà â òàáë. 12.1.

Òàáëèöà 12.1

Ñõîäèìîñòü öåíû ê ðàâíîâåñíîé ïî âðåìåíè

P D S E = D – S 
1 2,33 1,5 0,83 

1,83 1,61 2,33 –0,72 
1,11 2,22 1,61 0,61 
1,72 1,69 2,22 –0,53 
1,19 2,13 1,69 0,44 
1,63 1,76 2,13 –0,37 
1,26 2,06 1,76 0,30 
1,57 1,80 2,06 –0,26 
1,30 2,03 1,80 0,23 
1,53 1,83 2,03 –0,20 
1,33 2,00 1,83 0,17 
1,50 1,86 2,00 –0,14 
1,36 1,98 1,86 0,12 
1,48 1,87 1,98 –0,11 
1,37 1,97 1,87 0,10 
1,47 1,88 1,97 –0,09 
1,38 1,96 1,88 0,08 
1,46 1,89 1,96 –0,07 
1,39 1,95 1,89 0,06 
1,45 1,90 1,95 –0,05 
1,40 1,94 1,90 0,04 
1,44 1,91 1,94 –0,03 
1,41 1,93 1,91 0,02 
1,43 1,92 1,93 –0,01 
1,42 1,92 1,92 0,00 
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Òàêèì îáðàçîì âèäíî, ÷òî ïî ïðîøåñòâèè 25 “ðûíî÷íûõ
äíåé” ïðîöåññ óñòàíîâëåíèÿ öåíû ñõîäèòñÿ ê ñîñòîÿíèþ ðàâ-
íîâåñíîé öåíû P0 = 1,92. Ýòîò ïðîöåññ èçîáðàæåí íà ðèñ. 12.3.

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èëëþñòðàöèÿ ýòîãî ïðîöåññà ïðèáëèæå-
íèÿ ê ðàâíîâåñèþ íàïîìèíàåò ïàóòèíó è ïîýòîìó ñàìà ìîäåëü
÷àñòî íàçûâàåòñÿ ïàóòèíîîáðàçíîé. Ñõîäèìîñòü óêàçàííîãî
ðûíî÷íîãî ïðîöåññà áóäåò ãàðàíòèðîâàíà, åñëè âûïîëíåíî
óñëîâèå

S′(P) > |D′(P)|,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò áîëåå ñèëüíîé ðåàêöèè ïðîèçâîäèòåëåé ïî
ñðàâíåíèþ ñ ïîòðåáèòåëÿìè.

12.1.4. Âëèÿíèå èçìåíåíèÿ ñïðîñà íà óðîâåíü
êîììåð÷åñêîãî ðèñêà

Ïðè èçó÷åíèè âîïðîñà î òîì, êàê óñëîâèÿ, êîòîðûå èç-
ìåíÿþò ëèáî ñïðîñ, ëèáî ïðåäëîæåíèå, âîçäåéñòâóþò íà ðàâ-
íîâåñíûå ðûíî÷íûå öåíû è êîëè÷åñòâî òîâàðîâ, ìîæíî âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ ñðàâíèòåëüíûì ñòàòèñòè÷åñêèì àíàëèçîì ñïðî-
ñà è ïðåäëîæåíèÿ. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ìèíèìèçàöèè ðèñêà

Ðèñ. 12.3. Ïàóòèíîîáðàçíàÿ ìîäåëü
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4 

P0 

2 

1 2 3 D,S 

6 
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ïðèìåíåíèå ýòîãî ìåòîäà äàåò âîçìîæíîñòü ñîçäàíèÿ ýêîíî-
ìè÷åñêèõ ìîäåëåé äëÿ îáúÿñíåíèÿ ïðåäøåñòâóþùèõ è ïðåä-
ñêàçàíèÿ áóäóùèõ ñîáûòèé. Ìàðêåòèíãîâûå èññëåäîâàíèÿ
ÿâëÿþòñÿ ëó÷øåé èíôîðìàöèîííîé áàçîé äëÿ ýòîãî àíàëèçà.

Íà ðèñ. 12.4 èçîáðàæåíî äëÿ êàêîãî-òî ìîìåíòà âðåìåíè
ðûíî÷íîå ðàâíîâåñèå, ñîîòâåòñòâóþùåå òî÷êå À. Â ñëåäóþ-
ùèé ìîìåíò âðåìåíè ïðîèçîøëî óâåëè÷åíèå äîõîäà ïîòðå-

áèòåëåé. Ôóíêöèþ ñïðîñà òîãäà ìîæíî çàïèñàòü êàê D = 2p

12p

+
+

(êðèâàÿ D2 íà ðèñ. 12.4). Ðàâíîâåñíàÿ öåíà äëÿ ýòîãî ìîìåíòà

îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ 2p

12p

+
+

= p+0,5 è ðàâíà Ð2 = 2,65

äåí. åä. è ïðè ýòîì d2 = D(2,65) = 3,15 äåí. åä.
Çîíû îòñóòñòâèÿ è ïîâûøåííîãî ðèñêà áóäóò îïèñûâàòü-

ñÿ ñîîòâåòñòâåííî ñëåäóþùèìè ñèñòåìàìè íåðàâåíñòâ







>
+
+−

>+−







<
+
+−

<+−

0.
2p

12p
D

0,0,5sp
                                 0,

2p

12p
D

0,0,5sp

Ïðè óâåëè÷åíèè ñïðîñà ðàâíîâåñíàÿ òî÷êà À(1,92; 1,42)
ïåðåøëà â ðàâíîâåñíóþ òî÷êó B(3,15; 2,65).

Ïîâûøåíèå ñïðîñà íà òîâàð íà ∆D = 
2p

12p

+
+

–
2p

8p–

+
+

=

= 2 äåí. åä. ïðèâîäèò ê ñìåùåíèþ ëèíèè ñïðîñà D èç ïîëîæå-
íèÿ D1 â ïîëîæåíèå D2. Âëèÿíèå óâåëè÷åíèÿ ñïðîñà âûðà-
æàåòñÿ â ïîâûøåíèè ðûíî÷íîé öåíû ðàâíîâåñèÿ íà ∆P = P2 –
– P1 = = 2,65 – 1,42 = = 1,23 äåí. åä., ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü
ñîêðàùàåò ðèñê ïðåäïðèÿòèé îêàçàòüñÿ íåðåíòàáåëüíûìè, òàê
êàê óðîâåíü ðàñõîäîâ, ïðèõîäÿùèõñÿ íà åäèíèöó òîâàðà, ïðè
ýòîì íå óâåëè÷èâàåòñÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì, ÷òî õîðîøî âèäíî íà
ðèñ. 12.4, çîíà îòñóòñòâèÿ ðèñêà îò ðîñòà öåíû ñ ïåðåìåùåíè-
åì ðûíî÷íîãî ðàâíîâåñèÿ èç òî÷êè À â òî÷êó Â óâåëè÷èâàåò-
ñÿ, à çîíà ïîâûøåííîãî ðèñêà ñîêðàùàåòñÿ.

Àíàëîãè÷íî, ïàäåíèå ñïðîñà ïðè ïðî÷èõ ðàâíûõ óñëîâè-
ÿõ óìåíüøàåò ðàâíîâåñíóþ öåíó, óâåëè÷èâàåò óðîâåíü êîì-
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ìåð÷åñêîãî ðèñêà è óìåíüøàåò îáúåì ïðåäëîæåíèé. Åñëè ñðàâ-
íèòü òàêîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñ ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ
â òî÷êå À, òî îíî ÿâëÿåòñÿ áîëåå ðèñêîâàííûì, òàê êàê íèç-
êàÿ ðàâíîâåñíàÿ öåíà òðåáóåò áîëåå ýôôåêòèâíîé ðàáîòû
êîìïàíèé, èáî ïîâûøàåòñÿ âåðîÿòíîñòü íèçêîðåíòàáåëüíîé
ðàáîòû èëè áàíêðîòñòâà ïðåäïðèÿòèé, åñëè âåëè÷èíà èçäåð-
æåê íåäîñòàòî÷íî íèçêà äëÿ âîçìîæíîñòè èõ ïîêðûòèÿ óìåíü-
øåííûì îò ïàäåíèÿ ñïðîñà îáúåìîì âûðó÷êè.

12.1.5. Âëèÿíèå èçìåíåíèÿ ïðåäëîæåíèÿ
íà óðîâåíü êîììåð÷åñêîãî ðèñêà

Ïðè èçìåíåíèè ïðåäëîæåíèÿ S ðûíî÷íîå ðàâíîâåñèå è
ñâÿçàííûé ñ íèì ðèñê òàêæå áóäóò èçìåíÿòüñÿ.

Ðèñ.12.4. Âëèÿíèå ïîâûøåíèÿ ñïðîñà
íà óðîâåíü êîììåð÷åñêîãî ðèñêà
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Íà ðèñ. 12.5 ðàâíîâåñíîé òî÷êå B(3,15; 2,65) îòâå÷àåò íà-
÷àëüíîå ñëîæèâøååñÿ ðàâíîâåñèå íà ðûíêå ìåæäó ñïðîñîì è
ïðåäëîæåíèåì. Â êàêîé-òî äðóãîé ìîìåíò âðåìåíè ïðîèñõî-
äèò îòêðûòèå íîâûõ ðûíêîâ ñáûòà íà ïðîäàæó äàííîãî òîâàðà
ïî áîëåå âûñîêîé öåíå, ÷åì íà ïðåæíåì ðûíêå. Ýòî óìåíüøèò
ïðåäëîæåíèå òîâàðîâ íà ñòàðîì ðûíêå. Êðèâàÿ ïðåäëîæåíèÿ
áóäåò îïèñûâàòüñÿ óðàâíåíèåì s = p–1,5, ò.å. óìåíüøèòñÿ ïðåä-
ëîæåíèå òîâàðîâ íà ïðåæíåì ðûí-êå, ýòî âûçîâåò ïåðåõîä ê
íîâîé ðàâíîâåñíîé òî÷êå Ñ(2,63; 4,13), è ðàâíîâåñíàÿ öåíà ïî-
âûñèòñÿ íà ∆P = P3 – P2 = 4,13 – 2,65 = 1,48 äåí. åä., à ñïðîñ
óïàäåò íà ∆S = S2 – S3 = 3,15 – 2,63 = =0,52 äåí. åä.

Ïîíèæåíèå ïðåäëîæåíèÿ òîâàðà ïðèâîäèò ê óìåíüøå-
íèþ ðèñêà, ñâÿçàííîãî ñ åãî ðåàëèçàöèåé, è ê óâåëè÷åíèþ
åãî öåíû. Ïîêóïàòåëè îòâå÷àþò íà ðîñò öåíû óìåíüøåíèåì
îáúåìà ñïðîñà. Ðûíîê íà íîâóþ áîëåå âûñîêóþ öåíó ðàâíîâå-
ñèÿ îòâå÷àåò óìåíüøåíèåì ñïðîñà íà òîâàð â ñîîòâåòñòâèå ñ

Ðèñ.12.5. Âëèÿíèå óìåíüøåíèÿ ïðåäëîæåíèÿ
íà óðîâåíü êîììåð÷åñêîãî ðèñêà
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ãîòîâíîñòüþ ïîêóïàòåëÿ ïëàòèòü. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïðè
áîëåå âûñîêîé öåíå ïîêóïàòåëè âûíóæäåíû ïðèîáðåòàòü ìåíü-
øå òîâàðà, ôàêòîð ïàäåíèÿ ïðåäëîæåíèÿ âñå æå îêàçûâàåò
âëèÿíèå, îãðàíè÷èâàþùåå êîììåð÷åñêèé ðèñê, ïîñêîëüêó
ðàâíîâåñèå ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ ïðè áîëåå âûñîêîé öåíå
äàåò áîëüøå ãàðàíòèé íà óâåëè÷åíèå ïðèáûëè êîìïàíèÿì,
ó÷àñòâóþùèì íà ðûíêå.

Ïîâûøåíèå ïðåäëîæåíèÿ òîâàðà ïðèâîäèò ê ïðîòèâîïî-
ëîæíîìó ðåçóëüòàòó. Åñëè öåíà ðàâíîâåñèÿ íå óìåíüøèòñÿ â
îòâåò íà ðîñò ïðåäëîæåíèÿ, òî áóäåò èçáûòîê òîâàðà íà ðûí-
êå, à ýòî óâåëè÷èâàåò êîììåð÷åñêèé ðèñê. Ïîíèæåíèå öåíû
íà òîâàð âûçîâåò ïîâûøåíèå îáúåìà ñïðîñà, ÷òî óâåëè÷èâà-
åò çîíó ïîâûøåííîãî ðèñêà. Ñëåäîâàòåëüíî, äîñòèãàÿ ðûíî÷-
íîãî ðàâíîâåñèÿ ïðè ìåíüøåé öåíå, õîòÿ è áîëüøåì ñïðîñå,
îáóñëîâëåííîì ñíèæåíèåì öåíû, îáñòîÿòåëüñòâà ôîðìèðóþò
óñëîâèÿ áîëüøåãî ðèñêà.

12.1.6. Ïîñòðîåíèå çàâèñèìîñòåé
ñïðîñà îò ïðåäëîæåíèÿ

Êðèâûå ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ D = D(P) è S = S(P) çàïè-
øåì â âèäå D = f(S′ ).

Èç D = 
2p

8p–

+
+

 è 5,0+= pS èìååì D = 
1,5S

8,5S

+
+−

, ýòî êðè-

âàÿ 1 íà ðèñ. 12.6.

Êðèâàÿ 2 èç óðàâíåíèé D = 
2p

12p

+
+

 è S = p + 0,5 îïðåäå-

ëÿåòñÿ êàê D = 
1,5S

11,5S

+
+

.

Èç óðàâíåíèé D = 
2p

12p

+
+

 è S = p – 1,5 è íàõîäèì óðàâíå-

íèå êðèâîé 3 D = 
3,5S

13,5S

+
+

.
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Óðàâíåíèå êðèâîé 4 D = 
3,5S

6,5S–

+
+

 íàéäåíî èç óðàâíåíèé

D = 
2p

8p–

+
+

 è S = p – 1,5.

Ïðîâåäåì áèññåêòðèñó ïåðâîãî êîîðäèíàòíîãî óãëà, êî-
òîðàÿ ïåðåñåêàåò êðèâûå â òî÷êàõ, ñîîòâåòñòâóþùèì ðàâíî-
âåñíûì öåíàì. Âûøå áèññåêòðèñû D > S, ÷òî îòâå÷àåò çîíå
îòñóòñòâèÿ ðèñêà. Íèæå áèññåêòðèñû D < S – ýòî çîíà ïîâû-
øåííîãî ðèñêà. Òàêèì îáðàçîì, çîíå ïîâûøåííîãî ðèñêà îò-
âå÷àåò íåðàâåíñòâî f(S) – S < 0, à çîíå îòñóòñòâèÿ ñîîòâåò-
ñòâóåò íåðàâåíñòâî f(S) – S > 0.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ðàçðà-
áîòêè ìåòîäîâ âíåðûíî÷íîãî ðåãóëèðîâàíèÿ, îñíîâàííûõ íà
ñóáñèäèÿõ è äîòàöèÿõ. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ñóùåñòâîâàíèå
ðàâíîâåñèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ñàìî ñîáîé ðàçóìåþùèìñÿ è åãî ðå-
àëèçàöèÿ òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ óñèëèé:

1) ñèòóàöèÿ â êîòîðîé ïðîèçâîäèòåëü íåñåò áîëüøèå èç-
äåðæêè â ïðîöåññå ïðîèçâîäñòâà è ïîýòîìó íå ìîæåò íà÷àòü
ïîñòàâëÿòü ïðîäóêöèþ ïî öåíå íèæå îáóñëîâëåííîé ãðàíèöû
ðåíòàáåëüíîñòè (Ðð). Îäíàêî, ýòà öåíà îêàçûâàåòñÿ âåñüìà
âûñîêîé äëÿ ïîòðåáèòåëåé è ñïðîñ ïðè öåíàõ P≥Pp îêàçûâà-
åòñÿ ìåíüøå îáúåìîâ ïðîèçâîäñòâà, ïðè êîòîðûõ îíî ðåíòà-
áåëüíî.

Â ýòîé îáñòàíîâêå ðàâíîâåñèÿ â óçêîì ñìûñëå íå ñóùå-
ñòâóåò, íî åñòü ðàâíîâåñèå â øèðîêîì ñìûñëå ïðè P≥Pp (ïðåä-
ëîæåíèå áîëüøå ñïðîñà). Ïîëîæåíèå ìîæåò áûòü èñïðàâëå-
íî ïóòåì äîòèðîâàíèÿ ïðîèçâîäèòåëÿ, ïîñëå ÷åãî êðèâàÿ
ïðåäëîæåíèÿ (S2) ïåðåìåùàåòñÿ â ïîëîæåíèå (S3) (ðèñ. 12.5) è
ìîæåò áûòü äîñòèãíóòà òî÷êà ðàâíîâåñèÿ;

2) ñëó÷àé äåôèöèòà, êîãäà ïðîèçâîäñòâî òîâàðà íåâåëè-
êî è ñëàáî ðåàãèðóåò íà ïîâûøåíèå öåíû, ò. å. ïî÷òè èëè
ïîëíîñòüþ íåýëàñòè÷íî, à ïîòðåáèòåëè ãîòîâû ïðèîáðåñòè
áîëüøîå êîëè÷åñòâî òîâàðà ïðàêòè÷åñêè ïî ëþáîé öåíå.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â îáëàñòè ðàçóìíûõ öåí íåò ðàâ-
íîâåñèÿ íè â óçêîì, íè â øèðîêîì ñìûñëå, íàïðîòèâ, èìååò
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ìåñòî äåôèöèò òîâàðà. Ðàâíîâåñèå ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî
ëèáî ïóòåì ðåçêîãî ïîäúåìà ïðîèçâîäñòâà, ëèáî ïîñðåäñòâîì
ðåçêîãî îãðàíè÷åíèÿ äîõîäîâ ïîòðåáèòåëåé, íàïðèìåð äåíåæ-
íîé ðåôîðìû.

12.2. Âëèÿíèå ýëàñòè÷íîñòè ñïðîñà
è ïðåäëîæåíèÿ è íàëîãîîáëîæåíèÿ

íà êîììåð÷åñêóþ äåÿòåëüíîñòü

12.2.1. Ýëàñòè÷íîñòü ôóíêöèè

Â ýêîíîìèêå äàæå ñàìûå ìàëûå ïðèðàùåíèÿ âåëè÷èí –
òîâàðîâ, äåíåã è ò.ä. – êîíå÷íû, ïîýòîìó ýêîíîìè÷åñêèé àíà-
ëèç óäîáíåå âåñòè íà îñíîâå ïîêàçàòåëÿ, óñòàíàâëèâàþùåãî
çàâèñèìîñòü ìåæäó îòíîñèòåëüíûìè, ïðîöåíòíûìè èçìåíå-
íèÿìè ïàðàìåòðîâ. Ââåäåì îäèí èç òàêèõ ïîêàçàòåëåé – ýëà-
ñòè÷íîñòü. Êîýôôèöèåíò ýëàñòè÷íîñòè ïîêàçûâàåò îòíîñèòåëü-
íîå èçìåíåíèå èññëåäóåìîãî ýêîíîìè÷åñêîãî ïîêàçàòåëÿ ïîä
äåéñòâèåì åäèíè÷íîãî îòíîñèòåëüíîãî èçìåíåíèÿ ýêîíîìè÷åñ-
êîãî ôàêòîðà, îò êîòîðîãî îí çàâèñèò, ïðè íåèçìåííûõ îñ-
òàëüíûõ âëèÿþùèõ íà íåãî ôàêòîðàõ.

Ðèñ. 12.6. Çàâèñèìîñòè ñïðîñà îò ïðåäëîæåíèÿ
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Òàê, åñëè èçâåñòíà ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü ó = f(x),
òî îäíèì èç ïîêàçàòåëåé ðåàãèðîâàíèÿ îäíîé ïåðåìåííîé ó
íà èçìåíåíèå äðóãîé õ ñëóæèò ïðîèçâîäíàÿ

,Y
X

Y
limY x

0X
x =

∆
∆

=′
→∆

õàðàêòåðèçóþùàÿ ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ôóíêöèè ñ èçìåíåíè-
åì àðãóìåíòà õ. Îäíàêî â ýêîíîìèêå ýòîò ïîêàçàòåëü íåóäî-
áåí òåì, ÷òî îí çàâèñèò îò âûáîðà åäèíèö èçìåðåíèÿ. Íàïðè-
ìåð, åñëè ìû ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ñïðîñà íà áåíçèí (Q) îò
åãî öåíû (Ð), òî ïîëó÷èì, ÷òî çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ïðè
êàæäîé öåíå Ð (èçìåðÿåìîé â ðóáëÿõ)

x
0p

p Q
P

Q
limQ =

∆
∆=′

→∆

çàâèñèò îò òîãî, èçìåðÿåòñÿ ëè ñïðîñ íà áåíçèí â ëèòðàõ èëè
â òîííàõ. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïðîèçâîäíàÿ èçìåðÿåòñÿ â ë/ðóá.,
âî âòîðîì – â ò/ðóá., ñîîòâåòñòâåííî åå çíà÷åíèå ïðè îäíîì
è òîì æå çíà÷åíèè öåíû áóäåò ðàçëè÷íûì â çàâèñèìîñòè îò
åäèíèö èçìåðåíèÿ âåëè÷èíû ñïðîñà. Ïîýòîìó äëÿ èçìåðåíèÿ
÷óâñòâèòåëüíîñòè èçìåíåíèÿ ôóíêöèè ê èçìåíåíèþ àðãóìåí-
òà â ýêîíîìèêå èçó÷àþò ñâÿçü íå àáñîëþòíûõ èçìåíåíèé ïå-
ðåìåííûõ õ è ó (∆õ è ∆ó), à èõ îòíîñèòåëüíûõ èëè ïðîöåíò-
íûõ èçìåíåíèé, ââîäÿ ïîíÿòèå ýëàñòè÷íîñòè.

Ýëàñòè÷íîñòüþ Åõ(ó) ôóíêöèè ó = f(x) íàçûâàåòñÿ ïðåäåë
îòíîøåíèÿ îòíîñèòåëüíîãî ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè ó ê îòíîñè-
òåëüíîìó ïðèðàùåíèþ ïåðåìåííîé õ ïðè ∆õ→0:

,
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ãäå Mf — ìàðæèíàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè f â òî÷êå õ,
Àf — ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè â òî÷êå õ. Ýòó ýëàñòè÷íîñòü
íàçûâàþò òàêæå ïðåäåëüíîé èëè òî÷å÷íîé ýëàñòè÷íîñòüþ.

Ýëàñòè÷íîñòü ôóíêöèè ïîêàçûâàåò ïðèáëèæåííî, íà
ñêîëüêî ïðîöåíòîâ èçìåíèòñÿ ôóíêöèÿ ó = f(x) ïðè èçìåíå-
íèè íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé õ íà 1%.

Èññëåäóÿ çàâèñèìîñòü ýêîíîìè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé îòíî-
ñèòåëüíî äðóãèõ àðãóìåíòîâ (äîõîäîâ, öåí, ïîêóïàòåëüíûõ è
òîâàðíûõ ôîíäîâ, çàïàñîâ è ò.ä.), ìû ìîæåì ïîëó÷èòü êîððå-
ëÿöèîííóþ çàâèñèìîñòü äâóõ ïîêàçàòåëåé ó = f(x), ïðèíèìà-
þùóþ ðàçëè÷íûå ôîðìû: ëèíåéíóþ è íåëèíåéíóþ. Ðàññ÷è-
òàííàÿ ïî ôîðìóëå (12.3) ýëàñòè÷íîñòü èçìåíåíèÿ ýêîíîìè-
÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé ñëóæèò âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé ñëîæèâ-
øèõñÿ çàêîíîìåðíîñòåé. Äëÿ ôóíêöèé, íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå-
÷àþùèõñÿ â ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ, â
òàáë.12.2 ïðèâåäåíû êîýôôèöèåíòû ýëàñòè÷íîñòè.

Äëÿ ñòåïåííîé ôóíêöèè y = axb ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ àð-
ãóìåíòà áóäåò ïîñòîÿííîé ìãíîâåííàÿ ýëàñòè÷íîñòü Ex(y) = b.

Функция Уравнение Производная Коэффициент эластичности 

Линейная y = a + bx y′ = b 
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abxa
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yEx
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Парабола 
 
y = a + bx + cx2 
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cxbxa
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b
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yEx
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Показательная y = a bx y′ = abx lnb  Ex(y) = x lnb 

Степенная y = a xb y′ = abxb–1 Ex(y) = b 

 

Òàáëèöà 12.2
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Ïàðàìåòð b óäîáíî îïðåäåëèòü êàê ïðîöåíò ïðèðîñòà ôóíê-
öèè ïðè óâåëè÷åíèè àðãóìåíòà íà îäèí ïðîöåíò. Ýòà ôîðìó-
ëèðîâêà ïîêàçûâàåò, ÷òî øèðîêîå ïðèìåíåíèå â ýêîíîìèêå
ïîíÿòèÿ “ýëàñòè÷íîñòü” âûçâàíî ðàñïðîñòðàíåííîñòüþ â õî-
çÿéñòâåííîé ïðàêòèêå ïðîöåíòíîãî (îòíîñèòåëüíîãî) ñïîñîáà
îöåíêè èçìåíåíèé ïîêàçàòåëåé è ñðàâíåíèÿ ýòèõ èçìåíåíèé.
Íàïðèìåð, äëÿ ïðÿìîé ó = bx ýëàñòè÷íîñòü ðàâíà 1, äëÿ
ïàðàáîëû y = cx2 ýëàñòè÷íîñòü ðàâíà 2, à äëÿ ïàðàáîëû

y = a x  ýëàñòè÷íîñòü ðàâíà 0,5 è ò. ä., ò.å. ýòè ôóíêöèè ïðè-
ðàñòàþò ñîîòâåòñòâåííî íà 1,2 è 0,5%, êîãäà àðãóìåíò ïðè-
ðàñòàåò íà 1%.

12.2.2. Ýëàñòè÷íîñòü ñïðîñà ïî öåíå

Â àíàëèçå è ïðîãíîçàõ öåíîâîé ïîëèòèêè ïðèìåíÿåòñÿ
ïîíÿòèå ýëàñòè÷íîñòü ñïðîñà ïî öåíå. Ïóñòü D = D(P) – ôóí-
êöèÿ ñïðîñà îò öåíû òîâàðà Ð. Òîãäà

D

P

dP

dD

P

dP
:

D

dD
(D)Ep ⋅=











= (12.4)

åñòü ýëàñòè÷íîñòü ñïðîñà ïî öåíå, ïîêàçûâàþùàÿ îòíîñèòåëü-
íîå èçìåíåíèå (âûðàæåííîå â ïðîöåíòàõ) âåëè÷èíû ñïðîñà
íà êàêîå-ëèáî áëàãî ïðè èçìåíåíèè öåíû ýòîãî áëàãà íà îäèí
ïðîöåíò è õàðàêòåðèçóþùàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü ïîòðåáèòåëåé
ê èçìåíåíèþ öåí íà ïðîäóêöèþ.

Ðàçëè÷àþò òðè âèäà ñïðîñà â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû
 Ep(D) :

à) åñëè  Ep(D) >1 (Ep(D)< –1), òî ñïðîñ ñ÷èòàåòñÿ ýëàñ-

òè÷íûì;

á) åñëè Ep(D) =1 (Ep(D)= –1), òî ñïðîñ íåéòðàëåí;

â) åñëè Ep(D) <1 (Ep(D)> –1), òî ñïðîñ íåýëàñòè÷åí (ñî-

âåðøåííî íåýëàñòè÷åí ïðè íóëåâîé ýëàñòè÷íîñòè ñïðîñà).
Ïóñòü ôóíêöèÿ ñïðîñà îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé

D(P) = D0 exp(–kP
2), (12.5)
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ãäå D0 è K èçâåñòíûå âåëè÷èíû. Ïî ôîðìóëå (12.1) íàõîäèì

.2kP
)kpexp(D

P2kP)()kPexp(D
(D)E 2

2
0

2
0

p −=
−

⋅−⋅−⋅
=

Äëÿ òîãî ÷òîáû ñïðîñ áûë ýëàñòè÷íûì, íåîáõîäèìî, ÷òî-
áû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî —2kP2<—1 èëè 2kP2>1, îòêóäà
P>1/ 2k .

Òîâàðû (áëàãà) ìîãóò îòëè÷àòüñÿ äðóã îò äðóãà ñòåïåíüþ
èõ çàìåùàåìîñòè äðóãèìè òîâàðàìè. Åñëè ó ïîòðåáèòåëÿ ïî-
ÿâëÿåòñÿ áîëüøå âîçìîæíîñòåé çàìåíèòü ïîòðåáëåíèå äàí-
íîãî áëàãà äðóãèì, òî ýëàñòè÷íîñòü ñïðîñà íà ýòî áëàãî âûøå.
Òàêæå òîâàðû ìîãóò îòëè÷àòüñÿ êîëè÷åñòâîì ðàçíîðîäíûõ
áëàã, ïðèñóùèõ äàííîìó òîâàðó, ò. å. ñòåïåíüþ àãðåãèðîâàí-
íîñòè. Ïîíÿòèþ òðàíñïîðòíîå ñðåäñòâî ïðèñóùå íèçêàÿ àã-
ðåãèðîâàííîñòü, âûøå àãðåãèðîâàííîñòü äëÿ ïîíÿòèÿ ëåãêî-
âûõ àâòîìîáèëåé è åùå âûøå äëÿ ãîíî÷íûõ àâòîìîáèëåé îï-
ðåäåëåííîé ìàðêè. ßñíî, ÷òî äëÿ òîâàðà ñ âûñîêîé çàìåùàå-
ìîñòüþ ýëàñòè÷íîñòü âûñîêàÿ è ðîñò öåí íà íåãî çàñòàâèò
ïîòðåáèòåëÿ ïîêóïàòü ýòîò òîâàð ìåíüøå è áîëüøå òîâàðîâ
çàìåíèòåëåé. Êîãäà íåò òîâàðîâ çàìåíèòåëåé, ó ñïðîñà ïî-
ÿâèòñÿ òåíäåíöèÿ áûòü íåýëàñòè÷íûì îò öåíû.

×åì âûøå ñòåïåíü àãðåãèðîâàííîñòè áëàãà, òåì ìåíüøå
ó íåãî âîçìîæíîñòè çàìåíèòü ïîòðåáëåíèå äàííîãî áëàãà ïî-
òðåáëåíèåì äðóãèõ áëàã è òåì íèæå ýëàñòè÷íîñòü ñïðîñà íà
ýòî áëàãî. Ïðè âîçðàñòàíèè öåíû íà òàêèå òîâàðû òåìïû ñíè-
æåíèÿ ñïðîñà ìåíüøå ðîñòà öåíû, â èòîãå îáùèå ðàñõîäû
ïîòðåáèòåëÿ íà òîâàð ðàñòóò. Ðàññìîòðèì ýòó ñèòóàöèþ ñ òî÷êè
çðåíèÿ ïðîäàâöà òîâàðà. Êîãäà ñïðîñ íåýëàñòè÷åí, ðîñò öåíû
âåäåò ëèøü ê íåáîëüøîìó ñíèæåíèþ òðåáóåìîãî êîëè÷åñòâà
è, òàêèì îáðàçîì, îáùàÿ âûðó÷êà ïðîäàâöà óìåíüøàåòñÿ. Íî
â äàëüíåéøåì ðîñò öåíû âåäåò ê êðóïíîìó ñíèæåíèþ ðàçìå-
ðà ñïðîñà è îáùàÿ âûðó÷êà ñíèæàåòñÿ.

Ïðàâèëüíàÿ îöåíêà ñòåïåíè ýëàñòè÷íîñòè òîâàðà, ñïîñîá-
íîñòü îöåíêè åãî àãðåãèðîâàííîñòè, ÷óâñòâî ðèñêà õàðàêòåð-
íû äëÿ ñëåäóþùåé ðûíî÷íîé ñèòóàöèè.
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Ðûíîê èìïîðòíîãî ïèâà ÿâëÿëñÿ ìàëî çàìåùàåìûì, à
åãî àãðåãèðîâàííîñòü ÿâëÿëàñü âûñîêîé è, ñëåäîâàòåëüíî,
ýëàñòè÷íîñòü ñïðîñà íèçêîé. Êàçàëîñü, ÷òî âîçðàñòàíèå öåíû
íà íåãî, áóäåò âñåãäà ïðèâîäèòü ê ðîñòó âûðó÷êè. Ïîñëå 17 àâ-
ãóñòà 1998ã. êóðñ äîëëàðà âûðîñ ïî÷òè â 4 ðàçà, â ðåçóëüòàòå
öåíà èìïîðòíîãî ïèâà ïîäíÿëàñü äî çàîáëà÷íûõ âûñîò, ñïðîñ
íà íåãî óïàë íàñòîëüêî, ÷òî îäèí èç ïîñòàâùèêîâ íåìåöêîãî
ïèâà, çàâåçøåãî â íà÷àëå èþëÿ Holsten íà $5 ìëí., íå çíàåò,
÷òî ñ íèì äåëàòü — ïðîäàâàòü ñåáå â óáûòîê èëè æäàòü ëó÷-
øèõ âðåìåí. Ñòåïåíü àãðåãèðîâàííîñòè èìïîðòíîãî ïèâà ñòà-
ëà íèçêîé: âåäü åñòü àëüòåðíàòèâà èìïîðòíîìó ïèâó – ïèâî
îòå÷åñòâåííîå, ò.å. çàìåùàåìîñòü ñòàëà âûñîêîé. Ýëàñòè÷íîñòü
ñïðîñà íà íåãî âîçðîñëà, à ñíèæàòü öåíû íåëüçÿ, òàê êàê
ðåíòàáåëüíîñòü íèçêàÿ. Íî òàêàÿ ñèòóàöèÿ ïðîèçîøëà èç-çà
íåïðåäâèäåíèÿ êðèçèñíûõ ÿâëåíèé.

Äðóãîé ïðèìåð, ñâÿçàííûé ñ òî÷íîñòüþ îïðåäåëåíèÿ àã-
ðåãèðîâàííîñòè áëàãà, ïîêàçûâàåò âàæíîñòü ïðàâèëüíîãî ó÷åòà
ýëàñòè÷íîñòè ïðè ïðîâåäåíèè öåíîâîé ïîëèòèêè. Èçâåñòíî,
÷òî ýëàñòè÷íîñòü âîäêè îòíîñèòåëüíî íèçêàÿ è óâåëè÷åíèå
àêöèçîâ íà íåå äîëæíî ïðèâåñòè ê óâåëè÷åíèþ ïîñòóïëåíèé
â áþäæåò, ÷òî è áûëî ñäåëàíî â äåêàáðå 1993 ã., òîãäà ñòàâ-
êè àêöèçîâ ïîäíÿëè äî 90%. Îäíàêî, ýòî ïðèâåëî ê ðåçêîìó
ñîêðàùåíèþ äîõîäîâ â áþäæåò. Ïðè÷èíîé ýòîãî ïîñëóæèëî
íåïðàâèëüíîå îïðåäåëåíèå ñòåïåíè àãðåãèðîâàííîñòè âîäêè,
êîòîðàÿ äîëæíà áûëà áû âêëþ÷àòü â ñåáÿ âîäêó èìïîðòíóþ,
èç ñòðàí áëèæíåãî çàðóáåæüÿ (ÑÍÃ) è íåëåãàëüíî ïðîèçâå-
äåííóþ. Èìåííî ýòà âîäêà çàíÿëà ïðåèìóùåñòâåííîå ìåñòî â
òîðãîâîé ñåòè. Ñïóñòÿ íåñêîëüêî ìåñÿöåâ ñòàâêè àêöèçîâ íà
îòå÷åñòâåííóþ âîäêó ñíèçèëè äî 85% è îäíîâðåìåííî ïîâû-
ñèëè ñòàâêè àêöèçîâ äî 250% íà èìïîðòíóþ âîäêó.

Âàæíóþ ðîëü â àíàëèçå èçìåíåíèÿ ñïðîñà ïðè íåáîëü-
øèõ èçìåíåíèÿõ äîõîäà èãðàþò êîýôôèöèåíòû ýëàñòè÷íîñòè.
Èçâåñòíî, ÷òî êàæäûå 20—30 ëåò äîõîä ñòðàíû óâåëè÷èâà-
åòñÿ â äâà ðàçà, ñîîòâåòñòâåííî èçìåíÿåòñÿ ïîòðåáëåíèå, à
çíà÷èò, è ïðîèçâîäñòâî òîâàðîâ. Óñòàíîâëåíî, ÷òî â ðàçâè-
òûõ ñòðàíàõ ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ äîõîäîâ âîçðàñòàþò ïîòðåá-
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íîñòè â óñëóãàõ, à â ðàçâèâàþùèõñÿ ñòðàíàõ – â òîâàðàõ äëè-
òåëüíîãî ïîëüçîâàíèÿ. Îòñþäà î÷åâèäíî, ÷òî äîõîä âîçäåé-
ñòâóåò íà ñïðîñ è ïîÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ýòîé çàâèñèìîñòè ñ ïîìîùüþ òàêîãî ïîêàçàòåëÿ, êàê ýëàñ-
òè÷íîñòü ñïðîñà ïî äîõîäó. Êàê ìû âèäåëè ýëàñòè÷íîñòü ñïðîñà
ïî öåíå âñåãäà îòðèöàòåëüíà. Îñîáåííîñòü æå ýëàñòè÷íîñòè
ñïðîñà ïî äîõîäó ñîñòîèò â òîì, ÷òî êîýôôèöèåíò ýëàñòè÷-
íîñòè ìåíÿåò çíàê â çàâèñèìîñòè îò âèäà òîâàðîâ. Ïðèíÿòî
âûäåëÿòü ÷åòûðå ãðóïïû òîâàðîâ â çàâèñèìîñòè îò êîýôôè-
öèåíòà ýëàñòè÷íîñòè EJ(Q) ñïðîñà íà íèõ îò äîõîäà J: ìàëî-
öåííûå òîâàðû — òîâàðû íèçêîãî êà÷åñòâà, íåäèåòè÷åñêèå
ïðîäóêòû ïèòàíèÿ  — öåëüíîå ìîëîêî, ñëèâî÷íîå ìàñëî, ñâè-
íèíà è ò.ä., êðàõìàëîñîäåðæàùèå ïðîäóêòû è äð. (Ei(Q)<0);
òîâàðû ñ ìàëîé ýëàñòè÷íîñòüþ – îñíîâíûå ïðîäóêòû ïèòà-
íèÿ, êîôå, ïòèöà, ñûð, ãîâÿäèíà è ò. ï. (0<Ei(Q)<1); òîâàðû
ñî ñðåäíåé ýëàñòè÷íîñòüþ — èêðà, öåííûå ðûáû, ñèãàðåòû,
áåíçèí, îäåæäà, òêàíü, îáóâü è ò. ï. (Ei(Q) áëèçêè ê åäèíèöå);
òîâàðû ñ âûñîêîé ýëàñòè÷íîñòüþ — òîâàðû äëèòåëüíîãî
ïîëüçîâàíèÿ, ïðåäìåòû ðîñêîøè è ò. ï. (Ei(Q)>0). Ïî ìåðå óâå-
ëè÷åíèÿ äîõîäà ñïðîñ ïåðåìåùàåòñÿ ñ òîâàðîâ ïåðâîé è âòî-
ðîé ãðóïï íà òîâàðû òðåòüåé è ÷åòâåðòîé ãðóïï, ïðè ýòîì
ïîòðåáëåíèå òîâàðîâ ïåðâîé ãðóïïû ïî àáñîëþòíûì ðàçìå-
ðàì ñîêðàùàåòñÿ.

Ïðîöåññ ôîðìèðîâàíèÿ ðûíî÷íûõ öåí íà òîâàðû âêëþ-
÷àåò ðÿä ýòàïîâ: ïîñòàíîâêó çàäà÷ öåíîîáðàçîâàíèÿ, îïðåäå-
ëåíèå ñïðîñà, îöåíêó èçäåðæåê, ïðîâåäåíèå àíàëèçà öåí è
òîâàðîâ êîíêóðåíòîâ, âûáîð ìåòîäà óñòàíîâëåíèÿ öåí, îïðå-
äåëåíèå îêîí÷àòåëüíîé öåíû è ïðàâèë åå áóäóùèõ èçìåíå-
íèé, ó÷åò ìåð ãîñóäàðñòâåííîãî ðåãóëèðîâàíèÿ öåí.

Ïðè ïîñòàíîâêå çàäà÷ öåíîîáðàçîâàíèÿ ôèðìà ÷åòêî äîë-
æíà çíàòü: ÷åãî îíà æåëàåò äîáèòüñÿ ñ ïîìîùüþ ïîëèòèêè
öåí íà ñâîè òîâàðû. È çäåñü âîçìîæíû ðàçëè÷íûå âàðèàíòû:

— ôèðìó èíòåðåñóåò óâåëè÷åíèå îáúåìîâ ïðîäàæ, çàâî-
åâàíèå ðåïóòàöèè è çàõâàò êàê ìîæíî áîëüøåé äîëè ðûíêà.
Òîãäà ñëåäóåò îáðàòèòüñÿ ê ìîäåëè öåíîâîé êîíêóðåíöèè: óñ-
òàíîâëåíèå ïåðâîíà÷àëüíî ïîíèæåííûõ öåí íà ïðîäóêöèþ.
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Òàêàÿ öåíà ïîðîæäàåò áîëüøîé ïîòðåáèòåëüñêèé ñïðîñ, ÷òî
ïîçâîëÿåò ðåçêî óâåëè÷èòü îáúåìû ïðîèçâîäñòâà äàííîãî òî-
âàðà. Ýòî âåäåò ê ñíèæåíèþ èçäåðæåê, íîâûé òîâàð ñòàíî-
âèòñÿ ðåíòàáåëüíûì è â ñî÷åòàíèè ñ áîëüøèìè îáúåìàìè åãî
ñáûòà êîìïàíèÿ èìååò çíà÷èòåëüíóþ ïðèáûëü;

— íî öåëü ìîæåò áûòü è èíîé — ïîëó÷åíèå íàèáîëüøåé
ïðèáûëè â êðàò÷àéøèå ñðîêè. Òîãäà íóæíî óñòàíàâëèâàòü
öåíû ñ âûñîêîé äîëåé ïðèáûëè â íèõ, åñëè ñîñòîÿíèå ðûíêà
è êà÷åñòâî òîâàðà ïîçâîëÿåò íàäåÿòüñÿ íà ñáûò äàæå ïðè
òàêîé öåíå. Ýòî ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî ïðèìåíåíî ê òàê
íàçûâàåìûì ïðåñòèæíûì òîâàðàì, àäðåñîâàííûì ëþäÿì,
êîòîðûå îáëàäàíèå ïîäîáíûìè òîâàðàìè ñ÷èòàþò íåîáõîäè-
ìûì äëÿ óòâåðæäåíèÿ ñâîåãî ñîöèàëüíîãî ñòàòóñà;

— øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëà ïîëèòèêà öåíîîá-
ðàçîâàíèÿ, ðàññ÷èòàííàÿ íà îáåñïå÷åíèå ñòàáèëüíîñòè àññîð-
òèìåíòà âûïóñêàåìûõ òîâàðîâ.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ è àíàëèçó ôóíêöèé ïîêóïà-
òåëüñêîãî ñïðîñà öåí íà òîâàðû ôèðìû, ò. å. íóæíî îöåíèòü
ýëàñòè÷íîñòü ñïðîñà íà òîâàðû îò öåí, ïî êîòîðûì ôèðìà
õî÷åò èõ ïðîäàòü. Ðå÷ü èäåò î òîì, ñêîëüêî òîâàðîâ ìîæíî
áóäåò ïðîäàòü ïðè ðàçëè÷íûõ óðîâíÿõ öåí. Íóæíî óìåòü îï-
ðåäåëèòü çàâèñèìîñòü âîçìîæíîãî îáúåìà ïðåäïîëàãàåìûõ
ïðîäàæ îò óðîâíÿ öåí.

Âàæíåéøèìè èíñòðóìåíòàìè ìàðêåòèíãîâûõ èññëåäîâà-
íèé ÿâëÿþòñÿ êðèâûå ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ òîâàðà.

Àíàëèç îïðåäåëåíèÿ ñïðîñà íà íîâûé òîâàð ïîçâîëèë
óñòàíîâèòü, ÷òî ôóíêöèÿ ñïðîñà èìååò âèä D = (–P+8)/(P+2),
à ôóíêöèÿ ïðåäëîæåíèÿ — S = P+0,5, ãäå D è S — êîëè÷å-
ñòâî òîâàðà ñîîòâåòñòâåííî ïîêóïàåìîãî è ïðåäëàãàåìîãî íà
ïðîäàæó â åäèíèöó âðåìåíè, Ð — öåíà òîâàðà.

Ãðàôèê ôóíêöèè Ð(D) , ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 12.7, ïî-
êàçûâàåò, êàêîå êîëè÷åñòâî òîâàðîâ ìîæåò áûòü ïðîäàíî íà
ðûíêå ïðè òîì èëè èíîì óðîâíå öåí íà íèõ. Ïëîùàäü çàøò-
ðèõîâàííûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ — âûðó÷êà îò ðåàëèçàöèè ïðè
ðàçíûõ óðîâíÿõ öåí. Äëÿ äàííîãî âèäà êðèâîé íàéäåì ïðè
êàêîé öåíå âûðó÷êà áóäåò ìàêñèìàëüíîé. Äëÿ ýòîãî ðàññìîò-
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âèÿ S′(D) = 0 îïðåäåëÿåì ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó D0= 5 – 1.
Äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê ñóùåñòâîâàíèÿ ýêñòðåìóìà ôóíêöèè S(D)
ïîêàçûâàåò, ÷òî â ýòîé òî÷êå ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ìàêñèìàëü-
íîå çíà÷åíèå. Ïðè ýòîì Smax = 12 – 4 5 , à P = 2( 5  – 1).
Òàêèì îáðàçîì, ìàêñèìàëüíûé îáúåì ðåàëèçàöèè ðàâíûé
Smax ≈ 3,056 äåí. åä. äîñòèãàåòñÿ ïðè öåíå P0≈ 2,48 äåí. åä. Îò-
ìåòèì, ÷òî íå âñåãäà õîðîø è ìàêñèìàëüíûé îáúåì ðåàëèçà-
öèè, åñëè îí äîñòèãíóò ïðè ñàìîé íèçêîé öåíå, íå îáåñïå÷è-
âàþùåé äîñòàòî÷íîé äîëè ïðèáûëè â âûðó÷êå îò ïðîäàæ (íà-
ïðèìåð, ïðè öåíå F, ïðè êîòîðîé âûðó÷êà îò ðåàëèçàöèè
ðàâíà ïëîùàäè ïðÿìîóãîëüíèêà OFNE).

Äàííûé ãðàôèê ýëàñòè÷íîñòè ñïðîñà îò öåí ïîêàçûâàåò,
íà ñêîëüêî ñîêðàùàåòñÿ êîëè÷åñòâî ïðîäàííûõ òîâàðîâ ïðè
ðîñòå öåí íà íèõ è íà ñêîëüêî îíî ìîæåò âîçðàñòè ïðè îïðå-
äåëåííîì ñíèæåíèè öåí.

Ðèñ. 12.7. Êðèâàÿ ýëàñòè÷íîñòè ñïðîñà îò öåí
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Äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè ñïðîñà, èñõîäÿ èç ôîðìóëû (12.4),
èìååì

2)8)(P(P

10P
(D)Ep +−

=

è ïðè èçìåíåíèè Ð îò 0 äî 8 ýëàñòè÷íîñòü óìåíüøàåòñÿ îò 0
äî –∞, ïðèíèìàÿ çíà÷åíèå, ðàâíîå –1, ïðè ð = 2,48.

Ýëàñòè÷íîñòü ñïðîñà îò ïîâûøåíèÿ öåíû ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé îòðèöàòåëüíóþ âåëè÷èíó. Âèäèì, ÷òî, êîãäà öåíà òîâà-
ðà ïîâûøàåòñÿ, òî çíà÷åíèå ýëàñòè÷íîñòè ïî ìîäóëþ óâåëè-
÷èâàåòñÿ, à ýòî îçíà÷àåò ðîñò ðèñêà äëÿ ïîâûøàþùåãî öåíó
íà ñâîé òîâàð ïðåäïðèíèìàòåëÿ, òàê êàê âåðîÿòíîñòü ïîêóï-
êè òîâàðà ñíèæàåòñÿ ñ âîçðàñòàíèåì îòðèöàòåëüíîãî çíà÷å-
íèÿ ýëàñòè÷íîñòè. Îäíàêî, åñëè ðóêîâîäñòâî ôèðìû âèäèò,
÷òî ñ ïîâûøåíèåì öåíû çíà÷åíèå ýëàñòè÷íîñòè ñïðîñà ïî
ìîäóëþ íåâûñîêî, ò.å. íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ íîðì, óñòàíîâ-
ëåííûõ èì â çàâèñèìîñòè îò êîíêðåòíûõ îáñòîÿòåëüñòâ, òî
îíî ìîæåò ïðèéòè ê ýêîíîìè÷åñêè îáîñíîâàííîìó âûâîäó, ÷òî
äàííîå óâåëè÷åíèå óðîâíÿ êîììåð÷åñêîãî ðèñêà, ñâÿçàííîå
ñ ïîâûøåíèåì öåí íà ñîáñòâåííûé òîâàð äî îïðåäåëåííîãî
ïðåäåëà âåëè÷èíû ýëàñòè÷íîñòè, íåçíà÷èòåëüíî è èì ñëåäó-
åò ïðåíåáðå÷ü ñ öåëüþ äîñòèæåíèÿ îæèäàåìîãî ðåçóëüòàòà.

Ýëàñòè÷íîñòü ñïðîñà ïî öåíå òåì âûøå, ÷åì âûøå óäåëü-
íûé âåñ ðàñõîäîâ íà äàííîå áëàãî â äîõîäå ïîòðåáèòåëÿ. Íà-
ïðèìåð, ñïðîñ ïîòðåáèòåëÿ íà ñïè÷êè, ïðàêòè÷åñêè íå èçìå-
íèòñÿ, äàæå åñëè èõ öåíà âîçðàñòåò â íåñêîëüêî ðàç, ÷òî
ñâèäåòåëüñòâóåò î åãî íèçêîé ýëàñòè÷íîñòè. Åñëè íà äàííûé
òîâàð ðàñõîäóåòñÿ ëèøü íåçíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ïîòðåáèòåëüñ-
êîãî áþäæåòà, òî ïîêóïàòåëþ íåò íóæäû ìåíÿòü ñâîè ïðè-
âû÷êè è ïðèñòðàñòèÿ ïðè èçìåíåíèè öåíû. Îäíà è òà æå ñóì-
ìà ðàñõîäà íà ïîêóïêó ïðè áîëüøîì äîõîäå ñîñòàâëÿåò ìà-
ëóþ äîëþ áþäæåòà, à ïðè íèçêîì äîõîäå – çíà÷èòåëüíóþ.
Ïîýòîìó ýëàñòè÷íîñòü ñïðîñà íà îäèí è òîò æå òîâàð ó ïî-
òðåáèòåëåé ñ âûñîêèì óðîâíåì äîõîäîâ ìåíüøå, ÷åì ó ïîòðå-
áèòåëåé ñ íèçêèì óðîâíåì äîõîäîâ.

Ýëàñòè÷íîñòü ñïðîñà íèæå âñåãî íà òîâàðû, ÿâëÿþùèå-
ñÿ, ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîòðåáèòåëÿ, ñàìûìè íåîáõîäèìûìè. Îñî-
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áåííî íèçêà ýëàñòè÷íîñòü ñïðîñà íà òîâàðû, ïîòðåáëåíèå
êîòîðûõ íå ìîæåò áûòü îòëîæåíî. Ïîêóïàòåëü ïðè ýòîì ñòà-
íîâèòñÿ áîëåå ñãîâîð÷èâûì. Îáû÷íî ñ÷èòàþò, ÷òî ñïðîñ íà
ïðåäìåòû ðîñêîøè áîëåå ýëàñòè÷åí, ÷åì ñïðîñ íà ïðåäìåòû
ïåðâîé íåîáõîäèìîñòè. Íî ýòî íå ñîâñåì ïðàâèëüíî, ïîñêîëüêó
ðåøàþùèì ôàêòîðîì çäåñü ÿâëÿåòñÿ èìåííî ñóáúåêòèâíàÿ
íåîáõîäèìîñòü â äàííîì áëàãå, êîòîðàÿ íà îòäåëüíûå ïðåä-
ìåòû ðîñêîøè â ñèëó ìîäû, òðàäèöèé èëè äðóãèõ ïðè÷èí
ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî âûñîêîé è ïðèâîäèòü ê íèçêîé ýëàñ-
òè÷íîñòè ñïðîñà íà íåãî. Òàêîâ, íàïðèìåð, ñïðîñ íà öâåòû 8
ìàðòà èëè 1 ñåíòÿáðÿ. Â áóäíè æå ñïðîñ âåñüìà ýëàñòè÷åí.
Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ýëàñòè÷íîñòü ñïðîñà ïî öåíå òåì âûøå,
÷åì íèæå ñóáúåêòèâíàÿ íåîáõîäèìîñòü â äàííîì áëàãå.

Ïðè àíàëèçå ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ âàæíî âûäåëÿòü ïðî-
äîëæèòåëüíîñòü ïåðèîäà âðåìåíè, äðóãèìè ñëîâàìè ó÷èòû-
âàòü, ðàññìàòðèâàåòñÿ ëè êðàòêîâðåìåííûé èëè äîëãîâðåìåí-
íûé ïåðèîä âðåìåíè. Äëÿ ìíîãèõ òîâàðîâ ñïðîñ áîëåå ýëàñòè-
÷åí îò öåíû äëÿ äëèòåëüíîãî, à íå êîðîòêîãî ïðîìåæóòêà
âðåìåíè. Îäíà èç ïðè÷èí çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ëþäÿì òðå-
áóåòñÿ âðåìÿ, ÷òîáû èçìåíèòü ñâîè ïîòðåáèòåëüñêèå ïðèâû÷êè.
Íàïðèìåð, åñëè öåíà êîôå ðåçêî âîçðàñòåò, òðåáóåìîå êî-
ëè÷åñòâî åãî áóäåò ñíèæàòüñÿ òîëüêî ïîñòåïåííî, òàê êàê
ïîòðåáèòåëè áóäóò ïèòü ìåíüøå êîôå íå ñðàçó. Äðóãàÿ ïðè-
÷èíà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñïðîñ íà îäèí òîâàð ìîæåò áûòü
ñâÿçàí ñ çàïàñîì äðóãîãî òîâàðà ó ïîòðåáèòåëåé, êîòîðûé
èçìåíÿåòñÿ ìåäëåííåå. Íàïðèìåð, ñïðîñ íà áåíçèí çíà÷èòåëüíî
ýëàñòè÷íåå äëÿ äëèòåëüíîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè. Ðåçêîå
ïîâûøåíèå öåíû íà áåíçèí ñîêðàùàåò ïîòðåáëÿåìîå êîëè÷å-
ñòâî â êîðîòêèé ïðîìåæóòîê âðåìåíè çà ñ÷åò ìåíüøåãî ÷èñ-
ëà ïîåçäîê, íî îíî îêàçûâàåò îãðîìíîå âëèÿíèå íà ñïðîñ íà
àâòîìîáèëè, âûíóæäàÿ ïîòðåáèòåëÿ ïðèîáðåòàòü ìàëîëèòðàæ-
íûå è ýêîíîìè÷íûå àâòîìîáèëè. Íî çàìåíà ñòàðûõ àâòîìîáè-
ëåé íîâûìè òðåáóåò çíà÷èòåëüíîãî âðåìåíè, êîëè÷åñòâî òðå-
áóåìîãî áåíçèíà ñíèæàåòñÿ òîæå ìåäëåííî.

Òàêèì îáðàçîì, ýëàñòè÷íîñòü ñïðîñà ïî öåíå îáû÷íî òåì
âûøå, ÷åì áîëüøå ïðîìåæóòîê âðåìåíè. Ïðè ýòîì ñëåäóåò
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òàêæå ó÷èòûâàòü òàêèå ìîìåíòû êàê ôîðìèðîâàíèå çàïàñà è
âðåìÿ èçíîñà áëàãà, îêàçûâàþùèå ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà
ðåøåíèÿ ïîòðåáèòåëåé è äåéñòâóþùèå èíîãäà â ñòîðîíó ïî-
íèæåíèÿ ýëàñòè÷íîñòè ñ òå÷åíèåì âðåìåíè, îñîáåííî äëÿ òî-
âàðîâ äëèòåëüíîãî ïîëüçîâàíèÿ, à òàêæå òîâàðîâ ïåðâîé íå-
îáõîäèìîñòè â ïåðèîäû ðåçêîãî ïîâûøåíèÿ öåí. Òàê â ïðåä-
äâåðèè ðåçêîãî ïîâûøåíèÿ öåí äîìàøíèå õîçÿéñòâà â Ðîñ-
ñèè äåëàþò çàïàñû êðóï, ìàêàðîííûõ èçäåëèé, êîíñåðâîâ è
äðóãèõ òîâàðîâ, ÷òî ïðèâîäèò ê ðåçêîìó ñîêðàùåíèþ ñïðîñà
íà ýòè òîâàðû ïîñëå ïîäîðîæàíèÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, ê áîëü-
øîé êðàòêîñðî÷íîé ýëàñòè÷íîñòè ñïðîñà. Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè
çàïàñû, åñòåñòâåííî, èñòîùàþòñÿ è ýëàñòè÷íîñòü ñïðîñà íà
ýòè òîâàðû óìåíüøàåòñÿ.

Äëÿ ëþáîãî ïðåäïðèíèìàòåëÿ ïîëåçíîé ÿâëÿåòñÿ êðèâàÿ
âàëîâîãî äîõîäà ôèðìû, åñëè ïîíèìàòü ïîä ïîñëåäíèì âû-
ðó÷êó îò ðåàëèçàöèè òîâàðîâ. Ýòà êðèâàÿ (ðèñ. 12.8) ïîêàçûâà-
åò, êàê ïðè äàííîì ñîñòîÿíèè ðûíêà áóäåò èçìåíÿòüñÿ âû-
ðó÷êà ôèðìû (V = PD) ïî ìåðå ðîñòà îáúåìîâ ïðîèçâîäñòâà
òîâàðîâ. Íà íà÷àëüíîì ýòàïå íîâûé òîâàð áóäåò õîðîøî ïðî-
äàâàòüñÿ ïðè èñõîäíîì èëè äàæå áîëåå âûñîêîì óðîâíå öåíû
è äîõîäû ôèðìû áóäóò ðàñòè. Çàòåì ìîæåò íà÷àòüñÿ íàñûùå-
íèå ñïðîñà èëè ïîÿâëÿòüñÿ êîíêóðèðóþùèå òîâàðû. Âîçíè-

Ðèñ. 12.8. Êðèâàÿ âàëîâîãî äîõîäà
ðåàëèçàöèè òîâàðà
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êàþò îñòàòêè íåðåàëèçîâàííûõ òîâàðîâ, ÷òî âåäåò ê íåîáõî-
äèìîñòè ñíèæåíèÿ öåí, ñëåäñòâèåì ÷åãî ÿâëÿåòñÿ óìåíüøå-
íèå îáùåé ñóììû âûðó÷êè äàæå ïðè ðîñòå êîëè÷åñòâà òîâà-
ðîâ, èçãîòîâëåííûõ ñ ìîìåíòà îñâîåíèÿ èõ ïðîèçâîäñòâà. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ñ ïîìîùüþ êðèâîé ðèñ. 12.8 ìîæíî ðåàëüíî îöå-
íèòü ïîñëåäñòâèÿ ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ïåðñïåêòèâíîé êîì-
ìåð÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè.

Ïåðåéäåì ê ñëåäóþùåìó ýòàïó ðûíî÷íîãî öåíîîáðàçîâà-
íèÿ — îöåíêè èçäåðæåê. Ýòîò àíàëèç, îáÿçàòåëüíûé äëÿ ëþ-
áîãî ïðåäïðèíèìàòåëÿ, êðàéíå ðåäêî ïðàêòèêóåòñÿ ó íàñ.
Àíàëèç è ïëàíèðîâàíèå ñåáåñòîèìîñòè íåîáõîäèì èç-çà âîç-
íèêíîâåíèÿ òàêèõ ñèòóàöèé, êîãäà ðîñò öåí íàòàëêèâàåòñÿ íà
áàðüåð ñïðîñà èç-çà ãîñóäàðñòâåííûõ àíòèèíôëÿöèîííûõ ìå-
ðîïðèÿòèé, îòñóòñòâèÿ äåíåã ó ìíîãèõ ðîññèÿí, äîñòóïà òî-
âàðîâ èíîñòðàííûõ ôèðì ïî íèçêèì öåíàì.

Íà ðèñ. 12.9 íàíåñåíû êðèâûå ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ òî-
âàðà. Êðèâàÿ ïðåäëîæåíèÿ S = P + 0,5 ïîêàçûâàåò, ÷òî, ÷åì
âûøå ñêëàäûâàþùàÿñÿ íà ðûíêå öåíà òîâàðà, òåì â áîëü-
øèõ îáúåìàõ ïðîèçâîäèòåëü ãîòîâ âûïóñêàòü ýòîò òîâàð.

Ñîâìåùàÿ äâå êðèâûå — ýëàñòè÷íîñòè îò öåí ñïðîñà è
ïðåäëîæåíèÿ, ïîëó÷èì ãðàôèê, ïðèâåäåííûé íà ðèñ. 12.9,
îòðàæàþùèé ïîâåäåíèå ïîêóïàòåëåé è ïðîäàâöîâ íà ðûíêå.
ßñíî, ÷òî îïòèìàëüíûé âàðèàíò — ðàâåíñòâî âåëè÷èí ñïðîñà
è ïðåäëîæåíèÿ, à îíè ðàâíû â òî÷êå A ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ.

Ðèñ. 12.9. Ôîðìèðîâàíèå ðûíî÷íîé ðàâíîâåñíîé öåíû
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Èç óðàâíåíèÿ (–Ð + 8)/(P + 2) = P + 0,5 íàõîäèì ðàâíîâåñ-
íóþ öåíó Ðð ≈ 1,42 åä.ðóá. Ðàâíîâåñíàÿ öåíà ðàöèîíàëèçèðó-
åò ñïðîñ ïîêóïàòåëÿ, ïåðåäàâàÿ åìó èíôîðìàöèþ î òîì, íà
êàêîé îáúåì ïîòðåáëåíèÿ äàííîãî òîâàðà îí ìîæåò ðàññ÷è-
òûâàòü (Dð ≈ 1,92 åä. øòóê òîâàðà); ïîäñêàçûâàåò ïðîèçâîäè-
òåëþ, êàêîå êîëè÷åñòâî òîâàðà åìó ñëåäóåò èçãîòîâèòü è
äîñòàâèòü íà ðûíîê; è íåñåò â ñåáå âñþ èíôîðìàöèþ, íåîá-
õîäèìóþ ïðîèçâîäèòåëÿì è ïîòðåáèòåëÿì: èçìåíåíèå ðàâ-
íîâåñíîé öåíû ÿâëÿåòñÿ äëÿ íèõ ñèãíàëîì ê óâåëè÷åíèþ
(óìåíüøåíèþ) ïðîèçâîäñòâà (ïîòðåáëåíèÿ), ñòèìóëîì ê ïî-
èñêó íîâûõ òåõíîëîãèé.

Íàéäåì ýëàñòè÷íîñòü ïî ñïðîñó è ïðåäëîæåíèþ ïî ôîð-
ìóëå (12.4)

.
1P2

2Р
(S)E;

8)P2)((P

10Р
(D)E pp +

=
+−+−

= (12.6)

Äëÿ ðàâíîâåñíîé öåíû Ð = 1,42 èìååì Åð=2(D) = –0,63;
Åð=2(S) = –0,74. Òàê êàê ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ ýëàñòè÷íîñòåé
ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ìåíüøå 1, òî è ñïðîñ è ïðåäëîæå-
íèå äàííîãî òîâàðà ïðè ðàâíîâåñíîé (ðûíî÷íîé) öåíå íåýëà-
ñòè÷íû îòíîñèòåëüíî öåíû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èçìåíåíèå öåíû
íå ïðèâåäåò ê ðåçêîìó èçìåíåíèþ ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ. Òàê
ïðè óâåëè÷åíèè öåíû Ð íà 1% ñïðîñ óìåíüøèòñÿ íà 0,63%.
Ïðè óâåëè÷åíèè, íàïðèìåð, öåíû Ð íà 5% îò ðàâíîâåñíîé
ñïðîñ óìåíüøèòñÿ íà 5⋅0,63 = 3,15%, ñëåäîâàòåëüíî, äîõîä
âîçðàñòåò íà (1,05⋅0,9685⋅100% = 1,7%) 1,7%.

Èñïîëüçóÿ ãðàôèê ðèñ. 12.9, ìîæíî ñìîäåëèðîâàòü ðàçíûå
âàðèàíòû êîììåð÷åñêîé ñòðàòåãèè ôèðìû. Åñëè ïðîäàâàòü òî-
âàð ïî áîëåå íèçêîé öåíå, òî êðèâàÿ ýëàñòè÷íîñòè ïðåäëîæå-
íèÿ ïîéäåò áîëåå ïîëîãî è ïðè ïåðåñå÷åíèè êðèâîé ýëàñòè÷íî-
ñòè ñïðîñà ïîëó÷èì âîçðîñøåå êîëè÷åñòâî ðåàëèçîâàííîé ïðî-
äóêöèè D. Â ýòîì ñëó÷àå ðåàëüíî ïîòåðÿòü â ïðèáûëè ñ êàæäîé
åäèíèöû òîâàðà, íî çàòî âûèãðàòü â îáùåé åå ìàññå.

Åñëè æå ôèðìà ñòðåìèòñÿ ïîëó÷èòü ìàêñèìàëüíóþ ïðè-
áûëü ñ êàæäîé åäèíèöû òîâàðà, òî îíà áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê
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çàâûøåíèþ öåí. Â ýòîì ñëó÷àå êðèâàÿ ýëàñòè÷íîñòè ïðåäëî-
æåíèÿ îò öåí áóäåò áîëåå êðóòîé, à òî÷êà åå ïåðåñå÷åíèÿ ñ
êðèâîé ýëàñòè÷íîñòè ñïðîñà îò öåí äàñò ìåíüøåå êîëè÷åñòâî
ïðîäàííûõ òîâàðîâ.

Âûáîð îäíîé èç ýòèõ êîììåð÷åñêèõ ñòðàòåãèé – äåëî
ôèðìû. Òåì áîëåå, ÷òî âîçìîæíà è åùå îäíà ñòðàòåãèÿ: ìîæ-
íî ïîéòè íà áîëåå óìåðåííóþ äîëþ ïðèáûëè â öåíå, ðåàëü-
íî ïîëó÷àÿ áîëüøèé äîõîä èëè çàõâàòûâàÿ áîëüøóþ äîëþ
ðûíêà.

Óñòàíàâëèâàÿ öåíó íà òîâàð, ôèðìà âûáèðàåò îäèí èç
ìíîãèõ ìåòîäîâ öåíîîáðàçîâàíèÿ: àíàëèç áåçóáûòî÷íîñòè è
îáåñïå÷åíèå öåëåâîé ïðèáûëè; óñòàíîâëåíèå öåíû íà îñíîâå
îùóùàåìîé ïîêóïàòåëÿìè öåííîñòè òîâàðà, íà îñíîâå óðîâ-
íÿ òåêóùèõ öåí è ïðè ýòîì ó÷èòûâàåò, ÷òî öåíà áóäåò áëàãî-
ïðèÿòíî âîñïðèíÿòà äèñòðèáüþòîðàìè è äèëåðàìè, ñîáñòâåí-
íûì òîðãîâûì ïåðñîíàëîì ôèðìû, êîíêóðåíòàìè, ïîñòàâùè-
êàìè è ãîñóäàðñòâåííûìè îðãàíàìè.

12.2.3. Âëèÿíèå ôàêòîðà
íàëîãîîáëîæåíèÿ â ðûíî÷íîì ðàâíîâåñèè

íà óðîâåíü êîììåð÷åñêîãî ðèñêà

Íà èçìåíåíèå ðûíî÷íîãî ðàâíîâåñèÿ è ñâÿçàííóþ ñ íèì
âåëè÷èíó ðèñêà âëèÿåò ôàêòîð íàëîãîîáëîæåíèÿ, êîòîðûé
ñëåäóåò îòíåñòè ê êàòåãîðèè íåóïðàâëÿåìûõ âíåøíèõ ôàêòî-
ðîâ.

Ýëàñòè÷íîñòü ìîæíî ïðèìåíÿòü è ê àíàëèçó öåíîâûõ ïî-
ñëåäñòâèé íàëîãîâûõ èçìåíåíèé. Ñ îäíîé ñòîðîíû, âûñîêèå
íàëîãîâûå ñòàâêè âåäóò ê òîìó, ÷òî ðàáîòàòü ìíîãî è õîðî-
øî çàðàáàòûâàòü ñòàíîâèòñÿ íåâûãîäíî, à, ñ äðóãîé ñòîðî-
íû, íèçêèå íàëîãîâûå ñòàâêè ñîêðàùàþò äîõîäû ãîñáþäæå-
òà. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü îï-
òèìàëüíûå ðàçìåðû íàëîãîâîãî îáëîæåíèÿ íàñåëåíèÿ, ÷òî
ÿâëÿåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæíîé çàäà÷åé, ïîñêîëüêó íàëîãè
èçìåíÿþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò ïîëèòè÷åñêîãî è ýêîíîìè÷åñêî-
ãî ïîëîæåíèÿ â ñòðàíå.
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Èçîáðàæåííàÿ íà ðèñ.12.10 êðèâàÿ Ëàôôåðà, ïîëó÷åííàÿ
àìåðèêàíñêèì ó÷åíûì Ëàôôåðîì, ïîêàçûâàåò, ÷òî íàëîãî-
âûå ïîñòóïëåíèÿ äîñòèãàþò ìàêñèìàëüíîé âåëè÷èíû Qmax ïðè
íàëîãîâûõ ñòàâêàõ t0 ãîðàçäî íèæå 100%. Îäíè è òå æå íàëî-
ãîâûå ïîñòóïëåíèÿ Q1ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû êàê ïðè âûñîêèõ
íàëîãîâûõ ñòàâêàõ t2, òàê è ïðè çíà÷èòåëüíî ìåíüøèõ t1. Ýòè
èññëåäîâàíèÿ, ïðîâåäåííûå ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô. Ëàôôå-
ðà, ëåãëè â îñíîâó íàëîãîâîé ðåôîðìû â ÑØÀ â 80-å ãîäû.

Ðàññìîòðèì êàê âëèÿþò íàëîãîâûå èçìåíåíèÿ íà ñïðîñ è
ïðåäëîæåíèÿ. ×àùå âñåãî èçìåíåíèå ðàçìåðîâ íàëîãîâ âû-
çûâàåò èçìåíåíèå â ñïðîñå. Ïóñòü íà íåêîòîðûé òîâàð óñòà-
íîâèëîñü ðàâíîâåñèå: ñïðîñ íà òîâàð ñîñòàâëÿåò 12 òûñ. øòóê
â ìåñÿö ïî öåíå 40 ðóá. çà øòóêó. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ââåëè
íàëîã íà äîáàâëåííóþ ñòîèìîñòü, èëè ïðèáûëü, èëè äîõîä,
ôàêòè÷åñêè ðàâíîçíà÷íûé èçúÿòèþ 50% îò öåíû ðåàëèçàöèè
êàæäîé åäèíèöû òîâàðà. Â ýòîì ñëó÷àå ââåäåíèå íàëîãà ïðè-
âîäèò ê ïàðàëëåëüíîìó ñäâèãó êðèâîé ïðåäëîæåíèÿ íà âåëè-
÷èíó íàëîãîâîé ñòàâêè, ò.å. ïðîäàâåö äîëæåí áûë áû ïîäíÿòü
öåíó äî 60 ðóá. çà øòóêó, íî òîãäà ñïðîñ óïàäåò íàñòîëüêî,
÷òî âûðó÷êà îò ðåàëèçàöèè ñîéäåò íà íåò. Áîëåå èëè ìåíåå
ïðèåìëåìîé öåíîé îêàçûâàåòñÿ öåíà â 46 ðóá. çà øòóêó. Ïðè
òàêîé öåíå óñòàíàâëèâàåòñÿ íîâîå ðàâíîâåñèå ñî ñïðîñîì
10 òûñ. øòóê. Êîãäà ñïðîñ ýëàñòè÷åí, ò.å. íåëüçÿ ðåçêî ïîä-
íÿòü öåíû èç-çà îïàñåíèÿ ðåçêîãî ïàäåíèÿ âûðó÷êè, òî îñ-

Ðèñ. 12.10. Êðèâàÿ Ëàôôåðà

t

Q 

t1 

Q1 

t0 t2 0 

Qmax 
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íîâíóþ òÿæåñòü ïîâûøåíèÿ íàëîãà íåñåò ïðîèçâîäèòåëü. Äëÿ
íàøåãî ñëó÷àÿ íà ïðîäàâöà ëîæèòñÿ 0,7 íàëîãà, à íà ïîêóïà-
òåëÿ —0,3. Åñëè æå íàëîã óìåíüøàåòñÿ, òî ïðåäïðèíèìàòå-
ëþ âûãîäíåå ñíèæàòü öåíó, èáî ýòî âûçîâåò óâåëè÷åíèå ñïðî-
ñà è âûðó÷êà âîçðàñòåò. Íî åñëè ñïðîñ íåýëàñòè÷åí, òî ïðåä-
ïðèíèìàòåëü ìîæåò: 1) ñíèçèòü öåíû, ÷òî ñòàíåò õîðîøåé
ðåêëàìîé è óâåëè÷èò ñïðîñ; 2) îñòàâèòü öåíû ïðåæíèìè, ÷òî
íàèáîëåå ïðèåìëåìî, òàê êàê ñíèæåíèå íàëîãà ðàâíîñèëüíî
óâåëè÷åíèþ âûðó÷êè; 3) ïîâûñèòü öåíû, ÷òî ïðè òùàòåëü-
íîì àíàëèçå ìîæåò äàòü íàèáîëüøóþ âûðó÷êó, íî ïåðåáîð-
ùèâ, ìîæíî ïîòåðÿòü è ñïðîñ è ñîçäàòü ïëîõóþ ðåêëàìó.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó â îáùåì âèäå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà-
ëîã âçèìàåòñÿ ñ ïðîèçâîäèòåëÿ è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íàëîã ñ

Ðèñ. 12.11. Öåíîâûå ïîñëåäñòâèÿ íàëîãîâûõ èçìåíåíèé

��������������������������������������������������
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åäèíèöû ïðîäóêöèè t ïîñòîÿíåí è íå çàâèñèò îò âåëè÷èíû
âûïóñêà. Ââåäåíèå íàëîãà ïðèâîäèò ê ïàðàëëåëüíîìó ñäâèãó
êðèâîé ïðåäëîæåíèÿ Ï â ïîëîæåíèå Ït íà íåêîòîðóþ âåëè-
÷èíó t  ≤ t, ãäå t — âåëè÷èíà íàëîãîâîé ñòàâêè. Òàêèì îáðà-
çîì ðàâíîâåñíàÿ òî÷êà (qp,pp) ïîñëå ââåäåíèÿ íàëîãà ïåðåøëà
â òî÷êó t (qc,pc) (ðèñ. 12.12). Èç ýòîãî ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ðûíî÷-
íàÿ öåíà òîâàðà ïîâûñèëàñü ñ ðð äî ðñ è ïîâûøåíèå (ðñ – ðð)
ëîæèòñÿ íà ïîêóïàòåëåé. Òàê êàê ðàçíîñòü (ðñ – ðï) èäåò â
áþäæåò èç-çà ïîâûøåíèÿ íàëîãà, òî ðàñõîä (ðð – ðï) ëîæèò-
ñÿ íà ïðîèçâîäèòåëÿ. Îáúåì ïðîäàæ óìåíüøèëñÿ ñ qp äî qc = qt.
Ñóììàðíàÿ âåëè÷èíà íàëîãîâûõ ïîñòóïëåíèé â áþäæåò S îï-
ðåäåëÿåòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèå íàëîãîâîé ñòàâêè t íà îáúåì
ïðîäàæ qt : T=t ⋅ qt . (12.7)

Ýòî æå âûðàæåíèå îïðåäåëÿåò è âåëè÷èíó íàëîãîâûõ
îò÷èñëåíèé â áþäæåò, ÷àñòü êîòîðûõ

Tc = q
t (pc – pp)  (12.8)

íåñåò ïîêóïàòåëü (ïîòðåáèòåëü), à äðóãóþ ÷àñòü

TÏ = q
t (pð – pÏ) (12.9)

íåñåò ïðîèçâîäèòåëü.
Ñóììà ýòèõ ÷àñòåé ðàâíà íàëîãîâûì ïîñòóïëåíèÿì â áþä-

æåò

Tc + Òï = Ò = q
t (pc – pï). (12.10)

Çàïèøåì âûðàæåíèÿ ýëàñòè÷íîñòåé ñïðîñà è ïðåäëîæå-
íèÿ äëÿ äèñêðåòíîãî ñëó÷àÿ

.
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Ðàçäåëèâ âûðàæåíèå (12.8) íà (12.9) è âûðàæåíèÿ (12.11)
îäíî íà äðóãîå, ïîëó÷èì äâîéíîå ðàâåíñòâî
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Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ âèäíî, ÷òî áîëüøåå íàëîãîâîå
áðåìÿ ïàäàåò íà ýêîíîìè÷åñêîãî àãåíòà ñ ìåíüøåé ýëàñòè÷-
íîñòüþ, ó êîòîðîãî ìåíüøå âîçìîæíîñòåé äëÿ óõîäÿ îò íàëî-
ãîâîãî áðåìåíè. Èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ (12.11) âèäíî, ÷òî
åñëè Åñ = 0, ò. å. q

t = qp, òî âñå íàëîãîâîå áðåìÿ ëÿæåò íà
ïîêóïàòåëåé, òàê êàê íåçàâèñèìî îò âåëè÷èíû íàëîãà ïîòðå-
áèòåëè íå èçìåíÿþò îáúåìà ïîêóïîê. Åñëè òîâàð õàðàêòåðè-
çóåòñÿ ñîâåðøåííîé ýëàñòè÷íîñòüþ, òî â ïðîèãðûøå îêàçû-
âàþòñÿ ïðîèçâîäèòåëè, òàê êàê ïîòðåáèòåëè óõîäÿò îò íàëî-
ãà, ñíèæàÿ âåëè÷èíó ñïðîñà è ïåðåõîäÿ ê ïîòðåáëåíèþ òîâà-
ðîâ – ñóáñòèòóòîâ.

Äëÿ ðàññìîòðåííîãî âûøå ïðèìåðà èìåëè ðñ = 46, ðð =
40, ðï = 26, qt=12. Ïî ôîðìóëå (12.11) ýëàñòè÷íîñòü ñïðîñà

Åñ = – 9
10 , à ýëàñòè÷íîñòü ïðåäëîæåíèÿ Åï = 21

10 . Áîëüøåé

ýëàñòè÷íîñòè ñîîòâåòñòâóåò ìåíüøàÿ ÷àñòü íàëîãà íà ïîêóïà-
òåëÿ – 0,3.

Òàêèì îáðàçîì, óâåëè÷åíèå íàëîãîâîé ñòàâêè, ýêâèâàëåí-
òíîå óâåëè÷åíèþ öåíû îáëàãàåìîãî íàëîãîì òîâàðà, ìîæåò
ïðèâåñòè êàê ê óâåëè÷åíèþ íàëîãîâûõ ïîñòóïëåíèé â áþäæåò,
òàê è ê èõ óìåíüøåíèþ â çàâèñèìîñòè îò ýëàñòè÷íîñòè.

12.3. Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñóììàðíûìè,
ñðåäíèìè è ïðåäåëüíûìè âåëè÷èíàìè

â ýêîíîìèêå

Â ýêîíîìèêå øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ñðåäíèå âåëè÷èíû:
ñðåäíÿÿ ñòîèìîñòü ïðîäóêöèè, ñðåäíÿÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü
òðóäà è ò.ä. Â ðàâíîé ñòåïåíè ñðåäíèå âåëè÷èíû âàæíû è ïðè
êîììåð÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè: ñðåäíèé äîõîä, ñðåäíèé îáúåì
ïðîäàæ è ò.ä. Íî ïðè ïëàíèðîâàíèè ðàçâèòèÿ ïðîèçâîäñòâà,
äà è ëþáîé ïðåäïðèíèìàòåëüñêîé äåÿòåëüíîñòè, âîçíèêàåò,
íàïðèìåð, çàäà÷à: òðåáóåòñÿ óçíàòü, íà êàêóþ âåëè÷èíó âû-
ðàñòåò ðåçóëüòàò, åñëè áóäóò óâåëè÷åíû çàòðàòû, è, íàîáî-
ðîò, íàñêîëüêî óìåíüøèòñÿ ðåçóëüòàò, åñëè çàòðàòû ñîêðà-
òÿòñÿ. Îïåðèðóÿ ñðåäíèìè âåëè÷èíàìè îòâåò íà òàêîé âîïðîñ
ïîëó÷èòü íåëüçÿ. Çäåñü ðå÷ü èäåò î ïðèðîñòàõ ïåðåìåííûõ
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âåëè÷èí. Â ïîäîáíûõ çàäà÷àõ íóæíî íàéòè ïðåäåë îòíîøåíèÿ
ïðèðàùåíèé ðàññìàòðèâàåìûõ âåëè÷èí èëè, êàê ãîâîðÿò,
ïðåäåëüíûé ýôôåêò.

Ïóñòü Q — êîëè÷åñòâî ïðîèçâåäåííîé ïðîäóêöèè, Ñ(Q)—
ñîîòâåòñòâóþùèå äàííîìó âûïóñêó èçäåðæêè. Ïóñòü ∆Q — ïðè-
ðîñò ïðîäóêöèè, òîãäà ∆Ñ — ïðèðàùåíèå èçäåðæåê ïðîèçâîä-
ñòâà. Ïîä ñóììàðíîé âåëè÷èíîé ìû áóäåì ïîíèìàòü ëþáóþ
ôóíêöèþ íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé, íàïðèìåð, Ñ(Q). Êàê ïðà-
âèëî, â ýêîíîìèêå ïîä ñóììàðíûìè ïîíèìàþòñÿ àáñîëþòíûå
âåëè÷èíû, íî, âîîáùå ãîâîðÿ, ôîðìàëüíîå ïîíÿòèå ñóììàð-
íîé âåëè÷èíû ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíûì, ò.å. ëþáàÿ âåëè÷èíà
ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñóììàðíàÿ ïî îòíîøåíèþ ê äðó-
ãèì ñâîèì ïðåäåëüíûì è ñðåäíèì âåëè÷èíàì. Â ýêîíîìèêå â
ðîëè ñóììàðíûõ âåëè÷èí âûñòóïàþò: äîõîä (âûðó÷êà) èëè èç-
äåðæêè êàê ôóíêöèè îáúåìà âûïóñêà (R(Q) èëè C(Q)), îáúåì
âûïóñêà êàê ôóíêöèÿ îò êîëè÷åñòâà ïåðåìåííîãî ðåñóðñà, íà-
ïðèìåð òðóäà (Q(L)), ïîëåçíîñòü êàê ôóíêöèÿ êîëè÷åñòâà ïî-
òðåáëÿåìîãî áëàãà U(x) è äðóãèå ýêîíîìè÷åñêèå ïîêàçàòåëè.

Ïðåäåëüíûå (ìàðæèíàëüíûå) èçäåðæêè îáîçíà÷àþòñÿ ÌÑ
è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðèðàùåíèå ∆Ñ â ðåçóëüòàòå óâåëè÷å-
íèÿ âûïóñêà ïðîäóêöèè íà îäíó åäèíèöó ∆Q

. 
Q

C(Q)Q)C(Q

Q

C
MC

∆
−∆+=

∆
∆= (12.13)

Â ïðåäïîëîæåíèè î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ∆Ñ îò ∆Q
åñòåñòâåííî íàïðàøèâàåòñÿ çàìåíà ðàçíîñòíîãî îòíîøåíèÿ â
âûðàæåíèè (12.13) åãî ïðåäåëîì

. (Q)C
Q

C
limMC

0Q
′=

∆
∆=

→∆
 (12.14)

Îáû÷íî â ïðèëîæåíèÿõ ñ èñïîëüçîâàíèåì àïïàðàòà ìà-
òåìàòèêè ïîä ïðåäåëüíûìè èçäåðæêàìè ïîíèìàþò èìåííî
âåëè÷èíó (12.14).

Èñïîëüçóÿ ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî ∆Ñ ≈ dC, êîòîðîå
òåì òî÷íåå, ÷åì ìåíüøå ∆Q, ïîëó÷èì MC⋅∆Q = ∆Ñ ≈ dC = C′(q)⋅
∆Q, îòêóäà MC  C′(Q), ò. å. îïðåäåëåíèÿ (12.13) è (12.14) â
ïðåäåëå äåéñòâèòåëüíî ñîâïàäàþò. Ïðîèçâîäíàÿ Ñ′(Q) = MC
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õàðàêòåðèçóåò ïðèáëèæåííî äîïîëíèòåëüíûå çàòðàòû íà
ïðîèçâîäñòâî åäèíèöû äîïîëíèòåëüíîé ïðîäóêöèè. Ýêîíîìè-
÷åñêèé ñìûñë ôîðìóëû (12.14) òàêîâ: ïðåäåëüíûå èçäåðæêè
ïðèáëèæåííî ðàâíû èçìåíåíèþ ïîëíûõ èçäåðæåê ïðè èçìå-
íåíèè âûïóñêà íà åäèíèöó.

Ïðèáëèçèòåëüíîñòü âûçâàíà òåì, ÷òî ïðè òàêîì îïðåäå-
ëåíèè êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó Ñ = Ñ(Q) çàìåíÿåòñÿ õîðäîé
(ðèñ. 12.13). Îòìåòèì, ÷òî ïðèëàãàòåëüíîå “ïðåäåëüíûé” â ýêî-
íîìèêå õàðàêòåðèçóåò íå ñàìè âåëè÷èíû, à ýôôåêò èõ èçìå-
íåíèÿ. Ïðåäåëüíûå èçäåðæêè çàâèñÿò îò óðîâíÿ ïðîèçâîä-
ñòâà (êîëè÷åñòâà âûïóñêàåìîé ïðîäóêöèè) Q è îïðåäåëÿþòñÿ
íå ïîñòîÿííûìè ïðîèçâîäñòâåííûìè çàòðàòàìè, à ëèøü ïå-
ðåìåííûìè (íà ñûðüå, òîïëèâî è ò. ï.).

Ïðåäåëüíûå âåëè÷èíû õàðàêòåðèçóþò íå ñîñòîÿíèå (êàê
ñóììàðíàÿ C(Q) èëè ñðåäíÿÿ âåëè÷èíà), à ïðîöåññ, èçìåíå-
íèå ýêîíîìè÷åñêîãî îáúåêòà. Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîäíàÿ
âûñòóïàåò êàê ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ íåêîòîðîãî ýêîíîìè÷åñêî-
ãî îáúåêòà (ïðîöåññà) ïî âðåìåíè èëè îòíîñèòåëüíî äðóãîãî
èññëåäóåìîãî ôàêòîðà. Ñëåäóåò ó÷åñòü, îäíàêî, ÷òî ýêîíî-
ìèêà íå âñåãäà ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ïðåäåëüíûå âåëè÷è-
íû â ñèëó íåäåëèìîñòè ìíîãèõ îáúåêòîâ ýêîíîìè÷åñêèõ ðàñ-
÷åòîâ è ïðåðûâíîñòè (äèñêðåòíîñòè) ýêîíîìè÷åñêèõ ïîêàçà-
òåëåé âî âðåìåíè (íàïðèìåð, ãîäîâûõ, êâàðòàëüíûõ, ìåñÿ÷-
íûõ è ò.ä.).

C 

Q Q Q+∆Q 

∆Q 

∆C 

 Pèñ. 12.13
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Ñðåäíèå èçäåðæêè îïðåäåëÿþòñÿ êàê îòíîøåíèå ñóììàð-
íûõ èçäåðæåê ê êîëè÷åñòâó ïðîèçâåäåííîé ïðîäóêöèè:
AC(Q) = C(Q)/Q. (12.15)

Ïðèìåðàìè ñðåäíèõ âåëè÷èí â ýêîíîìèêå ìîãóò ñëóæèòü:
ñðåäíåäóøåâîé îáúåì ïîòðåáëåíèÿ, ñðåäíÿÿ ôîíäîîòäà÷à,
ñðåäíèé äîõîä (âûðó÷êà), ñðåäíèé ïðîäóêò òðóäà è ò. ä.

Ïóñòü ñóììàðíûå èçäåðæêè, ñâîéñòâåííûå óâåëè÷åíèþ
îáúåìà âûïóñêà ïðîäóêöèè ôèðìîé, îïðåäåëÿþòñÿ êàê
C(Q) = 1500Q – 2Q2+0,002Q3. Òîãäà äîïîëíèòåëüíûå èçäåðæ-
êè, ñâÿçàííûå ñ óâåëè÷åíèåì âûïóñêà îò Q äî (Q+∆Q), ñî-
ñòàâÿò ∆Ñ = Ñ(Q+∆Q) – C(Q), ÷òî ïðèáëèæåííî ðàâíî
Ñ′(Q) = MC = 1500 – 4Q + 0,006Q2. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ
ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 12.3.

Èç ÷åòûðåõ ïîñëåäíèõ ñòîëáöîâ òàáë. 12.3 âèäíî, ÷òî ñ
ðîñòîì ∆Q (∆Q = 1, ∆Q = 10 è ∆Q = 30) ðàñòåò ïîãðåøíîñòü â
âû÷èñëåíèÿõ ïðåäåëüíûõ èçäåðæåê ïî ôîðìóëàì (12.13) è
(12.14). Ýòà íàèáîëüøàÿ ïîãðåøíîñòü ïðè ∆Q=1 ñîñòàâëÿåò
ïîðÿäêà 0,1%, ïðè ∆Q=10 — ïîðÿäêà 1% è ïðè ∆Q=30 —

Q C(Q) AC(Q) MC = C′ (Q) MC = ∆C/1 = ∆C MC = ∆C/10 MC = 
= ∆C/30 

100 132 000 1320 1160 1158,6 1146,2 1119,8 

200 236 000 1180 940 939,2 932,2 917,8 

300 324 000 1080 840 839,8 838,2 835,8 

400 408 000 1020 860 860,4 864,2 873,8 

500 500 000 1000 1000 1001,0 1010,2 1031,8 

600 612 000 1020 1260 1261,6 1276,2 1309,8 

700 756 000 1080 1640 1642,2 1668,2 1707,8 

800 944 000 1180 2140 2142,8 2168,2 2225,8 

900 1 188 000 1320 2760 2763,4 2794,2 2863,8 

1000 1 500 000 1500 3500 3504,0 3540,2 3621,8 

Òàáëèöà 12.3
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ïîðÿäêà 4%. Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïðè ìàëûõ ∆Q çàâèñèìîñòü
MC = ∆C/∆Q  C′(Q) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ∆Q ÿâëÿåòñÿ äîñ-
òàòî÷íî òî÷íîé äëÿ ýêîíîìè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ.

Ðàññìîòðèì ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ãðàôèêàìè ñðåäíèõ è
ïðåäåëüíûõ èçäåðæåê (ðèñ. 12.14), ïîñòðîåííûìè ïî äàííûì
òàáë. 12.3.

Ïðåæäå âñåãî óñòàíîâèì àíàëèòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ
ìåæäó ðàññìàòðèâàåìûìè âåëè÷èíàìè. Åñëè äàíà ñóììàðíàÿ
âåëè÷èíà C(Q), òî ñðåäíÿÿ âåëè÷èíà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé
(12.15), à ïðåäåëüíàÿ âåëè÷èíà — ôîðìóëîé (12.14). Åñëè èç-
âåñòíû ñðåäíèå èçäåðæêè (ñðåäíÿÿ âåëè÷èíà) AC(Q), òî ñóì-
ìàðíûå èçäåðæêè èç ñîîòíîøåíèÿ (12.15) áóäóò C(Q)=Q⋅AC(Q),
à ïðåäåëüíûå èçäåðæêè MC(Q) = C′(Q) = AC(Q) + Q⋅AC′(Q).
Ýòî ñîîòíîøåíèå èìååò ïðîñòóþ èíòåðïðåòàöèþ: â òî÷êå ýê-
ñòðåìóìà ôóíêöèè AC(Q) åå ïðîèçâîäíàÿ AC′(Q) = 0 è, ñëå-
äîâàòåëüíî, ïðåäåëüíàÿ âåëè÷èíà ñîâïàäàåò ñî ñðåäíåé â òî÷-
êå ýêñòðåìóìà ïîñëåäíåé, ò. å. MC(Q) = AC(Q). Èç ðàñïîëîæå-
íèÿ êðèâûõ âèäíî, ÷òî ãðàôèê ïðåäåëüíîé âåëè÷èíû MC(Q)
ëåæèò âûøå ãðàôèêà ñðåäíåé âåëè÷èíû AC(Q) â îáëàñòè âîç-
ðàñòàíèÿ ïîñëåäíåãî, íèæå — â îáëàñòè óáûâàíèÿ è ïðîõî-
äèò ÷åðåç òî÷êó ýêñòðåìóìà ãðàôèêà ñðåäíåé âåëè÷èíû.

Ðèñ. 12.14
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Êàê âèäíî èç äàííûõ òàáë. 12.3 ñóììàðíûå èçäåðæêè
ðàñòóò âìåñòå ñ âûïóñêîì ïðîäóêöèè. Ñêîðîñòü, ñ êîòîðîé
ýòè èçäåðæêè (ÌÑ) óâåëè÷èâàþòñÿ, çàâèñèò îò ïðèðîäû ïðî-
èçâîäñòâåííîãî ïðîöåññà, è, â ÷àñòíîñòè, îò òîãî â êàêîé
ñòåïåíè ïðîèçâîäñòâî ïîäâåðæåíî äåéñòâèþ çàêîíà óáûâàþ-
ùåé îòäà÷è ïî îòíîøåíèþ ê ïåðåìåííûì ôàêòîðàì. Ïðåäåëü-
íûå èçäåðæêè äîïîëíèòåëüíîãî âûïóñêà ïðîäóêöèè âûñîêè
âíà÷àëå, êîãäà íåáîëüøîå óâåëè÷åíèå èñïîëüçîâàíèÿ ôàêòî-
ðîâ âûçûâàåò íåçíà÷èòåëüíûé ðîñò âûïóñêà ïðîäóêöèè (íà-
ïðèìåð, íà áîëüøîì ïðåäïðèÿòèè ñ ìàññîé îáîðóäîâàíèÿ).
Îäíàêî, ïî ìåðå òîãî êàê èñïîëüçîâàíèå ôàêòîðîâ ïðîèç-
âîäñòâà óâåëè÷èâàåòñÿ è ñòàíîâèòñÿ áîëåå ýôôåêòèâíûì,
ïðåäåëüíûå èçäåðæêè çíà÷èòåëüíî ñíèæàþòñÿ. Íàêîíåö, ïðå-
äåëüíûå èçäåðæêè âíîâü íà÷èíàþò ðàñòè ïðè îòíîñèòåëüíî
áîëüøîì îáúåìå âûïóñêà ïðîäóêöèè, áëàãîäàðÿ äåéñòâèþ
çàêîíà óáûâàþùåé îòäà÷è.

Êàê ïðåäåëüíûå, òàê è ñðåäíèå èçäåðæêè òåñíî ñâÿçàíû
ñ ïðîäóêòèâíîñòüþ ôàêòîðîâ è èçäåðæêàìè ïðîèçâîäñòâà.
Ïðåäåëüíûé è ñðåäíèé ïðîäóêòû ãîâîðÿò íàì î ôàêòè÷åñêîé
ñâÿçè ìåæäó çàòðàòàìè è ðåçóëüòàòàìè ïðîèçâîäñòâà, îíè
ðåøàþùèì îáðàçîì ñêàçûâàþòñÿ íà âûáîðå ôèðìîé îáúåìà
ïðîèçâîäñòâà. Çíàíèå êðàòêîñðî÷íûõ èçäåðæåê îñîáåííî âàæ-
íî äëÿ ôèðì, äåéñòâóþùèõ â óñëîâèÿõ çàìåòíûõ êîëåáàíèé
ñïðîñà. Åñëè ôèðìà â íàñòîÿùåå âðåìÿ îñóùåñòâëÿåò âûïóñê
ïðîäóêöèè â îáúåìå, ïðè êîòîðîì ïðåäåëüíûå èçäåðæêè ðåçêî
âîçðàñòàþò, íåîïðåäåëåííîñòü îòíîñèòåëüíî óâåëè÷åíèÿ ñïðî-
ñà â áóäóùåì ìîæåò çàñòàâèòü ôèðìó âíåñòè èçìåíåíèÿ â
ïðîèçâîäñòâåííûé ïðîöåññ è, âåðîÿòíî, ïîáóäèòü ê äîïîëíè-
òåëüíûì çàòðàòàì ñåãîäíÿ, ÷òîáû èçáåæàòü áîëåå âûñîêèõ
èçäåðæåê â áóäóùåì.

Íàëè÷èå íåîïðåäåëåííîñòè ïðèâîäèò ê ñèòóàöèè ðèñêà,
êîãäà íàñòóïëåíèå ñîáûòèé âåðîÿòíî è ìîæåò áûòü îïðåäå-
ëåíî, ò.å. â ýòîì ñëó÷àå îáúåêòèâíî ñóùåñòâóåò âîçìîæíîñòü
îöåíèòü âåðîÿòíîñòü ñîáûòèé, ïðåäïîëîæèòåëüíî âîçíèêàþ-
ùèõ â ðåçóëüòàòå ñîâìåñòíîé äåÿòåëüíîñòè ïàðòíåðîâ ïî
ïðîèçâîäñòâó, êîíòðäåéñòâèé êîíêóðåíòîâ èëè ïðîòèâíèêà,
âëèÿíèÿ ïðèðîäíîé ñðåäû íà ðàçâèòèå ýêîíîìèêè, âíåäðå-
íèÿ íàó÷íî-òåõíè÷åñêèõ äîñòèæåíèé è ò.ï.



318

12.4. Ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè

Îñíîâíûì ïîíÿòèåì òåîðèè ïîòðåáëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíê-
öèÿ ïîëåçíîñòè.

Ïîâåäåíèå èíäèâèäóàëüíûõ ïîòðåáèòåëåé çàâèñèò îò òîãî,
êàê óäîâëåòâîðÿþòñÿ èõ ïîòðåáíîñòè, êàêóþ ïîëåçíîñòü ïðè-
íîñèò òîò èëè èíîé òîâàð.

Ïîëåçíîñòüþ íàçûâàþò óäîâëåòâîðåíèå, êîòîðîå ïîëó-
÷àþò îò ïîòðåáëåíèÿ òîâàðà èëè óñëóãè. Ðàçëè÷àþò îáùóþ è
ïðåäåëüíóþ ïîëåçíîñòü. Îáùàÿ ïîëåçíîñòü – ýòî óäîâëåòâî-
ðåíèå, êîòîðîå ïîëó÷àþò îò ïîòðåáëåíèÿ îïðåäåëåííîãî íà-
áîðà åäèíèö òîâàðà èëè óñëóã.

Åñëè ãîâîðèòü î öåëè ïðîèçâîäèòåëåé è ïðåäïðèíèìàòå-
ëåé, òî ÿñíî, ÷òî ýòî ïîëó÷åíèå ìàêñèìàëüíîé ïðèáûëè. Íî
ãîâîðèòü î ìîòèâàöèè ïîâåäåíèÿ ïîòðåáèòåëåé ñëîæíåå. Åñëè
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïîòðåáèòåëè ñòðåìÿòñÿ ìàêñèìàëüíî óâå-
ëè÷èòü ñâîè ëè÷íûå äîõîäû, òî ýòî â äåéñòâèòåëüíîñòè íå
òàê. Ëþäè íå ñòðåìÿòñÿ ðàáîòàòü ñåìü äíåé â íåäåëþ ïî äâàä-
öàòü ÷åòûðå ÷àñà â ñóòêè, à íàõîäÿò ðàçóìíûé êîìïðîìèññ
ìåæäó ðàáîòîé, îòäûõîì è äîñóãîì. Àíàëîãè÷íî ïîòðåáèòåëè
äåëàþò ïîêóïêè, âûáèðàÿ èç ðÿäà ðàçëè÷íûõ òîâàðîâ è ðóêî-
âîäñòâóÿñü öåíîé, êà÷åñòâîì è äðóãèìè ôàêòîðàìè.

Ïîä ïðåäåëüíîé ïîëåçíîñòüþ áóäåì ïîíèìàòü ïîëåçíîñòü,
ðàâíóþ ïðèðàùåíèþ, óâåëè÷åíèþ îáùåé ïîëåçíîñòè â ðåçóëü-
òàòå ïðèîáðåòåíèÿ äîïîëíèòåëüíîé åäèíèöû äàííîãî òîâàðà
èëè óñëóãè.

Ó÷èòûâàÿ ñòðóêòóðó öåí, äîõîäîâ è ñîáñòâåííûå ïðåä-
ïî÷òåíèÿ, ïîòðåáèòåëü ïðèîáðåòàåò îïðåäåëåííûå êîëè÷åñòâà
áëàã, è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü òàêîãî åãî ïîâåäåíèÿ íàçûâà-
åòñÿ ìîäåëüþ ïîòðåáèòåëüñêîãî âûáîðà.

Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ñîõðàíÿÿ âîçìîæíîñòè ãðàôè÷åñ-
êîé èíòåðïðåòàöèè è âñå ïðèíöèïèàëüíûå ñâîéñòâà îáùåé
ìîäåëè, ðàññìîòðèì ìîäåëü ñ äâóìÿ áëàãàìè.

Ïóñòü èìååòñÿ äâà âèäà òîâàðà è ïîòðåáèòåëü ïðèîáðåòà-
åò ïåðâûé òîâàð â êîëè÷åñòâå õ1, à âòîðîé — â êîëè÷åñòâå
õ2. Ïîëåçíîñòü òîãäà ïðåäñòàâëÿåò íåêîòîðóþ ôóíêöèþ îò õ1
è õ2, êîòîðóþ çàïèøåì êàê U = U(x1, x2).
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Çíà÷åíèå U(õ1, õ2) íà ïîòðåáèòåëüñêîì íàáîðå (õ1, õ2)
ðàâíî ïîòðåáèòåëüñêîé îöåíêå èíäèâèäóóìà äëÿ ýòîãî íàáî-
ðà. Òàê, åñëè U(2,6) = 30, à U(5,3) = 40, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîòðåáèòåëÿ ëó÷øå ïðèîáðåñòè ïÿòü åäèíèö
ïåðâîãî òîâàðà è òðè åäèíèöû âòîðîãî òîâàðà, ÷åì äâå åäè-
íèöû ïåðâîãî òîâàðà è øåñòü åäèíèö âòîðîãî òîâàðà.

Ïîòðåáèòåëüñêóþ îöåíêó U(x1, x2) íàáîðà (õ1, õ2) ïðèíÿ-
òî íàçûâàòü óðîâíåì (èëè ñòåïåíüþ) óäîâëåòâîðåíèÿ ïîòðåá-
íîñòåé èíäèâèäóóìà, åñëè îí ïðèîáðåòàåò èëè ïîòðåáëÿåò äàí-
íûé íàáîð (õ1, õ2).

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå
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íàçûâàþòñÿ ïðåäåëüíûìè ïîëåçíîñòÿìè. ×óâñòâèòåëüíîñòü
íàáîðà (õ1, õ2) ê íåçíà÷èòåëüíîìó èçìåíåíèþ õ1 ïðè ôèêñè-
ðîâàííîì õ2 íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé ïîëåçíîñòüþ õ1 è îáîçíà-

÷àåòñÿ 1

1xU . Àíàëîãè÷íî ïðåäåëüíàÿ ïîëåçíîñòü õ2 îïðåäåëÿ-

åòñÿ êàê 1

2xU .

Ëèíèÿ, ñîåäèíÿþùàÿ ïîòðåáèòåëüñêèå íàáîðû (õ1, õ2),
èìåþùèå îäèí è òîò æå óðîâåíü óäîâëåòâîðåíèÿ ïîòðåáíîñ-
òåé èíäèâèäóóìà, íàçûâàåòñÿ ëèíèåé áåçðàçëè÷èÿ. Ëèíèÿ
áåçðàçëè÷èÿ åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ëèíèÿ óðîâíÿ ôóíêöèè
ïîëåçíîñòè. Ìíîæåñòâî ëèíèé áåçðàçëè÷èÿ íàçûâàåòñÿ êàð-
òîé ëèíèé áåçðàçëè÷èÿ.

Â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèé óñòàíîâëåíî, ÷òî ôóíêöèÿ
ïîëåçíîñòè íåêîòîðîãî áëàãà èìååò âèä

U = U(õ1, õ2) = .ХХ 4
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Íà ðèñ. 12.15 ïîêàçàí ôðàãìåíò êàðòû ëèíèé áåçðàçëè÷èÿ.
Âèäíî, ÷òî ëèíèè áåçðàçëè÷èÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçíûì



320

óðîâíÿì óäîâëåòâîðåíèÿ ïîòðåáíîñòåé, íå êàñàþòñÿ è íå ïå-
ðåñåêàþòñÿ. ×åì ïðàâåå ëåæèò ëèíèÿ áåçðàçëè÷èÿ, òåì áîëü-
øåìó óðîâíþ óäîâëåòâîðåíèÿ ïîòðåáíîñòåé îíà ñîîòâåòñòâó-
åò. Ëèíèÿ áåçðàçëè÷èÿ óáûâàåò (ÿâëÿåòñÿ íèñõîäÿùåé) è ñòðîãî
âûïóêëà ê íà÷àëó êîîðäèíàò.

Äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè ïîëåçíîñòè çàïèøåì êàê

du (õ1, õ2) =
1

1xU dX1 + 
1

2xU dX2

è, åñëè äâèãàòüñÿ âäîëü ëèíèè áåçðàçëè÷èÿ, òî ïðèðàùåíèå
ôóíêöèè U(õ1, õ2) ðàâíî íóëþ, è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ñ÷è-
òàòü ðàâíîé íóëþ è åãî ãëàâíóþ ëèíåéíóþ ÷àñòü.

Èç du(õ1, õ2) = 0 ñëåäóåò, ÷òî

.
U

U

dx

dx
1

2x

1
1x

1

2 −= (12.19)

Ðèñ. 12.15. Ëèíèè áåçðàçëè÷èÿ
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Ðàññìîòðèì ôèêñèðîâàííóþ ëèíèþ áåçðàçëè÷èÿ
(ðèñ. 12.16). Äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ ∆õ1 > 0, à ∆õ2 < 0. Òîãäà ãîâî-
ðÿò, ÷òî ∆õ1 åäèíèö ïåðâîãî òîâàðà çàìåùàåòñÿ íà (–∆õ2)
åäèíèö âòîðîãî òîâàðà.

Èç ðèñ. 12.16 èìååì ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî

1

2

dx

dx
= –tgα ≈ –tgα = .

x

x

1

2

∆
∆

(12.20)

Èç (12.19) è (12.20) ïîëó÷àåì ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî

.
U

U

x

x
1

2x

1
1x

1

2 =
∆
∆− (12.21)

Äðîáü 



∆

∆−
1

2
х

х
 íàçûâàåòñÿ íîðìîé çàìåíû ïåðâîãî

ïðîäóêòà âòîðûì íà ïîòðåáèòåëüñêîì íàáîðå (õ1, õ2), à ïðå-
äåëüíîé íîðìîé çàìåùåíèÿ õ1 íà õ2 â òî÷êå À(õ1, õ2) íàçûâà-
åòñÿ ïðåäåë îòíîøåíèÿ , êîãäà òî÷êà Â ñòðåìèòñÿ ê À, ò.å. ,
îñòàâàÿñü íà îäíîé ñ À ëèíèè óðîâíÿ.

Èç (12.21) ñëåäóåò, ÷òî ïðåäåëüíàÿ íîðìà çàìåùåíèÿ îä-
íîãî òîâàðà äðóãèì ðàâíà îòíîøåíèþ èõ ïðåäåëüíûõ ïîëåç-
íîñòåé.

Ðèñ. 12.16

х1 

х2 

х1 
ϕ α

х2+∆х2

х1+∆х1

А(х1;х2) 

В(х1+ ∆х1, х2+∆х2) 

õ2
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Îáîçíà÷àÿ ïðåäåëüíóþ íîðìó çàìåùåíèÿ ñèìâîëîì

2x1xMRS , èìååì

2x1xMRS = .
U

U
1

2x

1
1x

(12.22)

Òàê äëÿ ôóíêöèè (12.17)

.
x

2x

хх
4
1

хх
2

1

MRS
1

2

4

3

2
2

1

1

4
1

2
2
1

1

2x1x =

⋅

⋅
=

−

−

Ðàññìîòðèì áëàãà À(400,100) è Â(404,98).
Íàõîäèì ïðåäåëüíûå ïîëåçíîñòè â òî÷êå À

1,158.100400
4

1

x

u
;0,079100400

2

1

x

u 4

3

2

1

2

4

1

2

1

1

=⋅⋅=
∂
∂=⋅⋅=

∂
∂

è â òî÷êå Â

0,161.89400
4

1

x

u
;0,07889400

2

1

x

u 4

3

2

1

2

4

1

2

1

1

=⋅⋅=
∂
∂=⋅⋅=

∂
∂ −

Ïðèðàùåíèÿ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ

∆õ1 = 404 – 400 = 4, ∆õ2 = 98 – 100 = –2.

Ïðèðàùåíèå ôóíêöèè ïîëåçíîñòè ïðèáëèæåííî çàïèñû-
âàåòñÿ êàê

∆U(õ1, õ2) ≈
1x

u

∂
∂

 ∆õ1 +
2x

u

∂
∂

 ∆õ2  (12.23)

è ýòî âûðàæåíèå òåì òî÷íåå, ÷åì ìåíüøå ∆õ1 è ∆õ2.
Ïîëó÷àåì

∆U ≈ 0,079·4 + 0,158·(–2) = 0.
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Âû÷èñëèì òåïåðü ïðåäåëüíûå íîðìû çàìåùåíèÿ â òî÷êå
À è â òî÷êå Â

2x1xMRS (400,100) =
400

1002 ⋅
 = 0,5; 

2x1xMRS (404,98) =

= 
400

982 ⋅
= 0,48.

Ïîñêîëüêó ïåðåìåííûå õ1 è õ2 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîëè-
÷åñòâî ïðèîáðåòàåìîãî òîâàðà, òî è ïðåäåëüíûå ïîëåçíîñòè
ïîëîæèòåëüíû, íî ïðîèçâîäíûå îò ïðåäåëüíûõ ïîëåçíîñòåé
îòðèöàòåëüíû, à ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, îçíà÷àåò, ÷òî ñàìè
ïðåäåëüíûå ïîëåçíîñòè ÿâëÿþòñÿ óáûâàþùèìè ôóíêöèÿìè
ïî ñîîòâåòñòâóþùèì ïåðåìåííûì. Îòñþäà ñëåäóåò çàêîí óáû-
âàíèÿ ïðåäåëüíîé ïîëåçíîñòè: ïðåäåëüíàÿ ïîëåçíîñòü êàæäî-
ãî ïðîäóêòà óìåíüøàåòñÿ, åñëè îáúåì åãî ïîòðåáëåíèÿ ðàñ-
òåò. Â æèçíè ýòîò çàêîí î÷åâèäåí: åñëè ïðèîáðåòàåòñÿ î÷å-
ðåäíîé àâòîìîáèëü, òî ýòî äîñòàâëÿåò ìåíüøå óäîâîëüñòâèÿ,
÷åì ïîêóïêà ïåðâîé ìàøèíû.

Äàëåå ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîòðåáèòåëüñêîãî âûáîðà, çàê-
ëþ÷àþùóþñÿ â âûáîðå òàêîãî ïîòðåáèòåëüñêîãî íàáîðà
( 0

1х ; 0
2х ), êîòîðûé ìàêñèìèçèðóåò åãî ôóíêöèþ ïîëåçíîñòè ïðè

çàäàííîì áþäæåòíîì îãðàíè÷åíèè.
Åñëè Ð1 è Ð2 — ðûíî÷íûå öåíû îäíîé åäèíèöû ïåðâîãî è

âòîðîãî ïðîäóêòîâ ñîîòâåòñòâåííî, à J — äîõîä èíäèâèäóó-
ìà, êîòîðûé îí ãîòîâ ïîòðàòèòü íà ïðèîáðåòåíèå ïåðâîãî è
âòîðîãî ïðîäóêòà, òî áþäæåòíîå îãðàíè÷åíèå îçíà÷àåò, ÷òî
ðàñõîäû íà ïðîäóêòû íå ìîãóò ïðåâûøàòü äåíåæíîãî äîõî-
äà, ò. å. ð1õ1 + ð2õ2 ≤ J, ãäå õ1 è õ2 êîëè÷åñòâî ïðîäóêòà ïåð-
âîãî è âòîðîãî âèäà, êîòîðîå äîëæåí ïðèîáðåñòè ïîêóïàòåëü.

Îòñþäà çàäà÷à ïîòðåáèòåëüñêîãî âûáîðà ôîðìóëèðóåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Íàéòè òàêèå õ1 ≥ 0 è õ2 ≥ 0, äëÿ êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿåò-
ñÿ íåðàâåíñòâî

ð1õ1 + ð2õ2 ≤ J, (12.24)

à ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè U(õ1,õ2) äîñòèãàåò max.
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Ðàññìîòðèì êîíêðåòíóþ çàäà÷ó

(max),хх)x,U(x 4

1

2
2

1

121 ⋅=

10x1 + 5x2 ≤ 60,

õ1 ≥ 0, õ2 ≥ 0. (12.25)

Îïðåäåëÿåì èç áþäæåòíîãî îãðàíè÷åíèÿ õ2

õ2 = 12 – 2õ1

è ïîäñòàâëÿåì åãî â ôóíêöèþ ïîëåçíîñòè

,)2x(12х)U(x 4

1

1
2

1

11 −⋅=

êîòîðàÿ ñòàíîâèòñÿ ôóíêöèåé îäíîé ïåðåìåííîé. Íàõîäèì,
÷òî max ýòîé ôóíêöèè áóäåò ïðè õ1 = 3, òîãäà õ2 = 6. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ïðè ïîêóïêå òðåõ åäèíèö ïåðâîãî ïðîäóêòà è øåñ-
òè åäèíèö âòîðîãî ïðîäóêòà ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè ïðèíèìàåò

ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå, ðàâíîå .2,7163(3,6)U 4

1

2

1

max =⋅=

12.5. Èññëåäîâàíèå ìèêðîýêîíîìè÷åñêèõ
ìîäåëåé íà ÝÂÌ

12.5.1. Ôóíêöèè ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ

Èññëåäîâàíèå ôóíêöèîíàëüíûõ çàâèñèìîñòåé ñïðîñà è
ïðåäëîæåíèÿ D = D(P) è S = S(P) ïîçâîëÿåò îöåíèâàòü, ïðåä-
ñêàçûâàòü èçìåíåíèå ðàññìàòðèâàåìûõ âåëè÷èí. ×åì áëèæå
àíàëèçèðóåìàÿ ìîäåëü ê ðåàëüíîñòè, òåì îíà ñëîæíåå è òåì
áîëåå òî÷íûìè ìîãóò îêàçàòüñÿ ïðîãíîçû è îöåíêè. Êàê îòìå-
÷àëîñü â 12.1.2., îïðåäåëåíèå ðàâíîâåñíîé öåíû ïîçâîëÿåò
âûÿâèòü (ðèñ. 12.2) çîíû îòñóòñòâèÿ ðèñêà, ëåæàùèå íèæå
ýòîé òî÷êè, è çîíû ïîâûøåííîãî ðèñêà.

Ïîðÿäîê àíàëèçà ýòèõ ôóíêöèé ñëåäóþùèé.
1. Âûçûâàåì Mathcad. Óñòàíîâèòå ðåæèì àâòîìàòè÷åñ-

êèõ âû÷èñëåíèé.
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2. Îïðåäåëèòå ôóíêöèþ ñïðîñà D(P) è ôóíêöèþ ïðåäëî-
æåíèÿ S(P) êàê ôóíêöèþ ïåðåìåííîé öåíû Ð.

3. Ïîñòðîéòå íà îäíîì ãðàôèêå ýòè ôóíêöèè. Äëÿ íàõîæ-
äåíèÿ ðàâíîâåñíîé öåíû ãðàôè÷åñêè ùåëêíèòå ïî ñòðîêå
Trace ïóíêòà Graph ìåíþ Format è óñòàíîâèòå ñòðåëêàìè
èëè ìûøüþ ìàðêåð íà ïåðåñå÷åíèå ëèíèé.

4. Íàéäèòå ñèìâîëüíîå çíà÷åíèå Ð, ïðè êîòîðîì äîñòè-
ãàåòñÿ ðàâíîâåñíàÿ öåíà. Äëÿ ýòîãî ââåäèòå êëþ÷åâîå ñëîâî
Given, çàòåì ðàçíîñòü ôóíêöèé ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ, ñèì-
âîëüíûé çíàê ðàâåíñòâà (<Ctrl> + <=>) è ïðèðàâíÿéòå ëå-
âóþ ÷àñòü íóëþ. Ââåäèòå ôóíêöèþ Find (Ð), âûäåëèòå åå,

ùåëêíèòå â ïàíåëè  …  ïî êíîïêå    è ïî ðàáî÷åìó äîêó-

ìåíòó âíå âûäåëÿþùåé ðàìêè. Âû÷èñëèòå ðàâíîâåñíóþ öåíó
êàê ôóíêöèþ âû÷èñëåííîãî çíà÷åíèÿ Ð.

Â ïðèâåäåííîì íèæå äîêóìåíòå ïîêàçàíî ãðàôè÷åñêîå
è ñèìâîëè÷åñêîå âû÷èñëåíèå ðàâíîâåñíîé öåíû.

D(P) :=
2p

8p

+
+−

               S(P) := ð + 0,5

0 2 

2 

4 

4 

D(p) 
 
S(p) 

p 
Äàííûì

2p

8p

+
+−

 – (ð + 0,5) = 0

Íàéòè (ð) →(–4.9221443851123800950 1.4221443851123800950)
D0 := D(1.42)

D0 = 1.924
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12.5.2. Ðàñ÷åò ìàêñèìàëüíîé ïðèáûëè

Ýêîíîìè÷åñêîå ñîäåðæàíèå ïðèáûëè íåîäíîçíà÷íî.
Ýêîíîìè÷åñêàÿ ïðèáûëü èëè ÷èñòàÿ ïðèáûëü π — ýòî ðàç-

íîñòü ìåæäó äîõîäîì (âûðó÷êîé ïðåäïðèÿòèÿ îò ðåàëèçàöèè
ïðîäóêöèè) R è ïîëíûìè èçäåðæêàìè (ÿâíûìè è âìåíåííûìè
â ôîðìå çàðàáîòíîé ïëàòû, ðåíòû è ññóäíîãî ïðîöåíòà) C:

π = R – C. (12.26)

Ïîëíûé äîõîä îò ðåàëèçàöèè òîâàðà â êîëè÷åñòâå Q ïî
öåíå Ð îïðåäåëÿåòñÿ êàê

R = Q · P(Q),  (12.27)

ãäå Ð = P(Q) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñîîòâåòñòâóþùóþ
ôóíêöèþ ñïðîñà.

Ïîëíûå (îáùèå) èçäåðæêè Ñ ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà ïîñòî-
ÿííûå Ñf, êîòîðûå íå çàâèñÿò îò îáúåìà âûïóñêàåìîé ïðî-
äóêöèè Q è ïåðåìåííûå Ñv, èçìåíÿþùèåñÿ ñ èçìåíåíèåì îáúå-
ìà ïðîèçâîäñòâà, ò.å.

Ñ = Ñf + Cv · Q. (12.28)

Ïîñòîÿííûå èçäåðæêè âêëþ÷àþò äåíåæíûå çàòðàòû ïðî-
èçâîäèòåëÿ (ôèðìû) íà òàêèå ðåñóðñû, êîëè÷åñòâî êîòîðûõ
îí íå ìîæåò èçìåíèòü ïðè ïðîèçâîäñòâå äàííîãî ïðîäóêòà â
êðàòêîñðî÷íîì ïåðèîäå. Ðàçìåðû èõ íå çàâèñÿò îò êîëè÷å-
ñòâà ïðîèçâîäèìîé ïðîäóêöèè è ñóùåñòâóþò äàæå ïðè íóëå-
âîì îáúåìå ïðîèçâîäñòâà è äîëæíû áûòü îïëà÷åíû, äàæå
åñëè ôèðìà íè÷åãî íå ïðîèçâîäèò. Ê íèì îòíîñÿòñÿ äåíåæ-
íûå çàòðàòû íà ýêñïëóàòàöèþ ïðîèçâîäñòâåííûõ çäàíèé, îáî-
ðóäîâàíèÿ, ìàøèí, à òàêæå íà àðåíäíóþ ïëàòó, ïðîöåíò ïî
êðåäèòó è àäìèíèñòðàòèâíî-óïðàâëåí÷åñêèå ðàñõîäû.

Ïåðåìåííûå èçäåðæêè âêëþ÷àþò äåíåæíûå çàòðàòû íà
ñûðüå, òîïëèâî, ìàòåðèàëû, çàðàáîòíóþ ïëàòó ðàáî÷èì. Ðàç-
ìåð èõ çàâèñèò îò êîëè÷åñòâà ïðîèçâîäèìîé ïðîäóêöèè: ÷åì
áîëüøå ïðîèçâåäåíî ïðîäóêöèè, òåì áîëüøå ñóììà ïåðåìåí-
íûõ èçäåðæåê è íàîáîðîò. Êàê ïðàâèëî, â íà÷àëå ïðîèçâîä-
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ñòâà ïåðåìåííûå èçäåðæêè äîâîëüíî âûñîêè, çàòåì èõ óðî-
âåíü íåñêîëüêî ñòàáèëèçèðóåòñÿ çà ñ÷åò ýêîíîìèè íà ìàññî-
âîì ïðîèçâîäñòâå. Ïî èñòå÷åíèè íåêîòîðîãî âðåìåíè îíè îïÿòü
íà÷èíàþò ðàñòè, òàê êàê âñòóïàåò â äåéñòâèå çàêîí óáûâàþ-
ùåé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè çàòðàò.

Íèæå ïðèâåäåíî ãðàôè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è î ìàêñè-
ìàëüíîé ïðèáûëè äëÿ ôóíêöèè Ð(Q) = 20Q – 2Q2 è äëÿ Ñf = 50,
Cv = 1,2.

Ïîñëå ýòîãî ïðèâåäåíî ñèìâîëüíîå âû÷èñëåíèå òî÷åê,
îïðåäåëÿþùèõ ãðàíèöû ïðèáûëüíîãî îáúåìà ïðîèçâîäñòâà,
è òî÷êè ìàêñèìàëüíîé ïðèáûëè.

Ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïðèìåðà.
1. Âûçûâàåì Mathcad è óñòàíàâëèâàåì ðåæèì àâòîìàòè-

÷åñêèõ âû÷èñëåíèé.
2. Îïðåäåëèòå ôóíêöèþ ïîëíîãî äîõîäà êàê ôóíêöèþ

îáúåìà ïðîäàííîãî òîâàðà.
3. Îïðåäåëèòå ôóíêöèþ èçäåðæåê êàê ôóíêöèþ îáúåìà

ïðîäàííîãî òîâàðà.
4. Ïîñòðîéòå íà ãðàôèêå ðàññìàòðèâàåìûå ôóíêöèè.
5. Íàéäèòå ãðàôè÷åñêè ìàêñèìàëüíóþ ïðèáûëü è ãðàíè-

öû äîõîäíîãî ïðîèçâîäñòâà.
Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè ãåîìåòðè÷åñêè âûïóñê ïðîäóêöèè

Q, ïðè êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì ïðèáûëè, èçîáðàçèòå
íà îäíîì ãðàôèêå êðèâóþ ïîëíîãî äîõîäà è ëèíèþ èçäåðæåê.
Ìàêñèìóì ïðèáûëè äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå, ãäå ðàññòîÿíèå ìåæ-
äó êðèâûìè ìàêñèìàëüíî. Â ïðèâåäåííîì äîêóìåíòå êîîðäè-
íàòû òî÷êè ìàêñèìàëüíîé ïðèáûëè îïðåäåëåíû ñ ïîìîùüþ
ôóíêöèè Trace ïóíêòà Graph ìåíþ Format è ðàâíû Qmax =
= 6,63, à pi(Qmax) = 238,3.

6. Íàéäèòå àíàëèòè÷åñêè ãðàíèöû ïðèáûëüíîãî ïðîèç-
âîäñòâà.

7. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè ïðèáûëè è òî÷êó ìàê-
ñèìàëüíîé ïðèáûëè.

8. Âû÷èñëèòå ìàêñèìàëüíóþ ïðèáûëü.
Ôðàãìåíò ðàáî÷åãî äîêóìåíòà Mathcad, ñîäåðæàùèé

âû÷èñëåíèÿ äëÿ Ð(Q) = 20Q – 2Q2 è Ñ(Q) = 50 + 1,2 ⋅ Q ïðèâå-
äåí íèæå.
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Ñf := 50 Cv := 1.2

P(Q) := – 2Q2 + 20Q

C(Q) := Cf + Cv ⋅ Q

Pi(Q) := Q ⋅ P(Q) – C(Q)

300 

200 

100 

10 5 0 

Q 

R(Q) 
 
C(Q) 
 
QP(Q) 

 300 

200 

100 

1050
Q 

pi(Q) 

Äàííûì

pi(Q) = 0

Íàéòè(Q) → (–1.4515690223173993131    1.7809314824009253201
9.6706375399164739930)

Q1 := 1.7809314824009253201 Q2 := 9.6706375399164739930

Äàííûì

dQ

d
pi(Q) = 0

Íàéòè(Q)→(3.0136228843334675525•10—2

6.6365304378233319911)    Qmax := 6.6365304378233319911

Pi(Qmax) = 238.314

12.5.3. Ñðåäíèå è ïðåäåëüíûå ïîêàçàòåëè

Â ï. 12.3 áûëè ðàññìîòðåíû òàêèå ïîêàçàòåëè êàê ñóì-
ìàðíûå, ïðåäåëüíûå, ñðåäíèå è äðóãèå âåëè÷èíû, êîòîðûå
øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â ýêîíîìè÷åñêîì àíàëèçå.
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Ïóñòü ñóììàðíûå èçäåðæêè îïðåäåëÿþòñÿ êàê Ñ(Q) =
1500Q – 2Q2 + 0,002Q3. Íóæíî íàéòè ñðåäíèå è ïðåäåëüíûå
èçäåðæêè.

Ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ ïðèìåðà.
1. Âûçûâàåì Mathcad è óñòàíîâèòå ðåæèì àâòîìàòè÷åñ-

êèõ âû÷èñëåíèé.
2. Îïðåäåëèòå çàäàííóþ ýêîíîìè÷åñêóþ ôóíêöèþ Ñ(Q),

îïðåäåëèòå ñðåäíèå èçäåðæêè ÀÑ(Q) è ïðåäåëüíûå èçäåðæ-
êè ÌÑ(Q).

3. Ïîñòðîéòå ãðàôèêè ÀÑ(Q) è ÌÑ(Q). Ïðè ìàëûõ ∆Q îíè
ñîâïàëè.

Ôðàãìåíò ðàáî÷åãî äîêóìåíòà Mathcad ïðèâåäåí íèæå.

Ñ(Q) := 1500Q – 2Q2 + 0,002Q3

ÀÑ(Q) :=
Q

С(Q)

ÀÑ(Q) →
( )

Q

Q102Q2Q1500 332 ⋅⋅+⋅−⋅ −

ÌÑ(Q) :=
dQ

d
 Ñ(Q)

ÌÑ(Q) →1500 – 4⋅ Q + 6 ⋅ 10–3 ⋅ Q2

Q 
0 

1502 

1500 

1498 

–5×10–18 5 × 10–18 

AC(Q) 
 
MC(Q) 
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12.5.4. Ýëàñòè÷íîñòü ýêîíîìè÷åñêèõ ôóíêöèé

Èçâåñòíà ôóíêöèÿ ñïðîñà D(p) = 
2p

8p

+
+−

. Ýëàñòè÷íîñòü

ñïðîñà ïî öåíå îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (12.4).
Ðàññìîòðèì âû÷èñëåíèå ýëàñòè÷íîñòè è ïîñòðîåíèå åå

ãðàôèêà.
Ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ âû÷èñëåíèé.
1. Âûçûâàåì Mathcad è óñòàíîâèòå ðåæèì àâòîìàòè÷åñ-

êèõ âû÷èñëåíèé.
2. Îïðåäåëèòå ôóíêöèþ ñïðîñà D = D(Ð).
3. Îïðåäåëèòå ýëàñòè÷íîñòü ñïðîñà ïî öåíå.
4. Íàéäèòå ýëàñòè÷íîñòü ñïðîñà ïî öåíå è ïîñòðîéòå åå

ãðàôèê.
Ôðàãìåíò ðàáî÷åãî äîêóìåíòà Mathcad ïðèâåäåí íèæå.

D(p) :=
2p

8p

+
+−

ED(p) := D(p)
dp

d

D(p)

р

ED(p) → 2)(p
8)(–p

p +
+ 









+
+−−

+
−

22)(p

8)p(

2)(p

1

D(p) 
 
ED(p) 

10 0 -10 

1 

2 

P 
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Íèæå ïðèâåäåíû âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëüíîãî äîõîäà è ýëàñ-
òè÷íîñòè ñïðîñà ïî öåíå, ãðàôèêè ýëàñòè÷íîñòè, ïðåäåëüíîãî
äîõîäà è ãðàôèê äîõîäà äëÿ ôóíêöèè ñïðîñà P(Q) = 6Q – Q2.

Ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ âû÷èñëåíèé.
1. Âûçûâàåì Mathcad è óñòàíîâèòå ðåæèì àâòîìàòè÷åñ-

êèõ âû÷èñëåíèé.
2. Îïðåäåëèòå ôóíêöèþ ñïðîñà Ð = Ð(Q).
3. Íàéäèòå ýëàñòè÷íîñòü ñïðîñà ïî öåíå EP(Q).
4. Îïðåäåëèòå ôóíêöèþ ñóììàðíîãî äîõîäà R(Q).

5. Íàéäèòå ïðåäåëüíûé äîõîä MR(Q) = RP(Q) = dQ
dR(Q)

.

6. Ïîñòðîéòå ãðàôèêè ýëàñòè÷íîñòè è ïðåäåëüíîãî äîõîäà.
7. Ïîñòðîéòå ãðàôèêè ñóììàðíîãî äîõîäà R(Q).
8. Íàéäèòå íà ãðàôèêå òî÷êó, â êîòîðîé EP(Q) = –1.
9. Íàéäèòå ñèìâîëüíî òî÷êó Q, â êîòîðîé EP(Q) = –1
10. Âû÷èñëèòå àíàëèòè÷åñêè ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå

öåíû.
Ôðàãìåíò ðàáî÷åãî äîêóìåíòà Mathcad ïðèâåäåí íèæå.

P(Q) := –Q2 + 6Q

EP(Q) := P(Q)
dQ

d

P(Q)

Q

EP(Q) →
6Q)Q(

Q
2 +−

 (–2Q + 6)

R(Q) := Q ⋅ P(Q)

R(Q) → Q(–Q2 + 6Q)

RP(Q) := 
dQ

d
R(Q)

RP(Q) → –Q2 + 6Q + Q(–2Q + 6)
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Äàííûì

EP(Q) = –1

Íàéòè (Q)  → 4

Q := 4

P(Q) = 8

 40 

20 

0 2 4 6 8 10 

P(Q) 
 
EP(Q) 
 
R(Q) 
 
RP(Q) 

Q 
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Ãëàâà 13
ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÑÈÑÒÅÌ

ÌÀÑÑÎÂÎÃÎ ÎÁÑËÓÆÈÂÀÍÈß

Ïðè èçó÷åíèè ÿâëåíèé ïðèðîäû, ïðîöåññîâ òåõíèêè, ýêî-
íîìèêè èëè òðàíñïîðòíûõ ñèñòåì ïðèõîäèòñÿ ÷àñòî âñòðå-
÷àòüñÿ ñ òàêèì ïîëîæåíèåì, êîãäà îïèñàíèå ýòèõ ÿâëåíèé
èëè ïðîöåññîâ ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,
êîòîðûå èçìåíÿþòñÿ âî âðåìåíè.

Òåîðèÿ ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ýòî ïðèêëàäíàÿ îáëàñòü
òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ òåî-
ðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ âåðîÿòíîñòíûå ìîäå-
ëè ðåàëüíûõ ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ, â êîòîðûõ â ñëó÷àéíûå
(èëè íå â ñëó÷àéíûå) ìîìåíòû âðåìåíè âîçíèêàþò çàÿâêè íà
îáñëóæèâàíèå è èìåþòñÿ óñòðîéñòâà äëÿ îáñëóæèâàíèÿ ýòèõ
çàÿâîê.

Çàäà÷è îðãàíèçàöèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ âîçíèêàþò
âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ ïðàêòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè. Â ÷àñòíîñòè,
ïðåäïðèÿòèÿ áûòîâîãî îáñëóæèâàíèÿ è îáùåñòâåííîãî ïèòà-
íèÿ, òîðãîâëÿ è çàãîòîâèòåëüíûå ïðåäïðèÿòèÿ, ïîëèêëèíèêè
è òåëåôîííûå ñòàíöèè, áèëåòíûå êàññû ìîãóò ñëóæèòü òè-
ïè÷íûìè ïðèìåðàìè ñèñòåì ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, êîòî-
ðûå óäîâëåòâîðÿþò ïîòðåáíîñòè íàñåëåíèÿ â óñëóãàõ îïðåäå-
ëåííîãî âèäà.

13.1. Ââåäåíèå

Â ïðàêòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè ëþäåé ïîñòîÿííî ñîçäàþò-
ñÿ òàêèå ïîëîæåíèÿ, êîãäà âîçíèêàåò ìàññîâûé ñïðîñ íà îá-
ñëóæèâàíèå êàêîãî-ëèáî ñïåöèàëüíîãî âèäà, ïðè÷åì, îáñëó-
æèâàþùàÿ îðãàíèçàöèÿ, ðàñïîëàãàÿ ëèøü îãðàíè÷åííûì ÷èñ-
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ëîì îáñëóæèâàþùèõ åäèíèö, íå âñåãäà ñïîñîáíà íåìåäëåííî
óäîâëåòâîðèòü âñå ïîñòóïàþùèå çàÿâêè. Îáðàçîâûâàåòñÿ î÷å-
ðåäü. Âîçíèêàåò òèïè÷íàÿ äëÿ ñèñòåì ìàññîâîãî îáñëóæèâà-
íèÿ çàäà÷à óñòàíîâèòü ñ âîçìîæíîé òî÷íîñòüþ âçàèìíóþ çà-
âèñèìîñòü ìåæäó ÷èñëîì îáñëóæèâàþùèõ åäèíèö è êà÷åñòâîì
îáñëóæèâàíèÿ. Êà÷åñòâî îáñëóæèâàíèÿ, åñòåñòâåííî, èçìå-
ðÿåòñÿ ðàçëè÷íûìè ïîêàçàòåëÿìè, Òàêèìè ïîêàçàòåëÿìè ìî-
ãóò ñëóæèòü ëèáî ïðîöåíò çàÿâîê, ïîëó÷àþùèõ îòêàç, ëèáî
ñðåäíåå âðåìÿ îæèäàíèÿ íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ (ñðåäíÿÿ äëèíà
î÷åðåäè). Óâåëè÷åíèå ÷èñëà îáñëóæèâàþùèõ åäèíèö, ðàçó-
ìååòñÿ, ïîâûøàåò êà÷åñòâî è ýôôåêòèâíîñòü ðàáîòû ñèñòå-
ìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, îäíàêî, òàêæå è ÿñíî, ÷òî ÷ðåç-
ìåðíûé ðîñò ýòîãî ÷èñëà ñîïðÿæåí ñ èçëèøíèì ðàñõîäîì ñèë
è ìàòåðèàëüíûõ ñðåäñòâ. Òàêèì îáðàçîì, â òåîðèþ ìàññîâîãî
îáñëóæèâàíèÿ ââîäèòñÿ îïòèìèçàöèÿ, èìåþùàÿ ñâîåé îñíîâ-
íîé ÷åðòîé ìàòåìàòè÷åñêóþ ôîðìàëèçàöèþ ïðîöåññà.

Ñèñòåìà ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ïîëíîñòüþ îïèñûâàåò-
ñÿ çàäàíèåì: âõîäÿùåãî ïîòîêà, äèñöèïëèíû î÷åðåäè, ïîðÿäêà
îáñëóæèâàíèÿ.

Âõîäÿùèé ïîòîê îïèñûâàåò ïîðÿäîê ïðèáûòèÿ êëèåíòîâ
è ïîñòóïëåíèÿ èõ â ñèñòåìó. ×èñëî êëèåíòîâ ìîæåò áûòü îã-
ðàíè÷åííûì èëè íåîãðàíè÷åííûì, è îíè ìîãóò ïðèáûâàòü ïî-
îäèíî÷êå èëè ãðóïïàìè. Åñëè íà îáñëóæèâàíèå ïîñòóïàåò
êàæäûé ïðèáûâàþùèé êëèåíò, òî áóäåì èìåòü ñèñòåìó ñ
îæèäàíèåì (î÷åðåäüþ). Îäíàêî âîçìîæíî, ÷òî ñèñòåìà íå
ïðèìåò êëèåíòà, êîãäà îíà ïîëíîñòüþ çàíÿòà; â òàêîì ñëó÷àå
èìååì ñèñòåìó ñ ïîòåðÿìè (îòêàçîì, îæèäàíèåì). Êà÷åñòâî
ðàáîòû òàêèõ ñèñòåì õàðàêòåðèçóåò ïðîöåíò îòêàçîâ â îáñëó-
æèâàíèè èëè äîëÿ ïîòåðü âñëåäñòâèå îòêàçîâ. Êëèåíò òàêæå
ìîæåò ïîêèíóòü ñèñòåìó è â òîì ñëó÷àå, åñëè â ìîìåíò ïðè-
áûòèÿ îí âñòðå÷àåò ñëèøêîì äëèííóþ î÷åðåäü, òàêîå ïîâå-
äåíèå íàçûâàåòñÿ íåïðèñîåäèíåíèåì ê î÷åðåäè. Íàêîíåö, êëè-
åíò ìîæåò îêàçàòüñÿ âûíóæäåííûì ïîêèíóòü ñèñòåìó, åñëè â
ñèñòåìå íå îêàçûâàåòñÿ ìåñòà äëÿ îæèäàíèÿ. Òàêèì îáðà-
çîì, ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ ñèñòåìû ñìåøàííîãî òèïà — ñ î÷å-
ðåäüþ è îòêàçîì è ïîêàçàòåëÿìè ýôôåêòèâíîñòè èõ ðàáîòû
ñëóæàò êàê ñðåäíÿÿ äëèíà î÷åðåäè, òàê è ïðîöåíò îòêàçîâ.
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Äèñöèïëèíà î÷åðåäè îïðåäåëÿåò ïîðÿäîê îáðàçîâàíèÿ
î÷åðåäè, õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ êëèåíòîâ â ïðîöåññå îæèäàíèÿ.
Ïðîñòåéøåé äèñöèïëèíîé ÿâëÿåòñÿ “ïåðâûì ïðèáûë — ïåð-
âûì îáñëóæåí”, ñîãëàñíî êîòîðîé êëèåíòû îáñëóæèâàþòñÿ â
ïîðÿäêå èõ ïðèáûòèÿ. Ïðè îáðàòíîì ïîðÿäêå îáñëóæèâàíèÿ
èìååì äèñöèïëèíó “ïðèáûë ïîñëåäíèì — îáñëóæåí ïåðâûì”.
Âîçìîæíû è íåêîòîðûå äðóãèå äèñöèïëèíû î÷åðåäè.

Ìåõàíèçì îáñëóæèâàíèÿ îïèñûâàåò õàðàêòåð ðàñïðåäå-
ëåíèÿ êëèåíòîâ ïî îáñëóæèâàþùèì óñòðîéñòâàì. Â îáùåì
ñëó÷àå èìååòñÿ n ≥ 1 îáñëóæèâàþùèõ óñòðîéñòâ. Åñëè èìååò-
ñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî îáñëóæèâàþùèõ óñòðîéñòâ, òî îíè íàçíà-
÷àþòñÿ êëèåíòàì â îïðåäåëåííîì ïîðÿäêå. Â ÷àñòíîñòè, äèñ-
öèïëèíà î÷åðåäè “ïåðâûì áûë — ïåðâûì îáñëóæåí” îçíà÷à-
åò, ÷òî èç n îáñëóæèâàþùèõ óñòðîéñòâ, êîòîðîå îñâîáîæäà-
åòñÿ ïåðâûì, îáñëóæèâàåò êëèåíòà, íàõîäÿùåãîñÿ â íà÷àëå
î÷åðåäè. Â ñèñòåìàõ ñ ãðóïïîâûì îáñëóæèâàíèåì êëèåíòû
îáñëóæèâàþòñÿ ïàðòèÿìè, à íå ïîîäèíî÷êå.

Ñõåìàòè÷åñêè ñèñòåìó ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ìîæíî
èçîáðàçèòü â âèäå (ðèñ. 13.1).

Ëþáîé îáúåêò, ïîñòóïàþùèé íà îáñëóæèâàíèå, íàçûâà-
þò òðåáîâàíèåì (çàÿâêîé, âûçîâîì, êëèåíòîì è ò. ä.). Ïåðñî-
íàë èëè òåõíè÷åñêèå ñðåäñòâà, âûïîëíÿþùèå îáñëóæèâàíèå,
íàçûâàþò êàíàëàìè îáñëóæèâàíèÿ (ïðèáîðàìè, ëèíèÿìè, èëè
îáñëóæèâàþùèìè åäèíèöàìè).

Ðèñ. 13.1

Поток 
требований 

Канал обслуживания 

 

 

Поток 
обслуженных 

Отказы 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñèñòåìó ìàññîâîãî îáñëóæèâà-
íèÿ ñ îæèäàíèåì (ðèñ. 13.2) â êîòîðîé èìååòñÿ òðè èñòî÷íèêà,
äâå î÷åðåäè è ïÿòü ïðèáîðîâ.

Ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå, ÷òî íà âõîäå èìååòñÿ íåñêîëü-
êî èñòî÷íèêîâ, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ ðàçëè÷íûìè çàêî-
íàìè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé. Íàïðèìåð, âîîáðàçèì, ÷òî
êëèåíòóðó ïóíêòà ïðèåìà áåëüÿ â ñòèðêó ïðè ôàáðèêå-ïðà-
÷å÷íîé ñîñòàâëÿþò ðàáî÷èå òðåõ ïðåäïðèÿòèé è ÷òî ñðåäíåå
÷èñëî ðàáî÷èõ, ïðèõîäÿùèõ â ìèíóòó, èçìåíÿåòñÿ â çàâèñè-
ìîñòè îò òîãî, ñ êàêîãî ïðåäïðèÿòèÿ ïðèõîäÿò ðàáî÷èå. Íà
ïðàêòèêå â ýòîì ñëó÷àå âñå èñòî÷íèêè çàìåíÿþòñÿ îäíèì
îáùèì èñòî÷íèêîì, äëÿ êîòîðîãî çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ âåðî-
ÿòíîñòåé âû÷èñëÿåòñÿ èëè îïðåäåëÿåòñÿ ïóòåì èçìåðåíèé.

Âîçìîæíî ñóùåñòâîâàíèå íåñêîëüêèõ î÷åðåäåé, íàïðè-
ìåð, åñëè ïîñòóïàþùèå òðåáîâàíèÿ çàíèìàþò ìåñòî â ñàìîé
î÷åðåäè, èëè â ñèñòåìå äîïóñêàåòñÿ íåñêîëüêî ïðåèìóùåñòâ.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â êàæäîé î÷åðåäè ïîðÿäîê ðàñïîëîæåíèÿ
òðåáîâàíèé ìîæåò óïðàâëÿòüñÿ ðàçëè÷íûìè ïðàâèëàìè. Íàè-
áîëåå ïðîñòîå ïðàâèëî, êîãäà òðåáîâàíèÿ ðàñïîëàãàþòñÿ â
ïîðÿäêå ïîñòóïëåíèÿ, â ýòîì ñëó÷àå ìû áóäåì î÷åðåäü íàçû-
âàòü óïîðÿäî÷åííîé. Âîîáùå ãîâîðÿ, ñîâîêóïíîñòü îòíîøå-
íèé ïîðÿäêà, èëè ïðåèìóùåñòâà, êîòîðûå ââîäÿòñÿ äëÿ î÷å-

Ðèñ. 13.2

 1-й источник      Прибор 1. 

    1-я очередь    Прибор 2. 

 2-й источник      Прибор 3. 

    2-я очередь    Прибор 4. 

 3-й источник      Прибор 5. 

 

 

 

Источники или 
входящие потоки 

Наполнитель Узел 
обслуживания 
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ðåäè, íàçûâàåòñÿ äèñöèïëèíîé îæèäàíèÿ. Â ðàññìàòðèâàå-
ìîì ïðèìåðå âñåãäà ìîæåò ïðåäïîëàãàòüñÿ ñóùåñòâîâàíèå
äâóõ î÷åðåäåé, îäíà èç êîòîðûõ ïðåäíàçíà÷àåòñÿ äëÿ îïðå-
äåëåííûõ ïåðâîî÷åðåäíèêîâ, ÷èñëî êîòîðûõ íåâåëèêî.

Ïåðåä ïðèáîðàìè (êàíàëàìè), îáåñïå÷èâàþùèìè îáñëó-
æèâàíèå â òå÷åíèå âðåìåíè, êîòîðîå ìîæåò áûòü ðàçëè÷-
íûì äëÿ êàæäîãî òðåáîâàíèÿ èëè êàæäîãî ïðèáîðà, ñòîèò
îäíà èëè íåñêîëüêî î÷åðåäåé. Äîëæíî áûòü îïðåäåëåíî, êà-
êèì îáðàçîì êàæäîå òðåáîâàíèå âûáèðàåò ïðèáîð, êîòîðûì
îíî áóäåò îáñëóæåíî, ñîâîêóïíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðàâèë
ñîñòàâëÿåò äèñöèïëèíó îáñëóæèâàíèÿ.

Ïðîèçâîäñòâåííûå ïðîöåññû íà ïðåäïðèÿòèÿõ ÷ðåçâû-
÷àéíî ñëîæíû è ìíîãîîáðàçíû. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî â
ðàìêàõ èçâåñòíûõ òåîðèé ëèíåéíîãî è íåëèíåéíîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ, ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ñåòåâîãî ïëà-
íèðîâàíèÿ èõ îïèñàòü ñ äîñòàòî÷íîé ñòåïåíüþ äîñòîâåðíîñòè
íå âñåãäà ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Â òàêèõ ñèòóàöèÿõ,
êîãäà èçâåñòíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è ìåòîäû îêàçûâà-
þòñÿ ñëèøêîì óïðîùåííûìè è íå ìîãóò àäåêâàòíî îòðàçèòü
ýêîíîìè÷åñêóþ è ïðîèçâîäñòâåííóþ ðåàëüíîñòü, íà ïîìîùü
ïðèõîäèò ìåòîä èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Èìèòàöèîííàÿ ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôîðìàëèçîâàí-
íîå îïèñàíèå ïðîèçâîäñòâåííîé ñèñòåìû ÷åðåç åå ýëåìåíòû
è çàâèñèìîñòè ìåæäó íèìè, ïîðÿäîê ðàñ÷åòà ïîêàçàòåëåé,
õàðàêòåðèçóþùèõ ýòè ýëåìåíòû è çàâèñèìîñòè, ïðåäñòàâëåí-
íîå â âèäå àëãîðèòìà, ðåàëèçóåìîãî íà ÝÂÌ ñ ïîìîùüþ ñïå-
öèàëüíûõ ïðîãðàìì.

Èìèòàöèîííîå ìîäåëèðîâàíèå âêëþ÷àåò ñëåäóþùèå ýòà-
ïû ðåàëèçàöèè: ôîðìóëèðîâêà öåëè, ðàçðàáîòêà êîíöåïöèè
ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè, ïîñòðîåíèå ìîäåëè â âèäå ñõåìû èëè
àëãîðèòìà ðàñ÷åòîâ, ñîñòàâëåíèå ìåòîäèêè îáðàáîòêè ðåçóëü-
òàòîâ èìèòàöèîííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ðàçðàáîòêà ïðîãðàìì-
íîãî îáåñïå÷åíèÿ ïðîâåäåíèÿ èìèòàöèîííûõ ýêñïåðèìåíòîâ
íà ÝÂÌ, ïðîâåäåíèå ðàñ÷åòîâ, àíàëèç è îáîáùåíèå ðåçóëü-
òàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ.

Èñïîëüçóÿ èìèòàöèîííîå ìîäåëèðîâàíèå, ìîæíî ñòðî-
èòü ìîäåëè àíàëèçèðóåìûõ îáúåêòîâ ëþáîé ñëîæíîñòè, áîëü-
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øîé ðàçìåðíîñòè. Èìèòàöèîííóþ ìîäåëü ìîæíî òàêæå èñ-
ïîëüçîâàòü äëÿ âñåñòîðîííåãî àíàëèçà äåÿòåëüíîñòè ïðåäïðè-
ÿòèÿ èëè åãî îòäåëüíûõ ïîäðàçäåëåíèé, ïðèìåíÿòü êàê äëÿ
àíàëèçà, òàê è äëÿ ïëàíèðîâàíèÿ ðàáîòû îòäåëüíûõ çâåíüåâ
ïðîèçâîäñòâåííîãî ïðîöåññà è ïðîèçâîäñòâà â öåëîì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïîñòðîèì èìèòàöèîííóþ ìîäåëü ïà-
ðèêìàõåðñêîé (ðèñ. 13.3).

Âõîäíîé ïîòîê êëèåíòîâ (çàÿâîê) õàðàêòåðèçóåòñÿ çàêî-
íîì ðàñïðåäåëåíèÿ ìîìåíòîâ ïîÿâëåíèÿ çàÿâîê (òàáë. 13.1).

Òàáëèöà 13.1

Ðèñ. 13.3

Часы работы 
парикмахерской 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

Число 
клиентов 12 10 7 13 15 19 14 17 21 16 13 11 

  
 

Обслуживающая система 

Зал ожидания   Зал обслуживания 

 

 

Входящий           Выходящий 

поток            поток 

клиентов           клиентов 

 

     Очередь 
     клиентов 

 

   — кресло мастера, 

   — клиент. 
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Èç òàáëèöû âèäíî, ñêîëüêî êëèåíòîâ ïðèøëî â ïåðâûé,
âòîðîé è ò. ä. ÷àñû ðàáîòû ïàðèêìàõåðñêîé. Âñåãî äàííàÿ ïà-
ðèêìàõåðñêàÿ ðàáîòàåò 12 ÷àñîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñðåäíåå

âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ çàÿâêè об.T =20 ìèí. ×èñëî ìàñòåðîâ (êà-

íàëîâ îáñëóæèâàíèÿ) — 8 ÷åëîâåê.
Çàÿâêè (êëèåíòû) îáñëóæèâàþòñÿ ïî î÷åðåäè.
Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü: ñðåäíþþ äëèíó î÷åðåäè â ðàçíûå

÷àñû ðàáîòû ïàðèêìàõåðñêîé, ñðåäíåå âðåìÿ îæèäàíèÿ êëè-
åíòà â î÷åðåäè, îïòèìàëüíîå ÷èñëî ìàñòåðîâ â êàæäûé ÷àñ
ðàáîòû ïðè óñëîâèè, ÷òî âðåìÿ îæèäàíèÿ â î÷åðåäè íå áî-
ëåå 10 ìèí., ñðåäíåå âðåìÿ ïðîñòîÿ ìàñòåðîâ è ò. ä.

Èç-çà ñëîæíîñòè ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ìàññîâîãî
îáñëóæèâàíèÿ åå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå íåâîçìîæíî. Äëÿ
ïðàêòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è íåîáõîäèìî óïðîñòèòü
ìîäåëü. Ñõåìà òàêîé ìîäåëè ïðèâåäåíà íà ðèñ. 13.4.

Ìîäåëü ïîñòðîåíà èç ñïåöèàëüíûõ áëîêîâ, íàçûâàåìûõ
àãðåãàòàìè. Êàæäûé àãðåãàò âûïîëíÿåò îïðåäåëåííûå ôóíê-
öèè. Òàê àãðåãàò À0 ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ çàÿâîê
(êëèåíòîâ), ïðèøåäøèõ â ñèñòåìó (ïàðèêìàõåðñêóþ), ìåæäó
êàíàëàìè îáñëóæèâàíèÿ (ìàñòåðàìè) À1-À8, à òàêæå äëÿ èìè-

Ðèñ. 13.4
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òàöèè î÷åðåäè êëèåíòîâ. Çàÿâêà èç î÷åðåäè ïîïàäàåò â ïåð-
âûé îñâîáîäèâøèéñÿ êàíàë îáñëóæèâàíèÿ, ãäå íàõîäèòñÿ â
òå÷åíèè âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ .обT =20 ìèí.

Âñå àãðåãàòû ìîäåëè îïèñûâàþòñÿ ïðè ïîìîùè çàäàíèÿ
âõîäîâ, âûõîäîâ è ñîñòîÿíèé. Íàïðèìåð, àãðåãàò î÷åðåäü À0 â
êà÷åñòâå ïåðâîãî âõîäà èìååò ïîòîê âõîäíûõ äàííûõ, ïðè-
÷åì, âõîä ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0, åñëè â ðàññìàòðèâàåìûé
ìîìåíò âðåìåíè â ñèñòåìó íå ïîñòóïèëà íîâàÿ çàÿâêà, è I,
åñëè çàÿâêà ïîñòóïèëà. Âòîðîé âõîä ïðèíèìàåò çíà÷åíèå I,
åñëè îñâîáîæäàåòñÿ êàêîé-ëèáî êàíàë îáñëóæèâàíèÿ (ìàñòåð).
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âòîðîé âõîä ðàâåí 0. Ñîñòîÿíèå àãðåãàòà
À0 îòîáðàæàåòñÿ â âèäå òðåõ êîìïîíåíò — X, Y, Z, ãäå X —
÷èñëî çàÿâîê, íàõîäÿùèõñÿ â î÷åðåäè, Y — íîìåð êàíàëà,
îñâîáîäèâøåãîñÿ ïåðâûì, Z — ñóììàðíîå âðåìÿ íàõîæäåíèÿ
âñåõ çàÿâîê â î÷åðåäè çà îïðåäåëåííûé ÷àñ ðàáîòû ñèñòåìû.
Ñîñòîÿíèå àãðåãàòà À0 ìåíÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò âõîäíûõ
äàííûõ, à èìåííî: ìåíÿåòñÿ âåëè÷èíà î÷åðåäè, åñëè ïðèøëà
íîâàÿ çàÿâêà èëè çàÿâêà èç î÷åðåäè ïîñòóïèëà íà îáñëóæèâà-
íèå; ìåíÿþòñÿ íîìåðà êàíàëîâ Y è âðåìÿ Z. Âñå âîçìîæíûå
èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ îïèñûâàþòñÿ è çàêëàäûâàþòñÿ â ìîäåëü.
Âûõîä àãðåãàòà À0 ñîîòâåòñòâóåò 1, åñëè â äàííûé ìîìåíò
çàÿâêà èç î÷åðåäè ïîøëà íà îáñëóæèâàíèå, è 0, åñëè ýòî íå
ïðîèñõîäèò. Àíàëîãè÷íî îïèñûâàþòñÿ è äðóãèå àãðåãàòû.

Ïî èçâåñòíûì â îïðåäåëåííûå ìîìåíòû âðåìåíè çíà÷å-
íèÿì ñîñòîÿíèé è âûõîäîâ àãðåãàòîâ ñèñòåìû ðàññ÷èòûâàþò-
ñÿ âñå òðåáóåìûå ïàðàìåòðû îáñëóæèâàíèÿ.

Ïîñëå ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè íà÷èíàåòñÿ åå èññëåäîâàíèå.
Èññëåäîâàíèå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îñóùåñòâëÿåòñÿ ñåðèÿ
èìèòàöèé (ïðèõîäà è îáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê) è âû÷èñëÿþòñÿ
ïîêàçàòåëè îáñëóæèâàþùåé ñèñòåìû. Ïîêàçàòåëè áóäóò èç-
ìåíÿòüñÿ, åñëè èçìåíèòñÿ ïîòîê çàÿâîê, ñðåäíåå âðåìÿ îá-
ñëóæèâàíèÿ .обT , ÷èñëî ðàáî÷èõ êàíàëîâ (êðåñåë). Èçìåíÿÿ
âñå ýòè õàðàêòåðèñòèêè, ìîæíî îïðåäåëèòü íåîáõîäèìîå
÷èñëî ðàáî÷èõ êàíàëîâ (êðåñåë) äëÿ ðàçëè÷íîé èíòåíñèâíîñ-
òè ïîòîêà êëèåíòîâ ïðè çàäàííîì ñðåäíåì âðåìåíè îæèäàíèÿ
â î÷åðåäè.
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Îöåíêîé ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ è ïðèíÿòè-
åì ðåøåíèÿ îá îïòèìàëüíîì òèïå ïðåäïðèÿòèÿ (ñèñòåìû îá-
ñëóæèâàíèÿ) çàíèìàþòñÿ ýêñïåðòû. Ýêñïåðòû çàäàþò èñõîä-
íûå äàííûå, ìåíÿþò ñòðóêòóðó ìîäåëè, çàäàþò âîïðîñû ÝÂÌ
ïðè ïîìîùè ñïåöèàëüíûõ ÿçûêîâ ìîäåëèðîâàíèÿ.

Ðàññìàòðèâàåìûé ïðîöåññ îáñëóæèâàíèÿ êëèåíòîâ â ïà-
ðèêìàõåðñêîé ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêèì (èçìåíÿþùèìñÿ ñî
âðåìåíåì), òàê êàê ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñîñòîÿíèå àãðåãàòà
À0 ïîìåíÿåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè â ñâÿçè ñ èçìåíåíèåì ïà-
ðàìåòðà Õ (ïîòîêà çàÿâîê). Çàäà÷à çíà÷èòåëüíî óïðîùàåòñÿ,
åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñðåäíåå ÷èñëî êëèåíòîâ, ïðèõîäÿ-
ùèõ â ïàðèêìàõåðñêóþ â åäèíèöó âðåìåíè, îñòàåòñÿ ïîñòî-
ÿííûì.

Ðàññìîòðåííàÿ ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïàðèê-
ìàõåðñêîé íàçûâàåòñÿ èìèòàöèîííîé ìîäåëüþ. Èìèòàöèîííûå
ìîäåëè òàêîãî òèïà ìîæíî ïîñòðîèòü äëÿ ïðà÷å÷íûõ, àòåëüå
õèìè÷åñêîé ÷èñòêè îäåæäû, ìàñòåðñêèõ ïî ðåìîíòó îáóâè è
îäåæäû è äð.

Äëÿ ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ (ÑÌÎ) îñíîâíûì
ôàêòîðîì, îáóñëàâëèâàþùèì ïðîòåêàþùèå â íåé ïðîöåññû,
ÿâëÿåòñÿ ïîòîê çàÿâîê. Ïîýòîìó ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå
ëþáîé ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ îïèñà-
íèÿ ïîòîêà çàÿâîê.

13.2. Ðàñïðåäåëåíèå âõîäÿùåãî ïîòîêà
è ðàñïðåäåëåíèå âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ

13.2.1. Âõîäÿùèé ïîòîê òðåáîâàíèé

Ðàññìàòðèâàåìûå ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ îï-
ðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè äîïóùåíèÿìè: 1) âõîäÿùèé ïîòîê
(ìîäåëü ïðèáûòèÿ êëèåíòîâ) ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì ïî âðå-
ìåíè; 2) äèñöèïëèíà î÷åðåäè — “ïåðâûì ïðèáûë — ïåðâûé
îáñëóæåí”; 3) ïîðÿäîê îáñëóæèâàíèÿ — ÷èñëî îáñëóæèâàþ-
ùèõ óñòðîéñòâ ðàâíî n; âðåìÿ â òå÷åíèå êîòîðîãî êàêîé-
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ëèáî êëèåíò íàõîäèòñÿ íà îáñëóæèâàíèè, íàçûâàåòñÿ äëè-
òåëüíîñòüþ îáñëóæèâàíèÿ (Òîá) è ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíîé. Äîïóùåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà îáñëóæèâàíèÿ îçíà-
÷àþò, ÷òî ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîòðåáíîñòè â îáñëóæèâàíèè âñå
êëèåíòû îäèíàêîâû; ÷òî îáñëóæèâàþùåå óñòðîéñòâî íå ïðå-
êðàùàåò è íå ìåíÿåò òåìïà îáñëóæèâàíèÿ â êàêîé-ëèáî ìî-
ìåíò âðåìåíè è ÷òî íà åãî ðàáîòó íè â êîåé ìåðå íå âëèÿåò
äëèíà î÷åðåäè.

Ïóñòü Ì[T] =T  îáîçíà÷àåò ñðåäíþþ äëèòåëüíîñòü ïðî-
ìåæóòêîâ âðåìåíè ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè ìîìåíòàìè ïðè-
áûòèÿ êëèåíòîâ, à Ì[Tîá.] = об.T  — ñðåäíþþ äëèòåëüíîñòü îá-
ñëóæèâàíèÿ. Ïðèìåì òàê æå, ÷òî 0 < T < ∞ è 0 < T  <∞ . Äëÿ
ñèñòåìû ñ îäíèì îáñëóæèâàþùèì óñòðîéñòâîì (îäíîëèíåé-
íîé ñèñòåìû) îòíîøåíèå ñðåäíåé äëèòåëüíîñòè îáñëóæèâà-
íèÿ ê ñðåäíåé äëèòåëüíîñòè ïðîìåæóòêà âðåìåíè ìåæäó ïîñ-
ëåäîâàòåëüíûìè ìîìåíòàìè ïðèáûòèÿ êëèåíòîâ

ρ =
T

Tоб. (0 < ρ < ∞ ) (13.1)

íàçûâàåòñÿ çàãðóçêîé è âûðàæàåòñÿ â ýðëàíãàõ, ýòà âåëè÷è-
íà ÿâëÿåòñÿ áåçðàçìåðíîé. Ïðèìåíèâ ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{Tr} èçâåñòíûé ðåçóëüòàò òåîðèè âîññòàíîâëåíèÿ, íàõîäèì,
÷òî ïðè t ∞→  ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñëà êëèåíòîâ,
ïðèáûâàþùèõ çà åäèíèöó âðåìåíè, ñîñòàâëÿåò

Ì ≈ 
T

1
(13.2)

ïîýòîìó ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî çàãðóçêà ρ ðàâíà ìàòåìàòè÷åñ-
êîìó îæèäàíèþ ÷èñëà êëèåíòîâ, ïðèáûâàþùèõ çà ñðåäíåå
âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ. Ýòî îïðàâäûâàåò îïðåäåëåíèå ïîêàçà-
òåëÿ çàãðóæåííîñòè ñèñòåìû. Âåëè÷èíà ρ ÿâëÿåòñÿ âàæíûì
ïîêàçàòåëåì ïðè àíàëèçå ñèñòåì ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ. Äëÿ
n — êàíàëüíîé ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ (n < ∞ ) çàãðóçêà ñèñ-
òåìû îïðåäåëÿåòñÿ êàê

ρ =
T

Tоб. . (13.3)
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Íåêîòîðûå âàæíûå ïðîáëåìû, âîçíèêàþùèå ïðè àíàëè-
çå ñèñòåì ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, êàñàþòñÿ ñëåäóþùèõ
ïàðàìåòðîâ:

1. Äëèíà î÷åðåäè. Ïóñòü Q(t) — ÷èñëî êëèåíòîâ, íàõîäÿ-
ùèõñÿ â ñèñòåìå â ìîìåíò âðåìåíè t. Åñëè n < ∞ , òî â Q(t)
áóäóò âõîäèòü êàê îáñëóæèâàåìûå, òàê è îæèäàþùèå â î÷å-
ðåäè êëèåíòû. Íàçîâåì Q(t) äëèíîé î÷åðåäè. Åñëè n = ∞ , òî
Q(t) — ÷èñëî çàíÿòûõ îáñëóæèâàþùèõ óñòðîéñòâ.

2. Äëèòåëüíîñòü îæèäàíèÿ. Âðåìÿ, ïðîâåäåííîå êëèåí-
òîì â î÷åðåäè äî íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ, íàçûâàåòñÿ äëèòåëü-
íîñòüþ îæèäàíèÿ. Îáùåå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ êëèåíòà â ñèñòå-
ìå ðàâíî äëèòåëüíîñòè îæèäàíèÿ ïëþñ äëèòåëüíîñòü îáñëó-
æèâàíèÿ.

3. Èíòåðâàë çàíÿòîñòè. Äîïóñòèì, ÷òî ïåðâîíà÷àëüíî îá-
ñëóæèâàþùåå óñòðîéñòâî ñâîáîäíî, òîãäà ïðèáûâàþùèé êëè-
åíò áóäåò îáñëóæèâàòüñÿ íåìåäëåííî. Çà âðåìÿ åãî îáñëóæè-
âàíèÿ ìîãóò ïðèáûòü åùå íåñêîëüêî êëèåíòîâ, êîòîðûå ïî-
ñòóïÿò íà îáñëóæèâàíèå â ïîðÿäêå î÷åðåäè. Ýòîò ïðîöåññ áóäåò
ïðîäîëæàòüñÿ, òàêèì îáðàçîì, äî òåõ ïîð ïîêà â ñèñòåìå íå
îñòàíåòñÿ êëèåíòîâ, è îáñëóæèâàþùåå óñòðîéñòâî ñíîâà ñòà-
íåò ñâîáîäíûì. Êîãäà ýòî ïðîèçîéäåò, ìû ãîâîðèì, ÷òî òîëü-
êî ÷òî çàêîí÷èëñÿ èíòåðâàë çàíÿòîñòè. Ñâîáîäíûì èíòåðâà-
ëîì íàçûâàåòñÿ òàêîé èíòåðâàë âðåìåíè, êîãäà â ñèñòåìå íåò
êëèåíòîâ. Èíòåðâàë çàíÿòîñòè è ñëåäóþùèé çà íèì ñâîáîä-
íûé èíòåðâàë îáðàçóþò âìåñòå öèêë çàíÿòîñòè, à âåñü ïðî-
öåññ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêèõ öèêëîâ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçó÷àåìûé ïîòîê îáëàäàåò ñëåäóþ-
ùèìè òðåìÿ ñâîéñòâàìè:

1. Ñòàöèîíàðíîñòüþ, êîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî ìàòåìàòè÷åñ-
êîå îæèäàíèå ÷èñëà òðåáîâàíèé, ïîñòóïàþùèõ â ñèñòåìó â
åäèíèöó âðåìåíè, íå ìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè, ò. å. âåðîÿòíîñòü
ïîñòóïëåíèÿ â ñèñòåìó îïðåäåëåííîãî êîëè÷åñòâà òðåáîâà-
íèé â òå÷åíèè çàäàííîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè ∆t çàâèñèò îò
åãî âåëè÷èíû è íå çàâèñèò îò íà÷àëà åãî îòñ÷åòà.

2. Îòñóòñòâèåì ïîñëåäåéñòâèÿ. Ýòî ñâîéñòâî îçíà÷àåò, ÷òî
òðåáîâàíèÿ ïîñòóïàþò â ñèñòåìó íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà.
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Íàïðèìåð, ïîòîê êëèåíòîâ, âõîäÿùèõ â àòåëüå õèì÷èñòêè
îäåæäû, ìîæíî ñ÷èòàòü ïîòîêîì áåç ïîñëåäåéñòâèÿ ïîòîìó,
÷òî ïðè÷èíû, îáóñëîâèâøèå ïðèõîä îòäåëüíîãî êëèåíòà èìåí-
íî â òîò, à íå â äðóãîé ìîìåíò, êàê ïðàâèëî, íå ñâÿçàíû ñ
àíàëîãè÷íûìè ïðè÷èíàìè äëÿ äðóãèõ êëèåíòîâ.

3. Îðäèíàðíîñòüþ. Ýòî óñëîâèå âûðàæàåò ñîáîé ïðàêòè-
÷åñêóþ íåâîçìîæíîñòü ïîÿâëåíèÿ äâóõ èëè áîëüøåãî ÷èñëà
ñîáûòèé çà î÷åíü ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè, ò. å. òðåáîâà-
íèÿ ïðèõîäÿò ïîîäèíî÷êå. Ïîòîê êëèåíòîâ, âõîäÿùèõ â ïà-
ðèêìàõåðñêóþ ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ ïðàêòè÷åñêè îðäèíàðíûì.

Ïîòîê ñîáûòèé, óäîâëåòâîðÿþùèé ýòèì òðåì óñëîâèÿì,
íàçûâàåòñÿ ïðîñòåéøèì.

Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà íàëè÷èÿ òðåõ ïåðå÷èñëåííûõ
óñëîâèé íåðåäêî òðóäíî âûïîëíèìà, ïîýòîìó î÷åíü âàæíî
íàéòè èíûå óñëîâèÿ, êîòîðûå ïîçâîëèëè áû èç èíûõ îñíîâà-
íèé äåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî ïîòîê ñîáûòèé îêàæåòñÿ ïðî-
ñòåéøèì èëè áëèçêèì ê íåìó. Òàêîå óñëîâèå ñîñòîèò â ñëåäó-
þùåì.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èíòåðåñóþùèé íàñ ïîòîê ÿâëÿåòñÿ
ñóììîé î÷åíü áîëüøîãî ÷èñëà íåçàâèñèìûõ ìåæäó ñîáîé ñòà-
öèîíàðíûõ ïîòîêîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ëèøü ìàëî âëèÿåò
íà ñóììó. Ñóììàðíûé ïîòîê ïðè äîïîëíèòåëüíîì îãðàíè÷å-
íèè àðèôìåòè÷åñêîãî õàðàêòåðà, ãàðàíòèðóþùåì îðäèíàð-
íîñòü ñóììàðíîãî ïîòîêà, îêàçûâàåòñÿ áëèçêèì ê ïðîñòåé-
øåìó.

Òàê èç òîãî, ÷òî ïîòîê ãðóçîâûõ ñóäîâ, ïðèáûâàþùèõ â
äàííûé ìîðñêîé ïîðò, ñîñòàâëåí èç áîëüøîãî ÷èñëà ïîòîêîâ,
îòïðàâëÿåìûõ èç ðàçëè÷íûõ äðóãèõ ïîðòîâ, ñëåäóåò, ÷òî
ïîòîê ñóäîâ òàêæå äîëæåí áûòü áëèçîê ê ïðîñòåéøåìó.

Ïðîñòåéøèé ïîòîê èãðàåò â òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæè-
âàíèÿ îñîáåííî âàæíóþ ðîëü. Âî-ïåðâûõ, ïðîñòåéøèå è áëèç-
êèå ê ïðîñòåéøèì ïîòîêè çàÿâîê ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ íà ïðàê-
òèêå. Âî-âòîðûõ, äàæå ïðè ïîòîêå çàÿâîê, îòëè÷àþùåìñÿ îò
ïðîñòåéøåãî, ÷àñòî ìîæíî ïîëó÷èòü óäîâëåòâîðèòåëüíûå ïî
òî÷íîñòè ðåçóëüòàòû, çàìåíèâ ïîòîê ëþáîé ñòðóêòóðû ïðî-
ñòåéøèì ñ òîé æå ïëîòíîñòüþ.
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Ðàññìîòðèì íà îñè 0t ïðîñòåéøèé ïîòîê ñîáûòèé (ðèñ. 13.5)
êàê íåîãðàíè÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ òî÷åê.

Âûäåëèì ïðîèçâîëüíûé ó÷àñòîê âðåìåíè äëèíîé t. Êàê
èçâåñòíî, ïðè óñëîâèÿõ 1, 2 è 3 ÷èñëî òî÷åê, ïîïàäàþùèõ íà
ó÷àñòîê t, ðàñïðåäåëåíî ïî çàêîíó Ïóàññîíà ñ ìàòåìàòè÷åñ-
êèì îæèäàíèåì

à = λt, (13.4)

ãäå λ — ïëîòíîñòü (èíòåíñèâíîñòü) ïîòîêà (ñðåäíåå ÷èñëî òðå-
áîâàíèé, ïðèõîäÿùååñÿ íà åäèíèöó âðåìåíè). Âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî çà âðåìÿ t ïðîèçîéäåò ðîâíî n ñîáûòèé, ðàâíà

Pn(t) =
t

n

e
n!

t)( λ−λ
. (13.5)

Â ÷àñòíîñòè, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ó÷àñòîê îêàæåòñÿ
ïóñòûì (íå ïðîèçîéäåò íè îäíîãî ñîáûòèÿ), áóäåò

Pî(t) = e
–λt.  (13.6)

Âåëè÷èíà à = λt ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñðåäíåå ÷èñëî òðå-
áîâàíèé, ïîñòóïèâøèõ ê ìîìåíòó âðåìåíè t.

Èç (13.6) ñëåäóåò, ÷òî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîìå-
æóòêîâ âðåìåíè ìåæäó òðåáîâàíèÿìè îïðåäåëÿåòñÿ êàê

f(t) = λe–λt, (t > 0), (13.7)

Ðàñïðåäåëåíèå (13.7) íàçûâàåòñÿ ïîêàçàòåëüíûì (ýêñïî-

íåíöèàëüíûì). Äëÿ íåãî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå Ì = λ
1 ,

à ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå σ = λ
1 .

Ðèñ. 13.5

Т t 
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13.2.2. Ðàñïðåäåëåíèå âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ

Êðîìå õàðàêòåðèñòèê âõîäíîãî ïîòîêà çàÿâîê, ðåæèì ðà-
áîòû ñèñòåìû çàâèñèò åùå îò õàðàêòåðèñòèê ïðîèçâîäèòåëü-
íîñòè ñàìîé ñèñòåìû: ÷èñëà êàíàëîâ è áûñòðîäåéñòâèÿ êàæäî-
ãî êàíàëà. Îäíîé èç âàæíåéøèõ âåëè÷èí, ñâÿçàííûõ ñ ñèñòå-
ìîé, ÿâëÿåòñÿ âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ îäíîé çàÿâêè Òîá. Ýòà âå-
ëè÷èíà ìîæåò áûòü êàê ñëó÷àéíîé, òàê è íå ñëó÷àéíîé. Î÷å-
âèäíî, áîëåå îáùèì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîå âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ.

Â ïîòîêå òðåáîâàíèé èíòåðâàë âðåìåíè ìåæäó ñîñåäíèìè
ïîñòóïàþùèìè òðåáîâàíèÿìè — âåëè÷èíà ñëó÷àéíàÿ, îäíàêî,

ñðåäíèé èíòåðâàë ïðåäïîëàãàåòñÿ çàäàííûì è ðàâíûì T . Íà-
ïðèìåð, êëèåíòû ïîî÷åðåäíî ïîäõîäÿò ê ïðèåìùèêó îáóâè â
ìîìåíòû âðåìåíè 9.00, 9.03, 9.08, 9.12, 9.18, 9.23, 9.29, 9.39,
9.45, 9.53, 10.00, èíòåðâàë ìåæäó ïîñòóïëåíèÿìè ðàâåí 3, 5, 4,
6, 5, 6, 10, 6, 8, 7 ìèíóò, à ñðåäíåå çíà÷åíèå = 6 ìèí.

Ïî ôîðìóëå (13.2) íàéäåì, ÷òî èíòåíñèâíîñòü ïîñòóïëå-
íèÿ òðåáîâàíèé, îòðàæàþùàÿ ñðåäíåå ÷èñëî òðåáîâàíèé,
ïîñòóïàþùèõ â ñèñòåìó îáñëóæèâàíèÿ çà åäèíèöó âðåìåíè,

áóäåò ðàâíà λ = сек
1

360
1

ч
1

6
60

мин.
1

6
1 == . Ñëåäîâàòåëüíî,

çà îäíó ñåêóíäó íà îáñëóæèâàíèå â ñðåäíåì ïðèáûâàåò

360
1 òðåáîâàíèÿ, çà îäíó ìèíóòó — 6

1  òðåáîâàíèÿ, çà îäèí

÷àñ — äåñÿòü òðåáîâàíèé.
Âçàèìîñâÿçàííûå ïîêàçàòåëè λ è ÿâëÿþòñÿ âàæíåéøèìè

õàðàêòåðèñòèêàìè ïîòîêà. Âåëè÷èíà îïðåäåëÿåò ðàçðÿæåííûé
èëè ïëîòíûé ïîòîê ïîñòóïàåò íà îáñëóæèâàíèå, à âåëè÷èíà λ
âûðàæàåò ñêîðîñòü ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèé íà îáñëóæèâà-
íèå — ÷èñëî âõîäÿùèõ åäèíèö â åäèíèöó âðåìåíè.

Çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåðâàëà ìåæäó ñîñåäíèìè òðåáî-
âàíèÿìè ïðè îäíîì ê òîì æå ñðåäíåì çíà÷åíèèТ  ìîæåò áûòü
ðàçëè÷íûì — íîðìàëüíûì, ðàâíîìåðíûì, ýêñïîíåíöèàëüíûì
(ðèñ. 13.6.1).

Ðàññìîòðèì òðè ïðèìåðà èíòåðâàëîâ (â ìèí.) ìåæäó î÷å-
ðåäíûìè ïîñòóïëåíèÿìè òðåáîâàíèé: 3, 1, 3, 5, 4, 2, 3, 2, 4,
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1 3
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3 — î÷åðåäíûìè ïîäõîäàìè êëèåíòîâ ê ïðèåìùèêó îáóâè íà
ðåìîíò (ðèñ.13.6.2); 2, 3, 4, 5, 1, 4, 5, 2, 1, 3 — î÷åðåäíûìè
ïîäõîäàìè ïîêóïàòåëåé ê êàññå (ðèñ. 13.6.3); 1, 3, 1, 1, 3, 1,
5, 8, 3, 1 — î÷åðåäíûìè ïîäõîäàìè êëèåíòîâ ê ïðèåìùèêó
îäåæäû â õèì÷èñòêó (ðèñ. 13.6.4).

Ñðåäíèé èíòåðâàë ìåæäó ïîñòóïàþùèìè òðåáîâàíèÿìè
âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ îäèíàêîâ:T  = 3 ìèí., íî ôîðìà ðàñïðå-
äåëåíèÿ âåëè÷èíû èíòåðâàëà ðàçëè÷íàÿ (ðèñ. 13.6), ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ íîðìàëüíîìó, ðàâíîìåðíîìó è ýêñïîíåíöèàëüíîìó
ðàñïðåäåëåíèÿì. Ýòè ðàçëè÷èÿ îòðàæàþòñÿ âåëè÷èíîé ñðåä-
íåêâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ äëèíû èíòåðâàëîâ: äëÿ ïåð-

âîãî ïðèìåðà σ = 1,2  ≈ 1,1; äëÿ âòîðîãî ïðèìåðàσ = 1,4  ≈

1,55 è äëÿ òðåòüåãî ïðèìåðà σ = 8,4  ≈ 2,9.

Ðèñ. 13.6



348

Âîçìîæåí ñëó÷àé, êîãäà èíòåðâàë âðåìåíè ìåæäó ñîñåä-
íèìè òðåáîâàíèÿìè ïîòîêà ïîñòîÿííûé è ðàâåí Ò. Òàêîé ïî-
òîê íåñëó÷àéíîãî çàêîíîìåðíîãî ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèé íà-
çûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì è ó ýòîãî ïîòîêà σ = 0

Ëþáàÿ ñèñòåìà îáñëóæèâàíèÿ ñîñòîèò èç ðÿäà êàíàëîâ
èëè åäèíèö îáñëóæèâàíèÿ (îáñëóæèâàþùèé ïåðñîíàë, ïðè-
áîðû, ìåõàíèçìû è ò. ä.). Âñå îáñëóæèâàþùèå êàíàëû îáû÷-
íî ïðåäïîëàãàþòñÿ îäèíàêîâûìè. Êàæäûé èç êàíàëîâ çàòðà-
÷èâàåò íà îáñëóæèâàíèå î÷åðåäíîãî òðåáîâàíèÿ íåêîòîðîå
ñëó÷àéíîå âðåìÿ, íî ñðåäíåå âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ ó âñåõ
êàíàëîâ îäèíàêîâî è ðàâíî об.T . Íàïðèìåð, ÷èñòèëüùèê îáó-
âè çàòðàòèë íà îáñëóæèâàíèå êàæäîãî èç äåñÿòè ïåðâûõ êëè-
åíòîâ ðàçëè÷íîå âðåìÿ: 3, 1, 3, 5, 4, 2, 3, 2, 4, 3 ìèí.
(ðèñ. 13.6.2), íî ñðåäíåå çíà÷åíèå âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ ðàâ-
íî об.T = 3 ìèí. Âåëè÷èíà

µ  =
об.T

1
(13.8)

íàçûâàåòñÿ èíòåíñèâíîñòüþ îáñëóæèâàíèÿ. Îíà õàðàêòåðèçó-
åò ñêîðîñòü ðàáîòû êàíàëà îáñëóæèâàíèÿ è îòðàæàåò ñðåäíåå
÷èñëî òðåáîâàíèé, îáñëóæèâàåìûõ êàíàëîì çà åäèíèöó âðå-
ìåíè.

Òàê â íàøåì ñëó÷àåµ  = сек
1

180
1

ч
1

3
60

мин.
1

3
1 == , ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî çà îäíó ñåêóíäó êàíàë îáñëóæèâàåò â ñðåä-

íåì 180
1  òðåáîâàíèÿ, çà îäíó ìèíóòó — 3

1  òðåáîâàíèÿ è çà

îäèí ÷àñ — äâàäöàòü òðåáîâàíèé.
Âñòðå÷àþòñÿ ïðèìåðû îáñëóæèâàíèÿ ñ íåñëó÷àéíûì ïî-

ñòîÿííûì âðåìåíåì Òîá (àâòîìàòû âûäà÷è ãàçèðîâàííîé âîäû,
ñîêîâ, ãàçåò, ðàçìåííûå è áèëåòíûå àâòîìàòû íà òðàíñïîð-
òå è ò. ä.).

Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Òîá èìååò ôóíêöèþ ðàñïðåäå-
ëåíèÿ

G(t) = P(Tîá < t). (13.9)
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Äëÿ ïðàêòèêè îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé, êîã-
äà äëÿ âåëè÷èíû Òîá ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò âèä

G(t) = 1 – e–µt (t > 0), (13.10)

è, ñëåäîâàòåëüíî, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Òîá èìååò ïîêàçàòåëü-
íîå ðàñïðåäåëåíèå

g(t) = µ e–µt (t > 0). (13.11)

Ïàðàìåòðµ  íàçûâàåòñÿ èíòåíñèâíîñòüþ îáñëóæèâàíèÿ è
ýòî åñòü âåëè÷èíà, îáðàòíàÿ ñðåäíåìó âðåìåíè îáñëóæèâà-
íèÿ îäíîãî òðåáîâàíèÿ

µ  = [ ]об.TM

1
 . (13.12)

Îñîáàÿ ðîëü, êîòîðóþ èãðàåò â òåîðèè ìàññîâîãî îáñëó-
æèâàíèÿ ïîêàçàòåëüíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí Òîá,
ñâÿçàíà ñî ñâîéñòâîì ýòîãî çàêîíà, êîòîðîå ïðèìåíèòåëüíî
ê ðàññìàòðèâàåìîìó ñëó÷àþ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê: åñëè
â êàêîé-òî ìîìåíò t0 ïðîèñõîäèò îáñëóæèâàíèå çàÿâêè, òî
çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ îñòàâøåãîñÿ âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ íå
çàâèñèò îò òîãî, ñêîëüêî âðåìåíè îáñëóæèâàíèå óæå ïðî-
äîëæàëîñü.

Íà ïåðâûé âçãëÿä äîïóùåíèå î òîì, ÷òî âðåìÿ îáñëó-
æèâàíèÿ ðàñïðåäåëåíî ïî ïîêàçàòåëüíîìó çàêîíó, ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ äîâîëüíî èñêóññòâåííûì. Îäíàêî, ñóùåñòâóþò óñëî-
âèÿ, â êîòîðûõ âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ äåéñòâèòåëüíî ðàñïðå-
äåëÿåòñÿ ïî çàêîíó, áëèçêîìó ê ïîêàçàòåëüíîìó.

Ýòî, ïðåæäå âñåãî, âñå çàäà÷è, â êîòîðûõ îáñëóæèâà-
íèå ñâîäèòñÿ ê ðÿäó “ïîïûòîê”, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðèâî-
äèò ê íåîáõîäèìîìó ðåçóëüòàòó ñ êàêîé-òî âåðîÿòíîñòüþ. Ê
òàêîìó òèïó ÷àñòî ìîæíî îòíåñòè îáñëóæèâàíèå ïî óñòðà-
íåíèþ íåèñïðàâíîñòåé òåõíè÷åñêèõ óñòðîéñòâ, êîãäà ïîèñêè
íåèñïðàâíîé äåòàëè èëè óçëà îñóùåñòâëÿþòñÿ ðÿäîì ïðîâå-
ðîê èëè òåñòîâ. Ê òàêîìó æå òèïó ìîæíî îòíåñòè çàäà÷è, ãäå
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“îáñëóæèâàíèå” çàêëþ÷àåòñÿ â îáíàðóæåíèè êàêîãî-ëèáî
îáúåêòà ðàäèîëîêàòîðîì, åñëè îáúåêò ñ êàêîé-òî âåðîÿòíîñ-
òüþ ìîæåò áûòü îáíàðóæåí ïðè êàæäîì öèêëå îáçîðà. Ïîêà-
çàòåëüíûì çàêîíîì õîðîøî îïèñûâàþòñÿ è òå ñëó÷àè, êîãäà
ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ ïî òåì èëè
èíûì ïðè÷èíàì óáûâàåò ïðè âîçðàñòàíèè àðãóìåíòà t. Ýòî
áûâàåò, êîãäà îñíîâíàÿ ìàññà çàÿâîê îáñëóæèâàåòñÿ î÷åíü
áûñòðî, à çíà÷èòåëüíûå çàäåðæêè â îáñëóæèâàíèè íàáëþäà-
þòñÿ ðåäêî.

Ðàçóìååòñÿ ïîêàçàòåëüíûé çàêîí íå ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëü-
íûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ. Îäíàêî,
áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü è äðóãèå õàðàê-
òåðèñòèêè ÑÌÎ ñðàâíèòåëüíî ìàëî çàâèñÿò îò âèäà çàêîíà
ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ, à çàâèñÿò ãëàâíûì
îáðàçîì îò åãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ mtîá.

]= M[Tîá.], â òåîðèè
ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ÷àùå âñåãî ïîëüçóþòñÿ äîïóùåíè-
åì, ÷òî âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ ðàñïðåäåëåíî ïî ïîêàçàòåëü-
íîå çàêîíó. Ýòà ãèïîòåçà ïîçâîëÿåò ñèëüíî óïðîñòèòü ìàòå-
ìàòè÷åñêèé àïïàðàò, ïðèìåíÿåìûé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàñ-
ñîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, è, â ðÿäå ñëó÷àåâ, ïîëó÷èòü ïðîñòûå
àíàëèòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ õàðàêòåðèñòèêè ïðîïóñêíîé ñïî-
ñîáíîñòè ñèñòåìû.

13.2.3. Ìîäåëè ÑÌÎ
ïðîèçâîäñòâåííûõ ïðåäïðèÿòèé

Ïðè èçó÷åíèè ïðîèçâîäñòâåííîãî ïðîöåññà, óëó÷øåíèå
õàðàêòåðèñòèê êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ öåëüþ èññëåäîâàíèÿ, ïðåæ-
äå âñåãî ñëåäóåò óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ïðîöåññ äåéñòâèòåëü-
íî çàâèñèò îò òîãî, íàñêîëüêî õîðîøî ôóíêöèîíèðóåò íåêî-
òîðàÿ ÑÌÎ.

Åñëè òàêàÿ çàâèñèìîñòü óñòàíîâëåíà è â ïðîöåññå èçó÷å-
íèÿ êîíêðåòíîé ñèòóàöèè áûëà âûäåëåíà ÑÌÎ, ò. å. óêàçàí
èñòî÷íèê òðåáîâàíèé, ïîñòóïàþùèõ íà îáñëóæèâàíèå, ôèçè-
÷åñêàÿ ïðèðîäà òðåáîâàíèé, îïðåäåëåíû êàíàëû îáñëóæèâà-



351

íèÿ, òî çàäà÷à ðàöèîíàëèçàöèè ïðîèçâîäñòâåííîãî ïðîöåññà
ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å óëó÷øåíèÿ òåì èëè èíûì ñïîñîáîì õàðàê-
òåðèñòèê ñèñòåì ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ.

Åñëè òèï ÑÌÎ îïðåäåëåí, òî äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäî-
âàíèÿ íåîáõîäèìî âûáðàòü õàðàêòåðèñòèêè îáñëóæèâàíèÿ,
íàèáîëåå ñóùåñòâåííûå â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.
Ýòè õàðàêòåðèñòèêè ÿâëÿþòñÿ ïîêàçàòåëÿìè êà÷åñòâà ôóíê-
öèîíèðîâàíèÿ ÑÌÎ, è â òî æå âðåìÿ îò èõ çíà÷åíèÿ çàâèñèò
ýôôåêòèâíîñòü ïðîèçâîäñòâåííîãî ïðîöåññà, òå÷åíèå êîòî-
ðîãî îïðåäåëÿåòñÿ êà÷åñòâîì ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåì ìàñ-
ñîâîãî îáñëóæèâàíèÿ.

Â òàáë. 13.2. ïðèâåäåíû íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèåñÿ â
ïðîèçâîäñòâåííîé ïðàêòèêå òèïû ÑÌÎ è òå õàðàêòåðèñòèêè
îáñëóæèâàíèÿ, êîòîðûå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â òîì èëè
èíîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå.

Íàèáîëåå òðóäîåìêîé è âàæíîé ÷àñòüþ âñåõ ïîäãîòîâè-
òåëüíûõ ðàáîò, êîòîðûå ïðåäøåñòâóþò ïîñòðîåíèþ ìàòåìà-
òè÷åñêîé ìîäåëè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåì ìàññîâîãî îáñëó-
æèâàíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå âõîäÿùåãî
ïîòîêà òðåáîâàíèé è îïåðàöèé îáñëóæèâàíèÿ. Ýòî èññëåäîâà-
íèå ïðîèçâîäèòñÿ ïóòåì ïðîâåäåíèÿ ñïåöèàëüíîãî ñòàòèñòè-
÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà, îðãàíèçóåìîãî â óñëîâèÿõ ïðîèçâîä-
ñòâà äëÿ ñáîðà ñòàòèñòè÷åñêîé èíôîðìàöèè î õîäå ïðîèçâîä-
ñòâåííûõ ïðîöåññîâ.

Â ïðîöåññå èçó÷åíèÿ ïðîèçâîäñòâåííîãî ïðîöåññà äîëæ-
íû ôèêñèðîâàòüñÿ äëèòåëüíîñòè ðàçëè÷íûõ îïåðàöèé, â òîì
÷èñëå îïåðàöèé îáñëóæèâàíèÿ è äëèòåëüíîñòè èíòåðâàëîâ
âðåìåíè ìåæäó ïîñòóïëåíèÿìè òðåáîâàíèé â ñèñòåìó îáñëó-
æèâàíèÿ, êîëè÷åñòâî òðåáîâàíèé, îäíîâðåìåííî ïîñòóïàþ-
ùèõ íà îáñëóæèâàíèå è ò. ä. Â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèÿ äîë-
æíû áûòü îïðåäåëåíû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äëèòåëüíîñòè
èíòåðâàëîâ âðåìåíè ìåæäó ïîñòóïëåíèÿìè òðåáîâàíèé, ôóí-
êöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äëèòåëüíîñòè îïåðàöèé îáñëóæèâàíèÿ,
ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ýòèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ñäåëàíû âûâîäû
î ïðèíàäëåæíîñòè âõîäÿùåãî ïîòîêà òðåáîâàíèé ê òîìó èëè
èíîìó òèïó âõîäÿùèõ ïîòîêîâ, èçó÷àåìûõ â òåîðèè ìàññîâî-
ãî îáñëóæèâàíèÿ.
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Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ðÿä âûâîäîâ î ñòàòèñòè÷åñêîé
ïðèðîäå èçó÷àåìûõ ÿâëåíèé ìîæåò áûòü ñäåëàí èç àïðèîð-
íûõ ñîîáðàæåíèé íà îñíîâå ïðåäåëüíûõ òåîðåì, ðàññìàòðè-
âàåìûõ â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæè-
âàíèÿ, èëè íà îñíîâå àíàëèçà ñóùåñòâà òåõ ôèçè÷åñêèõ ïðî-
öåññîâ, êîòîðûå ëåæàò â îñíîâå ýòèõ ÿâëåíèé. Òàê, íàïðè-
ìåð, åñëè íàáëþäàåìûå ïîòîêè òðåáîâàíèé ïðåäñòàâëÿþò ñî-
áîé ñóììû áîëüøîãî ÷èñëà íåçàâèñèìûõ ïîòîêîâ ìàëîé èí-
òåíñèâíîñòè, êàæäûé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ îðäèíàðíûì è ñòà-
öèîíàðíûì, òî ýòîò ïîòîê õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ òå÷åíèåì
ïðîñòåéøåãî ïîòîêà.

Òàáëèöà 13.2

Тип системы массового 
обслуживания Характеристики обслуживания 

С потерями (отказами). Вероятность потери требования (отказа); среднее 
число требований, потерянных за определенный 
промежуток времени; распределение числа занятых 
каналов; среднее число загруженных каналов 
обслуживания. 

С ожиданием. Среднее время ожидания начала обслуживания; 
дисперсия времени ожидания начала обслуживания; 
средняя длина очереди и распределение длины 
очереди; загрузка обслуживающих приборов. 

С ограниченной очередью. Среднее время ожидания начала обслуживания; 
вероятность потери требования; среднее число 
требований, потерянных за определенный 
промежуток времени; среднее число занятых каналов 
обслуживания. 

С ограничениями на 
длительность ожидания. 

Среднее число потерь за определенный промежуток 
времени; среднее время ожидания начала 
обслуживания; вероятность потери требования. 

С ограничениями на 
длительность пребывания 
требований в системе. 

Среднее время ожидания начала обслуживания; 
среднее число требований, потерянных за 
определенный промежуток времени; среднее число не 
до конца обслуженных требований; вероятность 
полного обслуживания требования; вероятность 
частичного обслуживания требования. 
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Ðàññìîòðèì ïðèìåð ïðàêòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ âõîäÿ-
ùåãî ïîòîêà îáñëóæèâàíèÿ.

Â òåëåòðåñòå èçó÷àëàñü çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíî-
ãî ÷èñëà îáñëóæèâàþùåãî ïåðñîíàëà, âûäàþùèõ ðàáî÷èì è
ìàñòåðàì äåòàëè äëÿ ðåìîíòà ðàäèî-, òåëåàïïàðàòóðû èç ñêëà-
äà çàïàñíûõ äåòàëåé.

Èññëåäîâàíèå íà÷èíàåòñÿ ñ îïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ
õàðàêòåðèñòèê ïðèáûòèÿ ðàáî÷èõ (êëèåíòîâ) è âðåìåíè, çàò-
ðà÷èâàåìîãî ñëóæàùèìè íà èõ îáñëóæèâàíèå.

Èçó÷åíèå âõîäÿùåãî ïîòîêà ïðîèçâîäèòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Êàæäûå 10 ìèí. (â òå÷åíèå ñòà ïîñëåäîâàòåëüíûõ
äåñÿòèìèíóòíûõ èíòåðâàëîâ) îòìå÷àåòñÿ ÷èñëî ðàáî÷èõ, ïðè-
øåäøèõ íà ñêëàä çà ïîëó÷åíèåì íåîáõîäèìûõ äåòàëåé. Ïîä-
ñ÷èòûâàåòñÿ ÷àñòîòà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòèì íàáëþäåííûì
÷èñëàì. Ýòîò ðåçóëüòàò çàíîñèòñÿ â ãðàôû 1 è 2 òàáë. 13.3.
Ñðåäíåå çíà÷åíèå äàííîé ñîâîêóïíîñòè ÷èñåë ðàâíî

16
S

mS

H

H ==λ ∑ . Òîãäà òåîðåòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ÷àñòîò, ñîîò-

âåòñòâóþùèå ðàñïðåäåëåíèþ Ïóàññîíà, îïðåäåëÿþòñÿ ïî
ôîðìóëå

.100e
n!

16
Se

n!

t)(
S(t)PS 16

n

H
t

n

HnT ⋅=λ== −λ− ∑∑

Ýòè ÷àñòîòû çàíåñåíû â ãðàôó 3. ×òîáû ñäåëàòü âûâîä
îòíîñèòåëüíî òîãî, áóäåò ëè ïðèíÿòûé ïóàññîíîâñêèé ïðî-
öåññ ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ îïèñûâàòü èññëåäóåìóþ ñîâî-
êóïíîñòü, íàõîäèì âûðàæåíèå äëÿ xu – êâàäðàòà

( )
.11,91

S

SS
x

T

2
TH2

набл =−= ∑

Èç òàáëèö íàõîäèì, ÷òî ïðè ÷èñëå ñòåïåíåé ñâîáîäû,
êîòîðîå äëÿ ïóàññîíîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíî k = s – 2 =
= 21 – 2 = 19 (s = 21 – ÷èñëî ãðóïï) è óðîâíå çíà÷èìîñòè
0,05, çíà÷åíèå 2

крх  = 30,1. Òàê êàê 2
наблx  < 2

крx , òî ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî âõîäÿùèé ïîòîê òðåáîâàíèé (ýêñïåðèìåíòàëüíîå ðàñ-
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ïðåäåëåíèå) ðàñïðåäåëåí ïî çàêîíó Ïóàññîíà. Ñëåäîâàòåëü-

íî, 6,1
мин10

=λ=λ  òðåáîâàíèé â ìèí.

Äëÿ èçìåðåíèÿ äëèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ ïîñòóïàþò
èíà÷å, èñïîëüçóÿ ýëåêòðîñ÷åò÷èê. Ñ÷åò÷èê âêëþ÷àþò â íà÷à-
ëå îáñëóæèâàíèÿ è â êîíöå. Òàêèì ïóòåì ðåãèñòðèðóåòñÿ ïðî-
äîëæèòåëüíîñòü òûñÿ÷è îáñëóæèâàíèé. Çàòåì ïîäñ÷èòûâàþò-
ñÿ ÷àñòîòû, ñîîòâåòñòâóþùèå 0, 15, 30, 45, 60, … ñåê. Îíè
ïðèâîäÿòñÿ â ñòîëáöàõ 4 è 5 òàáë. 13.4.

Íà îñíîâàíèè ñòîëáöîâ 4 è 5 ñîñòàâëÿåì èíòåðâàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå ïðîäîëæèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ â âèäå òàá-
ëèöû 13.5.

Íàõîäèì мин.1,11сек.66,7
n

nt
t

i

i
*
i* ===

∑
∑

 Ïðèíèìàåì

*t = Òîá = 1,11 ìèí. Ñëåäîâàòåëüíî,µ  =
об.T

1
 = 0,9 èíòåðâàëîâ

îáñëóæèâàíèé â ìèí.
Â ñòîëáåö 6 òàáë. 13.4 çàíåñåì êóìóëÿòèâíûå ÷àñòîòû,

ñîîòâåòñòâóþùèå ïîêàçàòåëüíîìó çàêîíó (1000 å–0,9t). Â äàí-
íîì ñëó÷àå êðèòåðèé õu — êâàäðàò äàåò 2

наблx = 30,1, ïðè
óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,05 è ÷èñëå ñòåïåíåé ñâîáîäû, ðàâíîì 19.
Òàê êàê 2

наблx <
2
крx , òî ãèïîòåçà î ïîêàçàòåëüíîì çàêîíå âðå-

ìåíè îáñëóæèâàíèÿ ñïðàâåäëèâà.
Â ïîñëåäíèé ñòîëáåö òàáë. 13.5 çàíîñèì äëÿ ñðàâíåíèÿ ÷à-

ñòîòû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîêàçàòåëüíîìó çàêîíó n* = 202 å-0,9t.

13.3. Ñèñòåìà ìàññîâîãî
îáñëóæèâàíèÿ ñ îòêàçàìè

13.3.1. Îñíîâíûå çàâèñèìîñòè

Â ðàññìàòðèâàåìûõ ÑÌÎ áóäåì èñõîäèòü èç ñëåäóþùèõ
ïðåäïîëîæåíèé: 1) ïîòîê òðåáîâàíèé íà îáñëóæèâàíèå ÿâëÿ-
åòñÿ ïðîñòåéøèì; 2) äëèòåëüíîñòü îáñëóæèâàíèÿ ñëó÷àéíà è
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Òàáëèöà 13.3 Òàáëèöà 13.4

1 2 3  4 5 6 
Число требова-
ний за десяти-
минутный 
промежуток 
времени n 

Наблю-
денная 
частота 

SH 

Частота 
по закону 
Пуассона 

ST 

 Интервалы 
времени в 

сек. 

Кумулятив-
ное значение 
наблюден-
ной частоты 

Кумулятивная 
частота по по-
казательному 

закону 

5 1 0,1  0 1000 1000 

6 0 0,2  15 813 798 

7 1 0,6  30 652 637 

8 2 1,2  45 512 508 

9 1 2,1  60 408 406 

10 3 3,4  75 330 324 

11 5 4,9  90 261 259 

12 6 6,6  105 210 207 

13 9 8,1  120 163 165 

14 10 9,3  135 125 131 

15 11 9,9  150 95 105 

16 12 9,9  165 79 84 

17 8 9,3  180 62 67 

18 9 8,3  195 51 53 

19 7 6,9  210 44 42 

20 5 5,5  225 35 34 

21 4 4,2  240 26 27 

22 3 3,1  255 21 21 

23 1 2,1  270 17 17 

24 1 1,4  285 13 14 

25 1 0,9  300 10 11 
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Òàáëèöà 13.5

Граница интервалов 
времени в сек. 

Середина 
интервала в сек. 

Наблюденная 
частота 

Частота по пока- 
зательному закону 

ti ti+1 
*
it  ni *

in  

0 15 7,5 187 202 

15 30 22,5 161 162 

30 45 37,5 140 129 

45 60 52,5 104 104 

60 75 67,5 78 82 

75 90 82,5 69 67 

90 105 97,5 51 53 

105 120 112,5 47 42 

120 135 127,5 38 33 

135 150 142,5 30 27 

150 165 157,5 16 22 

165 180 172,5 17 17 

180 195 187,5 11 14 

195 210 202,5 7 11 

210 225 217,5 9 10 

225 240 232,5 9 6 

240 255 247,5 5 5 

255 270 262,5 4 4 

270 285 277,5 4 3 

285 300 292,5 3 3 

300 315 307,5 10 2 
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âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà îáñëóæèâàíèå ïðèäåòñÿ çàòðàòèòü
âðåìÿ, íå ìåíüøåå ÷åì t, ðàâíà e–µt, ãäåµ  > 0 — ïîñòîÿí-
íàÿ; 3) êàæäîå òðåáîâàíèå îáñëóæèâàåòñÿ îäíèì ïðèáîðîì,
êàæäûé ïðèáîð îáñëóæèâàåò òîëüêî îäíî òðåáîâàíèå â ìî-
ìåíò, êîãäà îí çàíÿò. È äëÿ ÑÌÎ ñ îòêàçàìè òðåáîâàíèå, ïî-
ñòóïèâøåå íà îáñëóæèâàíèå â ìîìåíò, êîãäà âñå êàíàëû çà-
íÿòû, ïîëó÷àåò îòêàç è ïîêèäàåò ñèñòåìó íåîáñëóæåííûì,
î÷åðåäü â òàêèõ ñèñòåìàõ íå îáðàçóåòñÿ.

Îáîçíà÷èì Pk(t) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ìîìåíò t â î÷å-
ðåäè íàõîäèòñÿ k òðåáîâàíèé. Â ñôîðìóëèðîâàííûõ íàìè ïðåä-
ïîëîæåíèÿõ ýòè âåðîÿòíîñòè ìîãóò áûòü íàéäåíû ïðè ëþáîì
k, k = 0, 1, 2, … Îäíàêî, òî÷íûå ôîðìóëû î÷åíü ãðîìîçäêè
è íà ïðàêòèêå ïðåäïî÷èòàþò ïîëüçîâàòüñÿ íå èìè, à òåìè,
êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç íèõ äëÿ óñòàíîâèâøåãîñÿ ðåæèìà
ðàáîòû. Ýòî òàê íàçûâàåìûå ôîðìóëû Ýðëàíãà, îíè äàþò
ïðåäåëüíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà çàíÿòûõ êàíàëîâ â
çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðèñòèê ïîòîêà çàÿâîê è ïðîèçâîäè-
òåëüíîñòè ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ [23]:

Pk = k!

kα
 Ð0, (0 ≤ k ≤ n).  (13.13)

Çäåñü Ð0 — äîëÿ âðåìåíè ïðîñòîÿ n — êàíàëüíîé ÑÌÎ,
ðàâíàÿ

Ð0 = (1 +1!

α
 +

2!

2α
 + … + 

n!

nα
)–1 = ,

k!

1
n

0k

k −

= 








 α
∑ (13.14)

µ
λ=α (13.15)

åñòü ïðèâåäåííàÿ ïëîòíîñòü ïîòîêà çàÿâîê (ïàðàìåòð çàãðóç-
êè), èëè ýòî åñòü íå ÷òî èíîå êàê ñðåäíåå ÷èñëî çàÿâîê,
ïðèõîäÿùååñÿ íà ñðåäíåå âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ îäíîé çàÿâêè.

Èññëåäîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ôîðìóëû Ýðëàíãà (13.13)
îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè è ïðè ëþáîì çàêîíå ðàñïðåäåëå-
íèÿ âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ, ëèøü áû âõîäíîé ïîòîê áûë ïðî-
ñòåéøèì.
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Ôîðìóëàìè Ýðëàíãà ñ èçâåñòíûì ïðèáëèæåíèåì ìîæíî
ïîëüçîâàòüñÿ è â ñëó÷àå, êîãäà ïîòîê çàÿâîê îòëè÷àåòñÿ îò
ïðîñòåéøåãî, íàïðèìåð, ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì ïîòîêîì ñ
îãðàíè÷åííûì ïîñëåäåéñòâèåì. Íàêîíåö, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî
ýòèìè ôîðìóëàìè ìîæíî ïðèáëèæåííî ïîëüçîâàòüñÿ è â ñëó-
÷àå, êîãäà ÑÌÎ äîïóñêàåò îæèäàíèå çàÿâêè â î÷åðåäè, íî
ïðè ýòîì ñðîê îæèäàíèÿ ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñî ñðåäíèì âðå-
ìåíåì îáñëóæèâàíèÿ îäíîé çàÿâêè.

Åñëè â ôîðìóëàõ (13.13) îáîçíà÷èòü

Ð(k; α) =
k!

kα
 è R(n; α) = ,

k!

n

0k

k

∑
=

α
(13.16)

ãäå Ð(k; α) è R(n; α) — òàáëè÷íûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
Ïóàññîíà, òî

Ðk = )R(n;

)P(k;

α
α

. (13.17)

Ïîëàãàÿ â ôîðìóëå (13.13) k = n, ïîëó÷èì âåðîÿòíîñòü
îòêàçà (âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîñòóïèâøàÿ çàÿâêà íàéäåò âñå
êàíàëû çàíÿòûìè)

Ðîòê = Pn = n!

nα
P0 = )R(n;

)P(n;

α
α

. (13.18)

Ñðåäíåå ÷èñëî çàíÿòûõ êàíàëîâ

k= α
)R(n;

)1;R(n

α
α−

 = α (1 – Ðn). (13.19)

Âåðîÿòíîñòü îáñëóæèâàíèÿ çàÿâêè (îòíîñèòåëüíàÿ ïðî-
ïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ñèñòåìû)

q = Pîáñ = )R(n;

)1;R(nk

α
α−=

α  = 1 – Ðn. (13.20)

Àáñîëþòíàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü

À = λ q = λ(1 – Ðn). (13.21)
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Èíòåíñèâíîñòü âûõîäÿùåãî ïîòîêà îáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê

q = A = λ(1 – Ðn). (13.22)

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êàíàë (ëþáîé) çàíÿò

Ðç.k. = α
k
. (13.23)

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñèñòåìà ïîëíîñòüþ çàãðóæåíà

Ðï.ç. = Ðîòê = Pn = )R(n;

)P(n;

α
α

 = 1–Ðîáñ = 1 – α
k
. (13.24)

Ñðåäíåå âðåìÿ çàíÿòîñòè êàíàëà

t
n.k.= µ

1
.  (13.25)

Ñðåäíåå âðåìÿ ïðîñòîÿ êàíàëà

t
n.k.= t

ç.k. 
з.k.

з.k.

P

P–1
. (13.26)

Ñðåäíåå âðåìÿ ïîëíîé çàãðóçêè ñèñòåìû

t
ç.c.= µn

1
. (13.27)

Ñðåäíåå âðåìÿ íåïîëíîé çàãðóçêè ñèñòåìû

t
í.c.= t

ç.c. 
н.з.

н.з.

P

P–1
. (13.28)

Ñðåäíåå âðåìÿ ïðîñòîÿ ñèñòåìû

t
n.c= λ

1
. (13.29)

Ñðåäíåå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ çàÿâêè â ñèñòåìå

t = 
λ
k
. (13.30)
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13.3.2. Ðåøåíèå çàäà÷

Ïðèìåð 1. Ñòàíöèÿ íàâåäåíèÿ èñòðåáèòåëåé èìååò 3 êà-
íàëà. Êàæäûé êàíàë ìîæåò îäíîâðåìåííî íàâîäèòü îäèí èñ-
òðåáèòåëü íà îäíó öåëü. Ñðåäíåå âðåìÿ íàâåäåíèÿ 2 ìèí. Ïî-
òîê öåëåé ïðîñòåéøèé ñ ïëîòíîñòüþ λ = 1,5 (ñàìîëåòîâ â ìèí.).
Ñòàíöèþ ìîæíî ñ÷èòàòü ñèñòåìîé ñ îòêàçàìè, òàê êàê öåëü,
ïî êîòîðîé íàâåäåíèå íå íà÷àëîñü â ìîìåíò, êîãäà îíà âîøëà
â çîíó äåéñòâèÿ èñòðåáèòåëåé, âîîáùå îñòàåòñÿ íå àòàêîâàí-
íîé. Íàéòè ñðåäíþþ äîëþ öåëåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç çîíó äåé-
ñòâèÿ íå îáñòðåëÿííûìè.

Ðåøåíèå. Èìååì µ =
2

1
 = 0,5

мин.

1
; λ = 1,5

мин.

1
; α = 

µ
λ
= 3.

Ïî ôîðìóëå (13.18)

Ðîòê = P3 = !3

33
132

!3

3

!2

3

!1

3
1

−











+++  = 0,346.

Çàìåòèì, ÷òî â äàííîì ïðèìåðå ïëîòíîñòü ïîòîêà öåëåé
âûáðàíà òàêîé, ÷òî ïðè èõ ðåãóëÿðíîì ñëåäîâàíèè îäíà çà
äðóãîé ÷åðåç îïðåäåëåííûå èíòåðâàëû âðåìåíè è ïðè òî÷íî
ôèêñèðîâàííîì âðåìåíè íàâåäåíèÿ Òîá = 2 ìèí. íîìèíàëüíàÿ
ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ñèñòåìû äîñòàòî÷íà äëÿ òîãî, ÷òîáû
îáñòðåëÿòü âñå áåç èñêëþ÷åíèÿ öåëè. Ñíèæåíèå ïðîïóñêíîé
ñïîñîáíîñòè ïðîèñõîäèò èç-çà íàëè÷èÿ ñëó÷àéíûõ ñãóùåíèé
è ðàçðåæåíèé â ïîòîêå öåëåé, êîòîðûå íåëüçÿ ïðåäâèäåòü
çàðàíåå.

Ïðèìåð 2. Ãàðàíòèéíàÿ ìàñòåðñêàÿ ïî ðåìîíòó õîëîäèëü-
íèêîâ ïðèíèìàåò çàêàçû íà ðåìîíò ïî îäíîìó òåëåôîíó. Ñðåä-
íåå ÷èñëî ïîñòóïàþùèõ â òå÷åíèå ÷àñà çàêàçîâ — 20, à ñðåä-
íåå âðåìÿ îôîðìëåíèÿ çàêàçà — 4 ìèí. Îïðåäåëèòü ïîêàçàòåëè
ÑÌÎ. Êàê îíè èçìåíÿþòñÿ, åñëè ïîäêëþ÷èòü âòîðîé òåëåôîí?

Ðåøåíèå. Èíòåíñèâíîñòü ïîñòóïëåíèÿ ïîòîêà çàêàçîâ

λ=20
час.

1
=

3

1

мин.

1
, òîãäà ñðåäíåå âðåìÿ ìåæäó äâóìÿ î÷å-

ðåäíûìè çàêàçàìè ðàâíî T = t
n.c= λ

1
=3 ìèí. Ñðåäíåå âðåìÿ
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îáñëóæèâàíèÿ Òîá = 4 ìèí, òîãäà èíòåíñèâíîñòü îáñëóæèâà-

íèÿ µ=
об.T

1
 = 

4

1

мин.

1
. Ïàðàìåòð çàãðóçêè êàíàëà α = 

3

4
, ÷èñ-

ëî êàíàëîâ n = 1.
Ñëåäîâàòåëüíî, äîëÿ îòêàçîâ ïî ôîðìóëå (13.18)

Ðîòê = P1 = α+1
1

 = 
7

4
.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â 7
3  ñëó÷àåâ (ïðèìåðíî â 57%) íåâîç-

ìîæíî ñäåëàòü çàêàç, òàê êàê òåëåôîí îêàçûâàåòñÿ çàíÿòûì.
Âìåñòå ñ òåì ïî ôîðìóëå (13.14)

Ð0 = α+1
1

 = 
7

3
,

à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 7
3  âðåìåíè (ïðèìåðíî 43% âðåìåíè)

ñòîë çàêàçîâ áåçäåéñòâóåò è ëèøü 7
4  âðåìåíè ñòîë çàêàçîâ

çàíÿò îôîðìëåíèåì çàêàçîâ.
Ïîäêëþ÷àåòñÿ âòîðîé òåëåôîí (n = 2).
Ðàññ÷èòûâàåì äîëþ îòêàçîâ

Ðîòê = P2 = !2

2α
12

!2!1
1

−







++ αα

 =

122

3
4

!2
1

3
41

3
4

!2
1

−
















++







=

=
29

8
 ≈ 0,28.

Ñëåäîâàòåëüíî, îáà òåëåôîíà îêàçûâàþòñÿ çàíÿòûìè è
çàêàç ñäåëàòü íåâîçìîæíî â 28% ñëó÷àåâ.

Äîëÿ âðåìåíè ïðîñòîÿ äâóõêàíàëüíîé ñèñòåìû ðàâíà

Ð0 =

12

!2!1
1

−







++ αα

 =

12

3
4

!2
1

3
41

−
















++  = 29

9
 ≈ 0,31,

à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñòîë çàêàçîâ áåçäåéñòâóåò 31% âðåìåíè.
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Ñðåäíåå ÷èñëî çàíÿòûõ êàíàëîâ ïî ôîðìóëå (13.19) ðàâíî

,
29

28

3
4

2,R

3

4
1,R

3

4

)R(n;

)1;R(n
k =















=
−

α=
ƒ¿

ƒ¿

îòñþäà âèäíî, ÷òî ëèøü îäèí èç äâóõ ïðèåìùèêîâ çàíÿò îôîð-
ìëåíèåì çàêàçîâ, à âòîðîé áåçäåéñòâóåò.

Ïðèìåð 3. Íà äèñïåò÷åðñêîì ïóíêòå òåëåòðåñòà äåæóðÿò
n ïðèåìùèêîâ çàÿâîê íà ðåìîíò òåëå-, ðàäèîàïïàðàòóðû. Çà-
ÿâêè ïîñòóïàþò ñ èíòåíñèâíîñòüþ λ, à ïðèíèìàþòñÿ è îôîð-
ìëÿþòñÿ ïî òåëåôîíó ñ ïðîèçâîäèòåëüíîñòüþ µ. Îáñëóæèâà-
íèå îäíîé çàÿâêè ïðèíîñèò ïðèáûëü ñ1, ñîçäàíèå îäíîãî êà-
íàëà îáñëóæèâàíèÿ òðåáóåò ñðåäíåãî ðàñõîäà ñ2, ýêñïëóàòà-
öèÿ îäíîãî êàíàëà â åäèíèöó âðåìåíè òðåáóåò ñðåäíåãî ðàñ-
õîäà ñ3. Îïðåäåëèòü ïðè êàêèõ ñîîòíîøåíèÿõ ñòîèìîñòåé ñ1,
ñ2 è ñ3 ñèñòåìà áóäåò ðåíòàáåëüíà è ÷åðåç êàêîå âðåìÿ t îíà
íà÷íåò ïðèíîñèòü ïðèáûëü.

Ðåøåíèå. Çà âðåìÿ t ýêñïëóàòàöèè ñèñòåìû îíà ïðèíåñåò

ïðèáûëü ñ1λ0t, ãäå λ0 = λ Ðîáñ = λ
)R(n;

)1;R(n

α
α−

 — àáñîëþòíàÿ

ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ñèñòåìû. Çà ýòî âðåìÿ áóäåò èçðàñ-
õîäîâàíà â ñðåäíåì ñòîèìîñòü (ñ2n + ñ3nt).

Ïðèáûëü òàêàÿ ñèñòåìà íà÷íåò ïðèíîñèòü ÷åðåç âðåìÿ t,

îïðåäåëÿåìîå óñëîâèåì ñ1λ0t = ñ2n + ñ3nt, îòêóäà t = nc–c

nc

301

2

λ
.

Óñëîâèå ðåíòàáåëüíîñòè ñèñòåìû, î÷åâèäíî, ñëåäóþùåå
ñ1λ0 – ñ3n > 0, èëè ñ1λ0 > ñ3n.

Ïðåîáðàçóåì ýòî âûðàæåíèå ê âèäó

.
)1;–R(n

)R(n;nn

c

c

03

1

α
α

λ
=

λ
>

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé λ, µ, ñ1, ñ3
ñóùåñòâóåò îáëàñòü çíà÷åíèé ÷èñëà êàíàëîâ n, â êîòîðîé ñè-
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ñòåìà ðåíòàáåëüíà. Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî êàíàëîâ nmax îïðå-
äåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ

.
)1;–R(n

);R(nn

c

c

max

maxmax

3

1

α
α

λ
=

Îáëàñòü ðåíòàáåëüíûõ çíà÷åíèé ÷èñëà êàíàëîâ n îïðåäå-
ëÿåòñÿ èç âûðàæåíèÿ 1 ≤ n ≤ nmax, ïðè óñëîâèè âûïîëíåíèÿ
íåðàâåíñòâà

.
)1;–R(n

)R(n;n

c

c

3

1

α
α

λ
>

Çàìåòèì, ÷òî îáëàñòü ðåíòàáåëüíûõ çíà÷åíèé ÷èñëà êà-
íàëîâ äëÿ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ λ è µ è ñòîèìîñòåé
ñ1 è ñ3 âîîáùå ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü. Òàê, íàïðèìåð, ïðè

3

1
c

c
= 1, λ = µ = 1 íå ñóùåñòâóåò òàêîãî öåëîãî ïîëîæèòåëü-

íîãî ÷èñëà n, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 1 > n

)11;–R(n

)1R(n;
, òàê êàê ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðàâîé ÷àñòè áóäåò

èìåòü ìåñòî ïðè n = 1, ýòî ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ðàâíî

1
)1R(0,

)1R(1,
 = 2. Ïðè óâåëè÷åíèè n îòíîøåíèå 1;1)R(n

R(n;1)
−  ìî-

íîòîííî óìåíüøàåòñÿ, èìåÿ ñâîé ïðåäåë, ðàâíûé 1, à âûðà-

æåíèå 1;1)R(n
nR(n;1)

−  ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, îñòàâàÿñü âñå

âðåìÿ áîëüøå 1.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ÑÌÎ ìîæíî ïîäñ÷è-

òàòü, áóäåò ëè òàêàÿ ñèñòåìà ðåíòàáåëüíà è ÷åðåç êàêîå âðå-
ìÿ t îíà íà÷íåò ïðèíîñèòü ïðèáûëü. Ïðèáûëü ñ1 ïðèíåñåííàÿ
òàêîé ñèñòåìîé ê ìîìåíòó t1 > t (ïðè óñëîâèè, ÷òî ñèñòåìà
ðåíòàáåëüíà), îïðåäåëÿåòñÿ èç âûðàæåíèÿ

ñ = ñ1λ0(t1 – t) – ñ3 (t1 – t) n = (t1 – t)(ñ1λ0 – ñ3n).

Òàê ïðè λ =
5

1

мин.

1
 = 12

час.

1
, α = 6, n = 4, c1 = 40 ðóá.,



364

ñ2 = 9000 ðóá., ñ3 = 20 ðóá. â ÷àñ àáñîëþòíàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïî-
ñîáíîñòü ñèñòåìû áóäåò ðàâíà

λ0 = λ
)R(n;

)1;R(n

α
α−

 = λ
,6)4R(

,6)3R(
 = 12

!4
6

!3
6

!2
661

!3
6

!2
661

432

32

++++

+++
 =

= 12115
61

 = 6,36 
час.

1
.

Ïðèáûëü òàêàÿ ñèñòåìà áóäåò äàâàòü ÷åðåç

час.206,4
4206,3640

49000

ncc

nc
t

301

2 =
⋅−⋅

⋅=
−λ

=

Ïðèáûëü, äàâàåìàÿ ñèñòåìîé ÷åðåç 400 ÷àñ., áóäåò ðàâíà

ñ = (400 – 206,4)(40 ⋅ 6,36 –20 4) = 33764 ðóá.

Ïðèìåð 4. Ñðåäíèé èíòåðâàë ìåæäó ïîñòóïàþùèìè â
ïðîêàòíûé ïóíêò çàÿâêàìè è çàïðîñàìè íà íàëè÷èå îïðåäå-
ëåííûõ ïðåäìåòîâ ñîñòàâëÿåò 5 ìèí. Ïðèíèìàþò çàÿâêè äâà
ðàáîòíèêà, êàæäûé ñ èíòåíñèâíîñòüþ 12 çàÿâîê â ÷àñ. Ñ êàêîé
èíòåíñèâíîñòüþ äîëæåí ðàáîòàòü îäèí ðàáîòíèê, âûïîëíÿÿ
ðàáîòó äâóõ, ÷òîáû äîëÿ ïîòåðÿííûõ òðåáîâàíèé îñòàëàñü íà
ïðåæíåì óðîâíå? Íà ñêîëüêî òðåáóåòñÿ ïîâûñèòü èíòåíñèâ-
íîñòü îáñëóæèâàíèÿ äâóì ðàáîòíèêàì, ÷òîáû äîëÿ ïîòåðÿí-
íûõ çàÿâîê áûëà ìåíåå 10%?

Ðåøåíèå. Íàõîäèì äîëþ ïîòåðÿííûõ òðåáîâàíèé äëÿ äâóõ

ðàáîòíèêîâ. ÈçâåñòíîT  = tï.ñ. = 5 ìèí., òîãäà λ =
T

1
 = 0,2

мин.

1

è µ = 12 çàÿâîê â ÷àñ = 
5

1

мин.

1
.Ñëåäîâàòåëüíî, ± = µ

λ
 = 1. Ïî

ôîðìóëå (13.18)

Ðîòê = P2 =

!2
111

!2
1

2

2

++
 = 

5

1
.
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Äëÿ îäíîãî ðàáîòíèêà ñ λ =
5

1
 Ð Ð1= 5

1
 è íåèçâåñòíûì ¼

èìååì Ð1= α
α
+1  =

5

1
, îòñþäà α  =

4

1
 è µ =α

λ
 =

5

4
 
мин.

1
.

Ñëåäîâàòåëüíî, îäèí ðàáîòíèê, âûïîëíÿÿ ðàáîòó äâóõ,
äîëæåí òðóäèòüñÿ ñ èíòåíñèâíîñòüþ 48 çàÿâîê â ÷àñ, ÷òîáû
äîëÿ ïîòåðÿííûõ òðåáîâàíèé îñòàëàñü íà ïðåæíåì óðîâíå.

Íàéäåì èíòåíñèâíîñòü µ, ÷òîáû äîëÿ ïîòåðÿííûõ çàêà-
çîâ áûëà ìåíüøå 10%. Ïî ôîðìóëå (13.18)

P2 =

!2
1

!2
2

2

αα

α

++
 <

10

1

îòñþäà 9α2 – 2α – 2 < 0 è α ≤ 0,59. Ïðèíèìàåì α = 0,59, òîãäà

µ =α
λ
 = 21.

Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäîìó èç äâóõ ðàáîòíèêîâ òðåáóåòñÿ
ïîâûñèòü èíòåíñèâíîñòü íà 9 çàêàçîâ â ÷àñ, ÷òîáû äîëÿ ïîòå-
ðÿííûõ çàêàçîâ áûëà ìåíåå 10%.

13.4 Ñèñòåìû ìàññîâîãî
îáñëóæèâàíèÿ ñ îæèäàíèåì

13.4.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Äî ñèõ ïîð ðàññìàòðèâàëèñü ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëó-
æèâàíèÿ ñ îòêàçàìè; õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ òàêèõ ñèñòåì
áûëî òî, ÷òî ëþáàÿ ïîñòóïèâøàÿ çàÿâêà ëèáî íåìåäëåííî
ïðèíèìàëàñü ê îáñëóæèâàíèþ, ëèáî íåìåäëåííî ïîëó÷àëà
îòêàç è ïîêèäàëà ñèñòåìó.

Â ýòîì ïàðàãðàôå, áóäóò ðàññìîòðåíû ñèñòåìû ìàññîâî-
ãî îáñëóæèâàíèÿ ñ îæèäàíèåì, â êîòîðûõ çàÿâêà, çàñòàâøàÿ
âñå êàíàëû çàíÿòûìè, íå ïîëó÷àåò íåìåäëåííîãî îòêàçà, à
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ìîæåò ñòàòü â î÷åðåäü è îæèäàòü îñâîáîæäåíèÿ êàíàëà, êîòî-
ðûé ìîæåò åå îáñëóæèòü. Ñèñòåìû ñ îæèäàíèåì áûâàþò “÷è-
ñòîãî” èëè “ñìåøàííîãî” òèïà. Â ÷èñòîé ñèñòåìå ñ îæèäàíèåì
÷èñëî ìåñò â î÷åðåäè è âðåìÿ îæèäàíèÿ â íåé íè÷åì íå îãðà-
íè÷åíû: êàæäàÿ çàÿâêà ðàíî èëè ïîçäíî áóäåò îáñëóæåíà.
Äëÿ òàêîé ñèñòåìû ïîíÿòèå “îòêàç” íå èìååò ñìûñëà.

Â ñèñòåìå ñ îæèäàíèåì ñìåøàííîãî òèïà âîçìîæíû êàê
îòêàçû, òàê è îæèäàíèå çàÿâêè â î÷åðåäè. Îòêàçû (îòñóò-
ñòâèå îáñëóæèâàíèÿ) ìîãóò áûòü ñâÿçàíû èëè ñ îãðàíè÷åí-
íûì ÷èñëîì ìåñò â î÷åðåäè, èëè ñ îãðàíè÷åííûì âðåìåíåì
îæèäàíèÿ, êîòîðûì ðàñïîëàãàåò çàÿâêà.

Ïðè ðàññìîòðåíèè ÑÌÎ ñ îæèäàíèåì íåîáõîäèìî ó÷è-
òûâàòü ñèñòåìó ïðàâèë, ðåãëàìåíòèðóþùèõ ïîðÿäîê îáðàçî-
âàíèÿ è îáñëóæèâàíèÿ î÷åðåäè (òàê íàçûâàåìóþ “äèñöèïëè-
íó î÷åðåäè”). Íåîáõîäèìî óêàçàòü, ÿâëÿåòñÿ ëè î÷åðåäü îá-
ùåé, èëè îáðàçóåòñÿ ê êàæäîìó êàíàëó îòäåëüíî, êàêîâ ïî-
ðÿäîê âûçîâîâ çàÿâîê èç î÷åðåäè è ò. ä.

Áóäåì íàçûâàòü ïîðÿäîê âûçîâîâ çàÿâîê èç î÷åðåäè åñ-
òåñòâåííûì, åñëè çàÿâêè îáñëóæèâàþò ïî ïðèíöèïó “êòî
ðàíüøå ñòàë â î÷åðåäü, òîò è ðàíüøå îáñëóæèâàåòñÿ”. Ïîâå-
äåíèå çàÿâîê â î÷åðåäè òàêæå âõîäèò â ïîíÿòèå “äèñöèïëè-
íû î÷åðåäè”. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü “òåðïåëèâûå” çàÿâêè, ò. å.
òàêèå çàÿâêè â î÷åðåäè ìîãóò òåðïåëèâî æäàòü íà÷àëà îá-
ñëóæèâàíèÿ.

Íà âõîä n — êàíàëüíîé ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâà-
íèÿ ïîñòóïàåò ïðîñòåéøèé ïîòîê çàÿâîê ñ ïëîòíîñòüþ λ. Âðå-
ìÿ îáñëóæèâàíèÿ îäíîé çàÿâêè Ò

îá — ïîêàçàòåëüíîå, ò. å. ïëîò-
íîñòü ïðîñòåéøåãî ïîòîêà îáñëóæèâàíèÿ êàæäîãî êàíàëà

µ =
]M[T

1

m

1

об.об.t

= . Åñëè âíîâü ïîñòóïèâøàÿ çàÿâêà çàñòàåò ñâî-

áîäíûì õîòÿ áû îäèí êàíàë, îíà ïðèíèìàåòñÿ íà îáñëóæèâà-
íèå è îáñëóæèâàåòñÿ äî êîíöà (çàÿâêè “òåðïåëèâûå”). Åñëè
çàÿâêà çàñòàåò âñå êàíàëû çàíÿòûìè, îíà ñòàíîâèòñÿ â î÷å-
ðåäü è îæèäàåò îáñëóæèâàíèÿ. Âðåìÿ îæèäàíèÿ îãðàíè÷åíî
íåêîòîðûì ñðîêîì Òîæ, åñëè äî èñòå÷åíèÿ ýòîãî ñðîêà çàÿâêà
íå áóäåò ïðèíÿòà ê îáñëóæèâàíèþ, òî îíà ïîêèäàåò î÷åðåäü
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è îñòàåòñÿ íå îáñëóæåííîé. Äèñöèïëèíà î÷åðåäè åñòåñòâåí-
íàÿ, êàæäàÿ çàÿâêà ìîæåò îáñëóæèâàòüñÿ òîëüêî îäíèì êà-
íàëîì (âçàèìîïîìîùè ìåæäó êàíàëàìè íåò).

Ñðîê îæèäàíèÿ Òîæ áóäåì ñ÷èòàòü ñëó÷àéíûì è ðàñïðå-
äåëåííûì ïî ïîêàçàòåëüíîìó çàêîíó

h(t) = υe–υt (t > 0),

ãäå ïàðàìåòð υ — âåëè÷èíà, îáðàòíàÿ ñðåäíåìó ñðîêó îæè-
äàíèÿ

υ = 
ожtm

1
, mtîæ

 = M[Òîæ].

Ïàðàìåòð υ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïëîòíîñòü “ïî-
òîêà óõîäîâ” çàÿâêè, ñòîÿùåé â î÷åðåäè.

Î÷åâèäíî, ïðè µ→∞ ñèñòåìà ñìåøàííîãî òèïà ïðåâðà-
ùàåòñÿ â ÷èñòóþ ñèñòåìó ñ îòêàçàìè, à ïðè υ→0 îíà ïðåâðà-
ùàåòñÿ â ÷èñòóþ ñèñòåìó ñ îæèäàíèåì.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè ïîêàçàòåëüíîì çàêîíå ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ñðîêà îæèäàíèÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ñèñòåìû
íå çàâèñèò îò òîãî, îáñëóæèâàþòñÿ ëè çàÿâêè â ïîðÿäêå î÷å-
ðåäè èëè â ñëó÷àéíîì ïîðÿäêå: äëÿ êàæäîé çàÿâêè çàêîí ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ îñòàâøåãîñÿ âðåìåíè îæèäàíèÿ íå çàâèñèò îò òîãî,
ñêîëüêî âðåìåíè çàÿâêà óæå ñòîÿëà â î÷åðåäè.

13.4.2. Îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè ðàáîòû ÑÌÎ

Ïðè âûâîäå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ âåðîÿò-
íîñòåé ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ê ïåðâûì n äèôôåðåíöèàëüíûì
óðàâíåíèÿì, íè÷åì íå îòëè÷àþùèõñÿ îò óðàâíåíèé Ýðëàíãà,
äîáàâëÿþòñÿ åùå s äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âåðîÿòíî-
ñòåé ñîñòîÿíèé [23]. Ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà (n + s), ãäå s ≥ 0,
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåí-
íûì îáîáùåíèåì óðàâíåíèé Ýðëàíãà íà ñëó÷àé ñèñòåìû ñìå-
øàííîãî òèïà ñ îãðàíè÷åííûì âðåìåíåì îæèäàíèÿ. Ðàññìàò-
ðèâàÿ óñòàíîâèâøèéñÿ ðåæèì îáñëóæèâàíèÿ ( ∞→t ), ïðåä-
ïîëàãàþò âñå âåðîÿòíîñòè Pk (k = 0,1,2,…,n,…) ïîñòîÿííûìè,
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à, ñëåäîâàòåëüíî è ïðîèçâîäíûå îò íèõ ðàâíûìè íóëþ. Â ðå-
çóëüòàòå ïðèõîäèì ê ñèñòåìå àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îò-
íîñèòåëüíî âåðîÿòíîñòåé Pk, ðåøàÿ êîòîðóþ, ïîëó÷àåì îñ-
íîâíûå õàðàêòåðèñòèêè ðàáîòû ÑÌÎ.

Ïðèíèìàåì

P(δ,γ) = 
!α

γδ

, R(j + δ;γ) = ∑
∞=

=

δ+

δ+
γj

0s

s

)!(s
, (13.31)

ãäå .
m

1
,,

nn
,

ожt

=ν
µ
ν=β

ν
µ=

β
=δ

ν
λ=

β
α=γ (13.32)

Åñëè × äðîáíîå, òî áåðåòñÿ öåëî÷èñëåííîå çíà÷åíèå ýòîé
äðîáè [×].

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âñå îáñëóæèâàþùèå êàíàëû ñâî-
áîäíû

.
),P(

),P(–),R(j
)P(n,)R(n,P

1

0

−









γδ

γδγδ+
α+α=  (13.33)

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çàíÿòî ðîâíî k îáñëóæèâàþùèõ
êàíàëîâ ïðè óñëîâèè, ÷òî îáùåå ÷èñëî òðåáîâàíèé, íàõîäÿ-
ùèõñÿ íà îáñëóæèâàíèè, íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà îáñëóæèâàþ-
ùèõ êàíàëîâ

Ðk = k!

kα
P0, (1 ≤ k ≤ n). (13.34)

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t âñå n êàíàëîâ
áóäóò çàíÿòû è ðîâíî s çàÿâîê áóäóò ñòîÿòü â î÷åðåäè

Pn+s = n!

nα
P0 ),P(

),P(s

γδ
γδ+
. (13.35)

Ñðåäíåå ÷èñëî çàÿâîê, íàõîäÿùèõñÿ â î÷åðåäè (äëèíà
î÷åðåäè)

L = P(n,α) P0 ×

× .
),P(

),P(j
1)(

),P(

),P(–),R(j












γδ

γδ+−γ+δ−γ
γδ

γδγδ+
(13.36)



369

Âåðîÿòíîñòü PH òîãî, ÷òî çàÿâêà ïîêèíåò ñèñòåìó íåîáñ-
ëóæåííîé, åñòü îòíîøåíèå ñðåäíåãî ÷èñëà çàÿâîê, óõîäÿ-
ùèõ èç î÷åðåäè â åäèíèöó âðåìåíè, ê ñðåäíåìó ÷èñëó çàÿ-
âîê, ïîñòóïàþùèõ â åäèíèöó âðåìåíè

Ðí = α
β
 L.  (13.37)

Ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ñèñòåìû õàðàêòåðèçóåòñÿ âåðî-
ÿòíîñòüþ òîãî, ÷òî çàÿâêà, ïîïàâøàÿ â ñèñòåìó, áóäåò îá-
ñëóæåíà

q = 1 – Ðí. (13.38)

Ñðåäíåå ÷èñëî çàíÿòûõ êàíàëîâ

 .P
),P(

),P(–),R(j
)nP(n;);R(nk 0





γδ

γδγδ+α+αα= (13.39)

Âåðîÿòíîñòü îáñëóæèâàíèÿ çàÿâêè

Pîáñ = λ
κµ
. (13.40)

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êàíàë çàíÿò

Ðç.k. = n

k
. (13.41)

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñèñòåìà ïîëíîñòüþ çàãðóæåíà

Ðï.ç. = Ðîòê = ∑
∞

=
+

0s
snP  =

),P(

Pn

γδ (R(j + δ,γ) – P(δ,– 1,γ)). (13.42)

Ñðåäíåå âðåìÿ íåïîëíîé çàãðóçêè ñèñòåìû

t
í.c.= µn

1
 

)P(n;

)1;R(n

α
α−

. (13.43)

Ñðåäíåå âðåìÿ ïîëíîé çàãðóçêè ñèñòåìû

t
ç.c.= t

í.ç. 
n.з.

n.з.

P–1

P
. (13.44)
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Ñðåäíåå âðåìÿ çàíÿòîñòè êàíàëà

t
ç.k.= µ

1
 + Ðí.î. t

í.î.,  (13.45)

ãäå Ðí.î. – âåðîÿòíîñòü íàëè÷èÿ î÷åðåäè â ñèñòåìå

Ðí.î. = Ðn ),P(

),P(–),R(j

γδ
γδγδ+
, (13.46)

ãäå t
í.î. — ñðåäíåå âðåìÿ íàëè÷èÿ î÷åðåäè

t
í.î.= λ

l
 

),P(

),P(–),R(j

γδ
γδγδ+
. (13.47)

Ñðåäíåå âðåìÿ ïðîñòîÿ êàíàëà

t
n.k.= t

ç.k. 
з.k.

з.k.

P–1

P
.  (13.48)

Ñðåäíåå âðåìÿ îæèäàíèÿ çàÿâêè â î÷åðåäè

t
î÷= λ

L
. (13.49)

Ñðåäíåå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ çàÿâêè â ñèñòåìå

t =
λ
l
= λ

+ Lk
. (13.50)

13.4.3. Ðåøåíèå çàäà÷

Ïðèìåð 5. Ñîòðóäíèêè ïðåäïðèÿòèÿ, èìåþùèå ïåðåðûâ
ñ 12 äî 14 ÷àñîâ ðàâíîìåðíî ïî îòäåëàì ïîëüçóþòñÿ â ýòîò
ïåðåðûâ óñëóãàìè ñîñåäíåé ïðà÷å÷íîé, ïðè÷åì â î÷åðåäè êàæ-
äûé èç íèõ ìîæåò ñòîÿòü â ñðåäíåì íå áîëåå 20 ìèí. Ñðåäíåå
÷èñëî çàõîäÿùèõ â òå÷åíèå ÷àñà êëèåíòîâ — 30, à ñðåäíåå
âðåìÿ îôîðìëåíèÿ çàêàçà 3 ìèí. Îïðåäåëèòü ïîêàçàòåëè ñèñ-
òåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ è êàê îíè èçìåíÿòñÿ, åñëè áó-
äåò äâå ïðèåìùèöû.
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Ðåøåíèå. Èçâåñòíî λ = 30
час.

1
 = 

2

1

мин.

1
, Òîæ = 20 ìèí.,

Òîá = 3 ìèí. Òîãäà µ =
3

1

мин.

1
, υ = 

20

1

мин.

1
, α = 

2

3
, β = 

20

3
,

γ=10.
Ðàññìàòðèâàåì îäíîêàíàëüíóþ (n = 1) ÑÌÎ, äëÿ êîòîðîé

δ= β
n
 =

3

20
. Ïðèíèìàåì δ= 





3

20
= 6.

Ðàññ÷èòûâàåì

Ð(n,α) = P(1,
2

3
) = ; Ð(δ,γ) = Ð(6,10) = 1388,9;

Ð(δ – 1,γ) = Ð(5,10) = 2755,7; R(n,α) = R(1,
2

3
) = 

2

5
;

R(n – 1,α) = R(0,
2

3
) = 1;

R(j + δ,γ) = R(j + 6,10) = .20552
)!6(1

10

)!6(1

10 17

0s

6s

0s

6s

=
+

=
+

∑∑
=

+∞

=

+

Ðàññ÷èòûâàåì ïàðàìåòðû ñèñòåìû.
Âåðîÿòíîñòü ïðîñòîÿ ñèñòåìû Ðî = 0,043.
Âåðîÿòíîñòü çàíÿòîñòè ïðèåìùèöû Ð1 = 0,065.
Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êëèåíò ïîêèíåò ñèñòåìó íåîáñëó-

æåííûì Ðí=0,421.
Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êëèåíò áóäåò îáñëóæåí Ðîáñ = 0,579.
×èñëî çàÿâîê, íàõîäÿùèõñÿ â î÷åðåäè (äëèíà î÷åðåäè)

L = 4,21.

Ñðåäíåå ÷èñëî çàíÿòûõ êàíàëîâ k  = 0,957.
Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êàíàë çàíÿò Ðç.ê. = 0,957.
Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñèñòåìà ïîëíîñòüþ çàãðóæåíà

Ðï.ç. = 0,923.
Ñðåäíåå âðåìÿ íåïîëíîé çàãðóçêè ñèñòåìû t

í.ç. = 2 ìèí.
Ñðåäíåå âðåìÿ ïîëíîé çàãðóçêè ñèñòåìû t ç.ñ. = 24 ìèí.
Âåðîÿòíîñòü íàëè÷èÿ î÷åðåäè â ñèñòåìå Ðí.î. = 0,896.
Ñðåäíåå âðåìÿ íàëè÷èÿ î÷åðåäè t

í.î. = 27,6 ìèí.
Ñðåäíåå âðåìÿ îæèäàíèÿ â î÷åðåäè t î÷ = 8,4 ìèí.
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Ñðåäíåå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ â ñèñòåìå t  = 10,33 ìèí.
Ðàññìàòðèâàåì äâóõêàíàëüíóþ (n = 2) ÑÌÎ (çàêàçû ïðè-

íèìàþò äâå ïðèåìùèöû). Äëÿ ýòîé ñèñòåìû δ= 





3

40
 = 13

Ðàññ÷èòûâàåì

Ð(n,α) = P(2,
2

3
) = 

8

9
; Ð(δ – 1,γ) = Ð(12,10) = 2087,6;

Ð(δ,γ) = Ð(13,10) = 1606; R(n,α) = R(2,
2

3
) = 

8

29
;

R(n – 1,α) = R(1,
2

3
) = 

2

5
;

R(j + δ,γ) = R(j + 13,10) = ∑
=

+

+
12

0s

13s

)!13(s

10
 = 4595.5.

Ðàññ÷èòûâàåì ïàðàìåòðû ñèñòåìû.

Ðî = 0,175; L = 0,87; t
ç.ñ. = 1,48 ìèí.;

Ð1 = 0,262; k  = 1,388; Ðí.î. = 0,367;

Ð2 = 0,197; Ðç.ê. = 0,694; t
í.î. = 3,72 ìèí.;

Ðí = 0,087; Ðï.ç. = 0,308; t
î÷ = 1,74 ìèí.;

Ðîáñ = 0,913; t í.ç. = 3,33 ìèí.; t = 6,25 ìèí.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ââåäåíèå âòîðîãî ðàáî÷åãî ìåñòà â
ïóíêòå ïðèåìà áåëüÿ â ñòèðêó ñêàçûâàåòñÿ áëàãîïðèÿòíûì
îáðàçîì íà îáñëóæèâàíèè êëèåíòîâ. Òàê âîçðàñòàåò âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî êëèåíò áóäåò îáñëóæåí, óìåíüøàåòñÿ âåðî-
ÿòíîñòü íàëè÷èÿ î÷åðåäè, óìåíüøàþòñÿ âðåìÿ îæèäàíèÿ â
î÷åðåäè è ïðåáûâàíèÿ â ñèñòåìå. Âìåñòå ñ òåì óâåëè÷èâàåò-
ñÿ âåðîÿòíîñòü ïðîñòîÿ ñèñòåìû, óìåíüøàåòñÿ âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî ñèñòåìà ïîëíîñòüþ çàíÿòà, óâåëè÷èâàåòñÿ ñðåä-
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íåå âðåìÿ íåïîëíîé çàãðóçêè ñèñòåìû, óìåíüøàåòñÿ ñðåä-
íåå âðåìÿ ïîëíîé çàãðóçêè ñèñòåìû. Ïîýòîìó äëÿ ââåäåíèÿ
âòîðîãî ðàáî÷åãî ìåñòà ñëåäóåò ïðîâåñòè ýêîíîìè÷åñêèå
îáîñíîâàíèÿ.

13.5. Ñèñòåìà ìàññîâîãî
îáñëóæèâàíèÿ ñ î÷åðåäüþ

13.5.1. Âûâîä îñíîâíûõ ðàñ÷åòíûõ çàâèñèìîñòåé

Çàäà÷à, êîòîðàÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ â ýòîì ïàðàãðàôå, ÿâ-
ëÿåòñÿ òèïè÷íîé äëÿ î÷åíü ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ñè-
òóàöèé. Îïèøåì åå ñíà÷àëà â ÷èñòî ïðèêëàäíîì ïëàíå, â êà-
êîì îíà ÷àñòî âîçíèêàåò ïåðåä ðàáîòíèêàìè ñëóæáû áûòà,
ìàãàçèíîâ, ñêëàäîâ, çàâîäîâ, ïðîåêòèðîâùèêàìè òåëåôîííûõ
ñåòåé.

Äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ íåêîòîðûõ ïîòðåáíîñòåé íàñåëåíèÿ
îðãàíèçîâàíî ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåäïðèÿòèå — ïàðèêìàõåð-
ñêàÿ, òåëåôîííàÿ ñòàíöèÿ, áîëüíèöà è ò. ä. Òðåáîâàíèÿ íà
îáñëóæèâàíèå ïîñòóïàþò â ñëó÷àéíûå ìîìåíòû âðåìåíè è
äëèòåëüíîñòü èõ îáñëóæèâàíèÿ òàêæå ñëó÷àéíà. Ñïðàøèâà-
åòñÿ, êàê áóäóò óäîâëåòâîðåíû ïîòðåáíîñòè êëèåíòîâ, åñëè
îáîðóäîâàíû n ìåñò îáñëóæèâàíèÿ?

Âûñêàçàííûå óñëîâèÿ õîðîøî îòðàæàþò ïðàêòè÷åñêóþ
ñèòóàöèþ. Äåéñòâèòåëüíî, íåò âîçìîæíîñòè óêàçàòü, â êàêèå
ìîìåíòû ïðèáóäóò êëèåíòû â ïàðèêìàõåðñêóþ èëè íà çàâîä
òåëå-, ðàäèîàïïàðàòóðû. À õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî íåðåäêî
ïðèõîäèòñÿ îæèäàòü î÷åðåäè äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåîáõîäèìîãî
îáñëóæèâàíèÿ, íî èíîãäà åãî óäàåòñÿ ïîëó÷èòü áåç âñÿêîãî
îæèäàíèÿ.

Åñòåñòâåííî, ÷òî êàê êëèåíòîâ, òàê è ðóêîâîäèòåëåé ïðåä-
ïðèÿòèÿ èíòåðåñóþò â ïåðâóþ î÷åðåäü òàêèå õàðàêòåðèñòèêè
êà÷åñòâà îáñëóæèâàíèÿ, êàê äëèíà î÷åðåäè íà ïîëó÷åíèå îá-
ñëóæèâàíèÿ, ñðåäíÿÿ äëèòåëüíîñòü îæèäàíèÿ êëèåíòîì íà-
÷àëà îáñëóæèâàíèÿ, çàãðóæåííîñòü îáñëóæèâàþùèõ óñò-
ðîéñòâ, åñëè íàì èçâåñòåí ñðåäíèé òåìï ïîñòóïëåíèÿ çàÿâîê
íà îáñëóæèâàíèå è ñðåäíèé òåìï îáñëóæèâàíèÿ.
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Ïðè ðåøåíèè âîçíèêøåé ïåðåä íàìè çàäà÷è áóäåì èñõî-
äèòü èç ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèé:

1) çàÿâêà, çàñòàâøàÿ âñå êàíàëû çàíÿòûìè, ñòàíîâèòñÿ â
î÷åðåäü, ïðè÷åì, âðåìÿ îæèäàíèÿ çàÿâêè â î÷åðåäè íè÷åì
íå îãðàíè÷åíî;

2) îñòàëüíûå äîïóùåíèÿ îñòàâèì êàê è â ïóíêòå 13.4.1.
Â òàêîé ñèñòåìå çàÿâêè âîîáùå íå óõîäÿò èç î÷åðåäè, è

ïîýòîìó Ðí = 0: êàæäàÿ çàÿâêà ðàíî èëè ïîçäíî äîæäåòñÿ
îáñëóæèâàíèÿ. Îäíàêî â ÷èñòîé ñèñòåìå ñ îæèäàíèåì (β→0)
íå âñåãäà èìååòñÿ ïðåäåëüíûé ñòàíöèîíàðíûé ðåæèì ïðè t→∞.
Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî òàêîé ðåæèì ñóùåñòâóåò òîëüêî ïðè

α =
µ
λ
 < n, (13.51)

ò. å. êîãäà ñðåäíåå ÷èñëî çàÿâîê, ïðèõîäÿùååñÿ íà âðåìÿ îá-
ñëóæèâàíèÿ îäíîé çàÿâêè, íå âûõîäèò çà ïðåäåëû âîçìîæ-
íîñòåé n — êàíàëüíîé ñèñòåìû. Åñëè æå α ≥ n, òî ÷èñëî
çàÿâîê, ñòîÿùèõ â î÷åðåäè, áóäåò ñ òå÷åíèåì âðåìåíè íåî-
ãðàíè÷åííî ðàñòè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî α < n, è íàéäåì ïðåäåëüíûå âåðîÿò-
íîñòè Ðê (0 ≤ k ≤ n) äëÿ ÷èñòîé ñèñòåìû ñ îæèäàíèåì. Äëÿ
ýòîãî ïîëîæèì â ôîðìóëå (13.33) β→0. Ïîëó÷èì

Po = 

∑∑
∞

==

αα+α
1s

s

sn

0k

nk

nn!k!

1
,

èëè, ñóììèðóÿ ïðîãðåññèþ, íàéäåì äîëþ âðåìåíè ïðîñòîÿ
ñèñòåìû

Po = 

1
n

0k

1nk

)(nn!k!

−

=

+











α−

α+α
∑ . (13.52)

Îòñþäà, ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè (13.34) è (13.35), ïîëó÷àåì

Ðk = k!

kα
Ðî, (0 ≤ k ≤ n) (13.53)



375

è àíàëîãè÷íî äëÿ k = n + s (s ≥ 0)

Ðn+s = s

sn

nn!⋅
α +

 Po. (13.54)

Ñðåäíåå ÷èñëî çàÿâîê (ñðåäíÿÿ äëèíà î÷åðåäè), íàõîäÿ-
ùèõñÿ â î÷åðåäè, îïðåäåëÿåòñÿ èç ôîðìóëû (13.36) ïðè β→0

L = ms = 2

1n

)
n

(1n!n
α−⋅

α +

 Po. (13.55)

Â ñèñòåìàõ ñ î÷åðåäüþ ñðåäíåå ÷èñëî êàíàëîâ, çàíÿòûõ
îáñëóæèâàíèåì, îïðåäåëÿåòñÿ êàê

k= α.  (13.56)

Äåéñòâèòåëüíî, â ôîðìóëå (13.39) ïîëàãàåì β = 0

k= 

( ) ( )

( ) ( )∑

∑

∞

=

∞

=

αα+α

αα+αα

1s
s

s
1s

s

s

n
n;Pn;R

n
n;nPn;R

,

ñóììèðóÿ ïðîãðåññèþ 
)(nn1s

s

s

α−
α=α

∑
∞

=
, ïîëó÷àåì

k=
( ) ( )[ ] ( )

( ) ( )
α−

αα+α

α−
αα+α−αα

n
n;Pn;R

n

n
n;Pn;Pn;R

 =

= 

( ) ( )

( ) ( )
α−

αα+α

α−
αα+αα

n
n;Pn;R

n
n;Pn;R

2

,

îòêóäà è ñëåäóåò, ÷òî k  = α.
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Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îáñëóæèâàíèåì â ñèñòåìå çàíÿòû

âñå n êàíàëîâ, ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé: âåðîÿòíîñòè 
n!

nα
Ðî

òîãî, ÷òî â ñèñòåìå ïîëíîñòüþ çàãðóæåííîé, íåò î÷åðåäè, è

âåðîÿòíîñòè !n)n(

1n

α−
α +

Ðî òîãî, ÷òî â ñèñòåìå ïîëíîñòüþ çàã-

ðóæåííîé, åñòü î÷åðåäü. Òîãäà

Ðï.ç. = n!

nα
Ðî + !n)n(

1n

α−
α +

Ðî. (13.57)

Ïðè α ≥ n âåðîÿòíîñòü Ðî = 0. (13.58)
Èíûìè ñëîâàìè, ïðè α ≥ n â óñòàíîâèâøåìñÿ ïðîöåññå

îáñëóæèâàíèÿ çàñòàòü â ñèñòåìå ëþáîå êîíå÷íîå ÷èñëî òðå-
áîâàíèé ìû ìîæåì ëèøü ñ âåðîÿòíîñòüþ íóëü, ò. å. ñ âåðîÿò-
íîñòüþ åäèíèöà â òàêîé ñèñòåìå áóäåò áåñêîíå÷íî ìíîãî òðå-
áîâàíèé è îáðàçóåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ î÷åðåäü. Ýòî îçíà÷àåò ñëå-
äóþùåå: âî âñåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà α ≥ n, î÷åðåäü íà îáñëóæèâà-
íèå íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò ñî âðåìåíåì.

Ýòîò âûâîä èìååò î÷åíü áîëüøîå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷å-
íèå, ïîñêîëüêó íåðåäêî ïðè ðàñ÷åòå êîëè÷åñòâà íåîáõîäè-
ìûõ ñðåäñòâ îáñëóæèâàíèÿ ïðèíèìàþò ëîæíóþ ïðåäïîñûë-
êó, ÷òî íóæíî èñõîäèòü èç “èäåàëüíîé” ïðîèçâîäèòåëüíîñòè
ñèñòåìû, ðàâíîé îòíîøåíèþ ïðîèçâåäåíèÿ ÷èñëà îáñëóæèâà-
þùèõ ïðèáîðîâ íà äëèòåëüíîñòü èõ èñïîëüçîâàíèÿ â òå÷åíèå
çàäàííîãî ñðîêà ê ñðåäíåé äëèòåëüíîñòè îäíîé îïåðàöèè îá-
ñëóæèâàíèÿ. Òàêîé ïîäñ÷åò, êàê âûòåêàåò èç ñôîðìóëèðî-
âàííîãî íàìè ðåçóëüòàòà, â ñèëó íåðàâíîìåðíîñòè ïîñòóïëå-
íèÿ òðåáîâàíèé íà îáñëóæèâàíèå ïðèâîäèò ê ïëàíèðîâàíèþ
î÷åðåäåé, à òåì ñàìûì è ê ïîòåðÿì âðåìåíè, ñðåäñòâ è ïî-
òåíöèàëüíûõ ïîòðåáíîñòåé.

13.5.2.Îñíîâíûå ðàñ÷åòíûå ôîðìóëû

Âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé

Pk = P(k,α) Po, (0 ≤ k ≤ n),  (13.59)
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Pn+s = P(n,α) 
s

n





 α

Po, (s ≥ 0). (13.60)

Âåðîÿòíîñòü ïðîñòîÿ ñèñòåìû (äîëÿ âðåìåíè ïðîñòîÿ ñè-
ñòåìû)

Ðî = 
( ) ( )

1

n
n;Pn;R

−








α−
αα+α . (13.61)

Ñðåäíåå ÷èñëî çàÿâîê, íàõîäÿùèõñÿ â î÷åðåäè

L = ms =
( )
( )2n

nn;P

α−
αα

 Po. (13.62)

Ñðåäíåå ÷èñëî çàíÿòûõ êàíàëîâ

k= α. (13.63)

Âåðîÿòíîñòü îáñëóæèâàíèÿ çàÿâêè

Pîáñ = λ
κµ
 = 1. (13.64)

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êàíàë çàíÿò

Ðç.k. = n

k
. (13.65)

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñèñòåìà ïîëíîñòüþ çàãðóæåíà

Ðï.ç. = ∑
∞

=
+

0s
snP  =Pn α–n

n
 = 

)n(!n

1n

α−
α +

Ðî.  (13.66)

Ñðåäíåå âðåìÿ íåïîëíîé çàãðóçêè ñèñòåìû

t
í.ç. = )P(n;

)1;R(n

n

1

α
α−

µ
. (13.67)

Ñðåäíåå âðåìÿ ïîëíîé çàãðóçêè ñèñòåìû

t
ç.c. = t

í.ç. 
n.з.

n.з.

P1

P

− . (13.68)



378

Ñðåäíåå âðåìÿ çàíÿòîñòè êàíàëà

t
ç.k. = µ

1
 + Ðí.î. t

í.î., (13.69)

ãäå Ðí.î. – âåðîÿòíîñòü íàëè÷èÿ î÷åðåäè â ñèñòåìå

Ðí.î. = ∑
∞

=
+

0s
snP  = Pn α

α
–n

 = 
)n(!n

1n

α−
α +

Ðî, (13.70)

ãäå t
í.î. — ñðåäíåå âðåìÿ íàëè÷èÿ î÷åðåäè

t
í.î. =  )n(

1

α−µ . (13.71)

Ñðåäíåå âðåìÿ ïðîñòîÿ êàíàëà

t
í.k. = t

ç.k.
n.з.

n.з.

P1

P

− .  (13.72)

Ñðåäíåå âðåìÿ îæèäàíèÿ çàÿâêè â î÷åðåäè

t
î÷ = λ

L
.  (13.73)

Ñðåäíåå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ çàÿâêè â ñèñòåìå

.
LLk

t
λ
+α=

λ
+=

λ
= l (13.74)

13.5.3. Ðåøåíèå çàäà÷

Ïðèìåð 6. Ðàññìîòðåòü çàâèñèìîñòü äëèíû î÷åðåäè îò
ïàðàìåòðà çàãðóçêè â îäíîêàíàëüíîé è äâóõêàíàëüíîé ñèñòå-
ìàõ îáñëóæèâàíèÿ.

Ðåøåíèå. Èç ôîðìóëû (13.62) äëÿ îäíîêàíàëüíîé ñèñòåìû

L1 = α
α
–1

2

,

à äëÿ äâóõêàíàëüíîé ñèñòåìû

L2 = α
α
–4

3

.
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Íà ðèñ. 13.7 äàíà íåëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü äëèíû î÷åðåäè
îò ïàðàìåòðà çàãðóçêè α.

Èç ãðàôèêîâ âèäíî, ÷òî äëèíà î÷åðåäè î÷åíü áûñòðî âîç-
ðàñòàåò â ñëó÷àÿõ, êîãäà ñêîðîñòü îáñëóæèâàíèÿ áëèçêà ê
ñêîðîñòè ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèé.

Ïîýòîìó íåëüçÿ ñ÷èòàòü ïðàâèëüíîé îáû÷íóþ ïðàêòèêó
ïëàíèðîâàíèÿ ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé ÑÌÎ èç ðàñ÷åòà ðàâ-
íûõ èíòåíñèâíîñòåé ïîñòóïëåíèÿ è îáñëóæèâàíèÿ. Ñêîðîñòü
îáñëóæèâàíèÿ ñëåäóåò ïëàíèðîâàòü ñ îïðåäåëåííîé èçáûòî÷-
íîñòüþ ïî îòíîøåíèþ ê ñêîðîñòè ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèé,
èíà÷å íåèçáåæíî áóäóò âîçíèêàòü áîëüøèå î÷åðåäè.

Ïðèìåð 7. Íà ýëåâàòîðå èìååòñÿ òðè ñïåöèàëèçèðîâàí-
íûõ ìåñòà äëÿ ðàçãðóçêè àâòîìàøèí ñ çåðíîì. Êàæäàÿ àâòî-
ìàøèíà ðàçãðóæàåòñÿ â ñðåäíåì çà 30 ìèí. Ê ýëåâàòîðó ïîäúåç-
æàþò â ñðåäíåì ÷åòûðå ìàøèíû â ÷àñ. Îïðåäåëèòü ïîêàçàòå-
ëè ñèñòåìû.

Ðåøåíèå. Ñ÷èòàåì, ÷òî íà âõîä òðåõêàíàëüíîé ñèñòåìû ñ
íåîãðàíè÷åííûì âðåìåíåì îæèäàíèÿ ïîñòóïàåò ïðîñòåéøèé

ïîòîê çàÿâîê ñ ïàðàìåòðàìè λ = 4
час.

1
 = 15 

мин.

1
, Òîá = 30

ìèí., n = 3. Òîãäà µ = 
30

1

мин.

1
, α = 

µ
λ
= 2. Òàê êàê α < n, òî

ñóùåñòâóåò óñòàíîâèâøèéñÿ ðåæèì îáñëóæèâàíèÿ. Îïðåäå-
ëÿåì ïîêàçàòåëè ñèñòåìû.

Ðèñ. 13.7

 
  L 
 
20 
 
15 
 
10            L1    L2 
 
 5 
 
    0                       0,5                   1,0                      1,5                     2,0              α 
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Âåðîÿòíîñòü ïðîñòîÿ Ðî = 0,111.
Âåðîÿòíîñòü ñîñòîÿíèé Ð1 = 0,065, Ð2 = 0,222, Ð3 = 0,148.
Ñðåäíåå ÷èñëî çàÿâîê, íàõîäÿùèõñÿ â î÷åðåäè L = 0,89.
Ñðåäíåå ÷èñëî çàíÿòûõ êàíàëîâ k= α = 2.
Âåðîÿòíîñòü îáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê Ðîáñ = 1.
Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êàíàë çàíÿò Ðç.ê. = 0,67.
Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñèñòåìà ïîëíîñòüþ çàãðóæåíà

Ðï.ç. = 0,444.
Âåðîÿòíîñòü íàëè÷èÿ î÷åðåäè â ñèñòåìå Ðí.î. = 0,296.
Ñðåäíåå âðåìÿ íåïîëíîé çàãðóçêè ñèñòåìû t

í.ç.= 37,5 ìèí.
Ñðåäíåå âðåìÿ ïîëíîé çàãðóçêè ñèñòåìû t ç.ñ.= 29,95 ìèí.
Ñðåäíåå âðåìÿ çàíÿòîñòè êàíàëà t

ç.í.= 38,88 ìèí.
Ñðåäíåå âðåìÿ íàëè÷èÿ î÷åðåäè t

í.î.= 30 ìèí.
Ñðåäíåå âðåìÿ ïðîñòîÿ êàíàëà t

n.k.= 19,15 ìèí.
Ñðåäíåå âðåìÿ îæèäàíèÿ çàÿâêè â î÷åðåäè t

î÷= 13,35 ìèí.

Ñðåäíåå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ çàÿâêè â ñèñòåìå t = 43,35 ìèí.
Ïðèìåð 8. Ïðîäîëæèì ðàññìîòðåíèå çàäà÷è ñôîðìóëè-

ðîâàííîé â ïóíêòå 13.2.3. Íàõîäèì, α =
µ
λ
 = 

9,0

6,1
 = 1,78.

Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè èñïîëüçóåì ñóììàð-
íóþ ñòîèìîñòü âðåìåíè, ïîòåðÿííîãî ðàáî÷èìè, ñòîÿùèìè â
î÷åðåäè, è ñëóæàùèìè â îæèäàíèè ïðèáûòèÿ êëèåíòîâ, êî-
òîðóþ íóæíî ìèíèìèçèðîâàòü.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïî÷àñîâàÿ çàðàáîòíàÿ ïëàòà
ñëóæàùåãî ñîñòàâëÿåò 15 ðóá., à ðàáî÷åãî 30 ðóá.

Çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè Ò îáùàÿ ñòîèìîñòü âðåìåíè, ïî-
òåðÿííîãî ðàáî÷èìè è ñëóæàùèìè ðàâíà

S(n) = [30 L + 15 (n – a)] T,

ãäå L – ÷èñëî ðàáî÷èõ, ñòîÿùèõ â î÷åðåäè è n – ÷èñëî ñëó-
æàùèõ.

Ïðèìåì â êà÷åñòâå ôóíêöèè ñòîèìîñòè âåëè÷èíó

T

S(n)
S =  = 30L + 15(n – a),

ýòî ïîëíàÿ ñòîèìîñòü îæèäàíèÿ â åäèíèöó âðåìåíè.
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Íà ðèñ. 13.8 ïîêàçàíû ôóíêöèè L(n),n = (n – 1,78) è S (n)
â âèäå íåïðåðûâíûõ êðèâûõ, ÷òîáû ïðåäñòàâèòü èõ çàâèñè-
ìîñòü îò ÷èñëà ñëóæàùèõ (àðãóìåíòà) n. L(n) — óáûâàþùàÿ
ôóíêöèÿ, n (n) — âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ è S (n) èìååò òîëü-
êî îäèí ìèíèìóì.

Ïîëîæèâ Ò = 8 ÷àñ è èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (13.61) è (13.62),
ïîëó÷èì ôóíêöèþ ñòîèìîñòè â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà n ñëó-
æàùèõ

S(n) = 15 ×

×
( ) ( ) ( )

( )
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



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
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
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
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
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
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∑
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1,78nn!
1,78

k!
1,78

1,78n!1n

1,782

n

0k

1nk
2

1n

8.

Ñäåëàâ ðÿä ïðèáëèæåíèé ïîëó÷èì

S(2) = 15 (14,25 + 0,22) 8 = 1736,40 ðóá.;

S(3) = 15 (0,36 + 1,22) 8 = 189,60 ðóá.;

Ðèñ. 13.8
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S(4) = 15 (0,05 + 2,22) 8 = 266,40 ðóá.;

S(5) = 15 (0,01 + 3,22) 8 = 387,60 ðóá.
Èòàê, îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ÷èñëà ñëóæàùèõ ðàâíî òðåì.
Ïðèìåð 9. Ðàññìîòðèì àíàëèç ðàáîòû äèñïåò÷åðñêîãî

ïóíêòà â ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ çàãðóæåííîñòè êàíàëîâ îáñëó-
æèâàíèÿ.

Èññëåäîâàíèå ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ïîìèìî
îïðåäåëåíèÿ ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ è ïåðåìåííûõ, âûðàæåí-
íûõ ÷åðåç õàðàêòåðèñòèêè âõîäÿùåãî ïîòîêà òðåáîâàíèé è
ïðîöåññà îáñëóæèâàíèÿ, ÷àñòî ïðèâîäèò ê ðàçðàáîòêå ýêîíî-
ìèêî-ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, ñîäåðæàùåé öåëåâóþ ôóíêöèþ
è îãðàíè÷åíèÿ. Òàêàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü ê íåé ðàç-
ëè÷íûå ìåòîäû êîëè÷åñòâåííîãî àíàëèçà (êëàññè÷åñêèå ìåòî-
äû îïðåäåëåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè, ëèíåéíîå,
íåëèíåéíîå è äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå) è íàéòè îïòè-
ìàëüíûé ðåæèì ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ.

Êà÷åñòâî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû õàðàêòåðèçóåòñÿ íå
òîëüêî òàêèìè ïîêàçàòåëÿìè, êàê ñðåäíåå âðåìÿ îæèäàíèÿ
òðåáîâàíèé èëè ïðîñòîÿ êàíàëîâ îáñëóæèâàíèÿ, íå òîëüêî
íàáîðîì ñðåäíèõ è âåðîÿòíîñòíûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû, íî è
çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð ðàáîòû ïðîèçâîäñòâåí-
íîãî ïîäðàçäåëåíèÿ, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé ñèñòåìó ìàññî-
âîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ î÷åðåäüþ è äâóìÿ êàíàëàìè ñâÿçè.

Â òðàíñïîðòíîì îòäåëå ê äâóì äèñïåò÷åðàì ïîäõîäÿò
âîäèòåëè àâòîìàøèí äëÿ ïîëó÷åíèÿ çàäàíèÿ è îôîðìëåíèÿ
ïóòåâîãî ëèñòà. Íàáëþäåíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî â îïðåäåëåííîì
èíòåðâàëå âðåìåíè ñèñòåìà ôóíêöèîíèðóåò â ñòàöèîíàðíîì
ðåæèìå. Îñíîâíûå ïàðàìåòðû ñèñòåìû îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäó-
þùèìè óñëîâèÿìè: êàæäûå 10 ìèíóò â äèñïåò÷åðñêóþ çàõî-
äèò â ñðåäíåì 2,2 ÷åëîâåêà, à îôîðìëåíèå äîêóìåíòîâ çàíè-
ìàåò â ñðåäíåì 5 ìèíóò. Òîãäà â ðàñ÷åòå íà äåñÿòèìèíóòíûé
èíòåðâàë ïîëó÷èì λ = 2,2, µ = 2, n = 2.

Ðåøåíèå. Òàê êàê , α=
µ
λ
 =

2

2,2
 = 1,1 < n = 2, òî î÷åðåäü

íå áóäåò ïîñòîÿííî âîçðàñòàòü.
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Ïî ôîðìóëå (13.61)

Ðî = ( ) ( )
1
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1,1
2;1,1P2;1,1R
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−
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





×+++  =

= 0,29,

òî åñòü ïî÷òè â 30 ñëó÷àÿõ èç 100 äâà äèñïåò÷åðà áóäóò ñâî-
áîäíû îò ðàáîòû ïî îôîðìëåíèþ ïóòåâûõ ëèñòîâ.

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âíîâü ïðèáûâøèé âîäèòåëü äîë-
æåí æäàòü äî òåõ ïîð, ïîêà äèñïåò÷åð îñâîáîäèòñÿ, îïðåäå-
ëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (13.66)

Ðï.ç. = ( )1,12!2

21,1 2

−
×

 0,29 = 0,39,

òî åñòü ïî÷òè â 40 ñëó÷àÿõ èç 100 âíîâü ïðèáûâøèé âîäèòåëü
ñòàëêèâàåòñÿ ñ òåì, ÷òî äèñïåò÷åðû çàíÿòû îôîðìëåíèåì ëè-
ñòîâ è â ðÿäå ñëó÷àåâ óæå îáðàçîâàëàñü î÷åðåäü ê íèì. Íàêî-
íåö, îïðåäåëèì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ñèñòåìå áóäåò íàõî-
äèòüñÿ k âîäèòåëåé. Èñõîäÿ èç çàâèñèìîñòè (13.59), ïîëó÷èì

Ð1 = 0,319; Ð2 = 0,175; Ð3 = 0,096.

Òàê âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ñèñòåìå áóäóò íàõîäèòüñÿ
òðè âîäèòåëÿ ñîñòàâëÿåò ìåíåå 10%.

Ñðåäíèé ðàçìåð î÷åðåäè îïðåäåëÿåòñÿ ïî (13.62) è ðàâåí
0,48, èíà÷å ãîâîðÿ, â ñðåäíåì â î÷åðåäè íàõîäÿòñÿ ìåíåå
îäíîãî âîäèòåëÿ.

Òàê êàê ñðåäíåå ÷èñëî çàíÿòûõ êàíàëîâ k = α = 1,1, òî
â ñèñòåìå áóäóò íàõîäèòüñÿ ck  = 1,1 + 0,48 = 1,58, ò. å. ìåíåå
äâóõ âîäèòåëåé.

Âðåìÿ îæèäàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (13.73) è ðàâíî
t î÷ = 0,22 åäèíèö âðåìåíè èëè 2,2 ìèí., à ñðåäíåå âðåìÿ ïðå-
áûâàíèÿ â ñèñòåìå ïî ôîðìóëå (13.74) ðàâíî t = 0,72 åä. âðå-
ìåíè èëè 7,2 ìèí.

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà ÿâíî íå ïåðåãðóæåíà: ïîòåðè
âðåìåíè âîäèòåëåé íà îæèäàíèå âåñüìà íåçíà÷èòåëüíû. Â òîæå
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âðåìÿ ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî äèñïåò÷åðû ñëàáî çàãðóæåíû:
êàæäûé äèñïåò÷åð íåïîñðåäñòâåííî îôîðìëåíèåì ïóòåâûõ
ëèñòîâ çàíÿò â ñðåäíåì ëèøü 55% ñâîåãî âðåìåíè. Â ñàìîì
äåëå, ñðåäíåå ÷èñëî íåçàíÿòûõ êàíàëîâ îïðåäåëÿåòñÿ êàê
S = n – α = 2 – 1,1 = 0,9.

×òî ïðîèçîéäåò, åñëè ðåæèì ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ðàññìîò-
ðåííîé ñèñòåìû íåñêîëüêî èçìåíèòü, ïîâûñèâ çàãðóçêó äèñ-
ïåò÷åðîâ? Äîïóñòèì, ïðèíÿòî ðåøåíèå î òîì, ÷òî äèñïåò-
÷åðñêàÿ áóäåò îáñëóæèâàòü åùå îäíó àâòîêîëîííó, ïðè÷åì,
åñòü íåñêîëüêî àâòîêîëîíí, ñðåäè êîòîðûõ ìîæíî âûáðàòü
òîëüêî îäíó. Êàæäàÿ àâòîêîëîííà õàðàêòåðèçóåòñÿ ñâîèì ïà-
ðàìåòðîì ïîòîêà òðåáîâàíèé (λ1, λ2, …). Êàêîâà äîëæíà áûòü
èíòåíñèâíîñòü íàãðóçêè, ÷òîáû ñðåäíÿÿ çàãðóçêà äèñïåò÷å-
ðîâ (äîëÿ âðåìåíè, êîãäà îíè çàíÿòû) ïîâûñèëàñü äî 70%?

Â ýòîì ñëó÷àå α = n – нS  è òàê êàê ñðåäíÿÿ çàãðóçêà
äèñïåò÷åðîâ äîëæíà áûòü ïîâûøåíà äî 70%, òî нS = 0,7
S = 0,7 × 0,9 ≈  0,6. Òîãäà α = 2 – 0,6 = 1,4 è íóæíî âûáðàòü
òàêóþ àâòîêîëîííó, äîïîëíèòåëüíîå îáñëóæèâàíèå êîòîðîé
ïîâûñèò ïàðàìåòð λ äî çíà÷åíèÿ 1,4 × 2 = 2,8.

Òåïåðü ÑÌÎ õàðàêòåðèçóåòñÿ ïàðàìåòðàìè λ = 2,8, µ = 2,
α = 1,4, n = 2. Åå õàðàêòåðèñòèêè ðàâíû Ðî = 0,176, L = 1,35,

ck = 2,75, t
î÷= 4,8 ìèí.

Âñå äàííûå ðàñ÷åòîâ ñâåäåì â òàáë. 13.6.
Äàäèì àíàëèç òàáëèöû 13.6. Åñëè â êà÷åñòâå ïåðåìåííûõ

ôàêòîðîâ, îïðåäåëÿþùèõ ðàáîòó ÑÌÎ, âûñòóïàþò ñðåäíåå
÷èñëî òðåáîâàíèé â î÷åðåäè è ñðåäíåå ÷èñëî ïðîñòàèâàþùèõ
êàíàëîâ îáñëóæèâàíèÿ, òî íàèáîëåå áëàãîïðèÿòíà 2-àÿ ÑÌÎ

îäíîêàíàëüíàÿ (âòîðîé ñòîëáåö), ãäå S =
µ
λ
= 0,497 è S = l,

îäíàêî â íåé áîëüøå äîëÿ ïðîñòîÿ ñèñòåìû.
Â ðÿäå ñèñòåì ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà ðàçìåð ïîòåðü

ìîãóò îêàçûâàòü ïðîñòîè êàíàëà îáñëóæèâàíèÿ, ïðåâûøàþ-
ùèå íåêîòîðóþ ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó.

Â äðóãèõ ñèñòåìàõ ýêîíîìè÷åñêèå ïîòåðè îò îæèäàíèÿ
îáñëóæèâàíèÿ ñóùåñòâåííî âîçðàñòàþò ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ
äëèòåëüíîñòè îæèäàíèÿ èëè ñêàçûâàþòñÿ ëèøü ïîñëå òîãî,
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êàê îæèäàíèå ïðåâûñèò íåêîòîðûé ïðåäåë (ÑÌÎ â òðåòüåì
ñòîëáöå).

Ñóùåñòâóþò ñèñòåìû â êîòîðûõ òðóäíî, à ïîä÷àñ íåâîç-
ìîæíî èçìåðèòü ïîòåðè îäíîé èç ñòîðîí. Îäèí èç íàèáîëåå
õàðàêòåðíûõ ïðèìåðîâ — ïîòåðè âðåìåíè íàñåëåíèåì. Îäíà-
êî, åñëè â ñèñòåìàõ òàêîãî ðîäà ïîòåðè ìîæíî îöåíèòü, òî
ïðè âêëþ÷åíèè èõ è îäíîâðåìåííî ïîòåðü îò ïðîñòîÿ êàíàëà
îáñëóæèâàíèÿ â öåëåâóþ ôóíêöèþ îöåíêè äåÿòåëüíîñòè ÑÌÎ
â öåëîì ïðèäåòñÿ ñòîëêíóòüñÿ ñ öåëûì ðÿäîì òðóäíîñòåé.

Òàáëèöà 13.6

 λ = 2,2 мин. 
µ = 2 мин 
α = 1,1 
n = 2 

Из условия,  
что длина 
очереди та же, 
но α = 0,5 n = 1 

λ = 2,8 мин. 
µ = 2 мин 
α = 1,4 
n = 2 

λ = 2,2 мин. 
µ = 1,5 мин 
α = 1,46 
n = 2 

Доля времени 
простоя системы 
Ро 

0,29 0,503 0,176 0,16 

Вероятность 
того, что канал 
будет занят Рп.з. 

0,39 0,503 0,24 0,63 

Среднее число 
незанятых 

каналов (n–k ) 

0,9 0,503 0,9 0,54 

Длина очереди L 0,48 0,48 1,35 0,92 

Среднее число 
клиентов в 

очереди сk  

1,58 0,987 2,75 2,38 

Время ожидания 

в системе oчt  

2,2 мин. 2,24 мин. 
(λ = 1,1) 
2,2 мин.  
(λ = 2,2) 

4,8 мин. 4,2 мин. 

Среднее время 
пребывания в 

системе t  

7,2 мин. 6,74 мин. 
(λ = 1,1) 
4,5 мин. 
(λ = 2,2) 

9,8 мин. 10,9 мин. 
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Â ñâÿçè ñ ýòèì â öåëåâóþ ôóíêöèþ, ïî-âèäèìîìó, íàäî
ââåñòè âåñà, ó÷èòûâàþùèå êà÷åñòâåííûå ðàçëè÷èÿ ñëàãàå-
ìûõ öåëåâîé ôóíêöèè.

Ìîæíî ïîéòè è äðóãèì ïóòåì, à èìåííî: ñâåñòè ê ìèíè-
ìóìó ïîòåðè îäíîé ñòîðîíû, ñîáëþäàÿ ïðè ýòîì îãðàíè÷èâà-
þùåå óñëîâèå, íàëîæåííîå íà ïîòåðè äðóãîé.

Âîçìîæíà è îáðàòíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è – ìèíèìèçèðî-
âàòü ïðîñòîè êàíàëà îáñëóæèâàíèÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî òðåáî-
âàíèÿ áóäóò òåðÿòü íà îæèäàíèå â ñðåäíåì íå áîëåå íåêîòî-
ðîãî èíòåðâàëà âðåìåíè. Èíûìè ñëîâàìè, ïðè òàêîé ïîñòà-
íîâêå çàäà÷è ìèíèìèçèðóþòñÿ ïîòåðè îäíîé èç ñòîðîí, ó÷à-
ñòâóþùåé â ïðîöåññå ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, ïðè îäíîâðå-
ìåííîì ñîáëþäåíèè íåêîòîðûõ òðåáîâàíèé îòíîñèòåëüíî êà-
÷åñòâà ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû.

13.6. Ñèñòåìà ñìåøàííîãî òèïà
ñ îãðàíè÷åíèåì ïî äëèíå î÷åðåäè

13.6.1. Îñíîâíûå ðàñ÷åòíûå ôîðìóëû

Â ýòîì ïàðàãðàôå ðàññìîòðèì ñèñòåìó ìàññîâîãî îáñëó-
æèâàíèÿ ñìåøàííîãî òèïà ñ îãðàíè÷åííûì ÷èñëîì ìåñò m â
î÷åðåäè. Taê, ïîñåòèòåëü ïðåäïðèÿòèÿ îáùåñòâåííîãî ïèòà-
íèÿ ìîæåò ðàññ÷èòûâàòü ëèøü íà îïðåäåëåííîå ÷èñëî ìåñò.
Î÷åâèäíî, ïðè m = 0 ïîëó÷èì êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ðàíåå ðàñ-
ñìîòðåííóþ ñèñòåìó ñ îòêàçàìè, à ïðè ∞→m  ÷èñòóþ ñèñòå-
ìó ñ îæèäàíèåì (ñ î÷åðåäüþ),

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàÿâêà, çàñòàâøàÿ âñå êàíàëû çàíÿ-
òûìè, ñòàíîâèòñÿ â î÷åðåäü, òîëüêî åñëè â íåé íàõîäèòñÿ
ìåíåå m çàÿâîê, åñëè æå ÷èñëî çàÿâîê â î÷åðåäè ðàâíî m
(áîëüøå m îíî áûòü íå ìîæåò), òî ïîñëåäíÿÿ ïðèáûâøàÿ
çàÿâêà â î÷åðåäü íå ñòàíîâèòñÿ è ïîêèäàåò ñèñòåìó íåîáñëó-
æåííîé. Îñòàëüíûå äîïóùåíèÿ — î ïðîñòåéøåì ïîòîêå çàÿ-
âîê è î ïîêàçàòåëüíîì ðàñïðåäåëåíèè âðåìåíè îáñëóæèâà-
íèÿ— îñòàâèì ïðåæíèìè, êàê è â ïóíêòå 13.4.1.
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Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çàíÿòî ðîâíî k êàíàëîâ, à î÷åðå-
äè íåò

Pk = P(k,α) Po, (0 ≤ k ≤ n), (13.75)

Âåðîÿòíîñòü ïðîñòîÿ ñèñòåìû

Ðî = 
( ) ( )

1
m

1s

s

n
n;Pn;R

−

= 















 αα+α ∑ , (13.76)

ïðè÷åì

∑
=






 αm

1s

s

n
= 





 ≠α

α−







 α−

α
1

n
,

n
1

n
1

n

m

  è

∑
=






 αm

1s

s

n
= m,   





 =α

1
n

. (13.77)

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âñå êàíàëû çàíÿòû è â î÷åðåäè
èìååòñÿ s çàÿâîê

Pn+s = P(n,α) 
s

n





 α

Po = Ðn 

s

n





 α

, (1 ≤ s ≤ m), (13.78)

ïðè α = n ïîëó÷èì

Ðê = n)mP(n,n)R(n,

n)P(k,

+ , Pn+s = Ðn. (13.79)

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çàÿâêà ïîêèíåò ñèñòåìó íåîáñëó-
æåííîé

Ðn+m = Pn 

m

n





 α

. (13.80)
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Âåðîÿòíîñòü îáñëóæèâàíèÿ ðàâíà

Ðîáñ = 1 –

m

n





 α

Ðn. (13.81)

Ñðåäíåå ÷èñëî çàÿâîê, íàõîäÿùèõñÿ â î÷åðåäè (äëèíà
î÷åðåäè)

L = ms = Ð(n,a) ∑
=






 αm

1s

s

n
s Po =Ðn ∑

=





 αm

1s

s

n
s , (13.82)

óïðîùàÿ

L = ms = Pn 




 =

α






 α−







+






 α−






 α−

α
1

n
,

n
1

1
n

1m
n

1

n 2

m

, (13.83)

L = ms = Pn 2

1)m(m +
,       





 =α

1
n

, (13.84)

Ñðåäíåå ÷èñëî çàíÿòûõ êàíàëîâ

k = Ðîáñ α = α 

















 α− n

m

P
n

1 . (13.85)

Ñðåäíåå âðåìÿ íàõîæäåíèÿ çàÿâêè â î÷åðåäè

t
î÷= λ

L
. (13.86)

Ñðåäíåå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ çàÿâêè â ñèñòåìå

t
 = λ

+ Lk
. (13.87)

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êàíàë çàíÿò

Ðç.k. = n

k
. (13.88)
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Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñèñòåìà ïîëíîñòüþ çàãðóæåíà,
ðàâíà âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî â ñèñòåìå çàíÿòû âñå êàíàëû

Ðï.ç. = Pn 

n
–1

n
1

1m

α






 α−

+

. (13.89)

Ñðåäíåå âðåìÿ íåïîëíîé çàãðóçêè ñèñòåìû

t
í.ç. = )P(n;

)1;R(n

n

1

α
α−

µ
. (13.90)

Ñðåäíåå âðåìÿ ïîëíîé çàãðóçêè ñèñòåìû

t
ç.ñ. = t

í.ç. 
n.з.

n.з.

P–1

P
. (13.91)

Ñðåäíåå âðåìÿ íàëè÷èÿ î÷åðåäè

t
í.î. = λ

1

n
–1

n
1

n

1

m

α







 α−

α
λ . (13.92)

Âåðîÿòíîñòü íàëè÷èÿ î÷åðåäè

Ðí.î. = Ðn

n
–1

n
1

n

m

α







 α−

α
. (13.93)

Ñðåäíåå âðåìÿ çàíÿòîñòè êàíàëà

t
ç.k. = µ

1
 + Ðí.î. t

í.î. , (13.94)

Ñðåäíåå âðåìÿ ïðîñòîÿ êàíàëà

t
n.k. = t

ç.k. 
з.k.

з.k.

P

P–1
. (13.95)
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13.6.2. Ðåøåíèå çàäà÷

Ïðèìåð 10. Íà ñòàíöèþ òåêóùåãî ðåìîíòà àâòîìàøèí
ïîñòóïàåò ïðîñòåéøèé ïîòîê çàÿâîê ñ ïëîòíîñòüþ λ =0,5 (ìà-
øèí â ÷àñ). Èìååòñÿ îäíî ïîìåùåíèå äëÿ ðåìîíòà. Âî äâîðå
ñòàíöèè ìîãóò îäíîâðåìåííî íàõîäèòüñÿ, îæèäàÿ î÷åðåäè,
íå áîëåå òðåõ ìàøèí. Ñðåäíåå âðåìÿ ðåìîíòà îäíîé ìàøèíû

mtîá
=

µ
1
 = 2 (÷àñà). Îïðåäåëèòü: à) ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü

ñèñòåìû; á) ñðåäíåå âðåìÿ ïðîñòîÿ ñòàíöèè; â) îïðåäåëèòü,
íàñêîëüêî èçìåíÿòñÿ ýòè õàðàêòåðèñòèêè, åñëè îáîðóäîâàòü
âòîðîå ïîìåùåíèå äëÿ ðåìîíòà.

Ðåøåíèå. Èìååì: λ = 0,5; µ = 0,5; α = 1; m = 3.
Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çàÿâêà ïîêèíåò ñèñòåìó íåîáñëó-

æåííîé, ðàâíà ïî ôîðìóëå (13.80)

Ðí = Ð1+3 = )111(1)11(
1

++++  = 0,2.

Îòíîñèòåëüíàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ñèñòåìû

Ðîáñ = q = 1 – Ðí = 0,8.

Àáñîëþòíàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü Q = λq = 0,4 ìàøè-
íû â ÷àñ.

Ñðåäíÿÿ äîëÿ âðåìåíè, êîòîðîå ñèñòåìà áóäåò ïðîñòàè-

âàòü, Ðî = 5

1
0,2.

Ñðåäíåå ÷èñëî çàÿâîê, íàõîäÿùèõñÿ â î÷åðåäè L = 0,3.

Ñðåäíåå ÷èñëî çàíÿòûõ êàíàëîâ k  = 0,8.

Ñðåäíåå âðåìÿ íàõîæäåíèÿ çàÿâêè â î÷åðåäè t
î÷= 0,6 ÷àñ.

Ñðåäíåå âðåìÿ íàõîæäåíèÿ çàÿâêè â ñèñòåìå t = 2,2 ÷àñ.
Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êàíàë çàíÿò Ðç.ê. = 0,8.

Ñðåäíåå âðåìÿ íåïîëíîé çàãðóçêè ñèñòåìû t
í.ç.= 2 ÷àñ.

Îáîðóäóåì âòîðîå ïîìåùåíèå äëÿ ðåìîíòà (n = 2).
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Ðí = Ð2+3 = 




 +++++






×

8

1

4

1

2

1

2

1
)

2

1
11(

2

1

2

1
3

 = 47
1
 = 0,021.

Òàê êàê q = 1 – Ðí = 0,979, òî óäîâëåòâîðÿòüñÿ áóäóò
98% çàÿâîê.

Q = λ q = 0,49 ìàøèí â ÷àñ.

Îòíîñèòåëüíîå âðåìÿ ïðîñòîÿ

Ðî =

1

8
1

4
1

2
1

2
1)

2
111(

−












 +++++  = 47

16
 = 0,34,

ò. å. îáîðóäîâàíèå áóäåò ïðîñòàèâàòü 34% âñåãî âðåìåíè.
Òàêèì îáðàçîì, ïðè ââåäåíèè âòîðîãî ïîìåùåíèÿ äëÿ

ðåìîíòà àâòîìîáèëåé óâåëè÷èâàåòñÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü
ñòàíöèè, îäíàêî, îäíîâðåìåííî óâåëè÷èâàåòñÿ ïðîñòîé îáî-
ðóäîâàíèÿ.

Ïðèìåð 11. Íà ïðîäóêòîâóþ áàçó â òå÷åíèå ðàáî÷åãî äíÿ,
äëÿùåãîñÿ 12 ÷àñ., ïðåáûâàåò â ñðåäíåì 24 àâòîìàøèíû ñ
ïðîäóêòàìè. Íà ðàçãðóçêå íàõîäÿòñÿ äâå áðèãàäû ãðóç÷èêîâ.
Ñðåäíåå âðåìÿ ðàçãðóçêè îäíîãî àâòîìîáèëÿ ñîñòàâëÿåò 1,5
÷àñà. Äàòü îöåíêó ðàáîòû ÑÌÎ. Êàê íóæíî èçìåíèòü ÷èñëî
áðèãàä èëè óâåëè÷èòü ÷èñëî àâòîìàøèí â î÷åðåäè, ÷òîáû
ðàçãðóæàëèñü 95% àâòîìàøèí èç ÷èñëà ïðèáûâøèõ íà áàçó,
åñëè íà òåððèòîðèè áàçû ó äåáàðêàäåðà ìîãóò íàõîäèòüñÿ â
î÷åðåäè â îæèäàíèè ðàçãðóçêè íå áîëåå 4 àâòîìàøèí?

Ðåøåíèå. Èìååò äâóõêàíàëüíóþ ÑÌÎ, (n = 2) ñ îãðàíè-

÷åííûì ÷èñëîì ìåñò â î÷åðåäè m = 2, λ =
12

24
 = 2 

час.

авт.
,

µ =
3

2

час.

авт.
, α = 

µ
λ
 = 3, 

n

α
= 1,5.
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Âåðîÿòíîñòü ïðîñòîÿ ñèñòåìû, ò. å. âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
îáå áðèãàäû íå çàãðóæåíû èç — çà îòñóòñòâèÿ àâòîìàøèí,
ïî ôîðìóëå (13.76) ðàâíà

Ðî = 





++

2

2
331 + 5,11

5,11
2
3

2
3 42

−
−××  = 0,0158.

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîä ðàçãðóçêîé äâå, à â î÷åðåäè
÷åòûðå àâòîìàøèíû, íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå (13.78)

Ðîòê = Ð2+4 =

42

2
30158,0

2
3






××  = 0,36.

Âåðîÿòíîñòü îáñëóæèâàíèÿ íàõîäèì ïî ôîðìóëå (13.81)

Ðîáñ = 1 – Ðîòê = 1 – 0,36 = 0,64.

Àáñîëþòíàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ðàâíà

À = λÐîáñ = 2 ⋅ 0,64 = 1,28 
час.

авт.
.

Ñðåäíåå ÷èñëî îáñëóæèâàåìûõ àâòîìàøèí îïðåäåëÿåì
ïî ôîðìóëå (13.85)

k = Ðîáñ α = 0,64 ⋅ 3 = 1,92 
час.

авт.
.

Ñðåäíåå ÷èñëî àâòîìàøèí â î÷åðåäè îïðåäåëÿåòñÿ ôîð-
ìóëîé (13.82)

L = ms = 2
30158,0

2
3 2

×× 2

4

)5,11(
1)5,11(4()5,1(1

−
+−−×  = 2,5 àâò.

Àíàëèç ýòèõ õàðàêòåðèñòèê ïîêàçûâàåò, ÷òî äîëÿ îòêà-
çîâ, ðàâíàÿ 36%, äîñòàòî÷íî áîëüøàÿ; îáå áðèãàäû çàíÿòû
ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ, òàê êàê êîýôôèöèåíò çàíÿòîñòè êàæ-

äîé áðèãàäû ðàâåí kçàí = n

k
  = 

2

1,92
 = 0,96 è áëèçîê ê åäèíèöå;
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îòíîñèòåëüíàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ìàëà, òàê êàê âñåãî
64% èç ÷èñëà ïðèáûâøèõ àâòîìàøèí áóäóò îáñëóæåíû; ñðåä-
íÿÿ äëèíà î÷åðåäè ðàâíà 2,5 àâòîìàøèíû, ýòî ãîâîðèò î òîì,
÷òî áàçà íå ñïðàâëÿåòñÿ ñ âûïîëíåíèåì îáñëóæèâàíèÿ àâòî-
ìàøèí. Ñëåäîâàòåëüíî, íóæíî óâåëè÷èòü ÷èñëî áðèãàä ãðóç-
÷èêîâ èëè óâåëè÷èòü ÷èñëî ìàøèí â î÷åðåäè.

Åñëè ïðè n = 2 óâåëè÷èòü î÷åðåäü äî m = 7, òî Ðîáñ = 0,66,
ïðè m = 10 èìååì Ðîáñ = 0,67, ò. å. ïðîñòîå óâåëè÷åíèå î÷åðå-
äè ïî÷òè íå óëó÷øàåò îáñëóæèâàíèå, òåì áîëåå ýòà î÷åðåäü
ãäå-òî äîëæíà îòñòàèâàòü.

Óâåëè÷èâàåì ÷èñëî áðèãàä. Ïðè n = 3, íàõîäèì, ÷òî
Ðîáñ = 0,856, à ïðè n = 4 èìååì Ðîáñ = 0,958, à ýòà âåëè÷èíà
óæå ïðåâîñõîäèò çàäàííóþ âåðîÿòíîñòü îáñëóæèâàíèÿ 0,95.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äîñòèæåíèÿ çàäàííîé âåðîÿòíîñòè
îáñëóæèâàíèÿ ïðèáûâàþùèõ íà ðàçãðóçêó àâòîìîáèëåé íóæ-
íî ââåñòè ÷åòûðå áðèãàäû ãðóç÷èêîâ.

Âîçíèêàåò çàäà÷à î âûáîðå îïòèìàëüíîé ÑÌÎ, òàê êàê
íåîáõîäèìî ðàññ÷èòàòü çàòðàòû íà ñîçäàíèå íîâûõ ðàáî÷èõ
ìåñò, ó÷åñòü âðåìÿ ïðîñòîÿ áðèãàäû è ò. ä.

13.7. Ðàñ÷åò ïàðàìåòðîâ ÑÌÎ íà ÝÂÌ

Ðàáîòàåì ñ ïðîãðàììîé Mathcad 2000.
Ðàññìîòðèì ÑÌÎ ñ îòêàçàìè è áåðåì ïðèìåð 1 ï. 13.3.2.

Ðàñ÷åò âåäåì ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóë (13.13) — (13.30).
Îòìåòèì, ÷òî ïîñòàâèòü ÷åðòî÷êó íàä áóêâîé íåëüçÿ,

ïîýòîìó âìåñòî k  ïèøåì k è òàê æå íå ñòàâèì ÷åðòî÷êè íàä
ñðåäíèì âðåìåíåì t. Ó íàñ ðóññêèé âàðèàíò ïðîãðàììû. Èí-
äåêñû ïèñàòü áóêâàìè íåëüçÿ, ïîýòîìó ïèøåì èõ â ñòðî÷êó.
Òàê â ìåñòî Ðîáñ ñëåäóåò ïèñàòü Ðîáñ è âìåñòî Ðç.ê. – Ðçê.

Ïîðÿäîê ðåøåíèÿ çàäà÷è ñëåäóþùèé.
1. Ùåëêíèòå ìûøüþ ïî ñâîáîäíîìó ìåñòó â ðàáî÷åì äî-

êóìåíòå è ââåäèòå ñ êëàâèàòóðû ñèìâîëû µ, λ, α, n.

2. Ââåäèòå ôîðìóëó Ð0:= 

132

62
1

−










 α+α+α+ .
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3. Âû÷èñëèòå Ð0 = è ò. ä. ñî âñåìè ôîðìóëàìè.
Ôðàãìåíò ðàáî÷åãî äîêóìåíòà Mathcad, ñîäåðæàùèé

âû÷èñëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ÑÌÎ ñ îòêàçàìè äëÿ µ = 0,5, λ = 1,5,
α = 3, n = 3, ïðèâåäåí íèæå.

µ := 0,5      λ := 1,5      α := 3      n := 3

Ð0:= 

132

62
1

−










 α+α+α+ Ð0 = 0,077

Ð3 := 6

P0
nα

Ð3 = 0,346

Ê := α (1 – Ð3) Ê = 1,962

Ðîáñ := 1 – Ð3 Ðîáñ = 0,654

À := λ Ðîáñ À = 0,981

Ðçê := 
n

К
Ðçê = 0,654

tçê := µ
1

tçê = 2

tïê := tçê 
Рпк

Рзк1−
tïê = 1,059

tçñ := µn

1
tçñ = 0,667

Ðïç := Ð3 Ðïç = 0,346

tíç := 
Рпз

Рпз1−
tçñ tíç = 1,259

tïñ := 
λ
1

tïñ = 0,667

t := 
λ
К

t = 1,308.
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ООО «Издательско-торговая корпорация  
«Дашков и К°» 

 

предлагает учебники для бакалавров (с грифом) 
 

 Английский язык для экономистов. Шляхова В. А., Герасина О. Н., 
Герасина Ю. А. 

 Антикризисное управление. Ларионов И. К. 
 Безопасность жизнедеятельности. Арустамов Э. А. 
 Бухгалтерский учет. Миславская Н. А., Поленова С. Н. 
 Бюджетная система Российской Федерации. Нешитой А. С. 
 Деньги. Кредит. Банки. Белотелова Н. П., Белотелова Ж. С. 
 Инвестиции. Николаева И. П. 
 Инвестиционный анализ. Блау С. Л. 
 Инновационный менеджмент. Беляев Ю. М. 
 Институциональная экономика. Лебедева И. Н., Николаева И. П. 
 Исследование систем управления. Фомичев А. Н. 
 История. Кузнецов И. Н. 
 Конфликтология. Зеленков М. Ю. 
 Логистика. Гаджинский А. М. 
 Маркетинг. Нуралиев С. У., Нуралиева Д. С. 
 Маркетинг торгового предприятия. Парамонова Т. Н., Красюк И. Н., 

Лукашевич В. В. 
 Маркетинг услуг. Синяева И. М. и др. 
 Международный маркетинг. Моргунов В. И. 
 Международные стандарты учета и финансовой отчетности. 

Миславская Н. А. 
 Мировая экономика и международные экономические отношения. Под 

ред. проф. Николаевой И. П. и Шаховской Л. С. 
 Организация и управление коммерческой деятельностью. Дашков Л. П., 

Памбухчиянц О. В. 
 Основы социального государства. Шарков Ф. И. 
 Оценка стоимости предприятия (бизнеса). Чеботарев Н. Ф. 
 Планирование на предприятии. Савкина Р. В. 
 Политология. Зеленков М. Ю. 
 Психология. Щербакова О. И., Ступницкий В. П., Степанова В. Е. 
 Статистика. Годин А. М. 
 Страхование. Годин А. М., Фрумина С. В. 
 Теория менеджмента. Семенов А. К., Набоков В. И. 
 Теория систем и системный анализ. Вдовин В. М., Суркова Л. Е., 

Валентинов В. А. 



 Теория риска и моделирование рисковых операций. Шапкин А. С., 
Шапкин В. А. 

 Управление в социальной работе. Под ред. Холостовой Е. И., 
Прохоровой О. Г., Комарова Е. И. 

 Управление изменениями. Блинов А. О., Угрюмова Н. В. 
 Управление качеством. Агарков А. П. 
 Управление человеческими ресурсами. Дейнека А. В., Беспалько В. А. 
 Учет затрат, калькулирование и бюджетирование в отдельных отраслях 

производственной сферы. Керимов В. Э. 
 Финансы, денежное обращение и кредит. Нешитой А. С. 
 Финансы. Балакина А. П., Бабленкова И. И., Ишина И. 
 Экономика. Елисеев А. С. 
 Экономика и управление на предприятии. Агарков А. П., Голов Р. С. 
 Экономика предприятия (организации). Баскакова О. В., Сейко Л. Ф. 
 Экономика труда. Скляревская В. А. 
 Экономическая теория. Николаева И. П.  

 
 
 
 

Всегда в наличии широкий ассортимент  
учебной и деловой литературы 

 
Оптовая и мелкооптовая продажа книг осуществляется  

у наших торговых представителей: 
 

Научно-издательский центр "ИНФРА-М" – 127282 г. Москва,  
ул. Полярная, д. 31в, стр. 1, тел. 8 (495) 380-05-40, 363-42-60 (203),  

е-mail: books@infra-m.ru 
 

Группа компаний "ОМЕГА-Л" – 111123 г. Москва,  
ш. Энтузиастов, д. 56, тел. 8 (495) 228-64-58, 228-64-59,  

е-mail: office@omega-l.ru 
 
 

Приглашаем к взаимовыгодному сотрудничеству библиотечные 
коллекторы, библиотеки, учебные заведения, книготорги  

и региональных представителей 
 
 

Отдел продаж: 8 (495) 668-12-30, 8 (499) 183-93-23 
Редакция: 8 (499) 182-01-59 

e-mail: sales@dashkov.ru, http://www.dashkov.ru  



ИЗДАТЕЛЬСКО-ТОРГОВАЯ КОРПОРАЦИЯ 
«Дашков и К°» 

 

специализируется на издании и распространении учеб-
ной, методической и справочной литературы для систе-
мы высшего и среднего профессионального образова-
ния, а также специальной литературы для практических 
работников. 
 

Предоставляет комплекс услуг: 
 

 комплектование библиотек учебной литературой, в 
том числе книгами других издательств по издатель-
ским ценам; 

 издание любых книг и брошюр по заказу. 
 

 
Приглашает 

к взаимовыгодному сотрудничеству: 
 

 авторов с целью заключения договоров на издание 
деловой литературы для предпринимателей и учеб-
ной литературы для высшего и среднего профессио-
нального образования. 

       
 
 

 
 

С предложениями и вопросами  
просим обращаться по телефонам: 

8(495) 668-12-30, 8(499) 183-93-23 
Е-mail: sales@dashkov.ru 




