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KIRISH

Hozirgi zamon jamiyati ishlab chigarish unumdorligini
oshirishga talabning ortishi, xofjalik va korxonalarni boshgarishni
rcjalnslilirislij'.ii bo‘lgan talabning yuqoriligi bilan xarakterlanadi,
liuixlay sharoitda jamiyat iqtisodiy hayotini iimiy boshgarishgina
inlil.i> clikjurishdagi yuqori sur’atni saglab goladi. Buning uchun
kl/lisodiy lanlarni, matematika va matematikaning zamonaviy
yutuglaiini keng qoilagan holda o‘rganish kerak boiadi. Buni
amalga oshirish uchun esa matematik programmalashtirish, o‘yinlar
nazariyasi, korrelatsion va regression tahlil kabi bo‘limlaming
rivojlantirish zaruriyatini tug‘dirib ekstremal masalalarning optimal
yechimini qurishni talab giladi.

Ekstremal rnasaialarni yechish uch bosgichdan iborat:

1) igtisodiy-matematik modelni qurish;

2) modelning optimal yechimini topish;

3) modelning amaliy ahamiyatini anigiash.

Bu masalalar bilan A.N.Tolstoy, B.Egervari, L.V.Kantorovich,
M.K.Gavurin, R.Bellman kabi matematiklar shug‘ullanishgan bo“lib,
ularning ishlaridan hozirgi zamon iqgtisodiyotida keng qoilanil-
mogda. Shu sababli, yetuk igtisodchilami tayyorlashda matematik
usullardan Ibydalanishni o‘qgitish boiajak igtisodchilami 0z
faoliyatida ucluaydigan igtisodiy rnasaialarni hal gilishda to‘g‘ri va
asosli garorlar gabul gilishlarida muhim ahamiyatga egadir.

Amaliy va nazariy igtisodiyot masalalari turli-tuman bo‘lib,
bunda statisik ma’lumotlarni tahlil gilish usullari, igtisodiy jara-
yonning rivojlanish holatini baholash va prognoz gilish masalalari
dolzarb hisoblanadi.

Igtisodiy jarayonlarning noaniglik va tavakkalchilik bilan
bogiigligi hamda stoxastik xarakterdaligi bu jarayonlarni tadgiq
etishda ehtimollar nazariyasi va matematik statistika usuliarini
go‘llashni tagozo etadi. igtisodiy jarayonlarni modellashtirish bilan
birga bu jarayonlarning yechimini optimallashtirish ham muhimdir.
Bu esa 0‘z navbatida matematik programmalashtirish usuliarini
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go'llashni talab etadi. Yugoridagi talablarga javob berish uchun
bo'lajak igtisodchilarga o‘zida oliy matematika fanining ehtimollar
nazariyasi va matematik statistika hamda matematik programmalash-
tirish kabi predmetlarni mujassamlashtirgan iqgtisodiy matematika
kursini o‘qgitish zarurligi kelib chigadi.

«lqgtisodiy matematika» fanini o‘gitishdan maqgsad talabalarning
nazariy va amaliy igtisodiy masalalarni hal gilishda ishlatiladigan
matematik apparatning asoslari bilan tanishtirish, mantigiy fikr
yuritish gobiliyatini oshirish, ilmiy adabiyotlami mustaqil o‘rganish-
ga odatlantirish, amaliy igtisodiy masalalarni matematik usullar bilan
yechish va tahlil gilish hamda iqgtisodiy jarayonlaming matematik
modelini tuzib, ularni matematik usullar yordamida optimal yechimi-
ni topishda ko‘nikmalar hosil gilishdan iborat. «lgtisodiy matema-
tika» fanining vazifasi statistik ma’lumotlarni tahlil gilishni, igtisodiy
ko‘rsatkichlar orasidagi bog‘lanishlarni aniglash va baholashni, iqti-
sodiy jarayonlarni prognozlashni hamda matematik modellashtirish
usullarini go‘llab, ilmiy asoslangan iqtisodiy qarorlar gabul gilishni
biladigan, xo'jaliklar faoliyatini boshgaruvida va boshga iqtisodiy
muammolami hal qilishda matematik usullarini qo'llab optimal
yechimlar gabul gilishga qodir boigan mutaxassislami tayyorlashdan
iborat.

Bizning go‘llanmamizda o'rganiladigan ba’zi masalalarning
tarixi bilan tanishib chigamiz. Transport masalasi 1941-yilda Xich-
kok tomonidan, simpleks usuli 1949-yilda Dansig tomonidan, chizig-
siz masalalar uchun optimallik sharti 1951-yilda Kun va Takker
tomonidan e’ion gilingan.



I BOB. EHTIMOLLAR NAZARIYASI
1.1. Elementar hodisaiar fazosi. Ehtimollikning ta’riflari

Ehtimollar nazariyasi hozirgi zamon matematikasining muhim
lannoglaridan biridir. Ehtimollar nazariyasi fanining paydo
bo' lisliiga gimor o'yinlarining matematik modellarini va nazariyasini
yaratish yoiidagi izlanishlar turtki boidi. Bu fanning dastlabki
lusluinchalari shakllangan davr XVI-XVII asrlar bo‘lib, Kardano,
<jyuygens, Paskal, Ferma kabi olimlarning nomlari bilan bogiiqdir.

Ehtimollar nazariyasining keyingi rivojlanish davri Yakob
Bernulli (1654-1705) nomi bilan bogiig. U isbotlagan va keyinchalik

Kalta sonlar gonuni” nomini oigan teorema oldingi to‘plangan
laktlaming birinchi nazariy asoslanishi edi. Ehtimollar nazariya-
,siniiig keyiMgi yutuglari Muavr, Laplas, Puasson kabi olimlarning
nomlari bilan bogiig.

XIX asrning ikkinchi yarmidan boshlab ehtimollar naza-
riyasining rivojlanishiga V.Ya.Bunyakovskiy, P.L.Chebishev,
A.A.Markov, A.MLyapunov kabi rus olimlari o‘z ilmiy izlanishlari
bilan katta hissa go‘shdilar. Fanning mustaqil fan boiib uygim-
h;;hishkla va keyingi rivojida S.N.Bemshteyn, V.l.Romanovskiy,
A.N.Kolmogorov, A.Ya.Xinchin, B.V.Gnedenko, N.V.Smimov va
bo.shgnliiming xizmatlari katta boidi.

Ehlimollur Miizariyasi va matematik statistika fanining 0 ‘zbe-
kistoMda o‘z o‘rnini topishida va rivojlanishida V.I.Romanovskiy,
S.X.Sirojiddinov va T.A.Sarimsoqov kabi olimlarning hissalari
behisobdir. Hozirgi kunda ularning shogirdlari tomonidan ehtimollar
nazariyasi va matematik statistika fani bo‘yicha ham nazariy, ham
amaliy tadgiqotlar davom ettirilmoqda.

Ehtimollar nazariyasining dastlabki tushunchalari - tajriba,
hodisa, elementar hodisa, ehtimollik, nisbiy chastota kabi tushun-
chalar boiib, ularni bayon qgilishga oiamiz.

Tajriba hodisani ro‘yobga keltiruvchi shartlar majmui S ning
bajarilishini ta’minlashdan iboratdir.
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Tajribaning har qanday natijasi hodisadir. Kuzatilayotgan
hodisalami 3 turga ajratish mumkin: mugarrar, mumkin boimagan
va tasodifiy.

Ma’lum S shartlar majmui asosida, albatta, ro‘y beradigan
hodisaga mugarrar hodisa deb ataladi va Q bilan belgilanadi.
Masalan, “-10° temperaturada (normal atmosfera bosimi ostida) suv
muz holatda bo‘ladi” hodisasi mugarrar hodisadir.

S shartlar majmuida hech gachon ro‘y bermaydigan hodisa
mumkin hoHmagan hodisa deb ataladi va 0 belgi bilan belgilanadi.
Masalan, “-10" temperaturada (normal atmosfera bosimi ostida) suv
suyuq holatda boiadi” hodisasi mumkin boimagan hodisadir.

Maium bir S shartlar asosida ro‘y beradigan yoki ro‘y bermay-
digan hodisa tasodifiy hodisa deb ataladi va lotin alfavitining katta
AB,C,... harflari bilan belgilanadi. Masalan, “10' temperaturada
yotngir yog‘adi” hodisasi tasodifiy hodisadir.

1-misol. Tajriba o‘yin kubigi (shashqoltosh) bir marta tashlash
boisin. Bu holda: Q-{tushgan ochko 6 dan katta emas} —mugarrar
hodisa; 0={tushgan ochko 9 gateng} - mumkin boimagan hodisa;
A={tushgan ochko juft son} - tasodifiy hodisadir.

Ehtimollikni talgin etish uchun quyida beriladigan oddiy
misollardan boshlaymiz. Bu misollar yordamida ehtimollik tushun-
chasi mohiyatini ochib beruvchi uning muhim ta’riflarini keltirib
0‘tamiz.

Faraz qgilaylik, tanga bir marta tashiandi va “ragam” tomoni
bilan tushdi. Bunday natija kuzatish deyiladi hamda kuzatishni
amalga oshirish jarayoni esa tajriba deb ataladi. Probirka, mikroskop
va boshga laboratoriya jihozlarini esga soluvchi fizika fanlaridan
fargli ravishda biz ifodalagan tajriba mohiyati ancha chuqurroq
ma’no Icasb etadi. Statistik tajribalarga internet foydalanuvchilaming
gaysi Web brauzerni ma’qul ko‘rishlarini va siyosiy saylovlarda.
saylovchilaming fikrlarini gayd etib borish, ifioslangan daryodagi
kislorod eritmasi migdorini aniglash, test topshiruvchining bezovta-
lanishini kuzatish, gaydnomalardagi yoi go‘yilgan xatoliklar migdo-
rini hisoblash hamda hasharotlarga garshi yangi: vositalar yordamida
yo‘q gilingan hasharotlar ulushi kabilar kiradi. Statistik tajribaning
xususiyati shundan iboratki, natijasi nomaium boigan kuzatishni
amalga oshirishdir.
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Tajriba kuzatishni amalga oshirish jarayoni hisobianib, yagona
naliiuga olib keladi.

Sliashgoltoshni tashlashdan va uning ochko tomoni bilan
luiliisliidan iborat soddaroq tajribani ko‘rib chigamiz. Tajribaning
I'Hiln natijasi quyidagicha boiadi:

l. “Bir” ochko tushishi. 2. “lIkki” ochko tushishi.
3. “Uch” ochko tushishi. 4, “Toit” ochko tushishi.
5. “Besh” ochko tushishi. 6. “Olti” ochko tushishi.

Shuni yodda tutish lozimki, agar tajriba bir marta
o'lkazilayotgan boisa, yuqoridagi oltita natijadan faqgat bittasi ro‘y
hci ishi mumkin hamda natijani aniq oidindan bilish mumkin emas.

Demak, tajribada tasodifiy hodisaning ro‘y berishini oldindan
aytib boimaydi. Tajribaning har ganday natijasi elementar hodisa
(Ic> ataladi va & bilan belgilanadi. Tajriba natijasida ro‘y berishi
mumkin boigan barcha hodisalar to‘plami elementar hodisalar
ftizoxi deb ataladi va Q bilan belgilanadi.

2-misol. Ikkita tanga tashlandi va ulaming tushgan tomonlari
aniglandi. Tajribaning barcha elementar hodisalarini ko ‘rib chiging.

Ycchish: Hatto ahamiyatsizdek koiingan tajribaning ham
elementar hodisalar to ‘plamini tuzayotganda e’tiborliroq boiishimiz
kerak. Bir garashda uchta natijadan bittasini kutishimiz mumkin:
tanganing ikkita “ragam”; ikkita “gerb”; yoki bitta “ragam” va bitta

I'rib” tomonlari bilan tushishini. Tanganing bitta “ragam” va bitta
“e.nb” tomoni bilan tushishi yana ikkita natijaga: birinchi tanganing
“ragam”, ikkinchi tanganing “gerb” va birinchi tanganing “gerb”,
ikkindii laiiganing “ragam” tomonlari bilan tushishiga



Diagrammaning yugori gismi tangani birinchi tashiashda ikkita
natija (“ragam” yoki “gerb”) ga boiinadi. Ikkinchi tangani tashiashda
ham sinov natijalari ikki gismga ajraladi. Shunday qilib, tangaiar
tashlangandan so‘ng to‘rtta elementar hodisa ro‘y beradi.

1. Tanganing RR tomoni bilan tushishi.

2. Tanganing RG tomoni bilan tushishi.

3. Tanganing GR tomoni bilan tushishi.

4. Tanganing GG tomoni bilan tushishi.

Bu yerda, R birinchi tangani tashiashda “ragam” tomoni bilan
tushishi, G esa ikkinchi tangani tashiashda “gerb” tomoni bilan
tushishidir.

3-misol. Agar tanga uch marta tashlansa, u holda

® =(999),a2=(ggr),&3=(grr),(04 =(rrr)
®s = (rrg),a>6 = (rgg),(07 = (rgr),a>t = (grg)
Elementar hodisalar fazosi sakkizta elementdan iborat.

4-misoS. Tajriba shashqgoltoshni ikki marta tashlashdan iborat
boisin. Bu hélda mif=(if) boTib, i birinchi va j ikkinchi tashiashda
tushgan ochkoni bildiradi: Q={U)l},i,j=i"6. Elementar hodisalar soni:
«=36.

5-misoL Tajriba nuqgtani [a,b] kesmaga tashlashdan iborat
boTsin. Bunda €1=[a,b\. Kesmadagi barcha nugtalardan iborat boTib

elementar hodisalar soni cheksizdir.

Shunday qilib, ehtimollar nazariyasi fanining predmeti:
ommaviy bir jinsli tasodifiy hodisalar ro‘y berishining ehtimollik
gonuniyatlarini o‘rganishdir.

Yugorida aytilganidek, tajribaning natijasi hodisadir. Masalan,
mergan nishonga o°‘q uzmoqda, bunda o‘gning uzilishi - tajriba
boisa, o‘gning nishonga tegishi esa hodisa boiadi.

Ertaga Toshkent shahrida nechta yoi transport hodisasi ro‘y
beradi? Tez yordam punktlariga nechta bemor qo'ngiroq giladi?
Murakkab texnik qurilmani sozlash uchun gancha vaqt talab gilinadi?
Bu kabi savoilaming bir xil o ‘xshashligi bor, bu savoilarga aniqjavob
berib boimaydi. Chunki bu vogealarga ta’sir etuvchi faktorlar toiiq
aniglanmagan. Haqgiqgatan ham, birgina yoi transport hodisasini ro‘y
berishi bir nechta faktorlarga bogiiq: ob-havo, yoining holati,
yoining vyoritilganlik darajasi, haydovchi va piyodalaming



Iwixologik holatlari, avtomobillaming yoidagi joylashuvi va hokazo.
IInit ha shu kabi holatlarda bizni gizigtirgan hodisalar tasodifiydir.

Biz yuqorida hodisalami uch turga boigan edik. 0 ‘z navbatida
tasodifiy hodisalarni ham bir necha turlarga ajratiladi.

Bitta tajribada biror tayin hodisaning ro‘y berishi tajribaning
(J]olgan hodisalarining ro‘y berishini yosgga chigarsa, bunday hodisa-
larga birgalikda boimagan hodisalar deb aytiladi.

6-imsoh Tanga tashlanadi. “Gerb” tomon tushishi “ragam”
lomon tushishini yo‘qqga chigaradi va aksincha. “Gerb” tushishi va
'ragam” tushishi hodisalari birgalikda boimagan hodisalardir.

7-misol. 0 ‘yin kubigi tashlanadi. Bunda Q={&>.},(/=1,6) to‘p*

larnda 6 ta elementar hodisa boiib, ular birgalikda bo‘lmagari
hodisalardir.

2-5-misollardagi elementar hodisalar ham birgalikda boimagan
hodisalardir.

Agar tajriba natijasida bir nechta hodisalardan bittasi va fagat
biltasining ro‘y berishi mugarrar hodisa boisa, u holda bu hodisaga
yagona mumkin boigan hodisalar deyiladi.

Agar bir nechta hodisalardan hech gaysi birining roly berish
imkoniyati boshqalariga nisbatan kattaroq deyishga asos boimasa,
ular teng imkoniyatli hodisalar deyiladi. Yugoridagi 6-misolda
“gerb” tushishi va “ragam” tushishi hodisalari teng imkoniyatli
hodisalardir. Bu tasdiq 2-7-misollardagi har bir elementar hodisa
uchun ham o'rinli.

Mhliinol tushunchasi ehtimollar nazariyasining asosiy tushun-
chalnridan biri bo‘lib, lining bir nechta ta’rifi mavjud.

Umumiy qilib aytganda, ehtimol - tasodifiy hodisaning ro‘y
berish imkoniyatini migdoriy jihatdan xarakterlovchi sondir. Quyida
ehtimolning Kklassik ta’rifini keltiramiz.

Dastlab quyidagi misolni ko‘rib chigamiz. Qutida 10 ta: 4 ta
gizil, 4 ta ko‘k, 2 ta oqg shar boisin. Qutidan tasodifiy tarzda shar
olinganda uning rangli boiish imkoniyati oq boiishiga garaganda
ko‘progligi anig. Bu imkoniyatni son bilan ifodalaymiz va uni
hodisaning ro‘y berish ehtimoli deb ataymiz. Shunday qilib,
hodisaning ro‘y berish imkoniyatini xarakterlovchi son hodisaning
ro‘y berish ehtimoli deb ataladi. Bu misolda, qutidan tasodifiy
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ravishda shar olinganda uning rangli boiish ehtimolini topamiz.
Olingan shaming rangli (hozir ham, keyinchalik ham rangli shar deb
oq shardan boshga rangdagi sharlami tushunamiz) boiishini A
hodisa sifatida qaraymiz. Tajribaning har bir natijasini w, elementar
hodisa deb garaymiz. Bizning misolda 10 ta elementar hodisa
mavjud: w, 02 - oq shar olindi; a3<Fbm6 - qizil shar olindi;
07,mt,<9oolo —k o ‘k shar olindi. Ko‘rinib turibdiki, o hodisalar teng
imkoniyatlidir. Bizni qgizigtirayotgan hodisaning ro‘y berishiga olib
keladigan elementar hodisalami bu hodisaning ro‘y berishiga
qulaylik tug‘diruvchi hodisalar deb ataymiz. Bizning misolimizda A
hodisaning ro'y berishiga qulaylik tug ‘diruvchi hodisalar 8 ta:

Shunday qilib, A hodisaga qulaylik tug‘diruvchi hodisalardan
gaysi biri boiishidan gat’i nazar bittasi ro‘y bersa A hodisa ro‘y
beradi: bizning misolimizda agar n8 a4, nm <€a7,0\,ad,al0 hodisalardan
hech boimaganda biri ro‘y bersa, A hodisa ro‘y beradi.

Ehtimolning klassik ta’rifi. A hodisaning ro‘y berish ehtimoli
deb, hodisa ro‘y berishiga qulaylik tug'diruvchi elementar hodisalar
sonining, teng imkoniyatli yagona mumkin boigan elementar
hodisalaming umumiy soniga nisbatiga aytiladi va

formula bilan aniglanadi. Bu yerda, m-A hodisa ro‘y berishiga qu-
layiik tug'diruvchi elementar hodisalar soni; n-elementar hodisalar-
ning umumiy soni.

Ehtimolning klassik ta’rifidan bevosita uning quyidagi xossalari
kelib ehigadi.

1. Mugarrar hodisaning ro‘y berish ehtimoli birga teng.

Hagigatan ham, bu holda m=n demak, .P (A)=-=- =I.
n n
2. Mumkin boimagan hodisaning ro‘y berish ehtimoli nolga
teng. Bu holda m=0 va /»(O):_n_:ﬁ: 0.

3. Tasodifiy hodisaning ro‘y berish ehtimoli nol va bir orasida
yotuvchi sondir, ya’ni 0<P(.4)<]. Hagigatan ham, bu holda 0<m<n.

10



Shuning uchun 0<?<1 demak, O0<P(™)<1. Bundan tashqari

m=0=>P(A)=0, m=n=>P(A)=1 boigani uchun istalgan hodisaning
ehtimoli quyidagi munosabatni ganoatlantiradi:
0<.P(<1 1.2)

Elementar hodisalaming ro‘y berish ehtimollari ularning
hodisadagi ulushlari hisoblansada, elementar hodisalar to ‘plamidan
iborat hodisaning ehtimolini aniglashda muhim o°‘rin egallaydi.

8-misol. Tajriba shashqoltosh tashlashdan iborat bo‘lsin. Agar
shashgoltoshni tashlaganimizda juft ochko tushsa, 1p.b. yutiladi, aks
holda esa 1 p.b. yo‘qgotiladi. A=(1 p.b yutib olish) - hodisasining
ehtimolini toping (p.b.-pul birligi).

Yechish: Eslatib o‘tamiz, ushbu tajribaning elementar hodisa-
lar fazosiga oltita elementar hodisa kiradi: 0 ={1,2,3/4,56}, n~6.
Shashqgoltosh simmetrik boigani uchun elementar hodisalar fazosiga

kiravchi elementar hodisalami har birining ro‘y berish ehtimoli 6—ga

teng. Tajriba natijasida juft ochko tushishi “ikki” ochko, “to'rt” och-
ko, “olti” ochkolarning tushishidan iborat elementar hodisalaridan
birining ro‘y berishini bildiradi. Bu elementar hodisalar to*piami
hodisa deb ataladi. Uni A orqali belgilaymiz va m=3. U holda

Ehlimolning klassik ta’rifidan foydalanib amaliy va nazariy
masalalnr yechishda kombinatsiyalar sonini aniglash muhim
nliamiyatga ega boiganligi sababli kombinatorikaning ba’zi bir
I'ormulalari ustida to'xtab o‘tamiz.

Berilgan n taturli elementning k ta elementlaridan tuzilgan yoki
tartibi bilan, yoki elementi bilan farq giladigan kombinatsiyalarga
o ‘rinlashtirish deyiladi va mumkin boigan barcha o‘rinlashtirishlar
soni

4 =*(*- ix«- 2)e.o(«- (k- 1» (i.3)
formula bilan topiladi.

Agar oiinlashtirishda k-n boisa, o°‘rinlashtirishlar soni o ‘rin
almashtirishlar (fagat tartibi bilan farg giladigan kombinatsiyalar)
soniga teng boiadi va bu son



M=nl=n(n—)(n- 2)e...e1 (1.4)
formula biian aniglanadi.
Agar o‘rinlashtirishda kombinatsiyalar hech boimaganda bitta
elementi bilan farq gilsa, ulami n ta elemenini k tadan guruhlash
deyiladi va ularning soni

k= Rign g2l
formula bilan aniglanadi. Bu yerda 0!=1 deb gabul gilingan.

Eslatma. Agar 2-ta’rifda keltirilgan n ta elementni k tadan
o‘rinlashtirishda tanlashlar gaytariladigan boisa, va’ni n ta turli
elementdan bittalab olingan element fiksirlangandan so‘ng yana
o‘miga qaytarib go‘yilib bu jarayon takrorlansa, tanlab olishlar soni

N-nk
formula bilan aniglanadi.

9-misoL 1, 2, 3, 4 ragamlaridan foydalanib, har bir ragam bir
marta gqatnashadigan nechta to ‘rt xonali son tuzish mumkin.

Yechish: Barcha tuzilishi mumkin boigan sonlar j\=24 ga
teng.

10-misol. 25 ta xodimdan boshlig va uning o‘rinbosarini necha
xil usulda saylash mumkin.

Yechish: Misolning shartiga binoan mumkin boigan barcha
saylashlar soni (1.3) formulaga ko‘ra topiladi.  =25-24=600.

11-misol. 25 ta talabadan 3 kishilik delegatsiyani necha xil
usulda tuzish mumkin?

Yechish: Misolning mazmuniga ko‘ra, bu holda (1.5) formulani
goilaymiz.

25’ 24-25
3 qom ™ 155 B0

Ehtimolning statistik ta’rifi. Ehtimolning yuqorida keltirilgan
klassik ta’rifi cheklangan boiib, bu ta’rifni har ganday turdagi
masalalarga qoilab boimaydi. Jumladan, elementar hodisalar soni
cheksiz yoki elementar hodisalar teng imkoniyatli boimagan
tajribalarda ehtimolni hisoblash uchun klassik ta’rifdan foydalanish
mumkin emas, elementar hodisalaming teng imkoniyatliligini
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asoslash esa amaliyotda anchagina giyin masaladir. Odatda, teng
imkoniyatli hodisalar ro‘y beradigan tajribalarda simmetriya
saglangan deb faraz qilinadi. Masalan, ofyin kubigining shakli
muntazam ko‘pyoq boiib, u birjinsli materialdan tayyorlangan deb
hisoblanadi, tangada ham shu holatni kuzatish mumkin. Ammo
amaliyotda simmetriyaga asoslangan holatlar kamdan-kam uchraydi.

Shu sababli, ehtimollami hisoblashda ehtimolning klassik ta’rifi
bilan bir gatorda boshga ta’riflardan ham foydalaniladi, jumladan,
statistik ta’rifdan. Ehtimolning statistik ta’rifini keltirishdan oldin
nisbiy ehastota tushunchasini kiritamiz, chunki bu tushuncha statistik
ta’rifda muhim ahamiyatga egadir.

Nisbiy ehastota ham ehtimol kabi ehtimollar nazariyasining
asosiy tushunchalaridan biri hisoblanadi.

Ta’rif. Kuzatilayotgan A hodisa yuz bergan tajribalar sonining
jami soniga nisbati A hodisaning nisbiy chastotasi deb ataladi va

formula bilan aniglanadi, bu yerda k-A hodisa yuz bergan tajribalar
soni, n- jami tajribalar soni.

Hodisa ehtimoli va nisbiy chastotasi ta’riflarini tagqoslab
quyidagi xulosani chigarish mumkin: ehtimol tajribagacha, nisbiy
ehastota esa tajribadan so‘ng hisoblangan giymatdir.

12-misol. Noyabr oyining 6, 7, 11, 12, 17, 21, 24-kunlarida
yoing‘ir yoggan boisa, noyabr oyi uchun yomg‘ir yogish nisbiy
chastotasi: W(A)=—.

30

Bir xil sharoitda o'tkazilgan ko‘p sondagi tajribalar seriyasi
shuni ko'rsatadiki, nisbiy ehastota turg‘unlik xossasiga egadir. Bu
xossaning ma’nosi quyidagicha: turli tajribalarda (bir xil sharoitda va
bitta hodisa ustida) topilgan nisbiy ehastota giymatlarining bir-
biridan fargi kam (tajriba soni qancha katta boisa, farq shuncha kam)
boiadi va bu nisbiy chastotalar biror son atrofida tebranadi. Mana
shu son hodisaning ro‘y berish ehtimoli boiadi. Shunday qilib, nisbiy
chastotani ehtimolning taqribiy giymati sifatida gabul gilish mumkin.

13



13-misol. Bizning eramizdan 2000 vyillar oldin Xitoyda o‘g‘il
bola tugflishlar sonining jami tugilgan bolalar soniga nisbati deyarli
0,5 ga tengligi hisoblangan.

14-misol. Fransuz olimi Laplas London, Peterburg va Fran-
siyada to‘plangan statistik maiumotlarga asoslanib, o‘g‘il bola
tugilishlar sonining jami tug‘ilgan bolalar soniga nisbati taxminan

% gatengligini ko‘rsatgan. Bu son ko‘p yillar mobaynida o ‘zgarmay

golishini tasdiglagan.

15-misol. Byuffon (XVIII asr) tangani 4040 marta tashlaganda
2048 marta “gerb” tomon tushib nisbiy chastota 0,5069 ga, Pirson
(XIX asr) tangani 24000 marta tashlaganda 12012 martasida “gerb”
tomoni tushgan va nisbiy chastota 0,5005 ga teng boigan.

Ehtimolni statistik aniglashda hodisa ehtimoli sifatida shu
hodisa nisbiy chastotasi yoki unga yaqinroq sonni olinadi.

Umuman, agar tajribalar soni yetarlicha kofp boiib, shu
tajribalarda garalayotgan A hodisaning ro‘y berish nisbiy chastotasi -
W(A) biror o‘zgarmaspe [0;1] son atrofida turg‘un ravishda tebransa,
shu p sonni A hodisaning ro‘y berish ehtimoli deb gabul gilamiz.
Bunday usulda aniglangan ehtimol hodisaning statistik ehtimoli
deyiladi.

Klassik ta’rif uchun keltirilgan xossalar statistik ehtimol uchun
ham saglanib golishini osongina tekshirib ko‘rish mumkin.

Geometrik ehtimollik. Yugorida aytilganidek, tajriba natija-
sida ro‘y berishi mumkin boigan elementar hodisalar soni cheksiz
boisa, bu holda ehtimolning klassik ta’rifidan foydalanish mumkin
emas. Masalan, ; kesma L kesmaning bir gqismi boisin. L kesmaga
tasodifiy tarzda nuqta qo‘yilsin. Bunda qo‘yilgan nugta L kesmaning
ixtiyoriy nuqtasida boiishi mumkin, nugtaning / kesmaga tushish
ehtimoli uning uzunligiga proporsional boiadi va / ning L kesmada
ganday holatdajoylashganligiga bogiiq bo‘lmaydi deb faraz gilinsa,
nugtaning | kesmaga tushish ehtimolini ehtimolning klassik ta’rifi
bilan aniglash mumkin emas, bunday holatlardagi ehtimolning
klassik ta’rifi kamchiliklarini yo*gotish uchun geometrik ehtimollik
tushunchasi Kiritiladi.

Yugoridagi misolda nuqtaning | kesmaga tushish ehtimoli
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_i(uzunligi)
L(uzmligi)
tenglik bilan aniglanadi.
16-miso!. Tasodifiy tarzda tashlangan nuqta muntazam ABC
uchburchakning A uchidan chiggan mediananing ixtiyoriy nugtasiga
tushadi. Bu nugtaning AO {O - ABC uchburchak medianalarining
kesishish nugtasi ) kesmaga tushish ehtimoli topilsin.
Yechish: Maiumki, uchburchak medianalari kesishish nugtasi-
da uchburchak uchidan boshlab hisoblanganda 2:1 nisbatda boiinadi.

Shu sababli, AO=j)mA(mA- A uchdan chiggan mediana uzunligi). U

holda p=3—.

Biror tekislikda yassi G soha berilgan boiib, bu soha yassi g
sohani 0z ichiga olsin. G sohaga tavakkaliga tashlangan nugtaning g
sohaga tushish ehtimolini topish talab etilsin. Bu yerda 12 elementar
hodisalar fazosi G ning barcha nuqtalaridan iborat. Shuning uchun,
bu holda ham Klassik ta’rifdan foydalana olmaymiz. Tashlangan
nuqgtaning g sohaga tushish ehtimoli uning yuziga proporsional
boiib, g soha G sohaning gayerida joylashganligiga bogTiq
boimasin. Bu shartlarda garalayotgan hodisaning ehtimoli

P g(yuzi)
G(yuzi)
formula yordamida aniglanadi. Bunday usuldagi ehtimollikga
geometrik ehtimollik deyiladi.

17-mssol. Radiusi R boTgan doira ichiga tavakkaliga nugta
tashlangan. Tashlangan nugta doiraga ichki chizilgan:

a) kvadrat ichiga;

b) muntazam uchburchak ichiga tushish ehtimollarini toping.

Nugtaning yassi figuraga tushish ehtimoli bu figuraning yuziga
proporsional boiib, uning doiraning gayerida joylashishiga esa
bogiiq emas deb feraz gilinadi.

Yechish:

ay p_ kvadratning - yuzi _ 2R2 _ 2

doiraning—yuzi nRIl n



~ p_ uchburchak- yuzi _ 3-J3R2 _ 33
doira - yuzi 4nR2 \k

Yuqoridagi keltirilgan hollar geometrik ehtimollar uchun
xususiy hollar edi. Agar sohaning oichovini mes deb belgilasak, u
holda nugtaning G sohaning gismi boigan g sohaga tushish ehtimoli

P mesjg)
mes(G)
formula bilan hisoblanadi.

Tasodifiy hodisalar bo‘ysunadigan gonuniyatlarni bilish shu ho-
disalar rivojining ganday kechishini awaldan ko‘ra bilishga imkon
beradi.

Ehtimollar nazariyasi fanining usullari hozirgi davrda amaliyot-
ning turli sohalarida, jumladan igtisodiyot sohasida ham keng va
samarali go‘ilanilmoqda. Tasodifiylik bilan bogiig boigan masala-
lar igtisodiy jarayonlami tadqiq etishda, bujarayonlarning kechishini
bashorat gilishda hamda ma’qul iqtisodiy yechimlar gabul gilishda
goilaniladi.

Ehtimollar nazariyasi va matematik statistika usullari makro -
va mikro-igtisodiyotni rejalashtirish va tashkil etishda, turli texnoio-
gik jarayonlami tahlil etishda, mahsulot sifatini nazorat qilishda,
ommaviy xizmat ko ‘rsatish jarayonini tahlil gilishda va boshga ko ‘p-
lab sohalarda oz tatbiglarini topmoqda.

1.2. Ehmollarni qo‘shish va ko‘paytirish qoidalari

Hodisalar ustida amallar. Hodisa ko‘p hollarda ikki yoki
undan ortig hodisalar to‘plami sifatida ham qaraladi. Bunday
hodisalar murakkab hodisalar deb atalib, biz bu mavzuda ulami
ta’riflashga o‘tamiz.

ikkita A va B hodisalarningyig ‘indisi (birlashmasi) deb, A yoki
B hodisaning, yoki ikkala hodisaning ham ro‘y berishidan iborat
boigan hodisaga aytiladi va AvjB koiinishdabelgilanadi.

Shunday qilib, hodisa A yoki B, yoki ikkala hodisaning
ro‘y berishini ifodalaydigan barcha elementar hodisalardan iboratdir.
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A va B hodisalaming kopaytmasi (kesishmasi) deb, bu
hodisalaming bir paytda ro‘y berishidan iborat hodisaga aytiladi va
AnB ko‘rinishda belgilanadi.

Shunday qilib, AnB hodisa A va B hodisalaming bir paytda
ro‘y berishini ifodalaydigan barcha elementar hodisalardan iborat.

Biz bundan keyingi belgilaslarimizda AuB o‘rniga A+B
belgini, Ar\B o‘rnigaesa AB belgini ishlatamiz.

Hodisalar yigindisi va ko‘paytmasi Venn diagrammasi orqgali
guyidagicha tasvirlanadi

A+B

Yuqorida Kkeltirilgan Au B, AnB murakkab hodisalami ko‘p
hollarda A va B hodisalar ustidabajarilgan amallar deb hamqaraladi.
Bu amallar yordamida biz hodisalami klassifikatsiyalashimiz
mumKin:

a) Agar A hodisaning ro‘y berishi B hodisa ro‘y berishini
yo‘qga chigarsa va shu bilan birgalikda B hodisaning ro‘y berishi A
hodisa ro‘y berishini yo‘qqga chigarsa, u holda bu hodisalar birgalikda
bo ‘Imagan hodisalar deyiladi. Aks holda esa bu hodisalar birgalikda
deyiladi;

b) Agar A hodisaning ro‘y berishi B hodisa ro‘y berishiga
bogiig boimasa va shu bilan birgalikda B hodisaning ro‘y berishi A
hodisa ro‘y berishiga bogiiq boimasa, u holda bu hodisalar erkli
hodisalar deyiladi. Aks holda esa bu hodisalar erksiz deyiladi.

Ko‘p hollarda A+B hodisani A va B hodisalaming hech
boimaganda bittasining ro‘y berishi, AB hodisani esa A va B
hodisalaming bir paytda ro‘y berishi deb ham garaladi.

Ehtimoliarni qosshisfa va ko‘paytirish qoidalari. Biz
murakkab hodisalaming ro‘y berish ehtimolliklarini hisoblash
qgoidalari bilan tanishib chigamiz.
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1-goida. Agar A, B hodisalar birgalikda boimasa, u holda A +B
hodisaning ro‘y berish ehtimoli quyidagicha hisoblanadi:
P(A +B)=P(A) +P(B).

P(A+B) ehtimollk A,B hodisalardan hech boimaganda bittasining
ro‘y berish ehtimoli deb ham ataladi.

1-misol. Qutida 6 ta gizil, 8 ta ko‘k va 6 ta oq shar bor. Qutidan
tasodifiy ravishda olingan shaming rangli boiish ehtimoli topilsin.
(Oq shar rangsiz shar deb garaladi).

Yechish: A hodisa-qutidan olingan shaming qizil boiishi; B
hodisa - qutidan olingan shaming ko‘k boiishi boisin, u holda:
P(A)=—3, P(B)=E. A va B hodisalar birgalikda boimaganligi sababli
P(A+B) ehtimolni topish uchun 1-qoidani qgoilash mumkin:
P(AVB)—P(A)+P(B)_16+ ST}

2-qoida. Agar A, B erkli (bogiigmas) hodisalar boisa, u holda
AB- hodisaning ro‘y berish ehtimoli A wva B hodisalar
ehtimollarining ko ‘paytmasiga teng: P(AB)=P(A)P(B).

2-misol. | mergan otgan o‘gning nishonga tegish ehtimoli
P(yi)=0,8, Il mergan uchun buehtimollik P(B) =QJ boisin. Agar ayiq
oiishi uchun unga ikkita o‘gning tegishi shart boisa, u holda ikkala
mergan 0°‘q uzgandan so‘ng, ayigning oiish ehtimoli topilsin.

Yechish: Bu yerda A va B hodisalar o‘zaro erkli hodisalar
ekanligi hamda masalaning yechimi AB hodisaning ro‘y berish
ehtimolini topishdan iborat ekanligi masala shartidan ko‘rinib turibdi.
Shu sababli masala yechimini topishda 2-goidadan foydalanamiz. U
holda P(AB) =P(A)P(B)=0,8<0,7=0,56.

3-goida. Agar a, b hodisalar birgalikda boisa, u holda A +B
hodisaning ro‘y berish ehtimoli quyidagicha hisoblanadi:
P{A +B) =P(A) + P(B)- P(AB).

3-misol. | mergan otgan o‘gning nishonga tegish ehtimoli
P(A)=0,8, Il mergan uchun bu ehtimollik P(B)=0,7 boisin. Agar
quyon oiishi uchun unga bitta o ‘gning tegishi yetarli boisa, u holda
ikkala mergan o‘q uzgandan so‘ng, quyonning oiish ehtimoli
topilsin.



Yechish: Bu yerda A va B hodisalar o‘zaro erkli, ammo
birgaiikda hodisalar ekanligi hamda masalaning yechimi AB
hodisaning ro‘y berish ehtimolini topishdan iborat ekanligi masaia
shartidan ko'rinib turibdi. Shu sababli, masaia yechimini topishda 3-
goidadan foydalanamiz. U holda

P(AB) =P(A) +P(B) - P(A)P(B) =0,8 +0,7 - 0,8+0,7 =0,94 .

Shartli ehtimollik. Tasodifiy hodisa tushunchasi maium bir S
shartlar asosida ro‘y berishi yoki ro‘y bermasligi mumkin boigan
hodisa deb anigqlagan edi. Agar hodisaning ro‘y berish ehtimolini
hisoblashda fagat S shartlaming bajarilishi hisobga olinib, boshga
go‘shimcha shartlar talab gilinmasa, u holda bu ehtimol shartsiz
ehtimol deb ataladi; agar hodisaning ro‘y berish ehtimolini
hisoblashda S shartlardan bo‘shga go‘shimcha shartlar talab gilinsa,
u holda bu ehtimol shartli ehtimol deb ataladi. Agar A va B hodisalar
erksiz hodisalar boisa, u holda bu hodisalaming bir paytda ro‘y
berish ehtimolini hisoblash uchun shartli ehtimollik tushunchasini
kiritishi kerak boiadi. Chunki, bu hodisalar bir-biriga bogiiq bo“lib,
birinchi hodisa ikkinchi hodisa ro‘y berish sharti bilan amalga oshadi
yoki aksincha. Faraz gilamiz, A hodisa B hodisa bilan birgaiikda va
undan so‘ng ro‘y bersin. U holda A hodisaning ro‘y berish ehtimoli
PB(A) koiinishdayozilib, u B shart asosida A hodisaning ro‘y berish
ehtimoli deb o'giladi va PBA) esa shartli ehtimollik deb ataladi.

4-misol. Qutida 4 ta oq, 3 ta gora shar bor. Qutidan gaytarib
solinmaslik sharti bilan ikkita shar olindi. Agar birinchi olingan shar
(.4-hodisa) qora boisa, u holda ikkinchi olingan shaming (B -
hodisa) og boiish ehtimolini toping: PAB) - -

Yechish: Birinchi tajribadan so‘ng qutida 6 ta shar (4 ta oqva 2

ta qora) goladi. Shu sababli PA(B)=2-.

4-qoida. Agar a,b erksiz (bogiiq) hodisalar boisa, u holda
Ait hodisaning ro‘y berish ehtimoli quyidagicha hisoblanadi:
P{AB) - P(A)Pa(B)- P(B)PBA).
Yuqoridagi qoidalarni ikkitadan ko‘p chekli sondagi hodisalar uchun
ham umumlashtirish mumkin. Buning uchun quyidagi tushunchalarni
kiritib olamiz.
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ALA2,... A, hodisalarto‘plamini garaymiz.

1-ta’rif. Agar hodisalarning ixtiyoriy ikkitasi
birgaiikda boimasa, u holda bu hodisalar juft-jufti bilan birgalikda
boimagan hodisalar deb ataladi.

2-ta’rif. Agar Ai,Az,...,Anhodisalarning ixtiyoriy ikkitasi o‘zaro
erkli boisa, u holda bu hodisalar juft-jufti bilan erkli deyiladi.

3-ta’rif. Agar Aj,A2,..An hodisalar juft-jufti bilan erkli hamda
har bir hodisa va boshga hodisalarning mumkin boigan
ko'paytmalari erkli boisa, u holda Aj,A2,..,A, hodisalar birgalikda
erkli hodisalar deyiladi.

1-natija. Juft-jufti birgaiikda boimagan chekli sondagi
A, AyNe% hodisalardan hech boimaganda birining ro‘y berish
ehtimoli shu hodisalar ehtimollarining yigindisiga teng:
P(A+A +...+A)=P(AD) + P(A2) +...+ P(An)

2-natija. Agar A,A2,..,An birgalikda erkli hodisalar boisa, u
holda AlA2..An ko‘paytmaning ro‘y berish ehtimoli mos hodisalar
ehtimollarining ko ‘paytmasiga teng:

P(AIA2...An) = P(Ai)P(A2)-..,P(A,,)

3-natija. Umumiy holda Ai,A1,...A, hodisalarning birgalikda
ro‘y berish ehtimoli uchun quyidagi formula o'rinli:

Shartli ehtimol tushunchasidan foydalanib, erkli hodisalami
boshgacha ta’riflash ham mumkin.

4-ta’rif. Agar A va B hodisalar uchun/~(3) =P(B\ PB(A) =P(A)
boisa, u holda Aya B erkli hodisalar deyiladi.
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5-ta’rif. A hodisaga garama-garshi hodisa deb, A hodisaning |
ro‘y bermasligidan iborat boigan hodisaga aytiladi va J Kkabi
belgilanadi.

Qarama-garshi A v a | hodisalaruchun
A-j-1=0, A-1=0
munosabatli o‘rinli ekanligidan,
P(A)+P(1)=1

tenglik kelib chigishini tushunish giyin emas. Odatda, garama-garshi
hodisalardan birining ehtimoli p bilan belgilansa, ikkinchisining
ehtimoli g bilan belgilanadi. Shunday qilib, p +q - 1.

5-misol. A hodisa kubik bir marta tashlanganda “6” ochko
tushishini bildirsin. U holda A hodisa “6” ochko tushmasligini, ya’ni
goigan 1,2,3.4,5 ochkolardan birortasining tushishini bildiradi.

3-qoida ALA2..An - hodisalar uchun quyidagi koiinishda
b0|ad| (Bu/formula3|)

P\gA —£p(4)—Xf(4A)+z f(444)+ +(-rw4d )

Eslaima. Agar A,4 .. A, hodisalar birgalikda bogiigmas
bo'isa, u holda ularga garama-garshi boigan AiAi,...,A* hodisalar
liani birgalikda bogiigmas boiadi.

6-misol. 1 va H to‘plardan o‘g otishda nishonga tekkizish
ehtimollari mos ravishda />=0,8 va p2=0,9. Bir yoia otishda
to‘plardan kamida birining nishonga tekkizish ehtimolini toping.

YechisiK A hodisa- | to‘pdanotilgano‘gnmg nishonga tegishi;
B hodisa -- Il to‘pdan otilgan o‘gning nishonga tegishi boisin.
To'plardan otilgan o‘glarning nishonga tegishi bir-birigabogiigmas.
Shuning uchun A va b hodisalar erkli hodisalardir. Demak, 3-qoidani
goilash mumkin:

P(An B)= P(A)P(B) = 0,8+ 0,9 = 0,72,
P(Au B) =P(A) +P(B) - P(An B)=0,8+09- 0,72 =0,98.

Birgalikda erkli boigan Avaz2,...4, - hodisalardan hech boimaganda
bittasining ro‘y berish ehtimoli
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P=\-gxg2..gn"
formula bilan aniglanadi. Bu yerda g =P(A,), i=1«
Hodisalar toia guruhi
6-ta’rif. Agar tajriba natijasida AlLA2:..An - hodisalar
to‘plamidan hech boimaganda bittasi ro‘y bersa va ular juft-jufti
bilan birgalikda boimasa, u holda bu hodisalar to‘plami toia guruh
tashkil etadi deyiladi.

Ta’rifga binoan, agar Ai,A2..,An hodisalar toia guruh tashkil

etsa, u holda
Ai + A2+ ...+An=0q, AAj=0, (i"]))

munosabatlar oYmlidir.

7-misoL Ikkita talaba biror sport normativini topshirmogda. Bu
sinovda: A -fagat bitta talabaning normativni topshirishi; a2- ikkala
talabaning ham normativni topshirishi; -talabalarning ikkalasi
ham normativni topshira olmasligi boisa, bu hodisalar to'plami toia
guruh tashkil etadi.

Toia guruh tashkil etuvchi AMAM .4, - hodisalar uchun xos
boigan quyidagi teoremani keltiramiz.

Teorema. Toia guruh tashkil etuvchi Ai,A2..An - hodisalar
ehtimollarining yigindisi birga teng: P(A)+P (A2 +...+P(Ai)=1

Isbot: Ta’rifga asosan toia guruh tashkil etuvchi hodisalardan
hech boimaganda birining ro‘y berishi muqarrardir: mugarrar
hodisaning ehtimoli esa birga teng boigani uchun

P(At+a2+...+4))=i-

Ta’rifga asosan toia guruhda istalgan ikkita hodisa birgalikda

emas, shuning uchun go‘shish qoidasiga ko‘ra;
P(AI+A2+...+ An) = P{Al) + P{A2) + ...+P{An) =\

Hodisalar toia guruhi tushunchasi yordamida garama-garshi
hodisalami quyidagicha ta’riflash ham mumkin.

7-fca’rif. Agar ikkita hodisa toia guruh tashkil etsa, u holda bu
hodisalar garama-qgarshi hodisalar deb ataladi.
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Yugoridagi teoremaga asosan, garama-garshi hodisalar
ehtimollarining yigindisi birga teng:
P(A)+P(A)=\
Shuni ta’kidlab o‘tamizki, ba’zan A hodisaning ehtimolini topishda
avvai A hodisaning ehtimolini hisoblash, keyin esa izlanayotgan
ehtimolni quyidagi formula orqgali topish qulay boiadi:
P(A)=1-P(A).
8-misol. Qutida 20 ta detai boi ib, ulardan 12 tasi standart.
Tavakkaliga olingan 5ta detai orasida kamida 1standart detai boiishi
ehtimolini toping.
Yechish: .4-olingan detallar ichida kamida bittasi standart va
A - olingan detallar orasida bitta ham standart detai yo‘q hodisalari
garama-qarshi hodisalardir.

P(A)=-=0-, P(A)=I-P(A)=1-0-.

Endi qo'shish va ko‘paytirish teoremalarining natijalari sifatida
toia ehtimollik va Bayes formulalarini keltiramiz.

Toia ehtimollik va Bayes formulalari. A hodisa toia guruh
tashkil etuvchi BvBu...,Bn - hodisalardan bittasining amalga oshish
shartida ro‘y berishi mumkin boisin. - hodisalardan har
biriningro‘y berishehtimollari va PE(A), (i- ) -shartliehimolliklar
iiki lum boisin. U holda, A hodisaning ro‘y berish ehtimoli quyidagi
toMa ehtimol lormulasi bo‘yicha topiladi:

P(A) =P(BI)PB(A) + P(B1)PBi(A).+...+ P(Bn)PB(A).

Isbot: Shartga asosan, A hodisa ro‘y berishi uchun birgalikda
boimagan ABI,...,ABti hodisalardan bittasining ro‘y berishi zarur va
yetarli, ya’ni

A=ABIl+AB2+...+AB,,.
Shartga asosan \ABtj (=i,«) hodisalar to‘plami birgalikda
boimaganligi va P(BIA) = PBIPB(A) (i=If) boigani uchun
P(A) =P(AB, + AB2+...+ ABJ= P(ABI)+P(AB2)+...+P(ABJ =
=P(B})PB(A) + P(B2PBI(A) + ...+ P(B,,)Pb (A).
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T oia ehtimol formulasi shartlarida A hodisaning ro‘y berishida
b,,b2...,b,, - hodisaiardan gaysi birming amalga oshishi oldindan
ma’lurn boimaganligi sabaii B182...8,, - hodisalar gipotezalar deb
ataladi.

Faraz gilamiz, tajriba oikaziigan boiib, uning natijasida A
hodisa ro‘y bergan boisin. BI,B2..B, gipotezalaming ehtimollari
ganday o‘zgarganligini (A hodisa ro‘y berganligi sababli) aniglash
masalasini garaymiz. Boshqgacha aytganda

BAOX TKR),-,PAB,)
shartli ehtimoliami izlaymiz.

Ko‘rsatilgan ehtimollardan birini masalan, PABt) ni topamiz.
Ko'paytirish goidasiga ko ‘ra:

P(An B)=PUjPJB,) = P(BI)PB(A).
Bundan esa,
P(B.)R (A)
B =- Bl =
Bu munosabatdagi P(A) ehtimolni uning toia ehtimol formulasidagi
ifodasi bilan almashtirib, quyidagini hosil gilamiz:

FIA)
P(A) ¢P(3,)pb (/1)

Qolgan gipotezalaming shartli ehtimollari ham shunga o ‘xshash
keltirib chigariladi. Shunday qilib, ixtiyoriy Bk gipoteza uchun

P(B,)PH(A)
= b— -» (k=l2,...,n)
|\ P(B,)PB(A)

formuialar o‘rinli.

Bu formuialar Bayes formulalari deb ataladi (Tom Bayes
(1702-1761)-ingliz matematigi). Bayes formulalari tajriba natijasida
A hodisaro‘y berganligimaium boigandan so‘ng Bk gipotezalaming
ehtimollarmi gayta baholash imkonini beradi.

Toia ehtimol formulasi va Bayes formulalarining goilanishiga
doir quyidagi misolni garaymiz.

9-misoL Talabalaming saralash sport musobaqasida gatnashishi
uchun kursning | guruhidan 4 ta, 1l guruhidan 6 ta, 111 guruhidan 5 ta
talaba ajratilgan. 1, 11 va IlIl guruh talabalarining institut terma
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komandasiga kirish ehtimollari mos ravishda 0,9; 0,7; va 0,8 gateng.
Quyidagilami toping:

a) tavakkaliga tanlangan talabaning terma komandaga tushish
ehtimolini;

b) tavakkaliga tanlangan talaba terma komandaga kirgan boisa,
uning I, I, 11l guruhdan bo‘iish ehtimollarini.

Yechish: Tanlangan talabaning terma komandaga kirishi A
hodisa boisin. U holda talaba tanlash hodisasini quyidagi elementar
hodisalarga ajratish mumkin:

Bj - tanlangan talabaning I guruhdan boiishi;

B2- tanlangan talabaning Il guruhdan boiishi;

B3- tanlangan talabaning Il guruhdan boiishi.

Masala shartiga ko‘ra BI,B2,B3 - hodisalar toia guruh tashkil
etadi, chunki talaba tanlashda boshga elementar hodisa boiishi
mumkin emas hamda ular birgalikda boimaydi. U holda:

« 4 N 4
PB(A)=0,9; FPBi(A)-0,7; PBj(A)=08.
a) tavakkaliga tanlangan talabaning terma komandaga kirish

ehtimolini toia ehtimollik formulasiga asosan topamiz:
P(A) I\B, (A)+P(B2PH(A)+P(B;PR(A)=

1.0,9+1.0,7+1.0,*=2.
15 15 15 75

b) Bayes formulasiga asosan:



Misoldan koiinib turibdiki, gipotezalaming ro‘y berish ehtimollari
Ahodisa ro‘y bergandan so‘ng o‘zgaradi.

1.3. Erkli sinovlar ketma-ketligi. Berntilli sxemasi

Maiumki, hodisani kuzatish uchun oikaziladigan tajribalar bir
necha marta takrorlanishi mumkin. U holda bu tajribalar ketma-
ketligida har bir tajribaning natijasi undan oldingi tajribalar natijasiga
bogiig boiishi yoki bogiig boimasligi mumkin. Masalan, qutida n
ta qora, mta oq shar bor. Tajriba qutidan bitta shar olinishi, A hodisa
esa olingan shaming oq chigishi boisin. Buni ikki usuida amalga
oshirish mumkin:

a) har bir tajribada olingan shar tajribadan so‘ng yana gaytarib
qutiga solinadi;

b) har bir tajribada olingan shar tajribadan so‘ng qaytarib qutiga
solinmaydi.

Har birini alohida ko‘rib chigamiz:

a) Agar har bir tajribada olingan shar tajribadan so‘ng yana
gaytarib qutiga solinsa, har bir tajribada A hodisaning ro‘y berish

ehtimoli: p(A):HTm.

b) Agar har bir tajribada olingan shar tajribadan so‘ng qaytarib
gutiga solinmasa, har bir tajribada {'(A) ehtimolning giymatini
hisoblash uchun oldingi tajriba natijasini e’tiborga olishga majbur-
miz. Hagiqgatan ham, birinchi tajribada p(A):a:Tn boiadi, ikkinchi

tajribada p(A) :nfrﬁl 1(birinchi tajriba natijasi A hodisa bo‘Isa) yoki
P(A) =1 (birinchi tajriba natijasi a hodisa boisa) va hokazo,

ya’ni ikkinchi tajribadan boshlab har bir tajribaning natijasi oldingi
tajribalar natijasiga bog‘lig.

Bu misolning a) holatdagi tajribalar ketma-ketligini erkli
sinovlar ketma-ketligi deb ataymiz,

1-ta’rif. Agar o‘tkazilayotgan tajribalar ketma-ketligida har bir
tajribaning natijasi (ikkinchi tajribadan boshlab) oldingi tajribalar
natijasiga bogiiq boimasa, u holda bu tajribalar ketma-ketligi erkli
sinovlar ketma-ketligi deb ataladi.
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H i/1|tivicia bir nechta aiohida sodda hodisalardan iboratboigan
m i In>hoclisa tushunchasidan foydalanamiz.
I rkli «linovlarketma-ketliginmgharbirtajribasida A hodisaning
Iniill ehtimoli yo har xil, yoki bir xil boiishi mumkin. Biz
« 11'lil luhim bu ketma-ketlikining har bir tajribasida A hodisa bir
A eliiimoh’u ega deb faraz giiamiz.
i iti «jjlaylik, nta erkli sinash o‘tkazilayotgan boiib, ulaming
Im 'l nin i hodisa ro‘yberishi yoki ro‘ybermasligi mumkin bo‘lsin
i hm in uinshda A hodisaning ehtimoli bir xil, chiinonchi p ga
Bn|. hi::ohlaymiz, u holda ro‘y bermaslik ehtimoli g=\-p.
rin uin o yin soqgasini tashlashdan iborat tajriba o‘tkazilmogda.
IIm I.. in'ililiishda u yoki bu sonda ochkolar chigish ehtimolligi
i imi i in.ihliishlarda ganday ochko chigganligiga bogiigmasligi
m/1 Inin, hmobnrin biz A hodisa sifatida 3 ochkoning chigishini
utn 3 Lu vmla erkli sinovlar ketma-ketligiga ega boiamiz va

i
g 1 og

i la Munslida /( hodisaning k marta ro‘y berish, yoki n~k marta
i"  I" umiNligidan iborat PJk) - ehtimolini hisoblaymiz. Buning
n linn luima-kcl o‘tkazilgan n ta tajribani bitta murakkab tajriba deb
1" > il . bn lajribaningnatijasi 4 ,4 ,..4, ko‘rinishdabo‘lib, uninghar
i., i, i, hmliyoki /l,yoki 4 bilan ifodalanadi. Bundayhodisalar

m it1"'In'li llanigatanham, 4 ,4 .4, hodisalar ichida:

li | i hwli;imn>4 A (i=\Ji) shartni ganoatlantiradigan

I'HillhliiiililyiiNl Itilla,

li, / i liixli-anmg a,a,.A ko'rinishdagi kombinatsiyalari
"If ¢ L, kK 1,4,-4, hodisaning AAMALA..! ko‘rinishdagi
K n-k

k.HiibiiiniNiyjilari soni r* ta; n) 4 ,4,...4 hodisaning a,=a ([=CK)
h niin |aiioallanliradigan kombinatsiyasi bitta.

Miuiiiliiy 1112l ....Gi ketma-ketlikni hosil giiamiz, u holda
fiiijmlu’.h vi i.ii 1asosan, c" +c',, +-+C"™ =2".

AF-al v ratiijribnda A hodisaning rosa ¢maria ro‘y berishini B
hodisa dob garasak,
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bo‘lib, u c* ta haddan iborat bo‘ladi. Tajribalar ketma-ketligi erkli
boiganligi sababli ko ‘paytirish teoremasiga ko‘ra (1.6) ifodadagi har
bir hadning ehtimolligi Pkg™k bilan aniglanadi, u holda (1.6)
yig‘indidagi har bir had birgalikda emasligini e ’tiborga olsak:

P(B) =Ckptq*-1 (1.7)
Boshlangich belgilashlarga gaytib,
PAK) =CkPkr k (1.8)

Bemulli (binomial) formulasi (sxemasi) ni hosil gilamiz.
binomial formula deb atalishiga sabab u
(P+qT =C:p"g®° +C:-Ip-Ig +..+Chkplg-k+..+C,,W

Nyuton binomining umumiy hadini ifodalaydi.

1-mtsol. Har bir detaining standart boiish ehtimoli p=08
boisa, tavakkaliga olingan 5 ta detaldan 2 tasining standart boiish
ehtimolini toping.

Yechish: Bu yerda n=5m=2,P=o0s va (=o0,2. Bemulli
formulasiga asosan.

P;(2) =C2°+0,82+0,23= +0,00512 =0,0512.

2~misol. Tanga 10 marta tashlandi. “Gerb”ning 3 marta tushish
ehtimoli ganchaga teng?
Yechish: Bu hodisaning har bir tajribadagi ro‘y berish ehtimoli

i gateng. Bundan, P,,m=c;.-[0 -(ij

A hodisaning o ‘tkazilayotgan nta erkli sinovda kamida A marta
va ko‘pi bilan k{marta ro‘y berish ehtimoli
P¢ki <k<k2=Pn(kl) +P(Kl +)+...+P, (ki) (1.9)
formula bilan hisoblanadi.

2-ta’rif. Agar «ta erkli sinovda hodisaning kO marta ro‘y berish
ehtimoli sinovning boshga mumkin boigan natijalari ehtimollari
ichida eng kattasi boisa, ya’ni
M(*0) = max{P,,()} (1.10)
boisa, u holda kOsoni eng ehtimolli son deb ataladi.
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I ne clilimolli son quyidagi go‘sh tengsizlik bilan aniglanadi:
np-qg<kO<np+p (1-11)
lip ehtimolli sonni aniglash uchun hamma ehtlmollarni
hi inliliib cliigmasdan, balki sinovlar soni n ni va har bir sinovda A
li<xliNiuiiug ro‘y berish ehtimolini bilish kifoya ekan. Hagigatan ham,
i ne clilimolli sonningta’rifidan
P (k0)>Pnko0- 1), P, (K)>P,,(K+").
Hu (cngsizliklarga mos ravishda P,k0), P,ko- 1), P,(ko+l)
I.iniiir <|ivinntlarmi qo‘yib quyidagilargaegaboiamiz.
—_ e -
kj(n-kQly 4 (*0-D!(n-*0+1)’
K ,h nip® q °
KNn-kX (*0+1)!(n-*0-1)I
v ii ne i/liklurni k0 ga nisbatan yechamiz va quyidagilarga ega
bo'himlz:
ko<np +p-jk¢™np-q
* tun|’i ikki lengsizlikni birlashtirib, eng ehtimolli sonni
u1131M ki Iciigsizlikka ega bo‘lamiz:
np-p<k0<np+p
liu lengsizlikni aniglovchi intervalning uzunligini
np+p-(p-g)=p+g=1
w Im,Ir.ii n la sinov nnlijasida butun son marta ro‘y berishini hisobga
I 1 *nr fliluiiolli von  quyidagi shartlami ganoatlantiradi:
W net n- J/ -toH ka a bo‘lsa, u holda bitta eng ehtimolli ko son
tniv]ivl bu* hull.
) npn nr ,, bulun jon bo'lsa, u holda kj va A+1eng ehtimolli
iniiliii nuiv)ii(l ho'ludi;
i ) ngiir up butun son bo'lsa, u holda eng ehtimolli son ko=np
ho'ludi.
i inisol. 'lI'anga6 martatashlanadi. Gerblitomontushishlarining
rPhi' Hilimolli sonini toping.
Vi lunli: Morilgan masalaning shartlariga asosan, n=6, g=p =~,

Il hokla, *“gc-ib” tushishining eng ehtimolli soni k0 ni quyidagicha
lopamiz: Al: np=3.
emak, eng ehtimolli son 3 ekan.
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Shunday gilib, eng ehtimolli sonni aniglash jarayonida biz np
sonning Bernulli sxemasida maxsus ahamiyatga ega ekanligiga
ishonch hosil gilish imkoniga ega bo‘ldik. Bu sbundan iborat
boidiki, np songa eng yaqin boigan ikkita butun sonlardan biri
(ba’zan ikkalasi, ba’zan o‘zi) eng ehtimolli son boidi.

l-eslatma. np son yuqoridagiga nisbatan ham muhimroq
bo‘lgan talginga ega. Chunonchi, np ni maium ma’noda n ta
tajribalardagi muvaffagiyatlaming o‘rtacha soni deb garash mumkin.

4-misoL M aium korxonada yarogsizlikkayoi qo‘yish ehtimoli
0,05 ga teng. 100 ta mahsulot orasidagi yarogsiz mahsulotlarning
o0 ‘rtacha soni nimaga teng?

Yechish: lIzlanayotgan son * =100-0,05 =5 ga teng bo‘ladi.

2-eslatma. Binomial formulasini keltirib chigarishda erkli
sinovlar ketma-ketligining har bir sinashida A hodisaning ehtimoli
bir xil, p ga teng deb hisoblangan edi. Endi esa bu ehtimollami

turlicha bo‘lsin deb faraz gilamiz, ya’ni p{At)=p: p(A)=qgn u holda
(1.8) formula quyidagi ko‘rinishni oladi:
pjk) =An-Mbi-?» +PArPr-Puitm -Y,, + gig2-An-tP,,-b-Pn (i ¢12)

(1.12) formulaning o‘ng tomonini hosil gilish uchun

N@)=14(q,+P2) (1.13)

ko‘paytmani garab zk ning koeffitsiyentlarini olish kifoya, bu yerda
z ixtiyoriy parametr boiib, ip@z) funksiya pn(k) ehtimollami hosil
giluvchi funksiya deb ataladi.

3-eslatma. Binomial sxemaning (Bernulli sxemasining)
umumlashmasi boigan polinomial sxemani koiib chigamiz. Agar
Bernulli sxemasida har bir tajribada fagat 2 ta hodisa 7 va A garalgan
boisa, polinomial sxemada har bir tajribada toia gruppa hosil
giluvchi K ta hodisa garaladi.
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Tajriba shundan iborat boiadiki, n ta erkli sinov o‘tkaziladi va
ulnming har birida toia grappa hosil giladigan k ta A, A2.. At
Initlisjming faqat bittasi ro‘y berishi mumkin, bunda bu hodisalaming
rhiimolliklari maium:

Pt=P (A\ ft = K4)>emm>P(e/Y ¢
/I tujribada A hodisa mlmarta, A2 hodisa  marta,....4 hodisa m:
marta (bu yerda mx+ml+mi +..+mt =«) ro‘y berish ehtimoli
m ——-PAPT-P*1 (1-14)
mi\m1\..jnk\
ii n;iyholda, k=2 boTganda Bernulli formulas! kelib chigadi.

Agar n ning katta giymatlarida pnk) ehtimollami hisoblashda
Iti inulli formulasidan foydalansak juda katta sonlar ustida arifmetik
iimallarni bajarishimizga to‘g‘ri keladi. Masalan, biror korxonada
var«H|.si/. mahsulot chiqgarish ehtimoli 0,25 ga teng boisin. Tayyor
in,illMilotdan 500 tasi tekshirilsin. Tekshirilgan mahsulotlar orasida
"> 11.inin).- yarogsiz boiish ehtimoli topilsin. Bu holda har bir
m ill iilolning tekshirilishini bitta tajriba sifatida qarab, har birida A
Inidi,sailing (lekshirilgan bitta mahsulotning yarogsiz deb topilishi)
in v berish ehtimoli 0,25 ga teng boigan 500 ta erkli tajriba
0 Ikn/ilyapti deb hisoblashimiz mumkin, u holda Bernulli

lormulasiga asosan:
..... (25) = Cj®(0,25)5+(0,75)4A

P,.(ml,mi,...mh) =

lill \i ulii
476-477 m...=499-500
1-2-3-..-25

Hit mu .il.hni ko iinib turilxliki, n ning katta giymatlarida P,{Kk)
"lilmuillarni hisoblashni osonlashtirish uchun boshga asimptotik for-
imil.’ilanlan I'oydalanish zaruriyati tug‘ifadi. Bu formulalar ehtimollar
nii/ariyasida limit teoremalari deb ataluvchuteoremalardakeltiriladi.
1vi 7 Uoremalar p ninggiymati 0 va 1gayaqinbo‘lmaganhollarda
lulfiriliuli i0).

I li-iircina (IMuavr-Laplasning lokal teoremasi). Agar har bir
lajribada A4 hodisaning ro‘y berish ehtimoli p(o</><l) o‘zgarmas

ImUsa, u holda n ta erkli tajribada A hodisaning k marta ro‘y berish
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ehtimoli p,,(k) uchun, k ning 4 <C,(C =const) shartni ganoat-
npq
lantiruvchi barcha giymatlarida

P..(K)=-"=<Kx)\I+0(-" 115
()yjnpq< X)+(/n)? (1.15)

ﬂr_\[ED 1 X -
tenglik bajariladi, bu yerda x - —+ =£- <p(X)=-1==¢ 2.
Yinpq -Jin

Bu teoremani Muavr 1730-yilda P=~ uchun, so'ngra Laplas

1783-yilda p s (0;1) uchun isbotlagan. Biz esa bu teorema xulosasini
isbotsiz gébul gilamiz.

Maxsus jadvallarda <p{x) funksiyaning fagat x argumentining
musbat giymatlariga mos qiymatlari keltirilgan. Chunki, cp(x)
fiinksiyajuft, ya’ni <p{-x)=ip(x).

Shunday qilib, « ta erkli sinashda A hodisaning rosa k marta
ro‘y berish ehtimoli tagriban quyidagiga teng:

Pn(k)*~£==<P(x). (1-16)

n ning katta giymatlarida (1.1rg)qning anigligi oshib boradi.

5-misol. Agar har bir tajribada A hodisaning ro‘y berish
ehtimoli 0,2 ga teng boisa, 400 ta tajribada A hodisa 80 marta ro‘y
berish ehtimolini toping.

Yechish: n=400, k=80, p=0,2, q=0,8.

1 1,, k-np 80-400-0,2
JM -'o.m * ** X~ 8
jadvaldan p(0)=0,3989.
03989

U holda: pm (S0) o *0,04986.

6-misol. Merganning o‘gni nishonga tekkizish ehtimoli:
p =0,75. Mergan otgan 10 ta o‘gdan 8 tasining nishonga tegish
ehtimolini toping.

Yechish: n=io,&=s,p =0,75,0 =0,25
(1.16) formulasidan foydalansak:
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gnpq  -i/100,75-0,25
imlvaldan: i>0,36)=0,3789. Uholda: jdQ8)=0,7301-0,3739»0,273.

Intli hu masalani Bemulli formulasidan foydalanib yechimini
h>|,niiit/ va boshga natijaga: p8)=0,282 ga kelamiz. Javoblar
-. . 1liif/i Rallafargni n ning giymati kichikligi bilan tushuntiriladi.

Mu'luinki, har bir tajribada A hodisaning ro‘y berish ehtimoli
. 0 r ninas bo‘lsa, u holda n (kichik n larda) ta erkli tajribada A

eiiinaoli 1U-rnulli formulasiga asosan
: =pak <k<k,)"Y cipkr k
paw =pa ) kfh_C|p ]

< nmc Lniia giyinallarda esa pjktk2 ehtimolni hisoblash uchun
giiyidnp.i icoreinadan foydaianamiz.

1 (corcnia (Muavr- Laplasning integral teoremasi). Agar har
I iufi ibmla i hodisaning ro‘y berish ehtimoli p(o<p<i) o'zgarmas
l.m liu ii holda n la erkli (ajribada A hodisaning kamida marta va
imlu lui,ni h maila r»‘y berish ehtimoli p,,(kkk2 uchun r-»co da
| i H
I<.,A) >\I2/r
nunio%sdbstil 3 va i, (0 V V' <9 ga nisbatan tekis bajariladi, bu

ytMadn

(1-17)

: : <) 2 Je % -
Jnpq Jnpq \Z4
| aplas luuksiyasi deb ataluvehi <t»(x)-j]::5e 2dy mtegralning

ilivinailan uchun maxsus jadval tuzilgan. Jadvalda integralning
0 Vv s kesmaga mos bo‘lgan giymatlari berilgan, chunki x>5 lar
uchun g>x)=05 deb olish tavsiya etiladi. <) funksiya toq, ya’ni



<IXH)==<>* boTgani uchun jadvalda x<O chunki funksiya
giymatlari berilmagan.

7-misol. Detalni texnik nazorat boiimi (TNB) tekshirmagan
boiish ehtimoli /~>=0,2. Tasodifan olingan 400 ta detaldan kamida 70
ta ko‘pi bilan 100 ta detalni TNB tekshirmagan boTish ehtimolini
toping.
Yechish: p=0,2,7=0,8, w=400, £, =70, k2= 100, u holda
N 70-400-0,2 = ~ 100- 400-0,2
~400-0,2-0,8 ~400 0,2 0,8

(1.16) formulaga asosan, j4d70,100)=<£(2,5)-<J>(-1,25)=<D(2,5)+<€(1,25).
Jadvaldan 0>(25)=0,4938; <(1,25)=0,3944 . U holda

00(70,100) = 04&93\8 +0,3944=0,8882.
Faraz gilaylik, A hodisaning ro‘y berish ehtimoli o‘zgarmas p ga
(O<p<i) teng boTgan n ta erkli sinash o‘tkazilayotgan boTsin. E—

nisbiy chastotaning o‘zgarmas p ehtimoldan chetlanishini absolyut
giymati bo‘yicha oldindan berilgan e>0 sondan katta boTmaslik,

yam E~p <e tengsizlik bajarilishining ro‘y berish ehtimoli:

P e nibaholaymiz. Yuqgoridagitengsizlikni ungateng kuchli

n

ffi
boTgan -s<--=-- l<,e tengsizlik bilan almashtiramiz. Uni
n \pg

ko‘paytuvchiga ko'paytirsak: -g —E£*~np<el—. Agar
W \PC
X'=- —,x =et— belgilashlarni Kkiritib, Muavr-Laplasning integral

yM \pq |
teoremasidan foydalansak:
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liitli boshlang'ich tengsizlikka gaytamiz:
p(-p<s)*2<3>(ef "} (1.18)

Xulosa gilib aytganda,

n
iiHi’li’lik bajarilishining ro‘y berish ehtimoli tagriban Laplas

Iunk;zynnining x=s nuqtadagi ikkilangan giymatiga teng ekan.

Muavr- 1,aplasning iokal teoremasi p ehtimol p =—ningatrofi

<dn boiganda pn(k) ni hisoblash uchun yaxshi natija beradi, lekin p
Ihi yoki nolga yagin giymatlami gabul gilsa, bu formula maium bir
Hiilollklttrga olib keladi. Shuning uchun p bir yoki nolga yaqin
iliyinatlarni gabul gilganda p,,(k) ni hisoblash uchun boshga asimpto-
llk formula lopish zarurati tug‘iladi.

Hi/, pning nolga yagin giymatlarini ko'rish bilan chegaralana-
ini/ {tip 1), chunki p birga yaqin giymatlami gabul qilsa p ni g
I'ilmi .ilmashtirish mumkin, ya’ni p ning o‘miga q ni ishlatish mura-
KIL titlinki p-*\=>q->0.

Pjk) chlimolning pn(k) = Ckpk(\- p)nk, (1-p=q) ifodasiniformal
i.ivi’lula ikkila n,q ofzgaruvchilaming funksiyasi deb garash mum-
Iin I'am/ gilamiz, k fiksirlangan, nva p esa o'zgaradi, ya’ni «va p
Ini nitin nivislida cheksizlikka va nolga shunday intiladiki, natijada
i /. migdor tlicgaralangan bo‘lib qolaveradi: A-np =const.

Mcrnulli Idnnulasiga asosan,

35



Bu yerda np-ﬂ=>p=x—almashtirish bajaramiz. U holda

P (0=2Q-Q0% 2)-("~(k~4) K«

njuda katta sonligini e’tiborga olib p,,(k) ointga !@mp(k) ni topamiz.

Shu sababli, pn(k) ehtimoining tagribiy giymati topiladi, chunki n
juda katta son boigani bilan chekli, bizda esa =< Shuni ta’kidlash
kerakki, «-»<»=>p-*0, chunki np=const.

Shunday qilib,
> k\ \n) V n
MK
=— lim
k\n*w
nl.,.n(. aT,.. { ar_ nK.g
=" [ l =
ol Ty T

Bundan esa quyidagi teoremaning o‘rinli boiishi kelib chigadi.

3-teorema (Puassonning limit teoremasi). Agar n ta erkli
sinovlar ketma-ketligida a hodisaning k marta ro‘y berishida, «
fiksirlangan, nva p esao‘zgaruvchan boiib, «va p lar mos ravishda
cheksizlikka va nolga shunday intilsaki, A=np miqdor chegaralangan
boiib qolaversa: X=np=const, ya’ni turli sondagi tajribalar ketma-
ketligida (wturlicha boiganda ham) ham A hodisa ro‘y berishining
o'rtacha soni np o0‘zgarmay qolaversa, p,,(k) ehtimollik uchun

PAK)* Tie* (L19)
munosabat o'rinli boiadi.

8-misol. Qo‘shma korxona iste’molchiga 5000 sifatli mahsulot
jo'natdi. Mahsulotning yoida shikastlanish ehtimoli 0,001 ga teng
boisa, yoida ikki yoki undan ortig mahsulotning shikastlanish
ehtimolini toping.

Yechish: Shikastlangan mahsulotlar sonini k desak, izlana-
yotgan ehtimol p5m(k>2) boiib, u quyidagiga teng boiadi:

36



—2) ~ Pso00(2) + PsoooC") + tPsoooC®)  A0000)] *

Bizning holda sinashlar soni katta va hodisa ro‘y berish ehtimoli 0 ga
yaqgin boiganligi uchun Puasson teoremésidan foydalanamiz.
a=np=so000 -0.00i =5 ekanligini e’tiborga olsak:

ftooo(Q) =" =¢"5 ftooo(l) =
U holda: psam(m>2)=1- e-5- 5e'56=1- 6e'5» 0,9596.

1.4. Tasodifiy migdorlar va ularning tagsimot funksiyalari

Tasodifiy migdor tushunchasi ehtimollar nazariyasi fanining
asosiy tushunchalaridan biri hisoblanadi. Tasodifiy miqgdoming gabul
gilishi mumkin boigan giymatlari bilan biz oldindan tanishmiz.
Masalan, tajriba 6‘yin soqqasi tashlanishidan iborat boTsin. Bunda,
Cl={a)I}(i=i~6) to‘plamda 6 ta elementar hodisa boTadi. Ochkolar
soni tasodifiy miqdor boisa, 1, 2, 3; 4, 5, 6 sonlari esa uning gabul
gilishi mumkin boigan giymatlari boiadi.

I-ta’rif. Tasodifiy miqdor deb, tajriba natijasida mumkin
boigan, oldindan noma’lum va tasodifiy sabablarga bogiig boigan
giymatlardan bittasi va fagat bittasini tayin ehtimol bilan gabul
giladigan kattalikka aytiladi.

Tasodifiy miqdorlar odatda lotin alfavitining bosh harflari
X, Y, Z, ...bilan, ularning gabul gilishi mumkin boigan giymatlari esa
mos ravishda alfavitning kichik harflari x,y,z bilan belgilanadi.
Masalan, X -tasodifiy migdoming gabul gilishi mumkin boigan
giymatlari quyidagicha yoziladi: X

Tasodifiy migdorlar ikki turga ajratib o‘rganiladi:

a) diskret tasodifiy migdorlar; b) uzluksiz tasodifiy miqdorlar.

Bu ikki tushuncha hagida maiumot berishdan oldin to‘plam va
uning elementlari hagida ba’zi bir maiumotlami berib o‘tamiz.

37



2-ta’rif. Agar to‘plam elementlarining sonini biror bir son bilan
ifodalash mumkin boisa, u holda bu to'plam chekli to‘plam deb
ataladi.

3-ta’rif. Agar to‘plam elementlarining soni cheksiz boiib uning
elementlarini natural sonlar to'plami bilan o‘zaro bir giymatli
akslantirish mumkin boisa, u holda bu to‘p!am sanoqli to‘plam deb
ataladi.

4-ta’rif. Agar to‘plam elementlarining sonini cheksiz boiib
uning elementlari va [0;I] kesmadagi haqiqiy sonlar orasida o0‘zaro bir
giymatli moslik mavjud boisa, u holda bu to‘plam kontinium quvvatli
to plam deb ataladi.

Diskret tasodifiy migdorlaming mumkin boigan giymatlari
ayrim va ajralgan boiib, uning mumkin boigan giymatlarining soni
chekli yoki sanoqgli boiadi.

1-misol. X tasodifiy migdor 100 ta buyumdan iborat guruhdagi
yarogsiz buyumlar soni. Bu migdorning mumkin boigan giymatlari:
N Qx— 100.

Diskret tasodifiy migdomi tavsiflash uchun, eng avvalo, uning
barcha mumkin boigan giymatlarini koisatish lozim. Ammo, X
tasodifiy miqdorning fagat mumkin boigan giymatlarini bilish uning
xususiyatlarini ta’riflashga yetarli emas, chunki tasodifiy migdor
0°‘zining har bir giymatini har xil ehtimollik bilan gabul gilishi
mumkin. Shu sababli, diskret tasodifiy migdomi toiiq aniglash
uchun giymatlardan tashgari {x=x1},{X=x1},... hodisalaming
ehtimollarini ham, ya’ni p,=p(X=*), p2=p(X=x2),... larni ham
koisatish lozim.

Disket tasodifiy migdorning mumkin boigan giymatlari va
ulaming ehtimollari orasidagi moslikni tasodifiy migdorning
tagsimot gonuni deb ataladi.

Diskret tasodifiy migdor tagsimot gonunini ifodalash usullari va
shakllari turlicha boiishi mumkin.

X diskret tasodifiy migdor tagsimot gonuni berilishining eng
sodda shakli jadval boiib, bunda barcha mumkin boigan giymatlar
va ularga mos ehtimolliklar ko‘rsatilgan boiadi:

38



X x{x2..xn,

P-PXPi-Pn-

x1,x2...,xn giymatlar odatda ortib borish yoki kamayib borishtartibida

yoziladi.

Bundan tashgari, =x,} hodisalaming ixtiyoriy ikkitasi
birgalikdamasligi va {x ={*}} hodisalar to‘plami toia gruppa tashkil
etganligi sababli 4 'r

Pl +p2+...+P,,+...='§tPI =|

tenglik har doim o‘rinli boiadi. Ba’zan diskret tasodifiy migdoming
tagsimot gonuni grafik usulda-tagsimot ko ‘pburchagi yordamida ham
beriladi.

Tagsimot ko ‘pburchagini hosil gilish uchun, abssissalar o‘gida
tasodifiy migdoming mumkin bo‘lgan giymatlari, ordinatalar o‘gida
esa ularga mos ehtimollar go‘yiladi, keyin esa (1p™),(x2p2)....
nugtalami kesmalar bilan tutashtiriladi. Tagsimot gonuni formula
(analitik) usulida ham beriladi.

2-misol. Tanga 5 marta tashlandi. “Gerb” tomonning tushish
soni X tasodifiy migdor boTsin. X tasodifiy migdoming mumkin
boTgan giymatlari 0, 1,2, 3,4, 5 sonlardan iborat boTadi. Tasodifiy
migdoming bu giymatlarni gabul qilish ehtimollari Bemulli
formulasi yordamida hisoblanadi.

Masalan, p(x=3)=Cj®* j -Qj =— va hokazo. Uholda
X:0 1 2 3 45
el J U U K 1
P32 32 R 3R 3R3R

ko‘rinishdagi jadvalni hosil gilamiz.

Diskret tasodifiy migdorlaming berilish usullarini uzluksiz taso-
difiy migdorlar uchun goTlab boimaydi. Chunki uzluksiz tasodifiy
miqgdorlaming gabul gilishi mumkin boigan giymatlar ro‘yxatini
tuzish mumkin emas. Shu sababli, uzluksiz tasodifiy migdorlami
ta’riflash uchun tagsimot funksiyasi tushunchasi Kiritiladi.
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5-ta’rif. x tasodifiy migdorning tagsimot funksiyasi deb, uning

X (x-ixtiyoriy haqigiy son) dan kichik giymatlami gabul gilish
ehtimolini aniglovchi

F(X)=p(X<x) (1.20)

funksiyaga aytiladi.

Ba’zan F(x)-funksiyani integral tagsimotfunksiyasi deb ham
ataladi.

Endi tagsimot funksiyasidan foydalanib uzluksiz va diskret
tasodifiy migdorlaming gat’iy ta’rifmi beramiz.

6-ta’rif. Agar tasodifiy migdorning F(x)~taqgsimot funksiyasi
uzluksiz boTsa, bu tasodifiy migdor uzluksiz tasodifiy migdor
deyiladi.

Diskret tasodifiy migdorning F(x) - tagsimot funksiyasi chekli
yoki sanogli sondagi I tur uzulishlarga ega boidi.

Tasodifiy migdorlaming tagsimot funksiyalari quyidagi
xossalarga ega.

1-xossa. Tagsimot funksiyaning gqiymatlari [0;1] kesmaga
tegishli:

0<:F(x)<lI

Isbot: Bu xossaning isboti tagsimot funksiyani ehtimol sifatida
ta’riflanishdan, ya’ni F(x) =p(X <x) ekanligidan kelib chigadi.

2-xossa. Tagsimot funksiyasi kamaymaydigan funksiyadir,
ya’ni x, <x2=>F(X,) <F(x2).

Isbot: Faraz gilamiz x,<x2 bo‘lsin, u holda (X <x2 oraligni
quyidagicha yozib olish mumkin (X<x2=(X<x,)+ (X <X<x2.
(X<x,),(xI<X<x2) tasodifiy hodisalar birgalikda emasligidan
quyidagi tenglikni yozish mumkin

p(X <x2) =p (X <xI)+ p(xi< X < x2).
Endi tagsimot funksiyaning ta’rifidan foydalansak
F(x9 —F(xl)=p(xl<X <x2) (1-21)
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tenglikni hosil gilamiz. Ehtimolning nomanfiyligidan kerakli natijani
olamiz.
2-xossadan quyidagi natijalami keltirib chigarish mumkin.

1-natija. X tasodifiy miqdorning [a)b) intervalda yotuvchi
giymatlarni gabul gilish ehtimoli quyidagicha aniglanadi.
p(a<X<b) =F(b)-F(a) (122)

Buning isboti (1.2) formulada x, =a, x2=b almashtirishdan kelib
chigadi.

2-natija. X uzluksiz tasodifiy miqdorning belgilangan bitta
aniq giymatni gabul gilishi ehtimoli nolga teng, ya’ni p(X =x0)=0.

Buning isboti (1.22) formulada xI=x0, x2=x0+Ax almashtirish
so‘ngra Ax-»0 limitni hisoblashdan kelib chigadi. Shu sababli,
uzluksiz tasodifiy migdorning bitta giymatni gabul gilish ehtimolini
hisoblashning ahamiyati yo‘q va shunga ko ‘ra quyidagi munosabatlar
o‘rinlidir:

p@ildii) =p(a<X <b)=p(a<X <b)=F(b)- F(a)

3-xossa. Agar tasodifiy migdorning mumkin boigan giymatlari

(&b) intervalga tegishli boisa, u holda
NIm F(x)~0, limF(x)=1 (1.23)
munosabatlar o'rinli bo*ladi.

3-natija. Agar tasodifiy migdorning mumkin boigan giymatlari
butun ox o‘gdajoylashgan boisa, u holda quyidagi munosabatlar

oiinli:
limF(x) =0, limF(x)=1 (1.24)

3-misol. X tasodifiy migdor
i°, XS-1,

-1 <x<3
1 X>3.
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taqsimot fimksiya bilan berilgan boisin. Sinash natijasida X
tasodifiy miqdor (0;2) intervalga tegishli giymatlarni gabul gilish
ehtimolini toping.

Yechish: p(0<X<2)=F(2)-F(0)=i-2+~"-0+£j=i

4-misol. x diskret tasodifiy migdor quyidagi

X1 4 8

p: 03 01 06
tagsimot gonuni bilan berilgan boisin. Uning tagsimot funksiyasini
toping.
0, agar x<I,
0,3, agar lex <4,
0.4, agar 4<x<8,
1, agar x>8.
Yuqgorida uzluksiz tasodifiy migdorlami taqgsimot funksiyalari
yordamida aniglagan edik. Agar tasodifiy migdoming tagsimot
funksiyasi differensiallanuvchi boisa, u holda tasodifiy migdoming
zichlik (differensial) fiinksiyasi tushunchasini Kiritishimiz kerak
boiadi.

Yechish: Fx)--

7-ta’rif. Tasodifiy migdoming zichlik (differensial) funksiyasi

deb, tagsimot funksiyasidan olingan birinchi tartibli hosilaga aytiladi
va quyidagicha aniglanadi:

F'(x)=f(x) (1.25)

Uzluksiz tasodifiy miqdorlar uchun zichlik funksiyasi muhim
ahamiyatga ega boiib, bu fimksiya yordamida uzluksiz tasodifiy
migdorlaming barcha xarakteristikalarini aniglash mumkin. Bu yerda
darning ba’zilarini keltirib o ‘tamiz.

1-teorema. x uzluksiz tasodifiy migorning (a;b) intervalga
tegishli giymatlarni gabul gilishi ehtimoli zichlik funksiyasidan a dan
b gacha olingan aniq integral bilan aniglanadi:
b

p(a<X <b) =jf(x)dx (1.26)
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Isbot: Maiumki, 1-natijaga asosan
p(a<X <b)~ F(b)- F(a).
Agar bu yerda Nyuton-Leybnits formulasi va zichlik fimksiyasining
ta’rifi (1.25) ifodadan foydalansak, quyidagini hosil gilamiz
b b
p(a<X <b)=F(b)- F(a)=| F'(x)dx- j f (x)dx.
a

a
Bundan tashqari, x tasodifiy migdoming f{x) zichlik funksiyasini
maium bo‘lsa, uning F(x) tagsimot funksiyasini topish uchun quyi-
dagi anigmas integraldan foydalaniladi:

F(x)= }f(t)dt (1-27)

Tasodifiy migdorning zichlik funksiyasi quyidagi xossalarga
ega.

1-xossa. f(x) - funksiya nomanfiy funksiyadir, ya’ni fix) >0.

Isbot: Buxossa /(*) differensial funksiya kamaymaydigan F{x)
tagsimot funksiyaning hosilasi ekanligidan kelib chigadi.

2-xossa. Agar tasodifiy migdor sonlar o‘gida aniglangan boisa,
quyidagi tenglik o‘rinJIé)boiadi

| f(x)dx=1 (1.28)

—0

Isbot: Nyuton-Leybnits formulasi va zichlik fimksiyasining
ta’rifiga asosan;

1 (ox=limF(9 - MF(X)=1-0=1

-00

l-eslatama. Agar X tasodifiy migdoming gabul gilishi mumkin
boMgan giymatlari (a;b) oraliqdan iborat boisa, u holda yuqoridagi
lurmula
if(x)dx =1 (1.29)
a

ko'rinishini olatli.
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Bu formula geometrik nugtayi nazardan Ox o‘g, f(x) funksiya,
x-a va x=b to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan egri chizigli
trapetsiyaning yuzi 1 gatengligini bildiradi.
2-eslatama. Zichlik funksiyasi fagat uzluksiz tasodifiy
miqdorlar uchun mavjud.

5-misol. X uzluksiz tasodifiy miqgdorning zichlik funksiyasi
berilgan:

0, agar x<0
/(*) = cosx, agar 0<xa4,

0, agar x >t

F(x) tagsimot fiinksiyani toping.

Yechish: F(x):|xf(t)dt=0 formuladan foydalanamiz. Agar

00

*<0 boisa, F(x) =0. Demak, F(x)=| f(t)dt=0. Agar 0<*<y boisa,
u holda F(X)=|vf(t)dt+’x‘COStdt=sinX. Agar bo'lsa, u holda

F(x) = Jf(t)di +jcostdt +1f(t)dt=1. Demak, izianayotgan tagsimot

funksiyasi quyidagi ko ‘rinishga ega boiadi:
0, agar x<0,

. n
sinx, agar 0<x<—;

4 agar x>

6-misol. x uzluksiz tasodifiy miqgdor quyidagi zichlik
funksiyaga ega:

44



0, agar x<0,

2 .. n
[(*)= —SMIC, agar 0<x<~~,
0, agar x> —

X tasodifiy migdoming intervalga tegishli giymatni gabul
gilish ehtimolini toping.

b
Yechish: p(a<X<b)=jf(x)dx fonnuladan foydalanamiz. U

a
n

holda j =] f(x)dx=~~.

6

1.5. Tasodifiy migdorlarning sonli xarakteristikalari

Ma’iumki, x tasodifiy migdoming tagsimot qonuni X
migdomi toiiq tavsiflab beradi. Ammo ko‘pincha tagsimot gonuni
uomaium boiib, uni aniglash katta giyinchiliklar tug‘diradi va biz
kam maiumot bilan chegaraianishimizga to‘g‘ri keladi. Ba’zida esa
tasodifiy migdomi xarakterlovchi sonlami goilash foydalidir. Bu
ejonlar tasodifiy migdoming sonii xarakteristikalari deb ataladi va
ularning vazifasi tasodifiy migdoming eng muhim xususiyatlarini
gisqa shaklda ifodalashdir.

Tasodifiy migdoming muhim sonli xarakteristikalaridan biri
matematik kutilma deb ataladi. Juda ko‘p masalalarning yeehimini
matematik kutilmani bilish orgali hal etish mumkin. Masalan,
viloyatlarni tagqoslovchi ko'rsatkichlardan biri ularda yetishtirilgan
liosilning o'rtachasi, ya’ni matematik kutilmasidir.

1-ta’rif. x diskret tasodifiy migdor gabul gilishi mumkin
b»llgan giymatlarining mos ehtimollariga ko'paytmalari yig‘indisiga
uuing matematik kutilmasi deb aytiladi.

X diskret tasodifiy migdoming tagsimot gonuni:
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X :xl x2... xn
P'-Px Pi - Pn
berilgan boisin. U holda uning M(X) - matematik kutilmasi
n
M(X) =xipl +xP2+... +x,,p,,=\/(:i'X'P, (1.30)

tenglik bilan aniglanadi.
X tasodifiy migdoming mumkin boigan giymatlari soni
cheskiz boiib, u

X=X, Xyoe X
P'-Px Pi - Pn—
tagsimotga ega boisa, u holda uning matematik kutilmasi
M(X)=xIPi +x2})2+...+x,,p,,+...='/0£;1x,p, (1.31)

formula bilan aniglanadi. Bunda oxirgi gator absolyut yaginlashadi
deb faraz qilinadi. Aks holda, bu tasodifiy miqgdor matematik
kutilmaga ega boimaydi.
1-misol. Tagsimot qonuni
X: 123456

ko‘rinishda boigan tasodifiy migdoming matematik kutilmasini
toping.
Yechish: (1.31) formuladan foydalanamiz:

M(X)=1-—+2-—+3-—+4-—+5-—+6-—=3,5
6 6 6 6 6 6
2-misol. Puasson qonuni bo‘yicha tagsimlangan x diskret

tasodifiy migdoming matematik kutilmasini toping.
Yechish: Puasson gonuni quyldagljadval bilan aniqlanadi:
1 .k

X: 0
oA a2 _/5_&:6 | Alex
2! 3! K\
u holda
M(X) :{ilkﬂe X= £i(k_l)!er-V:A

Shunday qilib, Puasson tagsimotini xarakterlovchi parametr
A tasodifiy migdoming matematik kutilmasini bildirar ekan.
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f nijsol. Agar A hodisaning ro‘y berish ehtimoli p boisa, bitta
lujrilmda A hodisa ro‘y berish sonlarining matematik kutilmasini
loping.

Yechish: Bitta tajribada A hodisaning ro‘y berishi sonlarini x
tasodifiy migdor desak, u fagat ikkita giymat gabul giiishi mumkin:
v | (A hodisaro‘y berdi), bunda p(X=xj)=p; x2=0 (a hodisaro‘y
bcrmadi), bunda p(X =x2)=q. U holda: M(X) =p .

X tasodifiy miqgdor ustida n marta sinov o‘tkazilib, uning
natijalari quyidagicha boisin:

X xl x2 ... xk
n: « n2..nt'

Yuqoridagi satr x migdoming kuzatilgan giymatlarini, pastki
satr esa bu giymatlaming chastotalarini bildiradi, ya’ni x, (i=TJ)
giymatni x miqgdor n, marta gabul gilgan.

X orgali kuzatilgan barcha giymatlaming o'rta arifmetigini
belgilaylik, u holda

_Xini +x2n2+...+xknk

K‘ ’
n
yoki
X=X l—+x2— +.. .+ xk— =X W +Xx2\2+...+x KAk
n n n
liu yerda WWA2,...\Wk- mos ravishda giymatlaming nisbiy

ehastotalari.

Demak, X=M(X), ya’ni x tasodifiy migdorning matematik
luitilmasi uning kuzatiladigan giymatlari o‘rta arifmetigiga tagriban
(eng.

Matematik kutilroa quyidagi xossalarga ega.

1-xossa. 0 ‘zgarmas migdoming matematik kutilmasi o‘zgar-
masning o°‘ziga teng:

M(C) =C.

Isbot. C o°‘zgarmas migdomi yagona C giymatni 1 ga teng
>liiimol bilan gabul giladigan tasodifiy migdor deb garash mumkin.
Shiming uchun, M(C)=C1 =C.
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l-eslatma. x diskret tasodifiy migdoming o‘zgarmas C
kattalikka ko ‘paytmasini quyidagicha aniglaymiz:
X:x1,x2,...,x,,=>CX".Cxl,Cx2,...,CX,,.

2-xossa. 0 ‘zgarmas ko‘paytuvchmi matematik kutilma belgisi
ostidan chigarish mumkin:
M(CX) =CM(X).
Isbot: X diskret tasodifiy migdorning tagsimot qonuni
XX X2..xn

P'-PxPr-Pn
ko‘rinishda boisin. U holda 1-eslatmaga asosan,
X :Cxl Cx2... Cxn

P- Pi Pz — Pn
Bundan CX tasodifiy migdoming matematik kutilmasini hisoblaymiz
M(CX)=Cx)pl +Cxp2+... +Cx,,pn=CM(X).
3-x088a. Chekli sondagi tasodifiy migdorlar yig‘indisining
matematik kutilmasi ulaming matematik kutilmalari yig‘indisiga
teng:
; M(X, +X2+... + XJ =M(X,) + M(X2) +...+ M(X,,)
4-xossa. Chekli sondagi bog‘ligmas tasodifiy miqgdorlar
ko‘paytmasining matematik kutilmasi ular matematik kutilmalarning
ko'paytmasiga teng:
M(X,X2.X,,) =M{X,)M(X2)...M(X,,).
3-xossadan va 3-misoldan foydalanib quyidagi teoremani isbotlash
mumkin.

I~teorema. n ta bogiigmas tajribalarda a hodisa ro§
berishining matematik kutilmasi: M(X) =np.

Matematik kutilmalarining tengligi tasodifiy migdorlaming
gabul giladigan giymatlari bir xil deb xulosa chigarishga imkon

bermaydi. Masalan,
X:—5 0 05 -50 0 50

p: 03 0403 p: 030403
tasodifiy migdorlarda M(X) =M(Y), ammo ulaming mumkin boigan
giymatlari turlichadir. Shu sababli tasodifiy migdoming tarqogligmi
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aniglovchi ikkinchi sonli xarakteristika - dispersiya tushunchasini
kiritamiz.

Dispersiya tushunchasini kiritishdan oidin tasodifiy migdoming
matematik kutilmasidan chetlanishi tushunchasini kiritib olamiz.

2-ta’rif. Tasodifiy raigdor va uning matematik kutilmasi
orasidagi fargni uning chetlanishi deb ataymiz va X-M(X)
ko‘rinishda belgilaymiz. ‘

Tasodifiy migdor chetlanishining muhim xossasini ko ‘rsatuvchi
guyidagi teoremani isbotsiz keltiramiz.

2-teorema. Tasodifiy miqdor chetlanishining matematik kutil-
masi nolga teng:
M(X-M(X)) =o.

Amaliyotda tasodifiy migdoming mumkin boigan giymatlarini
uning o'rtachasi atrofidagi joylashish tarqogligini baholash zarurati
tez-tez uchrab turadi. Masalan, merganlik darajasini baholashda. Shu
sababli, dispersiya tushunchasi kiritiladi, chunki tasodifiy migdor
chetlanishi giymatlar targogligini baholay olmasligi 2-teoremadan
ko‘rinib turibdi.

3-ta’rif. X tasodifiy migdoming D(x) - dispersiyasi deb, uning
chetlanishi kvadratining matematik kutilmasiga aytiladi:
D(X) =M(X-M(X)Y (1.32)

Diskret tasodifiy migdor uchun bu formula ushbu ko’rinishni oladi:
D(X)=YSxt-M(X)fRi i (1.33)

4-ta’rif. x tasodifiy migdoming a(X)- o‘rtacha kvadratik
chetlanishi deb, dispersiyadan olingan arifmetik kvadrat ildizga

aytiladi:
cr(X) =jD(X) (1.34)
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Dispersiyaning oichamligi tasodifiy migdor oichamining
kvadratiga tengdir. 0 ‘rtacha kvadratik chetlanishniki esa tasodifiy
miqdor oichami bilan bir xil boiadi.

Agar x biror bir gimmatbaho qog‘ozning daromadliligi boisa,
M(X) uning o'rtacha daromadliligini, D(X) esa riskini ifodalaydi.

4-misol. Agar A hodisaning ro‘y berish ehtimoli p ga teng
boisa, u holda a hodisaning bitta sinovda ro‘y berish sonining
matematik kutilmasi, dispersiyasi va o ‘rtacha kvadratik chetlanishini
toping.

Yechish: Bu tasodifiy migdorning tagsimot gonuni quyidagicha
boiadi:

X:0 1
P:q p
U holda,
M(X)=0-q+I-p=p,
D(X)=(0-pf «q+(1- pf ® =qgp2+pg2=pq(p+0a)=pq
cr(X)=yfpg

Dispersiyani hisoblash uchun quyidagi formuladan foydalanish

tavsiya etiladi:
D(X) =M(X2)-(M(X))2
Tasodifiy miqgdor dispersiyasi quyidagi xossalarga ega.
1-xossa. 0 ‘zgarmas migdorning dispersiyasi nolga teng:
D(C) =0.

Isbot: C o‘zgarmas migdomi C giymatini 1ehtimol bilan gabul

giladi deb garash mumkin. U holda
M(C)=C va £>(C)=(C-C)2-1=0.

2-x0ssa. O”zgarmas ko ‘paytuvchi dispersiya belgisidan kvadrati
bilan chigariladi:

D(CX) =CD(X).

3-xo0ssa. Chekli sondagi o‘zaro bogiigmas tasodifiy migdorlar
yig“indisining dispersiyasi ular dispersiyalarining yigindisiga teng:

D(Xx+X1+...+X,,)=D(XX + D(X2) +...+ D(Xn)

Natija. Bogiigmas ikkita tasodifiy migdorlar ayirmasining
dispersiyasi ular dispersiyalarining yigindisiga teng:
D(Xt—X2) =D(XI) + ¢ Kx™)
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i 1 PIM natija ikkitadan ortig tasodifiy migdorlar uchun o'rinli
. iiitiliy.itii isbotlash giyin emas.
* nusol. Quyidagi tagsimot gonuni bilan berilgan X diskret
....... liliv migdornmg matematik kutilmasi, dispersiyasi va o ‘rtacha
i diilml lietlanishini hisoblang.
X:-2 13 6
p: 040201 03
Vechbh:
Af(X)=-2-0,4+1-0,2+3-0,1+6-0,3=1,5,
IV =M(X - M(X)f =(-2- 1,5)2¢0,4+ (1- 1,5)2m0,2 +
i(t 15201+ (6- 1,52m0,3=11,25
cr(X)="D(X) = ¥1X25 »3,36
HI/ dlspersiyani ta’rif bo‘yicha hisobladik. Endi
I«( \) vD- MI(X) formula bo‘yicha hisoblaylik. Buning uchun
*In dtili \ tasodifiy migdomingtagsimotqonunini tuzib olamiz.
X2:4 1 9 36
p: 04 02 0103
D(X) =M (X2) - M2(X) =135- 2,25=11,25.
Diskret tasodifiy migdorlar kabi uzluksiz tasodifiy migdorlarda
Imm matematik kutilma va dispersiya tushunchalari katta ahamiyatga
mi i ti/luksiz tasodifiy migdorlar uchun bu tushunchalar quyidagicha
I lilllladi.

11 ul Mumkin boigan giymatlari (a,b) intervalga tegishli
Im Wy, \ ul/liiksiz tasodifiy migdoming matematik kutilmasi deb,

M(X)=}(*>& (1.35)

i. uplik Imlui .uin|inmivchi kattalikkaaytiladi.

AQiii \ irlInksiz tasodifiy migdoming gabul gilishi mumkin
I" i " <|i\iniitlai ox o‘gga tegishli boisa, u holda matematik

Liiidiiin .......... Inn (1 i5) quyidagi ko‘rinishni oladi
M(X)= jxf(x)dx (1.36)

-00

Hu liolntda bu xosmas integral absolyut yaginlashuvchi, ya’ni



| \x\f(x)dx

integralning giymati mavjud deb faraz gilinadi.
Agar tasodifiy migdoming gabul qilishi mumkin boigan
giymatlari (a;b) intervalga tegishli boisa, u holda uning dispersiyasi

uchun
b

D(X) =$(x-M(x))2f(x)dx (1.37)
a

formula o'rinli boiadi.
Agar tasodifiy migdoming gabul gilishi mumkin boigan
giymatlari Ox o°‘qqgategishli boisa, u holda uning dispersiyasi uchun
40

D(X) = J(x- M(x)ff(x)dx (1.38)

formula o'rinli boiadi.

Uzluksiz tasodifiy migdoming dispersiyasini hisoblash uchun
(1.37) va (1.38) formuladan foydalanish noqulay hisoblanadi, shu
sababli dispersiyani hisoblash uchun (1.37) formulaning qulay
ko‘rinishini keltirib chigaramiz.

b b b
D(X) =J(x- M(X)ff(x)dx =IxZ (x)dx- 2IxM(X)f (x)dx +

fi a a

+IM\X) f{;x)dx = M(X2) - 2M(X)Ixf(x)dx + M \X )\ f(x)dx =

a
=M(X2)-M 2AX)
formulaga ham bu ko'rinishdagi formulani keltirib chigarish
mumkin. Shunday qilib, ko‘p hollarda dispersiyani hisoblash uchun
s ' D(X)= M(X2 - M2X) (1.39)
formuladan foydalaniladi.

Uzluksiz tasodifiy migdorlaming matematik kutilmasi va
dispersiyasi uchun ham diskret tasodifiy migdorlaming matematik
kutilmasi va dispersiyalarining xossalari o’rinli boiadi.
. m:6-pilsoL'Pshbu

V =n fQ agar x<,0,
F(x)=djc agar 0<x<lI,
1 agar x>1

-y
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iu| Muni I(inksiyasi bilan berilgan X tasodifiymigdomingmatematik
i hiiimn  wvu dispersiyasini toping.
Viohlah: Ma’lumki
0, agar jc<0,
f(x)=F'(x)=-1 agar 0<x<I,
0, agar x>I
11 *® lommladan foydalanib X tasodifiy migdoming matematik
[>iitllinii?Hiii topamiz:
1
2
tl »)> Itii imiliidan foydalanib x tasodifiy migdoming dispersiyasini
I<IMIl 11>

£5(X)=jx2-life-f-1 = EESE
12) 30 4 12
i mb ir ililiy migdorlar orasidagi bogianish darajasini aniqlashga

vHilnin bmivclii ba’zi bir tushunchalami kiritamiz.

(I In*rif. \ vay tasodifiy migdorlaming korrelatsiya momenti |
i 'ii kovarialsiyasi) deb, quyidagi songa aytiladi:
AV M\(X-M(X))(Y-M(Y)].

\" i i ieemiliy migdorlar diskret boisa, u holda bu formula
ofii%ln|fi 11 1ThInkinloliidl;
A"i\j/(ii M(X))(,V, - M(X))pajv

llldn B NX - t;K yt).
Ki>iidiii."ilya momenti ifodasini matematik kutilma xossalari
i n iiInquyklagicha almashtirilishmumkin:
MILV A(M)(y - M(7)]=M[XY - XM(Y)- YM(X) +M(X)M(Y)\=
SUSY)  M(X)M(Y) - M(Y)M(X) +M(X)M(Y) = M(XY) - M(X)M(Y)

t (“orcma. Agar ikkita tasodifiy migdor o ‘zaro bogiiq boima-
i u holda ularning korrelatsiya momenti nolga teng boiadi.
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7-ta’rif. x va Y tasodifly migdorlaming korrelatsiya koeffit-
siyenti deb,

tenglik bilan aniglanadigan kattalikka aytiladi.

Korrelatsiya momenti uchun quyidagi

tengsizlik o‘rinli boiishini ko‘rsatish mumkin, chunki j~XI.

Agar x va y tasodifiy migdorlar bogiigmas boisa, u holda
ulaming korrelatsiya koeffitsiyenti nolga tengligini ko‘rsatish giyin
emas.

Quyidagi teorema tasodifiy migdorlar orasida bogianishni
tavsiflashda korrelatsiya koeffitsiyentining ahamiyatini yana ham
batafsil oydmlashtirib beradi.

4-teorema. Y tasodifiy migdor X tasodifiy migdoming chizigli

funksiyasi, ya’ni Y=aX +b boisin, u holda agar a>0 boisa, =1,
agar a<0 boisa, v =-1boiadi.
Isbot:

Kxy=M [(X - M(X))(Y - AF(F))] = M[(X~ M(X)XaX +b- M(Y))\=
M[(X- M(X))(aX +b-aM (X)- b)]=aM[(X--M(X))f =aD(X) = aal

1.6. Amalda ko‘p uchraydigan tagsimot gonunlari. Katta sonlar
gonuni. Markaziy limit teoremasi

Tasodifiy migdorlaming amalda ko‘p uchraydigan tagsimot
gonunlari bilan tanishib chigamiz.
1 Diskret tasodifiy migdorlar uchun tagsimot gonunlari.
a) Binomial tagsimot gonuni. A hodisaustida n ta erkli tajriba
o ‘tkazilyotgan boisin. Ulaming har birida A hodisa bir xil 0 ‘zgarmas
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r i-liijmollik bilan yuz bersin. n ta tajribada A hodisaning yuz
in «rililnr sonidan iborat X tasodifiy migdomi qaraymiz. Bu tasodifiy
inltidorga mos jadval

X: 0 1 2 n-1 n

P-Pn(°) PnO) Pn(2) -m Pn(”~0 Pn(»)
Ku'itnishdaboiib, bunda pn(k)=C*pkg*k, (£=0,1,2,...,«).

I3u jadvaldagi pn(k)(k=Q,ri) ehtimollik binomial formuladan
liiV'lalnnib  hisoblanganligi sababli yuqoridagi jadval bilan

«d it ilanadigan tagsimot gonuni binomial tagsimot qonuni deb
mmueli Mu yerda shuni ta’kidlash kerakki a2(X) =npg, M(X) =np.

I inisol. Do‘konga kirgan har bir xaridoming xarid qilish ehti-
moli 0,7.5 ga teng boisa, do‘kondagi 4 ta xaridoming xarid gilgan-
I.LHhi v tasodifiy migdor deb garab uning tagsimot qonunini tuzing.

Welljsir. X tasodifiy migdorning gabul gilishi mumkin boigan
qiyHuumlInii: 0,i.2,3,4. pn(k) ehtimollami Bernulli formulasi yordamida
lilmihlaymiz:

iY rsy 54 A fiY f3Y 12
e(2) ‘e UJ UJ-5?2 A@)*c;'U; h; 256

B -CEiah 5y =6

\0 1 2 3 4
K 18 54 12 1

256 256 256 256 256
fni|NImot gonunini hosil gilamiz.

li) I"uasson tagsimot qonuni. n ta erkli tajriba o ‘tkazilyotgan
Ilniu Illarning har birida A hodisa bir xil p ehtimol bilan yuz
I"imm n la tajribada A hodisaning yuz berishlar sonidan iborat x
iir.ixhliy inigdomi qaraymiz.OAgar >2< tasodifiy miqdorga mos jadval

X: 1 o Ko

Pm Po Pi P3-Pk-
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ko‘rinishda boiib, X tasodifiy migdoming mumkin boigan
{xk} (k=0,1,2,...) giymatlarining ehtimollari
Ik
Pn(k) = Pk ~~Ek|r;l'e~X’ (k=0,1,2,...,),A=np =const
formula bilan hisoblansa, X tasodifiy migdor Puasson qonuni
bo‘yicha tagsimlangan deyiladi. Bu yerda M(X) =A, a2(X) =Aq.

1-eslatma. Puassontagsimot qonunida | i =L

2-misol. Qo‘shma korxona iste’molchiga 3000 ta sifatli
mahsulotjo ‘natdi. Mahsulotning yoida shikastlanish ehtimoli 0,001
ga teng boisa, yoida shikastlangan mahsulotlar sonini X tasodifiy
migdor deb garab uning tagsimot gqonunini tuzing.
Yechish: Shartga asosan, ¢=3,X:0,i,2,...,3000. U holda X
tasodifiy migdoming éaqsimot gonunini:
X:

P-Picn® PsooO) —  Pam(3000)

d) Geometrik tagsimot gonuni. Erkli tajribalar o‘tkazilyotgan
boisin. Ulaming har birida A hodisa bir xil p ehtimol bilan yuz
bersin. A hodisa yuz berishi bilan tajriba to‘xtatiladi. X tasodifiy
migdor A hodisaning birinchi ro‘y berishigacha boigan tajribalar
soni boisin. Agar (k- )-tajribagacha a hodisa ro‘y bermasdan k-
tajribada ro‘y bersa, bu murakkab hodisaning ehtimoli

p(X=k)=gk'p (1.40)
formula bilan aniglanadi. (1.40) formulada k=1,2,... deb garab
X:12 3 . k..

p:p pg q2... gkp...
jadvalni hosil gilamiz. Bu tagsimot gonuni geometrik tagsimot
gonuni deb ataladi.

2-eslatma. Geometrik tagsimot gonunida lim*/7, =1.
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3-misol. x kubikni tashlashda birinchi marta “6” ochko
tushguncha oikaziladigan tajribalar soni boisin. Ravshanki, bu

holda x diskret tasodifiy migdor boiib, p - —parametrli geometrik

tagsimot gonuniga bo‘ysinadi. Ya’ni

X: 1 2 3 .k
ml 11 fsy 1 fsTIl 1
»- 6 66
e) Gipergeometrik tagsimot gonuni. Maiumki, N ta detai-

ning ichida m ta standart detal boiganda tasodifiy ravishda olingan
n ta detaining orasida k ta standart detal boiishining ehtimoli

jrtk

()= formula yordamida topiladi.
Hu yenla M ( X)) ’N er2(X) = Nnel\l\/ll"_ l)~

4-niLsoL Qutida 7 ta shar boiib, ulaming 4 tasi qora. Tasodifiy
ravishda 3 ta shar olingan. Agar x tasodifiy migdor olingan sharlar
onisidagi og sharlar sonidan iborat boisa, uning tagsimot gonunini
tuzing.

Ycchish: x tasodifiy migdorning gabul gilidigan giymatlari: 0O,
I Vi llu giymallarni gabul gilish ehtimollarini hisoblaymiz:

nu (l'cl 4 clcl 18
<m;_I?. R T R R
q 35’ cl 35

Il lt<x(11 quyklagi tagsimot gonuni hosil boiadi:

X:0 1 2 3

L4 1% 12 )
P'35 35 35 35

2. U/luksiz tasodifiy migdorlar uchun tagsimot qonunlari
Imli u/luksiz tasodifiy migdorlar uchun amalda ko‘p uchraydigan
bii’zi tagsimot va zichlik funksiyalami hamda bu funksiyalaming
xossalarini ko‘rib chigamiz.
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a) Tekis tagsimot gonuni. Agar uzluksiz tasodifiy migdorning
zichlik funksiyasi

0, agar x<a,
1(*) = bg 20ar a<x<b, (1.41)
0, agar x>b

ko‘rinishda boisa, bu tasodifiy miqdor (a;b) oraligda tekis tagsimot
gonuniga bo‘ysinadi deyiladi.

F(x)—| f(t)dt formuladan foydalanib, bu tasodifiy migdorning
taq5|motfunk3|yasm| topamiz:

1) Agar x<a boisa, u holda F(x)=J f(t)dt=0.

-00

2) Agar a<x<h boisa, F(x)= ff(t)dt=_fO0dt+
i

ab~a b-a
3) Agar x>b boisa, u holda
Sile rmniix a » *
Jf(t)dt JfW +Jf(t)dt+;lf(t)dt 0++0=1.
D Cl
Demak,
0, agar x<a,
X g,agar a<x<b, (1.42)

1 agar x>b
Odatda, (1.41) zichlik funksiyasi bilan berilgan uzluksiz
tasodifiy migdomi (a; b) oraligda tekis tagsimlangan tasodifiy migdor
deyiladi. (a;b) oraligda tekis tagsimlangan tasodifiy migdorning
matematik kutilmasi uchun M(X) = dispersiyasi uchun esa
D(Jo:/LG tenglik o‘rinli  boiadi. [ab\ oraligda tekis

tagsimlangan uzluksiz tasodifiy migdorning tagsimot funksiyasining
grafigi sxematik holda quyidagi ko‘rinishda boiadi.



1IsF(x)

\a,b\ oraligda tekis tagsimlangan uzluksiz tasodifiy migdoming
zichlik fimksiyasining grafigi sxematik holda quyidagi ko‘rinishda
boMadi.

b) Normal tagsimot gonuni. Agar uzluksiz tasodifiy miqdor-
ning zichlik funksiyasi
1 QR
f(x) <rj2h e 1r (1.43)

Im wiii‘ilkIn ho'l'.ii, bn In.sodifiy migdor normal tagsimot gonuniga
Ivr yiiu«di doyiladi wu n N (a,cr) koTinishda belgilanadi. Bu zichlik
liinkMya fvaflyining sxematik chizmasi quyidagi ko‘rinishga ega:
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Bu egri chiziq normal egri chiziq (Gauss egri chizig‘i) deb aytiladi.
(x-a)l

Diffrensial hisoblash metodlaridan foydalanib /(*):—jj"e a1

funksiyani tekshirsak u quyidagi xossalarga ega boiadi.

1. Funksiya butun sonlar o*gida aniglangan.

2. X ning barcha giymatlarida funksiya grafigi Ox o‘gidan
yugorida yotadi.

3. Ox o‘g funksiya grafigining gorizontal asimptotasi
hisoblanadi. - e - — .

4. x=a nuqtada funksiya maksimumga erishadi va g

giymatni gabul giladi.
5. x -a chizigganisbatan funksiya grafigi simmetrikjoylashgan.

V cred2n
burilish nugtalari hisoblanadi.

(1.43) formuladan ko‘rinib turibdiki, normal tagsimot qonuniga
bo'ysinuvchi uzluksiz tasodifiy migdoming zichlik fiinksiyasi ikki: a
va a (cr-sigma) parametrlar bilan aniglanadi. Demak, normal
tagsimot qgonuniga bo‘ysinuvchi uzluksiz tasodifiy migdoming
zichlik funksiyasini aniglash uchun shu ikkita parametming
giymatlarini bilish kifoya ekan. Bu parametrlaming ehtimoliy
ma'nosi quyidagichadir: a parametr normal tagsimot gonuniga
bo‘ysinuvchi tasodifiy migdoming matematik kutilmasiga, cr uning
o‘rtacha kvadratik chetlanishiga teng.

Darhagigat, (1.43) formula bilan aniglanuvchi tasodifiy
migdoming aniglanish sohasi (-°0;00) boiganligi sababli

6. a-er,- I +a,— j nuqgtalar funksi figini
a-er, a0421) va (a+a, Jnugtalar funksiya grafigining

£l @ (x-a)2

M(X) = | xf()dx=.| xe ZP dx

Bu integralni hisoblash uchun yangi Z_2<__—_9 0°‘zgaruvchi

kiritamiz. Bundan x-crz+a=>dx=adz, u holda

1 0 z ilz
M(X) == | aze 20z +—9%=\e 2d7-0 +-S= 2k
fa 427 t 42"
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Shunday qilib, M(X)=a, ya’ni normal tagsimotning matematik
kutilmasi a parametrga teng. Xuddi shunga o‘xshash, D(X)=a2
ekanligini ko‘rsatish mumkin (Buni mustaqil bajarib ko‘ring).

3-eslatma. Umumiy normal tagsimot qonuni deb, a va a
parametrlaming qiymatlari ixtiyoriy boigan normal tagsimot
gonuniga aytiladi.

Standart normal tagsimot qonuni deb, a=0 va a=I parametrli
normal tagsimot gonuniga aytiladi. Har ganday umumiy normal
tagsimot gonunini standart tagsimot gonuniga keltirish mumkin.

Masalan, X tasodifiy migdor a va a parametrli normal tagsimot

gonuniga bo‘ysinuvchi tasodifiy migdor bo‘lsa, u holda z:X—_a

almashtirish bilan uni standart tagsimot qonuniga bo‘ysundirish
mumkin boiadi, chunki M(Z)=0,0-(Z)=1. Standart tagsimotning
zichlik funksiyasi

)=2e 2 (1.44)

ko‘rinishda boiadi. Bu funksiyaning giymatlar jadvali ehtimollar
nazariyasiga oid ko‘plab adabiyotlarda keltirilgan.

4-eslatma. Umumiy normal tagsimot fixnksiyasi deb,

L Lo
F(x)= 2t 1.45
0= 3. € O (145)
funksiyaga, normalangan tagsimot funksiyasi deb esa,
FOjc)=-7= i e ~dy (1-46)

funksiyaga aytiladi.

F(x) va FXx) funksiyalar orasida quyidagi munosabat mavjud
F(X)=F — . F)(X) funksiyaning giymatlari uchun maxsus jadval
tuzilgan boiib, uning grafigi quyidagicha shaklga ega:
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FX(x) funksiya va t>(X)=r =ie 2dz Laplas funksiyasi orasida

quyidagicha munosabat (mustaqil keltirib chigariladi) mavjud

FO(9=0,5 + <.

d) Ko‘rsatkichli tagsimot gonuni. Agar uzluksiz tasodifiy

migdoming zichlik funksiyasi
., To, agar jE<O,
[Ae ,agar x>0

ko‘rinishda bo'lsa, bu tasodifiy miqdor ko‘rsatkichli tagsimot
gonunigabo‘ysunadi deyiladi (bu yerda A>0 o0‘zgarmas musbat son).

Ko‘rsatkichli tagsimot gonuniga bo‘ysunuvchi tasodifiy mig-
doming tagsimot funksiyasini topamiz:

F(x) =] f(t)dt=0+j Ae*dt=1-<T

Demak,
F(x):{o’ agar  x<0,
l—e ,agar x>0.
Ko‘rsatkichli tagsimotning matematik kutilishi, dispersiya va
o‘rtacha kvadratik chetlanishlari (mustaqil hisoblanadi) mos ravishda
quyidagicha boiadi:

M(X)"i’ ««d* N -r

3. Katta sonlar gonuni. Maiumki, tajriba natijasida tasodifiy

migdor mumkin boigan giymatlaming gaysi birini gabul qgilishini
oldindan aytib boimaydi, chunki bu juda ko‘p tasodifiy faktorlarga
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bogiiq, bu faktorlaming esa hammasini hisobga olib bo*lmaydi.
Ammo bir tomondan shuni ham ta’kidlash kerakki, keng gamrovli
shartlar ostida ko‘p sondagi tasodifiy miqdorlar o‘rta arifmetigi
deyarli tasodifiylik xarakterini yo‘qotadi.

Amaliyot uchun juda ko‘p tasodifiy sabablaming birgalikdagi
ta’siri tasodifga deyarli bog‘lig boimaydigan natijaga olib keladigan
shartlami bilish juda muhimdir, chunki bu hodisalarning ganday
rivojlanishini oldindan ko ‘ra bilishga imkon beradi. Bunday shartlar
umumiy nomi “Katta sonlar gonuni” deb ataluvchi teoremalarda
keltiriladi. Bular gatoriga Chebishev va Bemulli teoremalari mansub
boiib, Chebishev teoremasi katta sonlar gonunining eng umumiy,
Bernulli teoremasi esa sodda holi hisoblanadi.

Dastlab quyidagi ta’rifni keltiramiz.

1-ta’rif. Agar XI,X2....X,, tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi mos
ravishda M(X{), M(X2),.., M(Xn) matematik kutilishlarga ega boiib,
ixtiyoriy s >0 son uchun n-*°o da
XI+X2+.+X, M(X)+M(X2+..+M{X,,)
n
munosabat bajarilsa, berilgan tasodifiy migdorlar ketma-ketligi katta
sonlar gonuniga bo‘ysunadi deyiladi.

<fU 1l (147)

Katta sonlar gonuniga oid teoremalami isbotlashda Chebishev
tengsizligidan foydalaniladi. Biz bu teoremani isbotsiz keltiramiz.
Chebishev tengsizligi. Ixtiyoriy s>0 son uchun

pi\X-M (X)\> s)<G"- yoki p{\X-M (X)\< e)>\é"-. (1.48)

Amaliyotda Chebishev tengsizligining ahamiyati chcklangan
boiib, uba’zan trivial baho beradi. Chebishev tengsizligining nazariy
ahamiyati juda kattadir.

1-teorema (Chebishev teoremasi). Agar XiX2...,Xnbirgalikda
crkli tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi boiib, ulaming dispersiyalari
yugoridan tekis chegaralangan (ya’ni D(Xt)<C, i=12,...) boisa, u
holda musbat s son har gancha kichik boiganda ham _
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. X1+ X2+ ..+ X, M(X)+M(X2)+..+ M(XB) .
? - 4

munosabat bajariladi.

Shunday qilib, Chebishev teoremasi quyidagicha da’vo giladi:
agar dispersiyalari tekis chegaralangan ko‘p sondagi tasodifiy
miqdorlar qgaralayotgan bo‘lsa, u holda bu tasodifiy miqgdorlar
arifinetik o‘rtacha giymatining ularning matematik kutilmalari
arifmetik o‘rtacha giymatidan chetlanishining absoiyut qiymati
istalgan musbat kichik sondan ham kichik bo‘iishidan iborat hodisani
deyarli mugarrar deb hisoblash mumkin.

Isbot: Chebishev tengsizligini

— X+X,+...+X,,

tasodifiy migdorga nisbatan qoilaymiz:

prC-M{X)\<s)>\-"p- (1.50)
Matematik kutilma va dispersiyaning xossalaridan foydalanib va
teorema shartlariga ko ‘ra quyidagilarni hosil gilamiz.

M(X)=M\ NAM (X)),

D&)=D [££x]=\xD (Xt)<"=C.
) \EWX:! n M( ) n g:n
Bu ifodalami (1.50) tengsizlikka go‘yib:

<t J>l~— >]-
« bl £/\:l ! nx?2 L nef =

hamda ixtiyoriy hodisaning ehtimoli 1 dan katta emasligini hisobga
olib,

<E «1
ne

tengsizlikni hosil gilamiz. Bu munosabatdan u-*o da teorema
tasdig‘i kelib chigadi:

; <s <L
«ti «bl
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Chebishev teoremasida biz tasodifiy migdorlaming matematik
kuiilmalari har xil deb faraz gilgan edik. Amaliyotda esa tasodifiy
miqdorlar ko‘pincha bir xil a=M(Xt) matematik kutilmaga va

n(X,) = cr2dispersiyaga ega boiadi. U holda:
M(X) =M\ -"¢ 3 1’2 (X)—-na a

Qaralayotgan xususiy holda, Chebishev teoremasi quyidagicha
ifodalanadi.

2-teorema. Agar X,,X2...,X,tasodifrf migdorlar birgalikda erkli

ho“lib, bir xil a matematik kutilmaga va 02 chekli dispersiyaga ega
to'lsa, u holda ixtiyoriy kichik e >0 son uchun

limpy T X ,-a <ij=I (1.51)

Faraz gilamiz, n ta erkli sinash o‘tkazilayotgan boiib, ulaming
har birida a hodisaning ro‘y berish ehtimoli p ga teng boisin. U
holda hodisa ro‘y berishining nisbiy chastotasi ganday boiishini
oldindan ko‘ra bilish mumkinmi? Bu savotga Yakob Bernulli
lomonidan isbotlangan quyidagi teorema ijobiy javob beradi.

3-teorema (Hcrnulli teoniinasi). Agar n ta erkli sinashning har
birida A hodisaning ro‘y beris'l ehtimoli p ofzgarmas va sinashlar
soni yetarlicha katta boisa, i holda hodisa ro‘y berishi nisbiy
chastotasining p ehtimoldan chetlanishining absolyut giymati
ixtiyoriy kichik musbat sondaii ham kichik boiish ehtimoli birga
yaginlashadi:

lipp 7, - P<£4=1 (1.52)

Isbot: a hodisaro‘y berishlarining chastotasi  ni quyidagicha
ifbdalash mumkin:
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K = X1+ X1 +... + X,
Bunda X,- A hodisaning j-sinashdagi ro‘y berishlar sonini
ifodalovchi tasodifiy migdor. XxX2...,Xn tasodifiy miqdorlar erkli
boiib, bir xil tagsimot qonuniga egadir. Ya’ni
Xt:0 1 X2: 01 X, 01
p: g p p: a4 p p: g p
Bu tasodifiy migdorlar uchun

MX)= M= ..=M(x.)=p, D(X)=pa<. |

ekanligini ko‘rsatish mumkin. U holda
M(pn) =M(XI+X2+..+* )=M(XQ) +M(X2)+ +M(XJI=np

va M\ — \=p ekanligini hisobga olsak:

limp <s =1

Qaralayotgan holda Chebishev teoremasining barcha shartlari
bajariladi.
Bernulli teoremasi sinashlar soni yetarlicha katta boiganda nisbiy
chastota nima uchun turg‘unlik xossasiga ega bo‘lishini tushuntiradi
va ehtimolning statistik ta’rifini asoslaydi.

5-eslatma. Bernulli teoremasidan H,g%'(-p xulosani chigarish
mumkin emas.

Teorema yetarlicha ko‘p sondagi tajribalarda nisbiy chastota har
bir tarjribada hodisa ro‘y berishining o‘zgarmas ehtimoliga fagat
ehtimol bo‘yicha yaqinlashishi hagidadir. k ning p ga ehtimol

bo‘yicha yaginlashishi analizdagi oddiy yaginlashishdan farq giladi.
Bu fargni to‘g‘ri tushunish uchun ehtimol bo‘yicha yaginlashish
la’rifini beramiz.

2-ta’rif. Agar ixtiyoriy e>0 uchun Wn-xGQj<£ tengsizlikning

bajarilish ehtimolligi n->co da birga intilsa, u holda
ketma-ketlik x0 ga ehtimol bo‘yicha yaqginlashadi deyiladi.
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Chebishev teoremasining (yoki katta sonlar gonunining) mohi-
yati quyidagicha: ayrim olingan erkli tasodifiy migdorlar 0‘z mate-
matik kutilmalaridan katta farg giladigan qiymatlami gabul gilsada,
yetarlicha katta sondagi tasodifiy migdorlaming arifinetik o‘rtacha
giymati katta ehtimollik bilan tayin o‘zgarmas songa, chunonchi

;]Y m (X-) songa yaqin giymatlami gabul giladi.

Boshqacha qilib aytganda, ayrim tasodifiy migdorlar anchagina
sochiigan boiishi mumkin, lekin ulaming arifinetik o‘rtacha
giymatlarining targogligi kam boiadi.

Shunday qilib, bar bir tasodifiy migdor mumkin bo*lgan giymat-
laridan gaysi birini gabul gilishini anig ayta olmasak ham ulaming
arifinetik o‘rtachasi ganday giymat gabul gilishini oldindan ko‘ra
bilish mumkin,

Katta sonlar gonuniga ko‘ra, yetarlicha ko‘p sondagi erkli
(dispersiyasi tekis chegaralangan) tasodifiy migdorlaming arifinetik
o'rtacha giymatlari tasodifiylik xarakterini yo‘qotadi. Bu esa
quyidagicha izohlanadi: har bir migdoming matematik kutilmasidan
chetlanishi musbat ham, manfiy ham boiishi mumkin, ammo
arifmetik o‘rtachada ular o‘zaro yo*qolib ketadi.

Chebishev teoremasining amaliy ahamiyatiga doir quyidagi
misolni keltiramiz.

Odatda, biror fizik kattalikni oichash bir necha marta amalga
oshiriladi va ulaming arifmetik oitacha gqiymati izlanayotgan
oicham sifatida gabul gilinadi. Qanday shartlarda bu usulni to‘g‘ri
deb hisoblash mumkin? - degan savolga Chebishev teoremasi javob
beradi.

Hagigatan ham, har bir oichash natijalarini XI,X2...,Xntasodifiy
miqdorlar sifatida qgarab, bu tasodifiy miqgdorlarga Chebishev
teoremasini goilamogchi boisak, quyidagilar bajarilishi kerak:
birgalikda erkli; bir xil matematik kutilmaga ega; dispersiyalari tekis
chegaralangan. Agar har bir oichashning natijasi qolganlariga
bogiiq boimasa, birinchi shart bajariladi.

Agar oichashlar sistematik (bir xil ishorali) xatolarsiz bajarilsa,
ikkinchi talab bajariladi. Bu holda hamma tasodifiy migdorlaming
matematik Kkutilmalari bir xil boiib, u hagigiy oichamga teng
bo‘ladi. Agar oichash asbobi aniglikni ta'minlay olsa, uchinichi talab
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ham bajariladi. Bunda ayrim o‘lchashlaming natijalari liar xil
boisada, ulaming tarqoqligi chegaralangan boiadi.

Agar yugorida ko ‘rsatilgan hamma talablar bajarilgan bo‘lsa, u
holda oichash natijalariga Chebishev teoremasini qoilashga hag-
limiz. Bunda yetarlicha ko‘p sonda oiphashlar o‘tkazilsa, u holda
ulaming arifmetik o ‘rtacha giymati o ‘Ichanayotgan kattalikning hagi-
giy giymatidan istalgancha kam farq giladi. Statistikada qoilana-
digan tanlanma usul Chebishev teoremasiga asoslangan, bu usulning
mohiyati shundan iboratki, unda uncha katta boimagan tasodifiy
tanlanmaga asoslanib, barcha tekshirilayotgan obyektlar to‘plami
to“g‘risida mulohaza gilinadi.

1-misol. X1Xr,..X, erkli tasodifiy migdorlar ketma-ketligi
quyidagicha tagsimot qonuniga ega.

Xn: —a a
n+1 n
2n+l 2n+1

Berilgan tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi uchun Chebishev
teoremasi o ‘rinlimi?

Yechish: Chebishev teoremasi shartlarini tekshiramiz:

— N AN —
M{Xn) = -E}Zn;r‘ a -2’1+—|_“é;1T| ) D(X)<3_2

Demak, dispersiyalari a2 bilan tekis chegaralangan va bu tasodifiy
miqgdorlar ketma-ketligi uchun Chebishev teoremasi o ‘rinli.

2-misol. X diskret tasodifiy miqdor quyidagi tagsimot bilan
berilgan.

X:01 0,4 0,6
ruii .- p: 0,2 0,3 05 ;i A
Chebishev tengsizligidan foydalanib, p(\x- M(X)\<40A) ehtimolni
baholang.
Yechish:

M(X) =0,1+0,2 +0,4 0,3+ 0,6 0,5 = 0,44,
Z>(X)=0,12 0,2 +0,42 0,3+0,62-0,5- 0,442=0,0364

Demak, /> (|x-0,44|<7m)>1-~p =0,909.
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« Markaziy limit teoremasi. Maiumki, normal tagsimlangan
innidiliy miqdorlar amaliyotda keng targalgan. Buni nima bilan
m<dslash mumkin. Bunga rus matematigi  A.M.Lyapunovning
o|iiyidagi teoremasi javob beradi.

4-teorema (Markaziy limit teoremasi). Agar x tasodifiy
mlqdor juda ko‘p sondagi o‘zaro bogiigmas tasodifiy migqdorlaming
VK indisidan iboratboiib, harbirhadning yigindigata’siri e’tiborga
olinmaydigan darajada juda kam boisa, u holda x ning tagsimoti
normal tagsimotga yaqin boiadi.

Masalan, tajriba gandaydir fizik kattalikni o‘lehashdan iborat
boisin. Har ganday oichash bu kattalikning taxminiy giymatini
lu riidi, oichash natijasiga ta’sir etuvchi tasodifiy faktorlar esa juda
lo p liar bir faktor oichash natijasiga e’tiborga olinmaydigan
mniajuda boisa ham ta’sir ko‘rsatadi va xatolikni hosil giladi. Ammo,
im i.ikiorlarning soni juda ko‘p boiganligi sababli xatoliklaming
HMiutniy yigindisi sezilarli darajada xatolikni hosil giladi. Bu
Miloliklar yigindisini juda katta sondagi o‘zaro bogiigmas tasodifiy
mic|dorlar yigindisi deb garab, bu yigindining tagsimoti normal
Im|simotga yaqin ekanligi hagida xulosa gilishimiz mumkin.

l'araz gilamiz, Xi,X2...Xn 0‘zaro bogiigmas tasodifiy
miqdorlm  kelma-ketligi  berilgan boiib, ulaming matematik
I Utilmaliri va dispersiyalari D(Xk) =bk chekli boisin.

Quyidagicha bclgilnsh kiritamiz: n

S,- X, +Xx+...+X,, A,*£at,BI=£ §

Normalangan yigindining tagsimot funksiyasini quyidagicha

bclgilaymiz
rsn_:_fll <X v i
K & J
Agar normalangan yig‘indining tagsimot funksiyasi x ning har
i|.m(hiy giymatida va n=><cda normal tagsimotga intilsa, ya’ni i
limp 34 _<x Jllxr' edh - (153
boisa, X,X,,...%,... ketma-ketlik uchun markaziy limit teoremasini
iloilash mumkin.
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Nazorat savollari

1. Hodisalaming turlarini ayting va ularga doir misollar
keltiring.

2. Elementar hodisa va elementar hodisalar fazosi ta’rifmi
bering.

3. Ehtimolning klassik ta’rifini keltiring.

4. Nisbiy chastotaning turg'unlik xossasi nimadan iborat?

5. Statistik ehtimollikni tushuntiring. Uning ehtimolning
klassik ta’rifidan fargi nimada?

6. Geometrik ehtimollik nima?

7. Hodisalar yigindisi va ko‘paytmasi amallarini ta’riflang.

8. Ehtimollami go‘shish goidalarini ayting.

9. Erkli hodisalar ta’rifini bering.

10. Ehtimollami ko'paytirish qoidalarini keltiring.

11. Shartli ehtimol ta’rifini keltiring.

12. Hodisalar toia guruhigata’rif bering va misollar keltiring.

13. Toia ehtimol formulasida ganday shartlar talab gilinadi?

14. Bayes formulasi va toia ehtimol formulalari orasidagi
umumiylikni ayting.

Mustagqil yechish uchun misollar

1. Telefon nomerini terayotganda abonent oxirgi ikki ragamni
eslay olmadi. U bu ragamlar har xil ekanligini eslab, ulami tavak-
kaligaterdi. Telefon nomeri to*g‘ri terilganligi ehtimolligini toping.

2. 100 ta lotoreya biletlaridan bittasi yutugli boisin.
Tavakkaliga olingan 10 lotoreya biletlari ichida yutuglisi boiishi
ehtimolligini toping.

3. Pochta boiimida 6 xildagi otkritka bor. Sotilgan 4 ta
otkritkadan:

a) 4 tasi bir xilda;

b) 4 tasi turli xilda boiishi ehtimolliklarini toping.

4. Detallar partiyasi uch ishchi tomonidan tayyorlanadi.
Birinchi ishchi barcha detallaming 25%ini, ikkinchi ishchi 35%ini,
uchinchsi esa 40%ini tayyorlaydi. Bu uchchala ishchining
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tnyyorlagan detallarining sifatsiz boiish ehtimolliklari mos ravishda
0,05; 0.04 va 0,02 gateng boisa, tekshirish uchun partiyadan olingan
detaining sifatsiz boiish ehtimolligini toping.

5. Ikki teng kuchli shaxmatchi shaxmat o‘ynashmoqgda. Qaysi
hodisaning ehtimolligi katta: 4 ta partiyadan 2 tasida yutishmi yoki 6
la partiyadan 3 tasida yutish.

6. Telefon stansiyasi 2000 ta abonentga xizmat ko ‘rsatadi. Agar
bar bir abonent uchun uning bir soatni ichida go‘ng‘iroq qilishi
ehtimolligi 0,003 boisa, bir soatning ichida 5 ta abonent qo‘ngiroq
gilishi ehtimolligini toping.

7. Sex ishlab chigargan mahsulotining o‘rtacha 96% i sifatli.
liazada mahsulotni gabul gilib oluvchi sexning 200 ta mahsulotini
tavakkaliga tekshiradi. Agar tekshirilgan mahsulotlardan sifatsizlari
soni 10 tadan ko‘p boisa, butun mahsulotlar partiyasi sifatsiz deb,
sexga qaytariladi. Mahsulotlar partiyasining qgabul qilinishi
ehtimolligini toping.

8. Detaining nostandart boiishi ehtimolligi 0,6 gateng. »=1200
ta detal ichida nostandart detallar boiishi nisbiy chastotasining
>=0,6 ehtimollikdan chetlashishi absolut giymati ,r=0,05 dan katta
boimasligi ehtimolligini toping.

9. Musobaganing 10 ta ishtirokchisiga 3 ta yutugni necha xil
usul bilan tagsimlash mumkin.

10. Ma’lum uchta kitob yonma-yon turadigan qilib, 7 ta
kitobni tokchaga necha xil usul bilan taxlash mumkin.

11. Birinchi talabada 7 xil, ikkinchisida 16 xildagi kitoblar bor
boisa, kitobga kitobni necha xil usul bilan almashtirishlari mumkin.

la kitobga 2 ta kitobnichi?

12, 3,3,5,5,8 ragamlaridan nechta besh xonali son hosil gilish
mumkin.

13. 9 qavatli bino liftiga 4 kishi kirdi. Ulaming har biri bir-
biriga bogiigsiz ravishda ixtiyoriy gavatda chigishlari mumkin.
i uii

a) turli qavatlarda; b) bitta qavatda;
c) 5-gavatda chigishlari ehtimolliklarini toping.

14. Imtihon biletlariga kiruvchi 60 savoldan talaba 50 tasini
biladi. Tavakkaliga tanlangan 3 ta savoldan:

a) hammasini; b) ikkitasini bilishi ehtimolligini toping.
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15. Idishda 5 ta ko‘k, 4 ta qizil va 3 ta yashil shar bor.
Tavakkaliga olingan 3 ta shaming:

a) bir xil rangda; b) har xil rangda;
C) 2 tasi kok va 1 tasi yashil rangda boiishi ehtimolligi
hisoblang.

16. [0,5] kesmadan tavakkaliga bitta nuqgta tanlanadi. Shu
nugtadan kesmaning o°‘ng oxirigacha boigan masofa 1,6 birlikdan
oshmasligi ehtimolligim toping.

17. ldishda4taoq, 3tako‘k va2 tagorasharbor. Tavakkaliga,
ketma-ket, bittadan 3 ta shar olindi. Birinchi shar oqg, ikkinchisi ko‘k
va uchinchisi qorarangda boiishi ehtimolligini toping.

18. Talaba imtihon 40 ta biletlarining fagat 30 tasiga javob
bera oladi. Talabaga imtihonga birinchi boiib Kirishi foydalimi yoki
ikkinchi?

19. Zavod ishlab chigargan mahsulotning 90% i sifat
talablariga javob beradi. Tekshiruvchi mahsulotni 0,96 ehtimollik
bilan sifatli, 0,06 ehtimollik bilan sifatsiz deb topadi. Tavakkaliga
olingan mahsulotning sifatli deb topilishi ehtimolligini toping.

20. Oilada 3 ta farzand bor. Agar o‘g‘il bola tugilishi
ehtimolligi 0,51, giz bola tugTishi ehtimolligi 0,49 gateng boisa,

a) bolalaming hammasi o“g‘illar,

b) 1tasi o‘g‘il va 2 tasi giz boiishi ehtimolliklarini hisoblang.

21. Shoshqol tosh 10 marta tashlanganda:

a) 6 ragami bir marta tushishi ehtimolligini;

b) 6 ragami kamida bir marta tushish ehtimolligini;

c) 6 ragami tushishi soni ehtimolligi maksimal giymatga
erishadigan migdomi toping.

22. *“Ehtimollar nazariyasi” fanidan ma’ruza darsida 84 ta
talaba ishtirok etmoqda. Shu talabalaming ikkitasini tugilgan kuni
shu kuni boiishi ehtimolligini toping.

23. A hodisaning ro‘y berish ehtimolligi 0,6 ga teng. 100 ta
bogiigsiz tajribada A hodisaning 70 marta ro(y berishi ehtimolligini
toping.

24. Shunday m sonini topingki, 0,95 ehtimollik bilan 800 ta
yangi tugilgan chagaloglardan kamida m tasi gizlar deb aytish
mumkin boisin. Qiz bola tugilishi ehtimolligini 0,485 deb
hisoblang.

72



25. Detalning nostandart boiishi ehtimolligi 0,1 ga tenp
Tavakkaliga olingan 400 ta detal ichida nostandart detallar bo‘ljs”-
nisbiy chastotasining p=0,I ehtimollikdan chetlashishi absoiut
giymati s =0,03 dan katta boimasligi ehtimolligini toping.

26. x va y bogiigsiz diskret tasodifiy migdorlar bo'j»
M(X}=0, M(Y)=-3, D(X)=2, D(Y)=9 boisa, Z=5X-3F +2 tasodjfjy
miqdorlar uchun M(Z) va £X2 ni hisoblang.

Tayanch so‘z va iboralar

Tasodifiy hodisa, muqgarrar hodisa, mumkin boimagan hocJiSa
birgalikda boimagan hodisalar, teng imkoniyatli hodisalar’
ehtimoining klassik ta’rifi, kombinatorika elementlari, nisbiv
chastota, nisbiy chastotaning turg‘unligi, statistik ehtimolij®
geometrik ehtimollik, erkli sinovlar ketma-ketligi, binomial formUja’
eng ehtimolli son, polinomial sxema, lokal teorema, integral teorerna’
hodisalar ogimi, puasson ogimi, ogimning intensivligi, nisbiv
chastotaning ehtimoldan chetlanishi, birgalikda boigan hodisajar
erkli hodisalar, bogiiq hodisalar,qarama-garshi hodisalar, shartli
ehtimollik, kamida bitta hodisaning ro‘y berishi ehtimoli, hodisaJar
toia guruhi, toia ehtimollik formulasi, Bayes formulasi, tasodiflv
miqdor, diskret tasodifiy miqdor, uzhiksiz tasodifiy migdor, taqsij”
gonuni, tagsimot ko ‘pburchagi, tagsimot funksiyasi, tagsimotgon”j
zichlik funksiyasi, matematik kutilma, chetlanish, o‘rtacha kvadratj]*
chetlanish, dispersiya, korrelatsiya koeffitsiyenti, tagsimot funksiya
lagsimotning zichlik funksiyasi, Binomial tagsimot gonuni, geortet*
rik tagsimot gonuni, Puasson tagsimot qonuni, gipergeometik taqsj_
mot gonuni, tekis tagsimot gonuni, normal tagsimot gonuni, ko ‘rSat_
kichli tagsimot gonuni, katta sonlar qonuni, Chebishev tengsizljgj
markaziy limit teoremasi, tasodifiy miqdor, arifmetik o‘rtacha, tekis
chegaralangan dispersiya.
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1 BOB. MATEMATIK STAIISTIKA
2.1. Statistik baholar va ularga go‘yilgan talablar

Matematik statistikaning birinchi vazifasi - statistik maiumot-
lami to‘plash va (agar ma’lumotlar juda ko‘p boisa) gruppalash
usullaririi ko'rsatish.

Matematik statistikaning ikkinchi vazifasi - statistik maiumot-
lami tahlil gilish metodlarini tadgigot masalalariga muvofiq holda
ishlab chigish.

Matematik statistika yuqoridagi vazifalami bajarish mobaynida
shug‘ullanadigan ba’zi masalalami keltirib o ‘tamiz:

1) tasodifiy hodisa ro‘y berishi ehtimolining noma’lum qiy-
matini baholash;

2) noma’lum tagsimot fimksiyani baholash;

3) ko‘rinishi ma’lum boigan tagsimot funksiyasining noma’-
lum parametrlarini baholash;

4) tasodifiy migdoming bir yoki bir necha tasodifiy migdorlarga
bogiiqgligini va bog‘liglik darajasini aniglash;

5) statistik gipotezalami tekshirish.

Shunday qilib, matematik statistikaning vazifasi ilmiy va naza-
riy xulosalar chigarish magsadida statistik maiumotlami to‘plash va
ulami tahlil gilish metodlarini yaratishdan iboratdir.

Bir jinsli obyektlar to‘plamini bu obyektlami xarakterlovchi
biror bir sifat yoki son belgisiga nisbatan o‘rganish talab gilinsin.
Masalan, agar obyekt biror xil detallar partiyasi boisa, u holda
detaining sifat belgisi boiib, uning standartligi, son belgisi boiib esa
detaining oichami xizmat gilishi mumkin.

Ba’zan tekshirish yalpi o'tkaziladi, ya’ni to‘plamdagi obyekt-
laming har birini o‘rganilayotgan belgiga nisbatan tekshiriladi. Lekin
yalpi tekshirish amaliyotda nisbatan kam qoilaniladi. Masalan,
to‘plam juda ko‘p obyektlami 0z ichiga olgan boisa, u holda yalpi
tekshirish o‘tkazish magsadga muvofig emas. Bunday hollarda
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i I'l....l.m chekli sondagi obyektlar tasodifiy ravishda olinadi va
nhi n iKimiladi.

hmhinma to'plam (bundan keyin tanlanma) deb, umumiy
in |Zuhl; 1 tasodifiy ravishda ajratib olingan obyektlar to‘plamiga
iyllladi,

Itosh to‘plam deb tanlanma ajratiladigan obyektlar to‘plamiga
nyllllidi. a- gL -

In plain (bosh to‘plam yoki tanlanma) hajmi deb, bu to‘plam-
ih i ol>vcktlar soniga aytiladi. Masalan, 500 ta detalni undan tanlab
 Iittein '<In detal orgali tekshiriladigan boisa, u holda bosh to'plam
Innuu 0o, tanlanma hajmi esa «=50.

Morih lo'plamdan olingan tanlanma bo‘yicha bosh to‘plam
linijnla Milosa gilishga asoslangan usulga, tanlanma usul deb ataladi.

limlaumani ajratib olish ikki xil yoi bilan amalga oshirilishi
mumkin: obyekt ajratib olinib, uning ustida kuzatish o‘tkazilgandan
n "l- ii ltosh to‘plamga qaytarilishi yoki gaytarilmasligi mumkin.

<>datda, gaytarilmaydigan tasodifiy tanlashdan foydalaniladi.

laitlanmadagi mainmotlar bo‘yicha bosh to‘plamning bizni
i igiiiavitlgan belgisi hagida yetarlicha ishonch bilan fikr yuritish
in iMn lanl.initialling obyektlari bosh to‘plamni to‘g‘ri tasvirlashi

i in Ihi ialil> gisqacha bunday ta’rifianadi: tanlanma reprezentativ

imil 1, nil) Ini" 1i*lii I'llak Odatda, tanlanmaning reprezentativligini
......... limit inlinn Infill to plam liar bir elementining tanlanmaga
in M Lilitinnili Imp, dob olinadi.

\malivlila lanlanma ajratib olishda turli usullardan
I Inlititin<i tin iiiullarni 2 tipga ajratish mumkin:

I Hiilt In plamni gism to‘plamlarga ajratmasdan tanlanma

nli-ilt, (iliiiila oddiy tasodifiy:
a) gnylaiilmaydigan;
It) qaytai iladigan usullardan foydalaniladi.

> H>ih lo'plamni gism to‘plamlarga ajratib so‘ngra tanlanma
o li lilinda hosh to'plam:

it) tipik; b) mexanik;

[ | ) Noriyalab gism to‘plamlarga ajratiladi, so‘ngra tanlanma
njnilib olinadi.

Agar bosh to'plamdan obyektlar bittadan tasodifiy ravishda
iilniili tanlanma olinsa, bunga oddiy tasodifiy tanlash deyiladi.
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Tipik tanlashda bosh to‘plamni uning “tipik” xususiyatlarini
e’tiborga oigan holda gism to‘plamlarga ajratiladi, so‘ngra bu gism
to‘plamlardan tanlanmalar ajratib olinadi.

Mexanik tanlash bosh to‘plamni mexanik ravishda tanlanma
hajmiga mos bir nechta gism to'plamlarga ajratiladi, so‘ngra bu gism
to‘plamlaming har biridan bittadan obyekt olinib, tanlanma hosil
gilinadi.

Seriyalab tanlanma ajratishda tekshriladigan tanlanma element-
lari bosh to‘plamdan donalab emas, balki seriyalab olinadi.

Odatda, tanlanma ajratib olishda yuqoridagi usullardan aralash
foydalaniladi, ya’ni ko‘rsatilgan usullardan birgalikda foydalaniladi.
Masalan, bosh to‘plamni ba’zan bir xil hajmli seriyalarga ajratiladi,
keyin oddiy tasodifiy tanlash bilan ayrim obyektlar olinadi.

Bosh to‘plamdan hajmli tanlanma olingan boisin. Bunda
tanlanmanmg x, gqiymati n marta kuzatilgan va ]Th -n boisin.

Kuzatllgan xr giymatlarning ortib yoki kamayib borlsh n tartibida

yozilgan ketma-ketligi variatsion gator, ketma-ketlikning hadlari esa
variantalar deyiladi. Kuzatishlar soni n,~chastotalar, ulaming x, -

tanlanma hajmiga nisbati esa Wj=— nisbiy chastotalar deyiladi.

Tanlanmaning statistik tagsimoti deb, variantalar va ularga mos
chastotalar yoki nisbiy chastotalardan tuzilgan quyidagi jadvalga
aytiladi:

*% x2 .. xk
n,:« N2..nk .. n

X X j@ .. xk
W, W W2 ... WK ...

Shunday qilib, tagsimot ehtimollar nazariyasida tasodifiy
migdoming mumkin boigan giymatlari va ulaming ehtimollari
orasidagi moslikni, matematik statistikada esa kuzatilgan variantalar
va ularning chastotalari yoki nisbiy chastotalari orasidagi moslikni
bildiradi.

1-misol. Hajmi 40 ga teng boigan tanlanmaning chastotalari
tagsimoti quyidagicha:
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x: 2 6 12
n: 6 20 14
i ,iii. M Nuihiy chastotalar tagsimotini yozing.
V.«lhnli:  Nisbiy chastotalami topamiz. Buning uchun
if* I%... iimlnmna hajmigaboiamiz vanatijada:

Wl 4(3-0,15, \/\/5-4—0-0,5, Wgzz) =0,35.
i it.Lin m Inv duistotalar tagsimoti:
x: 2 6 12
W\ 0,15 05 0,35
Lmm i|'lemi/, x  belgining chastotalar statistik tagsimoti
v lum Im'luiii. Quyidagi belgilashlarkiritamiz: nx- x belgining x —
v-mi.mi i 11in kichik giymatlari kuzatilgan kuzatishlar soni; n-

is 1 im.itinliLu soni. U holda J-x<x hodisaning ro‘y berish

' *hedinfii Agur x 0°zgaradigan boisa, u holda, — nisbiy chas-

‘oi.i limn .. /|-nmdi Demak, — nisbiy chastota jc ning funksiyasidir.

i iniit. I'nijmik (m|siinot funksiyasi (tanlanmaning tagsimot
il isiu.d) il. I Liii Bn o\ (jiyinat uchun X <x hodisaning nisbiy

. m ... bs liitim fo<v) n funksiyagaaytiladi.

jeo: 2 6 10
wW: 12 18 30
i... mi Ini lining, cmpmk liinksiyasinituzing.

Q apr x<2,
_ 02 ar 2<*<6
K™= 05 agar 6;%<10
lagar 310
Honni (O'PINMNING F(x)- tagsimot funksiyasi nazariy tagsimot
"M .iv.i mdeb ataladi. Empirik tagsimot funksiya x <x hodisaning
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nisbiy chastotasini, nazariy tagsimot fimksiya esa X <x hodisaning
ro‘y berish ehtimolini aniglaydi. F*O) funksiya uchun F(x)
funksiyaning barcha xossalari o‘rinli, ya’ni:

1) /IC(x)e[0;1] ;

2) F*(x) - kamaymaydigan funksiya;

3) agar x - eng kichik varianta bo‘lsa, u holda x <x] giymatlar
uchun 1\(x)=0; agar xk- eng katta varianta bo‘lsa, u holda X>xk
giymatlar uchun F,*0c)=l.

Shunday qilib, tanlanmaning empirik tagsimot funksiyasi bosh
to‘plam nazariy tagsimot funksiyasini baholash uchun xizmat giladi.

Hagigatan ham, Bemulli teoremasiga asosan,
limp <«m)=*- Demak, tanlanmaning empirik tagsimot

funksiyasidan bosh to‘plain nazariy tagsimot (integral) funksiya-
sining taxminiy ko ‘rinishi sifatida foydalanish mumkin,

Koi'gazmalilik uchun statistik tagsimotning turli grafiklari
chiziladi, masalan, poligon va gistogramma,

Chastotalar poligonini yasash uchun Dekart koordinatalar
sistemasida kesmalari (x,,n,) nuqtalami tutashtiruvchi siniq chiziq
hosil gilish kerak. Nisbiy chastotalar poligonini yasash uchun esa
Dekart koordinatalar sistemasida kesmalari (x,,W,) nugtalami
tutashtiruvchi siniq chizig hosil gilish kerak boiadi. Chastotalar va
nisbiy chastotalar poligonini diskret tasodifiy migdorlaming grafik
usulda berilishi deb ham tushunish mumkin.

Agar kuzatiiayotgan X - belgi uzluksiz boisa, u holda uni
grafik usulda tasvirlash uchun gistogramma yasash maqgsadga
muvofigdir, buning uchun belgining kuzatiladigan giymatlarini 0°z
ichiga oigan intervalni uzunligi o‘zgarmas h boigan bir nechta
gismiy intervallarga boiinadi va liar bir i -qismiy interval uchun nt -
chastota, ya’ni /-intervaldagi variantalar chastotalarining yigindisi
topiladi. So‘ngra, Dekart koordinatalar sistemasida chastotalar
gistogrammasi, asoslari h uzunlikdagi intervallar, balandliklari esa

h nisbatlarga (chastota zichligi) teng boigan to‘g‘ri

to‘rtburchaklardan iborat pog‘onaviy figura yoki nisbiy chastotalar
gistogrammasi yasaladi. Nisbiy chastotalar gistogrammasi uchun esa

78



Ini h uzunlikdagi intervallar, balandliklari esa —L nisbatga

h
(Ml Helv clinstotalar zichligi) teng boigan to‘g‘ri to‘rtburchaklardan
il.Mtui im>, onaviy figura yasaladi.

Malcmatik statistika masalaridan bin tanlanma asosida bosh
in i>Imn lagsimot funksiyasining noina’lum parametrlar uchun
(Hini, bnholar o‘rnatish. Bu masala ganday hal qilinishini ko‘rib
*IHnilll/,

| m i/ qilumiz, bosh tosplamning son belgisini o‘rganish talab
ililinfiyuiljritn v;i belgining tagqsimot funksiyasi nazariy mulohazalar
amnli miujlangan boisin. Bu tagsimotni aniglaydigan noma’lum
i.il/4 1<lirog‘i o‘rganilayotgan belgi bosh to‘plamda normal
i h|Minliinivmligi oldindan ma’lum boisa, u holda matematik
MWmIM mi v,i « lincha kvadratik chetlanishni baholash, ya’ni tagribiy
1, iiltin ii Mini, chunki bu ikki parametr normal tagsimotni toiiq
jinit|l il ii]-jii bclgi Puasson tagsimotiga ega deyishga asos boisa, u
Imlili Ini linpiimolni aniglaydigan 2>0 paramétrai baholash, ya’ni
iiigi il»ly hUoblash /arur.

<»«lullln, liulgigotchi ixtiyorida tanlanma asosida olingan

mm I....... iln m.iiilan, tanlanma son belgisini n marta kuzatish
imi i mh "liiiliu v, > qgiymatlar boiadi. Demak, baholana-
. h m i. Umiliii> h,ill"™.i hlullli situ maiumotlar orgali ifodalanishi

I-mimiinmlij-1 ( , > giyninllumi erkli x,, X2,..., X,, taso-
11 Wki th I LYniilli. ii,i/.niy tagsimot nornaium parametrining

iin ni lullin®,mi iiipi‘ili uchiiti ku/atilayotgan tasodifiy migdorlar
mi*iin IThmli%lunk jiya tupish kerakki, u baholanayotgan parametr-
il imu1Hy giynuitini bersin.  Masalan, normal tagsimotning
m it«ii il il Kuiilishini baholash uchun ushbu

v . MY 'n
n

liinl nly: i r/innl giladi.

Mnindiiy i|ilita, nazariy tagsimot noma’lum parametrining
i.iii .iil bahosi deb, kuzatilgan tasodifiy migdorlardan tuzilgan
lunkiilyiigii aytiladi.
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Faraz gilaylik, bosh to‘plam x belgisining tagsimot fimksiyasi
F(x,0) boiib, 9 nomaium parametr boisin. Bosh to‘plamdan
olingan tanlanmaning kuzatilgan giymatlari x,, x2, x ,, boisin.

2-ta’rif. Tanlanmadan tuzilgan ixtiyoriy z(x,x2, x j funk-
siyaga statistika deyiladi.

Statistikadan noma’lum parametrlar uchun statistik baholar
o'matihsda foydalaniladi.

3-ta’rif. Agar nomaium parametr bitta O son bilan baholansa,
u holda bu baho nugtaviy baho deyiladi.

Nugtaviy baholashda tagsimot funksiyaning nomaium 0
parametri uchun shunday i(x,,x2..., x,) statistika gidiriladiki, bunda
¢(X;x2..., Xj statistikani 9 parametr uchun tagribiy giymat deb
olinadi. Bu holda z,(x,Xj,..., X, statistika 9 parametming bahosi
deyiladi.

Biz birinchi navbatda tanlanma o‘rtachasi, tanlanma
“tuzatilgan” dispersiyasi, moda, mediana, variatsiya qulochi va
boshga nugtaviy baholar bilan tanishib chigamizi. Bunda o'matilgan
statistik baho baholanayotgan parametrning yaxshi bahosi boiishi
uchun u maium bir talablami ganoatlantirishi lozim. Quyida biz bu
talablarni ko‘rib chigamiz.

Bosh to‘plamF(x) - nazariy taqsimot funksiyasining 9
parametri nomaium boiib, uning statistik bahosi 9* boisin. Bosh
to‘plamdan olingan n hajmli 1-tanlanma bo‘yicha €*baho topamiz.
Tajribani takrorlaymiz, ya’ni bosh to‘plamdan yana « hajmli 2-
tanlanma olib 9[ bahoni topamiz. Tajribani ko‘p marta takrorlab,
9%,9i,9 sonlar ketma-ketligini hosil gilamiz, umuman olganda,
9'.el,..,,el sonlarharxilboiadi. Uholda 9' bahonitasodifiy migdor,
9[,e\,....e*k sonlami esa uning mumkin boigan giymatlari sifatida
garash mumkin.
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<> tusodifiy migdoming M6>)-matematik kutilmasini hisob-
iymi/ M(O) va 0 ncima’lum parametr giymatlarini tagqoslasak ular
tti inicia:

1) M(97)<O0; 2) M(9)=0; 3) M(9%)>0.
....nosabatlardan biri albatta o‘rinli boiadi. Matematik kutilmasi
Inilh.lanayotgan parametrga teng boimagan statistik bahoni ishlatish
1 liiniiik xatolarga olib keladi. Shu sababli, ff bahoning matematik
i iilililiiini baholanayotgan parametrga teng boiishini talab qilish
iiilitly holdir. i<

IHnink, m(9*)=0 talabga rioya qilish sistematik xatolardan
nii|Inydi.

1-fa’rif. Agar bosh to'plamdan ixtiyoriy hajmli tanlanma
iilin“nnda ham 6' bahoning matematik kutilmasi baholanayotgan 0’
i mmi. iipn teng, ya’ni M(9*)=0 boisa, u holda 9" baho siljimagan
Ihiliu .11 atnladi, aks holda 9*siljigan baho deyiladi.

*la’rif. Agar 9 baho va 9 noma’lum parametrlar uchun
...... munosabat o‘rinli boisa, u holda 9 baho asimptotik

iljhiiiip.itn baho deb ataladi.

Siiiim» .mui ham ta’kidlash kerakki, siljimagan baho har doim
Imiii i>l.m. 10\ . %; 1M parametrga yaxshi yaginlashadi deb hisoblash
Al L i i>jilim|U)jil, (t ning mumkin boigan giymatlari uning
M- lii ~19%41*. jiii*.ida ancha tarqoq joylashgan, ya’ni D{9')~
i i". i\ni muhacina kalla boiishi mumkin. U holda /-tanlan-
1. Lim uhi lum.dar bo'yicha topilgan 9] -baho 6* o‘rtacha qiy-
ni.ii.liin - va ileinak, baholanayotgan 9 parametrdan ancha
ii/ni[limhgaii boiishi mumkin.
Un Iml.la Q m 0 ning tarqibiy giymati sifatidagabul qilib, katta
Iri I vfui boiar edik, Shu sababli, statistik baholarga
AL Tin lik Inlnbi go'yiladi.
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6-ta’rif. Agar @ baho wuchun bar ganday £>0 da
HD'(‘P(}OH-O\EB:O shart bajarilsa, ya’ni On baho 9 ga ehtimol

bo‘yicha yaginlashsa, u holda 9nasosli baho deyiladi.

Agar 0 parametming 9§ va €2siljimagan baholari uchun biror
n hajmli tanlanmada D(On)<D(9Ih) o‘rinli boisa, u holda 9t baho 9
bahoga nisbatan n hajmli tanlanma uchun samaraliroq (optimalroq)
baho deyiladi.

Berilgan n hajmli tanlanmada eng kichik dispersiyaga ega
boigan baho, bu hajmda eng samarali baho deyiladi.

%,-tanlanma o‘rtachasi bosh to‘plam matematik Kkutilmasi
uchun siljimagan, asosli va effektiv baho boiadi.

Juda katta hajmli (n yetarlicha katta boiganida) tanlanmalar
garalganda statistik baholarga asoslilik talabi go‘yiladi.

Agar bahoning dispersiyasi n->00 da nolga intilsa, u holda
bunday baho asosli boiadi.

Agar N hajmli bosh to‘plamning mumkin boigan x, x2, x N-
giymatlari takrorlanmaydigan boisa, xs -bosh to‘plam osrtachasi

Bx2 N
xb~ g (22)

formula bilan topiladi; agar N hajmli bosh to‘plamning mumkin
boigan  xx x2, ...xk-giymatlari mos ravishda NI,N2...,Nk
chastotalarga ega boiib, Nt+N2+ ..+ Nk=N boisa, u holda

2.3)

Bosh to‘plamning kuzatilayotgan X belgisini tasodifiy migdor
sifatida garasak, uning matematik kutilmasi uchun M (X)-xB tenglik
o‘rinli boiadi.

Agar n hajmli tanlanmaning mumkin boigan xi,x2  xn-
giymatlari takrorlanmaydigan boisa, xr-tanlanma o ‘rtachasi

2.4)
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formula bilan topiladi; agar n hajmli tanlanmaning mumkin boigan

k, xn-giymatlari mos ravishda nk chastotalarga ega
ho*lib, » +nl1+ ..+« =n boisa, uholda
- + (25)
K «W

M(X)~ bosh to‘plam o‘rtachasining statistik bahosi sifatida
limlanma o‘rtacha gabul qgilinadi. xT siljimagan baho ekanligiga,
w'ni M{xr)-™M {x) ekanligiga ishonch hosil gilamiz. xT ni X«
hitodifiy migdor, x,, xx  xn-variantalami erkli, bir xil tagsimlangan
V, I xn tasodifiy migdorlar sifatida garaymiz. Bu miqdorlar bir
11 tngsimlanganligi uehun ular bir xil sonli xarakteristikalarga,
imnladan bir xil matematik kutiimaga ega: a=M(X,). Bir xil
(,ulsimlangan tasodifiy miqdorlar arifmetik o‘rtacha giyxnatining
matematik kutilmasi ulardan bittasining matematik kutilmasiga teng,
ya’ni

AI(T) X"XI- Xn\ MiX,)+M(XMM(Xn) _na_:

T \ n ) n n

Xt, X2  Xn migdorlaming har biri va bosh to‘plamning X
lulgisi (uni ham tasodifiy miqdor sifatida qaraymiz) bir xil
liusimotga ega ekanligini e’tiborga oladigan boisak, bu
«ilm xulosaga kelamiz. Shunday qilib, M(Xr)-a =M(X). U holda
. lin_li iofplam matematik kutilmasi uchun siljimagan baho ekan.

M;iiumki, katta sonlar gonuniga (Chebishev teoremasi) asosan
I iivsiiy kichik s>0 son uchun

IimP(ix~- I<e):1

. i hi n ortishi bilan Xj,-tanlanmao ‘rtachasi bosh to‘plam matematik

i uiilmn'.ipa ohtimol bo‘yicha yaqinlashadi. Bundan esa, xT baho a
h. i.mi i .«1tbaho boiishi kelib chigadi.

\/ i Infill to*plamdan katta hajmli bir nechtatanlanmalar olinib
lih i.it...... taiillanma o‘rtachalari topiladigan boisa, ular o‘zaro
linnil'.ni it nr boindi. Bu tanlanma o‘rtachaning turg‘unlik xossasi
ilrylimli.

mniisol. Quyidagi tanlanmaning
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X, 4 8 1
n: 510 5
statistik tagsimoti bo‘yicha bosh to‘plam matematik kutilmasining
siljimagan bahosini toping.
Yechish: (2.5) formuladan foydalanamiz. U holda xT-1,15.
Agar N hajmli bosh to ‘plamning mumkin boigan xI,x2_ x N-
giymatlari takrorlanmaydigan bo‘lsa, bosh to‘pkm dispersiyasi

D(X)=DB= :/—/fj (xI-TB2 (2.6)
N H
formula bilan topiladi; agar N hajmli bosh to‘plamning mumkin

boigan  xI,x2 .., xk-giymatlari mos ravishda NxNx...,Nk
chastotalarga ega boiib, NI+ N2+..+Nk=N boisa,u holda
D(X)=DB=~j"NI(xI - TH& (2.7
formula bilan aniglanadi.
Bosh to‘plam o‘rtacha kvadratik chetlanishi esa
cr{X)=arB=4D" (2.8)
formula bilan aniglanadi.
Agar n hajmli tanlanmaning mumkin boigan xi,x2 ..., xn-
giymatlari takrorlanmaydigan boisa, tanlanma dispersiya

D(X)=DT= -M'(xt-VTf (2.9)
«
formula bilan topiladi; agar n hajmli tanlanmaning mumkin boigan

giymatlari mos ravishda n{n2  nk chastotalarga ega
boiib, « +nl+..+ k=« boisa, u holda

‘ D{X)=DT=3YIkp,(x|->u)2 (2.10)
»
4-misol. Tanlanmaning D=x2-(X)2 x=1\ «X,
»W
xt: 4 8 1
510 5

statistik tagsimoti bo‘yicha uning dispersiyasini toping.
Yechish: (2.5) formuladan foydalansak: xr=7,75. Dispersiyani
hisoblash uchun (2.10) formuladan foydalanamiz. U holda
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D 5(4~7,75)2 +10(8 ~ 7°75)+5(11~ 7°7S) --? 0625
r 20 ’

Dispersiyani hisoblashda (2.6), (2.7), (2.9), (2.10) formulalar
noqulay, shu sababli, dispersiya va matematik kutilmalaming
xossalaridan foydalanib, dispersiyani hisoblash uchun qulay boigan
iluyidagi formulani keltirib chigarish mumkin:

D=x2-(xf, x=~Yn,x,, j@=-"~«”"2 (2.11)
«W n %o
Bosh to‘plam dispersiyasi uchun statistik baho sifatida

Jn . T )
=- It(xt-x_Tf tanlanma dispersiyasini olish mumkin emas.
«

Chumki bu baho siljigan baho boiadi. Ya’ni M(DT)*DB. Bu holda
biz
M(DT)=~D B
n

(englikni bosh to‘plam dispersiyasi uchun siljimagan statistik baho
sifatida olamiz va uni
s2~ D, T (2.12)
n-1
ko‘rinishda belgiiab “tuzatilgan” dispersiya deb ataymiz.
Hagigatan ham “tuzatilgan” dispersiya bosh to‘plam
dispersiyasi uchun siljimagan baho bo‘ladi. Chunki
Misl) =m [\?-1 Dtsz -r;\_—lM(Dr) =DB.

Bosh to'plam o‘rtacha kvadratik chetlanishining bahosi sifatida
v \1/—\Dr “tuzatilgan” o‘rtacha kvadratik chetlanish olinadi.
n_

1-eslatma. n ning katta giymatlarida tanlanma dispersiyasi va
“tuzatilgan” dispersiyalaming fargi juda kam boiadi. Shu sababli,
“tuzatilgan” dispersiyadan «<30 hajmli tanlanmalarda foydalanish
tavsiya etiladi.

2-cslatma. Agar tanlanmaning variatsion qatorida |G-
vai iantalarning giymatlari katta sonlardan iborat boisa, u holda x,
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variantadan n, =-*a L-shartli variantaga o‘tish orqali u, -variantalari

kichik sonlardan iborat yangi variatsion gator hosil gilinadi, so‘ngra
yangi tanlanma uchun u;. va D(uT) xarakteristikalar topiladi. Oldingi
tanlanmaning  xT, D(xr)  xarakteristikalarini ~ topish  uchun
xT=c2uT +cl, D(xt)=dD{u) formulalardan foydalaniladi.

Matematik statistika va uning tatbiglarida variatsion gatorning
tanlanma o‘rtachasi va tanlanma dispersiyasidan tashgari boshga
xarakteristikalari ham ishlatiladi. Shulardan ba’zilarini keltiramiz.

Eng katta chastotaga ega bo‘lgan varianta moda deb ataiadi va
Ma kabi beigilanadi.

Mediana deb, variatsion gator variantalarini son jihatidan teng
ikki gismga ajratadigan variantaga aytiladi va Me kabi beigilanadi.
Variantalar sonining juft yoki togligiga garab, mediana quyidagicha
aniglanadi:

P =2k +I
HHX, n=2k
2

Variatsiya qulochi R deb, eng katta va eng kichik variantalar
ayirmasiga aytiladi:
R —x1#HC—"Nmm
Variatsiya qulochi variatsion gator targogligining eng sodda
xarakteristikasi boiib xizmat giladi.
Variatsion gator tarqoqligining yana bir xarakteristikasi sifatida
o‘rtacha absolyut chetlanish 8 ham ishlatiladi:

Variatsiya koeffitsiyenti v deb tanlanma o‘rtacha kvadratik
chetlanishining tanlanma o ‘rtachasiga nisbatini foizlardagi ifodasiga

aytiladi: F=2k-100%.
XT

Variatsiya koeffitsiyenti ikkita yoki undan ortiq variatsion ga-
torlaming tarqoqgliklarini taggoslash uchun xizmat giladi: variatsion
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gatorlardan variatsiya koeffitsiyenti katta boigani ko'proq tarqog-
likka ega boiadi.
5-misol. Quyida berilgan
jc:13 6 16
n,;4 105 1
tanlanma uchun MO, m,, R, v, 9 Xxarakteristikalarni hisoblang.
Ycchish: Yugoridagi formulalardan fodalanamiz:

MO0=3, 3, [?7=15 ~x"=4=>0=22, 4T=3,24=>V=80,1%

Tajribalar soni juda katta boisa, nugtaviy bahoning giymati
odatda nomaium parametrga yaqin boiadi. Ammo kuzatishlar soni
kam boisa, 9 nuqtaviy baho va 9 parametr orasidagi farq sezilarli
darajada boiishi mumkin. Sunday hollarda parametrni baholash
uchun intervalli baholardan foydalanish magsadga muvofiq
hisoblanadi.

7-ta’rif. Ikkita son (interval chetlari) bilan aniglanadigan baho
intervalli baho deb ataladi.

Intervalli bahoda bahoning anigliligi va ishonchliligi tushun-
chalarini Kkiritishimiz kerak boiadi. Buni quyida ko‘rib chigamiz.

Tanlanma maiumotlari  asosida topilgan 0 - statistik
xarakteristika 6 parametming bahosi boisin. 9 ni o‘zgarmas son deb
faraz gilamiz. Maiumki, 0 ning anigligi yugori boiganda \9-9\

fargningqiymati kamayibboradi, ya’ni \9-9\<S, S>0 tengsizlikda 8

gancha kichik boisa, baho shuncha aniq boiadi. Shu sababli, 8
bahoning anigligi deb ataladi.

Statistikusullar 9 baho \9-9\<8 tengsizlikni ganoatlantirishini
gat’iy tasdiglay olmaydi, balki bu tengsizlik bajarilishining gandaydir
v ehtimolligi hagida xulosa chiqgara oladi.

|<9tengsizlikning bajarilish entimoli y 9 parametming 9
baho bo‘yicha ishonchliligi (ishonchlilik ehtimoli) deyiladi. Bu
ycrda, v=P(\p--e\<8. Ko‘p hollarda, ishonchlilik ehtimoli oldindan

boriladi. Masalan, 0,95; 0,99; 0,999 va hokazo.
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y =Rj<9- 4<8 ehtimollikni quyidagicha yozib olamiz:
P(d~d<0<8+0)=y (2.13)
Bu munosabatni quyidagicha tushunish kerak: (9-S,S +9} interval 0

noma’lum parametrni o0z ichiga olish (qoplash) ehtimoli y ga teng.
{e-S,S+d" interval nomaium parametrni berilgan vy

ishonchlilik biian goplovchi ishonchlilik intervali deb ataladi,

3-eslatma. {9-S,S+9” interval tasodifiy chetki nuqtalarga ega,

chunki turli tanlanmalar uchun 9 ning giymatlari turlicha bo‘ladi.
Shu sababli, tanlanma o°‘zgarsa {9-S,S +e) intervalning chetki

nugtalari ham o‘zgaradi.

Ishonchlilik intervallarini topish ganday amalga oshirilishi bilan
normal tagsimot qonuniga bo‘ysinuvchi tasodifiy migdorlar misolida
tanishib chigamiz.

Bosh to‘plamning X belgisi normal tagsimlangan boisin.
Maiumki, bu tagsimotni ikkita parametr: a va < aniglaydi. Faraz
gilamiz, ulardan biri, o--o‘rtacha kvadratik chetlanish maium,
ikkinchisi a-matematik kutilma esa nomaium boisin. Bu
tagsimotning matematik kutilmasi a uchun ishonchlilik intervalini y
ishonch bilan 8 aniqlikda topish masalasini garaymiz.

xt- tanlanma o‘rtachasini XT tasodifiy miqgdor sifatida ga-
raymiz. X belgi normal tagsimlanganligi sababli tanlanma o‘rtacha
ham normal tagsimlangan boiadi. Bu yerda

M(xT)-a, D(Xt)-—n, P(\ft -a\1<S)=y munosabat o‘rinli boisin. U
holda
P(jX-a|<£) = 2<i>[j~j

formuladan foydalanib, X ni Xr bilan a ni esa o-(XY)=;’}?; bilan

almashtirsak quyidagi munosabatni hosil gilamiz:
P&Xt-a|<j) =200 (2.14)



bu yerda . Bundan <3‘=\7n boiadi. U holda (2.14) quyidagi

ko‘rinishni oladi:

J°(>-a) [<¢)=2<H) M p\X r~ < a <\’/\> +XT)\:2<b(t) (2.15)
Yy >

Shunday qilib, ishonchlilik intervali \XT-"=<a</~L+XT
V  w vV«

ko‘rmishda boiadi. Bundan (Xr-~<a<”~L+XT interval a para-
\Y V« V« )

metmi /= 2<(t) ehtimol bilan ~ aniqlikda goplashi kelib chigadi.
V«

(2.15) dan quyidagi xulosalami chigaramiz: tanlanma hajmining or-
tishi baholash anigligi oshishiga olib keladi; agar y ishonchlilik orttjrilsa,
t parametr ortadi va bu esa baholash anigligi kamayishiga olib keladi.

6-misol. X tasodifiy miqdor normal tagsimlangan bo‘lib, uning
o'rtacha kvadratik chetlanishi <r=3. Tanlanma hajmi n=3 va
bahoning ishonchliligi /=0,95 boisin. Nomaium parametr a-
matematik kutilmaning X.-tanlanma o ‘rtachasi bo‘yicha ishonchlilik
intervallarini toping.

Yechish: Jadvaldan foydalanib t ni topamiz, vya’ni

2<D(0=0,95=> 0(0=0,475 =19. Bahoning anigligi ¢="=¢=0,98.

U holda ishonchlilik intervali: (x® -0,9S,xT+0,98).

Berilgan /=0,95 ishonchlilikni quyidagicha tushunish kerak:
agar yetarlicha ko‘p sondagi tanlanmalar olingan boisa, u holda
ulaming 95% i shunday ishonchli intervallami aniglaydiki, bu
intervallar parametmi hagigatan ham o‘z ichiga oladi; 5% hol-
lardagina parametr interval chegarasidan tashgarida yotishi mumkin.

4-eslatma. Agar matematik kutilmani oldindan berilgan S
aniglik va y ishonchlilik bilan baholash talab gilinsa, u holda bu
aniqglikni beradigan tanlanmaning minimal hajmi

formuladan topiladi.
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Bosh to'plamning X belgisi normal tagsimlangan va uning a -
matematik kutilmasini xr -tanlanma o'rtachasi orgali baholashda <r-
o0‘rtacha kvadratik chetlanish nomaium boisin. U holda

XT-t(X,n)~<a<XT+t(Z,n)4= (2.17)
Ve« V«

interval a uchun ishonch intervali boiib xizmat giladi. Bu yerda s -
tuzatilgan o‘rtacha kvadratik chetlanish; t(y,n) esa berilgan n va y
bo‘yicha maxsus jadvaldan topiladi. Bunday jadvallar ehtimollar
nazariyasi va matematik statistikaga oid adabiyotlarda beriladi.
7-misoi. Bosh to‘plamdan «=10 hajmli tanlanma olingan va u

quyidagi statistik tagsimotga ega boisin:

xj:-212345

n, : 21222X

X :(-(£r#]qx,,s :{F“'f(fl Ax,-XT
Bosh to‘plamning X belgisi normal tagsimlangan boisa, lining a -
matematik kutilmasi uchun XT bo'yicha /=0,95 ishonchlilik bilan
ishonchli intervalni toping.

Yechish: Tanlanma o‘rtachani va *“tuzatilgan” o‘rtacha
kvadratik chetlanishni mos ravishda quyidagi formulalardan topamiz:

XT W \W = Vet 1W -XTi-

U holda: xT=2 5=2,4 jadvaldan /=0,95 va «=10 larga mos
i(0,95;10)=2,26 ni topamiz. Topilganlami (2.17) ifodaga qo‘yib:
(0,3;3,7) ishonchlilik intervalini hosil gilamiz. Bu interval nomaium
a- matematik kutilmani /=0,95 ishonch bilan qoplaydi.

Bosh to‘plamning o ‘rganiladigan X son belgisi normal tagsim-
langan boisin. Uning <7-o‘rtacha kvadratik chetlanishi uchun tan-
lanma maiumotlari bo‘yicha / ehtimol bilan ishonchlilik intervalini
topish talab gilinsin.

Maiumki, tanlanmaning s1- “tuzatilgan” dispersiyasi al-
bosh to‘plam dispersiyasi uchun siljimagan bahodir. Shu sababli, a -
nomaium paremetrni s orgali baholaymiz. Buning uchun

P(\a ~s\<S) =y
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munosabat bajarilishini talab gilamiz. Tayyor jadvaldan foydalanish
uchun s-S<<r<s+S tengsizlikni

S(l—§)<<T < ,S(lH—8)
S S

tengsizlik bilan almashtiramiz. q=§—belgilashdan so‘ng

s(l-g)<a <s(\+q),q <\§<cr <sQ.+q),q>\ (2.18)
ishonch intervalini hosil gilamiz. Bu yerda g{y,n) maxsus jadvaldan
topiladi.

8-misol. Bosh to‘plamning X belgisi normal tagsimlangan va
n- 50 hajmli tanlanmaning “tuzatilgan” dispersiyasi: / =2,25 bo‘i-
sin. a noma’lum paramétrai /=0,95 ishonchlilik bilan qoplaydigan
ishonchlilik intervalini toping.

Yechish: Jadvaldan «=50 va /=0,95 giymatlarga mos q=0,21
ni topamiz. Bu yerda gq<1 boigani uchun (2.18) tengsizlikning
birinchisidan foydalanib, 1,185<<t<1,815 ishonchlilik intervalini
topamiz.

2.2. Statistik va korrelatsion bogianishiar.
Regressive temglamasi

Kundalik faoliyatimizdagi ko'pgina amaliy masalalarda,
tajribalarda o ‘rganilayotgan ¥ belgining (tasodifiy migdorning) bitta
yoki bir nechta boshga belgilarga (tasodifiy migdorlarga)
bogiigligini aniglash va baholash talab gilinadi. Dastlab ¥ belgining
bitta X tasodifiy miqgdorgabogiigligini o‘rganamiz.

Ikki belgi funksional bogianish bilan, yoki statistik bogianish
bilan bogiangan, yoki umuman erkli boiishi mumkin.

I-ta’rif. Agar X belgining har bir mumkin boigan giymatiga !
F belgining bitta mumkin boigan giymati mos kelsa, u holda v,x 1
belgining funksiyasi deyiladi. [

1-misol. X diskret tasodifiy migdorning tagsimoti:
X: 2 3

p\0,6 04
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berilgan. Y =X 2 fimksiyaning taqisimoti topilsin.
Yechish: 7 ning mumkin boigan giymatlarini topamiz:
=4,y2=3. U holda Y ningtagsimoti:
Y: 4 9
p: 06 04
2-misol. X wuzluksiz tasodifiy migqdor normal tagsimlangan
bo‘lib, M (X)=a- 2, cr(X)=0,5 bo‘lsa, Y=3X+1 chizigli funksiyaning
zichlik fimksiyasini toping.
Yechish: Y ning sonli xarakteristikalarini topamiz:
M(7)=3-2+1=7, cr(7)=3-0,5=1,5.

. - N I SR A V20
U holda 7 ning zichlik funksiyasi: g(y)—lSVT-ex V2415 A

Funksional bogianishlar aniq va tabiiy fanlar: matematika,
fizika, kimyo kabi fanlarda aynigsa yaqqol kuzatiladi.

Masalan, termometrdagi simob ustunining balandligi X havo
harorati Y haqgida aniq va bir giymatli ma’lumot beradi; aylana radiu-
si R va uning uzunligi c orasida c =2%R geometriyadan ma’lum
boigan fonnula bilan aniglangan funksional bogianish mavjuddir.

Igtisodiy jarayonlarda, umuman jamiyatning boshqa sohalarida
tasodifiy belgilar orasida gat’iy funksional bog‘lanish kamdan-kam
uchraydi. Buning asosiy sabablaridan biri belgilarga ta’sir etuvchi
faktorlaming xilma-xilligi va tasodifiyligidir. Bu holatda belgilar
orasidagi moslik statistik bogianish boiishi mumkin.

2-ta’rif. Agar belgilardan birining o°‘zgarishi ikkinchi belgi
tagsimotining o'zgarishiga olib kelsa, u holda bu ikki belgi orasidagi
bogianish statistik bogianish deyiladi.

Masalan, agar ¥Y(r,*r2K K2 va X(z,,Zz, U ( Z ty,,U, -tasodifiy
faktorlar) belgilar berilgan boisin. Bu holda 7 va X lar orasidagi
bogianish statistik bogianish deyiladi, chunki ulaming har biri
bogiiq boigan tasodifiy faktorlar ichida umumiylari mavjud.

Statistik bogianishni matematik ifodalash murakkab, shu
sababli uning xususiy hollaridan biri hisoblangan korrelatsion
bogianish bilan tanishib chigamiz.
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3-ta’rif. Agar bir-biriga statistik bog‘lanishda boigan ikki
belgidan birining o‘zgarishi ikkinchi belgi o‘rtacha giymatining
o'/garishiga olib kelsa, u holda bunday statistik bogianish
korrelatsion bogianish deb ataladi.

Bir-biri bilan korrelatsion bogianishda boigan tasodifiy
miqdorlarga misollar keltiramiz.
1. Mehnat unuradorligi x vajami ishlab chigarilgan mahsulot

2. Yigib olingan hosil migdori Y va ishlatilgan o‘g‘itlar
miqdori X ;

3. Jami mahsulot migdori x va korxonaning ish haqgi fondi v;

4. Sarfiangan kapital mablagiar x va shu mablagiardan
olingan sof foyda Y;

5. Korxonaning texnika bilan qurollanganlik darajasi x va
mehnat unumdorligi ko‘rsatkichi Y.

Yuqoridagi ta’rifdan ko‘rinib turibdiki, korrelatsion bogia-
nishni matematik ifodalash, ya’ni y=f(x) ko‘rinishda yozish uchun
shartli o‘rtacha tushunchasini kiritishimiz kerak.

4-ta’rif. x=x qiymatga mos keluvchi Yy ning kuzatilgan
giymatlari arifinetik o‘rtachasini shartli o‘rtacha deb ataymiz va yx
ko‘rinishda belgilaymiz.

Xuddi shunday usulda shartli o‘rtacha tushunehasi ham
aniglanadi.

5-ta’rif. Y=y qiymatga mos keluvchi x ning kuzatilgan
giymatlari arifinetik o ‘rtachasini ~-shartli o‘rtacha deb ataymiz.

3-misol. X migdoming =5 giymatiga Y miqdoming vy, =6,
y2=7, y3=8 giymatlari mos keladi. yx="

Yechish:* = 3 =7.
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X va v tasodifiy migdorlar (belgilar) ustida kuzatishlar o‘tka-
zilgan boiib, kuzatishlar natijalari mos ravishda
y,,) boisin. U holda x va v orasidagi bogianish-

ni (munosabatni) ushbu jadval ko‘rinishida ifodalash mumkin.

X x1 * bt
Y * y2 yn

Agar yuqoridagi jadvalda x, va y, lar turli giymatlarini gabul
gilsa, u holda shartli o ‘rtacha tushunchasidan foydalanmaymiz.
Agar kuzatishlar soni ko*p, ya’ni x, giymat mx marta, y; giymat

myj marta, (x,,yj) juftliklar mvj marta takrorlanishi mumkin boisa, u

holda yuqoridagi jadval o‘miga korrelatsion jadval yoki korrelatsion
panjara deb ataluvchi jadval ishlatiladi. m*m lar mos ravishda

X,.¥J, nyj) laming chastotalari deyiladi. m”-nty belgilash Kiritib
quyidagi jadvalni hosil gilamiz. Bu yerda

2<)( =*\/ j =-nv |i)( :5,->” =) |

X Y, y2 Y, X
h m i mu nr
*2 (h «22 "h, n"é
xK ni
nmy my, n

Bu holatda shartli o‘rtacha tushunchasidan foydalanishimiz zarur.
Korrelatsion panjarada shartli o‘rtacha topilishiga doir misol
ko‘rib chigamiz.
4-misol. Berilgan jadvaldan foydalanib, tanlanma shartli
0 ‘rtachani toping.
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X3 4 6 7 8 "
v ,
8 5 3 - 8
12 3 4 5 4 2 18
15 - 3 3 6 2 14
” 8 10 8 10 4 » =40
Yechish: Hisoblashlami quyidagi jadvalga joylashtiramiz:
X 3 4 6 7 8
Y
8 5 3 - - - 8
12 3 4 5 4 2 18
15 - 3 3 6 2 14
8 10 8 10 4 «=40
y. 9,5 11,7 13,125 13,8 135

Belgilar orasidagi korrelatsion munosabatlar (bogianishlar)
to‘g‘ri, teskari, to‘g‘ri chizigli va egri chizigli boiishi mumkin.
Masalan, to ‘g ‘ri korrelatsion bogianishda belgilardan birining ortishi
(kamayishi) boshgasining o‘rtachasi ortishiga (kamayishiga) olib
keladi, teskari bogianishda esa aksincha va hokazo.

Masalan, daraxtning yoshi x ortib borishi bilan daraxtdagi halgalar
soni Y ortib boradi, havoning harorati X pasayishi bilan nafas olish
tezligi Y kainayadi va h.k.

y ning x ga Kkorrelatsion bogiigligi deb, yx sharili
o'rtachaning x ga funksional bogianishiga aytiladi: yx=f(x). Bu
tenglama vy ning X ga regressiya tanlanma tenglamasi (ba’zida vy
ning X ga regressiya tenglamasi), f(x) funksiya esa Yy ning x ga
tanlanma regressiyasi (ba’zida regressiya fiinksiyasi) deb ataladi. Bu
tenglama grafigi esa Y ning x ga regressiya tanlanma chizig‘i
(ba’zida Y ning x ga regressiya chizig‘i) deyiladi.

X belgining vy belgiga regressiya tanlama tenglamasi va
regressiya tanlama chizigi ham yugoridagiga o‘xshash aniglanadi:
Xy =p(y)-
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Korrelatsiya nazariyasi belgilar orasidagi bogianishni o'rganish
jarayonida asosan quyidagi ikki masalani hal giladi.

5-misol. Belgilar orasidagi korrelatsion bogianish formasini
aniglash, ya’ni regressiya funksiyasining ko'rinishini (chizigli,
chizigsiz va h.k.) topish.

Agar f(x) va <py) regressiya funksiyalarining ikkalasi ham
chizigli boisa, u holda X va Y belgilar orasidagi korrelatsion
bog‘lanish chizigli, aks holda esa chizigsiz deyiladi.

6-misol. Korrelatsion bogianish zichligini (kuchini) aniglash.

Y belgining X belgiga korrelatsion bogianishining zichligi
X =x giymatga mos Y ning mumkin boigan giymatlari yx-shartli
o0 ‘rtacha atrofida tarqoqgligi darajasini baholaydi.

Regressiya tanlanma tenglamasi

yx-f(x)
ko‘rinishda yozilib, agar f(x) regressiya chizigli boisa, u holda X
va Y belgilar orasidagi korrelatsion bogianish chizigli deb atalar edi.
Biz mana shu chizigli korrelatsion bogianishni atroflicha o‘rganib
chigamiz.

Buning uchun (X,Y) juftlikning sonli belgilari tizimini o ‘rgana-
miz. Bunda ikki:

1) maiumotlar gruppalanmagan;

2) maiumotlar gruppalangan hollami alohida-alohida gara-
shimiz kerak boiadi.

1 Tanlanma ustida o‘tkazilgan n ta erkli tajriba natij:
olingan maiumotlardan (x,,”) i=1,2,3,..« sonlar juftligi ketma-
ketligi hosil gilingan boiib, bu ma’lumotlami gruppalash shart
boimasin, ya’ni X belgining turli x giymatlari va ularga mos Y
belgining y qgiymatlari bir martadan kuzatilgan boisin. Bunday
holatda shartli o‘rtacha tushunchasidan foydalanish shart emas.
Shuning uchun izlanayotgan

7x=kx+b (2.19)
tanlanma regressiya to‘g‘ri chizigi tenglamasini quyidagicha
yozishimiz mumkin

y-kx+b (2.20)
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Bu tenglamadagi burchak koeffitsiyentni p~ bilan belgilab, uni Y

ning X ga regressiya tanlanma koeffitsiyenii deb ataymiz, Shunday
gilib, Y ning X gato‘g‘ri chizigli regressiya tanlanma tenglamasini

Y =Pyx*+b (2.21)
ko'rinishda izlaymiz.

Bu tenglamadagi noma’lum pyx va b koeffitsiyentlami shunday
tanlashimiz kerakki, natijada kuzatish ma’lumotlari bo'yicha topilgan
(%,,yi) nugtalami xoy tekislikka joylashtirganimizda bu nuqgtalar
mumkin gadar (2.21) to‘g‘ri chizigning yagin atrofida yotsin. Bunday
talabni bajarishdan oldin Y,-y, ifoda bilan aniglanadigan chetlanish
tushunchasini kiritib olamiz, bu yerda Y,-(2.21) tenglamadan x
giymatga mos keluvchi ordinata; yj esa xj ga mos kuzatilgan ordinata.
Nomaium pyx va b koeffitsiyentlami shunday tanlaymizki, chetla-

nishlar kvadratlarining yigindisi eng kichik, ya’ni min]T("- yif

boisin (nomaium pyx va b koeffitsiyentlami topishning bu Usuli eng
kichik kvadratlar usuli deb ataladi).

iq{) =21(Pxt+b~y;xt=0

n
-r-=2E(Ne +*-J,) =0
S

Har bir chetlanish nomaium pyx va b koeffitsiyentlarga bogiiq

boigani uchun chetlanishlar kvadratlari yigindisining funksiyasi F
ham bu koeffitsiyentlarga bogiiq boiadi: F ip ~ ~ -y ,) 1. Bu

1

funksiyaning minimumini topish uchun nomaium parametriar
bo‘yicha xususiy hosilalarni hisoblab nolga tenglashtiramiz (hozircha
pyi 0‘rniga p yozib turamiz):

Bu sistemada elementar almashtirishlar bajarib, p,b larga
nisbatan quyidagi tenglamalar sistemasini olamiz:

(222)

YnJ b 2
X,+nb ="£iyt
i &
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Bu sistemadan izlanayotgan parametrlami topamiz (yozivda ixcham-
lik uchun i indekslarni tushirib goldiramiz):

VEN-E*EYy

BEE-<&*Wm o (2.23)
h «<E"EN-ENEN

«E*2-E» 2

7-misoLHajmi n=5 bo‘lgan tanlanmalaming quyidagicha
X: 1 15 3 4,5 5
Y: 125 14 15 175 2,25
tagsimoti bo‘yicha v ning x gato‘g‘ri chizigli regressiya tanlanma
tenglamasini toping.
Yeehish: Ma’lumotlar asosida quyidagi jadvalni tuzamiz:

X Y, xf XY,

1 1,25 1 1,25
15 14 2,25 2,1

3 15 9 45
45 1,75 20,25 4,875

5 2,25 25 11,25
i lI:8,l5 =575 ] }> 2695

Jadvaldagi hisoblangan giymatlami (2.23) formulaga qo‘ysak:

«E3O0“EMEnNn 5m6,975-15 15
p*~ 5-57,5-152
b "EVE~-EME*”. .5-57,5-8,15-15-269,75 "~ w
«EN2-(EN)2 5-57,5-152
U holda regressiya tanlanma tenglamasi: yx=0,202*+1,024.
2. Faraz gilamiz, kuzatish natijasida olingan maiumotlar ko

sonii (kamida 50 ta kuzatish o ‘tkazilishi kerak) bo‘lib, gruppalanadigan
boisin. U holda ma’lumotlar korrelatsion jadval ko‘rinishida beriladi:

Y
N yr Y, mx
X
*i mu Ly ». . L,
* “hy mu . ma
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e, Mttfii iiynlyallardan:
" AY x=>Y x=nx*y=pLy=>T ly =ny
X" an02:>~yx2:an

) w juftlik v marta kuzatilishi hisobga olingan)
Ib>elruinli.(.” >> tenglamalar sistemasini quyidagicha yozib olamiz:

pnx2+bnx=Y «XV,
-~ (2.24)
mpx +b=y.
Mu vidn (x,y) juftlik nv marta takrorlangani uchun ~xy ifoda
» i 'r ko'rinishda yoziladi.Bu sistemadan
= — _ T e e (2.25)
n(x2-(x)2) nal
lintliiiii topamiz. lzlanayotgan:
y* = Py*+b (2.26)

i-1" ivji tanlanma tenglamasini y uchun quyidagicha yozib olish
ITH K
y* = Py*x + > (2.27)
Intui i (*.i') nuqta ham (2.26) tenglamaning yechimi boiadi. (2.26)
i icnglamalardan
(yx-y) =P, (x-x) (2.28)
"ni \iy« tanlama tenglamasini hosil gqilamiz. Bundan so‘ng
" fiiMiriiya tanlanma tenglamasini (2.28) ko'rinishda izlaymiz.
- «-Intufa. Agar maiumotlarda katta sonlar gatnashsa

.11 .lilmni yengillashtirish uchun Xx,yjvariantalardan mos ravishda

‘l.v, y'— -shartli variantalarga o ‘tib olish mumKkin.
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Maiumki, korrelatsiya nazariyasining asosiy masalalaridan biri
korrelatsion bogianish zichligini (kuchini) aniglashdir.

Y belgining X belgiga korrelatsion bogianish zichligi Y ning
X =x ga mos giymatlarining yx-shartli o'rtacha giymat atrofxda
targogligi bo‘yicha baholanadi. Agar tarqoqlik katta boisa, u holda
Y belgi X belgiga kuchsiz bogianganligini yoki umuman
bogianmaganligini bildiradi. Tarqoqglikning katta boimasligi ular
orasida ancha kuchli bogianish borligini ko ‘rsatadi.

Y va X belgilar orasidagi chizigli korrelatsion bogianish
zichligini xarakterlovchi kattalik korrelatsiya tanlanma koeffitsiyenti
bilan tanishib chigamiz. Maiumki

p* - { )

Rutenglikningikkalatomoniniham Y nisbatgako‘paytiramiz.Uholda:

Hosil boigan tenglikning o‘ng tomonini rT bilan belgilaymiz va
uni tanlanma korrelatsiya koeffitsiyenti deb ataymiz:

= — (maiumotlar gruppalanmasa), (2.30)
yoki
A (maiumotlar gruppalansa) (2.31)

m-tanlanma Kkorrelatsiya koeffitsiyenti bosh to'plam korrelatsiya
koeffitsiyentining bahosi hisoblanadi, shuning uchiln Y va X Kkatta-
liklarning son belgilari orasidagi chizigli bogiigligining oichovi
hisoblanadi.

Agar tanlanma yetarlicha katta hajmga ega va reprezentativ
boisa, u holda belgilar orasidagi zichlik hagida tanlanma maiu-
motlari bo‘yicha olingan xulosa ma’lum darajada bosh to‘plamga
ham targatilishi mumkin. Masalan, normal tagsimot gonuni bo‘yicha
tagsimlangan bosh to‘plam korrelatsiya koeffitsiyentini baholash
uchun (n>50)
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£-<rB<rT+3

i hmhilimlini loydiilanish mumkin.

i Hil.mina korrelatsiya koeffitsiyenti uchun quyidagi xossalar
" ilull

i Huw lunlanma korrelatsiya koeffitsiyentining absolyut
NHWH tui. litn ortmaydi, ya’ni ||<lI.

| iiixnii, lunlanma korrelatsiya koeffitsiyentining absolyut
ijlvutHit M1 m belgilar orasidagi chizigli korrelatsion bog‘lanish

Hi 1yl wiliull.

" »oann. Slpr |rirl=1 bo “Isa, u holda kuzatilayotgan belgilarning

t «OH4L Agar /,.=() bo‘lib, regressiya tanlanma chiziglari to‘g‘ri

In ijl n.lni iborat bo‘lsa, u holda I wva I belgilar orasidagi
i- 1 Idiii h<lii/.igli korrelatsion bog‘lanish boimaydi.

««Intimi. Agar m=0 bo‘lsa, u holda o‘rganilayotgan belgilar
my i 1 I*4idiitsion bog‘lanishda (masalan, parabolik, ko ‘rsatkichli
i li Ky lio'lnlii i vni Kin.

«"l....In  kelliiilgiui  xossalardan tanlanma  Kkorrelatsiya
I", tin i» i’ maiwwm  kelib chigadi: tanlanma  korrelatsiya
Tv liii iVdhii iniilliniumIn nu belgilar orasidagi chizigli korrelatsion
Tilmtii hi)u" Mimku-rinydi: v\ kattalik 1 ga gancha yaqgin
<1 iz 20" bit 'inn I'oi'/lanisli shunchakuchli; VT kattalikOga
ol..I" "I'n 1" | .i,ilufic|li korrelatsion bog‘lanish shuncha kuchsiz.

[ | e iiimi liiiilnnma korrelatsiya koeffitsiyentining ishcrasi
*1i" .-'Mi I"cnitsiyentlarining ishoralari bilan bir xil bo‘ladi, bu
i"\'i Ih i loi inultilardnn kelib chigadi:

(2.32)

X Yy

I <ilntiini. Tanlanma Korrelatsiya koeffitsiyenti tanlanma
"ru is i kocHiisiyentlarining geometrik o‘rtacha giymatiga teng:
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Hagigatan ham (2.32) dan

RPPYy=4 =T=+Jp \p7y
Ildiz oldidagi ishora regressiya koefiitsiyentlari ishoralari bilan bir xil
qilib olinishi lozim.
8-misol. Cho'chga bolasining ogsirligi Y (kg.) va yoshi X
(haftalarda) orasidagi bog'lanish quyidagijadval bilan berilgan.

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8
y 13 25 39 52 53 75 90 108 131

Shu ma’lumotlar bo‘yicha tanlanma korrelatsiya koeffitsiyentini
toping.

Yechish: --é)-é---- formulada zarur hisoblashlami
bajarsak, rT=098 ekanligini topamiz. Bundan esa cho‘chga

bolasining og‘irligi va yoshi orasidagi bog‘lanish kuchli degan
xulosaga kelamiz.

5-eslatma. Tanlanma korrelatsiya koeffitsiyentini hisoblashni
soddalashtirish uchun shartli variantaga o‘tish muxnkin (bunda rT
ning giymati o ‘zgarmaydi).

Kuzatilayotgan (yoki biz o‘rganmoqchi bo‘lgan) X va Y
belgilar orasidagi chizigli korrelatsion bog‘lanish zichligini baholash
uchun IT- Kkorrelatsiya tanlanma koeffitsiyenti xizmat gilsa, chizigsiz
yoki umuman ixtiyoriy ko‘rinishdagi korrelatsion bog‘lanishning
zichligini ganday baholash mumkin degan savol bo‘lishi tabiiydir.
Umumiy holda korrelatsion bog‘lanisiming zichligini aniglash uchun
tanlanma korrelatsion nisbat deb ataluvchi xarakteristika ishlatiladi.
Bu xarakteristika bilan tanishib chigishdan oldin tanlanma kor-
relatsion nisbatni kiritish bilan bog‘liq bo'lgan ba’zi tushunchalarni
keltirib o‘tamiz.

6-ta’rif. Bosh to‘plamning biror bir gruppasiga tegishli
belgilaming arifinetik o‘rtachasi gruppa o‘rtachasi deb ataladi._____



(iruppa o‘rtachasini ba’zi hollarda shartli o‘rtacha deb ham
(initimi mumkin. Yuqorida foydalanilgan shartli o‘rtacha tushun-
liMinIn bu holat yuz bergan.

(iruppa o‘rtachasi va gruppalar hajmi maium bo‘lsa, umumiy
n plum o‘rtachasini (bosh to‘plam o ‘rtachasi) topish mumkin.

*>misol. Quyidagi jadval asosida ikki gruppadan tashkil topgan
i""plain o‘rtachasitopi sin:

(iruppa Birinchi Ikkinchi
IU*lgining giymatlari 1 6 1 5
Chastota 10 15 20 30
llajm 10+15=25 20+30=50

Yechish: Gruppa o ‘rtachalarini topamiz:
v=20.1415:6 4. = 20:1430:5_3,,
25 0
i il uppa o ‘rtachalari bo‘yicha umumiy o'rtachani topamiz:
_ 25-4+50-3,4
=- --36.
25+50

7-ta’rif. Gruppaga tegishli belgilaming gruppa o'rtachasiga
nisbatan dispersiyasi gruppa dispersiyasi deb ataladi:

(2-33)

Im yerda, « - X% giymatning chastotasi; j - gruppa nomeri; X- |j
I'iuppaning gruppa o ‘rtachasi; Nj =]£»,-j gruppa hajmi.

10-misol. Ikki gruppadan tashkil topgan to'plamning gruppa

Gruppa Birinchi Ikkinchi
llolgining giymatlari 1 6 1 5
Chastota 10 15 20 30
Hajm 10+15=25 20+30=50

Yechish: 7-misoldan ma’lumki, x, =4, x,=3,4. Endi gruppa
iliMporsiyalarini topamiz:
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Py il 25

D (X2) 20e(1- 3,4)2+30+(5- 3,4)2 1152+768 , (f4
50 50

8-ta’rif. Grappa dispersiyalarining gruppalar hajmi bo‘yicha
olingan arifmetik o‘rtachasi grappalar ichki dispersiyasi deb ataladi:

buyerda, N} - j grappahajmi; n=YJNj -umumiy to‘plam hajmi.
J

Masalan, 8-misolda gruppalar ichki dispersiyasini quyidagicha
topamiz:

_ N
Dn=226%50-384 _, ¢
p 75

9-ta’rif. Grappa o'rtachalarining umumiy to‘plam o‘rtachasiga
(bosh to'plam o‘rtachasi) nisbatan dispersiyasi gruppalararo
dispersiya deb ataladi:
YNjixj-x)2
Dp(*) =
bu yerda, T j-j gruppaning grappa o‘rtachasi; Nj - j grappa hajmi;
X. umumiy o ‘rtacha; n="EINJ umumiy to‘plam hajmi.

Masalan, 7-misolda gruppalararo dispersiyani topsak:

D 25' (4~ 362+ 50(3.4~3,6)2_4+2 _
K J 75 75

Endi bu tushunchalardan foydalanib, tanlanma korrelatsion
nisbat tushunchasini aniglaymiz.
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KMa’rif. Y ning X gatanlanma korrelatsion nisbati deb,

»{*=- (2,34)
h. Ini! bilan aniglanuvchi kattalikka aytiladi.
lyh 2
M yerda, or-=y yhy _y) ------ shartli yoki gruppalararo o ‘rtacha

I vmlralik chetlanish: Cr”_I'EnJCy—y)Z o‘rtacha kvadratik

*In ilimish; n tanlanrnahajmi; nx- X belgining jc giymatichastotasi;
Y belgining y giymati chastotasi; y - Y belgining umumiy
n iluchasi; yx - Y belgining X =x ga mos shartli o'rtachasi (x

yiuppaning gruppa o ‘rtachasi).
X ning Y ga tanlanma korrelatsion nisbati ham shu kabi
niiu]lanadi:

cr-
11-misoi. n=50 hajmli quyidagi korrelatsion jadval bo'yicha Y
lu-lgining X belgiga korrelatsion nisbati ij ni toping.

X 10 20 30 ny
15 4 28 6 38
25 6 - 6 12
n\ 10 28 12 a=50
v, 21 15 20

Yechish: y -umumiy o ‘rtachani topamiz:
RV — 38-15+12-25_ 870 _ 17,4
n 50 50

iint Im kvadratikchetlanishnitopamiz:

'Z"y(y-y)2 38(15-17,4)2+12(25-17,4)2
50

=,27.
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er--shartli o‘rtachaning o'rtacha kvadratik chetlanishni (yoki
gruppalararo o‘rtacha kvadratik chetlanish) topamiz:
T ~10(21-17,4)2+ 28(15—474)* +12(20-17,4)2 ~
n

, . X273

Topilganlami (2.35) formulaga qo‘yamiz: K= = 4—/—0,64.
y ,Z

Tanlanma korrelatsion nisbat uchun quyidagi xossalar o‘rinli.

gX va v Kattaliklar uchun aniglangan xossalar bir xil boiganiigi

sababli tanlanma korrelatsion nisbat xossalarini 7 Kkattalik uchun
sanab o'tamiz.

1-xossa. Tanlanma korrelyatsion nisbat quyidagi qgo‘sh
tengsizlikni ganoatlantiradi: 0 </7<1.

2-xossa. Agar 77=1 boisa, belgilar funksional bogianishda,
ya’ni Y—(X) boiadi.

3-xossa. Tanlanma korrelatsion nisbat tanlanma korrelatsiya
koeffitsiyentining absolyut giymatidan kichik emas: 7>j"-

4-xossa. Agar rt=\rT\ bo‘lsa, belgilar orasida chizigli bogianish
bo‘ladi.

5-xossa. Agar =0 boisa, belgilar korrelatsion bogianishda
boimaydi.

Tanlanma Kkorrelatsion nisbatning afzalligi uning istalgan
korrelatsion bogianish, shu jumladan, chizigli bogianish
zichligining ham oichovi boiib xizmat gilishidadir. Shu bilan birga
tanlanma korrelatsion nisbat kamchilikka ham ega: u bogianish
shakli hagida hech ganday maiumot bermaydi.

Agar X va Y belgilar orasidagi korrelatsion bogianish
o‘rganilayotgan boiib, yx=f(x) regressiya grafigi egri chiziq bilan
tasvirlanadigan boisa, u holda bu korrelatsiya egri chizigli deyiladi.

Egri chizigli korrelatsiyada ham chizigli korrelatsiya kabi
korrelatsion bogianish shakli va uning zichligini aniglash bilan
skug‘ullaniladi. Egri chizigli korrelatsiyada Y ning X ga regressiya
funksiyalari quyidagi ko‘rinishda boiishi mumkin:

yx=axz +bx+c (ikkinchi tartibli parabolik korrelatsiya);

yx—ax’+bx2+cx+d (uchinchi tartibli parabolik korrelatsiya);
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r, “(giperbolik korrelatsiya).

Regressiya fimksiyasining ko‘rinishini aniglash uchun Dekart
11X»rdinatalar sistemasida (x,y) nugtalaming o ‘mi topiladi va ulaming
(oyInshishiga qgarab regressiya fimksiyasining taxminiy ko‘rinishi
liagida gipoteza gilinadi; o°‘rganilayotgan masalaning mohiyatidan
I - lib chiggan holda oxirgi xulosa gabul gilinadi. Belgilar orasidagi
korrelatsion bogianishni ifodalovchi regressiya funksiyalarining
iioina’lum parametrlami aniglash yoki statistik baholash masalalari
luim muhim hisoblanadi. Regressiya fimksiyasining nomaium
parametrlari ham eng kichik kvadratlar usuli yordamida topiladi. Egri
chizigli korrelatsiya zichligini baholashda tanlanma korrelatsion
nisbatdan foydalanamiz.

Egri chizigli korrelatsiyaning sodda hollaridan biri ikkinchi
Inrtibli  parabolik korrelatsiya ko‘rinishdagi  korrelatsiyaning
nomaium parametrlarini tanlanma maiumotlari yordamida topamiz.
Aniglik uchun Y ning X ga regressiya tanlanma tenglamasini
garaymiz. Bunda regressiya tanlanma tenglamasi

yx=ai"+bx+c (2.36)
ko'rinishda bo‘lib, ab,c nomaium parametrlami tanlanma maiu-
motlari bo‘yicha topish kerak boiadi. Nomaium koeffitsiyentlarni
v, ~y, - (ax] +bx, +c) chetlanishlar kvadratlarining yigindisi eng
kichik boiadigan qilib, tanlaymiz. Shu maqgsadda, quyidagi

A
limksiyani kiritamiz: F(a, b, C):\I{:IV! mBu funksiyani ekstremumga

lokshirib va tegishli almashtirishlardan so‘ng quyidagi sistemani
hosil gilamiz.
.)(
ai v < +b§1_n* +C2Xﬂ2;§ v
t n _
=1 X.I. +CmnXXi: b\ (2-30
n
ai% * >k,

Kuzatish natijalari (xny) juftliklardan foydalanib (2.37), tenglamalar
i Icmasidan a,b,c nomaium parametrlar topiladi.
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12-misol.  Korrelatsion jadval maiumotlari  asosida
yx-ax1-hbx+c ko‘rinishdagi Y ning X ga regressiya tanlama
tenglamasini toping.

% 1 11 1,2 »
Yy
6 8 2 : 10
7 : 30 : 30
75 : 1 9 10
W 8 33 9 n=>50

Yechish: Korrelatsion jadval maiumotlari asosida quyidagi
jadvalni tuzamiz.

X m* n njc mr 3 XN nyx
1 8 6 8 8 8 8 48
11 33 6,73 36,3 39,93 4393 4832 222,09
12 9 7,5 10,8 1296 1555 18,66 67,50
2 50 - 55,1 60,89 67,48 7498 337,59

Bu jadvalning s gatoridagi sonlarni (2.37) ga qo‘yib quyidagi
tenglamalar sistemasini hosil gilamiz:
74,98a + 67,48* + 60,89 = 413,93
. 67,48a+60,896+55,10c =373,30
60,89a + 55,106 + 50c = 337,59

Bu sistemadan a=1,94,6=2,98, c=110 yechimlami topamiz. U

holda regressiya tenglamasi

N=0094xr+2,98"+1,10
ko‘rinishda boiadi. Tekshirish uchun tenglama bo‘yicha hisoblangan
yx ning qiymatlari bilanjadval bo‘yicha topilgan yx ning giymatlarini
tagqoslash mumkin.

Yugorida keltirilgan boshga turdaga egri chizigli regressiya
tenglamalarining koeffitsiyentlarini topishda ham eng kichik
kvadratlar usulidan foydalanish mumkin, ammo ba’zi hollarda oldin
ma’lum bir almashtirishlarni amalga oshirish zarur. Masalan,
y max' (a>0,6>0) regressiya tenglamasidagi noma’lum a,6
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koeffisiyentlami topishda avvalam bor bu tenglamani ]ny=\na+b\nx
ko‘rinishda yozib olamiz, so‘ngra u=Inx, z=\ny belgilashlar
yordamida z =bu +Ina chizigli funksiyani hosil gilamiz.

Ba’zi amaliy masalalarda ikklta emas, balki ikkitadan ko‘proq
belgilar orasidagi bogianishni o‘rganish zaruriyati tugiladi. Bu
holda belgilar orasidagi korrelatsion bogianish to plamiy (fco plik)
korrelatsiya deb ataladi.

To‘plamli korrelatsiyaning eng sodda holi boigan uchta belgi
orasidagi chizigli korrelatsiyani garaymiz. Bu holda X, Y va Z
belgilar orasidagi korrelatsion munosabat

z=ax+by+c (2.38)
tenglama ko‘rinishida ifodalanadi. Bunda quyidagi:

1) kuzatish maiumotlari bo'yicha regressiyaning a,b,c homa’-
lum koeffitsiyentlami topish, ya’ni z =ax +by+c tanlanmatenglamani
topish;

2) z belgi bilan ikkala Y va Z belgilar orasidagi bogianish
zichligini baholash;

3) y fiksirlanganda (o‘zgarmaganda) Z va X orasidagi, X
fiksirlanganda Z va Y orasidagi bogianish zichligini topish
masalalarini hal qgilish zarur.

Birinchi masala eng kichik kvadratlar usuli bilan hal gilinadi.
Andlitik geometriyadan maiumki, (2.38) chizigli bogianish
tenglamasini:

z-z=a(x-x)+b(y-y) (2.39)
ko‘rinishda yozib olish mumkin. Bu ko‘rinishda esa 1-masalani hal
gilish osonroq.

Ba’zi elementar hisoblashlardan so‘ng a va J koeffitsiyentlar
uchun quyidagi formulalami topamiz:

a azf  ¢=VIVK.Ek (2.40)

Bunda ra,r ,r*- mos ravishda X va Z, F va Z, X va F belgilar
orasidagi korrelatsiya koeffitsiyentlari; ax,ay,crz- o‘rtacha kvadratik

chetlanishlar.
Z belgining X va F belgilar bilan bogiiqglik zichligi quyidagi:
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s—JLsiL” 0SR<1 (2.41)

umumiy tanlanma korrelatsiya koeffitsiyenti bilan baholanadi.

Shuningdek, vy fiksirlanganda (o‘zgarmaganda) z va X
orasidagi, x fiksirlanganda z va X bogianish zichligi mos
ravishda:

(2.42)

| -n "“Tm & hS (2'43)
xususiy tanlanma korrelatsiya koeffitsiyentlari bilan baholanadi.
Tabiatda turli-tuman jarayonlami o°‘rganishda, tasodifiy jara-
yonlaming o‘zaro bogiiqlik gonunlarini ochishda hamda umuman
prognozlash masalalarida korrelatsion va regression analizning
xulosalari katta ahamiyatga egadir. Xususan, igtisodiy jarayonlami
tadqiq etishda turli igtisodiy ko'rsatkichlaming bir-biriga bogiig-
ligini aniglash va shu asosda muhim xulosalar chigarishda kor-
relatsiya nazariyasi muvaffagiyatli tatbiq etib kelinmoqda.

2.3. Statistik gipotezalar. Statistik kriteriy

Amaliyotda, texnikada va iqtisodiyotda ko‘pincha tasodifiylik
bilan bogiig bo‘lgan biror faktni aniglashtirish uchun statistik usul
bilan tekshirish mumkin bo‘lgan gipotezalarga tayanib ish ko4iladi.

Maiumki, har ganday ilmiy asoslangan farazni gipoteza deb
aytishimiz mumkin, ammo har ganday gipotezani stastistik gipoteza
deb ayta oimaymiz, chunki uning alohida ajralib turadigan
xususiyatlari bor, bu xususiyatlami alohida ta’kidlash uchun biz
quyidagi ta’rifni keltiramiz.

1-ta’rif. Statistik gipoteza deb, kuzatilayotgan tasodifiy
miqgdorning (bosh to‘p!amning) nomaium tagsimot gonuni yoki
ma’lum tagsimot qonunning nomaium parametrlari hagidagi
gipotezaga aytiladi.
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Masalan, quyidagi gipotezalar statistik gipotezalarga misol boia
oladi:

1) bir xil ishlab chiqgarish sharoitlarida bir xil ishni bajarayotgan
ishchilaming mehnat unumdorligi normal tagsimot gqonun bo‘yicha
tagsimlangan;

2) parallel ishlayotgan stanoklarda tayyorlanayotgan bir xil
turdagi detallaming o‘rtacha oichamlari bir-biriga teng;

3) normal tagsimot gonuniga bo‘ysinuvchi ikki to‘plamning
dispersiyalari o ‘zaro teng.

1-gipotezada tagsimotning ko‘rinishi hagida, 2 va 3-gip6teza-
larda esa parametrlar haqida faraz gilingan.

“Ertaga yomgir yog‘adi”, “Bu yil mo‘l hosil olamiz” kabi
gipotezalar statistik gipotezalar boia olmaydi, chunki ularda na
tagsimot gonunining ko‘rinishi hagida, na uning parametrlari hagida
s0°z boradi.

Bosh to‘plam hagida oldinga surilgan gipoteza tanlanma
natijalarga asoslanib tekshiriladi va natijada gabul gilinishi yoki rad
gilinishi mumkin. Bunda quyidagi tushuncha va belilashlardan
foydalaniladi:

H,-asosiy (yoki nolinchi) gipoteza deb, maium faktlarga yoki
tadgiqot natijalariga asoslanib, ilgari surilgan statistik gipotezaga
aytiladi;

/I, -konkurent (yoki alternativ) gipoteza deb, asosiy gipotezaga
zid boigan har ganday boshqa gipotezaga aytiladi.

Masalan, “X tasodifiy miqdor Puasson tagsimot gonuniga
bo'ysunadi” gipotezasi yuqoridagilarga asoslanib quyidagicha
yoziladi:

HB:P(X=k)=~" h A>0, k=0,1,2,3,....

Hx:P{X=k)*~~.

Fagat bitta da’voni 0°z ichiga oigan gipoteza oddiy gipoteza;
bittadan ortiq sondagi da’volarni 0‘z ichiga oigan gipoteza esa
murakkab gipoteza deyiladi.

Masalan, X tasodifiy migdor ko‘rsatkichli tagsimot:



( 0, agar x<0,
(I—e ’ ,agar x>0.
gonuniga bo'ysinib, uning A parametri nomaium boisin. U holda
quyidagilar o‘rini:

HO: A-2 asosiy gipotezani oddiy gipoteza;

Hj-.A*2 altemativgipotezaniesamurakkabgipoteza.

llgari surilgan gipoteza tekshirib ko‘riladi va so‘ngra xulosa
chiqgariladi. Gipotezani tekshirish natijasida ikki turdagi xatolikka
yoi qo‘yilishi mumkin.

Agar to‘g‘ri gipoteza rad etilsa, gilingan xatolikni I tur xatolik,
agar noto‘g‘ri gipoteza gabul qgilinsa, gilingan xatolik Il tur xatolik
deb ataladi. Bu xatoliklami jadvalda quyidagicha tasvirlash mumkin.

F(x)H

Hn- gipoteza to‘gri noto‘g‘ri
Rad qilindi I tur xatolik To‘g‘ri qaror
Qabul gilindi To‘g‘ri qaror Il tur xatolik

Amaliyotda I va Il tur xatoliklarning oqibatlari har xil boiishi
mumkin. Masalan, agar samolyotga “uchishga ruxsat berilsin” degan
to‘g‘ri garor rad etilgan boisa, u holda bu I tur xatolik boiib, bunday
xatolik moddiy zararga olib kelishi mumkin; agar samolyotning
nosozligiga garamasdan “uchishga ruxsat beriisin” degan noto‘g‘ri
garor gabul qgilinsa, u holda bu Il tur xatolik boiib, bunday xatolik
halokatga olib kelishi mumkin.

Albatta, | tur xatolik 1l tur xatolikka garaganda ogirroq
ogibatlarga olib keladigan misollami ham keltirish mumkin.

To‘g‘ri garomi ikki holda gabul gilish mumkin:

1) agar ilgari surilgan gipoteza hagigatan ham to‘g‘ri boisa,
gipoteza gabul gilinadi;

2) agar ilgari surilgan gipoteza hagigatan ham noto‘g‘ri boisa,
gipoteza gabul gilinmaydi.

I tur xatolikka yoi qo'yish ehtimoli a bilan belgilanadi va u
muhimlilik darajasi deb ataladi. Ko‘p hollarda muhimlilik darajasi
a =0,05, a =0,01,... sifatida gabul gilinadi.

112



liiz maium tagsimot qonuniga bo‘ysinuvchi belgining
inima* lum parametrlarihaqida ilgari surilgan gipoteza Statistik usulda
gnnday tekshirilishini ko‘rib chigamiz. Dhares:

Asosiy gipoteza ilgari surilgandan so‘ng, uning to‘g‘ri yoki
noto‘g‘ri ekanligini tekshirib ko‘rish kerak boiadi. Shu magsadda
inaxsus tanlangan, anigq yoki taxminiy tagsimoti ma’lum boigan
tasodifiy miqdor ishlatiladi. Bu tasodifiy miqdomi k bilan
belgilaymiz.

2-ta’rif. Statistik kriteriy (yoki oddiygina kriteriy) deb, asosiy
gipotezani tekshirish uchun xizmat giladigan tasodifiy migdorga
aytiladi.

Bu tasodifiy miqdor odatda K bilan belgilanadi va K kriteriy
deb ataladi. Masalan, agar normal tagsimot gqonuniga ega X, Y bosh
to‘plamlaming dispersiyalari tengligi hagidagi gipoteza tekshi-
rilayotgan boisa, u holda K kriteriy sifatida “tuzatilgan” tanlanma
dispersiyalar nisbati olinadi:

F=4 (s2>s9) (2.44)

S

Turli tajribalarda dispersiyalar har xil, oldindan maium
bo‘lmagan giymatlar gabul gilganligi uchun F tasodifiy migdor
boiib, u Fisher-Snedekor gonuni bo‘yicha tagsimlangan.

Gipotezani tekshirish uchun kriteriyga kirgan miqgdorlarning
xususiy giymatlari tanlanma bo‘yicha hisoblanadi va shunday qilib
kriteriyning kuzatiladigan (xususiy) qiymati hosil gilinadi.

Kred -kuzatiladigan giymat deb, statistik  kriteriyning
tanlanmalar bo‘yicha hisoblangan giymatiga aytiladi. Masalan, ikkita
tanlanma asosidatopilgan dispersiyalar: sl =20, s¢=15 boisa, u holda

K =F=n=1
hant 15 3'

Gipotezani tekshirish mobaynida K Kkriteriyning mumkin
boigan barcha giymatlari to‘plami kesishmaydigan ikkita gism
to‘plamlarga ajratiladi; K =Kr u K*.Bu yerda K n K+=0.
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Ulardan biri HO- asosiy gipoteza rad gilinadigan giymatlami,
ikkinchisi esa asosiy gipoteza gabul giladigan giymatlarini 0‘z ichiga
oladi.

3-ta’rif. Kriteriyning HQ- asosiy gipotezani rad qiladigan
giymatlar to ‘piami kritik soha deb ataladi.

4-ta’rif. Kriteriyning //,,-asosiy gipotezani gabul giladigan
giymatlar to ‘plami gipotezani gabul gilish sohasi deb ataladi.

Statistik gipotezalami tekshirishning asosiy prinsiplarini
quyidagicha ta’riflash mumkin: agar kriteriyning kuzatiladigan
giymati kritik sohaga tegishli boisa, asosiy gipoteza rad gilinadi,
agar kriteriyning kuzatilayotgan giymati gipotezaning gabul gilinish
sohasiga tegishli boisa, asosiy gipoteza gabul gilinadi. Kriteriy bir
oichovli tasodifiy migdor boigani uchun uning mumkin boigan
barcha giymatlari to‘plami biror intervaldan iborat boiadi. Shu
sababli, kritik soha va gipotezaning gabul qilinish sohasi ham
intervaldan iborat boiadi, demak, ulami ajratib turuvchi nugtalar
to‘g‘risida gapirish mumkin.

5-ta’rif. Kritik nuqtalar deb, kritik sohani gipotezaning gabul
gilinish sohasidan ajratib turuvchi nugtalarga aytiladi.

Agar kritik soha K >kb tengsizlik bilan aniglansa, u holda uni
0 rig tomonli kritik soha.

Aagar kritik soha K < kk tengsizlik bilan aniglansa, u holda uni
chap tomonli kritik soha.

Agar kritik soha K>k'tr, K <Kir tengsizliklar bilan aniglansa, u
holda uni ikki tomonli kritik soha deyiladi.

Chap tomonli va ikki tomonli kritik sohalami aniglash o‘ng
tomonli kritik sohani topishga o‘xshash boiganligi sababli biz fagat
0°‘ng tomonli kritik sohani aniglash bilan tanishib chigamiz.

Kritik sohani aniglash uchun kritik nugtani topish yetarli. Bu
nugtani aniglash uchun esa a ning giymati berilishi kerak. So‘ngra,
quyidagi talabga asoslanib, nuqta topiladi: //,,-asosiy gipoteza
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>mili hoiadigan K kriteriyning kb nuqgtadan katta boiishi ehtimoli
.1 tniihiindlik darajasiga teng boisin:
P(K>kb')-a. (2.45)
llar bir kriteriy uchun (2.45) shartni ganoatlantiruvchi Kkritik
multulurni topish jadvallari mavjud.

Kritik nugta topilgandan so‘ng, x,,x2...xn tanlanma
maiumotlari bo'yicha kriteriyning kuzatilgan giymati topiladi.
llunda agar K >kk boisa, u holda asosiy gipoteza rad gilinadi; &ks
holda asosiy gipotezani rad gilishga asos yo‘q deyiladi.

1-eslatma. HO gipoteza gabul gilingan boisin. Shu bilan bu
gipoteza isbotlandi deyish xato boiadi. Aslida “kuzatilgan natijalar
Il,, gipotezaga mos keladi va demak, uni rad qlllshga asos yo‘q”
deyish to‘g‘riroq boiadi.

Amalda gipotezani katta ishonch bilan gabul gilish uchun
boshga statistik usullar bilan tekshiriladi yoki tanlanma hajmi
orttirilib tajriba takrorlanadi. Gipotezani gabul gilishdan ko‘ra
ko‘proqg uni rad gilishga harakat gilinadi. Hagigatan, maiumki biror
umumiy da’voni rad gilish, bu da’voga zid boigan bitta misolni
keltirish kifoya. Shu sababli kriteriy quwati tushunchasi kritiladi.

6-ta’rif. Konkurent gipoteza toq‘ri boiganda Kkriteriyning
kritik sohada boiish ehtimoli kriteriy quwati deb ataladi.

Agar 1l tur xatolikka yoi qo‘yish ehtimoli 8 boisa, u holda
kriteriy quwati I-B ga teng boiadi. Buridan ko‘rinadiki, kriteriy
quwati gancha katta boisa Il tur xatolikka yoi go‘yish ehtimoli
shuncha kam boiadi. Yuqoridagi ta’riflardan ko'rinib turibdiki, a
ning kamayishi 8 ning o°‘sishiga olib keladi, va aksincha. Masalan,
a=0 bo‘lsa, u holda barcha gipotezalar gabul gilinadi, jumladan
noto‘g‘rilari ham. Shu sababli, ikkala parametmi bir paytda
kamaytirib bo‘Imaydi. I tur va Il tur xatoliklarga yoi qo‘yishning
oldini olishning yagona yoii tanlanma hajmini oshirishdir.

Statistik gepotezani tekshirish ganday amalga oshirilishini
sinyidagi misolda ko ‘rib chigamiz.
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Normal tagsimlangan ikki bosh to‘plamning dispersiyalarini
tagqoslash masalasi. Dispersiyalar haqidagi gipotezalar, aynigsa
texnikada muhim ahamiyatga ega, chunki tarqoglik xarakteristikasi
boigan dispersiya mashina va uskunalaming, oichov asboblarining,
texnologik protsesslarning aniqligini baholashda juda muhim
ko‘rsatkich hisoblanadi.

Normal tagsimlangan bosh to‘plam dispersiyalarining tengligi

haqgida gipoteza ilgari surilsa, kriteriy sifatida F = Té kattalik olinishi-

ni aytib o‘tgan edik. Bunda F tasodifiy migdor bo'ysunadigan
Fisher-Snedekor taqgsimotining erkinlik darajalari quyidagicha
aniglanadi: £,=«,-1, =«2-1, bu yerda « -hisoblanganda giymati
kattaboigan “tuzatilgan” dispersiyagamos tanlanmaninghajmi, «2-
hisoblanganda qiymati kichik boigan “tuzatilgan” dispersiyaga mos
tanlanmaning hajmi. Kritik nugta kk =Fia-Jt"k™ tenglik bilan
jadvaldan aniglanadi.
1-misol. Normal tagsimlangan X, Y bosh to‘plamlardan mos

ravishda nl=11, «2=14 hajmli erkli tanlanmalar olinib, ularning
“tuzatilgan” dispersiyalari: =0,76, sj =0,38 topilgan. «=0,05
muhimlilik darajasida quyidagi gipotezani tekshiring:

fHO:D(X) =D(Y)

IH\:D(X)*D(Y)

Yechish: Gipotezani tekshirish uchun kriteriyni

tanlaymiz. U holda
X = F=%="=2
sg 0,38

Fisher-Snedekor tagsimotining flg-itik nugl*larjadyalidan

a =0,05, k =11-1=10, L —'4—1=13=>kk = F(0.05;10,13) =2,67
kritik nugtani topamiz. Bu yerda K <kk boigani uchun gipotezani
rad gilishga asos yo“‘q.

Maiumki, s2-tuzatilgan tanlanma dispersiya bosh to‘plain
dispersiyasi uchun siljimagan baho boiadi. Biz bu tuzatilgan
tanlanma dispersiyasi bilan cr~X)-bosh to‘plam dispersiyasi
opasidagi farq e’tiborga olinishi kerakmi yoki yo‘gmi degan savolga
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llvob beramiz. Amaliyotda a]s(X) tajriba natijasida yoki nazariy
lililitdanamglanadi.

Buning uchun bosh to‘plamdan « hajmli ianlanma ajratib
olamiz. Bu tanlanmadan k=n~I erkinlik darajasida / -tuzatilgan
dispersiyani topamiz. U holda asosiy gipoteza HO:er2BM(s2)
ko‘rinishda boiadi. Bu kabi gipotezalar priborlar, instrumentlar,
stanoklaming anigqligini tekshirishda, texnologik jarayonlarni

o‘rganishda tekshiriladi. Asosiy gipotezani tekshirishda («-!)<l1

tasodifiy migdordan foydalanamiz. ' kattalik hagigatan ham
o<

tasodifiy miqdor, chunki s2 Kkattalik turli tajribalarda har xil
giymatlami qabul giladi. Bu tasodifiy migdor k=n-\ erkinlik
darajasida %- (xi kvadrat) tagsimotga ega boiganligi uchun asosiy

gipotezani tekshirish Kkriteriysini ’\2=(«-I)I—|-3 bilan belgilaymiz.

Kritik soha alternativ gipotezaga bogiiq holda quriladi:

I. HO:al =a2; //,\<ja<a2 gipotezani tekshiramiz. Bu holda
Fixing. >x1.(a ,k))=a ehtimollikdan foidalanib o‘ng tomonli kritik
soha quriladi. (or;£)-kritik nuqta esa j2 tagsimotning Kkritik
nugtalari jadvalidan foydalanib topiladi. U holda kritik soha
XLa,>XI. tengsizlikdan, asosiy gipotezani gabul gilish giymatlari esa
XL,.<Xl. tensizlikdan topiladi. Demak,

Agar Xa <xtr. boisa, u holda asosiy gipotezani rad etishga
asos yo‘q;

Agar xLa, >xl. boisa, u holda asosiy gipotezani rad etishga
asosbor. -

2~misol. Normal tagsimlangan bosh to‘plamdan «=13 hajmli;
tanlanma ajratib olinib, 12=14,6 ‘““uZatilgari” dispetsiya «lbftilgan.
a =0,01 muhumlilik darajasida HO:R=<x2=12; HI:I2<cr2 gipotezani
tekshirmg.

Yechish: Kuzatilgan giymatini topamiz:

[=(«-1)4 =146.
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Jadvaldan xlI.(0,01;13—1=12)=26,2 giymatni topamiz. Bu yerda
xL*. <xt. boigani uchun asosiy gipotezani rad etishga asos yo‘q.

1. HO:aB=cr2; Hx:a\ *a2 gipotezani tekshiramiz. Bu hol
P(X2>xlI.(a;*))=cc ehtimollikdan foydalanib ikki tomonli kritik soha

quriladi. <xl.(~;k I]=" tengs'zlikdan foydalanib chap kritik

f
soha, P\x 2> x 1\ tenSs*<'an foydalanib o‘ng kritik soha

quriladi. x? tagsimotning kritik nuqtalari jadvalida fagat o‘ng kritik
nuqtalar berilgan. Chap kritik nugtalami topishda yuzaga keladigan

giyinchlikdan x 2 J va x2>xl. hodisalaming garama-

garashiligidan, ya’ni

tengliklardan foydalanib qutilamiz.
Bundan ko‘rinib turibdiki, chap kritik nugtani o°ng kritik nugta
kabi izlanadi. Shunday qilib, HO:crB=cr2; Hx:crB~cr2 gipotezani

tekshirish uchun xL,,,=(«-!)S—2 kuzatilgan giymati topiladi. So‘ngra

N N~Nj-o'ng kritik nugta va |M-~;*j-chap  kritik nuqgta

topiladi, Bunda:

Agar Xk <X <xInS*, bo‘lsa>u holda asosiy gipotezani rad
etishga asos yo‘q;

Agar x'L,.>xl,gk. yoki xliapb>xLa, bo‘lsa, u holda asosiy
gipotezani rad etishga asos bor.

3-misol. Normal tagsimlangan bosh to‘plamdan «=13 hajmli
tanlarsma ajratib olinib s2=10,3 “tuzatilgan” dispersiya topilgan.
or=0,02 muhumlilik darajasida HO:a2=a2=12; Ht:12"a2 gipotezani
tekshiring.

Yechish: Kuzatilgan giymatini topamiz:
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/=(«-1)4 =103
aB

e Mvnlriiui  xL,kr=3.57, xIngkr= 26,2 giymatlami jadvaldan
itilitmii/.  Mu yorda x Ipkr.<xL,,<xl,gk boigani uchun asosiy
ii | . /uni imlclishga asos yo‘q.

M /l,, 0" <r\ Hj:al>a2 gipotezani tekshiramiz. Bu holda
liiiil iuulta /,. (I a\k) topiladi. So‘ngra:

Agi» xL,i. <xl. bo‘lsa, u holda asosiy gipotezani rad etishga
HHON bor;

ASiir xLn 'mxi boMsa, u holda asosiy gipotezani rad etishga
iinon yO‘q.

I misol. Normal tagsimlangan bosh to‘plamdan «=13 hajmli
i.inLiiinui ftjratib olinib, j2=14,6 “tuzatilgan” dispersiya topilgan.
% 0.01imihumlilik darajasida HO:al =a2=12; HI:\2>a2 gipotezani
Ickihiring.

Yccliinli: Kuzatilgan giymatini topamiz:

/=(,-1)4 =146.

Imlvnidan /(0,99;12)=3,57 giymatni topamiz. Bu yerda
Ito'lgani uchun asosiy gipotezani rad etishga asos yo‘q.

Agar nr tanlanma dispersiyasi topilgan boisa, u holda
inNodifiy migdor sifatida / =«— kattalik olinadi.

B

Agar erkinlik darajasi k >30 bo‘lsa, u holda kritik nugta sifatida

1- gk-+ z, , "<D(zj=— J  Kattalikning taxminiy

iliymati olinadi.
2.4. Muvofiglik kriteriysi

Mn’lumki, statistik gipotezada kuzatilayotgan belgining
Ini|."iimol gonuni haqidagi faraz ham ilgari surilar edi. Biz ko‘pgina
nimiiy masalalar o‘rganilayotganda uchraydigan X tasodifiy miqg-
ol ¥iim|- tagsimot qonuni noma’lum boiib, bu tagsimot to‘gcrisidagi
i-i)«e(w/.mi statistik usulda tekshirishni ko‘rib chigamiz.
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x tasodifiy migdor F(x) tagsimot qonuniga egaligi hagida
da’vo qgiluvchi //,,: P(X <x) = Fix) gipotezani tekshirish talab etilsin.
Buning uchun x tasodifiy migdor ustida n marta erkli kuzatish
oikazib x,,x2...x, tanlanma olamiz. Bu tanlanma bo‘yicha F*(x)
empirik tagsimot funksiyasini qurish mumkin. Empirik tagsimot
funksiyasi va nazariy (gipotetik) tagsimot funksiyasini tagqoslash
maxsus tanlangan tasodifiy miqdor-muvofiglik (moslik) kriteriysi
yordamida bajariladi.

1-ta’rif. Muvofiglik kriteriysi deb, bosh to‘piam nomaium
tagsimotining taxmin qilinayotgan qonuni hagidagi gipotezani
tekshirish uchun xizmat giluvchi kriteriyga aytiladi.

Bir ganeha muvofiglik kriteriylari mavjud: / (“xi”-kvadrat™)
K.Pirson, Kolmogorov, Smirnov va boshgalar.

Normal tagsimot hagidagi gipotezani tekshirishda qoilanila-
digan Pirson kriteriysiga batafsil to‘xtalamiz. Shu magsadda empirik
va nazariy chastotalarni taggoslaymiz.

Odatda, empirik va nazariy chastotalaming fargi bo‘ladi.
Masalan:

empir.chast 6 13 38 74 106 85 30 10 4

nazar.chast 13 14 42 82 99 76 37 11 2

Bunda quyidagi savollar tug‘iladi: Chastotalaming bunday
farglanishi tasodifiymi? Farglanish sabablari nima? Bu kabi
savollarga Pirson kriteriysi javob beradi. Bu kriteriy ham boshga
kriteriylar kabi gipoteza to‘g‘riligini tasdiglamasdan, balki gabul
gilingan a-muhimlilik darajasida kuzatilgan ma’lumotlari bilan
uning mos yoki mosmasligini o ‘rnatadi.

n hajmli tanlanma asosida: 112 empirik tagsimot

nt b n2 .. nk
olingan boisin.

Bosh to‘plam normal tagsimlangan farazi asosida n* nazariy
ehastotalar hisoblangan boisin. a-muhimlilik darajasida.

Ho: bosh to‘plam normal tagsimlangan gipotezani tekshirish
uchun Kriteriy sifatida
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| ni
liisodifiy migdorni olamiz.

Bosh to‘plam qaysi tagsimot gonuniga bo‘ysunishidan qat’i
un/,ur (2.46) tasodifiy miqdor »->m da k erkinlik darajali /
(ucjsirnot gonuniga intilishi isbotlangan. Bu yerda £=s-1-r. s-
tanlanma gruppalari (xususiy intervallar) soni, r-faraz gilinayotgan,
ya’ni lanlanma maiumotlari asosida baholanayotgan, tagsimot
parametrlari soni. Masalan, normal tagsimotda r - 2 va hokazo.

()ng tamoni kritik sohani quramiz. Asosiy gipotezani to‘g‘ri
dob lara/ gilganimizda kriteriyning kritik sohaga tushish ehtimoli;

P (x2>xl.(pc-,kj)=a (2.47)
Simnduy qilib, j 2 tengsizlik kritik sohani, j 2<%l(a;k)
t<-u,v;r.lik csa asosiy gipotezani gabul gilish sohasini aniglaydi.
_ (2.48)
i n

lormula yordamida kriteriyning kuzatilgan giymatini, jadvaldan
i, iI.t.A) kritik nugtani topamiz va quyidagi xulosalami chigaramiz.
A('ur x 1<xi.(fi;k) boisa, u holda gipotezani rad etishga asos
yoq; : . . :
Afa x'mxl.(a\k) boisa, uholda gipotezani rad etishga asos bor.
I-misol. a=0,05 boisa bosh to‘plam normal tagsimlangan
I'ipolezasini quyidagi jadval asosida tekshiring:
empirchast 6 13 38 74 106 85 30 14

nazar.chast 3 14 42 82 99 76 37 13
Yechish: xImt giymatni hisoblash uchun quyidagi jadvahii
tuzamiz.

i 0 v n- ot (h - H92 (o - «D2
«

1 6 3 3 9 3

2 13 14 -1 1 0,07

3 38 42 -4 16 0,38

4 74 82 -8 64 0,78
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5 106 99 7 49 0,49
6 85 76 9 81 1,07
7 30 37 -7 49 1,32
8 14 13 1 1 0,08

| 366 366 et ~

Erkinlikdarajalari soni: fc=s-r-i=8-2-i=5. Jadvaldan:

xLat. <xI. boigani uchun asosiy gipotezani rad etishga asos
yo‘q. Demak, kuzatilgan maiumotlar gipoteza bilan mos.

Yugqoridagilardan ko‘rinadiki, Pirson muvofiglik kriteriysining
asosini empirik va nazariy chastotalami tagqoslash tashkil etadi.
Empirik chastota tajribadan topiladi.

Bosh to‘plam normal tagsimlanganda nazariy chastota topish
usullaridan birini quyida keltirairiiz:

1. X tanianmaning barcha mumkin boigan giymatlar sohasi k
ta bir xil uzunlikdagi {xt,xM) xususiy intervallarga boiinadi va har
bir xususiy interval x‘ o‘rtasi topiladi va i intervalga tushgan
variantalar soni x' varlantanlng chastotasi deb hisoblanadi. Natijada

L L2
n « N2 .. nk
tagsimot hosil gilinadi. Buyerda =«.

2. Tanlanma x"' o‘rtachasi va a o‘rtacha kvadratik chetlanishi
hisoblanadi.

3 2=-een miqdor bilan X tasodifiy migdor normalanadi va

) ° K KK *Kk _*x?
(z,,zM) mtervalnmg chetki nuqgtalan: z,:-(—a7-L M +(———6r——

topiladi. Bunda z ning eng kichik giymati z,  -<», eng katta qiymati
Z—»@deb olinadi.

4. pt=<s(@W-Q>(zl) formula bilan X ning (*,%,) oraligga
tushish ehtimoli hisoblanadi. Bu yerda <t>(z)-Lapias funksiyasi. U
holda nazariy chastota: «*=n,pt. Shuni ta’kidlash kerakki, har bir
oralig kamida 5-10 ta variantani 0z ichiga olishi lozim. Tanlanma
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inii'it  Yani yeturlicha katta, 50 dan kam bo‘lmasligi lozim.
hi iiintninri soni kam oraliglarni birlashtirish kerak.
I misol. Bosh to‘plam normal tagsimlangan deb, jadval asosida
mi iniv chastotalami toping. Tanlanma hajmi «=200.

0
1 X, i d i X, XV n
1 4 6 15 6 14 No 21
) 6 8 26 7 16 18 24
\ 8 10 25 8 18 20 20
0 12 30 9 20 22 13

$ 12 14 26

Ycchish: 1. Xususiy intervallar o‘rtasini topamiz va quyidagi
(iu|Nimotni hosil gilamiz:
x, 5 7 9 11 13 15 17 19 2
15 26 25 30 26 21 24 20 13
2. Tanlanma o‘rtachasi va o‘rtacha kvadratik chetlanishini
lopumiz: x =12,63, a*=4,695.
3. (z,zM) intervallami topamiz va quyidagi jadvalni hosil
gilamiz:

X -X*

* ' . XM ~X
1 X XM X - X XM -x g MW o
1 4 6 - -6,63 -00 -1,41
2 6 8 -6,63  -4,63 -1,41 -0,99
3 8 10 -463  -2,63 -0,99 -0,56
4 10 12 -263  -0,63 -0,56 -0,13
5 12 14 -0,63 1,37 -0,13 0,29
6 14 16 1,37 3,37 0,29 0,72
7 16 18 3,37 5,37 0,72 1,14
K 18 20 5,37 7,37 1,14 1,57
0 20 22 7,37 - 157 ®
4. & ehtimollikni va n,p, nazariy chastotani topib quyidagi

jmlvalni tuzamiz:
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N O)  <bon pteR@<E)  np,

1
1 ® -141 05 -04207 0,0793 15,86
2 -141  -0,99 -0,4207 -0,3389 0,0818 16,36
3 -0,99 -056 -0,3389 -0,2123 0,1266 25,32
4 -056 -0,13 -0,2123 -0,0517 0,1606 32,12
5 013 029 -0,0517 01141 0,1658 33,16
6 029 0,72 01141 0,2642 0,1501 30,02
7 072 114 0,2642 0,3729 0,1087 21,74
8 114 157 0,3729 0,4418 0,0689 13,78
9 157 ® 04418 05 0,0582 11,64
Nazorat savollari

1. Statistik gipotezani ta’riflang.

2. lturvall tur xatoliklami misollar yordamida tushunturung.

3. Kiritik sohani qurishning ganday usullarini bilasiz?

4. Statistik kriteriynita’riflang.

5. Kriteriy quwétini ganday oshirish mumkin?

6. Pirson kriteriysini ta’riflang.

Mustaqil yechish uchun misollar

1. Quyida beriigan tanlanma uchun variatsion gator hamda
chastotali taqsimottuzing: {5,3,7,10,5,5,2,10,7,2,7,7,4,2,4}.

2. Tavakkaliga tanlangan 30 ta talabalaming bo‘y
uzunliklaridan iborat quyidagi tanlanma beriigan. Bu tanlanma uchun
interval statistik tagsimot tuzing.

178 160. 154 183 155 153 167 186 155 163
157 175 170 166 159 173 182 167 169 171
179 165 156 179 158 171 175 173 172 164

3. Chastotali tagsimoti beriigan tanlanmaning empirik
tagsimot funksiyasini toping:
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15 16 17 18 19
1 4 5 4 2
X 2 3 4 5 6 7 8
1 3 4 6 5 2 1

4. Quyidagi tanlanma uchun nisbiy chastotali gistogramma
yasang.

o
=
N
w
SN
ol
(o]
~
oo
[{e]

X,
" 8 4 20 25 30 24 16 12 7 4

n 2 4 5 6 5 2 1

6. Quyidagi tanlanmaning o‘rta giymati va dispersiyasini
iisoblang. .

Interval
chegarasi 436 36-38  38-40 4042 42:44  44-46
n 2 3 30 40 20 5
7. Talabalardan 24 savoldan iborat test sinovi o ‘tkazildi. Ushbu

lest natijalariga ko‘ra talabalar quyidagicha tagsimlanishdi. Tan-
liilnma sonli xarakteristikalarini hisoblang.

To‘g'ri
jnvoblar  10-12 12-14 14-16 16-18 18-20 20-22 22-24
soni

TitInbalar
NOn 2 4 8 12 16 10 3
8. Tanlanmaning quyidagi berilgan tagsimoti bo'yicha uning

cmpirik funksiyasini toping.
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1 4 6

X
n 10 15 25
9. Tanlanmaning quyidagi berilgan tagsimoti bo‘yicha nisbiy
chastotalar poligonini yasang.
X 2 4 5 7 10
W 0,15 0,2 01 01 0,45

10.Quyidagi ma’lumotlar asosida empirik tagsimot fimksiyasini
toping va grafigini yasang.

X 4 7 8
n 5 2 3
11.Chastotalar poligonini yasang.
X 15 20 25 30 10
n 10 15 30 20 25
12. Nisbiy chastotalar poligonini yasang.
X 20 40 65 80
w 0.1 0.2 0.3 0.4

13. Tanlanmaning quyidagi berilgan tagsimoti bo‘yicha
chastotalar gistogrammasini yasang.

Ne o * m » ?
1 2-7 5
2 7-12 10
3 12-17 25
4 17-22 6
5 22-27 4
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14. Bosh to‘plamning miqgdoriy belgisi normal tagsimlangan. n
ligymli tanlanma bo‘yichatuzatilgan o‘rtacha kvadratik chetlanishi to-
pilgan. Agar «=10 va ?=s51 bo‘lsa, /=0,99, ishonchlilik ehtimoli
hiian:

a) dispersiyani goplaydigan;

b) o‘rtacha kvadratik chetlanishni qoplaydigan ishonchlilik
oralig‘ini toping.

15. Biror fizik kattalikni bog‘lig boimagan bir xil aniglikdagi
9 ta oichash ma’lumotlari bo‘yicha, oichashlaming o‘rta arifmetik
giymati xn=30,1 va o‘rtacha kvadratik chetlanishi <j=6 topilgan.
Oichanayotgan kattalikning haqiqiy giymatini ishonchli oraliq
yordamida v=0,95, ishonchlilik bilan baholang.

16. Bosh todlamdan «=10 hajmli tanlanma olingan va bosh
to‘plam normal tagsimlangan boisa, a matematik kutilmasini
tanlanma o‘rtacha giymat bo‘yicha 0,95 ishonchlilik bilan 0°z ichiga
olishi mumkin boigan oraligni toping.

-2 1 2 3 4 5
n 2 1 2 2 2 1

17. Tanlanmaning quyidagi jadvali yordamida xy,ax ni toping.

X

v 4 5 6 7 ny
10 2 1n 3 2 18
20 1 13 2 10 26
30 3 6 27 6 42
40 2 9 3 - 14
X 8 39 35 18 «=100

18. Tanlanmaning quyidagi jadvali yordamida yx.ax ni to-
ping.
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v 4 5 6 7 ny
I 2 1n 3 2 18
2 1 19 2 4 26a
3 3 9 27 3 42
4 2 - 3 9 14
nx 8 39 35 18 «=100
19. Tanlanmaning quyidagi jadvali yordamida yx,ay ni toping.
X 4 5 6 7 ry
Yo (
10 2 n 3 2 18
20 1 19 2 4 26
30 3 27 6 42
40 2 3 3 6 14
nx 8 39 35 18 n=100
20. Jadvaldagi ma’lumotiar asosida yx=ax2+bx+c regress
tanlanma tenglamasini toping.
y X 0 4 6 7 10 ry
7 19 1 1 - - 21
13 2 14 - - - 16
40 W 3 22 2 - 27
80 - - - 15 - 15
200 - - - - 21 21
& 21 18 23 17 21 Am=fO0
21. Jadvalda keltirilgan ma’lumotlar asosida -y =ayr +by

regressiya tanlanma tenglamasini va ty* tanlanma korrelatsion
nisbatni aniglang.
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36

jmiari
ay boshto'piamlard".}%an%

Nornial tagsimlang"\Vijta erkii tanlanma ajratib O
sS, lar topilgan.
gipotezani teksi®*1

22.
mosravishda « va «, boigan
ulaming “tuzatilgan” dispersi/® .

darajasida y/0;jd(x) =¢>(7), // «=0,05;
a) « =10,«2=15, =2,4,i/ ™ g or=005;
b) «,=13, «2=17,J2=3,6, " =°01L

d) « =9,n2=12, ~ =3,6,5* * f=0,05.
e) «' =13, H=15.52 . . .
X var Hosh 3fo<P|an,|8Fdan Oy

23.  Normal tagsim l&fhg~@afer=0,01 muhimlilik
2 erkli tanlanmalar ajratib4& m

:D(X)=2)(7), /1,: D(X)>D<P

"5 i 6
XT 3 4 i 3 3
n 4 2 <f~ 12
Y 4 4
va iboraiar

Tayancl*

o‘rtachasi, bosh to‘plam 0‘rt*"JLpersiy3?T nugtaviy bah”, ,,
gan” dispersiya, boshtoplarH , bah°n*hS anigligi, * fie i
baho, bahoning ishondililift statist bogianish, K
inlervali, funksional bogiaP™ ~



bogianish, korrelatsion panjara, shartli o‘rtacha. tanlanma regressi-
yasi, tanlanma regressiya tenglamasi, egri chizigli korrelatsiya,
to‘plamli korrelatsiya, xuslsiy tanlanma korrelatsiya koeffitsiyenti,
umumiy tanlanma Kkorrelatsiya koeffitsiyenti, tanlanma korrelatsion
nisbat, shartli varianta, statistik gipoteza, oddiy gipoteza, murakkab
gipoteza, statistik kriteriy, kuzatiladigan giymat, kritik nuqtalar,
muhimlilik darajasi, kriteriy quwati, muvofiglik kriteriysi, %2~
kriteriy, empirik chastota, nazariy chastota, normal tagsimot, erkinlik
darajasi, Laplas fimksiyasi, kritik soha.
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L BOB. CHIZIQLI PROGRAMMALASHTERISH
MASALALARI

3.1. Igtisodiy masalalarning chizigli modellarini tuzish

Chizigli programmalashtirish matematik programmalashtirish-
ning bir boiimi bo‘lib, u chegaralartgan resurslar (xomashyo, texnika
vositalari, kapital qo‘yilmalar, yer, suv, mineral o‘g‘itlar va
boshqalar)ni ratsional tagsimlab eng ko‘p foyda olish yoki eng kam
xarajat gilish yo'llarini o‘rgatadi.

Chizigli programmalashtirishning shakllanishi XX asming
ikkinchi yamiidagi iqgtisodiy fikrlaming takomillashishiga katta ta’sir
ko‘rsatdi. 1975-yilda chizigli programmalashtirish nazariyasini birin-
chi bor kashf gilgan rus olimi L.V.Kantorovichga va matematik iqti-
sodiyot bo‘yicha mutaxassis, “Chizigli programmalashtirish” termi-
nining birinchi muallifi, amerika olimi T.Kupmansga Nobel muko-
fotining berilishi chizigli programmalashtirishning igtisodiy naza-
riyaga go‘shgan hissasini tan olishdan iborat deb hisoblash mumkin.

Chizigli programmalashtirish chizigli funksiyaning, uning
tarkibiga  kiruvchi  nomaiumlarga  chegaralovchi  shartlar
go‘yilganda, eng katta va eng kichik giymatini izlash va topish
uslubini o‘rgatuvchi boiimdir.

Noma’lumlarga chizigli chegaralashlar go‘yilgan chizigli
funksiyaning ekstremumini topish chizigli programmalashtirishning
predmetini tashkil giladi. Shunday qilib, chizigli programmalashtirish
chizigli funksiyaning shartli ekstremumini topish masalalari
turkumiga kiradi.

Igtisodiy jarayonlarning o°‘ziga xos gonuniyatlarini o‘rganish
uchun, birinchi navbatda, bu jarayonlami tavsiflovchi matematik
modellarini tuzish kerak. O ‘rganilayotgan iqgtisodiy jarayonning
«sosiy xossalarini matematik munosabatlar yordamida tavsiflash
(cgishli igtisodiy jarayonning matematik modelini tuzish deb ataladi.

Igtisodiy jarayonlarning (masalalarning) matematik modelini
tuzish uchun quyidagi bosgichlardagi ishlarni bajarish kerak:
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1) masalaning iqtisodiy ma’nosi bilan tanishib, undagi asosiy
shartlar va magsadni aniglash;

2) masaiadagi ma’lum parametrlarni belgilash;

3) masaiadagi nomaiumlami (boshgaravchi o'zgaruvchilami)
belgilash;

4) masaiadagi cheklamalami, ya’ni boshqgaravchi o‘zgaruv-
chilaming ganoatlantirishi kerak boigan chegaraviy shartiarni
chizigli tenglamalar yoki tengsizlikiar orqgali ifodalash;

5) masalaning magsadini chizigli funksiya orgali ifodalash.

Boshgaravchi o‘zgaruvchilarning barcha cheklamalami ganoat-
lantiruvchi shunday giymatini topish kerakki, u magsad funksiyaga
eng katta (maksimum) yoki eng kichik (minimum) giymat bersin.
Bundan ko‘rinadiki, maqgsad funksiya boshgaravchi nomaium-
Taming barcha giymatlari ichida eng yaxshisini (optimalini) topishga
yordam beradi. Shuning uchun ham magsad ftmksiyani foydalilik
yoki optimallik mezoni deb ham ataladi.

Igtisodiy masalalaming matematik modelini tuzish jarayonini
amaliyotda nisbatan ko‘p uchraydigan quyidagi iqtisodiy masaiaiar
misolida o‘rganamiz,

Ishlab chigarishni tashkil gilish va rejalashtirish masalasi. Faraz
gilaylik, korxonada m xil mahsulot ishlab chigarilsin; ulardan
ixtiyoriy birini i bilan belgilaymiz. Bu mahsulotlami ishlab chigarish
uchun n xil ishlab chiqgarish faktorlari zarur boisin. Har bir xom-
ashyoning umumiy miqdori va bir birlik mahsulotni ishlab chigarish
uchun sarf gilinadigan normasi hagidagi maiumotlar quyidagi
jadvalda berilgan boisin.

—  Xomashyolar

. 3 Daromad
Mabhsulot turiari 1 2 n
1 m  ar B CX
2 QAL "2 aa .- K d
m «.i am . ®m
Xom ashyolar zaxirasi h h h K

Jadvaldagi har bir: b}-j xomashyoning umumiy miqdori
(zaxirasi); af- i mahsulotning bir birligini ishlab chigarish uchun sarf
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"Minadigan j xomashyo miqdori; cy-korxonaning j mahsulotning
bir birligini sotishdan oladigan daromadi.

Masalaning iqtisodiy ma’nosi: korxonaning ishini shunday
rcjalashtirish kerakki:

a) hamma mahsulotlami ishlab chigarish uchun sarf gilinadigan
bar bir xomashyoning miqdori ulaming umumiy miqgdoridan
oshmasin;

b) mahsulotlami sotishdan korxonaning oladigan daromadi
maksimal bo‘lsin.

Rejalashtirilgan davr ichida ishlab chiqgariladigan i mahsulot-
ning miqdorini x, bilan belgilaymiz. U holda masaiadagi a) shari
quyidagi tengsizliklar sistemasi orgali ifodalanadi:

'0iA + aX2+. e+ A
0ix1+ aZx2+ -+anixm

+amxi + " ymXn
Masalaning iqgtisodiy ma’nosiga ko‘ra noma’lumlar manfiy
boimasiigi kerak, ya’ni: x, >0,(i=\m).

Masaiadagi b) shart uning magsadini aniglaydi. Demak, masa-
laning magsadi mahsulotlami sotishdan korxonaning oladigan umu-
miy daromadini maksimallashtirishdan iborat bo‘lib, uni
y =C* rc2+...+cmxm funksiya orgali ifodalash mumkin. Shunday
qilib, ishlab chiqgarishni rejalashtirish masalasining matematik modeli
quyidagi ko‘rinishda boiadi:

OJ1+a2x2+. =
anxi TP+ - +aalxTa

aA TQnt. =
X,>0, i=\m,
y=clIxi+cX2+...+cmm  max
Iste’mol savati masalasi. Faraz gilaylik, kishi organizmi uchun
bir sutkada n xil A~Ar,...,An 0ziga moddalari kerak bo‘Isin, jumladan
bir sutkada A o0ziga moddasidan kamida b, miqdorda, A2 oziga
moddasidan 2 miqdorda, A3 oziga moddasidan b3 miqdorda va
hokazo, 4, ozugadan h, migdorda zarur bo‘lsin va ularni m ta
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31iB2,....Bm mahsulotlar tarkibidan olish mumkin boisin. Har bir B,
mahsulottarkibidagi A, ozigamoddasiningmiqdori av biriikni tashkil
gilsin.

azuga moddalari A A A A Mahsulot
Mabhsulot turiari — bahosi
an  an an & . d
al a?P &3 ah Q
ax aMl  «3 am

minmal normasi B
Masaianing iqgtisodiy ma’nosi: iste’mol savatiga ganday
mahsulotlardan gancha migdorda kiritish kerakki, natijada:
a) odam organizmi gabul giladigan turli oziga moddasining
miqdori belgilangan minimal migdordan kam boimasin;
b) iste’mol savatining umumiy bahosi minimal boisin.
Iste’mol savatigakiritiladigan ¢-mahsulotning migdorini x. bilan
belgilaymiz. U holda masaianing a) sharti quyidagi tengsizliklar
sistemasi orqgali ifodalanadi:
1M + Q@Ix2
a]2i + a2Z2*2 + * m+anX»

Vi tadx2+- 4 amxm
Masaianing igtisodiy ma’nosiga ko‘ra, undagi noma’iumlar manfiy
bo‘la olmaydi, ya’ni: xi >0, (/'=1 m).

Masaianing b) sharti uning magsadini ifodalaydi. Demak,
masaianing magsadi iste’mol savatiga kiritiladigan mahsulotlaming
umumiy bahosini minimallashtirishdan iborat boiib, uni quyidagicha
ifodalash mumkin:

y =c\x, +C22+... +cmxm->min.
Shunday qilib, iste’mol savati masalasining matematik modeli
quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi
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am™ +Qif+..+ >6;,
2L+ GXA ..+ anDin—22

al,xi +adtx2+... + amxm>bn
A>0,0=1,iw),
F=cxt+c2X2+ ...+ cnmkm-» min

Optimal bichish masalasi, Optimal bichish masalasining eng
sodda usuli bilan tanishamiz. Faraz gilamiz, uzunligi I boigan xo-

maki materiallardan uzunliklari A (i=\,m) boigan m xil detallaming
har biridan ¢, migdorda tayyorlash kerak boisin. Bundan tashqari,
xomaki materiallarni n usul bilan kesish mumkin hamda har bir j
usul bilan kesilgan xomaki materialdan av miqdorda / detal tayyor-
lash va bj migdorda chigindi hosil gilish mumkin ekanligi aniglangan
boisin. Xomaki materiallardan ganchasini gaysi usul bilan kesganda

tayyorlangan detallar migdori rejadagiga teng boiadi va hosil
boigan chigindilarning umumiy migdori eng kam (minimal) boiadi.

Tayyorlanadigan Kesish Detallar ish-
detailarning usuliari lab chigarish
uzunliklari 1 2 n rejasi

A 4 % a
a2 ai\ al *2
am an? anm Gn
Chigindilar A @ .. K

/ usul bilan kesiladigan xomaki materiallar migdorini  bilan belgi-

laymiz. U hoida masalaning matematik modeli quyidagi ko‘rinishda
yoziladi:
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I+ 0ix2+ ...+ alx, >c,,
a2ux+ QJJ + .. +a2,x,,>c2,

+ §«2*2 +-
»>0,0=110),
Y = bjXy + b2+ ...+ bxn  Min
1-misoL Uzunligi 110 sm boigan poiat xipchinlardan
uzunliklari 45 sm, 35 sm va 50 sm boigan xomaki mahsulotlar
tayyorlash kerak boisin. Talab gilingan xomaki mahsulotlar migdori
mos ravishda 40, 30 va 20 birlikni tashkil gilsin. Poiat xipchinlami
kesish yoilari va ularga mos keluvchi xomaki mahsulotlar va
chigindilar miqdori quyidagi jadvalda keltirilgan.

Xomaki Kesish usuliari Xomaki
mahsulotlar mahsulotlar
uzunligi 12 3 4 5 6 i/ch. rejasi
45 sm 2 1 1 . . . 40
35 sm . 1 3 1 30
50 sm - . 1 . 1 2 20

Chigindilar 20 30 15 5 25 10

Har bir kesish wusuli bo‘yicha gancha poiat Xxipchiniar
kesilganda tayyorlangan xomaki mahsulotlar migdori rejadagiga teng
boiadi va chigindilaming umumiy miqgdori minimal boiadi?

Yechish: y-usul bilan kesiladigan poiat xipchinfar sonini xs
bilan belgifaymiz. U holda uzunligi 45 sm boigan xomaki
mahsulotlardan ja’mi 2xt+x2+x3 miqdorda tayyorlanadi. Rejaga
ko‘ra, bunday mahsulotlar soni 40 taga teng boiishi kerak, ya’ni

2X, +R+18=40.

Xuddi shuningdek, uzunliklari 35 sm va 50 sm boigan xomaki
mahsulotlarni ishlab chiqarish rejasini toia bajarilishidan iborat
shartlar mos ravishda x2+3x4+x5=30 va x3+x5+2x6=20 tengiamaiar
orgali ifodalanadi.

Igtisodiy ma’nosiga ko‘ra belgilangan nomaiumlar manfiy
boia olmaydi, demak,
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je ¢0, % >0,...,x6>0. , 1
Kcjadagi xomaki mahsulotlami ishlab chigarishda hosii boigan
-lii<|indilaming umumiy miqdorini quyidagi chizigli funksiya
ko'rinishida ifodalaymiz:
Y = 20jc, + 30x2+15x3+ 5x4 + 25jc5+ 10%€.
Masalaning shartiga ko‘ra, bu funksiya minimum giymatni
gabul qilishi kerak, ya’ni
Y = 20, + 30x. + 15X, +5x4 + 25x5+ 10x6 -» min.
Shunday qilib, quyidagi chizigli programmalashtirish
masalasiga ega bolamiz:
24 + 2+ x3=40,
mx2+ 3x4+x5= 30,
Xj +xs+2x6=20
xt>0, (i=1,6)
Y = 20X, + 30x2+ 15x3+ 5x4 + 25xi + 10jc -> min.
2-misol. Konditer fabrikasi uch turdagi A, B, ¢ karamellami
ishlab chigarish uchun uch xil xomashyo: shakar, giyom va quraq
mevalar ishlatadi. 1 tonna karamel turlarini ishlab chigarish uchun

sarf gilinadigan xomashyolar miqgdori (me’yori), xomashyolaming
zaxirasi hamda | tonna karamelni sotishdan olinadigan daromad

quyidagi jadvalda keltirilgan.

Xomashyo 1 tonna mahsulotjga xom-  Xomashyo
turlari ashyo sarfi (tonna lisobida) zaxirasi
A B C (tonna)
Shakar 0,8 0,5 0,6 800
Qiyom 0,4 04 03 600
qurug mevalar . 01 01 120
11karamel
sotishdan
olinadigan 108 112 126

daromad (shartli
birlik)
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Fabrikaga maksimal foyda keltiruvchi karamel ishlab chiqgarish
rejasini toping.

Yechish: Konditer fabrikasida A iurdagi karameldan x mig-
dorda, B turdagi karameldan x2 miqdorda va c turdagi karameldan
%, migdorda ishlab chiqarilsin deb belgilaymiz. U holda fabrikada
ishlab chiqariladigan barcha karamellar uchun 0,8x, +0,5x2+0,6.x,
miqgdorda shakar sarf gilinadi. Bu miqdor shakaming zaxirasidan,
ya’ni 800 tonnadan oshmasligi kerak. Demak, 0,8x +0,5x2+0,6x3
tengsizlik o‘rinli bo'lishi kerak. Xuddi shunday yoi bilan mos ra-
vishda giyom va qurugq mevalar sarfini ifodalovchi quyidagi tengsiz-
liklarni hosil gilish mumkin: 04.x, +0,4x2+. ,:x: (600, 0,Ix. +0,Ix; <120
Fabrika ishlab chigargan A karameldan 108x, b karameldan 102x2, C
karameldan 126x3 birlik va jami 108x,+112x2+126x3 birlik daromad
oladi. Bu yig‘indini v bilan belgilab uni maksimumga intilishini
talab qilamiz. natijada quyidagi funksiyaga ega boiamiz:
Y =108xi+...x. +S26x3 max. Shunday qilib, berilgan masalaning
matematik modelini quyidagi ko‘rinishda yoziladi:

JU_nl 0,6 X +0,5% +0,s X% ¢800,
naif 0,4x, +0,4x2+0,3x, < 600,
o,IXz +o,|X3<1zo

Xi>0,X2 >0 ,Xs >0,
F=108x, + l:2% +1.6 X -+max

3.2. Chizigli programmalashtirish masalasining yechimi

Chizigli programmalashtirish masalasi (ChPM) umumiy holda
quyidagicha ifodalanadi:

ailXl + «21*2 + “m a\nXn~ >
' anxi+ anx2+«m+ah,\ (3-0

%I*l + 22 +- +amXx,ZK
x.>0,(i=1,n), (3.2)
F=qgx, +c22+... + cnxm-» (max)min (3.3)
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Demak, (3.1) va (3.2) shartlarni ganoatlantiruvchi noma’-
lumlaming shunday giymatlarini topish kerakki, ular (3.3) chizigli
funksiyaga minimum (maksimum) giymat bersin.

Masalaning (3.1) va (3.2) shartlari uning chegaraviy shartlari,
(3.3) chizigli funksiya esa masalaning magsadi yoki magsad
funksiyasi deb ataladi.

Muayyan masalalarda (3.1) shart tenglamalar sistemasidan, “>”
yoki “<” ko'rinishdagi tengsizliklar sistemasidan yoki aralash
sistemadan iborat boiishi mumkin.

Kop hollarda ChPMsida gatnashyotgan tengsizliklaming
ishoralarini bir xil ko‘rinishga Kkeltirib olinadi. Shu sababli
ChPMsining quyidagi shaklini

‘anxl + anx1+ ...+ alxn<b,,

"anxit<dA +-+V . (3-1a)
xf>0, i=l,n, (3.2a)
y =GXj + c2x2+... + cxm-» IMBX (3.3a)

uning standart shakli deb gabul gilingan.

ChPMsi
auX + alx2+... +aikn= 1\,
+ ak2X2+ ~ + V » , = h > (34)
+anXx2+...+ amx,, = bm
xt>0, i=l,n, (3.5)
y =CDY + CX2 + ...+ cnxm-» max (3.6)

ko‘rinishda boisa, u holda (3.4)-(3.6) masala kanonik ko ‘rinishdagi
chizigliprogrammalashtirish masalasi deb ataladi.

ChPMsini  (3.4)-(3.6) shaklini turli ko‘rinishlarda yozish
mumkin. Bu ko‘rinishlarni keltirib o‘tamiz. up-

1 CisPMming vektor ko‘rinishi. (3.4)-(3.6) masalani vektor
ko‘rinishda quyidagicha ifodalash mumkin:
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Pixi+ Prxr PN - P>
Xi>0, i=In 3.7
Y=CX->min
bu yerda
a1 y 2 ro Vv
«21 «2 «2» *2

. 2 *2
» Pi~ »eed Pn~ = * =

Ail 2> KTy A
Cc —c,,c2>
2. ChPMning matrisa ko‘rinishi. (3.4)-(3.6) masalanin
matrisa ko‘rinishdagi ifodasi quyidagicha yoziladi:
AX =P,
xt>0, /=1,2,....«, (3.8)
Y —CX -»min.
bu yerda A=(at).
Ba’zi hollarda (3.4)-(3.6) masala quyidagacha ifodalanadi:

A
>0, (3.9
"
Y=Y ,cjxj “min.

Har ganday cbizigli programmalashtirish masaiasini (3.4)-(3.6)
ko‘rinishga keltirish mumkin. Buning uchun quyidagilarni amalga
oshirish zarur: ChPMda gatnashayotgan tengsizliklarni tenglamaga
keltirish kerak. Bu quyidagicha amalga oshiriladi.

Masalan, alxx+ax2+..+axn<b ko‘rinishdagi tengsizlikni
olamiz. Bu tengsizlikning chap tomoniga gandaydir nomanfiy xn
0°zgaruvchini shunday giymat bilan go‘shamizki, natijada tengsizlik
tenglikka aylansin:

« N1 +alx2+...+a,,xn+ x,1=b,
bu yerda
=b-akl-a%2-...-a,,x,,Z0
0°‘zgaruvchi go‘shimcha o‘zgaruvchi deb ataladi.
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I (roreina. Berilgan a*, + ax2+ ..+ a,xn< b tengsizlikning har

i \,, (a,a2..,a,) yechimiga alx,+ax2+... + a,xB+x,,H=bh,
t*urlnmaning bitta va fagat bitta yagona v, =(al«2...,«,,a,) yechimi
inii'i keladi va aksincha.

I,shot: Faraz qilaylik, XO tengsizlikning yechimi bo‘lsin. U

Imida

ataj + a2a2+...+a,a, <b,
munosabat o‘rinli bo‘ladi. Tengsizlikning chap tomonini o‘ng
itonionga  o‘tkazib, hosil bo‘lgan ifodani a4 bilan belgilaymiz:
o [>-(a,a,+taZxn2+...+a,a,,)=a,H.

Endi Y=(a,a2..,a,,al4) vektor tenglamaning yechimi
ckanligini koi'satamiz:

apn +aa2+..+11 +a,+=
=ap +tan2+...+amn+(b-apg - aa2-...- amn =b

Endi agar Yo tenglamani ganoatlantirsa, u holda u tengsizlikni
ham ganoatlantirishini ko ‘rsatamiz.

Shartga ko‘ra:  apj +az2+..+amn+a,H=b, &4>0. Bu
ionglamadan anA>0 sonni tashlab yuborish natijasida

ajj+an2+..+a,a, <b
lengsizlikni hosil gilamiz. Bundan ko‘rinadiki, X0=(al,a2...,a,,)
lengsizlikning yechimi ekan.

Shunday yo‘l bilan chizigli programmalashtirish masalasining
chegaralovchi shartlaridagi tengsizliklami tenglamalarga aylantirish
mumkin. Bunda shunga e’tibor berish kerakki, sistemadagi turli
tengsizliklami tenglamalarga aylantirish uchun ularga bir-birlaridan
larg giluvchi nomanfiy o‘zgaruvchilami go‘shish kerak.

Masalan, agar chizigli programmalashtirish masalasi quyidagi

On*, + a2%«r +...+ cilrxlj < bj,
allxl + a2x2+... + a2x,, <b2,

U1 +«rJ] +eeetamxng K
Xi>0, i=\n, (3.10)
.y =cixl+cX2+ ...+ clixtj-+ min p Weoi
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shaklda boisa, bu masaladagi tengsizliklarning kichik tomoniga
xA>0,x;2>0 , jo#>0 go‘shimcha o‘zgaruvchilar qo‘shish yordu
mida tenglamalarga aylantirish mumkin. Bu o'zgaruvchilar )
fimksiyaga 0 koeffitsiyent bilan kiritiladi. Natijada (3.10) masala
quyidagi ko'rinishga keladi.

anX  aZx2'm  ang st =A

M2*1 R22*2 4+ 4+ a2nXn  *n+2 ~ 2>

«ta*l + a2,X2+ -+ a,mX, + *,«, = K
X >0, i=in+m, (3.11)
Yy =CX, + CX2+...+ ¢, X, + 0(X..1 +...+XfHm) -» min
Xuddi shuningdek,
allxi + a2ix2+ ...+ alrxn>b],
, iy +ct2d + ...+ a2, xn\B2,

A1+ @A +- +aT/N MK
% SO, i=1ln, (3-12)
Yy =CX, + CrX2+...+ crXn-»min
shaklda berilgan chizigli programmalashtirish masalasini kanonik
shaklga  keltirish ~ mumkin.  Buning uchun  qo‘shimcha
xA>0,jg2>0,...xm>0 o'zgaruvchilar tengsizliklarning katta
tomonidan ayriladi. Natijada quyidagi masala hosil boiadi:
auxl +a2x2+... + ahixll—xlt+lI=bl,

ai2Xl + a22X2 + — + a2nXn ~ Xn+2 ~ "2 >

Njc, + aux2+...+amx,, - X, #M=bm
X(>0, i=1l,n+m, (3.13)
Y=cCifi +cX2+...+ CX, + o (X +...+X,47) -> min
Agar ChPMda magsad funksiyasi

Y - CX, + CX?+...4+C,X, -> min
ko'rinishda boisa, uni kanonik shaklda yozish uchun cf/=1,n)
garama-garshi ishora bilan yozib olinib

Y =-C,X, -C X, —.—€X,,->Min
ifodani hosil gilamiz.



I iiilnol. Quyidagi chizigli programmalashtirish masalasini
i ink ko'rinishga keltiring va uni turli ko‘rinishlarda ifodalang:
: X, - BBE -1,
*3Xj + 4x2 + 2x3=6, (|)
Xj- 2x2-X3>6
X, a0, x2>0,x, >0,
Y=3%j- 2xr+ ->max.

Yccliish: Masaianing cheklamalaridagi birinchi va uchinchi
bn(sj/liklaming kichik tomoniga x >0,x .. qo‘shimcha o‘zga-
Invt hilar kiritib, ulami tenglamalarga aylantiramiz hamda birinchi
il nglamaning ikki tomonini -1 ga ko‘paytirib, undagi ozod hadni
inimbat songa aylantiramiz va (I) masalaga teng kuchli boigan
(liiyidagi masalani hosil gilamiz:

-2Xj +3x3- x4=1,
e 3x, +4x2+ 2x3=6, (I/I)
X]- #¥2-x8+xs=6
>0,X2>0,x385% X >0,Xx5E 0
Y -3X, -2 x2+JC, -»Liax.

Ushbu masalada y-»max ifodani garama-garshi ishora bilan
olib, uni v -»min bilan almashtiramiz. Natijada berilgan masalaning
kanonik shakliga ega boiamiz:

=2X, + 3% —Xe =1,
W3X, + 44X, + 2% =5, (1
Xi-2x2- x3+Xj - ¢
X>0,X2>0,X3>0 X >0 ,X] >0
Y =3X, —2X. +Xj +0(Xs +X5) —»min.
(1) masalaning matrisa ko‘rinishini yozish uchun quyidagi
belgilashlami kiritamiz:
\Vj -3s
ON v , .
X:

2
A= 3
U -

I\J-bo

3
2
-1

o ok
O o
vg)
1l
o

*3 .
I 0

Il holda (IIl) masalaning matrisa shakli quyidagi ‘ko"rinishda
ilodalanadi:
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AX —B,
xj>0y=U, (1V)
Y=CTX —min

(1) masalani vektor ko‘rinishlarda yozish uchun quyidagi

belgilashlami Kiritamiz:

om "0 > 3 f-1) 0" T
Pl = =4 » pP3= 2 | pPa~O =0>po= 6
> V-2 y 1° ] By

X ~{X%xXV X~ XAX5), Cc=(-3,2,-1,0, 0).
U holda (111) masala quyidagi kosrinishga keladi:
PI*I + P2X2 + P3*3_+PaX4 + PiXi = Po’
Xj>0,j=\5, V)
7-CX  min.
Endi chizigli programmaiashtirish masalasi yechimlari va
ulaming xossalari bilan tanishamiz.

1-ta’rif. (3,4)-(3.6) masalaningjoiz yechimi (joiz rejasi) deb,
(3.4), (3.5) shartlami ganoatlantiravchi har ganday X = (x:,x ,...jc))
vektorga aytiladi.

(3.4)-(3.6) masaianing joiz yechimlar to‘plami uning mumkin
boigan (joiz) yechimlar to'plamini tashkil etadi:
Km=[X(xt,...xt):AXT=p0,x >0,i =l,«j . Bu yerda r(A) = m<n.

2-ta’rif. Agar biror bir X o=(xxxi,...x°nje K mjoiz rejaning n-m
ta koordinatasi (m<n) nolga teng boiib, qolgan xjx2...xm
koordinatalariga mos pj,p2....om vektoriar chizigli erkii boisa, u
holda x oe Kmjoiz reja bazis reja deyiladi.

3-ia’rif. Agar Xo={x&xl,..,x°n) bazis rejadagi musbat koor-

dinatalar soni m gateng boisa, u holda bu reja aynimagan bazis reja,
aks holda esa bu reja aynigan bazis reja deyiladi.

144



4-ta’rif. (3.4)-(3.6) masalaning (3.6) chizigli funksiyasigaeng
kichik giymat beruvchi X°= (~ ° , x°) bazis reja masalaning
optimal rejasi (optimal yechimi) deyiladi.

(3.4)-(3.6) masalaning joiz yechimlari to‘plami xossalarini
o ‘rganish uchun ba’zi tushunchalami Kiritamiz.

4.4,...,4 chizigli erkli vektorlar sistemasi berilgan boisin.
Maiumki, R’ fazoda har bir A=(at,a2...,aj vektorga koordinatalari
(a,a2...,a,,) boigan nugta mos keladi. Shuning uchun bundan keyin
A=(al,al...a,, vektomi R'fazo nuqtasi deb garaymiz.

5-ta’rif. A==alAl +a2Az +...+anAr--miqgtal&t,to"plmn AxA2,...An
nugtalaming gavarig kombinatsiyasi deb ataladi. Bu yerda

=L

CeR™ to‘plam berilgan boisin.

6-ta’rif. Agar ixtiyoriy 4 eC va A, eC nugtalar bilan bir
gatorda bu nugtalaming
A=alAi+a222 (0<«,<i 0<a2<l, q+0”=l) gavariq
kombinatsiyasidan iborat nugta ham ¢ to‘plamga tegishli boisa,
ya'ni 4 eC, A2eC=>AeC boisa, u hokfa c to‘plam gavariq
to‘piam deb ataladi.

Qavarig to ‘piamning geometrik ma’nosini tushuntirish uchun Ai
va A, nugtalarni tutashtiruvchi kesma tushunchasini kiritamiz.

Maiumki, 4 va Al nuqgtalar orgali o‘tuvchi to‘g‘ri chizigning
parametrik tenglamasi

A(oc)=A2 +(Ai-A2)a

ko‘rinishdaboiadi. Bu yerda 4 ~ A to‘g‘ri chizigning yo‘naltiruvchi
vektori.

Agar a=0boisa, uholda A(0)~A2;
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Agar a=17 boisa, u holda A(1)=4-
Agar ()<«<! boisa, u holda A(a) A v& A2 nugtalarni
tutashtiruvchi kesmadagi nugtalarni aks ettiradi.

2-teorema. Chizigli programmalashtirish masalasiningjoiz
yechimlaridan tashkil topgan to ‘plam gavariq to‘plam bo‘ladL

Isbot: Chizigli programmalashtirish masalasining ixtiyoriy
ikkita yechimining gavarig kombinatsiyasi ham yechim ekanligini
ko‘rsatamiz. Faraz gilaylik, Xxva X2 chizigli programmalashtirish
masalasining yechimlari boisin. U holda

AX\ =pP0, xt1>0,j =u>, (3.14)

AX2 =R, x2] >0, j =1n, (3.15)
munosabatlar o‘rinli boiadi. x. va x2 yechimlarning gavariq
kombinatsiyasini tuzamiz.

X=aXl+(\~a)X2, O0<ax<\
hamda uni yechim ekanligini ko ‘rsatamiz:

AXT=A\_aX\ +(1- a)X1]aAX[ +(1- a)AX\,
(3.14) va (3.15) tenglamalami inobatga olsak:
AXT=aPB+(l-a)P 0= P0.

Bu munosabat x vektor ham yechim ekanligini ko‘rsatadi.
Demak, chizigli programmalashtirish masalasining yechimlaridan
tashkil topgan to'plam gavariq to ‘plam boiadi.

Quyidagi teoremalami isbotsiz keltiramiz.

3-ieorema. Agar k ta o‘zaro chizigli bogiig boimagan
PvP2...,Pt vektorlar berilgan boiib, ular uchun
Poj HAX] ...+ Pxk—P0
tenglik barcha xi>0 lar wuchun o'rinli boisa, u holda
X=(x1x2...x/,0,0,...,0) nugta K gavariqg to‘plamnmg burchak nuqtasi
boiadi.
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I Icorema. Qavarig to‘plamning ixtiyoriy nugtasini uning

Ltin link nugtalarining chizigli kombinatsiyasi orqgali ifodalash
ttmmkin.

S-teorema. Chizigli programmalashtirish masalasi 0 ‘zining

i imini giymatiga shu masalaning joiz yechimlaridan tashkil topgars

1viit'iq to ‘plamning burchak nuqtasida erishadi. Agar masala birdaa

>#11% burchak nuqtada optimal giymatga erishsa, u shu nugtalaming

.(jivarig kombinatsiyasidan iborat boigan ixtiyoriy nuqtada ham

n /ining optimal giymatiga erishadi.

Yuqorida keltirilgan teoremalardan quyidagi xulosalarni
i liigarish mumkin.

1-xulosa. X~(xI,x1..xn) K to‘plamning burchak nuqtasi
ho'lishi uchun musbat xt komponentalar Pixi +P22+.,.+Pmxn=P0
yoyiimada o‘zaro chizigli bogiig boimagan Pi vektorlaming
koeffitsiyentlaridan iborat boiishi zarur va yetarli.

2-xulosa. Chizigli programmalashtirish masalasining bazis
ycchimiga Km gavariq to‘plamning burchak nugtasi mos keladi va
nksincha.

3-xnlosa. Chizigli programmalashtirish masalasining optimal
yechimini Kmto ‘plamning burchak nuqtalari orasidan gidirish kerak.

3.3. Chizigli programmalashtirish masalasining geometrik
talgini -

Chizigli programmalashtirish masalasini geometrik nugtayi
n;i/.ardan tahlil gilish uchun quyidagi standart masalani ko ‘ramiz:

Ax<B
Xj>0 j=\n (3.15)
Y=CX nmex

Ma’lumki, (3.15) masalaning har ganday rejasini «-oichovli
la/oning nugtasi deb garash mumkin. Bizga yana shu ham maiumki,
iliiligli tengsizliklar bilan aniglangan bunday nugtalar to‘plami
o|.ivariq to‘plamdan iborat boiadi. Bu holda gavariq to ‘plam (gavariq
I j»burchak yoki ko‘pyoq) chegaralangan yoki chegaralanmagan
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boiishi, bitta nugtadan iborat boiishi yoki bo‘sh to‘plam boiishi
ham mumkin. Masalan,
a) quyidagi rasmda keltirilgan gavariq to‘piam chegaralangan:

b) quidagi rasmda keltirilgan gavariq to‘plam chegaralanmagan:

(3.15) masalani geometrik nugtayi nazardan tahlil gilamiz. Buning
uchun quyidagi
alxl +a2+...+amn<b, (3.16)
tengsizlikni ganoatlantiruvchi nugtalaming geometrik o‘mi bilan
tanishib chigamiz.
Maiumki, koordinatalari
+aX2+...+amn=b, (3.17)
teriglamani ganoatlantiruvchi xv x7,..xnnuqtalar to ‘plami gipertekislik
deb ataladi. Demak, (3.15) masalada (3.17) kabi tengliklar gatnashsa
uiar gipertekisliklami ifodalaydi. Har ganday gipertekislik fazoni ikki
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yMIm la/.oga ajratadi. Bu yarim fazolardan faqgat bittasigina (3.16)
i p I itkni ganoatlantiradi. (3.16) tengsizlikni ganoatiantiradigari

iniliizoni anigiash uchun 0(0,0,..,0) koordinata boshidan
fitvtinliinamiz, ya’nk

e agar 0(0,0,...,0) nugia (3.16) tengsizlikni to‘g‘ri tengsizlikka
tylitnfirsa, u holda 0(0,0,...,0) nugtani o0°‘z ichiga oluvchi yarim fazo
i K tengsizlikni ganoatlantimvchi nugtalaming geometrik o‘rni
Ito 1Adi;

*agar 0(0,0,...,0) nugta (3.16) tengsizlikni noto ‘g ‘ri tengsizlikka
nvlaiitirsa, u holda 0¢0,0...,0) nuigtani oz ichiga olmaydigan yarim
Info (3.16) tengsizlikni ganoatlantimvchi nugtalaming geometrik
ti'ml boiadi.

IJundan ko‘rinadiki, (3.15) masalada nechta tensizlik gatnashsa,
Illar shuncha yarim fazoni ifodalaydi. Bu yarim fazolaming
ki ashmasi esa (3.15) masalaning barchajoiz yechimlarini o‘z ichiga
dlnvchi gavarigto ‘plamni tasvirlaydi. Bu gavariqto'plam masalaning
I'M yechimlar sohasideb ataladi.

(3.15) masalaning optimal  yechimini  topish  uchun
| cxl+c22+..+c,x, magsad funksiyasidan foydalanamiz. Buning
it bun

X, +C2X2+...+Crxn- const (3.18)
iftiglik bilan anigianuvchi gipertekisliklar oilasini garaymiz.

Maiumki, bu yerda const ning har bir giymatiga bitta
I-ipertekislik mos keladi. ChPM ning qgavariq to‘plami bilan ikkita
uinumiy nugtaga ega bo‘lgan gipertekisliklar “sath gipertekisliklar”
tli-yiladi. ChPM ning qgavariq to‘plami bilan bitta umumiy nuqtaga
era boigan gipertekislik, ya’ni urinma gipertekislik tayanzh
KUHrtekislik deyiladi. Tayanch gipertekislikni hosil gilish uchun
i m18) tenglikdagi const ga turli giymatlar berib uni gipertekislikning
in3mal vektori bo‘ylab parallel ko‘chiramiz va urinma gipertekislikni
Inis il, gilamiz.

Shuni ta’kidlaymizki, Y fiinksiyaning maksimal giymatini
(tipish uchun normal vektorning yoiiaiishi bo‘ylab, Y funksiyaning
minimal giymatini topish uchun normal vektorning yo‘nalishiga
'lamma-qarshi harakatlanish kerak.
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n=2 oichovli fazoda, ya’ni tekislikda ChPM ni geometrik
nuqtayi nazardan ko‘rib chigamiz.

(3.19)
?miXi+anix2Zb.m
x1,x2S0O (3.20)
r=qj"+cy”™->max (3.22)

Faraz gllaylik, (3.19) sisiema (3.20) shartnl ganoatlantiruvchi
yechimlarga ega va ulardan tashkil topgan to‘plain chegaralangan
bo‘lsin. Maiumki, (3.19) va (3.20) tengsizliklaming har biri

«Dg+N2R“ M LW,

*1=0, *2=0
to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan yarim tekisliklami ifodalaydi.
Bu tekisliklami ko ‘rib chigamiz

ar+a~"bi, (i-\,m) (3.22)

tengsizlikni ganoatlantiruvchi nuqtalar to'plamini aniglash uchun
0(0,0) nugtadan foydalanamiz. Agar 0(0,0) nugta (3.22) tengsizlikni
ganoatlantirsa, u holda qidirilayotgan tekislik 0(0,0) nuqgtani 0z
ichiga oiadi, aks holda gidirilayotgan tekislik 0(0,0) nugtani 0‘z
ichiga olmaydi. Yuqoridagi mulohazalar asosida (3.19) sistemarsing
yechimlaridan iborat gavariq ko'pburchakni topib olganimlzdan
so‘ng (3.20) tengsizliklarni e’tiborga olamiz. (3.20) tengsizliklar
(3.19) yordamida topilgan gavariq ko‘pburchakning | chorakdagi
gismini ajratib olishga yordam beradi. (3.19) va (3.20) cheklamalami
ganoatlantiruvchi qavariq ko‘pburchakni reja kopburchagi deb
ataymiz.

(3.19)-(3.21) masalaning optimal yechimini topish uchun (3.21)
ifodada gatnashayotgan chizigli funksiyadan hosil gilinadigan

clxl +c22=const (3.23)
to‘geri chiziglar oilasidan foydalanamiz. Maiumki, (3.23) ifodadagi
har bir maium o‘zgarmas CO-const giymatida bitta

« cikt+cx2=CO0
saih to‘g‘ri chizigi to*g‘ri keladi.
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So'ngra, bu sath to‘g‘ri ehiziglardan birini, masalan,

I clx=C. to‘g‘ri chizigni chizib olamiz. +c2x2=C0 chizigni
>Hr f2) normal vektor bo‘ylab parallel ko‘chirib, reja ko'pburchagiga
. v lex2=ce tayanch (urinma) to ‘g ‘ri chizigni topib olamiz. Bu yerda
(" (3.19)-(3.21) masalaning optimal yechimi yoki giymati;
urinish nuqgtasi esa (3.19)-(3.21) masalaning optimal rejasi deb
ataladi.

Ba’zi xususiy holiami ko'rib chigamiz.

Faraz quaylik, rejako ‘pburchagi ABcDE beshburchakdan iborat
bo*Lin (Inrasm).

1-rasm.

1-rasmdan ko'rinib turibdiki, chizigli funksiya o‘zining minimal
giymatiga ABCDE qavariqg ko‘pburchakning A nuqgtasida erishadi. C
nugtada esa, u opining maksimal (eng katta) giymatiga erishadi.

Yechimlardan tashkil topgan gavariq ko'pburchak chegaralan-
magan boisin. Bunday ko‘pburehaklardan ba’zilarini ko‘rib
chigamiz.

i-hol. I~rasmdagi hofatda cx +cZ2=C0to‘g‘ri chiziq n vektor
bo‘ylab siljib borib, har vaqt gavarig ko ‘pburchakni kesib o‘tadi.
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Bu holda gxt+cx2=C0 fimksiya minimal giymatga ham,
maksimal giymatga ham erishmaydi. Bu holda chizigli funksiya
(3.20) va (3.21) cheklamalar bilan aniglangan sohada quyidan ham,
yugoridan ham chegaralanmagan boiadi.

2-rasm
1-misoL Quyidagi masalani grafik usulda yeching.

-2X, +X2<2
- X X+ x2<3

el
Z --X X2 x2-»min
XX X2 >(}.

Yechish: Yechimlardan tashkil topgan gavariq ko‘pburchak
yasash uchun koordinatlar sistemasida

-2Xt+x2-2
-X, +x2=3
X, =3

chiziglar bilan chegaralangan

152



AH+Xi2,-lc <8x "3
viirim tekislikiarni koordinatalar sistemasining I choragida yasaymiz,
<Imnki

Berilgan tengsizliklarni ganoatlantiruvchi yechimlar to‘plami
bo‘yalgan OABCD beshburchakni tashkil giladi. Natijada z=~xt-7x1
chizigli funksiyaga minimal giymat beruvchi C(3;6) nugtani topamiz.
Bu nugtaning koordinatalari masalaning  optimal  rejasi,
/(C) =-15 >»min esa masalaning optimal yechimi boiadi.

2-misol. Berilgan chizigli programmalashtirish masalasini
grafik usulda yeching.

(x[+2x2<3

\ x1- x2<2

Y - 2x, +2x2->max
xI,x1>,.

Yechish: Bu yerda ham yugoridagidek yechimlar ko‘pburchagini
hosil gilamiz.
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Rasmdan ko‘rinadiki, yechimlar ko'pburchagi yugoridan
chegaralanmagan. Koordinata boshidan n(2;2 vektomi yasaymiz va
unga perpendikulér boigan 2x, +2x2=0 to‘g‘ri chiziq o‘tkazamiz. Bu
tody‘ri chiziq 2xt+2x, =const to‘g‘ri chiziglar oilasidan biri boiadi.
Shakldan ko‘rinadiki, masalada magsad funksiyaning giymati
yugoridan chegaralanmagan.

3-misoi. Masalani grafik usulda yeching.

{2x1-x2<4,
jx,>0, x2>1,
Y=x1-2x2-»max

Yechish: Masalani yuqoridagi usul bilan yechib quyidagi

shaklga ega bo‘lamiz.

Rasmdan ko‘rinadiki, yechimlar to'plami chegaralanmagan,
lekin optimal yechim mavjud va u X°(2,5;l) nugta koordinatalaridan
iborat.

Shuni alohida ta’kidlash kerakki, agar ChPMda nomaiumlar
soni n=2 boiganda uning optimal yechimini grafik usulida topish
magsadga muvofiq.

Agar ChPM kanonik ko'rinishda berilgan boiib, tenglamalar
sistemasidanomaiumlar soni tenglamalar sonidan 2 taga ko‘p boisa,
ya’ni n-m =2 boisa, bunday ChPMlarining optimal yechimlarmi
ham gtafik usulida topish magsadga muvofiq.
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Igtisodiy masalalarning optimal yechimSarining tahlili. Endi
ChPMsining optimal yechimini geometrik nuqgtayi nazardan tahlil
dilib chigamiz. Bulling uchun quyidagi igtisodiy masalaning optimal
yechimini quramiz va tahlil gilamiz.

Faraz gilaylik, korxonada ilcki xil bo‘yoq ishlab chigarilsin. Bu
bo‘yoqlami ishlab chigarish uchun 2 xil xomashyodan foydalanilsin.
Xomashyolarning zaxirasi 6 va 8 birlikni tashkil gilsin. Ikkinchi
bo‘yogqa boigan talab 2 birlikdan oshmasin va u birinchi bo'yoqga
boigan talabdan 1 birlikka katta boisin.

Har bir bo6/ogning bir birligini ishlab chigarish uchun kerak
boigan xomashyolar miqdori hamda korxonaning har bir birlik
bo‘yoqgni sotishdan oladigan daromadi quyidagi jadvalda keltirilgan.

~'--— Xomeslsyolar
Bo‘yoglar ........ - 1 2 Foyda
I 1 2 3
1 2 1 2
Zaxira 6 8

Har bir bo‘yoqdan ganchadan ishlab chigarilganda ularga sarf
gilingan xomashyolar miqdori ularning zaxiralaridan oshmaydi,
daromad eng yuqori boiadi hamda talab bo‘yicha shartlar bajariladi?
Masalaning optimal rejasini toping.

Masaladagi nomaiumlarni belgilaymiz: *

X, - ishlab chiqarish rejalashtirilgan | mahsulotning miqdori;

Xz - ishlab chigarish rejalashtirilgan 11 mahsulot miqgdori.

U holda masalaning matematik modeli quyidagi ko‘rinishda boiadi
X, +2x2<6
2xt +x2<8
mX2-X,<1
xt>0
0<x242
Y =31+ 2x2-» max.

Masalani grafik usulda yechib, optimal nuqgta ekanligini

aniglaymiz.
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Optimal yechim quyidagicha boiadi: x|=:<‘,-1;x21=i-;me:|2'2
Demak, korxona birinchi bo‘yogdan 3j birlik, ikkinchisidan 1*
birlik ishlab chiqarishi kerak. Bu holda uning oladigan daromadi 12

birlikka teng boiadi: X°(3",17%), Y=12~.

Endi masalaning optimal yechimini tahlil gilamiz. Buning
uchun D-optimal nugtani garaymiz. Bu nugta 2x,+Xj=8 va
«1+2x2=6 t0‘g‘ri chiziglaming kesishgan nugtasi. Bu esa, bo‘yoq
ishlab chigarish uchun sarf gilinadigan ikkala xomashyoning ham
kamyob ekanligini ko ‘rsatadi. Optimal nugta bilan bogiiq boigan bu
shartlar aktiv shartlar, optimal nugtaga bogiiq bo‘Imagan shartlar esa
passiv shartlar deb ataladi. Biz ko‘rayotgan masalada mahsulotlarga
boigan talabgaqo‘yilgan -x,  ¢1 va x2<2 shartlar optimal nugtaga
bogiig emas va shu sababli, bu shartlar passiv shartlar.

Passiv shartlarga mos keluvchi resurslar kamyob boimaydi va
ulaming maium darajada o‘zgarishi optimal yechimga ta’sir
gilmaydi.

Aksincha, aktiv shartlarga mos keluvchi resurslarni bir birlikka
oshirilishi optimal yechimning o‘zgarishiga olib keladi.

Masalan, birinchi xomashyo zaxirasini bir birlikka oshirilishi
optimal yechimga ganday ta’sir ko‘rsatishini ko‘rish uchun uning
zaxirasini 7 ga teng deb olamiz. U holda CD tofyfi chizig o‘ziga
parallel ravishda yugoriga ko‘tariladi va DCK uchburchak reja



ko'pburchagiga qo‘shiladi. Natijada K nuqgta optimal nuqtaga

aylanadi. l/oldf
Bu nugtada " -2;x +2x*=7;2jq+x2=8 to‘g‘ri chiziglar kesi-
shadi. Shuning uchun endi masalaning <2; N +2x2<7; 2xt+x7<8

shartlar aktiv shartlarga aylanadi. Demak, yangi optimal yechim:
*°(2.3), 1°=13.

Xuddi shunday yoi bilan ikkinchi xomashyoni bir birlikka
oshirish optimal yechimni ganday o ‘zgartirishini ko'rsatish mumkin.

Bundan tashqari, kamyob bo‘lmagan xomashyolar miqgdorini,
optimal yechimga ta’sir gilmagan holda, ganchalik kamaytirish
mumkinligini ham ko ‘rsatish mumkin.

Yuqoridagi 8-shaklda BC kesma xj=2 chizigni, ya’ni masa-
laning 4-shartini ifodalaydi. Ma’lumki, bu - passiv shart. Magsad
funksiya giymatini o°‘zgartirmagan holda passiv shartni ganchalik
0‘zgartirish mumkin ekanligini aniglash uchun BC kesmani o0°ziga
parallel ravishda pastga, D nuqta bilan kesishguncha siljitamiz. Bu

nugtada x2=—boiadi.
Demak, ikkinchi bo‘yogga bo'lgan talabni optimal yechimga
ta’sir gilmasdan 4—gacha kamaytirish mumkin ekan.

Shunday yoi bilan masalaning optimal yechimiga ta’sir
etmasdan, uning boshga passiv shartning 0‘ng tomonini ganchaga
kamaytirish mumkin ekanligini ko ‘rsatish mumkin.

3.4. Chizigli programmalash masalasmi yechishning
simpleks usuli

Simpleks usuli eng keng foydalaniladigan barcha ragamli algo-
ritmlardan foydalanadigan keng targalgan chizigli dasturlash usul-
laridan biri. Bu 1940-yilda ishlab chigilgan boiib, chizigli dasturlash
modeli sifatida igtisodiy, ham harbiy rejalalami amalga oshirish
uchun ishlatilgan.

Simpleks usuli fagat chizigli dasturlash muammolarini
yechishga garatilgan boisada, uning yechish texnikalari umumiy
gizigishga sazovordir. Bu texnika chizigsiz optimallashtirish
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muarnmolarini chizigii chekiovlardan foydalanish va chizigsiz
cheklovlami umumiylashtirishi mumkin.

Dansig yaratgan simpleks usul bilan chizigii programmalash
masalasi (ChPM)ning optimal yechimini topish uchun ChPM
kanonik shaklda va cheklamalar sistemasi keltirilgan tenglamalar
sisteraasi shaklida boiishi kerak. Simpleks usuli ChPMning optimal
yechimini chekli gadamdan so‘ng topishga yordam beradi.

Bizga quyidagi ChPM berilgan boisin.

Z=CTx—min
Ax~b
x>Q.
Bu yerda x quyidagicha ko‘rinishda ifodalanadi:

Bu bazis o‘zgaruvchilarning vektori esa nolga teng boigan
bazis boimagan o°‘zgaruvchilaming vektori. Magsad funksiya
quyidagicha yoziladi:

Z =CgXg + CNXN,
bu yerda bazis o°‘zgaruvchilaming koeffitsiyentlari va bazis
bo‘hnagan o‘zgaruvchilaming koeffitsiyentlari orgali bu tenglikni
quyidagicha yozishimiz mumkin:
BxB+NxN=b.
Qaytadan yozilganda quyidagicha boiadi:
xx =B Ab~B~NxN.

Bazis boimagan o‘zgaruvchilami giymati o‘zgartirish orgali
Ax=b tenglikka barcha mumkin boiishi boigan barcha yechimlami
qoiga kiritamiz.

Bu formulani z formulaga almashtirsak, quyidagi formula kelib
chigadi

Z=CBB~'b+(C%- CIB 'N)xN,
Agar biz y=(CIB")r=BTcB ni aniglasak, z ni quyidagicha
yozishimiz mumkin:
Z=yb+(CN-/N )x N
Bu formula samaralirog. y vektor simpleks vektoming ko ‘paytimv~
chilaridir. Magsad funksiya va bazis o‘zgaruvchilaming giymati
xN-0 giymatga qo‘yish orgali topiladi.
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xB=b=B~Ib va Z- CBB~».

Bazis xB xN h
-7 CT cy 0
xB B N b

va bazis asosda jadvai quyidagicha boiadi.

Bazis xB XN h j
-Z 0 ch-cijb-'n 0
xB | b~n B~lb

Bu simpleks jadvalining rasmiy formulalari hisoblanadi. Bizga
quyidagi ChPM berilgan boisin.
X1 WmmHXmH + e+ &bXT ~ A’

X2 +ammixrl+—+n2 xn=br, (324)

Xm A &m+lIXm+l + —+ Om XI, = bm,

xi>0, j=In, (3.2.5)

Y --C\X, +CIX2+...+crxn-»min (3.26)

Ko‘rinib turibdiki, bu masalada cheklamalar keitirilgan teng-

lamalar sistemasi ko‘rinishidadir. Sistemani vektor shaklida yozib

olamiz:
PN +P22+ - +PA  + Ptk +-+P, X =F0,

bu yerda, Pv P2-,P mvektorlar sistemasi /w-oichovli fazoda chizigli

erkli birlik vektorlar sistemasidan iborat boiib, bazis vektorlar

sistemasini tashkil etadi. Ular or-oichovli fazoning bazisini tashkii

giladi. Ushbu vektorlarga mos keluvchi xj, x» .., xm 0‘zgaravchJar

“bazis (erksiz) o‘zgaruvchilar” deb ataladi. xmwv xm2 x n 0°zga-

ruvchilar bazis boimagan (erkli) o'zgaravchilar. Agar erkli

o‘zgaruvchilarga 0 gqiymat bersak, bazis o‘zgaruvchilar ozod hadlarga

teng boiadi. Natijada Xo=(bl,b2!...bm0,..,0) bazis yechim hosil

boiadi. Bu yechimni boshlangich bazis yechim deb ataymiz.

Quyidagicha belgilashlar kiritamiz: Pn-bazis vektorlar sistemasi;

Q -magsad funksiyasida bazis o'zgarlvchlar oldidagi c, koefll-
tsiyentiar.
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Yuqoridagilardan foydalanib, quyidagi jadvalni hosil gilamiz.

N ci Q cTHl
n Cn R- Pr pT P p*
A ci 1 0 0 amm % ... W
Pr H 0 1 0 iam 2K °M
Pi C, b, 0 0 0 alra % ... |
Pm K O O 1 -1 aTK aTn

Bu jadval simpleks jadvali deb ataladi.
boshlang‘ich bazis rejani optimallikka tekshirish uchun bu jadvalga
go‘shimcha A={a0, A, j=\~n satrkiritamiz.

Jadvalning PO ustiniga mos \ ni quyidagicha hisoblayniiz:
Ao-i; :§Vi. (3.27)
Jadvalning s ustinlariga mos Ay larni esa quyidagicha hisoblaymiz:
A"i—ﬁalf-cr (3.28)
U holda yugoridagi jadval quyidagi ko‘rinishga keiadi.

o M gﬂ ck 4,
Pr Pr Pk .- Pn
Pr C. \ 1 0 0 % oo JiIS
P Q o 1 0 om#l ax a2,
P, ¢ B 0 0 0 amm %
P K 0 0 1 rnmy 1 a*k e tm
A, D A A A+ AHi \

(3.28) formuladan ko‘rinib turibdiki, simpleks jadvaldagi bazis
vektorlarga mos A; lar har doim 0 ga teng.
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Agar g ustunlarga mos barcha A7 lar uchun A; <0 shart
Imjarilsa, u holda XO0Q\,bv ...,.bm0,...,0) yechim optimal yechim
Ixt ladi. Y chizigli funksiyaning minimal giymati Y0Ogatengboiadi.

Shunday qilib, Ay<0 shart (3.24)-(3.26) ChPM uchun
uptimallik sharti deyiladi.

Agar kamida bitta j uchun Ay>0 boisa, u holda
X0Q\, b2 ..., bm 0,..., 0) masalaning optimal yechimi boia olmaydi.

Bunday holatda topilgan XObxb2 b m0,0) bazis rejani
optimal rejaga yagin boigan boshga bazis rejaga ahnashtirish kerak.

Yangi bazisga kiritiladigan vektomi

maxA, (3.29)

shart asosida aniglaymiz.
Masalan, maxA,. =At boisin. Demak, yangi bazislar sistemasida

R vektor bazis vektor sifatida gatnashishi kerak. Agar Pk vektor bazis

vektorlar sistemasiga Kiritilsa, u holda eski P,-bazis vektorlardan

birortasini bazisdan chigarish kerak, chunki (3.24) sistemaning asosiy

matritsasi A matrisaning rangi: rang(A) =m. Bazisdan chigariladigan
|

m i=I,m vektomi aniglash uchun — nisbat orqgali aniglovchi
aik

koeffitsiyent tushunchasini Kiritamiz. Bazisdan chigariladigan

M i-1,m vektomi

96° aik

shart asosida aniglaymiz.
Masalan. mir3-=-". boisin. Demak, P, vektor bazisdan

% %
chigariladi. Bu holda % element hal giluvchi element sifatida
belgilandi. Shu element joylashgan / satrdagi P, vektor o‘miga u
joylashgan k ustundagi Pk vektor bazis vektor sifatida Kiritiladi.
Buning uchun simpleks jadvalida quyidagi elementar

almashtirishlar bajariladi.
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1 /| satrdagi barcha: b,,af elementlarni % hal qiluvchi
elementga bo‘lib, bu satrda — , —, ] elementlarni

ak alk % % ak

hosil gilamiz. U holdajadval quyidagi ko'rinishga keladi:

Po ci Q Cm+l B cu 4,

a.k

noQ Pr R Pu o K P.
% ¢ k | 0 0 ™1 .. % Lk A
p2 C2 h 0 1 0 enH a2n 'ﬁz(
. A afitl ain A

0 O 0

Pd gy % ! % %
pm K 0 0 1 AUmd - amk amn "
a mk

A, A A A Am AA A A

2. F vektomi bazis vektorga aylantirish uchun, ya’ni jadvalni
quyidagi

5 o 7 Lot o a .
P, - P £ R K ... FPq
. —K
ci 1 .. % 0
P 2 0 .. "Z’k‘ 0 axw 0
A 1 aln
p, ¢l % 0o .. % 0 % 1 .. o
Am 0 . ‘;'/:)J | o 0
A A ... A Av A Jiyg A,

162



ko'rmishga keltirish uchun jadvalda quyidagi elementar almash-
tirishlami bajaramiz:

%; i*i- (3.31)
% ak
Bu jarayonni barcha a7 lar uchun ay<0 shart bajarilguncha

davom ettiramiz. Har bir gadamda A, <0 optimallik shartini tekshirib

boramiz.
Shunday qilib quyidagi teoremalar o'rinli.

1-teorema. Agar biror bir X°=(x,°, X®.., 0,..,0) bazis reja
uchun Aj <0, tengsizlik o‘rinli boisa, u holda bu reja optimal
reja boiadi.

2-teorema. Agar Xo bazis rejada biror bir j uchun Ay>0 shart

o‘rinliboiib golsa, Xooptimal reja boimaydi va uholda shunday X[
rejani topish mumkin boiadiki, uning uchun

FX)<7(X°)
tengsizlik o‘rinli boiadi.

Agar biror bir j uchun ay>0 tengsizlik o‘rinli boiib, bu
ustundagi barcha elementlar uchun av<O0 (i=Im; j=I,ri) boisa, u
holda masalaning maqgsad funksiyasi chekli ekstremumga ega

boimaydi.

Shuning uchun quyidagi shartlarga:

1 Aj>0; 2. ajj<0 = j=\n)
(3.24)-(3.26) masalaning optimal yechimga ega boimaslik sharti
deyiladi.

Agar ChPMda magsad funksiyasi
Y =Xy +cIX2+...+crkn-"max

ko‘rinishda boisa, u holda masalaning optimallik sharti sifatida:
Aj>0, 0=1,) tengsizlikni; masalaning optimal yechimga ega
boimaslik sharti sifatida esa:

1 Aay>0; 2. au<0 (i=1m; 7=1,«)
tengsizliklami gabul gilamiz.

163



1-misoL Quyidagi masalani simpleks usul bilan yeching.
2 +X <:;
B, +2657
3,
Xj'z0 0=1.2)
F=-n,~.-. -»min.
Yechish: Bu chizigli tenglamani standartlashtirish uchun
go‘shimcha o°‘zgaruvchilar kiritamiz.
-2 X, X X =2
--jcl+ 2x1+jcd=7;
X+x5=3
x>0 0=1/1-,5

Y=, - . X, —>min.

i 1 2 0o o o
P N B o R
A0 2 2 1 1 0 0 g
0 7 4 2 0o 1 o
K0 3 1 0 0 0 1
I 0 1 11 0 0 o0
P 2 2 2 1 1 0 o0
A O 3 3 0 2 1 0 o
5 0 3 1 0 0 o0 1 3
4, o -2 0 o0
1 2
2 4 0 1 ]
Pr ;5 3 O
2 1
1 1 1 0
A 5 3 O
2 1
0 2 0 o0
25 3 3 1 3
9 4 5
&y 0 0 3 3 0
11
b 2 5 0 10,
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A 4 3 1 0 0 o0 1
s 0 3 0 0 1 1 3
2 2

h B 0 0 0 4 -

Simpleks usulning | bosqgichida bazis vektorlar sistemasiga R
vektor kiritilib P2vektor bazisdan chigarildi, 11 bosgichida PAbazisga
Kiritildi va Pxbazisdan chiqarildi. Simpleks jadval (3.31) formulalar
asosida almashtirilib borildi. 11l bosgichda optimal yechim topildi:
X0=(3,5,3,0, 00,7* =-13.

2-misoL Quyidagi masalani simpleks usul bilan yeching.

-2X, +X2< 2;
--X, +X2<3;

X,<3;
Xj>0 0 =12 " -
Z=-x1

Yechish: Bu chizigli tenglamani standartlashtirish uchun

go‘shimcha o‘zgaruvchilar Kiritamiz.
-2Xi+Xx2+x3=2;
B—X[+Xx2+x4=3,;
X, + X5=3;
Xj~0 0 =1,2,..,5)

Z =-X, min.

o 1 0 0“0 0 .
R P 22 P p Ps
n 0 2 2 1 1 0 0
oa 0 3 A 1 0 1 0 -
B 0 3 1 0 0 0 1 H
0 | 0 0 0 0
R0 8 0 1 1 0 1 -
0 6 0 1 0 1 1
i -l 3 1 0 0 0 1
-3 0 0 0 0 1

=
[o)]
[5)]



X0=(3,0,8,6,0,), J~=-3.

3.5. Sun’iy bazis usuii
ChPM masalasi quyidagi ko‘rinishda bo‘isin:

«l* *anx2+ ..y «,*, = K

QI+ «22%2 + "+ «2»F» ="2>

«»1* + «m2*2 + ¢
x>0, x2>0, xn>0, (3.32)
Y =X+ cx2+... + ¢, xn-» msn.

Bu masalada tenglamalar sistemasi keltirilmagan. Shu sababli
undagi tenglamalarga xm, x2 ..., xnem-sun’iy o'zgamvchilar Kiritib,
uni kengaytirilgan sistemaga aylantiramiz. U ho'!da quyidagi masala
hosil boiadi:

«1x1 P OBIX2 4 e x e x oy = A

«21* +«22*2 + m m+«2A  + *B+2 = ;2.

€, I* 4 «»2*2 + "o «pn, N+ N = K >
X,>0, oy %, 20, X 4> ... xnHa> (3.33)
Y=c,X,+CX: + ...+ X, + M(xm +...+X,,4,,)-» min.

Bu yerda, M-yetarlicha katta musbat son.

Sun’iy bazis ofzgaruvchilariga mos Pw PV ..., Pam vekiorlar
“sun’iy bazis vektorlar” deb ataladi. Berilgan (3.32) masalaning
optimal yechimi quyidagi teoremaga asoslanib topiladi.

1-teorema. Agar kengaytirilgan (3.32) masalaning optimal
yechimida sun’iy bazis o‘zgaruvchilari nolga teng bo‘lsa, ya’ni:
xmi=0 (/'=1%) tenglik o‘rinli boisa, u hoida bu yechim berilgan
(3.33) masalaning ham optimal yechimi boiadi.
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Agar kengaytiriigan masalaning optimal yechimida kamida bitta
sun’iy bazis o‘zgaruvchi noldan fargli boisa, u holda boshlangich
masala yechimga ega bo‘Imaydi.

Sun’iy bazis usuli magsad funksiyaga jarima(penalty) termini
kiritiladi gaysiki bazisga sun’iy o'zgaruvchilar kiritishga moijal-
langan. Biz yana shartni minimailashtirish namunasidan metodni
oydinlashtirish uchun foydalanamiz:

3x, +2x2=14

. 2X, - 4%, > 2
4x, + 3% <19
XXz > 0

Z = 2X, + 3x2 —=min

Oldingidek, standart shakiga keltiramiz va sun’iy o‘zgaruvchlar
kiritiladi, Lekin bu holatda qo‘shimcha 1 muammo bosqich tashkil
gilish o‘rniga, magsad funksiya qo'yilgan shartni minimumga
aylantiriladi.

Z' -2 xt43X]+Mdy +Ma2—>min
Bu yerda M eng katta musbat sonni ifodalaydi. Umuman, har bir
sun’iy o‘zgaruvchini ifodalovchi bitta penalty termin bor. Kompyuter
hisoblari uchun M programma chizig'ining yechimlari orasida
vujudaga kelishi mumkin bo‘lgan boshga hamma sonlar uchun
dominat yetarli katta son.

Agar M katta boisa, musbat sun’iy o‘zgaruvchini 0‘z ichiga
olgan gandaydir bazis magsad funksiya Z qiymatini ham katta
musbat songa olib boradi. Agar gandaydir bazis dastlabki chizigli
programmalash masalasining mumkin boigan javobi boisa, u holda
o‘rganilayotgan bazis 0‘z ichiga hech ganday sun’iy o‘zgaruvchil?jni
olmaydi va uning magsad giymati kichikroq boiadi. Chunki sun’iy
o‘zgaruvchilar ular bilan katta qiymatii bogiiglikka ega, simpleks
usul, agar bu mavjud boisa, ulami bazisdan oxirida olib tashlaydi.
Qandaydir ba’zis jarima muammosi boigan yechim boiadi gaysiki
bazis emas hamma sun’iy o‘zgaruvehilar (va bundan buyogiga nol)
ham orginal muammoga mumkin boigan yechim boiadi.

Sun’iy bazis usulida magsad funksiya 1 muammo bosgichida
magsad funsiyaning chegarasi sifatida olinishi mumkin. Sun’iy bazis
usulining magsad funksiyasi mavjud:
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Z'=cTXx+MY ,a,
t

Bu magsaddan foydalanishga teng:
Z=M~lcTx+Y ai

Chegaralarni M -»&o sifatida olish 1 magsad bosqichini beradi.
Natijada 1 muammo bosgichi ko‘rinishi Sun’iy bazis usuli ko‘rinishi-
dan fagat tepa gatordan farqg giladi. Shu sababli, biz simpleks usulini
misollarda tezroq ko‘rib chigamiz, ikki bosgich usulini tekshirishni
amalga oshirishga nisbatan.

Bizning misolda, jarima (penalized) muommo uchun dastlabki
bazis bilan sun’iy o‘zgaruvchilar quyidagini beradi.

Bazis

gl 3 *4 d " \
-z’ 2 3 0 0 M M 0
°j 3 2 0 0 1 0 14
Q 2 -4 -1 0 0 1 2
4 4 3 0 1 0 0 19

Oldingidek, sun’iy o'zgaruvchilar uchun gisgartirilgan giymatlar
nol boimaydi va muammo doimiy bazis terminida yozilishi mumkin.

Bazis *3 *4 d <h
7' -5M+2 2M+3 M 0 0 0 -16M
q, 3 2 0 0 1 0 14
< 2 -4 -1 0 0 1 2
*/ 4 3 0 1 0 0 19

Birinchi takrorlashda, x, kirayotgan o'zgaruvchi va a, chiga-
yotgan o‘zgaruvchi. Ikki bosqich usulidagidek, sun’iy o‘zgaruvchi
bazisni tark etsa, u ahamiyatsizga aylanadi va muammodan olib
tashlanadi. Tayanch nugta muvozanatlashgandan keyin (va a2 olib
tashlangandan), biz quyidagicha bazis yechim olamiz:
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Bazis * x4 < h

7 0 BMHT oy 1 O 0 -11M-2
3
0 8 > 0 1 1
b 1 2 ) 0 0 1
Xt 0 £l 2 1 0 15

Ikkinchi takrorlashda, x2kiritilayotgan o‘zgaruvchi va x4 chigib
ketayotgan o'zgaruvchi. Tayanch nugta muvozanatlashgandan keyin
(va a ustun olib tashlangandan keyin u ahamiyatsiz), biz quyidagi
yangi bazis javobni oiamiz:

Bazis * * *3 4 " h
) 0 M +6 8AIl-7 0 M+ T

: ! 1

|

« 0 0 22 11 1 il

3 2 41

% 1 0 22 ]f. 0 11

2 15

2 0 ! 11 i 0 1

Uchinchi takrorlashda, x, kiritilayotgan o'zgaruvchi va a, chigib
ketayotgan o'zgaruvchi. Tayanch nugta muvozanatlashgandan keyin
(va a ustun olib lashlangandan keyin chunki u ahamiyatsiz), biz
yangi bazis yechimni oiamiz:

Bazis *2 *3 X4 K
Z' 0 0 0 -5 -11
* (2 0 1 -16 2
ol 1 0 0 -2 4

0 1 0 3 1

Joriy bazis o0‘z ichiga hech ganday sun’iy o‘zgaruvchini
olmaydi, shuning uchun bu hagigiy muammo uchun mumkin boigan
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magsad. To‘rtinchi takrorlashda, x4 uchun qisqartiriigan giymat

boiishsiz shuning uchun u optimal bazis emas. Muvozanatlashish
quyidagini beradi:

Bazis X *4 h
-Z' 0 g 0 0 238
T
1 :23 0 0 ;4
1 1
x4, 0 3 0 1 3

Bu bazis optimal. Kutilgandelc, bu ikki - bosqgich usuldan
olingan optimal bazis bilan bir xil.

Programmalarda bajarishda penalty uchun mos giymatni tanlsh
giyin boiishi mumkin.

M muammoda boshga giymatlar uchun dominant boiishi
uchun yetarlicha katta boiishi zarur, lekin u juda katta boisa, uni
aylana bo‘ylab hisoblashdajiddiy muammolar kelib chigadi.

I-misol. Masalani sun’iy bazis usuli bilan yeching:
JX 1+ 3x2+ 2x3+ 2x4 =3,

[2x,+2x2+x3+ x4 =3,
xI>0,x1>0,x3>0,x4>,,
Z =5x{+3x2+ 4x3- x 4—max.

Yechish: Masalada magsad funksiyasiga qo‘yilgan shartni
rninimumga aylantirib, sun’iy x5>0, x6>0 o°‘zgaruvchilar kiritamiz
va uni quyidagj\ko‘rinishga keltiramiz:

X, + 3X2+ 2Xx3+ 2Xx4+ Xs = 3,
2X [+2X. + X3+ x4+ x6= 3,
X>0,X: >0,x3>0,Xx4>0, Xs >0, X6>0,
Z =-5xj-3x2- 4Xs + X + M (x5+ x6) —irtin.

Hosil boigan masalani simpleks jadvaliga joylashtirib, uni

simpleks usul bilan yechamiz.
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5 3 4 1 M M
1 & ak
2 P s 6
I'm 3 1 3 2 2 1 0 o
Mo\ 2 2 1 1 0 1 3
A <M m 5M 3M 3M 0 0
| - 2 2 1
> 1 0o 3
8 3 ! 3 3 3
3 1 1 2 31
1
M 1 4 0 3 3 3 41
; --M -- 0
A MM 0 3 3 M
1 4 £ 3 3 1 1
1 0 1 4 4 2 g i
3 1 1 1 3
) -
15 1 0 4 4 2 4
A 6 0 0 13 2 -M -M
4 2 1
14 1 1
1 0 3 1 3
1 1 2
5 0
} 1 1 5 0 ; :
A 9 0 4 0 5 M

k mgaytirilgan masalaning optimal yechimidagi sun’iv
< inuvt hilar 0 ga teng. Shuning uchun (1-teoremaga asosan)
Ih 119*%dii masalaning optimal yechimi:

X, <U0), Znm--9, 2~=9.

Aynigan chizigli programmaiashtirish masalasi. Sikllanish va
Inu Inn qui ilish usuli (s-usul). Agar ChPM daP, bazis vektorlarga mos
I Im Ihi birorta x'i=0 boisa, ya’ni

FO=PIxi >P22+...+Pnxm (3.34)

\* 1n.nfjl; i \( lardan kamida bittasi nolga teng boisa, chizigli
[ni>Ti;iiiinizil;isli(iii,sli masalasi aynigan chizigliprogrammafashtirish
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masalasi deyiladi va P; bazis vektorlarga mos keluvchi bazis reja esa
aynigan reja boiadi.

Yugorida, simpleks usulni asoslashjarayonida chizigli program-
malashtirish masaialarini aynimagan deb faraz gilgan edik. Bu
farazga ko‘ra simpleks usulning har bir iteratsiyasidan so‘ng chizigli
funksiyaning giymati kamaya borishini va chekli sondagi iteratsiya-
dan so‘ng u o‘zining optimal giymatiga erishishi mumkinligini
ko‘rsatgan edik.

Agar masalaning bazis rejasi aynigan reja boisa,

#=A-=0 (3.35)

boiishi mumkin. U holda bir bazis rejadan ikldnchisiga oiganda,
chizigli  funksiyaning giymati o°‘zgarmaydi. Ba’zan bunday
masalalarni yechish jarayonida sikllanish holati, ya’ni maium
sondagi iteratsiyadan so‘ng oldingi iteratsiyalardan birortasiga
gaytish holati ro‘y berishi mumkin. Sikllanish holati ro‘y bergan
masalalarda optimal reja hech gachon topilmaydi. Sikllanish odatda,
bazis rejadagi birdan ortiq xj=0 boigan holatlarda ro‘y berishi
mumkin. Birdan ortig vektorlar uchun 0=0 boiganda bazisdan
chiqariladigan vektorni to‘g‘ri aniglash sikllanish holatini oldini
olishda katta ahamiyatga egadir. Bundan ko‘rinadiki, aynigan
masalalarni yechishga moslashtirilgan usullar masalaning optimal
yechimini topishga ishonch bildirib bazisdan chigariladigan vektorni
tanlashning yagona yoiini ko‘rsatishi kerak.

Aynigan chizigli programmalashtirish masalasining geometrik
tasvirini 3-rasmdan ko‘rish mumkin. Bunda PO vektor Pj, P2, Pt
vektorlardan tuzilgan qavariq konusning sirtida yotibdi. Shuning
uchun PO vektor Pv P2 P3 vektorlarning gavariq kombinatsiyasi
sifatida ifodalab bo‘Imaydi, lekin uni PI v&P2 vektorlarning gavariq
kombinatsiyasi orgali ifodalash mumkin. POni Pj, P2 P3vektorlarning
gavariq kombinatsiyasi orgali ifodalash uchun Pxl+P22+P33
yoyilmadagi P3 vektorning koeffitsiyenti x3=0 boiishi kerak.
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Agar B3 vektorni £->0 ga siljitib PvP2P3 vektprlardan tashkil
(kpenn gavariq konusning ichiga kiritsak, u holda uni PvP2P3
v<klni laming gavariq kombinatsiyasi orqali ifodalash mumkin
IX Lull. /° vektorni gavariq konusning ichiga siljitish uchun ixtiyoriy
kubik /o son olib, Pv P2,P3 vektoriaming

ePl +£2P2+sF3
Kuvbiivikiyasini tuzamiz va uni masalaning
I{ + Rfa+P33—PQ
. inTnbmwiwy’ <1e (omoniga qo‘shib yozamiz:
Iy, ity i [, it:1] +sP2+eP. =i\(e). (3.36)
lloml bo' ljmi Rye) vektor /,, /,, P3 vektorlardan tashkil togan
»#vini(| konusning ichida yotadi (3-rasm). Demak, Po ni PVP2Pj
v. I bn Luiiing gavariq kombinatsiyasi orgali ifodalash mumkin.
Xuddi shuningdek, umumiy holda berilgan masalaning
AXi +P22+...+xiAmn+...+Pnn=P0 (3.37)

" brklamalarini quyidagicha yozish mumkin:
Pixj + P22 +...+ xnPm+...+ P,xn=

= PO+ £PXVE% +...+STPmH+ ...+ £'P, = PU(E)
l'araz qilaylik, PvP2...,Pm bazis vektorlar bo‘lib, ular B
mal lisant tashkil gilsin. U holda
X =B~IP0> 0 (3.39)
berilgan masalaning yechimi va

(3.39)
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X(£)=B~P")> 0 (3.40)
o‘zgartirilgan (3.6) chegaralovchi shartli masalaning yechimi boiadi.
x/wB-'P, (3.41)
tenglik o‘rinli bo‘lgani uchun (3.39) ni ushbu ko‘rinishda ifodalash
mumkin.
X(g) =B'PO+eBr'Pr+e2B~'P2+...+E£nB~Pm+... +erBnpPn=
=X+eXt+s2X2+.. . FEnKm+... +£nXn. (3.42)
Demak, sistemaning o ‘ng tomoni b,(£) quyidagicha aniglanadi:

b,(e)=bl+"¢ e Jav (3.43)
M

bt(E)=bt+£j+ ¢ ejav (3.44)
j=m+l
e kichik son bolgani uchun ¢>(f)>0.
Simpleks usulini goilash jarayonida bazisdan chigariladigan P
vektomi aniglash uchun

—  b,+£l+ y £,
00=ME>=MINME) = -------nmmmmmmmeev >0 (3.45)
atk ‘ aik ak
formuladan foydalanamiz. Farazga asosan - nisbat /=/ da
minimumga erishadi.
Agar
6Q= min) (a. > 0)
giymat, i=1 indeks uchun o‘rinli boisa, u holda P, bazisdan
chiqgariladi.

Bazisga kiritiladigan Pk tanlangandan so‘ng, simpleks jadval
ma’lum yoi bilan almashtiriladi. Natijada topilgan yangi X{s) bazis
reja yetarli darajada kichik s uchun aynimagan reja bo‘ladi.

Amalda aynigan chizigli programmalashiirish masalasi juda

kam uchraydi. Quyida biz keltiradigan masala amerikalik matematik
Bil tomonidan tuzilgan.
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60x2 25x3+9x +x =0,

o —x. —90x, ——X, +3%, +X,. =0,
2 50
Btid=1,

*>0, J=U,

7=—3x| +150 L +6x, -¥ min

Fi et BT ARl
Itu masala aynigan masala boiib, uni yugorida keltirilgan
‘jmrilash” usulini qoilamasak yechganda sikllanish holati ro‘y
lut,ali. Simpleks usulning 7-iteratsiyasidan so‘ng 2-iteratsiyaga
maylish holati ro‘y beradi. Agar yuqorida ko‘rilgan “to‘g‘rilash”
usulini  qoilamasak, bu sikllanish holati cheksiz ravishda
ukrorlanishi mumkin, demak, masalaning optimal yechimini topish
mikoniyati bo‘Imaydi. Endi masalani “to‘g‘rilash” usulini qoilab
yeohamiz. Eng awal berilgan masaladagi sistemani quyidagi

ko'rinishda yozib olamiz:

1 1
le—G&)%———z——x3+ ox, +X5 O+ZS —60s ’,

'?x. —90x, w(, +3x, +x, = 0+5s - 90s2,

X3+ XI=1,

Bu yerda s kichik musbat son boiib, uni shunday tanlash
mumkinki, natijada tenglamalarning o‘ng tomoniga s ning fagat
hiiiiuhi va ikkinchi darajasini qo‘shish yetarli boisin. Masalani
simpleks jadvalga joylashtirib yechamiz:

0 T (02
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3 4 12 2
— +5-168s2 -
P, Bt 2 1 -168 0 O c 5 15
1

5 1 0 0 1 0 O 0 1
2 1 1

1 3
125 4 o 3 o o [ % 3
-114s2 > 5 1»

VI,

3 _ 4el80e2 1 -180 0 6 0 2 %
4 15 25
=2} 5%) 500s2+1 0 0 1 0 0 0 1
15 1 3
21 3 1

Shunday qilib, yugoridagi “to‘gSrlash” usulini qoiiab masalani
yechganda 6-bosqichda optimal yechim topiladi.

180e2+£+—; 0; 5 1+\\ 0; —— 15s1),
25 0

#sE:-ISSSz- —_———
4 20

Berilgan masalani yechimini topish uchun s=0 deb gabul
gilamiz. Javob:

3.6. Ikkilanish nazariyasi

Quyidagi ChPMni garaymiz:
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0. +akx2 ‘wtalx,<bl

+ al2x2+. w akxn<bk,

l* +amx2+ -+ m n<Pm
F +JX +...+crn—»max

Bu masala matrisa shaklida quyidagicha yoziladi:

AX<B,
F = CX —=max.
1-ta’rif.
auYl+any2+..+atyT=cl

® AN + a2lfr + —+ aTiYT~ >
«N1l +«2]1 +-4+ 6-a =

yt>o0, i=l,m
jF:Vi+Va+-+ -> min

masala (3.46), (3.47) masalaga ikkilangan masala deyiladi.

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)
(3.51)

U holda (3.48) masalaga ikkilangan masala quyidagicha yoziladi:

ATY=CT,
y, >0, i=\,n,

F =BTY-> min.
Bu yerda yT=(v, y2...ym, C=(c, C2...cj.

(3.52)

Yuqoridagidan foydalanib ikkilangan masalani qurish goidasini

keltiramiz:

1. Berilgan masala koeffitsiyentlaridan tashkil topgan asosiy

matrisa
au a2 — an
O aA azZz ¢ axa

\amt an2 W' amm)

ko‘rinishda boisa, u holda ikkilangan masalaning asosiy matrisasi
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las a2 o am*

AT=

Kain
ko‘rinishdaboiib,y4 matrisagatransponirlangan boiadiv

2. Ikkilangan masaladagi noma’lumlar son! berilgan masaladagi
cheklamalar sonigateng. Ikkilangan masaladagi cheklamalar soni esa
berilgan masaladagi nomaiumlar soniga teng boiadi.

3. Ikkilangan masalaning magsad funksiyasi koeffitsiyentlari
berilgan masalaning ozod hadlardan iborat boiadi. Ikkilangan
masalaning ozod hadlari esa berilgan masalaning magsad funksiyasi
koeffitsiyentlaridan iborat boiadi.

4. Agar berilgan masalada x} >0 boisa, u holda ikkilangan
masaladagi unga mos /-cheklamaga > ko‘rinishdagi tengsizlik
go‘yiladi. Agarda X nomaiumning ishorasi noaniq boisa, u holda
ikkilangan masaladagi j-cheklamaga tenglik qo‘yiladi .

5. Agar berilgan masaladagi i- cheklama tengsizlikdan iborat
boisa, u holda ikkilangan masaladagi bu cheklamaga mos
nomaiumning ishorasi yj>0 boiadi. Agarda berilgah masaladagi i -
cheklama tenglikdan iborat boisa, u holda ikkilangan masaladagi bu
cheklamaga mos yi nomaiumning ishorasi noaniq boiadi.

Har ganday chizigli programmalash masalasi uchun ikkilangan
masala mavjud va uni berilgan masaladagi magsad funksiya va
nomaiumlarga qo4yilgan cheklamalar orgali toia aniglash mumkin.

Biz quyida ChPMlarining ba’zilariga ikkilangan masalani
qurish goidasi bilan tanishib chigamiz.

Standart ChPM berilgan boisin:

AX <B,

X0, 7=1 , (3 . 5 3 )

F=CX —max.
A= AE) B :E(I)Bjj belgilashlar kiritamiz, bu yerda E-nxn o‘lchovli
birlik matrisa, 0- n oichovli nol matrisa. U holda (3.53) masalani
quyidagicha yozish mumkin:
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(3.54)
Y = CX —»max.

Bu masalaning ko‘rinishi (3.48) masala bilan mos tushadi.
Demak, ikkilangan masalani yozishda ta’rifdan foydalanish mumkin.
Shunday qilib, ta’rifga asosan (3.54) masala uchun ikkilangan masala
quyidagicha yoziladi:

ATP-CT,
p,>0 i=l,n+m, (3.55)
F=grp -» min.

Bu yerda, Pr=(Pl Pl .. pMm)=(yt,Zt)~{yiy2..ymz,22..2j,
Ar=[at, -e) ekanligini hisobga olib, oldingi belgilashlarga gaytsak
(3.55) quyidagicha yoziladi:

AY—Z-CT, :
Yy, SO, Zj>0, i=Im, j =1, (3.56)
F = BrY -» min.
Zj>0 boigani uchun AY—Z-C tenglik J1Y>C boigandagina
o‘rinli boiadi. Shuning uchun (3.53) masalaga ikkilangan masala

ArYZzCT,
y,~0, i=lm, (3.57)
F =5rF-»min

ko‘rinishda boiadi.
ChPM quyidagicha berilgan boisin:
AX =B,

xi>0, j=1n, (3.58)
F=CX —max.
Maiumki, q=k<?>|\g>~|L<’ U holda (3.58) masalani quyidagicha
yozish mumkin:
AX<,B, -AX<-B,
vor. mXZO, 7=1« (3.59)
F-CX->max.*

® belgilashlar yordamida (3.59) masalani

quyidagicha yozib olamiz:
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AX<B,
Xj>0, j =1n, (3.60)
F-CX -»max.
(3.60) masalaga ikkilangan masalani, (3.57) ga asosan, yozamiz:
ATsacrT,
§>o0, i=1m,
F =BTS-*min.
Buyerda, ST=(S, s2 ... sim={pT,cf)=(Pl p2.. qyq2..0,).
Oldingi belgilashlarga gaytamiz, u holda
ATP-ATQACT,
pt>0,q,>0, i=\,m,
F =BTP - BTQ -» min.
Y =P-Q belgilashdan so'ng
f YkcT> (3.61)
F =i?rF ->min
masalani hosil gilamiz. Bu yerda F ikkita matrisaning ayirmasi
boigani uchun uning ishorasi noaniq boiadi.

Berilgan masala va unga ikkilangan masala birgalikda o zaro
go‘shma masalalar deb ataladi. Agar qo‘shmamasalalardan birortasi
yechimga ega boisa, ulaming ikkinchisi ham optimal yechimga ega
boiadi.

0 ‘zaro go‘shma masalalarni ko‘z oldiga keltirish va ulami
igtisodiy ma’nolarini tahlil gilish uchun quyidagi ishlab chigarishni
rejalashtirish masalasini ko ‘ramiz.

AX<,B,
x>0, j =ln, (3.62)
F-CX -»max.

Yuqoridagilardan xulosa gilib, o‘zaro go‘shma masalalarning
matematik modellarini quyidagi ko‘rinishda ifodalash mumkin:

Simmetirik boimagan go‘shma masalalar

Berilgan masala Ikkilangan masala
AX = B,
_ ATYZCT,
| Xj>0, 7=1k, .
F = BTY -»min.
F-CX -»max.
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AX =B,

) I ATY <CT,

Il Xj>0, j=1n, )
F=cX in. F =BrY -i max.

Berilgan masala Ikkilangan masala

AX<B, ATY > Cr,

| Xj>0, j =171 yi>o, 7=1m,
F =CX —»max. F =BrY -»Hiin.
AX>B, Jirr<Cr,

| Xj>0, 7 =1k, N>, 7=11»
F —CX —min.

F - B TY —»max.

1-misoi. Berilgan masalaga ikkilangan masalani tuzing.
-X,+3x2 —5xj S12,
m2x| —x2+ 4x3 < 24,
3Xj + X2 +x3< 18,
HaqQgx2 ox3>Q
Z = 2Xj + X2+ 3x3-» max.

Yechisli: Masalada barcha cheklamalar *“<” ktVrinishdagi
tengsizliklardan iborat. Demak, berilgan masalaga simmetirik
boigan go‘shma masala 4-ko‘rInishda tuziladi. Natijada quyidagi
simmetirik qo‘shma masalani hosil gilamiz:

~YXx+2y2+3yr>2,
m3Y1-Y2+ Y3'ET
[ 5Y1+4Y2+ Y3/ 3>
y,>0,y2>0,y3>0,
F =12y} + 24y 2+ 18"3 —» min.
2-misol. Berilgan masalaga ikkilangan masala tuzing.
X, —X2 +4x3<12,
mje + 3x2- 2x3- x4=13,
Xr+ 5xj ~6x3< 11,
X >0,X2>0,X3>0,
Z - 4X,+x2+4x3 —>»max.
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Yechish: Berilgan masaladagi ikkinchi cheklama tenglamadan
iborat, birinchi va uchinchi cheklamalar esa tengsizliklardan iborat.
Shuning uchun go'shma masalani tlizishda yugoridagi 5-punktda
keltirilgan qoidaga rioya gilamiz va quyidagi masalaga ega boiamiz:

yity2+y3n
+-Ji+3j2+5j3>i,
4y,~2y2-6y3>4,
y1>0y2<0,y3>0,
F - \2yx+i3y2+1ly3->min.

Ikkilangan masaialar yechimlari oiasida mavjud boigan
bogianishni ikkilanish nazariyasining asosiy tengsizligi va birinchi
teoremasi orgali aniglasb mumekin.

Ikkilanish nazariyasida berilgan masalaning ixtiyoriy X joiz
rejasi hamda ikkilangan masalaning ixtiyoriy Y joiz rejasi uchun

F(X)<F(Y)
tengsizlik o‘rinli boiadi. Bunday tengsizlik. ikkilanish nazariyasining
asosiy tengsizligi deb ataladi.

Agar X* va 7*joiz rejalar uchun

F(X") = F(7%)
tenglik o‘rinli boisa, u holda bujoiz rejalar mos ravishda berilgan va
ikkilangan masalaning optimal rejasi boiadi.

Bu tengsizlik ixtiyoriy joiz ishlab chiqarish rejasi hamda xom-
ashyolaming ixtiyoriy joiz baholari uchun ishlab chigarilgan
mahsulot bahosi xomashyolar bahosidan oshmasligini ko ‘rsatadi.

Ikkilanish nazariyasining asosini ikki teorema tashkil etadi.
Ulardan biri ikkilanish teoremasi, ikkinchisi esa muvozanatlik
teoremasi deb ataladi.

Muvozanatlik teoremasidan ikkilangan masalaning iqtisodiy
tahlilidan foydalanamiz, shu sababli, biz bu teoremani keyinchalik
keltiramiz.

Ikkilanish teoremasini keltirish uchun berilgan va ikkilangan
masaialar orasidagi bazi bogianishlami aniglab olamiz.

2-ta’rif. X ={x\Ax<b) to‘plam (3.48) masalaning mumkin
boigan yechimlar to‘plami deyiladi.
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3-ta’rif. Agar (3.48) masalaning mumkin boigan yechimlar
to‘plami x =\xwax <b} bo*sh boimasa, u holda masala birgalikda

deyiladi.

Quyidagi teoremalarni isbotsiz gabul gilamiz:

1-teorema (ikkilanish teoremasi). Agar (3.48) va (3.52) o‘zaro
go‘shma masalalarning har biri birgalikda boisa, u holda ulaming
ikkalasi ham yechimga ega boiadi hamda bu masalalardagi magsad
fimksiyalaming ekstremal giymatlari o‘zaro teng boiadi, ya’ni
FATAFAQT).

Bu teoremadan quyidagi xulosalami chigarish mumkin.
2-teorema. Agar o‘zaro ikkilangan masalalardan biri yechimga
ega boisa, u holda ikkinchisi ham yechimga ega boiadi.

3-teorema. Agar o'zaro ikkilangan masalalardan biri birgalikda
boiib, ikkinchisi esa birgalikda boimasa, u holda birinchi masala
0°zining yechimlar to‘plamida chegeralanmagan boiadi. -

Bu teoremalar ikkilangan masalalarda quyidagi holatlar boiishi
mumkinligini ko'rsatadi:

1 Quyidagi ikkala masala ham birgalikda (ikkalasi he
yechimga ega).

A+ x2< 4, 2y, +y2=1
X +2x2< 4, yi+2y2=h
F =X +x2-> max. F =4yt+4y2—min.
[ : I r
13 3 3’ 3j

2. Quyidagi ikkala masala ham birgalikda emas.
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=2

x, + X2<-4,
F =x{+ 3x2— max. F=-=3v. 4y2—>min.
X=0 X=0

3. Quyidagi masalalardan biri birgalikda, ikkinchisi birgaiikda
etnas.

{*l- X2<l \YJ=|
F -xj-»max. u[::—>|;> _
Masala birgalikda -g _Omln.

Agar berilgan masala yechimga ega boisa, u hoida ikkilangan
masalaning yechimi
re =C?B~1
formula orgali topiladi.
Xuddi shuningdek, agar ikkilangan masala optimal yechimga
ega boisa, u holda berilgan masalaning optimal yechimi
X°=B-'B0
formula orgali topiladi.
Bu formulalarda:
-simpleks jadvalning oxirgi gadamidagi Cb vektor;
B° -ikkilangan masala simpleks jadvalining oxirgi gadamidagi
B vektor;
jS1-matrisani aniglash uchun

AX <B,
Xj>0, j=1n,
F =CX ->max.

masala simpleks jadvalining oxirgi gadamini yozamiz:

. X)) ¢ @ - o am ck
Po pi P ... pa P pk p.
h 1 0o .. 0 «U aln
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Pk vektomi Xe=(x?x£,....x°0,...,0) (PO=(bl,b2....om) optimal
yechim bazislari v P2, P mbo‘yicha yoyiimasini yozamiz
FK ~ XP\HXIfii - XPTd kK =0,N.
Bu yoyilmani quyidagicha yozish mumkin:
an a2 m apl
= A a2 " a2, Xk
a2 ' am \Xk
D matrisaga teskari D 1 matrisani B~ bilan belgilaymiz, ya’ni
D"1=[-".U holda B° =R0; C°=Ch.
3-misoL Berilgan masala va unga ikkilangan masalaning
yechimini toping:
x{+3x2~x3+ 2xs =7,
-2X2+ 4x3+x4-12,
-4 x2+ 3x3+ 8j& + x6=10,
X >0, j =16
F=x2-3Xj +xs->min.
Yechish: Berilgan masalani simpleks jadvalga joylashtirib, uni
simpleks usul bilan yechamiz:

0 1 -3 0 2 0
24] C K i a.K.
Pi p2 n p, R h
0 i 1 3 -i 0 2 0
pl 0 12 0 -2 4 1 0 0
R 0 10 0 -4 3 0 8 1 103
A 0 0 -1 i 0 -2 0
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0 10 1 5/2 0 14 2 0 Rl
-3 3 0 *1/2 1 14 0 0
p6 0 1 0 52 0 -34 8 1
A -9 0 M 0o -34 -2 0
P2 1 4 2/5 1 0 1/10 45 0
Pi -3 5 1/5 0 1 3/10 25 0
=S 0 1 1 0 0o -12 10 1
A 11 -15 0 0 45 -7/5 0
111 bosgichda optimal yechimga ega boiamiz:
11.
rz 1
5 10
c°=(1,-3,0), B°~(4,511), b- L3
IR e 5 10
1
v1 ~2
— 0
10
°=Cc°B-=(1 -3 0) — 0 1 4
y = - 10 f 5 5

-11

Keltirilgan ikkilanish nazariyasining 1-teoremasi igtisodiy nug-
tayi nazardan shunday talqin gilinadi: agar tashgaridan belgilangan q
bahoda sotilgan mahsulotning pul miqdori yf ichki bahoda oichar-
gan xarajatlar (xomashyolar) migdoriga teng boisa, u holda mahsu-
lotning ishlab chigarish rejasi hamda xomashyolaming baholari
optimal boiadi. Bundan ko'rinadiki, ikkilangan masaladagi
noma’lumlar (ulami ikkilangan baholar deb ataymiz) sarf gilingan
xarajatlar va ishlab chigarilgan mahsulotlaming pul miqgdorlarini
0 ‘zaro teng boiishini ta’minlovchi vosita boiib xizmat giladi.
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3.7. Igtisodiy masalalarmng yechimlarini tahlil gilish

Maiumki. chizigli programmalash usullari va, jumladan,
simpleks usul igtisodiy masaialaming eng yaxshi (optimal) yechimini
topishga yordam beradi.

Lekin biz uchun buning o‘zi kifoya emas. Optimal yechim
topilgandan so‘ng iqtisodiy obyektlar (zavod, fabrika, firma) boshqa-
ravchilari oldida quyidagiga o'xshagan masalalarni yechishga to ‘g ‘ri
keladi:

1. xomashyolaming ba’zilarini oshirib, ba’zilarini gisqartirib
sarfqgilinsa, optimal yechim ganday o‘zgaradi?

2. optimal yechimni o‘zgartirmasdan xomashyolar sarfini gan-
day darajaga o‘zgartirish (kamaytirish) mumkin?

3. mahsulotgaboigan talab bir birlikka kamayganda (oshganda)
optimal yechim ganday o ‘zgaradi?

Shunga o‘xshash boshga muammolami hal gilishda ikkilanish
nazariyasi teoremalaridan foydalaniladi. Bunda ikkilanish nazariya-
sining quyidagi teoremalariga asoslaniladi. Quyidagi o0‘zaro qo'shma
masalalarni garaymiz:

Berilgan masala:

AX- B> (3.63)
F =CT->-max.

Ikkilangan masala:
ATY=CT,
y, >0, i=l,n, (3.64)
F = BrY->min.

1-teorema (muvozanatlik teoremasi). X*=(x7xl,....xI) beril-
gan masalaning, Y*=(yj,y2...,yn) ikkilangan masalaning optimal
yechimi boisin.

Agar y] >0 boisa, u holda
anxi +aiXl+... +atX =t>t- (3-65)

Ikkilanish va muvozanatlik teoremalaridan quyidagi xulosalarni
chigarish mumkin.
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2-teoreina. X*=(x*, x2, ..., Xn) (3.63) berilgan masaianing,
Y*'=0I>y» —yn) (3-64) ikkilangan masaianingjoiz yechimi boisin.
Agar y* >0 tengsizlik bajarilganda
a,X + ai2x2+ese+aiX =b, (3-66)
tenglik o‘rin'i boisa, u holda X’, T mos ravishda (3.63) va (3.64)
rnasaialarning optimal yechimlari boiadi.

Ikkilanish teoremalari ChPM ning standart, kanonik va boshqga
turdagi masalalari uchun ham o‘rinli. Masalan, muvozanatlik
teoremasini standart ChPM:

Berilgan masaia:
AX<B,

Xj>0, 7=1« (3.67)
F = CX -» max.

Ikkilangan masaia:
ATY>CT,

yt>0, i=I,m (3.68)

F = BTY -» min
uchun keltiramiz.

3-ieorema. X*=(**x\, ..xn (3.67) berilgan masaianing,
Y*=(yLyl>-y*m) (3.68) ikkilangan masaianing optimal yechimi
boisin. U holda, agar y] >0 boisa,
anx* +aax\ +... +a,X =ht. (3.69)
Agar xj>0 boisa,

aM +az2y2+-+<yC=V (3-1Q

Bu shartlarni quyidagicha talgin gilish mumkin: agar birinchi
masaia yechimidagi nomaium musbat giymatga ega boisa, u holda
ikkinchi masalada tegishli shartlar optimal rejada tenglikka aylanadi.

Bundan ko'rinadiki: optimal yechimning ikkilangan bahosi -
resurslar tanqisligi  darajasining oichovidir. Mahsulot ishlab
chigarishda toia ishlatiladigan xomashyo ‘tanqis (defitsit) xom-
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ashyo” deyiladi. Bunday xomashyoni oshirib sarf gilish korxonada
mahsulot ishlab chigarish darajasini oshiradi. Mahsulot ishlab
chigarishda toia ishlatilmaydigan xomashyo “notangis (kamyob
boimagan) xomashyo” hisoblanadi, Bunday xomashyolami ikkilan-
gan bahosi nolga teng boiadi. Ulaming miqdorini oshirish ishiab
chiqarish rejasini oshirishga ta’sir gilmaydi.

I-masala. Deylik, korxonada bir xi! mahsuiotni 3 ta texnologiya
asosida ishlab chigarilsin. Har bir texnologiyaga bir birlik vaqgt ichida
sarf gilinadigan xomashyolar miqgdori, ularning zaxirasi, har bir
texnologiyaning unumdoriigi quyidagi jadvalda keltirilgan. Har bir
texnologiya bo‘yicha korxonaning ishlash vaqtini shunday topish
kerakki, natijada korxonada ishlab chigarilgan mahsulotlarning
miqdori maksimal boisin.

Texaologiyalar

Resurslar T T T Zasira
Ish kuchi (ishchi/soat) 15 20 25 1200
Birlamchi xomashyo (t) 2 3 2,5 150
Elektroenergiya (Kvt/ch) 35 60 60 3000
Texnologiyaning
unumdorfigi 300 250 450
Texnologly_alarn_l ishlatish " 0 *3 Z-Amax,
rejalari

Masalaning matematik modeli:
15x, + 20x2+ 25x3<1200,

e 2Xt+ 3x2+ 2,53 - 150,
35%, + 60x2+ 60x3< 3000,

Xj >0, (/ =1,3),
Z = 300X[ + 250x2+ 450x3— max.

Masalani simpleks usuli bilan yechamiz.
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o
o

300 250 450 0

Xh Q B X, X2 X3 x4 =g ak.
m, 0 1200 15 20 25 1 0 0
0 150 2 3 25 0 1 0 60
0 3000 35 60 60 0 0 1 50
A 0 -300 -250 ™50 0 0 O
X3 450 48 06 08 1 004 0 0 8
0 30 05 1 0 01 I 0 U
X6 0 120 -1 12 0 24 0 1 -
A 21600 1-30 110 0 8 0 O
Z3 450 12 0 -04 1 016 ,, 0
300 60 1 2 0 02 2 0
0 180 0 14 0 26 2 1
A 23400 0 170 0 2 60 O

Jadvaidan ko ‘rinadiki, x*=(60,0,12, o, 0, 180), z(X*) =23400.

Jumladan Tx texnologiyani 60 soat, T3 texnologiyani 12 soat
goilash kerak. T2 texnologiyani esa umuman goilamaslik kerak.
Ikkilangan masalaning yechimi: JT=(12,60,0), Z(F*)=23400.

Masalaning yechimidan ko‘rinadiki, 1-va 2-resurslar (ish kuchi
va birlamchi xomashyo) toia ishlatiladi. Demak, ular kamyob
resurslardir. 3-resurs (eiektroenergiya) kamyob emas.

Berilgan masala yechimini uning cheklamaiariga qo‘yganda 1-
va 2-shartlar tenglikka aylanadi.

3-shart qat’iy tengsizlikka aylanadi.

(3.67) va (3.68) masala misolida ikkilanish nazariyasining ba’zi
tatbiglarini ko‘rib chigamiz. Buning uchun quyidagicha belgilash
kiritamiz: d =Fm=Fnin Biz d ninggiymati BT vektorga bogiiqgligini
aniglaymiz. Shu magsadda d =F(BT) deb garaymiz.

F(BT) funksiya quyidagi xossalarga ega:

1. F(R7)-birjinsli, ya'ni F(ABT)=AF(BT), /1>0;

2. F(Br) funksiyaaing aniglanish sohasida botig.
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Qavariq fonksiyalar nazariyasidan rnaiumki botiq funksiya
aniglanish sohasining ichida uzluksiz. Demak, F(BT) funksiya ham
aniqglanish sohasida uzluksiz.

F(BT) funksiyaning differensiallanuvchanligi ikkilangan masala
yechimlarining strukturasiga bogiiq.

4-teorema. Agar ikkilangan masala yagona y* yechimga ega
boisa, uholda F(B") funksiya Br nuqtada differensialanuvchi boiib,

tenglik o‘rinli boiadi.

Agarda ikkilangan masala yechimi yagona boimasa, u holda
yugoridagiga o‘xshash tasdigni keltirish giyinrogq. Ammo bu holda
ham yechimlar to‘plamining ko‘pyog‘ida chetki nuqtalar yagona
F(Br) funksiyaning differensial xarakteristikaiari boiib qgoladi.

Quyidagi ishlab chigarishni rejalashfirish masalasi yechimini
tahlil gilamiz.

2-masala. 3 ta A, B, C, mahsulotlami ishlab chigarish uchun 3
xil xomashyolar (resurslar) ishlatilsin, I tur xomashyoning zaxirasi
180 kg, 11 tur xomashyoning zaxirasi 210 kg va Ill tur xomashyoning
zaxirasi 244 kg boism. Har bir mahsulotning 1 birligini ishlab
chigarish uchun sarf qgilinadigan turli xomashyoning miqdori
(normasi) va mahsulot birligining bahosi (narxi) quyidagi jadvalga
joylashtirilgan. Ishlab chigarilgan mahsulotlar pul giymatini
maksimallashtiruvchi ishlab chigarish rejasini toping.

Mahsulot
"\Xomashyo | I i birligi
Mahsuloi bahosi
(p.fo.)
A 4 3 1 10
B 2 1 2 14
c 1 3 5 12

Xomashyo zaxirasi

180 210 244
(kg)
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Bu masala bor resurslardan optimal foydalanish masalasi boiib,
uning matematik modeli quyidagi ko‘rinishda boiadi:
4x, +2x2+ x3<180,
o 3l +X1+3x3<2\Q,
+ 2x2+ 5x3< 244,
* £0, 0=1,3),
Z = 10x, +14;12+ 12x3 -> max.

Bu masalaga ikkilangan masalani tuzamiz.
4y,+3y2+y3>I10,

myl+y1l+2y3ZIl4,
N +32+5M3M2,
AE>Q, (/=1,3),
F =180", +210y2+244j3-> min.
Berily.nii mnsulani kanonik ko‘rinishga keltiramiz va simpleks
jadvalgn joyhshtirib uni simpleks usul bilan yechamiz.

10 14 12
0, *0
X2 X$ A A
0 4 2 1 1 0 0 i80
0 3 1 3 0 1 0 210
*6 0 1 2 ) 0 0 244
-100 =m0 (12 0
14 2 12 112 0 0 90
X, 0 1 0 52 .12 i 0 120
X* 0 -3 0 4 -1 0 1
18 7 0 0 1260
“Y, 14 19/8 1 0 5/8 0 ws 82
X, 0 238 0 0 1/8 1 -5/8 80
X, 2 -34 0 1 -1/4 0 14 16
57/4 23/4 ' 5/4 1340
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Optimal yechim berilgan masala uchun X*=(0, 82,16),
Z(X*) = 1340; ikkilangan masala uchun 7*="—, °>~J> FC0O=1340.

Endi berilgan masala yechimini tahlil gilamiz.
Ikkilangan masala yechimida yj=~, » =f' Demak, 3-

teoremaga asosan | va Ill tur xomashyolar toia ishlatilgan. Chunki,
bu yerda
Am)+282+16=180, 0+2-82+5-16=244.

Shu sababli, bu xomashyolar kamyob hisoblanadi. y2=0.
Demak, Il tur xomashyo toia ishlatilmagan. Shu sababli, bu xom-
ashyo kamyob emas.

Ikkilangan masalaning yeehimi “shartli optimal yechim”
deyiladi. Ular yordamida xomashyolar 1 birlik ortigcha sarf
gilinganda magsad funksiyasining giymati, ya’ni daromad ganchaga
0‘zgarishi ko‘rsatiladi.

Masalan, 1-tur resursni 1 kg ortigcha sarf gilish natijasida
magqsad fimksiyaning giymati 5,75 birlikka oshadi.

Agar 1-tur resursdan ishlab chigarishda 1 kg ortigcha sarf
gilinsa, uning ishlab chigarish rejasi o'zgaradi. Bu yangi rejaga
muvofiq ishlab chigarilgan mahsulotlarningpul migdori 5,75 ko‘proq
boiadi. Jadvaldagi xdustunga garab quyidagilami aniglaymiz. Yangi

rejada B mahsulotni ishlab chigarish j birlikka oshadi va ¢ mah-
sulotni ishlab chigarish i birlikka kamayadi. Birning natijasida 2-tur

xomashyoni sarf gilish 8—bir|ikka kamayadi.

Xuddi shuningdek, x6 ustungd garaymiz. 3-tur xomashyo
xarajatini 1 birlikka oshirib sarfgilish natijasida yangi reja topiladi va
bu rejaga ko‘ra ishlab chigarilgan mahsulotlarning pul qiymati 1,25
birlikka oshadi va daromad 1340+1,25=1341,25 birlikni tashkil

giladi. Bu natija B mahsulot ishlab chigarishni . birlikka
kamaytirish, C mahsulot ishlab chigarishni ~ birlikka oshirish

hisobiga boiadi. Bu holda 2 tur resurs 8—kg ko‘proq sarf gilinadi.
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TH. TUKjlIniij>iiii simpleks usuii

lIm Hfi p»ylf-:w-lia ehizigli programmalashtirish masalalarining
ii|<iitmtl yi ihimiiii lopish ucliun foydalangan simpleks usulioi biz
iinitiinikhli ampleks usuli deb ataymiz. Maiumki boshlangich
el h.ulula kanonik masala uchun optimallik sharti A.>0

i h tun lulilio’lib, undan ikkilangan masalaninng optimal yechimini
....linilula lutin 1bydalanish mumkin edi.

M i1 igli programmalashtirish masalalarining optimal
\i i Inihhh miglashda yanada umumiy usul ikkilangan simpleks
h mil luian Innishib chigamiz.

il kilangan simpleks usul oddiy simpleks usulga o ‘x:shash boisa
Irmu, tinga nisbatan ba’zi qulayliklarga ega. Masalan, ikkilangan
impléis ; tisul bo‘yicha yechilayotgan masala shartlaridagi ozod
lunllar musbat boimasligi ham mumkin.

< )ddiy simpleks usul singari ikkilangan simpleks usulining har
im gadamida n-oichovli x vektor boshgasiga almashib boradi va
i Iwkli gadam lardan so‘ng masalaning optimal yechimi topiladi yoki
lining yechimi mavjud emasligi aniglanadi.

l'agat shunga e’tibor berish kerakki, simpleks usuldan fargli
iavi:;hda, ikkilangan simpleks usul bilan har gadamdatopilgan X reja
jink reja boimasligi ham mumkin. Churtki ikkilangan simpleks usul
luian topilgan bunday reja masalaning hamma shartlarini
sLuuLumlirgani bilan musbat boiishlik shartini ganoatlantirmasligi
linunkin, IUtnday reja chalajoiz reja deb ataladi.

Ikkilangan simpleks usul bo‘yicha chala joiz rejalami
1Ini;ie 2(irish jarayonijoiz rejatopilguncha takrorlanadi. Topilganj oiz
i=la esa optimal reja, ya’ni masalaning optimal yechimi boiadfi.

| araz qilaylik, kanonik formadagi ehizigli programmalashtirish
masalasi berilgan boisin:

ai\X\ + an Xl + mme+ ainXn = 71>

@xl  ¢li2XR2  o*e+ &~ 12>

"% +a, Xz + -+a,,,,,X,, =bme

v 0, x2>0,..., x, >0, (3.71)
[ oy, +CcXj +...+crxn->min.
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Bu masaladagi fr- ozod liadlarning ba’zilari yoki hammasi manfiy
ishorali boisin.
Bunday masalalarni ikkilangan simpleks usul bilan yechish
uchun eng awalo masalaga qo‘shma
ATY<CT,
F - B TY —»max.
masala tuziladi, So‘ngra berilgan (3.71) masalani quyidagi koii-
nishda yozib olamiz

(3.72)

(3.73)

X,,ta_
x>0, x2> 0, x n>0, (3.74)
F=clxl +c2@+...+cnn->min. (3.75)

(3.73)-(3.75) masalaning koeffitsiyentlari va ozod hadlari simpleks
jadvaligajoylashtiriladi.

a »~

an  amd %
p C, Po
Pi P2 Pm Pma Pk Pn
% cX h 1 0 0 aik <+« ain
Pi 0 1 0 amm aik «++ain
u* s
b ¢ n 0 0 0 aim aik
ML *
pm K 0 0 l anVM amk aHﬁ]
A A A A An AA AN \

Agar bt (i=\,m) ozod hadlar uchun 6 2:0 shart bajarilsa., masalaning
optimal yechimini topishda simpleks usulidan foydalanamiz.

Agar b, (1=1,7») ozod hadlaming ba’zilari yoki hammasi uchun
<0 shart bajarilsa, masalaning optimal yechimini topishda
ikkilangan simpleks usulidan foydalanamiz. Bunda quyidagi ishlarni
amalga oshiramiz:
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I ... i) slmrt asosida {PVvR,...,P, Pn} bazis vektorlar

I it < i-i.lmcliicpirilishi kerak boigan bazis vektomi aniglaymiz.
i liiMihm, min ib,} =b, boisin. Demak, P, bazis vektomi bazis
111 Lii sisleimisidan chigarishimiz kerak.
- I>n/is vcktor o‘miga yangi bazis vektorlar sistemasiga

I 2inli 11 kdviik boigan vektomi min — shart asosida aniglaymiz.
J

fal
Ma nikin, min L =—% boljsin. Demak, Pk vektor yangi bazis
au<0\ U/J %

m i lorIni sistemasiga Kiritilishi kerak. Ya’ni {PvP2,...,Pk, P j bazis
vi*klorlar sistemasini hosil gilamiz.

llU holda ak element boshlovchi (hal giluvchi) element boiib,
il joylashgan / gatordagi P, vektor o‘rniga k usiundagi Pk vektor
kirililadi. Simpleks jadvalda ham almashtirish oddiy simpleks
nuildagidek bajariladi. Bu jarayon masalaning optimal yechimi
lopilguncha yoki uning mavjud emasligi aniglanguncha takrorlanadi.

Ikkilangan simpleks usulda berilgan masalaning optimal
yechimini mavjud emaslik va chala yechimning optimal yechim
bo*lishlik sharti quyidagi teoremalar orgali aniglanadi.

I-teorema. Agar masalaning chala rejasidagi koordinatalaridan
kmnida bittasi, masalan, bk<0 boiib al} koeffitsiyentlardan birortasi

lumi manfiy boimasa, u holda masala optimal yechimga ega
boimaydi.

Shuday qilib, ikkilangan simpleks usulida masalaning optimal
yechimga ega bo‘Imaslik sharti:
[k<0, k~I.m,
W >0, j=T,n.
2-teoreraa. Agar masalaning chala rejasi uning joiz rejasidan
iburnt boisa, u holda bu reja optimal reja boiadi.
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I-misol. Quydagi berilgan masalani ikkilangan simpleks usul
bilan yeching.

2X, +x2—Xj +5%4>5

3ne, - 2x2+ X 3+4x4 >4,

X >0,x2> Ox3> 0,x4> 0, ()
Z =3x, +4x2+ 5*306T4-» mm.

Yechish: Berilgan masalaga * va x6 qo‘shimcha o‘zgaruvchi-
lar kiritamiz va ayrim teng kuchli almashtirishlami bajarib, uni
quyidagi kanonik ko‘rinishga keltiramiz:

-2X, - X2+ Xj - 5xa+ X5= -5,

-3ic, + 2x2- x34x4+x6—4,
X, >0,x2> 013> 0,x4 >0, x5>0, x6> 0, (1
Z=3Q0 + 4x2+5x3+6x4->min.

Bu masalaga ikkilangan masalani tuzamiz:

-2y,-3y2<3,
-y, +t2y2<4,
yl-y1<5,
-5y, 4y2<6,
yi<0,y2<0, D)
F=-5yl- 4y2-» max.
() masalani ikkilangan simpleks usul bilan yechamiz.

3 4 5 6 0 0
ppoQ 0 P2 P P4 Ps P6
s O -5 -2 -1 1 1 0
6 0 -4 3 2 4 4 0 1

=° =23 pgx=-4 A¥x5 g+ 4=0 4=0

2 1 1 I
Pa 6 L 5 5 5 L 5 0
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*mii|4 | |.idviildan ko‘rinadiki, | bosgichda har bir /  1.6uclum
% I'Mihik v* (0,0,0,0,-5,-4) vektor (II) masalaning chala
25il | 1

illli il kilungun masalaning yechimi esa Ya=(0,0)boiadi. Xo-
hil.i 1.11111njmrng kichikmanfiy elementigamoskeluvchi /* vektorni
i i iiilm ihigarib 0=mm— =1,2 shart asosida P4 vektorni bazisga

ai<0

| It Ktlinl/i.

Simpleks jadvalni almashtirishlar bajarib yangi simpleks jadva-
lien i. i.'imi/. x* =(0; 0; 0;1;0;8) vektor yangi chalajoiz reja bo‘ladi.

v' vcktorning barcha koordinatalari nomanfiy boigani uchim
h hi nlgan masalaning joiz rejasi. Demak, (2-teoremaga. asosan) u
mnNulnning optimal yechimi boiadi.

Yangi bazisdagi qo‘shma masalaning yechimi

vektordan iborat boiadi. 0 ‘zaro qo‘shma masalalar uchun
Km-Zmm  tenglik o‘rinli boiadi.

Masaladagi maiumotlarnirig o°‘zgarishi chizigli programma-
lushtirish masalasi yechimiga ta’siri bilan tanishib chigamiz. Bu kabi
tahlil masaladagi ko‘rsatkichlarga maium bir vaqtdan keyingi
iiillatsiyaning ta’sirini o‘rganishda yoki maiumotlar 700000 + 5000
kabi berilganda kerak boiadi.

Yuqoridagi tahlillar yordamida qyidagi savollarga javob berish
mumkin.

1 Maiumotlarga optimallik shartiga ta’sir etuvchi o‘zgartirish
mumkinmi?



2. Optimallik sharti buziigan boisa, uni ganday tiklash mum-
kin?

Quyidagi misolni ko ‘ramiz.

2-misol. Quyidagi masalaning optimal yechimini toping va
tahlil giiing.

—2Xj + X2< 2,
< x, + 2x2<1,

xx<3.
Xp x2>0,

F —xx- 2x2 ->mill

Yechish: Bu masalani simpleks usuiida yechamiz va oxirgi
jadvalni keltiramiz:

p2

Pi p p4 Ps

b ch 20) 1 7 0 0 0 a.k.
1 1
p2 -2 5 0 1 0 5 5
Pi -1 3 1 0 0 0 1
1 3
p3 0 0 0 1 5 5
-13 0 0 0 -1 -2

Demak, quyidagi pi =(pi,pl,pif bazis vektorlarga tavanib
optimal yechim topiladi. Bu quyidagicha amalga oshirilgan.

/0 1V 10

1-2 2 2 0 0 2 2
10 5'=00 1,N—10 B-N- 1 1
g 1 1 '3 0 Kk 13
. 2] 2 2



&JTb=
v3y
Hu yerda y ikkilangan masalaning optimal yechimi.

Biz endi boshiangich maiumotlardagi o°zgarishlarning
ycchimga ta’sirini o‘rganib chigamiz.

Birinchi boiib, ozod had Pr=(i, & )T 0°zgarishining
tn’sirini va o‘zgarish orafigini ko‘rib chigamiz. i2=b2+3 boisin. U
holda yangi masalaning o‘ng tomoni P=P+AP. Bu yerda
AP=(0 S Of.Ma’lumki b~'p>0. Uholda

5 f-M

BIP =B4{P+AP)>0 B-P>-B-'AP 3 > 0

S

-10<S<6 = F=F+AF=F+yTS=F+yD=-13-0.

Demak, masalaning ikkinchi shartidagi ozod had -\0<S<6
oraliqda o‘zgarsa bazis o‘zgarmaydi. Hagigatan ham agar a=-4
bo‘Isa, u holda

xb=xb+B~IAP= 3+ 0 = %20 F=-13+4=-9.
4,
Bu yerda bazis o‘zgarmaydi, chunki B~P>0 shart bajariladi; agar
£=8Dboisa, u holda

9N (4) 9
h=%+B'AP= 3+ 0 = 3, F=-13-8=-21
3 4

Bu yerda bazis o:zgaradi chunki 8~'P >0 shart bajarilmadi.
Endi c=(c, c2 c¢3) vektoming o‘zgarishini garab chigamiz.
c-c +Ac=(c, c2+S c3Y bo‘lsin. Uholda
- (cb+AJYBTN>0=>cN=cW- c[B-'N>(Ac,f BN
shartdan quyidagiga ega boiamiz:
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2
L 2>06 00 O -1 2> |<5|=><5<2.

2
I
| 3

~2 2/

Demak, 5<2 boiganda oldingi bazis optimal bazis boiib
goladi. Aks holda esa bazis o ‘zgaradi.

Masalan, $=1daboshlangich bazis optimal bazis boiib goladi,
&=4 da esa boshlangich bazis optimal bazis boia olmaydi, shu
sababli, masalaning optimal yechimini topish uchun yangi bazisga
oiishimiz kerak.

Nazorai savoilari

1 Ikkiiangan masalani ta’riflang.

2. Qanday masalani standart masala deb ataymiz?

3. Qanday holatlarda ikkilangan masala optimal vechimga ega
boimaydi?

4. Qanday holatlarda ikkilangan masala optimal yechimga ega
boiadi?

5. Ikkilanish teoremasini keltirimg.

6. Qanday masala kanonik masala deb ataiadi?

7. Muvozanat teoremasini misollar yordamida tushuntiring.

8. Ikkilangan masalaning optimal yechimini aniglashga yordam
beradi.

9. Ortigcha xomashyolar ganday aniglanadi.

10. Kamyob xomashyoni aniglash yoiini tushuntiring.

MsisteqM yecMsfa mciihsi masalalar

1 Fermada qo‘ngir va sarig quyonlar parvarish gilinadi.
Ulaming normal parvarishi uchun 3 turdagi oziga ishlatiladi.
Qo‘ngir va sariq quyonlar uchun har kungi zarur boigan har bir
turdagi ozugalar miqdori jadvalda Kkeltirilgan. Hayvon fermasi
ishlatishi mumkin boigan har bir turdagi ozuganing umumiy miqgdori
va 1ta go‘ng‘ir va sariq quyon terisini sotishdan keladigan daromad
quyidagi jadvalda berilgan.
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KunHk zarur boigan ozuga ~ Ozuganing

Ozuga iuri biriigi migdori umumiy
gosng‘irquyon  sarig quyon miqdori
1 2 3 180
2 4 T 240
3 6 7 426
1ta terini sotishdan
keladigan daromad 16 12
(sh.p.b.)

Ferma eng katta daromad olishi uchun ishni ganday tashkil
eiishi keralc?

X,-x2>1 3 Xl—2xr & 4 A —3x, + 2x2< 30
C X, - 2XM>2 % +x2<8 ©oa2xj +x2<12
Z~-XX-x2-»min  Z=X- 2Xj->min Z =-5x,- 7x2 *mm
X,,X2>0. X,,X2>0. X,,X2>0.
2X, +x2>12
X, +X2a5
X, +x2<5 -X, +3x2<3
" x, +2x2<6 6X,-X2>12
Z=2Xj+13x2 min Z - Xj+2x2 max
X,,X2>0. x1,x2>Q.

Quyidagi misolaarni simpleks usulda yechiiag

Z =5x, +3xj + 2x3-» max Z —3Xj- 2x2—4x3—>min
i 14x, +5x2+ 2x3+x4< 20 4x, + 5x2- 2x3< 22

| 3X, +4x2- jc3+ x4 <30 X - 2Xj +x3<30

xy>0.0'=1,23,4) Xj>0.0 =1,2,3)
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Z = TX +8x2->max

4x; +X2< 100 Z’:_3x, + 9x2—>min
A 5ic, +2x2< 30

9.« X+x2<80) 2e1o
jo:<40 L-oxtexlel
x,>0.0 =12 wi-0-O0'=12)
Z=-65,- 14jc2-13"3 -> min
JJ o ix, +4x, +2jc3< 48
[x + 2x2+ 4x3< 60
Xj>0.0 =1.23)
12. Jadvalda berilgan ma’lumotlarga asoslanib, mebel isf

chigarish rejasini shunday tuzingki, bunda mehnat zaxiralaridan
toiig foydalangan holda ishlab chigarilgan jami mahsulotning pul
giymati maksimaliashtirilsin. Simpleks usulda optimal yechim
topilsin.

Ishlab chiqgarish Faner, Taxta, Mehnat, (Nnilrr)l(glg
faktorlari <y), (m3) (kishi/smena) s0°'m)
Sarflash normalari:
1ta servantga 0,2 0,1 2 150
1ta shifonerga 01 02 1 120

Ishlab chigarish

faktorlari zaxirasi 60 40 500

Quyidagi misollarni sun’iy bazis usuli bilan yeching

Z =-4x|- 2x2- 8x3—min Z = ~4x, - 2x2->min

x,,x1,x1>0 x1x2>0

15. Tikuv fabrikasida 4 turdagi mahsulot ishlab chigarish uct
3 artikuldagi gazlamalar ishiatiiadi. Turli mahsulotning bittasini
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iil i h uchun sarflanadigan turli artikuldagi gazlamalar normasi
li.lmulda keltirilgan. Fabrika ixtiyoridagi har bir artikuldagi
. * limalarning umumiy miqgdori va mahsulotlar bahosi ham ushbu
iilv.ilda berilgan. Fabrika bar bir turdagi mahsulotdan gancha
mlgdorda ishlab chigarsa, ishlab chigarilgan mahsulotlar bahosi
nmksimal boiadi? Masalaning matematik modeli tuzilsin.

1ta mahsulotga

. GazlamaJaming
sarflanadigan gazlama.

Gazlama artikuli - umumiy
normasi (m) migdori (m)
P v a
1 1 : 2 1 180
2 - 1 3 2 210
3 4 2 : 4 800
Malxsulotiar bahosi
w._Jsh p.h) o 6 4 !
16. Mexanika zavodi 2 turdagi detalni ishlab chigarish uchun

tokarlik, frezerlik vapayvandlash jihozlarini ishlatadi. Shu borada har
bir detalni 2 xil texnologik usul bilan ishlab chigarish mumkin. Har
bir jihozning samarali vagt fondi berilgan. Har bir texnologik usul
bilan turli moslamada detallar birligini ishlab chigarish uchun
sarflanadigan vaqt normasi va detallami sotishdan olinadigan
foydalar quyidagi jadvalda keltirilgan. Korxonaga maksimal foydani
ta’minlovchi jihozlar yuklanishining optimal rejasini topish
masalasining matematik modelini tuzing.

Detallar Samarali vaqt
Jihoz turi 1 2 fondi (stanok-
fexnologik usullar soat)
1 2 1 2
Tokarlik 3 2 3 0 20
Frezerlik 2 2 1 2 37
Payvandlovchi 0 1 1 4 30
Foyda (sh.p.b.) 11 6 9 6
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Quvidagi masaialarda dastlab ChPMning biror tayanch rejasini
toping va simpieks usulini qoilab optimal yechimni aniglang.

17_ )q >O,j :1’2,3,4. 18. Xj > 0,/ =12,34,5.

F =X +X2-X 3+3x4--»Max. F=2Xj - X2- x-. +X4- 4xj -> min.

[2x, ~x2+x3+2x4=6,
(4x, -4 x 2 - B3+2x4=-12,

19. X >Q/=12345. 20. xj >0,j =1,234.
F=x, +X2+x3+x4+xs —>min. F=2x, +4X2- x3 +3x4 -»max
21. x 207=1234 22. Xj>Q/=1234.
F=x,-2x2-3x3+13%4-» min. F =2 ~4x2+9x3+x4-»max.

Tayanch so‘z va iboralar

Matematik model, chizigli va chizigsiz programmalashtirish,
stoxastik programmalashtirish, dinamik programmalashtirish, chi-
zigli programmalashtirish, chegaralovchi shartlar (cheklamalar),
magsad funksiya, joiz reja (yechim), bazis yechim (reja), xos va
xosmas bazis reja, optimal reja, go‘shimcha o‘zgaruvchi, gavariq
kombinatsiya, gavariq to ‘plam, gavariq to ‘plamning burchak nugtasi,
gipertekislik, gipertekisliklar oilasi, yechimlar ko‘pburchagi, sath
to‘g‘ri chizigi, aktiv va passiv shartlar, kamyob xomashyo, kamyob
boimagan (ortigcha) xomashyo, simpleks usul, optimallik bahosi,
sun’iy o‘zgaruvchilar, sun’iy bazis; sun’iy bazis usuli; kengaytirilgan
masala; aynigan chizigli programmalashtirish masalasi; aynigan reja
(yechim); sikllanish, £~usul, o‘zaro qo‘shma masalalar, simmetrik
go‘shma masalalar, simmetrik boimagan qo‘shma masalalar,
ikkilamchi baholar, ikkilangan masala, shartli optimal baho, shartli
optimal yechim, muvozanatlik teoremasi, ikkilangan simpleks usul,
chalajoiz yechum, optimallik mezoni.
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IV BOB. CHIZIQLI PROGRAMMALASHTIRISHNING
MAXSUS MASALALARI

4.1. Transport masalasi

Transport masalasi - chizigli programmalashtirishning alohi-
da xususiyatli masalasi bo‘lib, bir jinsli yuk tashishning eng tejamli
rejasini tuzish masalasidir. Bu masalaning qoilanish sohasi juda
kengdir.

Zaxirasida bj birlik mahsuloti bo‘lgan /-ta’minotchidan mavjud
bo‘lgan iste’molchilarga zaxirasidagi mahsulotni to‘la realizatsiya
qiiish shatri

Z xij = bi
J

bu yerda, xtJ - 5-ta’minotchidan 7-iste’molchiga tashilgan mahsulot
hajmi.

Masalaning qo‘yilishi va uning matematik modeli. m ta [
ta’minotchiiarda a, miqgdordagi bir xil mahsulotni n ta B;j
iste’molchilarga mos ravishda bj migdordan yetkazib berish talab
gilinsin. Har bir i ta’minotchidan har bir j iste’molchiga bir birlik
mahsulotni tashishga sarf gilinadigan yo‘l xarajati ¢y pul birligini
tashkil gilsin.

Mahsulot tashishning shunday rejasini tuzish kerakki, ta’minot-
chilardagi barcha mahsulotlar olib chigib ketilsin, iste’molchilaming
barcha talablari gondirilsin va shu bilan birga yo‘l xarajatlarining
umumiy giymati eng kichik bo“Isin.

Masalaning matematik modelini tuzish uchun i ta’minotchidan
/ iste’molchiga yetkazib berish uchun rejalashtirilgan mahsulot
miqdorini xy orgali belgilaymiz. U holda masalaning shartlarini

quyidagi jadval ko‘rinishda yozish mumkin:
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. . Iste’molchilar Zaxiralar
ra’minotchilar

Br Bn miqdori
cn ax
A % *2 *«
1\ 2 .. c2,,
Ar
2 X22 A,
A» .Oﬂ a2 o
xXm Xm2
Talablar S =S
miqdori L K >

Bunda xarajatlaming umumiy giymati
M j=I
ifoda bilan aniglanadi.
Masalaning matematik modeli quyidagi ko‘rinishni oladi:

m_ o 4.2)
JZ:|XIj:bj, j =In
chizigli tenglamalar sistemasining
w>Q (=1m 7=1rn) (4.2)
shartlarni ganoatlantiruvchi shunday yechimini topish kerakki, bu

yechim
mn
z = (4.3)

chizigli funksiyaga eng kichik giymat bersin.
Jadvaldan va masalaning modelidan  O<xu<mm(a,,

tengsizlikning bajarilishi ko‘rimb turibdi.
Transport masalalari ikki turga ajratib o'rganiladi:

Agar mahsulotga bo‘lgan talab taklifga teng, ya’ni
2,21 (4.4)

bl J=1
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tengiik o‘rinli boisa, u holda bunday masalayopiq modetti transport
masalasi deyiladi.

Agar mahsulotga boigan talab taklifga teng boimasa, ya’ni
ta”™thj (4.5)
i~ 7=1

munosabat o‘rinli boisa, u holda bunday masalalar ochig modelli
transport masalasi deyiladi.

(4.1)-(4.3) masala uchun quyidagi teorema o‘rinii.

I-ieorema. Talablar hajmi takliflar hajmiga teng boigan
istalgan transport masalasining optimal yechimi mavjud boiadi.

Transport masalasi matematik modeli tenglamalar sistemasidagi
bazis vektorlar sistemasining oichovini aniglaymiz. Buning uchun
sistema asosiy matrisasining rangini aniglash kerak.

Agar xv o'zgaruvchilami

x\I> X12° xbi> X 1b *71" —>22" X m\> x m2> —>x mn
ko‘rinishdajoylashtirsak, u holda transport masalasining cheklamaiar
matrisasi quyidagi kosrinishga ega boiadi.

n n_ n

A [00..100... 1 .00 .. 1j
Bu matrisaningrangi: rang(A) =m+» - 1ekanliginiko'rish qiyinemas.
Hagigatan ham, matrisada m+n ta satr boiib ular chizigli bogiiq.
Chunki birinchi m ta satrni go‘shib undan oxirgi nta satr yigindisini
ayirsak nol vektorni hosil gilamiz. Bu matrisaning ixtiyoriy m+n- 1
satrini olsak chizigli erkli vektorlar sistemasi hosil boiadi.
Demak, masalaning optimal yechimida musbat xtJ lar soni ko' pi

bilan m+n -1taboiadi.
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Transport masalasi rejalari ko‘p takrorlanish xususiyatiga ega.

1-ta’rif. R nuqtalarning (punktlaming) chekli P-{PXP1,..., R)
to‘plami va har bir elementi yoy deb ataluvchi tartiblanmagan (m, pf)

juftliklaming Q to‘plami berilgan boisin. (p,Pj) yoy P va P
nugtalami tutashdradi, bu nugtalar esa (P}, PJ) yoyning oxiri deb
ataladi. (P, a) juftlik esa transport tarmogi deb ataladi.

Masalan,

Pi A

rasmda elementiari 7 ta nuqgtadan iborat p={pri,P2...,P1} to‘plam va
oltita:

%, ), (P2 ), (P2, Pa  Pel <&, Pil (P4>p6)
yoylarni 0°z ichiga oluvchi Q to‘plam tasvirlangan.

2-ta’rif. Pj~-. Pk (PeP, 1=0, ixtiyoriy chekli ketrna-
ketlik berilgan bodsin. Agar har ganday (P~P”?), r=o,l,...,k-I,
juftlik yoy boiib ((P;r, Prti)eQ), bu juftlik P~-P,t ketma-ketlikda
ko“pi bilan bir marta uchrasa, u holda P Pk ketma-ketlik marshrut
(yo‘nalish) deb ataladi.

Yugoridagi rasmda ikkita marshrut bor: PJAPJ*N PANPAP],
3-ta’rif. PP PiPio ko‘rinishdagi marshrut sikl deb ataladi.

Demak, marshrutda boshlang‘ich holatga gaytilsa, u sikl deb
ataladi.
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Rasmdagi marshrutda sikl yo‘qg, ammo unga (PA F7) yoy qo'shil-
sa, u holda bu marshrutda PGB ko ‘rinishdagi sikl hosil boiadi.

Maiumki, ixtiyoriy chizigli programmalashtirish masalasining
optimal yechimini topish jarayoni boshlangich tayanch rejani
topishdan boshlanadi.

Yopiq transport masalasining boshlang‘ich tayanch rejasini
topishning turli usullari mavjud bo‘lib, ulardan ikkitasi bilan tanishib
chigamiz.

Boshlang‘ich joiz rejani topish usullari. Masalaning aynimagan
joiz rejasi m+n-1 tamusbat komponentalami 0°z ichiga oladi.

Shimday qilib, transport masalasining aynimagan joiz rejasi
biror usul bilan topilgan boisa, matrisaning m+n-1 ta kompo-
nentalari musbat boiib, golganlari nolga teng boiadi.

Agar transport masalasining shartlari va uning joiz rejasi
yugoridagi jadval ko‘rinishda berilgan boisa, noldan fargli xj} lar
joylashgan kataklar “band kataklaf\ qolganlari “bo‘sh kataklar”
deyiladi.

Yechim aynimagan bazis yechim boiishi lichun band kataklar
soni m+n-1 taboiib, uyerda sikllanish ro‘y bermasligi kerak.

Shimoliy-g‘arbiy burchak usuli, Quyidagi transport masalasi
berilgan boisin.

bJ

h h
<h
ch °ii °12 e Cb,
°2\ Cc22 T C2n
»ee
am Cml Cm2 s Cjrm

Maiumki, har bir bo*‘sh kaiakka xv nomaiumlardan biri to*g‘ri
keladi. Bu usulda bo‘sh kataklmi xj} giymaifar bilan toidiriladi deb

faraz gilamiz.
Jadvalning shimoliy-g‘arbiy burchagiga xn o‘zgaruvchi to‘g‘ri
keladi. minify} boisin. Agar xQ~ax (ax<t\) boisa, u holda
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birinchi ta’minotchining barcha mahsuloti birinchi iste’molchiga
jo‘natilgan boiadi. Demak, x%=0, j =\n bo‘iadi.

I gadamda x2 --min” -a,, aj shart asosida x2L ning giymatini
aniglaymiz. Bunda, agar xli=bl-al (6 -ax<aA boisa, u holda
%i =0, s=3,m boiadi. Bu jarayonni davom ettirib band kataklardagi
xj larning giymatlarini aniglab olamiz.

Agar X®=b{ (6j <a,) boisa, u holda birinchi ta’minotchida c”-h
migdorda mahsulot goladi. Demak, x°, =0, i=2,m boiadi. Il gadamda
x@=mm{al-bl,b3 shart asosida x2L ning giymatini aniglaymiz va
hokazo.

2-misol.  Shimoliy-g‘arbiy burchak usulidan foydalanib,
transport masalasining boshlangich yechimini toping.

Ta’miiiotcMlar égte’mg,lchi'rar 5 th)l(rlr:?
A 10010 7 4 1 4 100
. 1002 1507 0 6 1 250
4 ’ 50 ¥ 1003 50 S
A 1 8 12 o 16 25013 300

Taiab haymi 200 200 100 100 250

Minimal xarajatlar usuii. Bu usulda boshlangich yechim
qurish uchun x° giymat awalam bor yoi xarajati eng kichik boigan

katakka, ya’ni min {c,} shart o'rinli boiadigan katakka yoziladi.

Masalan, min {g,,}zqga boisin. U holda xF:=mm{aP,,,Hbj‘ giymat

aniqlanadi. Xpg=mm{ap, bg} (ap <ba) boisin. Demak,
xp=ap,j =I,2, 1qg+1..,n boiadi. Bundan keyingi gadamlarda
ham f min~{cj}=cpq,i*-p, j#q shart asosida x giymatlar aniglanib
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boriladi. Bu usulda tuzilgan boshlangich yechimni sikllanishga
tekshirish shart.

3-misoL Minimal xarajatlar usuli bilan boshlang‘ich yechimini
toping.

Iste’molchilar Za>_<irg
B, 2, B, B, hajmi
10 7 4 1 4

Ta’minotchilar

A 100 100

A
4 55 322 gy
A s 100 ° 533 300

Talab hajmi 200 200 100 100 250

4.2. Transport masalasining optimal yechimini topish

Potensiallar usuli - transport masalasini yechish uchun
goilangan birinchi aniq usul boiib, u 1949-yilda ms olimlari
L. V.Kantorovich va M.K.Gavurin tomonidan yaratilgan. Bu usulning
asosiy g ‘oyasi transport masalasiga moslashtirilgan simpleks usuldan
iborat boiib, birinchi marta chizigli programmalashtirish masala-
larini yechish usullariga bogiiq boimagan holda tasvirlangan.
Keyinrog, Xuddi shunga o°‘xshash usul amerikalik olim Dansig
tomonidan yaratildi. Dansig usuli chizigli programmalashtirishning
asosiy g‘oyalariga asoslangan boiib, Amerika adabiyotida bu usul
modifitsirlangan tagsimot usuli deb yuritiladi.

Transport masalasining optimal yechimini topishda foyda-
laniladigan potensiallar usuli simpleks usulining soddalashtirilgan
variant! hisoblanadi.

Bu usul bilan tanishishdan oldin aynigan va aynimagan
transport masalasi tushunchalarini Idritishimiz kerak.
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Vo 0
Z=YaJa+ X Vibj - max (4.10)
i=i

Ikkilanish nazariyasiga asosan, agar (UltVj) ikkiiangan baholar
mavjud boisa, u holda ixJ tayanch reja optimal boiadi. Bu yerda U,
va j ikkiiangan baholar mos ravishda “ta’minotchi va iste~

molchilarningpotensiallar?’'deyiladi.
Bu nazariyaga asosan transport masalasi uchun quyidagi
teoremani keltirish rnumkin.

2-teorema. Agar transport masalasining X" ={xI) tayanch
yechimiuchun

4> ° =>u/+vj =cv, (4.11)
4=0 =>ut+vyscff (4.12)
shartlar o‘rinli boisa, u hoida X*=(xy) tayanch yechim optimal

yechim boiadi.
(4.11) va (4.12) shartlar transport masalasi uchun optimallik shartlari
deb ataladi.

Shunday qilib, navbatdagi tayanch yechimni optimallikka
tekshirish uchun, avval, (4.11) shart yordamida potensiallar sistemasi
quriladi va soiigra (4.12) shartning bajarilishi tekshiriladi.

Masalaning optimal yechimini topish uchun quyidagi bel-
gilashlar kiritamiz: 9 -la’minotchilar joylashgan nuqgta; £?.-
iste’molchilar joylushgan nugta. p=SvQ, xv>0=>(S,,QJ)eQ >(P, Q
juftlik transport tarmogi.

Potensiallar usulida optima! yechimni topish aigoritmi:

boshlangich tayanch yechim topiladi.

Masalan,
S~ Q ~Q jS, (4.13)
marshrut topiladi;
(4.11) shart asosida  va \} potensiallardan

W* U, cW VI,+UMNV L ri.+u® u - V,+Ui,=%,- (414)
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tenglamalar sistemasi tuziladi. Bunda n+m -1 ta band katak uchun
n+m-1 ta chzigli tenglama va n+m ta nomaium hosil boiadi.
Nomaiumlax soni tenglamalar sonidan bittaga ortiq boigani uchun
bitta erkli nomaiumga ixtiyoriy giymat, masalan nol, giymat berilib
golganlari mos tenglamalardan topiladi;

Bo 'sh kataklar uchun (4.12) shart tekshiriladi:

a) agar barcha bo‘sh kataklar uchun (4.12) shart bajarilsa, u
holda tayanch yechim optimal boiadi va masalani yechish jarayoni
tugaydi;

b) agar ba’zi bo‘sh kataklar uchun (4.12) shart bajarilmasa, u
holda tayanch yechim optimal bo'Imaydi va tayanch yechimni
almashtirish jarayoni amalga oshiriladi.

Tayanch yechimni almashtirish jarayonini amalga oshirish
uchun  =o=>Ut+\j <G shart o‘rinli boimagan bo‘sh kataklardan

biri

MeX(A7={l-+V} - cy) (4.15)
shart asosida tanlanadi va u band katakka aylantiriladi. Masalan,
max A« = A

>0 VP
boisin. Demak, (4.13) marshurtga (SigQJ) yoyni qo‘shish kerak. U
holda (Sig Q) yoyni o°‘zida saglovchi
xasfts Q.S QY
sikl hosil boiadi. Bu siklga
\k> XU,” Xih XW  XM-
ketma-ketlik mos keladi. Quyidagicha almashtirish bajaramiz:



Boshga barcha (i,j) juftliklar uchun 4 =4* (4-16) formula yor-
damida topilgan [x*j yechim tayanch yechim boiishi uchun 9 ni

Qrk

shart asosida tanlash yetarli,

Bu jarayonni tayanch yechim uchun (4.11), (4.12) optimallik
sharti bajarilguncha davom ettiramiz.

Bu jarayon chekli son marta gaytarilgandan soTig optimal
yechim hosil boiadi. Chunki transport masalasi uchun quyidagi
teoremalar oiinli.

3-teorema. Har ganday yopiq modelii transport masalasining
optimal yechimi mavjud.

4-teorema. Agar barcha a, bj sonlar butun boisa, u holda

transport masalasining ixtiyoriy tayanch yechimi butun sonlardan
iborat boiadi

1-miNol. <uyidji i transport masalasining optimal yechimini
toping.

b> 200 200 100 100 250
100 10 7 4 1 4
250 2 7 0 6 1
8 D 3 2 2
200
u 8 2 16 73
300

Yccliish: Boshlangich tayanch yehimni minimal xarajatlar
usuli bilan topamiz.
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1-jadval

\ b 200 200 100 100 250
a - 10 7 4 1 4
100
100 0
2 7 10 6 u
250 200 50
8 5 3 2 2
200
200
1 8 12 16 73
300 150 100 50

Bu jadvaida band kataklar soni n+rn-2 ta. Stoning uchun
(q, b5) katakka 0 yozib uni band katakka ayiantiramiz. So‘ngra band
kataklardan foydaianib Uj+Vj=qj potensial tenglamalar sistemasini
tuzib, Uj va \j giymatlaiini va bu asosida pgf=u, +Vj-cj ning
giymatini hisoblaymiz.
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Hu Vwin uk Al A -3 bo‘lganligi sababii (a2>b4d katakka s sonni

Iumaa/ wi (1 1()) formula asosida aimashtirish bajaramiz. Natijada

" ik iiliii llosil gilamiz.

intli o mn(100,50,50) =50 asosida yangi bazis rejaga o ‘tdb,
i 11, cu potensial tengiamalar sistemasini tuzib u, va Vj
MtVinnllivini  v;i hu asosida Aj =Ui+Vj-clj ning qiymatini
hiMililiivmi/ 1) holda quyidagi 3-jadval hosii bo‘ladi.

3-jadval
n,
200 2,00 100 100 250 u,
|
10 7 4 i 4
100 50 50 0
-13 5 2
2 7 10 6 n
250 200 0 50 5
1 2
8 5 3 2 2
200 200 -2
-13 5 i 3
1 8 12 16 73
300 200 100 6
-14 -9 -3
3 2 6 1 4 = O

IU yeidii % [/=[1,3=2. Shuning uchun (av bj) katakka s paramétrai

kiritamiz va (4.16) formula asosida aimashtirish bajaramiz. Natijada
ki -jadvalni hosil gilamiz. Bu jadvalda

8 =MiN{o, 50,100} =0.
lin nsosda yangi bazis yechimni 4~jadvaiga joyiashtiramiz. 4-
Jjl.\i L i Keltirilgan bazis yechim optimal yechim boiadi, chunki
hnrc lia bo*sh katakchatarda &9<0.
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100

250

200

300

ega bo‘idik:

-13

-13

200

10

200

200+0

100-6»

10

16

73



S >1In.| modelli transport masalasi. Agar talab va takliflarning

............. nncliloilmi teng bo‘Imasa, yaiii
i1

oft \ (liuli ()t Iu<1 modelli masalaning optimal yechimini topish uchun
y ipi>[ miidolga keltiriladi va potensiallar usuli goilaniladi.

()ehig modelli masalani yopig modelliga keltirish uchun
<=*:liiincha “soxta” ta’minotchi yoki “soxta” iste’molchi kiritiladi,
illuming zaxirasi yoki talab hajmi

m

m+|:Mb / yolel—H/ wJ
hoiadi. Soxta ta’mmotchldan real iste’molchilarga yoki real
Iwininotchilardan  soxta iste’molchilarga amalda mahsulot
Inshilmagani uchun yoi xarajatlari nolga teng qilib olinadi. Natijada
I>uycrda yopig modelli masala hosil boiadi.
2-inisol. Quyidagi ochiq modelli transport masaiasini yeching.

Iste’molchilar Zaxira
B B3 B4 B5 hajmi
4 1 4 100
10 6 1 250

3 2 2 200
\ 1 12 16 13 300
I'nlal) hajmi 200 150 100 100 200

la'uiiiiotchilar
10

co N

> > b~ >
o o NN

A
masalaga aylantiramiz:  A6=1(X). So'ngra potensiallar usulini
go'llaymiz.

Yechish: XA >) ; boigan hoi uchun masalam yopiq modelli



Iste’mokhilar

Ta’mmotchilar Zaxsra
% 02 B4 Bs B,
A 10 7 4 1 4 0 100
g 7 10 6 1 0 50
A, 5 3 2 2 0 500
1 8 i) 16 13 0

. . 1 300
Talab hajmi 200 150 100 100 200 100

Aynigan transport masalasi. ¢r-potensiallar usuii. Aynigan
transprot masalasida tayanch rejasidagi rausbat komponentalar soni
k<m+n-I boiadi va bu tayanch reja aynigan reja boiadi. Bunday
rejani aynimagan rejaga aylantirish uchun unga m+n-I-k ta noi
element Kiritish mumkin. Ammo bu nol elementlarga mos xy
nomaiumlair band kataklarga mos xfJ nomaiumlar o‘zaro chizigli
bogiiq vektorlar esa chizigli erkli boiishi kerak. Bu holatni nazorat
gilish qiyin. Shu sababli aynigan transport masalasidagi siklni
yo‘qotib uni aynimagan transport masaiasiga aylantirish kerak.
Bunga erishish uchun quyidagi .s-potensiallar usulini qoilash
mumkin.

£-potensiallar usuli. Maiumki, bir nechta a, laming yig‘indisi
(hammasi emas) bir nechta flaming yig‘indisiga teng bo‘isa
transport masalasini aynigan transport masalasi deb ataymiz.
Masalada ayniganlikni yo*qotish uchun &, va b} lardan tuzilgan
xususiy yig‘mdilaming o‘zaro teng boimasligiga erishish kerak.
Buning uchun a va bj laming gqiymatini biror kichik songa
0°‘zgartirish kerak. Masalan, yetar!icha kichik e >0 sonni olib, o, va
bj lami o0°zgartiramiz, ya’ni s masala tuzamiz:
aj=a,+s, (i=Im),
Fj*bj, 0=M), - (4.18)
b,, =b,, + me,
s yetairlicha kichik son boiganligi sababli hosil boigan masalaning
X{8 optimal rejasi s=0 da berilgan masalaning optimal yechimi
boiadi.
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\ iiilnol. llcrilgan aynigan transport masalasining optimal
*>>ilmini (Oping.

hi 3 4 5 3
N 4 S 6 3
3 2 6
K 5 9 1 3

w

Vtihish: (4.18) munosabatldrdaii foydalanib, quyidagi

b 3 4 5 3+3s
A+e 4 5 6 3
3+£ 3 2 7 6
S+e 5 9 1 3

Ushbu masalani yechib, x(e) rejani topamiz. Bundan limX(e)=X°.

4.3. Butun sonli programmalashtirish

0 ‘zgaruvshilariga butun boiishlik sharti qo'yilgan chizigli
I>iogrammalashtirish masalalari katta amaiiy ahamiyatga egadir.
Itutun sonli programmalashtirish masalalariga sayyoh hagidagi
inasala, optimal jadva! iuzish masalasi, optimal boiish masalasi,
transport vositalarini marshrutlarga optimal tagsimlash masalasi,
IX)*linmaydigan mahsulot ishlab chigaruvchi korxonaning ishini
optimal rejalashtirish masalasi va boshga masalalar misol bo‘la oladi.
Bu masalalaming ayrimlari bilan tanishamiz.

Sayyoh hagida masala. shaharda yashovchi sayyoh n ta

A,, .., 4, shaharlaming har birida fagat bir martadan boiib, eng
gisqa yoi bilan AOshaharga gaytib kelishi kerak boisin.
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Bu masalaning matematik modelini tuzish ushun A va A
shaharlar orasidagi masofani ct bilan belgilaymiz. Bundan tashqari,
quyidagicha belgilash kiriiamiz:

fl, dgea- sayyoh A dan A, ga  borsa, i*j,
U [0, agar sayyohA, dan A ga bormasa.
Buyerda ¢j=i,2, n

Bu holda masalaning matematik modeli quyidagi ko‘rinishda

boiadi:

2X = 7=1,2,....«, (4.19)
=1, i=1,2 ,n, (4.20)

M
uj -Uj +nXyan-1, i,j:l,z,“.,n, (4,2i)
xf|=0 yoki xj =1, (4.22)
l==1:,:Il;LJl:_| cixj raine (4.23)

Bu yerda (4.21) shart sayyoh yo‘natshining bogiigligini ta’min-
laydi. Anigroq aytilsa, bu shart AO dan o'tmaydigan liar ganday t
sikllami yo‘qga chigaradi. Masalan,

ko'rinishdagi yo‘nalishlar bu masalada boiisfii mumkin emasligini
(4.21) shart ta’minlaydi.

Toit rang masalasi. 1976-yilda ajoyib teorema isbotlangan:
ko‘pi bilan to'rtta turli rangdan foidalanib, ixtiyoriy geografik xari-
tani bo‘yash mumkin.

Bu masaia quyidagicha qo‘yiladi: Har birning chegarasi yopiq
uzluksiz egri chiziqdan iborat davlatlar tasvirlangan geografik xarita
berilgan. Agar ikki davlatning umumiy chegarasi uzunligi musbat
boigan egri chizigdan iborat boisa, u holda bu davlatlar go'shni
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davlatlar deb ataladi. Bu geografik xaritani toil rangdan foydalanib
shunday bo;yash kernkki go‘shni davlatlar turli xil rangda bo‘lsin.
Bu rnasalaning matematik modeli quyidagicha bo‘ladi:
\X, —Xj +4umn >\,
\x1-xJ-4ull>-3
X=0,1,2,3j=1,2,n, (4.24)
uj=01; (i,j)€r.
Bu yerda M ={(I,y)| i,j - qo'shni davlatlar; i,j ~1,2 , u}.

Boiinmaydigan mahsulotlar ishlab chigarishni rejalashtirish
masalasi. Deylik, korxona n xil boMinmaydigan mahsulotlar ishlab
chigarsin va buning ushun m xil resurslardan foydalansin. Korxona-
dagi resurslar zaxirasi chegaralangan va ular k, b2 ..., tm birliklarni
tashkil qilsin. Har bir turdagi mahsulot birligini ishlab chigarishga
sarflanadigan turli resurslar migdori hamda har bir mahsulotdan
korxonaning oladigan daromadi quyidagi jadvalda keltiriigan.

— JNl/chfaktoriars 2 3 s« . Daromad

Mabhstiloi
1 an aj3 ci
2 az a2l azj a2n c2
m °»il am2 amr | Gn
I/ch fak_torl_nmg b K
zaxirasi

Korxona daromadini maksimallashtiruvchi ishlab chiqgarish rejasini
aniglang.

Ushbu rnasalaning matematik modeliganoma’lumlaming butun
boiishlik shartini kiritish kerak:

JrcijXj <b:;, (1=1m), (4.25)

0
Xj>0 0 =1n), (4.26)
Xje z, (4.27)
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Y ="£ ¢jXj —smin, (4.28)
M

Agar butun sonli programmalashtirish masalalaridagi noma’-
himlaming hammasi uchun butun boiishlik sharti qo‘yi'sa, bunday
masalalar to'la butun sonli programmalashtirish masalalari deb
ataladi.

Noma’iumlaming ma’lum bir gismi uchun butun boiishlik
sharti qo‘yilgan masalalar gisman butun sonli programmalashtirish
masalalari deb ataladi.

Agar butun sonli programmalashtirish masalasidagi nomaium-
lar fagat 0 yoki 1 giymatlami gabul gilishi mumkin boisa, u holda bu
masala Bulprogrammalashtirish masalasi deb ataladi.

Butun sonli programmalashtirish masalasining geometirik
talgini bilan tanishamiz.

Buning uchun quyidagi ikki o'zgaruvchili butun sonli
programmalashtirish masalasiga murojaat gilamiz:

2n4x2<V

X, +3x2<10
X >0, xteZ, (i=1,2)
Y =2x1 + 4x2 ->max.

Ushbu masaladagi noma’lumlaraing butun boiishlik shartiga
e’tibor bermasdan uni grafik usulda yeshamiz (1-shakl).
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Natijada OABC gavarlq ko'rburchakni, joiz rejalar toilamirii,
hosil gilamiz. Bu ko‘pburchakka tegishli boigan nugtalar ichida
berilgan butun sonli programmalashtirish masalasining yechimi boia
oladigan nuqgtani topish uchua bu ko‘pburchakni OKEMNF
ko‘pburchak bilan almashtiramiz. Bu ko‘pburchakning burshak
nugtalarining koordinatalari butun sonlardan iborat boiadi. Ana shu
burchak nuqtaiaridan birida magsad funksiya maksimum giymatga
erishadi. Bunday nugtani topish uchun 2”+4x”0 to‘g‘ri chizigni
yasaymiz, Bu chizigni normal vektor yo‘nalishida 0°z-o°ziga parallel
ko‘chirib, shu yo‘nalishdagi burchak nugta £(1,3) ni toramiz. Bu
nugtada magsad funksiya maksimumga erishadi. Demak, berilgan
masalaning yechimi %=1, X=3; =14 boiadi.

R.Gomori usuli. Nomaiumlarga butun boiishlik sharti
go‘yilganligi sababli chizigli programmalashtirish masalalarini
yechish usullarini butun sonli programmalashtirish  masalalarini
yechish uchun go4lab bo ‘Imaydi.

Butun sonli programmalashtirish masalalarini yechish uchun
ulaming xususiyatlarini nazarga oluvchi usullar yaratilganl boiib,
ular orasida amerikalik olim R.Gomori yaratgan usul optimal butun
sonli yechimni beruvchi eng aniq usullardan biri hisoblanadi. Gomori
usuli yordami bilan toia butun sonli hamda gisman butun sonli
masalalarni yechish mumekin.

Quyida biz  Gomori usuli bilan toia butun sonli
programmalashtirish masalasini yechish jarayonda tanishamiz.

Bu usulning g‘oyasi quyidagidan iborat:

1 Berilgan (4.25)-(4.28) masalani nomaiumlarning butun
boiishlik shartiga, Xjez, e’tibor bermasdan, simpleks usuldan

foydalanib yechamiz va quyidagi jadvalni hosil gilamiz. Bujadvalda
(4.25)-(4.28) masala uchun optimallik sharti bajarilgan boisin. U
holda masalaning optimal yechimi X° =(£, b2,...,bm0,0,...,0) boiadi.

- 4 Q@ Gn Qo &
"0 Y h o Mmoo K Pn

227



Pi €2 h 0 1 0 a2m+l aln

Pi c, bt 0 0 0 % B aln
pm cm K 0 0 1 ank ann
AN A A Afii A K

Agar topilgan  =(&, ke, ..., m0,0,...,0) yechimda b eZ boisa,
u holda bu yechim butun sonli programmalashtirish masalasining
ham yechimi boiadi.

2. Agar X°=({b?..,bm0,0,...,0) yechimda b, laming ba’zilari
yoki hammasi kasr sonlardan iborat boisa, u holda Xjez shartning
bajarilishi uchun kesuvchi tenglama deb ataluvchi qgo‘shimcha
tengiama tuziladi.

Buning uchun quyidagi tushunchalarni kiritamiz:

Ixtiyoriy aratsional sonhi

a-[a] +{a) (4.29)
ko‘rinishda yozish mumkin. Bu yerda [a] - a sonning butun gismi;
{a} ~ a sonning kasr gismi (0 <{«}<!} a -butun boisa, {a}=0).

D ?
Masalan, — =4+-, chunki 0 2
7 7 Y
-—=-5+-, chunki .30 =-5, f 3015
7 7 i 1 71«7

Jadvaining PO ustunidagi kasr sonlardan iborat boigan
satrlarclan max{e,} shart asosida kerakli satrni ajratib olamiz. Masalan,
|

max{A}—qt boisill.
Demak, jfc-satr ajratib oiindi. Bu satr uchun {aki} = g4 belgilash kiritib
quyidagi tengsizlikni hosil gilamiz:

Va*+ M + -+ M Mk- (4.30)
Bu tengsizlikdan

- - - Tkitn =<tk (4.31)

kesuvchi tenglamani hosil gilamiz va bu tenglama asosiy tengiamalar
sistemasiga Kiritib yoziladi. So‘ngra bazis yechim almashtiriladi.
Bunda ikkilangan simpleks usuiidan foydalaniladi. Bu jarayon



masalaning yechimda fagai butun sonlar hosil boiganicha yoki
yechimning mavjud emasligi aniglanguncha takrorlanadL

Har bir bosgichda tuziigan go‘shimcha tenglama kesuvchi
tenglama deb ataiishiga sabab, bu tenglama yordamida beriSgan butun
sonli programmalashtirish masalasi yechimlar to ‘plamidagi kasr sonli
yeehimni 0°z ichiga oluvchi gismi kesib boriladi.

Agar kasr sonli xt ga mos keluvchi gatorda barcha x0lar butun

sonli boisa, u holda masala butun sonii yechimga ega boimaydi.
I-mfsol. Quyidagi chizigli programmalashtirish masalasining
butun sonli yechimini toping:

p,+jc2Hir =15
[2X, +3x3+ x4=8
x>0 XeZ 7=14

-3x2 + +24 -»max.

Yechish: Masalani oddiy simpleks usul bilan yechamiz;

| -3 5 2
: Q Fo P Pi PR 1 p
Pi -3 37/3 173 1 0 -1/3
Pl 5 8/3 2/3 0 1 1/3
A -71/3 4/3 0 0 2/3

Jadvaldan ko‘rinadiki, topilgan yechim butun sonli program-
malashtirish masalasining yechimi boMmaydi. Bu yeehimni butun
sonii yechimga aylantirish uchun kesuvchi tenglama tuzamiz,

Demak, 2-satr tanlandi



munosabatlardan foydalanib

tengsizlikni hosiJ gilamiz. Bu tengsizlikning ikki tomonini (-1) ga
ko‘paytiramiz va qo‘shimcha noma’lumni Kiritib, quyidagi
tenglamani hosil gilamiz:

2 2

SN - slsE= -

Bu tenglamani simpleks jadvaliga joylashtiramiz.

1 -3 5 2 0
P e "0 Pi Pr Pr P\ 053
Pr -3 37/3 13 1 0 —1/3 0
P3 5 8/3 213 0 1 1/3 0
Ps 0 -2/3 -2/3 0 0 -1/3* 1
Al -71/3 4/3 0 0 2/3 0

Bazisdan P5 vekiomi chigarib, o‘miga Pn vekiomi kiritamiz.
Natijada simpleks jadval almashadi va quyidagi ko‘rinishga keladi.

1 -3 5 2 0

3 Cb 0
P mr3 P* P
R -3 13 1 1 0 0 -1
4 5 2 0 0 1 0 1
p* 2 2 2 0 0 1 -3
AJ -25 0 0 0 0 2

Demak, X0=(0,13,2,2,0), Mjx=-25.
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N azorat savoliari

1. Numa uchun transport masalasining optimal yechimini
topishda simpleks usulidan foydalanilmaydi?

2. Transport masalasining rnatematik modelida bazis vektorlar
sistemasining rangi ganday aniglanadi?

3. Potensiallar usulini tushuntiring.

4. Transport masalasida sikl gachon paydo boiadi va u ganday
yo‘qotiladi?

5. Aynigan transport masalasini tushuntiring va uning optimal
yechimini topishni izohlang.

6. Qanday masalaiar butun sonli programmalashtirish masa-
lalari deb ataladi

7. To‘rt rang masalasini tushuntiring.

8. Kesuvchi tenglama ganday hosil gifinadi?

9. Boshlang‘ich tayanch rejani izohlang.

10.Sayyoh masalasini tushunturing.

Mustagqil yecliish uchun misoflar
Quyidagi masalalaming rnatematik modelini tuzing hamda

“shimoliy-g‘arb burchak” usuli va “minimal xarajatlar” usulidan
foydalanib, boshlang‘ich bazis yechimlarini toping.

i
Ta’minotchilar iste’molchilar Za)_<ir§1
B, B2 B3 B4 hajmi
Al 2 1 4 1 90
A2 2 3 3 2 55
A3 3 2 3 2 80
Talab hajmi 70 40 70 45
2.
Ta’minotchilar Iste’molchilar Za>_<ir§1
Bi B2 B3 B4 hajmi
A, 6 7 3 5 100

A2 L 2 5 6 150
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A3 8 10 20 i 50
Talab liai».« 75 80" 60 85

Ta’sninotchilardagi Iste’inol«:hilaiuing mahsulotga

L OS »0‘lgan talabi
mahsulot zaxirasi 120 9160 120
90 9 8 10
85 1 12 8
75 7 10 13
150 12 7 10

4,

Ta'minotchilardagi Iste’molchilarning mahsulotga

| Y bo*lgan talabi

mahsulot zaxirasi 400 380 120
330 ° : :
270 ; ; °
300 8 ’ '

Tagminotchilardagi iste’moScMlarniag mahsulotga

s bo‘lgan talabi
mahsulot zaxirasi 300 m 30 - 220
270 ° °
290 ! ° !
i

260 3

Quyidagi transport masalalarining boshlang‘ich bazis yechim-
larini hamda optimal yechimi potensiallar usuii bilan topilsin.

6.
Ta’minotchilar Iste’molehilar Za).(ir?
Bi B2 B3 B4 hajmi
Al 8 ! o 7110
A2 * 6 2 2 190
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A3 3 5 8 ° 90

Tafab hajmi 80 60 170 80
7.
yn s . Iste’molchilar Zaxira
Ta’minotehilar Bi B2 B3 B4 hajmi
A | 2 3 4 60
A2 4 3 2 0 g
Talafe hajmi 40 60 80 60
8.
Ta'minotchilar iste’molchilar Zaxira
Bi B2 Bj B4 hajmi
Ai i 7 9 5 120
A2 4 2 6 S 230
A3 3 8 1 2 160
Talab hajmi 130 220 90 70
9.
s . Iste’molchilar Zaxira
Ta’misiotchilar Bi B2 B3 B4 hajmi
A, 5 4 3 160
a2 8 2 5 s 140
A3 1 6 3 2 _ 60
Talab hajmi 80 100 80 100
10.
Ta’minotchilar Iste’molchslar Zaxira
Bi B2 B3 B4 hajmi
Az 6 3 5 6 140
A3 3 2 6 3 80

Talab hajmi 80 [ 50 50 110
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Toia butun sonli chizigli programmalash masalasini grafik
usuida yeching.

2Xj +3x2 <36 4xj + 3x2 <10
124
Xj+ 2x2<8
X>0,x2a0Xj€2,j =12 X >0,x2>0,XjeZ,j~ 1,2.
2X] +3x, 45 4xi +x2<10
13.<xj <2 14. ¢ 2xj +3x2<8
Xx1>0,x2>0,XjeZ,j=12 X>0,x2>0XjezZ,j~ 1,2

Tayaacfa so‘z va ifooralar

Yopig modelli transport masalasi, band katakchalar, ochiq
modelli transport masalasi, “shimoHy-g*arb burchak” usuli, “minimal
xarajat” usuli, butun sonli programmalashtirish, to‘la butun sonli
programmalashtirish, gisman butun sonli programmalashtirish, Bui
o0‘zgaruvchili programmalashtirish, kesuvchi tenglama.
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V BOB. CiUZIQSIZ PROGRAMMALASHTIMSH
MASALALARI

5.1. Chizigsie programmalash masaiasi va lining geometrik
talqgini

Chizigsiz programmaiashtirish masaiasi va uning turlari.
Quyidagi
gi(xvx2,...,xn)<bt, = (5.1)
Z=f(x1x2,...,jon)-»max (5.2)
masala matematik programmaiashtirish masalasini tashkil etadi.

Bu yerda, g,(Xj,X2....%,,) va f(x1x2...xn) berilgan funksiyalar; ty,
(/=1,0r) o‘zgarmas sonlardir. (5.1) shartlar masalaning chegaraviy
shartlari, z=/(x[,xj,...,.xn) fimksiya esa “magsad fimksiyasF deb
ataladi.

Matematik  programmaiashtirish  masalalarida  xI,x2,...,xL
0°‘zgaruvchilaming ba’zilariga yolci hammasiga nomanfiylik sharti
go‘yilgan boiadi. Ba’zi masalalarda esa nomaiumiaming bir gqismi
yoki hammasi butun bo‘lishligi talab gilinadi.

1-ta’rif. Agar (5.1), (5.2) masaladagi barcha gqfax2-,x,,) va
f(x1,x2....xn)  funksiyalar chizigli boisa, bu masala chizigli
programmaiashtirish masaiasi deyiladi.

1-misol. Chekmalari

/ (X) =2xx+x2  max(min)
eXi+x24a1,

x>0 x2>0
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sistemada!! iborai masalani garaymiz. Bu masaladagi chegaraviy
shartlari  chizigli tengsizlikdan, maqgsad funksiyasi chizigli
iunksiyadan iborat va uning grafigi quyidagi 1-chizmadatasvirlangan

i-chizma.
Bu masaianing optimal yechimi X=(1;0)7 dan iborat boiadi.
2-ta’rif. Agar (5.1), (5.2) masaladagi va
funksiyalardan kamida bittasi chizigsiz funksiya boisa,
u holda bu masala “chizigsiz programmalashtirish masalasi” deyiladi.
2-misol. xI+x1-2 chizigidagi nugtalardan (2;2)J markazga eng

yagin boig;an nuqtani topish masalasini ko‘ramiz. Bu masaiani
yechish quyidagi chizigsiz programmalashtirish masalasiga keladi.
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f{x)-{xi- 2)2+(c2- 2)2—=>min
X +x2=2

2-chizma.

Chizmadan ko‘rinib turibdiki, bu masala X=(U)3 nuqtada
optimal yechmga ega. Bu masaia chizigsiz programmalashtirish
masalasiga misoi boia oladi. Chizigsiz programmalashtirish
rnasalasi odatda S -joiz nuqtalar to‘plamida / maqgsad fimksiyasini
minimallashtiradi yoki maksimallashtiradi. Odatda, joiz nuqtalar
to‘plami ol!zgaruvchilarga qgo‘yilgan shartlar asosida aniiglanadi.
Ushbu masalada bizning magsad funksiyamiz f(x) =(x, -2)2-(x2-2)2
- chizigsiz funksiya va joiz nuqtalar to‘plami S bitta xl+2=2
chiziqgli shart orgali aniglanadi.

Joiz nuqtalar to‘plami bir gancha shartlar orgali ham anigianishi
mumkin. Masalan:

f(x)~x1~>min
ixl<x4d

\xf +x% < 2.

Bu masala uchun joiz nugtalar to‘plami S quyidagi 3-chizmada
ko‘rsatilgan.
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i
3~clsiz010.

Bu masala X =(-1,)r nugtada optimal yechimga ega.

Bazida shartlar (cheklovlar) boimagan paytda Shartsiz

optimailashtirish masalasi ham uchrashi mumkin.
Masalan:

/ (X)=(eA -1)" +Hx2- 1)2~=min
Demak. s —joiz nigtalar to‘plami bu yerda ikki oicham li fazodadir. *
Minimallashtiruvchi nugta X =(Q,IY gateng va funksiyaning giymati
bu nugtada nolga teng va boshqga o‘rinlarda musbai.

Biz ushbu misollardan shuni koiishim iz mumkinki, masalaning
magsad funksiyasi hamda shartlari chiziqli yoki chizigsiz boiishi
mumkin. Yuqoridagi misollar ba’zi shartlar chizigsiz boiganligi
sababli chizigsiz optimailashtirish masalalari hisoblanadi.

3-ta’rif. Agar (5.1), (5.2) masalada m=o boisa, ya’ni
chegaraviy shartlar gatnashmasa, u holda bu masala *“shartsiz
optimailashtirish masalasi’ deyiladi.
Shartsiz optimailashtirish masalasi quyidagicha qo‘iladi:
f(,xY,X2,...,xn) =¥ max(min), n
(xI,x2,...,x,) e Ed Rn.
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Bu yerda X=(x1x2...xn) ??-oichovli (vektor) nuqgta, R* w-oichovii
fazo.

Faraz gilamiz, (5.1) sistema tenglamalar sisiemasidan Iborat
boiib, noma’lumlarga nomanfiylik sharti go‘yi'masm hamda m<n
boiib, va f(x1,x2...xn) fimksiyalar uzluksiz va kamida
ikkinchi fartibli xususiy hosilaga ega boisin. U holda
programmalashtirish masalasi quyidagi ko‘rinishda boiadi:

qi(x1,x2.....xnN=Dbl, 5.4)
Z=1f(xIx2...,x,)-*rtin (5.5)

Bunday masaia “ehegaraviy shartlari tenglamalardan iborat
bo‘igan sharili minimum masalasi” deyiiadi,

Shartsiz optimaiiashtirish va ehegaraviy shartlari tenglama-
lardan iborat boigan shartli minimum masalalami differensial
hisobga asoslangan klassik usullar bilan yechish mumkin boigani
ushun ularni “optimallashtirishning klassik masalalarF deyiiadi.

Quyidagi masalani koiamiz:

qi(xi, xi,...,x,,)<bj, (i-\,m), (5.6)
X(X2,... xMNG czR\ (5.7)
Z = f ( x (5.8)
Bu yerda, /(™ x2..*) - magsad funksiyasi; 9,(™XJ,...X,) -

ehegaraviy funksiyalar (5.6) sharilami ganoatlantiruvchi XeG
nugtalar esa, masalaning joiz rejalari deb ataiadi,

Chizigsiz programmaiashtirishda lokal va global optimal reja
tushunchalari mavjud boiib, uiar quyidagicha ta’riflanadi.

Faraz gilamiz, z =f(X), X(xIx2...xnNeG<zIV boisin.

4-ta’rif. X’ nugta (5.6)-(5.8) masalaning rejasi boiib, uning
ixtiyoriy kichik e=>0 atrofida nuqgtalar to‘plami Us(X)czG mavjud
boisin. Agar ixtiyoriy X eUJX") uchun
f(X)<f(X* [f{X)>Ff{X"]) (5.9)
tengsizlik o‘rinli boisa, X* reja f(X) magsad funksiyaga loka! mini-
mum (maksimum) giymat beruvehi lokal optimal reja deb ataladi.
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5-ta’rif, Agar f(X)< f(X*) [/(AN)</(X9] tengsizlik ixtiyoriy
X =G uchim o‘rinli boisa, u holda x ’ reja magsad funksiyaga global
minimum (maksimum) qiymat beruvchi global optimal reja yoki
global optimal yechim deb ataladi.

Chizigsiz programmalashtirish masalalarim yechish uchun
chizigli programmalashdagi simpleks usuliga o’xshagan universal
usui kashf gilinmagan. Bu masalalar qfax2...xn va f(x1x2...,xn)
ixtiyoriy chizigsiz funksiyalar boigan hollardajuda kam o‘rganilgan.
Ko‘prog o‘rganilgan chizigsiz programmalashtirish masalarining
ba’zilari bilan tanishib chigamiz.

Hozirgi davrgacha eng yaxshi o‘rganilgan chizigsiz prog-
rammalashtirish masalalari $(~,x2...xH va /(x,X,,....x/J funksiyalar
qavarig (botiq) boigan holdir. Bunday masalalar *“qavariq
programmalashtirish m asalalarf’ deb ataladi.

Qavarig programmalashtirish masalalarining asosiy xususiyatlari
shundan iboratki, ularning har ganday lokal optimal yechimi global
yechimdan iborat boiadi.

Igtisodiy  amaliyotda uchraydigan ko‘p  masalalarda
G;(™x!..xi)) funksiyalar chizigli boiib, /(",",...x,) magsad
funksiyasi kvadratik formada, ya’ni

f(x1,x2...xn) =f I¢gjxj + jt'Edixix (5.10)
M i=ly=1
ko‘rinishda bo‘ladi. Bunday masalalar kvadratik programma-
lashtirish masalalari deb ataladi.

Chegaraviy shartlari yoki magsad funksiyasi yoki ularning har
ikkisi n ta bir o‘zgaruvchili funksiyalarning yig‘indisidan iborat
boigan, ya’ni

Xi,x2...,%,) - an(Xl) +gi2(x2) +...~+qrixn),
f{Xix2...xnN= fXxI)+ fAx2A+ ...+ fn(xn),
koiinishda boigan masalalar “separabel programmalashtirish
m asalalarl deb ataladi.

Kvadratik va separabel programmalashtirish masalalarini ye-
chish uchun simpleks usulga asoslangan taqribiy usullar yaratilgan.

Chizigsiz programmalashtirishga doir boigan ishlab chiga-
rishni rejalashtirish va resurslami boshgarishda uchraydigan muhim
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masalalardan bin stoxastik programmalashtirish masalalaridir. Bu
masalalarda ayrim parametrlar noaniq yoki tasodifiy migdorlardan
iborat boiadi.

Chegaraviy shartlari hagida toiig maiumot boimagan
optimallashtirish masalalari “ stoxastik masalalar’ deb ataladi.

Parametrlari o‘zgaruvchan miqdor boiib, ular vaqgtning
funksiyasi deb garalgan masalalar “dinamik program malashtirish
m asalasf’ deyiladi. O ‘zgaruvchilar fagatgina butun giymatlardan
iborat boigan masalalar diskret programmalashtirish masalalari deb
yuritiladi yoki ko‘p hollarda go‘yilgan inasalaning barcha funksi-
yalari chiziqli boisa, bunday masalalar butun sonli program-
malashtirish masalasi deb yuritiladi. Bazan masalani yechish uchun
muhim chegaralarini tashlab ketish va yechimga ega boigandan
keyin, butun songa yaqin boigan o‘zgaruvchilarni tanlab olishning
o‘zi kifoya. Lekin olingan so‘nggi yechimhar doim ham optimal
yechim boia olmaydi.

Chiziqgli programmalashtirish masalalarming asosiy xusysiyat-
larini takrorlab o‘tamiz:

Birinchidan, uning joiz rejalar to‘plami, ya’ni masalaning
chegaraviy shartlarini va nomaiumlarning nomanfiylik shartlarini
ganoatlantiruvchi X=(x1x2....xj)) nugtalar to‘plami gavariq boiadi.

Ikkinchidan, magsad funksiyasi «-oichovli fazo-
ning gipertekisliklar oilasini tashkil etadi.

Uchmchidan, magsad fixnksiyaning joiz rejalar to‘plamidagi har
ganday minimumi (maksimumi) global minimumdan (maksimum-
dan) iborat boiadi.

T<s; rlinchidan, agar magsad funksiya chekli giymatga ega
boisa, joi/. rejalar to‘plamini ifodalovchi ko‘pburchakning kamida
bitta m In oplimal yechimni beradi.

Kcjnlar ko'pburchagining uchlari (burchak nugqtalari) bazis
yechim deb utaladi. Bazis yechimdagi hamma nomaiumlar (bazis
o‘zganivcliiliir) gat’iy musbat boigan holdagi yechim aynimagan
bazis yci'him va agar ulardan kamida bittasi nolga teng boisa,
aynii'ti/i bn isyechim deyiladi.

Hit/,is yechim optimal yechim boiishi uchun maqgsad funk-
siyaniuf.-. bu yechimdagi qiymati boshga bazis yechimlardagi
giymnlini idim kam (ko‘p) boim asligi kerak.
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Chizigsiz programmalashtirish masalalarining geometrik talqi-
ni. Chizigsiz programmalashtirish masalaiarida yuqoridagi chiziqli
programmalashtirishga doir xususiyatlaming ayrimlari (yoki ham-
masi) bajarilmaydi:

1) chizigsiz programmaiashtirishda rejaiar to‘plami qava
boim asligi ham mumkin.

2-mtisol, Quyidagi cheklamalari

(xx-\)x2<\

-jei-2>35

x1>0, x2>0
sistemadan iborat masalani ko‘ramiz.

4-chizma.

Masalaning joiz rejaiar to‘piami ikkita alohida gismlarga
ajralgan boiib, u gavariq emas.

Agar joiz rejaiar to‘plami gavariq boimasa, magsad funksiya
chizigli boigan holda ham masalaning global optimal yechimidan
farq qgiluvchi lokal yechimlari mavjud bo‘ladi.

Masalan, quyidagi masalani ko‘ramiz:



/  f(x!, x2) =25(x, - 2)2 + (X2~ 2)2 —max.

iiu masalaning cheklamalarini qganoatlantiruvchi nuqtalar
i EHuni gavniig ABCD to'rtburshakdan iboratboiadi.

Mu.saladagi maqgsad funksiya markazi (2;2) nuqtadan iborat
h- |, in dlipslaroilasidantashkiltopgan.

lin masalaning optimal yechimi joiz rejalar to‘plamming C
in lu.Lin iborat boiadi. Wmumiy holda, chizigsiz programma-
la M1 sM111lisalasining magsad fiinksiyasiga optimal giymat beruvchi
... |ln (Im/is yccliim) mumkin boigan rejalar to‘plamining faqat
..... lid migtasida emas, balki ichki nugtasida ham, chegaraviy
Wii |i,i Kl ham boiishi mumkin.

5-cfaizma.

Umuiniy holda berilgan chizigsiz programmalashtirish masa-
lji nu ko'rainiz va bu masalaning geometrik taigini bilan tanishamiz.
Masaladagi shartlar Evklid fazosidajoiz rejalar to‘plamini beradi. Bu
K=>planming nugtafari orasidan magsad funksiyaga minimum giymat
b nim In mwliani (optimal nugtani) topish kerak. Buning uchun joiz
i*jun  to' |=li=iiiii]”  /'(x,,x,,...,.X,)-const gipersirtlar oilasi bilan
kiM.ilifan nuglalari idudan optimal nuqgtani, const ga eng kichik
giymat beruvchi nuqgtani, topish kerak.
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3-misoL Quyidagi masalaning optimal yechimini grafik usulda
toping.

, X,X2<4
aj+x2a 5

=X, <7
x2<6
¥=>0, j2>0

Z=1f(xi,x9=xf +xl~>max(mm).
YecMsh: Bu masalaning joiz rejalar to‘piami gavariq io ‘plam

boimaydi, aksincha, ikkita ayrim ABCD va PQKL gismlardan iborat
boiadi. Magsad funksiya o‘zining minimal giymatiga D(l, 4) va

P(l, 4) nugtalarda erishadi. Bunuqtaiarda Zrin=17. cj ej va Q\l,

nuqtalarda z funksiya lokal maksimum qgiymatlarga erishadi.

4 16 16
Z(C)=36g: Z(0) =495, Z. =493

6-chizma.
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S.2. Shartsiz minimum masalasi.
Lagranj ko‘paytuvchilar asuli

Nliurtsi/. optimallashtirish masalasi ekstremumi mavjudligining
iiiuriy va yetarlilik sharti. Shartsiz minimum masalasida

hml .iviiningminimumini XeEczR" nuqtalardatopishtalabgiiinadi.
Mn luniki, buholda f(X) funksiyadan birinchi tartibli barchaxususiy
ho .ilnLni bilan birgalikda uzluksiz boisin

(5.11)

iniiRula oi'ganiladi.

Agar X o nugta (5.11) masalaning optimal rejasi (ekstremum
inullisi) boisa, u holda bu nuqtada f(X) fimksiya quyidagi
(englnmalar sistemasird ganoatlantiradi;

(5.12)

I».mil Imul)-ui /(V) funksiya AO nugtada ekstremumga ega
liol lii mhim bn nugta

sistomaning yechimi boiishi zarur.

(6.1 3) sistemaning yechimlari statsionar nuqtalar deb ataladi.
IUrilgnn g x) fimksiya ekstremumga erishadigan nuqta statsionar
inighi boiadi, lekin har qanday statsionar nuqtada ham funksiya
okMlIremumga erishavermaydi. Demak, (5.13) shart fimksiya
ekstremumi boiishining zaruriy sharti, lekin u yetarli shart emas.
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Quyidagi teorema statsionar nuqgta birinchi va ikkinchi tartibli
xususiy hosilalari uzluksiz boigan f(X )= f(xi,x2,...,xn) funksiyaning
ekstremal nuqtasi boiishi uchun yetarli shartni ko‘rsatadi.

Gesse matrisasi va uning fimksiya ekstremumini tekshirishdagi
roli.

1-teorema. X © statsionar nuqta lokal ekstremal nuqta boiishi
uchun shu nuqtada quyidagi

dX¥(x°) d&F(x°) 8z (x °)

Oxf dxjdx2 8xadx,,
d2F{X °) d&F(X°) d2(x°)
H[X°y-  dxadx dx2 dx26xn

dX (X °) d2F(X°)  dX(X°)

dr8xl  8xn8x2 dx,
un <% %

matritsaning (Gesse matrisasi) ishorasi aniglangan boiishi yetarli.

Agar H[X°] musbatboisa, u holda x° nugta minimum nuqta;

Agar H[X°] manfiy boisa, u holda x° nuqta maksimum boiadi.

Ishorasi aniglangan matrisalar hagidagi ba’zi tushunchalarni
keltirib o‘tamiz. nxn tartibli kvadrat A =(at) simmetrik matrisa

berilgan boisin.

1-ta’rif. A=(af) matrisaning yuqori chap burchagidan boshlab
hosil gilingan quyidagi 1,2, n - tartibli minorlar, ya’ni
an au ..
an an
Oji a2

a2i an mma?l

an\ arR
minorlar bu matrisaning bosh minorlari deyiladi.

2-teorema. /i=(@¥) matrisaning ketma-ket joylashgan bosh

minorlari gat'iy musbat sonlar ketma-ketligini tashkil gilganda va
fagat shundagina, bu matrisa musbat boiadi.
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Afjii A (@) matrisaning toq nomerda joylashgan bosh minor-
I iti’»ums son manfiyjufit nomerdajoylashgan bosh minorlariga mos
mm imisluit boisa, uholda A-(ay) matrisamanfiy boiadi.

1imisol. Berilgan funksiyaga ekstremal qiymat beruvchi
uugliilnr topilsin.

f(X1,x2x3= x| +2x3+x2x3—xf-x% - iq

Yechish: Funksiya ekstremumi mavjudligining zaruriy shartiga

uraiMiin;

o1 2020
dxt
=x3 %2-0
X2
——==2+X, —2%, =0
dx3 2 3
. . . - 12
Itu lenglamalardan tazilgan sistemaning yechimi X° > 3 3
nugta Iniiadi. Demak, X\ 5 3 —3j— statsionar nuqta.

Yetarlilik shartining bajarilishini tekshirish uchun X° miqtada

(icssc matrisasini tuzamiz:
/-2 0 oN

H[X] 0-2 1
0 1-2,
iii<|iji<lLi /(v,, tv,) lunksiya maksiinumga erishadi.

\ II<<=idn Kkeltirilgan teoremadagi ekstremum mavjudligining
yi laililik sharli bir argumentli f(x) funksiya uchun quyidagicha
boiadi.

I'araz qilaylik, x° statsionar nuqta boisin.

Agar f(x°)<0 boisa, u holda x° nugta funksiyaning maksimum
lillizin'ml .igar/"(x)>0 boisa, uholda x° nugta funksiyaning
minimum nugqtasi deb ataladi.
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Agar /0) fiinksiya x° statsionar nugtada f ’(x°)=0 boisa, u
holda yuqgori tartibli hosilalaming x° nuqtadagi giymatlarini
tekshirish kerak. Bu holda quyidagi teorema o‘riniidir.

3-teorema. x° statsionar nuqtada f'(x°) =0, /"(X9 =0,
/("Y(x)=0 va f (n)(x°)~0 boisa, u holda bu nugta

a) ntoq son boiganda burulish nuqta;

b) njuft son boiganda ekstremal nuqta boiadi.

2-misoL /(x)-x4funlcsiyaning ekstremumi topilsin.
Yecfoish: 7'(x) =4x3=0. Demak, x° -0 statsionar nuqta boiadi.
f(0)=f"(0)=r(0)= o0, /&0 =24~0.
n=4juft son. Demak, x° =0 nuqta f(x)- x 4fiinksiya uchun ekstremal
nuqgta boiadi. 7/ &©0)=24>0 boigani uchun x°=0 nuqtada beriigan
fiinksiya minimumga erishadi.

/(X)=x4

Lagranjning anigmas kofpaytuvchilar usuli. Faraz gilaylik,
qi(xi,x2,....xn) =b, (i=Ilm) (5_14)
Z =f(xux2,...,xn) -» min
masalani yechish talab qgiiinsin.
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(5.14) masalani yechishniiig eng sodda klassik usuli
iliomaiumlami yo'gotish usulidir. Bunda
gixix2...xnN=bj, (i=Im)
k'iiglamalar sistemasidan m ta noma’lumlami, masalan,
X\=hl(xn-+,xm2,...,xn),

X2 ~ "h(xm+1I"’xm+2""""x n')’

XM= (aAhXmes)
noma’lumlar topilib Z=f(xlxz..,x,)-=am fiinksiyaga keltirib
go‘yiladi va n-m ta xm#xmi2...xn nomaiumiarga nisbatan shartsiz
optimallashtirish masalasi
R (Xm+V'Xm+2"," " Xn) ~ 1
“f (M xmHsxm+2"—"Xn)> EEBKn(xm+\"Xm+2'—"Xn)> x m+\"Xm+2"— *Xn')
hosil gilinadi. Bu masala (4) masalaga ekvivalent:

1 Agar (x?,x%,....X°) (5.14) masalaning yechimi boisa, u holda
(Md+i'xi+2>"x") (5-15) masalaning yechimi boiadi;

2. Agar (x°4x°H2...,x°) (5.15) masalaning yechimi boisa, u
holda (x?,x%,...,x°) (5.14) masalaning yechimi boiadi.

(5.14) masalainig optimal yechimini topishning ikkinchi klassik
usuli | -ngninj ko'paytuvchilari usulidir.

<Ajv,.. xn) w f(x1,x2.:,x,) funksiyalar va ulaming »xvx2...,.xn
in>iuii luiiiliir bo'yicha xususiy hosilalari uzluksiz boisin. No-
nivuiumliii).’;] nomanllylik sliarti go‘yilmaganda (5.14) masalani
| ii)'iaiijniii)’ anigmns ko'paytuvchilar usuli bilan yechish mumkin.

(5.14) masalaning elementlaridan umumlashgan (kengaytiril-
gnn) (m+i) --Lagranj vektori A-{Ag,X} (/iO-skalyar, X - { \ , AJ

Lagranj vektori; 4, - Lagranj ko‘paytuvchilari) yordamida
— m
F= (X, A)=AF(X)+ /Z:lM h-aw) (5-16)

umumlashgan Lagranj funksiyasini tuzamiz. Shunday qilib (5.14)
masala F=(X,A) - Lagranj funksiyasining oddly ekstremumini
o‘rganishga keltiriladi.
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4-teoreina (umumlashgan Lagranj ko‘paytuvchilari qoidasi).
(5.14) masalaning har bir x° lokal optimal rejasi uchun shunday

A0O™O umumlashgan Lagranj vektori mavjud boiadiki, uning uchun

' 5.17

ax Fn

boiadi, ya’ni x° (56.16) umumlashgan Lagranj funksiyasining A=A°
boigandagi statsionar nuqtasi bo‘ladi.

X° nuqtada (5.17) tenglik bajariiadigan A0*0 vektor x°
nugtaga mos umumlashgan Lagranj vektori deb ataladi. x° nuqtaga
bir nechta umumlashgan Lagranj vektorlari mos kelishi mumkin.

(5.17) tenglikni -A0 vektor ham ganoatlantiradi. Shu sababli
A0=0 deb olinib, Lagranj ko‘paytuvchilari goidasiga aniglik kiritiladi.

Ko‘p hollarda

F= (CA)= kx)+ (b -g X)), (“=1) (5.18)

klassik Lagranj funksiyasidan foydalaniiadi.

(5.18) Lagranj funksiyasi uchun, umuman olganda, Lagranj
ko‘paytuvchilari goidasi o‘rinli emas.

(5.14) masalani tekshirishda (5.18) Lagranj funksiyasidan
gachon foydalanish mumkinligini aniglaymiz.

2-ta’rif, Agar x° optimal rejaga mos umumlashgan A={/", A}
Lagranj vektorlari ichida Aq=0 kabilar boimasa, u holda (5.14)
masala va uning | ° optimal rejasi normal deb ataladi.

3-ta’rif. Agar x° rejada

dx dX
vektorlar chizigli erkli bo‘isa, u holda x° oddiy reja deb ataladi

4-teorema. Optimal reja x° normal boiadi fagat va fagat shu

holdaki, agar u oddiy joiz reja boisa. Agar (5.14) masala normal
boisa, uholda m<n boiadi.
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Endi asosiy natijani keltiramiz. Bundan keyin (5.14) masalada
soddalik uchun bf -0 deb garaymiz.

5-teorema (Lagranj ko‘paytuvchilari qoidasi). Agar (5.14)
masalaning x ° optimal rejasida (5.19) vektorlar chiziqli erkli boisa,
u holda shunday yagona A0 Lagranj vektori topiladiki, {X° AG}
juftlikda

8F(X°, 1°) dF(x°,A°) O
dX ’ 8A
tengliklar bajariladi.

Masaian, (5.14) masalada i=I, j =2, boisa, (5.18) funksiyaning
(X°, AQ statsionar nuqtasini topamiz. So‘ngra
) gxi(X°) glix?®)
A=-gX(X°) FXXN(X°,A°) FXX(X°,A°)
gxXAX°) F¥i(10,/) EXX(X°, A0
determinantni tuzamiz. Agar A=>0 X° - f(X) funksiyaning shartli
minimum nugqtasi, agar A<0=>X° - f(X) funksiyaning shartli
maksimum nugqtasi.
3-misol. z=xy funksiyaning x+y =6 dagi ekstremumini toping.
Yecfaish: Lagranj funksiyasini tuzamiz
Z =xy+A,(6-x—y).
Bu funksiyadan x,y va X larbo‘yichaxususiyhosilalamiolib, ularni
nolga tenglaymiz. Natijada quyidagi sistemaga ega boiamiz

ZX=6--x~y =0 x +y =6
Zx=y-A =0 -A+y=0.
Zy =x—A=0 —Amx—0

Sistemani yechish natijasida berilgan masalaning optimal
yechimini aniglaymiz:
1*=3, x*=3, /=3.
Demak, X*=(/,/)=(3;3) nuqta z=*\y funksiya uchun statsionar
nugta boiadi. Topilgan giymatni Z*=z*=9 maksimum yoKki
minimumini ayta olishimiz uchun tekshirib ko‘rishimiz keralc. Ushbu
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nuqgtani ekstremumaga tekshirish uchun ikkinchi tartibii hosilalardan
tuzilgan A determinantni tuzamiz:

(])_ :3:_|<O> A<O, M =§5 =0.
Demak, x*=(3;3) nuqtada z funksiya ekstremumga erishmaydi.
4-misoS. z=jcf+x| funksiyaning % + =2 dagi ekstremumini
toping

Yechish: Lagranj funksiyasini tuzamiz
Z =xf +x1+A(2—q - 4x))
Lagranj funksiyasidan quyidagi xI,x2 va A lar bo‘yicha xususiy
hosilalami olib, ularni nolga tenglaymiz.

Zx=2—xI—4x2=0 X, +2=2

5= -A=0 —A+24§=0 .

ZA=2x2—4A=0 -4A +2v2=0
Sistemani yechib quyidagirti topamiz:

.2
17 17 17
Demak, x* =(jc*jc2) = nugta funksiya uchun
=(jc*.jc2) 17 17 q y

statsionar nuqta boiadi. Topilgan giymatai z*=z*=— maksimum

yoki minimumini ayta olishimiz uchun tekshirib ko‘rishimiz kerak.
Ushbu nugtani ekstremumga tekshirish uchun ikkinchi tartibii
hosilalardan tuzilgan A determinantni tuzamiz:

2 0
A= =4>0, A>0, M =9% =2>0.
2 dx2
Demak, x*=f nugtada z funksiya minimumaga erishadi.

(4) masalada funksiyalar o‘zgaruvchili ikkitadan ko‘p boisa, u
holda lokal ekstremum mavjudligining zaruriy sharti quyidagi
tenglamalar sistemasidan iborat boiadi.

dF(X,sI)_:O

& (5.20)
AFOCX) _ o

CH, - ()_O
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llu fiistemadan (X°,A°) statsionar nugtani topamiz.

Masalaning shartli ekstremumining mavjudligi Lagranj
liinksiyasining dZ - ikkinchi differensialini o‘rganish bilan bogiiq:
tgar (X <A°) nuqtada ]T 8gNe -~dxy=0 (i=l,2,...,m) boiib,

> Va:
t1*F(X°, A9<0 boisa, u holda bu nugtada /(Ar) funksiya shartli
maksimumga erishadi; agar (X°,A°) nuqtada V—Sg—_J—dxt—O
M X

n
0=12,...,«) boiib, dFx (X°,A°)> 0boisa, u holda bu nugtada

. M
f¢X) funksiya shartli maksimumga erishadi.

Shuni alohida ta’kidlash kerakki, (X°,A°) nuqtada dF (X °, A°)=d
boisa, u holda (x°,A°) nuqgtani ekstremumga boshga usul bilan
qo'shimcha tekshirish kerak boiadi.

5-misol. Lagranj usulidan foydalanib, quyidagi chizigsiz
programmalashtirish masalasini yeching

xf +x2+x\ =9,
U-X" =2Xj +2X, —mminCmax)

Yechish: Lagranj fvmksiyasini tuzamiz:

F(X, A) =X, - 2x2+2x3+A(X? +x2+x2-9)

F(xli X2, A) =X, +x2 -\f-(x2-1)3.
Bu funksiyadan xususiy hosilalami olib, uiami nolga tenglaymiz
[Fiq =1+ 2Axq=0
F —2+2Axy=0

F)q =2+2Axg=0
xf +Xj +x2—9
Sistemani yechib quyidagini topamiz:
Al=—, xn=—, xX2A=2. =2,
A — P2~ P 9%2~2, X—2.
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Bundan d2¢\, 2,-2,ij=1>0; 2,-~j=-I<0.
Demak, ~-1,2,-2, - nugta shartli minimum nuqgta, vbin~-9;

1,-2,2, - -ij - shartli maksimum nuqta, MB<=9.

5.3. Qavarig programmalashtirish masalalari

Qavariq programmalashtirish optimallashtirish masalasming bir
boMimi boiib, u gavariq fimksiyani gavarig to‘plamda minimal-
lashtirish (maksimallashtirish) nazariyasini o'rgatadi. Qavariq
programmalashtirish masalasi

& (x) =a (X, X2...,X,) <Zz (i=Im)
Xj>0, (j=U\ X eGczR”, (5.21)
Z =f(X) =f(x1x2,...,xnN)->min
ko‘rinishda boiib, bunda gij(X), f(X) funksiyalar Gc R” qavariq
to‘plamda aniglangan va gavariq funksiyalardir.

(5.21) masalaning yechish usullari bilan tanishishdan oldi

qavarig funksiyalar hagidagi ayrim tushunchalar bilan tanishamiz.

1-ta’rif. Agar
GczR", XxgG, X2eG =X (X) =XXx+(@-A)X2e G, Nel0,]
boisa, u holda G - gavarig to‘ptam boiadi.

2-ta’rif. Agar f(x) funksiya G c R” qavariq to‘plamda
aniglangan boiib, ixtiyoriy X, eG, X2eG nuqgtalar va O<a<I son

uchun
e f(aX2+a-a)X)<af(XD)+ Q -a)f(XI) (5.22)

f(aX2+@-a)X,)>af(X2+(@L-a)f(XR (5.23)

tengsizliklardan biri o‘rinii boisa, f(x) funksiya qavariq funksiya
deyiladi.
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3-ta’rif. Agar ixtiyoriy XxeG, X2e.G nuqtalar va 0<«<1 son

uchim
f(aX 2+ (I-a) X« x f(X 2+ (\-4)f(X» (5.24)

f(aX 2+ (\-a)X3¥> af(X 2+ (\-a)f(X® (5.25)
tengsizliklardan biri o'rinli bo‘lsa, u holda G ¢ rR" qavariq to‘plamda
aniglangan f(x) fimksiya qat’iy gavariq ftmksiya deyiladi.

Agar f(x) ftmksiya G qavariq to‘plamda aniglangan gavariq
fimksiya boisa, ixtiyoriy chekli sondagi Xv X2 ..., XneG nuqtalar
uchun quyidagi

/
JE L HZW A

1 (5.26)
Y=
/
w— y = (5_27)
A= (A=
M

munosabatlardan biri o‘rinli boiadi.

Qavariq fimksiya va to‘plamlar quyidagi xossaiarga ega:

G qavarig to‘plamda aniglangan gi(X)=const fimksiyalar
qavariq boisa, ularning nomanfiy chizigli kombinatsiyasidan iborat
boigan

g(X):jmé,gi(xx B0, (=)

fimksiya ham gavariq boiadi.

Ixtiyoriy chekli sondagi gavariq to‘plamlaming kesishmasi ham
qavariq to‘plam boiadi.

Qavarig f(X), XeR" fimksiyaning sath to‘plamlari
{A":f(X)<c} ({X:f(X)=>c}) bo‘shyoki qavariq to‘plam boiadi.
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G gavariq to‘plamda aniglangan f(X) funksiyalar gavariq
boiishi uchun u o‘z ichiga olgan nomaiumlaming ixtiyoriy biri
bo‘yicha, qoiganlarining tayin giymatlarida qavariq boiishligi zarur
va yetarlidir.

Agar f xX), fXX),...,fnX) funksiyalar gavarigq G to‘plamda
aniglangan gavariq funksiyalar boisa, f(X) =r§g>1<f,(X) funksiya ham

qavariq boiadi.

4-ta’rif. f{X) qavariq funksiyaning G c R" to‘plamdagi global
maksimumi (minimumi) deb, har ganday X eG nuqtada
/(X)=>7(%), (f{X»)<f{X)) (5.28)
tengsizlikni ganoatlantiruvchi X° e G nugtaga aytiladi.

Agar (5.28) tengsizlik x° eUs(X°) nugtauchun o‘rinli bo‘lsa, x °
nuqgta f{X) funksiyaga lokal maksimum (minimum) giymat beruvchi
nugta boiadi. Bu yerda: b\(x°) ={x : \x~x°\<s;j.

Qavariq funksiyaning ekstremumiga doir quyidagi teoremalar
o‘rinlidir.

1-teorema, Agar f(X) funksiya G qavariq to'plamda anig-
langan gat’iy gavariq funksiya boisa, u ozining ixtiyoriy global
ekstremumiga fagat bitta nuqtada erishadi.

2-teorema. Agar f(X) funksiya G qavariq to'plamda gavariq
boiib. bu to'plamga tegishli ikkita X v X 2 ...,X neG nugqtalarda ham

global ekstremumga erishsa, shu nuqtalaming gavariq kombinat-
siyasidan iborat boigan ixtiyoriy nugtada ham global ekstremumga
erishadi.

3-teorema. Agar f(x) funksiya G gavariq to'plamda aniqg-
langan qavariq va differensiallanuvchi funksiya boiib, ixtiyoriy
X°eG nugtada Vv /(X°) =0 boisa, u holda f(x) funksiya X° nuqtada
global ekstremumga erishadi.
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(5.21) masala uchun Lagranj funksiyasini tuzamiz.

F(XI,X3"; XAl 2,...,Am =f /n; (bl —gj(xi,x2,...,xr}) (5.29)

Agar (XoAQ nugta (5.21) masala uchun tuzilgan F(X,A)
funksiyaning egar nuqtasi boisa, u holda X eUe(X°) va AeUs(A°)
(A=0).

(Us(A)={A\a-A\<s} - AO nuqgtaning ixtiyoriy kichik <5>0

airofi) uchun
FOX°,A)<F(X°,A°) <F(X,A") (5.30)
munosabat o‘rinli boiadi.
g,(X) =gl(x1,x2,....xa) >b, (i=1m)
Xj >0, (j=hri), XeGczF, (5.31)
Z ~ f(X) =/(x,,X2..,X,,) -» max.
masala gqaraymiz.

Agar (XagAQ nugta (5.31) masala uchun tuzilgan F(X,A)
Lagranj funksiyasining egar nugtasi boisa, u holda XsU X' va
AeUs(A°), (A=>0) uchun

FOX,A)<F(X°,Aa<F(X°,A) (5.32)
munosabat o‘rinli boiadi.

4'«teorema. Agar (XoAQ, X eG, | a>0 Lagranj funksiyasining
egar nuqtasi boisa, u holda X o (5.21) masalaning optimal rejasi
boiadi va (bt-gj(X))~ =0 shart bajariladi.

Bu teoremada G to‘plam va f(X), g,(X) funksiyalar gavariq
boiishi shart emas.

(5.21) masalaga ham yuqoridagidek teorema isbotlash mumkin.
Demak, (5.21) va (5.31) masalalaming optimal rejasini topish uchun
Lagranj funksiyaning egar nuqtasini topish yetarli ekan.

f{X) va g,(X) funksiyalar differensiallanuvcM boigan hoi
uchun Lagranj funksiyasining egar nuqtasi haqgidagi mavjudlik
teoremalariga ekvivalent teoremalar dastlab G.V.Kun va A.V.Takker
tomonidan olingan.

257



f(X) va g,(X) funksiyalar differensiallanuvchi boisa, u holda
Lagranj funksiyasi egar nugtasi mavjudligining zaruriy va yetarlilik
shartlari (5.21) masala uchun quyidagicha ifodaianadi:

o (5.33)
,5F(XQA°) .
1o o, Xj=0 (5.34)
dFOXAYD (5.35)
m
= aso. (5.36)

(5.31) masala uchun esa bu shartlar quyidagi ko‘rinishga ega boiadi:

(5.37)
xo/n”1=0> x>0, (5.38)
APX*IT) o, (5.39)
ml
| o, nonr o (54 0)
A

(5.33)-(5.36) va (5.37)-(5.40) munosabatlar Lagranj funksiyasi egar
nugtasi mavjudligi hagidagi Kun-Takker shartlari deb ataladi.

5-teorema. F(X,A) funksiya egar nugtaga ega boiishi uchun
(5.21) masala uchun (5.33)-(5.36) shartlarning, (5.31) masala uchun
(5.37)-(5.40) shartlaming bajarilishi zarur va yetarlidir.

(5.31) masalani ko‘ramiz. Agar kamidabitta X e G nuqtada gj(X)<bj
tengsizlik (Sleyter sharti) bajarilsa, Kun-Takkeming quyidagi
teoremasi o‘rinlidir.

Kun-Takker teoremasi. X o nugta (5.31) masalaning optimal
yechimi boiishi uchun bu nugtada (5.37)-(5.40) munosabatlaming
bajarilishi zarur va yetarlidir.
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(5.21) tnasala uchun ham bu kabi teorema o'rinli boiadi. Fagat
bu yerda Sleyter sharti g,(X)<bt ko'rmishida boiadi.

1-misol. Grafik usul bilan quyidagi

2%, +x242
2X, +X2<s8
Xl +x2<6
X =0, X220
Z =f(xl,x2 =-xf -x\ ->max.
masalani yeching va Kun-Takker shartlarining bajarilishini
tekshiring.

Yechish: Masalani grafik usulda yechib, uning optimal yechimi
X °(0,8; 0,4) ekanligini ko‘rish mumkin. Bunda f(x °) =-08

Berilgan masala uchun Lagranj ftxnksiyasini tuzamiz

F(X, A) =~xf - x2+Aj(2x] +x2-2) +AA8-2XI - x2) + A6-Xi—X2) .

X° nuqtada masalaning 2-3-chegaraviy shartlari qgat’iy
tengsizlikka aylanadi. Demak, masala uchun Sleyter sharti bajariladi.
(5.33)-(5.36) shartlarni tekshiramiz.

Lagranj funksiyasidan xususiy hosilalar olarniz va Lagranj
shartlarining bajarilishini tekshiramiz

Ne=-2x1+2\-2A1-Ai, -  =-2x1+Ai -A2-A3
dxx ! ax2
— -—2’\+ — =8-2x¢crx! —
52 DA 7% o

®'1X,.>A1=2-0,8+0,4-2 =0, dF(<X ,A ~=8-2-0,8-0,4=6>0,
d\ dn, m

dF(X ,A)=6_08_0}4_4jg>0
SA,

Demak, /1,=0, ~ =0, .. =0
3A1 dA3 / a4

boiganligi sababli A ~0 boiishi mumkin. x]~F )d(>éj_=o tenglikda
X°j>0.

Demak, #=0, g=i, 2) boiadi, ya’ni
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f-2 £0,8+2A1+2/1, - 2A, =0
| 2904+ 4/fj— —0O
Bundan /i,=0,8. Demak, (x°,A°)=(0,8; 04; 0,8; G; 0) egar nuqgta boiadi.
Endi Kun-Takker teoremasidan foydalanib gavarig program-
malashtirish masalasining optimal yechimini topish jarayoni bilan
tanishamiz. Buning uchun quyidagi masalaga murojaat gilamiz:
+2x2<8

2%, -X2<IZ ,
X¥/>0, x2>0
Z - £(X, x2 =2xy+4x2- Xf- 24 max-

Bu masaladagi maqgsad funksiya chizigli fl=2xl+4x2 va
f2=-x\-Tx\ kvadratik funksiyalarning yigindisidan iborat. Bunda
f2=-xf- 2 funksiya manfiy aniglangan kvadratik formadan iborat
boigani uchun botiq funksiya boiadi. Chizigli fI~2x[+4x1
funksiyani ham botiq fimksiya deb garash mumkin. Shunday qilib,
berilgan masala chegaraviy shartlari chizigli tengsizliklardan,
magsad funksiyasi esa botiq funksiyadan iborat boigan qavariq
programmalashtirish masalasidan iborat. Ushbu masalaga Kun-
Takker teoremasini qoilash mumkin.

Lagranj funksiyasini tuzamiz:

F(xv x2, A, Ai) =2x1+4x2-x*~2X| +Ai(8-x1-2X2) +A12-2Xi +Xx2).

Lag;ranj funksiyasining egar nuqtasi mavjudligini ifodaiovclii
Kun-Takker shartlarini yozamiz:

dF =2-2xl-Ai~2A2<0

dF—=4—4X2~2A[ -A2<0

a2

oF ()
-2X2>0

dAl'"

dF

, *m12-2d +x2>0
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dF .. .
xI~~=xi(2-2x1-Al-2A2) =0

F
-4 -4n, - 21-~)=0
dF (11

Xi-j- =M s- xi- 2x2)-0

QF
A gj* - AD-2" 2xj+x2=0

jo=>0, x2=>0, >0, ~>0, (H1)
(1) sistemaga v,v2 w, w2nomanfiy go‘shimcha o‘zgaruvchilar kiritib,
uni tenglamalar sistemasiga aylairtiramiz:
X, + A+ 2/fij—y, =2
HO+2A +/2—2=4
*L+2x2+wi=8
2X, —x2+w2=12
x,>0, x, >0, A>0, 4=>0,
v,>0, v.,=>0, u;>0, w2>0

(V)

Ushbu sistemani quyidagicha yozib olamiz:
vi (2~2x1~A1~2/12
vl~(4~4x2-2al~a2)
w, = (8- x,~ 2 x2) (V)
W2-(12-2x1+x9
Ushbu tengliklami va (Il) sistemani nazarga oiib quyidagini hosil
qilamiz:
XV,=0, xM2=0, "Wj-0, ~w2=0. V1
Endi (IV) sistemaning (V1) shartlami ganoatlantiruvchi bazis
yechimini topamiz. Bu yechim ifodalovchi nugta Lagiranj funksi-
)k/)z;?;r:jirg egar nuqtasi va beriigan xnasalaning optimal yechimini

(IV) sistemani sun’iy bazis usulidan foydalanib yechamiz. U
hoida
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2X, + A+ 2K\ F'z2¢ 2
DO+2N +/ij -v2+722=4
X, +2x2+w, -8
2X,-X2+wW2=12
jg>0, Xj>0, 7S;0, AL>0,
vji>0, v2>(), w,>0, w2>0, zy=0, 22=>0.
. Z=Mr,+M2-»min.

0 0 O O O 0O M M O O

o Cb "0 K 4 A, A2 r, Zt 72 WX w2
2, M 2 2 0 1 2 4 0 1 0 o0 O
2 M 4 O 1 2 4 0o -4 o0 1 0 O
w, O 8 1 2 O 0O o 0 0 O 1 o
w O 12 2 a1 0 0 O 0 0 O 0 1
6M 2M am" ™M M -M -m O 0O 0 O

2. M H 2 0 1 2 4 0 1 0 0 O
Pi 0 I 0 1 12 /4 0 144 0 14 0 O
wx O 6 1 O 4 12 0 12 0 12 1 0
w O 13 2 O ¥ -4 0 /4 0 14 0 1
A; v* 2 O ™M 2mM -m O 0O -m O O
X 0 1 1 0o 12 1 -2 o 12 0 O0 O
Pi 0 1 o0 1 12 /4 0 -4 0 14 0 O
Wk O 5 0 0O 32 ar 12 12 -1/2 1/2 1 O
w O 11 O O AP 94 1 A4 1 14 0 1
A: 0 0 0 0O 0 0O O -mMm -m O O

Bujadvaldan otimal yechimni topamiz:

jf=1 4 =1, ~=0, A =0,

v, =0, v2=0, w,'=5 w“=Il.
Bu yechim (IV) sistemaning (V I) shartlarni ganoatiantiruvchi bazis
yechimi boiadi. Demak, (X°,A°)=(1;1;0;,0) Lagranj fimksiyasining
egar nuqtasi boiadi. X° =@ 1) berilgan masalaning optimal yechimi
boiib, unda f(X =3 boiadi.
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Kun-Takkeming yetarlilik teoremalari. Yuqorida biz Kun-
Takker shartlari bilan tanishdik va tengsizliklar bilan beriigan
masalalarni optimallashtirishda zaruruiy shartiami ko‘rib o‘tdik.
Ba’zi bir holatlarda Kun-Takker shartlari uchun yetarlilik shartlarini
0‘zi ham yetarli hisoblanandi.

Klassik optimallashtirish masalalarida maksimum va minimum
uchun vyetarlilik sharti asosan ikkinchi tartibli hosilalar orqali
aniglanandi. Bu yerda esa, chizigsiz programmalashtirishda, gavariq
va botiq flsnksiyalar uchun yetarlilik shartlari ham to‘g‘ridan-to*g-ri
olinishi mumkin. Masalani maksimallashtirish uchun, Kun va Takker
quyidagicha yetarlilik teoremasini taklif gilishgan:

Teorema. Quyida berilgan chizigsiz programmalashtirish
masalasini garaymiz:
gx)<r, (i=1.2,..ni)

jc>0

T/ (X)-»min.

Yuqoridagi masala uchun quyidagi sharilar bajarilsa:
a) f(x) funksiya differensiallanuvchi va botiq boisa;

b) s'(X) funksiya differensiallanuvchi va gavarig boisa;

c) x nugta Kun-Takkerning maksimumlik shartlarini
ganoatlantiradi; u holda x nuqtada n=f(x) funksiya maksimum
nuqgtaga erishadi.

Demak, yuqgoridagi teoremaning (a), (b), (c) shartlari bajarilsa
X* nuqta masalaning optimal yechimi hisoblanadi.

Boshga tomondan garaganda, (a) va (b) shartlar bilan va Kun-
Takker shartlari masalani maksimallashtiradi. Agar nazarda tutilgan
tengsizlik va (a), (b) shartlar hisobga olinsa, u holda Kun-Takker
shartlari funksiyani maksimallashtirish uchun zaruriy va yetarli shart
hisoblanadi.Yuqorida ko‘rilgan teorema gavarig programmalshtirish
deyiladi. Yetarlilik sharti fagat maksimallashtirish uchun kerak
boiadi.
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Qisman botig programmaiashtirish masalasi uchun Arrow-
Enthovenning yetarlilik nazariyasi:

Kun-Takkerning yetarlilik nazariyasiga yuzlanadigan boisak,
ayrim gavariq-botiq holatlarga duch keiamiz. Bular esa bir gancha
murakkab shartlarni keltirib chigaradi. Arrow-Enthoven yetarlilik
nazariyasi deb nomlangan boshqga nazariyada esa bu holatlar magsad
va chekli fAinksiyalarda gisman qavariglik va gisman botiglik
shartlarining o‘zi qanoatlantiradi. Shartlar orgali ular osonlashtirilishi
bilan bir qatorda. yetarlilik holatlarini o‘rganish imkoniyatlari
kengayadi.

Arrow-Enthoven ishining asi kelib chiqishi f'(x) va g'(x)
funksiyalari maksimallashtirish masalasi va nomanfiy (>) shaklidagi
cheklovlar bilan bir vaqtda gisman botig bo‘lishi kerak. Bu esa
gisman botig programmaiashtirish masalalarini keltirib chiqaradi. Bu
muhokama jarayonida nomusbat (<) tengsizligidan maksimal-
lashtirish  masalasining chekloviari va (=) tengsizligidan
minimallashtirish masalasida foydalanamiz.

Berilgan chizigsiz programmaiashtirish masalasini garaymiz
g'<rip =
0,

N=f'ix) max.
x>0; J x '’

Yuqoridagi masala quyidagi shartlarni ganoatlantirsin:

a) /(jo magsad funksiyasi differensiallanuvchi va nomanfiy so-
hada gisman botiq;

b) s'(x) funksiya differensiallanuvchi va nomanfiy sobada qis-
man gavariqdir;

d) x nugta Kun-Takkerning maksimumlik shartlarini ganoat-
lantiradi;

e) Quyidagilaming ixtiyoriy bittasi ganoatlantiriladi:

(di) kamida bitta Xj o‘zgaruvchi uchun /)(*)<0 boisa;
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(ch) musbat qiymatga erishadigan x, o‘zgaruvchi uchun
fi{x) <0
(d3) fj (V) ning barcha «-tartibli hosilalari noldan fargliva f(x)

funksiya x nuqtada ikki marta differensiallanuvchi [ya’ni f(x) ning

x da barcha ikkinchi tartibli hosilalari mavjud];

(d9) f{x) funksiya botiqg.

Demak, x nuqta n-f(x) funksiyaning maksimum nuqtasi
boiadi.

Bu nazariyaning isboti juda uzun boiganligi sababli, uni shu
yerda to‘xtatamiz. Biroq shunga e’tibor garatish kerakki, Arrow va
Enthoven o‘zlarining gisman botiqglik gisman qavariqglik nazariyasida
botiglik gavariglik holatlarini kamaytirishga erishgan vaqtda, ular
yangi (d) shartni kiritishni muhim deb topishdi. Shunga garamasdan,
(d) shartda berilgan to‘rtta holatdan fagat bittasi toiiq yetarlilik
shartlarini shakllantirishi kerak. Shuning uchun natijada yuqoridagi
nazariya maksimum uchun toitta turli yetarlilik shartlari guruhidan
tashkil topgan. Botiq f'(x) funksiya bilan (d4) shart bajarilganda,
Arrow-Enthoven yetarlilik nazariyasi Kun-Takker yetarlilik
nazariyasi bilan bir xil boiib goladi. Lekin bu to*‘g‘ri emas. Shu bilan
birgalikda, Arrow va Enthoven g'(x) chekli funksiyani gisman

gavarig be? lishini (alab giladi, uning yetarlilik shartlari shunda ham
kamroq boiadi. Demak, nazariya (a) dan (d) gacha boigan barcha
yetarlilik shartlarini gamrab oladi. Lekin buni boshgacharoq tarzda
izohlash ham mumkin, ya'ni (a), (b) va (d) shartlar bajarilsa, u holda
Kun-Takker shartlari maksimum uchun yetarli shartlar boiadi.
Bundan laslujari, agar cheklanganlikxususiyatiganoatlantirilsa, unda
Kun-Takker shartlari maksimum uchun zarariy va yetarli boiadi.
Kun- Takker nazariyasiga o‘xshab, Arrow-Enthoven nazariyasi mini-
mallashlirish shakliga osonlik bilan oikazilishi mumkin. Opti-
mallashlirish yo'nalishini saglab qolish uchun zarur boiadigan aniq
oV.garishlar bilan birgalikda, (a) va (b) holatlarida gisman botiq va
gisman gavarig so‘zlarini almashtirishimiz kerak, Kun-Takker mak-
siimini holatlarini minimum holatlariga almashtirish, (4 ) va (du) dagi
tengsizliklami saglab golishimiz va (d+) da botiq so‘zini gqavariqga
o'/gartirishimiz kerak boiadi.
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Nazorat savoilari

1. Chizigsiz programmalashtirish masalasining umumiy qo‘-
yilishi ganday?

2. Chizigsiz programmalashtirish masalasining ganday turlari
mavjud?

3. Mabhaliiy va global optimal reja nima?

4. Chizigsiz programmalashtirish masalasi geometirik nuqtayi
nazardan ganday talgin qilinadi?

5. Chizigsiz programmalashtirish masalasi grafik usulda gan-
day yechiladi?

6. “Slhartsiz optimallashtirish masalasi” deganda ganday ma-
salani tushunasiz?

7. Shartsiz optimallashtirish masalasining umumiy qo‘yilishi
ganday?

8. Chizigsiz programmalashtirish masalasining geometrik
talginidan foydalanib, masalaning optimal yechimlari hagida nima
deyish mumkin?

9. Chizigsiz programmalashtirish masalasini grafik usulda
optimal yechimini topish algoritmi ganday?

10. Statsionar nugta nima?

11. Gesse matrisasi va uni ekstremal nuqtani aniglashdagi roli
ganday?

12. Gesse matrisasi bosh minorining aniglangan giymati orqali
funksiya hagida qanday xulosa chigarish mumkin?

13. Cheklamaiari tenglama ko'rinishda bo‘lgan chizigsiz
programmalashtirish masalasini yechish uchun Lagranjning anigmas
ko‘paytuvchilar usuli ganday?

14. Lagranj funksiyasi ganday tuziladi?

n

15. F(X ,A):A(Zf(x)+”\in(bi -gi(x)) - Lagranj funksiyasidagi 4 -

Lagranj ko‘paytuvchisming igtisodiy ma’nosi nimadan iborat?
16. funksiya ekstremumini aniglashning zaruriy
sharti nimadan iborat?
17. Qavariq funksiyani (pastga va. yuqoriga gavariq funksi-
yalarni) ta’riflang.
18. Qat’iy pastga (yuqoriga) gavariq funksiyani ta’riflang.
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| = Qavariq funksiya ganday xossalarga ega?

il “Qavariq funksiyaning mahalliy va global maksimumi
immiiiHimi)” deganda nimani tushunasiz?

J'l. Qavarig funksiya qachon yagona global minimumga
(miik .iinumga) erishadi?

Qavarig programmalashtirish masalasi uchiin Lagranj

limksiyasi ganday kofiinishga ega boiadi?

N3. Lagranj fimksiyasining egar nugtasi nima va u ganday
niiit]lii.nadi?

M Lagranj funksiyasi egar nuqtasining mavjud ekanligining

iiui iy va yetarlik shartlari.
1. Kun-Takkerteoremasini ta’riflang.
/6. Sleyter sharti nimadan iborat?

Mustaqil yechish uchun misailar

Grafik usulidan foydalanib, quyidagi chizigsiz programma-
lashtirish masaialarini yeching:
A, 4272 —2
*1+X2a 6
A ixjan
=0 x2it0.
oion T A2 3 > min(max)

V, ix) =7
2x{-x2ZH
xtbo0,*2 £0.

Z =4(x, - 22 +2(x2 -2) ->min(max)

N +2x2S 8

FH| +x2¢15
3. xt+X2211

Xl >0, x2>0.

Z =(xj - 6)2 +(x2- 2Y —min(max)
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Quyidagi funksiyalarning gavariq yoki qavarig emasligini
ko‘rsating.

4. f(x1,X2) = 2X™ +x2 ~X X2 +5jc, - 6 x2 +8;

5. 5 )" f = Hl

6. / (X N )=x%+x"-4x] +Sx2.

Quyidagi masalalarda Kun-Takker shartlaridan foydalanib,
berilgan nuqta gavarig programmalashtirish masalasining yechimi
ekanligini anigiang.

x|l +2x2<38
3%, =><15
Xj+X2>1
xXx>Q,x2>Q
Z =(X1- 6)2 +(X2- 2)2 =>max
23 +3x2 <24
X1+2x2 <15
8. 3jg+2x2>24
xX2<4
Xj MO x2=0

Z =x2 +6x1 ~ 61 +6 —=>max

—r1 +Xx2<0
-2x2<0

g+x2>1

XX2:0,X] 2:0

Z =x| +4x% -» min

Tayansh so‘z va iboralar

Chizigsiz programmalashtirish, mahalliy optimal reja, global
optimal reja, gavarig programmalashtirish, kvadratik programma-
lashtirish, gipersirtlar oilasi, gipersirtlar sathi, statsionar nugta, Gesse
matrisasi, Lagranj funksiyasi, shartsiz optimallashtirish masalasi,
egar nuqgta, gavariq funksiya, qat’iy qavarig funksiya, gavariq
funksiyaning mahalliy va global maksimumi, Lagranj funksiyasining
egar nugtasi, Kun-Takker shartlari, Kun-Takker teoremasi.
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VI lu Ht. )INAMTKPROGRAMMALASHTIRISH
M ASALALARI

(1. Dinamik programmalashtirish efem enilari

I»uniniik optimallashtirish masalast. Shu paytgacha o‘rga-
mmiii . 111117 va chizigsiz programmalashtirish masalalarida igtiso-
dly juliiyil vaqtga bogiigmas deb garaldi, shuning uchun masala-
Minr <¢=il111 yechimi rejalashtirishning fagat bir bosgichi uchun
i.3l Itmiilay inasalalar bir bosqichli masalalar deb ataladi.

Dinamik programmalashtirish masalalarida iqtisodiy jarayon
vin|l|’'a bog'lig deb qaraladi hamda butun jarayonning optimal
n\=#11li-hini ta’minlovchi bir gqator (ketma-ket, har bir davr uchun)
ifiliinul yechimlar topiladi. Dinamik programmalashtirish masalalari
lk=/~bosqichli yoki ko p gadamli m asalalar deb ataladi.

Dinamik programmalashtirish —vaqtga bogiig va ko‘p bos-
gichli boshqariluvchi igtisodiy jarayonlami optimal rejalashtirish
usullarini o‘rganuvchi bo‘limidir.

Agar i()(isodiy jarayonning rivojlanishiga ta’sir ko”satish mum-
I m I==Imi, bmulay jarayon boshqariluvchi deb ataladi. Jarayonga

in n iil.li mhtm gnbul qilinuvchi garorlar (yechimlar) to‘plamiga

Ahilrli 131%th  Iglisodiy jarayonlarni boshqgarish bir bos-
mu Inl.ifi voMialnriii Li<l.iiiili ili. niablag‘larajratish, direktiv hujjatlar
«pii>ul i]ili ;li kuMlai bilan ilbdalanishi mumkin.

Ma:.alan, ixliyoriy korxonada ishlab chigarish - boshgariluvchi
jitrnyondir, chunki u ishlab chigarish vositalarining tarkibi, xom-
ashyo ta’minoti, moliyaviy mablag'lar miqdori va hokazo bilan
oniglanadi. Rejalashtirish davridagi har bir yil boshida xomashyo
bilan la’minlash, ishlab chiqarish jihozlarini almashtirish, qo‘shim-
cha mablagiar miqdori hagida garorlar gabul qilinadi. Bu garorlar
to'plami jarayonni boshgarishdir. Bir garashda, eng ko‘p migdorda
niahsulot ishlab chigarish uchun korxonaga mumkin bo‘lgan
vositalarning hammasini berish va ishlab chiqgarish jihozlaridan
(stanoklardan, texnikadan va hokazolardan) toia foydalanish
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zarurdek tuyuladi. Lekin, bu jihozlami tezda eskirishiga (ishdan
chigiishga) va kelgusida mahsulot ishlab chigarish hajmining
kamayishiga olib kelishi mumkin. Demak, korxonaning faoliyatida
noma’qul ogibatlardan holi bo‘lgan holda eskirgan jihozlami
almashtirish yoki o‘mini to‘ldirish choralari belgilanishi lozim
bo‘ladi. Bu esa dastlabki bosgichda mahsulot ishlab chigarish hajmi
kamaysa ham, keyingi bosqichlarda korxonaning butun ishlab
chigarish faoliyatini kuchayishiga olib kelishi mumkin.

Shunday qilib, yuqoridagi iqtisodiy jarayon, har bir gadamda
uning rivojlanishiga ta’sir etuvchi, bir gancha bosgichiardan iborat
deb qaralishi mumkin. Ko‘p bosqichli iqtisodiy jarayonlami
rejalashtirish uchun, har bir oralig bosqgichda alohida garor gabul
qgilishda, butun jarayonning tub magsadi ko‘zlanadi. Butun
jarayonning yechimi o‘zaro bog‘langan yechimlar ketma-ketligidan
iborat bo‘ladi. O ‘zaro bog‘langan bunday yechimlar ketma-ketligi
strategiya deb ataladi. Oldindan tanlangan mezonga kofia eng yaxshi
natijani ta’minlovchi strategiya optimal strategiya deb ataladi.
Boshgacha aytganda, optimal strategiya ko‘p bosqichli igtisodiy
jarayonning optimal rivojlanishini ta’minlovchi strategiyadir.

Dinamik programmalashtirish ko‘p bosqichli tuzilishga ega
bo‘lgan yoki bunday tuzilishga keltiriladigan masalalaming optimal
yechimini topish uchun ishlatiladigan matematik vositadir. Dinamik
programmalashtirish masalasiga o'tishdan oldin bu masala bilan
uzviy bogiiq bo‘lgan dinamik optimallashtirish masalasi bilan
tanishib chigamiz:

Igtisodiyjarayon t0<t<tyvaqtoralig‘ida ro‘y bersin. U holda bu

jarayon harakatini ifodalovchi tizimni x(t) - (x™t), xXt),...,xI(t))T ustun
vektor yordamidayozib olamiz. M a’lumki, bu vektorlar E" fazo nug-
talaridir. U holda xt(t), i-=\,n funksiyalarni uzluksiz deb faraz qilib,

vektomi hosil gilamiz va bu vektorlaming geometrik o‘rni  =x(t0
nugta va X, =x(i,) nuqta oralig‘idagi nigtalar to‘plami hosil gilgan
trayektoriyadan iborat boiadi. U holda bu tizim ni boshqarish vektori
quyidagi ko‘rinishda bo*ladi:
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ii() 4<(6 EMO<t<t,j, u(t)= (uxt), u2(t),...,ur(t))J.

Bu vektorlarning geometrik o‘mmi boshqarish trayektoriyasi
.11) ntaladi. Boshgarish vektori odatda qandaydir Q-kompakt sohada
niiiglangan bo‘ladi:

UMEOVCET.

f/-barcha mumkin bo'lgan boshgarish trayektoriyalar to‘plami
bo'lsin. U holda {u(()}eUaNaEr. {2{t)} trayektoriya harakat
lcnglamasini ifodalaydi va boshqgarish trayektoriyasi bilan
quyidagicha bog‘langan bo‘ladi:

at =f(x I(t),...,.xn(t);ul(t),...,uxt);t) . (6.1)

Agar (6.1) differensial tenglamalar t vaqtga bog‘lig boimasa, u
holda ular avtonom tenglamalar deb ataladi. Chizigli avtonom
tenglamalar quyidagi ko'rinishda boiadi:

(6.2)

dt

Bu yerda A-nxn oHchamli, B-nxr o‘lchamli matritsa. (6.2)
tenglama XQ=x(0 boshlang‘ich shart bilan yechiladi. x-harakat
vektori, ii- boshqarish vektori va t-vaqt orasidagi bog‘lanishni
ko'satuvchi funksionalni I(x,G,t) bilan, xj va orasidagi bog'lanish
ko‘rsatuvchi funksionalni Ffa,Q bilan belgilaymiz. Bu yerda

/(x,0,0-1(xj(0>-—- X, (;ul (),...,ur(t);t), F(xith=F(xI(tl),...,X,(ti);t) m

Dinamik optimallashtirish masalasi umumiy holda quyidagicha
yoziladi:
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I i
max\j=j I (5,0,)dt+F(x,,t) k
* (6.3)

\

dx . . L
— =f(x,u,t), X(t0) =x0, t=i, =>(*,i)€r, {{/()}s i/

Bu masalani geometrik nuqtayi nazardan quyidagicha tasvirlash
mumkin:

Bellman funksional tenglamalari. Dinamik optimallashtirish-
ning tat'oiglaridan bin bo‘lgan dinamik programmalashtirish masalasi
(6.3) bilan atroflicha tanishamiz:

Faraz gilamiz, x*(t), t0<t<tx optimal trayektoriya boiib, u ikki
gismdan iborat bo‘lsin. U holda trayektoriyaning 1-qgismi to<t<r
oraligda x(t9 boshlangfich shart bilan, 2-gismi esa v<t<txoraligda
x(r) boshlanglich shart bilan aniglanadi.

Faraz qilamiz, J*‘(x,t) funksiya (6.3) masalaning yechimi
bo'lsin. U holda J*(x,t) ni (x,t) huqtadagi optimal qiymat deb garash
mumkin. Xuddi shunday (x +Ax, t+At) nuqtadagi optimal giymat
J*(x+M, t+At) ifoda bilan aniglanadi. U holda [t, t +Af] oraliqdagi
giymat quyidagi rekurent formula bilan aniglanadi:

I*(x, 1) =?)1>?)>}<{-I(x, U, t)At +J*{x +Ax,t+A/gE. (6.4)
*(x+ M, t+At) funksiyani (x,t) nuqta atrofida Teylor gatoriga
yoyamiz:
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(6.4) va (6.5) dan foydaiansak

N holda Um— -AxAr) tenglikni hisobgaolib quyidagiBellman

tenglamasini hosil gilamiz:
(6.6)

Ko‘p bosqichli igtisodiy masalalarni yechish uchun ularni
yagona matematik modelini yoki bo‘!masa, har bir bosgichga mos
keluvchi statik modellar sistemasini tuzib, so‘ngra uni dinamik
programmalashtirish usullari bilan yechish mumkin. Shu sababli,
ko‘p bosqichli jarayon sifatida ifodalanuvchi matematik program-
malashtirish masalalarini yechish ham dinamik programmalashtirish
predmetini tashkil etadi.

Ko‘p bosgichlijarayon vaqtga bogiiq ravishda rivojlanuvchiva
0‘z taraqqiyotida bir necha bosgichlarga bo‘linuvchijarayondir.

Dinamik programmalashtirish quyidagi xususiyatlarga ega:

1) dinamik programmalashtirish ko‘p bosqichli jarayonning
birdan-bir yagona yechimini emas, balki har bir bosgichga mos
keluvchi va tub manfaatni ko‘zlovchi yechimlar ketma-ketligini
topishga yordam beradi;

2) dinamik programmalashtirish yordami bilan yechilayotgan
ko‘p bosqichli masalaning ma’lum bir bosqichi uchun topilgan
yechimi undan oldingi bosqichiarda topilgan yechimga bog'lig
boMmaydi. Unda faqgat shu bosqgichni ifodalovchi faktlar nazarga
olinndi;

3) dinamik programmalashtirish yordami bilan ko‘p bosqichli
masalani yechish jarayonining har bir bosgichida tub magsadni
ko‘zlovchi yechimni aniqglash kerak, ya’ni yechimlar orasida provard



magqgsadga erishishga maksimal hissa qo‘shuvchi yechimni topish
kerak.

Demak, ma'lum bir bosgichda topiigan optimal reja fagat shu
gadam nuqgtayi nazaridan emas, balki butunjarayonning tub (provard)
magsadi nuqtayi nazaridan optimal reja bo‘lishi kerak. Bunday
prinsip “dinamik program malashtirishning optimallik prinsipi” deb
ataladi.

Optimallik prinsipiga amal qilish har gadamda gabul gilingan
yechimni kelgusida ganday oqgibatlarga olib kelishini nazarga olib
borish demakdir. Bundan tashqari, optimallik prinsipini yana
quyidagicha talqin gilish mumkin.

Har bir bosgichdan avval sistemaning holati ganday boiishidan
qgat’i nazar shu bosqgichdagi optimal vutuqg bilan undan keyingi
bosqgichlardagi optimal yutuglaming yig‘indisini maksimallash-
tiruvchi boshqarishni tanlash kerak.

Demak, boshgarishning optimal strategiyasini topish uchun eng
avval ra-qadamdagi optimal strategiyani topish kerak, keyin n va
(n-1)-gadamlardagi optimal strategiyani va hokazo, barcha
gadamlardagi optimal strategiyani topish kerak.

Bu prinsipga asosan dinamik programmalashtirish masalasini
oxirgi «-gadamdagi optimal strategiyani topishdan boshlash kerak.
Buning uchun undan oldingi gadamdagi yechim haqgida ayrim
taxminlar gilinadi va bu asosda W mezonni maksimallashtiruvchi77,9
boshqgarish tanlanadi. Bunday boshgarish shartli boshgarish deb
ataladi.

Demak, optimallik prinsipi har gadamda undan oldingi
gadamning mumkin bo‘lgan ixtiyoriy bir natijasi uchun shartli
optimal boshqarishni topishni talab qiladi. Ko ‘p bosqichli masalada
Bellman funksionai tenglamasi bilan tanishamiz.

Vaqtga bog‘lig ravishda o‘zgaruvchan va boshgarish mumkin
bo‘lgan sistemani ko‘ramiz. Bu sistemani T ta bosqgichlarga ajratish
mumkin deb faraz gilamiz, ya’ni t=i,2 , T. Har bir bosgichning
boshidagi sisitemaning holatini x( bilan belgilaymiz. U holda

Har bir jarayonida sistemaning holati o'zgaradi. lining x_,
holatdan x, holatga o‘tishiga u, boshgarish ta’sir qgiladi. Demak,
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X,=(p(xtAut).
Bu yerda u, mumkin bo‘lgan G. —boshqarishlar to‘plamiga tegishli,

ya’'ni ut&Gt.
Bunday aniglashlarda sistemaning butun [0;T] davr ichidagi
taraqgiyoti x,.., XM x? vektorlar ketma-ketligi orqgali anigla-

nadi. X(() sistemaning t bosgichda mumkin bo'lgan holatlar
to'plami. Sistemani boshlangich % holatdan xT holatga o‘tkazish
uchun  wuvu? ..,uTAur boshqarishlar ketma-ketligi, ya’ni
strategiyalar xizmai qiladi. Sistemaning eng yaxshi xT holatga
o‘tishini ta’minlash uchun fT(x) magsad funksiyani kiritamiz.

T
fr(x)=Hz,(x,—i>x,)
bu yerda, Zt =(xM, x) sistemaning X_, holatdan xt holatiga o‘tishida
hisoblanadigan va bu holatlami solishtirib baholovchi funksiyadir.
Agar sistemaning t bosgichdagi holatlar to'plami x (t) mumkin
bo‘lgan boshqarishlar to‘plami Gt va sistemani bir holatdan ikkinchi
holatga o‘tkazish qoidasi hamda bu holatlarni solishtiruvchi funksiya
Zx=(XM, xt) berilgan bolsa, T bosgichda sistema to4a anigiangan
bo‘ladi. Bunday sistemani ifodalovchi dinamik programmaiashtirish
masalasi quyidagicha boiadi.
Sistemani boshiang‘ich holati xX0ma’lum boiganda shunday
(vp n20 wes i)

strategiyani tanlash kerakki, u

X =pitl, «,), X eX(t), U<=G, ((t=\T) 6.7)

shartlami ganoatlantirib,
fTx) =fz ,(x I x, 6.8
(%) ﬁ(x X,) ( )

funksiyaga ekstremal giymat bersin.

Bu munosabatlardan ko‘rinadiki, dinamik programmaiashtirish
masalasi ko‘p bosgichli tanlash masalasi bo‘lib, uning u optimal
yechimi bir nechta bosqichlarda topilgan, mumkin bo‘lgan u,
boshgarishlar asosida tanlanadi.

Geometrik nuqtayi nazardan, dinamik programmaiashtirish
masalasini quyidagicha talgin gqilish mumkin: Umumiy holda
sistemaning boshlang‘ich x0 holati va oxirgi xk holati aniq
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berilmaydi, balki boshlang‘ich holatning X o sohasi va oxirgi
holatning x [ sohasi ko‘rsatiladi.

Bu masala quyidagicha ta’riflanadi: biror boshqariluvchi X
sistema boshlang‘ich xoe'X* holatda boisin. Vaqgt o‘tishi bilan
sistemaning holati o‘zgarib xkeX*k oxirgi holatga o‘tadi, deb
hisoblaylik. Sistema holatiarining o‘zgarishi W mezon (kriteriy)
bilan bog‘liq boisin. Sistemaning o'zgarish jarayonini shunday
tashkil etish kerakki, bunda W mezon o‘zining optimal giymatiga
erishsin.

U murnkin boigan boshqaruvilar to‘plami boisin, u holda
masala X sistemani xoe X\ holatdan xke ¥k holatga oikazishga
imkon beruvchi shunday u eu boshqgaruvni topishdan iboratki,
bunda v/(u) mezon o‘zining W*eW (u) optimal giymatiga erishsin.

Odatda sistemaning x0holatini sonli parametrlar bilan, masalan,
ajratilgan fondlar miqdori, jalb qilingan invéstitsiyalar miqgdori,
sarflangan yoqilg‘i miqgdori va h.k. bilan ifodalash mumkin. Bu
parametrlami sistemaning koordinataiari deb ataymiz.

(6.7), (6.8) masalani yechishdan avval

dj., jy,-.&2nN G
belgilashlar kiritamiz. Bu yerda Gf - masalaning oxirgi T bosgich-
dagi aniglanish sohasi, GTir-T va T-\ bosqichlardagi aniglanish
sohasi, G1A TIT =G -berilgan masalaning aniglanish sohasi.

Magsad funksiyaning oxirgi bosgichdagi optimal giymatini
x-r-u bilan belgilaymiz:

fi(xed) = {Zj(4-1,X T} (6-9)
r-1 gadamdagi shartli optimal giymatni f2AxT2) bilan belgilaymiz:
f2 -2 ~ IAET2ZATN A (/)Y (6.10)

Bu jarayonni davom ettiramiz

fk (XT-k) = {Z T_k(Xr_k.X TAt_1)) + kA (XT_k_")j, (6.11)

fr (0) =[RIn{Z.0<0x) +FTx)}. 51

Bu yerda (6.9)-(6.12) ifodalar optimallik prinsipining matematik
formadagi yozilishidan iborat boiib, ular Bellmanningfunksional
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iniyjamalari” yoki “dinamik programmalashtirishning asosiy
/unksional tenglamalari” deb ataladi.

Dinamik programmalashtirishning optimallik prinsipiga asosan
liar bir gadamda topilgan yechim fagat shu gadam nuqtayi nazaridan
mas, balki so‘nggi, tub magsad nuqtayi nazaridan optimal boiishi
kerak ekanligini ko‘rgan edik. Dinamik programmalashtirish
masalalarini yechish usullari uchun ana shu prinsip asos qilib olingan.

Dinamik programmalashtirishga keltiriladigan masalalar.
Dinamik programmalashtirish usullari bilan yechiladigan ba’zi
igtisodiy masalalar bilan tanishib chigamiz:

Sanoat birlashmasini optimal rejalashtirish masalasi. Faraz
gilaylik, n ta korxonani 0‘z ichiga oluvchi sanoat birlashmasining T
yillik ishlab chigarish rejasini tuzish talab qilinsin. Rejalash-
tirilayotgan T davrning boshida birlashma uchun Kg migdorda
mablag‘ ajratilgan boisin. Bu mablag‘ korxonalararo tagsimlanadi.
Korxonalar ajratiigan mablagiii to‘la yoki gisman ishlatadi va
maium migdorda daromad oladi. Keyingi bosqgichlarda mablagiar
korxonalararo qayta tagsimlanishi mumkin. Shunday qilib, quyidagi
masala hosil boiadi: korxonalararo kapital mablag‘ni shunday
tagsimlash va gayta tagsimlash kerakki, natijada birlashmaning T yil
davomida olgan daromadlarining yig'indisi maksimal bo‘lsin.

Har yilning boshida birlashmadagi har bir korxonaga ajra-
tiladigan xomashyo, kapital mablag* va yangilanishi kerak boigan
uskunalarning soni hagida yechim qgabul gilmadi.

Bu yechimlar to‘plami boshqgarish deb ataladi. Demak, t—
gadamdagi boshgarish

U‘=(U[, U2..., Un
vektor orqali ifodalanadi, bu yerda iJ. - j korxona uchun i-ngadam-

ning boshida ajratiigan xomashyo, kapital mablag' va hokazolarning
migdorini ko‘rsatuvchi vektor.
Butun birlashmaning T davr ichida boshqgarishni
U=(U\U\...,.UT)
vektor orqali ifodalash mumkin. Bundan tashqari, birlashmadagi har
bir j korxonaning holatini ko‘rsatuvchi xj vektor kiritamiz.



Bu yerda V - f-gadamnmg boshidagi j korxonaning moddiy-

ashyoviy va moliyaviy ahvol darajasini kofisatuvchi vektor boiib,
uning komponentaiari korxonadagi mehnat resurslari, asosiy fondiar,
m oliyaviy ahvol darajasini ko'rsatadi, ya’'ni
X1=(XjvXn,.... XN\
Demak, yuqoridagilardan xulosa qilib aytish mumkinki, boshqarish
vektori birlashmadagi korxonalar sistemasining t gadam boshidagi
holatini ko‘rsatuvchi vektordir, ya’ni
U'=U\XA).
Sistemaning boshlangich holati X 0 berilgan deb faraz gilamiz.
Magsad funksiya sifatida birlashmaning T davr ichida oladigan

daromadiari yigindisini ifodalovchi
T

Z =y.Z"*"—-»max

funksiyani kiritamiz. Har bir t gadamning boshida sistemaning X *
holat darajasiga va u! boshqgarish vektoriga. chegaralovchi shartlar
qo‘yiladi. Bu shartlar birlashmasini G bilan belgilaymiz va uni
murnkin boigan boshgarishlar to‘piami deb ataymiz.

Shunday qilib, quyidagi dinamik programmalashtirish masala-
siga ega boiamiz:

U'eG, (6.13)
Z="Z7'-»mex (6.14)
N

Hosil boigan (6.13), (6.14) model ishiab chigarishning dinam ik
modeli deb ataladi. Bu modelga asosan har bir t gadamdagi u'
boshqarishni shunday aniglash kerakki. natijada sistemaning reja-
lashtirilayotgan davr ichida erishgan daromadiari yigindisi maksimal
boisin.

Mahsulot ishiab chigarish va uni saqglashni rejalashtirishning
dinamik modeli. Vaqtga bogiiq ravishda o‘zgaruvchan talabni
gondirishga qaratilgan ishiab chigarishni rejalashtirish masalasini
ko‘ramiz. Rejalashtirilayotgan davming uzunligi T boisin. Bu
davming har bir t gadamida mahsulotga boigan talab V(t) maium
deb faraz gilamiz. Xuddi shuningdek, / qadamdagi ishiab chigarish
rejasini x(t) bilan belgilaymiz. T davr davomida korxonadagi
mabhsulotlar zaxirasi kamayib yoki ortib borishi mumkin.
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Faraz qilaylik, boshSanglich t=0 gadamda korxonadagi
mahsulot zaxirasi z(0) boisin. U holda X(t)>V(t) boigaiKja t
gadamdagi mahsulot zaxirasi quyidagicha aniglanadi

Z(t) =X(t)-V(t) +Z(0).

Agar t gqadamda ishlab chigarilgan mahsulot ‘talabdan leame
X(t) <V(t) boisa, u holda t gadamning boshida korxonada mavjud
boigan mahsulot zaxirasi V(t)-X(t) ga kamayadi, ya’ni zaxira

Z(F)=Z (F-1)+X(t)-V(t)
ifoda bilan aniglanadi.

txtiyoriy gadamdagi mahsulot zaxirasi noldan kichik enias deb
faraz qilamiz hamda t=0 boshlangich gadam bilan t gadam
orasidagi mahsulotga boigan umumiy talabni v(t) bilan, umumiy
ishlab chigarish hajmini X (t) bilan belgilaymiz. U holda

t t
VO =iV(s)ds,  X(t) =\x(s)ds.
0 o'

Faraz qilaylik, mahsulotni bir-birligini saqglash uchun sarf
gilingan xarajat C birlik va ishlab chigarish xarajatlari fiinksiyasi
K(t) boisin. Ishlab chigarish xarajatlari fiinksiyasi ishlab
chigarilgan mahsulotlar migdori X(t) ga bogiig boiadi, ya’ni
K(t)=f(X(t)). Ishlab chigarishni shunday rejalashtirish kerakki
nafijada mahsulot ishlab chigarish va saglash uchun sarf gilingan
Xarajatlar minimal boisin, ya’ni

Y =3 f(X{t))d t+c j(X(t) - V(t) +Z(0)dt rain. (615)
0 0]

Magsad funksiya ikki gismdan iborat boiib, lining birinchi
gismi mahsulotlami ishlab chigarish uchun ketgan xarajatlami
ikkinchi qismi esa mahsulotlami saglash uchun sarf gilingan
Xarajatlami ko‘rsatadi.

Bundan tashqari, masaladagi nomaiumlar quyidagi shartlami

ganoatlantirishi kerak:
Z(0)=0;

X(t) —V(t)+Z(0)=>0; (6,16)

X(T)-V(T)=2(T). -
Bunda birinchi shart rejalashtirilayotgan davrning boshidagi
mahsulot zaxirasi manfiy emasligini ko‘rsatadi. Ikkinchi shart
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ixtiyoriy t bosgichdagi mahsulot zaxirasining manfiy emasligini
ko‘rsatadi. Uchinchi shart rejalashtirilayotgan davming oxirida
korxonada ortib golgan mahsuiot miqdori Z(T) ga teng ekanligini
ko‘rsatadi.

Hosil boigan (6.15)-(6.16) model mahsulot ishlab chigarish va
saqglashni rejalashtirishning dinamik modeli deyiladi.

Bu modelga asosan har bir gadamdagi mahsulot ishlab
chigarishni shunday rejalashtirish kerakki, natijada uni ishlab
chigarish va saglash uchuu sarfqilingan xarajatlar yigindisi minimai
boisin.

I-misol. Xaridorgir mahsulot ishlab chigarishni kengaytirish
uchun mahsulot ishlab chigaruvchi n ta korxonalarga S ming so‘m
kapital mablag4 ajratilgan. Agar i korxonaga X, ming so‘m kapital
mablag4ajratilsa, u holda bu korxonadagi mahsulot ishlab chigarish
hajmi f,(x,) migdorga oshadi. Barcha korxonalarda ishlab
chigariladigan mahsulot hajmini maksimal oshirish uchun kapital
mablag‘ni korxonalarga ganday tagsimlash kerak?

Yecltiish: Masalaning matematik modeli quyidagi ko‘rinishda
bo‘ladi:

(X, =5, x>0
o 6-17)
n =%(*;)—»m in.

Bu masalada F(x) - magsad funksiyasi va g{x) - asosiy
cheklashlar funksiyasi separabel funksiyadir.

Agar /j(xi) qavariq fiinksiya boisa, u holda masalani gavariq
programmalashtirish masalalarining optimal yechimini topish
usullaridan foydalanib yechish murnkin.

Agar f,(xt) ixtiyoriy chizigsiz funksiya boisa, u holda (6.16)
masalani dinamik programmalashtirish usulini qoilab yechish kerak
boiadi. Buning uchun masalani ko‘p bosqgichli masala sifatida
ifodalash kerak. Kapital mablag‘ni n ta korxonaga tagsimlash
variantlarini o‘rganish va har bir variantga mos keluvchi samara-
dorlik darajasini aniglash oiniga S migdordagi kapital mablag‘ni,
awal, bitta korxonaga, keyin ikkita, va hokazo, n ta korxonaga
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lagsimlash samaradorligini aniglaymiz. Shunday yo i bilan masala
ko‘p bosgichli dinamik programmalashtirish masaiasiga aylanadi.
Masalan, (6.17) ixtiyoriy k, O<k<n va g, Q<qg<s uchun

yozamiz:
k

w t (6.18)
BK(A)=E,f, (x)-+™
Bu yerda Bk(q) - Bellman fiinksiyasi deb ataladi.

Nazorat savollari
1. Optimal trayektoriyani tushuntiring.

Harakat trayektoriyasini ta’riflang.
Dinamik optimallashtirishni misollar yordamida tushun-

wnN

tiring.
Bellman tenglamasini keltirib chigaring.
Qanday fimksiya Bellman fiinksiyasi deb ataladi?
Bellman funksional tenglamalarini tushuntiring.
Funsional tenglamaning yechimi ganday topiladi.
8. Investitsiyani optimal tagsimlashni gqanday tenglama yorda-
mida amalga oshirish mumkin.

No gk

Mustaqil yeehish uchun misollar

1 5000 shartli birlikdagi investitsiyani 3 ta korxonaga shunday

tagsimlash kerakki, natijada olinadigan umumiy daromad maksimal
bo‘lsin. Har bir korxonaning o°‘ziga ajratiigan mablagl migdoriga
bogMiq ravishda oladigan daromadi quyidagi jadvalda keltirilgan.

Korxonalarga Korxonalar daromadi
ajratiladigau .
investitsiyalar miqgdori Zi(x) 22x) 23x)
1000 1500 2000 1700
2000 2000 2100 2400
3000 2500 2300 2700
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4000 3000 3500 3200
5000 3600 4000 3500

2. iS=100 ming sh.p.b.dagi investitsiyani 4 ta korxona orasida
shunday tagsimlash kerakki, natijada oimadigan umumiy daromad
maksimal boisin. Har-bir korxonaning ajratilgan mablag* miqdoriga
bog‘iiq ravishda oladigan daromadlari quyidagijadvalda keitirilgan:

Investitsiya hajmi Korxonalar daromad!

(ma) (sh.p.b.) Z,(x) Z2AX) Z3X) Z4x)
0 0 0] 0] 0]
20 12 14 13 18
40 33 28 38 39
60 44 38 47 48
80 64 56 62 65
100 78 80 79 82

3. Masalaning dastlabki shartlari quyidagi jadvalda keitirilgan.

100 mIn.so*m pulni 4 ta korxona orasida shunday tagsimlash kerakki,
olingan umumiy daromad maksimal boisin.

Investitsiya hajmi Korxonalar daromadi

(mIn. so‘m) Z,(x) r zZ2x) Z3Xx) Z4X)
20 10 12 n 16
40 3 26 36 37
60 42 36 45 46
80 62 54 60 63
100 76 78 77 80

4. 120 min. so‘m investitsiyani 4 ta korxonaga shunday

tagsimlash kerakki, natijada olingan umumiy daromad maksimal
boisin. Investitsiya hajmiga bogiig ravishda korxonalaming
oladigan daromadlari quyidagijadvalda keitirilgan.
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Investitsiya hajmi Korxonalar daromadi

(min. so4m) Zi(x) Z2X) Z3X) Z<i(X)
20 9 n 13 12
40 17 3 29 35
60 28 45 38 40
80 38 51 49 54
100 46 68 61 73
120 68 80 81 92
5. 200 min. so‘m kapital mablag'ni 4 ta korxonaga shunday

tagsimlash kerakki, natijada olingan umumiy daromad maksimal
bo‘lsin. Ajratilgan mablag‘ hajmiga bog*3iq ravishda korxonalarning
oladigan daromad! quyidagi jadvalda keltiriigan.

Kapital Korxonalar daromadi
T ™z zan zax) Z4X)
0 0 0 0 0
50 10 9 4 6
100 J1 1 7 8
150 12 13 n 13
200 18 15 18 16

Xayaneh so‘z va iboralar

Dinamik optimallashtirish, programmalashtirish, ko‘p bosgichli
jarayon, boshqgarish, boshqariluvchi jarayon, strategiya, optimal
strategiya, optimallik prinsipi, shartli boshqarish, Bellman fimksional

tenglamalari.
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vn BOB.O‘YINLAR NAZARIYASI
7.1. 0 ‘'yinlar nazariyasi elementlari. M atrisali o‘yin

0 ‘ymlar nazariyasi haqida dastlabki tushunchaiar. Mate-
matikaning konfliktii (mojaroli) holatlarini, ya’ni qgatnashuv-
chilaming (o‘ynovchilarning) manfaatlari garama-qgarshi yoki bir-
biriga mos kelmaydigan holatlami o‘rganuvchi boiimi - “o‘yinlar
nazariyasi” deb ataladi. O ‘yinlar nazariyasi - konfliktii holatda
gatnashayotgan har bir “o‘ynovchi’ ga eng katta yutuqga (yoki eng
kichik yutqazishga) erishish uchun qilinadigan harakatlaming eng
yaxshisini (optimalini) aniglashga, yoilanma berishga imkon
beruvchi matematik nazariyadir.

Ko'pgina igtisodiy jarayonlarga ham o‘yinlar nazariyasi nuqtayi
nazaridan garash mumkin. Masalan, o‘yin ishtirokchilari - bir xil
turdagi mahsulot ishlab chigaruvchi korxonalar, ta’minotchilar va
iste’molchilar boiib, o‘yining yutug‘i - ishlab chigarish fondlarining
samaradorligi, daromad mablagiari, mahsulotning bahosi yoki
tannarxi b oiishi mumkin.

0 ‘yinlar nazariyasining yaratilishi XX asming buyuk mate-
matklaridan biri Jon von N’yuman bilan bogiiq. Uning Morgensh-
tern bilan hamkorlikda 1944-yil nashr etgan “Iqtisodiyjarayonlar va
oVyinlar nazariyasi monografiyasi o‘yinlar nazariyasining rivojla-
nishida fundamental asos boidi. Keyinchalik o‘yinlar nazariyasi
amaliy tatbiglarga ega boigan mustagil yo‘nalish sifatida rivojlandi.
Shuni ta’gidlash lozimki, o‘yinlar nazariyasining usullari va
xulosalari ko‘p marta takrorlanadigan konfliktii holatlarga nisbatan
ishlatiladi.

Amalda, konfliktii holatlami matematik usullar yordamida
tadqiq etishda, muhim boimagan faktlami tashlab yuborib, holat-
laming sodda modeli tuziladi. Bunday model oyin deb ataladi.
0 ‘yinda konfliktiiholat maium qoida asosida rivojlanadi. O ‘yinning
mohiyati shundaki, har bir ishtirokchi (o‘yinchi) o'ziga eng yaxshi
natijani beruvchi yechimni tanlashga harakat qiladi.
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0 ‘yinda ikkita yoki undan ko‘p ishtirokchilarning manfaatlari
lo‘'gnashishi mumkin. Shunga muofig, u ikki o‘ynovchili va ko‘p
o'ynovchili boiishi mumkin.

Yutuglaming xarakteriga ko‘ra o‘yinlar noi summali va nol
summali boimagan o‘yiniarga boiinadi. Nol summali o‘yinda
oyinchilaming umumiy kapitali o‘zgarmaydi, fagat o‘yin davomida
gayta tagsimlanadi va shu sababli yutuglar yig‘indisi nolga teng
boiadi, ya’ni vl +v2+...+v,=0, buyerda v} 7-0‘yinchiningyutugi.

Nol summali boimagan o‘yinlarda o‘yinchilarning yutuqlari
yigindisi noldan farqgli. Masalan, lotoreya ofyinida, o‘yinchilardan
to‘plangan badalning bir qismi lotoreya tashkilotlariga beriladi.
Shuning uchun \j +v2+...+v, <0 boiadi.

Biz bu yerda amaliy ahamiyati katta boigan o‘yinlar, ya’nijuft
o'yinlarni garash bilan cheklanamiz. Eng sodda va keng tarqgalgan
o‘yinning ta’rifini beramiz.

1-ta’rif. Ikki ishtirokchidan iborat nol summali 0‘yinning
strategik formasi (X,Y,A) uchlik ko‘rinishida beriladi.

Bu yerda, X -1 o‘yinchming, Y-IlI o‘yinchining strategiyalari,
A-XxY da aniglangan iunksiya boiib, A(x,y), xe X, yeY
koiinishda yoziladi.

Bunda | o‘yinchi xeX strategiyani, Il o‘yinchi esa yeY
strategiyani bir-biriga bogiig boimagan holda tanlaydi. Ular
tanlagan strategiya maium boiganda esa o‘yin natijasiga ko‘ra |
0‘yinclii 11 o‘yinchidan oladigan yutigi yoki Il o‘yincM beradigan
toiovi A.(x,y) bilan aniglanadi.

Masalan, Ikki shaxmatcMdan iborat o‘yiada | shaxmatchi
birga barcha shaxmai programmalari uning strategiyasi hisoblanadi
va hokazo.

Yana bir o‘yinni ko‘rib chigamiz, U toq yoki juft deb ataladi.
Bunda | va Il o‘yinchilar bir paytning o‘zida {1}, {2} ragamlardan
birini aytadi. | o‘yinchini toq deb nomlasak, u holda yuqorida | va Il
oyinchilar tomonidan aytilgan ragamlar yigindisi tog boigandagina
shu yigindiga teng miqgdorda pu! birligi yutadi. Aks holda esa |

285



o‘yinchi yutgazib 1l o‘yinchi yutadi. Chunki Il o‘yinchining nomi
jufit.

Strategik formani aniglaymiz: X={i,2};Y{,2}; Axy) - |
o‘yinchi uchun yutuq Il o‘yinchi uchun esa toiov boiib, u quyidagi
jadvalda ifodalangan.

Il (juft) - 12

Wol . AT2 3

Bu yerda ikki o‘yinchi ham teng im koniyatli.
Bu o‘yinni | o‘yinchi nuqgtayi nazaridan tahlil gilamiz. Faraz

3
gilamiz, u ixtiyoriy ravishda {2} ragamni vaqgtning 3 gismida {2}
2
ragamm esa vaqtning — qismida tanlasin. U holda,
1 Agar 1l o‘yinchi {1} ni tanlasa, u holda | o‘yinchi vaqtning 3

gismida 2 birlikda pul yutgqazadi, vaqtning z gismida esa 3 birlikda
pul yutadi. U holda uning o‘rtacha yutug4 quyidagicha aniqglanadi:
—2-§+3—2=0.

5 5

3
2.Agarll o'yinchi {2} nitanlasa, u holda | o‘yinclii vaqtning 3

2
gismida 3 birlikda pul yutadi, vagtning — qismida esa 4 birlikda pul

yutgazadi. U holda lining o'rtacha yutug‘i quyidagicha aniglanadi:

32 aé=1
5 5 5
Shunday qilib, 1l o‘yinchi ganday strategiya tanlashidan qat’i

nazar har bir o'yinning oxirida | o‘yinchi ~ birlikdagi pul yutigga ega

boiadi.

Endi yuqgoridagi umumiy holatda ko‘rib chigamiz. Vaqt
tagsimoti proporsiyasini p bilan belgilaymiz va p ning giymatini |
o‘yinchining har ganday holatdagi yutigi bir xil boigan holda
topamiz. MaiumKki | o‘yinchining o‘rtacha yutug‘i quyidagicha
aniglanadi: 1. -2p+3(I-p); 2. 3 -4(I1-P). U holda | o‘yinchining
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yutigini o‘zgarmaganligini e’tiborga olsak, quyidagiga ega boia-
miz: —2p +3(1-p) =3p - 4(1-p) =12p =7=>p =m-nm

Demak, agar vaqt tagsimotini /?=l, yzé kabi olsak |

o‘yinchining yutig‘i har doim bir xil, ya’ni o‘zgarmas boiib,
quyidagiga ieng bo‘iadi:
7 5 1
-—3 .
12 12 12
Shunday qilib, | o'yinchining har bir holatda o‘rtacha yutig‘i —

7 5
boiishi uchun {1} ragamni — ehtimollik bilan, {2} ragamni esa =

ehtimollik bilan tanlash kerak.

Sof va aralash siraiegiyalami bir-birindan farglash kerak
boiadi. Masalan, yuqorida keltirilgan (x,Y,A) uchlikdagi | va Y
strategiyalar alohida-alohida qaralganda sofstrategiyalar hisoblanadi.
Agarda sof strategiyalar gandaydir proporsiyada qoilanilsa, u holda
biz aralash strategiyani hosil gilamiz. Shunday qilib, toq yoki juft
o‘yindagi | o'yinchining optimal strategiyasi aralash strategiyadir.
Unda sof strategiyalar A va 2 nisbat bilan qoilanilmoqgda. Har

ganday xe X strategiyani ham 1 ehtimollik bilan qoilanilgan x sof
strategiyaning aralash strategiyasi sifatida garash mumkin.

0 ‘yinning quyi va yuqori bahosi, egar nuqtasi va optimal
bahosi. 0 ‘yinchining strategiyasi deb, o‘yinchi mumkin boigan har
ganday holatda tanlaydigan rejasiga aytiladi.

Strategiyaning soniga qarab, o'yinlar chekli yoki cheksiz
o‘yinlarga boiinadi.

Optimal strategiya deb, berilgan o‘yinchiga, o‘yin bir necha
marta takrorlanganda eng katta mumkin boigan o'rtacha yutuqgni
ta’minlovchi strategiyaga aytiladi.

Faraz gilamiz, A o‘yinchi m ta strategiyalarga, B
o‘yinchi esa n ta /N£E,,...,0, strategiyalarga ega boisin. Agar A
o'yinchi 4 strategiyani B o'yinchi Bj strategiyani tanlasin. U holda
A o'yinchimng (4,Bj) juftikka mos keluvchi yutugini af bilani
belgilaymiz.
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Matrisa satrlarini 4 strategiyalarga, ustunlarini Bj strategi-

yaiarga rnos
f an a2 \

_Q a2 .. ~

Vaw an2 qmy
keltirib A4 - o‘yin matrisasini hosil gilamiz. Bu matrisa to'lov
m atrisasi yokiyutug m atrisasi deb ataladi.

0 ‘yin matrisasini qurishning mohiyatini tushunib olish uchun
quyidagi misolni ko'ramiz.

Ikki o‘yinchining har biri 1 yoki 2 sonlardan birini tanlaydi va
shu bilan bir paytda raqib gaysi sonni tanlaganini topishga harakat
giladi. Agar o'yinchilardan ikkalasi ham raqgibining tanlagan sonini
topsa yoki adashsa o‘yin durang boiadi. Agar faqat bitta o‘yinchi
ragib tanlagan sonni topsa ikkinchisi esa ragib o‘ylagan sonni topa
olmasa, u holda birinchi o‘yinchining yutig‘i tanlangan ikki sonning
yig‘indisidan iborat boiib ikkinchi o‘yinchi esa shunchaga
yutgazadi.

(s, t) sonlarjuftligini o'yinchining strategiyasi deb ataymiz. Bu
yerda s - o‘yinchi tanlagan son; t - o‘yinchining nazarida raqib
tanlagan son. Shuday qilib, har bir o‘yinchining 4 ta strategiyasi
mavjud: (1; 1), (1; 2), (2; 1), (2; 2). Bu o'yin haqgidagi barcha
maium otlarni quyidagi matrisaga joylashtirish mumkin:

(1,1) (1,2) 2.1) 2.2)
,1). 0 2 -3 0
| 1,2) 0 0 0 3
(2,2) 3 0 0 -4
(2,2) 0] -3 4 0
Matrisa elementlari | o‘yinchining yutiglarini bildiradi.

Masalan, agar | o‘yinchi (2,2) strategiyani tanlaganda (I o‘yinchi 2
sonni o‘ylab 11 o‘yinchi ham 2 sonni o‘yladi deb faraz qilmoqda) Il
o‘yinchi (2,1) (Il o‘yinchi 2 sonni o‘ylab | o‘yinchini 1sonni o'yladi
deb faraz gilmoqda) strategiyani tanlasa, u holda |I o‘yinchming
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vulig'i 4 birlikka teng boiadi, churiki | o‘yinchi Il o‘yinchi o‘ylagan
sonni, ya’ni 2 ni topgan Il o‘yinchi esa | o‘yinchi o‘ylagan sonni,
ya'ni 2 ni topa olmagan. Agar | (1,2) strategiyani tanlaganda 1l
o'yinchi (1,1) strategiyani ianlasa, u holda | 0‘ymchining yutig‘i -2
birlikka teng boiadi.
Bu misol uchun o‘yin matrisasi quyidagi ko‘rinishga ega
boiadi:
o 2 -3 oO"
-2 0 0 O
3 0O O
vO -3 4 O,
0 ‘yintugashiningm obiyati quyidagicha: lo'yinchi quyidagicha
fikr yuritishi kerak: agar Ah strategiyani tanlasa, u holda 11 o‘yinchini

A=

B: strategiyasini shinday tanlashi mumkinki, natijada a)h=maxmina,

munosabat bajarilishi kerak.
Optimal strategiyani bunday aniglash minimax usuli deb ataladi.
Bu usul bilan tanishib chigamiz. Buning uchun

02 .. 0,

N a2 — anh

o'yin matrisasini garaymiz. Bu matrisada quyidagicha tanlash
ishlarini amalga oshiramiz:

«ii axy o3
A= ey

Bu yerda liar bir satr bo‘yicha eng kichik sonlar tanlab olinib
B&a,j ={aM,a2L...,ang hosil gilingan; har bir ustun bo‘yicha eng katta

sonlar tanlab olinib maxa, ={al3=a21,...,ads hosil gilingan.

I<i<n
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Bizning misolimizda bu tanlashlar mmay={-3,-2,-4,-3},
maxa., =13,2,4,0} ko‘rinishda amalga oshirilgan.
\A<A '

Umuman olganda, B o‘yinchi Bh strategiyani A o‘ymchming

strategiyasini bilmagan hoida tanlaydi. Shu sababli, yuqoridagi
tanlashlar bir-biriga bogiiq emas.
Endi 2-marta tanlashni quyidagicha amalga oshiramiz:

max\imnaiJ={a3Va®...,aht}\=a,

minimax ={a,3az7,...,aw} =/

Biz garayotgan misolimizda bu quyidagi ko'rinishda boiadi:

maxjminah= (—3 -2,-4, 3}]——2=:>a~—2
1<IS4 1bli14 u

mlnlmaxa,, —{3 2.4, O})) =0=/?=0,

I</<4 i ia'<4

Demak, yuqoridagi fikrlash bo‘yicha | o‘yinchi %-(l;2)
strategiyani tanlaydi va u « =-2 birlikdan kc‘p yutgazmaydi.

Agar xuddi shuday fikrlashni Il o‘yinchiga nisbatan yuritsak |1
o'yinchida R =0 boiibo‘yin durang boiadi.

Ammo A o‘yin matrisasi ikki o‘yinchiga ham maium bolib, |
o‘yinchi fagat o‘zi uchun emas, balki Il o*yinchi uchun ham o‘ylashi
mumkin va aksincha. Natijada strategiya tanlash cheksiz davom
etishi mumkun.

Bu savolga javob berish uchun quyidagi o‘yin matrisasini
ko‘ramiz:

r2 -3 8 O
6 4 5 5
A—
7 2-3 6
-10 -3 1 7,

Bu yerda

a,’)_I = mgaf =max{-3,4,-3,-10} =4,

ya’ni.\ =2, 1=%
O a4, e E%gﬁaﬁz m axf,4,8,7;:4,
ya'ni i2=2, /2=2.
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“liiday qilib, i=2, j=2 juftlik ikki o‘yinchi uchun ham
Mli(Jinnl strategiya.
MurH lii misolda bar bir o‘yinchi karriida -2 birlikda yutiq mavjud,
... ho tilar ko‘proq yutiq olishga umid qilishadi.

Ikkinchi misoida esa ikki o‘ymchi ham ganoatiantiradigan eng
ipiiinal strategiya topilgan. Bu ikki holatni farglash uchun quyidagi
Im zi bir tushunchalami kiritamiz.

2-ta’rif. Matrisaii o‘yin uchun M:%G@m‘ﬁzk,,i?s,—>ai})

Non o‘yinning quyi giymati, ﬁ:n}ép/i(%aﬁagz{an,asz...,ahl}} son esa

o‘yinningyuqori qiymati deb ataladi.

1-teorema. Matrisaii 0‘yinning quyi va yugori giymatlari uchun
quyidagi munosabat o‘rinli: a aR .

3-ta’rif. Agar matrisaii 0‘yinda a =R bo‘lsa, u holda o‘yin egar
iitiglaga egadeyiladi. Bu yerda a=R=V o'yinning bahosi deb ataladi.

Mn’rif. Agar a =mnb:,=maji boisa, u holda A
<$vin» [HKWA' /, jli.ilcgiyasi maksimin deb ataladi.

% <'ill Agar B:@%a-tb:ip%minej boisa, u holda B

o’yunthining /, strategiyasi minimales deb ataladi.

Bu ikki strategiya garantiyalovchi strategiyalar (yutugni
garantiyalovchi strategiyalar) deb ataladi.

2-teorema. Agar garantiyalovchi strategiyalaming ixtiyoriy
(/./ ) juftliklari uchun

A, < a5 2
tengsizlik bajarilsagina matrisaii 0‘yin egar nugtaga ega boiadi.
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Demak, agar toiov matrisasi egar nuqtaga ega boisa, u hoida
o‘yinning yechimi ma’lum va har bir o‘yinchi o‘zining optimal
strategiyasini qoilaydi.

Biz quyida minimax teoremasini keltirish uchun ba’zi
tushunchalarni kiritib olamiz. Agar X va Y strategiyalar chekli
boisa, uholda nol summali (x,Y,A) o‘yin chekii boiadi.

3-teorema. Har ganday nol summali chekli o‘yin uchun
quyidagilar o‘rinli:

1 bunda o‘yin giymati deb ataluvchi chekli v son mavjud;

2.1 o‘yinchi uchun shunday aralash strategiya mavjudki, unda |
ning oitacha yutugi V ning giymati Il o‘yinchining harakatiga
bogiiq emas;

3. Il o*yinchi uchun shunday aralash strategiya mavjudki, unds
uning o‘rtacha toiovi V ning giymati | o‘yinchining harakatiga
bogiiqg emas.

Bu yerda, agar V>0 demak, o‘yin foydali; agar V<o demak, o‘yin
foydasiz; agar F =() demak, o‘yin durang deyiladi.

7.2. M atrisali o‘yinni chizigli prograsnmalash raasalasiga
keltirish

2-tartibli matrisali o‘yinning egar nugtasini topish. (2x2)
oichamli

0'yin matrisasini qaraymiz. Har bir o'yinchi uchun hech boimaganda
bitta optimal strategiya va V o‘yin giymatini topish uchun quyidagi
ishlami amalga oshiramiz:

1. Egar nuqgtani topamiz.

2. Agar egar ntigta bo‘lmasa, u holda optimal strategiyani topib,
o‘yinning yechimini aniglaymiz.

Faraz gilamiz, o‘yinning egar nuqtasi mavjud boimasin. Agar
a>b boisa, u holda b<c boiadi. Aks holda b egar nugta boiib
goladi. b<c boigani uchun c>d aks holda c egarnuqtaboiib goladi.
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HHmtk, <4ma, a>b. Boshqa tomondan agar a>b boisa, u holda
i '..e</ a. Agar a<b boisa, u holda a<b>c<d<a. Bu shuni
i n iHitladiki:

A'lir cgar nugta mavjud boimasa, u holda a>b, b<c, c>d va
¥ 1vdki a<b,b>c, c<d va d>a.

\j-;ir | o*yinchi (p,l-p) aralash strategiyani tanlasin. U holda

ap+d(l-p)=bp+c(l-p)=>p p<l,.

“(a-b)+c-d) ° =
Humliii Ibydalanib, | o‘yinchiningo‘rtachayutugini topish mumkin:

y -bd
V=ap+d(|—pv=——§C

.. .. L c~b
Il o' vinchining strategiyasi gq=— -———— 0<qg<l.
a-b+c-d

. o -10 . . N .
[-misol. A ] 5 matrisa uchun optimal strategiyani toping.

Mu yorda
2-1 1 2+10 12

0+10+2-1 11 '~ 0+10+2-1 1

i 11 luniki, o- <<l boiishi kerak, ammo bu misolda yuqoridagi
L W*v 1IN Dbiijarilmayapdi. Chunki biz, bu yerda egar nuqtani
il 1.....11 Itu mnliisaning egar nuqtasi mavjudboiib, u F=I.Bu
Slian ~ I, |,

li,i i hull.mlLi yugori oichamli martisani kichraytirib (2x2)
n li Imu>t Imlihiludi so‘ngra uning egar nuqtasi yoki optimal
iii ih [A\ir.i lupiliidi. Bu jarayon quyidagicha amalga oshiriladi:

A)ii | («/) matrisada barcha j lar uchun ai}>aly tengsizlik
...... - ki l:a, u holda A-satr i -satrga dominant deyiladi. Xuddi shuda
ii.uldii i -ustunga dominant A-ustunni ham aniglash mumkin (@? <%)

Dominant ustun yoki dominant satmi matrisadan o‘chrish

mmnkin. Itu jarayonni takrorlab matrisani (2x2) oicham li matrisaga
2 0 49
kollinb olish mumkin. Masalan, 1 » 3 0Yyin matrisasmmg

va 1 2

uplimal strategiyasini topamiz. Bu matrisada 3-ustun 2-ustunga
dominant. U holda 3-ustunni o‘chirib matrisani quyidagicha yozib
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2 0

olishimiz mumkin: A- 1 2 . Yangi hosil boigan matrisada esa 1-
14 11

satr 3-satrga nisbatan dominant. U holda boshlang‘ich matrisa

. . . . I .
quyidagi ko‘rinishga keladi: A" =( Z} Bu matrisa egar nugtaga ega
vV Vv
boimaganligi sababli unga mos o‘yinning optimal strategiyasim va

giymatim aniglaymiz: p =§, qzi, V:%. Shunday qilib, boshlang‘ich

o'yinda | o‘yinchining optimal strategiyasi teng boiadi: [OZZ)’; [
o‘yinchiuchunesa 110
4’4
Matrisaning satriga (ustuni) boshga satrlaming (ustuniar)
ehtimollar orgali kombinatsiyasi dominant boisa ham bu satmi
(ustun) o*chirish mumkin.
Bunda satr uchun pakl+@a1- p)ahk>akj, o<p<i; ustun uchun
pajt +(1 - play2<afk, o<p <I tensizliklardan foydalaniladi.
ro 4 6)
2-misoL - 5 7 4 o'yin matrisasini garaymiz. p =— ehti-
9 6 3
"'05-0+0,5-6'
mollik orgali kombinatsiyasidan 05-5+054 > 7 tengsizlik hosil
VO5-9+05-3, g,
gilamiz va 2-ustunni tashlab yuboramiz. Yangi hosil boigan
o &
A’= 5 4 matrisadan p=~1, 2 ehtimollar yordamida 2 -satmi

9 ¥

. 0O 6 _— S .
tashlab yuboramiz va A’'= 9 3 matrisani hosil gilamiz. Uning

: .9
giymati v =—

Matrisali o‘yinni chizigli programmalashtirish masalasiga
keltirish. Egar nuqtaga ega boimagan matrisali o‘yinlarda a <R
boiadi. Minimaks strategiyalami goilash har bir o‘ynovchiga a dan
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oshmaydigan yutugni va /A dan kam boimagan yutgaz;ishni beradi.
Bunday hollarda o‘yinchilar bitta emas, balki bir nechta
strategiyalami qoilaydilar. Strategiyani tanlash tasodifan amalga

oshiriladi.
Tasodifiy tanlash yoii bilan aniglangan strategiyalar aralash

strategiya deb ataladi.

(mxn) tartibli matrisali o‘yinda, A o‘yinchining strategiyasi
X(xI,x2...xm vektor orgali anigianadi. Bunda A o‘yinchi o‘zining 4
sof strategiyasini x. ehtimollik bilan qoilaydi, deb hisoblanadi.
X(x1,x31,...xn vektor komponentlari uchun

*i¢0, X*f=1
B
shart bajariladi.
Xuddi shuningdek, B o‘yinchi uchun Y=(y,y2-,y,) vektor
aniqgianadi:
yj*o=> %/I> ,=1
X, va y} ehtimolliklari noldan fargli boigan strategiyalar aktiv

strategiyalar deb ataladi.
A o'yinchining aralash strategiyalami goilagandagi yutug‘i
vilatida yutuglarning matematik kutilishi olinadi, ya’'ni

m n

F=‘2 Iw r

1-teorema. Aralash strategiyalarda har bir chekli matrisali o‘yin
egar nuqtaga ega.

A o'yinchi tomonidan X(xvx2...xn) optimal strategiyaning
goilanishi, unga B o0‘yinchining har ganday harakatida ham
o'yvinning bahosi V dan kam boimagan yutuqgni ta’minlash kerak.
‘Winning uchun quyidagi murr}]osabat bajarilishi kerak:

J » J =l« (7.1)

Xuddi shunga o‘xshash, B o‘ynovchi uchun Y‘'=sm=iy2...,yn
optimal strategiyasi, A o‘ynovchining har ganday strategiyasida v
ilm oshmaydigan yutqazishni ta’minlashi zarur, ya’ni
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ZV*-F i=\m (7.2)
M

munosabat bajarilishi kerak.
Eng sodda matrisali 0 ‘yinda yutuglar matrisasi
j_ i
A 2
bo‘lib, matrisa egar nugtaga ega boimasa, X=--{x,x2) va Y=(yxy%
aralash strategiyalarni va v - o0 ‘yinning bahosini topish uchun

R~ &l A1—31
A+ L2
@2~12 .
Al R—2—1 y2:«11 ““““ «22  «12  «21
k2 Q22

« 1+ «22 «12 «21

formulalardan foydalaniladi.
mxn tartibii matrisa bilan berilgan quyidagi o‘yinni garaymiz:
«11 «12

A= «21 «22

Matrisa egar nugtaga ega emas, deb hisoblaylik va shuning
uchun o‘yinning yechimini X(x1,x2,...xn), Y(ylLy2...yn) - aralash
strategiyalar shaklida izlaymiz. A - o‘yinchining optimal
strategiyasida (7.1) munosabat va B -0 ‘yinchining optiinal
strategiyasida (7.2) munosabat bajariladi. Shuning uchun, quyidagi
chegaraviy shartlami ganoatlantiruvchi (A - o‘ynovchining) optimal
strategiyasini topish masalasini qo‘yish mumkin.

anX\+a22+ ...+ amxm>V
alXxx+a2x2+ ...+ anxm>V (7.3)
aikl +a2w2+...+ainxm>V

0 ‘yinningbahosibo‘lgan v kattaliknomaium, lekindoim F>0
deb hisoblash mumkin. Bunga, agar A matrisa eiementlariga bir xil
musbat son qo‘shish sharti bilan erishish mumkin. (7.3) sistemani
hamrna cheklamalarini v ga boiib, quyidagi sistemani
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ajitj + a2lt2+ —+ ad m¢ 1

a\zh + °22722 + —+ am/m —~ (7 4)

Ptitl +al:h +- +aTnrT ~ 1
hosil gilamiz. Bunda §=xj/V, t2=x2/V , t m=xm/ V.
NN 2+...+X,H=1 shartdan
th+t2+-+tm=1/V (7.5)
tenglik kelib chigadi.

0 ‘yining yechimi v ning giymatini maksimallashtirish kerak. De-
mak, Z=tx+t2+...+tmfunksiya minimal giymat olishi kerak. Shunday
qilib, quyidagi chizigli programmalashtirish masalasi hosil bo*!adi:

au (i + fl21i2 + ese+ am\*m —~

0,2, +aZx2+ ... +amzm>1

a\nh + a2nh + - +am,fm - 1
ti>0, i=\\m (7.6)
Z=tl+t2+...+ tm->min
Bu masalani yechib, tj giymatlar va I/v Kattalik topiladi hamda
undan foydalanib xt =Vti giymatlar topiladi. B o0‘ynovchining optimal

strategiyasini topish uchun quyidagi shartlami yozib olamiz:
ally,+aly2+...+al,r/,<v

aldyi+aZy2+...+ axyn<V

(7.7)
0N+ J1 +- +a* 1 A~
yoki tengsizliklarniy gabo‘lib,
Rjju, +anu2+...+ A4, S1

OdtNHan P+- +« -1
es[sicmani  hosil gilamiz. u, %...m1 - noma’lumni shunday olish
ki-iakki, hunda (7.8) shart bajarilib,

W=uj +u2+...+u,, =1/ Vv
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fimksiya maksimum giymaiga erishsin. Shunday qilib, matrisali o‘yin-
ning yechimini topish simmetrik boigan ikkitangan ikkita chizigli pro-
grammalashtirish masalasiga keltiriladi. Bu ikkitangan masalalardan biri-
ni yechib, ikkinchisining yechimini undan foydalanib hosil gilish mumkin.
3-misol. Quyidagi mairisa bilan berilgan osyinning yechimini
toping.
4 3 4 2
3 4605
v2 5 1 3y
Yecliish: 0 ‘yinning optimal strategiyasini topish uchun
quyidagi ChPMni hosil gilamiz.
4/14-324-23 1
3,+4/2+553- 1
4fj+st2'H ~1
2ij4-52+33 1
/>0, t2>0, #8>0
Z=i,+i2+f3 rain
B o4ynovchining optimal strategiyasini topishning ikkiiangan
masalasi quyidagicha bo‘ladi:
4m +3n2+ 4u3+ 2uA<1
*3M+4u2+6m3+5m<1
M+5m2+M+3ndal
M>0, (Fr=14)
W-u, +u2+w+ud  max

Bu ikkilangan masala yechimi £/=7,0,0,~],

boiadi. Demak, v = F=  0,0,ij. Dastlabki masalaning yechimi

r=(*7*°)va X= bo<iadi'
7.3. Noaniglik Ta tavakkaichilik sharoitida garoriar gabul gilish

Bu o‘yinda tabiat va yechim gabul giluvchi shaxs (YQQSh)
gatnashadi. Tabiatda 1],T2.,.,Tn holatlar mavjud bo‘iib, ularga garshi
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YQQShda m ta .Ai,A2...,Ain tadbirlar mavjud. Tabiatga garshi o'yinni
guyidagi matrisa koi'inishida ifodalash mumkin:

B, T2 e Tn
4 \
4 % al2
a2 a2l a2 e az*
am an? &m

Bu yerda av tabiatning 2} hoSatida YQQSh A tadbimi amaiga

oshirganda uning ko‘radigan foydasi yoki zararini ko‘rsatadi. Agar
alt foyda (yutuq) boisa, bu matrisa‘yutuqlar matrisasF deyiladi. af
zarar boiganda esa bu matrisa “to ‘lovlar matrisasF deyiladi.

Bu matrisa asosida YQQSh o'zining foydasini (zararini)
maksimallashtiruvchi (minimallashtiruvchi) yoini (sof strategiyani)
tanlaydi.

Birnday strategiyani tanlash uchun minimax, Vaid« Laplas,
Sevidj va Gurvis mezonlaridan foydalanish mumkin. Bu mezonlar
bilan tanishamiz.

Laplas mezosii. Bu mezonda tabiatning barcha 7312, T n

liolatlari teng ehtimoliik bilan ro‘y beradi degan fikr asos qilib

|
olingan. Shu sababli tabiatning% T2holatlari pl-p2

ehtimoliik bilan ro‘y beradi. U holda agar YQQSh Al yoini taniasa,
uning yutugi,

211 1 cn 12
Q|_nan+nan+._.+nal,,,yok| ’_njE

In¥rirrishda boiadi. Agar YQQSh A2 yoini taniasa, uning yutugi,

QI~B‘J-i\az'i
vii hokazo. Agar YQQSh Am yoini taniasa, uning yutugi,
1n

Qn~ L am-
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YQQSh maximum yutuq beruvchi yo‘Ini, ya’ni
max - |.> > LX) =max-3la,l,
nj” “nl/ nj 10
yo‘Ini tanlaydi.
1-misol. Quyidagi iabiatga garshi o‘yinning optimal yechimini

A Tx i ™
4 7 14 14 24 1(7+14+14+24)=14,75
4 20 16 14 22 ¢ (20+16 +14+22)=18
m 9 8 10 23 -(9+8+10+23)=125
A 18 26 18 14 i(le+26+18+14)=19
Pj Jl j‘ zll A mlax%{a,, +an +,..+ain)~ 19

Yechish: Laplas mezoniga ko‘ra YQQSh A4 strategiyani
tanlasa, uning yutug‘i eng katta, ya’ni 19 ga teng bo‘iadi.

Bayes mezoni. Bu mezonda tabiatning har bir 7} holati ma’lum
bit g} ehtimollik bilan ro‘y berishi aniglangan boiadi. Bu holda

YQQSh o‘z yutug‘ini maksimal giluvchi yo‘lni, ya’ni Tax”ag,
1
beruvchi yo“Ini tanlaydi.
2-misoL Quyidagi jadval ko‘rintshida berilgan o ‘yinning

44 ? Ty §yi T, n o,n+0A+-+ap,
A 2 0 3 4 7 4,2
a2 3 6 5 4 4,8
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A3 5 8 7 3 6,2
0.1 02 05 02 mex(«ig tax2+..+am,)=6,2

Yechish: Bu misoida optimal strategiya A3. Bu yoini

tanlaganda YQQSh 6,2 yuiuqga ega boiadi.
Vald mezoni. Bu mezon o‘yinlar nazariyasidagi maximin-

minimax usuliga o‘xshaydi, Agar ai} yutuq boisa, u holda YQQSh

mex(min<®) shartni ta’minlovchi yoini tanlaydi. atj zarar boisa, u
]

mén(m_ax au) shartni ta’minlovchi Ai yoini tanlaydi,

J
3-misoL (uj zarar). Quyidagi jadvalda beriigan o ‘yinni Vald

mezoni bilan yeching.

Yechish:
min(max & )=min(24, 22, 23, 26)=22.
i i

Demak, optimal strategiya A2 va unga mos keluvchi yutugi 22
boiadi.
"x o m” B T

A
A 7 11 14 24 24
A 20 16 r 14 22 22
4 9 8 10 23 23
A 18 26 18 14 26

min {m‘:i\x(}T, =22

Sevidj mezoni Sevidj mezoni ham minimax prinsipiga
asoslangan. Fagat blinda (atj) - toiovlar yoki yutuglar matrisasi
0 ‘miga tavakkalchilik matrisasi deb ataluvchi (ro) matrisa ishlatiladi.
Bu matrisa elementlari quyidagicha topiladi:

t)j = ra-axij - uj =fij - ay, agar ay- yutug' bo’lsa, (7.9)

ry - atj- mincty =dy - a,, agar atj- yutgazuv bo'lsa. (7.10)
Bu yerda # - av tabiatning 7} holatidagi YQQShning maksimal
yutugi, (minimal yutgazuvi).
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Iy YQQSh “tabiat” ning 7} holatida to‘ia chora ko ‘rmagani

ogibatida favakkalchiiikdan ko‘rgan zarari yoki uning “afsuslanishi”
sonini bitdiradi.
4-misoh Quyidagi o‘yinni Sevidj mezoni bilan yeching.

TJ max(a,
" T By 3 ( y)
A 110000 900 110000
A 100000 100000 100000

T'I/'{Ta)J((<0/3)} =100

Bu o‘yinda YQQSh A2 yo‘Ini tanlasa, uning minimal yutgazuvi
100000 bo‘ladi. Lekin bu yerda tabiatning T holati ham, T2 holati
ham bo‘lishi mumkin. Tabiatning aniqg holati hagida tasawurga ega
boiish uchun tavakkalchilik matrisasini tuzamiz:

IS . T ”?X (rij)
A K 2 |
A 10000 0 10000
4 0 99100 99100
- = 1
n‘{n{n}ax(/h)} 0000

Demak, optimal straiegiya 4 ekan.

Glirvis mezoni. Bu mezon yasama mezondan iborat boiib,
unga asesan af migdor daromadni bildirganda optimal sixategiya

sifatida quyidagi shartni ganoatlantiruvchi straiegiya tanlanadi:
max a maxay +(1- or) minay ae [Q]
a,,-yutgazuvni bildirganda esa,

mm  aamindiy, + (1-or) maxat)j ae [0]]
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natijani ta’minlovchi A strategiyani tanlaydi. Bu yerda a-yechim
gabul qilish jarayonini subyektiv baholovchi parametr. Agar a=I
boisa, vaziyat og‘ir va uni to‘g‘rifash uchun choraiar ko‘rish
kerakligi taiab gilinadi. a =0 davaziyat yaxshi (optimal) hech ganday
chora ko‘rmasa ham boiadi deb faraz gilinadi. a ni [0;]] oraligdagi
giymati optimistik yoki pessimistik nazarga garab belgilanadi.

5-misol. Tabiat biSan boigan o‘yin quyidagi iociovlar matrisasi
bilan berilgan boisin. a =0,4

Bu o'yinga Gurvis mezonini qoilab optimal strategiyani
topamiz. Buning uchun quyidagi ko'rinishdagi jadval chizamiz va
optimal strategiyani yugoridagi shart bo‘yicha tekshiramiz:

y=mm aminan+(I- a) rr}axc. ae 01}
J
8! in(a« .
. n 2) g MiNEY max(a.) 7
71 24 23 23 71 51,8
41 24 75 23 23 75 54,2
70 16 20 16 70 48,4
16 27 13 13 27 21,4
min/=214
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Demak, au - yutgazuv boiganda optimal strategiya 4} dan
iborat ekan. Agar ai} - daromad boisa, u hoida yechim quyidagi
ko‘rinishda topiladi:

. T g p a0 MWy @) v
4 71 24 23 23 71 42,2
4 24 75 23 23 75 43,2
4 70 16 20 16 70 37,6
4 16 27 13 13 27 18,6
Optimal strategiya A2 miny =43,2

6-mlsol. Savdo korxonasida 500 birlik mavsumiy mahsulot
sotilmay goigan boisin. Bu mahsulotning oldingi narxi 20 birlikni
tashkii etgan boisin. Endi savdo korxonasi oldida mahsulotning
narxini tushirish masalasi turibdi. Mahsulot narxini necha foizga
tushirganda uning ko‘radigao zarari minimal boiadi?

Savdo korxonasi mahsulot narxini 20% (4 yoi), 30% (A2yoi),
40% (-4 yoi), 50% (4t yoi) tushirishga moijallaydi. Bu voilarni
YQQSh ning strategiyalari deb garaymiz. “Tabiat”’ning ikkita yoii
bor:

1) talabning kam egiluvchan boiishligi (7] yoi).

2) talabning ko*p egiluvchanligi (T2yoi).

Ana shulami nazarga olib quyidagi jadvallami tuzamiz:

YQQSh Narxiiing . . Sotiiadigan e
strate-  tushishi ,Cof Yandl “iauay  Ko'riladigan
. bahosi bahosi . . . zarar

glya (%) iniqdori

4 20 20 16 100 4400
4 30 20 14 150 3900
4 40 20 12 220 3360
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A 50 20 10 230 3700
4400=500-12-16-100, 3900=500-12-14-150
3360=500-12 -12-220, 3700=500-12-10-230

Bu yerda bir birlik mahsulotni savdo korxonasiga keltirish
uchun sarf quinadigan xarajat 12 birlik, deb gabul gilingan.

Xuddi shuningdek, jadval talab egiluvchanligi kuchli boigan
hol uchun tuziladi.

YQQSh Narxf"”.g Eski  Yangi Sot'lladlgau Ko'riladigan
sfrate- tushishi . . jovar
. bahosi bahosi . . zarar
giya (%) miqgdori
A 20 20 16 150 3600
A2 30 20 14 350 1100
A 40 20 12 400 1200
A 50 20 10 450 1500

I va Il jadvaldan foydalanib, toiovlar matrisasini tuzamiz va
yugoridagi usullami go‘llab yechamiz:

4 i
A Ti ° mex(aij)
A 4400 3600 4400
A 3900 1100 3900
A 3360 1200 3360
A 3700 1500 3700

minmaxa;; = 3360
I

Demak, savdo korxonasi mahsulot narxini 40% ga tushirganda
zarar minimal boiadi, ya’ni 3360 ga teng boiadi.
Masalani Laplas mezoniga asosan yechamiz:

A K 4 T aag{+al2g2+...+airgn

A 4400 3600 4000
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4 3900 1100 2500

4 3360 1200 2280

4 3700 1500 2600
1 1

) ) Tmn,(an9i +ai2 +...+angn) = 2280

Bu mezon bo‘yicha ham narx 40%o tushirilsa zarar 2280 boiadi.
Sevidj mezonini goilash uchun (ry) matrisa tuzamiz va optimal

strategiyani topamiz.

A o A 1 Max (ay)
A 1100 2500 2500
A 600 0 600
A 0 100 100
A 400 400 400

minmax =100
rol

Bu mezonga kofra ham narx 40% ga tushirilishi ma’qui.

Nazorat savollari

1. 0 ‘yinlar nazariyasining asoschisi kim?

2. 0 ‘yinning ta’rifini bering.

3. 0 ‘yin strategiyasini tushuntiring.

4. Sof strategiya deganda nimani tushunasiz?

5. Minimax usulini tushuntiring.

6. Tabiat bilan o‘yin deganda ganday o‘yinlarni tushunish
mumkin?

7. Tabiat bilan o‘yin ragiblar orasidagi o‘yindan ganday farq
giladi?

8. Vald mezoni bofyicha optimal strategiya ganday topiladi?

9. Laplas mezonini ta’riflang.

10. Sevidj mezoni bo‘yicha optimal strategiya ganday topiladi?

11. Gurvis mezoni ganday mezon?



Mustagqil yechish uchuij misollar

Quyidagi matrisali o‘yinlarni min(max) va max(min) usullari
bilan yeching.

"8 4 3 7
° 2 76 809
LA=4 3 2. A=
8 2 4 6
55 6
6 32 .y
2 '3 7 6N f5 6
3A=6 2 7 4. A= 2 3 1 5 A= 9
1 gy 7ty I? 6
6. Quyida berilgan jadvaldagi maiumotlar asosida yutugiami

maksimallashtiruvchi strategiyani toping.

7. Quyidagi keltirilgan daromadlar matrisasidan foydalanib,
YQQSh ning optimal strategiyasini Laplas mezoni asosida

toping.
8.
1N,

Ti 2 B T4
A
A 17 21 24 34
A 30 26 24 32
A 19 18 20 33
A 28 36 28 24

8. Tabiat bilan o ‘yin quyidagi toiovlar matrisasi orgali berilgan.
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E ° B

A
A 61 14 13
A 14 65 13
A 60 6 10
A 6 17 3

Vald, Sevidj va Gurvis mezoniari asosida optimal strategiyani
toping.

9. Deylik, fermer xo‘jaiigi paxta yetishtirishga ixtisoslashge
boisin. Paxtabosildorligiga “tabiat” ning 4 xil holati ta’sir ko ‘rsatishi
mumkin boisin. Tabiatning bu holatlariga garshi fermer 3 xil chora-
tadbiriami ko“rishi ogibatida turli migdorda daromad olishi mumkin.
Quyida daromadlar matrisasi keltirilgan.

A o Tt T2 T3 T,
A i 2 3 6
A 2 5 4 3
A 4 7 6 2
p 0,3 0,3 0,2 0,2

Bayes mezoniga asosan maksimal daromadni ta’minlovchi
optimal strategiyani toping.

Tayanch so‘z va iboraiar

0 ‘yin, konflikt holat. nol summali o‘yin, matrisali 0°‘yin,
strategiya, optimal strategiya, chekli va eheksiz o‘yin, toiovlar va
yutuglar matrisasi, 0‘yinning quyi va yudgori bahosi, maxirnin va
minimax strategiyalar, egar nuqgta, o‘yinning yechimi, aralash va sof
stategiyalar, rnatrisa, chizigli programmalashtirish, strategiya, optimal
strategiya, tabiat bilan o‘yin, yechim gabul giluvchi shaxs (YQQSh),
yechim gabul giiish mezoniari, “tabiat”ga garshi o‘yin, yechim gabul
giluvchi shaxs (YQQSh), yechim gabul giiish mezoniari.
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4. Atamaning gisgacha
ma’nosi

Tajriba natijasi,
ment

Tajriba natijasida ro‘y be-
rishi oldindan anig boima-
gan hodisa tasodifiy hodisa
deyiladi.

Tajriba natijasida har gal
ro‘y beradigan hodisa mu-
garrar hodisa deyiladi.
Birorta ham elementar
hodisani 0z ichiga olmagan
hodisa mumkin boimagan
hodisa deyiladi.

Bitta tajribada biror tayin
hodisaning ro‘y berishi taj-
ribaning qolgan hodisalari-
ning ro‘y berishini yo‘qga
chigarsa, bunday hodisa-
larga birgalikda boimagan
hodisalar deb aytiladi.
Amalga oshishi bir xil im-
koniyatli boigan hodisalar
teng imkoniyatli hodisalar
deyiladi.

A hodisaning ro‘y berish
ehtimoli deb, hoclisa ro‘y
berishiga qulaylik. tug‘di-
ruvchi elementar hodisalar
sonining, teng imkoniyatli
yagona mumkin boigan
elementar hodisalarning

eksperi-
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umumiy soniga nisbatiga
aytitadi.

Agar tajribalar son! yetar-
licha ko‘p bo‘lib, shu
tajribalarda garalayotgan a
hodisaning ro‘y  berish
nisbiy chastotasi - W(A)
biror o ‘zgarrnas pe[0,1] son
atrofida turg‘un ravishda
tebransa, shu p sonni A
hodisaning ro‘y  berish
ehtimoli deb gabul gilamiz.
Bunday usulda aniglangan
ehtimol hodisaning statistik
ehtimoli deyiladi.
Tashlangan nugtaning ¢
sohaga tushish ehtimoli
uning yuziga proporsional
boiib, g soha ¢ sohaning
gayerida joylashganligiga
bog‘lig boimasin. Bu shart-
larda garalayotgan hodisa-

ning ehtimoli ,, for-
G(yuzi)

muia yordamida aniglanadi.
Bunday usuldagi ehtimol-
likga geometrik ehtimollik
deyiladi.

Tasodifiy migdor deb, taj-
riba natijasida mumkin
bo‘lgan, oldindan noma’-
lum va tasodifiy sabablarga
bogiig boigan giymatlar-
dan bittasi va fagat bittasini
tayin ehtimol bilan gabul gi-
ladigan kattalikka aytiladi.
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Agar tasodifiy migdor gabul
giladigan giymatlami chekli
yoki sanoqli ketma-ketlik
ko‘rinishida yozish mumkin
boisa, bunday tasodifiy
migdorga diskret tasodifiy
miqgdor deyiladi.

Biror chekli yoki cheksiz
sonli oraligdagi barcha giy-
matlami  gabul  qilishi
mumkin boigan tasodifiy
migdor uzluksiz tasodifiy
migdor deyiladi.

Agar x biror bir gimmat-
baho qog‘ozning daramod-
liligi boisa, matematik ku-
tilma uning o‘rtacha daro-
madliligini bildiradi.

Agar X biror bir gimmat-
baho gog‘ozning daramod-
liligi boisa, dispersiya
uning riskini bildiradi.

0 ‘rtacha kvadratik chetla-
nishi deb, dispersiyadan
olingan arifmetik kvadrat
ildizga aytiladi.

Diskret tasodifiy miqgdor-
ning mumkin boigan qiy-
matlari va ulaming ehti-
mollari orasidagi moslikni
tasodifiy miqdoming tag-
simot qonuni deb ataladi.
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Agar x tasodifiy miqgdor 0,
1,2, ..., n giymatlami
p{x=k)=c" nPk(\-Pr \
O<p<l, 0<k<,n
ehtimolliklar bilan qabul
gilsa, bu tasodifiy miqgdor
Binomial gonun bo‘yicha
tagsimlangan deyiladi.
Agar X tasodifiy migdor 0,
1,2, ... giymatlami
P(X:k):E<rA A>0, (=012,,..

ehtimolliklar bilan gabul
gilsa, uni Puasson gonuni
bo‘yicha tagsimlangan taso-
difiy migdor deyiladi.

Agar X tasodifiy miqdor 1,
2, ... giymatlami
P(X=k)=(\-p)pk-\ pe(0,l), A=1,2
ehtimolliklar bilan gabul
gilsa, uni Geometrik gonuni
bo‘yicha tagsimlangan ta-
sodifiy migdor deyiladi.
Agar uzluksiz tasodifiy
migdoming zichlik funksi-
yasi

ko‘rinishda boisa, bu taso-
difiy migdor nornial tagsi-
mot gonuniga bo‘ysunadi
deyiladi va u N(a,a) ko'ri-
nishda belgilanadi.

Agar uzluksiz tasodifiy

migdoming zichlik funk-
siyasi



Ko'rsat- lNokasa-
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0, agar x<a,
/(o*):.B-_-E;, agar a<,x<b,

0, agar x<ib.
ko‘rinislida bo‘lsa, bu taso-
difiy miqdor (a,b) oraliqda
tekis tiigsimot gonuniga
bo‘ysun£idi deyiladi.

Agar uzluksiz iasodifiy mig-
doming zichlik funksiyasi
f& \_f ° aBar x-C

X' agar x>().
ko‘rinishda boisa, bu taso-
difiy miqdor ko‘rsatkichli
tagsimot gonuniga bo‘ysina-
di deyiladi. (bu yerda x >0-
0°‘zgarmas musbat son)
Amaliyot uchun juda ko‘p
tasodifiy sabablarning birga-
likdagi ta’siri tasodifga de-
yarli bogiig boimaydigan
natijaga olib keladigan shart-
larni bilish juda muhimdir,
chunki bu hodisalaming
ganday rivojlanishini oldin-
dan ko‘rabilishga imkon be-
radi. Bunday shartiar umu-
miy nomi “Katta sonlar go-
nuni’’ deb ataluvchi teorema-
iarda keltiriladi.
Ixtiyoriy s >0 son uchun

pix - m{x)\s) < 7 -
yoki
p(\x-M{x)\<§)>1-~1
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Agar ntabogiiq boimagan
tajribalarning har birida
biror A hodisaning ro‘y
berish ehtimolligi p (0 < p

<1) boisa, u holda m ning

ushbu \mnp\ (c_
Jnpg

0‘zgarmas son) shartni ga-

noatlantiruvchi barcha giy-

matlari uchun tekis ravishda

NIB A KINY
tenglik bajariladi.

Agar A hodisaning n ta
bogiig boimagan tajriba-
laming har birida ro‘y
berish ehtimolligi o°‘zgar-
mas va p (0O<p<l) ga teng
boisa, u holda yetarlicha
katta n larda A hodisaning

mi dan m2 tagacha ro‘y
berish ehtimolligi P(mi< m
< m2) tagriban quyidagicha
hisoblanadi:

P(mi<m< ) ~I>(x)- 0(x2.
To‘g‘ri  chizigdagi  har
ganday B to‘plarn uchun

n
Agar X tasodifiy migdor
juda ko‘p sondagi o'zaro
bogiigmas tasodifiy mig-
dorlaming  yigindisidan
iborat boiib, har bir had-
ning yigindiga ta’siri e’ti-
borga olinmaydigan dara-
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jadajuda kam boTsa, u hol-
da X ning tagsimoti noimal
tagsimotga yaqin bo‘ladi.

Bosh to'plam deb tanlanma
ajratiladigan obyektlar to‘p-
lamiga aytiladi.

Agar N hajmli bosh to‘p-
lamning mumkin bo‘lgan
xvx2, x N- giymatlari
takrorlanmaydigan bo‘lsa,
bosh to‘plam dispersiyasi

D(X)=DB=+-fj(x,-xsf
M il

formula bilan topiladi.
Tanlanma to‘plain (bundan
keyin tanlanma) deb umu-
miy to‘plamdan tasodifiy
ravishda ajratib olingan ob-
yektlar to‘plamiga aytiladi.
Kuzatilgan x, giymatlaming
ortib yoki kamayib borish
tartibidayozilgan ketma-ket-
liNN variatsion gator deyiladi.
Kuzatilgan x, giymatlaming
ortib yoki kamayib borish
tartibida yozilgan ketma-
ketligining xt- hadlari va-
riantalar deyiladi.
Kuzatishlar soni n -chas-
totalar, ulaming tanlanma

hajmiga nisbati wt=—-

nisbiy chastotalar deyiladi.
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Empirik tagsimot fiinksi-
yasi (tanlanmaning tagsi-
mot fimksiyasi) deb har bir
X giymatuchun X <x hodi-
saning nisbiy chastotasini
anigiaydigan .
funksiyaga aytiladi.
Tanlanmadan tuzilgan ixti-
yoriy L{xv x2,....x,,) funk-
siyaga statistika deyiladi.
Nazariy tagsimot noma’lum
parametrining statistik ba-
hosi deb kuzatilgan taso-
difiy migdorlardan tuzilgan
funksiyaga aytiladi.

Agar o* baho va e noma’-
lum parametrlar  uchun
&;@M(O') =0 munosabat
o‘rinli boisa, u holda 6"
baho asimptotik siljimagan
baho deb ataladi.

Agar On baho uchun har
ganday s>0 da
limP(j0,, -0\> ¢J=0 shart ba-
jarilsa, ya’ni on baho 6 ga
ehtimol bo‘yicha yagin-
lashsa, u holda Q, asosli
baho deyiladi.

Agar d parametrning 0~ va
9H siljimagan baholari
uchun biror n hajmli tan-
lanmada D(Or}) < D(0ni)
o‘rinli boisa, u holda 0g 1
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faaho &2 bahoga nisbatan n

hajmli tanlanma uchun sa-
maraliroq (optimalroq)
baho deyiladi.

Berilgan n hajmli tanlan-
mada eng kichik disper-
siyaga ega boigan baho, bu
hajmda eng samarali baho
deyiladi.

Agar nomaium parametr
bitta 9 son bilan baholansa,
u holda bu baho nuqgtaviy
baho deyiladi.

Ikkita son (interval chetlari)
bilan aniglanadigan baho
intervalli baho deb ataladi.

(8-5,S+(? interval noma’-

lum parametrni berilgan vy
ishonchlilik bilan qoplovchi
ishonchlilik intervali deb
ataladi.

Agar n hajmli tanlanma-
ning  mumkin boigan
Xr x2, x ,, - qiymatlari tak-
rorlanmaydigan boisa, xT-
tanlanma oitacha

X, +x2+..+.x, 1A
=" = 2>
n

formula bilan topiladi.
Agar n hajmli tanlan-
maning mumkin boigan
XV X2, X ,, giymatlari
takrorlanmaydigan bo‘lsa,
tanlanma dispersiya
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D{X)=DT= ~ fj(xi ~xT}1

formula bilan topiladi.
Bosh to‘plam dispersiyasi
uchun statistik baho sifatida

DT=— . - xTf tanlanma
nkA

dispersiyasini olish mumkin

emas. Chunki bu baho

siljigan baho boiadi, ya’ni
M(DT)*DB. Bu holda biz

M(DT)Z—n- DB tenglikni

bosh to‘plam dispersiyasi
uchun siljimagan statistik
baho sifatida olamiz va uni

o i )
s2 n—lD;r ko‘rinishda bel

gilab “tuzatilgan” disper-
siya deb ataymiz.
Mediana deb, variatsion
gator variantalarini son ji-
hatidan teng ikki gismga
ajratadigan variantaga ayti-
ladi va Me kabi belgilanadi.
Agar X belgining har bir
mumkin boigan giymatiga
Y belgining bitta mumkin
boigan giymati mos kelsa,
u holda v belgi x belgining
fimksiyasi deyiladi:

Y =f{X)
Agar belgilardan birining
o°‘zgarishi ilckinchi belgi
tagsimotining 0°zgarishiga
olib kelsa, u holda bu ikki
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belgi orasidagi bogianish
statistik bog‘lanish deyiladi.
Agar bir-biriga statistik
bogianishda boigan ikki
belgidan birining o ‘zgarishi
ikkinchi belgi o‘rtacha qiy-
matining o'zgarishiga olib
kelsa, u holda bunday sta-
tistik bogianish korrelat-
sion bogianish deb ataladi.
X =x giymatga mos ke-
luvchi Y ning kuzatilgan
giymatlari arifmetik o‘r-
tachasini shartli oitacha
deb ataymiz va yx Kko‘-
rinishda belgilaymiz. Xuddi
shunday usulda ”~-shartli
o‘rtacha tushunchasi ham
aniglanadi.
Y ning X ga to;g‘r chizigli
regressiya tanlanma teng-
lamasi

(y*-y) =Px(x-x)
Tanlanma korrelatsiya ko-
effitsiyenti deb, ,r=

(maiumotlar gmppalanma-
sa),  yoki

(maiumotlar gruppalansa)
ga aytiladi.
y hing x
korrelatsion nisbati

er—

= nisbat bilan anig-

ga tanlanma
deb,

lanuvchi kattalikka aytiladi.
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. Y\(y X-y\
v Tewa & A& y

- shartli yoki gruppalararo
o‘rtacha kvadratik chetla-

nish; <y= _
o‘rtacha kvadratik chetia-
nish; «- tanlanma hajmi; nx
- x belgining x qgiymati
chastotasi; ny - v belgining y
giymati chastotasi; y —y
belgining umumiy o ‘rtachasi;
n - r belgining x =x gamos
shartli o‘rtachasi (x grup-
paning gruppa o ‘rtachasi).

Egri chizigli korrelatsiyada
y ning x ga regressiya
funksiyalari quyidagi ko‘ri-
nishda boiishi mumkm:

yx=ax2+bx +c (ikkinchi tar-
tibli parabolik korrelatsiya);
yx=ax" +bx%+cx +d (uchin-
chi tartibli parabolik kor-

relatsiya); y =—{giperbolik.
X

korrelatsiya).

Ba’zi amaliy masalalarda
ikkita emas, balki ikkitadan
ko‘prog belgilar orasidagi
bog'lanishni o'rganish za-
ruriyati tug'iladi. Bu holda
belgilar  orasidagi  kor-
relatsion bogianish to‘p-
lamiy (ko‘plik) korrelatsiya
deb ataiadi.
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Error of the
first kind,
type 1 error

Errors of
the second
kind,
type 2 error

CoBo-
KyMHbIIA
KO3(-
rLmeHT
Kop-
penaummn

Cratucta
yeckasi
rmnortesa
KoHkypu-
pytoLas
unn anb-
TepHaTUB-
Hasi
rmnoTesa

MNpocTasa
rinoresa

CnoxkHasa
rmnoresa

OwnobKu
nepBoro

poaa

OwnbKn
BTOPOro
poja
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z belgining x vay belgilar
hilan bogiiglik  zichiigi
quyidagi:

TI-,1 .

0<R<1
umumiy tanianma Kkorrel-
atsiya koeffitsiyenti bilan
baholanadi.
Kuzatilayotgan t.m. hagida
aytilgan ixtiyoriy fikrga
siatistik gipoteza deyiladi.

Asosiy gipotezadan gara-
ma-qarshi boigan ixtiyoriy
gipotezaga raqobatlashuv-
chi yoki alternativ gipoteza
deb ataladi.

Fagat bitta da’voni 0z
ichiga oigan gipoteza oddiy
gipoteza deyiladi.

Bittadan ortiq sondagi da’-
volarni 0z ichiga oigan
gipoteza esa murakkab
gipoteza deyiladi.

Statistik yechim asosida
asosiy faraz u to‘g‘ri boi-
gan holda ham rad etilishi
mumkin. Bunday xatolik
birinchi tur xatolik deyiladi.
Statistik yechim asosida
alternativ gipoteza to‘g‘ri
boisa ham rad etilishi
mumkin. Bunday xatolik
ikkinchi tur xatolik deyiladi.



Statistik
kriteriya

Kritik soha

Gipotezani
gabul
gilinish
sohasi

Bir
tomonlama
kritik soha

Ikki
tomonlama
kritik soha

Kriteriya-
ning
guwati

Statistical
tests

Falls in the
region

Region of
acceptance

One-tailed
tests-region
of rejection

Two-tailed
tests-region
of rejection

Power
criterion

Ctartuc-
TU4yeckKas
KpuUTepus

Kpntu-
yeckas
0611acTb

O6nacTb
NPUHATNS
runoTesbl

OpfHocTop
OHHSIA
KpUTK-
Yeckast

o6nactb

[BycTo-
POHHSASA
KpUTK-
yecKast

06n1acTb

Mouy-
HOCTb
KpuTepus

322

Statistik kriteriy (yoki od~
diygina kriteriy) deb, asosiy
gipotezani tekshirish uchun
xizmat qiladigan tasodifiy
miqdorga aytiladi va bu
tasodifiy migdor odatda kK
bilan belgilanadi va K
kriteriy deb ataladi.
Kriteriyning HO- asosiy gi-
potezani rad giladigan
giymatlar to‘plami kritik
soha deb ataladi.
Kriteriyning HO- asosiy gi-
potezani qgabul giladigan
giymatlar to‘plami gipo-
tezani gabul qilish sohasi
deb ataladi.

Agar kritik soha K >kk
tengsizlik bilan aniglansa, u
holda uni o‘ng tomonli Kri-
tik soha;

Agar Kkritik soha K <kk
tengsizlik bilan aniglansa. u

holda uni chap tomonli
kritik soha;
Agar  kritik  soha

K >kkr, K<kk tengsizliklar
bilan aniglansa, u holda uni
ikki tomonli kritik soha
deyiladi.

Konkurent gipoteza to‘g‘ri
boiganda kriteriyning kritik
sohada boiish  ehtimoli
kriteriy quwati deb ataladi.



Muvo-
figlik
kriteriyasi

“Xi-
kvadrat”
muvofiglik
Kriteriyasi

Matematik
model

Chizigli
program-
ma-
lashtirish

Chiziqgli
program-
malashti-

rishning
umumiy
masalasi

Goodness
of fit

Chi-square
goodness
of fit test

Mathema-
tical model

Linear
program-
ming

The overall
objective
of linear
program-

ming

Kputepwii
cornacus

KpuTepuii
cornacus
«XN-
KBajpar»

MaTtema-
TUYecKast
Mozesnb

JInHelHoe
nporpamm
npoBaHme

O6uueii
3afauven
NINHeR-

HOro
nporpamMm
i poBanms
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Muvofiglik Kkriteriysi deb,
bosh to‘plam nomaium
tagsimotining taxmin qili-
nayotgan qonuni hagidagi
gipotezani tekshirish uchun
xizmat qiluvchi kriteriyga
aytiladi.
Ho: bosh to‘plam normal
tagsimlangan gipotezani
tekshirish uchun kriteriy
xr=Y -
« w*
tasodifiy miqdor garaladi.

0 ‘rgani'ayotgan iqgtisodiy
jarayonning asosiy xossa-
larini matematik munosa-
batlar yordamida tavsiflash
tegishli igtisodiy jarayon-
ning matematik modelini
tuzish deb ataladi.

Agar

gl(x1,x2,....xn) < bn (i=\m),
Z=f (x,,X2,...,xn) #>max Mma-
saladagi barcha gi(xJx1,...,x!)
va f(xtx2x, ) funksi-
yalar chizigli boisa, bu
masala chiziqgli programma-
lashtirish masalasi deyiladi.

sifatida

Chizigli programmalashti-
rish masalasi (ChPM) umu-
miy hoida quyidagicha
ifodalanadi:



Kanonik
shaklda
yozish

Tayanch
reja

Aynima-
gan
tayanch
reja

Aynigan
tayanch
reja

Qavariq
toplam

Canonical
form

Reference
plan

Non-
degenerate
reference
plan

Degenerate
reference
plan

Convex set

KaHoHU-
yeckas
thopma
3anucu

OnopHbIN
nnaH

HeBbIpoXx-
[EeHHbI
OMOPHBbINA
nnaH

BbIpoX-
JeHnn
OMOpPHbIi
nnaH

Bbinyk-
/10 MHoO-
XKecTBo
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aux, +anx2+...+a, x, =b,,
atIXi+atxx2+...+akxn <bk,

amxl +amix1+...+ amx,,>bm
Xj>0, j=\n,
K= Cxl +cmx2+..,+¢ xn —mex (in)
Chizigli programmalashti-
risl  masalasi (ChPM)
kailonik ko‘rinishi:
a, taQx2+ _taixa=

akixt +at2x2+...+ahlx,,=bl,

AA+anX+- +V . =bmr
Xj>0, j=ln,
7=H+cx2+..+cxn  mn
Kanonik ko‘rinishda beril-
gan ChPIlvining joiz yechimi
(joiz rejasi) deb, masalaning
shartlarini ganoatlantiruvchi
har ganday x =(x1xi,...,xn)

vektorga aytiladi.

Agar Xo=(x?x°,...x°n) bazis
rejadagi musbat koordi-
natalar soni m ga teng
boisa, u holda bu reja ay-
nimagan bazis reja deyiladi.

Agar Xo= bazis
rejadagi musbat koordi-
natalar soni m ga teng

boimasa, u holda bu reja
aynigan bazis reja deyiladi.
Agar
A2eC

ixtiyoriy AeC va
nugtalar bilan bir



Yechimlar
ko“pbur-
chagi

Simpleks
usul

Optimaliik Optimality

shard

Creating
polygons

Simplex
method

condition

MHoro-
rPaHHNK
PeLLEHNI

Cnwm-
M/1IEKCHbIN
MeTO[,

Ycnosue
onTu-
MaU1b-
HOCTU
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datorda bu nuqgtalarning
4=a,A +ta2Ar
0<«j<l0<a2<laj+a2=]
gavariq kombinaisiyasidan
borat nugta ham C
to‘piamga tegishli boisa,
}la’ni AjeC, eC=> AeC
h>oisa, u holda C to‘plam
cavarig to‘plam deb ataladi.
AN 4aIR<hi,

a2/l +aZ2x2<b2, ya

NN+HAA N,
cheklamalami ganoatlanti-
ruvchi gavariqg ko‘pburchak
reja  ko‘pburchagi deb
ataladi.

Simpleks usuli eng keng
foydalaniladigan barcha ra-
gamli algoritmlardan foy-
dalanadigan keng targalgan
chizigli dasturlash usulla-
ridan biri. Bu 1940-yiida
ishlab chigilgan boiib chi-
zigli  dasturlash  model
sifatida ham iqtisodiy ham
harbiy rejalalarni amalga
oshirish uchun ishlatilgan.
Agar biror bir

Xo=(xi,

bazis reja uchun

A <0, (j=i«) tengsizlik
o'rinli boisa, u holda bu
rejaoptimal rejaboiadi.



Chiziqgli
tengla- Basic
malar solution of
sistemasi-  the linear
ning bazis  equation
yechimlari
Sun’iy induced
bazis basis
Berilgan The
original
masala
problem
Ikkilangan Dual
masala problem
Nosimmet- Non- )
. symmetric
rik masala
problem
Resurslar  Resource
holati o status

BasnCcHbI

peLueHune
CUCTEMbI
NHeR-

HbIX ypaB-

HEHne

NckycceT-

BEHHbIN
6asunc

NcxogHas

nnm
npsivasi
3ajava

[ABoicT-
BeHHasi
3afava

He
CYMMET-
puyecKast
3ajava

Crartyc
pecypcos
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Chizigli tenglamalar siste-
masida erkli o°‘zgaruvchi-
larga 0 giymat bersak, bazis
0 ‘zgaruvchilar ozod had-
larga teng boiadi. Natijada
X 0= (blb2..bm0,:;d) bazis
yechim hosil boiadi. Bu
yechimni boshlangich
bazis yechim deb ataymiz.

Sun’iy bazis o‘zgaruvchi-

lariga mos Pmv P2 Pmm
vektorlar  “sun’ily  bazis
vektorlar” deb ataladi.

AX =B,

X >0, j ~\,n, YyokKi

F =CX -> max.

AX = B,

Xj >0, y =i,», masalaga

F = CX —rain.

berilgan masala deyiladi.

ANC\ yokj
F~BTY->min.
ArY<cT, masalaga

F -BrY->max.

ikkilangan masala deyiladi.
AX<B,

Xjzo. y=u masalaga

F=CX -»max.

nosimmetrik go‘shma

ATYZCT,
masala » >q j _

F=BTY min.
Optimal yechimning ikki-
langan bahosi - resurslar
tanqisligi darajasining oi-
chovidir.



Kamyob
resurslar

Kamyob
boimagan
resurslar

Ikkilangan
simpleks
usuli

Transport
masalasi

Ochiqg
modelli
transport
masalasi

Yopiq
modelli

Deficient
resources

Non-
deficient
resources

Dual
simplex
method

The
transportati
on problem

The balan-
ced trans-
portation
problem

The
unbalanced

Oepunynt-
Hble

pecypcbl

Hege-
rumnT-
Hble
pecypcsbl

[BoicT-
BEHHbIV

CUMIMIeKC-
HbIA MeTOof,

TpaHc-
nopTHas
3ajava

TpaHc-
nopTHas
3afavac
3aKpbITON
MOZeNbHo

TpaHc-
nopTHas
3afaya c
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Mabhsulot ishlab chigarishda
toia ishiatiladigan xom-
ashyo “tanqis  (defitsit)
xomashyo” deyiladi.
Mahsulot ishlab chigarishda
toia ishlatilmaydigan xom-
ashyo “notangis (kamyob
bo:Imagan) xomashyo”
hisoblanadi.
Sunday masalalami ikki-
langan simpleks usul bilan
yechish uchun eng avvalo
masalaga qo‘shma
ATY <Cr
F =BTY -» max.
ladi. So‘ngraoddiy
simpleks usulida yechiladi.
Transport masalasi - chi-
zigli programmalashtirish-
ning alohida xususiyatli
masalasi boiib, bir jinsli
yuk tashishning eng tejamli
rejasini tuzish masalasidir.
Bu masalaning qoilanish
sohasi juda kengdir.
Agar mahsulotga boigan
talab taklifga teng boima-
m n

masala tuzi-

sa, ya’ni ) muno-
H A

sabat o‘rinli boisa, u holda

bunday masalalar ochiq

modelli transport masalasi

deyiladi.

Agar mahsulotga boigan
talab taklifga teng, ya’ni



transport
masalasi

Aynima-
gan
transport
masalasi

Aynigan
transport
masalasi

Potensial-

lar usuli

transportati
on problem

A non
degenerate
transportati
on problem

A dege-
nerate
transportati
on problem

Potential
method

OTKPbITOM
MOfeNbHo

He
BbIPOX-
JleHHast
TpaHc-

nopTHas
3ajadva

BbIpox-
[eHHaA
TpaHc-
nopTHas
3afaya

MeTog
NnoTeH-
unanos
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m n - - -
%ziaiz'ij tenglik o‘rinli

boisa, u holda bunday
masala  yopiq  modelli
transport masalasi deyiladi.
Agar talablaming yig'ndisi
takliflarning  yigindisiga

teng emas, ya’ni .
g y G jsH

HczN={12.mnj boisa, u
holda bu transport masalasi
aynimagan transport masa-
lasi deyiladi.

Agar talablaming gismiy
yig‘ndisi takliflarning qis-
miy yigindisiga teng, ya’ni

G Jff

HaN={\2,...,r\ boisa, uhol-
da bu transport masalasi ay-
nigan transport masalasi
deyiladi.

Potensiallar usuli - trans-
port masalasini yechish
uchun qoilangan birinchi
aniq usul boiib, u 1949-
yilda rus olimlari L.V.Kan-
torovich va M.K.Gavurin
tomonidan yaratiigan. Bu
usulning asosiy g'oyasi
transport masalasiga mos-
lashtirilgan simpleks usul-
dan iborat boiib, birinchi
marta chizigli program-
malashtirish  masalalarini
yechish usullariga bogiiq



s- usul

To‘la
butun sonli
program-
malash-
tirish

Epsilon-
constraint
method

Fully
integer
linear
problem
program-
ming

e- MeToq

MonHoCcTLIo
Lenoymc-
NeHHas 3a-
[la4n INHEN-
HOro
nporpaw-
MMPOBaHUSA
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bo‘imagan holda tasvirlan-
gan. Keyinroq, xuddi shun-
ga o ‘xshash usul amerikalik
olim Dansig tomonidan
varatildi. Dansig  usuli
chizigli programmalashti-
rishning asosiy g‘oyalariga
asoslangan boiib, Amerika
adabiyotida bu usul modi-
fitsirlangan tagsimot usuli
deb yuritiladi.

Aynigan transport masala-
sida ayniganlikni yo'qotish
uchun g va bj lardan tu-
zilgan xususiy yig‘indilar-
ning o'zaro teng boimas-
ligiga erishish kerak. Bu-
ning uchun dj va bJ larning
giymatini biror kichik songa
0 ‘zgartirish kerak. Masalan,
yetariicha kichik s> 0 sonni
olib, a va bj lami o‘zgar-
tiramiz, ya’ni s masala
tuzamiz: s yetariicha kichik
son boiganligi sababli hosil
boigan  masalaningX(s)
optimal rejasi s =0 da beril-
gan masalaning optimal
yechimi boiadi.

Agar butun sonli prégram-
malashtirish masalalaridagi
noma’lumlaming hammasi
uchun  butun boiisihlilik
sharti go‘yilsa, bunday ma-
salalar toia butun sonli



Gomori
usuli

Statsionar
nugta

Logranj
funksiyasi

Nochiziqli
program-
ma-
lashtirish

Gomoiy
method

Stationary
point

MeToga
"omopwu

Craumo-
HapHas
TouKa

Lagrangian ®yHKLUSA

function

Nonlinear
program-
ming

JlarpaHxa

Henun-
HellHoe
nporpamm
npoBaHne
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programmalashtirish
masalalari deb ataladi.
R.Gomori usuli, Nomaium-
jarga butun  boiishlilik
sharti qo‘yiiganligi sababli
ChPMlarini yechish usul-
larini  BSPlarini  yechish
uchun qo4llab bo‘Imaydi.
BSPMlarini yechish uchun
ulaming xususiyatlarini na-
zargaoluvchi usullar yaratil-
gan boiib, uiar orasida ame-
rika olimi R.Gomori yarat-
gan usul optimal butun sonli
yechimni beruvchi eng aniq
usullardan biri hisoblanadi.
Gomori usuli yordami bilan
toia butun sonli hamda qis-
man butun sonli masalalami
yechish mumkin.

V}jI)q a0 'j=\n sistemaning

yechimlari statsionar nuqgta-
lar deb ataladi.
F(X,X)=F(X)+%{bt~SHOX «,=!)
klassik Lagranj funksiyasi.
Agar

gl(xI,x2,....xn<bl,(i =Im),

Z =f(xi,X2,...,X,,)-+ Max
masaladagi gfa, x2, x,,) va
f(x1, je,..., x,,) funksiyalar-
dan kamida bittasi chizigsiz
funksiya boisa, u holda bu
masala “chizigsiz program-
malashtirish masalasi” de-
yiladi.



Dinamik
program-
rnaiash-
tirish

Qavariq
program-
ma-
lashtirish
masalasi

Kvadratik
program-
ma-
iashtirish
masalasi

Strategiya

Optimal
strategiya

Dynamic
program-
ming

Convex
program-
ming

Quadratic
program-
ming
problem

Strategy

The
optimal
strategy

JuHa-
MUYeCKoe
nporpam-

MUpOBa-
Hue

BbInyk-
noe
nporpam-
MUpOBa-
Hue

3agaun
KBagpa-
TUYHOe
nporpam-
MUpoBa-
HYA

Crtparte-
rms

onTtu-
MasibHas
cTparterus
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Parametrlari 0 ‘zgaruvchan
miqgdor bo‘iib, ular vaqgtning
funksiyasi deb garalgan ma-
salalar “dinamik programma-
lashtirish masalasi” deyiiadi.
Hozirgi davrgacha eng yax-
shi o‘rganilgan chizigsiz
programmalashtirish masa-
lalari  qi(x,,x2.:.,xJ va
f(x,,xIt...xm iunksiyalar ga-
variq (botig) boigan holdir.
Bunday masalalar “gavariq
programmalashtirish
masalalari’’ deb ataladi.
Igtisodiy amaliyotda uch-
raydigan ko‘p masalalarda
gXx,,x2,...,xJ  funksiyaiar
chizigli boiib, f(X,x2...,x,)
magsad funksiyasi kvad-
ratik formada, ya’ni

H MH
ko‘rinishda boiadi. Bunday
masalalar kvadratik prog-
rammalashtirish masalalari
deb ataladi.

Butun jarayonning yechimi
0°‘zaro bogiangan yechimlar
ketma-ketligidan iborat
boiadi. 0 ‘zaro bogiangan
bunday yechimlar ketma-
ketligi strategiya deb ataladi.
Oldindan tanlangan mezon-
ga ko‘ra eng yaxshi natijani
ta’miniovchi strategiya op-
timal strategiya deb ataladi.



0 ‘yinda
strategiya

O'yinda
optimal
strategiya

Toiov
matrisasi

0 ‘yinning
cjuyi
bahosi
0 ‘yinning
yiigori
bahosi
0 ‘yinning
bahosi
Maitrisali
o0'‘yinda
egair nugta

Aralash
strategiya

The
strategy in
game
theory

The
optimal

strategy in cTparerus

game
theory

Pay off
matrix

The lower
price ofthe
game
The top
price of the
game

Game price

A saddle
point in the
matrix
game

Mixed
strategy

Crtparte-
rvsa B
Teopuu
urp

ontun-
MauibHast

B TEOpUU
urp

Mnatex-
Has
mMaTtpuua

HwkHas
LeHa
urpbl

BepxHasa
LeHa
urpbl
LeHa
urpbl

CepnoBa

TOYKa B

MaTpuu-

HOI urpe

CwmeLlaH-
Has cTpa-
Terns
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0 ‘yinchining  strategiyasi
deb, o‘yinchi mumkin bo‘l-
gan har ganday holatda tan-
laydigan rejasiga aytiladi.
Optimal strategiya deb, be-
rilgan o‘yinchiga, o‘yin bir
necha marta takrorlanganda
eng katta mumkin boigan
oitacha yutugni ta’min-
lovchi strategiyaga aytiladi.
Matrisa satrlarini 4 stra-
tegiyalarga, ustunlarini Bj
strategiyalarga mos
an an mm ahn
N ad a2 ah

X a2 & ‘vml
keltirib J1- 0 ‘yin matrisasini
hosil gilamiz. Bu matrisa
to‘lov matrisasi yoki yutuq
matrisasi deb ataladi.

Matrisali 0‘yinning quyi va
yugori giymatlari uchun
guyidagi munosabat o‘rinli:
a<p.

a=p =V o‘yinning bahosi
deb ataladi.

Agar matrisali  0‘yinda
a=p bo‘lsa, u holda o‘yin
egar nugtaga ega deyiladi.

Tasodifiy tanlash yo‘li bilan

aniglangan strategiyalar ara-
lash strategiya deb ataladi.
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