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РОЗД1Л 1

П опередш  в щ о м о сп

П1д випадковою величиною  X  класично розум!ють вектор 
( Х ' ,Р , ) ,  / е  /V , де X j  -  дш сне число, X ,  < Х м  ; -  вщ повщ на до

X j  ймов1рн1сть, N  -  множина 1ндекс!в.
При м н о ж и т  N  1ндекс1в неск!нченн1й можливими е 1снування 

дискретних чи неперервних випадкових величин.
М ножима А  називаеться нечггкою до  противаги м ножин! В , 

якщ о 1ндикаторна функщ я Х а  множини А м ае вигляд

Анал!тичною множимою називаеться тд м н о ж и н а повного 
сепарабельного м егричного простору, яка е неперервним образом 
простору 1рраш ональних чисел.

Поняття анал 1тично! множини запроваджено Н.Н. Луз!ним i 
п!зн1ш е узагальнено н а  випадок метричних i тополопчних простор!в.

Анал!тичною множимою  в дов!льному тополог!чному простор! 
X  називаеться тд м н о ж и н а  цього простору, яка е образом замкнуто!' 
тд м н ож и н и  простору !ррац!ональних чисел при п!внеперервному 
згори багатозначному вщображенн! з б!компактними образами точок ! 
замкнутим граф!ком. Бшомпактний npocrip е тополог!чний npocrip , в 
кожному в!дкритому покритт! я кого е тополог!чний прост!р, в 
кожному вщ критом у покритт! я кого м!ститься сю нченне п!дпокритгя 
цього ж  простору. Б!компактне в!дображення е в!дображення одного 
простору в !нший, при якому прообраз кожноТ точки е б!компакт.

Число х е  Z  називаеться частковим власним значениям 
лш ш ного оператора А ,  що д!е !з банахового простору X i  в банах!в 

npocrip Х 2 , якщо р!вняння А х = Afx мае ненульов! розв’язки, де /  е 

!зоморф!зм деяких п!дпростор!в Ф, с  Х \  , Ф 2  с  Х 2 , /Ф ] =  Ф 2 ■
Ерм!тово-б!л!н!йною формою е екв!валентн!сть (!зоморф!зм) 

ерм!тових простор!в (в просторах з ерм!товою метрикою).

( 1 . 1 )

при ш дикаторш й функц!!' х в  множини В внгляду

( 1.2 )
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Абстрактним вшер1вським простором називаеться тр!йка 
де Я  с  дш сний сепарабельний пльберт!в npocrip; В  е 

Д1йсний сепарабельний банах!в npocrip , сформований як поповнення 
Н  по деяю й вим!рн!й норм!, / -  в!дображення включения Н  в В  . 

ГИвнорма ! -Ц на Н  називаеться вим!рною, якщ о V e > 0  icnye 

проектор Р0 такий, що

я | | ^ | |  >«■}<«• V p: P I / ’q . (1.3)

Тут р  -  гаус!вська M i p a  на Н  .

А бстрактною в!нер!вською mi рою р ,  з дисперс!ею I 
називаеться едине а  -адитивне продовження на борсш вське поле в В 
продовженоУ на цил!ндричн1 множини в В  гауавськоТ м1ри //, в 
г!льбертовому Н .

1нтефал по Mipi р ,  в В  називаемо абстрактним в!нер!вським 
1нтефалом. Bin е функш оналом.

1нтефалом в сенс! Бохнера по M i p i  р ,  е 1нтеграл вщ  функцп s i  

значениями в банаховому простор!. В1н вважаеться сильним 
!нтеф алом  по скалярш й M i p i .

Ф ункщ я / ( х ) ,  х е  Е , з! значениями в банаховому В0 
називаеться !нтеф овною  по Бохнеру, якщ о вона с сильно вим!рною i 
для кожно!' апроксимую чо! посл!довност! {/„(х)} простих функщ й

I'm  | | / ( х ) - / „ ( х | |  р ,(с Л :)= 0 . (1.4)
п—>00 оо

Тод! 1нтефалом Бохнера по м н о ж и т  Ь а  В називаеться

I'm \ x b{x)fn (x )p l {dx),  (1.5)
ь п^ ь

д е  Хь(х ) -  'ндикаторна функщя множини b , а границя розум!еться в 

сене! сильно! зб!жност1 в банаховому простор! В0 . Ця ф аниця icnye i 
не зал ежить в!д вибору апроксимую чо! послщовност! простих 
функщй.

Слабким розподш ом на тополопчном у векторному простор! L 
називаеться клас екв!валентносп л!н!йних в!дображень F

тополог1чного спряженого простору L в м ножи ну випадкових 
величин, заданих на деякому ймов1рностному простор! (залеж ном у в!д
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F ) .  Д ва таких розподш и Ғ\ i F2  екв1валентн1, якш о для довольного

сю нченного набору У\,Уг,—,Ук ' 3  ^  випадков! вектори

Ғ \ { у \ \ Ғ \ ( у 2 \ . . . ,Ғ х(ук ) \ Ғг ( у х\ Ғ 1( у 2 \ . . . ,Ғ 2 ( у к ) маю ть однаковий 

розподш.
Поняття слабкого розпод!лу екв!валентне п о н я т о  цил 1ндрично '1 

м!ри, тобто -  якщ о в!дображенню  Ғ  вщповщае Mipa и ,  то 
prob{(F(y \) ,Ғ ( у 2 Ғ ( у к ) )е  £ } =  Ғ } . ( \ . 6 )

Якщ о виходити з нормального розподш у, запровадженого 
Слгалом, то  слабкий розпод 1л, вщповщний гаус1вськ!й цш пндрнчн 1й 
M i p i  //, з д и сп ер асю  I , називаеться нормальним роз под! лом в 

пльбертовому простор! Н  з параметром I i  позначаеться п , .

Д ля кожного h e  Н  випадкова величина п , (h)  м ае нормальний

роз под! л  !з середн!м значениям 0  i дисперс!ею l\h\2 .

Абстрактний ф ей м атвськ и й  !нтеф ал  запроваджуеться 
наступним чином:

Хай Ф с  Я  с  Ф ' -  тр!йка д!йсних сепарабельних пльбертових 

простор!в, пов’язаних щ ш ьними вкладеннями Г!льберта-Ш м!дта; S ,  

S '  -  простори основних функщ й ! узагальнених м!р на Ф ; Я :Ф - » Ф  

-  л!н!йний неперервний оператор, Я > 0 ;  ( A D , D ) : S - * S '  -

в!дпов!дний диф еренш альний оператор; S  -  позитивна нормована

м!ра в Ф , зосереджена в точц! 0. В простор! S '  розглянемо наступну 
задачу Кош! для р!вняння Шред!нгера:

v ( l ) = 0 ,  y(0) = S . (1.7)

Ця задача мае единий розв’язок у, = v ( t) .

Ф ункш онал v , : S  С :  f  ->  ( и , , / )  називаеться фейнман!вським

!нтеф алом  в простор! S  .
В ж ш ом у поданн! абстрактний фейнман!вський ш теф ал  

визначаемо наступним чином:
Хай В -  симетричний, позитивний ((Д х ,х )> 0 , х  * о )  з 

щ ш ьною областю визначення DB оператор в гш ьбертовому простор!
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X . Розглянемо залеж ну вщ  уявного параметра (iy)  функщ ю

х ( у , е ) = е х . ^ ^ ( в в , е ) ^ ,  (У g  DB).  Всередин! право! п1вплощини

(R eZ  > О) вона абсолю тно ш тегровна по в  по будь-якому 

скп 1ченновим!рному пщ простору Р Х  = Х р с  DB . За них обставин 

/ ( у ,  в )  визначае в X  кваз!м 1ру /г,й , для якоУ вона служить 
характеристичним функш оналом.

Для кожноТ функц!'! внгляду / ( х ) =  де и е уявна

M ipa (j|^ |<oo), icnye !нтеф ал

\ А х)Рт{<1х)=  Jim \ f { px)/-‘m \d x )=  \е  2 ' K (d e )  (1.8)
X X  X

i називаеться фейнмашвським 1нтегралом. Туг /  -то то ж н !й  оператор.
Двократний абстрактний ш теграл по гаус1вськш Mipi в 

комплексному простор! можна розум!ти як ш теграл по комплексшй 
гаус!вськ!й кваз!м!р!, я  кий означуеться наступним чином:

Нехай В -  симетричний, позитивний {(Вх,х)  > 0, х * о )  з! 

щшьною областю визначення D B оператор в пльбертовому простор! 
X . Розглянемо залеж ну в!д комплексного параметру z  функщ ю

^ ( z ,0 )  = ехр- (У б £)й , R e z > 0 ) .  Всередин! правоУ

П!ВПлощини вона абсолю тно ш тегровна по в  по довш ьному 
ск!нченновим!рному п!дпростору Р Х  = X p <zDB . За цих умов 

функщя x (z , в )  визначае в X  кваз!м!ру р : В , для якоУ вона служить 
характеристичним функш оналом.

Вважаемо В  обмеженим -  DB = X  .

Д ля кожноУ функщУ внгляду / ( х ) =  де  v  -
X

комплексна м!ра (j|i'||<oo), icnye !нтеграл по комплексн!й гаус!вськ!й 

кваз!м!р!
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| / ( * к : в ( л ) =  lim ^ f ( P x ) ^ ( dx) = Se ^  >l{dO),  R e - > 0 .  (1 9 )
X  p~* X  X

Якш о X  -  дш сний локально випуклий тополопчний  npocrip 
R , елементами якого е ф ункци, в тому чисти i вектор-функшУ, i в X  

задано а  -адитивну гауЫвську м!ру /.г, вщ омими е вирази для

похщ них Радона-Никодима р , ( х ,а )  = ^ ^ - ( х )  при зсув! на елемент
Ф

а е Х , X  -> у  = х  + а  \ р 1( х , Т х ) = ^ - ( х )  при лш ш ному
d p

перетворенн! X  - + у  = Т Х , ле  Т : Х  -> X  е лш ш ний оператор на X

такий, для якого 1снус обернений оператор 7 - 1  i Т ~ ] : Х  -> X , 

причому фбксований елемент а е  X  i оператор Т  задовольняю ть в а м  
умовам, при яких водночас Р \{х ,а )  i р 2{х,Тх)  мають смисл, -  то для 

операторного р!вняння
Tx = z ,  (1.10)

л е  х е Х  с  невщ омий елемент простору X , z e X  -  заданий, Т  -  
лш ш ний обмежений оператор в X  i 1снують вирази р\ ( T u , - z )  i 

р 2{и,Тч) ( и е Х )  розв’язок р!вняння (1.21) подасться у  вигляд! 

континуального ш теграла

х  = j u p \ ( T u , - z ) p 2(u ,Tuyi(du).  (1.11)
X
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РОЗД1Л 2
А бстрактн и й  BiiiepiBCbKinl ш те гр а л  по сп1вм иож ннку добутку 

rayciecbKHX Mip в ком п лексн ом у  простор!
2.1. К о м п л ексн и й  банах!в  n p o c rip  i аб страктн и й  

в!нср!вський  ш те гр а л
Розглядатимемо абстрактний ш теграл по гаус!вськ!й м!р! в

комплексному простор! з елементами z  =  R e z  +  / I m z ,  / 2  =  - 1 ,  де R ez 
е елементом абстрактного в!нер!вського простору (/|(с , Я Кс, 5 Кс) з 

Я Ке -  д! йен им сепарабельним пльбертовим простором, 5 Кс -  

поповненням дш еного сепарабельного гш ьбертового простору Я Кс по 

деяк!й вим!рн!й норм! в д!йсний сепарабельний банах!в прост!р, /Rc -  

вщношенням вклю чения H Rc в BRc себто iRcb e H  для b e  BRe при 

BRe -  спряженому простор! до  BRc, /Re -  спряженому в!дображенню

до ;Rc, H R e = H Rc .
Д аний комплексний npocrip  розум!емо добутком простор!в 

абстрактного в!нер!вського та абстрактного фейнмашвського.
Для д!йсного сепарабельного г!льбертового простору H Re 

скалярний добуток У х , у  е  H Rc позначаемо (•^>’) Rc, норму елемента 

х е  Н Rc -  породжену скалярним добутком ( v ) Re -  позначаемо

И к с = Л -
Частково впорядковану м ножи ну ск!нченновим!рних

ортогональних проектор! в PRe в д!йсному сепарабельному

г!льбертовому простор! H Re позначатнмемо Ф Ке, причому 

визначаю чою  властив!стю для ск!нченно! впорядкованост! Ф Ке 
розум!тимемо

(PRe( H ) c : Q Rc(H))=>(PRc < Q Rc) ,  PRe е  Ф Кс, 0 Re е  Ф Кс .

Поле PRc вс!х цил!ндричних множин E Re в д!йсному 

сепарабельному пльбертовом у простор! H Re визначаемо
цил!ндричними множинами вигляду

£ Кс =  {х е Я Кс; PRex e F Re},
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де FRc с борел!вська п!дмножина в PRe H R e.

Цил1ндричною функц!ею / ( • )  на д!йсному сепарабельному 

пльбертовому простор! H Re називаемо функшю вигляду 

A x )=<p (pr cx ) . pRe е Ф Ке, х е  H Re , 
де tp( )  -  борел!вська функц!я, визначена на PRe H R c.

Розглядатимемо випадкову величину зв ’язану з

цил!ндричною функщ ею  / ( х ) =  q>(pRcx ) » х  е  ^R c • визначену р!вн!стю

7(<у) = <p(n(ej, )(<у)’ nieh  k"))- 0)€Q (21 )
де ej^ ,ej2 ,.. .,ejs -  орти, на як! проектуе ортопроектор PRe, Q  — 

класичний ймов!рностний npocrip.
Кожна цил!ндрична м!ра fi, , як функщя множини, автоматично 

е цилшдричною  функщ ею  -  ! для не'! можна означити випадкову 
величину / / , ,  пов’язану з м!рою //, вар!антом (2 . 1).

Д ля таких випадкових величин використовуемо зб!жн!сть по 
ймов!рност!, тобто виходимо з того, що посл!довн!сть |и ,п (<у)}

зб!гаеться по ймов!рност! до //,(<у), якщ о V f > 0  Зи 0 :

|Д л ((и )-Д ,(ед | >  г}<  с  для и > п0  .

Виходячи з  включения

S Re с  H R e =  H R e  с  f i Rc 

для абстрактного в!нер!вського простору (iRc, H Re, BRe) критер!ем

належност! елемента х е  H Rc до BRe будемо вважати

5 Rc -
„  |(x^>Rex e H Re; sup ------------ <co

XeHRc \\y\\Re
y*0

Кожна цил!ндрична функщ я, побудована на основ! 
цилшдрично'У м!ри / / , ,  автоматично е функщ ею  слабкого розподш у -  ! 

функщ ею  випадковоТ величини fi,  побудованоТ на баз! (2 . 1 ).
Нехай
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A , . ( £ r c )  =
K' J ^ R c  , J  e x p a

2 /
/ Rc >  0

Re

raycincbKa (цил!ндрична) Mipa на H Rc з параметром /Rc .

П1д абстрактною  в1нер!вською м!рою р ,к розгляданого

продовження <т -адитивноТ функц!!' /z,re -  породжено! гаус1вською 

цил1ндричною м!рою //,Rr на H Rc -  на с!м’Т ecix цшиндричних

множим в 5 Re розум(емо продовження / / ,Rc на борел!вське поле в

банаховому сепарабельному д!йсному простор! S Rc.

1нтефал по Mipi р , ^  будемо розум!ти в cenci Бохнера.

Vx е  S Re запровадимо ......

/ V  ( ^ .  £ R c )=  P / r ,  ( £ r c  +  х), £ r c с  « / ,Rc , 
д е  <8 Src -  с!м’я ecix борел!вських множин в банаховому

сепарабельному дш еном у простор! S Re.

Розглянемо у  = I Rcx  + h , / Re -  тотожн!й оператор в BRe.

Теорема. Для всякого h  е  # Re Mipa />,R̂  (/?, • ) с екв!валентна 

Mipi /),Rr , i для всяко!' р , ^  -  1нтефовноТ в сенс! Бохнера функци / ( у )  

з! значениями в банаховому простор! В , можна записати

| / ( у ) - % е ( Ф ) =

• (2 .2 )
= J  exp

2 / Re //» P ' * M )
f ( x+h)

Доведения. Будемо розглядати (A, • ) Rc як випадкову величину 

на банаховому сепарабельному д!йсному простор! 5 Rc оск!льки для 

всякого h  е  А/Ке функш онал (А, • ) //  визначено майже скр!зь в SRe 

в!дносно м!ри р , ^ , i в!н м ае нормальний розподш з  нульовим
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с е р е д т м  i дисперс^сю f /Кс j  в ймов!рностному простор! 

K e . A g , ) -
Врахуемо випадок обмеженоУ неперервноУ д!йснозначноУ 

комплекснозначноУ функц! У f { y )  на д!йсному сепарабельному 

банаховому простор! S Re. Ф ормула (2.2) е цшком справедливою.

Нехай g  =  / |  .
“ Re

А ле зв!дси теорем а мае м!сце для { / { у ]  де / ( у ) ^  Bq 

дов!льному бан аховом у ,! (2 .2 ) переписуеться у  вигляд!

§Г (у \ р ,ъ (<*у)=

8RC f ,  1 ’ (2 ‘3)

= -i ехр{" } | | / ( х + ^ (<&)
«...

де • -  норма в банаховому сепарабельному простор! Вп.
I I  и  у 0

Тод!, оск!льки для р , ^  -  !нтефовност! функц!У / ( у )  з!

значениями в банаховому простор! В0  необхщ но ! досить сильно!" 

вим!рност! f ( y )  i p ,Re -  !нтефовност! | / ( у ) | |в  , то  теорему доведено.

Ф ормула (2 .2 ) наочно !люструе не!нвар!нтн!сть абсфактноУ 
в!нер!вськоУ м!ри в!дносно зсуву.

2.2. О бертовнЕсть вщ ображ ень в R"
Лема. Нехай Т  -  диференцш овне вщ ображення вигляду 

Т  = 1 + К ,  д!юче в В " , де /  -  тотож нж  оператор, с 1 !т в (в п ) = т ,  

m < п  \ К  -  сю р’ективне в!дображення; !снуе В - 1 : /?"' —» /?” , ||/Г|| <  1.

Тод! d im А Г 1 ( « " ') = /я .

Т ут K '  - похщ на Фреше.
Доведения. Я кщ о и -  неперервне л!н!йне обертовне 

вщображення банахового простору Е  в банах!в npocrip F  \ v -  
л!н!йне неперервне в!дображення банахового простору Е  в банах!в 
npocrip F , що задов!льняе нер!вн!сть
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то лш ш не неперервне вщ ображ ення (м + v) банахового простору Е  в 

банах1в npocrip F  також  с обертовним воображ ениям . Отже, для Т  -  
неперервно диф еренш йовного вщ ображення деякоТ вщкрито! множини 
и с £  в Ғ , де  Е  i F  -  скш ченновим !рт, обертовш сть Т'(а ) , а  е й  
означае, що £  i £  е одн!сТ розм1рност! i якоб!ан Т  в т. а  у вибранш  
систем! координат е  вщ мш ним в!д нуля. Звщси одержимо 

d im / l - 1  (£ '” ) = «  i щ о якоб!ан Т  = ( l  + К): R ' " R 1" вщм!нний вщ 
нуля.

Л ем у доведено.
Насл!док. Н ехай Т  -  обмежений лш ш ний оператор в 

банаховому сепарабельному д!йсному простор! 5 Re. Т  = /  + К ,  1 -  

тотожнш  оператор в банаховому сепарабельному дш еном у простор! 
S rc -  Якщ о А '( 5 ) с H Re i 7|Hr = /  +  A|Hr -  обертовний оператор в

Н Re, то  оператор Т  : S Re —» S Re також  с обертовним.

Доведения. Н еперервне л Ы й н е  вщ ображення с 
диференшйовним по Ф реш е. Ф реш е-пох!дна в!д неперервно л!н!йного 
оператора е сам цей оператор,

Наел!док доведено.
Нехай ГКе лппйне в!дображення банахового сепарабельного 

д!йсного простору SRc в себе, проф!ксоване наслщком.

Позначимо °7ке борел!вську м!ру

°7'Ке(£Ке)=  A g .^ R e ^ R e )) , E Rc е  <в{ВКе) , ф Ке) -  борел!вське 

поле в BRe.

2.3. Ы тегр у ван н я  части н ам и
1нтефування частинами в (/Rc,H Re, 5 Re) зд!йснюсмо зп д н о  

алгоритму
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I< p( f(x \  D g (x )(h ) )p lRc(dx)=

Sr,
r . (2-4)

J  7 - (h ' x ) rc »’l/"(x )’s (x ) ) -< p {D f{x ) (h \g(x )) p lRc{dx),
BRe I'Re
за умов

(a> \ Н 4 о  Г Р>Я' ̂ ) <co;
8 r ,

(б) 1снують пост1йн! г  >  О, М  < <ю так!, що

J I / H / r  I g H o / V  (Л, <& )<  М  д л я  BGix |Л| <  г  ;
Sr, 

в) функщя

^р(|1°/(Л + + %  +|/(х + %  М * + Ml/Ẑ .c)
с р .  -  1нтеф овною , д е  И е Н а с \ | | - |  -  норма в простор!

Rc 11 ""Re.'"
л!н!йних оператор!в, що д!ють !з H Re в прост!р F ; / ( ■ )  i g (  )  е 

c \ i  -  функщ ямн, визначеними на BRc з! значениями в пльбертових

дш сних просторах F  i G  в!дпов!дно при розум!нн! п!д C j ^  функщй

и(х)  з! значениями в х , для яких м'(х) !снуе для кожно"! в!дкрито! 

множини U ( x e U )  ! в!дображення х  ->  и '(х)  множини U  в L (H Re,x )  

с неперервним; <р(-,-) -  бипш йне вщ ображення !з F x G  в довш ьний 

!нший г!льберт!в д!йсний npocrip  К ; О (- )  -  похщна Ф реш е по 

пщ простору Н Rc; /?,Re (h, d x )  визначасться р!вн!стю

\ f ( x  + y  + h )p ,{d y )=  \ f { x  +  >-)p,Rc { h ,d y ) .

fiRc s Rc

В випадку <p(u, у )  -  симетричного б!л!н!йного в!дображення 

при належност! D g (x ) (h )e  L(BRe, G ) ,  D g (x ) (h )e  L(BRe, F ) ,  де 

L(BRe, F ) ,  L(BRe,G )  -  простори лш ж н и х  оператор!в, що д!ють
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вщ повщ но S Rc ->  F  у 5 Rc - > G  -  розглянемо взаемнооднозначн! 

вщображення '\,x \ D g { x \ H Ke) - ^  F  , ^  :D g ( x \ H Rc) - *  G  .

За таких обставин едино можливо е розглядати симетричш 
б!л !н !й т форми < p(j(x \ D g (x \h ) )  i tp ( D f ( x \ h \  g (x )) як функшонуюч! 

кожна в единому npocropi -  якщ о ми розглянемо 1зом орф 1зм и N, 

(диктований вщ ображенням Ч ']) з вужчо!" з  областей D g (x ) (H Kc) та 

F  в Н Re, та К 2  (диктований вщ ображенням ) з  вужчоТ з областей 

0 g (x )(tfRe) та G  в / / Re.

Теорема. Бш1н1йне симетричне вщ ображення tp{u, у )  цшком 

визначае в абстрактному в!нер1вському простор! (/Re , / / Re ,S Re) 
формулу ш тегрування частинами (2.4) для кожно"! достатньо мало"! 

вщкрито"! тд м н о ж и н и  U c : H R e <zBRe при ш тегровних c L
Rc

функщ ях / ( х ) ,  g (x ) ,  якщ о результат дп  !зоморф!зм!в N1, i К 2  е 

множина U . При цьому для </>(и, у ) , и е  F , y e G  виконуеться

^ ( Ц, у ) = К Г ,К 2 1(К 1И, К 2 у ) .  (2.5)

Доведения. Виходячи з вищ евикладеного, на основ! правил дй  
оператор! в, формула (2 .5) е очевидною. Область U  е необхщно 
в!дкритою для можливост! !снування пох!дно! Фреше. За вимоги 

U0 = m \n {% D g (x ){H Re), Ғ }=  min{4,2 D g (x )( //Re), С} 
для одержания повноти доведения теореми полиш асться вимагати 
U  <zU0 , ! при використанн! формули !нтегрування частинами (2.4) 

цшком певно користуватися !зоморф!змом скалярного добутку в Н Кс.
Теорему доведено.
Таким чином показано, що скалярний добуток в !зоморф!зм!, 

застосованому до  дш сних пльбертових простор!в F  i G ,  належно 
визначае формулу !нтегрування частинами в абстрактному 
в!нер!вському простр! (iRc, H Re, B Rc).

Розглянемо в якост! бш ж йноУ  форми ^(м, у )  антисиметричне 

б!л!н!йне вщображення.
При розгляд! D g ( x ) e  L(BRc, с ) ,  D f { x ) e  L(BRc, Ғ )  аналопчно 

попередньому запроваджуемо в!дображення Ч ', : D g (x ) (H Rl.)->  F , 

^  : D g (x ) (H Rc) - *  Ғ . За цих обставин розглядасмо антисиметричн!

15



б т ш й ш  форми < p(f(x \  Dg(x)(h))  i ip (D f(x ) (h \g (x ) ) ,  тобто маемо 

мож лив1сть розглянуги 1зоморф 1зми К] з вужчоУ з  областей 

D g (x )(H Re) та Ғ  в H R e, К 2  з вужчоТз областей D f ( x ) ( H Re)  та  G  в 

"Re-
Теорема. Б ш ш й н е  антисиметричне в1дображення ip(u, у )  

цшком визначае в абстрактному вж ер!вському простор! ( i^e, H Re, B Re) 

формулу ш тегрування частинами (2.4) для кожноТ достатньо малоТ 

тд м н ож и н и  U  a  H Rl. a  BRe при штегровних c} / r  функщ ях / ( .г ) ,

g ( x ) ,  якщ о результат дй' 1зоморф!зм!в Kj i К 2  с множина ( / ,  а п!д 
антисиметричним бш!н!йним в!дображенням розум!емо зовн!шн!й 
добуток. При цьому для р(м, у ) ,  u e F ,  y e G  виконуеться

«К», у ) = К Г 1^ 2 1((х 1м. К 2 Т )). (2 -6 )
де ((• ,•))  е зовн!шн!й добуток.

Доведения. Виходимо з  того, що для пльбертових простор!в — 
зокрема для дийсного сепарабельного пльбертового простору WRe -  

спряжений npocrip сп 1впадае з вихщним.
Виходимо з алгебри Грассмана, звщ ки формулювання теореми е 

очевидним. Д ля двох елемент! в u e F ,  y e G  вираз

^ г т ) )  записуеться як

к 2 у ) ) = П ( | - 4 ( / - ( ( к , “ .  М ) ) ) .
S

де /  с тотожне в!дображення, Л5 -  власн! числа перетворення 

( / - ( ( К 1Ы, К 2 у ))).
Теорему доведено.
2.4. BapiauiY м н ож ин  в аб страк тн ом у  в!нер!вськом у  простор!
Виходимо з  вар!ац!й множини в локально компактному 

простор!, оскш ьки кожен ск!нченновим!рний npocrip  е локально 
компактним ! ми послугуемо ортогональними проекторами Рп е  Ф в 
ск!нченновим!рн! простори в теорй  абстрактних в!нер!вських 
простор! в.

П!дходимо до  вар!ац!й в абстрактному в!нер!вському простор! 
(zRc, Я Ке, S Re) з  постави п!дрозд!лу 2.1.
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Розглянемо ортопроектори Р„ е Ф ,  шо при базис! {еп } в H Re
п

проектують Я Кс на P„HRl. , Рпх  =  ^ х кек . « < d i m / / Rc, дг* е  Л 1 ,
*=1

* =  1, со .

Природньо, PnH Re с гзоморфним координатному простору /?".

Нехай /„  -  п -вим!рний замкнутий куб !з PnH R e, |х^| 

г{ -  А:-вим1рна пперплош ина, натягнута на як!сь к  1з орт!в \es ), 

s  = l , n ,  /  =  1,2,..„ С * .

Нехай Pn-k ( q )  -  (и-А :)-вим!рна пперплощ ина !з P„HR t , шо 

м!стить точку д е т [  \ г!перплощина р 1п_к (д) -  ортогональна до тк .

Розглянемо Е -  довш ьну замкнуту ш дмножину РпН Re,

E<zPnH R c , причому Vq" [е Г \p ,n_k (q)j -  число компонент множини

Е ^ Р п - к { ч ) ' шо леж ать всередин! куба /„  ! не мають спш ьних точок з 

границею куба 1п .

Теорема. Для кожноТ замкнугоТ множини Е  с  5 Rc величина 

Vo” \Еглр'х _к {д ^  як функщ я точки д е т к' с вим!рною />* по 

Лебегу, д е  абстрактний в!нер!вський ш теграл розумюмо як !нтеграл в!д 

функщ онала, а /«, -  неск!нченновим!рний куб в H Rc, Р ю -к (<?) — 

г!перплощина в Я Ке, не натягнута на т! А -  орт!в es , j  =  1, А -  на як!

натягнуто пперплощ ину г” .

Доведения. 1нтеф ал в!д функщ онала надае можлив!сть самого 
себе розум!ти як неявно заданий функш онал, тобто зд!йснювати ! 
кратне !нтегрування.

Виходимо з обмеженост! ! неперервност! Vq1  п  р!с_к (<7 )), !

нехай g  =  Vqt  ( f i  п  (<7 )) е звуження v "  ( б  п /?*-*  О /) )  на г!льберт!в 

прост!р Я Ке. Зв!дси випливае, шо випадкова величина g  м ае зм!ст !

g  = Vq* ( е  о  p i _ k (q))__________ ______________ _______

A lisher N avoiy 
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майже скр!зь вщ носно р , ^  .

Зв 1дси ми можемо вибрати таку послщ овш сть ортогональних 
проектор1в {Рп } 1з частково впорядкованоУ множини Ф ecix 

ортопроектор!в в Я Ке, сильно збгжну до  тотожнього вщображення,

що g(Pn ■) зб!гасться до Vq“ [е п р 'х _к (^)) майже скр!зь вщносно 

Pi . Цим маемо

v 'o“ (Е ^ ^ к ( й ) ) =  П т  £ ( /’„х)(<7) =77—>СС

=  lim  4 " { Е г л Рп-к(ч)}  =  I 'm  v^''(ғ. п  fi'n_k (q)). 
n-»QO 'Р„И n_>co

М аемо зб1жшсть вираз! в функц! й по ймов!рност!. За
необх!дност! переходимо до  такоУ пщпослщовност! ортопроектор!в Рп ,

що попередня зб !ж т с т ь  буде зб!жн!стю майж е скр!зь щ одо p ,Rc .

Теорему доведено.
2.5. Н орм альн ! розподщ и (л г а л а
Д ля д!йсного сепарабельного пльбертового простору # Re 

розглядасмо nRe( ) -  л!н!йне вщображення, V/) е  Н ^ е вигляду

” Re(A) =  Е ( Л- ек ) Нв n R c k ) ,  (2.7)
к=\

де «Re(e* ) =  с нормальний розпод!л -  запроваджений С!галом,

к }  -  орти в H Re.

О ск!льки посл!довн!сть являе собою  послщ овш сть
незалежних гауавськи х  випадкових величин, кожна з яких мае 
нормальний розподш  з нульовим середш м ! единичною  дисперс!ею, то

ряд (2 .7) зб!гаеться в простор! L2(Q ,m )  до сдиноУ випадковоУ величини 

%с ( ) -
Слабкий роз под! л , визначуваний вщображенням иКе( ) ,  

називаемо нормальним розпод!лом в WRe з параметром 1 .

На основ! кожного базису {е*} в H Re , за необхщност!, можна

сформувати базис типу {е* +ет }, А =  1, со, т  -  ф!ксоване з 

щ!льностями розподш у
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-КС

А ч  +ет)= j f et ( / - u ) fem (u)du, (2.8)
- 0 0

де

/ е< (/) -  иллымсть роз под! лу  орта ек .

А також imiii базиси -  додаю чи р!зш ет для застереження 

незалежност! одержуваних випадкових велиичн /?(• )

2.6. П и тан и я  в л асн и х  зн ач ен ь
Розглянемо />„ ( - )  -  ортогональний п  -вим!рний проектор в 

Я Ке , {/,„ } е Ф Ке -  частково впорядковану м ножи ну ортогональних 

проектор!в в WRe; л!н!йний оператор Лце в 5 Кс з  природн!м 

звуженням на Н ц е .

Природньо, Л е  /?' с д!йсним власним числом лш ш ного 
оператора /lRc, якщо ЛКсх  =  Лг для якогось х  е  5 Ке, а  х  е власним 

вектором л!н!йного оператора ЛКе, в!дпов!дного власному значению 

Л .
Розглянемо власн! значения Л,, ! власн! вектори х„ л!н!йного 

оператора ЛКс в Z5,,И Rc, тобто виходитимемо з класичних означень 
власного значения ! власного вектора лш ш ного оператора в п  - 
вим!рному простор! Pn H R c, себто

*RcPnXn=*nPnx x-
Теорема. Для обмеженого лш ш ного оператора /lRe: BRe 5 Re 

власн! числа ! власн! вектори знаходяться в результат! розширення 
г!льбертового простору Я Ке до  банахового простору fiRe в результат! 
процедури побудови абстрактного в!нер!вського простору 
(zRe, f f Rc,f iRc) п!ля ф ан и чн и х  переход!в

lim Л„ =  Л , lim х„ =  х  е  Я Ке,
п-»оо

причому розглядана зб!жн!сть зд!йснюсться в режим! сильно!" 
зб!жност!.
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Доведения. Зб1жшсть {Л„} як д1йсночисловоУ послщ овносп з Л 

при и ->  оо по будь-якш  п1дпосл1довнсот! дае екв 1валентний ефект.
Розглянемо зб1жн1сть {ЛцеРпх п } при л  ->  оо, причому 

враховуемо передую чу зб 1ж 1псть Рп - » /ц с , де  / r c -  тотожн!й 

оператор в WRe, паралельноз розглядом зб!жност! {Рпх„}.

Для обмеженого л1н!йного оператора ЛКе i направленост!

Й я с^ п } ' випадковий елемент /lRe мае смисл, i -4r6  = ЛКс майже 

скр!зь вщ носно p ,Re . Отже, можна вибрати таку ш дпослщ овш сть

{ P „ } g  Ф Кс с и л ь н о  зб!ж ну до  тотожнього в1дображення, що {ЯКеР „ (- )} 

зб!гаеться до /fRc майж е скр(зь в!дносно р , ^  .

Оск!льки кож ен проектор Р„ можна продовжити по 

поперервност! до  проектора р ’ в банаховому сепарабельному 

простор! 8 Кс, то  одержано потр!йний перех!д (Л„Рпх п ) .
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Р03Д1Л 3
Д в о к р ат н и й  аб ст р ак тн и й  ш те гр а л  по гаус!вськ1й Mipi 

в  к ом п лексн ом у  простор!
3.1. А бстрактн и й  ф ей н м а ш в сь к и й  ш тегр ал  з познцн 

rayciecbK oro  в к о м п л ек сн о м у  простор!
Роглянемо npocrip , де  Н\т е уявний сепарабельний пльберт!в 

npocrip  з фейнмаш вською  нормою | - | Ini = ( - v ) lm 5 0  при скалярному 

добутку в ( / # )  стандартного дш еного вигляду, позначуваному

Нехай Ф |т  -  частково впорядкована множина 

скш ченновим 1рних ортогональних проектор!в Р||п в гшьбертовому 

Н Ут, де для проектор1в Р,,,,, Q [m запис P\m <Q\m означае, шо

Л ш  ( ^ l m  )  с  £?Im ( ^ l m  )  •

Поле 'Я1т ecix цилж дричних множин в Н\т визначаемо 
множинами вигляду

^ lm  =  {х  е  Я | т ; Р |т х  g  Ғ ],,,} , 

де РХт е Ф |т  , Ғ|т  -б о р е л !в с ь к а  пщ множина в Я |т  .

Цил1ндричною ф ункш ею  / ( • )  на уявному сепарабельному 

пльбертовому простор! Н ]ш називаемо функш ю вигляду 

А х ) =  <р{РЫ х ) ,  Ры  €  Ф |т  ,  X  €  Я 1т , 

де  <р{ • )  -  борел1вська функш я, визначена на Р\т Н\т .

Розглядатимемо випадкову величину / ( o i ) ,  пов’язану з 

щ ш ндричною  функш ею  f { x )  = (p{P{mx ) ,  х е Н ы , визначену р1вн]стю

/(< « )=  <p{n{eh  Ya}),n(ej2 \ т )  n{e]t )(<y)), ы е О .  (3.1)

де eyi ,ву2 -  орти, на як! проектуе проектор Д т  .

Кожна цилш дрична Mipa / /* ,  як функш я множини, автоматично 
е цилш дричною  ф ункш ею , i для не!" можна означити випадкову 

величину Д *, пов’язану з Miporo f i , .
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Для таких випадкових величин використовуемо зб!ж ш сть по 

ймов]рност1, тобто виходимо з  того, шо посл1довн 1сть |и,* (<у)|

зб!гаеться по ймов!рност1 до  /7*(<у), коли V e > О

Зио:от|гу; |д,* (<у)- Д*(й>]| > с |<  е  для п > п 0 .

Хоч для уявних чисел е впорядковаш сть в межах порядку, 
задаваного напрямком oci I m , використовуватимемо як

загальноприйнятий терм ш  для Д,‘ ( а )  зам!сть «випадкова

величина» -  «випадковий елемент».
В иходячиз визначення,

Sim С  tffm =  Н 1т с  5 ,т  
для абстрактного вш ер!вського простору (/lm, H im, Bim ) критер!ем

належност! елемента х  е  Н\т до б |т  будемо вважати

S|m = x e W |m ; sup
М 1т

H i m

< оо .

Кожна цш пндрична функш я, побудована на основ! 

цшиндричноТ м!ри / /* ,  автоматично с функш ею  слабкого розпод!лу -  ! 

функш ею  випадковоУ величини /г* .

П!д гаус!вською (цил!ндричною ) м!рою //* на W|m розум!емо

н 2
Aim (^lm  )

1 j  exp
2 /Im

л .

де flm > 0  -  параметр, i при /,m = / Re , Flm = i  FR e, E lm = i - E Rc маемо

Fi,m (^Im )= '< % , (e Rc)-
П!д абстрактною  фейман!вською м!рою p , |m розглядасмо

продовження <т -адитивноУ функцп //"  -  породженоУ гаус!вською 

цил!ндричною м!рою /v, на WIm -  на с!м ’У вс!х цшиндричних
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множин в 8 |m розум 1смо продовження f t ,^  на борел1вське поле в 

банаховому сепарабельному уявному простор! 8 |т  .

1нтеграл по M i p i  р , ^  будемо розглядати в c e n c i  Бохнера. 

1нтеграли по M i p i  phm в ( / l m ,  Н Хт, 8 | m )  називатимемо 

абстрактними Ф ейман!вськими 1нтефалами в широкому смисл!.
Vx е  8 |т  запровадимо позначення

A ta (*. £ \т ) = Р ,ы {Е '™ + х ) ’ £ 1т  е  ВД|т ,

де В й|т -  с 1м ’я ecix борел!вських множин в банаховому 

сепарабельному уявном у простор! 8 |т  .

Розглянемо у = / | т х  +  А , / |т  -  т о т о ж н ! й  оператор в Bim . 

Теорема. Д ля всякого h  е  Я |т  м!ра с екв!валентною

M i p i  p,im , i для всяко!" /?,|т  -  1нтегровно! в cenci Бохнера функш!" / ( > ’) 

з! значениями в банаховому простор! В0 можна записати 

\ / { у ) р , 1тШ =

в,т

= Jexp

Aim
де

(А' Х>1т = - ( А,‘" 1*Х Г 1 ) Ке* (3"3)

якщо можливим с ототожнення Я Кс та

Нехай Г1т -  л!н1йне вщ ображення банахового сепарабельного 

уявного простору 8 |т  в себе, яке випливае з  ш дстав насл!дку.

Позначимо Ptlm°T\m борел!вську м!ру

Pilm 0 ^lm (^lm ) =  Pilm (Лш (^lm )) > ^lm е  ®(^lm ) •

Теорема. Нехай 7im =  / Im +  K ]ni -  л!н!йне в!дображення уявного 

сепарабельного банахового простору 8 |т  на себе, i виконуються 

умови при функш онуванш  абстрактного феймаш'вського простору

21 I m l / /„
f { x  + h ) p , J d x )

23



(а) Afl m ( 8 lm) c / / , m ;

(б) вщ ображення Tim e обертовним в рочумшш TUn як 

л!н 1йного в!дображення уявного пльбертового простору H im в себе;

(в) Af|m е  Ц (Н 1т) ,  де Ц (Н {т) -  npocrip ядер них оператор! в в

н 1т.
Тод! м!ри р , o 7 |m i р . екв!валентн!,!

\ /(y)p,lm(dy)= J/(7|m^)expj (^ |т Д:,х)Д|я +\Kimx\2H
'\т  ,т п,т

х П(, + АЛ
S

для довшьноТ ■ p , im (d!x) -  жтегровноТ в сенс! Бохнера функцп / ( у )  з! 

значениями в банаховому простор! 8 0 .

Тут As -  власн! числа оператора /f ,m , ( v ) B |  -  канон!чна

б!л!н!йна форма, що призводить 8 |п, та в ’т  спряжений до двоУстосг!, 

для якоУ при х  €  BR e, ( /х )е  В1т виконуеться

((“ И 'х )* )д |т = - ( х ’х*) (3 -4 )

де х* с елемент 8 r c , спряжений до  х  .

Нехай 7jm = / ||П + К 1т -  нел!н!йне вщ ображення 8 | т  в себе, де 

/ | т  -  тотожне вщ ображ ення, V x  е  8 |т  АГ|т х  е  Н {т, ^ |'т  -  похщна 

Фреше,
del Tim = d e t ( / Im +Af|m ) = ] - [ ( l  +  AJ ) ,

j

-  власн! числа л!н!йного оператора А’|'т .

Теорема. Припусгимо, що для оператора 71т виконуються

умови:
(а) / : 1т (8 | т ) с Я , т ;

(б) Д ля оператора К |т  в Я 1т !снуе обернене вщображення

к . т ;
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(в) 1снуе ^ [ m e  Z., ( # Im ) .

Тод! м!ри р ,ы °T\m i p ,|m € екв1валентними, i для дов!льно1 

обмежено! р , ^  -  1нтефовноУ в сенс! Бохнера функцИ" / ( v )  з! 

значениями в банаховому простор! В0

\ f ( y ) p h№ ) =
Вы

= / / ( ^ г1т-хг)ехр |т "  l~2(/vimx,x)y_ + (К \тх , К \ тх ) н  l | |d e t 7 |m|p , im(<&),

Вы J J

де (• , ) |т  -  б!л!н!йна форма, що призводить Bim i B,*m до  двоУстосг!.

Доведения. Звуження на W|m оператор!в, заданих в B i m , 

позначаемо тими ж буквами латинського алфав!ту.
Д о  обертовност! оператора А'|т  п!дходимо в баченн! леми 8 . 
Розглянемо сперш у випадок обмеженоУ неперервно!" 

д!йснозначноУ функц!!" / ( у )  на банаховому уявном у сепарабельному 

простор! S,m .

Нехай g (  ) -  звуж ення / ( ■ )  на H im , g {  ) = Ф  -
частково впорядкована множина ск!нченновим!рних ортогональних 
проектор!в р  в Н\т .

Тод!, направлен!сть (g  о р)~  випадкових елемент!в зб!гаеться з 

ймов!рн!стю до  випадкового елементу g , коли Р -> 1\т сильно по 

направлен!й множин! О  , g  = /  майже скр!зь вщносно м!ри р ,ы .

Отж е, ми мож ем о вибрати таку посл!довн!сть проектор!в 
{ (2 „ } с Ф , сильно зб!ж ну до  тотожнього вщображення в Я |т  , що 

g(Q n ■) зб!гаеться до / ( • )  майже скр!зь в!дносно р , |т .

Тод!
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де

8о (вп У ) = g (Q n y )(2 * \m  Y *  e x p [ - (2 / l i n ) _ 1  \Qn}^Hba ]  - n  = A m Q n H \m .

Застосовуемо перетворення Г|т  до  останнього виразу в (3.5), 
я кий стосуеться скж ченновим!рних npocropie. Одержуемо

JgO  (Q nTlm x ) d Qn (Т\тх ) '
Q n H \m

звщ си випливае необх1дн(сть вщ найдення dQn {T\mx )

Оск1льки QnT\mH Xm с  Н \т  в межах значеноТ частковоУ

впорядкованост!, позначаю чи РпН \т = T\mQnT\mH \m на п1дстав! леми 

8  маемо
dim  РпН ы  = d im 0 „ r ,m/ / lm =  и .

В силу (зом орф носп npocrop ie Q„H\m i R " , P„H\m i R " ,

застосовую чи форм ули перетворень кратного ж тегралу в R n в!д 
функцп з векторними значениями неперервноТ i з компактним н оаем , 
враховуючи, -  що пох!дна Ф реш е в(д л!н(йного оператора с цей самий 
оператор, -  маемо (оскш ьки кожний ск!нченновим 1рний npocrip  е 
локально компактним простором)

j8 o ( 0 » r Imx )</ 0 n7lmx  =  H e  =
QnHlm к '

= Jg (7 |m /,„x )exp{(2 /|m ) - , r2 (P „ x ./f ImP„x)fl|m + ( K lmPnx , K lmPnx ) Him ]}  x
о „ н ы

x | n ( 1 + 4 ) |  p llm (dGnx l

-  власн! числа оператора /C|'m o G „ ,

^ n ^ lm  =  PnH\m n 9 n ^ lm  •
Констатуемо -  що для подальш ого доведения 1нтегровност1 

нашоУ функцп з векторними значениями за Лебегом в абстрактному 
фейнман!вському простор! ( 'in v ^ ln v 5 lm) 3  абстрактною

фейнман!вською м!рою p , |m необх!дно i досить юнування

апроксимуючоУ посл!довност! для нашоУ функцп, що забезпечуе 
сильну Уй BHMipmcTb i !нтефовн1сть норми.
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Очевидно, що !з сильного прямування Qn / | m при л  ->  оо в 

Я ,т  випливае

\g (G nu){iimy )d y  = j(g (7 imG > )e x p |;2 /lm )" ' ^(G„m, K lmGnu)Bim +

S l m  S l m

(3.6)

+ ( / : | т с „ « л 1т с „ м)Я |т ] } ] ( / | т х )  n ( i + i  P ,J d x ) -

Зб1жн1сгь П ( | + 4 )  ПРИ и - > 0 0  забезпечуеться ядерш стю
5

л т й н о г о  оператора K jm в Я 1 т , i

П ( |+ '1 ) - >П ( |+ л ») ПРИ « • ^ 00-
j  j

де -  власш числа оператора /fjm .
Остання зб1жн!сть зумовлю е умову

де I -|| -  оператор на норма СпН\т .
В силу позитивност! i обмеженост! тд ш тегральн ого  виразу в 

npaeiii частин! (4.7), зумовленого умовою  теореми, спрямовуючи 
<3„ —> / | т  сильно, отримаемо, що

g ( ^ l m  ° 6' п  " ) е х р | ( 2/ | т  )  ^ 2( С я - , А Г |т С л  - ) е ^  +(K\mGn-,K\mGn ) н ^  | х  

П ( 1 + 4  ^ /(T im  ■)exp{(2/lm)-,[2(-,/Clm .)fi|m + (^ 1т ‘>^1т  )я 1т]} Х

П 0  + 4 )
5

за ймов1рн!стю.
З в 1дси, при необхщ носп, перейдем о до  такоУ послщовност! 

ортопроектор!в {С,,}, що розглянута зб1жн!сть в S ,m буде зб1жн1стю 

майже скр!зь щодо р , ^  .
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Д ля р ,ы -  iHTerpoBHoi' функцп f ( y )  si значениями в 

банаховом у простор! В0  необх!дно i досить сильно!" вим 1рност! 

функш!" f ( y )  \ р , ^  -  1нтеф овност 1 и  норми.

Звщ си, розглядаемо зам!сть дШснозначно!" функцп / ( у )  

функц!ю | | / ( - | й . Ход! маемо

Jll/O'lsgAim = jll/^ lm ^igo  ехр{”  (2flm ) i2(/v'lm-r -x)fl|m +

П ( 1+Аф , |т И -

де I] • ||s  -  норма в банаховому простор! В0 .

Цим теорему доведено.
3.2. П итан и и  вд асн и х  зн ач ен ь
В абстрактному фейнман!вському простор! (/|m, # | m ,B |m ) з 

абстрактною ф ейнмаш вською  м!рою р , ^  розглянемо ортогональний 

п -в и м !р н и й  проектор / ’„ ( • )  для # | т , {Р„}е Ф |т  частково

впорядкован!й м н о ж и м ! ортогональних проектор!в в H im ; Л| т  -  

л!н!йний оператор в Н \т .

Природньо, Л е  (/В 1)  е власним у я в н и м  числом лж ж н о го  

оператора А\т , якщ о А\тх  = Ах для якого х  е Н \т , а  х е власним 

вектором л!н!йного оператора / 1|т , в!дпов!дним власному значению 

А .
Розглянемо власн! значения А„ ! власн! вектор и х„ л!н!йного 

оператора А|т  в простор! Рп Н\т , тобто виходитимемо з класичних 

означень власного вектора ! власного значения л ж ж н о го  оператора в 
п -вим!рному простор!, себто

A\mPnx  = *-пРпх .

Теорема. Для обм еж еного л!н!йного оператора Alm : В |т  ->  В|т  

власн! числа ! власн! векгори знаходяться в результат! розширення 
пльбертового уявного простору Н ]т до  банахового 5 |т  в результат!
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процедури побудови абстрактного ф ейнмаш вського простору 
(/’in,,Н \т , Д|т ) п!сля граничних переход!в

lim А„ =  А , Н т  х„ = х е Н \ т ,
И—»00 л-»оо

причому зб 1ж т с т ь  ми розглядаемо в сутност! сильно-!' зб!ж носл.
Доведения. Зб!жн!сть {Хп } як уявночисловоУ послщовност! до  

Л при и -> о о  по будь-якш  тд п о ст д о в н о с т!  дае екв!валентний ефект.
Розглянемо зб!жн!сть {А\т Рпх п } при и ->  оо, причому 

враховуемо передую чу зб!жн!сть Р„ ->  / | т , де / | т  -  т о т о ж н ! й  

оператор в г!льбертовому Н \т , паралельно з  розглядом зб!жност!

и ,* , ,} -

Для обмеженого л!н!йного оператора Л]т  i направленост! 

{Л\тРп випадковий елемент Л |т  мае смисл, i Л|т  = АХт майже 

скр!зь в!дносно р , ^  . О гж е, можна вибрати таку ш дпослщ овш сть 

{ Р „}еФ |т , сильно зб!жну до  т о т о ж н ь о г о  вщ ображення, що 

{-4|т^/л(")) зб!гаеться до А\т майже скр!зь в!дносно Pilm-

О скш ьки кож ен проектор Р„ можна продовжити по 

неперервност! до  проектора Рп в банаховому сепарабельному 

простор! S |m , то  одержано потр!бний перех!д для {Р„х}.

3 .3 . Д в о к р а т н и н  а б с  г р а к т н н й  в ! н е р ! в с ь к и й  ! н т е г р а л  i i io ro  
р о з в и н е н н я  в  о д н о к р а т н н н  а б с т р а к т н н й  ! н т е г р а л  п о  г а у с ! в с ь к ! й  
м !р ! в  к о м п л е к с н о м у  п р о с т о р !

Розглянемо двократний абстрактний в!нер!вський !нтеф ал  у 
вигляд!

(3.7)

S <2>

де 5 (2 ) = 5 Re х 5 |m , 5 Rc -  дш сний сепарабельний банах!в прост ip, 

5 |m -  уявний сепарабельний банах!в npocrip; у  е  5 (2) ;

/}({/, х{/ 2 ) = -  абстрактна в!нер!вська м!ра в 5(2) , 

вектор параметр!в t = (fRc, / |m) .
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Абстрактний вшер1вський (нтеграл (3.7) розглядаемо в 
абстрактному вшер1вському простор! (/(2), 5 (2 ) ) , де 1(2 ) с

вщношення включения / /( 2 ) с В ( 2 ), Н це -  дш сний сепарабельний 

г!льберт!в npocrip, H im -  уявний сепарабельний п л ь б ер л в  npocrip, 

Я(2) =  H Re х Я |т  , -  причому p ,Rc{Ui) -  абстрактна в!нер!вська м!ра в 

абстрактному вш ер!вському простор! (/Re, H Re, S Re) ,  р ,|п]((/2 ) -  

абстрактна фейнман!вська м!ра в абстрактному фейнмаш вському 
простор! (/,m, Wlm, В| т ).

1нтефал (3.7) розум!емо в сенс! Бохнера.
Цим самим ш теграл (3.7) ми розглядаемо як однократний 

абстрактний ш теграл по гаус!вськ!й м!р! Р/ в комплексному простор!.

Тут м!ру Г) розум!емо як розвиток в межах структур и 

абстрактного в!нер!вського простору (zV2v  Я (2), 5(2)) гауавськоТ 

цил!ндричноУ м!ри //,- в комплексному гш ьбертовому простор! 7/(2), 

яку берем о в вигляд!

А," (£(2))=  Агк, (£ Rc )  ■ Ato, (£ lm )  =
i2 I |2+m _ ? 8 e

= (2 , ) - ^ / R e 2  / | m 2  Jexp k . r  |x 2. r ^  (3 8 )  dx ,
7/.

5(2)
де £(2 ) с Я ( 2) ,  £ Rc C  H R e , £ lm с  Я ,т  ; nR e = dim  P„R c H R e ,

n lm =  d im  Pnlm H \ m  ; e  H R e  , x 2 . e  Я | т  ; £ Re , £ lm -  ц ш й н д р и ч т

множини в!дпов!дно в д!йсному H R e, уявному Н \т ; £(2 ) -

борел!вська п!дмножина в / / ( 2), zz =  (zzRc, И|т )-

Розглянемо л!н!йн! перетворення зсуву в абстрактному штеграл! 
по гаус!вськ!й м!р! в комплексному простор!.

Покладемо

П { Щ 2 ) ) =  Pi{U(2)+*)>

х  6 5(2) ,  ^7(2) с  5 (2) ,  ^ ( 2)  =  ^ R e  x ^7|m  * ^7Re с  5 Re , t 7|m  c  5 im  • 

Теорема. Якщ о /z e Я (2), то  при перетворенн!

у  = lx  + h
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м ! р и  p j ( / ) • )  i  Pi  е к в 1 в а л е н т ш ,  i

\f{y)pM= J/(*+A)exp{-[(2/Re)"l|/il.|5/ita-(2/lni)-l|A2.|5/i +
S(2 ) 8 (2)

+  'Ri(A ,.,X i.)SRe-ГГт(/72 .,Х2.)д|т I k ^ ) '
Тут /; = {1ц.,И2. ) ,  оператор /  е тотожш м оператором й(2).

Розглянемо Л1нш ш  перетворення загального вигляду в 
абстрактних штеграл ах по гауавськш  Mipi в комплексному простор!.

Виходимо !з структури тотожнього вщображення в Д(2) вигляду

/  =
Г/ ,Rc О

х 0 Л т ,

де / Rc -  тотожне вщ ображ ення в BRc, / lm -  тотожне вщображення в 

^lm •
Нехай л!н!йний оператор К : Д(2) ->  / / ( 2) мае структуру

а: =
а:Rc ^ R e l m

A  lm Rc A | m

де K R c: BRe ->  Я К(. , A Rclm :S Rc Я | т , 

^ lm :S lm
Розглянемо T = I +  K  , T : Z?(2) ->  S(2),

d e t7  =  n 0  + 4 ) ,
5

де -  власн! числа оператора К .

К,ImRc • °lm:5 im ->  Н,Re’

Зазначимо
P i ° Т (и) = p j  (т (и)).

Теорема. Нехай Т  — лш ш не вщ ображення Д(2) в себе ! 

/ються умови
(а) ^ (й ( 2 ) ) с  Я (2);

(б) Для оператора Т  !снус обернене л ж ж н е  в!дображення

в себе;
(в) К е  А,(Я(2)).
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Т о д 1  м 1 р и  р ^ °Т  i  с  е к в ! в а л е н т н и м и ,  i

\ f ( y ) P l  M  =  f / (7 x )e x p { -  (2 /Rc У '\2{К  К(.дг,., x , . ) ^  

S ( 2 )  S (2 )

+ (^R ex l -^R ex l ) / /Rc ]  +  (2 ,Im)  ) s lm +

+ {К ]тХ2 . ,К 1тх2.)Ния ] I  |det Т\ p j  (dx).

Нехай T  = I +  K  с нелш ш не в1дображення 5(2) 8  себе

^ R e ( x l-» x 2 - ) e  ^ R e  • ^ l m ( x l  . x 2  ) e / / lm  ;

Ж Кс SK Re S K ]m SK lm

Sx< <&->. & i. <$r
-  частков! noxiflni Фреше;

2 -

d e l 7  =  d e t( /  +  Af)= П  0  +  A«) >
s

де -  власн! числа оператора K ' ,

^ R c(x l ’ х 2  )

Ж

Ах =
^Ч т(х 1 > х2 -).

А" =

R e SK R e

&

& 2 -
^ • | т

Теорема. Припустимо, що для Т  виконуються умови
( а )  а (5 (2))<= Я (2 ) ;

(б) Для в Я (2) !снуе обернене вщображення А - 1 ;

(в) !снуе А 'е А ,( Я ( 2)).

Ход! м!ри P j ° T  i p j  с екв!валентними, i для довшьноТ 

обмеженоУ p j  -  1нтефовноУ в сенс! Бохнера функцп / ( у )  з! 

значениями в дш сном у банаховому простор!

{ / ( у ) Р г ( 4 ' ) =  J / ( 7 > ) exp { - 1  'R e  h ^ R e  (х 1 -  x2- )• X1 )fiR, +
B ( 2 )  s (2 )

+  { * R e ( x !->x 2 - ) ’ ^ R c ( x I-’ x 2 -) ) / / ^ ]  +  ” ' l m ( x l -- x 2- ) .  х 2 - ) в | т  +
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■*"(^4m(*l->•зг2-)> ^lm  (х 1 ’х 2 ) ) / / |т j  |  Ие* H  P~t (6̂ -)1

3 .4 . Т е о р е м а  Ф уб1н1
Лема. Для абстрактного 1нтегралу по гауавськш  M ip i  в 

комплексному простор! виконуеться теорема Фуб!н! про зм ш у порядку 
!нтегрування за умови сильного жтегрування п!д!нгегрально1' функщУ. 

Доведения. Розглянемо сильний абстрактний ш теграл,

^ f ( x ) p j ( d x ) ,  себто вимагасмо

8 ( 2 )

<С0  ,

» ( 2 )

де / ( х ) е  5 0  банаховому V /(x ) ,  !нтеф овно 1 по Бохнеру,

\ f { x ) p j  (dx) = Jim  |g (P s x)/z,- (t/Р дх ).
% ) П_>*Л ;Я(2)

Туг 8  = / | Я( ( -  звуження / ( х )  на Я (2) ,  Д; -  послшовн1сть

ортопроектор!в (PnRe, Рп^ ) ,  сильно зб!жна до тотожнього оператора в

Я (2)"

Ф ормулою  питания про зам!ну порядку !нтеф ування в 
аб сф актних  (н теф алах  по гаус!вськ!й Mipi в комплексному простор! 
зводиться до  вир!шення питания про зм ш у порядку ш тегрування в 
кратких штеграл ах Бохнера вщ  векторнозначних функщ й в 
сю нченновим(рних локально компактних просторах.

Врахування узгодженост! ймов!рностних м!р, формуючих р - , 

завершуе доведения леми.
3 .5 . 1 н т е г р а л  Ф у р ’с -В 1 н е р а -Г р о с с а  
Якщ о розглянути вираз

(»(>') =  s  \ f ( x \ ) e X' У’Х2)в'т Pitlt(dxx) p lim( - id x 1) .
В ( 2 )

Вираз являс собою  ш теграл Ф ур’е-Вш ера-Гросса, де 
=  / ( у )  i виконуються умови
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ч- l

(a) 5  = J e x p

4SR=
(б) 5 К с « ( - / ) Я , т ;

(в) / ( x v ) ,  X|. e  BRc -  (нгегровна, / ( x i . ) e  5 0  банаховому,

■r 2 - e  ®lm > ^ = (^Re > Л т  ) *
(г) у  e  Я Ке, тобто мае мюце звуження {нтегралом Ф ур’с- 

В!нера-Гросса облает! визначення трансформованоУ функцп пор!вняно 
з / ( х [ . )  з SRe до  Я Ке оберненим перетворенням;

(д) J / ( x ) / >,lm ( - Д з  ) < « ;

Pm. I в0

(е) 1снуе таке 5  >  0 , що

Природньо, (/Re, Я Ке, BRe) -  абстрактний в!нер!вський npocrip; 

(/|m, Я |т , fi,m ) -  абстрактний фейнмашвський npocrip , побудований 

виходячи з банахового простору S Rc s  ( - / ) Я 1т зг!дно з класичними 

процедурами; p 7(dx) =  p ,Rc (А ,.)р , |т  ( - /< & 2  ) .

Наел! док. О бернене перетворення Ф ур 'с- Bi нера-Г росса в 
комплексному простор! для д!йснозначно "1 p f  -  1нтегровноТ функцп 

м аевигляд

/ ( * М  \ / { у У 1(х'у)*” Р1ыт ,

Aim
де х  е  Я Кс.

У загальнена дельта-функц!я в абстрактному простор! 
(/Re, Я Ке, SRc)x ( /lm, Я 1т, 8 | т ) мае вигляд
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U rc L

X  Jexp[- i ( x , у ) Вы +  ;(x, y )S|m ]p ,lm {dy).

- l

Blm
д е х е Я R e  c  ^ R e  » x l- 6 ^ R e  « x l l  e  ® R e  > ^ R e  -  (  ' ^ I m  )> 

(/Re, Я Кс, S Re) -  абстрактний вшер!вський npocrip  з  абстрактною 

втер1вською  Mipoio p ,^  , (/]m, Я 1т, S[m )  -  абстрактний

фейнмашвський npocrip  з  абстрактною  фейнмаш вською  м!рою р , ^  ,

Л- е  SRe .

Узагальнена дельта-функщ я Д онскера для броун(вського 
процесу в абстрактному вш ер 1вському простор! (z'Re, Я Ке, S Re) с

-I

J  с х р Г - ^ / 1т ( х 1 - # .  х | - ^ ) д |т  )
SRc

w ( t) :  Q - >  BRe,

Q  -  простор неперервних функш й <ы на [0 ,оо[ si значениями в BRc, 

<у(о) = 0 , ^  g  S Re.
Ф ормули одержую ться застосуванням оберненого перетворення 

Ф ур’е-Вш ера-Г росса.
У загальнеш  броун!вськ1 функш онали, в  абстрактному 

вж ер!вському простор) майже скр!зь зб!гаються з  дельта-функш сю  
Д онскера для вщ повщ них абстрактних в1нер!вських простор!в.

3 .6 . К о м п л е к с н и й  в а р ! а и т  н о р м а л ь н и х  р о зп о д 1 л !в  С ! г а л а  
Розглянемо декартзв добуток (/Rc, Я Ке, BRc)x ( / lm, Я | т , В{т) ,  

д е  скалярний добуток в Я Ке х Н \т означено формулою

Теорема. В декартовому добутку Я Ке х Я |т  випадковий вектор

^ ( h)=[ni A h\ \ % mlh2))
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мае двовим!рний нормальний роз под! л  !з середшм значениям 0  та 
вектором дисперс!й

A,, g  H Rc, Иг . 6  Я ,т  .
Доведения. Розглянемо борел!вську м!ру

^ .( с ц .« 2 1 ....»nRci.C|2 .< 2 2  e,,u„2 ) В R '  N  = n V.e+ n \m
де

// '  -(el I -е 21  e„Rc 1, 6 , 2 ,6 2 2  e„|m 2 ) И г ) )  = 

=  ^ 'R C : ( c i i - e 2 i  c „ R e , ) ( ^ R c ) *  А | т ; ( б 12 ,б 2 2 . . .  . б „ Г т 2 ) ( /Г1 т )•

A r= ; ( c i i .»2...... , c„Rc, ) ( / r R c )  =

=ARc ' G ̂ Rc;  (xl »enRcl)WRJ G/rRe|-
А 1п , ; ( с |2 .< 2 2 .......с „ | т 2 ) ( /Г1 т )  =

=A,lm ■ лг2 . е Я 1т ;^ (д :2 . ,е 12 ) Я 1в |,(х 2 .,е 2 2 ) Я1т J e  Ғ| т | ,

/ % ,  ( / r R c ) = ( 2 ® R e ) "  J  e x p ^ a / R e ^ ' l x i  l ^ J ^ , . ,

^ R c

^ , га (^lm ) =  (2л*,т  { e x p [ -  (2flm ) " ' |х2.|Я|га ] dx2. ,
!̂m

ҒКе -  борел!вська п!дмножина в P„Rr Н r c , Flm -  борел!вська

тд м н о ж и н а в Д,| т / / | т ; Р„Ле, Р„|т  -  ск!нченновим!рн! ортогональн!

проектори вщ повщ но в H Re, Н \т .

CiM’T  c„Re, ) |>  K m ; ( c „ . c 2 2 .... cn |m 2) |  е  узгодженими

с!м’ями ймов!рностних м!р, !снують йм ов!рностт простори
(Q Re, m Rc) ,  (Q |m, От|т) i випадков! величини вщ повщ но

#1 1 ^ 2 1 v . . , ^ Rei ,  4 \2 '^2 2>■••»5n,m 2  так!, шо
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=-%,

т \т

' ” R c k U l l ( 4 ^ 2 l H - . ^ Rcl H e / rRe}=A/Re;(e |l ,e2 l,..,e,IRei) ( /rRe) =

Х1 e  И Ъ '  ( ( x l *el l ) / / Rc’ ( ;,:l -e22)A/Rc.-..,(x ,.,e„Rcl) //Rj G  ҒКе| ,

#12(<y) '5 2 2 ( 4 -> ^ n lm2(<y) je  Azlm,;(e|2 ,e2 2 . ".e„|m2 )(/rim) =

=  A , m { .v2 . e  H Xm; ( ( * 2 . , e , 2 ) / / |m • ( х 2 - е 2 2 > я , т  > -> {* 2  ^ 2 ) )  e  ^ l m  } ,

с взаемно незалежними в рамках кожноТ сйм’Т гаус!вськими 
випадковими величинами з нульовим середн!м випадкового роз под! л  у

^*1 . * =  1- "Re ; & 2  • *  =  1. "lm та дисперс!ями fRe , / lm .
3 одного боку

0 0  СО

Z(/,i - ек\)На п(ек\), "(е*2)
t  = l Rc i= l

зб!гаються в!дпов!дно в £2 (Q Re, mRe) ,  Z.2 (Q |m, т Хт) до  единих 

границь и,Rc(/i,.), и ,|т (/J2  ) ;  з  другого боку, в силу теореми Тулча, 

границ! n,Rr(/i|.), H,|m(/i2 .)  с випадковою  величиною  i випадковим 

елементом вщ носно ймов!рностних простор!в (Q Re, w Re) ,  

причому випадкова величина " z R c(^1 ) м ас нормальний

розпод!л з  нульовим с е р е д т м  i дисперс!сю ^ с | ^ |  | / / к j  - випадковий 

елемент n,|m(/i2.) м ае нормальний роз под! л  з нульовим середш м  ! 

дисперс!ею ^ i m |A2. |^ [m j  •

Оскшьки е пов’язаним з абстрактною в!нер!вською

м!рою p , R t ,  л , 1п1( А 2 . )  с  пов’язаним з  абстрактною  фейнмаш вською  

м!рою р . , м!ри р .  та  р .  е зчисленноадитивними м!рами на
lm  Re lm

борел!вських множинах в BRe та  б[т  вщ повщ но, тензорний добуток 

м!р дае м!ру, а м!ри  A, lm ; ( , l 2 , e 2 2 .e„lm2) «вляють

собою у власному добутку Тх узгодж ену с!м ’ю м!р, то  вагою теореми 
Колмогорова !снуе ймов!рностний npocrip  (О , т )  такий, що
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т к ( х ( А1Д и»1т (А2 . ) ) е ( Ғ Кех Ғ ||П) } = ^ .( , ||1е2| e e R e i e | 2 e 2 2  ея1т 1 )(Ғ(2))=

^ € ( я ке х Я | т >  ^ , . , 6 ,  , ) Я |1 е ,  {x \.^ \)H^ { x v,en ^ ) H ^ ,= » i

Ь , е , 2>Я |т , {хг - ^ ) Ны  , . - , ( ^ 2 . . Ч т 2 >Я|т J  е  Ф ) } -

i модуль

|”?(а)| =  yl"iR' M + " l m(h2.)

с випадковою величиною  вщ носно ( Ц  т ) .  Тод! /1 7 (A) 

характеризусться деяким характеристичним функш оналом <pnj(h), i 

можемо обчислити цей характеристичний функщ онал, як математичне 

спод!вання £ m(e'^ ^). Враховуючи (4.66), (4.69), одержуемо

ехрФп; (А) Е/П

+ ' ( /'2. .Е ( - ,е * 2)5 /1,|т (е*2)

'  Rc

* = 1 Н„

= £„ ехр ^ ( ^ к \ ) Ня ^ { е кх)+‘ ^ { ^ е кг) н  ii,|m(e*2)
*=l Rc А= 1  |т

М атематичне спод!вання шукаемо по ймов1рностн!й M i p i

Р 7 , в1дповщн!й M i p i  m . 3 одного боку, враховуемо, що по 

координатна зб!ж ш сть щодо р , ^  i в ск!нченновим!рних

просторах 8 (2 ) е екв! валентною  зб!жност! щодо р / . 3  другого боку, 

BHMipiiicrb модуля |'if(A)| VA !з врахуванням попереднього означае,

що направлеш еть |Рдг-|| збпаеться по ймов!рност! на П ,  коли 

проектори PN , vV =  (иКс, И|т ) прямують до  т о т о ж н ь о г о  оператора /  

сильно по направлеш й частково випадковаж й множин! г
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скшченновимпрних ортопроектор1в Рп в Я (2) ,  Р ц = [Р„ ^ , РПия) .  Цв 

означае, шо можна вибрати таку ш дпосш довш сть проектор!в в 

що розглянута зб 1жн!сть n j(h )  буде зб!ж ж стю  майже скр 1зь в fi(2) 

щодо м!ри p j , яка с продовженням цил1ндрично'| м!ри p j  в А/(2) на 

борел1вське поле в S(2) ,  / / (2) с : в(2), тобто розглянута зб1жн!сть буде 

зб !ж тс т ю  скр!зь в / / ( 2) на борел 1вських множинах в Я(2) ,  як! е 

одночасно борел1вськими множинами в У(2), що нам i потр!бно. В

силу узгодженост! с!мей м!р A,Rc;(eil,e2l еЛКе1) .  А/,т ;(е| 2 . е 2 2  еП1т2)>

^ . е г и - . е ^ . е ^  е,„т2 ) з  урахуванням попереднього

<PnAh)= lim
'  « к , - » 00

Jexp
"Re

i L { h i , e k l)H  n , J e k l ) duu du2 \- .d u nRei
. *=l

Jexp ‘ l Z ( ^ ek 2 )H ",lm(ek2> du\2d u 2 2-dunim2
. * = 1 J

х lim
"lm-»”

Враховуемо структуру розподипв (1 ц ), л ,|т  (/)2.) i 

одержуемо

-(/,)= lim Jexp
"R c

* = 1

xexp
no, 2

*= i2 ,Rc
duu du2]...dunKcl

(

lim Jexp
" l m " » 1» R " l m

" l m

‘ L { ^ k 2 ) H «k2
k=\

х (2 лГ|т ) " 2 1 exp "2# - dun d u 2 2 -d u nim2

= e x p [ - l / Re|/,l.|2//R c- l z lm|A2.|;/|i

Теорему доведено.
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3.7. В1дпов1дн1сть пщ м нож инн й м о в 1рностиого простору 
ком п лек сн ом у  сеп ар аб ел ьн о м у  ги ь б с р т о в о м у  простору

Наслщок. 1снуе взаемно однозначна в 1дпов!дн!сть м!ж 
комплексним сепарабельним пльбертовим простором Я (2) i

випадковими векторами n j( h ) ,  h e H ( 2)-

Доведения. Розглянемо, с  першу, ви падок пльбертових 
простор is  H Re, Н \т i вщ повщ них розподш1в пг^ ( Қ . ) ,

Л,. е Я Кс, Аг. е  Н ы  .
един!сть вш пов1дност 1 кожному Қ. та / ) 2  розпод!л1в nlKt{h \)  

та  w(|m (/)2.) очевидна.

П льбертовому простору WRc ставиться у вщ повщ ш сть деякий 

ймов!рностний npocrip  (Q Re,m Re) тим , що кожному орту е  {е*|} у 

вщ пов1д н 1сть ставиться нормальна випадкова величина h,r  (е* |),

А: = 1,со . Toni ж тотожне вщ ображення простору Z?Rc, спряженого до 

S Re, розглядуване як  скр!зь нпльно визначене в 1дображення 

спряженого простору H Rc = / / Rc 8  множину випадкових величин на 

ймов!рностному простор! ( s Re,p ,Rc) продовжуеться до  зображення 

нормального роз под! лу  .

А налопчно для уявного пльбертового простору Н \т ставиться 

у  в!дпов!дн!сть деякий ймов!рностний npocrip ( P |m,p , |m ).

Таким чином, в рамках означеного попередньо, д!ючи 
вш ображенням % с(  )  на h\. е  Я Кс, " / |m( ) на /»2. е  Н \т , отримуемо 

00 00

Y l(h\ ’ek \)Hu % e (e* l)’
*=1 R'  Ы  Rc

00 00

= ек2 -> %тМ =  И/|т (е*2 )-
Ы  *=1

У  виразах «,Re(e * |) , н,| т (е*2 ) -  гаус!вськ! випадков! величини,

однозначно визначен! параметрами -  математичним спод!ванням та 
диспераею , тобто взаем  на однозначш сть легко забезпечуеться
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ш дбором цих парамerp ie  сп1вв1дносно кожному ■ Випадков!

величини H/Rc(e*i) с взаемно незалеж ними випадковими величинами, 

як i випадков! елементи « ,|т (е*2)  • Огже, !снують ! обернен! 

вщ ображення и ^ ( - )  !з п!длеглих в!дпов!дних ймов!рностних

npocropie ( n Rc,m Re) ,  ( f i |m,/n |m)  в вщповщн! простори (z?Re,/>/RJ ,

/  00 00 

< | Z ( Ai ’e* i> « Rc% , ( e* i ) |  = = А,.,

I
CO А  с о

Z ( /,2..e*2>//|mMz,m(e* 2 )l =  Е ( А2 - е*2>Я |т ^ 2  = *2 -

Узгоджен!сгь с!м ’! м!р p j , належш сть {е^}, А = 1 ,оо та {е42}, 

А: = 1,оо одном у базису в Я (2) ,  структура м!ри та структура 

декартового добутку ('Re . w Re> s Re)x (/'lm - ^ lm - s lm) надають 
можлив!сть для випадку (S(2), ) доведения заверш ити по !ндукц!!‘,

тобто п ,-(а), И е  Н(2 ) вважати надал! л!н!йним взаемно однозначним 

в!дображенням Я(2) в ймов!рностний npocrip (fi, т ) .

Щ одо норми, породжено!" скалярним добутком в Я(2), 

г!льберт!в npocrip Н ^ )  с п о в н и м . О гж е, виникае можлив!сть говорити 

про деякий аспект повноти лш йноТ  оболонки незалежних випадкових 

величин и ( е л ) ,  к = 1 ,<» ; и(е^2 ) ,  * =  1,оо в ймов!рностному простор! 

(Q, т )  та  про роз клад по незалежних гауавських випадкових 

величинах в (О, т ).

Наел! док. Й мов!рностш  простори (Q Rc,o tRc) ,  (Q lm,W|m) ,  

(fi, т )  м!стять пльбертов! простори, причому (П Ке,/я Ке)  м!стить 

д!йсний пльберт!в npocrip , (Q |m,/» |m ) м 1стить уявний пльберт!в 

npocrip , (fi, т )  м 1стить комплексний г!льберт!в npocrip.
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Доведения. Доводитимемо, спершу, для (Q Re,w Rc). Розглянемо 

лш ж н у  оболонку п(ек \)  виключно як !з взаемно однозначного 

вщображення. Якщ о в лш ш ш й оболонц! п ,^  (еА| ), беручи базисом 

«,Re (е* |) , -  скалярний добуток запровадити формулою

i  % > i  ) » Re =  ( ^ ^ . . ) я Ке ’

причому пщ  скалярним добутком ( ( v ) ) Re двох елеменДв uiei 

оболонки розум!ти приведене математичне спод!вання

'Re£mRe( % > l K > ' ) )
добутку випадкових величини % c(^i ) .  % eG’l )» то  л 1н 1йна оболонка 

и (е* |) перетворюсться в  г!льберт1в npocrip.

Перев!рка факту, що

( % сМ л -О -п ))=  {о *

легко зд 1йсню вана в силу попереднього, як i з ’ясування виконанност! 
аксюм гзльбертового простору.

Цшком аналопчно доведения будуеться для ( Ц т ,/Л|т ) .

Взасмна незалежн1сгь випадкових величин п ,^  (ек \ ) ,  та -  

аналопчно -  взаемна незалеж ш сть випадкових величин п ,^  (е*2 ) i 

вщ повщ не нормування (^*2 ) надають можлив1сть

ntKe(ekl)< n iim(ек2 ) вважати кожш конкретно ортонормованими.

Сепарабельн1сть простор!в Я Кс, Н \т подиктовуе можлив!сть 

розум!ти л 1н1йн! оболонки " ilm (е*2 ) кваз!сепарабельними в

розум ш ш  сепарабельносп, привнесено"! 1зометр!ею з  гшьбертовим 
сепарабельним простором.

Д ана квазю епарабельш сть е одним 1з аспект!в ощ нки !снування 
та структури зчисленно! скр!зь щ!льно! множини в Q Re, Q |m , 

оскш ьки нормальн! розподш и «,Rc(e*i), Д,1т (^*2 ) об!ймають дуже 

важлив! функщУ в силу центрально!" гранично!" теореми.
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Доведения для випадю в (Q Re,m Rc) ,  (Q lm,m |,n )  е заверш ении. 

Д ля випадку (О, т )  впроваджуемо скалярний добуток i вш повщ ну 

норму у  л 1н1йн!й оболонц! (w,Re (х|.), И,|т (х2.)) зп д н о  формул

((ИД 4  »7(у))) = ( К ( х' )- % > '  )))Re + ( К ( Х2-)- х М ) |т =

= ' R = 4 . ( x  (Xl )  • X  h ,m  (Х2 -) • И/|т  M l

k t o l 2 = ( ( \ ' М  X ( Xl ) » Rc+ ( K ( X2')- х ( х2 )))|т  •
Таким чином, побудовано 1зометр!ю м!ж комплексним 

сепарабельним пльбертовим  простором Я(2) та л!н!йною оболонкою

( % ek , ) , ^ |n|k 2 )). * =
3 .8 . П и т а н и я  в л а с н и х  ч и с е л
Д ля побудови власних чисел i власних вектор!в л!н!йного 

оператора Л в # ( 2) i в(2) розглянемо A = ARe + /Alm -  комплексне

власне число л!н!йного оператора Л , означене р!вшстю
Лх =  А х,

де х =  X ].+ х2. ,  причому в!дпов!дний власному числу А елемент х  с 

власним вектором оператора Л , А е  (/?' +/7?1).

Для звуження лж ж н о го  оператора Л на Рц / / (2) розглянемо 

власн! числа А„ ! в!дпов!дн! власн! вектори х „ , цебто

АРлХ„ = Лп РлХп .

Теорема. Для обмеженого лж ж н о го  оператора Л : й(2) —> й(2) 

власн! числа ! власн! вектори знаходяться в результат! розширення 
комплексного пльбертового сепарабельного простору /7(2) до

комплексного банахового сепарабельного простору S(2) в результат! 

процедури побудови абстрактного в!нер!вського простору 
(/(2), / / (2), 5 (2)) п!сля ф ан и чн и х  переход!в

J im  Afj = Л , J im  хй =  х  g  H fr) с: 5(2) .
/1-»00 л->со

При цьому зб!жн!сть ми розглядаемо в сенс! сильно!" зб!жност!.
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Доведения. Зб 1ж тсть  } як комплексно! чи слово!"

посл!довност! до  А при Я -> со  та Рц -> I  тотожнього в Я(2) по будь- 

як!й тд п осш д овн осп  дае екв!валентний ефект.
Розглянемо зб!жн1сть {Л Ря  Х ц} при й - » о о  i Рц I , причому 

враховуемо передую чу зб!жн!сть Рц -> I  паралельно з розглядом 

зб!жност! {P,j }.

Д ля обмеженого л1н!йного оператора A  i направленост! {ЛР^ 

випадковий елемент А  мае смисл, i А  = А  майже скр!зь вщносно p j  .

О гж е, можна вибрати таку ш дпослщ овш сть F , сильно

зб!жну до тотожнього в!дображення, що {ЛРЙ( - )} зб!гаеться до  А 

майже скр!зь в!дносно p j  .

О скш ьки кожен проектор Рг, можна продовжити по 

неперервност! з Я (2) д о  проектора Д* в банаховому комплексному 

простор! в(2) , то  одержимо потр!бний граничний перех!д.
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Р03Д 1Л  4
А б с т р а к т н и й  inTci р а л  п о  гау с 1 в сь к Ш  Mipi в  к о м п л е к с н о м у  

п р о с т о р !  з  н е с к ш ч е н н о  к р а т н о  м и  д !й с и о ю  т а  у я в н о ю  ч а с т и ц а м и
4 .1 . А б с т р а к т н и й  1 и т е г р а л  п о  г а у а в с ь к ш  M i p i  з 

н е с к ш ч е н н о к р а т н о ю  д !й с н о ю  ч а с т н н о ю  т а  о д н о к р а т н о ю  у я в н о ю  
ч а с т и н о ю

Абстрактним ш теграл ом по гауавськш  M i p i  в комплексному 
простор! з  нескш ченнократною  дш сною  частиною  та однократною 
уявною частиною  будем о називати

\ f ( y ) p , { d y ) ,  (4.1)

В(2).”
де 6 (2 ),«о =  6 r £ о, х S |m , 6 Re *  -  дШсний сепарабельний банах!в 

npocTip, 6 |m -  уявний сепарабельний банах!в npocrip;

P i ( t / | хС/2 ) = PiKc t  ((^i)' P/Iin ( ^ 2 )  ~  абстрактна в1нер!вська Mipa в 

6 (2 ), =o, t / , c 6 Re oo, U2 с  8 | П 1 , p,-Rr i  ( t / , )  -  несюнченнократна 

абстрактна в!нер!вська м!ра в 6 Re« ,, яким розум!емо елемент 

(/Re oo,Я Ке сс, 8 Re oo) нескш ченного добутку абстрактних в!нер!вських 

простор! в, i

U\ =  U \ \ х ( / 2 |  x ...x t /y | х . . . ,  (Уд 6  6 Re / -  банаховому сепарабельному 

д!йсному простору з абстрактною  в!нер!вською м!рою при

^Re.oo =  ((1> (2> "ч0> ".)>  / / > 0 ;  ^ = (^Re,co^^lm)•

Aбcтpaктний в!нер!вський !нтеф ал  (4.1) розглядаемо в 
абстрактному в!нер!вському простор! (/(2 ),оо.^(2 ),оо. 6 (2 ),оо), де  /(г),» е

вщношення вклю чения с  8 (2 ),»  i ^Rc.co -  д!йсний

сепарабельний пльберт!в npocrip , Я 1т -  уявний сепарабельний 

НльберЛв npocrip, Я (2^оо =  Я К е 1 0  х Я |т  , р , | т (м2 )  -  абстрактна 

фейнман!вська Mipa в абстрактному фейнман! вському простор!

Vlm * ̂ lm * 8|m ) •
1нтефал (4.1) розум!емо в сенс! Бохнера.
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Цим самим ш теграл (4.1) ми розглядаемо як абстрактний 
!нтеграл по Mipi р-, в комплексному простор!.

Тут M i p y  р-, розум!емо як розвиток в меж ах структури 

абстрактного вш ер!вського простору (/(2 )iOD, В(2),<я) гаус!вськоУ 

цилшдрично"! м1ри в комплексному пльбертовому простор! Н(2 ) '  ЯКУ 

берем о в вигляд!

Ml 1̂ (2))= A/Re.» Aim ) =
I |2

" l m

=  (2 ^ Im )  2  П О  2  J exp
У=1 F, 2  2 t ,

dxj x

* 1 'exp
,  и l m

2 , l m

dx lm- >

lm >де £(2 ) =  (£ Ке , « х £ 1т ) с Я ( 2),в0; £ R e > 0 0  с  Я Ке да ;

и,m = d i m Я | т  ; ny = б ! т Р ПуЯ у , Я Кс „  =  Я , x  Я 2  x . . . x  Я у x . . . ; 

£ Rc oo, £ Im -  цил!ндричн! множини вщ повщ но в д!йсному Я Кс оо, 

уявному Я |т ; F j ,  F |m — борел!вськ! п!дмножини у  в!дпов!дно 

РП/ H j ,  РПыи \т’ У =  l , 00; £Лу, / ,/1|т -  ортопроектор и вщ повщ но в 

H j  та Я 1 т .

Розглянемо л!н!йн! перетворення зсуву в абстрактному !нтеф ал! 
по гауавськш  м!р! в комплексному простор! з  неск!нченнократною 
д!йсною частиною  та однократною  уявною  частиною.

Покладемо

£/-(*>£/(2))=  л(С/(2) + х ) ,  

де х  е  5(2),„ ,  Я(2) с  5 ( 2 ) i0 0  , (У(2) =  Я , х Я 2 , Я , с  5 Кс ю , Я 2  с  5 ,т  .

Теорема. Якщ о Л е  Я (2) , , то  при перетворенн! у  = 1х + И м!ри 

Pi(li ,-)  i p f  екв!валентн!,!
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\ f ( y )p - , { d y )=  J / ( x  + A )e x p |-  [ -  (2 /lm )" ' l ^ - l ^  - ' i m ^  ^ 2 .)fllm

S ( 2 ) , x  6 ( 2 | , «

/=i '  z=i
Р/z (^ ) -

Тут h  = /?2- ), оператор /  e тотожнбм оператором В(2 ),<ю ■

Виходимо is структури тотожнього в1дображення в В(2 \о  

вигляду

/  =
О I \т )

де /Re,® ~  тотожне в 1дображення в ДКе,да, / | т  -  тотожне

в!дображення в Д1 т .

Нехай лш ш ний оператор К  . В ^ а ,  ->  //(з),,» м ае структуру

Л > ^R c ^Im.Re 

^ l m ,  R c  ^ l m  y

ДС > fR e : 5 R e o 0 - »  Я К е ,  A fR c.Im  : S Rc,o= ^ l m  - ^ l m ,  R c : 5 lm  ^ R e , ®  .

^ I m  • ̂ I m  H\m .
Розглянемо

T = I+ K , T :8 (2) ,®  - >  5 ( 2 ) ,® ,  d e t 7  =  n 0  +  4 ) »
S

де Л5  -  власн] числа оператора /v .
Позначимо

р 7 о ф ) = /?7 ( ф ) ) .

Теорема. Нехай Т  -  лппйне вщ ображення В ^ \ х  в себе, i

виконуються умови:
(а) ф (2),да) с / / (2)1СО;

(б) Для оператора Т  icnye обернене л!ш йне вщображення 

я (2 ),® в себе;

(в) K e c \ H ( 2 l x ).

Тод! м!ри p j ° T ( i i )  i p j  е екв1валентними, i
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\ f { y ) P l { d y ) =  J / ( 7 x ) e x p |- ( 2 / |m )  , ^1т^2.>Я||

в( г и  ВЫ °

+ 2(К\тх г , х2.)Вы ] - Y j ( 2,l )
1=1

+ 2 i ( K ijx i j ' x u ) Bl

Z  Z  (К Ох и  > K lmx \ m ) H 
j=\m=\ ‘

де
7=1

^R e ~

|det T \p j(dx) ,

' * 1 1 К\2 . • * 1/  •••'

* 2 1 * 2 2  • . К21 . . .

Kh • • * / ,  ...

. . . ........................

Нехай T = l  + K  с нел!н1йне вщ ображення 5 (2 ),»  в себе.

^ R c ( x l -»x 2 ) G W R e,o o . ^ 1 ш ( х 1 --x 2 ) e  W lm  1
Ж Ке SK Rc SK lm
S x ^ .  ’ <?х2. ’ 5 x ,.. ’

Ж

5  X2 .
| т  -  ч а с т к о в !  n o x i f l H i  Фреше;

det7- = d e t( / +  A : ) = f I ( l  + 4 ) ,

де As -  власн! числа оператора К ' ,

К х  = K Re( * l ’X2)
, К '  =

f  Ж д с  Ж Ке 

Sx\. .  6 x 2 .
Ж |щ  6КХтЛ | т ( х | . . х2 ^

1 ^ х 1 5 х 2 . 
Теорема. Припустимо, що для Т  виконуються умови:
(а) K{B(2 ) ^ H (2 W ,

(б) Для К  в Я(2 ) _ 00 icnyc обернене в!дображення /к- 1 ;

(в) 1снуе K ' е£,\[Н (г \«>)-
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Тод! м!ри P f ° Т  \ p j  е екв1валентними, i для довшьноТ 

обмеженоТ p j  -1нтегровноТ в сенс! Бохнера функцп / ( > ’) з! значениями 

в д!йсному банаховому простор!

\ / ( у ) р т ( ‘Ь ’) =  { / ( т > ) е х р |  ̂  /,"„1 [г(А:|т  (х ,..,  Х2. ). х 2 . ) 5lB +

В(2 ).® %).*

~ ^ У ' . ,п х 
/ 1=1

х [ 2 ( ^ п ^ 1 . » * 2 .........+ 1K n ( x l >х 2 > — >Х 1 ) | я и | | d e t 7 | /> ,-((& ).

Тут ( - .О д  -  канош чна б!л!н!йна форма, шо призводить 5„ !

В* до двоТстост!; BRe „  = В, х В2  х ...х В„ х . . . , х,.. =  (х 1.,х 2 .,...,х /. ,. ..) .

Лема. Для абстрактного ж тегралу по гауавськш  м!р! в 
комплексному простор! з нескш ченнократною  дш сною  частиною  та 
однократною  уявною  частиною виконуеться теорем а Фубш! про зм!ну 
порядку ш тегрування за умови сильно!" штегровност! шдштегральноТ 
функцп.

Доведения. Розглянемо сильний абстрактний штеграл

j f ( x ) p j { d x ) ,  тобто вимагасмо

В ( 2 \ *

$ \ \ / { х ) \ в о р № ) « » ,
В ( 2 ) . «

д е  f ( x ) e  В0 в  банаховому V /(x ) ,  !нтефовноТ по Бохнеру по 

м!р! P f ,

\ f ( . x )p f(d x )=  J i m  \ g f a x \ t f i d P i j x ) .

Тут g  = / \ ц ^   ̂ -  звуження f ( x )  на И(2 \<в, f’n ~  посл!довн!сть

ортопроектор!в [PnRe > P„[m) > сильно зб!жна до тотожнього оператора в

# ( 2 ),оо •

Формулою  питания про замш у порядку ш тегрування в 
абстрактних ш тегралах по гауавськш  м!р! в комплексному простор! з
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нескш ченнократною д!йеною  частиною  та однократною  уявною 
частиною зводиться до  вир1шення питания про зм ш у порядку 
ш тегрування в кратких ш тегралах Бохнера вщ  векторнозначних 
функш й в скшченновихлрних локально компактних просторах.

Врахування узгодженост! ймов!рностних м!р, формую чих / у , - , 

завершуе доведения леми.
4 .2 . А б с т р а к т н и й  ш т е г р а л  п о  г а у а в с ь к ш  M i p i  в 

к о м п л е к с н о м у  п р о с т о р !  з  о д н о к р а т н о ю  д ш с н о ю  ч а с т и н о ю  т а  
н е с к ш ч е н н о к р а т н о ю  у я в н о ю  ч а с т и н о ю

Абстрактним ш тегралом по гауавськш  M i p i  в комплексному 
простор! з однократною  дШ сною частнною  та нескш ченнократною  
уявною  частиною будем о  називати

\f{y)p-t{dy)>
в (г\т

де У(2),/ю =  5 Кс х  5 |m „ j , 5 Rc -  д1йсний сепарабельний баках!в прост!р, 

e im „о -  уявний сепарабельний банах!в прост!р; 

Pi(fJ\ ><(/2 ) =  PtKt№ \)'Р1ы ,  ( ^ 2 )  “  абстрактна вшер!вська M i p a  в 

B(2 )i/00, U\ с  BRc, U j с : В|т  р ,^ ' -  абстрактна в!нер!вська м!ра в 

BRc, pjim r -  абстрактна фейнмаш вська M i p a  в 5 |m яким розум!смо

елемент ('(2 ),/<»> ̂ ( 2 ),/<ю>5(2)_/«,) неск!нченного добутку абстрактних 

фейнман!вських npocTopie, i

P i ^ M ) = } ™ П р ^ М ) ) >

^ 2 = ^ 2 \ х ^ 2 2  x . . . x t / 2/  х . . . ,  U2i c z B \ m i -  банаховому сепарабельному 

простору з  абстрактною  фейнмаш вською  Mipoio Pilml; PiRt -  

абстрактна вшер!вська Mipa BRe.
Абстрактний В1нер1вський ш теграл (5.32) розглядаемо в 

абстрактному вш ер!вському простор! (/(2 ),<оо,//(2 ),/оо.В(2 ).#=о), д е  /(г),,*

е в!дношення вклю чения H(2 ),i<*> с  5 (2 ),/«, 1 Я Кс -  д!йсний 

сепарабельний пльберттв npocrip , / / ]m cc -  уявний сепарабельний
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пльбер-пв npocrip; H (2\ im = Я Ке x Я 1т ю , Я ,т  „  = W,mi, х W,m 2  х ... -

пльбертов! уявш  простор и.
(нтеф ал  розум!Смо в сенс! Бохнера.
З п д н о  виш есказаного 1нтеграл ми розглядасмо як абстрактний 

ш теграл по M i p i  р,- в комплексному простор!.

Тут м!ру p j  розум!емо як розвиток в межах структуры 

абстрактного в!нер!вського простору (/(г),*»»^(2 ),<«>^ (2 ),*»j  гаус!всько1 

цил!ндричноУ м!ри в комплексному пльбертовом у простор! Я(2^,00, 

яку беремо в вигляд!

W  (£ (2 ) )=  M r, (£ Rc) M ln, „  (£ 1ш ) =

I |2

= (2 л?ке)" 2 * П  ' i m j  J exP
7=1

2 2/,‘Im,y
Im.y. ■

Jexp

r R c
2 ,Re

dxRe- >

де £ (2) =  £ Rc x £ Im,=o С  H (2\i™ ; £ Re c  WRc c  S Rc 1 £ Im,« <= Я Im , 

nR e = d im P nR' H Re -, n j  = dim  Pn j H [m j  -, £ Re, E ]m -  цил!ндричн! 

множини в!дпов!дно в д!йсному Я Кс, уявному Я |т  о0; F j ,  ҒКе -  

борел!вськ! пщ множ ини вщ повщ но в Рп Я |т  у та />„Rc Я Ке , у =  1 ,со;

I I2Р" , ’ Р"гь -  ортопроектори вщповщно в Я |т у та Я  Rc, |x lm y.| < 0 .

Розглянемо л!н!йн! перетворення зсуву в абстрактному !нтеф ал! 
по гаус!вськ!й м!р! в комплексному простор! з  однократною  д!йсною 
частиною  та неск!нчен некратною  уявною  частиною.

Покладемо
Pi{x >u (2))= Pl{u (2) + x ) ,  

де х  е  5(2),,«,, Я(2) с  5 (2),/оо, Я(2) =  Я , х Я 2 , Я , с= S Re, Я 2 с  5 ,т  да.
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Теорема. Якщ о h  g  Я(2) , то при перстворенн! y  = Ix + h  м!ри 

Pi (h, ■)  i p j  екв1валеитн1, i

\ f (y )P t{< ty )=  J / ( x  + A )expJ-[ (2 /ReУ" 1 + /r^ i.,x,.)Src -
S(2).l« S(2 ).-=

/=i z=i l m . /
■Pi{dx).

Тут A =  (Ai., *2 ..) ,  оператор /  с  тотожш м оператором

5 lm.«) =  5 Im,l x 8 lm,2 x -  S lm.nx - -

Виходимо ia структури тотож нього в!дображення в У(2 ).,со 

вигляду

f/R= о )
/  =

о  / lm ,®

де  / Rc -  тотожне вщ ображ ення в 5 Ке, /]„, „  -  тотожне в!дображення

в 5.lm,® •

Нехай лш ш ний оператор К . В ^ т  мас структуру

К  =
К Кс ^ R e . l m

^lm , Rc ^  lm

де / i R c : e R c - >  Я К е ,  ^R e im : 5 r c  —>  H \ m , ^ i m,R c: 5 lm,« ^Re» 

^4m • 8 lm,® —> ^lm,® •

Розглянемо T  = I  + K ,  7 :5 ( 2)i/oo->  5 (2 ^  , del 7  = J~((l +  Л5) ,  де
S

As -  власн! числа оператора К  .
Позначимо

р{ от{и)=р7(т(и)).
Теорема. Нехай 7  — лшпйне вщ ображення Д(2 ) ^  в себе, i 

виконуються умови:

(а) * ( % * , ) < =  ^ ( 2 ),/®;
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(б) Д ля оператора Т  icnye обернене лш ш не в1дображення 

^ ( 2 ),/® в себе;

(в)

Ход! м!ри p j ° T  \ p j  с екв1валентними, i

\ f ( y ) p j ( d y ) = { / ( ^ г ) е х р |- ( 2 /Ке)_ 1^(/кКеТ|., K Rcx l )H^  +

8 (2Xto % ).»

+  2( ^ R e - v l > х 1 ) а к . ] + Х ( 2, 1 т , / У 1
1= \

/  X
5 - '/Lt\^hn,ljx2j-’ imx2m ) .. +
j=\m=l lm-'

+  2 X (^ Im ,//j:2 y - x2 / )/
7=1

l m . /
|d e t7 | руС/й:),

де

^lm  =

^Im,l2 K lmM ■"

^Im ,2 1 ^ lm ,2 2 K \m,2l -

"V
Нехай T  = I  + К  e нел1н!йне в!дображення %),/oo 8  себе,

К lr Y  Н К ( y  X  Н ■ ^ l m  ^ l m^ R c  v i . ,X 2 . J e  / iR e .  " lm ,® »  о ’ с  ’ с ’ с
о  Х|. 0 X 2 .. Xi- о  Х2 „

-  частков! похщш Ф реш е;

detX  =  d e t( / + ^ ) = f I O  +  ^ ) .

де As -  власн! числа оператора K ' , 

^ R e ( - Vl >*2- ) 'Кх =
^ lm (x l>x2 -)y

f ^ R e SK Rc

, r  =
<5x,. S x 2..

« l m

,  S x \ 5 x 2 . J
Теорема. Припусгимо, шо для Т  виконуються умови:
(а) ^ ( 5 (2 ),/ « j c  / /( 2 ),,«,;
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(б) Д ля К  в / /(2) ,да icnyc обернене вщ ображення К  1;

(в) 1снуе Л : 'е 2 :1 (Я(2 )1*0 ).

Тод! м1ри p j ° T  i p j  е екв!валентними, i для довшьноТ 

обмеженоТ р~, -штегровноУ в с е н а  Бохнера функшТ f ( y )  ai значениями 
в д!йсному банаховому простор]

| / М / ’, - Ы =  J / ( 7 > ) e x p  +

fl(2).ro S(2).™

I 1 ^

и = 1

x [ 2 (/f„.(x,.,X2 . , . . . , x , . х„.)6|ил +\Kn{ x v ,x2.,...,x, J j |d e t7 |/>,-((&).

Тут (■ » " ) /}  -  канон1чна б]л1н]йна форма, що призводить
"Im.zr

5|m.n i ^lin,л  ДО двоУстос-п; 8 lm „  = flIm , х 8 lm 2  х ...х  5 Im п х .„ ,

=  (*2 |..X2 2 ->->*2 /->•••)•
Лема. Для абстрактного ]нтегралу по гауавськнй Mipi в 

комплексному простор! з однократною  д! йеною частиною  та 
несюнченнократною уявною  частиною виконусться теорем а Фуб!н! 
про зм!ну порядку ш тегрування за умови сильно!" 1нтегровност1 

шдштегрально!" функшТ.
Доведения. Розглянемо сильний абстрактний штеграл 

j f ( x ) p i ( d x ) ,  тобто вимагаемо 

В(Ф°°

jH /(x) lBoP i(d x )< c c ,

8 (2), «о

де / ( х ) е  Sq в банаховому V /(x ) ,  штегровноУ по Бохнеру по M i p i  P i , 
\ f ( x )Pi М  = jg (P a * )“i  (dpnx )  •

S ( 2 ) , t o
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Туг g  =  А „ П к  -  звуження f ( x )  на Я (2)>(00, Рц 

посл]довн1сть ортопроектор! в (PnRe, ) ,  сильно зб!жна до

тотожнього оператора в H(2 ),i<t> ■

Попередш ми викладками питания про зам! ну порядку 
!нтеф ування в абстрактних !нтеф алах  по гаус!вськ!й м!р! в 
комплексному простор! з однократною  д!йсною частиною  та 
несюнченнократною уявною  частиною  зводиться до  вир!шення 
питания про зм!ну порядку ш теф ування в кратких (нтегралах Бохнера 
в!д векторнозначних функцш  в сю нченнократних локально
компактних просторах.

Врахування узгодженост! ймов!рностних м!р, формую чих //,-,

заверш уе доведения леми.
4 .3 . А б с т р а к т н и й  ш т е г р а л  п о  г а у с ! в с ь к ! й  M ipi в

к о м п л е к с н о м у  п р о с т о р !  з  н е с к ш ч е н н о к р а т н и м и  д ж с н о ю  т а  у я в н о ю  
ч а с т и  н а м и

Абстрактним ш теф алом  по гаус!вськ!й м!р! в комплексному 
простор! з  нескш ченнократними дш сною  та уявною частиками будем о 
називати

j f ( x ) p i ( d x ) ,

де = S rc,»  х 5 |т  да, 5 Кс сс -  д!йсний сепарабельний банах!в

прост!р в сенс! п!дрозд!лу 4.1, S |m M -  уявний сепарабельний банах!в

прост!р в сенс! тд р о зд ш у  4.2; p j ( U \ x U 2)  = p ,Rcx ( U \ ) - P j ^ (f/2 ) -

абстрактна в!нер!вська м!ра в S(2 , L/, е  BRe „ ,  U 2 e 5 ,m , p ,Rc e

-  абстрактна в!нер!вська м!ра в 5 Re , Pilm х -  абстрактна

фейнман!вська м!ра в 5 | т  „ ,  якими розум!емо елементи

та ('(2 ),<®,Я(2 ),/«-5 (2 ),/а:) несюнченних добутк!в

абстрактних в!нер!вських простор!в та абстрактних фейнман!вських 
простор!в в!дпов!дно.
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t / ,  = ( / , , x ( / | 2 x . . . x ( / , y x . . . ,  U 2 = U 2 i x U n x . . . x U 2 j X . . . ,  U u  6  S Re ,  -  

банаховому д 1йсному сепарабельному простору з абстрактною 
в1нер1вською Mipoio PiK cl> ^ 2 / 6  ^Im.Z -  банаховому уявному 

сепарабельному простору з  абстрактною  фейнмаш вською  м!рою

Абстрактний в!нер1вський 1нтеграл розглядасмо в абстрактному 

вш ер 1вському простор! (/(г),»,*»,и (2\ ^ ,  5(2),®,to j, Де /"(2),„,te с 
вшношення включения с  ^  = Я Ке со х  Я 1т а]

-  сепарабельний npocrip  при Я Ксоо д!йсному сепарабельному 

пльбертовому простору та / / lm(C уявному сепарабельному 

пльбертовом у простору; Я Ке „  =  Я , х / / 2  х . . . х / / ,  х . . . .  Я /  -  д!йсн! 

сепарабелый г 1льбертов! простори;

^lm ,®  =  / / lm ,!x //|m ,2 x - / / Iin./x " .  ^ lm ,/ "  уявний сепарабельний 
пльберт!в npocrip.

1нтеграл розум!емо в сенс! Бохнера.
Зпдно вищ есказаного ш теграл ми розглядасмо як абстрактний 

штеграл по M i p i  p j  в комплексному простор!.

Тут м!ру p j  розум!смо як розвиток в меж ах структури 

абстрактного в!нер!вського простору ('(г),*,,,®, - 5 (2 ).<ю,,о,)

гаус!вськоУ цил!ндрично1 м!ри в комплексному пльбертовому простор! 
H{2 ),x,i<t> > ЯКУ беремо в вигляд!
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= n w  ГК,/2 lexp
>=' /=1

M £ ( 2 ) ) =  ( £ R e ) 'W , m. «  ( £ l m )  =

|XRe.y|p HnRc.j \п2я -  
2 2i

x Jexp
"lm,/

1п 2 л- + - " l m  I " » '

2/ lm , /

Rc,7

де £(2) =  (£ Ке_00х £ |т  оо) с Я ( 2) 00 /00 ; £ Rc cc с  Я Кс со с  £ Rc co,

^ 1т , « с Я | т  о о с й , т  а , ;  и К е , 7  = < И т Р „ ^ Я у ;  « | m  /  =  dim ^  Я ^  , ;  

£ Re , £ |т  -  цилш дричш  МНОЖИНИ в1дПОв!дНО В д( НС НОМ у  Я К е  д а  ,  

уявному Я]т  да ; FRe у , £ |т  / -  борел!вськ! гидмножини в1дпов!дно в

Р^ Л у та  7 = ^ -  / = ^ ;  V y ’ V /  -
ортопроектори вщ повщ но в Я у  та Я 1т / .

Покладемо

Р / к ^ ( 2 ) ) = й ( ^ ( 2 ) +  ̂ ) .

де х  е  % д а ,,д а , Я ^ с б ^ д а у д а ,  Я(2) = Я , х Я 2 , Я , с б Ке оо,

С  F]m да .

Теорема. Якщ о h  е  Н (2\«>,ю, то  при перетворенн! y  = lx  + h 
м!ри p ,(h ,  ) \ p j  екв1валентн1, i

\ f ( y )p i {< ty )=  J / ( x  + /i)exp
y=i '  /=i

-ikT'ifeML - b i i h i  m ,i
i=i lmJ i=i ■

Pj(dx).

Тут Л =  оператор /  с  тотожн1м оператором S(2)i00]/00,

5 R e ,«  =  ® R e ,l x  5 R e,2  x - 8 R c ,/ x - >  S lm.oo =  5 lm ,l  x f i lm ,2  x - 5 lm ,/  * • • • •
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Виходимо 1з структури тотожнього 1Мдображення в 5(2),«>,/«> 

вигляду

/  =
о / ,mi0 0 j ’

д е  / Rcoo -  тотожне вщ ображення в ДКесс, / im-a> -  тотожне 

в!дображення в В|т  «,.

Нехай л!ш йний оператор К : В(2 ),<п,кс ^ ( 2 ),да,/» мае структуру

^ R e  ^ R e , l m )

/ lm ,R e  J’K  =

де A V : B ,R c  • “ Re.oo H Rc.oo » ^ R e , l m  : S Re,oo - »  H Im .oo >

^ I m . R c  •  ^ I m . c o  ^ R c . o o  » ^ l m  : B l m . o o  ” *  ^ I m , »  •

Розглянемо T  = /  + K ,  T: 5 (2 ),.,/«, B(2 \ ^ .

d e l  T  = Г~[ 0 +  As) > Де As -  власн! числа оператора Af .
S

Позначимо
p 7 o 7 ( t / ) = p 7 ( 7 ( t / ) ) .

Теорема. Нехай 7  -  л1шйне в!дображення 5 (2 ),«,/со в себе, i 

виконуються умови:
( а )  А'(В(2),001̂ ) с : Я ( 2)_00>0;

(б) Д ля оператора 7  icnye обернене л1н!йне вщображення 
н {2 \ ^  в себе;

(в)

Тод! м!ри P j ° T  i р-, е екв!валентними, i

\ f ( y ) P j { d y ) =  | / ( 7 t ) e x p
®(2).»,га 8(2),»,/»

- Z ( 2 0 )"

+ 2 ^ ( ^ / / x iy > x l/ )ti
y=l

СО СО

X  КЬпХ1 т )н 1
j= lm = l

1=1 j= lm = l lm.1
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“Inv
|det T \p j ( d x ) ,+ 2 Y . { K im,ljx 2 j ’ x 2 l ) E 

7=1

де K Re описано (5.10), /C|m описано (5.38).

Нехай Т  = 1 + К  с нелш ш не вщ ображення 6 (2 ),«,,/® в себе,

/ : Кс(х,..,Х 2..)е/У Ке,Сс ,  ^ 1 т (^ 1 ..Л 2 ..)б Я |т101; ,

я с ы  . . .
— ——  частков! П О Х 1 Д Н 1  Фреше;
5 х 2-

d e t r  =  d e t( / +  / i ) =  P J O  +  A ,), 
s

д е  -  власш числа оператора К  ,

Кх = ^R e(x I - x2- ) ' 1

f ^ R c Ж Ке

К ' = <̂ x | . f>x 2-

Л |ш ( х 1 *х2 -); S K \m

5 x l- S x 2
Теорема. Припусгимо, що для Т  виконуються умови: 

(а) Ф ( 2 ),»,/=о)<=^(2 ),«>,№;

(б) Д ля К  в Н ф'Х 'Ш  icnye обернене вщ ображ ення К  1;

(в) Генуе К ' е  £,(W (2)i00j/cc).

ТодГ мГри p j  о Г  i Р 7  е еквГвалентними, i для довГльноТ 

обмежено! /> 7  -ГнтегровноТ в сенс! Бохнера функшТ / ( у )  з! значениями 
в дГйсному банаховому простор!

 Х1 \ xn V  +
®(2).ел» 

+

| / ( у ) я Ы =  J /(b r )e x p
’ Л = 1

|^ .(^l.,^2v»^/.v)|^ j  + 2 х ( ^ 1 » ^ 2 - »•••)> х п )в]тп
п=\

+ |а:л. (т,„ х2.,..., xi ; - fHim п jj|det Т\ P7 (t&).
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Лема. Д ля абстрактного ш тегралу по гауавсью й  M i p i  в 
комплексному простор! з  нескш ченнократними дш сною  та уявною 
частинами виконусться теорем а Фубш! про зм ш у порядку 
(нтегрування за умови сильно! ш тегровносп ш дш тегрально! функци.
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