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So’z hoshi

Ushbu kitobda muallif tomonidan o'n yildan ziyodrog
davr ichida Mirzo Ulug'bek nomli O'zbekiston Milliy Uni-
versitetining fizika fakulteti nazariy fizika kafedrasi tala-
balari uchun wmumiy nisbiylik nazariyasi bo'yicha bergan
ma'ruzalari yig'ilgan. Zamonaviy fizika fani ikkita fundamen-
tal nazariyalarga asoslangandir - nisbiylik nazarivasi va kvant
mexantkasi. Zamonaviy tushunchalarimiz bo'yicha elementar
zarrachalar, ular orasidagi o'zaro ta’sir kuchlari va, demak, bu-
tun borlig mana shu nazariyalarning bir-biriga moslashtirish
jarayonida kelib chigadi, Tabiiyki, bu nazarivalarga o'quv
jarayonida katta ahamiyat beriladi.

Xususiy nisbiylik nazariyasi paydo bo'lgandan keyin biz-
ning fazo va vaqt hagidagi tushunchalarimiz tubdan o'zgardi.
Umumiy nisbiylik nazariyasi esa fazo-vaqt xossalarini shu fa-
zodagi modda tagsimoti bilan bog'lab tortishish kuchining
tabiatini tushuntirib berdi. Umumiy nisbiylik nazariyasini
Yer sharoitida go'llash imkoniyati yo'q, biz bu hagida kirishda
gapiramiz, ammo, Koinotda kuzatilayotgan ko'pgina hodisalar
(kesmologik qonuniyatlar, qora kavaklar, neytron yulduzlar va
h.k.) fagatgina manva shu nazariya asosidagina talgin gilinishi
mumkin.

Umumiy nisbiylik nazarivasi nazariy fizika bo'yicha ixti-
soslashayotgan talabalar uchun maxsus kurs sifatida beriladi.
Bu maxsus kursni tushunish uchun matematikaning bir mun-
cha sohalarini bilish kerak, xususan, differensial tenglamalar,
vektor algebra, chizigli algebra, variatsion hisob asoslari vah.k.
Tenzorlar nazariyasini bilish shart emas, bu nazarivaning ke-
rakli gismlari ushbu kitobda voritilgan.

Bir muammoga to'xtalib o'taylik. Odatda Lotin alifbosiga
asoslangan Ovrupa tillarida biror shaxsning ismi-familiyasi
o’zining tilida ganday yozilsa boshqa tillarda ham o'z shak-
lini o'zgartirmasdan yoziladi {masalan, fransuzcha nomlar in-
gliz tilida va teskari). Bu qoida xalqlar orasidagi o/zaro hur-

3

www.ziyouz.com kutubxonasi



matning bir ko'rinishidir. Ammo o'zbek talabalari olimlar:
ning nomlarining ruscha talaffuziga o'rgangan. Shuning uchun
ushbu kitobda ham climlarning nomlarining ruscha talaffuzi
ishlatildi. Talabalarimiz dunyc adabiyotini o'rgana boshla-
ganda shu nomlarning hagiqiy yozuviga duch kelib tushunmas-
dan adashib o'tirmasin degan magsadda kitobimizda uchray«di-
gan nomlarning uch hil yozivini keltiraylik:

Halgaro qoida bovicha Rus ti]adal Ushu kitobda,
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Einstein DitnnrTeln Einshtein o
Ricei Paaun - Richchi o
Riemann Puvan ~ Riman o
Laplace _ Aannac " Laplas
Levi-Chivita Jesu-Ymsura  Levi-Chivita
Hilbert T'wasbepr Gilbert
Walker Voxkep " Uoker
Friedman Qpuayan  Fridman - .
Schwarzschild  IHsapmmmisn  Shvarishild
D’Alambert - Hanambep Ialamber _,
Newton ;  Hplotom Nyuton Cr
Michelson Maiixenscon  Maykelson -
LeVerrier Jlepepne Lever'ye
Christoffel - Kpucrobdear Kristoffel . "
Minkowski Munxopekutt  Minkovskiy
Lagrange Jlarpanx Lagranj '
. Hubble Xab6:1 Xabbl -
Hamilton laammasron Gamilton
Poisson [yaccon PPuasson
Slipher ~ Cnaitbep Slayfer
Jacobi .. Skofu Yakobi ‘
Carie . " Kwopu Kyuri y
v B Ao
.



_Halgaro goida boyicha Rus tilada Ushu kitobda

Dirae Hupak Dirak
Planck o Ilnanx Plank
Bianchi - .. Branxky  Bianki
Coulomb : Ky.on Kulon

¥zbek tilida umumiy nisbiylik nazariyasi bovicha birinchi
kitob kamchiliklardan xoli bo'lmasa kerak. Muallif uwmid qi-
ladiki, o’quvchi kitobni o'rganish jaroyonida biror-bir kamchi-
likka duch kelsa quyidagi manzil bo'yicha o'z mulohazalarini
muallifga yetkazadi: Toshkent, Talabalar Shaxarchast, O'zMU,
fizika fakulteti, nazariy fizika kafedmm
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1.1 Umumiy nisbiylik nazariyasi nima uchun
kerak? '

Yigirmanchi asrda yaratilgan eng buyuk nazariyalardan bixi
nigbiylik nazariyasidir. Nisbiylik nazariyasi bizning fazo va
vaqt hagidagi tushunchalarimizni tubdan o'zgartirib yubordi.
Shu ozgarishlarning ichida eng ajoyiblaridan biri - bu tor-
tishish kuchining yangi nazarivasi bo'lmish umumiy nishbiylik
nazariyasining yaratilishidir. Bu nazariya tortishish kuchini
fazo-vagtning egrilanganligi orqali tushuntiradi.

Nima uchun tortishish gonunini bunday o’zgartirishga to'g'ri
keldi?  Nyufonning butun dynye tortishish gonuni XX-
asrning boshida ikkita muammoga ega edi. Birinchi muammo
Merkuriy perigeliysining surunkali siljishi bilan bog’liq bo'lib
u 1842 yilda fransuz matematigi Lever'ye tomonidan o'sha
paytda hali noma’lum bolgan Neptun planetasini hisoblab to-
pish paytida ochilgan edi. o'sha paytda fagat yettitagina pla-
neta malum edi va yig'llgan ma’lumotlar bu planetalarning
harakatiga yana qandaydir beshga massiv jism o'z ta'sirini
ko'rsatmogda degan xulosaga olib kelgan edi. Bu degani,
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Quyosh sistemamizda yana bir katta planeta bor, uzoqda joy-
lashganligi uchun wni kuchli teleskopsiz ko'rish mumkin emas
va shn sababli u hali ochilmagan deganidir. Lever'ye mana
shu tahminni tekshirish magsadida ma’lum bo'lgan planeta-
Jarning haraketini Nyutonnnig butun dunyo tortishish qonunt’
asosida izchillik bilan o'rgandi va sakkizinchi planeta - Nep-
tunning fazodagi holatini qalam uchida yuqori aniglikda topib
berdi. Bu Nyuton nazariyasining hagiqiy triumfi edi. Mazkur
hisob davomida Lever'ye bitta "kichikkina" mmarmmoga duch
keldi. Hisoblar bo'yicha Merkuriy orbitasining perigeliy nug-
tasi surunkali ravishda siljib borar ekan. Bu siljish bir asrda
taxminan 6000 burchak sekundini tashkil qiladi. Buning de-
yarli hammasini boshga planetalarning (asosan Yupiterning)
ta'siri orgali tushuntirish mumkin, lekin shu siljishning 39"
(xozirgi ma’lumotlar bo'yicha 43”) ni hech ganday yo'l bilan
tushuntirib bo'lmadi. Bu sohadagi ko'p urinishlar hech qanday
natijaga olib kelmagan.
Ikkinchi sabab prinsipial sababdir. Nyuton qonunini

F= —G%l—%r L)

dan ko'rinib turibdiki, ikki jism orasidagi tortishish kuchi
vagtga bog'liq bo'lmagan holda oniy ravshda bir nugtadan
ikkinchisiga yetib borar ekan. Bu degani Nyuton qonuni nis-
biylik prinsipiga ziddir. Nisbiylik prinsipi bo’yicha hech qanday
signal yorug'lik tezligidan katta teziik bilan targalishi mumkin
emas, Mana shu ikkinchi sabab Einshteinni 1908 yilda nisbiylik
prinsipiga asoslangan tortishish kuchi nazariyasini yaratishga
kirishishga olib keldi. Einshteinning bu harakatlari 1915 vilda
tortishish kuchining to'lig relativistik ko'rinishi bo'lgan umu-
miy nisbiylik nazariyasini yaratish bilan yakunlandi.

Nima uchun Nyuton nazariyasi nisbiylik prinsipiga
bo'ysunmasdan turib Yerda ham, Quyosh sistemasida ham
juda katta aniglikda ishlaydi?  Buning sababi ikkitadir.
Birinchisi, Quyosh sistemasidagi jismlarning tezliklari juda
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kichikdir, ular v/c ~ 107* dan oshmaydi, natijada, relativistik
effektlar deyarli sezilarh emas. Ikkinchidan, keyingi boblarda
ko'rsatamizki, fazo-vagtning egrilanganligi /¢ faktor bilan
aniglanadi, bu yerda ¢ - gravitatsion potensialdir. Yer
atrofida /¢ ~ 1071, Quyosh atrofida esa ¢/c2 ~ 107
tartibga egadir. Ko'rinib turibdiki, nisbiylik nazariyasining
ta’siri Quyosh sistemasida uncha sezilarli bola olmaydi.
Ammo, Galaktikamizda va Koinotda shunday katta tezliklar,
kuehli va o'ta kuchli tortishish maydonlari borkt, ularda sodir
bo'layotgan jarayonlar fagat umumiy nisbiylik nazarivasi
asosidagina tushuntirilishi mumkin, Masalan, nevtron yul-
duzlar (pulsarlar) va Qora kavaklar - kollapsarlar — ularning
hossalari lagat umummiy nisbiylik nazariyasi asosidagina
tushuntirilishi mumkin., Koinotning evolutsiyvasi, undagi ro'y
berayotgan ota tengi vo'q jarayonlar — umumiy nisbiylik
nazarivasining hozirgi kundagi tatbiq gilinish sohasidir.

Umumiv nisbiylik nazariyasini tushunish uchun xususiy nis-
biylik nazariyasini bilish kerak. O'quvchi xususiy nisbiylik
nazariyasining asoslarini biladi deb faraz qilamiz. Keyingi
paragrafda xususiy nishiylik nazariyasining elementlari — inter-
val, to'rt o'lchamli fazo-vaqt, to'rt tezlik, to'rt impuls {(energiya-
impuls} va h.k. tushunchalar kirisiladi. Bundan asosiy magsad
- kitobchada ishlatiladigan belgilashiarni kirttishdir.

Shuni  ayvtishimiz kerakki, bu kitobchani vozganda
adabiyoflardan (aynigsa, Weinberg, Lightman-Press-Price-
Teukolsky va Landsu-Lifshitzlarning kitoblaridan) unumli
foydalandik. -

1.2 Xususiy nisbiylik nazariyasi elementlari..
To'rt olchamli fazo-vaqt

Ushbu  qismning magsadi o'quvchiga _xusu,éi__\_r" nisbiylik
nazariyasi asoslarini eslatib ketish, Xususan, to’rt o/lchamii
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fazo-vaqgtning kiritilishini va u bilan bog'liq bo'lgan belgilash-
larni muhokama gilishdir. Albatta, xususiy nisbiylik nazariyast
'7-0'zidan olganda juda boy fan, yoritish uchun tanlab olin-
gan tushunchalar shu sababdan olindiki ular winumiy nisbiylik
nazarivasi gismida ko'p ishlatiladi.

Fizika fani eksperimental fan. Mexanika sohasidagi ekspe-
rimentlar Galileyni mexanika qonunlari sanog sistemasiga
bog'liq emas degan fikrga olib keldi. Buni biz hozir Galiley
nisbiylik prinsipi deymiz.

Einshteinning nisbiylik prinsipi Galileynikidan shu bilan
farg qiladiki, Einshtein bo'yicha inersial sapoq sistemalar tabi-
alning umuman hamma gonunlariga nishatan teng huguglidir.

Tajriba shuni ko'rsatadiki, biror nuqtada ro’y bergan hodisa
hagidagi signal ixtiyoriy boshga nuqtaga qandaydir vaqtdan
kevingina yetib boradi, Bu degani tabistda ixtivoriy tezlik
bo'lishi mumkin emas, tezliklar chegaralangan, demak, gan-
daydir maksimal tezlik mavijud deganidir. Agar maksimal tez-
lik bo'lmaganda signal ixtiyoriy katta (demak, cheksiz ham)
tezlik bilan harakat gilishi mumkin bolar edi. Maksimal tez-
lik albatta hamma inersial sanoq sistemalarida bir xil giy-
matga ega bo'lishi kerak, aks holda bir sistemani ikkinchisidan
ajratishimiz mumkin bo'lib qoladi.

XX-asrda o'tkazilgan ko'pdan-ko'p eksperimentlar vorig/lik
nurining tezligi sancq sistemasigs bog'liq emasligini ko'rsatdi.
Bu eksperimentlar ichida Maykelson-Morl eksperimenti eng
mashhuridir.

Shu faktiarni bir joyga vig'ib quyidagi ikki tasdigga kelamiz:

e Hamma iversial sanoq sistemalari teng huquqli;

» Yorug'lik tezligi hamma inersial sanoq sistemalarida bir
xil givmatga ega. _
Mana shu ikki tasdiq Einshiein nisbiylik prinsipi deyiladi.
Bu prinsipdan darhol ikki hodisaning birvaqgtliligi nisbiy ekan-
ligi (va'ni, bir sistemadan ikkinchisiga o'tganimizda saglan-
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-masligi } kelib chigadi. Buni Emshteu;l oylab topga.n oddly
_misolda ko rlshmnz mumkm .

; o / [ AT /

A - 0 B
L § 1 O
I - 3 1 L It
[ ——— - )
s
o}

Rasm 1.1: Birvaqtlilikuing nisbiyligi

Rasm (1.1)-da ko'rsatilgandek laboratoriya sistemamiz ol-
didan poyezd o'tib ketayotgan bo'lsin.  Povezdning qoq
ortasidagi O nuqta laboratoriyadagi O ga mos kelganda shu
nugtada lampa yonsin. Shu lampadan chigqan nur poyezdning
bosh B va ohirgi 4 nugtalariga (poyezd sistemasida ularni mos
ravishda B va A" deh belgilaymiz) vetib kelish vagtlarini la~
boratoriya sistemasida ¢4 va tp deb va xuddi shu hodisalar
vagtlarini poyezd sistemasida ¢y va tip deb belgilaylik. Poyezd
sistemasida A’'Q" = (B’ bo'lgani uchun ¢, = #5 bo'ladi, la-
boratoriya sistemasida esa f4 < ¢p bolishi kemk chunkl A
nugta nur manbayi tomon harakat qilayapti, dema.k, nur bu
nugtaga tezroq yvetib borishi kerak. B nuqta esa nur manbayi-
dan poyezd tezligi bilan uzoglashayapti va yorug'lik nuri unga
keyinroq yetib boradi. Ushbu oddiy misol vaqgt tushunchasiga
bo'lgan munosabatimizni {ubdan o’zgartirib yuboradi. Agar
Nyuton mexanikasida vagt hech narsaga bog liq bo'lmagan
tarzda o' z-o'zidan ogadigan bir absolut substansiya
sifatida ta’riflanadigan bo'lse Einshteinning bu oddiy misoli
vaqt tushunchasining sanoq sistemasiga bog'ligligini ko'rsatadi,
uni (xuddi x.y, ~ ga o’xshagan) bir koordinataga aylantiradi.
Ixtiyoriy hodisa haqida gapirganimizda unt aniglash uchun shu
hedisa ro’y bergan nugtaning uchta koordinatasi {(z,y,2) va
vaqti ¢ larni berishimiz kerak. Biror hodisaning ro'y bergan ko-
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ordinatalari va vaqtini ikki sistemada solishtirmoqeht bo'laylik.
Bir {shtrixlanmagan} sistemadan ikkinchisiga (shtrlxlang,anga,)
o'tganimizda Nyuton mexanikasida ham

(:L'? y? z) -':F (x,7 y,? Z’)

bo'ladi, ammeo unda
t=1t

bo'lib qolar edi. Einshteinning nisbivlik prmSlpi bo’y]cha €58
(x,y.2,8) = (&9, 2,1 (12

deb yozishimiz kerak. Ko'rinib turibdiki, biz tabiiy ravish-
da to'rt o/lchamli matematik fazoga o'tib qoldik. Bu fa-
zoning {f,z,y, z} koordinatalik har bir nugtasi gandaydir bir
hedisaga mos keladi. Bunday to'rt o/lchamli matematik fazo
Minkouvskiy fazosi deyiladi. Fizikada v fazo-vagi deyi-
ladi. Odatda vaqt koordinatasi hamma vaqt yorug'lik tezligiga
ko'paygan holda kirgani uchun vaqt koordinatasi sifatida
2% = ¢t olinadi. Ko'rinib turibdiki, ° ning o’Ichamligi masofa
olchamligiga teng.

Fizika fani hodisalar haqidagi fan bo'lgani uchun {1.2) ning
natijasi sifatida fizika qonunlarini to'rt olchamli fazo-vaqt
tilida ifoda qilishimiz magsadga muvofigdir.

Yana bir ta’kidlab o'taylik, to'rt olchamli fazo-vaqt
matematik fazodir, nndan foydalanish juda ke'p qulayliklarga
olib keladi. Bizning hayotimiz esa vch olchamli fizik fazoda
o'tadi.

Biron-bir nuqtada qimillamasdan turgan zarrani olaylik.
Har bir vagt momentida shu zarraga fazo-vaqtning bir nug-
tasi to'g’ri keladi, uni odatda dunyoviy nugte deyiladi. Vaqt
o'tishi hilan zarraning vaqt koordinatasi osha boshlaydi va
uning dunyoviy nugtasi vaqh koordinatasiga parallel bo'lgan
chizig chiza boshlaydi. Agar zarramiz fazoda harakat gilsa
uning mana shu dunyoviy chizig'i egri chizigga aylanadi.
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Ixtiyorty fazo haqida gapirganimizda shu fazodagi ikki
nuqta, orasidagi masofa tushunchasi muhim rol o'ynayvdi. Biz
o'rgangan uch o'lchamli fazoda Pithagor (Pifagor) teoremasi
bo'yicha koordimatalari dz, dy, dz ga farq qllgan ikki nuqta
orasidagi masofa kvadrati _

d? = di? + di? + d2? T nes

ga teng. Agar koordinatlarni nomerlab chigsak - z = 2!, y =
z?, z = z* - yngoridagi goida qulayroeq ko'rinishga keladi:

Lo

= Z(d’n 2, (1.3)
Cn =1 T

Masofaning asosiy hossasi - uning ortogonal chizigli al-
mashtirishgs nisbatan o'zgarmasligi, invarigntligidir. Orto-
gonal almashtirish koordinat sistemamizai biror bir burchakka
aylantirishga mos keladi. Koordinat sistemasini aylantirsak
ikki nuqta orasidagi masofa o'zgarmaydi, albatta. _

Fazo-vagtdagl koordinatalari (cdt, dz, dy, dz) ga farq gilgan
ikki nuqta {ikki hodisa !} orasidagi masofa kvadrati

ds® = *dt® —da® ~ dy* ~ dz* (1.4)

formula orqali aniglanadi. Masofaga kirgan differensiallar

kvadratlarining bir ¢ismi minus ishorasi bilan kirdi. Maso-

faning kvadrati shunday ta'rifianadigan fazolar psevdoyevk-

lid fazolari deyiladi. Kiritilgan ds kattalik ikki cheksiz yaqin

hodisalar orasidagi interval deyiladi. Ba formulaning kelib

chigishi quyidagicha. Uni '
?

ds’ = Pde —dPP = Pd ([ - %)

i

ko'rinishga keltirib olaylik. Shu ikki nugta orasidagi yorug'lik
nurining tarqalishini ko'raylik. Ya'ni, birinchi hodisa - z,y. 2
nuqtadan ¢ vagtda yorig/lik nuri chigdi va ikkinchi hodisa — shu
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nur x + dx,y + dy. z + dz nuqtaga ¢ + df vagtda yetib keldi.
Bu holda v = ¢ va ds® = 0 bo'ladi. Xuddi shua protsesni ixti-
yoriy boshqa sanoq sistemasida olib qarasak, bari bir ds'? = 0
ekanligini ko'ramiz {yorug'lik tezligining o'zgarmasligi sababli).
To'rt o'lchamli fazo-vagtdagi (1.2)-almashtirish bir sanoq sis-
temasidan ikkinchisiga o'tishga mos keladi. To'rt olchamlii
koordinat sistemasi nuqtai-nazaridan bu almashtirish bir or-
togonal sistemadan ikkinchisiga o'tishdir, ya'ni, ma'lum bir
burchakka burishdir. Bu almashtirish Lorentz almashtirishi
deyiladi (Lorentz almashtirishlarining aniq ta'rifini 77-betda
muhokama qilamiz). Ko'rsatish mumkinki ([1], §2), interval-
ning bu almashtirishlarga nisbatan invariantlik xossasi

ds = dg’

nafagat nolga teng bo'lgan intervallar uchun, balki ixtiyoriy
intervallar uchun o'rinlidir.

Bizga to'rtta komponentalik kattalik berilgan bo’1sm
AR = (AP, A, A% A%} Agar shu kattalik bir sanoq sistemasi-
dan ikkinchisiga o'tganda Lorentz almashtirishlari bo’yicha
o'zgarsa bunday kattalik to'rt-vektor deyiladi.

Intervalning kvadratini ham {1.3)-ko'rinishga keltirib
olmogchi bo'lsak vektorlarning ikki xil sortini kiritishimiz
kerak: # va x,, bu yerda g — to'rtta giymatni gabul giladi:
=40, 1,2, 3}. «* sifatida (ct, &, y, z) larai olamiz. z, to'rt-
vektor sifatida esa {(cf, —x, —y, —z) larni olamiz. Odatda yugori
indeksli vektorlarni kontravariant vektor, quyi indeksl vek-
torlarni esa kowvariant vektor deyiladi. Demalk, kiritishimiz
bo'yicha

To = a0, &1 =Tl o= I, Xz= I ;
Bu - taxif.  Tort-vektorlarping differensiallari ham shu
goidaga bo'ysunadi. Shunday ta'rif kiritsak (1.4}-formulani

deﬂd:c o

=0
13
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. ko'rinishga keltirib olamiz. Yana bir muhim soddalashtirish

kiritishimiz zarur. Keyingi formulalarda har-xil indeksiar
;- bo'yicha yig/indilar juda ko’p bo'ladi. Shuning uchun quyidagi
_ kelishuv hayotimizni o'ta soddalashtirib berar edi: agar biror
. formulada bir indeks ikki marta uchrasa — bir marta ko-
- varient, bir marta kontravariant holda -~ shu indeks bo'yicha
vig'indi ko'zda tutiladi va vigndi belgisi ishlatilmaydi (Ein-
shtein qoidasi}. Bunday indekslar sogov indekslar deyiladi.
* Shunda yuqoridagi formula .

ds® =de,de*  (L8)

ko'rinishni oladi. Bu ifoda masofaning kvadrati edi, xuddi
shu yo'sinda ixtiyoriy to'rt-vektor A, ning kvadratini ham kiri-
~tishimiz mumkin:

= (A%)?% — A%
- Umuman, ixtiyoriy ikkita to'rt-vektorlar A* va B* uchun ulaa;‘-
" ning skalyar ko'paytmasini
A BY = 4B+ AiB' + A,B* + A3B% = A,B° - A-B

-orqali kiritishimiz mumkin. Agar metrik tenzor deb ataladigan
- va fagat diagonal komponentalari noldan fargli bo'lgan

CnE Y
.g,uv“_— I, p=vr=0;
-1, pe=ve=1{ =123,

‘kattalik kiritsak yuqorida kiritilgan skalyar ko'paytmalarni
ds? = gudatde”; A* = g,,A*A"; AB =g, A"B"
ko'rinishda yozib olishimiz mumkin. Bu formulalarda ikki-

tadan seqov indeks hor.
14
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Har bir formalizm shu formalizin qo'llanishi kerak bo'lgan
hodisalarga adekvat, ya’ni, mos kelgan bo'lishi kerak. Kiritil-
gan goidalar bir-rnuncha formal ko'rinishga ega, ammo nisbiy-
lik nazariyasining ichki ma’nosiga mos keladi. llar bundan
keyingi ishimizni soddalashtirib beradi. Aynigsa egrilangan fa-
zolarga o'tganimizda to'rt o'lchamli formalizin o'z qulayligini
ko'rsatadi.

Intervalning invariantlicidan gqanday natijalar kelib
chigishiga bir misol kelhtiraylik. Qo'zg'almasdan  turgan
kuzatuvchi oldidan uzunligi Al bo'lgan bir poyezd katta
o'zgarmas tezlik bilan o'tib ketayotgan bo'lsin.  Poyezdning
boshidagi soat qo'zg'olmas kuzatuvchining oldidan o'tib ke-
tayotganda uning ko'rsatishi kuzatuvchi soatining ko'rsatishi
bilen bir xil bo'lsin: ¢ = #. Kuzatuvchi vaqti bo'yicha At
vaqt o'tgandan keyin povezdning ohiridagl socat {bu soat
povezdning boshidagi soat bilan o'z sistemasida sinxronlashti-
rilgan® bo'lsin) kuzatuvchining oldidan oftsin.  Kuzatuvchi
{(laboratoriya) sistemasida bu ikkala hodisa bir nuqtada roy
berdi, demak, ular orasidagi interval kvadrati

As? = AAL
ga teng. Poyezd sistemasida esa
As? = A7 — AI?
bo'ladi. Intervalning invariantligidan
A = A - Al?

ni olamiz. Al?/At? = v? - poyezdning tezligi ekanligini
hisobga olsak o

! .1._2
At = At’v’ i =

TRir sistemada go'zg alimasdan turzan ikkita sontni sinxronlashtirish: ikkals goat
orasidagi masofa Al aniglanadi, birinchi scat 1299 ga go'viladi, ikkinchi soat 1299 4+
Alfe ga go’yiladi, birinchi soat ishga tushirilishi bilan ikkinchi soatga yorug'lik signali
yuboriladi va u ikkinchi soatga yetib boridhi bilan ikkinchi soat ham ishga tushib ketadi.

15
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. munosabatni topamiz. Demak, bizning holimizda At < Af"
_ Bunday munosabatlarga asoslanib, ba’zi bir hollarda hisobot
_ sistemalarining birida vaqt tezroq, boshqasida sekinrog o’tadi
. degan xulosalarga kelinadi. Bu mutlago noto’g’ri xu-
_ losadir. Bunday xulosa hisobot sistemalarining teng hugugligi
. hagidagi asosiy postulatga ziddir. Agar poyezddagi bitta

soat qo'zg'olinas sistemadagi ikkita soat bilan solishtirilsa
. unda poyezddagi vaqgt sekinrog o'tayotgandek bo'lib chigar edi,
. chunki, bu holda ikkala hodisa povezd sistemasida bir nugtada
roy beradi va intervalning kvadrati poyezd sistemasida

As 12 ZAtPZ

ga teng bo'ladi. Laboratoriya sistemasida bu ikki hodisa ikkita
soat turgan va o'zarc masofast Al bo'lgan ikkita har xil pugtada
roy beradi. Demak. .

As? = A2~ AR
Ikkala intervallarni bir - biriga yana tenglashtiréa.k:

[———————

S

-z

muneosabatga kelamiz, bu verda v - vana shu ikkala sistemalar-
ning o'zarc tezligi. Demak, ikkita inersial sistemalardagi vaqt-
ning otishini solishtirganimizda qaysi inersial sistemadagi bitta
soat boshqa inersial sistemadagi bir nechta soatlar bilan so-
lishtirilsa o'sha soat kamrog vaqtni ko'rsatadi.

Masshtablarni solishtirishda ham nisbiviik nazarivasi hodi-
salar haqgidagi mulohazalar tilida bayon qilinishi kerakligini es-
dan chigarmaslik kerak. Laboratoriya sistemasida turgan kuza-
tuvchiga nisbatan v tezlik bilan harakat gilayotgan tayogcha-
ning uzunligini o'lchamoqehi bo'lsamiz uning ikkala uchining
koordinatlari (r,,x2) ni topishimiz kerak. Tayoqchaning la-
boratoriva sistemamizdagi uzunligi shu koordinatlarning ayir-
masiga teng bo'ladi: x» — x; = Al Shu ikki hodisa -

16
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tayoqchamizning birinchi va ikkinchi uchlarining koordinata-
larini o/lchash — kuzatuvchi sistemasida bir vaqtda ro'y be-
radi (¢'lchashning ma’nost bo'yicha). Aramo, kuzatuvchiga nis-
batan harakat gilayotgan tayoqcha sistemasi nugtai nazaridan
bu jarayon boshqacha ko'rinadi. Tayeqchaning ikkela uchi-
dan kuzatuvchiga signal bir vagtda yetib kelishi uchun uning
kuzatuvchidan uzogroq uchidan chiqgan signal yaginroq uchi-
dan chiggan signaldan At = Iy /¢ vaqt avvalrog chiggan bo'lishi
kerak, bu yerda I, — tayogchaning o'z sistemasidagi uzunligi.
Shu vagt ichida v tezlik bilan harakat gilayotgan tayogcha
v At = vl/c masofani bosib o'tgan bo'ladi.

Biror-bir sistemada ikkite hodisani olib qaray 11k Biri
(1,91, 21) nugtada t; vagida ro'y bergan bo'lsin, ikkinchisi
{23, 49, 22) nugtada ¢y vaqtda ro'y bergan bo'lsin. Ikki hodisa
orasidagi intervalning kvadrati

sty = At — 1)~ (To— 21— (o ~1)’ — (22— 21)* = Pl — 15,

Intervalning kvadrati wch xil ishoraga ega bo'lishi mumkin,

s?, > 0. Bunday interval vagisimon interval deyiladi.
Sababi, bir nugtada ro’y bergan ikkita hodisani olib garasak
ular orasidagi interval s2, = c*3, > 0 bofladi, va u shu ikki
hodisa crasidaga vaqtga proporsional bo'ladi: £12 = s12/¢. Shu
ikki hodisa orasidagi intervalning ishorasi va son giymati ixti-
yoriv boshqa sistemalarda ham musbat bo'ladi. Bu degani gan-
daydir ikkita hodisa orasidagi interval vagtsimon bo'lsa, shun-
day sistemani topishimiz mumkinki, unda ushbu ikki hodisa
bir nugtada roy bergan bo'ladi.

s?, < 0. DBonday interval fazosimon interval deyiladi.
Sababi, ikkita har xil nugtada bir vagida ro’y bergan hodisalar
orasidagi interval s2, = —I2, < 0 bo'ladi, demak, bu holdagi
intervalimizning son qiymati fazoviy masofaga teng ekan. Agar
ikki hodisa orasidagi interval fazosimon bo'lsa shunday inersial
sisternani topishimiz mumkinki unda mana shu ikki hodisa bir
vagtda ro’y bergan bo'ladi.

17

www.ziyouz.com kutubxonasi



sZ, = 0. Bunday interval nursirnon yoki izotrop inter-
val deyiladi. Sababi, ikki hodisa orasidagi intervalning giymati
nolga teng bo'lishi uchun bu ikki hodisa orasidagi vaqt va ma-
.sofa l
22 4e

_munosabat bilan bog/langan bo'lishi kerak. Birinchi hodisa ro'y
‘berishi bilan undan chiqqan nur ikkinchi nuqtaga yetib borishi
bilan u yerda ikkinchi hodisa ro’y berishi kerak.

Anigki, fagat s%, > 0 bo'lgandagina ikki hodisa sababiy
bog'langan bo'lishi mumkin, Chunki fagat shunday hollarda-
gina shu ikki hodisalar o'zaro birer signal bilan boglangan
boflishi mumkin (bu holda yorug'lik nurining ¢, vaqt ichida
bosib o'tadigan masofasi [i; dan kain bo'lmaydi, demak, nur
bu hodisalarni bog’lashi mumkin).

Birvaqtiilik tushunchasi nisbiy bo'lgani bilan o’tmish va
kelajak tushunchalari absolutdir. Bunga ishonch hosil
gilish uchun fazo-vaqt diagramomasini chizayhk. To'rt
o'lchamli tasvirga qobil bo'lmaganimiz uchun (yorug'lik tez-
ligiga ko'pavtirilgan) vagt f va bitta fazoviy koordinata =z
bilan chegaralanib golaylik. Bu 1.2-rasmda O - bir hodisa,
A, B va C nugtalar - boshqa hodisalar. Diagonal bo'yicha
to’gvi chiziglar ¢¢ = £z tenglamapa mos keladi. Ko'rinib
turibdiki,

va .' |
Sf)g = C2t?)B - I?}B < DA

) va A hodisalar, xuddi shunday, (7 va C hodisalar sababiy
boglangan bo'lishi mumkin. O va B hodisalar esa ~ yo'q. O
hodisa C hodisadan keyin ro'y bergan. 4 esa O dan keyin.
Bu tartibni hech ganday yo'l bilan o'zgartirib bo’lmaydi. A
hodisa O hodisadan avval roy bersin desak A ni O ga nisbatan
quyvi uchburchakka o'tkazishimiz kerak, bunda gandaydir bir

I
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Rasm 1.2: Faro-vaqt munosabatlari

mugtada albatta yoki s5, < 0, yoki s}, = 0 bo'lib goladi, bu

esa intervalning invariantligiga ziddir. O va B nuqgtalar sababiy

bog'langan bolishi mumkin emas, ularning orasidagi interval

fazosimondir. Yorug/lik muri O nuqtadan chigib rp nugtagacha

yetib borguncha B hodisa roy’ berib bo'lgan bo'ladi.
Agar to'rt o'lchamli fazo-vaqgtga o'tsak

At —g? —y? — 22 =0

tenglama t0'rt o'lchamli "konus"ni beradi {xuddi 2* — % —
y* = 0 tenglama vuqori pallasi z > 0 varim fazoda va
quyi pallasi z < 0 yarim fazoda joylashgan uch o'lchamli
konusni berganidek). Bunday konus yoruglik konusi de-
yiladi. To'rt o'lchamli rasmni tasavvur gila olmaganimiz uchun
uch o'lchamli ¢*#? — 2%~ y* = 0 konusni (1.3)-rasmda ko'rsatdik.
Unda O hodisaga nishatan kelajak shu konusning yugori palb-
lasining ichida yotgan bo'ladi, o'tmish esa - quyi pallasi-
ning ichida. Umumiy nisbiylik nazarivasiga o'tganimizda ham
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Rasm 1.3: {f, x, y) fazodagi vorug'lik konusi

kelajak va o’tmish konuslari tushunchalari ko'p ishlatiladi,
fagat vaqt va fazo koordinatalari orasidagi munosabatning mu-
ralckablashishi sababli umumiy nazarivadagi konuslar ham har
xi} nugtada har xil formaga ega bo'ladi.

Energiva va impuls nisbivlik nazarivasida bitta to'rt-
vektorni tashkil giladi:

p={p"p"p" 0’ = Py = {E/e,p}.
Bu to1t vektorning kvadrati uchun -
p? = pup* = E?/c? — p® = m?¢f (1.6)

formulaga egamiz {(]1], §9)). To'rt impuls bilan chambarchas
bog'liq bo'lgan to'rt tezlikni ham kiritishimiz qulaydir:

dx* dz® dr
TR AT Rl
YT {ds ’d.s}' (.7

- To'rt tezlik o'lchamsiz kattalikdir. Uning komponentalarini
hisoblash uchun o

o db= cdtyf1- =
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dan foydalattagfil: =+

u_ dz* 1
. uno = = ) . .
e - ds e o2 R
SER vl -3 -5
Tezlik kichik bo'lganda R LAY ._{.ui
. ‘ _' .u._'_“: n~ {17 v}.
Ko'rsatish giyin emaski,
s ‘ - :” ::; . pg: chu”‘ - ) (1.8)
Rostdan ham, (1.7)-dan - -
| | = uut =1 (1.9) -

tenglikni olamiz {(1.5)-bilan solishtiring), buni (1.8)-ga
go'llasak {1.6}-formulaga yana kelamiz.

To'rt o'lchamli formalizm to'rt-hosilalarni kiritishni talab
giladi. Ularni quyidagicha ta’riflaymiz;

9 _5_}08 0 9 91 _
Grr = T 829 B2 022 Dxe |

D AN G LN
T ledt 9z Oy’ 9z T ledt” |7

To'rt hosilaning kontravariant ko'rinishi uwmumiy qgoidaga

auosan: _
a_wa‘l_“{a g 0 8}m

B FSl il ey

_je e 9 8y 19
T edt’ 8x’ Ay Hzf  |cdt’ ’
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Bu hosilalarning nima uchun ko- va kontravariantiigi asesiy
tekstda tushantirilgan. To'lgin - Dalamber ~ operatori shu
to'rt hosilaning kvadratidir:

# 8 9 8§ 8 8§ 8 5

STt a st s tss s =
2t Ox10xy 027 One O Oz 2 Ot2

8 = 3,0+ =

bu yerda A = V? - Laplas operatori. - .. .~ ¢ ... 4ot

i
r :
ISR VN A
i a
P I
i & Lk el
* - T
. i
i
" ¥
U SN %
2o it .
: i
. vy Sk
.
.
i
v A B o ey,
. i Iy N [T H
. i
o, ERR . . i
. ._?' - .- . . _\.
Y N . . . b
SR 4 R
it

22

www.ziyouz.com kutubxonasi



wpgel e lmedae T e

2 %
Asosiy g'oyalar

2.1 Ekvivalentlik prinsipi B

Umumiy nisbiylik nazariyasining asosida lokal ekvivalent-
bik prinsipi yotadi. Bu prinsipni kiritish uchun quyidagi
eksperimental faktlar va mulohazalar bilan tanishib chiqaylik.

Bu bobning boshida norelativistik tabivatga ega bolgan
tushunchalar - og'¢r va fnert massalarni kiritamiz. Energiya-
impuls tenzori hagida gapirganimizda bu tushunchalargs vana
gaytib kelamiz.

XVII- asrda Galiley har xil moddalardan qgilingan va og'irligi
~har xil bo'lgan jismlarning verga tushishini o'rganib quyidagi
natijaga kelgan: hamma jismlar qanday material (yog'ochmi,
temirmi va hk}dan qgilinganligi va ogirligidan qat’iy nazar
" Yerning tortishish maydonida ozod tushayotganida bir zil tez-
lanish bilan harakat qilar ekan.

Qdatda bu tajriba og'ir va inert massalarning tengligi bilan
bog'lanadi,

Nyutonnig ikkinchi gonuni bizga inert massauning ta’rifini
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beradi (uni bizga qulay. bo'lgan formada. yeszilyolaylik):-

a= —_— (2.1)
Ya'ni, inert massa m;y, Jismning inertlik, tashqi kuchga garshi-
tik gilish qobiliyatini bildirar ekan: (2.1) dan ko'rinib turibdiki,
M.y, qancha katta bo’lsa berilgan tashgi kuch ¥ ta’sirida olin-
gan tezlanish shuncha kichik bo'ladi. Tkkinchi tomondan, bu-
tun dunyo tortishish qonunidan bﬂamlzkl ikki jism orasidagi
tortishish kuchi

F= —G?noi?ozr
ko'rinishga egadir. Bu verda G = 6.673 - 1078zm?®/g - sek®
- Nyuton doimiysi, M, va 7. lar esa birinchi va ikkinchi
jistnlarning "og'ir" massasidir. Bu formulani Coulomb {Ku- -
lon } qopuni bilan solishtirsak ko'rinib turibdiki, m, va g
lar jismlarning gravitatsion zeryadlari ekan. Analogiyani
kuchaytirish uchun (2.2)-formulani quyidagi ko'rinishda yozib
olaylik:

(2.2)

Bu yerda E;; - i-Jism hosil qilgan gravitatsion maydon kuch-
langanligi. Agar ikkinchi jismni Yer deb olsak, mep = M,
va odatdagidek, Yer maydoni hosil gilgan kuchlanganiikni g
harfi bilan belgilasek: g = — (GM/r*}r {uning son giymati
g = 98lsm/sek). Yer maydonida haralxat qllavet&,an jism
uchun quyidagini yozishimiz mumkin; -

Fy=meg . . 23

(2.1)- va (2.3)-formulalarni solishtirsak jismning Yer may-
donidagi tezlanishi uchun quyidagi formulani olamiz:
iy

a = £.
My

Bu verda ¢ Yerning massasi va radiusi orqali aniglanadi, ya'ni,
hamma jismlar uchun bir xildir. Demak, hamma jismlar uchun
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tezlanish a ning bir xilligi hamma jismlar uchun m, /m;, nisbat-
ning bir xilligini bildiradi. olchamlar sistemasini tanlal olish
0’z ixtiyorimizda bo'lgani uchun ikkala massaning o'lchamligini
shunday tanlab olishimiz mumnkinki, _

Mg

Tin (24)
bo'ladi. Demak, og'irlik va inert massalar bir-biriga teng ekan,
vaholangki, bu ikki tushunchalarning ta’riflari (2.1)-va {2.2)-
orasida hech qanday o’xshashlik yoq’dir.

Bu fakt juda muhim bo’lgani uchun unga oid vana bir tajri-

bani keltiraylik (Nyuton tajribasi). Kichik tebranishlar bajara-

sl

Rasm 2.1: Nyuton tajribasiga oid

yotgan raayatuikni olaylik-{2.1)-rasmga qarang. Uning Lagranj
[unksiyasi

My U2 1 . 1
L= 5 megl{l — cos ) = §mm£2gb2 - §m095<p2
ko'rinishga egadir. Harakat tenglamasi:
" Uz -
¢+f°¢= 1
Mhin i
Bu tenglamaning vechimi _
ot @(E) = o cos(wh 4 @) G s
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dan ko'rinib turibdiki, mayatnikning tebranish davri

. r= QT\X Mhin o

ga tengdir. Tajribadan ma'lnmki, ingichka uzun ipga
bog'langan og'ir zarra (matematik mayatnik)ning tebranish
davri uning materialiga bog'liq emas. Demak, biz ya na (2.4}-
formulaga kelamiz.

Galiley va. Nyuton tajribalarining aniqligi 107% — 102 dara-
jada edi. XIX asrning oxirida Vengriyalik Edtvds (Etvyosh)
{2.4) munosabatning to’griligini 107° darajagacha aniglikda
tekshirishga muvaffag bo'lgan.

Gravitatsion zaryad bo'lgan og/irlik va ixtivorly tashqi
kuchga qarshilik qobilivatining o'lchami bo'lgan inert mas-
salarning tengligi tasodif emas balki tortishish maydoni-
ning asosily Xossasining namoyishi ekanligini Einshtein bi-
- rinchi tushundi va bu tenglikni tabily ravishda tushuntiradi-
gan quyidagi lokal ekvivalentlik prinsipi ni kiritdi: Irti-
yoriy gravitatsion maydon biron noinersial hisobot sis-
temasiga lokal ekvivalentdir.

- Darhagigat, noinersial hisobot sistemalarida hamma jismlar
(hech gqanday tashqi kuch bo'lmagan holda} bir xil tezlanish
bitan harakat qiladi { masalan, avtobus yoki tramvay joyidan
qo'zg’alganda yoki tormoz berganda, ma’lum burchak tezligi
hilan aylanayotgan platformada va hk.} Yana bir yorgin misol
- Einshtein lifti. Agar liftda erkin tushyotgan bolsak biz hech
ganday tortishish knchini sezmaymiz, ya’ni, erkin tushayotgan
lift bilan bog'lig bo'lgan noinersial sistemaga o'tsak tortishish
kuchini yo'q gilgandek bo'lamiz. Demak, gravitatsion may-
don va noinersial hisobol sistemalarining asosiy ros-
salart bir xil ekan. Ammo bu ekvivalentlik mahallly, lokal
ma'nogagina ega bo'lishi mumkin. Sababini tushunish uchun
mashimr bo'lgan Einshtein Hfti misolini ko'rib chiqaylik.

Lift (arqonining uzulishi natijasida, masalan) erkin tusha-
yotgan bo'lsa uning ichidagi kuzatuvchi hech ganday tortishish
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kuchini sezmaydi. Ya'ni, tezlanish bilan harakat gilayot-
gan {noinersial) sistemaga o’'tib tashai gravitatsion maydonni
go'yoki yo'q qildik. Ixtiyoriy jism {agar unga biron nogravitat-
sion kuch ta'sir gilayotgan bo'lmasa} liftning ichida o'zining
to'g'vi chizigli tekis harakat holatini saqglab qoladi. Lekin,
boshida o'zaro qo’zg'almay turgan ikki jismni olsak va Iift Yer
maydonida ko'p vagt harakat gilayotgan bo'lsa biz bu jism-
lar orasidagi masofaning kamayganini sezishimiz mumkin { shu
ikki jismning Yer markaziga qarab harakat gilishi natijasida).
Demak, ekvivalentlik prinsipi lokal harakterga ega ekan. Ya'ni,
biz uni fazo-vagtning yetarll darajada kichik bo'lgan sohasida-
gina qo'llashimiz mumkin ekan.

Ekvivalentlik prinsipidan fazo-vagtning egrilanganligi kelib
chigadi. Buni korish uchun o’z o'qi atrofida ma’lum burchak
tezligi bilan aylanavotgan platformani olib garaylik. Plat-
formaning ustida turgan jismgs markazdan gochiruvchi kuch
ta’sir giladi, agar platformaning ustida odam turgan bo'lsa va
u biror jismga suyanib turgan bo'lsa, shu kuch odamni shu
jismga xuddi yer maydoni Yerga tortib turgandek yopishtirib
turadi. Platformaning tagida (yoki ustida) turgan (laborato-
riya sistemasiga nisbatan) go'zgolmas kuzatuvchi platforman-
ing diametrini va perimetrini o'Ichasin. Platformaning diametri
qo'zg’olmas kuzatuvchi va platformadagi kuzatuvchilar nug-
tal nazaridan bir xil giymatga ega bo'ladi, uning perimetri
esa qo'zg'olmas kuzatuvehi nuqgtal nazaridan kichikrog bo'lib
chiqadi {chunki birinchi holda diametr harakat yonalishiga per-
pendikular va ikkinchi holda esa paralleldir}. Demak, gravi-
tatsion maydon bo'lgan sistemada Evklid fazosining gonunlari
o'rinli bo'la olmas ekan, nlarda aylanma uzunligining diametrga
nisbati 7 ga teng emas ekan.

Shu yerda Gauss taxmini deb ataluvchi bir mulohazaga
nazar tashlaylik. Ixtiyoriy egrilangan fazoning bir nuqtasini va
uning juda kichik bir atrofini olib qaraylik. Bu atrof vetarli
darajada kichik bo'lsa undagi masofalarni Dekart koordinat
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sistemasidagi gonunlar bo'yicha, ya’ni. Pifagor teoremasi yor-
damida aniqlashimiz mumkin. Masalan, Yer yuzi sferani es-
latadi, u egrilangan sirtdir, aramo, ixtiyorly nuqgtaning odam
ko'zi etadigan atrofi yuqori darajadagi aniqlik bilan tekis sirt
qonunlariga bo'ysunadi. Bu holda yetarli darajadagi kichik de-
gan iboramiz radiusi bir necha yuz metrlik sohani bildiradi.
Boshqa misollarga o'tsak, ularning har birida o’ziga mos so-
halar haqida gap ketadi, albatta. Masalan, puflanadigan re-
zina sharini olsak uning sirtidagi ixtiyorly nuqta atrofini tekis
sirt element] deb qarash uchun bu atrof 1-2 mun dan katta
beo'lmasligi kerak. Gaussning taxmini bo’yicha bu holat hamma
egrilangan fazolarga tegishiidir - ixtiyoriy egrilangan fazoning
ixtivoriy nuqtasi atrofidagi yetarli darajada kichik bo'lgan so-
hada (lokal) Dekart koordinat sistemasining gonunlari yugori
darajadagi aniglik bilan bajariladi.

Bu mulchazani avvalgl misolga go’lasak, Einshtein liftiga
o'tib biz egrilangan to'rt o'lchamli fazo-vagtning bir nuqtasi
atrofida lokal inersial hisobot sistemasini kiritdik, xuddi Gauss
-bo'yicha nugtabing kichik atrofida egrilikdan qutulganimizdek,
gravitatsivadan qutuldik.

Bu mulohazalardan ko'rinib turibdiki, ekvivalentlik prinsi-
pini quyidagi formaga keltirishimiz mumkin:

Ixtiyoriy gravitatsion maydonda fazo-vaqining har
bir nugtasining yetarli darajadag: kichik atrofida
"lokal inersial koordinat sisterna”sini tanlab olishi-
miz mumbkinki, shu kichtk ailrefda tabiat gonuniari
- tezlanishsiz bo'lgan Dekart koordinat sistemasidagi
ko' rinishga ega bo'ladi.

Ko'pincha "Dekart sistemasi"ning o'rniga "Galiley sis-
temasi” deviladi, shuni ko'zda tutish kerakki, tekis fazo-vagt
Minkowski fazosidir, n psevdovevklid fazo, undagi "Dekart sig-
temasini" shartli ravishda Dekart sistemasi deyish mumkin.
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2.2 Umumiy kovariantlik prinsipi

Mexanika va elektrodinamika gonunlarini ifodalashda odatda
inersial hisobat sistemalaridan foydalaniladi. Buning sababi
tabiat gonunlarining xuddi shu sistemalarda sodda ko'rinishga
ega ekanligl, ya'ni, bu sistemelarning alohida ajratilgan roli bor
ekanligidir.

Gravitatsiva bor joyda esa bu sistemalarning alohida roli
yo'goladi.  Buni korish uchun yana Einshteinning liftige
qaytaylik. Liftning ichida ozod tushayotgan jismlar uchun
shu lift sistemasi inersial sistemadir - ixtiyoriv jism shu sis-
temada o'zining hoshlang'ich tezligini saglab harakat qiladi.
Lekin Yerdagi kuzatuvchi nugtai nazaridan bu sistema noiner-
sial sistemadir, u tezlanish bilan harakat gilayapti. Demak,
xususiy nisbivlik nazariyasidagi inersial va noinersial sistemalar
orasida bolgan prinsipial farq yo'qolar ekan. Xususiy nisbiy-
lik nazariyasidagi *hamma inersial sistemalar teng huquglidir"
degan aksiomaning o‘rniga "hamma hisobat sistemalari teng
huquqlidir” degan aksiomani kiritishimiz kerakdir.

Hisobat sistemalarining teng huquqligi harakat tenglae-
malarining shu sistemalarda bir xil ko'rinishga ega bo'lishi
keraldigini bildiradi.  Ya'ni, tenglamalar umumiy koor-
dinat almashtirishlariga nisbatan kowvariant ( ko'rinishini
o'zgartirmaydigan ) bo'lishi kerak. Bundan kelib chiqadiki, gra-
vitatsion maydon tenglamalari tenzor munosabat ko'rinishiga
ega. bo'lishi kerak .

Umumiy kovariantlik prinsipini quyidagi ko'rinishda ifo-
dalash mumbkin:

1. Tenglamalar umumiy koordinat almashtirishida oz
ko'rinishini o'zgartirmaydi;

2. Tortishish maydoni yo/'q bo'lgan holda hamma formulalar

Henzor munosabatning syni shu xossasi borligini 4-paragrafda koramiz,

P
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o'zining xususiy nisbiylik nazariyasidagi ko'rinishini oladi.

Umumiy kovariantlik prinsipi ekvivalentlik prinsipidan kelib
chiqqan xulosa, uning natijasidir. Shuni ko'zda tutmasak uning
katta ma’nosi yo'qdir.?

2Ixt1yony teuglamant }cf.wa,rmlt ko' nmshda yoﬁb oll.shumz mumkm bunmg chugur
mna’nesi yo' gdiv.
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Fgrilangan fazolarda,g".i; |
tenzorlar nazariyasi

3.1 Tenzorlarning ta'rifi

Ekvivalentlik va umumiy kovariantlik prinsiplaridan kelib
chiggan xulosa shu bo'ldiki, bizga egri chizighi sistemalarda
tenzor munosabatlar kerak ekan Shn nazarivani o'rganishga

o'taylik.

Bizga to'rt o'lchamii fazoda biror z# (p = 0,1,2,3) koorch»
nat sistemasi berilgan bo'lsin. Yangi ixtiyoriy I’” sisternaga,
o'tish formulalarini ko'raylik: :

o = P 2t 2t ), w=10,1,2,3. - {31)

Ta'rif bo'yicha f#* funksiyalar ixtiyoriy C? sinfiga’ mansub
bo'lgan {unksivalardir. Bu talabning ma'nosi 44-betda ochi--
ladi. Differensiallar uchun munocsabat :

o

fe e

Yn-nchi tertibli ualiksiz hosilalorgs eze bo” lgan funkmyalar C’" slnﬁga mansub
ho'lgan funksiyalar deyvitadi

d = dr . (32)
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ko'rinishga ega bo'ladi { bu yerda o'ng tomondagi z'# lar {3.1)
dagi f* larni bildiradi). Bu formulada v indeks sogov indeksdir,
u bo'yicha yig'indi ko'zda tutiladi: '
Ox'# gt | ()at oz’ , Oz
Vo T drt d
drv da 9z° da”- 3 1 + dr? + ox o
Ta’rif : (3.1)-koordinat almashtirishida (3.2)-qonun
bo'vicha o'zgaradigan to'rt komponentalik kattalik 4% kontra~

dz®.

variant vektor deyiladi: L .
‘ N 5 ; : i
A (Z:r:AU' : ik

Ta’rif : (3.1)-koordinaé almashtirishida "quyidva:gi' qoida
bo'yicha o'zgaradigan to'rt komponentalik kattalik
az” '
f
4 ”8:5’“‘4 : £ A SN
kovariant vektor deyiladi.
Kontravariant vektor deb kiritgan kattaliklarimiz koor-
" dinatalarning differensiallari kabi o'zgaradigan kattaliklar
edi, kovariant vektorlarga misol qilib skalyar funksiyaning
{to'rt)gradiventini keltirishimiz mumkin. Skalyarning ta'rifini

eslaylik:
#) = o) (3.3
Demak, murakkab funksiya hosilasining ta’rifi bo'yicha - ..
Og'(«) _ Dolz) _ 0a” Bp .

dz'e T Ox'r T Bredrv’ _ wi
Bundan keym ko'pincha xususiy hosilalarni quyldagtc:ha belgz—
laymiz: ™" U
a B e . LML et
. -8_;1,_'”‘ - Y .
Ya'ni, -
. et "
& TR : E;; = 6;:-{19 __‘,T:-. ......
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Bu ta’riflarga ahamiyat bergan o'quvchi ko- va kontravariant
vektorlarning indekslari mos ravishda quyl va yugori indeks
sifatida yozilishini eslab qolishi kerak.

Yugori rangli tenzorlar ham shularga o'xshash kiritiladi.
Masalan, skkinchs rang kontravariant tenzori;

A

v 6$"‘" Az A/\p'
8x* fze 7
tkkinche rang kovariant tenzori:
' b - (‘}I’\ of . 1 gt

e Bt g
Agar tenzorning ham kontravariant, ham kovariant indeks-

lari bo'lsa bunday tenzor aralash tenzor deyiladi. Masalan,
ikkinchi rang aralash tenzori:

A /
wo_ Oz gz
T T
Umuman, n—ta indeksi bo'yicha kontravariant va m—ta

indeksi bo'vicha kovariant bolgan  tenzorning ta'rifi
quyidagichadir: '

A A Yl T
A gz Oz Oz™  Ox 4P1on (3.4)
acetbm Ao o : A-Am” e
c}x 123 5'.'1? tm 33:.0!_ d‘rﬁn

Bu ta'riflardan ko'rinib turibdiki, 7 — rang tenzori n—
ta vektorning ko'paytmasidek almashinadigan kattalik ekan. -
Skalvarning ta'rifi {3.3)-ni eslasak unga nolinchi rang ten--.
zort sifatida qarashimiz kerakligini tushunamiz.

Ko'pincha p-ta indeksi bo'yicha kontravariant va k-ta in-
deksi bo'yicha kovariant tenzorni (p, k) tipdagi tenzor deyiladi.
Masalan, kontravariant vektor (1, 0) tipdagi tenzordir, ikkinchi -
rang kovariant tenzori esa (0, 2} tipdagi tenzordir va h.k.

Shu yerda nima wchun urmumiy kovariantlik prinsipi Hzik
qonunlar tenzor munosabat ko'rinishiga ega bo'lishi kerak-
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ligiga olib kelishini tushunishimiz mumkin. Faraz qilaylik, z-
sistemada bizga quyidagi tenzor munosabat berilgan bo'lsin: -

g gy
AR = B,

Tenzor munosabatni bunday xususiy holda olishimizning hech
ganday ahamiyati yo'q, A va B tenzorlarning o'mida ixtiyo-
riy boshqa rangli tenzorlar bo'lishi mumkin, muhimi - chap va
o'ng tomondagi indekslarning soni va variantligi bir xil bolishi
kerak. (3.4)-ta'rifni qo'llab x'-sistemaga o'tganimizda munosa-
batimiz
A;p-v : B;)W

ko'rinishga kelishini korishimiz mumkin. Ya'ni, tenzor mu-
nosabat bir sistemadan ikkinchisiga o’tganda oz ko'rinishini
o'zgartirmaslik (kovariantlik) xossasiga ega ekan. Demak,
umumiy kovariantlik prinsipiga mos kelish uchun fizika qonun-
larini tenzor munosabat ko'rinishda ifodalashimiz kerak ekan.

Tenzorlar o'z indekslari bo'yicha simmetrik yoki antisim-
metrik bo'lishlari mumkin. Masalan, S..... = S - (uv)
indekslari bo'yicha simmetrik tenzordir, A .. = —4.,,.. csa
{(qv) indekslari boyicha antisimmetrik tenzordir. Sirametrik-
lik va antisimmetrikiik xossalari fagatgina bir xil varianthk in-
dekslarga nisbatangina ta'riflanishi mumkin, Misollar - elek-
tromagnit maydon tenzori F,, = 0,4, — 0,4, antisimmetrik
tenzordir: F,, = ~F,,, inersiya tenzori I;; = Y m{r?8,; - r;r;)
esa simmetrik tenzordir Ij; = I;;. Ixtiyoriy ikkinchi rang ten-
_ zorini {ko- yoki kontravariantligidan gat’ty nazar) simmetrik
. va antistmmetrik gismiarga parchalashimiz mumkin:

1 : - 1 " Sirnm u 1 :
T = §(wa + Top} + *2"(T“'" = Ty) =T + T;:“"

Simmetrik  va  antisimmetrik  tenzorlarning  quyidagi

ko'paytmasi nolga tengdir:

A8 = — S, =0 . (35)
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Tenzor munosabatning to'g'ri bo'lishi uchun indekslarning
balansi bajarilishi kerak - ya'ni, chap tomondagi ozod in-
dekslarning soni o'ng tomondagi ozod indekslarning soniga
teng bo'lishi kerak va ularning tipi (variantligi) bir biriga mos
tushishi kerak. Aks helda koordinat almashtirishlari natijasida
munosabatning chap va o'ng tomonlari har xil ¢’zgaradi va bir
sistemada to'gri bo'lgan munosabat ikkinchi sistemada umu-
man o'rinli bo'lmaydi. Bunday munosabatning ma'nosi yo'qdir.

3.2 'Tenzorlar algebrasi

o
ay

Tenzorlarning ba’zi bir algebraik xossalari bilan tanishay-
lik. Bu xossalar ixtiyoriy rangli tenzorlar uchun o'rinlidir, lekin
ishni vengillashtirish uchun biz hamma xossalarni ikkinchi va
uchinchi rangli tenzorlar uchun isbot qilamiz.

1. Ikkita (p, k) tipdagi tenzorlarning chizigli kombi-
natsiyasi ya'na shu tipdagt tenzorni beradti.

Bu goidaga misol sifatida ikkita ikkinchi rang aralash ten-
zorlarni olaylik: A% va BY. Quyidagi ifoda TF = aA¥ + bBY
ikkinchi rang aralash tenzorligini ishot qilish givin emas (o va
b lar kongtantalardir):

Bx'* O ozt
i L it e =
TH = gA* - HB! 8P8""A +68981:’”B
_ 8:1?’1 az
T gz vt

2. Biri (p1, k1) tipdagi va tkkinchisi (p;, k2) tipdagi
tkkita tenzorning ko' paytmast (py + pa, k1 + ko) tipdagi
tenzordir.

Masalan, A% va B, tenzorlar berilgan bo'lsa T, = A48,
ifoda ham tenzor bo'ladi:

O oz Oa” ar'* gx” Qr”

T =ALB, = Brr Sz 4 8.13”‘8 = Bzr drv Brh '”
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3. . Agar ixtiyoriy (p. k) tipdagi tenzorning bitta
‘yuqors va bitta quyt indekslari bo'yicha yig indisini ol-
sak, tipt (p — 1,k — 1} bd'lgan tenzorni olamiz.

Avvalambor shu yig'indini ta'riflash uchun kerak ho'lgan
kattalikni kiritaylik:

0, p#u

Shu kattalik yordamida tenzorning ikki indeksi bo'yicha
yig'indisini aniqlashimiz mumkin:

T;w)\ Tauﬂ)\ T.{tir\ + T;Q}‘ + Tg&i/\ — 5;/T$my,\‘

5#_{1 n=uv;

T# (3,1) tipdagi tenzor edi, yig'indi olingandan keyin hosil
bo’lgan TiA esa (2,0) tipdagi tenzor bo'lishini ko rish qzym
£Imas: '

T ' fx’ Bz 9 —
¥ T B0 Oxr zf drr S -
. LLTat
_ Ox'¥ B '™ oz i
el < 0T TP
= Pz Oge Tt Ox0 dzr T 7

chunki
dr” 0 9t s
dxm Oz HzT 7

(murakkab funksiyaning hosilasini hisoblash qoidasi bo’yicha).

1. Bdlinma qoidasi: agar ixtiyoriy Byl 57 tenzor
wchun T1.7 By 57 ko' paytma ya’na tenzor bo'lsa TJ.72
kattalitk ham tenzordzr

Kelirilgan goidada éxtiyoriy so'zi asosiy so'zdir. Bu goida-
ning ishotini keltirib o’tirmaymiz.

Shu to'rt goida tenzorlar algebrasining asosini tashkil etadi.
Ulardan ko'rinib turibdiki, tenzorlar ustida bajarilgan go’shish,
avirish, ko'paytirish va Vigindi olish amallari bizni vana tenzor-
lar maydonida qoldiradi, ya'ni, tenzorlar o plaml ushbu ope-

ratsivalarga nisbatan xossasiga egadir. -
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1-Mashg: . apbraribiodst Uil
A* B, vig'indi skalyar ekanligini mbnt giling. - : - .
2-Mashg:
Quyidagl munosabatga A4S0 = A", A¥—vektor, bo’hnma qcudasuu
qo'llab 8% ning ikkinchi rang tenzon ekaahglm isbot qiling. f

§-Mashy:
Kronekker deltasi 62 umumkoordinat almashtirishlariga msbatan in-
variant tenzor ekanligini isbot giling: 8% = 8. ..« g s

R R A VL R
B3 SM TER AR AU i

3.3 Metrik tenzor

Yana bir eslatib ketaylik, fazo hagida gapirganimizda to'rt
o'lchamli fazo-vegtni ko'zda tutamiz. Matematik nuqtai
nazardan bu fazo gravitatsiva bo'lmagan holda tekis Minkowski
{psevdoevklid) fazosiga o'tuvchi fazo sifatida garalishi kerak.

Egrilangan fazoning ikki cheksiz yaqin nuqtalari orasidagi
masofani {intervaini} ifodalovchi formulani topaylik. Buning
uchun birinchi navbatda Gauss fikrini eslaymiz: egrilangan fa-
zodagi ixtiyoriy nugtaning yetarll darajadagi kichik atrofida
mahallly Dekart sistemasini kiritib, shu atrofda yotgan ikki
nugta orasidagi masofani quyidagi tekis fazo formulasi orqali
topishimiz mumkin {(* - tekis dekart sistemasi koordinatlaxi):

= gl d¢r¢” = () ~ (dé).

Bu formulaga kirgan gﬂi’) kattalik Minkowski fazo-vagtining
metrikasini ifodalovchi fagat diagonal komponentalarigina
noldan fargli va (+1,-1,—1,-1) giymatlarni gabul giladi-
gan tenzordir, Uni ko'pincha matritsa sifatida tasavvur qilish
qulaydir:

¢ 10 0 0
Gw=19 0 -1 0 | 4. GO
iied [ )] 0 —1 ‘-'("}{', 5

v
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Tekis koordinatlardan egri chizigli koordinatlarga o’ta;nﬁ__z =

¢ — ez, ghac 2,

bunda masofa formulasi quyidagi holga keladi:

ds? = }Eggpgcad Pdz® = gpdePda”.  ~  (3.7)
Kiritilgan yangi kattalik g, ikkinchi rang tenzori ekzulhgl
uning ta’rifidan ko'rinib turibdi:

LS S S

P IR BaP 8z

Buni boshgacha ham talgin qilishimiz mumkin: interval ( ma-
sofa) skalyar kattalikdir, dz® - vektor, demak, bolinma goidasi
bo'yicha g, - ikkinchi rang kovariant tenzoridir. (3.7)-dan
ko'rinib turibdiki, g, simmetrik tenzor ekan : g, = g,,,. Buni
ko'rish uchun {3.5)-formulani eslash yetarlidir: agar g,, ning
antisimmetrik qismi bo'lganda u (3.7)-formulada simmetrik
bo'lgan tenzor dr“dz” bilan yig'indi ko'paytma hosil 4ilib nolni
berar edi.

Masofaning {3.7)-ta'rifida paydo bo'lgan g, tenzor metrik
tenzor deyiladi. Metrik tenzor kovariant bo'lgani uchun (3.8)
uning asosiy xossasining xususiy holidir, umumiy holda uni

, oz Oz
G = T Gt Gt oI
ko'rinishda yozib olamiz.

Tkki cheksiz vaqin nuqgta orasidagi masofening kvadrati
(3.7)- invariant kvadratik forma orqali berilgan fazo Riman
fazost deyiladi. Riman fazosining hamma xossalari metrik
tenzor g,, orqali ifodalanadi.

Haqigatda nisbivlik nazariyasida ko'riladigan fazolar psev-
doriman fazolaridir, va'ni, masofaning kvadratiga kirgan dif-
ferensiallar kvadratlarining bir gismi manfiy ishora bilan kir-
gan, buni (3.6)-formuladan bilishimiz mumkin.

(3.8)

(3.9)

38

www.ziyouz.com kutubxonasi



Metrik temzorga teskari bo'lgan tenzor quyidagi formula
orqali ta'riflanadi: '
9" gur = 6§ _ (3.10)

Ko'rinib turibdiki, u kontravariant tenzordir.

Metrik tenzor indekslarni ko’tarish va tushirish xossasiga
ega. Ya'ni, biror T ni g,, ga ko'paytirib v indeks bo'yicha
yig'indi olsak yangi

Tfugl’a - Sf\LU
tenzor olamiz. Jkkinchi torgondan,
RY = g8t = T,

Demak, tenzorning biror indeksini metrik tenzor yordamida
avval ko'tarsak (tushirsak), keyin tushirsak (keo'tarsak) hech
nima o'zgarmas ekan. Shuning uchun indekslarni tushirish
yoki ko'tarishda hosil bo'lgan tenzorlarni ¢'sha harf bilan bel-
gilanaveradi: A* = g4, A, =g, A" va hk

4{-Mashqg: .

A% = g,, A*AY ning umumkoordinat almashtirishlariga nisbatan in-.
variant ckanligini ko'rsating. '

5-Mashg:

AB = g, A* B” ping umumkoordinat alinashtirishlariga nisbatan in-
variant ekanligind ko'rsating.

3.4 Tenzor zichliklar

Ba'zi bir fizik kattaliklar tenzor zichliklar orqali ifo-
dalanadi. Misol sifatida metrik tenzorning determinantini
ko'raylik. Buning uchun (3.9)-formulani quyidagi ko'rinishda
yozib: olaylik:

e dx* ax°

! m— . _
?W = g e el (3.11)
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Determinant haqida gap ketayotgan ekan undekslarni matrit-
saning indeksiari deb garaymiz. Ayni shu maqgsadda (3.9)-
formula yuqoridagi ko'rinishga keltirildi. ¢ = det{g,.) va

ot
det (é—}—{a) ‘ deb belgilasak, (3,11}-dan -

R T R T L

3 I
2 . »zi-.;
g SRR TR {3.12)

-

I 6‘3:’#

!

g =

kelib chiqadi. Bunda biz ko'paytinalar determinanti determi-
nantlar ko’ paytmamga tengligidan foydalandik. Analizni es-
jasak, J = J oa”
Oz+
biani deyiladi. Demak, (3.12)- muncsabatni

gd=J" (3.13)

kattalik 2’ — =z almashtirishining yako-

ko'rinishda yozib olishimiz munkin ekan.  Koordinat al-

mashtirishlarida J ning qandaydir darajasiga ko'paytirilib
o'zgaradigan kattaliklar skalyer zichltk deyiladi. DBuning
sababini tushunish uchan hajm elementining o'zgarish for-
1uasini eslaylik: .

d'z’ = } = dtz = Jdiz. SRR

Zichlikdan hajm bo'vicha olingan integral o’zgarmas katta-

likdir (ko'rilayotgan xajm ichidagi modda migdori hamma sis- -

temalarda ham bir xildir}, demak, zichlik g" = J~!p ko'rinishda
o'zgarishi kerak:
pdts’ = pd'z.
Kiritilgan tushunchani umumlashtirib, quyidagi qoida
bo'yicha o'zgaradigan kattaliklarni kiritaylik:

w , Ozt '
D, = c).r’” Sor (3.14)
. "
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Bunday kattalik ikkinchi rang p vaznli aralash tenzor zich-
ligi deyiladi. Xuddi shunday ravishda ixtiyoriy rangli tenzor
zichliklarini kiritishimiz mumkin. Demak, metrik tenzorning
determinanti ¢ minus ikki vaznli skelyar zichlik ekan. (3.14)
formuladan ko'rinib turibdiki, g?/2D¥ tenzor bo'ladi:

o> x' '
2y 2 : r
R A p/ DL T Qx Oxr gp/ bs: R (3.15)
Egrilangan to'rt o'lchamli fazoda integfﬁﬁé%ﬁfi*"eaenlenti
sifatida . yirhi e )
40 = vty

ifoda olinadi. Sababini tushunish qiyin emas:

dQIm1|ﬂ_g!d4 ,’:.\H——gd/‘l;t:dﬂ, -

kiritgan hajm elementimiz invariantlik xossasiga egadir.

Tenzor hisobda alohida rol o'ynaydigan birlik antisim-
metrik {psevdo}tenzorni kiritaylik. Tekis fa’zoda uning ta'rifi
quyidagichadir:

1, (u,2, A, 0) 0123 ga juft ravishda keltirilsa;
I o 0, ixtivoriyikkita indeks bir — biriga teng bo'lsa, -
~1, (.2, A, 0} 0123 ga toq ravishda keltirilsa. -

Bu tenzor hamnma indekslari bo'yvicha antisimmetrikdir:

e,ouw — __gv;.()\o — _E,u«\uo — s.upw’h = ..va Lk _ _?,:.

Ba’zi bir indekslari uchun u2ning qivmatlari:

‘ . o
0128 ) Q1028 g JI0 302 1 i hk

Egrilangan fazoga o’tganimizda:

E#u,\af - dz'* dx (93:”‘ I rkid &Tpm'g
8z Oz Hre Orf

4]
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i olamiz. F* o'zining hamma indekslari be'yicha antisim-
metrik ekanligiga ishonch hosil gilish qiyin emas. Bu formu-
s :"‘
T . .
5 Matritsaning deter-

laning o/ng tomonida turgan kattalik
7z

minantidir. Bu determinantni tekis koordinatlardan egri koor-

dinatlarga o'tayotganimizni hisobga olib, Jy deb belgilab

EuuAa — JO epw)\a
formulaga kelamiz.

G-Mashyg:

a1 dr iy . T
by by by | = Egrasbicy
€1 €2 Gy

det

ckanligini ko'rsating. Xuddi shu yo'sinda

T e

g @3 a2 g
by b bz g

g & G2 C3
dy dl d» ds LT

. ._\_}\"\ R

det | = et MaLbend, o0

ekanliginil ko'rsating.

Bu yerdagi Jp ni topish uchun tekis {Galiley) sistemasida
¢'® = —1 bo'lishidan foydalanamiz. (3.8)-ning ikkala tomoni-
ning determinantini hisoblasak,

1
Jp = —==
Vi
ekanligini topamiz. Demak, oxirgi formulani quyidagi
ko'rinishga keltirishimiz mumkin:
1
B - ghAT (3.16)
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3. 5 F::;Kovarlant hosﬂa U mpdsspadste nfiia )y

Galiley koordinatlarida vektor A, ning differensiali vek-
tor va hosilasi dA,/0z" tenzordir. Quyidagi formulalardan
ko'rinib turibdiki egrilangan koordinatlarda bunday emas:

ox" ar &z
CdAL = d [ A} = LA, b Ayda™
- (a ) s ¥ G A

(317)
0A, _Qz_i Oz 8A + Pt A
dx ~ Dx dzv dzo © Oxeozr’ T
Buning sababi differensial va hosilani hisoblash uchun vek-
torning ikki cheksiz yagin nugtalardagi q1vmatlar1m solishti-

z
rishimiz kerak, almashtirish koeffitsientlari —— ~ esa nugtaning

funksiyalaridir va har xil nuqtalarda har xil o zgaradi. Demak,
biz har xil goida bo'yicha o'zgaruvchi kattaliklarni ayiryapmiz,
aniqki, natija tenzor bo'lishi mumkin emas. Mundan bir is-
tisno - almashtirish chiziqli bo'lgan hol, unda yuqgoridagi for-
mulalardagi ikkinchi tartibli hosilali hadlar bo'imaydi. Hosila
olish natijasi tenzorning tabiatini o’zgartirmasin desak shunday
yvangi hosila tushunchasini kiritishimiz kerakki, u birinchidan,
tenzorga ta’sir qilib tenzorni bersin va ikkinchidan, Galiley sis-
temasiga o'tganda oddiy hosilaga o'tsin. Galiley koordinatla-

rini vana o'sha (* deb va yangi hosilani v deb belgilasak
T

vugorida keltirilgan ikki talabni gquyidagicha yozib olishimiz

mumkin:

1
tenzor bo'lsin, va'ni,

DA
1‘ D::CU ’ Lo
@ DA% 9% 0% DA
D'~ Bxp Hx'v Dz’
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-2, Galiley sistémasiga o'tganda R RET Ty %: WL
G Do B o4 o
Dzv acv .
bo'lsin. e
Yangi hosilani topish uchun shu ikki shart yetarlidir. Shu
ikki shartni birlashtirib quyidagini yozishimiz mumkin (tushu-
nishni yengillashtirish maqsadida vektorlarning argumentlari
ko'rsatilgan):
DAMz) _ 9 8¢7 DAP(Q) _ dargAR(() e
Dzv ~ 8P &xr O¢T T 9 Bxr - T

N AT N |

N (agﬂ p (&_)) _ oAz e P

A 5z + B0 dwrgae )
(3.18)
31-betdagi almashtirish funksiyalarining C? sinfga mansub
" bo'lishi kerakligi hagidagi talab endi tu,shuna,rh bo’lch Agar

i 2
. Oxt O s
v 8(9 Orv iz s
belgﬂ ash kmtsak yangi hosila quyidagi ko' nmshga. ega bo ladl
DA“(z)  84% A,
— Fp AC. _ L
. Dav oz + : st
Bunda,v hosila kovariant hosila deyiladi, quyldagl lfOC].a. esa
mos ravishda kovariant differensial deyiladi:

DAY = dA" + T8 A%dx".

Koeffitsient ' larning nomi Kristoffel simuvollaridir. Ko-
variant hosilani belgilashning vana bir turi bor - oddiy
{xususiy) hosilani vergul bilan belgilasak, kovariant hosilani
nugta-vergul bilan belgilaymiz:

Af = AR TR AT (3.19)
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Mok

Kovana.nt vektormng kovariant hosﬂasx

A#; v = A;x T rzqu | - (3'20)

bo'lishini yuqoridagt metod bilan ko'rsating.
Kristoffel simvollari tenzor emasdir, ular tenzor bo’lsa ko-
variant hosila tenzor bo'la olmas edi. S

8-Mashy:
Kristoffel simvollari uchun

PR S, Sl
X 7T Db Bk 5eeace

EETTRLE S IO R _»-'f:‘i

tasavvurni keltmb chiqaring. Buning uchun

Q@E}f_ﬁ _gp o "
dz> 38 by R 0 N

aynivatdan foydalaning.
9-Mashqg:

Kristoffel simvollarining alrmashinish qoidasi quyldaguha. eka.nhgml'.
ko'rsating:

S’ Bzt Hx® ax'® 9z

g I - U~ — RN )
. Lo = 20 da’ Jx'® P AxA Ba'vdzte . . {3 21)
1 O-Mashq
{3.17}- va (3.21}- formulslardan foydalanib vektorning kova.rla.nt hoeu—
lasi tenzor bo hbhlnl ko rsating. R :

Kristoffel simvollarining tenzor emasligini quyidagi oddiy
mulohazadan ko'rish mumkin: Galiley sistemasida I, = 0
bo'lishi kerak, bir sistemada tenzorning hamma komponenta-
lari nolga teng bo'lsa, boshga ixtiyoriy sistemada ham xuddi
shunday bo'ladi. -

45

www.ziyouz.com kutubxonasi



Nolinchi rang tenzori - skalyarning kovariant hosilasi oddiy
hosilaga tengliginl tekshirish qiyin emasdir:
Op =P

Tkkinchi rang tenzorlari uchun kovariant hosila quyldagl
ko'rinishga egadir:

T = 0 T* + T4, T + T5,Teo;
Tsn = 0B = UinT oy = T3 T s
Th.s =Ty + 10,17 —T3,T18.

Bu formulalarni keltirtb chiqarish uchun (3.18)-formulani
keltirib chigarishda ishlatilgan mulohazalarni gaytarish yetar-
lidir. Buni o‘quvchiga goldiramiz. Yuqori rang tenzorlari
uchun kovariant hosilani xuddi shu yo'l bilan topish qiyin emas.

11-Mashq:
Quyidagini isbot qiling:
e O (AVA)) = AV AL+ AV Ay ..

o Ikkita tenzorlarmng kovariant hosilasi Leibnitz formulasiga
bo'ysunadi:

R g™ W o) L p o
(RE)SE ) = Ry 80) + By Sioye

Bu verda (i) va bk - ixtivorly multiindeksdir. S
Tenzor zichliklarning kovariant hosilasini ko'rib chlqav—
lik. Buning uchun agar DF kattalik p vaznli tenzor zichlik
bo'lganda ¢P/2 D# kattalik tenzor bo'lishidan foydalanishimiz
yetarlidir {{3.15)-ga qarang): :

(gD Yo = 0L }+1‘ £ LD 4

46

www.ziyouz.com kutubxonasi



Demak, .7 S S .

Dy = 83D+ pd (In/=g) Di + T4, D9 + .. (3.22)
ekan. Bu yerda biz ; ; . | o .
gir=0 o (323)
ekanligidan foydalandik. (3.23)-formulaning isbotini keyingi

paragrafda keltirilgan (3.43)- va (3.27)-formulalardan keltirib
chiqarishimiz mumkin. Birinchidan, (3.43)-ni

gix = 99" Gup

ko'rinishda yosz oldmlz bunga (3.27)-ni qo'llasak (3.23)-kelib
chigadi.

Yugoridagi Eormulaiarmng bir-nechta xususiy hollarini
ko'raylik. Masalan, p vaznli skalyar zichlik uchun

P = Ovp -+ pOs (ln V- ) o (8.24)
p vaznli kontravariant vektor zichlik uchun esa
Dy = 0.D* + pds (In =g} D* + T4, D° (3.25)

formulalarni olamiz. Keyin ko'rsatamizki,
A (ln,f"“_g) =T%, T (3.26)

bo'ladi ((3 44) -ga qarang). (3.22)-ni metrik tenzormng deter-
minantiga go'llasak determinantning (-2) vaznli skalyar zichlik
ekanligini hisobga olganda yana (3.23)-formulaga kelamiz:

| g;\-—tﬁ‘,\g 26,\(111\/“)9 O

5 4’-?'
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3.6 Kristoffel simvollari va metrik tenzér.:.

Kristoffel simvollarining quyi indekslari bo’yicha simmetrik-
Bgini isbot qilaylik. Shu magsadda A4, = 3, vektorning to'rt
o’ lchamli rotorini topaylik:

Ay —Aviy = [I‘;v - I“j“)A,\.
Tkki tenzorning ayirmasi tenzordir. = Uni hisoblash uchun
Galiley sisternasiga o'taylik:
Ay~ A=Ay, —App= (8,8, B9, )p = 0.

Bir sistemada nolga teng bo'lgan tenzor hoshga sistemalarda
ham nolga tengdir. Demak, e

_ o Metrik tenzor va Kristoffel simvollari orasidagi bog'lanishni
topish uchun quyidagi metrik tenzorning kovariant

o' zgarmasiigi xossasidan foydalanamiz:

‘ Gy = 0. Co A g an

Bu formulani uch xil yo'l bilan keltirib chigarishimiz mumkin:

1. Galiley sistemasiga o'tib tekshirishimiz mumkin: g.. , =

.'?I-W,{g) = 0 _
2. Aﬁ;v - (Qyz\AA);u = gp/\fl;’\u dan: .. - e

o

%7 Gack 0¥

, 3¢e e
G = 3,\( ) _C___C__) = o Tir + Gaul 'S, (3:28)

munosabatdan ham kelib chigadiki

G p = Guv 3~ Gon r;:)g - ga,uriy =0.
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Kristoffel simvollarining metrik tenzor orqali eshkora todasini
topish uchun (3.28) formulani uch marta indekslarini SIkhk
o'zgartirib yozib chigamiz:

ahguv = guvrz,\ + g&p[‘gy§
augw\ = ga)\rg,u =+ gowl-‘z/\; ""A wioo gk o

3»9,\;; = Q’a;,sri‘y -+ Qa,\rffn-

Birinchisidan ikkinchi va uchinchilarini ayirsak (I" ning sim-
metriyasidan foydalanib ),

—2901\Fzy = a)\g,uv - a,ugu,’\ - 3&9,\;;,
ga kelamiz. Demak,
I‘zv = 590[)\ (augv.\ + 8:/9)\;.; - (%gw) _ (3.29)

munosabat orinli ekan. Biz shu paytgacha shug'ullangan
Kristoffel simvollari odatda ikkinchi tur Kristoffel simvollari
deyiladi. Birinchi tur Kristoffel simvollari { ular kamdan-kam
ishlatiladi} quyidagi ko'rinishga egadir:

1 ;
Ta,pu = ga)\rﬁy = 5 (3;;91;,\ + 3;;9)\;; - a)\gpw) ,

12-Mashyg:
Metrik tenzor diagonal bo'lgan hol wehun

_ J Guw, agar p=v bo'lsa;
Guaw 0, agar p# v bo'lsa,

Kristoffel simvollari quyidagi ko'rinishgs ega bo'lishini ko'rsating: .

D=0, p#Fv#EA); T =—5—08ugu;

S-S TR AN S G S
S f s ' iy ok
AR pe = 8, In(lgudt?) T, = Gun(lgwl?).
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¥
IS

3.7 Parallel ko'chirish -

~Bu formulalards takrorlanuvchi indekslar bo'yicha yig'indi yo'q.

18-Mashq:
Ikki olchamli sferani olaylik:

ds? = r? (d6? + sin® ¢dis®) . (3.30)

Bu holde z! =8, 2% = ¢ va g1y = gee = r°, go2 = Gpp» = 7 sin? 6.

1. Metrik tenzorning determinantini toping;
- adsmed

2. g larni toping; . amivon A M T W
TS AN A 4 1A

3. rﬁy larni toping, I

W iR e TR e F

14-Mashqg:
Oldingi masalaning natijesidan foydalanib, sferaning ustida berilgan

. {ikki komponentalik) ixtiyoriy A = {4y, 4,) vektorning kovariant hosi-

* lasini toping.

Birer fazoda wvektorlar bilan ishler ekanmiz ularni so-
lshtirishga to'g'ri keladi. Buning uchun esa bir vektorni
ikkinchi vektor turgan joyga "o'zgartirmasdan" ko'chirishimiz
kerak. Tekis fazoda vektorni ozgartirmasdan ko'chirish uning
komponentalarini dekart sistemasiga nishatan o'zgartirmasdan
ko'chirishdir - ya'ni, uni o’ziga parallel qilib ko'chirishdir. Tekis
tazoda bu tushuncha sodda va tushunarli bo'lib bizdan tafakkur
kuchini ishlatishni talab qilmaydi.

Egrilangan fazolarda parallel ko/chirish tushunchasi yangi
natijalarga olib keladi. Egrilangan fazoda parallel ko’chirishni
guyidagicha ta’riflaylik:

Ta’rif: Vektorni biror trayektoriya bo'vicha parallel
ko’chirish - bu shu trayektorivaning har bir nugtasi atrofida
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lokal Galiley sistemasini kiritish va shu sistemada vektorning
komponentalarini o'zgartirmasdan ko'chirishdir.

Tushunarliki, 'vektorni bir nuqtadan ikkinchi nugtaga har
xil traektoriya bo'yicha ko'chirsak natija ham har xil bo'ladi -
ikki xil trektorivaning nugtalari atrofida kiritilgan lokal Galiley
sistemalari bir biriga nisbatan ixtiyoriy joylashgan bo'lishi
mummkin.

Kiritiigan tu';hun(‘hanmg ‘kovariant hosila bilan . jips
bog'langanligi ko'rinib turibdi - hosilani hisoblash uchun
ikkita cheksiz yaqin joylashgan nuqtalardagi vektorlar A,(z)
va Au(z + dz) ni solishtirishimiz kerak, buning uchun esa
A (z + dz) ni z nugtaga " 'zga,rtlrmasdan” ko' chirishimiz
kerak va orttirmani dz ga bo'lishimiz kerak. Kovariant hosila
tushunchasi shunga to'g'ri keladi, oddiy hosila esa A,(z) va
A, (x + dx) larni 10'g'ridan-to'g'ri solishtirishga to'g'ri keladi.

Trayektoriva nugtalarini bir parametr bilan belgilaylik,
masalan, 7. Ya'nil, trayektoriyaning boshi r = 0 va oxixi
T = 1 bo'lsin. Haqigatan 7 ning o'zgarish intervali ix-
tiyoriy bolishi mumkin, ¢ € 7 < b, biz uchun buning
ahamivati yo'q. Parametr T xususiy vaqt bo'lishi, ya'ni, shu
traektoriya bo'yicha harakat gilayotgan kuzatuvchining soati
ko'rsatayotgan vaqt bo'lishi mumkin. Parallel ko'chirishning
ta’rifi bo'yicha mahalliy Galiley sistemasida

dA‘J L ) .t
= 0 _ -~ (3.31)
bo'lishi  kerak. Vektorning parametr bo'yicha hosilasi

Galiley sistemasida vektordir. Demak, egrilangan s;stema,ga

o'tganimizda
DA*

AN 3‘-*2
dr » {3.32}
yijz b

DA* A

dr ~ dr
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ekan. Lokal inersial (Galiley) sistemaga o’tganimizda I, = 0
" bo'ladi va (3.32)-tenglama (3.31)-ga o'tadi. Demak, vektorni
birar trayektoriya bo'vicha oziga parallel ko'chirganimizda
uning shu traektoriya bo'yicha kovariant hosilasi nolga teng
~ bo'ladi.
~ Olingan natijani fizik kattaliklarga qo'llashimiz mumkin.
i
Shunday kattalik sifatida jismning tezligini olaylik: o = %.
* Bunda biz parametr sifatida jismning xususiy vaqtini olamiz.
To'rt tezlik w* ni A* ning o'rniga {3.33) ga qo ysak va uni yansa
bir marta ds ga bo'lsak

: ds? " ds ds _
" tenglikni olamiz. Bu tenglik jismning tezlanishi, tezligi
va trayektoriyasini bog'laydi va shuning uchun, jismning
- harakat tenglomasini bildiradi. Biz ekvivalentlik prinsipini -
. muhokama gilganimizda tortishish maydoni fazo-vaqtning egri-
* lanishiga ekvivalent ckanligini gapirgan edik. Demak, {3.34)-
tenglama gravitatsion maydonda harakat gilayotgan jismning
tenglamasi ekan. Darhaqgigat, mahalliy Galiley sistemasiga

du®
o'tsak T, = 0 va e 0 bo'ladi. Tort ¢'lchamli fazo-

vaqtdagi mahalliy Galiley sistemasi esa uch o'lchamli fazodagi
mahalliy inercial sistemani bildirishi kerak edi - Einshtein lif-
tini eslang - ya'ni, bu tenglama ekvivalentlik prinsipiga mos
ekan.

T } e

R
—0 . @

15-Mashg:

(3.32)-tenglamani jismming impulsi p* = mu* ga go'lang. Nima uchun
yana {3.34)-tenglama paydo bo'ladi? Tenglamaga massaning kirmagaaini
ekvivalentlik prinsipi bilan bog'lang.

16-Mashyg:
T (3 34)-tenglamani x, uchux keltirib chlqarmg.'. S
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i Mashq: B et —%, 3 R o

Tashqi grawtat&mn maydonda Jlsmga ta sir qﬂa&q'bg . kuchm mpmg

18-Mashq: : o e '

Metrik tenzor z* koordinataga bog'lig bo'lmasin (ya'ni, #* koordinata
siklik bo'lsin). Bu holda pq saqlanuvchi kattalik ekanini ko'rsating. Umu-
man, agar ixtiyoriy x* koordinata siklik bo'lsa unda unga mos kelgan
impuls komponentasi p,, — harakat integrali bo'ladi.

{3.34)-tenglamaga tortishish kuchidan fargli bo'lgan kuch-
larni ham kiritishimiz mumkin. Masalan, elektromagnit kuch-
larnt -

d’z* r* dz” dz
s T T s s

Bu holda, albatta tenglamada jismning massa.s1 payde

bo'ladi.

Uy

3.8 Tashqi kuchsiz maydonda jismning'
harakati

Tajriba shuni ko'rsatadiki, Nyutonning butun dunvo tor-
tishish gonuni kuchsiz, statik gravitatsion maydonlarda jism-
larning kichik tezlikli harakatini yuqori aniglikda ifodalaydi.
Bu bizga kuchsiz maydon uchun avvalgi paragrafdagi harakat
tenglamasi yordamida gag va Nyuton gravitatsion potensiali @
orasidagi bog'lanishni topishga imkon beradi.

Farazimizga mos ravishda S ;m
oo ot (a0 x| fde N
ds ds * ds ds ).
deb olamiz (chunki +» = <« e e, 5""1'1'9«&‘13;(185;"‘"'
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dx v

X - ~ (). Harakat tenglamasi (3.34) darhol’
ds o f1-w2j@ & (3.:34) dirhol

dzzﬂ ~ _r"“ Ei..:fi). 2

ds® 0 \ds /-

ko'rinishni  oladi. Maydonimizning vaqt bo'yicha
o’zgarmasligini hisobga olsak,

» Doy
I = 59" (odow + Oogor — Ovgon) = —5" Dugon .

ga kelamiz. Maydon kuchsiz bo'lgani uchun
g;w = L?; + h;wa Ih’,u.vl << 1

deb olishimiz mumkin.  Ya'ni, biz fazo-vagh metrikasini
 Minkowski metrikasidan kam farq giladi deb oldik. Shularni
hisobga olsak,

'u a, ] (0)‘”8 ho() = Owhago

Pzt 1 [edt)?
. = = § — 1
st 2 (ds) 9 hao

ekﬁnligiga,_ kelahl'iﬁa. Kompenentalar bo’vicha yozib chigsak

d220 2 1t 2
xr d*x 1 (9_({{) Thoo

va, natijada,

ds? 7 ds2 T 2\ ds

tenglamalarga kelamiz. Bu sistemaning fazoviy qlsmml ‘qayta
vozaylik:

d*x 9
&= 5 Vhe
va Nyutonning tortishish qonunini eslaylik:
d®x GM

@ TV e= T
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bu yerda M - maydon hosil giluvchi jismning massasi. Oxirgi
ikki formuleni solishtirish Ao = 2¢/c® + const ekanligini
ko'rsatadi. Katta masofalarda egrilangan fazo Minkowski fa-
zosiga o'tishi kerak bo'lgani uchun ( jismdan uzogda tortishish
maydoni nolga intitadi } const = 0 bo'lishi kerak. Natijada
quvidagi formulani olamiz:

C 2 2GM

900—1T-C—--1“ (3.35)

cr
Yer uchun Mg = 5.98-10%*kg, Ry = 6.37-108m, Quyosh uchun
Me = 1.99 - 10%°kg, Rs = 6.96 - 103m larni hisobga olsak, Yer
atrofida [2¢/c? ~ 107° va Quyosh atrefida |2p/c?l ~ 1078,
va'ni, Quyosh sistemasida gravitatsion maydonlar juda kuchsiz
ekanligiga ishonch hosil gilishimiz mumkin.

3.9 Geodezik chizig tushunchasi

Fazodagi ikki nugta orasidagi eng qisqa chiziq geodezik chzz‘aq.
deyiladi. Evklid fazosida bu - to'g'ri chizigdir. Egrilangan fa---
zoda geodezik chizig tenglamasini topaylik. Riemann fazosida
o va b muqtalar orasidagi masofani quyidagi integral orqali
aniglashimiz mumkin:

b b
L= fas= [ \fgudied

Variatsion prinsip bo'yicha minimal (ekstremal) uzunlikka ega: .
bo'lgan trayektoriyani 4L == 0 tenglikdan topamiz:

b ]
1ol 1 L
5L = / bds = f (§9wd:’3 da” | 9wtz ‘m..) _

2ds s

1]

b
- 1 dqﬂ, dx® dx  d dx®
| _fds‘i” (2 da> ds ds  ds (-""‘*“ ds ))
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#/bdséi* 109w = 95 _ Ogn | detdz”
2 ’ 2 82:/\ B axy .. (5'.1'4“‘ dS d,s‘
i e 2 it

i
..... ax
I g2

b

dé
Bu yerda biz bo'laklab integrallaganimizda g/\piéx =0

ds

ekanligini hisobga, oldik { traektoriya variatsivalanganda uning
boshi va oxiri o'zgarmaydi da*{a) = 6z"(b) = 0). Integral
ostidagi ifodant nolga tenglashtirsak (6z ixtivoriy bo'lgani
uchun) va Kristoffel simvollari uchun (3.29)-formulani eslasak,
geodezik chiziq tenglamasi sifatida avvalgl paragraflarning
birida olingan harakat tenglamasini olamiz:

d‘zlflu + [‘ﬁ/\_@f‘g‘i -

ds? ds ds
Demak, gravitatsion maydonda ozod harakat gilayotgan jism-
ning trayektoriyasi Riemann egrilangan fazosi nugtai nazaridan
"eng gisqa” - geodezik chizig ekan. Bu natija ko'pincha umu-
miy nisbiylik nazarivasi gravitatsion kuch tushunchasini yo'q
qildi, uning o'rniga geodezik bo'vicha harakat tushunchasini,
kiritdi, deyishga asos bo'ldi.

Parallel ko'chirish, geodezik chiziq va kovariant hosila
tushunchalari ozaro uzviy bog'liq tushunchalardir. Bumi
ko'rish uchun A4* vektorning ikkinchi u* wvektor yo'nalishi
boyicha kovariant hosilasini kiritaylik

L, DA* S
12 va .

(3.36)

.

"y

u” sifatida u* = ni, ya'ni, z¥(7) trayektoriyaga urin-

mam olaylik: '
DAR  dA* d:.-;” DA+ -, "1_ s

Y i =5 + T8 47— )
v Dzv ~ dr 4 dr dr
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Ko'rilayotgan trayektoriya sifatida geodezik chizigni va A“ Vek—
tor sifatida shu chiziqga urinmani olayliik. Unda -
D " duk w 2 pbi
u:_tj_+r y dx:d3,+pgdrdx”

Do dr dr dr? dr dt
bo'ladi. Demak, geodezik chizig - urinmasi shu chiziq bo'yicha
harakat gilganda o'ziga paraliel ko'chiriladigan chizig sifatida
ham ta’riflanishi mumkin ekan.

A

3.10 Vaqt va masofani aniqlash

Umumiy nisbiylik nazariyasi umumiy kovariantlik prinsipiga
bo'ysungani uchun 2%, 2!, &%, 2 belgilar ixtiyoriy koordinata-
lar bo'lib bevosita bizning soatimiz o'lchaydigan vaqt va metrik
munosabatlarga bo'ysinadigan fazoviy koordinatalar ma'nosiga
ega emas. Vaqt va fazoviy oraliglarni ta’riflash ma’lum mulo-
hazalarni yuritishni talab giladi.

Xususly vaqt tushunchasidan boshlaylik. Buning uchun bir
nugtada ro’y bergan va cheksiz kichik vaqt intervali bilen farq
qilgan ikki hodisani olaylik. Bu ikki hodisa orasidagi interval
kvadrat] uchun bizning (ya’'ni, shu nuqtadagi kuzatuvchining)
soatimiz ko'rsatayotgan vaqt 7 va koordinata vaqti ° orasidagi
munosabat uchun

ds® = dr? = gooldz®)?
ifodani darhol yozishimiz mumkin. Bu yerdan i
dr = %\/gﬁdﬁ:" | (3.37)
él%énligini topamiz. Chekli vaqt intervali uchun esa .
= 1 / Vooodz” | ;
bo'ladi. Bu yerdan ko'rinib turibdiki, gos > 0 bo'lishi kerak.
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Egrilangan fazoda masofani aniqlash (o’zgaruvchan maydon
bo’lganda ese. masofa vaqtga bog'lig bo’iadi va masala yanada
murakkablashadi) bir muncha murakkabrogdir. Buning uchun
quyidagicha fikriy eksperiment o'tkazamiz. Bir-biriga chek-
siz yaqin bolgan z* koordinatali A va z* + dx# koordina-
tali B nuqtalar orasidagi yorug'lik tarqalishini ko'raylik. Nur
20 + dz? vaqt momentida B nugtadan chigsin, 4 nugtada aks-
lanib, B puqtaga x° + dx§ vagt momentida gaytib kelsin. B
nuqtadan chiqish va qaytib kelish hodisalari orasidagi interval-
ning kvadrati uchun

ds® = geodx’dz® + 2gp:dax"dat + g ;datds’

ifodani yomshlmw mumkin. Yorug'lik nurining ta.lqauhsln bllan
hog' lig bo'lgan interval nolga teng bo'lishi kerak: .

ds® z(].

Bu tenglamaning yechimlari

1 . .\
dry = o0 ("Qoidf + ‘/ (GoiGo; — Gige0) daida? ) R

1 ; ——
dey = -~ ("deﬁ?a — /(goigo; — gi900) dﬂ?‘dﬂ)

ko'rinishga ega bo'ladi. Agar z° vaqgt momentini signalning
A nugtaga kelishi bilan bog’lasak unda z° + dzd vagt momenti
shu signalning B nugtadan chigishiga va z°4-dz% vaqt momenti
esa uning B nuqtage qaytib kehishiga to'g'ri keladi. Shu ikki
vaqt momentlarining ayirmasi yorug’lik nurining cheksiz yaqin
A va B nugtalar orasidagi masofani ikki marta bosib o'tishga
ketgazgan vagtiga tengdir. Bu koordinataviy vaqt bo'lgani
uchun uni (3.37)-bo’vicha /Gog/c ga ko'paytirsak, B nuqtadagi
kuzatuvchining xususiv vaqti kelib chigadi, uni vana ¢/2 ga
ko'paytirsak A va B nugtalar orasidagi masofa kelib chigadi.

a8
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(isgacha hisobdan kevin shu masofaning kvadrati uchum‘-.e»,@
di? = (-gﬁ 4 099 ) dz'dz’
Goo _

ifodani olamiz. Odatda
Ty = gy - (338)
_ Goo

belgilash kiritish orgali bu masofaning kvadrati egrilangan fazo
uchun uvmurniy bo'lgan

di? =~ d*de? (3.39)

ko'rinishga keltiriladi, Bu ifoda bizning uch olchaml fazo-
mizning egrilik xossalarini (3.38)-orqali to'tt o'lchamli fazo-
vaqtning xossalari bilan bog'laydi. Umumiy holda (3.39)-dan
kelib chigadigan chizigll element df ni integrallab chekli ma-
sofani bir givmatli kattalik sifatida topish mumkin emas -
umumiy holda g, lar vaqtning funksiyasidir, demak, bu chiz-
igli elementni har xil dunyoviy trayektoriya boyicha integrai-
laganimizde bu trayektoriyalarning nugtalari vaqtga har xil
bog'ligligi orqali har xil natija olgan bo'lar edik. Bir nechta
jism 1shtirok gilgan gravitatsion masala uchun bu tabiiy holdir,
jismlar bir-biriga nisbatan harakatda bo'lishi kerak va ular
hosil gilgan maydon statik (o'zgarmas) maydon bo'lmaydi,
metrika vaqtga bogliq bo'ladi.  O'zgarmas, ya'ni, vaqtga
bog'liq bo'lmagan maydonlar uchungina f dl ning givmati
boshlang’ich va oxirgl nuqtalargagina bog'liq bo'ladi. Masala-
ning fizikasidan anigki, faqatgina bitta jism yaratgan maydon
o'zgarmas maydon bo'la oladi.
Gravitatsion maydon energivasi muammosini muhokama
gilganda bizga kerak bo'lgan ba’zi-bir tushunchalarni kiritayiik.
Uch o'Ichamli fazoda 7;; yordamida uch o’/lchamli vektor va
tenzorlarning indekslarini tushirish mumkin, Ko'tarish uchun
kontravariant bolgan va
Yy = 6 D {3.40}

7
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3 ta’ri'@ 3btj’g,rsuna,d‘igan ‘tenzorni kiritaylik. -Agal :bﬂ‘ erga
o ';\',-h”- g o ' (3 41)

o g

“ifodani go'ysak, (3 40)—aynan bajarlllshlgla, ;shonch hosil qili-
shlrmz mumkin. o

'.!
N

»3.11 Divergensiya va rotor. Stokes va Gauss
teoremalari

" ‘Bundan keyin kerak bo’ladigan bir nechta matematik nati-
- jalarni keltirib chigaraylik. Birinchidan I'}, ni topaylik:

» 1
i r“ = 29“/\ (dug;;)‘ + 6;.&91:)\ d)hg;w) = 2Q'I‘Aaugak
- Oxirgl tenglik formuladagi ikkinchi va uchinchi hadlarning
'~ gisqarishidan kelib chigqadi. Bizga quyidagi Yakobi formulasi
kerak:
i det A = exp{Tr In A), (3.42)

" bu yerda A - ixtivoriy (n x n) matritsadir, Tr - matritsa dia-
. gonal elementlarining yig'indisidir (izi ).
\ 19-Mashq:

Ko'rsatkichli funksivaning quyidagi ta’rifidan foydalanib

AL e

zym
i exp({x) = nli_l)lgc ( 1+ ;) JRCEL

“va A = exp(B) deb olib, (3.42)-formulani isbot giling.

Maitritsaning funksivasi f(A4) deganda odatdagidek f(x)

' funksiyaning Taylor (Teylor} qatorida sonli argument z ning
" o'rniga matritsa A ni qo'yib chiqqanda hosil bo'ladigan gatorni
tufshunamlz Masalan, . ,
,]L Jr i

exp(A) =1+ A+ -;-AQ +g

B
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(3.42)-formulani magsadimizda go'Hash uchun metrik tenzor
9 ni matritsa sifatida va ¢ ni esa unga teskari matritsa
sifatida qaraymiz { (3.10)-ni eslang) va shu matritsalarni mos
ravishda § = g, va 71 = g deb belgilaymiz. Unda (3.42)-da
A — § almaghtirish bajarsak va bu formulaning ikki tomonidan
hosila olsak,

. 61/';7 ad ng” ﬁ'_l yg = gg”’\ayg,\” . (34:3)
ekanligini, va, demak, o
1 . :
g, = 58;, Ing=0a,ln/—g . - (3.44)

ckanligini topamiz. Bu formuladan kovariant to'rt divergen-
siyani hisoblashda foydalanish mumkin: )

Al = 0, A +TE A" = 0, 4" + O, In/—gA” =

. (3.45)
= Lg (voaa).

Endi Gauss teoremasiga o’tishirhiz mumkin: iy
[aoas = [atoy=gas, = §as,y=ga~

Skalyarning kovariant gradiyenti oddiy gradiventga tengligi
va bu gradiyent to'rt-vektorligidan foydalanib DD Alambert
tenglamasining egrilangan fazodagi formasini topishimiz

murkin: 1
e = _\/'_=q6u (V=g"p). (3.46)

Bu tenglama Beltrami tenglamasi deyiladi. Stokes (Stoks) teo-
remasiga o'taylik. Buning uchun uning uch o'lchamli tekis fa-
zodagi formasini eslaylik:

1 . L
= §/€3ﬁjk lfl’SJb (dj—Ak had akAj). "
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Bu verda biz birlik antisimmetrik tenzor s4p ning an-
tisitmmmetriklik  xossasidan  foydalandik. Sirt.  elementi
dS = (d5%,dS?, dS?) ning komponentalari :

St = dydz, dS% = dxdz, dS°® = dedy,

dfji = €45 dS" ni esa {j, k) tekislikda yotgan sirt elementi deb
garashimiz mumkin. Masalan, df;y = d5° = dady va h.k. Shu
mulohazalarga asoslanib, to'rt o'lchamli fazoda Stokes teore-
masini quyidagi ko'rinishda yozib olamiz: s

)£ Ayl = f df* (9, A, — 8,A,),

bu yerda df*” - (pv) sirti ustida votgan sirt elementini bﬂdiradl '

3.12 Egrilik tenzori (lean-Krlstoﬁ'el ten—
ZOori)

Agar tekis fazoda biror vektorni yvopiq kontur bo'yicha oziga
parallel ko'chirib, vana o'sha nuqtaga olib kelsak, vektor
o'zgarmaydi.  Shu masalani egri fazoda ko'rib chigaylik,
anigki, bu holda vektor o'zgarishi kerak. Ixtiyoriy chekli
yopiq konturni yetarli darajada kichik yopig konturlardan ibo-
rat deb garashimiz mumkin. Bu kichik konturlar bo'yicha
aylanganda ularning bir-biriga yondoshgan gismlari bo'yicha
qarama~garshi yo'nalish bo'yicha harakat gilamiz va ularning
qo'shgan hissalari o'zaro gisqaradi.

Vektorni shu yetarli darajada kichik konturning atrofida
parallel ko'chirib, boshlang’ich nuqtaga qaytaylik. Vektorni
parallel ko'chirganimizda

DA, =dA, —Tida* A, =0
bo'lgani uchun konturimizni aylanganda vektorning to'liq
o'zgarishi _
AA, = f Y\ ditA,
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ga teng bo'ladi. Bu integralga Stokes teoremasini qo'llaymiz: *

A=y [ (2 (D) =2 (TA)).

Konturimiz kichik bo'lgani uchun, uning ustida amq bo’ lga,n'
tenglik : .
B A =T, As

ni uning sirt nugtalarida ham o'rinli deb qarashimiz munkin
( qo’shimcha hadlarning integralga qo’shgen hissasi 1kk1nch1
tartibli kichik sondir ). Shuni hisobga olib, .

1 T . .
ad, =3 [d {ayrj:aA,\ 8,7, Ayt N
(3.47)
+ (Iﬂiariu - rﬁvrio’) AP} _Afyg ;.wcr

formulaga kelamiz. Bu yerda kiritilgan yang beigl Ry
guyidagicha aniglangan:

Rt,, =0,00 —8,T¢ +Th T4, ~T1%, (3.48)
vau egrilik yoki Riman-Kristoffel tenzori deyiladi. Uning
tenzorligi {3.47)-dan ko'rinib turibdi: (3.47)-ning chap tomoni
ikki vektorning bir nugtadagi farqi, demak, yana vektordir,
o'ng tomonidagi Af*7 va A, lar ham tenzorlardir. Tenzorlar-
ning bo'linma xossasiga ko'ra Rf,, ham tenzor bo'lishi kerak.-

U 4-rang {1,3) tipdagi tenzordir.
Kontravariant vektor uchun ham yopiq kontur bo'yicha pa--
rallel ko'chirish goidasini keltirib chigarish mumkin. "

20-Mashg:
Quyidagi xossadan foydalanib, A(A#B,} = 0 { uwima uchun? } kon-
travariant vektor nchun

A:\

Ave

AA¥ = AR
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ekanligini ko'rsating.

Riman-Kristoffel tenzori fazoning egrilanganlik xossalarini
ifodalaydi. Buni quyidagi ko'rinishda aytishimiz mumkin:
Riman-Kristoffel tenzorining nolga tengligi fazoning tekis
bolishining zaruriy va yetarli shartidir. Rostdan ham, agar
fazomiz tekis bo'lsa, uning hamma nuqtalarida I‘f‘w = 0 bo'ladi

va, demak,
Ry ,,=0 (3.49)

bo'lishi kerak. Teskarisii hamma nuqtalarda (3.49)-orinli
bo'lsa, ixtiyoriy vektorni ixtiyoriy yopiq trayektoriya bo'yicha
o’ziga. parallel ko'chirganhnizda u o'zgarmaydi, demak, bir
nuqtada berilgan Galiley sistemasining o'qlarini oziga paral-
Jel kochirish yolt bilan butun fazoda global Galiley sistemasini
o'rnatishimiz mumkin.

Egrilik tenzorini kiritishning yana bir yo'li bor. Ma'lumki,
xususty hosilalarning tartibini  o’zgartirganimizda natija
o'zgarmaydi. Kovariant hosilalarning o'rnini almashtirgani-
mizda esa natija o'zgaradi:

An;b;)\ - A;Mu = R,;ApAo- o (3»50)

. 21-M ask(}:
" (3.50)-ni isbot giling.

3.13 Egrilik tenzoriﬁing xossa,lé.ri

Egrilik tenzorining xossalarini o'rganish uchun unmg to’hq ko—-
variant formasiga o’'taylik: ety T

Rung = gﬂpﬁgz\o” o W
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Bu formulada I' larning hosilali qismlarini othib chigsgak
yuyidagi ifodaga kelamiz:

1
R;.w)w = 2‘ (3113,\9‘“0 -+ 8;:&791/,\ - 3;;309;;,\ - 898,\91:0') "—.,{ T

00 (ToaT %0 — T2 T0,) - SV _a,_.‘._f;i-~

row o (3.81)
Bu formuladan quyidagilarni darrov keltlplb ohmqa.rlshlmw

mumnikin: _
Rpw\cr = R/\a,r.w; sl (352)

R#W\a' = "valux\rr = _R,u.wn\; el (353)
R;w)\cr + Rﬂ,\m/ + R,uaru)\ = 0. e (354)

(3.52)- va (3.53)- xossalarni osongina tekshirish mumkin.
(3.54)-xossa oz-moz mehnatni talab qiladi. To'rt o'lchamli
fazoda to'rtinchi rang tenzorining 4! = 256 ta komponentasi
bo'ladi, yugoridagi shartlar esa Riman-Kristoffe]l tenzorining
mustaqil komponentalarinig soni bundan kamligini bildiradi -
umurnty komponentalarning sonidan shartlarning sonini ayir-
sak, mustaqgil komponentalarning soni kelib chigadi. Shu shart-
larning sonini topaylik. Birinchi shartdan boshlaymiz. (pv)
indeks 16 ta qlymatni gabul giladi, demak, Ry, s, ni simmetrik
bo'lgan 16 x 16 ko'rinishlik R0y matrica deb garashimiz
mumkin ekan, y'ani, (3.52) - xossa {256-16),/2=120 ta shartni
bildirar ekan. {3.53}-shartlarning soni 4 x 1644 % 12 = 112 ga
tengdir. Oxirgi tenglik 4-ta mustaqil shartni o’z-ichiga oladi
(tekshirib ko'ring). Demak, egrilik tenzorining mustaqgil kom-
ponentalarining soni 256-236--20 ta ekan.

Muhim rol o'ynaydigan Bianki ayniyatint keltirib
chigaraylik. Uni keltirib chigarish uchun Galiley koordinat
sistemasiga o'tamiz va egrilik tenzorini quyidagi ko'rinishda
olamiz {(mahalliy Galiley sistemasi kiritilgan nugtada I'*, = 0,
amino, uning hosilasi nolga teng emas, chunki hosila hisoblash

SRR E P
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uchun funksivaning nuqgta atrofidagi giymatlari ham kerak):
Ry, = 0,10, — 8,1,
Uning kovariant hosilasini hisoblaylik:
Ry, o = WG IY, —~ hO,IE,. |
Bu ifodani opA indekslarni siklik ravishda o'rin al..mashtirib
o'ziga qo'shib chigsak, Bianki ayniyati deyiladigan .
| e on+ R, +RE, =0 (3.55)

formulani olamiz.
Egribik tenzorini fagat bir yel bilangina soddalashtirish
mumkin:
) R;w — g,\d R)-,me -.

hosil bo'lgan ikkinchi rang tenzori Richchi tenzori deyiladi.
Boshqa ixtivorly indekslar bo’yicha soddalashtirsak, voki nol,
yvoki yana shuning o'zi kelib chiqadi:

gAU-Rp)wo = gAaRAgar/ = '_QAURA,(WJ - “'gA.gRu/\av - .R,(.w- .
Richchi tenzori stmmetrik tenzordir: . |

Ruw = Ry,

bu {3.52)-xossadan kehb chiqadi. Richchi tenzormmg Kristoffel _
_sum ollari orqali ko'rinishint topish oson:

Ry = 8,17, — 8,19, + T8I —T2 T7,. (3.56)

il 1 ur* put

Richchi tenzorini ham o'z navbatida indekslari bo' yicha sod-
dalashtirsak skalyar kattalikni olamiz:

R g Ry,

Bu kattalikning nomi - skalyar egrilik. RlChChl tenzori
va skalyar egrilik yordamida katta ahamiyatga ega bo'lgan
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bir yangi tenzor tuzishimiz mimkin. Bunin'é uchun Bianki
aynivati (3.55)-ni ikki indeksi bo'yicha Soddalashtlrzb gquyidagi
ko'rinishga keltiraylik:

b I —
Rv.up At RVPA;# + Rr//\p::p - 0’.

yoki,

RU,OA R RVAp—D .

. VO, - ;
Bu formulani ¢"* ga ko'paytiramiz (v va A mdekslar bo ylcha.
soddalashtiramiz): :

R;;v - R;‘;.u - R;p =0, ol Dauiaving

yoki, _i Sy, ,1
(R:- E&;’R) ~0. -

Bu yerda biz metrik tenzorning kovariant ozga:rmashgxdan foy-
dalandik. T opﬂga;n ayniyat

GF‘V = Ry-u - ﬁgrmuR S (35{)
formmla bilaﬁ' aniglanadigan simmetrik bo'lgan Einshiein
tenzorining kovarlant tort divergensivasi nolga tengligini
bildiradi:

- Gl = B (3.58)

22-Mashg: o N
{3.30)-metrika uchun .
L Ruwor; i
2. Ry N
3. R _

larni hisobl&ng.. Kristoﬂ'él simvoﬂari .o’_sha mashqda aniglangan. . 1
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3.14 Geodezik chiziglarning og'ishi - i

Riman-Kristoffel tenzorining ma'nosini chuqurroq tushunish
uchun quyidagi masalani ko'rib chigaylik. Bizga t = # vaqt
momentida bir-biriga cheksiz vaqin turgan (or zmldagi masofa
dx*) va shu momentdan boshlab tashgi gravitatsion maydonda
ozod tushayotgan ikki jism berilgan bo'lsin. Ekvivalentlik prin-
sipining lokal xarakterga ega ekanligini gapirganimizda, erkin
tushayotgan ikki jism orasidagi masofa bora-bora o'zgaradi, de-
gan edik. Shu o'zgarishning dinamikasi Riman-Kristoffel ten-
zort orqali aniglanadi. Erkin tushayotgan jismlarning trayek-
toriyalari uchun tenglamalarni yozaylik:

a2zt du” di* R }:'-,é;_-%_' b
27 g =0 |
dz(ﬁt‘! + (JJ"{:{;)” d(.’E -+ 5I)p d(&” + 5$),\ s -

1t .
e + T {x + dx) R A

Bu tenglamalarning ikkinchisidan birinchisini  ayirsak,
quyidagiga kelamiz:

d*ozH Ud:s dz? dz¥ déz* )
L Tl (e S o () ST — 0 (359)
Tenglamani kovariant ko'rinishga keltirsak,
D2z dz” dx”

o

ds? %'\U ds ds o gaiGeer

ni olamiz.

. B3-Mashyg:
(3.59)-dan (3.60)-ga o’tish uchun kerakli ho'lgan amallarni bajaring.
Ekvivalentlik prinsipining mahalliy (lokal) xarakterga cga

ekanligi shu tenglamadan ko'rinib turibdi - Einshtein liftida
ozod tushayotgan ikki jistn orasida o'zaro tezlanish bari-bir bor
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ekan, lekin, fazo-vaqtning kichik masshtablarida bu tezlanish
ham kichik bo’lar ekan.

Jismning tashqgl tortishish maydonida geodezik bo’vicha
harakat qilishi (erkin tushishi) boshga hech qaysi jism
bo'lmaganda shu bitta jism uchun tezlanish tushunchasini
kirita olmasligimizni bildiradi. (3.60)-formuladan esa ko'rinib
turibdiki, ikki jism uchun tashqi maydonda o'zaro tezlanish
tushunchasini kiritishimiz mumkin. Mana shu tezlanish dengiz
girg'oglarida bo'ladigan kechki va ertalabki suv ko'tarilishi va
qaytishini tushuntiradi. Shu masalani ko'rib chigaylik.

z

 Rasm 3.1: Suv ko'tarilishi va gaytishiga oid

Masalani sodda holda yechamiz - Yer va Quvoshni olib
garaylik, Oyni hisobga olmaymiz. Yer sirtining ko'p gismi
dengizlar bilan goplangan. Quyoshning tortishish maydonida
Yer o'zining ustidagi suv hisobiga {3.1)-rasmda ko'rsatilgan
holga keladi. Albatta, bu rasmda ahvol bo'rttirilgan holda
ko'rsatilgan.  Quyosh chap tomonda ko'rsatilgan, Yer va
Quyoshnivg markazlari orasidagi masofa K = 150 million
kilometrga teng. Quyosh maydoni bo'lmaganda Yer markazi
va uning ekvatoridagi nuqtalar orasidagi masofa Yer radiusi
re ga teng bo'ladi. Suvning ekvatordagi zarrachalari ham
Quyosh maydonida geodezik chiziglar bo'yvicha erkin harakat
qgilayapti, bu geodezik chiziglaring oralig’i Quyoshgacha ma-
sofaga nisbatan juda kichikdir, Quyosh maydoni nugtai nazari-
dan Yerdagi ixtivoriy ikki suv zarrachasi uchun (3.60}-tenglama
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o'rinli bo'lishl kerak. Geodeziklarning og'ishi natijasida =z
o'qida. joylashgan nuqta k balandlikke ko'tariladi (priliv), »-
o'qida joylashgan nuqta A chuqurlikka tushadi (otliv). Shuni
ko'rsataylik. Agar (3.60)-tenglamani Yer markazi va suvning
bir zarrasige qo'Hasak ({faqat fazoviy siliish uchun, dz# =
(0,62, 622, 62%)) va tezliklarning juda l\lcthhgml (u“ ~
(1,00, U)) hisobga olsak, . : o

D8z - -

Rl T
tenglamani olamiz. Bu yerda dz* sifatida Yerning markazi bi-
lan ekvatordagi nugtalarni birlashtiruvchi vektorlarni olamiz
- bir gal = o'qi bo'yicha Quyoshga qarab yo'nalgan dz! =
{rg. 0,0} (suv ko'tarilgan), bir gal esa y o'qi bo'vicha (Quyosh
yo'nalishiga nisbatan 90° ga burilgan) yo'nalgan dzf =
(0,79, 0) (suv pasaygan), bu yerdagi rg - Yerning radiusi. Suv
zarrasi muvozanat holatida turadi, demak, unga ta’sir gilayot-
gan kuchlarning yig'indisi nolga teng:

U = g(?"@ + hr) —+ T@BRélo(Ji'l)a 0= g’('r$ - h) -+ T'QRgm(éi‘g),
Bu yerda g{rg) = —G'Mg/r% - Yer tortishish maydonidagi tez-
lanish, Tkkinchi tehglamada (rg — A} paydo bo'lishining sababi
- u nugtads suv o'zining eng past holatida turibdi. re ga nis-
batan h juda kichik son, ikkala tenglamani & bo’yicha chizigh
aniqlikda gatorga voyamiz va birtdan ikkinchisini ayiramiz:

29'(ro)h -+ e (R (01) — Rpo(0a2)) = 0.
Natijada suv ko'tarilaishi uchun
1 -
h = 2g’( ) s (Roge(82) — Riyo(01))
ifodani olamiz, Igrilik tenzorini hisoblash goldi, Quyosh sis-
temasidagt maydonlar statik va juda sust bo'lgani uchun (3.35)-
va (3.48)- tenglamalarni eslab :

Ry~ &80
70

www.ziyouz.com kutubxonasi



ga kelamiz, bu yerda p = —GM/r - Nyuton potfensiali. g’ ni
hisoblaganda massa sifatida Yerning massasi Mg ni va Rf;, ni
hiscblaganda Quyosh massasi M, n1 clamiz. Egriiik tenzorini
hisoblaganda birinchi zarraning koordinatalari ((Quyoshga nis-
batan) {R — re — A,0,0) va ikkinchi zarraning koordinatalari
(R, 7e—h,0) ekanligini hisobga olamiz. Natijada suv ko'tarilish

balandligi uchun quyidagini topamiz:
3 TgB Mc,

=21229 125 sm.

TR M, 5 sm

Hagiqatan qirg'oq sohalarda suv ko'tarilishi va tushishining
qiymatlari kattaroq bo'ladi, ammo, buning sabablari gidrodi-
namika gonunlari asosida tushuntiriladi. :
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Maydon t--englar}ialari

- A B S R R A - Fa

4.1 Moddaning energiyé)-fiﬁﬁ)u.l”s ‘tenzori

Bu paragrafda tekis bo'lgan Minkowski fazosi va xususly nis-
biylik nazariyasi doirasidan chetga chigmaymiz. Olingan for-
mulalarni kerakli joyda egrilangan fazolargs umumlashtiramiz.

Biz boshida ikki xil massa tushunchasini kiritgan edik - inert.
va og'ir massa. Bunda biz hagigatan relativizingacha ho'lgan
tushunchalardan fovdalangan edik.  Nisbiylik nazariyvasiga
o'tganimizdan keyin fagat bitta massa tushunchasidan foyda~
lanishimiz mumkin, u ham bo'lsa kvadrati energiva-impulsning
kvadratiga teng bo'lgan massadir:

PP=ppu =" ~p’=m,  p*={psp) P’=—

Bu yerda ¢ - yorug'lik tezligi, m - jismning massasi, £ - uning

energivasi. Tabily birliklar sistemasida ¢ = 1 deb olinadi va
yuqoridagi munosabat oddiy ko'rinish qabul qiladi:

P =me (4.1)

T2
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b

Xususiy nishiylik nazariyasi uchun standart bo’ Igan_”“”‘-’

1 v

E = my, P= ?’ﬂ/‘/ﬁ, ¥ = \/T——,BQ_ ! 6 - c (42)
formulalarni olib qarasak (4.1)-dagi massa ko'pincha tinchlik
massasi deyilishini eslashimiz mumkin. Nisbiylik nazariyasida
boshga hech ganday massa yo'q, ko'pincha harakat massasi
deyiladigan kattalik - #vy - energiyaning o'zidir. Shuning uchun
biz massa deganda (4.1}-formula orqali kiritilgan kattalikni
tushunamiz.

Impuls va { o’zaro ta’sirda bo'lmagan gisrnlardan iborat sis-
tema uchun) energiya - additiv kattaliklardir, y’ani, ozod jism-
lar sistemasining energiyvasl va impulsi shu sistemaga kirgan
jismlarning energiya va impulsiarining yig'indilariga tengdir.
Relativistik massa bunday xossaga ega emas. Buni sodda bir
misolda - ikkita fotonlar sistemasida ko'rishimiz mumkin, Agar
fotonlarning energiva-impulslarini (pf, p5) desak, energiya im-
pulsning additivligidan to’liq impuls uchun p = p; + py ni
olamiz. Massasi nolga teng bo'lgan fotonlar uchun (4.1)-ga
binoan p? = p2 = 0. To'liq impulsning kvadrati sistemaning
massasiga tengdir:

N , p2 — (pl +p2)2 - PE + p% + 2])’;?‘2}1 = 2p¥p2,u =

= 2(pp) — p1 - P2) = 2pipa(l - cos §) = m*

oxirgi tenglikka o'tishda biz massasi nolga teng bo'lgan
zarracha uchun p? = 0 va, demak, p° = |p| ekanligidan foy-
dalandik. Burchak @ - ikki fotonning yo'nalishlari orasidagi
burchakdir. Ko'rinib turibdiki, sistemamizning massasl mana
shu burchskning funksiyasidir. Masalan, 8§ = 7 bo'lganda
m? = 4p%p§ bo'ladi, & = 0 bo'lganda esa m? = 0 bo'ladi.
Y’ani, fotonlar sistemasining massasi ularning orasidagi bur-
chakga bog'liq ekan, sistemaning energivasi esa ikkala foton-
larning energiyalarining vig'indisiga tengdir: p° = p! + p.

LT3
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Shu misoldan ko'rinib turibdiki, ba'zi bir asarlarda uchraydi-
gan "nisbiylik nazariyasi energiya va massaning ekvivalentligini ..
isbot qildi" degan tasdig to'g'ri emas ekan.

Nyuton zamonidan beri ma’lumki, tortishish maydonining
manbasi massadir.  Tenglamalarga massa o'zining zichligi
orgali kiradi. Zichlik esa tenzor kattalik emas, biz uning
o'zini umumiy nisbiylik nazariyasi tenglamalariga kirita ol-
maymiz. Ammo, energiya, impuls va massani o'z ichiga ol-
gan va qo'zg'alinas turgan jism uchun zichlikka proporsional
bo'lgan kattalik - energiya-impuls tenzori bor. Mana shu
kattalikka tortishish maydoenining manbasi sifatida garashimiz
roemkin.

Umumiy munoszbatlardan boshlaylik. Ma’lumki, tekis fa~
zoda energiya-impnls tenzori quyidagi munosabat orqali kiriti-
ladi:

oL

C;[ aqﬂp‘?ﬂ,rz — g;;uﬁ; N (43)
bu verda £ = £{q,, ¢, ) - sistema Lagranj funksiyasining zich-
ligi, ¢s, g0, - umumlashgan koordinataldr va umumlashgan tez-
fikiar, & = 1, ..., k - sistemaning erkinlik darajasi, vergil orgali
esa xususiy hosila belgilangan. Bu ifoda klassik mexanikadan
ma’lum bo'lgan energiya uchun ifodani umumlashtirish yo'li
bilan olingan. Buni ko'rish uchun Ty, nt topaylik:

N T4
Too =2 ——440.0 Z qg—ﬁ : £,
L o=1 Qd .
Bu verda £ - energiya zichligi. Bu degani, quyidagi mtegral
sistemaning energiyasiga teng ekan:

[Twdz=E. (4.4)
Energlvaqmpul« tenzori uchun saglanish gonuni o'rinlidic:
| 8T8 =0 . ... (45)
74
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Buni zsh@sﬁ +qilish - uchun harakat tenglaﬁﬁamm 1shlatlsh1mlz

kerak: s umhos or  or =
kL L

24-Muashq: S S '. P

Ta’sir integrali + - T EREPIU T

§= f dtdVL{g,q, )

uchun eng gisga ta'sir prinsipi 45 = 0 {4.6)-tenglamaga olib kelishini
ko'rsating. Bu yerda variatsiyvalanuvchi kattalik - umumlashgan koordi-
natalar ¢7: g% — g% + 4g°.

25-Mashg:
{4.6)-dan foydalanib (4.5)-ni keltirib chiqaring.

(4.5)-rostdan ham saglanish qonuni ekanligiga ishonch hosil
gilaylik. Buning uchun unga Gauss teoremasini go'llaymiz, in-
tegrallash 4-hajmi sifatida t; va ¢, vaqtlarga {(to > £;) 10'g'n
keluvchi gipersirtlar va fazoviy chegarasi cheksiziikda joylash-
gan sirt ichidagi hajmni olamiz. Fazoviy CthbIlekda modda
zichligi nolga intilishini hisobga olsak:

0= fd4¢38;¢ = _?{dsu = fdjgo(tz)ff - /dso(tl)Tf =

= / d&:dydz / dadydz T®

oo (47)
munocsabatga kelamiz. Demak, L

P, = / PrT?
kattalik ixtiyorly ikki £, va ¢ vaqt momentlarida bir xil qiy-

matga ega ckan, ya'ni, (4.5)-dan P, ning saqlanuvchanligi kelib
chigar ekan. (4.4)-ga garasak F; = E bolishini ko'ramiz, bu
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degani, P, - sistemamizning energiya-impuls 4-vektori degani-
dir. Demak, Ty; - impuls zichligi ekan. Shulardan foydalanib,”
1} uchun amumiy ifodani topishimiz mumkin.

Quyidagicha mulohaza yurutaylik. Biz ko‘rayotgan hajm-
dagi modda tinch turgan sistemaga o'taylik. Va shu tinch-
lik sistemasida energiva-impuls tenzorini 7" deb belgilab, uning
komponentalarini topaylik. Unda Too = p va Ty; = 0 bo'ladi.
7;; larni aniglash uchun SR

T' -30'2’;0-1'8:{1"——0
tenglamani biror hajm bo'yicha integrallay lik:

dJT'?'dS (‘;t - ﬁfd%d T = de i,

Impulsdan vaqt bo'yicha hosila sistemaga ta’sir qilayot-
gan knchga tengdir, demak, T; shu kuch =zichligi j-
komponentasining ¢-sirt orqali ogimi ekan. Shuning uchun f;
kuchlanish, voki, taranglik tenzori deyiladi. Kuch zichligining
oqimi, ma’lumki, bosimdir. Bosim Paskal gonuni bo'yicha har
tomonga bir xil ta’sir giladi va o'zl ta'sir gilayotgan sirtga per-
pendikulyar bo'ladi: dS;T} = pdS;, bu yerda p - bosim. Bu
degani

RS LN

77 = pét,
i j
Demak, harakatda bo'lmagan muhit energiya-impuls tenzori-
ning komponentalari
Tog - 8 ng s 0 T‘ péi (4— 8)
ko'rinishga ega ekan. Harakatdagi sistemaga o'tish uchun
Lorentz alinashtirishlarini bajarishimiz kerak: o
Ty = A;’A,ffw. (4.9)
Lorentz  almashtirish  matritsalari  uchun  ifodalar
quyidagichadir: :
. : : -1
No=8m =Nl A=, Ay=0—681 —

G (@)

i
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26-Mashg: . o B S e
Lorentz matritsalari quylda.guha ku‘ltll&d;s_ Lt

dz' = A¥,de®.

o] i
a) Intervalning mvaﬂamhg: N . ;
dz'tdz,, = dm"‘d&:
dan foydalanib
AP, =087 (4.12)

ekanligini ko'rsating;

b) dx = 0 hol uchun (ikkala hodisa ham laboratoriva sistemasida bir
naqtada ro'y berdi) (4.11)-formuladan foydalanib

Ay = B:A% b

ni toping; B

¢) (4.12)- dan foydala.rub AS ni toping;

d) topilganlardan foydalamb va Ay = ady; + 83;8; bo'lsin deb olib
{mima uchun?) (4.10)-formulalarning oxirgisizni toping.

Hagigatan o uchun fagatgina a® = 1 tenglamanigina topishimiz
mumkin. Biz o = 1 deb cldik.

{(4.8)-, (4.9} va (4.10)-formulalardan foydaimnb umumiy
holda
’I:tw = (p + g)up-uv - }Q%u : (413)
i

Th PR

Too = Ay” A{l gr = ADOAL}TTE)T + Aoéﬁorﬁr = ey

bo'lishini ko’rsatish mumkin. Masalan,

.= Ago.f\gofbg -+ i\guﬁgi:ﬁ}i -+ AgiAgof;;o + Agiﬁgjf&j =

= ,.},.2(8 + /32]3) R : L Q_.',.
Tekshirish qiyin emaski, = C -
; . [3‘2 ] N
ST R SRR IY '8272 - i — {3’2 =-1+ ’}(2 [ IR RN TR 3
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Shularni hisobga olsak, (4.13}-ifodaning 00 - komponentasining
isbotiga kelgan bo'lamiz. Qolgan komporentalarini ham xuddi
shunday tekshirib chigish mumkin.

Keltirib chiqargan formulamiz uzliksiz mehitler uchun
o'rinli edi {(Paskal qonuxni va bosim tushunchlaridan foydalan-
ganimiz uchun). Diskret (alohida zarralardan tashkil topgan )
muhitga o’'tsak, p = 0 deyishimiz kerak: Ca

ds a_-';.-'}: sl
“&'E-
Oxirgi tenglikka o'tishda biz energiya va modda zichiiklari
orasidagl {4.2) ning birinchi gismidan kelib chlqadlgan mano-
sabatdan foydalanclik.

(4.5)-formula tekis fazodagi saqlanish formulasini berar edi,
egrilangan fazoga o'tsak urnumiy qoida bo'yicha oddiy hosilani
kovariant hosilaga almashtirishimiz kerak:

TH =0 - (4.14)

T = Eupuy, = pu,u,

Ammo, bu ko'rinishga ega bo'lgan tenglama hech ganday
saglanish gonuni bildirmaydi, unga (4.7)-ga o'xshagan mu-
lohazalarni qo’llab bo'lmaydi. Shunga gqaramasdan, (4.14)-
munesabat fundamental munosabatlar qatoriga Ikiradi, tor-
tishish maydoni tenglamalarini keltirib chiqarganda, u muhim
rol o'ynaydi.

Agar uzluksiz muhitlardan fundamental maydonlarga o’¢sak
ular uchun (4.3)-formula orqgali aniglangan tenzor simmetrik-
lik xossasiga ega bo'hnasligt mumkin, vaholanki, keyingi para-
grafda ko'rsatishimiz bo'yicha, gravitatsion maydonning man-
bayi sifatida fagat simmetrik tenzorni olishimiz mumkin. {4.3}
formula orgali kiritilgan energiya-impuls tenzori kanonik ten-
zor deyiladi. U o’zining indekslari bo'yicha siminetrik emas,
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lekin wni simmetriklashtirish mumkin. Buning uchun ungs
maxsus tanlab olingan tkki oxirgi indeksi bo'yicha antisim-
metrik bo'lgan uch indeksli kattalikning divergensiyasini km-
tamiz:

emz = T;,w + 9" Tppv)\: wpv}« = _wp).v-

Bu ikkala tenzor bir-biridan fagat to'lig divergensiyagagina farq
gilgani uchun, ular bir xil integral kattaliklarga olib keladi.
Saglanish qonunlari va harakat tenglamalari bu yangi ©,,, ten-
zorga o'tganimiz bilan o’zgarmaydi:

. N SJ*QW B 8“’11;” =0 ) ._ g
Yangi tenzor uni kiritgan odamning nomi bilan Belinfante ten-

zori deyiladi. Masalan, elektromagnit maydonni olib garaylik.
Uning uchun

1 11
L=—3FFu,  Fu=084-0,4,

Kanonik o’zgaruvchi sifatida A, potensiallar qaraladi. Nati-
jada kanonik energiva-impuls tenzori uchun

1
T:rw = Zg;wF_bUFW - 8AA,(AFA1/
ifodani topamiz. U simmetrik emas. Agar unga
P (ALF )

ifodani qo'shsak simmetrik bo'lgan

Zg,(wFpaFm - F}L)\Flj\ :

ifodani olamiz. Xuddi shunday yo'l bilan boshga maydon-
lar uchun ham simmetrik energlym-impuls tenzorini topishimiz
mumkin. :

@;w =

f
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4.2 Gravitatsion maydon tenglamalari

Gravitatsion maydon tenglamalarini bir necha yo'l bilan
keltirib chigarishimiz mumkin. Biz bu tenglamalarni Ein-
shteinga o'xshab, fizik mulohazalardan keltirib chiqaramiz.

Avvalgi paragrafda aytganimizdek, tenglamaga massa zich-
ligini maydon manbasi sifatida kirita olmaymiz, chunki u ten-
zor kattalik emas. Modda zichligi energiya-impuls tenzorining
bir gismidir, shuning nchun gravitatsion maydonning manbasi
sifatida shu tenzorni olishimiz kerak. Demak, gravitatsion
maydon tenglamalari quyidagi ko'rinishga ega bolishi kerak:

G;w = RTgu :

bu yerda G, - hozircha noma’lum bo'lgan geometrik tenzor, &

- noma 'lume koeflitsient {o'lchamlik nugtai nazaridan chap va,

o'ng tomonlarning o'lchamligini bir meyyorga keltirish uchun).
G, - tenzoriga quyidagi talablarni qo’yishimiz kerak:

41, G, Riman-Kristoffe] va metrik tenzorlardangina tuzilgan
bo’lishi mumkin;

2. T ga o'xshab G, ham kovariant divergensiyasi nolga

teng bo'lgan ikkinchi rang simmetrik tenzori bo'lishi

kerak:
G*‘ ={

3. Metrikaning ikkinchi tartibli hosﬂa.larlga n1sba.tan chmqll
bo'lishi kerak:

4. Tekis fazoda nolga tenglashishi kerak.

Gravitatsiya tenzorini G\, ni topish uchun shu shartlar
vetarlidir, Ularni ko'rib chigaylik. Birinchi shart - tushu-
narli, fazoning egrilanganligi egrilik va metrik tenzorlar orqali
Hodalanishi kerak. Ikkinchi shart - T, ning xossalaridan ke-
lib chiqadi - tenzor tenglikning chap va o'ng tomonlari tenzor
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sifatida bir xil umumiy xossalarga ega bo'lishi kerak. Uchinchi
shart - fizika uchun umumiy talabdir - tenglamalarga tkkinchi
fartibli hosiladan yugqorisi kirishi mumkin emas, ikkinchi tar-
tibli hosilali had chizighi holda kirishi kerak. Fizikada ma’lum
bo'lgan hamina tenglamalar shu talabga bo’ysunadi. To'rtinchi
shart - aslida ma’lum bir hollarda buziladi, buni biz kosmologik
doimiy muammosini muhokama gilganda ko'rib chigamiz.
Ma'lumki, R, va demak, R, va R larga metrikaning
ikkinchi tartibh hosilast chizigli ravishda kiradi. Demak, '

G = a4 bRgy. + cgu

biz go'ygan birinchi va uchinchi shartlarga bo'ysunar ekan.
Ikkinchi shartni ishlataylik:

0=t = a(Rg—%Ras)ﬁ(b%a)Rw - (b+%a)Rw. (4.15)

Biz bu yerda metrik tenzorning kovariant o'zgarmasligini va
(3.58}-ayniyatni hisobga oldik. (4.15)-dan kelib chiqadiki. b =
~%a. Demak, birinchi uch shartdan keyin :

1
2

ifodaga kelamiz. To'rtinchi shart darhol ¢ = 0 tenglikka olib
keladi, chunki tekis fazoda R, ham, B ham nolga aylanadi.
Tepilgan ifodaning yagonaligi shundan kelib chigadiki, metrik
tenzordan tuzilgan va yuqoridagi hamma talablarga bo'ysingan
boshqga tenzor mavjud emas. '

Biz topgan tenzor Bianki ayniyati bilan bog'liq bo'lgan
{3.57) ifodaning o'zidir.

Demak, gravitatsion mavdon tenglamalari quyidagt
ko'rinishga ega ekan: .

G,w/ =G (R,u.v - Rg,tw) + CGuw

1 P
L. _‘_.Ry,v - é'Rgpv = Er;u,u‘ .

(4.16)
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Bu tenglamalar Finshiein tenglamalar: deyiladi, « doimiy
Einshtein doimiysi deviladi, Ularni boshga ko'rinishga ham
keltirish mumkin. Buning uchun (4.16)-ning ikki tomonini g#
ga ko'paytiraylik va indekslar bo'vicha yig/indini olaylik. Agar
T = T} deb belgilab topilgan £ = —x7 munosabatni yana
(4.16)-ga olib borib qo’ysak

tenglamaga kelamiz. Bu tenglamadan biz bo’sh {moddasiz)
fazo uchun Einshtein tenglamalarining ko'rinishi guyidagicha
ekanini topainiz:

R, =0
Bu, lgkin, fazo tekis degani emas, fazo tekis bo'lishi uchun bun-
dan kuchlirog bo'lgan R,.», = 0 shart bajaririlishi kerakligini
estaylik.

(4.16)- va (4.17)-lardan ko'rinib turibdiki maydon tengla-
malarining soni 16 ta, shularning ichida chizigli mustaqillari
10 ta (ikkinchi rang simmetrik tenzorning xossalarini eslang).
Noma'lum o‘zgaruvchilarning soni ham 10 tadir: oltita g,
{ gu ning simmetrikligidan uning o'nta komponentasi mus-
. taqilligi kelib chigadi, umumiy koordinat almashtirishlari yana
to'rtta shartni beradi - buni biz kevinroq muhokama gilamiz},
uchta tezlik w, (w? = 1)} va modda zichligi ¢ (yoki bosim
p}. Modda zichligi, tezligi va bosimining gravitatsion maydon
tenglamasige nima alogasi bor, degan savol tug’ilishi mumkin,
Gap shundaki,

T, =0
tenglama ((4.16)-da avtomatik ravishda hisobga olingan) mod-
daning harakat tenglamasini o’z ichiga oladi - energiya-impuls
tenzori xossalarinig muhokamasini eslang. Shunday ekan, mod-
daning tezligi, bosimi {yoki zichligi)® (4.16)-tenglamalarning
ichiga kirgan ekan.

Mermodinamikadan matumki, meddaning holat tepglamasi unig zichligi, bosimi
va temperaturasini o'zaro bog'laydi.
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Bundan ko'rinib turibdiki, Einshtein tenglamalari Maxwell
tenglamalaridan fagatgina o'zining nochizigligi bilangina emas,
balki boshga tomondan ham tubdan farq gilar ekan: elek-
trodinamikada maydon tenglamalari va zaryadiarning harakat
tenglamalari bir-biridan mustaqil ravishda beriladi {masalan,
zaryadlarning harakatini ixtiyority ravishda berishimiz mumkin,
shunga t0'g'tl keladigan maydon konfigaratsivasi maydon
tenglamalaridan topiladi), gravitatsion maydon tenglamalari
shu maydonni hosil gilgan moddaning harakat tenglamalarini
o'z ichiga olar ekan.

Endi o'zgarmas & ni topaylik. Buning uchun tezliklari kichik
bo'lgan jismlar hosil gilgan statik, kuchsiz maydonni ko'rib
chigaylik. Shunday hol uchun

1 ., 1 1
Rpg o~ -—59‘“ 30,900 = '2'1—\900 = 25."5-{.9 (4.18}

deb yorishimiz mumkin.  Oxirgi tenglik (3.35)-dan kelib
chiqadi, shu qatordagi birinchi taqribiy tenglikni hisoblab to-
pishni o'quvchiga havola qgilemiz. Ikkinchi tomondan

Rop = (Too - %gmr) . (4.19) |

Ko'rib  chigilayotgan aniglikda quyidagilarni yozishimizﬁ"
mumkin: -

T00:(p+€)1'£3_pg00g5_2p3[)(:2;
, . o o
T=T/=p+te-—dp=c-3pxpc.

Bu  mmnosabatlarni  keltirib  chigarishda biz  o’quvchiga
ma'lum bo'lgan bir necha narsalardan foydalandik: wy =
1/ /1 —v2/c2 o= 1, goo uchun (3.35)-ifodadan , termedi-
nainikadan ma'lum bo'lgan tezlik kichik boflganda ¢ > p

bo'lishidan va katta tezliklar uchun ¢ == p dan (energiva zich-
ligi modda zichligiga teng). Topilgan kattaliklarni (4.19)-ga
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olib borib go'ysak, Nyuton potepsiali uchun .- = ; i
Ap = %ﬁ;pé‘ -

-tenglamani olamiz. Nyuton potensiali uchun

A = 47 Gp
bo'lishi kerakligini hisobga olsak, co ‘ SR
400 RREY
=

tenglikni topamiz. Shuni hisobga olib, Emshtem tengiamalarr-
1l yana bir marta yozaylik:
o : 81 G

R,m/ - ‘é‘Rg,uu = _'CT'

T '
27-Mashq: : : :
{3.51)-formuladan loydalanib berilgan shartlar uchun (4 18) Iﬁadamng

birinchi gismini keltirib chigaring.

4.3 Kosmologik doimiy

Einshtein  tenglamalarini  keltirib chiqargénimjzdagi
to'rtinchi shartdan voz kechsak tenglamalarning ko'rinishi
quyidagicha bo'ladi {noma’lum o'zgarmas ¢ ni A deb belgilay-
lik):

1 X L :

R, — §ng = kT + Agu. {1.20)

Tenglamada paydo bo'lgan yangi had - Ag,, - vmumiy nis-
biylik nazariyasining kosmologik go'llanishlarida katta ahamiy- -

atga ega bo'lgani uchun kosmologik had, ya,ng,l doumy A esa’
kosmologik dozmzy deviladi. e 0w ol
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Bu hadning ma'nosini’ quyidagicha tushunish mumkin.
{1.20}-ning o'ng tomoninida modda yo'q deb faraz qgilaylik:
1w = 0 va A/Kkg,, hadni moddasiz muhitning energiya-impuls
tenzori deb garaylik. Moddasiz fazo vakuum deyiladi. De-
mak, (4.20)-dan kelib chiqadiki, vakuum go'yoki (A/k)g.. ga
teng bolgan energiya-impuls tenzoriga ega ekan. Uni ixtiyoriy
uzluksiz muhit uchun o'rinli bo'lgan formaga keltirsak,

A .
;g;w = T:(?ﬁk = (80 + pﬂ)u_uuv = Poluvs

vakuumning -energiva zichligi va bosimini

€0 = —Do b= —— I
Po, P ~ | :

ko'rinishda aniglagan bo'lamiz. Boshqacha so’z bilan aytganda,
A-hadning qo’shilishi vakuumga g9 = pp = A/K energiya zich-
ligini mos qo'yishga tengdir. Vakuumning zichligi, energiyasi
va (manfiy) bosimi paydo bo'ldi. Bunday jiddiy ozgartirish
kiritishga qanday asosimiz bor? o'z paytida {1917 yilda) Ein-
shtein mana shu A-hadni kiritganda quyidagicha mulohaza yu-
ritgan.

XX-asrning boshlarida Koinot statik holatda deb hisoblan~"
gan. Yani, Koinotdagi galaktikalar va vuldunziar o'zgarmas,”
yoki deyarli o'zgarmas holatda turadi, degan fikr hukm sur-
gan. Undan tashqari, Koinotning bir jinsliligi ham ma'lum
bo'lgan.  Yulduzlar va galakiikalar orasidagl masofalar juda
katta bo'lgani uchun, Koinotdagi o'rtacha gravitatsion poten-
sial kichik boladi. Kichik statik potensial nchun Einshtein
tenglamalari Nyuton tenglamalariga o/tishini bilamiz:

A = Kkp.

Lekin bu tenglamaning bir jinsli statik Koinotga to'g'ri ke-
ladigan ¢ = const, ¢ = const vechimi yo'q. A-hadni:
qo’shganimizdan kevin paydo bo'ladigan : 3

“ s A+ A = kp
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tenglamaning esa = kg/A yechimi bor. -

Ammo, XX-asrning 20-yillerida galaktikalar bir- birlarlda.n
katta tezliklar hilan qochayotganliklari topildi - Koinot statik
emas, balki o'ta o’zgaruvchan sistema ekan. Bu fakt A-hadga
ehtiyoj vo'qligiga olib kelgandek edi. Ammo, 60-70 -yillardagi
elementar zarrachalar nazariyasining rivojlanishi vakuumning
kvant xossalari va kosmologik doimiy orasida uzviy bog'lanish
bor bo'lishi mumkinligiga olib keldi. Tajribadan ma'lum
bo'lishicha, A < 107%em~2. Nima uchun noldan fargli bun-
day kichik son mavjud bo’lishi mumkinligi haligacha tushunarli
emas. Oxirgi bir necha yil ichida Koinot xossalarini o'rganishda
katia yutuglarga erishildi, shu jumladan, kosmolegik doimiy
muammosi hain boshaa nugtai nazardan yoritildi. Bu hagda
kosmologiyaga bag'ishlangan paragrafda gaplashamiz.

4.4 Tkki va uch o'lchamlii fazolarda gravitat-
siyaning xossalari

Fazo-vaqtimiz to'rt o'lchamlidir, gravitatsiya nazarivasini
gurayotganimizda shu faktni to'liq ishlatib keldik. Fazo-
vagtning o'lchamligi nima uchun aynan 4-ga  tengligi
odamzodni o'ta gizigtiradigan masalalardan biridir. Bu masala
zamonaviy supertorlar nazariyasida o'z vechimini topgan, bu
verda esa biz 2- va 3-0'lchamli fazo-vaqtiarda Einshtein gravi-
tatsiya nazarivasining xossalari ganday bo'lishini ko'rib chiqay-
lik.

2 ¢'lchamii fazo-vagtdan boshlaylik. Ikki olchamli fazoda
ikkinchi rang antisimmetrik tenzorning eng wmumiyv ko'rinishi

Ay = —A,, =ag,,

bo'ladi. Bu munocsabatni isbot gilish giyin emas: antisimmetrik
tenzorning fagat bitta komponentasigina noldan fargli bo'lishi
mumnkin - A5, uni a deb belgilaymiz. £, birlik antisimmetrik
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tenzorni shu songa ko'paytirsak, ikki o'lchamli fazoda antisim-
metrik tenzorning eng umumiy ko'rinishini topamiz.

Egrilik tenzoriga kelsak, uning ham faqgat bitta komponen-
tasi noldan farqli bo’hqhi mumkhn Ry215. Demak, eng umumly
holda

i Ry.VAO" =K £10Exe

deb yozishimiz mumkin ekan. Quyidagi munosabatni
1 ' '
Epv€rg = 'g' (gl,uga'v — Gopgiv) s g = quifa — 951?21 (4.21)
tekshivish qiyin emas.

28-Mashq: .
{4.21)-formulani ishot giling. Buning uchun uni har bir komponentasl
uchun tekshmng

Shunday ekan, egrilik tenzori uchun ¢uyidagi tas*avvurm
yvozishimiz mumkin:

K .
. Rpw)«r = ;}" (g)\pgmx - gﬂ'ﬂgz\b‘) .

Bu ifodani avval (A), keyin (vo) indekslari boyiche sod--
dalashtirsak, B,o = ?gw va, R = 2K /g formulalarm topamiz.'

Demak, .
R = 29;(:13
ekan, va'ni, Elnehtem tenzori aynan nolga tengdir. Agar endl

Einshtein teng,lamalarml vozsak,
R;.u/ - ‘é’Rgpv — &I-:u,va
voki ixtiyoriy moddaning energiya-impuls tenzori aynan nolga

teng bo'lishi kerak, yoki modda gravitatsion maydonning man-
bayi bo'la olmaydi va u bilan ¢'zaro ta'sir qilmaydi, degan qgiziq
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fikrga kelamiz. Bundan xulosa - ikki o'lchamli fazoda Einshtein
msa’'nosidagi gravitatsiya bo'lishi mumkin emas ekan.

Uch olchamli fazo-vaqtga o'taylik. Bu holda R,.., va Ry,
Jarning mustaqil komponentalarining sont bir xil - 6 ga teng.
R, uchun bu sonni topish giyin emas. R,y komponentalar-
ining umumiy soni - 3* = 81, birinchi juft va ikkinchi juft in-
dekslarga nisbatan simmetriklik shartlari soni - (81—9}/2 = 36,
har bir juftning ichidag: antisimmetriklik shartlarining soni
{3 +3) % (3 + 3) = 36, va, nihoyat, oxirgl uchta indeksga nis-
batan tsiklik almashtirish shartlarining soni 3 ga teng. Demalk,
R,.0» ning mustaqil komponentalarinig soni 81 -36—-36-3 = 6
ekan. Richchi tenzori R, egrilik tenzori K, ni ikki indeksi
bo'yicha soddalashtirish yo'li bilan olinar edi, ya'ni, ular bir
biri bilan chizighi bog'langan kattaliklardir. cihunl hisobga ollb
egrilik tenzorind

R,uw\a.: A;.w\gUU - A;m'gu/\ -+ Auag;;)\ - Ar/)lglw

ko'rinishda tasavvur gilamiz. Bun yerda A, topilishi kerak -
bo'lgan qandaydir simmetrik tenzor, kehtirilgan mulohazalar
bo'vicha u R, orgali ifoda gilinishi kerak. Yuqoridagi ifoda
esa egrilik tenzorining simmetriya xossalariga mos keluvchi bir
umumiy ifoedadir. Uni birinchi va nchinehi indekslari bo'yicha
soddalashtirsak,

R, = Agm:r + Acw L

ni, yana bir soddalashtirsak,
R=44

ni olamiz, bu yerda A = Af. Demak, A, = R, — ijgm}f va,

shunga yvarasha,

Ruv.\a = uptee  ftushea + Rvag;.w\ - Rv)\gpa‘i’ S

. "}'_'.2‘ (Qpa_gu)x - g.uhyua)
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ekan.  Ta'kidlash lozimki, -bu ifoda fagat uch o'lchamli
fazo uchun o'rinlidir.  Einshtein tenglamalarining {4.17)-
ko'rinishidan foydalanib, yuqoridagi ifodada Richchi tenzorla-
rini 7, larga almashtirib chigsak, :

Rnu,\ar =k (Tp/\gva - Tpcrgu}\ + Tvag,u,\ - TpAgpa) -

- 25T (gwgy,\ - g;;)\gva)

tenglikni olamiz. Bu tenglikdan materiya yo'q joyda egri-
lik, demak, gravitatsiya yo'q degan ma'no kelib chigadi.
Uch o'lchamli fazo-vagtda gravitatsiya bo'shlig orqali uzatilmas
ekan. Demak, uch olchamli fazo-vaqtda Quyosh sistemasiga
o'xshash sistemalarning bo'lishi mumkin emas ekan.

Bu mulohazalar dunyomizning to'rt  ¢'Ichamliligini
tushuntirishga xizmat qilmaydi, ular faqat umumiy nisbiylik
nazarivasi nugtai nazaridan tortishish gonunlari fazo-vagtning
o’lchamliligiga kuchli ravishda bog'liq ekanligini ko'rsatadi.

4.5 Koordinatalarga qo'yiladigan shartiar

Umumiy nisbivlik nazarivasida umumiy kovariantlik prin-
sipidan kelib chigadigan eng muhim xulosalardan biri - koor-
dinatalar o'zinig bevosita fizik ma'nosini yo'qotishidir. Umu-
miy koordinat almashtirishi z#* — = = f(z°% z!,2% 2*) ba-
jarganimizda tenglamalarimiz o'zgarmaydi, vaholangki, yangl
™ lar eski z* larning ixtiyoriy kombinatsiyalaridan tuzilgan
bo'lishi mumkin, bu esa z* harflarnl wmuniy holda bevosita
metrik ma'noga ega bo'lgan kattaliklar sifatida garash mumkin-
masligini bildiradi. Lekin, konkrel bir masalani yechganimizda
konkret bir koordinat sistemasini tanlab olishimiz kerak.

Elektrodinamikani eslaylik. Elektromagnit maydon Lagran-
jlani

1
L= _Z‘Flrwpﬁwe Flw = 6!“4" o 8VA“’
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-quyidagi to'rtta harakat tenglamalariga olib- keladi:,
- CBRA, - 80,4 =dmj.. T (4.22)

Hagigstan, bu tenglamalarning hammasi ham mustagil emas.
Buni ko'rish uchun unga chap tomondan divergensiya operatori
bilan ta’sir gilamiz:

§8,A% - 30,4 =0 =dnd,5". - (4.23)

Ya'ni, bu tenglamalarning ichida zaryadning saglanish qo-
nuniga olib keladigan bitta munosabat bor ekan.  Bu-
ning sababi, potensiallarning bir giymatli aniglanmaganligidir.
Potensiallar ustida ixtiyoriy (differensiallanuvehi) f funksiya
vordamida gradiyent almashtirishi bajarsak, '

Ag = AL = A +0,f

(4.22)-tenglamalarning chap tomoni o'zgarmaydi. Ya'ni, elek-
trodinamiks gradiyent invariantlik xossasiga ega. Bu degani,
to'rtta potensial 4, larning bittasini topish uchun qo’shimcha
bir shartdan foydalanishimiz kerak. Shunday shart sifatida

B At =0 (4.24)

ko'rinishga ega bo'lgan Lorentz shartini olishimiz mumkin.
Bu holda (4.22)-tenglamalar sistemast to'lgin tenglamasi
ko'rinishini oladi:
' OPA, = dnj,.
Bu tenglamalardan ixtiyoriy uchtasini yechib, potensialning
to’rtinchi komponentasini {4.24)-tenglamadan topish mumkin.
Gravitatsivaga gaytib kelsak, ahvol shunga o'xshashdir.
Einshtein  tenglamalarinig  kovariant  divergensiyasini
hisoblasak, shu tenglamalarga kirgan kattaliklar quyidagi
to'rtta munosabatga bo'ysunishi kerakligini topamiz:

Ghu=0. v - (425)
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Bu - xuddi (4.23)-ga o’hshagan munosabatlardir. Xuddi elek-
trodinamika (bitta funksiya [ ishtirok gigan) gradiyent
almashtirishlariga  nisbatan kovariantllk xossasiga ega
bo'lganidek, umumiy nisbiylik nazariyasi bham (to'rtta
funksiya f* ishtirok gilgan) umumiy koordinat almashtirish-
lariga nishatan kovariantlik xossasiga egadir. Demak, metrik
tenzorning 10 ta mustaqil komponentalaridan to'rttasi
go'shimcha shartlarga bo'ysundirilishi kerak ekan, chunki
{4.16)-tenglamalar to'rtta (4.25)-shart bilan bog'langan
ckan. Shunday shartlarning ichida eng keng tarqalgani -
garmoniklik shartidér:

I = g"T), =0, o (426
Uni ochib chigaylik: -

29’“’9)0 (C)Vgcm + B,ugcry - 5(;9;;;,) "“"3 g’\" 6A 111 \f =

I Ay
= ‘—ﬁﬁa (9 \/—_ﬂ) = {.

Demak, garmoniklik sharti
3, (q’\" ) =0

ko'rinishga keltirilar ekan. Albatia, bu shart umumkovariant-
likni buzadi {(xuddi Lorentz sharti gradiyent invariantlikni buz-
ganidek). Bu shartni hamma vaqt tanlab olishimiz mumkinmi?
Yana bir bor elektrodinamika bilan tagqosiaylik. Agar vektor-
potensial A, Lorentz shartiga bo’ysunmasa,

B A* # 0

unda gradient almashtirishi yordamida shu shartga
bo'ysunadigan yangi A, potensialni kiritamiz:

A=A, 48,0 o (42T
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Agar -

& f = ~8”A“
tenglamaning yechimi mavjud bo'lsa, biz {4.27)-almashtirish
orqali Lorentz shartiga bo'ysinuvshi potensial A4, ga o'ta
clamiz. Klassik matematik fizika kursidan ma’lumki, bu
tenglamaning yechimi mavjud, demak, Lorentz shartiga boys-
inuvchi vektor-potensialni hamma vaqt kirita olamiz.

Xuddi shu mulohazalarni garmoniklik shartiga qollaylik.
Faraz gilaylik, T* # D bo'lsin. Yangi koordinatlarga o'taylik
H — 2 ve

g{iﬁrﬂ _goeﬁ 322?"\ -0 R ‘
dre Ox*dxf !
shartning bajarilishi uchun nima kerakligiga qaraylik. Buning
uchun esa yana o'sha to'lqin tenglamasining yechimi mavijud
bo'lsa, bo'ldi ekan:

A fpvpih
r =g ]‘_‘p,:/"—

a2 4k [N Y
ai dﬁ:mp—ax a

gredz® Oz~
Demak. garmoniklik sharti ham hamma vagt qo’yilishi mumkin
ekan.

Garmoniklik nomi nims bilan bogliq? Egrilangan fa-
zodagl D'Alambert tenglamasi (3.46)-ni eslaylik. Agar {3.44)-
va (3.48)-formulalarni eslasak, (3.46)-ni quyidagi ko'rinishga
keltirishimiz mumkin: S

gt = P+ TH9,0 = 0.
T# = bo'lgan koordmatlarda
Fp=9
e

tenglamaga kelamiz. Bunday tenglamamng vechimmi Lgarmomk
funksiya deyiladi. :

i sy
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5.1 'Shvartshild yechimi
. . oL . _'1:& B ;_’_I'._‘_
Umumiy msbiyhk nazariyasida ma,rka.uy rollardan birini
o'ynaydigan Shvartshild vechimini keltirib chigaraylix. Bu
vechim moddiy nugta hosil qilgan gravitatsion maydonga
to'g'ri keladi. Moddiy nugta hosil gilgan maydon slerik sim-
metrik va statik bolishi kerak. Birinchi navbatda masalaning
simmetriyalaridan foydalanib interval uchun eng umumiy sferik

simmetrik ifodani yozib olamiz:
.

ds* = A(r)di® — 2B(r)dir - dv ~ C(r){r - dr)* - D(r)dr*. *
Biz buni yozganda markaziy maydon fagat markazgacha
bo'lgan masofagagina bog'liq bo'lishi mumkin ekanligini, bu
esa, differensisl element fagat r, dr?, r - dr largagina bog'lig
bo'lishi mumkinligini bildirishini hisobga oldik. Sferik koordi-’
nat sistemasida

dr? = dr? 4 r}(de? + sin® 6%dy?), o dr = rdr

ekanligini hisobga olib, vagt ustida, . o wie A
' dT’ B .o ! -:'
t=t¢ +T('f‘), *&; v—-—zf' | : (51)
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almashtirish bajarib dr? larning oldidagi hamma koeffitsient-
larning yig'indisini F'(r) harfi bilan belgilasak (#' ning shtrixini -
olib tashlagandan keyin), quyidagi ifodaga kelamiz:

ds® = A(r)dt® — F(r)dr® — D{r)r*(d6® + sin® *dp?). (5.2)

Nima asosda (5.1)-almashtirish bajardik? Umumiy nisbiylik -
nazariyasi nmumiy koordinat almashiirishlariga nisbatan ko-
variantdir, xususan, bizning holda sferik simmetriyani buz-
maydigan {{5.1}-esa shunga to'gri keladi) ixtiyoriy almashtirish
bajarishimiz mumkin. Almashtirishlarning yana biri - koeffit-
sient [ ni birga teng deb olamiz, shunda, (5.2)-ning oxirgi hadi
0 = 7 /2 tekislikda yoy elementi uzunligi uchun di = rdyp ni
beradi. Bu r radiusli aylananing uzunligi 27 ga tengligini
ta'mintaydi. Yakuniy ifoda -

ds® = A(r)di® — F(r)dr? — r3(d@? + sin® 8dp?).

Demak, metrik tenzorning bizning masalamizdagi noldan fargli
bo'lgan komponentalari:

goo = g = Alr). gu = gor = —F(r),
CGor = gop = —T%, goa = Jop = —T5In% 6. .
Metrikaning determinanti uchun esa Ly
g = —APVF{r)rsin® g

ifodani olamiz. Shu formuwlalardan foydalanib metrlkamng kon-
travariant ko'rinishini ham topish givin emas:

i 1 1 1
o o b oo toom_ '
7 Alry’ g F(r)y’ J P e Y]

Kristoffel simvollarini topishga o’tishdan oldin qulaylik uchun>

Ay =&, F(r) =0
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belgilash kiritayl'ik--"_f o 'J"'"':'%’;’thf‘{"“g"':};f"':'

29-Mashg: - :
Kristoffel simvoHart uchun quyidagi fommialann keltlrlb c]:uqaung (12
- mashgning natijalaridan foydalaning):

1
I = "2"’\’ [y =T = ~re”* I§; = —rsin®fe”, Tf, = }1" T = %y”
I, = ~sinfcosd, Ty = ;y'e"')‘ I35 = ctgd, Tiy = —rgin® e
{5.3)

Qolgan hamma T%, lar nolga teng (albatta, tepadagi simvollardan o ¢+ A
vo'l bilan olinganlaridan tashqari).

Bu mashqqa ko'rsatma sifatida ikkite simvolni hisoblaylik:

1 1 B
rgz = "2‘9% {Gogar + Oogro — Orgaa) = "2—92232922 =
L 1a 2 | .

- sCRm =0 o
1 I 1a e 1 11 .
Foo = 597" {9ogor + Gogro — Brgoo) = — 9" thgoo =
— 1 -A 0 Vo 1 i V—A st woal ‘ .\L;
= 2( e ) B:r'e o= 2!/6 _ L

Kristoffel simvollarining qolga.nlari ham shu yo'l bilan
hisoblanadi. Finshtein tenglamalariga o’tish uchun R¥ larni
hisoblashiiniz kerak. Hisoblaylik:

R} = g% R = ¢"Rp =
= g% (8,19, — B¢, -1 r;o) Lo
Bu ifodaga kirgan har bir hadni ko'rib chigaylik. Birinchi had

nolga teng, chunki maydonimiz vaqtga bog'liq emas. Tepadagi
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{(5.3)-ro'yhaiga qarﬁsak; ikkinchi hadga kirgan 4-ta a’zodan bit-
tast, uchinchi hadga kirgan 16-ta a’zodan 2-tasi va to'rtinchi
hadga kirgan 16-ta a’zodan esa 4-tasi noldan farqlidir:

d (1,
5Ll = 01Ty = . (au’e ’\) ;
Lomws o

Bl = 205000y = SV

T - N L

_ ::I‘&I‘ : p = rgl}ap In (?’26{‘/4-)9'{2 sin 9) =

- 1 N
= I3 In (7'2;’{”’\)’2 sin B) = iv'e"')‘ (V—;—“ + %) e

Bulardan

o 1 y b e
Roo=€”_’\(y—-~i(,\'+v')+f—) o
: 4 T S AR
kelib chiqadi. Buni g% ga ko'paytirsak RS ni topamizi
" ? N i T
R R RO B A
,fi.ﬁ_.oshqgg £ laxr ham shunday hisoblanadi: | L _____
A _

o N R
w0 Rj=e (_ - —(N+v)- _) s o
il A 2 4 _ r)’ hpoadan-
1 -1 N4 1-:5.;'1__;;13.&51?_!1;!'-;-,‘.’
2_ p3_ ,-A A
Richchi tenzorining fagat diagonal komponentalarigina
noldan farglidir. Einshtein tenzorini tuzib olishimiz kerak. Av-
val Richchi skalyarini hisoblaymiz:
Ny, 2 #
R=R'=¢? E—Ee’\—i-uz—y—%-i—*—)\-—(dlﬂrv’)-ky” :
# r 2r

rt 2 2
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Liinshtein tenzorini hisoblash uchun kerak bo'lgan hamma kat-
taliklarga egamiz. Einshfein tenzorining ham fagat diagonal
elementlarigina noldan farqlidir. Ularni topish qivin emas:

1

=R jr=e (-5 (=) + )

1 i v’ .
].__ 1 _ — —A —_—— — A —— — - - N .. i
leRqrane ( - (1 e ) -r)’ o
1 ~ 7D U A
(;'§=R§~§R=G§=e A(—7+§;—§;"Z(V “f')\!))
(5.4)

Biz koordinata boshida turgan nugtaviy jismning maydonini
topmogchimiz, bu degani, bosh nugtadan tashqari fazoda
T# = 0. Demak, (5.4)-larni nolga tenglashtirishimiz kerak:

;3(1—8)—-;:0;_

1 A v’ |
pl=rg=0 69
A
—5" - g + 5;‘ -+ z (V -—-A)»-'U. A

30-Mashg:

{5.5)-ning uchinchisi birinchi ikkitasining natijasi ekanligini ko'rsating. '

Mashqgning natijasini hisobga olgan holda fagat birinchi ikki
tenglamanigina yechishimiz kerak. {5.5)-ning ikkinchisidan bi- -
rinchisini ayirsak

VXN =0 ©N
_ SOC NS S AN R

nt olamiz. Ya'ni, e S ‘

o

o) = —A(r) + comsta i
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Cheksizlikda, ¢/ = 0 va e* -+ ( bo'lishi kerak, demak,
.congt = QO ekan. Metrikening ikkita koeffitsienti 01a31dag1
bog'lanishzai topdik:- :

1

o -1
G0 = g T e e

(5.5) ning birinchisini

g, RS B
) d:r (T‘e ) = 1 . I ’ I o
ko’nmshgalgeltmb, yechimini darhol topishimiz mumkin:
F R T
- r

bu yerda ¢ - integrallash doimiysi. Uni topish uchun uzoq me-
sofada maydon sust bo'lib, Nyuton ifedasiga o'tishi kerakligi-
dan foydalanamiz. Bu holda g (3.35)-ko'rishishga ega bo'lishi
kersk, buning uchun ¢; = —2Gm/c? bo'lishi kerak. Bu ma-
sofa oflchamligiga ega bo'lgan kattalikni jismning gravitatsion
(Shvartshild) radiusi deyiladi:

s o . 2(im

Tg =

2
+Bu juda kichik kattalikdir.! Demak,

ev:e—,\zl_zfm-"lm*-“'_w

S ' cr T

ekan, yoki, '
S .)l —. log (1 o2 ) : | e (56)

va, intervalning kvadrati uchun

) .
ds® = (1 - 3}) cdt* — ( - —?:3) dr® ~ 72 (d92_+ sin’ 9dg§2)

¥

Quyosh uchun ry = 3km, Yer uchun r; = 0.8cm.  *
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ifodani olamiz. Bu ifoda Shvartshild element: deyiladi. Bu
yechimning vaqtga tegishli gismi bilan bog'liq bo'lgan muam-
molar kevingi paragrafda ko'riladi. Hozir esa radial masofalarni
muhockama qilaylik. Radial harakat uchun nzunlik elementi

oy =1 C
S dl? = (1 - _T‘_E) dr?
T

ko'rinishga ega. Agar biror jism nugtaviy massa hosil gilgan
markaziy maydondsa radius bo'yicha r; dan r» gacha harakat
gilsa u uning ozl bilan boq’liq bo'lgan sistemada

5]
1
= f dr—

1 \;‘1“"‘9/;

masofani bosib o'tadi. Bu integral uchun aniq ifodani top-
ish qiyin emas, o'rtadagi tengsizlik esa integral osti ifodan-
ing birdan anig katlaligidan kelib chiqadi. Biz bir necha
marta umumiy nisbiylik nazariyasidagi keordinatlarning umu-
miy holda bevosita metrik ma’noga ega bo'lmasligi hagida
gapirgan edik. Schwarzsxild yechimidagi r va ¢ koordinatlar
cheksiz uzogdagi kuzatuvchi bilan bog'liq bo'lgan koordinat-
lardir. Buni oson ko'rish muinkin - v — oo da Shvartshild
elementi tekis Minkowski fazosidagi

P el it 1

ds? = Adt? ~ dr* ~ o* (d6” + sin® Ody?)

elementga o'tadi. r — oo da hech ganday maydon yo'q, de-
mak, r va ¢ - cheksiz uzog kuzatuvchining xususiy koordi-
natlaridir. Koordinataviy va fizik kattaliklarning farqi katta
bo'lishi mumkin. Masalan, radius bo'yicha harakat gilayotgan
fotonni olib qaraylik, Uning koordinataviy (uzoq kuzatuv Chl—
ning fikriga to’gri keladigan ) tezlig

S A AN
Ler s el Ly dt - C(l - w_-;_) o
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ga teng, Foton maydon hosil gilgan jismning Shvartshild ra-
diusiga qancha vagin kelsa, uning tezligi shuncha kamayib bo-
radi, r — ry da esa uning tezligi nolga teng bo'lib qoladi.
Ammo, fizikaviy tezlik shu foton bilan bog'liq bo'lgan xususiy
masofaning xususiy vaqtga nisbatiga tengdir:

Fotonnning fizikaviy tezligi hamma vagt ¢ gagina teng bo'lishi
mumkin. Koordinataviy tezlik esa r — r, da nolga intiladi:
dr/dt — 0. . '
Yana bir masalaga to'xtab o'taylik - fazoning chekli gismini
ishg'ol qilgan massa bo'lganda A va T3 orasidagi bog'lanishni
topaylik. Buning uchun {5.4)-dagi birinchi tenglamani to'lig
ko’rinishda. vozib olamiz: :

<(F0-e)-3) -5

yoki, .. . RS

Dernak, el il

Agar maydon manbasi radiusi ¢ ga teng bo'lgan sferik
jism bo'lsa, unda (5.6)-va yugoridagi formula,laml Sohshtnlb
quyidagini olamlz

PR

Bu formuladan muhlm bir xulosaga I{ehshlmlz mumkin. Agar
gravitatsion maydon bo'lmaganda sferaning dr qatlamiga
drr?dr hajm to'g'ri kelgan bo'lar edi. Ammo, tortishish may-
donida yuqorida muhokama qilganimizdek qatlamming radial
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masshtabi dl = dr/ " /1 —7g/r ga teng. demak, sh'ﬁ'qatlamga

to'g’ri kelgan hajm dV = drrdl = dnridr/ /1 — ry/r gé teng
bo'ladi. Demak, oxirgi formulamizni

re,o e M= E:Q-/ 0 - -'?:- dV e at (58)
ko'rinishga keltirib olamiz. Ko'rinib turibdiki, jismning mas-
sasi uni tashkil gilgan qgismlarning massalarining yig'indisidan
kam ekan. Bunday tanqislik gravitatsion massae defekti de-
yiladi. ' '

5.2 Qizi siljish

Gravitatsion maydonda bir nugtada turgan bir jismni olay-
Iik, Shu jism bilan bog'lig bo'lgan soat ko'rsatadigan vaqt (in-
tervalning ma'nosiga ko'ra)

dr = \/Goodt = (1 - %’idt

ga tengdir. Koordinatlarga go’viladigan shartlarni muhokama
gqilganimizda z¥ lar hamma vagt ham bevosita fizik ma’noga
ega bo'lavermaydi degan edik. Shvartshild elementidagi vagt
t ni koordinataviy wvagtf, yoki, dunyoviy vagt deyiladi,
va'ni, u matematik bir koordinatadir, kwzatuvchining soati
ko'rsatadigan vaql 7 undan farq giladi. ¢ vaqtni cheksiz
uzoq masofada furgan kuzatuvchining seati ko'rsatadi, shuning
uchun u ba'zi-bir hollarda cheksiz uzoagdagi kuzatuvchining
vagti ham deyiladi. gg0 < 1 bo'lgani uchun dr < df boladi,
ya'ni, gravitatsion maydonda vagt sekinroq o'tadi. o'zgarmas
(maydon vagtga bog'liq bo'lmaga) gravitatsion maydonlarni
olib qarasak,

Ty : .
TVt =t/i-< (5.9)
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deb yozishimiz mumkin. Kuchsiz maydonni olib qarasak,

~t{i— o

Tt (1 2’;‘)

- bo'ladi. Maydon qancha kuchli bo'lsa { ixtiyoriy jism uchun
r > 1y, 1 kichiklashsa, maydon kuchaya boradi) vaqt shuncha
sekin o'ta boshlar ekan. Agar ikkita socatdan biri gravitatsion
maydonda birer vagt bo'lgan bo'lsa, va ikkinchisi bu maydonda
bo'lmagan bo'lsa, birinchi soat solishtirilganda orgada golgan
bo'lib chigadi.

Gravitatsion maydonda bir atorn turgan bo'lsin. U o'zidan
chiqargan myr chastotasining vaqt tempining o’zgarishi nati-
jasida o'zgarishini ko'raylik. Agar atomning bir holatdan ikkin-
chisiga o'tish vaqti maydon bo'lmaganda At bo'lsa, maydon-
ning ikki xil nuqtalari r; va r; da xuddi shu protsesga Ar(r{)
va At{ry) xususiy vaqt ketadi. (5.9)-ga asosan

At(r;) /w0 () K 5

‘5‘7 (FQ) an(i' 2}

deb yozamlz Chastotalarga o'tsak,

w(ri)y/ goo{r) = w Tz)\,fguo T2) ..:(d 10)

ga kelamm Xususan, T2 = 00 bolsa,

) = m" |

bo'ladi, bu yerda wp - maydon bo'lmagan holdagi (r — oo)
chastota, w{r) - r nugtadagl atomning chastotasi. gon < 1
bolgani uchun wir) > wy bo'ladi, yani, uzoqda turgan
kuzatuvchi uchun gravitatsion mayvdonda turgan atomdan
chigqan nurning chastotasi kamayib {nur gizil tomonga siljiydi)
kelar ekan. Buni teskarisiga ham aylautirishimiz nmmkin
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- cheksizlikdagi atom nurining chastotasi gravitatsion may-
dondagi kuzatuvchi uchun kattaroq bo'lib ko'rinadi {nur fiolet
tomonga siljiydi}.

Maydon kuchsiz bo'lsa, potensiallarga o'tib  (5.10)-ni
quyidagicha yozib olishimiz mmmkin:

w(ry) = w(rs) (1 + 3(“-—)5@) BENCED

Atomning chizigli spektri Quyoshdagi kuzatuvechi uchun ham
Yerdagi kuzatuvchi uchun ham ularning har birining soat-
lari bo’yicha {chastotani aniglash uchun vaqs birligi kerak) bir
xil bo’ladi, Ammo, Quyoshdan kelgan nurnlng spektri (5.11)
bo'yicha
Yi\T2) — i,

Aw = wir )—(—-LCTW{ _ -
ga siljigan bo" ladi. Gravitatsion potensial rnanfiy kattalik - v’a
elre)| > (1), shuning uchun

Aw < 0

bo'ladi, y'ani, Quyoshdan kelgan nur gizil tomonga siljigan
bo'ladi. Buning ma’nosi oddiydir -~ kuchli maydonli nugtada
{Quyoshda) vagt sekinroq otadi va bir tebranishga kuchsiz
maydondagi {Yerdagi) kuzatuvchi nugtai nazaridan ko'prog
vaqt ketadi, nurning chastotast kamayadi. Bu xodisa grevi-
tatsion gizil silyish deyiladi.

5.3 Markaziy maydonda harakat

Markaziy maydondagi harakat masalasi nazariy fzika-
ning eng muhim masalalaridan biridir. Buning sababi
- qo'limizda yetarli sonli saqlanuvchi kattaliklar bor, de-
mak, masala aniq yechiladi. Arigq yechimlar hamma vaqt
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ko'rilayotgan nazarivani tajriba bilan solishtirish imkoniya-
*tini beradi. Quyosh sistemasi umumiy nisbivlik nazariyasini

.2 tekshirish uchun ‘qulay bo'lgan fizik sisternsdir, planetalar-

ning harakati yugori aniglikda markaziy maydondagi harakarga
- misol bola oladi.

Masalani Gamilton-Yakobi tenglamasi asosida keo'rib
chigamiz. Harakat tenglamasi - geodezik chiziglar tenglamasi
o, = tkkinchi tartibli tenglamalar sistemasi bo'lib, murakkah
tuzilishga ega, birinchi tartibli bo'lgan Gamilton-Yakobi
~ tenglamasi qulayrogdir.

- Ta'sir integrali S uchun Galmlton-Yakob1 tenglam&s;m

yozavlik: ..
"”—(?_—I%%g;=m2c:2. T (5.19)

Markaziy maydonda energiye £ = py = —085/0t va harakat
migdori momentining z-0'giga proyeksiyasi p, = 88/8p = L
saqlanadi.

31-Mashg:

(18)-mashq natijalaridan foydalanib g saglanuvehi kattalik (harakat
integrali) ekanligini ko rsating. Harakat integralini & = mcug ko'rinishga
keltiving.

. 32-Mashyg:
' ]f_ Xuddi shu yo'l bilan p,, = L harakat integrali ekanligini ko'rsating.

Impuls momentining saglanishi jism bir tekislikda harakat
giladi deganichir, bu tekislik sifatida 8 = 7 /2 tekislikni olamiz.
Shunga yarasha ps = 0 boladi. Shularning hammasini hisobga
olib va qulaylik uchun kovariant vektorlarga o'tib, (5.12)-
tenglamani quyidagi ko'rinishga keltiramiz:

9oo{0™V E® + grr(07)° + 9970V L7 = mie?. -+
Bunda biz p” = g%py va p? = .g“”*’p.‘c larni hisobga -bldik:

Ypald
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Ma’lum bir affingparametr 7 mavjud deb, ¥R

dp

va p¥ o= ——

dr

T

T dr

deb yozib olamiz. Unda : ' e
) ‘ 12 e il

ff_rzj; E? — m262+£ ( _'r_g)

dr . . 73 _ r : L

dy
sk Y P
dr T

tenglamalarni olamiz. Bu tenglamalarning nisbati

do L {_, on, L P
dr ¥?_5 (E a (m ¢ _+ re ( ?‘)

ko'rinishni oladi. Qachon yugori ishora gachon quyi ishora
ishlatiladi? Jism finit harakat gilayotgan bo'lsa, dp/dr = 0
nugtalar jismning to'xtash nugtalari bo’ladi (radius bo'yicha
to’xtash, ya’ni, markazga eng vaqin va eng uzoq nuqtalar -
perigelity va apogeliy). "+" ishora r ortishi bilan ¢ ning
ortishiga to'g'ri keladi, va'ni, trayektoriyaning perigeliydan
apogelivga ketayotgan gismiga to'g'ri keladi. "-" ishora trayek-
toriyaning ikkincht gismiga to'g'ri keladi. Yangi uw = ry/r
o'zgaruvchiga o'taylik. Oz-moz hisobdan keyin (tenglamamizni
yana bor kvadratga oshirib} quyidagi tenglamani olamiz

AN 22, L2
(d_,,ou) _EE(E ——(-mc +v;gu (l—u.)..

Bu tenglamadan ¢ bo'yicha yana bir marta hosila olsak

gReN

va i

3, mamicd

U+ s (5'13)‘.
tenglamaga kelamiz. Albatta, yugoridagi tenglamalarning har
birining o'z o'rni bor, oxirgi tenglamamiz perigelivning su-
runkali siljishi va yulduz nurining Quyosh maydonida og'ishi

ft
(A
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masalalari uchun qulaydir. Agar (5.13)-tenglamada u = ry@
almashtirish bajarsak hozirgi ko'rilayotgan masala uchun u
yanada qulayrog ko'rinishga keladi:

i T n32C2 LQ : -
i’ +‘u . 1+3m1£2 . ) (514)

2L2

Bu tenglamaga o'tganda biz #-ning o'rniga yana u deb yozdik,
demak, endi u = 1/r. Tenglamaning o’ng tomonidagi ikkinchi
had relativistik go’shimchadir, unt tashlab yuborsak va r;-ning
ta’rifini eslasak, Nyuton mexanikasidagi
" GMm?
160 + g = —-—“I—l‘z—- g _

tenglamani olamiz. Bu tenglamaning yechimi

1 GMm?
ro L2
Nyutor mexanikasidagi Kepler masalasining yechimining
o'zidir, bu yerda e-orbita ekstsenirisiteti, perigeliy esa ¢ = 0
nugtaga mos keladi. (5.14) tenglamaning o'ng tomontdagi
ikkinchi had esa

(1 +ecosy) . | (5.15)

12 . v?
ey Ll

kichik tezliklar wchun kichik relativistik tuzatma rolini
o'ynaydigan haddir. Quyosh sistemasida planetalarning tez-
liklari rostdan ham kichikdir. Ammo, shunga garamasdan,
Merkuriy uchun bu had beradigan tuzatina tajribada kuzati-
ladi. Shuning uchun uni hisoblab topaylik. Quyosh sistemasicla
planetalar uchun v*/¢* ~ 10~% dan oshmagani uchun ushbu
tuzatmaning fagat birinchi yaqginlashuvda hisoblashimiz yetar-
lidir. (5.14)-tenglamani quyidagi soddaroq ko'rinishga keltirib
olaylik: : :
W tu=a (1 + ,\u?‘) . {5.16)
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Bu ko'rinishda oxirgi hadning kichikligi hagidagi hozirgi aytil-
gan so'zlarni hisobga oladigan kichik parametr A kiritdik. Endi
yechimni '

u=al(l +ecosfp)+ A ((l’g + Z X, COS n_ﬁgp) (5.17)
=2
ko'rinishda izlaymiz. Nima uchun? Yangi kirirtilgan parametr
3 trayektoriyaning yo'piq ellips bo’lmasligini bildiradi. Qolgan
hadlar esa yuqori garmonikalar bo'yicha qatordir. Bu ifodani
{5.16)-ga oborib go’ysak, quyidagini olamiz:

w o
a+ Aap + (1 — BHaecos B — A ¥ apn®Bicosndp =~
n=32 toer

32 ,2
~a+a® A1+ %— + 2ecos B + %— cos(28p)).

Chap va o'ng tomonini solishtirish natijasida uchta munosabé_ii@
olamiz: )
2

2
g = a(1+ %) 1—- 5% = 2xa% ~30v = —é—as.

Topgan yechimimiz ikkita garmonika anigligida topilgan
vechimdir. Bizni fagat perigeliyning siljishi qizigtirgani uchun
bu munosabatlarning tkkinchisiga to'xtalaylik. Aa? ning kichik-
ligini hisobga olsak {Merkuriy uchun Aa? ~ 4. 107°)
| 3G2MPm?
R et
ekanligini darhol topamiz. {5.15)-da ¢ = 0 va ¢ = 27 nugtalar
eng kichik radiusga, perigelivga to'g'ri kelar edi. Oxirgi formu-
ladan kelib chigadiki, (5.17}-dagi cos S¢ ning argumenti 27 ga
o'zgarishi uchun burchak ¢ to'lig 27 dan tashqari yana
610G M m?
Sl

Bal-a’A=1-

Ap =
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ga o'zgarishi kerak. Ya'ni, orbita perigelivsi siljib borar ekan.
Ikkinchi garmonikaning xuddi shu tartibga ega bo'lgan hissasi
o'zgarmas son bo'ladi va perigeliyning surunkali siljishiga alo-
qasi bo'lmaydi (buni ko'rish uchun to’liq yechimni Aa® bo'yicha
gatorga yoyib ko'ring}.

Kirish gismida aytgan edik, bu effekt - perigeliyning surun-
kali siljishi — Merkuriy uchun 1846 yil topilgan edi. Merkuriy
uchun nazariy va eksperimental sonlarning giymati yuqori
aniglikda bir-biriga mos keladi. Boshqa planetalar uchun
petigeliyning siljishi juda kichik sondir va kuzatishlar anigligi
bu sonni nazariy formula bilan solishtirishga imkon bermaydi.

5.4 Quyosh maydonida nurning og’ishi

(Quyosh maydonida nurning og'ishi umumiy nisbiylik
nazariyasining klassik effelktlaridan biridir. Bu effekini sodda
bir yo'lda tushunish mumkin. Tushonishning eng yaxshi
vo'llaridan biri solishtirishdir. Shuning uchun xuddi shu effekt-
ni birinchi Nyuton butun dunyo tortishish gonuni doirasida
garab chiqamiz. Shunday qila olishimiz uchun fotonni E/c?
massali zarracha deb qaraymiz. Albatta, bunda biz ikki xil bir-
biriga oxirigacha to'g’ri kelmaydigan nazariyalarni birga ish-
latayapmiz. ammo, Nyuton gonuni birinchi tartibda hagiqatga
vaxshi vaginlashuv ekanligini bilamiz, buning natijasidagi
noaniqlik ikkinchi tartibli kichik son bo'ladi va uni hisobga oi-
maslik mumkin.

Cheksiz uzogdan Quyoshning markaziga nishatan & nishon-
lash masofali trayekioriya bo'yicha nur harakat gilayotgan
bo'lsin, Nur impulsining trayektoriyaga nishbatan perpendiku-
lar komponentasini p, va shu yo'nalishdagi birlik vektorni n
deb belgilasak,
@ _gyronl

dt r? o2 (5.18)
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tenglamani olatniz. z-0 qini harakat’ yo n&]IShl o’qml *unga

perpendikular qilib tanlab olsak,

deb olishimiz mumkin ((5.1)-rasmga qarang). Hagiqatda bu:-

Dol §
b { Cifd 1
by b' //f
R | ’
Y "

Rasm 5.1: Quyosh maydonida nurning og’ishi

munosabatlar nurning to'ppa-to’g’ri harakatiga mos keladi,
{5.18) ning o'ng tomoni shunday ham kichik son bo'lgani uchun
bu munosabatlardagi noaniqlik (5.18) ning o'ng tomonida
yvugori tartibli kichik songa olib keladi va, shuning uchun,
hisobga olinmaydi. Foton uchun p = E/c ekanligini va r? =
x? + b% ni inobatga olib og'ish burchagi o uchun '

TS be2 b

p c

0o Bpn _ GMb 7‘ dr _ 26M _
formulani topamiz. :
Endi xuddi shu masalani umumiy nisbiylik nazariyast
doirasida ko'raylik. Bunda biz xuddi avvalgi paragrafdagidek
yo'l tutamiz.
Massasiz  zarracha (foton) uchun  Gamilton-Yakobi .
tenglamasini yozaylik:

7¥8,56,8 =0,
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bu yerda § - ta’sir integrali, —0,5 = p, - umumlashgan impuls.
‘Ko'rinib turibdiki, avvalgi paragrafdagi hamma mulohazala-
rimizda jismuing massasini nolga tenglaghtirsak bo'ldi ekan.
-Shuni hisobga olib darrov natijaviy tenglamaga o’tamiz:
w3,
- g;;z +u= 21.'
Bu tenglama (5.13)-tenglamaning o'zi, fagat massali had yo'q.
Ixtiyoriy yulduz uchun r,/r <« 1. Shuni inobatga clib
'nishonga olish parametri & (maydon bo'lmagan holda zarra-
ning markazdan o'tish masofasi) ni kiritib yechimni r,/b < 1
parametr bo'yicha qatorga voyib izlaymiz:

W=y AUy g o, U~ (f) .

Birinchi yaginlashuv:

dzul'.

: E'P*— -+ ?..*.1 | 0
uning yechimi:
Uy = 3ﬁ-g-*;m
STy
Keyvingi Yaqmldshm
2w 3r2 32
dgoz 2 b = ng sin®y = fﬁﬁ(l — o8 2¢).

Bu tenglamaning xususiv vechimi

2
Uy = —~5-’-(3 + LUSQQD)

4p2
. Demalk, L L
%~ %sin;p Z—g—(3+cos2up)
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Yorug'lik nuri r = oc dan kelib r = co ga ketadi, ikkala holda
ham u = 0 bo’ h:;h] kerak. Bu ikkala shartga :
Ty

@1 = e W2 == ’ﬂ"+_€'
burchaklar to'g’ri  keladi. Agar pgravitatsion maydon
bo'lmaganda nur t0'g'ri chiziq bo’yicha harakat gilgan va @, —
@w; = 7 bo'lgan bolar edi. Bizning holimizda esa, nur yuiduz
maydonida boshlang’ich yonalishiga nishatan -

Ag = — ¢y vfrxggﬁ
burchakka og’ishi kerak ekan.

Ko'rinib turibdiki, bu son Nyuton nazariyasidagidan ikki
marta ko'p. Agar b sifatida Quyosh radiusini olsak (eks-
perimentda Quyoshning oldidan o’tayotgan nurlarning og’ishi
o'chanadi) o = 1.75” (1.75 burchak sekundi} bo'ladi. 1919
vilda o'tkazilgan birinchi eksperimentdayoq og'ish burchagi
1.5 — 1.9 burchak sekundi orasida yotishi aniglangan edi
Hozirgi natijalar nazariy sondan deyarli farq gilmaydi.

Nurning Quyosh maydonida og'ishining sababi nimadi?
Quyosh o'z atrofidagi fazoni egrilaydi, nur, har qanday jism-
dek, shu egrilangan fazoda geodezik chiziq bo'yicha harakat
giladi. Albatta, uning trayektoriyasi to'g'ri chizig bo'lmaydi, u
Quyoshga yaqinlashgan sari kuchliroq egrilangan fazoga kirib
to’gri chizigdan og'a boshlaydi. )

5.5 Sferik jismning gravitatsion kollapsi

Tabiatda eng katta jismlar ~ yulduzlardir. Quyoshning mas-
sast My = 2 - 10%%g ni tashkil giladi, bu o'rtachagina bir yul-
duz, massasi quyoshning massasidan o'nlab va yuzlab marta
katta bo'lgan yulduzlar ko'p. Yulduzlarning energiya manbayi
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- ularning markaziy gismlarida boradigan termoyadro reaksi-
valaridir, bu reaksiyva natijasida yulduzning ichida juda katta
energiya ajralib chigadi, bu energiya katta bosim bilan yul-
duzning tashqt gismiga yo'naladi. Tinch yonib turgan yulduz
mana shu bosim bilan o'zining gravitatsion maydoni orasidagi
muvozanat hisobiga o'zgarmas holatda turadi. Ammo, vagti
kelib yoqilg'i tugaydi, shunda yulduz o¢'zi hosil qilgan gra-
vitatsion maydon ta'sirida sigila bosblaydi. Statistik fizika
metodlari bilan o'tkazilgan tadgiqotlar shuni ko'rsatadiki, yul-
duzning massast ma’'lum bir "krititk" massadan katta bo'lsa, u
uchun holat tenglamalarining muvozanat holiga to'g'ri keladi-
gan yechimi yo'qdir. Bu degani, siquvchi gravitatsion kuchga
bas kela oladigan kuch yo'q. bunday yulduz uchun gravitat-
gion siqilish jarayoni to'xtashi mumkin emas degani. Bu kritik
massani Chandrasekhar limiti deyiladi. Ushbu limit av-
lanmayotgan yvulduz uchun 1.453{; ga teng, harakat miqdori
momenti bu sonni taxminan ikki marta ko'paytiradi. Demak,
vetarli darajada katta massaga ega bo'lgan jism to'xtamasdan
sigilib borishi kerak va, shu jarayonda, massiv jism o’z gravitat-
sion {Shvartshild) radiusi r, ning ichiga kirib ketadi. Bunday
jarayon kellaps deyiladi, natijada hosil bo'lgan jism kollapsar
deyiladi. )

Nisbiylik nazariyasidan kelib chigadigan eng chuqur va o'ta
ajoyib tabily hodisalardan biri - gravitatsion kellaps hodisasini
o'rganishga o'taylik. Biz o'z o'gi atrofida aylanmayapgan mas-
sasi M bo'lgan sferik jismni olib qaraylik. Uning gravitatsion
radiusi 7, == 2GM/c? ga teng bo'ladi. Shvartshild elementini
vana bir vozib olaylik:

2 T\ 25,2 1\, 2 2 5 . o 3
ds=={1—L)edt*— |1 -2} drt—r (dﬁ +sm“6‘dtp‘).
7/ T :
{(5.19)
Shvartshiid koordinatlari bir noqulay xususiyatga ega - ularda
T = 1y nuqta maxsus nugtadek ko'rinadi, vaholanki, haqiqatan
bunday emas. Buni ko'rish uchun maydonning invariantlerini
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hisoblab chigaylik. Ulardan birinchisi R"“"’\"RWM = M?2/rS.
Metrik tenzorning determinanti - g = —r*sin”6. Ko'rinib
suribdiki, » = 0 nuqgta haqigiy maxsus nuqtadir, »r = 0
da fazo-vagtning ergiligi cheksiz boladi, jismlarga ta'sir qi-
layotgan gravitatsion maydon ham cheksiz bo'ladi, r =
nugtaning maxsusligl esa sun’iydir, bu - Shvartshild koordi-
natlariningina xossasidir, boshqa koordinatlarga o'tganimizda
unga shu koordinatiarda mos keluvchi nugtada hech ganday
cheksizliklar bo'lmasligini ko'rishimiz mumkin, Rostdan ham,
Shvartshild elementi uchun ko’'pgina boshga ifodalar ham bor,
ularning har biri mos keluvchi masalalarda ishlatiladi, Biz
korib chigayotgan masala uchun qulay bo'lgan koordinatlarga
o'taylik. Masala - sferik jismning siqilishi, bunda jismmning har
bir elementi radius bo'yicha harakat giladi, demak, shunday
harakatga mos keluvchi koordinat sistemasini topishimiz kerak.
Birinchi etapda

2 Tg\ 2,2 rg\ 7 2
ds* = 1*? codt” — 1~—Tr~ dr* =0 (5.20}
dan boshlaylik. o'zining ma’nosi bo'yicha bu - radius bo'yicha
harakat gilayotgan fotonga mos keladi. Bu tenglikning ikkita

vechimi bor:
d
i+ / @ const,
1—rg/r

Demak, Shvartshild metrikasida radius bo'yicha harakat gi-
layotgan foton uchun bu ifodalar o'zgarmas ekan. Xarak-
teristikalar metodini eslasak, bu ikki konstanta fotonning
ikkita xarakteristikasini beradi, shu constantalarni yangi
o'zgaruvchilar sifatida tanlab olsak fotonning harakatini
o'rganish uchun qulay koordinatlarga o'tgan bo'lamiz. Lekin
bizning jismimiz foton emas, ixtiyorty massiv jism. Shuning
uchun shu ifodani sagal o'zgartirib, ikkita yangi koordinata
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kiritaylik

o i R
T_"i+f1-'rg/r =t+.[f(:r‘)(1--r9/-r) (5.21)

va bu yerda paydo bolgan f(r) pi shunday tanlab olaylikki,
metrikadagi r = r, maxsus nuqta yo'q bo'lsin. (5.21) dan

/
dr =2 A Tl fldr —dp),  dt= <

larni topib (5.19) ga olib borib qo'ysak

1—rgfr
1—f
ifodaga kelamiz. (5.21)-da f funksiyani nima uchun bir marta
suratga va bir marta maxrajga kiritganimiz ham tushunarli
bo'ldi - xuddi shu yo'lda f% — 1 ifodaning paydo bo'lishiga eri-
shishimiz mumkin., Ko'rinib turibdiki, f = /r,/r tanlov
maqgsadimizga muvofiqdir. Natijada ({(5.22) ning birinchisidan

Iz {dr — f2dp) (5.22)

o dst = (dr? — f2dp®) —¢? (d92 + sin® Gd{,oz)

3 oz
r=(5vEb-n) - 5)
ni topgandan keyin) - . *
._dpz .

ds® = dr’® —

3 4/3 ,
—(am(pu ) (d€ + sin Gdnp)
formulani topamiz.  Bu ifodada Shvartshild radiusidagi
maxsus nuqgta yo'qdir.  Shvartshild maxsus nugtasiga bu
o'zgaruvchilarda p — 7 = Zr, chiziq to’g’ri keladi. Topilgan
koordinatalar sinzron keordinatalar turiga tegishlidir.
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33-Mashg:

doo = 1, gm = 0 koordinatlar sinxron koordinatiar deviladi. Bu ko-
ordinatlarde geoderik chiziglar 2% koordinatiga parallel bo’lgan chiziglar
ekanligini ishot qiling.

Shu mashgning natijasi Shvartshild maydonidagi radial
barakat masalasining vechimini darhol beradi. Mashqdan ke-
lib chiqadiki, p = const chiziq (7 koordinatiga parallel bo’lgan)
geodezik chizig ekan, demak, Shvartshild maydonida harakat
gilayotgan jism (5.2)-rasmda ko'rsatilgan vertikal (a,b) to'g'ri
chiziq bo'yicha harakat gilishi kerak. (5.23)-dan kelib chiqadiki,
radius hagigiy son ho'lib golishi uchun p > 7 bo'lishi kerak, ras-
mdagi tanlov xuddi shu shartga mosdir. Anigki, p = r to'g'ni
chizig r = 0 nugtaga to'g’ri keladi. Harakat yo'nalishi haqida
nima deyish mumkin? r yangi koordinataviy vags, u oshganda
r kamayib boradi va 7 — pdar — 0 bo'ladi ((5.23)-ga garang)..

Ikkita sohani ajratib qarashimiz kerak - r > r; va r <
ry. Bu ikki sohaning bir-birlddan katta farq gilishini konus
tenglamasi (yorug'lik nurining tarqalish tenglamasi} ds® = 0
ni radial harakatga (@ = const, & = const) go'llash ko'rsatadi:

ar _ . [T

dp v
r > r, sohada konusning engashishi [dr/dp| < 1, bu degani esa
konusning bosh nugtasidan o'tuvehi r = const chizig't to'liq
ravishda shu konusning ichida qoladi ((5.2)-rasmga garang).

Biz bilamizki, konusdan tashqarida yotgan nugta konus-'
ning bosh nugtasi bilan sababily bog'langan bo'lishi mumkin °
emas (18-hetga qarang). = < ry sohade {d7/dp| > 1 bolishi-
- shuni bildiradiki, bu sohada ixtiyoriy » = const ga to'g'ri kehu- *
vehi ikki nugta orasidagi interval fazosimondir, demak, hech
ganday jism shu r = const nugtada qo'zg’olmasdan tura ol-
maydi. Harakat vo'nalishi haqidagi yuqoridagi mulohazani .
eslasak, r < r, sohaga o'tgan jismn albatta + = 0 nugtaga -
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. Rasm 5.2: + — p  koordinatiardagi radial harakat
I
tomon to'xtemasdan harakat gilishi kerak degan xulosaga ke-
lamiz. r < r, sohada qozg'olmas jismlar bo'lishi mumkin
emas. Ma'lum bir ma’noda bu sohada radial koordinata r
vaqt koordinatasiga aylandi desak ham bo'ladi - xuddi vagtni
to'xtatib bo'lmagandek markazdan biror-bir r = const maso-
fada to’xtab turib bo'lmaydi, jism albaita » = 0 nugta tomonga
harakat qiladi. Demak, siqilish jarayonida r = r, radial nuqta-
gacha yetib borgan jism o'zining shu gravitatsion radiusining
ichiga kirib ketar ekan. Bu sohada hatto yorug'lik nurlari ham
r = 0 nuqtaga garab harakat giladi! Ya'mi, r < r, sohadan
hatto yorug'lik nuri ham tashqariga chiga olmaydi! Bu de-
gani, r < r, sohaning ichida nima bo'layapganini hech gachon
hilib bo'lmaydi. Natijada hosil bo'lgan obyektai odatda "gora
kavak" deyiladi - bu obyekt nurni fagat yutishi mumkin,
o'zidan esa hech qanday nur chigarmaydi*.

Hagiqatda kvant nazariyasining qo’Hanishi shuni ko'rsatadild, gora kavaklar
o'zidan kvant moxanikssida ma'tem bo'lgan "tunncl offelt™ hisobigs spoekiri qore fism
spektriga to'g'rl keladigan nuilsnish chigarishi kevak. Awmo, bu gora kavakaing ichi-
dan biror informagiya chiqul degani emas, kuzatiladigan spektr ixtivoriy {shu temper-
aturadagi, gora kavakniug temperaturasi uning massasi olqali aniglanadi} qora jism
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Xuddi shu jarayonga nzoqda joylashgan kuzatuvchi huqgtai-
nazaridan garaylik. Uzoqda joylashgan kuzatuvchining vaqti
va radial koordinatasi ¢ va 7 koordinatalarga mos keladi. Faraz
ailaylik, siqilish jarayonida jisraning radiusi ry > r, nuqtagacha
yetib borgan bo'lsin. Shu jismning ustidan (radial yo'nalishda)
ty vagtda yorug'lik nuri chiqgan bolsin. Uzoqdagi r nug-
taga jovlashgan kuzatuvchi nuqtai nazaridan shu nur wngacha
yetib kelishi uchun qancha vaqt ketadi? Bu jarayonga (5.20)
tenglama to'gri keladi. Uni integrallasak,

?"*-"."‘g

t—ty=r—rs+rgln
g — Ty

natijani olamiz. Ko'rinib turibdiki ro — ry bo'lsa, t — oo
bo'lishi kerak. Ya'ni, uzoq kuzatuvcili nuqgtai-nazaridan jism
o’zining gravitatsion radiusigacha sigilishi uchun cheksiz uzoq
vaqt kerak. Vaholanki, shu jismning ustida turgan kuzatuvchi
nuqtai nazaridan bu jarayon chekli vaqtni oladi. Bunga ishonch
bosil gilaylik. Xususly vagt (3.10)-paragrafda ko'rsatilganidek

TZ%/dS

integral orqali aniglanar edi. Bizning holda R nugtadan rg
nuqgtagacha harakat qgilgan kuzatuvchi uchun

PR OIS

bo'ladi. Integrallash o’zgaruvchisi bilan adashib ketmasiik
uchun harakat boshlangan nuqtani 2 harfi bilan belgiladik.
Harakar ¢ = 0 vaqt momentida boshlansin va shu momentda
jismimiz qozg'almasdan turgan bo'lsin (bu shartlar prinsipial
bo'lmasa ham yechimni soddalashtirishga yordan beradi).

T

(1
g

spektriga mos keladi.
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“Yuqoridagi integralni hisoblash uchun bir muncha mulohaza
vuritishimiz kerak. Birinchidan, harakat integrallarini aniglay-
lik. Ular

w? = (1 —rg/r)u®? — (1~ ry/r)~Hu")? =1 (529
({1.9) bilan solishtiring) va
' Py = mcip = E = const.

Birinchi formulani 21-betda keltirib chigargammiz. Tkkinchi
formula esa (18) - mashqdan kelib chigadi - Shvartshild
metrikasi vaqfga bog'liq emas. wy = gyu’ va u"/u’ = dr/cdt
lardan foydalanib (5.24}-ni

(L—rg/r}—{L—ry/r}y” ' (d(;t) =

qm2(4

={-r o/T) (ug) % = (L= rg/r)?

ko'rinishga keltiramiz. Energiyani aniglash uchun boshlang’ich
shart sifatida R avgtada ™ = 0 ekanligidan foydalanamiz. Bu

hizga
E2

(W hrar = 0= ~(1 =7/ R) + g,

va, demak,
E? =mPc* (1 —r,/R)

ni beradi. Hamma topilgan muncsabatlarni yig'ib mtegrahmlz
uchun

! py
/ i =i | e

formula,cra kelamiz. Bu ifodada ry -+ 7, limitga o’tsak
= 0 momentda R radiusli jismning sirtida qo'zg olmasdan
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turgan kuzatuvchining kollaps jarayonida Shvartshild radiusi-
pachs yetib kelishi uchun shu kuzatuvchi soati bo'yvicha ket-
jsan vaqtni topamiz. Integralni hisoblash giyvin emas, lekin uni
hisoblab o'tirmaymniz. Bittasi aniq — bu integral rq — 7, limit-
da chekliligicha goladi.

Ajoyib natijaga keldik — kollaps jarayoni cheksiz wzoqgdagi
kuzatuvchi soati bo'vicha cheksiz vagtni talab qiladi, kollap-
sarning sirtida joylashgan kuzatuvchining soati bo'yicha gra-
vitatsion radiusgacha yetib borishga chekli vagt talab gili-
nadi. Bu — nisbiylik nazariyasidagi vagtning nisbiyligining ¢ta
ko'rinishdagi namoyishidir. _

Vaqt hagida (5.9)-formula asosida va’na bir narsani
aytishimiz kerak. Agar biz r radjusli jismming ustida turgan
bolsak bizning soatimiz cheksizdagi kuzatuvchining soatiga
nisbatan

4

—— ?"g -'I':. R Y
Vi =1 B

marta sekin yuradi. r — r, holda esa cheksiz kuzatuvchining
soati bo'vicha jism sirtidagi jarayonlar to'xtab golishi kerak.
Masalan, biror atom nurlanishi chastotast borgan sari kamayib
spektrning past chastotali qismiga o'tib ketadi. Bu hodisa kol
lapsarning "qora kavak™ deyilishi gay darajada uning tabiatiga -
mos kelishini ko'rsatadi. :

Shu yerda (3.60)-tenglamaga ham qaytib kelishimiz o'rinki
bo'ladi.  Paragrafning boshida keltirilgan formula bo'yicha
[Ruagl ~ M/r®. gravitatsion radiusning ichida ixtiyoriy jism-
ping har xi) gismlariga (ularning o'zaro tezlanishlari mana
shu {3.60)-tenglamada berilgan) ta’sir gilayotgan siguvchi kuch
borgan sari oshib boradi va ixtiyoriy jism 7 = 0 nugtaga yetib
borishdan oldin majag'lanib ketishi kerak. __

Shuni ham aytishimiz kerakki, agar (5.21)-da yangi vaqt 7-ni
minus ishora bilan olsak hesil bo'lgan koordinatlarda geodezik
chizig r = 0 nuqgtadan tashgariga garab harakatga mos kelgan
bo'lar edi. Bunday imkoniyat [3}-kitobda yoritilgan.
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Kuchsiz maydon .
yaqinlashuvi . -

Crreeb e aripn .
Fiar FRM T AR

S B S T AR s

6.1 Chiziqli maydon -, .,

.Shu paytgacha kuchsiz maydon yaqinlashuvidan' bir necha
xususiv hollarda foydalandik. Gravitatsion maydon kuchsiz
bo'lgan holning wrmumiy nazariyasi ham bor - uni ko'rib chigay-
lik. Bu nazariya bizga gravitatsion to’ lqmlarm ko'rib chiqishga
imkon beradi. o

Metrikani ikki gismnga bo'laylik:
. . G = Ny + h;ws
bu yerda n,, = (+,— —,—) - tekis fazoning o'zgarmas
metrikasi, k. - metrikaning fazoning egriligini ifodalovchi

gismi. Gravitatsiya kuchsiz bo'lishi achun {h,, | < 1 bo'lishi
kerak. Kontravariant metrika uchun bu shartdau foydalanib

g;w o~ T}HV — pH

deb olishimiz mumkin.  Bundan keyin hamma indeks-
lar tekis metrika yordamida ko'tariladi va tushiriladi deb
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qaraymiz. Kristoffel simvellarini ham*xuddi shu y&qmlashu—"
vda hisoblaymiz: '

Iy = 57" Oshay + Bohior = Oohup} + O(h%). . (6.1

Richchi tenzori uchun

R = 6 I"p +61—~p +1-v\ rp T;\ﬂ[‘ivﬂ: .

SO0, =00, + O
ifodaga e e A l
aT%, = 2@ 8, hA GRYRES (aaa h,,, + a ffhw 32%)

munosabatiarni olib borib go'ysak
Ry, = - ( BuDM + 8 Ouhoy + 0 oy — b)), o

va, demak, Einshtein tenzori uchun shu chizigli yaqinleshuvda,;,

1 o Lo L
| é( 800 + 8, h +6u8"hm a%m,) + .

_ +%-qu (0% - 5y

ifodani topamiz. Kuchsiz maydon uchun umumkoordlnat a,l-'__:
mashtirishlarini A i

= 2 = 2P + ¥ (x)
ko'rinishga keltirish kerak, bu yerdagi £* va uning hosilalari ©
J.e* ning tartibi A" ning tartibi bilan bir xil bo'lishi kerak
(aks holda koordinat almashtirishi kuchli maydonga olib kelishi
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mumkin). Yuqoridagi almashtirishga to’p’rl keladlgan yangl
metrikaga o'taylik:

t fo :
fpev ?ﬁi{_ Av o, o e
= G 3.’1’7"9 = . N B A

oev i
e e i Y e gt P OV - PR,
7 T G Fex =1 +
Demak, umumkoordinat almashtirishlarida yangi kiritilgan
kuchsiz gravitatsion maydon potensiali

e T (6.2)

ko'rinishda almashinar ekan. Bu degani, agar A*" Binshtein
tenglamalerining yechimi bo'lsa,, A ham shu tenglamalarning
yechimi bo'ladi. Elektrodinamikani yana bir marta eslaylik va
{4.5)-paragrafdagi muhokamaga qaytib kelaylik. Elektromag-
nit potentsiallar ustida gradiyent almashtirish bajaraylik

A= A+ O, (6.3)

Bilamizki, A, va A, potensiallarning fizika nugtai nazari-
dan hech qanday farqi vo'q. Bunday noaniglikdan quti-
lish uchun potensiallarni qandaydir shartga bo'ysundirishimiz
kerak, masalan, Lorentz shartiga:

DA% =0, (6.4)
Gravitatsivada ham xuddi shunday yo'l tutamiz, hu galda

{4.5)-paragrafda muhokama gilingan garmoniklik sharti (4.26)-
ni qo'llaymiz .

+9

T, =0
Bizning hol uchun bu ((6.1) ga qarang ) .. & = od aol 00

-t =0 L 69
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mrmlshga, ke}adl Quyldagl kattalikdan foyd ala:m':

SOAy .
i

: T.U;w = h;,w zl’?f-whi

ba'zi hollarda qulaylik tug'diradi. Masalan, {6.5)-shart |
0,(:.1.&’5 = O ' ) (66}

ko'rinishga ega bo'ladi. Richchi tenzori va Richchi skalyarlarini
hisoblab 1
Iu,u = _'_82}‘.‘_“/, R jad —-552}1'\,

Einshtein tenglamalarlm
d%w, 473“,,,62?1“— ~&T,  (67)

holga olib kelamiz. Yugorida kiritilgan w;w t111da bu
tenglamalar sodda ko' rlmshga keltiriladi: .

(6.5)- va {6.6)-larga qarasak, __

munosabat borligiga ishonch hosil qilamiz.  Bu teriglama
saqlanish qonunining o'zi, chiziqli yaginlashuvda {4.14}-
formula saglanish gonunigs qaytib kelar ekan. :

Yana bir bor elektrodinamikaga qaytaylik. Lorentz sharti .
(6.4)- potensgiallarni bir giymatli ravishda aniglab bermaydi,
(6.3)-almashtirishga qo'shimcha ravishda &%f; = 0 shartga
bo'ysunadigan funksiva yordamida S .

AL = A+ 8, f

almashtirish bajarishimiz mumkin, bu holda Lorentz Shartl E

buzﬂm*n di:
G A =8, A" =0
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Xuddi shunday, 8%¢; = 0 shartga bo'ysunuvchi £, funksiva bi-
lan {6.2)-bo’yicha yana bir almashiirish bajarsak (6.5)-shart
o'zgarmaydi.

{6.7)-da pr indeks bo'yicha yig'indi olib bu tenglamalarni

hyy = —26T,,, + k1, T = ~5S,, (6.9)

ko'rinishga keltirib olishimiz mumkin. Bu tenglamadan darhol
ko'rinib turibdiki, gravitatsion maydonning tarqalish tez-
ligi yorug'lik tezligi ¢ ga tengdir - bu xulosaga kelishimiz
uchun Dalamber operatorining xossalarini eslaylik (va unda
yoru'glik tezligini gayte tiklaylik):

62

82!1#y = (8§ - A)hﬂy = (::‘2-52‘-—2-

- A) Ry = —KS),,. (6.10)
Agar h,, fagat bitta fazoviy koordinataga (masalan, z-ga)
bog'liq bo'lsa, (yassi to'lqin) unda yuqoridagi tenglama

v 9
82hm,:( > 9 )hwmo

207 92?

ko'rinishni oladi {o'ng tomonini nolga teng deb olaylik). Bu
tenglamaning yechimi

flz —ct) + glz + ct) {6.11)

ekanligini osongina tekshirish mumkin, bu yerda f(z) va
g(z) — ikkita ixtiyoriy ikki marta uzliksiz differensiallanuv-
chi funksivalar, Ko'rinib turibdiki, f va g funksiyalar z-
o’qi bo'yicha ¢ tezlik bilan o'ngga va chapga targalayotzan
to'lqinlarni beradi.

Nugtaviy maydon hosil qilgan maydondan boshlasak sis-
tema hosil gilgan maydonini shu nugtaviy maydonlarning su-
perpozitsiyasi deb olishimiz mumkin. Nugtaviy massa uchun
(6.10)-tenglamaning vechimini, tabiiyki, sferik koordinatlarda
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gidiramiz.  Sferik koordinatlarda (6.11)-ga o’xéhash 'ik:_]_.iita
};‘echimni O_la‘[]]_iz Rl ot
filt =v/e) va gi(t +r/c).

Bu vechimlarning birinchisi kechikuvehi yechim deyiladi, ikkin-
chisi esa odatda ishlatilmaydi (cheklangan fazolarda chegaraviy
va boshlang/ich shartlarnigina qo’yishda ishlatiladi, [1],§62-ga

garang).
Dalamber operatorining fundamental (kechikuvchi) yechimi
» . .
02( ) St — )

ekanliginidan foydalanib (6.9)-tenglamaning kechlkumhl yechi-,
mini darhol Lopamiz:

; L d t - | | . .
(e t) = —%fdgr’s” Gt =rl/d gy

fr —r'|

Bu yechim elektrodinamikadagi kechikuvchi potensiallarga
o'xshagan yechimdir. -, :

34-Mashg:
Bizga
LG -t —th=8r -1 t--t"

differensial tenglaima berilgan bo’lsin, bu yerda L-birer chiziqli differensial
operator. Bu tenglamaning yechimi G(r~r', t—#') funksiya L operatorning
Sundamental yechimi voki, Green (Gnn) funksivasi deviladi. Agar
bizgy fundamental yechim ma’lum bo’lsa, unda .

Lur.t)=f@e.t) .
differensial tenglamaning vechimini
u(r, ) = ug(r,t) + f Brdt Gle — vt =) ft'18)

ko'rinishda olishimiz inumkin ekanligini ko'rsating. Bu yverda paydo
holgan yangi funksiya up quyidagi bir jisnli tenglamaning yechimi:

Lup(r. t) = 0.
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35-Mashqg: ST .
Avwalgl mashg natijasidan va é—funksivaning . i

L / dyf )8z - y) = flx) A

L

2. Slaz) = i&(:c];

et =)+ (et 41}
- 2r

- xossalaridan foydalarib (6.12)-ni keltirib chigaring. Bunda

T3 8(ER Y

1, £>10;
g(t):{ 0, t<0

I

ekanligt muhim rol o/yoaydi. * ke

Xuddi shu vo'sinda

! i X rT u(rr;t"“ |I‘!'— I"[}’(;) co
Vuule, ) = g [ @byl ST (61s)

formmlani ham yozib olishimiz mumkin. Bularning qaysi biri
qulayroq ~ yechilyapgan konkret masalaga bog'ligdir.

6.2 Yuqori tartibli hadlar

Chizigli yaginlashuvga ikkinchi tartibli tuzatmalar kiritay-
lik. Yana ' '
v = T -+ h_u.u_‘

deb olamiz va keyingi forrmualarda f,, bo'yicha ikkinchi tar-
tibli hadlarni ham qoldiramiz. Kristoffel simvollaridan bosh-
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L g
I, =~ 5@;*“ = WV (Buhgy + Bohoy — Bohyy) =
= ”Z"?? ('apha'v + 3vhalu. - achw) -

W (Buhow + B by — O h,,,u) =T+ 7@

Slmvolnmg yugorisidagi indeks uning h bo vicha tart1b1n1
ko'rsatadi. _ . e
Richchi tenzoriga o’taylik. Uni

R = R+ RE +--

ko'rinishqa tasavvur gilsak (A bo'vicha uchinchi va undan
yugori tartibli hadlar uch nuqta bilan belgilangan) giyin
bo'lmagan hlboblardan keyin .

R = 5 (07 0uba + 0,0%ho — B,0,8} = )
Ve,
R = e g T - Ty =

= %hAU (f};sauhla + a}‘adh,#v — 8anhAy _ 6»85}1“)\) +
1 (OR8> — Dby, ) (OrhS — 20,0) ~
B . _i (aﬁhé + aph;\‘ - (3/\519‘() (ayh,‘i + 5\h£ — aph)\u) +

+'%8H13M@,,15AU
ifodalarni topamiz. Richchi skalarini ham topish giyin emas:

R == gP‘VRHU o~ (7"1.1”/ _ hﬁsv) (RL];} 1 R}E}) 4. ‘) -
=RV 4+ B 4£...
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bu yerda - - - _ Ceibend
E o _ 1), .
. _ R = g R;‘(.l 31 .

R R(g) - -TIHVREEV) - h”"Rﬁ}.

Einshtein tenzorini ham topish giyin emas:

R,uu - %’g,uuR =

= RY + R® — Y + by (Ru) + R® +) S

1

. :
o1 . ] o
cpw_ L p pe 1 () W oo
birinchi tartib ikkincht tartib

Einshtein tenglamalariga o'taylik.  Tenglamalarning chap
tomonida birinchi tartiblii hadlarni goldiramiz, ikkinchi tartibli
hadlarni esa o'ng tomonga o'tkazamiz va yangi belgilash kiri-
tamiz: 1

(o't B = =n RO = 6 (T +10), W (6.14)

2
bu yerda
iz;,w = ;;{ - RELU) + -j (WPVR ) 'l" h‘wh( }) _ I("{.I‘:i‘ .: (6.15)
Gravitatsion maydenning manbayi sifatida N
NCORA N

T = T:tw + t,uv

tenzorni ko'rishimiz kerak, bu tenzorga nafagat modda bi-
lan bog'langan, balki gravitatsion maydonning o'zidan tuzil-
gan gism ham kirgan. Paydo bo'lgan f,, ni gravitat-
sion maydon energiya-impuls tenzori sifatida talqin gilishimiz
mumkin. 7, esa odatda (modda—gravitatsion maydon) sis-
temamizning to'lig energiyva-impuls tenzori sifatida talgin qili-
nadi. Hagiqatan, 7, umumiy koordinat almashtiirishlariga nis-
batan tenzor emas, buni shundan ham ko'rish mumkinki, uning

128

www.ziyouz.com kutubxonasi



ta'rifiga kovariant emas, balki oddiy hosilalar kirgan. Ammo,
u biror nuqtada bajarilgan Lorentz almashtirishlariga nisbatan
kovariantdir. Demak, hatto modda bo’'lmaganda ham gravitat-
ston maydon o'z-0'zining manhbasi bo'lib xizmat gilar ekan. Bu
— gravitatsion maydonning nochizigligining natijasidir, chiziqli
bo'lgan klassik elektrodinamikada bunday hol uchramaydi, u
yerda meydonning manbayi fagat zaryadlar boladi.  (6.14}-
tenglamaning chap tomoni {6.7)-ning chap tomoni bilan bir xil
bolgani uchun uning ham divergensiyasi nolga tengdir, demak,

#r =0 (6.16)

: P LaN: { EVE :

Bu esa saglanish qonunidir, PR
Yugqoridagilarni hisobga olib (6.13)- formulam ' '

Y (2, 8) jd3 (T, t* lr —n/9) (e

~rl

korinishda olishimiz kerak. Bu formulaning ma'nosini qan-
day tushinishimiz kerak? Axir integral ostida shu integral
orqali aniqlanishi kerak bo/lgan maydonlar k,, kirgan-ku, bu
nima, integral tenglamami? Haqiqatan, bu tenglama iterat-
sion jarayonda kelib chiqdi, agar tenglamaning o'ng tomonida
fagat moddaning energiya-lmpuls tenzorini hisobga olsak chap
tomondagi olingan maydon 1/c? tartibga ega bo'ladi. Gravi-
tatsion maydonning ham energiya-impais zichligi bor, bu de-
gani uning o'zi ham gravitatsion maydon hosil gilishi kerak.
Agarda o'ng tomonda k., bo'yicha kvadratik hadlarni hisobga
olsak (ular sifatida birinchi etapda topilgan gravitatsion may-
donni ishlatib) unda chap tomondagi . da 1/¢? darajali had-
larni topgan bo'lamiz va h.k. Olingan tenglamani shu ma’noda
tushunishimiz kerak.

Yana bir youhim moment: yugoridagl jarayon bizga gravi-
tatsion maydonning ma’lum ma’noda energiva-impuls tenzori
deb fushunishimiz mumkin bo'igan kattalikni berdi. U hagigiy
tenzor emas, ammo Lorentz-kovariant kattalik bo'lib, ba'zi bir
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masalalarda energiya-impuls tenzorl slfatlda 1Shla,t11ad1 {{6.4)-
paragrafni qarang). e _ .

6.3 Yassi to'lginlar

To'lgin zonasida {manbadan uzoq masofada) to'lgin yassi
to'lginga o'tadi. Yassi gravitatsion t¢’lqin uchun

) i w =ik
hao() = ee™ +e e

ifodani yozib olaylik, bu verda kx = koa® -+ k12 +kpr? + kza® =
kox® — kr, e,,- qutblanish tenzori. Bu ifoda )

Pl =0, OB~ 0K =
tenglamalarning vechimi bo‘ladi, qachonki
B=kh =0, kb= kel T (618)

bajarilsa. ey, polyarizatsiya tenzori bo'lib, uning (urmwmiy
holda) 10-ta mustaqil komponentasi bor. Yuqoridagi shart-
larning ikkinchisi - 4-ta shart - shu komponentalarning 10 -
4:=06-tasini mustaqil sifatida qgoidiradi, uwlarning fagat 2-tasigina
fizik erkinlik daraja sifatida garalishi mumkin.

Shani ishot gilaylik. (6.2)-dagi ¢,.(z) sifatida yassi to'lqin

eu(E) = ig, ™ —iche ™

ni olaylik, unda almashtirilgan
B (z) = €,,6™ + &l e |
to'lyin polyarizatsiyasi uchun ' :
ey =t byt hey L (619)
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ifodani topamiz. Koordinat almashtirishiga nisbatan invari-
antlikning ma'nosi bo'yicha €, va = ey, polyarizatsiyalar bir
xil fizikaga to'g'ri keladi. (6.18)-dan keyin 6-ta komponenta
qolgan edi, 4-ta e, larni tanlab olish yo'li bilan mustaqil fizik
erkinlik darajalarining sonini 6 — 4=2 - taga tushiramiz. Shu
ishni oxirigacha bajarib chigaylik.

Yana elektrodinamikadan boshlaymiz. Elektrodinamikani
eslasak. elektromagnit to'lgin

ik ik ' : ..
Ag = e, e™ L efe™ e p s

ko'rinishga ega bo'lar edi va Lorentz kalibrovkasi %4, =0 da

e

k2 =0, kbe, =0

shatrlarga bo'ysunar edi. e, ning to'rtta komponentasi bor,
ammo, Lorentz sharti ulardan uchtasini qoldiradi. Ammo,
Lorentz sharti A, potensiallarning sonini oxirigacha aniglab
bermaydi, potensiallar ustida '

% =0 . -
shartga bo'ysunadigan funksiya vordamida
A, = A, + 3,9, P = jee™™® — jereHT
almashtirish bajarsak, Loventz sharti buzilmasligini ko'ramiz:"
b e SRR
A, =4, =0! ;
Vaholanki,
AL = E;eikz + 6E€_£k£: e;g =€y kp.g-"'

¢ Ixtiyoriy parametr bo’lgani uchun Lorentz shartiden keyin
golgan uchta A, korsponentalarining ichidan yana bittasini shu |
¢ orqali yo'q gilishimniz mmnkin, Natijada elektromagnit may-
don potentsiallarining faqatgina ikkita erkinlik darajasi goladi,
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ular Maxwell tenglamalarini yechish yoli bilan topiladi. Shuni
bajaraylik (vassi to'lgin misolida). _

To'lqin vektorini £ = (K%, 0,0, &%) ko'rinishda olaylik, va'ni,
to'lqin tarqalish yo'nalishini 2-0'qi bo'yicha olamiz. Bunda

o= k* =k, k=Ik| bo'ladi, chunki &% = (k") - (¥*)* = 0
Demak, Lorentz shartidan .
ey = €3 ' Ce {6.20)
ekanligiga kelamiz. Undan tashgari, :

EL = e” — kﬂs — ea P 63-[" k’&', L«:?J““‘"&‘i‘;{"’%

Agar . T
| =5
TR
deb tanlab olsak, €) = 0, va, demak, ¢} = ¢} = 0 ga er-
ishamiz. Bundan ko'rinib turibdiki, fagat €' va e® largina yo'q
gilib bo'lmaydigan, va’ni, fizik erkinlik darajalarni ifodalaydi.
Qolgan shu ikkita komponentaning fizik ma’nosini aniglay-
lik. Buning uchun ular ustida maxsus Lorentz almashtirishini
bajaramiz: .
1 0 0 0
0 cosf# sinf@ 0 .
1 0 —sinf cosf 0 v (621)
0 0 0 1

Ko'rinib turtbdiki, bu (z,y) tekisligidagi # burchakka burilish.
Almashtirishni

&0 1 G 0 0 e’
€ 10 cos@ sind O el
2 | 1 0 —sinf® cosd O e? - (6-22)
¢’ 0 ] G 1 el

!{'."J.'- .-

ko'rinishda yozib olamiz. Agar ex = e; F ey belgllaeh Iaritsak
{6.22) ni :

ey =e"e, ey =ey
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ko'rinishga keltirib olishimiz mumkin, Bundan korinib turib-
diki, e, — spiralligi +1 ga va e._ esa spiralligi —1 ga teng erkinlik
dara}alan ekan, spiralligi nolga teng bo'lgan e; ni esa yo'g qihb
yuborishimiz mumkinligini ko'rsatdik. .
Gravitatsion to'lginlarga qaytib kelaylik. Ya.na yassi®
to'lginimizning tarqalish vonalishi sifatida z— ofqgini olaylik: -
= (£,0.0,k). Bu holda (6.18)-shart

1 .
kel — €)= shi(ed + el e+ )

ko'rinishni qabul qgiladi. & = & = 0 den

fﬁ[_{ = €y, Bg = eg, y(}ki, €y = —€13, Cap = —Co3z
(6.23)
ekanligini topamiz {indekslarni ko'tarish va tushirish tekis *
metrikada amalga oshirilishini eslatib ketaylik). (6.18)-ning
golgan ikkitasini yozib chigaylik: '

. 1 .
o 3 0 1 2 3
€o — € = §(€u+€1 +e3 + €5),
yoki, _
' 1
€on + €p3 = ‘2‘(609 — €311 — €Gag - 633):
va 1
0 3 _ *e0 1 2 3
(‘,’3 - 33 —_ 5(60 + 61 ‘+‘ 62 + 83),
yoki,
. 1
€oz T €33 = —“(300 —en — €32 — €33)-

Har blr qatordagi oxirgi munosabatlm ni qohqhhrsak

1. .
eo3 = ‘"2“(800 -+ e33), e = —€x

munosabatlarga kelamiz. Shu verdagi va (6.23)-dagi munos-
abatlar £, ning komponentalari orasidagi to'rtta shartlarni
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beradi. Yana bir eslatib ketaylik, %, ning simmetrikligi-
dan uning 10-ta komponentasi mustaqil ekanligi kelib chigadi,
umumiy koordinat almashtirishlariga nishatan invariantlik shu
komponentalarning to‘ritasini ixtiyoriy yol bilan tanlab ob-
shimiz mumkinligiga olib keladi, ularni biz garmoniklik sharti
yvordamida aniglaymiz. Olingan to'rtta munocsabat

€51 = €13, €99 = —€13, €Epg = "§(€m -+ 833); €11 = —€2

garmoniklik shartiga mos keluvchi munosabatlardir {(6.20}-
bilan solishtiring).

Ammo, garmoniklik sharti xuddi Lorentz shartidek #,,
larni bir giymatli aniglab bera olmaydi, xuddi elektrodi-
namikadagidek yana bir marta {6.19) almashtirishini bajari-
~ shimiz mumkin, bizga bu

. ; ' _ '
ey =€y, €= €1z, €3 = €53 — KEy,
i
€py = Co3z — ;.’,‘62} 6;33 = €az — 2:"-1,'83, : e:)ﬂ = epg T 2;{'80

ni beradi. Ko'rinib turibdiki, faqatgina e); va ey (va exn =
—ep») komponentalargina fizik ma’noga ega, qolgan komponen-
talar koordinat almashtirishlarida o'zgaradi va

€13 €23 €33 €80

£1 = ==, Epm ——, 3= ==  gp = -
1= 7 8= 3 €o
parametrli almashtirish bajarib ularni nolga tenglashtirib oli-
shimiz mumkin,

Demuok, gravitatsion maydon to'lginlari ham xuddi elektro-
magnit to'lginlar kabi fagatgina ikkita fizik erkinlik darajasiga
ega eckan. Ularning fizik ma'nosini ochish uchun ya’na R-
matritsa (6.21) yordamida maxsus Lorentz almashtirishi ba-
jaramiz:

: €,, = R} R €.
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Natijada quyidagi munosabatlarni olamiz:

= P s kg
ey = e} Fiep, = PIF fr = € Fiegy = fre™",

800 = €g0p, 633 = £33.

38-Mashg;

. S
Yuqoridagi munosabatlarni keltirib chiq.-;rmg

Biz gravitatsion to'lginni spiralliklari j:Q, #*1 va 0 bo'lgan
gismlarga ajratdik. Yugorida ko'rsatganimiz bo'yicha bevosita
fizik ma’'noga faqat spiralligi 2 bo'lgan €, = €}, F ie}, kom-
ponentalargina ega, golgan komponentalar mos keluvchi sl-
mashtirish yordamida nolga tenglashtirilishi murakin.

Fundamental gonuniar hagigatan kvant tabiatga egadir,
maydonning spirallik xossasi bundan istisno emas, Maydonni
{elektromagnit va gravitatsion maydonlarni, shu jumladan)
kvantlaganda ularga ma’lum bir spin kvant soni mos keladi,
spirallik shu spinning harakat yo’nalishiga bo'lgan proyekt-
sivasini bildiradi. Gravitaision maydon kvanti grevitonning
spini 2 ga teng bo'lib chiqadi, elektromagnit maydon kvanti fo-
tonning spini esa 1 ga teng. Agar zarrachaning spini .S va mas-
sasi noldan farqli bo'lsa, uning spiralligi (5,5-1,5-2,...,—5)
giymatlarni gabul gilishi mumkin (kvant mexanikasi bo'yicha).
Massasiz zarrachaning spiralligi faqat (S, —5) qiymatlarnigi-
na gabul giladi. Shu mulohazani yugoridagi formulalar bilan
solishtirsa foton va gravitonning massalari nolga teng bo'lib
chigishi kerak. Darhagiqat, elektromagnit va gravitatsion may-
donlarning tarqalish tezligi yorug'lik tezligiga tengdir, bu esa
faqat massasiz zarralar nchungina mumkindir.

6.4 Gravitatsion to'lgin nurlanishi

Nurlanish intensivligini topaylik.  Nurlanish nazariyasida
to'lgin zonasi tushunchasi ishlatiladi. Agar o'zidan nuria-
nish chigarayotgan sistemaning o’ichamini ¢ va nurning to'lgin
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uzunligini A desak tolgin zonasi deb sistemamizdan shunday
R masofa vzoqligidagi zonags aytiladiki, bunda -

B>»a va R A

shartlar bajarilsin, Bu holda to'lqinni yassi to'lgin sifatida
garashimiz mumkin. Kechikuvehi to'lqin uchun formulani

"~ Rasm 6.1: a o'Ichamli nurlanuvehi sistema va kuzatish nugtasi P.

{ushbu masalada uning (6.17)-formasi qulayrogdir) yana bir
yozib olaylik (Nyuton doimiysi orqali):
/ﬁ,w@tﬂw—mm)

: IR ~ | ‘

Ve (R,

Yuqoridagi shartdan _
R-v|=R-n-¥ |
ekanligi kelib chigadi, bu yerda n — koordinat bothdan kuza-
tuvchiga yo'nalgan birlik vektor. Sistemamizdagi zarralarning
tezligi kichik bo'lsin. Bu degani, agar s;stemadagl harakat davri

T hd'lsa,
afT ~v <€ e, yold, a< A (6“34)

bo'lishi kerak degani, chunki ¢I” - to'lqin uzunligi A ga teng.
Bu shart bajarilganda to’ lqin uchnn

Vi (Ry ) ¢ e f &1 (r, ¢ ~ RJc)

ifodaga kelamiz { integraﬂash o'zgaruvchisida shtrixni olib tash-
ladik}. Bu integralni hisoblash uchun (6.16)-saglanish qo-
nunidan foydalanamiz. Unga kirgan to'rtta tenglamani ochib
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e RIS e 0L

yozib olaylik: * - . i e el e
807“93 -+ 6iTgo =0 30T0j + 6"733- =0. (625)

Tenglamaning ikkinchisini #¢ ga ko'paytirib uch o/lchamli fazo
bo’yvicha integrallaymiz:

4 dﬁ/d:;'f' :L'i Toj = ~ /dg?"l'{ 3%}3' — 1f

=T /dST & (Tijxi) +fd3?" Tz‘jail‘f. A
o'ng tomondagi integrallarning birinchisi Gauss teoremasi
bo'yicha integrallash hajmini o'z ichiga olgan sirt bo'yicha inte-
gralga aylantirilsa nolga teng bo'lib ketadi, chunki uch o'lchamli
fazomizning sirti cheksizlikda joylashgan, u yerda hech gan-
day modda yo'q va, demak, energiva-impuls tenzori nolga
teng. Oxirgi integraldagi hosilani hisoblasak quyidagini olamiz
(B2l = 82! /Ox; = ¢ ~ n' = —4§% ni hisobga olib): :

(“}O/d?"rx! Toj == ~ /d3r 75

o'ng tomonimiz simmetrik bo'lgani uchun chap tomonni ham ...
simmetrik ko'rinishga keltiramiz: . ot

—()O]ds z"ru,,.—kﬁm /ds“rn] . !

[

Endi (6.25)-ning birinchisini z{z* ga ko'paytiramiz, uch
o'lchamli fazo bo'yicha integrallaymiz va yana Gauss teore-
measini hisobga olib

60/(33? X 1o = /ds-r n‘ixk + r;‘k:ce) Tip =

- ..{: .
R AT

= _ffd:*'r (ng:c;“-i— Takﬂ:‘)
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munocsabatga kelamiz. Demak, ' ey
| / d’rr; = %(3932 f Fra‘ my
ekan. Natijada o
2G 82 i .
’(,bij(R,, ﬁ) = —Fﬁ ‘8_?:3 fdng ¥ Tm(!‘,t — R/C‘) |
formulani olamiz. Biz norelativistik yaginlashuvda ishlayap-

miz ~ (6.24)-ning birinchisiga qarang. Bu yaginlashuvda 7o ~
pc? (bu yaqinlashuvda Tgy va 7y larning deyarhi farqgi yo'q):

2G & 5 i
YR, 1) = Y '3}5]‘1 ra‘r’p(r, t — Rfc).

Nurlanish intensivligini topaylik.  Buning uchun olingan
yassi to'lginimizning ogim zichligini topishimiz kerak. Bu
maqsadda (6.2)-paragrafda keltirib chiqarilgan (6.15)-ifodadan
foydalanamiz. Yassi to'lqinimiz 2— o'qi bo'yicha tarqalayotgan
bo'lsin. Unda ¢#® shu yo'nalishdagi impuls zichligini berishi
kerak. z-yo'nalishdagi yassi to'lginimizning fagat ki = —ha
va hio-komponentalari uning fizik erkinlik darajalarini tashkil
qgilar edi, qolgan komponentalar kalibrovka almashtirishi yor-
damida yo'q qilinishi mumkin edi. Shuning uchun t% ga faqat
shu komponentalar kiradi deb qaraymiz.! % ni hisoblash
bir-muncha vaqgtoi talab giladi, hisobning detallarini keltirib
o'tirmaymiz va javobning o'zini keltiramiz:
L 2

116G
h-lardan ¥-larga o'taylik:

h’l? = wIZ: h’l]. - h?? = 'ﬂf)ll - W‘Z?-

1Hagigatan, t** ning kalibrovkage nisbatan invariantligini va unga rostdan ham
fagat yugorida aytilgan kemponentalargine hissa go'shishini anig ko'rsatish mumnkin.

03

(32 + 10y~ hn)?).
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Massaning kvadrupol momenti tenzorini kiritib-> - i

Dij = fd3r,0(3:£"$f _ 725@;‘), h 1o

tmpuls zichligi uchun ' e
¢ 52 : L

° = Sor c5R2{ izt (Dn - Din) } (6.26)

formulani olamiz. D-ning ustidagi uchta nuqta vagt bo'yicha
nchinchi tartibli hosilani bildiradi. Elektromagnit to'lgin nur-x.
lanishi dipol nurlanishdan boshlanar edi, gravitatsion nurla-.
nish yugori tartibga ega bo'lgan kvadrupol momentdan bosh- .
lanar ekan. Buning sababi ekvivalentlik prinsipida yotadi. -
Ma’lumki, zaryadning massaga nisbati sistemaga kiruvchi
hamma zaryadlar uchun bir xil ho'lsa, dipol momenti inersiya,
markaziga proporsional bo'ladi. Nurlanish intensivligiga dipol
momentining vaqt bo'yicha ikkinchi tartibli hosilasi kiradi, u -
esa sisternaning inersiya markazining tezlanishiga proporsional- - ;
dir — hech ganday yopiq sistemaning inersiya markazi tezlanish
bilan harakat gila ohmaydi. Ekvivalentlik prinsipi bo'yicha gra-
vitatsion zaryaduning {og'ir massaning) inert massaga nisbati
hamma jismlar uchun birga teng. Demak, gravitatsion nurla- -
nishda dipol had bo'lmaydi. .
(6.26)-ifodani kovariant ko'rinishga keltirib olaylik. Buning :
uchun Einshtein metodi [4] be'yicha z-0'gi bo'yicha yo nalgan
n = (0,0, 1) birlik vektor kiritaylik. Kvadrupol moment tenzori -
va shu vektor yordamida D boyicha kvadratik bo'lgan quyzdagl .
skalyar strukturalar tuzishimiz mumkin: s

ng* (Dijnj)2$ (Dijnz'nf)g‘
Bizga kerak bo'lgan kombinatsiya:

5. L, T 122 s
Dy + Z(D“ - Dyp) = Z(ngn,;njf + §D§j —(D;Jﬂ,)Q,
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buadabiz * o s gt
D+ Dyg+ Daz =0

dan fovdalandik. - ‘Endi birlik vektor m ni ixtiyoriy deb
garashimiz mumkin. Hosil bo'lgan ogim zichligini R%do ga
ko'paytirsak do = sin @dfdy fazoviy burchak ichiga nurlana-
yotgan energiva intensivliginl topamiz:

& 1 = 2 iz 5 o
| o g-é-?}-zg{a(DUnth) + §D1—j — (ng‘nj) }d@
dI /do — fazoviy burchak elementiga bir sekundda ketgan ener-
giva. agar uni hamma yo'nalish bo'yicha o'rtalashtirsak, sis-
temamizning to'liq energiya yo'qotish tezligini topgan bo'lamiz.
o'rtalashtirish standart bo'lgan

1 1
55@'; TG TR, = o [5fj5kt + 861 + 030
formulala&: yordamida baj jar iladi va natijada energiya yo qotlsh
tezligi uchun

ﬂgﬂj =

dE_ G G b
dt  43¢®

formulani olamiz. Ko'rinib turibdiki, maxrajda yorug'iik tez-

ligining beshinchi darajasi va suratda gravitatsion doimiy kir--

gani uchun gravitatsion nurlanish orqgali energiya yo'qotish tez-

ligi juda kichik kattalik bo'lb chigadi.

Birinchi misol sifatida radial yo’nalishda tebranayotgan
sferik jismning gravitatsion nurlanishini topaylik. Bunday jism
uchun aynan ravishda D;; = 0 bo'ladi, demak, u o'zidan gra-
vitatsion nurlanish chigarmaydi.

Uzunligi L, radiusi R va massasi M bo'lgan bir jinsli silin-
drni olaylik. U (6.2)-rasmda ko'rsatilgandek w burchak tezlik
bilan aylanayapgan bo'lsin.

Kvadrupol momentiarni hisoblab topaylik. Stlindr
qo'zg'olmasdan turgan sistema laboratoriya sistemasiga nis-
batan w burchak tezlik bilan harakat qilayapti. Silindr sis-
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temasidagi koordinatlarni o/, ¢ = 1, 2,3 deb be]gilaéélk laboras
toriya va silindr sistemalari ' o Loix

. coswt -—sinwi 0O
= Ryx,, Ry =] sinwt coswt 0
b \ 0 0 1

orqali bog'langan bo'ladi. x; koordinatalar uch olchamli
vekrotlardir, ular uchun yugori va quyi indekslarning farqgi yo'q.
Tkki marta uchragan bir xil indeks bo'yicha yig'indi ko'zda tu-
tiladi. Shunga yarasha kvadrupol momenti tenzori uchun

Dy = Ry R Dy (6.27)

deb olamiz. Silindr sistemasida osongina hisoblar natijasida

R _ ML 5
o = Dyy = 2D11-' ZD D——z—(-é" R)

D=0 agari#j
formulalarni olamiz. {6.27)-ho'yicha hisoblashga o'taylik: i

&

& 7 i
e o L e it e, o §
RS CEN i3 C al
"
o
X : .
RIARS T o e
". Lol
-4 X L m{‘- firdir
A Y I TR
[EEIF S 28 c O sbwal g O T SR
wibens g Rasm 8.2: z-0'qi, gtroﬁ&a a;la.uayapg\an silindey; ¢,
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£ Ln = E}_lek-D;k = R} Dy + Ri,Doy + Ry = i
3 | |
= Z(cos(_?wt) —1)D;
Dy = R?_?RER'D = B3 D) + R’%QD‘:?? + R§3D§3 =

C o —-2(008(2&)12) - I)D; .

' DSd = Ry Rox Dy, = = Ry Dy + R Dl + REDiyy'= —'Q-D;

3 'Dl2 — leR?kl);'k = R]_]-RQ]_D;_I. + R]QRQQDIQQ —_—

z sin{2wt) D, - AT e e B
Dz = Doy =
Bu hadlarning har biridan vagt bo’yicha uchmchl tartzbh hosala
olib ularning kvadratlarini yig'ib chiqamiz: & . 7 '

(Dy)? = 32u8 D*(3 — cos duwt).

Bir aylanish davri be’yicha o'rtalashtirilgan nurlanish inten-
sivligi: -

I _ ;3G
5 v s R
dt 15¢ g

Uning son giymatini topaylik. CGS sistemasida
T =5.86-10"%"5D%

Silindr sifatida massasi M = 1.4 - 10° gram, uzunligi L = 153
em, radiusi £ = 32 cm bo'lgan aluminiy bo'lagini olaylik (We-
ber antennasi). Bu holda D = 2.37- 10% - cm bo'ladi. Agar
chastotani 1000 Hertz deb olsak (bu juda katta aylanish tezligi)
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intensivlik uchun 3.3 - 102% erg/davr sonni olamiz. Yugorida
aytganimizdek juda kichik sonni oldik. Uning qay darajada
kichikligini ko'rish uchun uni silindrning kinetik energiyasi bi-
lan solishtirishimiz kerak: Fu, = %Igng = 6.18 . 109%% =
6.18 - 10> erg (bizning holimizda inersiya tenzorining (33)-
komponentast [y = M(R? + L*/3)/4 ga teng). Ko'rinib turib-
diki I/E'kgn ~ 10738,

Gravitatsion to'lginlar hozirgacha tajribada kuzatilmagan,
sababi — ularning o'ta sustligi. Yaqinda (2004 y.) AQSh da
LIGO nomli gravitatsion to'lginlarni kuzatishga mo'ljallangan
lazer interferometri ishga tushirildi. Hisoblar bo’yicha bu asbob
Galaktikamizning markazida roy berayotgan o'ta kuchli jara-
yonlar (kuzatishlar shuni ko'rsatadiki, Galaktikamiz markazida
2.5 million quyosh massasigs teng massali qora kavak (kollap-
sar, (5.5)-paragrafga garang) bor, u o'zining o'ta kuchli tor-
tishish maydoni bilan atrofdan juda katta bo'lgan massalarni
har sekundda yutadi) natijasida hosil bolayotgan gravitatsion
to'lginlarni tutishga qodir. Gravitatsion to’lginlarning kuza-
tilishi umumiy nisbiylik nazariyasining katta yutuglaridan biri
bo'lgan bo'lar edi.

. . . T - ) b L a v - T R T ety
PRVERLE SR p F .\:; LR B ETh AR “.T} PRI FRa PR i T
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Umumly msblyhk
nazarlyasmmg Gamllton
forma&

7.1 Umumlashgan Gamilton dinamikasi
 ‘Elektromagnit va gravitatsion maydonlar bog lanishili sis-
temalar turiga kiradi. Bunday sistemalarda Gamilton for-
masiga o'tish uchun Dirak tomonidan birinchi bo'lib o'ylab to-
pilgan wmumlashgan Gamilton dinamikasidan foydalani-
shimiz kerak.

Oddiy Gamilton dinamikasining asoslarini eslatib ketaylik.
Erkinlik darajasi N bo'lgan, ¢, ¢ = 1,..,N umumlashgan
koordinatalar va ¢, 7 = 1,..., N umumlashgan teziiklarga ega
bo'lgan va Lagranj funksivasi L(g,q) bo'lgan dinamik siste-
mani ko'raylik. Odatdagi yo'l bilan winumlashgan impulslarni
aniglaylik: _

. N R oy
. = 3@*’ k2 yraeg LY. . .
Bu munosabatni ¢ larga nisbatan vechib topilgan ¢ = ¢(p, ¢)
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funksiyalarei ., . ¢ : shiirgde el s
H=3"pg ~L '

formulaga olib borib qd'ysak, olingan funksiya H{p, gq) sis-

temamizning Gamilton funksiyasi bo'ladi.

Ammo, bunday sodda yo'l hamma vagt ham ormh
bo’lavermas ekan. Ba'zi-bir hollarda (7.1)- ¢ ga nisbatan
yvechimga ega bo’lmasligi mumkin, to'g'rirog’i, mustaqil yechim-
larning soni erkinlik darajasi N dan kichik bo'lishi mumkin.
Boshgacha so’z bilan aytganda (7.1)-munosabatlarning ichida
tezliklarni o'z ichiga olmaydiganlari ham bo'lishi mumkin.
Shunday tengliklarning soni M ta bo'lsin. Demsak, M ta
umumlashgan koordinatlar uchun umumlashgan impulslarni
mos qo'ya olmas ekanmiz. Ularning o'rniga p* va ¢; lar orasidagi
M ta bog'lanishlarga ega bo’lamiz:

bm(pd) =0, m=1,. . M <N. . (72)
Harakat tenglamalari . 1
B R ;7 A ) S S -
. e A
- &oF o e 0

koordinata ¢* larning fagatgina N — M tasi uchungina harakat
tenglamasi boladi, chunki ularga fagat N — M tagina §* lar
kiradi. Koordinatalar va impulslarning variatsiyalari 8¢* va dp;
ixtiyoriy bo'lmay (7.1}-bo'yicha

a2 (B Fw)=0

i

shartga bo'ysunishi kerak. Bundan keyin kerak bo'igan bir lem-
maga to'xtalib o'taylik.

Lemma. Agar ¢,.(p,q) = 0 sirtga nishatan urinma bo'lgan
ixtiyoriy variatsiyelar uchun

XSG+ 0P =0
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bo'lsa, unda shunday ™ lar topiladiki g
| Wm s Db

A= U =y

e, agt’ Op;

bo'lads. )

Isbot. 2N o'Ilchamli {p, q} fazaviy fazoda (7. 2) shartlar 2N —

M Jlchamii sirtni tashkil qgiladi. Shungs yarasha ép;, 6¢* lar

¢, ning bar bir nugtasida 2V — M og}chamli urinma vektor
Pm
Op;

soni farazimiz bo'yicha M ga teng. Lemma isbot qilindi.

Quyidagi variatsivani hisoblaylik:

L dTpd - L) =

' I
fazoni tashkil giladi. Mustaqil { By’ } gradiyentlarning

) (fmq - m{‘iq)

va uni Gamilton funksiyasining variatsiyasiga tenglashtiraylik:

8H . AH (.o 8L\
Z(ﬁ g +§75Q) 2(52&0—5};5@)._ _ .(7.5)

i ¢

Hosil bo'lgan munosabatni

., OH L 8H AL\
o i ‘ap@)”?_( o~ a7) =°

korinishda yozib olaylik. Hogzirgina isbot qiling.an.' Lemma
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bo'yicha ((7.3)-larni ham ishiatsak) 7.

.  OH By,
qhé‘pﬁ;umr’h’ |
__OH _ . 0 .
' B="%¢ T & oy

tenglamalarga kelamiz. Bu tenglamalardan ko'rinib turibdiki,
N ta g lar N — M ta p;, lar va M ta yangi ozgaruvchi
u; lar orqali aniglanar ekan. Demak, umumlashgan Gamil-
ton formalizmida 2N ta ofzgaruvehi - ¢',p; va u; lar bo'lar
ekan. Bu tarzda kiritilgan u o'zgaruvchilar odatda Lagranj
ko' paytuvchilari deyiladi. Puasson qavslarini eslasak:

(095 _3f 3
{f.9}= ; (5}3;5(1@ At 3}'1;)

olingan harakat tenglamalarini quyidagi umumiy ko'rinishda
yozib olishimiz murnkin:

g= {H,g}“i"lzum{ﬁbm:g}. .. o (75),

Agar
.{U Brm g} = uﬁa{@:"m 9} + {um Q’}¢’m

munosabd.tda ikkinchi had bog'ianishiar sirtida nolga teng
bolishini hisobga olsak (7.6)-ning o'ng tomonini :

{H,g} + Zum{éﬂhg} = {H + Zum@jm: 9}

ko'rinishda yozib olishimiz mumkin bo'ladi. Ya'ni, umumiy’
holda vaqt bo'yicha siljitish generatori

Hr = H+ Zumqﬁm Lo {(7.7)

bo'lar  ekan. Bir narsaga e'tibor berishimiz kerak -
¢y = [ sirtga fagat hamma Puasson gavslarini hisoblab
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bo'lganimizdan keyingina o’tishimiz kerak. Bu shartni ifo-
dalash uchun (7.2)-ni quyidagi ko'rinishda yozib olamiz

Pm = 0. (7.8)

Bundan keyin (7.8)-tipidagi shartlarni, ya’ni, Puasson qavs-
lari hisoblab bo'lingandan keyingina ishlatish mumkin bo'lgan
shartlarni sust shartlar deymiz. Mavjud bo'lgan terminologiya
ho'yicha (7.1)-ta’riflardan kelib chiqgan (7.2)-shartiar birlam-
chi shartlar deyiladi. Ushbu shartlar vaqt bo’yicha albatta
o'zgarmas bo'lishi kerak. Ularning o'zgarmaslik sharti {7.6)-
bo'yicha
{H. ¢} + D tm{bm. 1} =0
ko'rinishga ega. Bu tenglik uch xil variantga olib kelishi
mumizn. Birinchidan 0 = 0 varianti, bu giziq emas. lkkinchi-
dan, Lagranj ko'paytuvchilari u,, uchun tenglamalar. Va, ni-
hoyat, birlamchi deb atalgan (7.2) larga keltirilmaydigan yangi
shartlar. Ularni
Xp= 0, 3: 1_, ,L

deb helgilaylik. Bunday munosabatlar ikkilamchi shari-
lar deyiladi. Tkkilamchi shartlarning ham vagt bo'yicha
o‘zgarmaslik sharti vana yangi shartlarga olib kelishi munkin.
Shu jarayonni oxirigacha davomr ettirib, hamma mumkin
bo'lgan shartlarni topamiz. Birlamchi va ikkilamchi shartlar
bir-biridan prinsipial farq qilmaydi va shu boisdan ular bir nug-
tai nazardan falqin gilinadi. Shu sababli ularning hammasini

=0, m=1.. M <N

ko'rinishda yozib olamiz.
Umumiy ko'rinishda

L=3" pdt =Y ute,— H

HU

: h P s P T
23 UL N e R R LG S S A A LT
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ceb yorlb oxmr, bu yercla p», 1, r — 1,.., N - KaIoIIK
o28ar¥YcbllarcUr, 4>, o = 1, ....m - bo*amablar ya u* - ba§-
racy ko'paybu¥YcbhbllaricHr. A§ar bo§'lam8blar yva Oatlllomiamn

(**b}-E°a6” {4, =" ¢ * (7.10)
a b

3baxHama bo'yatza (c,, ya ¢* lar p va m larmm§ Ix
Hvony IIInk8lyalarl(Mr) ‘bumitay bo"Yamrblar Aleenchl blz
bocflani8xlaH tieyllack. ((7.8)-bo'vioba bulaxr

{Da,De}**0, {¢d H}"0

ko'mtmiabla -bar VEkla ~178bIr*2 tmrxkm.)  (7.10)~3]2alllar
bo§'lanl8blar va Carlllon Funksxyaki ora®l(la§l Puazzomn mays-

lan Bo"Yar6blar @ (p,e) = 0 8IrIMa mol§a aylam$blm
blblgacK. 1ltumramn, beityomy {xkzaya F{p, o) ucbum
{I\p,}"0

bo'ka, buncky {unkslya bleencke ble yunxzeyaze veyllacH.
IIaba Blrnnchl Iypr I'mnk8lya8tr§ Puazzon may3l yama blnmnchbl
lur lunkslyasl ‘bo'lacK (18bol; allln§).

ASar Blror £ "unkayanm” “arc™ay(""*-bo§'larn"8b bllan Puas-
Box 1a¥8l bo'“amsblar 3kIlla nol§a lien§ bo'kmaza, va'u, bech
‘bo'lta§;arlcla Blror T wcbhun

{r,¢./"0

bo'18a, 'buncky I'mrkslya exxenchl ble Tmikalya8l cleyllacH.
IIzbbu bBlazzIlllka“ya™a to3 rayl8icla batTa boamsblaruir
BbInomnchl va 1kxlnchl Br bo§'lar8blan§a hoHmoacH.

Bu xkrlll§an 1;msmmncnalar absl;raxl; fmsnunchblar etas, balll
‘beyosit.a M21ka§a ~0"11am8blya o' Tlallan an lismmnenalar exar-
Jw\m elekl;ro(lmammika nmizobla ko'nb chblzayHk.

Elexklrora§mil; tayvclon ba§rary T'mmkzxyas! rxblimk
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Bu ta'rifdan kelib chigadiki ot L
Fo: = QoA — Fiho = (—00A — VAO)*;:T‘(E)H F -

- Fy = 045 — 0;A; = —ein (B

Shularni hisobga olib Lagranj funksiyasi zichligini

1 D N

= —=FpF = -F: = ~(E°—B
ko'rinishiga keltirib olishimiz mumkin (biz bunda birlik an-
tisimmetrik tenzorning é&yxeyr = 20k xossasidan foyda-

landik). Endi xuddi shu Lagranj funksiyasi zichligidan Gamil-
ton funksiyasiga o’tamiz. Uning uchun umumlashgan koordi-
nata A* ekanligini va, shunga yvarasha, umumlashgan tezliklar
AP = A* ekanligiini eslavmiz va nmumlashgan impulsiarni
topamiz: :

= e Fu= =B =0

Ap umumlashgan koordinataga mos keluvehl umumlashgan im-
puls vo'q ekan, demak, Ay dinamik o'zgaruvchi emas (uning
nchun harakat tenglamasi yo'q). Bu - elektromagnit may-
donning gradient invarianthigining, Lagranj funktsiaysiga A,
lar fagat antisimmetrik F,. orgali kirganining natijasidir.
Yugoridagi hisobdan ko'rinib turibdiki

FL

po = 1)

birlamchi bog'lanish ekan.  Uni ¢; bharfi bilan belgilayhk:
@1 = po. Boshga birlamchi shartlar yo'q. Tkkilamchi shartlarga
o'tishdan oldin Gamilton funksiyasi zichligini topaylik:

= AL EA— L E B =
HeSpd-L=-B A-SE-BY=
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PR

= ‘(Ez Bz) + E- VAO

Oxirgi haddan to'liq divergensiyani ajratib tashlab yubor-.
sak (Gamilton zichligidan intergal kattalikga - energiyaga, -
o'tganimizda to'liq divergensiya nolni beradi)
H o= %(E2 + B?) — AgdivE
formulaga kelamiz. Umumlashgan impulsla.r"\%a_kolbrdin.étg;
larning gavslarini kiritaylik:
{piqs} = 0 > {E(x, 6, Ay, D)} = "O%J‘S(x ¥)

{pl}(xs t)vAD(yt)} = 6()( “_y)v :
boshqa hamma qavslar nolga teng. Ykkilamehi shart
{H EDI} + ﬂl{él,él} =0

tenghkdan keltirib chigariladi. Yuqoridagi Puasson qavslarml
ishlatsak
divE =0

ikkilamchi shart be'lishini topamiz. Uni ¢y = divE deb belgi-
laymiz. Demak, :

1 . -

Hy = H+ ) = H +wuipp = f_Z_(EZ + B?) — AydivE + u1p
Dirakning terminologiyasi bo'yicha to’liq Gamiltonian bo'ladi.
Hg = H + wid + ugdy = H + w1y + updivl =

= {(E? + B?) + wipo + (w2 — Ap)divE

formula bilan aniglanadigan kattalik esa Dirakning ter-
minologiyasi bo'yicha wmumlashgan, yoki, kengaytirii-
gan Gamiltoniandir. Ushbu kattalik eng umumiy harakat
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tenglamalariga olib keluvchi kattalikdir. Endi «; ning talginiga
o'taylik. Agar Ag bilan Gamiltonianning Puasson qavsini
hisoblasak A, = 13 ekanligini, ya'mi, w, nofizik bo/lgan
o'zgaruvchining o'zgarish tezligiga teng ekan. Uni nolga teng-
lashtirsak bo'ladi: 4 = 0. Umumiy*holda us ni aniglashning
iloji yo'q, odatda uni ham nolgs tenglashtirib hamma noaniglik
Ay ga tashlanadi.

Harakat tenglamalarimi yudgorida keltirilgan Puasson qavs-
lari orgali hisoblab chigaylik:

B [ @y{Hrly, ). B} = % [ #4Bly,0), B} = 1B,

A= fd%{m(y,t),A} = _E VA,

i
St

7.2 Gravitatsion maydon energiyasi
7.2.1 Ta’sir imtegrali va harakat tenglamalarining
muhockamasi

Gravitatsion maydon energiyasi masalasi ko'p o'n yillar davo-
mida umumiy nisbiylik nazariyasining eng og'ir masalalaridan
biri bolib kelgan. Gap shundaki, ekvivalentlik prinsipi bo'yicha
biz fazo-vagtning ixtiyorly nugtasining atrofida lokal tekis
fazo-vagtga o'tishimiz mumkin, ya'ni, gravitatsion maydonni
go'yoki yoq gilishiniz mumkin. Bu esa shu nugta atrofidagi
gravitatsion maydon energiyasi zichligining ham nolga aylani-
shiga olib keladi, Agar gravitatsion maydon energiva-impuls
tenzorini kiribmogchi bo'lsak uning hamma komponentalari
shu sanoq sistemasida nolga aylanadi, bir sistemada hamma
komponentalari nolga teng tenzor ixtivoriy boshqa sistemada
ham aynan nolga teng komponentalarga ega bo'ladi. Bu holdan
qutilish uehun ko'pincha energiya-impuls psevdotenzori de-
yilgan va ma’lum derajada biz izlagan tenzor rolini o'ynaydigan
kattalik kiritiladi (masalan, [1],{2],[3]-larni garang). Ammo, bu
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‘muammoning boshga yechimi ham bor va biz shu yechimni
keltiramiz. Bu yechim umumlashgan Gamilton dinamikasi
asosida olingan bo'lib, ozining bir muncha giyinligi sababli
fagatgina 1980-chi yillarning boshidagina ma’lum bir yakuniga
keltirilgan {6]. Umumlashgan Gamilton dmamlkds]ga tegishli
tushunchalar avvalgi paragrafda yoritilgan.
(sravitatsion maycdon uchun ta'sir integrali

S:/d’-‘x\/?gﬁx/dt/'d%\/-—ﬁ o

ko'rinishga egadir. Bu ta’sir integralidan variatsion printsip
orqali Einshtein tenglamalarini keltirib chigarish mumkin
{bu metod {1]- va [3]-larda mukammal ravishda yoritilgan).
Hagigatan, bu yerdagi integral ostidagi ifoda variatsion prin-
sipni qo'llash uchun uncha qulay emas - R ga g, ning ikkinchi
tartibli hosilalari kiradi va variatsion metodni go’llashdan oldin
integral ostidagi odani ikki gismga bo'lib Gauss teoremasi-
dan foydalanib ikkinchi tartibli hosilali haddan qutilib olishi-
miz kerak.

Bu Lagran] funksiyasidan fagat t¢'liq divergensiyaga farq
giladigan va, demak, xuddi o'sha harakat tenglamalariga olib
keladigan boshga. bir kattalik ham bor:

V9L = V=49" (TpTE, = T, T+
+0, (V=997) 1%, - 0x (V=99"") I},

L

S

(7.11)

37-Mashg: ' :
(3.56}-dan fovdalanib to'liq hosilalarni tashlab yuborish yo'li bilan

V—gR==gL - 8, (V=g9""F%,} + 8\ (V—g9d"°Fl,)
ekanligini ko' rsating.

s t:i

Bu holda ta’sir integrali uchun
§' = [datey=gt = [at [a¥y=5L
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ifodaga ega bolamiz.  Gravitatsion maydonning kanonik
Gamilton funksiyasini olish uchun mamna shu ifoda quiavdir.
Biz ushbu paragrafda birinchi tartibli yoki, Palatini for-
malizmi deb atalgan formalizmdan foydalanamiz. Uning mo-
hiyati shundan iboratki, metrik tenzor g, va Kristoftel simvol-
lart T'¥, bu formalizmda mustagil kanonik koordinatlar - di-
namik o'zgaruvchilar deb olinadi. Hosil bo'lgan harakat teng-
lamalarining ichidagl bir gismi g,,,, va I”), orasidagi beg'lanishni
beradi. Bu gaplarni yana {soddarog bo'lgan) elektrodinamika
misolida namoyish gilishimiz mumkin, Elektromagnit maydon
Lagranj funksivasi zichligini

1 1 -
L= ZF'“"FW - §F#”(f}#AV ~ 3,40 (7.12)

ko'rinishda olamiz va A, va F,,, kattaliklarni mustaqil kanonik
o'zgaruvchilar sifatida qaraymiz. F,, bo'yicha variatsiyalash
natijasida hosil bo'lgan tenglama

-F:‘AL-’ = auAy - aUAH_

mana shu F, va A, orasidagi bog'lanishni o'rnatadigan
tenglama sifatida qaralishi kerak. (7.11)-Lagranj funksiyasin-
ing zichligida ham, yuqorida aytganimizdek, xuddi (7.12) ga
o'hshab metrik tenzor g, va Kristoffel stmvollari I, larni mus-
taqil kanonik o’zgaruvchilar sifatida garaymiz. Bu formalizinn-
ing birinchi tartibli formalizm deb atalishining sababi bu holda
Lagranj funksiyvasida fagat birinch tartibli hosilalar ishtirok
gilishidadir.

(7.11)-ni qulayroq ko'rinishga keltirish uchun metrik ten-

zorning o'rniga
B = g

o'zgaruvchini kirttamiz. Yangl o'zgaruvchimiz ikkinchi rang
tenzor zichlikdir. Bunda Lagranj funksiyamiz

V=L = k(0L =T T0 0+ 0,07 T8  — 8\h*°T,. (7.13)
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ko'rinishga keladi. Bu ifodaning /—gR dan ganday us-
tunligi bor? Birinchidan, bu ifodada ikkinchi tartibli (vaqt
bo'yicha) hosilalar yoq. Ikkinchidan, bu ifodaning asimp-
totikast magsadga muvofiqrog. Buni ko'rish uchun metrika-
ning asimptotikasidan boshlaymiz. Kuchsiz maydon va Nyuton
vaqinlashuviga o'tgande ko'rdikki,

Gy _g‘wx '!' O( ) F=00, - (714)

bo'lishi kerak (bu yerda gfo) - tekis Minkowski fazosining
metrikasi). Ya'ni,

1 A i .
Bagpu = (;5) ¥ I‘W =) (;:2—) , T . (715}

bo'lishi kerak. Bu shartlar eksperimental natijalarga mos ke-
lib ixtiyoriy koordinat sistemasi shu shartlarga bo’ysunishi
kerak. Umumiy nisbillik nazariyasi umumiy koordinat al-
mashtirishiariga nisbatan invariant edi, demak, umumiy ko-
ordinat almashtirishlari shunday bo'lishi kerakki, uning nati-
jasida hosil bo'lgan yangi koordinat sistemasida (7.14)- va
(7.15)-shartlar bajarilishi kerak. Bunday fazoni asimpiofik
tekis fazo deymiz. Asimptotik tekislilik sharti obyektiv fizik
ma’'noga egadir. Bu shartning buzilishi ma’noga ega bo'lmagan
natijalarga olib kelishi mumkin. Lagranj funksiyalari uchun
vagqol formulalarga nazar tashlasak va (7.14)-, (7.15)-larni
hisobga olsak

L y
V=GR —+ O (?—3) rooo,

N e (%) rooo

ekanligiga ishonch hosil qilishimiz mumkin. (7.13)-ning ustun-
ligi mana shu mulohazalarga asoslangandir - ko'rinib turibdiki,
S’ yaxshi aniglangan kattalik ekan.
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(7.13)-uchun Euler-Lagranj tenglamalari
ocr oL . 0L oL

emroi— = g = 0 Bz = o = 0
. 6;. O Wb ahA g r g)g:g. 8[‘ gl .
-gquyidagi ko'rinishga ega bo'ladi:
r:‘\JAFﬁU - F?)O‘Ff:,\ = 60']:;0 - 8p[‘£cr' (716)
1 'y L A e LT LA T
@R A SRR + BT+ WPET 80 = BT, + REOT

(7.17)
(7.16)-tenglama R,, = 0 shartning o'zidir. Rostdan ham,
biz Lagranj funksiyamizda modda zichligini hisobga olma-
gan edik, demak, bo'sh fazodagi gravitatsion maydon tengla-
malariui olishimiz ajab emas. Bunday yondashishda (7.17)-
tenglamalarning ma'nosi shundan iborat bo'ladiki, ular g,
va. I'%, lar orasidagi boglanishlarni beradi. Bu ifodaga
diqqgat bilan qarasak uni quyidagi ko'rinishga keltira olishimizni
ko'ramiz: :

Oh = KTG, WD), —WOTY,. o (T8)

Tenzor zichliklardan (A" - vazni minus birga teng bo'lgan ten-
zor zichlikdir) kovariant hosila olish goidasi (3.22) bo'vicha bu
tenglik bor-yo'g’i A”* ning kovariant hosilasining nolga tengli-
gini bildiradi:

V= 0. (7.19)
(7.18)-tenglamalarning ichida vaqt bo'vicha hosilani o'z ichiga
olmaganiari ham bor. Ularni alohida yozib olaylik:

BiRY — RMTY 4+ BT, + RETE =0, (7.20)
| OGR4 ROTY, 4 2h%TY, — h™T = 0; (7.21)
SR 4+ B+ BT, 4 MY — hYTE = 0; (7.22)

Elektrodinamikani eslasak, undagi vaqt bo'vicha hosila kir-
magan tenglamalar - divE = 0 va divB = 0 - bizga may-
don boysinishi kerak bo'lgan shartlarni berar edi. Yuqoridagi
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tenglamalar msﬁen’wmdaﬂ 'hﬂ%n’r g(uddl éﬁ'ﬂi inaqsadda. - may—
don bo'ysinishi kerak bo’lgan sha,rtlarm toplsh magsadida foy-
dalanamiz. Ry

7.2.2 Ba’zi-bir matematik ta’rifiar
Gamilton dinamikasida vaqt o'zgaruvchisi alohida rol o'ynaydi,
shunga yarasha, fazoviy koordinatalar ham alohida rol
o'ynaydi. Fazoviy koordinatalarni shu maqsadda ajratib elamiz
va ularga mos keladigan egrilik Kristoffel simvollarini kiritamiz.
Buning uchun avvalam bor uch olchamli metrik tenzorni kiri-
tishimiz kerak. Buring ikki xil yo'li bor, biri (3.10)-paragrafida
{3.38)-,(3.39)-,(3.40}- formulalar orqali kiritilgan. Lekin bizga
hozir boshga bir yo'li qulayrogdir. Uch o’ichamli kovariant
metrik tenzor to'rt o'lchamli kovariant metrik tenzorning fazo-
viy komponentalari bilan mos tushadi deymiz va kontravariant
tenzorni

Y85k = Ok

munosabat orqali kiritamiz. Ko'rish giyin emaski,

v s 9" | -
7 == g* - (7.28)

bo'lladi., ek T et
SEw Ny g Y

38-Mashq: )

9" gus = 85 formulaning §. ¥, § va & kompwﬂﬁntalarlm yomb chigings
? tenglamadan go; ni topib § tenglamaga olib borib qo’ ymg va. (7 23)-,
101 mulani oling. .

Shuni hlsobga ohb uch o'lchamli fa,zodagl Kristoffel sunvol—
larini

Yok = 57* (D505 + Drty — Ougn) .
SR T
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formula orgali kiritamiz. Oddiy hisoblardan keyin ., -
i i Y e
ik ik g% ik

munosabatni topishimiz mumkin, Buni bizga.qulayrog bo'lgan
ko'rinishga keltiraylik:

N EA

0 e
S Y

= Tt pog

Uch 0’ lchamll fa?c uchun Richchi tensorini quyldagicim ifo-
dalaymiz:

Rz(a’) 3! tig ,«'m + ’Yek h;,. 'Yf‘k'?ff- K (7.25)

Undan tashqari, L '
v =det(gy;) va g-=detg, ;._ .(7‘26)

belgitashlar kiritsak |
W =vfg .. G (7.27)

ekanligiga kelamiz. A% va A% vazni —1 ga teng bo'lgan {(uch

o'lchamli) tenzor (skalar va vektor} zichliklar ekanligini hisobga
olib va (3.24)-, (3.25}-, (3.26)- formulalarni eslab, ularning ko-
variant hosﬂalaruu csongina topishimiz murnkin:

Vih™ = G0~ k™, Vih® = Gh% kR~ R (7.28)

Bu formulalar va {7.21)- {7.22)-yordamida biz guyidagi muno-
sabatlarga kelamiz: .
(V e AT

(7.29)
Ammo h%/h% lar zichliklar emas balki 3-vectorlardir, shuning
nchun

Tk = (v B 4 BETY) L T =

hDU hUD

1 RY G
e R (=

it pooT.
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munosabatga egamiz. . 107 v G

J9-AMashqg: ;
{3.50%-ni eslab (7.30)-ni isbot q11mg :

1 .
. & (7.3

ik 3 Dip0k 001k —
— RO HS RO, My = 5T

Kiritilgan kattaliklar gravitatsion maydonning umumlashgan
koordinatalari va wmmumlashgan tmpulslari rolini o’ynar
ckan.

7.2.3 Lagranj funksiyasini soddalashtirish

Bizning magsadimiz Lagranj funksiyasini quyidagi ko'rinishga
keltirish:

L= / d3r/= gL = f d%-{mj@gqﬁ ~ 3 A" ’H} (7.32)

bu yerda A, - Lagranj ko'paytuvchilari va ¢™ - bog'lanishlar.
(7.13)-dagi uchinchi va to'rtinchi hadlardan boghlaylik, Uler
quyidagicha ochiladi:

B hUTE — O\RT), = 8ohTY; — Geh™Ty; + By T+
+0:RO T, + 0T + ORITY, + +ORITY — BT~

- —8:h"Thy — 20:R™V; — BRI _
(7.33)

(7.13)-dlagi birinchi va ikkinchi hadlar esa quyidagicha ochiladi:
R (TT 8, = Th T = h® (T4,T5 + T T — Tt~
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~TgTs,) + 20 (T4,TS, + T4, 1S, — Thel'% ~ ThTZ) +

. LRy
+hY (Fg()r?j + Ul + Tl + TR~ s
--113;?0 - FEJ‘?: - FEO by Fik) R cd b
' o (734)
Agar (7.21)- and (7.22)- larni hisobga olasak =~ = v -

Ty (~8:h% + hOTY ~ ROTY, ~ 2K%9T) 41 e

+TS (0™ + KT, + KT ) = 0,
ekanligini topamiz, ya'ni, '§; ko'rinishdagi hamma hadlar yo'q

bo'lib ketadi. Umumlashgan Gamilton dinamikasi belgilashlari
tilida

e AG = ;™ + RT), + hzjrgj =0 o (7-33)
va Co _
AP = - 8h% + BT, — W°TY, ~ 2h%TY, =0 (7.36)
kattaliklar birlamchi bog/lanishlar bo'lib xizmat qiladi, '],
va [}y lar esa mos keluvchi Lagranj ko'paytuvchilari rolini
o'ynaydi.

Vaqt bo'vicha hosilali hadlarni yig'ib chigib umumlashgan
koordinatlarga o'tsak quyidagi ifodani olamiz:
- OphOTY; ~ Buh™T0; + Boh% T, — Boh¥ T, =

: _ {7.37)

= I1;;34q7 + 8, 1n R™3AY — Gy In R HR%.
Yana bir marta {7.21)- va (7.22)-larni ishlatsak quyldagi sod-
dalashtivishga erishamiz:

5ihoipﬂj — 28R, — hOOFfDTﬁ,}- + 2h0THT 4 — 20T ’ngfﬁ

HRITYTY, ~ 9 (TG, + i) = A% (Tok; — il )
| (7.38)
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{7.20)-ni ishlatib quyvidagi soddalashtirishga kelamiz: "~ ¢

[h; (8k + 20T + W' — AT3,) = T8, (KFh, — 1TY,) .
(7.39)

Mana. shu soddalashtirishlardan keyin bizning (7. 15] Lagranj

funksiyamiz quyidagi ko'rinishni oladi: .

JTGL = T80 + 0, In KOS — By In k%5, oy

+h (T4T%, — [olly) + AT — 87T+ - _"(1?_4'0)

+h* (Tfkrij — DET% ) + 1, (hmréj - hojra?') .

Tekshirib ko'rish mumkinki S
8; In A3 AY — 8y In H¥GRY = -.
_ o (7.41)
= —8; (%8 In RO} + 8, (A™8; In R},
bu esa shu ikki hadni tashlab yuborishimiz mumkinligini
bildiradi - birinchi had toliq divergentsiva, ikkinchi had qan-
daydir funksiyaning vaqt bo'yicha hosilasi. To'lig divergen-
siyalarni tashlab yuborish yo'l bilan (7.40)-ning ikkinchi ga- -
toridagi hadlarni kerakli ko'rinishga keltirtb olamiz:
BT — QRITY =
| (7.42)
= BBl — By} + R (AP Ty) — B(RMTL) )

(7.25)-, (7.24)~, (7.28)- va (7.31)- formulalarni ishlatib
WY (O — ey + BTl — B(h™TLy) + THTY, — ThIY,) =

= AR + BIRYRY (10, Ty — Tl +

AR (VE(hmH.;j) _ vi(}l{unjj)) . oo
: : (7.43)
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munosabatga kelamiz. (7.40)-ning ikkinchi qatoridagl birin-
chi had va uchinchi gatoridagi tkkinchi haddan boshqga hamma
hadlarni ko'rib chigdik. Ular ustida bir-muncha ishlash nati-
jasida quyidagilarni olamiz:

LR (PRLE - D) = e s e
© = BRI (T nn.iknij)+2h“ﬂ,jv,h0f—"§' o ()

¢ 2RI VR 4+ ( VRO, 0% — VR%Y hﬂf)

£,00
0 (R0 a0t Y I 0F [P0kl 30k _
r{)z A% g — R, T (R R h* R

V } 00 hoj 0s A i

Vh

r.H‘)ﬂ

—— Ty (R0 — B 0‘“) + %}—Hh (hf’*v Y — RV

o (7.45)
Endi olingan hadlarni ularg,a II-ning nechanchl darajasi kirgan-
ligiga qarab vig'a boshlaymiz. Birinchidan, IT-ning kvadrati
kirgan hadlarni yig'amiz:

o H@jﬂu (huﬂhikhﬂ — RO + ki h”khm — ROk 0 4+

’ + 0 RO Rk _ 05 g h(}k) 7 H” Hkl. ( ikqjl . q‘ij Q.M) -

i

1 .. :
“gﬁgququ {(T0;1Teg — My TT ) .
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IT bo'yicha chizigli hadlarga kelayllk

hij (Vt(hmnéj) _ vi(hyﬁinﬁ)) H (hﬂnhkl hsih()k)
F2RUIL NV AY — 2RRLL VA 4 gu“onh (R R0 —

0; oy _ q*'fﬂ,;.-h‘” qiinl,hﬂj
40038) = v (L) - v (L3 -

h()

h‘):’ V; ( & Hf,j) -+ %Vi (q“l"h,-) + h.‘fﬂ,;j‘v;h‘”—w

—h'; Vi + b9 (D (RMTL) — V(R TL)) =

= MZE}:‘EV{ ({jj kH ) ‘:: va; (Qj kﬂh) . a

(7.47)

Quyidagi tenglik qavs ichidagi ifoda vazni (-1) bo’lgan vector
zichlik ekanligining natijasidir: :

qn_; II‘@J hﬂf ) qij Hij hOJ
Vi (“"7@0_" =0 5,00 :

O’z navbatida, hosil bo'lgan to'liq divergensivani tashlab yu-
borishimiz mumkin.
- kirmagan hadlarni yig'aylik:

i (v YV % — VRNV A ) —
) vx_hﬂf) hﬂj o h N . -I.I [ R .
" TRo0 (honv R = p VahT | = (748)

: hOz : . hOé hﬂihOj (3)
=V; (h%v;;—) -V, (h”fviw) =Ry
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bu yerda biz (7.30)-ni ishlatdik. Bu yerdagi birinchi ikki hadlar
ustida quyidagi almashtirish bajaraylik:

hOi h(}n
(o) o)

=5 [h"fajf_o_o - h"*aj w6 T ,«ﬁhﬂJ+

o Y™ — vhg Yag" — vlq"
: +&:( = “Eﬁﬁ_g_') = 0 ( : hoo““— =

.
i

i
3

~a (E%aiqif) - -9, (( i 1) 0197) + 00,0 = 8Bya”.
(7.49)
Ushbu ketma-ketlikda biz ikki marta to'lig divergensiyalik had-
larni tashlab yubordik (strelka bilan belgilangan joylarda).
Qoldirilgan oxirgi had ham divergensiya ko'rinishiga ega-ku,
deyish mumkin. Gap shundaki, bu had r — oo da 1/7°
ko'rinishga ega, demak, undan olingan integral nolga teng
emas.
Yakuniy ifoda:

V=L = TL,;05q" hf'ﬂq G (T My — Mg + 0:0,47 -

o 0
-2V (¢7*M05) + ,i,oov (¢ M) - hmun@)_

(7.50)

Ko'rinib turibdiki, TI; va ¢ lar o'zarc go’shma kanonik

o'zgaruvchilar ekan: I;; - umumlashgan impuls, ¢% esa umum-

lashgan koordinata. Ammo ulardan tashqari yaua boshqa
i

I
o'zgaruvchilarni ham ko'rishimiz mumkin - 7% va oo Ularga
mos keladigan umumlashgan impulslar va tezliklar ho'lmagani

uchun ularni Lagranj ko'paytuvchilari sifatida qarashimiz
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kerak. Bundan keyin LagranJ ko' paytuvchm sifatida J— nmg

i
o'rniga A =1+ 50 nl qaraganimiz qulayroqdir:
Natijada gravitatsion maydon Lagranj funksiyasini quyidagi
ko rlnlshga keltirib olamiz:

L= / 3 (000" — X°Cy — NG, — ’H) (7.51)
Bu yverga kirgan kattaliklar: Gamilton funksiyasi -
H=~-Cp—~ 3s'3jqijé
shartlar (bog'lanishlar) ~ _ _
- Co = qg*! (Tl5TTy = Mllx ;) + YRs, YRs = ¢?RY;

Oy =2V, (qjknjk) —2V; (qjknk-i) ; o
va Lagranj ko'paytuvchilari -

1 I S

A =1 B e hﬂﬂ’ . /\ = 'hﬁ BN

Bu formulalarda paydo bo'lgan R,(;f-) uch olchamli fazoning
Richchi tenzori va RY®)- uning Richchi skalyari. Cp- va Ci-
larning shartlar ckanligi shundan ko'rinib turibdiki A%~ va A*
larga mos keladigan umumlashgan tezliklar (7.51)-da yo'qdir,
Lagranj ko'paytuvchilari bo'yicha variatsiyalash
C{) = 0, C;‘ = O

tenglamalarga (shartlarga) olib keladi. Fizik kattaliklarni (shu
jumladan Gamilton funksiyasini} (hamma Puasson qavslari
hisoblab bo'lingandan keyin) mana shu shartlar aniglaydigan

sirt ustida hisoblashimiz kerak. )
Gravitatsion maydon energiyasi uchun [ e

E= f LaH = f S ~0g™)
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formulani olamiz.. Integral cheksizlikka intilayotgan sirt
‘bo'vicha olinadi. Bu integral nolga teng emas, agar ¢*-ning
ta'rifini va {7.14)-formulalarni eslasak, dy¢* ifodaga r — oo da
1/r? ko'rinishli hadlar kirishini ko'ramiz. Yana bir bor elektro-
‘dinamikani eslasak, unda to'liq zaryad yugoridagi formulaga
o'xshash asimptotik formula orqali aniglanishini ko'rishimiz
mumkin: :

Q= fd,%;p = ;11}— fd%divE = 4‘:_’2”“

o= ZE ./ db}.—E = 4?? fdsk( ()k‘p)- K:'cf. TR

Oxirgi tenglikka o'tganda elektr maydonning vagt bo'yicha
hosilali gismini hisobga olmadik. FElektr zaryad bilan tor-
tishish maydonining energivasini nima uchun solishtiryapmiz?
Tortishish maydoeni energivasi uning gravitatsion massasi bi-
lan boglangan, u esa — uning gravitatsion zaryadidir. Bu
tushunchalar orasida jiddiy farq ham bor albatta. Flektr
zaryadining ishorasi ikki xil bo’lgani uchun to'liq elekir zaryad
maydon nolga teng bo'lmagan holda ham nolga teng be'lishi
mumkin. Gravitatsion energiya-massa hagida biz bunday deva
olmaymiz, uning ishorasi hamna vagt musbatdir.

Avvalgi paragrafda keltirilgan nazariya bo'yicha (7.51)-
formula sistemaning erkinlik darajalarining bir qismi ma’lum
shartlarga bo'ysingan holda o'rinli bo'ladi. Dirakning termi-
nologivasi bo'yicha :

Hy = H + XCp + NC;

to'liq Gamiltonianni tashkil giladi. Shu to’liq Gamiltonian vagt
ba'vicha siljish generatori rolini o' ynaydi, ya'ni. xuddi shu Hy
harakat tenglamalarini beradi. Buni ko'rish uchun umurnlash-
gan impulslar va umuamlashgan koordinatalar orasidagi {7.51)-
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dan kelib chigadigan Puasson qavslarini yozib olaylik: "
. 1, i g \
(Bt 0,07 | = (06 + 80 59 ).
Bu verda Kronekker-deltalarining paydo bo'lishiga sabab shuki
ifodamizning chap tomoni (¢, £} va (4, 1) indekslar bo’yicha sim-
metrikdir, uning ¢'ng tomonini ham xuddi shunday xossali gilib

olishimiz kerak. Endi harakat tengiamalarini keltirib chigari-
shimiz mumkin. Umumiy goida bo'yicha

I1;(z) = fdgy {HT(.TJ)=H€J (x)}

i) = | d%{mm),qﬂ(z)}

bo'lishi kerak. Bu Puasson qavslarini hisoblab cthayhk
Hisobga kirgan qismlarni alohida yozib olaylik:

{q“(y)q“(y)j nﬁj(x)} _

= L (o 580) 0 (588, 038) 9 )

zjds"';m{v? ¢ Myk) = Vi (quHPJ)’H"J(x)}: e
A .
e ena-a(E) el
ROl 0! Rt "
_zvf(hm)n -, (heo) M, -V, (hm)mj

Kovariant hosila gavsi argument bo'yicha ta'sir gilayapti degan '
savol ravshan bo'lishi uchun biz o'sha argmmentni hosilaning

il
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yugori indekst sifatida ko'rsatdik. Ikkinchi gatorga o'tganda
biz integralni bo’laklab integralladik, chunki Puasson gavsi shu
hosila ostidagi funksiyaga ta'sir qilishi kerak, buning uchun uni
boshqa operatorlarning ta’siridan ozod qilishimiz kerak. Oxirgi
gatordagi hamma funksiyalarning arguinenti z. Qolgan hadlar:

f d*y { ’R(S}?U@("”f)} =-R}, L

gpg.i‘) d : v whe o
AT VL
/dgy {@ﬂ:q""(y), Hz’j(x)} =0. i

Hamma hadlarni yig'ib chigsak quyidagi harakat tengla.masml
olamiz: .

i

ij-—-—?;_qki(ﬂk;ﬂ” ~ T, I0)) —~ = (3)4r

- o ol of
+2V, (2’00) I — V, (200) -V, (::nu) I '

Agar (7.51)-formula orgsli aniqlangan Lagranj funksiyasini
Eyler-Lagranj tenglamalari sistemasiga qoysak (g”-larni
umumlashgan koordinata sifatida qarab), xuddi shu tenglama-
larning o'zini olamiz.

Koordinatalarning vagt bo'yicha hosilasini ham Puas-
son ¢avslari orqali yugorida yoritilgan yo'l bilan topishimiz
mumkin:

<'52)

' !
; =ij — ?" if kb ikl T — 2% h’ if 4
i T\ e ) e 7 g7+

(7.53)
RN Lo (R
‘“}"V;‘«_ (h—aa) g+ Vk (?@) i 5,

‘Bu tenglamani ham (7.51) La,granj funkﬁyaﬁldan keltzrlb

chigarishimiz mumkin. o et b g
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Endi olingan kanonik tenglamalar Finshtein tenglamalari bi-
lan bir xil bo'lishini tekshiraylik. Buning uchun Einshtein teng~
lamalarining fazoviy qisminigina kanonik o'zgaruvchilar tiliga:
o'tkazishimiz yetarlidir (chunki ularning fagat mana shu gis-
midagina vaqt bo'yicha ikkinchi tartibli hosilali hadlar kiradi):

Ry = (‘}AI‘% 1 b A ~ 1%y, = 0. (7.54)

ij- o
Ba'zi-bir hisoblardan keyin
= Gp(R™Ly;) + Owrf + Bu(A™ L),
(7.55)

: ) Vihm
~OiT3 = 9555~ — O

ekanligini ko'ramiz. {7.54}-dagi oxirgi ikki hadni ko'raylik: "

LT, = K¥I,TE, + T (%’l - ﬁ,—) ; o
(7.56)
219, = %% + FL,TG + T + 5T

(7.18)-tenglamaning hamma indekslari nolga teng holini ola.y— .

lik:
O = —AOTS, + hOTL, — 2RYT,. (7.57)

Hamma hadlarni joyiga qo’yib chigganimizdan keyin

= Ry = BT + 20 (T, — Wdly) + Rg)“

—2[;APV i + MRV, e + I,V
i i 758 aft g Reo it 100
(7.58}.:

tqhglarﬁaga kelamiz, bu esa {7.52)-ning o'zidir.
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8

Relatlwstlkkasmologlya -

FENTERE

AT

Yuqorida aytganimizdek, tajriba shuni ko'rsatadiki, Koino-
timiz bir jinsli va izotropdir. Kichik masshtablarda biz buni
ko'ra olmaymiz - bizni modda tagsimoti o’ta notekis bo'lgan
Quyosh sistemasi qurshagan, Galaktikamizning ichida ham
modda tagsimoti notekis {Galaktika yulduzlardan iborat),
galaktikalar to'plamlari ichida ham, Ammeo, tomonlari 106
Megaparsek (= 100 - 10%ps = 3.27 - 10* yorug'lik yili ) bo'lgan
kubming ichidagi modda migdori shu kubni Koinotning qan-
day nuqtasida tanlab olishimizdan qat'iy nazar bir xil bo'ladi.
Ya’ni, Koinotda modda tagsimoti (galaktikalar turkumlarining
tagsimoti) fazo bo'vicha bir tekisdir va Koinotning markazi
yo'qdir. Bunday tasdiq kosmologik prinsip deyiladi. U ko'p
villik kuzatuvlar natijasidir.

Zamonaviy kosmologivaning asosida Katta Portlash
g'oyasi yotadi. (Yoya shundan iboratki, ¢ = 0 vagt momentida
Katta Portlash natijasida Koinotimiz paydo bo'lgan. Undan
oldin nima bo'lgan degan savolning ma’nosi yoq, chunki vagt-
ning o'zl shu dagigada paydo bolgan, ungacha na vaqgt va na
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fazo bo'lgan. Ma'lum bir darajada g'alati bo'lib ko'rinishiga
garamasdan bu fikr zamonaviy fandan kelib chigadigan va
tajribaviy asosga ega bo/lgan fikrdir. Tajribaviy asoslarning
ichida eng muhim bo'lganlari ikkitadir - Koinotning kenga-
yishi va mikroto'lgin nurlenish foni (relikt nurlanish}.
Galaktikalarning bir biridan uzoqglashayotganligini birinchi
marta 1917 yil amerikalik astronom Slaifer kuzatgan, 1929
yilda esa amerikalik boshqa astronom Xabbl galaktikalarning
o'zaro qochishi umumiy bir qonun ekanligini va ushbu fakt
- Koinotimizning kengaya borayotganini bildirishini anglagan.
Hagiqatan, bir-biridan galaktik to’plamlar nzoglashmogda. ! va
ularning o'zaro uzoqlashish tezligi v o'zaro masofa r ga to'g'ri
proporsionaldir: .
v=Hr.

Proporsionallik  koeffitsienti A Xabbl doimiysi deyiladi.
Hozirgi ma'lumotlar bo'yicha H = 72 km/ (s - Mps), ya'ni,
masofa bir megaparsekka oshganda nzoglashish tezligi 72 km/s
ga oshadi.? '

Kuzatuviarni bir joyga yig'sak Koinotimiz bir jinsli va galak-
tik to’plamlarning hammasi bir-biridan fagat o'zarc masofaga
proportsional bo'lgan tezliklar bilan gochmoqda. Bu holatni
quyidagi misolda ko'z oldiga keltirish mumkin: sharni puflay-
lik, uning ustidagi hamimne nuqgtalar bir-biridan uzoqlasha bosh-
laydi, ikki nugta orasidagi masofa gancha katta bo'lsa, shu nug-
talarning o'zaro uzoglashish tezliga ham shuncha katta bo'ladi.
Bir-biriga yaginlashayotgan galaktik to’'plamlar shu paytgacha
kuzatilgan emas. Bu fakt kuzatish nuqtasini qaysi yerda ianlab
olishimizga bog'liq emas.

Oxirgi kuzatuvlar shuni ko'rsatadiki, Koinotimizning ken-
gayish tezligi borgan sari oshib borayapti, va'ni, Koinotimiz

1Galaktik to'plamlar ichida galaktikalar bir-biriga vaqinlashishi ham murmkin,
masalan, Mahallly to'plam deb ataladigan va bizaning Galaltikamizni o'z ichige ol-
gan to'plamning ichida bir-necha galaktikalar bir-birigs yaginlashmocgda, hatto, Kickik
Magellan Buluti galaktikasi bizning Galaktikamiz bilan bir nocha million yildan keyin
to'gnashadi ham.

1M ps = 10%s, 1ps = Lparsek = 3.26 yorug'lik vili.
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fezlanish bilan kengayayapti. : :
Ikkinchi muhim fakt - mikroto’lgin nur}amshl foni. Koinot
bir necha santimetrli to'lqin wzunligidagi uzunlikka ega bo'lgan
nurlanishga tolgan ekan, bu nurlanish Yerga hamma tomon-
dan bir xil intensivlik bilan kelib tushadi. 1946 yilda G.Gamov
Katta Portlash fikrini olg’a surganda uning natijalaridan biri
sifatida butun fazoni to'ldirgan mikroto'lgin nurlanishi bo'lishi
kerakligini ko'rsatgan edi. Katta Portlash natijasida hosil
bo'lgan fotonlardan iborat gaz ilk paytda juda katta tempera-
turaga ega bo'ladi, vaqt o'tib, (muhit asosan neytral atomlar-
dan iborat holatga o'tganda, keyin ko'rsatamizki, ¢ = 300000
yildan keyin) bu gaynoq gaz muhit bilan deyarli o'zaro ta’sic
gilmay go’yadi va uning temperaturasi koinotning hajmi osh-
gan sari terrmodinamika qomunlari bo'vicha kamaya boradi
{biror hajmli idishda turgan ixtiyoriy gaz temperaturasi shu
hajm oshishi bilan pasaya boradi ). Hozirga kelib uning tem-
peraturasi 2.7K? ga teng. Ushbu mikroto’lgin nurlanish foni
(MNF) vuqori darajada bir jinsli bo'lib (tajriba ko'rsatadiki,
nning bir jinslilikdan chetlanishi 10-% dan oshmaydi) Koino-
timizning bir jinsliligini tasdiglaydi. MNF ni Katta Port-.
tashdan boshqa hech qanday yo'l bilan tushuntirib bo'lmaydi.
Keinotda galaktikalar, vulduzlar, yulduzlararo chang va ga-
zlar, SuperNovae (o'ta Yangi) yulduzlar, kvazarlar va h.klar
juda ko'p, ularning hammasi o’zidan har xil nur chigaradi va,
birinchi qarashda, ushbu MNF ham shular tomondan hosil
qgilingan bo'lib ko'rinishi mumkin. Ammo, shu yo'l bilan hosil
gilingan nurlanishning spektri juda bir notekis tagsimlangan .,
to'lgin vzunliklariden iborat bo'lishi kerak, MNF ning spek-
t1i esa qora jism nurlanishi spektriga mos keladi, Ya’ni, MNF
- muvozanat holatidagi fotonlar gazi ekan, yulduzlar, galak-
tikalar va h.k. hosil qilgan nurlanish hagida biz bunday deya .
‘olmaymiz. Ikkinchidan, MNF ning zichligi hamma galaktika
va yulduzlarning hosil gilishi mumkin bolgan nurlanish zich- »
ligidan taxminan 10% marta kattadir (1 0m3 da 400 foton, ener- ;
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giya zichligi & = 4- 10718 erg/efn®). Shu sabablarga ko'ra MNF
ning mavjudligi Katta Portlash g'oyasining eng rmuhim tasdig’i
sifatida qaraladi.

Katta Portlash stsenarlysml ko'rib chigaylik. Avvalam
bor, dusnyoviy konstantalardan vaqt ¢'lchamligiga ega bo'lgan
kattalikni tuzaylik (uni Plank wvagti deyiladi): tp =
RYEGU2c-5/2 o~ 5.4 - 1074 sek. Mavijud bo'lgan fanimiz mana
shu sondan kichik bo'lgan vagt intervali hagida hech narsa deva
olmaydi. Shuning uchun Koinot tarixini t = tp dan bosh-
lashimiz kerak.

Agarda boshlang’ich momentdan oldin modda bo'lmagan .
bo'lsa, kevin u qayerdan payde bo'lgan? Axir energiyaning
saqlanish gonuni (ixtivorly massaning energiyasi bor) buzili-
shi mumkin emas-ku? Bu savolga massa defecti (tangisligi)
tushunchasi orgali javob berish mumkin. Oddiy misol sifatida,
deytronnm olib garaylik. Deytronning massasi A{; unga kirgan *
proton va neytronlarning massalarining yig'indisidan kam:

My = M, + M, — AE;/c".

Bu yerda AE,; = 2.2 Mev - deytronning massa defekti. Ushbu
massa defekti yadroviy o'zaro ta'sir natijasida paydo bo'ladi. -
Devtronni parchalash uchun unga hech bo'lmaganda mana shu
AFE energiyvani berishimiz kerak.

Endi o'zaro boglangan ikkita massiv yulduzlarni olib
ko'raylik, ular orasida tortishish kuchi ta'sir gilsin. Sistema- :
ning massasi
GM, M,

ctr
ko'rinishga ega bolladi ( magsadimiz fagat prinsipial
tushuntirish bo’lgani uchun masalani Nyuton yaginlashuvida-
garaylik ). Ko'rinib turibdiki, sistemaning massasi gravitat-
sion defektga ega. Bu hol (5.8)-formulaning xususiy holidir,

Moy = My + My —
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o'sha formulada norelativistik yaginlashuvga o'tsak
m = /p(r) 1— de
0

: ga keia.lmzKuchsu maydon yaginlashuviga o'taylik. Bu holda

——

i

Ty %145
t r_\'/]+(:2ﬂ1+c2

boladi.  Bir jinslt Koinotni ko'zda tutib p o'zgarmas holni
ko'ramiz va borlig massasini M deb olib u uchun

M:pV+fmpd,V |
]

formulaga kelamiz. Tkkinchi had - massa defektini ifodajovehs
haddir {p < 0). p = const bo'lgani uchun

Gm _ dxGpr?
ro 3

w =
deb olamiz va
| dic 1672Gp?
M= —pa® — - 5
g T |

ga kelamiz. Bu mulohazalarda zichlikning o'zgarmasiigi muhim .
bo'ldi. Eng ajoyibi shundaki, ikkinchi xad birinchi xadga nis-::
batan radius o'sishi bilan tezroq o'sa boshlaydi va radiusning

o= / 15
“VarGy

ga teng giymatida sistemaning to'liq massasi nolga teng bo'ladi. i
Ya’ni, Koinotimizning to'liq massasi massaning gravitatsion de--
fekti hisobiga nolga teng bo'lishi mumkin, vaholangki, butun
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Koinot moddaga to'lgan bo'ladi. Bu, albatta, bir soddalashti-
rilgan misol, undan magsad Koinotda massa gayerdan paydo
bo'ldi degan savolga javob berish mumkinligini ko'rsatish.

Koinotimizning Katta Portlash ssenariysiga asoslangan ta-
rixi quyidagichadir. Birinchi navbatda temperatura va vaqt
orasidagi bog'lanishdan boshlaylik: '

T(Mev) = t~1/2(sek). . (8.1)

Bu formula o'ta qaynoqg relativistik modda uchun to'g'ridir,
uning kelib chigishiui [9]-dan topish mumkin (187-betda ham
shunday bog'lanish keltirib chigarilgan). Chap tomonda tem-
peratura megaelektronvoltlarda berilgan, 1ev = 11600°K ekasr-
ligini hisobga olsak 1 Mev =~ 101%°K gradusga to'g'ri keladi.
Demak, £ = 10710 sekundda 7" = 10'® gradus bo'lgan, t = 0.1
sekundda esa T = 30000° gradus bo'lgan. Koinot tez kengayib
{va sovub) borgan.

Shu joyda bir narsaga to'xtalib o'tishimiz kerak. Zamona-
viy qarashlar bo'vicha temperaturaning o'zgarishi bilan siste-
maning simmetriyvasi o'zgarishi mumkin, ma’lum bir tempera-
turalarda sistemmada ikkinchi tur fazaviy o'tishlar ro’y beradi.
Masalan, Kyuri temperaturasidan yuqgerida temir bolagining
magnit momenti bo'lmaydi, temperatura Kyuri nugtasidan
pastga 0'tsa bu moment {o'zining vo'nalishi bilan birga) spon- ~
tan ravishda paydo bo'ladi. Xuddi shunday ravishda zamona~
viy nazariyalar elementar zarrachslarning massalarining paydo
bo'lishini ham tushuntiradi. Bu sodda misollar hagigatan
juda chuqur fizik va matematik nazariyalarga asoslangandir va -
hozirgi tezlatkichlarda kuzatiladigan elementar zarrachalar so-. .
hasidagi hodisalarni yuqori aniglikda tushuntirib beradi. R

Hozirgi garashlar bo'yicha taxminan ¢ ~ 107%® — sekundda
kvant jarayemlari matijasida modda paydo bo'lgan, ungacha
faqat inflanton degan maydongina bo'lgan. ¢ = 107 sekundda ..
standart modelga kiruvchi massali Z va W bozonlar paydo ..
bo'lgan, bu paytda kvarklar va gluonlar (adronlarning tashkil -
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giluvchilari) ozod holatda bo'lgan. ¢ ~ 107* sekundda esa
(T == 100Mev) ular adronlarni hosil gilgan. ¢ ~ 1 sekund-
dan t ~ 100 sekundgacha vaqt nukieosintez davri deyiladi, bu
davrda geliy, deyteri va litly yadrolari paydo bo'ladi. Tempera-

fura 3000°K gacha tushganda (Koinotning voshi ~ 300000 yil -

bolganda) atomlar paydo bo'la boshlaydi, modda birlamchi fo-
toniar uchun musaffo bo'lib goladi. Shu momentdan boshlab
fotonlar gazi {birlamchi nurlanish) modda bilan deyarh ofzaro
ta'sir qilmaydi va mustaqil ravishda Koinot bilan birga ken-
gayib boradi va o'ziniug hozirgl 2.7°K temperaturasiga keladi.

Yugqoridagi garashlarning mufassal bayonini maxsus adabi-
yotlarda topish mumkin (masalan, |9]}.

8.2 Metrika

Koinotimiz kosmologik masshtablarda (fazoviy) bir jinsli va
izotropligi metrik tenzorga shunday shartlar govilishiga olib

keladiki, unga kirgan fagat bitta kattalikkina noamqhglcha qo-

ladi. Fazoning izotroplik sharti

Go; =0

ga olib keladi, aks holda, uchta kattallk go: ni bir vek-.
torning komponentalan sifatida qarab fazodagi qandaydir bir

yo'nalishga bog'lashimiz murmkin bo'lar edi. Demak,
ds? = gop(dz®)? — di*

ekan. Fazoning bir jinshiligi goo ning fagat vaqt koordinatasi z

gagina bog'liq ho'lishi wumkinligini bildiradi. Bunday holda

hamma vagt goo = 1 deb fanlab olishimiz mumkin. Demak,
ds? = dt* ~ di?

ekan. go; = 0 bo'lgan sistemalarni sinxron sisteralar degan *
edik, bu sistemalarda ¢ o'zgaruvchi sinxron xususn vaqt bo’ ladl

(110 betdagi (33)-mashqga qara:ug)
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fazoviy gismi wchun-
di® = a° (J.cg(?")d'r2 + rzdﬂz)

ifodani olishimiz kerakligini bildiradi. Bu bir jinsli va sferik
simmetrik faze uchun eng umumiy ifoda. Noma'lum funksiya
f(r) ni quyidagicha mulohazadan topamiz. Agar uch o'lchamli
fazo o'zining har bir nugtasida bir jinsli bo’lsa, uning skalar
egriligi B o'zgarmas son bo'lishi kerak. Shu shartdan f(r) ni
topamiz. Bizning holimizda metrika g4 ning faqat diagonal
elementlarigina noldan farqli ekanligini ishlatib

7 02 2,9 2.2 .2
Grr = a° f°, Jog = a°r1°, Gpp = @7 8IR° G,
kentravariant metrika uchun
=@/ 7=, g% = (afr s )

larni darhol topish mumkin, Metrikaning diagonalligi Kristoffel
simvollarini ham osongina topishga imkon beradi. Ularning
ichida noldan farglilari:

o= —Tf% Th, =ctgd=T%, T =-—rf7sin’g,

1 ]
Ip=@nf), Tf,=-3sin2, TIf =-=I7,

1
Ffﬁ = ‘,'_ = rg‘r

Shu ifodalardan foydalanib, Richchi tenzorining hamma kom-
; ponentalarini topamiz: <

B R A
oo : Lo L i-t‘ e R (8 2)

Cona i B ‘q}&x\‘" s B ff\f 33 (AR DR L
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Richchi skalyari: . . ..o v . IR IR
d

R=g" Rer 44" Raoo + ¢ Roo = =5 — [r(l - f‘z)} = A
. ‘ (8.3)

bu yerda A - ixtivoriv konstanta. R-ning o’zgarmas sonligi

.. fazoning bir jinsliligidan kelib chigadi. Shu tenglamani integ-

rallasak
rl—f =0+

" ga kelamiz. Koordinat hoshida f(r}) — 1 bo'lishi kerak, demak,

: Cz = 0. Dema.k,

1
iy = 1—-Cre

ekan, masshtabni tanlash o'z qo'limizda bo'lgani uchun vangi

(8.4)

v =|C |1/ 2y yadius Kiritamiz va metrikamizni -

dr?

ds® = c2dt? — a®(t) ( s+ (d(?"’ + sin® Qdc,oz)) (8.5)

-ko'rinishga. keltirib olamiz. Bu yerda biz bir koeflitsient kirit-

dik: £ = (+1,0,-1) {{8.4)-forrouladagi C' ning ishorasini va
nolga teng bo'lishi mumkinligini hisobga olish uchun} va avvalgi
formmlalardagi {fazoviy koordinatlarga nisbatan) o'zgermas
bo'lgan son a ni a{f) deb belgiladik, '

Topilgan metrika (8.5) Robertson-Uoker metrikasi de-
yiladi.

Yechish jarayonida paydo bo'lgan koeflitsient & egrilik
skalari R ning ishorasi bilan bo'g'liq. (8.4)-ni (8.3)-ga oborib
qo'ysak

‘R= %—g -3 9":
ni topamiz, [C|Y/? ni radiusning ta’ nﬁga kiritib yuborganimiz
uchun C ning ishorasi k egrilikning ishorasini va a - fazoning
radiusini bildiradi. & = +1 o'zgarmas musbat egrilikli fazoga,
k = 0 - egriligi volga teng bo'lgan fazoga va k = -1 - ergiligi

178

www.ziyouz.com kutubxonasi



- o'zgarmas manfiy bo'lgan fazoga to'g'ri keladi. (8.5)-dagi a{t)
- radius o'lchamligiga ega, r esa olchamliksiz kattalikdir.

"~ Topilgan metrikani muhokama qilish uchun uning ustida
quyidagi almashtirish bajaraylik:

siny, k=+1,- R
r=< X, k=0, . (8.6)
ginhy, k= -1, :

Uchchala holda ham - a o o
. d:r.? R TN I SRRy
o = 2
T~ kr? x ore A dfppi ot

bo'ladi va metrikamizning fazoviy qismi
a’ [df + Ez(x)dfﬁj

ko'rinishni oladi, bu yverda R
sin®y, k=41,
- Ez(x) = Xz, ) k = 0, .
sinh®y, k= -1... ..
Endi biz har bir holni alohida ko'rib chigamiz.
1} k = +1 bd'lsin (yopigq model). \
Bu holda
ds? = 2dt* — dI?, dI* = o*(t) [{IXQ +gin® x (d92 o+ gin? Qdfpz)}
(8.7)

bo'ladi. AyIananmg radiusga nisbatini topaylik. 27?‘ uzun-
hkda,gl aylanaga L

__ adr : o
| == =g arcir > ar
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radius mos keladi, demak, aylananing uning radiusiga nisbati
27 dan kichik bo'ladi.

Ushbu metrikaning fazoviy qismi to'rt o'ichamli Evklid
fazostdagi uch olchamli gipersferaning ozidir. Bumni oson-
gina ko'rish mumkin. To'rt olchamli (to'rt olchamli
fazo-vagtimizga hech ganday alogasi voq!} Evklid fazosi
(x1, %o, T3, 24} da sferik koordinat sistemasiga o'tamiz:

@; = asinysinfcosy, = a sinysinfsing,

_ 3 =asinycos, 14=a cosy.
Ko'rinib turibdiki

xf+x§+x§+:ni = a’,
bu esa - shu to'rt o'lchamli fazodagl uch o’lchamli gipersfera-
ning formulasi. Ushbu gipersferaning ustidagi uzunlik elementi
di* = dz?+dzi4dei+del = o [dx2+sin2 X (d6'2 4 sin® 5@2)}
ko'rinishga ega bo'ladi, bu esa (8.7)-ning fazoviy gismining

o'zidix. Shu gipersferaning hajmi

drow | =
V = ///(1,3 Sir},2 X'Sill Bdngd[p = 2/'71—26"3;
o0

i

»¥

- ya'ni, cheklangandir. Buni radial masofa ar = asiny dun-

yomizning radiusi ¢ dan katta givmat gabul gila olmasligi-

- dan ham ko'rishimiz mumkin edi. Ya'ni, musbat egrilikka

ega £k = +1 bo'lgan fazo cheklangan bo'ladi, Ammo, uning
chegarasi bo'lmaydi. Uch o'lchamli gipersferani ko'z oldiga

~ keltirish giyin, ammo ikki olchamli sfera misolida yuqoridagi
« gap tushunarll bo'ladi - uning chegarasi yoq, Amme, sirti
- cheklangan. Masalan, bir nuqtadan nur targala boshlasa, u
" cheksiz vaqt Koinotda harakat gilib yuraveradi - Koinotning
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chegarasi yo'q, hajmi esa cheklangan. Bunday model Koinot-
ning yopiq modeli deyiladi.

2) k = —1 bo'lsin (ochiq model). e
Bu holda I S TS RS

! dr® N
b S TV | 2 2 P2 2
ds® = ¢°dt* ~ a (t)[lﬁ—r?_“ (d9 +sin® fdyp )]

bo'ladi. Fazoning radiusini bildiruvchi ar kattalik 0 dan o0
gacha hamma giymatiarni gabul gila oladi. Radial pa.rametr 0
dan r gacha o'zgarsa unga e g

BN R F R )

fa] ,r . Loae
=== = g arcsinh r < ar
0/ V91+7?
radius to'gri keladi, ya'ni, aylana uzunligining radiusga nisbati
2mar dan katta bo'ladi, Koinotimizning hajmi cheksiz boladi,
bu holni ochig model deyiladi. (8.6)-almashtirish ho'vicha
metrikamniz :

ds? = ¢*dt* - a*(t) [dxz +sinh? y (d92 +sin? Bd(pz)]
holga keltiriladi. st T o

P L T P RS

3) k=0 bolsin. PR E
Bu hol tekis fazoga to'g'ri keladi: £ = 0. Metrikaning ko'rinishi

ds® = 2dt? — o*(t) [d:r2 +7? (d92 + sin’ Bd:pz)}

bunga isbot. Darhaqiqat, tekis uch o'lchamli Evklid fazosida | -
x=arsinfcosy, ¥y = arsinésing, z = arcosf

almashtirish bajarsak
a® [d?‘2 + (d92 + sin? E?dg??)} = dz® + dy* + d2°
ekanligini ko'ramiz. Bu hol cheksiz fazoga to'g'ri keladi.
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8.3 Fridman tenglamalari .. . ..

Einshtein  tenglamalarining  yechimlariga  otaylik.
Tenglamalarni yozib olishdan oldin ikkita masalani hal
gilishimiz kerak. Fazoni to'ldirgan moddaning energiya-impuls
tenzori qay ko'rinishda olinishi kerak? Odatda, bu tenzor
modda fazoni tekis toldirgani uchun ideal suvuglik uchun
vozilgan holda olinadi. Fagat unga kirgan impulslar nolga
tenglashtirilishi kerak (modda fazeni bir jinsli va izotrop
ravishda to'ldirgan ekan u yerda hech ganday ajralib turgan
yo'nalish bo'lmaydi}:

R=pd T=-pé. . (8.8)

Tenglamalarning chap tornoniga o'taylik. Metrika diago-
nal bo'lgan holdagi Kristoffel simvollari uchun formulalar--
dan foydalanib Richchi tenzorining diagonal elementlari uchun-
(nodiagonal elementlar nolga teng) guyidagilarni topishimiz
mumkin:

'%a
Ry =

-Rﬂi = O, Rz'i = RS) (aa + 2& gw :

Bu yerda paydo bo'lgan Rf) uch o'ichamli fazo Richchi ten-
zorining diagonal elementlaridir. Biz ularni avval higoblab
bo'lganniiz - (8.2)-bo’yicha

R(?) -9 k Qtz
deb -yoéiéhifnii mﬁiﬁkin (ishot qﬂmg). Demak, -
R = (aa + 267 + 2&) it o

Einshtein tenglamalarining

8 (G | 1 -
. -R;w - '_5'4'_ (T,u:/ - 'éGva) P
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ko'rinishidan foydalanamiz. T = pc*— 3p ni hisobga olib =4
3 4@ o

.= *Er(ﬂcz+3p}? -
S (89)
. , 4y "
o + 24° + 2k = ~ (pct —p)a?,

tenglamalarga kelamiz.  Agar birinchi tenglamadagi 4 ni
ikkinchi tenglamaga oborib qo’ysak, Koinot radiugi uchun bi-
rinchi tartibli tenglame olamniz:

2 o
(da) +k=87r(Gpa2. (81D

cdt 302

Bu tenglamaga ikkita noma’lum kirgan --a va p. Ularni
bog'laydigan yana bir tenglamani energiya saglanish qonunidan
olamiz:

T, =000 + 15,17 — 17, T8 =0. (8.11}
Bu tenglamaning 0-nchi komponentasi
PR3l )2 =0, . (812)
yoki, g
= ac"i; (6°) = —3pa?/c BRCRT)

ko' rinishga ega bo'ladi.

40-Mashq:
(8.12)-tenglamani (8.13)-ko'rinishga keltiring.

Lt
PELI .

- (811)-ning fazoviy komponentalari yangi tenglama’

bermaydi. '
Uchta no'malum uchun - a, g, p - ikkita tenglama topdik. -

Uchinchi tenglama moddaning holat tenglamasi bo'lishi kerak:

p=plp).
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Ravshanlik maqgsadida topilgan tenglamalar sistemasini yana
bir yozib olaylik:

edt 3c?

da \’ 8nG d :
(_) th=gped, (pa®) = —3pa*/c®, p=plo)-

(8.14)
Bu tengla.malar sistemasi Fridmann tenglamaiam deyl-
ladi. . S .

(8. 14}~tengiama.la,mmg vechimlari (8 9)—tengld.malarm avtomatik ra-
vishda qanoatlantirishini ko'rsating.

(8.9)-uing birinchisidan toki pc? + 3p > 0 bo'lganda
@ < 0 bo'lisht va ¢ > 0 ekanligidan (eksperimantal fakt)
kelib chiqadiki, a{¢} funksiva yugoriga qarab bo'rttirilgan
bo'lib {8.1)-rasmda ko'rsatilgan ko'rinishga ega bo'lishi kerak.
Qandaydir vagt momentida albatta a = 0 bo'lishi kerak tabij-

Ao

ivki, bu vagt momentini ¢ = ) vagt momenti deb gabul gilamiz

va hozirgi vagt § = £y ga Koinotning yoshi ma'nosini beramiz. -
Agar 6 = { bo'lsa, a = const = ¢, boladi, va demak,

R a({:) + ;

altl=cy-f, o= ;
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B P T EENL S B S

bo'ladi. Bundan ¢’z navbatida . |
aft) = a(fg)_ P

kelib chigadi. Agar hozirgi vaqtdagi Xabb! doimiysini |
Hto) = altp)/alte) = s evds A

deb belgilasak yuqgoridagi formulalardan Komotnmg yoshi *
uchun . ‘n

to = -ﬂl(tﬂ) : . Li
formulani clamiz. Hozirgi paytda H = 72 km/ (s Mps) deb
hisoblanadi, bu Koinotimizning yoshi fy ~ 13.5 milliard yil
degani. Agar tezlanish & < 0 bo'lsa, Koinotimiznig yoshj Xabbl 4
yoshi ¢ty dan kichik boladi. Bu mulohazalar A-had yo'q degan .+
farazga to'g'ni keladi, A-had mavjud bo'lgan hol oxirgi parag- -
rafda ko'rilgan.

8.4 Fridman tenglamalarining yechimlari a3,

8.4.1 Radiatsiya asosiy bo'lgan davr

Katta Portlash nazariyasi bo'yiche Koinot endi paydo
bo'lganda undagi modda temperaturasi juda yuqori bolgan, =
bu degani, hamma zarralar relativistik tezliklarga ega bo'lgan.
Relativistik (ideal) gazning holat tenglamasi

p=pc’/3. - (8.15)

Bunday davr nurlanish asosiy bo'lgan davr deyiladi, sababi i..
- haqiqatan, {8.15)-tenglama massasiz zarralar uchungina,
va'ni, fotonlardan iborat gaz — nurlanish — uchungina anig-;}
tenglamadir. Katta Portlashdan keyin hamma zarrachalarning
tezliklari shu darajada katta bo'ladild. impulsning energiyaga
qoshgan hissasi ularning massalarining hissasidan ko'p marta.

R
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katta bo'ladi va bunday zarrachalarni massasiz deb garashimiz
haqgiqatan deyarli farq qgilmaydi. Bu tenglameani Fridman
tenglamalari sistemasi (8.14)-ga olib borib qo'ysak ularning
ikkinchisi P

7 ') = —od
ko'rinishga keladi. Osongina integrallash natijasida

_ ,oafL = const
ekanligini topamiz. Konstantani pa* = gy a} deb belgilab zich- '

likni radivs orgali
4

a ) . . ) . -.:.I.
p= ,00-** : . (8.16)
ko'rinishda  topib  olamiz. (8.14)—sist-emai1ing birinchi
tenglamasi esa quyidagi ko'rinishga keltiriladi: -
| da SNGpoao R -
— ) = — -k 8.17
(cdf) 3c?  a? (8.17)

Bunday keyingi yechim k-ning ishorasiga bog’ hq bo'fadi,
E:?TG,OOQO
3c?

belgilash kiritaylik (chap tomon sm? o'lchamlikka ega bo'lgani
uc hun) Bu holda (8.17)-dan

LQ

..:.;_.‘-__M

/\/W ot 4 const - (8.18)
a

ni olamiz. Integrallash doimiysi ¢{0) = 0 sha;rtldan tanlab
olinadi.

k=41 bo'lsin (yopiq model).
Integral ostida ¢ = Lsinn almashtirish bajarib, quyidagilarni *
topamiz (7 faqgat musbat bo'ladi} ' —

ot = L{1 ~ cosn). a(t) = Lsinn. . (8.19)
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Modda relativistik va wming zichligi  {8.15)-qonunga
bo'ysunadigan davr fagat kichik ¢ lar uchun o'rinli deb
garabishl mumkin. Shunga yerasha n harn kichik bo'lishi kerak
va ko'rilyapgan davr uchun

o ~clt o, (8.20)

formulaga kelamiz. Shu joyda temperatura va, vagt orasidagi
mnnobabatnl olishimiz mumkin:

Te~e~pa®~ % ~ 2, (8.21)
Bu formula 175-betdagi (8.1)-formulani eslatadi. stigud 7 iipisd

k = ~1 bo'lsin (ochiy model). |
Bu holda a = Lshn almashtirish natijasida

et = Lichn -1}, a=Lshp o (8.22)

tenglamalarhi olamiz. Kichik vaqt momentlar uchun yana
o’sha (8.21)-formulani oldik.

k=0 bolsin . ‘ .
Bu holda L A AT e e R :
Coe@f=2eLt (8.23)
formulaga kelamiz. Y’ahi, Koinot radiusi vagt offishi_ bilan
a(ty ~ t'/*

gonun bo'vicha. o'sadi.

8.4.2 Modda asosiy bo'lgan davr |

Modda. asosiy bo'lgan deganda biz sovugan Koinotni tushu-

namiz, bu holda nurlanish zichligi diskret tagsimlangan modda
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zichligidan juda kam bo'ladi. Shunga yarasha p =~ 0 deb
garaymiz. rridman tenglamalarining ikkinchisidan darhol

pa’ = const = pyal oo - (8.24)

munosabatni topamiz va, demak, . -

da \? _ 8aGpoad 1
cdt

T 32 a ©
tenglamaga kelamiz, '

Frypa i

8nGpoug -~ 7%

L=

382 F— . e Lt
belgilash kiritib o 2 St AT uereth o8
cee . L . .
, ' veada - a
e =ct+c t Dol L 8-26
A 0/ VI~ ka const T, (B2

yechimga kelamniz.  Bu holda ham integrallash doimiysi
a{0) = 0 shartidan topiladi. Yana uch holni ko'ramiz.

k = +1 bo'lsin (yopig model).
a = L, sin® n almashtirish natijasida

1
a = Lysin®y, ot = Ly(n - §$in 2n)

forrnulalarni olamiz. Bularning birinchisi juda ajoyib nati-
jaga olib keldi: Koinotning radiusi ¢ = 0 da nolga feng bo'lib
t1 = wLi/(2c) vaqtga kelib o'zining maksimal giymati L) ga
teng bo'ladi. Shundan keyin Koinotning radiusi vana kamaya
boradi. Koinotning radiusining vagtga hog'ligligi (8.2)-rasmda
ko'rsatilgan.

k = ~1 bod'lsin (ochiq model).
Bu holda a = L, sh? 57 almashtirish bajarib

Caw XE

a = L;sh®n, ot == Ll(% sh 2y "\-'f__r'n)..f-f
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] riarsguag Sloesid 38
i

et
Rasm &.2: Yopiq model uclin radiusning vagtga bog'liglik grafigi - 2
formulalarmi clamiz. Ko'rinib turibdiki, Xoinotning radiusi

t — oo da cheksizlikka intiladi. Bu hol (8.3)-rasmda
3

Rasm 8.3: Ochiq model uchun radiusning vaqtga bog/liqlik grafigi :

" ko'rsatilgan.
k=0 bolsin . who e
Bu holda - s
a = (g.{,i’ﬂch) _

formulaga kelamiz. Koinotning radiusi yvana uzliksiz oshib bo-
rishi kerak (ochiq holdan sekinroq ravishdaj.

Agar radiatsiya asosiy bo'lgan davrga taallugli formulalar
fagat kichik vagtlar uchungina qo'llanishi mumkin bolsa,
meodda zichligi yuqori bolgan boldagi formulalar katta vaqt
davrlariga qo'llanilishi kerak.

A
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-8.5 Masofa parametri. .. . -

Bobning boshida galaktikalar bir-biridan o'zaro masofasiga
proporsional bo'lgan tezlik bilan yzoqlashyapti deyilgan edi.
Bu uzoglashish spektral metodlar bilan aniglangan edi. Galak-
tikalardan kelayotgan yorug'lik nuri spektrning qizil tomoniga
siljigan bo’lib chiggan, bu qizil siljish Doppler effekti deb
talgin gilinadi. Agar nurning galaktika sistemasidagi chasto-
tasini Vpyq va bizda kuzatilayapgan chastotasing v, .q: deb bel--
gilasak Vgyrar < Vnurr bO'ladi. Odatda

Ynurt

14+2z=
Viyzat
formula orgali yangl z parametsi kiritiladi. Doppler gonuni
bo'yicha nurlanuvchi obyekt bizdan qancha katta tezlik bi-
lan uzoglashayapgan bo'lsa, uning kuzatilayotgan chastotasi
shuncha kamsyadi. Bunga Xabbl qonunini qo'liasak kiritilgan
parametr z galaktikagacha bo'lgan masofani ifodalovehi katta-
lik ekanligi kelib chigadi.
Doppler effekti nazariyasi bo'vicha TG by

v . B
rnurl = Viyzat = Un,urtg_. o (82?)

bu yerda v - o'zaro tezlik (bu formula norelativistik tezlik-
lar uchun aniq formuladir, relativistik tezliklarda unga {v/c)?
ga proporsional hadlarni kiritishimiz kerak). Xabbl gonuni
bo'yicha v = HI, { - ozaro masofa. Agar nurlanish va kuzatish
nugtalarini yagin deb olsak, Doppler qonuni (8.27) anig qonun
bo'ladi va uni quyidagi ko'rinishda olamiz: o

. Vpurt — Vkuzat — _1_}-{!
T Yoauri c
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.

sytnoe 0 Ehy *'_'-‘.E és,f:‘h,; ST
HI v

c—-Hl c—v .
Kuzatilyapgan galaktika bizdan qancha uzog bo'lsa, uning tez-
ligi yorug'lik tezligiga shuncha yaqin bo'ladi va 2-faktor shun-
cha katta bo'ladi. Masalan, biror galaktika uchun z = 0.1
bo'Isin. Bunday galaktika bizdan » = ¢/11 ~ 0.09 ¢ tezlik bilan
uzoqlashyapgan bo'ladi. Ungacha masofa esa [ = z¢/H ~ 400
megaparsekka teng bo'ladi. z = 1 bo'lgan galaktikaning bizga
nishatan tezligi va bizgacha masofasi yuqoridagi formulalar
bo'yicha v = 0.5¢ va [ > 4 gigaparsek ho'ladi.

. TR
}'Okl 5 ’

.
s =

8.6 Kritik zichlik

Koinotning ochiq yoki yopiq bo'lishi undagi modda zichligi
bilan bevosita bog'langandir. Buni ko'rish uchun yangi

_3H?
Pe = 8rC;
kattalik kiritamiz va (8.10) tenglamani
3k

PP = GGa? " ¥

ko'rinishga keltirib olamiz. Kiritilgan yangi kattaligimiz p, kri-
tik zichlik deyiladi, Xabbl sonining givmatini qo'ysak p,. ~
10"%g/cm?® ekanligini topamiz. Ko'rinib turibdiki, agar p > p.
bo'lsa, chap tomon musbatdir, va, demak, & > 0. Agar g < p,
bo'lsa, unda k& < 0 bo'lishi kerak. Demak, Koinotdagi modda
zichligi p, dan katta bo'lganda Koinotimiz yopiq bo'lishi kerak,
modda zichligi p. dan kichik bo'lganda esa Koinotimiz ochig
va cheklanmagan bo’lishi kerak. p = p, hol esa k = 0 ga to'g'ri
keladi. bu - tekis va cheklanmagan fazoga mos keladi.
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8.7 Koesmologik doimiy

Kosmologik doimiy A (4.3)-paragrafda ma'lum mulchazalar.
asosida kiritilgan edi. (Fsha yerda bu doimiyning son qiymati
zamenaviy kuzatishlar asosida juda kichik bo'lib chigayotgani
ham gapirilgan edi. Shu sababdan ko'pgina manbalarda A = 0
deb olinadi. Ammo, XX-asrning oxiriga kelib vaziyat keskin
o'zgardi. Ma'lum bo'lishicha, Koinotlni hosil giluvchi modda
quyidagicha tagsimlangan ekan:

" ® bizga ko'rinadigan modda (yulduzlar, galakiikalar, yul--
duzlar aro chang va gaz, nurlanish) - 4%;

. ® ko'rinmaydigan shskldagi modda (inglizchasi - dark
- matter-qorong’i modda} — 21% -- 23%;

» ko'rinmaydigan energiya (dark encrgy - qorong'i energiva)
— 71% — 73%.

Ko'rinmaydigan modda degani nima? XX-asrning 30-yillarida
Zwicki (Tsvikki} degan astronom ba’zi-bir galaktikalardagi yul-
duzlarning tezliklarini olchaganda ularning son giymati shu
galaktikadagi ko'rinayotgan modda miqdoriga to'g’ri kelmasli-
gini aniqlangan. Agar galaktikaning massasini M harfi bilan
belgilasak, Nyuton qgonuni bo'yicha shu galaktika atrofida v
tezlik bilan R radiusda aylanayotgan m massali yulduz uchun

GM  m?

R R
deb yozib olishimiz mumkin. Shu formuladan aniqlangan
" tezliklar galaktikaning kuzatilayotgan massasi M ga to'g’ri
kelmagan, bu tezliklarni tushuntirish uchun shu yulduzga
ta’sir gilayotgan massa kuzatilayotgan massadan bir-munche
katta bo'lishi kerakligi kelib chiggan. Bunday ko'rinmaydigan
massanl gorong'i massa deb atashgan. Qorong't massa
muAmmo,si kop o'n yillar davomida muhokama qilinib oxirida

1
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uning Koinot massasiga go’shgan qissast yugorida keltirilgan
21% — 23% ni tashkil gilishi aniglendi. Bu ishda kosmosga
chigarilgan teleskoplar hal giluvchi rol o'ynadi. Masalan,
Ko'pgina galaktikalar ikki xil to'lgin diapazonida rasmga olindi -
optik va rentgen diapazonida. Optik diapazonda biz o'rgangan
oddiy galaktika rasmi olingan bo'lsa, rentgen diapazonida shu
galaktikani qurshab olgan va o'zidan kuchli rentgen nuriani-
shi chiqarayotgan va shu galaktikadan bir necha marta katta
bo'lgan gaz buluti ko'rinadi. Bunday intensiv rentgen nuri
chigarish uchun ushbu bulutning temperaturasi 6-7 million
gradusga teng bo'lishi kerak. Shunday yugqori temperaturali
va hajmli gaz massasini nima ushlab turadi? Galaktikaning
ko'rinayotgan massasi bunga yetarh emas. Galaktikalarning
tarkibiga kirgan va gandaydir sabablar bo'yicha elektromag-
nit maydon bilan ta'sirlashmaydigan (aks holda biz uni ko'rar
edik) modda borligini tan clishga majburmiz. _

Kuzatishlar shumi ham ko'rsatadiki, Koinotimiz nafagat
kengayayapti, balki tezlanish bilan kengayayotgan ekan.
Koinotning kengayishiga bunday tezlanish bera olish uchun
qo’shimcha ko'rinmaydigan energiyvani kiritishga to’g'ri keidi.
Uning zichligi borliq massa-energiya zichligining 71% — 73%
gismini tashkil gilar ekan.

Bu fundamental faktlar bizni chuqgur o'vlanishga majbur gi-
ladi. Ko'rinmayotgan modda nimadan iborat? Bu savolga
hozircha aniq javob yo'q. Hozirgi taxminlar bo'yicha bu modda
supersimmetrik nazariyalarda uchraydigan yangi va hozircha
tajribada kuzatilmagan (massasining juda kattaligi sababli)
rarrachalar orgali tushuntirilishi mumkin.

Ko'rinmaydigan energiva esa vakuumning xossasi bilan
bog'lanishi kerak. - Vakuum fagat klassik fizikada bo'shliqqga
to’g'ri keladi. Kvantlangan maydounlar nazariyasida vakuaum
o'ta murakkab nochizigli kvant muhitga aylanadi, dunyoning
harmama fundamental xossalari (yorug’lik tezligining son qiy-
mati, elementar zarrachalar massalarining kelib chiqishi va son
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giymati, elementar zaryadning giymati va hk.) shu kvant
muhitning xossalari orqali tushuntirilishi kerak. :

Ko'riumaydigan energiva zichligini A - had orqali
tushuntirish mumkin.  A-xad bo'lganda tenglamalarning
ko'rinishi {4.20)-formulada berilgan. Uni biz uchun shu paytda
qulayroq bo’lgan ko'rinishda olaylik:

&7 1
R,uu == “_‘c&“' (ruu - 2‘?;,;.9 ) Ag;,w

(.8.9)-tenglam&1ar sistemasining o'rniga

i = 4?25:( (’“+3p)a+ /\a

STG 1
p+ SArz
sistemani olamiz. Bu tenglamalarning birinchisi A - had-
ning fizik ma'nosini beradi. Ko’z oldimizga a radiusli sharni
tasavvur qilaylik va uning to'lig massasini M ¢® = dw(pe® +
3p)/3 deb belgilaylik (sharning zichligi bir jinsli bo'lsin) va
bu sharning ustida turgan zarraning gravitatsion tezlanishini
(8.28)-tenglamaning birinchisi orqali ifodalaylik: '
. GM 1
a == - SA

Biriuchi had zarrachani markazga tortuvchi oddiy Nyuton tor-
tish kuchi bo'lsa, ikkinehi had ham gravitatsion tabiatga ega
bo'lgan kuchdir. U sharning massasiga bog'liq emas, bir jinsli
va masofa oshgan sari chizigli ravishda oshadigan kuchdir. A-
ning juda kichikligini hisobga olsak bu kuch fagat kosmologik
masshtablardagina sezilarli bo'lishi kerak. A-ning ishorasi
muhim ahamiyatga ega - A > 0 holda bu go'shimcha kuch
itaruvehi kuch bo'ladi, A < 0 holda esa tortishish kuchi bo'ladi.
Agar biz Koinotuing tezlanish bilan kengayvayotganini A had bi-
lan bog'lamogehi bo'lsak, A > 0 deb olishimiz kerak. Bu holda

.

&+ k=
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ko'rinmaydigan energiya deb atalgan substansiyamiz mana shu
A - hadning namovon bo'lishining o'zidir. Ammo, bu holda
(yugorida ko'rsatganimiz bo'yicha — §(4.3)-ni qarang} koino-
timiz manfiy bosimli muhitga to’gri keladi. Butun Koinotni
chulg’ab olgan tabiati noma’lum bo'lgan manfiy bosimli muhit
— bunday reallikni tushuntiradigan nazariya hozircha mavjud
emas.

A manfiy bo'lgan holda Koinotning kengayishi bir kunmas
bir kun albatta sigilish bilan almashinadi., A > ¢ holda
tenglamalarning yechimlari xilma-xil ko'rinishlarga ega bo'ladi,
bunga giziggan o'quvchini maxsus adabiyotga yo'llaymiz.

R
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