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К и р и ш

Мазкур укув кулланма педагогика институтлари ва педа­
гогика билим юртлари талабаларининг элементар геометрия- 
дан билимларини яна ^ам бойитиш максадида яратилди. 
Ундан умумтаълим мактабларининг, гимназия ва лицейлар- 
нинг уцитувчилари фойдаланишлари мумкин. Китобда учбур- 
чакларнинг айлана, дойра билан биргаликда каралиши, уч- 
бурчакларда метрик муносабатлар, чевианлар, учбурчак ме- 
дианаси, трансверсали, симедианаси, учбурчакда антипарал- 
леллар, изогонал тугри чизиклар ва изотомик нукталар ур- 
ганилади.

Мазкур цулланмада цуиидаги белгилашлар к,абул дилин­
га н:

1) А, В, С — учбурчакнинг учлари, а, Ь, с эса унинг 
томонлари (ВС — а, АС =  Ь, А В  — с);

2) Z -A , / - \В ,  /L C  ёки а , (3, у  — учбурчакнинг бурчак-
а +  Ь +  слари, р  =  ----------------ярим периметри;

3) ha, hb, hc — учбурчакнинг баландликлари, та, ть 
тс — медианалари, 1а, 1Ь, 1С — биссектрисалари, sa, sb, sc—
— симедианалари, ан, Ьн, сн — ортомарказ учбурчакнинг то­
монлари, at, bt , ct — тангенциал учбурчакнинг томонлари;

4) R  — ташки чизилган, г —ички чизилган, га, гь, гс —
— ташки- ички чизилган айланаларнинг радиуслари, R H — 
ортомарказ учбурчакка ташки чизилган, гн — ички чи­
зилган айлананинг радиуси, R t — тангенциал учбурчакка 
таш^и чизилган, г t — ички чизилган айлананинг радиуси;

5) 5  — учбурчакнинг юзи; Н  — баландликларнинг, G — 
медианаларнинг кесишиш нук;талари;

6) df — таърифга кура, =>, о , А , у  — мантикий бел­
гилашлар.
,  Мазкур кулланма муаллифнинг бир неча йиллик иш таж- 

рибасига таянган ^олда юзага келди. Бу кулланмани тайёр- 
лашда узларининг фойдали масла^атлари билан катта ёрдам 
берган Р. Юнусметов, М. Шер^узиев, А. Таскараев, А. Нор- 
матовларга муаллиф уз миннатдорчилигини билдиради.
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I  б о б .  У Ч Б У РЧ А К  ВА УНИНГ БОШЦА Ш А КЛЛАР БИЛАН 
БОРЛИКЛИГИ ХДКИДА СОДДА ТУШ УНЧАЛАР

1-§. Учбурчак

Геометрияда тугри чизиц, нур тушунчалари билан бир 
ь;аторда кесма, синик, чизиь; тушунчалари ^ам берилади.

1 - т а ъ р и ф .  Тугри чизикнинг берилган икки нуцтаси 
орасида ётган ^амма нуцталаридан иборат кис ми к е с м а  
дейилади.

Берилган бу икки нуцта кесманинг о х и р л а р и  дейи­
лади.

Одатда кесма уз охирларини курсатиш билан белгилана- 
ди: А В  — охирлари А  ва В  нуцталардан иборат кесма ни 
билдиради ( 1-расм).

А В а ________ »  Ч

2- т а  ъ ри  ф . Йуналишга эга булган кесма в е к т о р  дейи­
лади ва Л б  ёки А В  оркали белгиланади.

Агар берилган а  тугри чизикда (2- раем), Л, В, С нук­
талар берилган булиб, А В , АС, ВС  кесмалар ва уларга мос 
АВ, АС, ВС  векторлар царалаётган булса, улар йуналиш- 
дош векторлар дейилади ва А В  =  — ВА  деб олинади.

3- т а ъ р и ф . Бир тугри чизикда ётмайдиган учта нук;- 
тадан ва шу нук^таларни туташтирувчи учта кесмадан ибо-

а а

1-р а с м . 2 - раем .

рат фигура у ч б у р ч а к  дейилади. 

3

S
а

3- раем . 4- раем.
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Нукталар учбурчакнинг учлари, кесмалар эса унинг т »  
монлари дейилади. 3- расмдаги учбурчак д  АВС  куринишда 
белгиланади, А, В, С — учбурчакнинг учлари, АВ, ВС, 
АС  — унинг томонлари, Z- А, А . В, А . С — унинг бурчак- 
лари. Шу билан бирга А В  =  с, ВС  =  а, СА  =  b деб бел­
гиланади. Исталган учбурчак учун унга тенг шундай учбур­
чак мавжудки, у берилган ярим турри чизи'\ка нисбатан бе­
рилган х°латда жойлашади (4- раем).

4- т а ъ р и ф. Берилган уч­
бурчакнинг бир бурчагидан чи- 5  
циб, шу бурчак ^аршисидаги 
томонга перпендикуляр булиб 
тушувчи турри чизи^ кесмаеи 
б а л а н д  л и к  дейилади.

Учбурчакнинг а томонига 
тушган баландлик ha, b томо­
нига тушгани hb, с томонига 
тушгани эса hc оркали белги­
ланади (5- раем). 5- раем.

Худди шунга ухщаш У4' 
бурчакнинг бир бурчагидан чикиб, шу бурчак каршисида 
ётган томонни тенг иккига булувчи т$три чизи^ кесмасига 
учбурчак м е д и а н а с а  дейилади ва мос равишда т а, ть, т с 
оркали белгиланади.

Учбурчакнинг бурчагини тенг иккига булувчи турри чи- 
зиц кесмасига учбурчак б и с с е к т р и с а с и  дейилади ва мос 
равишда 1а, 1ь, 1с оркали белгиланади.

5- т а  ъ р и ф .  Агар бир учбурчакнинг барча томонлари ва 
бурчаклари иккинчи учбурчакнинг мос томонлари ва бурчак- 
ларига тенг булса, бундай учбурчаклар т е н г  дейилади ва 
д  АВС  =  д  АхВ^Сх куринишда белгиланади.

1- т е о р е м а .  Агар бир учбурчакнинг икки томони 
ва улар  орасидаги бурчаги иккинчи учбурчакнинг икки  
томони ва улар орасидаги бурчагига мос равишда тенг 
булса, бундай учбурчаклар тенг булади. [9]

И с б о т и .  АВС  ва Аф^С-х учбурчакларда (6- раем) 
Z- А =  /L  А г, АВ  =  А ЛВх, АС  =  АхСг булсин. ЛХВ 2С2 уч­
бурчакнинг В 2 учи А 1В 1 нурда ва С2 учи АхВх турри чи- 
зи^ка нисбатан Сг уч ётган ярим текисликдаги учбурчак бу-

df5
либ, АВС  учбурчакка тенг булсин. А^В^ =  А хВ г ==>- В 2 =

df5
=  Вх ва Z . ВхЛхСх =  Z. Б 2АхС, ==> А £ 2 =  А ^ .  Сг уч С ,

S
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с С/С*)

6 - раем .

Ы Ъ )

7- раем.

билан устма-уст гушади. Демак, д  А гВ1С1 =  д  Л1В2С 2 =  
=  д  ЛВС булади.

2- т е о р е м а .  Лгар бир учбурчакнинг бир томони ва 
унга  ёпишган бурчаклари иккинчи учбурчакнинг мос то­
мони ва унга ёпишган бурчакларига тенг булса, бундай 
учбурчаклар тенг булади.

И с б о т и .  ABC  ва Л ^ С ^  учбурчакларда (7 -раем) 
А В  =  Л jB j, Z_ Л =  Z . А х ва Z . В =  L . булсин. Л ^ ^  
учбурчак В 2 учи нурда, С2 учи ЛхВд тугри чизицка 
нисбатан Сг уч ётган ярим текисликдаги учбурчак булиб, 
д  ABC  га тенг булсин. А гВ г =  Л ХВ, булгани учун В 2 уч 
В 1 уч билан устма- уст тушади.

Z . =  Z . B lA lC1 ва Z . Л ^ С ,  =  Z . Л ^ А  =*
=> Л]С2 =  А 1С1 ва В хСг == BjCj булиб, бундан С2 уч С, би­
лан устма- уст тушади ва д  ABC  =  д  А 1В1С1 булади.

3 - т е о р е м а .  Агар бир учбурчакнинг учта томони 
иккинчи учбурчакнинг учта томонига мос равишда тенг 
булса, бундай учбурчаклар тенг булади.

6 - т а ъ р и ф .  Агар бир учбурчакнинг бурчаклари иккин­
чи учбурчакнинг мос бурчакларига тенг булиб, долган эле- 
ментлар мос ^олда пропорционал булса, бундай учбурчаклар 
$ х ш а ш  дейилади ва д  A B C  ~  д  А 1В1С1 куринишда бел- 
гиланади.
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4 - т е о р е м а .  Агар бир учбурчакнинг икки томони 
иккинчи учбурчакнинг мос икки томонига пропорционал 
б$либ, бу томонлар орасидаги бурчаклар тенг булса, 
бундай иккита учбурчак ухшаш булади. [9]

И с б о т и . ,  д  ABC  ва д  да Z_C =  Z_Cj ва
АС  =  kAyC, ва ВС  =  kB1Cl булиши теорема шартидан маъ- 
лум. д  А 1В 1С1 ни k ухшашлик коэффициента буйича гомо- 
тетик Н* ( д  А 1 fijCi) =  Д А 2ВгС2 алмаштирамиз. Бунда бу- 
риш ор^али д  А 2В 2С2 ни д  ABC  устига тушириб, АС  =  
=  Л2С2, А В  =  А 2В 2, ВС  =  В 2С2 эканини х,осил циламиз. 
Натижада А 2С2 =  kA xCx, В 2С2 =  kB xCx эканидан д  ABC

Д А ХВ ХСХ экани келиб чикади.
Шу билан теорема исбот килинди.
5- т е о р е м а .  Агар бир учбурчакнинг иккита бурча- 

ги иккинчи учбурчакнинг иккита бурчагига тенг булса, 
бундай иккита учбурчак ухшаш булади.

6- т е о р е м а .  Агар бир учбурчакнинг томонлари  
иккинчи учбурчакнинг томонларига пропорционал булса, 
бундай иккита учбурчак ухшаш булади.

И с б о т и .  Т , нинг шартига кура А В  — kA xB x, АС  =  
=  kA xCx ва ВС  =  kBxCx экани маълум. д  А ^В ХСХ ни 
Я * (д  Л 1jSjC1) =  д  А 2В2С2 алмаштиришни бажарсак, у ^олда 
А гВ 2 — kA xB x, А 2С2 =  kA xCx ва В 2С2 =  kB xCx ни ^осил ки- 
ламиз, сунгра д  А 2ВгС2 ни буриш ёрдамида Д A B C  =  
=  д  А 2В2С2 эканини курсатамиз. Натижада А В  =  kA xB x,

АС =  kA xCx ва ВС  =  kB xCx булиб, д  ABC  со Д А ХВ ХС^ 
булади. Шу билан Т, исбот цилинди.

7- т е о р е м а  . Ухшаш учбурчак перимет рларининг
нисбати мсс томонлар нисбати кабидир.

И с б о т и .  Т7 нинг шартига кура д  ABC  ва а А хВ хСх 
к

учун д  ABC  со Д А 1В 1С1 экани маълум, df6 га асосан 
А В  — kA xB x\ АС =  кАхСх ва ВС  =  кВ хСх. Тв га асосан

АВ +  ВС + А С  =  к (А хВ х +  В 1С1 +  А ХСХ) =►

^  А В  +  В С  +  А С  _  k  _  А В  _  А С  =  В С  _

А ХВ Х +  В ХС Х +  А 1С 1 A 1B i  А ХС Х В хС г

р  =  А В  +  В С  +  А С  р А В  тт, л=  =>- —  ---------- булади. Шу билан тео-
Pi = ЛхВ х-\-ВхСх-\-АхСх p i  А хВ х 

рема исботланди.
Масала. Агар Д ABC  да Z . С <  90° булиб, А Е  =  ha
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8 - раем . 9- раем.

ва BD =  hb булса, у холда д  АВС &> д  C £D  эканини ис­
ботланг.

И с б о т и .  А  АВС  ва A CDE да Z . С у мумий хамДа
Е С  АСЕС — AC  cos С ва DC =  ВС cos С эканидан----- =  —  экани

DC ВС
келиб чикади (8- раем). Т 4 га асосан а  А В С со д  CED  булади.

8 - т е о р е м а .  Учбурчакдаги исталган. бурчакнинг 
биссектрисаси царшисида ётган томонни долган икки то- 
монга пропорционал б^лакларга булади.

И с б о т и .  А  АВС  да BD  биссектриса экани маълум. 
AD : DC =  А В : ВС  эканини курсатамиз (9- раем). Бунинг 
учун д  АВС  нинг С учидан BD || СЕ ни А В  нинг давоми 
билан Е  нукта да кесишгунча давом эттирамиз. Натижада 
д  ABD  & А  АЕС  х°сил булади. Бунда BD  || СЕ булгани 
учун Z_ ВСЕ  =  /L  DBC  ва Z. ABD — /_  ВЕС  булиб, 
Z . ВЕС  =  Z . ВСЕ  булади, яъни ВС  =  B E  экани келиб чи­
тали. Демак, AD  : DC =  А В : BE — АВ : ВС  булади. Шу би­
лан Т8 исбот ^илинди.

Масала. Учбурчак АВС  да BD  биссектриса, АВ  =  10 см, 
ВС  =  7см, АС  =  6 см булса, у холда AD  ни топинг.

Е ч и ш .  AD  ни х  оркали белгилаймиз, у х°лда колган 
кесмаларни х  оркали ифодалаб, ушбу пропорцияни ёза ола­
миз, яъни:

х : (6  — х) =  10: 7 о  7х =  60 — 10 17* = 6 0 »
о  х  =  60: 17 =*- DC  =  6 — л: — 6 — —  =  2 —  см.

17 17

Д ем ак, AD  =  3 —  см, DC — 2 —  см экан.
17 17

К,уйидаги масалаларни ечинг:
1. д  АВС  да BD  чизиь; В  бурчак биссектрисаси:
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а) А В  - 10 м, ВС =  15 м ва АС  =  20]м булса, AD  ва 
DC  ни;

б) A D : DC = 8 : 5  ва А В  =  16 м булса, ВС  ни;
в) АВ-.ВС  =  2 :7  ва DC  — AD  =  1 м булса, АС  ни то­

пинг.
2. Учбурчакнинг 9 см ва 6 см ли томонлари орасидаги 

бурчаги тенг иккига булинган. Учинчи томондаги кесмалар- 
дан бири берилган томонлардан бирига тенг булса, учинчи 
томонни топинг.

3. ABC  учбурчакнинг а, b ва с томонлари берилган. 
BD  эса В  бурчакнинг биссектрисаси; 0 нуцта BD  билан С 
бурчак биссектрисасининг кесишиш нуктаси булса, O D : ОВ 
ни топинг.

4. ABC  учбурчакда АС  =  Ь, А В  =  ВС =  а ва AD , CN  
лар Л ва С бурчак биссектрисалари булса, D N  ни топинг.

5. Агар иккита учбурчакнинг мос томонлари параллел 
булса, бундай учбурчаклар ухшашлигини исботланг.

2-§. Учбурчакнинг ва у билан боглиц шаклларнинг 
элементлари орасидаги метрик муносабатлар

9 - т е о р е м а .  TyFpu бурчакли учбурчакнинг т$гри  
бурчаги учидан гипотенузасига т уш ирилган перпендику­
ляр  гипотенузанинг бу перпендикуляр билан булинган  
кесмалари орасида урта пропорционал мицдордир; хар бир 
катет эса бут ун гипотенуза билан унинг ш у катетга 
ёпишган кесмаси орасида урт а пропорционалдир.

И с б о т и .  Т9 нинг шартига кура AD  : DC =  BD  : AD\ 
В С : А В  =  А В : BD, В С : АС =  А С : DC эканини курсатиш 
керак ( 10- раем).

Бунинг учун д  ABD  ва д  ADC  ларни цараймиз; бу уч- 
бурчакларда Z L 1 = Z . 4  ва Z l 2 = z L 3  булганлиги сабабли 
Т5 га асосан д ABD & д ADC  булади, бундан AD : DC =

А
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с

11 - раем . 12 -расм.

=  B D : AD  => AD 2 =  BD ■ DC  булади. Энди д  АВС  ва 
д  ABD  ларни караймиз: бу учбурчакларда Z . В  умумий,

1 =  z l  4 булганлиги хамда Т4 ва Т5 га асосан д  АВС  тэ 
с/о Д ABD  га кура В С : А В  =  АВ : BD => А В 2 =  BC -BD  бу­
лади. Теореманинг иккинчи кисми*худди шунга ухшаш 
Д АВСсл a ADC  эканидан АС 1—ВС DC экани келиб чи^иб, 
унинг т у л и к  исботини таъминлайди.

1 0 - т е о р е м а .  (Пифагор теоремаси). Турри бурчакли 
учбурчакнинг томонлари бир хил бирлик билан улчанган 
булса, гипотенуза узунлигининг квадрати катетлар узун- 
ликлари квадрат ларининг CiuFUHducuea тенг.

И с б о т и .  Т1п га кура (10-расм) а2 =  Ь2 +  с2 эканини 
курсатамиз. Бунинг учун Т9 дан АВ'1 — BC BD => с2 =  а-Ь’ 
ёки АС 2 =  ВС DC => b2 =  а с’ эканини ёзиб оламиз хзмда 
Ь' +  с’ =  а ни эътиборга олсак, А В1 -j- АС 2 =  B C B D  +  
+  BC DC  =  B C (B D  +  DC) =  ВС-ВС  =  ВС1 => а2 ^  Ь2 + с а 
экани келиб чикади.

11- т е о р е м а .  У т кир бурчакли учбурчакнинг бир ут- 
кир бурчаги щ рш исида ётган томоннинг '  квадрати дол­
ган икки томон узунликлари квадратлари йигиндисидан 
ш у томонларнинг бири билан шу томонга туширилган  
иккинчи томон проекциясининг иккиланган купайтмаси- 
ни н г айрилганига т енг.

И с б о т и .  Учбурчак АВС  нинг А учидан AD  перпенди 
куляр утказамиз (11- раем), натижада ACD  ва AD B  турри- 
бурчакли учбурчак ^осил булади. Тц, га асосан А В 2 =  
=  BD 2 +  A D 2 ва А С 2 =  CD2 +  AD 2 ни хосил циламиз. 
Бу тенгликларни хадлаб айириб, BD  =  ВС  — CD эканини 
эътиборга олсак, у х°лда А В 2 =  АС2 +  ВС2 — 2 ВС CD ни 
Хосил к>иламиз. Демак, Z .C  уткир булганда А В 1 — АС2 +  
+  ВС2— 2В С -CD-, А .В  уткир булса, AC2 = А В 2 + В С 2— 2В С х  
X B D  булиши келиб чикади. Агар Z- С  утмас булса, у холда 
А В 2 =  AC 2 +. ВС 2 +  2В С -DC булишига ишонч хосил килиш 
мумкиндир.
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12- т е о р е м а .  Исталган параллелограммда диагонал- 
лар узунликлари квадратларининг йигиндиси томонлар 
узунликлари квадратларининг йигиндисига тенгдир.

И с б о т и .  ABCD  параллелограммнинг диагонали (12- 
расм) уни иккита тенг учбурчакка ажратади. Шунинг учун 
д  ACD  ва д  BDC  ларга Тп ни кетма-кет цулласак з^амда 
BD2 =  ВС2 +  CD2 +  2DC ■ СВ, ва АС 2 =  AD- -+■ CD'2 —
— 2DC DA, эканини ва СВ, =  D A ,, CD — А В  ларни jyi- 
собга олсак, у х,олда АС2 +  BD2 =  А В 2 - f  ВС 2 4  CD2 +
4  AD2 =  2А В 2 -f- 2ВС2 булади. Шу билан Т , 2 исбот ки'  
линди.

1 3 - т е о р е м а .  Учбурчакнинг исталган томонининг 
квадрати долган икки томони квадрагплари йигиндисидан 
ш у икки томон билан улар  орасидаги бурчак косинуси- 
нинг иккиланган купайтмасини айириш натижасига тенг.

И с б о т и .  Тп  га асосан учбурчак уткир бурчакли бул- 
ганда А В 2 =  АС2 +  ВС2 — 2ВС CD экани маълум. Шу са- 
бабли бу тенгликда катнашаётган CD кесма узунлигини 
Д ACD  (11-раем) дан топсак, у з^олда / - C D A  = 9 0 °  бул­
гани учун CD =  AC  cos С булади ва А В 2 =  А С 2 +  ВС2 —
— 2ВС ■ CD — АС2 +  ВС2 — 2ВС ■ AC  cos С деб ёза оламиз. 
Демак, А В 2 =  А С 2 +  ВС2 — 2ВС ■ AC  cos С; ВС 2 =  А В 2 +  
+  АС2 — 2АВ ■ AC  cos Л; А С 2 =  А В 2 +  ВС2— 2АВ ■ BCcosB 
экани келиб чикади. Агар cos (180°— А) =  — cos Л 
эканини эътиборга олсак, у ^олда утмас бурчак каршисида 
ётган гомон узунлигининг квадрати: А В 2 =  А С 2 +  ВС2 4-
4- 2ЛС- ВС cos С (бунда Z_ С > 9 0 °)  з^осил булади. Шу би­
лан Т 1з исбот килинди.

14- т е о р е м а .  Учбурчакнинг томонлари царшисида- 
ги бурчакларнинг синусларига пропорционал.

И с б о т и .  Учбурчак ABC  да ( 11- раем) Л В : з т С  =  
=  ВС : sin А — AC : sin В  эканини курсатамиз. Бунинг учун 
д  ABC  нинг Л учидан AD  перпендикуляр утказсак, у з^ол- 

да ADC  ва ADB  тугри бурчакли учбурчакларни з^осил кила- 
миз. д  ACD  дан: A D :A C  =  s i n C ва д  AD B  дан: AD .A b  =
— sin В  булади, бундан AD  — AC  sin С, A D  =  А В  sin В => 

=>- AC  sin С =  A B s 'm B  => А С : sin В  =  А В  : sin С з^осил була­
ди.

Худди шунга ухшатиб, АВ  :sin  С =  В С : sin Л ни з^осиг 
цилсак, у з^олда

А В  _  ВС _  А С  

s in  С sin  A  s in  В

булади.

www.ziyouz.com kutubxonasi



Шу билан Т 14 исбот килинди.
15- т е о р е м а .  Учбурчакнинг ихтиёрий томонига ут ­

казилган медиана узунлиги

га тенг булади.
И с б о т и .  Берилган учбурчак ABC  ни параллелограмм- 

га тулдирамиз (13- раем). Натижада унинг катта диагона- 
лининг узунлиги 2А А г га тенг булади. Агар А А 1 =  та эка­
нини эътиборга олиб, Т12 ни татбик, этсак, у холда ('2AA1f  +  
+  ВС2 — 2АВ'1 +  2АС2 булади. Бундан А А Х нинг урнига 
та ни куйиб ^исобласак, у >рлда 4т \ +  а2 =  2Ь2 +  2с2 =► 
=> 4т 2 == 2Ь2 +  2с2 — а 2 булади. Худди шунга ухшаш дол­
ган муносабатларни келтириб чицариш мумкин. Шу билан 
Т15 исбот килинди.

16- Стюарт теоремаси (Тс) . Агар D нукта ABC учбур­
чакнинг ВС томонида ётиб, BD — т, CD =  п ва AD - d 
булса, у  \о лда  d la — b2m +  с2п — апт булади.

4т2а =  2b2 -f  2 с2 — а2; 
Ат2ь =[2а2 +  2с2 — ft2; 
4т2с=  2 а 2 +  2 Ь2— с2

И с б о т и .  Учбур­
чак ABC  нинг А  учи­
дан (14-раем) А Е  [ба- 
ландлик туширамиз, 
натижада ^осил бул­
ган ABD  ва ADC уч- 
бурчакларга Тu  ни тат-

14- раем .

С би^ к,илсак, с2 =  d 1 +  
+  rri1 — 2 mDE  (1) ва 

b2 =  d2 +  n2 +  2 nDE  
(2) >^осил булади. ( 1)
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ни п га, (2) ни т  га к^- 
пайтириб ^адлаб кушсак, 
с2п +  Ь2т  =  d 2 ( m + r z ) - f  
+  тп  ( т  п) булади, 
бунда т  - f  п — а экани­
дан dra =  b3m +  с*п — 
—опт  булади. Агар BD: 
.DC —p \q  булса, у х;ол- 
Да

b-ap . c2aqdra =
P + q  P + q  

a3Pq
(P +  q)a ’

d* =  _»P +
c2q

15- раем .

а'РЯ
(P +  9)1P.+lQ ' Р+Я  

^осил булади. Шу билан T c исбот килинди.
1-масала. Учбурчак ABC  да биссектриса узунликларини 

зугсобланг.
Ё»4 Е ч и ш .  Учбурчак ABC  да (1 5 -раем) А А , =  1а ^амда 
В А , : А ,С  — с: Ь экани маълум. Демак, В А , +  А ,С  =  а эка- 
нига асосан

ас ,  ^  abВ А , =
О -

булади. Т с га асосан
„  аЬ2с , аЬсгР а  = ---------1------------

Ь Ь 4- с

а +  b +  с =  2р  га асосан

К -  

2

■; А ,с  =
Ъ +  с

а3Ьс

(Ь+с)*
1\ =  Ъс(Ь + с )2 ~ —  ; 
0 (Ь +  су

,9 Ш р  (р —  а) 

ib + cy
У  Ъср (р  —  а) ёки

еки

I.

Ь +  с 

У  аср ( р \ —  Ь)

y r abp (р — с)

булади.
Шу билан масала ^ал килинди.
2- масала. Учбурчакнинг томонлари узунликларига кура 

унинг баландлигини х,исобланг.
Е ч и ш .  Учбурчак ABC нинг (11 -раем) ВС =  а томони-
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га туширилган баландлик ha ни ^исоблаймиз. Бунинг учун 
Т п  дан фойдаланамиз, яъни: Ь2 — а2 +  с3 — 2ас', бундан

а* 4- с1 — Ь2С =
2 а 

булади.
Энди ABD  турри бурчакли учбурчакдан ha — с54 — с ' 2 

ни ёза оламиз. Демак,

] /  (2ас)2 — (а2 -г  с2 — Ь2)2 =
2а

+  6 +  с) (a — b +  с) (а +  b — с) (Ь +  с — а)
2  а

4

2  а
У р  ( р  —  а )  ( Р — Ь) { р  —  С) =

=  —  у  р (р —  а) (р — Ь)(р  — с) ;

h  = —  l / p ^ p  — а )  ( Р — Ь) ( р  —  с)\
« а г

K = ~j~ ] / р  (р — а) (р — ^) (р — с);

=  у -  j / р  (Р — а) (Р — 6) (Р — с)

булади.
К,уйидаги масалаларни ечинг:
1. Тенг томонли учбурчакнинг учлари учта параллел туг­

ри чизш^ устида ётади. Уртадаги тугри чизиц долган икки- 
тасидан а ва Ъ масофада ётади. Учбурчакнинг томонини то­
пинг.

2 . ABC  учбурчакда А  бурчак В  бурчакдан икки марта 
катта. Ь ва с томонлари берилган булса, учинчи томонни то­
пинг.

3. Учбурчак ABC  да (ha +  hb +  hc) (ft- 1 +  h ~ 1 +  h ~ ^)~
=  (a +  b +Гс) (a - 1  +  b)-1  +  с-1 ) уринли эканини исбот­
ланг.

4. Учбурчак ABC  нинг баландликлари асосини туташти- 
риш натижасида ^осил булган учбурчак А 1В 1С1 нинг медиа­
наси узунлигини топинг.
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5. Учбурчакнинг томонлари 13см, 14 см, 15 см були5, 
катта томонига утказилган перпендикуляр унинг юзини тенг 
иккига булади. Тенг булувчи чизи^нинг учбурчак ичида дол­
ган кисмини ва кичик бурчак учидан унгача булган масофа- 
ни топинг.

6 . Турри бурчакли АВС  учбурчакда турри бурчак бис­
сектрисаси гипотенузани р  ва q кесмаларга булади. Учбур­
чакнинг катетларини, гипотенузага туширилган баландлиги- 
ни, биссектриса узунлигини топинг.

7. Учбурчакнинг а томонига туширилган баландликнннг 
шу томонга тегишли медианадаги проекциясини гопинг.

8 . Учбурчакнинг огирлик марказидан баландликка ту­
ширилган перпендикуляр 6 см ва учбурчакнинг асоси 20 см 
булса, баландлик ажратган кесмалар узунликларини топинг.

9. Учбурчакда АВ  =  с, АС  =  Ь, ВС  =  а, ВС  томонда 
D  нуцта BD =  т  ва DC =  п к,илиб олинган булса, AD  
нинг узунлигини топинг.

10 . Агар та нинг а томонга туширилган проекцияси па 
булса, у х,олда Ь2 — cs =  2апа булишини исботланг.

11. Агар АВС  учбурчакда Л ва В бурчакларнинг ички 
биссектрисалари А А Х ва B B L булиб, улар Q ну^тада кесиш­
са, у х°лда =  —  А А Х булишини исботланг.

2  р
12. Уткир бурчакли учбурчакнинг Н  ортомаркази ва а, 

Ь, с томонлари маълум булса, у холда h B-HA  - f  h b■ Н В  +  
+  hc ■ НС  ни хисобланг.

13. Учбурчак АВС  да медианаларнинг и и р и н д и с и  унинг 
ярим периметридан катта, тулик; периметридан кичик були­
шини исботланг.

14. Учбурчак медианаси уни уртага олувчи томонлар 
й и р и н д и с и н и н г  ярмидан кичик в а  шу томонлар йириндиси- 
нинг ярмидан учинчи томон ярмини айрилмасидан катта 
канини исботланг.

3-§. Айлана ва дойра
7 - т а ъ р и ф .  Текисликнинг берилган ну^тадан бир хил 

узо^лашган хамма ну ̂ талари дан иборат фигура а й л а н а  
дейилади ва Z(0 ; R) куринишда белгиланади.

Берилган нукта айлананинг м а р к а з и  дейилади.
Текисликнинг айлана билан чегараланган ички булаги 

д о й р а  дейилади.
Айлана ну^таларидан унинг марказигача булган масофа 

айлананинг р а д и у с и ,  айлананинг ихтиёрий икки нук;тасини
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тутштирувчи турри чизик кесмаси ва т а р ,  марказдан утув­
чи ватар д и а м е т р  дейилади.

Маълумки, айланалар узаро маълум муносабатда була- 
дилар, яъни умумий марказга эга булган (концентрик) айла­
налар; ичкаридан ёки ташкаридан уринувчи айланалар; узаро 
умумий ну^тага эга булмаган айланалар.

17- т е о р е м  а.  Дойра ичида олинган нуцта оркали би- 
рор ватар ва диаметр утказилса, ватар кесмаларининг 
купайтмаси диаметр кесмаларининг купайтмасига тенг.

И с б о т и .  Г 17 нинг шартига кура АВ  ватар ва CD диа­
метр N  нук,тада кесишади. Энди иккита ёрдамчи АС  ва BD  
ватарлар утказсак (16-раем), AC N  ва NBD  учбурчаклар х,о- 
сил булади. Бу учбурчакларда Z . А =  Z . D ва Z . С == /~ В  
булади, битта ёйга тиралгани учун. Натижада Т 4 ва Т ъ га 
асосан д  A C N  со Д NBD  эканидан A N -N B = C N -N D  эка­
ни келиб чикади.

1 -натижа. Дойра ичида олинган ну1\тадан бир нечта ва­
тар утказилган булса, хаР бир ватар кесмаларининг купайт­
маси хамма ватарлар учун узгармас микдордир.

18- т е о р е м а. Доирадан т аш щ рида олинган нщ т а- 
дан бирор кесувчи ва уринм а утказилган булса, кесувчи 
билан унинг ташци бС/лагининг купайтмаси уринманинг 
квадратига тенгдир.

И с б о т и .  Дойра ташцарисидаги N  ну^тадан N C  урин­
ма ва N A  кесувчи утказамиз (17-раем), сунгра АС  ва ВС 
ёрдамчи ватарларни утказамиз, у х°лда NAC  ва NBC  уч- 
бурчакларни хосил ^иламиз. Бу учбурчакларда N  бурчак

умумий ва Z JN C B  =  Z -C A B  =  “  эканидан Г 4 ва Т 6 га

С

16- раем . 17- раем .
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асосан д  N A C &  д  NBC  булади. [Бундан N A :N C  «= NC: 
:NB=> NC'~ =  N A NB  булади. Шу билан Т 1В исбот килин­

ди.
2 -натижа. Дойра ташкарисида ётган нуктадан бир кан- 

ча кесувчилар утказилган булса, ^ар бир кесувчи билан унинг 
ташки булагининг купайтмаси хамма кесувчилар учун узгар- 
мас микдордир.

19- т е о р е м а. Агар кесишувчи икки айлананинг кеси - 
шиш А нуцтасидан О, ва 0 2 нукт алар оркали АС ва AD  
диаметрлар утказилса, у  холда CD тугри чизщ  айлана- 
ларнинг иккинчи кесишиш В  нуцтасидан ут иб, АВ  _L CD 
б$лади.

И с б о т и .  Rt ) ва /2(0 2; R 2) берилган ва Ьх П /2 =
=  {А, В). АС  =  d x ва AD  =  d2 хамда 18-раем) д  АСВ  ва 
д  ABD  лар диаметрга тиралгани учун ^  ABC  =  ZL ABD  =  
=  90° эканидан А В  J_ CD келиб чи^ади. Шу билан Т 19 
исбот килинди.

2 0 - т е о р е м  а. $заро  кесиш майдиган (1 9 -раем) айлана- 
ларнинг ички ва т аш щ  ум ум ий уринм аларининг кеси- 
шишидан %осил булган  О, К  I , Н  нуцт алар бу айлана- 
ларнинг марказлари орасидаги масофани диаметр к^илиб 
утказилган айланада ётади.

И с б о т и .  1г (А; # i)  ва / 2 (В^, R 2) айланаларнинг мар- 
казларини уриниш нукгалари С, L, D , М билан туташти- 
риб, AG ва BG кесмалар утказилгандан кейин Z . AGC  =  

AGL ва /L B G D — z l  BGM ларни з^осил ^иламиз. Нати-

/

\

, 19- раем .
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жада Z .C G L  +  Z .DGM  =  180°, шунга ухшаш Z . AGL +  
+  ^-  BGM =  90°; ZL AGB =  90°. Бундан G нук;та Л б  диа- 
метрли айланада ётади. Худди- шунга ухшаш ^°лган ну^та- 
лар з^ам курсатилади. Шу билан теорема исбот килинди.

21- т е о р е м  а. Доирада олинган бирор N  нукта орца- 
ли узаро перпендикуляр булган АВ ва CD ватарлар ут- 
казилса, у  холда улар булакларининг узунликлари квад­
рат ларининг йириндиси диаметр квадратига тенг була­
ди, яъни:

N A- +  NB- +  NC- +  ND* =  d \
И с б о т и .  Т 21 нинг шартига кура N  ну^та з^амда АВ  ва 

CD перпендикуляр ватарлар (20- раем) берилган. Энди СЕ  
диаметрни ва AD, СВ, BE  ватарларни утказамиз, натижада 
^  D AB  =  DCB-, ZL DCB  +  Z . ABC  =  90° (1), Z . СВА +  
+  A B E  =  90° (2) булади. (1) ва (2) дан /L D A B  =  
=ZL A B E  =>■ w  A D  =  ^  B E , бундан AD  =  BE  • булади. 
A AN D , A  CNB  ва д  СВЕ  лардан A N 2 +  ND- =  AD 2 (3), 
NC2 +  NB- =  C B2 (4) ва С В 2 +  B E 3= C E 2 (5) хреил булади, 
сунгра (3) ва (4) тенгликларни (5) га ^уйсак, N A 2 -f-JVD2 +  
+  N C 2 +  N B- =  С Е2 =  d1 з^осил булади. Шу билан теоре­
ма исбот цилинди.

22- т е о р е м а .  Агар доиранинг ихтиёрий нуцтаси N  
орцали А В  ватар утказилса, у %олда A N -N B  купайтма 
радиус квадрсипидан N  нуцтадан дойра марказигача б у л ­
ган масофа квадратининг айирилганига тенг булади.

Й с б о т и .  N  нуцта ва О марказ ор^али (21-раем) PQ 
диаметрни утказамиз. Т 17 га асосан N A N B  — PN NQ бу­
лади, лекин P N  =  OP — ON; NQ =  OQ - f  ON ва OP =  
=  OQ =  R  эканидан A N  ■ N B  =  P N -N Q  = ( R  —  ON) (R +

18 ’
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-f- ON) — R i — ON2. Демак 
A N  ■ N B  =  R 2— ON2 булади, шу 
билан Г 22 исбот булди.

2 3 - т е о р е м  а. Агар айла­
нанинг бирор Р нуцтасидан 
А В  диаметрга PN перпендику­
ляр  тушириб  (22-расм), Z -IN P  =  
=  Z_ PNC ясалса, у %олда PN  
перпендикуляр IN  ва NC лар  
орасида Cjptna пропорционал бу­
лади.

И с б о т и .  Т 23 шартида бе- 2 2 - раем .
рилган PN , IN , NC ларни / (О; R) 
айлана билан кесишгунча давом эттирамиз, бунда NC  
кесма айланани D нуктада, PN  эса Q да, IN  эса L  ну^- 
тада кесиб утади. Натижада Z . IN P  =  /1  PNC  =  /-L N Q  =  
=  /_ D N Q  булиб, jL O N C  =  Z -O N L  экани келиб чикади. 
Бундан д  OCN =  д  ONL  булиб, NC  =  N L  булади. д  IN P  
соД QNL  эканидан IN  :N P — NQ :N L  булади, бунда PN  =  
~  NQ, L N  =  NC эканидан IN  :PN  =  PN  :NC  => P N 2 =  
=  IN  NC  булади. Шу билан теорема исбот килинди.

24- т е о р е м а. Агар MOD секторнинг М, О, D нуц- 
талари оркали айлана ут казилиб  (23 -раем), у  А В  диа- 
метрни N  нуктада кесиб утса, у \олда  N Y  биссектриса 
N M  ва ND ватарлари орасида урта пропорционал б ула ­
ди.

И с б о т и .  N  ну^та билан D ну^тани туташтириб давом 
эттирсак, доирани С нуктада кесиб утади. Натижада

23- раем. 24- раем .
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А

L

2 5 -т е  op  е м а. Агар дои- 
рада олинган N нуцтадан  
утувчи диаметрга (24- раем) 
перпендикуляр ватар утка­
зилган булиб, N M  ва NC лар  
/L A N Y  ва Z .Y N B  ларнинг 
биссектрисаси ва OD _L АВ 

,булса ;

z l  BND =  АОС =  Z . A N M  
булади, шартга кура Z .D N Y  =  
=  Z. M NY, бундан Z . B N Y  —
— ZL A N Y  булиб, N Y J L A B  
экани келиб читали. T i3 га 
асосан N Y 2 =  N M -N D  була­
ди. Шу билан теорема исбот 
булди.

25- раем .

1) N M  :N y  == N Y  : NC;
2) v_y M Y C  =  w A Y D  =  90°;
3) N M 2 +  NC2 =  2 R 1 =  2 АО1 булади.
И с б о т и .  T Z3 га асосан N Y 2 =  N M -N C  экани маълум, 

бундан биринчи шарт исбот булади. Шартга кура Z . M N Y  =  
=  Z . Y N C  =  45°, w M Y C  =  w M Y  +  ^  YC  =  90° *амда 
OD .L. А В  ва OD |[ N Y  эканидан ^  M YC  => w  ЛУХ) =  90°. 
^а^икатан ^ам, Z. МОС =» 90° турри бурчак эканидан ва 
Д МСО  дан М С1 =  ОМ 2 +  ОС2 =  2 Л О \ д  A1VC да

ЛШ С =  Z . МОС  эканидан A W 2 -f  NC2 =  МС- =  27?3 эка­
ни келиб чикади. Шу билан теорема исбот булди.

26- т е о р е м а .  Агар А В  диаметрнинг ихтиёрий N  нуц- 
тасидан (25- раем) ут казилган перпендикуляр АВ  га ясал- 
ган т енг ёнли учбурчакнинг AD томонини Р  нуктада ва 
BD  томоннинг давомини L нуктада кесиб уж а, у  \олда  
N Y 2 =  N P -N L  булади.

И с б о т и .  Маълумки, д  A N P  а> д  B N L  эканидан A N :
• N P = B N  :LN . Худди шунга ухшаш AN  : N Y  =  N Y  \N B  ёки 

A N : N Y  =  N Y : N L  булади, бу ерда AN  =  N P  эканидан 
N P :N Y  =  N Y : N L  => N Y 2 =  N P -N L  булади. Шу билан тео­
рема исбот килинди.

Масала. Агар дойра ичида олинган N  нук,та оркали МС  
ватар утказиб ва ихтиёрий А В  диаметрга шу нуктадан пер­
пендикуляр туширилса (26- раем), у ^олда M N  ■ NC  =  AD  х  
X D B — N D 2 булишини исботланг.

И с б о т и .  ND  перпендикулярни дойра айланаси билан
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кесишгунча давом эттириб, Е, 
L  ларни топамиз. Т]7 га асо- 
сан M N -N C  =  N E -N L  була­
ди, 6v ерда N E —D E — N D X  
X  NL =  DL +  ND  =  DE  +

В

с

+  ND булганидан NM ■ NC — A 5
=  N E -N L  — (D E — ND) (DE +  
+ N D ) =  DE'1 —  ND1 булиб, 
T23 га асосан D E 2 =  AD ■ DB  
эканлигидан N h \N C  = D E 2—
— ND2 =  AD DB—ND 2 экани 
келиб чикади.

L

Куйидаги масалаларни 26- раем .
ечинг:

1 . Айлана ташкарисида олинган N  нуцтадан ML  ватар 
утказиб, ихтиёрий АВ  диаметрга ND  перпендикуляр утка- 
зилса, у хрлда N M - N L  =  DA DB +  N D 2 эканини исбот­
ланг.

2. Иккита кесишган ватарнинг бири 12 м ва 18 м ли 
булакларга булинган, иккинчиси 3 :8  нисбатда булинган бул­
са, иккинчи ватарнинг узунлигини топинг.

3. Уринма 20 см булиб, уша нуцтадан утказилган энг 
катта кесувчи 50 см булса, доиранинг радиусини топинг.

4. Айлананинг N  ну^тасидан утказилган тугри чизик ик­
кинчи концентрик айланани С ва D  ну^таларда кесиб утса, 
у холда NC ND  =  — R l (R l >  R2) булишини исботланг.

5. Берилган ёйнинг ватари а га, радиуси г га тенг. Ик- 
киланган ёй ватарининг узунлигини аницланг.

6 . Узаро кесишган икки айлананинг умумий ватарини 
узайтириб, унинг давомида олинган бир ну^тадан шу айла- 
наларга уринмалар утказилган. Шу уринмаларнинг тенг эка- 
шши исботланг.

4- §. Учбурчакнинг юзи. Учбурчакнинг дойра билан 
узаро алоцаси

2 7 - т е о р е м  а. Учбурчакнинг юзи унинг асоси билан  
баландлиги купайтмасининг ярмига тенг.

И с б о т и .  Берилган учбурчак ABC  ни (27-раем) ADBC  
параллелограммгача тулдирамиз, натижада параллелограмм- 
нинг юзи S ADBC = C B -A A l =  a -h a булади. ADBC  парал- 
лелограммнинг АВ  диагонали уни тенг иккита учбурчакка 
ажратади. Бундан д  ABC  нинг юзи S ^ ABC =  — S ADBC =
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27- раем .

=  - ~ а 'К  булади. Демак, S AABC =  ~ a  ha =  j b ' h b =  

=  ~ c 'h c булади. Шу билан теорема исбот кщинди.

а в с  ~  ^  Ф°РмУлаДа катнашаётган h a нинг урни-
2 — —— ^

г а К ~ ~ ^ Р ( Р  — ° ) ( Р — Ь) { р — с) ни куйсак, у олда

$ аа в с  ~  V Р ( Р  —  ° ) ( Р  —  Ь ) ( р  —  с) Г ерон формуласини х°- 

сил киламиз. Агар S &ABC — ^  a -ha формуладаги ha нинг 

(27-раем) д  Л Л ,В  дан ha — с sin В  к,ийматни топиб урни* 

га куйсак, у холда S AABC =  ~  a -с sin В  ни хреил ^ила-

28- раем. 2 9 -раем .

j
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миз. Худди шунга ухшаш S &ABC — ^ a -b  sin C = y 6 - c s in А

ларни ёзиш мумкин.
Маълумки, х,ар кандай учбурчакка ички ва ташки ай­

лана чизиш мумкин. Ташки чизилган айлана маркази (28- 
расм) учбурчакнинг юмонларига утказилган урта перпенди- 
кулярнинг кесишган нуцтаеида, ички чизилган айлананинг 
маркази (29- раем) эса биссектрисалар кесишган (30-расм) 
ну^та F да ётади. Ташки чизилган айлананинг радиуси R, 
ичкисиники г ор^али белгиланади. Юкорида куриб утилган

А

Ти  га асосан, —-—  =  — —  = — — —2 R  экани маълум. 
sin A sin В  sin  С

Демак, 5 Д/1ВС=  — be sin А  г а /sin А  =  —  ни к>уйсак, у
2 2 R

о  1 , . „ 1 , a abc о  abc^олда 5 Д;4ВС — — be sin А — — be ■ —  — — ; S AABC — 4 R

^осил булади. Агар д  ABC  га (30-расм) ички чизилган ай­
лана радиусини эътиборга олсак, у х,олда S AABC — S AAFB~{-

+  S ABFC  +  S a c f a  эканидан S ^ ABC = ± A B  r + j B C  r +  

+  —■ AC r =  у  (a +  b +  c) r — p r  булади, яъни S aABC =

=  p r  булади (бунда p  =  Берилган учбурчак ABC

нинг ихтиёрий бир томонига таш^аридан, колган томонлар- 
нинг эса давомига уриниб утувчи айлана учбурчакнинг шу 
томонига ташки-ички чизилган айлана деб каралади. Агар 
шу айлана учбурчак ABC  нинг а томонига таш^и- ички чи­
зилган булса (31-раем), унинг маркази /L B C E  ва /L D B C  
ларнинг биссектрисалари кесишиш нук,таси Fа да ётади ва 
унинг радиуси га оркали ифодаланади. Бундан келиб чи^а­
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31- раем.

Дики, S A. Br= SлЛ£С—0 дЛВЯ\ +
' д  AFaC ' ' д  b f „ c

1 , 1 . 1  = - с - г а +  — Ъ-га — х
х а - г а =  ^ г а {Ь +  с — а)

' булади, бу ерда b +  с—
— а =  й +  с +  а —2а =  
=  2/7 — 2а — 2 (р — а) 
эканини эътиборга олсак, 
у *олда Авс = (р  —
— а) • г а булади. Худди 

' д  a b c  =  i P  —  a ) r a =  ( р  Ь ) г ь =  ( р  с) ■г с

эканини ёза оламиз. Энди учбурчак юзини унинг медиана- 
сига кура топамиз. Учбурчакнинг медианалари кесишган 
(огирлик маркази) нуктаси G булсин, медиана учбурчак юэи- 
ни тенг иккига булганидан (32-раем) 5 дЛд 1В= 5 д>1С.у41 булиб,
бундан S&a q b~ S ^ В0С= 3 ^ cga ва с,с!в ==‘̂ д лее, Ф С21\AG)

2 2 2 булади. Бундан ВС2 =  — та, BG =  — m b; C..G =  — тс экан-
3 3 3

лиги ^а мда д  AGB  =  д  BGC2 эканидан Д BGC2 нинг ярим 
_  2 m„-\-mh-\-mr .. „  m n + m h 4-m c
периметри р  = — • ^  еки Т  — £  — р  =

32- раем , 

шунга ухшаш 5 ,

__ m „ + m b+ m c 

3
десак, у з^олда р  =  — Т  булади. Демак,

в с с , = У т Т (Т ~ т а){Т

r n j  (Т  — m )  (Т  — m )  булади. Юкоридагига
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асосан 5 дЛВС- 3 5 дВСС> = 3 -  - i  У Т (Т  m a)(T mb)(T т с) =» 

= у  У Т  (Т —  m j  (Т  — mb) ( Т —' т с); 5 Д„ ВС =

=  у  / Г  (Г — т  J  (Г — (Г — т £) булади. Агар 5 дЛВС

ни унинг баландлиги орцали ифодаласак, у холда 2 5  =
и Lt. I и ah„ ,  а-1-64-с =  алп =  b h —ch,, га асосан о = — ; с = —3 булио, р = --------- =а ь с • Т оtil) Яс ^

=  7  (а +  +  ? ) =  7  аН° (Л*~' +  +  Н~ Х) бУлади> бу
ерда / Н  +  /г- 1 - f  h ~ l =  2 V десак, унда р =  Vaha булиб, 

р  — а =  Vah — а =  ahnV  — —  =  ah (V  — h ~ l ) булади.' и и и Q 4 (X ' *
Худди шунга ухшаш р — b^=aha (V — h ~ l); р — c —aha (V—
—  h - 1), 5  =  a2h2a y V (V  —  h ~ l) (V —  h .-1) (V — h ~ ‘) булиб,

2 5 =  aha эканидан — =  4 У V (V — /г—1) (V— h ~ l) (V—h~')
S

экани келиб чикади.
F' ва F "  ухшаш содда шакллар булсин. Бу шакллар- 

нинг юзлари кандай нисбатда булишини аниклаймиз. Шакл­
лар ухшаш булгани учун F ' ни F "  га утказадиган алмаш- 
тириш мавжуддир. F ' шаклни учбурчакларга булиб чикамиз: 
Д[ , Д2 , . . . , ДА . F' шаклнинг юзи шу учбурчаклар юз- 

ларининг йигандисига тенг. F' шаклни F" шаклга утказувчи 
ухшаш алмаштириш бу учбурчакларни F "  шаклнинг були- 
нишидан х°сил ^илинган , д ” , . . . , д ” учбурчаклар­
га утказади. F "  шаклнинг юзи шу учбурчак юзларининг 
йигиндисига тенгдир. Демак, 5  (д” ) =  к2 5  (д* ) => 5  ( F " ) ~  
=  k2 5  (F ') экани келиб чикади.

2 8 - т е о р е м а .  -9хшсии учбурчак ю зларининг нисбати 
мос чизщ ли элементлар квадратларининг нисбати каби- 
дир.

к
И с б о т и .  Та8 шартига кура д  АВС  ж  д  берил­

ган. Бундам А ^  =  k АВ; А ХСХ =  kA C ; В ХСХ =  k ВС экани
маълум. Т27 га кура 5 дЛВС =  y a / i a =  ~  Ыгь =  у  chc булиб, 

S b A tB,c, =  7 а Л ,  =  у  & Л , =  j  СЛ ,  булиши берилган.
h. п h
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33- раем.

о2
эканидан 5 д„ .в ,е , : S a abc  = 7 ~  =  ^ Г =й2 булади. Бундан

S a Aib iCi =  S ^ abc  булади. Шу билан теорема исбот бул­
ди.

2 9 - т е о р е м  а. Агар A B C  учбурчакнинг А бурчаги  
А 'В 'С ' учбурчакнинг А ' бурчагига тенг булса, бу учбурчак­
лар ю зларининг нисбати тенг бурчакларни т аш кил эт- 
ган т омонлар кдпайтмасининг нисбатига тенгдир, яъни  
•^давс 'ЗдА 'В 'С ' — Ьс.Ь с булади.

Агар А В С  учбурчакнинг А бурчаги билан А 'В 'С ' уч­
бурчакнинг А ' бурчагининг йигиндиси 180° га тенг булса  
(33- раем), учбурчак юзларининг нисбати шу А ва А ' бур­
чакларни т аш кил этган томонлар купайтмасининг нис­
батига тенгдир, яъни S . S ' — bc\b 'c'.

А 'В 'С ' учбурчакда С 'А ' нинг давомида А ' ну^тага нис- 
батан С' нуктага симметрик к,илиб С" нукта оламиз. А 'С "  — 
=  А 'С ' — Ь ' . Энди В ' ва С" нуцталарни туташтирамиз. Х,о- 
сил булган А 'В 'С "  нинг юзини S"  билан белгилайлик, 
бунда z l  В 'А 'С ' =  Z - А  булганидан ю^оридаги фикрга кура 
S : S "  = b c : b ' c ' . Бу ерда S aC,a .b , =  S AA,B,C, . , чунки С 'А ' —
— А 'С "  ^амда баландликлар тенг. Демак, S ' =  S "  экани­
дан 5 : 5 '  = b c : b ' c '  булади.

3 0 - т е  о р е м  а. Агар А В С  учбурчакнинг учларидан чи- 
цувчи myFpu чизщ лар  учбурчакнинг томонларини А г, В и 
Сг нуцталарда кесиб, улар  биргина Е  (34-раем) нуктада

Е А  Е  В  ЕСкесишса, у  \олда  — - Н------ - +  — 1- == 1 булишини исбот-
АА^ В В j  C C j

ланг.
И с б о т и .  Маълумки, 5 Д/1ВС =  S ьВЕС +  S ACEA

* 5 Д ЛЕВ . 5Д ВЕС , S zCEA , сб у л и б ,---------------1----- -----------1--------------=  1 булади. Бунда
S&ABC S &ABC S &ABC
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о

34- раем .

^ д л е в  с • ЕС,,

&АВС
Е А 1 , Е В 1эканидан — -  Н-------
АА,

с ■ СС,'  

Е1 

В В ,

в е с

S &ABC  
ЕС,

а ■ Е А , '  ^ ^ с е а

а ■ А А , ’ д  A B C

Ъ Е В ,  

Ь-ВВ j

— - =  1 булади. Шу билан Т30 ис- 
с с ,

бот цилинди.
Масала. ABC  учбурчакнинг томонларида мос равишда 

А ', В ', С' нукталар А 'В  — и -А 'С \ В 'С  — v -B 'A \ С’А  =  
=  w -C 'A ' шарти буйича олинган булиб, унинг юзи S  бул­
са, А 'В 'С ' учбурчак юзини топинг.

Е ч и ш .  К^с^алик учун А 'В  =  а,; А 'С = а 2, В 'С  — Ь,; 
В 'А  =  Ь2, ВС' =  с2; А С '= с ,  деб олсак, у хрлда (35-раем)

А ’ВС А А ’В ’С Д А В ' С ’ S 3 куринишда бел- 
гилаймиз. Ю^оридагиларга таянйб ва Т29 га асосан 5 , :S  — 
=  а,с2 :ас; S 2 : S  — a2b, :ab\ S A : 5  =  c ,b2 : cb ни ёзамиз ва
уларни х,адма- ^ад цушеак, у х,олда 

•fljbc% "j-  аф хс -f- Qb̂ ĉ

S ,  +  S 2 +  S s

abc 
S k  abc

ёки 5 ,  +  S 2 S 3 =  S k десак, S  =

(1) з^осил булади. Белгилашларга кура

2)

Q̂bCn "j- dnb̂ c -j— ab̂ C\
a = a , + a 2 =  a2( 1 +  u),
b =  b,  -(- b2 =  b2 (1 0),
с =  с, +  c2 =  c2 (1 +  ш).

Топилган натижаларни (1) га куйиб, сунгра тегишли содда 
лаштиришларни бажарсак, у з^олда

S k _  и  (1 +  у) 4- у (1 -}- ш) -|- w  (1 4 - и)
S  (1 +  « ) ( [  4 - с )  (1 4 - w)

=  5 . и (* +  °) 4 -  о (1 -j- w) 4 - w  (1 4 - и)
(1 4 . и) (1 +  р) ( 1  4 . а,)

булиб, S a — S  — S k
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эканидан
s  — 5 . \ + u-v-w 

“ (1 + « ) ( !  +  w )

Хосил булади.
Маълумки, ABC  учбурчак томонлари узунликлари йи- 

риндисининг ярмини р — а +  =*■ 2 р = а  +  b +  с деб бел-

гилаган эдик.
1 . ab +  Ьс +  са — р 2 +  г2 -f 2Rr эканини исботланг.

SИ с б о т и .  Бунинг учун а +  Ь +  с =  2р\ г —; R =
Р

=  каби муносабатлзрдан фойдаланамиз. Булардан
4  5

О I 2 I Л Г) 9 I I & Ь С  «Sр 2 +  г2 +  4 R r =  р- +  — +  —  • —  =
Р2 S  р  

__ р2  _j_ (Р —  а) (р  —  &) (р —  с) +  abc

Р

р 3 —  р- (а 4- b  -f- с) 4- р  (ab +  ас 4- be) —  ab c  4- abc _j_ ^ 2  _

Р

=  р2 — р г +  ab +  Ьс +  ас =  ab +  ас +  Ьс
экани келиб чикдди. Шу билан исбот булди.

2. Учбурчак АВС  да а 2 +  Ь°- +  с2 =  2 (р 2 — г2 — 4 Rr) 
эканини исботланг.

И с б о т и .  а2 +  Ь2 +  с2 — а2 +  Ь2 +  с2 +  2ab +  2ас +  
+  2 Ьс — 2 (ab +  ac+fcc) =  (а +  Ь +  с)2 — 2 (ab +  ас+Ьс) =  
=  4р2 — 2 (р2 +  г2 +  4 Яг) =  2 (р2 — г2 — 4 Яг).

3. Берилган: +  — +  — )( а + 6 +  с \ =  4 ; а 2 =
W  r b r c ) \  ra +  rb - \ - r c !

=  (ra — r) (rb +  rc) эканлигини исботланг.
И с б О Т И .  —  =  аГ»гс + Ьгагс + С Г ^ Ть_ д е б ё зи б >

?а ?b гс ^а? b̂ c
сунгра S  =  (р — а) га— (р — Ь)гь — (р — с)гс муносабатдан 

фойдаланиб, +  ±  +  Л  =  ^  « - »
r a rb rc S  (Р— Ь)(р с)

а  (p — a ) +  b ( p  —  b ) + c  (р — с) _ 

S(Р —  а) (Р— с) (Р— а) (р— Ь)

_  р  (a -j- Ь +  с) —  (а2 +  Ь% +  с2) _  2 р 2 —  (2р 2 —  2 г 2 —  8 ffr) 
- -  s  

2г* +  8  R r  2 г .  , . п .
— f ----- =  — (г +  4 Я) ни
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^осил киламиз. Худди шунга ухшаш га +  ть +  гс — г +  4 R

эканини эътиборга олсак, у ^олда а.Т ь ~Ус .. — 2р— бу-
га~\~гь Л - гс r-[-4 R

либ, ( - +  - + - ) ( - а +  6 +  С ) = (г +  4 Я) •
\ ra rb rc 1 \ ra +  ГЬ гс / ^

2р
r + A R '

х,осил булади.
Юкорида келтирилган формулалардан фойдаланиб, к;уйи- 

даги тенгликларнинг тугрилигини текшириб куринг:

1. K  +  h , +  h , = ± ± ^ + “ .

2. -  + -  +  - 1  = 1  
Га ГЬ Гс Г

3. —  + — +  —
ha hfr hc г

4 - Р'2г =  ' . г ь гс.
5. а 3 +  Ь* +  с3 =  2р (р2 — 3г1 — б Rr).
6 . (а +  b)(b +  с) (а +  с) — 2р  (р 2 +  г2 +  2 Rr).

7. -  + —) +  —. 
а Ь с 4 R  \ г  р  ] р

8 . —  +  —  + — =  — . 
ab Ьс ас 2 Rr

9. ± + _L + _L = /РЧ-4ДМ-'У__
а2 Ь2 с1 \  4р  R r  ) Rr

1П а  +  6 , Ь +  с а +  с _ р 2 +  г2 —  2 R r

l0 - ~ Г ' + “ 7 _ +  ~ ь  Тяг '
11. (р — а )2 +  (р — Ъ)2 +  (Р — с)2 =  р2 — 2г (4 R  +  г).
12. (р — а)3 +  (р — ft)3 +  (Р — с)3 =  р  (р2 — 12 «г).

13. - 1 -  +  - L -  +  — =  4 /? + -Г...  
р  — а р — Ь р  —  с рг

. .  а Ь , с A R  —  2r14 .  1---------Ч -------- ----------------- .
р  — а р  — b р  —  с г

15* К  К  +  K h c + h a h c ^ Ц г '  h “ h b h c =

16. (ha +  hb) (hb +  hc) (ha +  hc) =  ^ - ( p 2 +  Г  +  2 Rr).

« ,  ha + h b , hb + h c , ha + h c p2 + r2 - 2 R r _

l7 ' +  +  ~ ^  ««г '
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1 8  h a + h b h b+ h c h a + h c _  pr 

a  - \-b  b +  с a  -j- с 2 R*

jg  _|_ hb -)- ha -f- hc __ g
 ̂a *b

20 *C __ ~~b ~f~
ла л* hc hahb +  hahc -f hbhc

2J. 5  =  ££*£L.
P _____________

22. S  — r ■ r ] / - - - — ^ — -r." Г —— f'a  A
23. S  =  .

24. S  =  (Q+ ft) r ■
'  + r c

II б о б .  У Ч БУ РЧ А К Н И Н Г АСОСИЙ НУКТАЛАРИ, ЧИЗИК;ЛАРИ ВА 
УЛ А РДА Н  КЕЛИ Б ЧИ ^А ДИ ГА Н  М УНОСАБАТЛАР

1 - § .  Ч Е В И  А Н  Л  А Р

Ю^орида келтирилган д f  2 дан мусбат ва манфий йуна- 
лиш тушунчаси маълум. Бизга берилган т ^ р и  чизикда 
(36- а раем) Л ва В асосий ну^та ва кандайдир N  ну^та 
берилган булсин. Бундай хрлатда х,осил булган кесмалар­
нинг узаро нисбатини AN: BN  деб ёзсак, у ^олда бу ёзув

уч ну^танинг оддий нисба-
а)--------А N  в  ти дейилиб, у  (A B N ) кури- 

-------- -•----------------- •-------------- •— нишда белгиланади , яъни
(ABN)  =  AN-.BN. Энди

б) А В И (A B N ) ни N  нинг тугри чи-
* * * зикдаги з̂ ар хил х;олатига

караб, ишораси ^ам да к,ий- 
36- раем. матини ани ^лаш га ^аракат

килайлик:
1) Агар N  нукта А ва В  нуцталар орасида булса, у х,ол- 

да d /2  га асосан A N  ва B N  лар карама-к;арши йуналишга 
эга булганлиги сабабли (A B N ) = A N : B N  манфий булади.

2) А гар А  =  N  булса, у ^олда (АВА) =  АА :ВА  =  0 
булади.

3) В  — N  булса, у х,олда (ABN) — (АВВ) =  оо булади.
4) Агар А ф  N,  В  Ф N  булиб, N  ну^та А В  кесманинг 

давомида ётсин дейлик, у х,олда (ABN) > 0  булиб (36-6 раем),
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Хосил булади.
Бунда N  ну^та В  нуктадан чексиз узо^лашса, у холда

АВ /нисбат нолга интилади, (A B N ) эса бирга интилади. Шу-

нинг учун хам (ABN)  да N  ну^танинг хаР бир урни учун 
(ABN)  нинг шунга мос циймати мавжуддир. Агар берилган 
(ABN) ва (АВС) лар учун (ABN)  =  (АВС) булса, у холда

булиб, A N  =  А В  +  BN\ АС =  А В  +  ВС  эка-
B N  ВС  
нидан

(ABN)  =  —  +  1 =  —  +  1 =  (АВС) =► —  =
B N  ВС BN

=  ^ - = >  N =  с
ВС

экани келиб чикади. Демак, N ва С ну^талар ^стма-уст 
тушар экан.

8- т а ъ р и ф .  Агар турри чизи^лар учбурчак АВС  нинг 
учларидан чик,иб, к,аршисидаги томонни ёки унинг давомини 
А ', В ', С' ну^таларда кесиб, узлари бир нуктада кесишса 
ёки параллел булса, у холда бундай турри чизи^лар Ч еви  
ч и з и ц л а р и  ёки ч е в и а н л а р  дейилади.

3 1 -теорема. Агар А А ', В В ’, СС' тугри чизицлар учбур­
чак АВС нинг учларидан чщ иб, бир нукт ада кесишса ёки  
параллел б(/либ АВ, ВС, С А томонларни ёки уларнинг да­
вомини С ', А ', В ' нуцталарда кесиб утса, у  ,\олда
А В '  С А ' ВС '  , л--------------  • ------=  1 бцлади.
В 'С  А ' В  С 'А

И с б о т и .  Учбурчак АВС  нинг А  учидан ВС  томонига 
параллел булган DE  ни утказамиз (37-раем), натижада AD C ' 
ва ВСС' учбурчаклари хосил булади. Т 4 га асосан a A D C 'cc

с с а ВСС’ э к а н л и г и д а н = -^ j— (1) булади. Худди шунга
ВС с в

ВС В'Сухшаш д  А Е В ’ сс A C B B ' га асосан ----- ----------  (2) эканини
А Е  А В '

ёза оламиз. Х,осил ^илинган ухшаш учбурчаклардан бевоси-
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37- раем. 38- раем.

келиб чикади. Натижада (1), (2) ва (3) ларни з^адлаб Купай-
тирсак* АС' СВ' =  1 экани келиб чикади.___ ВА/_ ___

С В  А'С В'А 
Агар А А ' || В В ' || СС' булса, у з^олда (38-раем) а В А А ' сс

АВ' А'В
сс л В С ' С  ёки А В С В ' со а А А 'С  эканлигидан —— =  -^ - (1 ) ;

В с ВС

СА' СА' 
{ ’’ А'В А'В

(3) з^осил килиб, сунгра 
АВ’ ВС’ СА' _  j

1

В С ' __ В С  

С А ~ С А Г

уларни з^адлаб купайтирсак, у з^олда
В С  С Л А  В  

экани келиб чицади. Шу билан теорема исбот и,илинди.
32-тескари т е о р е м а .  Агар учбурчак ABC нинг учла- 

ридан чицувчи А А ’, В В ’, СС’ тугри чизицлар шу бурчак 
каршисидаги томонни

АВ' С А' ВС '

В 'С  ’ А ' В  ' С 'А

муносабатда булса, у  хрлда бу тугри чизщ лар бир нуц- 
тада кесишади ёки параллел булади.

(Исботи уцувчига з^авола)
Чеви теоремасидан ^уйидаги натижалар келиб чикади.

2 -натижа. Учбурчакнинг медианалари бир нуктада ке­
сишади.

^ацицатан з^ам (37-раем), медиана шартига кура А В ' =  
=  В 'С  ва ВС' =  С ’А  з^амда В А ' =  А 'С  булгани ва булар- 
дан лосил буладиган А В ' : В ’С =  1 булгани учун Чеви теоре­
маси уринлидир.

3- натижа. Учбурчакнинг ички бурчакларининг биссек- 
трисалари бир нуктада кесишади.

^аки^атан з^ам (37-раем), А А ’, В В ’, СС' ларни биссек­
триса деб к,арасак, у з^олда биссектриса хоссасига кура
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кади. 6 tL С
4- натижа. Учбурчакнинг ба- 

ландликлари бир нуктада кеси- 39- раем
•шади ва бу ну^та учбурчакнинг 
ортомарказидир.

Х,аци^атан *;ам (39- раем), ^осил булган тугри бурчакли 
учбурчаклардан мос э^олда А С ' — b cos А; ВА '  =  с cos В; 
СВ'  =  a cos С; С'В  =  a cos В; А ' С  =  b cos С; В ' А  *= с cos А 

ларни топиб, Чеви теоремасига кура

ни ^осил и,иламиз.
5- натижа. Учбурчакка ички чизилган айлананинг ури- 

ниш нук,таларини учбурчакнинг учлари билан туташтирувчи 
тугри чизицлар Ж е р г о н  н у ц т а с и д а  кесишади.

^аки^атан ^ам (40-раем), А ', В ', С' нукталар айлана­
нинг учбурчак томонларига уриниш нуктаси эканидан В С ' — 
=  В А '\ АС ' =  А В ' ва СВ' =  С А ' булиб, Чеви теоремасига
кура ~  • ^  ^  =  1 булади. Шу билан Н „  Н 3 ,  Н4,

Н 5 лар исбот цилинди.
3 3 - т е о р е м а .  Агар т угри ч и зщ  учбурчакнинг учидан 

чищ б, унинг царшисидаги томонни ш у томонга ёпишган  
бурчакларга пропорционал булса, у  %олда бу т угри чизиц- 
лар бир нуцтада кесишади.

И с б о т и .  Теореманинг шартига кура (37 -раем), А А ',  
В В ', С С  тугри чи-

А С ’ В А '

С 'В  А 'С  В 'А

А
сидаги томонни -----

В 'С
Z A _ С А ' Z C . 

Z C  ’ А ’В  ~  Z B  ’
ВС ' Z B  ,—  =  нисбатлар-

С
да б^лиши берилган. 
Х,осил булган тенг- 
ликларни ^адлаб ку- 40- раем .
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4 1 - р а е м .

А В '  С А ' ВС ' Z A  Z C  Z S  ,паитирсак, у холда ----- ------- - -----=  —  ------- - ——■ =  1
В 'С  А ' В  С 'А  Z C  Z B  Z A

булади.
Шу билан теорема исбот цилинди.
9 - т а ъ р и ф .  Учбурчакнинг томонларига ташки-ички чи- 

аилган айланаларнинг уриниш ну^тасини шу томон каршиси- 
даги уч билан туташтиришдан х,осил булган турри чизиклар 
бир нуктада кесишса, шу нукта Н е г е л  н у ц т а с и  дейи- 
лади.

Учбурчак ABC  да унинг ихтиёрий учидан таш^и-ички 
чизилган айлананинг уриниш нуктасигача булган масофани 
топамиз, яъни A D = A B + B D  экани (41-раем) маълум. Айлана 
таш^арисидаги ну^тадан утказилган уринма хоссасига асосан 
BD  =  В А ' эканлигидан AD  =  АВ  +  В А ' =  с +  В А ' ёки 
A D  =  АС  +  СА' =  Ь +  СА' булади, буларни ^адлаб цушеак,
2 AD  — а +  b +  с -  2 р ,  бундан, AD =  р  булади. AD — 
=  с + В А ’ эканидан В А '  — р — с булади. Худди шунга 
ухшаш колганларни ^ам аниклаш мумкин.

3 4 - т е о р е м а .  А гар учбурчак ABC нинг томонларига 
таищи- ички чизилган айланаларнинг уриниш  нуцтасини 
учбурчакнинг учлари билан  мос %олда туташтирсак, хр- 
сил булган тугри чизщ ла р  бир нуцтада кесишади.

И с б о т и. Маълумки, 7 31 га асосан — — ; ; ——ВС л в  с  л
нисбатларни топамиз, яъни В А ' =  р  — с экани маълум
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4 1 раем). Худди шунга ухшаш С А ' =  р  — ft; ВС’ — р  — о; 
СВ' =  р — а; С 'А  — р  — b\ А В ' =  р — с ларни ^осил кила-

~  А В '  С А ’ В С 'миз. Топилган натижаларни —  • ------ ----- га куиилса,
В 'С  А ’В  С А  

А В '  СА ' В С ' р  —  с р — Ь р  — а .у холда ----  • ----- • ----- ;= ^ '------ • £------ =  1 .
В ’С А ' В  С 'А  р — а р  — с р  — Ь

Демак, бу тугри чизиклар бир нуктада кесишар экан. Шу 
билан теорема исбот килинди.

Демак, учбурчак ABC  да Чеви тугри чизиги Негел ну^- 
таси ор^али утса, унинг периметрини тенг иккига булар 
экан.

35- Ван- Обел т е о р е м а с и .  Учбурчакнинг ички цисмида 
кесишадиган Чеви тугри чизит нинг хар бири учун
A N  А В '  . А С '  ,  „ ,----- ---------- --------миносаоати иринлидир.

A 'N  В 'С  С В  У у г  н
И с б о т и .  Учбурчак ABC  нинг А учидан ВС  га парал-

лел цилиб DE  ни (37-раем) утказамиз. Натижада &DNE  со
D . i r , ,  A N  D E  D A + A E  D A  , А Е

a BNC  дан бевосита -----=  —  = ------- i-----  = ---------------- ■
N A ' ВС ВС В С  ВС

П А  А С
A D A C ' ъ А В С ' С  дан —  =  ~  булади. А А Е В ' со

ВС с в
А Е  А В '</э А ВВ'С  дан булади. Топилган натижаларни
В С  В 'С

AN

N A'

A N А В ’П А  A F  А С
га к,уйсак, у х;олда = ------ 1---- - -- ----------1--------

1 :  N A  В С  В С  С 'В  В 'С
булади. Шу билан Т36 исбот килинди.

Энди Чеви тугри чизи^лари учбурчак текислигидан таш- 
карида кесишадиган булган ^оли (42- раем) ни куриб утамиз. 

Учбурчак ABC  да А А ' , СС ' , ВВ' тугри чизиклар учбур-

42- раем .
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чак таш^арисида — К  ну^тада кесишсин дейлик, у *олда
п ь '/ч  А К  M N  М А  . A N  к .  к

a MKN[<x> А В К С  эканидан — — == —  =  —  +  —  булиб,
КА dL dL dL

а М А В '  со а В С В ' х;амда A  NAC' сс аВ С С ’ лардан бевосита
М А  А В ’ A N  А С ' -  R  А К-----= ------- ; —  --- ------эканини еза оламиз. Бундан — - =
В С  В 'С  В С  С 'В  К А

А В '  А С '=  —-— |-----— булади. Агар кесмаларнинг йуналишини эъти-
В С С В

борга олинса ^ам бу муносабат узгармайди.
ВКЭнди — ; ни ани^лаймиз. Бунинг учун В  учидан AC  II 

К В '
ВК'II BL  ни утказамиз. Натижада Д K B L  х  А А К В ' дан —— =
КВ

^ ^ B L - B P _ ^ B L _ B P _ = B ^ _ _ B C _  Агар
А С  А С  А С  А С  А 'С  С  А

. В С ’ В С ’ ,иуналиш тушунчасига кура —р - ------------ эканини эътиборга
С А А С

ВК ВА' . ВС' л
олсак , у  ^ о л д а  — ; = —;------h келиб чиь^ади.

КВ А С —• АС
Шу билан Т35 тула з^олда исбот ^илинди. Бу Т35 дан 

^уйидаги натижалар келиб чикади.
натижа. Учбурчакнинг медианалари кесишиш ну^таси- 

да учбурчак учидан бошлаб 2 : 1  нисбатда булинади, чунки 
А К : К А ' =  2 :1  = 2  экани маълум.

7- натижа. Учбурчак ички бурчагининг биссектрисалари
b ” с b "4~ a cl 4- с £ кесишиш нуктасида —:— , —! ! — каби нисбатларда

а с Ь
булинади. Х ^и ^атан  ^ам (37-раем), А А ', В В ', С С  ларни
учбурчакнинг ички биссектрисалари десак, у ^олда — -  —

ВС
с А С  Ь А К  Ь + с  л=  — ; -----=  — эканидан ------ =  —1— экани келиб чи-
а В С '  а К А '  а

1̂ ади. Долган нисбатларни ^ам шундай келтириб чи^ариш 
мумкин.

8- натижа. Агар К  ну^та Жергон нук,таси булса, у ^ол-
А С ' р — а  А В '  р —  а  ,  А К  р  — а  , Р —  ада —— =  - ----- ; ------ =  ------ булиб. — - =  - ----------h ------ =
С В  р  —  Ь В ’С р  —  с ’ К А '  р  —  Ь р  —  с

а ( р  —  а) В К  Ь (р  — b) С К  с ( р  —  с)

(Р —  Ь) (р  —  с) К В ’ (р  — а) (р — с) К С ' (р —  а) (р —  Ь) 
булади.

9- натиж а. Агар К  нуцта Негел нук,таси булса, у ^олда
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A C ' _  p —  b . A B ' __ p —  c

C ’B  p  —  a '  B 'C  p  —  a
A K  p  — b .эканидан ----- =  -------- H
K A '  p  —  a

-\- p  —  c _  a _ B K  _

p —  a p —"a ’ K B '  
b C K  ~ с

~  p  —  b ’ К С '  ~  'p —  c У* 
лади.

Масала. Агар Чеви TyF-

нинг ичида кесишса, у хол- 
да учлари А ', В ', С' ну^- 
таларда ётувчи учбурчак- 43- раем,
нинг юзи топилсин.

Е ч и ш .  Изланаётган учбурчакнинг юзини 5 '  = 5 дЛ,в ,с . 
(43-раем) ор^али белгилайлик, у ^олда 5  =  S  — S AAC,B. —

__ с __ с
° А В С ’А ’ ° А С А ’В '

__ j булади ва Т29 га асосан куйидагиларни ёза

оламиз:
^ а а с в ’ А В '  ■ A C '  S & B C A '  _ В С '  ■ В А '

S  ~  А В - A C '  S  В С - В А  ’

С А ’В ’ ■ С В '
S  ~  С А - С В  ■

В А ’ :СА' =  Яа; СА' :А В ' =  к ь; АС' :ВС' =  1С 

деб олсак, у ^олда
А С ‘

АС АСАС
А В  А С  +  С 'В  А С  —  В С '

ВС
АС

ВС
— 1

А В ' А В 'А В ' ________________ _________________

АС ~  А В '  +  В 'С  А В '  —  С В '

К  ВС  1

1 - К  ’ 

1
1 —

С В '

А В '

В А '

В С

С В '

1 — х а ’ В  А  1 —  \ с ’ С А

С А' 1
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булади. Бу топилган натижалардан
К

S ’ = S  1 +
(1 - Х с) ( ! - * „ )

________ К  \ _________ 2J
(1 -*■«) ( ! - Ш  {1 — Ae) (1 —(1 - Х в)(1 

хрсил булади.

(1 — Я0) (1 — А.*)

2 S ___________

h )  (1 -  К)

+

S '  =■ 2 S

(1 - Я 0)(1  - Я 6)(1 - Л с)
дан ^уйидаги хулосага эга буламиз:

1) Агар Чеви тугри чизицлари биссектриса булса, у ^ол-
Qt 2 S  abcда о  ------------------------  —  булади.

(a -f- Ь) (Ь +  с) (a -j- с)
2) Агар Чеви тугри чизи1\лари медиана булса, у ^олда

S ' =  —  =  —
8  4

булади.
3) Агар чевианлар баландликлар булса,

S '  =  2 5  cos Л cos В  cos С булади.
4) Агар учбурчакка ички чизилган айлананинг уриниш

г>г Рг 'ну^таларидан чевианлар утувчи булса, у ^олда о  — -----
2 R ,

булади.

44- раем .

булади.
И с б о т и.

S ANC

*АЛВС

1 .
N E  s  

~ВЕ

5) Агар учбурчак ABC  да 
Ь2 +  с2 =  5а2 муносабат урин- 
ли булса, ть _L т с булади.

36-Жергон т е о р е м а с и .  
Агар AD, BE , CF тугри чи- 
зщ лар  учбурчак учларидан 
чициб, учбурчак ичида кесиш- 

,  N D  , N E  . NFса, у  х о л д а ----------------Н-----—
у  л  A D  B E  CF 
. A N  , B N  , CN  0=  1 в а ------- ---------- ------- --- 2

A D  B E  CF

Маълумки, T30 га асосан (44- раем)
A BNC  

а А В С

N D

AD
5Д A N B

’ д  ABC

* ^ д ANC S & B N C  ^ & A N B  ЭКЭНИДаН

N F

CF ’ д  а  в с

NE_ , N F  =  

A D  B E  CF
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, ,  v  „ AN AD — ND1 келиб чицади. Худди шунга ухшаш =  — — —

1 ND . Ш_ _ 
AD ’ BE 

дан бевосита
CN

1 NE
BE

CN
CF

1 N F

CF
муносабатлар-

AN я /v 
AD BE

+
CF

=  3 - f ^  
\ A D

NE NF 
BE CF

) = [ 3 - l  ==  2
экани келиб чи^ади.

2 . Берилган f  =  2 (45- раем) муносабат-

нинг бошкача исботини келтирамиз, яъни A  ABC  нинг учта 
учидан чициб О нуктада кесишиб, мос томонларни А и  В г, 
С, нукталарда кесиб утиши A  ABC  нинг юзи мос ^олда 
*5i, S 2, S 3, S 4, S 5, S e ларга булинишини курсатади. Нати- 
жада Т ,п га асосан130

АО
ААг

Si +  S%
•Si +  s 2 +  S3

OB
ВВ1 Si +  S5 +  s.

( 1);

(3);

PC
CCj

AO
AAX

■S* +  S 4

S3 +  s 4
Si +  s e

(2);

(4)

ни ёза оламиз. Энди (1) ва (4) ни ^адлаб кушеак, (5 Х +  
+  5 2 +  5 3 +  5 4 +  5 51 +  5 в) =  5 ,  +  S 2 +  5 5 +  S e =

АЛХ
=  5  — {S3 - f  S 4) булади. Демак,

. S = S - ( S 3 +  S 4) (5); j j j -  S  =  S - ( S i  +  S 2) (6);

ОС
CCi

S  =  5  -  (S6 +  S 6) (7). 

Натижада (5), (6 ) ва (7) ларни з^адлаб ^ушеак, 

С

45- раем. 46- раем .
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ни ^осил циламиз. Демак, АО
АА,

во_ , со_ 
BBi c c t

=  2 булар

экан.
Шу билан теорема исбот булди.

Агар нукта учбур- 
д  чакнинг томоиида (46-

расм) ётса .\ам 
ОС: AC +ОА-.СА =  1 
булади, яъни теорема 
уринли булади.

Бу теоремадан i^y- 
йидаги натижани аник,- 
лаш мумкин.

10-натижа. Агар 
учбурчак ABC  нинг 
учларидан унинг ичи- 
да ётувчи нук,тагача 
булган кесма уртаси- 

Дан учбурчакнинг шу учлар царшисидаги томонига парал- 
лел тугри чизшугар утказилса, ^осил булган учбурчаклар 
мос элементларининг йигиндиси учбурчак мос элементига 
тенг булади.

И с б о т  и. Нц, нинг шартига кура О нучтани учбурчак 
ичида (47- раем) ёки томонида (46- раем) оламиз ва уни уч­
бурчакнинг учлари билан туташтирамиз. ^осил булган АО, 
СО, ВО  кесмаларнинг урталарини мос ^олда (47-раем) D ' , 
Е ' , F ' ори;али белгилаб, бу ну^талар оркали ВС, АС, АВ  
томонларга параллел утказамиз. Натижада ^осил булган 
L A K  ва ВАС\ M B N  ва ABC; PCQ ва ВСА учбурчакларнииг

„  AD'  1 АО 
чизи^ли элементларини мос з^олда Кд — -----=  — — ;

47- раем.

AD
1 ВО
2 BE

1 СО
2 CF 

1
деб олсак, у ^олда

К  л +  -Kr +  -Кг =  —
/ АО 

2 \AD
экани келиб чицади. Демак, 
Энди учбурчак ABC  нинг

, ВО_ , СО 
BE CF

=  — • 2=1
2

у *олда d  =  d K A +  d K B +  d K c булиб,

К л +  К  в  +  К с =  1 булади. 
чизи!\ли элементини d десак,

dK A = d л • d K B =
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*= d B; d K c ■= ip  десак, бундап +  d B -f- dc =  <i келиб 
чикади. Масалан, d — г десак, у з^олда шу учбурчак дан ички 
кесилган учбурчакларга ички чизилган айланалар радиусла- 
рининг й и р и н д и с и  гд +  гв  +  гс =  г булади. Агар N  нукта
учбурчак таш^арисида, масалан ВС  га нисбатан А учга ка-

N F
рама- ^арш и ярим текисликда ётган б^лса, у  ^ о л д а ------- Ь

CF
N E  N D

+  =  1 булишини куриш мумкин.

37- Понсоле т е о р е м а с и .  Тоц сондаги томонга эга 
булган текис купбурчакнинг учларини унинг ичида олин- 
ган цандайдир нукт а билан т ут аш тирилиб ва унинг да- 
воми уш бу бурчак каршисидаги томондан кесмалар 
ажратса, у  холда узаро чекка ум ум ийликка эга булмаган  
кесмалар купайтмаси узаро тенг булади, яъни:

A N  Е М  DR C P  BL  

N E  M D  R C  Р В  L A

В

48- раем.

И с б о т и .  Теорема шартида берилганларга кура (4 8 -раем) 
текис купбурчакни цараймиз ва унинг текислигида К  ну^та 
оламиз, шу нуктадан утувчи, купбурчакнинг учларидан чи- 
цувчи тугри чизиклар ^аршисидаги томондан кесмалар ажра- 
тади. Натижада ^осил булган учбурчакларнинг К  нуктадаги 
учи ташкил этган бурчакларни а , р, у, . . . , со оркали бел- 
гилаймиз. Сунгра & A K N  ва д  N K E  учбурчак юзларининг
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нисбати Т30 ва Т,« га асосан
i4 ^C sln a  Е М

КЕ sin  у DR  __ K D  s in  ц  . СР _ 
R C  ~  КС sin  v  ’ ~РВ ~ 

ф; у  =  to; б =  v ,

AIV _
N E  К Е  sin р ' M D  
/C C sinep B L  __К В  sin  и

' '  ~LA ~K D  sin  6  R C  К С  sin  v  РВ  К В  sin  со LA К А  sinco 
булиб, а  =  v; р =  q>; y =  «; 6 =  v , эканини эътибор-
га олиб топилган нисбатларни ^адлаб купайтирсак, у ^олда
A N  Е М  DR

N E  ' M D  RC  
исбот цилинди.

i-/i\ CP UL.
' 7777 ' 777 ' ' 77 =  * булади. Шу билан теорема

BL

LA

49- раем .

Масала. Марказлари А, 
В, С нукталарда булган ай- 
ланалар жуфт- жуфти би­
лан узаро ташки уринади 
(49-раем). Айлана марказ- 
ларини та1щ и  уриниш ну^- 
талари билан туташтирувчи 
тугри чизиклар бир нуцта- 
да кесишишини исботланг.

И с б о т  и. Масала шар- 
тига кура ABC  учбурчак ^о- 
сил килиб, унда А В ' —АС'; 
ВС’ =  В А '\ СА' — СВ' 
эканини эътиборга олсак, у

л;олда Та1 га аеосан
А В  АС' . л

----- =  1 экани келиб чикади.
С В

В А '

А 'С  В 'А
Ш у билан исбот булди.
К,уйидаги масалаларни ечинг:
1. Учбурчак ABC  да А В  =  с; АС — Ь\ ВС =  а булиб, 

ВС  томонда Е  ну^та BE  =  т  ва ЕС  =  п буладиган цилиб 
олинган булса, А Е  нинг узунлигини топинг.

2 . Учбурчак ABC  нинг текислигида N  нукта олиниб, 
у нинг томонларига ta, tb, tc перпендикуляр туширилган булса, 
у ^олда ta -ha +  tb : h b +  tc : hc =  1 эканини исботланг.

3. Учбурчак ичида олинган нук,тадан учбурчакнинг томон­
ларига параллел учта тугри чизик, утказилган. Бу тугри 
чизиклар учбурчакни олти булакка булади, булардан учтаси 
учбурчак булиб, уларнинг юзлари 5 ,; S a; S 3 га тенг. Берил- 
ган учбурчакнинг юзини топинг.

4. Учбурчак ABC  да А А и ВВ Ъ ССг биссектрисалар ут-
Л П Ьс Т-. /-> /Л *казилса, унда А В г — ------ ; В ХС =  ——  ; САг =

а +  с b с
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A tB = ас
; ЛС,  = be

; B C t  =
b с * a  - f  4 '  ‘ a -{-b

булишини ва улар бир нуцтада кесишишини исботланг.
5. Учбурчакнинг ичидаги исталган ну^тадан унинг то- 

монларига мос равишда параллел учта тугри чизи^ утказил- 
ган. Бу тугри чизицларнинг учбурчак томонлари орасида
долган а ' , Ь', с' кесмалари — - f  2 шартни ба-

а Ь с
жаришини курсатинг.

6 . Агар N  ну!\та учбурчак текислигига тегишли булиб, 
AN,  BN,  CN  лар учбурчакнинг томонларини А' ,  В' ,  С' нук-

NA" , NB' , NC' .таларда кесса, — -  -|------- Н------- =  1 булишини исботланг.
АА В В  СС

7. Агар ABC  ва А^В^С учбурчаклар учун Z . А +
+  / -  А х =  90° булса, (S \ Ьс)• +  ( ^  ’-b^Cj)2 = — эканини ис-

4
ботланг.

8 . Агар А и В и  Сх ну^талар ABC  учбурчак баландлик- 
ларининг асоси булса, v ^олда АВ ■ АС Х +  ВС ■ В А Х 4- 
+ С А  ■ СА} =  АВ  • ВС, +  В С - С А 1 +  С А - А В г =  (а2 +  Ь2 +  
+  с2) : 2 булишини исботланг.

2-§. Учбурчакнинг недианаси
1 0 - т а ъ р и ф .  Агар тугри чизик; учбурчак учидан чик;иб,

шу бурчак каршисидаги томондан —  булак ажратса, у ^ол-
п

да бу тугри чизи^ (50-раем) учбурчакнинг н е д и а н а с и  
дейилади.

Маълумки, п Ф  1 булиб, п — 2 булганда томонни тенг 
икки булакка булади — бу медианадир, п  =  3 булса, томон­
ни тенг уч булакка бу­
лади — бу терцианадир ва д  
^оказо.

Шаклдан куриниб ту- 
рибдики, п = 3  булганда 
)^ар бир бурчакдан икки- 
тадан недиана чикиб, шу 
бурчак каршисидаги то­
монни тенг уч булакка

булади. Натижада А А Х 

ААг, В В Т , ВВ„ С С г, СС,

г .  Б
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асосан учбурчак АБС  учун А В  +  ВС + С Л  =  0 булади. Шу- 
нинг учун .^ам х;осил килинган медианалар учбурчак ^осил 
цилиш ёки к,илмаслигини куриб утамиз. Бунинг учун A A lt 
В В 1у СС1 ларни биринчи гуру.4 , А А 2, ВВ2, СС3 ларни ик- 
кинчи гуруз^ недианалари деб ажратсак, у х,олда куйидаги 
теоремани куриб утамиз.

38- т е о р е м а .  Х^ар бир гуру% медианаларидан. учбур­
чак ясаш м ум кин.

И с б о т и .  Бунинг учун А А и ВВи ССг гурух, недианала- 
рини ^арасак, у з^олда

ВВг = В С  +

Топилган (1), (2) ва (3) ларни з^адлаб ^ушсак, у з^олда

АА, + ВВг +  CCt = (l + ^ } ( Щ + В С  +  СА) =  О

булиб, A A i +  B B t +  ССг =  0 экани келиб чикади. Демак, 
биринчи гуруз^ недианаларидан учбурчак ясаш мумкин экан- 
лиги келиб чикади. Бундан долган гурузугардан з а̂м учбур­
чак хосил килиш мумкин эканлиги тасдикланади. Шу билан 
Тз8 исботланди.

3 9 - т е  о р е м * .  Учбурчак ABC да биринчи гурух; недиа­
налари квадратларининг йигиндиси иккинчи гуру% недиана­
лари квадрат ларининг йигиндисига тенгдир.

И с б о т и .  Бунинг учун биринчи гурух; недианаларини

Т 38 га асосан ёзсак, у хрлда А А 1 — АВ -\— — , бундан

ВС
п

( 1 )

—
СА

п
(2 )

___ ►
А В
п

(3 )
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бундан А А \ =  АС2 -f  — 2 АС ВС- эканидан А А \— АА% =
п1 п  1 1

— А В 2 — АС2 ——  (Лб -f- Л С ) булади. Лгар ^осил ки-
/I

линган ВС — АС  — АВ  ифодани урнига куйсак, у з^олда 

~АЛ\ —  ~АА\ =  АВ* —  АС'1 +  —  (АС —  ~АВ) (АС +  АВ) =
П

— ~АВ2 — ~АС2 +  — (АС2 —  А В 2) =  ?— ^ ( А В 2 —  АС 2) =
п п

=  -2— ?-(с2 — Ь2)
П

з^осил булади. Агар АА г =  da\ А А г — d'a\ ВВг — db\ В В г =  
=  d'b\ СС1 — dc\ СС2 — d'c десак, у з^олда

d\ -  d'Jг +<Pb -  d'-2 +d?c —  d'c2 =  (с2 - b *  +
П

+  a2 —  c- +  b2 — a2) =  0 
булиб, d.2a - f  d\ +  d-c =  d'a2 +  d'b2 +  d '2 экани келиб чикади. 
Шу билан Т39 исбот килинди.

40- т е о р е м  а. Учбурчак ABC да хар бир гуру.\ недиа-
налар квадратларининг йигиндиси  — ~  п (а2 +  Ь2 +  с2)

п2
га тенгдир.

И с б о т и .  Тз!) га асосан

d 2 ~ А В г +  — -  +  2~ В ' ВС =  J B 2 +  —  +
а л1 п  л1

, 2 ,— ►, ,— ►, а 1 . 2  ас  cos В
+  —  lAB 1 \ВС | cos В  =  с2 +  — Н------- - — ;

, ,  о п ,  , СЛ3 . 2 В С - С А  а , ** . 2;аЬ cos С 
<4 — ВС- Н-----— Н-------------- ---- а3 +  —  -------------- ;

Пл Л Л2 Л

#  „ С А ’ +  ™ +  * а . : Д  -  6.  +  -  +  -г * ” 1  ■
п1 п  П* п

Энди топилган недианаларни з^адма-з^ад ^ушсак, у з^олда

dl +  dl +  d\ =  («’ +  Ь2 +  cs) +  4  (as +  +  с2) - -  (а2 +
п2 п
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+  b2 +  с5) =  —-----5 -i-L  (fl2 _|_ cjj ^осил булади, чунки
пг

2 ab cos С =  a2 +  b- — с2. Демак, шу билан теорема исбот 
цилинди.

4 1 - т е о р е м а .  Учбурчак ABC нинг \а р  бир гуру% не- 
дианаларидан тузилган учбурчак юзининг ABC учбурчак
юзига нисбати —-----п 1 га тенгдир.

п2
И с б о т и. Т»9 га асосан ААХ — АВ +  ; ВВ, — ВС +

П

+  эканидан .1/1, X ВВ, =  I А В +  j  I В С  +  —̂

=  ЛВ X 5 ? +  Д х а  +  й  * а - -  ( J a +  5 с );
л л1 п 1

AA1 x B B 1 = 2 S n.

АВ х ВС =  2 S  вектор купайтма юзни бергани учун
о  с  _  п* — п +  1 о  с  S n n l —  n -f 1z ------------' -------^ о ==► —р == ----------------- экани келиб чи-

п‘ S  п1
к;ади, бу ерда S n недианалар ташкил ^илган учбурчак юзи
5  =  S * a b c  ДИР-

Шу билан Т41 исбот цилинди.
п ^П +  d2b +  <РС — n +  1Демак, —- = ----------------- --------------------  га нисбатан мии-

S  а- Ь2 с3 п1
даги хулосаларни келтириш мумкин:

т2а +  т\ +  т2с 3
а) п — 2 булганда -----------------  =  — булади;

J а » + й *  +  са 4 ^
| / ̂  | 2̂

б) п =  3 булганда —— ------- =  — булади.
а 2 +  й2 +  с3 9

М асала. Учбурчак ABC нинг АВ, ВС, С А томонлари 
давомида мос ^олда М, N, Р нук,талар ВМ =  АВ; CN =  
=  ВС; АР — СА шарти буйича танланган булса, MNP уч­
бурчак томонлари квадратларининг йигиндиси учбурчак ABC 
томонлари квадратлари йигиндисидан етти марта катта бу­
лишини исботланг.

И с б о т  и. Масала шартида курсатилганларга таянган 
з^олда ^осил булган М, N, Р нук,таларни С, А, В нукталар 
билан тутаипирамиз, натижада M N P  учбурчак егп'та
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^ 5 1 -раем) тенгдош  ABC, РАВ, РВМ,  М ВС, NCM, NCA,  
NAP учбурчакларга аж р ал ад и .
_  51-расмда курсатилган векторларни к,араймнз, яъни 
а 4- Ь +  с =  0 эканидан (a - f  b +  с )s =  а 2 +  Ь2 +  с2 +  
+  2 а Ь  +  2 а с  +  2 Ь с = 0 ' ^ а г + Ь ' 1 -+-са = — 2 (а b +  а с +  
+  Ь с ) (1) х;осил булади. Энди M N P  учбурчакдан т =  2 Ь — а,  

л =  2 с — b , р  — 2 а  — с эканини билган ^олда 

т 2 +  л2 +  р 2 =  (2 b — а)2 +  (2 с — ~bf +  (2 а — с)2 =  5 (а2 +  
+  Ь2 +  с2) — 4 ( а b +  а с +  b с)

з^осил булади. Энди (1) га асосан т 2 +  л 2 +  р ” =  5  (а2 +
4 -  Ь2 +  с2) +  2 (а2 +  b2 +  с2) =  7 (а 2 +  Ь2 +  с2) булади , бун- 
дан ( т 2 п2 +  Р 2) : (а2 +  Ь3 +  с2) = 7  экани  кели б  чикдди. 
Ш у билан масала х;ал булди.

42- т е о р е м  а. Агар икки учбурчакнинг томонлари  
квадратларининг йигиндилари нисбати улар  юзларининг 
нисбатига пропорционал булса, у  %олда ула р  томонлари- 
нинг биквадратлари йигиндиси нисбати уларнинг юзлари  
квадратлари нисбатига пропорционал булади.

, ~  а 2 +  6г +  с3 S
Иас,б о т  и. Т42 нинг ш артига кура ------------------ — —  =>

а\  +  ь\ +  с\ Sx
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a«4-** +  c« S1 с=>- — —— ——  =  —  булишини курсзтамиз. Бунинг учун
+  Ь ] -f с4] S j 

Герон формуласига кура

s  =  Y ±
Ь - I -  с b — (—  с — —  a cl — j—  b  —  с q —f -  с  —  Ь дан
2 2 2 2 

16 S 2 =  ЦЬ +  с)2 — а2] [а5 — (с — Ь)г] =  2 Ь2с2 +
+  2 c V - + 2 а2Ь2 - а 4 — Ь4 — с4. (1)

а1 & +  с3 S ,
—■ —  нинг иккала томонини квадратга ошириб,

.2 S+  Ъ\ +  с

( 1) ни ва — =  — => ■дг~~а =  — ни татбик к,илиб, 
w  у ь у—ь ь
2 а* +  2 Ь* +  2 с* S’ , 4 . . 4  —------- 1------ =  —  ни з^осил ^иламиз, бундан (а* +  0 +

2 а\ +  2 Л4) +  2 c l

+  с4) : (а4 +  Ь\ +- с4) =  S 2 : S f  булади. Шу билан Т4, исбот 
булди. Бундан цуйидаги натижаларни олиш мумкин:

п,t2 4 -  ml +  m2 ч
11 -натижа. A ABC учун:

m a  +  m f c + m c  9=  — - булади.

flJ +  6» -f- с» 4

a< .j.. ti +  с* 16

„ . ^  £ + £  +  <? 7 4  +  4  +  412 -натижа. A ABC да -----------------=  — =*-— >-----------  =
a2 +  Ь'1 +  с’ 9 af +  6« +  с*

49
81

< т а + т Ь +  т с 2713- натижа. А ЛВС да —5----- 5-----=— =  —  =►
<2 + < ь + ^  28

>»4а  +  т ь + т *с

4  +  4 + 4  784

14- натижа. A ABC да а,  р, у бурчаклар булиб, учбур­
чак MNP унинг недианаларидан ташкил топган булса, 
у *олда ctgAf - f  ctgjtf -+ ctg/> =  c tg a  +  ctgp +  ctgy була­
ди.

И с б о т и .  ^а^ицатан з̂ ам
cos a b2 -f- с* — а1 Ь +  с* — а1

ctg а  =
sin  а  2 6с sin  а  4 S
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, 0  co s  В с2 +  а г —  Ьг с2 —  а 2 —  Ь2 
ctg (5 =  — н----------^ ----------------------------------

ctgy =

s in  р 2  са  s i n  (5 4  S

c o s  7 а * +  Ь2 —  с 3 а 2 4- Ь2 -

sin 7 2 ab sin 7  4 S

булиб, c tg а  +  c t gр +  c t gу =  -г,ь + с .„ булади. Худди
4 6

шунга ухшатиб
ctg а +  ctg PJ +  ctg V =  ctg М +  ctg'yV +  ctg Р 

эканини келтириб чикарамиз. Агар учбурчак бурчаклари учун 
ctg a  ctg р +  ctg а  ctg v +  ctg f3 ctg у =  1

эканини эътиборга олсак, у з^олда бевосита ctg2 а  +  ctg2 р +  
+  ctg '2 у =  ctg2 М +  ctg3 N +  ctg2 Р экани ^осил булади. 

К,уйидаги масалаларни ечинг:
1 . Тенг ёнли ABC учбурчакда АВ =  ВС булиб, АВ ва

ВС томонларда BN =  ВР =  — АВ кесмалар куйилган. АР
3

ва CN кесмалар D нуктада кесишади. BNDP туртбурчак- 
нинг юзини учбурчакнинг юзи ор^али топинг.

2 . ABC учбурчакнинг АВ, ВС ва АС томонларида мос 
равишда Сх, Ал, Вх ну^талар шундай олинганки,

АСХ =  -  АВ, ВАХ =  — ВС, СВХ =  -  АС.
1 5 5 5

Аи Blt С\ нухталар кесмалар билан туташтирилган.
а) агар 5  =  5 дЛВС булса, S Av4lfJ,Cl ни топинг.
б) ААХ, ВВХ ва ССХ тугри чизицларнинг кесишишидан 

^осил булган учбурчакнинг юзини топинг.
3. ABC учбурчакнинг томонлари бир хил йуналишда 

А\, Ви С, нукталар цадар шундай давом эттирилганки, 
ААг =  ЗАВ,~ ВВХ— ЗВС, ССХ =  ЗСА булса, у х;олда
S A A tB , C r S bA B C  НИ ТО П И Н Г.

4. ABC учбурчакда Z-B —  Z .C  =  90° булса, у х,олда
—  = — !-------- 1------- !—  булишини исботланг.
а1 (Ь +  с)3 (Ь — с)2 '

I I I  б о б .  УЧБУРЧАКНИНГ ТРАНСВЕРСАЛИ ВА УЧ БУРЧ А КН И Н Г 
М У *И М  НУКТАЛАРИ ОРАСИДАГИ М АСОФА

1-§.  Учбурчакнинг ва купбурчакнинг трансверсали

Геометрияда шакллар устида айрим муносабатларни аник- 
лашда ёки улчаш ишларини олиб боришда шу шаклни ке- 
сувчи (трансверсал) билан кесиб, сунгра куйилган макеад 
амалга оширилиши мумкин.
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1 1 - т а ъ р и ф .  Берилган F  шаклни кесиб утувчи гутри чи- 
зикка шу шаклнинг кесувчиси (т рансверсали) дейилади.

Агар шакл купбурчакдан иборат булса, кесувчи на фа- 
цат шаклни, балки унинг томонлари давомини кесиб ути­
ши мумкиндир.

4 3 - М а н е л а й  т е о р е м а с и  ( T J .  Агар тугри чизиц 
учбурчак ABC нинг АВ, ВС, СА томонларини ёки унинг 
давомини мос %олда Си Вх, А1 нукталарда кесиб утса, 
у %олда

A£i BAi_ СВ, _
CiB AtC BtA

булади.

1 (1)

И с б о т и .  Берилган 
учбурчак ABC нинг то- 
монини ёки уни давоми­
ни СуАу кесувчи кесиб 
утган булсин, у х;олда 
учбурчакнинг ташцариси- 
да кесувчи билан уму- 
мий нуктага эга булган 
ихтиёрий PQ TyFpn чи- 
зицни утказамиз (52- ра­
ем). Сунгра учбурчак­
нинг учларидан га 
параллел тугри чизицлар 
^тказсак, улар PQ турри 
чизицни с, а, b нуцта- 
ларда кесиб утади. На- 
тижада Фалес теорема- 
сига кура ^амда АВЬа 
ва ВСсЬ\ С Вое трапе ция-

лардан бевосита =

_______________Ьо_
~~ оЬ '' ЛХС ос

=  — (4 ) ларня хреил циламиз. Натижа да (2), (3) ва (4) 
BtA ао
ларни адлаб купайтириб, йуналишни эътиборга олсак, у 
з^олда (1) х,осил булади. Буни юцорида келтирилганларга тая- 
ниб, Т43 ни кискалик учун учта нуктанинг оддий нисбатига

52- раем.

таянган хрлда (ABCi) (ВСА^ (САВг) =  1
MVMKHH.

куринишида езиш
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44- Манелайнинг тескари 
т е о р е м а с и .  Агар С\, 
Аи Вг нщталар учбурчак­
нинг томонида ёки унинг 
давомида ётиб, (ЛВСХ) х  
X {ВСА^ • (CABi) — 1 булса, 
у %олда бу нуцталар бир 
myFpu чизщда ётади.

И с б о т и . Фараз ци ;а- 
миз, A fix тутри чизик уч­
бурчак ABC нинг СА томо- 
нини B j нуцтада эмас D 
нуктада кесиб утади дей- 
лик (52- раем), у ^олда Т 4;, 
га асосан (АВС^-^ВСА^Х 
Х(СЛО) =  1 булади. Демак, 
бундан (CAD): (С 4В ,) =  1 
булиб, D =  B t булади. Яъни 
D билан В х устма-уст ту-

5 3 - раем.шади. Шу билан Т44 ис­
бот булди.

45- Карно т е о р е м а с и .  Агар текис купбурчакнинг 
томонларини ёки унинг давомини m y F p u  чизщ билан ке- 
силса, у %олда умумий учга эга булмаган кесмалар ку- 
пайтмалари узаро тенг булади, яъни:

BF К С ' D P 'E N  AL 
f c  d k ' е р ’ a n  ’ LB

И с б о т и . Юкорнда куриб утилган Т43 га кура ва 53- 
раемдан

ENBF Ьо ,0, КС со DP do . . .

г с ~ 7 о (2)' й - s  (3); (4)’
со  i r \  AL 

AN ~  т  LB

**= — (6 ) ларни досил ^илиб, сунгра (2), (3), (4), (5) ва (6 )

ларни ^адлаб купайтирсак, (1)ни ^осил киламиз. Шу билан 
Т45 исботланди.

46- т е о р е м а . Агар кесувчи m y F p u  чизщ учбурчак 
ABC нинг огирлик марказидан утса, у %олда ундан бир 
томонда ётувчи учларгача булган масофалар йигиндиси 
учинчи учгача булган масофага тенг булади.

И с б от и . О нук,та учбурчак ABC нинг огирлик марка- 
зи; К, L, D, Е  нук,талар G дан утувчи трансверсалдаги учбур­
чак учларидан туширилган перпендикуляр асоси булсин (54-
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раем), у ^олда vBKG  
ва a G S jD  ларнинг ух-

В К  BGшашлигидан ----- ---  — =
B XD GBi 

=  2 ва ALEC трапецмя- 
даи 2 S tD =  AL +  ЕС  
з а̂мда ВК =* эка-
нидан f l ^ = 2 f l 1Z)=i4L  +  
+  ЕС  булади. Энди В 
з а̂мда Л ва С нук,талар

5 4 - раем. КЕ  кесувчидан турли
томонда ётганини эъти- 

борга олсак, В К — — AL — СЕ булиб, AL +  В К +  LE =  О 
бу.;ади. Демак, ВК  =  LA +  ЕС булиб, Т4в исбот булди.

15- натижа. Учбурчак ABC нинг учларидан ихтиёрий 
турри чизиццача булган масофалар йириндисининг абсолют 
^иймати унинг орирлик марказидан шу турри чизи^кача бул- 
гаи масофанинг уч баробарига тенгдир.

И с б о т  и.  Учбурчак ABC нинг орирлик марказидан (55- 
расм) QL ни утказамиз, сунгра унга параллел ^илиб МР ни 
учбурчак ташкарисидан утказамиз. ABC нинг учларидан

А

55- раем.

МР га перпендикулярлар утказиб, AD =dAi BE =  dB, CF — 
=  dc  деб белгиласак, у з^олда LF =  I булади. Агар учбур­
чак ABC нинг учларидан QL гача булган масофаларни мос 
*олда AN =  d'A, BQ — d'B, CL =  d'c деб, кесмаларнинг йу- 
налишини эътиборга олсак, у з^олда AD =  AN +  ND, BE —
— BQ +  QE, CF =  CL +  LF  эканидан AD +  BE +  CF =  
=  AN - f  ND +  BQ +  QE +  CL +  LF  булиб, бундан dA 
+  dB -f- dc =  d'A +  / +  dB +  I +  dc -J- / булади. Агар dA =
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=  d'B +  d'c экани эъти- 
борга олинса, d'A -{- d'в ->r 
-sr d'c = 0  булиб, dA - f  
+ d B +  de —131 булади^

16- натижа. Агар 
трапециянинг ён томони- 
да ётувчи N нуцта, а 
асосидан х,исоблаганда, 56-раем,
уни т :п  нисбатда булса,
у холда шу нук,тадан асосига параллел булиб утувчи тур- 
ри чизицнинг ён томонлар орасидаги цисми (па +пгЬ): (т +  
+  п) га тенг булади.

И с б о т и .  ABCD трапецияда A D = b , ВС —а булиб, 
BN :N A —m :n  экани маълум. Биз BF || CD ни, х,амда ML II 
|| AD ни утказамиз. Натижада (5 6 -раем) a ABF & ABNK

^осил булади. NK. =  — —  AF ——  (Ь —  а) =  ~~
т-\- п

булиб, NL =  NK +  LK «= а +

m -f я
mb —  та ап 4 -  mb

п
булади.

т +  п т -
Демак, NL — (ап +  mb):(m +  п) булар экан.

1-м асала. Агар учбурчакка ички чизилган айлана мар- 
казидан трансверсал утиб ва унга учбурчак учларидан пер­
пендикуляр dA, dB, dc туширилиб, йуналиш эътиборга олин­
са, у }\олда adA +  bdB +  cdc =  0  булишини исботланг. 

И с б о т и .  Маълумки,
Н18 га асосан 
AAx — dA, ВВ) =

(57- раем) 
dB, ССХ — 

=  dc . Ван-Обел теоремасига 
асосан А А А <*> д  FDK 
дан ААj : KD =  (Ь + с ) : а<=> 
=*> аАА, = (b + c )K D .  Н1в

ЬВВг +  сССТ 
га асосан KD = — —-------3-

Ь +  с
булиб, аААг =  ЬВВ̂  +сСС1 
булади. Агар йуналишни 
эътиборга олсак, у ^олда 
аААг =  — ЬВВХ— сССх бу­
либ, ad. - f  bdK +  cdr =  О

57- раем.

булади.
2 - масала. Бурчак биссектрисасида олинган нуктадан утув­

чи ва бурчак томонини ёки унинг давомини кесиб утувчининг
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ажратган кесмаларининг 
тескари 1\ийматининг ал- 
гебраик йигиндиси шу 
нукта учун узгармас эка­
нини курсатинг.

Е ч и ш .  Бурчак ABC 
нинг (58- раем) томонла- 
рини А ва С ну^тада 
кесиб, биссектрисасининг 
D ну^тасидан утувчи чи- 

зикни караймиз. D нук,тадан АВ ва ВС томонларга DN ва 
DP параллел чизикларни утказсак, у холда РВ —BN =
=  D/V =  DP =  -JB -g . булади.

2 cos ~
aAPD  ва A ABC ларнинг ухшашлигидан беЕОСита

— — —  => Лв~ рв _ DP ^  i РВ _  DP ^
АВ ~  ВС A S  ВС АВ ~  ВС

BD BD
В

2 АВ co s—  
2

В
2flC cos —  

2

—  +  — 
АВ BQ

2со$
В

BD

х,осил булади. Энди D нуктадан утувчи бурчак томонларини 
К ва L нук,таларда кесиб утувчи трансверсални карасак, у 
^олда

DN
КВ

К В

NL 
BL ~

1

BL

BD

2KB  cos-
1 + ^  =  1 +

BL
BD

В
2B L cos —  

2

булиб,

BD

2cos-
В

- 1
дан

АВ ВС К В  BL

В
2cos —  

BD

экани келиб чикади. Шу билан масала >̂ ал килинди.
3- масала.  Агар I турри чизиц учбурчак ABC нинг С 

учидан чи^иб, та ва ть медианаларни (59 -раем) Аг ва В1 
нук,таларда кесиб утса, у з^олда AG: GA± +  BG iG Bj =  1 (G $/) 
булишини исботланг.

И с б о т и . Т м (Манелай теоремаси) га кура ва кесма- 
ларнинг йуналишини эътиборга олсак, дЛ /^С  з̂ амда 
ВВг кесувчи учун (AG:GAX) (АХВ1 : ВЛС) =  — 1 булиб з а̂мда
ABBiC  ва АА1 учун ^ам В С - В 1Л1 =  — G/^-Л,С деб ёзаола-
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Б

59- раем.

v  AG СВ, . . .  BGмиз. досил килинган натижалардан ----- = — L ( 1), —  =
Н GAX АХВ Х GBX

А С— т 2-  (2) булади. ( 1) ва (2) ни ^адлаб кушсак, у х<олда
А1В1

AG ^  _BG_ _  СВ±  . А^С _  А\С 4-  CBl _  A^BX =  j
GAX ‘ GBX ~  АХВ Х +  АХВ Х _  АХВ Х ~  АХВ Х ~

булади. Демак, AG : GAX +B G :G B X =-= 1 булар экан.
Юкорида келтирилган маълумотларга таяниб, к,уйидаги ма- 

салаларни ечинг:
1. Учбурчакнинг томонлари 13, 20 ва 21 см. Катта бур- 

чакнинг биссектрисасига параллел и,илиб утказилган тугри 
чизик; учбурчакни икки тенгдош булакка булади. Учбурчак­
нинг катта томонидан бу тугри чизик, билан ажратилган кес- 
маларнинг узунликларини топинг.

2 . Учбурчакнинг асосини т :п  нисбатда булувчи D ну*\- 
тадан унинг бошк;а икки томонига параллел килиб тугри чи- 
зик,лар утказилган. Учбурчакнинг юзи 5  булса, учбурчакдан 
ажратилган булакларнинг юзларини топинг.

3. ABC учбурчакнинг АВ томонидаги К нуцтадан АС то- 
монга параллел КР ва СВ томонга параллел KN тугри чи- 
зиклар утказилиб, улар АС ва СВ томонлар бнлан кесиш- 
гунча давом эттирилган. Натижада ND турри чизик; АВ га 
параллел булган. Агар ABC нинг томонлари 13, 14 ва 15 
булса, KNP нинг юзини топинг.

4. ABC учбурчакнинг ВС асосида Р ну^та олинган. Агар 
АВ2 +  АС'1 — 2АР2 +  ВР'1 4- СР1 булса, Р ну^танинг з^ола- 
тини ани^ланг.

5. Учбурчак ичида олинган Р нуктадан унинг »ч томо­
нига параллел тугри чизиклар утказилган. Учбурчак томон-
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ларининг бу параллеллар орасида долган кесмалари узаро 
тенг. Параллелларнинг узунликларини топинг.

2 - § .  Кесманинг гармоник булинмаси

Геометрияда учбурчакнинг трансверсали тушунчаси бево- 
сита кесманинг гармоник булинмаси билан борликдир. Берил- 
ган бирор (60- раем) тугри чизикда АВ кесмани к,арайлик ва 
АВ кесма ичида бирор С нукта олиб, А С: ВС нисбатни к;а-

раймиз. Агар бу нисбат- 
га йуналиш тушунчаси- 

А С В  D ни тадбик цилсак, у
f i l l —  хрлда АС : ВС =  —  k

эканига ишонч зфсил ки-
60-раем. ламиз. Энди АВ кесма 

давомида шундай D ну^-
тани з^осил 1\илиш мумкинки, у AD : BD — k муносабатни 
^аноатлантиради.

1 2 - т а ъ р и ф .  Агар каралаётган т>гри чизикда олинган 
АВ кесмани С ва D нуцталар АС: ВС — — (AD : BD) ёки 
(Л ВС):(Л ВО ) == —  1 нисбатда булса, у з^олда АВ кесма С ва 
D ну^талар билан гарм оник б$линган  дейилади. С ва D 
ну^талар Л ва В  нукталарга нисбатан )ш нуцт алар  де­
йилади. Агар (ABCD) =  — 1 булса, А, В , С, D нук,талар 
гарм оник ж о й ла ш га н  дейилади ва Л, В-^С, D ёки 

*
АВ — CD куринишларда белгиланади.

Нукталарнинг гармоник туртлиги ^уйидаги хоссаларса эга: 
л н

1) АВ —  CD =► CD —  АВ d/u га асосан з о̂сил булади;
h

2) агар Л, В , С, D гармоник ну^талар АВ — CD булса, у 
*олда (BACD) =  (ABDC) =  (CDAB) =  (DCAB) =  (CDBA) =  
== (DCBA) =  —  1 булади.

4 7 - т е о р е м а .  Уч-
А бурчак ABC нинг икки

учидан чщувчи чевиан­
лар асосларини mymaui- 
тирувчи тугри чизиц ва 
учинчи учдан чицувчи 
чевиан шу уч царшиси- 
даги тсмонни гармоник 
булади (61-раем).

И с б о т и .  Учбурчак 
ЛВС нинг учларидан ЛЛЬ

61- раем. BBlt CCi чевианларни
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утказамиз. Улар Т ч га 
асосан бир нук,тада ке- 
силади. Т47 га асосан Вх 
ва Сг нукталарни туташ- 
тириб, давом эттирсак, 
у ВС нинг давомини D 
нуктада кесиб утади. Тг 
га асосан (ACB1)(BACi)
(CBAj) =  — 1 ва Ти га 
асосан (ACBJ (ВАС,)
(CBD) =  1 булади. Х,о- X т  у
сил к,илинган натижа-
ларни хадлаб булсак, у 62- раем.
Халда (CBAi) : (CBD) =
=  — 1 булади. d[lt га асосан *осил ^илинган нуцталар гар­
моник жойлашади. Шу билан Т 47 исбот цилинди.

1 - масала. Берилган X, Y  ва Z нукталарга гармоник бул­
ган Т нуцтани топинг.

Е ч и ш .  Бунинг учун бирор тутри чизшум (XYZ) =  k >
>  0 булган X, Y, Z нукталарни ясаймиз. Сунгра X  нукта 
оркали (62- раем) иккита ихтиёрий турри чизик ва Z нукта 
оркали битта гурри чизик утказамиз. Бу турри чизиклар мос 
з̂ олда А, В ну^таларда кесишади. Сунгра А ну^тани Y  би­
лан з а̂мда В ну^тани Y  билан туташтирувчи турри чизик- 
ларни утказсак, у хрлда бу турри чизиклар ХВ ни С нук­
тада, ХА ни D нуцтада кесиб утади. Бу топилган С ва D 
нуцтадан утувчи турри чизиц XZ ни Т  нуктада кесиб утиб, 
Тч га асосан (ХУТ) =  — k булади. Т 47 га асосан (X Y Z ):
: (XYT) — — 1 экани келиб чикади. Шу билан масала з̂ ал 
булди.

-D3
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48- т е о р е м а .  Агар учбурчак ABC да чевиан асосла- 
ридаги нуцта ва долган икки нуктасини туташтирувчи 
тугри чизик билан учбурчак томонининг давомида хрсил 
щлган нукта мос томон учларидаги нукталарга нисба- 
тан гармоник цуш нуцталар булса, у холда улар бир 
тугри чизикда ётади.

И с б о т и .  Т48 нинг шартига кура ААг, ВВг, ССг чевианлар
эканига асосан х,амда Т<7 га ва юкорида келтирилган маса-

h h h 
лага асосан (63- раем) С А — B1D3 ва ВА — C jD 2, ВС— АЛБ Х 
эканини эътиборга олсак, у х,олда (ABD2) (BCD,) (CAD3) =  1 
эканидан Dx, D2, D3 нукталарнинг бир тугри чизикда ётиши 
келиб чикади. Шу билан TiS исбот килинди.

2- масала. Учбурчак ABC 
нинг CCi баландлигида олииган 
Р нукта орк,али утган АР, ВР 
т^гри чизиклар ВС ва АС то­
мон ларни мос х,олда Ах ва Вх 
нукталарда кесиб утса, у хрлда 
РСХ нур бурчак А1С1В1 нинг бис- 
сектрисаси эканини исботланг.

И с б о т и .  Масала шартига 
кура ^осил булган ВСВ^С  ̂ (64- 
расм) туртбурчакни к,араймиз. 
Агар ААХ тугри чизиц ВХСЛ ни 
D нуцтада кесиб утса, у холда

В

64- раем.

АР — DAX булади. У  
лад и. Агар гармоник 
перпендикуляр булса,

хрлда (Ct/l,CjP) — {CXD,CXA-̂  бу­
ту ртликдаги икки куш тугри чизик; 
улар долган иккитасига симметрия 

уцлари буладилар. Демак, 
C jP  нур ВгС^ б у р ч а к  бис- 
сектрисаси булади.

3- м асала. Асослари а 
ва Ь (а>  Ь) булган ABCD 
трапециянинг диагоналлари 
кесишиш нуцтаси орцали 
асосларига параллел килиб 
MN =  с утказилган булса,

^ i- =  ~  +  -|-j булишини

исботланг.
И с б о т и  . ABCD тра- 

пецияни SAB учбурчакка
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(65- раем) т^лдирамиз, су игра С sa N ну^талар орпали AD
ён томонига параллел CCt ва NNX ларни утказамиз. Нати-

h h.
жада Т47 ва T4S га асосан SN — ВС дан А.\\ —  СУВ булиб, 
гармоник туртликка асосан - — f ..+  —  J ни ^осил

^иламиз, бундан — =  —  ( — +  — ) булади.
с  2 \ a Ь !

4 - масала. ABCD параллелограммнинг АВ томонида их- 
тиёрий Р ну^та берилган булиб, PD ва PC лар унинг 
диагоналларини мос холда (6 6 - раем) К ва Q нукталарда ке- 
сади. S^KPQ =  2SaKOQ эканини исботланг (О диагоналлар ке- 
сишиш нуцтаси).

D /V *

66- раем. 67- раем.

И с б о т и . Масаланинг шартига кура РО кесма KQ ни
L ну^тада, DC ни N нуцтада кесиб утади. Т47 ва df 12 га

^  h , , ,  PL PN асосан РО — LN еки — =  —  =  2 булиб, PL =  2LO дан бе-
восита S , KPQ = 2 S AK0Q келиб читали.

5- масала. Асослари а ва b (а >  Ь) булган ABCD трапе- 
циянинг АВ томонида ихтиёрий Р ну^та берилган булиб, PD 
ва PC тутри чизиклари унинг диагоналларини (67- раем) К  
ва Q нукталарда кесади. Агар диагоналлар кесишиш нуцтаси
О булса, ISPQK =  S K0Q эканини исботланг.

И с б о т  и.  Агар РО кесма KQ ни L нуцтада, DC ни N
h PL PN

ну^тада кесиб утса, 4- масалага асосан РО —  LN, “  — ~  — 

=  — ■ булиб, бундан SpQK =  SKQ0 .

6 - масала. Берилган учбурчакда Аи Ви Ci нуцталар ABC 
учбурчак биссектрисаларининг асослари ва Z . А1С1В1 =  90°. 
С бурчакни топинг.
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с

68- раем.

Е ч и ш .  Учбурчак ABC да ААг биссектриса (6 8 - раем)
В ,C j ва ССj  ни мос холда N ва L нукталарда кесиб утсин.

h ' h 
Т47, Т48, df 12 га ва AL — ЫАг га асосан (С^Л, C\L) — (CjN,  
Сi/4s) булади. B^C^J-CiA-i эканлигидан С1В1 турри чизи^ 
АСгС бурчакнинг, СгАл эса ВСХС бурчакнинг биссектрисаси
эканлиги, CN эса АССХ бурчакнинг, СР эса С^СВ бур-

h
чакнинг биссектрисаси экани келиб чицади. AL — NAj га 
асосан, CN эса ACL нинг биссектрисалигига асосан Z.N CB=
— 90°. Худди шунга ухшаш / . АСР =  90° булиб, булардан 
Z-ACN = Z .N C L = /_ L C P =  г.РСВ  =  30° булиб, Z .C  =  120° 
булади.

К,уйидаги масалаларни ечинг:
1. Учбурчак ABC нинг С учидан чикк,ан СС j баландлик 

ва CN медиана шу бурчакни тенг уч булакка булса, у хол­
да Z .C  — 90° эканини исботланг.

2. ABCD параллелограммнинг ВС турри чизигида узаро
тенг ВК. ва CN векторлар ^уйилган Лгар АК ва AN турри 
чизиклари CD турри чизикни R ва Р ну^таларда кесиб ут- 
са, DP- — PC-PR эканини исботланг.

3. Берилган ABCD туртбурчакнинг D учи хосмас нукта 
булса, у холда бу туртбурчакнинг диагоналлари кесишган 
ну^тани топинг.

h
4. Агар айлана диаметри АВ учун АВ — CD булса, у 

Холда шу айланада ётувчи ихтиёрий Р нуцта учун P C : PD 
узгармас эканини исботланг.

5. Берилган айлана диаметрига перпендикуляр булган ва- 
тар учларини айлананинг ихтиёрий ну^таси билан туташти- 
рувчи турри чизиклар диаметрни гармоник булишини исбот­
ланг.

6 . Агар АВ кесмани С\ нукта ЛСХ: С ^  =  k нисбатда
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булса, у ^олда щу АВ кесмани k1, k*, . . .  , ktn нисбатлар- 
да булувчи ну1\таларни [топинг.

7. Берилган а турри чизикда А ва В нукталар берилган 
булса, РР1 =  s масофага эга булган ва АВ ни гармоник бу­
лувчи Р ва Р1 нукталарни топинг.

8 . Агар А, В, С, D нукталар айланадаги гармоник турт-
h

лик булиб, Р ихтиёрий нуцта булса, у ^олда (РА, РВ) —
А

—  (PD, PC) булишини исботланг.

3- §. Эйлер айланаси ва учбурчакдаги му^им 
нукталар орасидаги масофа

Юкорида учбурчак баландликларининг кесишиш нуцтаси- 
ни ортомарказ деб кабул цилган эдик.

1 3 - т а ъ р и ф .  Учбурчак ортомарказидан унинг учигача 
булган масофаларнинг урталари Э йлер нуцт алари  дейи- 
лади.

49- теорема. Берилган учбурчакда медиана, баландлик 
асослари ва Эйлер нуцталари биргина айланада ётади.

И с б о т и .  Учбурчак ABC да D, Е, F  нукталар унинг 
томонларининг урталари булсин. ААХ, ВВ1у ССг учбурчак 
баландликлари булиб, Н уларнинг кёсишган нуктаси —  орто - 
маркази булсин. Энди D, Е, F  нуцталардан утувчи айлана 
чизамиз (69- раем) ва A, L нукталарнинг (L нуцта ВН нинг 
уртаси) шу айланада ётишини курсатамиз. Х.акикатан хам, 
DAX учбурчак ВАХА нинг медианаси ва /LBAXA = 9 0 °  бул- 

АВгани учун DAx =  — =  EF  эканидан DAX =  EF  булади.

Шундай цилиб, DEAXF  тенг ёнли трапеция булгани учун Л г 
нуцтанинг з̂ ам шу айланада ётиши келиб чикади. Энди L

А
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ну^тани D билан туташтирамиз, натижада DL || АА1 ва DF ||
II ВС булганлиги хамДа AA-i-LBC га асосан ZLLDF =  90°, 

LE  || СИ га асосан /LLEF =  90° булади. Шундай н̂ илиб, 
^ L D F  +Z^LEF =  180° ва ZLDLE -\-Z-DFE =  180° эканидан 
L нукта хам шу айланада ётади. Лудди шундай колган 
Р, Ви Сь  Т  ну^таларнинг хам шу айланада ётишини курса- 
тиш мумкин. Бу гук^изта Аь  Т, F, Blt Р, Сь  D, L, Е  ну^- 
тадан утувчи айлана Э йлер  айланаси дейилади, бу узининг 
масалалар ечишда мухимлиги билан ажралиб туради.

17-натижа. Эйлер айланасининг маркази учбурчак ABC 
га ташки чизилган айлана маркази билан ортомарказ ораси- 
даги масофанинг уртасига жойлашган булади.

18- натижа. Эйлер айланасининг радиуси учбурчак ABC 
га ташк.и чизилган айлана радиусининг ярмига тенгдир.

19-натижа. Учбурчак ABC нинг А учидан унинг орто- 
марказигача булган масофа шу учбурчакка ташки чизилган 
айлана марказидан а томонгача булган масофанинг икки ба- 
робарига тенгдир.

1 4 - т а ъ р и ф .  Учбурчак ЛВС нинг ортомаркази ва унга 
ташки чизилган айлана маркази орцали утувчи турри чизик, 
Э йлер  т^ери чизиеи  дейилади.

1- масала. Учбурчак ABC нинг орирлик маркази билан 
ташки чизилган айлана маркази орасидаги масофа d =
— V R2 — (а- +  Ь2 +  с2) : 9 эканини исботланг.
*' И с б о т  и.  Ташци чизилган айлана маркази учбурчак то- 

монларининг урта перпендикулярлари кесишган ну^таси бул- 
гани учун (7 0 -раем) ААХ медиана утказамиз, сунгра G огир- 
лик марказини аниклаймиз. ОАх эса ташк,и чизилган айлана 
марказидан ВС томонигача булган масофа ва OA'=uR\\BC =

=  а эканига асосан ВЛ , =  — дан
2

А
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у R2 — ~4 ~  2 ^ ^  — а‘ булиб, ААХ =

~ \ у  2 ь2 +  2с2 —  а2

эканлигини биламиз. 0G =  d эканини эътиборга олиб, Т 1в га 
асосан
ОА2 -G A .+O A IA G  — 0G2 ■ ААг =  AG-С А г АгА-у AG =  2 A fi

булгани учун AG =  —.4ЛТ; G/4j =  — ЛЛХ дан
3 3

, ,  R'- . 4Я4 — о* 
а -------- г -----------

3 6

2 (6 1 4 -  С2) —  а 1

18
=  Я 2 —  j ( a 2 +  b2 + С 2)

булиб, d — ~ У 9£>2 — (а 2 _)_ у  _|_ с-2} булади.

20- натижа. Х,ар .^андай учбурчакда 9R2 >  а 2 +  Ь* +  с2 
булади.

21 -натижа. Х,ар цандан учбурчакда (6 9 -раем) LE || СС\ 
ва LF Эйлер айланаси марказидан утади.

2 - масала. Эйлер айланасининг маркази О, ва учбурчак
огирлик маркази орасидаги масофа — У 9 R2 —  (а2 +  Ь2 +  с2)
га, ташки чизилган айлана маркази билан ортомарказ ораси­
даги масофа Va9/?2 — а2 —  b2 —  с2 га тенг эканини исбот­
ланг.

И с б о т и .  Т49 га асосан OG — 209G экани ва 1-масала-
га асосан OG =  — V9R- — {а1 +  Ьг +  с-) булгани учун

3
OaG У 9R1 — а 2 — b2 —  с2 булади.

н а HG
GOДемак, Т49 га асосан HG =  2GO эканидан —  =  2 о  —  +  

+  1 е 3 о ^ Д ° =
GO GO ■»

=  3  => НО =  3GO 
булади. Шу билан маса­
ла х,ал цилинди.

3- масала. Учбурчак 
ABC нинг огирлик мар­
казидан унга ички чи­
зилган айлана маркази-
гача булган масофа
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~ ■ V 9г1 —  3р1 +  2  (a2 - f  Ь‘* +  с2) га тенглигини исбот­

ланг.
И с б о т  и.  Учбурчак ABC да F  нчки чизилган айлана 

маркази ёки унинг биссектрисаларининг кесишган нуктаси
(71-раем). ААХ медиана булгани учун ААХ=-^ V 2 (Ь2 + с 2)— а 2; 

DAх = - |  —  (р —  Ь) =  ~ ~ ~ . FDAX т\три бурчакли учбур­

чакда н FAt = V r *  +  DA] =  У  = ~ У 4 г*+Ф —с) 2

булиб, FA =  У гг -+• (р — а)'1 булади. Учбурчак медианасининг 
хоссаси ва Т 16 га асосан
FAi -GAl +  FA\-AG — FGl -AAl =  AG-GAl -AAl булади ва 

FG1 =  d2 =  'FA2-GAj _j_ F ^ -A G  _  =  г* л. (р —  а у

AAj
+

4г1 +  (Ь — с)1 2 (ft3 +  сг) — а1 _  j

+

6 18 
6 р1 — 12ар +  6а1 +  3ft3 +  Зс2 — 6 Ьс

=  Га +

2 (63 -г с») — а*

+

18 18 
6р3 — 12р2 +  4 (а3 +  ** +  с1) 9гг — 3р» -4- 2 (а3 +  ft* +  с1)

Г2 +

18

fG  =  у  V 9r2 —  Зр2 +  2  (а2 4 - Ь2 +  с'2) дан иборат булади. 

Шу билан масала х,ал цилинди.
50- Эйлер т е о р е м а ­

с и .  Агар учбурчак ABC 
 ̂ Р да R — ташцы, г — ич-

ки чизилган айлана ра- 
диуслари булса, у д(ол- 
да улар марказлари ора- 
сидаги масофа 
V R2 — 2Rr га тенг бу­
лади.

И с б о т  и.  Учбурчак 
ABC да R —  ташки чи­
зилган, г — ички чизил­
ган айлана радиуслари 
ва F  ички, О ташг\и чи­
зилган айлана марказла­
ри булсин (72- раем). AD 

72 ва СЕ биссектрисалар-
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нинг давомлари l(R\ 0) 
айланани D ва Е нук- 
таларда кесади. Энди D 
нуктадан ВС томонга пер­
пендикуляр DP диаметр- 
ни утказамиз, сунгра 
FL X  DP туширамиз, 
натижада Z . DFC =  

v .D C +  ^ А Е  = ----------------, бу ерда

>АЕ =  ^>ЕВ вч wDC =  
=  ^ BD эканига асосан 
/_ D F C =  УРс ^ ае =

jBD+^BE ^ Р Е  
2

и О £
бундан Z-DCF =  —- —  булиб, Z . DFC =  ^  FCD эканидан

FD =  DE булади. Демак, учбурчак FDC тенг ёнли булади. 
Энди учбурчак DFO га Т и ни к;улласак, у ^олда FO2 =  d2 =  
=  OD2 Ч- О/ 72 — 20D  • DF =  Я 2 +  Я / 72 —  2R ■ DF =  R* +  
+  2RDN —  2R • DL =  Rz — 2R (DL —  DAT) =  Я 2 —  2Яг бу­
либ, FO =  d =  V Ri — 2Rr булади. Шу билан T 50 исбот- 
ланди.

4 - масала. Учбурчак ABC га ташки чизилган / (R; О) ай­
лана марказидан унинг а =  ВС томонига уринувчи таш^и- 
ички чизилган /, (rg\ F ) айлана марказлари орасидаги ма­
софа da =  V R- +  2 Rra эканини исботланг.

И с б о т и . Учбурчак ABC га таш^и I (R; 0) айланани чи- 
замиз (7 3 -раем) ва ВС томонига ташки-ички уринувчи li(ra\ 
Fa) айланани чизамиз. F эса В  ва С бурчаклар таш^и бур- 
чаги биссектрисаларининг кесишиш нук,таси. Натижада О ва 
Fa нукталарни ^амда А ва F a нукталарни туташтирсак, у 
з̂ олда учбурчак ABFа да /LBFaD —/LKBFa— A KAFa;Z.DBFa =  
=  Z_ F ВС — Z . CBD булади. Бу ерда AFa, BFa лар мос 
Холда Z.KAC ва /LKBC бурчакларнинг биссектрисалари экан- 
лигига асосан /LKAFa =  /L FaAC — /LCBD  эканидан 
Z.KBFa =  Z . F ВС ва /LDBFa =  /L BF D булиб, учбурчак 
BDFa тенг ёнли (BD — FaD) экани келиб чи^ади. Энди 
ON-LBC ни утказиб, Fa нуктадан ON га ON-LFaN тушира­
миз, натижада учбурчак OFaD да Z-ODFc утмас булгани учун
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OFl =tPa =  OD2 +  DF% 4- 
+  2OD ■ DN\ BD =  DFa\ 
BD2= 2 R L D  эканидан dl — 
= R 2+2R -LD  +  2RDN =  
=  R* + 2 R  (LD +  ND) =
— R1 -r 2Rra экани келиб

С чицади. Шу билан масала 
х,ал булди.

В

7 4 - раем.

51- Лейбниц т е о р е м а -
с и .  У чбурчак ABC те- 
кислигида ёки унинг таш- 
царисида олинган ну^та- 
дан учбурчакнинг учлари-

гача булган масофалар квадратларининг йшиндиси шу 
учбурчакнинг огирлик марказидан учбурчак учларига- 
ча (74-раем) булган масофалар квадратларининг йигинди- 
сига шу нущтадан огирлик марказигача булган масофа 
квадратининг уч баробарини цушилганига тенг, яъни:

РА2 +  РВ2 4- PC2 =  GA2 4- GB2 4 -  GC2 4- 3PG\
5 - масала. Учбурчак ABC текислигида олинган нук/га дан 

унинг учларигача булган масофалар квадратлари йириндиси 
энг кичик булган нук,тани топинг.

Е ч и ш .  Изланаётган нуцта Р булсин, у ^олда Т 51 га асо­

сан РА2 4- РВ3 +  PC2 =  GA2 4- G В2 4- GC2 +  3PG2 =
=  -  (т\ +  т\ +  mp +  3PG2 =  3PG2 +  -  (a2 +  b2 +  с2) бу-

9  3
лади. PA'2 +  PB2 +  PC2 энг кичик булиши учун P нуцта G 
билан устма-уст тушиши керак, у х,олда изланган н vicra 

огирлик марказидан иборат экан.
5 2 - Карно т е о р е м а с и .  Ихтиёрий учбурчакка ташци 

чизилган айлана марказидан учбурчак томонигача булган 
масофалар йириндиси шу учбурчакка ички ва ташци чи­
зилган айланалар радиусларининг йитндисига тенг.

И с б о т и .  Учбурчак ABC да О ташци чизилган айлана 
маркази (75- раем), OP =  ta — учбурчак томонигача булган 
масофа (худди шунга ухшаш tb, tc ларни белгилаймиз) бул­
син, у ^олда (Птоломей теоремаси) Тп га асосан ANOL 
туртбурчакдан:

AO NL =  0 N-AL +  OL-AN ёки R ~  +  tb- j .  (1)
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Худди шунга ухшаш 
BNOP ва CLOP лар-
дан

R -

+  ‘. - f (2)

* - T - V r  +
I о

+  /- •7 - (3)

Топилган (1), (2), (3) 
ларни з^адлаб кушсак,

/ а  +  Ь +  с'

,  Ъ +  с  . 4 а 4 -  с 
л Т  'ь  * Г +

+ 4  - у -  булади, бундан

R- p = { t  а +  t „ + t c) ■ р — S =  (ta +  tb +  Q р — рг бу­
либ R — ta +  tb +  tc — r<*ta +  tb -sr t c =  R + r  булади. 
Шу билан Карно масаласи з а̂л булди.

К,уйидаги масалаларни ечинг:
1. Учбурчак ABC да d = O F  ва da =  OFa\ db — OFb\ 

dc =  0 F c булса, - - Ц .  -  —  +  r r —  +  - г Ц :  бУ-
№ — <Р -R* 4  -  R' A- ■R1

лишини исботланг.
2 . Агар учбурчак медианаларининг кесишиш нуцтаси ич­

ки чизилган айланада ётса, у з^олда томонлари орасидаги 
муносабатни топинг.

3. Учбурчак ABC да HG — — V9R2 — (а3 +  Ь* +  с2)
3

муносабат уринли эканини курсатинг.
4. Учбурчак ABC да а2 НА2 =  Ь2 +  НВ2 =■ с2 +  НС2 — 

=  4 R2 булса, НА2 +  НВ2 +  НС2 =  12 R2 —  (а2 +  Ь2 +  с2) 
эканини курсатинг.

5. Х,ар кандай учбурчакда 0 9А2 +  0 9В 2 +  0 3С2 =
=  (З/ ? 2 +  а2 +  Ь2 +  с2) булишини исботланг.

6 . Учбурчак ABC да АН - f  В И +  СН =  2 (R +  г) бул-
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са, у *олда АН ВН +  АН СН +  ВН СН =  а* + Ь г + с*  +  
+  4г2 —  8R2 булади. Шуни исботланг.

7. Х,ар кандай учбурчакда d2 +  d\ +  d\ +  d] =  12/?2 бу­
лади. Шуни исботланг.

8 . Учбурчак ABC учун a (b — c ) = * r 6 —  rc) (4R —  гь —
—  г с) булишини исботланг.

IV  боб.УЧ БУРЧ А ККА  ИЧКИ ВА ТА11ЩИ ЧИЗИЛГАН У Ч БУ РЧ А К Л А Р. 
УЧ БУРЧ А КЛА РД А ГИ  АСОСИЙ МУНОСАБАТЛАР

1 -§ . Учбурчакда антипараллеллар. Ортомарказ ва танген- 
циал учбурчаклар. Учбурчакнинг изогонал турри чизири ва 

нзотомик нуцтаси

1 5 - т а ъ р и ф .  Агар учбурчак ABC нинг АВ томонида 
ихтиёрий D нукта олиб, Z. ADE =  Z . С шарти буйича DE 
утказилса, у ^олда DE ч и з и р и  ВС томонига антпипараллел 
деб айтилади (7 6 -раем).

Д

76- раем.

Маълумки, шу олинган ихтиёрий D нукта ор^али утган 
DE турри чизик, учбурчак ABC нинг ВС томонига антипа- 
раллел булса, DF эса АС томонига антипараллел булади. 
Худди шунга ухшаш турри бурчакли учбурчакнинг гипоте- 
нузасида олинган ихтиёрий нуктадан перпендикуляр утка­
зилса, у шу учбурчакнинг катетл^рига антипараллел булади.

53- т е о р е  м а  . Учбурчак ABC нингикки учидан утув­
чи айлана унинг томонларини N ва Е нуцталарда кесиб 
i/mca (77- раем), у хрлда NE кесма учинчи томонига анти­
параллел булади.

И с б о т  и.  Т 53 нинг шартига кура учбурчак ABC нинг В 
ва С учларидан утувчи айлана чизамизЛУ х°лда бу айлана уч»
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бурчакнинг АВ томонини N 
нуктада, АС ни Е нуцта- 
да кесиб утади. Натижада 
BNEC туртбурчакка ташци 
айлана чизиш мумкинлигига 
асосан ZL NBC +  Z. NEC =
=  2d,Z.CEN +  ̂ N E A = 2d  
булиб, Z. NEA — Z-B бу­
лади. df 15 га асосан NE 
антипараллел ВС экани ке­
либ чикади. Шу билан Т63 
исботланди.

1- масала. Учбурчак 
ABC га таш^и чизилган ай- 
лананинг А ну^тасига ут- 
казилган уринма шу учбур­
чакнинг ВС томонига антипараллел булишини исботланг.

И с б о т и .  Масала шартига кура учбурчакнинг А учидан 
таш^и чизилган айланага уринма утказамиз (77- раем), натижа­

да ^осил булган бур­

чак Z. DAB

булгани учун /LDAB= 
=  Z-С  булиб, df 15 га 
асосан AD антипарал­
лел ВС булади.

16- т а ъ р  иф . Уч­
бурчак ABC нинг ба- 
ландликлари асослари- 
ни тугри чизик, кес- 
маси билан туташти- 
риш натижасида ^о- 
сил булган учбурчак­
ка орт омарказ уч~ 
бурчаги дейилади.

54- т е о р е м а .  
Учбурчак ABC нинг 
ортомарказ А1В1С1 
учбурчагининг томон- 
лари мос равишда ан- 
типараллелдир.

7 8 - раем.
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И с б о т и .  Учбурчак ЛВС нинг ортомарказ учбурчаги 
А 1ВЛС1 булсин (7 8 -раем), у .узлда Z . Л В ГВ =  Z . АА^В =
=  - у  булганлиги ва бу бурчаклар каршисида умумий то-

мон АВ ётганлигини эътиборга олсак, у ^олда АВ томонни 
диаметр килиб чизилган айлана Л! ва Вх нукталарда учбур­
чак ABC нинг ВС ва АС томонларини кесиб утади. Нати­
жада Т53 га асосан А1В1 томон АВ га антипараллел булади. 
Худди шунга ухшаш долган томонларнинг х,ам антипарал­
лел эканини курсатиш мумкин. Шу билан Т54 исбот булди.

55- т е о р е м а .  Учбурчак ABC нинг баландликлари 
унинг ортомарказ учбурчаги ички бурчагининг биссектри- 
саси булади.

И с б о т и .  Учбурчак ABC нинг баландликларини утка- 
замиз, натижада (7 8 -раем) л Л Л ^ о т  А ССгВ  дан АВ: ВС =  
=  Л1В :С 1В  булади. Х,а^и^атан з̂ ам, Т 53 ва dfjs га асосан

д ВСгАх от д ABC булганлиги учун Z . АА̂ С̂  — -----

— ^_С1Л1В  = -~— ^-А. Худди шунга ухшаш Z-CClA1—^ —

—  Z . С; Z . ВВ1А1 =  -  /1 В; Z . С С А  =  у  -  Z . С;

Z . ААХВХ =  -у----- Z. Л; Z . В В ^  =  -у ------ Z . В  ларни ёза-

миз. Натижада Z_ ЛЛХСХ =  -у------Z . Л =  Z. Л Л А  =>

=*- Z- ААХСХ — Z . Л Л А  булиб, ААХ учбурчак баландлиги 
^ С 1Л1В 1 нинг биссектрисаси булади. Шу билан Т |5 исбот- 
ланди.

17- т а ъ р и ф .  Учбурчак ЛВС га таш^и чизилган айла- 
нага Л, В  ва С учлардан утказилган уринмалар ташкнл ^ил- 
ган (78- раем) Л 2В 2С2 учбурчакка т ангенциал учбурчак  
дейилади.

5 6 - т е о р е м а .  S'mKup бурчакли ABC учбурчакнинг 
юзи унга чизилган ортомарказ ва тангенциал учбур- 
чаклар юзлари орасида урта геометрик мщдордир.

И с б о т и .  Учбурчак ЛВС нинг томонлари узунликлари
а, Ь, с булгани учун ортомарказ учбурчак АХВХСХ нинг то­
монлари узунликларини мос ^олда ан, Ьн, сн деб белгиласак, 
у ^олда тангенциал учбурчакники at, bt, с, булади. Бундан 
(78- раем) учбурчак Л2В 2С2 нинг юзи S t =  5 Д Ai0Bt +

В,ОС, А,ОС, —  у  ~  f t a t ^ —  Rpt
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f =  - i- (a ,  +  bt +  c/j j  ни хрсил к,иламиз. Худди шунга

ухшаш 5 Д АВС нинг юзи S A Bt0Ci +  SAt0BiC +  S  Ai0CjB га 
тенг эканидан ва AO J-C1B1 хамДа СхВу II С ,В а эканлиги- 
ни эътиборга олсак, у х°лда

$ ь л в с  = ± { R - A 1C1 +  R-A1B1 +  R-C1B1) =  R-PH

булиб, 5 , :  5  =  pt: рн булади. Бундан S t:S H=  p2t : р\ эка- 

нига а^амият берилса,

S 2t _  P2t =  S t 

&  p I  S h 

булиб, S2 — St- SH ва 5  =  ] / 5 , - 5 H булади. Бу юкррида 

келтирилган маълумотларга таянган ^олда 

2 р = Р  = ^  =  _ _ 2S _ = i S l ^
н н R abc abc н abc

4S~

эканини хосил ^иламиз. Шу билан Тн  исбот цилинди.
2 - масала. Агар учбурчак АВС нинг томонлари ва бур- 

чаклари маълум булса, у з^олда 5 „ ва 5 ,  ларни ^исобланг. 
Е ч и ш .  Учбурчак АВС да Д С^АВ1 сс Д АВС эканидан 

булиб, д  АВС да AC J'. АС =  cos А ни эътиборга
ВС АС 

олсак, у ^олда

°н
-----=  cos А =*■ — & cos А.
а  н

Худди шунга ухшаш bH =  b cos В, сн =  с cos С ларни ёза 
оламиз. Бундан

5„ =  —  a b  „ sin С, =  —  ab cos A cos В sin  С хн 2 “ м 2

булади. Агар sin Сх =  sin 2С булишини ^исобга олсак, 
у *олда

•S =  —  ab cos A cos В  sin С, =  —  ab cos A cos В sin2C =  
« 2 2

=  ab cos A cos В cos С sin С =  2 5  cos A cos В cos С 
*осил булади. Бундан SH =  2 5  cos A cos В cos С булганидан
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булиб, S t : SH =  —  sec2Л sec2В  sec2C булади. Демак,

=  2 5  cos Л cos В  cos C;

S5
2 cos A cos fl cos С

булар экан. Шу билан масала з̂ ал булди.
Бу ю^оридаги теоремалардан ва 2- масаладан ь.уйидаги 

натижа келиб чикади.
22- нат ижа. Агар R t, [RH лар тангенциал ва ортомарказ 

учбурчакларга ташци чизилган, rv гн лар ички чизилган ай­
лана радиуслари булса, у ^олда

. rt =  R\ гн =  2R cos Л cosjfl cos С,

/? =  —  #; R  =  —  sec Л sec В sec Ск 2 ' 4

булишини исботланг.
И с б о т и .  R  учбурчак ABC  га ташк,и чизилган айлана 

радиуси булгани ^амда 2 - масалага кура:

S t : SH =  —  sec2 Л sec2В sec2С =  k1i « 4

эканлигидан r t :rH =  k булади. r t =  7?, чунки df 17 га кура

k =  т  /  —  sec2Л sec2B  sec2C =  —  sec Л sec В sec С
У  4 2

булади. Бундан rH =  r t : k — 2R cos Л cos В  cos С булиб,

C“ =  2RU
s i n ^ i  s i n B i  sin С 

га асосан
ан =  2RH sin Лх =  2RH sin 2Л =  4RH s in Л cos Л

ёки aH =  a cos A =  2/? sin Л cos Л эканини эътиборга олсак,
l#„ =  —  7? ^осил булади. ^амда —  =  k га кура Я , =  
2

D
=  &/? =  —  sec Л sec В  sec С ^осил булади. Шу билан Я 41

4
исбот килинди.
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79- раем.

(79- раем)

23- натижа. Агар учбур­
чак ABC га ички ва ташки 
чизилган учбурчаклар томон- 
лари узаро параллел булса, у 
^олда унинг юзи ички ва таш- 
к,и чизилган учбурчаклар юз- 
ларининг урта геометрик кий- 
матига тенг булади.

24- натижа. Агар учбур­
чак ABC нинг В ва С учидан 
чи^увчи тугри чизиклар А 
учидан чикувчи баландли кда- 
ги нуктада кесишса, у ^олда АЛ, баландлик 
бурчак С1А1В1 нинг биссектрисаси булади.

25- натижа. Учбурчак ABC га ички чизилган учбурчак­
лар ичида ортомарказ учбурчаги энг кичик периметрга эга 
булади. (Бу фикр Фейер исбоги билан машх,урдир.)

26- натижа. Учбурчак ABC нинг учидан ортомарказгача 
булган масофанинг квадрата билан шу уч царшисидаги то- 
мон квадпатининг йигиндиси учбурчакка ташкой чизилган 
айлана диаметрининг квадратига тенгдир.

1 8 - т а ъ р и ф .  Агар икки тугри чизик, учбурчакнинг би- 
рор учидан чикиб, шу бурчак биссектрисаси билан тенг бур- 
чаклар ^осил цилса, у >;олда бундай тугри чизик.ларга шу 
учбурчакнинг томонларига изогонал т^гри ч и зи ц л а р  
дейилади ёки учбурчак бурчагининг изогонали  дейилади.

5 7 - т е о р е м а .  Агар ABC учбурчакнинг ихтиёрий 
бурчагининг иккита изо­
гонал тугри чизигида ик- Д 
кита ихтиёрий нуцта 
олинган булса, у \олда бу 
нщталардан шу бурчакни 
ташкил щлувчи бир то- 
монгача булган масофалар 
купайтмаси узаро тенг 
булади.

И с б о т и .  Учбурчак 
ABC нинг А бурчагининг 
ААи ААг изогоналини ут- 
казамиз ва АА1 да D нун,- 
тани, АА2 да N нуцтани 
олиб, бу нуцталардан уч­
бурчакнинг АВ ва АС то­
монларига перпендикуляр 80- раем.
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туширамиз. Натижада ухшаш A  ALD; a  ANKx; a  AKN-, 
A  ADD1 учбурчаклар ^осил булади. Булардан (80- раем)

D L _ A D _  DD1_
NK\ ~  AN ~  N'K ’

AL __ AD _  ADi 
A K i ~~ AN ~  AK

ларни х,ссил киламиз. Натижада DL ■ NK =  DDX ■ NKX, 
AL AK =  ADl -AK1 х,осил булади. Шу билан Т87 исбот к,и- 
линди.

Т 57 дан к,уйидаги натижаларни х,осил ^илиш мумкин.
27- натижа. Бурчак изогонал тугри чизирида ётувчи 

нуцтанинг учбурчак томонларидаги проекциялари битта ай- 
ланада ётади.

28- натижа. Бурчак изогоналларининг биридаги нуцтани 
бурчак томонларидаги проекцияси билан туташтирувчи тур- 
ри чизик иккинчи изогоналга перпендикуляр булади.

29- натижа. Учбурчак ABC га ташки чизилган доира- 
нинг ихтиёрий учи билан тугаштирилган радиуси шу учдан 
чик,увчи учбурчак баландлигига изогонал булади.

58- Штейнер т е о р е м а с и .  Учбурчак ABC нинг бир 
учидан чиццан изогоналларнинг асосларигача булган узун- 
ликлар купайтмасининг шу учбурчакнинг иккинчи учидан 
чикувчи изогоналлар асосларигача булган узунликлар ку- 
пситмасига нисбати шу учларга ёпишган ён томонлар 
узунликлари квадратларининг нисбати кабидир.

И с б о т и .  Учбурчак ABC да ААХ, АА2 изогоналлар бу­
либ, Z . ВААХ — Z  АгАС булгани учун

S  д в л ,  __ АВ ААХ
АА3-АС

ни ёза оламиз (80- раем) ёки

5 .  _ . : 5 .  АС =  =► ^  =  АВ ' AAl ( 1)ABA, А,АС А£  А£  ААг -АС

булади. Худди шунга ухшаш
^ # ^ __ АВ-ААг

ВАА 2 • А гАС — AAi . А с

ёки
S BAA, _  ВА2 

АХС

булиб, бундан
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BAj _  ЛВ • AAt
A £  ~  A^A ■ AC

х,осил булади.
Энди (1) ва (2) ни ^адлаб кугтайтирсак, у ^олда 

ВА, . ВАL  _  АВ ■ АА1 АВ • АА, _  А&_ 
А2С АкС ~  АА3 ■ AC AA1l ■ AQ АСг

Демак,
ВА, BAj _  cL
A £  ' А £  ~  P

булиб, Тн исботланди.

A

81-p icM .

30- натижа. Учбурчак ABC да АВ ва С А ларни (80- 
расм) учбурчак АХАА2 учун изогоналлар деб царасак, у з^ол- 
да (AxAiB) X [(АлАгС) =  АА]: АА§ булади.

1 9 - т а ъ р и ф .  Агар икки нукта учбурчак томонининг 
уртасидан бир хил узоклашган булса, у х,олда бундан нук­
талар изот омик нуцталар, агар бу нуцталарни шу то- 
мон к,аршисидаги уч билан туташтирилган булса, бундай 
тугри чизиклар изот ом ик т^ери чи зи ц ла р  дейилади.

59- т е о р е м а .  Агар учбурчак ABC нинг трансверса- 
ли унинг томонларини (8 1 -раем), Си Л ь  В, нуцталарда 
кесиб утса, у хрлда бу нукталар га изотомик булган С2, 

Аг, В2 нукталар \ам бир тугри чизикда ётади.
И с б о т и .  Т60 нинг шартига кура С2, А2, В2 нук,талар 

С1, А ,  В1 нуцталарга изотомик булгани учун ва кесмалар­
нинг йуналишини эътиборга олсак, у ^олда АСг =  —  ВС2; 
ВА  ̂ =  — СА2; СВ, =  — АВ.г, СгВ =  —  С2А; AtC ^  — Л аВ; 
В^А =  — BtC булади.

с*_

р '
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Энди топилган натижаларни эътиборга олиб, Т43 ( j J  ни
^улласак, у х,олда

АСг ■ ВАХ ■ СВх _  ВСг ■ САг ■ АВг _  _  j 
CjB ■ AtC ■ В ХА СгА ■ АгВ ■ ВгС ~

эканидан С2, Л2, В2 ну^таларнинг бкр турри чизикда ётиши 
келиб чи^ади. Шу билан Т69 исбот килинди.

К,уйидаги масалаларни ечинг.
1 . Учбурчак АВС да А1В1С1 унинг ортомарказ учбурчаги 

булса, у холда

____  ̂ 6 Ь с
Рн — 2S

булишини исботланг.
2 . Учбурчак АВС нинг бурчаклари ва унга ташки чизил­

ган айлана радиуси R берилган. Ортомарказ учбурчакнинг 
периметри Рн =  2R sin A sin В sin С булишини исботланг.

3. Агар учбурчак АВС нинг учларидан чик^ан турри чи- 
зик,лар бир нуцтада кесишса, у холда уларга изогонал T y F -  

ри чизицлар ^ам бир нук,тада кесишади.
4. Учбурчак АВС нинг учларидан чикувчи чевианлар бир 

ну^тада кесишса, у холДа уларга изотомик турри чизик,лар 
Хам бир нуктада кесишади.

5. Агар учбурчак АВС нинг томонларида Ах ва Аг, Вх 
ва Вг, C j ва С2 изотомик нукталар олинган булса, у холда 
Л 1В 1С1 ва АгВ2С2 учбурчаклар тенгдош эканини исботланг.

6 . Учбурчак АВС нинг изогоналларида ётувчи нуцталар- 
нинг ён томонларидаги проекцияси бир айланада ётишини 
исботланг.

7. Учбурчак АВС нинг учидан ортомарказгача ва ундан 
томонгача булган кесмаларнинг купайтмаси А Н Н А г =  
В Н Н В , =  СН ■ НСХ =  k узгармас микдордир.

8 . Учбурчак АВС да унинг икки томонининг квадратла- 
рининг айирмаси уларни учинчи томондаги проекциялари- 
нинг квадратларининг айирмасига тенглигини исботланг.

9. Агар учбурчак АВС да та нинг узунлиги b ва с то- 
монларга урта пропорционал булса, у холда уларнинг айир- 
масидан тузилган квадратнинг диагонали учбурчакнинг учин- 
чи томонига тенглигини исботланг.

10. Учбурчак медианалари квадратлари йириндисининг 
унинг томонлари квадратларининг йириндисига нисбати билан 
шу учбурчак юзининг ортомарказ учбурчак юзига нисбати 
орасидаги фар^ни хисобланг.
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2- §. Учбурчакнинг симедианаси

2 0 - т а ъ р и ф .  Учбурчак ABC да исталган бурчакнинг 
медианасига изогонал булган тугри чизик шу бурчакнинг си­
медианаси  дейилади.

Бу келтирилган df 20 дан куриниб турибдики, учбурчак­
нинг ихтиёрий бурчагидан чик,увчи биссектрисасига нисбатан 
шу бурчакдан чикувчи медианага симметрик булган тугри 
чизик, симедиана булиши келиб чикади. Агар ^аралаётган 
учбурчагимиз тенг томонли булса, у з^олда унинг медианаси, 
баландлиги, биссектрисаси, симедианаси устма- уст тушиши 
табиийдир. Маълумки, учбурчак устида караладиган тушун- 
чалар сони урта мактаб геометрия курсида булганлиги ва бу 
гео метрик масалаларни ечишда муз^им а^амиятга эга экан- 
лиги з^акида аник фикрга келиш мумкин.

6 0 - т е о р е м а .  Учбурчак ABC нинг исталган бурча- 
гининг симедианаси шу бурчак каршисидаги томонни дол­
ган икки томон узунликлари квадратларининг нисбати 
каби булакларга булади.

И с б о т и .  Учбурчак ABC нинг Л бурчак медианаси 
/_ААХ булиб, df 20 га кура АТ симедиана булгани учун 
Z..BAT — АХАС эканлигини ^айд (8 2 - раем) ^илиш мум­
кин.

Т .58 га асосан:
S ВАТ ВТ  А В- АТ 

5 и ,„с  =  ~ А £ ~  =  М х ■ АС ■ М

Худди шунга ухшаш:
S ГАС ТС АТ ■ АС
.... .. . ■■ = --------  = ------------ . (2 )

^ В А А ,

^осил килинган ( 1) ва (2 ) тенгликларни з^адлаб булсак, 
у з^олда

ВТ ВАХ =  А В- АТ ААХ • АВ _  А&_
АХС ТС ААХ -АС АТ ■ АС АС1 

з^осил булади. Бу ерда ВАХ =  АХС эканидан 
ВТ _  АВ*_ _

ТС  " ЛС 2 ~~

ёки
В Т _____ В Т ______с=_
СТ ~  т с ~  ь1 

з^оенл булади. Шу билан теорема исбот цилинди.
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6 1 - т е о р е м а .  Учбурчак 
ABC нинг ихтиёрий бурча- 
гидан чицувчи медиананинг 
шу бурчак симедианасига нис­
бати шу бурчакка ёпиш- 
ган томонлар узунликлари 
купайтмасининг икки бароба- 
рини улар квадратлари C iu fu h -  
дисига нисбати кабидир.

И с б о т и . Т 61 нинг шар­
тига кура учбурчак АВС да 
ААх — медиана, АТ —  симеди- 
ана (82- раем) булганлиги ^ам-

да .
У х ° л д а

экани маълум.

8 2 - раем.

га асосан ВТ : ТС =  с2 : Ь1 эканини эътиборга олсак

АТ
ААх

В Т -А С  
САх ■АВ

ВТ  £ _  
ТС  3  62 

ни ёза оламиз* бундан

ВТ =■

ВС
ВТ

ас*

Ь‘ 4 -  с2

булиб,

эканлигидан

ь2 +  с-

АТ В Т - АС 2 асгЬ
ААх САх • АВ 

эканлиги келиб чи^ади.
(Ь1 +  с’ ) ас

2 Ьс

<

Демак,
АТ

АА,
2 Ьс

tfi -f- с1

булар экан.
1- масала. Учбурчак АВС да 4т 2 =  2b2 - f  2с 3 — а 2 бул­

са, у холда АТ симедианани хисобланг.
Е ч и ш .  Маълумки, Т61 га асосан

А Т : AAi  = . 2Ьс- -
+  с3
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экаии ^амда

ЛА1 =  та =  ±  У  2Ь* +  2с2-

экани маълум.
Бу маълумотларни

АТ =  AAV 2 Ьс
+ с*

га цуисак,

Л Г  =  — - —  Т /  2 (Ьа +  с2) —  as
й3 +  С'2 гй3 +  с'2

экани келиб чикади.
62- т е о р е м а .  Учбур­

чак ABC да симедиана 
шундай нуцталарнинг гео­
метрик урники, у нукта- 
лардан учбурчак томенла- 
ригача булган масофалар 
нисбати шу бурчаккаёпиш- 
ган томонлар нисбати ка- 
би булади.

И с б о т и .  Учбурчак 
ABC да АТ си медиана бул­
син (83- раем), у х;олда Т 
нук,тадан АВ ва АС томон-
ларга мос ^олда TD ва ТЕ  перпендикулярларни туширамиз, 
натижада

5 в а т  АВ ■ DT

83- раем.

Т 60 га асосан

эканлигидан х;амда

ТАС

ВАТ

дан бевосита

’ ТАС

В Т  =  

ТС

АС ■ Т Е

В Т  

~~ ТС

АВ*
АС1

DT

( 1)

(2)

(3)

(5)
АВ DT ^  А&_ ( )  D T _ M  
АС ' ТЕ  ~  АС2 Т Е  АС

булиб, АТ симедиана (5) шартни бажарувчи нуцталарнинг
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геометрик урни экани келиб чикади. Шу билан Т е1 исбот 
цилинди.

6 3 - т е о р е м а .  Учбурчак АВС нинг симедианалари 
бир нуцтада кесишади.

И с б о т и .  Учбурчак АВС нинг А бурчагидан чиэдан 
симедиана sa, В бурчагидан чиккани sb ва С дан чиккани 
sc булсин. sa ва st лар Л  ну^гада кесишсин дейлик ва 
бу нуктадан учбурчак томонларигача булган масофани мос 
Холда [уа, уь, ус деб белгилайлик, у холда Т62 га асосан

0 )
Ус С

—  =  —  (2) 
Ус с

лардан sa ва sb ларни Л  ну^тада кесишиши келиб чикади. 
Энди sc нинг хам Л  нуктадан утишини курсатамиз, бунинг 
учун ( 1) ва (2) муносабатларни хаДлаб булсак, у холда

Уь ь 

Уа а
нисбат келиб чикади, бундан sc нинг х.ам Л  'дан утиши ке­
либ чикдци. Шу билан Т63 исбот к,илинди.

Учбурчак симедианаларининг кесишиш Л  нуктаси Лему- 
ан нуцтаси  дейилади.

2- м а с а л а .  Учбурчакдаги Лемуан ну^тасидан унинг 
томонларигача булган масофалар узунликлари топилсин. 

Е ч и ш .  Маълумки, Т61, Т82, Твз ларга асосан

Уа =  Уь_ _Ус_ _  0Уа_ _  Ь_Уь___ сУс
а Ь с аг Ьг с2

эканидан бевосита
ауа +  Ьуь +  су с ауа уа

булиб,

асосан

а 1 +  Ь1 +  с2 а1 а

а У а  + ' $ У ь  +  СУ с =  2 S  ABC  Г а

2 aS a%ha ____

a i 4-6» 4-с» а‘ 4 -  Ьг 4 -  с"
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эканини >̂ осил к,иламиз. Худди шунга ухшаш

У ь +  Р  +  с3 

c'-h.
У с  = а* +  Ьг +  с1

ларни еза оламиз.
К,уйидаги масалаларни ечинг:

1. ЧеЕи теоремасидан фойдаланиб, симедианалар бир 
нуктада кесишишини исботланг.

2 . Стюарт теоремасидан фойдаланиб, симедиана узунли- 
гини х,исобланг.

3. Агар учбурчак ABC га ташки чизилган айлананинг 
А ну1\тасига утказилган уринма унинг ВС томонининг да- 
воми билан D нуктада кесишса, у .\олд1 CD : BD — Ьг : с2 
эканини исСотланг. Бунда AD учбурчак ABC нинг таш^и 
симедианаси дейилади.

4. Агар 3- масаладаги шарт бажарилса, у х,олда

AD аЬс
Ь‘ —  с3

булишини исботланг.
5. Агар учбурчак симедианалари Л  нуктада кесишса, 

У >\«лда

а2 • АЛ +  Ь2 ■ ВЛ +  с- • СЛ --= аЧ'с*------
г  аг +  Ь2 +  с'

бу.'!ишини исботланг.
6 . Агар та, ть, тс учбурчакиинг медианалари булса ва 

Л  Лемуан ну^таси булса, у хрлда (а ■ А Л ): (Ь ■ ВЛ) : (с • СЛ) =  
=  та :ть:тс булишини исботланг.

7. Тутри бурчакли учбурчакнинг туири бурчагидан ту- 
шири.1ган баландликнинг уртаси Лемуан ну^таси булишини 
курсатинг.

8 . Агар учбурчак ABC да уа, уь, ус лар Лемуан нук;та- 
сидан учбурчакнинг мос ^олда а, Ь, с томонларигача булган 
масофалар булса, у хрлда уа ha — уь hb =  ус hc булишини 
исботланг.
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3 - § .  Учбурчакнинг элементларинн ^исоблашда 
тригонометриянинг татбик,и

Учбурчаклар устида анрим улчаш, исботлаш, ^исоблаш- 
ларни олиб боришда бевосита тригонометрик функциялар ва 
уларнинг учбурчак элементлари билан борланишлари ^аци- 
даги маълумотларни келтиришга ёки излаб топишга ахамият 
берилади. Шу боис аввал маълумотларни эслаб курайлик:

1 . Синуслар т еорем аси ;
а  __ Ь __ с

sin A sin  В  sin С’ I

А ~Ь В - Ь  С —  Я .

6 4 - проекция т е о р е м а с и .  Хор щандай учбурчакда 
а =  b cos С +  с cos В ,
Ь =  с cos А +  a cos С, II
с — a cos В +  b cos А,
А +  В +  С =  я 

муносабатлар бирлашма-
И с б о т и .  Х,ацицатан ^ам 

учбурчак ABC да САВ синик; 
чизикнинг СВ томонидаги про- 
екциясини (8 4 -раем) цуйидагича 
пр САВ - пр СА +  пр АВ — 
= b  cos С +  с cos В =  а аник,лаш 
мумкин. Шу жараённи х,ар бир- 
томон учун цулласак, у х<олда 

В талаб килинган натижа ^осил 
килинади.

8 4-раем. 3. Косинуслар теоремаси;
а2 — Ь2 +  с2 — 2be cos А,
Ь2 =  а2 +  с2 —  2ас cos В, IH
с2 — а2 +  Ь2 —  2ab cos С,
А +  В +  С =  л.

4. Учбурчак ABC д а Л + Б + С  =  л булганлиги сабаб- 
ли А — л  —  (В -f- С) ёки А +  В =  л — С шартларидан, ёки

А +  В  л  С 
дан — -—  = -------------алмаштиришларни

си уринлидир.

А

A -f~ В -f- С 

2 ~  куллаб, бевосита

С_
2

sin А =  sin [л —  {В +  С)] =  sin (В +  С); 
cos А =  —  cos (В +  С); tg А =  — tg (S  +  С)
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к к - А  В + С  Аларни хосил килиш билан бирга sin —  =  cos - у - ;  cos —  =

. В + С  , А , В +  С =  sin — ; tg —  =  ctg — -—  ларни х°сил килиш имко-

ниятига эгамиз.
5. Агар А  Л =  а ; В  =  Р; /L C  — у десак ва синус- 

лар теоремасини учбурчакка та ищи чизилган айлана радиуси 
оркали богласак, у холДа а — 2 R sin a ; b — 2 R sin P;

с =  2 R sin у эканидан p =  a + c ' =  R (sin a  -j- sin p +

+  sin v) булиб, бундан бевосита sin a  +  sin p +  sin y =  —
R

экани ёки sin a  sin p sin y =  , sin a  sin p -f  sin p sin y +  

+  sin a  sin y =  — ■ (P2 -f- r2 +  4 Rr) эканини оламиз.
4 R3

6 . Агар a =  2R  sin a  ea p —  a — r ctg -у  ларни хаД' 

ма- хад кушиб хамДа sin a , ctg ~  ларни cos а  оркали ифо-

далаб, 2 R У (1 — cos а) (1 +  cos а) +

г V (1 +  cos а) :(1 — cos а ) =  р нинг ихкала томонини 
квадратга ошириб ва ихчамлаб, [5]

4 R2 cos3 а — 4 R (R +  г) cos2 а +  (р2 +  г2 —
— 4 R-) cos а +  (2 R +  г)2 — р2 — О

тенгликка эга буламиз. Сунгра бу тенгликни умумийлашти- 
риб,

4 R2xs — 4 R(R +  г) х2 +  (р2 +  г2 — 4 R2) х  +
+  (2R +  r)2- p 2 = 0  [5J

куринишга келтирамиз. Бу тенгламанинг илдизларини мос 
Холда cos a ,  cos р, cos y д есак, у холда

R ' г
cos а  +  cos Р -f- cos y =  —-!—

R
Хамда

cos a cos р +  cos a cos y +  cos Р cos y =  P

cos a cos p cos y =  —  (p2 — (2 R +  r2)
4 R1

ларни хосил киламиз.
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1-мисол. Агар А +  В +  С =  л булса, sin А +  sin В +
+  sin С =  4 sin ^ Д sin d d l?  sin Д- ~|—-  булишини исбот- 

2 2 2
ланг.

И с б о т и .  sin Л + s in  B + s in  C = s in Л + s in B  +  sin (Л +
, _  . А + В  А—В . „  . А + В  АА-В+  В) =  2 sin -------- c o s ----------- f- 2 sin — —  c o s -------  =

' 2 2 2 2
0 . А + В  ( А — В .  А + В

=  2  sin — 1—  c o s -----------h c o s --------
2 V 2 2

. . А + В  . A +  C . B +  С =  4 sm —■— s in — 1— sin — 1— .
2 2 2

2 - мисол. Агар A +  В +  С =  л булса, у ^олда
, А . В . .  А ■ . С В , С ,
t g y t g y  +  tg — *g у  + t g  y t g  y - 1

булишини исботланг.

И с б о т и .  Шартга кура Л +  В +  С =  л; у  +  у  

. С яН------=  —  эканидан
2 2

( А , В . С \ А В С ( .c o s ------ ---------------=  cos —  cos —  cos —  I —
\ 2 2 2 / 2 2 2 \

. A . В . A , С В . С \ л— tg у  tg у  — tg у  tg ~2 у  tg — J •= о 

булади. Бундан tg у  tg у  +  t g y  tg у  +  tg у  tg у  = 1

экани келиб чикади.
Юкррида келтирилган маълумотларга ^амда a  - f  Р +  

+  v =  л эканидан фойдаланиб, цуйидагиларни исботланг:
1 . Утмас бурчакли учбурчак учун:

tg а +  tg р +  tg y =  tg a  tg р tg у булишини исботланг.

2 . cos а  +  cos р +  cos у =  1 + 4  sin —  sin —  sin —.
к 1 r 2 2 2

3. sin 2а +_sin 2p +  sin2v =  4 sin a  sin p sin y.
4. sin2 а  +  sin2 p - f  sin2 у — 2 (1 +  cos a  cos p cos y).

5. sin2 а  +  sin2 p +  sin2 у =  (p2 — r2 — 4 Rr).

6 . sin3 а  +  sin3 p +  sin3 у =  —— (ps — 3r 2 — 6 /?r). .
4
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7 _ 1 ____ |____ 1____ |____ 1 _  р1 4 - г 3 +  4/?г

sin a  sin Р sin у 2рг

0 sin а  +  sin (3 , sin р -f- s>n V , sin  а  +  sin  у
• _ г  ' : аsin у sin а  sin р

рг +  гг — 2 Rr_

2 Rr

9. cos2 а  +  cos2 р - f  cos2 у =  - Ц  (2 Rr +  6  R2 + г 2— p2).
2 /?2

1 0 . cos3 а  +  cos* p +  cos3 у =  —— [(2 / ?+ r)3— 3/?2r]— 1 .
4 R3

n  _ [ _____ j_____ 1_____ j_____ 1 pi A - r* -  4 R*
cos a  cos P cos у p l —  (2 /? +  /-)s ’

j 2 cos a  4 -  cos p cos p - f  cos у co s  a  - f  cos Y __

cos у cos a  cos P

(R + r)(p°- + r * - 4 R * )  3 
R [ p < - ( 2 R + r ) 4

j g  sin а  4- sin p sin p 4 - sin у sin  a  +  sin у __ £_

cos a  -f- cos p cos p +  cos у cos а  +  cos у r
2 pr

14. tg а  +  tg p +  tg у =

15. tg a  tg p +  tg a  tg у +  tg P tg у

16. i _  +

p2 - ( 2 AM r)--
p~. _  , i  — 4 Rr

(2 R +  r)1

tg а  tg P tg V 4pr

17. d g a + c t g p  +  c t g Y =  s ( J L  +  ^  +  - l - ) .

18. ctg2 oc +  ctg2 p +  ctg2 Y =“  (P2~ r 2 -  4 Rr) 2 - 2 .

4 -§ . Учбурчакда тенгсизлик

Учбурчакнинг томони, бурчаги, ички ва ташци чизилган 
айлана радиуси ва бошк,а элементларига кура тенглик ту- 
шунчаси цатори тенгсизлик тушунчаси з̂ ам муз^им булиб, 
бу тушунча учбурчакнинг бирор ^онунияти мазмунини очиб 
беради.

6 5 - т е о р е м  а. Учбурчак ABC нинг ихтиёрий таищи
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бурчаги узига k i j u i h u  булмаган ички бурчакларининг хар 
биридан каттадир.

И с б о т  и. Учбурчак АВС нинг BD медианасини (85- 
рас м) утеази б, уни шунча узунликка давом эттирамиз ва Е 
нуктани А нук,та билан туташтирсак, у холда DAE ва DBC 
учбурчаклар ^осил булиб, унда Z . DAE =  ZL BCD ва E 
нуцта ZLCABi ни ичида ётганлиги учун /LB C D < /-С А В х 
булади. Z . CABt =  /LB  +  Z_ С эканидан Z . САВг >  / - В  
экани келиб чикади. Шу билан теорема исбот килинди.

6 6- т е о р е м  а. Учбурчак АВС да катта томон цар- 
шисида катта бурчак ётади ва аксинча.

И с б о т и .  Учбурчак АВС 
а  да (8 6 - раем) АВ >  АС булса,

эканини куреата- 
миз. Бунинг учун АВ томо- 
нидан АС =  AD кесмани аж- 
ратамиз ва уни С уч билан 
туташтирамиз. DC кесма С 
бурчакнинг ички кисмига жой- 
лашгани учун ACD бурчак С 
бурчакдан кичик булганлиги- 
ни ёки д  ADC да AD =  АС 
булганлигидан Z . ACD =

=  Z . ADC булади. Т 65 га асосан Z . ADC >  Z. В булиб, бун­
дан / - C > Z - B  экани келиб чикади. Шу билан Т 6, исбот 
булди.

6 7 - т е  о р е м  а. Учбурчак АВС нинг исталган томони 
долган икки томон йитндисидан кичик булади.

И с б о т и .  Учбурчак АВС да (8 7 -раем) В А нинг даво- 
мига АС =  AD ни куямиз, натижада D бурчаги ACD бур- 
чакка тенг булади, бундан Z. BCD >  Z . D ва z l  BCD >
>  Z . ВАС экани келиб чикади. Демак, Т в6 га асосан AD >

86- раем.
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>  ВС булиб, бундан В А +  D
4- АС >  ВС экани келиб 
чикади. Шу билан Тс7 ис­
бот килинди.

31- натижа. Ихтиёрий 
учбурчакнинг исталган ик­
ки томони узунликларининг В 
айирмаси учинчи томон 
узунлигидан кичик булади. 87-раем.

32- натижа. Учта нуц-
та А, В , С лар кандай булмасин текисликда ВС —  АС ^
<  АВ <  ВС +  С А булиб, тенглик бу нукталар бир турри 
чиэикда ётганда уринли булади.

1- масала. Агар а, Ь, с — учбурчакнинг томонлари, р —
1 1 1 9=  a -f b +  с булса, у ^ о л д а----- 1--------1—  >  — булишини
а Ь с р

исботланг.
И с б о т и .  Шартга кура а, Ь, с —  учбурчакнинг томон­

лари, р — а 4- Ь 4- с эканлигидан (ab +  ас 4- Ъс) (а 4- Ь+с) 
купайтмани цараймиз, яъни

[ab 4- ас 4- Ьс) (а 4- b +  с) =  d2b 4- Ьга 4-  сга 4-

4- а2с 4- Ь2с 4 - c2b 4 -  3abc

булиб, а2Ь 4- с-а +  Ь2с >  3 ТУ а3Ь3с3 =  ЗаЬс эканидан Ь2а +  
+  а-с 4- с2Ь >  3abc келиб чикади. Демак, (ab +  ac +  Ьс) (а 4 -

4- b 4- с) >  3abc 4- 3abc - f  3abc, бундан (— +  — -f  — 1 (a 4-
\ a b с

1 1  1 9
4 - b 4 - c ) > 9 = ^  — 4--------1----->  — булади. Шу билан исбот

а Ь с р
килинди.

2 - масала. Х,ар кандай учбурчакда рг ^  1 2 ^ 3 5  эканини 
исботланг.

И с б о т и .  Шартга кура р =  а 4- b 4- е дан ~  4- ■- 

булиб,
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булади, бундан р*^  16-27 S2 ёки р2 >  12 ^ 3  5  булади. Шу 
билан исбот килинди.

3 - масала. Учбурчак ABC нинг бурчат,ари а, (3, у бул-
а . р . v 1 ,са, у >,олда sin — sin — sin — <  — эканини исботланг.
2 2  2 8

a .  а .  В .  v I f  а — ВИ с б о т  и. t = s in  —  sin — sin — =  — c o s ------ -  —
2 2 2 2 I 2

a  +  6 \ . у 1 /  a  — В . У \ ■ у—  cos — —  sin — =  — c o s ----- -  — sin — sin —
2 j 2 2 4 2 2 )  2

булади. Агар x =  sin десак, v з о̂лда x2 — x  cos ~~~ +

+  2t — 0  тенглама з^оснл булади.

D =  cos2 a ~   ̂ —  8 t > 0 ^  t <  — cos2 - — -  <
2 8 2

<  — => t <  — •
8 8

Шу билан масала исбот булди.
4 - масала. Учбурчак ABC нинг бурчаклари мос з̂ олда

a , р, V булса, tg2 —  +  tg2 — +  tg2 у  >  1 булишини исбот­

ланг.

И с б о т и .  l = t g - | t g | -  +  t g | - t g |  +  t g | t g - *

экани ва бунга Буняковский генгсизлигини татби^ этсак, у 
з^олда

1 -  ‘g f  tg |  +  tg f  tg |  +  t g |  tg

/ t g 2 Y  +  tg2 ^ +  tg2 f  x

x  ]/^tg2 -2-  +  tg2 у  +  tgs -у =  .

=  tg2 f .  +  tg2 i j- -K tg 2 - l

Лоси л булади. Демак, tg2 у  +  tg2 -Ц- +  tg2 >  1 булар 

экан.
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5 - масала. Учбурчак ABC уткир бурчакли булганда р >  
> 2  R +  r булишини, турри бурчакли булганда p — 2R-\-r 
булишини ва утмас бурчакли булганда р <  2 R +  г булиши­

ни исботланг [р — "~^~2 "  С)~

И с б о т и .  Олдинги параграфда рг —  (2 R +  г)2 =  
=  4R- cos a  cos р cos у муносабатини хосил килган эдик. Де­
мак, а , р, у лар уткир бурчак булганда 0 < а  <  0 <  Р <  у ;

О <  у <  -j- булгани учун уларнинг косинуслари мусбат. 

Демак,

р2 — (2k +  л)2 > 0  => р2 >  (2 R Н- г)2 => р >  2R +  г
/  а  Ъ +  с\

булиб, турри бурчакли учбурчакда у — -у  булгани учун 

cos y =  0 эканидан р2 —  (2 R + г)2 — 0=>p =  2 R + r  хам-
JC

да — <  у <  л эканидан cos у <  0 булиб, р2 —  (2 R +  г)2<
< 0 = > p < 2 R - { - r  экани келиб чикади. Шу билан исбот 
булди.

Шу келтирилган масалаларга таянган холда бошланрич 
маълумотлар сифагида цуйидаги тенгсизликларни тавсия этиш 
мумкин, яъни:

а) Агар 2л булса, 27г  ^  16 Rr— 5л2 => 27г <  16 /?_—

— 5л ва 4 R2 +  4 Rr +  3г2 <  -  R2 ёки 3V 3  r < p <  ^  R
4 2

(бу ерда р =  а с) булади. Бундан 36л2 <  ab Ьс +

+  ас <  9 R2 ёки 12 1^3 Rr2 <; abc <; 6  К  3 R2 г ларни кел- 
тириш мумкин.

К,уйидаги масалаларни ечинг:
1. Агар учбурчак АВС да а >  b булса, а +  ha^ b  +  hb 

эканини исботланг.
2. Агар учбурчак АВС да р =  а +  b +  с ва 5  учбурчак 

юзи булса, у х^лда:

а) а2 +  Ь1 +  с2 >  — ; б) а 2 +  Ь2 +  с2 >  4 1^3 S ;
3
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д) a* +  b* +  с* > 1 6  5* булишини исботланг.
3. Агар a  - f  р +  Y =  я  булса, cos а  +  cos {5 +  cos у ^

<  булишини исботланг.

4. Агар а +  Р +  у =  я булса, sin а +  sin (5 +  sin у <

<  булади. Исботланг.

5. Агар а  +  Р +  У =  л булса, tg tg tg

булишини исботланг.
6 . Агар а  +  Р +  У =  л булса;

sin2 a. - f  sin2 р +  sin2 у

>  2 , агар 0  <  а , р, у <  у ;

<  2 , arap 0 <  а , р< j-; ~  < у < л ;

=  2, агар У =  - j ,

булишини исботланг.
7. Учбурчак ичида олинган ихтиёрий К нуцта учун ва
_  а 4-  Ь +  с а_ ^  _Р ^  cqs р

2 2 2 2

булишини исботланг (бу ерда Z . A — a; Z . В =  Р; Z- С = у ) .
8 . Агар а  +  р +  7 = л  булса, cos2 а +  cos2 р +  cos2 y >

з
>  — булишини исботланг.

9. Утмас булмаган учбурчаклар учун sin a  - f  sin р +  
+  sin у >  cos а  +  cos р +  cos у булишини исботланг.

Учбурчак ABC да г — ички чизилган, R — ташки чизил­
ган, га а томонига ташки- ички чизилган айлана радиуси бул­
са, р =  ? ~>гЬ ~̂ с булганда куйидаги муносабатларни исбот­

ланг:

,0.
R a b c  4 г2

11. —
R* ab be ас  4 г2

1 2 . 9г2 ^ ( р  — а) (р — Ь) +  (р—Ь) (р — с ) + ( р  — с) (р— 

~ а )  < 7 - Я 2.
4
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16. 27л* <  h\ +  h\ +  Щ <  p1 <  j  R2.

17. 9r ^ r a + r b +  rc^ l  R.

18. Гп +  r» +  Гь. . -j- > ± -2 . ^  6 .
'c ra r b ^

19. sin a +  sin 6 +  sin v >  3 У 3 —.
R

2 0  6  <  sin a  +  sin ft _j_ sin  n. sin у sin ft 4 - sin у  ^  
sin у sin  (J sin  <x

<3T -
2 1 . 4 < -------!----------- h ------- !----------- 1----------!---------<  — .

sin  a  sin (5 sin  P s in  у sin  a  sin  у r
' 3 r

2 2 . cos a  +  cos p +  cos у >  — .
R

2 3 .  — <  cos* a  +  cos3 p +  cos3 y (4 R~ +  12 Rr-
& 4 H

— 34л2).
пл i  a i  ft i V 2r
2 4 .  tg —  tg —  tg —  > --------=— .

s  2 2 2 3 К 3  R

К з /?
/? b 2 2 2 2r

26. <  (cos a  +  cos P) (cos4 p +  cos y ) ( cos a  +  
R'1

+  cos y) ^  b

27. <  (ctg a  +  ctg p ) ( ctg p +  ctg y ) (ctg a  +о у o

+  ctg y) < - 2R-  ■
S "  3 >/3 ra
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У Ч БУ РЧ А К ЛА РГА  ОИД АСОГИЙ ФОРМ УЛАЛАР

И х т и ё р и й  у ч б у р ч а к

1. Периметр
Р ~  а b +  с; Р  —  периметри: а, Ь, с — томон-

j ларининг узунлиги;
Р — ^  (а  +  *  +  с)- р  —  ярим периметр.

2. Ички бурчаклар йигиндиси 
А +  В  С =  180°, А, В, С, —  бурчак катталиклари.

3. Косинуслар теоремаси 
а' =  Ь2 +  с2 —  2be cos А; а. Ь, с —  томонларининг узун-
Ь2 =  а1 +  ег —  2ас  cos В ; ликлари;
с2 =  а2 +  6’  —  2ab cos С, А, В, С — бурчак катталиклари.

4. Синуслар теоремаси 
а Ь с а, Ь, с —  томонларининг узун-

sin  A sin  В sin  С ' ликлари;
А, В. С —  бурчак катталиклари;

—------- =  2 R , R —  таш^и чизилган айлананинг
sin  ^  радиуси.

5. Юз (S)

1 1 1 а, Ь, с —  томонларининг узун-

2 а̂ а 2 2 С̂ с’ ликлари;
j  j  А, В , С —  бурчак катталиклари;

S =  —  ab  sin  С =  —  be sin  А —■ ha , h ь, hc —  баландликлар;
^ г —  ички чизилган айлана ра-

=  —  ас sin  В ; ДиУси'
2

5  =  рг,
6. Герон формуласи

S  — V Р {Р — о) (Р —  Ь) (р —  с) , р —  ярим периметр.

7 . Баландликлар
j  I I j ha , /ij, hc —  баландликлар,

------ 1------- j - —  =  — , г —  ички чизилган айлана ра-
ha hb Нс г диуси.
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8. Медиана
a, b, с —  томонларининг узун- 
ликлари;

с п ’ та —  а  томонга утказилган ме­
диана.

9. Биссектрисанинг хоссалари
b , с —  томонларининг узунликла-

Ь т Ри'
=  > т, п —  а  томонга туишрилган Ас п ,бурчак биссектрисаси ажратган 

кесмаларнинг узунликлари.

10. Ташци чизилган айлананинг радиусы (R)
а, Ь, с —  томонларининг узун-

abc
R = — ; R = ликлари;

4 S ’ 2 sin Л ’ S  —  юзи;
А —  А бурчак катталиги.

T y f p n  б у р ч а к л и  у ч б у р ч а к

11. Пифагор теоремаси 
сг _  yi а2 а - Ь —  катетлар узунликлари;

с —  гипотенуза узунлиги;
12. Метрик муносабатлар 

h2c — а 161; hc —  баландлик;
at _  с ■ д4; Ь2 =  с ■ blt a i' ~  катетларнинг гипотену-

задаги проекциялари.

13. Уткир бурчаклари йигиндиси 
А +  Вё=  90°; А, В —  уткир бурчаклари.

14. Томонлари билан бурчаклари орасидаги б o f  л а  ниш. лар 
а — с • sin А; а, Ь —  катетлар узунликлари;
а =  с • cos В ; с —  гипотенуза узунлиги;

а =  ь ■ tg А, А, В —  уткир бурчаклар катта-
ликлари.

15. Юз (S)

S =  — ab, а, b —  катетлар узунлиги.

16. Таич^и чизилган айлана радиуси (R) 
с

R =  с —  гипотенуза узунлиги.

17. Ички чизилган айлана радиуси  (г) 

a  -f- Ь —  с а, Ь —  катетлар узунликлари;
т =  2 ’ с —  гипотенуза узунлиги.
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М у н т а з а м  у ч б у р ч а к

18. Периметр (Р)
Р =  За, а —  томонлар узунлиги

19. Бурчак катталиги 
А =  В  =  С — 60°, А, В , С —  бурчаклар катталиги

20. Баландлик  (h)

а У  Т
п =  — - — , а  —  томонлар узунлиги

21. Ички чизилган айлана радиуси (R) 

а У Т
R =  — - — , R =  2г, а  —  томонлар узунлиги.

22. Ташци чизилган айлана радиуси (г) 

а У З
6 ’

23. Юз (S)

а 2 У З

а  —  томонлар узунлиги.

а  —  томонлар узунлиги.
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