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С У З Б О Ш И

Назарий механика педагогика институтларининг «Физика», 
«Физика ва астрономия», «Математика ва физика» ихтисослик- 
ларида назарий физиканинг биринчи булими сифатида, «Умум- 
техника фанлари ва физика» ихтисослигида эса бир томондан, 
назарий физиканинг бирнчи булими сифатида, иккинчи то­
мондан эса, умумтехника фанларнинг назарий асоси сифатида 
уцитилади. «Умумтехника фанлари ва мез̂ нат» ихтисослигида 
назарий механика умумтехника фанларининг назарий асоси 
сифатида уцитилиб, у турли хил техник масалаларни ечиш 
учун пойдевор булади.

Бу ихтисосликларда уциётган студентлар учун узбек тили- 
да назрий механнкадан дарсликлар ёки уцув ц̂ л̂ланмаси йуц- 
лигини >{амда унга булган э>̂ тиёжни эътиборга олиб, муаллиф- 
лар мазкур цулланмани тайёрладилар. Ушбу 1̂ улланма педагоги­
ка институтлари учун мулжалланган программа асосида ёзил­
ган булиб, унда назарий механиканинг кинематика ва дина­
мика кисмлари кенгроц, статика цисми эса цисцача баён этил- 
ди.

Кулланма, асосан, педагогика институтларининг индустри­
ал-педагогика ва физика-математика факультетлари студент- 
ларига мулжалланган. Ундан олий техника уцув юртларининг, 
шунингдек, университетларнинг физика, геология ихтисослиги 
буйича таълим олувчи студентлари ?̂ ам фойдаланишлари мум­
кин.

Мазкур уцув цулланмасини яратишда берган курсатма ва 
маслахатлари учун муаллифлар УзССР ФА з̂ ациций аъзоси  ̂
профессор Т. Рашидовга, / ТошДУ назарийУмеханика.укафед- 
расининг доценти П. Шохайдаровага, цулланма цулёзмасини 
уциб, унинг сифатини оширишга дойр берган фикр ва мулоз̂ а-



т г

залари учун профессорлар Э. Б. Абуталиев ва Г. И. Болдин- 
ский, доцентлар, И. Исмоилов, Ж- Камолов, Э. Тухтасинов 
уртоцларга, Узбекистон педагогика фанлари илмий текшириш 
институтининг катта илмий ходими X. А. Валиевга ташаккур 
из^ор этадилар.

Педагогика институтлари студентлари учун узбек тилида 
ёзилган бу биринчи у1̂ ув 1̂ улланмаси камчиликлардан холи 
булмаслиги мумкин. Муаллифлар уцувчилардан ушбу 1̂ уллан- 
т̂ианинг юту[  ̂ ва камчиликлари а̂̂ и̂даги узларининг фикр 

-ва мулохазаларини «Уг^итувчи» нашриётига юборишларини су- 
райдилар.



НАЗАРИЙ МЕХАНИКА П Р ЕД М ЕТИ

Назарий механика моддий жисмларнинг мувозанати ва 
механик з̂ аракати р̂ онунларини урганувчи фандир.

Ва/ т̂ утиши билан жисмларнинг фазода бир-бирига нисба­
тан урин алмаштириши механик щракат дейилади.

Назарий механикада даракат пайтида жисмларда содир 
булиши мумкин булган шакл ва сифат узгаришлари дисобга 
олинмайди.

Жисмнинг хар 1̂ андай даракати 1̂ аердадир, бирон-бир фа­
зода за 1̂ ачондир, бирон-бир вацтда содир булади. Фазе з̂ ам, 
ва1̂ т хам харакат билан бир 1̂ аторда жисмнинг (кенг маъно- 
да материянинг) борлир̂  шаклларидир. Назарий механикада 
фазе бир жинсли за изотроп деб 1̂ абул 1̂ илиналп, яъни меха­
ник ходисанинг утиши (кечиши) унинг 1̂ аерида утаётганлиги- 
га хам, фазодаги цайси йуналишда содир булаётганлигига хам 
борли!̂  эмас.

Жисмнинг фазода бошца жисмга нисбатан харакатини ур­
ганиш учун шу иккинчи жисм билан координаталар системаси 
(саноц системаси) богланади. У холда жисмнинг текширила­
ётган 5̂ аракати жисм нуцталарининг танлаб олинган коорди­
наталар системасидаги фазо нуцталари билан кетма-кет уст­
ма-уст тушиши орцали белгиланади.

Вак̂ т тушунчаси ходисаларнинг навбатдаги кетма-кетлигн- 
ни, уларнинг цанча давом этишини акс эттириб, у утмишдан 
келажакка томон боради ва орцага цайтмаслик хоссасига эга. 
Назарий механикада вацт фазонинг хар цандай цисмида цам 
бир меъёрда утади ва у фазо каби узлуксиз хамда бир жинсли 
деб царалади. Вацт абадий ва чексиздир. Шунинг учун вацт- 
ни чексиз куп элементлардан иборат туплам дейиш мумкин. 
Бу тупламнинг хар бир элементига вацтнинг маълум циймати 
мос келади.

Шуни алохида таъкидлаб утиш керакки, фазовий улчаш- 
лар учун олинган узунлик бирлиги, воцеаларнинг утиш жараё- 
нини цайд цилувчи вацт бирлиги, демак, соатнинг юриши фи­
зик шароитдан ташцари, узларининг бошца жисмларга нисба-



тан >̂ аракатига борли1̂ дир, яъни улар нисбий характерна 
эга. Чунончи, фазо ва ва1̂ т материянинг борли1̂ шакллари 
экан, демак, улар з^аракатдаги материяга боглиц >̂ олда узга­
ради. Бу узгаришлар ёруглик тезлигига я 1̂ ин тезликларда ха­
ракат н^илингандагина сезиларли булади. Назарий механикада 
улар эътиборга олинмайди.

Механикани урганишда реал объектларнинг абстракт об- 
разлари булган моддий ну1̂ та, абсолют 1̂ атти1̂ жисм тушун­
чалари, куч тушунчаси ва бошца купгина тушунчалар кирити- 
лади. Шулардан баъзиларини куриб чицамиз. К,олганлари г̂ ,а 
курснинг тегишли жойларида келтирилади.

Конкрет царалаётган масала учун улчамларининг а а̂- 
мияти булмаган, массаси бир геометрик нуцтага жойлашган 
деб тасаввур цилинадиган о/сисм моддий нуцта деб аталади.

\ар бир нуцтасининг вазияти ва даракати иккинчи бир 
нуцтасининг вазияти ва х^аракатига боглиц булган моддий 
нуцталар туплами механик система дейилади.

Ихтиёрий икки нуцтаси орасидаги масофа узгармайдиган 
механик система абсолют каттиц жисм дейилади. Жисмларни 
абсолют цаттиц деб ; и̂соблаганда, уларда буладиган шакл 
узгаришлар назарга олинмайди. Бундай абстрактлаш жисм­
ларнинг механик ,’̂ аракатини урганишии бирмунча енгиллаш- 
тиради (келгусида жисм деганимизда абсолют цаттиц жисм­
ни назарда тутамиз).

Назарий мехника шартли равишда кинематика, статика ва 
динамика цисмларга булиб урганилади.

Кинематикада окисмларнинг механик х;аракати уни вужудга 
келтирувчи сабабга богламай, геометрик нуцтаи назардан 
урганилади.

Статика цисмида, окисмга цуйилган кучлар системасини 
цушиш, кучлар системасини унга эквивалент булган система 
билан алмаштириш, кучлар системаси таъсиридаги жисмнинг 
мувозанат шартларини, жисмнинг огирлик марказини аниклаш 
масалалари курилади.

Динамикада моддий нуцта, механик система ва цаттиц жисм­
нинг механик харакати шу харакатни вужудга келтирувчи 
сабабларга боглаб урганилади.



К И Н Е М А Т И К А

I боб. НУЦТА  КИНЕМАТИКАСИ

1-§. Нуцта з^аракатининг берилиш усуллари

Вацтнинг ихтиёрий пайтида нуцтанинг вазиятини бирор са­
ноц системасига нисбатан аницлаш усули ну/^та л^аракатининг 
берилиш усулини ифодалайди. Бунда саноц системаси сифатида 
Декарт, цилиндрик, сферик за у,, координаталар системасини 
олиш мумкин. Купипча, >̂ аракаг тугри бурчакли Декарт ко­
ординаталари системасига нисбатан текширилад-1. Бу система 
бир.чпнча цулай булганлиги сабабли биз >̂ ам келгусида асосан 
шу системадан фойдаланамиз. Нуцта з̂ аракати асосан уч усул­
да; вектор, координаталар, табиий усулда аницланади.

?^аракатнинг ве.чтор усулида берилиши. Маълумки, ихти­
ёрий М нуцта вазиятини бирор координаталар си темасига 
нисбатан, учи ушбу нуцтада булган, боши эса координаталар

бошида булган битта г  радиус-вектор билан бир цийматли ра­
вишда аницлаш мумкин (1 .1-раем). Агар текширилаетган нуц­
та з̂ аракатда булса, вацт утиши билан унинг радиус-вектори 
З{ам мос равишда узининг узунлигини ва йуналишини узгар­
тириб боради. Демак,

г  =  г (0 ( 1. 1)

цонуниятининг берилиши вацтнинг ихтиёрий пайтида текши­
рилаётган М нуцта вазиятини аницлаш имкониягини беради, 
яъни нуцта з^аракатини аницлайди.-(1.1) тенглама ну/^та л̂ а- 
ракатанинг вектор куринишдаги кинематик тенгламаси 
дейилади.

Вацтнинг г'1, г'з, . . .  цийматларида г  вектор, мос равиш­

да, r^ = г{t^ ), г 2 =  г(^2), г̂  =  г{1з), . . .  катталикларга эга бул­
син (1.2-раем). Бу векторлар учларининг геометрик урни — 

чизиц радиус-вектор годографа дейилади.
Нун;та траекторияси деб, ^¡аракат ва/^тида унинг фа­

зода цолдирган изига айтилади. Харакатдаги УИ нуцта ва г 
радиус-вектор учидаги нуцта устма-уст тушгани учун радиус- 
вектор годографи нуцта траекториясини ифодалайди.



1.1- pacM. 1.2- pacM.

?^аракатнинг координаталар усулида берилиши. Нукта­
нинг бирор санок системасига нисбатан вазиятини шу систе­
мадаги координаталари оркали з̂ ам аниклаш мумкин. 1.1-расм- 
да М  нуктанинг Олуг Декарт координаталари системасидаги
вазияти курсатилган. Бунда г, /, k — мос равишда Ох, Оу, 
Oz координата ук^арининг бирлик векторлари. Агар нукта шу 
танланган системага нисбатан з̂ аракат килса, унинг х , у, z  
координаталари вактнинг узлуксиз функциялари сифатида уз­
гариб боради:

x  =  x {t), y =  y{t), z=^z(t). , (1.2)
Шундай килиб, (1.2) з̂ ам (1.1) га ухшаш нукта з^аракатини 
аниклайди. (1,2) тенгламалар нуцта х^аракапшнинг координа­
талар куринишидаги кинематик тенгламалари дейилади.

М  нуктанинг X, у, z  координаталари шу нукта радиус-век- 
торининг координата укларидаги проекцияларидир. Бинобарин,

г  — x i  -]- у/ “1- zk (1.3)

муносабат уринли булади. (1.3) ифода нукта з̂ аракати бери- 
лишининг координаталар усулидан вектор усулига ва вектор 
усулидан координаталар усулига утишни белгилайди. (1.2) 
тенгламалар уз мазмуни жиз^атидан траекториянинг t пара­
метрга нисбатан параметрик тенгламаларидир. Улардан па­
раметр t ни йукотиб, траекториянинг

А(- .̂ у) =  0, У) =  0 (1.4)
куринишдаги тенгламаларини з̂ осил килиш мумкин.

Нукта текисликда з̂ аракатланса, унинг з^аракатини ц утб  
координаталари системасида аниклаш куп з̂ олларда кулай- 
лик турдиради. 1.3-расмда М  нуктанинг текисликдаги вазия­
тини аникловчи кутб радиуси г  ва кутб бурчаги 9 курсатил­
ган, бунда ср бурчакнинг мусбат йуналиши сифатида соат 
стрелкаси йуналишига тескари булган йуналиш кабул килина­
ди. Даракатдаги нукта учун кутб радиуси ва кутб бурчаги 
вактнинг бирор узлуксиз функцияларидир:

г  =  г ( 0 , 'P =  f ( 0  ( 1 -5 )

8



1.3- раем. 1.4- раем.

Бу тенгламалар }̂ ам ну1̂ та з^аракатининг координаталар кури­
нишидаги тенгламаларидир. (1.5) дан t ни йукотиб, траекто­
риянинг кутб координаталари системасидаги

г  =  г((р)

тенгламасини з̂ осил килиш мумкин.
)^аракатнинг табиий усулда берилиши. Баъзи пайтларда 

з̂ аракати текширилаётган нуктанинг траекторияси аввалдан 
маълум булиши мумкин. М  нуктанинг берилган М 'М "  траек- 
ториясида бирор О нуктани санок боши деб олиб, мусбат ва 
манфий йуналиш танлайлик (1.4-раем). Нуктанинг санок бо­
шига нисбатан ёй координатасини 5 оркали белгилайлик. У 
з!;олда нуктанинг траектория буйлаб ёй координатасининг уз­
гариш конуни:

5 =  5(0 (1.6)

маълум булса, нуктанинг з<;ар ондаги з̂ олати тула аник була­
ди. Шундай килиб, агар: 1) нукта траекторияси; 2) траекто­
рияда санок боши сифатида кабул килинган нукта; 3) з̂ аракат- 
нинг мусбат ёки манфий йуналиши; 4) нуктанинг траектория 
буйлаб ёй координатасининг узгариш конуни, яъни (1.6) ифо­
да берилса, з̂ аракаг тулик аникланади. Даракатнинг шундай 
аникланиши .даракатнинг табиий усулда берилиши

Харакат берилишининг куриб утилган бир усулидан иккин­
чи бир усулига утиш мумкин. Масалан, з̂ аракат (1.2) тенгла­
малар билан берилган булсин. Даракат берилишининг табиий 
усулига утишни курайлик. (1.2) тенгламалардан t параметрни 
йукотиб, траекторияни аникловчи (1.4) тенгламалар з̂ осил ки­
линади. Траекторияда санок бошини белгилаш учун (1.4) тенг­
ламалардан бирор, масалан, х  узгарувчига х  =  х  ̂ киймат бе- 
рилади. Н̂ олган узгарувчиларнинг кийматлари Уо, эса маз­
кур тенгламалардан топилади. Хд, Уо, координаталар билан 
белгиланувчи О нукта санок боши сифатида олиниши мумкин. 
0{хд, у,, 2 д) нукта зсаракатдаги нуктанинг траекторияда вакт­
нинг бирлр ( =  ¿0 моментида эгаллаган урнига мос келади. 
(Умуман, траекторияда санок бошини танлаш ихтиёрийдир. 
Одатда, санок боши сифатида зсаракатдаги нуктанинг ¿ =  0 
вактдаги траекторияда ётувчи з̂ олати олинади. Буидай нукта



(1.2) тенгламаларда t =  Q деб олиб топилади. Равшанки, санон 
боши сифатида олинган бу нукта учун s =  0 булади.

Нуктанинг траектория буйлаб >(;аракат конунини топайлик. 
(dsY ^  (d x Y -¡г {d y f +  (dzY  булганидан ds =  Y -{-у  ̂+  z^dt. 
t =  0 да 5 =  0 деб олсак,

S =

й« г. dx > dy , йгбулади. Бу ерда jc =  — , у = — , z = — .
dt dt di

(1.7) интегрални х,исоблаб, нуктанинг траектория буйлаб з̂ а- 
ракатланиш конуни топилади. Даракатнинг йуналиши эса (1.7) 
ифодада илдиз олдидаги ишора билан белгиланади.

1-масала. М  нукта }<;аракати г  =  (2г'+  l ) i (2 — 3z i)/ тенг­
лама билан ифодаланади (г—метрда, секундда улчанади). Ai 
нукта траекторияси аниклансин з̂ амда харакат бошлангандан 
сунг канча вакт утгач, у абсцисса укида булиши топилсин.

Ечиш (1.3) муносабатга кура, масала шартидан нукта з̂ а- 
ракатининг координата усулида

x  =  2t-\-\, у = 2  — 3i ,  г  =  0 (1)

тенгламалар билан берилиши келиб чикади. Нукта траекто­
риясини топиш учун (1) системадан вакт t ни йукотищ керак. 
Бунинг учун (1) нинг биринчисини t га нисбатан ечамиз:

t =  (2 )

(2) ифодани (1) нинг иккинчи тенгламасига куйсак,
2у +  3.̂  =  7 (3)

турри чизик тенгламаси з̂ осил булади. О булиши шартидан
(2) дан х~>\  келиб чикади.

Шундай цилиб, М  нукта траекторияси 2у +  3д: =  7, х > 1  
тенгламалар билан ифодаланувчи нурдан иборат (1.5-
расм). Нукта t= o  вактда координаталари х = 1 , у = 2  дан ибо­
рат M q }$олатдя булади.

Нукта абсцисса укида булганида: у = 0 . Бинобарин, 2—3^=0 
2

тенгликдан t =  —c вактда нукта абсцисса укида булишини 
3

ва х  =  2 — м эканлигини топамиз.
3

2 -масала. Нукта радиуси г  булган айлана буйлаб соат 
стрелкаси йуналишига тескари йуналишда s = k t  конунга кура 
даракатланади (fe =  const). Ox горизонтал ук нуктанинг бош­
лангич х;олатидан утади деб караб, координата боши айлана 
марказидан утувчи хОу системага нисбатан нуктанинг хара­
кат конуни топилсин.

Ечиш. Координата бошини г радиусли айлана марказида

10



1.5- раем. 1.6- раем.

олиб, хОу координата системасини утказамиз (1 6- раем). Ма­
сала шартига кура nyi îa траекториясида саноь; боши учун Oj 
нукта мос келади. О, санок бошидан траектория буйлаб соат 
стрелкаси з̂ аракатига тескари йуналишни мусбат йуналиш 
деб оламиз.

0 ,M =  s =  A¿ конун буйича з^аракатланувчи М  нукта коор­
динаталарини X ,  у билан белгилаймиз: x  =  OL, y =  LM . М
нукта з̂ аракатланганда унинг координаталари <р =  0,0/И бур­
чак функцияси сифатида узгаради. Тугри бурчакли OLM  уч­
бурчакдан:

0 L  =  ОМ cos íp, ¿M =  ОМ sin 9 ёки х  =  г  cos ср, у =  г  sin <р.

Ёй узунлигини з̂ исоблаш формуласига кура 0 ¡M  =  r?; бундан

_  _ м
г г

Шундай килиб, М  нуктанинг хОу координата системасига 
'  kt . kt нисоатан з̂ аракаг конуни x  =  rc o s—, y =  r s m — тенгламалар

билан аникланади.

2-§. Ну!^танинг тезлик вектори

Нукта х;аракатини характерловчи муз̂ им катталиклардан 
бири унинг тезлигидир. Даракаг вектор, координата ва табиий 
усулларда берилганда тезлик кандай аникланишини курайлик. 

Нукта з?аракати (1.1) вектор тенглама:

Г ^ Г Ц )

б и л а н  б е р и л га н  булсин. Фараз к и л а й л и к ,  зсаракатдаги нукта 
в а к т н и н г  -бнрор t па й ти д а  г  р а д и )С -в е к т о р  билан а н и к л а н у в ч и

И



1.7- раем.

М. вазиятда булсин (1.7-расм). ^+
-1- М  вактда эса шу нуцта =  ф  +  ДЛ 
радиус-вектор билан аникланувчи Му 
вазиятни олеин. У з̂ олда нуцта радиус- 
векторининг вацт оралигида узгари­
ши =  г̂  — г  вектор билан белгилана­
ди. Дг векторнинг вацтга нисбати 
нуцтанинг шу вацт оралигидаги урта-
яа те злик вектори г»ур дейилади, яъни 

Д г
'■'УР- м ( 1 .8 )

( 1.8) дан курамизки, М  скаляр ифода булгани учун 
вектори -\г буйлаб йуналади.

9ртаяа те зли к  векторининг М  нолга интилгандаги ли- 
мати нуцтанинг тезлик вектори дейилади. Тезлик вектори­
ни У билан белгиласак, таърифга кура;

^r ^
м

у =  11ш —  =  —  е
д<-о

йг
еки у =  —  =  г

(И
(1.9)

да УИ, нуцта УИ га интилиб, вектори з̂ аракат траек- 
ториясига УИ нуцтада утказилган уринма буйича йуналишга
интилади, бинобарин, V те злик вектори )̂ ам х,аракат тра- 
екториясига М  нуцтада утказилган уринма буйияа йуна­
лади.

(1.9) дан тезлик улчамини з̂ осил циламиз:
узунлик

вакт

М

С

Нуцта з̂ аракати координаталар усулида (1.2) тенгламалар: 
х ^ х ( 1 ) ,  у =  у({), z  =  г{t) 

билан берилган булсин. (1.3) га асосан

7  =  x {t)■ 7 +  у{{) -Н 2(0  -к

булиб, (1.9) ни эътиборга олсак,

(1.10)^  , йу'Т . йг-Т•У =  — I  +  — у Н-----к
(И <И (И

келиб чицади. V векторнинг координата уцларидаги проекция­
ларини 'Од., -Иу, ■Ог орцали белгиласак, (1.10) ифодани коорди­
ната уцларига проекциялаб.

йх
V , — —  =  X ,

йу
( 1 . 11 )

12
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ни ?сосил киламиз. Демак, нуцта тезлигининг бирор уцдаги 
проекцияси нуцтанинг шу уцца мос келувчи координатасининг 
узгариши цонунидан вацт буйича олинган биринчи х^осила- 
га тенг. У }{олда тезлик векторининг модули вн йуналиши 
куйидаги тенгликлардан топилади:

COS

V ^

- л  
V, i

= V v l  +  v] +  v l =  V  +  f +  (1-'2)

=  —, CCS ( г» ,/) =  ^ , eos ('Ü, ^ (1.13)

Нуктанинг турли пайтдаги тезлик векторларининг бошлари 
бир нуктага келтирилганда, шу векторлар учларининг геомет­
рик урнини туташтирувчи эгри чизик те злик вектори госо- 
графи дейилади.

М нукта Охуг координаталар еистемасита нисбатан з̂ ара-
катланиб, t, t,, пайтларда мос равишда v, v̂ , тез.лик- 
ларга эга булеин (1.8- раем, а) 0 ,А-,у,г, координаталар сиете- 
маеи олиб, бу тезлик векторлари бошларини О, нуктага ку­
чирсак (1.8-раем, б), уларнинг учлари L, I , ,  нинг геомет­
рик урни тезлик вектори годографини ифодалайди. Таърифга 
кура, L нукта координаталари (л,, у,, z,) тезлик векторининг 
0^х,у^г, координаталар системаси укларидаги проекцияларини 
ифодалайди:

X ,  =  V , y, =  v z ,  =  V ,

Агар Oxyz ва Ô x̂ ŷ ẑ  координата сиетемалари уцларини мос 
равишда параллел килиб олсак,

%K =  Z■Ид, =  Vj, =  X ,  •üy, =  Vy =  y ,  Vz, —  1-г  •

булиб, тезлик вектори годографининг параметрик тенглама­
ларини ■

•̂1 =  У, =  у, г, =  2 
куринишда ифодалаш мумкин. ^

13



и Н уц та  тезлигини ц-^тб 
координаталари системасида 
аницлашни курайлик. Нукта­
нинг з̂ аракати (1.5) тенгламалар:

г= г(/ ) , =  '

билан берилган булсин. г  =  г  • 
векторни киритамиз (1.9-расм)
Бу ерда Го билан г  кутб радиу­
си йуналишини белгиловчи бир­
лик вектор белгиланган. У долда

-* йг й ,
V  =  -----  =  — ( г  • Гл )  =

1.9- раем.
(1.14)

(1.14) тенгламадаги — векторни аниклаймиз. Гд— бирлик век-

тор булгани учун Го -Го = 1 . Охирги ифодани дифференциал- 

ласак, 2 ^ - Г о  =  0. Бинобарин,^ вектори Лд векторига пер­

пендикуляр экан. У }̂ олда  ̂ бурчак усишига мос келувчи, 
га перпендикуляр булган рц бирлик вектор киритсак,

йГд_ ¿Го
й( ~~ и ■Ро

ифода уринли булади. Шунингдек,
йГо
си

¿ер
йг'

Дакикатан, Е Ю  тенг ёнли учбурчак булганидан

У )̂ олда

Демак,

йго
~1

=  Иш
Д/-+0

Дго
Дф

81П

=  Иш ------- -И ш — =  —.
Д<р-.С Д?/2 й1

йГа __й<9-^■ --  ' Рс\ •
М й1

(1.15) га кура (1.14) куйидагича ёзилади;

14
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\

\
(1.16) дан куринадики, V тезлик вектори иккита тезликнинг 
геометрик йигиндисидан иборат экан. Улардан бири

dr -*■

булиб! радиал те злик  дейилади ва у цутб радиусининг 
вацтга нисбатан узгариш. тезлигини характерлайди. Ик­
кинчиси

^Р =  г-^Ро

булиб, к^ндаланг (трансверсал) тезлик ц&Ыдат. Радиал ва 
кундаланг тезликлар бир-бирига перпендикуляр булгани учун 
тула тезликнинг катталиги куйидагича аникланади:

Механиканинг махсус булимларида, айникса астрономияда 
му)̂ им а!^амиятга эга булган секториал те злик  тушунчасини 
киритамиз. Нуктанинг М  вакт оралирида чизган ОУИМ, секто- 
ри юзасини До оркали белгилаймиз. Такрибан бу юза ОМ/И, 
учбурчакнинг юзасига тенг, яъни

Дс5 =  I Да I ~  .1 1 г  X  Д/* 1

Л о вектор г ва Дг векторлар купайтмасининг ярмига тенг бу­
либ, у вектор юза деб юритилади. Унинг йуналиши вектор к̂ ?- 
пайтма коидаси билан белгиланади. Вектор юзанинг Д̂  вактга 
нисбатини тузиб, бу нисбатдан Д̂  ни нолга интилтириб лимит 
з̂ исоблаймиз:

Л Д г 1
lim —  =  lim — г  X  — =  — rX l in i — =  -  (г X
Ai-O  дг д / . о 2 ^  Д^ /  2 \  д < - о А < /  2 '  ^

Бу тенгликда lim ^  ^  булгани учун, ундан 
дг dt

келиб чикади. катталикка секториал тезлик дейилади. Уни 

оркали белгилаймиз. Шундай килиб
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Секториал тезликнинг модули куйидагича булади:

^ rv s\ n (? !'v )^  =  1г^.о). 0.19)

бу ерда (0 =  — .
Ль

Х,аракапш табиий. усулда берилган нуцтанинг п1езлик 
векторини аницлашни куриб чикамиз: '

У, 2:) =  О, р2{х, у, 2) =  О (1.20)

тенгламалар Декарт координаталари системасида нукта траек­
ториясини, 5 =  5(0 эса нуктанинг траектория буйлаб з̂ аракат

1<онунини ифодаласин. Нуктанинг г  радиус-векторини 5 нинг

функцияси дейиш мумкин. У з̂ олда г  векторни Ь вактнинг 
мураккаб функцияси деб карасак,

_  йг __ 
~  (И ~

булади. Бунда
й г  Дг—  =  И т  —
йв Д̂ _).0

(а)

(б)

—►
Лекин А5 ёйни туташтирувчи Аг векторнинг шу ёйга нисбати- 
дап Д5 ёйни нолга интилтириб олинган лимит траекторияга у т­
казилган уринманинг бирлик векторини беради.̂  Бу векторни

оркали белгилаймиз (1.10- раем):

I • АгИш —  
Д)-̂ 0 А« ( 1.21)

<б1 ва ( 1.21) муносабатларни эътиборга олиб, (а) ни куйида­
гича ёзамиз:

(’ .22)-*■ йз • -*■и =  — . т =  5 т.
аь

Бирлик вектор х доимо, з̂ аракат йуналишидан катъи на­
зар, нукта траекюриясига утказилган уринма буйича санок 
бошидан нуктагача булган мьсофанинг усиши томон йуналади.

Дакикатан й з у  О да т ва й г векторлар бир хил йуналган бу­

либ, йг масофанинг усиши томон йуналади. Агар нукта тра­
ектория буйлаб санок боши томон д̂аракатланса йз<0: шунинг

учун т ва йг бир-бирига карама-карши йуналиб, йг — масо­

фанинг камайиши томон, т эса масофанинг усиши томон йу­
налади.
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\Шундай килиб, 5 >  О да 1) вектори
т Шйича, 5 < 0  да эса т: векторига тес-
кар!̂  йуналар экан. 1.10- расмда 8 > 0
з{ол Учун V векторнинг йуналиши кур­
сатилган.

V =  8 нуцта тезлигининг алгебраик 
циймати дейилиб, тезликнинг >саракат 
траекториясига уринма )̂ олда утказил­
ган т вектор йуналишидаги проекцияси 
деб каралиши мумкин. Демак, нуцта  
тезлигининг алгебраик циймати тр а ­
ектория буйлаб ёй координатасининг 
узгариш цонунидан вацт буйича олин­
ган биринчи х;осилага тенг.

3- масала. Нуктанинг х,аракати

■^=<8 .̂ У =  со8̂ /, 0 < ^ < -^ ( 1)

тенгламалар билан ифодаланади {х, у — метрда, / — секундда 
улчанади). Нукта траекторияси, / =  —с пайтдаги тезлиги ва

тезлик годографининг тенгламаси топилсин.
Ечиш. Нукта траекториясини топиш учун (1) тенгламалар 

системасида вакт I ни йукотиш керак. Маълумки, 1 +  =
— ёки со8̂ а= -----!----- . Шунинг учун (1) дан у =
СОЗЗ а 1 +  а

* ёки у =  траектория тенгламаси келиб=  соб‘̂ t =
1 + щч 

чикади (1.11- раем).
Нукта тезлигини (1.11) — (1.13) формулалардан фойдаланиб 

аниклаймиз:
1

С052 г (3)

 ̂=  ^ да: Т!̂  =  2 м/с, 

г». =  -  1 м/с, у = \ / 5 ~  2,24 м/

1 Н- 2 t С03‘ I

С032 1

С0 8 (-и, х ) =  =  0,8928,

соз('и, у) =  -  ̂=  —0,4464.

Бу вактда нукта расмда кур­
сатилган М  долатда булади.

2 -5 9 5 5



Тезлик годографи тенгламасини топиш учун (2) ни 

X, =  'Уд:=^^^, у, = 1>у =  —2 8Ш^С08."

куринишда ёзиб, улардан вакт t ни йуцогамиэ.
(3) нинг биринчи тенгламасидан:

соз2/= (4)
-VI

о <   ̂< -̂  да з1п^ >0 булгани учун 81п / =  У "!—соз̂ .̂ Нати­

жада (4) ни эътиборга олиб, (3) нинг иккинчисидан

у, =  - 2  1/ 1 -  — . - к -  ёки У1 =  - - ] / х̂  — 1 
V у  XI X,

тезлик вектори годографи тенгламасини досил киламиз.
4 - масала. Нукта шундай даракатланадики, унинг радиус- 

вектори буйича силжиш тезлиги узгармас га тенг, радиус- 
вектор эса О кутб атрофида (о̂ узгармас бурчак тезлик билан 
айланади: ( =  0 да г  =  0, ср =  0.

Нукта траекторияси тенгламаси ва тезлигининг узгариш ко­
нуни топилсин.

Ечиш. Масалани кутб координаталар системасида ечамиз. 
Масала шартига кура, нукта радиус-вектори микдори г  =  
тенгламага мувофик, йуналиши эса ср =  Шд/ конунга кура уз­
гаради.

Бу икки ифодадан 1 ни йукотиб, нукта траекториясини до­
сил киламиз;

(1)Г =
тО

(1) тенглама Архимед спирали деб аталувчи чизикни ифодалайди. 
Нукта тезлигини (1.17) формуладан фойдаланиб аниклаймиз:

|/\с И ] ^ =  1 Нь ( 2 )

Шундай килиб, курилаётган масалада нукта тезлигининг 
вакт буйича узгариш конуни (2) формула билан аникланади.

3-§, Дифференциал геометриядан баъзи тушунчалар

Нуктанинг тезланишини аниклашга утишдан аввал бунда 
кулланиладиган дифференциал геометриянинг айрим тушунча- 
ларини куриб чикамиз.

L N  фазовий эгри чизикда бир-бирига кушни М  ва M¡  нук­
талар олиб, М  нуктада берилган чизикка ЬАЕ уринма утказай-
лнк (1.12-раем). М Е  уринмада олинган бирлик векторни т
билан белгилаймиз. УИ, нукта ва т оркали утказилган текис-
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1.12- раем. 1 .1 3 -  раем.

ликнинг ТИ, нукта УИ га интилгандаги вазияти ёпшима текис- 
лик  ёки эгрилик текислиги дейилади.

УИ нуктадан утувчи ва т уринмага перпендикуляр тугри чи­
зиклар эгри чизикнинг УИ нуктаеидаги нормаллар дейилади; бу 
нормаллар ётувчи текислик нормал текислик дейилади. Ёпиш- 
ма текислигида ётувчи нормаль бош нормаль дейилади, бош

норыалнинг бирлик векторини п билан белгилаймиз. Бош нор- 
малга перпендикуляр булган нормаль бинормаль дейилади,

бинормаль бирлик вектори, одатда, Ь билан белгиланади. Ь
вектор шундай йуналтириладики, т, /г ва оркали З т̂казил-
ган система унг системани ташкил этсин; т, п, Ь оркали ут­
казилган координата системаси табиий координата система­
си дейилади. Эгри чизикнинг бир нуктасидан иккинчи нукта­
сига утилганла табиий координата системаси уз йуналишини 
узгартиради.

Нормал ва ёпишма текисликларнинг х;ар кайсиСига перпен-
—> ->

дикуляр булган текислик, яъни -с ва оркали утказилган те­
кислик тугриловш  текислик дейилади.

LN  эгри чизикнинг узаро кушни булган УИ ва УИ, нуктала­
рида шу чизикка утказилган уринмалар бирлик векторлари т
ва булсин (1.13-расм). - ват, векторлар орасидаги бур­
чакни Д6 билан белгилаймиз. Д6 бурчак эгри чизикнинг Д5 =  
=  „у/И/И, ораяигида вектор йуналишининг узгаришини ифода­
лайди ва оралиц буряаги дейилади. к^р= ^  с̂а УИУИ, ёйнинг

уртача эгрилиги дейилади. Х̂ ртача эгриликнинг УИ, нукта М  
га интилгандаги (Д5^0 даги) лимити эгри чизицнинг М нуц- 
тадаги эьрилиги дейилади ва к билан белгиланади:

к =  иш — . 
Д5-о Дз

(1.23)
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Эгри чизикнинг бирор нуктасидаги эгрилигининг тескари мик­
дори эгри яизацнинг шу нуь;тасидаги эгрилик радиуси дейи­
лади. Эгрилик радиусини р билан белгиласак, таърифга би­
ноан

I -

У долда (1.23) ни куйидагича ёзиш мумкин:
ДО 1 иш — =  — .

Р
(1.24)

(1.24) формуладан фойдаланиб, айлана эгрилик радиуси 
айлана радиусига тенглигини, тугри чизик учун р =  оо були­
шини топиш мумкин.

4-§. Нуктанинг тезланиш вектори

Даракатдаги нуктанинг тезланиши вектор катталик бу­
либ, у те злик векторининг вацтга нисбатан узгариш те з ­
лигини ифодалайди. Даракати вектор, координата ва табиий 
усулларда берилган нуктанинг тезланиш векторини аниклаш- 
ни курайлик.

Нуцтанинг х,аракати г  =  г(1) тенглама билан вектор усул­
да берилган булсин. Вактнинг бирор Ь пайтида даракатдаги нук­
та /И вазиятда булиб, тезлиги V булсин. М  вакт утгандан 

сунг, у траекторияда тИ, вазиятга утиб, тезлиги булсин. 

Тезликнинг М  вакт оралигида узгаришини ифодаловчи ^v =

=  —-и векторни тузамиз (1.14-раем). Бунинг учун -г;,, век­
торни уз-узига параллел равишда М  нуктага кучириб, бир то­

мони V, диагонали эса •у, булган параллелограмм ясаймиз. Шу 
параллелограммнинг иккинчи томони Ью булади. нисбат

даракатдаги нуктанинг Д)? 
вакт оралигидаги Урта- 
яа тезланиш вектори

дейилади, уни билан 
белгилаймиз:

д̂  ■

1 .14 раск

Равшанки, уртача тезла­
ниш вектори вектор 
буйлаб йуналади. Уртача 
тезланиш векторининг 
нолга интилганда! и ли-
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М ИТИ нуцтанинг тезланиш вектори дейилади; уни w билан 
белгилайлик:

Ди dv W =  lim —  =
д<_̂ о Д̂  dt 

(1.9) ни эътиборга олсак, нуйидаги келиб чика/’и:

dv йЧ г,с,И) =  —  =  —  . (1.25)
dt

V ва векторлари оркали утказилган параллелограмм текис- 
лигининг -* О лаги вазияти М  нуктада утказилган ёпишма
текислик билан устма-уст тушади. гиур вектор шу параллело-
граммда ётгани, те» эса нинг Д / О  даги лимити булгани 
учун тезланиш вектори ёпишма текисликда ётади ва траекто­
риянинг ботик томонига йуналади.

Н уцта  л^аракати координаталар усулида
х = х { 1 ) ,  y =  y{t), z  =  z{t)

тенгламалар билан берилган булсин.
Нукта тезлигини унинг координата укларидаги ташкил 

этувчилари оркали ифодалаймиз:

V V y j ,

Буни (1.25) га куямиз;
йЬгТ , dv„~¡' ,1Ю= — г +  —- /̂Н----- -к.
dt dt dt

Тезланишнинг координата укларидаги проекцияларини ■Шу, 
чи);, билан белгилаб, (1.11) формулаларни эътиборга олиб, охир­
ги тенгликни координага укларига проекциялаймиз:

■■ ■■ dVz /1=  X, гИу= —  ̂ = у , ЧЮ̂ = — ^ = 2  (1.26)

Демак, нуцта тезланишининг бирор уцдаги проекцияси шу 
нуцта тезлигининг берилган уцдаги проекцияси узгариши цо­
нунидан вацт буйияа олинган бириняи х,осилага ёки нуцта­
нинг тегишли координатасидан вацт б^йияа олинган ик- 
киняи тартибли х^осилага те нг экан. Тезланиш векторининг 
модули >5амда йуналиши куйидаги муносабатлардан топилади:

ча>=  че)у +  Vy +  Vz =  }/ (1.27)

С08(и;, ¿) =  — , со8(те), /) =  . со8(та, /г) =  — . (1.28)
®  ®  ли

Н уцта  текис'1икда з̂ аракатланиб, унинг л(;аракати цутО 
координаталарида берилганда тезланиш векторини аниклаш-
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ни курамиз (1.9-расм). ва Го векторларининг йуналишлари
узгарувчи эканлигини эътиборга олиб, (1.16) формула билан

аникланувчи V тезлик векторидан ва^т буйича досила оламиз:

^  =  5 :^ ;  +  ^ 5 ; +  *  1’ ? . +  (129)
(11 (1Г‘  ^ (11 (11 М  “  (И ^ ^  (И  (11

Маълумки, бирлик вектордан олинган досила унга перпенди­
куляр булган векторни беради;

->
йГп
(И г / “- (1 30)

Бунда Ра вектор векторга нисбатан соат стрелкаси дарака­
тига тескари йуналишда я/2 бурчакка бурилган булиб, бу бур-

—>•
чак ш нинг узгариши билан узгармайди. Демак, агар p̂  ̂ век­
тордан досила олсак, бу досила га перпендикуляр булган 
векторни ифодалайди;

(1.30) ва (1.31) ни назарда тутиб (1.29) тенгликни куйидаги­
ча ёзамиз:

¡Р - г  . й г  й ч) ^  . й г  (1ч> ^  . й'̂ Ц!■ш =  —  ГоН--------Р(,Л -------- - Ро +  г  —  Ра — г
йГ^ М с И  й1 й Р

^  _  (й^у
(1Р \йЬ, '"о + -и 2 — —

(И̂  ' (11 (И) р,-

т  вектор иккита векторнинг геометрик йигиндисидан иборат 
буляпти. Уларни мос равишда п\ ва Шр оркали белгилаймиз;

(1.32)т г  = Г̂ '̂' г (й<9\̂
л ]  . г 0. 11) р =

У долда

ТЮ =  1Юг= 'Юр.

радиал тезланиш вектори, 1Юр эса кундаланг (трансвер- 
сал) тезланиш вектори дейилади. (1.32) дан ва ■Юр век­

торлари мос равишда ва р̂  векторларига коллинеар эканлиги 
куринади. билан 'Юр узаро перпендикуляр булгани учун 
w тула тезланиш векторининг модули куйидаги формуладан
аникланади:

-V " + (1.33)
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1.15- раем.

Н уцта  даракати табиий. усулда берилган булиб, у 5 = 
=  /(0  тенглама билан ифодалансин (1.15-раем, а). М  ну1̂ та- 
дан табиий координата ук^ариии утказамиз. (1.22) формулага 
кура:

Буни (1.25) га куямиз:
г; =  =  г) • т.

с1у , Й?т: •пу= — (г)-с) =  — х+'И — . 
Л   ̂ сИ

(1.34)

¿/т(1.34) даги —  ни д̂исоблаймиз:
сИ

Дт—  =  Ч т  — .
сИ

Аввал бу лимит модулини, сунг йуналишини топамиз. Бу­
нинг учун М  нуктада курилган Е М К  учбурчакни караймиз.
£'/ИД’ =  Д9, =  ¿*5 деб белгилаймиз: М Е  =  М К =  \ булга­

нидан М О }_ЕК , I®,
о . А9 =  1 8Ш —. У }̂ олда

/^ЕМ Ь  дан: |А'с| =

=  Иш =  Иш Ат Л0 Д5 =  Иш

Д6 
ь\п — Д0

аг Д/=J Д0 Дх Д<-0 Д0/2 Д5 М

Маълумки, Иш 
дв_».о

Д8
з . п -

Д0/2
= 1, 1!ш

д^_>.с
= v. (1.24) га биноан,

Иш
Д^-»0

де
'35

Демак, и т

и

— 
р '
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й х

й1
нинг йуналиши Дх нинг Дг! -»О даги лимити вазиятига мос

келади. п Л1DJ_Д :̂ булгани учун «, Дт = Е М О =  Д -̂>

->,0 да ^  0. Бинобарин, ^  нинг йуналиши п билан мос 

келади.
Натижада куйидаги досил булади:

й  т • п =  — п.
р

Шундай килиб, (1.34) куйидагича ёзилади:
йь -*

10 =  ----  Т  -------п .
й t  р

(1.35)

(1.35) ни табиий координата укларига проекциялаб, тезланиш- 
нинг шу уклардаги проекцияларини аниклаш мумкин:

йЬ 1)2 52
—  =  3, Щ )^ ,=0.
й t р р

(1.36)

(1,35) нинг унг томонидаги биринчи дад нуцтанинг уринма 
тезланиши дейилади;

•ю = —  
й1

(1.37)

Уринма тезланиш нуцта те зли ги  мицдорининг узгаришини

ифодалаб, — > 0  да нинг йуналиши т билан бир хил, 
м

— СО да ТИ)-, вектор'I га царана-царши йуналади (1.15-
м
раем, б).

—► ^2 —> 
— п (1.38)

нуцт.анинг нормал тезланиши дейилади. Нормал тезланиш 
те злик йуналишининг узгаришини ифодалаб  ̂ у бош нормал

бирлик вектори п билан бир хил йуналади.
Уринма ва нормал тезланишлар микдорлари (1.36) форму­

лалардан топилади. (1.37) ва (1.38) га кура (1.35) куйидагича 
ёзилади:

(1.39)

яъни, эгри шзицли щракатдаги нуцта тезланиши уринма 
ва норма̂ л тезланишларнинг геометрик йигиндисига тенг.
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(Wt:, w„) =  9b° булгани учун тезланиш микдори куйилаги 
формула билан топилади:

W (1.40)

Тезланиш йуналиши унинг бош нормал п билан ташкил кил­
ган [А бурчаги оркали аникланади;

р. =  arctg (1.41)

Агар ŵ  — 0, w„ =  0 булса, нукта тезлигининг микдори ва 
йуналиши узгармай, у тугри чизикли текис } а̂ракатда (хусу­
сий >50лда тинч )^олатда) булади.

■тгфО, w„ =  0 долида нукта турри чизикли узгарувчан да­
ракатда булади, агар бир онда w„ =  0 булса, нукта умуман 
эгри чизикли даракат килиб, шу онда траекториянинг буки- 
лиш нуктасида булади.

w ^ = 0 ,  да нукта  s =  ?o+'»o^ КОнунга кура текис да­
ракат килади.

W-, — const, ®)„=?̂ 0 да эса нукта эгри чизикли текис узгарув­
чан даракатда булади; бу долда «)̂  =  — =  С ни интеграллаб,

dt
эгри шзицли текис узгарувчан у;аракатда тезликни  ва эг­
ри чизицли текис узгарувчан х^аракат цонунини ифодаловчи 
тенгламаларни досил киламиз:

г/ =  'Ио +  "Wj,
W t̂

s =  So +  V qI  +  — .

(1.42)

(1.42)

5 - масала. Нукта радиуси 800 м булган айлана ёйи буйлаб 
текис уз1арувчан даракат килади. Унинг бошлангич тезлиги 
г̂ о =  5м/с булиб, s= 8 0 0  m масофани утгандан кейинги тезлиги 
тУт- =  15 м/с.

Нуктанинг бошлангич тезланиши ŵ , 800 м масофани утиш 
вакти Т  ва даракат бошлангандан кейин Т  ва1̂ т утганда кан­
дай Wt тезланишга эга булиши топилсин.

Ечиш. Нукта эгри чизикли даракатда булгани учун унинг 
тезлиниши (1.39) формулага кура топилади:

хе) =  тИх +

Масала шартига кура нукта текис узгарувчан даракатда 
булгани учун (1.42) ва (1.43) формулалардан фойдаланамиз;

г) =  +  та,«:, (1 )

S =  So +  t»oi +  w, - .  (2)
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Санок бошини нуктанинг бошлангич долатида олсак, 5о =  0; 
масала шартида берилганларни (1) ва (2) га куямиз:

15 =  5 +  • Г, 800 =  57' +  '®,

Бу тенгламалар системасини ечсак, 7 '=  80 с; Вдг =  0,125 м/с’* =  
= const келиб чикади.

Нуктанинг бошлангич ва Т  пайтдаги нормал тезланишла­
рини (1.36) формулаларнинг иккинчисидан топамиз. Нукта тра­
екторияси айлана булгани учун р= /? = 8 0 0  м.

=  —  =  0,029 м/с̂ , WnT--
Р _________

—  =  0,281 u¡z\

Нуктанинг тезланиши w =  У  формуладан топилади.
Шунга кура, í  =  0, t =  T  вактлар учун, мос равишда =
=  0,129 м/с̂ , íü г =  0,308 ^  келиб чикади. Хар икки пайт учун 

тезланиш йуналишини (1.41) формула ёрдамида топамиз:

[Ао =  a r c t g =  arctg 4,310, ¡̂ ■0
'“по

IXj

77°; 

¡ а г « 2 4 “.
‘'пТ

Тезланиш вектори йуналиши 1.16-расмда тасвирланган.

6- масала. Даракати г =  2 sin у  г +  3̂ cos ^ +  4 j у тенглама

билан ифодаланган нуктанинг траекторияси ва / =  1 с пайя'да- 
ги тезлиги, тезланиши дамда траекториянинг шу вактга мос 
келувчи эгрилик радиуси топилсин (г — метрда, í  — секундда 
улчанади).

Ечиш. (1.3) ифода билан нукта даракати тенгламасини так­
кослаб, координата усулида даракатни куйидагича ифодалай­
миз:

x  =  2 s i T i j ,  у- :Зсоз^^-Ь4. (1)
3

Бу (1) тенгламалар системаси 
нукта траекториясининг парамет­
рик тенгламалари булиб, улардан 
вакт t ни йукотсак, траектория­
нинг кандай чизик булиши аник­
ланади. Бунинг учун (1) ни

— =  sin — , 
2 3 ’

у — 4 Tit 
------  =  COS —

3 3

куринишда ёзиб, уларнинг дар
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бирини квадратга ошириб, дадлаб 
1̂ ^шамиз:

{ у - 4 у 1 (2 )

(2) дан куриниб турибдики, нукта 
траекторияси эллипс шаклида экан 
(1.17- раем).

^ = 1с  пайтда нукта траекто­
риянинг М  нуктасида булади,

Нукта тезлигини (1.11) — (1 13) 
формулалар ёрдамида топамиз: v^=

2я ■ . %t= л :=  -  c o s '»V =  У =  —'^sin—, о o ' у o '

V  =  т : | /

I /

4 , .. T̂t ..g cos J s m  g еки

4 +  5sin^ — t. 
3

(3) 1.17- pacM. 

/S '/ =  1 С пайт учун ^  1,05 м/с, V y = -----— it ~  — 2,72 м/с,
3 2

t) =  -  >/̂ 31—2,92 м/с, coSi y. 0 =  — —0,3584, cos(a, /; =  — ~
6 V  V

« — 0,9312.

Бу катталикларни расмда тасвирлаб, г) вектори траектория- 
га М нуктада утказилган уринма буйича йуналганига икрор 
буламиз.

Нуктанинг тезланишини (1.26) —(1.28) формулалар восита­
сида топамиз:

. T itv , = ------- sin —,
^ ^ 9  3

Tt'‘‘ T t f
=  - j C O S j - ,

w =  —1/ - s in -“ —¿+cos‘‘—/ =  -  /  9 —5sin- —/. 
з | / 9  3 3 9 V 3

< ■= 1 С пайт учун:
— 1,9 м/с̂  — 1,65 м/ĉ  та =  2,51 м/с̂ ;

irfff irgf
cosi-zej, ¿) =  — ^ —0,7570. cos(iej, У —0,6573.iC; ie;

Маълум масштаб танлаб олиб, бу катталикларни дам 1.17- 
расмда тасвирлаймиз.

Траекториянинг эгрилик радиусини аниклашда ги„= —
р

формуладан фойдаланиш мумкин. Бунинг учун аввал уринма 
ва нормал тезланишларни топиш керак.
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Wx =  — булгани учун (3) дан вацт буйича досила оламиз: 
d t

10 те тс
—  т е с о з - í -  S i n — / 

7Í 3  3 3
=  V =  —

о
2 | /  4  +  5  s i n 3  t

=  -  -к“ 
18

2те 
S i n  —  t

3

Бундан í  =  l с пайт учун «  0.85 — келиб чикади. Уринма
С2

тезланиш тезлик вектори буйича йуналган. та® =  ■ш? +  фор­
муладан фойдаланиб, t = \ c  вакт учун нормал тезланишни 
аниклаймиз:

W w'^ — w l ^  2,36 м/с̂

Нормал тезланиш га перпендикуляр равишда траектория­
нинг ботик томонига йуналган.

 ̂=  1 с пайтда нуктанинг траекторияда эгалланган долати 
учун эгрилик радиусини топами^

Р =  — »  2,69 м.

5-§. Нуцтанинг эркин тебраниши

Нуктанинг тугри чизикли даракати урганилаётганда, куп 
долларда унинг эркин тебранма даракатига дуч келинади. 
Нукта

x  =  f ls in (ft í +  a) (V44)

тенгламага биноан дзракатланса, бундай даракат эркин теб­
ранма >;аракат дейилади. (1.44) дан эркин тебранма даракат 
графиги синусоида булиши равшан (1.18-раем). Нуктанинг са­
нок бошидан энг катта четга чикиши х̂ у̂. =  а га тенг булиб, 
бу катталик тебраниш амплитудаси. дейилади. Санок боши 
килиб олинган О нукта эса тебраниш маркази дейилади. 
Нуктанинг бир марта тула тебраниши учун кетган вакт теб­
раниш даври дейилади. Г  тебраниш даври sin [A(í +  Г)-!-«] =  
=  sin(é¿ +  2тс +  а) булиш шаргидан фойдаланиб топилади:

у, _  2л;
~  к'

Тебраниш даврининг тескари киймати ~  тебраниш та к ­

рорлиги kt +  о.—тебраниш фазаси, а эса бошлангич. фаза дейи­
лади. к =  2т̂ ‘ катталик тебранишнинг циклик ёки доиравий 
такрорлиги дейилади.

Агар а =  0 ёки а =  ^  булса, (1.44) га биноан нуктанинг эр-
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1.18- раем.

КИН тебранишлари мос равишда х  =  аъ\пк1 ёки х ~ а с о в М  
тенгламалар билан ифодаланади.

Турри чизикли даракатдаги ну1̂ танинг тезлиги ва тезлани­
ши (1.12) ва (1.27) ифодаларга биноан, мос равишда

г) =  1)^ =  л:, чю =  WJc =  X

формулалар билан аникланади. Бинобарин, (1.44) дан ва т̂ 
буйича биринчи ва иккинчи тартибли досилаларни дисоблаб, 
эркин тебранма даракатдаги нуктанинг тезлиги ва тезланиши­
ни аниклаш мумкин:

v =  a ксо^{М +  а ), 10 = — з1п(^^ +  а) =  —

6*§. Нуцтанинг айлана буйлаб )^аракати

Нуктанинг айлана буйлаб даракати амалда куп учрайдиган 
даракат турларидан биридир. М  нукта /? радиусли айлана буй­
лаб даракатлансин (1.19-раем). Кузралмас координата уки, ма­
салан, Ох УК билан айлана кесишган нукта О̂  ни санок боши деб, 
нуктанинг траектория буйлаб соат стрелкаси айланишига тес­
кари даракатини мусбат йуналиш деб танлайлик. У долда М  
нукта ёй координатаси 5 нинг узгаришини 5 =  Я-<р формула 
билан ифодалаш мумкин; бунда ср оркали Ох ук билан 0 М =
— Н радиус орасидаги бурчак белгиланган булиб, у ОМ ра- 

дауснинг айланши бурчаги дейилади.
Айлана буйлаб х;аракатдаги нуцта тезлигини  аниклаш 

учун (1.22) формуладан фойдаланамиз:

СИ (И
(1.45)

бу ерда “ =  ^  катталик ОМ радиус айланишининг бурчак 

те злиги  дейилади.
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V =  R m i  (1.46)

куринишда ёзилади. (1.46) дан ш >  О булса, v вектори т урин- 
—►

ма буйича, ш < 0  да х га карама-царши йуналиши куриниб 
турибди; тезликнинг мицдори

v =  (1.44)
формула буйича аникланади.

Айлана буйлаб л;аракатдаги нуцтанинг уринма те зла ­
нишини (1.47) ни назарда тутиб (1.37) формулага асосан то­
памиз;

dv~* r-, du)
W -z =  —  X =  h ( ------ X.

di dt

Бу ифодадаги e= — катталик М нуцтл радиуси айланиши- 
dt

нинг бурчак тезланиши дейилади.
Шундай килиб,

■Жт:= /?£Х, w^—R-s. .  (1-48)

Айлананинг эгрилик радиуси айлана радиугига тенг були­
ши )̂ амда (1.47) ни эътиборга олиб, (1.38) формула ёрдамида 
айлана буйлаб л^аракатдаги нуцтанинг нормал тезланиши­
ни топамиз. -<4-

Wn = — п = ——  п
р ^

ёки

w„ =  Ruí‘̂ n, =  (1.49)

Айлана буйлаб )^аракатланувчи нуктанинг нормал тезланиши 
марказга интилма тезланиш деб )̂ ам аталади.

(1.48) ва (1.49) ни (1.40) ва (1.41) формулаларга криб, 
айлана буйлаб даракатдаги нуцта тезланишининг миц­
дори ва йуналишини аникловчи куйидаги формулаларни ĵ o- 
сил киламиз: _______

ги =  =  /? |/ +  ш‘, (1.50)

JA =  arctg— . (151)
ü)2

7 - масала. М шарча узунлиги 0УИ =  /=1 ,5  м булган ипга 
осилган ва у вертикал текисликда О ук атрофида

71 7Z / 1 4? = - - g - c o s - - í  (1)

тенгламага мувофик айлана ёйи буйлаб тебранади. Бунда f  
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бурчак Оу вертикалдан бошлаб ра­
дианда улчаниб, соат стрелкаси ай­
ланишига тескари йуналиш мусбат 
деб олинган, t эса секундда ул-
чанади. М  шарчанинг í  =  í,  =  _ с

пайтдаги тезлиги ва тезланиши 
дамда даракат бошлангандан кей- 
ин уринма тезланиши нолга тенг 
буладиган энг якин вакт ¿ =  1̂  ва 
нормал тезланиши нолга тенг бу­
ладиган энг якин вакт t =  то­
пилсин (1.20- раем).

Ечиш. Бошлангич пайтда, яъни
t =  0 да (1) дан ср̂ =  — -  булиши-

6
ни курамиз; бу пайтда шарча расм­
да тасвирланган А!̂  долатда бу-

< 1  булгани учун (1) дан бурчаклади,

ораликдаги кийматларни кабул килишини досил киламиз.
Лввал (1) дан вакт буйича биринчи ва иккинчи тартибли до- 

силалар дисоблаб, ОМ ип айланишининг бурчак тезлиги <и ва 
бурчак тезланиши s ни аниклаймиз:

dtp . я  ¿(0 тгЗ т . ,
ш =  —  =  — s i n — г,  е =  —  =  —  COS — [ .  

d t 12 2 d t 24 2

(1.47) формулага биноан шарча тезлигини топамиз:

v =  R  ■ т  =  L ■ —sin —Í.
12 2

t =  — с пайтда ш =  — — cos — =  — V 2  рад ~  2 Г  булиб,
2 6 4 12

шарча расмда тасвирланган М  долатни эгаллайди. Бу пайтда 
"Уж =  1,5 —sin — «  0,872 — булиб, vm вектор М  нуктада, да­

ракатнинг мусбат йуналишига мос равишда, айланага утказил­
ган уринма буйича йуналади.

Шарчанинг уринма тезланишини (1.48) формуладан фойда­
ланиб аниклаймиз:

■аУг =  /? • S =  / • -  COS — t .
24 2

¿ =  пайтда ад, = /^cos -  «  — 1,37 м/ĉ  
24 4

(2)

Уринма тезланишнинг манфий ишорали чикиши пайт­

да та, векюр га тескари йуналганини курсатади.
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Шарчанинг нормал тезланишини (1.49) формулага кура то­
памиз:

W„ =  — I . ~  sin  ̂— t.
144 2

i  =  /, пайтда‘Ш л г.= /•— sin  ̂— ;=i;0,51 м/с̂ .
"  144 4

(3)

Wm„ вектор М  нуцтадан ип буйлаб О марказга цараб йу­
налган.

(1.50) формулага кура М  нуцга тезланишини топамиз:

w m='\/ +  1,46 м/с̂

Тезланиш вектори w нинг йуналишини [х бурчак орцали 
аницлаймиз. (1.51) формулага биноан:

(j.=arctg =  arctg2,6863 «  69°35'.

Уринма тезланиш нолга тенг буладиган вацтни топиш учун
(2) да t =  Wz =  0 деб оламиз:

I  — cos -¿ 2  =  0 со i — ¿2 =  О-
24 2  ̂ 2  "

Бу тенглама ечими: =  (л=1, 2, 3 , . . . )  булади. ^ара-

кат бошлангандан кейинги W- — 0 буладиган энг як;ин вацт 
п=1  га турри келади. У цолда ¿2 =  1 с келиб чицади.

¿ =  ¿2 = 1  с пайтда со =  c o s = 0  булиб, шарча Ж, до­

латни эгаллайди ва бу пайтда wm, =  М  нуцтада уринма 
тезланиш йуналишини узгартиради. Нормал тезланиш нолга 
тенг буладиган вацтни топиш учун (3) да t =  г«„ =  0 деб 
оламиз:

I  —  sin  ̂— ¿, =  0-i==>sin — ¿i =  0.
144 2 2

Бу тенглама ечими: ^ ¿3 =  гей (  ̂=  О, 1, 2, 3, . . . ) .  Нормал тез­

ланиш нолга тенг буладиган энг яцин вакт й =  1 га мос ке­

лади: у  ¿ 3  =  и  ёки ¿ 3  =  2  с. ¿ =  ¿ 3  =  2  с пайтда ср =  —  cosit =

=  — булиб, шарча Ж 2 долатни эгаллайди ва бунда
6

Шарча Жз долатга келган пайтда тезлиги нолга тенг бу­
лади.
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II боб.  Ц А ТТИ К  ЖИСМНИНГ СОДДА ?^АРАКАТЛАРИ

Жисм чексиз куп нукталарнинг тупламидан иборат були­
шига карамасдан, унинг г а̂ракатини аниклаш учун, ундаги 
бир тугри чизикда ётмаган учта нуктанинг ){аракатини аник­
лаш кифоядир. Жисм Аи А̂ , Л,, нукталарининг вазияти х ,, 
у,, 2,, х^, Уа, г ,̂ Хз, Уз, гз координаталар билан белгиланган 
булсин (2Л-расм). Шу жисмдаги ихтиёрий В  нуктанинг х, у,
2 координаталарини Л,, Лг, Д  нукталар координаталари ор­
цали ифода этамиз. А^В кесмани d̂  билан, А2В  кесмани 
билан, Лз^ кесмани ¿з билан белгилайлик. d̂ , ¿3, кесмалар 
узгармасдир. Икки нукта орасидаги масофа формуласига асо­
сан.

i x - x , У  +  i y - y , r  +  i z - z , f  =  d l
( х - х , у  +  { у - у , у  +  ( г - г , у -  
{ х - Х з У + { у - У г У + { г - 2 ^ У  =

- 4 ,
- d l

булади. Бу системадан эса х ,  у, г  ларни Л,, Лг, Л, нукталар 
координаталари оркали ифодалаш мумкин. Агар жисм )̂ ара- 
катда булса, бу координаталар вактнинг бирор функциялари 
булиб, X ,  у, г  координаталар х;ам вактнинг функциялари си­
фатида улар оркали топилади. Демак, жисмнинг ; а̂ракати ун­
даги бир тугри чизикда ётмаган учта нуктасининг ;̂ аракати 
билан тулик белгиланади. Бу учта нуцта 9 та координата би­
лан аникланади. Лекин бу координаталар узаро куйидаги учта 
муносабат билан боглангандир;

(^1- ^ : 2)' +  (У 1 -У 2 )' + — =  /?,
{ х ^ - х ^) ^+  (.̂ 2-У з)^  +  (^2- 23)2=
( Х з - х , У  +  { у ^ - у , У  +  { г ^ - г , ) ^  =  11.

Бунда /2. /3—мос равишда Л ,Л2, Л2Л3, Л3Л1 кесмаларнинг 
узунлигидир. Бинобарин, жисм )̂ аракатини аникловчи 9 та

2.1- раем.
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координаталарнинг факат 6 таси мустакил экан. Шу маънода 
эркин жисмнинг даракати 6 та мустацил тенгламалар билан 
ифода этилади, дейилади. Умуман, жисм х;аракапшни гп'^лиц 
анацловчи, бир-бирига боглиц булмаган параметрларнинг 
сони жисмнинг эркинлик Оаражаси дейилади.

Жисм даракати баъзи йуналишларда кандайдир сабабларга 
кура чекланган булиши дам мумкин. Даракатни чекловчи са­
бабларга борланишлар дейилади. Улар жисм даракатини ифо­
даловчи тенгламаларга маълум кушимча шартлар куяди ва 
натижада, жисмнинг эркинлик даражасини камайтиради. Бор­
ланишлар куйилган даракатланувчи жисмларнинг эркинлик 
даражасини аниклаш мудим кинематик масаладир. Аввал бор- 
ланишдаги жисмлар даракатларининг мудим куринишла-рини, 
сунгра эркин жисм даракатини урганамиз.

7- §. Жисмнинг илгарилама >;аракати

Харакати давомида жисмда олинган у̂ ар цандай кесма 
узига параллел цолса, ж ислтинг бундай y,apühamu'<a 
илгарилама х,аракат дейилади. 2.2- расмда илгарилама 
даракат схематик равишда курсатилган; бунда жисм даракат 
давомида кетма-кет 1, II, I I I вазиягларни эгалласа, унда олин­
ган А В  кесма уз параллеллигини сацлаб колган. Жисмнинг 
турри чизикли даракати, велосипед педалининг даракати ил­
гарилама даракатга мисол була олади.

Илгарилама даракат килувчи жисмнинг даракати унинг 
бирор нуктаси даракатининг берилиши билан тулик аниклана­
ди. Хакикатан, жисм M(Xj ,  у,, 2,) нуктасининг даракати

x i==x , ( t ) ,  у, =  (y.O, г , =  2 i(0 

тенгламалар билан берилган булсин. N{x ,  у, г)  жисмнинг их­
тиёрий нуктаси булсин (2 .3-раем). /И/V вектор жисмнинг ил­
гарилама даракати давомида узига параллел колади, яъни бу

/

Г '
1 ш

И
1
1
1_.

2.2- раем. 2.3- раем.
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вектор узгармас булади. M N  векторнинг координата уклари­
даги проекцияларини а, Ь, с десак, улар з̂ ам жисм ?̂ аракати 
давомида узгармайди. Шунинг учун N  нуцта координатала­
рини

л =  х ,(0  +  а, У =  У ,(0+^ > г  =  г ,(0 + с  (2.1)
тенгламалар билан ифодалаш мумкин. N  нуцта ихтиёрий бул­
ганидан цолган барча нуцталар учун }̂ ам (2.1) га ухшаш му­
носабатларни ёзиш мумкин.

Шундай цилиб, жисмнинг илгарилама даракати 3 та тенг­
лама билан аницланар экан. Бинобарин, бундай жисмнинг эр­
кинлик даражаси 3 га тенг булади. (2.1) тенгламалардан ил­
гарилама д̂аракатдаги жисм барча нукталарининг траектория- 
лари бир хил куринишга эга эканлиги ;̂ ацида хулоса чицариш 
мумкин.

а, Ь ъа. с нинг узгармас эканлигини назарда тутиб (2.1) дан 
вац т буйича биринчи тартибли :̂ осила олсак, цуйидаги келиб 
чицади:

х=^ хи  у =  у,, г  =01
ёки

(2-2)

У )̂ олда N  ва М нуцталзрнинг ){ар ондаги тезлик вектор­
лари бир хил булади:

(2.3)

(2.2) дан вацт буйича яна бир марта }̂ осила х;исоблаймиз:

еки
( 2 .4 )

л л у У г  г

(2.4) дан ва /И нуцталарнинг )̂ ар ондаги тезланишлари >̂ ам 
бир хил булиши аёндир:

(2.5)

М  ва N  нуцталар жисмнинг ихтиёрий нуцталари булгани учун,
(2.3) ва (2.5) ифодаларни цуйидагича ёзиш мумкин;

(2.6)

Шундай цилиб, цуйидаги теорема исботланди;
Илгарилама х,аракатдаги. жисмнинг х̂ амма нуцталари.
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бар хил куранашдага траектория яазаб, улар у̂ ар онда 
бир хил те злик ва бар хал тезланишга эга булади.

Бундан жисмнинг илгарилама х,аракатина урганаш ун- 
даги ихтиёрий н'^цтанинг х^аракатини урганишга келтири- 
лада, деган хулоса чиь;ади. Хусусан илгарилама даракатдаги 
жисм нук;тасининг тезлиги ёки тезланиши дейиш урнига жисм­
нинг тезлиги ёки тезланиши дейиш мумкин.

8-§. Жисмнинг цузгалмас ук< атрофидаги айланма 5^аракати.
Бурчак тезлик ва бурчак тезланиш тушунчалари

Харакат давомида жисмнинг иккита нуцтаси доимо 
цузгалмай. цолса, жисмнинг бундай х^араката цузгалмас 
уц атрофидаги айланма х,аракат дейилади. Кузгалмас нуь;- 
талардан утувчи yi< айланиш уци дейилади. Айланиш уци- 
нинг мусбат йуналиши сифатида шундай йуналиш кабул ки- 
линаднки, укнинг учидан к;араганда айланма даракат соат 
стрелкаси айланишига тескари йуналишда куринсин.

Фикран Oz айланиш уки оркали кузгалмас Р  ярим текис­
лик га айланувчи жисм билан бириктирилган кузгалувчи Q 
ярим текисликлар утказайлик (2 .4 -раем). Бу текисликлар ора­
сида досил булган икки ёкли бурчакни 9 билан белгилаймиз. 
Жисм айланма даракат килганида ф бурчак мос равишда уз­
гариб боради. Айланиш укининг учидан Караганда 9 бурчак­
нинг ортиши соат стрелкаси айланишига тескари куринса, уни 
мусбат деб караймиз. щ бурчак бурилиш. бурчаги дейилади. tp 
бурчакнинг узгариши жисм барча нукталари учун бир хилдир. 
Шунинг учун жисмнинг ¡кузгалмас ук атрофидаги айланма да­
ракати

? =  (2.7)

тенглама билан тулик аникланади. (2.7) ифсда жисмнинг цуз­
галмас ^ц атрофида айланма х,аракати тенгламаси дейи­

лади. .с-
Бурилиш бурчагининг вацт бирли­

гида узгаришига жисмнинг бурчак те з­
лиги дейилади. Бурчак тезликнинг мик­
дорини (В билан белгиласак, таърифга 
биноан у куйидаги формуладан топи­
лади:

di)
(О == - -  =  

dt
(2 .8 )

2.4- раем.

Жисмнинг бурчак тезлиги  шартли 
равишда айланиш уки буйича йуналган 
ва унинг мусбат учидан Кар аганда  ай­
ланиш соат стрелкаси даракатига тес­
кари куринадиган вектор деб царалади
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(2.4- раем). Айланиш уки буйича йуналган бирлик k вектор ки­
ритсак, цуйидаги формула уринли булади;

(О =  СВ ■ /% =  ok. ( 2 .9 )

Халцаро системада жисмнинг бурчак тезлиги рад/с да улча­
нади!

[0)1 =  бурчак рад ^  
вакт с

Жисмнинг буршк те злиги  доимо узгармай цоладиган 
л<;аракат текас айланма х,аракат дейилади. Жисм текис 
айланма даракатда булса, (2.8) ни интеграллаб, шундай ĵ apa- 
кат цонунини }̂ осил цилиш мумкин:

'Р =  То +  ® ^  ( 2 .1 0 )

бу ерда Уо — бошлангич вацтдаги бурилиш бурчаги.
Жисм текис айланма з̂ аракатда булса, бурчак тезликни

жисмнинг бир минутдаги айланишлар сони — п —  билан
мин

улчаш мумкин; бу бирликдан —  га утиш учун

ш =  ^  =  ™  ( 2 1 1 )
60  30   ̂ '

формуладан фойдаланилади.
Бурчак тезликнинг вацт бирлиги ичида узгариши жисм­

нинг бурчак тезланиши дейилади. Бурчак тезланиш мицдори 
S билан белгиланади:

g =  (2.12)
dt

<2.9) ифодада i% =  const булгани учун цуйидаги ифода урин­
лидир:

е =  —  д =  ссй, 
dt

яъни, бурчак тезланиш вектори лам айланиш уци буМча йу­
налади. У U) >  О, е >  О ёки (В <  О, £ <  О булганда ш вектори
билан бир хил, (о >0, £ < 0  ёки си<0, е > 0  булганда эса ш 
векторига царама-царши йралади. Бурчак тезлик билан бур­
чак тезланиш бир хил ишорали булса, даракат тезланувчан, 
турли ишорали булса, секинланувчан айланма даракат де­
йилади. 2.4- расмда тезланувчан айланма }?аракат )̂ оли учун
<0, S йуналишлари курсатилган.

Текис айланма х;аракатда ш =  const булгани учун е =  О урик- 
лидир.
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Халкаро системада жисмнинг бурчак тезланиши да ул­
чанади:

бурчак __  рад

(ваь;т)2 с2

Бурчак тезланиши узгармай коладиган даракатга текис 
узгарувчан айланма >чаракат дейилади.

(2.12) кетма-кет икки марта интегралланса, текис узгарув­
чан даракатда бурчак тезликнинг узгаришини ва даракат ко­
нунини ифодаловчи куйидаги формулалар келиб чикади:

“̂ =  “0 +  ®̂ . (2-13)
(2.14)

(2.13) ва (2.14) да ®о билан бошлангич бурилиш бурчаги, 
а>о билан бошлангич бурчак тезлик белгиланган.

9- §. 1^узгалмас уц атрофида айланувчи жисм нуцтасининг 
тезлиги ва тезланиши

Кузгалмас ук атрофида айланувчи жисм нукталари айла­
ниш укига перпендикуляр текисликларда айланалар буйлаб 
даракатланади. Шунга кура, жисмнинг ихтиёрий М  нуктаси­
дан айланиш укигача булган масофани к билан белгиласак 
(2 ,5 -раем), бу нукта тезлигининг алгебраик ки'йматини (1.47) 
формулага биноан куйидагича аниклаш мумкин:

т; =  /г-и). (2.15)

Жисмнинг бирор нуктасидан айланиш уцигача булган ма­
софа к шу нуктанинг айланиш радиуси деб аталади.

(2.15) да (У жисмнинг бурчак 
тезлиги булиб, . у жисм дамма 
нукталари айланиш радиуслари 
учун бир хилдир.

(2.15) дан куринадики, цуз- 
рал нас уц атрофида айланув­
чи жисм нуцталарининг те з ­
ликлари шу нуцталар айланиш 
радиусларига турри пропорци- 
оналдир; бунда жисмнинг бур­
чак тезлиги пропорционаллик ко­
эффициентини ифодалайди. / ( у з -  
ралмас уц атрофида айланувчи 
жисм х;ар бир нуцтасининг 
те зли к  вектори шу нуцта  
траекторияси булмиш айлана- 
га утказилган уринма буйича,

2 . 5 - раем. айланиш уци х,амда айланиш.
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радиусига перпендикуляр равишда, айланиш йуналишига 
мос йуналади.

Айланиш уцида олинган О координата бошига нисбатан М. 
нуктанинг радиус-векторини г  билан белгилайлик. Жисм аб­
солют каттик булгани учун г  векторнинг микдори узгармай, 
факат йуналиши узгаради. Жисмнинг бурчак тезлиги ш бул­

син. Агар г - з 1п(со, г) — к булишини эътиборга олиб, « Х ' '  ку­
пайтманинг микдор ва йуналишини текширсак, бу вектор ку­
пайтма кузгалмас ук атрофида айланувчи жисм нуктасининг 
тезлигини ифодалашини курамиз. Бинобарин, кузгалмас ук ат­
рофида айланувчи жисм нуктасининг тезлик векторини

шХ г  (2.16)
формула билан ифодалаш мумкин.

Шундай килиб, цузраляас уи; атрофида айланувчи жисм 
нмцтасининг те зли к  вектори жисмнинг бурчак тезлиги век­
тори билан нукта радиус-векторининг вектор купайтмасига 
тенг.

^  булгани учун (2.16) ни

^ = « Х ?  (2.17)

куринишида ёзиш мумкин. (2.17) ифода факат йуналиши уз­
гарувчи вектор учининг тезлигини аникяовчи формуладир.

Кузгалмас ук атрофида айланувчи жисм нуктасининг тез- 
ланишини аниклаш учун (1.48)-|-(1.51) формулаларни куллаб 
куйидаги ифодаларни досил киламиз:

' =  (2.18) 

■К) =  [А=агс1г^—. (2.19)

Бу формулалардан курамизки, кузгалмас ук атрофида ай­
ланувчи жисм нуктасининг уринма, нормал (марказга интил­
ма) ва тула тезланишлари нуктанинг айланиш радиусига туг- 
ри пропорционал экан.

Агар жисмнинг айланиши тезланувчан булса, ва -о йу­
налишлари бир хил, секинланувчан булганда вектори V га 
карама-карши йуналади (2.5- раем тезланувчан 5̂ олига мос ке­
лади), нуктанинг нормал-марказга интилма тезланиши нукта­
дан айланиш радиуси буйлаб айланиш уки томон йуналади.

Кузгалмас ук атрофида айланувчи жисм нуктаси тезлани­
шини вектор усулда аниклаш учун (2.16) дан вакт буйича 
.'досила } и̂соблаймиз:

-> (IV ~ йг
^  Х г  +  « Х  —(И сИ dt
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ц
1

ёки

те/ =  е Х г  +  о̂ Х'г' =  е Х г + № Х “ Х г  (2.20)
(2.20) ифодадаги дар цайси цушилувчн векторларни (2.18)
билан таккослаб, е Х г  нуцтанинг уринма тезланишини, 
эса нормал тезланишини ифодалаши осонгина исботланади. 
Шундай килиб,

та, =  г Х г ,  (2.21)

'Ш д=(»Х1) =  ® Х  (шХ /■) (2 .22)

булиб, (2.20) ни цуйидаги куринишда ёзиш мумкин;

w =  w^+w„. (2.23)

8 -масала. Тинч долатда булган вал текис тезланиш билан 
айлайа бошлайди, биринчи 5 секундда у 12,5 марта айланади, 
Валнинг бурчак тезланиши ва 5 секунд охиридаги бурчак тез­
лиги топилсин.

Ечиш. Вал текис тезланувчан даракатда булгани учун (2.13) 
ва (2.141 формулалардан фойдаланамиз.

Вал бошлангич пайтда тинч долатда булгани учун <ро=0, 
<йд =  0, У долда (.2.13) ва (2.14) ифодалар цуйидагича ёзилади:

,
О) =  £ Г ,  ср =  — .

 ̂ 2

Вал 5 секундда 12,5 марта айланса, бу вацтда бурилиш 
бурчаги киймати ср =  2'и-12,5 =  25тс рад булади.

т г т “ 50^z ^ —2Влунга кура  ̂~  ^  ~  =2пс
Валнинг 5 секунд утгандан кейинги 'бурчак тезлигини то­

памиз;

(В =  =  2и • 5 =  10кс~'*

Шундай цилиб, (в =  10яс~\ е =  2тт:с~̂ .
9 -масала. 2.6-расмда курсатилган 1 -юкнинг даракати л  =« 

=  (0,18^^-)-0,09^-)-0,05) м тенглама билан ифодаланади (¿—се­
кундда улчанади). 5 -шкив М  нуцтасининг  ̂ пайтдаги тез­
лиги ва тезланиши топилсин. Куйидагилар берилган; Г2=0,3м , 
Гз =  0,4 м, Г4 =  0,3 м, =  0,15 м, ¿1=1 с.

Ечиш, 5-шкивга даракат 1-юкдан узатилганидан унинг да­
ракат цонунидан вацт буйича досила дисоблаб, юк тезлигини 
аницлаймиз:

=  X =  0,36¿ +  0,09.

1-юк бириктирилган арцоннинг осилган цисми илгарилама 
даракаг цилгани учун иккинчи томондан А нуцта
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кузгалмас 'ук атрофида айланувчи 2- шкивга тегишли булгани 
учун (2.15) формулага биноан; 'Од =  « 2'^2-
„  0 ,Зб /+ 0 ,09  -1  Бу тенгликдан; Шз =  — =  ------------ с .

2 - ва 3 - шкивлар бир уц атрофида айлангани учун
0 ,3 6 ^ + 0 ,0 9  _1

«з =  ®2 = ------------  с •
 ̂2

СО трос илгарилама )̂ ара«ат цилгани учун V С ва С 
нуцталар, мос равишда, 3-ва 4-шкивларга тегишли бул1йяи- 
дан

Демак, «зГа ёки 0)^= ^ ^ 3.
 ̂4

4-ва о-шкивлар бир уц атрофида айлангани учун со̂ =  (О4. 
Натижада

/"зЙ)= =  —  Шо = Гя (0,3б  ̂+  0,09)с-1

хосил булади: бунга г ,̂ Гд, цийматларини цуйиб 5 - шкив 
бурчак тезлигининг узгариш цонунини аницлаймиз:

о), =  0,8(4/ +  1)с-\

2—5 -шкивларнинг айланиш йуналишлари 2.6- расмда кур­
сатилган.

5- шкив бурчак тезланишини (2.12) формулага кура аниц­
лаймиз:

^6= “5 =  3,2с“ .̂

Знди (2.15) формула ёрдамида М  нуцта тезлигини аниц­
лаймиз:

'Од, =  ш,г,= 0 ,24 (4/+ 1)м/с; / = / ,= 1 с  да '^^^=1,2 м/с.

41



вектори 5- шкив айланиши йралишига мос равишда М 
нукта траекториясига утказилган уринма буйича йуналган.

уИ нуктанинг уринма ва нормал тезланишлари (2-18) фор­
мулага биноан топилади;

™л1т=''5-®б=0,96 м/ĉ  =  Г5-и)5=0.192(4<+1)‘̂ м/ĉ
П

Демак, М  нуктанинг уринма тезланиши вактга боглик 
эмас, нормал тезланиши эса вакт функциясидан иборат булиб, 
t =  t ^ = l c  да =  4,8 м/с̂ . М  нуктанинг t — пайтдаги

П
тула тезланишини аниклаймиз;

^ М = У  =  V (0,96)2 ^  (4 8̂). ^  4̂ 895 м/с\

¡j.=arctg —  == arctg — =arctg 0,2— 12,5°.
4>S 16

I I I  б о б .  ЖИСМНИНГ ТЕКИ С  ПАРАЛЛЕЛ >^АРАКАТИ

10-§. Жисмнинг текис параллел ^^аракатини текис 
шакл :?^аракатига келтириш. Текис параллел )^аракат 

тенгламалари

Жисмнинг х;ар бир нуцтаси бирор цузгалмас текислик­
ка нисбатан параллел текасликба х;аракатланса, жисм­
нинг бундай х;аракати текис параллел л^аракат дейилади.

Жисм кузгалмас Пд текисликка нисбатан текис параллел 
з̂ аракат килсин (3.1-раем). Шу жисмда По текисликка парал­
лел равишда П, текислик утказайлик. П, текисликнинг жисм­
да ажратган кесимини S  билан белгилайлик. S  кесим нукта­
лари хаммаси бир текисликда ётгани учун уни текис шакл 
деб атаймиз. Жисм текис параллел ^̂ аракатда булса, S  кесим 
х,аракат давомида П̂ , текисликка параллел равишда харакаг- 
ланади. 5 кесимнинг ихтиёрий N  нуктаси оркали Пд текис­
ликка перпендикуляр килиб NM  чизик утказсак, текис парал­
лел )̂ аракат таърифига асосан, бу чизик жисмнинг харакати 
давомида узига параллел кучади, яъни NM  чизик илгарила­
ма ^̂ аракат килади. Бинобарин, жисмнинг ушбу чизик устида 
ётувчи нукталари бир хил конун билан, масалан N  нуктанинг 
)̂ аракат конуни билан з^аракатланади. Бундай фикрни S  ке­
симнинг колган барча нукталари устида з̂ ам юритиб, кесим 
нукталарининг х;аракати жисм }^аракатини белгилашини кура­
миз. Шундай килиб, ЭНДИ жисмнинг текис параллел ?̂ аракати- 
ни текшириш урнига унда олинган S  текис шаклнинг харака- 
тини текширсак булади. Шундай 5' шакл 3 .2 -расмда курса­
тилган. л-0,у текисликни S  текис шаклнинг з̂ аракат текислиги 
деб олайлик. S  текис шаклнинг ?̂ олати унда олинган ОЛ̂  кес­
ма з̂ олати билан, бошцача айтганда цутб деб аталуьчи О
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3 .1 -  раем. 3 .2 -  раем.

нукта координаталари хо, Уо >̂ амда ОМ кесманинг О^х билап 
ташкил килган бурчаги оркали тулик аникланади. Шундай 
килиб, текис шаклнанг у^араката

Х о  =  х о Ц ) ,  у о  =  > о ( 0 .  'Р =  ? ( 0  (3 -1 )

тенгламалар балан афодаланада. Текис шаклнинг, биноба­
рин, текис параллел д̂аракатдаги жисмнинг эркинлик даража­
си 3 га тенг.

Текис шакл пайтда I вазиятда булиб (3.3-раем), унда 
олинган ОМ кесма О’М ' х,олатии, пайтда эса II вазиятда 
булиб, ОМ кесма 0"УИ" з̂ олатни эгалласин. Текис шаклга шун­
дай илгарилама кучиш берайликки, О'М' кесма 0"Мч, )̂ олаг- 
ни олеин, сунгра О" нуктадан утувчи ук атрофида текис
шаклга =  М ^ "М "  айланма кучиш берсак, текис шакл И ва 
зиятга утади.

Демак, текис шаклнанг бир ^^олатдан акканча ^;олатга 
кучишини цутб  билан бирликда илгарилама кучши )^аида 
цутб атрофидаги айланма кучашдан таш кил топган деб 
нараш мумкин. Бу хулосани текис шаклнинг кичик вакт ора­
лигидаги }!,аракаги учун 
гатбик этиб, куйидаги те­
оремани х,осил киламиз: 
текис шаклнанг >̂ ар он- 
даги х^аракати унинг 
цутб балан баргаликда 
алгарилама у;аракати 
х;аиаа цутб атрофидаги 
айланма щракатадан 
аборат.

(3.1) л,аракат тенгла­
маларининг биринчи ик- 
китасини кутбнинг илга-
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рилама харакати тенгламалари. учинчисини эса кутб атрофида 
айланма даракат тенгламалари деб караш мумкин.

Текис параллел харакатнинг илгарилама н;исми кутбнинг 
танланишига боглик, айланма кисми эса кутбнинг танла­
нишига боглик эмас. Шунинг учун ® муноса­
батлардан аникланувчи со ва е мос равишда текис шаклнинг
буряак тезлигини  ва бурчак тезланишини ифодалайди. ва
е векторлар (8- параграфга каранг) текис шакл текислигига 
перпендикуляр равишда кутб оркали утказилган ук буйлаб 
йуналган булади. Харакатнинг айланма кисми тезланувчан
булса ш билан е бир томонга, секинланувчан булса карама- 
карши томонга йуналган булади. Текис шакл даракати бир
текисликда содир булгани учун си ва г векторлар чизмада ай­
ланиш йуналишларини курсатиш оркали тасвирланади.

11-§. Текис шакл нyi^гacининг тезлиги

Теорема. Текис шакл ихтиёрий нуцтасининг те злиги  
цутб тезлиги. билан мазкур нуцтанинг цутб атрофида айла­
нишидаги чизицли тезлигининг геометрик йигиндисига 
тенг .

Исбот. М —текис шаклда олинган ихтиёрий нукта, О эса 
кутб булсин (3.4-раем). /И нуктанинг О га нисбатан радиус-
векторини билан белгилаймиз. О ва УИ нукталарни шакл 
текислигида олинган кузгалмас хОуУ к,оординаталар система­
сининг боши билан Гд ва радиус-векторлар ёрдамида ту- 
таштирамиз. Текис шаклнинг даракати давомида

ж =  ^ 0  +  '- МО (3.2)

муносабат уринли булади. (3.2) дан вакт буйича хосила ола­
миз:

3 4- р ае м .

_м
сИ (И

йгМО

(11
(3.3)

Бунда
йг

(И
хосила М. нуктанинг

д.г,
м тезлигини, -----эса О нукта-

нинг V|y тезлигини ифодалайди. 
Жисм каттик булгани учун текис

шаклнинг харакаги давомида Гио 
векторнинг факат йуналиши уз-
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д.г
гаради. У ^олда (2.17) га биноан —̂  булиб, у М

(И

нуктанинг О кутб атрофида айлана буйлаб х;аракатидаги 
чизикли тезлик векторидан иборат булади.

Натижада (3.3) тенглик

"У (3.4)

куринишда ёзилиб, теореманинг уринли эканлигини курсатади.
Шундай килиб, текис шакл бирор нуктасининг тезлиги би­

лан жисмнинг оний бурчак тезлиги берилган булса, текис 
шакл ихтиёрий нуктасининг тезлигини аниклаш мумкин экан,
(3.4) формулага биноан текис шакл нуцтасининг тезлигини  
аниклашга цутб усули билан аницлаш, дейилади.

'̂ мо ‘О X  гмо 

белгилаш киритиб, (3.4) ни куйидагича ёзамиз;

'Иж ' 0̂ +  '̂ мо

(3.5) вектор купайтма модулини аниклаймиз:

(3.5)

(3.6)

(37)

вектори О атрофида айланиш радиуси ОМ га перпен. 
дикуляр равишда айланиш йуналишига мослаб йуналтирилади.

Исбот килинган теоремадан куйидаги натижалар келиб чи­
кади.

1- натижа. Агар вхцтнинг берилган п.айт,%да бурчак т е з ­
лик нолга те нг булса, т гш с  шакл барча нуцт,аларинанг 
тезлиги шу пайтда бир-бирига геомгт,рак равишда те н г  
булади.

}^акикаган, агар ш = 0  булса, ^ o x r =  ̂  булцб, (3.4) ф>р-

муладан =  ■Уд келиб чикади. Бунда УИ нукта ихтиёрий: 
булгани учун олинган натижа текис шаклнинг барча нукта- 
ларига тааллуклидир. Текис шаклнинг ш =  О булган пайг 
даги з̂ аракати оний илгарилама х^аракат дейилади.

2-натиж а. Текис шакл икки нуцтаси тезликларининг 
шу нуцталардан утувчи  уцдаги проекциялари рзаро те нг­
дир.

Бу натижани исботлаш учун (3.6) ифодани ОМ уща про­
екциялаймиз:

" Р а и  '^м  =  п р  ^ 0  +  " Р о й  ^ м 6
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Лекин вектор ОМ га перпендикуляр, бинобарин,

п р ^ г;^ р  =  0. Шундай килиб;

^ Р о м ^ м = ^ Р Ш ^ о  (3 -8 )

(3.8) формула билан текис шакл нуцтасининг тезлигини  
аниклаш, уни проекция усули билан топиш дейилади.

12-§. Тезликлар оний маркази ва ундан фойдаланиб 
текис шакл нуктасининг тезлигини аницлаш

Текис шакл нукталарининг тезли1слари ^̂ акидаги теоремадан 
фойдаланиб, бурчак тезлиги нолдан фарцли текис шакл 
уяун мазкур шакл текислигида ё тувш  ва тезлиги бир онда 
нолга тенг булган нуцтанинг мавжудлигини курсатиш 
мумкин-, бундай нуктага тезликлар оний маркази дейилади. 
Бурчак тезлиги щ булган текис шакл О нуктасининг тезлиги

берилган булсин. Юд векторни О атрофида айланиш йу­
налиши буйича 90° га буришдан ^̂ осил булган 01  тугри чи­
зикда ОР =  — тенглик буйича аникланувчи (3.5- раем) Р  нук-

СО

та танлаб, О нуктани кутб деб олиб, Рнукта  тезлигици аник­
лайлик. (3.6) формулага кура

•Ур =  'У о +  Vpo.

(3.7) га асосан ш-ОР-ш ^  булиб, вектори ОР

га перпендикуляр ва VQ йуналишига карама-карши- йуналган, 

яъни VpQ =  ~  У долда Р  нуктанинг тезлиги

Ур =  1^0 +  р̂о

булади. Демак, Р  нукта тезликлар оний маркази буляр экан. 
Бундай нукта текис шаклнинг узига тегишли булыасдан маз­
кур шакл жойлашган ва у билан богланган текисликда бу­
лиши дам мумкин.

Энди бурчак тезлиги со булган текис шакл ихтиёрий М 
нуктасининг тезлигини топиш учун тезликлар оний маркази Р  
ни кутб деб олайлик (3,6-расм>. У долда (3.6) формулага 
асосан;

+  VмP.

Р  нукта тезликлар оний маркази булгани учун г)/. =  0; бино. 
барин,

г>м ^  Умр.
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\\
^ 0̂ ,^>1;  ̂

с>- ^ 'а^ ' 7 2 ' ^  ¿1 с> 'п

(3.9) да\ 
тезлиги\ 
кази а т\  
фойдалан\

Ч  '■'$. "Кл ч :  '¿'■.м."•О

г  % % % .̂ Л  Ш  ........

■4 Ь. «  ‘%
«̂ омула

■̂7-
ифодани >̂ ос\

вектор\ 
да М Р  га перХ 
раллел з̂ аракатд 
ондаги те злш 1{\ 
зигаш билган кек 
тезлигининг к^к 
йуналишига мос р\ 

Текис шаклнинг\

(ЗЛО) ва (3,11) дан:

(»
%'

й) л
V*

ĉ'.

о

,^ла- 
бурчак 

, ¿̂ са айланиш. 
.еноикуляр булади.. 

хулосани цулласак:
(З .И )

-'/И
рл-

А/Р
л-р

(3.12)

нисбатни досил цилиш мумкин. (3.12) муносабат. цуйидаги 
натижани ифодалайди: текис шакл ну'^таларинииг те злик- 
лара т у  нуцталардан тезликлар оний марказигача булган 
масофага турри поопорционалдир. Текис шакл нуцталари- 
нинг тезликларини (3.10) ва (3.12) формулалар билан аниц­
лаш уни тезликлар оний маркази ёрдамида топишдан ибо­
рат, Текис шаклнинг тезликлар оний маркази ва бурчак тез­
лиги маълум булганда бу усулдан фойдаланиш цулайдир.

Тезликлар оний марказини аницлаш мумкин булган доллар­
ни к>фиб чицамйз:

1. Агар жисм бирор сирт устида сирпанмасдан думаласа, 
жисм билан сирт уриниш нуцтасининг тезлиги нолга тенг, би­
нобарин, бунда тезликлар оний маркази жисм билан сиртнинг 
уриниш нуцтасида булади (3.7-раем).
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2. Агар текис шакл ихтиёрий икки М  ш К  нукталарининг 
тезликлари йуналиши маълум булиб, ва тезлик вектор­
лари узаро параллел булмаса, М ш К  нукталарда тезлик век- 
торларига утказилган перпендикулярларнинг кесишиш нуктаси 
тезликлар оний маркази булади (3.6-раем).

3. Текис шакл ихтиёрий М  ьа. К  нукталарининг тезликла­
ри ва узаро параллел, бир томонга йуналган, микдор*

лари эса турлича булган долда (бунда К  нукта га перпен­
дикуляр турри чизикда ётади, (3,8- раем) М  ва К  нукталарни

туташтирувчи турри чизик билан ва векторлар учлари 
оркали утказилган турри чизикнинг кесишиш нуктаси тезлик­
лар оний маркази булади.

4. Текис шакл ихтиёрий тИ ва К  нукталарининг тезликлари

ва коллинеар, турли томонга йуналган з̂ олда дам, тез­
ликлар оний маркази М  ва К  нукталарни туташтирувчи турри

чизик билан VĴ  ̂ ва векторлар учлари оркали утказилган 
турри чизикнинг кесишиш нуктасида булади (3.9- раем).

5. Текис шакл ихтиёрий М  ва К  нукталарининг тезлик­
лари бирор пайтда бир томонга йуналиб, узаро параллел ва 
микдорлари тенг булса, жисм шу онда оний илгарилама >̂ а- 
ракат килади (3.10-раем); оний илгарилама з!;аракат пайтида 
жисм }̂ амма нукталарининг тезликлари бир хил, бурчак тез­
лиги нолга тенг булса да, умуман бу нукталар траекторияла- 
ри дар хил, тезланишлари турлича, бурчак тезланиши нолдан 
фаркли булади.

10-масала. Кривошип-шатун механизми шатунидаги 
ва С нукталарнинг тезликлари дамда шатуннинг бурчак тез­
лиги ю =  60°, ср =  90° булган доллар учун аниклансин. Куйи­
дагилар берилган: Шо =  2с~‘, 0 А =  г  =0 ,5  м, АС=СВ, ср == 60°
да ОАВ =^90° (3.11-раем, с, б).

Ечиш. 1. Аввал ср =  60° булган долни курайлик (3.11-расм,

Гу
*•г

'//'

3.7- раем. 3.8- p¿lcм.



3 .9 -  раем. 3 .10- раем.

а). Л нукта О кузгалмас атрофида айланувчи ОА криво- 
шипга тегишли булгани учун унинг тезлиги (2.15) формула 
ёрдамида топилади;

г)  ̂=  0Л'Ш(, =  1 м/с,

вектори кривошипнинг айланиш йуналишига мос равиш­
да ОА га утказилган перпендикуляр буйича йуналади.

В  ползун горизонтал буйича кайтарма-илгарилама даракат
—>*

килади. Шунинг учун В  нукта тезлиги горизонтал буйича 
йуналган. Горизонтал буйича кайси томонга караб йуналиши­
ни топиш учун АВ  шатуннинг тезликлар оний маркази Я  ни 
аниклаймиз г̂ амда А нукта тезлиги йуналишига мос В  нукта 
Р  атрофида соат стрелкаси буйича айланишини :̂ осил киламиз.
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Vg ми1̂ дорини (3.12) формулага биноан ани1̂ лаймиз;
г>А

В Р  ^ В Р  „ „ о  1 ==—  3.11-расм, а дан; —” =  sec30 = ------- ; шунинг учун
А Р А Р  

В Р

cos30°

cos30°

1,15 м/с.

АВ  шатун бурчак тезлигини аниклаш учун Л ни Р  атро­
фида айланади деб цараб, (3.Ю) формуладан фойдаланамиз:

Уд=о)^д-ЛР ёки (ô g =  ~Г7- ни аниклаш учун АВ  топили-
А Р

ши керак; Д  ОАВ дан; А В  — ОЛ tg60° =  0,866 м. Д АРВ  дан:
/4Р =  Лб tg 60°==1,5 м. Шундай килиб, шдй =0,67 с~'-

I ,ь
Тезликлар оний маркази. Р  булган А В  шатун С нуктаси- 

иинг тезлиги айланиш йуналишига мос равишда, СР кесмага 
перпендикуляр ва унинг мицдори (3.10)) га кура ' с̂’̂ ^ ац- С Р

тенгликдан топилади. ЛС =  —  ни эътиборга олиб, СР ни

АСР тугри бурчакли учбурчакдан аниклаймиз; СР == 
== { A P f - { - { k C ) ‘̂  ^  1,56 м. Шундай килиб, « 0 ,6 7  • 1,53 —

=  1,05—. Vf. векюрнинг АВ  битан ташкил килган бурчаги ^

ни аниклаш учун ЛРС учбурчакдан ¡¿ =  ЛРС ни топамиз:

tgp =  ~  =  0,2887; р =  16°. '  '
А Р

2. Энди 9 =  93° булган }̂ олга утамиз (3.11-расм, б). Л нук­
та тезлиги аввалги долдаги сингари топилади:

^ Л ± 0 Л .

Горизонтал брича йуналган В  нукта тезлигини аниклаш 
учун (3,8) формуладан — проекция усулидан фойдаланамиз;

пр М i'f i =  f’P вл VA.
Шунга кура, -ŷ cosv =  li^cosv ёки ='0^.

■Ий I Va, vb — Va булгани учун бу онда А В  оний илгарила­
ма харакат циладн, Бинобарин, бу )̂ олда = 0 ,  = =

1 м=  г.  ̂ =  1 -

13-§. Текис шакл нуцтасининг тезланиши

Теорема. Текис шакл ихтиёоий нуцтасининг тезлани- 
'унинг тезланиши билан мазкур нуцтанинг цутб



г

3 .1 2 -  раем.

атрофида айланишидаги чизицли тезланишининг геомет­
рик йигиндисига тенг.

Исбот. Текис шаклда цутб сифатида танланган О нуцта-

нинг тезланиш вектори г»о, мазкур шаклни цутб атрофидаги 

айланма даракатидаги бурчак тезлик вектори ш, бурчак тез­

ланиш вектори Е булсин (3.12-раем). Фараз цилайлик, текис 
шаклнинг цутб атрофида оний айланма харакати тезланувчан 
булсин. Текис шакл ихтиёрий М  нуцтасининг тезланиш век-

тори 'Шм ни аницлаймиз. (3.4) дан маълумки,

“ X  М̂О,

бунда Гмо— М  нуцтанинг О цутбга нисбатан радиус-вектори. 
Бу ифодадан вацт буйича з̂ осила оламиз:

£íí
О

(11

¿ V

---  X  Гл4 0-
<11

« X

(3.13) да —  -  тм.
сИ

=  е ва

(3.13)

Демак,

а гМО =  V МО ЛЮ

(3.14)

(2.21) ва (2.22) ифодаларга ухшаш (3.14) даги еХ Гмо =®’лю— 
Л1 нуцганинг О кутб атрофила айлана буйлаб даракатидаги

уринма-айланма тезланишини, ш X  г»?ло =  ®',ио эса уИ нуцтанинг
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/

о  цутбга нисбатан нормал-марказга интилма тезланишини ифо- 
лалайди. Бу белгилашларга кура 13.14) цуйидаги куринишда 
ёзилади:

(3.15)

Бунда +  ®)лго~ тало — /И нуцтанинг О цутб атрофида 
айланишидаги чизицли тезланишидан иборат. Шундай цилиб,

'W}л=-'Wo-\-Wмo (3.16>
дан теореманинг исботи келиб чицади,

(3.15) формулага биноан чизмада М  нуцтада чюо, '¡юмо ва

•ге)мо векторларини цуйиб, геометрик цушсак, гим вектори хо­
сил булади; шу цушишда хосил булган M K LN  купбурчак 
тезланишлар купбурчаги деб аталади (3.12-раем, М  нуцта­
нинг О атрофида айланиши тезланувчан булган хол учун кур­
сатилган).

М  нуцтанинг О цутб атрофида айланишидаги уринма ва 
нормал тезланишлар микдорларини аницлаймиз:

■Шло =  1 •'̂ мо \ =1® X  гмо \ зш90° =в -ОМ,

'Ч}мо =  1 '̂ мо\ =  I “ X  "̂ мо 1 =  (В. г)^р8ш90° =  ш • ю • ОМ =  . ОМ. 

Шундай цилиб,

=  'Шмо =  • ОУИ. (3.17)

"ёмо ва 'ЪИмо узаро перпендикуляр булгани учун

' ^ м о ~ У  ('^моУ +  ('^моУ “= О/И 1/е̂  +  (О*

■Шжо векторнинг МО билан ташкил цилган {а бурвдги
т  I

14[X =  arctg
"МО! =  агс1д

(3.18)

(3.19)
МО

формуладан топилади.
(3.15) ёки (3,16) формула билан текис шакл нуцтасининг 

тезланишини аницлаш уни цутб усули билан топиш дейи- 
лади.

Текис шаклда цутб деб олинадиган нуцтанинг тезланишй 
хамда жисмнинг оний бурчак тезлиги ва бурчак тезланиши 
берилиб, шу шакл ихтиёрий М  нуцтаси тезланишининг миц­
дори ва йуналишини аницлашда бу тезланиш векторининг уза­
ро перпендикуляр булган иккита у’цлардаги проекциялари 
орцали топиш цулайдир.
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Бунинг учун (3,17 )формулаларга кура who, Wmo топилиб, 

расмда М  нуцгада w o ,  w h o ,  "Wmo йуналтирилади ва (3.15> 
формулага биноан Wm нинг^.т] уцлардаги проекциялари 
®лгч топилади: ш

1Г

+  (-¡»Aiojn-

У ;$олда тезланиш мицдори 

W,■'Л1 =  у  whi +  ‘wiin (3.20)

формуладан, йуналиши эса нинг т] уцлар билан ташкил 
цилган бурчак косинуслари орцали аницланади:

cos(wm, i ) =  — cos(wm, У]) =  — 2 (3.21)

Баъзан текис шакл бурчак тезланиши номаълум булиб, 
аницланиши керак булган нуцта тезланишининг йуналиши маъ­
лум булади; бу }?олда (3.15) формулани 7И0 йуналишига про­
екциялаб, who цатнашмайдиган, га нисбатан тенглама >̂ о- 
сил цилиш мумкин.

Агар тезланиши топилиши керак булган /W нуцта текис 
шаклга тегишли булиши билан бирга иккинчи томондан цуз­
галмас О, уц атрофида айланувчи жисмга 3(;ам тегишли булса,
(3.15) формула

®Aio,+ №1^0,= '^ho i- w^o (3.22)

куринишда ёзилади. Бунда (3.22) да цатнашувчи :̂ амма век- 
торларнинг йуналишлари маълум, лекин векторлардан иккита- 
сининг мицдори номаълум булиши мумкин. У х;олда (3,22) 
ифода иккита турлича йуналишга проекцияланишидан )?осил 
буладиган тенгламалар орцали номаълум мицдорлар топилади.

Wm ни эса

К  (^м оГ +  ( ^ ^ ^  (3.23>

формуладан топиш мумкин.
И-масала. 10-масалада ОА кривошип бурчак тезлиги у з ­

гармас деб олиниб, <р =  60° ва <р=90° булган холлар учун, 
И, В, С нуцталарнинг тезланишлари ^амда А В  шатуннинг 
бурчак тезланиши топилсин!

Ечиш. 10-масаладан маълумки сОо= 2с~\ ОД =  0,5 м, А В =  
=  0,866 м, АС =  0,433 м.
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1. Аввал tp =  60° бул­
ган .\олни курайлик, бун-

ОАВ =  90°,да АВ

=0,67 с“ \3.13- раем).
А нукта кузгалмас О 

УК атрофида айланувчи 
ОА кривошипга тегишли 
булгани учун, унинг тез­

ланиши тал='гил-1-‘гг/лфор- 
муладан аникланади. Би­
рок, %  =  const; биноба­
рин, Sq =  О ва w\ — 0. 
i« ” =  u)̂  ОЛ =  2м/е. Шун­

дай килиб, тад=2/мс^. W  ̂ вектор йуналиши 3.13- 
расмда курсатилган.

А В  текис параллел даракат цилади. А нуктани кутб деб 
олсак, (3.15) формулага кура В  нуцта тезланиши учун

3.13- раем-

п
Wba W ВА (1)

вектор тенгламани ёзиш мумкин.

(1) ифодадаги нинг микдорини (3.17) га асосан аниклай­
миз:

WВА = А В  =0,39 м/е.

WВА вектори А В  буйлаб В  нуктааан айланиш маркази А то­
мон йуналган.

А В  шатуннинг бурчак тезланиши номаълум булгани учун
(3.17) формула билан wIa н и  аниклай олмаймиз. В  нуцтанинг 
А атрофида айланишини тезланувчан деб фараз цилиб, АВ  
нинг Р  атрофида айланишига мослаб, АВ га перпендикуляр 
равишда ни йуналтирамиз.

Шунингдек, В  нуцтанинг горизонтал буйича илгарилама 
даракатини тезланувчан деб фараз цилиб, ни нуцта тезли­
ги буйлаб йуналтирамиз.

(1) \ш В  А йуналишга проекциялаб, га нисбатан тенгла­
ма хосил циламиз:

Бундан
-ЮдСОзЗО“

W  1> л

= _ £ !_  =  0,45 м/с̂  
® cos30° '

Wg ишорасининг мусбат чициши В  нуцтанинг илгарилама ха­
ракати тезланувчан эканлигини тасдицлайди.



(1) ни А В  га перпендикуляр булган йу­
налишга проекциялаб, w I a учун тенглама 
}̂ осил киламиз;

w^cos30° W .  +  W b k ‘

Бу ифодадан;

W~BA =  W pCOs60° — ® д 1,78 м/с̂ -

w "ba нинг минус ишора билан чикиши В  нук­
танинг А атрофида айланиши секинланувчан 
эканлигини курсатади.
(3.17) формулага кура

3 1 .4 -  раем .

Агар ихтиёрий B̂  нуктадан уз йуналишларига мос равиш­

да тегишлича масштаб буйича олинган Wa, w I a ва w ~ba век­
торларни кетма-кет куйиб, охирги вектор учини В, билан ту -

таштирсак, Wb га мос вектор келиб чикади (3.14-раем).
Энди С нукта тезланишини аниклашга угамиз. Л ни кутб 

деб олсак, (3.13) га асосан;

W c =  W a  +  W c a  +  W c A ' (2)
(2) да да2’д =  и>лв-ЛС=0,19 м/ĉ  =  (вд вЛ С = 0 ,8 9  м/с“

булиб, Wca — АС буйлаб С дан А га томон, w I a эса АС кес­
мага перпендикуляр йуналган (расмда С нинг А атрофида ай­
ланиши еекинланувчанлиги дисобга олинган).

С нукта тезланишининг дам микдори, дам йуналиши но­
маълум. Шунинг учун узаро перпендикуляр С;, Ст; ун̂ '̂ ар 
олиб, (2) ни шу укларга проекциялаймиз;

w I a =  1,11 м/c  ̂

=  0,19 м/с̂

(3.20) га асосан топилади:

У  - f  Wcn =  1,13 м/cl

(3,21) ёрдамида wc йуналишини аниклаймиз;

cos{wr, k) =  —-  =  0,982, { Wi , i) 11 ; 
®c

cos(®(,, =0,168, (ад,, 79°.
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2. Энди tp =  90° булган 
з̂ олни курамиз. А нукта 
тезланишининг мицдори ав­
валги з^олдагидек булади, 
йуналиши АО буйлаб йу­
налган. <р =  90° да<о^  ̂=  0 
эди. Шунинг учун (1) фор-

мулада =» О булиб, у 
куйидагича ёзилади:

3.15- раем.
(3) да Wg вектори горизон- 

—>
тал буйича, ■а'дд эса АВ  га утказилган перпендикуляр буйича 
йуналган (3 15-раем).

(3) буйича ва векторларга кУРилган параллелог-
—> —> 

рамм диагонали булиши керак. Шундай цилиб, векто­

ри 'Од векторга царама-царши йуналганлигини курамиз, бу В  
нуцта з<;аракати курилаётган пайтда секинланувчан булишини 
билдиради.

Wg мицдорини B E D  турри бурчакли учбурчакнинг катети

сифатида аницлаймиз:  ̂=  B E D  ~  ОВА бурчакни АОВ учбур- 
чакдан топаш мумкин:

ОАsin р =  — =0,577; ^ «3 5 ° . 
А В

® л

У з̂ олда B E D  учбурчакдан:

=  да, tg 35° =  1,4 - ;
^  ® cos 35°

А В  шатун бурчак тезланишини аницлаймиз:

■ 2,44 м/с\

2,82 с"1

<Одд =  0 булгани учун (2) формула куйидагича ёзилади: 

бунда • АС =  1,22 м/с1
—► —>

ва векторларга цурилган параллелограммнинг CF

диагонали ни ифодалайди. Косинуслар теоремасидан фой­
далансак, CFL учбурчакдан цуйидаги з̂ осил булади:

70^ =  +  (™ с л )“ “ ■ 2 ^ 4  • ™ сл COS З э °  ЯЬ 1 ,22 м/с^

i i
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г
=  ®'сА келиб чиккани учун СРЬ учбурчак тенг ёнлидир,

демак, 7 =  35°. У долда ■ге;̂ , вектори А В  билан 55° — 35°=  20®
бурчак ташкил этади.

12-масала. 3.16-расмда тасвирланган турт шарнирли меха* 
низмда ОА кривошип Шо =  2 бурчак тезлик ва ®о =  1 
бурчак тезланиш билан О шарнир атрофида айланади. Меха- 
низмнинг « =  45°, р =  60°, т =  150° булган долатида А ва В  
нукталарнинг тезликлари, тезланишлари дамда А В  ва ВС зве- 
ноларнинг бурчак тезликлари, бурчак тезланишлари аниклан­
син. 0А  =  1 и, АВ =  2 м, 6С =  1,41 м, ОС — кузгалмас.

Ечиш. А нукта О атрофида айлана буйлаб даракатлангани 
учун унинг тезлиги ва тезланиши куйидагича аникланади:

0А  =  2 м/с; I .  ОА.

ге)" =  ш^-0А =  4 м/с1 ■ ОА =  1 м/с*.

® 'д = /  +  «=^4,12 м/с". í̂ .l =  a r c f g 1 4 ° .
«о

йуналишлари 3.16-расмда курсатилган.
В  нукта дам текис параллел даракатдаги А В  звенога, дам 

кузгалмас С ук атрофида айланувчи ВС звенога тегишли; шун­
га кура 'ОдХбС булиб, Уд нинг кайси томонга йуналганлиги 
А В  нинг тезликлар оний маркази Р  атрофида айланиш йуна­
лишига боглик (3.16-раем).

■Уд микдорини (3.12) формулага биноан топамиз:
Vn В Р  В Р
- 2 -  =  — ёки 'Уд =  77, ■Од- 

А Р  ^  А Р

А В Р  учбурчакда РА В — 30°. А В Р А Р В  =  75°-, демак, АР*=-

б?



ш т

=  Л 5  =  2  м, B P = V ( A B f  +  (АРУ  — 2АВ - А Р c o s 3 Q ° ^ l ,04 м.
Шундай килиб, v „ = ~ v . ^ l , 0 4  —.

А Р  ^  с
АВ  нинг Р  атрофида, ВС  нинг С атрофида айланиш бур­

чак тезликларини аниклаймиз:

” , с - - ^ ~ 0 , 7 4  С - .

Энди В  нукта тезланишини аниклашга ÿraMH3 . В  нукта С 
нукта атрофида айлана буйлаб х;аракатлангани учун;

<Одс маълум, номаълум булганидан (I) даги w'̂ .̂ ни аввал- 
дан аниклаш мумкин, лекин ни ;{озирча топиб булмайди. 
Шунинг учун В нуктанинг текис параллел з^аракатдаги АВ  га 
тегишли булганидан фойдаланамиз.  А нуктани кутб деб ол ­
сак, (3.15) га биноан:

Wg =  +  w l - j -  ( 2 1

( 1) ва (2 ) дан

+  ™А +  ®ЙА +  ™ДА
тенглама з^осил булади. (3) тенглама (3.22) куринишидаги 
тенгламадир.

(3) тенгламада катнашувчи барча векторлар йуналишлари­
ни курсатиш мумкин; бунда ва ни йуналтиришда 
В  нуктанинг С ва Д атрофида айланиши тезланувчан деб ф а ­
раз килинади. (3) да:

^ в с  == “1с • '®ВА =  ®АВ ■ АВ =  2 м/с^
и)д =  4 м/c^ w \  =  1 м/с^ булиши аник.

ва ге)^д ни аниклаш учун (3) ни ВА  ва ВС  йуналишлар- 
га  проекциялаймиз [ВА  ва ВС  йуналишлар олинганда бир но- 
маълумли тенгламалар досил булади):

cos 75° +  wl^  cos 15° =  та" cos 30° +  w \  cos 60° (4 )
™вс =  ■®^cos 75° — w \  cos 15° — w'^^cos 75° +  cos 15°. (5)

■ 4) тенгламадан ни, (5) дан та^д ни топамиз:

да" cos 30° w \  cos 60° -f t e / 75°
= ---------------------------------------------------------«  b,o5 M'c““,

cos  15°

w % r  — cos 75° 4- cos 15° -f w j .  cos  75°
Wl, =  ------à--------- ----------------------------------  ~  1 26 M/cl

cos 15° '

-5b



( 1) га кура гИд микдори ва йуналиши куйидагича топилади:

!А2 =  arctg =  агс1е 8,247 ^ 8 3 ° .
в̂с

Энди ва ВС  звенолар бурчак тезланишларини ани|^лаш 
мумкин:

wВА ■■ 0,63 £'ДВ ' А В ВС '
^вс
В С

■ 4,5 с - 2

®лв> ®вс мусбат ишорали булиши юкорида АС  ва ВС  
нинг, мос равишда Л ва С атрофида айланишини тезланув­
чан деб олганимизнинг уринли эканини курсатади.

Ихтиёрий В, нуктадан бошлаб {3.17- раем), тегишлича масш-

табда кетма-кет ва векторларини ёки
ВА

ва т" векторларини куйиб В 1 1 Е  тезланишлар учбурчагини 
ёки В^К/^ОЕ тезланишлар купбурчагини курсак,  улардаги

В 1Е  томон тю̂  ни ифодалайди. Бу билан дисоблашларнинг тур- 
рилигини текшириб куриш мумкин.

14-§. Тезл ани шлар  оний ма ркази  ва ундан фойдаланиб 
текис шакл нуцтасининг тезланишини аницлаш

Текис шакл учун тезликларнинг оний марказига ухшаш,  
текис шакл текислигиба ёт ув ш  ва бир онда тезланиши  
нолга  тенг булган нуцта мавжуд; бундай нуцта тезланииь- 
л а р  оний маркази дейилади.

Текис шаклда олинган бирор О нуктанинг тезланиш век-
-  ̂

тори хШд (3 .18-раем) дамда текис шаклнинг бурчак тезлиги ®

3.17- раем. 3.18- раем.
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ва бурчак тезланиши е берилган; 1̂ утб атрофидаги айланма 

з^аракатни тезланувчан дейлик. векторни айланма з^аракат- 

нинг йуналиши буйича а =  arctg бурчакка буриб, 0 L  нурни

утказамиз.  Бунда t g a  =  i > 0  булгани учун 0 ° <  а <  90°. }^о- 

сил килинган нурда О нуцтадан бошлаб улчанувчи
W гл

0 0 =  ..... (3.24)
У -f-

кесмани белгилайлик. О  нуь!тани кутб деб  олиб, Q нуктанинг 
тезланиш векторини топамиз. (3.16) формулага асосан:

WQ =  +  ^QO (3.25)

(3.18) га кура Q нуктанинг О кутб атрофида айланма з^арака- 
тидаги тезланишининг модули

^QO =  / ( ™ Q o ) '  +  (™Qo)' =  OQ +  0)V

формула билан аникланади. (3.24) муносабатни эътиборга олиб,  
•сунгги формуладан

W
W - —  • -j- 0)̂  =

ифодани )^осил киламиз. векторининг 0 Q  кесма билан уно­
сил (цилган бурчагини ¡х десак,  (3.19) га биноан а =  ¡х келиб 
чицади. вектор Q нуцтадан О  марказга цараб йуналган;

I Wqq вектор эса билан ¡x ( [ i <90°)  бурчак ташкил килади.

Демак,  Q нуктага кучирилган ва векторлар бир тугри 
чизикда карама-карши томонга йуналган векторлар экан:

®Q0 =  - ™ 0 -

у  5̂ олда (3.25) дан куйидагига эришамиз; w^ =  0. Демак,  Q 
нукта тезланишлар оний маркази булади. Шундай килиб, тез-

ланишлар оний маркази О  кутбдан утказилган ва Wg тезла- 
Аиши билан бурчак тезланиш йуналишига мос равишда олин­
ган а =  arc tg— бурчак ташкил этувчи турри чизикда (3.24)

со2
тенглик буйича аникланувчи масофада ётади.

Энди т езланиш лар оний марказини цутб деб олиб, т е­
кис шакл ихтиёрий М  ва К  нуцталарининг шу ондаги тез-

ео



яаниш ларини аниц л а йлик  (3.19-

раем). У долда =  О булгани учун
(3.16) дан

^  (3.26)
->

— WMQ’ '^К'~ "̂ KQ
досил булиб,  бу нукталар тезланиш- 
ларининг модуллари (3.18) га асосан

(3.27) 3.19- раем .

тенгликлар билан аникланади.  (3.26) дан курамизки, текис 
ш акл  ихтиёрий нуцтасининг тезланишини тезланишлар  
оний марказидан ут увчи уц атрофида айланувчи жисм  
нуцтасининг тезланиши каби аницлаш мумкин экан.

(3.27) муносабатлардан куйидаги нисбатга эришиш мумкиц:

W.м QM
(3.28)

Шундай  килиб, текис ш акл  нуцталари тез ланит ларининг  
цийматлари вачтнинг х;ар бир пайтида шу нуцт алардан  
т езланиш лар  оний марказигача булган м асоф аларга про-  
порционал булади, тезланиш. векторлари м а зк ур  нуцт алар-  
ни т езланиш лар оний м арказига  туташтирувчи кесмалар
билан бир х и л  а =  arctg — бурчак ташкил цилади.  Агар бу

. (u2
бурчак тезланиш векторидан мазкур кесмага караб улчана- 
диган булса, унинг мусбат йуналиши текис шакл бурчак т е з ­
ланиши S нинг йуналишига мос келади,  яъни айланма дара­
кат  тезланувчан булса, а нинг мусбат йуналиши айланма да­
ракат йуналиши буйича,  даракатнинг секинланувчан долида а 
бурчакнинг мусбат йуналиши даракат йуналишига тескари бу­
лади.

Шуни таъкидлаш керакки,  текис параллел даракатдаги те­
кис шакл тезликлар оний маркази билан тезланишлар оний 
маркази уд^уман турли нукталардир. Буни тугри чизикли изда 
сирпанмасдан думаловчи,  симметрия марказининг тезлиги у з ­
гармас булган диск мисолида яккол куриш мумкин; диск би­
лан изнинг уриниш нуктаси тезликлар оний маркази, диск 
маркази эса тезланишлар оний маркази булади.

Куйидаги хусусий долларни курайлик.
1 ) ш ^ О ,  г = 0  булсин (3 .20-раем). Бунда tgot =  -í- =  0 ва

« =  0  булиб, текис шакл барча нукталарининг тезланишлари 
тезланишлар оний марказига йуналган булади. Берилган нук-
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3.20- раем . 3.21- раем .

тадан тезланишлар оний марказигача булган масофа эса (3.24) 
га биноан

формуладан топилади,
2) ш =  0, £=7̂ =0 . Бундай ^ол одатда айланма даракатнинг 

йуналиши узгариши пайтида содир булади (3.21 • раем). Бунда

=  — =  оо ва а = 9 0 °

булиб, текис шакл барча нукталарининг тезланишлари уларни 
тезланишлар оний маркази билан туташтирувчи кесмаларга 
перпендикуляр йуналади. Демак,  оний марказ Р  ни топиш

учун тезланиши берилган М  нуктадан тезланиш вектори­
га тегишли йуналишда (е нинг ишорасига караб) перпендику­
ляр нур чи1̂ ариб, бу нурда

масофа ажратилади.
3) Текис шакл икки нуктаси тезланишларининг модуллари 

иа йуналишлари берилган, масалан, Ж  ва К" нукталарнинг

тезланиш векторлари ва ‘гг>̂  маълум булсин (3 .22-раем) 
М  нуктани кутб деб олиб, (3.16) га асосан

—
деб ёзиш мумкин. Чизмада векторни з^осил килайлик.

Бунинг учун К  нуктада диагонали ва бир томони бул-  
гая параллелограмм ясаймиз. Маълумки,  бу параллелограмм­

нинг томони М К  кесма билан a =  a r c t g i  бурчак з^осил

килиши керак. Бу бурчакнинг вектордан М К  кесмага ай-



ланиш йуналиши е векторнинг йуналишини белгилаб беради

Г  векторнинг йуналишини билган ?!;олда берилганларга асосан 
тезланишлар оний маркази Q нуцтани аницлаш цийин эмас.

Чунончи,  ва ■Шд. векторларни е векторнинг йуналишига 
мос йуналишда топилган а бурчакка буришдан :;^осил цилин- 
ган нурларнинг кесишган нуцтаси тезланишлар оний маркази 
Q булади.

Агар берилган тезланиш векторлари ва ®д. узаро па­

раллел,  УИ/{±т^ ва =7̂  ■гг/д. булса (3 .23- раем), (3.28) м у н о ­
сабат з^амда текис шакл нучталари тезланишлари шу нуцта- 
ларни тезланишлар оний маркази билан туташтирувчи кесма­
лар билан бир хил бурчак ташкил цилишларидан фойдаланиб,

тезланишлар оний маркази топилади. вектор учини Ж,

вектор учини К, десак,  Д / И р Ж !  нинг A K Q K l  га ухшаш- 
лигидан фойдаланиб, Р  нуктани аниц­
лаймиз. М К  ва УИ1/С, кесмалар давом- 
ларининг кесишган нуцтаси изланган 
тезланишлар оний марказини ифода­
лайди.

1 3 -масала. О А  кривошип №„ =
=  2 бурчак тезлик ва £о =  2,3 с " ‘ 
бурчак тезланиш билан О уц атро­

фида  айланиб, радиуси г =  0,2 м бул­
ган  1-Рилдиракни Р = 0 , 3  м радиусл! 
цузгалмас 2 - диск устида сирпантир 
май думалатади (3.24- раем). лМеха 
низмнинг расмда курсатилган з^ола- 
тида (О А ± А В )  гилдиракнинг тезла­
нишлар оний маркази ва ундан ф;ой- 
даланиб В нуцта тезланиши топилсин.
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Ечиш. 1 - рилдиракнинг тезланишлар оний марказини аник­
лаш учун ундаги бирор нуктанинг тезланишини ва рилдирак- 
нинг бурчак тезлиги ш, з^амда бурчак тезланиши е, ни топиш 
керак.  Шунга кура,  аввал рилдирак А нуктасининг тезлани­
шини аниклаймиз. А  нукта ОА  кривошипга х;ам тегишли бул-

гани учун те/д =  ■ziy" +  Бунда w " = ( o § -O A  =  w^(R~¡~r) =

=  2 м /е ,  ™ ¿ =  So- 0 А =  1,15 Год =  ~
« 2 , 3 1  м/с^

ÍW", w l  ва Вдд векторлар йуналишлари 3 .24-расмда курса­

тилган. Юд векторнинг АО  билан ташкил килган ¡а бурчагини 
аниклаймиз;

w'l
¡J. =  ar c t g—  =  arctg 0,575 ж  30°.

Гилдиракнинг бурчак тезлигини аниклаш учун уни тезликлар 
оний маркази Р  атрофида айланади деб караймиз:

V . АО
(1)А Р  А Р о-

/ 1 4  0 , 5 - 2  с  - I( 1 ) дан (й, =  — ~ ~ 5  с :г$осил булади.
и,С

Рилдиракнинг бурчак тезланишини аниклаш учун ( 1 ) дан 
вакт буйича :?$осила }?исоблаймиз;

rfu), 

dt
АО  ¿(Dq АО--------- - еки ej =  -— • Sg
АР d t " А Р °

Бу  тенгликдан е, =  5,75 с“  ̂ келиб чикади.
Энди (3.24) формулага биноан А  нуктадан тезланишлар 

оний маркази Q гача булган масофани аниклаймиз:

/ '
я а  0,09 М.

AQ  кесма векторини Sj йуналишига мос равишда

а =  arctg — =  arctg 0,23 13°

бурчакка буришдан з^осил булган AL  нурда олиниши керак.
В  нукта тезланишининг микдорини (3.28) формулага бино­

ан топамиз:
BQ

' aq

BQ■■ —  еки =
^ AQ

W, (2)

BQ  кесмани ABQ  учбурчакдан фойдаланиб аниклаймиз; 
бунда S A Q  =  (90°-f-(t) — (X =  107°. У >$олда;

B Q = ^ y  ( A Q y  -t- (AB)^ - 2 - A Q - A B - e o s  107° «  0,24 м.
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Бинобарин,  (2) дан ^ ^  =  6,16 — келиб чицади. гав векторнинг

йуналиши ВО ни В  атрофида соат стрелкаси царакати буйича 
а =  13° бурчакка буриш билан аницланади (чунки гилдиракнинг 
айланиши соат стрелкаси айланишига тескари).

ABQ  учбурчакда А В (^ =^  десак, синуслар теоремасига к у ­
ра з1п 0 = — з 1п 107° ёки 6 = 2 1 ° .

BQ

Демак,  •Юд вектори А В  билан б — а = 
эгади.

8 ° бурчак ташкил

IV б о б .  ЖИСМНИНГ СФЕРИК )^АРАКАТИ

15-§. Эйлер бурчаклари. Жисмнинг цузгалмас нуцта 
атрофидаги айланма ^^аракати тенгламалари

Х а р а ка т  давомида жисмнинг бир нуцтаси нузралмай  
цолаверса, бундай л^аракат цузгалм ас нуцт а атрофидаги  
айланм а >;аракат ёки сферик л^аракат дейилади.  Бу цара- 
катни сферик дейилишига сабаб жисмнинг барча нуцталари 
марказлари цузгалмас нуцтада булган, радиуслари эса шу нук ­
талардан цузгалмас нуцтагача булган масофаларга тенг б \л -  
ган сфералар буйлаб з^аракат цилади.

Сферик )?аракат цилувчи жисмнинг цузгалмас нуцтасини 
цузгалмас О х у г  координаталар системасининг боши сифатида 
цабул цилиб, жисмнинг ушбу системага нисбатан з^аракатики 
текширамиз.  Бунинг учун боши Ок\<г координаталар си. тема­
сининг бошида булган з^амда жисм билан богланган кузгалув­
чи Olrf, координаталар системасини киритамиз ( 4 . 1 - раем). Р а в ­
шанки, агар кузгалувчи системани кузгалмас системага нисба­
тан ??аракати аникланса, жисмнинг хам кузгалмас системага 
нисбатан даракати аникланган булади.  Хацицатан, сферик )^а- 
ракатдаги жисм ихтиёрий нуц­
тасининг цузгалувчан координа­
талар системасидаги координата- 
лари 7] за С булсин. Бу к о ­
ординаталар жисм з^аракати д а ­
вомида цузгалувчи системага 
нисбатан узгармайди.  Кузгалув- 
чан система з<;ар бир уцининг 
цузгалмас системага нисбатан 
харак^^ти унинг бу система Уц- 
лари билан ^осил цилган учта 
бурчагининг вацт функцияси си­
фатида берилиши билан тулиц 
аницланади. Бинобарин, 0;Т(С сис­
теманинг O x y z  системага нис­
баган харакати туккизта бур> 4.1- раем.
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чакнинг берилиши билан тулиц аникланади. Агар мазкур тук- 
кизта бурчак берилган б^лса, М  нуктанинг O x y z  системадаги 
г^аракати ортогонал координаталар системасини алмаштириш 
формуласига асосан

л  =  i cos ai +  т; cos «2 +  С cos «3,
)»= U o s  Pi - f  •>) cos P2 +  С cos Рз,
2 =  U o s  Ti +  -n cos T2 +  с COS Тз

тенгламалар оркали топилади.  Бу ерда I, -q, С укларнинг О х  
у к  билан ташкил килган бурчаклари О у  билан досил кил­
ган бурчаклари O z  билан з^осил килган бурчаклари 7  ̂ ор ­
кали (г =  1,3) белгиланган.  Бу туккизта бурчак  куйидаги 
олти  муносабат билан боглангандир:

cos^ а, +.  cos" Pi +  cos^ Ti =  1. 
cos" «2 +  cos" p2 +  cos" T2 =  1 . 
cos" «8 - f  cos^ Рз +  cos" Tg =  1 ; 
cos «1 • cos «2 +  cos Pi • cos Pi, +  cos • cos 72 =  0, 
cos «1 • cos «3 +  cos Pi • cos Ps +  COS 7 i • cos 7з =  0 , 
cos «2 • cos «8 +  COS P2 • COS Ps - f  cos 7a • cos 7з =  0.

(4.1)

Д ем а к ,  кузгалувчан системанинг кузгалмас системага нисба­
тан г^аракатини бир-бирига боРЛИк булмаган учта бурчакнинг 
узгариш конунини бериш билан тулик аниклаш мумкин экан. 
Колган олтита бурчак эса (4.1) муносабатлардан аникланади, 
Ш у  нуктаи назардан сферик :^аракат ц и л у в ш  жисмнинг 
эр ки н л и к  дараж аси уяга  тенг  дейилади.  Лекин каралаётган 
туккизта бурчакдан учтасини билган з^олда колган 6  тасини
(4.1) муносабатлардан аниклаш мураккаб масала. Масалани 
осонлаштириш учун бу учта бир-бирига боглик булмаган б у р ­

чак учун координаталар 
уклари орасидаги бурчак-  
лардан учтасини олмай. 
Эйлер томонидан тавсия 
этилган бошка бурчак- 
ларни олиш кулайдир. 
Э йлер бурчаклари  деб 
аталувчи бу бурчаклар 
оркали юкорида айтилган 
т^?ккизта бурчакни осон- 
дик билан ифодалаш 
мумкин. Ку'згалувчи W i\  
текислик билан кузгалмас 
х О у  текислик кесишган 
чизикни 0 L  оркали бел­
гилайлик (4 .2 -раем),  бу 
чизик т угун л а р  яизиги  

4.2- раем. дейилади.
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Эйлер бурчаклари куйидагича олинади: 1) (Од:, 0 ^ )  =  «1),
2) (Ог, о : )  =  9, 3) (О/., 0 ; )  =  а; — прецессия бурчаги, 0 — 
нут ация буряаги, — соф айланиш буряаги  дейилади.

Эйлер бурчаклари текисликларига тегишлича перпендикуляр 
булган Ог, 0 1 ,  01  укларнинг учидан К а р а г а н д а  ф, 6 , ср бур- 
чакларнинг мос равишда Ох, Ог, 0 ¿  уклардан бошлаб узга­
риши соат стрелкаси айланишига тескари куринадиган йуна- 
лиш мусбат йуналиш деб олинади. Жисмнинг з^аракати даво­
мида у билан богланган кузгалувчи система з{ам з^аракат к и ­
либ, 6 , ср бурчаклар вакт функцияси сифатида узгаради:

]
6 =  6 ( 0 ,  (4.2)
9 = с р ( 0 .  .

(4.2) т ен глам алар  жисмнинг сферик щ р а к а т и  т енглам а­
лари  дейилади.

Кузгалмас нуктага эга булган жисмнинг чекли вакт ичида 
кучгандан кейинги з{олати 0щ1  координаталар системаси би­
лан аниклансин; бошлангич пайтда бу кузгалувчи координата­
лар системаси кузгалмас О х у г  система билан устма-уст туш- 
ган булсин (4 .3 -раем). 0 ;тД системанинг бошлангич пайтдан 
кейинги }^олатга утишини куйидагича бажариш мумкин: Ост]С 
системани Ог  ук атрофида соат стрелкаси айланишига тескари 
йуналишда Ф бурчакка айлантирсак, у 0 ¿Z,,2  )!;олатни эгаллай- 
ди; кейин О И ^ г  ни 0 ¿ 5/к атрофида 6 бурчакка курсатилган 
йуналиш б р и ч а  айлантириб ОТЦХ з^олатга утказамиз ва ни- 
){оят, ©¿¿аС ни ОС 5к атрофида © бурчакка курсатилган йуна­
лиш буйича бурчак, у 0;т^С долатга утади. Демак,  цаттиц  
жисмнинг цузгалм ас нуцта атрофидаги ихтиёрий куш ш и-  

ни (элем ент ар х,аракатини) шу ц узгалм ас нуцтадан ут ув­
чи учта-. Ог, 0 1 ,  01 уц лар  атрофида кетма-кет учта ай- 
лантириш билан б аж а­
риш мумкин экан,  бу Э й ­
лер  теоремасини  ифода­
лайди.

Кузгалувчи система 
уклари билан кузгалмас 
система уклари орасидаги 
бурчакларни Эйлер бур­
чаклари оркали ифодалаш 
учун, сферик тригономет- 
риядан баъзи маълумот- 
ларни келтирамиз.

Радиуси бирга тенг 
булган сферада ОАВС  уч 
ёкли бурчак билан аж- 
ралувчи сферик А В С  уч ­
бурчак олайлик (4.4-расм). 4.3-раем.
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4 . 4 -  р а е м .

Бу учбурчакнинг бурчаклари а, 7 , ю -  
монларининг узунликлари эса а, Ь с 
булсин.  Сферанинг радиуси бирга тенг 
булгани учун ВОС, АО С  ва AUB  текис 
бурчаклар мос равишда а, Ь ва. с га 
тенг булади. Сферик учбурчакнинг «,
7 бурчаклари билан а, Ь, с томонлари 
учун
cos а  =  cos Ь • cos с - f  sin • sin с cos я, ] 
cos b =  cos с • cos a  - f  sin с • sin a  cos 
cos с — cos a  • cos ¿  sin a  sin b cos 7

(4.3)

муносабатлар ^^ринли булиб, бу формулалар сферик уябурчак  
томонлари уяун косинуслар теоремаси, дейилади.

Энди Oí7]C ва O x y z  координаталар системалари уцлари ора­
сидаги бурчакларни Эйлер бурчаклари оркали ифодалашни
курамиз.  O x y z  система уклари бирлик векторларини t, / ,  k
билан, 0%rf, система уклари бирлик векторларини i ' , j '  ва Я
билан. тугунлар чизигининг бирлик векторини п билан белги­
лайлик (4 .5 -раем). Тугунлар чизигининг бирлик сферада аж- 
ратган сферик учбурчагидан (4.3) га асосан куйидаги }^осил 
булади:

—>■ Л—►
cos (í , i) =  cos a, =  COS <ji COS 9 +  sin Ф sin 9 cos (tc — 6) =.

=  COS Ф COS <P — sin <{< sin ip cos 9.
—̂ —>- - )

Н авб атдаг и—/ ,  n  ва i' векторларнинг бирлик сферада аж -
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4 .6 -  р а ем .

ратган сферик учбурчагидан (4 .6 -раем) куйидагига эга б у ла ­
миз:

cos (¿ ', У) =  cos Pi =  cos ср ■ cos +  sin cp • sin^^ — djjcosO =

=  cos cp sin Ф +  sin f  cos Ф cos S.

Oi укнинг Oz УК билан хосил килган 7 , бурчагини Эйлер

бурчаклари оркали ифодалаш учун i ' ,  п  ва 1г векторларнинг 
бирлик сферада ажратган сферик учбурчагиии текширамиз 
(4 .7-раем). Бу учбурчак учун (4.3) муносабатни куллаб, куйи­
даги ифодани }^осил киламиз;

cos к) = co s  7 , =  cos ср • cos у  +  sin ср ■ sin cos

=  sin (р s ln 0 .
U

4.7- раем.
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Ш у н 1ай килиб, кузралувчи система О? укининг кузгалмае 
система Ох, Оу, О г  уклари билан з?осил килган бурчаклари 
косинусларини Эйлер бурчаклари оркали ифода этдик. Бу ер­
да шуни кайд килиш керакки, кайси уклар орасидаги бурчак 
изланаёттан булса, шу уклар ва тугунлар чизиги бирлик век­
торларини бирлик сферада з^осил килган сферик учбурчаги 
олинади; шу учбурчакка (4.3) формула тадбик килиниб, изла­
наётган бурчак билан Эйлер бурчаклари орасидаги муносабат 
урнатилади. Шу коидага амал килиб Оу] ва 0^ укларининг 
Ох, Оу, Ог уклар билан з^осил килган бурчакларининг коси­
нуслари з^ам Эйлер бурчаклари оркали аникланиши мумкин. 
Уларни юкорида з!,осил килинган муносабатлар билан бирга­
ликда ёзамиз:

c o s  ОС) == c o s  ф c o s  ср —  sin  ф s in  ср c o s  6, 
c o s  Pi =  c o s  cp s in  ф +  s in  cp COS ф COS 0,

COS 7, =  s in  cp . s in  9,
COS 0.2 — —  c o s  Ф sin  <p — s in  Ф COS Ф COS 9,

COS == co s  Ф COS <P c o s  6 —  Sin (jj s in  tp, 
c o s  72 =  s in  9 c o s  cp,
COS « 3  =  s in  cp s in  6,

c o s  Рз =  — COS i|) s in  9,
COS 7з =  cos 9.

16-§ Эйлер — Даламбер теоремаси.  Оний бурчак тезлик 
ва оний бурчак тезланиш векторлари

Теорема.  !\узралмас нуцта атрофида ай лан увш  жисм- 
нинг бир х^олатдан иккинчи х;олатга утишини шу нуцт а­
дан утувчи бирор уц атрофида, бир айлантириш билан  
олиш, мумкин.

Исбот.  Жисмнинг з!;аракати давомида ср, ф, 0 Эйлер бурчак­
лари узгариб боради. Эйлер теоремасига кура жисмнинг dt  
элементар вакт оралигидаги сферик даракати 0 \ ,  Ог  ва 0L  
уклар атрофида тегишли равишда í /c p , d'b ва db бурчакларга 
айланишлардан ташкил топган (4 .8 -раем).

Аввало жисмнинг О; ва О г  уклар атрофидаги айланма з^а- 
ракатларининг йигиндиси кандай з^аракатни беришини текши- 
райлик. Жисмнинг W z  текисликда ётувчи бирор нуктасининг 
з^аракатини текширамиз. Аниклик учун бу нуктани W z  бурчак 
соз^асида олайлик. Танланган нукта (Х ук атрофида ¿cp бур­
чакка бурилганда у Ю г  текисликка тик булган йуналишда
катгалиги Л, -íí? =  A,cp га тенг булган тезлик олади, бунда 

dt
h¡ — нуктанинг Oí  укдан узоклиги. Айни пайтда мазкур нукта
Ог  УК атрофида айланиб, катталиги йуналиши эса

dt
ĥ '-D тезликка карама-карши булган тезлик олади; бунда Лз— 

70



4.8- раем .

нуктанинг Ог  укдан узоклиги. Энди Ю г  текисликда шундай 
В  нукта топиш мумкинки, бу нукта учун

/г,<р =  Л2ф (4.4)

уринли булиб, унинг тезлиги нолга тенг булади. Агар ОС ва 
О г  уклар атрофидаги айланма )^аракатлардан бирортаси чиз­
мада курсатилганга нисбатан тескари йуналишда булса, бун­
дай нукта Ю г  бурчакнинг ташки со^асида булади. Демак,  
жисм ^^аракати давомида унинг кузгалмас О нуктасидан т а ш ­
кари тезлиги айни пайтда нолга тенг булган В нуктаси мав ­
жуд.  Бинобарин, унинг шу пайтдаги ;^аракатини бу нукталар­
дан утувчи ОВ  УК атрофидаги айланма >^аракат дейиш м у м ­
кин. Энди жисмнинг ОВ  ва 0 ¿  уклар атро| )ида1 и айланма ; а̂- 
ракатларини текширамиз.  Юкоридаги каби мулох,азалар юри­
тиб, бу )^аракатлар ;^ам кушилиб кандайдир О Р  ук атрофидаги 
айланма даракатни беришини курамиз.  Шундай килиб, ж исм­
нинг айни пайтдаги, уята уц  атрофидаги :^аракатини 
унинг ц')згалмас нуцтасидан утувчи ОР атрофидаги а й ­
ла н м а  у;аракат деб цараш мумкин.  Бу укка айланиш оний 
^ци дейилади. О Р  укда ётувчи барча нукталарнинг айни пайт­
даги тезликлари нолга тенг булади. Жисм айни вактда бирор 
оний УК атрофида айланма даракат килса, вактнинг келгусн 
пайтида бирор бошка оний ук атрофида даракат килади. Шун­
дай килиб, жисмнинг цузгалм ас нуцта атрофидаги щ рака^  
тини шу нуцтадан утувчи оний у ц л а р  атрофидаги кетма-  
кет  элементар айланм а у^аракатларнинг йигиндисидан ибо­
рат  деб олиш мумкин.

Жисмнинг бирор ондаги айланишининг жадаллиги аввал-

даги каби бурчак тезлик вектори ш билан ифодаланади. Бу
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вектор айланиш оний уци буйлаб йуналган булиб, равшанки,  
вакт утиши билан уз катталиги ва йуналишини узгартириб бо­
ради, унга оний оурчак т езлик вектори  дейилади. Юкорида 
курдикки,  жисмнинг бирор ондаги оний УК атрофидаги дара­
кати аслида учта: О;, О г  ва 0 1  уцлар атрофидаги айланма 
даракатларининг йигиндисидан иборат. Шунга кура

“ =  %  +  «>е +  (4.5)

булади ((4.5) формуланинг уринли булишини каттик жисмнинг 
кесишувчи уклар атрофидаги айланма даракатларини кушиш-

ни урганишда — 27-§  да курамиз).  Бу ерда — мос
равишда жисмнинг Oí, О г  ва 0 1  укдар атрофидаги айланма 
даракатлари бурчак тезликлари векторларидир.  Улар тегишли 
равишда ОС, О г  ва 0 1  уцлар буйлаб йуналган. Ушбу параг-

рафнинг бошида келтирилган мулодазаларга асосан ш̂  +  шд +

-Ь Шф йигиндидан иборат булган со вектор айланиш оний уки 
билан устма-уст тушишини курсатиш мумкин. >^акикатан, (4.4) 
га асосан В  нуцта учун

ё к и
(со У  0 ^ )  =  - (со, X  0 5 )

X  0 5  =  0

$?ринли. Бунда (со^+ св̂ ) О ва 0 5 ^ 0  булгани учун

вектор ОВ вектор билан бир тугри чизицда ётади деган ху ­
лоса чикади. Худди шунга ухшаш,  агар айланиш оний 5?цида 
бирор О  нуцта олсак, энди бу нуцта учун;

(“»̂  +  ®ф) X  О ^  =  — (сод X ОО)
еки

(“ <(, +  «ф +  “ е) X О О  =  О 
ифодани ёза оламиз.

( “  ̂+  «ф)Х<^,  %  +  %  +  ва б О ф О  булгани учун (со"̂ -Ь

-Ь cB ф -f (Од) вектор О О  вектор билан бир чизицда ётади, я ъ н и

ш вектор айланиш оний уци буйлаб йуналади.
Оний бурчак тезликни Эйлер бурчаклари орцали ифодалай­

миз. Аввало бу ишни цузгалмас Ох, Оу, О г  уцларга нисбатан 
бажарамиз.  (4.5) тенгликни шу уК^арга проекциялаб

о> =  и> 4-0), ж 9  ̂ ' фх
( 0 = 0 )  4 - соМ (ОМ* -

'Вх>

фу

72
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4.10- раем.

муносабатларни з^осил ¡циламиз. 4.9- расмга мурожаат килай­
лик.  Ундаги ОК  чйзик — кузгалмас О х у г  ва кузгалувчи Olrf, 
системалардаги О г  ва ОС уклар орцали утказилган ёрдамчи 
Q текислик билан х О у  текисликнинг кесишган чизиги. ОК  чи­
зикнинг Оу УК билан з^осил килган бурчаги ф га тенг.

“ ipr ИИ топиш учун аввало векторнинг ОК укдаги про- 
екциясини аниклаймиз. У • cos (90° — 9) булади. Сунгра,  :^о- 
сил булган бу ифоданинг О х  укдаги проекцияси топилади. 
Шундай килиб,

^ ■ 9) cos (90° — ф) =  • sin б . sin ф (4.7)

ифодага эришамиз.  ни топиш учун со̂  c o s  ( 9 )° —  9) ни Оу 
укка проекциялаймиз;

=  — (u^cos (90° — 9) • cos ф =  — 0)  ̂ • sin 9 • cos ф (4.8)

“ ул- =  “ о cos (90°

булади. ни эса векторни Ог  укка бевосита проекциялаб 
топиш мумкин:

(4.9)ш == (О cos I

Расмдан бевосита сОд_,, катталиклар дам
топилади;

=  % cos ф, cüjj, =  ш„ sin ф, =  0 ;

Ш“ + л = 0 >  %.v =  0> фг Ф*

(4.10)

(4.11)

Шунингдек,

(4 . 12)
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ЭЧ-1ИЛИГИНИ эътиборга олиб, (4.7) — (4.11) формулаларни (4 .6 )
I и куямиз:

=  ср sin О sin ф +  6 COS Ф,

‘“у ? sin 9 cos (J; +  6 s in ф, 

(0  ̂=  ср cos 9 -1- ф.

(4.13)

(4.13) га Эйлернинг кинематак т енглам алара  дейилади.

ш бурчак тезлик векторининг кузгалувчи уклардаги проек­
цияларини топпш дам шунга ухшаш усул билан бажарилади.  
Аввало (4.5) муносабатларни кузгалувчи уцларга проекциялаб» 
ушбу

'(fí; ' ■ bí; ‘
(1) =  cü 4* cüq 4- Ш1, <P7] í 0T1 I

®c =  “ tc +  “ e: +  “фс

(4.14)

куринишда ёзиб олайлик. Сунгра Q текисликни Ющ текислик 
билан кесишгунча давом эттирамиз (4 .9 -раем). Уларнинг к е ­
сишган чизигини O N  билан белгилайлик. У !^олда -цОМ бур ­
чак (р бурчакка тенг булади. Энди расмдан фойдаланиб, к у й и ­
даги муносабатларни досил килиш мумкин;

=  О, =  О, (4,15)
=  0)0 cos ср, =  — fflgsincp, (й,̂  =  0 ;  (4.16)

(1)ф̂  =  sin б sin <р, =  u),̂  sin 9 cos , cü,̂ , =  о)ф cos 9. (4.17)

(4.2) ни назарда тутиб, (4.15) — (4.17) ифодаларни (4.14) га 
К р и б ,  куйидагиларга эга буламиз;

=  9 cos <? +  ф sin 9 sin ср,

0)̂  ̂=  ~  9 sin <р +  ф sin 9 cos ' 

ü) =  (В +  cj) cos 9.

(4.18)

(4.13) ёки (4.18) формулаларга кура бурчак тезлик модулини 
куйидагича аниклаш мумкин;

+  +  +  +  =

=  -¡- 92 ^  2 ср cjj cos б. (4.19)

Бурчак тезлик векторининг йуналишини йуналтирувчи коси­
нуслар оркали топиш мумкин.

Сферик х^аракатдаги жисм буряак тезланиши вектори  
тушуняасини  киритышда Э й л е р - Д а л а м б е р  теоремасидан фой-
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даланамиз.  Бу теоремага асосан 
жисмнинг }^ар ондаги з^аракагини 
оний УК атрофида айланма з^аракат 
деб олиш м у м к И н  булгани учун, 
унинг шу ондаги бурчак тезланиши 
вектори кузгалмас ÿK атрофида ай­
ланувчи жисм бурчак тезланишини 
аниклаш формуласи сингари

dt

формула билан ифодаланади. Би- 4.10- раем.

рок сферик з^аракатда w в а  в
векторлар умуман олганда коллинеар векторлар булмайди. 
}^акикатан, жисмнинг бирор ¿ пайтдаги бурчак тезлик вектори

ш, / 4 -А^ пайтдаги бурчак тезлик вектори ш, булсин (4.10- 
расм). У з^олда жисмнинг Ùit вакт оралигидаги уртача бурчак 
тезланиш вектори

А™
Ai дг

муносабатдан аникланади. А/ ни нолга интилтириб, бу муно­

сабатдан лимит олсак, е оний бурчак тезланиш вект01,и-  
ни х;осил киламиз, бу вектор онай бурчак тезлик вектора

учининг и тезлигини ифодалаб, унинг годографига уринма

равишда йуналади  ва умуман олганда, ш билан коллинеар 
булмайди. Бурчак тезланиш векторининг боши жисмнинг к у з ­
галмас нуктасида олинади. Жисмнинг кузгалмас нуктасидан

ÿTH6 , бурчак тезланиш вектори s билан устма-уст тушувчи 
тугри чизик, бурчак тезланиш уци  дейилади, уни ОЕ  билан 
белгилайлик. Бурчак тезланиш векторининг з<;ам кÿзFaлмac ва 
кузгалувчи координата ÿклapидaги проекцияларини аниклаш

мумкин. Бунинг у ч у н 5 =  - ^  =  м вектор ифодани кузгалмас
dl

ёки кузгалувчи >^кларга проекциялаб

S =  ш , £ =  (О , е ,  =  О) в а  S. =  u)r, е =  (D , е, =  (Ü, (4.20)
X  X '  у  у ^  Z Ï  Е ’ Г) Т) С \ /

муносабатлар х;осил килинади. Бу ифодаларга тегишли равиш-

да (4.13) ва (4.18) формулаларни куллаб, ® векторнинг проек­
цияларини Эйлер бурчаклари оркали ёзиш мумкин.

Айланиш оний уки буйича йуналган ш,, бирлик векторни

киритсак, о) =  ш . CÜO ифода уринли булади. У .^олда;
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\ П

(1(0

(¡1
С»о +  Ш ¿?а>

Т Г
(4.21)

¿¿<0
досил булади; бунда 5] =  — оний бурчак тезлиги мицдо-

(11

рининг узгаришини, £2 =  “
й<л

1 Г
эса оний бурчак тезлиги

йуналишининг узгаришини ифодалайди. е, вектор щ  буйича,

эса Ш|) га перпендикуляр йуналгани учун куйидагига эга 
буламиз:

17-§. Сферик 5̂ аракатдаги жисм нуцтасининг тезлиги

Эйлер — Даламбер теоремасига асосан сферик даракатдаги 
жисм ихтиёрий УИ нуктасининг тезлиги кузгалмас уК атрофи­
да айланувчи жисм нуктасининг тезлиги каби

V =  (й Х г (4.22)

формула билан аникланади; бунда г  билан жисм М  нуктаси­
нинг кузгалмас нуктага нисбатан радиус-вектори белгиланган 
(4 .11-раем). Тезликнинг модули эса

-о =  (ИГ з 1п а =  О) • Лц (4.23)

булади. Бунда оркали М  нуктадан айланиш оний укигача 
булган масофа белгиланган.

Агар ш ва г векторларнинг кузгалмас ва кузгалувчи уклар­
даги проекцияларини тегишлича <вр <о̂ , ва х, у, 2 ;
“У], С десак, V тезлик векторининг кузгалмас ва кузгалувчи уклар­
даги проекциялари, мос равишда, куйидагича булади:

=  0)у2  — a J ,  Vy =  — (0^2 , =  (О̂ у -  ШуЛ; (4.24)

“  '“с • -  “ г

Бу ифодалардаги со̂ , “  > “ с
катталикларнинг урнига (4.13) ва (4.18) 
ифодаларни куйиб, чизикли тезликнинг 
проекцияларини Эйлер бурчаклари оркали 
аниклаш мумкин.

Айланиш оний укида ётувчи нукталар 
учун == 'Оу =  г»г =  0  дамда г'  ̂ =  =  =  
== О булади. (4.24) ва (4.25) ифодаларда 
буни эътиборга олиб, кузгалмас ва кузга-

4.11-раем. лувчи координата системаларига нисбатан
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айланиш оний укининг куйидаги тенгламаларини з^осил кила­
миз:

еки — =  — =  — ,
(Од. Щу и>̂

(О̂ Х — (0^  =  О, 
ш^у — ШуХ =  О, i

(4.26)

№,|C — =  о, 

=  О,

CÔTj -  =  О,

ёки —  = J _
“ Е “ п

(4.27)

Бу ерда д:, у, 2  — айланиш оний Уки нукталарининг кузгалмас 
Oxyz системадаги координаталари; 5, y¡, С— айланиш оний учи 
нукталарининг кузгалувчи 0;r¡C системадаги координаталари.

18-§. Сферик )^аракатдаги жисм нуцтасининг тезланиши

Сферик .даракатдаги жисм бирор М  нуктасининг тезлани­
шини аниклаш учун (4.22) ифодадан вакт б р и ч а  биринчи 
тартибли ;{0 сила оламиз:

w  =  ■dv
dt

d r

d t

1 , ; Г х . 7 - ^ х Г + ; Г х ^

=  D =  ü) X г  булгани учун

ffi) =  s X r  +  “ X'Z'
ёки

(4.28)

® = = X r  +  ( B X ( t e X / ' )  (4.29)

(4.28) ёки (4.29) ифодалардан курамизки,  сферик щ р а к а т д а -  
ги жисм нуцт асиш нг тезланшаи, вектори  иккита ташкил

этувчидан иборат экан, s X  /" ташкил этувчи айланм а т езл а ­

ниш вектора дейилади. Уни оркали белгилаймиз. ш X "П 

ёки м х  (шХ/")  ташкил этувчи эса уцца интилма тезланиш  

вектори  дейилади, уни да“"'” билан белгилаймиз.

,^а й л  _  g ^  =  o)^<j)=:ü)X(iu Х г ) .  (4.30)

Вектор купайтма таърифига кура (4.30) дан куйидаги ĵ o -
сил булади:

\ w ‘‘'^^\~w^‘̂ ‘‘= e - r s \ n { s - .  Г), I ■ги“'"” I =  вд“"'” =  (В • Í) sin (w, v).

4.12-расмда курсатилган OML учбурчакда rs ¡n ( £ ,  г)
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= ML =  h^, (ш, г») =  90“ булиши­
ни }^амда (4.23) ни эътиборга 
олсак, айланма ва ингилма те з­
ланишлар ми^дорларини аник­
ловчи цуйидаги формулаларни 
досил циламиз:

,айл =  е • Л =  0)2 . h . (4.31)W'

W,айл — айланма тезланиш век-

4.12- раем .
тори £ ва г орцали утказилган 
текисликка перпендикуляр йу­
налган >^амда унинг мусбат у ч и ­

дан цараганда е векторининг г  га цараб энг кичик бурчакка 
бурилиши соат стрелкаси айланишига тескари куриниши ке ­
рак.

интилма тезланиш вектори дам ш, дам v  век­
торларга перпендикуляр булиб, унинг мусбат учидан цараган­

да М  нуцтага фикран кучирилган ю векторнинг v  векторга 
1<араб энг кичик бурчакка бурилиши соат стрелкаси айлани­
шига тескари куриниши керак; бу йуналиш M N  йуналишга 
мос келади.

(4.30) га биноан (4.29) цуйидагича ёзилади:

(4.32)

(4.32) формула Ривальс теоремасини. ифодалайди: сферик  
^даракатдаги жисм нуцтасининг тезланиши айланм а ва 
уцца  интилма тезланишларнинг геометрик йигиндисига  
тенг.

^айл билан векторлари орасидаги бурчакни а десак,  
косинуслар теоремасига биноан

W . даккт . cos а (4.33)

формула досил булади. Бунга (4.31) ни цуйсак, цуйидаги к е ­
либ чицади:

=  | /  +  Л| • 0)̂  - f  2 Й^ • Йц • £ ■ u)‘̂ cos а.

Сферик даракатдаги жисм ихтиёрий нуцтасининг тезланиш 
вектори учун досил цилинган (4.28) ёки (4.29) ифода куриниш 
жидатидан цузгалмас уц атрофида айланувчи жисм ихтиёрий 
нуцтаси тезланиш векторининг ифодаси билан бир хил кури­
нишда ёзилса-да,  ва векторлар, мос равишда ва 

^инт фар 1̂  цилади. Агар цузгалмас уК атрофидаги дара- 
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катда (О ва е векторлар 5̂ заро коллинеар булса,  сферик з^ара- 
катда бу векторлар умумий ;$олда коллинеар эмас. Чунончи,
да. ±  булса, Л  да"'"", чузралмас ук  атрофида айланма 

)^аракатда V ва векторлари бир чизик буйлаб йуналса, сфе- 
—>

рик }{аракатда V ва бир чизикда ётмайди; кузралмас у к  
атрофида айланма даракатда — = / г  булади.

Энди М  нукта т тезланиш векторининг аввал кузралмас,  
сунгра кузгалузчи системалардаги проекцияларини досил ки- 

—> —> —► —>■
ламиз.  г, (О, е ва V векторларнинг кузгалмас ва кузгалувчи сис­
тема укларидаги проекцияларини аввалгидек белгилаймиз. У 
долда  (4.28) дан

-  е,у +  -  ш.-Уу,

ва
го. =  е С —  е 4 - с в ‘У, —

■ву̂ =

булади ёки (4.24), (4.25) ларни эътиборга олиб, куйидаги фор* 
мулаларни досил киламиз-.

=  8уг — е^у +  (0^ (хю^  +  уш у  4 -  —  ХШ .̂

'^у =  — ®;с2: -¡- Шу (йГШ̂ +  уШу 2 Ш̂) — ую^ (4.34)
Щ  =  +  “ г (^«>.с +  У®у +

ва

+  С®,) —
== 5̂ 1 -  г̂ С ш̂ ( о̂)  ̂+  7]св̂  +  и ^ )  — (4.35)

Тезланиш векторининг проекцияларини Эйлер бурчаклари 
оркали дам ифодалаш мумкин. Бунинг учун (4.34),  (4.35) да
(О ва 3 векторларнинг проекциялари уларнинг тегишлича
(4.13), (4.18) ва (4.20) муносабатлардан аникланувчи ифода- 
лари билан алмаштирилиши керак.

14 -масала.  В О С  доиравий конус 5 0 0  конус ичида сирпан­
масдан шундай думалайдики,  унинг О нуктаси кузгалмай ко ­
лади, Л нуктаси эса ^  м/с тезликка эга булади. /  == 1 с 

да конус 4 .13-расмда курсатилган долатни эгаллайди деб,

79



4.13- раем .

унинг шу вацт охирида1и бур­
чак тезлиги ва бурчак тезлани­
ши топилсин; бунда АВ г =■ 
=  0.5 м, а - 9 0 ° ,  р =  120°.

Ечиш.  ВОС  конус сирпанмай 
думалагани учун ОВ  чизикда 
ёгувчн барча нукталарининг тез ­
лиги нолга тенг; бинобарин-, ОВ
— оний айланиш укидан иборат. 
Кузгалувчи конуснинг оний бур­
чак тезлиги вектори оний айла­
ниш уки буйича А нукта тезли­
гига мос равишда 5 0  буйича й у ­
налади. (4 23) формулага биноан

( 1)
Бундан

- V 2 t .
a l  г COS 45“ 

t =  l  С да (О =  2 ^  1,41 с 

Конус бурчак тезлиги )^ам микдори, >̂ ам йуналиши буйича уз-
гаргани туфайли унинг бурчак тезланиши е ни (4.21) форму­
ла асосида топамиз;

е == Sj ( 2 )

(2 ) да £, бурчак тезлик микдорининг узгаришини ифодалайди 

ва U) буйича йуналади:
¿(й ,--

■ < = , 7 - К 2

б2 эса бурчак тезлик вектори учининг О г  атрофида ай­
ланишидаги тезлиги сифатида аникланади ва у «j векторга пер­
пендикуляр равишда кузгалмас О нуктага куйилади:

Ё2 =  (1) • О), sin 60°. (3)

<u, ни аниклашда А  нуктани Ог атрофида айланади деб караб, 
унинг тезлигидан фойдаланамиз:

=  Ш; . AN \ A N  — О А sin 15° =  r s i n  15° ~  0,13 м.

У холда: ü)j = - ^ ^ 3 , 8 5 ¿ .

Энди (3) га топилганларни куямиз:

- 2
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*1  ва Sj у з а р о  п е р п е н д и к у ­
л я р  б у л г а н и  у ч у н

: 4.93У

1 5 -масала.  О к;узралмас 
нуктага эга булган каттик 
жисм }^аракати

i
Cp =  7:í

тенгламалар билан берил­
ган. Жисмнинг айланиш 
оний унида, О нуктадан
(4 . 1 4 - р аем )  О/И =  2 ^ 3  м 4 ,14-раем,
м а с о ф а д а  ё т у в ч и  М  нук- 

 ̂ та си н и н г  т е з л а н и ш и  топ и лси н .  (ф, 9, <р б у р ч а к л а р  р а д и а н д а ,  t  
с е к у н д д а  у л ч а н а д и ) .

Ечиш. М  ну 1̂ та тезланишини аниклашдан аввал (4.13) ва
(4.19) формулалар ёрдамида жисмнинг оний бурчак тезлигини,
(4 .2 0 ) дан фойдаланиб оний бурчак тезланишини аниклаймиз. 

Эйлернинг кинематик тенгламалари (4.13) ни тузайлик;
К Л Уз"

<u_j.==cp sin 9 sin ф +  е cos ф==гс s i n s i n — т. s i n —/ ,
2 2

* л Jt , у 3 J
У =  — ср s in  б CCS ф +  6 s in  ф =  — п: s in —CCS = ----- — T : C O S - t ,

<0  ̂== <p C0 s 6 +  Ф =  u cos — +  — =  ’í-

(1)

y  з^олда (4.19) га биноан

“  =  “ х +  “ у +  “ I =
V I к (2 )

(2 ) дан курамизки,  жисмнинг оний бурчак тезлиги микдор 
жиз^атдан узгармас экан. (4.20) га кура жисм оний бурчак тез- 
ланишининг координата укларидаги проекцияларини топиш 
учун (1) дан з{осилалар з^исоблаймиз:

eos ~ t ,  =  u)̂  =  11̂  sin =  cü̂  =  0 .

y  >{,олда куйидаги з$осил булади:

\íb  „ - 2  =  -—  С . 
4

6 -5955 81



Энди (4.32) дан фойдаланиб, айланиш оний у 1<ида ётувчи 
М нукта тезланишини аниклаймиз:

(4 )+  “ 'ж'"-
М  нукта айланиш оний укида ётганлиги туфайли

Лц =  0 ; демак,  =

(О =  const булганидан (4.21) ифодада ^ i  =  0; бинобарин Г = е ^  
айланиш оний укига перпендикуляр равишда йуналиб, О  нук­
тага куйилган. Шунинг учун (4.31) га кура

W\айл
М = е • А,

П вектори е йуналишига мос равишда ОМ  га перпендику­
ляр йуналади. Шундай килиб

м/сЧ

1 6 - масала.  Горизонтал ук атрофида o ) ^ = = i ^  с '  бурчак
3

тезлик билан айланувчи I вал (4 .15-расм) радиуси г  =  0,4 м 
булган, кузгалмас 111 шестерня билан илашган шестерня II ни 
:!?аракатга келтиради. а =  60°, р =  120° деб олиб, И шестерня 
бурчак тезлиги, бурчак тезланиши }?амда Z? ва С нукталари­
нинг тезлик, тезланишлари топилсин.

Ечиш.  Кузгалмас О нуктадан O x y z  координата системаси­
ни шундай утказамизки, текширилаётган пайтда II шестерня 
оркали утказилган ОВС  кесим у О г  текислиги билан устм а-ус т

тушсйн.
II шестерня оний бурчак 

тезлигини аниклашда унинг А  
нуктаси О УК атрофида со̂  
бурчак тезлик билан айлана- 
ётганидан фойдаланамиз:

=  (Oq ■ о  А 

Xc tg30 °

А С Х

II шестерня С нуктаси куз- 
галмас III шестерняга }^ам т е ­
гишли булгани учун 
бинобарин, ОС  айланиш оний 
укидан иборат ва II шестерня 
бурчак тезлик вектори ОС  оний 
УК буйлаб йуналган.
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и шестерняни ОС  айланиш оний у^и атрофида айланади 
деб  карасак, (4.23) га биноан

Бундан

“ п =
2v/3

A D  Л С созЗО “ 3 

В ну 1̂ та тезлигини (4.23) формула ёрдамида анинлаймиз:

Vg =  u)jj • В К =  0,8 м/с ва Vg Ц Ох.

II шестернянинг оний бурчак тезланиши ни топамиз. г»д

гезлик микдори узгармас булганидан Шц з^ам микдор жидатдан

узгармасдир. Шунинг учун £„ ни (ô j вектор учининг Оу ук а т ­
рофида о)„ бурчак тезлиги билан айланишидаги тезлиги сифа- 
гида караймиз:

■ i ?  с->.

Кузгалмас О нуктага куйиладиган е̂ , вектори йуналиши Ох  
ук  йуналишига мос келади. Энди С ва В  нукталар тезланиш­
ларини аниклашга утамиз. (4,32) формулага кура:

ги == 4- да“«'".С С с

нукта айланиш оний укида ётгани учун (4.31) формулага 
кура куйидагилар з^осил булади.

<̂ инт . = 0 , < -  =  e „ . O C  =  s„ АС  
cos 45°

=  0,8
/ 3

;0,46 м/с*.

Шундай килиб, да. гщайл вектори e,j йуналишига мос
равишда ОС га перпендикуляр йуналган ва ОВС  текислигида 
ётади.

(4 32) га асосан

Бунда (4.31) га биноан

^инт ^  0)2 . 2 ЛС COS 30“ 1,6 / 3
^0,92 м/c^

Wайл . . S,. • ОВ =  0,8 • / 3 -
;0,46 м/с1

вектори В К  буйича айланиш уки томон, вектори ОВ  

га утказилган перпендикуляр буйича йуналган, да“«'” ва w f *
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векторлари орасидаги бурчак 12 0° булгани учун (4 .3 3 ) форму­
ла куйидагича ёзилади:

w, =- ¡^^инту • С08 120° ; 0 ,8  м/с' .

щ

V б о б .  ЖИСМНИНГ ЭРКИН )^АРАКАТИ

19-§.  Эркин жисм ^даракатининг кинематик 
тенгламалари

Эркин жисм холати бир бирига боглиь; булмаган 6  та ко ­
ординаталар билан аникланиши II бобда кайд этилган эди. Ш у  
координаталарни кандай танлаш мумкинлиги, яъни эркин жисм­
нинг харакат тенгламаларини аницлаш масаласи куйидаги Ш аль  
теоремаси  ёрдамида осон хал килинади.

Т еорема.  Эркин жасмнинг бир вазиятдан и кки нш  ва~ 
заят га у тишина унда цут б деб т анланган нуцта билан бир-  
ликба илгарилам а куш ш  ва цутб атрофидаги айланма к у -  
чишдан ташкил топган деб цараш мумкин.

Исбот.  Маълумки,  жисмнинг холати ундаги бир тугри чи­
зикда ётмайдиган учта нукта,  бошкача айтганда, жисмда о л и н ­
ган учбурчак холати билан тулик аникланади. АВС  учбурч ак  
жисм холатини белгиловчи учбурчак булсин ( 5 .1 -раем). Жисм
1 вазиятдан И холатга утганда АВС  учбурчак А^В^С  ̂ у ч б у р ­
чак вазиятини эгалласин. Агар жисмга илгарилама кучиит б е р ­
сак, АВС  учбурчак А^В'С  холатни эгаллайди; бунда А ВС  у ч ­
бурчак томонлари билан А^В'С  учбурчак томонлари мос ра­
вишда узаро параллел булади. А^В'С  учбурчакнинг А̂ В̂ С- ,̂ 
холатга утиши эса Эйлер—Даламбер теоремасига кура Л, н у к ­
та атрофида бирор бурчакка айлантириш билан бажарилади.  
Демак,  теорема уринли экан.

Жисмнинг бир холатдан иккинчи холатга утишини бундай
икки кучиш йигиндиси­
дан иборат деб караш 
унинг хакикий харакати­
ни тасвирламайди. Бирок 
жисмнинг I ва II вазият- 
лари бир-бирига ж у д з  
якин килиб олинса ва бу 
икки кучиш бир вактнинг 
узида содир булади деб 
Каралса, у хакикий хара- 
катни тасвирлайди. Би­
нобарин, эркин ж исм­
нинг х,ар ондаги у;ара- 
катини жисмда цут б  ■ 
деб танланган нуцт а­
нинг шу ондаги и л га р и ­
лам а у^аракати билан

В'
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ц ут б атрофидаги сфе­
рик >;аракатдан т аш ­
кил топган деб цараш  
мумкин.

Шуни таъкидлаб 
утиш керакки, текис 
параллел з^аракатда- 
ги каби, з^аракатнинг 
илгарилама кисми кутб- 
нинг танланишига бор- 
лиц; харакатнинг сфе­
рик кисми эса кутб- 
нинг танланишига бог­
лик эмас.

Илгарилама харакат ' 
жисмда олинган бирор 
нуктанинг, масалан, 
кутбнинг, харакат ко ­
нуни берилиши билан,
сферик харакат эса Эйлер бурчакларининг берилиши билан 
аникланади. Шунга кура эркин жисмнинг харакати куйидаги

г>

1 V  

\  У

Л
/ " у

------ yf
---- -г

' У и V'*'

/ X
у,

5.2- раем .

■•̂ о =  - ^ о ( 0 -  Уо =  > ' о ( 0 ,  2;о =  2 о ( г ! ) ,

Ф =  6 = = 9 ( 0 .  'Р= ? ( 0
(5.1)

6  та тенгламалар билан ифодаланади, бунда уо, — кутб 
сифатида танланган О нуктанинг кузгалмас Ô XxУxẐ  система­
даги координаталари; ф, 9, ср — Эйлер бурчаклари эса боши О 
нуктада,  уклари О^х^Ухг  ̂ система укларига мос равишда 
параллел холда илгарилама харакатланувчи Ох'у'г'  системага 
нисбатан олинади ( 5 , 2 - раем). (5.1) тенгламалар эркин жисм. 
х;аракатининг кинематик т енглам алари  дейилади.

20-§ .  Эркин жисм нуцтасининг чизицли тезлиги

Теорема.  Эркин жисм ихтиёрий нуцтасининг ш зи ц л и  
т езлиги цутбнинг тезлиги билан уш бу нуцтанинг цутбга, 
нисбатан сферик х,аракатидаги яизицли тезлигининг гео ­
метрик йигиндисига тенг.

Исбот.  М  — жисмнинг ихтиёрий нуктаси булсин, М  нукта­
ни О кутб ва кузгалмас О^Хуу^гх координаталар системасининг
боши О, билан туташтириб, мос равишда ва rĴ  векторлар­
ни )^осил киламиз (5 ,3 -раем). О нуктанинг кузгалмас система­

га нисбатан радиус-вектори булсин. У холда жисмнинг ха­
ракати давомида

м =  ''о  +  '•.МО (5 .2 )



5.3- раем .

муносабат уринлидир. (5.2) ифодадан вацт буйича биринчи 
тартибли }^осила оламиз:

йг. йГг йгМО

Ву тенгликда
йг.

dt
йг

й1 Л  Л  

■М. нуцтанинг системага нисбатан

тезлиги ни, —------ О цугбнинг системага нисбатан

тезлиги 'Уд ни,

йс

эса М  нуцтанинг О цутб атрофида сфе-
dt

рик )^аракатдаги тезлигини ифодалайди. (4.22) га биноан,

V булиб, О) жисмнинг оний бурчак тезлик векто-

(5.3)

ридан иборат. Шундай цилиб,

'^м =  ^о +  ^мо ёки +

дан теореманинг уринли эканлигини х;осил циламиз.
(5.2) ни эътиборга олиб (5.3) ни цуйидагича ёзамиз:

=  ^  +  (^и - ^ о ) -

Бу ифодани цузгалмас система уцларига проекция­
лаймиз:

-  ^о) -  -  Уо).
у .. ■■ V , XI { 1̂ (5.4)
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бу ерда XI, у 1, г,  — тИ нуктанинг кузгалмас системадаги кО' 
ординаталари, х^, У д , г ^  — 0  кутбнинг координаталари;
«“у. “ г ~  оний бурчак тезликнинг кузгалмас уклардаги проекция-  
лари булиб, улар Эйлер бурчаклари оркали (4.13) муносабат- 
лардан аникланиши мумкин; , эса эркин жисм ихти­
ёрий нуктаси тезлигининг кузгалмас координата укларидаги 
проекцияларидан иборат.

21-§.  Эркин жисм нуцтасининг чизицли тезл аниши

Теорема.  Эркин жисм ихтиёрий нуцтасининг чизицли  
тезланиши цутбнинг тезланиши билан шу нуцтанинг цут б­
га  нисбатан сферик х^аракатидаги чизицли тезланишининг  
геометрик йириндисига тенг.

Исбот.  (5.3) ифодадан вакт буйича биринчи тартибли ;^оси- 
ла оламиз:

йь'м
<И сИ

йгМО

(И

ёки

(5.5)

Б у н д а й » ^  — Ж  нуктанинг чизикли тезланиш вектори,

кутбнинг тезланиш вектори, е — жисмнинг сферик ^даракатдаги

оний бурчак тезланиш векторидир. (4.29) га биноан ® X  г^о

+  О) X (“  X  /"дю) йигинди М. нуктанинг кутбга нисбатан сферик

?^аракатидаги чизик­
ли тезланиш векторини 
ифодалайди (5.4- раем).
Демак,
Г'- .

л МО (5.6)

булиб, теорема исбот бул­
ди.

(5.2) ни эътиборга 
олиб, (5.5) ни кузгалмас 
система укларига проек­
циялаб, эркин жисм и х ­
тиёрий нуктаси тезлани­
шининг бу уклардаги 
проекцияларини аниклов- 
чн формулаларни у.осил 
киламиз:
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+  ^^ (^1 -  ^о) -  -  З'о) +  -  ^о )  +
+  “ у. (Ух -  У о >  +  ( ^ -  -  ^о)]  -  ( ^ ,  -  Х о ) ,

^о) -  (2 . -  ^о) +  %, I“ ,. (^ .  -  ^о) +
+  “ у. (У: -  Уо) +  (2̂ 1 -  ^о)] -  (у, -  Уо).

" ^ г ,  =  +  ® Л ,  ( У |  “  У о )  ~  ® у .  ~  ^ о )  +  “ г ,  [ " \  ( ^ 1  “  - ^ о )  +

+  “ у. (У1 -  У о) +  “ г, (г,  -  2 о)] -  О)'-“ (г, -  2 о).

Бунда 6^,  , 6^̂  билан оний бурчак тезланиш векторининг 
0 1 Х1у^2 | система укларидаги проекциялари белгиланган.

VI б о б .  НУКТАНИНГ МУРАККАБ >^АРАКАТИ
22- §. Ну{^танинг нисбий, кучирма ва абсолют з^аракати

Биз юь^орида нуктанинг ва жисмнинг }^аракатини шартли 
равишда кузгалмас деб олинган координаталар системасига 
нисбатан текширдик. Энди нуктанинг, кейинрок эса жисмнинг, 
5̂ ам кузгалувчи,  )(,ам кузралмас координаталар системаларига 
нисбатан даракатини урганамиз.

А гар  нуцта бирор системага нисбатан д аракат  цилиб,  
бу системанинг узи  эса бошца ц узгал м ас  системага нисба­
тан :^аракатланса, нуцтанинг щ р а к а т и  м ур а к ка б  у^исоб- 
ланади.  Дарёда кетаётган кемадаги одамнинг даракати му­
раккаб даракатга мисол була олади. Бунда одам кема полуба- 
сига, кема эса дарёга,  дарё Ерга нисбатан даракат килади.

Нуцтанинг  шартли равишда цузгалм ас  килиб олинган би­
рор координаталар систетасига нисбатан у^аракати абсо­
лют х;аракат, бу системага нисбатан олган т езлик ва т ез­
ланиши  мос равишда, абсолют тезлик  ва абсолют т езл а-  
ниш дейилади.  Демак,  биз шу пайтгача абсолют даракат,  аб ­
солют тезлик ва тезланиш билан иш куриб келган эканмиз.

Шунга кура абсолют тезлик ва тезланишлар учун V ва w  бел- 
гиларни саклаймиз.

Нуцтининг ц узгалувги  системага нисбатан :х;аракатига 
нисбий ^^аракат дейилади. Нисбий т езлик ва нисбий т езл а ­
ниш деб нуцтанинг ц узр а л увш  системага нисбатан о л га н

тезлиги ва т езланишига айтилади  ва мос равишда Vr, Wr 
оркали белгиланади.

Н^узралувш системанинг ц узга л м а с  системага нисбатан  
у^аракати куяирма х^аракат дейилади. Нуцтанинг бирор он- 
даги куяирма тезлиги ва куяирма тезланиши деб, ц узгалув-  
яи координата системасининг айни пайтда шу нуцта би­
лан уст м а-уст  тушувяи нуцтасининг т езлиги  ва т езла-

^
нишига айтилади  дамда мос равишда Wg каби белгила­
нади.
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Нуктанинг нисбий ва мурак­
каб харакатларини текптириш 
учун иккита координаталар сис­
темасини оламиз (6 . 1- раем). М  
нукта бирор кузгалувчи О хуг  
системзга нисбатан х;аракат кил­
син. О х у г  система эса уз навба- 
тида кузгалмас О^х^Ухг  ̂ систе­
мага нисбатан харакатлансин. М. 
нуктанинг кузгалмас координа­
талар системасига нисбатан ра-

диус-векторини г, кузгалувчи 
коордилаталар системасига нис-

6.1- раем.батан радиус-векторини р, куз­
галувчи координаталар системаси
боши О нуктанинг кузгалмас системага нисбатан радиус-век- 

торини г  о билан белгилаймиз. У долда

г =  Го +  р (6 , 1)

муносабат уринли булади.
М  нуктанинг кузгалувчи координаталар системасига нисба­

тан координаталарини д:, у, г,  кузгалувчи координата уклари-

нинг бирлик йуналтирувчи векторларини I, ] ,  к билан белги­
ласак.

р = = л : / - | - у / +  гк  

деб ёзиш мумкин. Шунга кура (6.1) ифода

■ гкГ =  Гг XI У1

( 6 .2 )

(6,3)

куринишни олади. (6.3) ифодада катнашувчи барча катталиклар,

шу' жумладан у, Т  ;^ам вакт функцияси сифатида узгарувчи

катталиклардир.  Бунда г  векторнинг узгариши нуктанинг аб-

солют даракатини, г^, ¿, / ,  к векторларнинг узгариши кучир­
ма даракатни, х, у, г  координаталарнинг узгартГЙти нисбий да- 
ракатни ифодалайди.

(6.3) т енгламани нуцта м ураккаб  ^даракатининг вектор  
куринишдаги тенгламаси деб аташ мумкин.  Бу тенгламани 
кузгалмас скстема укларига проекциялаб,  мураккаб даракат­
нинг координаталар куринишидаги тенгламалари досил кили- 
ниши мумкин.
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23-§.  Тезликларни т ео р ем аси

Теорема.  Иуцтананг абсолют тезлиги унинг нисбий ва 
нучирм а т езликларининг геометрик йигиндисига тенг.

Исбот.  (6.3) тенгламадан вацт буйича биринчи тартибли )^о- 
сила оламиз:

dr

И Г
dr о 
dt

+ \  dt dc dt У
(6.4)

•бу ерда dr
~di =  v  — M  нуктанинг абсолют тезлигини,

dt

■Vq — 0  нуктанинг абсолют тезлигини,

dx~T , dy , dz -f;
—  i  +  —  J H----- k =  v r —dt dt dt

(6.5)

M  нуктанинг нисбий тезлигини ифодалайди.

Бирлик векторлар /,  / ,  k дан олинган з^осилаларни текши-
dkрамиз. Масалан, ----- досилани курайлик. Эркин жисм )^арака>
dt

ти назариясидан маълумки,  O x yz  система з^аракатини О нукта 
билан биргаликда илгарилама з^аракат ва О кутб атрофидаги 
•Сферик з^аракатларнинг йигиндисидан иборат деб караш мум­

кин. У х;олда, радиус-вектори к. булган А  нуктанинг О
dt

нукта атрофида сферик з^аракатидаги чизикли тезлик век­
торини ифодалайди ( 6 . 2 - раем). Аммо сферик з^аракатдаги жисм 
нуктасининг тезлигини дар онда кутб орцали утувчи айланиш 
оний уки атрофидаги айланма з^аракатдагн тезлик деб олини­

ши мумкин булганидан

dk
dt

(6 .6)

булади.  (6 .6 ) ифодада сферик — ку­
чирма )^аракатнинг оний бурчак тезлик 
векторидир. Шунга ухшаш

dl d j (6.7)

6,2- раем.

dt ‘ ' dt 

булади.  (6.5) — (6.7) ифодаларни эь-
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г
тиборга олиб (6.4) тенгликни куйидаги куринишда ёза ­
миз;

■гГ= +  X (ш̂  X  г) +  У ( « г Х у )  +  2((о^ X  А) =

=  '^0 X  +  у/ +  =  ' г̂ +  ^ 0  +  “ « х Т -

(5 ,3 ) ни эътиборга олсак, кучирма тезликнинг таърифига асо-

сан '»о +  «)« X  р йигинди Ж нуктанинг кучирма тезлигини 
ифодалайди.  Шундай килиб,

гГ='у^ +  -о̂  (6 .8 )

булади. Теорема исботланди.

Агар кучирма даракат илгарилама даракат булса, =  О,

бинобарин, бу долда кучирма тезлик булади. Тезлик­
ларни кушиш теоремаси ( 6 .8 ) ифода куринишида ёзила беради.

24 §. Тезланишларни  цушиш (Кориолис)  теоремаси

Теорема.  Нуцтанинг абсолют тезланиши унинг нисбий, 
к^яирма ва Кориолис тезланиш л а р  ининг геометрик йагин- 
дисига т.енг.

Бу теоремани исбот килиш учун (6.4) ифодадан вакт буйи­
ча яна бир марта досила оламиз:

(И
йу, (Фх -г . а^у-  ̂ .
<и

йЧ

йх <11 . й у й ]  I йг йк 

\й1 й1 йt М
(^ й ^ \  
йШ  /

(6.9)

(6.9) ифодада dv
й1

-■‘НИ — М  нуктанинг абсолют тезланиши,

йу^
=  '10  ̂— 0 нуктанинг тезланиши;

й^х , й^у -Г , й‘г
—  í ------/  4“ —  к =  70, —
dt■̂  йР й1̂  ' ( 6 . 10)

М  нуктанинг нисбий тезланиши эканлигини ва («,6 ), (6.7) муно­
сабатларни эътиборга олиб, (6.9) ни куйидаги куринишда ёзиб 
оламиз:

да =  +  ■ау, +

+  2 0  К х о  +  ^ К х 7 )  +  ^  ( » . х 1 )йг й1
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еки

+  . ^ )  +  2 ~ * , , (й х~ 1 ’ , й(уг*"| (¿ г^ \
” ' Х и  ‘ + 7 , '  +  ^ * ;

бунда = - ^  булиб, е̂  — кучирма з^аракаг оний бурчак тез­

ланиш векторини ифодалайди: (6.2), (6.5) — (6.7) ифодаларни 
эътиборга олсак, куйидагига эга буламиз:

■®= та, +  ^ 0  +  8  ̂X  р +  X (®й X р) +  2(ш^ X  V,). (6.11)

(5.5) ифодани назарда тутсак,  кучирма тезланиш таърифига

кура X р + « г  X («>г X  р) йигинди М  нуктанинг ку ­
чирма тезланишини ифодалайди. У з^олда

да =  да, +  +  2а)  ̂X 
булади. Бу ифоданинг унг томонидаги

вектор ц уш и ш а  ёки Кориолис тезланиши, деб аталади. Бу  
вектор купайтмани тезланиш деб олинишига асос шуки,  унинг 
улчов бирлиги тезланиш бирлиги билан бир хилдир. Шундай 
килиб,

д а = д а , +  да̂  +  да .̂ (6 . 1 2 )

Теорема исбот кнлинди.
Нисбий ва кучирма з^аракатлар эгри чизикли булса, нисбий 

ва кучирма тезланишларнинг )^ар бири уринма ва нормал т аш ­
кил этувчилардан иборат булади. У з^олда (6.12) формула

гу =  И)" да̂  +  да" -Ь да̂  +  да̂ , (6.13)

куринишда ёзилади. (6.13) га биноан нукта абсолют тезлани­
шининг микдори ва йуналишини аниклашда аналитик усулдан 
фойдаланиш кулай. Бунинг учун тезланишнинг узаро перп ен ­
дикуляр булган 3 та уклардаги проекциялари (6.13) ни шу 
5>’Кларга проекциялаш оркали топилади.

2 5 -§ , Кориолис тезланиши. Тезланишлар 
параллелограми теоремаси

Маълумки,  Кориолис тезланиши

да^=Ё(в^Х'и,  (6.14)
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формула билан аникланади. (6.14) да кучирма даракатнинг 
оний бурчак тезлиги, эса нуктанинг нисбий тезлиги векто­
ридир. Бинобарин, Кориолис тезланиши кучирма >^аракат 
бурчак т езлик вектори билан нуцтанинг нисбий т езлик век­
торининг иккиланган вектор купайт масига тенг.

Вектор купайтма таърифига кура Кориолис тезланишининг 
микдори

=2и)^г)^51п(о)^, V,) (6.15)

формуладан аникланиб, (и̂  ва векторларга перпендикуляр ра­
вишда шундай йуналганки, нинг мусбат учидан Караганда

<0  ̂ векторнинг Уг га караб энг кичик бурчакка айланиши соаг 
стрелкаси даракатига тескари куриниши керак.

Кориолис тезланишининг йуналишини куйидаги Жуковский 
1̂ оидасидан фойдаланиб аниклаш кулай:

1) векторига перпендикуляр я  текислик утказилади (6 .3 - 
расм);

—>■ —
2) векторининг шу Р  текисликдаги проекцияси аник­

ланади;

3) вектори кучирма даракат йуналишида 90° га бурилса, 
Кориолис тезланишининг йуналиши досил булади.

Кучирма даракат илгарилама даракатдан иборат долда 
=  0 булгани туфайли Кориолис тезланиши дам нолга тенг б у ­

лади. Унда (6.12) куйидагича ёзилади:

(6.16)

(6.16) тезланишлар п араллелограм и  теоремасини  ифода­
лайди.'  кучирма ^(¡аракат илгарилам а л^аракат булганда,  
нуцтанинг абсолют тезланиши нисбий ва кучирма т езл а ­
ниш лар векторларига цурилган п араллелограм м  диагонали  
билан аницланади.

Бирор онда нуктанинг нисбий 
тезлиги нолга тенг булган, ш у­
нингдек, кучирма даракатнинг

бурчак тезлик вектори билан

нисбий тезлик вектори кол­
линеар булган долларда дам Ко­
риолис тезланиши нолга тенг бу­
лади.

17- масала,  А призма горизон­
тал текислик буйлаб = 3 / -

6.3- раем.
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6 .4 - раем .

тезлик билан унг томонга караб даракатланади (6 .4 - раем, а). 
Призмага урнатилган г  =  0,1 м радиусли В блокка учларига С 
ва D  юклар бириктирилган аркон ташланган. В  блок О ук ат­
рофида <0=21'  ̂ конунга кура айланади. Аркон блокка нисбатан 
сирганмайди деб караб, I — 2 с булганда С, О  юклар х;амда В  
блок М нуктасининг тезликлари ва тезланишлари топилсин.

Ечиш.  А призма кузгалувчи системадан иборат. М,  С,  О  
нукталарнинг призмага нисбатан з^аракати нисбий з^аракат, приз­

ма билан биргаликда тезлик билан з^аракатланиши кучирма 
)^аракат (кучирма }^аракат бунда илгарилама з^аракатдир), куз ­
галмас горизонтал текисликка нисбатан з^аракати абсолют ^а-  
ракатдир.

Бу нукталар тезликларини аниклаш учун (6 .8 ) формуладан,  
яъни тезликларни кушиш теоремасидан фойдаланамиз:

V =  Vg-{- •и,.

Кучирма }^аракат илгарилама харакат булгани учун М , С, О  
нукталарнинг кучирма тезликлари бир хил ва га тенг бу­
лади:

= v ^  =  3t м/с.

Бу нукталарнинг нисбий тезликлари микдор жиз^атдан тенг­
дир, чунки арконнинг барча нукталари бир хил нисбий тезлик­
ка эга. М  нукта нисбий з^аракати унинг О ук атрофидаги ай­
ланма з^аракатидир; демак.

V м. «, • г  =  — • г  =  4/ • 0,1 =  0,4/ м/с. 
¿а

Шунингдек,  "Ус =  =  0,4/.

Бунда 1)^ блокнинг айланиш йуналишига мос равишда, блок
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радиусига перпендикуляр,  1̂ ия текислик буйича, v¡  ̂ вер­
тикал буйича йуналган.

М  нуктага куйилган кучирма ва нисбий тезлик векторлари 
бир тугри чизикда ётгани туфайли, улар алгебраик кушиладн.

— '^Л1,  =  3/  -  0,4/  =  2,6/,

/ =  2 с; =  5,2

П  нуктага куйилган кучирма ва нисбий тезлик векторлари 
5^заро перпендикуляр булгани учун

=  / 9 7 4 ^ 1 6 ? — 3,03/ м/с.

/ =  2  с; Фд =  6,06

С  нукта абсолют тезлигини косинуслар теоремасидан фойда- 
даниб аниклаймиз:

=  У '^ 1  — 2 г)̂ , соз 60° =  К ? , 96 Р =  2 ,6 /.

/  =  2 с; =  5,2

Кучирма даракат илгарилама даракат булгани учун тезла­
нишлар параллелограми теоремасидан фойдаланамиз:

ж» =  +  '^Г
Бунда барча нукталарнинг ку чирма тезланишлари тенг:

dVA
= 3  м/с^

Кучирма тезланиш вектори кучирма тезлик буйича йуналган.
С ва ^  нукталарнинг нисбий даракатлари тугри чизикли 

даракатдир.  Бинобарин,

=  ■гг'с = = 0 , 4  м/c^  —вУд = 0 , 4  м/с’.

Ж  нуктанинг нисбий даракати айлана буйлаб даракат булгани 
учун;

бунда

=  0)2 . г  =  16/2 ■ 0.1 =  1 .6 / '  м /с',

‘ ^ =  “ г • ^ =  4 • 0,1 =  0,4 м/с“.

М, С, О  нукталар тезланиш векторлари 6 . 4 - раем, б да 
тасвирланган.
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D  нукта тезланиши Пифагор теоремасидан, С нукта тезла­
ниши косинуслар теоремасидан фойдаланиб топилади:

W = 1 / 9 , 1 6 = ^ 3 , 0 3  м/c^,

W, , =  ]/'íe»¿, — 2'®с ■ eos 60° =  | / 7,96 s s  2,6 м/с^

Расмдан фойдаланиб а, р бурчакларни аникласак,  ва Wq 
векторлар йуналиши досил булади:

t g a  = =  7,5; а »Í 82,5°;

Wr W
-----бундан Sinp =  — í: sin 60° =  0,1332, В « 7 , 5 ° .
sinp sin6C° ®c . . r >

M. нукта абсолют тезланишини аниклаш формуласи 

ни узаро перпендикуляр булган х ,  у  укларга проекциялаймиз»

W ‘2,6 м / c ^

W, =  — w 'l  =  — 1,6/^ í =  2c; =  — 6,4 M¡c\

У долда

=  V <  +  <  =  1^7,96 +  40,96 =  / 4 8 , 9 2  === 7 м/с^ДГ у
ж  нукта тезланишининг йуналиши йуналтирувчи косинув», 

лар оркали топилади:

COS y

=  0,3714
‘'M

: (®ж.

‘'Mv
-0 ,9 1 4 3 ; Í m. y )

: 6 8 °

202°.
"Л1

1 8 -масала.  Ai нуктанинг лОу текисликдаги даракати

X =  г г  coskt, y ^ r s ' m k t  ( 1 )

тенгламалар билан ифодаланади; лО у  текислиги эса O z  ук 
атрофида соат стрелкаси буйича узгармас о) =  п:с“  бурчак 
тезлик билан айланади (6 .5 -раем). М  нуктанинг тезлик ва тез-- 
ланиши ихтиёрий вакт учун аниклансин.

Ечиш.  М  нукта мураккаб даракат келади.  Унинг х О у  те­
кисликка нисбатан ( 1 ) тенглама буйича даракатланиши нисбий 
даракат,  х О у  текислик билан Oz  атрофида айланиши эса ку ­
чирма даракатдан иборат.
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^  /У г? 7 Ш''ry Ъ

^ 7
%
/■y

Тезликларни кушиш 
теоремасига кура

^ Í ( 2 )

Нисбий з^аракати коор­
дината усулида берил­
ган нуктанинг тезлиги­
ни (6.5) га кура аник­
лаймиз:

______ ‘̂ гу! ________
■г;, =  X / +  уу  =  Г" ^

=  — гл sin тг / г -j-

Ч /■ к eos я t j -  ( 3̂)

М  нуктанинг кучирма
тезлиги дгОу текислик- 6.5-раем,
нинг берилган онда у н ­
га мос келувчи нуктасининг тезлигини аниклаш буйича т опи­
лади. лОу текислиги айланма .!?аракатда булгани учун

=  w ■ ОМ;
бунда

ОМ = у  +  Vr'^(l  +  COS r V s i n

eos (4 )=  r j / 2 j l  - f c o s 7 : / )  =  2 r

Шундай килиб, Vg =  io ■ ОМ =  2r Tí cos — í.

Vg вектори ОМ  га перпендикуляр йуналган. векторни 
Ол  ва Оу уклар буйича ташкил этувчиларга ажратиб ёзамиз:

6.5- расмдан; 

cos а =  cos {ó m ' T i -  i  -  Ü l ± ^ > ,  cos ^1,
ОМ П 2

cos э =  COi {ом, 7 ;

Буни эътиборга олсак,

ОМ

2r c ü j - í  

л sin , JE .
=-----------  =  sin — л

2
2г cos — t

Vg =  2тг/- cos ~  Sin — ¿ — 2nrc os  ^  • cos ^ 7  
^ 2  2 2

(5 )
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=  i r r s i n u / í  — IT/-(1 +  C0S1t/)y (6)
досил булади.

(3) ва (6 ) ни (2) га куямиз:

sin 'Rt ■ I Tíreos и/ • /  -1- ícrsin it/ • Т— тгГ • ~J —

— тег COS Tit ■ j  — — Tzr j ,

Ш у н д а й  килиб, М  нукта тезлигининг модули v  — %r булиб, 
■̂ Оу 5'кка параллел равишда унинг манфий йуналиши томон 
. йуналган экан.

Кучирма даракат айлана буйлаб даракат булгани учун, М  
'нуктанинг абсолют тезланиши Кориолис теоремасидан фойда- 
.ланиб аникланади;

е к и

(7)

Бундаги нисбий тезланишни (6.10) формулага биноан аник­
лаймиз:

=  X i у  j  =  — TtV cos тЛ ■ i — uV sin л/ • j .  (8 ) 

УИ нуктанинг к}?чирма >;аракати узгармас бурчак тезлик билан 

содир булгани учун w^ =  w" ва бу вектор М  нуктадан М О  
буйлаб айланиш уки томон йуналган дамда ОМ .
(4) ни эътиборга олсак,

Wg — w "  —  2tcV cos  —.

— ^  — >
Vg ra ухшаш ни дам x, у  уклар буйича ташкил этувчи­
ларга ажратамиз:

( 5 )  ни эътиборга олсак.

COS а- I —  W g C O i ! J-

w , =  — 2i5VCOS — • cos  — • ¿ — 2 i tV c o s  • sin ^  ■ j  
^ 2 2 2 2

еки

We =  —tcV (1 +  cos «/) • i — V? r sin • It/ j (9)

ДОСИЛ булади .
Кориолис тезланишини (6.14) формуладан аниклаймиз. Ку­

чирма даракат Ог  атрофида соат стрелкаси айланишига мос

келгани учун, u)g =  io вектори шу укнинг йуналишиха,  яъни
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к бирлик вектор йуналишига карама-карши йуналган; у \ 0 Л'

д а : u)g =  — ш • лг =  — и /Í.
Шунинг учун

=  2 X tv  =  — 2 - ^  X  ( — ri: sin it/ • Í - f  ri: cos ■ у ); 

бунда к xT=J, le X  j  =  — i булганидан

=  2 -kV (sin It/ j  +  cos i ) .  {! 0 ).,

(8 ), (9), (10) ифодаларни (7) ra куйиб, з^осил булган муносабатнии 
ихчамласак,

келиб чикади. Демак,  М  нукта тезланишининг модули ■ау=тс®г

га тенг булиэ, w  вектори О х  укка  параллел равишда унинг 
бирлик векторига карама-карши йуналган экан.

19 масала.  А  нуктасида тугри бурчак билан эгилган ОЛВ  
стержень раем текислигига перпендикуляр булган ва О нукта­
дан утувчи УК атрофида айланиб, /? = 0 , 4 ^ 2  м радиусли ёй 
шаклида эгилган кузгалмас С О  стержень буйлаб М  з^алкани 
даракатга келтиради (6 .6 - раем, а). ОАВ  ва С О  стерженлар 
бир текисликда жойлашган.  О А В  стерженнинг А нуктаси О, 
устига тушган пайтда, бу стержень Ш1 =  2 с бурчак тезлик,  
е, ==2 с " ‘‘ бурчак тезлании! билан соат стрелкаси з^аракатига 
тескари йуналишда секинланувчан айланма з(,аракат килади 
деб,  М нуктанинг шу пайтдаги абсолют тезлиги. абсолют тез ­
ланиши дамда ОАВ  стерженга нисбатан нисбий тезлиги ва 
нисбий тезланиши топилсин.



Ечиш. А  нуцта О, билан устма-уст (ушган вазият 6 .6 - раем 
о да тасвирланган. М  нуцтанинг кузгалмас С / ;  стерженга нис­
батан даракати абсолют, ОАВ  стержень билан биргаликда 

кучирма, ОАВ  стержень буйлаб даракати нисбий
дзрзкятдир.

Тезликларни ц^шиш теоремасига кура М  нукта тезлигини 
аницлаимиз:

абсолют тезлик вектори С О  ёйга УИ нуцтада утказилган

уринма буйича, кучирма тезлик вектори О атрофида айла- 
л иш  йуналишига мос равишда 0Л1 га утказилган перпенди­

куляр ,  V,. нисбий тезлик вектори эса АВ  стержень буйлаб 

йуналган.  Буларни эътиборга олиб, томонлари Vg ва v ,̂ диа­

го н ал и  V булган КЬММ параллелограмм цурамиз; бунда ку ­
ч ирма  тезлик мицдори

=ш, • о м  =  0)1 • =  1,60 м/с га тенг.
cos45°

Тугри б у р ч а к н и у ч б у р ч а к д а  /<M¿ =  45° булганидан:
Ü =  Vg eos 45° =  1,60 ■ 0,707 =  1,13 м/с.

K LM  тенг ёнли учбурчак булгани (бурчакларига кура) учун
■и, =  •« =  1,13 м/с.

Энди М  нуцта тезланишларини аницлашга ÿTaMHS.
УИ нуцтанинг абсолют даракати О, марказли айлана буйлаб 

даракат булгани учун унинг абсолют тезланиши

( 1)
формуладан аницланади (6 .6 - раем, б). (1) да =  — =

р к

=  2,24 — ва w„ вектор УИ дан айлана маркази Oj томон 
с“'

йÿнaлгaн;  М нуцта абсолют тезлиги мицдорининг ÿsrapnm 
цонуни номаълум булгани учун формуладан фойда-

л ан а  олмаймиз. УИ нуцтанинг даракатини тезланувчан деб ф а ­

раз  цилиб, "НУт: векторни v  6 ÿAH4 a йуналтирамиз. ни аниц­
лаш  учун Кориолис теоремаси (6.13) дан фойдаланамиз:

W =  w l w'̂ . w'  ̂ w^.

( 1 ) ни эътиборга олсак, цуйидаги досил булади:

+  да" +  œ’J +  (2 )
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Ну 1̂ танинг нисбий з^аракати тугри чизицли б^^лгани учун

= 0 ; шунга кура та, =  булиб,  бу векторни нуцтанинг 
нисбий }<;аракатини тезланувчан деб фараз цилиб, нисбий 
тезлик вектори буйича йуналтирамиз.

(2 ) даги w" ва w ]  цуйидагича топилади:

W о* . о м  =  • R
1 COS 15°

R
‘-Í eos  45‘

=  3,2 м/c^ • ОМ  =

■ =  1 ,6  м /с \

вектор Ж нуцтадан О айланиш марказига цараб йунала­

ди; кучирма з^аракат секинланувчан булгани туфайли век­

тор векторга царши йуналади.

Wg вектор раем текислигига перпендикуляр равишда уцув» 

чи томонга цараб йуналади, w, эса раем текислигида жойлаш­

ган; демак, ва ív векторлари орасидаги бурчак 90° га тенг. 
(6.15) формулага кура Кориолис тезланишини аницлаймиз:

=  2и) г̂), sin 90° =  4,52 м/c^

(2 ) ифодадаги цолган икки вектор мицдорлари ва та, ни Л4лг 
ва уИу уцларга шу вектор тенгламани проекциялаш билан
аницлаймиз;

— та =  та" eos 45° +  та’' eos 45° — та^,
\  е ' е ^

—та„ =  та, — та” eos 45° +  та"" eos 45°.е

М

(3)

(4)

М
С2(3) тенгламадан т а ^ = 1 ,1 3 —, (4) тенгламадан та^ =  — 1,13 

келиб чицади.
Нисбий тезланишнинг манфий ишора билан чициши нисбий 

>саракатнинг тезланувчан эмас, балки еекинланувчанлиги,

та, вектори расмда курсатилган йуналишга тескари йуналга- 
ниня курсатади.

Энди (1) геометрик йигиндига кура та — абсолют тезланиш- 
ни топа оламиз: _______

та =  ]/  та‘ +  =  2.53 м/с^

W вектор йуналишини ^ бурчак орцали аницлаймиз:
W

[А =  arctg — =  aretg 0,5045 ~  27°.
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VII б о б  ЦАТТИЦ ЖИСМНИНГ МУРАККАБ )^АРАКАТИ

Каттик; жисмнинг мураккаб даракатини икки хил усулда 
урганиш мумкин. Биринчи усулда жисмнинг кузгалувчи сис­
темага нисбатан даракатини дамда кузгалувчи системанинг 
кузгалмас системага нисбатан даракатини билган долда жисм 
ихтиёрий нуктасининг абсолют даракати ва бу даракатдаги 
тезлик, тезланиш (6.3), (6 .8 ),  (6.12) муносабатлар асосида то ­
пилади.

Иккинчи усул бирмунча кулай булиб, бунда жисмнинг к у ­
чирма ва нисбий даракатларини билган долда унинг абсолют 
даракати кандай булиши аникланади. Абсолют даракат маълум 
булгач,  бу даракат  турига караб жисм ихтиёрий нуктасининг 
тезлиги,  тезланишини аниклаш мумкин булади, бунда абсолют 
даракатнинг оний бурчак тезлиги ва оний бурчак тезланишини

аниклаш асосий масала булиб колади, чунончи ш ва г маъ­
лум булганда жисм ихтиёрий нуктасининг тезлиги, тезлани­
шини аниклаш масалалари 2 0 , 2 1 - §  лардан бизга аён.

Жисмнинг дам кучирма, дам нисбий даракати илгарилама 
даракат,  шунингдек,  кучирма ва нисбий даракатлари узаро 
параллел ёки кесишувчи уклар атрофидаги айланма даракат 
булган доллар амалда куп учрайдиган доллардир. Ана шу 
долларни куриб чикамиз.

26-§ . Жисмнинг илгарилама ^даракатларини 1̂ ушиш

Каттик жисм О хуг  кузгалувчи координаталар системасига 
—>■

нисбатан V, тезлик билан илгарилама даракатда булсин. Шу 
билан бир вактда О ху г  координаталар системаси 0¡XJУJг^ к у з ­

галмас координаталар системасига нисбатан V2 тезлик билан 
илгарилама даракат килсин (7,1-раем).  У долда жисмнинг ил­

гарилама даракати1а оид теоре­
мага биноан, жисм барча нук* 
таларининг,  шу жумладан и х ­
тиёрий /И нуктасининг кучирма

тезлиги =  1 ,̂, нисбий тезлиги

эса — 1)2 булади.
Тезликларни кушиш теорема­

сига кура жисм А! нуктасининг 
абсолют тезлиги

\7Л)

7 .1 - раем.

тенглик билан аникланади. М 
нукта жисмнинг ихтиёрий ну к ­
таси булгани учун, (7.1) дан к у ­
рамизки, жисм барча нуктала-
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ри бир хил абсолют тезликка эга булади, яъни жисмнинг аб- 
солюг з^аракати илгарилама з^аракат булади.

Шундай килиб, кучирма ва нисбий л;аракатлари и лгари­
лам а даракат  булган  жисмнинг абсолют щ р а к а т и  (̂¡ам 
и лгари лам а х;аракат б^либ, жисм ^^ар бир нуцтасининг 
абсолют, тезлиги куяирма ва нисбий т езликларнинг гео­
метрик йигиндисига тенг. '

27-§ . Жисмнинг кесишувчи 5^клар атрофидаги  
айланма з^аракатларини цушиш

Жисм Oxyz  системага нисбатан бирор Oz  уц атрофида 
бурчак тезлик билан айланма з^аракат цилсин (7 .2-ра ем ) . Охуг 
системанинг узи эса бирор цузгалмас 0 , x , y , 2 j системага нис­

батан 0 ,2 , уц атрофида бурчак тезлик билан айланиб, Oz  
ва 0 )2 , уклар бирор Р  нуцтада кесишсин (Р  нуцта текшири­
лаётган жисмга тегишли булмаслиги }{ам мумкин). Жисм  бир 
йула икки айланма >^аракатда иштирок этаяпги. Улардан бири

P z  уц атрофида бурчак тезлик билан содир булаётган нис­

бий з^аракат, иккинчиси эса Рг ,  уц атрофида бурчак тезлик 
билан содир булаётган кучирма з^аракатдир. Уз-узидан рав­
шанки, Р  нуцтанинг тезлиги нолга тенг. Бу  з^олда жисмнинг 
абсолют :>^аракати Р  нуцтадан -утувш бирор PQ оний уц  
атрофидаги оний айланма щ р а к а т  эканлигини курсатамиз.  
Бунинг учун жисмда тезлиги айни пайтда нолга тенг булган 
иккинчи бир нуцта мавжудлигини курсатиш кифоя. Бурчак

тезлик вектори силжувчи вектор булгани учун ва век­
торларни Р  нуцтага кучириб, бу векторларга P D C E  паралле­
лограмм цурамиз.  Хосил булган С нуцтанинг тезлиги айни 
пайтда нолга тенг булишини ис- 
ботлаймиз. С нуцтанинг нисбий 
з^аракатдаги чизицли тезлик век­

тори ва кучирма з^аракат- 
даги чизицли тезлик вектори 

v .̂ , P D C E  параллелограмм те-
е

кнслигига перпендикуляр равиш­
да бир-бирига царама-царши йу­
налган булиб, модуллари мос 
равишда

X),. =  СО' 

V,. =  СЕ'
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тенгликлар билан ифодаланади.  Бунда ¿̂̂ р о с"=^арес булгани 

учун =  —1»̂, экан. Тезликларни кушиш дакидаги теоре ­
мага асосан:

Vc =  Vc = 0

булади. Демак,  С  нуктанинг айни пайтдаги тезлиги ноль б у ­
лади.

Шундай килиб, Р  ва С нукталар оркали утувчи укдаги 
барча нукталарининг оний тезликлари нолга тенг ва Я 2  ук 
жисмнинг айланиш оний укидан иборат.

Жисмнинг абсолют даракатидаги абсолют бурчак тезлик

вектори <0 ни аниклаймиз. М  жисмнинг ихтиёрий нуктаси 

булсин. М  нуктани Р  нукта билан туташтириб г векторни до- 

сил киламиз. М  нуктанинг абсолют тезлиги V =  ш X  г,  нисбий 

тезлиги ^^==ш^Хг  ва кучирма тезлиги 1)^= ш^х г  формула-
—>- —>

лардан аникланади. Лекин V булгани учун

Ш X  г  =  ш^Хг +  <0  ̂X  г =  (ш,-ь  <«̂ ) X г.

Бу тенгликдан куйидаги келиб чикади.

(О =  (1)̂ . -¡- 0)^. (7.2)''

Шундай килиб, кесишувчи уц л а р  атрофидаги айланм а  
^¡аракатларни цушиш айланиш оний уци атрофидаги оний 
айланм а х,аракатга келтирилиб, бу абсолют :>^аракатнинг 
бурчак т езлик вектори нисбий ва кучирма х^аракатдаги 
бурчак тезлик векторларининг геометрик йигиндисига тенг. 
Умуман,  жисм бир нуктада кесишувчи п та уклар атрофида

(О,, «2. • . • “ л бурчак тезликлар билан айланма даракат килса, 
абсолют бурчак тезлик вектори уларнинг йигиндисига тенг 
булади:

О) == ш, +  ш, 4 - . . . +  ш„.

2 0 - масала.  Сунъий йулдош (Ер маркази билан бирга „к уз­
галмас“ юлдузларга нисбатан илгарилама даракат килувчи ко ­
ординаталар системасига нисбатан) v  — ^fi км/с тезлик билан 
Ернинг айланиш йуналишида Ер атрофида доиравий орбита 
буйлаб айланади ( / 'З-расм) .  Ер радиуси /? =  6370 км, орбита 
баландлиги / /  =  230 км, орбита текислиги экватор текислиги 
билан р =  51° бурчак ташкил этади деб,  йулдошнинг Ерга 
нисбатан бурчак тезлиги топилсин.

Ечиш.  Сунъий йулдошнинг V тезлик билан даракати абсо-
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лют з^аракат, Ер билан бирга- 
ликдагн айланиши кучирма з^а- 
ракат,  Ерга нисбатан з^аракати 
нисбий з^аракатдан иборат деб 
караймиз.  У з^олда кучирма }̂ а- 
ракат бурчак тезлиги Ернинг уз 
уки атрофида айланишидаги бур­
чак тезликдан иборат:

2тс
24 • 3600 

= 7 ,2 7  • 10"® с“ ‘. ( 1 )
<0  ̂ вектори Ернинг SN  айланиш 
уки буйлаб йуналган.

Йулдошнинг абсолют тезли- 7.3-раем,
ги v  =  io {R ~ ^ H )  га тенг. Б у н ­
дан абсолют >^аракат бурчак тезлигини аниклаймиз:

V

R + н
=  118,18 • 1 0 ~'  ̂ с " ’.

Йулдошнинг LL орбита текислиги W W  экватор текислиги би­
лан р бурчак ташкил этгани учун абсолют даракат  бурчак

тезлиги вектори ш S N  ук  билан шу § бурчак досил цилади.
(7.2) формулага кура

<0 = “ г.

Бундан фойдаланиб, аникланган ш, векторларга мос келувчи

ОАВС  параллелограмм курамиз (« —параллелограмм диагона-

ли, ü)g — унинг бир томони булиши керак).

ОАВС  параллелограммнинг ОВ  томони ни ифодалайди. 
Косинуслар теоремасига кура ОВС  учбурчакдан ОВ=ш ^ ни 
аниклаймиз:

Y
=  ] /  <й'̂  - j -  (В* — 2ш^(в COS р =

(0  ̂4 - , -------
« ^ \ / ?  - ь я

_5

R +  H
to ва векторларнинг экватор текислигидаги проекциялари­
нинг тенглиги расмдан куриниб турибди:

<ucos (90° — Р ) =  cos (№̂ , W W ).

Бу тенгликдан векторининг экватор текислиги билан таш ­
кил килган бурчагини аниклаймиз:

cos ( « С = ^ ^ ^ = 0 , 8 0 7 4 .
“ /•
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28-§ . Жисмнинг параллел уцлар атрофидаги  
айланма ^даракатларини ц^шиш

Жисм О к у г  системага нисбатан О г  ук атрофида и)̂  бурчак 
тезлик билан айланма даракатда булсин (7 .4 -раем). О луг  сис­
тема эса шу вактнинг узида кузгалмас О^х^у^г  ̂ системага нис­

батан Ог  укка параллел булган 0 ,2 , ук атрофида бурчак 
тезлик билан айлансин. У долда жисм ихтиёрий М  нуктаси­
нинг тезлиги тезликларни кушиш теоремасига кура куйида­
гича аникланади:

V = = V ,+  V,.

Бунда нуктанинг кучирма ва нисбий тезликлари 0 ,2 , ва О г  
укларига перпендикуляр текисликда ёггани учун унинг абсо­
лют тезлиги хам шу текисликда ётади. /И — жисмнинг ихтиё­
рий нуктасидир; демак, жисмнинг дамма нукталари 0 ,2 , укка 
перпендикуляр булган 0 ,х,у,  текисликка параллел текислик- 
ларда даракатланади, яъни бу долда жисмнинг абсолют дара­
кати текис параллел даракатга келтирилади. Жисмнинг текис 
параллел даракатини тезликлар оний марказидан утувчи айла­
ниш оний уки атрофида айланма даракат деб караш мумкин 
эди. Шундай килиб, куйилган масалани дал килиш айланиш 
оний укининг долатини аниклаш ва шу оний ук атрофидаги 
абсолют даракатнинг оний бурчак тезлигини аниклашга кел­
тирилади. Айланиш оний укининг долати албатта кучирма ва 
нисбий даракатларнинг айланиш йуналишига боглик. Бунда 
куйидаги уч дол булиши мумкин:

1 1 ва (О, векторлари бир хил йуналишга эга, яъни кучир­
ма ва нисбий даракатларнинг айланиш йуналишлари бир хил;

7.4- раем.
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2 ) (0  ̂ в а со̂  векторлари карама-царши томонга йуналган бу­
либ, мицдорлари тенг эмас;

3) ва мицдорлари тенг ва антипараллел йуналган з^ол. 
}^ар учала з^олни алоз^ида-алодида куриб чицамиз.
1. П а р а л л ел  ^цлар атрофида бир х а л  Щ налиш даш а й ­

ланм а >^аракатларна ц^шиш.
Кучирма ва нисбий ^¡аракатлар мос равишда ва Ог  уц- 

ларнинг мусбат учидан цараганда соат стрелкаси айланишига 
тескари йуналишдаги айланма з^аракатлардан иборат булсин. 
Айланиш оний уци нинг 0 ,2 , ёки О г  уцларга параллел 
булиши равшан; шунинг учун Р  нуцта з^олатини топиш кифоя.

Жисмда 0 , х , у ,  текисликка параллел текислик утказиш на­
тижасида унда з^осил булган текис шаклни 5, бу текис шакл 
билан О г  ва 0 , г ,  уцларнинг кесишиш нуцталари мос равишда 
А ъа В булсин (7 .4 -раем). У з^олда Л ва 5  нуцталарнинг т ез ­
лиги

• ' 4 ^ .  (7.3)
=  (7.4)

—>• —>
тенгликлар билан аницланиб, ва векторлар узаро парал­
лел, царама- царши томонга йуналган. Тезликлар оний марка­
зини аницлаш цоидасига кура, бу з^олда Р  нуцта АВ  кесма

билан ва "'д векторлар учларини туташтирувчи С О  тугри 
чизицнинг кесишиш нуцтасида булади. Абсолют з^аракат оний

бурчак тезлигини ш десак,
VJ^=^|)■PA, ^^ =  ш - Р В

уринли булади. Буларни (7.3) ва (7.4) га цуямиз:
(О . РЛ  =  ш, • (7.5)
ш - Р В = ю , - А В .  (7.6)

(7.5) ва (7.6) ифодаларни з^адма-з^ад булсак,
РА  _ 0)̂

'Р В ~
(7.7)

келиб чицади. (7.7) дан Р  нуцта з^олати аницланади.
(7.5) ва (7.6) ни )^адма-)^ад цушайлик:

(О { РА  -1- РВ) =  (со, +  (О,) . АВ

ёки
С0 = ( 0, +  “ г- (7-^)

(7.8) дан абсолют з^аракатнинг оний бурчак тезлиги аницла­
нади.

Шундай цилиб, п а р а л л ел  уц л ар  атрофида жисмнинг бир 
х и л  йуналишдаги айланм а щ р а к а т л а р и  шу уц л а р га  п арал-
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л е л  булган,  х,олати (7.7) тенглик билан аникланувчи а й л а ­
ниш оний уци атрофидаги оний айланма даракат дан ибо­
рат-, бу абсолют л^аракатнинг оний бурчак тезлиги кучир­
ма ва нисбий щ р а к а т л а р  бурчак тезликларининг арифме 
тик йигиндисига тенг.

Агар жисм п та параллел уцлар атрофида бир томонга

йуналган ш,, Шз, бурчак тезликлар билан айланма }(;а-
ракатда булса, абсолют ^даракатнинг оний бурчак тезлиги у л ар ­
нинг йигиндисига тенг булади:

(О =  О), +  ®2 +  • • • +  <“ «•

2. Бурчак т езликлари мицдоо жах;атдан тенг булмай,  
царам а-царш и томонга йуналган айланма ^¡аракатларни 
цушиш. Жисмнинг нисбий х,аракати Ог  укнинг мусбат учидан 
Караганда соат стрелкаси айланиши буйича, кучирма з^аракат 
эса О̂ г  ̂ укнинг мусбат учидан Караганда соат стрелкаси ^г- 
ракатига тескари йуналишда ^$амда булсин (7 .5 -раем).

Бу долда дам аввалги 1-долдаги сингари муло^азалар юри- 
тиб, жисмнинг абсолют л^аракати Р  нуцтадан утувчи РО. 
айланиш оний уци атрофидаги оний айланма л^аракатдан 
иборат булишини, бу оний айланма л^аракат бурчак т езл и ­
ги кучирма ва нисбий у^аракатлар бурчак тезликларининг  
алгебраик йигиндисига тенглигини, яъни ю=ш^ — э канли­
гини исбот цилиш мумкин; айланиш оний уцининг х;олати 
(7) тенглик билан аницланиб, Р  нуцта АВ оралицда эмас, 
балки цайси х;аракатнинг бурчак тезлиги катта булса, шу 
томонда АВ кесма ташцарисида жойлашади. Абсолют дара­
катнинг бурчак тезлиги, берилган айланиш уцларига параллел 
равишда, бурчак тезлиги катта булган даракатнинг бурчак т ез ­
лиги векторига мос йуналади.

7.5- раем.



3. Бурчак т езликлари  
мицдор жи,\атдан теш. 
йуналишлари параллел ,  
царама - царши томонга 
айланувчи )^аракатларни 
цушиш. Бу з^олда жисмнинг 
абсолют }?аракатини аник­
лаш учун 5  текис ша кл да­
ги ихтиёрий М  нуктанинг 
тезлигини аниклаймиз (7.6- 
расм). Тезликларни кушиш

теоремасига кура г)^='У^ +  

+  í •
кучирма тезлик миц-

д

у

S
ь
X \

\
S 1а

L >гг

V J

ч 1 ч
у

7.6- раем

дори
v = M ß  ■ (7.9)

тенглик билан аникланиб, S  текис шакл текислигида M B  га 

перпендикуляр йуналган, нисбий тезлик мицдори
v . ^ M A - w ,  (7.10)

га тенг ва j .  МА.
—>■ —

Vm =  тенгликка кура курилган MKL  учбурчак билан
В МА  учбурчак ухшашдир;  чунки K L j _ B M ,  К М ± _ М А  ва

MK L  — ВМ А.  (7.9), (7 10) ифодаларни д;амда M K h  ва В М А  
учбурчакларнинг ухшашлигиии эътиборга олиб, куйидагини 
з^осил киламиз:

I/ _  t/g _ _  V f  _

Ä s ” в  м. МА

Бундан
•0 =  00̂  • АВ. (7.11)

МКЬ  ва ВМА  ухшаш учбурчакларнинг иккитадан томонлари 
мос равишда узаро перпендикуляр булгани учун АВ  ва ML

томонлари з^ам узаро перпендикулярдир. Демак,  V абсолют 
тезлик вектори АВ кесмага перпендикуляр. М — текис шакл- 
нинг ихтиёрий нуктаси булганидан бу шакл барча нукталари­
нинг абсолют тезликлари АВ  га перпендикуляр ва микдорла- 
ри узаро тенг. Демак,  5  кесимнинг, уз  навбатида жисмнинг 
абсолют з^аракати илгарилама з^аракатдан ибораг экан.

П араллел  уцлар атрофида царама-царши йуналишда бир 
хил  бур ш к  тезлик балан содар булувчи. икки айланма л^а- 
ракат  ж уфт айланиш деб ^ам аталади; (7.11) тенглик Ги-
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7.7- раем .

лан аникланувчи V микдор эса ж уфт айланиш момент.и 
дейилади.  Шундай килиб, жуфт айланиш илгарилама даракат­
га эквивалент булиб, бундай ^¡аракатдага жисм нуцтаси­
нинг тезлиги. ж уфт айланиш. момешпига тенг.

2 1 - масала.  2 0 - масалада Сунъий йулдош доиравий орбита 
буйлаб экватор текислигида даракатланади деб олиб, у рарб- 
дан шаркка томон (7 ,7 -раем, а) ва шаркдан гарбга томон 
(7 .7 -раем, б) учаёгган доллар учун Сунъий йулдошнинг Ерга 
нисбатан бурчак тезлиги аниклансин.

Ечиш.  Ер гарбдан шаркка караб уз уки атрофида айлана­
ди; бунда кучирма даракат  бурчак тезлиги со̂  =  7,27 • 10~® с ~ \  
абсолют даракат бурчак тезлиги ш =  -77- ^ ,  =  118,18 • 10“  ̂ с“ ^

Н-\- н
эканлиги 2 0 - масаладан бизга аён.

Агар Сунъий йулдош гарбдан шаркка караб экватор т е ­

кислигида дзракатланса, со̂ , ш ва шу билан бирга т, вектор­
ларининг йуналишлари бир хил булади. Бу долда бир хил 
й\ налишдаги уклар атрофидаги айланма даракатларни кушиш- 
ла ,'^осил килинган (7.8) формуладан фойдаланамиз:

О) = ( 0  ̂+

10 ^  с ‘ досил булади.Бу  тенгликдан со̂  =  ш — св^= 110,91
Сунъий йулдош экватор текислигида шаркдан гарбга караб

учса,  абсолют даракат бурчак тезлик вектори и> билан нисбий

даракат бурчак тезлиги вектори кучирма даракат бурчак

тезлик вектори га карама- карши йуналади.
Бу долда кучирма ва нисбий даракатлар карама-карши 

йуналишда булгани учун абсолют даракат бурчак тезлиги куй и ­
дагича аникланади;

Бундан 0)̂  =  О) +  “ е =  125,45

_________________________

10 ® с ’ келиб чикади.



С Т А Т И К А

VIII б о б .  СТАТИКА АСОСЛАРИ

29-§ . Статиканинг асосий тушунчалари

Статиканн[1г асосий тушунчаларидан бири кучдир. М еха-  
никада икки ёки ундан орп.иц жисмлар узаро  таъсирининг 
мицОорий улчовини белгиловчи кат т алик куч дейилади. Куч­
нинг жисмга таъсири кучнинг йуналиши, мицдори ва цуйи- 
лиш нуцтаси  билан аницланади. Тинч ^олатда турган эркин 
жисм куч таъсирида олган х;аракатининг йуналиши кучнинг 
йуналишини белгилайди. Кучнинг мицдорини аницлашда уни 
куч бирлиги учун цабул цилинган бирор катталик билан тац- 
цосланади. Куч жисмнинг цайси нуцтасига таъсир этса, шу 
нуцта кучнинг цуйилиш нуцтаси булади.

Шундай цилиб, куч вектор катталик булиб, унинг узунли­
ги чизмада маълум масштабда кучнинг мицдорини, стрелканинг

йуналиши эса кучнинг йуналишини ифодалайди ва F = A B  век­
тор орцали тасвирланади. Куч вектори буйича ут казилган  
турри чизиц ( CD)  кучнинг таъсир чизири дейилади  (8 . 1- 
расм). Куч, одатда,  лотин алифбесидаги бош з^арфлар билан 
белгиланади.

—> ■ >
Жисмга бир неча F̂ , . . F,̂  кучлар таъсир этса, бу

кучлар туплами кучлар системаси л а т  ва (/•,, F ,̂ . 
тарзида белгиланади.

—► —>• —> —>•
(Р,,  F,¿, . . , t „) ва (У,, Qj...........Q^) кучлар системалари-

нинг )^ар бири .жисмга бир хил таъсир курсатса, улар узаро  
эквивалент кучлар системаси дейилади. Кучлар системаси­
нинг узаро эквивалентлигини цуйида­
ги куринишда ёзамиз;

( Л .  ...........^  (О.. Q2.....................Q J-

Агар кучлар  сист,емаси битта  
кучга эквивалент булса, бу куч бе~ 
рл лга н  кучлап системасининг тенг  
таъсир этувчиси йеаилади. Масалан,
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т

(Р, ) ,  р, , булса,

таъсир

/? — тенг таъсир этувчи, Р , ,  

этувчининг ташкил этувчила-/^2, эса тенг
ридир.

Бирор кучлар системаси таъсирида жисм тинч ;^олатда тур- 
са ёки унинг барча нукталари узгармас ва бир хил тезлик би­
лан )^аракатланса, бундай кучлар системаси мувозанатлаш ган  
ёки нолга эквивалент кучлар  системаси дейилади }^амда куйи­
даги куринишда ёзилади:

( Л ,  Р.,  . . ,, Т’̂ ) со 0 .

Мувозанатлашган кучлар системасини ташкил эгувчи ку ч ­
лар дан  бири колган ташкил этувчиларини мувозанатловчи  
к у ч  булади.

Бир неча жисмдан ташкил топган системага таъсир этувчи 
кучларни ички ва ташци кучларга  ажратиш мумкин. Систе­
м а н и  ташкил этувчи жисмларнинг узаро  таъсир кучлари  
ички кучлар  дейилади. Системага таъсир этувчи кучлар  шу 
система таркибига кирмайдиган ж исмлар орцала цуйилган  
булса ,  у л а р  ташци кучлар дейилади.

Статикада асосан икки хил масала } а̂л килинади. Кучлар 
системасини содда ;^олга келтириш статиканинг биринчи асо­
сий масаласидан  иборат. Жисмнинг кучлар системаси таъси­
ридаги мувозанат шартларини аниклаш эса статиканинг и к ­
кинчи асосий масаласидир.

30-§.  Статика ак сиомалари

Статика бир неча аксиомаларга асосланган.
1 - а КС и о м а  (икки кучнинг мувозанати ?^акидаги аксиома): 

жисм икки куч таъсирида м увозанат да булиши учун бу 
к у ч л а р  мицдор жих;атдан тенг, бир т^гри, чизиц буй лаб  
царам а-царш и й уналган  булиши за р ур  ва етарлидир  (8 .2 - 
расм).

2 - а к с и о м а  (мувозанатлашувчи кучларни кушиш ёки айи- 
риш  х;акидаги аксиома): жисмга цуйилган кучлар  система- 
са га  мувозанат лаш ган кучлар  системасини цушиш ёки ун ­
дан  айириш билан л^осил цилинган система берилган куялар

системасига эквивалент булади.  Ма­

салан, ( ^ 1, Рг- . • •, — берилган

кучлар системаси, ( Р , ,  р 2, . . Ок) 
система эса мувозанатлашган кучлар

системаси булсин У долда (Р , ,  Ра. 

• • •> Р ( ^ 1. ^ 2. • • •• ^п' ^ 1'

. . . .

П2

8 .2 - раем.



Биринчи ва иккинчи аксиомадан куйидаги натижа келиб 
чикади.

1 - н а т и ж а .  Кучнинг м щ д о р  ва йуналишини, узгарт ирмай  
узининг таъсир чизиги б уй ла б  жисмнинг бошца нуцт асига  
кучириш билан кучнинг ж исмга таъсара узгармайди.

—

Исбот. Жисмнинг бирор А нуктасига Р  куч куйилган бул-
-  > -

син (8.3- раем). Жисмда олинган ва Р  кучнинг таъсир чизи- 

гида ётувчи В нуктага шундай (/^,, /^2) мувозанатлашган куч- 

лар системасини куямизки,  бу системани ташкил килувчи Р̂  

ва Р '2 кучларнинг мицдорлари / ' к у ч н и н г  мицдорига тенг, т а ъ ­

сир чизиклари эса кучнинг таъсир чизиги билан умумий бул­

син. У з^олда 2 - аксиомага асосан: Р ^ { Р ,  Р. )̂. Биринчи

аксиомага кура Р  ва Р  ̂ кучлар мувозанатлашган кучлар сис­
темасини ташкил килади. Уларни ташлаб юборамиз. Натижада

жисмга таъсир этувчи битта, Р  кучга эквивалент булган ва В

нуктага куйилган Р  ̂ куч колади. Натижа исботланди.
3 - а к с и о м а  (кучлар параллелограми )«,акидаги аксиома): 

жисмнинг бирор нуцтасига цуйилган ва бир т угри чизицда 
ётмайдиган икки кучнинг тенг таъсир этувчиси, мицдор ва 
йуналиш жи^^атдан шу кучларга  цурилган п а р а лл ел о гр а м м ­
нинг кучлар  цуйилган нуцтадан утувчи диагонали билан  
ифодаланади  (8.4- раем).

Элементар физика курсидан маълум булган бу цоида куйи­
даги геометрик тенглик билан ифода этилади:

(8 . 1)

р1 ва р 2 кучлар йуналишлари орасидаги бурчакни а билан бел­
гиласак, тенг таъсир этувчининг модулини косинуслар теоре­
масига асосан топишимиз мумкин:

(8 .2 )

8 - 5 9 5 5

6.3- рас^ . 8.4- раем.
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8.5- раем .

4 - а к с и о м а  (таъсир ва акс 
таъсир }<;анидаги аксиома): 
цандай таъсирга унга тенг ва 
бир турри ш зи ц  буйлаб цара-  
ма-цаши томонга йуналган акс 
таъсир мос келади.  Бу ерда 
шуни таъкидлаб утиш керакки, 
умуман олганда, таъсир ва акс 
таъсирни белгиловчи кучлар 
бошка-бошка жисмларга к у ­
йилган булгани учун улар муво­
занатлашган кучлар системасини 
ташкил килмайди.

2 - н а т и ж а .  Мувозанатдаги жисмнинг ихтиёрий икки  
нуцтаси бир- бирига узаро  тенг ва царама- царши йуналган  
икки куя билан таъсир цилиб, бу кучлар  мувозанат лаш ган  
системани ташкил цилади. ^акикатан,  4- аксиомага асосан 
жисм ихтиёрий икки нуктаси орасидаги таъсир кучлар узаро 
тенг булиб, карама-карши йуналган булади. I -аксиомага асо­
сан эса, жисм мувозанатда булгани учун бу кучлар мувоза­
натлашган булади.

3 - н а т и ж а .  Жисмнинг мувозанати фацат ташци кучлар  
билангина белгиланади.  ^акикатан,  мувозанати текширилаёт­
ган жисм нукталари орасидаги узаро таъсир кучлар (ички куч ­
лар) 2 - натижага асосан мувозанатлашувчи кучлар системаси­
ни ташкил килади. 2 - аксиомага асосан бу системани тушириб 
колдириш мумкин. У долда жисмга таъсир килувчи ташци 
кучларгина цолади.

4- н а т и ж а. Бир текисликда ётувчи п а р а л л ел  булмаган. 
учта куч узаро  мувозанатлашса, уларнинг таъсир чизицла.- 
ри бир нуцтада кесишади.

Исбот. Л,,  ^ 3  нукталарга куйилган Б,, ~Р.̂ , кучлар 
бир текисликда жойлашиб,  уларнинг таъсир чизиклари узаро 
параллел булмасин ( 8 . 5 - раем) ва

(F.) ,  Рг, Р з ) ^ 0  (8.3)

шарт бажарилсин.  Бу учта кучнинг таъсир чизицлари битта

нуктада кесишишини исботлаймиз. Р ,  ва F̂  кучлар бир текис- 
ликдаги параллел булмаган кучлар булганидан, уларнинг таъ­
сир чизикларини давом эттирсак, албатта бирор нуктада кеси­

шади; бу кесишиш нуктаси О булсин. 1- натижага биноан Р,  

ва р 2 кучларни Л,  ва Ла нукталардан О нуктага кУчириб, 

кучлар параллелограми аксиомасига кура кушсак, (Р, ,  P j )  со 

с о /?j 2 досил булади, У долда (8.3) ифода 
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куринишни олади. Бунда /?, 2 куч О нуцтага куйилгани учун

1 - аксиомага кура F■¿ кучнинг таъсир чизиги дам албатта О 
нуцтадан утиши шарт. Демак,  берилган учта кучнинг таъсир 
чизицлари битта О нуцтада кесишади. Бу 4- натижа уч куя- 
нинг мувозанат и ^^ацидага теорема  деб аталади,

31-§ . Богланишлар. Богланиш турлари 
ва реакция кучлари

Ж исм нинг фазодаги ^^аракати бирор йуналишда яеклан-  
ган булса, у  богланишдаги ёки эркин булм аган  жисм дейи­
лади. '

Каракат ни яекловяи сабаб богланиш дейилади.
Богланишнинг жисмга курсатадиган механик таъсирини 

ифодаловчи кучга  богланиш реакция куяи дейилади. Богла­
ниш жисм даракатига цайси йуналишда тусцинлик килса, р е ­
акция кучи шу йуналишга тескари томон йуналган булади.

Статиканинг цонун ва цоидалари асосан эркин жисм учун 
берилади. Богланишдаги жисмга бу цонун-цоидалар цуллани- 
лишидан аввал, у эркин жисм куринишига келтирилиши к е ­
рак. Бунда цуйидаги богланиш аксиомасидан  фойдаланилади: 
богланишдаги жисмни эркин жисм ^^олига келтириш уяун  
ун га  таъсир этувяи куялар  цаторига богланиш реакция к у ­
чини цушиб олиш кифоя.

Табиатда купинча богланишдаги жисмларга дуч келамиз.  
Уларни эркин долга келтиришда богланиш турига цараб, р е ­
акция кучлари цандай йуналганини аввалдан курсата билиш 
мудим адамиятга эга. Борланишлар цаттиц ва эластик жисмлар 
воситасида цуйилган булиши мумкин. Шулардан айрим богла- 
ниш турларини ва бу богланишда реакция кучлари цандай 
йуналтирилиши билан танишамиз.

1. Жисм силлиц сиртнинг Л нуцтасига таянган булсин (8 .6 - 
расм). Бу долда сирт, жисмнинг сиртга утказилган нормал 
65^'йича даракатини чеклагани сабабли, реакция кучи А нуцта­
да сиртга утказилган нормал буйича йуналади ва нормал р е ­

акция куяи  дейилиб, Л/д каби белгиланади. Агар силлиц сирт 
урнида жисм силлиц текисликка бир нуцтада таянган булев, 
реакция кучи шу текисликка таянч нуцтасида утказилган пер ­
пендикуляр буйлаб йуналади.

2. Агар жисм таянган сирг гадир-будир булса (8 ,7 -раем),

Л/^ нормал реакция кучидан ташцари сиртга Л нуцтада у т к а ­
зилган уринма буйича йуналган реакция кучини х,ам цушиш

керак. реакция кучининг сиртга утказилган уринма буйича

■^з) О
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ВоглапишЭаги
жисм

8.6 раем . 8./- раем .

йуналган ташкил этувчиси ишцаланиш кучи дейилади.  
Ишцаланиш кучи билан нормал реакция кучи узаро

тенгликка  кура  богланган;  бунда  f — шищланиш коэффици­
е н та  дейилади.

3.  Жисм (балка) икки ёцли бурчакнинг  циррасига ёки ст ер ­
женнинг  уткир учига  А нуцтада  таянган булиб, жисм ва бог­
ланиш орасида ишцаланиш булмаса ,  реакц и я  кучи А нуц та да  
жисм га  утказилган перпендикуляр буйича йуналади ( 8 .8 - раем,
а, б).

4. Жисм эластик жисмлар  (ип, занжир ва д.  ц.) орцали 
богланган булса ( 8 . 9 - раем),  богланиш реакция кучи богланиш 
буйлаб йуналади.

5. Жисм шарнир воситасида богланган.  Агар жисм бирик­
тирилган иккинчи жи смга  нисбатан бирор уц ёки нуцта атро­
фида айланиши мумкин булса,  бундай богланиш шарнирли 
борланиш дейилади.

Шарнир уци даракатланиши мумкин  булса,  у  цузгалувяи  
шарнирли богланиш дейилади.  К у з гал ув чи  шарнирли богла ­
ниш реакция кучи  шарнирнинг таянч текислигига  утказилган 
перпендикуляр буйлаб йуналади.  Куз галув чи  шарнирли богла­
ниш 8 . 1 0 - расмдаги каби тасвирланади.

Шарнир уци бириктирилган жисм цузг алмас  булган долда  
богланиш цузгалмас шарнирли богланиш л& М лат. Куз галмас

Ш Ш Ш Ш , У /////Ш Ш /////Ш А :

8 8- раем . 8.9- раем.

116



8.10- раем.

шарнирли бошланиш цилиндрик 
ёки сферик шарнир булиши м у м ­
кин.

Цилиндрик шарнирли (8.11- 
расм) борланишнинг реакция к у чи  
шарнир у к и г а  перпендикуляр т е ­
кисликда  жойлашади ,  лекин унинг  
йуналишини аввалдан курсатиб 
булмайди .  Б у  долда  реакция  к у ­
чининг узаро дам да  шарнир у к и га  
перпендикуляр булган иккита ук

буйича ташкил эгувчиларн (А'^, 

олинади.
Сферик шарнирли богланиш ( 8 . 1 2 - раем) реакция кучининг  

йуналишини дам аввалдан курсатиб булмайди;  бу  д олда  р е а к ­
ция кучининг  узаро перпендикуляр булган учта  у к д а ги  т а ш ­

кил этувчилари (Х^, Кд, Zд) олинади.
6 . Жисм вазнсиз стержень воситасида шарнирли богланган 

булсин. Жисмни борловчи стерженнинг  огирлиги жисм огир- 
лигига нисбатан ж у д а  кичик булиб,  стержень учларидан бош- 
ка нукталарига  ?^еч кандай к у ч  таъсир этмаса,  у  вазнсиз стер­
жень дейилади.  Вазнсиз стер ж ень реакция кучи богланиш 
буйича йуналади.  Бунда  стерж ень чузиладиган булса,  р е а к ­
ция кучи жисмдан стержень буйлаб ташцарига ( 8 . 1 3 - раем, а)у

8,13- раем.
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кисиладиган булса,  стержень буйлаб жисмга  цараб ( 8 . 1 3 - раем,  
б) йуналади.

Богланишларнинг  колган турлари билан кейинроц, конкрет  
масалалар ечишда танишамиз.

3 2 -§ .  Бир нунтага  цуйилган кучлар  системаси

Бир нуцта га  цуйилган (/ , ,  • • • , кучлар  системаси 
уч ун  статиканинг  биринчи ва иккинчи масалалари цандай дал 
цилиниши билан танишамиз.  Аницлик учун  га =  4 булсин, я ъ ­

ни А нуцтага цуйилган р 2, к учлар  системаси берил- 
ганида  ( 8 . 1 4 - раем,  а), аввал  бу  кучларни  цушиш, яъни содда

долга  келтириш билан шугулланамиз ,  Бунинг  учун  Р̂  ва Р̂  
кучларни параллелограмм аксиомаси буйича цушиб,  у л а р г а  э к ­

вивалент  булган кучни досил циламиз;

^ 1,2 =  Л

Сунгра  /?,2 *^уч билан Р̂  к у ч г а  параллелограмм цуриб, 

Нх 2,ъ аницлаймиз:

^ 1, 2, 3 ~  ^ 1. 2 +  ^3  =  ^  1 +  ^2  -Ь  ^3

Нидоят,  2 3 билан Р  ̂ ни цушамиз ;

^ 1, 2, 3 +  Р Р  1 + ^ 2  +  ^ 3 + ^ 4 -

Агар бир нуцтага цуйилган п та  кучлар берилган булса ,  охир ­
ги тенглик цуйидаги цуринишда ёзилади:

(8.4)
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Шундай килиб, бир н уцтага цуйилган кучлар системасини  
цушиш натиэюасида бу кучлар б и т т а  куч — тенг таъсир 
этувчига келтирилар экан:

( Л .  ^ 2.

(8  4)  га биноан, бир н уцтага цуйилган кучлар систем а­
сининг тенг таъсир этувчиси таш кил этувчи кучларнинг 
геометрик йириндисига тенг б^либ, у мазкур кучлар цу­
йилган нуцтага цуйилган булади.

Бир нуктаг а  куйилган ку члар  системасини ку шишда  парал­
лелограмм усул и урнига  векторларни куши шдаги  уч бурчак  
усул ид ан  дам фойдаланиш мумкин.  Бунинг учун  О нуктаг а

куйилган Р ,  кучнинг  А учига ( 8 . 1 4 -раем, б) кучни узига  
тенг  ва параллел килиб куямиз ,  сунгра  бу куч учи В нуктага

Рз кучни,  нидоят,  Рз кучнинг  С учига  ~Р̂  кучни куйиб,  бош­

лангич О нуктани Р  ̂ кучнинг  О учи билан туташтириш нати- 
—̂

ж а си да  Н тенг таъсир зтувчини досил киламиз.  Кучларни у ч ­
бурчак  усул и билан ку ши шда досил булган ОАВС к у п бурчак  
куч купбурчаги дейилади.  Агар к у ч  купбурчагида  ку ч  стрелка- 
лари к е тма -кет  йуналган булса, у ёпиц куч купбурчаги дейи ­
лади.

(8.4)  ифодани Д е к а р т  координата ук ларига  проекциялайлик :

^ . =  2/=/.- Я г - \ р и .  (8.5)
г=1 г=1 ,=1

Агар бир нук та га  куйилган кучларнинг  координата у к л а р и ­
даги проекцияларн Р Р и  ®ник булса,  бундай кучлар сис­
темаси тенг  таъсир этувчисининг  координата укларида ги про- 
екциялари Яг  (8.5) формулалар билан аникланиши м у м ­
кин. У до лда  тенг  таъсир этувчи модули

/ Р< + 21=1
р,

\2
>У + (8 .6;fx

у
формуладан,  йуналиши эса

cos (Я ,  cos (Я,  Я =  cos (Я .  ¿ ) = - ^  (8.7)/X И
йуналтирувчи косинуслар оркали аникланади.  Кучни коорди­
ната Укларидаги проекцияларига ку ра  аниклашга  кучни ан али ­
ти к  усулда аницлаш  дейилади.  Бир н уцтага цуйилган куч­
лар системасининг тен г таъсир этувчисини ( 8 .6 ) ва  (8.7)  
формулалар асосида аниклаш уни ан али ти к усулда аницлаш  
дейилади.



Агар бир нук таг а  куйилган ку члар  системаси таъсиридаги

жисм м увоза наг да  булса ,  бу  кучларни к у ш - а к ,  /? =  О келиб

чикади ва аксинча,  булса ,  берилган ку члар  системаси
м увоза натл аш увчи ку члар  системасини ташкил эгади.  Бу  до л­
да  (8.4) дан

= 0 (8.8)

келиб чикали.  (8.81  бир нук та га  к р и л г а н  кучлар  системаси 
мувозанатининг зарурий ва етарли шартларини ифодалайди: 
бир н уктага  цуНилган кучлар системаси мувозанатда були­
ши учун таискил этувчи кучларнинг геометрик йигиндиси 
нолга тенг булиши зарур ва етарлидир.

Агар ку члар  системасининг  муво за на т  долатида  берилган 
ку чларга  ку ч  купбурчагини ку рс ак ,  у  ОАЬСО ёпик к у п б ур -  
чакдан иборат булади ( 8 . 1 5 - раем),  Шунга  кура ,  бир н уц тага  
цуйилган кучлар системаси мувозанатда булиши учун т а ш ­
кил этувчи кучларга цурилгин куч купбурчагининг ёпиц бу­
лиши зарур ва етарлидир. Бу бар н уцтага цуйилган куч­
лар  системаси мувозанати ш артлариниш  геометрик усул­
да ифодаланишидир.

/? =  0  булга нд а  (8 .6 ) тенгликдан

У б , = о у  я  = 0 , У^  IX * ^  1у ’ /г
¿=1 ¿=1 1=1

(8.9)

келиб чикади;  аксинча,  (8.9)  уринли б\“лса,  1^= 0  келиб чика­
ди.  (8.9) муносабатлар бар н уцтага цуйилган кучлар систе­
маси мувозанати зарурий ва етар ли  ишртларининг анали­
ти к  усулда ифодаланиисидир. Бинобарин, бир н уцтага цЩ- 
илган кучлар системаси м увозанатда Ьулиша учун таш ки л  
этувчи кучларнинг узаро перпендикуляр уч та  уцдаги про-

'////у м

ж -*'1 Vр\

1 1 \
N

Т п г —
6

\р

8.16- раем.
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екцияларинит алгебраик й ’лгиндалари алодида- алол^ида нол­
га тенг булиши зарур ва етарлидир.

Изо?^. Ташкил этувчиларининг  таъсир чизиклари битта н у к ­
тада  кесишадиган к у чл ар  системаси кесишувчи куялар систе­
маси дейилади.  Кесишувчи кучлар системаси ташкил э т у в ч и л а ­
рини 3 ' ) - §  даги 1- натижага  ку ра  таъсир чизикларининг кесишиш 
нуктасига  кучирилса ,  бир нуцтага куйилган ку ч л а р  системаси 
досил булади.  Бинобарин, кесишувчи кучлар системасини кушиш 
бир нук та га  куйилган ку ч л а р  системасини ку ш и ш га  келтири-  
либ, кесишувчи ку чл ар  системаси таъсиридаги жисмнинг  м у ­
возанат шартлари бир нук та га  кУйилган кучл ар  системасининг 
муво за на т  шартлари билан Оир хил булади.

2 2 - м а с а л а ,  $^заро шарнирлар билан бириктирилган с тер ­
женлардан курилган АВС у ч б/рчак  А н ук та дан  у т у в ч и  гори­
зонтал у к  атрофида айланиши мумкин ( 8 . 1 6 - раем, а). ВС с т е р ­
же н га  огирлиги Р  булган Е юк мадкамланган ;  бунда  АВ = А С ,

АО  X ВС, ВАС = 2ог. Стер женлар  огирликларини дисобга  олмай,  
системанинг  мувозанат  долатида  АО билан АЕ  вертикал ор а ­

сидаги бурчак  Ь Л Р  =  3 деб олиб, шу долаг  у ч у н  АВ  ва АС 
стерженлардаги  зурикишлар аниклансин

Ечиш. ВС ст ер ж ень мувозанатини текширамиз.  Унинг Е
нуктаеидаги юкнинг огирлиги — Я  кучни расмда  тасвирлаймиз ;

ВС стерженга  куйилган АВ  ва АС богланишларнинг  т а ъ с и ­
рини Гдд, реакция ку члар и билан алмаштирамиз.

Р  куч  АЕ  вертикал  билан бир тугри чизикда  ётгани у ч ун

Р, кyчлap^iинг таъсир чизиклари А н ук та да  кесиша­
ди,  яъни ВС с т ер ж ен ь кесишувчи ку ч л а р  системаси таъсири­
да  мувоза натд а  булади.  Бундай  ку ч л а р  системасининг  муво-

—> —У
занат  шартига к у р а  Р, ку члар га  курилган куч ку п -
бурчаги (у чбурчаги)  ёпик булиши кера к .  Куч ку п бурчаги  к у -  
риш учун  ихтиёрий М  нук та га  микдор ва йуналиши буйича 

—> —> 
берилган Р  кучни к у я м и з  ( 8 . 1 6 - р а е м , б ) .  Р  ку ч  векторининг

боши М ва учи N нукталардан,  мос рави шда ва к у ч ­
лар {АС ва АВ стерженлар]  га параллел М 1  ва N1 тугри чи­

зиклар утказамиз .  Натижада  N 1 томони кучни,  1М  то мо­

ни эса кучн и ифодаловчи MNL ёпик к у ч  учбур чаг и  до ­
сил булади.

МНЬ у ч б ур ч акд а  ЖЛ/1 =  а +  р, Л/^£ =  <х — р булгани у ч у н  

¿У/,А/= 180° — 2 а; у  долда  синуслар теоремасига  ку ра :

81П (а — ¡4) з1п | , а (180° — 2ос;
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sin ( 1 8 0 ° — 2а) =  sin 2а булишини эътиборга олиб, бу  т е н г ­
ликлардан

г р  __ я  s in  (я  — Э)
А В 51П 2а

J. _  Р  • s in  (а +  Э) 
~  Sin  2а

муносабатларни досил киламиз.
АВ, АС стерженлар да ги  зуриь;ишлар мицдор жи да тд ан  шу 

стерженларнинг  реакция кучлар ига  тенг  булали .
2 3 - м а с а л а .  Огирлиги Р — 150 кН,  симметрия уки  ВО б у л ­

ган бир жинсли АВС  ферманинг ( 8 . 1 7 - раем, а) А ва С нук -

таларидаги таянч реакциялари аниклансин; а =  30°, ВАС —
= А С В = 60°  де б  олинсин.

Ечиш. АВС  ферма бир жинсли булгани уч ун  унинг о г и р ­

лик кучи Р  симметрия ук и ВО буйича йуналган.  С к у з г а л у в -

чи шарнир реакция кучи  Р,, таянч текислигига  ^^тказилган п е р ­
пендикуляр буйича йуналган.  А к у з г а лм а с  шарнирнинг р е а к ­

ция кучи йуналишини аниклашда уч  кучнинг  мувозанати

дакидаги теоремадан фойдаланамиз.  Р  ва кучларнинг  т а ъ ­
сир чизиклари В нукта да  к е с и ш г а н , в а  ферма бир текисли кда

ётувчи параллел булмаган учта  куч  Р,,, Р  таъсирида м у ­

возанатда булгани учун  А нук та га  куйилган кучнинг  т а ъ ­
сир чизиги дам В нуктадан  утиши херак .  Шундай килиб, к е ­
сишувчи кучлар системаси досил булди.  Муво за нат  шартига

ку р а  Р, кучлардаи МЬМ ёпик куч  учбурчагини ясай-

миз ( 8 . 1 7 - раем, б). Бу ку ч  у ч б у р ч а ги д а  Л'УИ! =  ЖЛ/^ =  30° 
булгани учун  у  тенг  ёнли уч бур чакдир .  Бинобарин, =

1 К ± М М  у тк аз сак ,  /(Л/

бурчакли учбурчакдан:
КМ
NL

булганидан

cos30°  ёки NL-- KN
соз 30'

•; бунда  NL =  Rj¡

8 6 ,6  кН.
2 ■ соз 0̂-"

Шундай килиб, 8 6 ,6  кН.
2 4 - м а с а л а .  Огирлиги 10 кН булган К юк АВС кранга  

урнатилган В ва О блоклар оркали утказилган тросс ёрд ам ид а 
кутарилиши мумкин.  АВ  ва ВС вазнсиз стерженлар ва  ВЕ г о ­
ризонтал троссдаги зурикишлар аниклансин ( 8 . 1 8 - раем).  В ва
О блокларнинг  улчамлари,  шунингдек ,  5  блокдаги ишкаланиш
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8.17- раем. 8.18- раем .

эътиборга олинмасин. Куйидагилар берилган:  АВС =  DBE =  
=  30°, AD=^L)C, А В ^ В С .

Ечиш. В ну кта га  осилган К юкнинг мувозанатини те к ш и ­

рамиз.  В нуктаг а  куйилган Р  кучни расмда  тасвирлаймиз.  BE, 
BD  тросслар ва АВ, СВ ст ер жен лар  оркали куйилган богла ­
нишларни реакция кучлари билан алмаштириб,  уларни мос

равишда ,  7^, 7’̂ ,  7^ билан белгилаймиз ;  стерженларни 
дозирча чузилади деб фараз киламиз.  Нати жада  бир н у к та г а  
куйилган ку члар  системаси досил булади.

Координата бошини D н ук та да  олиб, Д е к а р т  координата  
укларини утк аз ам из  ва бир н ук та г а  куйилган кучл ар  си ст ема­
сининг (8,9)  куринишдаги мувоза нат  шартларини тузамиз :

7’ .

'V  =  0 : 7’̂  cos 75° 7’д cos 75° ^ = 0,

cos 15° cos 30° ~

-  T^cos 15° • cos 3 0 ° -  О,

(1)

(2 )

У  P .  =  О: -  Я  -  7, ,  cos 15° ■ cos 60° -  Т, cos 15° • cos 60° -
-  7'д cos 60° =  О (3 )

—>• —>•
( (2)  ва (З) тенгламаларни ту зишда  Tĵ  ва If. аввал  yDz текис­
лигига,  сунгра  координата уклариг а  проекцияланади) .

( 1 ) тен гл ам ад ан  7’̂ , келиб чикади.
В блокдаги ишкаланиш эътиборга олинмагани учун  7’д  — 

= = Р =  10 кН.
(3) тенгламадан Гд ни аниклаймиз;

Р -\-Т^ cos 60°

2 cos 15° cos 60°
-  15,6 кН.

Шундай килиб, Т =  Г , : ~ 1 5 , 6 к Н ;  бундаги манфий иию-
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ра АВ ва СВ стерженлар К юк таъсирида чузилмай,  балки си- 
килишини курсатади.

(2 ) тенгламадан ни аниклаймиз:

=  -  Гд  COS 30° 2Гд eos 15° • eos 30° 17,3 кН.

Тросе ва стерж енлардаги зурикиш кучлари микдор жиз^атдан 
уларнинг  тегишлича реакция кучларига  тенг  булади.

33 -§ .  Кучнинг нуцтага нисбатан моменти

Куч таъсирида жисм бирор нукта  атрофида айланишга ин­
тилса,  бунда  кучнинг жи см га  таъсири унинг н уцтага (мар­
казга) нисбатан моменти  билан белгиланади.  Кучнинг кайси 
нук та га  иисбатан моменти х;исобланадиган булса,  шу нукта 
м ом ент марказа  дейилади.

Куч цуйилган нуцтанинг м ом ент марказига нисбатан  
радиус- вектори билан куч векторининг вектор купайтмаси  
кучнанг нуцтага (марказга) нисбатан моменти дейалада.

Р  куч  куйилган А нуктанинг  О момент марказига  нисбатан

радиус-вектори г булсин (8  1 9 - раем).  У з^олда, Г  кучнинг  О

нуктаг а  нисбаган моментини т ^ (Р )  билан белгиласак,  таъриф­
га биноан:

т А И )= = 7 х Р .  (8 . 1 0 )

Вектор купайтма таърифига асосан,  т ^ (Р )  вектори унг  винт 

коидаси буйича г  ва /7 векторларга  перпендикуляр йуналган 

на момент марказига  куйилади;  т ^ {Р )  вектор модули эса

тенгликдан аникланади.

Момент марказидан /' кучнинг  таъсир чизигига туширилган
ОС перпендикулярни куч елкаса  
деб  атаб,  уни d билан белгиласак ,

8  19- расмдан г  • sin (г ,  P) =  d б у л ­
гани учун,  ( 8 . 1 1 ) ифода

\ m ^ {P )\ = P -d  (8.12)

куринишда ёзилади.
Д е м а к ,  кучнинг нуцтага нас- 

б атан  моментининг модула куч 
мицдори балан куч елкасананг 

8 .19-расм . купайтмасига тенг.
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" Агар жи смга  таъсир этувчи кучлар даммаси бир те кисли к­
да  жойлашган булса ,  кучнинг  нук та га  нисбатан моменти в е к ­
тори урнига куянинг н уцтага нисбатан алгебраик моменти­
ни, киритиш мумкин:

I

т^ {Е ) == ±Г.- й. (8.13)

бунда  у н г  винт коидасига кура ,  ку ч  жисмни момент маркази 
атрофида соат стрелкаси айланишига тескари йуналишда ай- 
лантиришга интилса мусбат ишора,  ак с  долда  манфий ишора 
олиниши керак .

Агар кучнинг  таъсир чизиги момент марказидан утса ,  г  ва

Р  векторлари бир тугри чизикда ётувчи векторлар булади;  у
..V “•>

долда  г Х - Р  =  0 . Л'г.ыак, куянинг таъсир чизиги м ом ент мар­
казидан утса , унинг шу марказга нисбатан моменти нолга 
тенг.

Координата бошини момент марказида  олиб, Д е к а р т  коор ­

дината укларининг  бирлик йуналтирувчи векторларини /, у, к

десак ,  Р  кучнинг  бу укларда ги  проекцияларн Ру, Р ,̂ куч 
куйилган нуктанинг  координаталари х ,  у, г  булса,  (8 . 10 ) ифо­
дани куйидагича  ёза оламиз:

Шо(^) =

Бу ифодани координата укларига  проекцияласак ,  кучнинг 
н уцтага нисбатан моментининг координата уцларидаги 
проекцияларини аницлаш формуласи досил булади:

( О  =  УРг -  (р.) гР^ -  хР„

т^ ^ ^ (р .)^ хР у~ уР ,. (8.14)

(8.14) да  т ^ ^ Р ) ,  т ^  {Р.), п1 д^{Р) оркали т ^ {Р )  векторнинг

координата укларида ги проекцияларн белгиланган.
Куч куйилган нукта  координаталари ва кучнинг  координа­

та укларидаги  проекцияларн берилган булса,  кучнинг  нуктага 
нисбатан моменти модули ва йуналишини аналитик у сул д а

1 у к

= X У г

р . р у Рг

(Р) =  V + {^0^ (Р))^ +  ( « о ^  {Р)У, (8.15)
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соз ( О т о  ( / ^ ) ,  /)

то  (^)

----- гпо {(•)
с 0 5 [ то { Р ) ,  у)  =  — -----

с о з ( ^ о ( / ^ ) ,  И)

то (Р) 

то^(Р) 

то(Р)

(8 .16 )

формулалар билан аницлаш мумкин ;  (8 .15)  ва (8.16) да ги  

'^ оЛ ^ )’ ^ 0  (■ )̂ (8  14) муносабатлардан топилади.л у г

34- § .  Кучни нг  у ц ц а  нисбатан моменти

Куянанг барор уцда олинган ихтиёрий. н уцтага нисбатан  
моментининг мазкур уцдаги проекцияси куянинг берилган

^цца нисбатан моменти дейилади. Р. кучнинг  г  у ц к а  нисба­

тан моментини т^ {Р )  билан белгиласак ,  у  таърифга биноан

тг{Р)= = пр^(т^\Р)) =  пр^{гХ  Р) (8 .17 )

формула билан аникланади.
(8.17) да О нукта  г  укнинг  исталган нуктаси булиши м у м ­

кинлигини, яъни куянинг уцца нисбатан мом енти О н уц та  
г уцнинг цайси нуцтасида олинишига боглиц эмаслнгини ис­
ботлаш мумкин.  }<;акикатан, агар  г  у к д а  О дан ташкари О,

нукта  олсак ,  Р  к у ч  куйилган нуктанинг  О, га нисбатан ра­
ди ус -векто р и  Г1 ни куйидагича  ёзиш мум кин ( 8 .2 0 - раем)

Г ,  =  г  +  0 , 0

У з^олда

г^Х р  =  г Х  Р  -{■ 0 , 0  X  Р,

бунда  0 , 0  вектор г у к д а  ётгани учун  0 , 0  Х/^ вектор 2  у к к а  
перпендикуляр йуналган ва бу  вектор купайтманинг  г  у к д а ги

проекцияси нолга тенг.  Бинобарин, г , Х Р  билан г Х Р  нинг 
г  укда ги  проекциялари бир хил булади.

Кучнинг  у*<ка нисбатан моменти уч ун  аввалги таърифга 
экв ивалент  куйидаги таърифни бериш мумкин:  куянинг бирор 
уцца нисбатан моменти деб, шу куянинг уцца перпендику­
ляр текисликдаги проекциясининг берилган уц билан маз-
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8.20- раем . 8.21- раем.

кур текислик кесишган н уц тага  нисбатан моментининг а л ­
гебраик цаам атига айтилади .

г  укна  перпендикуляр теки. 'ликни х у  текислиги (8 ,2 1 - раем) 
де с а к :

т ,  {Р) =  т ^  {Р ) = ^ ± Р  . а, (8.18)

бун да  г  укнинг  мусбат  учидан Караганда таъсиридаги ай­
ланиш соат стрелкаси даракатига  карама -карши куринса  — 
мусбат,  ак с  долда  манфий ишора олинааи.

Таърифдан курамизки,  кучнинг  у к к а  нисбатан моменги с к а ­
л я р  катталикдир.  (8.14) ни эътиборга олсак,  кучнинг  у к к а

нисбатан моменти таърифини ифодаловчи (8.17) га к у ра ,  Р  
кучнинг  Д е к а р т  координата  уклар и га  нисбатан моментларини 
аниклаш учун

т .
(8,14,  а)т , ( Р )  == х Р ^ -у Р х

формулаларни ёзиш мумкин.
Агар куч. таъсир чизиги ‘уцни кесиб ^ тса ёки ^цца парал­

л е л  булса, унинг шу уцца нисбатан моменти нолга тенг  
булади., чунки биринчи долда  к у ч  елкаси ,  иккинчи долда  
кучнинг  у к к а  перпендикуляр текисликдаги  проекцияси нолга 
тенгдир.

35- § . Кучлар системасининг ну 1̂ тага нисбатан 
бош моменти

И

Агар  (/:, ,  р 2, . . Р„) кучлар  системаси берилган булса  
(8 .2 2 - раем) ,  бу  ку члар  системасини ташкил этувчи кучларнинг
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ихтиёрий О нук та га  нисбатан мо­
ментлари шу н у к г а г а  куйилган

= г .  Х Л , ,

= Г2 .............

• • ••

векторларни ифодалайди.  Бир 
н у к та г а  куйилган кучларни кУ" 
шиш сингари,  О н у к т а г а  куйилган

то (Р х ), т о ( р 2 ) , - - ;  то (Р ^ )  
ку ч л а р  моментлари векторлари­
ни кушиб,  кучлар системаса-

нинг О марказга нисбатан бош моменти  деб а т а л у вч и  
векторни х;осил киламиз;

8,22- раем.

М (8.19)
1=Л

Шундай килиб, куялар системасининг бирор марказга нис­
батан  бош моменти таш к и л этувяи кучларнинг берилган 
марказга нисбатан моментларининг геометрик йигиндисини 
ифодалайди.

р 1 кучнинг  Д е к а р т  координата ук лар идаги  проекциялари 
Ллг- ^ ¡ 2. шу ку ч  куйилган нукта  координаталари у̂ , 
булса ,  к учлар  системаси бош моментининг шу у к л а р д а ги  про­
екцияларини Мох, Мо^, Мог д ес ак ,  (8.14) ни эътиборга  олиб,
(8.19) дан

(У 1р и -
1=1

Л1

1=1

Ог =
1=̂1

У А х)

(8.20)

формулаларни з^осил киламиз .  Д е м а к ,  к у ч л а р  ку йилган нукта -  
ларнинг координаталари ва кучларнинг  координата  ук лар идаги  
проекциялари м аъ лум  булса ,  к у чл ар  системасининг  бош мо­

ментини Мо^, Моу ва Мог га  кУРилган параллелепипед д и а ­
гонали каби аниклаш мумкин:

М о= ^У  М 1. +  М1у +  М 1, =

128



/
Т/ 2

-(=1
+

¿=1
+

+ % {^1р1у-У1р1.)
1=\

(8 2П

(8 .2 1 ) формула куялар системаси бош моментинанг анала^ 
т а к  ифодаса дейилади.  Бу долда  бош момент йуналиши й у ­
налтирувчи косинуслар оркали топилади:

соз(/Мо, г) =
Мг
м.

Моу
Мг

со8 (/Ио, к) = Ог
( 8 .22)

Изо?^лар. 1. Агар кучлар  системасининг ташкил этувчилари 
бир текисли кда  жойлашган булса ,  бу  кучларнинг  бирор мар­
ка зга  нисбатан моментлари ку члар  ётган те кисликка  перпен­
д и к у ля р  йуналган булади,  яъни уларнинг  момент векторлари 
бир тугри чизикда ётади.  Бинобарин, б у  долда  кучл ар  систе­
масининг бош моментини алгебраик йигинди билан ифодалаш 
м ум кин:

М о = ^ т о ( р 1 ) .  (8 .23)
»=1

2 . Кучнинг у к к а  нисбатан моменти таърифига к у р а  (8 . 19 )  
дан куйидаги формулаларни ёзиш мумкин:

Мох =  У  Пох{р1) =  У  гпх{р1),
Гг=1

п
(8 . 24 )М о ^ ^ ^ то у {р 1)  =  V  от^(р,),

/=1 г=1

М о г= '^ то г(р 1 )  = 2 г п ,{ р 1 ) ,
/=-1 ¿=1

яъни кучлар системасининг ихтиёрий. марказга нисбатан  
моментинанг шу марказдан утувчи бирор ^цдаги проекция­
си таш кил этувчи кучларнинг шу нисбатан м ом ен т­
ларининг алгебраик йигиндисига тенг.

3. Агар р 1 , Р ,̂ . . ,Р„ к у ч л а р  бир н ук та г а  куйилган куч -

лар системаси булса.  (8 .19 )  ифодада о  =  г  булиб, у

V  п>о[р1) =  2  7 х  Рг -  г х 2  Р1
¡=1 i=l
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куфннишни олади.  (8.4)  га  биноан, =  У з^олда:
г=1

' ^ т о { р 1) =  7 х Н =  т о ( Д ) .

Шундай цилиб,
¡=1

т (8.25)
1=1

яъни бир нуцтага цуйилган куялар системаси тен г таъсир 
этувчисининг ихтиёрий марказга нисбатан моменти таш,- 
киЛ этувчи куяларнинг шу марказга нисбатан м о м ен тла­
рининг геометрик йигиндисига тенг. Бу  бир нукта га  к у й и л ­
ган кучлар системаси уч ун  Вариньон теоремасидан  иборат.

36- §. Жуфт куч  ва  унинг моменти

Мицдор ж и щ тд а н  тенг, цаража-царши йуналган, бир 
турри яизицда ётмайдиган иккита п ар аллел  куялар сис­
темаси ж у ф т куя (“кискача,  ж у ф т)  дейилади.

Жуфт ташкил этувчи кучларнинг  таъсир чизиклари ораси­
даги энг киска масофа ж у ф т  елкаси  дейилади.  . Жуфт елка -  
сини й билан белгилаймиз.  Жуфт тузувчилари ётган текислик 
ж уф т текислиги  дейилади.

Биринчи аксиомага  биноан ёлриз жуфт таъсиридаги жисм 
мувозанатда  була  олмайди,  шунингдек ,  жуф т битта к у ч г а ,  я ъ ­
ни тенг таъсир этувчига  келтирилмайди.  Жуфт таъсиридаги 
жисм бирор нукта  ёки у к  атрофида айланма даракат  килади.  
Бинобарин, жуфтнинг  жисмга  таъсири жуфт  ташкил этувчила-  
рининг моменти билан белгиланади.

-V
жуфтнинг  Р̂  ташкил этувчиси А н укта г а ,  р 2 т а ш ­

кил этувчиси В нуктага  куйилган булсин (8.23- раем).  Жуфт 
ташкил этувчиларининг ихтиёрий О нукта га  нисбатан бош мо­
ментини аниклайлик:

Мо =  ОТо(Я( +  т о )К )  =  ^  Х р1 +  0 5  X р2-

Бунда рг — ~ р 1 булгани у ч у н :

М о ^ О А Х  Р г -  б в х Р ,  = { О А - О В ) Х  7,.

Расмдан;  ОА — ОВ = Ю\.
Шундай килиб,

М о = В А х Ь  =  А В х Ь  (8.26)

(8.26)  дан курамизки,  ж уф т таш кил этувчиларининг бирор 
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марказга нисбатан бош мо­
менти шу марказнинг т а н -  
ланшиига боглиц эмас.

(8.26) вектор купайтма би­
лан аникланувчи вектор ж у ф т
м ом ента  дейилади ва т ( р 1 ,

билан белгиланади:

« ( ? ! ,  Р2) -= В А х У г  = 

= А В х ? 2 .  (8-28)

т/г

8.23- раем.

Вектор ку па йтма хоссасига биноан жуф т моменти ВА ва /*’ , 
векторларга ,  бошцача айтганда ж у ф т  текислиги И га  перпен­
д и к у ля р  равишда унг  винт коидасига мос йуналади;  жуфт мо­
менти О марказ  танланишига боглик булмагани уч ун  уни И 
жуф т текислигига перпендикуляр равишда ихтиёрий нук та га  
куйиш мумкин,  яъни ж уф т моменти эркин вектор экан.

Жуфт моменти модулини дисоблайлик:

== ВА-Р^з\п{ВА, Р), 

бирок в  А ■ 51п(5Л, Р, ) = ^; шунинг у ч у н

т{р 1, Р2) = р , .  а  == Р .-с1 (8.28)

(8 .28)  дан курамизки,  ж уф т моменти модули ж уф т т а ш ­
кил этувчи куялардан бирининг ж уф т елкасига купайтм а­
сига тенг  экан.  (8.27)  ни (8.10) билан таккослаб ,  жуфт мо­
ментининг куйидаги хоссасига эга буламиз:  ж у ф т  моменпи 
ж у ф т таш ки л этувяи куялардан бирининг иккиняиси цу­
йилган н уцтага нисбатан моменпмга тенг, яъни

Р\) = тв{Рх) -  /ил(р2). (8 29)

Бир тек исли кда  жойлашган жуфтларнинг  жисмга  таъсири 
ур ганилаёт ганда  жуфтнинг  алгебраик моментидан фойдаланиш 
мумкин:  м усбат ёки манфий ишора билан олинган ж у ф т  
таш кил этувчи куялардан бирининг ж у ф т елкасига ку- 
пайт.маси жуфтнинг алгебраик моменти дейилади:

(8,30)

бунда  жуфт  таъсиридаги айланиш соат стрелкаси айланишига 
тескари йуналишда булса  мусбат,  ак с  долда  манфий ишора 
олинади (ишорани бундай танлаш у н г  винт коидасига мос к е ­
лади) .
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3 7 - § .  Жуфтларнинг  
экв и вален тли ги  >^ацида т е о р е м а  

в а  нат и жал ар

Теорема .  Бирор жуфтнинг 
ж асмга таъсирани ш.у ж уф т  
текаслиги-да ётувш , моменты, 
берилган ж у ф т  моментига  
тен г иккинчи ж уф т билан а л ­
маштириш мумкин.

Исбот .  (/-1, жуфт берил­

ган (8.24- раем).  ва Р̂ , куч-  
8.24-раем. ларнинг  куйилиш нукталари А

ва  В дан узаро параллел А 1  
ва ВМ тугри чизиклар,  шунингдек ,  Л  ва 5  нукталар оркали

СО тугри чизик утказамиз .  Р̂  кучни Л ¿  ва ВА  буйича,  Р-х 
кучни ВМ  ва АВ  б)?йича ташкил этувч ил ар га  ажратамиз :

Р 1 ^) (Р ,,  Р ) ) ,  Р2 С0 ( Р 2> Q2)•
Натижада

{Рх>Ра) ( Р 1» Р 21 Ql> % ) (8.31)

келиб чикади.  Бунда  Р̂  Ц Р ,̂ Рг ^  —р 2 булгани учун ,  ясашга  

биноан II Р ,̂ Рг =  —Рз, Q l— — С?2’. д ем а к ,  Рч) жуфтни,  

( 0 1 . 0.2) эса мувозанатлашувчи  системани ташкил этади.  У 

з^олда 2 - ак сиомага  асосан ку чл ар  системаси каторидан (С^,, 
*>•

(32)'^0 системани айирсак,  (8.31)  ифода

{Рг, Р,) сс ( Л ,  Р,) (8.32)

куринишни олади;  яъни {Рг, Р^) ж у ф т  иккинчи (Рг, Р2) жуфт 
билан алмаштирилади.  Б у  жуфтлар  моментларининг тенглиги- 
ни исботлаймиз.

Я,  ва Ql бир н у к та г а  куйилган ва  уларнинг  тен г  таъсир 

этувчиси Р  ̂ булгани у ч ун  Вариньон теоремасига асосан:

т в ( Ь )  тв{Рг)-{-тв{Яг}.
*> _^

Ql кучнинг  таъсир чизиги В нукта да н утгани учун тв{О г)= 0. 
Д е м а к ,

тв{Рг) ==тв{Рг) (8.33)
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<8.29) ифодага биноан (8.33) куйидагича  ёзилади:

^ ( ^ 1 , Л )  =  ^ ( Л ,  Рг)- (8,34)
Шундай килиб, теорема тулик исботланди.

Жуфтларнинг эквивалентлиги дакидаги б у  теоремадан ку й и ­
д а ги  натижалар келиб чикади.

1 . Айланиш йуналишини уъгартирмай ж уф тни узининг 
текислигида ихтиёрий жойга кутри ш  ва буриш мумкин.
Дацикатан ,  Р^ Р̂  кучларни таъсир чизиклари буйлаб ^ ва Ж

н у к т а л а р га  кучирсак ,  (Р^ Рг) жуфт урнига унга  эквивалент

-булган, берилган ж у ф тга  нисбатан буриб кучирилган (Р , ,

Ра)  жуфт досил булади.
2 . Жуфш моментини ^згартириай, ж уф тни таш кил  

этувчи кучлар модулини ёки елкасина узгартириш. билан
^

ж уф тнинг жисмга таъсири узгармайди. {Р ,̂ Р^) жуф т ел- 

касини (¿1, (/-1, Р^) жуфт елкасини с1̂  десак ;  т{Р.^, р 2)=Рх-й^,

т (Р и  Р 2) =  Р,-й;г-
У долда  (8.34) га асосан:

- Р г й ? 2. (8.35)
<8.35) формула ёр дамида  жуфт  елкасини ёки жу ф т. та ш кил  
этувчисини танлаш мумкин.

3. М оментлари тенг булган ж уф тлар  узаро эквивалент­
дир. Бу учинчи натижанинг бир текисликдаги жуфтлар учун 
уринли булиши яккол куриниб турибди.  Жуфт моменти эркин 
вектор  ва уни жуфт текислигига  перпендикуляр равишда их ­
тиёрий нуктага  куйиш м умкин'бул га ни дан ж уф т моментини 
узгартирмай таъсир текислигига  параллел текисликка  ку чи­
рилса дам жуфтнинг жисмга  таъсири узгармайди .  Шундай к и ­
либ,  ж у ф т  урнига унинг моментини бериш кифоя экан.

38-§ . Жуфтлар системасини 1̂ ушиш. Жуфтлар 
системасининг мувозанати

(Р , ,  Р\) ва (/ 2̂, р'2) жуфтлар текисликлари уз аро  ке си ­

шувчи П, ва Пз текисликлар ,  моментлари эса мос равишда т ,

ва  булсин (8 . 2 5 -раем),  Жуфтларнинг  эквивалентлиги д а к и ­
д аг и  теорема ва натижаларга  асосан бу  жуфтлар  умум ий  ЖЛ

е л ка г а  келтирилган деб карайлик.  Ж нук та га  куйилган Р̂  ви

р 2 кучларни,  шунингдек ,  N нуктадаги р\, Р 2 кучларни кУ'
—>• —> — —У,  ̂ ^

шамиз;  ^ 1,2 =  Р 1+ Р 2. = р 1+ р 2. Уз-у зидан  равшанки ^ 1,2==



MiR . J' )

8.25- раем .

=  — -^1,2 ,  j 9 i , 2  11 P l , 2 ,  я ъ н и  R l , 2 )  Ж у ф Т Д З Н  и б О р Э Т .  )^ОСИЛ
булган жуфт моментини (8.27) га  биноан з^исоблаймиз:

M {h,2. Ж г )  =  М М  X  P i ,2 =  Л Ш Х ( 7 ,  +  ^? )  = ЛШ X  +

+  NM X  /̂ 2 =  w ( F , ,  /='ü) +  m(F2, F2) = +  nto.
Шундай цилиб.кесишувчи гпекасликларда ё т у в ш  икка ж у ф т ­
ни. цушиш натиж асида б и т т а  ж у ф т  ^осил булиб, бу на- 
ти ж а ло в ш  ж у ф т моменти берилган ж уф тлар  м ом ен тла­
рининг геометрик йигиндисига тенг.

Аггр п. та  жуфтлар системаси { (F j ,  f i ) ,  (/'’2, F 2), . .  .

натижаловчи жуфт >^осил

Fnjj берилган булса ,  б у  жуфтларни ав в ал ги де к  ке т м а -к е т

кушиш натижасида битта (Я.  R' 
булиб,  унинг моменти

т . (8 .36)

формула  билан ифодаланади,
Шундай 1̂ илиб, ж у ф тла р  системаси ёлриз н ати ж аловш  

ж уф тга  келтирилиб, н атиж аловш  ж уф т м ом ента берилган 
ж у ф тла р  моментларининг геометрик йигиндисига тенг.

Агар жуфтлар  системаси бир текисли кда  ёки параллел те-  
кисликларда  жойлашган булса ,  уларнинг  моментларини бир 
тугри чизикда ётувчи векторлар деб караш мумкин:  шунинг 
учун  бу  долда  (8 .36)  геометрик йигинди урнига  алгебраик 
йигинди олиш мумкин:

Ж = V  от,. (8 .37)
г= 1

Жуфтлар системаси орасида бирор жуф т колган жуфтларни
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мувозанагловчи булиб колса,  уларни кушиш натижасида  /? = 

= ^ ' = 0  ёки М = 0  досил булади.  Б у  долда ,  (3.36) ифода
П

=  0  (8.38)
1=1

куринишни олади.
Аксинча ,  (8.38)  уринли булса ,  жуфтлар системаси м у в о з а ­

натда  булади.
Бинобарин, (8.33) ж уф тла р  системаси таъсиридага жисм  

мувозанатининг зарурий, ва епарла, шартини  ифодалайди: 
ж у ф тла р  системаси мувозанатда булиши уяун баряа ж у ф т ­
лар  моментларининг геометрик йигиндиси нолга тенг б у ­
лиши зарур ва етарлидир.

IX б о б .  ИХТИЁРИЙ КУЧЛАР СИСТЕМАСИНИ БИР 
МАРКАЗГА КЕЛТИРИШ. ИХТИЁРИЙ КУЧЛАР 

СИСТЕМАСИНИНГ МУВОЗАНАТИ

39 -§ .  Пуансо теоремаси

Жисмнинг бирор нуктасига куйилган кучни узинииг  таъсир 
чизигида ётувчи  бошка нуктаг а  к^гчириш масаласини аввал 
( 3 0 - § )  к у рган  эдик .  Энди кучни унинг таъсир чизигида ётмай­
диган нуктага  кучириш масаласини куриб чикамиз.  Куч кучи -  
риладиган нукта  келтириш маркази дейилади.

Жисмнинг А нукта сига/ ’' куч  куйилган,  О нукта  келтириш 
маркази  булсин ( 9 . 1 - раем, а). Иккинчи аксиомага  биноан О
н у к т а г а  ( / , ,  /'з)!>э0 ку члар  системасини куям из ( 9 . 1 - раем,  б).

кучни микдор ва йуналиш буйича берилган Р га  тенг  ки ­

либ оламиз:  ~ Р. У  долда

Р (% . Р,)] (9.1)

досил бз^лади. (9.1) д а  Р  кучни О нук та га  кучирилган к у ч ,

(Р, Р2) ни эса жуфт деб караш мумкин;  ( Р ,  Р2) ц^шилган 
ж у ф т  дейилади.  (8.29) га кура

т{Р , Р )̂ =  то{Р ), (9.2)

яъни кушилган жуф т мо- J  
менти берилган кучнинг  ^  
келтириш марказига  нисба­
тан моментига  тенг.  (9.1) - ^  
ва (9 . ‘2) куйидаги Пуансо 
теоремасини  ифодалайди: 9.1-раем.
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куяни эюисмнинг бар нуЦ' 
тасидан бошца нуцтасига  
узига п ар аллел  равишда 
куяиришни куяарилган куч- 
цаторига м ом ента берил­
ган кучнинг келтириш  
марказига нисбатан мо- 
м ентига тенг ж уф тни цу­
шиш билан бажариш м ум ­
кин.

40- §. Ихтиёрий кучлар 
системасини бир м ар каз га

9 . 2 - раем. келтириш

Жисмнинг Л , ,  Лг, нуцталарига куйилган ( Л ,  Рг.  •••

. . .  ,/•’„) ихтиёрий ку чл ар  системасини ку ши шга  утам из  (9.2-  
расм).  Жисмда бирор О нуктани келтириш маркази сифатида 
танлаб,  барча кучларни Пуансо теоремасидан фойдаланиб у з и ­
га параллел равишда у ш б у  нуктага  кучирамиз .  У долда ,  бе-

рилган ку ч л а р  системаси урнига  ( Р ь  Р г ......... Р„)  бир н ук та да
кесишувчи ку члар  системаси ва  моментлари мос равишда

т ,  =  т о ( р 1), О Т г = « о ( р 2) ............т„  = то(Р„) (9.3)

булган [ (Р , ,  р\), ( р 2, Р^)............ (Р„,  Р^)1 кушилган  жу ф тлар
системасидан иборат системага  эга  буламиз .

О нук та га  куйилган кучлар  системасини кушиб,  ш у  н у к ­

та га  куйилган битта Н' кучни досил киламиз :

¿=1

бун да  Р/= р 1 булгани уч ун :

Я ' =  2 р, . (9 .4 )

Берилган куяларнанг геометрик йириндисига тен г билган

к ' куч, куялар системасининг бош вектори дейилади. К у ­
шилган жуфтлар системасини кушиб,  уларни моменти (8 .36)  
те н гли кка  к у р а  аникланувчи битта ж у ф т  билан алмаштириш 
мумкин:

М = '^ т 1  
1=1

|.<б



<9.3) га  асосан,  бу  тенгликни

19.5)
г«1

куринишда ёзиш мумкин.  (8.19) дан маълум ки ,  (9.5) ифода 
куялар систеиасинанг О марказга нисбатан бош м ом енти­
дир. Шундай килиб, ихтиёрий куялар системаси к е л т и ­
риш марказига цЩилган ва берилган куяларнинг геометрик 
йигиндисига тенг булган  б и т т а  бош вектор билан момен­
т а  таш кил этувяи куяларнинг шу марказга нисбатан бош 
моментига тенг булган б и т т а  ж уф тга  келтирилар экан.

Шуни алоз^ида таъкидлаб утиш зарурки,  бош вектор келги -  
риш марказининг  танланишига борлиь; эмас (яъни келтириш 
марказига нисбаган инвариант),  бош момент эса келтириш м а р ­
казининг танланишига богли!^ (келтириш мар казига  нисбатан но- 
инвариантдир).  Бош моментнинг келтириш марказига  нисбатан 
ноинвариантлиги уз - узидан  равшан,  чунки ум ум ий  з^олда к е л ­
тириш маркази уз г ар г ан да  система кучларининг  бу  марказга  
нисбатан моментлари дам узгаради.

Кучлар системасининг бош моменти аналитик у с у л д а  (8.21) ,  
{8 .2 2 ) формулалар билан аникланиши бизга маълум .

Кучлар системасининг бош векторини аникловчи (9 .4 )  ифо­
да  билан бир нуктага  куйилган кучлар системаси тенг  таъсир 
этувчиси уч ун  берилган (8.4)  формула куриниши жиз^атидан 
бир хил булганидан,  бош векторни ан али ти к усулда у^тоб- 
лаш формулалари  з^ам (8 .6 ) ва (8.7) каби булади;

( п \ 2

+ 1у
\г=1

->-Л->■ ^Л->- /? - -̂Л̂  /?
соз {R', 1) = , соз(/? ' ,  /■) = С08(/?' , к) =  — .

1\ г\ Ы

(9.6)

(9.7)

4 1 - § .  Ихтиёрий ку ч л а р  системасини келтирилиши мумкин  
б у л га н  х у с у с и й  з^оллар. Вариньон тео рем аси

М а ъ лу м к и ,  ихтиёрий кучлар  системаси умум ий  з^олда бош 

век то р  R' билан моменти кучлар  системасининг келтириш мар­

казига  нисбатан бош моменти Мо г а  тенг  булган жу ф тга  к е л ­
тирилади. Бунда куйидаги хусусий  з^оллар учраши мумкин .

] .  R ’ = 0, Мо¥=0, яъни кучлар  системасининг бош вектори 
нолга тенг ,  бирор марказ га  нисбатан бош моменти эса  нолдан 
фарк килади.  Бу з^олда кучлар системаси ёлгиз  жуф тга  келти-  
рилади. Жуфт моменти момент марказининг танланишига б о г ­
лик булмагани уч ун  бу  .\ояда бош момент ^ам келтириш мар­
казининг  олинишига боглик булмайди.



2 . Р'ф О . Мо = 0 . 
Бу  долда  кушилган 
жуфтлар системаси 
узаро мувозанатлашиб,  
берилган кучлар  систе­
маси О келтириш мар ­
казидан утувчи бирги- 
на ку ч  — бош вектор

9 3 раем келтирилгани
уч ун  бу  /?' к у чл ар  

системасининг тенг  таъсир этувчиси булади '

3.  Р'фО, Мо^=0> А^Мо, яъни бош вектор ва бош мо­
мент нолдан фаркли булиб,  улар  уз аро  перпендикуляр були­
ши мумкин ( 9 . 3 - раем, а). Бу  долда  кучлар системаси таъсир 
чизиги О келтириш марказидан унг винт коидасига мсслаб 
олинган

0 С  = (9.8)

масофада ётувчи тенг  таъсир этувчига  келтирилишини исбот­
лаймиз.

Л^оменти Мо булган жуф т текислигини П билан белгила-  

сак  ( 9 . 3 - раем,  6 ), Мо\_Р' долида  Я '  вектор шу П текисликда  

ётади.  Мо бош момент урнига (/?, Я") жуфтни П1ундай тан-
-V ->-

лаймизки,  Р  ==/?' булиб, бу жуфтнинг  айланиш йуналиши Мо
йуналишига  мос тушсин;  бунда  (/?,/?") жуфт елкасини й = ОС 
десак .

\Мо\=\т(Н, ti")\^R .O C  ёки 0 С  =

—у
\̂A0\ \Мо\

уринли булиши ке ра к .  ^
Жуфтларнинг  эквивалентлиги дакидаги натижаларга  асосан,

ни бош вектор /?' билан бир ту гри  чизикка тушириш м у м ­

кин. У долда  (/?', /?")соО булиб,  кучлар  системаси С ну кта га

куйилган битта /? к у чг а ,  яъни тенг  таъсир этувчига  э кв и ва ­
лент  булади.

Таъсир чизиклари бир текисликда  ётувчи ку члар  системаси 
текисликдаги куялар системаси дейилади.

Текисликдаги кучлар системаси учун  Н'фО, МоФО долда

Мо ва Н' векторлар узаро перпендикулярдир.  Шунинг  у ч у н  бош
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вектори ва бош моменги нолдан фаркли булган текисликдаги 
кучлар системаси доимо тенг таъсир этувчига  келтирилади.

Теорем а .  Кучлар системаси. тен г таъсир этувчига кел- 
тари  1са, тенг таъсир этувчининг бирор марказга нисбатан  
м ом енти таигнил этувчи кучларнинг шу марказга нисбатан  
моментларининг геометрик йигиндисига тен г:

(9.9)
(=1

Исбот.  МоФО булган умумий х;олни карайлик.  Бун­
д а  кучлар системаси тенг  таъсир этувчиг а  келтирилиши уч ун

R' _[_Мо булиши ( 9 . 3 - раем,  б), R = R' эса (9.8)  тенглик билан 
аникланувчи С нуктадан утиши керак .  Тенг  таъсир этувчининг
О марказга  нисбатан монентини дисоблаймиз:

lmo{R,\=^ R -O C = R 1^ 0
R

яън к тенг  таъсир этувчининг  О марказ га  нисбатан моменти­
нинг модули кучлар системасининг шу марказга  нисбатан бош

моменти модулига  тенг.  mo(R) йуналиши унг  винт коидасига  
мос равишда П текисликка  перпендикуляр йуналгани туфайли

М о  вектор йуналишига мос тушади.  Шундай килиб, (8.19) ни 
эътиборга олиб,

 ̂ гг
mo{R) = Жо = 2  ’̂ o[Fi)

ифодани досил киламиз.  Бу  исботланган теорема ихтиёрий  
кучлар системаси учун Вариньон теоремаси  дейилади.

(9.9) ифодани бирор 2  у к к а  проекциялайлик :

moAR) = V  теог(РЛ-
г- 1

Б у  ифодада кучнинг  у к к а  нисбаган моменти таърифига ку ра

moz{R) ни тенг  таъсир этувчининг  г  у к к а  нисбатан моменти 
деб караш мумкин .  Д е м а к ,

(9.Ш)

яъни тенг таъсир этузяининг бирор уцца нисбатан мо.иен 
т и  таш кил этувяи куяларнинг мазкур уцца нисбатан мо­
ментларининг алгебраик йигиндисига тенг.

Кучлар  системасининг бош вектори ва бош моменти нол­
дан фаркли булиб, улар ÿaapo перпендикуляр булма са ,  бупдай



- ! гу ' )лар“' системаси  т а ъ с и р и д а  ж и с м  винт ^^аракатига к е л т и р и ­
лишини исботлаш м у м к и н .

4. R' = 0 ,  Мо = 0 5?олда кучлар  системаси нолга эквивалент^ 
яъни мувозанатдаги системани ташкил этади:

(Р„ Р „ . . .  ,Р„) со 0 .

42- §. Кучлар системасининг м увозанат  шартлари

1 . Ихтиёрий кучлар системасининг мувозанат и гар тла-
—'>• —V

ри. Юкорида = О, УИо = О булганда  кучлар системаси м у в о ­
занагда  булишини курсатиб ут дик .  Бу шартлар ихтиёрий к у ч ­
лар системаси мувозанатининг  зарурий ва етарли шартларидан 
иборат.

Кучлар системаси мувозанатда  булиши учун  бош вектор, 
ва  бош моментнинг нолга тенг  булиши зарурлиги шундаки,

агар М о = 0  булиб,  нолдан фар 1̂ ли булса,  кучлар системаси

тенг  таъсир этувчиг а  келтирилади;  агар ¡^ '= 0  булиб,  УИо нол­
дан фаркли булса,  к у чл ар  системаси жуфтга  келтирилади ва 
жисм дарак ат да  булади.

Бу шартларнинг етарли эканлиги шундаки,  R' = 0 ,  Мо — О 
булса,  кучлар системаси нолга эквивалент ,  яъни м увоза нат да­
ги системани ташл<ил этади.

R '=  О долида бош момент келтириш марказининг танлани­
шига боглик булмаслигини аввал уктириб утган эдик .  Биноба­
рин, момент маркази у ч у н  ихтиёрий нуцта олиниши мум кин.

Д ем ак ,  ихтиёрий куялар системаси. мувозанатда булиши. 
уяун куялар системасининг бош, вектори ва ихтиёрий нуц­
т а г а  нисбатан бош моменти нолга тен г булиши зарур ва 
етарлидир-.

R' = 0, М о =  О, (9 .11)

(9.11) ифодалар ихтиёрий куялар системаси мувозанати  
шартларининг вектор усулида  берилишидир.  М у во з а н а г  
шартларининг аналитик у с у л д а  ифодаланишини аницлаш^ уч у н
(9.5)  ва (8.21)  га (9.11) ни цуямиз .

Г !  п \2

М=\ )

[  п

+ 2\г- 1

\2

1у + = 0,

Б ун да
/  м % ,+ м 1 у г { -м 1 , = о.

(9 .12 )

М о, = У т ^ {р 1\  
1=1 /=1
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тенгликларни эътиборга олсак.  (9.12) ифодалардан

(=1 /-1 г=1

^ тх{Р ^ ) = 0, У т у { Р ,) = 0 .  2 / « , ( 7 ^ = 0
(=1 1=1 г=1

(9.13)

келиб чикади.  (9.13)  ихтиёрий куялар системаси мувозанат  
шартларининг аналитик усулда  ифодаланишидир. Шундай 
килиб, ихтиёрий кучлар системаси мувозанатда булиши 
уяун барча куяларнинг у я т а  координата уцларидаги проек- 
цияларинанг алгебраик йигиндилари ва у я т а  координата 
уцларига нисбатан моментлари алгебраик ийриндила- 
ранйнг л;ар бири алол^ида-ало^;ида нолга тенг булиши за ­
рур ва етарлидир.

2. Фазода узаро параллел жойлашган кучлар система­

сининг мувозанати. (Р , ,  ... ,Р„) к учлар  системаси т аш ­
кил этувчиларининг таъсир чизиклари узаро параллел булсин 
(9 . 4 - раем).  Координата укларидан бирини, масалан,  2  укни 
ку члар  таъсир чизикларига параллел равишда утказиб ,  (9.13)  
муносабатларни тузамиз.  У долда ,  кучлар л: ва у  ук ларига  
перпендикуляр булгани уч ун  (9.13) нинг биринчи ва  иккинчи 
тенгламалари айниятга айланади.  Шунингдек,  ку члар  таъсир 
чизицлари 2  у к к а  параллел булганидан,  (9.13) нинг охирги 
тенгламаси дам айниятга айланади. Д е м а к ,  фазода узаро па­
раллел жойлашган кучлар системасининг мувозанат  шартлари 
куйидагича  ёзилади:

2 /̂ г. =  0 , 2 ' « Д )  = 0 - (9.14)
1=1

3. Кесишувчи кучлар системасининг мувозанати. Кеси­
шувчи кучлар системасининг м у ­
возанат шартлари (8.9) т е н г л а ­
малар билан ифодаланиши бизга 
маълум:

П
v p ,
г=1 ¿==1

г = 1

Келтириш маркази уч ун  ку члар  
таъсир чизикларининг кесишиш 
нуктасини олсак,  (9.11) ифода­
нинг иккинчиси, бинобарин(9.13) 9.4- раем.
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нинг охирги учта  тенгламаси айниятга айланади в а (9 .13)  дан
(8 .9)  куринишдаги муносабатлар досил булади.

Агар мувозанатдаги кесишувчи ку члар  системаси битта 
хОу текислигида жойлашган булса,  муво за на т  тенгламалари 
иккита булади:

'- 1  1=1
4. Текисликдаги куялар системасининг мувозанати. Агар

|> ^ 2. ••• ку члар  сисгемаси те кисликдаги  кучлар сис­
темасидан иборат булса ,  кучлар  ётган текисликни Оху текис­
лиги деб карасак ,  кучлйр Ог у к к а  перпендикуляр булгани 
у ч у н  (9.13) тенгламаларнинг  учинчиси айниятга айланади.  Ш у ­
нингдек ,  кучлар Оху текислигида ё п а н и  учун уларнинг  т а ъ ­
сир чизиклари Ох, Оу укларни ёки кесиб утади ,  ёки уларга  
параллел булади.  Нати жад а  (9.13) нинг туртинчи ва бешинчи 
тенгламалари дам айнан нолга тенг  булади;  кучлар системаси­
нинг Ог у к к а  нисбатан моменти эса уларнинг  О нуктаг а  нис­
батан моментларининг алгебраик йигиндисига т е н г  булади.  
Шундай килиб, (9.13) текисликдаги  узаро мувозанатлашувчи 
ку члар  системаси уч ун  куйидаги куринишда ёзилади:

0.
1=1

(9.15)
г=1

яъни текисликдаги куялар системаси м увозанатда булиши 
уяун таш кил этувчи кучларнинг узаро перпендикуляр икки 
уцдаги проекциялари алгебраик йигиндиларининг ^¡ар бири 
х,амда ихтиёрий н уцтага нисбатан моментларининг а л ­
гебраик йигиндиси нолга тенг булиши зарур ва етарлидир.

(9-15) ифодалар текисликдаги куялар системаси мувоза­
н а т  шартларининг биринчи—асосий куринишидан иборат.

Текисликдаги кучлар системаси муво за на т  шартларининг 
иккинчи ва учинчи куринишлари дам м а в ж у д .

Теорема .  Текисликдаги куялар системаси м увозанатда  
бу.шши уяун баряа куяларнинг бир турри яизицда ё тм а й ­
диган у я та  н уцтага нисбатан м ом ентлари  алгебраик йи- 
риндиларининг у;ар бири нолга тенг булиши зарур ва е т а р ­
лидир'.

У т л ( ^ г ) - 0 ,  '^ОТв(Гг) = 0,  У т с ( ' ? г *  = 0. (9.16)
¡=1 != 1 1=1

<9.16) д а  А, В, С бир тугри чизикда ётмайдиган нукталардир.
Исбот. Кучлар системаси мувозанатда  булиши учун (9.16) 

иф,)даларнинг зарурлиги бундай кучлар системаси уч ун  я*хти- 
ёрий марказга  нисбатан бош моментнинг нолга тенг  булиши 
зарурлигидан келиб чикади.  (9.16) шартларнинг етарли экани- 
ии, яъни (9.16) бажарилганда ,  текисликдаги кучлар система-
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сининг мувозанатда  булишини исботлаймиз. (9 16) шартлар 
бажарилса  дам кучлар системаси мувозанатда  булмайди деб 
фараз килайлик .  У долда ,  кучлар системаси тенг таъсир э т у в ­

чи Я  га келтирилиши керак .  Агар Я  кучнинг таъсир чизиги А 
ва В нукталардан утса ,  унинг шу нукталарга нисбаган мом ент ­
лари нолга тенг ва Вариньон теорем асига  биноан (9.16) нинг

—V
биринчи иккитаси уринли, бирок Р  нинг таъсир чизиги С н у к ­
тадан ута  олмайди (Л, В, С нукталар  бир тугри чизикда ё т ­

майди) .  На ти жада  /?гс(/?)^0 булиб,  Вариньон теоремасига  к у -
 ̂  ̂ Л ^

ра отс(/?) = 'У  отс(Рг) 7^ О келиб чикади.  Бу (9.16) шартларга
г=1

зиддир.  Бу  зиддият  килинган фараз нотугрилигини, ку ч л а р  
системаси мувозанатда  булишини курсатади.

(9.16) муносабатлар текисликдаги кучлар системаси м у ­
возанат шартларининг иккинчи куриниши дейилади.

1 екисликдаги кучлар системаси мувозанат ш артлари ­
нинг учинчи куриниши куйидагича:

2 т л ( Р ; )  = 0, ^ т в { Т { ) - 0 ,  2 / = ’, ,  = 0. (9.17)
г=1 (=1 г=1

Бунда Ох УК АВ тугри чизикка перпендикуляр булмаслиги ке -  
рак ,  яъни текисликдаги кучлар системаси мувозанатда бу­
лиши учун барча кучларнинг ихтиёрий икки А ва В н у ц т а ­
га нисбатан моментлари йигиндиларининг л̂ ар блри х^амда, 
АВ тугр и  яизицца перпендикуляр булмаган уцдаги прсек- 
цияларининг йигиндиси нолга тенг булиши зарур ва еп.ар- 
лидир.

Бу теорема дам аввалги теорема сингари исботланади; т е о ­
рема исботини у к у в ч и г а  давола  этамиз.

5. Текисликдаги п араллел кучлар системасининг муво­
занати . (Р ,̂ /-'з, ... , Р „ ) 1гО ку чл ар  системаси таъсир ч и зи к ла ­
ри узаро параллел ва бир текисли кда  жойлашган булсин. Оу 
УКНИ шу ку члар га  параллел йуналтириб,  (9 .15)  м ун ссаба тлар-  
ни туз са к ,

, = ^ т о ( Р д = 0  (9 .18 )
г= 1  г= 1

келиб чикади.  (9.18) текисликдаги п ар аллел  кучларнинг м у ­
возанат ш артларини  ифодалайди.  Агар (9.15)  урнига  (9 .16 )  
дан фойдалансак,

У/гал(Р,.) = 0, '^ т в { Т д - 0  (9.19>
г= 1  != 1

куринишдаги мувозанат шартларини досил килиш мумкин.
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9 .5 -  раем.

2 5 - м а с а л а ,  Р  =  1 2 Н  огирликдаги бир жинсли АС балка-  
нинг ( 9 . 5 - раем,  а) ВС цисмига интенсивлиги ^ =  3 Н/м булган 
текис гацсимланган,  АВ кисмига эса интенсивлиги чизицли ко ­
нун асосида  нолдан д гача ортадиган к у ч  цуйилган.  Б  ва С 
таянчлардагй реакция кучлари аницлансин. Балка  улчамлари 
расмда  курсатилган .

Ечиш. АС  балка  мувозанатини текширамиз.  Аввал балка- 
нинг ВС ва АВ б улаклар и га  цуйилган тацсимланган кучларни 

—*" *—>•
нуцтага  куйилган Q,, Q2 кучлар билан алмаштирамиз.  Б у  к у ч ­
ларнинг мицдорлари улар эгаллаб турган „юзалар“ мицдорига  
тенг  булади ва мазк ур  юзалар огирлик марказларидан утув чи  
вертикал чизицларнинг балка  билан кесишиш нуцта ;1арига  (О 
ва Е) цуйилади ( 9 . 5 - раем, б], яъни

Q̂  = ВС-д = 7,2И. ~ А В  ■ д

В Е =  - Л е  = 0 , 4 м .
3

АС  балкаг а  цуйилган Р, Q̂ , Q■¿ кучларни р асм д а  тасвир-  
лаймиз.

Борланишларни реакция кучлари билан алмаштирамиз .  В— 

цузгалувчи  шарнирли богланиш реакция кучи таянч текис-
—V- —

лигига  утказилган перпендикуляр буйича йуналади.  Р, Q̂ , Q2, 
Rв кучлар узаро параллел булгани у ч у н  С цузг алмас  шарнир

—V ^

реакцияси таъсир чизиги цам ш у  к у ч л а р г а  параллел б у ­
лади.

Шундай цилиб, АС  балка  текисликдаги параллел кучлар 
системаси таъсирида мувозанатда  экан.  (9.18)  куринишдаги м у ­
возанат шартларини тузамиз :

R c - Q г  +  R в - P - Q 2  = 0, ( 1 )

2 « в {? |)  =  0: Q 2 ■ B E -  P ■ B , к  —  Q, ■  B D  +  R c ■ B C = ^ 0 .  ( 2 \

J A Л ^



Расмдан ВК ни аниклай-
i АВ + ВС 
1миз: оп. — —— ------- • Л 5  =

= 0 ,6  м.
(2 ) тенгламадан:  Rc =

P-BK +  Q y B P -  Q rB E  _
"  ВС
= 6,3 н.

( 1 ) тенгламадан:  /?в —
=P-\-Qi-vQt — Р с  = 14,7 Н.

I 2 6 - масала. АВ  балка  А  нуцтада  деворга  цисиб мадка\4лан-
I ган булиб,  ун га  9 . 6 - расмда  курс ат ил гандек  P j  = 2 Н,

( к у ч л а р  д ам да  елкаси d —2 u  булган {Ри Р^) ж у ф т  таъсир 
этади:  Р ,  =  Р 2 = 1 ,5 Н .  А  таянч реакциялари аниклансин.

Ечиш.  АВ  балка  мувозанатини текширамиз.  Балка га  таъсир 
—̂ —>■ —>■ 

этувчи  Fu р 2 к учлар ,  (Р , ,  P j )  жуфт каторига  Л таянч р е а к ­
цияларини кушиб,  АВ  балкани эркин долга  келтирамиз .  А  
н у к т а д а  балка  кисиб мадкамлангани  уч ун  б у  богланиш бал- 
канинг кучлар  таъсирида  горизонтал ва  вертикал буйлаб д а ­
ракатига  дамда  балканинг А нуцта атрофида айланишига тус -

цинлик килади.  Шунинг  у ч у н  А таянч реакцияси Х а, Va р е ­
а кц и я  кучлари д а м д а  М а реакция  моменти билан ифодалана­
ди.  М а момент балканинг  айланишига тускинлик  килади,  

Шундай килиб, АВ балка текисликдаги к у ч л а р  системаси 
таъсирида мувозанатда  экан,  (9.15) м у во за н ат т е н гла м а лар и д ан  
фойдаяанишимиз мумкин.  ( 9 . ¡ 5 )  куринишдаги те нглам алар­

ни ту зи шда  {Ри Pi) жуфт,  М а реакция моментининг А х, Ау
у к л а р д а ги  проекцияларн нолга тенг булишини, ( Д ,  Pg) жуфт 
моменти момент марказининг  анланишига боглиц эмаслигини 
эътиборга  оламиз:

2  Ри ==0: Х а -  F, cos 60° = О, ( 1 )

V p , . y = 0 :  Г л - Р 2 - Л с о 5 3 0 °  =  О, (2)

2 т л ( Р ; )  =  0:  F ,-A D ~  P ^ -d -\ -F ,-A L -M A ^ (^ , (3)

А  нуктани момент маркази уч ун  олишнинг боиси шундаки ,  А

н у ц т а га  цуйилган Х а, кучларнинг  шу мар ка з га  нисбатан 
моментлари нолга тенг  булиб, (3) тенгламада  б у  номаълум ­
лар катнашмайди.

Fi кучнинг  А  нуцтага  нисбатан елкаси AL ни ACL уч б ур -  
чакдан аниклаймиз:
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—  = 51п 60° ёки ЛА = АС- 81п 60° =
АС 2

м.

(1) тенгламадан:  Л'л =/^1 соз 60° = I Н.
(2)  тенгламадан:  Кл =  J'̂ 2 +/^1 соз 30° ж  4,73 Н.
(3) тенгламадан;  Ма АО — +  Е , - А 1  14,65 И-м 

Х а , У а , М а катталикларнинг  мусбат ишора билан чициши 
уларнинг  йуналишлари 9.6- расмда  курсат ил ганидек  булишини 
тасдиклайди.

2 7 - м а с а л а .  9 . 7 - раем,  а  д а  тасвирланган,  узаро С шарнир 
билан бириктирилган,  АС  ва СО булаклардан тузилган систе­
мага  Р ,  = 6 Н, Рг = 8 Н ку члар  таъсир этади.  Системанинг Е 
нуктасига  I  блок орцали утказилган ипнинг бир учи бирик­
тирилган булиб, иккинчи Н учиг а  Q = 10‘Н юк осилган.  Иш- 
каланишларни эътиборга олмай Л, В, О таянчлардагй реакция 
кучлари  д ам д а  системанинг АС ва СО цисмлари орасидаги 
уз аро  таъсир кучлар и аницлансин. Керакли ул чамлар  расмда  
курсатилган.

Ечиш. ELH ипга осилган Q юкнинг системага таъсири Е1 
буйича содир булиб, I  блокдаги ишцаланиш эътиборга  олин­
магани туфайли бу таъсир мицдори (3 га  тенг .  Системани эр ­
кин долга  келтириш уч ун  Л ва Ь цузгалувчи  шарнирлардаги

RA, Но реакция кучларини таянч текисликларига  утказилган 
перпендикулярлар буйича йуналтирамиз ;  В цу зг ал мас  шарнир

реакция кучи эса узаро перпендикуляр Х е, У в ташкил э т у в ­
чилар орцали ифодаланади.  Натижада  бир тек исли кда  ётувчи

(Я, ,  Д ,  У, На, Но, ~Хе, У  в )  ку чл ар  системаси досил бул ад и .
М а ъ лу мк и  текисликда  ихтиёрий жойлашган кучлар  систе­

маси мувозанат шартларини цуллаб уч т а т е н гл а м а  тузиш м у м ­
кин. Хосил булган номаълум лар  сони эса туртта .  Учта тенг­
ламалар системасидан туртт а  номаълумни топиб булмайди .

А
1 я

л / /

9.7- раем.

!

(
'\ N
г

С 6
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Шунинг учун  берилган системани С нуктада  икки цисмга а ж ­
ратиб, дар цайси б у л акн и н г  мувозанатини ало^ида-алодила

текширамиз.  CD булакнинг  АС  цисмга таъсирини Хс, Ус куч-
—̂ / —> /

лар билан,  АС нинг CD га таъсирини Хс, Ус ку члар  билан 
алмаштирамиз ( 9 . 7 - раем, б, в). Таъсир акс  таъсир цонунига

кура  Х с ~ —Х'с, Ус — —Ус. АВС кием мувозанатини текши- 
рамкз .  ( 9 . 7 - раем,  б). (9.15) куринишдаги тенгламалар  ту з а ми з .

Q кучнинг  С нуцтага  нисбатан моментини дисоблашда В а­

риньон теоремасидан  фойдаланамиз,  яъни Q ку ч  моменги 

у р н и ' а  унинг Q,,  Qa ташкил этувчиларининг  моментларини

дисоблаймиз.  Q, таъсир чизиги С нуктадан утгани уч ун  унинг 
бу  нуцтага нисбатан моменти нолга тенг.

Q • c o s 4 5 ° =  О, (1)

^ P i y  =  0: Г в - Г с - Р с о 8 4 5 “- Л  +  ^л = 0, (2)

^ тс{р ])= ^ 0 : -  Qcos  45“ -1 +  Л - 3 . 5 - / ? л - 5  = 0. (3)

CD булакнинг  мувозанатини текширишда (9.17)  куриниш­
д аг и  мувозанат  шартларидан фойдаланамиз;

V  mü{Fi) =  0: Р г^ ,5 -  У с - 3 ^ 0 ,  (4)

2  mciPi) = 0: - ^ 2  • 1,5 + • 3 sin 60“ =  О, (5)

2 /̂ ix = 0: А’с - Я о С О 8 б 0 °  =  0, (6 )

( 1 )—(6 ) тенгламалар системасини ечиб,  номаълумларни аниц- 
лаймиз;
На = 4,66 Н, Хв  =  9,38 Н, Ув = 12,41 Н, Л-с =  2.31 Н, Ус = 4 Н.

= 4 ,6 2  Н.
Топилган натижаларни цуйи­
дагича  текшириш мумкин:  
бутун  система уч у н  =

= 0 ,  2 =  О тенгламалар-
ни тузиб,  топилган циймат- 
ларни шу тенгламаларга  
цуйганда  айният досил б у ­
лиши керак .

2 8 - м а с а л а .  Огирлиги 
О = 10 Н булган тугри т у р т ­
бурчак  шаклидаги АВСО  
плита (9.8- раем) сферик
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шарнир В, цилиндрик шарнир С ёрдамида деворга  мадкамлан-- 
ган в а у  бир учи деворга ,  иккинчи учи плитага бириктирилган 
DF ип воситасида горизонтал долда  уш лаб турилади.  Плитага 
моменти 7И = 2 0 Н-м булган жуфт дам да  Я  н уктада  горизонгал 
буйича йуналган Р  = 5 Н  куч таъсир эгади.  D£' = £'C = 0 ,5  м 
ВС —2 и, а =  60°,  ̂= 30° деб  олиб, таянч реакциялари ва ип­
нинг таранглик кучи аниклансин. Координата уклари расмда 
курс ат ил гандек  олинсин.

Ечиш.  ABCD  плита мувозанатини текширамиз.  Унга таъ ­

сир этувчи ~Р, Q к у ч л а р  ва М. моментли жуфтни расмда тас- 

вирлаймиз.  В сферик шарнирли богланишни Хв, Уе, Zb реак ­

ция кучлари билан, С  цилиндрик шарнирли богланишни Хс  

Yc реакция кучлари билан дам да  DF ип воситасидаги богла­

нишни унинг  таранглик кучи Т билан алмаштирамиз.
Натижада  фазода ихтиёрий жойлашган ку члар  сисгемаси' 

досил булади.  Бинобарин, ихтиёрий кучлар  системасининг  м у ­
возанат шартлари булмиш (9.13) муносабатларни тузамиз.

Т кучнинг  л: ва  у  у кларда ги  проекцияларини дисоблашда 
аввал уни Вху текислигига ,  сунг ра  у к л а р г а  проекциялаймиз .

Т кучнинг  координата ук ларига  нисбатан моментларини дисоб- ' 
лашда кучнииг  координата ук ларига  нисбатан моментини ана­
литик у с у л д а  аниклаш формуласи (8.14,  а) формулалардан 
фойдаланиш цулай;  бунда  D  нуцта координаталари (CD.  ВСу 
0 ) булади.

V  Fix = 0; Хв +  X c - T c o s ^ -  cos(90° — а) = О, (1>

= Уд — Г cos^ • cos а — Р  = О, (2>

V P ; ,  =  0 : Zs  +  Z c - Q  +  7 ' s i n ?  = 0, (3>

2/га^(/^)=0:  - Q - ^ + T s i n ^ - B C  +  Zc-BC =  0. (4 )

V m y ( P ; )  = 0 ; Q - ^ - r s i n p . C D = = 0 ,  (5)
2,

у  ш, (Р ; )  =  0: M ~ ^ c - B C - P - C E -  Tcos  p cos a • C D +

+  7 c o s  p • cos (90° - a ) - B C  = 0. (6 )

Бу  олтита тенгламалар системасини ечиб, номаълумларни аник­
лаймиз:

Т =  5,77 Н, А'с = 10,53 Н, Zc =  О, Z^ = 5 Н.
Кв = 3,56 Н, А ' в = - 8 , 0 3 Н .

Хв  нинг манфий ишорали чициши бу к у ч  расмда  курса-Л 
тилганига тескари йуналганлигини билдиради.
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г X б о б .  ИШ1<АЛАНИШ

5 огланиш турлари курилаётганда  агар жисм радир-будур  
в о с и т а с и д а  богланишда булса,  нормал рев!<ция кучи би- 

б и р л и к д а  ишкаланиш кучи )^ам м а в ж у д  булишн д а в и л а  
"^искача ту хт ал ган  эдик .  Жисмларнинг  бир-бирига нисбатан 
полати ёки даракатининг  характерига цараб ишкаланишлар 

ам  турлича булади.  Бир жисм иккинчи жисм сирти буйича 
Д а р а к а т и  вактида  ёки :царакатга келтирилмокчи булганда  бу  
зк и с м л ар  сиртларининг бир-бирига тегиб турган уринма текис- 
_г,икларида }^осил буладиган тщ алтн ш ла^  сирпанишдаги иш- 
¡^ала-нашлар дейилади.

Жисм иккинчи жисм устида  ду м алаёт г ан и да  ёки д у м а л а ш -  
га интилаётганда (масалан,  цилиндр текислик устида д у м а л а ­
ши ёки думалаши олдида) сирпанишдаги ишкаланишдан т а ш ­
кари бу жисмлар сиртларининг деформацияланиши натижасида  
жисмнинг ду мал аш ига  карши таъсир этувчи жуфт з^осил б у ­
лади; бундай ишкаланиш думалашдаги, ишцаланиш дейилади,  

Бирор сиртда тинч турувчи жисмга  (масалан,  шарга)  мо­
менти у ш б у  сиртга тик булган жуфт таъсир килишида }^осил 
булган ишкаланиш буралишдаги ишцаланиш дейилади.

Ишкаланишлар факатгина каттик й<исмлар орасидагина эмас ,  
балки каттик жисм билан суюклик ёки газлар орасида ^ам 
булиши мумкин.  Каттик жисм билан сую клик ёки газлар ора­
сидаги ишкаланиш жисм ул ар га  нисбатан :^аракатда б у л га н ­
дагина содир булади.

Назарий механикада  факат каттик жисмлар орасида содир 
буладиган ишкаланишлар — к у р у к  ишкаланишлар урганилади.

43 -§ .  Сирпанишдаги ишцаланиш

Орирлиги О булган жисм ку з га лм ас  сирт устига  куйилган 

булсин. Куз гал м ас  сиртнинг нормал реакциясини N д е с а к
•—V —>-

( 1 0 . 1 - раем),  О ва узаро мувозанатлашиб,  жисм тинч >5олат- 
д а  тур ади .  Жисмнинг  сирт билан уриниш нуктасига ,  сиртга

5̂ тказилган уринма текисли кда  ётувчи бирор р  к у ч  ку я й ли к .  
Агар жисм ва  сирт идеал силлик булса,  бу

куйилган О, к у ч  )^ар кандай кичик б у л ­
масин, жисм х ,ар ак атга  келиши керак .
Тажриба курсатадики,  кучнинг м аъ лум  би­
рор Ршах микдоригача  жисм сирт устида

сирпанмай тураверади.  Q кучни ошира бо- 
риш натижасида  жисм сирт ус тида  сир-

рана бошлайди.  Бу эса /V нормал реакция 
кучидан ташкари богланиш сиртига ут-
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казилган уринма текисли кда  ётувчи бирор Р  реакция ку-
—>■

чн дам таъсир этишини билдиради,  яъни реакция кучи N ва
— >- __^

/• таижил этувчилардан иборат булади.  Р еакция кучининг  Р 
тяьчкил этувчиси сараани'мдаги ишцаланиш кучи дейилади.

Сирпаниш бошлангунча  Р ва Q к учлар  узаро мувозанат-  

лашали;  — (̂ ; бундан курамизки,  (3 кучнинг  ортиши би­

лан Р ишцаланиш кучи >{ам орта боради, яъни Р  ку ч  >̂ ам нол- 

Д^Н Утах га мос кслувчи  бирор /-тах гзча  уз гарзд и :

0 < Р < Р „ а х .  ( 1 0 . 1 )
Ш у нуцтаи иазардан ишцаланиш кучи ноаниц дисобланади.  
Шунинг  уч ун  жисмнинг  нисбий мувозанати долатида и ш ка ла ­
ниш кучининг  улчови сифатида унинг максимал киймати оли­
нади ва у  сирпанишдаги с т а т и к  ишцаланиш кучи дейилади.  
Бир-бирига нисбатан даракатдаги жисмлар орасида содир б у ­
ладиган ишцаланиш ку члари динамик иш,цаланаш кучлари 
дейилади.

Ишцаланиш купгина механик жараёнл ар да  содир бул иш и­
га карамасдан,  унинг аник цонунлари урнагилмаган .  Бу ерда  
биз Кулон ( 1 7 3 6 — 1806) томонидан ж у д а  ку п тажрибалар асо­
сида урнатилган ва практик талабларни цондирувчи куйидаги 
ишцаланиш цонунларини келтирамиз .

1. Ишцаланиш кучи жисмларнинг бир-бирига тегиб т у -  
рувчи нуцталаридан ж исмлар сиртларига уткази лган  урин­
ма п.екислпк буйлаб таъсир цилиб, унинг максимал цийма- 
т и  нормал реакцияга пропорционал булади-.

( 10 .2 )

бунда ¡  — сирпанишдаги с т а т и к  ишцаланиш коэффициенти 
дейилади.  У >5;ар хил жисмлар уч ун  турлича  булиб, тажриба-  
дан аницланади; f  улчов бирлигига эга  эмас.

2 . Ишцаланиш кучининг циймапш ишцаланувчи си р тлар ­
нинг улчамига боглиц эмас.

3. Ишцаланиш коэффициент,и ишцаланувчи ж исм лар  
сиртларининг ишлана-иига, уларнинг физак хоссалари ва 
л^олатларига (намлнк ,  температура  ва д. к . )  боглиц.

4. Динамик ишцаланиш кучлари с т а т и к  ишцаланиш ку- 
чидан кичик булади.

Шундай цилиб, бирор сиртга тегиб турган  жисм сирпаниш 
олдида  (мувозанат  чегарасида)  булса ,  сиртнинг ту ла  реакция 
кучи узининг  максимал цийматига эришади;

Ртах ’Ь^'тах- 

Максимал т ул а  реакция кучи  билан нормал реакция ку -  
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10.2- раем. 10.3- раем.

чи /V ташкил цилган ® бурчак  ишцаланаш буряаги. д е т т т .
1 0 .2 - расмдан:

N

( 1 0 .2 ) г а  к у ра  бу  тенгликдан
?  = / (10.3)

келиб чицади, яъни ишкаланиш бурчагининг  тангенси и ш к а ­
ланиш коэф |)ицнентига тенг.

Жисмни сирпантирувчи ку ч л а р  богланиш сиртига у т к а з и л ­
ган уринма текислик буйича турлича й^налишларда куйилиши 
мумкин:  шунга  мос равишда максимал ишкаланиш кучлари 
дам уринма текисликда  турлича йуналиши мумкин.  Нормал 
реакция к у ч и га  нисбатан дар бир максимал ишкаланиш к у ч и ­
га  мос келувчи  т ул а  реакция кучини утк а зсак  ( 1 0 . 3 - раем) ,  
унинг  геометрик урни конус  сиртни ифодалайди; бу  конус 
ишцаланиш конуса дейиугади. Агар барча йуналишлар б уйи­
ча ишцаланиш коэффициенти бир хил булса ,  ишкаланиш ко- 
нуси доиравий конусдан иборат булади.

Р а д и р -б у д у р  сирт воситасида богланишдаги л<исмга куйи л-  
ган к у чл ар  системаси мувоза на гда  булса,  бу  кучлар каторида 
ишкаланиш кучи дам иштирок этади.  Уму ман,  ишкаланиш к у ­
чи ( 1 0 . 1 ) муносабатга ку ра  узгариши мумкин булгани туф ай ­
ли, бундай ку члар  системасининг мувозанат  шартлари т е н г л а ­
ма ва тенгсизликлар оркали ифодаланади.

Баъзи мувозанат  масалаларини дал  килишда ишкаланиш 
конусидан фойдаланиш мумкин.  Агар жисмни даракатланти-

риши м у м ки н  булган ку члар  — актив кучлар А'“ тенг  таъсир 
этувч и га  келтирилса,  икки куч  мувозанати дацидаги аксиома-

га асосан,  жисмнинг  мувозанат  долатида бу R‘̂  ку ч  т у л а  р е ­

акция кучи  К билан бир тугри чизицда ётиши ва унинг  т а ъ ­
сир чизиги ишкаланиш конуси учидан утиши ке ра к .  М у в о за -
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10.4- р аем .

нат чегарасида  актив  кучларнинг  тенг  т а ъ ­
сир этувчиси ишцаланиш конусининг  ясов-  
чиси буйлаб йуналади.  Бинобарин, радир- 
будур сирт устидаги жисмнинг мувоза­
н а тда  булиши уяун унга цуйилган актив  
куялар тен г таъсир этувчисининг т а ъ ­
сир яизиги ишцаланиш конуси уяидан 
ути б , шу конус ияида ёки конус ясовяиси 
буйлаб йуналган булиши етарлидир.

29- м а с а л а .  Д е в о р га  30° бурчак  билан 
тираб куйилган узунлиги  I булган АВ нар-

вон ( 1 0 . 4 - раем)  буйича О огирликдаги 
киши кутарилади.  Нарвой билан пол ва  дево р  орасидаги иш­
каланиш коэффициенти мос равишда / д= • tg 2 0 °, / д = t g l O ° .  
Киши нарвон буйича канча масофага кута рилгунча  иарвон 
сирпаниб кетмайди.  Нарвоннинг огирлиги ^^исобга олинмасин.

Ечиш. Нарвон мувозанат  )^олатининг бузилиши олдидаги 
чегаравий }^олни кура йлик .  Нарвоига  таъсир этувчи актив куч

кишининг огирлиги о  дан иборат.  Нарвоннинг Л ва в  нукта-  

ларидаги хул а  реакция ку члари ни О к у ч  каторига
■■ > —̂

кушиб,  уни эркин з{олга келтирамиз .  ва  Яд йуналишлари
(10.3) муносабатга к у р а  аникланиши мумкин:  |рд = 20°, = 
=  10°.

Мувозанат  чегарасида  кучлар  системасининг  мувоза нат  
тенгламалари куйида гич а  булади:

=  О: cos 10° -  cos 70" = О,

= О: s in 10° -Ь s in 70° -  Р  = О,

2 m ^ ( F ; )  =  0 : P - Л С с о з 60“ - Л 5  • s in 70° = 0.

( 1 )

(2)

(3)

Аникланиши ке ра к  булган АС масофани (3) ' тенгламадан

топиш мумкин.  Бирок бунинг учун  аввал Rg ни билиш лозим. 
Rg ни ( 1 ) ва  (2 ) тен гламалар  системасидан топамиз.  ( 1 ) дан:

cos 10°
R

А cos 70°

Буни (2) га к у ям и з :

/?в81п 10 ° +  /?

Я  сов 70°

cos 10° 
^  cos 70°

• S in 70° = Р .

з!п 80'
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Rg НИНГ топилган цийматини (3) га  цуйиб, АС  ни аниклаймиз :

^  0,65/.
COS 60° ■ sin 80“

Агар киши Нарвой буйича 0,65/ дан катта  масофага ку та -

рилса,  Р, R^, R^ нинг таъсир чизиклари бир нуцтада  кесиш- 
майди ва уч  к у ч  мувозанатининг  зарурий шарти бажарилмай-  
ди.  Агар  киши Нарвой буйлаб 0,65/ дан кичик масоф ада  т у р ­
ган булса ,  т у л а  реакция кучларининг  тегишлича нормал р е а к ­
ция кучи  билан ташкил килган ишцаланиш бурчаклари максимал 
цийматига эришади.  Бу }{0 л д а  / • А'д, f  ■ булиб,

Р, Rĵ , Rg кучларнинг  таъсир чизицлари бир нуцтада  кесиша-  
ди ва  уч  к у ч  мувозанатининг  зарурий шарти бажарилади.  
Шундай цилиб, киши нарвон буйлаб 0,65/ масофагача ку та -  
рилганда  нарвон сирпаниб кетмайди .

44- §. Д ум алаш даги  иш 1̂ аланиш

Радиуси R, огирлиги G булган доиравий цилиндр шакли­
да ги  г алта к  горизонтал текисли кда  жойлашган  булсин (10.5- 
раем).  Рилдирак маркази С нуцтага  максимал ишцаланиш к у -

чи Fmax дан КИЧИК Q кучни цуяйлик .  У з^олдэ г а л т а к  билан 
горизонтал текисликнинг  А уриниш нуцтасида  мицдор жи ^ат -

— V
дан Q га  тенг ,  йуналиши ун га  царама-царши булган F  ишца­
ланиш ку чи  ?^осил булади  ва у  галтакнинг  горизонтал те ки с ­
лик буйлаб сирпанишига царшилик курсатади.  А  нуцтадаги

нормал реакция ку чини Л/ де са к ,  у  г алта к  орирлиги G билан

мувозанатлашади.  Ш ун га  к у р а  F ва Q к у члардаи  тузилган

(F, Q) ж у ф т  таъсирида  г а лт а к  д ум ал аш и  керак .

Бироц, тажрибаларнинг  курсатишича ,  Q кучнинг  бирор Qmax

мицдоригача г алта к  д у м ал ам асд ан  тур ав ер ад и  ва  Q ку ч  миц­
дори Qtanx дан катта  булга нда гина галтакнинг  д ум ал аш и бош- 
ланади.  Бунинг  сабаби шундаки, жисмларнинг  деформацияси 
туфайли, бу  жисмлар битта нуцтада  эмас,  балки бирор АВ
оралицда бир-бирига уринади ( 1 0 . 6 - раем).  Оцибатда,  Q к у ч ­
нинг таъсирида  А нуцтадаги босим В нуцтадаги босимга  нис­

батан кичик булади.  Н ати жад а  N реакция ку чи  А  нуцтадан 

Q ку ч  таъсир этаётган томонга цараб бироз силжиган булади .

Q кучнинг  бирор Qmax цийматигача б у  оралиц ??ам ортиб б о ­
ради;  Q =  Qmax учун  бу  оралиц S га  тенг  дейлик .  Ш ун да й  ци-
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I

10.5 раем . 10.6- раем .

л и б ,  ралтакнинг д ум ал аш и олдидаги чегаравий ^^олатида унга  
иккита жуф г  таъс , 1р этар экан.  Бу жуфтларнинг  бири момен­

та  Ошах ■ булган (Стах.  т̂ах'> ЖуфтДЗН, ИККИНЧИСИ ЭСЗ МО-

менти /V • 8 булган (/V, О) жуфтдан иборат. Мувозанат  ч е г а ­
расида бу  жуфтларнинг  моментлари узаро тенгдир:

^ ш а х - / ?= Л / - 8 . (10.4)
— —>

Ралтакнинг думал аш иг а  каршилик курсатувчи  (О, УУ)жуфт 
думалаш даги ишцаланиш ж уф та , б у  ж уф т  моменти дум а­
лашдаги ишцаланиш м ом ента  дейилади.  Д у м а л а ш д а г и  иш­
каланиш моменти М [О, Мщах! ораликда уз г ауиш и мумкин;  
бунда  Мшах галтакнинг  д у м а л а ш д а н  олдинги — муво за на г  ч е ­
гарасидаги моментдир;

Л í ш a x - Л ' . 8  (10.5)

(10.5)  ифодадаги Ъ ~ думалашдаги ишцаланиш коэффициен­
т а  дейилади ва у  у зу н лик  бирлигида улчанади.
(10.4)  муносабатдан

н

Тажрибаларнинг  курсатишича — катталик думал ай диган  жисм- ,
Я

лар  уч ун  ишкаланиш коэффициенти / га  К арага нда  анча к и ­
чик бу ла д и .  Шунга  к у р а  баъзи жисмларни сирпантириб ?;ара- 
к а т г а  келтиришга Карага нда  д у м а л а т и ш  уч у й  кам куч сарф 
килинади.

3 0 -масала. Огирлиги 0  =  80 Н, радиуси R —\ и булган А 
цилиндрик г алтак  горизонт билан а = 30° бурчак  ташкил э т у в ­
чи кия текисликда ,  бир учига Р  юк осилган ва В блок о р ка ­
ли утказилган ип воситасида,  мувозанат  )^олатда туради (10.7- 
расм,  а ) .  Дум алаш даги  ишкаланиш коэффициенти 8 = 0 , 0 8  м. 
Ралтак  мувозанатда  булиши у ч у н  осилиши ке ра к  булган Р  
юкнинг энг кичик ва  энг катта  киймати топилсин. В бло^<даги 
ишкаланиш }^исобга олинмасин.
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10.7- раем.

Ечиш. Аввал галтак  мувозанатда  булиши учун  куйилиши 
' ке ра к  булган Р  юкнинг энг кичик киймати ни топамиз.

Бу  з^олда г алтак  ция текислик буйлаб пастга даракатланиши 
мумкин.  Шунинг  учун ту. ,а  реакция кучининг  куйилиш н у к ­
таси галтакнинг  О марказдан кия текисликка  туш.ирилган пер- 
пендикулярнинг  чап томонида 6 =  0,08 м масофада олинган 
нук та да  булади ( 1 0 . 7 - раем,  б).

Ралтакка -т аъ си р  этувчи огирлик кучи О ва ипдаги таранг-

лик кучи каторига реакция кучининг  ташкил этувчилари

Р. N ш  куйиб,  галтакни эркин )^олга келтирамиз.

.\осил булган бир текисликда  ётувчи  (G, F, N) к у ч ­
лар системасининг мувозанат  тенгламаларидан бирини — бу 
кучларнинг  D нукта га  нисбатан моментларининг  йигиндисини

тузамиз ;  момент марказини D нуктада  олсак,  Р, N номаълум

кучлар т енглам ад а  катнашмайди.  О кучнинг  моментини 5̂ и- 
соблашда уни узаро  перпендикуляр икки ташкил этувчига  
(G, = C c o s a ,  G2 = G s i n a )  ажратиб,  Вариньон теоремасидан фой-

—>- —
даланамиз ;  шунингдек ,  ва ку члар  моментларини >̂ и- 
соблашда гилдиракнинг  кичик деформациясини ^¡исобга олмай­
миз,

Шундай цилиб, '^ т^ {Р ¡)  = 0  тенглама куйидагича булади:

— G • eos а • 8 О ■ sin а • /? — • а; = 0.

Бу  тенгламадан

Р  ■ =■' тш
О (sin  а ■ — eos а ■ 

R
Масала  шартига к у р а  берилганларни б у  тенгламага  куйсак ,  

,-^min =  35,2 Н келиб чикади.
Энди г а лт а к  мувоза натд а  булиши у ч у н  куйилиши ке ра к



б у л га н  юкнинг энг катта  кийматини аницлаймиз.  Б у  }^олда 
реакция кучларининг  куйилиши 10 .7 -раем,  в да  курсатилган .

Аввалгига  ухшаш = 0 тенглама тузамиз :

О с о з а  . 8 +  О з 1п а  • /̂  — Ртах • - ^ = 0 .
0(СО З а  ■ 5 +  з 1 п а  ■ Л')р  _  * ТП я V --- :44,1

Д е м а к ,  ралтак мувозанатда  булиши учун  Р  юк микдори 35,2 Н 
да н  кичик булмаслиги.  44,80 Н дан катта булмаслиги кера к .

XI б о б .  ФЕРМА 

4 5 - § .  Ф е р м а  з^ацида т у ш у н ч а л а р

Стерженларнанг шарнирлар ёрдамида узгармас цилиб 
туташ ти ри ли ш адан  ^^осал булган иниюот ферма дейала- 
да. Стерженларнинг  учларини туташтирувчи нукта  тугун  деб 
а талади .  Фермалар фазовий ва те кисли кда  жойлашган були­
ши мумкин.  Фермалар стерженларининг  уклари битта т еки с ­
л икда  ётса ,  у  текис ферма дейилади.  Биз асосан текис фер- 
маларни урганамиз .

Фермалар  турли хил иншоотлар куришда ,  ку та рувчи  ма ­
шина ва  механизмлар яратишда кенг  кулланилади.  Фермага  
куйиладиган кучлар  ферма текислигида  жойлашган булиб, 
у л ар  факат т у г у н л а р га  куйилган деб фараз килинади ва фер­
ма стерженларининг  огирликлари,  шарнирлардаги ишкаланиш­
лар 5̂исобга олинмайди. Бунда  с терженлар да  улар  буйлаб 
йуналган факат чуз ув чи  ёки сикувчи зурикиш кучлари пайдс 
булади.

Ферма геометрик уз г арм ас  булиши учун  кандай шарт ба- 
жарилишини топамиз.  Тугунларининг  сони п та  булган фер- 
мани карайлик.  Равшанки,  бундай фермада биринчи 3 та  ту-  
гунни з^осил килиш уч ун  3 та стер жень керак .  Навбатдаги 
?^ар бир туг унни  }^осил килиш у ч у н  камида  яна иккита с т е р ­
жень олиниши керак .  Шундай килиб, биринчи 3 та т у г у н д а н  
кейинги колган (н- — 3) та  тугунларни х;осил килиш у ч у н  к а ­
мида 2 ( й  — 3) с т ерж ен ь  булиши ке ра к .  У з^олда з^амма стер­
женларнинг  сони камида

Л/ =  3 +  2 ( « - 3 ) = 2 й - 3 ,  (11.1)
булади.  ( 1 1 . 1 ) га  фермананг геометрик мустах^камлик шар- 
т а  дейилади.  Агар Ы У ^ п  — Ъ булса ,  ферма ф та ц я а  стер- 
ж ен ла ферма Агар Л/ = 2/г — 3 булса ,  фермада  ор-
тикча стерженлар  булмайди.  Л^< 2 « — 3  булганда  стерженлар-  
нинг сони ферманинг геометрик мустадкамлигини таъминла-  
майди.

Берилган кучлар  таъсирида ферма ст ерж енларида  пайдо 
буладиган зурикишларни ва ферманинг таянч р е а к ц и я л а р и н и
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аницлашга  фермани >;исо6лаш дейилади.  Берилган кучлар  ва 
т а я н ч  реакциялари ферма учун  ташци ку чл ар ,  стерженларда-  
ги зурицишлар эса ички кучлар  ^^иСобланади. Агар берилган 

фермани :?^исоблашда таянч реакцияларини ва стерженлардаги  
зурикишларни цаттик жисм статикаси усуллари билан аницлаш 
мумкин булса ,  бундай ферма с т а т и к  аниц ферма булади.  
А к с  долда  ферма с т а т и к  аницмас булади.  Ферма статик 
аник булиши учун  цандай ш артга  б^'йсунишини топамиз.  А в ­
вало шуни таъкидлаш ке ракки ,  царалаётган ферма уч ун  но­
маълум  таянч реакцияларининг  сони учтадан ортиц булмас- 

лиги кера к ,  чунки текисликдаги кучлар  системаси мувозанат  
шартлари учта  тенглама билан ифодаланади. Акс  долда  фер­
ма учун таянч реакцияларини аницлаш масаласи статик аниц- 
мас масала  булади.  Номаълум таянч реакцияларининг  сонини 
■3 та д е с а к ,  яна N та стерженлардаги зурицишлар дам номаъ- 
■лумдир. Д е м а к  даммаси булиб N + 3 номаълум булади.  Ф е р ­
ма тугунларининг  сони п та булсин. }^ар бир тугунни ажратиб 
олиб, унинг мувозанатини алодида текширса булади.  Туг ун -  
•ларга таъсир цилувчи ку члар  текисликда  бир нуцта га  цуйил­
ган кучлар  булгани учун дар бир т у г у н г а  2  тадан мувозанат  
тенгламасини тузиш мумкин.  Шундай цилиб, барча т у г ун л ар  
учун тузилган мувозанат  тенгламаларининг  сони 2п та  б у л а ­
д и .  Ферма статик аниц булиши учун  номаълумларнинг  сони 
тенгламаларнинг  сонига тенг  булиши керак ,  яъни

N + 3= 2/1;

^бундан И = 2 п ~ 3  досил булади.  Бинобарин, ферма статик 
^ниц булиши уч ун  стерженларнинг  сони {2п — 3) та  булиши 
ке ра к  экан.  Лекин бундай шарт ортицча стерженларсиз  фер­
ма учун  уринли эди.  Д е м а к ,  ортицча стерженларсиз ферма 
статик  аниц ферма булади.

4 6 - § .  Т у г у н н и  кесиш у с у л и  билан фермани }^исоблаш

Ферма  стерженларидаги зурицишларни аницлашнинг турли 
у с у л л а р и  м а в ж у д .  }^ар цандай у с у л д а  дам аввало номаълум 
таянч реакциялари аницланади. Сунгра  ферма стер женлар и­
д а г и  зурицишларни аницлашга утилади.  Бун да  тугунларни 
кесиш усули билан стерженлардаги зурицишларни топиш уч ун  
ферма ту гунлар и бирин-кетин ёпиц контур ёрдами билан ке- 
силади.  Кесишни шундай тугундан бошлаш керакки, ^ тк а-  
зилган кон тур  ф ацат номаълум зурицишли иккитадан куп 
булмаган стерженниш на кесиб утсин. Кесилган ту г ун  м у ­
возанатда  булгани учун  унга  цуйилган кучлар  ку пбурчаги  
ёпиц булиши ке ра к .  Б у  т у г у н  кучлари уч ун  кучлар  купб ур -  
чагини тузиб ундан график ус улда  стерженлардаги номаълум 
зурицишлар аницланади. Кесиш учун  навбатдаги ту гунни  тан- 
лашда кесувчи  контур яна номаълум зурициши иккитадан 
•куц булмаган стерженларнигина кесадиган булиши керак .
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Тугунни кесиш усули  билан ферма стерженларидаги з у р и ­
кишларни аналитик у с у л д а  ^ам аниклаш мумкин .  Бунда  з^ар 
бир кесиб ажратилган т у г у н г а  таъсир килувчи кучлар учун  
бир нук та га  куйилган ку члар  системасининг  муво за нат  т ен г ­
ламалари тузилади ва бу  тенгламалардан номаълум кучлар ан и к­
ланади.

Мисол тарикасида фермани ту зувч и  стерженларнинг  уз ун -

ликлари,  а, б ур чак  з^амда С нуктаг а  куйилган горизонтал Р  
ку ч  берилган деб ,  1 1 . 1- раем,  а д а  курсатилган фермани г р а ­
фик у с у л д а  дисоблашни курамиз .

Агар кесиб олиниб мувозанати текширилаётган т у г у н д а ги  
ку члар  уч ун  тузилган кучлар купб ур чаги ёрдамида топилган 
куч (стерженнинг  реакцияси)  мос стерж ень буйлаб т у г у н г а  
караб йуналган булса ,  у  стерженнинг  кисилишини ифодалай­
ди,  акс  з^олда стерж ень чузилади.  Бир ту г ун  мувозанати ку’- 
рилгандан кейин иккинчи ту гунга  утилаётганда  бу тугунларни 
бирлаштирувчи стержендаги зурикиш кучи таъсир, акс таъсир 
конунига к у р а  дисобланишини эътиборга олиш керак .

Ферманинг  стерженларини 1 , 2 , . .  ., 8 , 9 ракамлар  билан 
белгилаймиз.  Аввало таянч реакцияларини аниклаймиз.  В н у к ­
тадаги таянч рилдиракка урнатилган булгани учун реакция 
кучи вертикал равишда юкорига йуналади.  Лекин унинг  мо­

дули номаълум. А таянчдаги реакциянинг  модули хам ,

йуналиши х,ам номаълум.  Берилган ферма уч та  Р, 
кучл ар  таъсирида мувозанатда  турибди.  Д е м а к ,  бу  кучларнинг

таъсир чизиклари бир нуцтада  кесишиши керак .  Р  кучнинг

таъсир чизирини реакция кучининг  таъсир чизири билан

бирор К  нуктада  кесишгунча давом  эттирамиз.  реакция 
кучининг  таъсир чизиги )^ам шу К  нуктадан утиши ке ра к .

Р> Рр,, Рц к учлар  учбурчагини чизамиз.  Учбу рча к  чизишни 
микдор ва йуналиши маълум  ку чдан  бошлаймиз.  Берилган Р
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т « у ч н и н г  модули ва йуналишига мос е/ =  Р  векторни е н у к т а ­
г а  к у я м и з  ( 1 1 . 1 - раем, 6), сунгра  унинг е вй I нукталаридан 
мос равишда АК  ва ВК чизикларга параллел килиб чизиклар 
утказа.миз.  >^осил булган е1гп учбур чак  к у чл ар  учбур чаг и  б у ­

лади.  У ёпик булиши кера к .  Бинобарин, бу  учбурчакн и  Р
—> .—

вектор йуналишида периметр буйлаб айланиб чициб Р^ ва 
реакцияларнинг  йуналишларини белгилаймиз .  Бу уч бурчак

т е  ва 1 т  томонларининг узунликлари мос равишда /?д,

реакция кучларининг  модулларини ифодалайди. векторнинг  
АВ  билан ташкил килган бурчагини транспортир ёр д а м и д а

КАВ бурчакни улчаш билан аниклаш ёки АВК  у ч б у р ч а к к а  
-синуслар теоремасини куллаб топиш мумкин.  Асосий расмда 
—̂

Р д  реакция кучларини кучлар  ку пб урчагидаги модуллари 
в а  йуналишларига мос равишда курсатиб куямиз .

Энди туг унни  кесиш усулини куллаб  стерженлар да ги з у ­
рикишларни аниклашга  утамиз .  Кесишни шундай т у г у н д а н  
■бошлаш керакки ,  ун да  фацат иккита стерж ень бириккан б у л ­
син. Бундай т у г у н  ёки А, ёки В т у г у н  булади .  А  т уг унни

кесайлик.  Бу т у г у н г а  учта  ку ч  куйилган :  м а ъ л у м  к у ч  ва

кесилган 1 ва 2  стерженларнинг  ¿ 1, ¿2  реакциялари.  Бу ре- 
а кци ял ар  мос стер женлар  буйлаб йуналган,  шунинг учун  у л а р ­
нинг таъсир чизиклари маълум  дисобланади.  Уларнинг м о д у л ­
ларини аницлаш максадида  шу учта  к у ч  уч ун  ёпик купб ур -

чак  чизамиз ( 1 1 . 1 - раем,  в : ихтиёрий нуктадан бошлаб 
кучни ифодаловчи вектор утказамиз .  Бу  векторнинг  бошидан 
в а  охиридан I ва 2  ст ерженларга  параллел килиб чизиклар 
утказамиз ,  бу  чизикларнинг кесишган нуктаси кучлар уч б ур -  
чагининг учинчи учини беради. Учбурчакнинг  1 ва 2  стер- 
женларга  параллел булган томонлари эса мазк ур  с т е р ж е н л а р ­

даги изланаётган зурицишларга тенг  булган ¿ 1  ва .̂  2 р е а к ц и я -

лар модулини ифодалайди. Кучлар учбур чаг ида  ва ¿2  к у ч ­
ларнинг йуналишларини аниклаш учун  бу уч бурчакни  маълум

Р д  куч йуналишида периметр буйлаб айланиб чициш ке ра к  

Кучлар учбурчагидан ¿>1 ва кучларни ферма стерженлари-

га  кучириб,  5 ,  к у ч  дам,  5 ,  куч  дам  А ту г ун дан  чикаётгани-  
ки курамиз .  Д е м а к ,  1 ва 2  стерженлар  чузилишга ишлайди. 
А т у гундан  кейин С тугунни кесиш кера к .  Бу т у г у н г а  туртта

1ку ч  куйилган;  улардан Р  ку ч  берилган,  / стерженнинг  реак-
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цияси аникланган,  3 в& 4 стерженларнинг  реакциялари эса 
номаълум.  С т у г у н г а  таъсир цилувчи кучлар  уч ун  ку члар  куп-  
бурчагини ясашни маълум  кучларни жойлаштиришдан бош-

лаш керак .  Бунда / стерженнинг  С т у г у н и г а  цуйилган 5 ;  ре -

акция кучи уш б у  сгерженнинг  А т у г у н и г а  цуйилган 6‘, р еак -

циясига тескари йуналганлигига ,  яъни 51 =  — ¿ 1  эканлигига  
эътибор бериш зарур ( 1 1 . 1 - раем, г). С т у г у н г а  нисбатан к у ч ­

лар купбурчагини ясаш у ч у н  ихтиёрий нуцтадан Р  кучни 
ифодаловчи векторни утказамиз ,  бу  векторнинг  учидан бош­

лаб 5 '  векторни жойлаштирамиз ,  сунг ра  эса Р  векторнинг  бо­

шидан ва 5 '  векторнинг  учидан 8  ва ^ стерж енлар га  параллел 
цилиб чизицлар ут ка зам и з .  Досил булган ёпиц туртбурчакнинг  
8  ва 4 ст ерженларга  параллел булган томонларининг у з у н л и ­
ги бу  стерженлардаги изланаётган зурицишларнинг  5 , .  5^ сон

цийматларини ифодалайди.  М а ъ лу м  Р  ёки кучларнинг йуна-  
лишида бу  ту ртбурчакнинг  периметри буйлаб айланиб чициб,

¿ 3, 6 ’̂  кучларнинг  йуналишларини ?^ам аницлаймиз.  ¿ 3, ¿'4 к у ч ­
ларни ферманинг 5  ва ^ стер женлар ига  кучириб курами зки ,  
бу  кучлар С т у г у н г а  томон йуналганлигидан 8  4  с т е р ж е н ­
лар ку йилган ку члар  таъсирида  цисилар экан.

Энди О т уг унни  кесиш ке ра к ,  чунки бу  т у г у н г а  куйилган 
туртта  ку чд а н  иккитаси (2  ва  8  стерженлар да ги реакциялар)  
аницланган,  5  ва 6  с терженлар да ги реакцияларгина {юмаълум.  

— ■ >

Бу  кучларни ва орцали белгилайлик .  В  т у г у н  уч ун  к у ч ­
лар купбурчагини цуришда 2  ва 8  стерженларнинг  О  т у г у н ­

г а  куйилган З ’' ва реакциялари уларнинг  Л ва С т у г у н л а р ­
г а  куйилган реакцияларига  модуль  жи^^атдан тенг ,  йуналиш

жи^^агидан царама-царши эканини, яъни 5 '  =  — ва =  — 53  
ни эътиборга олиш керак .  Бу  ку чл ар  ку п бурчаги  И Л - р а е м ,

—►
д  д а  курсатилган .  ва  кучларнинг  йуналишидан к у р а м и з ­
ки 5  с т ер ж ен д а  )^ам, 6  с т ер ж ен да  ^?ам зурициш чузилишдан 
иборат.

Навбатдаги туг унни  циркишда бу  т у г у н д а  з^рикиши з?али 
аникланмаган иккитадан ортиц булма ган  ст ерж ен ь  бириккан 
булишига эътибор бериш ке ра к .  Шунинг  у ч у н  В  т у г у н д а н  
кейин энди Н тугунни  ёки Е т у г у н н ^  ^^атто В т уг унни  кесиб 
караш мумкин.

Албатта,  ферма стерженларидаги зурицишларни аницлашни 
В т у г у н д а н  бошласа х;ам булади.  Бунда  В тугунни ,  сунг ра  Е 
тугунни,  кейии эса О, С, А т у г у н л а р д а н  бирини кесиб цараш 
керак  булади.
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Фермани хисоблашда унинг  барча стерженларидаги з ур ик иш ­
ларни аниклаш керак  булса ,  албатта ,  тугунни кесиш усул и 
к ул  келади.  Агар унинг баъзи стерженларидаги  зурикишлар-  
нигина аниклаш керак  бу’лса,  Риттер ус ул идан  фойдаланиш 
кулай.  Бу  усул  аналитик у с у л  булиб.  ферма зурикиши аник- 
ланадиган стерженни кесиб утув чи  бирор контур билан фик- 
ран икки кисмга ажратилади  ва бир кисмининг мувозанати 
текширилади,  Фермани кесишдан аввал унинг таянч р е ак ц и я ­
ларини аниклаб олиш керак .  Фермани кесишда зурикишлари 
но маълум  булган стерженларнинг  сони учтадан ошмаслиги 
шарт,  ак с  долда зурикишларнинг  сони купайиб, масала  статик 
аникмас булиб колади.  Кесилган стерженлардаги номаълум  
зурикишларнинг  йуналишини ихтиёрий ка б ул  килиш мум кин,  
Одатда  кесилган стерженлар  чузилади деб ,  зурикишлар ф е ^  
манинг ташлаб юборилган кисми томон йуналтирилади.  М а с а ­
ла ечилганда  зурикишлардан бирортаси манфий ишорали чик­
са,  бу  ишора унинг дакиций йуналиши кабул  килинган йуна- 
лишга  карама-карши булишини курсатади.  Ажратилган кисм- 
да ги  учта  номаълум зурикиш текисликда  ихтиёрий жойлашган 
ку чл ар  системасининг мув оза нат  тенгламаларидан аникланади.

Тенгламалар тузишда имкони булса ,  дар  бир тенг лам ад а  
биттадан номаълум иштирок этадиган килиб олиш м а кс а д г а  
мувофикдир.  Бунинг учун  текисликдаги ку члар  системаси м у ­
возанат  шартларининг иккинчи ва учинчи формаларидан,  яъни
(9.16)  ёки (9.17) шартлардан фойдаланиш кулай.  (9.16) к у р и ­
нишдаги тенгламаларни ту зи ш д а  момент марказлари учун  ик­
китадан номаълум реакция кучларининг таъсир чизиклари 
кесишадиган нукталарнч олиш тавсия  этилади.  Агар реакция  
кучлар и номаълум стерженлардан иккитаси узаро параллел 
булса ,  (9 17) куринишдаги тенгламалардан фойдаланиш яхши;  
б ун да  иккита момент маркази у ч у н  нукталар ацвалги коида 
буйича танланади,  л  у к  эса параллел ст ерженларга  перпе нди­
к у л я р  равишда олинади.

Масалан,  11.2-раем а  да  курсатилган ферманинг учта  т у -

г унларига  бир хилдаги Р  к у ч л а р  куйилиб,  16 , 17 ,  18 стержен-

л а р д а ги  5 , в, зурикишларни аниклаш талаб килинсий.
Аввало таянч реакцияларини аниклаймиз,  курамизки,

булиб,  ул ар  вертикал равишда тик йуналади.  Энди фермани 
1Ь, 17, 18 стерженларни кесадиган кн'^иб т п  контур билан 
икки кисмга ажратамиз ва ун гда ги  кисмининг мувозанатини

текширамиз.  Бу  кисмга  куйилган Р  куч  ва Яд р еакция кучи: 
каторига ташлаб юзорилган булакнинг  таъсирини ифодаловчи 
реакция кучларини кушиб оламиз.  Б у  реакция ку члар и ан«(<;'|

4 7 -§ .  Риттер у с у л и  билан фермани ?^исоблаш
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11.2- раем.

—г  —̂

ланиши з а р у р  булган в, ¿ , , ,  5 , в зурикиш ку чларига  тенг  
( 1 1 .2 - раем,  б).

(9.17) куринишдаги тенгламалар тузамиз .  х  у к  учун  вер ­
тикал йуналишни оламиз. О тенгламани тузамиз :

Бундан,

з1п й = 0 .  

„  Я д - Р  Г 2
з1п 45°

Р.

Кучларнинг  ва нукта лар га  нисбатан моментларининг 
йигиндиларини 5{исобласак, тенгламаларда  биттадан номаълум 
•Катнашади:

'2/^л ( ^ )  =  0 ; 5 , < , . г г - Я - й  +  / ? д - 2 а  =  0 ,

Бу  тенгламалардан в а  5 , а аникланади: 2/?„= - 2 Р ,

5 , 8 = - А  нинг манфий ишорали чиккани,  ташни ку члар

таъсиридан 1 6 -  <7- с т ер ж ен ь  кисилншга ишлашини билди- 
ради,
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ХН б о б .  ОГИРЛИК МАРКАЗИ

4 8 - § ,  У з а р о  параллел и к к и 1 Н кучн и н^шиш

Бир томонга  йуналган ,  у з а ро  параллел ва кучлар  
мос равишда А, В нуцталарга  куйилган булсин (1 2 Л - р а с м ) ,

—

Бу кучларни кушиш у ч у н  у л а р  каторига  (Р , .  *^ 0  кучлар  

системасини киритиб, Р ,  ни А н у к т а г а ,  Р 2 ни эса В н у к та г а  

ку ям из .  Сунгра  билан Р ,  ни, /̂ 2 бнлан Р ,  ни кушамиз :

Р ,  = Д  +  Р . ,  +
—► —>
Р , ,  Рз  ку члар  таъсир чизикларини да вом  эттириб, уларнинг  
кесишиш н у 1̂ таси булмиш О н у к та г а  ш у  кучларни таъсир чи-

—► —>-
зиклари буйлаб кучирамиз.  О нуцтадаги /?„ кучларни кай- 

тааан  (/^,, Р , ) ,  {р.̂ , Р^) ташкил э тувч и л ар га  а ж р атам и з  ва 

(Ри Р2) ' ^ 0  системани айириб ташлаймиз .  Н а ти ж ад а  О н у к т а ­

г а  куйилган ва бир турри чнзицда ё г у в ч н  /Г,, р  ̂ к учлар  ко ­

лади.  Бу кучларни (арифметик) ку шиб,  битта R  кучни х,осал 
киламиз:

I Р = Р , +  Рг. ( 1 2 . 1 )

}^осил булган Р  куч  ){ам берилган ку чларга  параллел ва улар  
билан бир хнл йуналган б у ­
лади.  Р  кучни,  микдор ва  
йуналишини узгартирмай,  
унинг таъсир чизиги билан 
Л 5 к е с м а н и н г  кесишиш н у к ­
таси С га кучириб куямиз .
С нукта  з^олатини аницлай­
миз. ОАС ва 0 1 т  уч б ур -  
чакларнинг  ухш аш лигид ан
^  — нисбатни, ОВС ва ОС От
Опк уч бурчакларни нг  у х ­
шашлигидан нис- ОС Ок
батни ёзиш мумкин.  Бу  про- 
порцияларда 1 т  = кп = Р , ,
О т = Р ,̂ Ок = р 2 булишини 
эътиборга олсак,  улардан

АС-Р,=^ВС-Р.^
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ё к и

ни 5
НО!
бу

ла

13

СВ АС ( 12 ,2 )

келиб чикади.
АС +  СВ ~ А В, /Г! +/^5 =  /? булгани учун  пропорция х осса­

сига кура  ( 1 2 .2 ) дан

р1 Я  ̂ '
досил булади.

Шундай килиб, бар том онга йуналган икки кщнанг тен г  
таъсир этувчиси шу кучларнинг арифметик йириндисига 
тен г ва унинг йунглиши берилган кучлар йуналишида бу­
лади-, тенг таъсир эт,увчананг таъсир чизиги кучлар цуйил­
ган оралицни мазкур кучларга тескари пропорционал бу- 
лакллрга аж ратаби .

— —>
Агар F,̂  узаро параллел ку члар  микдорлари турлича

булиб,  карама-карши томонга  йуналган булса ,  уларнинг  тенг 
таъсир этувчиси берилган кучлар нин г  алгебраик йигиндисига 
тенг  ва йуналиши катт а  к у ч  йуналишида булишини д ам да  
унинг  таъсир чизиги (12.3) пропорцияга мос равишда ку чл ар  
куйилган ораликни таш каридан  ш у  к учл ар га  тескари пропор­
ционал булакл арга  ажратишини,  бунда  С нукта  катта  куч то- 
монида ётишйни исботлаш мумкин.

49 -§ .  Параллел кучл ар  маркази

Ж исмга  таъсир чизиклари у з а ро  параллел ва бир томонга

йуналган /?„) кучлар  системаси куйилганида
( 1 2 . 2 - раем) уларни кушишни караб чикайлик.  Бу  кучларни 
икки пар ал л ел  кучни кушиш коид ясиг а  биноан ке т м а -ке т  ку -

12.1- раем.
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шиб борсак,  берилган ку члар  системаси битта Р  тенг  таъсир 
этувчига  келтирилади ва у

^  =  (12.4)
£=*1

тенгликдан аникланади
Параллел кучлар  тенг  таъсир этувчисининг куйилиш н у к ­

таси п араллел куялар марказа дейилади.  Е„ па­
раллел ку члар  куйилган Л,,  А ,̂ . . А  ̂ нукталарнинг  р ад и ус -

векторлари Гр г^, . . м аъ л ум  булга н да  параллел к у ч л а р  

марказининг  радиус -вектори ни аникловчи формулани кел- 

тириб чикарамиз.  Агар /•', ва  Е2 ку члар  тенг таъсир этувчиси 

/<\ куйилган нуктани C’  ̂ билан бел ги л аса к ,  (12,3) г а  к у р а

^  =  ^  (12.5)

пропорцияни ёзиш мумкин,  н ук та  радиус-векторини де-
__, __  ̂ ->

сак ,  C■̂ A¿ векторларни г , ,  г̂ , оркали куйидагича  и фо-
далаш мум кин;

Л ^ C J = r ( .  — ГJ, С^А^== г̂  — Г(.̂ .

Бу ифодаларни (12.5) га куйиб,  ни топамиз:

7 ^ =  ( 1 2 .6 )

Энди /?1 2 билан Е̂  ни кушиб,  уларнинг   ̂ 3 т ен г  таъсир

этувчиси куйилиш нуктаси нинг радиус-векторини г .̂ д е -  
сак ,  ( 1 2 .6 ) г а  биноан

^ 1. 2 -^с, + У з  .. +
■̂ 1,2 + ^3 Р1+Р^ + Рг

)^осил булади.
Шундай килиб, берилган барча кучларнинг  тенг  таъсир 

этувчиси куйилган нукта  С  нинг ради ус -век то ри уч ун

p JX ± I^ !h ± ll^ Л In [n ^ J= í------- (^2 .7 )

формулани )^осил киламиз.
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Шундай килиб, параллел кучлар  марказининг  р а д и у с - в е к ­
тори (12.7) формула билан аницланар экан.

(12.7) ни координата ук ларига  проекциялаб ,  параллел к у ч ­
лар марказининг  координаталарини аникловчи:

2  г̂Уг
J= l____  V =• Ус~ п ^с = П ( 12.8)

формулаларга  эга  буламиз.  ( 1 2 .8 ) д а  у^,  параллел к у ч ­

лар марказининг  координаталарини,  эса куч куйил ­
ган Л;  нукта  координаталарини ифодалайди.

Шуни та ъкидлаб утамизки,  долда  ёки Я ,  . .

■^„-1 ку члар  тенг  таъсир этувчиси билан Р  ̂ жуфт кучни таш­
кил этмаган долда  турли томонга йуналган параллел кучлар 
системаси уч ун  дам (12.4) ,  (12 .7 ) ,  (12.8) формулалар уринли

П
булавер ад и ,  факат бу долда  ни алгебраик йигинди деб

караш ке ра к .
1=1

50- §. Цаттиц жисм нинг  о гирлик м а р к а з и

Ер сиртида дам да  Ер сиртидан унча у з о к  булмаган дар 
кандай моддий нукта га ,  механик система ёки каттик жи смга  
Ер марказига  йуналган тортиш кучи  таъсир килади.  Бу  куч  
м а з к у р  объектларнинг  орарлик куялари  деб  юритилади.  М а ­
салан,  ............ моддий нукталардан — булакчалардан
иборат каттик жисмни карайдиган б ул сак ,  унинг огирлиги бу  
нукталар  огирликларининг йигиндисидан иборат булади.  О д ат ­
д а  текшириладиган жисмнинг  улчамлари Ернинг улчамлари-  
дан анчагина кичик булганидан,  Жр нукталар
огирлик кучларини ифодаловчи векторлар параллел ку ч л а р  
системасини ташкил килади.  Бу кучларнинг  маркази ,  те кш и ­
рилаётган жисмнинг огирлик марказини ифодалайди.  Огирлик

кучлари мос равишда Р ,̂ . . Р^ параллел векторлар би­
лан ифодаланувчи нукталардан иборат жи см ­
нинг огирлик марказини топайлик ( 1 2 . 3 - р аем ) .  Агар бу  мар- 
казни С оркали белгиласак ,  у  долда  (12 .7)  га асосан С н у к ­
танинг радиус-вектори

« -> л ->

г- 1  (=1
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формула билан топилади; бун да

Г1 билан М 1 булакчанинг  радиус- 
вектори белгиланган ,  Р  эса ж и с м ­
нинг огирлик кучидир. (12.9) в е к ­
тор ифодани координата укларига  
проекциялаб,  1̂ аттик жисм огирлик 
марказининг  координаталари учун 
формулалар ^^осил киламиз:

¿ Р л  
г—1 12.4- раем .

^Р1^1
г=1 „ _  г=1

о > о ( 12. 10)

Жисмларнинг огирлик марказларини аниклашда жисмни 
ташкил этувчи булакларнинг  даж ми ,  юзаси ёки узунлигидан 
фойдаланиш ;^ам мумкин.  Масалан,  жисмнинг огирлик м ар ка ­
зини унинг  )^ажмига караб топиш уч ун  уни п та  кичик 
( ¿ = 1 , 2 , . . . ,  « )  }^ажмга эга  бул га н  булакчал ар га  буламиз 
Бу булакчаларнинг  >!;ар бирининг вазияти мос равишда битта­

дан радиус-вектор г, (/= 1 , 2 , . . й)  билан аниклансин. Дар 
бир булакчанинг  огирлиги булиб (б ун да  билан
г — булакчанинг  солиштирма огирлиги белгиланган) ,  бир-би­
рига параллел векторлар билан ифодаланади. Жисмнинг огир-

лик маркази радиус -вектор  билан аникланувчи бирор С 
н ук та да  булсин.  (12.9) формулани куллаб ,  куйидагини х,осил 
киламиз;

(12.11

Жисмни заррачаларнинг  узлукс из  тупламидан иборат деб 
караб,  ( 1 2 . 1 1 ) д а  &v̂  з^ажмни нолга интилтириб лимит щсоб- 
ласак,  у  куйидаги интеграл куринишини олади;

{v dv  
г1 =  (У)_____

I

Огирлик марказининг  координаталари эса

Ус =
т

■(уйУ

(.У)
1С1У

( 12.12)
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формулалар ёрд ам ид а топилади. Бунда интеграл жисмнинг  
тула  .чажми буйича олинади. Агар жисмнинг солиштирма огир­
лиги унинг  барча цисмида бир хил, яъни жисм бир жинсли 
булса ,  ( 12 . 1 1 ) ва ( 12 . 1 2 ) ифодалардан

г (IV
(V)

¡ х а у
(V)

г(1У
V)

( 1 2 . 1 3 )

(12.14)

келиб чикади.
Бир жинсли юза (ясси жисм)  ёки чизициинг огирлик мар ­

казини топиш учун (12.11) — (12.14) формулаларда д аж м  урни­
га  юза ёки узунликни олиш ва (12.13) ёки (12.14) формула­
ларда интеграллашни тегишли юза ёки чизик буйича ам алга  
ошириш кера к .  Масалан,  бир жинсли текис  юза уч ун  (12.11) 
дан куйидагини досил киламиз:

П

S Ус- (12.15)

5 1 - § .  Орирлик м ар каз и н и  аницлаш ус уллар и

1. Симметрия усули. Агар бир жинсли жисм си м м ет­
рия текислиги, ущи ёка марказига эга булса, унинг огирлик 
маркази мос равишда ё симметрия текислигида, ё сим м ет­
рия ^цида, ё симметрия марказида ётади.

Масалан,  бир жинсли жисм симметрия текислигига  эга б у л ­
са, бу  текислик жисмни огирликлари булган иккита 
бул акка  ажратади.  У долда  жисмнинг  огирлик марказини бир

томонга йуналган,  микдор жи дат дан  тенг икки Я,  ва Рз па­
раллел кучлар маркази деб карасак ,  у  дацикатан симметрия 
текислигида ётишига ишонч досил киламиз.  Мисол тарикасида 
симметрия марказига  эга булган бир жинсли далка  ёки диск- 
нинг огирлик маркази унинг геометрик (симметрия) маркази­
да  ётишини курсатиш мумкин.

2. Булаклаш  усули. Жисмни огирлик марказлари маълум  
булган булакларга  булиш мумкин булсин.  Булакларнинг  огир- 
ликларини уларнинг  огирлик марказларини ифодаловчи н у к ­
таларда  тупланган деб фараз килиб, берилган жисмни ана 
шундай нукталар тупламидан иборат деб  каралади ва унинг  
огирлик маркази (12 .10)  — (12.15) формулаларнинг  биридан 
фойдаланиб аникланади.

3 1 - м асал а .  12 .4 -расмда курсатилган бир жинсли пластина- 
нинг С орирлик маркази аниклансин.

Ечиш. Пластина симметрия ук и га  э г а  эканлигини укурамиз .
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Ш у симметрия у[(и буйлаб Ох ук,- 
ни, у н г а  перпенди куляр  цилиб Оу 
ни утказ ам из .  Пластинанинг огир­
лик маркази симметрия уцида,  я ъ ­
ни Ох у ц д а  ётгани уч ун  ус  =  О 
булади ;  х с  ни аниклаймиз.  МО, 
N 5  чизицлар билан берилган пла ­
стина юзасини учта  турри туртбур-  
чакли юзаларга  ажратамиз .  МОВА 
турри туртбурчакни 1 - номер би­
лан,  Е!Я1К турри туртбурчакни 
2 - номер билан,  MMQS турри т у р т ­
бурчакни эса 3 билан белгилайлик.  
У ??олда (12.15) га  кура

Д5, +  ^3 ■

¥
д\ 3

12 .4 - р аем .

Л1Хс= ( 1)

булади.  1 , 2 , 3 турри туртбурчакларнинг  С, ,  Сз, Сд огирлик 
марказлари уларнинг  диагоналлари кесишган нуцтада  булгани 
учун:

х, = х  ̂=  15 см;  Хз = 5 см. (2 )

Бу  турри бурчакли туртбурчакларнинг  юзалари эса

=  ŝ■¿ —300 см^; А^з =  2 00  см^ ( 3 )

(2) ва (3) ни (1) га цуйсак,  х^. =  0,125 м келиб чицади
Д е м а к ,  танланган координата системасига нисбатан берилган 

пластина огирлик марказининг  координаталари =  0,125 м,
У с =  О экан.

3. Манфий огарликлар (юзалар) усули. Ф ар аз  цилайлик,  
п та роваклари булган ва огирлиги Я  булган бир жинсли жисм

берилсин Бу жисмнинг  огирлик маркази радиус -вектор  би­
лан ифодалансин. Ровакларни фикран моддалар билан ту лди-

—>• —>- —
райлик.  Уларнинг орирликлари мос равишда . . . .  ва

орирлик марказлари эса мос равишда Гр г^, г  векторлар
билан ифодалансин. У ){олда бул аклаш  усулига  асосан,  ровак­
лари тулдирилган жисм огирлик марказининг  радиус -вектори

' • с .=

муносабат билан аницланади. Бу ерда  Q — берилган жисмнинг  
РОваклари т у  л  дир ил ган да ги  орирлиги.  Бу  муносабатдан
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Q ■ г с, -  2  ''191 ¿=1

келиб чикади.  Б у  формулада  Р  =  Р  — булг ани учун
¡- 1

С - !=1
Хосил булган формуладан кзфамизки,  говаклари булган жисм­
нинг огирлик марказини аниклаш учун аввал фикран унинг 
говаклари жисмни ташкил этувчи модда билан тулдирилади,  
}(осил булган жисмнинг  огирлик маркази аникланади.  Сунгра  
говакларнинг  огирлик марказлари аникланади. Роваклар огир- 
ликларини манфий деб дисоблаб,  булаклаш усул и асосида бе­
рилган жисмнинг  огирлик маркази аникланади.  Жисм бир 
жинсли бул га нд а  унинг  говакларини дам шу жисмни ташкил 
килувчи ва солиштирма огирлиги берилган жисм солиштирма 
огирлигидаги модда билан тулдирилади.  Бунда  огирлик мар­
казини дисоблаш формулаларида факат геометрик катталиклар-  
нинг узигина катнашади.  Бинобарин, жисмнинг д аж ми га  кура  
огирлик марказини аниклаш формуласи куйидагича  булади:

г с = ------------------------- ̂ П

г=1
бунда У  — говаклари тулдирилган жисмнинг дажми ,  VI (/==
=  1 , 2 ............ й) — говакнинг  даж ми

Каралаётган жисм ясси юзадан иборат булса,  бундай жисм 
огирлик марказининг радиус-вектори.

(=1

5 — 2  ■̂г
г=1

(12.16)

формула ёрдамида топилади; бунда  5  — ясси жисмнинг  яхлит-  
лангандаги юзаси, (¿==1 , 2 , . . ., /г) — г-кесимнинг  юзаси.

Огирлик марказининг координаталарини топиш у ч у н ,  аён- 
ки,  юкоридаги вектор ифодаларни координата уклар и га  про- 
екциялаш керак .

31- масалани. манфий юзалар усули билан еяамиз (12.5- 
расм) .  Бунда жисмни яхлит ВОЕК тугри туртб ур чак  ва „ман­
фий юзали“ AQSL тугри туртбурчакдан  иборат деб караймиз.  
ВОЕК ва AQSL тугри туртбурчакларнинг  огирлик м ар ка зла-



рини мос равишда С , ,  С̂ , юзаларини эса Д5̂  десак 
^  15 см, =  20 см,  Д5 , = 1200 cм^ Д^г = 400 см^ У
(12.16)  га биноан, пластинка огирлик марказини аниклащ

Дх, с.
йЭ1 — Д«2

формуладан фойдаланиш мумкин.  Бу  формула  буйича 
лашларни бажариб,  л:^ = 0,125 м, яъни аввалги жавобни 
киламиз.

Бу у суллардан  ташкари огирлик марказини аниклашда 
фик усул ,  тажриб а усуллар и  >̂ ам м а в ж у д .

Купинча яхлит  жисмларнинг  огирлик марказини ан и клз 1 
интеграл куринишдаги формулалардан фойдаланиш дам  ку. 
булади.

3 2 - м а с а л а .  Марказий бурчаги 2», радиуси Р  булган с 
жинсли АВ  ёй куринишидаги жисмнинг  огирлик маркази анр, 
лансин ( 1 2 .6 - раем),  б ун да  а — радианда ,  /? — узунлик бирл 
гида  улчанади.

Ечиш. Ох Укни ёйнинг симметрия уки буйлаб утказами  
АВ  ёйда ¿/ = /? • уз ун ли кда ги  бул акча  ажратамиз ;  бу  61 
лакча Ох у к к а  нисбатан ф бур чак  оркали аниклансин.  У 5̂0/ 
д а  о бурчак  ( -  а) дан ( + а )  гача  кийматларни кабул  килади 
АВ  ёй узунлигини I  билан белгиласак;  I  = 2/? • а. (12.14) ин 
теграл  куринишдаги формула чизик учун

х̂сИ
(1)

оркали ифодаланади. Бунда  х  билан с11 ёйнинг координатаси 
белгиланган .  Расмдан:  х  = /?созср. ( I )  формулани тузамиз:

1 /? соз lf /? • ¿ср

2Яа
я . - ~ s m , Я 51п а

Шундай килиб, АВ ёй шаклидаги бир жинсли жисмнинг  
олинган координата системасига  нисбатан огирлик маркази
л , ,  =  ' ^ * — формула билан аникланади.

п

в
\ /

) /
л\ \ / / А

1
1

/

1 X 1
А

//

\  ̂
\

\ \

/

12.5- раем.



Д И Н А М И К А

А.  М оддий н у 1̂ та динамикаси

XIII боб. МОДДИЙ НУКТА ^ДАРАКАТИНИНГ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАРИ

5 2 -§ .  Динамика аксиомалари. Динамиканинг икки 
асосий масаласи

Динамиканинг  асосини италиялик маш дур  олим Г. Галилей 
(1564— 1642) ва инглиз олими И. Ньютон (1643— 1727) томо-  
нидан кашф килинган ва Галил ей—Ньютон конунлари деб юри- 
тиладиган куйи даги  аксиомалар ташкил килади.

1 - аксиома.  Ташци. мух;ит таъсирида булмаган моддий 
н уц та  узининг тиня х;олатини ёки тугр и  яизицли текис  
)(;гракатини сацлашга интилади.

Моддий н уцтага  к у ч  таъсир э т м а г у н ч а  узининг  тинч до- 
латини ёки ту гри чизикли текис  даракатини сацлаши унинг  
инерцияси дейилади,  акеиоманинг  узи эса,  одат да  механ и ка ­
нинг инерция цонуни д е б  юритилади.

2 - аксиома (динамиканинг асосий цонуни). Моддий нуц­
танинг бирор куя таъсирида олган тезланиш и шу куя й^- 
налиши билан бир хи л  ва мицдори мазкур куя мицдорига 
турри пропорционалдир, яъни

т'1И):= Р. (13.1)

Бунда /̂  — нукта га  таъсир килувчи к у ч ,  ■ ш - н у к т а н и н г  т е з л а ­
ниши, т  — пропорционаллик коэффициенти булиб.  нуктанинг  
маъ лум  физик х усуеи ятлар ини  белгилайди;  у  моддий н у ц та ­
нинг массаси деб  а т а л а д и  ва  даракатнинг  дар кандай  уз г ар и-  
шига нуктанинг  к у реатад и ган  моддий н уц та ­
нинг инертлик хусусиятини  ифодалайди.  (13 .1)  муноеабат- 
дан массани улчаш  у с у л и  келиб чицади:

Рт  =
ли

Чунончи, моддий нукта га  таъсир килувчи кучни ва бу  куч  
таъсирида  нуктанинг  олган тезланишини била туриб,  нукта  
массасини аниклаш мумкин.  Бу  у с у л  билан аникланган масеа-  
га инерт масса дейилади .  V

Агар нукта  массаси Ньютоннинг бутун олам тортишиш ко-

нуни асосида топиладиган булса ,  уни Ернинг тортиш кучи  Р
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т ва эркин тушиш тезланиши g  орцали куйидагича  ифодалаш 
мумкин:

т  = ~  (13 .2 )
ё

(13.2) билан ачикланадиган масса гравитацион масса д ейи­
лади.

3- а к с и о м а  ( т а ъ си р  в а  а к с  т а ъ с и р  к о н у н и ) .  ^ ар  цандай. 
таъсирга унга тенг ва бир т^гри чизиц буйлаб царама- 
царши йуналган акс таъсир мос келади.

Статика да  шундай аксиомани келтирган эдик .  У ерда  
таъсир ва акс  таъсир мувозанатдаги жисмларга  нисбатан ке л -  
тирилган эди.  Бу  ерда  эса учинчи аксиома кенгрок маъ нода  — 
ихтиёрий )^аракатдаги жисм ёки н уктал ар га  нисбатан к е лт и ­
рилган.  Шуни таъкидлаш ке ра кки ,  таъсир ва акс  таъсирни 
белгиловчи кучлар узаро тенг  ва  бир тугри чизик буйлаб 
карам а -карши томонга йуналган булишига карамасдан ,  ул ар  
мувоза натл аш ган системани ташкил килмайди,  дем ак ,  бу  к у ч ­
ларни тушириб колдириш мумкин эмас.

4 - а к с и о м а .  Моддий нуцтанинг бир неча куч. таъсирида 
олган тезланиш и х а̂р цайси куч таъсирида мазкур н уцта  
олган тезланишларининг геометрик йигинсисига тенг.

.............кучлар таъсирида  моддий нуктанинг  олган

тезланишини та», бу  кучларнинг  ^ар бири туфайли )?осил б у л ­

ган тезланишларни мос равишда ..............д ес ак ,  4 - а к ­

сиомани а» 4 -®»2Н- . • • +  кури нишда  ёзиш мумкин .
4 - а к си о м аг а  биноан, моддий н у к т а г а  бир канча кучлар  к у ­

йилган булса ,  (13.1) ни
П

т1ю = 2  /̂ 1 (13 .3 )
1-1

м уносаб ат  билан алмаштириш мумкин .  (13.3) ифода моддий 
н уц та  синамикасининг асосий тенгламаси  дейилади.

Биринчи икки аксиома уринли булган координаталар сис­
темаси инерциал саноц системаси дейилади.  Кейинрок.  бир- 
бирига нисбатан тугри чизикли текис  ^^аракат килувчи систе- 
м ал ар  5̂ ам инерциал санок системаларини ташкил килишини 
ку р с а т а м и з .  Тажриба  ва ку за ти шлар  шуни курсатадики,  т е х ­
никанинг  купгина масалаларини ечишда Ер билан богланган 
системани инерциал система деб  ка б ул  килса булади,  Ернинг 
у з  у ки  атрофида айланишини дам з^исобга олиш зарур булган 
масал ал ар да  эса инерциал система сифатида геоцентрик сис­
тема  кабул  килиниши мумкин.  Бундай системанинг боши Ер 
мар каз и да ,  уклари эса „ к у з г а л м а с “ деб олинган учта  ю лдузг а  
йуналган бул ади.  Дисоблашлар катт а  аниклик талаб килган 
т ак д и р д а  инерциал система сифатида маркази Куёш мар ка зида



í

\

бÿлгaн, уцлари эса .кузгалмас“ юлдузларга томон йуналти- 
рилган гелиоцентрик система кулланилади. Учинчи аксиома- 
нинг баёнида кинематик элементлар (даракат, тезлик, тезла­
ниш ва д.к) йук. Шунинг учун у дар кандай координаталар 
системасида уринли.

Динамикада ечиладиган масалаларни икки турга ажратиш 
мумкин:

1. Берилган jçapaKam б^&иш бу >;аракатни келтириб 
чицарувчи кучларна аницлаш.

2 . Берилган кучлар буйича бу кучлар х,осал цилувчи х̂ а~ 
ракатни аницлаш.

Бу масалалар, мос равишда динамиканинг биринчи ва ик- 
канчи асосий масалалара дейилади.

53- §, Эркин моддий нуцта з^аракатининг дифференциал
тенгламалари

т  массали моддий нуцтанинг тенг таъсир этувчиси F  бÿл. 
ган кучлар таъсиридаги даракатини текширамиз. Иккинчи ак.

сиомага асосан: mw »= F\ бунда w = — ( r —нуцтанинг радиус-
dt^

вектори) булгани учун

т  ~  ^ F  (13.4)
d t i

куринишда ёзиш муикин. { IZ A )—эркин моддий нуцта jçapa- 
катининг вектор куринишдаги дифференциал тенгламаси 
дейилади.

(13.4) ни Декарт координата уцларига проекциялаб, эркин 
моддий нуцта х;аракати дифференциал тенгламаларининг 
координата усулда ифодаланишина досил циламиз. Чунончи,
X ,  у, Z — г векторнинг, F y ,  F^—F  векторнинг координата 
уцларидаги проекцияларн булсин. У долда:

d^x г- с  с / 1 0  сг>т  —  — F ^, т  ~  = г ., т  —  =Гг- (13.5)
dt^ ^ dt'^ У '

Динамиканинг баъзи масалаларини ечишда табиий коорди­
наталар системасидан фойдаланиш цулай б5 л̂ади. Бундйй сис­
темага нисбатан моддий нуцта даракатининг дифференциал 
тенгламаларини тузамиз. Тезланиш векторининг бинормалдаги
проекцияси нолга тенглигини дисобга олиб, (13.2) ни i:, п, b 
табиий координата уцларига проекциялаб,

mw^==F ,̂ mWn = F^, 0 =/^*

„  d ‘s  \ I d i Ÿтенгламаларга эга буламиз. Бунда w = — , - — бул-
Р \dt’

m



т
1 гани учун, уни

™ ^  7(й<) “
куринишда ёза оламиз. (13.6)—5/>«и« моддий нуцта у а̂ра- 
кат,инанг табиий координаталар системасига нисбатан 
дифференциал тенгламалари дейилади. (13.6) да « = 5( / )-  
нуктанинг берилган траектория буйлаб з(аракат конунини, р 
эса траекториянинг }^аракатдаги моддий нукта билан устма- 
ует тушувчи нуцтасининг эгрилик радиусини ифодалайди.

54-§. Моддий нуцта динамикасининг биринчи 
асосий масаласини ечиш

Массаси т  булган моддий нукта Декарт координаталар 
сиетемасига нисбатан

x = 2 = Ш  (13.7)
конунга кура }^аракатда булсин. Моддий нуктани (13.7) цонун 
буйича }^аракатлантирувчи кучни аниклаш суралади.

Моддий нукта динамикасининг бу биринчи асосий масала­
сини ечиш учун моддий нукта )^аракатининг дифференциал 
тенгламаларидан фойдаланамиз. (13.7) дан вакт буйича иккин­
чи тартибли 5̂ осилалар ^^исоблаб, (13.5) га куйсак, моддий 
нуктани ^аракатлантирувчи кучнинг координата укларидаги
проекциялари з^осил булади. У  (̂олда Р  куч мик­
дори _____________ __________

= +  +  +  (13.8)

формуладан, йуналиши эса йуналтирувчи косинуслар оркали 
аникланади:

С08(Г, ^ ) =  у ,  с05{р!'^)= со%{Р,'^г)^ (13,9)

Агар моддий нукта ;^аракати вектор ус/лда ёки табиий 
усулда берилган булса, (13,5) дифференциал тенгламалар ур ­
нига (13.4) ёки (13,6) тенгламалардан фойдаланилади.

Моддий нукта динамикасининг биринчи асосий масаласи 
нуктанинг берилган }!,аракат конунини дифференциаллаш ёр­
дамида ечилгани туфайли динамиканинг т^гри масаласи деб 
) а̂м аталади.

33-масала. т  массали моддий нуктанинг Ох ук буйича 
тугри чизикли даракати

= а 1п ( 1 -1- ^  ( 1)
V а /

тенглама билан ифодаланади, бунда а ва ©о—узгармас микдор- 
лар, д:—метр х;исобида улчанади. Нуктага таъсир этувчи куч 
вакт функцияси ва тезлик функцияси сифатида аниклансин.



т

/<

Ечиш. Моддий нуцта тугри чизицли з^аракат цилгани учун, 
унинг ;^аракат дифференциал тенгламаси цуйидаги куринишга 
эга булади:

т х  = F .̂
( 1) дан вацт буйича биринчи ва иккинчи тартибли )?осила- 

лар дисоблаймиз:
av̂ащ 

a + V(̂  '
Х =  — (a+v,ty

У з о̂лда:

Бунда л = V = a + Vot

(а + Vot)‘‘

булишини эътиборга олсак,

келиб чицади. Ох уцнинг бирлик йуналтирувчи векторини i
билан белгиласак, нуцтага таъсир этувчи F  куч 
аницловчи

F ^

векторини

mv'̂
I  = ---------- t

(a +  V g if

муносабатни з^осил циламиз.
34- масала. т  массали Ж  шарча хар бирининг узунлиги / 

булган МЛ/ ва М К  вазнсиз стерженлар билан шарнир воси­
тасида бириктирилган (13.1-раем). Бу система вертикал АВ  
уц атрофида <в узгармас бурчак тезлик билан айланади. КЛ/= 2а 
деб олиб, стерженлардаги зурицишлар аницлансин.

Ечиш. Координата бошини О нуцтада 
олиб, 13.1-расмда курсагилгандек, Оху 
координаталар системасини утказамиз; бун­
да М К  ва M N  стерженлар ётган текислик 
Оху текислик билан устма-уст тушсин.

—>■ *—>-
Шарчага таъсир этувчи G —mg огирлик 
кучи цаторига вазнсиз стерженлар реак- 

—>
ция кучлари Тц ва Гд ни цушиб олиб, 
шарчани эркин холга келтирамиз ва унинг

ly ( 1)

куринишдаги }<;аракати дифференциал тенг­
ламаларини тузамиз.
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K M N  учбурчак тенг ёнли ва 0N= О К= а  булгани учун
OMN ^ О М К  — а уринлидир. М  шарчага таъсир этувчи куч­
ларнинг X ва у уклардаги проекцияларининг йигиндисини ди- 
соблаймиз;

+ Т Jocosa,
2^/у = T’̂ ySina — r^^sina —G (2)

í

I
■Xv

M  шарчанинг даракати АВ  вертикал ук атрофида ш ^згармас 
бурчак тезлик билан содир булгани учун унинг тезланиши 
куйидагича аникланади:

• ОМ  = (0̂ 1̂ Р  — а\
—̂
W вектор йуналиши Ох ук йуналишига мос келади, демак  ̂

x = w  = (u^/l^—a\ у = 0 .
Буларни эътиборга олиб, (2) ни (1 га) куямиз:

(Гд, +  7’̂ )̂cos а
О = ( — Г;^)з1п а — G.

O M N  учбурчакдан:
V  i^-a^ . а

(3)

cosa = sma =I ■ I
Бинобарин, (3) тенгламалар

mgl ^  [Т ^ -  1\) . а

куринишга келтирилади. Бу тенгламалардан Гд, ва Гд. аник­
ланади;

mi mi7д==^‘ ( Л  + ^).
‘¿а (4)

(4) тенг пик билан аникланувчи доимо мусбат булгани учун 
M N  стержендаги зурикиш таъсирида бу стержень чузилади; 
агар — ^ > 0  ёки ш у  -р/i  булса, '1\уО  ва бу долда M h

дам чузилади. М  шарчанинг мувозанат долатида ш = 0 булиб, 
i ва Гд, модуль жидатдан тенг, лекин Гд, > О, 7\^<0:

о m srl „о  m s l

Буларни (4) билан таккослаб, шарчанинг мувозанат ва даракат 
долларида стерженлардаги. зурикишлар турлича булишини 
курамиз.
12-59.̂ i¿------------- -------



55-§. Моддий нуцта динамикасининг иккинчи асосий 
масаласини ечиш з а̂цида маълумотлар.
Бошлангич шартларнинг цулланилиши

Моддий нуктага таъсир этувчи кучлар ва нунта массаси 
берилганда унинг даракатини аниклаш масаласи билан тани- 
шамиз. Моддий нукта динамикасининг бу иккинчи масаласи­
ни ечишда моддий нукта даракатининг дифференциал тенгла­
малари тузилади ва улар интегралланади. Функцияни интег­
раллаш масаласи уни дифференииаллашга Караганда мураккаб 
булишини эътиборга олганда, динамиканинг иккинчи масала­
сини ечиш биринчи масалани :̂ ал этишга Караганда кийинрок 
эканини олдиндан тасаввур этиш мумкин. Бу моддий нуктага 
таъсир этувчи куч кандай узгарувчиларнинг функцияси були­

шига хам боглик. Нуктага таъсир этувчи куч узгармас { F — 

= const) ёки куч фацат вацт функцияси {F  = {F )i),  ёки нукта 

координаталарининг функцияси {F  = f{x , у, z)}, ёки нуцта

тезлигининг функцияси (F =  F (v ) }  булган холларда моддий 
нукта динамикасининг иккинчи асосий масаласи нисбатан осон- 
рок хал килинади.

Масалан, электростатик майдонда зарядланган заррачанинг 
з^аракати текширилганда унга таъсир этувчи куч шу заррача­
нинг майдондаги урнига, яъни координаталарига боглиц. Ш у ­
нингдек, муз^итнинг каршилик кучи таъсиридаги моддий нуц- 
та харакати урганилганда, бу царшилик кучи нуцтанинг тез­
лигига боглиц булади.

Умуман, нуцтага таъсир цилувчи куч бир пайтда вацтнинг, 
нуцта координаталарининг ва тезлигининг функцияси булиши 
мумкин, яъни

F  = F{f, X, у, г, .лг, у, г).

Кучларнинг келтириб утилган турларидан бошца турлари 
з̂ ам учраши мумкин. Масалан, нуцтага таъсир цилувчи куч 
унинг тезланишига боглиц булиши ёки нуцтанинг айни пайт­
даги координаталари ва тезлигигагина боглиц булмасдан, унинг 
бошлангич пайтдаги координаталари ва тезлигига хам боглиц 
булиши мумкин. Одатда, кейинги икки турдаги кучлар меха­
никада царалмайди

—>■ —>-
Шундай цилиб, t  = F{t, х, у, z, х, у, z) холда F.̂  =- 

= F^{t, X, у, г, .̂ , у, z) Fy = Fy{i, х, у, г, х, у, г,) b&F,=-
=  F^{t, X ,  у, 2 , X ,  у, Z,) булиб, эркин моддий нуцта харакати­
нинг Декарт координаталар системасидаги (13.5) дифферен­
циал тенгламалари
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X ,  у, г, X ,  у, г), 

т у  =Р^{(, X ,  у, г. X ,  у, г), 

т г = Р ^ 1 ,  X ,  у, г ,  х ,  у, г )  )

(13.10)

куринишда ёзилади, Бу иккинчи тартибли дифференциал тенг­
ламаларни интеграллаш хусусида умумий курсатмаларни кел­
тирамиз.

Агар (13.10) ни
й
а(
_£
сИ

1/1 (/. Л-. у, г ,  X, у, 2)1 = О, 

у, г ,  л:, у, г)} =  0,

-  1/з(̂ > У. л:. У. ^}] =0¿г

куринишда ифода этиш мумкин булса, бу тенгламаларни бир 
марта интеграллаб

f l { t ,  X, у ,  г .  X, у ,  г) = С„ 
У> -г. у, г) == Сз, 

íз { t ,  X, у ,  г, X , у .  г) = Сз

(13,11)

куринишдаги биринчи тартибли дифференциал тенгламалар 
системасини :?50сил киламиз. Бунда С̂ , С̂ , Сд—ихтиёрий уз­
гармас сонлар, Вактни, нукта координаталарини, тезликни ва 
узгармас сонларни богловчи (13.11) муносабатга (13.10) диф­
ференциал тенгламаларнинг биринчи интеграли дейилади. 
Агар (13.11) ни

У. С ь Сз. Сз)| = 0 .

У. 2, С,. Са, Сз)] =0,

~  [?з(А у. 2 , С\ ,Сг, Сз)! = О <и

куринишда ифодалаш мумкин булса, у }^олда 
срД/, X ,  у, 2, С̂ , Сз, С )̂ = С̂ , 
ср2(/ , X ,  у, г. С,, Сз, Сз,) = С ,̂ (13.12)
<Рз(/, X,  у ,  X, С], С2, Сз) =  Сд,

уринли булиб, бунда ) а̂м С4, С5, Се—ихтиёрий узгармас сон- 
лардир. Вактни, нукта координаталарини ва узгармас сонларни 
борловчи (13.12) муносабатга (13.10) ш я г  иккинш интеграли  
дейилади. Агар (13.12) ни
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х ^ х Ц ,  С „  С^, . . .  , Сб), 

У ~  С',, Сг> . . . .  Сц) 
2 ~х((, С̂ , Сз, . . . »  Са)

(13.13)

куринишда ифода 1̂ илиш мумкин булса, у з^олда (13.13) га
(13.10) нинг умумий ечими, С ,̂ Сг, . . .  , Се узгармас сонлар 
эса интеграл доимийлари дейилади.

(13 13) даги интеграл доимийлари )̂ ар цандай узгармас 
булганда ?;ам (13.13) муносабатлар (13.10) дифференциал 
тенгламалар системасининг умумий ечимлари булаверади, 
яъни бир хил куринишдаги дифференциал тенгламалар систе­
маси турли куринишдаги ечимларга эга булади. Агар моддий 
нуктанинг харакат бошланиши олдидаги ёки бирор (д пайтда­
ги координаталари х,,, Уо, з^амда бошлангич тезлиги а*о, у,,,
2 д берилган булса, бу шартлар асосида интеграл доимийлари- 
ии аниклаб, (13.13) ифодага куйилса, биргина.ечим досил бу­
лади. Бошлангия пайтда моддий нуцта координаталари 
ва тезлигининг берилиши бошлангич шартларнинг берили­
ши дейилади.

Шундай килиб, бошлангич шартлар куйидагича ифодала­
нади;

i = t, 0> у = Уо. 
у =  Уо.

(13.14)

(13.14) бошлангич шартларни (13.11) ва (13.11) га куйиб, С,, 
Сз, . ,  . , Се узгармасларнинг кийматларини топсак, улар у„,
й̂> -̂о> Уо. ^0 оркали ифодаланади.

С,, С̂ , . . . , узгармасларнинг бу кийматларини (13.13^ 
га куйиб, (13.10) дифференциал тенгламалар системасининг 
берилган шартларга мос &чимя—моддий нуцтанинг кинема- 
тик  х^аракат тенгламалари з^осил килинади;

х  = х,{(,  Хо, Уо, Хо, Уо, 2о), '

■ у = У,(Л Хо, Уо, Хо, Уо, 2о).
2 = 2 ,(/, Хо, Уо, 2о, Хо, Уо, 2о).

56- §. Моддий нуцтанинг огирлик майдонидаги 
з^аракати

Моддий нукта динамикасининг иккинчи асосий масаласини
ечиш учун мисол тарикасида горизонтга а бурчак остида %  
бошлангич тезлик билан отилган т  массали М  моддий нук­
танинг узгармас огирлик майдонидаги д;аракатини Декарт коор­
динаталари системасига нисбатан текширамиз. Мудитнинг нар- 
шилигини .?5исобга олмаймиз. Координаталар бошини нукта-
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нкнг t = Q пайтда эгаллаган 
урнида оламиз. Координата
текисликларини VQ тезлик 
вектори уОг вертикал те­
кисликда ётадиган ни- 
либ жойлаштирамиз. (13.2- 
расм). У  ^олда бошлангич 
шартлар куйидагича ёзи­
лади;

л: = О, у = О, 2 = 0; 
л = 0 , у^-иосоза, 2 = 13.2- раем

Нукта факат И огирлик кучи таъсирида з^аракат килади. Бу 
кучнинг координата укларидаги проекциялари = Ру = О, 
Р^~ — те: булгани учун нукта даракатининг дифференциал 
тенгламалари куйидагича ифодаланади:

т х  = 0, т у  —О, т г=  — mg, (13.15)
(13.15) ни бир марта интеграллаб,

х =  у = Сг, z =  C ^ - g t  (1316)

тенгламаларни 5̂ осил киламиз. Хосил килинган (13.16) система
(13.15) нинг биринчи интегралидир. Бундаги С,, Сз, Сд—ин­
теграл доимийлари бошлангич шартлардан топилади. Бошлан­
гич ¿ = = 0  пайтдаги х = 0 ,  у =  г»оС08а, г: =  '»о8 !па  шартларни
(13.16) тенгламаларга куйиб, С, =0, Сз ~  V(|COsa, Сд = ■ио81па 
?^осил килинади. Шундай килиб:

X  =0, у — VQCOsa, г  = — g t  V(,sina. (13.17)
(13.17) ни интеграллаб, (13.15) нинг иккинчи интегралини то­
памиз:

X =  С^, у = ^оСОЗа • / 4- С 5, 2 == g í^  +  'Оо 8 Ша • / + Се-

Бошлангич шартлардан фойдаланиб С4, С5, Се интеграл дои- 
мийларини топсак, С̂  = С̂  = С̂  = О келиб чикади. Натижада 
нукта ^даракатининг тенгламалари куйидагича булади;

л -  О, у = 'Уосоза ■ г =  — — gt  ̂+  "̂ 0̂ з1п а • (. (13.18)

Харакат давомида нукта абциссасининг киймати нолга тенгли- 
гича колавериши ^даракатнинг уОг текислигида булишини тас- 
диклайди. (13.18) ифодадан вакт I ни йукотиб, моддий нукта 
траекториясини ^̂ осил киламиз;



2l̂ yC0Ŝ a у' + tga • у.

57-§. Моддий нуцта турри чизицли ^даракатининг 
дифференциал тенгламаси ва уни баъзи содда ?^оллар

учун ечиш

Массаси т  булган М  моддий нуцта бирор F  куч таъсири­
да Ох уц буйича тугри чизицли даракат цилсин (13,3-раем) 
Бошлангич i = О пайтда

Хо, •» = ■»о (13.19)

бошлангич шартларни цаноатлантирувчи М  нуктанинг дара­
катини аницлаш масаласини куриб чицамиз.

Бунинг учун моддий нуцта даракатининг дифференциал 
тенгламасини тузиб, уни интеграллаш керак. Харакат тугри 
чизицли булгани учун (13.5) дифференциал тенгламалардан 
фацат биринчисигина цолади. Колган тенгламалар эса нолга 
айланади:

т х  =  F

F ^ = F  булганидан, бу тенгламани цуйидаги куринишда ёза­
миз:

mx = F. '13.20)

(13.20) моддий нуцта тугри чизицли ^¡аракатининг диффе­
ренциал тенгламасини ифодалайди. Агар нуцтага бир неча 
кучлар цуйилган булса, (13,20) тенгламада F  ни шу кучлар 
системаси тенг таъсир этувчисининг Ох уцдаги проекцияси 
деб цараш керак. Аввал цайд цилинганидек, (13.20) тенглама­
да F  куч бир вацтнинг узида вацт, нуцта 
тезлигининг функцияси булиши мумкин;

F  =  F{t, X, х).

координатаси ва

Биз F  = F ( i),  F  =  F {x ), F  =  F{x ) булган энг содда долларда,
кейинроц, конкрет масалаларда F  = F{x, х), F = F(t. х, х| дол- 
ларда (13.20) дифференциал тенгламани ечишни цараб чикамиз. 
F=const булган долда дифференциал тенгламани ечиш аввал­

ги параграфдан бизга маълум,
о /1 ^  1. F  == F (t) — куч вацт функ-

Т цияси булган :>̂ ол. Бу ){ОЛ11а{\'6.20) 
дифференциал тенглама

13.3- раем. т х  =  F( t)



ёки ю= X узгарувчи киритсак, куйидаги куринишни олади;

т - .  т .
Бу дифференциал тенгламанинг икки томонини (И га ку- 

пайтириб, узгарувчилари ажралган тенгламани ;{0сил киламиз:
^  (13.21)

(13.21) тенгламанинг ечими
СО (13.22)

(1-Хкуринишда булади; бунда г» = — булгани учунм

^  = С,)<а
ёки

йх = ф(г;. С ,) • й1
уринли. 5^згарувчилари ажралган бу тенгламани яна бир мар­
та интеграллаймиз:

X = С ,̂ Сз). (13.23)
(13.19) бошлангич шартларни (13.22) ва (13.23) га куйишдан 

^осил булган тенгламалардан С,, топилади. Бу аникланган 
С, ва С'з кийматларини (13.23) га куйиш билан моддий нук­
танинг }?аракат конуни келиб чикади.

35- масала. Массаси т. булган моддий нукта — (а+г̂ о̂ 2
куч таъсирида Ох ук буйлаб ^^аракатланади, бунда а — исмли 
узгармас сон. Бошлангич пайтда нукта координата бошида бу­
либ, тезликка эга. Нуктанинг ?^аракати аниклансин.

Ечиш. Моддий нукта бошлангич пайтда координата боши­
да булгани учун, бошлангич шартлар куйидагича ёзилади;

 ̂ =  О, х =  0, •у =  1>о- (1)
Моддий нуктанинг (13.20) куринишдаги дифференциал тенг­
ламасини тузамиз:

тау\
т х  = ---------- (2 )(а +

(2 ) дифференциал тенгламадан нуктага таъсир этувчи куч 
вакт функцияси эканлиги куриниб турибди.

'о=х белгилаш киритиб, иккинчи тартибли (2) дифферен­
циал тенгламани биринчи тартибли дифференциал тенглама 
куринишига келтирамиз;

/¿V
(11 (а +
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Унинг хар икки томонини dt га купайгириб, узгарувчилари 
ажралган дифференциал тенглама оламиз:

a v ldv ----------- dt.
(а  +

Хосил булган тенгламани интеграллаймиз: 

г; == —  avl ------ í---------h Cj—Vo{a + Vot)
ёки

г-= - ^  +  C,, (3)a + V(,t
/=0, •y =  ‘z;o uiapTHH (3) ra куямиз:

V q -=  —  +  C u  я ъ н и  C, =  0.
a

Шундай килиб (3) куйидагича ёзилади:
(4)

а +  V o t'

Энди (4) Аа V = X булишини эътиборга олсак, ундан

d x ^ ^ ^ d t
а +  Vqí

келиб чикади. Бу тенгламани яна интеграллаймиз:
X =a\n{a + Vat) +Сц, (5)

(5) га (1) ни, яъни í= 0, х = 0 шартни куямиз,
0= a ln a  -¡г C.J ёки Сз = — alna .

У ^олда (5) дан
X — а 1п(а + V(¡í) — a ln a

ёки

л: =й In f 1 + — (6 )

хосил булади. Шундай килиб берилган Fĵ  куч таъсиридаги 
нуктанинг ( 1) бошлангич глартларни каноатлантирувчи дара­
кати (6 ) тенглама билан ифодаланади.

2. F=a F (v )— куч нуцта тезлигининг функцияси булган 
х;ол. Бу холда (13.20) дифференциал тенглама куйидаги кури­
нишда булади:

т х =  F {v ) ёки т ~  = F (v ). (13.24)dt
(13.24) тенгламанинг хар икки томонини купайтириб,
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}?згарувчилари ажралган дифференциал тенгламага эга 
миз:

dv

гла

т = dt.
P(v) "  // 0

Бу тенгламани интеграллаб, сунгра г/га нисбатан ечсак, (1^ да  ̂ /м 
куринишдаги тенгламага келамиз. Сунгра масала ечимининг '/ 
воми 1-:!5олдагига ухшаш булади.

36- масала. Массаси /п булган моддий нук;та Ох б] 
куч таъсирида (а — узгармас сон) ^аракат<лаб

‘й-
la-

нади. Бошлангич пайтда нуцта координата бошида бул и б  
тезликка эга деб олиб, унинг даракат цонуни топилсин. , 

Ечиш. 35- масаладаги каби бошлангич шартлар куйидзг! 
ча ёзилади:

 ̂ = О, JC = О, ■» = Dq.
Моддий нуцта ^даракатининг дифференциал тенгламасини тУ̂  
замиз:

mv̂

д’

v = x  деб олиб, тенгламанинг икки томонини — га купай' 
тириб цуйидагини }^осил циламиз:

= _  1  dt.

Бу тенгламани интеграллаймиз:

t +  C,.

Бошлангич шарт; / = О да "о = '»о га кура ни аницлаймиз: 
С, = — Шундай цилиб,

Wo V а Va
By тенгламани v га нисбатан ечамиз;

v== avn
■ V(,t

Хосил булган ифода 35- масаладаги (4) муносабатнинг узгина- 
сидир. Бинобарин, нуцтанинг )^аракати цуйидаги цонун буйи­
ча кечади;

Votл: = a ln j l  -f 
\

3. F  = F (x ) — куч нуцта координатасинанг функцияси 
булган х;ол. f
Бунда (13.20) дифференциал тенглама

тх  =  F{x) (13.25)
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куринишда ёзилади. (13.25) типидаги дифференциал тенгла­
маларни купинча характеристикалар методи билан е̂ 1иш ку- 
лай булади. Агар F {x ) жуда мураккаб функция булмаса,
(13.25) куринишдаги дифференциал тенгламани дам узгарув­
чилари ажраладиган тенгламага келтириш мумкин.

v = x деб олиб, (13.25) ни куйидагича ёзамиз:

от — = Р{х).
dt '

Энди куйидагича шакл алмаштириш бажарамиз: 
d  ̂ ___ dv dx 
dt ~  d x ' dt

(13.26)

dv~  -V 
dx

Буига кура (13.26)

ёки
mvdv = F{x)dx (13.27)

куринишга келтирилади.(13.27)—узгарувчилари ажралган диф­
ференциал тенгламадир. (13.27) дифференциал тенгламани 
ечиб, моддий нукта тезлиги ва координаталари орасидаги бог­
ланиш аникланади:

г» = ср(х, Cl), (13.28)

(13.28) да i) = —  булишини эътиборга олсак, уни 
dt

dx
Cl) d i (13.29)

куринишда ёзиш мумкин. (13.29) узгарувчилари ажралган тенг­
ламани яна бир интеграллаб, нукта координатасининг вакт 
бр ича  узгаришини досил киламиз:

X  = f ( t .  C l, С2),

бундаги С, ва Cj бошлангич шартлардан фойдаланиб аникла­
нади.

Шуни таъкидлаш керакки, F  = F(x ) булганда дифферен­
циал тенгламани у^згарувчилари ажраладиган тенгламаларга 
келтириб ечиш усули доим кул келавермайди, бунда (13.29) 
тенгламанинг чап томони анчагина мураккаб функция були­
ши мумкин.

37- масала. Массаси т  булган М  мод- 
 ̂ дий нукта Ох йуналишига тескари йунал- 

ган F^ ^  — сх: куч таъсирида турри чи­
зикли даракат килади, бунда с — узгар­
мас коэффициент (13.4-раем), Бошлангич 

13.4-раем, пайтда нукта координата бошидан а ма-

%
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софада бошлангич тезликсиз з^аракатга келтирилган деб олиб, 
унинг х;зра?^ати aHMK̂ iaHCHH. Огирлик кучи эътиборга олинмасин.

Ечиш. Масала шартига кура бошлангич шартлар ь;уйидагича 
ёзилади;

i  =0, X  = а, '0 = 0.
М  нукта тугри чизикли даракатининг дифференциал тенгла­
масини тузамиз;

т х =  — сх.

V ~ X, — = k'̂  белгилашлар киритсак, бу тенглама т
dv , 2— = — k̂ X 
dt ( I

V шакл алмаштиришdv du dx dv куринишни олади. ~  = —  — == — 
dt dx dt dx

билан ( 1) ни кайтадан ёзамиз;
dvV — ~  —k^x. 
dx

Энди ^̂ осил булган тенглама узгарувчилари ажралган тенгла­
ма куринишида ёзилиши мумкин;

vdv =  — k^xdx. (2)
(2 ) тенгламани интеграллаймиз;

(3)

Бошлангич шартга асосан (3) лан С, = й^-— келиб чицади.
2

Топилган С, кийматини (3) га куямиз;
!г\а^ — х^) ёки v = ±k/a^~x^. (4)

Тезлик вектори Ох укка тескари йуналгани учун (4) да ман- 
 ̂ фий ишорани оламиз. ^  булганидан (4)

— = — k \ í а '̂— х^ ё к и ---- ........  = k d t
Y  а̂ -х̂

(5)

шаклда ёзилади. (5) дифференциал тенгламани интеграллай­
миз:

агс cos ~  =  kt +  С 2. (6)
(6) га í  = 0, х = а  ни куйиб, arccos 1 = О булишини эътиборга 
олсак, Сг = О >̂ осил булади. Бинобарин, (6) тенглама

arccos k t  ёки X  —^ a c o s k t (7)



куринишни олади. Шундай килиб, = —сх куч таъсиридаги 
моддий нукта (7) конунга асосан даракатланади. (7) дан к у ­
рамизки, моддий нукта эркин тебранма даракат килар экан.

Куч нукта координатасининг функцияси сифатида узгар- 
ганда дифференциал тенгламани характеристикалар методи 
билан ечишни кейинрок» моддий нуктанинг тебранма дарака­
тини урганишда куриб чикамиз.

58-§. Богланишлар. Богланишдаги моддий нуктанинг 
>^аракати

Моддий нуктанинг даракатига маълум йуналишда чек ку­
йилган булиши мумкин. Маълумки, нукта даракатини бирор 
йуналишда чекловчи сабабга богланиш дейилади. Богланиш 
сирт, текислик, эгри чизик ёки тугри чизик булиши мумкин. 
Богланишлар, чунончи сиртлар, текисликлар, эгри чизиклар, 
тугри чизиклар, тенгламалар билан берилади. Моддий нукта 
богланишлар таъсирида ёки богланишлар буйлаб даракат 
килар экан, унинг координаталари богланишлар тенгламасини 
каноатлантириши керак. Масалан, моддий нукта бирон / сирг 
буйлаб даракатланснн, у долда богланишнинг тенгламаси

f{x, у, 2 ) = 0

куринишда булади. Агар моддий нукта бирор фазовий эгри 
чизик буйлаб даракатланса, бундай эгри чизик иккита, 
у, г) = О ва ¡-¿{х, у, г) = 0 сиртларнинг кесишиш чизиги сифа­
тида олиниши мумкин. Бинобарин, бу икки тенглама фазовий 
эгри чизнкниаг тенгламаси — богланиш тенгламасини ифода­
лайди.

Моддий нуктанинг координаталари богланишлар тенглама­
сини каноатлантириши керак булгани каби, бошлангич шарт­
лар дам энди ихтиёрий була олмайди. Улар дам богланишлар 
тенгламасини каноатлантириши керак.

Бир мисол келтирамиз; М. моддий нукта узунлиги Я  бул­
ган стер.'кеннинг бир учига ма^камланган булсин. Стерженнинг 
иккинчи учи кузгалмас О нуктага сферик шарнир билан би­
риктирилган, О нукта координаталар бошида олинган, У дол­
да нукта, тенгламаси х̂ -\-у̂ -\-г‘‘ = булган сфера буйлаб да­
ракат килади. Нукта бошлангич пайтда кандай вазиятни эгал- 
ламасин ва бошлангич тезлиги кандай булмасин, унинг бу 
пайтдаги координаталари сфера тенгламасини каноатлантириши, 
тезлиги эса сфера сиргига уринма булиши керак.

Богланишлар факат тенгламалар билангина эмас, тенгсиз­
ликлар билан дам берилиши мумкин. Масалан, М {х, у) моддий 
нукта узунлиги I булган ипнинг бир учига бириктирилган 
булсин. Ипнинг иккинчи учини кз?«1Да ушлаб моддий нуктани 
вертикал текисликда айлантирайлик. Нуктанинг тезлиги егар- 
ли крта булганда, у х^-\-у'^~Р = 0 айлана буйлаб даракатлана- 
ди. Ёзилган тенглама богланишнинг тенгламаси булади. Агар
Ш



нуцтанинг тезлиги камайса, нукта айлананинг юкоридаги кис- 
мида булганда ип „букилиб“ нукта трае.1т0риядан „тушиб“ 
кетиши мумкин. Бу цолла нуктага куйилган богланишнинг 
тенгламаси х ‘̂ + у̂  — 1^<,0 булади. Шундай килиб, богланиш 
тенгсизлик билан >̂ ам берилиши мумкин Тенглик ишораси би­
лан берилган богланишлар бушатмайдиган богланишлар дейи­
лади. Тенгсизлик билан ифодаланадиган богланишлар бушата­
диган дейилади.

Курилган богланишлар тенгламасига факат нукта коорди­
наталари кирган. Улар нукта координаталарини маълум шарт­
лар билан борлайди. Бундай богланишлар голоном (ёки гео­
метрии) богланишлар дейилади. Лекин богланишлар факат 
нукта координаталаринигина эмас, балки координаталарнинг 
вакт буйича з^осилаларини . а̂м маълум шартлар билан богла- 
ши мумкин. Богланишлар тенгламаларига нукта координата­
ларининг }?осилалари з̂ ам кириб, бу богланишлар интеграллан- 
майдиган булса, уларга беголоном (ёки кинематик) богланиш­
лар дейилади.

Голоаом богланишлар :;̂ ам, беголоном богланишлар >$ам 
стационар ва ностационар богланишлйщг булинади. Вактга 
боглик булмаган богланишлар стационар богланишлар дейи­
лади. Агар богланиш вактга боглик булса, у ностационар 
богланиш дейилади. Стационар ва ностационар богланишлар 
5̂ ам бушатмайдиган ва бушатадиган булиши мумкин.

Богланишдаги нуктааинг з^аракати богланишга мос равиш­
да содир булар экан, бундай нуктага нисбатан богланишлар 
сонининг учтадан ортик булиши маънога эга эмас.

Айтилганларга мос равишда богланишлар тенгламаларини 
1̂ уйидагича классиф^кациялаш мумкин;

1. Стационар бушатмайдиган, голоном богланишлар:
У, г:) = О, К  У <  3.

2. Ностационар бушатмайдиган, голоном богланишлар:
!][х, у, г, = О, 1 < / < 3 .

3. Бушатадиган стационар, голоном богланишлар:
/;(д:, у, г )< 0 ,  1 '< у< 3 .

4. Бушатадиган ностационар голоном богланишлар;
У, 2, 0 < 0 .  1 < / < 3 ,

5. Беголоном стационар, бушатмайдиган богланишлар;

¡¡{х, у, г, л, у, г) == О 1 < у <3.
6 . Беголоном ностационар, бушагм;айдиган богланишлар: 

fJ'x, у, 2 , л;, у, 2 , /) = 0, 1 < / < 3 .
7. Беголоном стационар, бушатадиган богланишлар:



1 ] ^ ,  У ,^ z ,  X ,  у, г , )< 0 , 1 ^ У С З .
8 . Беголоном ностационар, бушатадиган богланишлар:

f J ( x .  у ,  г ,  X, у, г ,  0 < 0 ,  1 < / < 3 .
Богланишдаги моддий нукта )^аракатини урганишда унга 

куйилган кучлар каторига богланиш таъсирини бера оладиган 
реакция кучини 5̂ ам кушиб олиш керак. Богланиш реакция 
кучи эса номаълум катталиклар каторига киради. Бинобарин, 
богланишдаги моддий нукта динамика:ининг биринчи ёка ик­
кинчи асосий масаласини ечишда реакция кучларини аниклаш 
ёки, уларни масалани }̂ ал килишда тузиладаган тенгламалар­
дан чикариб ташлаш муаммосига дуч келинади. Бу муаммо 
доимо осонликча )̂ ал булавермайди; уни хал килишда богла- 
нишга нисбатан баъзи чеклашлар кабул килишга тугри кела­
ди. Масалан, берилган р  куч таъсирида моддий нуктанинг 
бирор ! { х ,  у , г) = 0 сирт буйлаб ;?аракатини аниклашда Де­
карт координаталари системасида яна учта дифференциал тенг­
лама тузиш мумкин. Натижада туртта тенгламага эга буламиз,.
Бирок, реакция кучининг дам микдори, дам йуналиши но­
маълум булганидан унинг координата укларидаги проекция­
лари олиниши керак. Шунга кура номаълумлар 
сони олгита (X, у, г ,  булади. Туртта тенгламадан 
олтита номаълумни аниклаш мумкин эмас. Агар богланишни 
идеал силлик сирт деб карасак, реакция кучи сиртга утказил­
ган нормал буйича йуналиши маълум булганидан факат унинг 
микдорини аниклаш керак булиб, номаълумлар сони билан 
тенгламалар сони тенглашади. Бундай масалаларни ечишнинг 
айрим :^оллари билан танишамиз.

59-§. Моддий нуцтанинг силлик сирт буйлаб 
55аракати

13 5- раем.
19€

М моддий нукта 
тенг таъсир этувчиси
Р булган актив кучлар 
таъсирида бирор сил­
лик Цх, у, г) = 0 сирт 
буйлаб харакат килсин. 
Сиртнинг реакциясини
/? оркали белгилаймиз
(13.5-раем). /? берил­
ган сиртга тик йунала­
ди. Нукта харакати- 
нинг вектор куриниш- 
да'ги дифференциал 
тенгламаеи



г а асо-

т г  = Р  + Я  (\

куринишда булади. Уни координата укларига проекциял,

т х  = 
т у  = +  Яу,
т г  ■■

(13

тенгламаларни }^осил киламиз. Бу ерда Ру, ^г—Р  кучни 
Ол, Оу, Ог координата укларидаги проекцияларн,
Н реакция кучининг проекцияларн, чунончи

= /?соз(/?, I), =/?соз(/?, у), = Н, к). (13.32,

Бунда г, у, к —Ох, Оу, Ог унларнинг бирлик векторлари. Й, 
вектор / сиртга утказилган нормал буйлаб йуналгани учун 
унинг йуналтирувчи косинуслари, дифференциал геометриядан 
маълум булган

дх
д; дг

соз(Я, О 

формулалардан топилади. Бу ерда

4 / -  [ /

С05(/?, / )  -  С 0 5 (« . * )  -  - (13.33)

(13.33) муносабатларни эътиборга олиб, (13.31) тенгламаларни 

т х : ■Р
дх

•• £7 , ^

 ̂ Д/ дг
П

куринишда ёзиб оламиз. — =  ̂белгилаш киритамиз. X га Лаг­
ранж купайтутиси  дейилади. У  )^олда

т х  = +  X ̂ ,

(13,34)



хосил булади. (13.34) дифференциал тенгламалар системаси 
богланишдаги моддий нуцта щ р акати—Лагранж дифферен­
циал тенгламалара дейилади. (13.34) тенгламалар богланиш 
тенгламаси билан биргаликда нуктанинг кинематик харакат 
тенгламаларини ва купайтувчини аниклаш имконини беради.
(13.34) система тенгламаларининг унг томонидаги иккинчи 
кушилувчилар богланиш реакциясининг проекцияларини ифо­
далайди. >. купайтувчини билган холда бу проекцияларни 
аниклаш мумкин.

60- §. Моддий нуцтанинг гадир-будир сирт 
бу'йлаб ^^аракати

М  моддий нуктанинг харакатини чекловчи богланиш гадир- 
будир /(X, у, г) = О сиртдан иборат булсин. Нуктага таъсир 
килувчи актив кучларнинг тенг таъсир этувчисини, аввалгидек»
—-V- —

Р  оркали белгилаймиз. Богланишнинг Н реакция кучи бу хол-
да, маълумки, N  нормал реакциядан ва ишкаланиш кучи-
дан ташкил топади (13.6-раем). кучнинг микдори куйи­
даги ифодадан топилади;

N (13.35)
Бунда /„щ—сиртнинг ишкаланиш коэффициенти. Нукта хара- 
катининг скаляр дифференциал тенгламалари

(13.36)

куринишда булади. Ишкаланиш кучи нукта тезлиги вектори­
га карама-карши йуналгани учун, бу кучнинг проекциялари­
ни куйидагича ифодалаш мумкин:

^иш X
—>• Л  —>

Хсоз(/-„щ, г) = —Р
—>  Л  —

Хсоз(г ,̂ ¿)=----
V г Риш

иШ'X

ишХ
х-^  =

V
■X.

Шунингдек, (Раш)^

=  {^иш)г =
V

. г булади.
V

Нормал реакциянинг 
Д/у, проекцияла-
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ри (аввалги параграфдэ келтирилган муло:?{ЗЗила;'га 
сан):

асо-

N.
ду дуд/ дх дк  ̂ ду ду ~ &/ дг

Шундай килиб, (13.36) куйидаги куринишни олади:

т х  =  ̂г---- '''»

дг

д/ Риш
дк V
д_1_ Раш
ду V

д/ Раш
дг V

г.

(13.35) ни эътиборга олсак, нуктанинг гадир-будир сирт буй­
лаб )^аракатинннг куйидаги диф|)еренциал тенгламалари з̂ осил 
булади:

'(?у V  /
/а/т г ■ ^ дг

V

/аш •

V

/иш  • А/
V

(13 37)

Бу ерда номаълумлар: х, у, г  ва X, Уларни аниклаш учун
(13.37) тенгламаларга богланиш тенгламасини кушиб, туртта 
тенгламадан ибораг система ?{ОСил килинади. Бу туртта тенг­
ламадан туртта номаълумни умуман олганда топиш мумкин. 
X аниклангандан сунг нормал реакция N. сунгра (13.35) га 
чсосан ишкаланиш кучи ^ам аникланиши м/мкин.

61-§. Моддий нуктанинг сидлиц эгри чизиц 
буйлаб {̂аракати

М  моддий нуктанинг силлик эгри чизик б)гйлаб }?аракати 
иккита /,(х, у, 2 )=  О ва /¡(х, у, 2 ) =  О силлик сиртларнинг 
кесишган- чизиги буйлаб ^{аракатдан иборат деб тасаввур ки­
линади. Бу сиртларнинг реакцияларини /?, ва оркали бел­
гилайлик. У }{0/1да эгри чизикнинг реакцияси /? = А*, 4- 
булади. Моддий нуктага таъсир килувчи актив кучларнинг

—►
тенг таъсир этувчиси Р  булсин. Богланишдаги нуктанинг Де­
карт координаталар системасига нисбатан ^ а̂ракати, диффе­
ренциал тенгламалари куйидагича булади:

т х  Г^ +
/иу = /’у + (  3.?8) 
т г  = Fг  +  R^t +

13 -5955 1эа



/?, ва /?2 реакциялар мос равишда ьа /г сиртларга перпен­
дикуляр булгани учун 59-параграфда курилгапи каби улар­
нинг проекциялари

S f , '  д х '  Af,

I f  _ R i  n  ^2
--TT ■ Т~’ —А/з дх Д/з

Д/, ■ 0 г ’

*̂ /2 n _^2 _ ^/3
ду' Д/2  <?г ’

(13.39)

тенгликлар билан ифодаланади. Бунда

'̂"1/ fei U  +ы
^  >̂ амда ~  
Д/, АЛ
дагича ёзамиз;

= Xj белгилашлар киритиб, (13.38) ни куйи-

fny = Fy-\-1, ^  +  2̂ df̂
öy
àA

■ду'
d/з

(13.40)

с)г дг ,

Бу  тенгламалар нуцтанинг силлиц эгри чизиц буйлаб у̂ ара- 
катининг дифференциал тенгламаларидир. Берилган актив 
кучларга Kÿpa топилиши лозим бÿлгaн номаълумлар X, у, г, 
А, ва Аз лардир. Бу бешта номаълумни топиш учун (13.40), 
тенгламалар каторига иккита богланишлар тенгламаларини ку ­
шиб олиб, 5 та тенглама биргаликда ечилади. вл Kÿnaft- 
тувчилар аниклангандан cÿnr /, дамда /2 сиртлар реакцияла. 
рининг проекциялари /?,у, ва /?2̂ , ^ 2у, Riz (13.39)
муносабатлардан топилади.

Эгри чизикли богланиш силлик дамда кÿзFaлмac (стацио­
нар) булса, нукта даракатини аниклаш учун унинг табиий

' -трт^

13.7- раем.
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координаталар системасидаги дифференциал тенгламаларидан 
фойдаланиш кулай. Нуктага таъсир килувчи кучларнинг тенг 

—*- —►- 
таъсир этувчиси F булсин. Силлик чизикнинг реакциясини R  
десак, у пЬ текисликда ётади (13.7-раем). Бинобарин, нукта 
харакатининг дифференциал тенгламалари

(13.41)

куринишда ёзилади. (13.41) — моддий нуцтанинг силлиц эгри 
яизиц буйлаб л;аракатининг табиий координаталар систе- 
масидаги дифференциал тенгламаларидир. Бу системанинг 
ажойиблиги шундаки, унинг биринчи тенгламасига номаълум 
реакция кучн кирмайди, бинобарин, ундан нуктанинг берилган 
траектория буйлаб буладиган даракатини бевосита аниклаш
мумкин. Богланиш реакциясининг ташкил этувчиси (13.41)

—►
системанинг учинчи тенгламасидан аникланади. R„ ташкил 
этувчини топиш учун (13.41) иккинчи тенгламасининг чап то­
монига нукта харакати тенгламаси 5 = 5 (^) нинг досиласини 
ва богланишнинг р эгрилик радиусини куямиз. Бу эгрилик ра­
диуси богланиш тенгламасидан дифференциал геометрия усул* 
лари билан аникланади.

38-масала. Массаси т  булган М  нукта (13.8-раем) верти­
кал текисликда жойлашган г радиусли силлик айлана буйлаб
Р  огирлик кучи таъсирида харакатланади. М  нукта :г^аракати' 
нинг дифференциал тенгламалари Декарт ва табиий координа­
талар системасида тузилсин.

Ечиш. Айлана марказини (О нуктани) Декарт координаталар 
темасининг боши сифатида олиб, Ох ва Оу укларни айлана 
текислигида расмдагидек йуналгирамиз. Огирлик кучининг 
проекцияларн Р^==0, — mg эканлигини назарда тутиб, (13.40) 
тенгламаларни тузамиз:

т х  , т у  —m g-{-к — . ( 1)дх ду
Богланишнинг тенгламаси

f(x , y )= ^ i  +  / _ r ^  = 0

булгани учун ~  = 2х, ~  = 2у ва ( 1) система

т х  =  2кх, my =  mg-\-2ky
куринишга келади. Бу тенгламалар богланииг тенгламаси билан 
биргаликда ечилиб, г̂, у, к номаълумлар аникланади. х ва у 
нуктанинг харакат тенгламасини ифодаласа, к ку па йтувчи бог­
ланишнинг реакциясини белгилайди, бинобарин:

R=^k-Af=-k + \ду} ■
■ 21г.



Энди нуктанинг дифференциал тенгламасини табиий коор­
динаталар системасига нисбатан аниклаймиз. Табиий укларнинг 
йуналишлари дам 13,8 расмда курсагилган. Уринма укнинг 
мусбат йуналиши ср марказий бурчакнинг усиш йуналишига
мос, бош нормаль эса айлана марказига караб йуналган. Р  
орирлик кучининг бу уклардаги проекциялари: соз <?,

= —OTg-sin<p. Айлана силлик булгани учун унинг реакцияси
Д  бош нормаль буйлаб йуналган. У долда М  нукта дарака- 
'тининг табиий координаталардаги дифференциал тенгламалари 
д'Куйидагича булади:

ms=mgcosf, — = —m gsin R. 
p

(2 )

Агар O' оркали M  нуктанинг бошлангич пайтда траекто- 
рияда эгаллаган вазиятини белгиласак, у долда (2 ) лаги s ни 
О'М  ёй координатаси деб караш керак. Бунда s = г -9 эканлиги 
эътиборга олинса, (2 ) нинг биринчи тенгламаси

— cos tp

1<уринишга келтирилиши мумкин. Охирги тенгламани ечиб, <р 
бурчакни вакт í нинг функцияси сифатида аниклаш мумкин. 
Бу эса М  далка даракатининг тенгламаси булади. (2) нинг 
иккинчи тенгламасидан р = г, s = г • <р эканлигини назарда ту ­
тиб R реакцияни аникловчи

/? = mg sin (р +  /иг • <р̂ 

муносабат досил килинади.

62-§. Моддий нуцта учун Даламбер принципи

Эркин булмаган нукта динамикасининг биринчи ва иккинчи 
масалаларини дал килишда куриб чикилган усуллар бнлан бир 
каторда кинетостатика усули дам мудим дисобланади. Ай- 
никса, актив кучлар ва нуктанинг даракатланиш конуни бери- 
либ, богланишнинг реакциясини аниклаш талаб килинганда бу 
усул жуда кулай булади. (13.30) тенгламани куйидаги кури­
нишда ёзамиз:

F  +R-\- i-m w ) = 0. (13.42)

Ф = — mw (13.43)

белгилаш киритсак, (13.42)

+  (13.44)
куринишни олади. Muifdop жидатдан моддий нуцта массаси. 
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13.9- раем.

билин тезланишининг купайтнасига- 
тенг, йуналиши эса шу тезланиш еек-
торига царама-царши йуналган Ф 
еектор инерция куш  дейилади.

(13.44) тенгламабир нуктага куйил­
ган кучлар системасининг мувозанат 
шартини эслатади. Кучларнинг мувозанат 
шарти куринишида ифодаланган (13.44) 
муносабат аслида моддий нукта харака­
тининг дифференциал тенгламасидир.
Бирок уига куйидагича маъно бериш
мумкин: моддий нуцтага таъсир этувяи актив куч, ва бог­
ланиш реакция кучи ^ар онда шу нуцта инерция кучи би­
лан мувозанатлашади (13.9-раем). Моддий нуцта учун 
Даламбер принципи ана шундан иборат.

Даламбер принципи ёрдамида харакат масаласи мувозанат 
масаласига келтирилиб хал килингани учун бу принцип билан 
динамиканинг асосий масалаларини ечиш усули кинетоста- 
тик  усул дейилади.

(13.43) ни эътиборга олиб, (13.44) ни Декарт координата 
укларига проекцияласак, бу вектор куринишдаги тенглама 
куйидаги скаляр тенгламалар билан алмашади:

(13 45)

Агар нукта эгри чизикли харакатда булса, унинг тезланиши 
уринма ва нормал тезланишларнинг йигиндисидан иборат:

Шунинг учун моддий нукта инерция кучини хам 
уринма ва нормал инерция кучларидан ташкил топади дейи- 
шимиз мумкин:

Ф =  Ф .+  Фл ; 13.46)

бунда Ф̂  = — т 1ю̂ , Ф „ = — булиб,  уринма ва нормал 
тезланишлар микдорини аниклаш формулаларига кура инер­
ция кучининг ташкил этувчилари микдорларини куйидаги 
формулалар билан аниклаймиз:

=  тиа̂  = mv, Ф„ =
9

(13.47)

(13.47) ифодада р билан нукта харакати траекториясининг эгри­
лик радиуси белгиланган. (13.46) ва (13.47) ни эътиборга 
олиб, (13.44) ни табиий координата уКларига проекциялаб, 
Даламбер принципининг табиий координаталар системасига 
нисбатан ифодаланишини хосил киламиз:
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—mv = 0 ,

39-масала. Массаси m булган М  юк S  чигир ёрдамида го­
ризонт билан а бурчак ташкил этувчи кия текислик буйлаб 
кутарилади (13.10-раем). Чирир барабанининг радиуси г га
тенг булиб, у ср = ^  (/ — секундда, ср — радианда улчанади,
а — узгармас) ь;онун буйича айланади. Ю к билан кия текислик 
орасидаги ишкаланиш коэффициентини / деб олиб, юк бог- 
ланган симдаги таранглик кучи аниклансин.

Ечиш. М  юкни моддий нуцта деб караб, унинг кия текис­
лик буйлаб >$аракатини текширамиз. Ж  нуктага огирлик кучи-
G = mg, g унинг кия текислик билан ии:каланишидан ){осил бул-

 ̂ ' ‘V
ган куч, кия текисликнинг нормал реакция кучи N  таъ­
сир этади. Юк богланган ипни циркиб чигирнинг унга берган
таъсирини 7 реакция кучи билан алмаштирамиз. Симдаги та­
ранглик кучи Т реакция кучига микдор жидатдан тенг ва ун­
га каряма-карши йуналган. Бу кучлар каторига М  нукта тез­
ланишига карама-карши йралган, микдори Ф — mw булган 
инерция кучини кушамиз. У )^олда (13.44) ифода куйидагича 
тузилади:

Г +  a T + (T + í^ „ +  ® = 0 .
Бу тенгликни х ва у ун^арга проекциялаймиз:

т  — Раш — mg sma ~  mw = 0, ( 1)
M — m g C Q S a  — 0 .  (2 )

(2 ) тенгламадан; mgco^a. F^^ = f  ■ N = т g f c.os,á. булишини 
эътиборга олиб, (1) дан Т ни аниклаш мумкин;

7 = mg (sin а -f / cos а) +  niw.
(3)

Масаланинг тула ечилиши 
учун (3) даги W ни топиш ке­
рак. Бунинг учун М  нукта 
тезланиши чигир барабани гар- 
дишидаги L нуктанинг уринма 
тезланишига тенг булишидан 
фойдаланамиз:

чю =  =  S • г  =  ср̂  =  а г .

Буни (3) га кр и б , ипдаги та­
ранглик кучини аниклаймиз:

( 1 3 4 8 )

F,^R,^0.
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Т = mg ^sin а -f / cosa 4- —
V g-

40-масала. Огирлиги P  
булган ча,1Ричи тепаликдан 
тушаётиб йулнинг пастки А
нуктаси^та тезликка эриша­
ди ва яна радиуси ОС = г бул­
ган айлана ёйи брлаб хара- 
катланади (13.11-раем). АО
вертикал билан ОМ  орасидаги бурчак  ̂ булганда, чангичн-
нинг тезлиги v = — 2gr ( I —cos(p) га тенг. Чангичини 
моддий нукта деб караб, ишкаланиш ва каршилик кучларини 
Хисобга олмай, чанричининг АС участкада корга берган босим 
кучи аниклансин.

Ечиш. Чанричи билан бирга кузгалувчи т/И« табиий коор­
дината системасини утказамиз. Чангичига узининг огирлик
кучи Р, корнинг нормал реакция кучи 7V таъсир килади. /V 
куч АС  ёй М  нуктасининг радиуси буйлаб О марказ томон

— ^
йуналади, М  нуктага унинг ва тезланишларига мос ра-

вишда карама-карш'гТ йуналган Ф„ = —тедад, инерция
кучларини куйиб, Далямбер принципини ёзамиз:

P  +  N  + Ф^ +  Ф^^О. ( 1)
АС  участкадаги даракат секинланувчан булиши керак, шу- 

нинг учун вектор г га тескари йуналтирилди.

( 1) пи п. бош нормаль бирлик вектори йуналяшига проск- 
циялаймиз:

—Я  eos Ф -)- yv — Ф „ = 0.
г, . Р  v‘‘  ̂ д;Ьунда Ф„ =  т  — =  — •— булишини назарда тутиб, N ни аник- 

р á' /■
лай миз:

(2 )

Масала шартида берилган v =  Y 'v ‘̂  — (2gr 1 — cos f )  ни (2) 
га куямиз;

N = P — coscf)

gr
Сунги ифодадан куриниб турибдики, нормал реакция куч 
?  = О да (cosO= 1) энг катта кийматга эришади:
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м
1 + gr

14.1- раем.

Чангичининг корга берган босим 
кучи микдор жидатдан Л/ га тенг 
булиб, унга карама-карши йуна­
лади.

XIV  боб.  МОДДИЙ НУЦТАНИНГ ТЕБРАНМА ДАРАКАТИ

63-§. Моддий нуцтанинг эркин ¡ебранма }^аракати

Кундалик турмушимизда тебранма ?(аракат куп учраб ту­
ради. Бу бобда кандай кучлар таъсирида тебранма }^аракат 
руй беришини, тебранма харакат турларини ва уларнинг ха­
ракат конунларини аниклаш угтида шугулланамиз.

Массаси т  булган М  моддий нукта цайтарувяа куч. деб 
аталувчи ва Р ^ ^ —сх конуният буйича аникланувчи куч таъ­
сирида Ол: ук брлаб трри чизикли даракат килали (14.1-расм), 
бунда с — узгармас коэффициент (кайтарувчи куч1а пружина­
нинг эластиклик кучи мисол була олади).

Бошлангич пайтда моддий нукта долатда булиб, 
координатага ва "Уо бошлангич тезликка эга дейлик. Яъни ку­
йидаги бошлангич шартлар берилган;

/ = О, л = Хо, v=vg. (14.1)
Бу нукта }?аракат конунини аниклаймиз. Бунинг учун моддий 
нуктанинг Ох ук буйлаб трри чизикли даракати дифферен­
циал тенгламасини тузамиз; т х = —сх. Бунда

(14.2)

белгилаш киритсак, диф ¡зереициал тенглама куйидаги кури­
нишда ёзилади;

х + к'^х=:0. (14 3)
(14.3) узгармас коэффициентли, иккинчи тартибли бир жинс­

ли дифференциал тенгламадан иборат. Уни характеристикалар 
усули билан ечамиз. (14.3) нинг ечимини

х = Се‘ (14 4)
куринишда излаймиз; бунда С ва / аникланиши керак булган 
ифодалар. (14.4) ни (14.3) га куйиб, = О характеристик
тенгламани досил киламиз. Бу характеристик тенглама ечим­
лари /, 2= +/^1 мавдум сонлар булади. Бинобарин, (14.3) нинг 
умумий ечими

( 14.5)

булади. Эйлер формуласига кура
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е''“  = zos k t i s\n kt, e = zos kt — i sin kt
булгани учун (14.5) ни

X = (C, -j- C2) cos kt -)- (C, — Сг) i sin kt
куринишда ёзиш мумкин. Бу тенгламада

Cí С2 ~  Л, (С, — (,2) ' i ~  в
белгилаш киритиб, куйидаги куринишдч ёзамиз:

X = Acos k t В  sin kt. (14.6)
(14.6) тенглама (14 3) дифференциал тенгламанинг умумий 
ечимидир. (14,6) даги интеграл доимийлари Л ва 5  ни (14.1) 
бошлангич шарглардан фойдаланиб аниклаймиз. (14.6) дан 
вацт буйича биринчи тартибли досила дисоблаймиз:

V = X = —Ak sin kt В  k cos kt.
Бу ифодага ва (14.6) га (14.1) ни куямиз:

Лд = Л cos О -f- 5 sin О, Vq = — Ak s\nO + Bk cos 0.

Бу системадан A=x^, B =  ^  (14.7)

}^осил булади (14,7) ни <!4.6) га куйиб, нуктанинг кинематик 
харакат конунини хосил киламиз:

X = Xf)COi kt + — sin kt. (14.8)

Косинус ва синус функцияларининг бирини иккинчиси оркали 
ифодалаш ва (14 8 ) ни соддарок куринишга келтириш мумкин. 
Бунинг учун Л ва узгармаслар урнига а, а узгармаслар 
кабул киламиз:

Л = a s in a , B = acosa (14.9)
(14.9) ва (14.7) ни биргаликда ечсак,

« = 1 /  +  'g« =  —  (14.10)г в v̂ ¡
лосил булади. (14.6) эса а, а узгармаслар оркали куйидагича 
ифодаланади:

д: = а (cosé/slna -{-sin cos а)
ёки

x=asin(kt-i-a). (14.11)
Шундай килиб, кайтарувчи куч таъсиридаги моддий нуктанинг 
харакати (14.8) ёки (14.11) тенгламалар билан ифодаланади.
(14.11) даги а ва а (14,10) тенгламалардан топилади. (14.11) 
дан куриниб турибдики, 5- § да тасвирланган харакаг моадий 
нуктанинг эркин тебранма харакатидан иборат экан. Шунинг
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0̂■ и
0

Ь
14.2- раем.

учун (14.3) ифода эркин тебранма j¡a- 
ракатнинг дифференциал тенгламаси,
(14.8) ёки (14 11) эркин тебранма дара­
к а т  цонуни дейилади. Эркин тебранма 
даракат графиги 1.18-расмда курсатилган 
эди. (14.10) тенгликлар буйича аник.ла- 
нувчи a m o . мос равишда, эркин тебра­
ниш амплитудаси ва эркин тебраниш- 
нинг бошлангич- фазаси дейилади. М аъ­
лумки, эркин тебраниш даври

-  (14.12)k V e
формула билан аникланади.

41-масала. Бикирлиги с = 98 булган
пружинага осилган, мувозанат долатида турувчи /га, = 2 кг 
массали О  юк каторига массаси /«2 = 0,8 кг булган В  юк ула- 
нади (14.2-раем). 1) ва Е  юклар системасининг тебранишлари 
ва тебраниш даври аниклансин. Координата боши О ва Е  юк­
ларнинг статик мувозанат долатида олинсин.

Ечиш. Пружинанинг П  юк таъсиридаги статик деформа- 
циясини Е  юк таъсиридаги статик деформациясини 8"  би­
лан белгилаймиз. Пружина 6^ д е ф о р м а ц и я  олганда О ва 
Е  юклар огирликлари пружинанинг эластиклик кучи билан му- 
Еозанатлашади. Ана шу долат с тати к  мувозанат >;олат 
дейилади. О ъа Е  юклар системасини битта М  нукта деб ка-
расак, унга юкларнинг огирлик кучлари Од, 0^ ва пружина-

нинг эластиклик кучи Е  таъсир этади. Ихтиёрий вакт учун 
пружина деформациясини 8 билан белгилаймиз. У долда Гук 
конунига кура Е  = с-Ь булади.

Координата бошини М нуктанинг О статик мувозанат до­
латида олиб, Ох укни даракат йуналиши буйича утказамиз. 
У долда бошлангич шартлар куйидагича булади:

¡' = 0 , л: =Ло= — 1)=  тУп̂ г̂ О. ( 1)
М  нукта тррн чизикли даракатининг дифференциал тенгла­
масини гузамиз:

(/;гд +  от^(х= +  — /='. (2 )
Расндзн: о ~  о" -]- х; шунинг учун Е  = с (8^4- +  х). Б у ­
ни (2) га куямиз:

{''^9 “Ь пг^)х= Ор +  — сх. (3)

М  нуктзн!1пг статик мувозанат долатида Од +  0  ̂— —



^ c 8 g = 0  булгани учун (3) тенглама 1̂ уйидаги куринишни 
олади:

{m¡^Arm¿\x--= — cx. (4)
¿ 2 = ---^  (5)

белгилаш киритамиз; у холла (4) тенглама куйидагича бÿлaли:
jc +  /fe^x=0 , (6 )

Бу эркин тебранма харакатнинг дифференциал тенгламасидир. 
Шунинг учун (6) нинг ечими (14 8 ) билан ани!^ланади:

х = X ç ^ z o b k t (7) 

Энди k, Xq ни хисоблаймиз.

(5) дан; /fe = \ í — -̂--=  \ í - ^ ^ 5 , 9 2  с~\У  + у  2+0,8
С • о" — G j ,  шартдан;

J.CT ^Е S .. л по= —  = --- - еки дго = — 8g л; —0,08 м.

■̂0 = 0 ни эътиборга олаб, топилган k ва Хд кийматларини (7) 
га куямиз;

х «-0 ,0 8  cos5,92íf м. (8 )
(8) ни (14.1!) ечимдан фойдаланиб хам келтириб чицариш 
мумкин. Бунинг учун аввал (14.10) тенгликлардан а ва а ни 
аниклаймиз;

а =  I/ х1 +  — »  0,08 м; а = arctg- —  == arctg оог “ Vo
,  ЗяSin а = — 1. а =  —.

У холда (14.11) куйидагича булади:

х=  'I sin  {kt -f о) 0,08 sin Í5,92¿ +  —] = — 0,08 cos 5,92/ м.
\ 2 /

Энди тебраниш даврини (14.12) формула билан ани1̂ лаймиз:
r  =  ? î^ l^ 0 6 c .

»̂0

2 '

64- §. Му>̂ ит царшилик кучи таъсиридаги 
моддий ну 1̂ танинг эркин тебранма харака.и

Массаси т  булган. Оде ук буйлаб харакатланувчи М  мод­
дий нуктага F^==—cx кайтарувчи кучдан ташцари шу нук га



1
14.3- раем.

тезлигига пропорционал ва те^ 
лик векторига караыа-н;арши 
йуналган мудитнинг царшилйк
кучи к  таъсир килсин. яъни !

R =  — '̂ v

бунда -у — нуктанинг тезлиги, ¡х — мудитнинг физик хусусият­
ларига борли!  ̂ булган коэффициент. Бошлангич пайтда х =  х̂ ,
V = деб олиб, М  нукганинг даракатини аниклаймиз (14.3- 
расм), Моддий нукта даракатининг дифференциал тенгламаси­
ни тузамиз:

т х  = — сх — \1Х.

~  = 2Ь белгилашлар киритиб, бу тенгламани
т  т

х +  2Ьх + к‘̂ х =0  (14.13)
куринишда ёзамиз. Бу тенглама бир жинсли, иккинчи тартиб­
ли дифференциал тенгламадир. Унинг ечими дам х =Се  ку­
ринишда изланади. Изланаётган ечимни (14.13) га куйиб но­
маълум коэффициент I га нисбатан

+  2Ы +  = О
характеристик тенглама досил килинади. Унинг ечими

/,.2= - 6 ± К ^ ^ '  (^4.14)

булади, У долда (14.13) нинг умумий ечими
X = C,ê '̂  + (14 15)

бради. (14.14) ифодадаги Ь ва к нинг мицдорларига караб
(14.15) ечим турли куринишда бриши мумкин. Бунда куйи­
даги уч долни ало> и̂да-ало5(,ида караб чикамиз:

1) Ь<: к — кичик каршиликлар доли дейилади;
2 ) Ь>  к — катта каршиликлар доли;
3) 6 = тенг каршиликлар доли.
1. ¡7 < к булсин. Кискалнк учун Ук'^ — Ь̂  = к-, белгилаш ки­

ритамиз. Бу долда характеристик тенгламанинг /, ва /г илдиз- 
лари мавдум сонлар булади, чунончи l̂  ,̂ = —Ь ±Ск̂ . (14.15) 
га асосан умумий ечим

булади, Каве ичидаги ифодани аввалги параграфдаги каби шакл 
5̂ згартириб, куйидаги куринишлардан бирига келтириш мум­
кин:
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-ы
К И -м а, 81П(А,/ + а ,)

(14 16) 

(14Л7)
бунда Л, ва В, ёки а, ва а, узгармаслар бошлангич шартлар- 
д$н аникланади. Уларни ани1<лаш учун (14.16) ёки (14.17) ифо­
даларга хамда уларнинг вакт буйича биринчи тартибли хоси-
лаларига I = 0, к 
хосил булади.

Ч,V = VQ ни куямиз. Натижада куйидагилар

Л, = л:о, В^= У /¡2 —

еки

+
(1>о + Ьхр)̂  

Ю -

лгр Уи  ̂~  
»0 + Ьхо

(14.18)

(14.19)

Шундай килиб, кичик каршиликлар холида кайтарувчи ва 
мухитнинг каршилик кучи таъсиридаги моддий нуктанинг ха­
ракати (14.16) ёки (14.17) тенглама билан ифодаланиб, бу 
тенгламалардаги интеграл узгармаслари (14.18) ёки (14.19) 
формулалардан аникланади.

(14.17) дан курамизки, моддий нуктанинг текширилаётган 
харакати даврий тебранма харакатдан иборат экан. Лекин
(14.17) тенгламадаги купайтувчи туфайли бу тебранма ха­
ракат секин-аста сунувчи булади. бундаги тебранишлар амп­
литудаси вацт утиши билан кискариб нолга интилиб боради. 
Сунувчи тебранишларнинг графиги 14.4-расмда курсатилган. 
Сунувчи тебранма харакатда нукта узининг аввалги холатига 
бутунлай кайтмайди. Шунинг учун сунувчи тебранишлар дав­
рини шартли равишда киритиб, уни T̂  билан белгилаб, куйи­
дагини топамиз:

2л
V —

(14.20)
еки

г
V 1 -  (6/АЯ 

ь1
[1

бунда Г —мухитнинг каршили« 
ги булмагандаги эркин тебра­
нишларнинг даври. 5̂ рта кавс 
ичидаги ифодани Ньютон би- 
номига ёямиз ва Ь<<̂к эканли­
гини эътиборга олиб, ёйилмада 
дастлабки икки хад билан 
чегараланамиз:
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1 Ь‘ \ I

Шундай килиб, му;{итнинг каршилиги таъсир этганда тебрани 
даври каршилик таъсир этмаган 5^олга Караганда катта Ьулйр 
экан.

Тебранишлар амплитудасининг камайиш конунини топа(й- 
лик. пайтда мувозанат >̂ олатдан энг катта огишни дг, бил^н, 
Хг оркали эса + T̂  вактга мос келувчи огишни белгилай­
лик. У  холда

х̂  =
ва

Хг = • а, = • XI-
Умуман,

х„+| = е-*’̂ < • х„
булади. Шундай цилиб, тебранишлар амплитудаси геометрик 
прогрессия конуни билан камаяр экан Бу геометрик прогрес­
сия махражи суниш декремента дейилади.

0 ^ \ \ п е - » т ^ \ ^ Ь Т ,  (1 4 .2 1 )

га логарифмик декремент дейилади.
2. Ь~>к — к а т т а  царшиликлар х^олага утамиз. Бу долда 

характеристик тенгламанинг илдизлари /, = —Ь -^\/ Ь'̂  — ва 
/г =  —Ь — — !г‘' ?^акикий, Ь > У  булгани учун /1
ва /2 манфий сонлар. Бу з о̂лда (14.13) тенгламанинг умумий 
ечими

а: =  (14.22)
булади. С, ва С2 узгармас сонлар бошлангич шартлардан то ­
пилади. Агар

х ^ - Ь  - е-с‘ ‘ +  +

ифодани назарда тутиб, бошлангич шартлар: / = 0  да х = х̂
V — дан фойдалансак, Ĉ  ва С2 ни аникловчи куйидаги ифо­
дани {̂осил киламиз:

„  Хо{Ь+ у  ^ х^{Ь-у/С ,--- - ~" • . ^2 — ; Г" •

(14.22) билан аникланувчи )?аракат даврий брмайди. Ц 
манфий бргани учун х  вактнинг утиши билан камайиб, нол­
га ингилиб боради. Бошлангич шартларнинг кандай булишига 
караб )?аракат графиги 14.5-раем, а, б, в да тасвирланган би- 
ронга кринишда булади.

Ь — 1г булган тенг царшиликлар х;олига утамиз. Бунаа 
характеристик тенгламанинг илдизлари 1̂  = 1̂  = —Ь ;^акикий ва
2СЙ



■ Л ш ш г

гг

' А

я  * • * “ » » » * ¥

/ / / / / / / / / / / / Л
в

Г

«

-Сь-

14.5- раем. 14.6- раем.

каррали булиб, (14.13) тенгламанинг умумий ечими куйидаги­
ча ёзилади;

х — (С̂  + Са/).
== -  Ье-*>‘ (С( -Ь С2О + ■ Сз

булишини эътиборга олиб, бошлангич шартлардан фойдалан- 
сак,

С, = Х(, ва Сз = + Ьх̂
келиб чикади. Демак, к — Ь ;«;олда (14.13) дифференциал тенг­
ламанинг ечими

X [Хо +  (г»о + Ьхо)1] (14.23>
тенглама билан ифодаланади.

(14.23) формуладан куринадики, бу холда нуктанинг хара­
кати даврий булмайди. Вацт I нинг усишига нисбатан 
нинг камайиши тезрок, бинобарин, х камаювчи функция бу­
лади ва (14.23) сунувчи, даврий булмаган харакатни ифода­
лайди. Бу хол учун хам харакат графиги, бошлангич шарт­
ларнинг кандай олинишига караб, 14,5-раем, а, б, в лардан 
бирига ухшаш булади.

42-масала. Горизонтал текисликда Е  ук атрофида айлана 
оладиган вазнсиз О Е  стерженга бириктирилган 1 кг массали
О юкка бикирлиги = 1200- булган пружина уланган (14.6-

м
раем). Пружинанинг иккинчи I  учига А В  брус, А В  брусга 
эса бикирликлари £'2 =  <̂з =  300 - булган узаро параллел пру-М
жиналар бириктирилган; I  нукта бу пружиналар укларидан 
бир хил а масофада жойлашган О Е  стерженнинг расмда кур-
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сатилган мувозанат долатида О  юкка унг томонга йуналган
М■■ 0,5 - тезлик берилиб. юк 5̂ аракатга келтирилади. Юк/

нинг з^аракатига унинг тезлигига царши йуналган, микдори 
R=^\2v булган каршилик кучи таъсир эгади. Демифернинг 
штоки вазнсиз А В  брусдаги тешик оркали утказилиб, Ь  юкка 
бириктирилган. О  юкни тугри чизи1< бр лаб  ^^аракатлану в̂  и 
моадий нукта деб фараз килиб ва координата бошини юкнинг 
мувозанат з^олатида олиб, юкнинг >;аракати аниклансин. Ю к­
нинг горизонгал текислик буйлаб сирпанишидаги ишкаланиш 
з^исобга олинмасин.

Ечиш. О юк ^даракатининг дифференциал тенгламасини ту- 
зишдан аввал бикирликлари с,, с̂ , Сз булган учта пружинани 
бикирлиги с булган битта пружина билан алмаштирамиз. Бу ­
нинг учун биринчи навбатда узаро параллел 2 ва 3 пружина- 
ларни бикирлиги Сзз булган битта пружинага келтирамиз. Агар 
А В  брусни унг томонга бирор 8гз масофага силжитсак, икка­
ла пружина бир хил &2 = з̂==̂ 2з катталикка чузилади. Бунда
пружиналарда ва эластиклик кучлари з̂ осил булади. 
Иккита параллел пружинани алмаштирувчи битта пружина­
нинг p2g эластиклик кучи Р  ̂ ва Р  ̂ кучларнинг йигиндисига 
тенг булиши керак:

2̂3 = Р-г +  /̂ 3- 
Бу тенгликни }^адма-:^ад = \  = га буламиз:

^  ^
8,3 5,

Бунда р^=С2з, ^ = С 2. р  =¿^3 булганидан

‘'23 •
келиб чикади. Бинобарин, параллел пружиналарга эквива­
лент булган п р у ж и т  бикирлиги у;ар цайси пружина би­
кирлигининг йигиндисига тенг экан.

Энди кетма-кет уланган, бикирликлари с̂ г ва с̂  булган 
пружиналарни битта пружина билан алмаштирамиз.

О юкни унг томонга караб бирор 8 масофага силжитсак, 
пружиналарнинг умумий чузилиши шу 8 га тенг булади:

®=®23 + 1̂"
Бунда з̂ ар кайси пружинанинг Р  эластиклик кучи таъсирида­
ги деформациялари

*  =  — . ^23 =  — . й, =  —
С Саз

га тенг. Бу ифодаларни аввалги тенгликка куйсак,
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1 1 , 1 . С| • C23-— = --- 1--- еки с = — —
с Cj, Ci C¡ +  С23

хосИл булади. Шундай цилиб, берилган учта пружинага экви­
в а л е н т  бигта пружина бикирлиги куйидагига тенг булади:

Í  400 tí.
С\ Л- м

Нооряината бошини П юкнинг О мувозанат холатида олиб, 
у н и н г  харакати брича  Ох уцни йуналтирамиз. У холда бош­
л а н г и ч  шартлар куйидагича ифодаланади:

1 í = 0 , л = Ло=0 , v = v .̂ ( 1)
D юк харакатига берилган пружиналарга эквивалент пру-

жинанинг F  эластиклик кучи, мухитнинг R  каршилик кучи 
таъсир этади (юкнинг огирлик кучи, горизонтал текисликнинг 
нормал реакцияси ва D E  вазнсиз стерженнинг реакция кучи 
Ох га перпендикуляр булгани учун расмда курсатилмаган). Ü  
моддий нуктанинг Ох ук буйлаб харакати дифференциал тенг­
ламасини тузамиз:

m x = - F - R .  (2)

Бунда D  нукта координатасини л десак, эквивалент пружина 
деформацияси хам х булади. Шунинг учун F= cx ; шунинг­
дек, R=  12v— I2x. Натижада (2) тенглама куйидаги куриниш­
ни олади:

т х  = —сх—12х.

~  = k\ Í- = 2Ь (3)
т  т

белгилашлар киритамиз. У холда D юк харакатининг диффе­
ренциал тенгламаси куйидагича ёзилади:

X + 2Ьх + k'̂ x = 0. (4)

(4) дифференциал тенглама ечимини ёзиш учун (3) дан фой­
даланиб k, Ь коэффициентларни аниклаймиз:

/г = .У ш  = 20с-\ Ь = 6с-К (5)

Шундай килиб, b<k\ бу кичик каршиликлар холида (4) диф­
ференциал тенгламанинг ечими (14.16) ёки (14.17) куринишда 
булиб, ундаги интеграл узгармаслари (14.18) ёки (14.19) фор­
мулалар билан аникланади. (14.16) ва (14,18) ни биргаликда 
ёзамиз;

X = е-'”  (Хо eos Yk'  ̂— Ь‘ t + sin Y t ) .  (6 )
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(6 ) га (1) ва (5) ни 1̂ уйиб, юкнинг з^аракат конунини ){о[цл 
киламиз; I

=0,026^-« sin 19,08/ м;

демак , D  юк сунувчи тебранма >^аракатда булади.

65-§. Царшилик курсатмайдиган муз^итда моддий 
нуцтанинг мажбурий тебранма з^аракати

Модаий нуктанинг F^ — ~cx  кайтарувчи куч з̂ амда взктга 
боглик равишда узгарувчи ва уйготувча куч, деб аталувчи
Q куч таъсирида Ох ук буйлаб тугри чизикли >^аракагини 
текширамиз (14.7-раем). Умуман олганда уйготувчи куч вакт­
нинг ихтиёрий функцняси булиши мумкин, Биз уйготувчи куч 
вактнинг даврий функцияси булган х,олни куриб чикамиз. Уй­
готувчи кучнинг Ох укдаги проекцияси ¡is\n(pt~\-¡i) булсин. 
Бунда И  ва р, мос равишда, уйготувчи кучнинг амплитудаси 
ва частотаси, р эса бошлангич фазасидир, Моддий нукта ;̂ а- 
ракатининг дифференциал тенгламасини тузамиз;

т х  = —сх +  ^stn {pt + р).

k'̂  =с1т., h = H¡m белгилашларга кура бу тенглама куйида­
гича ёзилади;

k +  k'^x^hsm {pt + Р). (14.24)
(14.24) иккинчи тартибли бир жинсли булмаган чизикли диф­
ференциал тенгламадир. Унинг умумий ечими бир жинсли

д: k^x = 0 (14.25)
тенгламанинг умумий ечими ва (14.24) нинг хуеусий ечи­
ми йигиндисига тенг булади. (14.25) тенгламанинг умумий 
е ч и м и  66- § га асосан

x¡ =- С, cos kt +  Са sin kt ёки х, = а sin {kt а)
куринишда булади. (14.24) нинг .хусусий ечимини k=^p х;ол 
учун

Х2 = Л sin (/?/+ Р) (14.26)
куринишда излаймиз. А — аникланиши лозим булган узгармас 
сон. Агар (14,26) хусусий ечим булса, у (14.24) ни каноатлан- 

^ ^ тириши керак. Бу шартдан фойдала-

Е Г
14.7- раем.

ниб, А = 

Демак,

булишини курамиз.



^2= ---- sin(/?/ +  P). (14.27)
A2— p ‘

экг(н. Шундай цилиб (14.24) тенгламанинг умумий ечими цу- 
íiHi^arH4a булади:

X  — a s m  { k t  +  а ) Н---- —  sin { p t  +  '^), k ^  р  (14 28)
k^ — p ‘

(14.28) дан курамизки, моддий нуцтанинг цайтарувчи ва гар­
моник уйготувчи куч таъсиридаги )^аракати хусусий )^амда 
уйготувчи куч таъсиридан буладиган гармоник тебранма !̂ а- 
ракатларнинг йигиндисидан иборат экан. (14.28) формула тар­
кибига кирувчи, !'14.27) тенглама билан ифодаланувш у,аш- 

. да уйготувчи куч частотаси билан буладиган гармоник j^ ap a-  
ка т  моддий нуцтанинг мажбурий тебранма ?!аракати дейи­
лади. Бу j^apaKar бошлангич шартларга боглиц эмас. (14 27)
тенгламадаги -—— мажбурий тебраниш амплитудаси, р эса
мажбурий тебранишнинг доиравий такрорлиги дейилади.

(14.24) дифференциал тенгламага мажбурий тебраниш лар- 
нинг дифференциал тенгламаси дейилади.

(14.28) тенгламани

X = С, cos kt + Со sin kt Н---—  sin {pt +  ?) (14 29)
— p'^

куринипгда ёзиб олиб, С,, С2 узгармасларни аницлаймиз. Б у ­
нинг учун í = 0  да х = хц, x = v̂  булиш шартилан фойдала­
намиз. У )^олда

С, = Л"!, — — ^  sin р ва Сз = — ----—  ■ -- cos
k ‘--—p ‘ k  k

келиб чикади. Топилган Cj ва Cj ни (14.29) га цуйсак, нуцта 
^даракатининг тенгламаси

X = Хо cos kt +  sin k t----—  sin  ̂cos kt cos 3 sin kt\ +k k'̂ —p'̂  \ k j

+  —^  sin (/7¿ p )  (14.30)
— p^

куринишга келади. Шундай цилиб, нуцтанинг ^^аракати учта 
5̂ аракатнинг йигиндисидан иборат булади:

1. Тенгламаси

X *  Хд cos kt sin kt k
булган хусусий тебранишлар. Улар уйготувчи кучга боглиц- 
сиз хусусий такрорлик билан кечаверади.

2 . Уйротувш куч таъсирида вужудга келган, лекин ху­
сусий такрорлик билан буладиган тебранишлар. Бу тебра­
нишларнинг тенгламаси цуйидаги куринишга эга:
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=
jy \

sin COS kt — COS P sin kt k

Бу тебранишлар бошлангич шартлар /í=0 д ах = 0 , л:= О бул­
ганда }̂ ам вужудга келади, яъни бу тебранишларнинг ампли­
тудаси бошлангич шартларга боглик эмас.

3. Уйготувчи куч таъсирида вужудга келган ва такрорлиги 
шу куч такрорлигига тенг булган мажбурий тебранишлар. 
Бу тебранишларнинг тенгламаси куйидагича;

 ̂ -sin(//^ + P).

(14.30) куринишдаги тенглама бошлангич шартлар х = 0, х = 0 
дан иборат ва уйготувчи кучнинг такрорлиги хусусий тебра­
нишлар такрорлигига яцин ^  1| булганда нукта }5аракати- 
нинг характерини аииклаш имконини беради Бу з̂ олда (14.30) 

л  — --г [sin (pt + ^ ) — sin (kt +  ^)]

ёки

л: ■sin  ̂t ■ cos (pt -f P) (14.31)

куринишга келади. (14.31) билан ифодаланувчи :^аракат амп­
литудаси

p~ksm t

конун билан узгарувчи, частотаси р булган тебранишларни 
ифодалайди, Унга „тепиш“ ?^одисаси дейилади.

p = k долни, яъни мажбурий тебраниш билан эркин тебра­
ниш такрорликлари бир хи/i булган ^̂ олни текширайлик. Бунга 
резонанс х о̂ла дейилади. Резонанс долида (14.24) дифферен­
циал тенглама хусусий ечимини (П .27) куринишда олиб бул­
майди, чунки ифода махражи нолга тенг булиб, анинмаслик 
келиб чикади Шукинг учун (14.24) нинг хусусий ечимини

X2 = B/cos(A¿ +  P) (14.32)

куринишда излаймиз, Уни (14 24) га куйиб В = — ни досил2/̂
киламиз. Шундай килиб, резонанс j<;OAuda моддий нуцтанинг 
мажбурий тебранишлари

Х2 = --- /соз (kt + Р)
2*

(14.33)

тенглама билан ифодаланади. (14 33) дан резонанс долида 
мажбурий тебраниш амплитудаси вакт утиши билан ^ ¿к о н у н ­
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га муво})ик; ортиб Сориши куриниб турибди. (14 34) тенглама 
билан ифодаланувчи х̂аракат графиги 14.8- расмда тасвнрлан- 
ган.

Резонанс >̂ олида (14.24) дифференциал тенгламанинг уму­
мий ечими

л: = С, cos kt +  Cg sin kt — — t COS (kt + p) (14.34)

куринишда булади. / = 0 да х = х̂ , v = бошлангич шарт­
лардан фойдаланиб Си С̂  узгармасларни ани1̂ лаймиз. (14.34) 
да / = О, a = десак, ундан С, = Лр з̂ осил булади.

(14.34) дан вакт буйича 55осила дисоблаймиз:

х = — Ĉ k sin kt -f C^k COS kt — — COS {kt -f P) -f 

+  | / s in (é ¿  +  §).

Бу ифодага t= 0 , x=v¡¡ ни куйсак.

келиб чикади; Натижада (14.34) тенглама куйидаги куриниш­
ни олади:

X = Ло COS kt + - j  sin cos {kt +  p). (14.35)

(14.35) ифода резонанс у^олида моддий нуцтанинг :(ара- 
катини аницлайди.

43-масала. Массаси т  булган М  юк горизонт билак а = 
= 30“ бурчак ташкил этувчи силлик текисликда пружина во­

ситасида ушлаб турилад:т. Пружинанинг статик деформация­
си 8ст = 2 см га тенг булганда юк мувозанат х;олатида ту ­
ради. Бирор пайтда (/ = 0) пружинанинг иккинчи В  учи 1 = 
-=0 ,01sin 10/ м конунга 
кура )^аракатга келса,
М  нуктанинг ?^аракат 
конуни кандай булиши 
аниклансин. О санок 
бошини юкнинг статик 
мувозанат :>{олатида,
Ох, координата уки эса 
юкнинг 5(аракати бу­
йича олинсин (14.9- 
расм).

Ечиш. Ж  юкни мод­
дий нукта деб карай­
миз. Унга узининг
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огирлик кучи G = mg, щя 
текисликнинг нормал реак-
цияси N ва пружинанинг
эластиклик кучи Р  таъсир 
этади, М нуктанинг Ох ук 
буйлаб ??аракати дифферен­
циал тенгламасини тузамиз:

m x= Gsina — F. (1)
Курилаётган )?олда пружина 
деформацияси о= 8^̂  +  x —i 
булгани учун F  = c - b ^  
== (̂ с̂т +  -̂  — тенглик би­
лан аникланади. У з^олда
( 1) тенглама

т к  = mg sin а — с(8̂ „ +  х — 0,01 sin 10/) (2 )
куринишни олади.

УИ юкнинг статик мувозанат з^олатида
/ng'sin а — с ■ 6̂  ̂=0 (3)

булишини дисобга олсак, (2 ) тенглама куйидагича ёзилади:

/их = —сх-Ь 0,01с ■ sin 10/, (4)
Пружина бикирлиги с (3) тенгликдан аникланиши мумкин;

mg s in  а
С = (5)

(6)

(5) ни (4) га куйиб, з̂ осил булган ифодани т  га булиб,
•• , я  s in  я 0,01 Р-s in  а .х + - --- X = ---- 2----- sin 10/

с̂т с̂т
тенгламани з̂ осил киламиз, (6) га куйидаги белгилашларни 
киритамиз;

A = ,, = 10с-1; (7)

Унда куйидаги тенглама досил булади:

X + k'̂ x = h slT\ pt. (8 )
(8 ) дифференциал тенглама (14.24) дифференциал тенглама­
нинг р= 0 булгандаги куринишидир. Нуктанинг }^аракатини 
аниклаш учун бошлангич шартларни билиш керак. Бошлангич 
пайтда юк узининг статик мувозанат з^олатида булгани учун 
бошлангич шартлар
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t=^0, Х о  = 0. v^= О (9)
дан иборат. (8 ) дифференциал тенглама ечими (14.30) кури­
нишда булади; унга (9) бошлангич шартларни ва ^=0 кий- 
магни куйсак, куйидаги келиб читали:

h s\nkt +  —  к к̂ - sin р(.к̂ -р̂  к к'̂ -р
(7 ) ифодалар ва масала шаргини эътиборга олиб, 

h р_  ̂ , h 
k

( 10)

15,65 с-1 0,011 м. 0,017 мk ' ' к'̂ -р'̂
ни }^осил киламиз. Бу топилганларни (10) га куйиб, нуктанинг 
даракат конунини з̂ осил киламиз;

л: «  ( —0,011 sin 15,65/ + 0,107 sin 10¿) м.
Шундай килиб М  юк доиравий часютаси 15,65 с-' булган 

хусусий тебранишлар билан доиравий частотаси 10 булган 
мажбурий тебранишлардан ташкил топган конунга кура да- 
ракатланар экан.

44-масала. Бикирлиги с= 631,655 -  булган АВ  пружииагам
т ~  \ КТ массали М  магнит стержени осилган (14.10-раем). 
Магнитнинг пастки учи / = 2üsin8uí ампер узгарувчи ю к 
окувчи галтакдан утади. / = 0  пайтдан бошлаб. стерженни со- 
леноидга тортувчи ток ута бошлайди; шу пайтга кадар маг­
нит стержени пружинада кузгалмай осилиб турган. Магнгт 
билан галтак орасидаги узаро таъсир кучи Q=0,01-ir/ Н тенг­
лик билан аникланади. Магнитнинг мажбурий тебранишлари 
аниклансин.

Ечиш. М  магнит стерженини моддий нукта деб караб,
унинг }^аракатини текширамиз. Бу нуктага огирлик кучи U =
= mg, магнит билан галтак орасидаги узаро таъсир кучи Q = 
= 0,01 лг = 0 ,2т: sin 8т1̂  Н  ва пружинанинг
эластиклик кучи г таъсир этади. Санок 
бошини стерженнинг статик мувозанат 
долатида-олиб, даракат йуналиши буйича 
Ох укни утказамиз ва нуктанинг шу укка 
нисбатан х,аракати дифференциал тенгла­
масини тузамиз:

т х  = 0 — F  -\-Q. (1)
Пружина деформацияси Ь = х -fScm тенглик 
билан аниклангани учун F  = с • ( х -f 8^ )̂ 
булади.

Шундай килиб (1) тенглама

/их =  m g '— +  8^^) +  0 ,2 i r s in 8 T í<  (2 ) 14.10- раем.
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14,11- раем.

куринишни олади. Стерженнинг 
мувозанат ?^олатида mg — 
булганини )^исобга олиб, (2) 
тенгламани ёзамиз:

т х  + сх = 0,2tz sin 8iít (3) 

, р=Ъ'^ белгилашлар киритсак, (3) тенглама
т  т

куйидагича ёзилади:

л  + k'̂ x = h sin pt. (4)
Бу мажбурий тебранма харакат дифференциал тенгламасидир. 
Мажбурий тебраниш конунини ёзишдан аввал р ва k ни ^̂ и- 
соблаймиз:

р = 8т:;^25,13 с- ‘,  ̂= «25.13 с-1,

яъни k=p — резонанс :?̂ оли келиб чикди.
Резонанс )^олида (4) дифференциал тенгламанинг хусусий 

ечими — нуктанинг мажбурий тебранишлари (14 33) га кура 
куйидагича булади;

* . и*х = --- t cos kt,
2k

Бунда ?5исоблаш ишларини бажарсак, нуктанинг куйидаги 
мажбурий тебранма даракати тенгламаси келиб чикади: к — 
= -0,013^ cos 25,13/ м.

66-§. Царшилик кр^рсатувчи му?^итда моддий куцтанинг 
мажбурий тебранма ?^аракати

Моддий нукта F  кайтарувчи куч, микдори нуктанинг тез­
лигига пропорционал, йуналиши эса нукта даракатига карама-
карши булган мудитнинг R  каршилик кучи ва уйгогувчи Q 
куч таъсирида тугри чизикли траектория буйлаб даракат кил­
син (14-11 - раем). Траектория буйлаб Ох укни йуналтирамиз.
F , R  вл Q кучларнинг бу укдаги проекцияси мос равишда
Fj^=^—сх, R  ̂= —ixx ва H s \ n ( p t булсин. У долда 
моддий нукта даракатининг дифференциал тенгламаси

л: +  2Ьх + k'̂ x = h sin (pt +  p) (14.36)

булади, бу ерда — =2b, — — = h белгилашлар кири-
m m m

тилган. (14.36) дам, (14.24) каби иккинчи тартибли, бир жинс­
ли булмаган чизикли дифференциал тенгламадир. Унинг ум у­
мий ечими иккита ечимнинг йигиндисидан иборат:
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(14.39)

л = дг,-f Хз, (14.37)

бунда Д-, билан хА-2Ьх^  О тенгламанинг умумий ечи­
ми белгиланган. Маълумки, бу ешм куйидагича ифодаланади:

k > b  да Л-, = е-»* ■ д, s in (V k ‘ — ô4  + a j ,  
k c ,b  да Л-, = C,g(- * + 4 - С 2̂ -(* +

k = b jia jc, = (C, + Cj^).
(14.37) даги Xj — (14.36) тенгламанинг хусусий ечимини

х, = Лз1п(/7^ +  р - 7) • (14,38)
куринишда излаймиз. Л ва у — аникланиши лозим булган у з ­
гармас сонлар. (14.38) ни (14,36) га куйиб,
A\{k‘ — р )̂ cos 7 + 2bpÿ.\n 7 | sin (pt +  P) +  A [ — (k'- — p'̂ ) sin 7 +  

+  2bp cos 7 ] cos {pt +  p) = A sin {pt +  P) 
муносабатга ьришамиз. Бу тенглик уринли булиши учун 

A\{k‘̂ — р )̂ cos 7 +  2Ьр sin 7 ] = h,
Л[ —(é  ̂— /0 )̂ s in7 + 2Ьрао% 7 ] = О 

булиши керак. (14,39) дан Л ва 7 аникланади:

Л =  ~ -■  ̂ . ■. ва tg 7 = — — . (14.40) V(k̂ -p-̂ f+Ab'̂ p‘‘ '  >
Шундай килиб, (14.36) нинг хусусий ечими

.̂ 2 = 7г^~=' ^■------sin i + В — arctg ) (14 41)^Л(*2_^,2)24. 4¿ 2̂ ,2 ^k=~p^j
булар экан. У >̂ олда {14.36) нинг умумий ешми k~>b 
уч,ун:

л = [i?-« oi sin(l/Æ'^-^>-/+ cr,)|-f ...s\n(pt +

Æ < 6 .̂ Oyî y'iy«:
Л = [C,e^~» + < + C^e- (» + t j _{_

+  :---- sin Ы -h p -  arctg j, (14.43)K(Æ2-p2)2-|- 4(;3p2  ̂ц2 ̂  pi j ' '

Bâ k = b х,ол уч,)!н

л -  1. - . '  ,C. +  Si» (,,< + ? -

тенгламалар билан ифодаланади.
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(14 42) тенгламадаги а, ва а, шунингдек, (14.43) ва (14.44) 
тенгламалардаги С,, узгармас сонлар, яъни интеграл дои­
мийлари )̂ ар бир х;ол учун бошлангич шартлардан фойдала­
ниб ало^{ида-ало){ида топилади.

Энди {14.42) — (14.44) тенгламаларни текширишга утайлик. 
Бу учала тенгламага хос умумий хусусият шундай иборатки, 
уларнинг унг томонларидаги урта 1̂ авсдаги куп}^адлар вацт- 
нинг камаювчи функциясидир. Бу кушилувчилар к у Ь  5̂ олда 
частотаси хусусий тебраниш частотасига тенг булган сунувчи 
эркин тебранма даракатни, А < /Ь ва к = Ь долларда эса апе- 
риодик (даврий булмаган) сунувчи даракатни ифодалайди.
(14.42),— (14.44) тенгламалар билан ифодаланувчи :;^аракатлар 
вакт утиши билан асосан унг томондаги иккинчи кушйлувчи- 
лар — (14.41) тенглама билан белгиланади. Улар эса частотаси 
уйготувчи куч частотаси билан буладиган мажбурий тебранма 
харакатларни ифодалайди. Бинобарин, (14.41) тенглама би­
лан аницланувш тебранма ^;аракат—мажб\)рий тебранма 
х^аракат, (14.36) эса мажбурий тебранма даракат диффе­
ренциал тенгламаси дейилади.

Мажбурий тебранишлар амплитудаси А = ̂  ̂ / (/г-‘̂ -р‘У+ 4Ь-‘‘р̂
дамда уйготувчи куч фазаси билан мажбурий тебранишлар
фазасининг айирмасини ифодаловчи у = агс1д ■ кийматлар
бошлангич шартларга боглик эмас. Мажбурий тебранишлар 
амплитудасини

Ь1/г‘л  =
1 -

куринишда ёзиб оламиз ва куйидаги белгилашлар киритамиз: 
^  = - = Ло, \  ~Я- Бунда Лд — уйготувчи куч Q
нинг максимал киймати Н  таъсирида нуктанинг координаталар 
бошидан статик оришини ифодалайди, а — мудитнинг карши- 
лигини ифодаловчи коэффициент. Бу белгилашларда ампли­
туда

А ^___________ =  (14.45)/ (1  -  >.2)2 + 4?̂ А2

куринишда ифодаланади. Л амплитуданинг д коэффициент ва 
мажбурий тебраниш частотасининг хусусий тебранишлар час­
тотасига нисбатини ифодаловчи сонларга борлик долда уз- 
гаришини текширамиз. Агар булса, X нинг кандай були-
шидан катъи назар Л чекли кийматга эга булади. Факат д = 0 
дамда >̂ =1 бараварига уринли булганида Л чексиз кийматга 
эришади.

д нинг нолдан фаркли бирор узгармас кийматида Л нинг 
максимал, лекин чекли цийматини таьминлайдиган к ни топа-
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14.12- раем.

миз. Маълумки, (14.45) ифоданинг унг томонидаги махраж 
минимумга эга булганда, А максимумга эришади. Бу махраж- 
ни минимумга эриштирадиган а ни дифференциал >̂ исоб уеули 
билан аниклаймиз. Бунинг учун

2 = { 1 - Х ^ ) ^  +  4 ^ Р  (14.46)

белгилаш киритиб, (14.46) дан А буйича биринчи тартибли >̂0 - 
сила оламиз ва бу }^оеилани нолга тенглаймиз:

^  = 4 [ ( Р - 1 ) . Х  +  2^л] = 0с1К
Бу тенгламани X га нисбатан ечиб X, = О ва Хз = ил-
дизларни х,осил циламиз. Биринчи илдиз масаланинг куйили* 
шига кура маънога эга эмас. Чунки берилишига кура уйго- 
тувчи кучнинг такрорлиги р ф ^  дамда хусусий такрорлик 
!гфоо. Демак, 2̂ = 0 )(.ол текширишдан мустаено. Энди ик­
кинчи илдиз 2̂ = )/1—2̂  ̂(14.46) минимумга айлантириш учун 

> О ёки 1 — 2̂  ̂> О ёки  ̂< 1/0,5 булиши керак. Де-(
мак, 0 < 9 < 1/"0,5 булган тандирдагина_А  максимумга эриши- 
ши мумкин. Шундай килиб 0 < ^ < К 0 ,5  ва X = I/ 1 — 2^“ бул­
ганда мажбурий тебраниш амплитудаси максимумга эришади. 
14.12-расмда мажбурий тебранишлар амплитудасининг X га 
нисбатан узгариш графиги <7 = 0, <7 = 0,15,  ̂= 0,20,  ̂= 0,20, 
9=0,25 }^оллар учун келтирилган. Расмдан курамизки, Л нинг 
9 = 0,15, 9 = 0 ,20 , 9=0,25 :!̂ оллар учун аникланган максимал кий­
матлари унинг Х= 1 булгандагк цийматларидан чапга томон сил- 
жиган. 9 нолга интилгани сари бу фарк камайиб боради ва аксин­
ча, 9 нинг киймати /  0,5 га якинлашгани сари бу фарк ошиб бора­
ди. Муз^итнинг каршилигини белги'ловчи 9 коэффициентни ¡̂амда
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хусусий тебрании1лар 
частотаси билан уйго- 
тувчи куч частогаси 
нисбатини тегишлича 
олиб, уйротувчи куч 
амплитудаси кичик 
булган такдирда >̂ ам, 
мажбурий тебраниш­
лар амплитудасини ж у ­
да ошириб юбориш 
мумкин. Ва аксинча, 
ушбу козффициентлар- 
ни шунлай танлаш 
мумкиики, уйготувчи 
к\чнинг ямилитудаси 

катта булса нам, мажбурий тебранишлар амплитудаси кичик 
булади.

Мажбурий тебранишлар фазасини текширамиз. Бу тебра­
нишларнинг частотаси р ва даври т = —, мое равишда, уйго-

Р
тувчи кучнинг частотаси ва даврига тенг булиб, мухитнинг 
каршилиги уларга таъсир килмайди. Фазглар айармаси 7 ни 
куриб чикамиз. Бу бурчак (14.40) нинг иккинчи формуласи 
билан аникланади. Уни

14.13- раем.

igT = 1 - X “ (14.47)

куринишда ёзамиз. Бундаги умуман олганда О дан +оо га- 
ча кийматлар кабул килиши мумкин. Агар пружинанинг элас­
тиклик коэффициенти с жуда катта булса, k" ^c¡m  дан кура­
мизки, k дам катта, бинобарин л нолга якин, пружина эса аб­
солют узгармас системага якин булади. (14.47) га асосан бу 
долда фазалар айирмаси 7 нолга айланади. Пружинанинг элас­
тиклик коэффициенти О га якин булганида эса А жуда дам 
катта кийматга эришади ва tg 7,( 14.47) га асосан О га чап то­
мондан якинлашади, демак 7 бурчак тс га айланади. Шундай 
килиб, X коэффициент О дан + ° °  гача узгарганда, 7 бурчак
О дан т. гача узгаради. >. = 1 долида (резонансга якин сода)
7 = ~  булади. 14.13-расмда 7 бурчакнинг X га нисбатан узга­

риши графиги q = Q, ^=0,15, ^ = 0,20, <? = 0,25 доллар учун 
келтирилган.

45-масала. Бикирлиги с булган пружинага т  массали юк 
осилган. Юкка Oz вертикал буйича йуналган ва Q̂  = H x
X  sin |[/^/ тенглик билан ифодаланувчи уйготувчи куч дамда

мудитнинг каршилик кучи R = — íxv таъсир этади. Мажбурий 
тебранишлар амплитудаси аниклансин.
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Ечиш. Юкнинг Ог ук буйича даракат дис] ференциал тенг­
ламасини тузамиз. Юкнинг статик мувозанаг долатида унинг 
огирлик кучи пружинанинг статик деформациясидаги эластик­
лик кучи билан мувозанатлашишини эътиборга олсак, диффе­
ренциал тенглама куйидагича булади:

т г  = —сг — [лг) +

т '  2т V-г  т

( 1)

(2 )

(3)

белгилашлар киритсак, (1) тенглама

г 2Ьг + йг = Л зш р1
куринишни олади, яъни мажбурий тебранма даракатнинг диф­
ференциал тенгламаси ?50сил булади.

У долда, мажбурий тебраниш амплитудаси (14.40) форму­
ла билан аникланади:

Л =• = = = = - .  (4)К (/¿2-/72,2 + '
(2) ифодаларни (4) га куйиб, масала ечимини досил киламиз:

\х }  С

X V  б о б  МОДДИЙ НУ{^ТАНИНГ НИСБИЙ )<;а р а к а т и

67-§. Моддий нуцга нисбий )^аракагининг дифференциал 
тенгламалари. Галилейнинг нисбийлик принципи

Ш у пайтгача биз даракатни инерциал санок системаларига 
.нисбатан урганиб келдик. Маълумки, моддий нуктага деч кан­
дай куч таъсир килмаса, у бундай системаларда тугри чизик­
ли текис даракат килади ёки тинч долатини саклайди. Шарт­
ли равишда кузралмас деб олинган санок системалари дам 
инерциал дисобланади (кузгалмас ва бир-бирига нисбатан туг­
ри чизикли текис даракат килувчи системаларнинг эквивалент- 
лиги дакида суз ушбу параграфнинг охирида боради). Мод- 
дин нукта динамикасининг асосий дифференциал тенгламаси

т т  = Е

ана шундай системаларда уринли. Демак, бу тенгламадаги та 
тезланиш абсолют тезланиш булади.

Энди моддий нукта шартли равишда кузгалмас деб олин­
ган системага нисбатан даракатланувчи системадаги даракати­
нинг дифференциал тенгламаларини тузишни курамиз. Фараз 
килайлик, 0 1АГ]У1г4 система шартли равишда кузгалмас булсин
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(15.1-раем). Охуг эса О^ху^г  ̂ системага нисбатан ихтиёрий 
:??аракат к;йлувчи система булсин. т  -<ассали М  моддий нукта,
тенг таъсир этувчиси Р  булган кучлар таъсирида Охуг систе­
мага нисбатан 5̂ аракат цилсин. Р  куч ташкил этувчилари ора- 
сида богланиш реакция кучлари з̂ ам булиши мумкин. Маъ­
лумки, нуктанинг Охуг системага нисбатан з^аракати нисбий
)^аракат булади. Р  куч Охуг системанинг кузгалувчи ёки куз­
галмас булишига боглик эмас. Моддий нуктанинг О̂ х̂ у̂ 'г̂  
системага нисбатан )^аракьти абсолют з^аракат булиб, бу з̂ ара- 
кат Ньютоннинг иккинчи конуни:

(15.1)

асосида булади. (15.1) да вектор М  нуктанинг абсолют 
тезланишидир. Кориолис теоремасини куллаб, (15.1) ни куйи­
дагича ёзамиз:

т  (чи,. +  11)̂ ) = Р.
Тенгламанинг чап томонида нисбий ^^аракатни белгиловчи ку- 
пайтмани колдириб, уни куйидагича ифодалаймиз:

пт^ = Р т и и ^ ) т ю ^ ) .  (15.2)
—> —>•
Ф^= — гг.чю/̂  белгилашлар киритамиз, — ку-

шрма инерция кучи, Ф,;. эса Кориолис инерция куш  дейила­
ди. Бу белгилашларни назарда тугиб, (15.2) ни куйидагича 
ёзамиз:

Ф  ̂= — т-т^.

mw  ̂=р-1-ф^ I ф .̂ (15.3)
(15.3) тенглама моддий нуцтанинг ноинерциал системага 

нисбатан х^аракат цонунининг вектор куринишдаги дина­
мик тенгламаси ёки нисбий х;аракатнинг асосий тенглама­

си дейилади. Шундай килиб, 
моддий нукта нисбий з^арака- 
тининг асосий тенгламаси }̂ ам 
Ньютон тенгламаси каби ту- 
зилар экан; бунда нуктага 
таъсир килувчи кучлар като­
рида кучирма ва Кориолис 
инерция кучларини }̂ ам бирга­
ликда олиш керак булади. 
Лекин Ньютон тенгламаси 
билан нисбий )^аракат тенг- 
ламасининг ухшашлиги фор- 
мал характерга эга. Кузгалув-
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‘ «и системада турган кузатувчи учун кучирма ва Кориолис 
инерция кучлари одатдаги кучлар сифатида цабул 1<илинади.
У  бу кучларни дам улчаши мумкин. Бу кучлар F  куч билан 
бир каторда нуктанинг нисбий даракатини белгилайди. Лекин 
бу кузатувчи инерция кучларининг манбаини курсатиб бера 
олмайди. Бинобарин, кучирма ва Кориолис инерция кучлари 
учун Ньютоннинг 3-аксиомасини куллаб булмайди. Равшанки, 
кузгалмас система билан богланган иккинчи бир кузатувчи 
учун деч кандай кучирма ва Кориолис инерция кучлари мав- 
жуд эмас. Бу кучлар туфайли содир булаётган ва биринчи 
кузатувчи томонидан кузатилаётган механик процессларни ик­
кинчи кузатувчи механика инерция конунининг натижаси си­
фатида тушуитиради. Масалан, вагонни тусатдан юриши на­
тижасида пассажирнинг „калкиб“ кетишини вагондаги куза­
тувчи кучирма ёки Кориолис инерция кучи туфайли деб ту- 
шунтирса, Ердаги кузатувчи эса пассажирнинг бундай цал- 
Кишини материя узининг тинчлик долатини ёки туг()и чизик­
ли текис даракатини саклашга интилиши оркали, яъни меха- 
никанинг иг(ерция конуни оркали тушунтиради.

М  нуктанинг кузгалувчи системага нисбатан координатала­
рини X, у, Z десак, (15.3) тенгламани. Oxyz система укларига 
проекциялаб, нисбий даракатнинг куйидаги скаляр дифферен­
циал тенгламаларини досил киламиз:

mX = F^4r Фех +
= + + (!54)

tn z ^ F  2 +  Ф^ .̂
Баъзи хусусий долларни куриб чикамиз:

1. И,узралувч.и система тугри яизинли текис х^аракат 
цилсин (‘0^= const ва — У долда w  ̂= 0 ва %  = 2в)̂  X

булганидан, Ф^ = О ва Ф д= 0 келиб чицади. Нукта 
нисбий даракатининг асосий тенгламаси

mw  ̂= F
куринишга келади. Бундан куйидаги мудим хулоса чикади: 
нуцтанинг ^^аракати цузгалмас ёки тугри шзицли текис 
х;аракат цалувча системаларда куриниши бир хил булган 
дифференциал тенгламалар билан ифодаланади, Бинобарин, 
бошлангич шартлар бир хил булганда бу тенгламаларнинг 
ечимлари дам бир хил булади. Бошкача килиб айтганда, нук­
танинг муайян даракати кузгалмас системага нисбатан кандай 
тенглама билан ифодаланса, унинг тугри чизикли текис дара­
кат килувчи системага нисбатан даракати дам ана шундай 
тенглама билан ифода этилади. Ёки цузшлмас . система би­
лан унга нисбатан турри чизицли текис :ц ар атт .цилуечи
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:<;ар цакбай. система узаро эквивалент, булади. Шунинг учун 
кузгалмас ва бир-бирига нисбатан тугри чизикли текис з̂ ара- 
кат килувчи барча системалар бир хил исм б'ллш—инерциал 
системалар деб юритилади.

Шундай килиб моддий нуктанинг турри чизикли текис ха- 
ракат килувчи системага нисбатан маълум бошлангич шарт­
лар билан буладиган ^apaкaтини унинг кузгалмас системага 
нисбатан ушбу боимангич шартлар билан буладиган :;̂ арака- 
тидан фарк нилиб булмайди. Бу хулосалар классик механи­
канинг нисбийлик принципа ёки Галилейнинг нисбийлик 
принципа мо)^иятини ташкил этяли; берк системада туриб 
системанинг тугри чизицли текис щ ракатини ^;ар цандай 
механик эксперимент билан :>;ам аницлаб булмайди.

2. Нукта кузгалувчи системага нисбатан тинч долатда бул­
син. Бу :^олда; 'г>г=0, демак, = О з^амда X  = 0. 
Натижада (15.3) тенглама

(15.5)
куринишга келади. (15.5) ~  моддий нуцтанинг нисбий муво- 
заната тенгламаси дейилааи. Ундан курамизки, нукта но­
инерциал системага нисбатан тинч з^олатда туриши учун унга 
таъсир килаётгаи куч билан кучирма инерция кучининг гео­
метрик йигиндиси нолга тенг булиши керак. Маълумки, нук* 
та инерциал системага нисбатан тинч долатда туриши учуц 
унга таъсир килувчи кучларнинг геометрик йигиндиси нолга 
тенг булиши етарли эди.

68-§. Ну 1̂ танинг Ер сиртидаги мувозанатига ва 
)^аракатига Ер айланишикинг таъсири

Ер билан борланган координаталар системасини олайлик. 
Ер Куёш билан богланган координаталар системасига нисба­
тан Куёш атрофида ва уз уки атрофида айланиши туфайли 
Ер билан богланган система ноинерциал булади. Бу ноинер- 
циаллик асосан Ернинг уз уки атрофида айланиши билан бел­
гиланади. Чунончи, Ернинг Куёш атрофила айланиш дав(!И 
бир йилга тенг ва амалдя куриладиган механик процесслар бу 
даврга нисбатан жуда киска вакт оралирида утади. Бу вакг 
ичида Ер узининг Куёш атрофидаги траекторияси — эллипс- 
нинг бирор кичик кисми буйлаб узгармас тезлик билан з̂ ара- 
кат килади. Бу цисмини турри чизик сифатида олиб, Ернинг 
Куёш атрофида айланиши туфайли )^осил буладиган ноинер- 
циалликни з^исобга олмаслик мумкин. Ернинг уз уки атрофи­
да айланиш даври тахминан 24 соат булиб, унинг бурчак тез­
лиги 0,0003729 С“ ’ булади. Агар Ер билан богланган система 
инерциал деб цабул килинса, бунда асосан Ернинг уз уки ат­
рофида айланишидан вужудга келадиган кучирма ва Кориолис 
инерция кучлари з^исобга олинмаган булади. Ер уз уки атрофи-
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даги айланишпинг Ер сиртидаги 
нукта мувозанатига ва ушбу 
сирт буйлаб даракатига таъси­
рини текширамиз.

]Массаси т  га тенг бирор М  
моддий нукта Ер сиртида тинч 
турган булсин. Сиртни силлик 
деб фараз киламиз. Нукта нис­
бий тинчлик долатининг тенгла­
маси ( ]5 5) га асосан

Ф , = 0 (15.6)

булади. Бунда/^г — Ернинг тор­
тиш кучи, у Ер марказига то-
МОН йуналган; /? — Ер сиртининг реакцияси, — кучирма 
инерция кучи. Ер уз уки атрофида узгармас бурчак тезлик- 
билан айлангани учун М  нуктанинг тезланиши факат нормалг 
тезланишдан иборат ва у айланиш укига перпендикуляр йу­
налади. Ф^ вектор эса бу нормал тезланиш векторига карама» 
карши йуналган (15.2-раС|\л).

Рс  +  Ф , = Р
—V

белгилаш киритамиз. У долда (15.6) Р  + :О каби
(15.7)

ёзилади.
Р  векторга моддий нуцпининг огирлик куш  дейилади. Б у  
кучнинг йуналии;и Ернинг шу куч улчанаётган жойидаги вер- 
тикалнинг йуналишини белгилайди. Вертикалга тик килиб ут ­
казилган текисликка эса,горизонтал текислик дейилади. 15.2- 
расмда ф оркали геоцентрик кенглик, 9 оркали эса географик 
кенглик белгиланган. Огирлик кучи бу куч каерда улчанаёт- 
ганига боглик- Кутбда у Ернинг тортиш кучига тенг булади- 
Бутун олам тортишиш конунига асосан:

^  М  ■ т

Бунда ч — гравитацион доимий, М  — Ернинг массаси, г — Ер 
радиуси. g o = l— деб белгилаймиз. Ро = 9,82 м/с̂  гравитаци-г'̂
он тезланиш  дейилади. Шундай килиб тортиш кучи Р т ^

= т^о-
Маълумки, Ернинг бирор географик кенгликка мос келувчи 

жойида огирлик кучи масса билан ушбу жойдаги эркин ту-
шиш тезланишининг купайтмасига тенг: P  = mg. Буни назар­
да тутиб (15.7) ифодани Р  вектор йуналишига проекциялай­
миз; '
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mg =  F t  cos © — cos <p
€КИ

mg = F tQ-OS 0  — Ф^соз (tj) +  0 ).
В  бурчак эътиборга олмаса буладиган даражада кичик булга­
ни учун бу тенгликни

má' = " 2 (á'o-®^pcos4-)

куринишда ёзиш мумкин. Бунда р — географик параллелнинг 
эгрилик радиуси. Бу ифодадан Ер сиртидаги эркин тушиш 
тезланишини геоцентрик кенгликнинг функцияси сифатида 
ифодалаш мумкин булади:

g = g o [ ^ - созф (15.8)

(15.8) дан g узининг энг кичик кийматига экваторда (ф = 
= 0) эга булишини куриш мумкин. Бу [^иймат ¿‘эк = 9,78 м/с̂  

'булади. Тошкент параллели учун (ф = 4Г20') =9,80!
:М/С̂

Моддий нуктанинг Ер сирти буйлаб циладиган з^аракатига 
Ер айланишининг таъсирини урганамиз. Агар моддий нукта

(г= 1, 2 , . . ., я ) кучлар таъсирида булса, нисбий >̂ аракат- 
нинг асосий тенгламаси (15 3) ифода

тиГ, =  2  ^  + Ф«
куринишда ёзилади. Ернинг бурчак тезлиги кичик булгани 
учун кучирма инерция кучининг киймати тси̂ р ни эътиборга 
олмаслик мумкин.

Бунинг усгига, одатда, бу куч огирлик кучини киритиш 
■билан }^исобга олинади. Бундай з̂ олда у з^аракат тенгламала- 
рида ошкор равишда катнашмайди. Ш у тарзда нуктанинг да-

ракатига Ер айланишининг таъ­
сири асосан Кориолис инерция 
кучи билан белгиланади, деган 
хулосага келамиз.

Нукта Шимолий ярим шар- 
да меридиан буйлаб Шимолдан 
Жанубга томон з^аракат килсин 
(15.3-раем). Унинг нисбий тез­
лик вектори меридианга уринма 
булади. Маълумки, Кориолис 
тезланиш вектори

X (15.9)
муносабатдан аникланади. Бу ер­
да (в̂  — Ернинг бурчак тезлик
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вектори. вектор параллелга уринма равишда моддий нунта 
даракати йуналишига нисбатан чапга, Кориолис инерция кучи

эса унгга йуналган. (15.9) вектор купайтмада купайтувчи 
векторлардан бирининг йуналиши 1̂ арама-каршига узгарса, ку- 
пайтмани ифодаловчи векторнинг йуналиши дам ^арама-кар- 
шига узгаради. Шунинг учун дам нукта Шимолий ярим шар- 
да меридиан буйлаб Жанубдан Шимолга даракат цнлса, Ко­
риолис инерция кучи Рарбга— ну1̂ та даракати йуналишига нис­
батан унгга йуналади. Бундан курамизки, Кориолис инерция 
кучи Шимолий ярим шарда меридиан буйича даракатланувчи 
жисмни унинг тезлиги йуналишига нисбатан унг томонта 
огдиришга даракат килади; умуман, нисбий тезлик вектори­
нинг Ер айланиш уцига перпендикуляр текисликдаги проек­
цияси нолдан фарцли булганда, жисм Шимолий ярим шарда 
дар нандай йуналишда даракатланганда дам Кориолис инерция 
кучи жисмга шундай таъсир килишини курсатиш мумкин. Эк- 
ваторга нисбатан Шимолрокда жойлашган дарёлар унг киргок- 
ларининг чап кирРО^ларига нисбатан купрок емирилиши Ер ­
нинг уз уци атрофида айланишидан досил булган Кориолис 
инерция кучининг таъсиридандир.

Худди юкоридагидек мулодазалар юритиб, Жанубий ярим 
шарда Ер сирти буйлаб даракат килувчи нуктага таъсир ки­
лувчи Кориолис инерция кучи нукта даракати йуналишига 
нисбатан чап томонга йуналган булишини курсатиш мумкин.

69 §. Огирлик кучи таъсирида эркин тушувчи
I жисмнинг Шарц[^а огиши

Ер айланишининг Ер билан богланган координаталар систе- 
масидаги даракагга таъсирини аниклашда мисол тарикасида 
унча баланд булмаган масофадан огирлик кучи таъсирида эр­
кин тушувчи жасмнинг Ер айланиши йуналиши буйича Шар 1̂ 
томонга огиб тушишини курсатиш мумкин. М  жисм Ер ради- 
усидан анча кичик булган 
ОМ = Н  масофадан тушсйн. Бу 
долда огирлик кучини узгар ­
мас деб олиш мумкин. Ер би­
лан богланган координаталар 
системасини 15.4- расмдагидек 
килиб оламиз. Бунда коорди­
наталар боши булган О нукта 
жисм билан бир вертикалда 
ётади; Ох дамда Оу ук-^^Р 
мос равишда О нуктадан утув­
чи меридиан ва параллелга 
уринма буйлаб йуналган. Ог 
укаслида Ер марказидан утув­
чи радиал чизик буйлаб йуна-
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лади. Лекин Ог укнинг нукта турган жойдаги вертикалдан 
ориши эътиборсиз даражада кичик булгани учун Ог укни 
вертикал буйлаб йуналган деб фараз киламиз. Тушаётган 
жисм нисбий з^аракатининг асосий тенгламасини ёзамиз-

(15.10)

Бунда кучирма инерция кучи огирлик кучи Я  ни киритиш би-
—>■ —V —>• —>■

лан х,исобга олинган. Р =  mg ва = — 2от(ш̂  X-иг) эканли­
гини эътиборга олиб, (15.10) ни Охуг система укларига про­
екциялаймиз:

7ПХ = — 2т(о)^у2 — ю^гу),
т у  = — 2т\к>ег,х — со^лг), 
т г =  — mg — 2m{iíь^^y-ш,yк),

X = 2ш у̂ 8Ш

у = — 2«) (̂л 81п ф + 2  соз Ф), 
+ 2«4,у соз ф.

и

-2— — -Ь Се

.̂  = О, Хх1 ~  0> у о 0  ̂ Н, Х|) - О, Уд — о, 00 — о
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(15.11)

Расмдан = (1)^003 ,̂ * 8Ш ф. Бунда ф — жой-
нинг геоцентрик кенглиги. Юкорида кабул килинган шартлар- 

1га асосан уни жойнинг географик кенглигига тенг деб х;исоб- 
_лаймиз. Шундай цилиб (15.11) куйидаги куринишда ёзилади;

(15.12)

Жисм з^аракати давомида унинг нисбий тезлик вектори го- 
ризонтга перпендикулярлигича колади деб фараз килиб, (15.12)
тенгламаларни бирмунча соддалаштирамиз. У з̂ олда х = О,
у := О, г = —v^=-—gt (анигини олганда, жисм эркин тушиши
давомида бир оз Жанубга, купрок Шаркка огади ва хфО,
у ^  0) ва (15.12) куйидагича ёзилади:

х = 0 , у =2«'^^^созф, 2 = — §■. (15.13)
(15.13) ни интеграллаб,

x = C,t +  C,,

(15.14)

тенгламалар з̂ осил килинади. (15.14) тенгламалардаги С,, Сг,... 
... ,Се интеграл доимийлари



бошлангич шартларни куллаб аникланади: С, =Сг = Сз = С4 = 
= С'б=0 ва С^= Н. Шундай килиб, жисм даракатининг тенг­

ламалари
X =0, у = z = H - ]- g t^  (15.15)

3 2
куринишни олади. (15.15) дан куринадики, жисмнинг даракати 
текисликда булади. Хусусан (15.15) тенгламаларнинг иккинчи- 
сидаи эркин тушаётган жисм дар вакт Шаркка оришини кура­
миз. By огиш факат ф = тс/2 долида, яъни жисм Кутбда эркин 
тушгандагина булмайди. Экваторда эса (ф=0) жисмнинг вер­
тикалдан ОРИШИ максимал булади.

Хар бир геоцентрик кенгликда маълум баландликдан эркин 
тушувчи жисмнинг Ерга тушгандаги ориш масофасини дисоб- 
лаб топиш мумкин. Бунинг учун (15.15) тенгламаларнинг учин- 
чисида z = 0 деб, тушиш вакти топилади:

I / '
Топилган 2?1 ни (15.15) тенгламаларнинг иккинчисига куйиб 
ОРиш масофаси / аникланади;

I = У м ,  =  ^  Ш,й' ?̂.С05ф = I  /Уо), | /  у  COS ф.

Масалан, Тошкентда (ф = 41°20') = 100 м баландликдан эркин 
тушувчи жисм Шаркка томон / = 16 мм га огади.

Агар жисм вертикал йуналишда юкорига отилса, нисбий 
тезлик векторининг йуналиши горизонтал текисликка тик ра­
вишда юкорига йуналган булади, колган барча шартлар эса уз 
урнида колади. Кориолис инерция кучининг йуналиши кара- 
ма-каршига узгариши туфайли жисм бу долда Шаркка эмас. 
Рарбга огади.

46-масала. Массаси m = 2 кг булган А жисм В  призманин! 
горизонт билан а = 30° бурчак ташкил этувчи ён ёги буйлаб 
призмага нисбатан ■»(, = 2 м/с тезлик билан пастга сирпана бош­
лайди. Ш у пайтда призма силлик горизонтал текислик буйлаб 
чап томонга узгармас ®  = 3 м/с*̂  тезланиш билан даракатла- 
нади (15.5- раем). А жисм билан призма ён ёри орасидаги иш­
каланиш коэффициенти /==0,1 
деб олиб, жисмнинг призмага 
нисбатан даракати ва призма 
ён ёгига курсатадиган босими 
аниклансин.

Ечиш. Кузралувчи коорди­
ната бошини моддий нукта 
деб каралувчи жисмнинг бош- 
ланрич долатидан олиб, Ох 
укни призманингён ёРИ буйлаб 
пастга томон йуналтирамиз. А



жисмнинг призмага нисбатан з^аракаги нисбий з^аракатдан, приз­
ма билан бирликда хе» тезланиш билан илгарилама з^аракати эса 
кучирма з^аракатдан иборат. А жисмга унинг огирлик кучи
О == mg, ишкаланиш кучи Г , призма ён ёгининг нормал реак- 

—>-

ция кучи Л/ таъсир этади. А нукта нисбий з^аракатининг диф­
ференциал тенгламаларини тузиш учун бу кучлар каторига ку-
чирма з^аракат инерция кучи Ф = — т т  билан Кориолис инер­
ция кучи Ф^ ни кушиб олиш керак. Кучирма з^аракат илгари­
лама з^аракат булгани учун Кориолис тезланиши нолга тенг, 
бинобарин, Кориолис инерция кучи з̂ ам нолга тенг.

Жисм ва призма бир текисликда з<;аракатлангани учун
(15.4) куринишидаги нисбий з^аракат дифференциал тенглама­
лари куйидагича булади;

(1)

(2 )

т х  = Gsina — F  -j- mw c»s a, 

my = — G cos a -f sin a.

Нисбий з^аракат Ox ук буйлаб содир булгани учун у=0, шун­
га кура (2 ) дан

= m(gcosx — wslna) (3)
з^осил булади. Ишкаланиш кучи нормал реакция кучига про­
порционал булгани учун, у куйидагича аникланади:

F  = f . J\ == fm{ g cos a — та» sin a).
Буни (1) га куйиб,

X  = g(sin a —icos a) -j- w{C0S a +  / sin a) (4)
тенгламани з^осил киламиз. Масала шартида берилганларни 
инобатга олсак, (3) ва (4) дан куйидагилар келиб чицади:

13,98 Н, х = 6.80 м/с^ (5)
Жисмнинг призма ён ёгига курсатган босими мицдор жи-

з^атдан N  нормал реакция кучига тенг, йуналиши эса унга ка- 
рама-карши булади.

(5) нинг иккинчи тенгламасини
Í =  0 да X = 0 , Ü =  -Уо (6)

бошланрич шартларга кура икки марта интеграллаймиз:

д: = 6 ,8 :V + С,, 
х = 3,4(  ̂+ C,é -¡-С,.

(7)

(6 ) ни (7) га кУйсак, Cj = О келиб чицади. Шундай
Кидиб Л жисмнинг призмага нисбатан нисбий з^аракати
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л: =3,4^" +  2/ =2/(1,7/ +  1) м

тенглама билан ифодаланади.
47-масала. турри туртбурчак шаклидаги жисм ён

томонларининг урталаридан утувчи О^Ог горизонтал ун атро­
фида соат стрелкаси айланишига тескари йуналишда ср=
(ср —радианда, ^-секундда улчанади) конунга кура даракатла- 
н ^  (15.6-раем). АС диагонал буйлаб урнатилган ингичка 
силлик найча ичидаги те = 1 кг массали М  шарчага уни куз- 
галмас О нуктага торгувчи дамда шарча билан О нукта ора­
сидаги масофага тугри пропорционал Р  = сх кучтаъсир кила­
ди, бунда с = Н/м. Харакат бошланиши олдида АВСО

8
жисм горизонтал долда, М  шарча эса О нуктада булиб, унга 
ОС буйича йуналган = 1 м/с нисбий тезлик берилади. АС 
найча айланиш уки билан 30° бурчак ташкил этади. Шарчани 
моддий нукта деб караб, унинг найча буйлаб нисбий даракати 
дамда = 1 с пайтда шарчанинг найча деворига курсатадиган 
босим кучи аниклансин.

Ечиш. Жисм билан бирга кузгалувчи Охуг координата сис­
темасининг Ох укини найча буйича, Оу уцини унга перпен­
дикуляр килиб АВСО  текислигида Ог укни эса АВСО  текис­
ликка перпендикуляр равишда утказамиз.

М  нуктанинг Ох ук буйлаб даракати нисбий даракат бу­
лади.

М  шарчага унинг огирлик кучи О = tng билан — сх
куч таъсир этади. Найча девори оркали шарчага куйилган 
богланиш реакция кучини у ва г уклар буйича ташкил этув­
чилари Ру, оркали ифодалаймиз ("/?̂  = 0 ).

Шарчанинг найча деворига курсатадиган босим кучининг 
ташкил этувчилари микдор жидатдан га тенг, йунали­
ши эса бу кучларга карама-карши булади.

Шарчага таъсир этувчи кучлар каторига Ф« = —
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чирма инерция кучи билан Ф  ̂— — mw^. Кориолис инерция 
кучини кушиб оламиз. Бунда

di 2 ° dt

булганидан, w¡. =  w ’¡ =  ш''д8ш30°, шунингдек,  íí»^=2(fl^t)^sin30°= 
~  келиб чикади.

► —У
w^ =  We Ебк7 ори М  нуктадан айланиш уки томон, эса 

Oz  укка параллел йуналади. У ;^олда:

8 2 

(15.4) куринишдаги дифференциал тенгламаларни тузамиз:

т х  =  —F  - f  Фе cos 60° —О sin ср • cos 60°, 

т у Ry -  G sin ср sin 60° +  cos 30°, 

т г =  R¡. — G cos <p — Ф^.

Бу тенгламаларда катнашувчи кучларнинг микдорларини
>;амда у =  О, г  =  0 булишини эътиборга олсак, куйидаги тенг ­
ламалар :^осил булади:

, mr.i
т х  =  — с х  -]— —  X •

16

0 = / ?  - _ í ^ s i n ~ ^  +
2 2

О =  R  ̂— mg  cos ^

(1) дифференциал тенгламани ечиб, шарчанинг нисбий j^apa- 
катини, (2) ва (3) дан Ry, R  ̂ ни топиш мумкин. (1) ни -куйи- 
дагича ёзамиз:

я: . , 
2 ’ (1 )

/ 3  2 
16 (2 )

■к ■
т  — X .  

2
(3 )

л  + ^ s i n ^ í .  
2 2 (4 )m 16/

(4) тенгламада д: олдидаги коэффициентни 5̂ исоблаймиз: 
с 
т

с тс2 / ,  Зтг\ , ^   ̂ ^Ik =  х;амда р =  — бел-
\ 4 / 2 2

Tí‘ ==2í ! > o .
16 8 16 16

16
Бинобарин, =

т
гилашлар киритсак, (4) тенглама

X - f  k'^x— Asín pt (5 )

куринишга келади. (5) тенглама каршилик курсатмайдиган му-  
з?итда моддий нукта мажбурий тебранма ^даракатининг диффе-
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л  =

ренциал тенгламаси (14.24) дир. (14.24) да р =  О деб олинс^.
( 5 ) досил булади.

Шунинг учун (14.30) га кура (5) дифференциал тенглама'  
нинг ечими куйидагича булади:

X =  eos kt +  ~  sin k t --------— . — eos kt --------  sin pt.  (6 )
® ^  k k-^-p-í k  ̂ '

Бошлангич пайтда X o = 0 ,  v¡)= l м/с булишини эътиборга 
олиб, (6 ) тенгламада дисоблаш ишларини бажарсак,

'0 , 4 2 4 s ln ^ ^ í  +  2 , l l  c o s j í  — 3 , 1 7 s i n - ^ í j  м (7)

досил булади. Шундай килиб, шарчанинг найча буйича нисбий 
даракати (7) тенглама билан ифодаланади.

Энди /?у, ни аниклашга утамиз. (2) дан:

=  (8)

 ̂ =  1 с учун (7) дан х =  —1,66 м эканлигини аниклаймиз.  (8 ) 
да ¿ =  1 с, X =  —1,66 м, m =  I кг, g  =  9,8 — деб олсак, /?„ =С2
=  10,25 Н келиб чикади. (3) дан:

=  " i í g - c o s - г : + ^ х 1  (9)
\ 2 2 )

(7) дан вант буйича биринчи тартибли досила дисоблаймиз:

X =  0,424 • — CCS ~  t —2,\ 1 • — sin — Í — 3,17 • — eos — íí,
4 4 4 4 2 2

бундан г! =  1 с булганда л =  — 4,22 —. Бу пайт учун (9) дан
с

=  —6,63 Н досил булади.

Б. Механик систе1ма ва 1̂ атти1< жиclVf динамикаси

XVI б о б .  МАССАЛАР ГЕОМЕТРИЯСИ 

70-§ . Массалар маркази

Механик система массалари мос равишда т , ,  ni2 , • . .  ,т„ 
булган ТИ,, М 2 , . . .  ,Aí„ моддий нукталардан ташкил топган 
булсин. М еханик системани ташкил эт увш  моддий н у ц т а ­
лар  массаларининг йириндиси система массаси дейилади.  
Механик система массасини М  билин белгиласак, таърифга 
биноан:

М  =  У  mi. (16.1)
MI
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Системани ташкил этувчи нукталарнинг бирор О нуцтага нис­

батан радиус-векторлари r ,̂ /"г, . .  . булсин.
Радиус-вектора

Гг =
5]

1 = 1

м
(16.2)

муносабат билан аницланувш  С геометрик нуцта м еха­
ник системанинг массалар маркази (инерция маркази) дейа- 
лади.

Шуни таъкидлаш керакки, системанинг инерция маркази 
моддий нукта эмас, балки геометрик нуктадир. Яъни, масса 
маркази системанинг бирор моддий ну 1̂ таси билан устма-уст 
тушиши шарт эмас (масалан, )^алканинг инерция маркази хал- 
1̂ ага тегишли булмаган нуктададир).

Механик системани ташкил этувчи моддий нукталар­
нинг Декарт системасига нисбатан координаталарини х,-, у;.
(I =  1, 2 ..........п) билан белгилаб, (16.2) ни шу укларга проек-
цияласак, инерция марказининг координаталарини аникловчи 
формулалар досил булади:

п
У
г=1

ЩХ1

М Ус =

п 

1 = 1

п

¿*=1 (16.3)м м  ______

маркази шу системадаги массаларСистеманинг массалар 
таксимотини характерлайди.

5о  =  "У «¡Г; ифода билан аникланувчи 8о  вектор система  
(=1

массасининг О м арказга  нисбатан статик моменти  дейи­
лади. Шунингдек, система массасининг координата текислик- 
ларига  нисбатан статик моментлари

п п п

¡=1 (=1 ¡=1 

формулалар билан ифодаланади.

71-§. Механик система ва цаттиц жисмнинг 
инерция моментлари

Бирор нукта ёки ук атрофида айланма х;аракат килувчи 
жисм ва системанинг масса тансимотини характерлаш учун 
уларнинг марказ (цутб) га ёки уцца нисбатан инерция м о­
мент лари  тушунчаларидан фойдаланилади.

М еханик системанинг О цутбга, и уцца, ■я текисликка  
нисбатан инерция моментлари деб, мос равишда,  куйидаги 
ифодалардан аникланувчи 1 о ,  и  катталикларга айтилади:
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/о =  2  ' " Д
i=\

rt

/ « =  2
/=1

i=i

(16.4)

(16.5)

(16.6)

Бу муносабатларда г,, h,, d, билан системани ташкил этувчи 
дар бир УИ, нуктадан, мос равишда,  О  кутбгача, и. уккача ва 
т. текисликкача булган масофалар белгиланган (16 .1 -раем). 
O x y z  санок системасини киритамиз. Куйидаги муносабатларни 
тузамиз:

ntiXiyi, / ,
/=1

XiZi, =  2  (16.7)
i=\

Бунда Х;, Уг, билан Л/,- нуктанинг координаталяри бел гилан­
ган. /уу, /д-г, /уг катталикларга механик системанинг м арказ-  
дан цояувяи инерция моментлари  дейилади. Бу катталиклар 
мусбат, манфий ва ноль кийматларни кабул килиши мумкин.

Каттик жисмнинг инерция моментини дисоблашда уни мас- 
саларни Лот,, с̂ т,2 , . . .  булган УИ,, М. ,̂ . . . ,М„ булакчалар- 
дан ташкил топган (16.2-раем) ва дар бир УИ; булакчадан О 
координаталар бошигача булган масофалар га тенг, коорд и­
наталари эса (х,, у, деб олсак, (16.4—16.6) формулаларга 
асосан, жисмнинг О  марказга нисбатан инерция моменти

¡0 =  +  у? +  2 ?)
i=\ ¿=1

(16.8)

16.1 -раем. 16.2- раем.
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ифодадан,  координата уцларига нисбатан инерция моментлари

/o.f = 2  + •2?), О̂у = 2  Anii{x] 4-2;),
i = l  i = l

/ог =  2  +  З»?) П6.9}
!=1

муносабатлардан, координата текисликларига нисбатан инерция 
моментлари эса

=  =  Iy0z== (16.10)
¡=1 ¡=1 ¡=1

тенгликлардан аникланади.
Каттик жисмни зичлиги р =  const булган бир жинсли деб 

караб. Ml булакча дажмини Avi десак, &т =  рАг/  ̂ булади. Буни 
(16.8)—(16.1,0) формулаларга кУйиб, Avi дажмни нолга интил­
тириб лимит дисобласак, жисм инерция моментлари учун куйи­
даги формулаларни досил киламиз:

/о  =  {  r'^dm — f p rW "; (16 .11 )
(Ж) (К)

[ { f  +  z^)dm =  Uy^'^~\-z^]dv,
(М) m

loy =  [ (x^ +  y'^)dm =  j" (xp' +  z^)dV,
{M) (V)

loz =  f +  f ) d m  =  j  (xp^ +  y-^)dv-, (16.12)
(M) {V)

Ixoy =  j z 4 m  =  j ^ z 4 v ,  IxQz= I  f d m  =  j* p y V K ,
(M) (K) (Л1) (V)

¡yoz=  \^x^dm= ^ i)x4V .  (16.13)
(M) (V)

(16.7) —(16.9) формулалардан фойдаланиб I o x +  Ioy +  h z ~ ^ I o  
ва Ix o y \-  lxOf\- IyOz =  ¡ 0  муносабатлар уринли булишини кур­
сатиш мумкин. Шунингдек,  каттик жисмнинг марказдан ко- 
чувчи инерция моментлари куйидаги формулалар билан аник­
ланади:

¡ху = j  9xydv, = J  ̂ xzdv, /уг = j  yzdv.
(V) {V) (V)

Турли материалдан бир хил куринишда ясалган бир жинс­
ли жисмларнинг инерция моментлари бир-биридан фарк кила­
ди. Материал массасига боглик булмаган характеристика си­
фатида жисмнинг инерция радиуси р„ ни олиш мумкин. Жисм­
нинг Ои укка нисбатан инерция радиуси куйидаги формула 
билан аникланади:

Р„ =  VTJM -

_JM______



Агар жисмнинг бирор уь;ка нисбатан инерция радиуси бе- 
рилган булса, унинг шу укка нисбатан инерция моментини 
куйидаги ифодадан топиш мумкин:

Халкаро бирликлар системаси (СИ) да инерция моменти­
нинг улчов бирлиги кг-м* дан иборат.

72-§ .  Штейнер теоремаси

Теорема.  1\аттиц жисмнинг бирор уцца нисбатан инер­
ция момента жисмнинг массалар марказидан берилган уц ­
ца параллел  равишда утувчи уцца нисбатан инерция мо- 
мгнтига жисм массасининг ушбу уц л а р  орасидаги масофа  
квадратига купайтмасининг цушилганига тенг.

Исбот. С нукта берилган катгик жисмнинг массалар мар­
кази булсин. Берилган укни оркали белгилаймиз.  С нукта­
ни координаталар боши сифатида к,абул киламиз.  С г  коорди­
наталар унини 21 укка параллел килиб, Су  координаталар уни- 
ни эса г, укни бирор М  нуктада кесадиган килиб утказамиз 
(16.3-раем). Берилган жисм ихтиёрий (бунда / =  1, 2, . . .  
. . .  ,п) булакчасининг С л  ва Су уклар буйича координаталарини

ва у 1 орка ш, унинг г, укдан узоклигини эса Л; оркали б ел ­
гилайлик. С г  ва М г ,  уклар орасидаги масофа 6  булсин. Бе­
рилган жисмнинг М.г  ̂ укка нисбатан инерция моменти (16.9) 
га биноан:

1г, =  ^  2  Ь.т-\х\ +  ( — Уг +  й!")̂ ] =
í=i

¿=1 г=1

(16.15) да ^Д /яДл:?  +  yf) йигинди жисмн;лнг С г  укка нисба-
i=l

тан инерция моментидан иборат. Уни /сг бняан белгилаймиз.
П

=  уИ — жисмнинг масса-
¿=1
си; (16.3) формулага  асосан
П

=  М ус;  бирок, ус =  О
í=i

П
булгани учун У  Ат^у; =  0. Шун-

(=1
дай килиб исботланиши керак 
булган 16.3-расм.
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л,  ==/сг +  Мс1'̂ ( 1 6 .16)'
ифода келиб чикади.

73-§ . Бир жинсли баъзи жисмларнинг укка нисбатан 
инерция моментларини дисоблаш

1. Стерженнинг инерция моменти. К5?ндаланг кесимининг 
5̂ лчамлари жуда  кичик булган ингичка бир жинсли стержен­
нинг унга перпендикуляр булган О г  укка  нисбатан инерция 
моментини аниклаймиз (16.4-раем). Массаси М,  узунлиги I 
■булган стерженнинг Ог  укдан л; масофада жойлашган с1х бу- 
лагининг массасини с1т, зичлигини р билан белгилайлик. У 
долда:  йт =  рс1х. Натижада (16.12) га кура:

I
/ог =  ^Х' й̂х =

ргз

досил булади. Стержень массаси Ж =  р/ булишини эътиборгй\ 
олсак,

/ о . =  ~  (1‘'.17)

формулани досил киламиз.
Стерженнинг масса марказидан унга перпендикуляр равишда 

утувчи Сг, укка нисбатан инерция моментини дисоблаш учун 
Штейнер теоремасидан фойдаланамиз.

(16.16) ва (16.17) ни эътиборга олсак, куйидаги келиб чи­
кади:

Шундай килиб.
\ 2 ;

МР 
12 ■

12

2. Доиравий дискнинг инерция моменти, Массаси М , ра­
диуси булган бир жинсли юпка дискнинг О марказга нис­
батан инерция мо ме нт и/о  ни дисоблаймиз (16 .5 -раем). Дискни

16.4- раем. 16.5- расы.
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кенглиги йг  булган бир неча концентрик )^алкаларга ажрата­
миз. Бу }{алцаншг юзи 2т г̂йг, массаси эса йт  =  р • 2жгс1г би­
лан ифодаланади. У ;^олда, (16.11) формулага кура

гЧ т  =  Р-21Г ‘ г'^йг — 2 тгр • — =
4 2

/о  =

носил булади. Шундай килиб.

¡0 =

Агар Ог  }кни диск текислигига перпендикуляр равишда,  
Ох  ва О у  укларни эса диск текислиги оркали утказсак,  / ,  =
=  /о =  булиши равшан.

Диск симметрияга эга булганидан /_г =  / у ; 4 н и  нисоблашда 
2 /о =  /д. +  /у -1- 4  формуладан фойдаланамиз:

2 4  =  2 /о 

Шундай килиб,

=  ¡ 0  ёки
2 -

MR■'‘

Шунга ухшаш,  радиуси Н га тенг булган ингичка доиравий 
налканинг О  марказга нисбатан инерция моменги учун

¡0 =  м я \

юпка тугри туртбурчак шаклидаги пластинканинг (16.6-расм> 
расмда курсатилган координата укларига ниcбaгdH инерцид 
моментлари учун

12 ’ 3 ’ 12 ’

Н радиусли бир жинсли доиравий цилиндрникг симметрия уки ­
га нисбатан инерция моменти учун

 ̂ 2 ’ 
бир жинсли шарнинг О марка- 
зига нисбатан инерция моменти 
учун

1о =  о , ш н \
о  марказдан утувчи координата 
укларига нисбатан эса

4  =  /^ =  4  =  о , ш н ^  

формулаларни носил килиш мум-
16.6-расм.

0

/ X

а



74-§ . Жисмнинг берилган 
ну 1̂ тадан утувчи ихтиёрий 

уц|^а нисбатан инерция 
моменти

К а и и к  жисмни массалари 
Д/и,. А/Из,. . .  булган Ж, , 

........ /И„ булакчалар—мод­
дий нукталардан тгзшкил топ­
ган деб караб, унинг берилган 
О координата бошидан утувчи 
Ои укка нисбатан инерция мо­
ментини аниклашни куриб ч и ­
камиз. Ои укнинг йуналтирув- 
чи косинусларини а, у би­

лан  белгилаймиз (16.7-раем). У долда (16.5) га кура

¡=1

Бунда /¡I билан нуктанинг и уКдан узоклиги белгиланган
Лi[̂  нуктанинг координаталари у;, унинг О координата-

—>■
лар бошига нисбатан радиус-вектори Г; ва и уккинг бирлик

йуналтирувчи вектори щ  булсин. Расмдан Д? =  (ОМ,-)^—(О/У^)^.

Агар билан орасидаги бурчакни <р; билан белгиласак.

-ОД'; =  г,-соз ср; =  г^Ио; демак, 1^1 =  г] — (г  ̂ деб ёзиш мум- 
i<ин, У долда

/„ =  2  А/?1;/гг =  2  АтеДгг -  (О^о) ' ]
1=1 (=1

<(елиб чикади. Бунда г? ==xf +  y ¡ - \ - г j  ва г)гГо =  
эканлигини эътиборга олсак,

П
4  =  V Д д а J Д l - a ^ ) - f  у?(1 -  P^)- f  2?(1 

1=1
— 2 арХ;Уг -  -  гр-^у^г ]̂

э^осил булади. Маълумки,  = 1 .  Шунинг учун

4  =  2  2  2  +  У/' —
/*=1 / = 1 

П
— V  — 2яу V  Лт.л^г^ -  2 -̂[ У  Ат̂ у г̂  ̂ ( 16.18)

1=1 г=1 г=1
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муносабат келиб чикади. (16.7) ва (16.9) формулаларни эъти­
борга олсак, (16.18) куйидаги куринишда ёзилади:

4  =  / у ч / . р '  +  l . f  -  -  2 / „ а т  -  2/ , ,Рт (16.19)

(16.19) ифодада 4 ,  4 ’ h  жисмнинг координата укларига нис­
батан инерция моментлари, ]^у, 4  ̂ эса жисмнинг марказ­
дан кочувчи инерция моментларидир.

75-§ . Инерция эллипсоиди

Бирор каттик жисм ва маркази ихтиёрий О нуктада булган 
щ, . . .  , 11  ̂ уклар дастаси берилган. Жисмнинг дзета у кл а ­

рига нисбатан инерция моментлари мос равишда 4 ,, 4 ^........ 4 „
булсин. Инерция моментларидан иборат ушбу сонлар тупла- 
мининг геометрик образини излаймиз. Даста марказини коор- 
дина 1алар системасининг боши деб кабул киламиз. Дастанинг 
ихтиёрий укини олиб уни и оркали белгилаймиз. Жисмнинг 
ушбу укка нисбатан инерция моменти 4  булсин. и укда к о ­
ординаталар бошидан бошлаб ОМ =  —^  кесма ажратамиз

Vía
(16.8-раем). Агар дастанинг барча уклари устида хам мос 
инерция моментларидан тузилган шундай кесмалар ажратилса,  
кесмаларнинг учлари кандайдир сиртни ташкил килади. Ушбу 
сиртни аниклайли <. М нуктанинг координаталарини л ,  у, 2  о р ­
кали белгилаймиз. и укнинг йуналтирувчи косинуслари а, р, j  
булсин. У }^олда

а = =  ^ / 4 =  У/ - 4 .  Т =  77Г. =  2 / 4ОМ “ 0М ' им

булади. Бу ифодаларни (16.19) формулага куямиз:
4  =  4 4 х *  4- 4 4 у ' ‘' +  4 4 г '  -  2 4 / „ х у  -  2/,, /^хг  -  2/^^/„уг.

Бу тенгликни 4  га ки^картириб,
-  24у^У -  24.-^г -  2 /,,у г  -  1 (16.20)

тенгламани >;осил киламиз. (16.20) тенглама иккинчи тартибли 
сиртнинг, хусусан эллипсоаднинг тенгламасидир. (16.20) билан

16.8- раем.
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ифодаланувчи эллипсоиднинг маркази координаталар бошида 
булади. Б.у эллипсоидга инерция эллипсоиди  дейилади.

Агар координата ÿ^;лapи эллипсоиднинг бош ук;ларидан 
иборат булса, инерция эллипсоиднинг тенгламаси

+  l y f  +  1

куринишда булади (16.9 раем). Бу долда инерция эллипсои­
дининг бош уклари жасмнинг инерцчя бош уцлари  дейилади. 
Жисмнинг инерция бош укларига нисбатан I ¡ у ,  ¡г, инерция 
моментлари инерция бош. моментлари  дейилади. Курамизки, 
жисмнинг инерция бош Уклари1а нисбатан марказдан кочувчи 
инерция моментлари нолга тенг экан. Агар жисмнинг инерция 
бош уклари жисмнинг массалар марказидан утса, у ÿKKa инер­
ция марказий бош учи  дейилади.

Инерция бош укларинннг куйидаги хоссалари мавжуд:
1. Инерция марказий бош уци ушбу уцнинг ихтиёрий  

нуцтасига нисбатан бош инерция уци булади.
2. Жисмнинг симметрия уци унинг инерция марказий  

бош уци булади.
3. }Кисм.нинг си.мметрия текислигига тик булган х^ар 

цандай уц ушбу текислик билан кесишиш нуцтасага нисба­
тан инерция бош ^чидан иборат.

XVII б о б .  МЕХАНИК СИСТЕМА )^АРАКАТИНИНГ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАРИ.

ДИНАМИКАНИНГ УМУМИЙ ТЕОРЕМАЛАРИ

76- §. Ички кучларнинг хоссалари

Статика кисмида системага таъсир этувчи кучларни ташки 
ва ички кучларга ажратиш тугрисида кискача тухталган эдик. 
Маълумки, механик системага таъсир этувчи кучлар шу систе­
ма таркибига кирмайдиган жисмлар оркали куйилган булса, 
ундай кучлар ташци кучлар,  система нукталарининг ÿsapo 
таъсир кучлари эса ички кучлар  дейилади. Ташки кучларни 
юкори индексда „£"‘ дарфни, ички кучларни эса юкори ин- 
дексда „ / “ дарфнй (французча ташки ва in té r ieu r—
ички сузларнинг бошлангич дарфлари) куйиш билан белги­

лаймиз’ ташки куч,  ички куч.
Масалан, Куёш системасига кирувчи п-ланеталарнинг узаро 

тортишиш' кучлари шу система учун ички кучларга мисол бу­
ла олади. Агар Куёш системасидаги бирор планетанинг дара­
кати урганилаётган булса,  юлдузларнинг тортиши туфайли шу 
планетага куйилган кучлар ташци кучлар бÿлaди.  Кучларни 
ташки ва ички кучларга ажратиш нисбий харакгерга эга, яъни 
бирор система учун ички куч деб дисобланган куч бошка 
система учун ташки куч булиши мумкин. Масалан, Куёш сис­
темасининг даракати текширилаётганда Ернинг Куёшга торти-
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лиш кучи ички куч булса, Ернинг уз 
орбитаси буйлаб Куёшга нисбаган 
ракати курилганда бутортилиш кучи 
т а ш к и  кучдан иборат.

Курсимизнинг давомида Ж, ,  
уИз, моддий нунталардан таш ­
кил топган механик системанинг нар 
бир Mi нуктасига куйилган ташки 
кучларнинг тенг таъсир этувчисини

F f , шу нуктадаги ички кучларнинг

~FÍ билан 17.1- раем .тенг таъсир этувчисини 
белгилаймиз.

Ич.ка кучлар  цуНидага хоссаларга  эга.
1 . М еханик система ички кучларининг бош вектори н о л ­

га  тенг,  яъни

Хакикатан, системанинг нар кандай икки нуктаси таъсир
ва акс таъсир конунига кура бир-бирига микдор жинатдан тенг,
бир турри чизик буйлаб карама-карши томонга йуналган куч
билан таъсир этади. Масалан, тИ, ва М^ моддий нукталарнинг

—>■/ 1 —
(17.1-раем)  узаро таъсир кучларини F \2  ва F 2 \ десак,  /^i2 =

= ~  F[x ва /^12 + -^2 1  =  0. Натижада 2  йигинди таркибига ки-
рувчи барча ички кучлар жуфг-жуфт булиб кушилиб, бу йи­
гинди нолга айланади.

2. Ички, кучларнинг бирор м арказга  нисбатан бош м о ­
менти нолга  тенг, яъни

^  m o ( ? í )  =  0. (17.2)

Ички кучларнинг бу хоссасини исботлаш учун яна M^ ва

M¡ нукталарнинг узаро таъсир кучлари булмиш F,¡ ва F¡, 
кучларнинг О марказга нисбатан моментларининг йириндисини 
Нисоблайлик. M¡ ва М 2 нукталарнинг О нуктага нисбатан ра-

диус-векторлари г^, булсин. У нолда:

moiFyj) +  mo{FÍi)  =  г, X  ^12 +  ^2 X Fii =

=  (r\ -  r¡) X~fL  =  M 2M, х Н ъ
—>  — .

Aí,/VÍ2 ва Fn  векторлар коллинеар булгани учун уларнинг 
вектор купайтмаси нолга тенг. Шундай килиб,

mo(Hí )  +  mo{F¡¿\) =  0. (17.3)
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Механик системанинг )^ар бир моддий нуктаси билан маз­
кур системанииг бошка нукталари орасида пайдо буладиган 
узаро таъсир кучлари учун (17.3) га ухшаш муносабатлар 
ёзиш мумкин. Шунга биноан (17.2) уринли булади.

Ички кучлар системанинг турли нукталарига куйилганлиги 
учун гарчи уларнинг бош вектори ва бош моменти нолга тенг 
булса-да, умуман, ички кучлар узаро мувозанатлашувчи сис­
темани ташкил этмайди. Система абсолют каттик жисмдан ибо­
рат булганда,  унинг нукталари бир-бирига нисбатан урин ал- 
машгира олмайди, бинобарин, абсолют каттик жисм ички к у ч ­
лари мувозанатлашувчи системани ташкил этади.

Механик системанинг моддий нукталарига таъсир этувчи куч­
ларни дам актив  ва реакция кучларига  ажратиш мумкин. 
Системага куйилган богланишлар таъсирини ифодаловчи куч­
лар реакция кучларидан иборат; реакция кучларидан ташкари 
барча кучлар актив кучларга киради. Системанинг дар бир 

нуктасига таъсир этувчи актив кучларнинг тенг таъсир этув-

чисини А“, реакция кучларининг тенг таъсир этувчисини эса

билан белгилаймиз.  |

77- §. Механик система даракатининг дифференциал  
тенгламалари

Механик система /И,, М^, . . .  ,УИ„ моддий нукталардан таш­
кил топган булсин. Системанинг дар бир Ж; нуктасига куйил­
ган кучларни ташки ва ички кучларга ажратиб,  уларнинг тенг

таъсир этувчиларини, мос равишда ва р \  деб олиб, бу 
нукталар учун динамиканинг асосий тенгламасини куйидагича 
ёзиш мумкин:

отД=Г^ + >/. (¿=1,2...... п ] .

1

N¡ 1  нукта радиус-вектори Г;, Декарт укларидаги координа­
талари XI, У1 , 2 ; булсин. У долда, охирги ифода

т ^ 1 = Р ^ - \ - Ь ‘и (¿ =  1 , 2 ------,«) (17.4)

куринишда ёзилади. (17.4) тенгламалар системаси механик  
система ^даракатининг дифференциал т енгламаларини веК' 
тор усулда ифодалаш, дейилади.

(17.4) тенгламаларни Декарт координата укларига проек­
циялаймиз:

т,Х1 =  Р и  +  р 1„

Щ у, =  Р^у +  р 1у  ( ¿ = 1 , 2 , . . .  ,п) 

=  Р и  +

(17.5)
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( 17 .5 ) тенгламалар системаси механик система ^¡аракати дuф^ 
ференциал тенгламаларининг координата усулида  ифода­
ланиши дейилади.

Умуман, (17.4) ёки (17.5) дифференциал тенгламалар сис­
темасини маълум бошлангич шартлар асосида ечиб, система 
нар бир нуктасининг наракатини аниклаш мумкин. (17.4) ва
(17.5) дан курамизки, п та моддий нуктадан иборат система­
нинг наракати вектор усулда п та, координата усулида эса 3« 
та дифференциал тенгламалар билан ифодаланиб, бу тенгла­
малар системани ташкил этувчи моддий нукталар сонига бог ­
лик экан, Системани тузувчи моддий нукталар сони ортиши 
билан мазкур тенгламалардан фойдаланиш мураккаблашиши 
табиий нолдир. Шунинг учун бу тенгламаларни система дина- 
микасинииг биринчи ёки иккинчи масаласини ечишга татбик 
этишдан аввал, уларнинг шакли узгартирилиб, динамиканинг 
умумий теоремалари ёки принпипларига келтирилади.

78-§ . Икки жисм масаласи

Массалари ва булган ва бутун олам тортишиш ко ­
нуни асосида ани 1̂ ланувчи кучлар таъсиридаги иккита УИ,, Жг- 
моддий нукталардан иборат механик система наракатига (17.4) 
дифференциал тенгламаларни татбик; этишни курайлик.  Бу 
нукталарнинг бир-бирига нисбаган намда система массалар' 
маркази С нуктага нисбатан наракатини урганамиз. Бу маса- 
лага икки жисм масаласи  дейилади.

Бирор О л уг  инерциал системага нисбаган от, массали
—>■

нуктанинг радиус-вектори г,,  m.¿ массали Л1̂  нуктанинг ради- 

ус-вектори Гз булсин (17.2-раем). г  ̂— векторни г~

оркали белгилаймиз. г векторни нуктанинг УИ, га нисба­
тан радиус-вектори нам дейиш мумкин.

уИ, ва моддий нукталар бир-бирига микдор жинатдан- 
тенГ ва бир тугри чизик буйлаб карама-карши томонга йунал­

ган Х-, ва кучлар таъсирида булади. Бутун олам тортишиш 
конунига кура

==/^2 =  7 • (17.6)г'̂

булиб (7  — гравитацион дои­

мий), /-, кучнинг йуналиши 

Го =  — бирлик вектор билан,

/*2 к у ч ни нг  йун алиши эса
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— билан ифодаланади. Бинобарин, (17.4) дифферен­

циал тенгламалар ;мазкур система учун куйидагича булади:

г
г

(17.7)

<17.7) системанинг биринчи тенгламасини гп2 га, иккинчи тенг- 
■ламасини эса т ,  га купайтирамиз ва )^осил булган тенглама­
ларнинг иккинчисидан биринчисини айирамиз;

т,т,{г 2 -  г,) -  — 7
т,  /Ид(т, +  /Пз) 

/-2

Б у  ифоданинг дар икки томонини /и, га булиб ва 
эканлигини эътиборга олиб, уни

г, = г

(17.8)Щ (Пх +
г2 г

куринишда ёзамиз, (17.8) тенгламадан нуктанинг УИ, нук­
тага нисбатан )?аракатини массаси т , б у л г а н  кузгалмас 
нуктага нисбатан ?{аракат деб караш мумкинлиги куриниб 
турибди.

Энди /И,, Ж,  нукталарнинг система массалар маркази С 
са нисбатан х;аракатиии куриб чикамиз. Албатта, С массалар 
■маркази кесмада ётади (17.3-раем). /И, ва нукта­

ларнинг С нуктага нисбатан радиус-векторларини СУИ, =  г,,

сТИз =  Г2 десак,  система :^аракатинннг дифференциал тенгла­
малари куйидагича ёзилади:

/и,г, =

гпггг =  —Т

¿1
1

Г1

I I
Гг'

(17.9)

(Г, +  2̂)5
С нукта /И,М2 кесмани ва нук­
талар массаларига тескари пропорционал 
булакларга ажратади:

Бу тенгликлар )^ар бирининг икки т о ­
монига бирни кушиб,

17.3-расм.

г, -1- _  /и, +  /Ид 
Га

ва Г1_+_£2 _  «I +  ^3 
Г1



муносабатларни хосил килиш мумкин. Булардан

г, +  Гг =
т , +  т-.

т.
Га ва Г1 +  Гг =

т ,  4 - Отз

Ш2
Г„

булади.
Бу ифодаларни (17.9) га куйиб,

- т  •

т \ /и,
->

(т , +  «2)2 ■ г \ Г \ '

т \ /Из

(«1 + ^  2

(17.10)’

тенгламаларга эга буламиз. (17.10) системанинг биринчи тенг­
ламасидан куриниб турибдики, УИ, нунтанинг система массалар

марказига нисбатан ;^аракатини массаси га тенг бул -
(от, +  ОТ2)2

ган кузгалмас марказга нисбатан }{Яракат деб ¡^араш мумкин. 
Худди шунингдек,  иккинчи тенгламадан эса нуктанинг

массалар марказига нисбатан ;{аракатини массаси + т у

булган" кузгалмас марказга нисбатан тортишиш кучи таъсири­
да буладиган )^аракат каби караш мумкин. (17.10) система 
тенгламаларини ало^ида-ало}<;ида интеграллаб, бу }^аракатларни. 
аниклаш мумкин.

79-§ . Моддий ну{^та ва механик системанинг 
5^аракат мицдори. Куч импульси

*
Моддий нуцтанинг :<^аракат мицдори деб, унинг т мае-

саси ва V т езлик векторларининг купайтмаси билан аниц-

ланадиган т/- векторга айтилади (^(аракат мицдори баъзи- 
да импульс деб ^ам юритилади).

/М,, УИг........... уИ„ моддий нукталардан тузилган механик
снсгема олайлик. Бу нукталарнинг тезликлари,  мос равишда^

■и,, V-, . . . ,  1 ,̂,, массалари эса /п,, т ,̂ . . . , тп„ булсин. М ех а ­
ник системани т узу вш  нуцт алар ^аракат, мицдорларининг 
геометрик йигиндисига система х;аракат мицдори {им пуль­

си) дейилади. Система .^аракат микдорини К оркали белги­
ласак, у :!^олда:

Л =  2
1=1

(17.11:

Механик система даракат микдорини система массалар марка-
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зининг тезлиги орцали ифодалаш мумкин. Хаки^атан, (16.2) 
формулани эътиборга олсак,

я  »  ^  „  д = , 1 ; 4 ?  -  7, ( 5  ” л )  -  .4¿-1 ¿=1 ¿а \(=1

келиб чикали; бунда УИ—система массасини, эса массалар 
марказининг тезлигини ифодалайди. Шундай килиб

(17.12)

яъни система щ р а к а т  мицдори вектоои унинг массаси би­
л а н  массалар маркази. тезлигининг купайтмасига тенг б у ­
л и б ,  массалао марказининг т езлиги буиича йуналади.

Даракат микдори халкаро бирликлар системасида да

улчанади.
Кучнинг система ёки моддий нуктага таъсир эффекти сис­

тема ёки нукта массаси ва куч модулигагина боглик булмай, 
кучнинг канча иакт оралигида таъсир килишига >;ам боглик- 
дир. Бундай характеристика сифатида кучнинг элементар  
импульси  ёки яекли вацт оралигиОаги импульси  олинади.

—>■ —̂
/- куч (11 элементар вакт оралигида таъсир этганда /■ • сИ

купайгма оркали ифодаланувчи d S  вектор кучнинг элемен­
тар импульси  дейилади;

(17.13)
Кучнинг элементар импульси куч вектори буйлаб йуналади.

Кучнинг бирор [¿0. t\ чекли вакт оралигидаги импульсини 
аниклаш учун (17.13) ифоданинг шу в-акт оралигидаги интег­
рали ^дисобланади:

Л = (17.14)

(17.14) ни Декарт координата укларига проекциялаб,  куч им­
пульсининг шу уклардаги проекцияларини )^осил киламиз:

F^dt, Sy =  \F y d t ,  S , ^ \ F , ^ d t .

Куч импульси Н • с = кг • м билан улчанади.

80-§. Механик система з^аракат мицдорининг 
узгариши з^ацида теорема

Теорема. М еханик система х;аракат мицдорининг вацт 
/буйича биринчи тартибли х;осиласи системага таъсир ци- 
.лувчи ташци кучларнинг бош векторига тенг.



Исбот. Механик система )^аракати дифференциал тенглама­
лари 117.4) нинг чап ва унг томонларини мос равишда кушиб

(17.15)

ифодани з^осил киламиз. Ички кучларнинг хоссасига кура
п п

V-*-/
= 0 . (17.15) да Я = ¿ ¿ 1 ' ,  — механик системага таъсир 

¡-1   ̂ г-1  ^
килувчи ташки кучларнинг бош векторини ифодалайди. т, —

,  П п

узгармас, У1 =  Г{ булгани учун '^ т ,г ,  =  — Натижада»
(=1 (11 ¿=1

(17.15) ифода куйидагича ёзилади:

I <а (=1

Бунда (17.11) эътиборга олинса, уни

(17.16>

куринишда ёзиш мумкин. Шу билан теорема исбот булди. 
Моддий нуктага таъсир килувчи кучларнинг тенг таъсир

этувчисини Р  десак, моддий нукта г;аракат микдорининг узга­
риши }^акидаги теорема куйидагича булади;

Л
=  Г.

(17.16) ни й К ~  Р  куринишда ёзиб, бу тенгламанинг икка- 
ла томонини [¿о, 1\ вакт оралигида интеграллаймиз;

бунда Ко, Л"—системанинг мос равишда,  ¿о.  ̂ пайтлардаги х,а-
í

ракат микдорлари, ] сИ =  5^  эса ташки кучлар бош век-
 ̂о

торининг вакт оралигидаги импульсини ифодалайди.
Шундай килиб

( 17.17)
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(17.17) ифода импульслар  теео/7ежаснни ифодалайди: механик  
€истена х^аракат мицдорининг чекли вацт оралигида у з г а ­
риши унга цуйилган ташци куялар  бош векторининг шу 
вацт ияидаги импульсига тенг.

(17.16) ва (17.17) ни Декарт координата укларига проек­
циялаб, мос равишда, )^аракат микдорининг узгариши ;^акидаги 
теореманинг скаляр куриниши:

d t - r :
d K y dK^

dt =  R. (17.18)

ва импульслар теоремасининг шу уклардаги проекциялари ор­
кали ифодаланиши:

Кх -  Ко. =  5^. Ку -  Коу =  К, -  Я , ,  =  S f  (17.19)

^осил килинади.

Хусусий }^олда, /^^ =  0 булса, (17.16) дан

Л = /Со =  const (17.20)

келиб чикади. (17.20) муносабаг система х^аракат мицдори­
нинг сацланиш цонунини  ифодалайди: м еханик системага  
таъсир цилувяа ташци куяларнинг бош вектори нолга тенг 
булса , система х;аракат мицдори узгарм ас булади.  Яъни 
ташци куяларсиз, фацат ияки куялар  билангина система 
х;аракат мицдорини узгартириб булмас экан.

Шунингдек,  =  О х;олида (17.18) дан К^ =  =  const бу­
лиши келиб чикади.

48- масала.  20 кг массали снаряд уз траекториясининг энг
юкори нуктасида 600 — тезликка эга булганда портлаб, 2  га

С
булинди (17.4-раем). Портлашдан сунг массаси 8  кг булган 
биринчи парчанинг тезлиги 500 — булиб, горизонт билан 30°

С /
бурчак ташкил этди. Огирлик кучларини ва снаряднинг порт- 
лаш вактидаги кучишини эътиборга олмай, снаряд*-  ̂ иккинчи 
парчаси тезлигининг микдори ва йуналиши аниклансин.

Ечиш. Кузгалмас координата бошини снаряднинг портлаш 
олдидаги 5!;олатида олиб, О х  ва Оу укларни утказамиз.  (17.18) 
куринишдаги

dt

17.4-расм,

тенгламаларни тузамиз.  Бунда 
/ ? ^  =  0 булиши равшан. Огир- 

лик кучи эътиборга олинмагани 
учун =  О келиб чикади. 

Бинобарин,

Ш)



г
К:с=Ко.. ,  =  ( 1)

)!,осил булади; бунда Ку билан икки булакка парчаланган 
снаряд харакат микдорининг проекцияларн, К^у билан
парчаланишдан аввалги снаряд :?5аракат микдорининг проек- 
циялари белгиланган.

Снаряд траекториянинг энг юкори нуктасида булганида 
тезлиги горизонтал буйича йуналади; шунинг учун =
=  600 м/с, •Vy =  0 .

Бинобарин,
K e x ^ in v ,  Коу =  0. {2}

Снаряд биринчи парчасининг тезлигини г»,, иккинчи парчаси-

нинг тезлигини v^, унинг горизонтал билан ташкил килган 
бурчагини а десак,

Kjc =  cos 30° +  cos а,
, (3)

cos 6 0 ° - j - sin а.

(3) да /?г, ва rn.¿ билан мос равишда биринчи ва иккинчи пар- 
чаларнинг массалари белгиланган.

(2) ва (3; ни ( 1) га куямиз:
cos 30° + соз а =  OT'ü, ( 4 >
cos 60° +  sin а =  ®. (5)

(4) ва (5) дан билан а ни аниклаш мумкин. (4), (5) ни 
куйидагича ёзамиз;

m 2 V2 Cosa = m v  — m .,v ¡c o ^ Ж ,  (6 )
^ 2^2 sin а =  — OTi'o, cos 60°, (7)

Бу тенгликларнинг чап ва унг томонларини мос равишда бир- 
бирига дадма-х;ад булсак.

tga = -------^  _Q^2343 ёки « «  - 1 3 , 5 °
m v  — cos 30°

келиб чикади. У .%олда (6 ) дан:
_  m v — cos 30°------------------------ .

ni.¿ cos СС

Бунда =  12 кг булишини эътиборга олиб, дисоблашлар- 
ни бажарсак,  v.¡ »  730 — ;$осил булади.

4 9 -масала. Эллиптик маятник силлик горизонтал текислик 
буйлаб харакатланувчи массаси булган А  жисм ва бу жисм 
билан / узунликдаги стержень воситасида богланган мас­
сали В юкдан иборат (17.5-раем). Бошлангич пайтда стер­
жень вертикалдан 9  ̂ бурчакка огдйрилган булиб, бошлангич 
тезликсиз куйиб юборилган* Стержень огирлигини эътиборга
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17.5-расм.

олмай, А  жисмнинг силжишини 
стерженнинг вертикалдан огиш бур- 
чаги Ф оркали ифодаланг.

Ечиш. О координата бошини А  
жисмнинг бошлангич пайтдаги >^ола- 
тида оламиз, Моддий нукталар деб 
каралувчи А ш  В  жисмлардан ибо-

рат системага огирлик кучлари С/,

ва 0^ силлик текисликнинг

нормал реакцияси /V таъсир этади.
Система 5?,аракат микдорининг у з ­

гариши }^акидаги теоремага биноан
_  рЕ

G,, Gj, N  ташки кучлар вертикал буйлаб йуналгани учун 
R I  = 0 .  Демак,  dK^ — O ёки К^=Кох<  яъни система )^аракат

,\шкдори узгармас экан. Бошлангич пайтда система тинч j^o- 
латда булганидан Ко^ — 0 ; бинобарин, — ^ келиб чикади. 

Стержень вертикалдан ср бурчакка огганда А жисмнинг

силжишини X, тезлигини деб оламиз. ср бурчакнинг верти­
калдан соат стрелкаси »¡аракатита нисбатан тескари томонга 
узгаришини мусбат йуналиш деб караймиз. Бу пайтдаги В

нукта тезлигини десак,  у

■'Вг

рормуладан аникланади. Бунда АВ  стерженнинг Л атрофида 
айланиш бурчак тезлигини ш билан бeлгилaca^f,
=  /  -m булади. Кейинги пайт учун система }^^ракат микдорини 

з^исоблаймиз. I

By ифодани O x  укка проекциялаймиз;
Кх == +  "Í2 (' '̂л +  COS ср). U)

dx(1) да /(,, ■= О, булишини эътиборга олсак,
dt dt

dx
(rrii +  '« 2 ) ------ h W2/ cos cp — =  Odt di

^осил б;$^лади. Охирги ифодани
(m, Щ) d x  =  — cos ср rfcp
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куринишда ёзиб, (2) ни х  =  О да =  ср̂  булишини эътиборга 
олиб интеграллаймиз:

Г(Wi +  \ d к =  —m^l cos <p
"Со

Бундан куйидаги )!;осил булади:

л  =  —  I (sin ^0 — sin <р),
-j-

8 1-§ .  З^згарувчан массали жисм ?^аракатининг 
дифференциал тенгламаси

Назарий механикада асосан массаси узгармас булган мод­
дий нукта,  каттик жисм ёки механик системаларнинг даракат- 
лари урганилади.  Лекин даракат давомида заррачаларнинг 
Кушнлиши ёки ажралиши туфайли массалари узгариб борувчи 
моддий нукталар ёки жисмлардан куплаб мисол келтириш 
мумкин. Масалан, туйинган атмосферада даракатланувчи сув 
томчисининг массаси ортиб боради. Ракетанинг даракати вак­
тида ёниш ма^^сулотлари ундан ажралиб чикади, ракетанинг 
массаси эса камайиб боради. Бундай долларда даракатни у з ­
гармас массали нукта ёки жисм даракатининг тенгламалари 
билан урганиш нотугри булади. Шунинг учун узгарувчан мас­
сали жисм даракатининг дифференциал тенгламаларини келти- 
риб чикарамиз. Бу масалани дал килишда аввалда баён ки- 
линган узгармас массали механик система ёки жисм даракати­
нинг конунларига асосланамиз. Чунончи, массаси узгарувчан 
жисм даракатини текширишда жисмдан ажралиб чикувчи ёки 
унга кушилувчи зарраларни жисм билан биргаликда даракат- 
ланувчи система деб каралади. Бу долда умумий масса узгар- 
масдан колаверади дамда жисм ва заррачадан иборат бундай 
система учун массаси узгармас б^'лган система даракат мик­
дорининг узгариши дакидаги теорема татбик килиниши мум­
кин.

1̂ уйида биз ажралаётган ёки кушилаётган зарраларнинг 
массалари кичик ва ажралишдаги ёки кушилишдаги вактлар 
дам жу да кичик булган долларнигина караймиз. Масалага шу 
тарзда ёндошилганда каралаётган жисм массасини ва тезлигини 
вактнинг узлуксиз ва дифференииалланувчи функциялари си­
фатида олиш мумкин. Бундан ташкари заррача жисмга ку- 
шилмасдан аввал ёки кушилгандан сунг у жисм билан узаро 
таъсирлашмайди, деб кабул киламиз.

Вактнинг бирор t  пайтида жисмнинг массаси т, абсолют

тезлиги V, кушиладиган заррачанинг шу пайтдаги массаси Дот,

абсолют тезлиги эса и булсин. Шундай жисм ва заррачадан 
иборат системанинг t  пайтдаги даракаг микдори

К =  m v  - f  Доти

__



булади. Бирор At ва^т оралигида заррача жисмга кушилсин ва

унинг тезлигини бирор Ах» микдорга узгартирсин. У х;олда 
бундай системанинг t A t  моментдаги )(;аракат мицдори

булади.  Бундан
АК =  (/п +  А т )  (х) +

АК =  m ^v  - f  Ате \ v ■и) +  Ат ■ А о.

Бу ифоданинг иккала томонини Ai га булиэ ва М  ни нолга 
интилтириб лимитга утамиз:

I. Д/< m A f , Д т  (ü  — U ) , .. Дет- Диl im —^  =  h m ---------ь h m —  ̂+  h m --------- .
A t^O  М  М  м ^ о  A t>-0 h t

lim = 0  булгани учун охирги муносабагдан

а к  dv ,-----=  т ------- h
dt dt

V — и dm
dt

булади.  }^аракат микдорининг узгариши дакидаги теоремага

асосан —  ифода урганилаетган системага таъсир килувчи куч- 
dt

ларнинг геометрик йигиндисига тенг. Бу йигиндини F  оркали 
белгиласак,

т dv  . ^ \ d m  %------- \ - \ v  - U . ] ~ ^ F
df. dt

(17.21)

досил булади. и — t) =  «o белгилаб, (17,21)
-V

d v  dmт —  =  /  ̂+  м„— ‘ 
d t  ®

тенгламани

(17.22)

куринишда ёзамиз.  Бунда Wp — заррачанинг жисмга нисбаган

тезлигини билдиради. «(,• —  купайтманинг бирлиги куч бирли-
d t

ги билан бир хилдир. У реактив куя  дейилади.  Реактив куч­

ни R  оркали белгилаб, (17.22) тенгламани

d~vт
dt =^F -\-R (17.23)

куринишда ёзамиз. (17.23) тенглама ^згарувш н массали жисм 
л^аракатананг диф ф еренцш л тенгламаси  ёки Мешяерский

т енгламаси  (17,23) да «о = О в а  ^  =  0 (яъни /w==const)
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деб олсак, ундан узгармас массали моддий нуцта даракатининг 
дифференциал тенгламаси (Ньютон тенгламаси) келиб чикади.
Агар — >  О булса, нуктанинг массаси ортиб боради (заррача- 

dt

лар кушилади),  —  <  О булса, нуктанинг массаси камайиб 
dt

боради (заррачалар ажралади).
Мешчерский тенгламас-идан ташки кучларнинг геометрик 

йигиндиси нолга тенг булганда дам узгарувчан массали нукта 
тезланиш билан даракат килиши мумкинлиги куриниб туриб-

ди. Ха^икатда F =  0 булса, (17.23) дан куйидаги досил булади:
dv  7iт —  =  R.  
dt

Узгармас ва узгарувчан массали жисмлар—моддий нукта­
лар даракатларининг бир-биридан принципиал фаркланишини 
курсатиш учун бир мисол келтирамиз. Ракетанинг ташки куч­
лар таъсири булмаган пайтдаги даракатини олайлик. Ёниш 
мадсулотларининг ракета соплосидан ажралиб чикаётгандаги 
тезлиги нолга тенг булсин. Бунда кузгалмас системадаги ку- 
затувчига ёниш мадсулотлари соплодан ажралган жойда колиб 
кетаётгандек куринади.  (17.22) га кура бу долда

dv  , „ d i m v  ] „  .. ,т ----- \- V —  =  0, —̂------=  О еки m v =  const
d t  dt  dt

булади. Фараз килайлик, / =  0 да т ^ т ^ ,  v  .^v^ булсин. 
У долда

т

досил булади. Курамизки, ёкилгининг сарфланиши дисобига 
ёки бошка сабабларга кура ракетанинг массаси камайиб борса, 
унинг тезлиги ошиб боради ва аксинча, ракетанинг массаси 
ошиб борса, унинг тезлиги камайиб боради. Ракетага катта 
тезликлар бериш учун уни куп боскичли килиб ясалади. Р а ­
кетанинг дар бир боскичй узидаги ёнилги тамом булгач авто­
матик равишда ракеталан ажралади. Бундай ажраш нати жа­
сида ракета яна кушимча тезлик олади.

82-§.  Механик система массалар марказининг 
?5аракати )^а1̂ ида теорема

Механик система даракат микдорини система массалар мар-

казининг тезлиги оркали K = M v c  тенглик. билан ифодалаш 
мумкин эди. Буни (17.16) га нуяйлик;

U m ^c)
a t J



Ьунда —  =  масса марказининг тезланиши эканлигини 

эътиборга олсак,

(17.24)

досил булади. (17.24) муносабат система м ассалар  м а р ка ­
зининг х;аракати х;ацидаги теоремани  ифодалайди. ^17.24) 
ни моддий ну 1̂ та динамикасининг асосий тенгламаси билан 
таккослаб,  массалар марказининг даракати дакидаги теорема­
ни куйидагича у 1̂ иш мумкин: системанинг массалар марка-  
зи массаси система массасига тенг ва система ну/^тала- 
ри га  цуйилган ташци кучларнинг бош вектори таъсиридаги  
моддий нуцта каби харакат да булади. Система массалар

марказининг радиус-векторини билан белгиласак, (17.24) 
ифода

(17.25)

куринишда ёзилади. Бу м еханик система м ассалар м арка­
зи х^аракатининг дифференциал тенгла.иасидир. (17.25) век­
тор тенгламани координата укларига проекциялаб, система 
массалар маркази даракатининг скаляр тенгламаларини досил 
килиш мумкин;

М х с =  Я \ ,  М ус^П ^у, M^гc =  Rг■ (17,26)

Бунда хс. Ус, 2 с — массалар марказининг коррдинаталари,  R l  
Ry, Rz  эса ташки кучлар бош векторининг координата ук-

ларидаги прчекцияларидир.  Агар ЙР==0  булса, (17.25) тенгла­
мадан

/
ёки =  О долида

M v c  =С0П51

М^Сх =  С0П51

келиб чикади. Демак,  ташци кучларнинг бош вектори н ол ­
га  тенг булганда система массалар марказининг тезлиги  
узгарм ас булади.  Шунингдек,  ташци к у ч л а р  бош вектори­
нинг бирор уцдаги проекцияси нолга тенг булса, массалар  
м аркази тезлигининг шу уцдаги проекцияси узгарм ас б ул а ­
ди. Хусусан, вактнинг бошлангич пайтида массалар маркази­
нинг тезлиги нолга тенг булса, массалар маркази олинган 
координата системасига нисбатан уз долатини узгартирмайди. 
Ташки кучларсиз ички кучлар билан тинч долатдаги система 
массалар марказини даракатга келтириб булмайди.

5 0 - масала.  Кривошип-шатун механизмининг корпуси ф у н ­
дамент асосйга болтлар воситасида бириктирилган. ОА кри-

|| '
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вошип (17.6-раем) узгармас ш =
=  !4с~ '  бурчак тезлик билан 

айланади. ОА =  АВ =  1 =  0,Ъ м, 
бир жинсли кривошип ва шатун 
массалари т ,  =  « 2  =  1 кг. В 
ползун массаси т-̂  -  2  кг ва 
корпус массаси т  ̂=  Ь кт деб 
олиб, корпуснинг фундаменгасо-  
сига берган умумий босим кучи 
дамда даракат вацтида болтлар- 
га тушадиган умумий горизон­
тал зурикиш кучи аниклансин.

Ечиш. Фундамент а:осининг 
корпусга курсатган умумий таъ-

сири “ реакция кучини Л/ билан, 
болтлар оркали куйилган уму­
мий богланиш реакция кучларининг горизонтал тузувчиси-

ни Я билан белгилаймиз. Системага бу кучлардан ташкари

О,, 0^, Оз, 0^ ташки кучлар (мос равишда кривошип, шатун, 
п(!лзун ва корпуснинг огирлик кучлари) таъеир этади. Кузгал- 
мае О нуктада координата бошини олиб, Ох, Оу ук^арни у т ­
казамиз, Массалар маркази даракатини аницловчи (17.23) тенг­
ламаларнинг биринчи иккитасидан фойдаланамиз:

Бунда

М х с  =  М у с  = (1)

(2)
O k  К р и в о ш и п ,  AB  илатун массаларини мос равишда улар­

нинг огирлик марказлари С,, Cj нукталарга,  ползун массасини 
В  нуктага, корпус массасини нуктага куйилган деб караб, 
(16.3) формулага кура система массалар марказининг коорди- 
наталарини аниклаймиз:

Ш|ЛГ1 +  +  гщх̂  +  rriiXi
Х с т, +  «2 +  /Пз -)-

^  J ' +  ЩУ2 +  ИзУз +
+  «2  +  Из +

(3)

бунда (х^, у,), (Х2 , Уг), (Xi, Уз), U 4. У4) билан мос равишда 
С,, С'з, В, С4 нукталарнинг координаталари белгиланган. 

Расмдан фойдаланиб куйидагиларни аниклаймиз:

А-, =  -  sin Ф, у, =  1  cos <р, лгг =  -  у  sin 9 , У2 =  | -  / cos

■̂ 3 =  0. Уз == 2/ cos Ф, Xi =  0, У4 -= ОС4 =  const.

Буларни, ср =шг; булишини эътиборга олиб, (3) га куямиз: 
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„  ( " I ,  -1- m,)l s i n  u>t 
X c  ~  — -------------------- , y c  = (mi Ч- З/П2 +  4тзУ costó t +

(4)Wi+m2+^3+f”4 ” +  ^2  +  Шз -1- m̂ )
(4) дан вакт буйича иккинчи тартибли досилаларни дисоблай-
миз;

+  '»з)/ tü%íno> t • ■ _  (Wt +З/Я2 +4/Яз)/ю̂ С08 ü>/
«I +  ОТ2 +  /Из +  ОТ4’ 2(m, +  /Й2 +  /Лз +

УИ =  m, +  ffi2 + / И з « 4  булишини назарда тутиб, (2 ) ва (5) 
ни ( 1) га куямиз;

(от, +  m2)/ü)^sin wi =  R,
(m, +  З/П2 +  4m3)í®‘'cosü)f

N -  0 ,  — G ¡ -  G3 -  G4
( 6 )

G = m g  ни эътиборга олиб, берилганларни (6 ) га куйсак, ку ­
йидаги досил булади;

R  =  98sln 14/ Н, Л/ =  (88,2 -  528cos 1 At) Н.

Корпуснинг фундамент асосйга берган умумий босим кучи 
микдор жидатдан N  га, болтлардаги умумий горизонтал ;^ури- 
Киш кучи R га тенг, уларнинг йуналишлари эса, мос равиш-

да N  ъа R  га карама-карши йуналган.

83-§ .  Моддий ну|<та ва  м еханик  система 5̂ аракат  
мицдорининг  моменти

Тезлиги V, массаси т  булган моддий нуцта х;аракат миц­
дорининг бирор О нуцтага нисбатан моменти (кинетик м о­
менти)  деб,

lo  = r X ' ^ ' v  (17.27)
вектор купайтма билан аникланувчи векторга ^йтилади.

Бунда г —даракатдаги нуктани О нукта билан туташтирувчи 
йектор (17.7-раем). О нуктадан тезлик вектори йуналишига

туширилган перпендикулярнинг узунлигини h десак,  век- 
торнниг модули

=z г  • m v  sin а =  mvh

формула билан аникланади. век-
—► •—V-

тор г  ва m v  га перпендикуляр йу­
налган булиб, унинг мусбат учи-

дан Караганда г  векторнинг mv  
га цараб энг кичик бурчакка ай- 
лан и111и соат стрелкаси даракатига 
тескари куриниши керак.
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Моддий нуцта х;аракат мицдорининг у щ а  нисбатан м о ­
менти деб шу нуцта х^аракат мицдорининг берилган уцдаги  
нуцтага нисбатан моментининг м азк ур  уцца проекциясига

айтилади. 1д ва г  ук орасидаги бурчакни у билан белгила­
сак, даракат микдорининг укка нисбатан моменти:

=да^(/гег)) =  ¿^соз у.

Моддий нукта даракат микдорининг укка нисбатан моментини 
дисоблашда кучнинг укна нисбатан моментини дисоблаш кои- 
дасидан фойдаланиш мумкин, бунда куч вектори урнида х,а- 
ракат микдори олинади.

Шунингдек,  даракат микдорининг укка нисбатан моменти­
ни аналитик усулда дам аниклаш мумкин. Масалан, нукта  
координаталарини л:, у, г ,  тезлигининг координата укларидаги 
проекцияларини Vy, десак,  куйидаги тенглик уринли | 
булади;

=  m (xvy  -  у у ^ .

Массалари от,, /и,, . . .  , т„, тезликлари эса мос равишда

г»1, V2 , . . . , булган нукталардан иборат механик система­
ни олайлик. О -  бирор белгиланган нукта булсин. Система  
х^аракат мицдорининг О нуцтага нисбатан бош момента

(ёка кинетик моменти) деб, система нуцт алари ^ а р а -  | 
кат мицдорларининг и1 у нуцтага нисбатан моментларининг  
геометрик йириндисига айтилади, яъни

т,у ( 1 7 .2 8 )
1=1

бунда Г; билан система нуктасининг О марказга нисбатан 
радиус-вектори белгиланган.

Шунингдек,  системанинг укка нисбатан 
кинетик моменти тушунчасини киритиш 
мумкин:

/. ,  =  пр.Го =  V  (17.29)

Механик система кузгалмас ук атро­
фида, ш бурчак тезлик билан айланувчи 
каттик исисмдан иборят булсин( 17.8-раем;. 
Бу жисмнинг айланиш укига нисбатан 
кинетик моментини аниклаймиз. Жисм дар

бнр М  ̂ нуктасининг тезди 'ини ■у^,шу нук ­
тадан айланиш укигача булган масофани
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hi билан белгилаймиз. Жисм дар бир нуктасининг тезлик гек- 
тори айланиш укига перпендикуляр теьигликда ётиши ва 

~  hitíy булиши бизга аён Бинобарин, (17.29< формулага кура:
п ^  п п

/=1

Бунда 2  m¿h^¡=J^ булишини дисобга олсак,

Jz -
!=1

(17,30)

досил булади. Шундай килиб, ц^згалмас уц атрофида а й л а ­
нувчи жисмнинг айланиш уцига нисбатан кинетик моменти 
унинг м азкур уцца нисбатан инерция моменти билан б ур ­
чак тезлигининг к^пайт,масига тенг.

Моддий нукта ёки системанинг кинетик моменти кг-м с 
да  улчанади.

-1

Ь4-§. Система кинетик моментининг узгариши 
)^ацида теорема

Теорема.  М еханик системанинг бирор нуцт ага нисбатан 
кинетик моментидан вацт буйича олинган биринчи тар­
тибли х^осила системага таъсир цилувчи ташци кучлар-  
нинг шу марказга  нисбатан бош момешпига тенг, яъни

(iL̂  г\ ■  ̂ г- ,

Исбот.  Система даракати дифференциал тенгла_ма.лари (17.4)

нинг чап ва унг томонларини r¿ радиус-векторга векториал 
купайтирамиз.

r{Kmi d^i
Л “

=  О Х (¿ = 1 ,2 , . . . ,ге).

БУ тенгламалар системасини дадлаб кушамиз;

__ (17.31)
i -,  ai‘ Í=1 , = i

(17.31) тенгликнинг чап томснини куйидагича ёзиш мумкин;

2  ~  5  (7¡XmiVi). (17.32)
í-i <•-1 dt dt

Хакикатан,

2 .  ^  (O X  mfli)  =  2  -  '



бирок, коллинеар векторларнинг вектор купайтмаси нолга 
тенг, яъни

П -р . П

(=1 /=)
У долда (17,32) да дифференциал билан йигинди урнини 
алмаштириб ёзиш мумкинлигинп эътиборга олиб куйидагини 
досил киламиз:

П ^  п ->■
V  Л -V ^ 0

(17.31) да

2 г7 х Д-^
¡•=1

ташки кучларнинг О марказга нисбатан бош моментидан ибо­
рат; ички кучларнинг хоссаларига кура

2  =  М ‘о =  0 .
1-1

Натижада, (17.31) ифодадан

=  (17.33)
(11

булиб, теореманинг исботи келиб чикади, (17,33) ни коорди­
ната укларига проекциялаб,

^  =  /И5, ^  =  /И^, ^  =  ^ í f  117,34)
йfí (И

тенгламаларни досил килиш мумкин. Демак,  механик систе­
манинг бирор ^ щ а  нисбатан кинетик моментиг)ан вацт 
буаияа олинган биранш  тартибли >;осила системага таъ­
сир цилувчи ташци кучларнинг ш,у уцца нисбатан бош мо- 
ментига тенг.

Алодида олинган моддий нукта учун (17.33) ва (17,34) 
тенгламалар, мос равишда

=  т^(Р) (17.35)
(И

ва
(Ну -V (11г_

^  = т А Р ) ,  ^  ==п1у{Р), ^  ==т,{Р) (17.36)

куринишда ёзилади. Бунда то(Р), т^^{Р), Шу{Р), т^{Р) би­
лан мос равишда моддий нуктага таъсир килувчи кучлар тенг
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таъсир этувчисининг О марказга, х,  у, 2  уцларга нисбатан 
моментлари белгиланган.

Хусусий >(олда, агар ташци кучларнинг бирор нуцтага ёки

уцца нисбатан бош моментлари нолга тенг, яъни М% == О, 
Aif =  О булса, (17.33) ва (17.34) дан цуйидаги келиб чицади;

ва

¿ 0  =  const

L, ~  const.

(17.37)

(17.38)

(17.37) (ва 17.38) ифодалар механик система ^^аракап 
мицдори моментининг сацланиш цонунини ифодалайди; агар  
механик системага таъсир цилувчи ташци кучларнинг би­
рор нуцтага (уцца) нисбатан бош моменти нолга  тенг б ул ­
са, системанинг шу м арказга  (^цца) нисбатан кинетик 
моменти узгармас б^лаои.

Изох,, Биз системанинг О цузгалмас марказга нисбатан ки­
нетик моментининг узгариши дацидаги теоремани (17.33) фор­
мула билан ифодаладик. Агар системанинг О марказга нисба­
тан кинетик моменти урнига узининг С масса марказига нис­
батан нисбий даракатидаги кинетик моментининг узгаришини 
дисобласак,  бу долда дам (17.33) куринишдаги

dL

dt
(17.33 а)

муносабат хосил булишини куриш мумкин. Бинобарин, сис­
теманинг абсолют даракатдаги кинетик моментининг у з г ^ и ш и  
билан унинг массалар марказига нисбатан нисбий даракатида- 
ги кинегик моментининг узгариши бир хил куринишда ифо- 
далаиади.

85- § Моддий ну!<танинг марказий куч таъ си р ид аги  
>^аракати. Юзалар 1̂ онуни.

Бинэ формуласи

Таъсир чизиги доимо битта 
кузгалмас нуцтадан утувчи куч ­
га марказий куч  дейилади,  бу 
нуцта эса одатда куя маркази  
деб юритилади.

Моддий нуцтанинг марказий 
куч таъсиридаги даракати фацат 
битта текисликда содир булади. 
}(ацицатан, бу долда моддий нуц­
танинг О цутбга нисбатан ради-

17,9-расм, ус-вектори г  билан F  куч век-
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тори коллинеар векторлар булиб (17.9-раем), г  X  В' купайтма 

нолга тенг булади ва (17.35) д а н / о  =  const ёки

r X O T t ) = c o l i s t  (17.39)

келиб чикади. Вектор купайтманинг коидасига кура г ва и

векторлар тузган текислик доимо г х ' и - о  векторга перпенди­
куляр булади. Аммо (17.39) дан курамизки, бу купайтма у з ­
гармас векторни беради, бинобарин, унга  перпендикуляр бул­
ган текислик дам биттаю битталигича колади. Бу текисликда

эса г  ва V векторлар ётади, яъни нуктанинг даракати факат 
шу текисликда содир булади.

Моддий нуктани кутб билан туташтирувчи радиус-векгор- 
нинг нукта даракати давомида чизган юзаси вактга пропор­
ционал равишда узгаради.  )\акикатан, секториал тезликни ифо­
даловчи (1.18) формула

da 1 / \

ни эътиборга олсак, (17.39) дан
—► —>• ->• ---- ^

г  X  m v  =  2niVj =  const (17.40)
досил булади.

(17.40) дан: const ёки

dt
С\ =  (const I; (17.41)

бунда a —куч маркази билан даракатдаги нуктани туташти­
рувчи радиус-векторнинг нукта даракати давомида чизган 
юзаси. Охирги муносабатни интеграллаш натижасида

М  =  3 =  С^ +  ао
келиб чикади. Демак,  куч. маркази билан х;аракатдаги нуц- 
тана туташтирувчи радиус-векторнинг х^аракат давомида  
чизган юзаси вацтга пропорционал равишда узгарар экан; 
бу хосса ю залар цонуни деб юритилади.

(1.15) формулага биноан
1 .» 1 о dtpг» =  — г (А =  — г —
2 2 d t

булади; бунда г, <р—нуктанинг кутб координаталари. (17.41) 
ни эътиборга олсак,

^  =  с =  const (17.42)
dt '
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булади. Бу тенгламага ю залар  интеграла  дейилади. Юзалар 
иитегралидан фойдаланиб нукта траекториясини унга таъсир 
килувчи марказий куч билан боглайдиган дифференциал тенг­
ламани тузишни курайлик. Кутб координаталарининг боши О 
сифатида куч марказини олайлик. (17.9-раем). Марказий куч 
ёки ^даракатдаги нуктадан куч маркази томон, ёки О марказ­
дан )^аракатдаги нукта томон йуналган булиши мумкин.

—>■ —У-

Нукта ?^аракатининг m v ~  Е  асосий тенгламасини (1.32) ни

назарда тутиб узаро перпендикуляр булган Го, ро йуналиш- 
ларга проекциялаймиз:

от(г — г - 9 )̂ =  ±  

т{гФ +  2г?) == О-

( 17.43)

(17.44)

Е  куч О марказдан М  га караб йуналганда (17.43) тенгла­
манинг унг томонида мусбат ишора, акс ;^олда манфий ишо­
ра олинади. (17.42) тенгламани

йо} С

сИ ~

куринишда ёзиб,
1м =  —
г

(17.45)

(17.46)

узгарувчи киритсак,
аг йг ¿р 
й1 ~  ¿4 М

в а

с
Г2

д.
—  С — — с

£!Г
м

(1г''
М) си ~ ~

(17.47)

з^осил булади. (17.45) ва (17.47) ифодаларни (17.43) тенглама­
га куямиз ^амда (17.46) ни эътиборга олиб.

(17.48)

куринишга келтирамиз. (17.48) га Бинэ формуласи  дейилади. 
Бу тенглама берилган марказий куч оркали ушбу куч таъси­
ридаги )^аракатнинг траекториясини ва аксинча, берилган тра­
ектория оркали ушбу кучни ани 1̂ лаш имкониятини беради.

8 8 - §  Математик тебрангичнинг  кичик тебранишлари

Моддий нукта >^аракат микдори моментининг узгариши ^а- 
кидаги теоремани куллаб, узунлиги I булган, бир учи гори­
зонтал кузгалмас О укка бириктирилган, иккинчи учига т

2о1



(

{

массйли М моддий нукта жой- 
лашган математик тебрангичнинг 
вертикал текисликдаги >;аракати- 
ни аниклашни куриб чикамиз 
(17.10-расм).

Ип огирлигини ва мудит к а р ­
шилик кучини дисобга олмаймиз 
Координата бошини кузгалмас О 
нуктада олиб, х,  у укларини 
расмда курсатилгандек йуналти- 
рамиз. Маятник вертикал текис­
ликда даракатлангани учун, бу 
х;аракат ин билан Ох  ук ораси­
даги ср бурчакнинг узгариши би­
лан тулик аникланади. Бу бур­
чакнинг мусбат орттирмаси си­
фатида Ог  укнинг учидан К ара­
ганда нунта соат стрелкаси даракатига тескари йуналишда 
айланганда олган орттирмаси кабул килинади. Маятник­
ни мувозанат долат (ср =  0 ) дан бирор ? =  сро долатга 
чинариб, унга нукта )^аракати траекториясига уринма буйича 

—>*
йуналган -о =  'Од бошлангич тезлик берилганда у кандай дара- 
катланишини аниклаймиз Тебрангич даракатига вертикал ра-

—>•
вишда пастга йуналган Р  огирлик кучи ва ипдаги Т реакция 
кучи таъсир этади.

(17.36) га биноан,
/// —>
~ = т , { Р )  +  т ,(Т) (а)

17,10-расм.

аеб ёзиш мумкин. Тебрангич даракат микдорининг Ог  укка 
нисбатан моменти куйидаги тенглик билан аникланади:.

=  m v l  =

7 кучнинг таъсир чизиги О г  укни кесиб утгани учун т^{Т) =

=  0; от^(Р) =  У долда (а) ифода куйидагича ёзи­
лади;

т Р г — —Р1?,\щ.

Бунда P = m g  эканлигини эътиборга олиб, тенгламанинг икка- 
ла томонини тР  га булиш ва барча дадларни тенгликнинг 
чап томонига утказиш натижасида куйидаги тенглама досил 
булади;

с р =  О (17.49)

(17.49) математик маятник ^аракатиничг дифференциал  
тенгламасини  ифодалайди. Ьу чизикли булмаган дифферен­



циал тенгламадир. Агар маятникнинг кичик тебранишларини 
текширадиган булсак, З1'пср «  ср деб олиш мумкин. Бу )^олда 
тенглама

Т + у  ? =  О (17.50)

куринишга келади. (17.50) бир жинсли, иккинчи тартибли чи- 
зицли дифференциал тенглама булиб, у математик маятник 
кичик тебранишларини тацрибан ифодалайди. (14.11) га кура
(17.50) тенгламанинг умумий ечими

ср =  Д 81П(/!■
куринишда булади. Узгармас Л —математик маятник кичик 
тебранишларининг амплитудаси, а — бошлангич фаза.  (14.10) 
формулага асосан Л ва « бошлангич шартлар орцали куйида­
гича ифодаланади:

Л =  сро +

Шундай цилиб математик тебрангичнинг кичик тебраниш­
лари эркин тебранма ^^аракатдан иборат булиб, у

?  =  } / " <Ро-Ь з1п ( +  a r c t g ( ^  / 7 / ) )

тенглама билан ифодаланади.
(14.12) га асосан, математик тебрангичнинг кичик тебра­

нишлари даврн куйидагича булади:

=  2 ^  / I .  (17.51)Т

5 1 - масала.  Чузилмайдиган ипнинг бир учига т̂  — ~  мас­

сали А юк осилган булиб,  иккинчи учи массаси пц =  т, радиу­
си г булган бир жинсли цилиндрдан иборат В  
блокка бириктирилган (17.11-раем). В блокка 
цуйилган М  узгармас момент таъсирида А  юк 
юцорига кутарилади. Ипнинг массасини ва блок 
уцидаги ишналанишларни эътиборга олмай, 
блокнинг бурчак тезланиши аницлансин.

Ечиш.  Блокнинг айланиол уцини Ох уц деб 
олиб, системанинг шу у^^^а нисбатан кинетик 
моментининг 5̂ згариши }?ацидаги теоремадан 
фойдаланамиз.  (17.34) га кура:  \

^   ̂ (1)й1

17Л1-расм. Л ЮК ва 5  блокдан иборат системага блокни



г
айлантирувчи М  момент, А юкнинг огирлик кучи О, =  m^g =
= = ~  g, блокнинг огирлик кучи Оз =  m^g =  m g  таъсир этади.

Системага куйилган О шарнирли богланип] реакция кучини

Но билан белгилаймиз.  Бу ташки кучларнинг Ох  укка нис­
батан бош моментини дисоблаймиз:

ж 5  =  ж - 0 , г =  (2 )

Энди системанинг О х  укка нисбатан кинетик моментини ди- 
соблаймиз. Айланма даракатдаги блокнинг бурчак тезлигини

О), илгарилама даракатдаги А юкнинг тезлигини г/ билан бел­
гилайлик, У долда

¿ж = IX +  = / « 1® •/• +  Л®-

Бу тенгликда г» =ш -г ,  Л  =  — булишини эътиборга ол*

сак, у куйидаги куринишга келади;

Ь ^ =  — -  тг'̂ <а =  тг (̂й.
• * 2  2

Охирги тенгликдан вакт буйича досила дисоблаймиз;
(¿Ь. г о (Í̂Л •> /гч \— ^ =  т г‘‘ — =  т г “£. (3 )
си (И  ̂ ’

(2) ва (3) ифодаларни ( 1̂) га куямиз;
2 2М — т р гтг^е=  -------

2

Бу тенгламадан блокнинг бурчак тезланиши аникланади;
2 М —т § гг =

87-§.  Кучнинг иши. 1^увват

Механикада икки хил улчов мавжуд булиб, биринчиси 
моддий нукта ёки механик системанинг механик даракати ул- 
човини ифодалайди. Бу улчов кл 'орига даракат микдори, д а ­
ракат микдори моменти, кинетик энергия каби катталикларни 
киритиш мумкин. Иккинчи хил улчов э :а  узаро механик таъ- 
сирни ифодалайди. Бу улчов жумласига куч, куч моменги, 
куч импульси, кучнинг иши ва доказоларни киритиш мумкин. 
Бу икки хил улчов бир-бнри билан маълум муносабатлар ор- 
Кали богланган. Масалан, моддий нукта даракат микдорининг 
узгариши унга таъсир килувчи кучнинг импульси билан ул- 
чаниб, даракат микдори узгаришининг улчови булади. Бунда 
даракатнинг формаси узгармайди —механик даракаг бошкача 
шундай даракатга айланади ()^аракат микдори ошади ёки ка- 
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17.22- раем.

ье  маяди). Механик даракатнинг узгаришида 
]^аракат бир турдан бошка турга айла­
ниши >̂ ам мумкин: механик )^аракагнинг 
улчови булган кинетик энергия \згариши 
билан механик даракат бошка турдн1и ха- 
ракатга,  кинетик энергия эса бошка тур- 
даг и энергияга айланиши мумкин. Масалан, 
каршилик курсатувчи мудитда з^аракатла- 
иувчи  жисмнинг даракат давомида тезли­
ги, пировард натижада кинетик энергияси 
дам камайиб боради. Кинегик энергия кан­
чалик камайиб борса, ишкаланиш туфай­

ли содир булган иссицлик энергияси шунчалик ошиб бо- 
ради. Кз'рамизки. бу ерда механик даракат узгариб, >;ара- 
катнинг бошка турига —иссиклик билан характерланувчи фи­
зик даракатга айланди. Бу долда кучнинг иши даракат узга- 
ришининг улчови булиб хизмат килади, яъни механик дара­
катнинг бошка бир шаклдаги каракатга айланишининг микдо­
рий улчови сифатида иш тушунчасини киритиш мумкин.

Ф. Энгельс узининг „Табиат диалектикаси“ асарида меха­
ник даракатнинг икки улчови дакида фикр юритиб, жумладан. 
иш х.акида „Агар механик даракат шунчаки йуколмаса, агар 
у >;аракатнинг бирон-бир бошка формасига айланмаса, ?;еч ка- 
чон ва деч каерда у ишни келтириб чикармайди“ ле'> курсат- 
ган эди.

Механик даракатнинг механик булмаган харакатга айлани­
ши ёки, аксинча, механик булмаган даракатнинг механик да­
ракагга айланиши маълум йул оралигида содир булиб, бу 
жараён таъсир килувчи кучларга боглик.

Ихтиёрий Р  кучнинг бирор чекли ораликдаги ишини аник­
лашда кучнинг элементар иши тушунчасидан фoйдaлdнaмиз.

М  моддий нукта Р  куч таъсирида с1г элементар векгорга 

течг кучиш олеин (17.12-раем). Р  куч бил^н йг  кучиш век­

торининг скаляр купайтмаси Р  кучнанг йг куш ш дага  элемен­
тар иши дейилади. Кучнинг элементар ишини йА  билан бел­
гиласак, таърифга биноан,

йА =  р . ( 1 г (1 7 .5 2 )

Р  ва йг  векторлар орасидаги бурчакни а билан белгиласак, 
(17.521 ни куйидаги куринишда ёзиш мумкин:

йА =  Р  ■ йгсо^г  (17.53)
йг =  й1 деб олиб, (17.53) ни куйидагича ифодалаш мумкин: 

й А ^ Р  ■ й1 ■ С09-л. ^  (17.54)
(17.54) да й1 билан М нуктанинг траектория буйлаб элемен­
тар кучиши белгилан1ан.
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у  ъа. йг  векторларни мос равишда уларнинг Декарт укла- 
р|11даги проекция^лари Ру, Р^ ва йх, йу, й г  оркали ифода- 
л^сак, (17.52) дан

йЛ =  Р ^ й х Р у й у Р . й г  (17.55)
х,осил булади. (17.55) кучнинг элементар ишини аналитик усул­
да ирояалашазн иборат.

йг== юй1 булишини назарда тутсак, (17.52) тенгликни

й к  ~  Р  vй t =  Pvzoso.■йt (17.56)
формулага келтириш мумкин.

■ 'V
М моддий нуктага куйилган Р  кучнинг АВ ~  I чекли ора- 

ликдаги ишини .дисоблашда шу ораликни бир неча элемен­
тар булакча (£//;) ларга ажратиб, мазкур ораликдаги элемен­
тар ишларнинг йигиндиси каби аниклаш мумкин;

П
Л =  Иш У  йА1.

“¡ г
(17.52)-—(17.55) ифодаларни эътиборга олиб, охирги тенг­

ликни интеграл оркали куйидаги куринишда ёзиш мумкин:
(В) (В) (В)

Л =  \ с 1 А =  (“ Р - й 7 =  [ Рсо%о.й1 (17.57)
(А)  (Л) (Л)

ёки
‘гЛ =  [ [Р ,й х  +  Р у й у - \ - Р ^ г ) .  (17.58)
(Л)

М  нукта А >(Олатла булган пайтида I = 0 ,  В  }^олатга утган 
пайтни I билан белгилаб, (17.56) га асосан чекли ораликдаги 
иш формуласини

А — ( Р ' и й ( ~  ^ (pJcVJ, + РуУу +  P^v^)di (17.59)
О и

куринишда ;^ам ифодалаш мумкин.
Бирор куч ишининг вакт бирлиги ичида узгариши шу к уч ­

нинг цувватини  ифодалайди. Куч кувватини билан белги­
ласак, таърифга биноан,

=  . (17.60)

(17.52)—(17.56) ифодаларни эътиборга олиб, куввагни аниклов­
чи куйидаги муносабатларни ёзиш мумкин;

=  - ^  =  ^  •■и = /^■исоза. (17.61)
сИ

(17.61) га кура (17.59) ифода
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А  =

куринишни олади.

(17.62)

Р  куч узгармас булган хусусий }^олда унинг АВ  =  I ора- 
лицдаги иши (17,57) формулага биноан куйидагича аникланади:

А = Р ,  • I ■ созос, (17.63)

(17.63) дан курамизки, а < — д а Л > 0 ,  а =  — д а Л  =  0, а >¿
^>  — да А < 0  булади.

Кучнинг иши халкаро бирликлар системаси (СИ) да 1Ж =  
=  1 Н-м да, кувват эса 1 Вг =  1 — =  1 —̂  билан улчанади.

С С
п

Агар М  моддий нуктага тенг таъсир этувчиси ^  ^

—У' —>■
булган (/^1, , Рп) кучлар системаси цуйилса, тенг

таъсир этувчинанг йг элементар кучишдаги элементар иши 
ташкил этувчи кучларнинг шу кучишдаги элементар иш- 
л а р и  йигиндисига тенг булади, яъни

й А (Я )= = ^ с 1 А (Р 1 ) .  (17.64)
1=1

}^акикатан,

Н • йГг =. +  . ..  +  Р,;) й7=Р,й^ -^Р^г . . .  + Р̂ йг
еки

г=1

(17.64) га биноан, тенг таъсир этувчининг чекли ораликдаги 
иши учун куйидаги формулани ёзиш мумкин:

(17.65)
1=1 1=1

88- §. Баъзи кучларнинг ишини з^исоблаш

1. Моддий ну 1̂ та огирлик кучининг иши. Орирлиги G =  mg  
булган М  моддий нукта А{Хо,  Уо. ^о) г^олатдан 5(д;, у, г)  }̂ о-

латга Утганидаги О кучнинг ишини ^дисоблаймиз ( 17.13)-расм). 
0 у = 0 ,  0 у = 0 ,  0 ^ =  —mg  булишини эътиборга олиб, (17.58) 
формуладан фойдаланамиз:
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(В)

a (G) =  Ç { G J x +  Gydy +
(A)

г
G^dz) =  — j m g d z .

■*- Бундан куйидаги келиб чикади;

AiG) =  m g { Z o - г ) .  (17.66) 

\го — г \  = к  белгилаш киритсак,

17.13- р а ем . Л ( 0 )  =
—mgh, Z o < z

формула !!;осил булади.

(17.67) дан курамизки, огирлик куяининг иши нуцтанинг 
траектория буйлаб утган й ул и га  борлиц булмай, фацат, 
нуцтанинг бошлангия ва о ш р г и  пайтдаги координатала-  
р и ги и н а  боглиц  экан.

2. Моддий нуцталар системаси огирлик кучларининг иши.  
Ж),  уИг, . . . , моддий нукталарининг огирликлари мос ра ­

вишда О., G¡, . . . булган механик система берилсин. Маъ­
лумки огирлик кучлари бу :^олда параллел кучлар системаси­
ни ташкил килади. Механик системанинг массалар маркази 
бошлангич Со вазиятдан кейинги С  вазиятга утганда, шу к у ч ­

лар системасининг ишини аниклаймиз. кучнинг (г =  1,2 , . . . ,  п) 
иши (17.66) га асосан

Л; =  0 , г ° - г , )

булади. Бунда г \  ва билан УИ; нуктанинг бошлангич ва к е ­
йинги вазиятларига мос аппликаталари белгиланган.

Агар системанинг барча нукталари огирлик кучларининг 
курсатилган ораликдаги ишини Д деб белгилисак, '

(=1 i=i i= i

бÿлaди. C’a нуктанинг аппликатасини С нук'тянинг аппли- 
кагасини эса десак, масса маркази координаталарини аник­
лаш формуласига асосан

¿=1

Я

V
i= l

G ih ^ G z^
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булади,  бунда О механик системанинг огирлигидир. У ;̂o Ĵдa 
^  =  0 l , z c - z ^ ) = = м g ( г c - г ^ )

келиб чицади. Механик система массалар марказининг вер 
кал буйича координагасининг узгаришини и({,одаловчи — , 
айирмани деб белгиласак,  охирги формулани

Л =  +(7.  =

куринишда ёзиш мумкин. Бунда массалар маркази юцоридан 
пастга кучганида мусбат, акс х,олда манфий ишора олинад

3. Эластиклик кучининг иши. Эластиклик кучининг тугри 
чизицли йулдаги ишини аницлашни куриб чицамиз Координа­
та  боши учун пружина деформацияланмаган з^олатдаги А1 нук­
тага мос келувчи О нуцтани олиб (17.14-раем), Ох  укни йу­
налтирамиз. Маълумки, эластиклик кучининг ушбу уклаги 
п р о е к ц и я с и — сд: булади; бунда с — пружинанинг бикир- 
лиги, X-н уц тан инг  мувозанат з^олатдан Ох  уц буйлаб четга 
чициши—пружина деформациясидан ибораг. Эластиклик кучи- 
пинг йуналиши билан нуцтанинг кучиш йуналиши царама-цар- 
ши булганда бу кучнинг к =  ОВ оралицдаги иши (17.58) фор­
мулага кура куйидагича топилааи;

л
Л =  — с

о
(17.68)

Агар эластиклик кучининг йуналиши билан нуцтанинг кучиш 
йуналиши бир хил булса. (17.68) ифодада мусбат ишора оли- 
НИН1И керак.

4. Тортишиш кучининг иши. Моддий нуктанинг Ер марка- 
зидам Ро масофа билан аницланувчи А  нуцтадан р, масофа би­

лан аникланувчи В нуцтага кучишида Ернинг Р тортиш кучи­
нинг ишини аницлаймиз (17.15-раем). Нуцтанинг АВ  траекто-

17.14-расм. 17 .15-расм.
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рияда р масофа билан аникланувчи бирон /И х,олатини олай- 
лим- Нуцтанинг бу ;^олатдан элементар кучишини ифодаловчи

?' (1г ¡екторни расмдагидек ф  ва унга перпендикуляр булган

4 с1<з ' ашкил этувчиларга ажратамиз. Равшанки, Р  кучнинг с1а 
Г кучишдаги иши О га тенг. У ^^олда тортишиш кучининг АЬ 
: йулдаги иши

ГA = í - r a p
Ро

ифода билан аницланади, бунда /^—тортишиш кучининг моду- 
ли. у  моддий нуктанинг массасига турри пропорционал, нук­
танинг Ер марказидан узоклиги квадратига тескари пропор-

-■ ционал, яъни Е  =  к —, ^ — пропорционаллик коэффициенти.

Уни аниклашда моддий нунтз Ер сиртида булганда (яъни р =  /?, 
ц бунда /?—Ер радиуси) тортишиш кучи нуктанинг огирлиги
I  га тенглигидан фойдаланилади. Шундай килиб, mg =  ^^^ифо- 

дадан g R ‘̂ ва =  gR'^ Натижада:
*

Л =  =  =  (17.69
Ро Р '  I  ' Р '  Р»

Хосил килинган ифодадан курамизки, тортишиш кучининг 
иши мусбат ;^ам, манфий ^ам булиши мумкин экан. Агар р ,>  
> Р о  булса, яъни нукта Ер сиртидан узоклашса,  тортишиш 
кучининг иши манфий, ?! < р о  булганда, яъни нукта Ер сирги- 
га якинлашса,  тортишиш кучининг иши мусбат булади.

5. Айланувчи жисмга цуйилган кучнинг иши. Кузгалмас 
О г  ук атрофида айланувчи жисмнинг айланиш у^^идан Л ма-

софада ётувчи Ж нуктасига Р куч куйилган булсин. Бу куч ­
нинг жисмнинг бирор чекли бурчакка 
айланишидаги ишини }^исоблаймиз (17.16- 
расм). уИ нуктанинг траекторияси айланиш 
5̂ цига перпендикуляр текисликдаги айла­

надан иборат. Р  кучнинг табиий коорди­
ната укларидаги ташкил этувчиларини

Л .  Р^, Р^ десак, Р^ ва Р/, ташкил этувчи- 
лар Л1 нуктанинг кучишига перпендику­
ляр йуналгани учун уларнинг ишлари

нолга тенг. Бинобарин, Р  кучнинг ишини

>{исоблаш урнига Рх нинг ишини дисоблаш 17.16 раем .
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кифоя. М  нуцтанинг d l  =  hd<f элементар кучишилаги F., к^ч> 
нинг элементар иши (17.54) га кура цуйидагича булади:

d A  =  F d l  =  F  • hdf.

Бу тенгликда катталик F  кучнинг Oz  уцца нисбатан 
ментини ифодалайди:

Бинобарин,

dA  =  m^{F) • d^.

MO-

(17.70)

яъни, ц^зралмас уц атрофида айланувчи жисмга цЩ илган  
кучнинг жисмнинг dŝ  элемент ар бурчакка айланишидаги  
элемент ар иши м азк ур  кучнинг айланиш уцига нисбатан  
моменти билан элементар айланиш бурчагининг купайт ма­
сига тенг.

—»
F  кучнинг жисм чекли ф бурчакка айлангандаги иши (17.70) 

ни интеграллаш билан аницланади:

А =  \ m , ( F ) -d ' f ,  (17.71)

бунда сро ва <р жисмнинг бошлангич ва охирги пайтдаги }^ола-
тини аницловчи бурчаклардир.  Агар m ^ ( F ) =  const булса,
(17,71) дан

Л =  т е # ) ( с р - с р о )  (17.72)

келиб чицади.
6 . Система ички кучларининг иши. Системанинг икки их­

тиёрий Л ва В нуцталарига F a  ва f J  ички кучлар таъсир
г --у

этсин (17.17-раем). Маълумки, F a  =  — F b . Бу икки кучнинг 
системанинг бирор кучишидаги элементар ишлари йигиндиси 
(17.56) га асосан цуйидагича аницланади:

' ^  d A ' =  F i v g d t ^  F 'sV edt =

^F-BiVB — VA)dt.у:

17- 17-pacM.

Расмдан Гц =  Га + А В \  Л£? вектор

йуналишини Со бирлик вектор

билан аницласак, Гв =  Г л + Л б  ао 
ифодага эга буламиз.  У з^олда:
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Бун1>ан

Натижада

(1г, (1г

аг

' В

у  ¿ л '  =  л  . ^0  +  Л 5•“  V (11 й1]
(И (17.73)

^ О.з^осил булади. Яо бирлик вектор булгани учун —- вектор о,,
й(

га бинобарин, Р'  ̂ га перпендикуляр булади.  Шунинг учун

^  _ 0.
^ (И

Буни эътиборга олиб, (17.73) дан куйидаги формулани з?осил 
циламиз:

^ а А ‘ =  Р ‘в - а  {АВ). (17.74)

(17.74) дан курамизки,  даракат вацтида системанинг Л ва 
В  нукталари орасидаги масофа узгарувчи булса, ички кучлар 
ишларининг йигиндиси нолдан фаркли, АВ  масофа узгармас 
булганда (бундай система узгармас система дейилади) ички 
кучлар ишларининг йигиндиси нолга тенг булади.

89-§ .  Ихтиёрий кучлар системасининг иши

Эркин каттик жисмнинг М^, . . нукталарига мос

равишда р 1 , Р^, . .  ., Р„ кучлар системаси куйилган булсин 
(17.18-раем). Бу кучларнинг 
бирор [^0- вакт оралигида­
ги ишларининг йигиндисини 
з{исоблаймиз. (17.59) форму­

лага асосан р 1 кучнинг иши 
Л; ни аниклаймиз:

I  ̂ ^
Лг =  Г р1 • т)1 ■ й1.

Бунда VI билан нуктанинг 
тезлиги белгиланган. Кутб 
сифатида жисмнинг инерция 
маркази О нуктани олсак, эр­
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кин жисм нуктасининг тезлигини аниклаш формуласига кура =

= 'Уо +  ц) X Г; булади. Бунда г»о — жисм инерция марказининг 
тезлиги, (« — жисмнинг кутбга нисбатан сферик )^аракатининг

оний бурчак тезлик вектори, г, — О нуктани Ж; нукта билан 
гуташтирувчи вектор. У >{олда

Л = |?/('г>о+«> X = ^ F̂iVodt
0̂ /о ío

булади. Берилган кучлар системасининг / — вакт оралиги­
даги иши система кучларининг ушбу вакт оралигидаги иш­
ларининг йигиндисига тенг. Чунончи, бу ишни А  оркали бел­
гиласак.

Л =  2  =  2  I  +  2  1  “  ^  5, )^^ =  ¡-Vо
1=1 ¡=1 („ (=1 и и

/ «  - . \  

\г=1 /

+ 1 ” ¡11

булади. ' ^ р 1 ~ Я  — берилган кучлар системасининг бош век-
¿=1

тори, 2  X ~  О н ук-
1=1

тага нисбатан бош моментидан ибораг. У :^олда

Л =  I' VQRdt +  I (17.75)

з^осил булади. (17.75) тенгликнинг унг томонидаги биринчи 
кушилувчи жисмнинг унда олинган кутб билан бирликда ил­
гарилама кучишида жисмга куйилган кучлар бош векторининг 
ишини, иккинчи кушилувчи эса, жисмнинг кутб атрофида ай­
ланма кучишидаги барча кучлардан кутбга нисбатан олинган 
бош моментнинг ишини ифодалайди.

(1/.75) ифодадан фойдаланиб, хусусий ;^ол сифатида, жи см­
нинг илгарилама (ш =  0 ), О нукта  а1'рофида ёки О нуктадан 
утувчи УК атрофида айланма даракатларида унга куйилган 
кучларнинг ишини хисоблаш формулаларини ?^осил килиш 
мумкин.

90-§. Моддий нуцта, механик система ва цаттиц 
жисмнинг кинетик энергияси

Моддий нуцта массасининг нуцта т езлиги  квадратига  
купайтмасининг ярми билан уляанувяи скаляр  катталик  
моддий нуцта кинетик энергияси дейилади.  Таърифга бино-

т



ан, моддий нукта кинетик энергияси Т — муносабат билан 

ифодаланади.
М еханик системани таихкил этувяи моддий нуцт алар  

кинетик энергияларининг йигиндиси система кинетик энер­
гияси дейилади.

Система ^ар бир М, нуктасининг массасини /л/, тезлигини г- 
десак, таърифга биноан, унинг кинетик энергияси

Ч

(17.76)
1-1

формула билан аникланади.
Каттик жисмнинг кинетик энергиясини }{исоблашда уни 

бир неча моддий нукталардан ташкил топган деб караб, (17.76) 
формуладан фойдаланиш мумкин.

Агар жисм илгарилама }^аракатда булса, унинг )^амма нук­
талари бир хил тезликка эга булади. Илгарилама )<,аракатдаги

жисм массалар маркази булмиш С нукта тезлигини десак,  

х’г =  У }^олда, (17.76) дан куйидаги формула х,осил булади:

Т =ил г

•Ср V
т, —  — М ~ (17.77)

! =  1

Каттик жисм кузгалмас Ог ук; атрофида айланма х,аракатда 
булсин. Жисм нуктасидан (17.19-раем) айланиш укигача 
булган масофани /г,- билан белгиласак, v, — h:  ̂ уринлидир 
Шунга кура (17.76)

куринишда ёзилади. Бунда У  т1к] ==̂  1
1=1

бинобарин.

(17.78)

яъни ц^згалмас уц атрофида а й л а н увш  
жисмнинг кинетик энергияси унинг а й ­
ланиш уцига нисбатан инерция м ом ен­
тининг ярмини жисм бурчак тезлиги  
квадратига купайт ирилганига тенг.

Маълумки, жисмнинг текис параллел 
.Нарака1ини тезликлар оний марказидан
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17.20-расм .

утувчи ук атрофиаа оний айланма да­
ракат деб караш мумкин, Текис парал­
лел даракатдаги >кисмнинг тезликлар 
оний марказини Р,  бу нуктадан утувчи 
укка нисбатан инерция моментини 
билан белгиласак (17.20-расм),  (17.78) 
га асосан:

Т , .

Штейнер теоремасига кура

бунда — жисмнинг масса марказидан даракат текислигига 
перпендикуляр равишда утувчи укка нисбатан инерция мо­
ментини, УИ — жисм массасини, а  =  Р С  — уклар орасидаги ма­
софани ифодалайди.

У холда,  текис параллел даракатдаги жисмнинг кинетик 
энергиясини дисоблаш учун куйидаги формулани досил кила­
миз;

еки

Т.,

Т

— /^„(В о (-<■2

(17.79)

(17.79) дан курамизки, текис п аралл ел  ^даракатдаги жисм­
нинг кинетик энергиясини жисм м ассалар марказининг ки­
нетик энергияси билан жисмнинг массалар марказидан  
утувчи уц атрофида айланма щ ракат и даги  кинетик энер­
гиясининг йигиндиси деб цараш- мумкин.

Халкаро бирликлар системаси (СИ) да кинетик энергия
кг ■ м2 , ,
-------  =  Н • м да улчанади.

91-§. Сферик даракатдаги жисмнинг кинетик энергияси

Жисмнинг сферик даракатини дар онда кузгалмас нуктадан 
утувчи оний УК атрофида айланма даракат деб караш мумкиц. 
Бинобарин, оний укни /, жисмнинг оний укка нисбатан инер­
ция моментини ¡ 1  десак,  (17.78) формулага биноан куйидаги 
досил булади:

Т.сф  ' (17.80)

Сферик даракатдаги жисм бурчак тезлиги векторининг О 
К5"згалмас нуктадан угувчи х, у, г  уклардаги проекцияларига 
кура унинг кинетик энергиясини дисоблаш формуласини кел-



тириб чикарайлик. Жисмни массалари булган булакчалар- 
га ажратиб, унинг кинетик энергиясини

П
Г =  lim — =  -  Г v ’dm

2 (i)

куринишда ифодалаш мумкин. Бунда уринли булгз-
нидан

T = ^ ^ [ v - v - d t n  ( 1 7 . 81 )

формулани ёзиш мумкин. (17.81) да интеграл бутун жисм мас­
саси М  буйича олинган,

Сферик з^аракатдаги жисм нуктасининг О 1̂ узгалмас нукта­

га нисбатан радиус-векторини г  десак,  Эйлер формуласига ку ­

ра: z; =  (О X г. Буни (17.81) га куямиз:

Т — —
Ш)

X Г) • (ш X dm.

Бунда (ш X г) (to X г) =  ш [г X (« X г)] =  ш [шг'  ̂— /‘ (w/-)] 

=  — (“ /*)  ̂ булишини эътиборга олиб,

(17.82)
(Л1)

ифодани }^осил киламиз. Жисмнинг цузгалмас О нуктасини ко- 
ординаталар боши деб олиб, (^узгалмас ортогонал О х у г  сано1< 
системасини киритамиз ва (17.82) ифодани ушбу системага 
нисбатан ёзсак:

=  I  J  ( К  +  «>; +  +  у'' +  2 ") -
{М)
— (w^x +  ШуУ 4 - Ч)^гу\dm

ёки

2 • С̂5б =  j  (у  ̂+  2^) dm-^  [ ш2 [Х̂  +  г )̂ dm -f
{М) Щ)

4* »^Цх'^у^)  dm — 2 w^w^xydm- - 2  io^iü^xzdm—
(Ж) (и) (Л)

— 2  Г tüyiü^yzdm.
(М)

Буни жисмнинг координата укларига нисбатан инерция мо- 
ментлари /^, 1у, /¡. ва марказдан ьочувчи инерция моментла- 
ри /у^ орчали ифодалаймиз:



Т с ф ^  -Ь /уШу +  4  ''г —

- 2/,

у “ У I ' г '

0) ,ш ,  — 2 /„ОЗуО)^.
(17.83)

92-§.  Кёниг теоремаси

Механик системанинг кузгал- 
мас О х у 1  системага нисбатан 
}^арака1идаги кинетик энергия­
сини аниклайлик.

С нукта берилган механик 
системанинг массалар маркази 
булсин (17.21-раем) С нуцтада 
О ху?  системага нисбатан илга- 
рилама харакат килувчи ёрдам­

чи Сх,у ,г ,  координаталар системасини оламиз. У з^олда бе­
рилган механик системанинг О х у г  системага нисбатан абсо­
лют з^аракатини массалар маркази билан бирликда кучирма 
наракат ва С нуктадан утувчи Сх,у,г,  системага нисбатан 
нисбий даракатлардан ташкил топган деб цараш мумкин. Сис­
теманинг кинетик энергиясини ифодаловчи (1^-76) ифодани

Т
^  2г=1

куринишда ёзамиз. Бунда нуктанинг абсолют тезлиги.
Агар ушбу нуктанинг нисбий ва кучирма тезликларини мос

равишда v¡ ,̂ оркали белгиласак, маълумки -»¿а =  "»¿г +  
булади. Шунинг учун

^  ('г'/г +  +  1̂е)
/ = 1

п п

г=1

ифодани ёзиш муг,5кин. Сх,у ,г ,  система,-«лгарилама з^аракат 
килгани учун унинг барча нукталари feзликлapи С нуктанинг

тезлигига тенг; v^^==v^. Натижада

Т ■
п п п

^  ^  « / 5  Д-г +  ^  { ' « Я  • 2
(—1 1-1 /=1

.SOCил булади. Бу тенгликнинг унг томонидаги биринчи йирин- 
ли берилган механик системанинг Сх^ухх  ̂ укларга нисбатан

Ш



га куйилган ташки ва ички кучлар кувватлари оркали ифода­
лаш мумкин:

ат (17,87)
;=1 (=1

Узгармас система ёки каттик жисм учун ички кучлар иш­
ларининг йигиндиси нолга тенг булади. Бинобарин, узгармас 
система ва цаттиц жисм кинетик энергиясининг узгариши з^а- 
кидаги теоремани (17.85) — (17.87) га кура куйидаги кури- 
нишларда ёзиш мумкин:

а т = у с 1 А Е ,
!=1

г=1

у

(17.85 а)

(17.86 а)

(17.87 а)̂

mv

Шунингдек,  моддий нукта кинетик энергиясининг узгариши 
з^акидаги теорема (17.86) га биноан куйидагича ифодаланади:

,  - ^ = 2 4 - .  (17.88)

Система з(аракат микдори ва кинетик энергиясининг узга- 
риши з^акидаги теоремаларни таз^лил килиб курамизки, з^ара- 
кат улчови сифатида киритилган з^аракат микдори вч кинетик 
энергия тушунчалари бир-биридан принципиал фарк килади: 
факаг  ички кучлар з^исобига система з^аракат микдорини уз^ 
гартириб булмайди, унинг кии.етик энергиясини узгартириш 
мумкин.

5 2 - масала.  Вертикал текисликда жойлашган,  радиуси Р  
булган, айлана шаклида эгнлган пай ичида силлик орир М 
шарча з^аракатланади (17.22-раем). Бошлангич пайтда шарча 
М(у з{олатда булиб, уни айлана маркази билан туташтирувчи 
радиус ва вертикал чизик орасидаги бурчак га тенг. Шарча 
шу з^олатдан бошлангич тезликсиз
куйиб юборилса, О 'р М  =  <р бул­
ган пайтда шарча кандай тезликка 
эга булади? Шарча моддий нукта 
деб каралсин.

Ечиш. Моддий нукта кинетик 
энергиясининг узгариши з^акидаги 
теоремаии ифодаловчи (17.88) ку ­
ринишдаги тенгламадан фойдала­
намиз; 17.-^2-расм.



m v}

Ai нуктага огирлик кучи G =  m g  ва найнинг нормал реакция-

си /V таъсир этади. Шарча з^олатдан Ж га утганда унга 
куйилган кучлар ишларининг йигиндисини з^исоблаймиз:

=  Л^ +Лд^,

Бунда N j _ v  булгани учун А^ =  С),. G огирлик кучининг иши­
ни (17.67) формула билан аниклаймиз:

Лд =  mgh  == mg (OK — OL) =  m gR  (cos 9 — cos фо)-

Шундай килиб

2  A, =  m gR  (cos cp — cos tpo)-

Масала шартига кура '^0 =  0 эканлигини эътиборга олиб, 
топилган иш кийматини ( 1) га куямиз:

^  =  m gR  (cos ср — cos сро).

Бу ифодадан v  тезлик микдорини аниклаймиз:

(1)

v  =  Y 2 g R  (cos 'р — cos 'Ро).

Бу ифода cos ср >  cos ср̂  булганда маънога эга.
53- масала.  ОА кривошипга куйилган узгармас М  момент 

таъсирида 17.23-расмда курсатилган тинч з^олатда турган ме­
ханизм з^аракатга келтирилади. Кривошип соат стрелкаси з а̂- 
ракатига тескари йуналишда ср =  З-и/2 радиан бурчакка айлан- 
ган пайтда бурчак тезлиги кандай булади? ОА ва АВ  криво­
шип массалари m ^j^^m , =  булган бир жинсли стер­
жень. сирпанмасдан думаловчи D  гилдирак эса т^ =  8т 
массали бир жинсли диск деб каралсин. Ишкаланишлар эъти­
борга олинмасин. Куйидагилар берилган: 0 А  =  1, AB =  U ,  
г =  L, М  =  '¿mgl.

А ________ _

%

VI.46-  раем.
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Ечиш, О А кривошип 9  =  Зтс/2 рад. бурчакка айланганда ме­
ханизм расмда пунктир чизиц билан курсатилган з^олатни эгал- 
лайди; бунда А на В нукталар, мос равишда А, ва В, ¡а ута- 
ди. ОА кривошип, А В  шатун ва О  рилдиракдан иборат узгар­
мас системанинг бошлангич з^олатдан кейинги з^олатга утиши- 
да кинетик энергиясининг узгариши >^ак;идаги теореманинг 
(17.86 а) куринишдаги ифодасидан фойдаланамиз;

( 1 )

Бошлангич пайтда система тинч з^олатда булгани учун унинг 
бошлангич кинетик энергияси нолга тенг; Т̂  =  0.

Системанинг кривошип ф =  31г/2  бурчакка бурилган з^олат- 
даги кинетик энергиясини з^исоолаймиз. (17.76) га кура

7 == /  4 - Т  4 - Т‘  '  О А ^  ‘  а В ^  ^ О' (2)

бунда оркали ОА кривошип, АВ  шатун ва О
гилдирак кинетик энергиялари белгиланган.

ОА  кривошип кузгалмас О ук атрофида айланма з^аракатда 
булгани учун Т^^ ни з^исоблашда (17.78) формуладан фойда­
ланамиз;

ОА

бу ерда О) — кривошипнинг кейинги пайтдаги бурчак тезлиги.
Маълумки, ¡  ̂=  —тР.  Шунинг учун

3

ОА (3)

А В  шатун умуман текис параллел з^аракат килади. Бирок ?== 
=  — ?;олатда А В  шатун оний илгарилама ;;аракатда булади,

чунки Бинобарин, (17.77) га кура аниклана­
ди; ‘ ‘

3 •'АВ

бунда =  ш • ОЛ, =  (о/, булишини }^исоб-
га олсак, куйидаги з^осил булади;

(4)

Текис параллел з^аракатдаги О  диск кинетик энергиясини
(17.79) формула билан аниклаймиз;

1 1 1
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Бунда /«д =  8 /re, =  = ( о /  булганидан

7д — (5)
(3) — (5) ни (2) га цуямиз;

7- =  1  т /  'о)2 4- 2те/"(и2 +  б о т / V  =  -  т / ^ .  (6>
6 6

Системага куйилган ташки кучлардан уИ момент, кривошип

ва шатун огирлик кучлари 0^^, О^д нинг иши нолдан фаркли;  
колган кучларнинг ишлари эса нолга тенг.

Бинобарин,

‘М ^ 0 ОА

Бунда /И . ср ==3mg/cp, О о л - -
ОА

А В

1  _

2 "

л . ■ G
а В

АВ • ^  =  4/?г^ • ~  =  2m gl

булганидан узил-кесил куйидагини з^осил киламиз:

=  3mg[ - ^  +  m g + 2 m g l  =  \6 f i3 m g l.

(6 ) ва (7) ни (1) га куямиз:

(7)

49

1,42 j / f .Бу тенгликдан куйидаги келиб чикади: («
5 4 - масала.  Массаси т булган Л юк чигирик воситасида ку- 

тарилади (17.24-раем). Чигирик тасмали узатма ёрдамида з^а- 
ракатга келтирилади; бу узатма чигирик валига урнатилган II 
шкив билан мотор валидаги шкив I ни бирлаштиради. I шкив- 
га узгармас М айлантирувчи момент куйилган. Чигирик бара-

банининг радиуси г, I шкив 
радиуси /^1, II шкив радиу­
си /?2> мотор айланувчи

нинг биргаликдаги инерция 
моменти ¡ 2  деб олиб,.  А 
юкнинг тезланиши топилсин. 
Тасманинг огирлиги ва вал- 
лар укларидаги ишкала­
нишлар з^исобга олинмасин.

Ечиш.  Х^згармас система 
кинетик энергиясининг уз- 
гариши з^анидаги теорема- 
нинг (17.87 а) куринишдаги 
ифидасидан фойдаланамиз:
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2  -  2  *'?• 

бистема кинетик энергиясини з^исоблаймиз;

бу ерда Т̂  — !  валнинг (шкиви билан) кинетик энергияси, 
^2 — чигирик ва барабаннинг кинетик энергияси,  Т  ̂ — А  юк­
нинг кинетик энергияси.

А  юк илгарилама з^аракатда булгани учун: Т' 

ва (17.78) формулага биноан топилади:
г-р\ 1 V 'Т ' 1 . 2 
Тх ^2  =  у / а ® 2.

Бунда тасма з^амма нукталарининг тезликлари ми^дор жи?^ат- 
дан тенг булгани учун уринлидир. Шунингдек,

I ,  ^2 Я2=  Ьу тенгликлардан со̂  =  — , =  —<«2 = ------- ке-
г г • Rl

либ чикади. Натижада

еки
1 + +  т / я ]  у --  
2

}^осил булади. Охирги ифодадан ни узгарувчи деб, ва^т 
буйича }^осила оламиз:

• ®л- (2 )

Системага к р и л г а н  ташки кучлар орасида факат М  момент 
билан А  юк огирлик кучи О =  m g  нинг куввати нолдан фарк- 
ли, колган кучларнинг куввати нолга тенг.
Бинобарин,

2  U7f =  — mgVJ  ̂ =  ^  — mg'^

еки

Яг
У  (3)

г • Я1

(2) ва (3) ни (1) га куямиз:
+  +  MR -mgrR^

■----------------------------V хю =- --------------------  • "У..л  л  „  А
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Бу тенгликдан А юк тезланиш и аникланади:

w

94-§. Куч майдони. Куч функцияси. Потенциал 
кучлар ва уларнинг хоссалари

Моддий нукта ва механик система )<;аракатининг дифферен­
циал тенгламаларини тузишда таъсир килувчи кучлар вактга, 
координаталарга, тезликка боглик булиши мумкинлиги курса- 
гилган эди. Кучлар кандай узгарувчиларга боглик булмасин, 
фазонинг улар таъсири мавжуд кисми к у г  майдонини  >^осил 
килади. Куч майдонига киритилган моддий нукта ёки механик 
системага таъсир килувчи кучлар кандай узгарувчиларнинг 
функцияси эканлигига караб куч майдонлари фаркланади. Ма- 
еалан, гравитацион кучлар майдонини олайлик. Хар бир жисм 
фазода шундай хусусият уйготадики, бундай фазога киритил- 
гпп иккинчи бир жисмга унинг координаталарига боглик бул­
ган куч — гравитацион куч таъсир кила бошлайди Бундай 
^^ояларда биринчи жисм гравитацион кучлар майдонини досил 
килди, дейилади. Иккинчи жисм эса гравитацион кучлар май- 
донида ^аракаги урганилаётган жисм булади. Иккинчи мисол 
сифатида магнит майдонни олайлик. Маълумки. токли утказ- 
1ИЧ фазода шундай хусусият уйготадики, бундай фазода }{а- 
ракагланувчи зарядланган )^ар кандай жисмга куч таъсир кила 
бошлайди. Бу куч жисмнинг тезлигига боглик булади. Токли 
утказгич )^осил килган куч майдони магнит майдонни ифода­
лайди.

Куч майдонлари стационар ва ностационар булиши мумкин. 
Агар майдон кучлари, бу майдонга киритилган жисмларга бог- 
ликсиз равишда вацтнинг бирор функцияси сифатида узгарса, 
бундай майдон ностационар майдон булади. Ностационар 
майдон кучлари вактнинг бирор функцияси сифатида ифодала­
нади. Сягаг^йона/? ^шййш4икучлари эса вактга боглик булмайди.- 

Назарий механикзда фацат координаталаргагина боглик 
булган кучлар майдони муз^им аз^амиятга эга. Бундай кучлар 
учун куч функцияси  тушунчаси киритилади. Проекцияларн 

Ру, Р  ̂ булган ва бирор М  (х,  у, г)  нуктага таъсир килув-
—► —̂

ти р - = .р { х ,  у, г)  кучнинг куч функцияси деб куйидаги

^  =  Ру, ~ = = Р ,  (17.89)
д х  ду  д г

тенгламалардан аникланувчи и = и ( х ,  у, г)  функиияга айти- 
лади. Агар берилган куч учун куч функцияси мавжуд булса, 
бундай кучлар майдони потенциал майдон  дейилади, куч­
ларнинг узига эса потенциа'' кучлар  дейилади. Равшанки, 

—>■ —>■
>̂ ар кандай /•■ =  / ' (х, у, г)  куч потенциал куч, унинг майдони 
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потенциал майдон булавермайди. Берилган Р 
потенциал куч б^лаши учун

Р { х ,  у,  г) куч

дР,
д 7

дР̂ дР,
(1 7  9У)

ду дк дг ду дх  дг

т енгламаларнинг Гринли булиши за р ур  ва етарлидир. За-
—У —>-

рурлигини исботлайлик. Р =  Р ( х ,  у, г)  потенциал куч булиб, 
и  =  и ( х ,  у,  г)  функция унинг учун куч функцияси булсин. 
У >!олда бу функция (17.89) муносабатларни каноатлантиради. 
117.89) тенгламаларни ди }1ференциаллаб,

д^и дР,
дхду

дЮ
дхдг

ду
д ^

дг

д\д>с 
д ‘Ц_ 

д\ дг

дх
дР,,

д г д х  д 1г ’
_д' и̂ _  ^

дуд г  ’ дгду

ифодаларни з^осил киламиз. Бунда
д' и̂ дЩ

д уд :  дгду
булгани учун

ду

дРу_ ^
дк: дх

дРу

дхду дудх  ’

дГу  _  дРг

Л Е
дгдх

дЩ 
дх д г  '

дг дг д у

з^осил булади, яъни берилган кучнинг потенциал куч бу'лиши- 
дан (17,90) муиосабатнинг уринли булиши келиб чикади, (17.9 )) 
муносабатнинг етарли шарг эканлигини з^ам исбот килиш мум­
кин.

и  функция дифференциал тенгламаларнинг ечими сифати» 
да аникланганидан, у узгармас сон аниклигида топилади.

Л4еханик система ва бу системага таъсир килувчи =

==/■, (л;,, У|, г<), /^2 ~  Уа, ?г), . . Уц,
кучлар системаси берилсин. Бу кучлар  системасининг куч  
функцияси  деб куйидаги тенгламалардан аникланувчи и  =  
=  и( х^,  у,, . . ,, д:„, у, ,  г„) функцияга айтнлади:

дХ[ ду, д г ; {1 =  \ ,  2 , . . . .  «).

Берилган кучлар системаси учун куч функцияси мавжуд буЛ- 
са, система потенциал кучлар  системасини, улар з^осил кил- 
ган майдон эса потенциал майдонни  ташкил килади. Берил­
ган кучлар системаси потенциал майдон з^осил килиши учун

^
ду1 дх1 ’ дг̂  ду1 ’ дг1 дХ1 . (г =  Ь  2 .......... П]

муносабатларнинг уринли булиши зарур ва етарлидир.
Стационар потенциал майдонни ташкил килувчи кучлар 

таъсиридаги механик система консерватив система  дейилади.

]9 -Ь У 55 ;̂8Э



Потенциал куяларнинг куйидаги хоссалари  мавжуд:

1-хо сса .  Проекцияларн Ру, Р  ̂ болтан Р  {х, у, г) куя  
потенциал куя булити уяун

Р^йк +  Р у й у ^ Р , й г  (17.91

ифода куя функциясининг т у лиц дифференциали булиши за-

Р'^Р ва етарлидир. Хакикатан, Р  куч потенциал куч булса, 
унинг учун куч функцияси и { х ,  у, г) мавжуд булиб,

д и
-  =  д х ду

-Р. .
д и _ р
д г

булади. Буни эътиборга олиб, (17.91) нинг тулик дифферен­
циал эканлигини курсатамиз:

Р ,а х  +  РуС1у +  Р,с1г =  ^  ¿у  +  -  ¿ г  =  сШ.
д х д у  дг

Аксинча, агар (17.91) бирор и  (х, у, г )  функциянинг тулик 
дифференциали, яъни pJ,dx +  Руйу ^  Р^с1г =  й и  булса,

Р,,йх +  Р  йу  +  Р ,а г  =  йх J , ^ Я d y - ^ - d г
 ̂ д х д у  д г

ёзиш мумкин. dx,  dy,  d z  дифференциаллар бир-бирига борлик 
булмаганидан охирги тенгликдан

д иР. д и  д, д и
-  1 г  7 =  ---

ду  д г

келиб чикади, яъни берилган Р  куч потенциал куч булади.
2 -хосса .  Потенциал куянинг бирор оралицдаги иши бу 

куя цуйилган ну}^та траекториясининг шаклига боглиц б ул ­
май, нуцтанинг бошлангия ва сунгги вазиятларигагана б о г ­
лик.

^^акицатан, Р  (х, у, г )  потенциал кучнинг бирор Мо(х^,Уо,  
гд) ва М ( х ,  у, г )  нукталар оралигидаги иши (17.58) форму­
лага асосан

Л  =  I  (P ,d x - \ -E y d y  +  P ,d г)  

лйм
тенглик билан аниклааади.. Потенциал кучларнинг 1- хоссаси-

га асосан, Р  куч потенциал куч булгани учун куйидагича 
ёзиш мумкин:

Л =  I  d U = U { x ,  у, г ) - и { Х о ,  Уо,
лрк

ёки 1<искача
А =  и - и о .  (17.92)
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Бундан к^^ринадики, А  ишнинг циймати ¿/ функциянинг 
ва М  нунталардаги (^ийматларигагина боглик, нукта траекто­
риясининг Мо ва М  орасидаги шаклига боглик эмас.

95-§. Потенциал энергия. Механик энергия ва унинг 
сацланиш цонуни

Р  потенциал куч майдонида з^аракатланувчи нукта бирор 
УИо з^олатдан М  з^олатга утишида бу кучнинг иши (17.92) га 
кура А =  ¿У — {/о формула билан аникланиши мумкин. Агар 
координата бошини нуктанинг бошлангич нуктасида олсак, 
бу нуктада Уо»=0 деб з^исоблаш мумкин. У ^{олда (17.92) 
ифода

А = и { х ,  у , г ) = ^ и

куринишни олади. Бундан курамизки, куч- функцияси майдон  
куяининг нуцта координаталар бошидан майдоннинг берил­
ган нуцтасагаяа куягандаги ишини. характерлайди.

Потенциал куч майдонида куч функцияси билан бир ка- 
торда куч майдонининг берилган бирор нуктасида моддий нук* 
тадагн энергия запасини ифодаловчи потенциал энергия тушун­
часи з{ам киритилади.

Куя майдонининг М ну/^тасадага потенциал энергия деб,. 
майдон куяининг нуцт.а М ^^олатдан бошлангия х,олат- 
га  кушшидаги ишини ифодаловяи кат т аликка айтилади.  
Потенциал энергияни П билан белгиласак, таърифга биноан

П = \ р . с 1 г = - и ^ - и .

Агар координаталар боши нуктанинг бошлангич з^олагида олин- 
са,

П =  — С/ (17.93>

келиб чикади, яъни потенциал куя майдонининг бирор нуц- 
тасадаги потенциал энергия шу нуцтадаги куя функцияси­
нинг тескари ишора билан олинган цийматига тенг.

Потенциал кучлар таъсиридаги механик система учун з?ам 
потенциал энергия тушунчаси шунга ухшаш киритилади. Агар 
^ ( • ^ 1, Ух, 2 ,, ^ 2, Уг, ‘̂ 2, • • ■, Уя, ^п) функция берилган по­
тенциал кучлар учун куч функцияси булса,  механик система­
нинг потенциал энергияси

П(-а:„ У„ г,, . . . ,  у„, г ^  =  - ^ / ( х „  У1, .............. ....  у„, г„}

муносабат билан ифодаланади.
Потенциал куч майдонида з^аракатланувчи моддий нукта 

ёки механик система з^ам потенциал, з{ам кинегик энергияга 
эга булиши мумкин. Кинетик ва потенциал энергияларйийг 
йигиндиси 7 4- П т ’ули ц  механик энергия  кискача, механик
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энергия деб юритилади. Механик энергия учун куйидаги тео- 
ремалар уринли булади.

1 -теорема. Потенциал куя майдонида ^¡аракатланувяа 
модОий нуцтанинг механик энергияси узгармас булади, яъни

Г +  П =  const.

фараз килайлик, моддий нукта Р потенциал куч

таъсирида з^аракатлансин, Нуктанинг dr  элементар силжишида

F  кучнинг dA  элементар иши куйидагича булади;
dA =  P^dx  +  Fydy +  F^dz — dU.

Моддий нукта кинетик энергиясининг узгариши з^ацидаги тео- 
ремага асосан У холда d T ^  dU  ва d ( l  — U ) = Q
ёки Г — ¿У =  const, ёки Г 4 -П  =  соп81 досил булади.

2- теорема. Потенциал куялар  майдонида х^аракатланув- 
яа системанинг механик энергияси узгармас булади. Бу тео­
ремани яна бундай баён этиш мумкин: консерватив система­
нинг механик энергияси узгармас булади. Бу теореманинг 
исботи хам 1- теореманинг исботига ухшаш.

Консерватив булмаган моддий нукта ёки механик система- 
лар учун бу теоремалар уринли булмайди. Масалан, завода 
огирлик кучи таъсирида харакат килувчи жисмни олайлик. 
Хавонинг жисм даракатига курсатадиган каршилик кучи жнем 
тезлигига боглик. Бундай жисм кинетик энергиясининг узга­
риши, масалан камайиши, жисм потенциал энергиясининг шу 
микдорга ортишига тенг булмайди. Бунда кинетик энергиянинг 
маълум бир кисми иссиклик энергиясига айланади.

Бу ерда куриб утилган механик энергиянинг сакланиш ко- 
нуни энергиянинг сакланиши ^акидаги табиат умумий конуни-' 
нинг хусусий холи сифатида, консерватив системаларги нисба­
тан намоён булаяпти.

Юкорида караб чикилган харакат микдорининг, харакат 
микдори моментининг, механик энергиянинг сакланиш конун- 
лари орасида механик энергиянинг сакланиш конуни алохида 
урин тутади. Даракат микдори ва харакат микдори моменти — 
булар соф механик катталиклар. Иш, кувват, энергия эса уму­
ман физик катталиклар хисобланади. Бу катгаликларнинг ки- 
ритилиши механикани физиканинг бошка сохалари билан бог- 
лайди. Бинобариц, харакатнинг\у-'1чови булмиш механик энер­
гия механик харакатнинг бошка^урдаги харакат формаларига 
утишининг микдорий томонларини аниклаш имкониятини бера- 
ди. Фикримизнинг далили сифатида куйидаги бир мисолни кел- 
тирайлик. Массалари т булган икки жисм уларнинг масса 
марказларини туташтирувчи чизик буйлаб илгарилама, узгар­

мас "У ва — V тезлик билан бир-бирига томон харакатлансин. 
Бу икки жисмдан иборат системанинг харакат микдори ва ха­
ракат микдори моменти векторлари
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к  — mv  тю) = 0 , ¿о =  (— fnv) =  0
булади. Бу }{олда ;<;аракат микдори ва >{аракат микдори мо­
менти катталиклари системанинг з^аракатини характерлай ол- 
майди. Агар бу системанинг кинетик энергиясини олади1ан 
булсак, унинг формуласига тезликнинг квадрата кириб, Т ==
=  2 - ^  =тю'‘‘ катталик жисмлар з^аракатини характерлайди,

у система эга булган механик энергияни ифодалайди. Уму­
мий энергиянинг сакланиш конунига асосан ушбу механик 
энергия бошка турдаги энергияга утадиган булса, бу турдаги 
энергия ана шу энергия микдори билан характерланади.

96-§. Моддий ну!^танинг марказий куч майдонидаги
з^аракаги

Маълумки, (85-§) нуктанинг марказий куч таъсиридаги 
з^аракати битта текисликда содир булиб, сектор тезлик узгар­
мас булади ва у з^аракат микдори моментининг бои'лангич 
Киймг-и билан аникланади. Моддий нукта марказий куч таъ­
сирида )саракатланганида даракат микдори моментининг сак­
ланиш конуни билан бир каторда механик энергиянинг сакла­
ниш конуни уринли булади. Хакикатан, марказий кучни

Р ( г ) ^ Р { г ) ' — куринишда ёзиб, бу кучнинг элементар иши­

ни аннклайлик:

dA =  F[r )  dr F ( r )  
: —

2 r

d A ^ d U  булганидан d U 7 ^ F { r ) d r  деб ёза оламиз, ундан 

¿ 7 =  |Я ( г ) й г - | - с о г и 1

келиб чикади. Бундай куч функциясига эга булган куч майдо­
ни марказий майдон дейилади. Марказий майдон учун меха­
ник энергиянинг сацланиш конуни уринлидир. Бу цонунга 
кура

mu“

^f(r^ +  r V ) + n ( r ) ■ const =  E q (17.94)

ифодани ёзиш мумкин. Бунда £■ —тулик механик энергия, 
Яо —тулик механик энергиянинг бошлангич циймати, Г ва 
П — мос равишда кинетик ва потенциал энергиялар.

Моддий нукта >;аракаг микдори моментини цутб координа- 
таларида ифодалаймиз;

/„ =  отгт) sin а =  ОТГ̂ ср.

Í ': !
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Бундан

гср =

(17.95) пи (17.94) га 1̂ уямиз;

тг
(17.95)

Бундан
2/иг* +  П(г) =  £'о.

Илдиз олдидаги ишора / = 0  бошлангич пайтда нукта радиал 
тезлигининг цутбга томон йуналишига ёки цутбдан бу йуна- 
лишга тескари йуналганлигига боглик равишда олинади. Хо­
сил килинган (17,96) тенглама моддий нуцтанинг маркаш й  
куч таъсиридаги ^;аракатинин.г цутб координаталарага нис­
батан дифференцшл тенгламасидар. Уни

йг ■й1 (17.97)

- [£ о -П (г ) ] .
т.

куринишда ёзамиз ва интеграллаб,
йг

\
/

+  С*! (17.98)

т
-[£о~П(г)1.

т'̂ г̂

тенгламани ^осил киламиз. Бу ерда С, — интеграл доимийси. 
Шундай килиб г“ ни г нинг функцияси сифатида ифодаладик.

Энди (1 7 .9 5 )  тенгламага ( 1 7 .9 8 )  дан аникланувчи г = ' Г ( 0  
муносабатни куйиб ва бир марта интеграллаб, кутб бурчаги 
ни вакт I нинг функцияси сифатида топиш мумкин. Бунда 
яна бигта интеграл доимийси пайдо булади, )(осил булади­
ган тенглама (1 7 .9 8 )  билан биргаликда нукта даракатининг 
кутб координаталаридаги тенгламалари булади. Бу тенглама- 
ларда даммаси булиб 4 та С,, С.̂  ихтиёрий ;^згармас
сонлар иштирок этади. Улар бошлангич шартлар асосида аник- 
ланади. Бошлангич шартлар''-куйидагича берилиши мумкин:

 ̂ =  О, г =  Го, ■? =  9о. ср =  9о-

Нуктанинг кутб координаталаридаги тенгламалари г —
Ф =  <р( 0  аниклангандан кейин улардан t ни йукотиб, траекто­
рия.1инг кутб координаталаридаги тенгламасини х;ам аниклаш 
мумкин,

Умуман, траекториянинг тенгламасини бевосита, г = г{( )  
ва '.?=-• 9 (О тенгламаларни топмасдан туриб )^ам аниклаш мум­
кин, Бунинг учун (1 7 .9 5 )  тенгламани
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d ' ^ = ë . d t

куринишда ёзиб ва (17,97) ни эътиборга олиб,
йгй?ср =  —  

тг'^
- [ Е о - П { г ) \ ^ ~  
т т‘г̂

тенгламани з{осил киламиз. Бу тенгламани интеграллаб,
10

? =
2 т [£ о -П (г ) ] - -^

■ЙГ +  С (17.99)

натижага эришамиз. Нуктага таъсир килувчи марказий куч­
нинг кандай булишига караб погенциал энергия 11 (г) аникла­
нади. Сунгра бу потенциал энергиянинг ифодаси (17.9У) га 
Куйилади. Бир марта интеграллаш натижасида нукта траекто­
риясининг кутб координаталаридаги тенгламаси з^осил килина- 
ди. Траекториянинг ифодасидаги 3 та узгармас доимийлар, юко­
рида айтилганидек, бошлангич шартлар асосида топилади.

97-§. Моддий нуцтанинг Ньютон тортишиш кучи 
таъсирида >^аракати

ЛАассяси т булган моддий нуктанинг Ернинг тортиш кучи 
(марказий куч) таъсиридаги з^аракатини караймиз. Бутун олам 
тортишиш конунидан фойдаланамиз. о = -ут,/И белгилаш кири­
тиб (бунта УИ — Ернинг массаси, у — гравитацион доимий), 
нуктага таъсир килувчи марказий кучни

/■2

куринишда ёзамиз. Бу кучнинг куч функцияси

¿/(г) =  й?г +  С =  - | ^ ^ ^ / г  +  С =  ^  +  С,

потенциал энергия эса

П (г )  =  - - 1 - С

булади. г =  00 да П(г) =  0 булсин. У з{Олда охирги тенглик­
дан С =  0 келиб чикиб,

П(г) =  - - ^

ифодани ){осил киламиз. Потенциал энергиянинг бу ифодаси­
ни (17.99) га куйиб,
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f
2m

lofr-i

a
£o +  -  r

dr с (17.100)
‘0
Г2

куринишдаги траектория тенгламасини оламиз. г узгарувчини
t  ‘о In  Í =  ^ ------ килиб алмаштирамиз. d'i =  — dr  булади. У з^олда‘o r  ■ г2
ЯНГИ узгарувчи оркали (17.100) тенглама

¿5ср =
У А - ? Л С (17.101)

куринишда ёзилади. Бу ерда Л =  2т£'о +  ^ ^  белгилаш цабул 

1̂ илинган. (17Л01) нинг ечими 

9 =  arcsin ~  +  С ёки =  arccos Cj, С, =  С —

булади. Энди г узгарувчига утамиз:

<Р =  arccos

/ 2тЕо + —
+  Cl.

' о /
Бу ифодани

/
ср == arccos

V/ 1 +  -
2£о/^

тз2 /

куринишда ёзиш мумкин. Бунда

- . 4 ,  е =  l / 1+ '
та г /пз2 (17Л02)

белгилашлар киритсак.

coV X ^-C ,) = |0 — г 
er

>(осил булади. 1(утб координаталари системасининг укини 
со5(Ф — С,) =с08ф тенглик бажариладиган килиб олсак, охир­
ги ифодадан траекториянинг 1̂ уйидаги тенгламаси келиб чи- 
1<ади:

(17.103)
I +  е cos f

(17.103)' конус кесимларнинг кутб координаталаридаги тенгла­
масини ифодалайди. е га эксцентриситет, р  га эса конус
¿96



т т

кесимнинг параметра дейилади. Аналитик геометриядан маъ­
лумки эксцентриситетнинг кандай булишига караб (17.103) 
тенглама айланани {е =. 0), эллипсни (е <  1), параболами {е =  1) 
ёки гиперботани ( е > 1 )  ифодалайди. Шундай килиб б < 1  
булганда моддий нуктанинг Ерга нисбатан х,аракатидаги траек- 
торияси айлана ёки эллипсдан иборат булиши, яъни у Ернинг 
сунъий йулдоши сифатида даракатланиши мумкин.

Энди кандай шартлар бажарилганида < ?<!, í?= 1, <?>! 
булишини курайлик. (17.102) белгилашга кура

Бундаги механик энергиянинг бошлангич киймати ¿'о куйидаги 
тенгликдан топилади:

Бу ифодани олдинги тенгликка куямиз;

ОТТ'“
\

ёки

Бундан

( е +  1 ) ( й - 1 )  =

а

у

-  2 <  о ёки
''о

'»о — 2 —  = 0  еки V,

<
■¡м
Гй

да е < 1 ,

'-уМ
''о

2 о •По -  2
/"о

>  о ёки -Оо >  у
2уМ

Го

д.а е = I, (17.Г4)

келиб чикади. Демак, Кд бошлангич тезликнинг кийматига ка­
раб траектория айлана, эллипс, парабола, гипербола булади.

Нукта Ернинг сунъий йулдоши сифатида айлана буйлаб ай- 
ланишини таъминлайдиган энг кичик тезликни — биринчи. 
космик т езликни  аниклайлик. Фараз килайлик, нукта Ер сир- 
тидан бирор, Ер радиуси га нисбатан эътиборга олмаса бу­
ладиган даражада кичик масофага кутарилиб, унга горизонтал 
йуналишда бошлангич тезлик берилган булсин. }^авонинг 
Каршилигини эътиборга олмаймиз. Траектория айланадан ибо­
рат булиши учун е ~ 0  шарт бажарилиши керак. Бинобарин,

17.103) дан Я = р  ёки —  булади. Бундан
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т^-^М  ̂ V Я  с

Шундай килиб, нуктага горизонтал йуналишда 7,9 км/с 
тезлик берилса, нуцта Ерга кайтиб тушмасдан Ернинг сунъий 
йулдоши сифатида айлана буйлаб з^аракат килади.

Энди нукта Ернинг тортиш майдонидан чикиб кетишини 
таъминлайдиган энг кичик тезликни— иккинчи космик тез- 
ликни аниклаймиз. Бунда нукта бошка бир тортишиш майдо- 
ни таъсирига тушиб колгунига кадар парабола буйлаб з^ара- 
катланади. (17.104) шартларнинг иккинчисига кура

булади. Шундай килиб, Ер сиртидан унча узок булмаган ма-

софага кутарилиб горизонтал йуналишда “»о тезлик олган нук­
та Ернинг сунъий йулдоши булиши учун

^ ^  КМ . .  км7,9 — « • » , <  ■Ул < ■ » , ,«  11,2 —
с ‘ “  с

бажарилиши керак,

XVIII б о б .  1^АТТИК ЖИСМ ДИНАМИКАСИ

Моддий нуктадаги каби каттик жисм динамикасининг з а̂м 
икки масаласи мавжуд Каттик жисмнинг бу масалаларини 
ечишда з<;ам берилган кучларга кура жисм з!;8ракатини аник­
лаш асосий вазифа з^исобланади. Агар жисм эрксиз булса, 
богланишларнинг реакцияларини аниклаш иккинчи масала ка­
торига киради.

Куйида биз каттик жисмнинг илгарилама, кузгалмас ук ат­
рофидаги айланма, текис параллел ва сферик харакатларини 
динамиканинг иккала масаласини ечиш нуктаи назаридан караб 
чикамиз. Бундай з^аракатлар тенгламаларини тузишда система 
динамикасининг асосий теоремаларидан фойдаланамиз.

98-§. 1^аттиц жисм илгарилама з^аракатининг 
дифференциал тенгламалари

Кинематикадан маълумки, илгарилама з^аракатдаги жисм­
нинг барча нукталари шу жисмда олинган ихтиёрий нукта би­
лан бир хил конун асосида з^аракатланади. Шунинг учун 
илгарилама даракатдаги жисм бирор нуктаси з^аракатининг 
диф^)еренциал тенгламаси жисмнинг илгарилама з^аракати диф­
ференциал тенгламаси сифатида кабул килинади, Бундай нукта 
сифатида одатда жисмнинг массалар маркази олинади.

Жисмнинг массаси М, С массалар марказининг радиус-

вектори r^,, дар бир РЛ, нуктасига куйилган ташки кучларнинг
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тенг таъсир этувчиси F f  бул­
син, У ^ о л т  массалар мар- 
казииинг з?аракати тенгламаси 
(17.25) га кура жисм и лга ­
рилам а ^даракатининг диф­
ференциал тенгламаси  куйи­
дагича булади:

Л 1 г , . ^ 2 ^ ^ Г  (18.1)/—1
(18.1) ни координата уклари- 
га проекциялаб, жисм и лга ­
рилам а щ р а ка т и  диффе­
ренциал т енгламаларининг 
скаляр  куринишда ифодала- 
ниш иш  з^осил киламиз:

Бунда у^, 2^ — жисм массалар марказининг коорди 
ри. (18 2 ) тенгламаларни интеграллаш куцта 5̂ арак^/\^  
дифференциал тенгламаларини интеграллаш каби бажа^!^^^у^ 

Шуни таъкидлаш зарурки, ташци кучлар тенг тaъcи|/^\^J 
чига келтирилиши мумкин булган з^олдагина жисм бу { 
таъсирида илгарилама з^аракат кила олади.

(’у
99- §. ¡^аттиц жисмнинг ц^^зралмас уц атрофида айла  ̂

з^аракатининг дифференциал тенгламаси

Бирор ОО1 УК атрофида айланувчи жисм берилган (18,Ь р  
$̂ К О нуктада сферик шарнир, 0^ нуктада эса подшипни 
дамида ма^камланган. О ва О, нукталарда з^осил була,

реакцияларни мос равишда ва д/-̂  ̂ оркали белгилай.

Мд реакция фазода ихтиёрий йуналишни эгаллаши мум/

Л̂ о реакция эса айланиш ^кига тик булган текисликда ёт^  ̂

Жисмга таъсир килувчи ташки кучларнинг бош векторин/ 1

оркали, уларнинг О нуктага нисбатан бош моментини эса у 
билан белгилаймиз. Жисм з^аракатини з^аракат микдори ва 'л 
ракат микдори моменти данидаги теоремаларни ифодалоэ^ 
тенгламалар тулик белгилайди. Бу тенгламалар куйиддп1_  
ёзилади: _______---------------------------^



ак
(И

йЬо
<а

118.3)

Б у н д а /<■— жисмнинг >^аракат мивдори вектори, ¿ д — эса жисм­
нинг О нуктага нисбатан кинетик моментидир. Координаталар 
бошини о нуктада олиб Охуг коораинаталар системасини ут­
казамиз. (18.3) тенгламаларни бу координаталар системаси 
унларига проекциялаймиз:

м
ак

аКу
(И ~  Р у - \ -  +  N .

м Ог’
й1 Ох

<и

X N

^ М , - 0 0 , . М
й1

ОгГ
Оу

<и
=  Жоу +  0 0 ,  X

(18.3а)

йЬ
О.х'

Ог

(И
-М Ог-

Б у тенгламаларнинг чап томонларини аницлашга кириша- 

миз. Маълумки, /< =  =  УИ (« X/"с)- Бунда Ж — жисмнинг 

массаси, — инерция марказининг тезлиги, ш — жисмнинг

айланма з^аракатдаги бурчак тезлиги, — инерция маркази­
нинг О нуктага нисбатан радиус-вектори. У ^олда;

— Жо).у^,, Ку = Мш-х^,  Л - ,-0 .

Бундан куйидаги )?осил булади:
а к ,
(И

(1Ку

~1Г
М (ех^ ~  ю̂ ус)'

¿/Гг
сИ

-  0. (18.4)

Энди :^аракат микдори моменти проекцияларининг ?^осила- 
ларини аниклашга утамиз. Маълумки механик системанинг 
бирор нуктага нисбатан )^аракат микдори моменти (17.28) фор­
муладан топилади. Каттик жисмнинг координаталар бошига 
нисбатан )^аракат микдори моментини аниклаш учун жисмни 
п та майда булакчаларга буламиз. Сунгра бундай жисм учун 
(17.28) каби муносабат тузиб, бу муносабатда булакчаларнинг 
массаларини нолга интилтириб лимитга утамиз. Натижада 
жисмнинг кинетик моменти учун

—>\
йт¿0 == И '' X ®

(Л1)

формула )!;осил киламиз. Бунда V = ш Х г  эканлигини ва « бур- 
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чак тезлик вектори айланиш у 1̂и Ог буйича йуналиб, интег­
ралга борлнк эмаслигини эътиборга олиб, жисм кинегик мо­
ментининг проекцияларини >{исоблашнинг куйидаги формула- 
ларига эга буламиз;

(ЛО

Булардан эса

xzdm , Lq =  — 0) J  y>dm, =
(Л1)

i x ^ + y ^ )  dm.

dLOx

d t
dL

=  —s J xzdm  -¡- 0)̂  yzdm
(Mi (M)

- e / уг>

Oy

dt
dL

■ s 
(Л1)

xzd m  ■■ s . /
iM)

yz • (flVX z l

Ог

dt
• =  s 4- dm ~ г -  /,

(AI)
Oz

(18.5)

келиб чицади. Бу ерда / .̂j, /у  ̂— жисмнинг марказдан цочувчи 
инерция моментлари, /д^ — эса жисмнинг Oz yj ĵ â нисбатан 
инерция моментидан иборат. ,(18.4) ва .(18.5) тенгликларни 
j(18.3a) la  куямиз;

- М г у ^  -  Mis?x^ =  +  ^ о х  +
М&х^ +  ^о^у’

О =  +  ‘̂ ог>

- е /„ ,  -  (oV,, =  Aioy +  0 0 ,  . Л/
О.у’

(18.6)

Бошлангич шартлар берилганда (18 6) тенгламалар каттиь; 
жисмнинг актив кучлар таъсиридаги з^аракатини тулик аник­
лайди. . (18.6) даги сунгги тенгламани ало^ида куриб чикамиз. 
Уни

^oz■''^ = Moz (18-7)
куринишда ёзиш мумкин. Бу тенгламанинг унг томони актив 
кучларнинг айланиш укига нисбатан бош моментидан иборат.
(18.7) тенглама щ т т щ  жисмнинг цузралмас щ  атрофида 
айланма щ ракат и дифференциал тенгламаси, дейилади.

,(18.7) тенгламани цаттик жисмнинг илгарилама з^аракати 
дифференциал тенгламаси (18.1)  билан такко^лаб, жисмнинг 
инерция моменти айланма з^аракатда инерция з^лчови сифатида 
намоён булишини курамиз, яъни ж исмнинг ааланш и ^цага 
нисбатан инерцчя моменти айланм а х^аракатдаги жисм­
нинг инерплигини белгилайди.

Агар жисмнинг айланиш укига нисбатан инерция моменти, 
жисмга куйилган кучларнинг айланиш уки‘'а нисбатан бош 
моменти маълум ёки уни з^исоблаш мумкин булса,  .(18.7) диф­
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ференциал тенгламани берилган бошлангич шартлар асосидд 
интеграллаб, г^аракатнинг <р = ^ ( 0  конунини топиш мумкин.

(18.7) дан курамизки, жисм айланма х,аракатининг тенгла­
маси богланишлар реакцияларга боглик булмай, факат актив 
кучларнинг узигагина боглик. Жисм >;аракатининг тенгламаси 
аникланганидан сунг ш, е, х^ , айланиш бурчаги <р оркали. 
ифодаланиши мумкин булиб, (18.6) нинг колган 5 та тенгла­

масидан Л'.„, А N.*0 .̂ ' ’ О.*- реакция кучлари аникла-
нади. (18,6) тенгламалардан курамизки, богланишлар реакция- 
дари жисмдаги массалар таксимотига боглик булиш билан бир 
каторда, жисмнинг даракатига, жумладан унинг « бурчак тез­
лиги ва $ бурчак тезланишига у,ам боглик булади,

Маълумки, богланишларнинг реакциялари жисмга таъсир 
Килса, бу реакцияларга тенг, карама-карши йуналган кучлар 
эса богланишларга таъсир килади. Жисм катта тезлик билан 
айланганда бу кучдар жисмга куйилган актив кучлардаи дам 
катталашиб кетиши мумкин. Айланма даракат цилувчи кисми 
бор курилмаларда бундай кучларнинг пайдо булиши зарарли 
ва хавфлидир. Катта тезликларда бу кучлар богланишларнинг 
синишига, турли хил аварияларнинг келиб чикишига сабаб 
булиши мумкин, Айланма даракат давомида бундай кучларнинг 
пайдо булмаслиги курилмаларнинг равон ишлашини таъминлай- 
ди. (18.6) тенгламалардан куринадики, агар айланиш уки 
жисмнинг массалар марказидан утса (бунда = 0) ва бу
ук жисм учун инерция бош укларидан бири булса (бунда
/д;у ~  ~  0),

^Ох  "Ь ^0 ,х  ~
Ру +  Л/ду +  ^о ,у  ~  О'

^ о х - 0 0 , . Ы ^ у - О,
= 0

(18.8)

18.2- раем.

тенгламалар досил булиб, богла­
нишларнинг реакциялари жисмнинг 
даракатига боглик булмайди. Шу 
билан бир каторда бу реакциялар- 
ни (18,8) тенгламалардан бевосита 
аниклаш мумкин булади. Шунинг 
учун айланувчи цисмлари бор ку- 
рилмалар айланиш ук^ари уларнинг 
инерция марказла'ридан утадиган 
ва бу уклар инерция бош уклари- 
дан бири буладиган килиб яса- 
лади.

55- масала, Массаси /И булган 
каттик жисм С массалар марка-
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зидан утмайдиган Oz горизонтал ук атрофида узининг 
огирлик кучи таъсирида тебранади (18-раем). Айланиш уни- 
дан массалар марказигача булган масофа 0 С = а ,  жисмнинг 
айланиш укига нисбатан инерция моменти /  га тенг. Бошлан- 
рич пайтда ОС кесма вертикалдан <Ро бурчакка ордирилиб, 
жисмга % бошлангич бурчак тезлик берилган. Айланиш бур­
чаги tp нинг кичик кийматларида жисмнинг з^аракати, тебра­
ниш даври аниклансин.

Ечиш. Масса марказидан утмайдиган горизонтал уц атро­
фида айлана оладиган жисм физик т ебрангш  дейилади. Фи­
зик тебрангичнинг з^аракатини аниклаш учун жисмнинг куз- 
ралмас УК атрофида айланма з^аракати дифференциал тенгла­
маси (18,7) дан фойдаланамиз:

Бунда =  —yWg'asín ср, ¡q^ = I  булгани з^чун тенгламани

/9  =  —iMga sin <f
ёки

(р- j - s i n  ср =  О ;(!)’

куринишда ёзиш мумкин. (1) ифода физак тебрангичнинг 
дифференциал тенгламаси  дейилади,

Даракат вактида ^ бурчак кичик кийматлар кабул ки-'И’ани 
учун, sin <р яг 9 деб олиш мумкин. Шунинг учун

(2 )1 /   ̂ ’
белгилаш киритиб, (1) ни куйидагича ифодалаймиз;

9 +  Aj 9 =  0. (3)

(3) эса эркин тебранма з^аракат дифференциал тенгламасини 
ифодалайди, Берилган / =  О, 9 =  свр, ш =  бошлангич шарт- 
ларга кура .(3)’ дифференциал тенглама ечими

МО

ёки

9  =  9 пС08 — sin k^t 
К

9 =  а, sin (Ai¿-f «) ,(4)
тенглама билан ифодаланиб, \4) да aj ва а бошлангич шартлар 
оркали топилади:

а - arctg 
Щ <0о

Физик тебрангич тебраниш даврини аниклаймиз!



/г, у Mga С5)

(3) ва (5) ни (17.50) ва (17.51') билан таккослаб, физик теб-
рангич узунлиги ¿ = —̂  булган матеммик тебрангич каби

Ма
харакат кчлишини курамиз; I  узунлик физик тебрангичнинг 
келт ирилган узунлиги  дейилади.

100-§. 1̂ атти!̂  жисм текис параллел ?^аракатининг 
дифференциал тенгламалари

Маълумки, жисмнинг текис параллел даракатини хар онда 
жисмда олинган ва кутб деб аталувчи нукта билан биргалик­
да буладиган илгарилама (кучирма) даракат ва ушбу кутб 
атрсфидаги айланма (нисбий) даракатларнинг йигиндисидан 
иборат деб караш мумкин. Кутб сифатида жисмнинг С масса­
лар марказини олайлик. У долда жисмнинг кучб билан бирлик­
да илгарилама даракати кутбнинг даракати билан тулик аннк- 
ланади; кутб атрофидаги айланма даракати эса жисм нуктала- 
ркнинг даракат текислигига тик булган ва С нуктадан утувчи 
УК атрофидаги айланма даракатдан иборат булади.

Система массалар марказининг даракати ва кинетик момен­
тининг узгариши ^¡;акидаги теоремалардан фойдаланиб жисм 
текис-параллел даракатининг дифференциал тенгламаларини 
тузамиз. Массалар марказииинг даракатн дацидаги теорема- 
дан фойдаланиб, кутб билан бирликдаги даракатнинг диффе­
ренциал тенгламасини досил киламиз:

Ус = (18.9)
1=1

Л

О
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^,^-гт г7^' II
:г

1б.о- расы.

Бунда Ж —жисмнинг масса­
си, у^. — С нуктанинг 
жисм даракат текислигига 
параллел килиб олинган 
кузгалмас хО^> координата­
лар текислигидаги коорди­
наталари (18.3-раем)’;
Fly — жисмга таъсир килув­
чи актив кучларнинг и' — 1.
2 , . . . , п )  О х  ва Оу  уклар- 
даги проекциялари.

Системанинг массалар 
марказига нисбатан нисбий 
даракатидаги кинетик мо­
ментининг узгариши даки- 
даги теорема ,(17.33а) ни



ЖИСМНИНГ массалар марказида олинган кутбга нисбатан з^ара- 
катига татбик эти5

(18.10)
1=1

тенгламани хосил киламиз. Бунда — жисмнинг С нуктадан 
^тувчи ва жисм з^аракат текислигига тик булган укка нисба­
тан инерция моменти, <р ~  кутб атрофидаги айланиш бурчаги. 
(18.9; ва (18.10) тенгламалар биргаликда жисмнинг текис па­
р а ллел  щ ракат и, дифференциал т енгланаларина  ифодалай­
ди. Жисмга таъсир килувчи кучлар ва тегишли бошлангич 
шартлар берилганда бу тенгламаларни интеграллаб, х ^ ,  ва 
5р ни / вактнинг функцияси сифатида аниклаш мумкин.

Текис параллел )^;аракат килувчи жисм богланишлар таъси­
рида булса, (18.9) ва (18.10) тенгламаларнинг унг томонлзри- 
га богланишлар реакциялари ва уларнинг С нуктага нисбатан 
моментлари киради. Маълумки, богланишларнинг реакциялари 
актив кучларга ва умуман олганда, жисмнинг даракагига хам 
боглик булади. Бу х,олда жисм харакатининг тенгламалари 
билан биргаликда богланишлар реакцияларини аниклаш учун 
(18.9;, (¡8.10) тенгламалар каторида богланишлар тенгламала­
рини х,ам олиш керак.

5 6 -масала. Огирлиги Р  булган Л юк (18.4-раем, а) пастга 
тушиб, огирлиги булмаган ва чузилмайдиган ип билан Е  гил- 
диракни горизонтал изда сирганмай гилдирашга мажбур кила­
ди; ип кузгалмас О блокдан утказилган ва В барабанга урал- 
ган. О  блокнинг огирлиги, уклардаги ишкаланиш х;исобга 
олинмайди. г радиусли В  барабан радиусли Е  гилдиракка 
бириктирилган; уларнинг умумий огирлиги Q га тенг, масса- 
лар маркази С дан утувчи горизонтал укка нисбатан олинган 
инерция радиуси эса р га тенг, А  юкнинг тезланиши топилсин.

Ечиш, Система >^аракатини Л¿ ипни киркиш оркали А 
жисмнинг тугрн чизикли илгарилама з^аракатига з$амда барабан 
ва гилдиракдан иборат жисмнинг текис параллел з^аракатига

18.4- раем.
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ажратамиз (18.4-раем, б). Бунда дар бир жисмнинг иккинчи 
жисмга таъсирини ипдаги таранглик кучи билан алмаштира­
миз.

Ныотоннинг иккинчи конунига кура А  юк даракатини 
Р

g
P ~ T i [!)

тенглама билан ифодалаш мумкин. Барабан ва гилдиракдан 
иборат жисмнинг текис параллел даракати дифференциал 
тенгламалари (18.9), (18.10) га кура куйидагича ёзилади;

т х.

т у^  =  Л _  Q,
( 2 )

(3)

1с<? == T,r +  F  ■ R  (4)

(2) — (4) тенгламаларда гилдирак билан из орасидаги иш­

каланиш кучи F, изнинг рилдиракка нормал реакцияси N, А
—V

юкнинг рилдиракка курсатадиган таъсири куч билан ифо- 
даланган. D  блокнинг орирлиги *ва уклардаги ишкаланиш 
эътиборга олинмагани учун Т^~  Т^ — Т булади.

(1) — (4) тенгламаларда N, Г,, F, векторларнинг мик- 
дорлари номаълумдир. Бу тенгламалар системасидан, умуман, 
дамма номаълумларни аниклаш мумкин.С  нукта тугри чизик-

ли даракатда булгани учун У(,== const, У(. =  0; бинобарин (3) 
дан N  =  Q келиб чикади.

С нукта тезланиши w ^= ^x^  А  юк тезланиши оркали куйи­
дагича ифодаланади;

Я WА’

Рилдиракнинг бурчак тезланиши f  эса Wĵ  оркали куйида­
гича борланган: /

Я  +  г

Рилдирак ва барабаннинг инерция моменти эса — р® фор­

мула билан аникланади. Натижада куйидаги тенгламалар сис­
темаси досил булади;

(5)

g

g 
Я■-------W .

Я4-Г ^
=  T - F , (5)

ЗОЬ



— ■WJ^=^TГ Р  ■ Н.
g ^  + Г

(6 ) тенглама з^адларини Н га к^пайтириб (7) тенглама билан 
;^адма-х;ад кушамиз:

0_ +
г Я + г л

Т{Я  +  г).

( 7 )

(8)

(б) тенглама з^адларини { Я -{-г) га купайтириб, (8) тенглама 
билан )^адма-)^ад кушсак, íê д га нисбатан тенглама з^осил бу­
лади:

ё R + r 
Бу ифодадан топилади;

Р ( Я  -] -гу
д а .

Энди керак булса, (5) ва (6) тенгламалардан Т ва Е  ни 
а;ам топиш мумкин.

10!-§ . 1̂ атти1̂ жисмнинг цузгалмас нуцта атрофидаги 
айланма х;аракатининг дифференциал тенгламалари

Бирор кузгалмас О нукта атрофида айланувчи каттик жисм 
берилган (18.5- раем). Ушбу нуктани координаталар боши ки­
либ кузгалмас О хуг  ва жисм билан богланган кузгалувчи 
0 ?7]С координаталар системасини киритамиз. Келажакдаги >{и- 
собларни енгиллаштириш максадида 0?. О-ц, ОС укларни



жисмнинг инерция бош уклари буладиган килиб утказамиз, 
Кинематикадан маълумки, жисмнииг кузгалмас нукта атрофида­
ги ^аракати G, ¡р Эйлер бурчаклари билан тулик аникланади,. 
Харакат микдори ва з^аракат микдори моментининг узгариши 
з^акидаги теоремалардан фойдаланиб, Эйлер бурчакларини 
жисмга таъсир килувчи кучлар билан боглайдиган тенглама­

ларни тузамиз. К  оркали жисмнинг з^аракат микдори вектори- 

ни, оркали унинг О нуктага нисбатан кинетик моменти 

векторини, R  билан жисмга куйилган актив кучларнинг бош 

векторини, M.Q билан бу кучларнинг О нуктага нисбатан бош

моментини, N  оркали эса О нуктадаги реакция кучини белги­
лаймиз. У з^олда система з^аракат микдори ва кинегик момен- 
тининг узгариши з^акидаги теоремаларга кура

dl<
dt

dL о
dt

.2,(18.12)

булади. (18.11), (18.12) тенгламалар текширилаётган жисм 
з^аракагининг вектор куринишдаги дифференциал тенгламала- 
ридир. Жисм з^аракатини характерлайдиган узгарувчилар — 
Эйлер бурчаклари бу тенгламаларда яширин равишда катна- 
шади. Бу тенгламаларни ечишнинг умумий тартиби куйидаги­
ча булади; аввало (18.12) тенглама тегишли координаталар

укларига проекциялан?ди ва Lq векторнинг проекцияларн Эй­
лер бурчаклари оркали ифодаланади. Сунгра бу тенгламалар­
дан Эйлер бурчаклари аникланади. Эйлер бурчаклари аник* 
ланганидан кейин жисмнинг з^аракат микдори аникланиши

мумкин. (18.11) дан фойд'аланиб О нуктадаги N  реакция то­
пилади.

dto
Масалани шу тартибда мукаммалрок текширамиз. з̂ о-

сила Lo вектор учининг абсолют тезлигини ифодалайди. Тез-

ликларни кушип! теоремасига асосан Lq вектор учининг абсо­
лют тезлиги мазкур вектор учига мос келувчи нуктанинг нис­

бий ва кучирма тезликлари йигиндисига тенг. Бунда L q вектор

учининг нисбий тезлиги вектордан кузралувчи Oít¡C систе­
мада олинган л о к а л  х ,о т л а \‘&. тенг. Бундай з^осилага нисбц...
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V

(И
^(¿осила дам дейилади. Уни орцали белгилаймиз. век­

тор учининг кучирма тезлиги эса вектор купайтма би­

лан аникланади, бунда ш — жисмнинг оний бурчак тезлик век- 
тори. Шундай килиб (18.12) тенгламани

(11

куринишда ёзиш мумкин. Бу тенгламани 0;г)С координаталар 
системаси ук^арига проекциялаймиз:

(И
сИ

(11
(И

аь ос

Ч (18.13)

Бунда (й̂ , ш̂ , (0̂ ; М ^ ^ ~ м о с  равишда

^о> -^0 векторларнинг кузгалувчи система ук^аридаги 
проекциялари.

^ 0 -̂ ■̂ог,> -¿ос проекцияларни дисоблаймиз. Маълумки, (99-§) 

каттик жисмнинг кинетик моменти векгори 1 ^ =  (гху^(1т )
(М)

унинг проекциялари эса

= 1  =  г (Сг»5 -
Ш)

~  / ( 1 8 . 1 4 )
(Ж)

формулалардан аникланади. Кузгалмас нукта атрофида айла­

нувчи жисм ихтиёрий нуктасининг тезлиги V Эйлер 
I: формуласидан топилади. Бу тезликнинг проекциялари куйи- 
^ дагича; •'

V̂  =  wí-^Л^У), =  (0̂ 5 __ «18.15)

I  Бунда 71, С — жисм ихтиёрий нуктасининг координаталари. 
“ 4’ “т)’ “с нинг интегралга боглик эмаслнгини эътиборга олиб,
(18.15) ни (18.14) нинг биринчи тенгламасига куйсак,

>е.) а т - ш  { Ь М  -
(Л1) / )

'ЧЛО- л



:^осил булади. Бу ерда j  (tj  ̂+  dm =  Д — каттик жисмнинг
(Л 1)

Oj укка нисбатан инерция момента, ^lyidm = ^ I. ва [
( Л )  ( Ж )

=  — марказдан кочувчи инерция моментларидир. Худди 
шунингдек, );исоблашларни ва учун кулласак,

1г

-От) ■
А л -

г *—  А  О). - | -  /  (О —  I  ,

формулаларга эришамиз. Киритилган 0%т1, координаталар сис­
темаси уклари жисмнинг координаталар бошига нисбатан инер­
ция бош уклари булгани учун /$,, = -''i; =  ¡̂г =  О булиб, (18.161 
формулалар

^01 ““ Ôi) “
куринишни олади. (18.17) ни (18.13) га к Р и б  ва жисмнинг 
01г|С система укларига нисбатан инерция моментларининг у з ­
гармас эканлигини эътиборга олиб,

rfo)c

dt
d<n

OV

0) (18 18)

тенгламаларни досил киламиз. Бу тенгламалар Эйлериинг 
динамик т енгламалари  дейилади. (18 18) тенгламалар оний 
бурчак тезликнинг проекцияларига нисбатан биринчи тартибли 
чизикли булмаган дифференциал тенгламалардир. (18.18) тенг­
ламалар Эйлернинг к'уйидаги кинематик тенгламалари

=  ф sin 9 cos Ф 

=  cos О +  tp

iJ? (18 19)

билан биргаликда кузгалмас нукта атрофида даракатланувчи 
жисм динамикасининг тула тенгламалари системасини ташкил 
килади. Бу тенгламалар ёрдамида сферик з^аракатдаги жисм 
динамикасининг биринчи ва иккинчи асосий масалаларини :>̂ ал 
килиш мумкин. Бу ерда шуни кайд этиш керакки, (18.18),
(18.19) тенгламаларни интеграллаш вазифаси мураккаб мате­
матик масаладир. Дозирча ,';ар кандай бошлангич шартларда 
}̂ ам (18.18, (18.19) тенгламаларни интеграллашнинг факат учта
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хусусий доли мавжуд. Бу доллар Э йлер, Лагранж  ва Кова­
л е в с к а я  номлари билан юритилади,

Кузралмас нуцта атрофида каттик; жисм инерция билан да- 
ракатланган дол Э йлер х,оли дейилади. Бу долда жисмга 
таъсир килувчи кучлар ё мувозанатлашган булади, ё уларнинг 
тенг таъсир этувчиси мавжуд булиб, у кузгалмас нукта орца- 
ли утади ва бу нуктага нисбатан моменти нолга тенг булааи.

Лагранж  х,оли.да жисмда симметрия уки мавжуд булиб, 
жисмнинг огирлик маркази ва кузгалмас нукта бу укда ётади 
(бунда =  Жисм факат огирлик кучи таъсиридагина да- 
ракатланади,

/  ̂=  /^==2/, булиб, жисмнинг огирлик маркази унинг инер­
ция эллипсоидининг экваториал текислигида ётадиган дол 
Ковалевская х^оли дейилади.

Биз Эйлер долини куриб чикамиз.

102- §. Цаттиц жисмнинг кузгалмас нуцта атрофида 
инерция билан ^^аракати

Юкорида таъкидлаганимнздек, бу дол М =  =  М д, =  0 
билан характерланади. Бу дол учун (18.18) тенгламалар

(1и>с
' "  '  '  №_(0, =  О,

/
’I dt

J

( / , - / . ) = 0, (18.20)

куринишни олади. Аввал со̂ , ни вактнинг функцияси си­
фатида, сунгра Эйлер бурчакларини улар ёрдамида аниклаш-

нинг баъзи йуллари билан танишамиз. уИ„ =  0 булгани учун

даракат микдори моменти теоремасига асосан
di

=  const {Lq =  L q) булади. (18.17) дан

формулага эга буламиз.
Энди (18.20) тенгламаларни мос равишда ш 

пайтириб кушиб чикамиз;
don

(18.21)

■J, ш, га ку-

diiic diù̂
Л о),---- +  +

dt ’I ’i dt dt
=  0

еки
-L A
2 dt



■аа

Бундан
=  2/г =  сопз! (18.22)

х,осил булади. (18.22; да Л — узгаомас энергияни ифодалайди.
(18,21) ва (18.22) да ва ни ш. оркали ифодалаймиз ва 

биргаликда

(18.23)

куринишда ёзамиз. з^олида (18.23) нинг биринчи тенг­
ламасини /  га купайтириб, биридан иккинчисини айирсак, 
сунгра га купайтириб, шу ишни такрорласак.

•А )“? (18,24)

з^осил булади. Бунда
2/г/; -  == а. -  /̂  (/  ̂-  / )̂ =,р, ¿̂ 2 _  ¡^2к =. т,

белгилашлар киритиб, (18.24) ни куйидагича ёзамиз:

Бу тeнглavIaлap сисге.масння биргаликда ечиб,

[^п ~  А) =  ~ = Т  К ( “ +  Ю (Т  +  8“'0 
V ^  ‘п

муносабатни ){осил киламиз. Бу ифодани (18.20) нинг учинчи 
тенгламасига куямиз, у )^олда

ё<л.
(И 4------ “ Г } / ’(« +  К ) (т  +  КО =  О

келиб чикади. Тенгламадаги узгарувчиларни ажрагамиз:
(И

(а +  Зо)^)(7 +

Натижада

УЧ к
+  С { 18.25)

}<;осил булади, С — интеграл донмийси. (18.25) нинг чап томо­
нидаги интеграл эллиптик интегралдир. Шундай килиб í  вакт
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б и л а н  so, нинг эллиптик функцияси орасидаги богланиш топилар 
э к а и ,  вакт t  нинг функцияси сифатида аницлаиганидан кейин
(18.24) тенгламалардан ва дам вакг t нинг функцияси 
с и ф а т и д а  топилади. Нидоят, ш ва со, ни Эйлернинг кине 
матик тенгламаларига к р и б ,  улардан Эйлер бурчакларини 
вактнинг функцияси сифатида аницлаш мумкин.

Каттик жисм ¡кузгалмас нукта атрофидаги даракатининг 
Эйлер текширган иккита хусусий долини куриб чикамиз,

1) /^==/^= /j,. Бунда кузгалмас нукта координаталар бо­
шида булган жисмнинг инерция эллипсоиди сферадан иборат.
( 18.20) тенгламалардан

rfiOc rflo, d(i>.
О’ - О ’ А - - Ол

d t

эканлиги келиб чикади. Бундан =  С ,̂ — Сз, w, =Сд, яъни 
оний бурчак тезликнинг модули узгармас булади: ш =  const. 
Иккинчи томондан маълумки,

Бундан /j =  /  ̂=  /(. =  булгани учун
' Л ’ -̂ ос =

_  £от, __ £ о£ == к,
“с

яъни ш ва векгорлар коллинеар векторлардир. L q ~ ' L q ~

=  const эди. У долда ш =  const, яъни бурчак тезлик йунали­
ши дам узгармас булади. Шундай килиб бу долда жисмнинг 
даракати кузгалмас ук атрофида узгармас бурчак тезлик би­
лан буладиган айланма даракатдан иборат булади,

2) /  ̂=  Л.  Бу долда (18.20) нинг учинчи тенгламасидан
da.

— =  0 булиб, <Dj =  С[ келиб чикади. (18.20) тенгламаларни

мос равишда со̂ , (о̂ , га купайгириб кушамиз:

Л®,
d<£>t da., dio,

* + / л ^  +  / л — - оdt ’I ’i d t d t
ёки

d(A»s +  «  +  ' i» = l= “
Д0СИЛ булади. Бундан

+  A“? +  A“? =
ифодани ДОСИЛ киламиз.

cô узгармас булгани учун охирги ифодадан

ёки
С*

ёзиш мумкин Бинобарин,
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18.6- раем.

¿ 0 5  =  ¿ o  Sin в • sin

0)2 _  (U¡ 4 . 0)2 (o2 =  Cj 
экан. Курамизки, бу ;^олда 
}̂ ам оний бурчак тезликнинг 
модули узгармас буляпти.

'—► —
Берилишига кура: Z ,o = ¿ y =

=  const. Кузралмас коорди­
наталар системасининг Ог

укини ¿0  вектор буйлаб

олиб, L q векторнинг куз- 
галувчи 0 ;t¡C система ук­
ларидаги проекцияларини 
аниклаймиз (18.6-раем):

(18.26)

Иккинчи томондан 
L0Í =  ¿Orí =  ¿ 0: = (18.27)

(18.25), (18.27) муносабатларни таккослаб ,

¿ 0  s in 6  s in  (р =

¿ o S i n 6 c o s c p = (18.28)

ZgCOS 6  =  /¡.(Û

муносабагларга эга буламиз. (18.28) нинг учинчисидан
0 - 9 o  =  Q  (18.29)

эканлиги куринади. (18.29) ни эътиборга олиб Эйлернинг kjk- 
нематик тенгламаларини (18.28) га куямиз:

L q sin 9q sin 9 ~  sin cp,

L q sin 9o eos 'f =  —  sin 6 o eos cp, 

i „ c o s í . - / < g  cose.  +  0 )  

ва тегишли кискартиришларни баж ар ган дан  сунг

— =  — =  С = п  
d t h  ’ ’

dt
о -  Ir h~ ' COS 9q — C*8 ^  tti

ифодаларга эришамиз. Бундан 
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ф =  +  Т =  « 1̂  + «Ро (18.30)
тенгламалар досил буладиД Шун­
дай килиб б «= 6о =  const булиб, ф 
ва ? бурчаклар текис узгарар экан^
(18.’29), (18.30) ифодалардан‘жисм 
мураккаб даракат килиши кури­
ниб турибди. Бунда .жисмга бог- 
ланган ОС ук билан кузгалмас Ог 
ук орасидаги бурчак узгармайди.
Жисм ОС УК атрофида модули уз­
гармас «1 бурчак тезлик билан 
айланади, ОС укнинг узи эса Ог 
ук атрофида узгармас п. бурчак 
тезлик билан айланади. Жисмнинг 
бундай даракатига мунт азам  пре­
цессия дейилади.

103-§. Гироскопнинг элементар назарияси

Гироскоп  деб кузгалмас нукта оркали утувчи симметрия 
уки атрофида катта тезлик билан айланувчи жисмга айтнлади. 
Гироскопнинг умумий назариясини кузгалмас нукта атрофида 
даракатлакувчи жисм даракатининг конунлари асосида яратиш 
мумкин. Биз амалий эдтиёжларга етарлича жавоб берувчи 
гироскопнинг бирмунча содда ~  элементар назариясини караб 
чикамиз. Гироскопнинг элементар назарияси система кинетик 
моментининг узгариши дакидаги теорема асосида курилиши 
мумкин.

Гироскопнинг даракатида ажойиб хусусиятлар кузатилади. 
Гироскоп даракатининг хусусиятларидан техниканинг жуда 
куп содаларида, масалан, сув, даво транспортида, асбобсозлик- 
да кенг фойдаланилади.

Аввало вертикал симметрия уки атрофида айланувчи бир 
жинсли жисмни карайлик. Айланиш укида бирор О нукта тан- 
лаб ушбу нуктага нисбатан жисмнинг даракат микдори момен­
тини дисоблаймиз. ОС координаталар укини айланиш уки би­
лан устма-уст тушадиган килиб 0 ;т;С кузгалувчи координата­
лар системасини киритамиз. У долда, 0; и>̂ =  =  О 
бажарилгани учун (18,16) дан

= /,со

келиб чикади. Жисмга ОС ук устида ётувчи Р  огирлик кучи

ва О нуктадаги N  таянч реакцияси таъсир килади (18.7-р а е м ) . ) 
Кинетик момент дакидаги теоремага асосан

d L

dt
-  = « 0  iP ) (TV),

8̂JLS^
A



I T

бунда т д (Р )-\-  (N) = 0 , 1^ — 1̂  булгани учун

L q =  Лш =  const

муносабатни ёза оламиз. Шундай килиб, бу 
:^олда жисмнинг (гироскопнинг) >^аракат микдо­
ри моменти узгармас, гироскоп узгармас бурчак 
тезлик билан айланади, даракат микдори мо­
менти вектори билан бурчак тезлик вектори 
устма- уст тушади.

Энди гироскоп укининг о  нуктаси ма:^кам- 
ланган ва укнинг узи вертикалга нисбатан бирор 

18.8-раем. 9 бурчакка огган :??олни курайлик. Гироскоп 
узининг ОС симметрия уки атрофидаги айланма 

:?{аракат ва бу ук билан биргаликда вертикал Ог уК атрофи­
даги айланма :;$аракатларнинг йигиндисидан иборат булган му­
раккаб з\аракат килсин. $̂ з уки атрофидаги айланма з^аракати-

нинг (хусусий айланма ^^аракат) бурчак тезлигини Wj, верти­
кал УК атрофидаги айланма ^даракатининг бурчак тезлигини

эса (Oj оркали белгилайлик. Гироскопнинг абсолют ^^аракатда-

ги бурчак тезлиги u)=o)i4-(02 булади (18.8-расм), Куриниб

турибдики, бу з^олда « вектор :?5ам, гироскопнинг L q кинетик 
моменти вектори з^ам ОС ук устида ётмайди.

Гироскопнинг элементар назариясида l (» i |> |(» 2 l фараз ки- 
линиб, гироскопнинг )^аракат микдори моменти

Ю  (18,31

ва бинобарин, Lq вектор ОС ук буйлаб йуналган деб олинади. 
Система кинетик моментининг узгариши у,щ»яаги теоремадан 
фойдаланамиз:

dt
=  ЛГ, ? ) (18.32)

Бунда УИд — гироскопга таъсир килувчи кучларнинг О нуктага 

нисбатан бош моменти. Маълумки, — -  ^{осила L q вектор учи- 

н и н г ^ з и к л и  тезлигини ифодалайди. Lq вектор Oz ук атро-
— V

фида u)2 бурчак тезлик билан айланиши туфайли бу тезлик 
—► —>-
(Й2 X  ¿ 0  *^упайтма оркали аникланади. У :?{олда, (18.32) ифода 
урнига
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= 1 ^

'Я-

« 2  X  ¿ 0  =  ^ о
'. муносабатни ёзиш мумкин. (18.31) га асосан охирги ифода

/ ^ . ( ¿ ¡ Х ^ ) = *  Мо (18.33)

курийишни олади. (18.33) тенглама гироскоп элементар наза-
-V —

риясининг асосий тенгламасадан иборат. Бу тенглама ш,, (о, 
бурчак тезлик векторларини гирсскопга таъсир 1<илувчи куч­
ларнинг гироскоп кузгалмас О нуктасига нисбатан? бош мо-

менти билан боглайди. — гироскопни даракатлантирувчи 
жисмлар томонидан гироскопга куйилган кучларнинг бош мо-

— •—>- —V ~~г-
ментидан иборат булса, = — М д =  /д, (Ш] X «з) гироскоп
томонидан бу жисмларга куйилган кучларнинг бош моменти- 
гироскопик момент  дейилади.

(18.33) тенгламадан фойдаланиб гироскоп даракатининг тур­
ли хусусиятларини тушунтириш мумкин. Шулардан баъзилари- 
ни курайлик.

1. Вертикал ук атрофида айланувчи гироскопнинг укига 
перпендикуляр булган куч билан унга таъсир килинса, гирос­
коп уки мазкур кучга перпендикуляр булган йуналишда ога- 
ди. Бу додисани куйидагича тушунтириш мумкин. Вертикал

симметрия ук атрофида («, бурчак тезлик билан айланувчи 
гироскоп берилган булсин. Гироскопнинг укига унга перпен­

дикуляр йуналишда/7 куч таъсир килсин (18.9-раем.) Бу куч­

нинг О нуктага нисбатан Л1д моменти ОС ва Р  кучнинг дар 
бирига перпендикуляр равишда йуналади. (18.33) га асосан,

»5 вектор ш, оркали утувчи ва га перпендикуляр булган

1 3 ) ^ 1

18. Ю- раем.
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текисликда ётади. вектор ОС уКнинг айланишидаги бурчак

тезлик вектори булгани учун бу ук “ 2 га перпендикуляр ра- л.;'

вишда ва демак, Р  куч йуналишига :?{ам тик булган йуналиш­
да огади.

2. Гироскоп )?аракатининг кизик бир :>{олинн — мунтазам 
прецессияни курамиз. Маълумки, мунтазам прецессияда жисм

бирор ОС симметрия уки атрофида узгармас (», бурчак тезлик 
билан айланади, бу укнинг узи эса иккинчи бир кузгалмас Ог

УК атрофида узгармас («2 бурчак тезлик билан айланади (18.10- 
расм). Бунда ОС ва Ог уклар орасидаги б бурчак узгармас

сакланэди. 9 бурчакка нут ация бурчаги, га эса прецессия  
бурчак т езлиги  дейилади.

Гироскопга таянч реакциясидан бошка факат С массалар
—

марказита куйилган Р  огирлик кучи таъсир килсин. Куриниб 
турибдики, агар гироскоп ОС ук атрофида айланмаса, у огир­
лик кучи таъсирида пастга йикилади. Лекин унга ОС ук ат­
рофида айланма )^аракат берилса, б бурчак узгармас сакланиб,
О; УК Ог ук атрофида айлана бошлайди. Бу куйидагича ту-

шунтирилади. Р  кучнинг О нуктага нисбатан /И^ моменти Ог 
ва ОС уклар оркали утувчи текисликка перпендикуляр була­

ди. УИд вектор гироскоп кинетик моменти вектори учининг 
тезлик векторига тенг. Демак, бу тезлик вектори з;ам гирос­
коп з^аракати давомида О? ва ОС ук^ар оркали утувчи текис­
ликка перпендикуляр булиб колаверади. Аввалги курилган з^ол-

га асосан, гироскопнинг ОС уки Р  кучнинг Р^ ташкил этувчи­

си таъсирида га перпендикуляр йуцалишда тегишли то- '

монга огади. вектор учининг тезлиги вакт О 2 ва ОС
уклар оркали утувчи текисликка перпендикулярлигини сак- I
лагани туфайли, бундай огишларнинг кетма-кетлиги ОС укнинг ■
Ог УК атрофида айланма )^аракатини беради ва б бурчакнинг |
узгармаслигини таъминлайди Шундай килиб, мунтазам прецес- ]
:ия содир булади. ,

(»2 прецессия бурчак тезлиги билан гироскопнинг уз УКИ |  
атрофида айпаниш бурчак тезлиги орасидаги муносабатни кур­
сатамиз. (18.33) га асосан куйидагини ёзиш мумкин:

X ‘»1)1 = \ ^ о \
ёки

/(,. 5!п О = Р ОС ■ 81п 6.
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Бундан
Р  ■ ОС (18.34)
'ос • "1

(18.34) формуладан ку­
рамизки, Ш2 бурчак тез- 
лик О), бурчак тезлик­
ка тескари пропорционал, 
яъни гироскоп уз УКИ аг- 
рофида канчалик тез ай- 
ланса, у шунчалик секин 
прецессиялайди (верти­
кал УК атрофида у шун­
чалик секин айланади) ва 
аксинча, гироскоп уз уки атрофида канчалик секин айланса, 
у шунчалик тез прецессиялайди.

3. Агар гироскопнинг огирлик маркази унинг таянч нукта- 
сида булса, гироскоп укининг йуналиши узгармайди {18.11- 
расм). }^акикатан бу долда:

Ж ^ = т „ (Я )  +  /^,(ЛО = 0 .

(>■

dL ,
Бинобарин, —~  = 0. Бундан =  /^,

d t const ёки

<0 =  const

ДОСИЛ булади. Гироскоп даракатининг бу хусусиятидан нави­
гация асбобларида кенг фойдаланилади.Мисол тарикасида энг 
содда гироскопик асбоб—карданли осма гироскопни курайлик 
(18,12-раем). Гироскоп ротори ички рамага подшипниклар ёр-
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ламида урнатилган А А ' симметрия ук атрофида айлаиади. 
Ички рамаиинг узи ташки рамага подшипниклар ёрдамида ур- 
натилгаи ВВ' ук атрофида, ташки рама эса кузгалмас подшип- 
никларга урнатилган С С  ук атрос|)ида аЯланиши мумкин.

А А \  В В ', С С  уклар роторнинг О огирлик марказида кеси- 
шади. Шундай килиб, ротор бир-бирига боглик булмз! ан учта 
УК атрофида айланма ){аракат кила олади, Подшипниклардаги 
ишкаланишлар, .^авонинг каршилиги ва рамаларнинг массалари 
эътиборсиз даражада кичик :?{исобланади. Гироскоп роторини 
А А' ук атрофида катта тезлик билан айлантирайлик. Гирос­
копга факат О нуктага куйилган огирлик кучи таъсир килади. 
Бу огирлик кучининг О нуктага нисбатан моменти нолга тенг.

Бинобарин, гироскопнинг кинетик моментининг вектори 
узгармас булади. Демак, А А ' ^к Л'ам з(аракат бошида эга 
б}^пган йуналишини саклайди.

104 § Гироскопик эффект

Агар жисм икки нуктаси билан бириктирилган ^̂ к атрофи­
да айланиб, бу укнинг узи з^ам бошка бирор ук атрофила ай- 
ланадиган булса, укнинг бирикиш нукталарида (одатда под- 
шипникларда) кушимча юклама кучлар пайдо булиб, унга ги- 
роскопак эффект дейилади. Бундай юклама кучлар пайдо бу­
лишини гироскоп элементар назариясининг тенгламаси ёрдами­
да тушунтириш мумкин. Масалан, бирор жисм, гироскоп О; 
ва 0-2 нукталарда подшипникларга бириктирилган 0 , 0 2  ук ат-

рофида бурчак тезлик билан айлансин. Х^книнг узи эса под*

шипниклар билан биргаликда бурчак тезлик билан 18.13- 
р 1С.чда курсатилган йуналишда айлансин. Бундай гироскоп 
харакатининг тенгламаси (18,33) га асосан

булади. Бунда — гироскоп урнатилган курилмага таъсир 
килувчи ва гироскоп укини подшипниклари билан биргаликда 
айланма з^аракатга келтирувчи кучларнинг О нуктага нисбатан 
бош моменти, /р 0  ̂— гироскопнинг 0 ,02  укка нисбатан инер-

18 13- раем.
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ция моменти. Аввалги параг- 
рафда келтирилган муло- 
дазаларимизга асосан ги­
роскоп томонидан атроф 
жисмларга (таянчларга), ху- 
сусан, бу ерда О1 ва О, 
подшипникларга, О нуктага

нисбатан моменти X “ г) булган кучлар таъсир
килади. Бу кучларнинг урнига уларга эквивалент булиб, мо­

менти га тенг булган бирор (Я,, Р^) жуфтни мослаш 
мумкин. Шундай килиб, гироскоп укининг бурилиши натижа- 
сида укнинг таянчлари булмиш подшипникларда кушимча юк- 
лама кучлар юзага келади. Гироскопик момент формуласидан 
курамизки, бу кучлар гироскопнинг уз уки атрофида айлани- 
шидаги бурчак тезлиги, гироскоп укининг айланишидаги бур­
чак тезлиги ва гироскопдаги массалар таксимотига боглик. 
Гироскоп уз уки атрофида катта бурчак тезлик билан айлан­
ганда, катта юклама кучларнинг пайдо булиши натижасида ук­
нинг кескин бурилиши таянчларнинг синишига олиб келиши 
мумкин. Бу дол айланувчи валлари, уклари булган машина ва 
механизмларни лойидалашда. албатта, дисобга олиниши зарур.

Характерли иккита мисол келтирамиз:
1. К емаларнинг яащ алаиш да пайдо буладиган гироскопик  

эффект. Кеманинг бурун ва куйи кисмларини кутарилиб, ту­
шиб чайкалишида кема корпуси буйлаб жойлашган дамда каг- 
та тезлик билан айланувчи валнинг подшипникларига кушим- 
ча кагта юклама кучлар таъсир килади. Агар вал кеманинг 
куйи В  томонидан А  бурни томонига караб кузатувчига нис­
батан соат стрелкасига тескари йуналишда айланса 118 14-расм),. 
кеманинг бурни кутарилганида горизонтал текисликда ётувчи 
ва 18.15-расмда курсатилган йуналишда вал подшипниклари­

га таъсир килувчи {Р^, Р, \̂ жуфт пайдо булади.
Тт* ~* V —-V
Кеманинг бурни пастга тушганида эса бундай (Я,, Р^) жуфт 

вал подшипникларига 18,16-расмда курсатилганидек таъсир 
килади.

21-И 55

18.15- раем.
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18. 16- раем .

Вал катта тезликда айланганида кеманинг чай^алиши нати* 
жасида пайдо буладиган гироскопик момент катта булиши 
мумкин. Бу подшипникларни тезда ишдан чи^ишига олиб ке­
лади.

2. Завода самолё'тларнанг горизонтал текисликда йунали­
шини узгартириб бурилишиба  (виражда) пайдо буладиган ги- 
роскопш  эффектна курайлик. Самолёт вираж килганида винт 
уки горизонтал текисликда бурилиши натижасида вертикал 
текисликда ётувчи ва подшипниклар оркали самолёт корпусига 
таъсир килувчи жуфт пайдо булади. Бу жуфтнинг моменти само­
лёт корпусининг массасига нисбатан катта булиб кетиши мум­
кин. Бу )(олда самолёт жуфт таъсирида вертикал текисликда кес- 
кин бурилади. Агар вираж чапга булса, самолёт вертикал те ­
кисликда кескин юкорига кутарилади. Вираж унгга булганида 
эса у вертикал текисликда пастга шунгийди- Бундай вираж- 
лар бир винтли самолётларда хавфли з^исобланади.

XIX б о б .  ЗАРБА НАЗАРИЯСИ

Моддай ну lima, м еханик система барча ёка  баъзи нуц-  
щаларинйнг т езликлари  вацтнинг жуда кичик оралигис1а 
¡¿екли катта цийматга узгариши j^oducacu зарба дейилади. 
Вактнинг #арба додисаси содир булувчи оралигига зарба еац- 
ти дейилади на одатда т оркали белгиланади.

З а |б а  прЪрессида вактнинг жуда кичик оралигида тезлик­
лар чекли кийматларга узгариши натижасида шу вакт орали­
гида катта тезланишлар юзага келади. Шунинг учун зарба 
пайтида таъсир килувчи кучлар зарбадан олдинги ёки зарба- 
дан кейинги кучларга нисбатан жуда катта булади. Зарба пай­
тида таъсир килувчи кучларга оний ёки зарбали куялар,  
уларнинг зарба вэкти оралигидаги импульеларига эса зарбали  
импульслар  депилади.

105- §. Моддий иу1[тага зарбали ку,ч та-ьсирининг 
асосий тенгламалари. Тиклаш коэффйцЕеити

Моддий нукта учун зарба :?{одисаеини караб чикамиз. Би-

р^р F  куч таъсирида з^а^акатланувчи т  массали моддий нунта 
ш



олайлик. Бирор моментдан бошлаб бу нуктага Р  зарбали 
куч таъсир кила бошласин ва бу кучнинг таъсири пайтда ту- 
гасин. 1=^2 — вакт оралигини зарба вацти  деб атаймиз. 
Нуктанинг зарбадан олдинги ва зарбадан кейинги тезликлари­

ни мос равишда V ва~и  оркали белгилаб, зарба вакти учун 
импульслар теоремасини ифодаловчи (17.17) тенгламани к^л- 
лаймиз:

та ~  тт1 = [ Р.сИ +  Г Pd^.

Бунда ГРй?/? — зарбали куч импульси; уни оркали белгилай­

лик. Зарбали Р  кучнинг киймати катта булгани учун 5’ нинг 
киймати чекли булади х зарба вакти жуда кичик булгани са-

бабли Р  кучнинг бу вакт оралигидаги импульсининг киймати 
жуда кичик; шунга кура зарбали импульсга нисбатан уни ди- 
собга олмаслик мумкин. У долда охирги тенгликдан ёза ола­
миз:

ти — тю =  5’. (19 1)

Равшанки, зарбага учраган моддий нуктанинг ёки жисм­
нинг зароадан кейинги кинематик долати, албатта, унинг фи­
зик хусусиятларига дам боглик булади. Масалан, маълум ма- 
софадан горизонтал кузгалмас сиртга резина тупни ёки пулат 
шарни бир хил бошлангич тезлик билан ташласак, уларнинг 
сиртга урилгандан (зарбадан) кейинги тезликлари турлича 
булади.

Шарчанинг кузгалмас горизонгал сиртга зарбасини олайлик; 
Шарчанинг зарбага учраган пайтдаги тезлиги сиртга пер пен-

дикуляр йуналган бирор V вектор булсин. Зарба процессини 
икки фазага ажратиш мумкин. Биринчи фаза давомида шарча 
деформациялана бориб, фаза охирида унинг тезлиги нолга 
айланади. Бу фаза давомида шарчанинг кинетик энергияси 
деформацияланиш натижасида досил буладиган эластиклик 
кучларининг потенциал энергиясига айланади ва кисман шар­
чанинг кизишига сарфланади. Иккинчи фаза давомида элас­
тиклик кучининг таъсири остида шарнинг дастлабки шакли 
тиклана бошлайди, лекин тулик тикланмайди. Колдик де- 
формацияга ва кизишга сарфланиш туфайли шарнинг дастлаб­
ки кинетик энергияси дам кайта тикланмайди. Шарнинг зар­
бадан кейинги кинетик энергияси унинг зарбадан аввалги 
кинетик энергиясидан кичик булади.Демак, шарнинг зарбадан 
кейинги тезлигининг модули унинг зарбадан аввалги тезлиги­
нинг модулидан кичик булади.
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, «чтодага зарбага учраган моддий нуь(танинг ёки жисм­
нинг физик хусусиятларини билдирувчи катталик ошкор ра­
вишда кирмаган. Моддий нукта учун бундай катталикни ха- 
рактерловчи коэффициент т аклаш  коэффициенти дейилиб, 
у нуктанинг зарбадан кейинги ва зарбадан аввалги нисбий 
тезликларининг урилиш сиртига урилиш нуктасидан утказил- 
ган нормалдаги проекциялари нисбатининг модулига тенгдир. 
Масалан, массаси т булган моддий нукта Л, масофадан бош­
лангич тезликсиз тушиб, бирор кузгалмас горизонтал силлик 
5 сиртнинг А  нуктасида унга урилсин. Сиртга нисбатан нук-

танинг зарбадан аввалги тезлигини V, зарбадан кейинги тез-

лигини эса и оркали белгилайлик (19.1-раем). 5 сиргга А нук-

тада утказилган нормални п оркали, г; ва к тезликларнинг бу 
нормалдаги проекцияларини мос равишда ва и^, нуктанинг 
зарбадан кейинги кутарилиш масофасини оркали белгилай­
лик, тиклаш коэффициенти эса к булсин. У долда

к = (19,2)

•и ва м векторлар карама-карши йуналган векторлар булгани 
учун соннинг модули таърифига кура (19.2) ни

(19.3)

куринишда ёзиш мумкин.
Моддий нуктанинг зарбадан аввалги тезлик вектори унинг 

сиртга тукнашиш нуктасидан сиртга утказилган нормал билан 
уткир бурчак ташкил килганда дам тиклаш коэффициенти 
(19.2) ёки (19.3) муносабатлардан аникланади.

Агар зарбада жисм катнашаётган булса, тиклаш- коэффици­
енти жисм урилиш нуктасининг урилиш сиртига нисбатан зар­
бадан кейинги ва зарбадан аввалги тезликларининг урилиш 

нуктасидан урилувчи жисмлар сиртига утказилган 
умумий нормалдаги проекцияларининг нисбати би­
лан аникланади.

Тиклаш коэффициенти оддий тажриба билан 
куйидагича аникланиши мумкин. Бирор шарча 
(моддий нукта) ни горизонтал, кузгалмас, Силлик 
сиртга Ж, Л =  Л, масофадан ташлайлик (19,1- раем). 
Шарчанинг УИ1А йулда огирлик кучи таъсиридаги 
даракатига кинетик энергия дакидаги теоремани

• и

V

19.1- раем. 
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кулласак, v = Y ‘̂ ghl булади. Шарча сиртга урил- 
ганидан сунг баландликка кутарилсин. У долда 
шарчанинг зарбадан кейинги тезлиги и =  ] / 2 §̂"Л2 
булади. (19.2) га асосан ёза оламиз:



к  =

ёки к

' V̂ ¿gĥ

э^'^ластик 
солюШ

Шарчани ва сиртни турли мате- 
риаллардан ясаб, шарчанинг тушиш 
ва кутарилиш масофаларини улчаш 
йули билан турли материаллар 
учун тиклаш коэффициентини 
аниклаш мумкин була-ди. Реал 
жисмлар учун тиклаш коэффициен­
ти 0 < |% < 1  интервалда булади. |0Т  ̂
Абсолют эластик жисмлар учун к = \  ва абс^’̂ ! а. 
жисмлар учун ¿ =  0 олинади. к =  1 булганда з^Р 
эласт ик зарба. к = 0  булганда эса зарба абсол<^ . 
булмаган зарба дейилади. лба^астиК

(19.1) ва (19.2) тенгламалар моддий нуцтага ^ ^у 
таъсирининг асосий т енглам алари  з(исобланад0'_ куЧ 
маларни моддий нуктанинг сиртга к^йшик зарба^*  ̂ \  енгла-

и кул'
лашни куриб чикамиз. Массаси т  булган нукта -у ^  
силлик 5 сиртнинг А  нуктасига урилсин. А нукТ^^ , билаН

нормал утказамиз. п ва V орасидаги бурчакни а
(Зел г И'

лаймиз. Нуктанинг зарбадан кейинги тезлиги и, оУ ,|Э.21 
нормал билан з^осил килган бурчаги р булсин  ̂ эъ\\^книнГ 
Зарбали импульснинг нормал буйлаб йуналганиН^'/Р  ̂ раем), 
олиб, (19.1) тенгламани А  нуктадан сиртга утказ* '̂^ ^б о р га  
ва нормаль йуналишларига проекциялаб, ринма

т {и з1п р — г» 5!п а) =  О, 

т (и  со 8  р + т »  С05 а )  =

, и соз 3

V СОЗ а

(19.4)

тенгламаларга эга буламиз. Бу тенгламалар систе^* бу V 
дий нуктанинг зарбадан кейинги тезлиги модули111̂ ’̂ а мод- 
нинг нормая билан з{осил килган бурчагини ва зЗР ^злик- 
сини аниклаш мумкин:

й =  г»|/'81п^М^'^соз~«, tgp =  -í-tga, 5 = т ( 1  +  ^̂
к

НИ
к <  \ булганида, ва 3 > а  булади,

рчаги тушиш бурчагидан катта булар экан. бу'^йти^
элас 

‘̂ агига

‘'п у л ь -

бурчаги тушиш бурчагидан катта булар экан. бУ|'*итиш
тик зарбада к — \ булиб, тушиш бурчаги кайти!^^ ч элас- 
тенг. '
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106-§. Зарбали куч таъсиридаги механик 
системанинг асосий тенгламалари

Механик система бирор ^ ¿ ( /  =  1, 2, . .  п) нуктасининг 
зарбадан аввалги ва зарбадан кейинги тезликлари мос равиш-

да VI на и, булсин. Бу нуь;тага (19.1) тенгламани куллаймиз:

(с =  1, 2, . . . .  п)

бунда 5f, мос равишда нуктага таъсир килувчи барча

ташци ва т к а  зарбали им пульсларни  ифодалайди. > 5 ^  =
1-\

~  О булишини эътиборга олиб, охирги тенгламалар сисгема- 
сини кушамиз:

П
У
г=1 г«1 

п

Бу тенгликнинг чап томонидаги /С, =  Я'2 =  2 '^ г ^ г  ифо-
¡=1 1=1

далар мос равишда системанинг зарбадан аввалги ва зарбадан 
кейинги даракат ми^дорларидан иборат. Бинобарин,

¡-.1
ифодани ёзиш мумкин. (17.12) га асосан охирги тенглик куйи­
даги куринишга келади:

(19.5)
1=1 
—̂

Бунда М  ~  системанинг массаси, — система массалар
марказининг зарбадан кейинги ва зарбадан аввалги тезликлари.

Система зарбали кучлар таъсирида булган дол учун сис­
тема кинетик моментининг узгариши дакидаги теоремани кул- 
лаймиз:

си 1=1 1=!

Бунда ¿д — системанинг бирор марказга нисбатан кинетик мо­

менти, — /И; нуктанинг радиус- вектори, E f, Р? эса Лl¿ нук­
тага таъсир килувчи барча ташки оддий ва зарбали кучлар­
нинг тенг таъсир этувчиларидан иборат. Бу муносабатни зар­
ба вакти оралигида интеграллаб,
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Lo. -  J ( i  о  X Щ) +  J  ( 2  о  X P f)  dt
0 l= \  0 i = l

ифодага эга буламиз. Бунда Lq — мос равишда, система­
нинг зарбадан кейинги ва зарбадан аввалги кинетик момент- 

— ^

лари. Зарба даврида о  =  const (г — 1, 2, . . .,я) эканлигини эъти­
борга олиб, охирги ифодани

/= ■ 1  о i =  l о

скуринишда ёзамиз. I /^f — таш^и оддий кучнинг импульси
о

зарбали импульсга нисбатан жуда кичик миадор булганидан

уни з^исобга олмаймиз, ^  P f  d t  = S f  — зарбали импульс,
о

у  з{олда
—> — —> —>■ W
Lo^ — Lo, — ^ r i X  Si 

i=l

булади. Бунда г, X  5,- =яго(^г }— нуктага таъсир килувчи 
ташки зарбали кучлар импульсининг моменти. Демак,

¿0, — ¿0. =  2 /w o ( 5 f ) . (19.6)
!  =  1

■0 ,̂ и„ мос равишда, механик система урилиш нуктасининг 
зарбадан аввалги ва зарбадан кейинги тезлигининг урилиш 
сиртига утказилган перпендикулярдаги проекцияларн десак, 
система учун тиклаш коэффициенти (19.3) га ухшаш

(19.7)

формула ёрдамида топилади.
(19.5), (19,6), (19.7) тенгламалар зарбали кучлар  таъсири­

даги механик системанинг асосий. т енгламалари  дисоблана- 
ди. Бу тенгламалар механик системанинг бирор кузгалмас 
силлик сиртга зарбаси нуктаи назаридан тузилди. Улар ёрда­
мида зарбадан аввалги з^аракати маълум механик система ёки 
каттик жисмнинг зарбадан кейинги даракатини топиш мумкин, 
Бу тенгламаларни икки механик система ёки каттик жисмлар- 
нинг бир-бирига зарбасига з^ам куллаб, уларнинг зарбадан 
кейинги з^аракатларини аниклаш мумкин. Бунда тенгламалар 
аввал жисмларнинг бирига нисбатан кулланилади, иккинчиси 
кузгалмас деб олинади. Кейин биринчи жисм кузгалмас деб
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олиниб, тенгламаларни иккинчи жисмнинг зарбасига куллани- 
лади. Тиклаш коэффициентини аницлашда цулланиладиган нор­
мал чизик жисмларнинг урилиш нукталаридан жисмлар сирт- 
ларпга умумий 1<илиб утказилади.

Икки жисмнинг бир-бирига зарбасини даракат микдори ва 
даракат ми1<дори моментининг сакланиш конунлари асосида 
дам ургаииш мумкин. Бунда икки жисм битта система деб 
олинса, зарбали кучлар ички кучларни досил килади ва улар 
системанинг даракат микдори дамда даракат микдори момен- 
тига таъсир этмайди. (19.5) ва (19.6) тенгламаларнинг урнига 
зарбадан аввалги, зарбадан кейинги найтларга нисбатан дара­
кат мнкдори ва кинетик моментининг сакланиш конунлари ту- 
зилади. Бу конунларни ифодаловчи тенгламалар билан (19.7) 
тенглама биргаликда икки жисмнинг бир-бирига зарбасини 
тулик ифодалайди.

107 Икки шарнинг бир-бирига тугри марказий зарбаси

Илгарилама даракатдаги икки жисмнинг бир-бирига ури- 
лиши олдида улар инерция марказларининг тезликлари шу 
марказларни туташтирувчи тугри чизик буйича йуналган бул­
са, бундай зарба марказий т^гри зарба дейилади.

Массалари т ,  ва булган икки силлик шарнинг бир-би­
рига тугри зарбасини курайлик. Биринчи шар масса маркази­
нинг зарбадан аввалги ва зарбадан кейинги тезликлари мос

равишда г?! ва и^, иккинчи шар учун эса бундай тезликлар

мос равишда ва Нз булсин. Шарлар илгарилама даракат 
килганликлари учун уларнинг зарбадан аввалги ва зарбадан 
кейинги даракатлари шу шарлар масса марказларининг тезлик-

—> —>■
лари билан характерланади. Фараз килайлик, | "о, | > | |  булсин. 
У )^олда биринчи шар иккинчи шарга етиб, унга урилади (19.3- 
расм). л УКНИ шарларнинг С,, марказларидан утувчи ClC.¡ 
тугри чизик буйлаб йуналтириб, бу укка нисбатан даракат мик­
дорининг сакланиш конунини ёзамиз:

/«1̂ 1 =  /«1̂ 1 +  т2Щ. (19.8)

Бу муносабатни шарларнинг дар бирига (19.5) тенгламани ало- 
дида-алодида куллаб дам досил килиш мумкин. «, ва и^ тез- 
ликларни аниклаш учун яна битта тенглама тузамиз. Шарлар 
урилиш нукталарининг зарбадан кейинги нисбий тезлигининг 
зарбадан аввалги нисбий тезлигига нисбати, маълумки, тиклаш

коэффициентига тенг, яъни

ёки

19.3-расм.

1/, — г»2 

И, -  «2 =  А(гч -  ■̂ 2).
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f l 9.8j ва '19.9J тенгламаларни биргаликда ечиб и, ва ни 
аниклаймиз.

« 1=  +  ( ! + * ) — ^  ^ 2. (19.10)
/П] +  «2 «1 -f ^2

„  +  (19.11)
/Й1 + «2 «I +  «2 (

Зарбали импульсни з а̂м аниклаш мумкин. Бунинг учун (19.5) 
тенгламани урилувчи шарлардан бирига куллаш керак. КуйЯ* 
даги икки хусусий ^олни куриб чикамиз,

1) Абсолют эластик булмаган зарба (k =  0). Бу з^олда (19.1^) 
ва (19.11) формулалардан

т ,г /,  4  OTjí/aí¿j — Wo — --------------
m, +  m.¡

келиб чикади, яъни шарлар зарбадан кейин бир хил тезЛИ>  ̂
билан даракатланади, Шарларнинг массалари тенг булганда бу 
тезлик куйидагича ёзилади:

«1 =  «2=  + ^ 2).

яъни шарлар зарбадан кейин зарбадан аввалги тезликлари 
гиндисининг ярмига тенг булган тезлик билан харакатланаЛ-^.

2) Абсолют эластик зарба ( ^ = 1 ) .  Бу х;олда (19.10; ва(19.1‘) 
формулалардан

2т, , ч , 2и, , ,----------- М 2 = г » г Н ------------------------------------------------------------------------------------------------------

гпх +  «2 /га, +  Шч
хосил булади. Бу формулалардан куринадики, бир хил мас<^^“ 
ли икки шар урилганда (те, = / « 2). уларнинг тезликлари аль^^- 
шинади, яъни: И; =  v^, щ  =  "У!.

108-§. Зарба процессида кинетик энергиянинг ^^згариш*^

Зарба процессида моддий нукта ёки механик система кине­
тик энергиясининг узгаришини аввал таъкидлаб утган эД̂ '̂^* 
Бу узгариш кинетик энергиянинг зарбадан аввалги ва зарба­
дан кейинги кийматларининг айирмасидан иборат. Массаси

зарбадан аввалги тезлиги v , зарбадан кейинги тезлиги и. б у л ­
ган моддий нукта кинетик энергиясининг узгаришини ёза!^^^^'

Г, -  Г, =  I  w(ü^ -  и^). (19-12)

г) ва и тезлик векторларининг урилиш сиртига урилиш 1̂ УК' 
тасидан утказилган уринма ва нормалдаги проекцияларини 
ширамиз. 19.2-расмдан бевосита куринадики, и.,= v.̂ \ 
ташкари тиклаш коэффициентининг формуласидан «„ =  ^1 '^п!- 
У )!;олда

и} =  и\ -1- и: =  к ‘‘'г?п +  «? ва г/2 =  v i
----------------------------------_ _ _  3 29



куринишда ёзилади. Демак, абсолют эластик зарбада (к = \)  
кинетик энергия узгармас экан. Кинетик энергиянинг макси­
мал узгариши (аниги бошка тур энергияларга айланиб камайи­
ши абсолют эластик булмаган зарба долила (к =  0 ) булади. 

Нуктанинг зарбадан кейинги тезлик вектори билан унинг
-  >■

зарбадан аввалги тезлик векторининг айирмаси u ~ v  ни „йу- 
цот илган тезлик'^ деб атаймиз.

Карно теоремаси. Зарба ж араёнида йЩ опшлган кинет ик  
энергия й^/^оталган т езлик  билан буладиган х;аракатдаги

I _^
кинетик энергиянинг ^ ^  цисмига тенг.

Хакикатан, 19.2-расмга кура и^ ни эътиборга олиб

\ й - v \ = = \ u ^ \ + \ v ^ \ ^ k \ ■ v ^ \  +  \v^\  =  ( 1 + ^ )  ("»л! 
ёки ^

Шунга кура (19.12) ифода

Г , - Г 2 =  (19.13)

\+к
ифодани ёза оламиз. У долда, ■; 19.13) дан

| ^ [ ^ ( « - ^ ) *  (19.14)

исботланиши керак булган муносабатни досил киламиз.
Абсолют эластик зарбада (к =  1 кинетик энергия йуко- 

тилмайди ( =  Т^). Абсолют эластик булмаган зарбада (̂ % =  0):

— 7̂ 2 =  ~ т { и ~ - % ) \

яъни йукотилган кинетик энергия йукогилган тезлик билан 
буладиган даракатдаги кинетик энергиянинг узига тенг.

Икки шарнинг узаро тугри марказий зарбасида йукотилган 
кинетик энергияни дисоблаймиз. Моддий нукта деб каралувчи

шарларнинг зарбадан аввалги тезликларини, мос равишда ■Оц 
—>■ —> —>
■Уз, зарбадан кейинги тезликларини «а билан белгилайлик. 
У долда, (19.14) га кура, биринчи шар учун йукотилган ки­
нетик энергия

иккинчи шар учун эса

^  (19.15)

(19.16)



га т е н г  булади. (19.10) ва (16.11) формулалардан аникланувчи 
ц, ва «2 кийматларни (19.15) ва 19.16) га куйсак, куйидаги 
ифодалар х;осил булади:

2

A/’t =  -' 2(m, |-/Из)2

А Г, 1

(1 - k ^ ) ( v ,  -  V, )  ̂

(1 -А " ) (í^i-í^a)^-

Охирги икки муносабатни {v 2 — '^1)^ =  — ^3)^ булишини эъ­
тиборга олиб кушсак, турри марказий зарба пайтида йукотил- 
ган кинетик энергия учун куйидаги ифода келиб чикади:

А 7 = Д Г ,+ А Г 2  = ( 1 9 . 1 7 ;

5 7 -масала. Шарча v  тезлик билан кия з^аракат килиб куз-
л/~2ралмас горизонтал текисликка тушади ва и, — --— “и тезлик би­

лан текисликдан кайтади ( 1 9 . 4 - раем). Урилишдаги тиклаш ко- 
/"Т

эффициенти булса, тушиш бурчаги а ва кайтиш бурча-
О

ги Р аниклансин.
Ечиш. Зарбали куч таъсиридаги моддий нуктанинг з^арака- 

тини белгиловчи (19.4 тенгламалар системасидан фойдалана­
миз. (19.4) системанинг биринчи ва учинчи тенгламалари ма­
сала шартига кура куйидагича ёзилади:

OT(«sin р ~  u s i n  а) =  О, (1)

(2 )
V COS а

(1) ва 2 тенгламалар системасини биргаликда ечиб, номаъ-
лумлар а ва р ни аниклаш мумкин. Бунинг учун 
куйидагича ифодалаймиз:

й sin =  г; sin а, й cos Аг) cos а
ёк и

2
Sin ¡3 =  sin а,

/ 2  п / З-—  cos 3 =  -—  cos а.
2 3

Бу тенгламаларнинг ^ар икки томоиини 
квадратга оширамиз:

1) ва (2 ) ни

(3. 

(4

-^sin^P =  sin^a,

cos'^B =  —  cos^ot. 
2 ^ 3

(5)

(6)
У//////////7////////////У

19.4-расм.
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cos'f!= 1 —sin“P формулага кура (6) тенглама

i  - 1  sin^ p =  ^  cos^a (7)

куринишда ёзилади. (5) ва (7) ни дадлаб кушамиз:
1 • 2 I 1 2— =  sin"“ а — cos а.
2 3

Бундан cos^a= ёки cos а =  ±  демак, а =  келиб чи­

кади. Топилган а бурчак [^ийматини (3) га куйсак,

■^^sinp =  s in — ёки sinp =
2 3 ^ 2

досил булади. Охирги тенгламадан р ни топамиз: Р =  ■“ •

Шундай килиб, а =  р =  -^ булади.

5 8 -масала. /и, =  1 т массали болга тобланаётган металл би­
лан биргаликда массаси /«2 =  24 т булган сандонга ■и =  5 —

с
тезлик билан урилади. Зарбани тиклаш коэффициенти k = 0,3 
булган марказий тугри зарба деб караб, болганинг фойдали 
иш коэффициенти топилсин.

Ечиш. Болганинг фойдали иш коэффициенти тобланаётган 
металлнинг деформацияси учун сарф булган ишнинг болгани 
кутаришда сарфланган ишга нисбати билан, бошкача айтганда, 
зарба вактида йукотилган кинетик энергиянинг системанинг 
зарбадан аввалги кинетик энергиясига нисбаги оркали ифода­
ланади, яъни

АТ

Болганинг зарбадан аввалги тезлиги v¡ = v  = 5 —; сандон

тинч долатда булгани учун унинг зарбадан аввалги тезлиги 
нолга тенг: V2=0.  У долда (19.17) га биноан, зарба вактида 
йукотилган кинетик энергия куйидагича топилади:

д г =  =  .2 5 =  10920 Ж.
mi +  ОТ2 2 1000 +  24000 2

Системанинг зарбадан аввалги кинетик энергияси болга кине­
тик энергиясига тенг:

Г, =  i  m^vi =  12500 Ж.

Шундай килиб,

досил булади.  
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XX б о б .  ДАЛАМБЕР ПРИНЦИПИ

109-§. Механик система учун Даламбер принципи

Мх. М 2 ......... моддий нукталардан ташкил топган меха­
ник система даракатиии куриб чикамиз. Система ихтиёрий УИ, 
нуктасининг массасини т.1 , шу нуктага таъсир этувчи ташки 
кучлар ва ички кучлар тенг таъсир этувчиларини, мос равиш­

да, У ‘1 билан белгилайлик. Бунда F f ,  р ‘1 кучлар тарки­
бига актив кучлар билан бирликда реакция кучлари дам ки­
ради. Бу кучлар таъсирида /И; нуктанинг бирор инерциал ко­

ордината системасига нисбатан олган тезланишини •ю, десак, 
мазкур нуктанинг инерция кучи

Ф̂  = — гп1'Ю1 (20.1)

формула билан аникланади. У долда (13.44) га кура

-ь ф,- =  о, (г =  1, 2. . . .  .гг) ( 20.2)
муносабатни ёза оламиз (20. 1- раем). (20.2) ифода системанинг 
дар бир нуктаси учун уринлидир. (20.2) дан системанинг дар 
бир нуктасига таъсир этувчи ташки ва ички кучлар каторига 
шу нукта инерция кучини кушиб уни мувозанатда деб караш 
мумкин. Шундай усул билан системанинг дар бир нуктасига 
статиканинг мувозанат тенгламаларини татбик этиш мумкин.

(20.2) муносабат механик система учун Даламбер принципи- 
ни ифодалайди.
(20.2) системани дадлаб кушиб, ички кучлар хоссасини эъти­
борга олсак.

(=1 !—1
(20.3)

досил булади.
Шунингдек, (20.2) нинг дар икки томонини нуктанинг 

О марказга нисбатан радиуе-век-

тори Гг га вектор купайгириб, 
досил булган системани кушсак,

«  - V  - >
о

еки



да
И'
н а
Н1-

и

+  ^ / и о ' Ф , )  =■ О 
Я  /-1 г=1

келиб чикади. Бунда ички кучларнинг бирор марказга нисба-
П  ̂ ^

тан бош моменти нолга тенг, яъни ' У т о ( / ^ / ) = 0  булгани 

учун охирги тенглама
;=1

^  т о(Р!)  +  V тео(Ф ,) =  О (20.4)
;=1 /=1

куринишни олади. Куйидагича белгилашлар киритамиз}

1=1 ¿-1
--V - к  ^  - V

Ж ? =  2  / П о ( Ф . )  =  - ^  X
¿=1

(20 .5)

Бунда ва М% катталиклар мос равишда, система инер­
ция  кучларининг бош вектори 5{амда О марказга нисбатан 
бош моментини  ифодалайди.

(20.5) белгилашларга кура (20.3) ва (20.4) муносабатлар 
куйидагича ёзилади:

¿=1
( 20. 6)

(20.7)
г= 1

(20.6) ва (20.7) тенгламалар статикада курилган кучлар систе­
маси мувозанат шартларининг геометрик формада ифодалани- 
шига ухшайди. Бу ифодаларни координата укларига проекция­
лаб, кучлар системаси таъсиридаги жисм мувозанат шартла­
рининг аналитик усулда ифодаланиши каби муносабатларни 
з^осил килиш мумкин. (20.6), (20.7) тенгламалардан фойдала­
ниш учун инерция кучларининг бош вектори ва бош моменти 
маълум булиши керак.

Куриниши билан фаркланса-да, мо^ияти жих;атидан (20.6) 
тенглама механик система з^аракат мицдорининг узгариши ёки 
масса марказининг даракати ^¡акилаги теоремага, (20.7) эса 
система кинетик моментининг узгариши з^акидаги теоремага 
эквивалентдир.
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tlO -§ . Инерция кучларининг бош вектори ва бош моменти

Система инерция кучларининг бош вектори ва бош момен­
ти (29.5) формула билан аникланиши маълум. Уларни янада 
ихчам формулалар билан ифодалаш мумкин. Бунинг учун
(20.6) тенгламани система массалар марказининг даракати да- 
т^идаги теорема формуласи

1=1
билан таккослаб, инерция кучларининг бош векторини аник­
ловчи

=  -  Жвдс (20;-8) ’

ифодани досил киламиз. (20.8) да М  система массасини, w c  
массалар марказининг тезланишини ифодалайди. Бинобарин, 
система инерция кучларининг бош. вектори система массаси 
билан массалар марказининг тезланиши купайтмасига тенг, 
йуналиш и эса массалар марказининг тезланиши йуналиш и­
га царама-царшидир.

Массалар маркази эгри чизикли даракатда булса,

= '^cn +  ‘Wci- Шунга кура инерция кучларининг бош вектори­
ни нормал ва уринма ташкил этувчилар оркали ифодалаш 
мумкин;

Я* =  Яя 4- R t  =  - M w c n , Ж  = -  M w c .  (20.9)
(20.7) ни система кинетик моментининг узгариши дакидаги 
теорема

dLn
¡=1

билан таккослаб, инерция кучларининг бирор марказга нисба­
тан бош моменти учун

(20.10)
сИ

формула досил киламиз.
Шундай килиб, система инерция кучларининг бирор м ар­

казга нисбатан бош моменти манфий ишора билан о л и н ­
ган система кинетик моментининг вацт, буйича биринчи >̂0 '  
силасига тенг.

(20.10) ни бирор 2 укка проекциялаймиз;
=  (2 0 . 11)

(И
(20.11) дан система инерция кучларининг бирор укка нисбатан 
бош моменти дисобланади.



1̂ атти1̂  жисм инерция кучларини содда 
)^олга келтириш

Жисм инерция кучларининг Оош вектори ва бош моменти- 
ни аниклашнинг баъзи хусусий х,олларини куриб чикамиз.

1. Ж исм илгарилам а у^аракатда булсин. Илгарилама ха- 
ракатдаги жисмнинг >^амма нукталари бир хил тезланншга

эга. Шунинг учун и»; =  ва (г =  1, 2, . . .  ,п).
—У-

Бу холда Ф; кучлар системаси параллел кучлар системасидан

иборат булиб, улар масса марказидан утувчи — тенг таъ- 
сир этувчига келтирилади:

1=1
Шундай килиб, илгарилам а щ ракат даги жисм инерция

кучлари  — Мчюс га тенг ва масса м арказидан утувчи
тенг таъсир этувчига келт ирилади.

2. }Кисм О ху симметрия текислигига эга булиб, шу те­
кисликка  перпендикуляр Ог уц атрофида айланм а х^аракат 
цилсин  (20.2- раем). Бу з^олда кучлар системасини О марказга 
келтирсак, жисм симметрия текислигига эга булгани учун кел-

тирилган куч билан жуфт шу симметрия текислигида ёта­

ди ва бу жуфт моменти N1%̂  булади. Айланма з^аракатда сис­
тема кинетик моменти ¿ог =  /ог-“ формула билан аниклангани 
учун, (20.11) га кура

(20. 12)Л íS.=
.  йи> .

-1ог —  = — ¡О г -  ^ (И
куринишни олади. (20.12) да /о? жисмнинг О келтириш мар­

казидан утувчи ва симметрия те­
кислигига перпендикуляр укка 
нисбатан инерция моменти, е эса 
жисм бурчак тезланишидан ибо­
рат.

Шундай килиб, жисм симмет­
рия текислигига эга булиб, бу 
текисликка перпендикуляр Ог 
УК атрофида айланма з^аракат 
килганида унинг инерция кучла­
ри (20.8) формула билан аник­
ланувчи ва О нуктага куйилган

кучга з^амда Мог моменти
(20. 12) формула билан аникла­
нувчи ва симметрия текислигида

20.2-раем, ётувчи жуфтга келтирилади.

г
.«у___ ! 1

т е  !



В

20.3-расм.

3. }Кисм масса марказидан ут увш  ц^згалм ас %  ampo-
—» ф

фида ай ла н м а  ^^аракатда булсин. Бу долда w c  =  0, R  =»0. 
Демак, 2- долга кура инерция кучлари системаси Мог момен- 
тн (20. 12) формула билан аникланувчи ва симметрия текисли­
гида ётувчи жуфтга келтирилади,

4. Агар жисм симметрия текислигига эга б;улиб, шу текис­
ликка параллел текисликда даракатланса, яъни текис парал- 
л е л  х,аракатда булса, инерция кучлари жисм масса марка­

зига 1̂ уйилган куч билан моменти Mcz =  Icz ■  ̂ булган

жуфтга келтирилишини исботлаш мумкин; келтирилган Я'^куч 
билан Мсг моментли жуфт симметрия текислигида ётади.

59-масала. Р  огирликдаги В бир жинсли х,аща оркали АС  
ип утказилган ва унинг учларига огирликлари мос равишда 
О ва Q булган юклар осилган (20.3- раем, а). А  юк билан го­
ризонтал текислик орасидаги ишкаланиш коэффициенти /  га 
тенг. АС  ипни чузилмайдиган деб караб ва унинг огирлигини, 
О шарнирдаги ишкаланишни эътиборга олмай, С юк вертикал

—V
буйлаб пастга даракатлангандаги тезланиши w  дамда А Е  ва 
КС участкалардаги ипнинг таранглик кучлари топилсин.

Ечиш. Система Л ва С юклар дамда В далкадан ташкил 
топган. Системанинг дар бир булаги даракатини алодида-ало- 
дида текширамиз. Ип чузилмагани туфайли Л ва С юкларнинг 
тезланишлари бир хил булади.

Системага таъсир этувчи ташки (актив ва реакция) кучлар

Q, Р, Q, F, N a, Х о. каторига дар бир булак инерция куч­
ларини кушиб оламиз (20.3-расм, б, в, г) А ва С юклар илга­
рилама даракат килгани учун уларнинг инерция кучлари, мос
равишда. R a =  m.AW= -  w, R t  =  nicw = ~ w  формулалар билан

g g



ш т

аникланади. Бунда f i t  ва Rc  вдкларнинг тезланиш векторла- 
рига карама-карши йуналган. Ê  з^алка симметрия марказидан 
утувчи кÿзFaлмae ук атрофида з^аракатда булгани учун унинг 
инерция кучлари УИо =  /о-® га келтирилади; бунда М о  )!;алка- 
нинг айланишига нисбатан тескари томонга йуналган.

Система яхлит деб олинганда ички куч з^исобланувчи ип- 
даги таранглик кучлари з^ар бир булак ало)?ида каралганда 
ташки кучга Утади. А Е  ва КС участкаларда ипдаги таранглик

кучларини, мос равишда, Г, ва Гг билан белгилаймиз.
}(ар кайси булак учун Даламбер принципини ифодаловчи 

тенгламалар тузамиз.

А  юк учун: G +  F + Л'л +  7 , + = 0 .
Бу тенгламани х, у Укларга проекциялаймиз:

- F  +  T , - R t ^ O ,  _ О  +  Л/л =  0.

Бунда F = ¡ -N a = fG эканлиги эътиборга олинса,

Т , -  f G - - w  =  О (1)

){0сил булади.
—>■

В з^алка учун Даламбер принципини тузишда Х о ,  Уо но­
маълум реакцияларни тенгламага киритмаслик максадида ста­
тиканинг мувозанат тенгламаларидан кучларнинг факат О нук­
тага нисбатан моментлари йигиндисини тузамиз:

- Т , -  г + Т , . г ~ М $  = 0, (2)

бу ерда г —}!;алка радиуси. Халка К  нуктасининг уринма тез­
ланиши С юк тезланишига тенг булгани учун w = t - r  деб ёза 
оламиз. Халканинг О нуктага нисбатан инерция моменти /о =
= т в г ^ = —г^ формула билан аникланади. У з^олда М% =

Р  „ Р=  — — =  — rw.
g  г  g
Шунга кУра (2) тенглама куйидаги куринишни олади;

+  7 ' 2 - - и) =  0. (3)
g

Энди С юк учун Даламбер принципини куллаймиз: 

Q - T , ~ R t = ^ 0
ёки

Q -  'А -  -  ® =  0. (4)
g

(1), (3), (4) тенгламалар системасини биргаликда ечиб, номаъ-



Q - f Ow =  —^

Tx

T,=

a + p + Q ^ '  
Q - f Q=  0(1 +  -  

■Q( i

+  P + Q  
Q - f O

G + P + Q }

20.3-pacM.

6 0 -масала. Узунлиги I, орирлиги G 
булган О A  стержень 5̂ згармас со бурчак 
тезлик билан айланувчи вертикал валга 
О шарнир воситасида бириктирилган 
{20.4-раем). Стерженнинг А нуктаси эса 
валга АВ  горизонтал ип оркали борлан- 
ган булиб, ип стерженни валга нисбатан 
л бурчакда ушлаб туради. Стерженнинг лО у  текислигида 
жойлашган долатида О шарнирдаги реакция кучлари ва ЛВ  
ипдаги таранглик кучи аниклансин.

Ечиш. Масалани Даламбер принципи билан ечиш учун

стерженга таъсир этувчи G, Т, Х о , У'о кучлар каторига стер­
жень инерция кучларини кУшиб оламиз. Стержень узгармас 
бурчак тезлик билан вертикал уц атрофида айлангани учун 
унинг Оу айланиш унидан л: масофада ётувчи дар бир Ат мас­
сали булакчасининг инерция кучи Лтш^х га тенг, Чизикли ко­
нун буйича стержень буйлаб тацсииланган бу параллел куч-

ларнинг тенг таъсир этувчиси O A K  учбурчакнинг огирлик 
марказидан утади ва D  нукта O D = - ‘̂ l  тенгликдан топила-

ди. куч инерция кучларининг бош векторига тенг б^глгани 
учун, унинг микдори (20.8) формулага асосан куйидагича ди­
собланади:

ü> /̂sincf. (1)
g  2 g

Энди текисликда ихтиёрий жойлашган кучлар системаси< 
нинг мувозанат шартларидаи фойдаланамиз;

^ P , ,  = 0 : X o + R ^ - T ^ 0 ,  (2)

2 /^/у“ 0 : Г о - 0  =  0. (8)

У  дао (Л )= 0; — О ■ ^  s ina — R* • cosx- j -  Г /cos а «»О. (4i 
■mtd 2  3

(1) ни эътиборга олиб, (2)—(4) тен1ламалар системасини еча- 
миз:

™ 2 (1)2/ sin а +  t g  а ^  З р - t g а — о “/ sin а , ,  ^У =  ----------------------  и,  Ло = ---------- ------------ , Г о = 0 .
b g  6 g
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XXI б о б .  АНАЛИТИК МЕХАНИКА ЭЛЕМЕНТЛАРИ. 
ЛАГРАНЖ ТЕНГЛАМАЛАРИ 

112-§. Механик системага цуйилган богланишлар

Богланишдаги механик система ^аракатига тегишли маса* 
лаларни ечишда богланиш реакция кучларини тузиладиган 
тенгламалардан йу^отиш ёки уларни аниклаш масаласи кушим- 
ча муаммолардан биридир. Шундай масалалар учрайдики, сис­
темага куйилган борланишларга нисбатан бирор чекланишлар 
кабул килинмаса, номаълумларнинг сони тенгламалар сонидан 
ошиб кетиб, куйилган масалани ечиб булмайди. ^атто  тенгла- 
малар сони билан номаълумлар сони бир хил булганда ;^ам, 
борланиш реакция кучларини з^аракатнинг дифференциал тенг­
ламаларидан йукотишнинг умумий усули булмаганидан, бу 
дифференциал тенгламаларнинг ечими доимо топилавермайди.

Аналитик механикада системага куйилган богланишларга 
нисбатан баъзи чекланишлар киритиб, системанинг мувозанати 
ёки харакатига оид масалаларни ечиш методлари урганилади.

Ж . Лагранж аналитик механика асосчиси з^исобланади. Рос- 
сияда биринчи булиб М. В. Остроградский Лагранж идеялари 
ва методларини илмий асосда тулдириб, уни такомиллаштириб 
Укитиш системасига жорий этган.

Аналитик механика методлари назарий физиканинг нисбий- 
лик назариясига, квант механикасига дойр масалаларни ечиш­
да, тебранишларнинг умумий назариясини урганишда кенг 
Кулланилади.

Богланишдаги моддий нукта х;аракатини урганиш масала- 
сида (58-§) нуктага куйилган богланишлар классификацияси 
курсатилган эди. Механик системага куйилган богланишлар 
5̂ ам голоном (геометрик) ва беголоном (кинематик), стацио­
нар ва ностационар, бушатадиган (бир ёклама) ва бушатмай­
диган (икки ёклама) булиши мумкин.

Факат голоном богланишлар куйилган механик система 
голоном  система дейилади ва куйидаги куринишдаги тенг- 
дамалар билин ифодаланади:

/у(^1 -̂ 11 Ун ^1, Х 2, Уг» ^2» ••• 1-̂ п1 Уп’ ^п) ” 0»
(v =  1 .2 ......... 5) (21.1)

(21.1) да 5 билан голоном богланишлар сони белгиланган.
Беголоном богланишлар система нукталари тезликларининг 

проекцияларига нисбатан чизикли ёки чизикли булмаган тенг­
ламалар билан ифодаланиши мумкин; чизикли булган з^олда 
богланиш тенгламалари куйидаги куринишда ёзилади;

/р. “ = íílJ. +  2  •2()=0, (¡а= 1 , 2.......5,) (21.2)
1-1



2 1 . 1-расм.

Шуни таъкидлаш зарурки, 
системага куйилган богланиш- 
ларнинг бир кисми голоном, 
колган кисми эса беголоном 
богланишлар з а̂м булиши мум­
кин. Биз, асосан, голоном сис­
тема ;;аракати ёки мувозанати- 
ни урганамиз.

Моддий нукта учун бор­
ланишлар тенгламаларининг 
сони учгадан ошмас эди. Агар 
механик система н  та моддий 
нуктадан ташкил топган булса, унга куйилган богланишлар 
тенгламаларининг сони Ъп дан ошмаслиги керак.

(21. 1) ва (21.2) тенгламаларнинг сони умуман ?>п та :г̂ ам 
булиши мумкин. Бу ;^олда богланиш тенгламаларини бирга­
ликда ечиб, механик система нукталарининг 3« та коорди­
наталарини вакт I нинг функциялари сифатида аниклаш мум­
кин. Бунда система нукталарининг 5̂ аракати системага куйил­
ган богланишларнинг характери билан аникланади. Бу )^олда 
система нукталарига куйиладиган дар кандай кучлар система­
га куйилган богланишлар билан белгиланувчи з^аракатларни 
узгартира олмайди.

Системага куйилган богланишларга дойр бир неча мисол­
лар куриб чикамиз.

1. Системанинг УИДх,, у,, 2,) т  М^[Х2 , Уг- ^ 2 ) нукталари 
узунлиги I булган абсолют каттик стержень билан богланган 
булсин. У вдлда богланиш тенгламасини

(-̂ 2 -  +  (У2 -  Ух? +  {^2 -  = 0
куринишда ёзиш мумкин. Бу тенглама билан ифодаланувчи 
богланиш стационар, голоном, бушатмайдиган богланишдир.

Агар Л1,, М 2  нукталар стержень урнига чузилмайдиган ип 
билан алмаштирилса, бундай богланиш нукталарнинг бир-би- 
ридан узоклашишига йул куймайди, лекин нукталарнинг бир- 
бирига якинлашиши мумкин. Бу ){олда / > ^ 1^2 булиб, бог- 
ланиш

¿2 _  -  Х2? -  (у. -  У2 У -  (2, -  >  О

тенгсизлик билан берилади. Бундай богланиш бушатадиган 
булади.

—>
2. Горизонтал текислик буйлаб узгармас V тезлик билан 

даракатланувчи АВС  учбурчакнинг ВС  томони буйлаб М мод­
дий нукта )^аракатлансин (21.1-расм). ВС  чизик М  нукта учун 
богланиш вазифасини утайди. Оху координаталар системасини 
шундай танлаймизки, /  =  0 да АВ  чизик Оу  ук устида ётсин. 
У колда ВС тугри чизикнинг ( моментдаги тенгламаси куйи-



ОС о и
■ =  1.

Бунда ОС ОА  +  АС  =•
= v t ^ b \  О О ^ А В —  =  

АС
V ■ t + Ь= д ---------- булгани учун

Ь

гíí +  * 

ёки

■ + =  1
J { . v t +b)

ах +  Ау == a{vt  +  Ь)
21.2-расм. келиб чицади. Бу богла-

ниш тенгламасида вак;т I 
ошкор равишда цатнаш- 

гани учун богланиш ностационар борланишдир.
3. Беголоном богланишли системанинг даракатига мисол 

тарикасида абсолют цаттик шарнинг гадир-будир текисликда 
сирпанмасдан юмалашини келтириш мумкин (21.2-раем). Ш ар­
нинг Ох у г  1<узгалмас координаталар системасидаги :?^аракатини 
текширамиз. Ох у  текисликни берилган П текислик билан уст- 
ма-уст тушадигаи килиб оламиз. Богланишнинг тенгламалари 
шар маркази С нунтанинг Оху  текисликдан узоклиги гс  узгар- 
маслигини ва шар сиртининг Оху  текислик билан уриниш 
нуктаси М  нукта тезлигининг нолга тенг булишини ифодала­
ши керак. (5.3) формулани эътиборга олиб айтилган шартлар­
ни куйидагича ёзамиз;

(21.3)

Бунда а —шар радиусини, со вектори М  нуктанинг С кутб 
атрофида оний айланиши бурчак тезлигини ифодалайди. (21.3) 
нинг вектор тенгламасини Эйлернинг кинематик тенгламала­
рини эътиборга олиб,

Л с  — а (  9 81п ф — соз ф 51п 9 )  =  О, 

ус-\- а(0 соз ф 4- <р з1п ф з!и 9) =■ О, 

гс  =  а

(21.4)

куринишда ёзиш мумкин. Бу ерда гр, ф, 9 шар з^аракатини 
аникловчи параметрлар — Эйлер бурчаклари. (21.4) тенглама­
ларни бевосита интеграллаш мумкин булмаганидан улар бего­
лоном богланишларни ифодалайди.

4. X X  + у у  г г  =  0  тенглама билан ифодаланувчи богланиш 
голоном богланишдан иборат. Чунки бу тенгламани инте- 
граллаб, х^ ^  у ' ^ — С — О куринишга келтириш мумкин.



Тенгламадаги С интеграл донмийси моддий нуктанинг бирор 
пайтдаги кабул киладиган координаталарининг киймагига ка­
раб топилади.

113-§. Системанинг мумкин булган кучишлари.
Идеал богланишлар

Системанинг мумкин булган кучишини урганишдан аввал 
нуктанинг мумкин булган кучишини таърифлаймиз.

Берилган пайтда нуцт анинг унга цуйилган борланиш чек- 
л а ш л а р ш и  цаноат лант ирувяи :<;ар цандай чексиз кичик ку- 
чш иларига м ум кин булган  кучиш лар дейилади. Нуктанинг

->
мумкин булган кучишини Ьг вектор билан белгилаймиз. Ьг 
векторнинг координата укларидаги проекцияларини 8х , 8у, Ьг 
билан белгилаймиз; бу катталиклар нуцт а координат алари­
нинг вариациялари  деб дам аталади. У долда мумкин булган 
кучиш векторини нукта координаталарининг вариациялари 
оркали куйидагича ифодалаш мумкин:

Ьг =  Ъх ■ 1-\-Ьу ■ ] -\-bz-k. (21.5)

Моддий нуктанинг дакикий элементар кучиши ё г  билан

у н и н г  мумкин бу лган  к у чиш и 8г бир хил ту ш у н ч а  эмас.  йг 
х,акикий кучиш бирор сИ вакт  оралигида  нуктага  таъсир э т у в ­
чи куч лар  ва бошлангич шартлар  асосида богланишни каноаг-

лантирган з{олда содир булса,  мумкин булган  кучиш б ер и л ­
ган пайтда борланиш чекларини каноатлантирувчи чекс№3 к и ­
чик к у ч и ш  булиб,  у  нуктага таъсир этувчи к у ч г а  боглик эмас; 
шунингдек ,  мумкин булган  ку чиш да  вакт  узгармайди деб  ка- 
ралади.

Агар нукта бирор / ( х ,  у, г, t) = 0 сирт устида даракатла- 
ниб, унга куйилган богланиш ностационар булса, [(х  — Ьх, 
у +  8у, г+йг, t) = 0 функцияни даражали каторга ёйиб, иккин­
чи ва ундан катта тартибли чексиз кичик микдорларни таш- 
лаб юбориш билан

Ь/ = ^1 ь х  +  ^ Ь у (21.6)
дх  ду дг

Ифодани досил киламиз. Бунда вакт вариацияланмайди. (21.6) 
ифода ф ункцияни вариациялаш  дейилади ва_^у 8л:, 8г ва­
риациялар орасидаги богланишни ифодалаб, богланиш тенг­
ламасида вакт ошкор равишда катнашиш ёки катнашмаслиги- 
га боглик эмас. Агар богланиш /(х , у, г, ¡() =  О тенглама билан 
ифодаланган булса, нуктанинг координаталар буйича дакикий 
кучишлари узаро куйидаги муносабат билан богланган була­
ди;

=  -  й х \ -  +  -  (11 = ^ (21.7)
_______ _________ ^ ______________т



(21.6 ) ва (21.7) ни таккослашдан курамизки, ностационар 
богланиш таъсиридаги нуктанинг мумкин булган кучишлари- 
дан бирортаси }̂ ам г^акикий кучиш була олмайди; агар нукта­
га стационар голоном богланиш куйилган булса, унинг мум­
кин булган кучишларидан бири нуктанинг }<,акикий кучишига 
мос келиши мумкин.

Системани. т аш кил этувчи нуцталар нум кин булган  
кучаш лари туплами системанинг мумкин булган кучишла-  
ри  дейилади. Умуман, система бир неча, датто чексиз куп, 
мумкин булган кучишлар олиши мумкин. Системанинг мум­
кин булган кучишлари унга куйилган барча богланишлар 
чеклашларини каноатлантириши керак.

Агар системага (21.1) тенгламалар билан ифодаланувчи « 
та голоном богланиш куйилган булса, (21.6) ва (21,7) га 
ухшаш

ал (21,8)

а/. с1х,
1 ^дх1 ду1

( v = ] , 2 . .  . ,  5)

г + - 0.
0 У1 а г ,

(21.9)

муносабатларни ёзиш мумкин. Голоном системанинг мумкин 
булган кучишлари (21.8) муносабатларни каноатлантириши ке­
рак,

Нукта ёки система мумкин булган кучишлари бир-бирига 
боглик булиши ёки боглик булмаслиги мумкин.

Эркин нуктанинг (8л:, 8у, 8г) мумкин булган кучишлари 
бир-бирига боглик эмас. Агар нукта f{x,  у, г) =  О сирт усти­
да даракатланадиган булса, унинг мумкин булган кучишлари­
дан иккитаси бир-бирига боглик булмай, учинчиси (21.6 ) му­
носабатни каноатлантириши керак. Шунингдек, (21.1) кури­
нишдаги 5 та голоном богланиш куйилган п та нуктадан 
ташкил топган системанинг Зд—.9 та мумкин булган кучишла­
ри бир-бирига боглик булмай, колган 5 та мумкин булган 
кучишлари (21.8) муносабатларни каноатлантириши керак.

Стационар голоном богланишдаги систе.ианинг бир- 
бирига борлиц булмаган мумкин булган кучиш лари сони 
шу системанинг эркинлик даражаси дейилади. 5 та голо­
ном богланиш таъсиридаги п  та нуктадан ташкил топган 
системанинг эркинлик даражасини к билан белгиласак, А= Зл—х 
деб ёзиш мумкин.

Куч куйилган нуктанинг бирор 8г мумкин булган кучиши. 
даги шу кучнинг элементар ишини, кискача, кучнинг мумкин  
булган иши деб атаймиз ва . уни 8Л билан белгилаймиз. У 
}^олда, элементар иш таърифига кура,



8Л =  F i r  =  F^bx  +  F / y  +  F ,b z  (21.10)

формула 5'ринли булади.
Шунингдек, п та ну^тадан ташкил топган механик систе- 

мага таъсир этувчи кучлар мумкин булган ишларининг йирин- 
дисини

П
( 21.11)

i=l
формула билан ифодалаймиз.

Системанинг }<,ар бир нуктасига к;уйилган богланишлар реак-

ция кучларини F\ билан белгилаймиз. Системага ц^йилган  
борланаш лар реакция кучлари мумкин булгаи  иш ларининг 
йигиндаси нолга  тенг буладиган богланиш лар идеал борла- 
ниш лар дейилади. Бу таърифга кура идеал борланишларни 
математик тарзда куйидагича ифодалаш мумкин:

П
2 7 ^ ^ ,  = 0 . (21.12)
г=1

114-§ Умумлашган координаталар ва умумлашган 
тезликлар

Система п та пуктадан ташкил топган булса, унинг дола- 
ти дп та координаталар, масалан, Декарт координаталари ор- 
Кали аникланиши му.мкин. Бунда системага (21.1) куриниш- 
даги 8 та голоном Согланишлар ь^уйи^^ган булса, Ъп коор- 
динаталардан к =  Зп — з таен бир бирига боглик; булмайди. 
Бинобарин, Декарт координаталаридан к тасини бир-бирига 
борлик килмай, 8 тасини эса бир-бирига борлик килиб танлаш 
мумкин. Бунда бир-бирига борлиц булмаган ^ та Декарт коор­
динаталари урнига бошка gu  g 2 , ■ • ■ ,gk пярамегрлар )<;ам ки- 
ритиш мумкин. Система ^олат ини  бир цийм ат ли аниц- 
лайдаган бир-бирига боглиц  булмаган парамет рлар умум ­
лаш ган координаталар дейилади. Одатда, умумлашган коор­
динаталар к;уйидагича белгиланади:

9,, Чъ • ■ ■ , Як- ( ')  (21.13)
Умумлашган координаталар бир-бирига борлиц булмагани- 

дан улар турлича улчов бирлигида (масалан, м, радиан, м̂  
ва д.к.) булиши мумкин. Умумлашган координаталардан  
вацт бу'йияа олинган ^осилалар  ум ум лаш ган т езликлар
дейилади. Умумлашган тезликларни <7,, . . . , билан 
белгилаймиз. Таърифга кура;

• йд, • __ (1д, • ^
Ч \ --------- . Ч г ------ 77» ' "  ■> Чк -  —Г '(11 dí
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Умумлашган координаталар турлича улчов бирлигини 1̂а- 
бул килиши мумкин булганидан, умумлашган тезликлар бир- 
ликлари ^̂ ам турлича булиши мумкин. Умуман, умумлашган 
тезликнинг улчов бирлиги умумлашган координата улчов бир- 
лигининг вакт бирлигига нисбати билан ифодаланади, Масалан,
q координата „м‘ да улчанганда д ------да, д учун радиан

рад —1
о л и и г а н д а  д — -—  = с  да  улчанади.  

с
Система ихтиёрий ну1̂ тасининг бирор санок системасига

нисбатан радиус-векторини Г1 , координаталарини (д: ,̂ 
десак, )(;ар бир умумлашган координатани улар ор(<али ифо- 
далаш:

<7;='7;(-^г, Ур ?гКУ =  1,2, . . . , ¿ = 1 , 2 ........... п ^  (21.14)

ёки, аксинча, Г1 , Х1 , у; ни q̂  оркали ифодалаш мумкин:
/■¡=/^(<7., Чг.......... Як, 0 ;  (21.15)
Х1=Х-ХЧи ?2, • • . . (¡к, о

=  ^2, , (/й, t), /ч (21-^6)

(21.15) га бииоан, система нукталарининг мумкин булган 
кучишларини куйидагича ифодалай оламиз:

8̂ /=  ~ ^ Р х  +  ~ Ц 2  +  . . . Л - ^(21.17)9̂1 дq2 дqk *  ()q¡ ^

(21.17) ифодадаги Ц,{} = 1,2, . . .  , к) мумкин булган ку-  
чишларнинг умумлашган координаталар орцали ифодалара  
ёки умумлашган координаталар вариацияларидан иборат. Агар 
системага голоном борланишлар куйилган булса, Ьqj вариа- 
циялар бир-бирига богли^ булмай, уларнинг сони бир-бири- 
га борлик булмаган умумлашган координаталар сонига тенг; 
бинобарин, голоном системанинг эркинлик даражаси билан 
умумлашган координаталар сони бир хил булади.

Беголоном система учун богланиш тенгламаси таркибига 
координаталарнинг вакт буйича }^осила:и ь;агнашгани туфайли, 
богланпш тенг^шмалари Ьqj вариацияларга )^ам маълум мик- 
дорда чекланишлар нуяди ва бир-бирига боглик; булмаган 
мумкин булган кучишлар сонини камайтиради. Натижада, бе­
голоном системанинг эркинлик даражаси бир-бирига борлиь; 
булмаган умумлашган координаталар сонидан кичик ва улар 
орасидаги тафовут бир-бирига борлик мумкин булган кучиш­
лар сонига тенг.

Умумлашган координаталар сони системани ташкил этувчи 
нукталар сонига боглик булмагани учун богланишдаги систе­
ма }^аракатини урганишда умумлашган координаталардан фой- 
двланиш Дек,арт координаталарини 1̂ уллашга 1<араганда анча
346
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21.3-расм.

1<улайдир. Умумлашган ко- 
ординаталарга бир неча ми- 
соллар келтирамиз.

1. Эркин ну1̂ танинг ?̂ а- 
ракати бир-бирига борли!^ 
булмаган 3 та л:, у, г  коор­
динаталар билан аниклана- 
дн. Шунинг учун бу коор- 
динаталарни эркин ^{аракат- 
даги иу1̂ танинг умумлашган' 
координаталари деб олиш 
мумкин: =  л:, =  у,
9з =  2.

2 . Кузралмас ук атрофи- 
да айланувчи катти^ жисм-
нинг айланиш бурчаги <р ни умумлашган координата деб караш" 
мумкин: д =  V-

3. Кривошип-шатунли механизм (21.3-расм) нукталарининг 
мумкин булган кучишларидан факат биттасини ихтиёрий тан­
лаш мумкин. Мумкин булган кучишларнинг колганлари эса 
шу кучишга богли1{. Демак, бу системанинг эркинлик дара- 
жаси битта. Системанинг барча мумкин булган кучишларини 
ОА кривошипнинг О атрофида айланишида олган Ь̂р мумкин 
булган кучиш оркали ифодалаш мумкин. Бинобарин, криво­
шип-шатунли механизмдан иборат система х;олатини аниклаш- 
да умумлашган координата учун ОА кривошипнинг <р бурилиш 
бурчагини олиш мумкин. ОА кривошипда О/И = /те тенглик 
билан аникланувчи Ж нуктанинг, шунингдек, А В  шатундаги /V 
иуктанинг (ЛЛ/ = п) координаталарини ^ бурчак оркали аниц- 
лаш мумкин, Хацицатан, расмдан:

Л^=ОТС08?, y^=OTSincp. (а)

JV нуктанинг координаталарини топиш учун аввало синус- 
лар теоремасидан фойдаланиб бурчакни tp бурчак оркали 
ифодалаймиз:

^  sinl^ __ о  А _  _£

sincp АВ Ъ ■ _____________

Бундан — sln^ ва cos =  K l — 'f.
Ь о

у  )(олда

Хд,“= acos'f +  йсо8ф = acos9 + ~  6̂ —a'̂ sin̂ f

Уд, ■= (i^ — r t)s in d i =  — (¿7 —  /z)slncp .
(б >

^Унга ухшаш механизм ^̂ ар бир нуь;таси з^олатини аниклов- 
Декарт координаталарини умумлашган координата <р орка- 

■'‘и ифодалаш мумкин.
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115-§. Умумлашган кучлар

Эркинлик даражаси к булган п та моддий нуктадан таш­
кил топган голоном механик системанинг з^олати ^¡, ^2, • • • , 

умумлашган координаталар оркали аниклансин. Система

нукталарига мос равишда таъсир этувчи кучларни Ри  Ра, ,

Р„ билан белгилайлик. Система нукталари радиус-векторлари-

ни г,, г. ,̂ ... , г„ десак, бу кучлар мумкин булган ишларининг 
йириндиси (21.11) билан аникланади. (21.17) дан маълумки,

=  2

Шунга кура, (21.11) {^уйидагича ёзилади;

= (21-18)
1=1 1=1 ,=1 ^4/1

Куйидагича белгилаш киритайлик:
П

(21.19)

Унда (21.18) ифода нуйидаги куринишни олади:
к

&Л =  2  С/<7/ =  "Ь Q̂ ^Ц1 -Ь • . .  +  О.^Чк' (21 -20)
;=1

(21.19) формула билан ани1̂ ланувчи 0,^ катталик д-; умум,- 
лаш ган координатага мос к е л у в ш  ум ум лаш ган куя  дейи- 
лади.

ва Ьг1 векторларни координата укларидаги ташкил этув-

чилари ор[<али Г; == р 1^  +  ¿■¡у/ +  Р;^к, Ьг1 =  +  Ву,-/ +  &г,  ̂
куринишда ифодалаб, (21.19) га куйсак, у куйидагича ёзила­
ди:

+  +  (2121)

Шундай килиб, умумлашган кучни лисоблашда бевосита 
(21.19) ёки (21.21) формулалардан фойдаланиш мумкин. Голо­
ном механик система учун Ьд^{1'=\,2, . . . , к) бир-бирига 
боглнк булмагани учун, (21.20) га биноан, га мос келувчи 
умумлашган куч шу умумлашган координатанинг кучиши- 
да мумкин булган ишни ^^исоблаш билан )?осил цилинган ифо­
дадаги Цj олдидаги коэффициент деб олиниши >̂ ам мумкин.

(21.20) формуладан фойдаланиб, бирор умумлашган коор­
динатага (масалан, <7, га) мос келувчи умумлашган кучнн (У,
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ни) топиш куйидагича бажарилиши мумкин: фацат буйича 
мумкин булган кучиш бериб {Ц^фO),  колган координаталар 
узгармайди деб каралади • • •  = ^ 9* = 0) ва бунга
мос келувчи мумкин булган иш 0Л 1 з^исобланади: 8Л1 =

/ п
=  » бунда индекс мумкин булган ишларнинг

1=1 '91
йигиндиси :!{исобланаётганда факат д, координата вариацияла- 
нишини ифодалайди. У з^олда (21.20) дан

келиб чикади. Шундай килиб, ихтиёрий умумлашган коор­
динатага мос келувчи Q] умумлашган кучни :;^исоблаш учун

Оу =  ! - ^ ( / = 1 . 2 ...........к) (21.22)

формула з^осил килинади.
Потенциал кучлар учун

с  ди р  ди р  _  ди
дТ,'

булиши эътиборга олинса, (21.21) ифода

ду/ дq] ’ дг1 дqJQJ
у  (1!/ д ^ . д и  ^ 1  
Z [ д x i д q J ' ^ '¿=>1

куринишда ёзилади. Бунда куч функцияси и  система потен­
циал энергияси П билан П =  ~ и  +  С тенглик оркали ифода- 
ланганидан, куч функцияси мавжуд булганда умумлашган 
кучлар

дЬ; дд]
(21.23)

формула билан з^исобланади.
(21.22) дан курамизки, ум ум лаш ган куянинг улчов бирла- 

ги иш бирлигининг умумлашган 
координата улчов бирлигига нис- 
батига тенг; агар умумлашган ко­
ордината узунлик бирлигида улчан- 
са, умумлашган куч куч бирлигини 
(Н), 9 —рад/с да улчанса, Р —куч 
моменти бирлигини (Н-м) кабул 
Килади.

Умумлашган кучларни з^исоб- 
лашга дойр мисоллар куриб чика- 
миз.

I. 21.4-расмда тасвирлап! г. 1 
эпициклик механизмда ОА кри- , 21.4-расм.
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21,5-расм.

вошипга  уз г ар мас  айлантирувчи момент 
М  куйилган.  Кривошипнинг огирлиг^и

О, О  диск  орирлиги Р ,  радиуси г , В к у ^  
ралмас ди ск  радиуси га тенг .  Меха-  
низмнинг вертикал текисликдаги }^арака- 
тида ум ум ла ш ган  координата учун  кри- 
вошнпнинг бурилиш бурчаги «р ни олиб, 
унга  мос келувчи у м у м ла ш га н  кучки 
аниклаймиз .

Кривошипга О атрофида 8-|> мумкин 
булган кучиш  бериб, системага  1̂ уйилган

М  момент,  О, Р, кучларнинг
шу кучи шда ги  мумкин булган ишлари­
нинг йириндисини з^исоблаймиз:

8 г + Я С08'-р8|1 —  Р {г  +

Ч- /?)С08<р8:р
2 М - ( д  + 2Р) (г +  Л)С08<Р 8ср.

(2 1 .2 2 ) формулага биноан ум у м ла ш га н  к у ч  ц у й и д а г и г а  т е н г  
бул ад и ;

О -  (О +2Р) (г  + Я)со5 у ,
8<р 2

2. М  уз г арм ас  момент таъсирида  огирлиги Р, радиуси R  
бул ган барабанга ип уралиши натижасида ,  ипга бикирлиги с 
булган пружина  воситасида бириктирилган О огирликдаги юк 
х;аракатга келтирилади ( 2 1 .5 -раем) .  Барабаннинг бурилиш б у р ­
чаги ср билан пружина деформацияси х  ни ум у м ла ш га н  коор­
дината деб  олиб, у л ар га  мос у м у м л а ш га н  кучларни аниклаш- 
ни курайлик .

Системага  п р и л г а н  М  момент,  Р , О орирлик кучлари ^а-

торига Х д, Уд  реакция ку члари д а м д а  Р = с х  пружинанинг  
эластиклик кучини ¡^уямиз.

Системанинг  эркинлик да раж аси  иккига  тенг булиб, ср ва 
бир-бирига борлиц булмаган  координаталардир. Аввал  8ср 0. 
8л: = 0  деб  олиб, шу кучи шда ги  мумкин булган ишни з^исоб- 
лаймиз:

8Л^ = Ж 6<р — О ■ ^?8ср,

(р ум умлаш ган  координатага мос келувчи ум у м ла ш га н  
к у ч  (2 1 .2 2 ) га  к у р а  ¡^уйидагича топилади:

. Ж -  О • /? (Н • м).
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1
Энди 8(р=0,  8x 7^0 мумкин булган кучи шда ги  ишни ;$исоб- 

лаймиз;
ЗЛд. = ОЬх — /̂ 8д: = ((7 — сх)Ьх- 

Бинобарин, Од. = —  = О — сх (Н).

11б-§ . Мумкин б5̂ лган к^чиш принципи

М умкин  булган ку чи ш  принципи идеал,  голоном стацио­
нар борланишдаги система мувозанатининг  зарурий ва етарли 
шартларини ифодалаб,  куйидаги те орем а билан таърифланади.

Т ео р е м а .  И д еал , голоном, буш хтм айдиган  стаци он ар  
боРланишлар таъсарадаги  механик системанинг м у в о за н а т-  
да булиши, уяун унга таъсир этувчи  ак ти в  кучларнанг сис­
т е м а  н уц таларининг мумкин булган  кучиш,ларидаги и ш ла­
рининг йириндиси нолга те н г булиши зарур ва е т а р ш д а р .  

Система ;^ар бир нуктасига  таъсир этувчи актив ва  реак-

ция кучларини мос равишда р!\, нуктал ар  радиус -вектор-

ларини о  билан белгилаймиз .  У ^олда, мум кин  булган кучиш 
принципи

тенглама билан ифодаланади.
Аввал система мувозанатда  бу'лиши у ч у н  (21.24)  шартнинг 

?  зарурлигини исботлаймиз.  Система м уво за н атда  булгани уч ун ,

}■; унинг ;?ар бир ну^таси :г а̂м м у в о за н атд а  булиб,  = о,

(¿ =  1 , 2 , . . .  , п) шарт бажарилиши ке ра к .  Бу  ифодани 8г, 
г а  скаляр купайгириб, системанинг  барча  ну^талари буйича 
йигиндисини >^исоблаймиз:

( 2 1 . 1 2 ) ни, яъни системага идеал богл^нишлар куйилгани- 
ни эътиборга олсак ,  охирги тенгламадан (21 .24)  }^осил булади .

Энди (21.24) шартнинг система мувозанати учун  етарли 
булишини исботлаймиз.  Бунинг учуй (21.24)  шарт бажарилса  
з^ам, система мувозанатда  булмайди деб  фараз киламиз.  У 
^{Олда системанинг бирор ну^таси :;^аракатда булиб,

келиб чи^ади. Бундай нуктанннг  б’ирор йг1 з^анихнй кучиши- 
даги иши нолдан фаркли булади:

R idrI — (/ 1̂ +  I >  0 .
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Системага  куйилган богланишлар стационар голоном бор- 

ланиш булгани уч ун  йг1 35аки(^ий кучиш си сте му  мумкин б ул -  

ган кучишининг бири б у л а  олади;  с1г1 =  Ьг1, У з^олДа,

Бу  ифодани система барча нукталари буйича ку^^иб,

гя1 г=1

тенгсизликни з^осил ^иламиз.  ( 2 1 . 1 2 ) га  к у р а  охирги тенгсиз- 
лик

¿=1

куринишни олади. Б у  эса (21.24)  га  зиддир.  Д е м а к ,  ¡^илинган 
фараз ноурин ва система мувозанатда  булади.

(21.24)  ифодани аналитик у с у л д а  1̂ уйидагича ёзиш мумкин;

^  {Р^Ьх  ̂+  Р̂ 1у Ьу, +  РЬЬг )̂ =  0. (21.25)
¿=1

(21.24) ёки (21.25) ифода Л а гр а н ж  принципа ёки иш те н г-  
ла м а с а  деб  з^ам аталади.

Агар системанинг з^олати дх, 9з. • • • . ‘7* у м у м л а ш га н  коор ­
динаталар оркали аникланса,  (2 1 .2 0 ) дан 8Л =  Q■i'̂ gл+Q<lЦ■)¡Л̂  ■..+ 

булиши маълум  эди.  Шун га  к у р а  (21.24) куйидаги 
куринишни олади:

Qî Яi +  Q2̂ (íг +  . • . +  Q|̂ Яk ~  О- (21.26)

Голоном системада 8(?у(/= 1,2, . . . .  /г) бир-бирига боглиь; б у л ­
маган вариациялар булгани у ч у н  (21.26) дан

д , = 0 . . . .  , (21.27)

келиб чицади, (21.27) мумкин булган  к^яиш принцапининг 
ум ум лаш ган  к о о р ди н аталар да  ифодаланишидир-. голоном  
стационар буш атмайдиган идеал борланишли механик сис­
т е м а  м уво зан атда  булиши уяун ^дар бир ум ум лаш ган  коор- 
д а н а т а г а  мос келувш  ум ум лаш ган  куянинг а л о щ д а -а л о -  
х^ида нолга те н г  булиши зарур ва етлр ли ди р .

Системага  таъсир этувчи  ку ч л а р  потенциал кучлар дан ибо­
рат  булса ,  (21.23) ни эъгиборга  олиб, (21.27)  ни куйидагича  
ёза оламиэ:

^ -^ = 0 . ^  =  0 . , ^  =  0  (21 .28)  
дqз ддк

ёки
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(21.28 а)

яъни системанинг м у во зан ат  >̂ о- 
лапш да куя функцияси ёки сис­
т е м а  потен ци ал энергияси эк ст-  
р ем ал ц и й м атга  эга булади.

Мумкин  булган кучиш принци- 
пини идеал булмаган богланишдаги 
система мувозанати уч ун  } а̂м у м у ­
ман татбиц этиш мумкин;  бунда  
фацат идеал булмаган богланиш- 
лар реакция кучларини } а̂м актив 
кучлар каторига кушиб олиш ке­
рак.

6 1 - м а с а л а .  Винтли пресснинг
АВ  дастасига горизонтал текисликда шу дастага  перпендику-

ляр равишда йуналган Ра) ж у ф г  куйилган (2 1 .6 - раем).  
Винт кадамини Л га те н г ,  Р  ̂=  Р  ̂=  Р  ва А В ^ 2 1  деб олиб, 
прессланаёт!  ан жисмни кисувчи ку ч  топилсин. Богланишлар- 
даги иш^аланишлар эътиборга олинмасин.

->•
Ечиш. Прессланаётган жисмнинг  прессга таъсирини N ре-

акция кучи билан алмаштирамиз .  У з^олда система (Я, ,  Р 2)

ж у ф г  ва  N к у ч д а н  иборат мувозанатдаг  и системани ташкил 
этади.  Мумкин  булган кучиш  принципидан фойдаланиш уч ун  
АВ  дастага  8?! мумкин булган кучиш бериб, (21.24) иш тенг- 
ламасини тузамиз :

2Р1Ц  — N18 =  0, ( ! )

бунда  85—пресснинг вертикал буйича пастга караб  кучиши.  
Пресснинг эркинлик даражаси  бирга тенг ,  яъни 8ср ва 85 м у м ­
кин булган кучишлар бир-бирига богликдир.  Винтнинг илга* 
рилама кучиши унинг  бурилиш бурчагига  пропорционал б у ­
либ, у  2я га  бурилганда  винт Л кадам га  куча ди .  Шун га  к у р а
8^ = ? ^ 85 . Буни (1) га к у ям и з :  

к

{ 2 Р 1 - ^ - Щ  • 8 5 = 0 .

Бу тенгламадан УУ=4тт: • ~  Р  келиб чик;ади. Жисини цисувчи
л

куч  микдор жи}{атдан N  га  тенг ,  йуналиши эса у н г а  царама-  
Каршидир.

6 2 - м а с а л а .  2 1 . 7 - раем,  а  да  тасвирланган платформага 
=  10 кН,  Яз =  4 кН ку ч  таъсир этади,  Л =  3 м ,  1 =  2 и.
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21.7-расм.

АЕ =  ЕС деб  олиб, А  н ук т а д а  кисиб ма: !{камланган богланиш 
реакция кучининг вертикал ташкил этувчиси билан реакция 
моменти топилсин.

Ечиш. Платформа к у з г а л м а с  системадан иборат. Унга ку -  
йилган богланишлар чеклашларини каноатлантирган ;^олда 
мумкин  булган кучиш бера олмаймиз.  Кайси реакция кучини 
аниклаш ке ра к  булса,  ш у  реакция кучини киритиб, мос ра- 
вишда богланишни олиб ташлаш ёки бош 1̂ ача богланиш би­
лан алмаштириш орк;али ¡^узгалувчи система х;осил цилиш 
мумкин.

А  богланиш реакция кучининг  вертикал ташкил этувчиси- 
ни аниклаш учун  бу  богланишни вертикал буйича сирпана 
оладиган богланиш билан алмаштирамиз;  б ун да  мувозанат  бу-

зилмаслиги уч ун  реакция кучини 1̂ уямиз (21.7-расм,  б). 
На тижада  )<;осил булган системанинг А С  нисми вертикал б у ­
йича кучиш олиши, В  нукта  горизонтал буйича кучиш олиши, 
ВС  кисми текис параллел кучиш олиши мумкин,  бунда О

нукта  ВС  нинг айланма кучиши маркази булади.  кучни а к ­
тив кучлар каторига  1<ушиб караймиз.  Янги досил килинган 
системада богланишлар идеал булгани учун ,  бу  богланиш- 
ларнинг реакция кучларини тасвирлашнинг до жа ти  йук;. А 
нуктага  § 5 ^ =  AA^ мумкин булган кучиш бериб, (21.24)  кури-  
нишдаги мувозанат шартни тузамнз:

'  ( 1 )

Бунла =  85^ =  §8^, ^  айланма кучиш маркази
булгани учун СС,  =  8^ ^ = /Зср ,̂ тенгликлар уринли

ва улардан =  =  ^  муносабатни ёзиш мумкин.

Шунга кура (1) тенглама
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( - У ^  +  Л - р , . ^ ) ^ - 0

куринишни олади.  Бун да ги  кавс  ичидаги ифодани нолга тенг- 
лаш билан У .  ни топамиз:

Энди реак ция моментини ани^лаш у ч у н  А  борланиш- 
ни кузралмас  шарнир ва реакция моменти билан ал м аш ­
тирамиз ( 2 1 . 7 - раем, е) .  Хосил булган системанинг  А С  кис- 
мини А  атрофида айлантириш билан ёср̂  мумкин булган ай .  
ланма кучиш берамиз.  Бунда  СВ текис параллел кучиш олиб, 
уни О  атрофида бурчак  билан ифодаланувчи мумкин 
булган кучи шга алмаштира оламиз.  У :;^олда иш тенгламаси-  
ку йида гич а  ёзилади:

(2)

12) даги ни йср̂  оркали ифодалаймиз.  Бир тонондан СС^=  
=  =  АС5(р^, иккинчи томондан =С05<Рд ёки АС&<рд =  
=  СЬЬ'^^, бунда  А С = С О = [\  шунинг у ч у н  &<р^=891д .  На тижа ­
да  ( 2 ) тенглама

м ке-куринишда ёзилади. Бундан М ^ =  — Р 1 ’ -^ 2  кН . 

либ чикади.
Б у  мзсалани ечиш жараёнида  бир неча кисмдан ташкил 

топган системада идеал борланишлар реакция кучларини мум- 
кнн булган кучиш принципидан фойдаланиб аниклашнинг аф- 
заллиги яккол намоён булди.  Мумкин булган кучиш принци­
пи билан бирор реакция кучини бошка реакция кучларини 
киритмай аниклаш мумкин экан.

6 3 - м а с а л а .  т  массали юк с бикирликдаги пруж инаг а  осил- 
ган булиб,  деформацияланмаган пружина узунлиги га тенг 
(21 .8 - раем). Юкиинг мувозанат ]{0 /1атидатп 
г  аниклансин.

Ечиш. Уму млаш ган  координата уч у н  г 
ни танлаймиз,  д = г  координатага мос к е ­
лувчи  ум ум ла ш ган  кучни з^исоблай- 
миз. Юкка таъсир этувчи кучлар  (юкнинг 
огирлик кучи,  пружинанинг эластиклик 
кучи)  потенциал кучлар  булгани уч ун

'////////////////////̂/.

д>
Куч функцияси и  эса
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и  =  mg{z — z )̂ -  с (2—го

dUмуносабат  билан ифодаланади.  Бинобарин, = — = /wg"—

~  c{z — г^). Энди мумкин булган  кучиш принципининг (21.28) 
куринишдаги ифодасидан фойдаланамиз:  mg — с{г — Zq) =  0. 
Бу  тенгликдан юкнинг мувозанат  >{олати аникланади:  г  =■

11 7- § .  Дин ам и кан и н г  ум ум и й  те н гл а м а с и

Голоном, бушатм айди ган  ва  идеал борланишдаги п та 
моддий нуктадан ташкил топган механик система 5^аракатини 
курайлик .  Системанинг х,ар бир /« ¡ ( ¿=1,2 ,  п.) массали
нуктасига  таъсир килувчи актив ва реакция кучларининг  тенг

таъсир этувчиларини мос равншда Z'“, E'i ор;<али белгилайлик;

бу  нуктанинг  инерция к у чи  Ф̂ == —ni(W-̂  булсин. У х;олда сис­
теманинг )^ар бир нуктаси уч ун  Даламбер принципини ифода- 
ловчи ( 2 0 .2 ) тенглама нуйидаги куринишда ёзилади;

=  (/ =  1,2, . . .  , д ) .  (21.29)

Система ну(^таларига мумкин булган кучиш  берамиз.  
21.29)  ифодани Зг; га скаляр купайтирамиз :

-  m.wfiri =  О, (/ =  1.2, .

Бу  тенгламалар системасини ^аллаб  цушамиз;

2  +  2  +  2  m!w^)br^= 0 .

ft).

(21.30)
(=1 i=l i=l

/=1
Системага идеал богланишлар куйилгани у ч у н  ^  =  О 

булиб,  (21.30) тенглама куйи дагича  ёзилади;

У  {F^i—m{Wi)bri =  0 . (21.31)
г=|

(21.31) ифода динамиканинг умумий те н гла м а с и  дейи­
лади ва 1̂ уйидагича таърифланади;  идеал, голоном., буш ат- 
майдиган систем ага таъсир этувчи ак ти в  куялар  билан 
система н уц талар и  инерция куялтрининг мумкин булган  
ишларининг йигиндаси н олга тен г.

"^1 — О булгани уч ун  (21.31)  тенгламани

;5б



(21.32)
¡=1

7/?

(¡'s.

ш
куринишда ^ам ёзиш мумкин.  Р],

Г; ва 8гг ни координата ук ^аридаги 
ташкил этувчилари оркали ифода­
лаб,  (21 .32)  га куйсак ,

П
^  [{^ íJc— *-[- {р1у—
¿=1

+  (21.33)

'А
л в

* , т ? -с" 17/9иг
Я

2 1 ,9 -раем.

досил булади.  (21.33) ифода динамика ^мумай тен глам аси - 
нинг а н а ли ти к  к^риниш,идир.

Дннамиканинг  у  мумий тенгламасидан фойдаланиб, идеал 
голоном,  бушатмайдиган богланишлар таъсиридаги механик 
система динамикасининг  биринчи ва иккинчи асосий масала- 
ларини х,ал килиш,  динамиканинг  умумий теоремаларинк кел-  
тириб чикариш мумкин.  Агар богланишлар идеал булмаса,  
реакция кучларини х,ам актив кучлар каторига кушиб олиш 
би.лан динамиканинг умумий  тенгламасидан фойдаланиш мум ­
кин

6 4 - м асал а .  5 9 - масаяада  С юкнинг тезланиши динамика­
нинг умумий тенгламасидан фойдатанлб аниклансин (21 .9-расм) .

Ечиш. Системага  таъсир этувчи Q, Р , О ку члар  каторнга 

И ва  С юклар инерция кучлари У?л =  — иу, Р с  =  — ги билан 5
^  ^ Р

:^алка инерция кучларининг  моменти Л1 ‘о ==/о'® ~

ку шиб оламиз.  А  юк билан горизонтал текислик орасидаги 
ишкаланиш реакция кучи Р — } 0  ни актив кучлар  каторига 
кушиб караймиз.  Колган борланишлар идеал булгани учун 
расм да  уларнинг  реакция кучларини тасвирлашнинг з^ожати 
й ук .

С юкка  §5 ^ мумкин булган кучиш бериб, динамиканинг  
у м у м и й  тенгламаси (21.31) ни тузамиз :

(1)

М:

Б ун да  §5 ^ = 85^,  о ф р = —  булгани уч ун  (1) ни

Г
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куринишда ёзиш мумкин.  Каве  ичидаги ифодани ш л г а  тенг«

лаштириб,  инерция кучларининг w  оркали ифодаларини эъти-  
борга олиб,

Q — fG  — — W — — г • W — W — Q
g g г z

тенгламани }^осил ^иламиз.  Б у  тенгламадан С юк тезланиши 
W топилади:

Q ~ f G  W — —----- -̂--  ff.
G + P + Q  ^

Шундай килиб, динамиканинг  умумий тенгламасидан фой- 
даланилганда  ипнинг таранглик кучи киритилмаса,  масалани 
ечиш анча соддалашади.

118-§. Лагранжнинг биринчи тур тенгламалари

Агар п та моддий нуктадан ташкил топган системага

/,(^1. Уи . . .  , х„, у„, 2 , )  =  О, ( v =  1,2, . . .  , S) (21.34)

голоном стационар идеал богланишлар куйилган булса,  бу 
богланишлар система виртуал кучишларидан s тасини бир- 
бирига боглик килиб куйиб,  ул ар  куйидаги муносабатлар би­
лан аникланади;

^  ^  8 у ,  +  ^  +  . . .  +  ^  ^  5 у  +
дх^ дуг dzi д х „ д у „

+  =  ( v = U .................S ) .  (21.35)

бинобарин,  3 «  та  §Xi, 8у ,̂ Szj ,  . . .  , 8х„,  8у„, 8г„ виртуал к у -  
чишлардан (Зга—s) таси бир-бирига боглик булмайди .  (21.35) 
тенгламалардан 5 та  бир-бирига боглик кучишларни (З/г — з) 
та бир-бирига боглик булмаган кучишлар оркали ифодалаб,  
уларни динамиканинг ум ум ий  тенгламасига  куйиб,  бир-бирига 
боглик булмаган мумкин  булган кучишлар олдидаги коэффи- 
циентларни нолга тенглаш билан }^аракатнинг 3n —s та диффе­
ренциал тенгламаларини ?^осил килиш мумкин.  Бу  т е н гл а м а ­
лар  каторида s та богланиш тенгламаларини биргаликда  олиб, 
Зп та  тенгламалар системасига  эга  буламиз ва уларни ечиб,  
• 1̂. Ук 2 , ,  . .  . , х„, у„, z„ координаталарни вакт  ва интеграл- 
лаш доимийлари функцияси сифатида аниклаш мумкин.

Аммо дифференциал тенгламаларни бундай ечиш методи 
анчагина мураккабдир.  Б ун да  Лагранжнинг  но маълум  купай-  
тувчилари д еб  аталмиш Xj, . . . , дан фойдаланиш усули 
аввалгисига  К араганда  кулайрокдир.  Б у  у с у л г а  к у р а  (21.35J 
ифодаларни мос равишда )<;озирча номаълум булган Xj, A j , . . .  , 
ку пайтувчиларга  купайтирамиз ва )^осил булган купайтмаларни 
динамиканинг  умум ий  тенгламаси (21 33) билан кушамиз .  Йи- 
риндидаги }^адларни группалагандан с ун г

358



V«! 'ду,

+  ("^“г —т^г1 +  X, §г,] =  О

5У* +  

(21.36)

тенглама  келиб чицади. Юнорида таъкидлаганимнздек ,  8х; ,  
8у;, 5?; вариациялардан фацат Зп—8 тасигина бир-бирига бог- 
лик  эмас,  улардан 5 таси эса (21.35) муносабаг  билан боглан- 
ган.  Зп—з та  координаталар вариацияларининг мустакиллиги- 
дан фойдаланиб, (21.36) тенгламада  Зп — з та  кичик кавсдаги 
ифодаларни нолга тенглаштириб олиш мумкин.  Долган 5 та 
кичик кавсдаги ифодалар эса XДv==l,2 , . , .  , 5 ) купайтувчи-  
ларни тегишлича танлаш билан нолга тенгланади.  Натижада  
куйидаги Зд та тенгламалар системасига эга  буламиз;

-   ̂ дf '
/«¿л:; =  Кл: +  2

ЩУг-

дх1

■■Ftz +

(21.37)

{2\ .37) система Лагранж нинг б и р и ти  т у р  т е н гл а м а л а р а  дейи- 
лади.  (21.37) тенгламалар сисгемаси каторига (21.34) богланиш 
тенгламаларини кушиб карасак,  3 «  4- 5 та  д:;, у ,̂ г ,̂ номаъ- 
лум ларга  нисбатан ёпик система )^осил булади.  Бу системани 
ечиб, 5 та ёрдамчи купайтуачилар ва механик система нук-  
таларининг 3 «  координаталари вактнинг функциялари сифати- 
да аникланади.  (21.37) ни механик система !^аракатининг диф-

ференциал тенгламалари билан таккослаб ,  X —, л к —
дх1 ду1 дг1

ифодалар (21,34) билан ифодаланувчи богланишлар реакция 
кучларининг  координата ук-'>аридаги проекцияларидан иборат 
эканлигини курамиз .

Меха ник система нукталарп сонини ва системага куйилган 
богланишлар сонининг ортиши билан (21.37)  ва (21.34) тенг-  
ламаларнинг  сони з^ам ошиб боради,  натижада  бу тенглама- 
ларнинг амал да  кулланилиши кийинлашади.  Лагранжнинг  I 
гур  тенгламаларини а}(,амияти шундаки,  ул ар  ёр дамида  сис­
тема нукталари з^аракатини аниклаш билан бир каторда  бор­
ланишлар реакцияларини дам топиш мумкин.

Мисол тарикасида Р  огирликдаги моддий нуктанинг  силлик 
горизонгал текисликдаги !«,аракагини курайлик .  2  укни гори- 
зонгал л у  текисликка  перпендикуляр килиб утказамиз .  У з^ол- 
да  борланиш тенгламаси / =  г  =  0  тенглама билан ифодалана-
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ди. Бу  5̂ олда нуктанинг эркинлик даражаси 3 - 1  — 1 = 2  га 
тенг.

■̂  ̂=  0 , Р “ ==0 , =  — Р  булганидан моддий нуктанинг
(21.37) куринишдаги дифференциал тенгламаси цуйидагича  
ёзилади:

т х  =  0 , т у  =  0, т г =  — Р + Х — _ (а)
д г ‘

Бу холда  X коэффициентни ан и класак ,  X =  Р  келиб чиь;ади.

N богланиш реакция кучининг  координата ; укларидаги проек- 
циялари куйидагича  топилади;

=  = 0 ,  Л/ = Х ^ = 0 ,  Л/, =  Х ^  =  Х =  Я .
дх  ̂ д у  д г

Бинобарин, N =  Р.
Шундай килиб, (а) дифференциал тенгламалар 1<уйидаги 

куринишни олади:

т х  =  0, т у  —О, т г = 0 .  (б)

г  =  О тенглаыа билан ифодаланувчи богланиш (текислик)  
бушатмайдиган богланиш булгани уч ун  бошлангич пайтда го =
= 0, ^0 = 0 . У :!^олда (б) тенгламаларнинг  биринчи иккитасидан 

н у к т а  х у  текисликда  у з  инерцияси буйича ^^аракатда булиши 
келиб чикади.

119- §. Л а гр а н ж н и н г  иккинчи тур  т ен гл а м а ла ри

Системани ташкил этувчи нукталар сони )^амда унга  к у й и л ­
ган богланишларнинг сони ортиши билан Лагранжнинг  бирин­
чи тур тенгламаларидан фойдаланиш кийинлашиб боришини 
кайд килган эдик.  '

Системага куйилган богланишларнинг сони ортиши билан 
у м у м л а ш га н  координаталарнинг  сони камайиб боради ва диф­
ференциал тенгламалар ум ум ла ш ган  координаталар оркали ту-  
зилса,  табиийки, бу тенгламаларнинг  сони Д е к а р т  координата- 
ларига нисбатан тузилган тенгламаларнинг  сонидан кам б ул а ­
ди.  Иккинчи томондан ум ум ла ш ган  коирдинаталарни киритиш 
билан богланишларнинг система нукталари :г(аракатига курса-  
тадиган таъсири уз- узидан  }?исобга олинади.  Шун га  кура ,  м е ­
ханик система :?5аракатининг  ум ум ла ш ган  координаталар орка­
ли дифференциал тенгламалари тузилса,  Лагранжнинг  бирин­
чи тур тенгламасидан фойдаланишга Караганда анчагина КУ‘ 
лайлик яратилади.

Эркинлик даражаси к га тенг идеал ,  голоном богланиш- 
даги механик система }{олати ум у м ла ш га н  коор­
динаталар оркали аниклансин.  Система }?ар бир нуктасининг
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рад иус -век то рини  ( / = 1 , 2 , . . . .  п) билан белгилаб ,  дина­
миканинг асосий тенгламаси (21.32) ни

2  2  ®
г=1 (=1

к>^ринишда ифодалаймиз.  (21.38) д а  биринчи йигинди (21.20) 
га  к у р а  куйидагича  ёзилади:

2  ^ «5 7 ,  = 2  О М -  (21 .39)
г = 1 ;=1

Энди (21.38) даги иккинчи йигиндининг шаклини узгартирамиз .

“  д~*Ь г^ = '^  —  Ьqj булгани уч ун  
г=1 дд)

г=1 '

(21.39) ва (21.40) ни (21.38) га  куямиз :

(21.40)

2
1=\ (=1

Ч  = о-

Голоном богланишдаги система учун  вариациялар бир- 
бирига боглик булмагани учун улар олдидаги коэффициент- 
ларни ало>^ида- алоз^ида нолга тенглаб,

1=1
(21 41

муносабатларни з^осил киламиз (21.41)  тенгликнинг чап томо- 
нида куйидагича  шакл узгартирамиз :

~*дг! дг1т.г^ =  т , —
дд) 'си

д г , \  й
'П.. —  — т,ю . — 

 ̂ ^dt
^11 . (21.42)

(21.42) ни содда  з^олга келтириш максадида ,  аввал  куйидаги 
тенгликларнинг  тугрилигини курсатамиз :

дг1 __ _  дУ1

— I ^ дУ1

(21.43)

(21.44)
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Бунда |х билан \, 2, . ,  к кийматларни кабул ь;илувчи ихти­
ёрий индекс белгиланган,  эса ум ум ла ш ган  тезликдан ибо-

рат. }^акикатан, г^=r^{q^, д̂ ) дан куйидагини ёза 
оламиз.

v ,= г^ '̂’1 ■ 1 ■ I I ■ I

=  ■ у ‘»о
¿ 5 7 , ' " +  «<•

(21.45)

Бунда ^  (/ =  1, 2, ¿ )  ва ^  хусусий з?осилалар у м у м -

лашган координаталар ва вацтнинг функцияси булиб,  у м у м ­
лашган  тезликларга  боглик булмагани уч ун  :?ар бир ну^та 
тезлиги умумлашган тезлик орь;али чизикли ифодаланиши м у м ­
кин ва бунда  куйидаги тенглик уринли булади;

Энди (21.44) ни исботлаймиз ,|^ дан вакт б р и ч а  ?{осила з{и-

соблайлик;
к

У ,- • .

\дд^)
дг± (21.46)

Иккинчи томондан (21.45) дан д буйича ^ о с т а  :?^исоблаймиз:

ди1
= 2

дг1
г г  • +Р ,  \дд^ V- \ д1

дг̂ - (21.47)

(21.46) ва (21.47) формулаларни таккослаб ,  (21.44) формула- 
нинг тугрилигини курамиз.

Энди (21.43) ва (21.44)  муносабатларни эътиборга олиб, 
(21.42) ни куйидагича  узгартирамиз :

_  '^1 ^^  дг1 (1т,1Ю1 —  = т , —
дд) '(И

дУ1
I
дд, /

— т ,
/

\ 'дд ;} (И

д
дд;

Ш; (VI ■ VI)

дд.

П11 (VI ■ уО 
2

■~К
дд{

(21.48)
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р р

(21 .48)  д а  T̂  билан системанинг  массали нуктасининг 
нетик энергияси белгиланган.  (21.48) ифодани (21.41)  га

2¡-1
ёки

d ( àTi \ _ d h
dt \ àqi ) dgj_

= Q; ( / = 1 , 2 , . . . .  k)

‘“ [d q jl
(21.49)

тенгламани з^осил киламиз.  (21.49) динамиканинг умумаЦ 
лам аси н а ум ум лаш ган  к о ор ди н аталар  орг^али ифодалай, 
ёки Л агранж нинг иккиняи т у р  т е н гл а м а л а р и  дейцдадъ

П •
Бунда  Т — '^ Т .  механик системанинг кинетик энергиясидиг) 

1=1
Лагранжнинг  иккинчи тур  тенгламалари си стем а х^арака 

т и  дифференциал тен глам алари н и н г ум ум лаш ган  лгоо/ с̂гг' 
н а т а л а р д а  ифодаланиши  деб :^ам аталади.  (21 .49)  дан кура.'  
мизки,  б у  д и ’■ [>еренциал тенгламаларнинг  сони системан{^ 
кил этувчи н ук талар  сонига боглик булмай,  системаницр эр' 
кинлик дар ажасига  тенг  экан.  Шу нуктаи назардан Лаграня^' 
нинг иккинчи тур  тенгламалари механик система з^аракатиницр 
Д е к а р т  координаталаридаги ди ¡)ференциал тенгламаларидд^ 
ёки Лагранжнинг  биринчи тур  тенгламаларидан афзалдяр.

Кинетик энергияни умумла ш га н  координаталар ва у'муь.  
лашган тезликлар оркали ифодалашни куриб утамиз .

( ■

i=i i=l \àqi

+
\ 2

Кавсдаги ифодани кв адрат га  оширамиз ва у м ум ла ш ган  Тезлик. 
ларга  нисбатан иккинчи даражали ва биринчи д ар аж ал ц  
ларни ало)^ида-ало5$ида з^амда ум ум ла ш ган  тезликлар катнац!  
маган з^адларни ало^^ида группаларга  аж рат ам из .  Бу 
ларни мос равишда Т̂ , Г, ва Tq оркали белгилаймиз ,  У цoдц¿

Т =  Т, +  Т, +  То.
Бунда

'Г 1 V
1=1

дг,
411 ¿  +  2 ^  * dq̂

(21.50.)

. +  2
dri dri

T, =  y ,n L Т,-

â L

i l - , ̂ ¿=1

3B



Яна куйидаги белгилашларни киритамнз:

Я/». Ап У I1 1̂ дЧ) дд  ̂ г„ 1

У 5?олда Т2 ва  функцияларни

^ . = 1 2 2 ^ ̂ ;=! 11=1 
к

д(

¡<}Я) %

Г, =  2 ,

(21 .51)

(21.52)

(21.53)
;=1

каби ёзиш мумкин .  (21.51) дан курэ^’ изки, коэффициент 
у з  индексларига  нисбатан симметрикдир.  AJ^ ва B j коэффи- 
циентлар д,, Чк умум ла шган координаталар ва I вацтга
боглик булиб, 9 ,, ^2, . . ., ум ум ла ш ган  тезликларга  боглик 
эмас.

Шундай килиб умумий з^олда система кинетик энергияси 
у м ум ла ш ган  тезликларга нисбатан иккинчи даражали чи- 
зикли T̂  ва нолинчи формаларнинг йирнндиси сифатида 
ифодаланиши мумкин экан.

Стационар богланишлар }^олида
(=1

=  О булгани учун Го

ва Т\ ^^адлар 5̂ ам нолга айланади.  Бу )^олда системанинг  
кинетик энергияси ум ум ла ш ган  тезликларга  нисбатан

 ̂ ¡1=1
куринишдаги квадратик формани ташкил килади.  Бу ерда  эн- 
ди коэффициентлар I ва к т г а  ошкор равишда боглик б у л ­
майди.

Лагран ж тенгламаларига система кинетик энергиясининг 
ум умлаш ган  координаталар оркали ифодасини киригиб,  уларни 
интеграллаш билан умум ла шган координаталарни Ь в ак т  функ-  
циялари сифатида аниклаш мумкин.  На тиж ада  механик систе­
манинг ){аракати аникланади.  (21.49) тенгламаларнинг  ум ум и й  
ечи>'и 2к та интеграл доимийларини у з  ичига олади:

(?У =  Уу(^, С^, С 2, . . ( / = = 1 , 2 , . . к).

б у  интеграл доимийлари у м ум ла ш ган  координаталар ва у м у м ­
лашган те’зликларнинг бошлангич пайтдаги кийматлари о р к а ­
ли топилади.

Лагранжнинг  иккинчи т у р  тенгламалари механик система 
}^аракатини тулик аникловчи миннмал сондаги )^амда б о гла ­
нишларнинг номаълум реакцияларини у з  ичига олмаган те н г ­
ламалардан иборат. Лекин бу  тенгламалар ечилгандан сун г



система нукталарига  куйилган идеал боглаииц^ад реакцияла­
рини аниклаш мумкин.  Бунинг  учуц вд '1уцкциялари 
сифатида аникланган ум ум ла ш ган  координаталап#» Д екарт  
координаталарига  утиб,  з?ар цайси нуктанинг  1ечлайиши топи­
лади ва

п)

тенгл амага  куйилади.  Бунда  F.f ва /?J мос равцшда массали 
н укта га  куйилган актив ва реакция куцларо^^Р тенг таъсир 

этувчиларидир.  Р,'} кучларни берилган :;^исоб;1а5  ̂ У̂ те нг лам а­

лардан Р[ богланишлар реакцияларини ани1(лащ ц1умкин.

120-§ .  Потенциал ку ч л а р  ?^олида Л^гранЖНинг 
иккинчи ту р  те нгламала ри .  Циклцк коордцнаталар

Механик системага потенциал кучлар этганда сис­
теманинг  потенциал энергияси П==П(^^  ̂ кури­
нишда булади.  (/ =  1 , 2 , . . ., к) умум ла% ан  ’[¡оординаталар-

"  ^  .^енгликдан то ­га мос ум умлашган  кучлар  эса

пилади.  Лагранжнинг  иккинчи т у р  т е н г ^ а м а ^ и д а ги  у м у м л а ш ­
ган кучларни потенциал энергиянинг Хусус„й <осилалари би­
лан алмаштирамиз :

а ,дт \ дт (?П , .
=  2 , . . . .  к).(И дд] д д/

Ёки уни куйидагича  ёзамиз :

dt (21.54)

 ̂ С и стем а  ки н ети к энергиясидан потеи, , г ^ирогиягинииг 
ааирмаси Л а гр а н ж  функцияси ёки 
потенщ ш ли дейилади. Уни I  билан бел?^/аДиз

^ =  Т - и .  ( .2155,

Потенциал энергия умумлашган тезлик,,  даглик булмагани

дд] дд]

булади.  (21.55) ,  (21.56) ифодаларни (2 1 .54 ) га  К-^ямиз ва

dt 1 .  Г  =  2. к )  ( 2 1 . 5 / )

(21.56)

3 ^ 5
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тенгламалар системасига эга буламиз.  Шундай килиб, п о те н ­
циал кучлар таъсиридаги си стем а учун Лагранж нинг кк- 
кинш  т у р  те н гл а м а л а р и  (21.57) тенгламалар билан ифода­
ланади. (21.55) дан куринадики,  Лагранж функцияси у м у м л а ш ­
ган координаталар,  ум ум ла ш ган  тезликлар,  шунингдек ,  в а к т ­
нинг функцияси булиши мумкин.  Уму млаш ган  координаталар 
ва ум умлаш ган  тезликлар Л агр ан ж  узгарувчилари  дейилади.

Айрим ){олларда Лагранж функциясига баъзи умумла ш га н  
координаталар ошкор равишда кирмаслиги мумкин Лагранж 
функциясига ошкор равишда кирмаган умумла ш га н  координа- 
таларга механик системанинг циклик коорди н аталари  д е й и ­
лади.  Масалан,  каршиликсиз муз^итда з$аракатланувчн т  м ас ­
сали моддий нуктани карайдиган булсак ,  бунда  умумла ш га н  
координаталар сифатида нукганинг  Д е к а р т  координаталарини 
олиш мумкин.  Бинобарин, Лагранж функцияси

/, =  Г  — П (л^  +  _  f n g z

булиб, X, у  координаталар Ь функцияга  ошкор равишда кир- 
маганлиги уч у н  улар циклик координаталар булади.

Фараз килайлик,  каралаётган меха ни к системанинг та 
? 2. • • •, Як ум ум ла ш ган  координаталари орасида  дастлабки I 
таси циклик координаталар булсин.  У долда  « = 1 ,  2, . . I
учун  ^  == О ва (21.57) Лагранж тенгламаларидан

хти-
ибо-

ёза

45)

'М-
•м-
;та
И"

\дqJ
=  0

еки

= COnst ,̂ а =  1 , 2 , . . . .  I (21.58)

з^осил булади.  (21.58) тенгламалар умумла ш га н  координаталар ,  
у м ум ла ш ган  тезликлар ва интеграл доимийлари орасидаги бог-

ланишни ифодалаб,  Л агр ан ж  те н г-  
лам аларан и н г биринчи и н тегр ал-  
лари  булади.  Бу  биринчи интеграллар-  
га циклик и н те гр а лла р  дейилади.  
Шундай цялиб, Лагранж функцияси- 
да  нечта у м у м л а ш га н  координата  
ошкор равишда катнашмаса,  Л а гр а н ж  
тенгламаларидан мос равишда шунча 
биринчи интегралларни аниклаш м у м ­
кин,

6 5 - м а са л а .  Радиуси а  га  тенг  к у з -  
галмас цилиндрга уралган ипга осил- 

21 .10- раем. ган т  массали М  моддий нуктадан
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иборат маятник )?аракатининг дифференциал тенгламаси тузил-  
син ( 2 1 .1 0 -раем).  Мувозанат  вазиятида ипнинг осилиб турган 
Кисмининг узунлиги I. Ип массаси хисобга олинмасин.

Ечиш. М  маятникнинг  эркинлик даражаси  бирга тенг.  У м у м ­
лашган координата уч ун  ипнинг вертикалдан огиш бурчаги 6 
ни оламиз.

М  маятникка  куйилган богланиш идеал богланишдан ибо­
рат. Унга таъсир этувчи огирлик кучи эса потенциал кучдир.  
Шунга  кура ,  потенциал кучлар таъсиридаги система у чу н 
(21,57) куринишдаги Лагранжнинг  иккинчи тур  тенгламалари­
дан фойдаланамиз;

<1 ,дЬ\ дЬ ^
dt дд У д̂

бунда  L =  T — U булиб, Г — маятник кинетик энергиясини, П 
эса унинг  потенциал энергиясини ифодалайди. М  маятник к и ­
нетик энергияси

(2)
формула билан аникланади.

М  нукта  тезлигини аниклаш уч ун  Оху координаталар сис­
темасини утказиб,  нуктанинг  координаталари л ,  у  ни у м у м л а ш ­
ган координата 0 оркали ифодалаймиз. Расмдан куйидагилар-  
ни топамиз:

л: =  а  cos 9 - f  (/ -}- а  . 9) sin 9, 
у  =  (/ +  а  • 0) cos О — а  sin 0.

У :?олда М нукта  тезлигининг координата ук ларида ги  проек- 
циялари куйидагича  булади:

=  X =  — а  sin 9 • 9 -}- (/ -j- а  • 6) • cos 0 • 0 -|- а  • 0 sin 0 =

== (/ +  а  • 0) • 0 cos 0 ,

Vy — у =  ~  {I а  • 0) s i n 0 - 6 - f « - 0  cos 0 — а  cos 0 • 0 =

=  — (¿ +  a  . 0) . 0 s l n 0 .

Шунга  ку ра  М  нукта  тезлиги v  куйидагига  тенг  булади:

ёки

Буни (2) га к^ямиз:

Т а  ■
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ндй Унциал энергиясини ёзамиз :
tng)! ^  1(/ +  а  • 9) cos 9 — а  sin 9].

цуидай

¿ = 2 • 9)^ • 9^4-OTg[(/ +  a  ■ 6 ) c o s 9  — a s i n S ] ,

( I )  формЗ “̂̂  ̂ *^®()акли досилаларни ;?исоблаймиз:
дЬ = 0{1 +  аВ) • аВ'< +  mg [а cos 9 — (/ +  аЩ sin 9 — а  cos 9]

Ы{1

d
dt

/dĵ \

di¡

a  ■ 6)(a9^ — g-sin 9);

6)2 . 9;

\ {¿  +  a ■ 0){2a . 9  ̂ - f  )/ +  a  . 9( . 9 ).

{^атижз^^ (M тенгламаси куйидагича  ёзилади:

да(/ +  а  • 9 ) [2 а  , ¿з ^  ^  . е ) . ё _  а  • 6» +  g  s in  9] =  0.

томонини m {l +  a  -B) га булиб, ухш аш
 ̂ >1аси хосил «сак,  маятник 5$аракатининг дифференциал 

т^нглз булади;

(I а  • 0) • 8 + а  • 9̂  +  ^  sin 9 = О,

йракати  д и л ^ ! ' т а с в и р л а н г а н  эллиптик маятник- 
' тебранишл^^^Р®“ ' '̂^̂ ''* тенгламалари ,-^амда маятникнинг  

а т 0  У даври аниклансин гт^„о., . .  л „„„„

^Й-масала. 21

III нукта  A^D^n £inní\.'ian\_Mn* Ползун Á  нинг мас-
с г е р ж е н н ^  каралувчи В шарчанинг массаси т^, вазн- 
олинмаС1̂ ^^  ̂ узунлиги Í деб олинсин. Ишкаланишлар

,  J Г л и  ва 5 ш а р ч а д а н  иборат идеал голоном бог-
ган координй^“ “ '" эркинлик дараж аси  иккига  тенг.  У мум-  

^ чта í7i учун  А ползуннинг горизОнтал Ох у к  
буйлаб з^аракатини аникловчи х  
координатани,  учун АВ  стер- 
женнинг вертикалдан  огиш бур- 
чаги 9  ни оламиз.  У }?олда, Л а г ­
ранжнинг  иккинчи тур  т е н г л а ­
малари куйидагича  ёзилади:

шлк

1 ^

d /дГ \ __дТ
= Q.dt

U jc  / д к

у d 'дТ'^ дТ
“ Q<dt W f  ¡ di

t>aeM.

(1 )

Qx> Qp ум ум ла ш ган  кучларни



з^исоблаймиз. Qj. ни з^исоблаш учун х  умумла ш га н  коорди­
ната буйича Вд: мумкин булган кучиш бериб, системага куйил­
ган кучларнинг  бу  кучишдаги ишлари йигиндисини ^^исоблай- 
миз.  Бунда 9 координата узгармайди деб цараймиз.  У з^олда
8Л^ = 0,  де м ак ,  Q x=  = 0  келиб чикади, Энди <р у м у м л а ш ­

ган координатага  Sep мумкин булган кучиш берамиз,  л: ни эса 
уз г ар май ди  деб  караймиз.  Бунда  = — si n Бино-

барин Q = —- =  — m^gl sin <f. 
f  5¡p

Энди система кинетик энергиясини ^исоблаймиз:
г ^ т , +  т , .

А  ползун илгарилама }^аракатда булгани уч ун  унинг  кинетик 
энергияси куйидагича  топилади:

Т, =  - m ,v \  = ”̂ 'х\А <2 А А 2

в  шарчанинг  (иоддий нуктанинг) кинетик энергияси ни 
аниклаймиз:

Бунда  В  нукта  мураккаб )^аракатда булади:

В  нуктанинг  кучирма  тезлиги умумлашган тезлик оркали =

— X, нисбий тезлиги эса -у^=/<р муносабатлар оркали ифода-

ланади.  ва  векторлари орасидаги бурчак  эса ср г а  тенг .  
У ^?олда косинуслар теоремасига  кура:

cos 9 = + /̂ 9^+ 21х  ср cos <р.

Бинобарин,
щ  
~2

На тижада

Т = >  4 -  I Y  +  т , 1 х  ср' cos 9
2 2

^$осил булади.
( 1 ) тенгламаларни ту зк ш  учун керакли )^осилаларини ^н- 

соблаймиз:

=  0, =  — /«г/х  ср S i n  <Р, 
дх Of

i
i

i
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=  (m ¡ +  f f í j ) -  ̂+  ^2^ COS 9 , —  ip Н-Иа/лгсоз !p,

(2)

d X d<̂

-- —  = ^ 2/““ ? -f TOj/JCCOS tp — даг -̂' '̂Р Sin ср.
U f

Топилган Q^. кийматлари ва з^исобланган з^осилаларни (1) 
г а  куйиб куйндагиларни ?{осил киламиз;

~  [ ( « 1  +  /Из) д: +  т а /  ср cos ср] =  О,

I If +  ^  cos у +  S' s in ?> =  0 .
(2 ) система эллиптик маятник з^аракатининг дифференциал т е н г ­
ламаларидан иборат.

Маятнинг  кичик тебранишлари каралганда  sin ф í=s  <р, cosq)»¿ 
1 деб олиш мумкин.  Бу з^олда (2) система куйидагича  ёзи­

лади:

(/«1 +  т<^) X  +  /Яа/ <р =  О,

gvf ^ 0 .  )

Бу тенгламаларнинг  биринчисидан х  ни топиб (х  = --------'Usi—  х
V Щ fH2

X í>), иккинчисига куисак ,  тебрангичнинг кичик тебранишлари 
дифференциал тенгламаси з^осил булади:

/ f _ _ 2 ^  +  g , _ 0
nil + «2

ёки
I  ■ Г П х <Р +  ^  =  0. (3)

Щ +

Агар белгилаш киритсак,  (3)  дифференциал
I «1

тенглама

<р +  -%̂ (р =  0

куринишни олади. М а ъ лу м к и ,  бу з^олда тебранишлар даври 
куйидагича  топилади:

Г  =  -  =  2тг1 /~ . ±  \
* “ т 1 + /И2 ¿г

121- § .  Механик система з^аракатининг ка н о н и к  
тенгламалари (Гамильтон тенгламалари)

Лагранжнинг  иккинчи ту р  тенгламалари ум ум ла ш ган  коор- 
динаталарга  нисбатан иккинчи тартибли к та  дифференциал 
тенгламалардан иборат. Лекин янги у зг ар ув чи лар  киритиб, бу
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тенгламалар системасини унга  эквивалент булган 2к та бирин­
чи тартибли дифференциал тенгламаларга  келгириш мумкин.  
Бунда  турлича ус уллар  м а вж у д .  Бу у суллар да н  бири Г ам и ль­
т о н  усули  булиб, янги уз гарувчилар у ч ун  умумла ш га н  коор­
динаталар каторида ум ум лаш ган  импульслар  деб  аталувчи 
Р] уз г ар ув чи лар  киритилади.  Умумлашган импульс  р] к у й и д а ­
ги формулага  биноан танланади:

Р1-
Ы

1, 2. к) (21.59)
дй! дд]

Бу тенгликни (21.50) — (21.53) муносабагларга  асосан

р> = 2  А  +  (У =  1 , 2 . . . . ,  к). (21.60)

куринишда ёзиш мумкин.  (21.60) тенгламалар ум ум ла ш ган  
тезлик ларга  нисбатан алгебраик чизикли тенгламалардан ибо­
рат булиб, ундаги AJ  ̂ ва В] ум ум ла шган координаталарга  бог­
лик коэффициентлардир. (21.60) тенгламалар системасининг 
детерминанти;

Ап
А 21

13

22

• Л
. А 2Й

. А кк

нолдан фарклидир.  Чунки /) =  О булса,  Ц] ^  О да кинетик энер­
гия нолга тенг  чикиб колади,  бундай булиши мумкин эмас.  
Бинобарин, (21,60) системани ум ум ла ш ган  тезликларга  нисба­
тан ечиб, бу  тезликларни умумла ш га н  координаталар ва у м у м ­
лашган импульслар оркали ифодалаш мумкин;

9у =  9у(91. 42, . Як\ Ри Ръ ■ . Рк, О,
(/ =  1 , 2 , . . . ,  ¿ ) .  (21.61)

^21.61) дан шундай хулоса  чикади:  механик системанинг и х ­
тиёрий пайтдаги долати умумла ш га н  координаталар ва у м у м ­
лашган импульсларнинг кийматлари билан аникланади.

Уму млаш ган координаталар ва у м ум ла ш ган  импульслар ка­
ноник узгар увш лар  ёки Г ам и ль то н  узгарувяилари. дейилади.

Энди механик система :;^аракатининг каноник уз г арувчи лар-  
га  нисбатан дифференциал тенгламаларини тузи шга  киришамиз.  
Бунинг  учун  Г ам и ль то н  функцияси де б  аталувчи куйидаги 
Н  функцияни киритамиз:

дд]
?/•
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Бу функциянинг вариациясини аниклаймиз;

=1 oqJ у х « ,  / « I

(21.59) ни эътиборга олсак ,  бу  ифоданинг ^иг томонилаги ик ­
кинчи ва туртинчи кушилувчилар йигиндиси нолга тенг.  (21.57)

I  £  • « + 2  л ч .
/= .1  /=, у=., /-=1

га асосан:

Н а т и ж а д а

8/ / = — рМ/ +  У^PjЧJ (21.62)
;=1 ; - 1

келиб чикади.  (21.61) га к у р а
Я  =  Я  (4?,, 2̂, . .  4̂ :̂ р,, р̂  ̂ . , ., /7̂ ; г'). ^

Шунинг  уч ун  Гамильтон функциясининг вариацняси ,

* " - 2 г “« ) + 2 г  * л  ( Я -63)

уринлидир.  (21.62) ва  (21 .63)  тенгликларнинг чап томонлари 
бир хил булганидан ун г  томонлари ?^ам тенг :

+  =  (21.64)

Системага  голоном богланишлар куйилгани учун  ва  в а ­
риациялар бир-бирига боглиц эмас  ва ( 2 1 .М)  тенглик 3̂  ̂ ва 
6р,  вариацияларнинг )^ар цандай кийматларида  :?5ам уринли.
Шунинг учун бу  вариациялар олдидаги коэффициентлар тенг:

- Р ]  = =  ^ - .  I/ =  1 , 2 . . . . ,  к) (21.65)
0 ?; ор]

(21 65) тенгламалар системаси механиканинг каноник т е н г ­
ла м а ла р и  ёки Г ам и ль то н  те н гл а м а л а р и  дейилади.  Бу  тенг­
ламалар умумлчшган координаталар ва ум ум ла ш ган  импульс- 
ларг-! нисбатан '2к та биринчи тартибли дифференциал тен гла ­
малардан иборат. Бошлангич шартлар берилиши билан бу  т ен г ­
ламалардан ум ум ла ш ган  координаталар ва ум у м ла ш га н  им- 
пульсларни вацтнинг маъпум функциялари сифатида аниклаш 
мумкин.  Умумлашган координаталар ва у м ум ла ш ган  им пульс­
лар аниклангандан сунг  (21 би) формулалардан фойдаланиб 
у м ум ла ш ган  тезликларни ;^ам топиш мумкин.

Гамильтон функцияси маълум  физик маънога эга .  Х^К^ка- 
тан потенциал энергия ум ум ла ш ган  тезлик,парга боглик б у л м а ­
гани уч ун  бу  функцияни 1̂ уйида1 ича тасвирлаш мумкин:
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Я :
ft

fS idqj

Г=1 dg;

dqj

(21.66)

М а ъ лу м к и ,  механик системага стационар богланишлар к у -  
йилганда,  кинетик энергия  Qf ум ум ла ш ган  тезликларга  нисба- 
тан иккинчи тартибли бир жинсли функциядан иборат. Эйлер-

нинг бир жинсли функциялар хацидаги теоремасига а с о с а н У  — X
p t  dqj

X Q j =  2T булиб,  (21 ,66)  дан Н =  Т II }^осил булади.  Д е м а к ,  
голоном стаци он ар  богланиш лар таъсиридаги механик  
си стем а  учун Г ам и льто н  функцияси системанинг т у  лиц  
механик энергиясини ифодалайди.

6 7 - масала. Ньютон конуни буйича узаро тортишиш кучи 
таъсирида  л О у  текислигида  ? ; аракатланувчи т^, массали 
Aii ва Жг моддий нукталардан иборат система уч ун  (2 1 . 1 2 - 
расм) Гамильтон функцияси ва даракатнинг  каноник тен глам а ­
лари тузилсин. Бошлангич пайтда системанинг массалар мар- 
казя тинч з^олатда туради.

Ечиш, Бошлангич пайтда система массалар маркази тинч 
5̂ олатда булиб, нукталар факат ички кучлар  — Ньютон тортн- 
шиш кучи таъсирида >:;аракатлангани учун,  массалар маркази 
)(аракатининг сакланиш конунига  ку ра  система массалар мар- 
казн С доимо ку з га лм ай  колади.  Массалар марказиии коор 
дината боши деб олиб, ундан  Ж, ва М 2 нукталаргача  булган 
масофаларни г , ,  г ,̂ масофани эса г  билан белгилаймиз,
равшанки,  r  =  r i 4 - ^ 2-

М ,, М -1 нукталар >;олатини аниклаш учун  ку тб координа­
талар системасидан фойдаланамиз.  У ^олда /W, нукта з^олати 
(Tj,  <р) билан, М 2 з^олати (Га, ?  +  воситасида аникланади.

Массалар маркази координата бошида булгани ва массалар 
марказини аниклаш формуласини эътиборга олсак,  г^т^— r̂ m-i 
уринлидир. Бинобарин, ва Гз катталиклар г  оркали

tU i  -I- « 2
Г, Г^~

формулалар билан богланган.  
Шундай килиб, )^ар кайси н у к ­
танинг ку тб  радиуси ва кутб 
бурчаги мос равишда узаро бор- 
лик булганидан,  система х;олати 
иккита умумла ш га н  координата:  
4't ~  Л  <72 = 9  оркали аниклана­
ди.

Гамильтон функциясини тузнш И . 12- р а ш .



учун  ке ра к  булган Лагранж функцияси ¿  =  Г — П ни аник­
лаймиз.

Бунла  система кинетик энергияси /И, ва нуцталар КИ' 
нетик энергияларининг йи?индисидан иборат:

Ну|<талар тезликларини 1<утб усул ид а  ани^лаб,  улар да н 
у м ум ла ш ган  координаталарга утамиз:

)'(г^ +  • 9=),
ГП2
Ч" ^2 
т

\ ГП1 +  ГП2

у  ){Олда куйидагига  эришамиз:

(г^ +  г У ) .

т  = 1  - (/2 +  г ^ ) .
2 Шх + яг.>

Ньютон конуни буйича тортишиш кучининг микдори Р  
Т булиб, бу куч  уч ун  и  потенциал функция

О ) '

(2)

формуладан аникланади.  Бунда  7 — узаро тортишиш доимий- 
сидан иборат.

( 1 ) ва ( 2 ) ни }^амда 6 ^= — П булишини эътиборга олиб, 
Лагранж  функциясини ёзамиз :

Л = Т  — П = да,/«2
 ̂ 2 (/и, + т^) г (3)

(3) дан курамизки,  Лангранж функцияси вактг а  ошкор равиш­
да боклик эмас экан.  Бинобарин, Гамильтон функцияси )^ам 
вактга  боглик булмай,  тулик механик энерги пш ифодалайди:

Я =  Г + П .

(21.59) формуладан фойдаланиб, ум умлаш ган  импульсларни 
аниклаймиз:

дЬ _  И) Ид

т.1 + /Пз
д1

ТТ1\ ТП.2
Г̂ <р.

д г

Бу тенгликлардан курамизки,  ум ум ла ш ган  тезликлар у м у м ­
лашган импульслар оркали куйидагича  ифодаланади:

т - т,т^
У нолда Гамильтон функциясини умум ла шган координаталар 
ва ум ум ла ш ган  импульслар оркали куйидагича ёзиш мумкин:
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гз / г

Энди система з^аракатининг каноник тенгламаларини ёзамиз;  
дН т, -f » ¡ 2

(4)

орг mim-i 
дН _ /и, 4- /̂ 2

/-з’

/'г
_дН̂  _  т^т.д

дг г2 
¿»/У „

/И) +  /И; ^<р

miffZj гз

(5)

(5) система ум ум ла ш ган  координаталар ва ум ум ла ш ган  им- 
пульсларга  нисбатан биринчи тартибли дифференциал тенгла ­
малар системасидан иборат,

122-§. Каноник тенгламаларнинг биринчи интеграллари

Каноник узг арувчиларнинг  каноник тенгламаларни ь;аноат- 
лантирувчи } а̂р 1̂ андай Q2, . .  <?* Ри Ръ . ■ ри киймат- 
ларида узг армай ь^оладиган f(c]j, Pj, t) функцияга каноник 
тенгламаларнинг биринчи интеграллари  дейилади.  Биринчи 
интеграл

/ ( 9 i .  Я2, ■ • 9*; Ри Рг............Рк\ О = const
куринишга эга.

Фараз килайлик,  каноник тенгламаларнинг  бошлангич т  та 
биринчи интеграллари берилган булсин,

Д  (^я Рь 0  =  ('^= 1 , 2 , . .  „  т )  (21.67)

бу  ерда  — уз гарм ас  катталик.  Умуман,  биринчи интеграллар 
бир-бирига богли!^ ёки боглик булмаган тенгламалар билан 
ифодаланади.  Каноник тенгламаларнинг  121.67) тенгламалар 
билан ифодаланувчи биринчи интегралларини бир-бирига бог­
лик булмаган тенгламалар деб караймиз.

Агар m = 2 k  булиб,  (21.67) системага кирувчи барча тенг­
ламалар бир-бирига боглик булмаса ,  бу  ( 2 1 . 6 7 ) система бирин­
чи интегралларнинг  тулик системасини ташкил килади. m = 2k 
биринчи интеграллардан иборат тулик система ум умлашган  
координаталар ва ум ум ла ш ган  импульсларга  нисбатан ечилиб,

4j =  4iiCi, ^ 2, . .

P i - U C u  С„ . . ., С г„  t). U=  1 , 2 . . .  ., k)
куринишда ифодаланиши мумкин,  яъни барча ум ум ла ш ган  к о ­
ординаталар ва ум у м ла ш га н  импульслар вакгнинг  ва  2k уз-
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г армас  сонларнинг маълум  функциялари сифатида ифодалана­
ди.  Бу уз г ар мас  сонлар ихтиёрий бу'либ, улар о дат даг идек  
бошлангич шартлардан аникланади,  Шундай килиб 2k та бир- 
бирига боглик булмаган биринчи интеграллар бошлангич шарт- 
ларнинг берилиши билан механик система ){аракатини тулик 
аниклайди.

Каноник тенгламаларнинг биринчи интегралларини бевосита 
аниклаш мумкин булган баъзи хусусий )^олларни куриб чика- 
миз:

1. М аълумк и,  механик системага  стационар богланишлар 
1̂ уйилган булса ,  Гамильтон функцияси Н  системанинг  тулик 
механик энергиясини ифодалайди. Потенциал ку члар  майдони- 
д а  х ;аракатланувчи система у ч у н  тулик механик энергия у з ­
гармас булганидан

Н (<?,, ^2, . .  м Ри P i............Pk) = const

келиб чикади.  Шундай килиб биз биринчи интегрални аник- 
ладик .  Н  тулик механик энергия булгани учун бу интегралга 
энергия и н тегр ала  дейилади.

2. Фараз  килайлик,  системанинг барча умумлашган коорди­
наталари циклик булсин. У }^олда бу координаталар Лагранж 
функциясига ошкор куринишда кирмагацидек,  Гамильтон функ- 
циясида :!$ам ошкор равишда ^атнашмайди.  Гамильтон ф у н к ­
цияси

//= Н {р„ р ,̂ . . Pk, t)

куринишда булади.  Каноник тенгламалардан k та

Р\ — Рг ~  ^ 2' ‘ P k ~ C k
биринчи интеграллар }^осил булади.  Бу  интеграллар циклик  
и н тегр аллар  дейилади. Гамильтон функциясидаги у м у м л а ш ­
ган импульслар ЭНДИ C j{i =  1 , 2 , . . к) узг арм аслар билан 
алмаштирилиши мумкин:

И =^И (С„ С„ С „ t).

Системага стационар богланишлар куйилган булса ,  Гамильтон 
функцияси вактга  боглик булмайди ва каноник тенгламалар­
нинг иккинчи группаси учун

5  =  с = 2 ’ • • • ’dt KdpjlPj^Cj

муносабатлар }^осил булади.  Бу ерда 5} — бирор узгармас  сон­
лар.  Бу ифодалардан эса

qj =  Sj ’ t Ck+j (7 = 1 , 2 , . . k)

тенгламалар :?^осил булади.  Шундай килиб стационар богла ­
нишлар таъсиридаги голоном система учун барча у м у м л а ш ­
ган координаталар циклик булган х;олда каноник те нглам ала р  
осонгина интегралланиб, ум ум лаш ган  координаталар вактнинг 
чизикли функциялари сифатида ифодаланади.
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3. Эн ли та умум ла шган координ эта ; 1ардаИ цИМиНсми!^
( / < А )  булган ^ о л т  караймиз:  ............„и коор рор'
^инаталар,  9/+i. 9/'2, • • 9* ни э с ^  циклик булма:а„ коорди-юди' 
наталар деилик .  Ьу з^олда Гам и ль то н  функцияси булЧэул'
„аг ан координаталар ва  у л а р  т е г и ш л и  булган «ц„ульсларгадргй 
боглик булади.  Каноник т е н г л а м е л а р г а  асосан цнц,J  коорди-ми' 
наталарга тегишли импульслар у з г а р м а с  бÿлгaни^, .
TOI функциясида бу импульслар у р н и г а  тегишли е (« = 1 2 ! 2
_  .. I) ÿз rapмacлap кУйилади. Бинобарин.  Гамильт,'  фунКция^ия-

//== / (̂<7;+1) 9;+2, • • •> *7*’ Р/+1> Л + 2> 
С „  Q ,  . . С^; t)

•• Í,»»
(2l.68)t!58)

куринишда булади.  Циклик б ÿ л м a г a н  координатал«|^ gg улар-'^ар- 
га мос импульслар уч ун  каноник тенгламаларни ®3)миз: 

дН dp^ дН
(Х = Л ' ! ,  / +  2, 4) (2l.69)fi9)

dq .г  _
dt àPy

_  X
¿ r àq.

Бу тенгламалар циклик координата./1арга  ва уларг< „ос имчм- 
пульсларга боглик булмаган  2 ( k — l) мустакил ' '̂ç,^̂ ,_̂ gygлap'-р- 
дан иборат системани ташкил  килади.

Фараз  килайлик,  (21.69) система интеграллансин, бар--о- 
ча циклик булмаган координаталар йа у л а р г а  мос И|цпульслар (jp 
вактнинг маълум  функциялари cj^фaтидa ифодалансцд_ (21.69) (9) 
тенгламаларнинг  сони 2 ( k  — l) б улма га н и  у ч у н  (|ун|{ццялар цр 
уш б у  тенгламаларни интеграллаш н ат и жасида  цайД(̂  булзли- •- 
ган 2(k  — l) интеграл доимийларига ва (21.69) TeHrj|ĝ g'^̂ ,ap̂ a- 
ги Гамильтон функциясига  аввалдан  кирувчи I та Сузгар>»ас- -  
ларга  боглик булади:

Чу — Чу (C’i> С̂ ,
C j ............С ;̂

(Х =  / + I,  1 + 2 ,  . .

^2(k+é

. *)• (2 1^0 )
Шундай килиб бу  е р д а  биз циклик булмаган  коордц„а„^ар- 
ни ва уларга  мос импульсларни аник^ашнинг умумц 
к у рс атд и к .  ^

Циклик координаталарга  мос импульслар эса ЮКОп „ ^ур.  
сатилганидек  у зг ар маслррга  айнан т^нг булади.  Ини„" ¡¿о- 
ординаталарни аниклаш энди цуйидагича бажариМ), 
координаталар уч ун  каноник тенгламалар ёзилади ва Vy :еИ г -  
лам аларда ги  Гамильтон функцияларида циклик коорДцияталзр- 
г а  мос импульслар урнига  мос  уз гармасл ар  куйиЛН;

/ дН

dt УàPa Г '’а
(а =  1, 2. I) ( 2 1 . П )

И  даги циклик о^.1маган координаталар gg  уларга ьд с  иМ' 
пульслар (21.70) га acocan ал.маштирилади. У ГамнлЬ'
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тон функцияси 2 ( к - 1 ) - \ - 1  та  ихтиёрий узг ар мас  сонларга ва 
Ь в ак т г а  боглик булади.  Бинобарин, (21.71) тен гламалардан  
а лоди да - алоди да  бир-бирига боглик булмаган х,олда у з г а р у в -  
чиларни алмаштириш ва уларни

куринишда ёзиш мумкин.  Интеграллаш натижасида

+  ............ I) (21.72)
\ ^  л / а  а

ифодалар }^осил булади.  Интеграллашда пайдо булган у з -  
гармасларни ;^исобга олганда  ихтиёрий узг армасларнинг  у м у ­
мий сони 2к, яъни каноник тенгламалар оонига тенг  булади .  
Шунда й килиб I та циклик координаталар м а в ж у д  б у л г а н д а  
2к каноник тенгламалардан 2 (/е — /) тасинигина ало^^ида олиб 
интеграллашга  ту гри келади.  Уш бу  2 {к  — 1) т а  тенгламалар 
интегралланганйдан сунг  I циклик координаталар (21.72)  кв ад -  
ратуралардан осонгина аникланиши мумкин,

Системага  куйилган богланишлар стационар булган :^олда, 
дм

м а ъ л ум ки ,  1-г— ( 5^ — бирор у з г а р м а с  сонлар) б у -
'  г  (X / а  а

либ, (21.72) дан
- t +  ( а == 1 , 2 , . .  I)

тенгламалар >50сил булади .  Курамизки,  бу  з^олда циклик к о -  
ординагалар вактнинг чизикли функциялари булади .

6 8 - м а с а л а .  т  массали моддий нуктанинг  инерция буйича 
да рак ат и  тенгламалари Гамильтон функциясидан фойдаланиб 
аниклансин.

Ечиш. Эркин моддий нуктанинг  эркинлик д а р а ж а с и  3 га 
тенг .  Моддий нуктанинг  Д е к а р т  координаталарини у м у м л а ш ­
ган координаталар деб оламиз;  = х ,  — =
Бу н ук та  кинегик энергияси

^ ^ ^ ( х ' ^  +  у^ +  г Ч

Н у к т а  инерция буйича х ;аракатда булгани учун П =  0. Бино­
барин, 1 = Т  =  ~ ( х ^ у ' ^ г ^ ) .  Л а гр а н ж  функцияси таркиби-

да  н ук та  координаталари х,  у, г  ошкор катнашмагани уч ун ,  
бу  координаталар циклик координаталар булиб,  у м ум ла ш ган  
импульслар уз г арм ас  булади:

61

дЬ • о/ ? = = — =  оту =  
ду
дЬ

(1)
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( 1 ) система каноник тенгламаларнинг  биринчи интеграллари 
циклик интеграллардир.  Шунга  ку ра  Гамильтон функцияси

2 т

куринишни олади.  
У ;^олда

д н  а • 
—  =  У' да т

. ^  =  1  г’ =  —  =  -^
¿fi т' ду т

Бу дифференциал тенгламаларни интеграллаб,  нуктанинг  

+  у  =  1 /-ЬС2, 2  =  ^ /  +  Сз
т т.

куринишдаги з^аракат тенгламаларини }^осил киламиз.  К у р Г  
мизки,  нукта  координаталари вактнинг чизикли функциялари 
сифатида ифодаланади.

123-§. Каноник тенгламаларнинг биринчи 
интегралларини Пуассон кавслари ёрдамида аниклаш

Функция  каноник тенгламаларнинг  биринчи интеграли 6j'~ 
лиши уч ун  кандай шартни каноатлантириши кераклиги маса- 
ласини, шунингдек ,  маълум биринчи интеграллардан янги бИ* 
ринчи интегрални топиш масаласини курамиз .  Фараз килайли!^» 
бирор f(q j, Pj, /) =  const функция каноник тенгламаларниН!'  
биринчи интеграли булсин. У ^¡;олда f  функциянинг вакт га  ниС* 
батан тулик :?^осиласи нолга тенг  булади,  яъни

к
И  ■ 
dt  ' o t

;=1

(21.65) каноник тенгламалардан фоЯдаланиб, бу  ифодани

*  df дН d f дН
-^  +  V (dt ^ \ d q j dpj др] dqj

■О (21.73)

куринишда ёзамиз .  Пуассон цавслара  тушунчасини киритЗ* 
миз. Каноник узгарувчи ларни нг  иккита <р ва  ф ф у н к ц и я л а р и  
учун  Пуассон кавси деб куйидаги куринишдаги ифодага aftit i '  
лади:

d<f d<f

(?, Ф) = V
dqj dpj 

dqj dpj

=  (21.74)
A j  dqj dpj dpj dqjl

dfКурамизки ,  (21.73)  тенгликнинг  чап томонидаги — дан tbiJI'
dt
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кари йиринди f  функция ва Гамильтон функцияси Н  у ч у н  
Пуассон кавсидан ибораг.  Бинобарин, (21.73)  ни

| + ( Д / : 0 = 0  (21 .75)

куринишда ёзиш мумкин.  (21.75) ифода / =  const функция к а ­
ноник тенгламаларнинг  биринчи интеграли булишининг за рур  
ва етарли шартидир. (21.75) шартнинг зарурийлиги уни келти-  
риб чикаришдан куриниб турибди.  (21 75) ни з^осил килишда-  
ги мулоз^азаларга тескари мулоз^азалар юрити б , ' б у  шартнинг 
етарли эканлигини з^ам курсатиш мумкин.

Пуассон цавсларининг хоссаларина  исботсиз келтириб у т а ­
миз;

1. Пуассон кавси Л q ,̂ р„ Рг............Pk у з г а р у в -
чиларга борлик булган иккита ср ва ф функциялардан тузилган 
булсин. У з^олда tp ва ф функцияларнинг уринлари алмашти- 
рилса,  Пуассон кавсининг ишораси уз гаради ,  яъни

(? ,  Ф) =  — {']>, ? ) .

2. Агар  ос бирор узг ар мас  сон булса ,  куйидаги уринлидир:
(а  - ср, ф) =  а ( у ,  ф).

3 Агар  функциялардан бири айнан узг армас  булса  (м ас а ­
лан, ({) =  С) ,  Пуассон кавси нолга тенг  булади:

( 9 . С) = 0 .

4, Пуассон кавсидан t буйича хусу сий з^осила олиш икки 
функциянинг  купайтмасидан з^осила олиш каби бажарилади:

Ушбу хосса ихтиёрий каноник у з г ар ув чи лар га  нисбатан з^ам 
уринли.

5. Учта /, ф функциялар уч ун  куйидаги айният уринли­
дир;

(/. ( ? ,  Ф)) +  ( ? ,  (Ф, /)) +  (Ф, (/. ? ) ) - о .

Б у  айниятга Пуассон а й н и я т а  дейилади.
Юкоридаги хоссалардан фойдаланиб куйидаги ,  Пуассон т е -  

оремасина исбот цилиш мумкин.
Теорема .  Агар  <р =  С, ва ф =» С ,  каноник тен глам алар н и н г  

биринш инт.еграллари булса, ( 9 , ф) ^ ам  бу т е н г л а м а л а р ­
нинг бариняи и н тегр аллар и  булади .

Исбот.  Теореманинг  шартига асосан

^ + ( ? .  /^  = 0; З - Ь  (ф, Я )  = 0 (21.76)

булади.  Н, !р, ф функциялар у ч у н  Пуассон айниятини ёзамиз ;  

({?.  Ф), +  ((Ф, Н), ? )  +  {{Н, 'р), ф) =  0 .
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(21 .76)  дан { f . H), ((p, H) HH топиб, бу  айниятга и;уямиз:

« t ,  « .  ^ ) + i%

1 ва 4 хоссаларга  к у р а  бу  ифодалардан

Ф) +  (('Р. Ф).ai

келиб ч и р д и .  Бунда  (21.75) ни эътиборга олсак,  (<р, <î») = Cj  
Пуассон 1<авси каноник тенгламаларнинг  биринчи интеграли 
булиши келиб чикади.

Пуассон теоремаси ёрдамида м а в ж у д  биринчи ингеграл- 
лардан фойдаланиб, янги биринчи ингегралларни ?!;осил цилиш 
мумкин.

Характерли бир мисол келтирамиз .  Фараз  цилайлик,  цара- 
лаётган системага куйилган богланишлар стационар б5̂ лсин. У 
з^олда, маълумки ,  /У = Cj каноник тенгламаларнинг  биринчи 
интеграли булади.  ср (Çj, pj, t) = Cg функция ;^ам биринчи ин­
теграл б>'лсин. Пуассон теоремасига асосан

(ср, //; = Сз

функция jçaM биринчи интеграл булади.  У у̂олдл (21.75) га 
кура :

dt ^
Д е м а к ,  ср функция t вактнинг ошкор функцияси )^амда ср = Cj  
берилган системанинг биринчи интеграли булса ,

^  =  С dt
нам биринчи интеграл де я  оламиз.  Шунингдек ,  ср функциянинг  
вакт га  нисбатан хусусий }{осилалари }^ам вактнинг  ошкор 
функциялари булганда

д\ d̂ f 
'dîâ’ ’

функциялар каноник тенгламаларнинг  биринчи интеграллари 
булади.  /

Пуассон теоремаси ёр дамида  м а в ж у д  биринчи интеграллар­
дан фойдаланиб янги биринчи интегралларни з^осил килишни 
чексиз давом эттириш мумкин.  Лекин 5{0 сил булган биринчи 
интеграллардан факат 2k тасигина бир-бирига боглик; б у л м а й ­
ди,  колганлари бу  биринчи интегралларга боглик б ул ади .  Бу 
ерда  шуни ало)^ида т аъкидлаш  ке ра кки ,  агар  иккита биринчи 
интеграллардан тузилган Пуассон кавси айнан нолга тенг  б у л ­
са,  б у  кавс  биринчи интегрални ташкил килмайди.

69- м а с а л а .  Инерция буйича ^¡аракагланувчи моддий н ук та  
учун  ;^аракат мицдори интеграллари (6 8 -м а с а л а  ечимига 
ранг):
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Рх = т х  = а, ру =  т у  = р  ̂= тг=~\

^ам да  5?аракат  миадори моментлари интеграллари
=  УРг -  гРу-= 9, 1у =  гр^ -  х р , = ф, -  хр^ -ур^==<^

м а в ж у д  (о., р, 7 , 9, ф, 9  — узг ар мас  катталиклар) булса,  (/  ̂
^у) =  =-^Ру — УРд: = ?  бажарилиши исботлансин.

Ечиш. 1у) Пуассон кавсларини тузамиз:
61,61,

дхдрх дрл дх ' ду дру 

дг дрг дрг дг "

дру ду

( 1 )

Берилганлардан фойдаланиб, ( 1 ) у ч у н  керакли ;^осилаларни 
х,исоблаймиз:

^  =  0 , ^  =  0  ^  =  — /7-^^У =  - я  
дх ду дг Ру' дх Ту

А  61X 61V:0 , ~  =  у\
дру дргдг дрх

^ - 0  —  — л:бРх ' д р у - ^ ' д р ,

(2)

(2 ) ни ( 1 ) га нуямиз ;  

ёки
1у) =  -  Ру'  { - х ) - у  ■ р^ =  хру -  ур^ 

(1х> у̂) — ¡■2 —
Шуни исботлаш керак  эди.

XXII боб. ТЕБРАНИШЛАР НАЗАРИЯСИ

Моддий нукта  ^^аракатининг дифференциал тенгламаларини 
тузиш ва бу тенгламаларни интеграллашга мисол сифатида 
нуктанинг  тугри чизи^ли тебранма :$аракатини караб чиккан 
ЭДИК. Энди механик системанинг кичик тебранишларини у р г а -  
нишга утамиз,

Тебранишлар содир буладиган жараёнларнинг  мо){ияти т у р ­
лича булишига карамасдан,  уларнинг  характерли хусусиятла-  
ри бир хил ёки бир-бирига якин конуниятларга  буйсунади.  
Масалан,  маятникнинг,  пружинага  осилган юкнинг, вагон к у -  
зовининг тебранишлари, электр контурдаги тебранишлар,  ке- 
мани с увд а  чайкалиши бир хил дифференциал тенгламалар 
билан ифодаланиши мумкин.  Тебранишларнинг умумий кону-  
ниятларини тебранишлар назарияси урганади.

Тебранишлар улар  сонир буладиган системаларнинг асосий 
физик хусусиятларига  караб классификацияланади.  Барча теб­
ранишлар улар  ссдир булаёт ган системаларнинг кандай тузи -
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^си бир^а ^

лишига цараб зркинлик даран^ булина^^^ ,̂  ̂ ^н г  ва 
системалардаги тебранишларгй^урий, г^ард ,)|Щ

Тебранишларни эркин, ажрат^ц^ метрик тебра ^
автотебранишлар каби турлар/лзнишл^р }>лумкии. н

1. Эркин (ёки хусусий)  те^|^ндан а ш 1̂ и таъсй|(1й

IJ

жасида  мувозанатдан чикарил» 
системадаги тебранишлардир.  ^истема.^аг|

у з  ){олига

2. Мажбурий тебранишлар ,Ч кУЧЛ!|р « тебракиииЬ ^

ланади.
3. П а р а м е т р и к  т е б р а н и ш л а /iíK  юкиЦ[^^ Цг бирор и 

ни (масалан,  пружинали маят£^,(1И, теб[^а^  ̂ массасиш,
тик маятник ипининг yзyнлигl/з^'^'^^^^^^г . контури ,) д Ч ” -' 
саторининг сиримини ёки г а ^ л а н  в у ^ у  1ндуктивлига11 
павишда даврий узгартириш келади, «bv

4. Автотебранишлар систему даврий 1с \ 
та ъ :и р  этилмаган тавдир да  дййнида с^р. Тадиган cjwUi^

^  - - - T“,ounü -т^^^анадиган эйранишлардир.  Тебраниш жара ;Г  узидд *анад 
1{оплайдиган манба с и с т е м а н и / а с а л а л а р  у ' ади .

Тебранишларга дойр ку п i/^и ургаЦ|^Ц| >увор мувоз 
рофидаги кичик тебранишлар)убрлана^Р^ 1̂ ч келтирилад1,а  ̂
тебранишлар шу билан х а р а к ^ з г и н а  Нет,/! ' бунда  сиде̂ ос̂ к̂ 
ланрич мувозанат  долатидан У^Умл^
РИЧ мувозанат  )^олат системан сист^^^д^ган коордиР 
у чун  санок боши цилиб олинс^1Иган мувозана
дан озгина четланиши у м у м л а  нади. Î yj  ̂%наталарнин1̂ м^ 
кийматлари билан х ар ак терла  У'^Ум,цд 
кичик тебранишларини ургани|)(иборга шган коордй/р^\'уаГ 
нинг юкори даражаларини
ларнинг дифференциал тенгла »^ини б^рд зикли ди(})(|)е) 
тенгламаларга  келтириш имко

рР  в а  Ноу . а
124- § .  С исте манин г  у с т у в ^ и х л е  уво р  мувоза

Л а гр а н ж - Д и г  ^аси
c i yB op  аа .о

Системанинг  мувозанати у/^ик cnc^fg^ Чоустувор 
ларга  ажратилади.  Агар м е х а ^ и б ,  У^^ррд нукталаринй^а g,’¿e. 
нат ,?^олатидан озгина с и л ж и т ^ н г  боц)^^ Кичик тезлиНг»^ ^р.: 
рилгандан сунг  система узин 1̂ ^ ‘̂ '^^‘̂  (|а,
ласа,  система у с т у в о р  м уво зт^ ^  чег,^ать ^лади.  Аксин^т^ 
тема  мувозанат  :?{олатдан о з г ^ м а  ноу(.щ^\'аня}1а бу

. а л  рав1,ц,
^^вoзaнa>и куйидагича, ^

ггтобора ортиб бораверса,  систе 
собланади.

Усгувор  мувозанатни фор*у,,-^ ч„ ыцгу ; - 
лаш мумкин.  Системанинг м ун си н .  ‘í'apg^J u  =  l* 
координаталар билан б е л г и л а ^ о о р д и 11а д̂ ц и л а й л и к ,К 0 Л 
ланрич вак тд а  системанинг  /  ‘’рига qjo ]íf



бериб, у  мувозанагдан  чикарилган ва эса система н ук та -  
ларининг бошлангич тезликлари булсин.  Агар  £ > 0  м у с б а т  
сон уяун унга бор лщ  булган  шундай и к к и та  м у с б а т  у] ва 
т], сонларни курсатиш  мумкин булсаки,

=  да  (/ =  1 . 2 ............

уяун Ь в а ц т т т г  ихти ёри й м ом ен ти да

\ q j ~ q f ^ \ < ^ .  (¿ =  1 . 2 . . . . .  к)

уринли булса, системанинг м увозан ати  устувор  м у во зан ат  
дейилади.

Равшанки,  системанинг дастл абки  мувозанат  уплати ноус» 
тувор булса ,  унинг бу  )^олат атрофидаги тебранишлари кичик 
тебранишлардан иборат булмайди.  Бинобарин, системанинг  
кичик тебранишларини ургани шда  системанинг дастлабки му-  
возанатини устувор мувозанат  деб  к а б у л  киламиз.

Голоном, идеал богланишли консерватив механик систе­
мани караймиз.  Бундай системанинг мувозанат  )^олати уч ун  
барча умумла ш га н  координаталар нолга тенг булиб,  Г1 потен­
циал энергия экстремалликнинг  зарурий шартини каноатлан- 
тиради;

^  =  0 . (у =  1 . 2 ............к)

Система мувозанати усту вор  булишининг етарли шарти 
куйидаги теорема билан ифодаланади.

Тео рем а .  Агар голоном, идеал богланиш ли консерватив 
системанинг м у во зан ат х^олатдаги п отен ц и ал энергияси 
минимумга эга булса, унинг бу м увозан ати  устувор  м уво­
з а н а т  булади.

Бу теоремани даставвал Л агр а н ж  келтирган.  Лекин унинг  
у зил-кесил  исботини Дирихле  б аж ар ган .  Шунинг учун  з^ам 
б у  теорема Л агран ж -Д и ри хле теорем аси  деб  юритилали. 
Теоремани и сбот  киламиз.  Системанинг мувозанат  з^олатдаги, 
т ео рем ад а  назарда тутилган минимум потенциал энергияси П, 
булсин.  |?г| < 8  (У =  1, 2, . . . .  к) оркали у м ум ла ш ган  коорди ­
наталарнинг мувозанат  до лат  атрофидаги кийматдарининг ш у н ­
дай сох;асини белгилайликки,  ум ум ла ш ган  координаталарнинг  
б у  со)?а ичидаги ва  унинг  чегарасидаги кнйматлари у ч ун  П >
>  П, уринли булсин, координаталар кийматларининг  у ш б у  
со){асини функция минимумининг сох;аси дейилади коор­
динаталардан бирортаси функция минимуми со)^асининг чега-  
расида  булганида ,  яъни + е да  П потенциал энергиянинг  
К ий матлари н и  курайлик .  Потенциал энергиянинг  бу  кийматла- 
ри ичида энг кичиги албатта,  П) да н  ка тта  булади .  Уни П , +  
Ч-а  оркали белгилайлик,  бунда  а > 0 .  Шундай  килиб, 
б ул ма ган д а  битта умум ла шган координата  функция м и н и м у м и  
со)<;асининг чегарасида ётса,
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3 * ^

П > П 1 +  а ^ 2 2 ,^^
булади.  Системани бошлангич мувозанат  )?олатдан чикар 
Бунинг  у ч у н  ум ум ла ш ган  координаталарга  функция 
ми со.'^асининг кийматларидан бериб, система нуктал^ 
силжитамиз ва ул ар га  кичик бошлангич тезликлар бер^Р^,^- 
Каралаётган механик система консерватив система 
у ч у н  ун га  нисбатан т у л и к  механик энергиянинг  сакланиь 
нуни уринли,  яъни ^

Г  +  П ^ Г о  +  По. ( ^ 2 / ’

Бунда  Го, И^ — мос рави шда системанинг  t = 0  бошл^ 
пайтдаги кинетик ва  потенциал энергиялирндир.  Доимо 
булгани учун  (2 2 .2 ) дан куйидаги муносабатни ёзиш

Системани мувозанаг  ^олатлан чикаришда 
координаталар ва у м ум ла ш ган  тезликлар цийматларини V  
д а р а ж а д а  кичик 1\илйб олиш мумкинки,

П , < П , + 1 ; 7 - . < |

булсин.  II — потенциал энергия qJ у м ум ла ш ган  координата.  /  
нинг, Г  — кинетик энергия эса у м ум ла ш ган  к о о р д и н а т ^ ^ Р у

\ЛЭ|/
ва  qJ умумла ш га н  тезликларнинг  узлуксиз  функцияси булг  
уч ун  (22.4) ни >^амма вацт амалга  ошириш мумкин .  {22.3J^^’̂   ̂
(22,4) дан ихтиёрий пайт учун

П < П ,  +  а (2^^^

келиб чикади.  (22.5) дан курамизки,  механик система нуь 
ларига кичик тезликлар бериб, системани мувозанатдан 
1̂ арганимиздан кейинги дар ак ат  давомида система умумлаш!!^*^* 
координаталарининг кийматлари функциянинг  минимум соу^н 
си ичида коляпти,  яъни система }^аракат дав омида м уво за ?^ '  
>;олатдан узоцлашишга  интилаётгани йук .  >^ак,икатан, агар  
тема  кейинги з(;аракати давомида мувозанат  з^олатдан узо!^!!*-' 
шишга интилса,  ум ум ла ш ган  координаталарнинг  цийматл^^" 
функция минимум со)^аси чегарасига тушиб,  (2 2 . 1 ) уринли 
либ колар эди. (22.5)  га  асосан бундай булиши мумкин эм/~ 
Д е м а к ,  системанинг  дасглабки ;^олати ус т ув о р  мувозанат,^'  
булади.

125-§. Механик система кинетик энергияси билан 
потенциал энергиясининг т а 1̂ рибий ифодалари

Механик системанинг умум ла шган координаталари уч ун  с;.
Н01  ̂ бошини системанинг усту вор  мувозанаг  :^олатида олами^ 
Системанинг  мувозанат  з^олати атрофидаги кичик >^аракатл> 
рини урганамиз .  Б у  з^аракатлар у м ум ла ш ган  координатала]^

5 - 5 9 5 5  _______ ^
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нинг кичик кийматлари билан ифодаланади.  Буни эътиборга 
олиб, системанинг мувоза нат  полати атрофидаги кичик х;ара- 
катлари уч ун  кинетик ва потенциал энергияларнинг  ифодала­
рини аниклаймиз.

Маълумки ,  агар системага стационар богланишлар куйилган 
булса,  системанинг кинетик энергияси (11 9 -§ )

/=1 11=1

куринишда ифодаланар эди.  Б ун д а  булиб,  бу  коэф­
фициентлар ум умлашган  координаталарнинг функцияларидир.  
Улар Ь вантга  боглик эмас.  коэффициентларни координа­
талар боши атрофида цаторга ёямиз:

дд,
1

Бунда

¡̂5=1

7ц.
дд д<1̂ /о

. . . тегишли ифодаларнинг

координаталар бошидаги кийматлари булганидан ул ар  у з г а р ­
мас катталиклардир.

Юкорида таъкидлаганимиздек ,  системанинг ум у м ла ш га н  
координаталарининг кичик кийматлари билан характерланувчи 
кичик микдорларни текширамиз.  Шунинг учун  кинетик энер­
гиянинг,  кейинчалик эса потенциал энергиянинг ифодаларида- 
ги ум умлашган  координаталар ва умумла ш га н  тезликларга  
нисбатан учинчи ва ундан юкори даражали кичик >^адтарни 
эътибпрга олмаймиз.  У холда  система кинегик энергиясининг  
такрибий ифодаси куйидаги куринишда булади:

J■̂ i ¡1-1
(22 ,6 )

Эркинлик да раж аси  бирга тенг  системанинг з^олати Ч) = д 
ум ум ла ш ган  координата билан аникланса,  ( 2 2 .6 ) ифода

еки
(22.7)

куринишда ёзилади.  (22.7) даги а  =  (Л, ,)о уз г арм ас  сон инер­
ция коэффициента деб  аталади ва у  масса ёки инерция мо­
менти улчов бирлнгига эга.

Энди потенциал энергияни такрибан дисоблашга утамиз .  
Потенциал энергия ифодасини координаталар боши атрофида 
каторга  ёямиз:
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n  =  i i „ + V ( f i - )
°4i / o '  ,1, E=I T

Бунда  П„, ап _______ — тегишли ифодЗ'^^Р^!

••-  ̂ А и ,  демак ,  улар У^гар.
т а р  бошидаги кииматлар аниклигиДа TOnt,>^ сонлар.
Потенциал энергия уз г арм а  cиc'reмaниц,^^^н„
П(, =  0 деб олиш мумкин.  Ш“ uVRn^nHPT

Н П \  „ (21.28 а) форму.;, мувозанат
холата у , у „  = 0  (U 6 -S ’ х ад л аи « )  булади.

'О ^йжали кичик >̂ адлсц̂ , /
Учинчи ва ундан юкори дар ;  мувозанат  .^исобга 
олмаи механик системанинг t э не рг ия ни1<1̂ ^а^и атро.
фидаги ;?аракатлари уч ун  ti такрибий 
ифодасини ёзиш мумкин:

n = i S ( w )
т], е-̂ '

+  . . . ( 2 2 8 )  

нГ коорди-

-]  белгилаш кир,(1тамиз,  бунда

П
2 ц. i- i

У  у,оляа 

(22.9)

келиб чикади.  консерватив сис^
Эркинлик дар аж аси бирга » потен­

циал энергияси у ч у н  (22.9) щ

куринишда ёзилади.  Бунда  )

ган булиб, с бикирлик коэфф^^^^“^^^“
лади.

(22.10)

^елгилац^ 

ёки б и к и р л .  к>1ритил- 
' д е б  ата-

й <?га тенг  м е х а н и к  С),
12 6- § .  Эркинлик д а р а ж а с и  би^ .,^5 а н ^ ш л а р и  >е<ианинг 

ху суси й  кичи^
-  ,  ¿?нг ва факат гЮтенш^а
Эркинлик даражаси бирга % р а к а т и н и  а ^ м у м л а (^  ^<учлар 

таъсиридаги механик система устуво^\„ коор­
дината оркали аниклаимиз.  кийматга ч е т г а  ,  ,^увоза-
нат }{олати {д =  0 ) дан  ̂ В у  хпХшзилиб,
• - „„лб юборилсин- ‘̂ У 

до бошлангич тезлик билан куй^ потенциал энергц\а систе­
ма кинетик энергиясини (22 .7/ ’ г  =  Д ' 4^ и  эса
( 2 2 . 1 0 ) тенглик билан ифодал^^^ мумкин.  2 *1' ^

=  бунда  а — инерция коэ
ффициенти, -бйКИр

*)к КОЭф-
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фициентидан ибораг. Буларни эътиборга олган холла  система 
з^аракагини аниклаш учун  Лагранжнинг  иккинчи т у р  тенгла-  
масини тузамиз:

= а д . ( 2 2 . 1 2 )

(22.7) дан )^осилалар )^исоблаймиз:
д т ^  дТ . а /д т\

л- л  яД ̂ од \ д д ,
Потенциал кучлар уч ун  умумла ш га н  кучлар (21.23) га  к у ­
ра Q = —— формуладан аникланади.  Шунга  кура ,  (22.10) ни

эътиборга олиб, куйидаги з^осил килинади: 0 = ^ - с д .
Натижада  (22.11) дифференциал тенглама

ад =  - с д

куринишни олади. Бунда

к ^ = ~  (22 .13)
а

белгилаш киритсак,  тенглама куйидагича  ёзилади;

д-\-к^д =  0. (22.14)

(22,14) моддий нуктанинг  тебранма з^аракати дифференциал 
тенгламаси (14.8| нинг узидир.  Шунинг учун (22.14) нинг

 ̂=  0 , 9 =  9о. 9 =
бошлангич шартларни каноатлантирувчи ечимини аниклашда 
(14.3) нинг ечими (14.8) ёки ( i 4 . l l )  дан фойдаланиб, уни цуйи- 
дагича  ёзиш мумкин;

д  =  д ! ^ с а ч к 1 ( 2 2 .1 5 )  
к

ёки
д =  А $ \ п { к 1 о . ) .  (22.16)

Бунда  Л ва а (14.10) га  к у р а  куйидагича  топилади;

А = 1 / ^ 5 ' + ^ ,  a =  a r c t g 2 ^ .  (22.17)
V Яй

Шундай килиб потенциал кучлар таъсиридаги системанинг у с ­
тувор мувозанати атрофидаги з^аракати (22.14) дифференциал 
тенглама билан ифодаланади ва бундай ^аракат  системанинг 
кичик хусусий (Эркин) тебранма х;аракати дейилади.  Хусусий 
тебранма з^аракат графиги 2 2 . 1- расмда  курсатилган,

Л'\аълумки, А —тебраниш амплитудаси.  а — бошлангич фаза 
дейилади.  Хусусий тебранишлар даври (14,12) каби
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7  =  | '  =  2 . / | . (22.18)

формуладан аникланади,
Хусусий тебранма з^аракатларни д ва д фазавий у з г а р у в ­

чилар текислиги — фазалар текислигида )^ам тасвирлаш м у м ­
кин. Моддий нуктанинг  тебранишлари у ч у н  х  ва v  =  x  фаза­
вий узгарувчилар булади.  У з{олда

л  >= Л  81П (6^ +  а), ■и =  С08 (Аг! +  а)

муносабатлардан t  вактни йукотиш билан фазалар текислиги- 
даги

=  1
х̂
- л -

эллипслар тупламини з^осил киламиз ( ? 2 .2 -раем ) .  Л параметрга  
боглик булган бу  эгри чизиклар фазавий т р а е к т о р и я л а р  
дейилади.  Нуктанинг  мувозанат  з^олатид! фазалар текислиги-  
нинг х = 0 , v  =  0  нуктаси ,  яъни координата боши мос келади.  
Моддий нукта  тебранганда  вакт  утиши билан унинг  х  коор- 
динатаси ва V тезлиги узгариб,  дар бир пайт у ч у н  фазалар 
текислигида координаталари х ,  V булган тасвирловчи нукта  
мос келади.  Битта тула  тебраниш да врида  з^аракатни тасвир­
ловчи нукта  эллипс чизади.

127-§. Эркинлик дараж аси  бирга тенг система хусусий 
тебранишларига тезликка  пропорционал Узгарувчи 

каршилик кучининг гаъсири

Эркинлик да раж аси  бирга тенг,  потенциал кучлар т а ъ Л р и -  
да ги  система нукталарига  уларнинг тезликларига  пропорцио­
нал равишда уз г ар ув чи  каршилик кучлари >̂ ам таъсир килсин. 
Бундай ку члар  система нукталарининг  тезликларига  карама-  
карши йуналганини эътиборга олиб, уларни
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R i= - fч r^  (22.191
кури нишда  ифодалаймиз.  —узг ар мас  коэффиииентлар (^ ¡ > 0 ),

Г;—система /̂ ¿1/ =  1 , 2 , . . .  ,га) массали нуктасинчнг радиус -  
вектори.  Лагранжнинг  иккинчи тур  тенгламасини маз кур  сис­
т е м а г а  тадбик этишда у м ум ла ш ган  кучларни икки группага  
ажратамиз :

1 ) потенциал кучлар га  тегишли ум ум ла ш ган  к у ч ,  уни Р д  
оркали белгилаймиз;

2) (22 .19)  формула билан аникланувчи каршилик кучларига  
тегишли ум ум ла ш ган  куч ,  уни О билан белгилаймиз.

У з{олда Лагранжнинг  иккинчи ту р  тенгламаси куйидагича  
ёзилади:

Бундаги Г — системанинг кинетик энергияси,  у  (22.7) т ен глик­
дан аникланади.

Рц ум ум ла ш ган  куч  куйидаги муносабатдан топилади:

------7 ,-------т Л “ ’ ' ) -------
у м ум ла ш га н  кучни аниклаймиз.  (21.19) га асосан

1=1
бул ад и .  (22.19) ни эътиборга олиб, бу  ифодани

П

1=1
*>•

куринишда ёзамиз.  (21.43) га  к у р а  —  =  —  булгани у ч у н  Q̂ J
дд

у м ум ла ш ган  ку ч  куйидагича  ифодаланади:

У.?-
Куйидаги  белгилашни киритамиз;

1=1
( 2 2 .2 2 )
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Ф — Р э л ы  функцияси ёки диссипатив функция дейилади .  
Шунда й 1̂ л и б ,

— . (22 .23)
dq

Ф функцияни' ' '^ у м у м л а ш га н  координата ва ^ ум ум ла ш ган  тез ­

лик оркали ифбдалаймиз,  булгани учун

- S - -  2 =  \ в { я ) - д \  (22.24)

Бунда

Н я )  =  ^  j
i=l

белгилаш киритилди.  ^  ифода q умумла ш га н  те зл и кка  бор- 

лик булмагани у ч ун ,  B{q) функция q нинг функцияси булиб,
q га  борлик эмас,  Byq) функцияни координаталар боши ( ^ = 0 )  
атрофида каторга  ёзамиз :

Системанинг  текширилаётган з^аракатида q нинг кичик кий^ 
матлар ка бул  килишини назарда  тутиб,  Ф ни и к к и н ч и  даража> 
ли чексиз кичик микдоргача  аниклаш уч у н  (22.25) Каторда 
биринчи з{аднигина колдириш кнфоя:  /

B(q) =  Вф ).
Н а т и ж а д а

Ф =  1  B{q)-q'^ =  ^  ВфЦ^ =  i  !х (22 26)

келиб чикади;  бунда  5 (0 )  =  ¡̂  белгилаш киритилган булиб, унх 
г а  ум ум лаш ган  царш алик коэффициента д е й и л а д и . (22.26) 
ни (22.7) билан таккослаб ,  Ф  ва Т куриниши жй^^атидан би[1 
хил эканлигини, система кинетик энергиясини аниКЛОвчи форч 
м ул а д а ги  инерция коэффициенти а  урнига у м у м л а ш га н  кар> 
шилик коэффициенти ¡а ни олиш билан Рэлей функциясин!^ 
з^осил килиш мумкинлигини курамиз .

(22.26)  ифодани (22.23)  га к^йиб,

ни г;осил киламиз.

(2 2 .27 )
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Энди (22.7) ,  (22 .21)  ва (22.27)  ифодаларни ( 2 2 . ^ )  га  куя* 
миэ:

ад =  — cq — )хд.

Бу те нг лам ад а

а а

белгилашлар киритиб, уни

q-\-2bq-\- k^q ■■

2b

■О (22 .28)

1̂ 1 ' ринишга келтирамиз.  (22.28) тенглама потенциал к у ч л а р  ва 
т е зл икка  пропорционал уз г ар ув чи  каршилик кучлари таъсири­
даг и  системанинг хусусий  харакатини ифодаловчи дифферен­
циал тенгламадир.  (22.28) тенглама моддий нукта  сунувчи х;а- 
ракатининг  дифференциал тенгламаси (14.13) га ух шаш .  Ш у ­
нинг у ч ун  (22.28) дифференциал тенглама ечимини аниклашда 
(^14.13) тенгламанинг  ечимларидан фойдаланиш мумкин.  Бунда  
35-ам Ь<^к—кичш  каршиликлар ^оли, ¿>>А —катта каршиликлар 
з^оли ва  й — чегаравий з^ол алоз^ида алоз^ида куриб чики- 
лади.

Кичик каршиликлар з^олида (22.28) дифференциал тен гла­
манинг

t =  0, q =  qo, q =  qo

бошлангич шартларни каноатлантирувчи ечими (14.16)- 
г а  к у р а

qo c o s V Р  sin V k’̂  — b'H- н

-(14.19)

(22.29)

ёки

q == е~*‘ i /  I , (%±bqoY sin / F  -  bH +  arctg ..- - ) ( 2 2 . 3 0 )
r  2̂ _  ¿2 \

тенгламалар  билан ифодаланиб, система з^аракати сунувчи теб- 
ранма з^аракатдан иборат булади.  ^ а р а к а т  графиги 14 .4 -расмда  
тасвирлангандек  булади.

Катта  каршиликлар ёки чегаравий з^олда система з;аракати 
сунувч и  з(;аракатд§,ц иборат булиб,  (2 2 .2 8 ) дифференциал т ен г ­
ламанинг  ечими (14.22) ёки (14.23)  тенгламалар каби ифода­
ланади.

128- § .  Эркинлик д а р а ж а с и  б и р га  т ен г  систе манинг  
м а ж б у р и й  теб ран и шлар и

Эркинлик дараж аси  бирга тенг  механик системага Qjj у м у м ­
лашган куч билан биргаликда ^ s i n ( / 7¿ +  р) ум ум ла ш ган
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уйРотувч1\ куч куйилган булсин.  Бу  !^олда Лагранжнинг  ик­
кинчи т у р  тенгламаси куйидагича  ёзилади:  

d /дТ\ дТ
dt

Б у  тенгламад» ,  ^  =  у  <29̂ . Qn +  ~  ~  sin(/>/+ Р) б^л-

гани эътиборга олинса. ундан
aq =  — cq +  Н sin {pt +  Р)

тен глам а  з{осил килинади.  = ¿ ^  — =  А белгилашлар кири-
а а

тиб,  охирги тенгламани

q-\-k^q =  h ?,\n{pt +  р) (22.31)

куринишда ёзамиз .  (22.31) дифференциал тенглама куриниши 
жиз^атидан (14.24) тенгламанинг  узгинасидир.  Бинобарин, (22.31) 
тенглама эркинлик да раж аси  бирга тенг механик системанинг 
мажбури й тебранма з^аракатини ифодаловчи дифференциал 
тенгламадир.  Ш ун га  к у р а  (22.31) тенг лам а ечимларини аник- 
лашда (14.24) ни ечиш й^лидан фойдаланиш мумкин.  Ж ум ла -  
да н ,  k=k р  з^ол учун  (14.30)  г а  асосан куйидагича  ечим ёзили- 
ши мумкин:

q =  qa cos kt sin kt — a^sinp- ZQ%kt +  ^COS P sin A¿j +  

+ — L s i n ( / ; i + P ) .  (22.32)
Я* —

(22.32)  да ^0 ва мос равишда ,  бошлангич пайтдаги у м у м ­
лашган координата ва у м ум ла ш ган  тезликни ифодалайди.

k = p  булган з{0 лда  (22.31) нинг ечими (14.35) га  к^ра  к у ­
йидагича булади:

q =  q^coskt +  — (qfj-\- s in kt — — t cos {kt +  p). (23.33)
k V 2kj '2k

М аълумки,  (22.33) тенгламадаги охирги з^ад системанинг  м а ж ­
бурий тебранишларини характерлайди.  Формуланинг  курсатиши 
буйича мажбури й тебранишлар амплитудаси вактнинг  усиши 
билан чексиз у са  бориши керак .  Лекин,  реал системаларда до­
имо каршилик кучлари м авж удли ги  туфайли мажбурий тебра­
нишлар амплитудаси м аъ лум  кийматдан ошмайди.

129-§ .  М е хан и к  систе ма нинг  м а ж б у р и й  т е б р а н и ш л а р и г а  
т е з л и к к а  пропорционал у з г а р у в ч и  царшил ик  

кучларининг  т аъсир и

эркинлик да раж аси  бирга тенг  механик системага  Qn =  

- ^ —oq, Q n = — ^-^^-—v-q ^амда  =  Hs\n{pt -\-^) у м у м л а ш -
dq
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ган кучлр  таъсир этган ¡̂¡олни ку райлик .  Бу ?^олда Л а гр а н ж ­
нинг иккинчи ту р  тенгламаси

d / ^  \ _ д Т
dt

1куринишда  ёзилиб, бун да  T-= — aq ‘ эканлиги эътиборга олин- 

са,  куйидаги дифференциал тенглама  з^осил булади:  

a q < ^ q c q  =  Н  sin(/?/ +  pj.
H~  = 2b,  — = ¿ 2, -  =  h белгилашлар киритсак,  охирги тенг-

а а а
лама

q +  2bq -{-k?q =  h s in (pt +  P) (22.34)

куринишни олади.  (22.34) тенглама механик системанинг по­
тенциал кучлар ,  тезликка  пропорционал равишда у з г а р у в ч и  
каршилик кучлари ва  ум ум ла ш га н  кучи гармоник функция 
сифатида ифодаланувчи уйготувчи кучлар  таъсиридаги }^ара- 
катининг дифференциал тенгламасидир. Б у  тенглама моддий 
нуктанинг  каршилик курсатувчи му?$итда мажбурий тебранма 
}^аракатининг дифференциал тенгламаси (14.36) билан бир хил 
ха рак терга  эга.  Бинобарин, (14.36) тенгламанинг  ечими кандай 
топилган булса,  (22.34) нинг ечими >̂ ам х у д д и  шундай топи­
лади.  Чунончи,  (22.34) нинг ечими (14.42) — (14.44) га к у р а  
А >  й з^ол уч ун

q =  sin ( У +  «))  +

2Ьр
+

h

b >  k :^ол учун

h

Sin(p^ +  P - arctg (22.35)

sin

- f C j e  

p t -  arctg

-(bJrVb -̂k'‘)t _ 

2bp
k ^ - p 4

(22 .36)

(22.37)

V (k‘̂ -p^f+ 
b =  k 5̂ 0 Л у ч у н

q = e~ ^ \ C A C ,i) +

+  — —  sin (p¿ +  ? -  a rc íg
/  (k-'‘-p^)^+ 4b̂ p̂  V k'̂  — p ‘ ¡

тенгл ам алар  билан ифодаланади.  Б у  тенгламаларда ги а , ,  а , ,  
С, ,  C’a узг ар мас  сонлар бошлангич шартлардан аникланади.  
(22.35)  — (22.37)  тенгламаларни х;ам 6 9 - §  д а  курилгани каби 
та}?лил килиш мумкин.  Бу тенгламаларнинг  х;ар бири у ч у н  у м у ­
мий бу'лган охирги кУшилувчи системанинг  мажбури й тебра­
нишларини ифодалаши,  м аъ л ум  вацт утганидан кейин систе-



22 .3-расм.

манинг  з^аракати уйготувчи куч 
такрорлиги билан содир булувчи 
ш у  мажбурий тебранишларнинг 
узидан иборат булиб 1̂ олиши а в ­
вал  таъкидланган эди.  М а ж б у ­
рий тебранишларнинг х усу си ят -  
лари,  унинг амплитудасининг  
максимал кийматларини ани 1̂ лаш
6 6 - § д а  берилгани учун,  ул ар ­
ни 1̂ айтадан такрорламаймиз .

70- м а с а л а .  Узунлиги 21, 
огирлиги Р  булган бир жинсли 
АВ  ст ерж ень А  учидаги гори­
зонтал УК атрофида айлана ола­
ди (22 .3 -расм ) .  Б у  стержень 
х у д д и  шундай 21 узунликда ги  
бир жинсли СО ст ерженга  ти-
ралган;  СО  стержень узининг ургасидаги Е  шарнир горизон­
тал уки  атрофида айлана олади.  А ш  Е  нуцталар бир верти- 
к а лд а  ётади.  АЕ =  1 стерженнинг  О  учига  Q =  2 P o F и p л и к -  
да ги  юк осилган.  Ишкаланишни :^исобга олмай,  мувозанат  
:!{олатида АВ  стерженнинг  вертикал билан з^осил киладиган 9 
бурчаги,  шунингдек ,  мувозанатнинг  устувор  ёки ноустувор 
булиши аниклансин.

Ечиш.  9  бурчакни ум ум ла ш ган  координата деб оламиз.  
Расм да  курсатилгани каби А ку  Д е к а р т  координата системаси-

ни утказамиз .  Р  ку ч  куйилган I  нукта  ординатасини Q 
к у ч  куйилган О нукта  ординатасини билан белгиласак,  
система потенциал энергияси

формула билан аникланади.  С В  бир жинсли стерж ень уртаси 
кузралмас  булгани уч ун  бу  стерж ень огирлик ку чи га  мос к е ­
лувчи потенциал энергия нолга тенг.  АЬС  учбур чак  тенг  ён- 
ли эканини эътиборга олиб, ва Уд ни ум ум ла ш ган  коорди­
ната оркали ифодалаймиз:

=  Л/.со8(р =  I соз 2 <р, Уд =  Л Я  Е В  соз (180° — 2 <р) =
=  / — / соз 2 ^.

Шунга  к у р а  система потенциал энергияси 
П =  — Р / с о з ?  — р/соз29= = — (Р с о з ® 4 - С  — Qcos2(p)^ (1) 
куринишда ёзилади.

М а ъ лу мки ,  системанинг  мувозанат  з^олатида —  =  0 були-
д<ч .

ши ке ра к .  ( 1 ) дан ?  буйича хусусий з^осила з!,исоблаймиз:
<̂П / г .  .
—  =  ( Р з ш с р 2Q з!п  2^)/ . (2)
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Q ^ 2 P  эканлигини >{исобга олиб, охирги ифодани нолга тенг -  
лаштирамиз:

P/(sin<p — 8  sin ср • cos <s) =  0 .
Бундан

slncp(l — 8 cos ср) =  0.  (3)

булгани учун  (3) да  s in9 =^0 . Бинобарин,

1 — 8 cos ср == О ёки cos <р =  —.

Шундай цилиб, 9  ■= =  arccos — да  система муво за на тд а  б^-

л а д и .
Система мувозанатининг  устуворлигини текшириш учун  (2) 

дан яна бир марта ср буйича ?{осила з^исоблаймиз:

Я/(С08 ср — 8  COS 2ср). (4)

(4)  нинг ^ =  9 о 

аниклаймиз,  со8 2 ф

=  Р 1 (cos'1

c o s f o “ —) д а  мусбат  ёки  манфий булишини 

2cos^<p — 1 булгани учун  (4)  дан:

- 8 (2 c o s ^ o - 1 )) =  / ^ / ( { - 8 - 2 . 1 + 8 )

еки

келиб чикади.  Д е м а к ,  9  =  <Ро да  потенциал энергия минимумга 
эга ва система мувозанати устувордир .

7 1 - м а с а л а .  Фундаментлар ,  машина кисмлари ва : !{оказолар- 
нинг тебраиишини ёзишда кулланиладиган Гейгер виброгра- 
фида Р  огирликдаги маятникни бикирлиги с булган спираль

пруж ина вертикалга  а б ур чак  остида 
ушлаб тур ад и ( 2 2 . 4 - раем);  маятникнинг  
О айланиш ук и га  нисбатан инерция 
моменти /, маятник огирлик маркази 
билан айланиш ук и орасидаги масофа 
ОС = 8  га тенг .  Виброграф эркин тебра- 
нишларининг даври аниклансин.

Ечиш. Умумлашган координата уч ун  
маятникнинг  мувозанат  з^олатидан четга 
чикишини курсатувчи  ср бурчакни оламиз,

—>
Системага  маятник огирлик ку чи  Р  
д а м д а  спираль пружина }^осил килган 
реактив момент М  дан иборат потен­
циал кучлар  таъсир этади.  Системанинг  

22.4-расм, бу  ку ч л а р  туфайли з^осил булган
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п о т е н ц и а л  энергияларини мос равишда ва П 2 билан белги­
лайлик.

Маятник мувозанат  з!;олатидан ср б ур чакка  бурилгандаги 
огирлик кучининг потенциал энергиясини дисоблаймиз:

I I j  =  P - s ( c o s  а — cos (9 4-«)*== Ps [cos  a ( l  — cos 9 )4 -  sin 9 • sin a].
m2

Маятникнинг  кичик тебранишида sin 9 л ;  9, c o s< p ~ l  — ^  деб 

олиш мумкин.  Шунга  к у р а

III =  Ps  I ^  cos а +  9 • sin aj .

l l j  ни з?исоблашда пружинанинг  пастки учи Оу вертикал 
устига  тушиши у ч у н  пружинани айлантириш керак  булган 
бурчакни «о билан белгилаймиз;  бу хо^да  пружинага  са̂ , мо­
мент куйиш керак .  Агар маятник вертикалдан а +  9 бурчакка  
бурилган булса,  бурчак  а +  9 га камайиб,  пружинанинг  р е ­
актив моменти с(ао — а — 9) га тепг.  Шунга  к у р а

Пг == £■(«0 -  « — 9)^-

Н а т и ж а д а  система потенциал энергияси учун  куйидаги ифода 
хосил булади:

П =  j c o s  а +  9 sin <х j  +  ^  c(«Q — о — 9)^

ёки
П = P s [ — cos а +  9 sin а )  +  -  («о — а)^— 

\  2 / 2

( 1)

Системанинг мувозанат  долатида ( — ) = 0  булишини эъти-
\d!f /<р=о

борга олиб, ( I )  ни соддалашгирамиз .

—  = р .  s ( 9  cos а - f  sin а)  — сЫ^ — а) -} С9; 
df

U i ср =  0
=  P s  sin а —с(о„ — а).

Шунинг  у ч ун  (1) нуйидагича ёзилади:

n = i ( P s c o s a  +  c )9  ̂+  - | K _ a ) l

Энди Лагранжнинг  иккинчи ту р  тенгламасини тузамиз:

/дГ

V .dt

(2 )

(3 )
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Маълумки,  потенциал ку чларга  мос келувчи  ум ум ла ш ган  
к у ч  (5ц =  — — формула билан аникланади.  Бинобарин,

Qu == -  — = —(Ps cos а +  С) с р .Of (4)

Маятник  кузгалмас  у к  атрофида айланма з^аракатда булгани 
уч ун  унинг кинетик энергияси куйидагича >^асобланади:

2 2 ^

Бундан з^осилалар оламиз;
дГ  „ дТ ,■ d  / дт

0 . —  =  /?. - Л  —
I ¿9

(4) ва (5) ни (3) га  ку ям из :

I<f — — [Ps cos а +  с) • <р.

Ps  cos а +  с _

/ср.

Бунда

(5)

(6)
белгилаш киритилса,  тенглама

ср 4- =  О

куринишни олади. (6 ) эса эркин тебранма 5;аракат дифферен­
циал тенгламасини ифодалаб,  унинг  Т тебраниш даври

у, __&
~  к

формуладан аникланади.  Шундай килиб,

Т =  2^-
'■V Ps  COS а + с

(7) ифодада « О, «  =  д еб  олиб, горизонтал ва  вертикал

тебранишлар даврларини аниклаш 
мумкин.

7 2 - м а с а л а .  Массаси т ,  у з у н л и ­
ги I булган бир жинсли ОА стер­
жень О нуктада  ку з г а лм а с  ш ар ­
нир билан бириктирилган (22.5- 
раем).  Стерженнинг  В нуктасига 
бир томондан с бикирликдаги пр у­
жина ,  иккинчи томондан Ь  д емп­
фер куйилган булиб,  демпфер ор­
кали таъсир этувчи каршилик кучи
Р  =  — р • га тенг  (р = с о п 81) ва

22.5-расм.
Стерженнинг  вертикал



холатида пружина деформацияланмаган деб караб,  пру­
жина бикирлигининг н;андап кийматида стерженнинг  вертикал 
холатда ги  мувозанати уст ув ор  булиши ва р нинг кандай кий­
матида  стер жень ^аракати сунувчи тебранишлардан иборат б у ­
лиши топилсин.

Ечиш. Стерженнинг  вертикалдан оги'Ш бурчаги 9  ни у м у м ­
лашган координата деб оламиз.  Стержень  потенциал кучлар  
{Р ^  mg — огирлик кучи ва F  =  c x — эластиклик кучи)  ^амда 
каршилик кучи таъсирида  харакатланади.  Бинобарин, (22.20) 
куринишдаги Лагранж  тенгламасини тузиш керак .

Системанинг огирлик кучи ва эластиклик ку чи  туфайли до- 
сил булган потенциал энергияларини мос равишда IIj ва Щ 
билан белгилаймиз.  У долда

I ТТII, =  m g ' . -  cos <р,

булиб,  бундаги пружина деформацияси X куйидагича  дисобла- 
нади:

X =  О В s in tp == -^sinip.

Стерженнинг  кичик тебраниши урганилганидан c o s t p » ; !  — 

s i n ^ s i í í p  деб олинса,

П =  +  Щ =  ( 1 )
2 2J 18

досил булади.
( 1 ) дан tp буйича досила дисоблаймиз:

0П m g l  . сЬ ‘J c l —9m g  ,_ = ------ ------------- --------------------- — h .  ( 2 )
d-f 2 ^ 9 ^  18

Бу ифодани нолга тенглаштириб,  9  =  0  да  стер жень м у в о з а ­
натда булишини курамиз.  Мувозанатнинг  у ст ув орлик шарти
( — ! > 0  дан фойдаланамиз;
V O « - ' <р=0

Й2П
d<f̂  18

Шунинг  у ч у н  2с1 — 9 m g y 0  тенгсизликни каноатлантирувчи 
да  стерженнинг  мувозанати усту вор  булади.  Бундан с , >

>  келиб чикади.

Энди Лагранжнинг  иккинчи тур  тенгламасини тузиш м ак ­
садида система кинетик энергиясини ва каршилик кучлари 
туфайли досил бул увчи Рэлей функциясини аниклашга утамиз .

Стержень ку з га лм а с  ук  атрофида айланма дар ак ат  килгани 
учун унинг  кинетик энергияси куйидагича  топилади:

Г =  -  /ср̂ == - ср̂
2 ^ 6 ^
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Бунда а — ’~  белгилаш киритсак,  охирги тенгликни куйида -
3

гича  ёзамиз :

Т = ~ а ' 9 \

(22.26) дан фойдаланиб, Рэлей функциясини аниклаймиз:  

0̂ 2
Б у н д а  Н' =  белгилаш киритсак,  ку йи дагига  эга  буламиз ;

Ф

Натижада  (22.20) куринишдаги Лагранжнинг  иккинчи ту р  
тенгламаси куйидагича  ифодаланади:

а с р = ----------

Бунда ^  1 =  белгилашлар киритиб, (22.28)

каби дифференциал тенглама ;^осил киламиз:

ср 2^ср +  А̂ ср =  0 .

Бу дифференциал тенглама сунувчи  тебранма ^аракатни ифо­
далаши уч ун  Ь<ак шарт бажарилиши кера к .  Шу шартдан 
фойдаланиб,  р коэффициентни топамиз;

18а
ёки

Бундан
/2 . 4 ’  I /

келиб чикади.  Шундай килиб (3) шарт бажарилса,  стержеи 
сунувчи тебранма ;^аракатда булади.

ь
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