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MUQADDIMA

Nazariy mexanika qadimgi Yunonistonda paydo bo'Igan deb hisoblanadi. 
“Mexanik muammolar” asari mexanika bo'yicha yozilgan eng qadimgi asardir. 
Uning muallifi Aristotei deb faraz qilinadi. Asarning markaziy mavzusi -  richag. 
Bu statikaning kinematik yo'nalishiga tegishli. Statikaning geometrik yo'nalishi 
Arximed nomi bilan bog'liqdir. Bu davrdagi kuchli mexaniklardan yana biri 
iskandarivalik Geron hisoblanadi. Mexanika fanining rivojida Sharqning yetuk 
olimlari bo'Igan Sobit ibn Qurra, Abu Rayhon Beruniy, Abu Abdulloh Yusuf 
al-Xorazmiy va Abu Ali ibn Sinolar salmoqli hissa qo'shganlar. Nazariy 
mexanikada moddiy obyektlar sifatida moddiy nuqta va mexanik sistemalar 
olinadi.

Absolut fazo, zamon va vaqt, kuch va massa, inersial sanoq sistemasi, 
o'zgaruvchan tutash muhitlar haqidagi tushinchalar nazariy mexanikaning 
asosiy tushunchalaridir. Galiley -  Nyuton inersion qonuni, inersial sanoq sis- 
temasiga nisbatan harakat tenglamasi, ta ’sir va aks ta’sirning tengligi haqi
dagi qonun nazariy mexanikaning asosiy qonunlari hisoblanadi. Bu qonun- 
lardan mexanik sistema harakatini tekshirishda Lagranjning birinchi va ikkinchi 
tur tenglamalari, Gamil’tonning kanonik tenglamalari, dinamikaning umumiy 
tenglamalari chiqariladi. Harakat ustivorligi (turg'unligi) nazariyasi, osmon 
ballistikasi va osmon mexanikasi-nazariy mexanikaning tatbiqiy ahamiyatga 
ega bo'Igan sohalaridir.

Tabiatda ro‘y beradigan barcha o'zgarishlar va hodisalar harakat deb ata- 
ladi. Materiya harakatiningeng sodda turijism  holatining o'zgarishidir, ya’ni 
moddiy jism larning vaqt o ‘tishi bilan fazoda bir-birlariga nisbatan 
qo'zg'alishlaridir. Harakatning bu turi mexanik harakat deb ataladi. Nazariy 
mexanika moddiy jismlar harakatining umumiy qonunlari haqidagi fandir. 
Xususan, agar jismning fazodagi holati vaqt o ‘tishi bilan o ‘zgarmasa, bu hol- 
da jism muvozanat holatida turadi. Muvozanat mexanik harakatning xususiy 
holidir. Binobarin, nazariy mexanika muvozanat qonuniyatlarini ham 
o'rganuvchi fandir. Harakat va muvozanat tushunchalaridan ularning nisbiy- 
ligi haqida xulosa chiqarish mumkin.

Mexanika fani matematika fani singari qadimiy fan hisoblanadi. Nazariy 
mexanikada izlanishning matematik usullari keng tatbiq qilinadi. Jismning 
holati boshqa qo‘zg‘almasdeb olingan jismga biriktirilgan koordinata o'qlariga
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nisbatan kuzatiladi. Harakat davomida jismning holati kuzatilayotgan sanoq 
sistemasiga nisbatan vaqt o'tishi bilan o'zgaradi. Tabiatda harakatsiz jism 
mavjud cmas, binobarin qo'zg'almas sanoq sistemasi ham mavjud emas.

Odatda, ko'pgina muhandislik masalalarini hal qilishda (kosmik uchish- 
lar masalasi bundan mustasnodir), yerni qo'zg'almas deb qaraladi. Shuning 
uchun, keyinchalik, agar alohida ta’kidlanmasa, yerga bog'langan sanoq sis
temasi qo'zg'almas deb qabul qilinadi. Hozirgi zamon “Nazariy mexanika” 
fanining asosiy qonunlarini 1687-yilda mashhur donishmand olim Isaak Nyu- 
ton o'zining «Tabiiy fanlar falsafasining matematik asoslari» nomli asarida 
bayon qilib bergan. Shuni ta ’kidlab o'tish kerakki, qonunlari Arximed va 
Galiley singari hamda boshqa buyuk olimlaming kundalik kuzatishlari va izlan- 
ishlarining natijasidir.

Nazariy mexanika fanining rivojlanishi davomida, undan ko'pgina mu
handislik fanlari mustaqil fan bo'lib ajralib chiqdi. Masalan: materiallar 
qarshiligi, inshootlar nazariyasi, suyuq va gazsimon jismlar mexanikasi, mashi- 
na va mexanizmlar nazariyasi va boshqalar. Bu fanlar nazariy mexanika qonun- 
lariga tayangani holda mustaqil fanlar tarzida shakllandi.

Hozirgi zamon mexanikasining tez sur’atlar bilan taraqqiy etishi, texnika- 
ni rivojlantirishda ijodiy ishlashga qodir bo'lgan yuqori malakali muhandis 
xodimlarga muhtojlikni oshiradi. Hozirgi zamon muhandislari o 'ta murakkab 
hisob ishlarini bajarishlari darkor, masalan: inshoot muvozanatlariga oid (im- 
orat, ko'prtk va boshqalar), mashina va mexanizmlar harakatiga oid hisob- 
kitob ishlari. Bunday masalalarni yechishga faqat “Nazariy mexanika” fani 
qonun-qoidalarini chuqur o'rgangan muhandislargina qodirdirlar.

“Nazariy mexanika” fani uch qismdan iborat: statika, kinematika va di- 
namika.

Statika moddiy jismlar muvozanatiga oid qonunlarni o'rganadi.
Kinematika jism harakati qonunlarini bu harakatni vujudga keltiruvchi 

yoki o'zgartiruvchi sababga bog'Iamay tekshiradi. Bundan ko'rinadiki, kine
matika jism harakatini faqat geometrik nuqtayi nazardan tekshiradi, ya’ni bu 
harakatni vujudga keltiruvchi sababga e’tibor bermaydi. Shuning uchun kin- 
ematikani to 'rt o'lchovli geometriya deb atash mumkin. Bunda uchta fazoviy 
o'zgaruvchilarga to'rtinchi o'zgaruvchi vaqt ham qo'shiladi.

Dinam ika jism lar harakatin i bu haraka tn i vujudga keltiruvchi, 
o'zgartiruvchi sababga bog'lab tekshiradi.
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___________ IQ IS M ___________  

QATTIQ JISM  STATIKASI

/  BOB. STAT1KANI1SG ASOSIY TUSHUNCHALARI VA AKSIOMALARI

l-§. Asosiy tushunchaiar va ta'riflar

Jismga ta ’sir ctuvchi kuchlar turlari, ular ustida amallar. kuchlarning 
muvozanat shartlarini o'rganuvchi nazariy mexanikaning bo'limi statika 
deb ataladi. Statikani o'rganish uchun zarur bo'lgan asosiy tushuncha va 
ta ’riflami keltiramiz.

1. Moddiy nuqta. Ko‘rilayotgan masalada geometrik oMchamlarining
V ahamiyati bo'lmagan jism moddiy nuqta deb ataladi.

2. Mexanik sistema. Har birining holati va harakati boshqalarining 
holati harnda harakatiga bog'liq bo'lgan moddiy nuqtalar to‘plami mexa
nik sistema deb ataladi. T a’rifdan ko'rinadiki. mexanik sistema moddiy 
nuqtalar orasida o ‘zaro ta ’sir mavjud boMishini taqozo qiladi.

3. Absolut (mutlaq) qattiq va deformatsiyalanuvchi jism. Qattiq jism- 
ning ixtiyoriy ikki nuqtasi orasidagi masofa har qanday holatda ham 
o'zgarmasdan qolsa, bunday jism absolut (mutlaq) qattiq jism  deb atala
di. Tabiatda mutlaq qattiq jism mavjud emas. Har qanday qattiq jism 
bo'lmasin, shunday sharoit mavjud qilish mumkinki. uning ikki nuqtasi 
orasidagi masofa o'zgarishiga olib kelish mumkin. Bu jism shaklining 
o'zgarishiga olib keladi. Ikki nuqtasi orasidagi masofa o'zgaruvchi bo‘lgan 
qattiq jism deformatsiyalanuvchi jism deb ataladi. Binobarin tabiatda faqat 
deformatsiyalanuvchi jism mavjuddir.

4. Erkin va erkin bo‘lmagan jism. Fazoda ixtiyoriy vaziyatni egallashi 
mumkin bo'lgan jism erkin jism  deb ataladi. Quyosh sistemasining say- 
yoralari bunga misol bo‘la oladi. Agar jismning fazodagi vaziyati yoki 
harakatiga qandaydir chek qo‘yilsa, bunday jism erkin bo'lntagan, ya’ni 
bog'lanishdagijism  deb ataladi.
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5. Kuch. Moddiy jismlarning harakati yoki ichki holatining o'zgarishiga 
sabab boiuvchi, o'zaro bir-birlariga ko'rsatgan ta'sirlaming miqdor o'lchovi 
kuch deb ataladi. Jismlarning o‘zaro mexanik ta ’siri ulami bir-biriga tegib 
yoki m a’lum masofada turganida ham raavjud bo'lishi mumkin.

Birinchi toifaga jismlarning o'zaro bir-birlariga bosimi, ikkinchi toifaga 
har xil tortishish kuchlari : sayyoralar orasidagi o ‘zaro tortishish, elektr, 
magnit va boshqalar kiradi. Jismga qo'yilgan kuch: miqdor, yo'nalish 
va qo'yilish nuqtasi bilan xarakterlanadi, ya’ni kuch vektor kattalikdir. SI 
xalqaro birliklar sistemasida kuch birligi -  Nyuton.

Kuch y o ‘nalishi deb, tinch holatda turgan erkin moddiy nuqtaning 
qo'yilgan kuch ta ’siridan oigan harakatining yo'nalishiga aytiladi. Kuch 
yo'nalgan to ‘g‘ri chiziq kuchning ta ’sir chizig'i deb ataladi (1-shakl).

J ismning bevosita kuch qo'yilgan nuqtasi kuch qo ‘yilgan nuqta deb ata
ladi. Kuch yo'naltirilgan kesma orqali grafik tasvirlanadi. Tanlab olin- 
gan masshtabda kesma uzunligi kuch miqdorini ifodalaydi, kesmaning 
yo'nalishi kuch yo'nalishiga monand, uning boshlanishi yoki oxiri kuch 
qo'yilgan nuqtaga monand. 1-shaklda kuch A nuqtaga qo'yilgan.

6. Kuchlar sistemasi. Jismga qo'yilgan bir necha kuchlardan iborat

bo'lgan to'plam kuch
lar sistemasi deb ataladi.

7. Ekvivalcnt kuchlar sistemasi.

Agar jismga qo'yilgan
kuch lar sistemasi t a ’sirini, uning 
tinch yoki h a ra k a t h o la tin i

o'zgartirmay, boshqa kuchlar sistemasi, ya’ni ,£?„)> bera olsa,
unday  ikki kuch sistem asi ekvivalcnt kuchlar sistem asi dey ila li

O  f e , 0 2,
8. Teng ta ’sir etuvchi kuch. Berilgan kuchlar sistemasi biror kuchga 

ekvivalent bo'lsa, bunday kuch teng ta ’sir etuvchi kuch deb ataladi. Shuni 
nazarda tutish kerakki, kuchlar sistemasining jismga bergan ta ’sirini yolg'iz 
bir kuch bera olsa, bunday kuch mazkur kuchlar sistemasining teng ta ’sir

etuvchisidir \Qu Q2,...,Qn) O  R .
9. Muvozanatlashgan kuchlar sistemasi. Erkin jism unga qo'yilgan kuch

lar sistemasi ta ’sirida tinch holatda qolsa, bunday kuchlar sistemasi mu-
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vozanatlashgan kuchlar sistemasi yoki nolga ekvivalent sistema deyiladi.

2-§. Statikaning asosiy aksiomalari

Statikaning asosida isbot talab etilmaydigan, aksioma deb ataluvchi 
boshlang'ich haqiqatlar to'plam i yotadi. Bu aksiomalar tajriba va kuza- 
tishlarning natijasidir. Aksiomalarga asoslanib, statikaning mazmunini 
tashkil etuvchi teoremalar isbot qilinadi.

1-aksioma. Erkin qattiq jismga qo'yilgan 
ikki kuch raiqdor jihatdan bir-biriga teng

F i = - F 2 va bir chiziq bo‘yIab qaram a-

qarshi tomonga yo'nalgan bo isa , kuchlar 
sistemasi o 'zaro muvozanatlashadi. Bu ak
sioma oddiy muvozanatlashgan kuchlar sis- 
temasini aniqlaydi (2-shakl).

2-aksioma. Agar jismga ta ’sir etayotgan kuchlar sistemasi qatoriga, 
m uvozanatlashgan kuchlar sistemasini qo ‘shsak yoki undan ayirsak, 
kuchlar sistemasining jismga ta ’siri o ‘zgarmaydi.

Yuqoridagi ikki aksiomadan quyidagi natija kelib chiqadi:

3-shakl.
Kuchning jismga ta ’sirini o ‘zgartirmay, uningqo'yilish nuqtasini ta ’sir 

chizig‘i bo 'y lab  jismning ixtiyoriy nuqtasiga ko'chirishimiz mumkin. 
Kuchning ta ’sir chizig'i bo‘lab ixtiyoriy B nuqtasiga muvozanatlashgan 
kuchlar sistemasini, ya’ni tashkil etuvchilari miqdor jihatidan F ga teng

bo'lgan qo'shamiz.
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o‘zgarmaydi. Osonlik bilan ko'rish mumkinki, F  va F2 kuchlar sistema- 
si muvozanatlashgan kuchlar sistemasini tashkil qiladi. Bu muvozanat- 
lashgan kuchlar sistemasini jismdan olib tashlaymiz. U holda jismning B
nuqtasiga qo‘yilgan Ft = F  kuchigina qoladi. Demak, kuch o'zining ta ’sir 
chizig'i bo'ylab jismning ixtiyoriy nuqtasiga qo ‘yilishi mumkin ekan. 
O'zining ta’sir chizig'i bo'ylab ixtiyoriy nuqtaga ko'chirish mumkin bo'lgan 
vektor sirpanuvchi vektor deb ataladi.

3-aksioma. Jismning biror nuqtasiga turli yo'nalishda qo‘yilgan ikki 
kuchning teng ta’sir etuvchisi shu nuqtaga qo'yilgan bo'lib, ulaming geo-

Ikkinchi aksiomaga, asosan, bu kuchlar sistemasining jismga ta ’siri

ta ’sir kuchlari o'zaro teng va bir to‘g‘ri chiziq bo'ylab qarama-qarshi to- 
monga yo‘nalgan. Bu aksioina ta’sir, aks ta ’sir tenglik aksiomasi deyiladi. 
Aksioma tabiatda bir tomonlama ta’sir mavjud emasligini ko‘rsatadi. Bir- 
inchi jism ikkinchi jismga qanday kuch bilan ta ’sir etsa (ta’sir), ikkinchi 
jism birinchi jismga shunday kuch bilan ta’sir etadi (aks ta'sir). Ta’sir va aks 
ta ’sir kuchlarini ikkita jismga alohida-alohida qo'yilganligini osonlik bilan 
ko'rish mumkin. Shuning uchun bu ikki kuchni muvozanatlashgan kuchlar 
sistemasi deb qarab boimaydi.

Masalan. Agar A jism B jismga F  kuch bilan ta ’sir qilsa, u holda bir 
vaqtning o'zida B jism ham A jismga shunday kuch bilan ta ’sir qiladi:
F '= - F  (5-shakl).

metrik yig'indisiga teng bo'ladi. Bu aksioma bir 
nuqtaga qo‘yilgan ikki kuchning yig‘indisi, shu 
nuqtaga qo‘yilgan ikki vektorni qo‘shish qonu-
niyatiga asoslanadi (4-shakl). /¡j va kuch- 
larning teng ta ’sir etuvchisini R bilan belgilab,
3-aksiomaga asosan quyidagini yozish mumkin:

4-shakl. 4-aksioma. Ikki jismning bir-biriga ko'rsatgan

5-shakl.
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5-aksioma. Berilgan kuchlar ta ’sirida deformatsiyalangan jism muvo- 
zanat h o la tida  absolu t q a ttiq  jism ga ay lansa, uning m uvozanati 
o 'zgarm aydi. Bu aksiom aga qotish prinsipi deyiladi. A ksiom adan 
ko'rinadiki, absolut qattiq jismning muvozanat sharti zaruriydir. ammo 
ko 'p  hollarda deforrnatsiyalanuvchi jismning muvozanati uchun yetarli
emas, haqiqatan harn, masalan AB sterjenning ikki F  va F, kuchlar 
ta ’sirida muvozanatini ko'raylik (6-shakl). Bu kuchlar miqdor jihatidan 
AB to 'g 'ri chiziq bo'ylab qarama-qarshi yo'nalgan.

A B
6-shakl.

Agar sterjen absolut qattiq bo'lsa, u holda F  va F, kuchlarning har 
qanday miqdorlarida sterjen muvozanatda bo'ladi. Agar sterjen absolut 
qattiq bo'lmasa, kuchlarning miqdori ixtiyoriy boim aydi, chunki sterjen- 
ni uzishi mumkin bo‘lgan kuchlarning chegaraviy qiymatlari mavjuddir.

3-§. Bog'lanish va bog'lanish reaksiya kuchlari

Jismning holati va harakatini cheklovchi sabab bog'lanish deb ataladi. 
Mexanikada bog'lanishlar qattiq yoki elastik jismlar vositasida bajarila- 
di.

Bog‘lanishni jismga bergan ta ’sirini ekvivalent kuch bilan almashtirish 
mumkin, uni bog'lanish reaksiyasi deb aytiladi. Jismning bogianishga 
ta ’siri bosim deb aytiladi.

6-aksioma. H ar qanday bog'lanishdagi jismni erkin jism  deb qarash 
uchun bogianishlarni bog'lanish reaksiya kuchlari bilan almashtirish ker- 
ak. Bu aksioma bog'lanishdan qutulish prinsipi deyiladi. Bu aksiomaga 
asosan, jismga ta ’sir etayotgan kuchlar sistemasi qatoriga bog'lanish reak
siya kuchlarini ham qo'shish kerak. Odatda, ular nom a’lum bo'lib, ber
ilgan kuchlar sistemasining muvozanat shartlaridan topiladi. Bog'lanishdan 
qutulish uchun bog'lansh reaksiya kuchining yo'nalishini aniqlash ahami- 
yatlidir. Bog'lanish reaksiya kuchining yo'nalishini aniqlashda quyidagidan 
foydalanish lozim. Bog'lanishdagi jismlarning harakati qaysi tomonga 
cheklangan bo 'lsa, reaksiya kuchi shu yo'nalishga teskari yo'nalgan
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7-shakl.

bo'ladi. Bog'lanishning turlari va bog'lanish reaksiyalari ishqalanish 
raavjud boMmagan bir necha boglanishlarda reaksiyalaming yo'nalishlari 
qanday bo'lishini ko'ramiz.

1. Silliq sirt. Bunday sirt jistnga silliq sirt bilan 
tegib turgan nuqtasidan sirtga o'tkazilgan normal 
yo'nalishi bo'ylab harakatiga halaqit beradi. Bino- 
barin, reaksiya kuchi silliq sirt bilan jismning teg
ib turgan nuqtasidan sirtga o 'tkazilgan normal 
bo'ylab yo'nalgan va shu nuqtaga qo'yilgan bo'ladi 
(7-shakl).

Agar tegib turgan sirtlardan birortasi nuqta 
bo 'lsa , u holda reaksiya kuchi ikkinchi sirtga 
o'tkazilgan normal bo'ylab yo'nalgan bo'ladi (8- 
shakl).

2. Ip (qayish, zanjir, arqon, sim arqon). Agar 
bog'lanish cho'zilmaydigan ipdan iborat bo'lsa, 
ip jismning osilish nuqtasidan ip bo'ylab harakat- 
lanishiga chek qo'yadi. Ipning taranglik kuchi ip 
bo'ylab osilish nuqtasiga tomon yo'naladi (9-shakl).

3. Silindrik sharnir (zoldirli g‘ildirak-podshipnik). 
Boit 1 va kiygizilgan v tu lka  2 dan ibo ra t

qo'zg'alm as silindrik sharnir jism bilan mahkam 
biriktirilgan vtulkaning ichki diametri bilan baro
bar (10-a shakl). Jism shakl tekisligiga perpendiku
lär bo'lgan sharnir o 'qi atrofïda aylanishi mumkin. 
Ammo sharnir o 'q iga  perpendikulär yo 'nalish 

bo'yicha harakatlana olmaydi. Shuning uchun silindrik sharnirda reaksi
ya kuchi, sharnir o'qiga perpendikulär bo'lgan tekislikda yotib, sharnir 
o'qini kesib o'tadi.

9-shakl.

10



Ko'pincha texnikada mustahkam va qo‘zg‘aluvchan sharnirli tayanch- 
lar uchraydi. 10-b shaklda A mustahkam sharnirli tayanchdir. Bu tayanch- 
da reaksiya kuchi shamir o'qidan o'tib va unga perpendikulär tekislikda 
yotib. ixtiyoriy yo'nalishda bo'ladi. B tayanch sharnirli qo‘zg‘a!uvchan 
tayanchdir. Bunda RB reaksiya kuchi qo'zg'aluvchan tayanch tiralib turgan 
tekislikning normali bo'ylab yo'nalgan bo'ladi.

4. S terjen . B og 'lanish  uchlari sh a rn irla r  bilan 
biriktirilgan AB  va CD sterjenlar vositasida bajariladi.

Sterjen og'irliklarini e’tiborga olmay, u sterjenning 
A va B (C  va D) sharnirlariga qo 'y ilgan ikki kuch 
ta’sirida muvozanatda bo'ladi. Binobarin reaksiya kuch- 
lari sterjenlarning uchlaridagi, sharnirlardan o'tuvchi 
o 'qlar bo'ylab yo'nalgan bo'ladi (11-shakl).

5. Zoldirli sharnir va tagtovon (podpyatnik). Bu holda jism har qan- 
day harakat qilishi mumkin, faqat sferik sharnirning markazi qo'zg'alm as 
bo'lib qoladi (12- a shakl).

12-shakl.
Xuddi shunday bog'lanishni siqib tiralib turgan podshipnik (zoldirli 

g'ildirak) vositasida bajarilganligini ko'rish mumkin. odatda bu tagtovon deyi- 
ladi (12-b shakl). Fotoapparatlaming shtatividagi zoldirli tutqich, inson va 
hayvonlaming ko'pgina suyaklarining birlashgan joylari zoldirli shamirga misol 
bo'Ia oladi. Zoldirli (sferik) sharnir va tagtovonlarda bog'lanish reaksiya 
kuchlarining yo'nalishi fazoda ixtiyoriy yo'nalishni olishi mumkin.

Statika qismida quyidagi ikki masala hal qilinadi:
1. Jismga ta ’sir qilayotgan kuchlar sistemasi unga ekvivalent bo'lgan 

soddaroq kuchlar sistemasi bilan almashtiriladi.

II



2. Kuchlar sistemasi ta ’siridagi absolut qattiq jismning muvozanat 
shartlarin ing  zarur va yetarliligi teksh irilad i. B og 'lan ishdagi jism  
bog‘lanishdan xalos qilinganda erkin jism deb qaraladi. Jism unga ta ’sir 
qilayotgan kuchlar sistemasi va reaksiya kuchlari ta ’siridan muvozanatda 
b o 'lad i. M uvozanat teng lam alaridan  nom a’lum reaksiya kuchlari 
a n iq la n ad i. K eyinchalik  jism ga ha r xil k u ch la r sistem asi t a ’sir 
etayotganda statikaning ikki asosiy masalasi yechiladi.

TAKRORLASH UCHUN SAVOLLAR

1. Statika nimani o'rgatadi?
2. Satatikaning asosiy tushunchalari nimalardan iborat?
3. Statikaning asosiy aksiyomalari qanday?
4. Bog ‘lanishlar deb nimaga aytiladi?
5. Bog ‘lanish reaksiya kuchi deb nimaga aytiladi?
6. Bog ’lanishdan bo ‘shatish aksiyomasida nima deyiladi?
7. Bog 'lanishning qanday turlarini bilasiz?
8. Jism silliq sirtga tayanganda reaksiya kuchi qanday yo 'naladi?
9. Sharnirlardagi reaksiya kuchlari qanday yo  'naladi?
10. Ip, sterjenlardagi reaksiya kuchlari qanday yo 'naladi?
11. Bog ianishdagi jism  erkin jism  holatiga qanday keltiriladi?
12. Qotish prinsipi deganda nimani tushunasiz?

12



II BOB. KESISHUVCHIKUCHLAR SISTEMASI

Jismning A r A v  . . . ,  An nuqtalariga F \, F i , ..., F„ kuchlar ta ’sir etsin
va ulaming ta ’sir chiziqlari О nuqtada kesishsin.

T a’sir chiziqlari bir nuqtada kesishuvchi kuchlar sistemasi kcsishuvchi 
kuchlar sistemasi deb aytiladi (13-a shakl).

A garda kuchlarning ta ’sir chiziqlari bir tekislikda joylashgan (joy- 
lashm agan) bo 'lsa , tekislikdagi (fazodagi) kuchlar sistemasi deyila- 
di.

Ularni ta ’sir chiziqlari bo'ylab О nuqtaga ko'chirish mumkin bo'lganligi 
tufayli, kesishuvchi kuchlar sistemasi bir nuqtaga qo‘yilgan kuchlar siste
masi bilan almashtiriladi (13- b shakl).

13-shakl.

4-§. Kesishuvchi kuchlar sistcmasining teng ta’sir etuvchisini geometrik
usulda aniqlash

Avvalambor shuni ta ’kidlash kerakki, parallelogramm aksiomasiga 
asosan, biror A nuqtaga qo‘yilgan ikki kuchning teng ta ’sir etuvchisi ular- 
ga qurilgan parallelogramm diagonaliga yoki parallelogrammning yarmi- 
ni tashkil etuvchi kuch uchburchagining A A ; tomoniga teng (14-b shakl).

Bu holda R vektor ikki / j  va F2 vektorlarning geometrik yig'indisiga

teng, ya’ni R = Fl +F2.

13



b)

14-shakl.

Teng ta ’sir etuvchi R ni F, va F2 kuchlarning yo'nalishlari bilan 
tashkil qilgan burchaklari cp\ va q>2 larni hamda uning miqdorini si-
nuslar va kosinuslar teoremalaridan foydalanib AAÁ¡A2 dan aniqlanadi:

f  = f 2 __ R 
sin^ : s i n s i n ( l 8 0 " - a )  ’

R = -yjFi2 + F¡ + 2F¡F: cosa (2.2)

bunda, a  -  Ft va F2 kuchlarning yo'nalishlari orasidagi burchak.

Faraz qilaylik, A nuqtada kesishuvchi F ], F2 ,...,F „  kuchlarning 
sistemasi berilgan bo'lsin. Birinchi ikki aksiomaning natijasidan foy
dalanib, bu kuchlar sistemasini A nuqtaga qo'yilgan kuchlar sistemasi 
bilan almashtiramiz.

15-shakl.

Endi quyidagini qurishni bajaramiz Fx kuchining oxiri A { dan F2 

kuch vektoriga teng bo‘lgan A tA , vektorni o ‘tkazamiz, uning oxiridan
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vektor A, A, = F3 , uning oxiridan vektor A,4, = F„ va hokazo. Hamma 
kuchlarni qo'ygandan keyin, birinchi kuchning boshi A dan oxirgi ku- 

chining oxiri ^ „ g a  AA„ kuch vektorini o 'tkazam iz. A tA 2, A n 
k o ‘pbu rchakn i quram iz, u kuch ko 'pburchagi deb a ta lad i. Kuch 
ko'pburchagida vektorlar oqimiga qarama-qarshi yo‘nalishda boigan

A A n vektorga kuch ko'pburchagini yopuvchi tomon deyiladi. Kuch
ko'pburchagida shtrixlangan vektor yordamida bo‘lingan uchburchak- 
Jarni qaraymiz (15-b shakl). Kuch uchburchagini qurish usuliga, asosan,

F\ va F2 kuchlarning teng ta ’sir etuvchisi Rv  A A i vektor vositasida 

tasvirlanadi, ya’ni Ri = Fi + F2 . AA3 vektor, AAi va F3 kuchlarining 

teng ta ’sir etuvchisi ni tasvirlaydi, binobarin, uchta F\ , F2 va F}

kuchlarining teng ta ’sir etuvchisidir. Y a’ni, R-, = Fl +F2 +F3 va hoka
zo. Hamma uchburchaklarni ko 'rib  chiqib, quyidagi xulosaga kelamiz.

Kuch ko'pburchagini yopuvchi AA„ tomoni n ta kuchning teng ta ’sir 
etuvchisini tasvirlaydi, ya’ni

+ + . . . + ? - i F t . <2.3,

Shunday qilib, kesishuvchi kuchlar R= 1 sistemasining teng ta’sir etuv
chisi, bu kuchlar ustiga qurilgan kuch ko'pburchagining yopuvchi tomoni 
sifatida geometrik aniqlanar ekan.

Demak, teng ta ’sir etuvchi bu kuchlarning geometrik yig'indisiga teng 
bo'lar ekan. Teng ta’sir ctuvchining ta ’sir chizig'i kesishuvchi kuchlar sis- 
temasi ta ’sir chiziqlarining kesishgan nuqtasidan o'tadi.

Xususiy holda bir tekislikda yotmagan uchta kesishuvchi kuchlar siste- 
masini ko‘raylik (I6-shakl). Bu kuchlarning teng ta ’sir etuvchisi, kuchlar 
ustiga qurilgan parallelepipedning diagonali orqali tasvirlanadi (parallel
epiped). D a ’voimizning haqligiga kuch ko'pburchagini qurish orqali 
ishonch hosil qilamiz.

I
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R Fz

7
16-shakl.

5-§. Kuchni tashki) etuvchilarga ajratish

Kuchni kesishuvchi tashki] etuvchi kuchlar sistemasiga ajratish deb, 
shunday kesishuvchi kuchlar sistemasini topishga aytiladiki, uning teng 
ta ’sir etuvchisi berilgan kuchga teng bo'ladi. Boshqacha aytganda, shun
day kuchlar sistemasini topish kerakki, bu kuchlar ustiga qurilgan kuch 
ko'pburchagining yopuvchi tomoni berilgan kuchga teng bo'ladi. Bir xil 
yopuvchi tomonga ega bo'lgan har xil kuch ko ‘pburchaklarini qurish 
mumkin. Shuning uchun kuchni ta ’sir etuvchilarga ajratish masalasini bir 
qiymatli hal qilish uchun, mumkin bo'lgan tashkil etuvchilar sonini chek- 
lovchi qo'shimcha shartlar berilishi kerak. Tez-tez uchrab turadigan quyi- 
dagi ikki holni ko'ramiz:

1. Berilgan F  kuchni ikkita tashkil etuvchilarga ajratish
Ularning ta ’sir chiziqlarining yo'nalishlari berilgan, AR  va AQ  kuchi

F  bilan bir tekislikda yotadi (17-shakl). Buning uchun kuchning oxiri- 
dan izlanuvchi kuchlarning ta ’sir chiziqlariga parallel qilib to 'g 'ri chiz-

iqlar o'tkazamiz. Diagonali berilgan F  kuchi bo'lgan ABCD  Parallelo
gramm hosil qilamiz. Uning AB  va AD  tom onlari izlanuvchi tashkil

etuvchi Fi va F2 kuchlaridir.

A C

17-shakl.
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2. Berilgan F  kuchni uchta kesisliuvchi tashkil etuvchilarga ajratish
Kuchlarning ta ’sir chiziqlarining yo‘nalishlari fazoda AP, AQ, AR

bo'lgan va F  kuchi bilan bir tekislikda yotmaydi (18-shakI). Buning 
uchun shunday parallelepiped qurish yetarliki, uning qirralari, ta ’sir 
yo‘nalishlari berilgan izlanuvchi kuchlardir. Diagonali esa berilgan kuch-

dir, u holda parallelepiped qonuniga, asosan, Fx, F2, F3 kuchlar paral
lelepiped qirralariga monand bo iib , kuchning berilgan uchiga yo'nalish 
bo'yicha tashkil etuvchilaridir.

l*-masala. Gorizont bilan a  burchak tashkil qilgan silliq qiya tekis

likda og'irligi P  bo'lgan jism qiya tekislikka parallel bo'lgan OD ip yor- 
damida muvozanatda tortib turibdi (19-shakl). Ipning taranglik kuchi va 
jismning qiya tekislikka bo'lgan bosimini aniqlang.

R

p
18-shakl.

C

19-shakl.
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Yechish. Berilgan p  kuchni qiya tekislikka parallel va unga per

pendikulär bo igan  yo‘nalishlar bo'yicha P, va P2 tashkil etuvchilarga
ajratamiz. Buning uchun diagonali P  kuchiga teng boigan, OA va OB 
tomonlari tanlab olingan yo'nalishlarga parallel bo igan  OABC  paral- 
lelogrammni quramiz. To 'g 'ri burchakli OBC  uchburchakdan quyidag- 
ilami aniqlaymiz:

P̂  -  Psinor, P2 = P c o sa .  (l*-!)

OD ip bo'ylab yo'nalgan P, tashkil etuvchi ip reaksiya kuchi bilan 
muvozanatlashadi, ya’ni

T = Pt = P s m a .  (1*. 2)

Qiya tekislikka perpendikulär bo igan  P2 tashkil etuvchi, izlanayot- 
gan shu tekislikka bo'lgan bosimni ifodalaydi. Shuni ta ’kidlaymizki, jism-

ga qo'yilgan qiya tekislikning N  reaksiya kuchi miqdor jihatidan jism- 
ning qiya tekisligiga bo igan  bosimga teng, ya’ni

N  = P2 = P cosa . (1*. 3)
Shuning uchun, tayanchga boigan bosimni aniqlasak, unga teng boigan 

tayanch reaksiya kuchini aniqlagan boiam iz.

6-§. Kesishuvchi kuchlar sistemasi teng ta’sir etuvehisini analitik usulda
aniqlash

1. Kuchning o‘qdagi va tekislikdagi proyeksiyasi
Kuchning boshi hamda oxirini biror o ‘qdagi proyeksiyalari orasiga joy- 

lashgan, tegishli ishora bilan olingan, kesma uzunligiga teng boigan skalyar 
miqdorga kuchning o‘qdagi proyeksiyasi deb ataladi (20-shakl).

20-shakl.
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Kuchning o 'qdagi proyeksiyasi m usbat deb qabul qilinadi, agar 
proyeksiya boshlanish nuqtasidan oxiriga qarab ko'chishi o'qning mus
bat yo‘nalishi bilan hamohang b o isa  (20-a shakl) va manfiy, agar qara-

m a-qarsh i b o 'lsa  (20-b shakl). Berilgan F  kuchini O X  o 'q idag i 
proyeksiyasini F  simvol bilan belgilab olamiz. Vektorning yo'nalishlari 
bir xil bo igan  ikki parallel o'qlardagi proyeksiyalari o 'zaro teng bo'ladi. 
Agar vektor bilan o ‘q bir tekislikda yotmasa, undan foydalanish qulay- 
lik tug'diradi (20-b shakl) 20-shakldan quyidagilarni aniqlaymiz:

Fx = ab = AB1 = F c o s a ,

p  = -d e  -  -D E ' = —P c o s ß  = P c o s y .
Demak, kuchning o'qdagi proyeksiyasi, kuch miqdori bilan kuchning 

o 'qning m usbat yo'nalishi bilan tashkil qilgan burchak kosinusining 
ko'paytmasiga tengdir. 0 ‘qning musbat yo'nalishi bilan (masalan Ox) va

F  kuchi yo'nalishi orasidagi burchakni ( F , Ox)  deb belgilaymiz. Bur

chak ( F,  Olx)ning kosinusi yo'naltiruvchi kosinus deb ataladi. Masala- 
larni yechishda kuchning proyeksiyasining absolut qiymatini, kuch miq- 
dorini kuchning ta ’sir chizig'i bilan o 'q  yo'nalishi orasidagi o 'tk ir bur
chak kosinusiga ko'paytm a shaklida olish tavsiya etiladi. Proyeksiyaning

ishorasi to 'g ‘ridan-to 'g‘ri shakldan olinadi. Berilgan F  kuchning tekis- 

likdagi proyeksiyasi deb (21-shaklda O X Y  tekisligi), F  kuchning boshi 

va oxirini shu tekislikdagi proyeksiyalari orasidagi Ft -  OB, vektorga ayti- 

ladi.
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Kuchning tekislikdagi proyeksiyasi kuchning o'qdagi proyeksiyasi- 
dan farq qiladi, chunki u tekislikda miqdor va yo'nalishga ega boigan
vektorli miqdordir. Uning miqdori quyidagiga teng: Fi =Fcos&.

Bunda: $  esa F  vektor yo'nalishi bilan uning Ft proyeksiyasining 
yo'nalishi orasidagi burchak. Ko'pgina hollarda kuch bilan bir tekislikda 
yotmagan o'qdagi proyeksiyasini aniqlash uchun avvalo kuchni o‘q yot- 
gan tekislikka proyeksiyalab, proyeksiyani shu o ‘qqa proyeksiyalash ker- 
ak (ikki qaytalab proyeksiyalash usuli) masalan, shaklda ko'rsatilgan hoi 
uchun quyidagilarni topamiz:

Ft = Ft cos <p = F cos 0 cos <p,
F = F ^ m t p  = Fcos9s\n(p. (2.4)

2. Kuchning miqdor va yo'nalishini koordinata o'qlardagi proyeksiyalari 
orqali aniqlash

Agar F kuchning to ‘g‘ri burchakli koordinata o'qlardagi proyeksiya
lari berilgan bo‘Isa, u holda kuchning miqdori, qirralari kuch proyeksiya- 
larning absolut miqdorlariga teng bo'lgan to 'g 'ri burchakli parallelepi- 
pedning diagonali uzunligini hisoblash tariqasida bo'ladi, ya’ni

F  = j F ;  + F t + F ? .  (2.5)

Kuchning yo'nalishi yo'naltiruvchi kosinuslar orqali quyidagicha aniq- 
lanadi:

cosj^F.A Qrj = ~~ 

cos [f . Qyl = —I F (2 .6)

c°s( ^ A° ‘- )= 7 -

Ma lumki, /"kuchning to 'liq berilishi uchun f ,  F ,  F_ ning proyek- 
siyalaridan tashqari uning qo'yilish nuqtasining koordinatalarini bilish 
kerak. Bunday usulga analitik usitl deyiladi. 22-shakldan parallelepiped

qoidasini e ’tiborga olib, koordinata o'qlarining i , j ,  k  birlik vektorlari-

dan foydalanib, F kuchni quyidagi yig'indi shaklida tasvirlash mum- 
kin:
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Fy = F x - l ,  F2 = Fy - j ,  F} = F . - к ; (2.7)

22-shakl.
».

bunda: Ft, F , F 3 -  kuchn ing  k o o rd in a ta  o ‘q lari b o 'y la b  tashkil 
etuvchilaridir. Yuqoridagi tenglama kuchning koordinata o'qlari bo‘ylab 
tashkil etuvchilarni tasvirlovchi formuladir.

3. Teng ta ’sir ctuvchini analitik usuldu aniqlash 
Geometriyadan m a’luraki, vektorlar yig'indisining biror o'qdagi proyek- 

siyasi tashkil etuvchi vektorlarning sliu o'qdagi proyeksiyalarining algebraik 
yig'indisiga teng bo'ladi. Shunga, asosan, (2.3)dan quyidagini topamiz:

K  = £ r * - .  * , = Í X ;  * = 2 X  (2.8) 
i=l *=l *-1

Shunday qilib, kesishuvchi kuchlar sistemasining to ‘g‘ri burchakli
koordinata sistemasi o'qlaridagi proyeksiyalari Fkt, Fkr, Fb  ( k - 1 ,2 ,..., h)
berilgan bo'lsa. u holda teng ta’sir etuvchining proyeksiyalari R x, R ,  R.
(2.8) formula yordamida aniqlanadi. Keyin (2.5) va (2.6) formulalar yor-
damida teng ta’sir etuvchining miqdori, yo'nalishlari aniqlanadi:

R = + R] + R: ,
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(2.9)

cos (R ,  Oz)  = ~ ,  
К

7-§. Kcsishuvchi kuchlar sistemasining geometrik va analitik muvozanat
shartlari

Kesishuvchi kuchlar sistemasiga qo'yilgan shart bajarilsa va ularning 
teng ta ’sir etuvchisi R=0 bo'lsa, u holda bu shartga kesishuvchi kuchlar 
sistemasining muvozanat sharti deyiladi.

1. Muvozanatning geometrik sharti. M a’lumki, kesishuvchi kuchlarga

qurilgan kuch ko'pburchagi yopiq bo'lganda, faqat shu holdagina R =0 
boiad i. Kesishuvchi kuchlar sistemasi muvozanatda bo'lishi uchun, kuch 
ko'pburchagining yopiq bo'lishi zarur va yetarlidir.

2. Muvozanatning analitik sharti. Agar R=0 bo'lsa, u holda R =  0, R ,- 0, 
R =  0 u holda (2.8)ga asosan quyidagini olamiz:

Teskarisi, agar (2.10) shart bajarilsa, u holda R=0 bo'ladi. Binobarin 
kesishuvchi kuchlar muvozanatda bo'lishi uchun ularning uchta koordi- 
nata o'qlardagi proyeksiyalarining yig'indisi alohida-alohida nolga teng 
bo'lishi zarur va yetarlidir. Agar kesishuvchi kuchlar sistemasi tekislikda 
joylashgan bo'lsa, u holda Ox va Oy o'qlarini shu tekislikda olib, quyida- 
gi muvozanat shartini yozamiz:

П n
2 X = o , 2 x = ° .  2 X = o .  (2 . l0 )

n n

(2 . 11)
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Agar (2.10) va (2.11) shartlarda nom a’lum reaksiya kuchlari qat- 
nashsa va ularni aniqlashni taqozo qilsa, u holda bu shartlar muvozanat 
tenglamalari deb ataladi.

8-§. Uch kuch muvozanati haqida teorema

Teorema.
Bir tekislikda yotuvchi parallel bo‘lmagan uchta kuch ta ’siridan jism 

muvozanatda bo‘lsa, bu kuchlarning ta ’sir chiziqlari bir nuqtada kesisha- 
di (23-shakl).

Isbot.
Kuchlar sistemasi bir tekislikda yotuvchi parallel boimaganligi uchui 

ulardan ixtiyoriy ikkitasi, masalan, F, va F1 kuchlarning ta ’sir chiziqlari

biror O nuqtada kesishadi. Ft va F, kuchlarni ta'sir chiziqlari bo‘ylab O 
nuqtaga ko'chiramiz va parallelogramm qoidasiga. asosan, bitta O nuq- 
taga qo'yilgan R kuch bilan almashtiramiz. Natijada ikkita o ‘zaro mu- 
vozanatlashuvchi F} va R kuchlarni olamiz. Statikaning birinchi aksio-

masiga asosan F, va R kuchlari bitta umumiy ta ’sir chiziqqa ega. De- 
mak, kuchlar bitta nuqtada kesishadi. Teorema isbotlandi.

Odatda, isbot qilingan uchta bir tekislikda yotuvchi parallel boim agan 
kuchlarning muvozanat shartlarining zaruriyligidir, ammo bu shartlar 
yetarli emas, chunki uchta qandaydir kuchlarning ta ’sir chiziqlari bir 
nuqtada kesishadigan bo‘lsa, ularni m uvozanatlashuvchi deb xulosa 
chiqarib bo'lmaydi.
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a )  V

24-shakl.
Uch kuch teoremasidan foydalanib, noraaium  reaksiya kuchlarining 

yo'nalishini avvaldan aniqlash raumkin. Aytaylik, AB  sterjen uchta kuch 
ta ’siridan muvozanatda boisin (24-shakl). Yo'nalishi noma'lum bo'lgan

Ra reaksiya kuchining ta ’sir chizig'i uch kuch muvozanati haqidagi teore-

maga asosan Ft va Fj kuchlar ta ’sir chiziqlari kesishgan O nuqtadan

o'tadi. R, reaksiya kuchining yo'nalishi esa yopiq kuch uchburchagini 
qurish natijasida aniqlanadi, ya’ni kuch uchburchagida vektorlar oqimi 
bir xil yo‘nalishda boiadi.

9-§. Statik aniq va statik aniqmas tnasalalar

Bogianishdagi qattiq jisrnlarning muvozanatiga oid ko'pgina masa- 
lalar berilgan aktiv kuchlar ta ’siridan hosil boiadigan bogianish reaksi
ya kuchlarini m iqdor va yo 'nalish larin i aniqlashdan iborat. Shuni 
ta ’kidiaymizki, nom a’lumlar soni bogianishlarning turi va soniga bogiiq  
bo iad i. N oraaium lar soni muvozanat tenglamalari sonidan oshmay- 
digan raasalalarga statik aniq masalalar deyiladi. Yuqoridagi mulohaz- 
amiz jismlar sistemasi uchun ham o'rinli bo isa , u holda sistema statik 
aniq sistema deb ataladi. Faqat yuqoridagi masalalarni statikaning rae- 
todlari asosida hal qilish mumkin.

N om aium lar soni ular ishtirok etgan muvozanat tenglamalari soni
dan ko‘p bo'lsa, bunday masalalar statik aniqmas masalalar deb ataladi. 
Shu mulohazalar o‘rinli bo'lgan sistema statik aniqmas sistemalar deb ata
ladi. Bunday masalalarni yechishda jisrnlarning deformatsiyalarini hisob- 
ga olish kerak bo iad i va ular materiallar qarshiligi fanida yoritiladi.
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Og'irligi P bo'lgan yuk ta ’siridan bir tekis- 
likda yotuvchi uchta  ipda hosil b o 'lg an

f„  Tz va Ti taranglik kuchlarini aniqlash
masalasi statik aniqmas m asalalarga misol 
bo 'la oladi (25-shakl). Bu m asalada uchta 
nom a’Iumni aniqlash uchun tekislikda kes- 
ishuvchi kuchlar uchun ikkita m uvozanat 
tengmalarini tuzish mumkin (2.11).

пш ш т ш цш ш ш ицш ш

p
25-shakl.

10-§. Kesishuvchi kuchlar sistemasining muvozanatiga oid masalalar 

2*-masaIa.
Ko'taruvchi kran (26-a shakl) A nuqtaga silindrik shamir, В nuqtaga 

tagtovon vositasida biriktirilgan. Kran qulochi l=4m, masofa AB=h=5m. 
Og'irligi P -2  kN bo'lgan yuk sim arqon yordamida С blok orqali kran 
o ‘qiga biriktirilgan M  lebyodkaga tutashtirilgan. С blok og'irligi e’tiborga 
olinmaydigan EC  va КС  sterjenlar yordamida AB  o 'qqa biriktirilgan. E, 
К va С nuqtalarda sharnirli bog'lanishlar. Kran og'irligini e ’tiborga ol- 
may, muvozanat holatida kranning A va В tayanchlarga bo'lgan bosim- 
lari va а  =45°, ß  =30° bo'lganda EC  va КС sterjenlarda hosil bo'ladigan 
zo'riqishlar aniqlansin (sterjenlarning o 'qi bo'ylab ta ’sir qiluvchi siquvchi 
va cho'zuvchi kuchlaming algebraik qiymatlari zo'riqishlar deb ataladi. 
Agar sterjen cho'zilsa, zo'riqish musbat ishora bilan olinadi, aks holda 
sterjen siqilsa, zo'riqish manfîy).

a)
26-shakl.

b)

25



Yechish. A va В tayanchlarga bo‘ladigan bosimlami aniqlash uchun 
kranning muvozanatini ko'ramiz. Unga berilgan P kuchi va A hamda В 

nuqtalardagi reaksiya kuchlari ta’sir qiladi A podshipnikdagi R4 reaksiya

AB  o 'qqa peфendikulaг tagtovondagi (podpyatnik) R„ reaksiya kuchi 
shakl tekisligida ixtiyoriy yo'nalishda bo'ladi. Kran bir tekislikda yotu-

vchi parallel bo'lmagan uchta Ä ,, RH va P kuchlari ta ’siridan muvo- 
zanatda bo'lganligi uchun ularning ta’sir chiziqlari biror nuqtada kesishi- 
shi kerak.

R., va P kuchlarning ta ’sir chiziqlari m a’lum va ular D nuqtada

kesishadi. Bu yerdan R„ reaksiya kuchi BD bo 'y lab  yo'nalganligini 
ko‘rishimiz mumkin. Geometrik yechish usulini tatbiq qilamiz.

M uvozanatda P , R , , R., kuchlardan qurilgan kuch uchburchagi 

yopiq boMadi. Kuch uchburchagi qurishni m a’lum bo'lgan P kuchidan 
boshlaymiz. Ixtiyoriy «a» nuqtadan tanlab olingan masshtabda ab— P 

vektorini olamiz (26-b shakl). Vektorning boshi hamda oxiridan R , , R„ 
reaksiya kuchlarining ta ’sir chiziqlariga parallel qilib to ‘g‘ri chiziqlar 
o'tkazamiz. Bu to‘g‘ri chiziqlarning kesishgan d  nuqtasi abd kuch uch- 
burchagining uchinchi uchi hisoblanadi unda bd va ad  tomonlari tanlab

olingan masshtabda Ru va R , reaksiya kuchlarining miqdorini tasvir- 
laydi. Bu reaksiya kuchlarining ta ’sir chiziqlari bo'ylab yo'nalishlari kuch 
uchburchagidagi strelkalar oqimiga qarab olinadi.

Teng ta ’sir etuvchi nolga teng bo'lgani uchun kuch uchburchagini
tashkil qiluvchi hamma kuchlarning strelkalari berilgan P kuchning 
yo'nalishiga mos bo’lib, kuch uchburchagining konturi bo‘ylab aylana-

di. Kuch ko‘pburchagi qurilgandan keyin R„ va RA larni analitik ani
qlash mumkin. Uchburchaklar abd va A BD larning o ‘xshash!igidan quy- 
idagilami aniqlaymiz:

Ra P __ К  _  P
l ~ h : ^fhF7 î T h '  (2M )

bundan
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/
Ra = P Jj = J ’6 k N ’ R " = P f  + h 2 = 2,56kN .  (2*. 2)

M uvozanat holatda kranning A va B tayanchiarga koTsatgan bosimi 
miqdor jihatidan topilgan reaksiya kuchlariga teng bo'lib, ular bilan bir 
chiziq bo'ylab qarama-qarshi tomonga yo'naladi.

2. EC  va KC  sterjenlardagi zo'riqishlarni 
aniqlash uchun C blokning muvozanatini tek- 
shiramiz. C  blokni bogianishdan  ozod qil- 
amiz, unga ta ’sir qilayotgan kuch vektorlarini 
ko'rsatamiz (27-shakl). Yukning P og'irligiga 
teng boigan , sira arqonning o ‘ng qisraidagi T  
taranglik, m iqdor jihatidan P ga teng (Agar 
blokda ishqalanish e’tiborga olinmasa, u hol- 
da sim a rq o n n in g  ham raa n u q ta la rid a g i 
taranglik bir xil bo iad i) va sterjen o ‘qi bo'ylab
yo'nalgan St: va Sk reaksiyalari. Sterjenlar cho'ziladi deb ta’kidlab, 
va lar C nuqtadan sterjenlaming o ‘rtalariga qarab yo'naltiramiz. Blo
kning oichovlarini e ’tiborga olmay, kuchlami C nuqtada kesishadi deb 
hisoblaymiz. Kuchlar soni uchtadan ortiq boiganligi uchun analitik 
aniqlash  usulini ta tb iq  qilam iz. K oord inata  o q larini 27-shaklda 
ko'rsatilganidek tanlab, (2.11) muvozanat tenglamalarini tuzamiz:

5 > b =0, -S ,:  - T c o s p - S k s in a  = 0; (2*.3)

- P - T s \ n / t - S k cosa = 0.  (2* .4)

(2*.3) va (2*.4) tenglamalarni yechishda T - P  deb olamiz va son qiy- 
matlarini qo'ysak. quyidagilarni aniqlaymiz:

S*

s t = - P  ,  +.í inJ -  »  -4,26 kN ;
cu sa

(2*.5)

S í . - P s b , a - a u ( a * ^ . I J 7 H r .  (2*. 6)
co sa

(2*.5) SK  manfiy ishorada chiqqanligi uchun, SK vektori 27-shaklda 
tanlab olingan yo‘nalishga teskari yo'nalgan bo‘ladi. Binobarin KC  sterjen
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siqiladi S E reaksiya kuchining musbat aniqlanishi 27-shakIda S, vck-
torining yo'nalishi to‘g‘ri boshlab olinganligini ko'rsatadi, binobarin EC 
sterjen cho'ziladi. Modomiki shunday ekan, aniqlangan SK va S£ reaksiya- 
lam ing miqdorlari aniqlanishi lozim bo'lgan EC  va KC  sterjenlardagi 
zo'riqishlarni ifodalaydi.

3*-masala.
Vertikal devorga A, B va C sharnirlar yordam ida uchta og'irligi 

e’tiborga olinmaydigan stcrjenlar o‘zaro O nuqtada biriktirilgan sterjen- 
lar o'm atilgan (28-shakl). AO  va BO sterjenlar gorizontal tekislikda joy- 
lashgan va har biri devor bilan 45° burchaklar tashkil qiladi. CO sterjen 
vertikal tekislikda yotadi va devor bilan 30° burchak hosil qiladi. Sterjen- 
larning sharnirli O boltga bo'lgan reaksiyasi aniqlang. Unga og'irligi Q 
yuk osilgan.

Yechish. O sharnirning muvozanatini tekshirami2. Unga og'irligi Q 
yuk qo'yilgan hamda cho'zilgan deb qabul qilingan sterjenlardagi Sr  S A 
va SB reaksiyalari. Burchak Z A O B  ni to‘g‘ri deb, koordinata o'qlarini 
shaklda ko'rsatilganday olamiz.

Fazodagi kesishuvchi kuchlar sistemasi uchun muvozanat tenglama- 
larini (2.10) tuzamiz:

^  = 0; Sn + Sc sin 30° cos45° = 0; 

0; SA + 5 , . sin30°cos45° = 0; (3*.l)

= 0 ; 0 + 5 ^ 0 0 8 3 0 °  =  0 .
S c kuchni Ox va Oy koordinat o ’qlariga proyeksiyalashda, ikki qayta- 

lab proyeksiyalash usuli tatbiq qilindi. Kuchni Ox o 'qidagi proyeksiyasi
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s  ni topish uchun, avval Sc kuchni Ox  o 'qi yotgan tekislikka (uchbur- 
chak A O B  yotgan tekislikka) proyeksiyalaymiz. Shaklda ko'rsatilmagan 
4 0 B  uchburchakning bissektrisasi bo'ylab yo'nalgan vektorni hosil qiia- 
miz, uning miqdori S c -sin30° ga teng. So'ngra bu vektorni Ox o'qiga 
proyeksiyalaymiz va quyidagini hosil qilamiz:

S CX=SC- sin30°cos45°.
Xuddi shunday S CY proyeksiyani aniqlaymiz. (3*.l) Muvozanat teng- 

lamalarini yechib, quyidagilami topamiz:

V 2 0  я  -  с  -  2 0  '  - Q
2  - J 6 -

Sc ning ishorasi manfiy chiqqanligi uchun, СО sterjenni siqiladi deb xulo- 
sa chiqaramiz. Uning О shamirga boMgan reaksiyasi shaklda ko‘rsatilgan 
yo'nalishga teskari yo‘nalgan bo‘ladi. SA va SB reaksiya kuchlarining isho- 
ralarining musbat ishorali bo'lishi OA va OB sterjenlaming cho'zilishini 
ko'rsatadi. Ulaming О shamirga reaksiyalari shaklda ko'rsatilgandek bo ladi.

4*-masala. 29-shaklda ko'rsatilgan qurilmaning (konstruksiyaning) bir 
qator vaznsiz sterjenlarda hosil bo'ladigan zo'riqishlarning miqdor va 
yo'nalishlarini analitik aniqlang.

Berilgan:
•à

Berilaan:
a P P, kN
60° 30° 8,0

29-shakl.
Yechish. 1. AC  va AD  sterjenlaming P  kuchi qo‘yilgan A nuqtaning 

muvozanatini tekshiramiz. 2. AB, A C  sterjenlarni kesib, A nuqtani ajrat- 
ib, erkin deb bog‘lanishlardan xoli deb qaraymiz. P kuchi va sterjenlarda 
hosil bo'ladigan zo'riqishlami 7^ TB va TD belgilab sterjen o'qlari bo'ylab 
yo'naltiramiz. 3. Kesishuvchi kuchlami muvozanat shartlarini tuzamiz, 
buning uchun kuchlarning koordinata o 'q lardagi proyeksiyalarining 
yig'indisini tuzamiz. y  va в  burchaklarni kiritamiz:
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= - 7¡. cosa + / ’sin 0cosy = O; (4*. 1)

= -7 'Äcos/? + / ’sin0sin7' = O; (4*. 2)

= 7¡sinor + TBsin/? + TD-Pcosd? = 0. (4*.3)

Masalani yechish uchun avvalo sin у , cosy  va sin Q, cos в  larning qiy- 
matlarini hisoblab chiqamiz.

a) ACDA  dan CD = —  ; A B D A d a n B D  = —  .
tga tgß

Bundan:

B D  tg a  tg 60° _
t g r ~ ~ с Б ~ ~ ц Ф ~ /g3o°’ , g y ~

Trigonometrik formulalarni tatbiq etib, quyidagilarni aniqlaymiz:

tgy 3 3
sin у = ■ = ■ , = —¡= .

+tg2y  V1+32 л/Го

1 1 1

V T w gV  V i+ 3- VTo -

b) Shakldan ko'rinadiki

Л/) 5 /* -£  V 3

Trigonometrik formulalarga asosan:

COS# =

y¡\+tg2e  V13

■I■J\+tg2e

Hisoblangan qiymatlarni (4*. 1), (4*.2), (4*.3) muvozanat tenglamalari- 
ga qo'yib, quyidagilarni hosil qilamiz:
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(4*.4), (4*.5), (4*.6) tenglamalardan quyidagilarni olamiz:
„  2 P r  6P „ 3P 
^  = 7 T o ; Й' Т 3 9 ’ ß "  -Тз9 

Olingan natijalar shuni ko‘rsatadiki, berilgan P kuch ta’siridan A С va 
/15 sterjenlar siqilar ekan. AD  sterjen esa cho'ziladi. Natijalami 2.1-jad- 
valda berish mumkin.

2.1-jad va I

Mil UV V.U5JV T Ip Г -~J= -О , (4 .

Sterjenlar Zo‘riqishlar Sterjenlar teng holati
AB 7,7 kN Siqiladi
AC 4,4 kN Siqiladi
AD 3,8 kN cho'ziladi

TAKRORLASH UCHUN SA VOLLAR
1. Kesishuvchi kuchlar sistemasi qanday kuchlardan tashkil topgan?
2. Kuch ko ‘pburchagi deb qanday ko 'pburchakka aytiladi?
3. Kesishuvchi kuchlar sistemasining teng ta 'sir etuvchisigeomitrik usulda 

qanday aniqlanadi?
4. Kuchni qanday tashkil etuvchilarga ajratish mumkin?
5. Kuchning о ‘qdagi proyeksiyasi qanday aniqlanadi?
6. Kuchning tekislikdagi proyeksiyasi qanday hisoblanadi va и qanday 

kattalik?
7. Teng ta 'sir etuvchini analitik usulda qanday aniqlanadi?
8. Kesishuvchi kuchlar sistemasi geometrik muvozanat sharti qanday?
9. Kesishuvchi kuchlar sistemasi analitik muvozanat sharti qanday?
10. Uch kuch muvozanati haqidagi teoremani isbotlang.



I ll BOB. TEKLSLIKDAIXTIYORIY JOYLASHG AN KUCHLAR
SISTEMASI

ll-§ . Nuqtaga nisbatan kuch momenti

Bir tekislikda ixtiyoriyjoylashgan kuchlar sistemasiga tekislikdagi kuch- 
lar sistemasi deb aytiladi.

Tekislikda ixtiyoriy joylashgan kuchlar sistemasi ko 'rilayotganda, 
kuchni jismga beradigan burish qobiliyatini xarakterlovchi, ya’ni nuqtaga 
nisbatan kuch momenti tushunchasini kiritish zarurdir. Tekislikda ixtiyoriy
joylashgan ikki kuch F, va Fz jismga qo ‘yilgan (30-shakl). Jismning

biror 0  nuqtasi mahkamlangan deb tasavvur qilamiz, u holda, Fx kuch 
jismni O nuqta atrofida soat mili yo‘nalishiga qarama-qarshi yo'nalishda 
aylantirishga intiladi, F: kuch esa soat mili yo'nalishi bo'yicha, u holda 
buralish hodisasi kuch m iqdoriga va O nuq tadan  kuchning ta ’sir 
chizig'igacha bo'lgan masofaga bog'liq bo'ladi.

T a ’rif. Berilgan F kuchdan 0  nuqtaga nisbatan olingan kuch
m om enti deb , kuch  m iq d o rin i 0  n u q ta d a n  k u ch n in g  t a ’sir 
chizig'igacha tushirilgan perpendikulär 
masofaga ko 'paytm aning tegishli isho- 
ra b ilan  olingan  m iqdoriga  ay tilad i.
Agar kuch jismni O nuqta atrofida soat 
m ili y o 'n a lis h ig a  q a ra m a -q a rsh i 
yo 'na lishda  burishga in tilsa, u holda 
moment musbat deb qabul qilinadi (31- 
a shakl). Agar kuch jismni O nuqta ar- 
tro fida  soat mili y o 'n a lish i bo 'y icha  
burishga intilsa, u holda moment man- 
fiy deb qabul qilinadi (31-b shakl).

Berilgan F kuchdan O nuqtaga nisbatan olingan kuch momentini 

quyidagi ifoda bilan belgilaymiz m0( F ). U holda

m0( F ) = ± F h .  (3.1)
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h ga F  kuchning O nuqtasiga nisbatan yelkasi deb aytiladi. O nuqta 
moment markazi deb ataladi.

Kuch momentining xususiyatlari:
1. Kuchni ta ’sir chizig'i bo 'ylab ko'chirish bilan nuqtaga nisbatan 

kuch momenti o'zgarmaydi.
2. Agar kuchning ta ’sir chizig'i O nuqtadan o'tsa, berilgan F  kuchi- 

ning O nuqtaga nisbatan kuch momenti nolga teng bo'ladi (31-</ shakl).
3. Berilgan F  kuchidan O nuqtaga nisbatan kuch momenti A OAB 

yuzining ikkilanganiga teng bo'ladi (31-^ shakl). Ya’ni,

(3.2)

Haqiqatan ham, 

Ikkinchi tomondan,

">0 ( F )  = 2 S loja

m0( F  )=Fh.

F h  =  2 S *>aB-

Texnik birlik sistemasida kuch momenti birligi uchun 1 N -m  qabul 
qilingan.

5-masala. Berilgan F  (F=20 N) kuchdan A va B nuqtalarga nisbatan 
kuch momenti hisoblansin (32-shakI). AB=5m.

(5M )m A( F ) -  -F h , = - F  ■ A C s i n 6 0 ° , 

mB( F ) = Fh2 = F  ■ BC  sin 60°, 
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32-shakl.
(5*.l) va (5*.2) tenglamalardan:

/ ?
m „ ( F )  = 2 0 - 2 ~  = 20y[3 «  34.6 N  m  ;

ГЧ
m A( F )  = -2 0 •  3 - - y  = ~ 3 0 y /l  «  - 5 1 , 9 N - m .

12-§. Teng ta’sir etuvchining momenti haqida Varin’on teoremasi

Teorema. Tekislikda kesishuvchi kuchlar sistemasi teng ta’sir etuvchisi- 
ning biror nuqtaga nisbatan momenti, berilgan kuchlardan shu nuqtaga 
nisbatan olingan kuch momentlarining algebraik yig'indisiga teng bo'iadi.

Isbot.Ta’sirchiziqlari/i nuqtada kesishuvchi tekislikdagi ( Ft , F ,,...,Fn) 
kuchlar sistemasi berilgan (33-shakl). Bu kuchlar sistemasining teng ta ’sir

etuvchisi R . Ixtiyoriy O nuqtadan OA ga peфendikular qilib Ox o'qini 
o ‘tkazamiz. Hamma kuchlardan О nuqtaga nisbatan kuch momentlari
ning ifodalarini (3.2) formuladan foydalanib tuzamiz:

m0(F) = OAOBl , 

yoki m0(F,)  = OA-F„,

binobarin mn ( F , ) - O A F lt,
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m0(F1) = O A F , x, 

m<>(Fi) = O A F „ ,  

mn(Fn) = OA F„ .

33-shakl.
Bu ifodalarning chap va o ‘ng tomonlarini o'zaro qo'shib quyidagini 

olamiz:

m J F j + m J  F,)  + ... +m0(  F j  = OA-( Flx + F2x +... + Fm) .
Tenglikning o ‘ng tomonidagi ifodalar teng ta ’sir etuvchining biror 

o'qdagi proyeksiyasiga asosan R ^ m  beradi. Natijada quyidagini olamiz:

OA ■ Rx =m0(Fl)+m0(F2) + ...+m0(Fn)

yoki ,W0(^ ) = Â | W0(^ )- (3-3)

(3.3) formula Varin’on teoremasini ifodalaydi.
6*-masala. Intensivligi q N/m  bo iib , tekis yoyilgan yukning A nu

qtaga nisbatan momentini hisoblang.

/ 1 Q

|4 ..... 1=
t 1/2

a) b)
34-shakl.
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Yoyilgan kuchni to 'plangan Q kuchi (34-shakl) bilan, modulini esa 
Q=q-1 bilan almashtiramiz. U holda Varin’on teoremasiga asosan quyi- 
dagini olamiz:

N - m .  (6M )

13-§. Juft kuch va uning momenti

1. Juft kuch haqida tushunchu. Juft kuch momenti
Miqdorlari teng. o 'zaro m a’lum oraliqda 

parallel va qaram a-qarshi yo 'nalgan ikki 
kuchdan iborat sistema juft kuch deb atala- 
di (35-shakl). Ju ft kuch yotgan  tekislik  
juftning ta ’sir tekisligi deb ataladi. Juft kuch 
tashkil etuvchi kuchlarning ta ’sir chiziqlari 
orasidagi eng qisqa masofa d juft yelkasi deb 
ataladi. Juft kuch jismni juft tekisligiga per
pendikulär o ‘q atrofida burishga intiladi.
Juft kuchni biror kuch bilan alm ashtirib 
bo‘lmaydi, binobarin, juft kuch teng ta ’sir 
etuvchiga ega bo'lmaydi. Juft kuch rauvo- 
zanatlashishi uchun kuchning qarama-qarshi 
yo 'nalishda buradigan juft qo'yish kerak.
Juft kuch jismni juft tekisligida aylantirish- 
ga intiladi. Juftning jismga ta’siri uning mo
menti bilan baholanadi. Juft kuch tashkil etuvchi kuchlardan juft kuch 
tekisligida yotuvchi biror O markazga nisbatan olingan momentlarining 
yig'indisini hisoblaymiz (36-shakl):

m,l(F) + m,l(.F') = F -oa-F'-ob ;

= u holda m = ± F - d -
(3.4)

F - F '  va oa-ob=d bo'lganligi uchun m0(F )  + m„(F') = F  d.
Bu yerdan ko‘rinadiki, juft tashkil etuvchi kuchlarning momentlari

ning yig‘indisi moment markaziga bog'liq bo'hnay har doim juft tashkil
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etuvchi kuchlaming binning miqdori bilan yelkasining ko'paytmasiga teng. 
Bu miqdor juft momenti deb qabul qilinadi. Demak, juft momenti skalyar 
rniqdor bo'lib, tashkil etuvchi kuchlar binning miqdori bilan juft yelkasi- 
ga ko'paytmasiga aytiladi. Agar juft kuch jismni soat mili yo'nalishiga 
qarama-qarshi yo'nalishda aylantirishga intilsa, juft momenti musbat deb 
qabul qilinadi (37-a shakl). Agar juft kuch jismni soat mili yo'nalishida 
burashga intilsa, juft kuch momenti manfiy deb qabul qilinadi (37-b shakl).

37-shakl.

Juft kuch momentini qisqa m deb belgilaymiz, ya’ni m{F  = F ') -m ,  u 
holcla m -±Fd  (3.4) Juft kuch momenti, juft tashkil etuvchi kuchlardan bin
ning ikkinchi kuchning qo'yilish nuqtasiga nisbatan olingan kuch momen- 
tiga tengligi 37-shakldan ko‘rinadi ya’ni

w = mB(F ) = mA(F ') . (3.5)

2. Juftnini' ekvhalcntligi
T a’rif. Juftning jismga beradigan ta ’sirini o'zgartirmay boshqa juft 

bilan almashtirish mumkin bo‘lsa, bunday ikki juft o'zaro ekvivalent jnftlar 
deb ataladi. Quyidagi teorema juftlar ekvivalentligining sharti boMa oladi.

Teorema. Bir tekislikda joylashgan momentlari o‘zaro teng va burilish 
yo'nalishlari bir xil boigan ikki juft o 'zaro ekvivalent bo'ladi.

Isbot: Aytaylik, momenti o ‘zaro teng, bir xil burilishga ega boigan

bir tekislikda joylashgan ( P , F )  va ( ^ ,  Q') (38-shakl) juftlar berilgan 
boisin  ya’ni

P d  = Q d2
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38-shakl.
Juftlarni tashkil etuvchi kuchlarning ta ’sir chizi qiarini ular A va В 

nuqtalarda kesishguncha davora ettiramiz. Kuchlar p  Va ~P’ ni A va В

nuqtalarga keltirib raos ravishda P t, P 2 va p \ , p \  tashkil etuvchilarga

ajratamiz. Osonlikcha P 7, P 2 lar miqdor jihatidan »tengligini, yo'nalish

jihatidan bir chiziq bo'ylab qarama-qarshi yo'nalib, o ‘zaro muvozanat- 
lashganligini ko'rish mumkin. Ikkinchi aksiomaga, asosan, bu kuchlar 
sistemasini e’tiborga olmasak ham boiadi. Miqdorlat>j o ‘zaro teng bo‘lib,

juft tashkil etuvchi Px va P{ kuchlar qoldi. Bu ( P, p < ) juftga ekviva-

lentdir. Bu yerda ( P, P ' )  juftning jismga ta ’sirini o 'z^artinnay , ularning

tashkil etuvchi kuchlari ustida amal bajariladi. Bu ikki ( ~p /> ')va( Pi, P\)  
juftlarning momentlari o ‘zaro tengligini osonlikcha ki,o‘rsatish mumkin. 
Teng ta ’sir etuvchining momenti haqidagi Varin’on leoremasi va (3.5) 
formuladan quyidagini olamiz:

m (P ,P ')= m B(Pi)+ m ÿ(P2) (3.6)

/»в( Л )  = 0 , hamda тв(Р,)= т в(Р1,Р ^ )  

т„(Р,Р') = т (Р „ Р \ ) ,  ya’ni P-d ,  = Pr *dz
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Ikkinchi tom ondan teorema shartiga asosan P c l = Q d „  binobarin. 

hundan quyidagi kelib chiqadi P = Q  va P\  = Q \ .  Modomiki J u f t  ( Q, Q' )

juft ( P, P') 8a ekvivalent ekan, u holda juft (P\,  P \ )  ga ham ekvivalent 
bo'ladi. Shuni isbot qilish talab etilgan edi.

Natijalar:
1. Juftni jismga ta ’sirini o 'zgartirm ay, o 'z  ta 'sir tekisligida ixtiyoriy 

holatga keltirish m um kin.
2. Juftni jismga ta ’sirini o'zgartirmay, juft momenti o'zgarmas qolib, 

uning tashkil etuvchilari va yelkasini o'zgartirish mumkin.
Ikki juftni har doim bitta umumiy yelkaga keltirish mumkin. masalan,

AB balkaga qo’yilgan ( P, P')  juftni (39-fl shakl), yuqorida keltirilgan nati- 
jalarga asosan ( Q ,Q ' )  (39-b shakl) ga almashtirish mumkin. Bu juftning 
tashkil etuvchilari quyidagi shartdan P -2 a = 0  \ aniqlanadi, bundan

2 Pa 0 =  —
*  I

•4----------- i i

a

r i

a V7t

------- ► 7v

\B AU

a) b)

39-shakI.
Isbot qilingan teorema va keltirilgan natijalardan, 

tekislikda juftning jismga ta ’siri uning momenti bi- 
lan baholanar ekan. Shuning uchun odatda juftni 
uning momenti va aylanish yo'nalishini ko'rsatuvchi 
buralma strelkalar yordamida tasvirlanadi (40-shakl).

3. Tekislikda yotuvchi juftlarni qo ‘s/iish
Teorema. Tekislikda ixtiyoriy joylashgan juftlarni. momenti berilgan 

juftlar momentlarining algebraik yig'indisiga teng bo'lgan bitta juft bi- 
lan almashtirish mumkin.
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41-shakl.

Isbot. Tekislikda momentlari m v m2, m} bo'lgan
3 ta juft joylashgan (41-shakl).

Juftlarning ta ’sir tekisligida ixtiyoriy AB  kesma- 
ni, berilgan juftlar uchun umumiy yelka uchun tan- 
lab olam iz (42-a shakl) m om entlari m v m 2, 
bo'lgan juftlarni, momentlari berilgan juftlarni mo-

m en tla rig a  teng b o 'lg an  ( F, F ' ), ( F i , F 2'),  

( F í,F , ' )  ju f t la r  bilan a lm ash tiram iz , y a ’ni 

wí, = Ft d; m2 = F2 d; m , = Fi d.

F

A
F

F

F\

F[
B A

R

R'
B

a) b)
42-shakl.

A nuqtaga qo'yilgan kuchlami bitta kuch R -  Ft + F, + Ff bilan almash

tiramiz. B nuqtaga qo'yilgan kuchlarni bitta kuch R'= F^+F^+F,' bilan

almashtiramiz. Boshqacha aytganda ( R , R ') kuchlar sistemasi berilgan
juftlarga teng ta ’sir etuvchijuftidir(42-¿ shakl). Teng ta ’sir etuvchi juftning 
momenti quyidagiga teng bo'ladi:

M  = R¡d = (Ft + F2 - F })d = Fr d  + F2-d + (- F 3 d ), 
yoki M=m^+m2+mv  teorema isbotlandi. Xuddi shunday ixtiyoriy sonda- 
gi juftlar uchun quyidagini yozish mumkin:

M  = Y. m r
*=1

(3-7)
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4. Jufttarning muvozanat sharti
Bir tekislikda ixtiyoriy joylashganjuftlar muvozanatda boisin. Hamma 

juftlarni bitta juft bilan almashtirib, muvozanat mavjud bo'Iishi uchun 
yoki R - 0 yoki d=0 bo‘lishi kerak degan xulosaga kelamiz. U holda 
R d - 0, ya’ni juft momenti M =0. Bu yerdan ko'rinadiki, (3.7) formula- 
ga asosan

Demak, bir tekislikda ixtiyoriy joylashganjuftlar sistemasi muvozanat- 
da bo'lsa, ular momentlarining algebraik yig'indisi 0 ga teng bo'ladi. Bu 
xulosaning teskarisi ham o 'r in lid ir . Y a ’ni, bir tekislikda ixtiyoriy 
joylashgan juftlar momentlarning algebraik yig'indisi nolga teng bo'lsa,

bu juftlar sistemasi muvozanatda bo'ladi. Haqiqatan ham, agar Z  = 0 
bo'lsa, u holda M=R d=0. Bundan R =0 yoki d=0 bo'Iishi mumkin. Har 
ikkala holda ham sistema m uvozanatda bo'ladi. Demak (3.8) tenglik 
juftlar sistemasi muvozanatining zarur va yetarli shartini ifodalaydi.

7*-masala. 43-shaklda tasvirlangan ( P, P'),  ( Q, Q'), (F ,  F ')  juftlar 
sistemasi m uvozanatda bo'Iishi mumkinligini tekshirib ko'ring, agar

P=10N, Q = 5 j 3 N ,  F=10N, A B = lm , CD=0,6m, EH=l,6m.
Yechish. Berilgan juftlar momentlarini hisoblaymiz:

n
2 > *  =  o. (3.8)

(7*.l)

Juft yelkalari:

(1*2 )/T
d, = EH  sin 60° = 1,6 — - = 0,8^3/«
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(7*.2) ni (7*.l) ga qo'ysak:

да, = 5y¡3 N  ■ m 

m! =3>/3 N -m  

да, = -8л/з N  • m 

juftlar sistemasi muvozanatda ekan.

8*-masaIa. Juft ( P ,, P 2) ta ’siri ostidagi to'sinning tayanch reaksiya- 
lari aniqlang, agar AC=CD=BD=a (44-shakl).
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Yechish. Juft kuchi ( P , , P i ) ni qararaa-qarshi yo'nalishdagi ( R ,, /?*) 
juft kuch bilan muvozanatlashtirish mumkin.

To'sinning A sharnirli tayanchi qo 'zg 'aluvchan  g 'ildiraklar ustiga tay-
angan, shuning uchun R., reaksiya vertikal yuqoriga yo'nalgan bo'ladi. 

U holda R,> reaksiya vertikal pastga yo'nalgan. Quyidagi belgilashni olamiz

m t = m (P r P2),

m, = m ( R Á, R H). (8 A)
U holda ikki juftning muvozanat sharti

m , + m 1 = 0 (8*.2)
quyidagi ko'rinishni oladi:

/ ¡ a s i n a - la  = 0 (8*.3)
(8*.3) tenglaraadan

P s in a
R , = K = — J — - (8*.4)

kelib chiqadi.

14-§. Tekíslikda ixtiyoriy joylashgan kuclilar sistemasini bir markazga
keltirish

1. Kuchni o'ziga pamllel ixtiyoriy nuqtaga ko'chirishga oíd teorema 
Teorema. Absolut qattiq jismning biror nuqtasiga qo'yilgan kuchni 

jismga ta ’sirini o'zgartirmay o'ziga parallel ravishda boshqa ixtiyoriy nuq
taga keltirish, momenti berilgan kuchdan keltirish nuqtasiga nisbatan 
olingan kuch momentiga teng bo'lgan juft qo'shishni taqozo qiladi. 

Isbot. Jismning biror A nuqtasiga F  kuch qo'yilgan bo'lsin.
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Jismning ixtiyoriy B nuqtasiga lashkil etuvchilari F 'v a  F  miqdor 
jihatidan F  kuchga teng bo'lgan ya’ni F '=  F"=  F  nolli sistemani kuch- 
ga parallel ravishda qo'yamiz (45-shakl). Hosil bo igan  uchta kuchdan

( F , F ', F ” ) iborat bo‘lgan sistema berilgan F  kuchga ekvivalentdir. Bu 

sistemani F ' kuch va ( F , F "  ) juftdan tashkil topgan deb qarash mum- 

kin. Binobarin A nuqtaga qo'yilgan F  kuchi, B nuqtaga qo'yilgan shun- 

day F ' kuchigava(F , F "  )juftga ekvivalentdir. J u f t(F , F " )n iq o ‘shilgan 
juftdebataladi. Uningmomentinianiqlaymiz m(F,  F " )  = F d  = /m„(F).

Binobarin qo‘yilgan juftning momenti A nuqtaga qo‘yilgan F  kuch
dan, ko'chirish zarur bo'lgan B nuqtaga nisbatan momentga teng bo'ladi. 
Bu teoremaning tafsiloti 45- va 46-shakllarda tasvirlangan.

2. Tekislikda ixtiyoriy joy lashgan kucldar sistemasini bir markazga keltirish 
Bosh vektor va bosh moment. Qattiq jismga tekislikda ixtiyoriy joylash-

gan F,,F2„..,Fn kuchlar sistemasi ta ’sir qilsin.

47-shakJ.
Tekislikda keltirish markazi deb ataluvchi ixtiyoriy O nuqtani olib, 

momentlari m r mv mn bo'lgan qo'shilgan juftlarni qo'shib, hamma kuch-

larni shu markazga keltiramiz (47-shakl). Demak (F i,F 1,...,FH). Kuchlar

sistemasi O nuqtaga qo'yilgan F / .F / , . . .^ ' kuchlar sistemasiga va bir 
tekislikda joylashgan momentlari

=  wo(F,), m1 = m0(F2)...ma = m0( F J  (3.9) 
bo'lgan juftlar sistemasiga ekvivalent bo'ladi.
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О nuqtaga q o ‘yilgan kuchlarni qo 'sh ib , ularni bitta kuch bilan al- 
mashtiram iz:

= (3.10)

M odomiki Y .F \  = , u holda R ' = Y.Ft kattalik berilgan kuchlar*»l *»!
sistemasining bosh vektori deb ataladi. Binobarin tekislikda ixtiyoriy joy- 
lashgan kuchlar sistemasini bosh vektori beriigan kuchlarning geometrik 
yig'indisiga teng ekan. Tekislikda joylashgan qo'shilgan juftlarni jarnlab, 
momenti M 0=mt+m2+...+mn bo‘lgan bitta juft bilan almashtiramiz. For
mula (3.9)ni e’tiborga olib, quyidagiga ega bo‘lamiz:

К  = m0 (Ft ) + m„ (F,) + ... + m0 (F )
yoki

M 0= £ m 0(Ft ). (3.11)it* I
Moment M o berilgan kuchlar sistemasining О keltirish nmrkaziga nis- 

batan bosh momenti deb ataladi. Demak. tekislikda ixtiyoriy joylashgan 
kuchlar sistemasini biror markazga nisbatan bosh momenti berilgan siste- 
maning kuchlaridan keltirish markaziga nisbatan olingan momentlarning 
algebraik yig'indisiga teng. Olingan natijani quyidagi teorema shaklida 
keltirish mumkin. Tekislikda ixtiyoriy joylashgan kucldar sistemasini umu- 
miy holda, sistemaning bosh vektoriga teng bo'lgan va qandaydir О 
nuqtaga qo'yilgan bitta kuch va shu tekislikda yotuvchi momenti berilgan 
kuchlar sistemasining shu nuqtaga nisbatan bosh momentiga teng bo'lgan 
bitta juft bilan almashtirish mumkin (48-shakl).
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Bosh vektor R ' ni miqdor va yo'nalishini analitik aniqlash. Koordi- 
nata sistemasi boshini keltirish markazi О nuqtada olib (48-shakl) OX 
va O Y  o ‘qlarini o'tkazib, R ' ning miqdorini quyidagi formula yordami- 
da aniqlaymiz:

R '= j (R[ )  +(/?;)•’ . (3.12)

Bunda R, va Ry bosh vektor R' ning koordinata o ‘qlaridagi proyck- 
siyalaridir (3.10). Tenglikni koordinata o'qlariga proyeksiyalab, quyida- 
gini olamiz:

= (3.13)

Y a ’ni, kuchlar sistemasi bosh vektorining koordinata o 'qlaridagi 
proyeksiyalari, kuchlarning shu o‘qlardagi proyeksiyalarining algebraik

yig'indisiga tengdir. Formula (3.12)ga R, , R, larning qiymatlarini (3.13) 
formuladan keltirib qo‘yib, quyidagini olamiz:

R '= J (± F by  + ( i F h.y  . (3.14)V *=1 *=i

Bosh vektorning yo'nalishi. uni OX  o ‘qi bilan tashkil qilgan j bur- 
chagi orqali quyidagicha aniqlanadi:

R'
tg9  = - r r -  (3-15)

Shuni ta ’kidlaymizki, bosh vektor R ' keltirish markazini o'zgartirish 
bilan o ‘zgarmaydi, chunki berilgan kuchlar sistemasining m iqdor va 
yo'nalishlari o ‘zgarmas qoladi.

Keltirish markazi o'zgarishi bilan bosh momentning o'zgarishi. Ber

ilgan (FI,F„...,FII) kuchlar sistemasini bir О markazga keltirib, О nu-
qtaga qo'yilgan R '  kuchni va momenti M o bo'lgan juftni olamiz (49- 
shakl).
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49-shakl.
Keltirish markazi uchun boshqa O, nuqtani olamiz va bu nuqtaga 

nisbatan bosh momentni M,h deb belgilaymiz, 7?'kuchni 0  nuqtadan Ot 
nuqtaga ko'chirish uchun raomenti Ot nuqtaga qo'yilgan R' kuchdan 
Oi nuqtaga nisbatan olingan kuch momentiga teng bo‘lgan, ya’ni M ol 
(R') juftni qo'shish kerak. Bu juftni kuchlar sistemasining O ga keltirish 
natijasida hosil bo 'lgan juft bilan qo ‘shib. momenti quyidagiga teng 
bo‘lgan bitta juft hosil qilamiz

M rJt =M„ + m^(R') (3.16)

bundan

M ^ - M 0 = m ^ R ')  (3.17)
Demak, keltirish markazi o'zgarishi bilan bosh momentning o'zgarishi 

oldingi markazga qo‘yilgan bosh vektordan, keyingi markazga nisbatan 
olingan momentga teng bo‘lar ekan.

3. Keltirishning xususiy hollari. Tekislikda ixtiyoriy joylashgan kuchlar 
sistemasini sodda hollarga keltirish. Tekislikda ixtiyoriy joylashgan kuch
lar sistemasini biror O m arkazga keltirishda quyidagi xususiy hollar 
mavjud

1) R '= 0, M 0 *  0,

2) R'*0,  = 0,

3) £ v o ,  M u*0 ,

4) R'=0, M 0 = 0.

47



1) Kuchlar sistemasini bir juftga keltirish
Agar tekislikda ixtiyoriy joylashgan kuchlar sistemasini bosh vektori 

nolga teng bo'lib, biror markazga nisbatan bosh momenti nolga teng 
bo'lmasa, u holda bunday sistema bir juftga keladi. Bunday holda bosh 
momenti keltirish markazining tanlanishiga bog'liq boim aydi, haqiqatan 
ham, agar R -0  bo'lsa, u holda (3.17) formuladan M lh = ekanligi kel- 
ib chiqadi.

2) Kuchlar sistemasini bir teng ta ’sir etuvchiga keltirish. Teng ta ’sir 
etuvchining momenti haqida teorema

Faraz qilaylik kuchlar sistemasining bosh vektori nolga teng bo'lmasa, 
u holda bunday sistema bitta teng ta ’sir etuvchiga keltiriladi (2 va 3 
xususiy hollar).

Agar (F ,, kuchlar sistemasini biror O markazga keltirish nati-

jasida bitta kuch R = t .F k va momenti M (t= '¿m 0(Fl ) b o igan  bitta
*«•

juft hosil bo'lsin. Juft tashkil etuvchi kuchlar miqdorini bosh vektorga 
teng qilib olib, ya’ni, R '=R"z=R  va juft tashkil etuvchi kuchlardan 
birini O nuqtaga R'  bilan qarama-qarshi yo'nalishda joylashtiramiz (50- 
shakl) juft (R,  R")  ning yelkasi quyidagi formuladan aniqlanadi:

Hosil boigan (R ,R  ,R )  kuchlar 50-shakl sistemasi bitta R  kuchga

ekvivalent bo'ladi. Darhaqiqat, R berilgan (Ft. F,,...,Fu) kuchlar siste
masining teng ta ’sir etuvchisi boiadi.

50-shakl.
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Teng ta ’sir etuvchining momentiga oid Varin ’on teoremasi 
Teorema. Tekislikda ixtiyoriy joylashgan kuchlar sistemasi teng ta ’sir 

etuvehisining shu tekislikda yotuvehi ixtiyoriy nuqtaga nisbatan momen- 
ti berilgan kuchlardan shu nuqtaga nisbatan olingan kuch momentlari- 
ning algebraik yig'indisiga teng.

Isbot. 50-shakldan ko'rinadiki, m0(R) = R d . R=R' ekanligi va (3.18) 
formulani e’tiborga olib quyidagini yozish mumkin:

Teorema isbotlandi.

15-§. Tekislikda ixtiyoriy joylashgan kuchlar sistemasining muvozanat
shartlari

Tekislikda ixtiyoriy joylashgan kuchlar sistemasi muvozanatlashishi 
uchun quyidagi shartning bajarilishi zarur va yetarlidir:

Agar biror shart bajarilmasa, u holda kuchlar sistemasi teng ta ’sir 
etuvchiga yoki juftga keltiriladi, ya’ni muvozanatda bo'lmaydi. Agar

R 1 = 0 b o isa , u holda sistema momenti M 0 bo igan  juftga keltiriladi, 
modomiki M 0=0, u holda sistema muvozanatda bo’ladi. (3.20) shartdan 
tekislikda ixtiyoriy joylashgan kuchlar muvozanatining quyidagi analitik 
shartlari kelib chiqadi.

1. Muvozanat shartining asosiy ko'rinishi

Bosh vektor R ' va bosh moment M0 quyidagi formulalar yordamida 
aniqlanadi:

mn(R) = M a yoki m„(R) =
H

(3.19)

R'= 0 va Mo = 0 (3.20)

Agar R' = 0 va M 0=0 bo isa , u holda

± F b =0, I F  = 0 , 2 > / F J  = 0. (3.21)A'»l *mt ^ tml

49



Y a’ni, tekislikda ixtiyoriy joylashgan kuchlar muvozanatda boiishi 
uchun, kuchlarning koordinata o'qlaridagi proyeksiyalarining yig‘indisi, 
kuchlarning ta ’sir tekisligidagi biror nuqtaga uisbatan olingan moment- 
larning yigindisi nolga teng boiishi zarur va yetarlidir. Bogianishdagi 
jism larn ing  m uvozanatiga oid m asalalar yechishda (3.21) shartda 
nom a’lum reaksiya kuchlari ishtirok etadi va muvozanat tenglamari deb 
ataladi. Agar nom a’lum reaksiyalar soni ular qatnashgan tenglamalar so- 
niga teng bo‘lsa, u holda hamma nom aium lar shu tenglamalardan aniq- 
lanadi. Bunday masalar statik aniq masalalar deb ataladi. Agar nom a’lum 
reaksiyalar soni, ular qatnashgan tenglamalar sonidan ko‘p bo‘lsa, u hol
da bunday masalalar statik aniqmas masalalar deb ataladi.

2. Muvozanat shartining ikkinchi shakli
Tekislikda ixtiyoriy joylashgan kuchlar sistemasi muvozanatda boiishi 

uchun kuchlarning ikkita A \ a B  nuqtalarga nisbatan olingan momentlari- 
ning yig‘indisi, hamda AB  kesmaga perpendikulär bo'lmagan OX  o'qiga 
proyeksiyalarining yigindisi nolga teng boiishi zarur va yetarlidir (51- 
shakl):

1 ^ = 0

i > , ( F t ) = 0 
1-1 ►

± m > m  = 0 (3.22)

a  ^90"

л:

В
51-shakl.
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J. M uvozanat shartining uchinchi shakli
Tekislikda ixtiyoriy joylashgan kuchlar muvozanatda bo'lishi uchun 

kuchlarning bir to ‘g‘ri chiziq ustida yotmagan uchta A, В va С nuqtalar- 
ga nisbatan olingan momentlarining yig'indisi nolga teng bo'Iishi zarur 
va yetarlidir:

Í m ¿ F t ) = 0, = 0, ± m c(Ft ) = 0. (3.23)Ы k-l
Eslatma: (3.22) va (3.23) shartlar isbotsiz taklif etildi.

4. Tekislikda parallel joylashgan kuchlarning muvozanat shartlari 
Agar hamma kuchlar O Y  o'qiga parallel bo'lsa (52-shakl), u holda

¿ ^ = 0 ,*-1
modomiki

t F ly = ± F k 
*-l *-l

va muvozanat sharti quyidagi ko'rinishni oladi:

± F t = 0, ± m o( F . )  = 0 (3.24)

52-shakl.
Demak, tekislikdagi parallel kuchlar muvozanatda bo ‘lishi uchun 

kuchlarning algebraik yig‘indisi va shu tekislikdagi biror nuqtaga nisba
tan olingan momentlaming yig'indisi nolga teng bo'lishi zarur va yetar
lidir.
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Tekislikda parallel kuchlar muvozanat shartining ikkinchi shakü.
Tekislikda ixtiyoriy joylashgan parallel kuchlar muvozanatda bo'lishi 

uchun, bu kuchlarga parallel bo'lgan chiziq ustida yotmaydigan ikki A 
va B nuqtalarga nisbatan olingan kuchlar momentlarining yig'indisi nolga 
teng bo'lishi zarur va yetarlidir, ya’ni

Reaksiya kuchlarini aniqlashga doir qo‘shimchalar
Bog'lanishlarning bir necha xil turlari va ularning reaksiyalari l-bob- 

ning 3-§da berilgan. Xususan bog'lanish ishqalanishsiz silindrik sharnir 
vositasida bajarilgan bo isa , sharnir bog'lanish reaksiya kuchi silindrik 
o'qiga perpendikulär bo igan  tekislikda yotishi ko'rsatilgan edi. Reaksi
ya kuchining yo'nalishi nom a’lum bo'lib, jismga ta ’sir etuvchi boshqa 
kuchlarga bog'liq bo'ladi. Jism tekislikda ixtiyoriy joylashgan kuchlar 
ta ’sirida muvozanatlashishiga oid masala yechiladigan bo'lsa, qo'zg'alm as 
sharnirning reaksiya kuchi R t ning miqdor va yo‘nalishi nom a’lum (53- 
shakl). Shuning uchun uni OX  va O Y  koordinata o 'qlari bo'ylab X A va 
YA tashkil etuvchilar orqali tasvirlab, RA ning miqdor va yo‘nalishi quy- 
idagi formulalar yordamida aniqlanadi:

Qistirib mahkamlangan bog ian ish  (54-a shakl). Agar jismga tekis
likda ixtiyoriy joylashgan kuchlar ta ’sir qilsa, bu kuchlar sistemasini 
markazga keltirish natijasida, A nuqtaga qo'yilgan R A kuchi va momenti 
M A bo'lgan juft hosil bo'ladi. N om aium  R A reaksiya kuchini koordinata 
o 'qlari bo'ylab X A va ŸA tashkil etuvchilari orqali tasvirlaymiz.

± m A(F<) = 0, 2 > S(F*) = 0 (3.25)*=l «̂1

53-shakl.

52



54-shakl.
Binobarin jism ning qistirib m ahkaralangan kesmasida reaksiyaning 

ikkita X A va YA tashkil etuvchilari ham da, raomenti M 4 bo‘lgan reaktiv 
juft ta’sir qiladi.

9*-masala. (54-a shakl)da ko'rsatilgan to'sinning tayanch reaksiyalarini 
aniqlang.

Yechish. AB  to'sin tekislikda ixtiyoriy joylashgan kuchlar sistemasi ta ’sir 
qiladi. Intensivligi q b o igan  tekis taqsimlangan küchni to 'piangan Q 
kuch bilan almashtiramiz. Bu kuch DB kesmaning o'rtasiga qo‘yilgan 
va miqdori Q = q a  ga teng. Muvozanat tenglamalarini tuzamiz:

¿ / ^ = 0 ,  X i -P -c o s a r  = 0,i=»

¿ ^ = 0 ,  X A - P  s m a - Q - 0 ,  

¿m ^(Ft ) = 0, M t -  P ■ as'm a  -  Q ■ 2,5 ■ a = 0.
(9M )

(9*. 1) tenglamalar sisteraasini X A, YA. M A larga nisbatan yechib quyi- 
dagilarni olamiz:

X A = P - c o s a ;  YAP - s \ n a  + Q = P s m a  + qa. (9*. 2)
U holda:

R t = yjx]  + Yj = ^ ( P c o s a ) 1 + (P  sin a  + qa)2 =
;------------ :------------- r  (9*. 3)

= y P ' + 2 P q a sm a  + (qa) .

M A = Posin a  + Q ■ 2,5a = Pa sin a  + 2,5qa'. (9*. 4) 
10*-masala. 55-shaklda ko ‘rsatilgan to'singa ta ’sir qiluvchi kuchlar 

ta’siridan uning A v a ß  nuqtalaridagi tayanch reaksiyalarini analitik usulda 
aniqlang. Berilgan:
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Q m A y

aVxV
k -  g  > k — 0—

55-shakl.

A[m] a P P[N] q[N/m] M[Nm]
2 30° 60° 6 3 12

Yechish. /45 to'sinni erkin jism deb qarab muvozanatini tekshiramiz. 
Unga quyidagi kuchlar ta ’sir qiladi:

1. Vertikal bilan a burchak tashkil qilgan P  kuchi.
2. Momenti M  ga teng bo'lgan juft kuch.
3. a uzunlik bo‘ylab tekis tarqalgan yoyilgan kuch, uning teng ta ’sir 

etuvchi miqdori:

Q = q a, ya’ni Q = 3
N_

m
2 [m] = 6 N. ( 1 0 M )

4. BogManish reaksiya kuchlari: R it X B, v a  YH . Muvozanat tenglama- 
larini yozamiz:

n

= X H - RA cosß  + P s in a  = 0,

X  m'* ( ) = Yh ' 3o + M  -  Q ■ -  a -  P cos a  ■ a = 0.,
*=i 2
n — 3

X  mn ( ) = s‘n ß ' 3tf + P cos ol ■ 2a + O — a + M  = 0.
*»i 2

( 10*.2)

Berilgan son qiymatlarini (10*.2) tenglamalar sistemasiga qo‘ysak, 
quyidagilarni olamiz:
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X„ -  Ra • eos60" + 6sin 30“ = 0,

Ya -3-2 + 1 2 - 6 —•2 -6 co s3 0 "  - 2 = 0,
2

- R ,  s in 60" - 3-2 + 6cos30° -2-2  + 6 —-2 + 12 = 0.
2

(10*.3)

(10*.3) tenglamalardan

X» ~  0,5/f, +3 = 0, X B = \,92N , 
Yt -  2,73 = 0, YB= 2 J 3 N ,

-  0,86/?, + 8,46 = 0, ^  = 9,84,/V.

16-§. Jismlar sistemasining muvozanati

Odatda, o 'zaro  bog'langan (sharnir, arqon, sterjen vositasida), bir 
necha jismlardan tashkil topgan qurilmalar ko'proq uchraydi. 56-shakl- 
da ikkita AB  va BD jismlar o 'zaro B sharnir yordamida biriktirilgan sis
tema tasvirlangan. A va D nuqtalardagi tayanch reaksiya kuchlari va B 
sharnirdagi o‘zaro bosim aniqlanishi talab qilindi. B sharnirdagi o ‘zaro 
bosim kuchi miqdor va yo'nalish jihatidan nom a’lum. Shuning uchun 
uni koordinata o 'qlari bo'ylab tashkil etuvehilar orqali tasvirlaymiz va 
ta ’sir hamda aks ta ’sir aksiomasiga asosan quyidagiga ega bo'lamiz:

X a, Yn tashkil etuvehilar BD jismga ta ’sir qiladi va X \. Y\\& c AB  
jismga.

56-shakl.
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Tashqi bogianishlam i bogianish reaksiya kuchlari bilan almashtirib, 
muvozanat holatdagi o ‘zgaruvchan mexanik sistemani hosil qilamiz, har 
ikkala jism ham B sharnir atrofida aylanishi mumkin. Qotish prinsipiga 
asosan, bu sistema uchun xuddi absolut qattiq jismga o'xshash, uchta 
muvozanat tenglamasini tuzamiz. Bu tenglamalar sistemasi nom aium lam i 
aniqlashda ojizlik qiladi. Bundan tashqari masalani yechish uchun jism- 
lardan birortasini, masalan BD jismning muvozanatini ko'rish va u uchun 
uchta muvozanat tenglamasini tuzish kerak. Bu masalani boshqacha tar- 
tibda ham hal qilsa bo'ladi. Ya’ni, har ikkala jism uchun alohida-alohida 
muvozanat tenglamasini tuzish mumkin.

17-§. M asalalar yechish

ll* -m asala . 57-shaklda tasvirlangan qurilmaning A tayanch reaksi- 
yasi CE sterjendagi zo'riqishini aniqlang. Qurilmaga intensivligi q boigan 
AB  to'sin o ‘qiga perpendikulär tekis taqsimlangan va gorizontal P  kuch 
t a ’sir e tad i. Bir jin s li A B  to 's in n in g  o g ‘irligi G=20jV, P = \0 N ,  
q=30 N/m. AD=DC=CB=\m  boisin . CE sterjenning og'irligini e’tiborga 
olmang.

Yechish. Muvozanatdagi AB  to'sinni tekshiramiz. Tekis taqsimlangan 
yukning ta ’sirini to'plangan Q kuch bilan almashtiramiz. Bu kuch AD  
boiakning o'rtasiga qo‘yilgan bo'lib, miqdori

Q = q A D  (11*1)
ga teng. AB  jismni bog'lanishlardan xoli qilib, bog'lanish reaksiyalari bi
lan almashtiramiz. A sharnirdagi nom a’lum reaksiyani koordinata o'qlari 
bo'ylab yo'nalgan tashkil etuvchilari orqali tasvirlaymiz. C sharnirdagi

Rc reaksiya kuchi sharnir o 'qi bo'ylab yo'nalgan bo'ladi.
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¿ F b = 0  X A +0-COS6O '1 -cos45u - / *  = 0. (11*.2)
*«0

± F b = 0 r <- 0 - c o s 3 O n - G  + Är -cos45°=O . (11*.3)
*cO

— AD
Z.m,(F) = 0 - Q ~ - G  AO'+R,. AC, + P AB,=0. (11*.4)

' 2
S hakldan q uyid agilarni an iqlaym iz:

AR
AO. = A 0 c o s3 0 °  = —  cos30°,

1 2
ЛС, = Л С -sin 75°, Л5, = Л В 5тЗО°.

Bularni (11*.4) tenglam aga qo 'y ib , quyidagini hosil qilamiz:

АП AR
_ о .Û±L- G y  cos30" + Ä,. • A C • s in 75" + P  A B -s in 30". (l l*.5)

(11*.5) dan (11 *.6) tenglam aga R C  m oduiini aniqlaymiz:

„ Q ■ AD + G ■ AB ■ cos3Q" - 2 P  ■ A B -sir\30"
•’ _  л  Л Г - *  • -7Г0 0 *2 A C s m l 5

K attalik lam i o 'm iga  son qiym atlarini qo 'y ib  quyidagini olamiz:

„ 30 • 1 + 20 • 3 • 0,86 -  2 10 • 3 • 0,5
Я = -------------------- :-----------------------= 13,3 N. i l l*  7)

2 -2 -0 ,9 7  u  ;
(1 1*.2) va (11 *.3) tenglam alar sistemasidan X A va YA lar aniqlanadi:

X A = P + R( -cos 45“ -  £  - cos 60“ = 10 +13,4 -0,7 -3 0  0,5 = 4,3 N. (1 1*-8)

Я
Ya = <2 cos 30" + G - R r cos 45° = 30 • —  + 20 -13 ,3  • 0,7 =  36,65 M (ll*.9)

X A va YA lar orqali, to 'liq  reaksiya R . kuch quyidagi formula yordami- 
da aniqlanadi:

R,=J{X.,): + ( y j  = V4-3-+36,6-' = V18.49+ 1339.56 = /̂1358.05 =36.85 N. (11*.10) 
I2*-masala. 58-shaklda tasvirlangan qurilm aning tayanch reaksiyalari 

va jismning D nuqtasidagi o 'za ro  bosimini aniqlang. DE  to 'sin D nuqtasi 
AB  to ‘singa erkin tayangan.

Muvozanat tenglamalarini tuzamiz:
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Bcrilgan.

P = 30n/3N. G, = 40N. G, = 30N. M  = 150J3N  ■ m, 

a =  60°.q = 100N/m. AC = CB = 2KB = 2m. EO = OD = 1,5m, P = 60°.

Yechish. Sistema ikkita jismdan tashkil topgan AB  va DE  to'sinlardir. 
H ar bir jismning muvozanatini alohida-alohida ko ‘ramiz (58-shakl). DE 
to ‘singa berilgan G, kuch va momenti M  bo'lgan juft kuch ta ’sir qiladi. 
A B  to 'sinning DE to'singa ta ’sirini, AB  to 'sin o 'qiga tik yo'nalgan reaksi-

ya kuchi bilan almashtiramiz. E  sharnim ing reaksiyasini X e  YE koordi- 
nata  o 'q lari bo 'ylab yo'nalgan tashkil etuvchilar orqali tasvirlaymiz. AB 
to 'singa quyidagi berilgan kuchlar: P v Gv Q lar ta ’sir qiladi, chunonchi Q 
kuch AB  to 'sinning AC  qismining o 'rtasiga ta ’sir qilib, miqdori quyidagi-

ga teng: Q=q- AC; DE  to'sinning AB  to 'singa ta ’sirini R:¡ - - R 0 reaksiya

kuchi bilan almashtiramiz (ta ’sir aks ta ’sir aksiomasiga asosan) m ustahkam  
m ahkam langan bog'lanishning A qirqim ida hosil bo 'lgan reaksiyani koor-

dinata o 'qlari bo 'ylab yo'nalgan X 4, Y A taslikil etuvchilar va momenti 
M A bo 'lgan juft kuch bilan almashtiramiz. DE  jismga ta ’sir etuvchi kuch
lar uchun m uvozanat tenglamasini (3.22) ko ‘rinishda tuzamiz. Bunda mo- 
ment m arkazlari uchun E  va D nuqtalam i olamiz.

B

58-shakl.
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Z m r(FK) = 0; - M - G ,  ■ OE ■ sin /3 + R„ ■ D E-s\nj3 = 0. (12M ) 

'Lml\F K)=&, - M - Y e ■ DE sinP+G, OD sin/7-A ^ -D£cos/? = 0.(12*.2) 
0; * £=0. ( 12*.3)

A B  jismga ta ’sir qiluvchi kuchlar uchun m uvozanat tenglamasini (3.21) 
k o 'rin ish d a  tuzamiz va bunda m om ent m arkazi uchun A nuqtani olamiz: 

y  F, = 0  P -c o sa  + X A = 0 . (12*.4)
= 0  - R B+ P s i n a - G t -Q + Y A =0. (12*.5)

£ m J F t ) = 0 - P A K - s i n a + G r AC + Q -~ -A C  + M , = 0 . (12*.6)

Tenglamalarsistem asini yechib, ketma-ket quyidagilarni olamiz: (12*.l) 
tenglam adan:

\â r ' / i r  • n 150>/3 +40-1 ,5 -—  icc\M + G .-O E  s m £  =--------------  ------- 2 _ = 360 = I 2 0 R
1 D E -sin /?  3

2
( 12*.2) tenglam adan:

y  ... M  + G, -O P -sin /?  » 5 0 7 3 - 4 0 - 1 ,5 - ^  2 4Q  ^  ^

* £>£-sin/7 >/3 3
2

(12*.4) tenglam adan:

X A = -P c o sa  = - \5 y f3 * -2 6  M  
( 12*.5) tenglam adan:

Ya =RH -  P s in a  + Gz +<2 = 120-30>/3 “  + 30 + 100-2»305  N.

( 12*.6) tenglam adan

\ f À =  P  A K  s i n a + C ,  A C - Q —  =  3 0 j 3 1 — - 3 0 - 2 - \ 0 0  2 \ =  - l 2 5  N.
À 1 *  2 2
va A /, m iqdorlarning m anfiy ishorali bo'lishi, ularning yo'nalishlari 

sh ak ld a  k o ‘rsa tilg an  y o ‘n a lish la rg a  q a ra m a -q a rsh i y o 'n a lish la rd a  
boMishidan dalolat beradi. X £=0 bo ‘lgani uchun E  sharnim ing reaksiyasi
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R e~ Y e b o ‘lad i. A s h a rn irn in g  to 'l iq  re a k s iy a s in in g  m iq d o ri

r a =J x j +ya = 93701 * 306,1 N bo 'ladi.
13*-masala. C  sham ir yordam ida tutashtirilgan qo 'shm a ram aning A 

va B tayanch sharnirlaridagi reaksiyalarini aniqlang. R am aga P t va / \  
kuchlar, CE  bo 'lim ga intensivligi q bo 'lgan tekis taqsim langan yuk ta ’sir 
qiladi. H am da ram aning CDB o 'n g  qismiga momenti M  bo 'lgan  ju ft kuch 
ta ’sir qiladi (59-shakl).

Berilgan. P, =6 kN, P2=22 kN, M=  10 kN  m, q - 2 kN/m, AE=a=3m, 
E C -C D -b -2  m, AH=C=2 m, B K -D K , a  = 45».

59-shakl.

Yechish. M asalani hal qilishda avval butun sistema, y a ’ni ram aning 
m u v o zan a tin i, keyin un ing  b iro r b o ‘lag in ing  m u v o zan a tin i k o 'r ish  
m aqsadga muvofiqdir. Butun ram aning m uvozanat tenglam alarida C bir- 
lashtiruvchi sharnirning reaksiya kuchlari ishtirok etm aydi, chunki bu 
kuchlar ichki kuchlar hisoblanadi. P2 kuchidan A nuqtaga nisbatan m o
m ent olish uchun uni tashkil etuvchilarga ya’ni Plx va Pu  larga ajratib, 
teng ta ’sir etuvchining m om enti haqida Varin’on teorem asidan foydalana- 
miz (59-shakl).

Bunda:

Ply = P2 • cos a , Pu  = P} ■ sin a  .

Butun ram a uchun m uvozanat tenglam asi quyidagicha bo'ladi.

I / « , ( F t ) =  O , - ^  C - 0 ~  + M  + P „ - ^ - P ,y -A M + y i, A B  = 0. (13*.1)
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2 X ( F J  =  0, -  Y{ • AB -  C + Q -LB  + M  + Р,- BK  = 0. (13*2)

£ F h = 0 , -sin<* +  * „ = ( ) .  (13*.3)
B o'lak lar va a  burchak q iym atlarini tenglam alarga q o 'ysak , quyida- 

gi ko'rin ishni oladi

-2 P i - 2 q + M  + j P t - j 2 ~ - P r j 2  + 7 -Y ,=  0. (13*.4) 

- l Y A-2 P l + \2q  + ni + ~ -P } -yf2= 0. (13*.5)

Pi + X t - L p 3 .J 2 + X „ = 0 .  (13*.6)

Butun ram aning AEC  chap qismini ajra tib  olamiz (60-shakl). Ram a- 

ning tashlab yuborilgan CDB qismining AE C  qismiga ta ’sirini X c va Yr

kuchlari bilan alm ashtiram iz. B ular Rr reaksiya kuchini koord inata  
o ‘qlari bo 'y lab  tashkil etuvchilaridir.

60-shakl.
R am aning  AEC  chap qism iga ta ’sir etuvchi kuchlar uchun muvo- 

zanat tenglam alari quyidagi ko 'rin ishda b o ‘ladi:

l m (( ^ )  = 0, ~Pt C - Q  ^  + Yc - b - X c -a = 0. (13*.7)
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Z.mr (Ft ) = 0, - Y , - b + X A a  + Pr ( a - c )  + Q ~  = 0 .(i3* .8)

1 ^ = 0, YA + q b  + Yc = 0 .  (13*.9)
M asofalarning qiym atlari qo 'y ilgach, (13*.7); (13*.8); (13*.9) teng- 

lam alar sistemasi quyidagi ko 'rinishni oladi:

- P , - 2 q  + 2Yr - 3 X C = 0 .  (13*. 10)

- 2 Y i + 3 X i +Pl +2q = 0 . (13*.11)

YA- 2 q  + Y(.= 0 .  (13*.12)
Tuzilgan 6 m uvozanat teng lam alar sistem asini b irgalikda yechib, 

nom a’lum reaksiya kuchlarni aniqlaym iz (13*.4) tenglam adan YB ni aniq-

YB = -
1

laymiz:

■ IP, + 2 q -m  + ̂ P 27 2  + j P 27 ^  = 2 kN.

(13*.5) tenglam adan YA ni aniqlaymiz:

Ya = -(-2 P , + 12q + т + — Р2'Л ) = 4 k N .
7 4

(13*. 11) tenglam adan X A ni aniqlaymiz:

X A=~(2YA- P l -2 q )  = - —faO,7 k N .

(13*.6) tenglam adan X B ni aniqlaymiz:

X B = -P. + X A+ -P 1^  = - — * 3 .3 k NВ ,  A 2  2 3

(13*.12) tenglam adan Yc =2q - Y A = 4 - 4  = 0 .
(13*.10) tenglam adan Уг ni aniqlaymiz:

= - (-2 P , + 2q) = » -5,3 kN .
3 ‘ 3

X A, X B va lam in g  m anfiy  ish o ra li b o 'lish i, u la rn in g  sh ak ld a
k o 'r s a tilg a n  y o 'n a lish la rg a  q a ram a-q a rsh i y o 'n a lg a n  ek an lik la rin i
ko 'rsa tad i.
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TAKRORLASH UCHUN SA VOLLAR

1. Kuchninig nuqtaga nisbatan momenti deb nimaga aytiladi?
2. Kuchning nuqtaga nisbatan momenti qachon nolga teng bo ladi?
3. Kuchni ta 'sir chizig 7 bo ‘ylab ko ‘chirilsa, kuch momenti o ‘zgaradimi?
4. Kuchning nuqtaga nisbatan momentining geometrik ma 'nosi qanday?
5. Teng ta 'sir etuvchi kuchning momenti tashkil etuvchi kuch/ar mo

menti orqali qanday hisoblanadi?
6. Juft kuch deb nimaga aytiladi?
7. Juft kuch momenti qanday hisoblanadi?
8. Qanday ju ft kuchlar ekvivalent bo ‘ladi?
9. Tekislikdagi ju ft kuchlarni qanday qo ‘shish mumkin?
10. Tekislikdagi ju ft kuchlarning muvozanat shartlari qanday?
11. Kuchni o ‘ziga parallel qanday ko ‘chirish mumkin?
12. Tekislikdagi kuchlarni bir markazga keltirish natijasida nima hosil 

bo ‘ladi?
13. Kuchlar sistemasi bir markazga keltirilsa qanday hollar bo ‘lishi mumkin?
14. Tekislikda ixtiyoriy joylashgan kuchlar sistemasining muvozanat 

shartlari qanday?
15. Tekislikda parallel joylashgan kuchlar sistemasining muvozanat shart

lari qanday?
lô.Jismlar sistemasida reaksiyasi kuchlarini aniqlash masalasi qanday 

yechiladi?
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IVBOB.  FERMALARDAGI ZO'RIQISHLARNI ANIQLASH

18-§. Fermada hosil boMadigan zo‘riqish kuchlarini hisoblash usullari

Sterjenlarning uchlarini sharnirli tutashtiruvchi nuqta tugun deb ata- 
ladi. A gar ferma sterjenlari bir tekislikda yotsa, tekis fermular deb atala- 
di. Ferm alar ortiqcha sterjenga ega b o ig a n  va ega b o im ag an  ferm alarga 
bo iin ad i. A gar fermaning bikirligi o 'zgarm asligi uchun undan bir qan- 
cha sterjenni olib tashlash m um kin bo 'lm asa, bunday ferma ortiqcha ster
jenga ega bo'lmagan ferm a  deb ataladi.

A gar ferma sterjenlardan birorta yoki bir nechtani olib tashlaganda, 
uning bikirligi saqlanib qolsa, bunday ferma ortiqcha sterjenga ega bo ‘Igan 
ferma deb ataladi. O rtiqcha sterjenga ega b o im ag an  ferm aning sterjen- 
lar soni m bilan tugunlar soni n orasidagi m unosabatni topamiz.

O rtiqcha sterjenga ega b o im ag an  fermaga oddiy uchburchak misol 
b o ia  oladi, y a ’ni uchta tugunni tutashtirish uchun uchta sterjen zaru- 
rdir. U ndan  keyin qolgan har n-5 ta tugunlarni tutashtirish uchun ikki- 
tadan sterjenlarni birlashtirishni taqozo qiladi. Demak n ta tugunli fer- 
mani hosil qilish uchun m=3+2(«-3) ta sterjenlar zarurdir. Shunday qilib 
quyidagi m unosabatni hosil qilamiz:

m=2n-3. (4.1)
O rtiqcha sterjenga ega b o ig a n  ferma uchun quyidagiga ega bo iam iz:

m>2n-3.
K eyinchalik  o r tiq c h a  s te rjen g a  ega b o im a g a n  tek is fe rm a la rn i 

k o ‘ramiz.
Bundan tashqari quyidagi shartlarning bajarilishini talab qilamiz.
1. Ferm a sterjenlari to ‘g‘ri chiziqlidir.
2. Sharnirlar ishqalanishdan xolidirlar.
3. Ferm aga q o ‘yiladigan kuchlar faqat tugunlarga qo 'y ilgan bo ‘lib 

ferma tekisligida yotadi.
4. Ferm a sterjenlarining o ‘z og'irliklari e ’tiborga olinmaydi. Shu shart- 

lar bajarilganda ferma sterjenlari har qaysisi ulam ing uchlariga qo 'yilgan 
ikki kuch t a ’sirida m uvozanatda b o ia d i .  M uvozanat shartlaridan  bu 
kuchlar m iqdor jihatdan  teng bo ‘lib, sterjen o ‘qi bo 'ylab qaram a-qarshi 
tom onga yo 'nalgan  b o iad i. Ferm aning sterjenlari faqat cho'zilish yoki
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siqilishga qarshilik ko 'rsatadi.
Ferm alarni hisoblash m asalalari: u larni tayanch reaksiyalari va fer

ma sterjenlaridagi zo 'riq ish larn i aniqlashdan iborat. A gar tayanch reak- 
siyalarni va ferm a sterjenlaridagi zo 'riq ish larin i, qattiq  jism  statikasin- 
inu m etod lari yo rdam ida an iq lash  m um kin b o is a ,  bunday  ferm alar 
statik aniq fermalar deb ataladi. Aks holda statik aniqmas fermalar deb 
a talad i.

Ferm ani hisoblash usullarini k o ‘rayotgan paytim izda, ortiqcha ster- 
jenga ega bo 'lm agan ferm alarni statik aniq ekanligiga qanoat hosil qila- 
miz. Ferm alarni hisoblashning bir nechta usullarini ko 'ram iz. Ham m a 
usullarda hisoblash: tayanch reaksiya kuchlarini aniqlashdan boshlana- 
di. Tayanch reaksiyalar butun fermani qattiq  deb qarab  m uvozanat teng- 
lam alaridan aniqlanadi.

1. Tugunni kesish usuli
Ferm a sterjenlaridagi zo 'riqishlarni topishning eng oddiy usuli tugunni 

kesish usulidir. Bu usulda ferm aning tugunlari ketm a-ket kesilib, ular- 
ning muvozanati: berilgan kuchlar, tayanch reaksiyalari va qirqilgan ster- 
jenlam ing reaksiyalari ta ’siridan ko 'riladi.

Shunday qilib, «(n-tugunlar soni) ta kesishuvchi kuchlar sistemasini 
olib, har biri ikkitadan m uvozanat tenglam alarini tuzishimiz mumkin. 
Bu yerdan fermani hisoblash ikkita sterjen tutashgan tugunni kesishdan 
boshlash zarurligi ko 'rinadi.

K eyinchalik n o m a’lum lar soni ikk idan  oshm agan tugunlarn i kes- 
ishga o 'tilad i. Butun ferm a uchun 2 « ta tenglam alar tuzish mumkin. 
Bu teng lam alar sistem asidan 3 ta  tayanch reaksiya kuchlarni tashkil 
etuvchilari va ferma sterjenlaridagi zo 'riq ish lar aniqlanadi. Agar ferma 
m  ta sterjenlardan tashkil topgan b o is a , statik  aniqlash uchun quyid- 
agini olamiz:

m=2n-3. (4.2)

Y a’ni, ferma ortiqcha sterjenga ega bo 'lm agan statik  aniq. Agar ferma
ni to 'liq  hisoblashni, y a ’ni ham m a sterjenlardagi zo 'riqishlarni aniqlash 
zaru r bo'lsa, bu usulni tatb iq  qilish m aqsadga m uvofiqdir.
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61-sh a kl.
14*-masala. 61-shaklda tasvirlangan ferm aning tayanch reaksiyalari 

va sterjenlardagi zo 'riqishlam i aniqlansin. Ferm aga parallel kuchlar ta ’sir 
qiladi: F, = lkN , F2=2kN, F3=3kN. K oordinata sistemasi A xy  ni olamiz, 
tayanch reaksiya kuchlari bilan alm asham iz. Bu ferm aning Statik aniq 
ekanligini oydin lash tiram iz. F erm ada n -1  tugun va m= 11 sterjen lar 
m avjud. Bu holda (4.2) tenglam a o 'rin li ekanligini osonlikcha ko 'rish  
m um kin. B nuqtadagi reaksiya kuchi R B ni BK  sterjen bo 'y lab  yo 'nal- 
tiramiz. Tayanch A dagi reaksiya kuchi m iqdor va yo 'nalish  jihatidan  
nom a’lum bo'lganligi uchun, uni koord inata o 'q lari bo 'y lab  yo 'nalgan 
XA, Ya tashkil etuvchilari orqali tasvirlash qulaydir. Reaksiya kuchlarini 
aniqlash uchun uchta m uvozanat tengiam alarini tuzamiz:

1 ^ = 0 ;  X a - R „ =  0; (1 4 M )

Z Fb = 0; YA- F , - F s - F t = 0; (14-.2)

Z m A(Ft ) = 0; 4RB- 9 F i - 6 F 1 -3 F ,= 0 .  (14*.3)
(14*.1); (14*.2) va (14*.3); tenglam adan: X 4=RB=6,75 kN; Tw=5 kN; 

R B=6,75 kN.
Ferm a tugunlarini rim raqam lari bilan, stcrjenlarni esa arab raqam - 

lari bilan belgilaymiz. N om a’lum zo’riqishlarni, sterjen bo 'y lab  tugundan 
ketgan deb qaraladi, y a ’ni cho'zuvchi zo 'riqishdir. Agar zo 'riq ishlar man- 
fiy b o 'lib  qolsa, m os sterjen lar siq iladi. Ferm ani h isoblashni, ikk ita  
nom a’lum 5 ,  va S 1 ishtirok etgan /  tugundan boshlanadi.
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M uvozanat tenglam asini tuzamiz:
Y.Fh = 0 X t + 5 , = 0  bundan S, = - X A -  -6 ,75 kN. (14* .4)

1 ^ = 0  Y, + S t =0  bundan 5 , =  -Y A = - 5  kN. (14*.5)
S2 zo 'riqishni bilib, II tugunga o 'tam iz, bunda nom a’lum lar S} va S4 

lardir. II tugun uchun m uvozanat tenglam alarini tuzamiz:

Y.Fb =0 -R „  + S , -cosor + 5 ,- c o s ^  = 0, (14*.6)

Z / V =  0 -  S , -  S , -sin a  -  S 4 -sin y  = 0. (14*.7) 
Berilgan o 'lchovlardan  sterjenlar uzunliklarini aniqlaymiz:

1, = 5 m , 14 =1, = 1„ =3,3 w,

i i I - 1 »  (14*.8)l j  — от, 1 , - 4  от, 1|0 m.

U holda:
c o s a  =0 ,6; sin a  =0,8.
cos/? =0,75; sin/? =0,6675. (14* .9)
cos ̂  =0,909; sin у =0,404.

(14*.6), (14*.7) m uvozanat tenglam alari quyidagi ko'rinishni oladi: 
-6 ,75+0,6S3+0,909S4=0,

5 -0 ,853-0 ,40454=0.
Bu tenglam alardan S3=3,75 kN; ^ = 4 ,9 5  kN kelib chiqadi.
I ll  tugun uchun m uvozanat tenglam alarini tuzamiz:

Z F b = 0 ; S5- S , - ,S , c o s a  = 0, (14*.10)

Z F to= 0 ; S6 + S, sin a  = 0. (14*.11)
(14*. 10) va (14*. 11) tenglam alardan quyidagilarni topamiz:

5 , =-4,505 kN ,

— 2,993 kN.
Keyin, ketm a-ket IV, V va VII tugunlam ing m uvozanatini tekshirib, 

qolgan sterjenlardagi quyidagi zo 'riqishlarni aniqlaymiz:
S7=2,I97 kN , S8=6,598 kN , S’, — 6,153 kN,

S |0= 1,465 kN , 5 ,, =2,475 kN.
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Olingan natijalardan quyidagi xulosalarni chiqaramiz: 3. 4, 8, 10, 11 
sterjenlar cho'ziladi, 1, 2, 5, 6, 7, 9 sterjenlar siqiladi.

2. Sterjenlarni qirqish usuli (R itter usuli).
Ferm a sterjenlaridan b a’zi birida hosil bo 'ladigan zo 'riqishlarni aniq- 

lash zaru r bo 'lsa. R itter usuli m asalaning javobini tezroq beradi. Bu usul 
quyidagidan iborat.

Ferma zo'riqishi aniqlanadigan steijenlardan o'tuvchi biror kontur bi
lan fikran ikki qismga ajratilib, uning bir qismi m uvozanati tekshiriladi. 
Tashlangan qismning ta ’siri, kesilgan sterjenlar cho'ziladi deb qarab, steijen 
o'qlari bo'ylab tashlangan qismi tomon yo'nalgan zo'riqishlar bilan almash- 
tiriladi.

K o'rilayotgan qism uchun m uvozanat sharti tuziladi. Ferm a kontur 
bilan fikran ikki qismga ajratilganda, kesilgan sterjenlaming soni uchtadan 
oshm asligi shart, chunki uchtadan oshsa, tegishli zo 'riq ishlarning soni 
ko 'payib , masala statik aniqm as b o iib  qoladi. R itter m asalalarni oson- 
roq hal qilish uchun shunday tenglam alarni tuzishni tak lif qildiki, bu- 
larda b ittadan  nom a’lum  zo 'riq ish lar qatnashadi.

A gar kesilgan sterjenlar parallel bo 'lm asa, u holda bunday tenglama- 
lar n o m aiu m  zo 'riq ishlar kesishuvchi nuqtalarga nisbatan uchta m om ent 
tenglam alari bo'Iadi. Bu nuqtalar R itter nuqtalari deb ataladi. A gar ikki- 
ta sterjenlar parallel bo 'lib  qolsa, b itta  R itter nuqtasi mavjud bo'lm aydi. 
U holda uchinchi m uvozanat tenglam asi uchun kuchlar proyeksiyalari 
yig'indisining nolga tengligini olamiz.

15*-masala. 62-shaklda tasvirlangan fermaning tayanch reaksiyalari va
3, 5, 6, 8, 9, 10 sterjenlardagi zo 'riqishlarni aniqlang.

Yechish. Tayanch reaksiyalarni aniqlaym iz. Ferm aga ta ’sir ctuvchi

kuchlar va Ru reaksiya kuchlari, parallel kuchlar sistemasi hosil qilgani
uchun R,, reaksiya kuchi ham ularga parallel bo'lishi aniq.

F =  5 N; F,=5 N  kuchlar berilgan.
Parallel kuchlar sistemasining m uvozanat shartlaridan R ,, R B topamiz: 

I M , ( ^ )  = 0; - F r 2 a - F r 3a + RH-5a = 0. (1 5 M )

F2 -2a + Ft - 3 a - R A -5a = 0. (15*.2)

bu tenglam alardan R A= 5 N, R B=5 N  aniqlandi.
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62-shakl.

3, 5, 6 sterjenlarni kesib o 'tuvchi «L N » qirqimni o 'tkazib, fermaning 
chap qismini m uvozanatini tekshiramiz. A, C va D nuqtalar R itter nu- 
qtalari ekanliklarini osonlikcha ko 'rish  m um kin. M uvozanat tenglama- 
larini tuzaraiz

X > , ( ^ )  =  0 S', • ciy/l = 0. (15*.3)

¿ / « <.(FI ) = 0 S, a - R A a = 0. (15*.4)

p n n(Fi ) = 0 - J tA ■2a-Si -a j2 = 0 .  (15*.5)

(15*.3); (15*.4) va (15* 5) tenglam alardan quyidagilarni aniqlaymiz: 
S = 0 , S }=5 N,  S6=-7,14 N.

8 , 9, 10 sterjenardagi z o ‘riq ishIarni aniqlash  uchun «e/» qirqim ni 
o ‘tkazib, fermaning chap qism ining m uvozanatini tekshiramiz. Bu qism 
uchun E  va K  nuqtalari R itter nuqtalaridir.

p n e(Fk) = 0 S,„ 2 a -  Rt -2a = 0. (15*.6)

±m ,(F t ) = 0 - R , -3 a  + F, a - S t -2a = 0. (15*.7)M
(15*.6) va (15*.7) tenglam alardan quyidagilarni aniqlaymiz: 

S ~ 5 N , S ^ 5 N .
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Ss zo 'riq ish  kuchlarni Oy o 'q iga proyeksiyalarning yig'indisi nolga 
tengligidan aniqlanadi:

П
sin a  + S6 cos45° = 0. (15*.8)

*=i
2

Bu yerda: s m a  = —j=. (15* .9)
v5

(15*.8), (15*.9) tenglam adan: Ss=5,5 N.

TAKRORLASH UCHUN SA VOLLAR

1. Fermalami hisoblashning qanday usuHcirini bilasiz?
2. Tugunlarni qirqish usuli qanday usul?
3. Ritter usuli qanday usul?
4. Tugun deb nimaga aytiladi?
5. Fermalarga qanday shartlar qo'yiladi?
6. Ritter usulidan qachon foydalanish qiday?
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V BOB.  ISHQALANISH

19-§. Sirpanib ishqalanish

Tajriba shuni ko 'rsa tad ik i, bir jism  ikkinchi jism  sirtida sirpanganda, 
qarsh ilik  nam oyon b o ia d i, buni sirpanib ishqalanish deb ataladi. Sirpan- 
ishga qarshilik ko 'rsatuvchi kuch ishqalanish kuchi deb ataladi. Sirpanib 
ishqalanish kuchini hosil qiluvchi bosh sabab, jisralar tegib turgan sirt- 
Iarining g‘adir-budirligi tufayh, qisilganjism larning ilashishdir. Ishqalanish 
kuchining nam oyon b o ‘lishi va uning qonuniyatlarini quyidagi tajriba 
orqali tushuntirish m um kin.

G orizontal tekislikda yotuvchi P og 'irlikdagi g 'o iac h ag a  gorizon- 
tal ip vositasida Q yukni qo'yaylik . Buni blok orqali uzatilgan ip uchiga 
tosh qo 'yilgan pallachani osish orqali bajarish m um kin (63-shakl).

G ‘o ‘lachani o g ‘irligi P  bilan tekislikning N  reaksiya kuchi o ‘zaro 
m uvozanatlashishini osonlikcha k o 'r ish  m um kin. G orizontal Q kuchi 
m uvozanatlashm agan, shuning uchun uning m iqdori qanchalik kichik 
bo'lm asin, g‘o ‘lacha sudralishi lozim. Biroq harakat Q kuch qandaydir 
m iqdorga yetgandan keyingina boshlanadi. Bundan ko 'rinad ik i, jism 
larning tegishib turgan sirtlarida N  norm al reaksiyadan tashqari, Q kuch 
bilan m uvozanatlashuvchi qandaydir F kuch paydo bo 'lgan. Shu kuch- 
ni ishqalanish kuchi deb ataladi.

Q

63-shakl.

Jismning q o ‘zg‘alish oldidan hosil bo ‘lgan qarshilik kuchi maksimum 
ishqalanish kuchidir. Ishqalanish kuchi faqat jism ga sirpantiruvchi kuch 
ta ’sir qilgandagina hosil bo 'ladi. Bu kuch jism ni q o 'zg ’atish uchun zarur
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b o ig an  kuchga kattalik  jihatidan  teng va unga qaram a-qarshi yo‘nalgan 
ishqalanish kuchi noldan qandaydir aniq qiym atgacha F  ga o 'zgaradi. 
K o 'p  sonli tajribalarga tayanib , m aksiraal ishqalanish kuchi jism ning 
norm al bosimiga yoki norm al reaksiyaga to ‘g ‘ri proporsional ekanligi 
ta ’kidlangan, y a ’ni

F - r W -  (5-D
Bunda: N -norm al bosim ,/-p roporsionallik  koeffitsenti.
Bu ishqalanish koeffltsienti deyiladi. (5.1) tenglam adan k o ‘rinadiki, 

ishqalanish koeffltsienti /  o 'lchovga ega boMmagan m iqdordir. U jism- 
larning moddiyligiga, ular sirtlarining fizik holatlariga (g 'adir-budurligi, 
namlik, harorat va boshqalarga) bog’liq boMadi. Ishqalanish koeffltsienti 
tajribalar yordam ida aniqlanadi. O datda tavsif qilingan tajribadan foy- 
dalanish qulayroq.

Ishqalanishda (5.1) tenglama o 'rinlidir, faqat harakatdagi ishqalanish 
koeffltsienti Statik ishqalanish koeffitsientidan birm uncha kam roqdir.

Shunday qilib, bog‘lanishning to 'liq  reaksiyasi R nu% norm al reaksiya N

va unga perpendikulär bo 'lgan ishqalanish kuchi F  larning yig‘indisidan 
iborat bo 'lib , norm al bilan qandaydir <p burchak tashkil qiladi.

Ishqalanish kuchi F  noldan F nm gacha o 'zgarganda, to ‘Iiq reaksiya

N  dan Rnu% gacha, uning norm aldan og’ish burchagi noldan gacha 
o ’zgaradi. T o ‘liq reaksiyaning sirtni norm ali bilan tashkil qilgan bur- 
chakning m aksim al m iqdori <Pmx ishqalanish burchagi deb ataladi. 64- 
shakl ishqalanish kuchi urinm a tekislikda ixtiyoriy yo’nalishni oladi, chun- 
ki sirpantiruvchi kuchga bog'liq.

B og'lanishning to ‘liq reaksiyasi R nm yo 'nalish in ing  olishi m um kin 
b o ‘lgan geometrik o ‘rni, qandaydir, uchi jism larning tegishib turgan nuq- 
tasida bo 'lgan  konus sirtdan iborat b o ’ladi. Bu konus sirt ishqalanish 
konusi deb ataladi (65-shakl).

U holda jismning muvozanat holatida to ‘liq reaksiya ishqalanish konusi 
ichida ixtiyoriy yo'nalishda bo'lishi mumkin. Binobarin, g’adir-budur sirt- 
ga tayangan jism muvozanatida unga ta ’sir qiluvchi kuchlaming teng ta ’sir 
etuvchisi. jismlarning tegishib turgan nuqtasidan o 'tib, konus ichida yotadi. 
Faqat shunday kuchgina tayanch nuqtaning reaksiyasi bilan muvozanat- 
lashadi. Agar teng ta ’sir etuvchi ishqalanish konusining tashqarisidan o'tsa, 
u holda reaksiya u bilan muvozanatlashmaydi va jism sirpana boshlaydi.
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ishqalanish
konusi

64-shakl. 65-shakl.

16*-masala. G orizont bilan a burchak tashkil qi- 
luvchi qiya tekislikda og ‘ir jism  yotibdi. Agar ishqalan
ish koefTitsienti/'ga teng b o is a , a  burchagining qan- 
day qiym atida jism  m uvozanatda b o ia d i (66-shakl).

Ycchish. M uvozanat sharti quyidagicha b o iad i:

Y j Fi« =0 F  s in o r - /v Vl= 0 , (16*.1) 66-shakl.

= 0  N - P c o s a  = 0, (16*.2)

bunda. FM - ishqalanish kuchi. (16*.1) va (16*.2) tenglam adan quyida- 
gilarni aniqlaymiz:

F ^ P - s i n a  ,N=P -cos a . (16*.3)
Jism m uvozanatda b o iish i uchun quyidagi shart bajarilishi lozim: 
F.di< f - N  yoki P s i n a  < P - f c o s a . bu yerdan quyidagini aniqlaymiz: 

tg a  < f  va a  <arctg/ ’.
17*-masala. G ild ira k  bilan kolodka (torm ozlovchi) o ‘q orasidagi 

ishqalanish kuchini e ’tiborga olib, Q yuk bilan m uvozanatlashuvchi P 
kuchning m inim al m iqdorini aniqlang. Ishqalanish koeffitsienti f - 0,2 
b o ig an d a  bog ian ish  reaksiya kuchlarini ham aniqlang, b = 4a , (  = 0.2a  ; 
OB=lR, R= 10 m, a=12 m, 0= 240  N , a  =30°.

Yechish. M asalan i yechish uchun qurilm aning  bir yoki bir necha 
b o iak larin ing  m uvozanatlarini alohida ko ‘rish kerak. Sistemani tashkil 
qilgan jism lam ing har birini erkin jism deb qarab, uning m uvozanat shart- 
larini tuzamiz. B ogianishdagi ichki reaksiya kuchiari bir-biriga m iqdor 
Jihatidan bir chiziq bo 'y lab  qaram a-qarshi yo 'nalgan b o iad i.
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Tekislikda ixtiyoriy joylashgan kuchlar ta ’siridagi n ta  jism dan tashkil 
topgan qurilm a m uvozanatda b o is in . Н аг bir jism uchun 3 tadan  mu- 
vozanat tenglamasi tuzilsa, qurilm a uchun 3n ta nom a’lumli Ъп ta teng- 
lam alar sistemasini tuzishni taqozo qiladi (Boshqacha kuchlar sistemasi 
ta ’siridan o 'z iga mos sonli tenglam alar sistemasini tuzish lozim). Quril- 
m ani to 'r t ta  bo 'lakchaga  b o iib ,  h a r b ir qism ning m uvozanatin i tek- 
shiramiz:

I. Um um iy ko 'rin ish  ;

H. Q yuk uchun (Q , P , T ) \

III. О g 'ild irak  uchun ( T,  X n, Ya, N , f N ) \

IV. AC  to 'sin  uchun ( Ñ,  X a,Y „ ,P ) \

V. OB sterjen uchun ( T ^ X ^ Ÿ ^ X ^ Ÿ , ,  M„).

Endi m uvozanat tenglamalarini tuzamiz. II Q yuk uchun (kesishuvchi 
kuchlar sistemasi uchun)

¿ F .  = 0 ,  - 7 ’ + 0  s in «  = O, (17*.1)

±F. = 0 ,  R - Q  cosa  = 0: (17*.2)
1
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68-shakl.
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(17*.l) va (17*.2) tenglam alardan:

T = Q- sin a  = 2 4 0 -sin 30" =120 N ,

R = Q cosa = 240 cos30’ =270,8 N,
T=\20N;  7?=270,8 N  

III hoi uchun m uvozanat tenglam alarini tuzamiz :

= 0; - X 0- ß f  + T 'cosa  = 0; (17*.3)

t ¡ ^ - 0; Fo - ^ - r s i n a  = 0; (17*.4)

= J N - 2 R - T ' R  = 0. (17*.5)

Bu tenglam alarda V  = T = 120 kN  deb qarab, quyidagilarni (17*.3) • 
(17*.4) va (17*.5) tenglam adan topamiz:

N = l f = T o j : N = 3 0 0 tN

Y„ = / /  + 7’sinor = 300 + 120sin30 ; ^ ,= 3 6 0  ^

— T coso r-/7V  = 120cos30‘ - 0 ,2  -300; * „ = 4 4  N
IV-AC to ‘sin uchun m uvozanat tenglam alarini tuzatamiz:

± F  = 0 ; - X a - / N ' = 0; (17*.6)

£ f* y ,=0’ - y i - p  + N '= 0; (17*.7)

Í X ( F )  = 0; P(a + ô) + - N'-a = 0. (17*.8)

O 'rn iga q o ‘ysak N ’=N=300 N  quyidagilarni olamiz: 

p _ N ' a - ' f N ' - e  _ N ' a - ß J ' -0,2 
a + b 5a

„ 30°(1 -0 ,2 - )  
p = -----L 5 ; P=57,6 N

V-OB sterjen uchun m uvozanat tenglam a tuzamiz:
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É ( ^ )  = 0; X \ - X , = 0 ,  (17*9)
t-i

± ( F J  = 0; -Г .+ У .-0 . (17*.10)
*«l

Bu yerdan quyidagilarni aniqlaymiz:

M „ - X 0 OB = 0; Xe = 4 4 ^ .
Гв =Г0 =Г0; KB = 360N.

M „ = X0 • 0 5  = Л’0 • OB = 44 • 3 • 10; Л/д = 13.20 .V • т.

20-§. Yutnalab ishqalanish

Bir jism  ikkincKi jism ning  sirti b o 'y lab  yum alasa yoki yum alashga 
intilganda hosil b o ‘lad igan  qarshilik  yumalashdagi ishqalanish deb ata- 
ladi, raisol tariqasida o g ‘irligi P bo 'lgan  salm oqli g ‘ildirak gorizontal 
tekislikda turadi, g ‘ild irakning o 'q iga  gorizontal Q kuch qo 'y ilgan  (69- 
shakl).

Bu holda g 'ild irak  bilan tekislikning tegishib turgan nuqtasida nor
mal reaksiya kuchi N  va ishqalanish kuchi g ‘ildirakning tekislik bo ‘ylab 
yumalashiga qarshilik ko 'rsa tad i. Ishqalanish kuchi m iqdor jihatdan  Q 
ga teng bo 'lib , unga qaram a-qarshi tom onga qarab  yo‘na!gan. Q kuch 
bilan ishqalanish kuchi F  o 'z a ro  ju ftn i tashkil etad i. Q kuchning har 
qanday qiym atida bu ju ft kuch m uvozanatlashm aydi va g‘ildirak mu- 
vozanatda turolm aydi. O da tda , esa yum alash Q kuchining qandayd ir 
qiym atidan boshlanadi.
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Binobarin g 'ildirakning yum alashiga qarshilik ko'rsatuvchi ju ft hosil 
qiladi. Bu juft yumalashdagi ishqulanish ju fti  deyiladi. Bu juft tekislik va 
g 'ild irakning , ezilishi natijasida hosil bo 'lad i, g 'ild irak  va tekislikinng 
ezilishi natijasida, ulam ing sirtlarini A nuqta atrofidagi kichik bir yuza- 
da o 'za ro  yopishib turadi. Bu reaksiya shu yuzacha bo 'y lab  taqsim lan- 
gan b o 'lad i. R eaksiyalam i A n uq taga  keltirish natijasida A nuqtaga 
qo 'y ilgan  N  va F  kuchlari ham da yumalashdagi ishqalanish jufti hosil 

bo 'lad i (70-shakl). Yum alashdagi ishqalanish jufti Q , F  ju fti o 'zaro  
m uvozanatlashadi. Yum alab ishqalanish juftin ing m om enti qandaydir 

qiym atgacha o 'zgarishi tajribada tasdiqlangan. K o 'pincha tajrib- 
a larga suyanib quyidagi xulosaga kelingan. Y um alab ishqalanish ju ft 
m om enti g 'ild irak  radiusiga bog 'liq  bo 'lm agan  norm al reaksiya N  ga 
to 'g 'r i  proporsional bo 'ladi, y a ’ni

(5.2)
B unda: / '-yum alab  ish q a lan ish  k o e ffits ie n ti d ey ilad i. Y u m alab  

ishqalanish koeffitsienti f  uzunlik birligi bilan o'lchanadi. U bir-biriga 
tegib turgan m ateriallarning fizik xossalariga va ishqanishlariga bog'liq 
tajriba yordam ida aniqlanadi. Tajriba shuni tasdiqlaganki, yum alashda
gi qarshilik  sirpanishdagi qarshilikdan birm uncha oz bo 'lad i. Shuning 
uchun texnikada, ishqalanish zararli b o 'lgan  hollarda, sirpanishni yu- 
m alashga alm ashtirishga jazm  qilinadi. M asalan, sirpanuvchi podship- 
niklar o 'rn iga sharikli podshipniklar ishlatiladi.

18*-masa!a. G orizont bilan a  burchak tashkil qiluvchi qiya tekislik- 
da radiusi R ga teng bo'lgan g 'ild irak  (silindr) turipdi.

a  burchagining qanday qiym atida g 'ild irak  m uvozanatda bo 'ladi? 
Yum alab ishqalanish koeffitsienti f m ga teng (71-shakl).

Yechish. G 'ild irakka quyidagi kuchlar ta ’sir qiladi: og 'irlik kuchi P , 

tekislikning norm al reaksiyasi N ,  sirpanib ishqalanish kuchi F  va m o
menti Л / ,  yumalashdagi qarshilik jufti.
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Agar sirpanish va yum alash sodir bo 'lm asa, quyidagi shart bajarilishi 

lozim :
F < f - N (18*.1)

N. (18*.2)

¿ F » = 0, F - .P-sinar = 0. (18*.3)
»M

*

II p N - P cosa  = 0. (18*.4)

Í m Á F k) =: 0; PRsin a  -  = 0. (18*.5)

Bu tenglam alarni (18*. 1) va (18*.2) larni e ’tiborga olib yechsak, quyi- 
dagilarni olamiz (18*.4) dan N  = P cosa , (18*.3) dan (18*. l)ni e’tiborga 
olib

tg a  < f  . (18*.6)
(18*.5)dan (18*.2)ni e ’tiborga olib

t g a < 4 - (18*.7)
K

hosil qilamiz. Bu yerdan (18*.6) shart g’ildirakning sirpanm asligini va 
(18*.7) shart esa g 'ild irakning yum alam asligini ta'm inlaydi.

f v
K o'pgina jism lar uchun — ( f  bo'lganligi sababli, g 'ildirak muvo-

R
zanatda bo'lishi uchun a  burchak (18*.7) shartni qanoatlantirishi kerak. 

TAKRC RLASH UCHUN SAVOLLAR

1. Sirpanish ishqalanish kuchi deb qanday kuchga aytiladi?
2. Ishqalanish kuchi qanday qonunlarga bo 'ysunadi?
3. Ishqalanish kuchi nimalarga bog 'liq?
4. Ishqalanish kuchining inaksima/  qiymali qanday hisoblanadi?
5. Ishqalanish bo ‘Igan holda reaksiya kuchi qanday bo ‘ladi?
6. Ishqalanish burchagi nima?
7. Ishqalanish konusi nima?
8 . Yumalab ishqalanish nima?
9. Yumalab ishqalanish koeffitsienti nima?
10. Yumalab ishqalanish ju fti  momenti qanday hisoblanadi?

79



VIBOB. FAZODAIXTIYORIY JOYLASHGAN KUCHLAR  
SISTEM ASI

T a ’sir chiziqlari fazoda ixtiyoriy ravishda joylashgan kuchlardan tashkil 
topgan sistema fazoda ixtiyoriy joylashgan kuchlar sistemasi deyiladi. 

Kuchning nuqtaga nisbatan moment vektori
A gar jism ga fazoviy kuchlar ta ’sir etsa, u holda jism ning m azkur kuch

lar ta ’sirida aylanish yo ‘nalishini aniqlash uchun kuchning nuqtaga nis
batan m om enti vektor tarzida qaraladi.

Kuchning nuqtaga nisbatan momenti vektori moment markaziga qo'yilgan 
b o iib , bu m arkaz va kuchning ta ’sir chizig'i orqali o ‘tgan tekislikka per
pendikulär yo‘naladi hamda uning uchidan qaraganimizda kuch jismni soat 
milining aylanishiga teskari yo‘nalishda aylantirishga intiladi (72-shakl).

F  kuchning O nuqtaga nisbatan m om enti vektorini aniqlash uchun

kuch qo 'y ilgan A nuqtaning O m arkazga nisbatan radius-vektori rn in g  
shu kuch vektoriga vektorli ko 'paytm asini aniqlaymiz. Vektorlar algebrasi-

dan m a’lumki. r x F  vektor ustiga tushirish uchun soat milining aylan
ishiga teskari yo 'nalishda eng qisqa burchakka burish kerak. Bu vektor- 
ning m oduli quyidagi ko 'rin ishda bo 'lad i.

O nuq tadan  F  kuchning ta ’sir chizig 'iga tik h kesmani o 'tkazam iz, u 
holda

r x F  vektom ing yo'nalishi kuchning nuqtaga nisbatan m om enti vek

tori bilan ustm a-ust tushadi. r x F  va M 0 (F) vektorlam ing m iqdorlari 
teng, yo 'nalishlari ustm a-ust tushgani uchun

(6.1)

(6.2)
bo 'lgani uchun

(6.3)

M o(F )  = rx .F. (6.4)
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Y a’ni, F  kuchning O nuq taga n isbatan  m om ent vektori, moment 
inarkazidan kuch qo 'y ilgan nuqtaga o 'tkazilgan radius-vektori bilan kuch 
vektorining vektorli ko 'paytm asiga teng ekan.

21-§. Kuchning o ‘qqa nisbatan momenti 

O'qqa nisbatan kuch momentining ta ’rifi

Q attiq jismning biror A nuqtasiga F  kuchi qo 'yilgan. Biror Oz o 'qini 
o 'tkazib , unga perpendikulär bo 'lgan  R  tekislikni olamiz. O 'q  bilan tekis-

likning kesishgan nuqtasini O bilan belgilaymiz. F  kuchini R tekislikka 

proyeksiyalaymiz va uni F, dcb belgilaymiz, ya’ni Ft (73-shakl).

T a ’rif. F  kuchining Oz o 'q ig a  nisbatan kuch m omenti deb, F  kuch

ning o ‘qqa perpendikulär b o ig a n  tekislikdagi F, proyeksiyasining o 'q  
bilan tekislikning kesishgan O nuqtasiga nisbatan olingan kuch momen- 
tiga aytiladi y a ’ni

m;(F)  = m0(Fi) = ±Fr h. (6.5)

O 'q q a  nisbatan kuch m om enti m usbat deb qabul qilinadi, agar Oz
o 'q in ing  oxiridan qaralganda F, proyeksiya tekislikni Oz o 'q i atrofida 
soat mili yo 'nalishiga q aram a-qarsh i yo 'nalishda aylantirishga intilsa. 
O 'q q a  nisbatan kuch m om entining sonli qiym ati OA uchburchak yu- 
zasining ikkilanganligiga teng, y a ’ni

m ,(F )  = 2 S v m . (6.6)
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73-shakl.

0 ‘qqa nisbatan kuch raomenti quyidagi ikki holda nolga teng bo'ladi:
1. Agar ^ = 0 ,  y a ’ni kuchning ta ’sir chizig'i o 'q q a  parallel bo 'lsa.
2. Agar A=0, y a ’ni kuchning ta ’sir chizig'i o ‘qni kesib o ‘tsa.
Demak, agar kuch bilan o ‘q bir tekislikda yotsa, bu o 'q q a  nisbatan

kuch raomenti nolga teng b o 'la r ekan.

19*-masala. Tom onlari a ga teng bo 'lgan kubga qo 'yilgan Ft,F }, F X
(74-shakl) kuchlarning koordinata o 'q lariga nisbatan kuch m om entlarini 
hisoblang.
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F  i kuchi Oyz tekisligida yotadi, shuning uchun

mx (Ft) = -F la;

m,(F ,) = 0, (19*1)

m.(F,) = 0.

~F; kuchi Oz o 'q iga parallel, shuning uchun, bu kuchning Oz o 'qiga 
nisbatan m om enti nolga teng. Demak,

mx (F  ) = F2cr,

mf (F2) = -F 2cr, (19*2)

/* ( /? )  =  0.

F* kuchi Oy o 'q in i kesib o 'tad i, shuning uchun bu o 'q q a  nisbatan

kuch momenti nolga teng b o ia d i F> kuchini y O ; tekisligidagi F>> proyek- 
siyasining miqdori quyidagiga teng:

Fy = F% sin a  =  F, • sin 45" = F. • ,

V2 ( i9 *3>
F, =F} -cosa = Fr — ,

u holda

n,x (F3) = F \ a  = F3 a^

mz (F3) = - F ; :0 = - F 3

2
a f l  (19*4)

2
Kuchning kourdinata o‘qIari”a nisbatan inomentlarining analitik ifo- 

dalari. F  berilgan kuch, Fw, Ft , F_ uning koordinata o ‘qlaridagi proyek-

siyalari, x. y, z uning qo 'y ilgan nuqtasi koordinatalari. F  kuchini koordi
n ata  o 'q la rig a  n isbatan  o lingan m om entlarin ing  ifodalarin i tuzam iz.
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Kuchini X O Y  tekisligiga proyeksiyalab, uni F .  deb belgilaym iz (75- 
shakl). T a ’rifga asosan:

m-.(F ) = ™ o(K )-  (6-7)

Fv  kuchini OX  va O Y  koord inata o 'q lari bo 'y lab  Ft va Fy tashkil 

etuvchilarga ajratam iz:

F  = F T+ F  .xy X } '

T eng t a ’sir e tuvchin ing  m om enti haq idag i V arin ’on teorem asiga
asosan:

ma{ F j= m 0 (F,)+mu(F')
yoki

mo(Fxy) = x F y - y Fx 
u holda (6.7) ga asosan quyidagini olamiz:

mz(F) = x-Fy - y - F x .
Xuddi shunday asnoda kuchni Ox  va Oy o 'q lariga nisbatan mo- 

m entlarining analitik  ifodasini olishimiz m um kin, natijada quyidagiga 
ega bo'lam iz:

mx(F) = y - F z - z - F y 

my (F) = z -Fx - x F z 

m.(F)  = x - F v - y - F x
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(6 .8) tenglik F  kuchining koord inata  o 'q la rig a  nisbatan  m om ent- 
larining analitik  ifodalari deyiladi.

22-§. Kuchning o'qqa va shu o'qdagi nuqtaga nisbatan momentlari 
orasidagi munosabat

K uchning  n u q tag a  n isb a tan  m om enti b ilan  shu n u q tad an  o 'tu v ch i 
o 'q q a  n isb a tan  m o m en tla ri o ra s id ag i m u n o sab a tla r in i o 'rn a tam iz .

F  berilgan  kuch, F ,  kuchni Oz o 'q q a  p erp en d ik u lär b o 'lg an  tek- 
islikdagi proyeksiyasi. kuch in i O n u q tag a  n isbatan  kuch  m om enti 
OAB  u chburchak  yuzining ikk ilan g an ig a  teng, bu kuchn ing  Oz o 'q ig a  
n isbatan  m om enti esa OAB  u ch b u rch ak  yuzining ikk ilangan iga  teng 
y a ’ni

m0(F)  = 2SU)AB, m. (F ) = 2SM)ah ■

76-shakl.
U chburchak  Oab, OAB  uchburchakn ing  Oz o ‘qiga perpendikulär 

bo 'lgan P tekislikdagi proyeksiyasidir. Shuning uchun

S L\Oab ~  $ aoab co sa , 
bunda a  - OAB va oab uchburchaklar orasidagi burchakdir. Bu holda

m . ( F )  = 2 - S VMH - c o s a  yoki m . ( F )  = m0( F ) - c o s o r .  (6.9)

m0( F )  - vek to r uchburchak  yuzi S M)AH ga p erpend iku lär yo 'n a lg an  

b o 'la d i (76-shakl). M a ’lu m k i, tek is lik la r o rasid ag i b u rch ak  u larga



o 'tk az ilg an  perpend iku larlar o rasidagi bu rch ak k a  teng b o ia d i .  Shu- 

ning uchun ni0(F)  va O:  o ‘qi orasidagi burchak  a  ga teng b o 'lad i.

Shun ing  uchun m0(F )co sa r m iqdor m0(F)  vek torn ing  Oz o 'q id ag i 
proyeksiyasidir.

Shunday qilib, o 'q q a  nisbatan kuch m oraenti, kuchning shu o 'q d a  

yotuvchi nuq taga n isbatan  m om ent mu( F ) vektorin ing shu o 'q d ag i 
proyeksiyasiga teng bo 'ladi. Agar kuch o ‘qqa perpendikulär bo 'lgan  tek- 
islikda yotsa, u holda c o s a  = ±l b o is a  quyidagi ifoda hosil bo 'ladi:

m;(F) = m0(F) .

23-§. Fazodagi juft kuchlar

1. Juft momentining vektorligi. ( f j ,  F, ) juft kuch berilgan, n  - uning
ta ’sir tekisligi (77-shakI). M a iu m k i, (3.4) dan ju ft m om entining alge- 
braik qiym ati quyidagi form uladan aniqlanadi:

m = ± F - d .
Bunda d -  ju ft kuch yelkasi.
Juft m om entini vektor shaklida tasvirlaymiz. M aium ki, juftning ta ’siri, 

juft tekisligining fazodagi holatiga bog 'liq . Tekislikning fazodagi holati

unga o 'tkazilgan perpendikulär orqali aniqlanadi, u holda ( Fx, F ,)  tek-
isligiga perpendikulär bo 'ladi. U  shunday tom onga yo 'nalganki, uning 
oxiridan qaralganda ju ft ta ’sir tekisligini soat mili yo'nalishiga qaram a- 
qarshi tom onga aylantirishga intiladi. M om ent vektori m ju ft ta ’sir tek
isligining ixtiyoriy nuqtasiga q o 'y ilg an  b o 'lish i m um kin, yuqoridagi 
tavsifdan, quyidagi kelib chiqadi:

m = m A =mB; mB(Fi) = mA(F2).
Y a ’ni, m om ent vektori, ju ft tashkil etuvchi kuchlarining birortasi- 

dan ikkinchi kuchning qo'yilish nuqtasiga n isbatan olingan kuch m o- 
mentiga teng. U holda (6.5) ga, asosan, quyidagini yozishimiz mumkin:

m(Ft, F2) = F,-AB = F2-AB. (6.10)
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77-shakl.
2. Juft kuchni ta’sir tckisligiga parallel tekislikka ko‘chirish 
Teorema. Juft kuchni jismga ta ’sirini o 'zgartirm ay, o 'zining ta ’sir tek- 

isligiga parallel bo 'lgan ixtiyoriy tekislikka ko'chirish mumkin.

Isbot. Yelkasi d bo 'lgan ( F„ F2) ju ft kuchni P tekislikda olamiz. Juft

kuchning m om enti quyidagiga teng:

m  =  ± F { d  .

78-shakl.
P tckisligiga parallel bo 'lgan  P { tekislikni o 'tkazam iz va bu tekislikda 

juftning yelkasi AB  ga teng va parallel bo 'lgan  CD kesmani olamiz. С

va D nuq ta larga  o 'z a ro  m uvozanatdagi 2 ta  kuchlarni qo 'yam iz. F y

F A va F ¡t F t , y a ’ni ( F v F J o O ,  ( F y  F 6) o 0  (78-shakl).
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F * ^ 4’ F ., F.  kuchlarni F t va F .  kuchlarga teng va parallel qilib 
olamiz. Bu 4 ta kuchilar sistemasi bilan ju itn in g  jism ga ta ’siri o 'zgarm aydi, 
shuning uchun quyidagini yozishimiz m um kin:

(Ft, F i ,  F t,, F a, F í , F ó j.

AB  va CD yelka ustiga parallelogram m  quram iz va uning AD  va BC 

diagonallarini o 'tkazam iz F t va F p F 4 va F } kuchlarni o 'zaro  qo 'shib , 

ikkita Rt va R} kuchlarni olamiz:

r x = f 2 + f a, r 2 = f 1 + f 5 .

Rt va R: kuchlar AD va BC  d iagonallarning kesishgan O nuqtasiga 
q o ‘yilgan. Bu kuchlar o 'zaro  teng va bir to ‘g‘ri chiziq bo ‘ylab qaram a- 
q a rsh i to m o n g a  y o 'n a lg a n .  S h u n in g  u ch u n  ( R l, R , ) o  0 y o k i

[Fi, F i , F*,  u h o ld a  q u y id a g in i y o z ish im iz  m u m k in

(Fi, F¡)<^>(Fí, Ft)-  (Fy,  Ft,) kuchlar sistemasi [ f i ,  F i )  ju ft kuchga 
ekvivalent bo 'lgan  ju ft kuchdir.

T alab  qilingan teorem a isbotlandi. I l l  bobda ju ft kuchning jism ga 
ta ’sirini o 'zgartirm ay, uni ju ft tekisligida ixtiyoriy holatga keltirish mum- 
kinligi t a ’kidlangan edi. Shunday qilib isbot qilingan teorem alardan quyi- 
dagi xulosalarni chiqarish mumkin:

Juft kuchlar ekvivalent b o ia d i, agar:
1. U lar bir yoki parallel tekisliklarda yotsa.
2. M om entlari m iqdor jihatidan teng va bir xil burilishga ega b o ‘lsa. 
Dem ak, ju ft kuchlar o 'zaro  ekvivalent b o ‘ladi, agar ularning m om ent

vektorlari o ‘zaro geom etrik teng bo'Isa. Juftn i ta ’sir tekisligida va unga 
parallel bo 'lgan  tekisliklarga uning ta ’sirini o 'zgartirm ay k o ‘chirish m um 
kin. Shuning uchun ju ft kuch m om ent vektori erkin vektordir.

3. Kesishuvchi tekisliklarda joylashgan juftlarni qo'shish 
Teorema. Ikkita kesishuvchi tekisliklarda joylashgan ju ftlar yolg'iz juft-

ga ekvivalent bo 'lib , uning m omenti berilgan ju ftla r m om entlarining geo
m etrik yig'indisiga teng.

Isbot. M om entlari tegishli va m, b o ig a n  kesishuvchi tekisliklarda 

joylashgan 2 ta F\, F\ va F 2, F'2 ju ftlarn i olam iz (79-shakl). Tekislik-
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lar kesishish chizig‘i AB  kesmani um um iy yelka qilib tanlab olamiz. Ber- 
ilgan ju ftlar m om entlarini o ‘zgartirm ay umumiy AB  yelkaga keltiramiz.

79-shakl.

M om ent vek to rlari berilgan ju ftla rn in g  m om ent vektorlariga teng 

bo‘lgan yangi ikkita ((),. Q[) va (Q , , ¡2 ?) ju ftlam i hosil qilamiz, ya’ni

mfji?,, Qi)=m,i ">0 2 ’ ^ 2) = 7772-

m 1 va mi v ek to rla rn i B n u q tag a  q o ‘yam iz. A va B n u q ta la rg a  
qo 'y ilgan kuchlarni parallelogram m  qoidasiga asosan qo'sham iz. Ikkita

R va R' kuchlarni hosil qilamiz, y a’ni

ß l '+ ß  2 -

Agar R = R' bo ‘lsa u holda ( R ,  R')  sistema ju ft kuchni hosil qilib 
ekvivalent deb ataladi. Ikk ita  kesishuvchi tekisliklarda joylashgan ju ft
lar sistemasi yolg‘iz juftga ekvivalent b o 'la r  ekan shu juftning moment 
v ek to rin i an iq laym iz, (6 . 10) fo rm u lasig a  asosan  q u y id ag ila rg a  ega 
b o ‘lamiz:

R')  = Ä B x R.

R = Q t + Q 2’ m = A B x ( ß i + Q j = Ä B x Q l + Ä B x Q i .
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yoki m = 777(Q{,Q{) + m{Q2,Q i )•

N atijada m = ekanligi isbotlandi.
Shundav qilib, m m om ent vektorni m iqdor va yo'nalishi ï» , va w , 

m om entlar vektorlarining ustiga qurilgan parallelogram m  diagonali orqali 
an iq lanadi. U m um iy holda fazoda ixtiyoriy joylashgan ju ft kuchlarni 
qo 'shish natijasida hosil bo 'lgan  ekvivalent ju ft kuchlarning mom enti ber- 
ilgan ju ft kuchlar m om entlarining geom etrik yig'indisiga teng, ya’ni

Agar ekvivalent juftn ing momenti nolga teng bo‘lsa, u holda ju ftlar 
o 'zaro  m uvozanatlashadi:

Shunday qilib, fazoda ixtiyoriy joylashgan ju ft kuchlar m uvozanat- 
larini quyidagicha ifodalash mumkin: fazoda ixtiyoriy joylashgan juftlar 
sistemasi o ‘zaro muvozanatda boMishi uchun ular momentlarining geometrik 
yig‘indisi nolga teng bo‘lishi zarur va yetarlidir.

24-§. Fazoda ixtiyoriy joylashgan kuchlar sistemasini berilgan bir markazga
keltirish

Bosh vektor va bosh moment
Q attiq jism ning biror A nuqtasiga F  kuchi qo 'y ilgan (80-shakl) kuch- 

ni o 'z ig a  paralle l k o 'ch irish  haqidagi teo rem aga asosan A n u q tag a

qo'yilgan F  kuchni O nuqtaga qo 'yilgan shunday F' kuch va m omenti 

ttT berilgan F  kuchidan O nuqtaga nisbatan olingan kuch mom entiga 
teng bo 'lgan ( F , F " )  ju ft kuch bilan alm ashtirish mumkin.

Juftning m m om ent vektori OAK  tekislikka perpendikulär boMadL_ 
Shuning uchun quyidagicha yozish m um kin. F  -  F ' va ju ft ( F ,  F " )  

kuchni berilgan m arkazga keltirish ch o g 'id a  hosil b o 'lib  q o ‘shilgan 
( F ,  F ”) ju ftn i shaklda ko 'rsa tm ay  uning m mom enti vektorini tasvir- 
lash kifoya. Bu natijadan foydalanib, ixtiyoriy joylashgan va qattiq  jism-

n

(6.11)

n
(6.12)
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ning A,, A,, A3 nuqtalariga q o ‘yilgan uchta F ,, F ,, F , kuchlarni ber- 
ilgan markazga keltiramiz (81-shakl). Buning uchun hamma kuchlarni 
O nuqtaga Jceltirib q o ‘shilgan juftlarni olam iz. N atijada O markazga 
qo'yilgan F , ,  F v F , kuchlar sistemasi va momentlari i , ,  my 
b o ig a n  qo'shilgan juft kuchlar sistemasini olam iz. M a’lumki

m, =m(i(Ft), m2 = m 0(F2), m3 =  w 0(F 3) .

80-shakl.

O nuqta qo 'yilgan F ' , F ' ,  F ,' kuchlarni qo 'shib , ularning geometrik 

yig'indisiga teng bo 'lganini olamiz, y a ’ni

R ' = Ft'+F2 + Fj

agar F ^ F ^  F ; = F2, F ;  =  F3 b o isa , u holda R ' = Fx + F2 +  F3 kuch-

larning geom etrik yig 'indisi bosh vektor deyiladi. Q o ‘shilgan juftlarni 
y ig 'ib  teng ta ’sir etuvchi ju ftn i hosil qilamiz uning momenti qo'shilgan 
juft m om entlarining geom etrik yig‘indisiga teng bo 'ladi. Y a’ni,

A/ 0 = mt + m2 + my , 

agar to, = m{j(Fi ), m 2 =  m 0( F ,) ,  m3 = m 0(F 3) bo‘lsa,

u holda

MQ =m 0(F]) + m0(F2) + m0(F3).

Bunda: A/.. - vektor berilgan kuchlardan O keltirish m arkaziga nisba- 
tan o lingan  kuch m om entlarin ing  geom etrik y ig 'indisiga teng bo 'lib , 
kuchlar sistemasining keltirish m arkaziga nisbatan olingan bosh momenti 
deyiladi.
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81-shakl.

Olingan natijadan fazoda ixtiyoriy joylashgan kuchlar sistemasi uchun 
tatbiq qilib quyidagilarga ega bo'lam iz:

Shunday qilib, fazoda ixtiyoriy joylashgan kuchlar sistemasini berilgan 
kuchlarning geometrik yig'indisiga tcng bo'lgan va keltirish markaziga 
qo'yilgan yolg'iz kuch va momenti berilgan kuchlar dan keltirish markaziga 
nisbatan olingan kuch momentlarining geometrik yig'indisiga teng bo‘lgan 
qandayiir (Qr Q2) ju ft bilan almashtirish mumkin (82-shakl) shuni ta 'k id lab  
o 'tam izki, bosh vektor keltirish m arkaziga bog 'liq  bo im aydi, lekin bosh 
m om ent esa keltirish m arkazining tanlab olinishiga b o g iiq  bo ‘lib, kelt
irish m arkazining o ‘zgarishi bilan bosh m om ent ham  o 'zgarishi mum- 
kin.

(6.13)

82-shakl.
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Fazoda ixtiyoriy joyiashgan kuchlar sistemasi bosh vektori va bosh 
inomentini analitik aniqlash

T o ‘g ‘ri burchakli koordinata sistemasining boshini keltirish markazi

O da olamiz, u holda bosh R  vektorning koordinata o 'qlaridagi proyeksi- 
yalari quyidagi form ulalar bilan aniqlanadi:

*= I

Bosh vektorning moduli quyidagicha

(6.14)

R = y] R ; + R ;  + R*. (6.15)

Bosh veklor R ning yo 'nalishi, yo 'naltiruvchi kosinuslar orqali aniq
lanadi, y a ’ni:

— A R — A R — A R 
cos(R, Ox) = - i ;  cos(tf. O y) = — ; cos(/?, 0=) = (6.16)

R R R
Bosh mom ent Awning koordinata o 'qlaridagi proyeksiyalarini quyi

dagi form ulalar yordam ida aniqlanadi:

A*m = ± m , { F t )

M a = ± m S F )
*•1

M m = ±  "*,{¥>)

(6.17)

form ula yordam ida aniqlanuvchi M ox, M w M o m iqdorlar koord inata 
o 'q lariga nisbatan bosh m om entlar deyiladi. Q andaydir koordinata o 'qiga 
n isbatan sistem a kuchlarining bosh m om enti berilgan kuchlardan shu 
o 'q q a  nisbatan olingan m om entlar algebraik yig'indisiga teng ekanligi 
(6.17) fo rm u lad an  y aqqo l k o 'r in a d i. Bosh m om entn ing  m iq d o r va 
yo'nalishi quyidagi form ulalar yordam ida aniqlanadi:
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k = V M X + A /~- (6 1 8 )

cos(M 0, Ox) = - t l ; c o s(Â 70 , Oy) = — ^ ;  cos(M 0, Oz) = —^-.(6.19)
M 0 M q M q

F azoda ixtiyoriy joylashgan kuchlar sistem asini bir m arkazga kel- 
tirilganda, bosh vektor bilan bosh m om ent orasidagi burchak ta ’sir qi- 
layotgan kuchlarga bog 'liq  bo 'lib , ixtiyoriy bo'lishi, bu burchakni aniq- 
lash vektorlar skalyar ko ‘paytm asining ifodasidan

{r M„)=RM0cos(R, H )

~  + W a y  + RzM (h ______
Bundan cos(/c, M 0) = ----------------- — -----------------(6 .20)

KM  Q KM  Q

Agar R 1  M 0 bo 'Isa, u holda

cos(R, M )  = 0
va

RXM()X + RyM (J). + R.M (h = 0 (6.21)

m unosabat (6 .21) bosh vektor bilan bosh m om ent o 'zaro  perpendikular- 
lik alom atidir.

25-§. Fazoda ixtiyoriy joylashgan kuchlar sistemasini bir markazga 
keltirishning turli hollari

F azoda ixtiyoriy joylashgan kuch lar sistem asini berilgan m arkazga 
keltirilganda quyidagi hollar sodir bo 'lish i m um kin.

1. Æ = 0, 0 .
Bu holda kuchlar sistemasi m om enti keltirish m arkaziga n isbatan bosh 

m om entga teng bo 'lgan  juftga keltiriladi. Ju ft momenti m om ent m arka- 
zining tanlanishiga bog'liq boMmaganligi uchun bosh m om ent ham  kelti
rish m arkazining olinishiga b o g iiq  bo 'lm aydi.

2. /? *  0, A/„ = 0 .
Bu holda kuchlar sistemasi, ta ’sir chizg 'i keltirish m arkazidan o 'tuvchi 

bir teng ta ’sir etuvchiga keltiriladi.
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3. R *  0, M v *  0 va A/„ 1 R .
Bu holda fazoda ixtiyoriy joylashgan kuchlar sistemasi, ta ’sir chizig'i kelt- 

¡rish raarkazidan o'tmaydigan bir teng ta ’sir etuvchiga keltiriladi. Haqiqatan

R x a M u fazoda ixtiyoriy joylashgan ( F t ,F i ,F , ,F „ )  kuchlar sistemasi bosh

vektori va bosh momenti bo‘lsin va M u _L R' (83-shakl). Bosh moment Mo ni 
R=R"=R' bo'lgan (R, R ") juft bilan almashtiramiz. Bu juftning biror kuchini
O nuqtaga qo'yib, R ' kuchga qaram a-qarshi qilib olamiz, juftn ing  yelkasi

83-shakl.

quyidagi shartdan  aniqlanadi:

(6.22)

dem ak, kuchlar sistemasi, , F i , .. . ,F*)c$  (/?’, R" , ...,/?)> biroq sistema

bo 'lgani uchun [f , , F F .)<=> R  va berilgan kuchlar sistemasiga ek- 
vivalent bo 'lib , C nuqtaga qo 'y ilad i, O nuqtadan C nuqtagacha bo'lgan 
m asofa (6.22) formula yordam ida topiladi.

Teng ta’sir etuvchining momenti haqida Varin’on teoremasi

Biror nuqtaga nisbatan teng ta ’sir etuvchining m om enti bilan kuch
la r sistem asini tashkil etuvchilari m om entlari orasidagi m unosabatini 
o 'rnatam iz.

Fazodagi (,F \,F 2,...,Fn) kuchlar sistemasi ta ’sir chizig'i C  dan o'tuvchi 

R kuchga keltiriladi deb qaraylik. Teng ta ’sir etuvchini ixtiyoriy O nuq-



tasiga n isbatan  mom enti m0(R)  ni aniqlaym iz (83-shakl). Ixtiyoriy O 
m arkazga nisbatan

mu(R) = R O C
m odom iki

i  =  « 'v a O C  =  ^ - ,

u holda

m0(R) = M a
y a’ni, teng ta ’sir etuvchining m om enti berilgan kuchlar sistemasi bosh 
m om entiga teng. Teng ta ’sir etuvchining m om ent vektori yo 'nalish i O 
keltirish m arkaziga nisbatan bosh m om ent vektorining yo’nalishi bilan

birxil. Teng ta ’sir etuvchi kuchning m om enti m<,(R) bosh m om ent A/<. ga 
geometrik teng y a ’ni

m0( R )  = M 0
yoki (6.13) ga binoan

n
=  (6.23)

k-l
(6.23) ifoda fazoda ixtiyoriy joylashgan kuchlar sistemasi uchun V arin’on 
teoremasini ifodalaydi: fazoda ixtiyoriy joylashgan kuchlar sistemasining 
teng ta ’sir etuvchisini O markazga nisbatan momenti berilgan kuchlardan 
shu markazga nisbatan olingan moment larning geometrik yig'indisiga teng.

Ixtiyoriy keltirish m arkazi O dan q an d ay d ir Oz o 'q in i o 'tkazam iz 
nuqtaga nisbatan  kuch m om enti bilan undan o 'tuvchi o 'q q a  nisbatan 
kuch m om entlari orasidagi m unosabatdan foydalanib va (6.23) vektorli 
tenglikni Oz o 'q iga  proyeksiyalab quyidagini olamiz:

n
W. ( * )  =  £ / » z(Fk)  (6.24)

t= \

Teng ta ’sir etuvchini ixtiyoriy Oz o 'q iga  nisbatan momenti haqidagi 
V arin’on teorem asini (6.24) tenglik ifodalaydi. Kuchlar sistemasini teng 
ta ’sir etuvchisini biror O Z o ‘qiga nisbatan momenti berilgan kuchlardan shu 
o'qqa nisbatan olingan kuch momentlarining algebraik yig'indisiga teng.
Umumiy holda R' * 0, M0 * 0 va bosh vektor bilan bosh m omenti o 'zaro
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perpendikulär b o im asa , u holda kuchlar sistemasi bosh vektorga teng 
boM gan k u ch g a  va bosh v e k to r  p e rp e n d ik u lä r b o 'lg a n  tek is lik d a  
yotuvchi qandaydir juftga keltiriladi. Juft va juftning ta ’sir tekisligiga 
perpendikulär bo'lgan kuchdan tashkil topgan sistema dinama deyiladi (84- 
shakl).

84-shakl.

20*-masala. Tom onlari a, b, c b o ‘lgan to ‘g‘riburchakli parallelepi- 

pedning uchlariga F],F1,F y,F t ,F i kuchlar qo'yilgan. Bosh vektor va bosh
raom entlar m iqdor va yo ‘nalishlarini aniqlang. Berilgan kuchlar siste
masi b ir teng ta ’sir etuvchiga, yoki b ir ju ft kuchga keltirish mumkinligi 
tekshirilsin (85-shakl).

B erilgan. a = \ 0 y ß m ,  F =  10 N, F =  12 N, F =  10 N, F = 6 y /3  N,  

F = l 0 j 7  N, a  = 60°,/? = 30°.
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Yechish. K oo rd in a ta  sistem asini 85-shaklda ko ‘rsatilgandek aniq- 
laymiz. D astavval quyidagilarni aniqlaymiz:

t
b - a - c t g a  = 10V 3----- = 10m; c = b • ctgp  = 1O-s/3 m\

3

I—i r> 7 n íñ 0/4 2>/7AB = 'Ja +b' + c' = 1 0 \7  m; cosy = —  = — - ,
¿4.d /

OB yÍ2\
sm y = -----= —— .

^ 5  7
Bosh vektorni koordinata 0‘qlaridagi proyeksiyalarini (6.14) form ula 

yordam ida aniqlaymiz:

R x = -F-, sin P + F3 c o sa  + Fs cos a  cosy = -1 2  • 0,5 +10 ■ 0,5 +

+ 10^ 2 ^ . 0,5 = 9 № <20,1)
7

ft = F, -  F3 sin or + F5 cos y sin a  = 10—1 0 ^ - + 10^7 ------------— = 18.7.V (2 0 * .2 )
* ¿ / +»

/?_ = -F 2 cosp  + Ft -  Fj sin y = - 1 2 y  + 6-\/3 -  10V7 • —  = -17,3/V. (20*3) 

Bosh vektom ing miqdori (6.15) form ula yordam ida aniqlanadi:

R = 27 N; R = y¡R2, + R¡ + = >/730/7' = 27 JV. (20*4)

Bosh vektom ing yo‘nalishi (6.16) form ula yordam ida aniqlanadi:

cos(R, Ox) = y  = -j = 0,333;

_ A i?' 
cos(/?, Oy) = = 0,693; 

R

cos(R, Oz) = ^ -  = - 0,64. 
R

(20*5)
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Bosh m om entning koord inata o ‘qlaridagi proyeksiyalarini (6.17) for
mula yordam ida aniqlaymiz:

M ox = £ mx(Fk)  = ~ F , - c - F j  cos[}-a+ F3-sin a -c  + F , - c -  
*=/

-  F ■ c osy - s ina -c  = -10- lo4s  - 12 — ■ • 10j~3 + 6*13 • 1()4Î-  
} 2 (20*6)

_ j 0^ 7 . 2 ^ - ^ - 1 0 s i 3 = - 3 . 2 3 N - m .

M ov = Y^my(Fk)  = Fi co s a - c - F 4- b + F5- c o s y - c o s a c  = I 0 0 , 5 x

J 7  r- W *1)x l0 j 3 - 6 - j 3  10 + 10'j7-2— 0 ,510 j3  = 90>J3=1557Nm.

M , = Y  m.(Ft )  = F . b  + F , - s in / }a ~ F < - c o s a a  = 1 0 ] 0  + 120,5x
' t 1, ' '  (20*8) 

xl0y[3 - 10 0.5-10y[3 = 100 + 1 0 ^  = 117,3N m.

Bosh m om ent m iqdorini (6.18) form uladan foydalanib aniqlaymiz:

K  = yjK-  + K  + K -  = V‘42330,78 = 377 N m.

M u »  377 N -m
Bosh moment yo‘nalishini (6.21) form uladan foydalanib aniqlaymiz:

cos (M 0 Ox) = --Q - ~ 0,857, 
M 0

—  Acos (A/ 0 Ok) = — — = 0,413,
Mo (20*.9)

A »y
cos(A/0 O r) = —p - = 0,311.

M 0

99



Bosh vektor bilan bosh mom ent o 'za ro  perpendikularlik alom atlarini 
tekshiramiz:

Rx ■ + Ry ■ M ()y + R, ■ M (H = -2024,4 * 0

y a’ni R v a M 0 vektorlar o ‘zaro perpendikulär emaslar, demak bu kuchlar 
sistemasini bir teng ta ’sir etuvchiga keltirib bo ‘lmaydi.

26-§. Fazodagi kuchlar sistemasining muvozanat shartlari

A gar fazodagi kuchlar sistem asining bosh vektori R va bosh mo- 
menti M o lar nolga teng bo ‘lsa, u holda kuchlar sistemasi o 'zaro  m uvo- 
zanatlashadi. Shuning uchun fazodagi kuchlar sistem asining m uvo
zanat shartlari quyidagi ko 'rinishda b o iad i:

R = 0 - M o = 0
yoki

¿ F * = 0 ;  ¿ m o( ^ )  = 0. (6.25)
km I

Fazodagi kuchlar sistemasi uchun (6.25) m uvozanatning zarur va yetarli 
shartlaridir. Agar (6.25) tenglikni koord inata o ‘qlariga proyeksiyalasak, 
fazodagi kuchlar sistemasi m uvozanat shartlarin ing  analitik  ifodasini 
olamiz:

n n n

S f fa=0; Z iv =0; Z Ffe=0; (6.26)
x=i *=i

Y j m x{ F k )  = 0; ¿ m v(F * ) = 0; ¿ /w .( F * )  = 0. (6.27)
k* I *=l

Agar (6.26) va (6.27) tengliklarda n o m a’lum reaksiya kuchlari ishtirok 
etsa u holda bu tengliklar muvozanat tenglamalari deyiladi va u lardan 
nom a’lum bog'lanish reaksiya kuchlari aniqlanadi. Jismga ta ’sir etuvchi 
kuchlar fazoda ixtiyoriy joylashgan bo 'lib , bu kuchlar m uvozanatiga oid 
m asalalarda nom a’lum lar soni oltitadan ortm asa, statik aniq masala deyi
ladi. Boshqa xususiy hollardagi kuchlar sistemasi uchun m uvozanat 
sistemalari (6.26) va (6.27) lardan kelib chiqadi.
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B erilgan  kuchlar sistemasi O: o 'q iga parallel (86-shakl).
U  holda bu kuchlar sistemasining har bir F. kuchi 0.x va Oy o'qlaridagi 

proyeksiyalari va O: o 'qiga nisbatan momentlari O ga teng, shuning uchun 
(6.26) va (6.27) tenglamalar sistemasidan faqat quyidagi tenglamalar qoladi:

1 / ^ = 0 ;  ± M t(Ft ) = 0-, Í M , ( F t ) = 0. (6.28)
km\

T englam alar (6.28) fazoda parallel kuchlar sistemasining muvozanat 
shartlari deyiladi.

27-§. Fazodagi parallel kuchlar sistemasining muvozanat shartlari

28-§. Fazoda ixtiyoriy joylashgan kuchlar sistemasi muvozanat shartlariga
doir masalalar

21*-m asala. 87-shakl sxem atik  tasv irlan g an  ch ig 'ir iq  yo rdam ida 
og'irligi 0= lO O k g b o ‘lgan yuk tekis ko 'tarilad i. B araban radiusi R -5  sm 
dastaning uzunligi KD=40 sm, AD=30 sm, A C -40 sm, C B - 60 sm. Ar- 
qon barabandan  urinm a b o 'y lab  gorizontga 60° burchak ostida tushadi.

KD dastaning gorizontal holatida dastaga tushadigan P bosim hamda 
A va B tayanchlar reaksiyalarini aniqlang.

Yechish. K oordinata o 'q larin i shaklda ko 'rsatilganidek o 'tkazam iz va 
val, barabandan  iborat sistem aga ta ’sir qilayotgan kuchlarni tasvirlaymiz. 
Arqon M E  ning taranglik kuchi m iqdor jihatidan Q yuk og ’irligiga teng 
bo lib, M E  bo 'y lab  yo'nalgan. T ayanchlar A va B lar silindrik sham irlar.
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Shuning uchun bu tayanchlardagi reaksiya kuchlarini X  va Z  koordina- 
ta o 'q lari bo 'y lab  tashkil etuvchilarga ajratam iz va X A, lar bo 'lgan  
belgilaymiz. Val, barabanlarga ta ’sir etayotgan ixtiyoriyjoylashgan kuch- 
lar sistemasi o ‘zaro m uvozanatlashadi, fazoda ixtiyoriy kuchlar sistemasi- 
ning m uvozanat tenglam alarini tuzamiz:

К D
87-shakl.

¿ F ta = 0; X A + X B +0-cos6O  = 0 .
k=i

¿ F ^  = 0; 0 = 0.
/Ы

Z /rfc=0; Za + Zh- P  + Q Sin60 = 0 . 
k-\

= 0; P • AD + Q • sin60° • ЛС + Z,, ■ /15 = 0 .
*=1

¿ w „ (F í ) = 0; -P  AD + Q Ä = 0 .

¿ m .  (F* ) = 0; - QcosöO0 - A C - X „ - A ß  =  0 .
A=l

(21* .1) 

(21*.2) 

(21*.3) 

(21 *.4) 

(21*.5) 

(21 *.6)
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T uzilgan tenglam alar sistem asini ketm a-ket yechib, quyidagilarni 
olamiz:

r > Q R 100-5 , „ C X T  (21*.5) tenglamadan: / > = ^ — = — —  = 12,5. N; 
v A r  40

Q ■ cos60° ■ AC  100 0,5-40 XT 
(21 *.6) tenglamadan: X R = ----------— --------= -------- — ----- = -2 0 .N ;

(21 *.1) tenglamadan: X A = - X H - Q ■ cos60° = 20-100 0,5 = -30 N;
(21 *.4) tenglam adan:

/3
„ лr\ L /л • 12,5-30 + 100 — -40 7  P AD + Q -sin60 AC ___________ 2____ = -38 4 N-

B AB 100
(21*.3) tenglam adan:

ZA = P - Z B -Ö 'sin60° = 12,5 + 38,4-100“  = -35,7N .

X 4, X g, Z j , Z e la r  ish o ra s i  m a n fiy lig id a n  u la rn in g  sh ak ld a  
ko 'rsatilgan yo‘nalishiga qaram a-qarshi yo'nalishda ekanligini ko 'rsatadi.

22*-masala. ABCD  kvadrat plitani ko ‘tarib turuvchi o ltita tayanch ster- 
jenlardagi zo 'riq ishlarni aniqlang. P litaning AD  tom oni bo 'y lab  gori- 
zontal p  kuch ta ’sir qiladi, o ‘lchovlar 88-shaklda ko 'rsatilgan.

Yechish. Oltita tayanch sterjenlar ta ’sirlarini ularning reaksiyalari bilan 
almashtiramiz. Sterjenlar o ‘zaro shamirli bog'langani uchun ularning reak- 
siyalarini. sterjenlami cho'ziladi deb qaralib tugunlardan sterjen bo‘ylab 
qarishi tomonga yo‘naltiramiz. H am m a kuchlar fazoda ixtiyoriy joylash- 
gan. Koordinata boshini ikki nom a’ium 5, va 5 , reaksiyalarni kesishgan 
nuqtasida tankib olib, o ltita m uvozanat tenglamalarini tuzamiz.

~0; - S .  • c o s a - S < c o s a  = 0. (22*. 1)Ы

¿ X = 0; P - S 4 co sa  = 0. (22*.2)
*=l

=0; -5 ,  - S 2-sina ~ S 3 - 5,4sin<a'-55sin/7 - 56 =0. (22*.3)
11
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88-shakl.

Shakldan ko 'rinad ik i a  = 45° b o ig a n d a  tenglam alar sistemasini ket- 
ma-ket yechib quyidagilarni topamiz:

(22*.2) dan  S í = - ^ — = p J 2 N;
4 co sa

(22*.6) dan  S2 = -----—  = - P V 2 ;
co sa

(22*. 1) dan S . = - S 2 = P j 2 ;

Y j mx(Fk) = 0; S, a - S 2 - s ina  a - S 3 a - P  a 
k=\

f j my(Fk) = 0; S, - a - 5 6 - o = 0 .
*=i

¿ w . ( F * )  = 0; P a  + 5 2 co sa  a  = 0

= 0 . (22*.4) 

(22*.5)

(22*.6)
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(22*.5) dan 5 ,+ 5 6 = 0;
U holda (22*.3) tenglam adan:

/ó
S s = - S j S ¡ n a - 5 4 • s i n a - 5 '5s in a  = ( / >V 2 - / ,V2 -  P > ¡2 )-^  = - P .

r  V 2
(22*.4) dan St = - P - S 3 - S 2s in a  = - P  + P  + V 2- —  = P .

(22*.5) dan S6 = - S , = - P .
S4, S5 qiym atlarning rausbat ishoraliligi ulam ing cho'zilishini ifo- 

dalaydi 2, 3, 6 -sterjenlar siqiladi.
23*-raasala: 89-shaklda ko 'rsatilgan mexanik sistema m uvozanat ho- 

latda turibdi A va B tayanch reaksiyalari va boshqa nom a’lum kuch P 
aniqlang. Yetaklovchi tasm adagi tortishish kuchi yetaklanuvchi tasm ada- 
gi tortishish kuchidan ikki baravar katta.

Berilgan. 0= 1 0  sm, /?=2r=8 sm, A/=800 Nm ; a  =  30 (89-shakl).
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Yechish. M asalani hal qilish uchun m exanik sistemani 3 qismga bo'lib 
har birini m uvozanatini alohida tekshiramiz. D astavval radiusi r b o ig an  
kichik g‘ildirakning bo 'lagi m uvozanatini tekshiram iz (I bo'lak):

î > , ( F t ) = 0; - M  + 2 - S - r ~ S - r  = 0. (23*.l)

R a „ M mr = — = 4 m  bundan S  = —  = —— = 20 0N..
2 r 4

Endi radiusi R b o 'lg an  g 'ild irak  bilan m ahkam langan valning 
m uvozanatini tekshiram iz (II bo 'lak).

± F b =  0; X A + X B+ S c o s ~  + T c o s a  =  0. (23*.2)

± F b = 0 :0  = 0. (23*.3)*•1

¿ F .  = 0 ; Z , +ZB - 2 S c o s — + 5sin  — + 7’c o sa  =0. (23*.4)
**i 2 2

i) = 0» Z -2a-S-3a\  sin — + 2-sin—l  + r s i n a a  = 0. (23*.5) 
[ 2  2 )

n
£  my(Ft ) = 0; T ■ cos a - R  + S R - 2 S R  = 0. (23*.6)
*=l

« — OC (Z
X w--№ ) = 0» - A ra 2a-2*S’ cos—3 o -5 ' cos—30 + 7  co s«  = 0. (23*.7)
*=i 2 2

Qiym atlarini (23*.2); (23*.3); (23*.4); (23*.5); (23*.6); (23*.7) teng- 
lam alarga qo 'y ib  quydagilarni hosil qilamiz:

X A + X B + 600 • cos 15° -  r  • cos30° = 0 . (23*.8)

ZA+ ZB-  200 ■ sin 15° + r • sin 30° = 0 . (23* .9)

2Z„ -6 0 0  sin 15° + 7 ' sin 30° = 0 -  (23*10)

r - c o s 3 0 ° -2 0 0  = 0 . (23*.11)

-  2X„ -  9• 200• cos 15° + T'  • cos30° = 0 . (23*. 12)
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Ushbu (23*.8)-(23*.12) tengliklardan noraa’Ium kuchlam i aniqlaymiz:

Z A = 200 • sin 15° -  230 • sin 30° -  20,5; ZA = 83 N.

X A = 2 3 0 -cos3 0 °- c o s  15° + 765; X A = 3 8 9 N.
X B va Z B larning qiym atlari m anfiy bo 'ladi. Shuning uchun X B va Z B 

Ia rn ing  y o ‘nalish i shak lda k o 'r sa tilg a n  y o 'n a lish g a  q a ram a-q a rsh i 
yo 'na lishda b o ‘ladi.

•3. Porshenning (III bo‘lak) m uvozanat tenglamalarini yozamiz:

(2 3 * .1 3 ); (23* .14 ) te n g la m a la rd a n :  / , = 230 cos30°; P = 200N; 

N  = 2 3 0 -sin30°: N  = 115 N.

1. Fazoda ixtiyoriy joylashgan kuchlar sistcmasi deb qanday kuchlarga 
aytiladi?

2. Kuchning nuqtaga nisbatan momenti vektori deb qanday vektorga 
aytiladi?

3. Kuchning nuqtaga nisbatan momenti vektori qanday hisoblanadi?
4. Kuchning o ‘qqa nisbatan momenti deb nimaga aytiladi?
5. Kuchning o 'qqa nisbatan momenti ishorasi qanday bo 'ladi?
6. Kuchning o 'qqa nisbatan momenti qachon nolga teng bo ‘ladi?
7. Kuchning o qqa va shu o qdagi nuqtaga nisbatan moment lari orasida 

qanday bog '/anishlar bor?
8. Fazodagi ju ft kuch momenti vektori nima?

Z u = ^-(600 • sin 15° -  200 • sin 30°); Z„ = 20,5 N.

X H = ~  (230 • cos 30° -1 8 0 0  • cos 15°); X„  = -765 N.

t ,F b = 0 ; r - c o s o r - / , = 0 ;

t .F ih = 0 ; N - T  s ina  = 0; *.i v (23*. 14)

(23*. 13)

TAKRORLASH UCHUN SA VOLLAR
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9. Juft kuchni o 'z tekisligiga parallel tekislikka ko ‘chirilsa uningjismga 
ta ’siri qanday bo ‘ladi?

10. Kesishuvchi tekislikda joylashgan Juft kuchlarni qanday qo'shish mum- 
kin?

11. Bosh vektor va bosh moment deb qanday vektorlarga aytiladi?
12. Bosh vektor va bosh momenining analitik ifodalari qanday?
13. Bosh vektor va bosh moment bir markazga keltirilsa, qanday hollar 

bo ‘ladi?
14. Teng ta 'sir etuvchining momenti liaqidagi Varin on teoremasini aytib 

bering.
15.Fazoda ixtiyoriy joylashgan kuchlar sistemasining muvozanat shart- 

lari qanday?
16. Fazodagi parallel kuchlar sistemasining muvozanat shartlari qanday?
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n

mx(R ) = ^ j mA Fk) yoki R y c = F \ ' y \+  F2 y 2 +... + Fn -y„

n

bundan yc = n

Shu teorem ani Oy o ‘qiga nisbatan tatb iq  qilib, x . koordinatani aniq- 
laymiz:

Endi k o o rd in a tan i aniqlash  uchun ham m a kuchlarni b ir tom onga 
Oy o 'q iga  parallel qilib 90° ga buram iz va teng ta ’sir etuvchining rno- 
rnenti haqidagi teorem ani Ox  o 'q iga  n isbatan tatb iq  qilamiz. Shunday 
qilib, parallel kuchlar m arkazi quyidagi form ulalar yordam ida aniqla- 
nadi:

Biror yo 'nalishni m usbat tanlab  olib, (7.2) formula yordam ida nuqta 
koordinata x'e j zc larni aniqlanayotganda kuchlarning qiym atlari mos 
ishoralar bilan olinishi zarur.

30-§. Jism og'irlik markazining koordinatalari uchun umumiy formulalar

Jism ni elem entar bo 'lakchalarga  b o 'lib , har bir b o 'lak k a  u larning 
og'irlik kuchlarini qo 'yam iz. U holda parallel kuchlar sistemasini hosil 
qilamiz (93-shakl). Parallel og 'irlik  kuchlar sistemasining m arkazi, jism- 
ning og 'irlik  m arkazi bo 'ladi. Jism ning og 'irlik  m arkazir.ing kocrd ina- 
talari (7.2) form ulaga asosan quyidagicha aniqlanadi:

2>.

n

(7.2)
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2 > £ ч - л  £ ч - * *
____  * y  ------- * 7 =  — 1

с И  > >c n 9  V (7.3)
I >  2 >  2 >ici *-l id

bunda P-jism og'irligi. Bir jinsli jism  uchun
Pt =yAVk-,P = r V ,

bunda AVt -e lem entar b o 'lak c h an in g  hajm i, F-jism  hajm i, Y -birlik 
hajm ining og‘irligi.

93-shakl. 94-shakl.

Pk va P larning qiym atlarini (7.3) form ulalarga qo 'y ib  quyidagilarni 
olamiz:

-
X C

£ x t AV,  ¿ Л А К ,-  AVK

Ус =
*=i

*c =
*=i (7.4)

A gar jism  yupqa bir jinsli p lastinka b o ‘lsa, uning og ‘irlik m arkazi 
koordinatalari quyidagi form ulalar bilan aniqlanadi (94-shakl):

_  k=i ______
t r, » Ус ~  r. (7.5)
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bunda AS1, -elem entar bo 'lakchaning  yuzasi S-butun plastinka yuzasi. 
A gar jism  bir jinsli chiziqdan (95-shakl) iborat bo 'lsa , uning og 'irlik  
m arkazining koordinatalari quyidagi form ulalar yordam ida aniqlanadi:

*c = j y c = j Y j ytALt: zc = j Y izkALi . (7.6)
L *=1 L *=1 L *=1

95-shakl.

Quyidagi belgilarni kiritamiz:
n n

s * = X > ,*A5*; 5 >'= Z x*A5*- (7-7)
*=l *=l

U holda (7.5) form ulalarni quyidagi ko 'rin ishda yozamiz:

Bu yerda S x yuzaning Ox o ‘qiga nisbatan Statik mom enti deb ataladi, 
S f esa Oy o 'q iga  n isbatan yuzaning Statik m om enti deb atalad i. A gar 
yuza og 'irlik  m arkazining koordinatalari aniq bo 'lsa, uning Statik m o
menti quyidagi form ulalar yordam ida aniqlanadi:

Sx = S - y c; Sy = S - x c. (7.9)
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3 i-§ . Og‘irlik markazini aniqlash usullari. Simmetrik jismlarning og‘irlik
markazi

l.Teorem a. Agar bir jinsli jism  simmetriya tekisligi o ‘qi yoki markazi- 
2a ega bo‘lsa, u holda uning og 'irlik  m arkazi mos ravishda shu tekislik- 
da, o ‘q  yoki m arkazda yotadi.

Isbot. Jism simmetriya tekisligiga ega boMsin (96-shakl). U holda teore- 
m aga asosan

t)
zc = 0 yoki ^ Jzk ^ k ~ Q

*=i
bo 'ladi, shunga k o ‘ra jism  elem entar A t, A 2, A n bo 'laklarining hajm- 
larini mos ravishda quyidagicha bo 'lgan

AVltAVlt...,AVm
bo 'lakchalarga bo'lam iz. Sim m etriya o 'q iga ega bo'lganligi sababli har 
qanday koordinatali Ak b o ia k c h a  Oxy tekisligiga nisbatan simmetrik 
b o ig an  A'k nuqtaga mos keladi, uning koordinatalari x k, y k, zk bo 'ladi. 
Quyidagi ko 'paytm alam i tuzib qo 'shsak  quyidagini olamiz:

0 ,
k=I

96-shakl.
u holda Z = 0  bo 'ladi. X uddi shunday qolgan hollar y a ’ni jism simmetrik 
o 'q  yoki markazga ega bo 'lgan  hollar isbot qilinadi.
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2. Bo‘laklarga ajratish (to‘ldirish) usuli
Agar bir jinsli qattiq  jismni og 'irlik  m arkazlari m a’lum bo 'lgan  chek- 

li sonli geom etrik shakllarga ajratish m um kin bo ‘lsa, u holda uning og'irlik 
m arkazining koordinatalari (7.4), (7.5), (7.6) form ulalar yordam ida an- 
iqlanadi. A gar qattiq  jism da teshiklarm avjud bo 'lsa, uning og 'irlik  m arka- 
zini aniqlashda jism ni to 'liq  deb qaraladi, teshiklar va yetishmovchi yuza 
yoki hajm ga tegishli had lar m anfiy ishoralar bilan olinadi. Bu usulni 
manfiy yuzalar (hajm lar) usuli deb ataladi.

24*-masala. 97-shaklda tasvirlangan bir jinsli yupqa plastinka og'irlik 
m arkazining koordinatalarini aniqlang.

Yechish. P lastinkani to 'r tta  bo 'lak larga ajratam iz. M arkazga Cj.C*,, 
y ,) n u q ta  b o 'lg a n  to 'r tb u rc h a k  m ark az i C2,(x2, >’2) n u q ta  b o 'lg a n  
to 'rtbu rchak  m arkazi C3,(.x3, y j  nuqta bo 'lgan  uchburchak va m arkazi 
Ç»(-V4> y4) nuqta bo 'lgan  doira (teshik) shakldan C,, C2, C3, C4 nuqtalari- 
n in g  k o o rd in a ta la r i  m a ’lum  o 'ic h o v la r i  y o rd a m id a  a n iq la n a d i.  
B o'lakchalarning yuzalarini S r  S2, Sy  SA lar bilan belgilaymiz va ular 
osonlikcha aniqlanadi, (7.5)ga asosan quyidagi form uladan foydalanib, 
og 'irlik  m arkazining koordinatalarin i topam iz.

+ S 2 + S3 + S4

A g ar OA =30 m , O D = 36 m , O E =24 m , AB=  10 m , B K = 20 m,

Agar S ^ O O m 2, S',=140 m 2, 5^=60 m 2, S4=9 Tt m 1 bo 'lsa, (24*. 1) teng- 
likdan quyidagilarni topamiz:

x,'C
■ AT| + S2 • x2 + S3 • x3 + 64 • X4 

S} + S2 + S3 + S  ̂ 
S l -yl +S2 -y2 +Si -y3 +S4 -y4 (24*. 1)

x 4=5 m, y t = 24  m, r= 3 m, x ,=5 m , x 2=17 m, y, = 15 m, y ,=5 m  bo 'lsa

jc3 =  28 m 

10
y* = ~T  m -
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97-shakI.
3. Integrallash usuli
A gar bir jinsli qattiq  jism ni chekli sondagi sodda geomctrik shakllarga 

ajratishning iloji bo 'lm asa, u holda og 'irlik  m arkazi koordinatalarni (7.4),
(7.5), (7.6) fo rm u la la r y o rd am id a  an iq lash  uchun bu fo rm ulala rda 
bo 'lakchalar soni n cheksizlikka intiladi, ularning o'lchovlari nolga intila- 
di. Bu form ulalarda limitga o 'tib  hajm og‘irlik m arkazining koordinata- 
lari quyidagi form ulalar yordam ida aniqlanadi:

- y  f* » ; У , = у  \y*>; t ' - y  f e y .  1 l0  
m  (у) t o

Sirt og'irlik m arkazining koordinatalari quyidagi form ulalar yordam 
ida aniqlanadi:

xc = - \ x d s ;  yc = ± \ y d s ;  zc =^~ \zds,  (? H )
°  (Я  °  (S) 15 (S)

bunda 5  -  sirt yuzasi.



2. Bo'laklarga ajratish (to ‘ ldirish) usuli
Agar bir jinsli qattiq jismni og'irlik markazlari m a’lum bo'lgan chek- 

li sonli geometrik shakllarga ajratish mumkin bo'lsa, u holda uning og‘ irlik 
markazining koordinatalari (7.4), (7.5), (7.6) formulalar yordamida an- 
iqlanadi. Agar qattiq jismda teshiklar mavjud bo'lsa, uning og'irlik marka- 
zini aniqlashda jismni to'liq deb qaraladi, teshiklar va yetishmovchi yuza 
yoki hajmga tegishli hadlar manfiy ishoralar bilan olinadi. Bu usulni 
manfiy yuzalar (hajmlar) usuli deb ataladi.

24*-masala. 97-shaklda tasvirlangan bir jinsli yupqa plastinka og'irlik 
markazining koordinatalarini aniqlang.

Yechish. Plastinkani to 'rtta bo'laklarga ajratamiz. M arkazga ,(jc,, 
y ,)  nuqta b o 'lgan  to 'rtbu rchak  m arkazi C2,(xv y j  nuqta bo 'lgan  
to'rtburchak markazi C3,(x3, y 3) nuqta bo'lgan uchburchak va markazi 
C4(x4, y4) nuqta bo'lgan doira (teshik) shakldan C,, Cv C3, C4 nuqtalari- 
n ing k o o rd in a ta la r i m a ’ lum o 'lc h o v la r i yo rd am id a  an iq lan ad i. 
Bo'lakchalarning yuzalarini S v Sv S}, SA la r bilan belgilaymiz va ular 
osonlikcha aniqlanadi, (7.5)ga asosan quyidagi formuladan foydalanib, 
og'irlik markazining koordinatalarini topamiz.

5, + *̂ 2 + 53 + S4

A gar OA = 3 0  m, O D -3 6  m, 0 £ = 2 4  m, AB - 10 m, BK=2 0  m,

yc =

x.C
S\ ■ X| + S i • X; + ‘S3 ■ x3 + S4 ■ .v4

5, + Sj + + S4 
Sr y ] +S2 -y2 +Si -y3 +S4 -y4 (24*. 1)

x4=5 m, yA=24 m, r=3 m, x,=5 m, x2=17 m, y, = 15 m, y ,=5 m bo'lsa

x3 = 28 m 

10

Agar 5, =300 m2, JS2=140 m2, 5 3=60 m2, SA=9 n  m2 bo'lsa, (24*. 1) teng- 
likdan quyidagilarni topamiz:
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97-shakl.

3. Iiitegrallash usuli
Agar bir jinsli qattiq jismni chekli sondagi sodda geometrik shakllarga 

ajratishning iloji bo'lmasa, u holda og'irlik markazi koordinatalarni (7.4),
(7.5), (7 .6) form ulalar yordam ida aniqlash uchun bu form ulalarda 
bo‘lakchalar soni n cheksizlikka intiladi, ularning o'lchovlari nolga intila- 
di. Bu formulalarda limitga o ‘tib hajm og'irlik markazining koordinata- 
lari quyidagi formulalar yordamida aniqlanadi:

= -  jxdv; y c = -  jyd v; zc = 1  jzdv. ( ? щ  
(П  ( V )  ( V )

Sirt og'irlik markazining koordinatalari quyidagi formulalar yordam
ida aniqlanadi:

= c  \xds' Ä * !  \у^  zc = \ \ zds’ (7.11)
(S) °  (.V) °  (S)

bunda S  -  sirt yuzasi.



Agar sirt tekis shakl bo'lsa va xOy tekislik shu shakl tekisligida olin- 
sa, yuqoridagi formulalar quyidagicha yoziladi:

X‘ = J  l ytts- (7.12)
( i ’l ( S )

Ko'ndalang qirqira yuzalari o‘zgarmas va bir jinsli moddadan iborat 
chiziqning og'irlik markazining koordinatalari quyidagi formulalar yor- 
damida aniqlanadi:

*C~ T  \xdl> y ‘  = T  \ydl' Z‘ = I  \zdL (7.13)
( L )  ( ¿ )  ( ¿ )

25*-m asa!a. Aylana qismi (yoyi) og'irlik markazining koordinatalarini 
aniqlang. Markaziy burchagi 2 a  bo'lgan R radiusli AB aylana yoyini 
olamiz (98-shakl). A ylana yoyi simmetriya o‘qiga ega Ox koordinata 
o ‘qidir. Isbot qilingan teoremaga asosan yoyning og'irlik markazi uning 
simmetriya o‘qida yotishi kerak, y a ’ni yc=0 koordinata xc quyidagi for
mula yordamida aniqlanadi:

i

i
1 o\  C 1 x
\ \  /

98-shakl.

xc=Y  J * * »  (25*. 1)
^ ( L . )

og‘irlik markazining abssissasi x bo'lgan yoydan cheksiz kichik elemen
tar dl boiakchani ajratib olamiz. U holda

dl = R-dcp, x= R cos<p, Lt = R a  (25*.2)
(25*.2) ifodalami (25*. 1) formulaga qo'yib , <p bo'yicha integrallab, 

quyidagini olamiz:
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(25*.3)

yarim aylana uchun «  -  — bo'lganda

(25*. 4)

bo'ladi.
26*-masala. Doira shaklli sektor yuzaning og'irlik markazi koordi- 

natlarini aniqlang. Ixtiyorimizda R radiusli va markaziy burchagi 2 a  
bo'lgan doira sektor yuzi mavjud. 99-shakl sektor yuzasining simmetriya 
o‘qini Ox koordinata o'qi sifatida qabul qilib va OC-xc masofani quyi- 
dagi formula yordamida aniqlaymiz:

m arkaziy burchagi d<p bo 'lgan cheksiz kichik Oab sektor yuzachani 
ajratam iz. Xuddi teng yonli uchburchak deb qaralgan bu elementar 
bo'lakchaning og'irlik markazi С' nuqtada bo'lib, bu masofa quyidagiga

2
teng O C '= -R , bu С' markaz nuqtaning koordinatasi quyidagiga teng

x = — R-cosip (26*.2)

yuzacha

ds = - R 2d(p 
2

(26*. 3)

sektor yuzasi

S = - - R 2-2cc = R-a
2

(26*.4)
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(26*.2); (26*.3) va (26*.4) ifodalami (26*. 1) formulaga qo'yib va <p 
bo'yicha integrallab, quyidagini olamiz:

1 “f 1 Ä.3 w  f  R  ■ T= —r— —/? cos <paç=-----sin® =
R a  h  *  V \ a- a  N ' l - a

2Rsina 
3 a

demak,

2 „ sinorxr = — R --------
c 3 a

sektor o‘m ida yarim doira bo'lsa, ya ’ni:

71a  -  —
2

(26*6) ni (26*.5) ga qo'ysak:

kelib chiqadi.

4 R
xc = —  = 0,42 R

3 л

(26*. 5)

(26*.6)

(26*.7)

99-shakl.
27-masala. Balandligi H va asosining radiusi R bo'lgan to‘g‘ri doiraviy 

konus og'irlik markazining koordinatalari aniqlansin. konusning sim- 
metriya o'qini O: koordinata o‘qi sifatida olamiz. U holda x= yc- 0, zc 
koordinata quyidagi formula yordamida aniqlanadi:
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z‘‘ y  \zdv' (27*. 1).v 

♦ *

' X

IOO-shakl.

Konus asosidan r  masofa balandlik dz va radiusi r bo'lgan silindr 
ko rinishdagi cheksiz kichik bir element hajmini ajratamiz(lOO-shakl). 
Bu element hajmi quyidagiga teng:

dV = n r d z  (27*.2)
radius r ni AOB va OlABl uchburchaklaming o ‘xshashligidan aniqlanadi:

r H -z
J  = ~l r  (27*.3)

bundan

R r u  \r =— (H ~z) (27*.4)

(27*.4) ni (27*.2) ga qo'ysak:

dV = ̂ T(H -z )2dz (27*.5)

kelib chiqadi.
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Konusning hajmi quyidagiga teng: V - —n R H bo'lgani uchun 

(27*. 1) ga qo'ysak:

n « Н -

H 1 H
— *  ( 7 ' 2 , )

С

hosil qilamiz.

1
Demak: zc =~7 -̂4

TAKRORLASH UCHUN SA VOLLAR

1. Parallel kuchlar markazi qanday aniqlanadi?
2. Og ‘irlik markazini aniqlash formulalari qanday?
3. Hajmning og‘irlik markazini aniqlash formulasini keltiring.
4. Yuzaning og 'irlik markazi qanday aniqlanadi?
5. Chiziqning og ‘irlik markazi qanday aniqlanadi?
6. Og 'irlik markazini aniqlashning qanday usullarini bilasiz?
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I IQ IS M  

KINEMATIK A

V II IBOB. KINEMATIKAGA KIRISH VA KINEMATIKANING ASOSIY
TUSH UN CHALAR I

Nazariy mexanikaning kinematika bo'limida jismlarning harakati bu 
harakatni vujudga keltiruvchi kuchlarni nazarda tutilmay, faqat geometrik 
nuqtayi nazardan tekshiriladi. Kinematika so‘zi grekcha «kinema» so‘zidan 
olingan bo'lib, harakat degan m a’noni anglatadi. Kinematikada hara- 
katning aniqlanish usullari, harakatni kinematik xarakterlaydigan kat- 
taliklar (trayektoriya, tezlik va tezlanishlar) aniqlanadi. Jismning harakatini 
kinematik usulda aniqlash texnikada turli mashina va mexanizmlar qism- 
larining harakatini o'rganish uchun nazariy baza bo'lib xizmat qiladi. XIX 
asrning boshlarida texnikaning tez taraqqiy etishi va shu jumladan, mashi- 
nasozlikning rivojlanishi, jism harakatini geometrik tekshirish masalasini 
ilgari surdi. Shu davrdan boshlab kinematika nazariy mexanikaning mus- 
taqil qismi bo'iib ajraldi.

M ateriya doimo harakatda bo'lganidan, uni vaqt va fazodan ajratib 
tasvirlab bo'lmaydi. Olamda harakat qiluvchi materiyadan boshqa hech 
narsa yo'qdir, harakat qiluvchi materiya esa fazo va vaqtda harakat qila
di. T a’rifga ko 'ra harakat materiyaning ajralmas asosiy xossasidir.

T ab iat to 'g 'r is id ag i fan lardan  biri bo 'lgan  nazariy  m exanikani 
o'rganish dunyoga mantiqiy nuqtayi nazardan qarash va to 'g 'ri uslub- 
lar asosida fikr yurgizishga yordam beradi. Nazariy mexanikada jism lar 
harakatining eng sodda shakli - mexanik harakat tekshiriladi. Vaqtning 
o'tishi bilan moddiy jism larning fazoda bir-biriga nisbatan ko'chishiga 
mexanik harakat deyiladi. K inematikada jism larning harakati boshqa 
biror jism bilan bog'langan. koordinata sistemasiga nisbatan tekshirila
di.

Tabiatda mutlaq harakatsiz jism bo’lmagani tufayli mutlaq qo'zg'ahnas 
sanoq sistemasi ham mavjud bo'lmaydi. Shu sababli «H arakat» va «Mu- 
vozanat» tushunchalari nisbiy tushunchalardir. Agar jismni biror sanoq
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102-shakL
Nuqta koordinatalari bilan / vaqt orasidagi (8.2) munosabatlar berilgan 

bo'lsa, M nuqtaning fazoda istalgan paytdagi holati m a’lum bo'ladi. 
Shu sababli nuqtaning Dekart koordinatalaridagi harakat tenglamalari 
deb ataluvchi (8 .2) tenglamalar nuqtaning holatini butunlay aniqlaydi,
(8 .2) tenglamalardan t vaqtni yo'qotib, nuqta trayektoriyasining tengla- 
masi aniqlanadi. Agar nuqta trayektoriyasi bir tekislikda yotsa, u holda 
Oxy tekisligi uchun mazkur trayektoriya yotgan tekislikni olamiz (103- 
shakl). Natijada nuqtaning ikkita harakat tenglamalariga ega bo'lamiz.

103-shakl.

(8.3)
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(8 3) tenglamalarga nuqlaning tekislikdagi harakat tenglamcdari deyi- 
ladi Moddiy nuqta o'zining fazodagi harakati natijasida to 'g 'ri chiziqli 
yo in i o'tsa, bunday harakat to‘g ‘ri chiziqli harakat deyiladi. O nuqtani 
koordinatalar boshi desak, biror M nuqta harakatlanmasdan oldin O da 
yoki O dan m a'lum  uzoqlikda bo 'lad i (104-shakl). Nuqtaning to‘g ‘ ri 
chiziqli harakati bitta

x=x(t) (8.4)
tenglama bilan aniqlanadi.

104-shakl.
28*-masala. Krivoship-shatun mehanizmida, OA krivoship doimiy ro 

burchak tezligi bilan aylanadi va OA=a, AB= C, l=a . Shatun o'rtasidagi 
M nuqtaning harakat tenglamasi va trayektoriya tenglamasini aniqlang. 
Shuningdek, B polzunning harakat tenglamasini toping. Harakat bosh- 
lanishida B polzun o'ngdagi eng chctki holatda boMsin. Koordinata 
o‘qlari shaklda ko'rsatilgan boMsin.

Ycchish. M  nuqtadan koordinata o 'qlariga Ml) va ME perpendiku- 
larlar tushiramiz. 105-shakldan (28*. 1)

x=OE=OK+KE:=OA ■ cos<P+AM-cosy/ (28*.1)

105-shakl.

I=a bo'lgani uchun <p = v  bo‘ladi, u holda



ladi:

106-shakl.

Bizda <p = y/ ■ t u holda (28*.2) tenglama quyidagi ko‘rinishida yozi-

3 aX = — cos cot,
2
a . у  = —sin cot.
2

(28*.3)

(28*.3) tenglam alar sistemasi M  nuqtaning harakat tenglam alari 
bo‘ladi. Bu tenglaraalardan vaqt t ni yo'qotsak, trayektoriya tenglamalas- 
ini topamiz. Sinus va kosinus funksiyalarning argumentlari bir xil bo‘lsa, 
vaqt t ni yo ‘qotish uchun (28*.3) tenglam alam i quyidagi ko'rinishda 
yozamiz:

2 X
cos cot = ------ ,

3 a

sin cot- — -y. 
a

(28 *.4)

(28*.4) tenglamalaming ikkala tomonini kvadratga ko'taramiz:

.24 X*cos cot = ------
9 a 2

s in 1 cot = y 2 
a

(28*.5)
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4x! 4 y 1 x2 y 2
T- 7  + —r- = l yoki -~ y  + ~~r = *■ (28*.6) 9a a 2 3 9 a2 a2 v '

O'zaro qo'shib quyidagini hosil qilamiz:

(28*.6) tenglama M nuqtaning trayektoriya tenglaraasi. Trayektoriya 

yarim o‘qlari va ^  ga teng bo'lgan va ellipsdan iborat (106-shakl).

(28*.7) tenglama B polzuning harakat tenglamasini ifodalaydi.
Endi B polzunning harakat tenglamasini topamiz.
105-shakldan:

xB=OB=acos<p+lcos<p = acos(p + acos (p =2acos (p yoki xB=2acostp (28*.7)
3. Tabiiy ustd. Harakatlanayotgan nuqtaning trayektoriyasi oldindan 

ma’lum bo'lsa, nuqta harakatini tabiiy usulda aniqlash qulay. Nuqtaning 
trayektoriyasi to ‘g ‘ri chiziqdan yoki egri chiziqdan iborat b o iad i. 
Trayektoriyada qo‘zg‘almas O nuqtani olib, bu nuqtaga nisbatan yoy 
koordinatasini o‘tkazamiz (107-shakl). Harakatlanayotgan M nuqtaning 
trayektoriyadagi holatini O nuqtadan trayektoriya bo'yicha OM=S yoy 
koordinatasi b ilan an iqlaym iz. O nuqtadan bir tomonga qo 'y ilgan  
masofani musbat, ikkinchi tomonga qo'yilgan masofani manfiy deb hisob- 
laymiz. Vaqtning o'tishi bilan harakatlanayotgan nuqtadan qo‘zg‘almas
O nuqtagacha bo'lgan OM masofa o'zgaradi, ya ’ni koordinatasi vaqtning 
funksiyasidan iborat:

s= №  (8.5)
Bu munosabatga nuqtaning tabiiy usuldagi harakat tenglamasi yoki 

harakat qonuni deyiladi.
Agar f  (t) funksiya m a’lum b o isa , u holda t vaqtning har bir payti 

uchun OM ni aniqlab, O nuqtadan trayektoriya bo'yicha qo'yamiz. Nati- 
jada M nuqtaning berilgan t paytdagi holati aniqlanadi. Shunday qilib, M 
nuqtaning harakatini tabiiy usulda aniqlash uchun uning trayektoriyasida
0  qo'zg* aimas nuqta (hisoblash boshi) va yoy koordinatasining hisob- 
lash yo'nalishi hamda S= f (t) harakat tenglamasi bo'lishi kerak. Nuqta
ning S  yoy koordinatasi bilan trayektoriya ustidan o'tgan OM yo 'li doimo 
bir xil bo'lavermaydi.
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Agar M nuqtaning harakati O qo ‘zg‘alm as nuqtadan boshlanib
A/=/-/,, vaqt o ralig 'ida doimo musbat yo 'nalish i bo'yicha bo'lsa, t
vaqtda nuqtaning yoy koordinatasi bilan Ai vaqt oralig'ida o'tilgan yo 'l 
o'zaro teng.

s

107-shakl.
Agar to boshlang'ich vaqtda nuqta M0 holatda bo‘ lib, At vaqtdan 

keyin M holatni egallasa, u holda At oralig 'ida nuqtaning bir tomonga 
harakatlanishi natijasida o'tilgan yo 'l

I
S = jf( t )d t

Iq
formula bilan aniqlanadi.

33-§. Nuqtaning tezligi

1. lia r akut qonuni vektor usulda herilgunda nuqtaning tezligi 
N uqta tezligi vektor m iqdor bo'lib , nuqta harakatin ing berilgan 

m omentdagi tezligi va bu harakatn ing yo 'n a lish in i h arakterlayd i.
Nuqta AB egri chiziqli trayektoriya chizgan bo'lsin, r  =r(t) harakat 
tenglam asi. H arakatlanayotgan  bu nuqta holatin i ixtiyoriy olingan 
qo 'zg 'a lm as O nuqtadan o 'tkazilgan , uning r( t) radius vektori bilan 
aniqlanadi (108-shakl). Kichik vaqt At o ra lig 'id a esa, y a ’ni t+At mo- 
mentda AT holatni olsin. M' nuqtaning radius vektorini rj bilan belgi- 

laym iz. MM' vektor nuqtan ing At vaqtdagi ko 'ch ish i deb ata lad i. 
MM' ko'chishni vaqt o ra lig 'i At ga nisbatini ifodalovchi MK vektor- 
ni o 'rtacha tezlik deyiladi. Agar nuqtaning o 'rtacha tezligini 9*  bi
lan belgilasak, u quyidagiga teng.
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A/

108-shakl.
Endi At ni nolga intiltirib boramiz, bunda M' nuqta M nuqtaga inti-

ladi. 3*  vektor yo'nalishining limiti trayektoriyaning M nuqtasidagi 
urinma yo'nalishiga mos keladi, uning moduli esa,

9  = lim J*  = lim = lim MK = M .A/->0 dJ-*0

Ammo AOMM' uchburchakdan rt = r + MM\ M M '-rx - r  -  Ar 
olamiz. Bu yerda Ar harakatlanayotgan nuqta radius vektorining At

— Ar — .. Ar 
vaqtdagi o‘zgarishidir. Shuning uchun 3 = —  va >9 = lim — .

Demak,

3  = ^  
dt

(8.6)

ya ’ni, harakatlanayotgan nuqta tezligi bu nuqtaning radius vektoridan vaqt 
bo'yicha olingan birinchi tartibli hosilasiga teng.

2. Harakat qonuni koordinuta va tabiiy usulda berilganda nuqtaning tezligi 
Nuqta harakati koordinat usulda berilgan bo'lsin:

x = x(t)

y  = A  0
z = z(t)

(8.7)
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r  radius vektomi koordinata o‘qlaridagi proyeksiyalari orqali yozish mumkin:
r = xi + y i  + zk-  (8 .8)

Bunda /, j\ k koordinata o 'q lari bo 'ylab yo iia lg an  birlik vektor- 
lardir. Tezlik vektorining koordinata o 'qlaridagi proyeksiyalari 9 , 9 , 3  

bo'lsin, u holda 9  ni quyidagicha yozish mumkin:
9  = 9xi + 9vj  + 9.k  (8.9) 

(8 .8) va (8.9) ni (8 .6) ga qo'ysak, quyidagini hosil qilamiz: 
n • n -  n r  d , . T. d x . dy dz 9X> + 9 .1  + 9.k = — (xi + y j  + zk) = / + - / - *  k

■ 1 dt J dt dt dt 
Ifoda ayniyat bo igan i uchun birlik vektorlar oldidagi koeffitsientlar 

tegishlicha bo'lishi kerak:

dx ' dy ' dz - 9 =  —  = x; 9 =  —  = y ; 9. = — = z. 
dt * '  dt ’  • dt

Demak, tezlik vektorining koordinata o'qidagi proyeksiyasi harakat-
dagi nuqta koordinatasidan vaqtga nisbatan olingan hosilaga teng bo ia r
ekan.

Vektorning proyeksiyalari m a’lum bo isa, uning moduli va yo'nalishini 
topish mumkin. U proyeksiyalarga qurilgan parallelopiped diagonaliga 
teng, shunga ko'ra:

9  = p i + 9]+ 9 :.
Tezlik vektorining yo ‘naltiruvchi kosinuslari uchun quyidagi formu- 

lalarni yozamiz:

cos(5,/) = ^ ;  cosG 9j) = - y ;  cos(9,k) = ̂ .

Harakat tekislikda bo'Isa. Ox. Oy o 'qlarni harakat tekishgida olamiz:

9  = f k .  9  = dy. s  = J S l + S 1,
' dt y dt V r ' 

- A- 9  - A-  9V 
cos(9,i) = -^\ cos(9 ,j)  = — .

3. Harakat qonuni tabiiy usulda berilganda nuqta tczligi 
Nuqta berilgan trayektoriya bo'ylab S - f  (t) qonuniga muvofiq hara- 

katlanayotgan bo'lsin. Nuqta t vaqtda AT vaziyatda va t+At vaqtda esa

132



jW  vaziyatda bo isin  va nuqtaning yoy koordinatalari mos ravishda S  va 
S ' bo isin  (109-shakl).

MM' = OM'- OM  = S ’-  S  = AS
bo'ladi.

Trayektoriyasi m a’lum boigandagi nuqtaning istalgan momentdagi 
tezlik vektori urinma bo'ylab yo‘naladi. Shuning uchun bizga tezlikning 
modulini topishgina qoladi. M a’lumki, tezlik

# = lim #* = lim■V-»0 M-*0 At

Shakl almashtirish kiritamiz
-5- MM' AS AF AS 
& = lim——— —  = lim—  •lim——

AS At AS 4,-u At
Ar _ _

ljm—  -  t bo'lgani uchun tezlik moduli quyidagicha bo'ladi:

„ AS ds , , , .
<S> = lim— =—  = / ’(/). (8.11)

"-0 At dt
— d s_

Demak: # = ~ rr  bo iad i. Harakat qonuni tabiiy usulda berilganda tez- dt
lik miqdori (8 . 11) formulada aniqlanadi, yo ‘nalishi trayektoriyaga urunma 
bo‘yicha, y a ’ni f  bo'ylab yo 'naladi.

ds
Agarda bo'lsa, S  o'sib boradi.

ds
< 0 bo isa  harakat teskari sodir bo'ladi. keyingi holda tezlik moduli 

dt 6
ds ds

uchun ning abso lu t q iym a ti o lin a d i, y a ’ni •> = /-—/. A gar 
dt dt
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ds
j t ~ & ~ const bo'lsa, harakat tekis bo'ladi y a ’ni S=S0+3l, agar t=0 da 

S0=0 bo‘lsa, S=i9i bo iad i.

Umumiy holda <9 tezlik vektori skalyar argument bo'lgan t vaqtning 

funksiyasidir, y a ’ni 3 = 3 (t). Vektoming boshi uchun O nuqta olsak, vaqt
o'tishi bilan uning uchi fazoda m a’lum chiziqni chizadi. Bu chiziq tezlik vek- 
torining godografi deyiladi. Koordinatalar boshini tezlik vektorining boshi- 
da olsak, godografning parametrik tenglamalari quyidagiga teng bo'ladi:

K oordinatalar o 'q la ri uchun Oxv Oyx, Ozt lar qabul qilinadi. Tez
lik godografini grafik usulda ham qurish mumkin. Buning uchun nuq- 
taning bir qancha b ir-b iriga yaqin ho latlaridagi tezliklarin i an iqlab 
( 110-a shakl), bir nuqtaga (qutbga) o'z yo 'nalish i bilan ko 'chirilad i, 
bu tezlik lar uchlarini tutashtirish bilan godograf grafigin i chizamiz 
( 110-6 shakl).

34-§. Tezlik godografi

x
110-shakl.
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Misollar. 1. Tezlikning moduli doimiy bo'lsa, godograf 9  radiusli 
sfera ustidagi egri chiziqlardan iborat bo'ladi.

2. Moddiy nuqtaning o'zgarmas tezlik vektori doimo biror tekislikka 
parallel bo‘lsa, godograf aylana bo‘ ladi.

35-§. Nuqtaning tezlanishi

/. Harakat qonuni vektor usulda berilganda nuqta tezlanishi 
Nuqtaning tezlanishi vektor kattalik bo'lib, berilgan daqiqadagi nuqta 

tezlik vektorining vaqt birligi ichida o'zgarishini xarakterlaydi. Trayek- 
toriya bir tekislikda yotsin ( 111-shakl).

H arakatlanayotgan nuqta trayektoriyada t daqiqada M holatda. te-
zligi 9  bo'lsin, bu nuqta At kichik vaqt oralig 'ida, ya ’ni t+At daqiqada 
AT holatni olsin va tezligi 9 '  bo’ lsin, 9 '  vektorni M ’ nuqtadan M 
nuqtaga o 'ziga parallel ko'chiramiz, uning uchini 9 ' vektorning uchi 
bilan tutashtiram iz va chizilgan uchburchakning parallelogram m ga

toMdiramiz. U holda MA = 9 ' - 9  = Д 9  bo‘lgani uchun MA vektor At 
vaqtda tezlik o ‘zgarishini ifodalaydi. Endi At vaqtga mos kcluvchi Д 9
vektorni At ga nisbatiga teng bo'lgan MB vektorni yasaymiz. Bu vektor 
nuqtaning At vaqtdagi o'rtacha tezlanishi deyiladi.

Ya m: a * - — .

135



Uning At nolga intilgandagi daqiqada M nuqtaning haqiqiy tezlani- 
shi vektorini ifodalaydi:

“  775 .. A.9 d 3  a = lim MB = hm —  =-----,
Л/-.0 Д / d t

-  d 9a = ---- .
dt

(8. 12)

Bu vektorni chizmada MC vektor bilan ifodalaymiz. MC trayektori- 
ya tekisligida yotadi.

2. Harakat qonuni koordinata usuldu berilgandugi nuqta tezlanishi
Tezlanish vektorining koordinata o'qlaridagi proyeksiyalari ax, av, a 

boisin . ä  tezlanishni proyeksiyalari orqali ifodalaymiz:

a = a j  + a, j  + ajc (8.13)
(8.9) va (8.13) formulalarni (8.12) ga qo'ysak, quyidagi ifodalar hosil 

bo'ladi:

(8.14)dt
i, j,k  = const.

Y uqoridagi ifoda ayn iyat bo'lgani uchun i , j , k  birlik vektorning 
oldidagi koeffitsientlar tegishlicha bir-biriga teng bo'lishi kerak:

d3t d 9t d 9
ar = ~ ,  a , =-r"> a: =—Г  dt dt dt (8.15)

Bu formulalarga 3 t, <9, 3. ning qiymatlarini (8.10) keltirib qo‘ysak, 
tezlanish proyeksiyalarini koordinatalar orqali ifodalagan bo'lamiz:

_  d S . = d ' x  _  " 
a' dt ~ dt’ ~ X 

d3 d'y "
a ,  =  — -  =  — —  =  y  

dt dt1 У
_ d3. d'z -

dt d t2 7

(8 .16)
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Demak, tezlanish vektorining koordinata o'qidagi proyeksiyalari, tez- 
lik vektorining tegishlicha koordinata o'qidagi proyeksiyasining vaqtga 
nisbatan birinchi tartibli hosilasiga yoki harakatlanayotgan nuqta koor- 
dinatasining ikkinchi tartibli hosilasiga teng bo'lar ekan. Tezlanishning 
moduli va uning yo'naltiruvchi kosinuslari quyidagicha yoziladi:

3. Harakat qonuni tabiiv usulda berilgandagi nuqta tczlanishi 
Nuqtaning harakat tenglamasi tabiiy usulda berilgan bo'lsa, (8.5) nuq

ta tezlanish vektorini uning tabiiy koordinata o'qlaridagi proyeksiyalari 
orqali aniqlash ancha qulay bo‘ ladi.

M nuqta bir tekislikda yotmaydigan egri chiziqli trayektoriya bo'ylab 
harakatlansin (II 2-shakl).

a
a

cos {a ,j)  = —
a

r
■>
y

II 2-shakl.
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Egri chiziqda bir-biriga yaqin ikkita M va M, nuqtalami olib, har biri 
o rqali nuqtaning harakati yo ‘nalishida A/r va il/,ri urinm alarin i 

o 'tkazam iz. Egri chiziq bir tekislikda yotmagani uchun ikki M r  va 
M tT, urinmalar orqali bitta tekislik o'tkazib bo'lmaydi.

M nuqtadan Mtr i ga parallel A/r, chiziqni o'tkazamiz tMj , yot- 
gan tekislikni P0 bilan belgilaymiz. M, nuqta M ga intilganda P0 tekislik- 
ning atrofida aylanib, holati o'zgarib boradi. M, nuqta M ga intilgan
da P0 ning egallagan limiti holatini P bilan belgilaymiz.

P tekislikda Mz bilan egri chiziqningjuda kichik elementi hamjoylasha- 
di. Shunday tekislik egri chiziqning egrilik yoki yopishma tekisligini ifodalay- 
di. Agar egri chiziq bir tekislikda yotsa, shu tekislik egrilik tekisligi bo'ladi. 
Egri chiziq (trayektoriya)ning qaralayotgan nuqtasidan o'tgan urinma va shu 
nuqtaga juda yaqin bo'lgan nuqtalar orqali o'tgan tekislik yopishma tekislik 
deyiladi. Tezlanish vektorining yopishma tekislikda yotishi uning ta’rifidan 
ko'rinib turibdi. AÖ tezlik orttirmasi trayektoriyaning botiq tomoniga qar- 
ab yo'nalgani uchun, tezlanish vektori ham shu tomonga qarab yo'naladi.

M nuqtaga r  urinmaga perpendikilar ravishda o'tkazilgan tekislik 
normal tekislik deyiladi. Yopishma va normal tekisliklarning Mn kesish- 
ish chizig'i M nuqtadagi bosh normalni ifodalaydi. Yopishma va normal 
tekisliklar o'zaro perpendikulär bo'lib, ularga perpendikulär yana bir 
tekislik o'tkazish mumkin, bu tekislik urinma tekislik deyiladi. Urinma 
va normal tekisliklar kesishgan chiziq binormal deyiladi, va b harfi bilan 
ifodalanadi. M f , Mn, Mb tabiiy o 'q lar deyiladi.

Nuqta AB trayektoriya bo'ylab harakatlansin. Trayektoriya bo'ylab 
harakatlanuvchi M nuqta tezlanishining tabiiy koordinata o 'q laridagi 
proyeksiyalarini topamiz (113-shakl).

138



Buning uchun AT nuqtadan trayektoriyaning musbat yo'nalishi bo’ylab
jvTr urinma va trayektoriyani botiq tomoniga qarab Mn bosh normal 
o'tkazamiz. Bu ikki urinma va bosh normal trayektoriyaning M nuqtasi- 
dan o'tgan yopishma tekislikda yotadi. Egri chiziqli harakatda nuqta tez-
lanishi yopishma tekislikda yotishi bizga m a’lum. Endi biz a tezlanish 
vektorining urinma va bosh normaldagi proyeksiyalarini aniqlaymiz. Avtay-

lik t vaqtda nuqta A/ holatda bo'lib. uning tezlik vektori 9 tezlik t+Ai

vaqt o'tgandan keyin M, holatga ko‘chib, tezligi >9, boisin.
Nuqtaning tezlanish vektorini aniqlaymiz:

a = L im ^ ^ - .  (8.17)j I-K> A/

(8.17) ni Mt , va Mn va Mb tabiiy o 'q larga proyeksiyalaymiz. 

tf, = lim —1—— L; ^ B= lim —1——- ; a * = 0 . (8.18)
a,--. A/ U -*  f a

A/, nuqtadan M r ga parallel ab chiziq o'tkazamiz >9, tezlik vektori
bilan ab orasidagi burchakni A6  bilan belgilaymiz.

9U = 9, - cos A6\ 9la = 9, -smA0; 9, = 9\ 9, = 0 ga teng.

Bu yerda 9  va ^  M nuqtaning t va /+At paytdagi tezliklarining miq- 
dorlaridir. Olingan proyeksiyalarni yuqoridagi tengliklarga keltirib qo‘ysak 
quyidagi formulalar kelib chiqadi :

a. = lim
A /-0)

9 .COSA0-9 } ,. ( <9, sin A9  ,
I -  <8 1 9 >At

Bunda At - »  0 da Mt -> M, AS -> 0 ,9, -> 9, A0 0 ga intiladi. 

N atijada A/, nuqta M ga yaqinlashganda limcosA# = l bo iad i, bu 

holda

9 . - 9  d 9  
a. = Inn ——  = —  

a-o  a t dt
boiad i. Dcmak, hosil bo igan quyidagi formula urinma tezlanishi deyi- 
ladi.
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_ d&
° r d t  ' (8 .20) 

Unnmalaming orasidagi burchakni A9 bilan va A/A/,=ASbilan belgi-

iaymiz, —  nisbatga egri chiziq (trayektoriya)ning o'rtacha egriiigi deyi- 

ladi. Buning AS - »  0 dagi Iimiti

, .. A0 dO 
AS ~ dS (8'21^

ga egri chiziqning M nuqtasidagi egriligi deyiladi. Egrilikning tcskari qiy-
matiga egri chiziq (trayektoriya)ning kuzatilgan M nuqtasidagi egrilik 
radiusi deyiladi va uni

1 dS
. . P k~  dd 

deb belgilaynuz. Endi an ni topamiz. Buning uchun (8.19) ni o ‘ng torao-
mdagi lfoda kelib chiqadi: surat va maxrajini Ad-AS ga ko‘paytirsak 
quyidagi

Ad AS At (8 .22)

At nolga intilganda qavs ichidagi har bir ko‘paytraaning limiti quyi-

dagicha hisoblanadi lim — =1
a e

.. AS _ d s  _  _
At ~ dt ~ CSa 5  ga intiladi-

ae de , i si1lim —  = —  = k = — va a = —
* -° A S  dS p  " p

kelib chiqadi.
Shunday qilib, urinma tezlanishining moduli

n - dS  ,•  d 'S—  yoki a, = ^ r »  (8.23)

normal tezlanishining moduli esa quyidagi formuladan topiladi.
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*„= — . (8.24)
P

Egri chiziqli harakatdagi nuqtaning urinma tezlanishining moduli tez- 
lik modulidan vaqt bo'yicha olingan birinchi tartibli hosilaga yoki nuqta
ning yoy koordinatasidan vaqt bo'yicha olingan ikkinchi tartibli hosilaga 
teng bo'ladi. Hosilaning ishorasi urinma tezlanishining trayektoriyaning

d&
qaysi tomoniga yo'nalishini ko 'rsatadi. M asalan: agar bo isa ,

a nuqtaning tezligi bilan bir yo ‘nalishda b o iad i. Bu holda harakat

tezlanuvchan egri chiziqli harakat bo'ladi. Agar -^~<u bo isa, a, nuq-

ta tezligiga teskari yo'naladi. Harakat sekinlanuvchan egri chiziqli hara
kat bo iad i.

Normal tezlanishning moduli harakati tekshirilayotgan nuqta te
zligi kvadrati, egri chiziqning shu nuqtadagi pegrilik  radiusiga nisbati-

9 2
ga teng — .

114-shakl.
Normal tezlanish hamma vaqt musbat miqdor boigani uchun kuza- 

tilayotgan nuqtadan trayektoriyaning bosh normali bo'ylab botiq tomoni
ga yo'naladi. Agar urinmaning birlik vektorini f , ,  bosh normalini ñti bilan 
belgilasak, urinma va normal tezlanishlaming vektorli ifodasi

141



-  d 9 -  a r =—— r -  9 2 -a„ = — n
P

ko rinishda yoziladi. T o ia  tezlanishning vektor ifodasi quyidagicha

Bu ikki a, bilan a„ o‘zaro tik yo'nalganidan to ia  tezlanishning mo
duli quyidagi formuladan topiladi:

Yo'nalishi lSM formuladan topiladi (1 14-shakl).
M

Nuqtaning harakat tenglamasi tabiiy usulda berilsa, uning tezlanishi 
vektori urinma va normal tezlanish vektorlarining geometrik yig'indisiga 
teng.

1. Agar p = co b o isa , a„ = —  = 0 bo'ladi. Bu holda to'la tezlanish 

urinma tezlanishga teng bo'ladi:

Demak, nuqtaning urinma tezlanishi uning tezlik modulining vaqtga 
qarab o'zgarishini ko ‘ rsatadi. H arakat to*g‘ri chiziqli bo‘lib, harakat 
tezligi faqat miqdor jihatdan o'zgaradi.

d9
2. Agar .9-const bo isa , at =  ̂ bo iib , tezlanish faqat normal 

tezlanishga teng bo iad i.

boMadi:

-  -  -  d 9 -  9 2 -a = a ,+ a„=  —  r +— n 
dl p

36-§. Harakatning xususiy hollari
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£/ = «„= — , bunda harakat egri ch iziqli b o iib , tezlanish vektori 
P

egri chiziqning botiq tomoniga qarab  bosh normal bo 'ylab  yo 'nalad i. 
Bu te z la n ish  v a q t o 't is h i b ila n  n u q ta  te z lig in in g  y o 'n a l is h i 
o 'zgarish idan hosil b o iad i. Agar i9=const b o is a , bunday harakat 
teng o ich o v li egri chiziqli harakat deyilad i. Bu harakatning tengla- 
masini topam iz:

ds
9  = —  yoki ds = 9dt. 

dt
Aytaylik /=0 da nuqta koordinata boshidan S0 masofada joylashgan 

boisin .
Yuqoridagi tenglikning ikki tomonidan berilgan boshlang‘ ich shart- 

larga ko 'ra aniq integral olamiz:
s l
j ds = |ä// yoki 5=const bo igan idan S=S0+ 90t kelib chiqadi. 
j, a
Bu tenglama teng o'lchovli tekis egri chiziqli harakat tenglamasi deyila

di.
3. Agar /0 = °°, 5=const b o isa , a = ar = an =0  b o iad i. H arakat 

davomida hamma vaqt nuqta bir xil trayektoriya chizadi va bunday 
harakat to‘g ‘ri chiziqli tekis harakat deyiladi.

4. Agar a. =const bo isa , bunday harakatga tekis o‘zgaruvchan egri
chiziqli harakat deyiladi.

Tekis 0 ‘zgaruvchan harakat tenglamasini topish uchun harakatining 
boshlangich shartlari berilgan bo iish i kerak.

Aytaylik /=0 da S=S0 va 9 = 9 ,  bo isin  (9 0- boshlangich tezlik)

d9  = ard t .

Berilgan misolda o, =const bo igan idan  yuqoridagi tenglikning ikki 
tomonini integrallasak quyidagi ifodalar kelib chiqadi.

]d9 = ‘\a,dt yoki 3  = 9„+ a,t (8-25)
v, 0
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Bu yerdagi Э ning o‘miga ~ rn i qo‘yib, quyidagilarni olamiz:
dt

ds
—  -  + a t  yoki ds = &„dt + a td t.
dt

Bu tenglamaning ikkala tomonini yana integrallab, tekis o'zgaruvchan 
harakat tenglamasini topamiz:

t 2
S  = S0 + &0t + a r ~ .  (8.26)

Tekis o‘zgaruvchan egri chiziqli harakatning istalgan paytdagi tezligi
(8.25) forrauladan aniqlanadi. Tekis o'zgaruvchan to‘g ‘ri chiziqli harakat 
tenglamasi ham xuddi (8.26) formula kabi topiladi. Faqat yoy koordina- 
tasi S  o‘mida nuqtaning to‘g‘ri chiziqli koordinatasi Ox qatnashadi.

37-§. Nuqta kinematikasiga oíd masalalar

29*-masala. Poyezdning boshlang'ich tezligi 15 m/s bo‘lib, birinchi 
30 s da u 600 m yo‘l bosadi. Poyezd radiusi R= 1 km bo'lgan aylanma 
yo ‘ lda tekis o‘zgaruvchan harakat qiladi deb hisoblab, uning 30 s oxiri- 
dagi tezligi va tezlanishini aniqlang (115-shakl).

O Oj В

115-shakl.

Yechish. Tekis o‘zgaruvchan harakat tenglamalarini (8*.25) va (8*.26) 
larni yozamiz:

S = S0 + &0t + ~y~,
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9  = 90 + aTt.
M asala shartiga asosan t=0 da S0=0. (8.26) tenglamadan

S = S0/ + ̂ - ,  (29*.I)

(29*. 1) tenglamadan a, -  urinma tezianishni hisoblaymiz:

600=450+450 a , ,

a. =1/3 m/s2 . (29*.2)
(8.25) tenglamadan:

30
5  = 15 + —  = 25 m l s.

3
Normal tezlanish esa quyidagicha aniqlanadi:

9 2 p 
a „= — ; P  = R- 

P

f l  = _625_ = 0,625 m/s*. (29*.3)
’ R 1000

(29*.2) va (29*.3) tenglamalami hisobga oigan holda to 'la tezianishni 
aniqlaymiz:

a = y la ;+ a ;=  0 ,708 m/s2.
30*-masala. M nuqtaning harakatlanish qonuni, trayektoriya tengla- 

masini toping, hamda f=l sekundda nuqta holati va berilgan paylga 
mos keladigan nuqta tezlik va tezlanishini toping.

x = 6 sin

—/ 0  + 3; t = \sek.y  = 6 cos

Yechish. H arakat trayektoriyasi tenglamasini topamiz. Buning uchun 
berilgan harakat tenglamalaridan vaqt t ni yo'qotamiz. Harakat tenglama- 
laridan quyidagilam i olamiz:
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sin i V COS
my - 3

U  , 6 U  J 6

sin

(30*.1)

(30*. 1) tenglamaning ikkala tomonini kvadratga ko'taramiz:

cos. f £ , . l = 0 ^ 3 l  
1.6 j  6' U  J 6

qo'shib quyidagini hosil qilamiz:

(x + 2): ' (y  + 3)1 ..................................... . ...................
— ——  + — —— - 1  yoki (x + 2 ) - + (y - 3 )  =36. (30*.2)

(30*.2) tenglamadan ko 'rinad ik i, trayektoriya tenglamasi radiusi 
R=6 sm boigan va raarkazi 0 ,( -2, 3) bo igan  aylanadan iborat.

Traektoriyani shaklda ko'rsatamiz. Nuqtaning boshlang'ich va t=t = 1 
sek boigan paytdagi holatini aniqlaymiz:

t=0 sek da:
•Yo=*2 m > y0=9 m - 

/, = 1 sek da:

x, = 6 sin — — 2 = 3 — 2 = 1 m; v, = 6 cos— + 3 = 8,16 m
1 6 1 3

Tezlik vektori koordinata o'qlaridagi proyeksiyalarini hisoblaymiz:

dt dt\ 

dt dt

K 2= 2zt-cos—t ,
6

6cos—t2 +3 ]  =-27T/-sin —1~
(30*. 3)

tezlik vektorining miqdori quyidagicha hisoblanadi:

9 = p ]  + 9} = ̂ 2nt-c o s^ ■ t1 j + ̂ -2;r/-sin-^--f2 -2n t m/sek; (30*.4)

9 = 2nt mlsek\ t = 1 sek.da: (30*.3) va (30*.4) tenglamadan: 

n -ß
.9 = 2;r • cos — = 2 ;r—  = x-j3 *  5,44 m/sek;

6 2

«9„ = -2zr-sin — = -2/r— = — = —3,14 m/sek; 
y 6 2
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,9=6,28 m/sek.
Tezlik vektorining /=lsek dagi yo‘na!ishini aniqlaymiz:

cos(5 Ox) = cosa = %  = = °>86; a  = 30°’
¿7 2

cos(5 Oy) = cos ß  = —~  = -0,5; ß  = 120 .
17 2

116-shakl.
Tezlik vektori va uning proyeksiyalarini shaklda ko‘rsatamiz (116- 

shakl). Tezlanish vektorining koordinata o'qlaridagi proyeksiyalarini an
iqlaymiz:

ax = ^ -  = 2;r (co s—/'- t  —  -sin^-r) = 2* (co s^ r  - / — -sin— r ) ,
dt

d9 _ , . >r i -w 2. д.. = —  = -2/г • (sin — г  -  / — cos—/ ). 
dt 6 - 3  6

Tezlanish vektorining miqdori

(30*. 5)

+û'! ;
( 3 0 * 6 )

f=l sek da a r = 2n • (cos — -  — • sin ̂ )  = 27г(-^—  "T ‘ т )  -
6 3 6 2 3 ¿

= 2л--0,34 = 2,14 m/sek2.

,>/з я- 1
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ах = 2,14 ml sek2', 

ay = -2iz • (-sin  — + — • cos—) = - 2л-(— + • — ) =

(30*.7)

6 3 '  ~6' " v2 3 3 

= -2n  ■ 1,1 = -6 ,9  ml sek2 ;

a v = -6,9 ml sek2 ; (30*.8)
(30*.7) va (30*.8) ni (30*.6) ga qo‘ysak:

a = V(2»14)‘ + ( - 6,9)‘ =^/4,6 + 47,6 = ^52,21; a »  7,22 ml sek2. 
Tezlanish vektorning /=/, = 1 paytdagi yo‘nalishini aniqlaymiz:

cos(ôAOx) = cosç» = — = -^ ^ - = 0,2 c? = 73°; 
a 7,72

cos(ä A0 y ) = cos(l 80° -  y ) = - ^  = = -0,956 r  = 17°
о 7,22

tezlanish vektori ö va uning proyeksiyalari shaklda ko'rsatilgan (117- 
shakl).
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31*-masala. Agar nuqtaning harakat tenglamalari Dekart koordinata- 
larida berilgan bo‘Isa, nuqta trayektoriyasining tenglaraasi, tezlik va tezlan- 
ishini toping. Bundan tashqari, bu nuqtaning vaziyatini aniqlab, /, vaqt 
uchun tezlik 9  va tezlanish a hisoblansin. Bu yerda x, y  m hisobida, I sek 
hisobida berilgan:

x = -4 c o s—t m,

v = - 2 sin —/ —3 m, f=l sek.
'  3

Nuqta harakati trayektoriyasin ing tenglamasini topamiz. Buning 
uchun berilgan tenglamalardan hosil qilamiz:

n x cos—/ = — , 
3 4

sin 71 ~ y~  3 —/= — —
(3 1M )

3 2

(31*.l) tenglamaning ikkala tomonlarini kvadratga ko‘taramiz.

, 7t X'
COS' — t  = ——,

3 4
. , 7C (>’ + 3): 

sin' —/ =
3 2'

(31 *.2) tenglamani qo'shib, quyidagini olamiz:

,  ( > ’ + 3 ) 2 . =  1

(31*2)

(31*3)
42 22

Bu (31*.3) yarim o 'q lari 4 va 2 sm hamda markazi (0,-3) nuqtada 
bo'Igan ellips tenglamasidir (1 18-shakl). Trayektoriyani chizamiz, avva-
lo koordinata o ‘qlarini o'tkazamiz.
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118-shakL
Nuqtaning holatlarini quyidagi momentlarda topib olamiz: 

t=0 da .v0=-4 m, y= - 3 m ; / = l s  da, x= -2  m, у  ,=-4,72 га. 
Tezlikning koordinata o 'qlaridagi proyeksiyalarini hisoblaymiz:

a dx d n  , 4n  . л
3 - = H ‘ ä ( - 4cos-3,> = T s'n l ' '

<9, = ~ - = ^ -(~ 2 s in ~ i-2 )  = ~— cos—t 
y dt dt 3 3 3

Tezlikning raiqdorini quyidagi formuladan topamiz:

í - V í + í ; - .
ÏV J  4 -> у

(31 *.4)

Г 4л- . л f 2л л  у— sin —t + ------ cos —t =
1 3 з 1 3 3 J

2^  L ■ ' л . I я" 2л- , „ . . я - = — 4sin —í + c o s '—í =— J  +3sin — t, 
3 V 3 3 3 V 3

/=1 sek da

•Ят = - y  sin у  = - у -  • ,9r = 3,6 tn Isek\

n 2л л  2л  1 л  
9 y ------у w>Sy = — ^  = -1,05 m/ле*;
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& ~— л 1 + 3 -—=^у/~13;&=3,77 m/sek.
i  V 4 3

Tezliklarning yo'nalishini aniqlaymiz: (118-shakl)

2л/з
cos(«9 Олт) = co sa  = —==- *0,961; a  = 16°,

(31 *.4) dan:

л/ÏT
1

cos(5 0>') = cos(l 80 -  ß) = — *  -0,28; ß  = 74
V13

Tezlanishning koordinata o ‘qlaridagi proyeksiyalarini bisoblayraiz:

¿.9
a . =__  r __

dt di
'4 л  . { *  "il 4 л 2 f Л \
— sm —/ =----- cos —t

1 з 1 з  JJ 9 11з J

dS_y_ 2 л
dt dt\ ” T

л  X) 2 л 2 . [ л  )—t = ----- sin —t .
3 J )  9 [ 3  J

(31 *.5)

Tezlanish vektorining miqdori:

a = J a ;  + a2y = { 4 л г V. eos — /+ •
9 I 3 ( 9

/=1 sek da:

2л  . 2л 2 л 1 Г _ 2л
•. 4cos— / + sin— Г =----- ,/l +9cos— /
V 3 3 9 V 3

4л 2 л  2 л 2 _ _
í7 = ----- cos— = ------ «  2,1 ö m/sek ,

9 3 9
(31 *.6)

2л-2 . л  2л" л/3 Í7 = ----- sin —= -------------= ---------«1 .87  m/sek- (31*.7)
'  9 3 9 2 9

(31*.6) va (31 *.7) dan:
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i n 74 ï

Tezlanish vektorining yo'nalishini quyidagi formuladan aniqlaymiz 
(1 19-shakl):

2 2л/7cos {a,Ox) = cos <p = ̂ ¡- = 9 =-f=r = = 0,756; 0  = 41°;
О Л’ v7  v7  7

Л̂ -у/З

cos (a, Qv) = cos / = —  = —a v 9 л/з

a  л-2л/7 V7
= 0,654; y = 49°.

119-shakl.
Urinma tezlanishining /=1 sek dagi qiymatini topamiz:

/г n . я

a r ~  —  = — --------- j-----  , /=1 sek, da
at 3 . 2 я

2 J l  + 3sin-^-t
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27t2 S  1
„  -  3 2 2  _ ^ 2V3 9,86-1,73 . . .  . . 2 
°r ------ i ZZ -  ,  [Z ■ aT = —----------~ 1,58 m/sek

- J n  ^  ' 3 X6
2

an = y la - a 2T = —  ■ —  an = 2 ,43 m/sek2. 

Trayektoriyaning egrilik radiusini topamiz: /=1 sek da

13;r2
13s/l3

o„ 7T2 8 8
9 V l3 

Biz quyidagilarni aniqladik:

9 X = 3,6 m/sek; i9v = -1,05 m/sek; 9  = 3,77 m/sek; 

a  = 16°; ß  = 74°.

¿2 =0,456 m/sek2; a v = 1,87 m/sek2; ^ = 41°; 

dS
a=0,654 m/sek2; a = —  «  1,58 m/sek2; y = 49”; 

dt

an = 2,43 m/sek2; p  «  5,8 m.

TAKRORLASH UCHUN SA VOLLAR
1. Kinemalika nimani o ‘rgatadi?
2. Nuqta trayektoriyasi deb niniaga aytiladi?
3. Nuqta harakati berilishining qanday usullarini bilasiz va ular qanday 

bo 'ladi?
4. Nuqta harakati qonuni koordinata usulida berilganda uning trayek

toriyasi qanday aniqlanadi?
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5. Nuqta tezligi qanday aniqlanadi va qanday yo 'nalishga ega?
6. Nuqta tezligining Dekart koordinata o ‘qlaridagi proyeksiyalari qan

day? Nuqta tezligi moduli va yo ‘nalishi tezlik proyeksiyalari orqali qanday 
aniqlanadi?

7. Nuqta harakati qonuni tabiiy usulda berilganda uning tezligi qanday 
aniqlanadi?

8. Nuqta tezlanish vektori qanday aniqlanadi?
9. Nuqta tezlanishi Dekart koordinata o 'qlaridagi proyeksiyalari qan

day aniqlanadi? Nuqta tezlanish moduli va yo ‘nalishi Dekart o ‘qlardagi 
proyeksiyalari orqali qanday aniqlanadi?

10. Nuqta tezlanishining trayektoriya bosh normali va urinmasidagi 
proyeksiyalari nimaga teng?

11. Urinma tezlanishi qachon nolga teng bo ‘ladi? Normal tezlanishchi?
12. Urinma va normal tezlanishlar orqali nuqtaning to ‘liq tezlanishi nima

ga teng?
13. Tekis harakat nima? Tekis o 'zgaruvchan harakatchi?
14. M nuqta ellips bo ‘yicha tekis harakat qiladi. Nuqtaning tezlanishi el- 

lipsning qaysi nuqtalarida eng katta va eng kichik bo ‘ladi?
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IX BOB. QATTIQ JISM NING SODDA HARAKATLARI

Kinematikada statikadagidek, qattiq jismni mutlaq qattiq jism deb 
q a ra la d i. Jism ning ista lgan  ik k i nuqtasin ing o ra lig 'i hamma vaqt 
o'zgarm asdan qolsa, bunday qattiq jism ga mutlaq qattiq jism deyiladi. 
Bundan buyon jism yoki qattiq jism deganda mutlaq qattiq jism tushu- 
niladi. Qattiq jism  harakatini kinematik o'rganish bu harakatlanayot- 
gan jismni harakat tenglamalarini tuzish va harakatni xarakterlaydigan 
kinematik xarakteristikalarini o‘rganishdan iborat bo iad i. Butun jismning 
harakatlanishi kinematik elementlari: harakat qonuni, tezlik va tezlan- 
ishlari m a’lum boigandan keyin jism  bo'laklarining harakati o'rganiladi. 
Jismni tashkil etuvchi bo'laklarning xarakterlariga xos bo‘lgan qonuniyat- 
lar aniqlanadi.

Odatda, qattiq jism  harakatini o'rganish uning sodda harakatlarini 
o 'rgan ishdan boshlanadi. Jism ning ilgarilanm a va qo ‘zg‘ alm as o‘q 
atrofidagi aylanm a harakatlariga jismning sodda yoki asosiy harakatlari 
deyiladi. Jismning har qanday murakkab harakatlarini shu ikki harakat- 
dan tashkil topgan deb qaraladi.

38-§. Qattiq jismning ilgarilanma harakati

Jismda olingan har qanday kesma harakat davomida hamma vaqt 
o‘z-o‘ziga parallel qolsa, jismning bunday harakatiga ilgarilanma hara
kat deyiladi. Ilgarilanma harakatdagi jism  nuqtalarining trayektoriya- 
lari istalgan egri chiziq bo'lishi mumkin.

M asalan, to‘g ‘ ri chiziqli relsda harakatlanayotgan vagon kuzovining 
harakati ilgarilanma harakat bo'lib, kuzov nuqtalarining trayektoriyalari 
to‘g ‘ri chiziqdan iborat bo‘ladi.

Ikkinchi misol tariqasida 120-shaklda ko‘rsatilgan

120-shakl.
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AB sparnik harakatini kuzatamiz. 0 {A va 0,2? krivoshiplar O,. O, 
nuqtalar atrofída aylanganda AB sparnik* harama vaqt o ‘z-o‘ziga pa- 
rallel qoladi, y a ’ni ilgarilanma harakat qiladi. Sparnik nuqtalari raarka- 
zi 0 ,0 ,  chizig'ida yotgan aylanalar chizadi. Demak, bu holda ilgarilan
ma harakatdagi AB sparnik nuqtalarining trayektoriyalari egri chiziqdan 
iborat bo iad i. Ilgarilanma harakatning kinematik xususiyatlarini aniq- 
laydigan quyidagi teoremani isbotlaymiz.

Teorema. Ilgarilanma harakatdagi qattiq jismning hamma nuqtalari 
bir xil trayektoriya chizadi va har onda jism nuqtalarining tezlik va tezlan- 
ishlari bir-biriga teng bo iad i.

Teoremani isbotlash uchun berilgan Oxyz qo‘zg‘almas hisoblash sis- 
temasiga nisbatan ilgarilanma harakatni tekshiramiz. Jismning ixtiyoriy 
A va B nuqtalarini olib, ularning radius vektorlarini o'tkazamiz.

Shakldan

r„=rA + AB (9.1)

tenglikniolamiz(121-shakl). Jism harakatlanganda ru va rA lar o'zgaradi.

121-shakl.
Ammo AB kesmaning uzunligi va yo'nalishi o'zgarmaydi, chunki qat

tiq jism ta’rifiga ko‘ra AB uzunligi o'zgarmas boiib , ilgarilanma harakat

* sparnik - tutashtirgich
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ta ’rifiga ko'ra doimo o ‘z-o‘ziga parallel qoladi, ya'n i AB = const. Shu- 
ning uchun tenglamadagi r„ va rA vektorlarni o'zgarganda ulaming uch- 
laridagi A va В nuqtalarining chizgan AAt va BBt trayektoriyalari o ‘zaro 
teag AA=BBf va AA¡\\BB̂  bo'ladi. (9.1) dan vaqtga nisbatan hosila olamiz:

dr,, dr, aAB , . aAB—!L = —i- + ------  bunda —-— = 0
dt dt dt dt

bo'lgani uchun

dr.. dr.
(92)

/4 va В nuqtalar ixtiyoriy nuqta bo'lgani uchun ilgarilanma harakatda- 
gi jisraning hamma nuqtalarining tezliklari bir xilda bo‘ladi degan nati- 
jaga kelamiz. (9.2) dan vaqtga nisbatan hosila olamiz:

d9H d 9.  -  -  „
bundan ан = a a. (9.3)

dt dt
(9 .3) tenglikdan ilgarilanma harakatdagi jismning hamma nuqtalarining 

tezlanishlari bir xilda bo‘ladi, degan natijaga kelamiz. Shunday qilib, teorema 
isbotlandi. Ilgarilanma harakat ta ’rifidan va isbotlangan teoremadan jism
ning ilgarilanma harakati uning biror nuqtasining harakati bilan aniqlanishi- 
ni ko'ramiz. Bunday nuqta uchun ko‘pincha jism og'irlik markazi olinadi:

xc = f  (0
Ус = f ' (9 4)

=/3 (0 .
С nuqtaning harakat tenglamalari jismning ilgarilanma harakat teng- 

lamalari bo'ladi. Shuning uchun ilgarilanm a harakatdagi jism kinemati- 
kasi nuqta kinematikasidan farq qilmaydi.

Ilgarilanma harakatdagi jism nuqtasining $  tezligi va a tezlanishi 
jismning hamma nuqtalari uchun bir xilda bo'lgani uchun 3  tezlikka 
jismning ilgarilanma harakat tezligi, ä  ga jismning ilgarilanma harakat 
tezlanishi deyiladi.
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i9 va a  tezlik va tezlanish jismning istalgan nuqtasiga qo‘yilgan deb 
tasv irlanad i. Shuni t a ’k id lab  o ‘ tam izki, faqat jism ning ilgarilanm a 
h arak a ti uchun 5  va a  tezlik va tezlanishlar jismning ilgarilanma 
harakat tezligi va tezlanishi deb ataladi. Ammo jismning boshqa turdagi 
harakatlarida uning nuqtalari turlicha harakat qiladi. Shuning uchun 
uning biror nuqtasining harakati bilan aniqlab boim aydi. Bunday hol- 
da jism  nuqtasining tezligi, tezlanishini jism tezligi va tezlanishi deb atash 
mumkin emas.

39-§. Qattiq jismning qo‘zg‘ almas o‘q atrofidagi aylanma harakati

Qattiq jism harakatlanganda uning ikki nuqtasi doimo harakatsiz 
qolsa, qattiq jismning bunday harakatiga qo‘zg‘almas o‘q atrofidagi 
aylanma harakati deyiladi. Shu qo‘zg‘almas nuqtalardan o'tgan to‘g ‘ ri 
chiziqqa aylanish o'qi deyiladi. Aylanish o 'q ida joylashgan jism nuqta
lari doimo harakatsiz bo'ladi. Aylanish o ‘qidan tashqarida joylashgan 
hamma nuqtalari trayektoriyasi aylanish 0 ‘qiga tik bo'lgan tekislik- 
larda joylashgan, markazi aylanish o 'qida bo'lgan aylanalardan iborat 
bo 'ladi. Qattiq jismning aylanm a harakatini tekshirish uchun aylanish 
o ‘qi orqali ikki tekislik o'tkazam iz. Ulardan biri qo‘zg‘almas PB , ik- 
kinchisi jism  bilan birlashtirilgan , u bilan birga harakatlanadigan P 
tekislik bo'lsin. Aylanish o'qini jismning qo‘zg‘almas A va В nuqtalari 
orqali yuqoriga yo 'naltiram iz va uni A : deb belgilaym iz. Jismni Az 
o 'q i atrofida harakatlanganda P tekislik P0 tekislikka nisbatan bur- 
chakka burilad i. Bu burchak aylanish burchagi d ey ilad i. A ylanish 
o 'q in ing musbat yo 'nalish idan qaraganim izda jism  soat m ilining ay- 
lanishiga teskari tomonga aylanm a harakatini musbat yo'nalishda deb 
qaraymiz. Aks holda harakat manfiy yo 'nalishda bo'ladi. Demak, bur
chak P dan P tek is likka qarab  soat m ilin ing ay lan ish iga teskari 
yo 'nalishda kesib boradi.
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-  Tpïï*

122-shakl.

Aylanish burchagining o'zgarishi P tekislikni P0 tekislikka nisbatan 
harakatlanishini ifodalaydi. Shuning uchun aylanish burchagi bilan 
vaqt orasidagi munosabat:

(9.5) ga ¡ism aylanma harakal tcnglamasi deyiladi. Agar (9.5) tenglik 
berilgan b o isa , vaqtning har birpaytdagi jismning holati m a’lum bo iad i. 
Aylanish burchagi radianda o ichanad i, u vaqtning bir qiymatli, uzlik- 
siz, differensiallanadigan funksiyasi bo iad i. Jism qo‘zg‘almas o‘q atrofid- 
agi holati bitta aylanish burchagi bilan aniqlangani uchun aylanm a 
harakatdagi jism  bitta erkinlik darajasiga ega boiadi.

Faraz qilaylik, jism t vaqtda (p burchakka burilgan bo iib , At vaqt- 
dan keyin (p + АФ burchakka burilsin. A<p ning At ga nisbati (9.6) ga 
o'rtacha burchakli tezlik deyiladi. Vaqtning har bir paytdagi burchak 
tezligini aniqlash uchun (9.6) dan At nolga intilgandagi limitni olamiz

<P = / (0 • (9-5)

40-§. Aylanma harakat burchak tezligi

(9.6)
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(9.7)

Demak, haqiqiy burchak tezligi aylanish burchagidan vaqtga nisba- 
tan olingan birinchi hosilasiga teng, hosilaning ishorasi harakat o‘suvch¡

kamayadi va harakat kamayuvchi bo‘ladi.
Shunday qilib hosilaning ishorasi harakat yo'nalishini aniqlaydi. Bur

chak tezligi rad/s bilan yoki 1/s bilan o'lchanadi. Aylanma harakatda
burchak tezligi có - aylanish o‘qi bo'ylab yo'nalgan vektor kattalik bi
lan ifodalanadi. U aylanish o ‘qining istalgan nuqtasiga qo'yiladi va un- 
ing uchidan qaraganimizda jism  soat milining yo ‘nalishiga teskari ay- 
lanishini ko'rish kerak.

Agar harakat davomida hamma vaqt co o'zgarmas bo‘lsa, harakat 
tekis aylanma harakat bo‘ladi. Bu o'zgarmasni ú)0 bilan belgilab, (9.7) 
tenglikka qo'yamiz:

dcp = condt .

Hosil bo'lgan tenglikda boshlang'ich shartlarni hisobga olib, yani 
/=0 da (p = q>a, tenglamani integrallaymiz:

co0 o‘zgarmas bo'Igani uchun quyidagi tenglik tekis aylanma harakat 
tenglamasini olamiz:

yoki kamayuvchi ekanini ko‘ rsatadi. Masalan, agar -— >0 bo isa , har-
dt

dcp

bundan

cp = cpu+coj. (9.8)
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Agar boshlang'ich r=0 paytda <p0 = 0 bo'lsa, yuqoridagi tenglik quyi- 
dagi ko'rinishga keltiriladi.

<p
<p = a)J bundan (on=—. (9 .9)

Kinematika masalalarida ko'pincha tekis aylanma harakat burchak 
tezligini jismning /=1 minut ichidagi aylanish soni n ifodasidan foydalan- 
ishga to‘g ‘ri keladi. Jisra bir aylanganda burchakka aylanadi. Agar /=1
minut 60 s jisra n marta aylansa, tp = Inn  bo'ladi (9.9) tenglikdan foy- 
dalanib, co bilan n orasidagi munosabatni topamiz:

n n

Bunda co — cov — const deb hisoblanadi.

41-§. Aylanma harakat burchak tezlanishi

Burchak tezlanishi aylanma harakat burchak tezligining vaqt birligi 
ichida o‘zgarishmi xarakterlaydi. Burchak tezlanishi burchak tezligidan 
vaqtga nisbatan birinchi hosila yoki aylanish burchagidan vaqt bo‘yicha 
olingan ikkinchi hosilaga teng bo'ladi. Burchak tezlanishini e bilan belgi- 
laymiz:

do) d :cp
(9' ,0 ,

Burchak tezlanishi rad/s2 yoki 1/s2 bilan o‘lchanadi. Agar co bilan e 
bir xil ishorali bo'lsa, harakat tezlanuvchan, har xil ishorali bo'lsa, har
akat sekinlanuvchan bo'ladi. Harakat davomida e=const bo'lsa, bun- 
day harakatga tekis o ‘zgaruvchan aylanma harakat deyilad i. Tekis 
o'zgaruvchan aylanma harakat tenglamasi quyidagi ko'rinishda aniqla- 
nadi:

_ dco
£ dan co = a . + et dt 0

tenglikni olamiz. Bunda s=const. Hosil bo'lgan tenglikni hisobga olgan 
holda (9.7) formulani quyidagi ko'rinishda yozamiz:
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dtp = (co0 + et)dt.

Buni yana /=0 da <p = <p„ boshlang‘ich shartlarda integrallab, tekis 
o'zgaruvchan harakat tenglamasini olamiz:

e t1
<p = ça+û>0t+ — .

e ning ishorasi harakatni tezlanuvchan yoki sekinlanuvchan ekanini

€ t*
ko'rsatadi. A gar/=0 da <2>=0bo'lsa, <p = ú)0t + —  tenglik hosil bo‘ladi.

Aylanish o'qining birlik yo'naltiruvchi vektorini к bilan belgilasak, 
aylanish o‘qi bo‘ylab yo 'nalgan burchak tezlik Ш vektorning vaqtga 
nisbatan hosilasi burchak tezlanish vektorini ifodalaydi:

-  da>- _  _  
f - — л yoki c = e k.

Aylanish o‘qi qo‘zg‘almas bo'lgani uchun к =const bo'ladi. Demak, 
burchak tezlanishi e vektori aylanish Ш o‘qi bo'ylab yo'nalgan bo‘üb, 
va bir tomonga yo‘nalsa, tezlanuvchan, qarama-qarshi tomonga yo‘nalsa, 
harakat sekinlanuvchan bo'ladi.

42-§. Aylanma harakatdagi jism nuqtasining tezlik va tezlanishi

Qattiq jismning nuqtalari harakatlarini xarakterlovchi kinematik ele- 
mentlari -  trayektoriya, tezlik va tezlanishlarini topamiz. Buning uchun 
jismni aylanish A : o'qidan ixtiyoriy masofada joylashgan M nuqtasin
ing tezlik va tezlanishini aniqlaymiz. Faraz q ilaylik M  nuqta aylanish 
0 ‘qidan h masofada joylashgan bo'lsin, jism harakatlanganda M  nuqta 
radiusi h bo'lgan markazi aylanish o'qining С nuqtasida joylashgan ay- 
lana chizadi. Agar jism dt vaqt ichida aylanish o‘qi atrofida d<P bur- 
chakka burilsa, M nuqta trayektoriya bo'ylab MM =dS=hd(p yoyini 
o 'tad i.
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123-shakl.
Harakat egri chiziqli bo'lgani uchun M nuqtaning ¿y tezligi quyida- 

gi formula bo'yicha topiladi:

dt di
(9-11)

Demak, aylanma harakatdagi jism nuqtasining tezligi nuqtadan aylan- 
ish o'qigacha bo‘lgan masofaga proporsional o'zgarar ekan. Tezlik harakat 
yo‘nalishida trayektoriyaga urinma bo'ylab yo‘naladi. Endi M nuqta
ning tezlanishini topamiz. Harakat egri chiziqli boigani uchun M nuq
taning tezlanishi urinma va normal tezlanishlardan tashkil topadi:

B7 dS
= a' = ~i7- p  dt

Bu tengliklarga (9.11) dan & ning qiymatini qo'yamiz:

d ,  /1 > (coh)7 2 ,a„=  — (co h ) = h e -  a = -------— -co h.
dt ’ " h

M nuqtaning to‘liq tezlanishining miqdori:

a = ija2r +al = fr je 2 +co2
va yo'nalishi

H
~ 2 ■(!)

(9-12)

(9.13)

(9.14)

(9.14) formulalardan aniqlanadi. (9.11), (9.12) hamda (9.13) formula- 
lar aylanm a harakatdagi jism nuqtalarining tezlik va tezlanishlari nu-
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qtadan aylanish o'qigacha bo'lgan masofaga proporsional ekanligini ifo- 
dalaydi. ân tezlanishi hamma vaqt aylanish markaziga qarab yo'naladi, 
ammo urinm a tezlanish yo 'n a lish i harakatn ing tezlanuvchan yoki 
sekinlanuvchanligiga bog'liq bo'ladi. e > 0 bo'lsa, harakat tezlanuvchan 
bo iib , âr bilan 3  bir yo'nalishda, £-<0 bo'lsa, harakat sekinlanuvchan 

bo'lib, âT, 9  ga teskari yo'naladi.

43-§. Qo‘zg‘almas o‘q atrofida aylanma harakatdagi qattiq jism nuqtasining 
tczligi va tezlanishining vektor ifodalari

Qattiq jism ixtiyoriy M nuqtasining holati O nuqtaga nisbatan radi
us vektor bilan aniqlanadi (124-shakl). M nuqtaning tezligini (9.11) for- 
mulaga muvofiq

3  = 0 ,M  ■ a)
ga teng, 124-shakldan

0|A/ = r-sin(«7'? r ) ,
buni e ’tiborga olsak,

<9 = iyrsin(û>C r )

bo'ladi. 3  tezlik vektori r  radius vektor bilan œ  burchak tezlik vek- 
torlar yotgan tekislikka tik yo 'naladi (124-shakl).

Ikki vektorning vektor ko'paytmasi moduli
3  = o  r sin(ûT^ r)

bo'lgani uchun

3  = coxr (9.15)
bo'ladi.

Demak, aylanma harakatdagi jism nuqtasining tezlik vektori 3  bur
chak tezlik vektori œ bilan nuqta rad ius vektori r  ning vektorli 
ko'paytm asiga teng, yo'nalishi aylanm a harakat yo'nalishida 75 bilan
r  yotgan tekislikka tik yo 'naladi. (9.15) tenglikka Eyler fomiulasi deyi- 
ladi. M nuqtaning tezlanishini topishimiz uchun (9.15) tenglikdan vaqt 
bo'yicha hosila olamiz.
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124-shakl.

bunda

bo'lgani uchun

-  d 9  d — -  do) -  -  dra = —  = — (û) x r)  = -----x r  + fflx ——
dt dt dt dt

-¡r d r dû) -  9  = —  va ——- -  f  
dt dt

a = s  x r+ c o x 9 . (9.16)
(9.15) tenglikdan ë x ?  vektor ê  bilan F vektorlar yotgan tekislikka 

tik, nuqta trayektoriyasiga urinnia bo'ylab yo'naladi. Tezlanishning bu 
qismi urinma tezlanish vektori bo'ladi:

â = £ x r .

Bu vektor e  ning ishorasiga qarab S  bilan bir yoki 9  ga qarama- 

qarshi yo‘nalishda bo’ladi. (9.16) tezlanishning ikkinchi qismi cû x 9  ni 

tekshiramiz, <ô \. 9  bo'lgani uchun



cox9\ = co-9 = a r -h  = a„

Demak, a„ = cox 9  bu normal tezlanish a bilan 9  yotgan tekislikka 
tik ravishda M nuqtadan О nuqtaga yo'naladi. To'la tezlanish vektori (9.15) 
quyidagicha yoziladi:

a = £ x r + ä> x9= ar + an.
Demak, aylanma harakatdagi jism nuqtasining to‘la tezlanishi urinma 

va normal tezlanishlarining geometrik yig'indisiga teng (125-shakl).

&

a ;

125-shakl.

44-§. Qattiq jismning qo‘zg‘aImas o‘q atrofida aylanma harakatiga doir
masalalar

32*-masala. Bug' turbinasi diskini ishga tushirish davridagi aylanish 
tenglamasini yozing; aylanish burchagi vaqt kubiga proporsional va t=3 
s boMganda, diskning burchak tezligi со = 27n rad/s ga to 'g ‘ri keladi.

Yecliish: Masala shartiga, asosan <p = k t c o  = <p = 3kt2 bo'lib, masala

shartiga asosan /=3 s da со = 27л  va /=3 s da со = Ъкг = 21 к bo'lgani 
uchun 27Аг=27 л  yoki к= л  bo'ladi.

Demak, bug' turbinasining aylanma harakat tenglamasi quyidagicha 
bo'ladi:

cp = nt' rad.
33*-masala. Tinch holatda bo‘lgan jism tekis tezlanish bilan aylana 

boshlab, birinchi 2 minutda 3600 marta aylanadi. Burchak tezlanish va 
burchak tezligini aniqlang.
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E t 2
<p = (p0 +<y0/ +— , (33M )

ca = ci)0 +si. (33*. 2)
Masala shartiga asosan /=0 da ^„=0; co0=0 bo‘ladi.

<p = l n  N = 72007t rad (33*.3)
(33*.3) ni va /=2-60=120 sek.ni (33*. 1) ga qo'ysak:

7200* = | -(1 2 0 ); bo'ladi. (33*.4)

Bundan: e-Tirad/sek1 (33*.5)
(33*.2) dan co=st; co=\20tt rad!sek.
34*-masala. Radiusi R=2m bo'lgan maxovik tinch holatdan boshlab tekis 

tezlanish bilan aylanadi; to‘g ‘inda yotuvchi nuqtalar /=10 sek dan keyin 
,9=100 m/sek chiziqli tezlikka ega bo‘ladi. G‘ildirak to‘g ‘inidagi nuqtaning 
/=15 sek boigan vaqtdagi tezligi, urinma va normal tezlanishini toping.

Yechish. Tekis tezlanuvchan harakat tenglamasiga asosan (33*.2) teng- 
lamada:

<»0=0 bo'lgani uchun a> = ct (34*. 1),
l>io =o)R = etw R (34*.2).

An 100 .. .?
Bundan e - - ^ - = — -=Sradlsek (34*3)

/v/|q 2*10
/=15 sek da (34*.1) dan <y,5 = f -/15 =5-15 = 75 rad/sek 

■9,5 =ß>,5 ■ R = 75-2 = 150m/sek, 

aT = eR= 5-2 = \ 0m/sek2,

a ,5n = co^R = 752 • 2 = 11250m/sek2.
35*-masala. Radiusi /?=10 m bo'lgan A val unga ipda osilgan P tosh 

bilan aylantiriladi. Toshning harakati x=100 /2 tenglama bilan ifodala- 
nadi. Bunda x toshdan qo‘zg‘almas OO, gorizontalgacha bo'lgan, metr- 
lar hisobida ifodalangan masofa, /-vaqt (sekund hisobida). t paytda val- 
ning burchak tezligi o) va burchak tezlanishi e, shuningdek val sirtidagi 
nuqtaning to 'la tezlanishi a ni aniqlang.

Yechish. Tekis o'zgaruvchan aylanma harakat tenglamasini yozamiz:
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Yechish. P tosh ilganlanma harakat qilgani uchun uning tezligi quyidagi- 
cha aniqlanadi:

9p = x = 2001 sm/sek . (35*. 1)

Val to‘g‘inidagi nuqtalar ham shu tezlikka ega bo iad i, chunki tosh bilan 
val cho'zilmaydigan arqon bilan bogiangan, y a ’ni:

•9,>=«9*. (35*.2)

(35*-masala uchun shakl)
9k =coR va (35*.1), (35*.2) larni hisobga olganda:

= = 20/ rad ¡ se/c’ S ~~T~ = 2Q rad I sek2. a  K 1U dt

a = R^£2 +foA =10^400 + 160000/4 = 200-\/l + 400/4 ml sek1.
36*-masala. Strelkali indikator mexanizmida harakat o'lchov shtifti- 

ning 1 reykasidan 2 shesternyaga uzatiladi; 2 shesternyaning o 'qiga 3 
tishli g 'ild irak o'rnatilgan, 3 g 'ild irak esa strelka biriktirilgan 4 shestern- 
ya bilan tishlashadi. Agar shtiftning harakati x —asinkt tenglama bilan 
berilgan bo isa  va tishli g 'ildiraklarning radiuslari tegishlicha rv r, va r4 
bo isa , strelkaning burchak tezligini aniqlang.
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X !

(36*-masala uchun shakl)
Yechish. 1 shkiv ilgarilanma harakatda bo'lgani uchun, uning tezligi 

quyidagicha:
=x = akcoskl.

1 shkiv bilan 2 g 'ild irak o'zaro bogMangani uchun:

(36* 2) dan
& ak 0% = — =— cos kt 
r2 r2

2 va 3 g 'ild iraklar bitta valda o'rnatilganidan, y a ’ni:
ak ,

<y, = (o: -  — cos k t.

(36*.1) 

(36*.2)

(36*.3) 

(36* .4)

3 va 4 g 'ild iraklar esa umumiy nuqtaga ega bo'lib, bu nuqtada:
i»,r, = (o,rt (36*.5)

Bu yerda a>x strelkaning burchak tezligidir:

a . = — ú). = -^-akcoskt. (36*.6)
Г г

TAKRORLASH UCHUN SA VOLLAR
1. Qattiq jismning qanday harakati ilgarilanma harakat deyiladi?
2. Jismning ilgarilanma harakatida uning nuqtalari trayektoriyasi ay- 

lanadan iborat bo ‘lishi mumkinmi?
3. Qattiq jimsning ilgarilanma harakati qanday xossalarga ega?
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4. Qattiq jismning qanday harakati qo 'zg 'almas о 'q airofida aylanma 
harakat deyiladi? Qattiq jism nuqtasi trayektoriyasi nimadan iborat bo 'ladi?

5. Qattiq jismning qo'zg'almas o'q atrofida aylanma harakat tengla- 
masi qanday?

6. Burchak tezlik, burchak tezlanish nima?
7. Burchak vektori va burchak tezlanishi vektori qanday bo ‘ladi?
8. Qo ‘zg ‘almas о ‘q atrofida aylanma harakatdagi qattiq jism nuqtasi 

tezligi qanday aniqlanadi?
9. Qo ‘zg ‘almas о 'q atrofida aylanma harakatdagi qattiq jism nuqtasi 

tezlanishi qanday aniqlanadi? Urinma va normal tezlanishlarchi?
10. Agar A nuqta disk markazidan В nuqtaga nisbatan ikki marta uzoq- 

roq joylashgan bo ‘Isa, diskning A nuqtasi tezlanishi В nuqtasi tezlanishidan 
necha marta katta bo ‘ladi?
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xBOB. QATTIQ JISMNING QO ‘ZG‘ALM AS NUQTA ATROFIDA 
AYLAN M A HARAKATI (SFERIK HARAKAT)

45-§. Qattiq jisinning qo‘zg‘almas nuqta atrofidagi aylanma harakat 
tenglamalari. Oniy burchak tezlik

jism  h arakatlan ayo tgand a uning bitta nuqtasi doim o q o ‘zg‘alm ay  
qoladigan harakatga qo‘zg‘almas nuqta atrofida aylanma harakat yoki 
sferik harakat deyiladi.

Tayanch tekisligidagi nuqtasi q o ‘zg‘alm as b o ig a n  pildiroqning hara- 
kati yoki birgina sferik sharnirli bog ian ish  qo'yilgan jism ning harakati 
sferik  h arakatga m isol b o 'la  o ladi. S fe rik  harakatn i o 'rganish uchun 
OÇriç k o o rd in a ta  sistem asi jism  bilan  b irga h a ra k a tla n a d i. O^ijç 
qo'zg'aluvchi koordinata sistemasi va Oxyz q o ‘zg‘almas koordinata sis- 
temasini o'tkazam iz (126-shakl).

Jism bilan birga harakatlanuvchi OÇijç tekislikning q o ‘zg‘almas Oxy 
tekislik bilan kesishish chizig'idan iborat ON tugunlar chizigi deyiladi.

OE, va ON orasidagi burchak vF-pretssessiya burchagi, Ox va ON 
orasidagi burchak <p-sof aylanish burchagi, Oz va Oç orasidagi burchak 
0 -n u ta ts iy a  b u rch ag i d e y ila d i. ¥ ,  <P, 6  b u rc h a k la rn in g  m usbat 
yo ‘nalishlari mos ravishda Oz, O ç va ON o'q lar uchlaridan qaraganda  
bu burchaklarning o'zgarishi soat mili aylanishiga teskari ko'rinadigan  
qilib olinadi. 'F. <p, Q -  Eyler burchaklari deyiladi.

171



Eyler teoremasi. Qattiq jismning qo'zg'alm as nuqta atrofídagi ixti- 
yoriy ko‘chishini raazkur qo‘zg‘almas nuqtadan o'tuvchi uchta o ‘q atrof- 
ida ketma-ket uchta aylantirish bilan bajarish mumkin.

Jism ning istalgan paytdagi holatini b ir-biriga bog'liq bo'lm agan 
uchta Eyler burchaklari vositasida aniqlash mumkin. Jismning haraka- 
ti davom ida bu burchaklar vaqtning uzluksiz funksiyasidan iborat 
bo 'lad i:

V = 9  = 0(t), (p = <p{t). (10 .1)

Bu tenglamalar qo 'zg'alm as nuqta atrofida aylanuvchi qattiq jism 
ning kinematik tenglamalari yoki sferik harakat tenglamalari deyiladi.

Eyler-Dalamber teoremasi. Qo'zg'almas nuqta atrofida aylanuvchi jism
ning bir holatdan ikkinchi holatga o‘tishini shu qo‘zg‘almas nuqtadan 
o'tuvchi o'q atrofida bir aylanish bilan bajarish mumkin.

Bu teoremaga ko 'ra jismning sferik harakati har onda o'z holatini 
o'zgartiruvchi va qo 'zg 'alm as nuqtadan o'tuvchi oniy o 'q lar atrofida 
oniy aylanishlar majmuasi deb qaralishi mumkin; bunda har bir oniy 
aylanish o'qi atrofídagi oniy aylanishning burchak tezligi sferik harakat- 
dagi jismning burchak tezligi deb qaraladi va a  bilan belgilanadi; a> - 
vektor oniy aylanish o 'qi bo'ylab yo'naltiriladi.

Harakat Eyler burchaklari orqali tekshiriladigan bo'lsa, sferik hara- 
katni har onda uchta kesishuvchi o 'q lar (Oz, O4, ON) atrofídagi oniy 
aylanm a harakatlardan tashkil topgan deb qarash mumkin. Bu holda 
oniy burchak tezligi uchun

ío-\¡/ +<p +0

o'rinli bo'lib, uning qo'zg'alm as koordinata o'qlaridagi proyeksiyalari 
quyidagi formulalardan topiladi.

cox =^>sin^-sin^ + ^ co s^ ,

a>v =-q)smdco%y/ + ds\ny/,- (10 2)
(O. =\f/ + <pcos0.

Shuningdek oniy burchak tezlig in ing qo 'zg 'a luvch i koordinata 
o 'q laridagi proyeksiyalami ham topish mumkin:
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(O' =^ sinô-sinç j + 0cosç!>,

û)n = ^ s in 0 c o s p - 0 sin«?, • (10 3)
(Oc = ^cos в + ф.

(10.2) va (10.3) formulalar Eylerning kinematik tenglamalari deyila-

di. . . . . .
( 10.2) va ( 10.3) ga ko 'ra, oniy burchak tezlikning miqdori quyidagi-

cha topiladi:

со -  ĵco; + (о; + а]  = yjo)1 + (о: + со] = + в 2 + ф2 + 2ффсо$в. (10.4)

Burchak tezlikning yo‘nalishi bu holda vektorning koordinata o‘qlari 
bilan tashkil qilgan burchaklari kosinuslari orqali ifodalanadi:

cos| (o, Ox | = — . cos
_  , a \(0 , Ov =— , cos

(O (о, 0 г | = ^-> (10.5)

yoki

( ___л \ (o g ( — л ö  ( — л Л (о,
COS (О, OÇ j = — , cos (О, 0 r l J  = ~ ^ ’ cosj^íy, O £ j = -^-.(10.6)

46-§. Oniy burchak tezlanishi

Sferik harakatdagi jismning oniy burchak tezlanishini

e = dco t dt (10.7)
formula bilan an iq lanad i. Bunda 7ô m iqdor va yo 'nalish i bo 'yicha 
o'zgaruvchi vektordan iborat bo'lishini nazarda tutsak, sferik harakatdagi 
jismning biror ondagi burchak tezlanishi mazkur jismning shu ondagi 
burchak tezlik vektori uchining tezligi deb qaralishi mumkin, degan 
xulosaga kelamiz; bu tezlikni w bilan belgilasak:

£ = dû) I dt = ïï ( 10 .8)
Binobarin, oniy burchak tezlanish vektori burchak tezlik godografiga 

o‘tkazilgan urinma bo'yicha yo’naladi (127-shakl).
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127-shakl.

Agar û7 vektorning qo'zgalmas o'qlardagi proyeksiyalari cox, coy, со. 
qo'zgaluvchan o'qlardagi proyeksiyalari со,, con, со, m a’lum bo lsa , oniy
burchak tezlanishining shu o’qlardagi proyeksiyalari mos ravishda quyi- 
dagi formulalardan topiladi:

ex =û)x; sy =¿)y, s.=o):
yoki

£c CVg, ¿Oy, Gç (Ùç
u holda burchak tezlanish vektorining moduli:

(10-9)

( 10. 10)

( 10. 11)

di:

yoki

Formuladan yo'nalishi esa yo'naltiruvchi kosinuslar orqali aniqlana-

cos

cos

( - я 1 p ( -  л  ^ £ ( -  A ^e, Ox = — ;cos £, О}' V= — ;cos E,  OzI J £ I ) e I J

Í -  ' £, Л > €„ )
e , 0 $ -  — :cos £, Oq = —  ;cos E,  OÇ

I ) £ < / £ J

e.
e

£¿

e
Jismning oniy burchak tezlanishini topishda quyidagi uchinchi usul- 

ni qo'llash ham mumkin. Bu usulga ko'ra aylanish oniy o‘qi bo'yicha
yo'nalgan ä 0 birlik vektor kiritiladi va œ -  со -cou deb olinib, ( 10 .8) for
mula
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-  dco do)ii -  -  . . .  . . .£ = ----CO»+iO------ = £,+£,  (10.14)
dt dt

— dco —
ko'rinishga keltiriladi. (10.14) da £, =~ ^ co« Jism oniy burchak tezhgi 

m iqdorining o'zgarish in i ifodalab , w 0 y a ’ ni cö bo 'yicha yo 'nalad i: 

dcos^=a>----- - esa oniy burchak tezligi yo'nalishining o'zgarishini ifoda-
dt

Iaydi va birlik vektorning hosilasi xossasiga ko 'ra <y 0 vektorga perpendiku
lär yo'nalgan bo'ladi (128-shakl).

128-shakl.

Binobarin et va i ,  orasidagi burchak to 'g 'r i burchakdan iborat. 
Shunga ko 'ra oniy burchak tezlanishi miqdorini

£ = tJ s * + e\ (10.15)

formulasidan, yo'nalishini esa uning c d  bilan tashkil qilgan burchak ko- 
sinusi orqali topish mumkin:

__  A .

COS| £ , CO _ (10.16)
£
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47-§. Sfer4 harakatdagi jism nu^tasining tezligi

Jism ning sferik harakatini har onda oniy burchak tezlik vektori 
bo'yicha yo'nalgan Oil aylanish oniy o‘qi atrofida oniy aylanma hara- 
kat qiladi deb qarash mumkin. Shunga asosan sferik harakatdagi jism M 
nuqtasining О qo'zgalmas markazga nisbatai radiusning vektori r  , oniy 
burchak tezlik vektorini ¿ÿ bilan belgilansa. mazkur nuqta tezligi, quy- 
idagi Eyler formulasiga ko'ra aniqlanadi ( 119-shakl).

formula hosil qilinadi, bunda ha bilan M nuqtadan aylanish o'qigacha
bo‘ lgan masofa belgilangan.

Agar sferik harakatdagi jism M nuqtasining koordinatalari (x, y, z) 
yoki (£ , t], ç ) hamda oniy burchak tezlik vektorining o'qlardagi proyek-

5 = &»x r
(10.17) ga asosan tezlik miqdorini aniqlash uchun

(10.17)

(10.18)

siyalari (cox, coy, ¿y.) yoki (<y,, con, <*>,. ) aniq bo'lsa, (3.17) dan tezlikning 
qo'zgalmas yoki qo'zgaluvchi koordinata o‘qlardagi proyeksiyalarini an- 
iqlovchi formulalar hosil qilinadi:

&x =(oy -z-(o_-y\  9s =û)n-Ç -œ ( -î], 

Зу =(ог -х-со, - z ,  ■ 9n =(ûç -ç-cOç-Ç, ■ (10.19) 

9z =cox-y -(o y -x, 9 . =û)( -i}-(On •£.

129-shakl.
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B in o b a r in  tezlik modulini aniqlashda quyidagi formulalardan foy- 
d a lan ib  an iq lan ad i:__________

& = p : + К + $  = P i + s n + 9e • (10’20)
Tezlik yo'nalishi esa yo'naltiruvchi kosinuslardan topiladi:

cos 9 ,  Ox | = ^ - ;  c o s í5 ,  = cos 9 . Oz
9.

= — -( 10 .21 )

48-§. Sferik harakatdagi jism nuqtasining tezlanishi

Bitta qo'zgalmas nuqtaga ega bo'lgan qattiq jism nuqtasining tezlan
ishi quyidagi Rivals teoremasiga ko‘ra aniqlanadi (130-shakl):

( 10.22)a = a mi +ûim .

Bunda:
au>i=£xF > (10.23)

= 0 * * 9 ; (10; 24/)
(10.23) ifoda aylanma tczlanish vektori, (10.24) ifoda o'qqa intilrna

tezlanish vektorining ifodalaridir.
Vektor ko'paytm a ta ’ rifga asosan:

= =£' rsi,Y ’ r } = £ h‘ > 

aM = со ■ (0 • r  • sin^со, r ' js in 90" = co:ht, .

130-shakl.
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Bu formulalarda hs - bilan tezlanishi aniqlanayotgan nuqtadan oniy 
burchak tezlanish vektori o 'qi OE gacha bo'lgan masofa, hn - bilan esa 
nuqtadan oniy aylanish o'qi OD. gacha bo'lgan masofa belgilangan. ä

vektor e va r  vektorlari yotgan tekislikka perpendikulär ravishda shun 
day yo'nalganki, uning musbat uchidan qaraganda e vektoming f  vek
tori ustiga tushurish uchun eng kichik burchakka burish soat mili aylan- 
ishi yo 'liga teskari ko'rinishi kerak. ämX vektor M nuqtadan aylanish 
oniy o 'qiga tushirilgan perpendikulär bo'ylab shu o'q tomon yo'nalgan. 

Shuni ta ’kidlash zarurki, äayl bilan äjm vektorlar orasidagi burchak
umumiy holda 90° ga teng emas (xususiy holda -  qo'zgalmas o 'q atrofi- 
da aylanma harakatda, bu burchak 90° bo'ladi).

: a  deb belgilansa, M  nuqta tezlanishining moduli quyi- 

dagi formuladan topiladi:

a = i jaayl2 +Oim2 + 2 a ayi ’ «in. ‘COS«. (10.25)
Sferik harakatdagi jism nuqtasining tezlanishini aniqlashda analitik 

usuldan ham foydalanish mumkin. Buning uchun nuqtaning koordina- 
talari (x, y, z) yoki (£ , rj, g) hamda burchak tezlik va burchak tezlanish 
vektorining qo'zgalmas yoki qo'zgaluvchi koordinata o 'qlardagi proyek- 
siyalari berilgan bo'Iishi, yoxud Eyler burchaklari berilganda (10.2), (10.3),
(10.9), (10.10) formulalar bo'yicha topish mumkin bo'Iishi kerak.

Masalan, tezlanishning qo'zgaluvchi o'qlardagi proyeksiyalari quyi- 
dagi formulalardan topiladi:

a( =en C -ec 'Tl+ß>( {<o{ 'Z+a>'-Tj+Q)( ■ £ ) - ( » * £ ,  

a n = £n £ - e{ < + a >'l [ a> ( - f  +  0)n Tl  +  a> ; - C ) - 0)2

=£{ 'V~en-4 + <oc K  •# + <»,-rj + toc
(10.26)

(10.26) formulada g, rj, £ harflarni mos ravishda x, y, z ga almash- 
tirish bilan tezlanish vektorining qo'zgalmas o'qlardagi proyeksiyalarini 
aniqlovchi formulalar hosil qilinadi.



Bu holda tezlanish moduli

a = ^a) + a2n + a\ = ^a\ + a\ + a] (10.27)

fo rm u lad an , yo'nalishi esa yo‘naltiruvchi kosinuslar orqali topiladi.

49-§. Sferik harakatga oid masalalar

37*-masala. Qattiq jismning sferik harakati quyidagi tenglamalar bi
lan berilgan:

í= l sek paytda qo'zgaluvchi koordinatalar sistemasiga nisbatan koor- 
dinatalari £=2 m, 77=3 m, (= 4 m  bo'lgan M nuqtaning shu paytdagi 
tezligi, tezlanishi shuningdek, jismning burchak tezligi va burchak tez- 
lanishini toping.

Yechish: Bu masala qo'yilishi bo'yicha yuqorida ko'rsatilgan hollar- 
ning birinchisiga mos keladi. Binobarin, 1-holda ko‘rsatilgan tartib asosida 
masalani yechamiz.

<p, 0 ,  4 х ning o‘zgarish qonunidan vaqt bo'yicha hosila hisoblaymiz:

( 10 .2) formula yordamida oniy burchak tezlik vektorining qo'zgalmas 
o'qlardagi proyeksiyalarini hisoblaymiz:

f=l s payt uchun (37*. 1) ifodadan quyidagilam i hosil qilamiz:

x¥ = 2t2+t, в = я /3cost, <p = 3t

ц/ = 4t + \, в  = -^ sin3/ , <p = 3 .

(37*. 1)
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(10.4) formuladan foydalanib, burchak tezlik berilgan vaqt uchun w 
ni hisoblaymiz:

со = yja>; + (of, + со: = 7,03 sek~'. (37*.2)
Burchak tezlikning yo‘nalishini aniqlash uchun (10.5) formuladan foy- 

dalanamiz:

Г - лcos со, Ox 

cos^«, Oy

-  —  = 0,0107,
CO

) = -  = -' J (O
0,3721,

cos^û>, z j  = = 0,9284.

T opilgan  burchak tezlikn ing to ‘g ‘ r ilig in i teksh irish  uchun uni 
qo'zgaluvchi o'qlardagi proyeksiyalari orqali hisoblab ko'ramiz. (10.3) 
formulaga binoan:

со, = ^  sin 0  • sin #> + dcos<p = (4i + l)sin^yCOs3/j)

•sin3/,

X sin 3/ -  ;rsin3/ • cos3f =

(4/+ l)sin|-jcos3/j-;rcos3/

con = y/sin 9 ■ cos<p -  в  sin <p = (4r + l)sin^ y cos3/j x 

xcos3 i + ;r(sin3/)\

* # ( 71 ^to- =4/соъв + <p= (л t+ \)sos — sos3t +3.
V 3 j

(37*.3)



r=l sek payt uchun (37*.3) dan quyidagilar kelib chiqadi:

0)z = 5sin Л—cos3 - я-собЗ 
13

sin3 = -0,1678 sek

con =5 sin

cdc = 5 cos

—cos3 cos3 + ff-sin23 = 4,3194 sek ', 

-COS3I +3 = 5,5452 sek'1.13 J
U holda (10.4) formulaga binoan

со = tJ cüç +a>l +cûç = 7,03 sek~l.

Shuni qayd qilam izki, burchak tezlik vektorining qo'zgaluvchi sis- 
teraaga nisbatan yo ‘nalishi ( 10 .6) formula vositasida topilishi mumkin.

Jismning burchak tezlanishini aniqlash uchun (10.9) yoki (10.10) ham- 
da (10.11) formulalardan foydalanamiz, (37.1) ni e’tiborga olib, burchak 
tezlanish vektorining qo‘zgalmas 0 ‘qlardagi proyeksiyasini topaylik:

s x = C0x = - 3 - c o s | | - jC o s 3 / j - ^ - s in 3 / - s in ( 2 / 2 + f)+

+ 3-sin^yCos3/j-cos(2/2 + /)-(4/ + l) - t f -3 -c o s 3 n  

x co s (2 r  + /)+ tfsin3f-sin(2/3 +i)-(4/2 + l) 

s y = со y = 3-co s^yC os3/ j-tf-sin3 f-co s(2 r +/)+

+ 3-sin -^cos3/ -sin(2/2 + /)-(4/ + l ) - я -З х

x co s3 f-s in (2 r  + /)- - л -3-cos3/-sin(2/2 +/)-

-  л-sin 3/ cos(2/2 +;)-(4/ + l),

. лe. = cü; =4 + 3-sin| — cos 31 | • тг - sin 3/.
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/ -1 sek payt uchun bu ifodalar quyidagicha bo'ladi:

e. = л-sin2 3 5-3-cos| y c o s3 + 3 c o s3 x

5 sin Л
^ jC o s3  | -лсовЗ | = 3,7507 sek'2,

£ y  =  t f S Í n 3 - C 0 s 3 / ( я  Л 43-cos —cos3 - 8
u

+ I5sin —cos3 |x 
ч 3

xsin3 = 1,0197 sek 2,
/

Л£. = 4 + 3tfsin3-sin 

Bularni (10.11) ga qo'yamiz:

^ jC o s3  | = 2,8572 sek~2.

e = je* +e2v +e* = 4,83 sek~2.
Berilgan paytda burchak tezlanish vektori yo 'nalishini (10.12) for

mula orqali aniqlaymiz:

cos ~ Л  ̂ Л£>oxj = — = 0,7758, co s^e.oy

cos^£ ,ozj = -^- = 0 ,

= — = 0 , 2 1 1 1 , 
£

5916.

Topilgan burchak tezlanishining to‘g ‘ riligin i tekshirish uchun uni 
qo‘zg‘aluvchi o'qlardagi proyeksiyalari orqali hisoblab ko'ramiz. (37* .3) 
ni e ’tiborga olsak, ( 10 .10) dan quyidagilar kelib chiqadi:

E. = CO; = 4 • s in ^ c o s S ,}  -  (4 1 + l)- c o s ^ c o s 3 /j x

X л--зтЗ/ + Зл-5тЗ/]-5тЗ/ + [(4/ + 1)х

xsin
f  n  4 
—cos3i
.3  j

- л с о б З  t -3-cos3/,
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/

V

+ 27rsin3/-3cos3r,

Bu ifodalardan /=1 sek payt uchun quyidagilar hosil boMadi: 

s, =3,077\sek~2, г ,  =3.7092sek~2, e , = 0,13l3se¿'2.

Shunga ko‘ra (10.11) dan e -  4,82sek~2 kelib chiqadi.
Demak,jismningburchaktezlanishi0,01 aniqlikda s = 4,%3sek~~ ekan.
M  nuqtaning tezligini aniqlash. M asalaning shartiga ko'ra, M nuqta- 

ning qo‘zg‘aluvchi sistemadagi koordinatalari £, 7 , Ç berilgan. Bino- 
barin, uning /= 1 s paytdagi qo‘zg‘aluvchan o 'q lardagi proyeksiyalari 
orqali aniqlaymiz; (10.19) formuladan foydalanamiz:

5{- = co,tC -  cüçti = 4,3194 • 4 -  5,5452 • 3 = 0.642 m/sek,
9n = coçt -  cotÇ = 5,5452 ■ 2 + 0,1678 • 4 = 11,762 m/sek,
«9, = o)(tf -  con{  = -0.1678 • 3 -  4,3194 • 2 = -9,142 m/sek.

(10.20), (10.21) fonnulalar vositasida M  nuqta tezligining moduli va 
yo'nalishini topamiz:
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M nuqtaning tezlanishini aniqlash. Buning uchun (10.26) formuladan 
foydalanamiz:

a( = £nZ - £;-П + (Or(<yf- • Ç + a>4 ■ ij + (ûç ç ) -a rÇ  = 
= 3 ,7092-4-0,1313-3+ (-0 ,1 6 7 8 )(-0 ,I6 7 8 -2 +

+ 4.3194• 3 + 5,5452 • 4 ) -  (7,03)2 • 2 = -89,32 m/sek2, 

an = e„ b - £‘ -Ç + %  (û)'-Ç + <0n -ii + a)çÇ)-co2T) =

= 0.1313 • 2 -  3.0771 • 4 + 4,3194 • (з 1,683)- (7,03)2 -3 = 103,72 т /sek2.

= 3,0771 • 3 -3,7092• 2 + 5,5452• 31,683 -  (7,03)2 • 4 = -20,1821 т / sek2. 

Tezlanish moduli (10.27) formuladan topiladi:

Tezlanishning yo'nalishini yo'naltiruvchi kosinuslar orqali aniqlaymiz:

38*-m asala. A konus qo‘zg ‘alm as В konusning ichida sirg ‘anmay 
g ‘ ildiraydi; bunda A konusning simmetrik o‘qi qo‘zg‘almas Oz o‘q
atrofida o 'zgarm as = 2sek burchak tezlik bilan aylanib , 0 nuqta 
qo‘zg‘alm ay qoladi. Konuslarning o‘q kesimlari shakl tekisligida joylash- 
gan hamda OM0=1=50 m, MQM=20 m deb olib, A konusning burchak 
tezligi, burchak tezlanishi, M nuqtasining tezlik va tezlanishi topilsin. Ker- 
akli burchaklar shaklda ko‘rsatilgan (131-shakl).

aC = е4 ' Л - £„ ■ ь + (oç {(»= ■̂  + o>,l -T] + co( -ç)-a>2Ç =
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131-shakl.

Yechish. Bu masala qo'yilishi bo'yicha yuqorida ko'rsatilgan hollarning 
ikk inch is iga mos k e lad i; shuningdek burchak tezlikn ing m iqdori 
o'zgarmay qoladi. Shuni e ’tiborga olib, ko'rsatilgan ketma- ketlik asosida 
masalani hal qilaraiz.

1. Oxyz qo 'zgalm as koordinata sistemasini qo 'zg 'a lm as konusga 
bog'lab, qo 'zg'aluvchi sistemaning Oz o 'qini esa A konus simmetriya 
o'qi bo'ylab yo'naltiram iz.

2. A konusning oniy burchak tezligini aniqlaymiz. A konus qo'zg'almas 
В konus ichki sirtida sirg'anmasdan dumalagani uchun aylanish oniy 
o 'qi OQ. bu konuslar yasovchilarin ing urinish ch izig 'i OM0 bo'ylab 
yo 'naladi (132-shakl).
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A konusning C nuqtasini bir tomondan O: o‘q atrofida côx burchak 
tezlik bilan, ikkinchi tomondan OÇ1 oniy o‘q atrofida ôj burchak tezlik 
bilan aylanishini e ’tiborga olib, bu nuqta tezligini quyidagicha ifodalay 
olamiz:

9C = û), • KXC, 9c = û) hn =ù) KC.

Bu tengliklarda KtC va KC mos ravishda C nuqtadan O: \a OCl 
o 'qlargacha bo'lgan masofadan iborat:

KtC = OC sin 45° =/ cos 15° sin 45° = 34,15 m,
KC =1 sin 15° =12,94 m

u holda,

¿>c = 68,3 mlsek, co = 9clKC  = 5,28sek*'.

C nuqta tezligi yo'nalishiga ko‘ra co vektori OMa bo’yicha yo'nalgan.

co -̂const boiganidan 9c = const, binobarin co-const.
3. A konus M nuqtasining tezligini topamiz. Konusning harakatini 

OQ aylanish oniy o‘qi atrofida oniy aylanma harakat deb qarasak, (10.18) 
formulaga binoan:

9M = co ■ MK2 = co ■ M0M ■ sin 75° = 101,97 ml sek.

9\i vektor MK1 ga tik ravishda shakl tekisligidan tashqari tomon 
yo 'nalgan.

4. A konus burchak tezlanishini aniqlaymiz. Oniy burchak tezlanishi- 
ni ( 10 .8) formula asosida topamiz, y a ’ni miqdor jihatdan o'zgarm as 
bo'lgan co vektor uchining tezligini aniqlaymiz. B  vektorning uchi «ra-

diusi» sin60° <9 ga teng, simmetriya o 'qi Oz bo'lgan aylana bo'ylab cot 
burchak tezlikda harakatlanadi (133-shakl).
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133-shakl.

Shunga ko‘ ra
e = и = со, ■ со■ sin60° = 9,15sek~

s  vektori и vektorga parallel ravishda shakl tekisligiga tik yo'nalgan 
va О nuqtaga qo‘yilgan.

5. A konus M nuqtasining tezlanishini topamiz. Bunda Rivals teore- 
masini ifodalovchi ( 10 .22 ) formuladan foydalanamiz:

aM +amtM

(10.23) ga binoan

amlM = S-OM • Sinj £, OM = £-OM

(chunki £, OM = 90" ).
133-shakldan:

OM = yl(OM0f  +{M0M f - 2 OM0 M0M cos75° = 48.81 m.

Binobarin, OayiM -e-O M  = 446.6 m/sek2 аиуШ vektor shakl tekisligi- 

da joylashgan va OM ga tik yo'nalgan.

(10.24) dan foydalanib ¿W/ ni topamiz:
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a,nai = v* ■ MK2 = 538.4 m/sek2.

a,mM vektor ham shakl tekisligida joylashib, MK , bo'ylab aylanish 
oniy o‘qi tomon yo'nalgan.

Tezlanish modulini aniqlashdan avval auyiM va amiM vektor tashkil

qilgan burchakni topamiz. aoyiu 1 0 M , ±OM0 boMgandan .
AMOK2 dan:

OK, O M ,-K M 0 5 0 -M „ M s in l5 ”cos/ = ------ = ------=------=-2- =--------- ---------------= 0,92.
OM OM 48,81

Tezlanishlar parallelogramiga kosinuslar teoremasini qo‘llaymiz:

a M -  y ( a a y lKl )2 + ( a / n t w) 2 ~ 2 a aylM ' a inl M 'COS/ -

= 746899,16 = 216,57 m/sek2.

а.u vektor yo 'nalish in i aniqlash uchun bu vektorning MK2 bilan 
tashkil qilgan a burchakni topamiz. Sinuslar teoremasiga binoan:

a M a avlM . a ovtM ' S in  Y n o t \n caO—¡2— = —— ; sin a  = —-------------= 0,808; a  ~ 54 .
sin y sin a  aKi

Shunday qilib, berilgan paytda M nuqta tezlanishi miqdori 216,57 m/sek2 
ga teng, shakl tekisligida yotadi va M M 0 kesma bilan 54°+15°=69° bur- 
chak tashkil etadi.

TAKRORLASH UCHUN SA VOLLAR
1. Sferik harakat deb qanday harakatga aytiladi?
2. Eyler burchaklari deb nimaga aytiladi?
3. Oniy burchak tezligi nima?
4. Oniy burchk tezlanishi nima?
5. Oniy burchak tezlanishi qanday tashkil etuvchilarga ajraladi?
б. Sferik harakatdagi jism nuqtasi tezligi qo 'zg ‘aluvchi koordinata sis- 

temasida qanday aniqlanadi?
7. Sferik harakatdagi jism nuqtasi tezlanishi qo 'zg 'almas koordinata sis- 

temasida qanday aniqlanadi?
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8. Sferik harakatdagi jism nuqtasi tezlanishi qanday aniqlanadi?
9. Aylanma tezlanish nimu?
lO.O'qqa inlilma tezlanish qanday aniqlanadi?



XIBOB. NUQTANING M URAKKAB HARAKATI

N uqta ikki va undan ortiq harakatda ishtirok etsa, uning bunday 
harakati murakkab harakat deb atalad i. Yuqorida nuqta yoki qattiq 
jismning qo'zg'alm as, koordinatalar sistemasiga nisbatan harakatini tek- 
shirgan edik, lekin nuqta yoki qattiq jismning harakatini qo'zg'aluvchi 
hamda qo‘zg‘aimas koordinatalar sistemalariga nisbatan ham tekshirish 
m um kin. Nuqta yoki qattiq  jism  qo 'zg 'a luvch i sistem aga nisbatan 
harakatda bo'lib, qo'zg'aluvchi sistemani o'zi boshqa bir qo'zg'alm as 
sistemaga nisbatan harakatlansa, nuqta yoki jismning qo'zg'alm as koor- 
dinata sistemasiga nisbatan harakati murakkab harakat bo'ladi.

Nuqtaning murakkab harakatini qo'zg'alm as sistemaga nisbatan tek
shirish masalasi ancha murakkab masaladir. Amaliy masalalarni yechish- 
da nuqtaning murakkab harakatini sodda harakatlarga ajratib yozish an
cha qulay bo'ladi. Buning uchun nuqtaning harakatini qo'zg'aluvchi hamda 
qo'zg'alm as koordinatalar sistemasiga nisbatan tekshiriladi.

M asaian: Kema palubasida harakatlanuvchi jismning daryo qirg'og'iga 
nisbatan harakati murakkab harakatdan iborat. Palubadagi jismning 
harakatini bevosita daryo q irg 'og'iga nisbatan tekshirib bo'lmaydi. Bu 
harakatni kema bilan bog'langan qo 'zg'aluvchi hamda qirg 'oq bilan 
biriktirilgan qo'zg'alm as koordinatalar sistemalariga nisbatan tekshir- 
sak, harakatlanuvchi jismning murakkab harakatini ikki oddiy harakat
larga keltirib tekshirgan bo'lamiz. Ko'pincha murakkab harakatga oid 
m asala larda qo 'zg'aluvchi koordinata sistemasining qo 'zg 'a lm as sis
temaga nisbatan harakatini aniqlash yengil bo'ladi yoki shu harakat old- 
indan berilgan bo'ladi. Masaian,keltirilgan misolda kemaning qirg'oqqa 
nisbatan harakati berilgan bo'lishi mumkin.

50-§. Nuqtaning nisbiy, ko‘chirma va mutlaq harakatlari

N uqtaning qo 'zg 'a lm as sistem asiga nisbatan m urakkab

h a ra k a t in i teksh iram iz . Buning uchun O^-qC, ga n isbatan  
harakatlanuvchi Oxyz koordinatalar sistemasini olamiz (134-shakl).
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134-sbakL
M nuqtaning shu ikki sisteraaga nisbatan harakatini tekshiramiz. Shu 

ikki sistemaga nisbatan M nuqtaning harakati ikki xil bo'ladi. Bu ikki 
harakatni bir-biridan farq qilish uchun quyidagi belgilashlar kiritiladi. 
Harakatlanuvchi M  nuqtaning qo‘zg‘aluvchi Oxyz sistemasiga nisbatan 
harakatiga nisbiy harakat deyiladi. M nuqtani qo'zg'aluvchi sistemaga 
nisbatan harakatsiz deb qarab, shu sistema bilan birgalikda qo'zg'almas
0 , 4 17 £ sistemaga nisbatan harakatiga ko'chirma harakat deyiladi. Hara
katlanuvchi M  nuqtani bevosita qo‘zg‘almas koordinata sistemasiga nis
batan harakatiga murakkab yoki mutlaq harakat deyiladi. Nuqtanine 
nisbiy harakatini tekshirilganda, qo‘zg‘aluvchi koordinata sistema 
harakatda ekanligini nazarda tutib, harakatini faqat shu sistemaga nio- 
batan kuzatiladi. Bu kuzatilgan harakat trayektoriyasiga nisbiy harakat 
trayektoriyasi deyiladi. Nisbiy trayektoriya bo'ylab nuqtaning tezligiga 
nisbiy tezlik, nisbiy tezlikning o‘zgarishini ifodalovchi tezlanishga nisbiy
tezlanish deyiladi. Nisbiy tezlikni 3  va nisbiy tezlanishni ar bilan belgi- 
lanad i. K eltirilgan misol kema palubasida harakatlanayo tgan  jism  
(nuqta)ning nisbiy harakatiga faqat kemaga (kema bilan bog'langan sis
temaga) nisbatan kuzatiladi.
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Jismning kemaga nisbatan tezligi nisbiy tezlik, tezlanishi nisbiy tez- 
lanish bo'ladi. Harakat kuzatilayotgan paytda M nuqta qo'zg'aluvchi 
Oxyz koordinatalar sistemasiga biror nuqtasi bilan ustma-ust tushgan 
deb qarab , shu nuqtaning tezligiga ko'chirnta tezlik va tezlanishiga
ko‘chirma tezlanish deyiladi. Ko‘chirma tezlikni & , tezlanishni at deb 
belgilanadi. Keltirilgan misolda jism (nuqta) kemaning biror nuqtasida 
joylashgan deb qarab, jismning kema bilan qirg'oqqa nisbatan harakati 
ko'chirma harakat bo'ladi.

Nuqtaning bevosita O, £ 77 Ç qo'zg‘almas sistemasiga nisbatan hara
kati mutlaq harakat deyiladi. M utlaq harakati tezligiga mutlaq tezlik, 
tezlanishiga mutlaq tezlanish deyiladi. Mutlaq tezlikni ¿T , mutlaq tezlan

ishni bilan belgilanadi. Keltirilgan misolda kema palubasida harakat- 
lanayo tgan  jism  (nuqta)n i to ‘g ‘ rid an -to ‘g ‘ ri daryo q irg ‘og ‘ i bilan 
bog'langan koordinata sistemasiga nisbatan harakati mutlaq harakat 
bo'ladi.

51-§. Nisbiy harakat tenglamalari

Qo'zg'aluvchi Oxyz koordinatalar sistemasiga nuqtaning holatini an- 
iqlovchi x.y.z koordinatalari vaqtning funksiyalari

x = x(t),

y = y( /),
z = z(t)

( 11.1)

shaklda berilgan bo'lsa, nuqtaning qo‘zg‘aluvchi koordinata sistemasiga 
nisbatan istalgan paytdagi holatini-harakatini aniqlash mumkin (134-shakl- 
ga qarang). Shu sababli (11.1) tenglamalarga nuqtaning nisbiy harakat teng
lamalari deyiladi. (11.1) dan vaqt t ni chiqarib tashlasak, nuqtaning nisbiy 
harakat trayektoriyasi tenglamasini olarniz. Bu trayektoriya vaqt o'tishi 
bilan qo‘zg‘aluvchi sistema bilan birgalikda qo'zg'almas sistemaga nisba
tan harakatlanadi. Odatdagi harakat sifatida (11.1) dan vaqt bo'yicha bir 
marta hosila olsak, nisbiy tezlikning tegishli koordinata o'qlaridagi proyek- 
siyalarini aniqlaydigan tengliklami olamiz:
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о '9  =  —  =  X
dt

»
’  Л  • 

¿fe
á>„= — = z 

" dt

( 11.2)

( 1 1 .2 ) tengliklardan vaqt bo'yicha hosilani olsak, nisbiy tezlanishning 
proyeksiyalarini aniqlaydigan tengliklarni olamiz:

a. =

a =

dSL </** -n
dt dt1

**« _ d y
dt dt1

d K _ d 'z
dt ~ dtJ

= X

= У

= z
(11.3)

Qo‘zg‘aluvchi Oxyz koordinata sistemasining koordinata o'qlarining 

birlik vektorlarini i,j,  к deb belgilab, 9r ni (11.2) ga a, ni (11.3) ga 
muvofiq quyidagi ko'rinishlarda yozamiz:

9r = 9 j  + 9 j  + 9 j ,  (11.4)

ar = aj+ av]+ctnk . (11.5)
Ko'chirma va mutlaq harakatlarning tezlik hamda tezlanishlari hara- 

katlanuvchi Oxyz sistemaning harakatiga bogMiq bo'ladi.

52-§. Murakkab harakatdagi nuqtaning tezligi

Qo‘zg‘aIuvchi Oxyz koordinata sistemasi qo‘zg‘almas 0 , ^ 7 ^  sis-

temaga nisbatan tezlik bilan ilgarilanma harakat qilsin deylik, harakat- 
lanuvchi M nuqtaning Oxy: ga nisbatan nisbiy harakat tenglamalari (11.1) 
da berilgan bo'lib, harakat tekshirilayotgan onda uning nisbiy harakat 
trayektoriyasi AB egri chiziqdan iborat bo‘ladi. O ^ ijÇ  qo'zg'almas
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sistemaga nisbatan (%), =r0 » hamda OM = p  deb belgilasak, M  nuqta- 
ning murakkab harakat radius vektori 134-shakldagi

p  = r0 + r  ( 1 1 .6 )
ga teng. Agar /', j t k lam i qo'zg'aluvchi koordinata o 'qlarining birlik 
vektorlari desak, nisbiy harakat radius vektorini

r = x - i + y - j  + z-k  (11.7)
ko'rinishda yozish mumkin. (11.7) ga ko 'ra (11.6) ni quyidagi ko'rinishda 
yozamiz:

p  = r0+ x - i+ y - j  + z-k. ( 1 1 .8 )

Bu tenglikdagi I,j, k lam ing yo 'nalish o'zgaruvchi vektorlar ekan-
ligini e ’tiborga olib, ( 11 .8 ) dan t vaqt bo'yicha birinchi tartibli hosila 
olamiz: ✓

dp  d ro dx- dy— d z -
= -----+— i + — j  + — k +

dt dt dt dt dt
f di d j  d k  ̂
X—  + y —  + z

dt dt
bundan

dt
Eyler formulalariga asosan

dt

dt (11-9)

( 11. 10)

di — —
—  =  № X  i ,  
dt
d j  -  —
—  = co*xj, 
dt
dk -  -
—  = a>e x k 
dt

(11.11)

( 11.2), (11.4), ( 11.10), ( 11.11 ) lam i hisobga olsak, (11.9) quyidagicha 
yoziladi:

9 a = 9 r + 9„ + coex(xi + y j  + zk̂ j. 

9 a = 9r + 9 0 + (Oc x r.

( 11. 12)

(11.13)
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Bunda co. x r  = CO, x \xi + y j  + zk):
M nuqtaning ko'chirma tezligi quyidagi ifodaga teng.

9 . = 9 a + CO' x r. (1114)
Agar ko'chirma harakat ilgarilanma harakatdan iborat bo'lsa,

9. — 19»i
qo“zg‘almas o‘q atrofida aylanma harakatdan iborat bo'lsa,

9. = x r
bo'ladi.

Shunday qilib

9 a = 3 r  + 9 r . (11.15)
Bunda (11.15) tenglik tezliklami qo'shish teoremasini ifodalaydi. 
Teorema. N uqtaning m urakkab harakatida uning m utlaq tezligi 

ko'chirma va nisbiy tezliklarning geometrik yig'indisiga teng bo'ladi (135- 
shakl). Boshqacha aytganda mutlaq tezligi ko'chirma va nisbiy tezlik vek- 
torlariga qurilgan parallelogramm diagonaliga teng bo'ladi.

135-shakL

Agar 9,, 9r tezliklar qiymati va ular orasidagi burchak berilgan bo'lsa, 
mutlaq tezlik moduli quyidagicha aniqlanadi:

9U = yj9j + i9r2 + 2i9t, 19r cos <p.
Agar:
a) <p= 0° bo'lsa, 9a = 9c +9r ,

b) <p= 90° bo'lsa, 9a =yj9; + 9?, 

d) ^ = 180° bo'lsa, 9, =\9t - S r\.
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53-§. Tezianishlarni qo‘shish teoremas! (Koriolis teoremasi)

M nuqtaning mutlaq tezlanishini aniqlash uchun (11.9) dan vaqt 
bo‘yicha hosila olamiz:

dSa _ d 2ro 
dt dt2

f
+2

d 2x - d 2y -  d 2z j^

dx di ^dy d j  ^dz dk^
dt dt dt dt dt dtч J

d 2i d2 j  d 2k +x—-+  V— - + z — 7-. 
dt ■ dt2 dt2

(11.16)

d3„ -
Bunda —— = -  M  nuqtaning mutlaq tezlanishi.

d'i d (— dú), - — di -  - —
------ ---  — IО), X 1 = -------- X 7 +  Cù' X ------=  £ ,  X / + О), X [со, x  I
dt2 d r  ’ ^  V 'dt dt
d 2 j  d [— ~\ dco< -  — d j  -  -  — (— -  f  = _ ^ x y ) = - —  XJ + - -  .............- . - I - . - .
d r dt dt

ÛК  X — =  £ ,  X J  +  Ú ), 
dt

X (c y , X j )

d'k d I -  dû), -  — dk -  -  — (— тЛ
— = — (су, xk  1 = -------- x  k + û),x —  =  £r x k + соЛсо, x k)
2 A t  '  / A i A i  V /dt1 dt dt dt

bo‘lib,

d2i d 2 j  d 2k -  I i  — t\ —
X ---- -  + y -----f  + Z -----— = £’<■ x \ x i + y j  +  z k ] + 0 ) e >

dt2 ' dt2 dt2 v 1

X {xi + y j  + zk)= £e Xr + (OeX ((Oe X r ) = Cll + ö”

d 2ro -  л  ■
-—7-  = a» -  О qutbnmg tezlanishi. 
dt'

ae=ao+a1 +ae -  M nuqtaning ko‘chirma tezlanishi bo'lib, О nuq
taning tezlanishi hamda aylanma va o‘qqa intilma tezlanishlarning geo-
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metrik yig'indisiga teng:

-  d'x- d ly -  d 'z -  
a'=  1 + - r r J  + — ‘k (11-17)

nisbiy tezlanish.
dt1 dti J  dt!

a k  = 2
1 dx di dy d j  dz dk'' 

dt dt dt dt dt dt
= 2 (cocxSr) (11.18)

Koriolis tezlanishi.
Demak, M nuqtaning mutlaq tezlanishi quyidagicha hisoblanadi:

a„=a<+ar +ak. (11.19)
(11.19) Koriolis teoremasini ifodalaydi: ko'chirma harakati ilgarilan

ma bo'lmagan murakkab harakatdagi nuqtaning mutlaq tezlanishi uning 
nisbiy ko'chirma va Koriolis tezlanishlarining geometrik yig'indisiga teng. 

Agar ko'chirma harakat ilgarilanma harakatdan iborat bo'lsa ( o) =0),

(11.18) ga asosan Koriolis tezlanishi {at = 0 ) nolga teng bo'ladi. Bu 
holda Koriolis teoremasi quyidagicha bo'ladi.

Agar nuqtaning ko 'chirma harakati ilgarilanma harakatdan iborat bo'lsa, 
uning mutlaq tezlanishi nisbiy va ko ‘chirma tezlanishlarining geometrik 
yig'indisidan iborat bo'ladi.

aa = a r +a,-. (11.20)

54-§. Koriolis tezlanishi

Koriolis tezlanishi ko'chirma harakat burchak tezlik vektorining nis
biy harakat tezlik vektoriga vektorli ko'paytmaning ikkilanganligiga teng:

ak =2(3,*C0'). ( 1 1 .21 )
Ko'chirma nisbiy tezlanishlar vaqt birligi ichida tegishlicha nisbiy, 

ko'chirma tezliklarning o'zgarishini xarakterlaydi. Koriolis tezlanishi esa 
nisbiy tezlikni ko'chirma harakat ta ’siridan, aksincha ko'chirma hara
kat burchak tezligini nisbiy harakat ta ’sirida o'zgarishini xarakterlaydi. 
Agar ko'chirma harakat ilgarilanma bo'lsa, co=0. bu holda at=0.

Koriolis tezlanishi hosil bo 'lm aydi. Ko'chirm a harakati aylanm a 
bo 'lgan  nuqta m urakkab  h arak a tig a  teg ish li m asalan i yech ishda,
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O.rj'-qo'zg'aiuvchi sistemaning Ox o'qini quvur bo'ylab Ov o'qining 
unga tik yo 'naltiram iz. U holda nuqtaning nisbiy harakat tenglamasi 
quyidagi ko'rinishda ifodalanadi:

x = OM = b = const;
(39*.1)

>- = 0
Nisbiy tezlikni aniqlash uchun (39*. 1) tenglamadan hosila olamiz:

3" - î ' br- s- - î - ° '
9r -b t mlsek. (39*.2)

.9, tezlik vektori O dan quvur bo‘ylab yo‘naladi. Quvurning O nuqta
atrofidagi M shar bilan birgalikda harakati ko'chirma harakatni ifoda-
laydi va tezligi quyidagi ko'rinishda ifodalanadi:

9e =a>- OM (39*.3)
Ko'chirma harakat tenglamasidan burchak tezligini topamiz. Y a ’ni:

dtp n , ,  ,= = 1/sek (39*.4 )

(39*.4) ni va OM ning qiymatini (39*.3)ga qo'ysak ko'chirma tezlik 
kelib chiqadi:

<9, = <u• OM = m/sek. (39*.5)

Ko'chirma tezlik vektori M nuqtada OMga tik ¡9 , i  OM yo 'naladi.
(11.17) tenglamadan:

Sa=äxÖM+3r . (39*.6)
Uning moduli

9a = - J + 9; + 23c 9r cos 90" = — V l6 + * 7 4 m/sek.
4

/=1 sek. 9, =—V16 + 7T m/sek =1,096 m/sek.
4

40*-masala. 0 ‘ng tomoniga gorizontal bo‘ylab ü=49,28 m/sek tezligi 
bilan harakat qiluvchi aravaga elektr motori o'rnatilgan, uning rotori hara- 
katga keltirish vaqtida <p = t2 tenglamasiga muvofiq aylanadi, bunda <p 
burchak radianlar bilan oichanadi. Rotorning radiusi OA=r=20 m ga teng. 
Rotor to'g'inidagi A nuqtaning /=1 sek bo'lganidagi mutlaq tezlanishini 
aniqlang. Shu paytda A nuqta 138-a shaklda ko'rsatilgan vaziyatda turadi.
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138-shakL

Yechish. A nuqta murakkab harakatda, y a ’ni rotorni О o‘qi atrofida 
nisbiy aylanma harakatda va arava bilan birga ilgarilanma ko'chirma 
harakatda ishtirok qiladi. Ko'chirma harakat ilgarilanma harakat bo'lgani 
uchun A nuqtaning mutlaq tezlanishi nisbiy va ko'chirma tezlanishlar- 
ning geometrik yig'indisiga tengdir. Rotor nisbiy aylanma harakatining 
burchak tezligi va burchak tezlanishini /=1 sek uchun topamiz:

d(p co = —  ; 
dt

E =
dco _ d  ç  
dt dt2

(40*. 1)

co = 2t = 2 I/sek', e = 2 1/sek2 (40*.2)

Rotor bir tekislikda aylangani uchun A nuqtaning nisbiy tezlanishi 
urinma ärT nisbiy normal a„, tezlanishlaming geometrik yig'indisidan 
iborat. Y a ’ni:

a,= a„+ an , (40*.3)

Ularning qiymatlarini aniqlaymiz va yo‘naltiramiz (138-b shakl):

(40* .4)a , r = r • |£r| = 20 • 2 = 40 m / sek '
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e -burchak tezlanish musbat bo'lgani uchun arT rotor aylanasining ay- 
lanish tomoniga yo 'naladi.

an, = r -eo' = 20 -2~ = SO ml sek 2 (40*.5)

am rotor radiusi bo'ylab aylanish o‘qi tomon yo'naladi.
A nuqtaning mutlaq tezlanishini aniqlaymiz:

a* = a, + cir = a ,+ a„  + a* (40*.6)

Ax va Ay o‘q lar o'tkazam iz va bu o ‘qlarga tezlanish vektorlarini 
proyeksiyalaymiz.

aax = агв +^mx+oe = arT cos60° -  a„, cos30° + a, =
= 40 • 0,5-80• 0,866+49,28 = 0 ml.чек1

a ay = arV + a my  = COS 30° + am cos 60° =

= 40 • 0,866 + 80 • 0,5 = 74,64 m / sek2.

A nuqtaning mutlaq tezlanishining moduli ao quyidagicha:

e„ = VÔT+4" »  V(°*08)2 + (74,64)2 = 74,64 ml sek2.

M utlaq tezlanishning yo'naltiruvchi kosinuslarini topamiz:

л a 0 л 74 64 •
cos(c7u, Ax) = -^- = ——  = 0; cos(a0, Ay) = ——  = 1. (4 0*.7) 

a„ 74,64 74,64 v '

(40*.7) tenglamadan ko'rinib turibdiki mutlaq tezlanish âQ vektori 
Ay o‘qi bo'ylab yuqoriga yo ‘naladi.

41*-masala. Gorizont bilan a  =45° burchak tashkil etgan AB qiya 
tekislik 0 4  o‘qiga parallel ravishda at= 1 m/sek2 0 ‘zgarmas tezlanish bi

lan to‘g ‘ri chiziqli harakat qiladi. Shu tekislikda P jism ar =->¡2 m/sek2 
o‘zgarmas nisbiy tezlanish bilan tushib keladi. Tekislik bilan jismning 
boshlang‘ich tezligi i9o=0 teng. Jismning bog‘lanish holati £ = 0, /7 = h 
koordinatalar bilan belgilanadi. Jism mutlaq harakat trayektoriyasi tezli
gi va tezlanishini aniqlang.
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139-shakl.

Yechish. 139-shaklda ko 'rsatilgan OÇ rj tekisligida qo‘zg‘almas AB 
qiya tekislik orqali Axy koordinatalar sistemasini o'tkazamiz. P jism- 
ning Ax ga nisbatan harakati nisbiy, P ning Axy bilan birgalikda OS, r¡ 
ga nisbatan harakati ko'chirma, P ning to‘g ‘ ridan- to‘g ‘ri OÇ r\ tekis- 
likdagi harakati murakkab (mutlaq) harakat boMadi. Nisbiy harakat

tezlanishi a r = V2 m/sek2 berilgan. P jismning nisbiy va ko'chirma har- 
akatlari tekis tezlanuvchan bo‘lgani uchun va boshlang'ich holatda, ya ’ni: 
/=0 da 9m =0, 9Ю =0 bo‘lgani uchun

Mutlaq harakat tezligini (11.15) formuladan foydalanib aniqlaymiz. 
Uning moduli:

P jismning Ax qiya tekislikdagi harakat qonuni quyidagicha ifodala- 
nadi

(41*.1) 
(41*.2)

9U = y] 9 2 + 9 ; + 29e9r cos a  = + (ar0 2 + 2tft,ar/2 cos45u =
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Bunda /=0 da x0=0, 9r0 =0 boshlang'ich shartlardan foydalansak 
(41*.3) tenglama quyidagi ko'rinishni oladi:

t2
x = ar — . (41 *.4)

2
Shunday usul bilan ko'chirma harakat tenglamasi aniqlanadi:

t2
Se =ae~ .  (41 *.5)

Nuqtaning OÇ r ¡  qo‘zg‘almas sistemaga nisbatan £ t)  koordinatalarini 
topamiz:

_ Г tz yfr t' гг Г л/2 t2 2¿  = x c o s a  + a — = a ---------- + a ■ — = л/2-----------+ — = /-, (41*.6)
2 2 2 2 2 2 2

t1 t1
n = /7- x s in 45" = h - a  —sin45 °= Л ----- . (41*.7)r 2 2

(41*.6) va (41*.7) tenglamalar P jismning mutlaq harakat tenglama- 
sini ifodalaydi. Bu tenglamalardan jismning traektoriya tenglamasini an- 
iqlaymiz:

7  = A - | .  (41 * .8)

Demak, trayektoriya tenglamasi to‘g ‘ri chiziqdan iborat.
Mutlaq tezlanish miqdori:

x = x„+9r0-t + l j -  ( 4 1 * 3 )

aa = y a * + a l + ae • eos 45° = Vs m/sek2.

42*-masala. OA kulisa o'zining O uchi atrofida o'zgarmas a  = 2sek~x
burchak tezligi bilan aylanadi. M polzun OA kulisa bo‘ylab O dan A ga 
qarab S=OM=(2+3t: ) m qonun asosida harakat q ilad i. Polzunning 
/=1 sek dagi mutlaq tezligi va tezlanishi topilsin (140-shakl).
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140-shakl.

Yechish. O nuqta orqali 0% tj qo'zg'alm as koordinatalar sistemasini 
hamda OA kulisa orqali Ox qo'zg'aluvchi o'qni o'tkazamiz. M nuqtaning 
tezligini tezliklarni qo'shish teoremasiga muvofiq aniqlaymiz:

3 .  = * . + * , .  (4 2 M >
M nuqtaning nisbiy tezligini Ox bo 'ylab nisbiy harakat tenglamasi 

S=(2+3/2) dan aniqlaymiz.

9 -  — = ()t m/sek. (42*.2)
r dt

9  tezlik M dan A ga qarab yo 'naladi. M polzunni OA kulisaga nis- 
batan harakatsiz deb qarasak, M ning kulisa bilan birgalikda qo'zg almas 
O nuqta atrofidagi harakati ko‘chirma harakat bo'ladi va uning tezligi 

9e =<y|OA/| = 2(2f3/2) m/sek (42*.3)

ga teng. 9 r aylanish yo'nalishida, y a ’ni 9e ± 9r, 9 U -  moduli

9u = ^  + 9 7c = yl(4 + 6 r f + ( 6 t /  (42* .4) 
tenglikdan topiladi /=1 sek da (42*.2), (42*.3) va (42*.4) formulalardan:

9= 6  m/sek
^= 10 m/sek (42*.5)
9  =11,64 m/sek

ar-burchak tangensi esa:
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•Я -5
ga~Jr =~3 <42*-6)

ga teng bo'ladi. a  -burchak qiymatiga ko 'ra $ a ning yo'nalishi topiladi. 
M polzunning ko‘chirma harakati aylana bo'ylab harakat bo'lganidan 
uning mutlaq tezlanishi Koriolis teoremasidan aniqlanadi

a о = Or + a. + at И2* -7)
at - Koriolis tezlanishlarini ifodalaydi.

Nisbiy harakat tezlanishi quyidagicha:
dS

ar = — -  = 6 m/sek2. (42*.8)
dt

Bunda a>0  bo'lganidan nisbiy tezlanish nisbiy tezlik bo‘yicha yo'nal- 
gan. Ko'chirma harakat kulisaning aylanm a harakatidan iborat bo‘ l- 
gani uchun, M polzunning ko'chirma tezlanishi normal va urunma tashkil 
etuvchilardan iboratdir:

a, = a «  +a, (42*.9)

M asala shartiga asosan a>=const. Shuning uchun et = = 0

bo‘ladi. Bu holda

a ,r = £c\OM\ = 0 ; ae = aen= co]\OM\ = 4(2  + 3t/  m/sek2. (42*. 10) 
Bu tezlanish О A bo'ylab M dan О aylanish markaziga qarab yo'naladi. 

Ko'chirma harakat burchak tezlik vektori О nuqtadan shakl tekisligiga 
perpendikulär o ‘ tgan o ‘q bo'ylab kuzatuvchi tomonga yo 'nalgandir,

ya 'n i (о, ±<9,, bu holda Koriolis tezlanishning miqdori quyidagicha 
bo'ladi:

a k =2cDe&r sm{coe, 9 r ) = 2a>e9 r sin90° =24/ m/sek2 (42*. 11)

âk yo 'nalishi S r ni M nuqta atrofida ko'chirma harakat yo 'nalishida 
90° ga aylantirishdan hosil bo'ladi. Mutlaq tezlanish modulini

(42* l2 >
formuladan aniqlanadi. 140-shakldan

om = or - a en, = ak. (42*. 13)
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Shunga ko'ra t=1 sek m utlaq tezlanishning moduli 

aa = -J(ar - a t.„f +a] =27,8 m! sek. (42*. 14)

TAKRORLASH UCHUN SA VO LLAR
1. Nuqtaning nisbiy, ko ‘chirma, mutlaq harakallari deb qanday hara- 

katlarga aytiladi?
2. Nisbiy, ko ‘chirma, mutlaq tezliklar orasida qanday bog ‘lanish mavjud?
3. Qo ‘zg 'almas sanoq sistemasiga nisbatan tinch turgan nuqtaning nis

biy va ko 'chirma tezliklari orasida qanday bog 'lanish mavjud?
4. Nuqtaning mutlaq tezlanishi qanday aniqlanadi?
5. Koriolis tezlanishi qanday aniqlanadi? Koriolis tezlanishi qanday hol- 

larda nolga teng bo ‘ladi?
6. Ko ‘chirma harakat ilgarilanma bo ‘Igan holda nuqtaning mutlaq 

tezlanishi qanday aniqlanadi?
7. Nuqtaning mutlaq tezligi moduli qanday aniqlanadi?
8. Nuqta doira gardishi bo ‘ylab, doiraga nisbatan, doira aylanishiga 

teskari tomonga harakatlanadi. Bu nuqtaning mutlaq tezligi qanday 
y o 'naladi?

9. Harakatdagi doira gardishi bo ‘ylab, doira harakat i у  о ‘nalishi bo ‘yicha 
harakatlanuvchi nuqtaning Koriolis tezlanishi qanday yo ‘naladi?

lO.O'zo 'qi atrofida tekis aylanuvchi silindrning yo ‘naltiruvchisi bo ‘ylab 
nuqta tekis harakat qiladi. Nuqtaning Koriolis tezlanishi nimaga teng?
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holatga keladi. Bu holda S  tekis 'shakl B nuqta harakati bilan ilgarilan- 
ma ko'chib, B nuqta atrofida (p, burchakka aylanishi natijasida S bir- 
inchi holatdan ikkinchi holatga o 'tadi. Birinchi holda 5  tekis shakl A 
nuqtaning ilgarilanm a harakati bilan A nuqta atrofida <p, burchakka 
aylanishi natijasida birinchi holatdan ikkinchi holatga o'tgan edi. Har 
ikki holda tekis shaklni birinchi holatdan ikkinchi holatga ko‘chishi ikki 
harakat natijasida bajarilishini ko'rdik. Bu tekis shaklning harakat tek- 
isligida ko‘chishiga doir teoremani ifodalaydi.

Biz yuqorida bir gai A , ikkinchi galda B nuqtani qutb deb oldik A va 
B lar ixtiyoriy nuqtalar bo'lgani uchun qutb nuqtani tanlab olish ixtiy- 
oriy bo'ladi. Tekis shaklni ilgarilanma harakati qutb nuqtani tanlab ol- 
ishga bogMiq. M asalan, yuqorida A nuqtani qutb nuqta uchun olgani- 
mizda S ni nuqtalari ilgarilanm a harakat natijasida AA f m asofaga 
ko 'chgan bo‘ lsa, B nuqtani qutb uchun olganim izda BB' m asofaga 
ko'chadi.

Biroq A A ^ B B , aks holda {AA^BBJ tekis shakl faqat ilgarilanma 
harakat qiladi. Har ikki holda Zfi',4,5, =ZA'BiAi : y a ’ni <pt =<pz- Bun- 
dan tekis shaklni har ikki qutb nuqta atrofida aylanish yo ‘nalishi va 
aylanish burchagi bir xilda ekanligini ko'ramiz. Demak tekis shaklning 
ilgarilanma harakati qutb nuqtani tanlab olishga bog'liq, ammo aylan- 
ma harakati qutb nuqtani tanlashga bog'liq bo'lmaydi.

57-§. Tekis shaklning harakat tenglamalari

Tekis shakl S  ni harakat tekisligida joylashgan Oxy qo'zg'almas koordi- 
nata sistemasiga nisbatan harakatini tekshiramiz. Qutb nuqta uchun S ning 
biror Os nuqtasini ixtiyoriy tanlab olamiz. Shu 0 ] nuqtada S  bilan mahkam 
bog‘langan, u bilan birga harakatlanuvchi Oxx xy x koordinata sistemasini 
o'tkazamiz. Orx,y, koordinata sistemasini Oxy koordinata sistemasiga nis
batan harakati 5  ni Oxy ga nisbatan harakatini ifodalaydi. Ofx ty , ning 
Oxy ga nisbatan holati O, ni koordinatalari hamda Ox ning Oxx { bilan 
tashkil etgan <p burchagi bilan aniqlanadi. Vaqt o‘tishi bilan S  harakatlan-

ganda Xq , yq X va (p lar t vaqtning funksiyasi shaklida o'zgaradi (143- 
shakl).

210



bo‘ladi. x0¡,y0i va <p lar vaqtning bir qiymatli. uzluksiz differensiallanuv-
chi funksiyasi bo‘ladi. ( 12 . 1) tenglamalar berilgan bo‘lsa, istalgan i vaqt 
uchun S  ning Xy tekisligidagi holati m a’lum bo'ladi. (12.1) tenglamalar 
tekis shaklning harakat renglamalari deyiladi. Agar harakat davomida 
<p=const bo‘ lsa, S  va Y bilan bog'langan Oxx {y x koordinata o 'q lari 
o'zlarining boslang'ich holatiga doimo parallel harakatlanadi.

143-shakl.

S ilgarilanma harakatda bo'ladi. Agar x()¡, y^ -const bo‘lsa, S  va y 
bilan bog'langan Olx lyl koordinata o 'qlari O, nuqta atrofida aylanma 
harakat qiladi. <p aylanish burchagini Ox dan boshlab soat milining ay- 
lanish tomoniga teskari aylanishda hisoblanadi. Shunday qilib S  ning 
qo‘zg‘almas xy tekisligidagi harakati ikki harakatdan tashkil topadi.



( 12 . 1) tenglamalarning birinchi ikkitasi S  tekis shaklning ilgarilanma 
harakatini, uchinchisi S ning qutb nuqta atrofidagi aylanma harakatini 
ifodalaydi. Agar (12.1) berilgan bo‘ lsa, ularni birinchi ikkitasidan t 
bo'yicha bir marta hosila olib, S  ning ilgarilanma harakat 9  tezligini 
topamiz:

Agar (12.1) ning uchinchi tenglamasidan t vaqt bo‘yicha bir marta 
hosila olsak, S  tekis shaklning Ox nuqta atrofidagi aylanma harakat bur- 
chak tezligi co ni va ikki marta hosila olsak, burchak tezlanishi e  ni 
topamiz:

Demak, S tekis shakl harakat tekisligidagi harakati ixtiyoriy tanlab 
olingan 0 { qutb nuqtasining tezligi bilan ilgarilanma va 0 ] qutb nuqta 
atrofida aylanm a harakatlardan  tashkil topadi. S  tekis shakl Oxy 
qo‘zg‘almas koordinata sistemasiga nisbatan bir vaqtda ikki harakatda 
ishtirok etadi. Shuning uchun S ning Oxy ga nisbatan harakati murakkab 
harakatdan iborat deb qarash mumkin. S  ning ilgarilanm a harakati 
ko‘chirma, uning qutb nuqta atrofidagi aylanma harakati nisbiy hara
kat bo'ladi.

58-§ Tekis shakl nuqtasining tezligini qutb usulida aniqlash

Tekis shaklning Oxy tekisligidagi harakatini tekshiramiz (144-shakl).
S ning biror A nuqtasini qutb uchun tanlab, uning radius vektorini r,

bilan belgilaymiz, S  ning ixtiyoriy B nuqtasining radius vektori rH. Yu- 
qorida isbotlangan teoremaga asosan quyidagicha bo'ladi.

bunda

(12.2)
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u
144-shakI.

Bunda rw B nuqtaning A nuqta atrofida aylanraa (nisbiy) harakat 
radius vektori. Nuqta harakatlanganda uning radius vektori l vaqtning 
funksiyasi sifatida o'zgaradi. B nuqtaning tezligi (12.2) dan t vaqt bo'yicha 
olingan hosilaga teng bo'ladi. Y a ’ni

dr,, dr, dr„H _ (12.3)
d t  d t  d t  ’

d r  b  d r  a d r m _Q-
—— = 9b, —— = Ua, —— -  cr 

d t  d t  d t

bunda 9[u B nuqtaning A nuqta atrofidagi nisbiy (aylanm a) harakat
tezligi. Aylanraa harakat tezligi, aylanma harakat a> burchak tezlik vek- 
torining aylanish radius vektoriga vektorlik ko'paytmasiga teng ekanligi 
bizga m a’lum

9  ba =Ct)*AB.

Bunda aï _L AB bo'lgani uchun 9 BÀ ningmiqdori 9 ba = coAB boiadi. 
Bularning qiymatlarini ( 12.3) ga qo'ysak quyidagi tenglikni olamiz:

9 = 9 + 9 .  ( 12 .4 )
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Demak, tekis shaklning biror nuqtasining tezligi, qutb nuqtasi- 
ning ilgarilanm a harakat tezligi bilan qutb nuqta atrofidagi aylanm a 
harakat tezliklarin ing geometrik y ig 'ind is iga teng ekan. Boshqacha

aytganda, tekis shaklning biror nuqtasining absolut ( ) tezligi un- 

ing qutb nuqtasining ko'chirma harakat ) tezligi bilan qutb nuq

ta atrofida n isb iy ( ay lanm a) haraka t tezlik larin ing geom etrik
yig 'ind isiga teng bo 'ladi. (12.4) tenglikdan foydalanib, am aliy masa- 
lalarn i yechishda katta aham iyatga ega bo'lgan quyidagi teoremani 
isbotlaymiz.

Teorema. Tekis shakl ikki nuqtasining tezliklarini shu nuqtalarni tut- 
ashtiruvchi to‘g ‘ri chiziqdan o'tuvchi o'qdagi proyeksiyalar o'zaro teng 
bo'ladi.

Tekis shaklning 9 ,  va 9 a tezliklari berilgan bo'lsin (145-shakl). Shu
tezliklarning A va B nuqtalarini tutashtiruvchi Ax yo'nalishiga proyeksi- 
yasining tengligini ko 'rsatsak, teoremani isbotlagan bo'lamiz. Buning 
uchun (12.4) ni Ax yo'nalishiga proyeksiyalaymiz:

145-shakl.

PrM )  = p r . M )  +

Bunda 9 ^ 1  AB bo'lgani uchun prAx(9HA) = 0 .
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prAjt(9H) = prAj{9A) (12.5)

&4 eos or = i9„cos P
bo‘ ladi.

Teorema isbotlandi.

59-§. Tezliklar oniy markazi

Berilgan onda (daqiqada) tezligi nolga teng bo‘lgan tekis shakl nuq- 
tasiga tezliklar oniy markazi deb ataladi. Tekis shaklning bunday nuq- 
tasini topish uchun uning istalgan nuqtasining tezligini aniqlaydigan (12.4) 
formuladan foydalanamiz. Aytaylik tekis shaklning biror O nuqtasining 
9 0 ilgarilanm a (ko'chirm a) harakat tezligi va shu O nuqta atrofidagi 
(nisbiy) aylanma harakat œ burchak tezligi berilgan bo'lsin. Shu O nu- 
qtani qutb nuqta deb olamiz. Bu holda tekis shaklning ixtiyoriy nuqtas

ining (absolut) tezligi, qutb nuqta ilgarilanma (ko'chirma) harakat

tezligi bilan qutb nuqta atrofida (nisbiy) aylanma harakat tezligin-

ing geometrik yig‘indisiga teng bo'ladi. O nuqtadan ga aylanma har
akat yo'nalishiga tik chiziq o'tkazamiz (146-shakl).

Demak,
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Bu chiziq ustida yotgan hanima nuqtalarning 0  nuqta atrofida ay- 
lanma tezligi o 'tkazilgan  chiziqqa tik , qutb nuqta 0 tezligiga teskari 
yo 'naladi. Aylanma harakat tezliklari nuqtalardan aylanish markazi O 
gacha bo igan  oraliqqa proporsional ekani bizga formuladan m a’lurn. 
O'tkazilgan to 'g 'ri chiziq ustida shunday P nuqta topamizki, uning ay

lanish tezligi 9po miqdor jihatidan qutb nuqta tezligiga teng bo'lsin,

y a ’ni 90 = 9W yo‘nalishi unga qarama-qarshi bo'lsin . Bu hol-
da P nuqtaning (absolut) tezligi (12.4) formulaga muvofiq

9 r  = 19o + 19po
bo iad i. Shunday qilib shu onda P nuqta tekis shakining tezliklar oniy 
markazi bo iad i. Endi P nuqtaning to‘g ‘ri chiziq ustidagi holatini ani-

qlaydigan formulaga muvofiq 9PO= coOP, ikkinchi tomondan 9M = 

bu holda ci)OP=9l> bo iad i. Bundan,

OP = — . ( 12 .6)
co

Demak, tekis shakining tezliklar oniy markazi, qutb nuqtadan uning 
tezligiga aylanish yo'nalishda tik o 'tgan to 'g 'r i chiziqda qutb nuqtasi-

dan —  masofada joylashgan b o ia r  ekan.co

60-§. Tezliklar oniy markazini aniqlash usullari

1) Agar tekis shakining biror A nuqtasining 9 t tezligi va ikkinchi B

nuqtasining 9„ tezliginingyo'nalishi berilgan bo isa , tezliklar oniy m arka
zi shu A va B nuqtalardan tezliklarga o 'tkazilgan tik chiziqlami kesish- 
gan nuqtasida bo iad i (147- a shakl);

2) Agar tekis shaklni ikki A va B nuqtalarini 9 t, 9r tezliklari shu

nuqtalarni tutashtiruvchi AB ga tik, miqdorlari farqli bo'lsa (i9, 9W), 
tezliklar oniy markazi tezliklarning uchini tutashtiruvchi chiziq bilan AB 
chiziqni davomining kesishgan nuqtasida b o iad i (147- b, d, shakl);
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3) Agar tekis shaklning A va В nuqtalarining tezliklari teng va paral
lel bo'lsa, tezliklar oniy markazi (AP= °o ) cheksizlikda bo'ladi. Shu onda 
tekis shakl oniy ilgarilanma harakat qiladi (147- e, f shakl).

4) Amaliyotda ko'pincha tekis shakl S  qo‘zg‘almas egri chizig‘ i usti- 
da sirpanmasdan dumalaydi. Bu holda S  ning egri chiziqqa tegib turgan 
î uqtasining tezligi nolga teng bo‘ladi. Shu nuqta mazkur on uchun oniy 
raarkaz bo‘ ladi (147- g shakl).

61-§. Tekis shakl nuqtalarining tezliklarini tezliklar oniy markazi yordamida
aniqlash

Berilgan onda tekis shaklning oniy markazi P m a’lum bo'lsin. P ni 
qutb nuqta uchun olib, (12.4) formulaga muvofiq tekis shaklning ( 148- 
shakl) А. В, С nuqtalari tezliklarini topamiz:

9a = 9,, + 9ai,

147- shakl.
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(12.7)

yo‘nalishlari 9A -L AP 9a 1  BP 9t. ± C P .
Agar tekis shaklning olingan onda oniy markazi raa’lum bo'Isa, tekis 

shakl nuqtalarining shu ondagi tezliklari, oniy markazi atrofida xuddi 
oniy aylanm a harakatdagi jism  nuqtalarining tezliklari kabi topiladi. 
Demak, tekis shaklning oniy markazi m a’lum bo'lganda, uning nuqta- 
lari tezliklarining miqdorlari tekis shaklning aylanma harakat burchak 
tez lig in i n u q ta la rd an  on iy m arkazgach a b o 'lg an  m aso fa la r ig a  
ko'paytm asiga teng bo'ladi.

Tezliklar mos ravishda shu oraliqlarga aylanma harakat yo'nalishlarda 
tik yo‘nalgan bo'ladilar (148-shakl). (12.7) dan tekis shakl nuqtalarining 
oniy paytdagi tezliklari orasidagi munosabatni aniqlaymiz:

O ^ ij  qo‘zg‘almas tekislikda harakatlanayotgan S  tekis shaklning bi- 
ror ixtiyoriy B nuqtasining tezlanishini aniqlaymiz. Bizga m a’lumki, S  
ning qo‘zg‘almas rj tekislikdagi harakati ikki harakatdan tashkil 
topadi:

<$a _ _ »v ( 12 .8)AP BP C P '

148-shakl.

62-§. Tekis shakl nuqtasining tezlanishi
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1) ixtiyoriy ravishda tanlab olingan qutb nuqtasining harakati bilan 
ilgarilanm a;

2) qutb nuqta atrofida nisbiy aylanm a harakatlardan iborat.
Shu sababli S  tekis shakl har bir nuqtasining harakati ko'chirma va 

nisbiy harakatlardan tashkil topgan murakkab harakatdan iborat bo'Iib, 
tezlanishi murakkab harakat tezlanishi kabi tezlanishlami qo'shish teore- 
masiga muvofiq aniqlanadi (149-shakl).

a B= aA+ alu. (12.9)

Bu tenglikdagi a A -  S  tekis shakldan ixtiyoriy tanlab olingan qutb 
nuqtasining ilgarilanma harakat tezlanishi. Bu tezlanish qattiq jismning 
ilgarilanm a harakati xususiyatiga ko‘ra tekis shaklning hamma nuqta- 
lari uchun bir xil bo iib , S  ning ko'chirma harakat tezlanishi bo'ladi,
y a ’ni a,=a<-

a BA esa B nuqtaning O qutb nuqta atrofidagi aylanma harakat te
zlanishi, S ning nisbiy harakat tezlanishini ifodalaydi a, = am ■ Shunday 
qilib, tekis shaklning istalgan B nuqtasining tezlanishi a B ixtiyoriy rav
ishda tanlab olingan A qutb nuqtani ilgarilanma harakat tezlanishi a A 
bilan qutb nuqta atrofida aylanm a harakat a BA tezlanishlarining ge- 
ometrik yig'indisiga teng.

Boshqacha aytilganda, tekis shaklning istalgan nuqtasining tezlanishi 
tekis shaklning ko'chirma va nisbiy tezlanishlariga qurilgan parallelo- 
gramm diagonali bo‘ylab yo'nalgan bo'Iib, miqdori shu diagonal uzunli- 
giga teng. a BA aylanma harakat tezlanishi bo'lgani uchun uni ikki tezlan- 
ishga ajratiladi:

1 )5  nuqtadan aylanish markazi A qutbga qarab BA bo'ylab yo'nalgan 

cr" -  markazga intilma tezlanish;
2) Aylanish radiusi BA ga tik yo 'nalgan a TBA -  aylanma tezlanishga 

ajraladi. Y a ’ni

(12.1°)

M arkazga intilma tezlanishning moduli

anM =a)2BA. (12-11)
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Hammavaqt musbat son bo'lgani uchun a"a4 hamma vaqt kuzatilayot- 
gan nuqtadan aylanish radiusi bo 'ylab aylanish markaziga yo 'nalgan 
bo‘ladi. Aylanma tezlanishning moduli

a 'tu ^ B A  ( 12. 12)

ga teng yo ‘nalishi aylanm a harakat burchak tezlanishining ishorasiga 
bog'Iiq.

dco
Agar £ -  —  > 0 bo'Isa, a B A  ga tik qutb nuqta atrofida aylanma

harakat tezligi bilan bir yo 'nalishda bo'lib, aylanma harakat tez- 
lanuvchan bo'ladi (149-a shakl). Agar £<0 bo‘lsa, a TBA BA ga tik, aylan

ma harakat tezligi ga teskari tomonga yo'nalgan bo'ladi. Bu holda 
aylanma harakat sekinlanuvchan bo'ladi (149-b shakl). äB1 bilan ä TB4
orasidagi burchak 90° bo‘lgani uchun a"M ning moduli

am = V (< J  + ( < J  = AB^£l + O2-13)

tenglikdan topiladi.
Agar aylanish radiusi AB bilan aBA ni tashkil etgan burchagini m bi

lan belgilasak, quyidagi tenglikni olamiz:

| °B A  | |^|
tgM = ' - i r  = H -  (12.14)

a BA ®

Bundan co va e aylanma harakat burchak tezligi va burchak tezlanishi 
tekis shaklining hamma nuqtalari uchun bir xilda bo‘lganligi sababli m 
burchak har onda tekis shaklning hamma nuqtalari tezlanishlari uchun

bir xilda bo'ladi. Agar e =0 bo'lsa, o rBA =0 bo'lib, = ä ‘hA . Bu holda 
aylanm a harakatdagi tezlanish markazga intilm a tezlanishdan iborat 
bo'lib, aylanma harakat tekis o'zgaruvchan aylanma harakat bo'ladi.
(12.10) ga ko 'ra (12.9) ni quyidagicha yozish mumkin:
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149 -shakl.
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a ¡i —a a +ÜBA + a¡u. (12.15)
Shunday qilib, agar ixtiyoriy tanlab olingan A qutb nuqtani ilgari- 

lanma harakat tezlanishi va qutb nuqta atrofida aylanma harakat bur- 
chak tezligi va burchak tezlanishi berilgan b o isa , tekis shaklning istal- 
gan B nuqtasining tezlanishi (12.15) formula asosida topiladi.

Tekis shaklning har onda tezliklar oniy markazi bo'lgani kabi, tez- 
lanishlar oniy markazi ham bo‘ladi. Harakatlanayotgan tekis shaklning 
kuzatilayotgan onda tezlanishi nolga teng bo‘lgan nuqtasiga tezlanishlar 
oniy markazi deyiiadi. Tezlanishlar oniy markazini Q bilan belgilaymiz 
va uning holatini aniqlaymiz. Q nuqtaning tezlanishi S  tekis shaklning 
boshqa nuqtalarining tezlanishi kabi (12.9) formulaga muvofiq aniqla- 
nadi. Buning uchun S  ning biror O nuqtasining a0 ilgarilanma ko'chirma 
harakat tezlanishi bilan S  ning burchak tezligi co va burchak tezlanishi e 
berilgan bo'lishi kerak. Bu holda (12.9) ga muvofiq

Q tezlanishlar oniy markazi boMishi uchun aQ=0 bo'lishi kerak. Bun- 
dan aQ=aQ0 kelib chiqadi. Demak, Q tezlanishlar oniy markazi bo'lishi 
uchun Q ning ko'chirma harakat a0 tezlanishi oniy aylanma harakat a^  
tezlanishiga miqdor jihatidan teng bo iib , bir chiziq bo'ylab qarama-qarshi 
tomonlarga yo‘nalgan bo'lishi kerak. (12.16) ga muvofiq

ni topamiz. Bu tenglik tezlanishlar oniy markazi Q ning 0 nuqtagacha 
bo‘lgan masofasini aniqlaydi. Oniy aylanish radiusi QO ning aQ0 bilan 
tashkil etgan burchagi (12.14) formulaga muvofiq

63-§. Tezlanishlar oniy markazi

a9 =a0 +aÍM¡ (12.16)

bo'ladi.

(12.17)
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иtgv = —
(O'

(12.18)

ISO-shaki.
a ga Ц burchak ostida (£->0) aylanm a harakat yo 'nalishida (agar 

£<0° aylanm a harakatga  teskari yo 'n a lish da b o 'lsa ) OK ch iz ig 'in i 
o 'tkazam iz (150-shakl). Shu OK chiziq olingan QO kesmaning Q uchi 
tezlanishlar oniy markazini ifodalaydi. Shunday qilib tekis shaklning 
tezlanishlar oniy markazining holatini (12.17) va (12.18) formulalaridan 
foydalanib topiladi. Buning uchun a0 va œ, e lar berilgan boiishi shart. 
Tekis shaklning tezlanishlar oniy markazi Q m a’lum bo'lsa, uning boshqa 
nuqtalarining tezlanishlarini aniqlash soddalashadi. Q ni qutb nuqtasi 
uchun olib tekis shaklning boshqa A va В nuqtalarining tezlanishlarini
( 12 . 1) formulaga muvofiq topamiz:

Bu yerda Q tezlanishlar oniy markazi bo igan i uchun ay =0 bo'lib. yu- 
qoridagi tengliklar quyidagi ko'rinishga keltiriladi:

ав
(12.19)

bu tezlanishlarning moduli
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aA = a iQ = A Q je1 +ü)\ 

a„ = as» = BQyfPTa/
(12.20)

151-shakI.
tengliklaridan aniqlanadi. (12.11) formulalardan S  tekis shaklning te- 
gishli nuqtalarining tezlanishlari nuqtalardan tezlanishlar oniy markazi 
bo'lgan oraliqlarga proporsional ekani kelib chiqadi:

aA _ AQ
TB - B Q  (12 21)

olingan ( 12 . 11) va ( 12 .12) ga asosan quyidagi natijaga kelish mumkin.
Agar tekis shaklning tezlanishlar oniy markazi, aylanma harakat bur- 

chak tezligi co va burchak tezlanishi e lar berilgan bo‘lsa, tekis shaklning 
istalgan nuqtalarining tezlanishlarini qutb nuqta atrofida oddiy aylanma 
harakat tezlanishlari kabi aniqlanar ekan. Tezlanishlar oniy markazi A va

B nuqtalardan ularning üa va aB tezlanishlariga m burchak ostida 
o 'tkazilgan chiziqlarning kesishgan nuqtasida joylashgan bo'ladi (151-

shakl). Agar ^=0 bo‘lsa, a, =a"e va bo‘lib, tezlanishlar oniy

markazi a , va a B tezlanishlar yo'nalgan chiziqlarning kesishgan nuq
tasida joylashgan bo'ladi (152-shakl).

Shuni ta ’kidlab o'tish lozimki, tezliklar oniy markazi bilan tezlanishlar 
oniy markazi bir nuqtada bo'lmaydi.
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152-shakl.

64-§. Tekis shakl nuqtasi tezligi va tezlanishini aniqlashga doir masalalar

43*-masala. Ä=0,5 m radiusli g ‘ildirak to 'g 'ri chiziqli yo ‘I uchastka- 
sida sirg'anm ay g ‘ildiraydi; g 'ild irak markazining tezligi o'zgarmas boiib ,
5 = 1 0  m/s ga teng. G‘ildirakning vertikal va gorizontal diametrlarining 
uchlari bo'lmish Mv M} va M 4 nuqtalarning tezliklari va g'ildirakning 
burchak tezligini aniqlang (153-shakl).

Â M A

153-shakl.
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\  10co = —  = —  = 20 ras/sek.
R 0,5

O qutb atrofida M nuqtaning aylanma harakat chiziqli tezligi quyida- 
gicha aniqlanadi:

= cd- R = 10 mlsek ■
Tekis shakl nuqtasi tezligini qutb usulda quyidagi formulasiga asosan:

Su = &  + & ,.. (43*.1)
Mr Mv A/,, nuqtalaming tezliklar oniy markazi atrofidagi aylan- 

ish tezliklari tengdir. Y a ’ni:

4 * - ^ - ( 43*-2)
(154-shakl) dan va (43*. 1) formuladan foydalangan holda hamma 

nuqtalarning tezliklarini aniqlaymiz

•9«, = S0 ~&mo =0,

&u2 =^ o  +&\to = IO-n/2 ml sek = 14,14 ml sek,

+ &mo = 20 ml sek,

9Mt = + 9m0 = 10-y/2 m/sek = 14,14 ml sek.

Yechish. O nuqtani qutb deb tanlab olamiz:

154-shakl.
M asalani tezliklar oniy markazi yordam ida yechamiz (155-shakl). 

M a’lumki, g'ildirakning qo'zg'almas sirtga tegib turgan nuqtasi P tez
liklar oniy markazi bo'ladi.
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Demak, 9M¡ = 9P =0 bo'ladi.
Tezliklar oniy markaziga nisbatan О nuqtaning tezligini yozamiz:

< 9 ay4

155-shakl.

90 =o)pR (43*.3)

(43*.3) tenglamadan:

a  = — = —  = 20  rad/sek 
r R 0,5

M 2, My Mt nuqtalarning tezliklarini (12.7) formuladan foydalanib 
aniqlaymiz

9SU = cop M2P = 2 0 -0 ,5л/2 = 14,14 m/se*, 

i9jWi = ¿y,, • M3P = 20• 1 = 20 mlsek,

9Mj = eop -M4P = 20- 0,5>/2 = 14,14 m/ie*

tezlik vektorlarning yo'nalishi esa i9a/j 1 Л/2Л  -LA/зЛ 9Mt -LM4P 
bo'ladi.

44*-masaIa. Juftlangan krivoship-polzun mexanizmining В \а E pol- 
zunlari BE sterjen bilan biriktirilgan. O A yetakchi krivoship va OD yetak- 
lanuvchi krivoship shakl tekisligiga tik bo'lgan umumiy qo'zg'alm as o‘q 
atrofida aylanadi. Oniy burchak tezligi a 0 = 12 rad I sek bo'lgan OA
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yetakchi krivoship polzunlar yo'naltiruvchisiga perpendikulär bo igan  
paytga OD yetaklanuvchi krivoship va DE shatun oniy burchak tezlik- 
lari qancha bo'lishi aniqlansin (156-shakl).

OA = 10 m, OD=12 m, AB=26 m, EB= 12 m, DE = 12 V3 m .

156-shakl.
Yechish. A nuqta O atrofida aylanma harakatda boMgani uchun, un- 

ing chiziqli tezligi
9A = o)() ■ OA = 12-10 = 120 /77 / sek

ga teng.
B va E nuqtalar tezliklari o'zaro teng bo'lib, ularning yo'nalishlari go-

rizontal tekislik bo'ylab yo'naladi. va lar o'zaro parallel bo'lgani 
uchun, ularning qiymatlari teng (157-shakl). Demak,

9h =9ß = ■9a =120  ml sek
bo'ladi.

DE zvenoni ko‘raraiz.
D nuqta O atrofida aylangani uchun 9 D 1  OD bo‘ladi. S D ga D 

nuqta orqali DP perpendikulär, ga E nuqta orqali EP perpendikulär 
o 'tkazam iz, bu perpendikularlar kesishgan nuqta P, DE zveno uchun 
tezliklar oniy markazi bo'ladi:

AOABdan OB = VAB2 -  AO2 = V262 -  I22 = 24 m,
OE = OB -  £j5 = 24 -1 2  = 12 m.

Kosinuslar teoremasiga asosan



OD2 + OE2 -  DE2 _ 122 +12* -1 2 2 -3 = 
C 0 S a"  2 ODÖE  2 1 2 1 2  2

a  =120° bo iad i, ß  =180-0- =60° bo igan i uchun 05= 24 m;

157-shakl.

EP = OPcos30° = 2 4 ^ -  = 12^12>/2 m,

a, =-&- = = 5,77 rat/ / se*.
iü  EP 12^3 3

a = o),n • £>/> = -36 = 120V3 = 207,6 m / sek.

h - =  120V3 =10>/3 = 17,3 radlsek.
Wor) OD 12

45*-masala. Krivoship mexanizmi shatunning o'rtasidagi C nuqtada 
CD sterjen bilan sharnir yordamida bog'langan; CZ) sterjen esa E nuqta 
atrofida aylana oladigan DE sterjenga D sharnir vositasida bog'langan. 
Agar B va E nuqtalar bir vertikalda joylashgan bo'lsa, krivoship mexan- 
izmining shaklda ko'rsatilgan holatida DE sterjen burchak tezligi aniqlansin, 
OA krivoshipning burchak tezligi <y=8 rad/sek, 0/1=25 m. D f - 100 m,

Z  CDE=90° va Z  BED=30° (158-shakl).
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I

158-shakl.
Yechish. OB zvenoni ko‘ramiz. A nuqta O atrofida aylanma harakat 

chiziqli tezligi 3A =co-OA = 8 25 = 200 m/sek. AB tekis parallel harakat 
qiladi. B nuqta tezligi gorizontal yo'nalishda bo'ladi. A nuqtadan ga 
B nuqtadan 9 B ga perpendikulär o'tkazamiz, ular kesishgan nuqta tez- 
liklar oniy markazi bo'ladi (159-shakl).

159-shakl.

Bu nuqta B b ilan  ustm a-ust tu sh ad i. D em ak, 9 B=0 va 
9 l /AP = 3r /CP o‘ rinli bo'ladi:
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S± = AP 
9C C P ’
AP-2CP,

^ -  = 2
Sc ’

9  = —  = 100  m/sek 
c  2

D nuqtaning tezligi DE ga perpendikulär yo 'naladi, chunki D nuqta 
E dan o'tuvchi o‘q atrofida aylanma harakat qiladi.

CD zvenosi uchuq proyeksiyalar teoremasidan foydalanamiz:

Bundan:
prco9c  = prclß ü .

i9d = 9C cos60° = 50 ml sek,

SD = (o„FDE dan

coDE = —  =—  = 0,5 rad/sek 
DL DE 100

46*-masala. Cho'zilmaydigan ip L g 'a ltakka bogiangan K yuk x=t2 
qonunga ko ‘ra vertikal pastga tushadi. Bunda L g 'a ltak  qo'zg'alm as 
gorizontal terair ip bo‘ylab sirg'anmasdan yumalaydi. /=0,5 sek paytga 
mos keluvchi shaklda tasvirlangan holat uchun g 'a ltak gardishidagi A, B 
va D nuqtalarning tezlanishlari, g 'altakning burchak tezligi va burchak
tezlanishi aniqlansin. AD LOB va OD = 2-OC = 0,2m  (160-shakl). 

Yechish. K  jismning tezligini aniqlaymiz:

9k=x = 2t m/sek.
D nuqtaning tezligi ham shu 9 k ga tengdir. Tezliklar oniy markazi C 

nuqtada joylashadi. 
i9c=0 bo'lgani uchun

cor -  — = —  = 20/ rad/sek 
' CD 0,1
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7=0,5 s da o)p =10radlsek.
О nuqtaning tezligini aniqlaymiz

■%=(Op - ОС = 201 ■ 0,1 = 21 m/sek

ep = (op = 20 rad / sek2.
О nuqtani qutb deb olamiz.

160-shakl.

A nuqta О atrofida aylanma harakat tezlanishini aniqlaymiz:

a0 = So = 2 m/sek2 
Tezlanishni qutb usulida aniqlaymiz

aA = a0 + + aAO- (46*. 1)

a :

k i =t5
A
X

aAO =co2p OA = 100■ 0,2 = 20 m/sek2 

aAO =£P 'OA = 2 0 • 0,2 = 4 m/sek2. 

¡У

161-shakl.
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(161-shakl)dan foydalangan holda (46*. I) ni x va y o 'qlariga proyek- 
siyalaymiz:

a0x = -a 0 -  a TAO = -2  -  4 = - 6  m/sek3, 

a i> y = -^ o = - 20 m/sek1,

a a = y¡aax + aoy = V36 + 400 = л/436 = 20,88 m/sek2.

Huddi shunday usulda D\aB  nuqtalarning tezlanishlarini aniqlaymiz:

ai) =ao + aou + a lo  ■*
апоо ~ Юр "OD = 100• 0,2 - 2 0  m/sek1,

ano = £p ‘ OD = 20 • 0,2 = 4 m/ sek1, 

a Ox = ~a0 + a¡X) = 2 m/sek2, 

a0)'=aD0 = 20 m/sek2, 

an = ^a2Jx + a 2̂, = л/404 = 20,1 m/sek1,

ав =а о + аво + аво• 
а’во~ (0'р 'ОВ = 20 m/sek1,

аво =£p ' BD = 4 m/sek1, 

aQx = - a 0 -û J o  = ~22 m/sek2, 

a()y — а во = -4  m/sek2,

ав -  ijaar + aoy = 22,36 m/sek2.

Demak, =20,88 m/sek1: añ =22.36 m/sek2', aD =20,1 m/sek2 ekan.

233



TAKRORLASH UCHUN SAVOLLAR
1. Qattiq jismning qanday harakati tekis parallel harakal deyiladi?
2. Tekis parallel harakat tenglarnalari qanday?
3. Tekis shaklning ilgarilanma hamda aylanma harakatlari qutb nuqtaning 

tanlanishiga bog 'liqmi?
4. Tekis shakl harakat tenglamalariga asosan qutb nuqtaning tezligi va 

burchak tezlanishi qanday aniqlanadi?
5. Tekis shaklning ixtiyoriy nuqtasi tezligi va qutb nuqtasi tezligi orasi- 

da qanday bog'lanish mavjud?
6. Agar AB to'gri chiziq bilan 450 , SB esa 15° hosil qilsa, tekis 

shaklning A va B nuqtalaridan qaysinisi kattaroq tezlikka ega bo ‘ladi?
7. Tekis shaklning tezliklar oniy markazi nima? Tezliklar oniy markazi 

turli hollarda qanday aniqlanadi?
8. Agar tekis shakl oniy ilgarilanma harakat qilsa, uning tezliklar oniy 

markazi qayerda joylashadi?
9. Tekis shakl nuqtalari tezligi, qutb nuqtasiga nisbatan qanday qonun 

bo 'yicha taqsimlanadi?
10.Qo'zg'olmas sirt ustida dumalovchi g'ildirakning qaysi nuqtasi eng 

katta tezlikka ega?
11. Tekis shakl nuqtasi tezlanishi qanday aniqlanadi?

12. ä"n va ä TBA tezlanishlar qanday aniqlanadi?
13. Agar tekis shakl oniy ilgarilanma harakat bo ‘lib, A nuqta tezlanish 

AB ga perpendikulär yo'nalgan bo'lsa, tekis shakl B nuqtasi tezlanishi 
qanday yo ‘nalishga ega?

14.Agar A nuqta tezlanishi nolga teng bo'lib, B nuqta tezlanishi AB 
to 'g ‘ri chiziq bo ‘yicha yo ‘nalgan bo ‘Isa, tekis shaklning burchak tezlanishi 
qanday bo ‘ladi?
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