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Fizika fani tabiat gonunlarini o‘rnatish bilan shug'ullanuvchi
fandir.  Nazariy fizika tabiat gonunlarini matematik metodlar
bilan o‘rganadi. Ko'p yillik tajribalar asosida tabiat qonunlari
bo'ysunadigan asosiy prinsiplarni keltirib chigarish va ularga
tayangan holda mavjud tajribalarni tushuntirladigan nazariyalarni
yaratish - nazariy fizikaning vazifasidir. Bu VEizifani muvaffagiyatli
bajarish uchun esa keng va chuqur matematik bilimlar kerak.
Bakalavriatura davomida fizika fakultetlarida o'giladigan oliy
matematika kurslari buning uchun yetarli emas. Shu sababdan
nazariy fizika mutaxassisligini tanlagan magistrantlar uchun
birinchi navbatda nazariy fizikaning har xil sohalarida keng
ishlatiladigan matematik metodlarni yoritishga bag'ishlangan
maxsus kurs o'gitiladi. Albatta, matematika - o‘ta keng va chuqur
fan, uning sohalari va metodlarini bitta kitob hajmida gamrab
boimaydi. Maxsus kursga ajratilgan soatlar ham cheklangan.
Shu sababdan ushbu kitobda bayon gilingan materialiar mavjud
"Davlat ta’lim standarti" va "Nazariy fizikaning matematik
metodlari” kursining programmasiga muvaffiglashtirilgan.

Bu kitob o'z sohasida birinchi tajriba boiib kamchiliklardan
holi emas. Masalan, o'zbek tilidagi atamalar muammolari jiddiy
muammodir. Uni hal qilish uchun ko'p vagt kerak. Agar o‘quvchi
kitobda kamchiliklar topib golsa muallifga habar gilar deymiz.

Muallif



VEKTORLAR VA MATRITSALAR USTIDA
AMALLAR

81. Vektorlaming ta'rifi

Fandagi ko'pgina umumiy tushunchalar sodda holdagi tushun-
chalarni umumlashtirish yo'li bilan olinadi.

Tkki o'ichamli fazodagi vektor tushunchasidan boshlaylik.
Tekislikda dekart koordinat sistemasi - (X, y)- berilgan boflsin. Shu
koordinat sistemasini @ burchakka burab yangi (x',y') sistemaga
o'taylik. Tekislikda yotgan bir r vektorini olib garaylik. Uning
eski koordinat sistemasidagi koordinatlari (ri,r2) bo'isin. Shu
vektorning yangi (shtrixlangan) sistemadagi koordinatlarini (r™*r”)
deb belgilaylik. Buni (l.1)-rasmda ko'rishimiz mumkin. Masala
- mana shu (x,y) — (x1y’) almashtirishda ikki o'ichamli r
vektorimizning komponentalari ganday o'zgarishini topish. Bizning

y

1.1-rasm: Koordinat o'glarini (p burchakka buraehga oid

magqgsadlarimiz uchun r vektorni vektor-ustim sifatida tasawur
gilish qulaydir x

(i)

1Vektorlarni ustun sifatida belgiiash ularni matritsalar va tenzorlar bilan birga ko'rishda juda qulaydir.



Shtrixlangan sistemada huddi shu vektorimizni

@
deb belgilaylik. Rasmning geometriyasidan ko'rinib turibdiki:
Yl+.y2 ¥~ ' i ' X
Y=VYl+Y2= @Extg<p] X'= Xi+x2=y tg<p+------->, 3)
yoki,
X' —eacosipt+ ysing m
y' ——xsinip4-y cos ip. Q)
Olingan munosabatni
ri \_ 1 cos® sinp\In\ 5)
smip as<>j y rH i (/v

ko'rinishga keltirib olganimiz qulaydir. Bundan ko'rinib turibdiki
agar

&= («il 0i2 ) __| cosip sgip j (d

021 «22) ~Y- sinip GBipJ >

ko'rinishdagi matritsa kiritilsa (4) va, unga ekvivalent bo‘igan (5)
formulalarni 5

ri= Y laf rj' r=1,2 (7)

i=i
ko'rini.shga keltirib olish mumkin. Darhagigat,
r[ = x' = ann + 0122 = »cos ip+ y sin (p,
r2~y'~ a2lll + A212= -X sinip+ y AXsip. ' e

(7)-formula tekislikda yotgan ikki o‘lchamli radius-vektorning
ta'rifini beradi, bu. ta'rifni urauman ikki o'lchamli vektorning
ta'rifi sifatida qabul gilaylik: bizga ikkita komponentali kattalik
berilgan bo'lsin - A = (Ai, A2. Bu kattalik ikki o (Ichamli
vektor deyiladi gachonki wn koordinat sistemasini
almashtirganda quyidagi qonun bo'yicha o‘zgarsa:
2
Ai=T ,a?iAv i=1 2- 9)
i=1



Ushbu formulaga kirgan aNe matritsa yuqgorida ta'rifiangan.

Odatda shunga o'xshash indeksli ifodalarda bitta sod-
dalashtirish gabul gilingan - ikki marta uchraydigan ixtiyoriy
indeks soqov indeks deyiiadi va u bo'yicha yig'indi ko'zda
tutiladi ammo yig'indi belgisi tashlab yuboriladi. Bunday qoida
Einstein goidasi deyiiadi. Shu qoidani gabul qilib yuqoridagi
formulani quyidagicha yozib olamiz:

A'ranAj, ij=12. (10)

Bu formulada o‘ng tomondagi j - soqov indeks, u bo'yicha
yig'indi ko‘zda tutilgan. Ifodaning ikkala tomoniga kirgan i
indeks ozod indeks deyiiadi. Ixtiyoriy formula to‘g‘ri bo'lishining
zaruriy sharti - ozod indekslarning soni va belgilanishi formulaning
ikkala tomonida bir xil bo'lishi kerak. Sogov indekslarni esa
ixtiyoriy belgilayverish mumkin - indekslar adashib ketmasa bo‘ldi.
Masalan,

< = =<$W (11)

Ikki o'lchamli vektorning ta‘rifini oldik. Uch o'lchamli vektorlarga
o'taylik. Bizga uch o'lchamli radius-vektor berilgan bo'lsin:

(12

Shu vektorni 2 o'qgi atrofida pburchakka burishni quyidagicha ifoda
gilish mumkin:

"\ / eosp sinp O\ / x\
vy =

y i -siny?eosip0j ivyj. (13)

Darhagigat, bu matrik tenglama quyidagi uchta tenglamaga teng:

x!' = xeosip+ ysin®,
W= —x sing+ yeosip, (14)
zl—z.

Agar endi y o'gi atrofida (demak, (x, z) tekisligida) ip burchakka



buralishga kelsak uni

¥\ [/ —sintp 0GB\ / X\
y = 0 1 0 y (15)

I/ \ cosV» 0 sin®*} \z}
ko'rinishda ifodalashimiz mumkin. Matritsasiz yozsak

xl= —zsinlp + X eostp,

yl=V, (16)

z[—zcostp+ xsintp |
tenglamalarga kelamiz. Bu ifodalar koordinat sistemasini 0‘ng
go'l qoidasi bo'yicha burashga mos keladi.; Huddi shunday x
o‘gi atrofida ¢ burchakka buralishga ((y,z) tekisligida) quyidagi
formulaiar mos keladi:

X' = X, y' = y cosfi+zsin 93 z! ——ysin0+2 eos0. (17)

Matritsalar tilida buni quyidagicha ifodalashimiz mumkir

X"\ /1 0 ° \ /x\
y' = (0 eoss sin) ) vy j. (18)
z'J \0 —sinpeospd \zJ

Uch o'lchamli fazodagi ixtiyoriy buralishni awal 2 o'gi atrofida <
burchakka, keyin y o‘gi atrofiaagi tp burchakka va nihoyatda, x
0'gi atrofiaagi pburchakka buralishlatga keltrishimiz mumkin. Bu
degani, uch o‘lchamli fazodagi umurniy buralishni

(1 O 0 \/ —sinvV 0 costp\ / eostp sintp O\
0 eos(p) sing ) I 0 1 0 i{ —sin eostp O 1=

0 - singpcos(j)j \ cos™ O sin™®/ \ O o 1/
! —costpsm ip —sinifsin” COS «tp

— 1 costpcostpsin®— cos ()sintp Cos<Costp + COSipSiN(pSiN@  Sin $sintp
\ COS4>COStp COSip + SiN<$SiNtp — COSip SiNg>+ COSip COStp SiNtp COS <$SiN 1p

19
matritsa yordamida bajarishimiz mumkin. Bu holda uch
o'lchamli ixtiyoriy vektor shunday A Kkattalik bd'ladiki, uning
uch komponentasi bo‘lib A = {Ai, A2, A3} ular uch

o'lchamli fazo
guyidagicha i

)



Bu yerdagi matritsa a” - (19)-formula orgali aniglanadi.

Huddi shuningdek n o‘lchamli fazolardagi vektorlarni
aniglashimiz ~ mumekin. Agar bizga n-komponentalik
A = <{Ai, A% A3, ..., An} Kkattalik berilgan bo‘lsa va u
koordinat o'glarini almashtirishda

A'ranAj, «1=1,2,3, ....n . (21)

goida bo'yicha o'zgarsa bunday kattalik n o‘Ichamli vektor deyiladi.
Bu yerdagi matritsa ko'rilayotgan almashtirishga mos ravishda
aniglangan bo'lishi kerak.

(6)-formula orqali kiritilgan matritsaga qaytaylik. Transponir-
langan matritsa tushunchasini Kkiritaylik (ko'rsatkichidagi (2)
indeksini hozircha yozmay turarniz): afj = al3. Kolrinib turibdiki,

T_ ( eosp sinip
I —sin(p AB(p

Demak, aTa = | - birlik matritsa. ala = | hossaga ega boigan
matritsalar ortogonal matritsa deyiladi. Keyin ko'rsatamizki,
umuman ixtiyoriy evklid fazosidagi buralish matritsalari ortogonal
matritsa bo‘iadi, buning muhim ahamiyati bor - 84.-paragrafning
ohirida shuning asosida evklid va psevdoevklid fazolaridagi vaktor
va tenzorlarning katta fargi kelib chigishi ko'rsatilgan.

82. AKktiv va passiv yondoshish.

(4)-, (5)- va (6)-formulalar tekislikdagi (x,y) koordinat o'glarini
ip burchakka soat strelkasiga garshi yo‘nalishda burashga mos
keladi - (l.)-rasmga garang. Bu formulalardagi (x,y) va (x',y")
koordinatlar bitta r nuqtaning eski va yangi sistemalardagi
koordinatlaridir.

Buralish operatsiyasiga boshgacha yondashish ham mumkin.
(I.)-rasmdagi r vektorni soat strelkasi bo'yicha ip burchakka
buraldi deb garash mumkin. Bu holda



ifoda r nuqgtaning go(zg‘olmasdan turgan koordinat sistemasidagi
yangi va eski koordinatlarini bog'laydi. Agar (5)-formula passiv
almashtirish formulasi deyilsa (22)-formula aktiv almashtirish
formulasi deyiladi. Qaysi bir yondoshishdan foydalanish
0'zimizning ixtiyorimizda bo'lib masalaning hususiyatlaridan kelib
chiqgib tanlaniladi. Kitobning qolgan gismlarida alohida aytib
o'tirilmasdan ikkala yondashishdan foydalanid ketilaveradi.

83. Tenzorlar

F&z0 koordinatlarining almashinishida ikkita vektorning
ko'paytmasi Habi o'zgaradigan kattalik Ty ikkinchi rang tenzori
deyiladi:

Tij —oUCijKTik,  i,j, kI = 1,2,3,... ,n. (23)

Uchta vektorning ko'paytmasi kabi o'zgaradigan kattalik esa:

lijk = QilQjmknTirm (29
uchinchi rang tenzori deyiladi va h.k. Shu nugtai nazardan vektor
- birinchi rang tenzoridir.

Tenzorlar ichida simmetrik va antisimmetriklik hossalariga ega
bo'lganlari muhira rol o'ynaydi. Simmetrik tenzor quyidagicha
ta'riflanadi:

Sij = Sji. (25)
Antisimmetrik tenzorning ta'rifi:
Aij = —Aji. (26)
Quyidagi tasqiq juda keng go'llaniladi:
AijSij = 0. (27)

Buning isboti sodda bo'lgani uchun uni o!quvchiga havola gilamiz.

Fizikada uchraydigan hamma tenzorlar o'zining indekslari
bg'yicha yoki simmetrik. yoki antisimmetrik bo'ladi - bu
ko'rilayotgan masalaning erkinlik darajalarining soni bilan bog'lig.
Masalan, simmetrik ikkinchi rang tenzorning; umuman n2
komponentasi bor, simmetriklik sharti (n2 — n)f2 ta shartni

9



beradi (diagonaldan yuqoridagi elementlar diagonaldan pastdagi
elementlarga teng), demak, simmetrik ikkinchi rang tenzorining
mustaqgil komponentalarining soni n2 — (n2 —n)/2 = n(n +
1)/2 ga teng. Antisimmetrik ikkinchi rang tenzorining ham
komponentalarining umumiy soni n2, antisimmetriklik sharti esa
n+ (n2—n)/2 = n(n + 1)/2 ga teng. Bu yerda birinchi n - hamma
n ta diagonal elementlarning nolga tengligi sharti, (n2 —n)/2
- diagonaldan yugoridagi elementlarning diagonaldan pastdagi
elementlarga minus ishora bilan tengligini bildiradi. = Demak,
antisimmetrik tenzorning mustagil komponentalari soni n(n —1)/2
ga teng ekan.

Masalan, FRP = dRAvV — - elektromagnit maydon
tenzori, bu yerda fi. v indekslar 0, 1, 2, 3 - to'rtta giymat gabul
giladi. Demak, FIWning umuman 16 ta komponentasi bor, ammo
o'zining ta'rifi bo'yicha u antisimmetrik tenzor - FRU = —Fwil.
Antisimmetriklik shunga olib keladiki, to'rtta diagonal elementlar
o0'zining manfiyiga teng bo'lgani uchun nolga teng: Foo = —Foo =0
va h.k. Yuqoridagi umumiy formula bo'yicha FUning 4(4 —1)/2 =
6 ta mustagil komponentalari bor, ularga uchta elektr maydon
vektori E komponentalari va uchta magnit maydon bektori B
komponentalari mos kelishi ma’lum.

84. Vektor va tenzorlarning umumiy ta'‘rifi

Awalga paragraflarda vektor va tenzorlarning almashtirish

koeffisientlari lar chizigli almashtirishlarga mos keluvchi
tenzorlar edi. Chizigli fazoning chizigli almashtirishiga o'zgarmas
aij matritsalar mos keladi. Umumiy holga o'taylik, ya'ni,

koordinatlarning umumiy almashtirishini ko'ramiz:
, xh = f(x), f==1,2, ... ,n. (28)

Almashtirishning yakobiani noldan farcjli bo'lishi kerak, ya'ni,
almashtirish o'zaro bir giymatli va teskarisi mavjud bo'lgan
alamshtirish bo'lishi kerak. Bu holda



boiadi (ikld marta uchragan indeks bo'yicha yig'indi ko‘zda
tutiladi).
ta‘rif: Agar n komponentalik A'{x) Kkattalik (28)-

almashtirishda - - .
drh m
A% A n
gonun bo'yicha almashilsa u kontravariant vektor deyiladi.
Bu ta'rif (21)-ta‘rifdan koef8sientning o’rniga dxh/dx3

koeffisient paydo bo'lishi bilan farqg giladi. Agar (28)-almashtirish
chizigli bo iganda ya’'na o'sha (21)-ta‘rifga. gaytamiz.

Endi funksiyaning gradientini garaylik: dip. Bu yerda ip(x) -
skalar funksiya: <p'(x’) = (p(x), di = d/dx1 (28)-almashtirishda
quyidagiga egamiz (hosilaga zanjir goidasini qo!llaymiz):

, »_ dtp'ix’)  dx? d<p(x)
Codx'l dx'l dxd
Ko'rinib turibdiki, skalarning gradienti kontravariant vektorning
ta'ri.figa mos kelmaydigan formada almashinayapti.

ta(rif: Quyidagi qoida bo'yicha almashinadigan kattalik
kovariant vektor deyiladi:

<*»

(29)- va (30)-ta'rifiardagi koeffisientlarni matritsa sifatida ko'rsak
(ixtiyoriy. ikki indeksli kattalikni matritsa sifatida ko'rishimiz
mumkin) bu ikkala ta‘rifdagi matritsalar ma’'lum darajada, bir
biriga teskaridir.

Ko- va kontravariant tenzorlarni ham shu yo'sinda kiritishimiz
mumkin. Masalan, ikkinchi rang kontravariant tenzori:

mpH = dxlidx'jj,KI'
dxkdx1
Ikkinchi rang kovariant tenzor:
dxk dx1
y dx'ldx'i KW



Ikkinchi rang aralash tenzor:

TH = dxHdxl K
J dxkdxJJ | \

Shunday yoi bilan yuqori tartibli tenzorlarni ham kiritish mumkin:

Tk va h.k.
1.1-mashq. Zanjir qoidasi

W b *-**. (3D

dan foydalanib ko- va kontravariant vektorlarning skalar ko'paytmasi 2&
almashtirishlargé nisbatan invariant kattalik ekanligini isbot qiling:

AnB[ = AiBi.

Shu bilan birga, ArBr va AiBi ko'paytmalarning invariant emasligiga ishonch
hosil gilish mumkin.

Biror yuqori rang araiash tenzori TUT berilgan bo'lsin.
Agar uning bitta. Ko- va bitta kontravariant indekslari bo'yicha
yig'indisini olsak uning rangi ikkiga kamayadi:

U'Izjim — rﬂkw
d”uni isbot qgilish giyin emas.

Nima uchun yuqorida n—o'lchamli evklid fazosidagi vektorlar
hagia. gap ketganida biz ularni ko- va kontra-variantlarga
ajratmag”™n edik? Sababi quyidagicha. (29)- ta'rifdagi koeffisientni
guyidagiche”belgilaylik:

aTn
a) - Oxn (32
Ixtiyoriy ikki indeksli kattalikni matritsa sifatida qarashimiz
mumkin bolgani uchun al-<®aij deb garaymiz, bunda yugoridagi
- kontravariant - indeks satr nomeri bo‘lib xizmat qiladi, quyi -
kovariant - indeks esa ustun nomeri bo'ladi.

Teopema 1.1 Agar almashtirish koeffisientlaridan tuzilgan au
matritsa ortogonal bo‘lsa ko- va kontra- variant vektorlar orasidagi
farg yo'q bo'iadi.



Isbot: Zanjir qoidasi (31)-dan kelib chigadiki ko- va kontra-
variant vektorlarning almashtirish qonuni bir-biriga teskari.
ikkinchi tomondan, (30)-formuladagi koeffisientda (29)-goida
nuqtai-nazaridan indekslarning o'rni almashgan, ya'ni, ,(30)-
formulada a~1T matritsa turibdi. Ortogonal matritsa uchuf esa

Demak, ortogonal almashtirishlar hagida gap ketganda ko- va
kontrar variant vektorlarni ajratmasak ham bo'ladi.

Ikki o'lchamli evklid fazosidagi vektorlarning almshtirish
matritsasi (6)-formula orgali kiritilgan. Bu matritsaning aT =
a~l ekanligini, ya'ni, uning ortogonalligini ko'rish qiyin emas.
Ortogonallikni tekshirishning Yuqorida ko'rdikki, ikki, uch va
h.k. o‘lchamli evklid fazolarida chizigli almashtirishlar ortogonal
matritsalar orgali bajariladi, shu sababdan evklid fazolarida ko-
va kontra,- variant vektorlar ajratilmaydi. Minkovsky fa.zosi
psevdoevklid fazo, undagi chizigli almashtirishlar psevdoortogonal
matritsalar yordamida bajariladi. Bu holda vektorlarning
variantligining faraiga bormaslik mumkin emas.

85. Vektor algebrasining analitik formasi

Quyidagi ikki tenzor kiritaylik: Sjj va Ularning ta'rifiari:

(33)
bu tenzorning nomi Kronekker deltasi.
( 1 ijk = 123,231,312 tartibda;
fijk —> ~1j ijh = 213,132,321 tartibda; (34)

(0, ixtiyoriy ikki indeks teng bolsa.

Bu tenzor Levi-Chivita birlik antisimmetrik (psevdo)tenzori
deyiladi. Rostdan ham, uning ixtiyoriy ikki indeksining osnini
almashtirsak tenzorning ishorasi.o'zgaradi. talrifdan bevosita
ko'rinib turibdiki



Mana shu ikki tenzor yordamida biz butun tenzor algebrasini qurib
chigamiz. Birinchidan, bu tenzorlarning invariant ekanligini isbot
gilaylik.
$ij = QikQjd = GkOjk ~ $ij- ' (36)
Kronekker deltasi fazo o'glarini almashtirganda o'zgarmas, ya'ni,
invariant ekan.
Skalar ko'paytmadan boshlaylik. Birinchidan, deltaning
ta'rifidan oydinki
Af = SijAj. 37
Bu esa skalar ko'paytma uchun
A <B = AiBi = AidijBj (38)

ni beradi.
£ijk tenzor yordamida ikki vektorning vektor ko'paytmasini
guyidagicha ta'riflashimiz mumkin:

[AB\.=£ijj.AjBKk. (39)
Tekshirib ko'rayiik. i = 1 bo'lsin:
[AB]1= [AB]s- eljhAjBk (40)

0 ‘'ng tomondagi ikkita yig'indi ostida soqov indekslar j va k
fagatgina 2 va 3 giyrg.atlarni gabul gilgan hadlargina nolga teng
emas:

eijkAjBk= SI23A2B3 -f £r2AiB-2 — A2-B3 —A~BI- (41)

Oigan natijamizni o'zimizga ma’lum ko‘rinishga keltirib olishimiz
mumkin:

[AB]x= A2B3- A3B2= AyBz- AzBy.' (42)
i

Demak, tenzori vejktor ko'paytmani kompakt ko'rinishda yozib
olishga imkon berar ekan. Agar shu tenzorning quyidagi xossalarini
kiritsak:

SijkNilm —fijlSfon f(%mgkli Gijk&jm~ 2%m  GijkBijk = 6, (43)
vektor algebrasida uehraydigan eng murakkab ifodalarni ham
soddalashtirish imkoriiyatiga ega bo'lamiz. : Bu xossalarning
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birinchisini to‘g‘ridan-to'g‘ri tekshirib ko'rishgina mumkin. Ikkin-
chisi esa birinchisidan uni S?% ga ko'paytirib soqov indekslar
bo'yicha yig'indini xisoblab olinadi. Uchinchisi ikkinchisini Skm ga
ko'paytirib olinadi.

Kiritilgan formuialarning ganday ishlashini misoliarda ko'rib
chigayiik.

1.1-misol. Uch vektorning qo‘shma ko'paytmasini toping.
A <[BG] =.JI<[BC]. = EijkAIBjCk- (44)

Agar (35) ni eslasak uch vektor go'shma ko'paytmasining bizga ma’lum bir
Xxossasini oigan bo'lamiz:

A <[BC] = B =[CA] = C -[AB]. (45)
1.2-misol.
[AB] <[CD] = [AB] [CD]¢ = eijkAdBleilnCiDm= u ]
= ((»Skm- M «) AJBKC,Dm= (A «C) (B <D) - (A <D) (B =C)
1.3-misol. Birlik antisimmetrik tenzorning antisimmetrikligidan foy-
dalanib
A -[AB] =0 47)
ekanligini ko'rsating.
Isbot.
A <[AB] = EijkAIA]Bk (48)
Bu ifodada uchta soqov indeks bor - ularning har bin bo'yicha 1 dan

3 gacha yig'indi ko'zda tutilgan. k mdeksni oiaylik va uning har bir giymati
uchun nolni olishimizni ko'rsataylik. kK — 3 dan boshlaylik. Unda

EifaAiAjBa — (AiAy —AY%AI)Bz = 0 (49)
bo'ladi. Shu muloxazani k = 1 va kK = 2 xollar uchun ham gaytarishimiz

mumkin, har gal ham nolni olamiz. Umumiy natija ham nolga tengdir.
Uchta vektorning vektor ko'paytmasini ko'raylik:

[Afee]] = SjjfcAi [BO] . =. EijkAj*kKImBIOm —

(50)
= (RU&m ~ Sim6jdAjBiCm = Bifa -C) — Cm(A. -B),
yoki, to'liq ravishda vektor ko'rinishga o‘tsak
[A[BC]-] = B(A mC) - C(A =B). (51)

Asosiy tekstda uchta vektorning vektor ko‘paytmasi uchraganda
ularda ham huddi (50)-formulasidagi tartib ko'zda tutilgan
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- birinchi vektor ikkinchi va uchinchi vektorlarning vektor
ko'paytmasiga vektor ravishda ko'paytirilgan.
Maydon operatsiyalariga o‘taylik. ta'rif bo'yicha

divA = dxAx--dyAy dzAz= d\AifO2A24- CBA3 —diAi (52)

Rostdan ham, divergensiya - bu nabla bilan vektorning skalar
ko'paytmasi - div A = V «A. Rotor operatsiyasi nablaning vektor
ko'paytmasi orgali aniglanadi:

rotA =V x A. (53)
Vektor ko'paytmaning umumiy ta'rifi (39)- bo'yicha
(rot A)i = CiRdjAk. (54)

Bu ta'rifdan foydalanib quyidagilarni isbot gilaylik:
1.
divrot A = di (rotA)i = eijkdidjAk = 0. (55)

Chunki simmetrik tenzor dldj bilan antisimmetrik tenzor
laming (i,j bo'yicha) yig‘indisi nolga teng ((27)-bo‘yicha).
2.

(rot gradv?)i = £ijkdjdk<p = 0, (56)

yana huddi o‘sha sabab bo‘yicha.
1.4-misol. Maxwell tenglamalariga kirgan

divB = 0 (57)

tenglamaning yechimini toping.
Yechim. (55)-bo‘yicha (57)-dan

B = rotA (58)

ekanligi kelib chigadi.
1.2-mashq. (div[E x B] ni Maxwell tenglamalarini ishlatib toping.
1.3-mashq. rot[A x B] = A divB —B divA + (B *V)A - (A «V)B ni
keltirib chigaring.
1.4-mashq. rotrotA = graddivA - AA. ni keltirib chigaring.
1.5-mashq. grad(A <B) = (B *V)A + (A <V)B + B X rotA+ A x rotB
ni keltirib chigaring.
1.6-mashqg. [A x B2= A2B2 — (A mB)2 ni keltirib chigaring.



86. Helmholtz teoremas!

Teopema 1,2 Quyidagi munosabatlar orgali aniglangan P vektor
V-F =D, VXxF=C
guyidagi ko ‘rinishga ega:
F=-Vu+Vxw, (59
bunda

. 1 f DY) A, i foce) 3,
u(r) =17 J-/ ?I-r-:-r r > wr = ﬂﬂj 'iF“_-I-:-Iidcr

Bu yerda D{r) va C(.r) funksiyalar ctieksizlikda r -4 00
nolga kamida 1/r2 intilishi kerak, undan tashgafi o ‘zaro
ketshtirilganlik sharti V «C = 0 bajarilishi kerak.

Isbot: Teoremaning isboti
Veijmoe —- =~~~ va A—i— = -4ir5(r- r")
jr-rj Ir—r'jd Ir—r]|

formulalardan kelib chigadi:
VeF=-A«- [ D({)S(v- r)dir = D(r),

VXF = VXV Xxw = —Aw + V(V =w),
-Aw - C(n),
r

VW'(,/ c(r)y¢v = | IO PCNI*

M | . \ ‘< . Voo | ( ‘[ 1
ard | et i Ny
FFTH SOV EC(MAV = - Fpy &1 FATE = 0,

chunki C 1/r2
Topilgan formula (59) yagonami yoki unga nimanidir go'shib
go'yishimiz mumkinmi? Biz F ga divergensiuasi. va x°t°r®

‘ MeTo!) ARM

Ne 3A4Y61"



nolga teng bo'igan ixtiyoriy vektorni qo'shib go'yishimiz mumkin,
natija o'zgarmaydi. Ammo,.cheksizlikda nolga intiluvchi hamda
divergensiuasi va rotori nolga teng bo'lgan vektorning o‘zi nolga
teng. Shuning uehUn (59) formula yagonadir.

Olingan natijani bir joyga yig'ib quyidagi formulani yozib
olishimiz mumkin: r —> 00 da I/r dan tezrog nolga intiluvchi
ixtiyoriy F(r) funksiya uchun quyidagi tasavvur o'rinlidir:

TV n _ (1 fV -F(r)s A , (I fV xF(r) 3.
K- ~v(s/ T=?1rrH"*"J T rv
(60)
Isbot gilingan tasdiq Helmholtz2 teoremasi deyiladi.
1.5-misol. Elektrostatikada V <E = 4np, V x E = 0. Demak,

E(r) = -V (/ = -V A(r); p(r) =1 V.
. Ait
1.6-misol. MagiiitostatikadaV «B = 0, V xB = —-j. Demak
c

B(r) =V x

87, Matritsalar
n X n-matritsa deganda biz ma’'lum bir qoidalarga bo'ysundirilgan
quyidagi jadvalni ko'zda tutamiz:
( On CNh2 me- Clin \
A 21 «22 eme d2n (61)
y QriHf2— —Qam |

Matritsani ko'pincha uning matrik indekslarini ko‘rsatib bel-
gilaymiz: (A)y = aijj. Matritsalarning ko'paytmasi qoidasi
qguyidagicha ta'riflanadi:

(AB)ij = aikbkj. (62)

2Hermann Ludwig Ferdinand von Helmholtz (1821 - 1894). - nemis fizigi .



Soqgov indeks k bo'yicha yig'indi - 1 dan n gacha. Bu goida chap
matritsaning satrini 0‘ng matritsaning ustuniga ko'paytirishga mos
keladi.

Matritsalarning ko'paytmasi umumiy holda nokommutativlik
hossasiga ega, ya'ni

AB " BA. (63)
1.7-misol. Bizga ikkita matritsa berilgan bo'lsin:
12 23
A= 51 B= . (64)
Ko'rinib turibdiki,
_ 12 2 3 10 3
AB= 01 40 4 0 ©)

27
BA = ) .8 (66)
Agar ikkita matfitsaning ko'paytamasi ularning tartibiga
bog'iig bo'lImasa
AB = BA, (67)
bunday matritsalar o'zaro kommutativ deyiladi.

Hamma diagonal eiementlari birga, nodiagonal elementlari
nolga teng matritsa

(L O 0l
{ = 0 1 e 0 68)
VO / 0 o= 1
birlik matritsa deyiladi. Uni ko'pincha
h ~ &ijj =123, (69)

ko'rinishaa olish qulaysir.

§7.1. Matritsalarning turlari

1. Simm,etrik va antisimmetrik matritsalar.
Simmetrik matritsa:

&ij ~ Sji- (70)



Antisimmetrik rnatritsa:
Aij — Aiji. (72)

nxn matritsaning komponentalarining soni n2. Matritsasimmetrik
jroki antisimmetrik bo'lganda uning mustaqil komponentalari
sonini topayiik.

Sirnmetriklik sharti diagonal komponentalarga alogasi yo'‘q,
ularning soni n-ta. Diagonaldan tepadagi komponentalar soni
,(n2 —n)j2, sirnmetriklik sharti ularning diagonaldan pastki kom-
ponentalarga tengligini bildiradi. Demak, mustagil komponentalar

soni: n + (N2—n)/2 = -n(n 4-1).

Antisimmetrik matritsaning diagonal komponentalari nolga
teng: Ajj — —An = 0,i = 1 , 2 Diagonal ustidagi
komponentalar diagonal pastidagilarga minus ishora bilan teng,
shu bilan antisimmetrik matritsaning mustagil komponentalarining

soni 2n(n —1) Sa teng degan hulosaga kelamiz.

2. Ortogonal matritsa. Transponirlangan matritsa - satr
va ustunlari o'zaro almashgan matritsa:
(ATij = Aij. (72)
Agar gandaydir haqigiy A matritsa uchun
ATA = AAT=/, vyoki AikAjk = 4- (73)

bo'lsa matritsa A ortogonal matritsa deyiladi.
1.8-misol. (6)-matritsani olaylik. U ortogonal matritsadir. Birinchidan
uning transponirlanganini topayli:

/ G —Sin | eosip sin®
\ silli? eosip ) ~ | —sinjp eosip
Ko'rinib. turibdiki
( eosp sinyj \ ( eos(p —sing>
I —sinv? eosijp J Isin<¢> cos(p

Demak, ilcki o'lchamii evklid fazosini <r burchakka burash
matritsasi ortogonal matritsa ekan. Buni boshga so'zlar bilan
ham ifodalashimiz mumkin: tekislikdagi koordinatlarni burash
almashtirishi ortogonal almashtirish bo'ladi.
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Ushbu tasdiq fagat tekislikka emas, ixtiyoriy n-oficha,mli evklid
fazosiga taalluglidir.
n-o'lchamli evkiid fazosida chizigli almashtirish O ni ko'raylik:

X\ = Otjxj. (75)
Ochib yozsak

X1 —OuXi 4 O12X24 eee4 O\rxn,
X2 = 021X1+ 022X2 + ee:e+ C>2nXn,
(76)

X, — 0nix] + OMx2+ <-<4 Onnxn.

Ushbu chizigli almashtirish vektorning kvadratini saglasin deb
talab qilayiik:
X'T ox; -- XkOfaOijXj =.x *x (77)
Bu munosabat bajarilishi uchun
0;%0ij = OikOij = 5kj (78)
bo'lishi kerak. Demak, n-o‘lchamli evklid fazosida n x n o‘lchamli
ortogonal matritsa yordamida bajarilgan chizigli almashtirish
vektorning kvadratini saglar ekan. Koordinat o‘glarini biron bur-
chakka burganimizda ham vektorlarning kvadratlari o'zgarrnaydi,
chunki vektorning kvadrati uning uzunligining kvadratiga teng.
Demak, aylanish almashtirishlari ortogonal matritsalar yordamida
bajarilar ekan.

(73)-shartning ma’nosi shuki, ortogonal matritsaning ustunlari
o'zaro perpendikular va har birining uzunligi birga teng bo'lgan
n— komponentali vektorlardan iborat. Huddi shu tasdiq ortogonal
matritsaning satrlariga ham tegishli. Buni (6)-matritsa misolida
ko'rish mumkin: uning har bir ustuni 2-o‘lchamli uzunligi birga
teng vektordir,

fcos<p\ va Y -sin”®
ysm j I costp

ularning o‘zaro skalar ko'paytmasi nolga teng. Satrlardan tuzilgan
vektorlar hagida ham huddi shuni aytishimiz mumkin.
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Ortogonal matritsaning determinantini topaylik. Birinchi
tomondan
det(0TO) = detl = i: (79)

ikkinchi tomondan
det(OrO) = (det O)2, (80)

chunki transponirlash natijasida matritsaning determinant!
o'zgarmaydi. Bu yerda matritsalar ko'paytmasining determinanti
determinantlar ko'paytmasiga teng ekanligi ishlatib ketildi.
Demak,

detO = +1. (81)

Odatda ixtiyoriy n x n ortogonal matritsalar to‘plami 0(n)
deb belgilanadi, shu to'plamga kirgan va determinanti +1 ga
teng bo'lgan matritsalar to‘plami esa SO(n) deb belgilanadi.
SO(n) to‘plamdagi matritsalar shu bilan ajralib turadiki, ularning
ichidagi ixtiyoriy ikkitasining ko'paytmasi yana SO (n) to'plamning
elementini beradi. Determinanti -1 bo‘lgan matritsalar bunday
hossaga ega emas.
3. Hermite qo'shma. Elementlari kompleks bo'lgan

matritsani transponirlab kompleks qo'shmasiga o‘tayiik. Bunday
operatsiya matritsaning. hermite go'shmasiga o'tish deyiladi:

Al= AT~ (82)

Bu yerda yulduzcha - kompleks qo‘shmaga o'tishni bildiradi.
Demak,

4 =4j- (83)
Agar matritsa o‘zinmg hermite3 go'shmaaiga teng bo'lsa

= A, (84)

bunday matritsa hermite matritsa deyiladi.
4. Unitar matritsalar. Kompleks matritsa unitar deyiladi
gachonki u uchun

uut= UU=1 (85)

3Charles Hermite (1822-1901) - fransaz raatematigi.



bo'isa. Ya'ni, imitar matritsaning hermite go'shmasi uning
teskarisiga teng:

= U-~\ (86)
Matritsaning unitarligi shartini
utiukj = yoki uikujk = 5lj (87)

ko'rinishda yozib olishimiz mumkin. Bu yerdan ko'‘rinadiki
unitar matritsaning har bir ustuni uzunligi birga teng bo‘lgan
kompleks vektordan iborat, ikkita har xil ustunlarni tashkil giluvehi
"vektorlarning" skalar ko'paytmasi nolga teng. Ya'ni, ustunlar
ortonormal sistemani hosil giluvehi vektorlardan iborat. Huddi
shularni satrlar hagida ham aytishimiz mumkin. Bu hossalar
imitar va ortogonal matritsalar uchun bir xildir, fagat birinehilari

kompleks matritsalardir.
1.7-mashq. Quyidagilarni isbot giling:

(AB)T= BTAT:; (ABr 1= B~IA~I\ {ABf = B"A].

1.8-mashqg. Quyidagilarni isbot giling:

Agar A vaB matritsalar ~ “nftar” ) bo'isaAB matritsa ham shunday bo‘ladi.

(88)
1.9-mashq. Ixtiyoriy A matritsa uchun quyidagilarni isbot giling:

®S = A+ AT - simmetrik, B = A —AT - antisimmetrik ekanligini;
® A 4-A* va \{A - [i*) larning hermite matritsa ekanligini;

® AAT va JUA larning hermite matritsa ekanligini.

8§7.2. Matritsaning izi

Matritsaning diagonal elementlarining yig'indisi uning izi deyiladi
va quyidagicha belgilanadi:

An = Tr(A) (89)
yoki

An = Sp(i4). (90)
1.9-misol. Quyidagilarni isbot qiling:

'Tr(AB) —Tr(5A),

23



WABC) = Tr{BCA) = Tr{CAB).
Birinchisining isboti
Tr(AB) = {AB)« = - BjiAij = (AA)V= Tr{BA).
Ikkinchisining isboti:
Tr(JIBC) = AijBjkCu = % C'b Ay = CkiAijBjk.

1.10-mashq.
/ ax a2 o3\
det 1 bi B2 bs \- fijkaibjCk
\ci c2 c3/
ekaniigiili isbot qiling. Umumlashgan hoida:
/ My a« ais\ 1

det! R2l «2 ~23 |*
\ &31 «32 a33/ ‘e

88. Vektor-ustun va vektor-satr

Vektorlarni bir-necha yo'‘i bilan tasavvur gilishimiz mumkin.
Birinchidan, vektorni ko'pincha biror fazodagi strelka ko'rinishida
tasavvur qilinadi, bunda shu strelkaning uzunligi vektorning

uzunligiga teng. Bu tasavvur fizik kuchlar va tezliklarning
yo'nalishlarini, ular orasidagi burchaklarni ko‘z oldiga keltirishda
qulaydir.

Ikkinchidan, vektorni huddi avvalgi paragrafdagidek analitik
ko'rinishda, ya'ni, indeksli kattalik sifatida tasavvur gilishimiz
mumkin. Murakkab ifodalarni soddalashtirish nuqtai-nazaridan
ushbu tasavvur eng qulaydir.

Uchinchi yo'l ham bor - chizigli tenglamalar sistemasini olaylik:

anxi + ai2x2+ eee+ ainXn = yr\

IxXi + + eeomt = :
azixi + 0222 aznxn = ¥2; (91)
QniNl Mi" 0n2X2 m+'eee+ gnnXn ~ YN

Ushbu ko'rinishdagi chizigli sistema uchta kattalik - ikkita n
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komponentalik vektor-ustun:

n (yi\
C & V2
y:
\% j \yn\]

va bltta n x n matritsa

(«11 «12 *' «In~”
A= «@l «22 ' 02n (93)

®n2 Qmy
kiritish orqaii quyidagi kompakt ko‘rinishda yozib olinishi mumkin:
AX-y. (94)

Bu tenglik geometrik nuqtai-nazardan quyidagini biidiradi: x
vektor ustida biz chizigli almashtirish bajardik, bu almashtirish
A matritsa orgaii ifodalanadi, bu chizigli almashtirish natijasida x
vektor y vektorga aylandi. Vektor-ustun tushunchasi vektorlar va
matritsalarni o'z ichiga olgan ifodalarda qulaydir.

. Vektorlar hagida gap ketar ekan ularning skalar ko'paytmasi
bilan ham ish tutishimiz kerak.  Skalar ko'paytmani korrekt
ravishda Kkiritish uchun vektor-ustunni transponirlash natijasida
olinadigan vektor-satrni ham kiritishimiz kerak:

xr = (xh x2, , XnN).
Bu holda ikkita vektorning skalar ko'paytmasi uchun satrni ustunga
ko'paytirish goidasi bo'yicha to‘g‘ri ifoda olamiz:
n
(x,y) = xT-y = Y XkVk-
fc=i

Agar ko'rib chigilayotgan fazo kompleks elementlardan iborat
bo'lsa skalar ko'paytma

(x,y) = xf-y = 72 xRk
=1

25



ko'rinishda ta'rifianadi. Buning uchun chap tomondagi vektorni
transponirlashdan tashgari uning har bir komponentasining
kompleks go'shmasigaj o'tishimiz kerak:

xf= {x\, X2, mme, X*).

Vektorlar va matritsalarni o‘z ichiga oigan yana bir skalar ifoda
(son) keng uchrayqi:

(X, Ay) = xleAy = x*Aikyk.
ik=1

Bunday ifodalarni yozganda yig‘indi belgilarini tushurib goldirish
gabul gilingan: (x, Ay) = x*Aikyk- Ikki matra gaytariladigan in-
dekslar bo'yicha yig'indi ko‘zda tutiladi, ammo yozib o'tirilmavdi.

89. Hususiy vektorlar va liususiy giymatlar masalasi

Bizga n xn bo'lgan A matritsa berilgan bo'lsin. Faraz gilaylik shu
matritsa ta’'sir gilayotgan n-o‘lchamli fazoda shunday x vektor va
A sonlar topilsinki ular uchun

Ax. = AX (95)

munosabat bajarilsin.j Bu holda A son A matritsaning hususiy
giymati yoki soni va vektor x matritsaning shu hususiy songa
mos keluvchi hususiy vektori deyiladi. Ba'zi-bir hollarda A
xarakteristik son ham deyiladi.

Hususiy qiymat va hususiy vektorlarni topishga o'taylik.
Buning uchun (95)-formulani quyidagicha yozib olaylik:

(A - Ad)x = 0. (96)

A sonidan keyin pa™do bo'lgan 1. birlik matritsani bildiradi.
Cramer4 teoremasi bk'yicha bu tenglama yechimga ega bo'lishi
uchun I

det A-X1 =0 (97)

4Gabriei Cramer (1704 - 1752) -;shveytsar matematigi.
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bo'lishi kerak. Bu esa bizga A uchun n-tartibli tenglamani beradi.
Algebraning asosiy teoremasi bo'yicha uning n ta yechimi bor.
Demak, A matritsaning n ta hususiy giymatlari bor ekan. Shuni
hisobga olib (95)-tenglamani

Ax(i) = Ax(), *= 1,2 e=,n (98)

ko'rinishda yozib oiamiz. xW vektor A matritsaning A* hususiy
soniga mos keluvchi hususiy vektoridir. Hususiy giymatlar oddiy
va karraii bo‘lishi mumkin, Biror hususiy son A, ga nt ta hususiy
vektoriar mos kelsa shu hususiy sonning karraligi w, bo'ladi. Kvant
mexanikasida bunday hoi n;, karraii aynish deyiladi5. Matritsaning
hususiy giymatlari to'plami - {Ai, Ar, *=m, Xn} - shu matritsaning
spektri deyiladi.

1.10-misol. Agar T - unitar matritsabo'lsa A va T AT * larning spektrlari
bir hiidir. Bunmg isboti quyidagi sodda munosabatdan kelib chigadi:

det \TAT-1- \I\ = det||! - }/]
Hermite matritsalarning eng muhim hossasiga kelaylik.

Teopema 1.3 VMermite matritsaning hususiy giymatlari - hagiqiy
sonlardir. Har xil hususiy giymatga mos keluvchi hususiy vektoriar
o'zaro ortogonaldir.

Isbot. r-nchi vaj-nchi hususiy giymatlarga va hususiy vektorlarga
mos keluvchi tenglamalarni yozib olaylik:

= Xfx®, Axw = AjX(j). (99)

Bu yerda x”~ - A, hususiy giymatga mos keluvchi hususiy vektor,
XW esa - Xj hususiy giymatga mos keluvchi hususiy vektor. Shu
tenglamalardan ikkinchisining hermite go'shmasiga o'taylik:

XWUt = A*xXMt. (100)

Bu tenglamadagi xj ni ganday ma’noda tushunish kerak? Odatda
vektor deyilganda, aynigsa matritsalar kirgan chizigli tenglamalar

5Hamilton operatorining bitta hususiy giymati Ei ga n; ta to‘'lgin funksiya mos kelisld mumkin, bunday
hususiy giymat w karraii aynigan deyiladi.
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hagida gap ketganda, vektor-ustun ko‘zda tutiladi:

/[ xi\

\xnJ

Bu ustunni chap tomondan matritsaga ko‘paytirsak ((99)-
tenglamadalargidek) yana ustun, demak vektor, olamiz. Ammo
ustunni chap tomondan matritsaga ko'paytirib bo'lmaydi, matrit-
salarning ko'paytirish qoidasiga matritsani chap tomondan satrga
ko'paytirish mos keladi. (I00)-tenglamada huddi shunday oper-
atsiya ko‘zda tutilgan, chunki hermite go'shmaga transponirlash
kiradi - ustunni transponirlasak u satrga aylanadi:

xf= (xI, X2, -, x). (102)

Masalan, vektorning o0'z-0‘ziga skalar ko'paytmasi:
n
(X, x) .= X* oX = x\xi + x\x2 H--—--- f X¥nxn= "2 XK2- (103)
k=1
Ya'ni, (99)- va (100)- tenglamalarda chap va o‘ng tomonlarda bir
xil tabiatli kattaliklar kirgan - (99)-da chap va o'ng tomonlarda
ustunlarga egamiz, (100)-da esa ikkala tomonda satrlarga egamiz.
(99)-ning birinchisini chapdan x~”™ ga ko'paytiraylik, (100) ni
esa 0‘ng tomondan x® ga ko'paytiraylik:

X(tAX® = ANNic, XMU fXW - AJIXNMX«

Matritsa A hermite bo'lgani uchun A* = A ikkinchi tenglamanmg

chap tomoni birinchi tenglamaning chap tomoniga teng bo‘ladi -
X (NtAXii) = x O™ (i)_

Shuni hisobga olib birinchi tenglamadan ikkinchisini ayirib

tashlasak
Xi- AMx"x« =0 (104)

tenglikka kelamiz. Bu yerda ikkita variant bor.
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Birinchidan, i =£j, bu esa A, ™ X* degani, demak
x(Mtx() - Q

Ya'ni, ikkita har xil hususiy giymatlarga raos keluvchi hususiy
vektorlar o‘zaro ortogonal ekan.
Ikkinchi variant - i —j. Bu holda

XWX (0 x (™20 1.
(104)-ning chap tomoni nolga teng boiishi uchun
A= A

bo'lishi kerak, ya'ni, hususiy giymatlar hagiqiy bo'‘lishi kerak.
Teorema isbot. gilindi.

I.1lI-misol. Quyidagi matritsaning hususiy giymatlari va hususiy

vektorlarini toping:

/0 10\

100

Foo
Yangi matritsa tuzamiz:

/- Al 0

A-XI1=\ 1 -A O
\0 0 -A

Uning determinantini nolga tenglashtirish kerak:
A2- =0
Bu tengiamaning uchta yechimi bor:
A= A=1 A=0.
A matritsaning hususiy giymatlarini topildi. Hususiy vektorlarga Otaylik.

Aj = — hol.
Bu holda

tenglamaga egamiz. Komponentalar tilida:

z=—y, y=-X 2=0.



Demak, birinchi hususiy vektor

x(M) = (-«

0
ko'rinishga ega ekan. Bu:vektorning normasini birga tenglashtirishimiz kerak:
x(@)tx (i) _ 2a2= 1, buning uchun esax — 1/V ? bo'lishi kerdk (x = —1/7/2

holning tahlili misolning ohirida beriigan). Natija:

0
A2= 1 hol.

Bu holda

01 0N/ i\ f x

100 y =1y

0 00j \z) \z
tenglamaga kelinadi. Uni ochib yozaylik:

X—Y, y=X

Ikkinchi husussiy vektor

X2 (S

ko'rinishga ega ekan. Uning normasini birga tenglashtirsak

Ib2H= 2r2= 1
x = 1/a/2 ekanligini topamiz. Natijaviy ifoda:
1
x@=-417 1
0
A3= 0 hol.
Bu holda

N0 1 O\ / X\ /0
10 0 y « 0
\|[0 00/ \zJ \O0/

Algebraik ko'rinishda |
x=Q y = 0, z —ixtiyoriy.

Demak, yechim sifatida |



dlinishi mumkin. Vektoming normasini birga tenglashtirsak z = 1 bo'ladi.
Natijada A = 0 hususiy giymatga

)

vektor mos kelishi topdildi.
Ko'rinib turibdiki topilgan vektorlar o'zaro ortogonal to'plamni tashkil

qiladi:

xBx@) = 0, (x2,x @) =0, (x®.x@) =0. (105)
Har bir vektorning normasini birga tenglashtirib olganlmlz uchun bu ortogonal
sistema ortonormal sistemadir:

(xw,x0)) =¢y, i,j = 1,2,3. (106)

Shu bilan uchta o'zaro ortogonal va uzunligi birga teng bo'lgan ortlar topildi.
Vektorlarni normaga keltirish jarayonida. har gal = ishoralardan

l.2-rasm: o‘ng-qo‘lva chap-qo‘lbazis

plyusini tanlab oldik. Ishoraning minusini ham tanlab olishimiz
mumkin edi, hosil bo'lgan sistema bari-bir ortonormalligicha
golaverar edi. Masalan, ikkinchi ortni

x 1) 11 > {107)
V" Yo)

ko'rinishda olishimiz mumkin, bu ort bari-bir A matritsaning
hususiy vektori bo'lib golaveradi, ammo, hosil bo'lgan ortlar
sistemasi 0'ng-qo‘l sistemasini emas, balki chap-qo‘l sistemasini
hosil giladi. Bu vaziyat (l.2)-rasmda ko'rsatilgan. Birinchi
va ikkinchi ortlar (x,y) tekisligida joylashgan, uchinchi ort -
2 o'gi bo'yicha yo‘nalgan. Xuddi shunday boshga ortlarning

31



ishorasini ham o'zgartirishimiz mumkin, bu bazis ortlarning
yo'nalishlarini har xii gilib taniab olishga teng. Qaysi ishoram
tanlash yechilyapgan masalaning mohiyatiga mos kelishi nuqtai-

nazaridan hal qilinishi kerak.
1.12-misol. Karrali hususiy giymatga misol.

10 0,
001 (108)
.01 0
matritsaning hususiy sonlari:
Al = —1, A=, a3= 1 (109)
Hususiy giymatlar karrali bo'lib chiqdi: = As Agar Ai = —1 ga

hususiy vektor mos kelsa, A23= 1 ga bitta

hususiy vektor mos keladi. Masalaning o'zidax vay larni tanlashga imkoniyat
beiadigan iloj yo'q, demak, go'shimcha mulohazalardan foydalanishimiz kerak.
Birinchi gadamda x = 0 deb olamiz:

&= j=[1)e (112)
V5 Vi

Ikkinchi variant uchun y = 0 holni tanlaymiz:

Vo J
H fe- (113)

Olingan vektorlarning hammasi o'zaro ortogonal va uzunligi birga teng. Ya'ni,
ma’'lum bir ortonormal bazisni tanlab oldik. Boshqga variantlar ham bor edi.
Agar (l11)-ga garasak bu vektor shunday tekislik ustida yotibdiki, u tekislik
(y, z) o'glari hosil. gilgan to'g'ri burchakning diagonali bo'yicha o'tgan, (y, z)

tekisligiga perpendikular va x o‘qgi uning ustida yotadi. vektor esa shu
tekislikka perpendikular, (lll)-ifodada x va y larning ixtiyoriy tanloviga
shu tekislikda yotgan va ga ortogonal bo'lgan bir vektor mos keladi,

X va y larning boshga tanloviga shu tekislikda yotgan boshga vektor mos
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keladi. Bizning tanlov - mumkin bo'lgan bitta hususiy variant. Biror masala
yechilganda shunday vaziyat tug'ilsa o'sha masalaning konkret hususiyatlariga
mos keluvehi variantni tanlash kerak.

1.11-mashq. Pauli matritsalari berilgan bo'lsin:

01v (0 -i\ /10

10j° <~ \i oh a=\o -1 (114)
a) Har bir matritsaning hususiy giymatlari va hususiy vektorlarini toping.
Uiarni birlik normaga keltiring;
b) Birlik vektor olamiz n = (sin9cosgs sin9sings cos9.) Shu vektor
uchun n =a skalar ko'paytmaga mos keluvehi matritsani toping;
C) n *a matritsaning hususiy giymatlarini toping va uning hususiy
vektorlari
cosl
ensin |
bo'lishini ko'rsating. Agar 9 — 0 va $— 0 bo'lsa ushbu vektorlar yuqoridagi
az ning vektorlari bilan ustma-ust tushushini ko'rsating. 9 —tt/2 va = 0
bo'lganda natija ax ga mos kelishini ko'rsating. 9 = #/2 va (p —tt/2 holda esa
uchun natijalarga kelinishini ko'rsating.
1.12-mashq. Unitar matritsaning determinanti eta, a— haqiqiy son,
bo'lishini ko'rsating.
1.13-mashq. Unitar matritsaning hususiy giymatlari e'a, a— haqiqgiy
son, bo'lishini ko'rsating.
1.14-mashqg. Hagiqiy antisimmetrik matritsaning hususiy giymatlari
mavhum yoki nolga tengligini ko'rsating. Misol sifatida

0-11
10 O
-10 O

matritsani ko'ring.

810. Matritsani diagonal ko‘rinishga keltirish
§10.1. Umumiy muloxazalar

Uch o'lchamli misoldan boshlaylik. Bizga ixtiyoriy hermite
matritsa A berilgan bo'lsin. Shunday bir matritsa T tuzaylikki,
uning ustunlari A matritsaning hususiy vektorlaridan tashkil
topgan bo'lsin:

X« x? x>\
T—(xAxAxA) = w30 (115)
N -
V’)E ) X(%) Y((g)/



Bu matritsaning hermite go'shmasi
w (0 XD LD\

Tt K> P 2 (116)

@ B3

Tekshirish giyin emaski

[ xn
T*AT = X(At ' AN(XW ,x(2 ,#)
\ x (3t
(117)
Al 0 0N\
XN 1 (AIxND, A2XA, N13X®) 0 A2 0
X (3t 0 O AS)

Umumiy holda ixtiyoriy n x n matritsa A uchun diagonal
ko'rinishga keltirishni quyidagicha ta'rifiashimiz mumkin. A ning
hususiy vektorlaridan

T = (X)), Xx®, ==, x( (118)
matritsa va uning hermite go'shmasi
( x MM\
X (2+
Tf (119)
\ x j

larni tuzamiz. Ular yordamida A matritsani diagonal ko'rinishga
keltiramiz:

(A O o\

o a2 0
TfAT Da (120)-

Ko'rish giyin emaski
TAT = 1, (121)



yalni, T matritsa unitar matritsa: T\ = T~I. Demak, A hermite
matritsa unitar almashtirish yordamida diagonal ko'rinishga
keltirilar ekan:

Da = T~1AT. (122)
Biz bilamizki
det (T~IAT) = detA, Tr {T JIAT) = TrA. (123)
Bundan ikkita muhim hulosa kelib chigadi:
1, detA —Jf *=*Xn.
2 Ti-A = Ai + JR+ w*e+ An= [
k=1
Birinchi hulosadan yana bitta hulosa keitirib chigarish mumkin
- agar A matritsa aynigan bo‘lsa (detA — 0) uning hech
bo‘lmaganda bitta hususiy giymati nolga teng bo'lishi kerak.
810.2. Ikkita matritsani bir vaqtda diagonal ko‘rmishga keltirish

Teopema 1.4 Bizga 0'zaro kommutativ bo‘lgan A va B matritsalar
berilgan bo'lsin:
AB - BA. (124)

Bu holda ularning hususiy vektorlari to’plami bir bo‘ladi.
Isbot. x vektor A ning bir hususiy vektori bo‘lsin:
Ax = AX. (125)

B11 holda -
A(Bx) = BAx = A(BX). (126)

Ya'ni, Bx vektor A matritsaning huddi o'sha A hususiy giymatiga
mos keluvchi yana bir hususiy vektori ekan, u x dan fagat o'zining
uzunligi bilan farg gilishi mumkin:

Bx = fix. (127)

Demak, A ning hususiy vektori B ning ham hususiy vektori bo‘lar
ekan va teskarisi. Bundan teoremaning tasdigi darhol kelib chigadi.
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Teopema 1.5 A va B matritsalarning kommutativligi ulami bir
vaqgtda diagonal ko'rinishga keltirilishining yetarli va zaruriy
shartidir.

Isbot.

Yetarlilik sharti. A va B matritsalarning hususiy vektorlari
to'plami bir xil bo'lgani uchun mana shu hususiy vektorlardan
yuqoridagi (115)~qoida bo'yicha bitta T matritsa tuzaylik, Bu
matritsa A ni ham, B ni ham bir vaqtda diagonal ko'rinishga
keltiradi.

Zamriylik sharti. Faraz gilaylik

Da- T-xATt DB=T-~IBT (128)

diagonal matritsalar bo'lsin. Bu yerda T - A (demak, B)
matritsaning hususiy vektorlaridan (115)-qoida bo'yicha tuzilgan
unitar matritsa. Bu degani

AB —BA = TDaTATDbT-1- TDBT~ITDAT~I =
(129)
= T(DaDb -D bDa)T-1= 0,

chunki diagonal matritsalar hamma vagt kommutativ bo'ladi.

§10.3. Normal matritsalar

0 ‘zimng hermite go'shmasi bilan kommutativ bo‘lgan matritsa
normal matritsa deyiladi:

NN* = N*N. (130)

Normal matritsdni quyidagi ko'rinishda tasawur qilishimiz
mumkin:

N = A+ iB, (131)
bu yerda A va B matritsalar hermite va kommutataiv bo'lishi
kerak. Darhagiqat,

NN* = [A+iB)(A*-iB*) = AA*+ BB*+i(BA*-:AB*) (132)
va
N*N = (A*-iB*){A +iB) = A*A+B*B +i(A*B-B*A) (133)
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ifodalar bir biriga teng bo'lishi uchun A*= A, = B, AB = BA
bo'lishi Icerak.

Ikkita o‘zaro kommutativ matritsani bir vaqtda diagonal
ko'rmishga keltirish mumkinligidan quyidagi tasdiq kelib chigadi:

Teopema 1.6 Normal matritsa diagonal ko'rinishga keltiriladi.

1.15-mashq. Ixtiyoriy n x n o'lchamli A matritsa uchun
deteA = e TcA (134)

ayniyatni isbot qiling: a) (123)-formulalardan foydalanib (diagonal ko'rinishga
keltiriladi deb faraz qilib); b) umumiy holda.

1.16-mashqg. Quyidagi matritsalarning hususiy giymatlari va hususiy
vektorlarini toping, ulami diagonal ko'rinishga keltiring:

/10 O
ay 011

v0o 11
811. Gram-Schmidt metodi

Bizga biror C fazodagi ehizigli bog'liq bo‘lmagan funksiyalar to‘liq
sistemasi berilgan bo'isin: {<pn} = {4, ece | eoclem
Teopema 1.7 Ixtiyoriy ehizigli bog'liq bo‘lmagan to‘lig sistema
{(pn, n —0,1,2,3,...} ni ortonormal sistema {dpn, n —1,2,3,...}
fa aylantirish mumkin. Yangi sistemaga kirgan funksiyalar dn eski
funksiya (pn laming ehizigli kombinatsiyasi bo‘ladi.

Isbot. Ushbu ish gadamma-gadam bajariladi. Birinchi gadamda
quyidagi yangi funksiya kiritamiz:

o) = ¢ N ), M\ & °- (135)

Ko'rinib turibdiki, bu funksiyaning normasi birga teng: [li/o]] — &
ikkinchi gadamda,
d\(x) = tpi(x) - ardo(x) (136)

funksiya kiritamiz. Biz uni d¢m ga ortogonal qgilib olishimiz kerak,
burling uchun
(w01, ®0) = 0 = (<?i,ha) - ato (137)



shartdan noma’lum a ni topib olamiz:
oiiqg = (<Pirfa). . (138)

Demak,
fa = <Pi(x) - (<Pi,fa)fa(x). (139)

Topilgan fa aynan nolga teng bo‘la olmaydi, bu holda <pi
funksiya t0 funksiya orgali ifodalangan boiib qolar edi, bu esa
teorema shartlariga zid. Olingan funksiyaning normasini birga
tenglashtirish qoldi:

Vi = TTJI-rA- (140)

Yangi sistemamaizning ikkita el'ementini topdik - fa, fa. Ular
o'zaro ortogonal va har birining normasi birga teng.

Davom ettiramiz.  Yangi to'plamning uchinchi elementini.
kiritamishni boshlaylik:

fa(x) = ip2(x) - aXfa - azifa. (141)
Bu element topilgan fa, fa larga ortogonal bo'lishi kerak:

(fa, fa) = (fp2,fa) - «20 = 0; (fa,fa) = ,fa) ~ «21 = 0.

(142)
ushbu ikkita shart bizga ikkita noma’lum alfalarni beradi:
®20 = &2, Mo); «1 = (<2, Ui)- (143)
Demak,
fa = 92(x) - fa, fa)fa - (2, </Wi- (144)
Topilgan elementning normasini birga keltiraylik:
V2=T7f71&- = (145).
Shu etapda jarayonni umumlashtirishimiz mumkin. Agar
fa, fa,..., fa -i funksiyalar topilgan bo'lsa
n—%
Wh  (fin ~Onklpk, Gk~ (Pn, tpk), (146)
=0 I
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formula asosida yangi funksiya olamiz va uning normasini birga
tenglashtirib

yangi sistemaning n-chi elementini ham topamiz. Grarn-
Schmidt 6 metodi deb atalgan bu metod bizga {ipn,n =
0,1,2, ko'rinishdagi ortonormal sistemani beradi:

(ipni ipm)  3mM. (148)

Metodni umumlashtirishimiz mumkin. G fazoda skaiar ko'paytma
p{x) vazn bilan berilgan bo'lsin:

b
(149)
a

1.17-mashq. Quyidagi chizigli bog'liq bo'lmagan monomlar sistemasi
berilgan bo'lsin:
ipn(x)=xn, n=0,1,2,.. (150)

Ushbu sistemani yugoridagi metod bo'yicha
1. (—1,1) intervaldap = 1 vazn bilan Legandre polinimlariga keltiring;

2. (—00,00) intervalda p(x) = exp(—x2) vazn bilan Hermite polinomlariga
keltiring.

6Jorgen Pedersen Gram (1850 - 1916) - dauiyalik matematik; Erhard Schinidt (1876 - 1959) -nemis
matematigi.



11-BOB.

DII' FERENSIAL TENGLAMALARNING ANALITIK
NAZARIYASI

81. Differensial tenglamaning to‘g‘ri va maxsus nuqtaiari

Nazariy iizikada quyidagi ko'rinishdagi ikkinchi tartibii differensial
tenglama ko'p uchraydi:

u”(z) + p(2)u’(z) + q(2)u(z) = 0. (1)

Fizikada uchraydigan  funksiyalarning analitik  hossalari
ko‘'rilayapgan masalaning nzikaviy hossalarining  aksidir.
Yechimning analitik hossasi esa tenglamaning mahsus nuqtalariga
bevosita bog‘lig bo'ladi. ko'pineha shunday hollar uchrab turadiki,
tenglamaning butun tekislikdagi anig yechimini topish mumkin
emas (yoki u kerak emas). Bu holda biz o'zimizga qizig bo‘lgan
nuqta atrofida yechimni qidirib ko‘rishimiz mumkin. Ushbu
bob yuqoridagi tenglamaning yechimini ixtiyoriy nuqta atrofida
gidirishga bag'ishlangan.

Yechimni nuqta atrofida gidirar ekanmiz biz uni gator sifatida
gidiramiz. Agar bironj-bir z = a nuqgtada yechimni yaginlashuvchi
Taylor gatoriga yoya olsak bu nuqta oddiy, yoki, to‘gri nuqgta
deyiladi. Biming uchun quyidagi shart bajarilishi kerak. (1)-
tenglamadan biz u"(z) ni topa olamiz:

u(z) = -p(2)u’(z) - q(2)u(2). )

Taylor gatoriga yoyish uchun bizga u"(a) kerak, buning uchun esa
ixtiyoriy u(a) va u'(o) lar uchun (2)-ning o‘ng tomoni rnavjud
bo‘lishi kerak. Bosh-ia so‘z bilan p(a) va gq(a) lar cheklangan
bo'lishi kerak. Taylor gatorini qurish uchun kerak bo'lgan yuqori
hosila (u™(a) va h.k) larni hisoblay boshlasak p(z) va q(z)
larning ham yuqori hbsilalari mana shu z = a nuqtada mavjud
bo'lishlari kerakligi kglib chigadi. Demak, z — a nuqgta to ‘g ‘ri
nuqta boTishi uchun p(z) va q(z) funksiyalar shu nuqtada analitik
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(golomorf) bo'lishi zaruriy ekan. Shu shart bir vaqtda yetarli
bo'lishini keyingi paragrafda ko'rsatamiz.

Yuqoridagi muloxazalardan tushunarliki, p(z) va q(z)
funksiyalar uchun z = a nugta maxsus nuqgta bo'lib golsa biz u(z)
funksiyamizni Taylor gatoriga yoya olmaymiz. Masalan,

u"+ -u'(z) + \u(z) = 0. 3
z z

Bu misolda z — 0 nuqgta p(z) va q(z) funksiyalar uchun qutb
nugtadir. Agar u(0) va «'(0) yetarli darajadagi yuqori tartibli nol
bolimasa u"(0) mavjud bo'lmaydi va yechim uchun z = 0 nuqtada
Taylor gatorini hosil gila olmaymiz. Demak, bu misolda z = 0
nugta - maxsus nugta. Bu holda Taylor gatorining o‘rniga Laurent
gatori paydo boTishi aniqdir. Undan tashgari, tenglamaning ikkita
yechimining o‘rniga bitta yechimgina mavjud bo‘lishi mumkin.
Quyida maria shu masalalar ko'rib chigilgan.

Terminologiyaga to‘htalib ketaylik. Odatda differensial-
lanuvchilik, golomorflik va analitiklik tushunchalarining fargiga
borilmaydi, ular aynan tushunchalar deb garaladi. Rostdan
ham, funksiya birgiymatli va u berilgan soha bir bog'lamli
bollganda bu uehala tushuncha bir-biriga ekvivalentdir. Lekin bu
tushunchalarning har birinirxg o'z ta'rifi bor, ularni keltirib ketaylik:

1 Funksiya f(z) o'zining aniglanish sohasidagi z = a nuqtada
differensiallanuvchi deyiladi gachonki bu funksiyaning
hagigiy va mavhum qismlari shu nuqtada birinchi tartibli
hususiy hosilalarga ega bo'lsa va ular Cauchy-Riemann
shartlariga bo'ysunsa;

2. Funksiya f'(z) o'zining aniglanish sohasidagi z = a nuqgtada
golomorf deyiladi gachonki u shld nuqtada quyidagi gator
ko'rinishida tasawurlansa: f(z) — c¢n(z —a)n-

n=0

3. Funksiya f(z) o‘zining aniglanish sohasi G da analitik
deyiladi gachonki shu funksiyaning zg e G nuqtadan 2\ E G
nugtaga analitik davomi shu nugtalarni bog'lovchi konturga
bog'iig bo'lmasa.



Cauchyning integral teoremasidan kelib chigadiki sohada differen-

siallanuvchi funksiya shu sohada eheksiz marta differensiallanuvchi

funksiya boiadi. Abelning gatorlar hagidagi teoremasidan kelib
00

chigadiki f(z) = nYEan(z ~ a)n eheksiz gator o'zining yaginlashish
sohasida tekis yaqinlash(%ji va bu gator f(z) funksiyasining Taylor

gatori bo'ladi: f(z) = fAnKa)iz —o)njn\ Demak, biror sohada

n=
berilgan.differensiallanuvchi funksiya shu sohada golomorf bo'iadi
va teskarisi.

Analitiklik tushunchasi Weierstrassl tomonidan Kkiritilgan.
Monodromiya teoremasi bo'yicha golomorf funksiyalarning analitik
davomi (ularning bir giymath aniglanish sohasida, va bu soha
bir bog'lamli bo‘lganda, albatta) fagat boshlang'ich va ohirgi
nuqgtalarga bog'liq va bu nuqtalarni bo‘glovchi konturga bog'lig
emas. Demak, golomorf funksiya analitikdir, differensiallanuvchi
funksiya golomorf bo'lgani uchun u ham analitik funksiyalar
gatoriga.mansubdir. Shu sababdan biz ham differensiallanuvchi
va golomorf funksiyalarni analitik deb atab ketaveramiz.

Yana bir gaytaramiz, bu tasdiglar f(z) funksiyaning bir
bog'lamli va bir giymatli sohasiga tegishli.

82. to'g‘ri nuqta atrofidagi yechiin

Yechimni tenglamaning to‘g‘ri nuqtasi atrofida qidirishdan bosh-
laylik. Agar £ = a nuqta atrofida p(,2) va q(z) funksiyalar o'zining
Taylor gatoriga yoyilsa:

p(z) = p0+p'(a)(z- a)+ y\a){z - a)2+ ... ;
@)
a(z) = g0+ g'(@)(z - a) + \q"(a)(z - a)2+e=e=,

ya’'ni, ular golomorf funksiyalar bo'lsa, ushbu z — a nuqta (1)-
tenglamaning to‘g‘ri nuqtasi bo'lishini ko'rsataylik. Magsadimiz,
bu holda ushbu nuqta atrofida quyidagi ko'rinishdagi ikkita

aKarl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897) - nemis matematigi.
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mustaqil golomorf yechim mavjud bo‘lishini ko‘rsatish:
)

u(z)= £ °n(z~an~co+Cl(z- a)+ °2{z- a)2+ == (5
n—0

Tasdigni isbot qilish uchun (5)-qatorni bir va ikki marta
differensiallab (l1)-tenglamaga olib borib go'yamiz. Birinchi hosila:

()
vl{z) = £ Cnn(r —a)"-1 = c\+ 2c2(z —a) + 3c3(z - a)2 -
rt=0
Ikkinchi hosila:
@
u“(z) = cn(n-1)(z—a)n~-2= 2c2+6¢3(¢—a)+12ci(z—a)2+—
n=0

Natijalarni (I)-tenglamaga olib borib go'yaylik:
2c2+ 6¢3(z —d) + 12Ci(Z —d)2+ eeem+

+(po + P'(0)(z - a) + \p"{a)(z - a)2+ ee==)(ci + 2¢2(z a)+
+3c3(z-a)2/F--)+ {go+ q'{a){z - a) + \<f{a){z - a)2+ ee-m)e=

0+ Ci(z- a)+cXz- a)2H--) = 0.

Endi (z —a) riing nolinchi, birinchi, ikkinchi va h.k.-nchi darajalari
oldidagi koeffisientlarni nolga tenglashtiramiz:

2c2+ poci + Qooo —O0;
6¢3+ 2p0c2+ p'(a)ci + gci + ~(ajco = O;

12c4+ 3cIPp(a) + 2c'(a) + \cypn(a) + c2q(a) + ci¢'(a) + \q"(@)cQ = G;

va h.k. Bu munosabatlarni yechib c2, e3,c4, == larni ikkita
noma’'lum o va ci orgali ifodalash mumkin. Natijada yechim -
(5)-qator - quyidagi ko'rinishga keladi:

u(z) = cQui(z) + ciuz),
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bu yerda

Ui(z) = 1--(z- a)2q(a + * (p(@)afa) - g'(a)) (z - 0)3+ =

«22) = {z--a)-~p(a)(z-a)2+~ (p2(a) - p'(a) - G(a)) (z-a)3+ mmm.
Ko'rinib turibdiki,

ui(@) = 1, u2@) —0, u[(@) =0, %Ta)= 1.
Agar Cauchy?2 shartlarini

u@ = A va «'(a) = 13 (6)
deb belgilasak yechim
u(z) = Mui(z) + Bu2(z) @)
ko'rinishni oladi.  (ui, 22} funksiyalar sistemasi yechimlarning
fundamental sistemasi deyiladi.
2.1-misol.
(1 —z2u" —2zvl+ " u =0 (8)

tenglamaiiing z = 0 nuqta atrofidagi yechimlari asosiy sistemasini toping.
Ko'rinib turibdiki, z= 0 nugta bu tenglama uchun to‘g!ri nuqta:

p(z) = —21—"—2 = —27 - 223- 2z5----- :
—7*

©
«*)= |~ 2 = |(1 + 22+ z4+ eee),
Shu sababdan yechimni
()
Mz) —'Y',cnZn = ¢cp + ciz 4-c292 - (10)
ko'rinishda gidiramiz. Hosilalarni topaylik:
u'(z) = Ci+ 2c2z+ 3c22,1 I ; «"(2) = 2c2+ 6Cx + i2¢c4z2 |- (11)
Topilganlarni tenglamaga plib borib qo‘yamiz:
(1 —z2)(2c2+ 6¢3z -f 12c|i2:2 + 20C5Z3 -i-—- ) —2z(ci + 2c2z + 3¢2z2 |-~ )+
3
+ - (cq 4-Clz + C2Z22+ C" () = O.
L. (12

2Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) - fransuz matematigi
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g bir hi! darajalari oididagi koeffisientlarni nolga tenglashtiramiz:

3 3
2C2 + _Zfo =0 =a C2= —-co;
(o]

6c3- 2c] + —3c:i =0 = c3= —ci
(13)
3 21

12c4 - 2c2- 6er+ -C2 =0 -=» Ci= _ n28°0;

3 15
20c4- 6e3- 6es+ -ca=0 =» G= 128Q°

k. Demak,
ewW-i-K-s'+'-1 -M-*+a* +aq >+ <)

2.2-misol.
(z- 2)(r- 3wW"- (2z- 5)«'+2u=0

t<Lamaning z = 0 nugta atrofidagi yechimini toping.

Yechimni
u(z) = °nrM= co+ ciz+ @+ z2+ CZ3+ mm
0
kenishda qgidiramiz. Rekurrent munosabat:
5(n-1) (n—N(n —2)

C+2~ 6(n+~2) °n+l ~ 6(N+ N(n + 2) O
Bi merdan kelib chigadiki,

5 i 1 = = eee—
C2—-1—10| -%0, c3= 4= =Q.

Tolgan fundamental yechimlar sistemasi:
12 5 2
w=1--z, u2=z--2.
2.3-misol.
w'+ v —2zit= 0

tenglamaning z = 0 nugta atrofidagi yechimini toping.
Yechim. Yechimlarning fundamental sistemasi:

«1(2) = 1+ Nz3+ ewe, uz) = z- iz2+ ~z3+
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2.4-misol.
u"+zvl+ 2u=0

tenglamaning z —o nugta atrofidagi yechimini. toping.
Yechim. Yechimlarning fundamental sistemasi:
Ul(z) = 1-iz 2+ ™ 4+--- | Ui(z) =z-"z3+--".
2.5-misol.
u"—zu=20
tenglamaning z = o nugqta atrofidagi yechimlarini toping.
00
Yechim. Yechimni u(z) — Yh cnZn ko'rinishda izlaymiz. Koeffisient!
n=0
uchun quyidagi rekurrent munosabat topiladi:
1
=l n(n —1)\O 3

Agar yechimning yoyilmasini tenglamaga qo'yilsa e2 = 0 ekanligi aarl
kolrinadi. Demak, c2 = 5 = eg — ~=em = 0 deb olishimiz kerak. Qolg
koeffisientlar:

@B=4¢0«, *=+cu &= 273~ 0), c7= -7~ ¢ It vahk

Yechimlar fundamental sistemasi:

(1 ) ni (11 [4
i- +r'+BY +-""  u=z+h**+Hm 7+
2.6-misol.
u"—2zvl+au=0
tenglamaning z — O nugta atrofidagi yechimlarini toping.
co

Yechim. Yechimni u(z) = n_Ocnzn ko'rinishda izlaymiz. KoefEsienr

uchun quyidagi rekurrent munosabat topiladi:
2n —a
Cn+2“ (n+ I)(n + 2)i;n-

Ikkita yechim topildi:

a_HEPRACRI 5 ]E GO e

va

2=z+~ 3 +(2-q)(6-a) 5
2-3 2 3 *4 5

(2 —0)(6 —a) -mm(4k + 2 —a) "k+i



Ja gator ham butun kompleks tekisligida yaginlashuvchidir. Ko'rinib
bdiki, z -¥ oo da ikkala gator ham ~ e*2ko'rinishga ega, bo'ladi. Odatda bu
ildagi tenglama kvant mexanikasida chizigli ossillator masalasida uchraydi,
[in funksiyasi z -4 oo da o'sishi mumkin emas, shuning uchun gatomi
lashimiz kerak. Buning uchun a —2n,n = 0,1,2,3,... deb olinsa yetarii.
alan, n = 0 (a = 0) bo'lganda u; — 1 bo'ladi va «2 yechim garalmaydi,
1 (a= 2) bo'lganda 112 = z bo'ladi vauy yechim garalmaydi, n —2 (a —4)
janda Mi = 1 —27 bo'ladi va «2 yechim garalmaydi. Olingan polinomlsir
masi (mos keluvchi norma tanlab olingandan keyin) Hermite polinomlarini
kil giladi.

Maxsus nuqtalar klassifikatsiyasi

prida ko'rdikki, tenglamaning maxsus nuqtasida yechim
litik funksiya bo'iishi mumkin emas. Yechim ham maxsus
i[taga ega bo'lishi kerak. Mos kelgan yeehimlarni topishdan oldin
iinchi tartibli tenglamaga ikkita mustagil yechim mos kelishi
rtini aniglaylik.

Faraz gilaylik, (I)-ning ikkita yechimi w, va «2 mavjud bo'isin:

n" + pu[ + qu\ —0, u2-fpu2+ qu2 = 0.
yerdan

_uu” - wnt Y ufu" ~ WU1 /101
P{Z) = -L-J-\-[E-"_--[-Q- > FI(Z) = “Ll.rl/-l%“—-lnl-"-li 15)

iaii topamiz. lkkala mahrajda Wronski3 determinanti w(z) paydo
bldi, «1 va «2 larning mavjudligi va mustagqilligi

w(z) = UlL2 —u2ui ¢ 0

bcishini talab giiadi.
Soddalashtirish magsadida maxsus nuqtani z = 0 deb olaylik.
Biyechimni gator ko'rinishida gidiryapmiz. yechim

n~ Q\ZS+ c2zs+l +
ko'inishda izlanadi. Yurutmoqchi. bo'lgan muloxazamiz uchun
:]) nugtaning bevosita atrofida birinchi had asosiy had bo‘lgani
uchun

3Josef"Maria- Hoene-Wronski (1775-1853) - polyak faylasufi va matematigi.
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deb olishimiz yetarlidir. Shularni (15)-ga olib borib go‘ysak.
1
p(z) ~ (si+s2+ 1)-, q(z) ~ sxs2*2

formulalarga kelamiz. i Bundan kelib chigadiki, agar p(z) maxs
nuqtada tartibi birinchidan yuqori bo‘lmagan qutbga ega bo’
va (yoki) q(z) shu nuqgtada tartibi ikkinchidan yuqori bo'lmag
gutbga ega bo'lsa tenglamamiz shu nugtada ikkita musta
yechimga ega boiadi. Bu - zaruriy shart.

Maxsus nugta p(z) uchun birinchi tartibdan yuqori bo‘lrnag
gutb va (yoki) q(z) uchun ikkinchi tartibdan yuqori bo'lmagan qu
bo'lsa u regular maxsus nuqta deyiladi.

Aks holda maxsus nuqta irregular deyiladi.

84. Cheksiz uzoq nuqgtaning analizi

Cheksiz z = 00" nugta quyidagicha tahlil gilinadi. Yai.
o'zgaruvchi kiritaylik:

N%
(D-tenglamani shu yangi o'zgaruvchi tiliga o'tk&zaylik. Bung
uchun hosilalarni. yangi o‘zgaruvchi orgali ifodalaymiz:

£': :|-C2d_(’- dzZ_ .dQ+

dz dzd( ! d(2
Natijada tengla.ma quyidagi ko'rinishga keladi:
du /2 p\ du g . \
52+ (c"?)5c¢c +?2 “=0 ,6)

Agar C= Onuqtada | R \va ? ifodalar analitik bo'lsa z - 00
nugta tenglamamiz uchun oddiy (to‘'g‘ri) nuqta bo'ladi.
Agar C = 0 nugta (& uchun oddiy qutb va (yom ~

uchun ikkinchi tartibdan yuqori bo'Imagan qutb bo‘lsa z M oo
nugta tenglamamiz uchun regular maxsus nuqgta bo‘ladi.
Aks hoilarda z = oo nuqta irregular maxsus nuqta bo‘ladi.
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85. Aniqglovchi tenglama

z —o0 regular maxsus nugta bo'lsin:

p(z) = +po + pi(z- a)+p2z-a)2N—,
z —a

(z—a)2 z-—a

(17)
()-tenglamaning yechimini

mu@E) = (z- a)s£ Cn{z- B)n= £ <*(*~ a)n+" =
ra0 =0 (18)
= cg(z- a)s+ ci(z- a)sfl + c2(z - a)st2 + e-m
ko'rinishda qidiramiz. Hosilalarni hisoblaylik:
u\z) = c0s(z- a)sl+ci(s+ I)(z- a)s+ c2(s+ 2)(z - a)stl+ eee,

?/(z) = cos(s - 1)(z - a)s-2 + cis(s + I)(z - a)s_1+

+C2(s + 2)(s + I)(z —<Ns + ===,

(19)
Tenglamaga oborib qo'yamiz (bir vaqtda tenglamani (z —o0)2 ga
ko'paytirib yuboramiz - qulaylik uchun):

cas(s - 1)(z - a)s+ c\s(s+ I)(z- a)*+1+ c2(s + 2)(s 4-1) X
X (z- a)st2+ eeet+ (p(_!) + po(z- a) + pt(z - af + eee)x
x (cas(z - a)s+ ci(s + 1)(z - a)stl+ mee) + (gL + q(-i)(z - a)+

+q0(z - a)2+ ===){c0(z - a)s+ cx(z- a)stl+e=e) = 0.

(20)

Shu ifodada (z — a)s+} ko'rinishdagi har bir monom oldidagi
koeffisi'entlarni yig‘'ib nolga tenglashtirishimiz kerak. Eng past
darajadagi monom (z —a)s oldidagi koeffisientlar

co s(s —1)+ W -i) +q(-2) =0 (21)
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tenglikka olib keladi. Umumiy holda Gq” 0, shuniiig uchun
s2+ s(p(-i) —1) + Q(-2) —0 (22)

deb olishimiz kerak. Bu tenglamaning norai - aniglovchi
tenglama, u s ni topish uchun hizmat qiladi. Bu tenglama
kvadratik bo'lgani uchun uning ikki yechimi bor - s* $m Ular
ko'pincha (I)-tenglamaning daraja ko(rsatkichlari deyiladi.
2.7-misol.
z2u" + zvl —2u = 0.

Bu tenglama uchun
i=1 ¢2=—2 s2=2 =£ 5l= +V2:382= —\/2
Rekurrent munosabat mavjud emas:
Cn[(n+ s)2—2] = 0.

n ,;0 holda to‘g‘ri qavs ichidagi ifoda nolga teng emas, shu sababdan n ~ 0
bo‘lganda cn = 0 deb olish kerak. Fagat @~ 0. Ikkita topilgan yechim

ZJ2 z- ¥2

Quyidagi tenglaraalarning 2 = 0 nugtadagi yechimlari topilsin;
2.1-mashq.
Uh Ly
2z 4z
(20)-dan cn uchun Jquyidagi umumiy rekurrent munosbatni
keltirib chigarish mumkin:

—0.

cnf(n+s)2+ (n+s)(pCi) - 1)+ 2] =

ni (23)
= 51) [Pria(s T e 0an

ni=0
Bu formuladan quyidagi muhim hulosaga keiamiz: agar si —S2 = k
butun son bo'lsa katta s\ ga mos keluvchi yechimni topish muamrno
bo'Imasa ham, kichikjsa ga mos keluvchi W yechimni (18)-
ko'rinishda topa olmayrhiz. Bu holda W2 yechimning c\, Q, c*—
koeffisientlarini topa olsak ham g- koeffisientini aniglab boTmaydi -
(23)-ni (22)-bilan solishtirsak ko'rinib turibdiki bu holda c&oldidagi
koeffisient nolga teng ibo'lib goladi. Bunday hollarga tegishli
qguyidagi Fuchs teoremasi mavjud:
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1. Agar anigiovchi tengiama yechimlarining fargi butunmas son
bo‘lsa ikkita mustaqil yechimni olish mumkin;

2. Agar anigiovchi tenglamaning yechimlari teng bo;lsa gatorga
yoyish metodi bilan fagat bitta yechimni topish mumkin;

3. Agar anigiovchi tenglamaning yechimlarining fargi butun
son bo'lsa ularning kattasiga mos keluvchi yechimni gatorga
yoyish metodi bilan topish mumkin, ikkinchi yechim mavjud
bo'Imasligi mumkin.

Ohirgi punktning talgini quyidagicha - agar si — = k butun son
bo'lsa (23)-ning chap tomoni albatta c* «0: bo‘ladi, ammo, (23)-
ning o‘ng tomoni ham ba’zi-bir hollarda nolga teng bo‘lib golishi
mumkin. Bu holda paydo bo'lgan noaniglik yechilishi mumkin.

Quyiaagi misol shu holga mos keladi.

Umumiy holda esa ikkinchi yechimni ganday izlash kerakligi
keyingi paragrafda i ko'rsatilgan.

2.8-misol.

'+ z2u'—2u=0

tenglamaning "z = 0 nuqta atrofidagi yechimlarini toping.

z — 0 nugta regular maxsus nuqta, bu nugtada p-1 = 0, g-2 — —2.
Anigiovchi tengiama va uning yechimlari:

s2- s-2=0 =a Si=2 S2=-1 SI- S2= 3.
u = Y2 cnzn+s gatorni tenglamaga qo'ysak

n+s'—1
c (n+s)(n+s-1)-2 1

rekurrent munosabat olinadi. si = 2 ga mos keluvchi. gatorni topish qiyin emas:

Q=~(+i)(ri+2 =21 a="2@°2=20°" G=" SO0
Birinchi yechim:
X 3, 1
s2= —1 holni garaylik:
n—2
Cn= ~Jn~—1)(n —2) —2Cn-1’
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Bu holda Ci = —]co, c-i = 0 larni iopamiz. n —si —S = 3 ga teng bo'lganda
0 =3 = 0 munosabatni olamiz. Hagigatda ushbu holda noaniqiik yo‘q, bum
ko'rish uchun olingan rekurrent munosabatning o‘ng tomoniga unig O'zini yana
bir marta go'yamiz:

n—2 n—3 n—2
~ (- DHn"~2)-2(n- 2)(n- 3)- 2C*2=n(n-1)(n-4) -2

Demak, (3= -"“cg. Davom ettirib @t= ~co ni ham iopish mumkin. Shu bilan
ikkinehi yechim ham topildi:

Bu misolni keltirishdan magsad - 52 —«i = n butun son (hoidan tashqari)
bollganda ham ikkinehi yechim ba’zi-bir hollarda gatorga yoyish usuli bilan
topilishi mumkin ekanligini ko'rsatish.

86. si —s2=k, k=0,1 2 .. bo'lganda ikkinehi yechim

Agar S§j —s2 — k butun son yoki nol bo‘lsa s2 ga inos keluvchi
yechimni umumiy holda (18)-ko'rinishda topa olmaymiz. Bu holda
ikkinehi yechimni quyidagicha gidiramiz:

W(z) = w(z)ui(z), w(z) = uiu2 —u2u\ —wronskian.
Hosilalarni topaylik:
u2= wul 4- U\wA\ u"= + 2w'u[ + wu'l.
Topganlarimizni (l)-tenglamaga olib borib go‘yaylik:
w"u\ + 2w'u\ 4-u'[w + p(w'ui + ufw) + gwu\ = 0.

Bu tenglikdagi uchinchi, beshinchi va oltinchi hadlarning yig‘indisi
nolga teng (chunki ui - yechim). Qolgan hadlar

w"u\ + 2w'v\\ + pw'ui = 0

ko'rinishni oladi. Buni quyidagi qulay formaga keltiraylik:



Hosil bo'lgan tengiamani integrailash giyin emas:

z

Inw'(z) = —21nttj(z) —f dzp(z) = —2Intii(z) —P(-1) In(z —a)-

~Po{z - &) - \pi(z- a)2--—---

yoki.
w'(z) —Aexp < —2Inu\(z) —p(i)In(z - a) - pO(z —a) —

>= oV V- A~ X
I uf(z)(z- a)31
X . "
exp{| ~é rTvil"n ~an+l
n=0

Yana bir marta integral lasak

Zz expi - £ (£ - a)n+||
w(z) =Aj 5 (24)

formulani olamiz, bu yerda A va X - integrailash doimiylari.
Mabrajdagi ifodani alohida ko'rib ehigaylik.

ui = (z- a)d¥2 cn(z- a)n
n—o

bo‘lgani: uchun.



ekanligini topamiz, bu yerda 2si + pi = | + k bo'lishini hisobga
oldik.

<p2) =

=m + <Pi(z - «) 4- R (z —a)2H----

funksiya z = a nuqgtada analitik ekanligi oydindir. Olingan

formulada yana bir analitik strukturani ajratib chigaraylik:

Demak, topilgan yechim

ning analitik strukturasi K ning giymatiga bo'g'liq ekan. Agar K =
0 bo'lsa

yechimga egamiz. Umiiman olganda, K butun son uchun ikkinchi
yechim mavjud bo‘lmasligi ham mumkin, buni biz bitta regular
nugtali tenglama misolida keyin ko‘rsatamiz.

Ammo shunday ham boiishi mumkinki, aniglovchi tenglama
yechimlarining farqi butun son bo‘lishiga garamay ikkinchi
yechimni ham qatorga yoyish usuli bilan topish mumkin. Buning



uchun (23)-tenglamadan keyingi koeffisientni topayotganimizda
nafagat chap tomondagi ifoda, balki 0‘'ng tomon ham tegishli n soni
uchun nolga aylansin, bunda I'Hopitale goidasini qo'llash keyingi
koeffisientni topishga imkon beradi. Bunday misol avval keltirilgan
- shu bobdagi 8—miso|ga garang.

2.9-misol.

z
tenglamani z — 0 nugta atrofida yeehing.

0 = 0 nugta - regular maxsus nugta. Aniglovchi tenglama s2 — 0
ko'ri.nishga ega. Bitta yechimni oson topish murakin. Tenglama z —z
almashtirishga nisbatan invariant bo'lgani uchun yechim juft funksiya bo'lishi
kerak - a — @ = & = ee+= 0. Rekurrent munosabatlar

l
o I
dan (n = 2k deb olgandan keyin)
l
Cc 2K\

ekanligini topamiz. Demak, birinchi yechim

Ikkinchi yechim:

0 ‘zgarmas sonlarni yozib o'tirmadik.
2.10-misol. 2-misolni davom ettiramiz.

(z- 2)(z- 3u"- (2z- Bu'+ 2u=0

tenglamaning yechimlarini z = 0, z = 2 va z = 3 nugtalar atroflarida toping.
z = 0 nugta - oddiy nugta. Bu nuqgtadagi fundamental yechirrilar sistemasi
darhol topiladi (2-misolga garang):
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Z —2 - regular maxsus nuqta. Aniqlovchi tenglama va uning yechimlari;
s(s —2) = G si= 2, $2%—0.
Rekurrent munosabat:

(n+s)(n+s—3)+ 2

QWx™ = (>n ¢ sYz)—% n-
si = 2 hol. uchun
nn +1)
o1~ (n+ 2)2-
munosaba,tdan cj = ca = = eee = On — mmm= 0 ekanligi kellb ehigadi.

Agar 2 = 2 nuqgtadagi s = 2 ga mos keluvchi yechimni «3 deb belgilasak
us(z) = (z —2)2 ekanligini topamiz (cq ni yozib oltirrnaymiz).
S2 — 0 holni garaylik. Bu holda rekurrent munosabat

nn—3)+2_ _n le\ﬂ

n?—I\ n-f ?
kolrinishni gabul giladi. Agar bu munosabatning maxrajida ham huddi suratiga
o'xshab (n —1) ko'paytuvchi paydo bo'Imaganda undan ci ni topib bo‘Imas edi,
ikkinchi yechimni fagat yugorida keltirilgan usul bilangina gidirish mumkin
bo'lar edi. Hozir esa quyidagilarni topamiz:

ci=—200, A=~2d=c> °3="=mm).

Bu holga mos keluvchi yechimni Ui(z) deb belgilasak « 42) = (z —3)2 ekanligi
kelib ehigadi.

Endi 2 = 3 nugtadagi yechimlarni topaylik. Bu ham reguldr maxsus nuqta,
yugoridagiga o!xshash analizdan keyin quyidagi natijalarga kelamiz: aniglovchi
tenglamaning yechimlari yana o'sha: Si — 2, s2 = 0. Rekurrent munosabatning
fagat o‘ng tomonidagi ishorasi o‘zgaradi:

TN (n+ ?)(n 43—?)+ 2CN

n+ s)z—

2o

s — .9 = 2gav,i(z) — (2—3)2yechim mos keladi. s = $%—0 holda Frobenius
metodi yana ishlaydi, yechim W= (2 —2)2 bo'ladi.

Ikkinchi yechimni topish uchun yuqorida berilgan usuldan foydalanilsa
nima bo'ladi? 2 = 2 nugta atrofida s = sj = 2 ga mos keluvchi yecim
«3 = (z —2)2 dan foydalanib ©52) = u>(z)«3 ni gidirsak. U5 = 5/2 —2 ekanligi
keiib ehigadi - logarifmik had yo‘g. Huddi shunday, 2 = 3 nuqgta atrofida
ikkinchi yechimni'topishga yuqoridagi usul ishlatilsa yana «5 = 5/2 - 2 yechim
kelib ehiqadi. Topilgan beshta yechim quyidagi uchta chizigli munosabatlarga
bo'ysimadi:

oui - 6—Ui=0, sui—ui+w—Pa=0, 2nj—d+@3=0.
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Bu misolni keltirishdan magsad - "si —S2 butun son bo‘lganda ikkinchi yechim.
mavjud bo'lImasligi mumkin" degan tasdiq albatta mavjud bo'Imaydi degani
emasligmi ko'rsa,tish edi.

2.11-misol. Bessel4 tenglamasi:

zZU" 4-zu'+ (z2—u2u = 0.
Bu tenglamaning ikkita maxsus nugtasi bor - regular majcsus nuqt&Dz —0
va irregular nugta z = oe z = 0 nugta atrofida yechimni u(z) — r’]‘_ganrHs
ko'rinishda qidiramiz:
Gys(s - la:s4-cis(s 4- 1)x 3+l 4-——-- tcosxs4-(i(s 4-1)x,,H 4—
4-(x2—i/2(coXs 4-ciar' 41 + -mem) =0.
x—ning darajasi eng past bo'lgan had xs, uning oldidagi koeffisientlarni
yig'amiz:
cu(s2- v2 = 0. (25)
xs+l—monomning oldidagi koeffisientlarni yig'aylik:
cife + 1)2-~2 = 0. (26)

Umumiy ko'rinishda rekurrent munosabatlar quyidagicha ko'rinishga ega:

O“_~Zs4>n}‘2—v¢2m2' (27)
(25)-dan quyidagi xulosaga kelamiz:
co= 0 yoki s—=v. (28)
(26)-dan esa
d=0 yoki s—ztv —1I.

co 0 bo'lishi kerak deb sit2 = dzv yechimni olamiz. Bu hilan c\ = 0 deb oigan
bo'lamiz, aks holda (26)-ni ganoatlantira olmaymiz.

(27)-ga garalsa cy = O ligidan hamma tog nomerli koeffisientlarning nolga
tengligi kelib chigadi: ci = 3= (6= = c2f1 = «em= 0. Noldan fargli
koeffisientlar - @, c4, ca........

si = v da (27)-ning yechimi quyidagicha bo'ladi (n — 2k deb olingandan
keyin):

Ce= |~ 2Kfdfe+ i/)C'
Odatda !

@D=

4Friedrich Wilhelm Bessel (1784 - 1846) - nemis matemafcigi va astronomi
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deb olish gabul gilingan. Topilgan yechim J,,(z) deb belgilanadi:

rM V. CI* (z\Zev
Uuz)» m + V\\2) .-

Aniglovchi tenglamaning ikkinchi yechimi — —v irmstaqil yechimga olib
kelmaydi. Buni tushunish qiyin emas - v = n butun son bo'lganda si —s2 —2n
butun son bo'ladi. Ko‘rsatish mumkinki [17], v butun son bo'lganda Jn{z) —
(—43nJd-n(z) bo'ladi, ya'ni, sz — —n hollarda tenglamaning yechimini gator
ko'rinishda izlash mustaqil yechimga olib kelmaydi.

Ikkinchi yechimni hususiy hoi v —0 da topaylik. z — 0 nuqta atrofida:

u2(z) = AJo(z)\]Z’\ + B = AJo(z)\] Z +B =

= AJO(z) Inz+ ~ anzn.

Umuman esa ikkinchi yechim quyidagicha aniglanadi:
cos(Zi)J,,(z) —I™v(z
N(z) = COS@DI2) (2)

sin("7r)

bu funksiyaning nomi - Neumann5 funksiyasi. v — n butun son bo'lganda bu
funksiya 070 ko'rimshiga keladi, bu noaniglik IHopital qoidasi bo'yicha oehilishi
kerak.

2.2-mashq. Quyidagi tenglamaning z — 0 nuqtadagi yechimlarini toping:

zu"+ 2vl+ u= 0.

§7. Aniglovchi birimisol

Ba'zi-bir hollarda ko'rilayotgan nuqgta to‘g‘rimi yoki maxsusmi
bo'lishidan gat’iy nazar yechim

(@li= @ - a)s cn(z - af
| n=0
ko'rinishda gidiriladi. Agar z = a nuqta to‘g‘ri bo‘lsa aniglovchi
tenglamaning ikkita yechimi (ularning farqi butun son bo ladimi
yo‘gmidan gat’iy naaar) bizga l—ning fundamental yechimlar
sistemasini beradi. Mabalan, kichik tebranishlar tenglamasi:
\U"(Z) + 102u (z) = O.

~Karl Gottfried Neumann (1832-1925) - nemis matera"tig;.
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Bu tenglamaning nechta maxsus nuqtasi bor? z tekisligining chekli
gismida uning maxsus nugqtasi yo‘'q, z = 00 esa irreguldr maxsus
nugta:

du{c ) 2du((.

d(2~ + C~dt A
z—0 nugta oddiy nugta bo'lishiga garamay bu nuqtada yechimni
quyidagicha ko'rinishda qidiraylik:
@

0.

«= = X >N +£- (206)
n~o0
fvlagsad - aniglovchi tenglama yechimlarining farqi butun son
bo'lganda harn z = 0 nugta oddiy nuqgta bo'lgani uchun
ikkita mustagil yechim bevosita Frobenius metodi bilan topilashi
mumkinligini ko'rsatish.  Hosilalarni hisoblab tenglamaga olib
borib go'yamiz:

cn(n + S)(n + s- 1zn+s~2+ £ uizenzmts = 0.
Bu tenglikni ochib yozaylik:
cas(s —1)zs 2-f-cis(s-j- V)zs 1-f-[03(5+ 1)(s4"2)~H0ORCojzS+ ==== 0.

Birinchi va ikkinchi hadlarning oldidagi koeffisientlarni nolga
tenglashtirishdan boshlaylik:

Cgs(s — 1) = 0, CIs(S+ 1) = 0.

Bularning birinchisi - aniglovchi tenglama. Ko'rinib turibdiki, yoki
oq = 0, yoki ci = 0 deb olish kerak, aks holda s(s —1) = 0 va
S(s + 1) = 0 bir vaqgtda bajarilishi kerak bo'lib chigadi, bu esa
mumkin emas. Bu ikkala tenglikdan biri bajarilishi kerak, shuning

uchun ci = 0 deb olamiz. Bu holda cq ~ 0, vasi = 0,s2=-1
bo'lishi kerak, Rekurrent munosabat:
2 o2

°n U (n+s)n+ s—1)y

Bunda s = 0deb olsak (qulaylik uchun n -4 n+2 deb ham olaylik)



bo‘lacli. Bu yerdan

> (éjzeco . :_(YVMWZ’QCO cn= (~1)nuLJ.»? co

kelib chigadi. Demak,

f 1022 oj4d \
w=©~Cil— —Z + — Z 4-—- 1= CqCOSswZz.

Eindi s = | holni ko'raylik. Bu holda

QJ2

n+2 (n+ 3)(n + 2)C
bo'ladi. Demak,

U2 (—1)2(ci2)2 uen
2~ =2~ C’ 4~ 51 c’ on= (-hnEaTiic:
Bu holdagi yechim:
Cq ﬁ QB O U5 \ o0
«2 = — | ZW ====¢0 d—=—-y — www i — liadn coz.
w \ 3 5! Q

Aniglovchi tenglamaning yechimlari ayirmasi s2—si = | butun son
bo‘lishiga garamasdan biz ikkita mustagil yechimni topdik. Ushbu
misoldan kelib chigib ixtiyoriy holda yechimni 29-ko'rinishda
gidirishimiz mumkin degan hulosaga kelamiz, agar z = a nuqta
to‘g‘ri nugta bo'‘lsa biz ikkita mustagil yechimni hamma vaqt
topamiz.

§8. Irregular maxsus nuqta va aniqglovchi tenglama
Quyidagi tenglamani ko'raylik:
u'—~u = 0.

Z
z = 0 nugta - regular maxsus nugta. Yechimni (18)-ko‘rinishda

gidiramiz:
[e]e]
u(z) = £ Gr%H—B
0
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Rekurrent munosabatlar mavjud emas:
[n+s)n+s-1)—6=0

formula har-xil indeksli koeffisientlarni bog'lamaydi. Aniglovchi
tenglama s(s + 1) —6 = 0 ning ikkita yechimi bor: sj.= 3 va
$2 ——2. Demak, yechimlar eheksiz gator emas, balki birhadlardan
iborat: z3va z~2.

Endi. tenglamani o'zgartiramiz:

u" — %u = 0. mi
Z0

z — 0 nugta irreguldr ma,xsus nuqtaga aylandi. Yechimni yana
Probenius metodi bo'yicha qidiramiz, birinchi bir neeha hadlarni
yozib oiaylik:

Cgs(s + 1)z*~2+ Cjs(5 + 1)z A 4 6c025~3 —6c\ZS- 2 —-enmmv =0.

Aniglovchi tenglama —Bco = 0 ko'rinishni oldi, buni gabul qilib
bo‘.lma,ydi, chunki undan co = 0 ekanligi kelib chigadi, bu esa
yechimning yo‘gligiga teng.
Yana bir misol ko'raylik:
n ]. s (i? _ O
u+ -u -—-~u=Uu.
z Zi

Bu tenglama uchun aniglovchi tenglama s2 = a2, uning yechirnlari
sifi = ta. Rekurrent munosabatlar yana mavjud emas:

cnf(n +s)2—a7q = 0.

Yechim yana fagat ikkita haddan iborat: za, z~a.
Tenglamaning maxsus nuqtasini o'zgartiramiz:

Endi z — 0 nugta irregular nugtaga aylandi. Aniglovchi tenglama
—axi3= 0 ko'rinishga ega, bu esa yana yechimni bu metod bilan
olib bo'lImasl'igini ko'rsatadi.
Tenglamani yana bir bor o'zgartiramiz:
a2

l
u"+ —d — = 0 (30)
z z
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z = O nugta yana irregular nuqta, ammo vaziyat o‘zgardi:
aniglovchi tenglama s = 0 ko'rinishga ega. Rekurrent
munosabatlar; o

nn —1) —a

Cn+l — Cn.

n+ |
Ko'rinib turibdiki, yechirn yaginlashuvchi cheksiz gator bo'lImaydi:
Gn+ n(n —1) —a2 n
Cn n + l

Qatorni. gandaydir hadda bo'‘lish kerak, aks holda uning ma’nosi
yo‘g. Masalan, al = 2bo'lsa gator n = 2 had bilan tugaydi: u(z) =
I+2z+2z2yechirn bo'lishini tekshirib chigish giyin emas. Umuman,
a2 shunday son bo'lishi kerakki, n(n —1) —a2=10 tenglamaning
yechimi musbat butun son bo'isin. Aks holda (30)-tenglamaning
yechimini gatorga yoyish usuli bilan topib bo'lImaydi.

Ko'rib turinibdiki, Frobenius metodi irregular nugtalarda
muvaffagiyatga olib kelmasligi mumkin.

§9. Bitta regular maxsus nuqta

Hususiy hollarga o'taylik. Bitta regular maxsus nuqtaii
tenglamaning eng umumiy ko'rinishi:

u'+ -~-vI! =0 (31)
z—a
Tenglamaning maxsus nuqgtasi bitta - z = a. Z = 00 maxsus nuqgta
bo'Imasligini tekshirish giyin emas. Yechimni standart ko'rmishda
gidiramiz:
00

u(z) = Y ICniz ~ a)”+S-
=0

Bu galda quyidagi holga kelamiz:
cn(n + s)(n + s+ N)(z —a)ll's = 0.

Aniglovchi tenglama s(s + 1) = 0. Uning ikki yechimi: Si = 0, s2 =
—1.si =0 uchun
c,n(n + 1) =.0
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bo'lishi kerak. n — — bo'lishi mumkin emas, n = 0 uchun esa
co ixtiyoriy bo‘lib chigadi. Demak, si'= 0 ga mos kelgan yechim
ui = A ekan, A - ixtiyoriy konstanta.

Bu misoining umumiy nazariyaga zid bo'lgan joyi bordek
ko'rinadi: 23-bolyicha si -2 =1 bo‘lgani uchun s ga mos
keluvchi yechimni topa olmasligimiz kerak, amrao ikkala yechimni
ham osongina topish mumkin:

ufz) =B+ —---.
z—a
Ikkinchi yechim (§6.)—paragrafda berilgan metod bilan harn hudcli
shunday ko'rinishda topiladi.
Bu misoining umumiy nazariyaga zid bo'lib ko'ringanligining

sababi hagigatda U\ = A yechim yechim emasligidadir.
Ko‘rilyapgan tenglama ikkinchi tartibii bo‘lib unga ikkita bosh-
lang‘ich shartlar berilgan bo'ladi, U\ — A funksiya ikkita

boshlang'ich shartni ganoatlantira olmaydi - unga bitta noma’lum
kirgan.
Agar a nugtani cheksizlikka ko'chirmoqchi bo'lsak: a —¥ oo,
tenglama quyidagi kolrinishga keladi:
u" = 0. (32)
Uning yechimi
«(C) = A + BC. (33)
Bu yechim yuqoridagi ikkinchi yechim « 2(2) ga mos keladi.

810. Ikkita reguldr maxsus nugta

a va b nugtalar va fagat ular regular maxsus nugta bo'lishi uchun
p(z) funksiya

va (yoki) q(z) funksiya



ko'rinishli hadlarga ega bo'lishi kerak. Cheksiz nuqgta yangi maxsus
nugtaga aylanmasligi uchun (16)-dan ko'rinib turibdiki

H @

kombinatsiya C— 0 nugtada qutbga ega bo‘Imasligi kerak. Bunday
talabga esa quyidagi funksiyagina javob beradi:

*) <37)

bu yerda ¢ = const. Huddi shunday, z = 00 nuqta yangi maxsus
nugtaga aylanmasligi uchun ¢(z) ning ham ko‘rinishi maxsus

bo'lishi kerak:
const

9(2) = u (08)
Ya'ni,

dau 2z + const du const .
dz2 (z —a)(z —bdz (z —a)Az —h)2

tenglama ikkita regular maxsus nuqtaga - a va 6 - ega bo'lgan
tenglamaning eng umumiy ko'rinishi. Ammo bu tenglainaga
kirgan o‘zgarmas sonlarni informativroq bo'lgan ko'rinishga keltirib
olishimiz mumkin.

Ikkita regular maxsus nugtali tenglamaning eng umumiy holi
uchun quyidagi standart ko‘rinish gabul gilingan:

du 2z+ b(X+ n—1) —a(A + A4 1)du Asxa—0)2 ~ _
dz2 + {z—a)(z —b) dz™ (z —a)Az —b)2u

: (40)
Bu tasavvurning afzalligi shundakim, unda aniqglovchi
tenglamaning ikkala yechimi yaqqgol berilgan: ular A va ji.
Ikkala maxsus nugtalaij ham yaqqol berilgan - a va b Tekshiraylik.
zZ —a nugqgtada:

2a+ OA+ ji —1) —o(A + fiar1 , ,



Aniglovchi tenglama va uning yechimlari:

S2—s(A + /).+ AMi= 0, si= A MN=Hn 42)
z = b nugtada:
2b4-&A 4+ —1) —a(A + jL-|1
( ) ( i-1-1) — 1+A+ju, Q2= Ai.
(43)

Aniglovchi tenglama, va uning yechimlari:
s+ s(A-eii) + Ai= 0, Si— A Sl= A (44)

Olingan formulalar umumiy yechimni quyidagi ko'rinishda gidirish
kerakligini ko'rsatadi:

(45)

w = — - almashtirish yordamida (40)-tenglamani

ko'rinishga keltirishimiz murnkin. Yangi o'zgaruvchi tilida 45-
yechim
u(w) —wxii\(z) + WRU2(z)
ko'rinishni oladi.
2.3-mashq. (46)-tenglamaning yechimini topib Ui(z) va « 2(z) funksiyalar
o'zgarmas son ekanligini ko'rsating.

Bu mashqgdan kelib chiqgadiki ikkita regular maxsus nugqtali
holda tenglamaning umumiy yechimi quyidagi sodda ko'rinishga
ega:

Hulosa: tenglamada ikkita regular maxsus nugta bo'lsa uning

yechimi elementar funksiyalar orqgali ifodalanadi.
2.4-mashqg. Agar A= 3 bollsa yechirn

A z- a
u(z) = A + B n-—r

bo'lishini ko'rsating.



§11. Uchta regular maxsus nuqta

XJehta regular maxsus nugtaga mos keluvchi p(z) ning eng umumiy
ko'rinishidan. boshlaymiz:

Cheksiz nugta maxsus nugta bo‘lmasligi uchun
2 1L rr
cTeP
ifoda C— 0 da analitik bo'lishi kerak. Buning uchun esa
o+ R+7 =2 va 5=0 (49)

bo'lishi kerak.

Uchta regular maxsus nugtaga mos keluvchi q(z) ning eng

umumiy ko'rinishi
l d e f 50)
z—a)(z —b)(z—c) \z—a" z=b" z—c/

Q) b \ b
bo‘ladi. Yozilgan ifodaning strukturasi shundayki £ = 1fz — 0
nugtada quyidagiga egamiz: ¢/C? = d + e + f. Shunday qilib,
butun kompleks tekisligida fagatgina uchta a, b,c regular maxsus
nugtaga ega bo‘lishimiz uchun p(z) funksiya uchun (48)-ifodadagi
parametrlar (49)-shartlarga boysunishi va q(z) uchun (50)-formani
olishimiz yetarli va zaruriy ekan.

Uchta regular maxsus nugqgtali ikkinchi tartibli differensial
tenglamaning standart formasini quyidagicha tanlab olishimiz
mumkin:

X AM—1qjF[il—1 1 VbVi—1

7 -~ u'+
z—a z—b z—c
XX'(a —b)(a —c) —a)(b —c)
+ + +
(z - a)Az —b)(z —c) (z —a)(z —b)2Az —0q)
up'(c —a)(c —H

* iz —a)z —b)z —q2 1 % OV
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Bu tenglama Papperitz-Riemanrft tenglamasi deyiladi.
Bu holda (49)-shartning biriiichisming yangi parametrlar tiiidagi
ko'rinishi quyidagicha bo‘ladi:

A A fi fi is v =1
Ushbu tanlovning afzalliklari quyidagicha: yangi parametrlar
A, A i, (if ya v, v' (Sl)-tenglamaning a,b va c regular maxsus

nugqtalaridagi aniglobchi tenglamalarining yechimlaridir.
Masalan, z — a nugtani olib ko'raylik. Bu nugtada

p-ifa) = -A - A, g_2(0) = AA,
aniglovchi tenglama
32- (A+ A)s+ AA' = 0,
uning yechimlari si = A va s2 — Al Demak, (51)-tenglamaning
z = a nugta atrofidagi yechimi

u(z) = (z- a)x an(z - a)n+ (z - a)X bn(z - a)n

ko'rinishda qidirilishi kerak, an va bn koeffisientlarni rekurrent
munosabatlardan topamiz. Huddi shundek, z —bv&z = c¢ nuqgtalar
atrofida yechimlarning ko'rinishi quyidagicha bo(ladi:

u(z) = (z- bylT cn(z- by + (z- by'1T dn@z - b)n,

va

u(z) = (z-cyJd2Zn(z- Cn+ (z- cY Y ~

Demak, tenglamani standart ko‘rinishga keltirishning o‘zi uning
yechimlarining asosiy Xxarakteristikalarini aniglashga teng ekan.
Shu sababdan (51)-tenglamaning yechimlarini

a b c
A ij Vv z
Al iil VI

simvoi orgali ifodalash gabul gilingan. Bu simvolning nomi -
Riemann simvoli. Ushbu simvolning ko'pgina hossalari [2j-
kitobda berilgan.

GGeorg Friedlich Bernhard Riemann (1826 - 1866) - nemis matematigi.
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Shu hossalardan bittasini keltiraylik:
(a b c
4Aﬁ,|/|z’\—P"A/iniy (52)
I A/
Bu yerda
Az\ 4B
(53)

kasr-ehizigli almashtirish. Topish osonki

Dz - B
N Acz
Shunga yarasha
Da-B t Db-B _ Dc-i?
ai-.A-Ca’ Il  A-cT> c“ n-cc'

Bu formulalarning ma’'nosi nimadan iborat? (53)-almashtirish
kompleks tekisligidagi z nugtani 72\ nugtaga o'tkazadi. (52)-
tenglikdan kelib chigadiki, bu almashtirish natijasida maxsus
nugtalar a\, b\, c\ ga o‘tadi va yechim ko'rsatkichlari A, ji, v, X1, ii ,
u' lar o'zgarmaydi. Bu degani bizga a,b,c maxsus nugqgtalardagi
yechimlar berilgan bo‘lsa ularni a%,bi,ci nugtalarga (52)-orqgali
o‘tkazishimiz mumkin,

Odatda maxsus njigtalarni a = O,fr=1,c = o0 nuqtalarda
joylashtirish gabul gilingan. Buning uchun (51)-tenglamada
z —a b—c
w2787, 1227

almashtirish bajaraylik. = Bu almashtirish (53)-almashtirishning
hususiy holidir. Ko'rinib turibdiki, bu holda z — a nugta w — 0
nuqtaga o'tadi, z = b nuqta w — | nuqgtaga o'tadi va z —c nuqta
W = 00 nugtaga o'tadi:

a — 0,: o — 1, c Y oo.

KlaSnSk matematik fizika tenglamalarida butun kompleks
tekisligida beshtadan prtig regular maxsus nugqtalar uchramaydi.
To'rtta va beshta maxsus nuqtali tenglamalar g'oyatda kam
uchraganligi uchun biz ularning nazariyasida to'xtab o'tmaymiz.
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812. Gipergeometrik funksiya (Gauss funksiyasi)

812.1. Tenglama va uning yechimlari

Quyidagi tenglama gipergeometrik tenglama deyiladi:
z(1—z)u"(z) + (c —(@a+ b+ 1)z)u'(z) —abu(z) = 0. (54)

Agar uni

ko'rinishda keltirsak uning yechimini

( 0 l 00
u=P{ 0 0 a z
|l—cc—a—b b

ko'rinishda yozib olishimiz mumkin bo‘ladi. Ushbu jadvalning
birinchi ustunini tekshiraylik. z —0 nugtada p_i = ¢, <.)_2 = 0.
Shunga yarasha aniglovchi tenglama va uning yechimlari:

s2+sic—1) =0 = «=0 L—1—c

Birinchi ustun tekshirildi. Ikkinehi va uchinchi ustunlar ham
shunday tekshiriladi.
z = 0 nugta atrofidagi yechimni topaylik. si — 0 ga mos
keluvchi yechimdan boshlaymiz:
ele)
u(z) —'"2 anzn —oo +a\z + a"z2 + a¥%zz H—- .
n=0

Uning hosilalarinin hisoblab (54)-tenglamaga olib borib go‘yamiz.
2 ning bir xil drajaari oldidagi koeifisientlarni tenglashtirsak
quyidagi munosabatlarni olamiz:

ca\—aliao: 6 - = a\—a—cbao>

©2—dxbN) & H2E—Ngpb—0 = & — P
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ki,
7o La@+ 1)6(6+ 1)

Shu jarayonni davom ettirib
|l a@+ l)mee(@a+ n—bb+ l)eeepb+ n—1)
i\ c(c + [)eee(c+ n—=1)

ekenligini topamiz. Tenglamamiz chizigi bo'lgani uchun ao = 1deb
olaylik, bu holda yning yechimi

ga keltiriiadi, bu yerda

(55)-qator gipergeometrik gator yoki funksiya deyiladi.
(54)-tenglamaning z —0 nuqtaga eng yaqin maxsus nuqtasi z — 1
bo'lgani uchun bu gatorning yaginlashuv sohasi W\ < | bo'ladi.
Ko'pincha biz aniglagan gipergeometrik funksiya

2Fi(a. bicz

ko'rinishda belgilanadi, bu beigilash (55)-qator suratida ikkita
parametr: ava b, maxrajida esa bitta. c parametr borligini bildiradi.
Umumiashgan gipergeometrik gatorlar ham bor, ularning suratida
va maxrajida bir-nechadan parametrlar bo'lishi mumkin.

z —O0 nugtadagi ikkinchi yechimga o'taylik. Uning ko'rinishi

u2 = z1 °f(z) (56)

bo'iishi kerak, bu yerdagi f(z) funksiya z = 0 nugtada analitik
bo'igan funksiyadir. Agar (56)-ni (54)-tenglamaga olib borib
go'ysak f(z) uchun quyidagi tengiamani olamiz:
z(1—z)f"+ 2 —c—z(a+ b+ 3—2c))f'+

+(c(l-c- @-c+)6-c+lys=0.
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Ko'rinib turibdiki,
f - 2FI(6— c+ l,a- c+ 1;2— C; 2).

Shu bilan biz (54)-tenglamaning z = 0 nugta atrofidagi umumiy
yechimini topdik:

u(z) = A2Fi(a, B\c;z) + Bzl~ciFi(b - c+ l,a- ¢+ 1,2 - ¢ 2).

§12.2. Integra! tasawur

Gipergeometrik funksiya uchun intégrai tasawurlar juda ko‘p [5j.
Ularning ichida eng ko'p ishlatiladigani quyidagisi:

(o]

2.5-mashg. (1- tz) afunksiyani gatorga yoyib shu integral tasavvurdan
(55)-qatorxii keltirib chigaring.

§12.3. Hususiy hollar
Quyidagilarni isbot giiing:
L (142z)n= 2Fi{-n, b} -2).
2. In(l + z) = z2Fi(1, 1,2; -z).

6. arctan~ = z oFi (2_ 1;2,—22

7. 2Ft{a, 6;c; z) = 2Fi{b, a c; 2).
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10.

1L

12.

13.

14.

15.

— ZFi(a, bjc; 2) = y— 2~ (a + n, ft+ mc+
azn (c)n

. 4 TI(c)f(c—a—Db)
2FAa,bIC] ) - T(c_a)(c_ b’

2~ M +a—b;_1)

1]
-
-
—

1
O
+
-

>

Re(l + a—b) 0,—1,—2,—

l .. r(b)r(1)
2FI(«,I—a;ft;—) =

< ez= lim2FL(l,R;l;z/R).
%)

2).

2Fi(a, 6—+~1;c; z) —2—Fi(a, cz) = EZ2—Fi(a+ 1,6+ l;c+l1;2).

u Zm
2—Fi((’j, ftic,z) = (1 —2) 2—Pi(a, c —6,c, — ).

Awalgi munosabatni ikki marta qo‘llab va a
almashtirishdan féydalanib:

2Fi(a,b-,c-,z) = {l-z )c~a-b2Fi{c-a,c-b]C]z).
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Misollarning ikkitasini yechaylik.

r(— + k) (—z)k
Fxi-n, ;6;-z) =g p(_re =

=1+ Hz!liS)i— )+ EHI1£3)E! + ...
. r(—n) 'omr(—) 21

Bu yerda
P(—n 4-1)/r(—n) = —n, chunki r (—n + 1) = —nF(—n),

F(—n4-2) 7F(—n) = n(n—), chunki F(—n+2) = n(n—)r (—n)

va h.k. Bu gator kK —n hadda uziladi, chunki k = n 4- 1 uchun
r(—n+ n+ 1)/P(—n) — 0 bo'ladi, k undan katta bo‘lsa ham
F(—n 4- k)/F(—n) nisbat yana nolga teng bo'ladi. Demak,

= 14nz4-n(n —1)22 4-—-- tzn—(1 4 z)n.

2.
¢2*n1/(1,1,2, z)\ zY N (_:1.)" ) Z’\nlr 1(/ z)SnJrI
n=0 v n=0
—7z- |-224 ~75 —- = In(l 4-2)

812.4. Legendre funksiyalari
Umumlashgan Legendre tenglamasini yozaylik:
(1 —z2u" —2zv! 4- (V(V 4-1) -= (1 —2z2)-1)« = O.

Agar v. — n butun son bo'lsa bu tengiamaning myechimi
umumlashgan Legendre polinomlarini beradi. Ushbu tenglamada

u—(z2—ly~, z~\ —2¢
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almashtirishiarni bajarsak
E(1 —CQV" 4 (ix+ 1)1 —2E)V' + (M —u){y + 4 -fl)v

tenglamani olamiz. Buesaa —f, —#/, b=fi+ n+ 1, c= &bl
parametrlik Gauss tenglamasidir. Natijada

(k) (11 )~ +M-« i

munosabatga kelamiz. ;

"
o

1)

813. Irregular maxsus nuqta

n" —kar=0 (53)
tenglamaning bitta maxsus nuqtasi bor - z = o0o. U ham bo'lsa
irregular nuqgta. Buni quyidagicha ko'rishimiz mumkin: z = I/£

almashtirish bajaramiz va natijada
dx  2du k2
dé + cdc~éu==

tenglamani olamiz. Ko'‘rinib turibdiki, ( = 0 (z — 00) nuqgta
irregular maxsus nugta.

(58)-tenglamada  jz= ------- almashtirish bajarib maxsus
nugtani w = a nugtaga ko'\é\tqizlraniz:

d2u 2 du K2 n o

Bng * sl Aw==ap - (59)

Bu tenglamaning yechimini (58)-tenglamaning yechimidan os-
ongina topamiz:
K K
mn—Aew-a + Be w- a. (9O)
Mana shu yechimdai irregular maxsus |

olishimiz mumkin: tenglamaning irregular maxsus nug-

tasiga yechimning rnuxim maxsus nuqtasi to‘g‘ri
keladi.



Irregular maxsus nuqtaga yana bir tomondan garash mumkin.
Ikkita regular maxsus nugqtali 40-tenglamada maxsus nugqtalarni
ustma-ust .tushuramizz b — a4-e, £-4 0. Undan tashqari N1 =
~/i —K/e deb olish kerak. Bu holda 40-tenglama 59-tenglamaga
o'tadi. Demak, ikkita regular maxsus nuqtalarning
goseshilishida hosil bo4gan maxsus nuqta irregular
boYar ekan.

Bu natijani yechimlar ustidagi amallar bilan ham tasdiglash
mumkin.

Ikkita regular maxsus nugqtali tenglamaning yechimi (47)-
ko'rinishda bo‘lishini ko'rsatgan edik:

(ei)

Ikkita maxsus nuqtalarni birlashtirish uchun yugorida ko‘rsatilgan
b= a+e N= —j —k/e, £-40 almashtirishlar bajarish kerak.
Bunda quyidagini olamiz:

—k/e
n=A

814. Aynigan gipergeometrik funksiya
814.1. Tenglama va uning yechimiari

Gaussning (54)-tenglamasida z -4 z/b almashtirish bajarib 6 -4 00
limitga o'tsak

zu" 4-(c —z)u' —au= 0 (62)
tenglamani olamiz. Bu tenglamaning nomi aynigan giper-
geometrik tenglama, yoki, Kummer tenglamasi. 'Bu

tenglamaning ikkita maxsus nugqtasi bor - z —0 regular maxsus
nugta va z — 00 - irregular maxsus nugta. Uning yechimini
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gator sifatida gidirib topishimiz mumkin, ammo osonrog'i (55)-
gipergeometrik gatordan z -> z/b, b oo almashtirish bajarib
keltirib chiqarishimiz mumkin:

o a(@+ )z2 a@+ Ia+ 2)z6
iFi(a;cz) —1 + -z + ( ) ( a )
cZ+ c(fc+ 1) 2 + c(c+ (c+ 2) 3 +

Funksiyaning indekslari tushunarlidir - qatorning surati va
maxrajida bittadan parametr bor. Bu gatorning yaginlashuv
sohasi YA\ < 00, gatorimiz kompleksn tekisiigining chekli gismida
yaginlashuvchidir. Topilgan funksiya aynigan gipergeometrik
funksiya, yoki, Kummer funksiyasi7 deyiladi. Ko'pincha
Kummer funksiyasi 0'zining maxsus belgisi orgali belgilanadi:
1*1(0; c;z) = $(a;c; 2).
Gipergeometrik tenglamada uchta regular maxsus nuqta bor edi -
0,l,00. Bajarilgan z —mz/b, b — oo almashtirish orqali ikkita
reguldr maxsus nuqgtalar z —1 va z — 00 ni birlashtirdik., buning
natijasida z = oo nuqta irregulér nuqtaga aylandi, z —0 nugta
regulér nugtaligicha qoldi. z —0 ning reguldr maxsus nugqtaligi
(62)-tenglamadan ochig-oydin ko!rinib turibdi. (62)-tenglamada
= I/C almashtirish bajarib

tenglamani olamiz. Bu tenglamadan yaqgol ko'rinib turibdiki, ( =
0(2 = 00) nugta irregular nuqtadir.

z = O nugta atrofidagi yechimni topaylik. @ Bu nuqgtada
aniglovchi tenglama

s2+ s(c—1)= 0,
uning yechimlari S] = 0, = 1—c. Gipergeometrik tenglamaning
yechimini topganimizdagi uslubni yana bir qo'llasak
u(z) —As$(a;cz) + Bzl $(a—c+ l;2—¢;z

formulani olamiz.

7Ernst Kummer (1810 - 1803) - nemis matematigi.



814.2. Integral tasawur

Huddi gipergeometrik funksiyaga o'xshash aynigan gipergeometrik
funksiya uchun ham integral tasavvurlar juda ko‘'p [5]. Ularning
ichida eng keng ishlatiladigani

c—at
0

2.6-mashq. Integral ostida ezt ni gatorga yoyib (63)-gatorni keltirib
ehigaring.
2.7-mashq. Quyidagini isbot qiling:

cz) = + n;c+ n;z).

2.8-mashg. Quyidagini isbot qiling: <J>@a;c;z) = e*$(c - a;c;-z).
2.9-mashq. Quyidagini isbot giling: ez= $(a; a; z).

814.3. Bessel funksiyalari
Bessel tenglamasini eslaylik (uni kompleks tekislikda yozib olaylik):
zu" + zu' + (z2 —u2u —0.

Bu tenglamaning ikkita maxsus nuqtasi bor: z —O - regular nuqgta
va z = 00 - irregular nugta. Demak, ushbu tenglama aynigan
gipergeometrik tenglamaning hususiy holi ekan. Darhagiqgat,
Kummer tenglamasida

u(z) —z~"/2%ezt2w(z), a-\ —k+fi, c= L -t 24

almashtirishlarni bajarsak quyidagi Whittaker tenglamasini
olamiz:

cBw  f I k 4—p\
+ -+ -
dz2 '\ 4'z ' z

Yana bir almashtirish bajarsak:



quyidagi tenglamani olamiz:
z2y" - zy'+ +(1-y2'jy=o0.

Bessel funksiyasining normasini hisobga olib natija

Mz)=i>T1j© "e“dG + 1+ 21/;2iz)

ko'rinishga keltiriHshi mumkin.
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111-BOB.
ASIMPTOTIK METODLAR

81. Asimptotik gator tushunchasi

Ba’'zi-bir hollarda biror funksiyani o'rganayotganimizda uning aniq
ko'rinishmi taqribiy ko'rinishi bilan almashtirishga to‘g‘ri keladi.
Birdan-bir talab - mana shu tagribiy ifoda funksiyamizning asosiy
bossalarini ma’lurn bir sohada yaxshi akslantirsin. Hususan,
f(z) funksiyaning o'rniga uning katta argumentlarida quyidagi

ko'rinishdagi

4 ci , C2 w_ o An
™ "zm'_z(z _____ zn )
gatorni olish magsadga muvofig bo'lishi mumkin. Bu gatorning

hususiy yig'indisi uchun

Jim znqlf %(:O:Z))K)}I = lim, {f(z) ~ —*0 (2
ga ega bo'lsak u f(z) funksiyani uning katta argumentida yaxshi
yaqginlashtirgan bo'ladi. (1)—qator yaginlashuvchi bo'lishi shart
emas, u faqat f(z) funksiyaning z ning katta qgiymatlaridagi asosiy
bossalarini aks ettirishi kerak. (2)—shartga bo'ysungan (l)-qator
f(z) funksiyasining asimptotik yoyilmasi deyiladi. Ushbu ta'rif
quyidagicha belgilanadi:

/W ~c+il+7™+ - +72 + - (3)

z  z zn

Har bir funksiyaning asimptotik gatori (agar u mavjud bo'lsa)
yagonadir. Rostdan ham, quyidagi formulalardan Kko'rish
mumkinki, (l)-qatordagi liar bir koeffisient f(z) funksiya orqali
yagona ma’noda aniglanadi:

D= Iim f(z), ci= lim z{f(z) - cQ, e--,

2—00 Z—>00
= lim zn{f(z) - sn}.

Z—00
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Lekin bitta asimptotik qator bir necha funksiyaning asimptotik
yoyilmasi bo'lishi mumkin. Masalan, e~z va 0 funksiyalarning

asimptotik gatorlari bir xildir, chunki lim zne~z -> 0
Z—00

Asimptotik gatorlarni go‘shish va ko‘paytirish mumkin: agar

va 9(z)~it™Mk
k=0 z b=0 2
bo‘lsa

£\ V" ok dlg p/\ /\ v-n CodNet c\dn-\ 4----- +c»™o
ASTIOREN G- T e
k=0 Z fc=0 2

boMadi. Asimptotik gatorni hadlab integrallash mumkin (agar (3)-
gator cijz1 had bilan boshlangan bo'lsa):

y
/ dzf(z) ~g prfpPT'

Ammo asimptotik gatorni hadlab differensiallash mumkin emas.
Masalan, 7 (x) —ensinel funksiyani olaylik. Ko'rinib turibdiki,
f(x) ~ 0. Ammo /'(ee) = —e"1sin ea|-cos eT funksiya heeh ganday
limitga ega ema,s (X -> oo da).

Ushbu bob asosan gandaydir integral, orgali berilgan
funksiyalarning asimptotik gatorlarini topishga bag'ishlangan.

§2. O(e) va o(e) belgilar hagida

Agar shunday A son topilib
li i—+ —A, 0< JAl <
{5 ef W < oo

bo‘lsa, unda
/(r) = O(p(e))



deb yoziladi. Masalan,

eose 6—_»O>-0 hy, sine—é_—}b>0(e),

cose —| —->0 (2, - >0 (en2.

eho sme e+0
. f‘s') . .
Agar .lim-]-y =0 bo'lsa f(e) —o(g(e)) deb belgilanadi.

Masalan,
sme Fo(l), sine--gyo(ex2).
e e

8§3. Bcrlaklab integrallash metodi

Bu metodni misollarda o'rganish magsadga muvofigdir.
3.1-misol. Quyidagi integral orgali aniglangan funksiyani olaylik:
00
f ex~I
f(x) =j -J-dt (4

X
Integral aniq hisoblanmaydi. Ammo uning x katta bo‘lgandagi giymatini
I/x bo'yicha gator sifatida topishiiniz mumkin. Buning uchun shu integralni
bo‘laklab integrallaymiz:

1 , dt . , t
u— au——r, dv=e dt, v= —e -
t t*
Natijada
0 o @ 0 \
X—t mp*-t 1
f(x) = : ~Wat

gatorni olamiz. Bu qator a katta bo'lganida (4)-integral orgali aniglangan /(x)
funksiya uchun asimptotik gator rolini o‘ynaydi. Qator yaginlashuvchi emas,
buni n-hadning suratida (n - 1)! borligidan tushunishimiz mumkin: goldiq liad
uchun

00 " o0 .
ax -t ~ ~ f gX-t n\



3.6-misol.

6
I(x) = J dtf(t)@xn®

x katta, h(t) va f(t) funksiyalar a < t < b sohada differensiallanuvchi
funksiyalar deb hisoblaymiz. Undan tashqari, [a,f intervalda h!(t) =£ 0
bo'lsin. Integralni katta x larda baholash uchun uni quyidagicha boiaklab
integrallaymiz:

"=wr
Natijada
I(X) — (1™-exr - 1 /dieIhW§UE.\ fg;
W x\h>(b)e h'(a) J X j dte h'(t)Jd (8
a
formulani olamiz. Ikkinchi integralni boiaklab integrallasak u 1/x2 ga

proporcional boMib chigadi, shartimiz bo'yicha [a, § intervalda h'(t) ~ O edi,
bular hulosa shuki,

[ ) x \h'(b) h'(a) )L
Agarda h(a) > h(b) bo'lsa
f(n\exh(
h(a) < h(b) holda esa

xh![a)
3.7-misoL Quyidagi integralning asimptotikasini toping ([7]):
a
F\)=jé z1ni+iVat.
o

Ba'zi-bir hollarda bu integral etalon integral deyiladi.
1 a+ B < 0 boisin. Bu holda



F\ ni topish qiyin emas:

dt = \—a~pg to-1(t+ I f dt= \-a~0B(p,-a - /2.

a

0
Fi= J tV-1(t + ~

Fa ning ostidagi ftmksiyani 1/A bo‘yicha gatorga yoyamiz:
s .00 1) natP-k
ii= <k _*x_*= _E
a 0 10
Natija:
2/ I\ 1)
F(A,a,/?)=j tP~l (t +i dt= A-“~"B(/3,-*-/?2)+ £ 0O
0 =)
2. a + 5> 0 boisin. Bu holda F(X,a, (3) ni e = 1/A bo'yicha iV =

[a+ B+ 1 ([a] belgi a sonining eng katta butun gismini bildiradi) marta
diiierensiallasak avvalgi holga kelamiz:

/j\n
(~ \ F(A,a,P)=a(a- 1)mm(a- N + 1)F(A,a-N,p).
Buni A7 marta integrallasak asosiy asimptotika udrnn
F(X, a, /3 ~ constA~"#/

nadni olamiz.

84. Laplace metodi

Matematik fizikada ko'pgina hollarda

6
F (A) - \] dtip{t)exNe (9)

a
ko'rinishdagi integrallarning asimptotikasini hisoblashga to‘g‘ri
keladi. Asosiy g'oya: Agar f(t) funksiya [a, b] intervalda
bitta keskin m,aksimum,ga ega bo‘lsa A ning katta giymatlarida

integralga asosiy hissani mana shu, keskin maksimumning airofi
go‘shadi. Agar keskin maksimumlar bir-nechta bo‘lsa ularning
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ga keltirildi. gAl/MAa)](i - a)3 = r almashtirish bajarib bu
integralni osongina hisoblaymiz:

Keyingi hadlarni hisoblash

f(t) funksiyasining bir-necha xil o‘zini tutishi uchun integral
asimptotikasining asosiy hadlarini topdik. Keyingi hadlarni
topishni bitta misolda ko!rsataylik. Formulalarni ortigcha
harflardan ozod gilish magsadida 9-da integrating quyi chegarasini
0 deb olaylik. (p(t) funksiya uchunt = 0 nugta atrofida

co

yoyilma o‘rinli bo'lsin. f(t) funksiya esa t —0 nuqgta atrofida
f(t) = —kta ko'rinishga ega bo'lsin. 3 > —1 va a > 0 bo'lishi
kerak. Bu holda

b

integralda Akta = r almashtirish bajararniz:

o+t |
aTT a

00 j

Avvalgi misollar bu umumiy formulaning hususiy hollari sifatida
kelib chigadi. n —0 had asosiy had bo'ladi, n = 1,2,... hadlar shu
asosiy hadga tuzatmalar bo'ladi.



3.8-misol.

I:(X):J ~~dt—Jdte><\l- [+ 12- 13+ eee)

o 0
10/A
t t2 t3 \ 11, 2!
0
3.9-misol.
| I
Je~)<t|n(|4—i)dt J A oW o~ 2
i.1O-misol.
1 1/A

J e~MIn(2 + t)Jdt —~j die-tIn

84.2. /(i) ning maksimumi intervalning ichida:

/'(¢0) = 0, /"(i0) O, i0€ [a H

Asosiy had

fit) = /(io)+~/wio)(t-io)at- e, /"(to) < O,

Asimptotikaning asosiy hadini topaylik:

6 b
F(A) = J (% (F)e V(i) ~ eAe0) / dtip{t)eXF"{to}t *0)2
a
(00]
O

f(t) funksiya to € [a, b nugtada o'zining maksimumiga ega bo'lsin:

/(*0) > /(*)-

(10)

integral chegaralarini cheksizliklarga almashtirish yuqori tartibli
hadlargagina ta'sir giladi ([6], 5-bob, §3).



3.11-misol. Mavhum argumentli nolinchi tartibli Bessel funksiyasi | q(x)
ning x katta boigandagi asimptotikasini toping:

Xt

0.

Eksponentadagi funksiya f(0) — sin# o'zining o'zgarishi sohasida 90 — w/2
nuqgtada maksimumga erishadi:

Asosiy asimptotika:

00

Umumiy formula

Umumiy holda. a < to < b nugtada maksimumga ega bo'lgan
funksiya uchun

/(i) — fito) + a2it —i0)2+ a$(t —t0)3"k-—+ an(t — tO)n 4-------

deb olaylik, bunda an = f{~(to)/n\, a? < 0. Integral ostida
yangi o'zgaruvchini quyidagieha kiritamiz: —2 = f(t) — /(to).
Boshgacha so‘z bilan aytganda

t —it to)y/-a2- a3(i-tQ ---——- an(t - t0)"" 2 - dh

Ushbu formulaning teskarisini topib uni t —ip(r) deb belgilaymiz.
Bunda

formulaga kelamiz. Bu yerda a' > 0 va V > 0 boiadi, ularning
aniq ta'riflarini 11-dan topish mumkin. Katta A uchun olingan
integralga integral ostidagi funksiyaning nol nuqgta atrofi asosiy
hissa qo'shadi.



yoyilmani yuqoridagi integralga go'yamiz va integralni ikki gismga
bo'lamiz:

b b 0 a 0
h N J (kerakli yaginlashuvda) ~ J+ >
-al 0 —a 0 —
Natijada
6
ire -Jl2
]
=J - P(d{-m)p,{-T)) dre- A2
® A2
dxxn- i/2e~x
2n|=% Q 0 £

formulaga kelamiz. Katta A uchun yuqori chegarani oo ga
almashtirish quyidagini beradi:

12)
=0
I3u yerda quyidagi formula ishlatildi

[ele)

\/7r(2n)!
4,,, .
(0]

Agar = (p(bO)p(to) = ~ E =_ ekanligini hisobga olsak (12)-dan

asosiy had sifatida (10)—ni olamiz.
3.12-misol, Gamma-funksiyaning asimptotikasi:

r(n+1): | dtve *
o]
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Integral ostini qulay koiinishga keltiraylik:

L)} @ @
r(A + 1) = Aatl J dttxe~xt = XA+l J e-M+Mntdt = AA+le” Aj
0 0 b

Yugqoridagi formulalar bilan solishtirsak

V(i) =1, /Z@)=—#—1—Ing), 7'(Gi)=-1+]j.

Integral ostidagi eksponentat = 1 nugtada o'zining maksimumiga erishar ekan:
m ~/Q)+i"()(t- )2 mee A\t - )2+ B

[A(t —1)2= r2 almashtirish bajaramiz:
[N ~
FA+ 1) ~ AMle“-y | J dre~T2= VAA Q

Bu formulaning nomi - Stirling formulasi.
3.13-misol. Quyidagi nostandart integralning asimptotikasini toping:

l
F(A):/die i-a

AE -+a

Ko'rib chigilgan usulni go'llab bo'lmaydi. Quyidagichayo'l tutamiz.
4(,) = -ji- - Al(- «)», ™ - 0. - 2A(i, - a).
Bu hisob asosida t —a + A" li/3 almashtirish bajaramiz. Unda

h(t,A) = -Al30 + s3

va ,01/3(6_3)

L £
F(A) = f dse-x/3(s-1:
(A) Al/3 /3(s-14s2)
b
bo'ladi. Y yog'iga standart metodga o'tish mumkin. Integral ostidagi
eksponentadagi funksiya sq = 2"1/3 nugtada minimumga (eksponenta esa

maksimumga) erishadi, jagar AJ3(6 - a) > 2“U/3 bo'lsa eksponentadagi
funksiyani so = 2-1/3 nugqta atrofida gatorga yoyamiz:



N atija:

@
F(X)~ ~Tse ~ ~ 181 e ~-\is = (g-)2e-3a4~n
—®
3,14-misol. Quyidagi nostandart integralning asimptotikasini toping:
@
F(x) — | exp M- Xt~ dt, O<a< 1
0
t— almashtirish bajaramiz:
@
F(x) = I exp -i) dt.
(0]

ra/a -- r funksiyaning maksimumi To = 1 nugtada, shu nugta atrofida ikkinchi
tartibli hadlargacha aniglikda gatorga yoyamiz:
@

F(x) = exp — —xaaiy j~exp *—j (I ~ a)xara-I\r —1)2™ ~

_ r(2-a)/2(0-1) /1 flo/(ol)

2l —a) PV a
3.15-misol.
£ l M
f tae~Lftdt —tf)dzzae~]/(>6:>xa+l = x™] f d(C~a~2e~"x =
(0] |
()]
= J (-u)~a~2e~wk ~ Ya™e~"x.
(0}
3.16-misol,

00 00 -A

J/ ernd\ 522In(l + s)<fa; = e~AJ/ 7 e~A29(1 + u)s2In(2 + u) ~
o

2a

3.17-misoL

00 00

jodxe~XeIn(l + x2 ~ j~dxe~XXx2=
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3.18-misol.
1
J dtexp j + 1+ X] t 1

VI rp

3.19-misol.

A2/2

A A
\] taei2~dt %a— letr2d(t2/ 2)= \] (2z)(~DR2ezdz ~ X ~en 2
(0} (0}

3.20-misol.
00 00
j e~xdx _1f e~xdx 1 1 +
[
v X+ x + XWX XJ(I) | £ xf/X+ x/\/X X A32
3.21-misol.
J t J t+ X xJ L+ t/x Entl j
btncosidi = |6in(etf+ ety = 5"+ (—)n+1] n! =
0, n=2fg
(-~ Nk#l2k + 1)I, n= 2k + .
A
rcos(t-x)  * (-nPtl Il 3 =8
J -2, ~MKWN\2K+ - — - —+ — +

n—o

85. Davon oshish metodi

Davon oshish metodi quyidagi ko'rinishdagi integrallarning asimp-
totikasini topishda ishlatiladi:
F(A) - \] dz<p(z)eXfV, (13)
C
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bu yerda f(z) va (p(z) funksiyalar integrallash sohasida analitik
bo'lgan funksiyalar, C - integrallash konturi, A - katta parametr.
Kontur C ning boshi va ohirini a va 6 deb belgilaylik.

mMetodning asosiy g‘oyasi quyidagicha. .Gauchy teoremasi
bo'yicha integral ostidagi funksiya analitik bo'lgan sohada konturni
hohlaganeha deforma,tsiyalashimiz murnkin - integralning giymati
bunda o'zgarmaydi. Shundan foydalanib konturni shunday
deformatsiyalaylikki, natijada. tanlab olingan yangi kontur bo'yidia
harakat gilganimizda f(z) funksiyasining maksimumi shu konturda
yotgan bo‘lib chigsin. Bu esa bizga darrov Laplace metodini
ko‘llashga imkon beradi.

Ammo bitta narsaga ahamiyat beraylik - f(z) funksiya analitik
boigani uchun u hech ganday sohada o'zining maksimumi yoki
minimumiga erishishi mumkin emas (berk sohaning chegarasidan
tashqari). Buni quyidagicha isbot gilishimiz mumkin. f{z) ni
haqgigiy va mavhum gismlarga ajrataylik:

f(z) =u(x,y)+iv(xiy). (14)
f(z) ning analitikligi uning hagigiy va mavhum gismlari Cauchy-
Riemann shartlariga bo'ysunishini bildiradi:

du dv du dv

dx dy’ dy dx
Bu esa o‘z navbatida u va v funksiyalarning garmonikligini
bildiradi: " »
daa  d2u __ d2y d¢v
dx2 dy2 ’ dx2” dy2
Ghirgi gatordagi formulalarni avvalgi qatordagilardan keltirib
chiqarish oson.

Biror bir zq nuqtada f(z 0 — O bo'lsin. Analitik funksiyaning
hosilasini ixtiyoriy yo‘nalish bo'yicha hisoblasak bir xil natijaga
kelishimiz kerak. Masalan, uning i va y bo'yicha hosilalari
bir biriga teng (Gauchy-Riemann shartlarining ma’nosi shunda).
Demak, bir paytning o'zida

/' (%)= ¢ /W L.-, = (¢ «fe V)+rgr(*, s>) =0
(17)
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7=>) - 17 (2)u 0= ru(x,y) +i-~v(x,yfj" =0

/A O 1A O (18)
bo'lishi kerak. Bu esa shu munosabatlarga kirgan hamma to'rtala

hususiy hosilalarning nolga tengligini bildiradi:

d d . d d
N RV, VGV

u funksiya Xo, yo nuqtada maksimumga ega bo'lishi uchun

R2
A% u(xoyo < 0

bo'lishi kerak, ammo (16)-formuladan ko'rinib turibdiki, bu holda
02
--2u(x0,y0 >0

bo‘ladi. Demak, zg nuqgtada biz X yo'nalishida maksimumga ega
bo'lsak y yo'nalishida minimumga egamiz va teskarisi (u uchun
ham, v uchun ham). Bulardan shunday hulosaga kelamiz: f'(zo) =
0 bo'lgan zo nugta f(z) funksiya uchun egar nuqta boiadi - bu
vaziyat (lll.I)-rasmda ju(x,y) funksiya uchun ko'rsatilgan. Ushbu
rasmda, Cauchy-Riemajnn shartlaridan kelib chigadigan yana bir
munosabat hisobga oiingan:
Sus/v = dudv,, dudv_ 0. (20°
dx dx dy dy

Bu shuni bildiradiki, u — const va v = const ekvipotensial chiz-
iglar (x,y) tekisligining har bir nugtasida bir-biriga perpendikular
bo‘lgan egri chiziglar sistemasini tashkil giladi. Ya’'ni, v — const
chizig'ning ustida harakat gilganimizda u funksiyaning eng tez
o'zgarishi yo'nalishida harakat gilgan bo‘iamiz va teskarisi - u —
const chizigning ustida harakat gilganimizda v funksiyaning eng
tez o'zgarishi yo'nalishiida harakat gilgan bo'lamiz.

Bularni aniglab davon oshish usulining asosiy g'oyasiga
gaytaylik. Integrallash konturini shunday deformatsiyalaylikki
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Ill.1-rasm: Egar nuqta

®yangi kontur zq nugtadan o'tsin;

®yangi kontur bo'yvicha harakat gilganimizda zg nuqtada u
funksiya o‘zining maksimumiga erishsin;
e zg nugtaning yetarlicha yaqgin atrofida bu konturning ustida
v = const bo'lsin.
Bunday tanlab oiingan egri chizig eng tez tushish chizig‘i
deyiladi, unga (lll.l)-rasmda ab kontur mos keladi. Shu sababdan
davon oshish metodi ko'pincha eng tez tushish metodi ham
deyiladil.
Integralga gaytib kelib uni

(A) = j dzv(z)exM ~ 1 epz)exnz'(t)ydt (21

ko'rinishda yozib olamiz. Bu yerda C - yangi kontur, z(t) m
mana shu yangi konturning parametrik tenglamasi. Integrallash
chegaralari sifatida a va b larni belgiladik, Laplace usulining asosiy

lnglizchasi  the method of steepest descent
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g'oyasi bo'yicha bu chegaraviv nugtaiarning katta ahamiyati yo;q
- A katta bo'lganida integrating asimptotikasiga asosiy hissani zq
nugtaning atrofi qo'shadi. Avvalgi paragraflardan ma’ium bo‘igan
texnikani godlashni yengiliashtirisli uchun u(x, y) = u(z(t)) —f(t)
va <p(z(t))z'(t) — (p(t) belgiiashlar kiritamiz (esdan chigarmaylik,
integrallash jarayoni z(t) konturning ustida ketayapti). Natijada
quyidagini olamiz:

(22)

a

zq = z(to) nugqtada fit) maksimumga ega: /'(to) = 0, /"(to) <
0. Asosiy asimptotikani topish uchun / ning Taylor gatorida
/(to) dan keyingi birinchi hadni qoldirsak yetadi: fit) -~
/(to) + \{t —<;0)2/"(to). Shu yaginlashuvda <p(t) ~ (L) ga
almashtiramiz. integral darhol quyidagi holga Kkeltiriladi (A
katta bo'lgan limitda integrallash chegaralarini cheksizliklarga
almashtirishimiz mumkin):

0]

F(\) ~ eA/” ~ (t0) 7dte—2|/"(*o)IMo)2. (23)

Yangi o‘zgaruvchi kiritaylik:
(24)

Natijada

(25)
forrnulani olamiz. Bu yerda (p(to) —ip(zo)/(to). Undan tashqari,

(26)
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Integrallash konturining ustida Imf(z) —v(x,y) = const bo'lgani
uchun bu formulani quyidagicha holga keltirishimiz mumkin:
j2
T o= f(1)
t=t0  d't2 t=%
(fza+ fz")yr =f(z0z,2(t0. (27)

z(t) o'zining ta'rifi bo'yieha kompleks funksiya, demak, z'(to) =
kelS deb olishimiz mumkin, bunda k - haqigiy son bo'ladi. 6
esa C konturga to nuqtadagi urinmaning x o‘gi bilan hosil gilgan
burchagi. Shularni hisobga olib

ip(to) = ip{zo)ke?h  |/"(i0)l = \f'(z0)z’Hto\ = \f'(zQ\k2 (28)

deb yozib olish mumkin.
Natijada integrating asosiy asimptotikasi quyidagidan iborat
bo'lib chiqdi:

2

F (29)

VA|/"WI
3.22-misol. Bessel funksiyasining x ning katta giym”ari uchun

asimptotikasini topaylik:
1 ex(z-1/2)/2
J,(X) = P ® dz——— '
K 2iri j w
\A\=

Bu verda

Ekstremum nuqtab-
f(z) - o =» ** = -1,

Bu-ef ~ talar/ir' Bu»«®alarda Re/ = 0. /(*) ning haqigiy va mavhum
qisip1 '

u{x,y) oy v(X,y) y+ - Yy

z = i nuqgtaMa u(x,y) _ 0. Ill.2-rasmda mana shu egar nugqtalarning
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111.2-rasm: Bessel funksiyasining asimptotikasini hisoblash uchun kontur

atroflari "+" va *-" belgilar bilan belgilangan. Bunda "+" belgisi u > 0
sohaga inos keladi va belgisi u < 0 sohaga mos keladi. Jz] = 1 aylana
kontur egar nuqtalar atrofida shunday deformatsiyalanganki, shtrixlangan
chiziglar bo'yieha yurganimizda biz vodiydan vodiyga davon oshib o'tishimiz
mumkin - bunday yo'l sohalarni birlashtiradi. "+” - "+" sohalarni
bog'laydigan shtrixlangan yolda u(x,y) funksiya o'zining minimumidan o'tadi
va magsadimizga to‘g‘ri kelmaydi. u(x,y) ning eng tea o'zgaxadigan konturi
z — +i nuqtada 9 — Sir/4 burchakli urinmaga ega, z = —i nugtada esa
6 = /4 burchakli urinmaga ega. Ikkala rmgtaning ham beradigan hissasi
bir xil tartibli kattalik shuning uchun ikkala hissaning yig'indisini olamiz. Bu
nug”alarda ularni rasmdagi streikali kontur bo'yicha o‘tganimizda quyidagilarga
egami-ziv

= eNr +i)/a = eTaW?  (/(-tijj = i.
Demak

IfX) ~ 2ffiv'sT 1N/ 23 /4+ e/ 25 /24T /A

/2~ / nmr n\
=V rdsva” T"4J-

3.23-misol. ([7], [8) (30)
® / \12
j exp[\(x+ ix - X3]dx~ e-~16 exp
o} \
Bu holda f(z) =*(1 + i) - f{z) =1 +i- 32, eg~huqtalar ikV
2 N+ = N @4 tenglamaning yechimlari zh2 = t21/43~1/2%in/8_
3 .

Shu ikki nuqtada /(z) ning giymatlarr.



LLI.3-rasm: Misollarga doir konturlar

/(*) = z! (Y2e-/4- zf) = ZICe~r/4- g e 3 8, /bl = -] ~ B

Funksiyaning ikkila egar nuqtalardagi haqiqiy gismlarini solishtiraylik:

07/4 q_ oll4 37
Re/(zi) = cos-- ~ 0.2477 > 0, Re/(z2 = cosy -0.2477 < 0O,

demak, integralga asosiy hissani zZ\ nuqta qo!shadi. Aga,r fagat asosiy
asimptotikani topmogchi bo'lsa,k kontumi z\ nugtadan Otadigan qilib
deformatsiyalash kerak (LU.3o-rasmga qarang). 9 burchakni quyidagicha
topamiz: = fI(zi)(zi)Rhagiqgiy son boiishi uchun 28+ >x/8 = 0 boiishi

kerak. \f'(z\)\ = 2\/3\V/2 hisobga olinsa

-ur/16 ,A/fa) _

J exp [A@: + iXx - a0] dx~ J -LLI,EI,
M » (Dl

e—/i6/_ * = \Uzexp (27/43—3'V 3"8@1)

kelib chiqadi.
3.24-misol.
co
2
T —
AJ')eiAae(l + x2)~xdx ~ ( A © -Ad(2¢)~A, c=n2 —1.

Integralni

J el+ & xdx=J

ko'rinishga keltiramiz. /(r) = iz —1n(WN-n2 funksiya uchun ™2 = i{—1+v2)
nugtalar egar nuqtalardir, ularning joylashishi LLl.3b-rasmda ko'rsatilgan. 2: =
+r nugtalar integral osti funksiya uchun maxsus nugtalardir, shu sababli

nugtadagi davon balandroq bo'lishiga garamay uni hisobga olmaymiz. Zj = ic



nugtaning hissasini topganda X'(zi)\ —(c+1)/c = 2/(1 - ¢) ni hisobga olsih
kerak (f"(z\) ning hagiqiyligi 0 = 0 ekanligini bildiradi);
@
r(l - ¢
e (2c
/" (20)

86. Statsionar faza metodi

Statsionar faza metodi quyidagi ko'rinishdagi integrallarning
asimptotikasini topishga mo'ljallangan:

1(A) = J dt<p(t) eixm . (31)

Integralga kirgan </2t) va /(i) funksiyalar haqiqiy bo‘lsin.
Riemann-Lebesque lemmasi. Agar /() 6 Li(-oo0, 00)
bo'lsa

lim ,/ (_x)eIXxdx —o(l).

A-»00

§6.1. f(t) 0, t C [ab hoi

Faraz qilaylik fit) ¢ 0O, t c [a, b bo'lsin. Eksponenta
ko‘rsatgichida mavhum birlikning borligi A katta bo'lganda intégrai
ostidagi funiksiyaning juda tez tebranishini bildiradi. Natijada
ixtiyoriy chekli bir intervalni olib garasak (lll.4)-rasmdagi holni

1

11l.4-rasm: (31)-integral ostining Akatta bo'lgandagi ko'rmishi
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ko'ramiz - qo'shni sohalardan kiruvchi hissalar bir-birini yeydi -
Riemann-Lebesque lemmasining ma’'nosi shunda. Agar

u dv —eNdf
r

belgilashiar kiritib integralimizni bo‘laklab integrallasak

/(A) i 1 P(b'rf(b) _ A7 (D)
iX V7/'(6) /'(a)

(32)
ko'rinishga keladi. Bo‘laklab integrallash amalini bajarish uchun
birdan-bir f(t) 0, t C [a, b shartning o‘zi yetarli. Bu holda
integralning asosiy asimptotikasiga chegaraviy nuqgtalargina hissa
go'shadi. Ularning gaysi biri muhimroq - f(t) va (p(t) funksiyalarga
bog'lig.

Asosiy asimptotika 1/A ga proporsional. (32)-ifodadagi golgan.
integralni vana bir marta bo'laklab integrallasak undan 172 ga
proporsional had kelib chigadi. Bu amalni davom ettirib yuqgori
tartibli hadlarni ham topish mumkin.

§6.2. f'(to) = 0, i0C [a, § bo4sm

Bu holda asimptotikaning asosiy hadi avvalgi holga nisbatan
kattaroq bo'ladi. Buni tushunish uchun (l111.5)-rasmga garaylik.

vV \ a vV o# JVv o J(

ILL5~r&srn: fI(io) ~ O holdagi integral ostidagi ifodaga ¢o nugta atrofida més kehivchi graiik

Bu rasmda ko'rilayotgan holga (;0 nuqgta integrallash intervali
ichida va chegarasida yotgan hollar uchun) tahminan mos keluvchi
chizmalar berilgan. ig nuqgta atrofida integral ostidagi eksponenta

103



sekin o'zgaradi, natijada mana shu sohaning hissasi qo'shni
sohalarning hissalari bilan gisgarmaydi va integralga qo‘shilgan
asosiy hissa boiib chigadi.

io= a hol - (lll.5b~rasmga qarang)

Rasmdan tushunarliki bu holda integralga asosiy hissa a nuqta
atrofidan keladi.

/(*) = /lici) + - <0)2+ wmm (33)

yoyilmani (31)-integralga olib borib go‘'yamiz (hamma joyda ¢0 —a
deb almashtirib)

b
(X )~ J dt(p{t) e<V(9-HiA/"(@)(t-9a = ei\f{d) j_adt(p(a+t)

a 0

Bizni asosiy hadning o‘zi gizigtirgan holda bu integralni

/(A) ~ ip(@)éXfr j dteW No (35)
(0]

ko'rinishga keltirib olamiz. Yugori chegara b —a ning o'rniga oo
ga almashtirildi, bunda paydo bo'ladigan go'shimcha hadlar asosiy
yaginlashuvga ta’sir gilmaydi. Olingan integralni quyidagicha
hisoblaymiz. Faraz gilaylik f"(a) > 0 bo'lsin. —a deb

111.6-rasm: (35)-iritegrahii hisoblaslida ishlatiladigan konturiav

belgilaylik, a > 0. Cauchi teoremasi bo'yicha (III.6)—rasmning
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birinchi gismida ko'rsatilgan yopigq kontur uchun

jdzéaz=o0 (36)
G
bolishi kerak, chunki ushbu konturning ichida integral csti
ifodaning hech ganday maxsus nugtasi yo‘q. Ushbu yopiq kontur
uch gismdan iborat: i)x ogi bo'yicha 0 dan R gacha, 2) R radiusli
nimchorak aylanma cr bo'yicha burchak 0 dan -m/4 gacha, 3)

argumenti k/4 bo‘lgan nur bo'yicha R dan O gacha. Integralni
ochjb yozayiik.

1 Hagiyiy o'gqning ustida z = X, dz —dx;
2. Cr konturning ustida 2 = Rév, dz = iRe%zip\

3. it/4 burchakli nurning ustida z = /e, iz2 = —p2, dz =
dpe

Ya'ni
j w/A =0
dxeiax + iR J dipeiaRaegiip + eiIi/4J dpe- a2 = 0.
c 0 0 R
37)
R co limitda ikkinchi integral nolga intiladi (integral ostidagi

eksponentada exp(——i?25in(2</?)) ifoda bor, 0 < P < T/4 bo'lgani
uchun R — oo limitda exp(—R2sm(2<p)) —0 bo'ladi). Demak,

Joé. A
=€

(38)
o )
Agar a < O bolsa integralni hisoblash uchun (IIL6)—rasmnmg

ikkinchi gismida ko‘rsatilgan konturdan foydalanish kerak. Bu
holda

[e]e]
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bo'ladi. Shu natijalarni hisobga olsak (35)-integral uchun quyidagi
asimptotik baholashni olamiz:
f*(a) > 0 holda:

00: [—

/(A) - viayVW | dte™ " N 2= 1 A/ _~_~(a)edn/(Q+*1/4;

J (@)
O *
(40)
f*{a) < 0 holda:
@ rR—
I(\) ~ p(@en'<'>s A~/ W =y _~ . y(o)ed A/W-Wa4,
0
(41)

Avvalgi paragrafda ko'rgan edikki, integrallash intervalida /(i)
funksiyaning statsionar nugqtasi bo'Imaganda asosiy asimptotika
1/A ga proporsional edi. Integrallash intervalida statsionar nugta
paydo bo'lganligi asosiy asimptotikani |1/n0/X ga proporsional
bo'lishiga olib keldi.

a<to<b bo'lgan hof

Bu holda statsionar nuqgta integrallash intervalining ichida
joylashgan bo'ladi ((Ill1.5a)-rasmga qarang). Eksponentadagi
fit) funksiyani t0 nugta, atrofida gatorga yoyamiz va, har
galdagidek, bos asimptotikanigina ko'zda tutib kvadratik had bilan
chegaralanamiz:

f(t) —fitO) + 'Af"{to)(t —t0)2 J—— e (42)

(31)~integralda maria shu almashtirishni bajaramiz;

Ib
/(A) ~ j dtip(t) ea1<oH*n/"(*0)(<-*0)2 43)

a.

]
A katta bo‘lganida intqgralga asosiy hissani tO nugta atrofi beradi,
shu sababdan birinchidan, integrallash chegaralarini cheksizlikka
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almashtirishimiz mumkin, ikkinchidan, integral ostidan ~(0) ni
chigarib olamiz:

®
/(A) ~ eIXf’\hp(tQ\] dt (44)
-a

(S5)~integralni hisoblashda ishlatilgan texnikani yana bir marta
go'llashimiz kerak. Quyidagini hisobga olsak yetarli:

@ (€))
J dteiat2 = 2 J dteiat2. (45)
—00 0
idatijada
f'(a) > Obo'lganda:

a F
7(A) - ip{a)elXi{q) \] dt/\){ "N = J Ni7V4

(46)
f'(a) < Obo‘lganda:
a J--——--
J(A) ~ <p(a)eiXfr \] 4
—a
(47)

ekanligini topamiz.
3.25-misol. Butun indeksli Bessel funksiyasining X — 00 dagi
asimptotikasini toping:

Jn(x) = — / cos(xsint —nt)dt.
T
Bu integralni qulay ko'rinishga keltiraylik:

In{%) = —Re / exp(¢a:sini —int)dt.
T J
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Bu holda ip(t) = e~,nt. f(t) = sini funksiya O < t < n intervalda bitta
statsionar nuqtaga ega: tO = >/2. Bu nugtada /"(n/2) = - 1. Demak,

misolimiz 47-holga mos keladi:

~ R IitE e-"e-“/4= - — - .
Jn(x) = Iytx e e -“/ y)Kxcos{x -y
Javobni 30-formula bilan solishtiring.
87. Qatorlarni yig'ish usullari
87.1. Qatorlarning asimptotikasi
Agar n juda katta bollsa
n n
¢/ W = 1 fx)dx +0(f(n+1)+0(
k=o {
deb olish mumkin ([7], 10-bet). Masalan,
"l
E r,~ Inn-
k—XK
atl
ka ------- 4_ :_il_,’ a > -1.
Kl &
n v ol
y-k~kf ~ a> _|
u a+|
87.2. Euler usuli
Bizga
00
z2 "
n=0

gator berilgan bo'lsin. U yaginlashuvchi bo'Imasligi mumkin.

bo'yicha bu holda yangi

Euier



gator Kiritamiz va
(0] (00]
an= lim V amxn
EO n=0
deb olamiz. Masalan,

i—l+i—l+i— =D5~i(-i)n

gator yaqginlashuvchi emas. Ammo |z] < ! boiganda
0 ; -
l—x+x2—x3{—=y (=xjn= -——- .
%

i+X
Euler bo'yicha
0 ®
n=0 71=0
N 00
deb olishimiz mumkin. Shu sababdan - son X ](—)n gatorning
71=0

"Euler bo'yicha yig‘indisi" deyiladi.

§7.3. Borel bo‘yicha yig‘indi

Y ] anxn

n=0
gator berilgan bo'lsin. (J yaginlashuvchi bo'Imasligi mumkin. Borel
bo'yicha bu gatorni quyidagi usul bilan yaginlashtirish mumkin:



Berilgan. gqatorning yaginlashish sohasida quyidagi formula

@ .
anxn—  dte~*(p(x1)
n=o0 (0]

aniq formuladir, boshga sohalarda bu formula berilgan gatorning
mBorel bo‘yicha yig‘indisi” deyiladi. Ya'ni, gator uzoglashu-
vehi bo'lishi mumkin, o‘ng tomondagi integral yaginlashuvchi
bo'lishi mumkin, bu holda formulaning o‘ng tomoni shu gatorning
Borel bolyicha ta'rifi (analitik davomi) bo‘ladi.

3.26-misol.
°e g) 0 4n,n T
dte~i+tx ——
1—x
n~0 n=0 -
3.27-misoL  Yaxia I)n gatorga gaytib kelib unga Borel usulini
7170
qo'llaylik:
n=0 n=0 ] n=0 n

Yaginlashmaydigan £ ( 1) gatorning Euler bo'yicha ham, Borel bo'yicha
ham yig'indisi bir XI| chlqdl

88. Mashglar
3.1-mashqg. n -> 00 hoi uchun quyidagini isbot giling:

f(l- x2ndx ~ ~ (n -» 00).
-1

3.2-mashq. Quyidagi mashglarda x -> 00.

1

dt
/i2|ni x\nx
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3.3-mashg.

_dt_ bx o
ilnini  IRLA
3.4-mashgq.
j(t 3+ ty/2dtr
0
3.5-mashq. i
1
/e @isint ~
3.6-mashq.
fftdt~ 228712
] 2+ 1
3.7-mashq.
ye®
YT+i nxIn
(0]
3.8-mashg.
/ -4 l+x)y-no
3.9-mashq.

®/2

sintidim ,
(- 2%
3.10-mashd. Quyidagi mashglarda A -> oo.

00

|
i e~x(x42x\1 + x f'2' In

3.11-mashgq.

00

Je-*>tVIn(l +x )~ =



3.12-mashag.

(0]
J " 2In(l + X+x2)dx ~
3.13-mashg.

00

J tae~tRdt ~ B-IxQRHe~»= R >0

3.14-mashaq. ©
e e~
/an+ 3e2 4N
3.15-mashg.
1 r(1/3)e-/« /_e “3 r(1/6)e«/2
il sallc o
0
3,,16-mashq.
[
je iMBIn(l + t)dt « r(zg’igz &
0
3.17-mashq. i

N eI + t)d te—m r(1/3)e” Ainz

3.18-mashq. Quyidagilarni keltirib chigaring {x -¥ 00) :

i1
t PR
sinX r
- Vel
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@ i
_ 2 / cosxt .m /2 .. ( an
Yo(X) = %7 -7 {/ﬁ;sm\)_ - 4—) ,

1
-di ~\ —¢'
A>~§n£:2dl y\me

~, g"oosd COSNQIE Wl

oW =
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IV-BOB
GRUPPALAR NAZARIYASI

81. Simmetriya va uning matematik ifodasi

Fizik sistemalar uchun simmetriya juda muhim roi o'ynaydi. Agar
fizik sistema biror simmetriyaga ega bo'lsa harakat tenglamalari
ham shu simmetriyaga ega bo‘lishi kerak. Sistema ustida biror
almashtirish bajarilganda uning holati o'zgarmasa uning energiyasi
ham o'zgarmaydi. Schrddinger tenglamasi nuqtai nazaridan

Faraz qilaylik HMO molekulasidagi vodorod atomlarining
o'rinlarini aimashtirdik, natijada moiekulaning holati o'zgargani
yo‘q, uning energiyasi ham ol!zgarmadi. Sistemaning gamiltoniani
ham huddi shu o'rinalmashtirish simmetriyasiga ega boiishi kerak.

Simmetriya deganida sistema harakat tenglamalarining ma’lum
bir almashtirishlarga nisbatan invariantligi ko‘zda tutiladi. Bu
ta'rifdan muhim bir hulosaga kelish mumkin: agar tenglama Av&B
almashtirishlarga nisbatan invariant bo'lsa u ketma-ket bajarilgan

C = AB almashtirishga nisbatan ham invariant bo'ladi.
4.1-misol. Garmonik ossiliator uchun Schrédinger tenglamasi:

Bu tenglamada X —= —x almashtirish bajarsak ip(X), i>(—x), ip(x) +
"ip(-x), ip(X)—p(—x) to'lgin funksiyalarning hammasi o‘sha E energetik satxga
mos kelishini ko'ramiz. Bu misolda biz tenglamani yechmasdan turib uning
yéchiinlarining muhim hossasini topdik.

Almashtirishlarning hammasi ham geometrik ma’noga ega
bo'lishi shart emas.

§2. Gruppaning ta‘rifi
Bizga {<, 52; **<¢9n, we} elementlardan iborat bo'lgan G

to'plam berilgan bo'lsin. Ya'ni, GG,i —1, 2 eee n, eee}
Shu to‘plamning ichida o deb belgilanadigan kompozitsiya
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(ko'paytirish) goidasi kiritilgafi bo'lsin. G to‘plam elementlari shu
kompozitsiya qoidasiga nisbatan quyidagi talablarga bo‘ysunsin;

1 Ixtiyoriy @i G G va g3 G G lar uchun gio g} = gk, gk G G
bo'lsin ;

2. Assotsiativlik goidasi: ixtiyoriy gu gk, gk G G lar uchun g;0
19) ° 9K) = (ft 0gj) ogkbajarilsin;

3. Quyidagicha ta‘rifiangan g*o e — eo0gi = @, \fgt G G birlik
element e mavjud bo'lsin;

4, Teskari element gi°g~fl = g11°9i —e, g i1 G G mavjud bo'lsin.

Shu goidalarga bo'sungan elementlar to‘plami G gruppa deyiladi.

G tolplain elementlari soni chekli yoki cheksizligiga garab
gruppa chekli yoki cheksiz deyiladi. Chekli gruppa elementlarining
soni uning tartibi deyiladi. Agar cheksiz elementli gruppaning
elementlarini sanab chigish mumkin bo‘lsa bu gruppa sanoqli
cheksiz gruppa deyiladi. Agar gruppa elementlari uzliksiz to'plam
hosil qilib bu to'plamda gandaydir topologia kiritilgan bo‘lsa
bunday gruppa topologik gruppa deyiladi.

Umumiy holda gio g ” gj ogt bo'ladi. Agar gruppaning
ixtiyoriy ikkita elementi uchun giogj —gjogni.j —1,2,3,...
bo'lsa bunday gruppa abel gruppasi (yoki kommutativ
gruppa) deyiladi

Gruppalarning fizikadagi ahamiyati ularning fizika uchun juda
muhim bo'lgan simmetriya tushunchasining matematik ifodasi
ekanligi bilan aniglanadi.

Gruppalarga misollar:

1. Butun sonlar to-plami (nol soni bilan birga) qo'shish
operatsiyasiga nisbatan cheksiz gruppani hosil giladi. Ya'ni.
gruppaviy kompozitsiya sifatida go‘shishni gabul gilamiz. Bu
gruppada A elementiga teskari element —A bo'ladi, birlik
element sifatida 0 gabul gilinishi kerak. Anigki, bu gruppa
abel gruppasidir.  Shuni ham aytishimiz kerakki, ixtiyoriy
abel gruppasini mana shu butun sonlar to'plami bilan aynan
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muvofiglashtirishimiz mumkin:

9i°9j 9 +9j;
e O 0;
a-1 € —a;
a” na

Misolni davom ettirishimiz mumkin - butun haqiqiy sonlar
to‘plami R ni qo‘shish operatsiyasiga nisbatan gruppa deb elon
gilishimiz mumkin.

. no'lchamli vektor fazo elementlari - vektorlar vektor qo‘shishga
nisbatan gruppani hosil giladi. Gruppaviy kompozitsiya -
vektor go'shma. Darhagiqat, ikki vektorning vektor yig‘indisi
yana vektordir. Birlik element sifatida nol-vektorni olish kerak.
a vektorga teskari vektor —a.

. e,a,a2a3,...,o0n_1 to'plamni olamiz, an = e bo'lsin. Bu
to'plam siklik gruppa deyiladi. U tartibi n bo'lgan abel
gruppani hosil giladi. Bunday gruppani amalda quyidagicha
tasavvur gilishimiz mukin: a element sifatida z—o'qi atrofida
24v/n burchakka buralishni ko'zda tutamiz, bunda a2 element
z—o'qi atrofida 2-2h/n burchakka buralishga mos keladi va h.k.
anelement esa n j2w/n —2-t burchakka buralishga mos keladi,
bu esa boshlang‘ich holatga gaytib kelishga ekvivalentdir,
shuning uchun b"™ — e. Ikkita ketma-ket almashtirishni
bajaraylik- bir gal k-2n/n burchakka, keyin I-2-K/n burchakka.
Natija (k + 1) ®tx/n burchakka buralishga mos keladi: ak-al =
akH Berilgan to'plamning gruppani hosil gilishi oydindir.

. Uch o'lchamli fazodagi aylanishlar - ular uzliksiz gruppani
tashkil giladi. Darhagiqgat, ikkita ketma-ket aylanishni (ikkita
har xil o'glar atrdfida) uchinchi bir o'q atrofidagi bitta aylanish
orqgali ifoda gilishimiz mumkin. Bu noabel gruppasidir, chunki
a va 6 aylanishlarning ketma-ketligini almashtirsak boshqga
natija olamiz: ah”ba.

. Lorentz almashtirishlari gruppani hosil giladi. Hagigatan,
ikkita  Lorentz; almashtirishi  uchinchi  bir  Lorentz
almashtirishiga teng.  Buni kolrish giyin emas - Lorentz
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almashtirishlari yordamida K sistemadan K" sistemaga
o'tamiz, keyin K' sistemadan K" sistemaga o'tamiz. Oydinki,
biz mana shu K" sistemaga bevosita o'tishni (K —K"') bitta
Lorentz almashtirishi yordamida ham bajarishimiz mumkin.
Lorentz almashtirishlari to'plami uziiksiz bo'lgan Lorentz
gruppasini hosil giladi.

83. Gruppalar nazariyasining asosiy tushunchalari

1. Qismgruppa. Qismgruppa H gruppa G ning shunday
gismto'plamiki, uning ichida gruppaviy aksiomalarning hammasi
bajariladi.  H G ning gismgruppasi bo'lishi uchun H dagi
gruppaviy kompozitsiya qoidasi G bilan bir xil bo'lishi kerak.

2. Chekli gruppa G elementining davri. G ga kirgan
bir element  ni olamiz va uni darajalarga ko‘tara boshlaymiz:
duQi, 9i , mG gruppamiz chekli bo'lgani uchun bu gator takrorlana
boshlaydi. Qandaydir K\ va K6>  butun sonlar uchun

bo‘lsin. Bu degani

gk-h =e.
gi elementning tartibi deb shunday eng kichik n soniga aytiladiki
uning uchun

97 =ce.

bo'lsin. gi, gf, gf, ee¢, <" = e to'plam gf elementning davri,
yoki, cikli deyiladi. Oydinki ixtiyoriy elementning davri
a) G gruppasining gismgruppasini tashkil etadi;
b) bu gismgruppa abel gruppasidir.

3. Qo'shma, sinflar. Berilgan: G - n-tartibli gruppa, H—
uning k -tartibli gismgruppasi. G ning H ga kirmaydigan bir
elementi A ni olaylik: gi € G, g\  H. Quyidagi to'plam hosil
gilaylik: giH = {gihu gih2, 9ihk } Bndi H ga ham va gxH ga
ham kirmaydigan gdelementni olamiz va g¢"Hto'plam hosil gilamiz.
Ushbu jarayonni G da na H ga va na biror-bir g,H ga kirmagan
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element golmaguncha davom ettiramiz. gi * gj bo'lganda glH
va, gjH to'plamlarning umumiy elementi bo'Imasligini ko'rsataylik.
Faraz qilaylik shunday bo‘Imasin, ya'ni, gandaydir giy  gi2 lar
9iznk, hk € H. Ya'ni, gn element gi2H to'plamga kiradigan bo‘lib
chigdi, bu esa boshlang'ich shartimizga ziddir. Shu bilan biz G
gruppasirxi

G = {H, giH,g2H,

ko‘rinishga ega bo'lgan sinflarga bo‘ldik, bu tagsimot H gism-
giuppasining chap yondosh sinflari, yoki. chap qolshma
majmui deyiladil. G gruppasini huddi shunday qilib o‘ng
yondosh sinflarga ham yoyib chigishimiz mumkin:

G = {H, Hg\, Hg,

Ko'rsatganimizdek, bu yoyilmalarga G ning har bir elementi
fagatgina bitta yondosh sinfga Idradi. G ning elementlari soni. n,
H ning elementlari soni k bo'lgani uchun

n

bo'lishi kerak (Lagrange), m soni H gismgruppaning indeks,i
deyiladi.

Yondosh sinflarga yoyilma fagat H gismgruppaga bog'liqdir,
agar H berilgan bo‘lsa ar larni ganday qilib tanlamaylik o'sha
yoyilmaning o'zini olamiz. Sababi - hech gaysi yondosh sinflar
umumiy eiementga ega emas.

Olingan natijadan hulosa,: agar gruppaning tartibi oddiy (hech
gaysi songa bo'linmaydigan) son bo‘lsa bu gruppada gismgruppa
bo‘Imaydi.

4. Qo‘'shma elementlar va sinf. g e G bo'lsin. g —
Pn~1l, G G ni tuzaylik. g va g‘ lar go‘shma elementlar
deyiladi. sifatida gruppaning hamma n elementlarini olib

chigaylik. Hosil bo‘lgan n ta elementli to'plamda K ta har xil
elementlar bolsin: {g\, g% ..., gt-} Ushbu to'plamning ixtiyoriy

VRus tilida - N1eBble CMEX Hble KNacchl, CONPAXKEHHbIE COBOKYMHOCT U CneBa. Inglizchasi - left coséis
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ikki element! ham o'zaro go‘shmadir:
9i =9ix99I', 92 =9i29i2l = 9n9™9i9h9l2 -
=to il)a .
Demak, shunday elementlar to‘plami bitta elementning berilishi

bilan aniglanar ekan.  Ushbu to'plam sinf deyiladi, uning
elementlari soni k shu sinfning tartibi deyiladi.

1. Birlik elementning ozi sinfni tashkil giladi.

2. Birlik elementdan boshqga sinflar gismgruppani tashkil gilmaydi
(ularga birlik element kirmaydi).

3. Gruppaning tartibi sinfning tartibiga bo'linadi.

Har bir cheklangan gruppa, G bir necha qo'shma sinflarga
parchalanadi.

5. Invariant qismgruppa - normal bo‘luvchi. i
tolplam G gruppaning gismgruppasi bo‘lsin. Agar ixtiyoriy g
uchun giHgJt = H,Vgi € G bo‘lsa H G ning normal
bo‘luvchisi, yoki, invariant qgismgruppasi deyiladi. Agar
g € li bo'lsa gt ning go'shma butun sinfi H ga kiradi.
Vofj, QiHg~l —H bo'lgani uchun normal bo'luvchi uchun chap va
o'ng qo‘shma sinflar bir xildir.

Abel gruppasining hamma gismgruppalari invariant gismgrup-
palar bo'ladi.

6. Faktorgruppa. Gruppani uning invariant gismgruppasi
bo'yicha yondosh sinflarga yoyaylik:

G=H+9IH + g2H + mm+ gm~iH. 1)
Quyidagi moslik munosabatlarini kiritaylik:
hi ~ h2, agar h\ h2€ H bo'lsa;

hi k=H2, agar h[, h2 Ggd bo'ls;

h{~ h2, agar h{h2Gg2H bo'lsa va hk.

Sunday moslik (ekvivalentlik) o'rnatilgandan keyin 1-yoyilmadagi
har bir to'plamning bitta gandaydir element! shu to'plamning
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vakili bo'ladi, shu elementni bundan keyingi hamma muloxazalarda
mana shu to'plamning boshga elementlaridan farg gijmaymiz.
Shu bilaii biz G gruppani m ta elementdan iborat boshqga bir
gruppaga aylantirdik,! uning har bir elementi hagiqatda ft//
to'plamdagi hamma elementlarning bir vakili, shu element sifatida
QIH to!plamdagi ixtiyoriy bir elementni garashimiz mumkin.
Gruppaviy aksiomalarning bajarilishini tekshirib chigish qiyin
emas. Hosil bo'lgan yangi gruppa G ning faktor-gruppasi
deyiladi va quyidagicha belgilanadi: G/H.

7. Gruppaning markazi. G gruppasining 0'ziga gqo‘shma
bo'lgan elementlari to'piami shu gruppaning markazi deyiladigan
invariant gismgruppani tashkil giladi. Element o'ziga go'shma
bo'lishi uchun u gruppaning hamma boshga elementlari bilan
kommutativ bo‘lishi kerak. Demak, markaz - abel gismgruppasi
ekan.

Gruppaning hamma elementlari bilan kommutative bo‘lgan
elementlar to‘plami qismgruppani hosil qilishini ko‘rsataylik.
Bunday to'plam elementlarini Zi deb belgilasak (i = 1,2
(albatta, bu to'plamga birlik element ham kiradi, uni, masalan,
2\ —E deb olaylik) ta'rif bo'yicha

Zio ~ fizii  Zj9 —9%j, VgQE£G

bo'ladi. Bundan Zj™g = ZjgZi — gZjZi kelib chigadi.
Demak, ZiZj element ham mana shu to'plamga kirar ekan,
ya'ni, gruppaning hanima elementlari bilan kommutative bo‘lgan
elementlar to‘plami gruppani tashkil gilar ekan. Bu gruppa G ning
gismgruppasidir,
7. Gruppalarning akslantirishlari. Ikkita gruppa (7 vz

gl berilgan bo'lsin. Bu gruppalarning elementlari orasida shunday
o‘zaro bir giymatli munosabat $ -B- g‘i o‘rnatilgan bo'lsinki

;?/j A 8] iian 9%9j +*99%'j kelib chigsin.

Bunday munosabat izpmorf akslantirish, yoki izomorfizm

deyiladi. 1zomorf gruppalar ko'pincha G ~ g‘ deb belgilanadi.
Gomomorf akslantirish - katta gruppa G ning bir

necha elementini undan kichikroq gruppa gi ning bitta elementiga
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akslantirish.  Bunda gruppaviy ko'paytirish qoidalari saglanib
qolishi kerak. Akslaftirishni p: G -» g‘ deb belgilasak gruppaviy
kompozitsiyaning saglanishi )2 —<& g; £ G dan <Yg)<p(g) —
tp(gk), ${ai) € g° ekanligi kelib chigadi. gl ning birlik elementi E’
ga aksianuvchi elementlar to'plami ar £ G gomomorfizm <pning
yadrosi deyiladi:

{9i m<Pi%) = Efe g} = kertp.

izomorf gruppalar bir-biridan faqr gilmaydi (gruppa sifatida).
Agar gomomorf akslantirishda G gruppa o‘zidén kichikrog gl
gruppaga akslantirilsa g‘ gruppa.. G ning asosiy hossalarini saqlab
goladi. ular orasidagi farg nozik masalalardagina namoyon bo'lishi
mumKkin.

Teopema IV.1 Faktorgruppa G/kenp va gruppa g‘ izomorfdir.

Bu teoremani isbot qilish uchun quyidagi uch bosgiehdan
o‘tamiz:

« gomomorfizm yadrosi ke<x>qismgruppani tashkil giladi;
* bu gismgruppa invariant gismgruppa bo'ladi;
* faktorgruppa G/ker ipva gruppa gl izomorfdir.

Avtomorfizm: Agar G gruppa o0‘z-o'ziga gomomorf
akslantirilishi mumkin bo‘lsa bundan akslantirish avtomorfizm
deyiladi. Avtomorfizm ichki va tashqi bo'lishi mumkin. <x{g) —
zgz_1, g £ G avtomorfizm ichki avtomorfizm bo'ladi, bu yerda
z £ G. Ya'ni, g butun gruppa G ni ketma-ket qabul qilsa <z(g)
gandaydir g‘ to'plamga teng bo'ladi, tushunarliki, g* C G. Tashqi.
avtomorfizmga misol: uch o'lchamli evklid fazosini olaylik, undagi
vektorlar vektor yig'indiga nisbatan abel gruppasini tashkil giladi.
Uning elementini X deb belgilaylik. Shu uch o'lchamli fazoda
aylanishlar gruppasini olaylik, uning elementlari z deb belgilansa
fz(X) — 2@ akslantirish ixtiyoriy vektor X ni yana shu fazo
vektoriga o'tkazadi.

9. Sodda va yarimsodda gruppalar. Invariant
gismgruppaga ega bo'lmagan gruppalar sodda gruppa, deyiladi.
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Invariant qismgruppasi bo'lsa ham u kommutativ bo'lmasa gruppa
yarimsodda deyiladi.

10. To'‘g‘ri ko‘paytma. Ikkita G\ va C2gruppalar berilgan
bo'lsin. Shu gruppalarning to'g'ri ko‘paytmasi GX®G2deb shunday
9 —(i/i) 92}, 91 € Gi, g2 € G2elementlar to'plamiga aytiladiki,
undagi g = {gu g2} va gL= {g\, g'2} elementiarning gruppaviy
ko'paytmasi

g9’ = {gig'i, 9291}

goida orqali aniglanadi. Birlik element sifatida e —{ei, 62} xizma,t
giladi. Agar G\ ning tartibi n1va G2ning tartibi n2bo‘lsa G\®G2
ning tartibi N\ x n2ga teng bo'ladi. gi — {px, e2} akslantirish G\
ning G\ ® G2 ga izomorfizmi bo'ladi. Shu ma’noda G\ gruppa
G\ ® G2 ning gismgruppasidir. G2 hagida ham shuni aytish
mumkin. Ikki elernentning ko'paytmasi haqida gap ketganda har
xil gruppalarning elementlarining o'rnilarini almashtirish mumkin;
gi®92 = 92®gi- Demak, G\ va G2gruppalar GX®G2ning invariant
gismgruppalaridir. Teskarisi ham to‘g‘ri: agar biror G gruppaning
Gi va G2 gismgruppalari bo'lsa, ixtiyoriy g\ 6 G\ va g2 € G2 lar
uchun gig2 —g2g\ bo'lsaa va hamma g € G lar uchun q —@g2
bo‘lsa G = GX® G2 boiadi.

84. Misoliar

4.2-misol. Bir elementdan iborat gruppa: To'plam bitta E elementdan
iborat bo'lsin: G : {£}. Uning kvadrati ham shu E ga teng bo'ladi: E2 = E.
Bu to'plam gruppani hosil giladi. Teskari element;: E~Xx—E.

4.3-misol. Ikki elementdan iborat gruppa: G : {E, A}. Bu to'plam
gruppani hosil gilishi uchun A2 = E bo'lishi yetarlidir. Bu holda A~ = A
boiadi. Bunday gruppa ikkinchi tartibli ciklik gruppa deyiladi va 62 deb
belgilanadi. E element sifatida 1 va A element sifatida — ni tasawur gilishimiz
mumkin. Gruppa uchun krpaytirish jadvali:

cy E A
E E A
A A E

4.4-misol. Uchta elementdan tuzilgan gruppa: G : {E, A, 5}.
ko'paytirish jadvali: )
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w>mQ
W>X>mm
mw > >
MW w

Jadval bolyicha AA —B, AB = E, A”1 =B, B“1 —A va h.k. Uch - sodda
son, u xech ganday songa bo'linmaydi, demak, bu gruppa faqgat ciklik gruppa
bo’lishi mumkin. Uni C3 deb belgilanadi. Masalan, A = exp(i24/3) ni olaylik,
Unda B —exp(j47r/3) bo'ladi.

4.5-misol. Tort elementdan iborat gruppa: (E,A,B,C). Uni ikki xil yo'l
bilan tasawur qilishimiz mumkin.

Birinchi yo‘i: (E,A,B,C) <> Ko'rinib turibdiki, AB =
BA = C,BC = CB = A CA = AC = E, yani bu - abel gruppasi.
Undan tashgari A”1 = C, B~1 = B. Bu gruppa ciklik gruppa C4 ning o‘zi:

{1, e™2, ein,e3"2} = fc = 1,2,3A-}-; Gruppaning ko'paytirish
jadvali:

Ci EABGC

A A B c E

B B c E A

C CEAB

Uning bitta, gismgruppasi bor - (E,B) = (1, —1). Bu - invariant gismgruppa:
A(E,B)A-1 = (E,B), B(E,B)B~1 = (E, B), C(E,B)C_1 = (E,B). Bu
gruppaning har bir elementi sinfni tashkil giladi. A va C element)arning tartibi
to'rtga teng: A4= E, C4 —E. B ning tartibi esa ikkiga teng: B2 = E.

Ikkinchi yo‘l: Hamma elementlarning tartibini ikkiga teng deb olaylik:
A2= B2= C —E. Bu holda quyidagi jadvalga kelamiz:

ch EABO

~

E EA BG
A A Ec B
B BC EA

c GBAE

Bu gruppa Cm deb belgilanadi. Ko'paytirish jadvalidan ko'rinib turibdiki
bu ham abel gruppasi: C4 va G gruppalarizomorf emas. CY da uchta
gismgruppani kiritishimiz mumkin: H\ : {E, A}, Hb : {E, B}, Hs :
{E, C}. Ularning hamtnasi invariant gismgruppalarni tashkil giladi, demak
ulaming har biri bo'yicha faktorgruppa tashkil gilish mumkin: {Hi, BH%} =
{(E, A), B,C)}, {H2,AH} = {(£, B), (A, C)} va {H3 AH3} =
{(E. ©). (A B)}

To'rtinchi tartibli gruppani ikkita ikkinchi tartibli gruppalarning to'g'ri
ko'paytmasi sifa,tida tasawur gilish mumkinmi? Ikkinchi tartibli gruppa - C2:
{E, A}, boshgasi yo‘q. Ikkita C2 ning to'g'ri ko'paytmasi:-

C2® C2 = {Ei, A]} {2, A2} = {Eh ® Ei, Ei ® A2, E2 8A], Ai ® A2}
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Hosil bo‘lgan to'rt elementli to‘plam elementlarini o'zaro ko'paytirib chigaylik.
Birinehidan, har bir elementning kvadrati birlik elementga teng:

[Ei @E2)(Ei ®ED = Ei ®Ei\ (E\ SA{Ei ® AD =
— (-Ei 8A2A2) —Ei SE2 (E2® Ai)(E2® Ai) =
= (E2®AIAL) = Ei®E2, (Ai®A)(Ai®A,) = Ei® E2

Ikkinchi elementning uchinchisiga ko'paytmasi to‘rtinchi elementni, uch~
inchining to'rtinchiga ko'paytmasi ikkinchini va to'rtinchining ikkinchiga
ko'paytmasi uchinchini beradi. Masalan,

(E2® Ai)(Ei ®A2) = Ai gA2.

Natijada C2h gruppasining ko'paytirish jadvalini oldik. Demak, ikkita C2 ning
to'g'ri ko'paytmasi C4 ga emas, C2hga izomorf ekan:

Ci® Co = Cah-

4.6-misol. D3 gruppasi. Ushbu gruppa oltita elementdan iborat bo'lib
uning ko'paytirish jadvali quyidagicha ko'rinishga ega:

ko'paytirish jadvali

E A B K L M
A B E M K L
B E A L M K
K L M E A B
L M K B E A
M K L A B E
Jadvaldan ko'rinib turibdiki, K2 —Lr = M2 =. E, AB —A3 = B3 = E.

Topish giyin emaski, K~ =K, L~ - L, B~L= A va h.k.

Gruppaning ichida bitta gismgruppa bor: H := {E, A, B}. Bu - invariant
gismgruppa, y 'ani, ixtiyoriy g € G uchun gilg~\ —H. Masalan, gsifatida K ni
olaylik. Bu holda KH = {K, L, Ai}, KHK_1 := {E, A, B}. Shu invariant
gismgruppa bo'yicha qo’shmato’plamlarga bo'lib chigishimiz mumkin. Birinchi
yo'l: H+ KH. Buholda gruppamiz ikkita to'plamga bo‘linadi: (E, A, B) +
(K, L, M). Agar go'shma to'plamga bo'lish uchun H ga kirmaydigan boshga
elementni olsak, masalan, L, natija yana o'sha bo'ladi: H+ LH = (E, A, B) +
(L, M,K). H ga kirmaydigan element sifatida M ni olsak yana o'sha natijaga
kelamiz. «

Gruppa D3 uchta sinfdan iborat:

Si := (E), S2:= (A, B), S3:= (K, L, M)).

Buni tekshirish giyin emas. E bitta sinfni tashkil gilishi oydin. A ni.olylik,
jadvaldan ko'rinib turibdiki,

EAE =A, BAB-1=A, KAK~I=LK =B,

LAL-1= ML =B, MAM-~}=KM = B.
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Demak, (A, B) bitta sinfni tashkil gilar ekan. Uchinchi sinfni ham huddi
shunday tekshirish mumkin.

Quyidagi grupparii kiritaylik C2: {1, -1} (keyixigi misol bilan solishtiring).
Agar (E,A,B) 5 1va (K,L,M) -* -1 moslik kiritsak yadrosi ker™ :
(Ej A, B) dan iborat D3 -> C2goinomorfizm kiritgan bo'lamiz. Agar (E,A, B)
elementlarni ekvivalent deb (ya’ni, gruppaviy ko'paytirishlarda ularning faqri
yo'q deb) garasak va huddi shunday, (K,L, M) elementlarni ham ekvivalent
deb olsak {G/Veiip} faktorgruppaga kelamiz, u G%ga izomorf bo'ladi.

Ushbu gruppa to'g'ri burchakli uchburchakni tashkil giladigan uch atomli
molekulaning simmetriyalariga mos keladi. Bu yerda birlik element E hamma
atomlarni o'z joyida qoldirishga mos keladi, A element sistemani 2tt/3 = 120°
burchakka burashga mos keladi, B element molekulamizni 2 « 2-m/3 = 240°
burchakka burashni ifodalaydi, K, L, M elementlar esa molekulani 1V.1-
rasmda ko'rsatilgan o'glar atrofida akslantirishni ifodalaydi. Jadvalga kirgan

operatsiyalarning hech biri molekulaning holatini o'zgartirmaydi,’ shuning
uchun D3 gruppasi molekulaning hamma simmetriyalarini ifodalaydigan gruppa
hisoblanadi.

4.7-rnisol. Ciklik gruppa Cn : {a,a2,a3, = E.) Bu gruppa abel
gruppasidir, uning har bir elementi o'ziga qo‘shma bo'lib bir sinfni hosil
giladi. Bunday gruppani biror berilgan o'q atrofida diskret burchaklarga
buralish gruppasi sifatida tasavvur qgilishimiz mumkin. Buning uchun a —
exp{*27r/n} deb olamiz. Ya’ni, Cngruppasining a elementi biror o'q (masalan,
0 o'qi) atrofida 27r/n burchakka buralish elementi bo'ladi. Darhagigat, (X,y)
tekisligidagi ixtiyoriy bir nugtani z = X +iy kompleks son deb garashimiz
mumkin. Shu kompleks sonni eksponensial ko'rinishda z = X + iy = peiv
tasavvur gilishimiz mumkin. Bu liolda az ™ pe™f+2hM vektor z ni 2v/n
burchakka burilganiga teng. Bunday tasawurga o'tsak siklik gruppa quyidagi
ko'rinishni oladi: Cn:{e”'n\ =1}.

Faraz gilaylik, buralish burchaklari diskret emas, uzliksiz to'plamni tashkil
qilsiri. Bunday holni CT0deb belgilaymiz, bunday uzliksiz to'plam C®0:e 0 <
p < 2k cheksiz gruppani hozil giladi. Bu gruppaning har bir elementi
tekislikdagi vektorlarni z - o'qi atrofida < burchakka buraltiradi.

Shu joyda 6-matritsani eslash o'rinlidir. Bu matritsa tekislikdagi
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vektorlarni B burchakka buralishini ta’'minlar edi. 6-matritsalar determinanti
birga teng ortogonal 2 x 2 matritsa bo‘lib ularning 0 < ip < 2n ga mos
keluvchi uzliksiz to'plami (X,y) tekislikdagi buralishlar gruppasini tashkil
giladi. Bunday matritsalai to'plami SO (2) deb belgilanadi. Demak, va
50(2) gruppalarning har bir elementlari orasida o'zaro bir-giymatli moslik bor
ekan, bu degatii, ular izomprf ekan: ~ SO(2). Bu ikkita gruppaga izomorf
bo'lgan yana bir gruppa bor - U{l), bu gruppa moduli birga teng bo'lgan
sonlarning uzliksiz to'plami: U(1) = e O< ifi < 2n. Oydinki,

Coa« 50(2) « U(l).
4.8-misol. Tekisilikdagi
, X[ = a:cos<b+ ysiny> +@; y' = —£sin€+yeos -f& 2

almashtirishlar koordinat o'glarini <p burchakka burash va koordinat boshini
d = (a, b vektorga siljitishga mos keladi. Bu almashtirish natijasida ikki
nuqta orasidagi masofa va fazoning orientatsiyasi 0’zgarmaydi. Parametrlarning
0'zgarish sohasi

O<p<dT, —00<a<00, —00<b<00.

Bu almashtirishlar gruppani hosil giladi, uning nomi - tekislikning
harakatlari gruppasi, uj/50(2) deb belgilanadi. Uning har bir elementi
tpva (a, b) parametrlar orgali beriladi, ya'ni, /50(2) - uch parametrli gruppa.
Koordinat o'glarini pburchakka burab koordinat boshini (a, 6) vektorga siljitish
(ko'chirish) operatsiyasini g<p, a,b) deb belgilaylik, g(ip, a,b) € /50(2).
Elementlarning a — 0,6 = Obo'lgan to'plami 50(2) gruppani hosil giladi,
o(tp,0,0) S 50(2), anigki, jbu to'plam /50(2) ning gismgruppasidir. 50(2) -
abel gruppasi. p= Obo'lgan elementlar 9(0, &, b) to’plami ham gismgruppani
tashkil giladi - tekislikning ixtiyoriy nugtasining («1,61) vektorga va (a2,b2)
vektorga ixtiyoriy tartibda ketma-ket siljishlari shu nugtaning bitta (03 =
ai + 02, 63 = b\ + 62) 'vektorga siljishiga teng. Bu gismgruppa - tekislikni
o0'ziga parallel ko'chirishlari gruppasidir, uni P(a, b) deb belgilaylik. U ham
abel gismgruppasidir. lkkala gismgruppa bitta urnumiy nuqtaga ega, u ham
bo'lsabirlik elementdir (ya'ni, koordinat boshi va o'glarini 0'z joyida goldiruvchi
element </(0,0,0)). Demak, /50(2) ning ikkala gismgruppasi ham abel
gruppasini tashkil etadi, aihmo /50(2) ning o'zi abel gruppasi emas, chunki
9<Pu ai,bhg(tp2z=az,b2),-;'g(ip2, a%b2)g((pi, oi,&i).

P(a,b) gismgruppa /i50(2) ning invariant gismgruppasi (tekislikdagi
ixtiyoriy vektorni avval biror burchakka buraymiz, gandaydir vektorga
ko'chiramiz, keyin shu amallarni teskari tartibda bajaramiz, natijada yana
o'sha vektor kelib chiqgadi).!/S0(2)/P(a, & faktor-gruppani ko'raylik. Faktor-
gruppa nugtai-nazaridan P(a,b) ning elementlari ekvivalent, ya’ni, (0,0)
vektorga ko'chish ham, ixtiyoriy (a, b) vektorga ko'chish ham ekvivalent bo'lib
bitta elementdek ko'riladi Demak, g<p ai, 6j) va g((p, a2, [2) elementlar
faktor-gruppa nugtai-nazaridan farq gilmaydi va ular g(ip, 0,0) ga ekvivalent.
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Demak, 1S0(2)/P faktor-gruppa SO(2) ga izomorf ekan: JSO(2)/P -~
50(2).

( /)50(2) gruppasi ikkita gismgruppadan tashkil topganini oshkora ifodalash
magsadida uning elementlarini g(a(ip),r) deb belgilash qulaydir, bunda
tekislikdagi ip burchakka burash matritsasi a(ip) 6-formulada berilgan (u yerda
u a,W deyilgan), r = (a,6) - ko‘chirish vektoridir.

/50(2) gruppasidagi gruppaviy kompozitsiya (ko'paytirish) qoidasini
keltirib chigarish uchun uning elementlarini quyidagi matritsa yordamida
tasawur gilamiz:

osip simp a\
-sinip cos/p b 1. ©)

0 o 1/

Bu holda tekislik nugtalarini ham uch o’lchamli vektor-ustun sifatida tasawur
gilishimiz kerak:

Bunday tasawur 2-almashtirish qoidasiga mos keladi. Ko'rinib turibdiki

cos(™>i + i sin(v?i + ipd) a2cosip\me62sinipi + ai \
- sin("i 4-t@) cos(d + @) —&2sin~1+62 costpi + &

0 0 1 J
Demak

ips = <p\+<p2, a3 = a2cos(Ni+62sin*x+0i, 63= —azsini+"cosNi+ftj.

@
Vektor belgilashlar kiritaylik: ri = (aj,&x), r2 = («272)- Agar tekislikdagi
ip burchakka burash matritsasini 6-formula asosida a(ip) deb belgilasak 4-dagi
r3 = (a3, 63) vektorini quyidagicha ifodalash mumkin:

r3=o("™x)r2+ri.
Shu bilan /50(2) gruppasidagi ko'paytirish qoidasi topildi:

93 = 9m = g(a(<pi + tpi), a(ipi)r2 + ri).

Ixtiyoriy fazodagi harakatlar hagida gapirganimizda shunday ko'paytirish
qoidasi uchraydi, bunday ko'paytirish qoidasi yarim-to‘g‘ri ko®paytirish
deyiiadi, Odatda yarim-to'g'ri ko'paytma gruppani uning avtomorfizmlari
gruppasiga. ko'paytirishini ta'riflashda ishlatiladi.  Tekislikning harakatlari
hagida gap ketayotganida 50(2) gruppasi P gruppasining avtomorfizmlarini
tashkil giladi, chunki tekislikdagi ixtiyoriy buralish shu tekislikdagi ixtiyoriy
vektorni yana shu tekislikda qoldiradi. Poincare gruppasi - Minkovskiy
fazosining harakatlari gruppasi - hagida gapirganimizda ham yana yarim-to'g'ri
ko'paytmaga kelamiz.
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85. Gruppalarning tasavvurlari

Gruppa elementlari ozining ta’siri orgali aniglanadi. Bu ta’sirni
abstrakt korinishda ko'paytirish jadvali sifatida - aniglashimiz
mumkin. Fizik kattdliklar haqida gap ketar ekan ular matematik
nuqtai nazarddn odatda mos keluvchi chizigli fazolardagi vektorlar
va tenzorlar sifatida namoyon bo'ladi. Vazifa - gruppa
elementlarining mana shu fazo eiementlariga ta’sirini aniglash.

§5.1. Asosiy ta'‘rifiar

Chizigli fazo L berilgan bo'lsin. Ushbu fazo elementlari ma’lum bir
fizik sistemaning holatlarini bildirsin. Bizga ma’lum bir simmetriya
operatsiyalari - ya'ni, ma’lum bir gruppa G - berilgan bo'lsin. Shu
gruppaning ta’siri natijasida L fazo elementlari gandav o'zgaradi?
Magsadimiz mana shu savolga javob berish.

Elementlari matritsalardan iborat va gruppaviy kompozitsiya
goidasi matrik ko'paytma bo'lgan gruppa matritsalar gruppasi
deyiladi. Mana shu L fazoda ta’sir giladigan matritsalar to'plami
F ni topaylik - F : {.Di, £2, Shu to'plam elementlari matrik
gruppani tashkil qilsin. G gruppa elementlari va F gruppa
elementlari orasdida ma'lum bir moslik o'rnatilgan bo'lsin: g;
Di, shuning uchun D;, = D{g.;) deb belgilaymiz.

ta'rif: Agar G gruppa mana shu matrik gruppaga gomom.orf
akslantirilsa

G —F, gi —D(gi)
va har ganday gi G G va ¢? E G lar uchun g2 —gs, iz € G
bo‘lganda

D(gi)D(g2) = D(gs), D@¢) eT,i=1,23

to‘gri heisa topilgan m,atrik gruppa F G ning L fazodagi tasavvuri
deyiladi.

Agar L fazoning o'lchamligi n bo'lsa topilgan tasavvur
F n-o‘lchamli tasavvur deyiladi. L fazo tasavvurlar
fazosi deyiladi. Teskari elementlarning mavjudligi sharti D
matritsalarning aynimagan bo'lishi kerakligini bildiradi:

D(gr') = D-"faj, V*, (5)
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Undan tashqari, D(e) —1I bolishi kerak, bu yerda I -nxn o'lchamli
birlik matritsa. Agar F « G bo‘lsa (ikkala gruppa izomorf)
F tasavvur aniq deyiladi. Bu holda G ning har bir elementiga
Fning bir elementi mos keladi va teskarisi. Agar G ning bir
necha elementi bitta D matritsa orgali tasavvur gilinayotgan bo'lsa
bunday tasavvur noaniq tasavvur deyiladi.

Ikkita tasavvur Ti va F2 ekvivalent deyiladi, gachonki ularni
hosil giluvchi matritsalar o'xshash alrnashtirish A orgali bog'langan
bo'lsa:

Di = AD2A~\ (6)

Bu yerda A matritsa Ti tasavvurlar fazosi L ni V2 tasavvurlar
fazosi L2 ga akslantiradigan matritsa.  Ekvivalent tasavvurlar
bir hil o‘lchamlikka ega bo'lishi aniqdir. Agar ikkita ekvivalent
tasavvurlar bitta fazoda aniglangan bo'lsa A matritsa shu fazodagi
bazisni alrnashtirish matritsasi bo'lib chigadi.

Tasavvurlar keltiriluvchan va keltirib bo‘lmaydigan
bo'lishi mumkin. L fazoda shunday gismfa,zo L\ bo'lsinki (L\ C
L) uning elementlari F tasavvur matritsalari ta’sirida yana shu
gismfazo L\ elementlariga o'tsin. Bunday gismfazo L\ invariant
gismfazo deyiladi. Agar L da hech bo'Imasa bitta invariant
gismfazo Li bo'lsa bunday tasavvur Keltiriluvchan tasavvur
deyiladi. Agar L\ butun L bilan mos tushsa bunday tasavvur F
keltirilib bo‘Imaydigan deyiladi.

Agar L ni ikkita invariant gismfazolarning yig'indisiga ajratish
mumkin bo'lsa: L = L\ © L2, va har bir gismfazoning vektorlari
F tasavvur ta’sirida o'z gismfazolarida qoladigan bo'lsa bunday
tasavvur to‘liq keltiriluvchan deyiladi. Bu holda tasavvur
matritsalari quti-diagonal ko'rinishga keltirililadi:

Bu yerda D - n xn matritsa, u n -o'lchamli L fazoda ta’sir giladi,
D<»- n\ x n\ matritsa, u N\ -o'lchamli L\ fazoda ta’sir giladi va
Di2) - n2x n2matritsa, u n2-o'lchamli L2fazoda ta’sir giladi, n\+
ft2 = n. Bunday tasavvur tasavvurlarning to‘g‘ri yig‘indisi
deyiladi va D(g) —D”™ © D® ko'rinishda belgilanadi.
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x(n) —rD(g) kattalik tasavvur xarakteri deyiladi.
Oydinki,
®ekvivalent tasavvurlar uchun Tri?! =TrD2,
* bitta klass elementlariga mos keluvchi matritsalar xarakterlari
tengdir.
Tasavvur D(g) aniq deyiladi gachonki g\ ¢ g2 bo'lganda £%i) ®
D(g2) bo'lsa.
Unitar tasavvurlar.

Kvant mexanikasida quyidagi ko'rinishdagi skalar ko'paytmalar
ishlatiladi: '

(xy) = 9 XiVi- (8)

Bir bazisdan ikkinchi bazisga o'tish almashtirishini ko'raylik:
X' —Ux, y' —Uy.
Skalar ko'paytmaning saglanishi uchun almashtirish matritsasi U
unitar matritsa bo‘lishi kerak - i —U~x
{x\y") ={Ux,Uy) = (x,U]Uy) = (xy). ©)
Fizik sistemaning simmetriyasi hagida gap ketar ekan unga
mos keluvchi almashtirishlarda sistemaning holatida o'zgarish

bo'Imasligi kerak. Shu sababdan. tasavvur matritsalarining unitar
matritsa bo‘lishi muhimdir.

Teopema 1V.2 Cheklangan gruppaning ixtiyoriy keltirilmaydigan
tasavvuri unitar tasavvurga ekvivalentdir.

Isbot: D(gi),i = 1 , 2 matritsalar G gruppaning n
oichamli L fazodagi keltirilmaydigan tasawurini tashkil qilsin.
Quyidagi matritsani tuzaylik:

! i
Ko'rinib turibdiki [ - ermit matritsa; A* = Yli ~
Demak, uni biror unitar matritsa St = 5“1 yordamida diagonal
ko‘rinishga keltirish mumkin:
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bu yerdka D = SDS 4 Bu diagonal matritsaning diagonal
eiementlari musbat aniglangan:

dgg = 'y ; Dltg(gi)Dfia(gi) — Oafa)Dftafa) ~
wft i.ft
= \Dft*(9i)\2 > 0
ifi
Bu matritsaning diagonal elementlaridan ildiz chigarib da2ulardan
tuzilgan diagonal matritsani dl'2 deb belgilaymiz.  Olingan
matritsa ermitdir: d — d12. Agar shu matritsa yordamida
Dfa) ga ekvivalent bo'lgan yangi Ufa) = d¥2Dfa)d~12 matritsa
kiritsak u unitar bollib chigadi. Buni ko'rsataylik:
U\gi)Ufa) =dr*D *d~rd~*D ~Adri™ =
-=d~-~"D \gi)dDfa)d-lI2.

Ammo fa)dDfa) —d, demak.
Ulfa)Ufa) =d-wddr* = 1.

Demak, ixtiyoriy Kkeltirilmaydigan tasavvurni unitarga aylan-
tirishimiz mumkin:

Ufa) = dd2SDfa)S~1d-112,  Ch= U-\

Kompleks go‘shma tasavvur Agar F tasavvurga kirgan
hamma matritsalarni ularning kompleks go'shmasiga almashtirib
chigsak yangi tasavvurni olamiz:

Dfa) -+ D*fa).

Hosil bo'lgan tasavvur umumiy holda boshlang'icb tasavvurga
ekvivalent bo'lmaydi.
Regular tasavvur. Quyidagi matritsalarni kiritaylik:

D«fe)= {J;fg,w ibO0'lsai cio)
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Bu matritsalar n x n o'lchamli tasavvurni hosil giladi. Isboti: bir
tomondan

T T 1, 9kgj = 9i i - oh yoki, gkormgi = 9i bo'lsa;
DD — 0, akgjhold;.vagngl gh yold, AT = S bo'lsa

ikkinchi tomondan

Demak

&(@kiD{Om) —D{gkom)’

85.2. Schur lemmalari

Schurning 1-lemmasi

Lemma: Keltirilmaydigan tasavvur matritsalari Dfa) ning
hammasi bilan kommutativ bolgan matritsa A birlik matritsaga
proportsionaldir: A = XI, bu yerda X - son.

Isbot: Shart bo'yicha

AD(gi) = D(gi)A, VgieG. (11)

Demak
= A'D\J9i), % £ G.

Ammo D'(g) —D~I{g) = D{g~I). Ushbu munosabat ixtiyoriy gt
uchun o'rinli bo'lgani uchun ohirgi tenglikni

D{g)A' = A'D{gi\ Wi £G, (12)

deb yozib olishimiz mumkin. Agar I —A + val] = i(A. —
AN ko'rinishdagi ermit matritsalarni kiritsak 11 va 12 formulalarni
darhol quyidagi ko'rinishka keltiramiz:

D{gi)H —IID(gi),  D(gi)J =JD(g.l), Wie G. (13)

Hva J matritsalar ermit bo'lgani uchun ularni diagonal ko!rinishga
keltirish mumkin:

SHS-1=h, TJT-x=j. (14)
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N«a 13 formulalar

NSHS”1=SHS-'SDS-1 yoki, SDS~Ih=hSDS~I
(15)
va

IMIT~I=TJT~ITDTI yoki, TDT~Ilj =jTDT~X

(16)
kcahlarga Kkeltiriiadi.  Shularning birinchisining (y)-matrik
eltlarini oiaylik:

(SDS-%hkj=hik(SDS-%. (17)
hhkSki ekanligini hisobga olib olingan forinulani rlarhoi
{SDS-%(hi- hj)=0 (18)

kjshga keltiramiz. Oydinki, i ” j bo'lganda yoki hi = hj, yoki
({% —0 bo'lishi kerak. Ikkinchi imkoniyat tasawurning

Hnaydiganiigiga ziddir, shu sababdan birinchi imkoniatni
oferak:

hi = hj, ixtiyoriy i vaj uchun. (19)
sin h matritsaning birlik matritsaga proportsionaliigmi isbot
q\SQ@ —a deb belgilasak h = dl ko'rinishga ega bo'lamiz.
Bp-ni esa

H—A-i-.d = al

Huddi shunday mulohazalar asosicta
J=i{A- A") =8I
eUni isbot gilishimiz mumkin. Demak,

A=\{a- iB)I = Al (20)
d

S<)g ikkinchi lemmasi

La. DW va D(j) matritsalar G gruppasining ikkita
knaydigan tasawurlari bo'lsin. Ularning oichamliklari mos
na rii x ni va tij x rij bo'lsin. Agar rii x nj olchamli A

D%)A =AD™g)y VMe G, (21)
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munosabatga bo‘ysunsa 1) har xil o'lchamli Kkeltirilmayc
tasawurlar uchun A nolga teng: 2) bir xil o'lchamli noekviv®
tasawurlar uchun ham A = 0; 3) bir xil o'lchamli ekviva
tasawurlar uchun A - aynimagan matritsa (det A ~ 0).
Isbot. I
Awalgi paragrafda 11- dan 12-ga o'tganimizdagi mulohazal
gaytarib 21-dan

A"D(\g) = D®(g)A\ VgeG

kelib chigishini topamiz. 21-ni chap tomondan  ga va 22-ni (
tomondan A ga ko'paytirsak

A*D®(g)A = A'AD® {9), A*D®{g)A = D™M\g)A™A
larni olamiz. Bulardan
A]JAD®(g) '= D{j)(9)AIA, VgeG (

ekanligi kelib chigadi. 21-ni o‘ng tomondan A* ga va 22-ni ¢
tomondan A ga ko'paytirib

AA'D®(g) = D®(g)AA\ Mge G

ekanligini ham topamiz. Schurning birinchi bo'yich
rij ollchamli kvadrat matritsa- 4+ birlik matritsaga. elcvi
AMA —fil, huddi sv="Jay "~ ~ o lenamli kvadrat mairit.s
ham bid’1 A" tritsaga ekvivaient: AA> = Al, bu yerda jj
srhiat. Demak, det AMA = fini va detAAN = A4

rii —rij bo Isin. Bu holda A matritsa kvadrat matritsa bJLdi
va det AU = jdetAj2 = det A*A Dbo'lishi kerak uchun A=
bo'ladi. Agar A= fi ~ 0 bo'lsa A ning teskarisi mavjud, dnak,
21-ni

D %) = AD®(g)A~\  VgeG '25)

ko'rinishga keltirish mumkin. Hulosa: bu holda DW va 3(j)
tasawurlar ekvivaient. Lemmaning uchinchi gismi isbotlandi.
Agar A =m ix = 0 bo’lsa A aynigan matritsa bo'ladi, 25-
ko'rinishdagi munosabatni yoza olmaymiz, D® va D® tasawurlar
noekvivalent bo'ladi. Lemmaning ikkinchi gismi isbotlandi.
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77 rij bo'lsin, aniglik uchun ra= > n3 deb olaylik. Bu
hA matritsani nollardan iborat bo‘lgan ustunlar bilan to‘Idirib
kit kolrinishga keltiramiz, yangi matritsani B deb belgiiaylik,
Atritsalar uchun huddi A matritsalar uchundek 23- va 24-
fllalar o'rinli bo'ladi, demak, BB matritsa diagonalida bir
xn turgan matritsa bo'lishi kerak. Ammo uning diagonalining

elementlari nolga teng, demak, uiarning hammasi nolga teng.
ljan kelib chigadi A ham nolga teng. Lemmaning birinchi gismi
andi.

chur lemmalaridan muhim hulosalarga kelamiz:  agar

bo'Imagan matritsa qandaydir tasavvur matritsalari bilan
ljnutativ bo'lsa bu tasavvur keltiriladigan bo'ladi. Har xil
ilmaydigan tasawurlar bir-biri bilan bogiangan bo'lishi
ijkin emas.

Misollar

,9-misol. Abel gruppalarining hamma keltirilmaydigan tasawurlari bir
ojmlidir.

:bot. Kommutativ gruppalarning ta'rifi bo'yicha D(gj)D(gj) =
LD(gi) ixtiyoriy tasavvur matritsalari uchun. Shulaming birini, faraz
gk D(gj) ni, yugoridagi A matritsa deb garasak uning birlik matritsaga
ptsional ekanligini topamiz: D(gj) = jxI, p - son. Ammo, ta'rif bo'yicha

- keltirilmaydigan tasavvur matritsasi, u diagonaldagi elementlari noldan
ft diagonaldan tashgari elementlari esa nol bo'lgan matritsa bo'lishi

n emas. Demak, u bir o'lchamli matritsa, ya’ni, oddiy funksiyadir.

10-misol. Abel gruppalarining keltirilmaydigan tasavvurlarini toping.

I?;el gruppalari uchun kompozitsiya gonuni go'shishga tengligini hisobga
o

D(a{)D(a2) = D(ai + a2)

dfjsak, uni «i bo'yicha differensiallasak va a.i = 0,a2 = a deb olsak
dD(a)
da

mubatga kelamiz. D'{0) = k deb belgilasak bu tenglamaning yechimini
datopamiz:

D'(0)D(a) =

D(a) = cexp(/ta), C = const. (26)
Talar unitar bo'lsin desak K= ik deb olishimiz kerak:

D(a) = cexp(ifea). (27
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4.11-misol. Ciklilc gruppa Cnning keltirilmaydigan tasawurlarini tc
Yechim. Cn gruppa ciklik bo'lib {jE, a, @\a3,... ,an-1} element!
iborat. Bunda o™ = E bo'ladi. Oydinki a-nchi elementning tasawuri sifa

Ofa) = exp | —

deb olishimiz kerak. Shunga yarasha
i 2ikir
a*=exp(— ), k=0,1,2,3,...,n—1
\'n
bo'ladi. Ko'rininb turibdiki, akiaki = aki-+H*
4.12-misol. Tekislikdagi buralish gruppasi C«, ning keltirilmayd

tasawurlarini toping
Yechim. Ixtiyoriy if burchakka buralish elemerrtini g(ip) deb belgili

unga

9(tp) = = exp(<)
tasawur mos keladi. Tasawurlar uchun asosiy bo'lgan
B2 = +)

hossani tekshirish giyin emas. Bu tasawurning bazisi sifatida bir o'lch;

kompleks sonlar fazosini olishimiz kerak. Rostdan ham, z = X + iy

kompleks sonni olaylik. Unga D(ip) tasawur bilan ta’sir gilaylik:
D™\ip)z = pexp(i(4>+ ip)) = Z'.

Yangi hosil bo’lgan kompleks vektor Z' uzunligi o'sha p ga teng bo'lgan, ar
yo'nalishi Ip burchakka buralgan vektordir.

Demak, bir o'lchamli keltirilmaydigan D”(ip) tasawur bir o'Ich
kompleks vektorlar fazostda ta’sir gilar ekan.

4.13-misoi. To'g'rilchiziq R1 deb belgilanadi. lining nugtalari go'shi
nisbatan abel gruppasini tashkil giladi. Bu gruppaning Keltirilmayd
tasawurlari bir o‘lchamlidir.

% )= ("';), « 6 R1
matritsa shu gruppaning-keltiriladigan tasawurini hosil gilishini ko'rayli

p@p@=(JA)(J?)=(c 1~ ) =oEi+e

Tasawur keltiriluvchan, jammo, to'liq keltiriluvchan emas. Bu 2 x 2 tasf
2-o‘lchamli fazoda ta’sir tjiladigan matritsa, ikki o'lchamli fazo elementin

~ N deb belgilab unirig invariant gismfazolarini topamiz:
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Bu munosabatlarning yechimlari A = 1, £2 = 0. Demak, £ = qn

vektorlar invariant gismfazoni tashkil giladi. Ammo C = ~~ ~ vektorlar

invariant gismfazoni tashkil gilmaydi. Demak, umumiy ikki o‘lchamli fazo
ikkita invariant gismfazoga parehaianmaydi. Shuning uchun D(a) rnatritsa
blok-diagonal ko'rinishga keltirilmaydi.

4.14-misol.

DW.L5P)ASHE "e3ktiH i (78
rnatritsa tekislikda buralish gruppasi G”™ ning to'lig keltiriluvchan tasawuri

ekenligini ko'rsating.
Yechim. Ikki komponentali haqiqiy vektorlar fazosini kiritaylik:

(29)

Bu - yana o‘sha tekislikdagi vektor, tekislikning ixtiyoriy nuqtasigayoki hagiqiy
ikki komponentaiik vektorlarni, yoki bir komponentalik kompleks son z = X+iy
larni mos keltirishimiz mumkin. Ko'rinib turibdiki,

( X"\ _ (eosif —sing>\ 1 x \ _f XOOBIp—ysinip

[y'J ~\s i cosip ) \Y) ~ \xsinip+ ycosip (50

Bu esa tekislikdagi (X,Yy) koordinatali radius-vektorni <p burchakka burash
formulasi.

Endi D® tasawurning keltiriladigan tasawur ekanligini isbot. gilamiz.
Buning uchun uning ustida

A= }/2( \ [) @D
unitar rnatritsa yordamida 0‘xshash almashtirish bajaramiz:
AD"NA-Ll«m ( 4oy (32)

Demak, D/ tasawurimiz ikkita bir o'lchamli keltirilmaydigan tasawur
laxning to‘g‘ri yig'indisigaga keltirilar ekan:

= EWap D,

yoki,

oB-(T A)- i33»
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Keyin ko'ramizki, 28-ko‘rinisMagi matritsalarning o'zi alohida bir gruppani
tashkil giladi, bu .gruppa SO(2) gruppasi deyiladi.

4.15-misol. Dz gruppasining tasawurlarini toping.

Agar har bir elementning tasawuri sifatida birga teng sonni oladigan
bb'lsak gruppaning trivial tasawurini topgan bo'lamiz. Bu tasawurning
hech gizig'i yo'q, ammo quyida keltirib chigarilgan juda muhim ortogonallik
rnunosabatlarida uning ham o'z o'rni bor. Shunday qilib, tasawurlarning
birinchisi sifatida quyidagi jadvalni oiishimiz mumkin:

E A BK LM
111111

Gruppaning ko'paytma jadvali bajarilganligi shubhasiz.
Ikkinchi tasavvur sifatida quyidagini olaylik:

EABKLM
DM 1 1 1 -1 -1 -i

Bu gal ham gruppaning ko'paytma jadvali bajarilganini ko‘ramiz. Sunday
tasawur £3 ning sinflarga parchalanishiga mos keladi. Shu bilan bir o'lchamli
tasawurlar tugaydi.

Ikki o'lchamli tasawurga o'taylik. Bu tasawurning bazisini quyidagi
ve'ktor-ustunlar tashkil giladi:

ri % 11 (34)
| .

\S -Vi
Ko'rinib turibdiki, bu vektorlar 1-, 2- va 3- atomlarning tekislikdagi
koordinatlari. ~ Simmetriya operatsiyalari atomlarning o'rinlarini ma’lum

tartiblarda almashtirishi kerak.
Birlik elementning tasawurini topish oson:

DNE) g )

A element uchburchak bo'lib joylashgan atomlarni (X,y) tekisligida 120°
burehakka burash operatsivasi edi. i- atomning koordinatlarini deb
belgilasak bu atom buralish natijasida

cos 120° —sin 120° \%S

sin 120° cos 120" " X S H I d

koordinatlarga ega boladi. Demak, A elementning ikki o‘lchamli fazodagi
tasawuri sifatida

(35)

1

A<= - -
2 2
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matritsani olishimiz kerak. B element 240° burchakka buralishga rnos keladi,
uning tasavvuri sifatida

/oy COS240° -Sin 240° i I%
DAB) = inaaoe c0s 240° az L

matritsani olamiz. ko‘paytirish jadvali bo‘yidm A2 B, olingan matritsalar
shunga mos kelishmi ko'rish giyin emas: m

ds\a)df\a) = DE\B).

K elementga kelsak u 2-nchi va 3-nchi atomlarning o'rnini almashtirish
operator! edi, bunda 2- va. 3- atomlarning koordinatalari uchun

(36)
ni olamiz, birinchi atomning esa koordinatalari 0'zgarmaydi. Ammo uning X-
koordinatasi nolga tengligini hisobga olsak 1-atom uchun ham 36-formulani

ishlatishimiz mumkin. Demak, K elementning tasavvuri sifatida quyidagi
matritsani olishimiz kerak:

D= T )

Qolgan matritsalarni ko'paytirish jadvalidan foydalanib topishirniz mumkin.
Masalan,

DML) = D®{K)D®(A) =

D®(M) = D®(K)D®(B) =

Natijani bir jadvalga yig'aylik:

T Ti'
10 -i -VS -1 V3
239 01 v -1 -n/3 -1
..... RPN \Y |
W it 1 V3\ it 1 —/3\
2 (I I) svas 1) H -V3..-i )
4.16-misol. 8misoldagi 1SO(2) gruppasi. (3)-matritsalar shu

gruppaning 3 x 3 olchamli tasavvurlarini tashkil giladi. Bu matritsalar 1SO(2)
gruppasining aniq tadsawurini beradi, chunki ar ¢ g/6bo’lganda T{g{) ¢ T(g";)
bo’'ladi.
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1SO{2) gruppasining kompleks 2 x 2 matritsalar orqali beriladigan
tasawurini ham topish niumldn. Buning uchun har bir g(ip, &, b) harakatga

o= 1) 3¢/

matritsani mos keltiramiz, bu yerda g —a+ib. Tekislikdagi ixtiyoriy r = (X,Y)
nugtani ham ikkki komponentalik kompleks ustun sifatida tasawur gilarniz:

Shu bilan (3)- va (37)-matritsalar /50(2) gruppasining 3 x 3 va 2 x 2 o'lchamli
tasawurlarini beradi.

§6. Tasavvur bazisi
86.1. Tasavvurning bazisga ta’siri

Ma’lumki ((21)-ga garang) n o'lchamli fazoda chizigli almashtirish
bajarilganida vektorning komponentalari

Aj = aijA]j, i,j —1,2,
goida bo'yicha o‘zgarad.i, bu yerda a - almashtirish matritsasi.
Gruppaning n o'lchamli tasavvurlari ham n o‘lchamli fazolarda
almashtirish matritsalari rolini o‘ynaydi. Gruppaning g elementiga
chiziqli fazoda Tgoperator mos go'yiladi. Uning ta’siri quyidagicha
ta'riflanadi:
~ Dji(g)ej- (38)
J
Bu ta'rif yuqoridagi ta‘rifga mos kelishini ko‘rish giyin emas:
TgA = Tgy ; Affii ="2 AiFgQi=~ AiD ~fe =
i i ij

v f v Dit(g)Aij ei=Y, Alie>= A"

j N\ / j
0 ‘zining ta'rifi bo'yicha D”*g) matritsa Tg operatorning & va e,
vektorlar orasidagi. matrik elementidir, 38-ta‘rif shunga ham mos
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kelishini ko'rish giyin emas:

(ekTgei) - (Tgki=  Ddg)(ek, *j) = Y Dji(g)5kj = Dki(g).
j 3

Asosiy magsadimiz kvant sistemalar bo'lgani uchun bazis
vektorlar sifatida funksional fa,zolarning elementlari - funksiyalarni
garaymiz.

Bizga biror fizik sistema berilgan bo'lsin, shu sistemaning
to'lgin funksiyasini ip(r) deb belgilaylik. Bu to'lgin funksiya k-
o'lchamli L fazoning elementd bolsin. Fizik sistema ustida g
almashtirish bajarayiik.  Sistemaga kirgan vektorlar r' = gr
ko'rinishda o'zgaradi. g E G bo'lsin, ya’ni, bajarilgan almashtirish
simmetriya operatsiyasi bo'lsin.  Birinchi bob §2.-paragrafdagi
terminologiya bo'yicha bu - aktiv almashtirish, ya’ni, koordinat
o'glari o'z joyida turibdi, r vektor almashinayapti.

L fazoda ortonormal bazis {"(r), * — 1,2,..,&} berilgan
bo'lsin. Shu fazoda G gruppasining k x k o'lchamli matritsalardan
iborat F : {D(gi), i = 1,2,..., n} tasavvuri ta’'sir gilayotgan bo'lsin.
Agar G gruppasining g elementiga mos keluvchi operatsiyani Tg
deb belgilasak uning L fazosidagi ixtiyoriy funksiyaga ta’sirini
quyidagieha belgilashimiz mumkin:

Tg>(r) -» (Tg#=>)(). (39)

Biz bu bilan Tg operator L fazoning element!  ga ta’sir gilayot-
ganini ko'rsatmoqchimiz, bunda g element yuqorida aytganimizdek
radius-vektor r ga ta’'sir giladi: r' = gr.

L fazodagi chizigli almashtirishning ta'rifi bo'yicha

(Tgridi(r) = $(r) - Mig-1r) = DOi{g)"i{*)-  (40)
R

g almashtirish L fazoda Dp(g) matritsa orqali tasavvurlandi.
ta'rifning birinchi gismi quyidagi ma’noga ega. (Tap)(r)
funksiya almashtirilgan r' nuqtaga mos keluvchi almashtirilgan
(Tgib) funksiyadir, ikkinchi tomondan u eski r nuqtadagi eski if)
funksiyaning o'zidir:

{Tg)i(r) = ipl(r') = ipi(r) = ipiig” 1r’). (41)
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Agar ipi funksiyalar (40)-formulaga bo'ysunsa ular G gruppasining
L fazodagi F tasawurini amalga oshiradi deyiladL

(40)-formula hagigatan ham tasavvurlarning ta‘rifiga mos
kelishini ko'rsataylik. Tasavvurning ta'rifi bo'yicha

Dij{9i)Djk(g2) - Dik{gig2).

Tekshiraylik:
TATR)i(v) = Tgil2Dji(g2)tj(r) = =
[ jk
= YkIDk’\9ig2’\ A= = Tgmipi(r).

§6.2. Hamiltoniannmg invariantligi

Nomeri Z bo'lgan atomning hamiltoniani (spinlarni hisoba olmay
turganda) quyidagi ko'rinishga ega:

fia ” JL Ze2 e2
SR B
Albatta, n = Z bo'ladi. rt - i - nchi elektronning radiusi,

Tij—¢—nchi va j —nchi elektronlar orasidagi masofa. Koordina,t
o‘glarini ixtiyoriy burchakka buraylik ((19)-formuia bo'yicha) -
x ->x\y ->y', z'-> z'. Laplace operatori bu 0(3) gruppasining
almashtirishlariga nisbatan o'zgarmasdan qoiadi, hamiltoniandagi
ikkinchi va uchinchi hadlarga kirgan masofalar ham aylanish
almashtirishlariga nisbatan invariant bo‘ladi. Yangi hamiltonian
eski hamiltonianga teng bo'‘lib chiqdi:



Bunday hol harniltonianning invariantligi deyiladi.
Schrédinger tenglamasiga kelaylik:

Hip(x,y,z) = Eip(x,y,2). (42)

Yuqoridagi almashtirishda Schrédinger tenglamasi quyidagicha
o‘zgaradi:

y\z') = E"N\X', y\ Z). (43)
Harniltonianning invariantligi H' = H ni hisobga olib uni
Hipl(x3y*,z") = Eip,(x",y>z’) (44)

ko'rinishga keltiramiz. (42)- va (43)-tenglamalardan hulosa:
hamiltonian biror almashtirishlarga nisbatan invariant bo'lgan
holda energetik satxlar aynigan bo'iadi, bitta energiyaga bir nechta
to'lgin funksiya mos keladi.

Harniltonianning invariantligini operator formaga keltiramiz.
(42)- tenglamags Tg operator bilan ta’sir gilamiz:

TgHT~Tglp = ETgll).

(43)-tenglamaga kelish uchun Tgip = 'if va TgHT~1 —H" deyish
kerak, Harniltonianning invariantligi 11" —H edi, demak,

TgHTgl=H = TgH- HIg=[TgH] =0

Energetik satxning aynish Kkarraligini n deb olaylik.  Asosiy
tasdiqga o‘tamiz: agar H hamiltonian G gruppa almashtirishlariga
nisbatan invariant bo'lsa, bitta energetik satxga tegishli {L
ipi, i —1 , 2 to'lgin funksiyalar to'plami G ning ma’lum
bir keltirilmaydigan tasavvurining bazisini tashkil etadi.

Buni isbot qilish giyin ernas. Bir tomondan ixtiyoriy e L
va tjji2e L lar uchun uchun

Ciln+Qi'2e L,

ya'ni, L to'plam chizigli fazoni tashkil giladi. Ikkinchidan bu
chiziali fazo invariant fazodir chunki ixtiyoriy &k & G uchun
T9& €L:

HTg™ = H DMih = E DA9kW.j=EV]DB(9k)i[V
i j i
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dan ixtiyoriy gk uchun YN Dji(9k)"j ham {L : iphi =
1 ,2 ,n} to'plarnga tegishli ekanligi kelib chigadi. Demak,
Dji(gk) keltirilmaydigan tasawur matritsalari ekan.

Sistemani tashqi :maydonga Kkiritaylik.  Tashqgi maydonga
mos keluvchi g'alayonlanish operator! V gandaydir simmetriyaga
ega bo'lsin. Yangi hamiltonian H + V ning energetik satxlari
hagida nima deyish mumkin? Agar V ning simmetriyasi H ning
simmetriyasidan yuqori bo‘lsa sistemaning toTig simmetriyasi H
ning simmetriyasiga teng bo'ladi, energetik satxlarning aynish
darajasi o'zgarmaydi. Agar V ning simmetriyasi H ning
simmetriyasidan past bo'lsa sistemadagi aynigan satxlarning bir
gismi parchalanishi mumkin. Masalan, vodorod atomini z~olqi
bo'yicha yo'nalgan tashqi rnagnit maydon B = (0, 0, B) ga
kiritaylik. Bu holda V. — — /&« B = —Rz2B — —mB
bo'ladi (B - Bohr magnetoni), 0(3) gruppasiga nisbatan simmetriya
golmadi, ammo 2—o'qi atrofida aylanish (unga 0 (2) gruppasi mos
keladi) simmetriya operatsiyasiligicha goladi. Natijada sistemaning
simmetriyasi 0(3) -» 0(2) gacha pasaydi. Har bir | ga mos
keluvchi aynigan m =\, —++1, ..., 1—1,1 satxlar parchalanadi,
chunki ularning har biri o'zining energiyasiga ega bo'ladi. 0 (2)
gruppasi abel gruppasidir, uning Kkeltirilmaydigan tasavvurlari
bir oichamli, natijada vodorod atomining to'lgin funksiyalari
hosil gilgan keltiriladigan tasawur bir o'lchamli keltirilmaydigan
tasawurlarning to'g'ri yig'indisiga aylanadi.

4.17-misol. (kerakli joyga qo'yish kerak) Vodorod atomining energetik

satxlari:
Ry me4

b, - j, _y~ n~
n - bosh kvant soni, orbital kvant soni | —0,1,2,..., n —1 giymatlarni gabui
giladi. Vodorod atomining; to'lgin funksiyalari

&, 9 —RlirYYimiy ;p
Radial funksiya Rni{r) La”uerre polinomlari orgali ifodalanadi, burchaklarga
bog'lig'lik sferik polinomlai Yim(i3, tp) orgali ifodalanadi. Coulumb maydonida
harakat sferik simmetriyaga ega. Sferik simmetriya 50(3) gruppasi orgali
ifodalanadi. Bu gruppaning keltirilmaydigan tasavvurlari DI 812.-paragrafda
topilgan.  Ulardan kelib chigadiki, bir 1 ga tegishli 21 + 1 ta to'lgin

funksiyalar mana shu keltirilmaydigan tasa,vvur bazisini tashkil giladi. | =
0,1,2, ...,n —1 ekanhgi shuni bildiradiki, ma’lum bir n ga mos keluvchi En
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=
satx !/5’:’;)(2/-}- 1) = n2 ta gismlarga parchalanadi, ular D71, D7

keltiriimaydigan tasawurlar bo'yicha almashinadigan bazislarga mos keladi.
Ya'ni, En ga mos keluvchi to’lgin funksiyalar to‘plami keltiriladigan tasawur
bazisini tashkil giladi. bu bazisga asoslangan fazo har biri ma’lum bir DI
bo'yicha almashinadigan |n(n —1) ta invariant gismfazolarga parchalanadi.
4.18-misol. Bir o'lchamli garmonik ossillator.
Bir o'lchamli garmonik ossillatorning hamiltoniani

ustida quyidagi almashtirish bajaraylik:

P V- v w ae) @ @

Natijada hamiltonian magsadimizga qulay quyidagi ko‘rinishga keladi:

H = ~Y(@a™+ a*a)- 47)
Ko'rmib turibdiki, hamiltronianimiz
a—=*a =aQ a) —=d"= a'e~la (48)

almashtirishlarga nisbatan invariantlik hossasiga ega:
H = + efta’) = ~(aa* + a)a) = H. (49)

Bu almashtirishlar U(1) gruppasini tashkil etadi, demak, hamiltoniammizning
har bir energetik satxiga mos keluvchi tollgin funksiyalar to'plami shu
gruppaning keltiriimaydigan tasawurlari bazisini tashkil giladi. Ammo t/(l)
grappa - abel gruppasi, uning keltiriimaydigan tasawurlari bir o'lchamlidir.
Demak, bir ol!lchamli garmonik ossilatorning har bir energetik satxiga bitta
to'lgin funksiya mos kelar ekan. Boshqa so‘z bilan aytganda, ossilatorimizning
energetik satxlari aynigan emas ekan.

87. Ortogonallik munosabatlari

Bizga n-nchi tartibli G gruppasining ikkita D®(g) va D® (g) keltir-
iimaydigan tasawurlari berilgan bo'lsin, ularning o'lchamliklari
mos ravishda nt x n* va rij x rij bo'lsin, Bu holda
£ DfJ(99D %) = (50)
9
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ekanligini ko'rsataylik.
Quyidagi matritsani tuzamiz:

MW =Y , De{9~1)BD{j){o\ (51)
9

bu yerda i,j matritsa indekslari emas, matritsa nomeridir. B
matritsaga kelganimizda u ixtiyoriy n* x nj o'lchamli matritsa
bo'lsin. Ko'rinib turibdiki,

9

=Y ,D” ~ 1)BD{j\99i) =
9 9
x BD™M\ggi) = D*igAYADAQTABD”h) = D % XM\
h

Olingan natija
M A D [j]\gi) = D™M\gi)M~"
ga Schurning ikkinchi lemmasini qo'llasak
i N.] bo'lganda =0, (52)

i — ] bo'lganda esa MW birlik matritsaga proportsionalligini
topamiz:

M (“) = bl
B matritsa sifatida fagatgina 7a element! birga teng, boshga

hamma elementlari nolga teng matritsani olaylik: BIQ — 1. Bu
holda

Y,D % -1)D%) =~ Stik> (S3)
9\ , *
munosabatga kelamiz: Bu munosabatda i —] deb a/? bo'yicha

yig'indini olamiz;

EDal(g)Del(g~x) :l:yani:nSia. (54)
9
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Bu tengiiklarning birinchisi Dak matritsaning o'lchamiigi n* x n;
ekanligidan kelib chigadi, ikkinchisi esa Dal(g)Dal(g~1) = Sa7 dan
va gruppa G ning tartibi n ga tengiigidan kelib chigadi. Shu bilan

Ba—n72
T
ekanligini topdik. Agar keltiriimaydigan tasawur uchun

Dia{g) = D~I(g) = = Dai(g)

ekanligini eslasak (50)-formulaning isboti tugaydi.

Ortogonallik munosabati (50) xarakterlar uchun muhim
bo'lgan natijaga oiib keladi. (50)-da («7) va (a/3) indekslar
bo'yicha yig'indilarni olaylik:

E x (i),(9)xW(9) =ni,j. (55)
9

Bu munosabat keltirilmaydigan tasavvurlar xarakterlarining ortog-
onalligini bildiruvchi munosabatdir, uni ochib yozaylik:

XWHEKOE) + XTGP +xwiepw@® =

undan keltirilmaydigan tasawur xarakterlarining ma’lum bir
n o‘lchamli fazoda ortogonal vektorlar sistemasi {x*"\'i —
1, 2, ni} ni tashkil etishi kelib chigadi.

Eslataylik, bir sinfning ichidagi elementlarga mos keluvchi
tasavvurlar harakterlari bir-biriga teng, agar gruppada s ta sinf
bo'lsa, har-hil xarakterlarning soni ham s ta bo'ladi.  Shu
sababdan yuqoridagi qatorni hagiqatda quyidajgicha yozib olishimiz
to‘g‘riroqdir; .

+ X ([(P{d2)X{NG2) + oo + r X®*(ga)x®(g*) =
= }IncX WH(Ne)xW () = n6ijt

(57)
bu yerda r* - fc-nchi sinfndagi elementlar soni, gu - fc-nchi sinfga
tegishli bir element.



Yugoridagi munosabatning i —j dagi. hususiy holi:

E IXWR=¢r* | x {HEDHR=n. (58)
9 k=1 !

Demak, quyidagi s x s jadvalning

A X,

\Z Ix<2>0) /5 X@te) .. \/FX LW ;

5 ?

xw (m), Yy Ex'% ),

har bir satri uzunligi birga teng vektorni beradi, ixtiyoriy ikki
satrdagi vektorlar o'zaro ortogonaldir.

Bizga bir keltiriladigan tasawur berilgan bo‘lsin.  Uning
xarakterini x(ff) deb belgilaylik. Shu tasawur Kkeltirilmaydigan

tasawiirlarga yoyilsin:
D) =D®©D@Q © +=+© D". (59)
|

Bu yoyilmada bazi bir keltirilmaydigan tasaw urlar bir necha marta
uehrashi mumkin, umumiy holda i-keltirilmaydigan tasawur m;
marta uehrashi mumkin bo‘lsin.  Buni biz i-nchi t&sawurning
karraligi ga teng deymiz. Xarakterlarga o'taylik:

X() = ’\'rril'X’\ig)- (60)

(55)-formuladan quyidagini topish mumkin:

mi = ~~2x~*(g)x(9)- (61)
9
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Yana bir munosabat;

E X*G?x(s) =E 5Z X(0*(s)x0) =n53 m?, (6:2)
9 ij g i
yoki,
E m-=~"E ~ (™)' (63)
* £

Bu munosabatdan bir muhim hulosa chigaramiz: xarakteri x{g)
bo‘lgan tasavvur keltirilmaydigan bo'lishi uchun

HE (9 ») =1 (<)
8
boTishi kerak, chunki bu holda fagat bittagina m, birga teng,
golganlari esa nolga teng bo'ladi.
Regular tasawurga o'taylik. Regular tasavvur uchun x{E) —
n, qolgan harnma elementlar uchun x(g) = 0 bo'ladi, demak, (63)-
formula
53 m] = m\+ ml 4------- fmf=n (65)
|
ko'rinishga keiadi. Ikkinchi tomondan regular tasavvur uchun

« =53 miUi (66)
I

bo'lishi kerak, bu yerda n* - i-richi tasavvurning o'lchamligi.
Shu formulalarni solishtirsak regular tasavvurning keltirilmaydigan
tasawurlarga yoyganimizda har bir Kkeltiriimaydigan tasavvur
0'zining o'lchamligiga teng bo'lgan karralik bilan kirishini topamiz:
mu. = rij. (67)
65-formuladan yana bir muhim natija kelib chigadi: abel gruppalari
uchun har bir m, —1, chunki ularda har bir element alohida sinfni
tashkil giladi, ya’'ni, ular uchun k = n. Bu degani, abel gruppalari
uchun keltirilmaydigan tasawurlar o'lchamligi hamma vaqt birga
teng. Biz buni vuqorida Schur lemmasidan ham. keltirib chigargan

edik.

4.19-misol. Dz gruppasining 15-misolda topilgan tasawurlariga
ortogonallik munosabatlarini qgo‘llaylik. Bunihg uchun xarakterlar jadvalini
tuzamiz: .
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EABIKTLM
11 1 1 1.1
11 1 1 -1 -1

X 2.1 -1 0 0 O

Bu gruppada uchta sinf bor edi (124-betga garang), har bir sinf elementlari
bitta xarakterga egaligini hisobga olib jadvalimizni qayta tuzamiz:

Cl ¢ &
1 1 1
Xw 1 1 -1

X W 2 -1 0

Tasawurlarning hammasi hagiqgiy bo'lib chigdi. Topilgan tasawurlarning
hammasi ham keltirilmaydigan ekanligini isbotlash uchun (64)-formulaga
murojaat gilamiz. Ko'rinib turibdiki, uchala tasavvur uchun ham

s> Wk)x%) =1> <=1,2,3, (68)
9

yani, ularning hammasi keltirilmaydigan tasawurlardir. D$ uchun sinflarning
.soni uchga teng edi, keltirilmaydigan tasawurlarning soni esa sinflarning soniga
teng bo'lishi kerak. Bu degani, agar D3 gruppa uchun yana boshqga tasawurlar
topilsa ular keltiriladigan bo’lib chigadi.

Masalan, regular tasawurni topaylik. Birlik element uchun regular
tasawur 6 x 6 o'lchamli birlik matritsa bo'ladi:

%ooooo\

10000
001000
000100
000010

\000001)

A element uchun regular tasawurni qurish uchun 10-ta‘rifdan va 124-betdagi
ko'paytirihs jadvalidan foydalanish yetarlidir. Bu jadval bo'yicha gruppa
elementlarining tartib nomerlari mos ravishda

E—21, A—y2, B—y3 K-—y4 L—y5 M —y6.

Demak, Dfj(k) matritsani tuzganda k = 2 deb olsak A element uchun regular
tasawurni topgan bo‘lamiz. Noldan fargli matrik lelementlar quyidagi jadvalda
berilgan:

kxj —yz: 2x1 —22] 2x2 3] 2x3 215 2x4 -y 2x5 —y4, 2x6 2
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Bu jadval 124-betdagi jadvalning ikkinchi qatoriga mos keladi, masalan,
2-eleméntning l-elementga ko'paytmasi 2-elementga teng, 2-elementning 2-
elementga ko'paytmasi 3-elementga teng va h.k. Demak,

\
(

o © o ko
© o o » o o
o o o o o .
w © o o o o
© o » o o o

w o o o o

Dr(A) = (70)
Huddi shunday yo'l bilan
Dr[B) = ' o (70)

© o © o o
o © o © » o
© p © o o o

~ o © o o o

v e 4

ekenligini topamiz. ko'paytirish jadvali bo'yicha AB BA = E, topilgan
matritsalar uchun ham DR(A)DR(B) = DR(B)DR(A) Dr(E).

Shu yo'l bilan regular tasawur matritsalarining liammasini topishimiz
mumkin.

Ammo, biz bilamizki, hamma keltirilmaydigan tasawurlarni topganmiz,
regular tasawur ularning ichiga kirmaydi. Buning isbotini (64)-formuladan
ham ko'rishimiz mumkin: regular tasawur uchun =

XFE) = 6, XR(A)=XS(B)=XR(K) xt(L)=xR(M)= 0.
Ko'rinib turibdiki, keltirilmaydiganlik sharti bajarilmayapti

»

Demalc, regular tasawurimiz keltiriladigan tasawur, uni keltirilmaydigan
tasawur]ar bo'yicha gatorga yoyishimiz mumkin. Yoyilma koeffisientiarini 63-
formula bo'yicha topamiz:

m=:EAONN ) =i(6-1+0) =i,
™) = =¢(6°1+0) =1, (72)
m3
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Topilgan natijani

Dr = DW © £2>0 2D (3), (73)
yoki, matritsa ko‘rinishida
0 00 0O
0 D@ 0 0 00
D* = 0 0 00 74
0 0 )3 00 (74)
0 0 00
v O 0 00 /

deb ifodalashimiz mumkin. So'z bilan aytsak, regular tasavvurning ichida bir
o'lchamli DW tasawur bir marta, bir olchamli D~ tasawur bir marta, ikki
o'lchamli £)W tasawur esa ikki marta uchrar ekan. Regular tasawur to'liq
keltiriladigan bo’lib chiqdi.
4.20-misol. Dz gruppasining yana bir tasawuri. Uchtajismlami ixtiyoriy
ravishda o'rinalmashtirish operatsiyalariga mos keluvchi S3 simmetrik gruppani
olib garaylik. Masalan,
12 3
P23 1 3 2

element 2- va 3- jismlami o'zaro aimashtirib go‘yadi. Huddi shunday,
123
P312 = 31 2
element uchala jismlarni ciklik ravishda almashtirib chigadi. Bu elementni R
deb belgilaylik, 2- va 3-jismlarning o'rnini almashtiradigan elementni P deb
belgilaylik: P —P23. Birlik elementni esa quyidagicha belgilaymiz:
_ 123
E= 123
Bu gruppadagi elementlar. soni 6 ga teng. Ular quyidagilardir:
{E,R,R2,P,PR,PR2}. Bu to’plam uch jism sistemasidagi hamrna o'zaro
o'rinalmashtirishlarni o'z ichiga olishini ko'rish giyin emas. Boshlang‘ich holat
(1,2,3) yuqgoridagi operatsiyalar natijasida quyidagi ketma-ketliklarga o'tadi:
{(1,2,3), (3,1,2), (2,3,1), (1,3,2), (3,2,1), (1,3,2).}
D3 va S3 gruppalarning izomorfligiga ishonch hosil gilish giyin emas: D3 ~
S3. Ushbu izomorfizm quyidagicha olrnatilishi mumkin:

E<r>E, A«4R, B R2 K~tP, L-hPR, M~PR2

Olingan natija muhim bo'lgan Caley teoremasining hususiy holidir: Har
ganday chekli gruppa mos keluvchi tartibli simmetrik gruppa Sn ning
gismgruppasidir. Bu teoremaning to'lig isbptini keltirib o'tirmaymiz, uning
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to'g'riligiga har gal konkret cheklangan gruppani ko'rganimizda ishonch hosil
gilishimiz mukin.

S3 gruppa uchta bir hi! jismli siste.maning simmetriyalarini o‘z ichiga olgan.
S3 gruppa D3 gruppaga izomorf ekan D3 ning shu payfcgacha topilgan hamraa
tasavvurlari S3 ning ham tasawurlari bo'lib hizrnat giladi. Ammo S3 ning
yana bir tasawurini topishimiz nramkin. Buning uehun quyidagicha vektor-
ustun Kiritamiz:

2). (75)

6-misolda ko'rsatgan edikki, D3 gruppasi uch atomli moiekulaning sim-
metriyalarini ifodalaydi, 1V.I-rasmda bu molekula ko'rsatilgan. Kiritilgan
vektor-ustun shu molekuladagi atomlarning boshlang'ich holatini bildirsin. Bu
holda birlik element E ga 3 x 3 birlik matritsa mos keladi (bamma atomlar oz
boshlang'ich holatida qoladi):

R elemen”ini esa quyidagicha tasawurlash munkin:

Bu almashtirish molekulani 2tt/3 burchakka burashga mos keladi, atomlar
quyidagicha o'rinalmashdi: 3 — 1,2 —=* 3,1 — 2. Topilgan ikkita
matritsa S3 gruppasining ikldta elementining 3 x 3 o'lchamli tasawurlaridir,
yangi tasawurni D\g) deb belgilasak topilgan matritsalarni quyidagicha
ifodalashimiz mumkin:

/10 0\ /0 0 1\
DNE)= 0 1 0 , DWR)= 1 0 0
010/
Huddi shu yo'sinda golgan tasawur matritsalarini ham topishimiz mumkin:
/1 00V

DAMP)={001; D{i)(PR) =

/0 10

DMR2=(0011]; (PR2)=10_.0

\o 1

Topilgan har bir matritsa bajarayotgan almashtirishlarni tekshirishni
o'quvchiga goldiramiz.
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&8 gruppasi ham uch sinfga bo'linadi - Cj : (E), C2 : (R,R2), Cz
(P, PR, PR2). Xarakterlarni topaylik:

E R R, P PR PR
x4 3 0 0 1 1 1

Sinflar bo'yicha:
Ci c2 3

Xp 3 0 1

Topilgan D tasawur keltirilmaydiganmi? Yo'q:

Buni oldindan ham bilishimiz mumkin edi: gruppadagi sinflarning soni
uchta, uchta keltirilmaydigan tasavvurlar topib bo’lingan.  Demak, uni
keltirilmaydigan tasavvurlar bo'yichato‘g‘ri yig'indigayoyishimiz mumkin. Shu
ishni bajaraylik.

Umumiy formula bo'yicha

mj
Oddiy hisoblash natijasida m\ = 1, = 0. m3= 1 ekanligini topamiz. Natija
quyidagidan iborat:
£>(4) = D m & £>(3),
yoki,
D« 00
D3>

88. Tasavvuriarning t,0‘g‘'ri ko‘paytmasi

Gruppalarning to‘g'ri ko'paytmasini -betda kiritdik.
Tasavvuriarning to‘g‘ri ko'paytmasiga 0°‘taylik.  Tasavvurlar -
matritsalardir, shuning uchun matritsalardan boshlaylik. Bizga
ikkita 2 x 2 matritsa beriigan bo'lsin:



Ularning to'gf, yoki, temor ko'paytmasi deb quyidagi 4 x 4
matritsa aytiiadi:

(anbn 01172 ai2&ii 012612 \
A®i? «11721 «11&22 ~12721 012822 j (77)
02171 02172 ~227M1 022°%2 !
VQI&L "2 (2R 282 /
A® B matritsaning matrik elementlari acbl elementlardan iborat,
buni
A® = aijbki (78)
ko'rinishda belgilanadi. ikkala matritsamizning o'lchamliklari bir
xil bo'lsa - n Xn, ularning to‘g‘ri ko‘paytmasinmg o'lchamligi n2 x
n2 bo'ladi. Agar A ning o‘lchamligi n x n, B ning o'lchamligi
rm x m bo'lsa, A® B ning o'lchamligi nm x nm boiadi.
(78)-ta‘rifning to'g'ri ishlashini ko'rstavlik. Bizga nxn tartibii
ikkita A\ va A2 va m x m tartibii ikkita B\ va B2 matritsalar
berilgan boisin. Bu holda

(Ai ® Br)(A2® B2) = AaA2 ¢BXB2 (79)

bo'lishini ko'rsataylik ((g) ko'rsatilmagan joylarda oddiy matrik
ko'paytma ko'zda tutilgan).

(Ai ® Bi)(A2® A2)1 (Aj ® Bi)rtiPr(A2® B 2)prj7 =

ikjl

~ (A)ip(Bi)kr(A2pj(B2)ri = {A\A2)ii{B\B2)kh

bu esa (79)-ning o'zi.

(78)-ta‘rif quyidagiga ham olib keladi: agar A va B matritsalar
unitar bo'lsa A ® B ham unitar bo‘ladi: (A ® BY® —(A ® B)~I.
Tekshiraylik:

(A% (B% =<z*A-(N® B),A.(N1® B)IM,
dan kelib chigadiki
[(A®B)ts(A®E)]. W= (A®B%mm(A® S)mnJ; =
= ATBIMAMBr - (A % (B )bl = =lw
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Huddi shunday isbot gilishimiz mumkinki, ermit matritsalarning
to‘g‘ri ko'paytmasi yana ermit matritsa bo'ladi.

Biror-bir gruppaning ikkita Kkeltirilmaydigan tasavvurlari
DW va /)£) berilgan bo'lsin. Ularning to‘g‘ri ko‘paytmasini
quyidagicha ta'riflaymiz. ijja funksiyalar. na o‘lchamli L° fazodagi

D[d tasawurning bazisni tashkil qilsin - {ipf, i —1,2
Shunga o'xshab, ™ funksiyalar np o'lchamli LP fazodagi £5W
tasawurning bazisini tashkil qilsin - {~f, ; = 1,2
Ularning ko‘paytmasi i-1,...,na;j =1,...,np}

nax np o'lchamli fazodagi bazisni tashkil giladi. Bu fazoni La®IP
deb belgilaylik. Kelib chiggan fazo La va L&fazolarning to‘g‘ri
ko'paytmasi deyiladi.

va D&) tasawurlarning to‘g‘ri ko'paytmasiga mos
keluvchi nanp x nanp o'lchamli matritsa

N £5m
bazisi mana shu {i’f'ipj} bo'lgan tasawurni hosil giladi:
£>M) _ D(@) . £)/).

Hosil bo'lgan matritsa tasawur matritsasi ekanligini
tekshiraylik, buning uchun bizga 79-formula yetarlidir. g2 =
93 bo'lsin, matritsalar uchun ham shu qoida o'rinli ekanligini
tekshiraylik:

D A\ gi)D~\g2) = (DW (fll) 9 D~ (gi)) ® D™\g2))
~ [D~\gi)D™\g2) ® ~ \ 9)D~(g2) =
= D™\gz)®D"\g2) = D\ g3)

La ® L8 fazoda gruppamizning g elementiga mos keiuvchi
operatorini Tg deb belgilaylik. Uning ta’sirini quyidagicha
aniglashimiz mumkin:

T,i>t=dSSWS* = =
(80)
=(47(9)«) (<>W ?7) =
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Agar
(P = ¢ @cpP

belgilash Kiritsak ohirgi natijani

Tad'p = Tadm €=>Todp

ko'rinishda ham belgilashimiz mumkin.

Keltirilrnaydigan tasawurlarning to'g'ri ko'paytmasiga mos
keluvchi tasavvurni Kkeltirilrnaydigan tasawurlarning to‘g'ri
yig'indisiga yoyish tasawurlar nazariyasining ikkinchi asosiy
masalasidir. ~ lkkita tasawlar D va D™> keltirilmaydiga,n
bo'lgan holdaham ularning to'g'ri ko'paytmasi keltirilrnaydigan
bo'Imasligi mumkin. Odatga, bu ko'paytma keltiriladigan tasawur
bo'lib uni keltirilrnaydigan tasawurlarning to‘g‘ri yig‘indisiga
yoyish masalasi muhim masaladir:

E)®DH =Y ? XD{l) (81)

7

Bunday gator Clebsch-Gordon qatori deyildi, AQY koeff-
isientlar esa Clebsch-Gordon koeffisientlari deyiladi. Ta’kidlab
ketaylik, o'ng tomondagi gator - tasawur matritsalarining to‘g‘ri
yig'indisidir.

Xarakterlarga kelsak 78-dan ko'rinib  turibdiki, to‘g'ri
ko'paytmaning xarakteri xarakterlarning ko'paytmasiga teng:

Xal=Tr (pW ® - XV - (82)
Clebsch-Gordon gatori uchun bundan quyidagini olamiz:

(3)

§9. Tanlash qoidalari

Bizga b.iror fizik kattalik Fa berilgan bo'lsin, unga mos keluvchi
operatorni Fa deb belgilaylik. Kvant mexanikasida odatda

« Faij = {dv P*d)]) (84)
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ko'rinishdagi matrik elementni hisoblash masalasi go'yiladi. Agar
fizik sistema gandaydir simmetriyaga ega bo'lsa yugoridagi
matrik elementning ganday hollarda noldan fargli va ganday
hollarda aynan nolga tengligini gruppalar nazariyasi aniglab berishi
mumkin. Bu ish ortogonallik munosabatlari asosida gilinadi.
Ko'rilayotgan fizik sistema gandaydir simmetriyaga ega bo'lsin,
unga G gruppa mos kelsin (masalan, translatsion simmetriya.
gruppa G - o'zgarmas a vektorlarga siljish operatorlari {& =

exp(iap) dan iborat). Operator Fa shu gruppaning ma’lum bir
tasavvuri orgali almashinadigan bo'lsin:

h -» t~t; 1=E Dia(g)FR.

B
va holatlar ham mos keluvchi tasavvurlar bo'yicha
almashinsin:
=E Jwf=E < |

k |

(84)-dagi skalar ko'paytma unitar almashtirishlarga nisbatan
invariantdir. Har bir ijj ning ma’lum bir tasavvurga bo'ysunishini
hisobga olib (84)-ni mos ravishda o'zgartiramiz:

Foii = W f, = (T,4\ T,Fadf}) =
=(% «, T'FIZ'Trff) = E
3k

x DHg)(4\ Frif)=E Dki\9)DRMDf)(s)Fm-
Rk

Bu munosabatning chap tomoniga g kirmagani uchun uning o‘ng
tomonida g bo'yicha yig'indiga o'tamiz (natijani gruppa G ning
tartibi n ga bo'lish kerak, albatta):

Re=1E E 0™(g)D™g)Df(g)Fm.

9 PM
Yig'indi ostidagi ifoda to‘g‘ri ko'paytmadir:
D(1)%<) ® DF{g) ¢*D®{9).
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Ortogonallik munosabati (50)-dan kelib chigadiki

DZ%)DeMoijj\s)
a

yig‘indi shunda noldan fargq giladi gachonki DF ® D/ to‘g'ri
ko'payt.mada D11' tasavvur uchrasa-. Aks holda bu yig'indi nolga
teng. Mana shu tasdiq tanlash qoidasi deyiladi. Chunki,
yig'indi nolga teng bo'lsa (84)-matrik element ham nolga teng
bo'ladi, ya'ni, bunday jarayonning amplitudasi nolga teng bo'ladi.
Amplitudasi nolga teng jarayon tagiglangan jarayon deyiladi.
Tanlash goidasi matrik elementning hisoblash yo'lini ko'rsatmaydi,
u fagat ganday jarayonlar tagiglanganligini ko'rsatadi.

4.21-misol. Simmetriyasi uch o‘lchamli aylanish gruppasi 50(3) ga
mos keluvchi atom sistema berilgan bo’lsin. Sistema dipoi momentga ega
bo'lsin. Dipol momentining tashqi elektr maydondagi energiyasi quyidagicha
aniglanadi:

V=—d+E=—52 cavamE. (85)
a

Shu o'zaro ta’sirga mos keluvchi operator V ta’siridagi o'tishlarning qaysi birlari
taqiqlangan va qaysi birlariga ruxsat bor?

812.-paragrafda ko'rsatilganki, 50(3) gruppasining Kkeltirilmaydigan
tasawurlari J son bilan aniglanadi. ] son butun va yarim butun sonlardan
iborat, j - chi tasawurni amalga oshiradigan funksiyalar 2j + 1 o'lchamli
fazodagi bazisni aniglaydi. ] = 1 hoi uch o’lchamli fazo vektoriga mos keladi,
shunga- yarasha ra vektorlar D® tasawur bo'yicha o'zgaradi. Atom sistema
ham qgandaydir tasavvurga bo'ysunsin ( —1+ 1/2, bu yerda | - orbital
moment). Atom sistemasining (85)-operator ta’sirida j\ -¥ ji o'tishlarining
gaysi birlariga ruxsat bor va qgaysi birlari ta’giglangan?

Umumiy mulohazalarga asosan

(G2 Vjiy ~  fair) ~ £2*0 DZ®DU)
£4) £)i) = pici+D0 H(H) 0 pOW).

Demak, faga,tgiuaj2 = ji+1, ji, ;i—L bo'lgandaji -> ji o'tish ta'giglanmagan
bo'ladi. Buni Aj = 0, =1 goida deyiladi. Bu qoidadan bitta istisno bor.
Boshlang'ich holat ji = 0 bo'lsin, unda DW gD&} —D.», demak, fagatgina
ji = 1 hoktga o'tish mumkin, 0 0 o'tishlar tagiglangan.

Ma’lumki
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§10. Uzluksiz gruppalar

Shu paytgachan cheklisonli, ya'ni, diskret elementlardan iborat
bo‘lgan gruppalarni o'rgandik. Elementlari to'plami uzliksiz fazoni
tashkil giladigan gruppalarga o‘taylik.

4.22-misol. R1 - qo'shish operasiyasiga nisbatan uzliksiz
additiv gruppa. Bu - nokompakt gruppa, chunki gruppa elmentlari
nokompakt to'plamni tashkil giladi.

4.23-misol.  To'liq chizigli gruppa GL(n,C) - kompleks
elementlardan iborat aynimagan n x n matritsalar to'plami:

{9n 912 eee Qin v
9= 921 922 ee e 92n (86)
\9nl 9n2 ''' 9nn/

Agar har bir element gandaydir parametrga uzliksiz bog'liq

bo‘lsa {glh gn, gin, 921, mm 9nn} vektorni ns? olchamli uz-

liksiz Cn kompleks fazo nuqgtasi deb garashimiz mumkin.
4.24-misol. GL(n, R) - GL(n, C) gruppasining gismgruppasi:

GL(n,R) ={g :gGGL(n,C), Im*=0,1i,j =1,...,n}

Uning hamrna elementlari haqiqiy sonlardir.
4.25-misol. S.L(n,C) C GL(n,C). Determinanti birga teng
matritsalar to'plami: :

SL(n,C) ={g :ge GL(n,C), detg=1.}

Bu ham nokompakt gruppa. Buni quyidagicha hususiy misolda
ko‘ramiz.

SL(2,C) gruppasini garaylik. Bu gruppa giperbolik aylanish-
larni o'z ichiga oladi. ¢

matritsa SL(2,C) ga tegishli bo'lishi uchun uning determinanti
birga teng bo'lishi kepak:

ad —xo -- 1.
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Bu tenglamaning yechimlaridan biri:
a—d=chf, b—c=shr.

warameter ning o'zgarish sohasi cheklanmagan: 00 < r < 0o0.
Demak, SL(2, <7) ning gruppaviy fazosi to‘g‘ri chizigga gomomorf
ekan, shuning uchun u nokompakt gruppa. Uning elementlari

sifatida
chr shr

shr chr

matritsalarni ko'rishimiz mumkin.
Agar xq, X\ iar ikki o'lchamli psevdoevklid fazodagi koordi-
natlar bo'lsa

x0=xqchr +x\shr, X\ —xqgshr + xichr (87)
almashtirish shu fazodagi interval kvadratini o'zgartirmaydi:
b —op A

87 - almashtirishlar Lorentz almashtirishlari deyiladi.  Fizik
kattaliklarga
N = .

C
orgali o'tishimiz mumkin.

4.20-misol.  Unitar n x n matritsalar to'plamini olaylik.
U gruppani hosil giladi, chunki ikkita, unitar matritsalarning
kolpaytmasi yana unitar matritsadir:

£/ = /va UlU2=1 bollsa (U U N =UNN\DU2=/
bo‘iadi. Oydinki
Uin)={g :g€ GL(n,C),» =1}

Unitar matritsalar ichida determinanti birga tenglari SU(n)
deb belgilanadi, ular ham gruppani tashkil giladi:

SU(n) -- {g : g€ GL(n,C), =1, det# = 1}, SU(n) C f/(n).
SU(n) - unitar unimodular matritsalar gruppasi deyiladi.
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U(n) gruppasini kompleks chizigli fazodagi skalar ko'paytmani
saglaydigan matritsalar to'plami sifatida aniglashimiz ham

mumkin: .

(>y)= Y} X
1=

skalar ko‘paytma berilgan bo'lsa unitar almashtirish natijasida X' —
Ux, y' = Uy skalar ko'paytma o'zgarmaydi:

(Ux, Uy) = (x, U*Uy) - (X, Y).

Unitar gruppalar kompakt gruppadir.

4.27-xnisol. n oichamli fazodagi ortogonal matritsalar
to'plami 0 {n) gruppani hosil giladi: ikkita ortogonal matritsa
Oi(n) va 0 2(n) larning ko'paytmasi yana ortogonal matritsa:

(Pi02TOi0i) =0~0foio2- I.

Ortogonal matritsalar hagigiy n o’lchamli fazodagi skalar
ko'paytmalarni saqlaydi:

(ox, Qy) = (x, y):

Ortogonal gruppalar kompakt gruppalarga kiradi.
Juda muhim teorema: Ixtiyoriy kompakt uzliksiz
gruppa yoki U(n), yoki 0 (n) ning gismgruppasi ho‘ladi.
4.28-misol.  Psevdoortogonal gruppa 0(p,q) o'lchamligi
p + g bo‘lgan haqgigiy fazodagi quyidagi forrnani saglaydigan
almashtirishlar sifatida ta‘riflanadi:

(®jy) XN+ X 21j271" "' £EpVp  -Ep+IVp+l  xp+2Vp+2 T NCp+gVptg-

Bu gruppalar nokompakt gruppalarga kiradi. Bu gruppaga kirgan
matritsalarning determinante birga teng bo'lganlarini SO(p, q) deb
belgilanadi. Lorentz almashtirishlari SO(3, 1) gruppasini hosil
gilishini tushunish giyin emas.

4.29-misol. Psevdounitar gruppa U(p,q) o'lchamligi p +
g bo'lgan kompleks fazodagi quyidagi formani saglaydigan
almashtirishlar sifatida ta‘riflanadi:

(X, y) = Xy1+H¢ 2+ miyp-X*pHypH-X*p2yp+2-------- XotypHa
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Bu gruppalar nokompakt gruppalarga kiradi. Determinanti birga

teng psevdounitar matritsalar SU(p, @) deb belgilanadi.
4.30-misol. Simplektik gruppa Sp(n, C). Bu gruppaga kirgan

almashtirishlar 2n o'lchamli fazoda quyidagi formani saglaydi:

(@ Y) ~ ®ly2n"b®2?/2n— "'+Xnyn %n+lyn— 3'n+2¥n—=2 "' Xz2ny1l

Bu formaning nomi - simplektik forma. Sp(n, C) nokompakt
gruppani tashkil etadi.  Hamilton dinamikasi ushbu gruppa
almashtirishlariga nisbatan invariantdir. Buni quyidagicha ko'rish
mumkin. Poisson gavsini olaylik:

Agar {xi = pi, p2, == pn, on, gr-h & Xi} va

belgilashlar kiritsak (In - n - oiehamli birlik matritsa) Poisson
gavslarini

ko'rinishga keltirib olamiz. Poisson gavslari yugoridagi simplektik
forma ko'rinishini oldi.

811. Uch o‘lchamli fazodagi aylanishlar gruppasi

Uch o'lchamli fazoda bir x = (x1,x2,x3) vektorni olib qgaraylik.
Yangi shtixlangan koordinat sistemasiga o'taylik, u eski sistemani
biron burchakka burash orgali olingan bo‘lsin. Bu sistemada
vektorimizning komponentalari X' = (X', X3) bo'ladi. Buralish -
chizigli almashtirish boiib eski va yangi koordinatalar quyidagicha
chizigli bog'langan bo'ladi:

X[ = gnxi + 912x2 + gizx3,
%2 = 92\X + 222 + QB3 (88)
®3 = 531k1+ [32X2 + 933X3-
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Matrik beigilashlarga o'tsak bu almashtirishni

X i —9ijxj (89)
ko'rinishga keltirishimiz mumkin.
Demak, uch o'lchamli fazodagi chizigli alamshtirish 3 x 3
matritsa
/9n 9\2 gi3 \
9 =1 921 922 923 |
\ 931 932 933 |
orgali ifodalanar ekan. (88) - almashtirish aynan aylanish boMishi
uchun g matritsa ma’lum bir hossalarga ega bo'lishi kerak.
Ularni keltirib chigarish uchun aylanishda vektorning uzunligi
o'zgarmasligi kerakligini ishlatamiz:

x2=X\+xX\+ £ =Xf+x2+x2=x'2
Ammo
Aixio~ A j o xj9ijoikxk,
i=1 ij, k-X
3
bu ifoda  x2 ga teng bo'lishi uchun
om

3

/ j9ij9ik —3jk

i=1
bo'lishi kerak. Demak, uch o'lchamli fazodagi buralishlar
matritsalari g ortogonal matritsa bo'lishi kerak:

9T9 = J-
Uch o'lchamli ortogonal matritsalar to'plami 0(3) deb belgilanadi.
Demak, g € 0(3). Ortogonallik sharti gr —g—t dan
(detg)2=1, yoki, détg = =1

ekanligi kelib chigadi. Determimnanti -1 bo'lgan matritsalar
gruppani tashkil gilmaydi (hagigatan ham, ikkita detg = -1
bo'lgan matritsalar ko'paytmasining determinanti +1 bo'ladi),
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detgi = +1 matritsalar esa - tashkil giladi. Demak, detg —+1
matritsalar 0(3) gruppasining gismgruppasini tashkil gilar ekan,
uni odatda S0(3) deb belgilanadi (so‘z bilan aytganda - ortogonal
unimodular matritsalar).

§12. SU(2)-gruppasi

Unitar unimodular matritsalar gruppani tashkil giladi. SU(2)
bilan 50(3) ni bog‘laylik. Buning uchun fazoning har bir nuqtasi
(Xi,x2,xs) bilan

N\ 1DX2

X = Xi<7i = o
Xi+ X2  —£3

matritsani bog'laymiz, bu yerda a; - Pauli matritsalari. I-bobdagi
(114)-formula Pauli matritsalarini aniglaydi. Ular uchun quyidagi
kommutatsiya va ko'paytirish qoidalari o'rinlidir:

\tjOjj — <) 5 - Hijk<k (“0)
Pauli matritsalarining harbirining izi nolga teng, ammo yuqoridagi
formulaning ikkinchi gismidan

IV '@tQ)) = 2% (92)
ekanligini topish mumin.
X matritsa ermit va uning izi nolga teng:
X' =X, TrA-0O.

(91)-formuladan foydalanib

Xi = TV (xfti)

ekanligini topish' mumkin.
Agar unitar va, unimodular boigan 2x2 o'lchamli U matritsa
vordamida yangi

x1= UxU-1 (92)

matritsa tuzsak u ham ermit va izsiz matritsa bo‘ladi:
X'= J KO, N -fTA 93
G X T A 3l

Bu tasdigning isboti giyin emas:
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1 (UxU-D)*=(UMN)4W =UW?”L
2. Trx; = IV (UxU-1) - Twx=0.
(93) - formula mana shu ikki munosabatning natijasidir. (92) - dan

kelib chigadiki,
det X1 = detx.

Ikkinchi tomondan
detx = X\N—=\—X\= —x2 va detx = X%~x$—=& —-x/2

Demak, unitar va unimodular bo‘lgan 2 x 2 o‘lchamli U matritsa
yordamida bajarilgan (92) - almashtirish vektorning uzunligini
saqlaydigan almashtirish, ya’'ni, fazodagi burilish ekan.

Shunday ekanligiga quyidagi hususiy hoi misolida ishoneh hosil
gilishimiz mumkin:

U=(l e%}lm Neo
Hisoblaymiz:
-im &7 0o N/ x$ X\—ix2\ /e 0
U 0 ei§/V +ix2 ~x3 1{ o €8
n3 (xi - ix2e w\ _ / x3 X\—ix2
(Xj + nx2)eLw —K3 J~yx[+ix2 ~X
yoki,

X[ —X\cosa + X2sina;
x2=—X\sina 4-z2cosa;
4 = x3.
Demak, (94) - matritsa z - o'qi atrofida a burchakka buralishni

ifodalar ekan.
4.1-mashq.

Ww=(r ! " (95)

matritsa y o‘qi atrofida 3 burchakka buralishni ifodalashini isbot giling.
(92)- formulani x* — x-er; = Ua.jlJ~IXi ko'rinishda yozib olib
unga (91)- formulani gollab va (89)-formulani eslasak g 6 50(3)
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va (/m€ SU(2) matritsalar quyidagicha bog'langanligini ko'rsatish
mumkin:

~m(C/) —-1\{UajU-1ci) (96)

Ko'rinib turibdiki, #((7) = gi”“U), Demak, +U €. 517(2) va
--U € 577(2) matritsalarga bitta g € 50(3) mos keladi. Bundan
kelib chigadiki, 5i7(2) va 50(3) gruppalari orasida ikki giymatli
gomomorfizm bor ekan:

5(7(2) =» 50(3)
ker f=22={E, -E).

50(3) gruppasi SU(2) gruppasining Zébinvariant gismgruppasi
bo'yicha faktor gruppasini beradi.

812.1. Generatorlar

517(2) gruppasining generat.orlarini topaylik. Gruppa elementi g
va generator! A orasida quyidagi bog'lanish bor (a - gruppaviy
parametr):

g(a) = eialA\ (97)
g matritsa unitar ~ —g~l bo'lishi uehun generator ermit boiishi
kerak:

4 =A. (98)

g ning unimodulariigini ishlatish uchun (1.134) - ayniyatdan
foydalanamiz:

detg=-exp (iafirA) —I —TrAi=o. (99)

Demak, At matritsalar ermit va izsiz 2 x 2 matritsalar ekan,
Bunday matritsalar sistemasi bizga maium - bu Pauli matritsalari:

, i/on ' 1/0 —*\ A 1(1 o
2\10/ 2\* 0J" A3-2{0~1
Qisqacha aytganda, Al = Pauli matritsalari quyidagi

komrnutatsion munosabatlarga bo'ysunadi:
A, Aj] = iEijkAk. (100)
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4.31-misol. (94) - formula orgali aniglangan Uz matritsa'z -
o‘gi atrofida a burchakka buralish matritsasi ekanligini isbot gilgan
edik. Hozirgina keltirilgan muloxazalar shunday matritsa sifatida

oz(a) = exp M (T2

ni garashimiz kerakligini bildiradi.  Ularning tengligini isbot
gilaylik.

»'(“)\: oPW' =i 9|‘(C‘) -j'aJ L2 (|)6“2 oV J*

(101)
812.2. 50(3) gruppasining generatorlari
z o'qi atrofidagi 9 burchakka buralish matritsasini yozamiz:
/ cos€ sin(p 0\
0z((@® —1 —sinpcos( 0 | (102)
V o 01/
Generatorning ta'rifi bolyicha
j _ ldogz
z idp ip0
hisoblashni bajarsak
/0 — ON
Jz= 1 0 0 j. (103)
0 0O

Ishonch hosil gilish giyin emaski,

9z(ip) = exp (I<pk).
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Huddi shunday yo‘l biian, X va Yy o'glari atrofida buralish
matritsaiari

f1 O 0 \ /cosip 0 —sinip\
cosif sinfp ' 0 = 0 1!
V8 —sinip cosipd %) Vsinpo ofip j

dan kelib chigib X va y o'glari atrofida buralish generatorlarini
topishimiz mumkin:

/0 0 0\ /0 0 *\
JX=100—=1, Jy= 000 . (104.)
Vo %0 J \-i 00/
Tekshirish qiyin emaski
{31,.9]\=ieijkik (105)
Undan tashqari
N = Ji- (106)

Bu formulani (100) - formula bilan solishtirsak SU{2) va 50 (3)
gruppalarining generatorlari bir hil kommutatsion munosabatlarga
bo'ysunar ekan. Generatorlar uchun kommutatsion munosabatlar
gruppaning algebrasini tashkil etadi deyiladi, 517(2) va
50(3) gruppalarining algebralari bir xil ekan. Bu - yugorida
aytilgan SU(2) va 50(3) orasidagi gomomorflikning aksidir. lkkala
gruppaning generatorlari bir xil algebraga bo'ysunar ekan ularning
orasidagi fargga bormaymiz, {Ji, 1 = 1,2,3} deganda ikkala
gruppaning ham generatorlarini tushunamiz.
Generatorlarning kvadratlarining yig'indisini kiritaylik:

J2=1JiJi = I\ + )\ +if. (107)
Uning ixtiyoriy generator bilan kornmutatori nolga teng:
[J2,Ji] = 0. (108)

Demak, J 2 ixtiyoriy bilan bir hususiy funksiyalar sistemasiga
ega ekan. Ammo, lar o'zaro kommutativ emas, shuning uchun
gruppaning tasawurlari klassifikatsiyasi magsadi uchun bilan
bir vagtda fagatgina bitta J, ni tanlab olish mumkin. Bunday
generator sifatida odatda = Jzolinadi. Demak, tanlab olingan
bazisni tashkil gilgan funksiyalar J 2 va J3 ning hususiy funksiyalari
bo'ladi.
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813, 577(2) (50(3)) gruppasining tasawurlari

Tasawurlami qurish uchun
JF —\+iFl  J- —IN\~ij?

operatorlarni kiritamiz.
4.2-mashqg. Quyidagi munosabatlami keltirib chigaring:

\>JH —i Mg \HJI\—27z, J2=JH_+J? z=) J++ 475

(109)
Izlayapgan tasavvur matritsalari gandaydir bir n o‘lchamli fazoda
ta’sir gilayapgan boisin. bu fazodagi bazis elementlarini fm m =
1,2, n deb belgilaymiz. Taniovimiz bo‘yicha

Jzfm —mfm- (110)

Bazisni ortonormal deb olamiz. Hozireha ularning indeksida
fagatgina Jz ning hususiy giymatini aks ettiramiz, J 2 ning hususiy
giymatini uni topgandan keyin kiritamiz.

Yugqoridagi kommutatsion munosabatlarni ishlatib

JzJHfm = (7£72+ J£)fm = (m* 1)Jxfm (111)

ekanligini topish mumkin. Demak, (Jx£fm) funksiya 7, matrit-
saning (M £ 1) hususiy giymatli hususiy funksiyalari ekan. Ya’ni,
7+ operatori Jz ning husisiy giymatini bittaga oshirib hususiy
funksiyani fm -4 fmt tarzda o'zgartirar ekan, 7_ operatori esa
Jz ning husisiy giymatini bittaga kamaytirib hususiy funksiyani
fm fm-1 tarzda o'zgartirar ekan. Shu sababli 7+ operator
"ko'taruvehi" operator va 7_ operator esa "pasaytiruvchi" operator
deyiladi. Fazomiz chekli o‘lchamli bo‘lgan ekan m ning shunday
maksimal giymati (unij harfi bilan belgilaylik) borki

J+Hi =0
bo'lishi kerak. Agar |
| J=fm —Prfmd
belgilash kiritsak

[3+, J-1fm—2) 2 m—2mfm—[PmPm ~ PrPmhl)fmy’
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yoki,
PmPm-1 ~ PmPm+l ~ (=12)
munosabatga kelamiz. J+ rung matrik elementlarini hisoblaylik:

< M\J+\m >—(J+)mm>=< mM\Pm\ml + 1 >=: Pln"’"mm'+l-

<m\J_|m >= (-)m'm =< m\pm\m- 1 >=
Bu munosabatlarrh fagat noldan fargli matrik elementiar kirgan
quyidagi ko‘rinishda ham olish qulay:
<mM\JHA\m- 1>=pt-A <m - N\NJ-\m >= p~.

laming boshga elementlari nolga teng. (106) - munosabatdan
kelib chigadiki

yoki, e
Pm~— PmH’
Matrik elementiar tilida
<mM\JHA\M—1>=< m—1]J_|m >* .
Natijada (112) - formula

[Pm-ip= +\P2

ko'rinishga keltiriladi.
4.3-mashgq.

1. Yugoridagi munosabatda galmargaldan m —j, m —j —1,... giymatlarni
olib
Pi-m=\/(2j-m+1)m
ekanligini ko‘rsating;

Pm= \/j(j+ 1)- m(m+ 1), p~= j(j+1)- m(m- i)
ekanligini ko'rs&ting;
3. Jx larning noldan farqli elementlari uchun
<mM\H\M- 1>=<m- ljl_Jto >= \fj(j +1)- m(m - 1)

ekanligini ko'rsating.
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. 4. Ji —(++1)/2val)2= (J+—J_)/(2i) iardan foydalanib ] = 1/2 holda

1 1 1
R ~ 282’ ~ 2as (113)
ekanligini ko'rsating.
5. ] = 1/2 holda
*o(ss)- e«-(58) <-)

ekanligiga ishonch hosil giling.

J2 ning hususiy giymatini hozircha Gp deb belgilab uni
quyidagicha topamiz. Bir tomondan

<Mi\J+J-\ni2 >=< mi|2—I4JZ)|m2 >=
= (Cj2- mZm2- 1))5mjm2;
ikkinchi tomondan

<mi[l+]_|[m2>=E < mi|J+]8 >< nsj«/_|n2 >=
m
N ~l) ~3("3 H I Tosm—1X
™3
X \Jj(j +1)- m2(m2- 1) = imijm2(j(j + 1) - mi(mi- 1)).

Demak,

IZrn=jd + 1)/m. (115)
/» bazis J2 va Jz laming hususiy funksiyalaridan tashkil top-
ganligini bilamiz, ammo shu paytgacha bazis funksiyalarimizning
indeksi fagatgina Jz ning hususiy giymatlarini aks ettirgan edi,
endi biz J2 ning ham hususiy giymatlarini topdik va uni ham f
ning indeksida aks ettirishimiz kerak: /4 .

J soni m ning maksimal giymati edi, uning minimal giymatini
topaylik. ~ Hozircha shu minimal giyma,tni j' deb belgilaylik.
o‘zining ta'rifi bo'yicha

J-fh o.
Shundan. kelib chigib

=@2-w .-i))jj=w +D~/( - =0,
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yoki,

TR
ekanligini topamiz. Demak, JJZ ning hususiy giyrnati m
....,j <TM<3
giymatlarni gabul gilar ekan. Boshgacha so‘z bilan
tasawur matritsalari ta’sir gilayapgan bazis soni (2] m+ N
bo'lgan m (\y}
fij, fij+v fij+2,  fj-Hfj _  y |
funksiyalardan iborat ekan. Bu bazis kanonik bazis de¥ joi®
Olingan natijalarning asosiylarini qulaylik uchun & '
yig'aylik: , 1 (.fl
SU(2) (50(3)) gruppasining tasawurlar fazosida { o}

m < j} funksiyalardan iborat to‘plam ortonormal bazis*1 N
giiadi. Bu bazisda J 2, Jz, J+, J_ larning matrik e\Relii igl3Q
mashqdagi formulalar va (110)-, (115)-formulalar orgali J
Fazoning oichamligi n J 2 ning hususiy giymati j bilan

n —2 + 1. Fazoning o Ichamligi butun son bo Iganlig1
quyidagi yarimbutun giymatlarni gabul gilishi mumkin:

j—0) 1,4, 2, .. $/P
, - 2" 20 PP (L (1
] —0 hol trivial tasawur deyiladi, ] —0 ga bir o ICWia"G
mos keladi, bir o'lchamli fazo skalar funksiyalardan tasfr™ ~ " " ij.
fazodir, ijclig

j =i bo'lyanda n —2 ga teng, bu tasawur ikki 0
fazoda ta’sir gilishi kerak. Ikki o‘lchamli fazo vektorini

s

ko'rinishda ifodalash mumkin. Odatda bunday komplekS ' 6a”>
spinor deyiladi. Yugoridagi (116)- va (117)-formulalart?™ j.;
fi komponentaj = m = | holga va /2 komponentaj ™ 2
—] holga mos kelishini ko'ramiz. Ya’ni, spinorni

Do\ N

f% 1



ko'rinishda yozib olishimiz mumkin. Kvaut mexanikasi nuqtai
nazaridan ushbu spinor spini 172 ga teng bo‘lgan zarrachaning
to'lgin funksiyasini ifodalaydi. (113) - formula bo'yicha ushbu
spinor J 2 ning 3/4 ga teng hususiy giymatiga mos keluvchi vektor,
J3 ning esa £ 1/2 hususiy qiymatlariga mos keladi:

Ko'taruvchi va pasaytiruvchi operatorlarga kelsak  (114)-
formuladan

0 ni2 nr2

J-1/2 12
,1/2 m

J-1/2 0
va . )
12 0

0
V172 y 172
0 J-1/2 J-1/2

ekanligini ko'rish mumkin.

Ikki komponentalik spinorlar aylanish gruppasining spinor
tasawurini tashkil giladi. j ~ 1 boigan holdagi tasawur
vektor tasawur deyiladi, bu tasawur bo'yicha almashinadigan
uch komponentalik kattaliklar SU(2)(SO(S)) gruppasining vektori
deyiladi. Agar ularni ustun sifatida olsak

ko'rinishga kelamiz. Bu - oddiy uch oichamli fazoning vektorlari,
fagat ular kanonik bazisda olingan. Bu bazisni. 0'zimizga tanish
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boigan uch oichamli dekart bazisi vektorlari bilan boglash giyin
emas.

/+i va /o “ar gandaydir uchvektor a = {ax,ay,az} bilan
boglig. Buni quyidagicha ham ko‘rish rnumkin: 2 o‘qgi atrofida
(pburchakka bursak ixtiyoriy uchvektor uchun

dx + iay —eHip(ax + iay) (121)

boiadi ((1.14)-bilan solishtiring), huddi shu operatsiyada =
0z()fHL = e i boiadi ((102)- va (HO)-lar bilan solishtiring).
Undan tashgari, 0 -- /0 va 9z('flaz —az Demak, T\ ~
ax-tlay, ~ ax—ayva ~ azekan. Odatda

tanlab olinadi. Bu muhokamani (§17.)-paragrafdagi misolda davom
ettiramiz.

J2 odatda Casimir operatori deyiladi (822.4.-paragraf
bilan solishtiring). Casimir operatorlarining hususiy giymatlari
gruppaning tasawurlarini klassifikatsiya gilish uchun ishlatiladi.
SU(2) gruppasi uchun J2 = j (j + 1), hozirgina ko'rdikki, j ning
har xil giyma,tlariga har xil oichamli tasavvurlar mos keladi.

814. 2x2 wunitar va unimodular matritsaning umumiy
ko‘rinishi

Ixtiyoriy unitar va unimodular matritsaning eng umumiy
ko'rinishini topaylik. Quyidagi kompleks 2 x 2 mat.ritsani olaylik:

(122)

Uning unimodularligi quyidagini beradi:
detU—ad —be=1 (123)
Teskari matritsa
(124)
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ta'rif bo'yicha W ga teng. Demak,

a d, b*=— (125)
yoki,
a~ -b
b a (126)
(127)
(128)

larni olishimiz mumkin. b ning oldidagi minus ishorasi aylanish
matritsaiari bilan moslik uchun olingan. Shu bilan biz 2 x 2
o'lchamli unitar unimodular matritsaning eng umumiy ko'rinishini
topdik:

(129)

Bu formulada 7 = 0 deb olsak 2 - o‘gi atrofida 28 burchakka
buralish matritsasini olamiz - (94)-formula bilan solishtiring. Agar
0= X—0va7 = /2 deb olsak y o‘gi atrofida 3 burchakka
buralish matritsasi kelib chigadi (95 - formula bo'yicha).

Buralish burchaklari sifatida Euler burchaklarini olamiz. Bu
holda buralish jarayoni uch etapdan iborat bo‘ladi - birinchi
navbatda eski z o‘gi atrofida ip burchakka, ikkinchi navbatda yangi
y 0‘gi (tugunlar chizigi deyiladigan ON 0'qi) atrofida 6 burchakka
va nihoyat yangi z o‘qi atrofida ij) burchakka buralish (1V.2-
rasmga garang). Bu uchta ketma-ket bajariladigan operatsiyalarga
quyidagi uchta matritsalarning ko'paytmasi mos keladi:



y ik .2-rasm: Euler burchaklari

Ixtiyoriy 2 x 2 oichamli kompleks matritsani 8 ta son aniqglaydi,
uniraodularlik (123)- va unitarlik (125)-shartlari beshta shartdir.
Demak, 2 x 2 oichamli unitar va unimodular martitsani 8-
5=3 ta mustaqil son orgali aniglash mumkin. Ular sifatida uch
oichamli fazodagi aylanishlarni aniglaydigan uchta burchaklarni
olish mumkin.  Ohirgi formulada mana shu uchta burchakka
bogligiik oshkora ko'rinishda aniglangan.

§15. Spinorlar

] — 1/2 holni alohida ko'raylik.  (113)-, (119)- va (120)-
formulalardan ma’iumki bu holda ikki komponentalik

kompleks vektorlar SU(2)(SO(3)) gruppasining eng kichik vaznli
spinor tasawurini tashkil giladi. Bu tasawur Kkeltirilmaydigan
tasawurdir. SU(2) ning elementini U deb belgilasak aylanishga
nisbatan £ quyidagicha almashinishi kerak:

ga=U$", -a,B=12. ' (131)
Bu yerda
U=a Uj=6 U=c=-—+ U=d=a*~
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boiadi. Shunday ikki komponentali spinorlardan m tasini oiib
ulardan e’ frm ko'paytmani tuzamiz. Oydinki

Agar vektor ikki oichami chizigli fazo bazisini tashkil gilsa
ko‘paytma 2moichamli chizigli fazo bazisini tashkil
etadi. Ushbu fazoni Lmdeb belgilaylik. Hosil boigan Lmfazoning

ixtiyoriy elementini deb belgilaylik. Bu vektor uchun
almashinish goidasi

cdazZ-am=JJNUAN L. Wra™PT-PT ! (133)
boiadi. Demak, elementlar SU(2) ning Lm fazodagi

tasavvurining bazisini tashkil gilar ekan. £ai"2 kattaliklar
rn—ang spinori deyiladi, mos keluvchi tasavvur esa m-chi rang
spinor tasavvuri deyiladi. Bu tasavvur Kkeltirilmaydigan
emas. Buni quyidagicha ko'rish mumkin. Hamma indekslari
bo'yicha simmetrik bolgan spinorlar to‘plamini Smdeb belgilaylik,
bu to'plam Lm ning gismfazosidir. Sm invariant gismfazo
boiadi. (133)-dan ko'rinib turibdiki, simmetrik bolgan
spinorning indekslarining o'rinlarini gandaydir qilib o'zgartirganda
o‘ng tomondagi U matritsalarning va R\32m«Bm indekslarning
o‘rinlarini ham mos kelgan holda o‘zgartirsak formula o'zgarmaydi.
Demak, simmetrik spinorlar Lm ning invariant gismfazosini
tashkil giladi. Bu degani, simmetrik spinorlar keltirilmaydigan
tasavvurni tashkil giladi. Smning oichamligini topaylik.
simmetrik bolgani uchun uning 1 va 2 indekslari qaysi tartibda
joylashganining ahamiyati yo‘q, shu sababdan quyidagi m + 1 ta
spinorlar Smfazodagi mustaqil bazisni tashkil giladi:

,11-1 " ;11— 0 1- 12-2 0 22-2
§°7 770 & T Hxaj ¢ 2 ¢

Demak, Smning olchamligi m+ 1 ga teng. Bunday simmetrik m-
chi rang spinor aylanish gruppasining j = m/2 vaznli tasawurini
tashkil giladi.

Shu paytgacha olganilgan spinorlar kontravariant spinorlar
deyiladi. Ular U matritsalar yordamida (131)-qoida bo'yidia al-
mashinadi. Kompleks qo'shma tasavvur Ut orgali almashinadigan
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va kovariant spinor deyiladigan

C=iB(u't <34)
kattalikiarni kiritaylik. Unitarlik sharti natijasida W tasawur
mustagil emas, u U"1 ga teng. Kovariant spinorni vektor-satr

= (Ci; £2) sifatida ko'rish kerak, shunda yuqoridagi almashinish
goidasi tushunarli ko'rinishga keladi:

«, &.:« 1,6) (f 0/() =(@6+™6 c'(t H'o). (135)

Noreiativistik kvant mexanikada £ kornpleks qo'shma spinor 14*ga
mos keiadi, —\)\2 ko'paytma esa zarrachani fazoning ma’lum
bir nuqtasida topish extimolligini beradigan kattalik sifatida skalar,
ya'ni, invariant kattalik bo'lishi kerak. U matritsaning unitarligi
UUI —1 bu talabning bajarilishini ta’minlaydi. Demak, ixtiyoriy
ko- va kontravariant spinorlarning skalar ko'paytmasi invariant
ekan:

X'Ja=XaU”"a= X"a- (136)
(132)-goida bo'yicha almashinadigan ikkita kontravariant spinor £
va X lardan,

X¥ - xI"2

kombinatsiyani tashkil gilaylik. det U —ad—bc —1 bo'lgani uchun
bu kombinatsiya invariant boiadi:

x2e -xlie=x2 -x ie-
(136)-bilan moslik boiishi uchun
Xi=xV X2=-X1 (137)

deb gabul gilish kerak. Ya’ni, SU(2) holida ko- va kontravariant
spinorlar hagigatda bir-biriga keltiriladi.
Kovariant spinorlar kiritiigani uchun ixtiyoriy rangli aralash

spinorlarni ham kiritish mumkin. Masaian, spinor al-
mashtirishlarda o'zini bitta kontra- va bitta kovariant spinorlarning
ko'paytmasidek tutadi, buni ~ 1aX3 deb belgilash mumkin.

esa ikkita kontravariant va uchta kovariant indekslarga ega
bo'lgan 5-rang spirt'oridir.
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SU(2) gruppasining tenzorlari bilan ishni osonlashtirish
magsadida

0 1
9aR — 1 1 %R ~9xa

koiinishga ega bo‘lgan kovariant "metrik tenzor" kiritamiz. Bu
holda (137)-goida

X« = 9al3X3

ko'rinishni gabul giladi. Agar gag8l — 02 munosabat orgali
kontravariant metrik tenzor

9°6=(1-0) (138)

kiritsak xa = 9aRXR formulani ham olamiz. Umuman

Xa = IXIRi  XaB - g~gRaX”, .xaR = 9aix-y3 va hk.

Kiritilgan metrik tenzorlar orgali spinorlar fazosidagi invariant
skalar ko'paytmalarni sodda ko'rinishda ifodalab olishimiz mumkin:

XaC = 9alRX3i a-
Bunday kiritilgan skalar ko‘paytma quyidagi hossaga egaligini
tekshirish qiyin emas:

XcF = (139)

Buning sababi metrik tenzorning antisimmetrikligi: gald = —¢f4a.

Kiritilgan metrik tenzor m-chi rang spinorini ixtiyoriy ikki
indeks bo'yicha soddalashtirib (m —2)-ehi rang spinorini olishga
imkoniyat beradi. Masalan,

yaiazégala,\aS - §az
(139)-dan ko'rinib turibdiki

galRXaXR=.x°x« = 0.
Bu natijalardan hulosa shuki simmetrik spinorlar keltirilmaydigan

tasavvurni tashkil giladi. Bir simmetrik spinor olaylik: (ai“2"am,
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agar uni ixtiyoriy onva  indekslari bo'yicha soddalashtirsak nolni
oiamiz:

9aa =0
Demak, simmetrik spinorlar o'zidan soddaroq spinorlarga keltir-
ilmas ekan.

ixtiyoriy ikkinchi rang antisimmetrik spinor raetrik tenzor gal
ga keltiriladi:

Xal3 = ~X3a = agals, ! (140)
bu yerda a - skalar. Ko'rish giyin emaski, boshga xech ganday
imkoniyat yo‘q.

Yugoridagi qoidalar formal matematik talablardan Kkeltirib
chigarildi. Hagigatda ular kvant mexanikasidagi fizik talablarning
natijasidir.  Kvant mexanikasidan ma’lumki, spini h ga teng
zarracha (masalan, elektronning) spinining tanlangan yolialishga
(masalan, z-o'giga) boigan proeksiyasi fagat .va —
giyrnatlarni gqabul giladi. Spinning proeksiyasi boigan holatga

spinor mos keladi, proeksiya —¢h ga teng holga esa

spinor mos keladi. Bularni tekshirish giyin emas: spinning z-
komponentasi operatori Sz= \orz uchun
SziMl = szip2 = —

Zarrachaning biror nuqtada topish zichligi p —ipMipl +ip*2" 2skalar
kattalik bolib u aylanish operatsiyasida o'zgarmaydi:

igHip L + ip~Nipl2 = it id + ip2in. (141)

Agar ipl,’ip2 spinorlar (132)-goidasi bo'yieha o'zgarsa va shunga
yarasha ipg* lar uchun

™ = atipl + YR,  y*2=cV + dNip2
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ga ega bo'lsak (141)- bajarilishi uchun (125)- va (127)- bo'lishi
kerakligini keltirib chigarish giyin emas (bu.- o‘quvchiga mashq).
Bu 0'z navbatida (131)-dagi almashtirish matritsasi U ning unitar
va unimodular bo'lishi kerakligini bildradi.

816. Aylanish matritsalari

(117)-formulaga qaytaylik. Elementar ikki komponentalik kon-
travariant spinorning komponentalarini £l = £, £2 = I} deb
belgilab {f'lv — < m < j} funksiyalar sifatida ulardan tuzilgan
quyidagi simmetrik bazisni olamiz:

Nj-m. j+m

AK . 4)=--=;=4===, (142)
V u~ m)\3 + rn)-

— <ni <] intervalda o0'zgarganda quyidagi ko'rinishdagi 2j + 1
ta birhadlar sistemasini olamiz:

Qj, <*.Y, e, XVI'\ VD-
(40)-bo'yicha ((126)-ni hisobga, olganda)
MO =1~ 10 =f(a*c - bn b*(+aV)
bo‘ladi. Tasawur matritsalarini D#rm deb belgilasak

- byeC+ar)=Y ,DL'JU (,v)

m
formulaga kelamiz.
j—n
(ax - = "-(-m,
1=0
jHm
(b*c+ av)i+m =y ; Carr.,('C}UM N ) K
K-O

formulalarda binomial koeffisientlar Cf = K\/(I\(I —fc)!) ni ishlatib,
(130)-formuladan a va 6 larni qo'yib aylanish matritsalari D3 -



uchun Euler burchaklari orqgali quyidagi ifodani topamiz:

DrnPQ®r =
jtm
no n!(j —m —n)!(j + ml —)\(n + m —v)
0\:2j+m'—m—2n / 2n+m—m'
X el nm* (cos - j sin 5 \j
2)
Bu formulani
e (142

koi'inishda ishlatish quiayroqgdir. Eng muhim bo'lgan ikkita.
hususiy hoini keltirayiik:

jis2

/ 1+cos0 sinB 1—cosB\
2 w2 2
sin#t ot sin#t
4 m'(0) wp P
1—cosi9 sinB 1+ cose

2 V2 2

(IV.2)-rasmda keltirilgan Euler burchaklarining ta'rifidan ko'rinib
turibdiki ip va @ burchaklar biian <+ 2ir va ¢+ 2rr burchaklar
fizik nugtai nazardan farg qilishi mumkin emas, shuning uchun

B U U fr
bo'lishi keraL Bum bqulyma)tllllk sharti deylik. Ammo (143)-
formuladan quyidagilarni olamiz;

DL,(fA 2%) =e-2™D’  (vAOQy
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m va rnlsonlar j bilan bir vagtda butun yoki yarimbutun boiadi.
Shuning uchun, agar j soni butun boisa birgiymatlilik sharti
bajariladi, agar j yarimbutun son boisa (spinor tasawur) tasawur
ikkigiymatli deyiladi. Bunda D8m(2n,6,ip) = 0,6, ip)
va D3m((p, 9, 2K) = 0) boiadi. Kvant mexanikasida
elektronning to‘lgin funksiyasi j = 1/2 ga mos keluvchi spinordir,
oiingan formuladan kelib chigadiki, bu to‘lgin funksiya 2n
burchakka buriiganda (-1) ga ko‘pa,yadi.

8§17. Clebsch-Gordon gatori

Keltirilmaydigan tasavvurlarning to'g'ri ko'paytmasini keitirilrnay-
digan tasavvurlarning to‘g‘ri yig'indisiga yoyish masalasi eng
muhim masalalardandir:

(144)

Umumiy holda bu masala og'ir masala hisoblanadi. SU{2) gruppasi
uchun uning yechimi quyidagicha.

Bir sinfga tegishli elementlarning xarakterlari bir xil, Ear
xil o'glar atrofida bir xil burchakka buralishlar bitta sinfga
tegishlidir. Buni quyidagicha ko'rish mumkin; birinchi o‘q atrofida
(o burchakka buralishni gi(ip) va ikkinchi ixtiyoriy o:q atrofidagi <
burchakka buralishni gz((p) deb belgilayli. Birinchi o'gni ikkinchi
0‘gga burab o'tkazadigan elementni go deb belgilaylik, Unda
9i (v5 —god'ii~dol boiadi. Demak, z-0'gi atrofidagi ip burchakka
buralish tasawurining xarakterini topsak ixtiyoriy o‘q atrofidagi
ip burchakka buralishga mos keluvchi tasawurning xarakterini
topgan bolamiz.

ttm ‘M 0) = einpmme

dan foydalanib quyidagini olamiz:
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(144)-ning chap tomonining izini hisoblaymiz:

n h m-ji+h
XHv)x4v)= E _e“” E e” = E W oy
rmi=li m2=-J2 m=]il-i2!
Tasavvurlar tilida quyidagi Clebsch-Gordon gatorim olamiz:
Dn ® LP* = D:h+h ¢ Djl+h~ & e+ D [jl-i2t. (145)

D} matritsa 2j + 1 o'Ichamli fazoda keltirilmaydigan tasavvurni
ifodalaydi. Chap tomonda (2ji + 1)(2j2-+ 1) oichamli fazoda
ta’sir qgiluvchi tasawur matritsasi berilgan, o‘ng tomonning
ma‘nosi shuki, bu fazo oichamliklari \ji -j P& dan ji +j2 gacha
bo'lgan invariant gismfazolarning yig‘indisiga parchalandi. Bu
gismfazolarning har biriga tegishli funksiyalar uch o'lchamli X, Y,z
fazoning buralishlarida fagat shu gismfazoga tegishli funksiyalar
orgaligina ifodalanadi.

4.32-misol.
= DI ®D". (146)

Har bir DI!'2ikki o‘lchamli bo'lib ikki komponentalik spinorlarning almashtirish
matritsasidir. lkkita fundamental ikki o'lchamli tasawurlarning ko'paytmasiga
mos keluvhci to'rt o'lchamli fazo tikkita keltiriimaydigan fazolarning to‘gri
yig'indisiga parchalanar ekan. Clebsh-Gordon gatori ko'pincha tasawur ma-
tritsalarini yozib o'tirmay shu tasawurlarning o’lchamliklari orgali ifodalanadi:

2® 2=301.

Ya’ni, ikkita spinorning ko'paytmasi bitta uch o'lchamli vektor va bitta skalarga
parchalanar ekan. Shu joyda (121)-formulaning muhokamasiga gaytish ayni
muddao. DI'2 D12 tasawur bo'yicha o'zgaradigan kattalik rmaP. Uni
simmetrik va antisimmetrik gismlarga bo‘laylik:

+ x/la pPe) =
2m r——)—— 2— r———cb—-l ———————————
Mana shu parchalaiiish (146)-ga mos kelishini ko‘rsataylik. Antisimmetrik gism
aylanishga nisbatan ijAa™ = ¢Ne] ekanligini topish giyin emas - (140)-formula
bo'yicha bu spinor skalarga ekvivalent, demak, u D° bo'yicha almashinadigan
skalar bo‘lar ekan. Ikkinchi rang spinorining simmetrik qismi bilamizki
keltirilmaydigan tasawurga. bo'ysunadi. (142)-formula bilan solishtirib ikkinchi
rang spinorning simmetrik gismini quyidagi uch komponentalik vektor

f} = /1b?2 fo = \("U+"2)
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ko'rinishida yozib olishimiz mumkin,
4.33-misol.
Dl1gD1'2= D32® DI/2

Buni esa
3®2=40©2

deb ifodalaymiz. Ya’ni, birinchi rang tenzon (uch komponentalik vektor) va
yariminchi rang tenzori (ikki komponentalik spinor) ning ko'paytmasi to'rt
komponentalik (rangi 3/2 ga teng) va ikki komponentalik (rangi 1/2 ga teng)
tenzorlarning to'g'ri yig'indisiga parchalanar ekan.

4.34-misol. Ikkinchi rang tenzorini soddalashtirish.

Clebsh-Gordon qatorini ikkita vektorning ko'paytmasiga qo‘llaylik:

Di®Dl= D20 DloD°, yoki 3®3=50301. (147)

Ikkinchi rang tenzori 0'zining ta'rifi bo'yicha ikkita vektorning ko‘paytmasi kabi
almashinishi kerak, shu nugtai nazardan chap tomonda qandaydir ikkinchi rang
tenzori turibdi. Bunday tenzorning 9-ta komponentalari bor, ular 9-o‘lchamli
fazoni tashkil giladi. (147)-formulaning o‘ng tomoni bo'yicha bu fazo uchta
keltirilmaydigan invariant gismfazolarga parchalanadi. Ularning o’lchamlildari
-5 3val

Shu masalani boshqgacha yo‘l bilan ham yechaylik.

Bizga ixtiyiriy ikkinchi rang tenzori berilgan bo'lsin: Uni simmetrik
va antisimmetrik gismlarga bo'lib olishimiz mumkin:

Tij ——(Tij 4- Tji) + —(Tij —Tji) = Sij + Aij. (148)
Ko‘rinib turibdiki,
Sij —2Nej Ta) —Sji, Aij= —(Tij—Tji) = —Aji. (149)

Uch o'lchamli fazodagi ikkinchi rang tenzorining komponentalarining-soni 3 X
3 = 9 gateng. Tenzorning mustaqil komponentalari soni masalasiga kelaylik.
Bu masalani hal. gilish uchun ixtiyoriy ikkinchi rang tenzorini matritsa sifatida
tasawur gila olishimiz mumkinligidan foydalananamiz:

/ Tn T12 T13\
Til 12 .‘FS
Ve T2 T3/
Antisimmetrik tenzorning mustaqil komponentalari soni nechta?  Uning

diagonalidagi hamma komponentalari nolgateng:

Aa —Aa=Au=0, i—1,23.
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Diagonali tagidagi 3-ta komponentalar diagonal ustidagi 3-ta komponentalariga
minus ishora biian teng. Demalc, antisimmetrik tenzorning mustagqil
komponentalari soni 3 ga teng:

/ 0 A A3\
| Ai2 0 Ax
V-A1B A3 0 /

Simmetrik. tenzorning mustaqil komponentalarining soni esa 6 ga teng -
diagonaldagi 3-ta komponentalar o0‘z-o‘ziga teng, diagonal tagidagi 3-ta
komponentalar diagonal ustidagi 3-ta komponentalariga teng:

['su s su\

| P s2 sz |n
\ 513 523 $33J

Tenzorning simmetrik va antisimmetrik qismlari koordinat o’glarini al-
mashtirishda fagat o‘zi org&iigina ifodalanadi:

S ~ dGifciljiSfci — anajkSki ~ OjiknjiSik — alkadSki —S —
Aji ~ ajkttilAK « “lIGkAK ~ UKUIAK — &IKAJIAK Aij.

Bu yerda biz ikkinchi tehglikdan keyin a koeffisientlarning o'rnini almashtirdik,
uchinchi tenglikdan keyin k | almashtirish bajardik, to'rtinchi tenglikdan
keyin esa (149)-dan foydalandik.

Simmetrik tenzor o'z navbatida ikki gismga bo'linishi mumkin:

Sij = sij + “&IT.

buyerda T = . - tenzor T ning izi (diagonal elementlarining
I I
yig‘indisi). T-ning izi uning simmetrik gismi S'-ning iziga teng. Yangi kiritilgan
Sij ning izi nolga teng: = 0. Navbatdagi bu bo’lishning ma’nosi yana
I
o‘sha - tenzor ustida almashtirish bajarganimizda Sij va T yana fagat o‘zi
orqali ifodalanadi:

Sij = aikdjiski, 12 Sa=2 (G = dkisi = Y, Skk = 0,
T'= K S'kk—)gaikO—iISkl = SkiSkl = ka’\kk:T.
|

Uchinchi tenglik belgisidan oldin almashinish matritsasi ay ortogonal
ekanligidan foydalandik. Shu bilan ixtiyoriy ikkinchi rang tenzori uchta
invariant gismlarga bo'lindi:

Tij = Aij + Sij +~5ijT = Aij + (s} - ~Om'J +i 6ijT
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Bu tagsimot shu ma’noda invariantki,.antisimmetrik tenzorlar, izi nolga
teng simmetrik tenzorlar va tenzorning izi fagat o‘zi orgali almashinadigan
kattaliklarni tashkil giladi.; Tasavvurlar nazariyasi tilida ularning har biriga
mos keluvchi fazoiar umumiy 9-o‘lchamli fazoning invariant gismfazolaridir.
Bajarilgan ish (147)-formulam keltirib chigarishga, ekvivalentdir.

4.35-misol.

DlgDl® Dl= D3©2D203D1© D°,

yoki,
3®3BI=70©2¢503301

bo'ladi. Ya'ni, 27 o‘lchamli fazo bitta 7 o'lchamli, ikkita 5 0‘ichamli, uehta 3
o'lehamii va bitta bir oichamli invariant gismfazolarga parchaianar ekan.
4.36-misol.

DI2¢Dl®D1= D¥20 2D32© 2D1'2
bo‘iadi.

§18. Momentlarni go‘shish

Momentlarni qo‘shish masalasi Clebsch-Gordon qatori hilan
uzviy bog'langan. Matematik nuqtai-nazardan spin va orbital
momentlarnirig fargi yo‘q, shu sababdan bundan keyin "moment"
deyilganda ularning ixtiyoriysi ko'zda tutiladi.

Clebsch-Gordon qéatorini fizik nuqgtai-nazardan quyidagicha
tasavvur gilish mumkin, Momentlari j\ va j2boigan ikkita sistema
berilgan boisin. To'lig sistemaning momenti ganday giymatlarni
gabul giladi? Sistemalar 2ji va 2j2 rangli ikkita spinorlar orqali
ifodalanadi, to'liq sistemaga

m\f PiP2 me o
spinor mos keladi, 'uni hamma indekslar bo'yicha simmetrik-
iashtirib ji + j2 momentga mos keluvchi 2(ji -f j2) rangli
simmetrik spinor oliriadi. Qiingan spinorda birinchi guruh
indekslar va ikkinchi guruh indekslardan bittadan olib ular bo'yicha
soddalashtirilsa 2(j1 +'j2) —2 rangli spinor olinadi, u j\ +j2—1
momentga mos keladi. Shu ishni yana bir marta bajarsak j\+j2—2
momentga mos keladigan spinor olinadi va h.k. Jarayonni davom



ettirib N\—j2i momentga mos keluvchi spinorgacha yetib kelinadi.
Olingan qator Clebsch-Gordon gatori (145)-ning o'zidir.

Quyidagi masalani ko'rib ehigaylik: alohida olib garaganimizda
momentlari j\ va j2) uiarning z-o'giga proeksiyalari va m2
boigan zarrachélardan tuzilgan sistemaning.toliq momenti va
uning proeksiyasi ganday giymatlarni gabul qilishi mumkin?
Bunday masala momentlarni go'shish masalasi deyiladi.

Momentlarni qo'shish masalasi aniqroq quyidagicha ifo-
dalanadi: ikkita sistema (yoki zarracha, matematik nuqtai-
nazardan farqi yo'q) berilgan bolsin, uiarning momentlari ji va
j2 boisin, shu momentlarning z-o'giga proeksiyalari mos ravishda
mi va m2 bolsin. Agar har bir sistemani alohida ko'rsak har bir
mi mos ravishda 2jt+ 1 ta giymatlarni gabul gilishi mumkin va har
bir sistemaning tolgin funksiyasi jf va jiZning hususiy funksiyalari
boiadi - (110)- va (115)-formulalarga garang. Kvant mexanikasiga
yaginroq bolishni ko‘zda tutib bunday hususiy toigin bunksiyani
\ji, mi) deb belgilaymis. Demak,

jflii, mi) =ji (ji 4 DUI, mi), ju\ji, mi) = mi\jh mi),
m2) =j2(j2+ 1)[j2,m2), j22N2,m2) = m2\2, m2).

Butun sistemaning tolig momentij =ji + boiadi. Kolish giyin
emaski, \ji,mi)\j2,m2) toigin funksiya jz=j\z+ j2z operatorning
hususiy funksiyasi ( jx va j2 va uiarning komponentalari har xil
o'zgaruvchilarga ta'sir giluvchi operatorlar boigani uchun ular
o'zaro kommutativ boiadi):

jz \N\hm)\i2,m2)] = (jiz+ j 22) [\jumi)\j2,m2)] =

=(m + m2)bi,mi)|j2)m2).
Ammo \ji,mi)\j2,m2) toigin funksiya j2 ning hususiy funksiyasi
boimasiigi mumkin:
j2=]?2+ji+.3ii-j2
ifodadagi ohirgi had bunga to‘sqinlik giladi. Shularni hisobga olib

momentlarni go'shish masalasi quyidagicha qo'ydadi: 2(ji + j2)
rangli spinor boigan \ji-mi)\j2,m2) funksiyani j2 va jz ning
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hususiy funksiyasi bo‘lgan N\, m) bo'yicha gatorga yoying:

lib ™i)]i2,m2) = m). (150)
LI
Bu yerda o‘ng tomondagi m chap tomondagi m\ va rr;2 laming
yig'indisiga teng: rn —nix 4- m2. Huddi shu masaiani teskarisiga
ham qo'yish mumkin: f,m) ni \ji,rmi)\j2mz2) bo‘yicha shunday
gatorga yoyish kerakki, unda mi va m2 larning mi + m2 = m
shartga bo'ysungan hamma kombinatsiyalari ishtirok etsin

b>m) = mi)|j2, ma)- (151)
mi
OlIng tomonda m2 bo‘yicha yig'indi yo‘q, chunki uning giymati
mi + m2 -- m shartdan topiladi.

Matematik nuqtai-nazardan (150)- va (151)-formulalar bitta
ortonormal bazisdan ikkinchisiga o‘tish formuialaridir, shuning
uchun ularga kirgan koeffisientlar o'zaro teskari boigan unitar
matritsalarni tashkil qilishi kerak. Buni boshgacha ham
ko'rsatishimiz mumkin.

Umumiy qodida bo'yicha

Cm u'rt = (m\lib Th)]i2m2)) ;

Ch = (O'bmil(i2,wr]) li,m). .
Ikkinchi tomondan {~1i"2) = (VMVi)* bo'lishi kerak, demak,
Gntnihm = Chmmm2- KeY™ ko‘ramizki, bu koefficientiar haqiqgiy
son boiadi, shuning uchun G'fmhm2 =
(150)- va (151)-almashtirishlarning unitarligidan C'j*.u2n®
koeffisientlar uchun quyidagi munosabatlar kelib chigadi:

pjm fijm _n . ftj™ fij'm _
jimhm nT'egT2 ' mb»i’ hrntiim naTTT-r ujj -

J ml

koeffisientlar Clebsch-Gordon koeffisientlari deyiladi.
Ularni aniglash uchun (110) - (116)-formulalarda qo!llanilgan
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metoddan foydalanamiz. Bu formulalarning ichida ko'rilayapgan
masala uchun eng muhimlarini hozirgi belgilashlarda yozib olaylik:,

JE\j, m) = px(j, mM\j,m il), px(,m) ="'y/j(j +1) - m(m x 1).

(151)-formuianing o‘ng tomonida mi —ji va m2 = J2 bo'lsin,
ya’ni, momentning proeksiyalari 0 ‘zining maksimal giymatiga ega
bo‘lsin. Bu holda chap tomondaj —ji +ji vam =ji jz boladi
va gatordan bittagina had goladi:

\ji +32J 1 +1J2) = Cjltihh” 2b'15i) b'2,J2)
To'lgin funksiyalarining hammasining normasi birga teng qilib

tanlab olingan deyilsa |Cj¥* A+2Pp — 1 bo'lishi kerak,
Gfmhh+n = ~ deb tanlab olamiz. Bu tanlov bilan biz
hamma C3 laming umumiy ishorasini anigladik. Endi ohirgi

formulaning ikkala tomoniga pasaytiruvchi operator bilan ta’sir
gilish kerak:

3-1i1 +32,j1 +h) - {j\-+32-)\31,3)\32,32) =

- ji)\h,3i - 1]j2,32) + P~{32,h)\h,h)\h,j2 - 1).
P~(j,j) \/2j bo'lgani uchun

vao ol +320\j\ +32,j1 +12 — 1) —
= VAl jlI - 1) Jj2id2) + VAh\]LjD\j2,j2 ~ 1).
Olingan formulani (151)-bilan solishtirish Clebsch-Gordon koeff-
isientlarining ikkitasini beradi:

rih+jidich-l fth+hih+h-i _ 1 h

h+
h,h-i,h, J\Ijl+j2 jhh,h,i2-i ]7\jl +jl
Ikkala koeffisient oldida musbat ishora olindi, keying! topiladigan
toiqin funksiyalarining ishoralarini shunday tanlab olish kerakki,
ular bu funksiyaga ortogonal bo‘lib chigsin. Jarayonni davom
ettirib \ji +j2,—i —ji) holatgacha yetib borish giyin emas,
Ko'rinib  turibdiki, Clebsch-Gordon  koeffisientlarining
hagiqiyligining yugorida vada gilingan isboti p~(j,m) laming
haqgiqiyligidan kelib chigadi.
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J = ji +j2—1 holatga O'taylik: Bu holatga mos keluvchi
eng yuqori vektor uchun m —j\+ j2 —1 bo'lishi kerak. U esa
fagatgina \hj x- 1)\j2,j2) va |ji,ji) \2,32~1) holatlarning chiziq|i
kombinatsiyasi bo'lishi mumkin. Demak

fl +32- hh+32 ~ 1) =a\jhji - 1)\j24j 2 +b\ji,ji)\j2,32 ~ 1).
Bu holat j +ta’sirida nolga tenglashishi kerak:
3+ («lil,il - 1)Uz i2>+6]ilil]i2,i2- 1}) =
= aji+\juji - D]j2,J2>+ T>]ilil}i2+]j2,j2- 1) =
= (aV¥i+bVy~2\h,h)\hj2) = o.

Demak, a = Buni hisobga olib m = j\ +j2—1 holatni
quyidagicha tanlab olamiz:

V 2Ui +32)\ji +32 ~ I,ii +i2 - 1) =
~ 1)bzia) - VALiLiD]i2,i2 ~ 1).

Bu tanlov holat normasining birga tengligini ta’minlaydi. Olng
tomondagi ishoralar shartlidir, ya’ni, birinchi had oldida minus va
ikkinchi had oldida plus olishimiz mumkin edi. Muhimi - ikkala had
oldidagi ishoralarning:har xilligi. Topilgan |ji +j2—1,ji +j2—1}
asosida yuqoridagi usul bilan hamma |ji +j2—,j\ +jz —2), |ii +
2- 1ii +i2~3),.0; lii+i2- 1,-ii - J2) larni topish mumkin.
Clebsch-Gordon koeffisientlarining quyidagiiari topildi:

Keyingi holatlarni topishda ham huddi shunday usul bilan harakat
gilish kerak."

4.37-misol. ji = 1/2, j2=1 bo'lsin.

j ni m dan farg gilish uchun m ning oldiga uning ishorasini go‘yib
ishlatamiz. Ikkaia zarracha momentining z - o‘giga proeksiyasi rnaksimal
bo'lsin, bunda:
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Proeksiya +1/2 bo'lgan holga o'tish uchun ikkalatomongajL = ji_ +ji- bilan
ta’sir giilamiz:

=V2 - i) Ne
Endi spin proeksiyasi -1/2 bo‘lgan holatni topaylik. Buning uchun yana bir
martaj_ = ji_ + j?~ bilan ta’sir giiamiz:
+>|1,0) +
11,0) + 3

Yana bir marta pasaytiruvchi operator bilan ta’sir gilinsa to'lig moment 3/2,
uning £-0‘giga proeksiyasi -3/2 bo'lgan holatga o‘tiladi:

1 1
VZA 2'"2
Vs

2'~2)

Albatta, bu munosabatni oldindan ham yozib qo'yish mumkin edi, ammo
biz yo'l-yo‘lakay hamma hisoblarimizni tekshirib chigish imkoniyatini boy
bermaslikka, garorqildik.

.. To'lig,,spin 1/2 .jbo’'lgan holga o'taylik. Yuqoridagi nazariya bo'yicha

1 1 1
It [I,+1)+6 2.9

.kombinatsiyaga ko'taruvchi operator j+ bilan ta’sir giiamiz, natija nolga teng
:bo‘lishi uchun « + bV2 —0 bollishi kerak. To'lig to‘lgin funksiyaning normasi

birga teng bo'lishi kerakligi shartidan quyidagini olamiz (a ning ishorasini
musbai .deb taiiladik):

1,1 1 1
2,42 AR |

Pasaytiruvchi operator, bilan ta’sir giiamiz:
1 1 JL
2- 2 93

'‘Boshga holatlar yo‘q, hamma topilgan holatlarning o‘zaro ortogonalligini
tekshirib chigish qiyin emas.
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819. SU(3)-gruppasi

0 ‘Ichdmligi 3x3 bo'lgdn unitar va unimodular matritsalar to'plami
SU(3) gruppasini tashkil giladi. g C SU(3) bolgan ixtiyoriy
matritsani

g = exp (iaiXJ)
ko'rinishda ifodalash mumkin, bu yerda an- haqiqiy parametrlar, A*
- 3x3 matritsalar. gning unitarligi —g~l dan XIlmatritsalaming

0'ziga go'shma ekanligi A%t = Arfva g ning unimodularligi detg —1
dan Xl matritsalaming izsizligi Tr(AM = 0 kelib chigadi. Ixtiyoriy
aynimagan n x n unitar matritsa n-o‘lchamli kompleks fazoda
quyidagi kvadratik formani saalaydi:

n
« >f)=§_i Yr= W=uty) =ty =£
= ;=
Ixtiyoriy unitar matritsa uchun U(n) = {7(1) x SU(n)
bo‘ladi, bu yerda 17(1) - U(n) ning abel gismgruppasi, SU(n)
esa sodda gruppadir (Qachon gruppa sodda yoki yarimsodda
deyiladi va bu nimaga olib keladi 822.-paragrafda tushuntirilgan).
SU(n) gruppalar kompakt gruppalardir, demak, ularning hamma
keltirilmaydigan tasavvurlari unitar boiishi kerak. Demak,
hermit go‘'shma D' tasavvur bo'yicha almashinadigan kattaliklar
teskari D~I tasavvur bo‘yicha almashinishi kerak. SU(3) uchun
buni quyidagicha ifodalaymiz. Uch komponentali kompleks
kontravariant vektor Kiritaylik:

/ V1
b=\
\ &

Bu kattalik SU(3) gruppasining biror keltiriimaydigan tasavvuri
U] bo'yicha almashinsin:

~n = Ufoj, i,j=1.23.

Hermite qo'shma tasavvur bo'yicha almashinadigan kattalik
kovariant vektor sifatida garaladi:

$ = (U = 1A3.
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Kiritilgan kattaliklar SU(S) gruppasining birinchi rang tenzorlari
boladi. Gruppaning p-marta kontravariant va g-marta kovariant
tenzori:

ST (U-y UV

Bir marta ko- va bir marta kontravariant aralash tenzor % berilgan

bolsin. U uchun . t
#=u(u~y. 4.

Agar bu ifoda i va ] indekslar bo‘yicha soddalashtirilsa va ipl —
WD belgilash kiritilsa ipl — tp boiadi.  Ikkincbi rang aralash
tenzorini soddalashtirib rangi nolga teng boigan skalar kattalik
oldik. Huddi shunday ixtiyoriy rang aralash tenzorini bitta ko-
va bitta kontravariant indekslari bo'yicha soddalashtirib rangi
ikkitaga kam boigan tenzor olinadi.

Soddalashtirish masalalarida invariant tenzorlar yordam be-
radi, SU(3) gruppasida uchta invariant tenzor bor: 5, £¥X va
Hijk- Ularning birinchisi - Kronecker deltasi, ikkita qolgani - birlik
antisimmetrik tenzorlar. Ularning invariant ekanligini ko'rsatish
giyin emas:

sf=uj, (U-1) "4 =ui(U-)*=
fHk = uju3jjkeimn = (det jrj). 8n = An.

Zijk = {U-% (U~X {U~)keimm = det (CT1) mijk = eijk.

Ohirgi ikki munosabatni olishda birinchi bobdagi 10-mashq
natijalari ishiatildi.

(152)-qoida 00‘yicha almashinadigan tenzor keltirilmaydigan
.tenzor emas, uning ikkita biri ko- va biri kontravariant indekslari
bo'yicha soddalashtirilsa rangi ikkitaga past boigan tenzor kelib
chigadi. Shuning uchun keltirilmaydigan tenzorlarni quyidagicha
taliflaylik:

1 Tenzor 0°zining yuqori va quyi indekslari bo‘yicha (har biri
bo'yicha alohida) simmetriklashtirilgan bolishi kerak;
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2. Ixtiyoriy ikkita biri yugori va biri quyi indekslar bo'yicha
soddalashtirilganda u nolga teng bo'lishi kerak.

Birinchi rang kontravariant tenzor tjjl keltirilmaydigan tasavvur
Z)(1,0) bo'yicha almashinadi deyiladi, birinchi rang kovariant
tenzor ipj boisa Kkeltiriimaydigan tasavvur D(0,1) bo'yicha
almashinadi deyiladi. Shunga yarasha

ikkinchi rang Kkeltirilmaydigan aralash tenzor bo'lib, u Kkeltir-
ilmaydigan D(1,1) tasavvur bo'yicha almashinadigan tenzor
bo‘ladi. D(p, q) esa p marta kontravariant va g marta kovariant
keltirilmaydigan tenzorni ifodalaydi.

Birinchi rang tenzorining o'lchamligi 3 ga teng, ikkinchi rang
aralash tenzorning oichamligi 3 x 3 = 9 ga teng, keltirilmaydigan
ikkinchi rang aralash tenzorning o'lchamligi 3 x3 —1 = 8
ga teng (izining nolligi shartini hisobga olish kerak). Ikkinchi
rang kontravariant Kkeltirilmaydigan tenzorning oltita kompo-
nentasi bor: . Bu yerdagi
{} simvollar ularning ichidagi indekslarning simmetriklashtiril-
ganligini bildiradi, shu sababdan ikkinchi rang kontravariant
keltirilmaydigan tenzorni deb Dbelgilash mumkin. Ikkinchi
rang kovariant keltirilmaydigan tenzor esa ipuj} deb belgilanadi.
%Notenzor D(2,0) tasavvur bo'yicha, tjj” esa 0 (0,2) bo'yicha
almashinadi.

D(p, 0) tasavvurning o'lchamligini topaylik. 1, 2, 3 giymatlarni
gabul giladigan p ta sonlardan 3P ta har-xil variantlar tuzish
mumkin. Ularning ichida simmetrik variantlar '11..1,22...2,33...3
ko‘rinishga ega boiishi kerak. Bu kombinatsiyalarning soni vergul
belgisini necha hil yo'l bilan tanlab olishga teng, bu tanlashlarning
soni \{p + VYp + 2) ga teng. Huddi shunday quyi. indekslar
bo'yicha ham simmetrik variantlar soni \(q + 1 Yq - 2), ularning
ko'paytmasi | (p+1)(p+ 2) <3+ I)(<3+ 2). Har bir yugori-quyi juftlar
bo'yicha soddalashtirishda nol olinishi kerak, burtday shartlarning
soni ”p(p + 1)g(q + 1). Natijada D(p, g) tasavvurning o'lchamligi
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uchun

\ [i>+ D.P+ 2)(1 + 1)(i + 2) - PiP+ 1)99 + 13 =

=2P+D(?+ NP +9+2)

son olinadi.

Yuqorida olingan hususiy giymatlar bilan solishtirish mumkin:
£>(1,0) ning o'lchamligi 3 ga teng, £>(2,0) ning o'lchamligi 6 ga
teng, £>(1, 1) ning o‘lchamligi 8 ga teng, £>(3,0) ning oichamligi
10 ga teng.

Keltirilmaydigan tasavvurlarni ko‘paytirish (Clebsch-Gordon
gatorini topish) masalasiga kelaylik. £>(1,0) va D(0,1)
larning to!g‘ri ko'paytmasidan boshlaymiz. £>(1,0) bo'yicha ‘il
aimashinadi, £>(0,1) bo‘icha ipi- VWi ko'paytma ikki gismga
ajratiladi: skalar V'Vi, u £>(0,0) bo‘yicha aimashinadi, va izsiz
tenzor 154Kk, u £>(1,1) bo‘yicha aimashinadi. Demak,

£5(1,0) ® £50,1) = £0,0) © £(1, 1).

Oichamliklarini tekshiraylik: 3x3 = 1+8, Ohirgi yozuvda 3 belgi
orgali £5(0,1) ning kompleks go'shma tasawur ekanligi ifodalandi.
Odatda £>(0,0) bo'yicha almashinadigan skalar singlet,
£>(1,0) va £>(0,1) bo'yicha almashinadigan kattalik triplet,
£>(1,1) bo'yicha almashinadigan kattalik oktuplet deyiladi.
4.38-misol. ipiiva  larui keltirilmaydigan gismlarga parchalang.

Ikkinchi rang tenzorini simmetrik va antisimmetrik gismlarga parchalashni
bilamiz:

pi = + 1(pi+p ~, SNe=1} (pi- $*).
ipVi* simmetrik tenzor sifatida D(2,0) bo'yicha o'zgaradi, ipbil esa £>(0,1)

bo'yicha almashinadigan birinchi.rang kovariant tenzoriga proporsional: ipi =
Sijkip”™- Demak,

£>(1,00® £5(1,0) = £5(0,1) ©£»(2,0).  yoki  3<g>3 = 3©6.
mpij ga kelsak

£5(0,1)(8)E>(0,1) = £»(1,0) ©£>(0,2),  yoki  3<g>3 = 306
bo'ladi.
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4.39-misol. rpjkni keltirilmaydigan gismlarga parchalang.

iPk va «idi lar D(0,1) bo'yicha almashinadigan birinchi rang kovariant
tenzorlar, izi nolga teng bo'lgan quyi indekslari bo'yicha simmetrik va
antisimmetrik tenzorlar:

1

Demak,
£5(1,0) ©D(0,1) ® D(0,1) = £»(0,1) © D(0,1) © D(2,0) © D(l, 2),

yoki, 3®3®3 =3©306015.
4.40-misol. £>(1,1) «#D(1,1) ni toping.
Birinchi £>(1,1) ga mos keluvchi bazisni ipj deb belgiiaymiz, ikkinehi
£4(1, 1) ga mos keluvchi bazisni deb belgiiaymiz, ularning izlari nolga teng.
1. Birinchidan, tpj va d*-lardan singlet hosil gilish mumkin: Bu - singlet,
u D(0,0) bo'yicha o'zgaradi.

2. lkkita indeksli izi nolga teng kombinatsiyalar hosil gilish mumkin:

Bular D (I, 1) bo'yicha o'zgaradigan ikkita oktuplet;

3. kombinatsiyani (i, l,m) indekslar bo'yicha simmetriklashtirib
chigish kerak, natijada dekuplet deyiladigan D(3.0) tenzor hosil bo'ladi;

4, kombinatsiyani (i,I,m) indekslar bo'yicha simmetriklashtirib
chigish kerak, natijsida D(0,3) tenzor hosil bo'ladi, u ham dekuplet;

5. ko'paytmani {;i, ;2 va (ji,ja) indekslar bo'yicha simmetriklashtirib
chigib izlarini ayirib tashlash kerak. To'lig simmetrik kombinatsiya:

Undan ayirilishi kerak hadlar:

Mana shu ikkala ifodalarning, yig'indisi xJX —xf,* + Xj®%2ikkala yuqori
va ikkala quyi indekslari bo'yicha simmetrik va ixtiyoriy bitta yuqgori va
bitta quyi indekslari bo'yicha soddalashtirilganda nolga teng bo'ladigan
keltirilmaydigan D{2,2) tenzomi beradi.
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Olingan natijani quyidagi ko'rinishga keltirish magsadga muvofigdir:
D(l,1) 0 D(1,1) = D(0,0) ©0(1,1) © £»(1,1) © D(3,0) © £>(0,3) © 0(2,2).
Tenzorlarning o‘lchamliklari orgali:

8®8=1080©80©10ffii0©27.

Chap va o!ng tomonlarda bir xil son turibdi - 64.

Keltirilmaydigan gismlarga parchalash elementar zarraehalar
nazariyasida katta ahamiyat kasb etadi. Kvant xromodinamikasida
kvarklar uch xil rangga (algebraik rang emas, qizil, sarig
va yashil ranglar) ega boiib SU(3) gruppasining fundamental
tasawurini tashkil giladi - kvarklar D(1,0) va antikvarklar .0(0,1)
tasavvurlarga tegishli. Mezonlar bitta kvark va bitta antikvarkdan
tashkil topgan, demak, ular 3 x 3 = 1 + 8 tasavvurga tegishli
bitta sibglet va bitta oktetdan iborat nonetni tashkil gilishi kerak.
Fizikada har bir oktet, nonet, dekuplet va h.k.lar multiplet
deyiladi. Barionlar, giperonlar uchta kvarkdan tuziigan bo'lib ular
ham tegishli muitipletlarga parchalanadi.

SU(3) gruppasining 8-ta generator! bor (paragrafning ohirida
SU(n) gruppasi uchun generatorlarning soni hisoblangan, bu
son n2 —1 ga tengligi ko'rsatilgan). SU(3) ning generatorlari
fundamental tasavvurda odatda quyidagieha tanlab olinadi Ta —

aa — 1.2, ..8 Bu yerda \a lar Gell-Mann matritsalari
deyiladi, ularning ko'rinishi quyidagieha:

Ko'rinib turibdiki, generatorlarning ikkitasi, A3 va Ag, bir vaqtda
diagonal. ko‘rinishga ega. Bu degani 823.-paragrafda keltirilgan
klassifikatsiya bo'yicha SU(3) gruppasi ikkinchi rang gruppadir.
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A3 va Ag generatorlarga mos keluvchi kvant sonlar saglanuvchi
kattaliklar bo'ladi. Elementar zarrachalar fizikasida bu sonlar
sifatida giperzaryad va izotopspinning uchinchi komponentasi
gabul gilinadi. At larning hammasi izsiz ermit matritsalardir.
Ai, A2 va A3 larga ahamiyat berilsa ular Pauli matritsalarini
0'z ichiga oladi, bu bilan SU(2) gruppasi ;>I7(3) gruppasining
gismgruppasi ekanligi ta’kidlanmoqda.  Generatorlar quyidagi
kommutatsion munosabatlarga bo'ysunadi:

Aa Aj _ A,

TT ~%e2
SU(3) gruppasining hossalarini bilish uchun yuqoridagi gener-
atorlar algebrasiga kirgan struktura doimiylari fa® larni bilish
yetarli, bu hagida 8§23.-paragrafda gapirilgan. Generatorlarning
yugorida keltirilgan realizatsiyasi uch o‘lchamli D(1,0) tasavvurga
mos keladi, ixtiyoriy D(p,q) tasavvurda generatorlarning realizat-
siyasini quyidagicha topish mumkin. Cheksiz kiehik  parametrlar
uchun Uy ~ §j -\d\oia (Aa)] deb olib (152)-formulada cheksiz kiehik
almashtirishlarga o‘tamiz

J’hhdip L idiaa

~ -0 + 5dp belgilash kiritilsa

To'g‘ri gavslarning ichidagi matritsa aralash tenzor ip) ninS
tasawuridagi generator bo'ladi, bu, generatorlarning oichamligi



9x9. Boshga tasawurlarga mos keluvchi generatorlarni ham shu
yoi bilan topish mumkin.

Paragrafning ohirida SU(n) gruppasi uchun bir necha muhim
munosabatlarni keltirib chigaraylik.

SU(n) gruppasining generatorlari sonini topaylik. ~Genera-
torlar izi nolga teng ermit bo‘lgan N x n matritsalardan iborat.
Kompleks nx n matritsaning umumiy elementlari soni 2n2 ga teng.
ermitlik shartlari soni 2] (n2—n)+n ga teng, izsizlik sharti 1 ta, shu
bilan, izi nolga teng ermit bo'lgan. N X N mustaqil matritsalarning
soni 2n2—n2- 1=n2—1ga teng. Demak, SU(n) gruppasining
generatorlari n2 —1 ta bo!ladi (masalan, SU(3) gruppasida 8 ta
generator bor). Ularni Ta, a = 1,2,...,n2 —1 deb belgilaylik.
Generatorlarning kommutatori

[Ta, Tb] = ifabcTec-

Bu yerda fabc hamma indekslari bo'yicha to‘liq ravishda anti-
simmetrik tenzor - SU(N) gruppasining struktura doimiylari (Lie
gruppalari algebrasining 822.3.-paragrafdagi hossalariga garang).
Elementar zarrachalar nazariyasida ko'p ishlatiladigan bir necha
formulalarni keltirib chigaraylik.

Generatorlar quyidagi shartlarga bo'ysunadi:

Tr(T,) = 0, Tt(TaTh = ~6a

Birinchi shart - generatorlarning izsizligi sharti, ikkinchi shart -
ixtiyoriy yarimsodda gruppalari uchun Kiritilishi mumkin (§22.3.-
paragrafdagi Cartan formasining muhokamasiga qarang). Ikkinchi
shartda 1/2 ning o'rniga ixtiyoriy son olish mumkin, ammo biz
yugoridagini tanlaymiz. Bu munosabatlardan ko‘rinib turibdiki

fabe = -ITr([Ta,T b Tc) .
Feynman diagrammalarida quyidagi munosabat keng go(Uaniladi:

=i (A% - h'sf]. (153)
a—+

4.4-mashq. (153)-formulani keltirib chigaring.
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4.5-mashqg. (163)~formuiadan foydalanib quyidagi munosabatiarni
keltirib chiqgaring:

- 2% / 1 \

2)(:1 . (|:52| Tor«T<= (C\M#) -MG) )/Ta, Yg%dfacdfbrA = C2(G),
el o 2-1
£ = (C*G)T* C2(R) = C2(G) =n.
b,c—

Bu mashgda paydo Boigan CiiK) va C/G) belgilar SU(n)
gruppasining kvadratik Casimir operatorlarining hususiy giymat-
lari, CA{R) - fundamental (n oichamli) tasawurga mos keladi,
C2(G) esa biriktirilgan (n2 —1 o'ichamli) tasawurga mos keladi.
Kvant xromodinamikasida CoiR) kvarklar bilan bog‘langan, cbunki
kvarklar fundamental tasawurga tegishli, CNG) esa gluonlar bilan
boglangan, chunki gluonlar biriktirilgan tasawurga, tegishli.

8§20, Lorentz gmppasl

820.1. Lorentz gruppasining ta‘rifi va umumiy hossalari

Minkowsky fazosida (4-b‘lchamli fazo-vaqtda) ikkita cheksiz yaqin
hodisalar orasidagi interval quyidagicha aniglanadi:

ds2 = gNdxNdx? = (dx°)2 —(dx1)2 —(dx2) 2 —(dxz)2.
I
Bu formani invariant qoldiradigan almashtirishlar
dxu —Nwdxv, ds2 = glivdx'lldx'v —giivdx{dxv —ds2 (154)

Lorentz almashtirishlari deyiladi. Lorentz almashtirishlari bir
inersial sanoq sistemasidan unga nisbatan gandaydir tezlik bilan
harakat gilayotgan ikkirichi inersial sanog sistemasiga o‘tishga mos
kelar edi. Ikkita ketma-ket bajarilgan Lorentz almashtirishlari yana
Lorentz almashtirishini beradi:

dx,fi= A\dxyv = Aj>\adxa '= Aldx*

formuladan ko'‘rinib turibdiki, K sistemadan K" sistemaga Ai
yordamida, undan kevin esa K' dan K" sistemaga A2 yordamida
o'tish K dan bevosita K ga bitta A3 = AiA2 Lorentz almashtirishi
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yordamida o'tishga teng ekan. Bu degani, Lorentz almashtirishlari
gruppani tashkil giladi.
Lorentz almashtirishlari ta'rifini ochib yozaylik:

g™ AlRANdX°"dxx = ga\dxadxx.
Bundan ko'rinib turibdiki

gNARN\ =9\ (155)
Bu munosabatni matritsa ko'rinishida yozib olish mumkin:
ATOA- g
Bu hoida
detg ——1 = det <?(detA)2,
yoki, .

detA = +1

ekanligini topamiz. (155)-formulada a = A — 0 deb quyidagini
topish mumkin:

9m=1- VA V 0o = (A°0)2- (JIX)2- (J120)2- (/130)2. (156)

Demak,

(J1ro)2=1+; > *,)2>1
r=1
Ikkita hol bo'lishi mumkin ekan:

1°0 > +1, o<

Determinantning ham ishorasini hisobga olsak Lorentz al-
mashtirishlarini to'rt gismga bo'lish mumkinligini ko'ramiz:

1.L\ : A°0> +1, detA=1
2.1t:  A°0>+1, detA——;
34 : A0< 1, detA=1
4, LT: A0<—, detA=—

P
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(let A = +1 boigan almashtirishlar hususiy deyiladi, A°0 > +1
almashtirishlar esa ortoxron deyiladi. Ro'yxatdagi birinchi hoi
hususiy ortoxron almashtirishlar deyilib ulargina gismgruppani
tashkil giladi. Buni tushunish qiyin emas - birinehidan, ikkita
determinant! manfiy matritsalarning ko'paytmasi determinanti
musbat matritsa bo'ladi. Ikkinchidan, A°0 < —1 almashtirish
vagt o'gini teskariga yo‘naltiradigan almashtirishdir, uni ikki
marta qoilasak vaqt o‘gi yana o‘zining boshlang‘ich yo'nalishiga
gaytib keladi, ya'ni, ikkita ketma-ket bunday almashtirishning
natijasi bitta A°0 > +1 almashtirishga tengdir. Ya'ni,
Li,4 va Z; to'plamlar gismgruppani tashkil gila olmaydi.
Bundan tashqari, birlik element IJ+ ga kiradi. Hamma Lorentz
almashtirishlari umumiy Lorentz gruppasim tashkil giladi,
determinanti +1 ga teng almashtirishlar to'plami L++L+ hususiy
Lorentz gruppasi deyiladi. 8§10.-paragrafdagi klassifikatsiya
bo'yicha Lorentz gruppasi psevdoortogonal 50(3,1) gruppaga mos
keladi. Bundan keyin Lorentz gruppasining tasavvurlari haqida
gap ketganda hususiy Lorentz gruppasining tasavvurlari ko'zda
tutiladi.
Quyidagi almashtirish matritsalarini ko'raylik:

/-1 000\ /1 0

0 .0 \
0 100 A 10 -1 0 0
At 0 010 V& Ap=10 0 -1 0
\0 001/ \o 0 0 -1y
Birinchi matritsa ta’sirida vaqt koordinatasi o'z ishorasini
o'zgartiradi: X ikkinchi almashtirish esa fazoviy

koordinatalarning ishorasini o'zgartiradi: X —m
-X X3 -X

x"°\ -1 000\ (—o
Xa 0 10 0 X x1
X'2 0 010 X2 X2
V xz3 0001/ \x*) 37
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(x°\ /710 0 o\N /xX\ ( x>\
d

0-10 0 ) —x x1
x1 0 0-10 —X2 x2
\x | \0 0 0 -1/ \x3J \ ST |

Bu ikkala almashtirish ham Lorentz almashtirishlariga tegishli
chunki ular intervalning kvadratini saqlaydi. Ular uchun Ar € Li
va Ap € L[, undan tashgari AtAp E L+ Odatda At matritsa
orqali ifodalangan operatsiyani T—almashtirish, Ap matritsa orqgali
ifodalangan operatsiyani esa P —almashtirish deyiladi. Ular
diskret Lorentz almashtirishlariga tegishli;;

820.2. Lorentz gruppasining generatorlari

Lorentz gruppasining generatorlarini topishdan oldin uch oichamli
fazodagi aylanishlar ham Lorentz gruppasiga Kirishini ko'rsataylik.
Quyidagi matritsa

10 0 0
0 cosip sinip 0
S2(+) = 0 —siny? cosip 0
0 0 0 1

/x,/&i\ 0 0 .. (x°\
X cosip sinip 0 X1
x/2 —sinV? cosip 0 x

\X"*] 0 0 17 y 3y

X
XLCOS ip + X2Sin ip
—a:lsinip + X2C0Sip
\ Xa /
almashtirish bajaradi, bu almashtirish Xx* ning bir gismi boigan
XIXI ni invariant goldiradi, demak X”X[3 ni ham . Demak, 2
o'qi atrofidagi aylanish Lorentz gruppasiga taallugli ekan. Huddi

shunday ko'rsatish mumkinki, y va X o'glari atrofidagi aylanishlar
ham Lorentz gruppasiga kiradi. Ya’'ni, 50(3) gruppasi Lorentz
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gruppasining qismgruppasidir. X va y o'gJari atrofidagi
aylanishlarga quyidagi matritsalar mos keladi:

/10 0 0 \

01 0 0 )
24P 0 0 cos( siny? j'’
\0 0 sintpaxipd
/10 0 0

0 OB 0 —§n<E>
SUCY) 0 0 1 0

\Y, 0 sinip 0 cos (

Endi hususiy Lorent almashtirishlariga o'tamiz. Faraz qgiiaylik
Lorentz aimashtirishlari fagat 0-nchi va 1-nchi o'giarga tegishli
bo'lsin, bu holda (156)-formuladan

(ig- g1e=1
ga kelamiz. Bu tengiamaning (hususiy va ortoxron holga mos
keluvchi) yechimi

A°0=chr, AJ = shr, -00 <r < 00.
Matritsa ko'rinishida:

/chr shr 00
. shr chr 0 0
9o (r) 0O 0 10
"Jj Vo 0 01
Ushbu elementga mos keluvchi generator
. o0
«01 idr90| (t) 0 00
70 0 00/

(t,y) va (t, z) tekisliklarida bajarilgan Lorentz almashtirishlariga
quyidagi matritsalar mos keladi:

/ chr 0 shr o~ /chr 0 0 shr \
0 10 0 0 10 0
Po2(r) = shr 0 chr 0 0 010
\ 0 0 0 1/ \shr 0 0 chr /
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Ularga mos keluvchi generatorlar:

f 0 0 —F o\ /000

000 0. _ 000 5
02— 49 0 0 Seo 000

000 0) v—+00 0/

Bu matritsalar hermite matritsa ernas.

— 1,2,3 elementlarga mos keluvchi generatorlar
quyidagicha boiadi:

7~
N

/0

_\
oo

0
0
i
0

oo_Lo
o o oo
oo oo
- 0o oo
o_Loo

0
0
\0

(

0
0
0

O O o
o O o
o O =—O

lo —00)
Ushbu matritsalar yuqoridagilardan qgat’iy oiarog hermitdir.

Shu bilan oltita generatorlar topildi. Rostdan ham, to'rt
olchamli fazo-vagtdagi to‘rtta koordinat o'glari oltita buralish
orgali almashinishi mumkin: uchta hususiy Lorentz almashtirish-
lari+uchta X, y, Z o'qlari orasidagi buralishlar.

Topilgan generatorlarning algebrasini aniglaylik.  Quyidagi
belgilashlar kiritaylik:

® = Ah al —A2, acs—A3, 63 = B\ &1 = B2, £2= B|.

Bu belgilashlarda Lorentz gruppasining algebrasi quyidagicha
boiadi:

[At, A\ — I'GjK13k, isijkBK, [Ai, B\ iSijkAk-
(157)
Bu munosabatlarni tekshirib chigishni o'quvchiga havola gilamiz.
A{ va Bi matritsalarning ta'riflaridan ko‘rinib turibdiki

4 =-1, Bj = Bi.
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Ularning o'rniga
Li—' ~)  va  Ki—4B iAi)

matritsalarni kiritaylik. Kcrrinib turibdiki ular hermitlik hossasiga
ega:

N\=U, K\ = Ki. (158)
(157)~dan quyidagilarni keltirib chigarish mumkin:
L\ iCijfcLky KN g AVAT ~
(159)

Demak, Li va Kj generatorlarning algebrasi SU(2)SO(3) grup-
paslari generatorlari algebrasi (100)- va (105) bilan bir xil. Bundan
kelib chigadiki L2 operatorining xususiy giymatlari L2 = 1(1 +
1) va K2 operatorining xususiy giymatlari K2 = k(k + 1)
munosabatlarga bo'ysunadi va, shunga yarasha, Lorentz gruppasi
bo'yicha almashinadigan kattaliklar ikkita son bilan xarakterlanadi
- (LK. lvaksonlar 0, 1/2, 1, 3/2,... qatorga tegishli giymatlarni
gabul giladi.

820.3. Lorentz va SL(2, C) gruppalari orasidagi bog'lanish

SL(2,C) gruppasi determinanti birga teng kompleks 2 x 2
matritsalardan iborat: |

detA = ad —/3j —1. (160)

Kompleks 2 x 2 matritsa 4 ta kompleks son bilan aniglanadi,
bu esa 8 ta hagiqgiy son berilishi kerak degani. Determinantning
birga tengligi kompleks songa qo'yilgan ikkita shartdir, demak,
A matritsa oltita haqigiy parametr bilan aniglanar ekan. A ning
teskarisini topish giyin jemas:

k-'=( 6 -*>).

2 x 2 matritsalar sohasida Pauli matritsalari bazisni tashkil
giladi. Ularga birlik matritsani qo‘shsak quyidagi to'rtta matritsani
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olamiz:

T=(0 ?)e ~ “ (1 0)> <Tj=(i 0'") - (o -1)"
Shu matritsalar yordamida fazo-vagtning X nugtasiga mos keluvchi

( x°+xs x1—ix2\
X= ¥y \ s D& XV I

matritsani kiritamiz. Ko'‘rinib turibdiki
detx = (@0)2- (@)2- (x2)2- (a3)2= X, ~ X2

Pauli matritsalari uehun Tr( ) = 2<&#bo'lgani uchun

(QUE)

ekanligi kelib chigadi.  (160)-matritsa yordamida quyidagicha
almashtirish bajaramiz:

-/ /(-/it lu ( XN+ x2 xa—ix'2\
* = AXAt = * N+ fae XF- X» ) ® (161)

det A —1shart (undan det A? —1 ligi ham kelib chigadi) interval
kvadratining invariantligini ta’'minlaydi:
det x"—det X, yoki XM= x"xx
Demak, (160)-rnatritsalar A € SL(2,C) yordamida bajarilgan
(161)-almashtirish Lorentz almashtirishlariga ekvivalent ekan. Bu
moslikning tasodifiy emasligini shu ham ko'rsatadiki, Lorentz
gruppasi oltita parametrli gruppa, SL(2, C) ham oltita parametr
bilan aniglanadigan gruppa. (154)-dagi va A & SL{2,C)
matritsalar orasidagi bogianishni topaylik:
deta' = X"a™ —AXwoll —AXA™ = Acrl AV,
bundan
= ACT™AI
Demak,
A\ = "Tr {prAffvAt) .
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Bu formuladan ko'rinib turibdiki, +A va —A matritsalarga bitta
mos keladi. Demak, SL(2, C) gruppasi Lorentz gruppasiga
gomomorf ravishda aksiantirilar ekan.
Ixtiyoriy 2x2 matritsani A = A1 desak uning unimodularlik,
ya'ni A6 SL(2,C) lik sharti

detA = (A0)2 —A2=1
ni quyidagicha yechish mumkin:

— * — n'chA il -
no df—‘Z A nshZ il2- 1.

Bu holda
B B eren-
A = (Toch- + rmnsh- —e 2. (162)
Yarim argument 0/2 ning paydo bo'lishini quyidagi misol

tushuntiradi:
4.41-misol. xMvektorning almashinish qoidasi (161)-bo‘yicha

E = AZA* = ea<xea<
dan vektor X ning komponentaiari uchun quyidagilarni olamiz:
X0 = »0ch0+ (x en)sh0, (x'en) = (x *n)chB+ £0shB.
Bu - Lorentz almashtirishlari, ularning fizik kitoblarda berilgan formasiga o'tish
uchun thB = v/c deb olish kerak.

SU(2) gruppasi ham 2 x 2 matritsalardan tuzilgan, ular
unimodularlikdan tashqari unitarlik shartiga bo'ysunishi kerak.
Demak, SU(2) gruppasi SL(2,C) gruppasining gismgruppasidir:
SU@) C SL(2,C). Bu gismgruppaga mos keluvchi (162)-
matritsalar unitarlik shartiga bo'ysunishi kerak: A — A~x Bu
holda A inatritsa

A 5= <]00057+ l(cr -n) sin 2!

ko'rinishga ega bo'ladi ((97)- va (98)- lar bilan solishtiring).
4.42-misol. n = (0,0,1) vektor uchun (aylanish yo'nalishi - z -0'qi)

W Y _ ( cos%p-risillo 0 _{¢e5 0
ajeoso+ sy _i/ Lp ﬁ)cosi"—r'smi‘uJ OO0 e

Buni (IOl)-bilan solishtiring.
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820.4. Relativistik spinorlar

SL(2,C) gruppasining to‘rt-vektorlarga ta’'siri Lorenfcz al-
mashtirishlariga ekvivalent ekanligini ko‘rdik.  Ikki o‘lchamli
matritsalar sifatida (160) - matritsalar ikki qatorli kompleks
vektorlarga ham ta’sir gilishi kerak. Lorentz almashtirishlarida

(163)

goida bo'yicha o'zgaradigan

kattaliklar relativistik spinorlar deyiladi. (163)-formulani ochib
yozaylik:

fil=  +RE, C2=7" +¢i2 —Ry=1 (164)

Spinorlar ikki oichamli kompleks fazo vektorlari sifatida garalishi
mumkin.

ikkita £ va 7] spinorlar uchun

ry2- ¢'vi=Ne- Ri){iW - ;Y)=CY -CV (165

bo'ladi. Bundan kelib ehigadiki I liri, —E2f kombinatsiya Lorentz-
invariant (bir hisobot sistemasidan ikkinchisiga o'tganimizda
o'zgarmaydigan) kombinatsiya ekan. Bunday invariantlarni
tabiiy ko'rinishda yozish uchun quyidagicha. antisimmetrik "metrik
tenzori kiritiiadi:

Ushbu metrik tenzor yordamida quyi indeksli spinorlarni Kiri-
tishimiz mumkin:

ta=9<B, vyani, £i=£2, 6 =*“Cl-
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ko‘rinishga ega bo'ladi. Kontravariant met.rik tenzor g°g"™ —
goida bo'yicha kiritiladi:

sx.1(7 ~0)-

Demak, yana bir marta yuqoridagi £ — —£2, £ = £
munosabatlarga kelamiz.
Norelativistik kvant mexanikasida p = MR = + '0%2"2

kattalik elektronning zichligi boiib hizmat qiladi, zichlik invariant
(skalar) kattalik bo‘lishi kerak bo'lgani uchun norelativistik
spinorlarning almashtirish matritsasi unitarlik hossasiga ega
bolishi kerak edi, shu sababdan u holda SU(2) gruppasi paydo
boigan edi. Relativizrnda zichlik p = NP2 skalar emas, u 4-
vektorning nolinchi komponentasi.  Shuning uchun zichlikning
invariantligi sharti kiritilmaydi. Bu o'z navbatida almashtirish
matritsasining unitarligini talab gilmaslikka ekvivalentdir. Uch
o‘lchamli spinorlar haqida gap ketganida aylanish matritsalarining
unitarligi kovariant spinorlar uchun (136)-qoidaga olib kelgan edi:
kovariant spinor SU(2) gruppasining kompleks go‘shma tasavvuri
bo'yicha almashinar ekan. Ya'ni, kovariant spinorning almashinish
goidasi kontravariant spinorning kompleks go'shmasi bilan bir hil
edi: Xa ~ (xa)*-

To'rt oichamli holda esa kompleks go'shmatasawur bo‘yicha
almashinadigan spinor

A'*a_
alohida kattalikdir, chunki A* matritsa A ga chizigli almashtirish
yoii bilan keltirilmaydi. Bunday spinor uchun alohida belgilash
gabul gilingan: Xxa- *Bunday spinorlar punktirli spinorlar
deyiladi. Almashtirish qoidasini to‘g‘ri yozish uchun 74*
matritsaning indekslarini ham punktirli qgilib olamiz:

= AjxK x'2= TV + S*X2- (166)

Albatta, I indeks spinning 2 - o'giga proeksiyasi +1/2 ga mos
keladi, 2 indeks esa spinning z - o‘giga proeksiyasi -1/2 ga mos
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keladi. Punktirli spinorlar bilan ishlash uchun punktirli indeksli
metrik tenzor kiritiladi:

Bu metrik tenzor punktirsiz metrik tenzordek indekslarni tushur-
ishi va ikkita punktirli yugori indekslar bo'yicha soddalashtirishi
mumkin. Agar formula orgali punktirli kontravariant
metrik tenzor kiritilsa u yordamida kovariant punktirli indekslarni
kolarish va soddalashtirish mumkin. Kontravariant metrik tenzor
uchun:

Shu joyda (159)-formulalar va ulardan kelib chiggan hulosalarni
eslash olrinlidir. U yerda maium boigan ediki, Lorentz
gruppasiga bo'ysunadigan kattaliklar ikkita mustaqil sonlar (k, I)
bilan aniglanadi, ikkala songa tegishli kattaliklar o‘zaro kompleks
go'shma tasavvurlar bo'yicha almashinadi. Shu indekslarning
birini oddiy spinor mdeks bilan bogiaymiz, ikkinchisini esa
punktirli spinorlar bilan bogiaymiz. Masalan, (1/2,0) tasavvurga
Q spinor, (0,1/2) tasavvurga esa X3 spinor mos keladi. (1/2,1/2)

tasavvurga, % aralash spinor mos keladi. (fe, 1) tasavvurga esa

@-akNZ-Ri

spinor mos keladi. Uning komponentalarining soni (2k + 1)(2Z +1)
ga teng.

Punktirli va punktirsiz indekslar bo'yicha soddalashtirishning
ma’'nosi yo‘q, hosil boigan Kkattalik invariant xarakterga ega.
boim aydi. Soddalashtirish fagat punktirsiz indekslarning ichida
alohida va punktirli indekslarning ichida alohida bajarilishi kerak.
Indekslar bo'yicha soddalashtiruvchi metrik tenzorlar gal3 va gap
antisimmetrik bolgani uchun liar bir gruppa indekslar bo'yicha
simmetrik spinor Kkeltirilmaydigan tasawurni amalga oshiradi.
q\q2 »myk larning ichida simmetrik kombinatsiyalarning soni (K +
1) ga teng, huddi shunday, Ri3zee/?/ larning ichida simmetrik
kombinatsiyalarning soni (/+1) gateng. Demak, (K, I) spinor ikkala
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xilga ham tegishli indekslari bo'yicha simmetrik bo‘lsa u amalga
oshirayptgan keltirilmaydigan tasavvurning oichamligi (fc+1)(/+1)
ga teng. Mana shu keltirilmaydigan (A;+1)(Z+1) oichamli tasavvur
matritsasini VK" deb belgilaylik. Undan tashqari —Vhva
£(°>0 = X" deb belgilaymiz.

Ikkita (fci, ¢i) va (fc2, h) indeksli spinorlarning ko'paytmasi (; 1+
k2,h +h) indeksli spinorni beradi. Masalan, boiadi.
Ikkita indeks bo'yicha soddalashtirish natijasidarangi ikkitaga kam
spinor hosil boiadi. Masalan, gaia3Q a2“3 = Q, 9&%p = C-
skalar va h.k. Albatta, soddalashtirilayotgan indekslar bo‘yicha
spinor simmetrik bolmasligi kerak, aks holda nolni olamiz.

Ikkala xil indekslari bo‘yicha simmetrik spinorga misol sifatida
birinchi rang spinorlarining ko'paytmasini olish mumkin:

£01612 * ** Ny

(161)-formula bo'yicha to'rt-vektor X3 ni ikkinchi rang aralash
spinori sifatida ko‘rish kerak: X" —AXA* formulani indekslar bilan
yozsak

Xa* = A«i?0A f

boiadi.  Bundan kelib chigadiki Pauli matritsalarini spinor
hisobning elementlari sifatida gqaraganda ularni ko'rinishda
olish kerak.

k

820.5. Lorentz gruppasining tasavvurlari
Tasavvur ta’sir giladigan fazoning bazisini tashkii qiluvchi
funksiyalar sifatida quyidagi monomlar olinadi:
th+oth-",,h+pnh~p

--------- Stafifc*~>*

V(h + - a)Kh + p)Kh - p)¥
buyerda —1 < a <ji, —i <p <j2-Fazoning oichamligi (2ji +
1)(2j2 + 1) ga teng. Tasavvur matritsasi V ~ 2AA) quyidagicha
aniglanadi:

f'ap{3u32) = (~ \ A )Y "jXi(jhj?2).
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V ~ AA) matritsa A matritsa orgali aniglanadi. Bu formulaning
o‘ng tomonida (164)- va (166)-formulalar ishlatiladi, keyin. (yi®)ZH€r
ga o'xshagan darajalar ochiladi va f>X polinom gayta vyigilib
(A) matritsa topiiadi. Bu ishda to‘xtalib o‘tirmay V/~AT™(A)
matritsaning asosiy hossaiarini qayd gilib ketaylik.
fAUhh) va f~ik1,22) funksiyalar keltirilmaydigan
tasawurlarni amalga oshiradi, f2fji,j2)f0\ki,k<d ko‘paytma
ham Lorentz gruppasining gandaydir tasavvurini amalga
oshiradi, ammo bu tasawur Kkeltirilmaydigan tasavvurlarning
to‘g‘'ri  ko'paytmasiga boiib keltiriladigan tasawurga mos
keladi. Keltirilmaydigan tasavvurlarning to'gii ko'paytmasi
keltirilmaydigan tasavvurlar bo'yicha gatorga yoyiladi:

hA)g 9 _ 2D
- ©

buyerdaj = \x- j2L\ji- j21+1,-,h +h vak=\h- k21 |h-
kK2\+ 1 | K\+ k2 giymatlarni gabul giladi. Hususan

VANA) = V{h\A) ¢V h\A)
boiadi. Undan tashqari
tNe\A) =Vm (AY
boiadi. Bundan kelib ehigadiki

VAIAA)= (VAGINA)D

p(;h,h)(A) matritsalar unitar tasaavurni tashkil gilmaydi. (IV.2)-
teorema fagat chekli va kompakt gruppalarga tegishli, Lorentz
gruppasi nokonipakt gruppa boiib uning cheklangan tasavvurlari
unitar boimaydi.

Agar 2)\ va 2j 2 laming juftligi bir hil boisa bunday tasawur
bir giymatli, yoki, tenzor tasawur deyiladi, har xil boisa ikki
giymatli, yoki. spinor tasawur deyiladi. Masalan, (0,0) tasawurga
skalar mos keladi, (1/2,1/2) tasawurga vektor mos keladi. lzi
nolga teng iikinchi rang simmetrik tenzorga (1,1) tasawur mos
keladi. Ikkinchi rang antisimmetrik tenzorga (1,0) yoki (0,1)
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tasavvurlar mos keladi.  Punktirsiz spinor tasavvurni
amalga oshiradi, pUnktirli spinor esa P '012) tasavvurni. Dirac

bispinoriga ikkita keltirilmaydigan tasavvirlaming to'g'ri yig'indisi
mos keladi: p i1/20) © VNN

821. Poincare gruppasi
821.1. Poincare gruppasining algebrasi

Relativistik kvant fizikasida quyidagi ko'rinishdagi birjinslimas
Lorentz almashtirishlari muhim rol o'ynaydi:

X'M=ASXV + (167)

Bu yerda AE - Lorentz almashtirishlari matritsasi, all - toit
oichamli Minkowsky fazosidagi o‘zgarmas vektor. Bunday bir-
jinslimas Lorentz almashtirishlari hosil gilgan gruppani Poincare
gruppasi ham deyiladi. Matematik nuqtai nazardan bu - to'rt
oichamli fazoda koordinat o‘glarini malum bir burehakka burash
va aMvektorga ko'chirishga teng2.

Poincare gruppasining elementini (167)-formuladan kelib chigib
(a, A) deb belgilash mumkin. (167)-formulani ikki marta go'llab
Poincare gruppasidagi kompozitsiya gonunini keltirib chigarish
mumkin:

(0i) Ai)(«2 A2) = (@\-+Ai«25A1A2).
Bu ko‘paytirish goidasi quyidagicha besh 0‘lchamli matritsakiritish
yo'li bilan ham aniglanishi mumkin:

(a A) (0 1).

Olingan tasavvur Poincare gruppasiaingifeKekli®?Miamli.umfeannas
tasavvuridir.
Poincare gruppasi uchun kompozitsiya gonunining hususiy xoli:
(a,)(0,A) = (a, A).
Kvant mexanikasida impuls quyidagicha tariftanadi:
O
p» = ihdti & PO=im®° = ih~~, =—ihv
cat
2Bunday ta‘rif Eassiv qgarashga taallugli, aktiv garash,'ix)"yicha-"lvoprdmat o'glari 0'z .joyida goladij fizik

sisteraa (jism) ko'chiriladi.
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Bu ta'rifdan ioydalanib fazodagi siljish operatorini Kiritish mumkin:
exp (iP~/h) f(xX) =exp (~a°pgo- a *V) f(x) - f(x - a).

Impulsning koordinata X3 —{x0, x1, %2, x3} bilan kommutatori

K1 P"] = -ihg” (168)
ekanligini keltirib chigarish giyin emas. Oydinki
[p" pvj =0 (i69)

Puancare gruppasiga to'rtta siljish operatoridan tashqgari oltita
buralish operatorlari ham kiradi, Kklassik kanonik formalizm
va aynigsa kvant mexanikasidan ma’lumki buralish operatorlari
sifatida impuls momenti komponentalarini ishlatish kerak. Rela-
tivistik impuls momenti operatorini Kiritaylik:

Mpi = afP v- xvP'\ MU= -M W

Uning oltita mustaqil komponentalari bor, ular to'rt o'lcharnli
fazodagi oltita aylanishlarni ifodalaydi. (168)-dan foydalan:ib
tekshirish qiyin emaski

[MM', XA = [x»Pv- XVPp, xA -
- Xo[P\ xa] - xv[P\ Xa] - tft(/V - g”x") (170)
va
[MMW P A = [X"PI- xIPN\ Px = ih{gwPX- goPv) (171)

bo'ladi. Huddi shu yo'sinda quyidagi kommutatorni ham tekshirib
chigish mumkin:

[MRV, Mpg] = [11P", xpPa- xaPp =
= [NF\ xpgPa+ xp[Mp\ Pa]- [MwW\ x""}Pp- xa[MIV, P =

ih gyuMpd- fJ T +gmMpp- gpaMpr
(172)
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Bu natijani keltirib chigarishda quyidagi fobrmuladan foydalandik:

[A BC]= ABC - BCA =
= ABC - BAC + BAC - BCA =*[4, B]C + B[A, C].

(169), (171) va (172)-nehi formulalar Poincare gruppasining
algebrasini tashkil etadi. Bu algebra yugorida kiritilgan o‘nta
generatorlarga asoslangan: to‘rtta  va oltita M.

Buralish operatorlari larni ikki gismga bo'lib ularni
yangicha belgilaylik:

MO = N\ M12 = M3, MBZ = M1l M3 - M2

o'zining Kkiritilishi bo‘yicha N% operatorlar (0, i) tekislikdagi
buralish. sifatida, Lorentz almashtirishlariga mos keladi, My
operatorlar esa (i,]) tekisligidagi buralishga mos keladi. Masalan,
M 12 —M 3 operatori (X,Y) tekisligida, boshga so‘z bilan aytganda
z o'gi atrofida biron burchakka aylanishga mos keladi.

4.6-mashq. (172) - munosabatlardan quyidagilarni keltirib chigaring:
[N\ Nj] = -i£ijkMk, \M\ M]] = ieijkMk, [N\ Mj] = ieiikNk. (173)
4.43-misol. Yugoridagi munosabatlarning ohirgisini keltirib cliigarishni

ko'rsataylik:
|

[N\ Mj] = ~gKkI[Aii, MK] =
= éjkl (9ikM QL + gilMK)) = -\ZiiINI + \gjkiNk = ieijkNk.
Agar yangi

i(M - 2n)

i =il + (N), k =i
j e z

a
generatorlar kiritsak (jI73)-formulalar

Luil=i£kjkm [4iG}=0  [& K]] =Kk

ko'rinishga keltiriladi. (159)-formulalarga yana keldik, u
yerdagi Lorentz gruppasiga tegishli hulosalarni yana gaytarishimiz
mumkin.
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821.2. Poincare gruppasining tasawurlari

Poincare gruppasining tasawurlari quyidagicha Kklassifikatsiya
gilinadi. M?2 ning o‘zidan biror aniq fizik ma’noga.ega bo'lgan
kattalik kelib chigmaydi. To‘rt-vektor(psevdo) kiritamiz:

wp = X, »FP XA

Bu yerda ex”p - to'liq antisimmetrik psevdotenzor: £0123 —1, juft
almashtirishlar natijasida yana birga teng, tpg almashtirishlardan
keyin -1 ga teng, indekslarning biror |kk|taS| bir-biriga teng bo'lsa

nolga teng. Oydiriki WP —0. ;
4.7-mashq. Quyidagilarni isbot giling:

Mo, PVY) =0, [Md, w]= - gwwl),  [wAW = ielawxPa.

Poincare algebrasining ikkita Casimir operatori bor. P2 = Pfi —
F2 va w2. Bu ikkala kattalikning Pp bilan kornmutativligini
tekshirish giyin emas, ularning bilan kommutativligi ularning
skalarligidan kelib chigadi (chunki MAY - aylanish operatori).

w2 ni hisoblashga o'taylik. Buning uchun birlik antisimmetrik
tenzorning quyidagi hossasi kerak bo‘ladi ([16], §6):

=i"SX+ S°XK+W X - - Wr K -
4.8-mashq. Yuqoridagi formuladan foydalanib

w2 = - PlIPvMIiaM Ja

ekanligini ko'rsating.
4.9-mashq. P2 va w2 laming hamma lar va MM lar bilan
kommutatorlari nolga teng ekanligini ko'rsating.

Yugorida topilgan ikkita Casimir operatorlari Poincare grup-
pasining tasawurlarini klassifikatsiya gilishda ishlatiladi. Casimit
operatorlari gruppa algebrasining hamma tashkil giluvchilari bilan
kommutativ ekan ixtiyoriy keltirilmaydigan tasawur matritsalari
bilan ham kommutativ bo'ladi. Bu holda Schur lemmasi bo‘yicha
ular birlik matritsaga karrali bo'lishi kerak. Fizik o'lchamlik
nuqtai nazaridan P2 = m2 deb olish kerak, bu yerda m - massa
birligiga ega konstanta. W2 ning hususiy giymatini topish uchun
uning skalarligidan foydalanib uni P —0 sistemasida hisoblaymiz
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(Lorentz invariant kattalikni ixtiyoriy sistemada hisoblash mumkin,
uning kattaligi hamma sistemalarda bir xildir). Bu holda

w2 = -P2MijMij = m2M 2
z

boladi. Zarracha qo‘zg‘olmay turgan sistemada M - uning hususiy
momenti, ya’ni, spinidir. Demak, M2 = j(j + 1), bu yerda j -
zarra,chaning spinining son giymati: j =0,1/2, 1, 3/2, 2,...

Shu bilan muhim hulosaga keldik: Poincare gruppasining ikkita
invarianti bor ekan, ular - massaning kvadrati va spinning kvadrati:

P2=m2, w2—m3(j + 1)

Casimir operatorining kelib chigishidan m2 ning ishorasini aniglab
bo'lImaydi, ammo biz elementar zarrachalar uchun m2 > 0 deb
olamiz.  Elementar zaxrachalarga ta'rif berish mumkin bo‘lib
chigayapti - elementar zarracha Poincare gruppasining ma’lum bir
massali va spinli keltirilmaydigan tasavvurini tashkil gilishi kerak.
Spini nol va butun bo‘lgan j = 0, 1, 2,... zarrachalar bozonlar
deyiladi, spini yarim butun boigan j — 1/2, 3/2, ... zarrachalar
esa fermionlar deyiladi.

P2 > 0 bo'lgani uchun Pq ning ishorasi ham ahamiyat topadi,
uni e = Pg/\Pq\ deb belgilaylik. Natijada quyidagi manzaraga
kelamiz:

1. P2—m2> 0, t —+1 (ya’ni Pq > 0). Bu - massasi m bo'lgan
haqiqiy zarrachalarga mos keladi..

2P2—rm2> 0, e = —1(yani Pq < 0). Oldingi punktdagi
tasavvurga kompleks qo'shma tasavyur.

3. P2 —0, £ = +1. Massasi nolga teng bo‘lgan zarrachalarga
mos keladi. Masalan, fotonga.

4 P2 = 0, e = —1 Avvalgi tasavvurga kompleks go'shma
tasavvur.

5.P2 —0, Fj, —0. Bu tasavvur vakuumga to‘g’n keladi deb
hisoblanadi.
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204-betdagi Lorentz gruppasining Klassifikatsiyasini Poincare
gruppasiga bevosita ko'chiriladi. Ya’ni, Poincare gruppasi ham
to'rtta parchaga bo'linadi: P\, P'[, P+, Pt. Bu parchalarning
talgini 204-betdagi talginga mos - biror element ga tegishli
deyiladi gachonki unga mos keluvchi A € A+ bo‘lsa, va h.k.

822. Lie gruppalarining umumiy hossalari

8§22.1. ta‘rif

Shu paytgacha bir necha konkret uzliksiz gruppalarni ko‘rib
chigdik. U(1) va unga izornorf bo‘lgan 50(2) va Coo lar
bitta parametr ® ga bogTiqg edi, u ham burehak bo‘lib .0 <
ip < 2ir sohada uzliksiz o'zgarar edi. Mana shu (0, 2n) soha
17(1) gruppasining gruppaviy fazosini tashkil etadi. (0, 27r) soha
kompakt soha, shunga yarasha gruppa ham kompakt gruppa
deyiladi. Uch o‘lchamli fazoda aylanishlar gruppasi 50(3) uchta
parametrga bog'lig - Euler burchaklariorgali ifodalanganda ular
0 < < 20 < ip< 27 0 < 6 < it to'plamni tashkil
giladi. Bu ham kompakt to‘plam, shunga yarasha 50(3) (va
unga gomomorf akslantiriladigan SU(2)) kompakt gruppa deyiladi.
SL(2, C) gruppasining gruppaviy fazosi uzliksiz —00 < r < 00
to'plam bo‘lib nokompakt to'plamni tashkil giladi, shunga yarasha
gruppa nokompakt deyiladi.

Umuman olganda har bir uzliksiz gruppaning gruppaviy fazosi
gandaydir r o‘lchamli fazoni tashkil giladi. Bu fazoning elementlari
gruppaviy aksiomalarga bo'ysunishi kerak, ya’ni, G to‘plamning
ixtiyoriy ikki a va b elementlariga uning uchinchi elementi ¢ mos
go'yilgan bo'lishi kerak: ¢ = ip(a, b). Bu - a va b elementlarning
gruppaviy ko‘paytmasi, agar b element berilgan bo'lib a element
0'zgarsa ko'paytma ham o'zgaradi. Uzliksiz deganda shuni ko‘zda
tutamizki, a element cheksiz kam o'zgarsa ¢ = tp(a, b) ham
cheksiz kam o‘garadi. G to'plam odatda manifold strukturasiga
ega deb olinadi, ya’ni, uning har bir nuqtasining atrofi r-o‘lchamli
evklid fazosining hossalariga ega bo‘ladi.  Shu sababdan uni
Gr deb belgilaylik. Bu degani, GT ning har bir nuqtasining
atrofi uzliksiz va o‘zaro bir giymatli ravishda r-o‘lchamli evklid
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fazosining biron bir nuqtasining atrofiga akslantirilishi mumkin.
Ya'ni, Gr da r o'lchamli koordinatalar sistemasi Kiritilgan deb
garaladi. Bu koordina,talar sistemasi uch marta différensiallanuvchi
deb garaladi, Lie gruppaiarining nazariyasi uchun shu yetariidir.
Ammo ko'rsatish mumkinki, haqgigatda bu sistema analitik
bo‘ladi. Gruppaning birlik elementiga koordinata boshi to‘gri
keladi. Quyida ko‘p uchraydigan a —(al, a2, ar) belgilashda
gruppaning elementi a <GG ning shu r o‘lchamli differensiallanuvchi
koordinat sistemasidagi ifodasi ko‘zda tutiladi. Gruppaviy
operatsiya natijasida xosil bo'lgan almashtirish (g funksiya) lar
ham differensiallanuvchi va hatto analitik ekanligini ko‘rsatish
mumkin ([12], 7-bob).

Kiritilishi bo‘yicha Gr ning har bir elementi a r komponentali
kattalik: a = (al, 02, ar). Shu sababdan gruppamiz r
parametrik gruppa ham deyiladi. Masalan, yugoridagi
uch o'lchamli fazodagi aylanish gruppasining elementlari uch
komponentali kattalikiar edi: g — (g%, gy, gz), shunga yarasha
uch o‘lchamli fazodagi aylanishlar gruppasi uch parametrli gruppa
bo'ladi.

§22.2. Struktura konstantalari

Yugorida ta‘rifiangan |gruppaviy ko'paytmani yana bir marta
yozaylik: |

®= zs(a, b) = N (al, o2, ar, 61,62, br), i=1, ..., r.
(174)
ta'rif bo'yicha birlik elementga koordinat boshi mos keladi, demak:

a=tp(ae) a*—pl{a0), b= ip(e, b) 4" = <P, b).

a ni kichik deb qarajp bu formulalarning birinchisini gatorga
yoyamiz:

0 s | i
e 140,0) + hkoak . ¥ %aka aakdal =0
0= =
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Hulosa:

tpl (a, 0) « dnip\a, 0)

~(0,0) = 0, , 0,n> 2.
dak =0 k’ dakdal «e+dap 20
(175)
Huddi shunday ish tutib quyidagini ham olish mumkin:
i 0
60 P 6=0
(176)
Teskari elementning mavjudligidan quyidagini olamiz:
$Hal,a) =">*0,0-1) = Q, «=1,2, (177)
Gruppaning assotsiativlik hossasi quyidagini beradi:
<plat (ft(b,c)) = <p(<pletb),c). (178)

Agar mana shu funksional munosabatlarni ha) gilsak gruppaning
hamma hossalarini 0‘z ichiga oigan (p funksiyani topgan bo'lar
edik. Ammo bu giyin masala. Sophus Liening ixtorosi
shundan iborat bo'lganki u ixtiyoriy chekli a, b va ¢ lar uchun
o'rinli bo‘lgan funksional munosabatlarning o'rniga gruppaviy
to'plamning koordinat boshi atrofidagi differensial munosabatlarni
o'rganish yetarli ekanini isbot gilgan. Biz ham shu yo'ldan ketamiz.

(175)- va (176)-larga kirgan quyidagi formulalarni alohida yozib

olaylik:
d<p\at0) d<p%b)
dak dbk
0.=0 6=0
Bu munosabatlardan kelib chigadiki, (174)- munosabat birlik
element e atrofida yechimga ega.

(174)-formulada a va belementlarni kichik deb (boshgacha so'z
bilan aytganda, ularni birlik element e atrofida yotibdi deb qgarab)
va (175)- hamda (176)-larni hisobga olib quyidagi. yoyilmani olish
munkin:

é = <*o,b) = a*+U + g)kajbk+ K]kiajakbl+p)Kajbkol + mm (179)

Sl

223



Yuqorida aytilgan edi koordinatlarni uch marta differensiallanuvchi
deb garash yetarli, ohirgi formula shunga mos keladi. Keyingi
hamma mulohazalarimizda ham (179)-yoyilmaning vuqori hadlari
kerak bo'Imaydi.

(179)-yoyilmani assotsiativlik sharti (178)-gaqo'llaymiz. (178)-
ning o‘ng tomoni:

(p\(p(d, b),c) = H(a, b) + a +gkKtpk(a, b)cl + h)k™{a., byk(a, b)cl+

(178)-ning chap tomoni uchun ham uchinchi tartibli hadlar
anigligida yoyilma yozilsa va yuqoridagi ifoda bilan solishtirilsa
quyidagilar topiladi:

a) chap va o‘ng tomondagi birinchi tartibli hadlar aynan bir
xil:

al+ V+a = al+ b+ a\

b) chap va o‘ng tomondagi ikkinchi tartibli hadlar aynan bir

xil:

c) uchinchi tartibli hadlar ikki gismga bo'linadi: a, 6, c laming
ixtiyoriy biri ikki marta uchraydigan hadlar ham aynan bir xil,
abe hadning oldidagi koeihsientlar esa quyidagi munosabatga oiih
keladi:

(180)

(181)

Kommutativ gruppa uchun albatta gkk — g\p shunga yarasha

bunday gruppalar uchun ¢k ~ °-

4.10-mashq. (180)-forinulani (I,m,n) indekslarning o'rnini har xil yo‘l
bilan aimashtirib yana besh marta yozib chiging. Indekslar juft tartibda
o'zgartirilgan uchta formulani musbat ishora bilan, toq tartibda o'zgartirilgan
uchta formulani manfiy ishora bilan olinsa natijaviy formulada A va pfkj lar
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ishtirok etmaydi. (181)-ta‘rifdan foydalanib fagat g\t larning ko'paytmalari
ishtirok etgan qolgan hadlar

; (182)

ko'rinishga keltirilishini ko'rsating.
4.11-mashq. Teskari elemental a-1 uchun ~'(o,a_1) = 0 bo'lishidan

(a-1)' = -a’ + g)ka?ak 4-----

ekanligini ko'rsating.
4.12-mashqg. q = ab(ba)~l kattalik Lie gnippasida kommutator
deyiladi. Yugoridagi mashgdanXoydalanib

9*((6a)_1) = -b\- al+ g)k (Vbk+ ajbk + ajak) +mmm
ekanligini ko'rsating. Bundan foydalanib
gl = djka?bk 4- yuqori tartibli hadlar. (183)

ekanligini isbot giling.

4.13-mashqg. q= 1 bo'lganda ab = ba ekanligini ko'rsating. Ya’ni, biror-
bir Lie grappasida hamma elementlarning kommutatorlari birga teng bo'lsa bu
gruppa kommutativ (abel) gruppa bo'ladi.

(181)- ta'rif orgali kiritilgan clkkattaliklar Lie gruppasining
stmktura doimiylari deyiladi. Ular o'zinmg quyi indekslari
bo'yicha antisimmetrik tenzorlardir.. 0 ‘zinig ta'rifi bo'yicha ular
sonlardir (gruppa elementlarining funksiyasi emas ma’nosida),
ammo gruppaviy fazodagi koordinat almashtirishlariga nisbatan
ular bir marta kontravariant, ikki marta kovariant uchinchi rang
tenzorini tashk.il giladi.  (182)-munosabat Jacobi ayniyaii
deyiladi.

S.Lie isbot gilgani bo‘icha struktura konstantalari berilgan
bo‘lsa uzliksiz gruppani tiklab chigishimiz mumkin, ya’ni, berilgan
Gk lar bo‘yicha ip{a, b) funksiya to'liq ravishda topiladi.

§22.3. Lie gruppasining algebrasi. Generatorlar

Algebra

Quyidagicha tuzilgan r-o'lchamli vektor fazo Rr berilgan bo'lsin:

1) U hagigiy yoki kompleks sonlar maydoni K ustida
aniglangan bo‘lsin;
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2) Undagi vektorlar uchun quyidagicha jcommutator deyi-
ladigan kompozitsiya gonuni aniglangan bo'lsin: ixtyoriy a € Rr
va b € Rr vektorlarning kommutatori yana shu fazodagi vektorni
beradi - ¢ = [a,b], c*RT.

3) Kommutatorlar quyidagi goidalarga bo'ysunsin:

[aa + a'a’, 6] = a[a, b + a'[a', g], a, ale K; (184)
& &= -[& 4, (185)
[a [6,cll+ [b[call + [c [a k] = 0. (186)

Shunday tuzilgan vektor fazo Rr K maydon ustida aniglangan Lie
algebrasi deyiladi. Agar K to'plam haaigiy sonlardan iborat
bo‘lsa mos keluvchi algebra haqiqiy Lie algebrasi deyiladi,
agar K to'plam kompleks sonlar to‘plami bo'lsa mos keluvchi fazo
kompleks Lie algebrasi deyiladi. Lie gruppasining algebrasi
hamma vaqt haqiqiydir ([12], 10-bobga garang) , shuning uchun
bundan keyin Lie gruppasining algebrasi hagida gapirilganda uni
oddiygina qgilib Lie algebrasi deb ketaveramiz.

Kommutator bo'ysunishi kerak bo'lgan birinchi ikki goida
chizigli bo'lgani uchun kommutator operatsiyasini koordinat
formada quyidagicha yozib olish mumkin:

deyiladi. Kommutatorlarning (185)- va (186)- qoidalaridan
quyidagilar kelib chigadi:

Bular Lie gruppasining struktura doimiylari bo‘ysunishi kerak
bo‘lgan (181)- va (182)- formulalarning o'zidir. Bu tasodif emas,
biz hozir ko'rsatamizki, Lie gruppasining va Lie algebrasining
struktura doimiylari bir-biriga teng.

Lie gruppasi G lIperilgan bo'lsin. Unda differensiallanuvchi
koordinatalar Kiritilg”n bo‘lgani uchun ixtiyoriy differensiallanu-
vchi egri chizig {al(t),i = 1,2,3, uchun urinma vektor
maydon

(187)
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Kiritish mumkin. a(t) € G, t > 0— biron-bir parametr. t —0
nuqta G dagi koordinat boshiga mos kelsin, ya’ni, a(0) = e. Shunga
mos kelib {Xr,r = 1,2 3, vektorlar G ning biriik elementi
atrofida kiritilgan urinma vektorlar fazosini hosil giladi. Bundan
keyin X1 vektorlar to'plami shunday Kkiritilganki, ular urinma
fazodagi ba’zisni tashkil giladi deb garaymiz. Bu fazoda ixtiyoriy
I va Y elementlarning kommutatorini yuqoridagicha kiritamiz:
C = [X,Y], ya'ni, urinmalar fa,zosini Lie algebrasiga aylantiramiz.
Ikkita egri chiziq a(t) va b(t) berilgan bolsin, ularga koordinat
boshidagi urinmalarni X va Y deb belgilaymiz. Koordinat.alar
boshi atrofida

a'(t) —ar{0) + X4 H------ XY d-eme
(188)

bM) = b\0) + YH + eee= YH + o o,

a(t) va b(t) larning kommutatorini kiritaylik (12-mashqqga qgarang):
q(t) = a(i)6(i)a_1(i)e_1(c).

12-mashqqa binoan koordinatalar boshi atrofida

ql(t) - aklak(t)bl(t) + yugori hadlar = éKX KY It2+ yugqori hadlar.

Ikkinchi tomondan (183)-formulani hisobga olsak
- [X, = c%XKY I = lim =4 XKyl (189)

Demak, Lie gruppasining va Lie algebrasining struktura doimiylari
bir-biriga tengdir: .
oH = i-

Il (C bir Lie algebrasiga gandaydir (lokal, koordinat boshi atrofida
aniglangan) Lie. gruppasi mos keladi. Bitta Lie algebrasiga bir
necha global gruppalar mos kelishi mumkin, ular izomorf bo‘lishi
shart emas. Bunga 8§12.-paragrafda ko'rilgan 50(3) va unga
gomomorf bo'lgan SU(2) gruppalarining algebralari misol bo‘ladi.
50(3,1) Lorentz gruppasi va unga gomomorf akslantiriladigan
SL{2, C) gruppasining algebralari ham bir xil edi - §20.-paragrafni
garang.
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Odatda Lie gruppasiga mos keluvchi algebra hagida gap
ketayotganida uni belgilash uchun o‘sha gruppa uchun ishlatilgan
xarflarning kichiklari ishlatiladi. Masalan, SU(n) gruppasining
algebrasini su(n) deb, SL(n,C) gruppasining algebrasini sl(n, C)
deb belgilanadi va h.k.

Lie algebrasini tashkil gilgan r- o‘lchamli urinma vektorlar fa-
zosi koordinat boshida kiritilgan edi, bu bilan shu urinma vektorlar
fazosi gruppaning birlik elementiga bog‘lanib golgan bo'Imaydi. Lie
gruppasida bir koordinat sistemasidan ikkinchisiga o‘tish mumkin.
Almashtirish formulalari analitik funksiyalar bo'lishini isbot gilish
mumkin. Mana shu almashtirishlar yordamida koordinat boshidagi
vektorlarni ixtiyoriy boshga nuqtaga.ko'chirish mumkin.

Lie algebrasiga tegishli bir-necha muhim ta'riflar bor, ularni
keltirib ketamiz.

K maydon ustida aniglangan Lie algebrasi R berilgan bo'lsin.
R ning gismfazosi bo'lgan S to‘plam R ning gismalgebrasi
deyiladi gachonki a) S fazo R ning gismfazosidir, ya’ni, ixtiyoriy
a, b E S vektorlar uchun aa + fib ham S ning elementi bo‘lsin, bu
yerda a, j3<€K] b) ixtiyoriy a, b € S vektorlarning kommutatori
ham S ga kirsin: [a, 1] 6 S. Agar ixtiyoriy a € Rvab G S lar
uchun [a,b] € S boisa S R ning ideali deyiladi. R ning o'ziga
yoki bo‘sh to'plam {0} ga mos kelgan ideallardan boshqga idealga
ega bo'lImagan Lie algebrasi R sodda deyiladi. Agar ixtiyoriy a € R
va 6 G5 lar uchun [a, 6] = 0 bo'lsa S markaziy ideal deyiladi. Bu
ta'rifga bo'ysunadigan hamma b larning to ‘plami R ning markazi
deyiladi.

G gruppa berilgan boisin, R - uning algebrasi bo'lsin, H
- uning gismgruppasi bo‘lsin. H dan o'tgan egri chiziglarga
urinmalarning to'plamini S deb belgilaylik. Bu holda S to'plam R
ning gismalgebrasi bo'iadi. Agar H G ning invariant gismgruppasi
(normal bo'luvchisi) bo'lsa S R ning ideali bo'ladi. Agar H G
ning markaziy normal bo'luvchisi bollsa S R ning markaziy ideali
bo'ladi.

R algebra o'zining S va T qismalgebralarining to‘g‘ri
yig‘indisiga parchalanadi R = S © T deyiladi gachonki S va T lar
R ning ideallari bo‘lsa va R vektor fazo sifatida S va T ning to‘gii
yig'indisi bo‘lsa. Bu holda R algebraning har bir elementi x E R
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yagona ravishdax =y +z,y ES, z e T ko'rinishda yoziladi va
[y, Z] —O0 bo'ladi. Agar G gruppa o‘zining normal gismgruppalari
Il va K larning to‘g‘ri ko'paytmasiga parchalansa: G = H ® K,
G ning algebrasi. A, 1l ning algebrasi S va K ning algebrasi T
bo‘lsa R algebra S va T larning to‘g‘ri yig'indisiga parchalanadi:
R —S © T. Bu tasdiglarning isbotini [12] ning 10-bobida topish
mumkin.

4.44-misol. Uch o'ichamli evklid fazosi A3.ni olaylik. Agar uning
elementlari bo'lgan har ganday ikki a va b vektorlarning vektor ko'paytmasi
[abj shu vektorlarning kommutatori sifatida ols.ik: [ab] = [abj R3
fazo algebraga aylanadi, chunki (184)-(188)-qoidalar darhol bajariladi, R3
ning qismalgebralari fagat bir o'lchamli bo'lishi mumkin, masalan, faqgat
x—komponentaga ega bo'lgan vektorlar, yoki, faqdt y— komponentaga ega
bo'lgan vektorlar, yoki fagat 2— komponentaga ega'bo‘lgan vektorlar. R3 da
iltki o'lchamli gismalgebra bo'lishi mumkin emas, tekislikda yotgan ixtiyoriy
ikkita vektoming vektor ko'paytmasi shu tekislikka perpendikular bo'ladi.

U3sodda algebradir, bunga quyidagicha ishonch hosil gilish mumkin - fagat
x—komponentali vektorlar fazosini X deb belgilaylik, oydinki, X ga tegishli
vektor bilan X ga tegishli emas ixtiyoriy vektoming vektor ko'paytmasi yana
X ga tegishli bo'lImavdi. Demak, R3 ning ideallari yo'q.

Generatorlar

a elementga ixtiyoriy Kkiehik Sa element bilan ta’sir gilaylik,
natijada olingan element a boshlang'ich a dan kam farq qilishi
kerak:

a=ip(a Sa) = al+dal—al+ cfraPStik4----
Buni quyidagicha tushunish kerak: & = a 0 Sa, ya’ni, avval kiehik
Sa ta’sir giladi, keyin a element ta’sir giladi. Ikkinchi tomondan

al= ql(a, Sa) = igl(a, Q)+ ~ .’ Sak+mme = dl+RI(a)Sak+- mm

Bu yerda kiritilgan //(a) tenzorning ta'rifi va asosiy hadlarini
keltiraylik:
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Demak,
dal—fi\(a)bak.

Agar

Xi(a)vk(a) = tfc (191)
formula otqali pk(a) ga teskari matritsa kiritilsa

5ak = Xk(a)daj

munosabat kelib chigadi.
Gruppada aniglangan bctiyoriy F(a) funksiya uchun quyidagini
yozib olish mumkin:

’fP R3j?
F(a+da) - F(a) = dal= jc\(a)5ak— = 5akX kF{a))
bu yerda
_d_ _
day K= 1, eeer, (192)
Kiritilgan kattaliklar {Xk, k - 1, Lie gruppasining

generatorlari deyiladi. Ularning yana bir nomi - gruppaning

infinitezimal operatorlari. Lie gruppasining generatorlari

gruppaning algebrasini tashkil gilishini isbot gilaylik.
Generatorlarning kommutatorini topish giyin emas:

- . N 29/xJ idis\ d
Xj]  Nd{a) Aa) a-l 'NIga1 B3ga1y dak
(193)

c = P(a b) bo'lsin. Bu holda

d + dd —xe, b+ db) —(p(a, <p(b, 5b)) —<p(ep(a, b), 5b) —<p(c, 5b)

ketma-ketlikdan 5d — 5bl — \\{b)dbk ekanligi kelib chigadi.
Demak
dd = R){c)5¢c> = Rj(c)\{(b)dbk,

yoki,
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Topilgan differensial tenglamani qulayroq ko‘rinishga keltiramiz:
d(pz(a, b)
dbk
(a, 6) d2(pi(a, b)

dbldbk dbkdbl
bo'lishi kerak bo‘lgani uchun

(194)

¢ (-}(*.6»Ai(6)) = (. “(>.(0,i»))AF(¥))

munosabatga kelinadi. Chap va o‘ng tomonlardagi hosilalarni
hisoblaymiz, A(6) laming hosilalarini (191)-formuladan foydalanib
f,(b) larning hosilalariga aylantiramiz, hosil bo'lgan formulani bir
marta chap tomondan A(c) ga ko‘paytiramiz (tegishli indekslar
bo'yicha vyig'indi hosil gilib (191)-dan foydalanib fjt(c) larni
yo‘gotish uchun), ong tomondan esa formulani tegishli indeksli
n(b)fi(b) ga ko‘paytiramiz (yana kerakli indekslar bo‘yicha yig'indi
hosil qilib (191)-dan foydalanib \{b) larni yo‘qotish uchun).
Ohirida ¢ = ip(a, b) larni o‘z ichiga oigan hadlarni chapga, b larni
0‘z ichiga oigan hadlarni o'ngga yig'amiz:

ds
w@) #QHO e

diiKb)

Chap tomon fagat ¢ ning funksiyasi, o‘rig tomon fagat h ning
funksiyasi: o‘zgaruvchilar ajraldi. Demak, yuqoridagi tenglikning
ikkala tomoni ham o‘zgarmas son ekan:

W ) Vi) (195)

dbl

0 ‘ng tomon konstanta bo‘lgani uchun chap tomonni bning ixtiyoriy
giymatida hisoblash mumkin. 6*= 0 deb olib (191)- va (190)-dan

dnib)

= ij
dbl
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ekanligi kelib chigishidan foydalanib (195)-dagi ¢’ lar hagigatda
gruppaning struktura doimiylari ekanligiga ishonch hosil gilish
mumKin:

(196)

Buni (193)-formulaga go'ysak quyidagi fundamental munosabatga
kelamiz:
\xit x-i\ = 4jXi. (197)

4.14-mashgq. (182)-ni hisobga olib quyidagi Jacobi ayniyatining
bajarilishini tekshiring:

[Xi, [Xj} XK} + [Xj, [XKt Xi]l + [X,, [Xi, Xi]) = O. (198)

Lie gruppasining struktura doimiylari ma’lum bo'lsa ular
asosida butun gruppani tiklash mumkin, bu tasdigning isbotini
[12] Kitobning 10-bobida topish mumkin. Gruppani tiklash
degani berilgan ckj lar orgali <p(a,b) funksiyasini topish degani.
Bu tasdigning to‘lig. isboti giyin masala, ammo uning asosiy
g'oyasi oson: c\-lar bérilgan bo'lsa (196)-differensial tenglamaning
yechimini topish mumkin {R){0) = 5% boshlang‘ich shart bilan),
/u*(0) topilgandan keyin (194)-tenglamani integrallash goladi.

Topilgan ikkita formula (197) va (198) shuni bildiradiki,
(192)-formula orqgali Kkiritilgan Xt generatorlar Lie
gruppasining algebrasini tashkil giladi. Lie gruppasining
algebrasi  (187)-formula orgali urunmalardan tashkil topgan
vektorlar fazosi sifatida kiritilgan edi. Shu ikkala tushunchalarni
bog'laylik.

Bir parametrli gisrngruppa

Lie gruppasi G ningI birlik elementi e atrofini U harfi bilan
belgilaylik, U ¢ G. Hagiqiy sonlarning additiv gruppasi bo‘lgan R
gruppani olaylik. R gruppaning G gruppaga lokal gomomorfizmi
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a(t) mavjud bo'lsin: shunday kichik a > 0 soni mavjud bo'lsinki,
s] < a, ]i| < a |s+t\ < d bo'lganda a(t) E U, a(s) E
U, a(s + t) E U lar mavjud bo'lsin va

a(t +s) = a(t)a(s) EU (199)

bajarilsin. R A G gomomorfizm G ning bir parametrli
gismgruppasi deyiladi. ji| < a soha bir parametrli gruppaning
mavjudlik sohasi deyiladi.

Boshgacha so‘z bilan aytganda G to‘plamda egri chizig a(t)
berilgan bo'lsin, i > 0 - bir haqgiqiy paramet'r, a(0) —e - G ning
birlik elementi. Bu egri chizigdagi ikkita parametr t va 5 larga
a(t) E G vaa(s) E G elementlar mos kelsin, agar t + s parametrga
a(t + s) E G element mos kelsa a(t)a(s) = aft + s) bo‘ladi.
Ya’ni, mana shu egri chizigdagi ikkita nuqtaiarning gruppaviy
kompozitsiyasiga shu chizigning ustidagi uchinchi bir nugta mos
keladi.  Ixtiyoriy Lie gruppasida bir parametrli gismgruppani
kiritish mumkin [12]. Bu - notrivial natija, (199)-ga gruppaviy
fazodagi ko‘paytirish goidasini go‘llasak

al\t + s) —q(a(t), a(s)) = a7(t) + a*(s) + gJka?{t)ak(s) +

(199)-formulaning hagiqatda sodda emasligi tushunarli bo'ladi.
Boshida berilgan ta‘rif lokal xarakterga ega edi, ammo ixtiyoriy
lokal Lie gruppasi hagigatda global gruppa bo'ladi, shunga yarasha
bir parametrli gismgruppa ham butun gruppaviy fazoda mavjuddir.
Koordinat boshida (gruppaning birlik elementi atrofida) a(t)
egri chiziqga urinma Kiritamiz:

i=1,2,3,..

Bu formula (187)-formulaning o0‘zi, bu yerda bizning maqgsad
(199)-funksional munosabatdan differensial tenglamaga o:tish, uni
yechish va a(t) bilan X larni bog'lash. Buning uchun (199)-dan t
bo'yicha hosila olamiz vat —0 deymiz (ohirida s —t al.mashtirish
bajaramiz):

= a'(0)a(t) = Xa(t).
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Bu tenglamaning yechimi:

2
aft) = eiX = 1+ (X + -X 2+ o, o, (200)

Yechimni tekshirish giyin emas - buning uchun undan t bo‘yicha
hosila olish yetarli. Formulada birlik elementni 1 deb ketdik,
koordinatalarga o‘tganda unga koordinat boshi mos kelishini
unutmang.

Koordinat boshida boshlangan ikkita a(t) va b(t) egri
chiziglarni olaylik, ularga urunmalarni X va Y deb belgilaylik:

m ® N m
a ' - dt

Bu holda
a(t) —etx va Db(t) = etY

bo‘ladi. a va b laming kommutatorini topamiz:
q(t) = a(i)6(i)a- L(£)6_1(i) = MM + tX + L—X24a----V
B+ QY + £Y2+ eee - tX + ~ X 24 ooy

B tY + ~Y2+ eeenr = 14+ t2(XY - YX) 400,

(189)-bilan solishtirish shuni ko'rsatadiki Lie algebrasidagi kom-
pozitsiya qonuni sifatida kommutatorni gabul gilish kerak:

[X,Y]=XY-YX.

(200)-formula Lie gruppalaridagi gruppa elementi a va gruppa
algebrasi orasidagi bog'lanishni beradi. Unimodular gruppalar
uchun deta = 1 dan Tr(X) = 0 ekanligi kelib chigadi ((1.134)-
formulani ishlating). Unitar gruppalar uchun at = a~l dan X
ning antiermitligi Xt = —X kelib chigadi. Bu holda odatda
X -4 iX almashtirish orgali ermit matritsalar X» — X ga
o'tiladi. Ortogonal gruppalar uchun aT —a-1, demak, ularning
generatorlari antisimmetrik bo‘lishi kerak: X T = —X.
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(200)-formulani olganimizda konkret bir egri chizig va unga
urunma hagida gap ketgan edi. Bu formulani umuman gruppa
elementi g € G uchun umumlashtirish mumkin. Buning uchun
urunmalar fa,zosidagi ixtiyoriy vektor X ni urunmalari X\ i = .
1,2,3,r orgali ifodalash kerak va eksponentadagi t X ni quyidagi
skalar ko'paytmaga almshtirish kerak (g ni unitar k‘orinishga
o'tkazish qulay, shuning uchun mavhum birlik i ni ham kiritamiz):

r

tX =if£ ctiXl= iocX

=1
Bu holda ixtiyoriy element g e G uchun
g(a) = eiaX (201)

tasavvurga kelamiz.  Algebra birinchi navbatda chizigli fazo,
unda bazisni har xil yo‘l bilan tanlab olish mumkin. Shuning
uchun gruppaning algebrasini tashkil giluvchi {X ‘} generatorlar
to'plami - algebraning bazisi - bir giymatli aniglangan emas.
Ammo, faraz qilaylik, ma’lum bir bazis {XI,i = 1,2,3,...,r}
tanlandi. Bu holda hamma element g lar uchun bu to‘plam
bir xildir, element g ni aniglash uchun esa r komponentali
parametr a — {«i, o2,03,..., ar} ishlatiladi, ya’ni, a berilgan
bo'lsa g berilgan bo‘ladi - (201)-formulada shuning uchun a
parametr g ning argumentiga kiritilgan. Gruppaviy elementning
bunday tasavvuridan shu paytgacha ko‘p foydalanganmiz - aylanish

gruppasi, SU(n) gruppasi, Lorentz gruppalarini o‘rganga,nda.
4.45-mlsol.

x, = 9 ¥~ > ¥ 69 9y

operatorlarni Kiritaylik. Unda
pil, X2 = 0, [Jf3,Xi] - iXi, [Xt, Xt] = iXi

munosabatlar bajariladi. Demak, {Xi, X2, Xs} to‘plam Lie algebrasini tashkil
gilar ekan. Bu algebra 8-misolda keltirilgan /50 (2) gruppasining algebrasining
bazisidir. Buni ko'rish giyin emas. Ixtiyoriy a o'zgarmas soni uchun gx(a) =
exp(iaXi) element tekislikning ixtiyoriy vektorining x komponentasini x + a
ga O‘zgartiradi:

SfcM (1) « <*P(i«Xi) (1) =<*P(»¢) (1) - (*+°) .
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Xuddi shunday, gy(b) —exp(ibXz) element tekislikning ixtiyoriy vektorining y
komponentasini y + b ga o'zgartiradi:

(*)-=*>Ne) (*)-exp(iA) (*) =(v*b),

Xi va X2 kommutativ bo'lgani uchun gx(a)gy(b) = exp(iaXi +ibX2) bo'ladi,
va bu element tekislikdagi ixtiyoriy r = ~  ~ vektorinid = ~~  vektorga
siljitib beradi:

SA#)(y) =(ytj)=r+d

Agar tekislikda qutb koordinat sistemasiga o‘tsak X3 generatorning ma’nosi
aniglanadi, qutb sistemasida u | 3 = —id/dtp ko'rinishga ega. Demak, X3
generatori tekislikdagi vektorlarni koordinat boshi atrofida ma’lum burchakka
aylantirishga mos keladi. Buni tekislik nugtalarining kompleks z —x + iy —
p exp(iip) tasawurida ko‘rish osonroq:

z = g$(9)z = exp(i6Xs)pexp(i(p) =pexp(i(ip + &)m

Umuman olganda X = aXi + bX%+ 0X3 kolrinishdagi operator /50(2)
gruppasining algebrasiga tegishli bir elementidir, bu element {Xi, X2, X3}
bazisda aniglangan.

Yugoridagi natijalarni olganimizda gruppaviy to'plamda Kkiri-
tilgan koordinat sistemasi tushunchasidan foydalandik ammo bu
koordinatalarni yaqqol ko‘rinishda ishlatganimiz yo‘q. Demak, Lie
gruppasining hossalari koordinat sistemasining konkret ko'rinishiga
bog‘lig emas, yuqoridagi munosabatlarni boshga koordinat
sistemasiga O‘tkazsak ular o‘zgarmaydi. Bunday hossa Lie
gruppalarining koordinat invariantligi deyiladi. Lie gruppasidagi
har xil koordinat sistemalari analitik bo‘lgan. o‘zaro almashtirish
formulalari bilan bog'ligligini yana bir eslatib ketamiz.

Struktura doimiylari uchun (182)-nchi munosabatni (ularning
antisimmetrikiigi dik ;= —kj dan foydalanib) quyidagi ko'rinishda
yozib olaylik : !

fetHJ r-M» N =

Demak, struktura doimiylari ularni matrik elementli r ta
o'lchamligi r x r bo‘lgan c] matritsa sifatida ko'rganda gruppaning
bir tasavvurini hosil gilar ekan, bu tasavvur biriktirilgan
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lasavvur3 deyiladi. M.asalan, 51/(2) va 50(3) gruppalari uchun
bu tasawurni 3x 3 bo'lgan (103)- va (104)-matritsalar ifodalaydi.
4.46-misol. GL(n, R) gruppasining struktura doimiylarini toping.
GL(n,R) gruppa aynimagan n Xx n o'lchamli haqiqiy matritsalar
gruppasidir. Gruppaviy kompozitsiya qonuni - matrik ko'paytma: c% = d ‘kbk3.
(179)-bo‘yicha

Struktura doimiylari topildi:

(202)

4.47-misol. SU{2) gruppasining aigebrasi Pauli matritsalari ,i =
1,2,3 orqali ifodalanadi:

Agar generatorlaming bosliga bazisiga oltsak: @i =. 2ie;, yangi bazisda

[e,.e]] = ni olamiz. Demak, SU{2) gruppasining struktura doimiylari

uchinchi rang birlik antisimmetrik tensorga teng ekan: ajk = £%& (Struktura
doimiysining yuqori indeksini tushurib yoz-ish mumkinligi (208)-formuladan
keyin tushuntirilgan.)

Ado teoremasi deyiladigan tasdig mavjud: ixtiyoriy Lie
algebrasi gl(n,C) matrik algebraning gandaydir gismalgebrasiga
izomorfdir ([13], X-bobning ohirida), shuning uchun Lie al-
gebralarini o'rganish gl(n,C) matrik algebralarni o'rganishga
keltirilishi mumkin.  Albatta, haqiqiy aigebralar hagida gap
ketganda gl(n, R) matrik algebralarni ko‘zda tutamiz.

Shu nuqtai nazardan kelib chigib gl(n,R) matrik algebrada
quyidagi Weyl bazisi deyiladigan bazis kiritamiz: o'lchamligi
n X n bo'lgan eij, i,j —1,2,3,...n matritsalar, ularning matrik
elementlari (eijJa = 5ikSjj. Masalan, ei3 degan matritsaning
birinchi satrining uchinchi elementi 1 ga teng, uning golgan hamma
elementlari ndlga teng. Tekshirib chigish giyin emaski bu holda

[ec), &\ —fijk&il  fiifékj-
Bu formuladan gl(n, U) algebrasining struktura doimiylari uchun
yana (202)-formula kelib chigadi.

Kompleks algebralarga quyidagicha o'tish mumkin: Weil bazisi
en,- ieji, ei2, iel2, enn,ienn ko'rinishda tanlab olinadi.

3Ing|izchasi adjoint representation , FUSChasi npucoedunennoe npedcmaeAenue
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4.48-misol. o(n) algebrasida Weil bazisini kiriting va uning struktura
doimiylarini toping.

0 (n) gruppasi elementlari uchun gT = g'1 bo'lishi kerak bo'lgani uchun
uning generatorlari (algebrasi elementlari) aiitisimmetrik matritsalardan iborat
bo'lishi kerak: X T =' —X. Demak, bazisni éy = ey —ey ko'rinishda olish
kerak. Bu holda

lei L e Aj &ik&jl + fill&jk  fijl&ik

tfja=n - SfWik+Sfm - ®Ll,
bo'lishi kerak.

822.4. Metrika. Killing-Cartan formasi. Casimir operatorlari.

Bizga Lie algebrasi R (K sonlar maydoni ustida) berilgan bo'lsin.
R fazoda ixtiyoriy X,y G R larga quyidagicha ta’sir giladigan

D[x,y] = [Dx,y] + [x, Dy]
operatorlar to'plamini Rd deb belgilaylik.

Teopema 1V.3 Rd toplam Lie algebrasini tashkil giladi, yani, 1)
agar D\ £ Rd va D2 € Rd berilgan bo‘lsa unda ixtiyoriy sonlar
a,(3 € K uchun a.Di + /3D2 6 Rd bofadi; 2) undan tashqari,
[Di, D2l ham Rd pga tegishli bo'ladi.

Isbot. Teoremaning birinchi gismi bevosita tekshiriladi. lkkinchi
gismiga o'tamiz. Quyidagilarni topamiz:

DiD2[x,y] = Dx([D,y\ + [x,DA\) ~
[DIDX,y\ + [D2, Diy] + \Dix:D2] + P DXD,

va
DDi[x, y] = D2([Ax, Y\ + [x, Dx\) =

[D2Dx,y] + [Dix, D]+ [D2x, Diy\ - px D2D x\.
[2>i, £2] = D\P2—DZDxbol‘gani uchun

[Dh D2J[x,y] = [[Dh D2x, W\ + Pk [A, DIy
keiib chigadi.



Rd algebra Lie algebrasining differensiallanishlari
algebrasi deyiladi. R algebraning har bir a E R elementi uchun
shu algebrani o‘z-‘oziga akslantiradigan

Paix) = [a, X]
operatsiya Kkiritaylik, x E R. pa larning to‘plamini P deb
belgilaylik. P to'plam ham Lie algebrasini tashkil giladi, ya’ni,
paE P vapb E P bo'lsa apa+j3pb E P, a,(3 E K va tya,Pb] —P[a,]
bo'iadi4. Bu algebra R ga biriktirilgan algebra deyiladi.
Tasdigning birinchi gismi oson tekshiriladi. Ikkinchi gismining
isboti quyidagicha:
[Pa,Pb]x = (paPb - PbPa)x = [fl, [b,X\] - [6, [a, X}] =
(203)
= (ab —ba)x —x(ab —ba) = [[a b], X] = Pabx-
Bu algebra Rd ning ideali bo'ladi. Buni isbot gilish uchun
birinchidan P C Rd ekanligidan boshlaymiz:

pafx,y] = [a, [x. Y]l = [[a x].y) + [x [a, y}] = \pax, y) + [s, pay\-
Bu - F algebra Rd ning gismalgebrasi ekanligini isbot giladi.
P gismalgebra Rd ning ideali ekanligi quyidagi formuladan kelib
chigadi:

[pfl, D]x = paDx —Dpax = [a, Dx] - D[a, X] —[a, DX\ —Da, x\—
—]a, Dx] = aDx—Dx-a—bPa-x+xDa—aDx+Dx-a = xDa-Da-x.

Agarda Da —d(a) E Rd belgilash kiritsak
[D,Pa]x = [d{a),x] =pd@X

ekanligi kelib chigadi. Shu bilan P Rd ning ideali ekanligi
isbotlandi.

pa ning ta'rifidan (pa(x))z — \a,x\l = &jkajxk ekanligi kelib
chigadi. Boshgaso‘z bilan (ptfyc = c\-ak ekan.

R algebrani evklid fazosiga aylantiradigan skalar ko'paytma

kiritish magsadga muvoiiq. Ixtiyoriy a,b E R elementlar uchun
skalar ko‘paytma

(a, 6) = Tr (papb) = ajkcaPhl (204)
4Ko‘p hollarda pa ning o'rniga ada belgilash ishlatiladi.
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orgali ta‘rifianadi. Sunday Kiritilgan skalar ko'paytmaning
hossalari quyidagicha:

(x,y) - (y.x), xER, yER]
(ax+By,z) = a(x,z)+B(y,z), zER, x ER, y ER; a,8 EK]
([a,x),y) + (x, [a,yh) = 0O, aE R, xER, y ER
Birinchi va ikkinchi hossalar ravshandir. Uchinchi hossani

(pa(x),y) + (x,Pa(y)) = 0 (205)

ko'rinishda ifoda gilish mumkin va-uni (203)-formula yordamida
tekshirish mumkin. Birinchi had:

(Pa(x),y) = TVipPaXpy) = Tr (\pa,px]py) = Tr (paPxPy ~ PxPaPy) 5
Ikkinchi had:
(X,Pa(y)) = Tr{PxIPa, Py]) = Tr (jPxPaPy ~ PxPyPa) -

Ikkala hadning yig'indisi nolga tengligi TV ning I-bobdagi 9-
misolda keltirilgan hossasidsan kelib chigadi. (205)-dan kelib
chigadiki, tegishli bazisda pa opera,torga rnos keluvchi matritsa
antisimmetrik ekan: pd — —pa. Birinchi bobdagi 14-mashqdan
maiumki, bunday matritsalarning hususiy giymatlari mavhum
son boiadi. (205)-hossaga ega bo‘lgan skalar ko‘paytma Kiritish
mumkin bo'lgan algebra kompakt algebra deyiladi5. (205)-
hossaga ega bo'lgan skalar ko'paytmaning mavjudligi algebraning
kompaktligining zaruriy va yetarli shartidir.

Struktura doimiylarini ¢t = Cifl deb olib (205)-formulani
koordinat bazisida yozamiz:

(P«0*0)V + X*(pa(y)y =
- cJkajxkyl + xldikajyk = aJxkyl (cijk + ckji) = 0.

Demak, Gijk ——Kji- Bu formula bilan (181)-formulani solishtirsak
struktura doimiylari tichun quyidagilar kelib chigadi:

&ijk ” Cjki « fycij ~ Cjik ~  C'ikj Ckji'

5Bu terxnmning topologiyadagi kompakfclik tushunchasiga alogasi yo‘g.



Skalar ko'paytmani ta'riflagan (204)-forrnulaga gaytamiz:
(a, b) = Tr (papi) = c)kc b | = ~CikjCikia3bl.

Kiritilgan skalar ko'paytma R d&lgebrani quyidagi metrikali evklid
fazosiga aylantirar ekan:

6,6) —Qijoil2.  Qj  CKIiCKj

R fazoda metrik tenzor kiritildi.  p(a) operatorning
antisimmetrikligidan kelib chigadiki clfk sonlar sof mayhum sonlar
bo‘ladi (kompakt algebralar uchun, har holda), shuning uchun
Gjk — ifijk deb olinsa bo'ladi, bu yerda fijk - haqgigiy sonlar.
Kiritilgan skalar ko'paytmada ixtiyoriy a G R ning kvadrati
musbat son bo'ladi:

(a a) = fikjfikia3al = (fikja3f > 0. (206)

Bundan bitta istisno bor - agar R ning markazi Rq mavjud bo'lsa
va a G Rq bo'lsa ixtiyoriy x G R uchun pa{x) = [a,X] —0,
yoki, (pR(x))* = [a, xf = Cijkajxk = 0. x ixtiyoriy bo'lgani uchun
Gjk@B — 0 bo'lishi kerak. Demak, a G Rq uchun (a, a) — O.
Agar R ning marliazi fagat 0 dan iborat bo'lsa (206)-dan ko'rinib
turibdiki (204)-formula orgali kiritilgan kvadratik forma musbat
aniglangau bo'ladi. Demak, algebraning markaziy ideali bo'Imasa
unda musbat aniglangan kvadratik forma kiritish mumkin ekan.
(204)-formula orqali kiritilgan forma Killing formasi va gij
tenzor Lie algebrasining Killing-Cartan metrikasi deyiladi.
Eslatib ketamiz, Lie gruppasi sodda deyiladi gachonki uning
gismgruppasi bo'lmasa. Lie gruppasi yarimsodda deyiladi
gachonki uning invariant abel qismgruppasi bo'lmasa (diskret
gismgruppadan stashgari). Bu holda uning algebrasi. markaziy
idealga ega bo'Imaydi. Yuqorida isbot gilingani bo'yicha (bu natija
Cartanga tegishli)
detgjj O (207)

shart gruppaning yarimsodda bo'lishi uchun yetarli va zaruriydir.

. Shu joyda ikkita fikrni aytib ketish o'rinlidir. Birinchidan,
{X*} bazisni almashtirsak sonlar ham o'zgaradi, bu al-
mashtirishga nisbatan ular uchinchi rang tenzorini tashkil giladi,
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bir marta kontravariant va ikki marta kovariant. c¢=k sonlarning
bazisga bog'ligligini 47-misolda ham ko'rish rnumkin. Ikkinchidan,
bundan keyin struktura doimiylari hagida gap ketganda ularning
gaysi biri ishlatilgan - mi, yoki f¢jk mi - kontekstdan ma’lum
bo'ladi deb o'ylaymiz.

Nima uehun yarim sodda gruppalarga alohida ahamiyat
beriladi? Gap shundaki, ixtiyoriy Lie gruppasi bir yarimsodda
gruppa bilan gandaydir abel gruppasining ko'paytmasi bo'lib
ehigar ekan ([12], [?]). Shu sababdan abel gruppalarini va yarim
sodda gruppalarni alohida o'rganish Lie gruppalarini o‘rganishda
rnuhim ahamiyatga ega.

4.15-mashq. (46)-misoining natijasidan foydalanib gl(n,C) algebra
;uchtin Killing-Cartan metrikasini toping. Bu holda.

9kl,pr — 2 {TIOk.rbpl  tipr~ki)
bo'lishini ko‘rsating.

gl(n, C) algebrasini aynimagan nxn matritsalar tashkil giladi.
Ularning ikkita ixtiyoriysini X va Y deb belgilab va yuqoridagi
formuladan foydalanib ularning Killing-Cartan formasini aniglash
mumkin:

(.X,Y) = QKl,prXk{Ypr =
= 2nXHYIlk - 2XkkYu = 2nTv(XY) - 2Tr(X)Tr(F).

sl(n, C) to'plam gl(n, C) ning izi nolga teng matritsalaridan iborat,
ular uchun Tr(X) = 0, shuning uchun

(X,Y) = 2nTr(XF), X,Y e sl(n, C).
sl(n,C)

Shu bilan sl(n,C) algebrasi uchun ham Killing-Cartan formasi

aniglandi.
4.16-mashq. (48)-misolning natijasidan foydalanib o(n) algebra uchun
Killing-Cartan metrikasini toping. Bu. holda

9ij,pr ~ 2(ji 2)(Sjp5ir ~ SipSjr)
bo‘lishini ko'rsating.
Ikkita X,Y &o(n) uchun Killing-Cartan formasini topaylik:
(X, Y) —gij-pr-XijYpr =
= 2(n- 2) [Tr(XY) - I{XYT)] = 4(n - 2)1Y(XY),
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chunki o(n) ga tegishli matritsalar uchun YT — —Y. Shu yerda
abel gruppaiarining algebralari uchun striiktura konstantalari nolga
teng bo'lgani uchun ularga mos keluvchi Killing-Cartan formasi
ham nolga tengligini eslash oiinlidir - 0 (2) gruppasi abel gruppasi
ekanligini bilamiz, shunga yarasha n = 2 holda yuqoridagi metrika
ham nolga teng.

4.17-mashq. (47)-misolning natijasidan foydalanib su(2) algebra uchun
Killing-Cartan metrikasini toping. B.u ho'lda

9ij — 25ij
bo'lishini ko‘rsa,ting.

(207)-shart bajarilgan holda gij ga teskari bo‘lgan tenzorni
ham Kkiritish mumkin:

9ij9jk = 4-
Yana bir narsani isbot gilish mumkin: yarimsodda va kompakt Lie
gruppalari uchun hamma vaqt

gij = % (208)
deb tanlab olish mumkin (shu sababdan struktura doimiylarining
yugori indeksini tushurib yozish mumkin: = GjK)-

Quyidagi ko'rinishdagi Casimir operatori deyilgan katta-
likni kiritaylik:
C = gijXiX].
4.18-mashq. Casimir operatorining gruppaning hamma generatorlari
bilan kommutativligini ko‘rsating:

[C/] = 0.

Agar gruppamiz kompakt va yarimsodda bo'lsa (208)-bajariladi va
Casimir operatori
c = ]T Xixi
i

ko'rinishga keltiriladi. ~ Casimir operatori algebraning hamma
elementlari bilan kommutativ ekan unga mos keluvchi operator
ixtiyoriy bazisda diagonal koiinishga Kkeltiriladi (Schur lemmasi
bo'yicha). Demak, Casimir operatorining hususiy giymatlari
saglanuvchi fizik kattaliklarga mos kelar ekan.
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§23. lldizlar bo‘yicha klassifikatsiya
§23.1. Ildizlar sistemasi

Markaziy maydondagi harakat masalasini eslaylik. Bu holda
(energiyadan tashqari) quyidagi saglanuvchi kattalikka egamiz -
harakat migdori momenti J. Uning uchala komponentalari Jt, i —
1,2,3 ham saglanadi, ammo ulardan fagat bittasinigina (odatda
Jz ni) J2bilan bir vaqtda saglanuvchi kattalik deb garash mumkin
(chunki Jz ning Jx va Jy bilan Poisson qgavslari nolga teng emas).
Kvant mexanikasida bu quyidagicha ifodalanadi: Momentning
komponentalari o'zaro kommutativ emas - [Ji; J}] = ammo
ularning har biri J2 bilan kommutativdir: [J2,JJ = 0. Bu
munosabatlar bilan tanishmiz: (105)- bilan (107)-larga garang.
J2 bilan bir vaqtda saglanuvchi kattalik sifatida Jz olinadi, bu
esa, Jz va J2 lar umumiy hususiy funksiyalar sistemasiga ega va
shu funksiyalar bazisida big vaqtda diagonal ko‘rinishga keltiriladi
degani.

Harakat migdoti momenti va spin algebralari 50(3) va SU(2)
laming algebrasi bilan bir xil. Yuqorida 50(3) va 5(7(2) larning
tasavvurlarini qurishda va ularni klassifikatsiya gilishda J2 va
Jz larning umumiy hususiy funksiyalari bazisidan foydalandik.
Mana shu metodni boshga gruppalarga go‘llash uchun (105)-(111)
formulalarni umumlashtirish kerak.

Algebrani aniglalsh uchun struktura doimiylarini aniglash
kerak. Struktura doimiylari aniglansa algebralarni, demak,
gruppalarni klassifikatsiya gilib chigish mumkin. Quyida struktura
doimiylarini aniglashning bir yo'li keltiriladi.

Algebraga kirgan N ta Xa generatorlarni ikki gismga bo'lamiz:
diagonal ko‘rinishdagilarini Ht, i = 1,2,...J deb belgilaymiz va
golganlarini Ea,a 4 1 , 2 - | deb belgilaymiz. Diagonal
generatorlar uchun |

1,2,...,1 (209)

bo‘lishi kerak. Diagonal elementlarning soni | gruppaning *‘rangi*"
deyiladi. Agar biror operator gamiltonian bilan bir paytda diagonal
koiinishga (gandaydir bazisda) keltirilgan bo‘lsa u saglanuvchi
kattalikka to‘g‘ri keladi, demak, ko'rilayotgan gruppa ko'rilayotgan
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masaladagi simmetriyaga mos kelsa shu masaiada | ta saglanuvchi
kattaliklar - harakat integrallari - mavjud ekan. Ya’ni, har bir Hj
bevosita fizik ma’noga ega.

Ea generatorlar huddi SU(2) gruppasidagi Jt lardek
"ko‘taruvchi" va "pasaytiruvchi” qoida bo‘yicha tuzilgan deb
olamiz, shunga yarasha ularni Ea, a = 1, + 2 , £(N —I)/2 deb
tasawur gilamiz. Masalan, E+1ta’sirida Hi ning hususiy giymati
bir pog'ona ko'tariladi, E-2 ta’sirida esa ikki pog'ona kamayadi.
H va E orasidagi kommutatorrii topish uchun Jacobi ayniyatidan
foydalanamiz:

[Hh [Hif Ea}} + [Hi, [Ea, H}} + [Ea, [Hu Hi]} = O.
Bu munosabatning ohirgi hadi nolga teng, qolgan ikki hadni
[Hi,[Hi,Ea] = [Hi, [Hu Ea]\
ko'rinishda yozib olish mumkin. Olingan tenglamaning yechimi
[HhEa]l=ri(a)Ea (210)

boiishigina mumkin. i indeks 1dan | gacha o'zgargani uchun r.j(a)
har bir a uchun I komponentali vektor r (a) ni hosil giiadi. U. "ildiz
vektori" deyiladi. Olingan formulani (109)-bilan solishtiring. U
yerdaa = £ vari(x) = £1. Har bir gruppa uchun mana shu ildiz
vektorlar sistemasini topish kerak.

Yarimsodda algebraning ildizi musbat deyiladi va kerak
bo'lganda r(a) > 0 deb belgilanadi gachonki uning birinchi noldan.
fargli bo‘lgan komponentasi musbat bo‘sa. Ildiz sodda deyiladi
gachonki u musbat bo'lib ikkita boshga musbat ildizlarning
yig'indisiga keltirilmasa. Rangi | bo‘lgan yarimsodda algebrada
I ta sodda chizigli mustagil bo‘lgan ildizlar mavjud. Sodda ildizlar
algebraning ildizlar fazosining bazisini tashkil giiadi: ixtiyoriy ildiz
sodda ildizlarning chizigli kombinatsiyasiga yoyiladi.

Kiritilgan Ea generatorlar rostdan ham "ko‘tarish” va
"tushurish" operatorlari ekanligiga ishonch hosil gilish mumkin.
Buning uchun generatorlar ta’sir gilayotgan malum bir tasavvurlar
fazosidagi bir element /; ni olamiz, u Hi ning hususiy vektori
bolsin: Hifi —hifi. hi - saglanuvchi kattalik, harakat integrali.
Bu holda (210)-dan

Hi (Eafi) = (hi + ri(a)){Eafi)
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ekanligi kelib chigadi. Bu formula (111)-ga o'xshash ma’noga ega.
Ya’ni, Ea operator hi ning giymatini r»(0;) ga o'zgartirdi. Agar hi
aing maksimal giymatini hf deb belgilasak uning minimal giymati
—h™ho'ladi, ularga f™ va fi~mvektorlar mos kelsin. Ea operator
har bir ta’sir gilganda fi; ning giymatini rt(a) ga oshirsa, ELO
operator har bir tasir gilganda hi ning giymatini ty(—a) —+.j,{a)
ga kamaytiradi. Demak, ffm vektor Ea ning yetarli darajadagi
ta’siridan keyin //” gacha "ko'tariladi".

[Ea, ER] ni topish uchun yana bir marta Jacobi ayniyatidan
foydalanamiz:

[Hit [Ea, Ee]} + [Ea, \ER, H}} + [ER, [Hi, Ea]]= 0 =*
= [Hi, [Ea, E&}} = (n(a) + n(R)) [Ea, ER]. (211)
Uch xil variant bo'lishi mumkin:
1 ri{a)+ri(B) 7* 0 vaildiz bao'lsin, bu holda [Ea, Ef] = NaBEa+R;
2.ri(a) + r.¢() = 0, bu holda a —=B va [Ea, E-a] = rl(a)Hi,
3. ri{a) + Ti{B) ildiz emas, bu holda [Ea, ER] —O.
Olingan munosabatlarni bir joyga yig'aylik:
[Hh Hj] = 0; [HhEa] = n(a)Ea,
A (212)
[Eq,E.q] = r'{'a)Hi, [Ea, ER] = NaREa+R.

Ohirgi formulada agar ri(a) + ri(B) ildiz bo‘lsa Nal3 ~ 0, aks holda
Nall —0. Agar r(a) vektor ildiz bo'lsa 2r (a) ildiz bo'Imaydi, chunki
[Ea,Eq = 0.

Olingan (212)-munosabatlar (197)-kommutatsion munosabat-
larning kanonik ko'rinishi deyiladi. Lie algebrasining ixtiyoriy
elementi mana shu Hi,Ea lar boVicha yoyilishi mumkin, ular
bazisni tashkil giladi. Kiritilgan bazis Lie algebrasining kanonik
bazisi deyiladi.

(212)-ning to'rtinthisidan kelib chigadiki, agar r(a) va r(R)
ildizlar bo'lsa va fer(aj) + r(B), k= 1,2,3,... yana ildiz bo'lsa

Ik
[Ea, [Ea, ... [Ea ER]]] ~ Eka+R
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boiadi. Faraz qilaylik, p va q shunday butun musbat sonlar
bo‘lsinki

ri{B) + pn(a) = /if  (Hining maksimal hususiy giymati),
rt(B) —qr.i(@) = —hf (L, ning minimal hususiy giymati)
bo'lsin. ikkala formula qo‘shilsa
{p- grifa)+2r0 )=0

bo'lib chigadi. Bu munosabatning ikkala tomonini ri(a) ga
ko'paytirib i bo'yicha yig'indiga o'tilsa

-P+i- ) m(a) 213>

formula kelib chigadi. Bu formulani keltirib chigarishda a va 3 lar
gaysi tartibda kelishining ahamiyati yolq edi, a R almashtirish
bajarsak huddi shunday formulaning o‘zi kelib chigadi, fagat p —q
boshga butun sonlar bo'ladi.

A.gar rj,(@) va u(R) sodda ildizlar bo'lsa g —0 bo‘lishi kerak.
Buning isboti quyidagicha: r(a) —r(R) = r(7) ayirma ildiz bo‘la
olmaydi, aks holda a) agar r(7) > 0 bo'lsa I{(a) sodda bo'Imaydi,
b) agar r(7) < 0 bo'lsa nt) sodda bo'lmaydi. Demak, sodda
ildizlar uchun

a
r(a) er(a)
Shu bilan biz quyidagi teoremani isbot qildik:

Teopema 1V.4 Agarr(a) hamdar(B) ikkita sodda ildiz bolsa

ZT{a\ : (214)

Ay wa) ™ rR) m@®) "

butun sonlar bofadi: Undan tashgari, m, n < 0 (ikkita sodda
vektor orasidagi buchak o'tkir bola olmaydi).

Teoremaga go'shimcha qilib quyidagini aytish kerak: r(a) va
r(R) ildizlar bo‘lsa

((®) - 2@ e = H®) + (- (@)
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ham ildiz boladi (uni (213)-formulaga qo'yib tekshirib ko'ring).
Geometrik nuqtai nazardan bu vektor r(B) ni r(a) ga
perpendikuldr bo‘lgan tekislikka nisbatan akslantirib olinadi.
Masalan, bu operatsiyada r() ning o'rniga r(a) olinsa yuqorida
ta’kidlangan natijani olamiz: —(a) vektor ham ildiz bolib chigadi.

r(a) va r(B) vektorlar orasidagi burchakni <p deb belgilasak
yugoridagilardan

r(Q +r(R)
/R «yFirw

ekanligi kelib chigadi. Demak, butun sonlar m va n larning
ko'paytmasi 4 dan katta bo‘la olmas ekan. (214)-formulalarni

cos2@—"mn (215)

r(a) «r(R) = ~Zl-mr2(a) - -anZ(B)

formada olsak r(a) va r(R) vektérlarning kvadratlarining nisbati
quyidagiga tengligi kelib chigadi:

r2ct) n

r2R) m
Aniglik uchun r2(a) > r2(R) deb gabul gilamiz, boshga so‘z bilan
\n\ > \m\. (210)-masalani kiritganda Hj va Ea operatorlarning

normalarini muhokama gilmaganmiz, norm.al.arni shunday tanlab
olaylikki

ri(a)rj(a) = Sjj, yoki =~ Dbo‘lsin. (216)

§23.2. lldizlarning to‘lig sistemasini topish.

Ildizlar sistemasini toliq ravishda aniglash uchun (212)-formulalar
sistemasidagi Naf koeffisientlarni topish kerak. Avvalam bor
oydinki NaB — —NRa. Undan tashqgari, agar (211)-ni (212)-
ning ohirgisi bilan solishtirsak r (a + B) —r(a) + r(B) ni topamiz.
r(o"), r(B) va r(7) lar shunday noldaa fargli ildizlar bolsinki ular
uchun r(a) + r(B) -fr(7) = 0 bolsin. Bu holda

NaR = NBI - ¢Nja . (217)
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bo‘iadi.

4.19-mashq. [Ea, [ER, £27]j uchun Jacobi ayniyatidan foydalanib (ildizlar
yig'mdisining nolga tengligini ishlatgan holda)

NaRr(j) + NR7r(a) + N7ar(R) = 0

ekanligini ko'rsating. lldizlarning har birining noldan faqrliligi (217)-ga olib
kelishini ko!rsating,

NaR iarning hamma hossalarini bir joyga yig‘aylik:

NaR = -NBa = N B "B = J\La A« (218)

Bularning birinchisi NaB ning ta'rifidan, ikkinchi va uchinchisi
(217)-dan kelib chigadi. Undan tashgari Na8 — —N -a- R deb olish
mumkin.

Faraz qilaylik r(a) va r(R) ~ +r(a) ikkita ildiz boisin va

r(k) - gr(a),...,r(B) - r(a),r(B),r(B) + r(a), ...,r(B) + pr(a)-
ildizlar sistemasini tashkil gilsin. Bunda r(8) —(gq + I)r(a) va
r(R) + (p+ 1)r(a) larildiz boimaydi. Quyidagi Jacobi ayniyatidan

[JE>« [Ea, ER} + [Ea, [ER, £LJ] + [ER,[E.aiEa}} = 0
avval

NaR[E..a,Ea+f] + NR-a[Ea, ER-a] + ri(a)[ER, Hi] —0,

keyin
NaBN~+B + NB-aNaB,,a- r(a) m(B) = 0
kelib chigadi.
4.20-mashq.
Vv
-/*é [(0° &) "Q0Ha"—pMjH)a "
J:_

munosabatdan (213)-formulani gayta keltirib chigaring. Quyidagilar kerak

bo'ladi: £ 1= 1+P+5 E 3= KI1+P+" =~

Mas_quagi gatorni b()_s;hqa chegaralarda hisoblaylik:
0
53 ir(a)- (r(/3)+ir(«))-
j=-q
AaR+jaA —aR+H{jH)ci "F* —ar+jaNar+(J-Hal 0
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0

52 1= 1+Qva JP 3 — + <) formulalardan va r(R) —
j=-9 J=-9

(g + Dr(a) ildiz emasligidan Na™_(g+i)Q = 0 kelib chigishidan
foydalanib quyidagini topamiz:

NIR = y°ki> JVa9= £ Y ~P(1 + g)r2(a).
(219)
Ishoralarni shunday olish kerakki, (218)-hossaiar buzilmasin.

§23.4.-paragrafda bu formulalar yordamida SU(3) gruppasining
struktura doimiylari topilgan.

§23.3. Dynkin sxemalari

Lie gruppalarini to'lig klassifikatsiya gilish uchun Dynkin sxemalari
ishlatiladi. (215)-formulaga qaytib kelamiz. Quyidagi variantlar
bo'lishi mumkin:

n—-o0m-—-—0n=—lm—-~.,n=—=2m——3n—-3, m—1L

m = n = =2 hol-ko'rilmaydi ehunki bu hoida r(a) var(B) vektorlar
kollinear boiib chigadi (ya’ni, ular bitta vektor). n —0, m = 0
holda ildiz vektorlari uzunliklarining nisbatini aniglab boimaydi,
ammo ular o'zaro perpendikuldr: ‘9= 90°. Qolgan hollarda esa
k = 1, k —2, k —3 bo'ladi. Demak, cos < quyidagi giymatlarni
gabul gilishi mumkin: 0, Bu giymatlarga 0z
navbatida 90°, 120°, 135°, 150° burchaklar mos keladi.

Ikkita sodda ildiz vektorini olaylik. ~ Agar har bir ildiz
vektorini bir doiracha qilib ko‘rsatsak va bir doirachadan
go'shni doiracha(vektor)ga shu ikkala vektorlar orasidagi bur-
chakka bog'lig bo'lgan va soni k teng boigan chiziglar
o'tkazsak (IV.3)-rasmda kolrsatilgan uchta sxema paydo bo'ladi.
Bu rasmda ko‘rsatilgan sxemalar ikkinchi tartibli ¢ |
Dynkin sxemalari deyiladi. Har bir doirachaning 2 *
ustidagi son 'quyidagicha aniglangan: chap , *
tomondagi doiracha r(a) ildiz vektoriga va o‘ng
tomondagi doiracha r(B) vektorga mos keladi«, iv.3-rasm ikkinchi
shu ikkita vektorlar kvadratlarining nisbati  ga Dyrkin o€"
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teng, doiracha ustidagi sonlar mana shu nisb t =

belgilaydi. Yani, ikkala doirachaning ustida bir *1

son turgan bo‘lsa ularning uzunliklari teng R

doiracha ustida 2 soni, ikkinchisi ustida 1 11

turgan bo‘lsa birinchi doiracha ifodalavdicrQ r\
ikkinchi doirachaga mos keluvchi ildizning- kvadratining
teng bo‘ladi. Sonlar 3 va 1 bo‘lsa kat-ta ildi-  jlSa msbati ikkiga
ildiz kvadratiga nisbati uchga teng boi-idi R ,V m™M® kichik
k = 0 xol ildiz vektorlarining perpendikuWK®°S  variantlar yo q.

holda mos keluvchi doirachalar orasida Sr\ ¢

sxemasida ikkita ortogonal vektorlar vonm*? ° may DynkKin

ular orasida bog'lanish bo'lImagani uchnn & maf 1

bogianmagan sxemalarga parchalangan bolad* ~ sxema kita
Quyidagi  shartlarga bo‘ysUrigan L

Dynkin sxemalari yo‘1 qolyilgan
sxema deyiladi (bu tasdiqYa,rning
isbotlarini [13], X-bob, 810 da topish aa™>'D > g=ap
mumKkin):
1. n - chi tartibli Dynkin sx-
emasida n — 1 ta bog'langan juft
doirachalar bo‘lishi mumkin (aks holda
sodda ildizlarning chizigli mustaqilligi 1V *:
o rinli bo Imaydi);
2. Dynkin sxemasi yor>in 7~;;, 1 <+ m.., , ,
(aks holda bu zanjirga kirgan vektorlarni°n n , f may” 1
bittasining kvadrati manfiy bo‘Ub chigadiV * D ®an
3. Xech gaysi doirachadan uchdan
4. n > 3 holda hech ganday ikki"? f
bog‘lanishi mumkin emas, fagat r? — a chizig bilan

((1v.3)-rasmga garang); Yo‘l go'vikan D 1° agma _jU Lo
fioirachalarni- iva ulardan y gan.Dynkm sxemasida ba’zi-bir
yana v8" 8'Vityan BYRKIR %emasi hodil bFfHY;O'chirib tashlasak
(IV.4)-rasmda ko rsatile-an 1 " .
tanidanean - sxemalardir ok , xemalar yol qoyilmagan -
o'chirsak 3-chi punktga zid hnl lularda8i ba’zi-bir chiziglarni
to'rtta chi'da chiaa boshlm r& lamiz' ba’zi-bir doirachalardan

(1v 5?2 rasmda ko ~tilgan tv A-kitobnmg X-bob, 8§10 da
gn sxemalardan boshga Dynkin sxemalari
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boiishi mumkin emasligining isboti keltirilgan. 0 ‘z paytida (XIX-
asrning ohirida) buyuk fransuz matematigi E.Cartan yarimsodda
gruppalarnmg (algebralarning) klassifikatsiyasini yaratgan. Uning
ko‘rsatishi ebo'yicha bu gruppalar An(n > 1), Bn(n >
2), Cn(n > 3).Dn(n > 4) cheksiz seriyalarga (n - butun sonlar)
va alohida deyiladigan beshta Eq E/,Eg, vaG2 gruppalarga
bo‘iinadi. Dynkiii sxemalaridan kelib. chiggan va (IV.5)-rasmda
koisatilgan klassifikatsiya mana shu Cartan seriyalari va alohida
gruppapalariga mos keladi.  Rasmda bu moslik ko'rsatilgan.
Olingan har bir

sxemani tahiil qilaylik.

Bu  tahlildan oldin  an 2 . x n>l|

810-paragrafdagi

klassifikatsiyani yana B 2__*2* . 2] n>2

bir marta ko‘rib chiggan

yaxshi. h 2 -2 - 2 4 nz3
237-betda keltirilgan .

Ado teoremasi bo'yicha Dn 2 2 2 2 2 ns-4

har bir Lie gruppasi

GL(n,C) matrik En 2.2...2.62.2 2 4

gruppaning . bir 2 21 »

gisrngruppasi bo'ladi, 4

shunga yarasha har bir G ,

Lie algebrasi' gl{nX1)

matrik algebraning Bir IV.S-rasm: Mumkin bo'lgan sxemalar
gismalgebrasi  bo‘ladi.

Eslatib ketamiz, GL(n,C) matritsalar aynimagan matritsalardir.
Matritsalar chizigli fazodagi chizigli almashtirishlarni ifodalaydi.
Gruppalar fizik sistemaning simmetriyasini ifodalaydi, shu
sababdan bu chizigli almashtirishlar shu fazoda berilgan skalar
ko'paytmani saglashi kjerak. Bu quyidagicha ifodalanadi:

[(#.#) = (<M),

bu yerda g e G gruppa elementi. Generatorlarga o‘tish uchun
g —g(t) deb oiamiz: j
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Bu ifodadan t bo‘icha hosila oiib t = 0 ga o‘tamiz. ((200)-ga
garang):
{X ")+ @&Xy) =0 (220)
Olingan munoabatga bo£ysunivchi X matritsalar Lie algebrasini
tashkil gilishini koiish giyin emas.
4.21-mashq. (220)-formulaga bo'ysunuvchi X va Y matritsalar uchun
({X,Y}™M)+ @[X,Y]?) = 0

bo'lishini ko“rsating.

Bu mashqgdan kelib chigadiki, (220)-formulaga bo'ysunuvchi
(aynimagan) matritsalar to'piami Lie algebrasini tashkil giladi. B
matritsalar quyidagi klassik deyiladigan seriyalarga parchalanadi.

Anseriya (n>1)

gl(n,C) to'plamdan izi nolga teng bo'lgan matritsalarni ajratib
olamiz, ular gismto'plamni tashkil giladi. Ular bilan, odatda,
kvadratik formalar bog'lanmaydi. An deyiladigan seriyaga sl(n +
1,C) algebra mos keladi, bu algebra izi nolga teng boigan (n +
1) x (n + 1) o‘lchamii kompleks matritsalardan iborat. SL(n, C)
gruppasi GL(n,C) ning determinanti birga teng gismto‘plami edi,
(1.134)-ayniyat bo'yieha bu gruppaning algebrasi izi nolga teng
matritsalardan iborat bo‘lishi kerak.

Masalan, sl(2,C) algebra izi nolga teng 2 x 2 matritsalardan
iborat. Lorentz gruppasini oiganganda SL(2,C) gruppasi
S0O(3,1) gruppasiga gomomorf ekanligini ko'rdik, ularning alge-
bralari izomorf bo‘ladi: sl(2,C) ~ so(3,1),

sl(n + 1,C) ning gismalgebralari sifatida
su(n), sl(n, B), su(p, ),p + g —n larni ko‘rish mumkin.

mIi(n -f 1,(7) ning o'ichamligini topaylik. (n + 1) X @ +
1) matritsaning olchamligi (n + 1)2 ga teng, uning izining
nolga tengligi bitta shart, demak, sl(n + 1,(7) ning mustagqil
komponentalarining soni (n + 1)2—1 —n2-f 2n ga teng ekan.
Bu - algebradagi bazis elementlarining soni, bazisning o‘lchamligi
N —rang | + ildizlar soni edi. sl(n + 1,(7) ning rangi n ga teng,
demak, uning ildiz-lari soni n2+ 2n —n = n{n + 1) ga teng.
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Bnva Dn seriyalar.

Kvadratik forma (€} ib) hagigiyva simmetrik bo‘lsin: (>6) ~

Qaralyapgan gruppa mana shu formani saglaydi. Agar
fazoningo'lchamligi 2U+1 bo‘lsa hosil bo'lgan algebraso(2n+1, C)
deb belgilanadi, uning boshga nomi - Bn seriya. Agar fazoning
o'lchamligi juft bo'lsa so(2n, C) algebra hosil bo‘ladi, u Dn seriya
deyiladi. Bu algebralar ortogonal algebra deyadi.

Bn ning o'lchamligi 2n2+n, Dnning oichamligi 2n2—n. Bular
quyidagicha topiladi. ; m oichamli matritsaning komponentalari
soni m2 ga teng, ortogonallaik shartlari Ch+ m —\m{m —1) +
m = |[m(m + 1) ga teng. Demak, bunday matritsaning mustagqil
komponentalari soni m2—\m{m + 1) = [m(m —1) ga teng. rn =
2n + 1 deyilsa 2n24- n kelib chigadi, m —2n holida esa 2n2 —n
ni olamiz. Bnning ildizlari soni 2n2 ga teng, Dn ning ildizlari soni
2n2 —2n ga teng.

Anva B,, lar gachon izomorf bo‘lishi mumkin? Buning uchun
n2+2n = 2n2-f-n bo‘lishi kerak, bu esa fagat n = 0 van —1dagina
mumkin. Demak, A\ BL Anva Dn lar izomorf bo‘lishi uchun
n2+ 2n —2n2—n, yoki, n = 3 bo‘lishi kerak. Demak, A3 « D$.
Bn va Dn lar izomorf boiishi mumkin ernas: 2n2+ n —2n2 —n
tenglama fagat n = 0 da bajariladi.

Cnsenya. |i

(0,ip) forma egrisimmetrik forma bo'lsin. Tog o'lchamlikli
egrisimmetrik formaga aynigan matritsalar mos keladi, shuning
uchun bu yerda faqat juft 0‘lchamli formalar ko'riladi. Masalan,

= 45" + + eoe+ N~ K+iA e <Mn-

Bunday formalarni saqlaydigan algebralar Gn seriyaga taalluglidir,
odatda ular sp{2n,C) deb belgilanadi. Bu formani matrik
ko‘rinishga keltirish uchun quyidagi koiinishdagi 2n x 2n matritsa
kiritiladi:

o 1

-1 0
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Bu matritsadagi har bir birlik matritsa / n x n matritsadir.
Saglanuvchi forma

n

(@ 0) -
=1
yuqorida keltirilgan ko'rinishga ega. Bu holda Sp(2n, C) gruppalar
shunday P matritsalardan iboratki

(Pd,P)r= (,0)
boisin. Y’ani, PTJP = J bo‘lishi kerak.

Cn ning o‘lchamligi 2n2+ n. Anva Cn lar n = 1 dagina
izomorf bo‘lishi mumkin A\ & G\, Cn va Dn lax izomorf bo'ia
olmaydi, A\ « C\ va Ar fa Bi dan Bi « C\ ekanligi kelib chigadi.
Ammo n > 2 bo'lganda Bnva Cn lar izomorf boia olmaydi. Buni
quyidagicha tushunish mumkin. Bnva Cn larning ildizlar sistemasi
ikki xil uzunlikdagi ildizlardan iborat, kalta vektorlarning soni Bn
uchun 2n ga teng, Cnuchun esa u 2n2—2 ga teng. Bu sonlarn > 2
da teng bo'la olmaydi.

Bu izomorfizmlarni hisobga olib An,n > 1, Bn,n > 2, Cn,n >
3va Ar,n > 4 deb voziladi. D2 ga kelsak u sodda algebraga
tegishli emas, Dynkin sxemasidan ko'rinib turibdiki (1V.7-rasmga
garang), D2« A\ ® b

Shu yerda quyidagi tasdiqga to'xtalib ketish joizdir: Lie
algebras! shunda sodda bo'ladiki gachonki uning Dynkin sxemasi
o'zaro bog'lanmagan gismlarga parchalanmasa ([?], §95).

Maxsus (alohida) gruppalarning oichamliklari quyidagicha:
02 - 14, F4- 52, £i6 - 78, Ej - 133, Es - 248. Ularning nazariyasi
o‘t,a murakkab.

§23.4. Birinchi va ikkinchi rang gruppalari

SU(2) yoki SO(3) gruppalarini  eslaylik. ) " 1)
Ular izomorf bo'lib uchta generatorga 0 °
ega: Jj, J2,J3. Bu generatorlar iv.6+asm su@(so§3))

. . 7 . gruppasmmg diz
orasidagi kommutatsion . munosabatlar diagransmasi

(105)-formulada  berilgan: [Je, Jii =
I£ijkJK, i, j, kK = 1,2,3. Generatorlarning
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soni uchta, demak, su(2) algebrasining tartibi

ham uchga teng. (llO)-bazisda J3 operator diagonal ko'rinishga
ega, demak, algebraning rangi birga teng, J+ = J\ % ij2
operatorlar esa. "ko'taruvehi" va "pasaytiruvchi" operatorlar rolini
o'ynaydi: [J3, Jt] = £J+. Jt bazis unitar bazis deyiladi (
J\ —Ji bo‘lgai uchun bu bazisda gruppa elementi g —exp(iJiati)
unitar bo'ladi).  Quyidagi koiinishga ega boigan kanonik
bazisga, o'taylik:

& tt R J+ )2

Bu bazisda
[H,Exi] = £E#i.
Demak, r(-fl) = +1, r(—1) = —L (IV.6)-rasmda bu ildizlar
sistemasi ko'rsatilgan. Algebraning o'lchamligi uchga teng - ikkita
ildiz + bitta rang. Shu ildizlardan bittasi - r(+1) = +1 - sodda
ildiz, ikkinchisi - r(—1) = —1 - sodda emas.
I = 2 holga - ikkinchi rang gruppalariga - o'taylik. 1V.7-

A2 0—0 SU (3)  uzunliktari teng ikkita sodda ildiz. <fI=120°

?22 azp 2?225)1) ikkita sodda ildiz, uzunliklarining rtisbuti & ,<p=]35°

Cji2 €~~D ikkita sodda ildiz, uziwliklarining nisbati </5,<p-150°
0 1VV.7-rasm: 1kkinchi rang_gruppalari

~2 0 yarim-sodda, ©A,

rasmda ikkinchi rang gruppalarining ildiz sistemalari hagida,
umumiy ma’lumotlar berilgan, algebralar uchun D2 — A\ 0 A\
munosabatni gruppalar tiliga o'tkazsak 50(4) = SU(2) (*) SU(2)
boiadi. 1V.8-rasmda £3va A3, 02va B2algebralarining izomorfligi
va ulardan kelib chigadigan mos keluvchi gruppalarning izomorfligi
ko'rsatilgan.  Ikkinchi rang gruppalari uchun (1V.9)-rasmdagi
diagrammalarni olamiz. Bu diagrammalarda toiiq ildizlar
sistemasi berilgan, ularning ichida ri va r2 deb belgilanganlari
sodda ildizlarga mos keladi. birinchisi 9 = 120° ga, ikkinchisi
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1V.8-rasm: Bazi-bir izomorf aJgebralar va ularga mos keluvchi gruppalar

CB~y> A3 yoki  SO(6)«SU(4)

W yoki  Sp(4)&0(5)

&R o

8% 0 ¥
SU(3) A2 50(5) B2 a

1V.9-rasm: Ikkinchi rang gruppalarining iidiz diagrammaiari

ip -- 135° va uchinchisi ip = 150° ga to‘g‘ri keladi. Har bir ildiz
diagrammasi tagida uning gaysi gruppaga mos kelishi ko'rsatilgan,
yonida uning algebrasining beigisi ham keltirilgan.

(IV.9)-rasmning birinchi qgismini oiib garaylik, unda
SU(3) gruppasining ildiz sistemasi ko'rsatilgan. ldizlarni
quyidagicha belgilaymiz: r(1), r(2), r(3), r(—) = — (D), r(—2) =
—(2), r(—3) — ~r(3). Rasmdagi sodda ildizlarga ri = r(l) va
i'2 —r(3) mos keladi. lldizlar quyidagicha aniglangan:

2) = _
()= (ti'0 @O e, O 2v/3° 2

Har bir ildizning kvadrati 1/3 ga teng. r(l) + r(3) ham ildiz, r(l) +
2r(3) var(l) —r(3) lar esa ildiz emas. Demak, p = 1vaq= 0. Bu
yerdan quyidagi kelib chigadi:

Nu = —N3l

(IV.9)-rasmdan va (218)-formulalardan foydalanib golgan noldaii
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fargli Naf larni ham to.pish munakin:
iV-3,-1 = -A3,-2 = 21 = N2-3 = iv_ig = —i=.

Gruppadagi parametria,r soni ildiz vektorlari soni + rangga
teng, SU(3) uchun u 6+2=8 ga teng, SO(5) uehun 10+2=12 ga
teng, G2 uchun esa 8+2=10 ga teng. Boshga ikkinchi rang gruppa
yo‘a.

§23.5. Klassik Lie gruppalari

Lie algebralarining klassifikatsiyasidan Lie gruppalarining klas-
sifikatsiyasiga o'tish lozim. Gruppa elementi va algebrasi
orasidagi bog'lanish (201)-formula bilan aniglanadi. Agar algebra
izsiz matritsalardan iborat bo'lsa unga mos keluvchi element
unimodular matritsa bo'ladi, ya’ni, sl(n,C) algebraga SL(n,C)
gruppa mos. keladi. Umuman olganda yarimsodda gruppalarning
hammasi unimodular bo‘ladi ([15], 3-bob). Fizikada eng kolp
go'llaniladigan griippalarnigina koi'ib chigaylik.

An- 1algebralarga quyidagi gruppalar mos keladi: SL(n, C) va
uning hususiy hollari: SL(n, R), SU(n), SU(p, ), p + g —n. Bu
gruppalarning ta'riflari 810.-paragrafda berilgan,

Bn algebralarga quyidagi ortogonal va psevdoortogonal
gruppalar mos keladi: SO(2n + 1), SO(p,q),p+ q= 2n+ 1.

Cn algebralarga quyidagi simpiektik gruppalar mos keladi:
Sp(n, C), Sp(p,q),p+q=n,

Dn algebralarga quyidagi ortogonal va psevdoortogonal
gruppalar mos keladi: SO(2n), SO(p,q), p + g —2n.

Boshqga yarimsodda gruppalar ham bor, ammo ular tadbiglarda
kam uchraydi.
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Mashqglarga ko'rsatmalar va ulaming
yechimlari

Ko'pgina mashglarda ularning javoblari berilgan, shuning uchun bu yerda fagat
giyinchilik tug'dirishi mumkin bo'lgan mashglarning yechimlari ko'rsatilgan.
1.1-mashg.

NBN'b b ABK=5" Bk= ADBr

1.2-mashg. Maxwellning

tenglamalaridan foydalanib

ekanligini ko'rsatish mumkin. 0 ‘ng tomondagi birinchi had - elektromagnit
maydon energiya zichligidan vaqt bo'yicha hosila, ikkinchi had - maydonning
bir sekundda zaryadlar ustida bajargan ishi.

1.3-mashq.
(rot [A. X B])¢ ~ [A X B]fc —
“(BUNm (BmdjAi  AidjSfn) —
= (B *V)Ai - (A *V)Sj+ AidivB - 5,:divA.
1.4-mashq.
(rotrot A)¢ = eyidj[rot. A]jt = — (6adjm - SimS;ji)djdiAm =
= 9;divA —O/1r-
1.5-mashq.

Oi(A-B) = di{AjBj) = BjdiAj+AjdiBj = Bj(diAj-d jAi)+Aj(diBj-djBi)+

+BjdjAi + AjdjBi = [(B *V)A + (A *V)B + B x rotA + A x rotB}4
1.6-mashg.

[A X B]2 — (6ijkAjBk) —AijkAjBicSimAiB ni
= (¢»6bl - 5jmoki)AjBKA,Bm= A2B2- (A +B)2.
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1.7-mashqg.
(AB% = (AB)a = AjkBki = AKjBfk = (BTAT).. ;

"AB(AB)-1= (AF)-~S =1 bo‘lishi uchun {AB)~I = B'M "1 bo‘lishi
kerak;

((AB)% = ((N540,=A*Bki=44- = (BU % .
1.11-mashq.
a) Pauli matritsalarinihg hammasining hususiy giymatlari J1= +1 ga teng.

Mos keluvchi hususiy vektoriar:

o\ uchun
112(0’ yft
Lsuchu, -L(¢), i(°) .
b) .
n m cos6 e "sint

e sing —cos0

matritsaning hususiy qiymatlari £1 ga tengligini va hususiy vektorlari
mashgning shartida ko’rsatilganlarga tengligini topish giyin emas.

1.12-mashq. U47 = | dan |deti7|2 = 1 ekanligi kelib chigadi. Demak,
det U —e’a,a- haqigiy son.
1.13-mashqg. Unitar matritsa uchun Ux = Xx dan = xAU*L = Axxr

kelib chigadi. Ohirgi tenglikni o‘ng tomondan U ga ko'paytiramiz: xt = \*xsU,
demak, x™x = |N1|2x"a;, yoki, J1= e,a, a—hagiqiy son.

1.14-mashq. Hagqiqgiy antisimmetrik A~ — AT = —A matritsa uchun
Ax = Xxdan-1U = X*xtkelib chigadi. Birinchi tenglamani chapdan Xs ga,
ikkinchini esa o‘ngdan x ga ko'paytirib ikkalasini qo'shsak |x|[2= (x,x) 50
uchun 1+ Ji* — 0 ekafiligini topamiz. Demak, J1 - mavhum son (yoki
nol). Misol sifatida berilgan matritsaning hususiy giymatlari quyidagicha:
Ai =0, 2= iy/2, B= --i\J2.

1.15-mashqg.

deteA—det#m (1-f— = lim det (I + —
->00 Y nJ n-+00 y n

— i AN = = a"A
nl_lm}(det§/1+ oy ry_mog/l+ n—TVA4r0(I/n2)) e"A



1.16-mashq.
a) Ai = 1, A2= 2, A3= 0. Ularga quyidagi vektorlar mos keladi:

b) Ai = 1, A2= 2, A3= —1. Ularga quyidagi vektorlar mos keladi:

8); L,=7s(f);

c) Ai = 0, A2= \/2, A3= —y/2. Ularga quyidagi vektorlar mos keladi:

X
Vov-1/ 2V’ 2V 1

d) Ai = 0, A2 = A3 = 2. Hususiy vektorlami quyidagicha tanlash murnkin:
17 o L2y i/l
it=H U ; I]="U
2.1-mashg. Bu tenglama uchun rekurrent munosabat quyidagicha bo'ladi:
n{(n+s)2- (n+ s)(A+/i)+ Au}'=0.
cg ™0 bo'lishi kerak bo'lgani uchun n —0 holda si = A, %= R kelib chigadi.

1n ~ 0 bo'lganda bu tenglamaning birdan-bir yechimi cn — 0 bollishi kerak,
demak,to‘liq yechim

u(w) = Awx+ Bv/\
bo‘lishi kerak, bu yerda A va B - noma’lum o'zgarmaslar.

2.2-mashq. Bu holda si = s2—A. Demak, ui —wx. Ikkinchi yechim

v2=uiJ ~expir-(1-2X)J y j =wAlnu’.

2.3-mashq. Binomial gator

1 Vo ilfe u\k .1 (* =) co(Ca)l g22
(1" te) =2)J-V {-a-k)\k\{tz) - 1 _(" -~ tetr~)i2! -
= 14-txtz+ -a(a -f-1 -h e *e

dan foydalanish kerak.
2.4-2,7-mashqlar bevosita hisob orgali yechiladi.
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3.1-mashg. . .
i i
I dx(l —22=J dxe”L*).

f(x) = in(l- X2), f'(x) = - 2s/(1 - X2),/'(0) = 0, /"(0) = -2. Demak,

/A nin-12)« |

-1
3.2-mashgq.
00 00
/ L= - - + 0(I/xIn2&).
Y Mni |In| Y i2lnt e&lna;
a; X X
3.3-mashq.
rdt f d(\nt) _ Ini oot Inx

Y ilnlni Y In(lai Inini iln2Ini Inlnx'
(lai) 2 %

3.4-.mashgq.

J @2+ t3ldt =y i(1+ )2 =ji(l + )32 £)3.2dt =
0 0 a 0
[x (1 + )>/»-1(1 +*5/,+ |~ " -

3.5-mashq. Integralga asosiy hissani t —0 soha go'shadi:

1 00

j dte~xisint ~ J dte~xtt —

x2'
3.6-mashq.
co
>[ct]L —a@fct"“ ,, LfdzneE 2.
i+12 i+ 2 Viy -Vfié
3.7-raashg.
:)<tr n r7 g-i _ Zvn'l ( |, z :k /re~zzlln~| r(]jn)
Y 1+1 nxl/nY 1+ (r/x)1" ™Y J nxl!n
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3.9-mashq. sin'i = exInsilli deb belgilaymiz. Integralga asosiy hissani
t = 7t/2 nuqta atrofi go'shadi, bu nuqta atrofida

1/ T2

Demak,
T2 2 o e
e . A _
J sinxtdt~ dt ~ 7N e-ixiiat —y A -
o] [o] —€0

3.10-mashq. Eksponentadagi /(a:) = ~x2—2x funksiya x = 0 nuqgtada
maksimumga ega (integrallash sohasida). Demak, A,-4 oo da integralga asosiy
hissani x = 0 soha qo'shadi:

00 00

e -\-xfrdx ~ J e~2X "L+ AxN dx m

2/
3.11-mashgq.
00 00
J e-4"+2x) J e-i"xdx , 1
4n2'
3.12-mashqg. Eksponentadagi funksiyaning maksimumi x = 0 nugtaga

to'g'ri keladi, shuning uehun In (I-fx 4-x2) funksiyani ham x = 0 nuqta atrofida
gatorga yoyamiz va birinehi noldan fargli hadni qoldiramiz:

In(l 4-x 4-x2) ~ x + XZ—A(X 4-X2)2 4--—X + "X24----mm- .
Natijada
) @®
J e~XIn(l + X + x2)dx erVdx =
= —00 —60

3.13-mashqg. Tikkinchi tenglik belgisidan keyin paydo bo‘lgan integralga
X 00 da asosiy hissa qo‘shadigan soha t —1 nuqta atrofi.

@® @® @®
j tae~fRdt - xft+tlj dzzae~** = ~xa+lJ dtt~I+{a+1)IRe-'sH ~
X 1 . 1
@®
LY dt (L4-(t- 1)(—2+ {a+ \)/B)) e-~[(*- D+],, ~xa+l~"e~xB.
1
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3.14-mashqg. x —y + 1 almashtirish bajaramiz:

9 p~%x" s p-2Xy~Xy3 1l 9 g-A
dr ~__=e j dy—y=====—==== ~ ~e~ j dgye y= —1-.
vaT+ 3% RO 44++7Z/Y+ W .z 4A

3.15-mashg.

j dteiMB=J dpénbe-XB+ iJ dyeH€

0 0 0
«> 00 da ikkinchi integral nolga intiladi, birinchisi esa kerakli natijani beradi
1 @ 00}
j dtem*~ jdpeWe-* =e-/e---~j dyy~~"
0 0 0

3.16-3.17-mashglar huddi shunday yechiladi.
3.18-mashqg. 1. t = 2 + 1 almashtirishdan boshlaymiz va hosil bo'lgan
integralga 2 ~ Osoha asosiy hissa qo'shishini hisobga olamiz:
00 00

§ yrottgtt= e J‘J VI it %

00

V2e~xJ

4. Ikkinchi va uchinchi misollar shu misolning hususiy holidir. Integralga katta
x larda asosiy hissa qo'shadigan soha - 1 —1 atrofi. Shuning uchunt —y + 1

almashtirish bajaramiz:
2 | co i 2 (D V2et (fDWJ
eixt eix eay , etx f e
(18} = — ——===== - ] ~ e — —_—= -~
L (09 vj Vit Tf JZby- T Dk :{ vy

i2\/2etx xt2
! ¢ /[e ¥ —d¥= v
L)
0
5. Asosiy hissani 0 = 0 soha qo’shadi:
T T
4 (2) = ™~ J excose cos(ne)d6 gifl-f/2) " - -n22J ¢O:
0
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?-j \/2nx

4,1-mashq.
cos| =sdgiml \ ( X3 X\ — 1X2
Xi+ «2 —£3
f Xz COSR — X\SinR X\ CcosR -b  sinR —ix2\

1

I cosB + X3sinB + ix2 —ascosl + x\sin/3 y’
yoki.
X[: X\ COSR + XzsinR, X2-= A2, X3 ——Xisink + AE3COSR.

4.2- va 4.3-rnashglar bevosita hisoblanadi.
4.4-mashg. Umumiy holda,

(Ta))(Ta)bl ab6)of + bl .

Bundari boshqga strukturani tuzib bo'lImaydi. i vaj indekslar bo'yicha yig'indi
olinsa (yoki « va I indekslar bo'yicha) Ta laming izsizligidan a = —b ekanligi
topiladi. Endij va, k bo'yicha soddalashtiramiz, undan keyin i va | bo‘yicha.
Tr(T2) = |(n2—1) ligidan (a bo'yicha yig'indi bor) foydalanilsa (153)-formula
kelib chigadi.

Huddi shu munosabatni quyidagi yo‘l bilan ham keltirib chigarish mumkin.
s«(n) algebrasining ixtiyoriy elexnenti A ni Ta lar bo'yicha gatorga yoyamiz:

-
A —cif+ 52
a—t
A ning izini hisoblaymiz;i yI\A  con. Demak, cq = ¢(IVA. Endi TaA ning izini
hisoblaymiz:
BONM)=|ca =* ca=.2Tr(TaA).
Demak,

1 n2 1 (\ ~1 \
4 = ~ANer + 2~ (T $A[(Ta)) = -8i k+ 2'£(Ta)[(Ta)} Al
a—t \Y a=I J

:iSu:fornndaning chap ya o'ng.tomonlari teng bo'lishi uchun (153)-formula o'rinli
boishi kerak.
-m4.5-mashq.

. E 1a); =i («-1) =c”*m >
Vv

| ax



E = EANXK AXK 7Y =\{Tayk(w, - h'sA = — (T af;

E /«n =-4E7> T4NelU T, To]t(Td)i =
c,d ca

=-2EM W, remrfe -A/4) =-2/2[TaTdl,, T =
2TI'/|\_|aA +capgtn —b,

b,

E fahcntoi = -2 E P 21i1{(TO* (rem(Tor. =
bc
=-*E fe m- = -r[T0,7d|(Ti),

= ¢Ne ,7i])j = »(c ) + (M= ri(TA)l.

4.6-mashqg undan keyingi misolda ko'rsatilgandek yechiladi.
4.7-mashq.

K, P = \exwIP*M"™, P\- \EXP"P XM~", P,\ =

il
= NeXpaPx (P»6: - PY?) = Q

chunki bu ifodadagi ikkala had ham simmetrik va antisimmetrik indekslarning

yig:indisi bo‘lib chiqgdi. ,

[MAwvV] = P“MA~] = \eaBav ([MXR,Pa\M?° + Pa[MXZ M Ra)),

(171)- va (172)-formulalarni qo'llash qoldi.

4.8-mashq.

w2= | £~ e TmipMPTMA = i [PM\aPUMIX + PuM\aPalVIivyr

+PVMXaP xM nv] = ip* ((Mto) 1+ PvM)ee) M X+~ PV(XK P X+ P"Mv) JIln

+ip,, (-3r&P,, + PxMXa) I = ¢P2M2- PuP aMaXM vX

4.9-mashq. Bittasini ko‘rsataylik:

[Pa,«'2] = \P 2[PR, M 2} - P,,Pa{PB,M axM vX}.



Bu ifodaga quyidagilami go'yamiz:
[PAMXaM Xa\ = 2Th(PvM ™ + MBI/P");

P,,P*[P» MaXMvX] = ~2ihP2PvM /I - LLU2P,,P2.
Natijada

[pAw 2 = inp2{MIN v+ p MMi)+ m 20"p2= ihPAM *p~*+stfp p2=o.

4.10-mashg. Mashqgda berilgan ko'rsatmalarga rioya giiing.
4.11-mashq.

ip‘(a,a-1) = 0-a 1+ (a-1)1+ g)ka>(a~l)k 4-----
dan quyidagi kelib chigadi:
(a-1)' = —a' - g)kad{a~If 4-eee= -a' 4-9jkaJak 4- eee .

4.12-mashq. Yugori tartibli hadlarni yozib o'tirmaymiz:

~N((ba)-1) = -(ba)l+ glk(baY(ba)k = -al- H- + g)k(ba)3(ba)k =
= _a® _ 6>+ [_bia*4- (ba)J(éa)d = -a¢- 6.+ + a”ft+ a’a*).
Kommutator:

= ~(ab, (ba)-1) = (abY + ((ba)~1Y 4 p)k(aby ((ba)-1)k =

:’\(«A -

- (k- pawYbk= gka3bk.

4.13-mashq. q — 1 degani koordinatalar tilida gl = 0 deganiga teng, bu
holda ck = 0 bollishi kerak.

4.14-mashq. (198)-formula ochib chiqgilsa u bilan (182)-formula ekvivalent
ekanligi darhol ko'rinadi.
4.15-mashq.

m*r= W ?2) =2(ndA*-<W-
4.16-mashg.

A =¢ benT= [s?mk- 6fsi- BK 63- ;)]

" \BniBp~rm ~ "Opm) —On(GkSrn —<pn)] = (2)2 —4)(OjpSir — &pGir),
4.17-mashq. Birinchi bobdagi (43)-formulaning ikkinchi gismidan
foydalaning (i ni ham hisobgaoling).
4.18-mashq. Hamma indekslarni quyi deb olamiz:
[C, Xi] =mgkI[XKX{,Xi] = ckmncim (XkXtXi - X>XkX () =
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—  Ckmnclmn ipkisXsXi 4- CiigXx~Xg) —  Cfamn[plmn”kis ‘b Csmn”kil) X SXj —
= (Ski"kis "b 9ks"Kkil)X3Xi —COnst(Cfts  QILHX RX[ —O.
4.19-mashq. Yacobi ayhiyatidan birinchi bosgichda. quyidagi kelib chigadi:
NRMEa, Ert+ 4° Nja\ER, E™Ma] 4 Nof\gj~i, Ha™3 —o.
Uchala vektorning yig‘indisi nolga tengligini hisobga olsaylik:
0.

NOJr(a) *H + N1Gv(R) mH + Napr(7) «H

Uchala vektorning noidan fargliligi va r(a) + r(8) 4-r(j) = 0 munosabatning

ham bajarilishi kerakligi Nn~, — N~a — Nag ekanligini bildiradi.
4.20-mashq. ikkita N laming ko'paytmasilik hadlarning yig'indisi nolga

teng, qolgani: r(a) r(,B)(1+p + q) 4-|r2(a)(l +p + q)(p—q) ~ 0. Bu yerdan

(213)-formula darhol kelib chigadi.
4.21-mashqg. X va Y uchun (220)-bajarilsa va Lie ko'paytmasi [X, Y] =

XY —Y X ko'rinishga ega bo'lsa
(X, Yid> d) = ((AT - ¥X)db, b) = {XYb, ) - (YXb, ) =

= (h, YXh) - (b, XY ) = -(db, [X, ¥Y]dh)
bo'ladi.
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