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S o ‘ z  b o s h i

.Fizika fani tabiat qonunlarini o‘rnatish bilan shug‘ullanuvchi 
fandir. Nazariy fizika tabiat qonunlarini matematik metodlar 
bilan o‘rganadi. Ko‘p yillik tajribalar asosida tabiat qonunlari 
bo'ysunadigan asosiy prinsiplarni keltirib chiqarish va ularga 
tayangan holda mavjud tajribalarni tushuntirladigan nazariyalarni 
yaratish - nazariy fizikaning vazifasidir. Bu vEizifani muvaffaqiyatli 
bajarish uchun esa keng va chuqur matematik bilimlar kerak. 
Bakalavriatura davomida fizika fakultetlarida o'qiladigan oliy 
matematika kurslari buning uchun yetarli emas. Shu sababdan 
nazariy fizika mutaxassisligini tanlagan magistrantlar uchun 
birinchi navbatda nazariy fizikaning har xil sohalarida keng 
ishlatiladigan matematik metodlarni yoritishga bag'ishlangan 
maxsus kurs o'qitiladi. Albatta, matematika - o‘ta keng va chuqur 
fan, uning sohalari va metodlarini bitta kitob hajmida qamrab 
boimaydi. Maxsus kursga ajratilgan soatlar ham cheklangan. 
Shu sababdan ushbu kitobda bayon qilingan materialiar mavjud 
"Davlat ta’lim standarti" va "Nazariy fizikaning matematik 
metodlari" kursining programmasiga muvaffiqlashtirilgan.

Bu kitob o'z sohasida birinchi tajriba boiib kamchiliklardan 
holi emas. Masalan, o'zbek tilidagi atamalar muammolari jiddiy 
muammodir. Uni hal qilish uchun ko‘p vaqt kerak. Agar o‘quvchi 
kitobda kamchiliklar topib qolsa muallifga habar qilar deymiz.

Muallif



V E K T O R L A R  VA  M A T R IT SA L A R  USTID A 
A M A L L A R

§1 . Vektorlam ing ta'rifi

Fandagi ko'pgina umumiy tushunchalar sodda holdagi tushun- 
chalarni umumlashtirish yo'li bilan olinadi.

ïkki o'ichamli fazodagi vektor tushunchasidan boshlaylik. 
Tekislikda dekart koordinat sistemasi - (x, y)- berilgan bo£lsin. Shu 
koordinat sistemasini cp burchakka burab yangi (x',y') sistemaga 
o'taylik. Tekislikda yotgan bir r vektorini olib qaraylik. Uning 
eski koordinat sistemasidagi koordinatlari (ri,r2) bo'isin. Shu 
vektorning yangi (shtrixlangan) sistemadagi koordinatlarini (r^r^) 
deb belgilaylik. Buni (I.l)-rasmda ko'rishimiz mumkin. Masala
- mana shu (x ,y ) —> (x1, y') almashtirishda ikki o'ichamli r 
vektorimizning komponentalari qanday o'zgarishini topish. Bizning

maqsadlarimiz uchun r vektorni vektor-ustim sifatida tasawur 
qilish qulaydir x:

y

1.1-rasm: Koordinat o'qlarini (p burchakka buraehga oid

(i)

1Vektorlarni ustun sifatida belgiiash ularni matritsalar va tenzorlar bilan birga ko'rishda juda qulaydir.



Shtrixlangan sistemada huddi shu vektorimizni

(2)

deb belgilaylik. Rasmning geometriyasidan ko'rinib turibdiki:
у  ̂ X 

У =  У1+.У2 =  -— ~+xtg<p] x' =  x i+ x 2 =  y'tg<p+------- , (3)COS ̂ 5 COS<¿>
yoki,

x' ----- æcos ip +  y sin <p, ■ 
y' — —x  sin ip 4- y  cos ip.

Olingan munosabatni

(4)

rj \ _  I cos 9? sin <p \ I r\ (5)sm ip cos<¿> j  y r-i i w

ko‘rinishga keltirib olganimiz qulaydir. Bundan ko'rinib turibdiki 
agar

(2) _  ( «il oi2 ) _  I cos (p sm ipaS > =  ( I — I ^ “ut  i (-g',
\ 021 «22 )  ~ У -  sin ip COS ip J ' >

ko'rinishdagi matritsa kiritilsa (4) va, unga ekvivalent bo‘igan (5) 
formulalarni

2
r'i =  Y l af rj' г =  1 ,2  (7)

i=i
ko‘rini.shga keltirib olish mumkin. Darhaqiqat,

r[ =  x' =  ann  +  012Г2 =  ж cos ip +  y sin (p, , .
r2 ~У' ~  а2Ш +  С122Г2 =  -X  sin ip +  y  COS ip. ' •

(7)-formula tekislikda yotgan ikki o‘lchamli radius-vektorning 
ta'rifini beradi, bu. ta‘rifni urauman ikki o'lchamli vektorning 
ta'rifi sifatida qabul qilaylik: bizga ikkita komponentali kattalik 
berilgan bo'lsin - A  =  (Ai, A2). B u kattalik ikki o (lchamli 
vek tor  deyiladi qachonki и koordinat sistem asin i 
alm ashtirganda quyidagi qonun bo ‘yicha  о ‘zgarsa:

2

Ai =  T , a<? iAv  i =  1’ 2- (9)
i=1



Ushbu formulaga kirgan a№ matritsa yuqorida ta'riñangan.
Odatda shunga o'xshash indeksli ifodalarda bitta sod- 

dalashtirish qabul qilingan - ikki marta uchraydigan ixtiyoriy 
indeks soqov indeks  deyiiadi va u bo'yicha yig‘indi ko'zda 
tutiladi ammo yig'indi belgisi tashlab yuboriladi. Bunday qoída 
Einstein qoidasi deyiiadi. Shu qoidani qabul qilib yuqoridagi 
formulani quyidagicha yozib olamiz:

A '^ a ^ A j ,  i , j  =  1, 2. (10)

Bu formulada o‘ng tomondagi j  - soqov indeks, u bo'yicha 
yig'indi ko‘zda tutilgan. Ifodaning ikkala tomoniga kirgan i 
indeks ozod  indeks deyiiadi. Ixtiyoriy formula to‘g‘ri bo‘lishining 
zaruriy sharti - ozod indekslarning soni va belgilanishi formulaning 
ikkala tomonida bir xil bo'lishi kerak. Soqov indekslarni esa 
ixtiyoriy belgilayverish mumkin - indekslar adashib ketmasa bo‘ldi. 
Masalan,

<  =  =  < $ W  (11)
Ikki o'lchamli vektorning ta‘rifini oldik. Uch o'lchamli vektorlarga 
o'taylik. Bizga uch o'lchamli radius-vektor berilgan bo'lsin:

(12)

Shu vektorni 2 o‘qi atrofida <p burchakka burishni quyidagicha ifoda 
qilish mumkin:

(
x' \ /  eos <p sin <p 0 \ /  x \
y' J =  í - s in  y? eosip 0 j  í y j  . (13)

Darhaqiqat, bu matrik tenglama quyidagi uchta tenglamaga teng: 

x! =  x  eos ip +  y sin 9?,
y\ =  —x  sin <p +  y eos ip, (14)
z 1 — z.

Agar endi y o ‘qi atrofida (demak, (x, z ) tekisligida) ip burchakka
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buralishga kelsak uní

(
' x' \ / — sin tp O COS 1p \ /  X \ 

y’ =  0 1 0 y (15)

z! /  \ cosV» 0 sin^ }  \ z }
ko'rinishda ifodalashimiz mumkin. Matritsasiz yozsak

x 1 =  — z sin 1p +  x  eos tp,
y1 =  V, (16)
z[ — z  COS tp +  X sin tp I

tenglamalarga kelamiz. Bu ifodalar koordinat sistemasini o‘ng 
qo‘l qoidasi bo'yicha burashga mos keladi.; Huddi shunday x 
o ‘qi atrofida <p burchakka buralishga ((y,z) tekisligida) quyidagi 
formulaiar mos keladi:
x' =  x, y' =  y cosfi+zsin <j>, z! — — y sin 0 + 2  eos 0. (17)

Matritsalar tilida buni quyidagicha ifodalashimiz mumkin:
x' \ / 1  0 ° \ / x \
y' =  ( 0 eos <¡> sin (j) ) y j . (18) 

z' J \ 0 — sin <p eos cp J \ z J
Uch o'lchamli fazodagi ixtiyoriy buralishni awal 2 o ‘qi atrofida <p 
burchakka, keyin y o‘qi atrofiaagi tp burchakka va nihoyatda, x 
o‘qi atrofiaagi <p burchakka buralishlatga keltrishimiz mumkin. Bu 
degani, uch o‘lchamli fazodagi umurniy buralishni

( 1 0 0 \ /  — sinV' 0 cos-tp \ /  eostp sintp 0\
0 eos (¡) sin <¡> ) I 0 1 0 i {  — sin eos tp 0 1 =

0 -  sin q> cos(¡) j  \ cos^ 0 sin^ /  \ 0 0 1 /

/  — c o s t p s m ip  — s i n i ^ s i n ^  COS •tp
— I COS tp  COS ‘tp sin <56 — COS (¡) sin tp  COS <f> COS tp  +  COS 1p sin (p  sin (¡} sin <¡> sin tp  

\ COS 4> COS tp  COS ip  +  sin <f> sin tp  — COS ip  sin <j> +  COS ip  cos tp  sin tp  COS <f> sin 1p

(19)
matritsa yordamida bajarishimiz mumkin. Bu holda uch 
o'lchamli ixtiyoriy vektor shunday A  kattalik bú'ladiki, uning 
uch komponentasi bo‘lib A  =  {A i, A2, A3}  ular uch 

o'lchamli fazodagi koordinat sistemasi buralganda yangi sistemada 
quyidagicha ifodalanadi:

(20)



Bu yerdagi matritsa a ^  - (19)-formula orqali aniqlanadi.
Huddi shuningdek n o‘lchamli fazolardagi vektorlarni 

aniqlashimiz mumkin. Agar bizga n-komponentalik
A  •= • {A i, A% A3, . . . ,  An}  kattalik berilgan bo‘lsa va u 
koordinat o'qlarini almashtirishda

A '^ a ^ A j ,  « , /= 1 ,2 ,3 ,  . . . , n  . (21)

qoida bo'yicha o'zgarsa bunday kattalik n o‘lchamli vektor deyiladi. 
Bu yerdagi matritsa ko‘rilayotgan almashtirishga mos ravishda 
aniqlangan bo'lishi kerak.

(6)-formula orqali kiritilgan matritsaga qaytaylik. Transponir- 
langan matritsa tushunchasini kiritaylik (ko'rsatkichidagi (2) 
indeksini hozircha yozmay turarniz): afj =  aß. Ko!rinib turibdiki,

T _  (  eos <p sin ip 
l — sin (p COS (p

Demak, aTa =  I  - birlik matritsa. a1  a =  I  hossaga ega boigan 
matritsalar ortogon a l m atritsa  deyiladi. Keyin ko'rsatamizki, 
umuman ixtiyoriy evklid fazosidagi buralish matritsalari ortogonal 
matritsa bo‘iadi, buning muhim ahamiyati bor - §4.-paragrafning 
ohirida shuning asosida evklid va psevdoevklid fazolaridagi vaktor 
va tenzorlarning katta farqi kelib chiqishi ko'rsatilgan.

§2. Aktiv va passiv yondoshish.

(4)-, (5)- va (6)-formulalar tekislikdagi (x ,y )  koordinat o'qlarini 
ip burchakka soat strelkasiga qarshi yo‘nalishda burashga mos 
keladi - (I.l)-rasmga qarang. Bu formulalardagi (x ,y) va (x ',y ') 
koordinatlar bitta r nuqtaning eski va yangi sistemalardagi 
koordinatlaridir.

Buralish operatsiyasiga boshqacha yondashish ham mumkin. 
(I.l)-rasmdagi r vektorni soat strelkasi bo'yicha ip burchakka 
buraldi deb qarash mumkin. Bu holda



ifoda r  nuqtaning qo(zg‘olmasdan turgan koordinat sistemasidagi 
yangi va eski koordinatlarini bog'laydi. Agar (5)-formula passiv  
almashtirish formulasi deyilsa (22)-formula aktiv almashtirish 
formulasi deyiladi. Qaysi bir yondoshishdan foydalanish 
o'zimizning ixtiyorimizda bo'lib masalaning hususiyatlaridan kelib 
chiqib tanlaniladi. Kitobning qolgan qismlarida alohida aytib 
o'tirilmasdan ikkala yondashishdan foydalanid ketilaveradi.

§3. Tenzorlar

F&zo koordinatlarining almashinishida ikkita vektorning 
ko'paytmasi 1-tabi o'zgaradigan kattalik Ty ikkinchi rang tenzori 
deyiladi:

Tij — o,üCijkTik, i, j , k,l =  1,2,3 ,. . .  ,n. (23)

Uchta vektorning ko'paytmasi kabi o'zgaradigan kattalik esa:

1ijk =  Q'ilQ'jmQ'knTlmn (24)
uchinchi rang tenzori deyiladi va h.k. Shu nuqtai nazardan vektor
- birinchi rang tenzoridir.

Tenzorlar ichida simmetrik va antisimmetriklik hossalariga ega 
bo'lganlari muhira rol o‘ynaydi. Simmetrik tenzor quyidagicha 
ta'riflanadi:

Sij =  Sji. (25)
Antisimmetrik tenzorning tä'rifi:

Aij =  —Aji. (26)

Quyidagi tasqiq juda keng qo'llaniladi:

Aij Sij =  0. (27)

Buning isboti sodda bo'lgani uchun uni o!quvchiga havola qilamiz.
Fizikada uchraydigan hamma tenzorlar o'zining indekslari 

bq'yicha yoki simmetrik. yoki antisimmetrik bo'ladi - bu 
ko'rilayotgan masalaning erkinlik darajalarining soni bilan bog‘liq. 
Masalan, simmetrik ikkinchi rang tenzorning; umuman n2 
komponentasi bor, simmetriklik sharti (n2 — n )f2 ta shartni
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beradi (diagonaldan yuqoridagi elementlar diagonaldan pastdagi 
elementlarga teng), demak, simmetrik ikkinchi rang tenzorining 
mustaqil komponentalarining soni n2 — (n2 — n) / 2 =  n(n +  
l )/2  ga teng. Antisimmetrik ikkinchi rang tenzorining ham 
komponentalarining umumiy soni n2, antisimmetriklik sharti esa 
n + (n2 — n)/2 =  n(n + 1)/2 ga teng. Bu yerda birinchi n - hamma 
n ta diagonal elementlarning nolga tengligi sharti, (n2 — n)/2
- diagonaldan yuqoridagi elementlarning diagonaldan pastdagi 
elementlarga minus ishora bilan tengligini bildiradi. Demak, 
antisimmetrik tenzorning mustaqil komponentalari soni n(n —1)/2 
ga teng ekan.

Masalan, FßP =  dßA v — - elektromagnit maydon
tenzori, bu yerda fi. v indekslar 0, 1, 2, 3 -  to'rtta qiymat qabul 
qiladi. Demak, FIW ning umuman 16 ta komponentasi bor, ammo 
o'zining ta'rifi bo'yicha u antisimmetrik tenzor - FßU =  —Fvtl. 
Antisimmetriklik shunga olib keladiki, to'rtta diagonal elementlar 
o'zining manfiyiga teng bo'lgani uchun nolga teng: Foo =  —Foo == 0 
va h.k. Yuqoridagi umumiy formula bo'yicha FßU ning 4(4 —1)/2 = 
6 ta mustaqil komponentalari bor, ularga uchta elektr maydon 
vektori E komponentalari va uchta magnit maydon bektori B 
komponentalari mos kelishi ma’lum.

§4. Vektor va tenzorlarning umumiy ta ‘rifi

Awalga paragraflarda vektor va tenzorlarning almashtirish 
koeffisientlari lar chiziqli almashtirishlarga mos keluvchi 
tenzorlar edi. Chiziqli fazoning chiziqli almashtirishiga o'zgarmas 
a,ij matritsalar mos keladi. Umumiy holga o'taylik, ya’ni, 
koordinatlarning umumiy almashtirishini ko'ramiz:

, xh =  f ( x ) ,  f== 1, 2, . . .  ,n. (28)

Almashtirishning yakobiani noldan farcjli bo'lishi kerak, ya’ni, 
almashtirish o'zaro bir qiymatli va teskarisi mavjud bo'lgan 
alamshtirish bo'lishi kerak. Bu holda



boiadi (ikld marta uchragan indeks bo'yicha yig'indi ko‘zda 
tutiladi).

ta ‘r if: Agar n komponentalik Ä'{x) kattalik (28)-
almashtirishda • • . ■

drh ■

A’%̂ A’. ^
qonun bo‘yicha almashilsa u kontravariant vek tor  deyiladi. 
Bu ta’rif (21)-ta‘rifdan koefßsientning o’rniga dxh/dx3 
koeffisient paydo bo'lishi bilan farq qiladi. Agar (28)-almashtirish 
chiziqli bo iganda ya’na o‘sha (21)-ta‘rifga. qaytamiz.

Endi funksiyaning gradientini qaraylik: di<p. Bu yerda ip(x) - 
skalar funksiya: <p'(x') =  (p(x), di =  d/dx1. (28)-almashtirishda 
quyidagiga egamiz (hosilaga zanjir qoidasini qo!llaymiz):

, , dtp'ix') dx:' d<p(x)
=

dx'1 dx'1 dxJ
Ko‘rinib turibdiki, skalarning gradienti kontravariant vektorning 
ta‘ri.figa mos kelmaydigan formada almashinayapti.

ta (r if: Quyidagi qoida bo‘yicha almashinadigan kattalik 
kovariant vek tor  deyiladi:

<*»
(29)- va (30)-ta‘rifiardagi koeffisientlarni matritsa sifatida ko'rsak 
(ixtiyoriy. ikki indeksli kattalikni matritsa sifatida ko'rishimiz 
mumkin) bu ikkala ta‘rifdagi matritsalar ma’lum darajada, bir 
biriga teskaridir.

Ko- va kontravariant tenzorlarni ham shu yo'sinda kiritishimiz 
mumkin. Masalan, ikkinchi rang kontravariant tenzori:

rpHj =  dxli dx'j j ,kl' 
dxk dx1

Ikkinchi rang kovariant tenzor:

dxk dx1 
y dx'1 dx'i kl

li



Ikkinchi rang aralash  tenzor:

тн =  dxH dxl K 
J dxk dxJ'J l \

Shunday yoi bilan yuqori tartibli tenzorlarni ham kiritish mumkin: 
Tjk> va h.k.

1.1-mashq. Zanjir qoidasi

W b * - * * -  (31)
dan foydalanib ко- va kontravariant vektorlarning skalar ko'paytmasi 2&- 
almashtirishlargä nisbatan invariant kattalik ekanligini isbot qiling:

AnB[ =  A iB i.

Shu bilan birga, А гВ г va AiBi ko'paytmalarning invariant emasligiga ishonch 
hosil qilish mumkin.

Biror yuqori rang araiash tenzori ТЦт berilgan bo'lsin. 
Agar uning bitta. ко- va bitta kontravariant indekslari bo‘yicha 
yig'indisini olsak uning rangi ikkiga kamayadi:

rjHj __ rpi 
kjm km*

d^uni isbot qilish qiyin emas.
Nima uchun yuqorida n— o'lchamli evklid fazosidagi vektorlar 

haqiüa. gap ketganida biz ularni ко- va kontra-variantlarga 
ajratmag^n edik? Sababi quyidagicha. (29)- ta'rifdagi koeffisientni 
quyidagiche^belgilaylik:

дтп
a) -  ? - ■  (32).1 Qx]

Ixtiyoriy ikki indeksli kattalikni matritsa sifatida qarashimiz 
mumkin bolgani uchun al- <=$■ aij deb qaraymiz, bunda yuqoridagi
- kontravariant - indeks satr nomeri bo‘lib xizmat qiladi, quyi - 
kovariant - indeks esa ustun nomeri bo'ladi.

Теорема 1.1 Agar almashtirish koeffisientlaridan tuzilgan ац 
matritsa ortogonal bo ‘Isa ко- va kontra- variant vektorlar orasidagi 
farq yo‘q bo‘iadi.

12



Isbot: Zanjir qoidasí (31)-dan kelib chiqadiki ko- va kontra- 
variant vektorlarning almashtirish qonuni bír-biriga teskari. 
íkkinchi tomondan, (30)-formuladagi koeffisientda (29)-qoida 
nuqtai-nazaridan indekslarning o'rni almashgan, ya’ni, ,(30)- 
formulada a~1T matritsa turibdi. Ortogonal matritsa uchuñ esa

Demak, ortogonal almashtirishlar haqida gap ketganda ko- va 
konträr variant vektorlarni ajratmasak ham bo'ladi.

Ikki o'lchamli evklid fazosidagi vektorlarning almshtirish 
matritsasi (6)-formula orqali kiritilgan. Bu matritsaning aT =  
a~l ekanligini, ya’ni, uning ortogonalligini ko'rish qiyin emas. 
Ortogonallikni tekshirishning Yuqorida ko'rdikki, ikki, uch va
h.k. o‘lchamli evklid fazolarida chiziqli almashtirishlar ortogonal 
matritsalar orqali bajariladi, shu sababdan evklid fazolarida ko- 
va kontra,- variant vektorlar ajratilmaydi. Minkovsky fa.zosi 
psevdoevklid fazo, undagi chiziqli almashtirishlar psevdoortogonal 
matritsalar yordamida bajariladi. Bu holda vektorlarning 
variantligining faraiga bormaslik mumkin emas.

§5. Vektor algebrasining analitik formasi

Quyidagi ikki tenzor kiritaylik: Sjj va Ularning ta'rifiari:

bu tenzorning nomi Kronekker deltasi.

( 1, ijk  =  123,231,312 tartibda;
£ijk — > ~1_j ijh  =  213,132,321 tartibda; (34) 

(  0, ixtiyoriy ikki indeks teng bolsa.

Bu tenzor Levi-Chivita birlik antisimmetrik (psevdo)tenzori 
deyiladi. Rostdan ham, uning ixtiyoriy ikki indeksining osrnini 
almashtirsak tenzorning ishorasi. o'zgaradi. ta!rifdan bevosita 
ko'rinib turibdiki

(33)
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Mana shu ikki tenzor yordamida biz butun tenzor algebrasini qurib 
chiqamiz. Birinchidan, bu tenzorlarning invariant ekanligini isbot 
qilaylik.

$ij ** Q'ikQ'jl̂ kl =  OikO’jk ~  $ij- ' (36)
Kronekker deltasi fazo o'qlarini almashtirganda o'zgarmás, ya’ni, 
invariant ekan.

Skalar ko‘paytmadan boshlaylik. Birinchidan, deltaning 
ta'rifidan oydinki

Af =  SijAj. (37)
Bu esa skalar ko'paytma uchun

A  • B =  AíB í =  AióijBj (38)

ni beradi.
£ijk tenzor yordamida ikki vektorning vektor ko'paytmasini 

quyidagicha ta'riflashimiz mumkin:

[A B  \.=£ij¡.AjBk. (39)
Tekshirib ko'rayíik. i =  1 bo'lsin:

[AB] 1 =  [AB] s -  e ljhAjBk. (40)

0 ‘ng tomondagi ikkita yig'indi ostida soqov indekslar j  va k 
faqatgina 2 va 3 qiyrq.atlarni qabul qilgan hadlargina nolga teng 
emas:

eijkA jB k =  S123A2B3 -f £r¿2A:iB-2, — A2-B3 — A^Bí- (41)

Oigan natijamizni o'zimizga ma’lum ko‘rinishga keltirib olishimiz 
mumkin:

[AB] x =  A 2B3 -  A3B2 =  AyBz -  AzBy. ' (42)
i

Demak, tenzori vejktor ko‘paytmani kompakt ko'rinishda yozib 
olishga imkon berar ekan. Agar shu tenzorning quyidagi xossalarini 
kiritsak:

Sijk̂ ilm — fijlSfon foj.m&kli Gijk&ijm ~  2$kmi ’Gijkßijk =  6, (43)i
vektor algebrasida uehraydigan eng murakkab ifodalarni ham 
soddalashtirish imkoriiyatiga ega bo'Iamiz. : Bu xossalarning

14



birinchisini to‘g‘ridan-to‘g‘ri tekshirib ko'rishgina mumkin. Ikkin- 
chisi esa birinchisidan uni S?¡ ga ko'paytirib soqov indekslar 
bo'yicha yig‘indini xisoblab olinadi. Uchinchisi ikkinchisini Skm ga 
ko'paytirib olinadi.

Kiritilgan formuialarning qanday ishlashini misoliarda ko'rib • 
chiqayiik.

, 1.1-misol. Uch vektorning qo‘shma ko'paytmasini toping.

A • [BG] =. Л<[ВС]. =  EijkAiBjCk- (44)

Agar (35) ni eslasak uch vektor qo'shma ko'paytmasining bizga ma’lum bir 
xossasini oigan bo'lamiz:

A • [ВС] =  В • [CA] =  С • [AB]. (45)

1 .2-misol.

[AB] • [CD] =  [AB] [CD] ¿ =  eijkAáBkeilmCiDm =  u ]
=  (¿»Skm -  M « )  AjBkC,Dm =  (A • С) (B • D) -  (A • D) (B • C)

1.3-misol. Birlik antisimmetrik tenzorning antisimmetrikligidan foy- 
dalanib

A • [AB] =  0 (47)
ekanligini ko'rsating.

Isbot.
A • [AB] =  EijkAiAjBk. (48)

Bu ifodada uchta soqov indeks bor - ularning har bin bo'yicha 1 dan
3 gacha yig'indi ko'zda tutilgan. к mdeksni oiaylik va uning har bir qiymati 
uchun nolni olishimizni ko'rsataylik. к — 3 dan boshlaylik. Unda

ËifâAiAjBa — (AiAy — A%Ai)Bz =  0 (49)

bo'ladi. Shu muloxazani к =  1 va к =  2 xollar uchun ham qaytarishimiz 
mumkin, har gal ham nolni olamiz. Umumiy natija ham nolga tengdir.

Uchta vektorning vektor ko'paytmasini ko'raylik:

[A fe e ]]  =  SjjfcAj [BO] . =. EijkAj^klmBlOm —
(50)

=  (ßü&jm ~  SimôjdAjBiCm =  Bi{ A  • C) — Cm(A. • B),
yoki, to'liq ravishda vektor ko'rinishga o‘tsa.k:

[A[BC]-] =  B(A  ■ C) -  C(A • B). (51)
Asosiy tekstda uchta vektorning vektor ko‘paytmasi uchraganda 
ularda ham huddi (50)-formulasidagi tartib ko'zda tutilgan
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- birinchi vektor ikkinchi va uchinchi vektorlarning vektor 
ko'paytmasiga vektor ravishda ko'paytirilgan.

Maydon operatsiyalariga o ‘taylik. ta'rif bo'yicha

div A  =  dxAx -f- dyAy dzÂz =  d\Ai -f- Ö2A2 4- Ô3À3 — diAi (52)

Rostdan ham, divergensiya - bu nabla bilan vektorning skalar 
ko'paytmasi - div A  =  V  • A . Rotor operatsiyasi nablaning vektor 
ko'paytmasi orqali aniqlanadi:

rot A  =  V  x A. (53)

Vektor ko‘paytmaning umumiy ta‘rifi (39)- bo'yicha

(rot A)i =  CißdjAk. (54)

Bu ta'rifdan foydalanib quyidagilarni isbot qilaylik:
1.

div rot A  =  di (rot A )i =  eijkdidjAk =  0. (55)
Chunki simmetrik tenzor dldj bilan antisimmetrik tenzor 
laming ( i , j  bo‘yicha) yig‘indisi nolga teng ((27)-bo‘yicha).
2.

(rot gradv?)i =  £ijkdjdk<p =  0, (56)
yana huddi o ‘sha sabab bo‘yicha.

1.4-misol. Maxwell tenglamalariga kirgan

div B =  0 (57)

tenglamaning yechimini toping.
Yechim. (55)-bo‘yicha (57)-dan

B =  rot A  (58)

ekanligi kelib chiqadi.
1 .2-mashq. ¿d iv [E  x B] ni Maxwell tenglamalarini ishlatib toping.
1.3-mashq. rot [A x B] =  A  divB — B div A  +  (B • V )A  -  (A  • V )B  ni 

keltirib chiqaring.
1.4-mashq. rot rot A  =  grad div A  -  AA. ni keltirib chiqaring.
1.5-mashq. grad(A • B) =  (B • V )A  +  (A  • V)B  +  B X rotA +  A  x rotB 

ni keltirib chiqaring.
1.6-mashq. [A x B ]2 =  A 2 B 2 — (A ■ B )2 ni keltirib chiqaring.

IS



§6 . Helmholtz teoremas!

Теорема 1,2 Quyidagi munosabatlar orqali aniqlangan P vektor 

V -F  =  D, V  x F =  С
quyidagi ко ‘rinishga ega:

F =  -  Vu  +  V x w, (59)
bunda

, , 1 f  D(У) A , . . il f  C(r') j3 ,
u (r ) =  7 “  /  7-------- T\d r  > w  r  =  4 /  -------- -rd¿rj  |r — r | 4я J |r — F |

■ i
Bu yerda D{r) va C(.r) funksiyalar ctieksizlikda r -4  oo 
nolga kamida 1/ r 2 intilishi kerak, undan tashqañ o ‘zaro 
keüshtirilganlik sharti V  • С =  0 bajarilishi kerak.

Isbot: Teoremaning isboti

V-j— — -  =  ~ ~  va A-— i —  =  -4ir5(r -  r') 
j r - r j  |r — r'jd |r — r'|

formulalardan kelib chiqadi:

V • F =  - A «  -  [  D(r')S(v -  r')d¿r' =  D (r),

V x F  =  V x V x w  =  — Aw + V (V  • w), 
-A w  -  C(r),

Г „

v w- ¿  /  C ( r ' ) ¿ v  - i  I 0 P CM *
=  ~  / V ' i - Ц с ( г ' ) < г У  =  - 1  / V '  ( j ^ | )  < ¡ V +

47r J |r —r'j 47Г j  \|r — r'jy

+ Z -  í  r ^ í V ' ■ C (r')á V  =  - 7 -  & / • T ^ T T  =  0,4-ТГ j  jr — r'j 4тг /  jr — r'j
chunki С l / r 2.

Topilgan formula (59) yagonami yoki unga nimanidir qo'shib 
qo'yishimiz mumkinmi? Biz F ga divergensiuasi. va x°t°r^

‘ Пето!) ARM 
№  З Я Ч б 1- ^



nolga teng bo'igan ixtiyoriy vektorni qo'shib qo'yishimiz mumkin, 
natija o'zgarmaydi. Ammo,. cheksizlikda nolga intiluvchi hamda 
divergensiuasi va rotori nolga teng bo'lgan vektorning o‘zi nolga 
teng. Shuning uehUn (59) formula yagonadir.

Olingan natijani bir joyga yig'ib quyidagi formulani yozib 
ol.ishim.iz mumkin: r —;> oo da l/r dan tezroq nolga intiluvchi 
ixtiyoriy F(r) funksiya uchun quyidagi tasavvur o'rinlidir:

TV N _  (  1 f V  • F(r') ,3  A „  ( I  f  V  x F(r;) ,3 .

F(r) -  ~v ( s /  T = ^ i r r H ^ J  T ^ r v
(60)

Isbot qilingan tasdiq Helmholtz2 teoremasi deyiladi.
1.5-misol. Elektrostatikada V  • E =  4np, V  x E =  0. Demak,

E(r) =  - V  ( /  =  -V ^ (r ) ; p(r) =  I

. A it
1 .6-misol. Magiiitostatikada V  • B =  0, V x B  =  — -j. Demak

c

v .

B(r) = V x

§7, Matritsalar

n x n-matritsa deganda biz ma’lum bir qoidalarga bo'ysundirilgan 
quyidagi jadvalni ko'zda tutamiz:

A

(  O n  Cl\2 ■ • • C lin  \  

«21 «22 • ■ • d2n

y Q'nl—ffl»2—- ——Oinn I

(61)

Matritsani ko'pincha uning matrik indekslarini ko‘rsatib bel- 
gilaymiz: (A)y =  a,ij. Matritsalarning ko'paytmasi qoidasi 
quyidagicha ta'riflanadi:

(AB)ij =  aikbkj. (62)
2Hermann Ludwig Ferdinand von Helmholtz (1821 - 1894). - nemis fizigi .
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Soqov indeks k bo'yicha yig'indi - 1 dan n gacha. Bu qoida chap 
matritsaning satrini o‘ng matritsaning ustuniga ko'paytirishga mos 
keladi.

Matritsalarning ko'paytmasi umumiy holda nokommutativlik 
hossasiga ega, ya’ni

AB ^  BA.
1.7-misol. Bizga ikkita matritsa berilgan bo'lsin:

Ko'rinib turibdiki,

BA =

A =

AB =

2 3 
4 0

1 2 
0 1

1 2 
0 1

B = 2 3 
4 0

(63)

(64)

2 3 
4 0

10 3 
4 0

)(i 2 
0 1

2 7 
4 8

(65)

(66)

Agar ikkita matritsaning ko‘paytamasi ularning tartibiga 
bog'iiq bo'lmasa

AB =  BA, (67)
bunday matritsalar o'zaro kommutativ deyiladi.

Hamma diagonal eiementlari birga, nodiagonal elementlari 
nolga teng matritsa

1  =

(  1 0 • • •  o \  
0 1 ••• 0

V 0 0 ••• 1 

birlik matritsa deyiladi. Uni ko'pincha

h  ~  $ij j ‘i'jj =  1) 2,3, 
ko'rinishaa olish qulaysir.

/

(68)

(69)

§7.1. Matritsalarning turlari

1. Simm,etrik va an tisim m etrik  m atritsalar.
Simmetrik matritsa:

&ij ~  Sji- (70)



Antisimmetrik rnatritsa:
Aij — Ají. (71)

n x n  matritsaning komponentalarining soni n2. Matritsasimmetrik 
ĵ oki antisimmetrik bo'lganda uning mustaqil komponentalarí 
sonini topayíik.

Sirnmetriklik sharti diagonal komponentalarga aloqasi yo‘q, 
ularning soni n-ta. Diagonaldan tepadagi komponentalar soni 
,(n2 — n )j2, sirnmetriklik sharti ularning diagonaldan pastki kom­
ponentalarga tengligini bildiradi. Demak, mustaqil komponentalar
soni: n +  (n2 — n)/2  =  -n (n  4- 1).

¿á
Antisimmetrik matritsaning diagonal komponentalari nolga 

teng: Ajj — — An =  0, i  =  1 , 2 Diagonal ustidagi 
komponentalar diagonal pastidagilarga minus ishora bilan teng, 
shu bilan antisimmetrik matritsaning mustaqil komponentalarining
soni 2n(n — 1) Sa teng degan hulosaga kelamiz.

2 . O rtogon a l m atritsa . Transponirlangan matritsa - satr 
va ustunlari o'zaro almashgan matritsa:

(AT)ij =  Aij. (72)
Agar qandaydir haqiqiy A matritsa uchun

AT A =  AAT =  / ,  yoki AikAjk =  4,- (73)
bo'lsa matritsa A ortogonal matritsa deyiladi.

1.8-misoI. (6)-matritsani olaylik. U ortogonal matritsadir. Birinchidan 
uning transponirlanganini topayli:

/  COS (fi ;— SÍn _ /  eos ip sin 9?
\ sillí/? eos íp ) ~  l — sin jp eos ip

Ko'rinib. turibdiki

(  eos <p sinyj \ (  eos (p — sin<¿>
I —sinv? eos¡p J lsin<¿> cos(p

Demak, ilcki o'Ichamíi evklid fazosini </r burchakka burash 
matritsasi ortogonal matritsa ekan. Buni boshqa so'zlar bilan 
ham ifodalashimiz mumkin: tekislikdagi koordinatlarni burash 
almashtirishi ortogonal almashtirish bo'ladi.
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Ushbu tasdiq faqat tekislikka emas, ixtiyoriy n-oflcha,mli evklid 
fazosiga taalluqlidir.

n-o'lchamli evkiid fazosida chiziqli almashtirish O ni ko'raylik:
x\ =  Otjxj. (75)

Ochib yozsak
x i — OuXi 4  O12X2 4  • • • 4  0\nxn, 
x>2 =  O 2 1 X1 +  O 2 2 X2  +  ••:•+ C>2nXn,

(76)

X „  —  O n i X ]  +  On2x 2 +  • • • 4  Onnxn.

Ushbu chiziqli almashtirish vektorning kvadratini saqlasin deb 
talab qilayiik:

x'T • x ; -- XkOfaOijXj = .x  • x
Bu munosabat bajarilishi uchun

0;';0¡j =  OikOij =  5kj (78)
bo'lishi kerak. Demak, n-o‘lchamli evklid fazosida n x n o ‘lchamli 
ortogonal matritsa yordamida bajarilgan chiziqli almashtirish 
vektorning kvadratini saqlar ekan. Koordinat o ‘qlarini biron bur- 
chakka burganimizda ham vektorlarning kvadratlari o'zgarrnaydi, 
chunki vektorning kvadrati uning uzunligining kvadratiga teng. 
Demak, aylanish almashtirishlari ortogonal matritsalar yordamida 
bajarilar ekan.

(73)-shartning ma’nosi shuki, ortogonal matritsaning ustunlari 
o'zaro perpendikulär va har birining uzunligi birga teng bo'lgan 
n— komponentali vektorlardan iborat. Huddi shu tasdiq ortogonal 
matritsaning satrlariga ham tegishli. Buni (6)-matritsa misolida 
ko'rish mumkin: uning har bir ustuni 2-o‘lchamli uzunligi birga 
teng vektordir,

fcos<p\  va Y - s i n ^  
ysm  <p j  l cos tp

ularning o‘zaro skalar ko‘paytmasi nolga teng. Satrlardan tuzilgan 
vektorlar haqida ham huddi shuni aytishimiz mumkin.

(77)
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Ortogonal matritsaning determinantini topaylik. Birinchi 
tomondan

det(0T0 ) =  detI =  i: (79)
íkkinchi tomondan

det(Or O) =  (det O)2, (80)

chunki transponirlash natijasida matritsaning determinant! 
o'zgarmaydi. Bu yerda matritsalar ko‘paytmasining determinanti 
determinantlar ko'paytmasiga teng ekanligi ishlatib ketildi. 
Demak,

detO =  ± l .  (81)
Odatda ixtiyoriy n x n ortogonal matritsalar to‘plami 0(n)  
deb belgilanadi, shu to'plamga kirgan va determinanti +1 ga 
teng bo'lgan matritsalar to‘plami esa SO(n) deb belgilanadi. 
SO(n) to‘plamdagi matritsalar shu bilan ajralib turadiki, ularning 
ichidagi ixtiyoriy ikkitasining ko'paytmasi yana SO(n) to'plamning 
elementini beradi. Determinanti -1 bo‘lgan matritsalar bunday 
hossaga ega emas.

3. H erm ite  q o ‘shm a. Elementlari kompleks bo'lgan 
matritsani transponirlab kompleks qo'shmasiga o ‘tayíik. Bunday 
operatsiya matritsaning. hermite qo'shmasiga o'tish deyiladi:

A1' =  AT*. (82)

Bu yerda yulduzcha - kompleks qo‘shmaga o'tishni bildiradi. 
Demak,

4  =  4 ¡ -  (83)
Agar matritsa o ‘zinmg hermite3 qo'shmaaiga teng bo'lsa

= A, (84)

bunday matritsa hermite matritsa deyiladi.
4. U nitar m atritsalar. Kompleks matritsa unitar deyiladi 
qachonki u uchun

u u  t =  U*U = I  (85)

3Charles Hermite (1822-1901) - fransaz raatematigi.

22



bo'isa. Ya’ni, imitar matritsaning hermite qo'shmasi uning 
teskarisiga teng:

=  U ~ \  (86)
Matritsaning unitarligi shartini

utiukj =  yoki uiku*jk =  5lj (87)
ko‘rinishda yozib olishimiz mumkin. Bu yerdan ko‘rinadiki 
unitar matritsaning har bir ustuni uzunligi birga teng bo‘lgan 
kompleks vektordan iborat, ikkita har xil ustunlarni tashkil qiluvehi 
"vektorlarning" skalar ko'paytmasi nolga teng. Ya’ni, ustunlar 
ortonormal sistemani hosil qiluvehi vektorlardan iborat. Huddi 
shularni satrlar haqida ham aytishimiz mumkin. Bu hossalar 
imitar va ortogonal matritsalar uchun bir xildir, faqat birinehilari 
kompleks matritsalardir.

1.7-mashq. Quyidagilarni isbot qiling:

(.AB)T =  BTAT-, (A B r 1 =  B~lA~l \ {A B f  =  B^A] .

1.8-mashq. Quyidagilarni isbot qiling:

Agar A  va B  matritsalar ^ ^n ftar^  )  bo'isa A B  matritsa ham shunday bo‘ladi.

(88)
1.9-mashq. Ixtiyoriy A  matritsa uchun quyidagilarni isbot qiling:

® S =  A  +  AT - simmetrik, B =  A — AT - antisimmetrik ekanligini;

® A  4- A* va \{A -  /i*) larning hermite matritsa ekanligini;

® A A f va JÚA larning hermite matritsa ekanligini.

§7.2. Matritsaning izi

Matritsaning diagonal elementlarining yig'indisi uning izi deyiladi 
va quyidagicha belgilanadi:

An =  Tr(A) (89)

yoki
An =  Sp(i4). (90)

1.9-misol. Quyidagilarni isbot qiling:

'Tr(AB) — Tr(5A),
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Birinchisining isboti

Tr(AB) = {AB)« = -  BjiAij = (ЯА)Й = Tr{ВA). 
Ikkinchisining isboti:

Тг(ЛБС) =  AijBjkCu  =  % С 'ь Ау =  CkiAijBjk.

1 .10-mashq.
/  ax a2 o3 \ 

d et I bi b2 bs \ -  £ijkaibjCk 
\ ci c2 c3 /

ekanîigiiîi isbot qiling. Umumlashgan hoida:

/  йц a« aïs \ 1 
det ! ß2l «22 2̂3 I “

\ &31 «32 a 33 /  '•

§8 . Vektor-ustun va vektor-satr

Vektorlarni bir-necha yo‘i bilan tasavvur qilishimiz mumkin. 
Birinchidan, vektorni ko‘pincha biror fazodagi strelka ko'rinishida 
tasavvur qilinadi, bunda shu strelkaning uzunligi vektorning 
uzunligiga teng. Bu tasavvur fizik kuchlar va tezliklarning 
yo'nalishlarini, ular orasidagi burchaklarni ko‘z oldiga keltirishda 
qulaydir.

Ikkinchidan, vektorni huddi avvalgi paragrafdagidek analitik 
ko'rinishda, ya’ni, indeksli kattalik sifatida tasavvur qilishimiz 
mumkin. Murakkab ifodalarni soddalashtirish nuqtai-nazaridan 
ushbu tasavvur eng qulaydir.

Uchinchi yo‘l ham bor - chiziqli tenglamalar sistemasini olaylik:

an xi +  ai2x  2 +  • • • +  ainXn =  уг\ 
a2ixi +  0,22*2 +  • • ■ +  a2nx n =  У2;

Q"nl^ l "i" 0,n2 X2  ■+'•••+ OjnnXn ~  Уп 

Ushbu ko'rinishdagi chiziqli sistema uchta kattalik - ikkita n

Щ А В С )  =  Tr { В С  А)  =  Tr {CAB).

(91)
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komponentalik vektor-ustun:

(  Xl  ^
(  y i  \

X2 V2
y =

y j \ y n J
va bltta n x n matritsa

( «11 «12 • ’ «1n ^

A = «21 «22 ' 02 n (93)

®n2 Orm y

kiritish orqaii quyidagi kompakt ko‘rinishda yozib olinishi mumkin:

A x - y .  (94)

Bu tenglik geometrik nuqtai-nazardan quyidagini biidiradi: x  
vektor ustida biz chiziqli almashtirish bajardik, bu almashtirish 
A  matritsa orqaii ifodalanadi, bu chiziqli almashtirish natijasida x 
vektor y  vektorga aylandi. Vektor-ustun tushunchasi vektorlar va 
matritsalarni o‘z ichiga olgan ifodalarda qulaydir.

. Vektorlar haqida gap ketar ekan ularning skalar ko'paytmasi 
bilan ham ish tutishimiz kerak. Skalar ko‘paytmani korrekt 
ravishda kiritish uchun vektor-ustunni transponirlash natijasida 
olinadigan vektor-satrni ham kiritishimiz kerak:

xr  =  (xh x 2, , xn).

Bu holda ikkita vektorning skalar ko'paytmasi uchun satrni ustunga 
ko'paytirish qoidasi bo'yicha to‘g‘ri ifoda olamiz:

n

(x ,y ) =  x T - y  = Y^XkVk-
fc=i

Agar ko‘rib chiqilayotgan fazo kompleks elementlardan iborat 
bo‘lsa skalar ko'paytma

(x,y) =  x f - y  =  ^2 x*kVk
fe= 1
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ko'rinishda ta'rifianadi. Buning uchun chap tomondagi vektorni 
transpon irlashdan tashqari uning har bir komponentasining 
kompleks qo'shmasigaj o'tishimiz kerak:

x f =  {x\, x*2, ■ ■ • , X*).

Vektorlar va matritsalarni o‘z ichiga oigan yana bir skalar ifoda 
(son) keng uchrayqi:

n

(x, A y ) =  x 1 • A y =  x*Aikyk.
i,k= 1

Bunday ifodalarni yozganda yig‘indi belgilarini tushurib qoldirish 
qabul qilingan: (x, A y) =  x*Aikyk- Ikki matra qaytariladigan in- 
dekslar bo'yicha yig'indi ko‘zda tutiladi, ammo yozib o'tirilmavdi.

§9. Hususiy vektorlar va liususiy qiymatlar masalasi

Bizga n x n  bo'lgan A matritsa berilgan bo‘lsin. Faraz qilaylik shu 
matritsa ta’sir qilayotgan n-o‘lchamli fazoda shunday x  vektor va 
A sonlar topilsinki ular uchun

Ax. =  Ax (95)

munosabat bajarilsin.j Bu holda A son A matritsaning hususiy  
qiym ati yoki so n i  va vektor x  matritsaning shu hususiy songa 
mos keluvchi hususiy v ek tor i  deyiladi. Ba’zi-bir hollarda A 
xarakteristik son ham deyiladi.

Hususiy qiymat va hususiy vektorlarni topishga o'taylik. 
Buning uchun (95)-formulani quyidagicha yozib olaylik:

(A -  AJ)x =  0. (96)

A sonidan keyin pa^do bo'lgan I. birlik matritsani bildiradi. 
Cramer4 teoremasi bk'yicha bu tenglama yechimga ega bo'lishi 
uchun I

det A - X I =  0 (97)

4Gabriei Cramer (1704 - 1752) -;shveytsar matematigi.
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bo'lishi kerak. Bu esa bizga A uchun n-tartibli tenglamani beradi. 
Algebraning asosiy teoremasi bo'yicha uning n ta yechimi bor. 
Demak, A  matritsaning n ta hususiy qiymatlari bor ekan. Shuni 
hisobga olib (95)-tenglamani

A x(i) =  A¿x(i), * =  1, 2, ••• ,n  (98)

ko'rinishda yozib oiamiz. xW vektor A  matritsaning A* hususiy 
soniga mos keluvchi hususiy vektoridir. Hususiy qiymatlar oddiy 
va karraii bo‘lishi mumkin, Biror hususiy son A¿ ga n,t ta hususiy 
vektoriar mos kelsa shu hususiy sonning karraligi щ bo'ladi. Kvant 
mexanikasida bunday hoi n¿ karraii aynish deyiladi5. Matritsaning 
hususiy qiymatlari to'plami - {Ai, Аг, • • ■ , Xn}  - shu matritsaning 
spektri deyiladi.

1 .10-misol. Agar T  - unitar matritsa bo'lsa A  va T A T * larning spektrlari 
bir hiîdir. Bunmg isboti quyidagi sodda munosabatdan kelib chiqadi:

det \TAT- 1 -  \l\ =  det j j 4  -  A / J .

Hermite matritsalarning eng muhim hossasiga kelaylik.

Теорема 1.3 И ermite matritsaning hususiy qiymatlari - haqiqiy 
sonlardir. Har xil hususiy qiymatga mos keluvchi hususiy vektoriar 
o'zaro ortogonaldir.

Isbot. г-nchi va j-nchi hususiy qiymatlarga va hususiy vektorlarga 
mos keluvchi tenglamalarni yozib olaylik:

=  Xfx®, A xw =  AjX(j). (99)

Bu yerda x ^  - A¿ hususiy qiymatga mos keluvchi hususiy vektor, 
XW esa - Xj hususiy qiymatga mos keluvchi hususiy vektor. Shu 
tenglamalardan ikkinchisining hermite qo'shmasiga o'taylik:

xW U t =  A*x^)t. (100)

Bu tenglamadagi xj ni qanday ma’noda tushunish kerak? Odatda 
vektor deyilganda, ayniqsa matritsalar kirgan chiziqli tenglamalar

5Hamilton operatorining bitta hususiy qiymati Ei ga n¿ ta to‘lqin funksiya mos kelisld mumkin, bunday 
hususiy qiymat щ karraii aynigan deyiladi.
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haqida gap ketganda, vektor-ustun ko‘zda tutiladi:

/  x i \

\ x n J

Bu ustunni chap tomondan matritsaga ko‘paytirsak ((99)- 
tenglamadalargidek) yana ustun, demak vektor, olamiz. Ammo 
ustunni chap tomondan matritsaga ko'paytirib bo'lmaydi, matrit- 
salarning ko'paytirish qoidasiga matritsani chap tomondan satrga 
ko‘paytirish mos keladi. (lOO)-tenglamada huddi shunday oper- 
atsiya ko‘zda tutilgan, chunki hermite qo'shmaga transponirlash 
kiradi - ustunni transponirlasak u satrga aylanadi:

x f =  (xI, x*2, - , x*n). (102)

Masalan, vektorning o ‘z-o‘ziga skalar ko‘paytmasi:
n

(x, x) .= X* • X =  x \x i  +  x \x 2 H------- f  X*nx n =  ^ 2  \x k\2- (103)
k= 1

Ya’ni, (99)- va (100)- tenglamalarda chap va o‘ng tomonlarda bir 
xil tabiatli kattaliklar kirgan - (99)-da chap va o‘ng tomonlarda 
ustunlarga egamiz, (100)-da esa ikkala tomonda satrlarga egamiz.

(99)-ning birinchisini chapdan x^^ ga ko'paytiraylik, (100) ni 
esa o ‘ng tomondan x®  ga ko'paytiraylik:

x (j)tAx® =  A ^ ^ ic « ,  x ^ U fxW -  A J x ^ x «

Matritsa A  hermite bo'lgani uchun A  ̂ =  A  ikkinchi tenglamanmg 
chap tomoni birinchi tenglamaning chap tomoniga teng bo‘ladi -

x(i)t A\x ii) = x 0')t^(i)_

Shuni hisobga olib birinchi tenglamadan ikkinchisini ayirib 
tashlasak

(Xi -  A ^ x ^ x «  =  0 (104)
tenglikka kelamiz. Bu yerda ikkita variant bor.
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Birinchidan, i =£ j ,  bu esa A¿ ^  X* degani, demak

x (i)tx (*) _  Q_

Ya’ni, ikkita har xil hususiy qiymatlarga raos keluvchi hususiy 
vektorlar o‘zaro ortogonal ekan.

Ikkinchi variant - i — j. Bu holda

x Wtx (0 -  ¡x (*)|2 >  o .

(104)-ning chap tomoni nolga teng boiishi uchun

A¿ =  A*

bo'lishi kerak, ya’ni, hususiy qiymatlar haqiqiy bo‘lishi kerak. 
Teorema isbot. qilindi.

l.ll-m iso l. Quyidagi matritsaning hususiy qiymatlari va hususiy 
vektorlarini toping:

/ 0  1 0 \
1 0 0 .

V  o  o  o  /
Yangi matritsa tuzamiz:

/ - A l  0 
A - X I = \  1 -A  0 

\ 0 0 -A

Uning determinantini nolga tenglashtirish kerak:

A (A2 -  1) =  0.

Bu tengiamaning uchta yechimi bor:

Ai = —1, A'¿ = 1, A3 = 0.
A  matritsaning hususiy qiymatlarini topildi. Hususiy vektorlarga 0‘taylik.

Aj =  —1 hol.
Bu holda

tenglamaga egamiz. Komponentalar tilida:

z = —y, y = ~x, 2 = 0.
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x (l) == ( — x

0
ko'rinishga ega ekan. Bu:vektorning normasini birga tenglashtirishimiz kerak: 
x(i)tx (i) _  2a;2 =  1 , buning uchun esa x  — l /V ?  bo'lishi kerák (x  =  —1 / ^ / 2  

holning tahlili misolning ohirida beriigan). Natija:

Demak, birinchi hususiy vektor

0

0 1 0 \ /  i \  f  x
1 0 0 y =  [ y

A2 =  1 hol. 
Bu holda

0 0 0 j  \ z  )  \ z  
tenglamaga kelinadi. Uni ochib yozaylik: 

x — y, y = x,
Ikkinchi husussiy vektor

x<2,“ (s
ko'rinishga ega ekan. Uning normasini birga tenglashtirsak

||x<2>H =  2rc2 =  1 

x  =  1/a/2 ekanligini topamiz. Natijaviy ifoda:

:(2) = - 4 í  1
1

x
0

A3 =  0 hol. 
Bu holda

(\ 0 1 0 \ /  X \ / 0
1 0  0 y  «  0

\|0  0 0 /  \ z J \ 0 /  
Algebraik ko'rinishda j

x  =  Ó, y  =  0, z — ixtiyoriy. 

Demak, yechim sifatida |



dlinishi mumkin. Vektoming normasini birga tenglashtirsak z = 1 bo'ladi. 
Natijada A =  0 hususiy qiymatga

i-P)

vektor mos kelishi topdildi.
Ko'riníb turibdiki topilgan vektorlar o'zaro ortogonal to'plamni tashkil 

qiladi:
(x(1),x (2)) =  0, (x{2),x (3)) = 0 , (x(1),x (3>) = 0 .  (105)

Har bir vektorning normasini birga tenglashtirib olganimiz uchun bu ortogonal 
sistema ortonormal sistemadir: ;

(xw,x ü)) = ¿ y , i , j  =  1,2,3. (106)

Shu bilan uchta o'zaro ortogonal va uzunligi birga teng bo'lgan ortlar topildi. 
Vektor larni normaga keltirish jarayonida. har gal ±  ishor alar dan

I.2-rasm: o‘ng-qo‘1 va chap-qo‘1 bazis

plyusini tanlab oldik. Ishoraning minusini ham tanlab olishimiz 
mumkin edi, hosil bo'lgan sistema bari-bir ortonormalligicha 
qolaverar edi. Masalan, ikkinchi ortni

i) 1 1 > /

v ^ 1{ o )
i- *(107)X

ko'rinishda olishimiz mumkin, bu ort bari-bir A  matritsaning 
hususiy vektori bo'lib qolaveradi, ammo, hosil bo'lgan ortlar 
sistemasi o‘ng-qo‘1 sistemasini emas, balki chap-qo‘1 sistemasini 
hosil qiladi. Bu vaziyat (I.2)-rasmda ko'rsatilgan. Birinchi 
va ikkinchi ortlar (x ,y) tekisligida joylashgan, uchinchi ort -
2 o‘qi bo'yicha yo‘nalgan. Xuddi shunday boshqa ortlarníng
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ishorasini ham o'zgartirishimiz m u m k in , bu bazis ortlarning
yo'nalishlarini har x i l  qilib t a n la b  olishga teng. Qaysi ishoram
tanlash yechilyapgan masalaning mohiyatiga mos kelishi nuqtai-
nazaridan hal qilinishi kerak.

1.12-misol. Karrali hususiy qiymatga misol.

1 0  0 ,
0 0 1 (108)

. 0 1  0 

matritsaning hususiy sonlari:

Ai =  —1, A2 =  l, a3 =  1- (109)

Hususiy qiymatlar karrali bo'lib chiqdi: = As- Agar Ai = —1 ga

hususiy vektor mos kelsa, A2,3 =  1 ga bitta

x(2-3) = (111)

hususiy vektor mos keladi. Masalaning o'zida x  va y  larni tanlashga imkoniyat 
beiadigan iloj yo'q, demak, qo'shimcha mulohazalardan foydalanishimiz kerak. 
Birinchi qadamda x  =  0 deb olamiz:

<*> = _i= Í 1 ) • (112)

V j !

H f7“

V5 V i
Ikkinchi variant uchun y =  0 holni tanlaymiz:

(113)

Olingan vektorlarning hammasi o'zaro ortogonal va uzunligi birga teng. Ya’ni, 
ma’lum bir ortonormal bazisni tanlab oldik. Boshqa variantlar ham bor edi. 
Agar (lll)-ga qarasak bu vektor shunday tekislik ustida yotibdiki, u tekislik 
(y, z) o'qlari hosil. qilgan to'g'ri burchakning diagonali bo'yicha o'tgan, (y, z) 
tekisligiga perpendikulär va x  o‘qi uning ustida yotadi. vektor esa shu 
tekislikka perpendikulär, (lll)-ifodada x  va y larning ixtiyoriy tanloviga 
shu tekislikda yotgan va ga ortogonal bo'lgan bir vektor mos keladi, 
x  va y larning boshqa tanloviga shu tekislikda yotgan boshqa vektor mos
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keladi. Bizning tanlov - mumkin bo'lgan bitta hususiy variant. Biror masala 
yechilganda shunday vaziyat tug'ilsa o'sha masalaning konkret hususiyatlariga 
mos keluvehi variantni tanlash kerak.

1.11-mashq. Pauli matritsalari berilgan bo'lsin:

0 1 V  _  (  0 - i  \ _  /  1 0
1 0 j ’ -  \ i o h  a* ~  \ o -1 (114)

a) Har bir matritsaning hususiy qiymatlari va hususiy vektorlarini toping. 
Uiarni birlik normaga keltiring;

b) Birlik vektor olamiz n  =  (sin9 cos cj>, sin 9 sin<j>, cos 9.) Shu vektor 
uchun n • a  skalar ko'paytmaga mos keluvehi matritsani toping;

c) n • a- matritsaning hususiy qiymatlarini toping va uning hususiy 
vektorlari

cosl 
e ^ sin |

bo'lishini ko'rsating. Agar 9 — 0 va <f> — 0 bo'lsa ushbu vektorlar yuqoridagi 
az ning vektorlari bilan ustma-ust tushushini ko'rsating. 9 — tt/2 va =  0 
bo'lganda natija ax ga mos kelishini ko'rsating. 9 =  7r/2 va (p — tt/2 holda esa 

uchun natijalarga kelinishini ko'rsating.
1.12-mashq. Unitar matritsaning determinanti eta, a — haqiqiy son, 

bo‘lishini ko'rsating.
1.13-mashq. Unitar matritsaning hususiy qiymatlari e'a, a — haqiqiy 

son, bo'lishini ko'rsating.
1.14-mashq. Haqiqiy antisimmetrik matritsaning hususiy qiymatlari 

mavhum yoki nolga tengligini ko'rsating. Misol sifatida
0 - 1 1  
1 0  0 

- 1 0  0
matritsani ko'ring.

§10. Matritsani diagonal ko‘rinishga keltirish 

§10.1. Umumiy muloxazalar

Uch o'lchamli misoldan boshlaylik. Bizga ixtiyoriy hermite 
matritsa A  berilgan bo'lsin. Shunday bir matritsa T  tuzaylikki, 
uning ustunlari A  matritsaning hususiy vektorlaridan tashkil 
topgan bo'lsin:

T  — ( x ^ ,x ^ ,x ^ )  =
X «  x ?  x f> \
r w Jf) ,;■■■'>x2 x 2
,r(l) -(2) _(3)

V x3 x3 x3 /

(115)
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Bu matritsaning hermite qo'shmasi

T t
X (i)* X(1)* „(I)* \X o
J?>  ,r(2)* _(2)*Ж ■®2 æ3.

(3)* „(3)* „(3)*
(116)

X.

Tekshírish qiyin emaski 

/  x ^
T*AT =  x(2)t ! ^ (x W ,x (2) , # )

\ x (3)t

x ^  I (Aix^1), А2Х^,Л зх®)
X 1

(117)

(3)t

Ai 0 0 \
0 A2 0
0 0 A3 )

Umumiy holda ixtiyoriy n x n matritsa A  uchun diagonal 
ko'rinishga keltirishni quyidagicha ta'riñashimiz mumkin. A  ning 
hususiy vektorlaridan

T =  (x(1), x® , • - • , x (n>)

matritsa va uning hermite qo'shmasi

(  x^1̂ ' \ 
x (2)+

T f

(118)

(119)

\  x ^  j

larni tuzamiz. Ular yordamida A matritsani diagonal ko'rinishga 
keltiramiz:

T fAT

Ko'rish qiyin emaski

Da

(  Ai 0
o a2

o \ 
o

V o o /

T ^ T  =  I ,

(120)-

(121)
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ya!ni, T  matritsa unitar matritsa: T\ =  T~l . Demak, A hermite 
matritsa unitar almashtirish yórdamida diagonal ko'rinishga 
keltirilar ekan:

Da =  T~ 1AT. (122)
Biz bilamizki

det (T~lAT) =  det A, Tr { Т ЛАТ) =  Tr A. (123) 

Bundan ikkita muhim hulosa kelib chiqadi:

1, det А  — Лj *• * Xn.

2. Ti- A  =  Ai +  Л2 +  ■ * • +  An =  ■
k= 1

Birinchi hulosadan yana bitta hulosa keitirib chiqarish mumkin
- agar A  matritsa aynigan bo‘lsa (det А — 0) uning hech 
bo‘lmaganda bitta hususiy qiymati nolga teng bo'lishi kerak.

§10.2. Ikkita matritsani bir vaqtda diagonal ko‘rmishga keltirish

Теорема 1.4 Bizga 0 ‘zaro kommutativ bo ‘Igan A va В matritsalar 
berilgan bo‘lsin:

A B  -  В A. (124)
Bu holda ularning hususiy vektorlari to'plami bir bo‘ladi.

Isbot. x  vektor A ning bir hususiy vektori bo‘lsin:

A x =  Ax. (125)

B11 holda -
A (B x) =  B A x  =  A(Bx). (126)

Ya’ni, B x  vektor A matritsaning huddi o'sha A hususiy qiymatiga 
mos keluvchi yana bir hususiy vektori ekan, u x  dan faqat o'zining 
uzunligi bilan farq qilishi mumkin:

B x  =  fix. (127)

Demak, A ning hususiy vektori В ning ham hususiy vektori bo‘lar 
ekan va teskarisi. Bundan teoremaning tasdiqi dar hol kelib chiqadi.

35



Теорема 1.5 А va В matritsalarning kommutativligi ulami bir 
vaqtda diagonal ко ‘rinishga keltirilishining yetarli va zaruriy 
shartidir.

Isbot.
Yetarlilik sharti. A  va В matritsalarning hususiy vektorlari 

to'plami bir xil bo'lgani uchun mana shu hususiy vektorlardan 
yuqoridagi (115)~qoida bo'yicha bitta T  matritsa tuzaylik, Bu 
matritsa A  ni ham, В  ni ham bir vaqtda diagonal ko'rinishga 
keltiradi.

Zamriylik sharti. Faraz qilaylik

Da -  T~xA T t DB =  T~lB T  (128)

diagonal matritsalar bo'lsin. Bu yerda T  - A (demak, B) 
matritsaning hususiy vektorlaridan (115)-qoida bo'yicha tuzilgan 
unitar matritsa. Bu degani

AB — В А  =  T D aT ^ T D bT - 1 -  T D BT~lTD AT~l =
(129)

=  T(D aD b - D bDa)T - 1 =  0, 

chunki diagonal matritsalar hamma vaqt kommutativ bo'ladi.

§10.3. Normal matritsalar

0 ‘zimng hermite qo'shmasi bilan kommutativ bo‘lgan matritsa 
norm al m atritsa  deyiladi:

NN* =  N*N. (130)

Normal matritsäni quyidagi ko'rinishda tasawur qilishimiz 
mumkin:

N  =  A +  iB, (131)
bu yerda A  va В  matritsalar hermite va kommutataiv bo‘lishi 
kerak. Darhaqiqat,

NN* =  [A + iB )(A * -iB * ) =  AA* +  B B *+ i(B A *-: AB*) (132) 

va

N*N =  (A*- iB*) {A  +  iB) =  A*A+,B* В + i(A* В - В *  А)  (133)
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ifodalar bir biriga teng bo'lishi uchun A* =  A, =  B, A B  =  BA  
bo'lishi lcerak.

Ikkita o ‘zaro kommutativ matritsani bir vaqtda diagonal 
ko‘rmishga keltirish mumkinligidan quyidagi tasdiq kelib chiqadi:
Теорема 1.6 Normal matritsa diagonal ko'rinishga keltiriladi.

1.15-mashq. Ixtiyoriy n x n o'lchamli A  matritsa uchun

d eteA = e TcA (134)

ayniyatni isbot qiling: a) (I23)-formulalardan foydalanib (diagonal ko'rinishga 
keltiriladi deb faraz qilib); b) umumiy holda.

1.16-mashq. Quyidagi matritsalarning hususiy qiymatlari va hususiy 
vektorlarini toping, ulami diagonal ko'rinishga keltiring:

/ 1 0  0 
a) 0 1 1

V 0 1 1

§11. Gram-Schmidt metodi

Bizga biror С  fazodagi ehiziqli bog'liq bo‘lmagan funksiyalar to‘liq 
sistemasi berilgan bo'isin: {<pn}  =  {<£>i, • • • , <Рп, •••}•■
Теорема 1.7 Ixtiyoriy ehiziqli bog'liq bo ‘Imagan to‘liq sistema 
{(pn, n — 0 ,1 ,2 ,3 ,...} ni ortonormal sistema {фп, n — 1 ,2 ,3 ,...} 
да aylantirish mumkin. Yangi sistemaga kirgan funksiyalar фп eski 
funksiya (pn laming ehiziqli kombinatsiyasi bo‘ladi.

Isbot. Ushbu ish qadamma-qadam bajariladi. Birinchi qadamda 
quyidagi yangi funksiya kiritamiz:

. . Фо(х) =  ¿ j ^ ) ,  M \  Ф °- (135)

Ko'rinib turibdiki, bu funksiyaning normasi birga teng: ||,¡/,o|| — 1- 
ikkinchi qadamda,

ф\(х) =  tpi(x) -  аюфо(х) (136)

funksiya kiritamiz. Biz uni фа ga ortogonal qilib olishimiz kerak, 
burling uchun

(■01, Фо) =  0 =  (</?i, фа) -  а  ю (137)



shartdan noma’lum a  ni topib olamiz:

oíiq =  (<Pirfa). . (138)
Demak,

fa =  <Pi(x) -  (<Pi,fa)fa(x). (139)
Topilgan f a  aynan nolga teng bo‘la olmaydi, bu holda <pi 
funksiya tp0 funksiya orqali ifodalangan boiib qolar edi, bu esa 
teorema shartlariga zid. Olingan funksiyaning normasini birga 
tenglashtirish qoldi:

Vi =  TTJ-rA- (140)

Yangi sistemamaizning ikkita el'ementini topdik - fa, fa. Ular 
o'zaro ortogonal va har birining normasi birga teng.

Davom ettiramiz. Yangi to'plamning uchinchi elementini. 
kiritamishni boshlaylik:

fa (x) =  ip2(x) -  a 20fa  -  a 2ifa. (141)

Bu element topilgan fa, fa  larga ortogonal bo'lishi kerak:

(fa, fa) =  (fp2, fa) -  «20 =  0; (fa, fa) =  (<P2, fa) ~  «21 =  0.
(142)

ushbu ikkita shart bizga ikkita noma’lum alfalarni beradi:

®20 =  (<£>2, ^o); «21 =  (<P2, Úi)- (143)
Demak,

fa  =  <p2(x) -  f a ,  fa) fa  -  (y>2, </W i- (144)
Topilgan elementning normasini birga keltiraylik:

V'2 =  77f 77& - ■ (145).
\ m \ \

Shu etapda jarayonni umumlashtirishimiz mumkin. Agar 
fa , fa ,..., f a - i  funksiyalar topilgan bo'lsa

n—1

Wn (fin  ̂Qnklpk, Ot-nk ~  (Pn, tpk), (146) 
fc=0 I
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formula asosida yangi funksiya olamiz va uning normasini birga 
tenglashtirib

yangi sistemaning n-chi elementini ham topamiz. Grarn- 
Schm idt 6 m etodi deb atalgan bu metod bizga {'ipn, n =
0, 1, 2, ko'rinishdagi ortonormal sistemani beradi:

Metodni umumlashtirishimiz mumkin. G fazoda skaîar ko'paytma 
p{x) vazn bilan berilgan bo'lsin:

1.17-mashq. Quyidagi chiziqli bog'liq bo'lmagan monomlar sistemasi 
berilgan bo'lsin:

ipn( x ) = x n, n =  0 ,1 ,2 ,... (150)

Ushbu sistemani yuqoridagi metod bo'yicha

1. (—1,1) intervalda p =  1 vazn bilan Legandre polinimlariga keltiring;

2. (—00, 00) intervalda p(x) =  exp(—x2) vazn bilan Hermite polinomlariga

(ipni ipm) 3mn. (148)

b

(149)
a

keltiring.

6Jorgen Pedersen Gram (1850 - 1916) - dauiyalik matematik; Erhard Schinidt (1876 - 1959) -nemis 
matematigi.



II-BOB.

D ll' FEREN SIAL TE N G L A M A L A R N IN G  A N A L iT IK  
: N A ZA R IY A SI

§1. Differensial tenglamaning to‘g‘ri va maxsus nuqtaiari

Nazariy iizikada quyidagi ko‘rinishdagi ikkinchi tartibii differensial 
tenglama ko‘p uchraydi:

u” (z) +  p(z)u'(z) +  q(z)u(z) =  0. (1)

Fizikada uchraydigan funksiyalarning analitik hossalari 
ko‘rilayapgan masalaning nzikaviy hossalarining aksidir. 
Yechimning analitik hossasi esa tenglamaning mahsus nuqtalariga 
bevosita bog‘liq bo'ladi. ko‘pineha shunday hollar uchrab turadiki, 
tenglamaning butun tekislikdagi aniq yechimini topish mumkin 
emas (yoki u kerak emas). Bu holda biz o'zimizga qiziq bo‘lgan 
nuqta atrofida yechimni qidirib ko‘rishimiz mumkin. Ushbu 
bob yuqoridagi tenglamaning yechimini ixtiyoriy nuqta atrofida 
qidirishga bag'ishlangan.

Yechimni nuqta atrofida qidirar ekanmiz biz uni qator sifatida 
qidiramiz. Agar bironj-bir z =  a nuqtada yechimni yaqinlashuvchi 
Taylor qatoriga yoya olsak bu nuqta oddiy, yoki, t o ‘gri nuqta  
deyiladi. Biming uchun quyidagi shart bajarilishi kerak. (1)- 
tenglamadan biz u"(z) ni topa olamiz:

u"(z) =  -p (z)u '(z) -  q(z)u(z). (2)

Taylor qatoriga yoyish 
ixtiyoriy u(a) va u'(o 
bo‘lishi kerak. Bosh- 
bo'lishi kerak. Taylor 
hosila (u'"(a) va h.k

uchun bizga u"(a) kerak, buning uchun esa 
) lar uchun (2)-ning o‘ng tomoni rnavjud 
ia so‘z bilan p(a) va q(a) lar cheklangan 
qatorini qurish uchun kerak bo'lgan yuqori 
) larni hisoblay boshlasak p(z) va q(z)

larning ham yuqori hbsilalari mana shu z =  a nuqtada mavjud
bo'lishlari kerakligi kqlib chiqadi. Demak, z — a nuqta to ‘g ‘ri 
nuqta  boTishi uchun :p(z) va q(z) funksiyalar shu nuqtada analitik
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(golomorf) bo'lishi zaruriy ekan. Shu shart bir vaqtda yetarli 
bo'lishini keyingi paragrafda ko'rsatamiz.

Yuqoridagi muloxazalardan tushunarliki, p(z) va q(z) 
funksiyalar uchun z =  a nuqta maxsus nuqta bo'lib qolsa biz u(z) 
funksiyamizni Taylor qatoriga yoya olmaymiz. Masalan,

u" +  -u '(z) +  \ u (z ) =  0. (3)
Z Z

Bu misolda z — 0 nuqta p(z) va q(z) funksiyalar uchun qutb 
nuqtadir. Agar u(0) va «'(0) yetarli darajadagi yuqori tartibli nol 
bo!imasa u"(0) mavjud bo'lmaydi va yechim uchun z =  0 nuqtada 
Taylor qatorini hosil qila olmaymiz. Demak, bu misolda z =  0 
nuqta - maxsus nuqta. Bu holda Taylor qatorining o ‘rniga Laurent 
qatori paydo boTishi aniqdir. Undan tashqari, tenglamaning ikkita 
yechimining o ‘rniga bitta yechimgina mavjud bo‘lishi mumkin. 
Quyida maria shu masalalar ko'rib chiqilgan.

Terminologiyaga to‘htalib ketaylik. Odatda differensial- 
lanuvchilik, golomorflik va analitiklik tushunchalarining farqiga 
borilmaydi, ular aynan tushunchalar deb qaraladi. Rostdan 
ham, funksiya birqiymatli va u berilgan soha bir bog'lamli 
bo!lganda bu uehala tushuncha bir-biriga ekvivalentdir. Lekin bu 
tushunchalarning har birinirxg o‘z ta'rifi bor, ularni keltirib ketaylik:

1. Funksiya f (z )  o'zining aniqlanish sohasidagi z =  a nuqtada 
differensiallanuvchi deyiladi qachonki bu funksiyaning 
haqiqiy va mavhum qismlari shu nuqtada birinchi tartibli 
hususiy hosilalarga ega bo'lsa va ular Cauchy-Riemann 
shartlariga bo'ysunsa;

2. Funksiya f'(z) o'zining aniqlanish sohasidagi z =  a nuqtada
g o lo m o r f  deyiladi qachonki u shu nuqtada quyidagi qator

0°
ko'rinishida tasawurlansa: f (z )  — cn(z — a)n-

n = 0

3. Funksiya f (z )  o‘zining aniqlanish sohasi G da analitik  
deyiladi qachonki shu funksiyaning zq e  G  nuqtadan z\ E G 
nuqtaga analitik davomi shu nuqtalarni bog'lovchi konturga 
bog'iiq bo'lmasa.



Cauchyning integral teoremasidan kelib chiqadiki sohada differen- 
siallanuvchi funksiya shu sohada eheksiz marta differensiallanuvchi
funksiya boiadi. Abelning qatorlar haqidagi teoremasidan kelib

00

chiqadiki f (z )  =  Y2  cn(z ~  a)n eheksiz qator o'zining yaqinlashish
n—0

sohasida tekis yaqinlashadi va bu qator f ( z ) funksiyasining Taylor
OO

qatori bo'ladi: f (z )  =  f^nKa)iz — o)n¡n\ Demak, biror sohada 
n=0

berilgan. differensiallanuvchi funksiya shu sohada golomorf bo'iadi 
va teskarisi.

Analitiklik tushunchasi Weierstrass1 tomonidan kiritilgan. 
Monodromiya teoremasi bo'yicha golomorf funksiyalarning analitik 
davomi (ularning bir qiymath aniqlanish sohasida, va bu soha 
bir bog'lamli bo‘lganda, albatta) faqat boshlang'ich va ohirgi 
nuqtalarga bog'liq va bu nuqtalarni bo‘glovchi konturga bog'liq 
emas. Demak, golomorf funksiya analitikdir, differensiallanuvchi 
funksiya golomorf bo'lgani uchun u ham analitik funksiyalar 
qatoriga.mansubdir. Shu sababdan biz ham differensiallanuvchi 
va golomorf funksiyalarni analitik deb atab ketaveramiz.

Yana bir qaytaramiz, bu tasdiqlar f (z )  funksiyaning bir 
bog'lamli va bir qiymatli sohasiga tegishli.

§2 . to ‘g ‘ri nuqta atrofidagi yechiin

Yechimni tenglamaning to‘g‘ri nuqtasi atrofida qidirishdan bosh- 
laylik. Agar £ =  a nuqta atrofida p(,2) va q(z) funksiyalar o'zining 
Taylor qatoriga yoyilsa:

p(z) =  p0 +p'(a)(z  -  a) +  y \ a ) {z  -  a)2 + .... ;
(4)

q(z) =  g0 +  q'(a)(z -  a) +  \q"(a)(z -  a)2 +•• • • ,

ya’ni, ular golomorf funksiyalar bo'lsa, ushbu z — a nuqta (1)- 
tenglamaning to‘g‘ri nuqtasi bo'lishini ko'rsataylik. Maqsadimiz, 
bu holda ushbu nuqta atrofida quyidagi ko'rinishdagi ikkita

aKarl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897) - nemis matematigi.
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mustaqil golomorf yechim mavjud bo‘lishini ko‘rsatish:
OO

u(z) =  £  °n(z ~  a)n ~  co +  Cl(z -  a) +  °2{z -  a)2 +  •• • (5)
n —0

Tasdiqni isbot qilish uchun (5)-qatorni bir va ikki marta 
differensiallab (l)-tenglamaga olib borib qo'yamiz. Birinchi hosila:

OO
v!{z) =  £  Спп(г — a)"-1 =  c\ +  2c2(z — a) +  3c3(z -  a)2 -\-----

rt=0

Ikkinchi hosila:
OO

u"(z) =  cnn (n -l) (z —a)n~2 =  2c2+6c3(¿—a)+12ci(z—a)2-+—
n = 0

Natijalarni (l)-tenglamaga olib borib qo'yaylik:

2c2 +  6c3(z — cl) +  12ci(z — cl)2 +  •••■+-

+(po +  P'(o)(z -  a) +  \p"{a)(z -  a)2 +  • • • )(ci +  2c2(z a)+

+3c3(z - а ) 2 Л----- ) +  {qo + q'{a){z -  a) +  \<f{a){z -  a)2 + • • ■ )•

•(c0 +  Ci(z -  a) +  c2{z -  a)2 H----- ) =  0.

Endi (z — a) riing nolinchi, birinchi, ikkinchi va h.k.-nchi darajalari 
oldidagi koeffisientlarni nolga tenglashtiramiz:

2c2 +  poci +  Qoco — 0;

6 c3 +  2p0c2 +  p'(a)ci +  g0ci +  ^(ajco =  0;

12c4 +  3 c3p(a) +  2c2p'(a) +  \сурп(а) +  c2q(a) +  ciç'(a) +  \q"(a)cQ =  0;

va h.k. Bu munosabatlarni yechib c2, e3, c4, • • • larni ikkita 
noma’lum cq va ci orqali ifodalash mumkin. Natijada yechim -
(5)-qator - quyidagi ko'rinishga keladi:

u(z) =  c0ui(z) +  ciu2{z),
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bu yerda

Ui(z) = l - - ( z -  a)2q(a) +  ^  (p(a)q{a) -  g '( a ) )  ( z  -  o )3 +  • • • ;

« 2(2) =  { z - -a ) -~ p ( a ) ( z -a ) 2+ ^  (p2(a) -  p'(a) -  q(a)) (z - a ) 3+ ■ ■ ■ .

Ko'rinib turibdiki,
ui(a) =  1, u2(a) — 0, u[(a) =  0, ?4 Ta) =  1.

Agar Cauchy2 shartlarini
u(a) =  A  va «'(a) =  J3 (6)

deb belgilasak yechim
u(z) =  ^4ui(z) +  Bu2(z) (7)

ko‘rinishni oladi. (ui, ^2}  funksiyalar sistemasi yechimlarning 
fu n d a m en ta l s is tem a si  deyiladi.

2.1-m isol.
(1 — z2)u" — 2zv! + ^ u  = 0 (8)

tenglamaiiing z  =  0 nuqta atrofidagi yechimlari asosiy sistemasini toping. 
Ko'rinib turibdiki, .z =  0 nuqta bu tenglama uchun to‘g!ri nuqta:

p(z) =  —2—^—z =  —2z  -  223 -  2z5 -------:
1  — z*

(9)
«(*) = |j~ 2  = |(1  + 22 + z 4 + • • • ).

Shu sababdan yechimni
OO

M(z) — 'Y ',cnZn =  cp +  ciz 4- c2g2 -j-----  (10)
| n=0

ko'rinishda qidiramiz. Hosilalarni topaylik:

u'(z) =  Ci +  2c2.z +  3c22;1 -I----- ; «'” (2 ) =  2c2 +  6c3z  +  i2c4z2 -I-------  (11)

Topilganlarni tenglamaga plib borib qo‘yamiz:

( 1  — z 2)(2c2 +  6c3z - f  12c|i2:2 +  20C.5Z3 -i------- ) — 2z ( c i +  2c2z +  3c2z 2 -I---------) +

3
+ -  (cq 4- C lz  +  C2Z2 +  C32:'; -(------- ) =  0.

_____________________|___ . (12)
2Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) - fransuz matematigi
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g bir hi! darajalari oîdidagi koeffisientlarni nolga tenglashtiramiz:

3 3 
2C2 +  - с о  =  0  =>■ C2 =  — - с о ;4 о

3 5
6c3 -  2c] +  -c i =  О => c3 =  — ci;

3 21 
1 2 c4  -  2 c 2 -  б е г  +  -C 2  =  0  ■=» Ci =  _ ^ 2 8 ° о ;

3 ' 15
20c4 -  без -  без +  -сз =  0 =» Cs =  Î28Cl ’

k. Demak,

• w -i-k -s '+ '-i -м-*+я*,+я >+-  <“)

Bi

2.2-misol.
(z -  2) (г -  3)w" -  (2z -  5)«' +  2u =  0

t< Lamaning z =  0 nuqta atrofidagi yechimini toping. 
Yechimni

u(z) =  °пгП =  co +  ciz +  C2 +  z2 +  C3Z3 +  ■ ■ 
n=o

kenishda qidiramiz. Rekurrent munosabat:

5 ( n - l )  (n — l)(n — 2)
C”+2 ~  6(n +~2) °n+l ~  6(n +  l)(n +  2) Cn'

■erdan kelib chiqadiki,

5 1
C2 =  - — C i ~ - C o ,  c3 =  c4 =  •••=().

11 о
Tolgan fundamental yechimlar sistemasi:

1 2 5 2
щ =  1 - - z ,  u2 =  z - - z .

2.3-misol.
w" +  v! — 2zit =  0

tenglamaning z =  0 nuqta atrofidagi yechimini toping. 
Yechim. Yechimlarning fundamental sistemasi:

«1(2) =  1 +  ^z3 +  • • • , u2(z) =  z -  i z 2 +  ^z3 +

(13)
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2.4-misol.
u" +  zv! +  2 u =  0 

tenglamaning z — 0  nuqta atrofidagi yechimini. toping.
Yechim. Yechimlarning fundamental sistemasi:

Ul(z) =  l - i z 2.+  ^ 4+ - - -  , Ui(z) = z - ^ z 3 + --'  .

2.5-misol.
u" — zu =  0

tenglamaning z  =  0  nuqta atrofidagi yechimlarini toping.
00

Yechim. Yechimni u(z) — Yh cnZn ko'rinishda izlaymiz. Koeffisient!
n=0

uchun quyidagi rekurrent munosabat topiladi:
1

Cn / , \ Cn—3‘n(n — 1)
Agar yechimning yoyilmasini tenglamaga qo'yilsa e2 =  0 ekanligi aarl 
ko!rinadi. Demak, c2 =  C5 =  eg — • • ■ =  0 deb olishimiz kerak. Qolg 
koeffisientlar:

C3 =  ¿ 0 « ,  *  =  ± c u  C6 =  273^ 0), c7 =  - 7 ^ c lt va h.k. 

Yechimlar fundamental sistemasi:

“i- 1+r ’+B5/ + -"' u>=z+h‘‘+m‘7+---
2 .6-misol.

u" — 2 zv! +  au =  0 
tenglamaning z — 0 nuqta atrofidagi yechimlarini toping.

CO

Yechim. Yechimni u(z) =  cnzn ko'rinishda izlaymiz. KoefEsienr
n— 0

uchun quyidagi rekurrent munosabat topiladi:
2 n — a

Cn+2“  (n +  l) (n  +  2 ) i;n- .

Ikkita yechim topildi:

1 , (~ a ) ..2 , ( ~ a ) i 4 “  ° )  a  , ,  , Y 2'  ( - a )(4 -« ) • ■ ■  (4fc “  a ) . +2
U1 _  i + — z ^  2 . 3.4  2 + -  -  1 + j L --------- (2ÄT+2)!--------
va

,i2 = z + ^ 3 + (2-q ) (6 -a )  5 =
2 -3  2 ■ 3 • 4 • 5.

(2 — o)(6 — a) • ■ ■ (4k +  2 — a) ^k+i
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Ja qator ham butun kompleks tekisligida yaqinlashuvchidir. Ko'rinib 
bdiki, z -¥  oo da ikkala qator ham ~  e*2 ko'rinishga ega, bo'ladi. Odatda bu 
ildagi tenglama kvant mexanikasida chiziqli ossillator masalasida uchraydi, 
[in funksiyasi z  -4  oo da o'sishi mumkin emas, shuning uchun qatomi 
lashimiz kerak. Buning uchun a — 2n, n =  0 ,1 ,2 ,3 ,. .. deb olinsa yetarii. 
alan, n =  0 (a =  0) bo'lganda щ  — 1 bo'ladi va «2 yechim qaralmaydi,
1 (a =  2) bo'lganda 112 =  z bo'ladi va щ  yechim qaralmaydi, n — 2 (a — 4) 
janda Mi =  1 — 27?  bo'ladi va «2 yechim qaralmaydi. Olingan polinomlsir 
masi (mos keluvchi norma tanlab olingandan keyin) Hermite polinomlarini 
kil qiladi.

Maxsus nuqtalar klassifikatsiyasi

prida ko'rdikki, tenglamaning maxsus nuqtasida yechim 
litik funksiya bo'iishi mumkin emas. Yechim ha,m maxsus 

i[taga ega bo'lishi kerak. Mos kelgan yeehimlarni topishdan oldin
i in.chi tartibli tenglamaga ikkita mustaqil yechim mos kelishi 
rtini aniqlaylik.
F'araz qilaylik, (l)-ning ikkita yechimi щ  va «2 mavjud bo‘isin: 

и" + pu[ +  qu\ — 0, u2 -f pu'2 +  qu2 =  0.
yerdan

u2u" -  щи" , ч u[u" ~  U2U1 / 1СЛ
P{z) = -------------- T> я (z) = -----7--------- r 15)U\U2 — U2U1 щи2 — ЩЩ

iaii topamiz. Ikkala mahrajda Wronski3 determinanti w(z) paydo 
bldi, «1 va «2 larning mavjudligi va mustaqilligi

w(z) =  U1U2 — u2u'i ф 0
bcishini talab qiiadi.

Soddalashtirish maqsadida maxsus nuqtani z =  0 deb olaylik. 
Bi^yechimni qator ko'rinishida qidiryapmiz. yechim

ko‘.
и ~  C\ZS +  c2zs+1 +

inishda izlanadi. Yurutmoqchi. bo'lgan muloxazamiz uchun 
: [) nuqtaning bevosita atrofida birinchi had asosiy had bo‘lgani 

uchun

3 Josef "Maria- Hoene-Wronski (1775-1853) - polyak faylasufi va matematigi.
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deb olishimiz yetarlidir. Shularni (15)-ga olib borib qo‘ysak.
1 1 

p(z) ~  (si +  s2 +  1) - ,  q(z) ~  sxs2^2

formulalarga kelamiz. i  Bundan kelib chiqadiki, agar p(z) maxs 
nuqtada tartibi birinchidan yuqori bo‘lmagan qutbga ega bo‘ 
va (yoki) q(z) shu nuqtada tartibi ikkinchidan yuqori bo'lmag 
qutbga ega bo‘lsa tenglamamiz shu nuqtada ikkita musta 
yechimga ega boiadi. Bu - zaruriy shart.

Maxsus nuqta p(z) uchun birinchi tartibdan yuqori bo‘lrnag 
qutb va (yoki) q(z) uchun ikkinchi tartibdan yuqori bo'lmagan qu 
bo'lsa u regular m axsus nuqta  deyiladi.

Aks holda maxsus nuqta irregu lar  deyiladi.

§4. Cheksiz uzoq nuqtaning analizi

Cheksiz z =  oo' nuqta quyidagicha tahlil qilinadi. Yai. 
o'zgaruvchi kiritaylik:

 ̂ %

(l)-tenglamani shu yangi o'zgaruvchi tiliga o'tk&zaylik. Bung 
uchun hosilalarni. yangi o‘zgaruvchi orqali ifodalaymiz:

£. = = L c2— - — = 2C3— +
dz dzd( ! d ( ’ dz2 . dQ d( 2 

Natijada tengla.ma quyidagi ko'rinishga keladi:
d?u / 2  p \  du q „ , \
5 ? + ( c " ? ) 5 c  +  ? “  =  0' ,6)

P \ QAgar C =  0 nuqtada | ^  ).va ifodalar analitik bo'lsa z - 

nuqta tenglamamiz uchun oddiy (to‘g‘ri) nuqta bo'ladi.

Agar C =  0 nuqta !( —

oo

^ uchun oddiy qutb va (yom  ^

uchun ikkinchi tartibdan yuqori bo'lmagan qutb bo‘lsa z M oo 
nuqta tenglamamiz uchun regular maxsus nuqta bo‘ladi.

Aks hoilarda z =  oo nuqta irregular maxsus nuqta bo‘ladi.
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§5. Aniqlovchi tenglama

z — о regular maxsus nuqta bo'lsin:

p(z) =  +po  +  pi(z -  a ) + p 2(z - a ) 2 -\----- ,
z — a

(z — a)2 z — а 

(l)-tenglamaning yechimini
(17)

■u(z) =  ( z -  a)s £  Cn{z -  ß)n =  £  <*(* ~  a)n+" =
ra=0 n=0 (18)

=  cq(z -  a)s +  c i ( z -  a)s fl +  c2(z -  a)s+2 +  • • ■ 
ko'rinishda qidiramiz. Hosilalarni hisoblaylik:
u\z) =  c0s(z -  a)s_1 +  ci(s +  l)(z -  a)s +  c2(s +  2 )(z -  a)s+1 +  • • • , 

?/(z) =  cos(s -  l)(z -  a)s-2 +  cis(s +  l)(z -  a)s_1+

+C2(s +  2)(s +  l)(z  — <x)s +  • • • .
(19)

Tenglamaga oborib qo'yamiz (bir vaqtda tenglamani (z — o )2 ga 
ko‘paytirib yuboramiz - qulaylik uchun):
cqs(s -  l)(z -  a)s +  c\s(s +  l)(z -  a)*+1 +  c2(s +  2)(s 4-1) x 

x (z -  a)s+2 +  • • • +  (p(_!) +  po(z -  a) +  pt(z -  a f  +  • • •)x 

x (cqs(z -  a)s +  ci(s +  1 )(z -  a)s+1 +  ■••) +  (g(_2) +  q(-i)(z -  a )+  

+q0(z -  a)2 +  ••• ){c0(z -  a)s +  cx( z -  a)s+1 +•••) =  0.
(20)

Shu ifodada (z — a)s+} ko'rinishdagi har bir monom oldidagi 
koeffisi'entlarni yig‘ib nolga tenglashtirishimiz kerak. Eng past 
darajadagi monom (z — a)s oldidagi köeffisientlar

со s(s — 1) +  Щ -i)  +  q(-2) =  0 (21)
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tenglikka olib keladi. Umumiy holda Cq ^  0, shuniiig uchun

s2 +  s(p(-i) — 1) +  Q(-2) — 0 (22)

deb olishimiz kerak. Bu tenglamaning norai - aniqlovch i 
tenglam a, u s ni topish uchun hizmat qiladi. Bu tenglama 
kvadratik bo'lgani uchun uning ikki yechimi bor - s*, ,$2■ Ular 
ko'pincha (l)-tenglamaning daraja k o (rsatkich lari deyiladi.

2.7-misol.
z 2u" +  zv! — 2 u =  0.

Bu tenglama uchun

i =  1, q- 2 =  —2, s2 =  2 =£- 51 =  + V 2 : S2 =  — \/2.

Rekurrent munosabat mavjud emas:

Cn[(n +  s )2 — 2] =  0.

n  ,¿ 0  holda to‘g‘ri qavs ichidagi ifoda nolga teng emas, shu sababdan n ^  0 
bo‘lganda cn =  0 deb olish kerak. Faqat Co ^  0. Ikkita topilgan yechim

ZJ2 z - t/2

Quyidagi tenglaraalarning 2 =  0 nuqtadagi yechimlari topilsin;
2 .1 -mashq.

' / / 1 / 1  u  + - —u  H—-—u — 0.
2z 4z

(20)-dan cn uchun | quyidagi umumiy rekurrent munosbatni 
keltirib chiqarish mumkin:

c-n [(n +  s)2 +  (n +  s)(p(_i) -  1) +  ?(_2)] =
n_1 (23)

=  51) [Pri—m—l(s "t” ?re—2] Cm-
n i= 0

Bu formuladan quyidagi muhim hulosaga keiamiz: agar si — S2 =  k 
butun son bo'lsa katta s\ ga mos keluvchi yechimni topish muamrno 
bo'lmasa ham, kichikjsa ga mos keluvchi U2 yechimni (18)- 
ko'rinishda topa olmayrhiz. Bu holda U2 yechimning c\, C2, c*—1 
koeffisientlarini topa olsak ham q- koeffisientini aniqlab boTmaydi - 
(23)-ni (22)-bilan solishtirsak ko'rinib turibdiki bu holda c& oldidagi 
koeffisient nolga teng ibo'lib qoladi. Bunday hollarga tegishli 
quyidagi Fuchs teoremasi mavjud:
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1. Agar aniqiovchi tengiama yechimlarining farqi butunmas son 
bo‘lsa ikkita mustaqil yechimni olish mumkin;

2. Agar aniqiovchi tenglamaning yechimlari teng bo;lsa qatorga 
yoyish metodi bilan faqat bitta yechimni topish mumkin;

3. Agar aniqiovchi tenglamaning yechimlarining farqi butun 
son bo'lsa ularning kattasiga mos keluvchi yechimni qatorga 
yoyish metodi bilan topish mumkin, ikkinchi yechim mavjud 
bo'lmasligi mumkin.

Ohirgi punktning talqini quyidagicha - agar si — S2 =  k butun son 
bo'lsa (23)-ning chap tomoni albatta c* • 0: bo‘ladi, ammo, (23)- 
ning o ‘ng tomoni ham ba’zi-bir hollarda nolga teng bo‘lib qolishi 
mumkin. Bu holda paydo bo'lgan noaniqlik yechilishi mumkin.
Quyiaagi misol shu holga mos keladi.

Umumiy holda esa ikkinchi yechimni qanday izlash kerakligi 
keyingi paragrafda i ko'rsatilgan.

2.8-misol.
z2v!' +  z 2u' — 2u =  0

tenglamaning "z =  0 nuqta atrofidagi yechimlarini toping.
z — 0  nuqta regular maxsus nuqta, bu nuqtada p-1  =  0, q.- 2 — —2. 

Aniqiovchi tengiama va uning yechimlari:

s2 -  s -  2 =  0 =>■ S i =  2, S2 =  - 1, SI -  S2 =  3. 

u = Y2 cnzn+s qatorni tenglamaga qo'ysak

n +  s'— 1 
C" (n +  s)(n +  s - l ) - 2  1

rekurrent munosabat olinadi. si =  2 ga mos keluvchi. qatorni topish qiyin emas:

Cn = ~ (n + i)(ri + 2) — 2 Ĉ 1 Cl = " 2 C0’ °2 = 20°°’ C3 = “ SO00’
Birinchi yechim:

. . X 3 ,  1 , 

s2 =  — 1 holni qaraylik:

n — 2
Cn =  ~Jn ~ — l ) ( n  — 2 ) — 2 Cn-1’
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Bu holda Ci =  —|co, c-i =  0 larni iopamiz. n — si — S2 =  3 ga teng bo'lganda 
0 • C3 =  0 munosabatni olämiz. Haqiqatda ushbu holda noaniqiik yo‘q, bum 
ko'rish uchun olingan rekurrent munosabatning o‘ng tomoniga unig 0‘zini yana 
bir marta qo'yamiz:

n — 2 n — 3 n — 2
~  (n -  l ) ( n ^  2) -  2 (n -  2)(n -  3) -  2 C”“2 =  n ( n -  l ) ( n - 4 )  Cn~2‘

Demak, C3 =  -^cq. Davom ettirib C4 =  ^co ni ham iopish mumkin. Shu bilan 
ikkinehi yechim ham topildi:

,  , , 1  1 3 1 4

Bu misolni keltirishdan maqsad - 52 — «i =  n  butun son (noidan tashqari) 
bo!lganda ham ikkinehi yechim ba’zi-bir hollarda qatorga yoyish usuli bilan 
topilishi mumkin ekanligini ko‘rsatish.

§6. s i  — S2 =  k ,  k  =  0, 1, 2, ... bo'Iganda ikkinehi yechim

Agar Sj — S2 — k  butun son yoki nol bo‘lsa S 2 ga inos keluvchi 
yechimni umumiy holda (18)-ko‘rinishda topa olmaymiz. Bu holda 
ikkinehi yechimni quyidagicha qidiramiz:

U2(z) =  w(z)ui(z), w (z) =  uiu'2 — u2u\ — wronskian.

Hosilalarni topaylik:

u2 =  wu[ 4- U\w\ u" =  +  2w'u[ +  wu'[.

Topganlarimizni (l)-tenglamaga olib borib qo‘yaylik:

w"u\ +  2 w'u\ 4- u'[w +  p(w 'ui +  u [w ) +  qwu\ =  0.

Bu tenglikdagi uchinchi, beshinchi va oltinchi hadlarning yig‘indisi 
nolga teng (chunki ui - yechim). Qolgan hadlar

w"u\ +  2w'v,\ +  pw 'ui =  0

ko'rinishni oladi. Buni quyidagi qulay formaga keltiraylik:



Hosil bo'lgan tengiamani integrailash qiyin emas:
Z

In w'(z) =  — 21nttj(z) — f  dzp(z) =  —2 In tii (z) — P(-1) ln(z — a)-

~Po{z -  a) -  \pi(z -  a)2 ------

yoki.

w'(z) — A  exp < — 2 In u\(z) — p(_i) ln(z -  a) -  p0(z — a) —

1 , 42 ' I ^-  -Px(z -  a y -------> =  оV ' V/----------\— X
2 I uf(z)(z -  a)35- 1

X exp { ~ ë  rTVï1’" ^  ~  a^ +1
I n=0

Yana bir marta integral lasak

Z exp i -  £  (£ -  a)n+l I 
w(z) = A j  5  (24)

formulani olamiz, bu yerda A  va J3 - integrailash doimiylari. 
Mabrajdagi ifodani alohida ko'rib ehiqaylik.

ui =  (z -  a)Sl У2  cn(z -  a)n
n—0

bo‘lgani: uchun.



ekanligini topamiz, bu yerda 2s i +  pi =  1 +  k bo'lishini hisobga 
oldik.

=  m  +  <Pi(z -  « )  4- <Pí (z  — a)2 H-----

funksiya z =  a nuqtada analitik ekanligi oydindir. Olingan

formulada yana bir analitik strukturani ajratib chiqaraylik:

ning analitik strukturasi к ning qiymatiga bo'g'liq ekan. Agar к =
0 bo'lsa

yechimga egamiz. Umiiman olganda, к butun son uchun ikkinchi 
yechim mavjud bo‘lmasligi ham mumkin, buni biz bitta regular 
nuqtali tenglama misolida keyin ko‘rsatamiz.

Ammo shunday ham boiishi mumkinki, aniqlovchi tenglama 
yechimlarining farqi butun son bo‘lishiga qaramay ikkinchi 
yechimni ham qatorga yoyish usuli bilan topish mumkin. Buning

<p(z) =

=  =  Фо +  -  a) +  - a f  +  ■■■

Demak, topilgan yechim
2



uchun (23)-tenglamadan keyingi koeffisientni topayotganimizda 
nafaqat chap tomondagi ifoda, balki o‘ng tomon ham tegishli n soni 
uchun nolga aylansin, bunda l'Hopitale qoidasini qo'llash keyingi 
koeffisientni topishga imkon beradi. Bunday misol avval keltirilgan
- shu bobdagi 8-misolga qarang.

2.9-misol.

tenglamani z — 0 nuqta atrofida yeehing.
0 =  0 nuqta - regular maxsus nuqta. Aniqlovchi tenglama s2 — 0 

ko'ri.nishga ega. Bitta yechimni oson topish murakin. Tenglama z — z 
almashtirishga nisbatan invariant bo'lgani uchun yechim juft funksiya bo‘lishi 
kerak - a  — C3 =  C5 =  • • • =  0. Rekurrent munosabatlar

tenglamaning yechimlarini z =  0, z =  2 va z =  3 nuqtalar atroflarida toping.
z =  0 nuqta - oddiy nuqta. Bu nuqtadagi fundamental yechirrilar sistemasi 

darhol topiladi (2-misolga qarang):

z

1
C-n 9 n̂—2n-

dan (n =  2 k deb olgandan keyin)

1
C2fc 22k(k\)2C°

ekanligini topamiz. Demak, birinchi yechim

Ikkinchi yechim:

/ C \ z

0 ‘zgarmas sonlarni yozib o'tirmadik.
2 .10-misol. 2-misolni davom ettiramiz.

(z -  2 )(z -  3)u " -  (2z -  5)u' +  2u =  0

1 5



s(s — 2) =  G; si =  2, s% — 0.

Rekurrent munosabat:

_  (n +  s )(n  +  s — .3) +  2
Cn+x ■ > : vö z 'ni-(n  +  s )z — 1

si =  2 hol. uchun
n(n +1)

071+1 ~  (n +  2)2 -
munosaba,tdan cj =  ca =  =  • • • =  Cn — ■ ■ ■ =  0 ekanligi kellb ehiqadi. 
Agar .2 =  2 nuqtadagi s =  2 ga mos keluvchi yechimni «3 deb belgilasak 
us(z) =  (z — 2)2 ekanligini topamiz (cq ni yozib o!tirrnaymiz).

S2 — 0 holni qaraylik. Bu holda rekurrent munosabat

_  n(n — 3) +  2 _ _  n — 2
n̂+1 o  ̂ ; 7̂ nn2 — 1 n-f 1

ko!rinishni qabul qiladi. Agar bu munosabatning maxrajida ham huddi suratiga 
o‘xshab (n  — 1 ) ko'paytuvchi paydo bo'lmaganda undan ci ni topib bo‘lmas edi, 
ikkinchi yechimni faqat yuqorida keltirilgan usul bilangina qidirish mumkin 
bo'lar edi. Hozir esa quyidagilarni topamiz:

ci = — 2co, C2 = ~ 2Cl =  c°> °3 =  ^ = ■ ■ ■ — 0.

Bu holga mos keluvchi yechimni U i(z ) deb belgilasak « 4(2) =  (z  — 3)2 ekanligi 
kelib ehiqadi.

Endi 2 =  3 nuqtadagi yechimlarni topaylik. Bu ham regulär maxsus nuqta, 
yuqoridagiga o!xshash analizdan keyin quyidagi natijalarga kelamiz: aniqlovchi 
tenglamaning yechimlari yana o‘sha: Si — 2, s2 =  0. Rekurrent munosabatning 
faqat o‘ng tomonidagi ishorasi o‘zgaradi:

(n +  s)(n  4- s — 3) +  2
Cn+\ 7 Z. Crv.

(n +  s)z — 1

s — .Si =  2 ga v,i(z) — (2 — 3)2 yechim mos keladi. s =  s% — 0 holda Frobenius 
metodi yana ishlaydi, yechim W3 =  (2 — 2)2 bo‘ladi.

Ikkinchi yechimni topish uchun yuqorida berilgan usuldan foydalanilsa 
nima bo'ladi? 2 =  2 nuqta atrofida s =  sj =  2 ga mos keluvchi yecim 
«3 =  (z — 2)2 dan foydalanib ©5(2) =  u>(z)«3 ni qidirsak. U5 =  5/2 — 2 ekanligi 
keiib ehiqadi - logarifmik had yo‘q. Huddi shunday, 2 =  3 nuqta atrofida 
ikkinchi yechimni'topishga yuqoridagi usul ishlatilsa yana «5 =  5/2 -  2 yechim 
kelib ehiqadi. Topilgan beshta yechim quyidagi uchta chiziqli munosabatlarga 
bo'ysimadi:

9ui -  6u2 — Ui =  0, 5ui — ui + uz — Pa = 0, 2mj — «4 +  «3 =  0.

z — 2 - regulär maxsus nuqta. Aniqlovchi tenglama va uning yechimlari;
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Bu misolni keltirishdan maqsad - "si — S2 butun son bo‘lganda ikkinchi yechim. 
mavjud bo'lmasligi mumkin" degan tasdiq albatta mavjud bo'lmaydi degani 
emasligmi ko‘rsa,tish edi.

2.11-misol. Bessel4 tenglamasi:

z2u" 4- zu' +  (z2 — u2)u  =  0.

Bu tenglamaning ikkita maxsus nuqtasi bor - regular majcsus nuqta z — 0CO
va irregular nuqta z =  cx>. z =  0 nuqta atrofída yechimni u (z ) — ^  cnZn+s

n—0
ko'rinishda qidiramiz:

Cqs(s -  l)a:s 4- cis(s 4- l )x 3+1 4------ 1- cosxs 4- ¿i(s 4- l )x ,,+1 4----

4-(x2 — i/2)(coXs 4- ciar’4'1 +  •■•■) =0.

x —ning darajasi eng past bo'lgan had xs, uning oldidagi koefñsientlarni 
yig'amiz:

cu(s2 -  v2) =  0. (25)

xs+l —monomning oldidagi koeffisientlarni yig'aylik:

c i [(5  +  1 )2 - ^ 2] = 0. (26)

Umumiy ko'rinishda rekurrent munosabatlar quyidagicha ko'rinishga ega:

Cn — ~ 7 . \o 2 Cn~2• (27)(s 4- n )¿ — v¿

(25)-dan quyidagi xulosaga kelamiz:

c-o =  0 yoki s — ±v. (28)

(26)-dan esa
C] =  0 yoki s — ± v  — 1 .

co 0 bo'lishi kerak deb sit2 =  dzv yechimni olamiz. Bu hilan c\ =  0 deb oigan 
bo'lamiz, aks holda (26)-ni qanoatlantira olmaymiz.

(27)-ga qaralsa cy =  0 ligidan hamma toq nomerli koeffisientlarning nolga 
tengligi kelib chiqadi: ci =  C3 =  05 =  • =  c2/t+1 =  • • ■ = 0. Noldan farqli
koeffisientlar - C2, C4, C4........

si =  v da (27)-ning yechimi quyidagicha bo'ladi (n — 2k deb olingandan 
keyin):

C2fe = ”̂ 1^ 22fcfc!(fe + i/)!C°'
Odatda '

00 =

4 Friedrich Wilhelm Bessel (1784 - 1846) - nemis matemafcigi va astronomi

57



deb olish qabul qilingan. Topilgan yechim J„(z ) deb belgilanadi: 

r M  V  C“ 1)* (z\2k+v
U z ) ^ m + V)\\2)  . •

Aniqlovchi tenglamaning ikkinchi yechimi — —v irmstaqil yechimga olib 
kelmaydi. Buni tushunish qiyin emas - v =  n butun son bo'lganda si — s2 — 2n 
butun son bo'ladi. Ko‘rsatish mumkinki [17], v  butun son bo'lganda Jn{z) — 
(—)nJ -n(z ) bo'ladi, ya’ni, sz — — n hollarda tenglamaning yechimini qator 
ko'rinishda izlash mustaqil yechimga olib kelmaydi.

Ikkinchi yechimni hususiy hoi v — 0 da topaylik. z — 0 nuqta atrofida:

u2(z ) =  AJo(z) JZ -c- ^  +  B =  AJo(z) JZ + B  =

=  AJ0(z ) In z +  ^  anzn. 

Umuman esa ikkinchi yechim quyidagicha aniqlanadi:

cos(2/7r) J„(z) — J^v(z)
N „{z) =

sin(^7r)

bu funksiyaning nomi - Neumann5 funksiyasi. v — n butun son bo'lganda bu 
funksiya 0/0 ko'rimshiga keladi, bu noaniqlik 1’Hopital qoidasi bo'yicha oehilishi 
kerak.

2.2-mashq. Quyidagi tenglamaning z — 0 nuqtadagi yechimlarini toping: 

zu" +  2v! +  u =  0.

§7. Aniqlovchi birimisol

Ba’zi-bir hollarda ko'rilayotgan nuqta to‘g‘rimi yoki maxsusmi 
bo'Iishidan qat’iy nazar yechim

i(z) j= (z -  a)s cn(z -  a f
00

u { : {
I n= 0

ko'rinishda qidiriladi. Agar z =  a nuqta to‘g‘ri bo‘lsa aniqlovchi 
tenglamaning ikkita yechimi (ularning farqi butun son bo ladimi 
yo‘qmidan qat’iy na2jar) bizga 1 -ning fundamental yechimlar 
sistemasini beradi. Mabalan, kichik tebranishlar tenglamasi:

\u"(z) +  lo2u ( z ) =  0.
^Karl Gottfried Neumann (1832-1925) - nemis mat era" tig;.
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Bu tenglamaning nechta maxsus nuqtasi bor? z tekisligining chekli 
qismida uning maxsus nuqtasi yo‘q, z =  oo esa irregulär maxsus 
nuqta:

z — 0 nuqta oddiy nuqta bo'lishiga qaramay bu nuqtada yechimni 
quyidagicha ko'rinishda qidiraylik:

OO

« = = X > ^ +£- (2ö)
n ~  0

fvlaqsad - aniqlovchi tenglama yechimlarining farqi butun son 
bo'lganda harn z =  0 nuqta oddiy nuqta bo'lgani uchun 
ikkita mustaqil yechim bevosita Frobenius metodi bilan topilashi 
mumkinligini ko'rsatish. Hosilalarni hisoblab tenglamaga olib 
borib qo'yamiz:

Cn(n +  S ) (n  +  s -  1 )z n+s~2 +  £  ui2cnzn+s =  0.

Bu tenglikni ochib yozaylik:

cqs(s — l)zs 2-f-cis(s-j- V)zs 1 -f-[03(5 +  l ) ( s 4 " 2 )~hOJ2CojzS +  • • • =  0.

Birinchi va ikkinchi hadlarning oldidagi koeffisientlarni nolga 
tenglashtirishdan boshlaylik:

Cqs(s — 1) =  0, C]S(.S +  1) =  0.

Bularning birinchisi - aniqlovchi tenglama. Ko'rinib turibdiki, yoki 
cq =  0, yoki ci =  0 deb olish kerak, aks holda s(s — 1 ) =  0 va 
s(s +  1) =  0 bir vaqtda bajarilishi kerak bo'lib chiqadi, bu esa 
mumkin emas. Bu ikkala tenglikdan biri bajarilishi kerak, shuning 
uchun ci =  0 deb olamiz. Bu holda cq ^  0, vasi =  0, s-2 =• 1 
bo'lishi kerak, Rekurrent munosabat:

2 Cn—2
°n U (n +  s)(n +  s — 1 )"

Bunda s =  0 deb olsak (qulaylik uchun n -4 n+2  deb ham olaylik)

d2u{ C !) 2 d u (( .

d( 2 ~  +  C ~ d t c4
o.



bo‘lac! i. Bu yerdan

0J2 ( - l ) 2(w2)2 U)*
°2 -  2~c0, C4 -------- ------- СО, c2n =  (~1)пщ ;С 0

?  (-WVt.Pfi ,.,2n
~ C o , C4 =

kelib chiqadi. Demak,

f  lo2 2 oj4 4 \
Щ =  Co i 1 — — Z +  —  Z 4------ 1 =  Cq COSüJZ.

Eîndi s =  1  holni ko'raylik. Bu holda

_  OJ2

n+2 (n +  3)(n +  2)C"

bo'ladi. Demak,

U)2 (—1 )2(cü2)2 ш2п
° 2 ~  ~ 2 ^ C°’ ° 4 ~  5! C° ’ C2n =  (~ 1 )n(2 ñ T í ) íC° ‘

Bu holdagi yechim:

Cq (  OJ3 O U 5 '  \  C0
_  } » , ) --------- Vó  -I-------- y  —  • • • i —  J i a i r« 2  =  — I zw — — z' +  — Z — ■ ■ ■ i —  sin  COZ. 
w \ 3! 5! OJ

Aniqlovchi tenglamaning yechimlari ayirmasi S2 — si =  1  butun son 
bo‘lishiga qaramasdan biz ikkita mustaqil yechimni topdik. Ushbu 
misoldan kelib chiqib ixtiyoriy holda yechimni 29-ko‘rinishda 
qidirishimiz mumkin degan hulosaga kelamiz, agar z =  a nuqta 
to‘g‘ri nuqta bo‘lsa biz ikkita mustaqil yechimni hamma vaqt 
topamiz.

§8 . Irregular maxsus nuqta va aniqlovchi tenglama 

Quyidagi tenglamani ko'raylik:

u" — ~ u  =  0.
z

z  =  0 nuqta - regular maxsus nuqta. Yechimni (18)-ko‘rinishda 
qidiramiz:

OO

yn-h5
u(z) =  £  c-C-nZ

n=0
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Rekurrent munosabatlar mavjud emas:

Cn [(n +  s)(n +  s -  1 ) — 6] =  0
formula har-xil indeksli koeffisientlarni bog'lamaydi. Aniqlovchi 
tenglama s(s +  1) — 6 =  0 ning ikkita yechimi bor: sj . =  3 va 
$2 — —2. Demak, yechimlar eheksiz qator emas, balki birhadlardan 
iborat: z3 va z~2.

Endi. tenglamani o'zgartiramiz:

u" — %u =  0. ■ i
zö

z — 0 nuqta irregulär ma,xsus nuqtaga aylandi. Yechimni yana 
Probenius metodi bo'yicha qidiramiz, birinchi bir neeha hadlarni 
yozib oiaylik:

Cqs(s +  1 )z“~2 +  Cjs(5 +  l )z Ä1 -1-----— 6c0zs~3 — 6c\ZS~ 2 -------=0 .

Aniqlovchi tenglama —6co =  0 ko'rinishni oldi, buni qabul qilib 
bo‘.lma,ydi, chunki undan co =  0 ekanligi kelib chiqadi, bu esa 
yechimning yo‘qligiga teng.

Yana bir misol ko'raylik:

n 1  , O2u +  - u ---- ~u =  0.
Z zi

Bu tenglama uchun aniqlovchi tenglama s2 =  a2, uning yechirnlari 
sifi =  ±a. Rekurrent munosabatlar yana mavjud emas:

cn [(n +  s)2 — a2] =  0.

Yechim yana faqat ikkita haddan iborat: za, z~a.
Tenglamaning maxsus nuqtasini o'zgartiramiz:

n 1 /u +  - u ---- ~u =  0.
z zA

Endi z — 0 nuqta irregulär nuqtaga aylandi. Aniqlovchi tenglama 
—a2Cß =  0 ko'rinishga ega, bu esa yana yechimni bu metod bilan
olib bo'lmasl'igini ko'rsatadi.

Tenglamani yana bir bor o'zgartiramiz:

1 a2
u" +  —t-u!  — =  0. (30)

z z
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z =  0 nuqta yana irregular nuqta, ammo vaziyat o‘zgardi:
aniqlovchi tenglama s =  0 ko'rinishga ega. Rekurrent
munosabatlar; о

n (n  — 1 ) — a 
C n + l  —  ■ -  Cn .

n +  1
Ko'rinib turibdiki, yechirn yaqinlashuvchi cheksiz qator bo'lmaydi:

n-b 00----у 00 .Gn+l n (n  — 1 ) — a2

C-n n +  1

Qatorni. qandaydir hadda bo‘lish kerak, aks holda uning ma’nosi 
yo‘q. Masalan, a2 =  2 bo'Isa qator n =  2 had bilan tugaydi: u(z) =  
l+2z+2z2 yechirn bo'lishini tekshirib chiqish qiyin emas. Umuman, 
a2 shunday son bo'lishi kerakki, n(n — 1 ) — a2 =  0 tenglamaning 
yechimi musbat butun son bo'isin. Aks holda (30)-tenglamaning 
yechimini qatorga yoyish usuli bilan topib bo'lmaydi.

Ko'rib turinibdiki, Frobenius metodi irregular nuqtalarda 
muvaffaqiyatga olib kelmasligi mumkin.

§9. Bitta regular maxsus nuqta

Hususiy hollarga o'taylik. Bitta regular maxsus nuqtaii 
tenglamaning eng umumiy ko‘rinishi:

u" +  - ^ - v !  =  0. (31)
z — a

Tenglamaning maxsus nuqtasi bitta - z =  a. z =  oo maxsus nuqta 
bo'lmasligini tekshirish qiyin emas. Yechimni standart ko'rmishda 
qidiramiz:

00

u (z )  =  Y l Cni z ~  a ) ” +S-
n= 0

Bu galda quyidagi holga kelamiz:

cn(n +  s)(n +  s +  î ) (z  — a)11 ' s =  0.

Aniqlovchi tenglama s(s +  l )  =  0. Uning ikki yechimi: Si =  0, s2 =  
—1 . si = 0  uchun

c „ n (n  +  1) = .0
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bo'lishi kerak. n — —1  bo'lishi mumkin emas, n =  0 uchun esa 
co ixtiyoriy bo‘Iib chiqadi. Demak, s i ' =  0 ga mos kelgan yechim 
ui =  A  ekan, A - ixtiyoriy konstanta.

Bu misoining umumiy nazariyaga zid bo'lgan joyi bordek 
ko'rinadi: 23-bo!yicha si —. S2 =  1 bo‘lgani uchun s2 ga mos 
keluvchi yechimni topa olmasligimiz kerak, amrao ikkala yechimni 
ham osongina topish mumkin:

u2{z) =  B +  -- - - - .
z — a

Ikkinchi yechim (§6.)-paragrafda berilgan metod bilan harn hudcli 
shunday ko‘rinishda topiladi.

Bu misoining umumiy nazariyaga zid bo'lib ko'ringanligining 
sababi haqiqatda u\ =  A  yechim yechim emasligidadir. 
Ko‘rilyapgan tenglama ikkinchi tartibii bo‘lib unga ikkita bosh- 
lang‘ich shartlar berilgan bo'ladi, u\ — A funksiya ikkita 
boshlang'ich shartni qanoatlantira olmaydi - unga bitta noma’lum 
kirgan.

Agar a nuqtani cheksizlikka ko'chirmoqchi bo'lsak: a —¥ oo, 
tenglama quyidagi ko!rinishga keladi:

u" =  0. (32)

Uning yechimi
«(C ) =  A  +  BC. (33)

Bu yechim yuqoridagi ikkinchi yechim « 2(z) ga mos keladi.

§10. Ikkita regulär maxsus nuqta

a va b nuqtalar va faqat ular regulär maxsus nuqta bo'lishi uchun 
p(z) funksiya

va (yoki) q(z) funksiya

1
r̂ J -----------------------

(z — a)2(z — b)2
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ko'rinishli hadlarga ega bo'lishi kerak. Cheksiz nuqta yangi maxsus 
nuqtaga aylanmasligi uchun (16)-dan ko'rinib turibdiki

H  (36)
kombinatsiya C — 0 nuqtada qutbga ega bo‘lmasligi kerak. Bunday 
talabga esa quyidagi funksiyagina javob beradi:

* )  <37) 

bu yerda c =  const. Huddi shunday, z =  oo nuqta yangi maxsus 
nuqtaga aylanmasligi uchun q(z) ning ham ko‘rinishi maxsus 
bo'lishi kerak:

, . const
g(Z) =  ■ (o8)

Ya’ni,

d2u 2z +  const du const __ . ,

dz2 (z — a)(z — b) dz (z — a)2(z — b)2
tenglama ikkita regular maxsus nuqtaga - a va 6 - ega bo'lgan 
tenglamaning eng umumiy ko'rinishi. Ammo bu tenglainaga 
kirgan o‘zgarmas sonlarni informativroq bo'lgan ko'rinishga keltirib 
olishimiz mumkin.

Ikkita regular maxsus nuqtali tenglamaning eng umumiy holi 
uchun quyidagi standart k o ‘rin ish  qabul qilingan:

d2u 2z +  b(X +  n — 1) — a(A +  /u 4- l )du  A/x(a — 6)2  ̂ _  

dz2 +  {z — a)(z — b) dz^ (z — a)2(z — b)2U
; (40)

Bu tasavvurning afzalligi shundakim, unda aniqlovchi 
tenglamaning ikkala yechimi yaqqol berilgan: ular A va ¡i. 
Ikkala maxsus nuqtalaij ham yaqqol berilgan - a va b. Tekshiraylik. 
z — a nuqtada:

2a +  6(A +  ¡i — 1) — o(A +  fi 4* 1) , , ,



Aniqlovchi tenglama va uning yechimlari:

s2 — s(A +  /¿) .+  A/i =  0, si =  A, ^2 == H- (42)

z  =  b nuqtada:
2b 4~ &(A -I- — 1) — a(A +  ¡jL -|~1)

— 1+A+ju, Q—2 ■— A/i.

(43)
Aniqlovchi tenglama, va uning yechimlari:

s2 +  ,s(A -+• ¡i) +  A/i =  0, Sj — A, S2 =  /i- (44) 

Olingan formulalar umumiy yechimni quyidagi ko'rinishda qidirish 
kerakligini ko'rsatadi:

ko'rinishga keltirishimiz murnkin. Yangi o'zgaruvchi tilida 45-
yechim

u(w) — wxü\ (z) +  WßÜ2 (z)
ko'rinishni oladi.

2.3-mashq. (46)-tenglamaning yechimini topib ü i(z ) va « 2(z ) funksiyalar 
o'zgarmas son ekanligini ko'rsating.

Bu mashqdan kelib chiqadiki ikkita regular maxsus nuqtali 
holda tenglamaning umumiy yechimi quyidagi sodda ko'rinishga 
ega:

Hulosa: tenglamada ikkita regular maxsus nuqta bo'lsa uning 
yechimi elementar funksiyalar orqali ifodalanadi.

2.4-mashq. Agar A =  ß bo!lsa yechirn

(45)

w =  — -  almashtirish yordamida (40)-tenglamani

A A

u(z) =  A +  B
, z -  a 
ln -— r

bo'lishini ko'rsating.



§11. Uchta regular maxsus nuqta

XJehta regular maxsus nuqtaga mos keluvchi p(z) ning eng umumiy 
ko'rinishidan. boshlaymiz:

. a ß  7 
p(z) =  — — -------r +  -

z — a z — b z — с 
Cheksiz nuqta maxsus nuqta bo‘lmasligi uchun

2 1 / Г
-TÖ.PС С

ifoda С —> 0 da analitik bo'lishi kerak. Buning uchun esa

ос +  ß  +  7  =  2 va 5 =  0 (49)

bo'lishi kerak.
Üchta regular maxsus nuqtaga mos keluvchi q(z) ning eng 

umumiy ko'rinishi

1
Q(z)

d e f
+ -------T  + (50)

{z — a)(z — b)(z — c) \z — a, ' z — b z — c/

bo‘ladi. Yozilgan ifodaning strukturasi shundayki £ =  1 fz  —> 0 
nuqtada quyidagiga egamiz: q/C? =  d +  e +  f. Shunday qilib, 
butun kompleks tekisligida faqatgina uchta a, b, с regular maxsus 
nuqtaga ega bo‘lishimiz uchun p(z) funksiya uchun (48)-ifodadagi 
parametrlar (49)-shartlarga boysunishi va q(z) uchun (50)-formani 
olishimiz yetarli va zaruriy ekan.

Uchta regular maxsus nuqtali ikkinchi tartibli differensial 
tenglamaning standart formasin i quyidagicha tanlab olishimiz 
mumkin:

и
X Á/ — 1 ¡j, -f- [i1 — 1 V ~Ь V1 — 1 -------------- 1---------- ------ 1_

+

z — a z — b

XX’(a — b)(a — c)

u’+

+  +

z — C.

— a)(b — с)
(z -  a)2(z — b)(z — c) (z — a)(z — b)2(z — с)

up ' (с — а) (с — Ъ)

+

+ {z — a)(z — b)(z — с)2 и — 0. (51)
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Bu tenglama Papperitz-Riemanrft tenglamasi deyiladi. 
Bu holda (49)-shartning biriiichisming yangi parametrlar tiiidagi 
ko'rinishi quyidagicha bo‘ladi:

A A fi fi is v =  1.

Ushbu tanlovning afzalliklari quyidagicha: yangi parametrlar 
A, A', ¡J,, (jf ya v, v '  (Sl)-tenglamaning a,b va c regular maxsus 
nuqtalaridagi aniqlobchi tenglamalarining yechimlaridir.

Masalan, z — a nuqtani olib ko'raylik. Bu nuqtada

p - i{a ) =  -A  -  A', g_2.(o) =  AA',

aniqlovchi tenglama

32 -  (A +  A')s +  AA' =  0,

uning yechimlari si =  A va s2 — A1. Demak, (51)-tenglamaning 
z =  a nuqta atrofidagi yechimi

u (z ) =  (z  -  a )x an(z -  a )n +  (z  -  a)x' bn(z -  a )n

ko!rinishda qidirilishi kerak, an va bn koeffisientlarni rekurrent 
munosabatlardan topamiz. Huddi shundek, z — bv&z =  c nuqtalar 
atrofida yechimlarning ko'rinishi quyidagicha bo(ladi:

u (z ) =  (z -  by ] T  cn(z -  by +  (z  -  by' ] T  dn(z  -  b)n,
va

u (z ) =  ( z -  cy  J 2  Zn(z -  C)n +  (z  -  c Y  Y ,  ~

Demak, tenglamani standart ko‘rinishga keltirishning o‘zi uning 
yechimlarining asosiy xarakteristikalarini aniqlashga teng ekan. 
Shu sababdan (51)-tenglamaning yechimlarini

) a b c 
A ¡j. v z 
A' ¡i' v '

simvoi orqali ifodalash qabul qilingan. Bu simvolning nomi - 
R iem ann simvoli. Ushbu simvolning ko'pgina hossalari [2j- 
kitobda berilgan.

GGeorg Friedlich Bernhard Riemann (1826 - 1866) - nemis matematigi.
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Shu hossalardan bittasini keltiraylik: 

(  а b с
4  A ¡ i
I A' //

A fj, и z  ̂ — P^ A /i V zi у (52)

Bu yerda
Az\ -f- В

kasr-ehiziqli almashtirish. Topish osonki

Dz -  В

(53)

z\
A - C z '

Shunga yarasha

D a - В  t D b - B  _ D c - i ?

a i - . A - C a ’ 1 _ A - C T > ’ С* “ Л - С с '

Bu formulalarning ma’nosi nimadan iborat? (53)-almashtirish 
kompleks tekisligidagi z nuqtani z\ nuqtaga o'tkazadi. (52)- 
tenglikdan kelib chiqadiki, bu almashtirish natijasida maxsus 
nuqtalar a\, b\, c\ ga o‘tadi va yechim ko'rsatkichlari A, ¡i, v, X1, ¡j! , 
u' lar o'zgarmaydi. Bu degani bizga a,b,c maxsus nuqtalardagi 
yechimlar berilgan bo‘lsa ularni a%,bi,ci nuqtalarga (52)-orqali 
o‘tkazishimiz mumkin,

Odatda maxsus njiqtalarni a =  0, f r = l , c  =  oo nuqtalarda 
joylashtirish qabul qilingan. Buning uchun (51)-tenglamada

z — a b — с 
w — ------ 7 , 7  =  ------

almashtirish bajáraylik. Bu almashtirish (53)-almashtirishning 
hususiy holidir. Ko'rinib turibdiki, bu holda z — a nuqta w — 0 
nuqtaga o'tadi, z =  b nuqta w — I nuqtaga o'tadi va z — с nuqta 
w =  oo nuqtaga o'tadï:

a —̂  0, : о —̂ 1 , с —У oo.

KlaSwSik matematik fizika tenglamalarida butun kompleks 
tekisligida beshtadan prtiq regular maxsus nuqtalar uchramaydi. 
To'rtta va beshta maxsus nuqtali tenglamalar g'oyatda kam 
uchraganligi uchun biz ularning nazariyasida to'xtab o'tmaymiz.
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§12. Gipergeometrik funksiya (Gauss funksiyasi)

§12.1. Tenglama va uning yechimlari

Quyidagi tenglama gipergeometrik tenglama deyiladi:

z( 1 — z)u"(z) +  (c — (a +  b +  1 )z)u'(z) — abu(z) =  0. (54) 

Agar uni

u (  c a + b + l \  ab 
u" + — 7----- -- + ------- —  v! +  —----- -ru =  0

\ z(z — 1 ) z — l  J z(z — 1 )

ko'rinishda keltirsak uning yechimini

(  0 1  oo
=  Pu — P {  0 0 a z

1 — c c — a — b bI
ko'rinishda yozib olishimiz mumkin bo‘ladi. Ushbu jadvalning 
birinchi ustunini tekshiraylik. z — 0 nuqtada p_i =  c, <?_2 =  0. 
Shunga yarasha aniqlovchi tenglama va uning yechimlari:

s2 +  s(c — 1 ) =  0 => «1 =  0, S2 — 1 — c.

Birinchi ustun tekshirildi. Ikkinehi va uchinchi ustunlar ham 
shunday tekshiriladi.

z =  0 nuqta atrofidagi yechimni topaylik. si — 0 ga mos 
keluvchi yechimdan boshlaymiz:

OO

u(z) — '^2 anzn — oo +• a\z +  a^z2 +  a%zz H---- .
n=0

Uning hosilalarinin hisoblab (54)-tenglamaga olib borib qo‘yamiz.
2 ning bir xil drajaari oldidagi koeifisientlarni tenglashtirsak 
quyidagi munosabatlarni olamiz:

1 a abca\ — abao =  0 - =?- a\ — — ao>
c

Clo>2 — (cL'~\~b~\~ 1)&1 H"2c£fc2 — d\Ojb —— 0 => &2 — 7T----------------2 c + 1
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yoki,
1  a(a +  1 )6(6 +  1 )

Shu jarayonni davom ettirib

n\
1  a(a +  1 ) ■ • • (a +  n — 1  )b(b +  1 ) • • • (b +  n — 1 ) 
n\ c(c +  1 ) • • • (c +  n — 1 )

ekenligini topamiz. Tenglamamiz chiziqi bo'lgani uchun ao =  1 deb 
olaylik, bu holda yning yechimi

ga keltiriiadi, bu yerda

(55)-qator gipergeometrik qator  yoki funksiya deyiladi.
(54)-tengIamaning z — 0 nuqtaga eng yaqin maxsus nuqtasi z — 1 
bo'lgani uchun bu qatorning yaqinlashuv sohasi \z\ <  1  bo'ladi. 
Ko'pincha biz aniqlagan gipergeometrik funksiya

ko'rinishda belgilanadi, bu beigilash (55)-qator suratida ikkita 
parametr: a va b, maxrajida esa bitta. с parametr borligini bildiradi. 
Umumiashgan gipergeometrik qatorlar ham bor, ularning suratida 
va maxrajida bir-nechadan parametrlar bo'lishi mumkin.

z — 0 nuqtadagi ikkinchi yechimga o'taylik. Uning ko'rinishi

bo'iishi kerak, bu yerdagi f (z )  funksiya z =  .0 nuqtada analitik 
bo'igan funksiyadir. Agar (56)-ni (54)-tenglamaga olib borib 
qo'ysak f ( z ) uchun quyidagi tengiamani olamiz:

(55)

2Fi(a. b: c; z

u2 =  z1 ° f (z ) (56)

z( 1 — z ) f "  +  (2 — с — z(a +  b +  3 — 2 c ) ) f '+
+  (c (l -  с) -  (a -  с +  1)(6 -  с +  1 ))/  =  0.
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Ko'rinib turibdiki,

f  -  2F l(6 -  c +  1 , a -  c +  1 ; 2 -  c; z).

Shu bilan biz (54)-tenglamaning z =  0 nuqta atrofidagi umumiy 
yechimini topdik:

u(z) =  A ‘2Fi(a , b\ c; z ) +  B z l~ciF i(b  -  c +  1 , a -  c +  1; 2 -  c; z). 

§12.2. Integra! tasawur

Gipergeometrik funksiya uchun intégrai tasawurlar juda ko‘p [5j. 
Ularning ichida eng ko‘p ishlatiladigani quyidagisi:

2.5-mashq. (1 -  tz ) a funksiyani qatorga yoyib shu integral tasavvurdan 
(55)-qatorxii keltirib chiqaring.

§12.3. Hususiy hollar 

Quyidagilarni isbot qiiing:

o

1. (1 -4- z)n =  2F i{ -n ,  b; b; -z ) .

2. ln(l +  z) =  z 2Fi(1, 1;2; -z ) .

6. arctan ̂  =  z o Fi ( -, 1 ; — z2
\ 2  ’ 2 ’

7. 2Ft{a, 6; c; z) =  2Fi{b, a; c; z).
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—  2Fi(a, b; с; z) =  у —  2^ ( а  +  n, ft +  n; с +  щ z). 
azn (c)n

9.

, , ч Г(с)Г(с — a — b)
2FÁa,b]C] 1 ) -  Г (с _ а)Г (с _ Ь) ’

сф  О,- 1 , - 2 , . . . ,  R e c >  Re(a 4- b).

10.

F(1 +  a — b)T J

2^ ’ M + a - b; _ 1 ) = r “ r ( 1 - b + ¡ ) r ( i ^ ) ’

Re(l +  a — b) 0, —1, —2,----

1L 1  , . Г(Ь)Г(1)
2F l (« , l - a ; f t ; - )  =

12.
< ez =  l im 2F 1( l ,ß ; l ;z/ß ).

/3-И50

13.
CLZ

2Fi(a, 6 -+-1 ; с; z) — 2-Fi(a, í>; c; z) =  —  2-Fi(a + 1 ,6+  l ; c + l ; z ) .

14. ■ z '■
2-Fi(ö, ft¡ c; z) =  (1 — z) 2-Pi(a, с — 6, с, — —y).

15. Awalgi munosabatni ikki marta qo‘llab va а 44 b 
almashtirishdan fóydalanib:

2Fi(a,b-,c-,z) =  { l - z ) c~a~b2F i { c -a , c -b ]C ]z ) .
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Misollarning ikkitasini yechaylik.
1 .

r (—n +  k) (—z)k 
2Fxi-n, ; 6; - z )  =  g  p (_ re) =

=  1  +  H z !1 ± 3 ) ( - z) +  £ H l ± 3 ) £ !  +  ...
. r (—n) 1 ' ■ r (—n) 2!

Bu yerda

P (—n 4- l )/ r (—n) =  — n, chunki r (—n +  1 ) =  — nF(—n),

F(—n 4- 2 ) / F (—n) =  n(n—1 ), chunki F (—n+2) =  n(n—l ) r ( —n)

va h.k. Bu qator k — n hadda uziladi, chunki k =  n 4- 1 uchun 
r ( —n +  n +  1 )/P(—n) — 0 bo'ladi, k undan katta bo‘lsa ham 
F(—n 4- k)/F(—n) nisbat yana nolga teng bo'ladi. Demak,

2f , ( - n , 6; 6;- z ) = ^ - T ^ ----- =
fc=0 v ’

=  1 4- nz 4- -n (n  — 1 )z2 4------ 1- zn — (1 4- z)n.

2 . 

n / , \ (-■g)" =  1  / sn+l
¿2* 1 ( 1 , 1 ,2, z) z Y  ^  n! Z ^ n +  1( z )

n=0  v n = 0

— z -  l-z2 4- ~zs ----- =  ln(l 4- z).
/i o

§12.4. Legendre funksiyalari

Umumlashgan Legendre tenglamasini yozaylik:

(1 — z2)u" — 2zv! 4- (v(v 4-1) -• jU2( 1 — z2)-1) «  =  0.

Agar v — n butun son bo'lsa bu tengiamaning ■ yechimi 
umumlashgan Legendre polinomlarini beradi. Ushbu tenglamada

u — (z2 — 1  y^2v, z ~ \  — 2£
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almashtirishiarni bajarsak

£(1 — Ç)v" 4- (¡x +  1)(1 — 2£)v' +  (и — ц){у +  ц -f l )v  =  О

tenglamani olamiz. Bu esa a — fj, — г/, b == fi +  и +  1, с =  ¿* -Ь 1. 
parametrlik Gauss tenglamasidir. Natijada

-  Г(гЬ) ( Й ) ^  + М - к  i - 1)
munosabatga kelamiz. ;

§13. Irregular maxsus nuqta

и" — k2u =  0 (53)

tenglamaning bitta maxsus nuqtasi bor - z =  oo. U ham bo'lsa 
irregular nuqta. Buni quyidagicha ko'rishimiz mumkin: z =  l/£ 
almashtirish bajaramiz va natijada

d2«  2 du k2

d ë  +  c d c ~ ë u==
tenglamani olamiz. Ko‘rinib turibdiki, (  =  0 (z — oo) nuqta 
irregular maxsus nuqta.

1
(58)-tenglamada jz = -------  almashtirish bajarib maxsus

w — a
nuqtani w =  a nuqtaga ko'chiramiz:

d2u 2 du к2 л . .
3 2 + ......... л------7--------- =  °- (59)dw¿ w — adw (w — ар

Bu tenglamaning yechimini (58)-tenglamaning yechimidan os- 
ongina topamiz:

к к

и —

Mana shu yechimda

Aew - a  +  Be w -  а . (gO)

i irregular maxsus nuqtaning talqinini 
olishimiz mumkin: tenglamaning irregular maxsus nuq- 
tasiga yechimning rnuxim maxsus nuqtasi t o ‘g ‘r i  
keladi.



Irregulär maxsus nuqtaga yana bir tomondan qarash mumkin. 
Ikkita regular maxsus nuqtali 40-tenglamada maxsus nuqtalarni 
ustma-ust .tushuramiz: b — a 4- e, £ -4  0. Undan tashqari Л =  
~/i — к/e deb olish kerak. Bu holda 40-tenglama 59-tenglamaga 
o'tadi. Demak, ikkita regular maxsus nuqtalarning  
qoeshilishida hosil bo4gan maxsus nuqta irregular  
ЬоЧаг ekan.

Bu natijani yechimlar ustidagi amallar bilan ham tasdiqlash 
mumkin.

Ikkita regular maxsus nuqtali tenglamaning yechimi (47)- 
ko'rinishda bo‘lishini ko'rsatgan edik:

Ikkita maxsus nuqtalarni birlashtirish uchun yuqorida ko‘rsatilgan 
b =  а +  e, Л =  — ¡j, — k/e, £ - 4 0  almashtirishlar bajarish kerak. 
Bunda quyidagini olamiz:

§14. Aynigan gipergeometrik funksiya 

§14.1. Tenglama va uning yechimiari

Gaussning (54)-tenglamasida z -4 z/b almashtirish bajarib 6 -4  oo 
limitga o'tsak

tenglamani olamiz. Bu tenglamaning nomi aynigan g iper­
geometrik tenglama, yoki, K u m m e r  tenglamasi. ' Bu
tenglamaning ikkita maxsus nuqtasi bor - z — 0 regular maxsus 
nuqta va z — oo - irregular maxsus nuqta. Uning yechimini

(e i)

и =  А
—k/e

к к

zu" 4- (с — z)u' — au =  0 (62)
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qator sifatida qidirib topishimiz mumkin, ammo osonrog'i (55)- 
gipergeometrik qatordan z -> z/b, b oo almashtirish bajarib 
keltirib chiqarishimiz mumkin:

Funksiyaning indekslari tushunarlidir - qatorning surati va 
maxrajida bittadan parametr bor. Bu qatorning yaqinlashuv 
sohasi \z\ <  oo, qatorimiz kompleksn tekisiigining chekli qismida 
yaqinlashuvchidir. Topilgan funksiya aynigan gipergeometrik 
funksiya, yoki, K u m m e r  funksiyasi7 deyiladi. Ko'pincha 
Kummer funksiyasi o'zining maxsus belgisi orqali belgilanadi:

Gipergeometrik tenglamada uchta regulär maxsus nuqta bor edi - 
0,l,oo. Bajarilgan z —»■ z/b, b —> oo almashtirish orqali ikkita 
regulär maxsus nuqtalar z — 1  va z — oo ni birlashtirdik., buning 
natijasida z =  oo nuqta irregulär nuqtaga aylandi, z — 0 nuqta 
regulär nuqtaligicha qoldi. z — 0 ning regulär maxsus nuqtaligi 
(62)-tenglamadan ochiq-oydin ko!rinib turibdi. (62)-tenglamada
2 =  l/c almashtirish bajarib

tenglamani olamiz. Bu tenglamadan yaqqol ko'rinib turibdiki, (  =  
0(z =  oo) nuqta irregulär nuqtadir.

z =  0 nuqta atrofidagi yechimni topaylik. Bu nuqtada 
aniqlovchi tenglama

uning yechimlari S] =  0, =  1 — c. Gipergeometrik tenglamaning 
yechimini topganimizdagi uslubni yana bir qo'llasak

iFi(a; c; z) — 1  +  - z  +
o a(a +  l ) z 2 a(a +  l)(a  +  2) z6 
cZ +  c(c +  1) 2! +  c(c +  1 )(c +  2) 3! +

1 * 1  (o; c; z) =  $(a;c; z).

s2 +  s(c — 1 ) =  0,

u(z) — A$(a; c; z) +  Bz1 c$(a — c +  1 ; 2 — c; z
formulani olamiz.

7Ernst Kummer (1810 - 1803) - nemis matematigi.



§14.2. Integral tasawur

Huddi gipergeometrik funksiyaga o'xshash aynigan gipergeometrik 
funksiya uchun ham integral tasavvurlar juda ko‘p [5]. Ularning 
ichida eng keng ishlatiladigani

c—a— 1
1

0
2 .6-mashq. Integral ostida ezt ni qatorga yoyib (63)-qatorni keltirib 

ehiqaring.
2.7-mashq. Quyidagini isbot qiling:

c; z) =  +  n; c +  n; z).

2.8-mashq. Quyidagini isbot qiling: <J>(a;c; z) =  e*$(c -  a ;c ;- z ) .
2.9-mashq. Quyidagini isbot qiling: ez =  $(a; a; z).

§14.3. Bessel funksiyalari

Bessel tenglamasini eslaylik (uni kompleks tekislikda yozib olaylik):

z2u" +  zu' +  (z2 — u2)u — 0.

Bu tenglamaning ikkita maxsus nuqtasi bor: z — 0 - regular nuqta 
va z =  oo - irregular nuqta. Demak, ushbu tenglama aynigan 
gipergeometrik tenglamaning hususiy holi ekan. Darhaqiqat, 
Kummer tenglamasida

u(z) — z~°/2ezt2w(z), a ~ \  — k +  fi, c =  1  -f 2/i
z

almashtirishlarni bajarsak quyidagi Whittaker tenglamasini 
olamiz:

cßw f l  k 4 — P \ „
+  - -  +  -  +  i —7r- )w  =  0.

dz2 ' \ 4 ' z ' z2 
Yana bir almashtirish bajarsak:

w(z) = ~7=y(z)
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quyidagi tenglamani olamiz:

z 2y "  -  zy ' +  +  (1 -  у,2) ' j  у =  0.

Bessel funksiyasining normasini hisobga olib natija

M z )  =  i > T î j  ©  ' е~“ Ф G  +  1 +  2 l/ ;2 iz )

ko'rinishga keltiriHshi mumkin.
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III-BOB. 

ASIMPTOTIK METODLAR

§1. Asimptotik qator tushunchasi

Ba’zi-bir hollarda biror funksiyani o'rganayotganimizda uning aniq 
ko'rinishmi taqribiy ko'rinishi bilan almashtirishga to‘g‘ri keladi. 
Birdan-bir talab - mana shu taqribiy ifoda funksiyamizning asosiy 
bossalarini ma’lurn bir sohada yaxshi akslantirsin. Hususan, 
f (z )  funksiyaning o'rniga uning katta argumentlarida quyidagi 
ko'rinishdagi

. ci . c2 . , cn /1 ^
cq H------i— o “1------ b ----  ” )z z¿ zn

qatorni olish maqsadga muvofiq bo'lishi mumkin. Bu qatorning 
hususiy yig'indisi uchun

lim zn <¡ f (z )  -  ¿  3 }  =  lim { f ( z) ~  — * 0 (2)
Z~*OQ Z —'  Z K I ¿->00i k=O )

ga ega bo‘lsak u f (z )  funksiyani uning katta argumentida yaxshi 
yaqinlashtirgan bo'ladi. ( 1 )-qator yaqinlashuvchi bo'lishi shart 
emas, u faqat f (z )  funksiyaning z ning katta qiymatlaridagi asosiy 
bossalarini aks ettirishi kerak. (2)-shartga bo'ysungan (l)-qator 
f (z )  funksiyasining asimptotik yoyilmasi deyiladi. Ushbu ta'rif 
quyidagicha belgilanadi:

/ W ~  c  +  í l  +  ^  +  -.. +  ^  +  -.- (3)
z z¿ zn

Har bir funksiyaning asimptotik qatori (agar u mavjud bo'lsa) 
yagonadir. Rostdan ham, quyidagi formulalardan ko'rish 
mumkinki, (l)-qatordagi liar bir koeffisient f (z )  funksiya orqali 
yagona ma’noda aniqlanadi:

c0 =  lim f (z ) ,  ci =  lim. z { f (z )  -  c0}, • - • ,
2—» oo z—>oo

Cn =  lim zn{ f ( z ) -  sn}.
z—>oo
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Lekin bitta asimptotik qator bir necha funksiyaning asimptotik 
yoyilmasi bo'lishi mumkin. Masalan, e~z va 0 funksiyalarning 
asimptotik qatorlari bir xildir, chunki lim zne~z -> 0. .

z—> oo
Asimptotik qatorlarni qo‘shish va ko‘paytirish mumkin: agar

va 9 ( z ) ~ i t ^ k 
k=о z ь =о 2

bo‘lsa

t \ V ' '  °k dk p/ \ / \ v-л Cod№ +  c\dn-\ 4-----+c»^o
/ (* )+ ? (* ) -  Y  Zk 5 ~  --------— jfc--------------

k—0 Z fc=0 2

boMadi. Asimptotik qatorni hadlab integrallash mumkin (agar (3)- 
qator c i jz 1 had bilan boshlangan bo'lsa):

y
/  dzf(z) ~  g  p r f p P T '

Ammo asimptotik qatorni hadlab differensiallash mumkin emas. 
Masalan, / (x ) — e^s in e 1  funksiyani olaylik. Ko'rinib turibdiki, 
f (x )  ~  0. Ammo /'(æ) =  —e“ 1  sin eæ-|-cos eT funksiya heeh qanday 
limitga ega ema,s (x -> oo da).

Ushbu bob asosan qandaydir integral, orqali berilgan 
funksiyalarning asimptotik qatorlarini topishga bag'ishlangan.

§2 . 0 (e) va o(e) belgilar haqida

Agar shunday A  son topilib

lim —i—г — А, 0 <  |А| <  оо 
е->о 5 (е)

bo‘lsa, unda
/ (г) =  Ö (p (e ))



deb yoziladi. Masalan, 

eose -— >-0 ( 1 ), sine----> 0 (e),6—»0 £—}Q
e 3/2.

cose — 1 ----> 0 (e2), ----------> 0 (e^2).
eh-o sme e-+o

f(s')
Agar .lim -| -y == 0 bo'lsa f (e ) — o(g(e)) deb belgilanadi. 

Masalan,
sme *• o (l), s in e---- »o (e x/2).

e-»0 e->0

§3. Bcrlaklab integrallash metodi

Bu metodni misollarda o'rganish maqsadga muvofiqdir.
3.1-misol. Quyidagi integral orqali aniqlangan funksiyani olaylik:

OO

f  ex~l
f(x) = j  - J -dt (4)

X

Integral aniq hisoblanmaydi. Ammo uning x katta bo‘lgandagi qiymatini 
l/x  bo'yicha qator sifatida topishiiniz mumkin. Buning uchun shu integralni 
bo‘laklab integrallaymiz:

1 , dt . , _ t 
u — au — — r, dv =  e dt, v =  — e . 

t t*
Natijada

f(x) = :

00 oo
,x—t

oc °0 \
■ p * - t  1

~Wdt

(5)

qatorni olamiz. Bu qator a: katta bo'lganida (4)-integral orqali aniqlangan /(x) 
funksiya uchun asimptotik qator rolini o‘ynaydi. Qator yaqinlashuvchi emas, 
buni n-hadning suratida ( n - 1 )! borligidan tushunishimiz mumkin: qoldiq liad
uchun . ..oo oo

aX - t   ̂ ^ f  g x -t  "  n \



3.6-misol.

pxh(t)

6

I ( x )  =  J  d tf(t)e

a

x  katta, h (t) va f ( t )  funksiyalar a <  t <  b sohada differensiallanuvchi 
funksiyalar deb hisoblaymiz. Undan tashqari, [a,6] intervalda h!(t) =£ 0 
bo‘lsin. Integralni katta x  larda baholash uchun uni quyidagicha boiaklab 
integrallaymiz:

" = w r
Natijada

I(x) — - ( I^ -e xĥ  -  _  I  /díelhW ( UÉ.\ fg)
W  x\h > (b )e h'(a) J x j dte { h '( t )J  (8}

a

formulani olamiz. Ikkinchi integralni boiaklab integrallasak u 1/x2 ga 
proporcional boMib chiqadi, shartimiz bo'yicha [a, 6] intervalda h '(t) ^  0 edi, 
bular hulosa shuki,

[ ) x \h'(b) h '(a) )■

Agarda h(a) >  h(b) bo'lsa

h(a ) <  h(b) holda esa

f(h\exh(b)

bo'“ ’

xh![a)

3.7-misoL Quyidagi integralning asimptotikasini toping ([7]):

a

F {\ ) =  j é 1- 1 ^í +  iV á t .  
o

Ba’zi-bir hollarda bu integral etalon integral deyiladi.
1. a +  ß <  0 boisin. Bu holda



F\ ni topish qiyin emas:

00 a  ° °

Fl =  J tV -1 ( t  +  ^  dt =  \ -a~p j  t0- 1 (t +  I f  dt =  \ -a~0B (p , - a  -  /?).

0 0
Fa ning ostidagi ftmksiyani 1/A bo‘yicha qatorga yoyamiz:

°S . 0 0  00 na+P-k
í í = < * - * * - * = - E

a fc=0 k=0
Natija:

? / 1 \ “ 00
F (A ,a ,/?) =  j  tP~l ( t  +  i  dt =  A -“^ B (/3 , - * - / ? ) + £ O  

o ¿=0
2. a +  ,5 >  0 boisin. Bu holda F (X ,a , (3) ni e =  1/A bo'yicha iV =  

[a +  /3] +  1 ([a] belgi a sonining eng katta butun qismini bildiradi) marta 
diiierensiallasak avvalgi holga kelamiz:

/ j \n
( ~  \ F ( A, a , P)  =  a(a  -  1) ■ ■ ■ (a -  N  +  1)F(A, a - N , p ) .

Buni A7 marta integrallasak asosiy asimptotika udrnn 

F(X , a, /3) ~  constA~"+/i

nadni olamiz.

§4. Laplace metodi

Matematik fizikada ko'pgina hollarda

6

F (A) -  J  dtip{t)ex№  (9)

a

ko'rinishdagi integrallarning asimptotikasini hisoblashga to‘g‘ri 
keladi. Asosiy g'oya: Agar f ( t ) funksiya [a, b] intervalda 
bitta keskin m,aksimum,ga ega bo‘Isa A ning katta qiymatlarida 
integralga asosiy hissani mana shu, keskin maksimumning airofi 
qo‘shadi. Agar keskin maksimumlar bir-nechta bo‘lsa ularning
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ga keltirildi. gA|/;//(a)|(i -  a)3 =  r  almashtirish bajarib bu 
integralni osongina hisoblaymiz:

K ey in g i hadlarn i hisoblash

f ( t )  funksiyasining bir-necha xil o‘zini tutishi uchun integral 
asimptotikasining asosiy hadlarini topdik. Keyingi hadlarni 
topishni bitta misolda ko!rsataylik. Formulalarni ortiqcha 
harflardan ozod qilish maqsadida 9-da integrating quyi chegarasini 
0 deb olaylik. (p(t) funksiya uchun t =  0 nuqta atrofida

yoyilma o‘rinli bo'lsin. f ( t )  funksiya esa t — 0 nuqta atrofida 
f ( t )  =  —kta ko'rinishga ega bo'lsin. ß >  —1  va a. >  0 bo‘lishi 
kerak. Bu holda

Avvalgi misollar bu umumiy formulaning hususiy hollari sifatida 
kelib chiqadi. n — 0 had asosiy had bo'ladi, n =  1 ,2 ,... hadlar shu 
asosiy hadga tuzatmalar bo'ladi.

CO

b

integralda Akta =  r  almashtirish bajararniz:

П+0+t 1
атт a

OO j



3.8-misol.
10 , 10 

-Ai
F(X) =  j  ~ ~ d t  = J dte-x\ 1 -  Í + 12 - t3 + • • • )

10/

1/

о 0

10/A
t t2 t3 \ 1 1 , 2 !

о
3.9-misol.

1 1/A
J e~Xt ln (l 4- i)dt J  ^  ■*" ~  д2 '

i.IO-misol.
1 l/A

J  e~M ln(2 +  t)dt — ~ j  die-t In

§4.2. /(i) ning maksimumi intervalning ichida:
/'(¿o) =  0, /"(io) ф 0, i0 € [a, b]

Asosiy had

f ( t )  funksiya to € [a, b] nuqtada o'zining maksimumiga ega bo'lsin:

fit) = /(ío)+^/w(ío)(t-ío)a+- • • , /"(to) < 0, /(*o) > /(*)-

Asimptotikaning asosiy hadini topaylik:

6 ь

F (A ) =  J  (% (f )e A/(í) ~  eA/(¿o) /  dtip{t)e^Xf"{to){t *o)2
a

oo

—00
(10)

integral chegaralarini cheksizliklarga almashtirish yuqori tartibli
hadlargagina ta'sir qiladi ([6], 5-bob, §3).



3.11-misol. Mavhum argumentli nolinchi tartibli Bessel funksiyasi I q(x ) 
ning x  katta boigandagi asimptotikasini toping:

2tt

o .
Eksponentadagi funksiya f (0 )  — sin# o'zining o'zgarishi sohasida 90 — tt/2 
nuqtada maksimumga erishadi:

Umumiy holda. a <  to <  b nuqtada maksimumga ega bo'lgan 
funksiya uchun

/ ( i )  — f i t  o) +  a2 it — io)2 +  a$(t — to)3 "1----- +  an(t — t0) n 4-------

deb olaylik, bunda an =  f^(to)/n\, a? <  0. Integral ostida 
yangi o'zgaruvchini quyidagieha kiritamiz: —r 2 =  f ( t )  — /(to). 
Boshqacha so‘z bilan aytganda

t  — it to)y/-a2 -  a3(i - t 0) ---------an(t -  t0)” ” 2 ------- (1 1 )

Ushbu formulaning teskarisini topib uni t — ip(r) deb belgilaymiz.

formulaga kelamiz. Bu yerda a' >  0 va V >  0 boiadi, ularning 
aniq ta‘riflarini 11-dan topish mumkin. Katta A uchun olingan 
integralga integral ostidagi funksiyaning nol nuqta atrofi asosiy 
hissa qo'shadi.

Asosiy asimptotika:

00

—oo

U m um iy form ula

Bunda

=  Y ° nTn
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yoyilmani yuqoridagi integralga qo'yamiz va integralni ikki qismga 
bo'lamiz:

b' b' 0 a 0

h-a' 0 —a' 0 —с

 ̂+  J  (kerakli yaqinlashuvda) ~  J  + J  >
o!

Natijadá 

6'

- a '
a

= J  -  1Р (Ф {-гг))ф,{-т))

ire -Лт2

dre- Ar2

oo A“2
2E

n=0 Q n=0 £
dxxn- i/2e~x

formulaga kelamiz. Katta A uchun yuqori chegarani oo ga 
almashtirish quyidagini beradi:

(12)

n=0
I3u yerda quyidagi formula ishlatildi

\/7r(2n)!
OO

4„ „ ,  .

о

Agar c0 =  (р(Ьо)ф'(to) =  ~ È =  ekanligini hisobga olsak (12)-dan
V ~~a2

asosiy had sifatida ( 10 )-ni olamiz.
3.12-misol, Gamma-funksiyaning asimptotikasi:

ОС

Г (Л+1  ) = I
о

dttxe *.
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Integral ostini qulay koiinishga keltiraylik:
• OO oo oo

r (A  +  1 ) =  Aa+1 J  dt txe~xt =  XA+l J  e -M+Mntdt =  AA+1e” A j
o o b

Yuqoridagi formulalar bilan solishtirsak

V’ (i) =  l, /(¿) ==—(# — 1 — ln£), / '(i) =  - l  +  j .

Integral ostidagi eksponenta t =  1 nuqtada o'zining maksimumiga erishar ekan:

m  ~ /(1) + i/"(l)(t -  l)2 + ■ • • = -\{t - i)2 + ■ - • :
|A(t  —. I )2 =  r 2 almashtirish bajaramiz:

j--  'A' ^

F(A +  1) ~  AA+1e“- y  | J  dre~T2 =  V ^ A  Q
— OO

Bu formulaning nomi - Stirling formulasi.
3.13-misol. Quyidagi nostandart integralning asimptotikasini toping:

1
F(A) = / d i e  i - a

A(£ • • a

Ko'rib chiqilgan usulni qo'llab bo'lmaydi. Quyidagicha yo‘l tutamiz.

4 (,) =  -  j i -  -  A|(( -  « ) » ,  ^  -  0 .  -  2A(i„ -  a).

Bu hisob asosida t — a +  A“ li/3s almashtirish bajaramiz. Unda

h(t, A) =  - A 1/3 0  +  s2 j

va
A1/3 (6—a)

1 /*
A1/3

b
F (A ) =  f  dse-xl/3(s~1+s2)

bo'ladi. Y  yog'iga standart metodga o'tish mumkin. Integral ostidagi 
eksponentadagi funksiya sq =  2"“1/3 nuqtada minimumga (eksponenta esa 
maksimumga) erishadi, jagar AJ/3(6 -  a) > 2“1/3 bo‘lsa eksponentadagi 
funksiyani so =  2-1 /3 nuqta atrofida qatorga yoyamiz:



OO
F ( X ) ~  ^ Tse ~ ^ 1/3 I  e ^ - \ i s  =  ( g - ) 1/2 e- 3(A/4)^^

—OO

3,14-misol. Quyidagi nostandart integralning asimptotikasini toping:

OO

F ( x )  — I  exp  ̂-----xt^ dt, 0 <  a <  1.

o

t — almashtirish bajaramiz:

OO

F (x )  =  I  exp -i) dt.

o

r a/a -- r  funksiyaning maksimumi To =  1 nuqtada, shu nuqta atrofida ikkinchi 
tartibli hadlargacha aniqlikda qatorga yoyamiz:

OO

F( x )  =  exp — —xâ a~i ' ĵ j~ exp ^—j ( l  ~  a)xâ a~l\ r  — l ) 2̂  ~

N atija:

____ r (2 -a )/2 (o -l) /1___£Lo/(o-l)
2(1 — a) P V a

3.15-misol.

£ 1 00 
f  tae~Lftdt — f  dzzae~1/(Xi:'>xa+1 =  x‘*+1 f  d(C~a~2e~^x =  
o b i

OO
=  J1 -(- u)~a~2e~u/x ~  %a^ e ~ ^ x.

o
3.16-misol,

00 00  - A

/  erXx\ 5!2 ln(l +  s)<fa; =  e~A / ”  e~A(«2+2“)(l +  u)5/2 ln(2 +  u) ~
J J o 2a

3.17-misoL
oo oo

j  dxe'~Xx2 ln (l +  x2) ~  j~ dxe~Xx'x 2 =
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3.18-misol.

1

J  dt exp j  + 1 +  Xj t 1

o
3.19-misol.

A A A2/2

J  taei2̂ dt — J ta- 1et^ 2d(t2/ 2 )=  J (2z)(“~1)/2 ezdz ~  X ^ e ^ 2.

o o
3.20-misol.

00 00 

f  e~xdx _  1 fJ X +  x +  x\/X X J

e~xdx 1 1
+ ■

A +  x  +  xVX  X J l  -f. x/X +  x/\/X X A3/2 
o o ' ' .

3.21-misol.
OO OO OO OO

J t J t +  x x J l .+  t/x £n+1 j

f  tn cos idi =  | /  in (etf +  e lt) =  5 [¿"+1 +  (—i)n+1] n! =0 0
0, n =  2fc;
( ~ l ) k+1(2k + 1)!, n =  2k +  l.

rcos(t-x) “ (-!)*+ ! 1 3! 5!
J  -  2_, ~^kW \2k +  1) ! -  —  -  —  +  —  +

^+1
„21

n—0

§5. Davon oshish metodi

Davon oshish metodi quyidagi ko'rinishdagi integrallarning asimp- 
totikasini topishda ishlatiladi:

F (A) -  J  dz<p(z)eXfV ,  (13)

c
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bu yerda f (z )  va (p(z) funksiyalar integrallash sohasida analitik 
bo'lgan funksiyalar, C  - integrallash konturi, A - katta parametr. 
Kontur C  ning boshi va ohirini a va 6 deb belgilaylik.

■ Metodning asosiy g‘oyasi quyidagicha. . Gauchy teoremasi 
bo'yicha integral ostidagi funksiya analitik bo'lgan sohada konturni 
hohlaganeha deforma,tsiyalashimiz murnkin - integralning qiymati 
bunda o'zgarmaydi. Shundan foydalanib konturni shunday 
deformatsiyalaylikki, natijada. tanlab olingan yangi kontur bo'yidia 
harakat qilganimizda f ( z )  funksiyasining maksimumi shu konturda 
yotgan bo‘lib chiqsin. Bu esa bizga darrov Laplace metodini 
ko‘llashga imkon beradi.

Ammo bitta narsaga ahamiyat beraylik - f ( z )  funksiya analitik 
boigani uchun u hech qanday sohada o'zining maksimumi yoki 
minimumiga erishishi mumkin emas (berk sohaning chegarasidan 
tashqari). Buni quyidagicha isbot qilishimiz mumkin. f { z ) ni 
haqiqiy va mavhum qismlarga ajrataylik:

f ( z )  = u ( x , y ) + i v ( x í y). (14)

f (z )  ning analitikligi uning haqiqiy va mavhum qismlari Cauchy- 
Riemann shartlariga bo'ysunishini bildiradi: 

du dv du dv 

dx dy ’ dy dx

Bu esa o‘z navbatida u va v funksiyalarning garmonikligini 
bildiradi: „ „

d2u d2u __ d2v d¿v __

dx2 dy2 ’ dx2 ^ dy2 
Ghirgi qatordagi formulalarni avvalgi qatordagilardan keltirib 
chiqarish oson.

Biror bir zq nuqtada f ( z 0) — 0 bo'lsin. Analitik funksiyaning 
hosilasini ixtiyoriy yo‘nalish bo‘yicha hisoblasak bir xil natijaga 
kelishimiz kerak. Masalan, uning i  va y bo‘yicha hosilalari 
bir biriga teng (Gauchy-Riemann shartlarining ma’nosi shun da). 
Demak, bir paytning o'zida

/ '(*.) =  ¿ / W  I . - ,  =  ( ¿ « f e  V) + » ¿ » ( * ,  s>) = 0
(17)
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va

/'(*>) -  | / ( 2 ) U ,0 =  (J^u (x ,y ) + i -~ v (x ,y f j  ̂  =  0

^ ° ’^ °  (18)
bo'lishi kerak. Bu esa shu munosabatlarga kirgan hamma to'rtala 
hususiy hosilalarning nolga tengligini bildiradi:

d d . d d
q^ v\x 0) Vo) =  f y u yx ° ’ y°) =  y°) =  (*°> w  =  °-y x y ^

u funksiya Xo, yo nuqtada maksimumga ega bo'lishi uchun
ß2

^ 5  u(x0> y0) <  0 

bo'lishi kerak, ammo (16)-formuladan ko'rinib turibdiki, bu holda

0 2
- - 2 u(x0,y0) > 0

bo‘ladi. Demak, zq nuqtada biz x yo'nalishida maksimumga ega 
bo'lsak y yo'nalishida minimumga egamiz va teskarisi (u uchun 
ham, v uchun ham). Bulardan shunday hulosaga kelamiz: f'(zo) =
0 bo'lgan zo nuqta f (z )  funksiya uchun egar nuqta  boiadi - bu 
vaziyat (Ill.l)-rasmda ju(x,y) funksiya uchun ko'rsatilgan. Ushbu 
rasmda, Cauchy-Riemajnn shartlaridan kelib chiqadigan yana bir 
munosabat hisobga oiingan:

„  „  du dv du dv , .
S7u ■ Vv  =  — — ■ +  —~—  =  0. (20

dx dx dy dy

Bu shuni bildiradiki, u — const va v =  const ekvipotensial chiz- 
iqlar (x , y) tekisligining har bir nuqtasida bir-biriga perpendikulär 
bo‘lgan egri chiziqlar sistemasini tashkil qiladi. Ya’ni, v — const 
chizig'ning ustida harakat qilganimizda u funksiyaning eng tez 
o'zgarishi yo'nalishida harakat qilgan bo‘iamiz va teskarisi - u — 
const chiziqning ustida harakat qilganimizda v funksiyaning eng 
tez o'zgarishi yo'nalishiida harakat qilgan bo'lamiz.

Bularni aniqlab davon oshish usulining asosiy g'oyasiga 
qaytaylik. Integrallash konturini shunday deformatsiyalaylikki
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Ill.l-rasm: Egar nuqta

® yangi kontur zq nuqtadan o'tsin;

® yangi kontur bo'yicha harakat qilganimizda zq nuqtada u 
funksiya o‘zining maksimumiga erishsin;

• zq nuqtaning yetarlicha yaqin atrofida bu konturning ustida 
v =  const bo'lsin.

Bunday tanlab oiingan egri chiziq eng tez tushish chizig‘i 
deyiladi, unga (Ill.l)-rasmda ab kontur mos keladi. Shu sababdan 
davon oshish metodi ko‘ pincha eng tez tushish metodi ham 
deyiladi1.

Integralga qaytib kelib uni

(A) =  j  dzv(z)exM  ~  J  cp(z(t))eXû z ' ( t )d t  (2 1 )

ko'rinishda yozib olamiz. Bu yerda C - yangi kontur, z(t) ■■ 
mana shu yangi konturning parametrik tenglamasi. Integrallash 
chegaralari sifatida a va b larni belgiladik, Laplace usulining asosiy

1Inglizchasi the method of steepest descent
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g'oyasi bo'yicha bu chegaraviv nuqtaiarning katta ahamiyati yo;q
- A katta bo'lganida integrating asimptotikasiga asosiy hissani zq 
nuqtaning atrofi qo'shadi. Avvalgi paragraflardan ma’ium bo‘igan 
texnikani qodlashni yengiliashtirisli uchun u(x, y) =  u(z(t)) — f ( t )  
va <p(z(t))z'(t) — (p(t) belgiiashlar kiritamiz (esdan chiqarmaylik, 
integrallash jarayoni z(t) konturning ustida ketayapti). Natijada 
quyidagini olamiz:

zq =  z(to) nuqtada f i t )  maksimumga ega: /'(to) =  0, /"(to) <
0. Asosiy asimptotikani topish uchun / ning Taylor qatorida

/(to) +  \{t — ¿o)2/ "(to). Shu yaqinlashuvda <p(t) ~  ф(Ц) ga 
almashtiramiz. integral darhol quyidagi holga keltiriladi (A 
katta bo'lgan limitda integrallash chegaralarini cheksizliklarga 
almashtirishimiz mumkin) :

forrnulani olamiz. Bu yerda (p(to) — ip(zo)/(to). Undan tashqari,

b

(22)

a

/(to) dan keyingi birinchi hadni qoldirsak yetadi: f i t )  ~

OO

F (\ )  ~  eA/̂ ^ ( t 0) / dte-2l/"(*o)IMo)2. (23)/
Yangi o‘zgaruvchi kiritaylik:

(24)

Natijada

(25)

(26)
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Integrallash konturining ustida lmf(z) — v(x,y) =  const bo'lgani 
uchun bu formulani quyidagicha holga keltirishimiz mumkin:

j 2
= _  

t=t0 d't2
f ( t )

t=%
(.f z a +  f z " ) t̂  =  f " (z 0)z,2(t0). (27)

z (t ) o'zining ta'rifi bo'yieha kompleks funksiya, demak, z '(to ) =  
kelS deb olishimiz mumkin, bunda k - haqiqiy son bo'ladi. 6 
esa C  konturga to nuqtadagi urinmaning x o‘qi bilan hosil qilgan 
burchagi. Shularni hisobga olib

ip(to) =  ip{zo)ke%\  |/"(i0)I =  \f"(zo)z’Hto)\ =  \f"(zQ)\k2 (28)

deb yozib olish mumkin.
Natijada integrating asosiy asimptotikasi quyidagidan iborat 

bo'lib chiqdi:

F
2 ?r

V A | / "W I
(29)

3.22-misol. Bessel funksiyasining x ning katta qiym ^ari uchun 
asimptotikasini topaylik:

1 f  ex (z -l/z )/2
J„(x) =  : ® dz — —— '

K ’ 2 i r i  j  W
\z\=l

Bu verda

z - l ) ,  /'(*) = - 1 "f- -

Ekstremum n u qtab-
f ( z )  -  0 = »  * *  =  - 1 ,

Bu - e f  ^ talar/ir' Bu »«^alarda Re / =  0. / (* ) ning haqiqiy va mavhum
q is ip1' '

u{x,y )
x' + r

v(x, y) y + - y

z =  ± i  nuqtaMa u(x, y) _  0. III.2-rasmda mana shu egar nuqtalarning
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III.2-rasm: Bessel funksiyasining asimptotikasini hisoblash uchun kontur

atroflari "+ "  va *-" belgilar bilan belgilangan. Bunda "+ "  belgisi u >  0 
sohaga inos keladi va belgisi u <  0 sohaga mos keladi. |z| =  1 aylana 
kontur egar nuqtalar atrofida shunday deformatsiyalanganki, shtrixlangan 
chiziqlar bo'yieha yurganimizda biz vodiydan vodiyga davon oshib o'tishimiz 
mumkin - bunday yo‘l sohalarni birlashtiradi. " + ” - "+ "  sohalarni
bog'laydigan shtrixlangan yolda u (x , y) funksiya o'zining minimumidan o'tadi 
va maqsadimizga to‘g‘ri kelmaydi. u(x, y) ning eng tea o'zgaxadigan konturi 
z — + i  nuqtada 9 — Sir/4 burchakli urinmaga ega, z =  —i nuqtada esa 
6 =  7r/4 burchakli urinmaga ega. Ikkala rmqtaning ham beradigan hissasi 
bir xil tartibli kattalik shuning uchun ikkala hissaning yig'indisini olamiz. Bu 
nuq^alarda ularni rasmdagi streikali kontur bo'yicha o‘tganimizda quyidagilarga 
egami-ziv

= e^(r*+i )/2t = eT3w/2) (/»(-tijj = i.

Demak

Jn{x) ~ 2ffiV'sT 1/'i)>X̂ !^ )/ 2+3i,r/4 +  e*(-i+l/0/2+™(n+l)/2+iir/4̂  _  

/~2~ / mr n\
= V ^ C0Sva:” T " 4 J -

3.23-misol. ([7], [8])
(30)

oo- / \ 1/2
j exp [\ (x  +  ix  -  X3)] dx ~  e - ^ 16 exp

o \
Bu holda f ( z )  ==. *(1  + i )  -  f { z )  =  l  +  i -  3* 2, eg^huqtalar ik V

,:2 _  ^  +  =  ^ ei,r/4 tenglamaning yechimlari zh2 = t 21/43~1/2ei!r/8_
3 '

Shu ikki nuqtada / (z)  ning qiymatlarr.



/ ( * )  =  z ! (У 2 е -/ 4 -  z f ) =  ZlÇ e ^ / 4 -  g e 3̂ 8, / Ы  =  - | ^ /8. 

Funksiyaning ikkila egar nuqtalardagi haqiqiy qismlarini solishtiraylik:

o7/4 q _  О7/ 4 37Г
Re/(zi) =  cos -- ~  0.2477 >  0, Re/(z2) =  cos y  -0.2477 <  0,

demak, integralga asosiy hissani z\ nuqta qo!shadi. Aga,r faqat asosiy 
asimptotikani topmoqchi bo'Isa,к kontumi z\ nuqtadan 0‘tadigan qilib 
deformatsiyalash kerak (Ш.Зо-rasmga qarang). 9 burchakni quyidagicha 
topamiz: =  f !'(z i ) (z i )12 haqiqiy son boiishi uchun 2в +  ж/8 =  0 boiishi

kerak. \f"(z\)\ =  2\/3\/2 hisobga olinsa

Ш.З-rasm: Misollarga doir konturlar

° °  I— 2
J  exp [A(a: +  ix -  æ0)] dx ~  J -щц
П »

-иг/16 „A / fa ) _

(^l)l

/ \ 1/2 
e-/ i6 _  * =  exp (27/43-3'V 3̂ 8à)

kelib chiqadi.
3.24-misoI.

CO

J'
eiAæ( l  +  x2)~xdx ~  

Integralni

7Г (1 — c)

A

1/2

—00

J  егХх(1 +  æ2) xdx = J

-Ac(2c)~A, с =  л/2  — 1 .

ko'rinishga keltiramiz. /(г) =  iz — 1п(И-л2) funksiya uchun 1̂,2 =  i {—1± v2) 
nuqtalar egar nuqtalardir, ularning joylashishi Ш.ЗЬ-rasmda ko'rsatilgan. 2: =  
±г nuqtalar integral osti funksiya uchun maxsus nuqtalardir, shu sababli 
nuqtadagi davon balandroq bo'lishiga qaramay uni hisobga olmaymiz. Zj =  ic



nuqtaning hissasini topganda \ f '(z i)\  — ( c + l ) / c  =  2/(1 -  c) ni hisobga olsih 
kerak (f" (z\ )  ning haqiqiyligi 0 =  0 ekanligini bildiradi);

OO

/ '
r(l -  c)

e (2c) .

§6. Statsionar faza metodi

Statsionar faza metodi quyidagi ko'rinishdagi integrallarning 
asimptotikasini topishga mo'ljallangan:

1(A) =  j  dt<p(t) eix m . (31)

Integralga kirgan </?(t) va / (i) funksiyalar haqiqiy bo‘lsin.
Riemann-Lebesque lemmasi. Agar /(ж) 6  L i(-o o , oo) 

bo'lsa

lim
A -»o o

/ / ( .x )e lXxdx — o ( l ) .

§6 .1 . f ( t )  ф 0, t С [a. b] hoi

Faraz qilaylik f i t )  ф 0, t С  [a, b] bo'lsin. Eksponenta 
ko‘rsatgichida mavhum birlikning borligi A katta bo'lganda intégrai 
ostidagi funiksiyaning juda tez tebranishini bildiradi. Natijada 
ixtiyoriy chekli bir intervalni olib qarasak (III.4)-rasmdagi holni

11
III.4-rasm: (31)-integral ostining A katta bo'lgandagi ko'rmishi
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ko'ramiz - qo'shni sohalardan kiruvchi hissalar bir-birini yeydi - 
Riemánn-Lebesque lemmasining ma’nosi shunda. Agar

u
r

dv — e^d f

belgilashíar kiritib integralimizni bo‘laklab integrallasak

/(A) i  í  P (b)'r*f(b) _  
iX  V / '(6) / '(a )

, íA / ( í )

(32)
ko'rinishga keladi. Bo‘laklab integrallash amalini bajarish uchun 
birdan-bir f ( t )  0, t C [a, b] shartning o‘zi yetarli. Bu holda 
integralning asosiy asimptotikasiga chegaraviy nuqtalargina hissa 
qo'shadi. Ularning qaysi biri muhimroq - f ( t )  va (p(t) funksiyalarga 
bog'liq.

Asosiy asimptotika 1/A ga proporsional. (32)-ifodadagi qolgan. 
integralni vana bir marta bo'laklab integrallasak undan 1 /A2 ga 
proporsional had kelib chiqadi. Bu amalni davom ettirib yuqori 
tartibli hadlarni ham topish mumkin.

§6.2. f '( t o )  =  0, í0 C [a, &] bo4lsm

Bu holda asimptotikaning asosiy hadi avvalgi holga nisbatan 
kattaroq bo'ladi. Buni tushunish uchun (III.5)-rasmga qaraylik.

y

t„=a

V \J a V # J V  J (

ILL5~r&srn: f l ( ío) ~  0 holdagi integral ostidagi ifodaga ¿o nuqta atrofida mós kehivchi graíik

Bu rasmda ko'rilayotgan holga (¿o nuqta integrallash intervali 
ichida va chegarasida yotgan hollar uchun) tahminan mos keluvchi 
chizmalar berilgan. íq nuqta atrofida integral ostidagi eksponenta
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sekin o'zgaradi, natijada mana shu sohaning hissasi qo'shni 
sohalarning hissalari bilan qisqarmaydi va integralga qo‘shilgan 
asosiy hissa boiib çhiqadi.

io =  a hol - (III.5b~rasmga qarang)

Rasmdan tushunarliki bu holda integralga asosiy hissa a nuqta 
atrofidan keladi.

/(*) =  /(ici) +  -  <o)2 +  ■ ■ ■ (33)

yoyilmani (31)-integralga olib borib qo‘yamiz (hamma joyda ¿o — a 
deb almashtirib)

b b—a
I ( X ) ~  J  dt(p{t)  e<V («)-H iA / "(a )(t-«)a =  ei\f {a) J  dt(p(a + t )

a 0
(34)

Bizni asosiy hadning o‘zi qiziqtirgan holda bu integralni

/(A) ~  ip(a)éXf^  j  d t e W №  (35)

o

ko'rinishga keltirib olamiz. Yuqori chegara b — a ning o'rniga oo 
ga almashtirildi, bunda paydo bo'ladigan qo'shimcha hadlar asosiy 
yaqinlashuvga ta’sir qilmaydi. Olingan integralni quyidagicha 
hisoblaymiz. Faraz qilaylik f " (a ) >  0 bo'lsin. — a deb

III.6-rasm: (35)-iritegrahii hisoblaslida ishlatiladigan konturiav

belgilaylik, a >  0. Cauchi teoremasi bo'yicha (III.6)-rasmning
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birínchi qismida ko'rsatilgan yopiq kontur uchun

j d z é az2 =  0 (36)

G
bolishi kerak, chunki ushbu konturning ichida integral csti 
ifodaning hech qanday maxsus nuqtasi yo‘q. Ushbu yopiq kontur 
uch qismdan iborat: i )x  oqi bo‘yicha 0 dan R gacha, 2) R  radiusli 
nimchorak aylanma C r  bo‘yicha burchak 0 dan -тг/4 gacha, 3) 
argumenti 7t/4 bo‘lgan nur bo'yicha R  dan 0 gacha. Integralni 
ochjb yozayiik.

1. Haqiyiy o'qning ustida z =  x, dz — dx;

2. Cr konturning ustida 2 =  R é v, dz = iRe%ípdip\

3. 7t/4 burchakli nurning ustida z =  />еет/4, iz2 =  — p2, dz =  
dpe

Ya’ni
R тг/4 0

с

R  со limitda ikkinchi integral nolga intiladi (integral ostidagi 
eksponentada exp(--i?2 sin(2</?)) ifoda bor, 0 <  <p <  тг/4 bo'lgani 
uchun R  —> oo limitda exp(—R2sm(2<p)) —> 0 bo'ladi). Demak,

OO

J  dxé̂  =  e“/4
o

Agar a <  0 bolsa integralni hisoblash uchun (IIL 6)-rasmnmg 
ikkinchi qismida ko‘rsatilgan konturdan foydalanish kerak. Bu 
holda

OO

0

(38)
o

J dxeiax2 + iR  j  dipeiaR2e2iip +  eilí/4 j dpe- ap2 =  0.

0 0 R
(37)
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bo'ladi. Shu natijalarni hisobga olsak (35)-integral uchun quyidagi 
asimptotik baholashni olamiz: 

f " (a ) >  0 holda:

OO : i-------------------

/(A) -  v ia y V W  I  dte^ " ^ 2 =  I А/ _ ^ _ ^ ( а)е4л/(«)+*г/4;
J [a)
о *

(40)
f " {a ) <  0 holda:

OO i----------
I(\) ~  р(а)еи'<‘ > J  Ä ^ / W  =  y _ ^ _ . y(o)e4 A/W-W4.

0 '
(41)

Avvalgi paragrafda ko'rgan edikki, integrallash intervalida / (i) 
funksiyaning statsionar nuqtasi bo'lmaganda asosiy asimptotika 
1/A ga proporsional edi. Integrallash intervalida statsionar nuqta 
paydo bo'lganligi asosiy asimptotikani l /л/Х ga proporsional 
bo'lishiga olib keldi.

a  <  to < b  b o 'lga n  hoî

Bu holda statsionar nuqta integrallash intervalining ichida 
joylashgan bo'ladi ((III.5a)-rasmga qarang). Eksponentadagi 
f i t )  funksiyani t0 nuqta, atrofida qatorga yoyamiz va, har 
galdagidek, bos asimptotikanigina ko'zda tutib kvadratik had bilan 
chegaralanamiz:

f ( t )  — f i t o) +  -^f"{to)(t — to)2 -1---- • (42)

(31)~integralda maria shu almashtirishni bajaramiz;

Í ь
/(A) ~  j  dt ip(t) еа Д<оН*л/"(*о)(<-*о)2 (43)

aj
A katta bo‘lganida intqgralga asosiy hissani t0 nuqta atrofi beradi, 
shu sababdan birinchidan, integrallash chegaralarini cheksizlikka
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almashtirishimiz mumkin, ikkinchidan, integral ostidan ^(^o) ni 
chiqarib olamiz:

OO

/(A) ~  elXf^hp(tQ) J  dt (44)

—OO

(S5)~integralni hisoblashda ishlatilgan texnikani yana bir marta 
qo'llashimiz kerak. Quyidagini hisobga olsak yetarli:

OO OO

J  dteiat2 = 2  J  dteiat2. (45)

—00 0

i4atijada
f" (a )  >  0 bo'lganda:

OO I--------

7(A) -  ip{a)elXf{-a) J  dt̂ x{"̂  = J

f " (a ) <  0 bo‘lganda:

)-\~i.7T / 4.

(46)

OO j----------

J(A) ~  <p(a)eiXf^  J  4
—OO

(47)
ekanligini topamiz.

3.25-misol. Butun indeksli Bessel funksiyasining x —> 00 dagi 
asimptotikasini toping:

Jn(x ) =  — / cos(xsin t — nt)dt.
7Г !/0

Bu integralni qulay ko'rinishga keltiraylik:

Jn{%) =  —Re / exp (¿a: sini — int)dt. 
7Г J
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Bu holda ip(t) =  e~,nt. f ( t )  =  sin í funksiya 0 <  t <  n intervalda bitta 
statsionar nuqtaga ega: t0 =  ж/2. Bu nuqtada / "(n/2) =  - 1 . Demak, 
misolimiz 47-holga mos keladi:

Jn(x ) ~  - R í t É e - ^ e - “ /4 =  cos ( x  -  —  -  .
7Г У х  у жх \ 2 4/

Javobni 30-formula bilan solishtiring.

§7. Qatorlarni yig'ish usullari 

§7.1. Qatorlarning asimptotikasi 

Agar n juda katta bo!lsa

n  n

¿ / W =  Í  f (x )dx  +  0 ( f ( n  +  1 )) +  0 ( 1 ) 
k=o {

deb olish mumkin ([7], 10-bet). Masalan,

1 
к

n

E r ~ lnn-
k—X

a+1
a T l ’

ka ----------- ,  a  >  -1 .
m 4- 1 ’

k=1
П " ,Q+1

y - k ^ k f  ~  a >  _ !
ù  a + l

§’7.2. Euler usuli

Bizga
oo

z2 '
n =O

qator berilgan bo'lsin. U yaqinlashuvchi bo'lmasligi mumkin. Euier 
bo'yicha bu holda yangi

OO

 ̂ßnX’ 
n—0 i ’’
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qator kiritamiz va
oo oo

E an =  lim V  anxn
n = 0  n=0

deb olamiz. Masalan,

i — l + i — l + i —  =  5 ~ ¡ ( - i )n
n= 0

qator yaqinlashuvchi emas. Ammo |z| <  1 boiganda
00 ; -

1 — x +  x2 — x3 -{---- =  y  (~ x jn = ------- .
r> i + Xn=0

Euler bo'yicha
00 OO

n = 0  71=0

 ̂ oo
deb olishimiz mumkin. Shu sababdan -  son X ] (—l )n qatorning

"  71=0
"E u le r  bo‘yicha y ig ‘ind is i" deyiladi.

§7.3. Borel bo‘yicha yig‘indi

Y ]  anxn
n=0

qator berilgan bo'lsin. (J yaqinlashuvchi bo'lmasligi mumkin. Borel 
bo'yicha bu qatorni quyidagi usul bilan yaqinlashtirish mumkin:



Berilgan. qatorning yaqinlashish sohasida quyidagi formula

OO .
anxn — dt е~*(р(х1)

n=o о

aniq formuladir, boshqa sohalarda bu formula berilgan qatorning 
n B ore l bo‘yicha y ig ‘indisi" deyiladi. Ya’ni, qator uzoqlashu- 
vehi bo'lishi mumkin, o‘ng tomondagi integral yaqinlashuvchi 
bo'lishi mumkin, bu holda formulaning o‘ng tomoni shu qatorning 
Borel bo!yicha ta'rifi (analitik davomi) bo‘ladi.

3.26-misol.
OO OO°° /* 00 4-П„П r

n~0 Í  n=0 -

dte~i+tx — —
1 — X

3.27-misoL Yaxia l ) n qatorga qaytib kelib unga Borel usulini
71=0

qo‘llaylik:

n=0 n=0 Í n=0 n

Yaqinlashmaydigan £ ( - 1)”  qatorning Euler bo'yicha ham, Borel bo'yicha
n—0

ham yig'indisi bir xil chiqdi.

§8. Mashqlar

3.1-mashq. n -> 00 hoi uchun quyidagini isbot qiling:

f  (  1 -  x2)ndx ~  ^  (n -»  00).

- 1

3.2-mashq. Quyidagi mashqlarda x -> 00.

OO
dt 1

/i 2 ln i x\nx
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3.3-mashq.

3.4-mashq.

3.5-mashq.

3.6-mashq.

3.7-mashq.

3.8-mashq.

3.9-mashq.

3.10-mashq.

3.11-mashq.

dt 1пж-- - o
ílníní lïllîlÆ/

2

j ( t 3 +  ty / 2dtr
о 

i

/e æisin t ~

f  'f t  dt ^  2a;” 1/2 
j  t2 + 1

y e ®
У Г+
о

i  nxl!n

/ . - 4 1 + * ) - - ^ ? .

7t/2

’ 7Г

/-0
sin* idi ■ ,

2a;

Quyidagi mashqlarda A -> oo.
00

i  e~x(-x42x\ l  +  x f '2 '
I

2A'

OO

J e -*> tV ]n ( l  + x ) ~ ±

Ш



3.12-mashq.

00 г
J  e"^2 ln(l + X + x2)dx ~

—OO

3.13-mashq.
OO

J  tae~tPdt ~ ß - lxQ- ß+le~xi>, ß  > 0.

3.14-mashq. OO

/
e Лж2 е~л 

л/ж + 3æ2 4Л

3.15-mashq.

1 Г(1/3)е-/« / е “ 3 Г(1/6)е«/2
Д  за1/« •/ :

о
3„16-mashq.

i
Г(2/З)е” /3

ЗА2/3
о
j e iM3 ln ( l +  t)dt •

3.17-mashq. j

/' ш », , Г(1/3)е” /61п2 
У  е In(2 +  t)d t---------- --------------.
о

3.18-mashq. Quyidagilarni keltirib chiqaring {x -¥ oo) :

1 .

2.

j 1

j 00 I----.
¡2 f  sinxt / 2  / ? ry

7о(ж) =  -  / ~7= = d t  ~ \ — cos я -  *- J ; w  mj x / F -1 V та V 47
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3.

Уо(х)
OG i—~

2 /' cos xt ■ / 2 . (  ял  = — • / - 7 -rr= .d t  ~ J — sm i  -  — ) ,
V ira; V- 4/

1

^ > ~ §Л £_ -di ~ \! —e' 
. ¿ 2  у  т а

•w  = ~ /
ĝ cosö cosnQde •

у/Ъг.mx
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IV-BOB

GRUPPALAR NAZARIYASI

§1. Simmetriya va uning matematik ifodasi

Fizik sistemalar uchun simmetriya juda muhim roi o'ynaydi. Agar 
fizik sistema biror simmetriyaga ega bo'lsa harakat tenglamalari 
ham shu simmetriyaga ega bo‘lishi kerak. Sistema ustida biror 
almashtirish bajarilganda uning holati o'zgarmasa uning energiyasi 
ham o'zgarmaydi. Schrödinger tenglamasi nuqtai nazaridan

Faraz qilaylik Ĥ O molekulasidagi vodorod atomlarining 
o'rinlarini aimashtirdik, natijada moiekulaning holati o'zgargani 
yo‘q, uning energiyasi ham o!zgarmadi. Sistemaning gamiltoniani 
ham huddi shu o'rinalmashtirish simmetriyasiga ega boiishi kerak.

Simmetriya deganida sistema harakat tenglamalarining m a’lum 
bir almashtirishlarga nisbatan invariantligi ko‘zda tutiladi. Bu 
ta'rifdan muhim bir hulosaga kelish mumkin: agar tenglama Av&B 
almashtirishlarga nisbatan invariant bo'lsa u ketma-ket bajarilgan 
C = AB almashtirishga nisbatan ham invariant bo'ladi.

4.1-misol. Garmonik ossiliator uchun Schrödinger tenglamasi:

Bu tenglamada x —> —x almashtirish bajarsak ip(x), i>(—x), ip(x) + 
'ip(-x), ip(x)—ip(—x) to'lqin funksiyalarning hammasi o‘sha E energetik satxga 
mos kelishini ko'ramiz. Bu misolda biz tenglamani yechmasdan turib uning 
yéchiinlarining muhim hossasini topdik.

Almashtirishlarning hammasi ham geometrik ma’noga ega 
bo'lishi shart emas.

§2. Gruppaning ta ‘rifi

Bizga {<?i, 52; • • • •, 9n, ■ • • } elementlardan iborat bo'lgan G 
to'plam berilgan bo'lsin. Ya’ni, G G, i — 1, 2, • • • , n, • • • }. 
Shu to‘plamning ichida o deb belgilanadigan kompozitsiya
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(ko'paytirish) qoidasi kiritilgañ bo'lsin. G to‘plam elementlari shu 
kompozitsiya qoidasiga nisbatan quyidagi talablarga bo‘ysunsin:

1. Ixtiyoriy Qi G G va g3 G G lar uchun g i o  g } =  g k, g k G G 
bo'lsin ;

2. Assotsiativlik qoidasi: ixtiyoriy gu gk, gk G G lar uchun g.¿ o 
Í9j ° 9k) = (ft o gj) o gk bajarilsin;

3. Quyidagicha ta ‘riñangan ĝ  o e — e o g i =  g.¿, \fgt G G birlik 
element e mavjud bo'lsin;

4. Teskari element gi°g~fl = g ll °9i — e, g ¡1 G G mavjud bo'lsin.

Shu qoidalarga bo'sungan elementlar to‘plami G gruppa deyiladi.
G to1 plain elementlari soni chekli yoki cheksizligiga qarab 

gruppa chekli yoki cheksiz deyiladi. Chekli gruppa elementlarining 
soni uning tartib i deyiladi. Agar cheksiz elementli gruppaning 
elementlarini sanab chiqish mumkin bo‘lsa bu gruppa sanoqli 
cheksiz gruppa deyiladi. Agar gruppa elementlari uzliksiz to'plam 
hosil qilib bu to'plamda qandaydir topologia kiritilgan bo‘lsa 
bunday gruppa topologik gruppa deyiladi.

Umumiy holda g¡ o g¿ ^ gj o gt bo'ladi. Agar gruppaning 
ixtiyoriy ikkita elementi uchun gi o gj — gj o gjn i . j  — 1 , 2 , 3 , . . .  
bo'lsa bunday gruppa abel gruppasi (yoki kommutativ 
gruppa) deyiladi

Gruppalarning fizikadagi ahamiyati ularning fizika uchun juda 
muhim bo'lgan simmetriya tushunchasining matematik ifodasi 
ekanligi bilan aniqlanadi.

Gruppalarga misollar:

1. Butun sonlar to-plami (nol soni bilan birga) qo'shish 
operatsiyasiga nisbatan cheksiz gruppani hosil qiladi. Ya’ni. 
gruppaviy kompozitsiya sifatida qo‘shishni qabul qilamiz. Bu 
gruppada A elementiga teskari element —A bo'ladi, birlik 
element sifatida 0 qabul qilinishi kerak. Aniqki, bu gruppa 
abel gruppasidir. Shuni ham aytishimiz kerakki, ixtiyoriy 
abel gruppasini mana shu butun sonlar to'plami bilan aynan
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muvofiqlashtirishimiz mumkin:

9 i ° 9 j  9i + 9 j ;
e O- 0 ;

a - 1  <£> —a; 
a” na

Misolni davom ettirishimiz mumkin - butun haqiqiy sonlar 
to‘plami R ni qo‘shish operatsiyasiga nisbatan gruppa deb elon 
qilishimiz mumkin.

2 . n o'lchamli vektor fazo elementlari - vektorlar vektor qo‘shishga 
nisbatan gruppani hosil qiladi. Gruppaviy kompozitsiya - 
vektor qo'shma. Darhaqiqat, ikki vektorning vektor y ig ‘indisi 
yana vektordir. Birlik element sifatida nol-vektorni olish kerak. 
a  vektorga teskari vektor —a.

3. e, a, a 2, a 3, ...,o n_1 to'plamni olamiz, an = e bo'lsin. Bu 
to'plam siklik gruppa deyiladi. U tartib i n bo'lgan abel 
gruppani hosil qiladi. Bunday gruppani amalda quyidagicha 
tasavvur qilishimiz mukin: a element sifatida z — o‘qi atrofida 
2-jv/n burchakka buralishni ko'zda tutamiz, bunda a 2 element 
z—o'qi atrofida 2-2’n/n burchakka buralishga mos keladi va h.k. 
an element esa n j 2vr/n — 2-tt burchakka buralishga mos keladi, 
bu esa boshlang‘ich holatga qaytib kelishga ekvivalentdir, 
shuning uchun b" — e. Ikkita ketma-ket almashtirishni 
bajaraylik - bir gal k-2n/n burchakka, keyin l-2-K/n burchakka. 
Natija (k + 1) ■ 2tx/n burchakka buralishga mos keladi: ak-al = 
ak+i Berilgan to'plamning gruppani hosil qilishi oydindir.

4. Uch o'lchamli fazodagi aylanishlar - ular uzliksiz gruppani 
tashkil qiladi. Darhaqiqat, ikkita ketma-ket aylanishni (ikkita 
har xil o'qlar atrdfida) uchinchi bir o‘q atrofidagi bitta aylanish 
orqali ifoda qilishimiz mumkin. Bu noabel gruppasidir, chunki 
a  va 6 aylanishlarning ketma-ketligini almashtirsak boshqa 
natija olamiz: ah^ba.

I
5. Lorentz almashtirishlari gruppani hosil qiladi. Haqiqatan, 

ikkita Lorentz; almashtirishi uchinchi bir Lorentz 
almashtirishiga teng. Buni ko!rish qiyin emas - Lorentz
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almashtirishlari yordamida K  sistemadan K' sistemaga 
o'tamiz, keyin K' sistemadan K" sistemaga o'tamiz. Oydinki, 
biz mana shu K" sistemaga bevosita o'tishni (K  —> K") bitta 
Lorentz almashtirishi yordamida ham bajarishimiz mumkin. 
Lorentz almashtirishlari to'plami uziiksiz bo'lgan Lorentz 
gruppasini hosil qiladi.

§3. Gruppalar nazariyasining asosiy tushunchalari

1. Qismgruppa. Qismgruppa H gruppa G ning shunday 
qismto'plamiki, uning ichida gruppaviy aksiomalarning hammasi 
bajariladi. H G ning qismgruppasi bo'lishi uchun H dagi 
gruppaviy kompozitsiya qoidasi G bilan bir xil bo'lishi kerak.

2. Chekli gruppa G elem entining davri. G ga kirgan 
bir element ni olamiz va uni darajalarga ko‘tara boshlaymiz: 
duQi, 9i , ■■■ G gruppamiz chekli bo'lgani uchun bu qator takrorlana 
boshlaydi. Qandaydir k\ va k% > butun sonlar uchun

bo‘Isin. Bu degani
gk2~h = e.

gi elementning tartibi deb shunday eng kichik n soniga aytiladiki 
uning uchun

9? = e .
bo'lsin. gi, gf, gf, • • • , <?" = e to'plam gif elementning d avri, 
yoki, cikli deyiladi. Oydinki ixtiyoriy elementning davri

a) G gruppasining qismgruppasini tashkil etadi;

b) bu qismgruppa abel gruppasidir.

3. Q o‘shma, sin flar. Berilgan: G - n-tartibli gruppa, H— 
uning k -tartibli qismgruppasi. G ning H ga kirmaydigan bir 
elementi ^  ni olaylik: gi €  G, g\ ^ H. Quyidagi to'plam hosil 
qilaylik: giH = {gihu gih2, 9ihk } Bndi H ga ham va gxH ga 
ham kirmaydigan g<i elementni olamiz va g^H to'plam hosil qilamiz. 
Ushbu jarayonni G da na H ga va na biror-bir g,H ga kirmagan
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element qolmaguncha davom ettiramiz. gi ^  gj bo'lganda glH 
va, g:jH to'plamlarning umumiy elementi bo'Imasligini ko'rsataylik. 
Faraz qilaylik shunday bo‘lmasin, y a ’ni, qandaydir giy ^ gi2 lar 
uchun gnhi = gl2h3 bo‘lsin, hi, hj €  H. Bu degani gn — g ijijij = 
9i2hk, hk €  H. Ya’ni, gn element gi2H to'plamga kiradigan bo‘lib 
chiqdi, bu esa boshlang'ich shartimizga ziddir. Shu bilan biz G 
gruppasirxi

G = {H, giH,g2H,
ko‘rinishga ega bo'lgan sin flarga  bo‘ldik, bu taqsimot H qism- 
giuppasining chap yondosh sin flari, yoki. chap qolshma 
m ajm ui deyiladi1. G gruppasini huddi shunday qilib o ‘ng 
yondosh sinflarga  ham yoyib chiqishimiz mumkin:

G = {H, Hg\, Hg‘2,

Ko'rsatganimizdek, bu yoyilmalarga G ning har bir elementi 
faqatgina b itta yondosh sinfga ldradi. G ning elementlari soni. n, 
H ning elementlari soni k bo'lgani uchun

n

bo'lishi kerak (Lagrange), m soni H qismgruppaning indeks,i 
deyiladi.

Yondosh sinflarga yoyilma faqat H qismgruppaga bog'liqdir, 
agar H berilgan bo‘lsa дг larni qanday qilib tanlamaylik o‘sha 
yoyilmaning o'zini olamiz. Sababi - hech qaysi yondosh sinflar 
umumiy eiementga ega emas.

Olingan natijadan hulosa,: agar gruppaning tartibi oddiy (hech 
qaysi songa bo'linmaydigan) son bo‘lsa bu gruppada qismgruppa 
bo‘lmaydi.

4. Qo‘shma elem entlar va  sinf. g e G bo‘lsin. g‘ — 
д%дд~1, G G ni tuzaylik. g va g‘ lar qo‘shma elementlar 
deyiladi. sifatida gruppaning hamma n elementlarini olib 
chiqaylik. Hosil bo‘lgan n ta  elementli to'plamda к ta  har xil 
elementlar bolsin: {g\, g<¿, . . . ,  gt-} Ushbu to'plamning ixtiyoriy

VRus tilida - левые см еж ные классы, сопряж енны е совокупност и слева. Inglizchasi - left co séis
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ikki element! ham o'zaro qo‘shmadir:

9i = 9ix99l', 92 = 9i299i2l = 9n9^9i9h9l2 -
= t o i 1) .91 •

Demak, shunday elementlar to‘plami bitta elementning berilishi 
bilan aniqlanar ekan. Ushbu to.‘plam s in f  deyiladi, uning 
elementlari soni k shu sinfning tartibi deyiladi.

1. Birlik elementning o‘zi sinfni tashkil qiladi.

2. Birlik elementdan boshqa sinflar qismgruppani tashkil qilmaydi 
(ularga birlik element kirmaydi).

3. Gruppaning tartibi sinfning tartibiga bo‘linadi.

Har bir cheklangan gruppa, G bir necha qo'shma sinflarga 
parchalanadi.

5. Invarian t qismgruppa - norm al bo‘luvchi. Ii
to!plam G gruppaning qismgruppasi bo‘lsin. Agar ixtiyoriy g, 
uchun giHgJ1 = H, Vgi €  G bo‘lsa H G ning norm al 
bo‘luvchisi, yoki, in varian t qismgruppasi deyiladi. Agar 
gl €  Ii bo'lsa gt ning qo'shma butun sinfi H ga kiradi. 
Vgfj, QiHg~l — H bo'lgani uchun normal bo'luvchi uchun chap va 
o‘ng qo‘shma sinflar bir xildir.

Abel gruppasining hamma qismgruppalari invariant qismgrup- 
palar bo'ladi.

6 . Faktorgruppa. Gruppani uning invariant qismgruppasi 
bo'yicha yondosh sinflarga yoyaylik:

G = H + 9lH + g2H + ■■■ + gm~iH. (1)

Quyidagi moslik m unosabatlarini kiritaylik:

hi ~ h2, agar h\, h2 € H bo'lsa;

h'i r~> h'2, agar h[, h2 G gxH bo‘lsa;

h!{ ~ h2, agar h'{, h2 G g2H bo'lsa va h.k.

Sunday moslik (ekvivalentlik) o'rnatilgandan keyin 1-yoyilmadagi 
har bir to'plamning bitta qandaydir element! shu to'plamning
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vakili bo'ladi, shu elementni bundan keyingi hamma muloxazalarda 
mana shu to'plamning boshqa elementlaridan farq qijmaymiz. 
Shu bilaii biz G gruppani m ta  elementdan iborat boshqa bir 
gruppaga aylantirdik,! uning har bir elementi haqiqatda ft,// 
to'plamdagi hamma elementlarning bir vakili, shu element sifatida 
QiH to!plamdagi ixtiyoriy bir elementni qarashimiz mumkin. 
Gruppaviy aksiomalarning bajarilishini tekshirib chiqish qiyin 
emas. Hosil bo'lgan yangi gruppa G ning faktor-gruppasi 
deyiladi va quyidagicha belgilanadi: G/H.

7. Gruppaning m arkazi. G gruppasining o'ziga qo‘shma 
bo'lgan elementlari to'piami shu gruppaning m arkazi deyiladigan 
invariant qismgruppani tashkil qiladi. Element o'ziga qo'shma 
bo'lishi uchun u gruppaning hamma boshqa elementlari bilan 
kommutativ bo‘lishi kerak. Demak, markaz - abel qismgruppasi 
ekan.

Gruppaning hamma elementlari bilan kommutative bo‘!gan 
elementlar to‘plami qismgruppani hosil qilishini ko‘rsataylik. 
Bunday to'plam elementlarini Zi deb belgilasak (i = 1,2 
(albatta, bu to'plamga birlik element ham kiradi, uni, masalan, 
Z\ — E deb olaylik) ta 'rif bo‘yicha

Zi9 ~ ffZ'ii Zj9 — 9%j, Vg £ G
bo'ladi. Bundan Zj^g  = ZjgZi — gZjZi kelib chiqadi. 
Demak, ZiZj element ham mana shu to'plamga kirar ekan, 
y a ’ni, gruppaning hanima elementlari bilan kommutative bo‘lgan 
elementlar to‘plami gruppani tashkil qilar ekan. Bu gruppa G ning 
qismgruppasidir,

7. Gruppalarning akslantirishlari. Ikkita gruppa (7 va 
gl berilgan bo'lsin. Bu gruppalarning elementlari orasida shunday 
o‘zaro bir qiymatli munosabat $  -B- g‘i o‘rnatilgan bo'lsinki

?  t t  9J  i an 9*9j +* 9'%9'j kelib chiqsin. yj ^  9 j i

Bunday munosabat izpm orf akslantirish, yoki izomorfizm  
deyiladi. Izomorf gruppalar ko'pincha G ~ g‘ deb belgilanadi.

G om om orf akslantirish  - katta gruppa G ning bir 
necha elementini undan kichikroq gruppa gi ning bitta elementiga
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akslantirish. Bunda gruppaviy ko'paytirish qoidalari saqlanib 
qolishi kerak. Akslañtirishni <p : G - »  g‘ deb belgilasak gruppaviy 
kompozitsiyaning saqlanishi gxg2 — <?з, g-¿ £ G dan <ß(gi)<p(gj) — 
tp(gk), <p{g-i) €  g‘ ekanligi kelib chiqadi. gl ning birlik elementi E' 
ga aksianuvchi elementlar to'plami дг £ G gomomorfizm <p. ning 
yadrosi deyiladi:

{9i ■ <PÍ9i) = Ef e  g1} = ker tp.
izomorf gruppalar bir-biridan faqr qilmaydi (gruppa sifatida). 

Agar gomomorf akslantirishda G gruppa o‘zidän kichikroq gl 
gruppaga akslantirilsa g‘ gruppa.. G ning asosiy hossalarini saqlab 
qoladi. ular orasidagi farq nozik masalalardagina namoyon bo'lishi 
mumkin.

Т еорема IV . 1 Faktorgruppa G/kenp va gruppa g‘ izomorf dir.

Bu teoremani isbot qilish uchun quyidagi uch bosqiehdan 
o‘ tamiz:

« gomomorfizm yadrosi ker<¿> qismgruppani tashkil qiladi;

•  bu qismgruppa invariant qismgruppa bo'ladi;

* faktorgruppa G/ker ip va gruppa gl izomorfdir.

Avtom orfizm : Agar G gruppa o‘z-o‘ziga gomomorf 
akslantirilishi mumkin bo‘lsa bundan akslantirish avtomorfizm  
deyiladi. Avtomorfizm ichki va tashqi bo'lishi mumkin. <pz{g) — 
zgz_1, g £ G avtomorfizm ichki avtomorfizm bo'ladi, bu yerda 
z £ G. Ya’ni, g butun gruppa G ni ketma-ket qabul qilsa <pz(g) 
qandaydir g‘ to'plamga teng bo'ladi, tushunarliki, g‘ С G. Tashqi. 
avtomorfizmga misol: uch o'lchamli evklid fazosini olaylik, undagi 
vektorlar vektor yig'indiga nisbatan abel gruppasini tashkil qiladi. 
Uning elementini x deb belgilaylik. Shu uch o'lchamli fazoda 
aylanishlar gruppasini olaylik, uning elementlari z deb belgilansa 
f z(x) — zxz~~l akslantirish ixtiyoriy vektor x ni yana shu fazo 
vektoriga o'tkazadi.

9. Sodda va yarim sodda gruppalar. Invariant 
qismgruppaga ega bo'lmagan gruppalar sodda gruppa, deyiladi.
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Invariant qismgruppasi bo'lsa ham u kommutativ bo'lmasa gruppa 
yarim sodda  deyiladi.

10. To‘g ‘r i  ko ‘paytma. Ikkita G\ va C 2 gruppalar berilgan 
bo'lsin. Shu gruppalarning to'g'ri ko‘paytmasi GX®G2 deb shun day 
9 — (i/i) 92}, 91 €  Gi, g2 €  G-2 elementlar to'plamiga aytiladiki, 
undagi g = {gu g2} va gL = {g\, g‘2} elementiarning gruppaviy 
ko'paytmasi

gg‘ =  {gig‘i, 92912}
qoida orqali aniqlanadi. Birlik element sifatida e — {ei, 62} xizma,t 
qiladi. Agar G\ ning tartib i n 1 va G2 ning tartibi n2 bo‘lsa G\®G2 
ning tartib i n\ x n2 ga teng bo'ladi. gi —» {px, e2} akslantirish G\ 
ning G\ ® G2 ga izomorfizmi bo'ladi. Shu ma’noda G\ gruppa 
G\ ® G2 ning qismgruppasidir. G2 haqida ham shuni aytish 
mumkin. Ikki elernentning ko'paytmasi haqida gap ketganda har 
xil gruppalarning elementlarining o'rnilarini almashtirish mumkin: 
gi®92 = 92®gi- Demak, G\ va G2 gruppalar GX®G2 ning invariant 
qismgruppalaridir. Teskarisi ham to‘g ‘ri: agar biror G gruppaning 
Gi va G2 qismgruppalari bo'lsa, ixtiyoriy g\ 6  G\ va g2 €  G2 lar 
uchun gig2 — g2g\ bo'lsaa va hamma g €  G lar uchun q — gxg2 
bo‘lsa G = GX® G2 boiadi.

§4. Misoliar

4.2-m isol. Bir elementdan iborat gruppa: To'plam bitta E elementdan 
iborat bo'lsin: G : {£’}. Uning kvadrati ham shu E ga teng bo'ladi: E2 = E. 
Bu to'plam gruppani hosil qiladi. Teskari element: E~x — E.

4.3-m isol. Ikki elementdan iborat gruppa: G : {E, A}. Bu to'plam 
gruppani hosil qilishi uchun A2 = E bo'lishi yetarlidir. Bu holda A~l = A 
boiadi. Bunday gruppa ikkinchi tartibli ciklik gruppa deyiladi va 62 deb 
belgilanadi. E element sifatida 1 va A element sifatida — 1 ni tasawur qilishimiz 
mumkin. Gruppa uchun krpaytirish jadvali:

c y E A
E E A
A A E

4.4-m isol. Uchta elementdan tuzilgan gruppa: G : {E, A, 5 } . 
ko'paytirish jadvali: : '
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C3 E A B
E E A B
A A B E
B B E A

Jadval bo!yicha AA — B, AB = E, A”1 = B, B “1 — A va h.k. Uch - sodda 
son, u xech qanday songa bo'linmaydi, demak, bu gruppa faqat ciklik gruppa 
bo'lishi mumkin. Uni C3 deb belgilanadi. Masalan, A = exp(i2-7r/'3) ni olaylik, 
Unda B — exp(j47r/3) bo'ladi.

4.5-m isol. Tort elementdan iborat gruppa: (E ,A,B ,C ). Uni ikki xil yo'l 
bilan tasawur qilishimiz mumkin.

Birinchi yo‘i: (E,A,B ,C) <=> Ko'rinib turibdiki, AB =
BA = C, BC = CB = A, CA =  AC = E, yani bu - abel gruppasi. 
Undan tashqari A” 1 = C, B ^ 1 = B. Bu gruppa ciklik gruppa C4 ning o‘zi: 
{ 1 , e™/2, ein, e3'^ 2} = fc = 1 , 2, 3A -}-; Gruppaning ko'paytirish
jadvali:

Ci E A B C

A A B c E
B B c E A
C C E A B

Uning bitta, qismgruppasi bor - (E,B ) =  (1, —1). Bu - invariant qismgruppa: 
A(E,B)A - 1 = (E,B), B(E,B)B~1 = (E, B), C(E, B)C_1 = (E,B ). Bu 
gruppaning har bir elementi sinfni tashkil qiladi. A va C element)arning tartibi 
to'rtga teng: A4 = E, C4 — E. B ning tartibi esa ikkiga teng: B2 =. E.

Ikkinchi yo‘l: Hamma elementlarning tartibini ikkiga teng deb olaylik: 
A2 = B2 = C — E. Bu holda quyidagi jadvalga kelamiz:

C2h E A B 0
E E A B G
A A E c B
B B C E A
c G B A E

Bu gruppa Cm deb belgilanadi. Ko'paytirish jadvalidan ko'rinib turibdiki 
bu ham abel gruppasi: C4 va Ĝ h gruppalarizomorf emas. Ĉ h da uchta 
qismgruppani kiritishimiz mumkin: H\ : {E, A}, H2 : {E, B}, H3 : 
{E, C}. Ularning hamtnasi invariant qismgruppalarni tashkil qiladi, demak 
ulaming har biri bo'yicha faktorgruppa tashkil qilish mumkin: {Hi, BH%} =  
{(E, A), (B , C)}, {H2, AH,} = {(£, B), (A, C)} va {H3, AH3} =  
{(E, C), (A, B)}.

To'rtinchi tartibli gruppani ikkita ikkinchi tartibli gruppalarning to'g'ri 
ko'paytmasi sifa,tida tasawur qilish mumkinmi? Ikkinchi tartibli gruppa - C2 : 
{E, A}, boshqasi yo‘q. Ikkita C2 ning to'g'ri ko'paytmasi:-

C2 ® C2 =  {E i,  A]} <S> {£>2, A2} =  {Eh ® E i, E i  ® A2, E2 <8> Aj, Ai ® A2}.
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Hosil bo‘lgan to'rt elementli to‘plam elementlarini o'zaro ko'paytirib chiqaylik. 
Birinehidan, har bir elementning kvadrati birlik elementga teng:

[E i <g> E 2) (E i  ® E 2) =  E i  <8> E i\ (E \ <S> A 2){E i ® A2) =
— (-Ei <8> A2A2) — E i <S> E 2; (E2 ® A i)(E 2 ® A i) =

=  (E 2 ® A1A1) =  E i ® E 2', (A i ® A 2)(A i ®  A ,) =  E i®  E 2.

Ikkinchi elementning uchinchisiga ko'paytmasi to‘rtinchi elementni, uch~ 
inchining to'rtinchiga ko'paytmasi ikkinchini va to'rtinchining ikkinchiga 
ko'paytmasi uchinchini beradi. Masalan,

(E2 ® Ai)(Ei ® A2) = Ai <g> A2.
Natijada C2h gruppasining ko'paytirish jadvalini oldik. Demak, ikkita C2 ning 
to'g'ri ko'paytmasi C4 ga emas, C2h ga izomorf ekan:

C i  ®  C o =  C,2h-

4.6-misol. D3 gruppasi. Ushbu gruppa oltita elementdan iborat bo'lib 
uning ko'paytirish jadvali quyidagicha ko'rinishga ega:

ko'paytirish jadvali

E A B K L M
A B E M K L
B E A L M K
K L M E A B
L M K B E A
M K L A B E

Jadvaldan ko'rinib turibdiki, K 2 — Lr = M 2 =. E, AB — A3 = B3 = E. 
Topish qiyin emaski, K~l = K, L~l -  L, B~ L = A va h.k.

Gruppaning ichida bitta qismgruppa bor: H := {E, A, B}. Bu - invariant 
qismgruppa, y ’ani, ixtiyoriy g € G uchun gilg~\ — H. Masalan, g sifatida K  ni 
olaylik. Bu holda KH  := {K, L, Ai}, KH K_1 := {E, A, B}. Shu invariant 
qismgruppa bo'yicha qo'shma to'plamlarga bo'lib chiqishimiz mumkin. Birinchi 
yo‘l: H + KH. Buholda gruppamiz ikkita to'plamga bo‘linadi: (E, A, B) + 
(K, L, M). Agar qo'shma to'plamga bo'lish uchun H ga kirmaydigan boshqa 
elementni olsak, masalan, L, natija yana o'sha bo'ladi: H + LH = (E, A, B) + 
(L, M,K). H ga kirmaydigan element sifatida M ni olsak yana o'sha natijaga 
kelamiz. •

Gruppa D3 uchta sinfdan iborat:

S i := (E), S2 := (A, B), S3 := (K, L, M ,).

Buni tekshirish qiyin emas. E bitta sinfni tashkil qilishi oydin. A ni .olylik, 
jadvaldan ko'rinib turibdiki,

EAE = A, BAB- 1 = A, KAK~l = LK  = B,
LAL- 1 =  ML = B, MAM~} = KM  =  B.
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Demak, (A, B) bitta sinfni tashkil qilar ekan. Uchinchi sinfni ham huddi 
shunday tekshirish mumkin.

Quyidagi grupparii kiritaylik C'2 : {1, - 1 }  (keyixigi misol bilan solishtiring). 
Agar (E,A,B ) -5- 1 va (K ,L ,M ) -*  - 1  moslik kiritsak yadrosi ker^ : 
(Ej A, B) dan iborat D3 -> C'2 goinomorfizm kiritgan bo'lamiz. Agar (E, A, B) 
elementlarni ekvivalent deb (ya’ni, gruppaviy ko'paytirishlarda ularning faqri 
yo'q deb) qarasak va huddi shunday, (K , L, M) elementlarni ham ekvivalent 
deb olsak {G/Veiip} faktorgruppaga kelamiz, u C% ga izomorf bo'ladi.

Ushbu gruppa to'g'ri burchakli uchburchakni tashkil qiladigan uch atomli 
molekulaning simmetriyalariga mos keladi. Bu yerda birlik element E hamma 
atomlarni o'z joyida qoldirishga mos keladi, A element sistemani 2tt/3 = 120° 
burchakka burashga mos keladi, B element molekulamizni 2 • 2-rr/3 = 240° 
burchakka burashni ifodalaydi, K, L, M elementlar esa molekulani IV. 1- 
rasmda ko'rsatilgan o'qlar atrofida akslantirishni ifodalaydi. Jadvalga kirgan

1

operatsiyalarning hech biri molekulaning holatini o'zgartirmaydi,' shuning 
uchun D3 gruppasi molekulaning hamma simmetriyalarini ifodalaydigan gruppa 
hisoblanadi.

4.7-rnisol. Ciklik gruppa Cn : {a ,a2, a3, = E.) Bu gruppa abel 
gruppasidir, uning har bir elementi o'ziga qo'shma bo'lib bir sinfni hosil 
qiladi. Bunday gruppani biror berilgan o'q atrofida diskret burchaklarga 
buralish gruppasi sifatida tasavvur qilishimiz mumkin. Buning uchun a —- 
exp{*27r/n} deb olamiz. Ya’ni, Cn gruppasining a elementi biror o'q (masalan,
0 o'qi) atrofida 27r/n burchakka buralish elementi bo'ladi. Darhaqiqat, (x,y) 
tekisligidagi ixtiyoriy bir nuqtani z = x + iy  kompleks son deb qarashimiz 
mumkin. Shu kompleks sonni eksponensial ko'rinishda z = x + iy = peiv 
tasavvur qilishimiz mumkin. Bu liolda az ^ pê 'f+2'nM vektor z ni 2v/n 
burchakka burilganiga teng. Bunday tasawurga o'tsak siklik gruppa quyidagi 
ko'rinishni oladi: Cn : { e ^ 'n\ = 1}.

Faraz qilaylik, buralish burchaklari diskret emas, uzliksiz to'plamni tashkil 
qilsiri. Bunday holni CTO deb belgilaymiz, bunday uzliksiz to'plam C00 : e 0 < 
tp < 2-k cheksiz gruppani hozil qiladi. Bu gruppaning har bir elementi 
tekislikdagi vektorlarni z - o'qi atrofida </j burchakka buraltiradi.

Shu joyda 6-matritsani eslash o'rinlidir. Bu matritsa tekislikdagi
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vektorlarni 93 burchakka buralishini ta ’minlar edi. 6-matritsalar determinanti 
birga teng ortogonal 2 x 2 matritsa bo‘lib ularning 0 < ip < 2n ga mos 
keluvchi uzliksiz to'plami (x,y) tekislikdagi buralishlar gruppasini tashkil 
qiladi. Bunday matritsalaí to'plami SO (2) deb belgilanadi. Demak, va 
50 (2 )  gruppalarning har bir elementlari orasida o'zaro bir-qiymatli moslik bor 
ekan, bu degatii, ular izomprf ekan: ~ SO(2). Bu ikkitá gruppaga izomorf 
bo'lgan yana bir gruppa bor - U{ 1), bu gruppa moduli birga teng bo'lgan 
sonlarning uzliksiz to'plami: U( 1) =  e O < ifi < 2n. Oydinki,

Coa «  5 0 (2 )  «  U(l).

4.8-m isol. Tekisilikdagi

, x[ = a:cos</5 +  ysiny> + a; y’ = — £ sin <£ + y eos -f & (2)

almashtirishlar koordinat o'qlarini <p burchakka burash va koordinat boshini 
d = (a, b) vektorga siljitishga mos keladi. Bu almashtirish natijasida ikki 
nuqta orasidagi masofa va fazoning orientatsiyasi o'zgarmaydi. Parametrlarning 
o'zgarish sohasi

O < ¡p < 2iT, —00 < a < 00, —00 < b < 00.

Bu almashtirishlar gruppani hosil qiladi, uning nomi - tekislikning 
harakatlari gruppasi, u ¡/ 50(2 ) deb belgilanadi. Uning har bir elementi 
tp va (a, b) parametrlar orqali beriladi, ya’ni, / 50(2) - uch parametrli gruppa. 
Koordinat o'qlarini <p burchakka burab koordinat boshini (a, 6) vektorga siljitish 
(ko'chirish) operatsiyasini g(<p, a,b) deb belgilaylik, g(ip, a,b) €  /50(2). 
Elementlarning a — 0 , 6 = O bo'lgan to'plami 5 0 (2 )  gruppani hosil qiladi, 
g(tp, 0 ,0) S 5 0 (2 ) , aniqki, ¡bu to'plam / 50(2) ning qismgruppasidir. 5 0 (2 )  - 
abel gruppasi. <p = O bo'lgán elementlar ,9(0 , a, b) to'plami ham qismgruppani 
tashkil qiladi - tekislikning ixtiyoriy nuqtasining («1, 61) vektorga va (a2,b2) 
vektorga ixtiyoriy tartibda ketma-ket siljishlari shu nuqtaning bitta (03 = 
ai + 02, 63 =  b\ + 62) 'vektorga siljishiga teng. Bu qismgruppa - tekislikni 
o'ziga parallel ko'chirishlari gruppasidir, uni P(a, b) deb belgilaylik. U ham 
abel qismgruppasidir. Ikkala qismgruppa bitta urnumiy nuqtaga ega, u ham 
bo'lsa birlik elementdir (ya’ni, koordinat boshi va o'qlarini o'z joyida qoldiruvchi 
element </(0,0,0)). Demak, / 50(2) ning ikkala qismgruppasi ham abel 
gruppasini tashkil etadi, aihmo / 50(2) ning o'zi abel gruppasi emas, chunki 
9(<Pu ai,bL)g(tp2> a2,b2),-¿'g(ip2, a%b2)g((pi, oi,&i).

P(a,b) qismgruppa /¡50(2) ning invariant qismgruppasi (tekislikdagi 
ixtiyoriy vektorni avval biror burchakka buraymiz, qandaydir vektorga 
ko'chiramiz, keyin shu amallarni teskari tartibda bajaramiz, natijada yana 
o'sha vektor kelib chiqadi).!/S0(2)/P(a, &) faktor-gruppani ko'raylik. Faktor- 
gruppa nuqtai-nazaridan P(a,b) ning elementlari ekvivalent, ya’ni, (0, 0) 
vektorga ko'chish ham, ixtiyoriy (a, b) vektorga ko'chish ham ekvivalent bo'lib 
bitta elementdek ko'riladú Demak, g(<p, ai, 6j) va g((p, a2, b2) elementlar 
faktor-gruppa nuqtai-nazaridan farq qilmaydi va ular g(ip, 0, 0) ga ekvivalent.
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Demak, IS0(2)/P  faktor-gruppa SO(2) ga izomorf ekan: JSO(2)/P ~  
50 (2 ).

/ 50(2) gruppasi ikkita qismgruppadan tashkil topganini oshkora ifodalash 
maqsadida uning elementlarini g (a (ip ),r)  deb belgilash qulaydir, bunda 
tekislikdagi ip burchakka burash matritsasi a(ip) 6-formulada berilgan (u yerda 
u a,W deyilgan), r  = (a,6) - ko‘chirish vektoridir.

/ 50(2) gruppasidagi gruppaviy kompozitsiya (ko'paytirish) qoidasini 
keltirib chiqarish uchun uning elementlarini quyidagi matritsa yordamida 
tasawur qilamiz:

(
cosip simp a \

- s i n ip cos/p b I . (3)

0 0 1 /
Bu holda tekislik nuqtalarini ham uch o'lchamli vektor-ustun sifatida tasawur 
qilishimiz kerak:

Bunday tasawur 2-almashtirish qoidasiga mos keladi. Ko'rinib turibdiki

(cos(̂ >i + ip%) sin(v?i + ip-i) a,2 cos ip\ ■+• 62 sin ipi + ai \
-  sin(^i 4- tp2) cos(<pi + tpz) ~~&2 sin ̂ 1+62  cos tpi + &i .

0 0 1 J
Demak

ips =  <p\+<p2, a3 =  a2 cos (^i+62 sin ̂ x+Oi, 63 =  —a z s in ^ i+ ^ c o s ^ i+ ftj.
(4)

Vektor belgilashlar kiritaylik: r i  =  (aj,&x), r 2 = («2:^2)- Agar tekislikdagi 
ip burchakka burash matritsasini 6-formula asosida a(ip) deb belgilasak 4-dagi 
r 3 = (a3, 63) vektorini quyidagicha ifodalash mumkin:

r3 = o(^x)r2 + ri.

Shu bilan / 50(2) gruppasidagi ko'paytirish qoidasi topildi:

93 = 9m  = g(a(<pi + tpi), a(ipi)r2 + ri).

Ixtiyoriy fazodagi harakatlar haqida gapirganimizda shunday ko'paytirish 
qoidasi uchraydi, bunday ko'paytirish qoidasi yarim-to‘g‘ri ko‘paytirish 
deyiiadi, Odatda yarim-to'g'ri ko'paytma gruppani uning avtomorfizmlari 
gruppasiga. ko'paytirishini ta'riflashda ishlatiladi. Tekislikning harakatlari 
haqida gap ketayotganida 5 0 (2 ) gruppasi P gruppasining avtomorfizmlarini 
tashkil qiladi, chunki tekislikdagi ixtiyoriy buralish shu tekislikdagi ixtiyoriy 
vektorni yana shu tekislikda qoldiradi. Poincare gruppasi - Minkovskiy 
fazosining harakatlari gruppasi - haqida gapirganimizda ham yana yarim-to'g'ri 
ko'paytmaga kelamiz.
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Gruppa elementlari ozining ta ’siri orqali aniqlanadi. Bu ta ’sirni 
abstrakt korinishda ko'paytirish jadvali sifatida - aniqlashimiz 
mumkin. Fizik kattäliklar haqida gap ketar ekan ular matematik 
nuqtai nazardän odatda mos keluvchi chiziqli fazolardagi vektorlar 
va tenzorlar sifatida namoyon bo'ladi. Vazifa - gruppa 
elementlarining mana shu fazo eiementlariga ta ’sirini aniqlash.

§5.1. A sosiy ta ‘rifiar

Chiziqli fazo L berilgan bo'lsin. Ushbu fazo elementlari m a’lum bir 
fizik sistemaning holatlarini bildirsin. Bizga ma’lum bir simmetriya 
operatsiyalari - y a ’ni, ma’lum bir gruppa G - berilgan bo'lsin. Shu 
gruppaning ta ’siri natijasida L fazo elementlari qandav o'zgaradi? 
Maqsadimiz mana shu savolga javob berish.

Elementlari matritsalardan iborat va gruppaviy kompozitsiya 
qoidasi matrik ko'paytma bo'lgan gruppa matritsalar gruppasi 
deyiladi. Mana shu L fazoda ta ’sir qiladigan matritsalar to'plami 
F ni topaylik - F : {.Di, £>2, Shu to'plam elementlari matrik 
gruppani tashkil qilsin. G gruppa elementlari va F gruppa 
elementlari orasdida ma'lum bir moslik o'rnatilgan bo'lsin: g.¿
Di, shuning uchun D,¿ = D{g.¡) deb belgilaymiz.

ta'rif: Agar G gruppa mana shu matrik gruppaga gomom.orf 
akslantirilsa

G —>• F, gi —> D(gi)
va har qanday gi G G va g? E G lar uchun gxg2 — gs, gz €  G 
bo ‘Iganda

D(gi)D(g2) = D(gs), D(g.¿) eT , i = 1 ,2 ,3

to‘g‘ri heisa topilgan m,atrik gruppa F G ning L fazodagi tasavvuri 
deyiladi.

Agar L fazoning o'lchamligi n bo'lsa topilgan tasavvur 
F n -o ‘lchamli tasavvur deyiladi. L fazo tasavvu rlar  
fazosi deyiladi. Teskari elementlarning mavjudligi sharti D 
matritsalarning aynimagan bo'lishi kerakligini bildiradi:

D(gr') = D -'fa j, V*. (5)

§5. Gruppalarning tasavvur lar i
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Undan tashqari, D(e) — I bolishi kerak, bu yerda I -n x n  o'lchamli 
birlik matritsa. Agar F «  G bo‘lsa (ikkala gruppa izomorf) 
F tasavvur aniq deyiladi. Bu holda G ning har bir elementiga 
F n in g  bir elementi mos keladi va teskarisi. Agar G ning bir 
necha elementi bitta D matritsa orqali tasavvur qilinayotgan bo'lsa 
bunday tasavvur noaniq tasavvur deyiladi.

Ikkita tasavvur Ti va F2 ekvivalent deyiladi, qachonki ularni 
hosil qiluvchi matritsalar o'xshash alrnashtirish A orqali bog'langan 
bo'lsa:

Di = AD2A~\ (6)

Bu yerda A matritsa Ti tasavvurlar fazosi L ni V2 tasavvurlar 
fazosi L2 ga akslantiradigan matritsa. Ekvivalent tasavvurlar 
bir hil o‘lchamlikka ega bo'lishi aniqdir. Agar ikkita ekvivalent 
tasavvurlar bitta fazoda aniqlangan bo'lsa A matritsa shu fazodagi 
bazisni alrnashtirish matritsasi bo'lib chiqadi.

Tasavvurlar keltiriluvchan va keltirib bo‘lmaydigan 
bo'lishi mumkin. L fazoda shunday qismfa,zo L\ bo'lsinki (L\ C 
L) uning elementlari F tasavvur matritsalari ta ’sirida yana shu 
qismfazo L\ elementlariga o'tsin. Bunday qismfazo L\ invariant 
qismfazo deyiladi. Agar L da hech bo'lmasa bitta invariant 
qismfazo Li bo'lsa bunday tasavvur keltiriluvchan tasavvur 
deyiladi. Agar L\ butun L bilan mos tushsa bunday tasavvur F 
keltirilib bo ‘Imaydigan deyiladi.

Agar L ni ikkita invariant qismfazolarning yig'indisiga ajratish 
mumkin bo'lsa: L = L\ © L2, va har bir qismfazoning vektorlari 
F tasavvur ta ’sirida o'z qismfazolarida qoladigan bo'lsa bunday 
tasavvur to ‘liq keltiriluvchan deyiladi. Bu holda tasavvur 
matritsalari quti-diagonal ko'rinishga keltirililadi:

Bu yerda D - n x n  matritsa, u n -o'lchamli L fazoda ta ’sir qiladi, 
D<»- n\ x n\ matritsa, u n\ -o'lchamli L\ fazoda ta ’sir qiladi va 
Di2) - n2 x n2 matritsa, u n2 -o'lchamli L2 fazoda ta ’sir qiladi, n\ + 
ft2 = n. Bunday tasavvur tasavvurlarning to ‘g‘ri yig‘indisi 
deyiladi va D(g) — D ^  © D® ko'rinishda belgilanadi.
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х(д) —TrD(g) kattalik tasavvur xarakteri deyiladi. 
Oydinki,

® ekvivalent tasavvurlar uchun T ri? ! =TrD2,
• b itta klass elementlariga mos keluvchi m atritsalar xarakterlari 

tengdir.
Tasavvur D(g) aniq deyiladi qachonki g\ ф g2 bo'lganda £ % i) Ф 
D(g2) bo‘lsa.

U nitar tasavvu rlar.
Kvant mexanikasida quyidagi ko'rinishdagi skalar ko'paytmalar 

ishlatiladi: '
(x,y) = Y xiVi- (8)

i=1
Bir bazisdan ikkinchi bazisga o'tish almashtirishini ko'raylik:

x' — Ux, y' — Uy.
Skalar ko'paytmaning saqlanishi uchun almashtirish matritsasi U 
unitar m atritsa bo‘lishi kerak - iß  — U~x:

{x',y') = {Ux,Uy) = (x,U ]Uy) = (x,y). (9)
Fizik sistemaning simmetriyasi haqida gap ketar ekan unga 
mos keluvchi almashtirishlarda sistemaning holatida o'zgarish 
bo'lmasligi kerak. Shu sababdan. tasavvur matritsalarining unitar 
matritsa bo‘lishi muhimdir.
Т еорема IV .2 Cheklangan gruppaning ixtiyoriy keltirilmaydigan 
tasavvuri unitar tasavvurga ekvivalentdir.

Isbot: D(gi), i = 1 , 2 matri tsalar G gruppaning n 
oicham li L fazodagi keltirilmaydigan tasaw urin i tashkil qilsin. 
Quyidagi matritsani tuzaylik:

! i
Ko'rinib turibdiki Д - ermit matritsa: Д* = Yli ~
Demak, uni biror unitar matritsa S t = 5 “ 1 yordamida diagonal 
ko‘rinishga keltirish mumkin:
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bu yerda D = SD S  -1. Bu diagonal matritsaning diagonal 
eiementlari musbat aniqlangan:

dgg = 'y ; Dltg(gi)Dfia(gi) — 0afa)Dftafa) ~
'■.ft i,ft

= \Dft*(9i)\2 > 0- 
i.fi

Bu matritsaning diagonal elementlaridan ildiz chiqarib da2 ulardan 
tuzilgan diagonal matritsani d1!'2 deb belgilaymiz. Olingan 
matritsa ermitdir: d — d1/2. Agar shu matritsa yordamida 
Dfa) ga ekvivalent bo'lgan yangi Ufa) = d1̂ 2Dfa)d~1' 2 matritsa 
kiritsak u unitar bo!lib chiqadi. Buni ko'rsataylik:

U\gi)Ufa) = d r ^ D ^ d ^ d ^ D ^ d r 1̂  =
- = d~l^ D \ gi)dDfa)d-ll2. 

Ammo fa)dDfa) — d, demak.

U]fa)Ufa) = d -W d d r*  = I.

Demak, ixtiyoriy keltirilmaydigan tasavvurni unitarga aylan- 
tirishimiz mumkin:

Ufa) = dxl2SDfa)S~ld-ll2, C/t = U~\

Kompleks qo‘shma tasavvur  Agar F tasavvurga kirgan 
hamma matritsalarni ularning kompleks qo'shmasiga almashtirib 
chiqsak yangi tasavvurni olamiz:

D fa) -+ D*fa).

Hosil bo'lgan tasavvur umumiy holda boshlang'icb tasavvurga 
ekvivalent bo'lmaydi.

Regular tasavvur. Quyidagi matritsalarni kiritaylik:

D« f e ) = { J ; f g ,w i b0‘lsai cio)
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Bu m atritsalar n x  n o'lchamli tasavvurni hosil qiladi. Isboti: bir 
tomondan

§5.2. Schur lemmalari
Schurning 1-lem m asi

Lemma: Keltirilmaydigan tasavvur matritsalari Dfa) ning 
hammasi bilan kommutativ bo‘lgan matritsa A birlik matritsaga 
proportsionaldir: A = XI, bu yerda X - son.

Isbot: Shart bo'yicha

deb yozib olishimiz mumkin. Agar II — A + va J  = i(A. — 
Â ) ko'rinishdagi ermit matritsalarni kiritsak 11 va 12 formulalarni 
darhol quyidagi ko'.rinishka keltiramiz:

D{gi)H — IID(gi), D(gi) J  = JD(g.l), \/9i e  G. (13)

H va J  matritsalar ermit bo'lgani uchun ularni diagonal ko!rinishga 
keltirish mumkin:

Dij(gk)Dji{gm) — 1, 9kgj = 9i va gmgi -  gh yoki, gk9m9i = 9i bo'Isa; 
0 , äks holda.

ikkinchi tomondan

Demak
&(cik}D{()rn) — D{gk9m)‘

AD(gi) = D(gi)A, Vg ie G .  (11)

Demak
= A'D \9i), %  €  G.

Ammo D '(g) — D~l {g) =  D{g~l). Ushbu munosabat ixtiyoriy gi: 
uchun o'rinli bo'lgani uchun ohirgi tenglikni

D{gi)A' = A'D{gi\ \/gi £ G, (12)

SH S- 1 = h, T JT -x = j. (14)
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N«a 13 formulalar

^ S H S ” 1 = SH S-'SD S - 1 yoki, SDS~lh = hSDS~l
(15)

va

1TJT~l = TJT~lT D T l yoki, TDT~lj  = jTDT~x
(16)

kcählarga keltiriiadi. Shularning birinchisining (y)-m atrik  
e ltlarin i oiaylik:

(S D S -% h kj = hik(S D S -% . (17)

hhkSki ekanligini hisobga olib olingan forinulani rlarhoi

{SD S-% (hi -  hj) = 0 (18)

kjshga keltiramiz. Oydinki, i ^ j  bo'lganda yoki hi = hj, yoki 
( { %  — 0 bo'lishi kerak. Ikkinchi imkoniyat tasaw urning 
Hnaydiganiigiga ziddir, shu sababdan birinchi imkoniatni 
oferak:

hi = hj, ixtiyoriy i va j  uchun. (19)
s in  h matritsaning birlik m atritsaga proportsionaliigmi isbot 
qi.\.SQT' — a deb belgilasak h = olI ko'rinishga ega bo'lamiz. 
Bp-ni esa

H — A -i- .d  =  a I  

Huddi shunday mulohazalar asosicta

J  = i { A -  A') = ß l
eUni isbot qilishimiz mumkin. Demak,

A = \ { a -  iß)I = AI. (20)
¿j

S<)g ikkinchi lemmasi

La. DW va D(j) matritsalar G gruppasining ikkita 
knaydigan tasaw urlari bo'lsin. Ularning oichamliklari mos 
n a  rii x ni va tij x rij bo'lsin. Agar rii x n.j o lchamli A

D % )A  = AD^(g)y Vg e G, (21)
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munosabatga bo‘ysunsa 1 ) har xil o'lchamli keltirilmayc 
tasaw urlar uchun A  nolga teng: 2) bir xil o'lchamli noekviv^ 
tasaw urlar uchun ham A = 0; 3) bir xil o'lchamli ekviva 
tasaw urlar uchun A - aynimagan matritsa (det A ^  0).

Isbot. I
Awalgi paragrafda 11- dan 12-ga o'tganimizdagi mulohazal 

qaytarib 21 -dan

A^D(,\g) =  D®(g)A\ V g e G

kelib chiqishini topamiz. 21-ni chap tomondan ga va 22-ni ( 
tomondan A ga ko'paytirsak

A*D®(g)A = A'AD® {$), A*D®{g)A = D^\g)A^A

larni olamiz. Bulardan

A]AD®(g) '= D{j)(g)AiA, V g e G  (

ekanligi kelib chiqadi. 21-ni o‘ng tomondan A* ga va 22-ni c 
tomondan A ga ko'paytirib

AA'D®(g) =  D®(g)AA\ \/g e  G

ekanligini ham topamiz. Schurning birinchi bo'yich
rij o!lchamli kvadrat matritsa- 4+yl birlik matritsaga. elcvi 
A^A — fiI, huddi sV>"’“Ja,y  ^ ^  o lenamli kvadrat mairit.s 
ham bid’1'  ^^tritsaga ekvivaient: AA> = A I, bu yerda ¡j 
sr^iat. Demak, det A^A = fini va detAA^ = A”4.

rii — rij bo lsin. Bu holda A matritsa kvadrat matritsa bJLdi 
va det A U  =  jd etA j2 = det A* A  bo'lishi kerak uchun A = ,i 
bo'ladi. Agar A = fi ^  0 bo'lsa A ning teskarisi mavjud, dnak, 
21-ni

D % )  = AD®(g)A~\ V g e G  '25)
ko'rinishga keltirish mumkin. Hulosa: bu holda DW va 3 (i) 
tasaw urlar ekvivaient. Lemmaning uchinchi qismi isbotlandi.

Agar A =■ ¡x = 0 bo’lsa A aynigan matritsa bo'ladi, 25- 
ko'rinishdagi munosabatni yoza olmaymiz, D® va D®  tasawurlar 
noekvivalent bo'ladi. Lemmaning ikkinchi qismi isbotlandi.
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7  ̂ r i j  bo'lsin, aniqlik uchun ra* >  n3 deb olaylik. Bu 
hA matritsani nollardan iborat bo‘lgan ustunlar bilan to‘ldirib 
k it ko1 rinishga keltiramiz, yangi matritsani B deb belgiiaylik, 
Atritsalar uchun huddi A matritsalar uchundek 23- va 24- 
fJlalar o'rinli bo'ladi, demak, B^B matritsa diagonalida bir 
xjn turgan matritsa bo'Iishi kerak. Ammo uning diagonalining 

elementlari nolga teng, demak, uiarning hammasi nolga teng. 
Ijan kelib chiqadi A ham nolga teng. Lemmaning birinchi qismi 

andi.
chur lemmalaridan muhim hulosalarga kelamiz: agar 

bo'lmagan matritsa qandaydir tasavvur matritsalari bilan 
Ijnutativ bo'lsa bu tasavvur keltiriladigan bo'ladi. Har xil 
ilmaydigan tasaw urlar bir-biri bilan bogiangan bo‘lishi 

ijkin emas.

Misollar

,9-misol. Abel gruppalarining hamma keltirilmaydigan tasawurlari bir 
ojmlidir.

:bot. Kommutativ gruppalarning ta'rifi bo'yicha D(g¡)D(gj) ■— 
LD(gi) ixtiyoriy tasavvur matritsalari uchun. Shulaming birini, faraz 
qk D(gj) ni, yuqoridagi A matritsa deb qarasak uning birlik matritsaga 
ptsional ekanligini topamiz: D(gj) = jxl, p - son. Ammo, ta'rif bo'yicha

- keltirilmaydigan tasavvur matritsasi, u diagonaldagi elementlari noldan 
diagonaldan tashqari elementlari esa nol bo'lgan matritsa bo'lishi 

n emas. Demak, u bir o'lchamli matritsa, ya’ni, oddiy funksiyadir. 
10-misol. Abel gruppalarining keltirilmaydigan tasavvurlarini toping. 
3el gruppalari uchun kompozitsiya qonuni qo'shishga tengligini hisobga

ft

ol

df
D(a{)D(a2) = D(ai + a2) 

jsak, uni « i  bo'yicha differensiallasak va a.i = 0, a 2 = a  deb olsak

dD(a)D'(0)D(a) = da
mubatga kelamiz. D'{0) = k deb belgilasak bu tenglamaning yechimini 
da topamiz:

D(a) = cexp(/ta), c = const. (26)
Talar unitar bo'lsin desak K = ik deb olishimiz kerak:

D(a) = cexp(ifea). 
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4.11-m iso l. Ciklilc gruppa Cn ning keltirilmaydigan tasawurlarini tc 
Yechim. Cn gruppa ciklik bo'lib {jE, a, a?\ a3, ... ,an~1} element! 

iborat. Bunda o" = E bo'ladi. Oydinki a-nchi elementning tasawuri sifa

rj/  \D{a) = exp j ----\ n
deb olishimiz kerak. Shunga yarasha 

i 2ikir\
a * = e x p ( —— ) ,  k =  0 ,1 ,2 ,3 , ...,n — 1

\ n

bo'ladi. Ko'rininb turibdiki, aki aki =  akl+k*
4.12-m isol. Tekislikdagi buralish gruppasi C«, ning keltirilmayd 

tasawurlarini toping
Yechim. Ixtiyoriy if  burchakka buralish elemerrtini g(ip) deb belgili 

unga
g(tp) => = exp(i<p)

tasawur mos keladi. Tasawurlar uchun asosiy bo'lgan

£»(1)(^i)Z?(1)(^2) = +<p2) 
hossani tekshirish qiyin emas. Bu tasawurning bazisi sifatida bir o'lch; 
kompleks sonlar fazosini olishimiz kerak. Rostdan ham, z = x + iy 
kompleks sonni olaylik. Unga D(ip) tasawur bilan ta ’sir qilaylik:

D^\ip)z = pexp(i(4> + ip)) = z'.
Yangi hosil bo'lgan kompleks vektor z' uzunligi o'sha p ga teng bo'lgan, ar 
yo'nalishi ip burchakka buralgan vektordir.

Demak, bir o'lchamli keltirilmaydigan D^(ip) tasawur bir o'lch 
kompleks vektorlar fazostda ta’sir qilar ekan.

4.13-m isoi. To'g'rilchiziq R1 deb belgilanadi. lining nuqtalari qo'shi 
nisbatan abel gruppasini tashkil qiladi. Bu gruppaning keltirilmayd 
tasawurlari bir o‘lchamlidir.

% ) = ( ! ; ) ,  « 6 R1 

matritsa shu gruppaning-keltiriladigan tasawurini hosil qilishini ko'rayli

D(ai)D(a2) =  ( J fi ) ( J ? ) = ( 0 1 ^  ) = D(a i + «2

Tasawur keltiriluvchan, jammo, to'liq keltiriluvchan emas. Bu 2 x 2 tasf 
2-o‘lchamli fazoda ta ’sir tjiladigan matritsa, ikki o'lchamli fazo elementin

^  ^ deb belgilab unirig invariant qismfazolarini topamiz:
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vektorlar invariant qismfazoni tashkil qiladi. Ammo Ç = ^ ^  ^ vektorlar

invariant qismfazoni tashkil qilmaydi. Demak, umumiy ikki o‘lchamli fazo 
ikkita invariant qismfazoga parehaianmaydi. Shuning uchun D(a) rnatritsa 
blok-diagonal ko'rinishga keltirilmaydi.

4.14-m isol.
D W ( < p ) = ( C0Slfi " S Ín ' H  (28 )'-w  \ Slllíp eos(f. i v '

rnatritsa tekislikda buralish gruppasi G^ ning to'liq keltiriluvchan tasawuri 
ekenligini ko'rsating.

Yechim. Ikki komponentali haqiqiy vektorlar fazosini kiritaylik:

( 29 )

Bu - yana o‘sha tekislikdagi vektor, tekislikning ixtiyoriy nuqtasiga yoki haqiqiy 
ikki komponentaiik vektorlarni, yoki bir komponentalik kompleks son z = x+iy 
larni mos keltirishimiz mumkin. Ko'rinib turibdiki,

Bu munosabatlarning yechimlari A =  1, £2 =  0. Demak, £ =  q1 ^

(  x' \ _  (  eosíf — sin<¿> \ í  x \ __ f  XCOS Ip — ysinip 
[ y' J  ~ \ s i cosip )  \ У )  ~ \ xsinip + ycosip

(30 )

Bu esa tekislikdagi (x, y) koordinatali radius-vektorni <p burchakka burash 
formulasi.

Endi D® tasawurning keltiriladigan tasawur ekanligini isbot. qilámiz. 
Buning uchun uning ustida

A = \ ( \  [ )  (31)
л/2

unitar rnatritsa yordamida 0‘xshash almashtirish bajaramiz:

. A D ^ A - 1 «■  (  Д  У  (32 )

Demak, D ^  tasawurimiz ikkita bir o'lchamli keltirilmaydigan tasawur 
laxning to‘g‘ri yig'indisigaga keltirilar ekan:

= £>W ф D(1)*,

yoki,

o B - ( T  A ) -  i33»
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Keyin ko'ramizki, 28-ko‘rinisMagi matritsalarning o'zi alohida bir gruppani 
tashkil qiladi, bu .gruppa SO(2) gruppasi deyiladi.

4.15-m isol. Dz gruppasining tasawurlarini toping.
Agar har bir elementning tasawuri sifatida birga teng sonni oladigan 

bb'lsak gruppaning trivial tasawurini topgan bo'lamiz. Bu tasawurning 
hech qizig'i yo'q, ammo quyida keltirib chiqarilgan juda muhim ortogonallik 
rnunosabatlarida uning ham o'z o'rni bor. Shunday qilib, tasawurlarning 
birinchisi sifatida quyidagi jadvalni oiishimiz mumkin:

E A B K L M
1 .1 1 1 1 1

Gruppaning ko'paytma jadvali bajarilganligi shubhasiz. 
Ikkinchi tasavvur sifatida quyidagini olaylik:

E A B K L M
DM 1 1 1 -1 -1 -i

Bu gal ham gruppaning ko'paytma jadvali bajarilganini ko'ramiz. Sunday 
tasawur £>3 ning sinflarga parchalanishiga mos keladi. Shu bilan bir o'lchamli 
tasawurlar tugaydi.

Ikki o'lchamli tasawurga o'taylik. Bu tasawurning bazisini quyidagi 
ve'ktor-ustunlar tashkil qiladi:

ri
1
1
VS

1
1

-Vi
(34)

Ko'rinib turibdiki, bu vektorlar 1-, 2- va 3- atomlarning tekislikdagi 
koordinatlari. Simmetriya operatsiyalari atomlarning o'rinlarini ma’lum 
tartiblarda almashtirishi kerak.

Birlik elementning tasawurini topish oson:

D^{E) 1 0 
0 1

A element uchburchak bo‘lib joylashgan atomlarni (x,y) tekisligida 120° 
burehakka burash operatsivasi edi. i- atomning koordinatlarini deb
belgilasak bu atom buralish natijasida

cos 120° —sin 120' 
sin 120° cos 120'" X s H l

vS
2_1
2

(35)

koordinatlarga ega boladi. Demak, A elementning ikki o'lchamli fazodagi 
tasawuri sifatida ,

2?<*>(A)=( - J - J  
2 2
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matritsani olishimiz kerak. В element 240° burchakka buralishga rnos keladi, 
uning tasavvuri sifatida

D^(B) = cos 240° 
sin 240°

- s in  240° 
cos 240°

_ i
à
2

¡ä
2_1

2

В, olingan matritsalarmatritsani olamiz. ko‘paytirish jadvali bo‘yidm A2 
shunga mos kelishmi ko'rish qiyin emas: ■

d<-3\ a )d {3\a)  =  D{3\B).

К  elementga kelsak u 2-nchi va 3-nchi atomlarning o'rnini almashtirish 
operator! edi, bunda 2- va. 3- atomlarning koordinatalari uchun

(36)

ni olamiz, birinchi atomning esa koordinatalari o'zgarmaydi. Ammo uning x- 
koordinatasi nolga tengligini hisobga olsak 1-atom uchun ham 36-formulani 
ishlatishimiz mumkin. Demak, К  elementning tasavvuri sifatida quyidagi 
matritsani olishimiz kerak:

D^(K) = - 1  0 
0 1

Qolgan matritsalarni ko'paytirish jadvalidan foydalanib topishirniz mumkin. 
Masalan,

D^{L) = D®{K)D®(A) =

D®(M) = D®(K)D®(B) =  

Natijani bir jadvalga yig'aylik:

Z)(3)
ТГ
1 0 
0 1

- i  -VS
л/з - l

Tí'
- 1  \/3 

-л/3 - 1

К ..... !. - .................M

£)W (i!) i t  1 V3\ 
5 V л/з - 1  )

i t  1 —л/З \
H  -V3....- i  )

4.16-m isol. 8-misoldagi ISO(2) gruppasi. (3)-matritsaIar shu 
gruppaning 3 x 3 olchamli tasavvurlarini tashkil qiladi. Bu matritsalar ISO(2) 
gruppasining aniq tásawurini beradi, chunki дг ф g% bo'lganda T{g{) ф T(g'¡) 
bo'ladi.
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ISO{2) gruppasining kompleks 2 x 2 matritsalar orqali beriladigan 
tasawurini ham topish niumldn. Buning uchun har bir g(ip, a, b) harakatga

0 (g ) = ( f ) . (37)
matritsani mos keltiramiz, bu yerda q — a+ib. Tekislikdagi ixtiyoriy r  = (x, y) 
nuqtani ham ikkki komponentalik kompleks ustun sifatida tasawur qilarniz:

Shu bilan (3)- va (37)-matritsalar / 50(2) gruppasining 3 x 3 va 2 x 2 o'lchamli 
tasawurlarini beradi.

§6. Tasavvur bazisi

§6.1. T asavvurning bazisga ta ’siri

Ma’lumki ((21)-ga qarang) n o'lchamli fazoda chiziqli almashtirish 
bajarilganida vektorning komponentalari

Aj = aijAj, i , j  — 1 , 2 ,

qoida bo‘yicha o‘zgarad.i, bu yerda a - almashtirish matritsasi. 
Gruppaning n o'lchamli tasavvurlari ham n o‘lchamli fazolarda 
almashtirish m atritsalari rolini o‘ynaydi. Gruppaning g elementiga 
chiziqli fazoda Tg operator mos qo'yiladi. Uning ta ’siri quyidagicha 
ta'riflanadi:

Dji(g)ej- (38)
j

Bu ta 'rif yuqoridagi ta ‘rifga mos kelishini ko‘rish qiyin emas:

TgA =  Tg y ;  Affii = ^ 2  AiFgQi = ^  A i D ^ f e  =
i i i j

v f v  Dit(g)Aij  ei = Y ,  A'ie> = A '- 
j \ i / j

0 ‘zining ta'rifi bo'yicha D^g) matritsa Tg operatorning &k va e., 
vektorlar orasidagi. matrik elementidir, 38-ta‘rif shunga ham mos
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kelishini ko'rish qiyin emas:

(ek,Tgei) -  (Tgjki = Ddg)(ek, *j) = Y ^ Dji(g)5kj = Dki(g).
j  3

Asosiy maqsadimiz kvant sistemalar bo'lgani uchun bazis 
vektorlar sifatida funksional fa,zolarning elementlari - funksiyalarni
qaraymiz.

Bizga biror fizik sistema berilgan bo'lsin, shu sistemaning 
to'lqin funksiyasini ip(r) deb belgilaylik. Bu to'lqin funksiya k- 
o'lchamli L fazoning elementó bolsín. Fizik sistema ustida g 
almashtirish bajarayiik. Sistemaga kirgan vektorlar r ' = gr 
ko'rinishda o'zgaradi. g E G bo'lsin, ya ’ni, bajarilgan almashtirish 
simmetriya operatsiyasi bo'lsin. Birinchi bob §2.-paragrafdagi 
terminologiya bo'yicha bu - aktiv almashtirish, ya ’ni, koordinat 
o'qlari o‘z joyida turibdi, r  vektor almashinayapti.

L fazoda ortonormal bazis { ^ ( r ) , * — 1,2, ...,&} berilgan 
bo'lsin. Shu fazoda G gruppasining k x k o'lchamli matritsalardan 
iborat F : {D(gi), i = 1 ,2 ,..., n} tasavvuri ta ’sir qilayotgan bo'lsin. 
Agar G gruppasining g elementiga mos keluvchi operatsiyani Tg 
deb belgilasak uning L fazosidagi ixtiyoriy funksiyaga ta ’sirini 
quyidagieha belgilashimiz mumkin:

Tgi>(r) - »  (Tg4>)(r). (39)

Biz bu bilan Tg operator L fazoning element! ga ta ’sir qilayot- 
ganini ko'rsatmoqchimiz, bunda g element yuqorida aytganimizdek 
radius-vektor r  ga ta ’sir qiladi: r' = gr.

L fazodagi chiziqli almashtirishning ta'rifi bo'yicha

(Tgtii)i(r) = $ ( r )  -  Mig- 1 r) = Dji{g)^j{*)- (40)
/3

g almashtirish L fazoda Dp(g) matritsa orqali tasavvurlandi. 
ta'rifning birinchi qismi quyidagi ma’noga ega. (Tgip)(r ')  
funksiya almashtirilgan r ' nuqtaga mos keluvchi almashtirilgan 
(Tgib) funksiyadir, ikkinchi tomondan u eski r  nuqtadagi eski if)
funksiyaning o'zidir:

{Tgi}))i( r ') = ipl(r') = ipi(r) = ipiig” 1 r '). (41)
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Agar ipi funksiyalar (40)-formulaga bo‘ysunsa ular G gruppasining 
L fazodagi F tasawurin i amalga oshiradi deyiladL

(40)-formula haqiqatan ham tasavvurlarning ta ‘rifiga mos 
kelishini ko'rsataylik. Tasavvurning ta'rifi bo'yicha

Dij{9i)Djk(g2) -  Dik{gig2).

Tekshiraylik:

Tg1Tg2i)i(v) = TgiJ2D ji(g2)tj(r ) = =
i  j,k

= Y l Dk^ 9i g2^ ^ = = Tgmipi( r). 
k

§6.2. Hamiltoniannmg invariantligi

Nomeri Z bo'lgan atomning hamiltoniani (spinlarni hisoba olmay 
turganda) quyidagi ko'rinishga ega:

fi2 ” JL  Ze2 e2

j=i *=i * ¿<j ^

Albatta, n = Z bo'ladi. rt - i - nchi elektronning radiusi, 
Tij— ¿—nchi va j —nchi elektronlar orasidagi masofa. Koordina,t 
o‘qlarini ixtiyoriy burchakka buraylik ((19)-formuia bo'yicha) - 
x -> x\ y -> y', z'-> z'. Laplace operatori bu 0 (3 ) gruppasining 
almashtirishlariga nisbatan o'zgarmasdan qoiadi, hamiltoniandagi 
ikkinchi va uchinchi hadlarga kirgan masofalar ham aylanish 
almashtirishlariga nisbatan invariant bo‘ladi. Yangi hamiltonian 
eski hamiltonianga teng bo‘lib chiqdi:



Bunday hol harniltonianning invariantligi deyiladi. 
Schrödinger tenglamasiga kelaylik:

Hip(x,y,z) = Eip(x,y,z). (42)

Yuqoridagi almashtirishda Schrödinger tenglamasi quyidagicha 
o‘zgaradi:

y\ z') = E^}\x', y\ z'). (43)
Harniltonianning invariantligi H' = H ni hisobga olib uni

H'ip!(x>,y',z') = E'ip,(x',y>,z') (44)

ko'rinishga keltiramiz. (42)- va (43)-tenglamalardan hulosa: 
hamiltonian biror almashtirishlarga nisbatan invariant bo'lgan 
holda energetik satxlar aynigan bo'iadi, bitta energiyaga bir nechta 
to'lqin funksiya mos keladi.

Harniltonianning invariantligini operator formaga keltiramiz.
(42)- tenglamags Tg operator bilan ta ’sir qilamiz:

TgHT^Tglp = ETgll).

(43)-tenglamaga kelish uchun Tgip = 'ipf va TgHT~ l — H' deyish 
kerak, Harniltonianning invariantligi II' — H edi, demak,

TgHTg1 = H => TgH -  HTg = [Tg, H] = 0.

Energetik satxning aynish karraligini n deb olaylik. Asosiy 
tasdiqqa o‘tamiz: agar H hamiltonian G gruppa almashtirishlariga 
nisbatan invariant bo'lsa, bitta energetik satxga tegishli {L : 
ipi, i — 1 , 2 to' lqin funksiyalar to'plami G ning ma’lum 
bir keltirilmaydigan tasavvurining bazisini tashkil etadi.

Buni isbot qilish qiyin ernas. Bir tomondan ixtiyoriy e  L 
va tjji2 e  L lar uchun uchun

Cii'n + C2i ’;2 e  L,
ya’ni, L to'plam chiziqli fazoni tashkil qiladi. Ikkinchidan bu 
chiziali fazo invariant fazodir chunki ixtiyoriy Qk & G uchun
T9&  €  L :

HTg^ = H D M i h  = E  DÄ 9k W .j = E V ]  Dß (gk)i[v 
j . j i
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dan ixtiyoriy gk uchun Ŷ j Dji(9k)^j ham {L : iph i = 
1 , 2 ,n} to'plarnga tegishli ekanligi kelib chiqadi. Demak, 
Dji(gk) keltirilmaydigan tasaw ur matritsalari ekan.

Sistemani tashqi : maydonga kiritaylik. Tashqi maydonga 
mos keluvchi g'alayonlanish operator! V  qandaydir simmetriyaga 
ega bo'lsin. Yangi hamiltonian H + V  ning energetik satxlari 
haqida nima deyish mumkin? Agar V ning simmetriyasi H ning 
simmetriyasidan yuqori bo‘lsa sistemaning toTiq simmetriyasi H 
ning simmetriyasiga teng bo'ladi, energetik satxlarning aynish 
darajasi o'zgarmaydi. Agar V ning simmetriyasi H ning 
simmetriyasidan past bo'lsa sistemadagi aynigan satxlarning bir 
qismi parchalanishi mumkin. Masalan, vodorod atomini z~olqi 
bo'yicha yo'nalgan tashqi rnagnit maydon B  = (0, 0, B) ga 
kiritaylik. Bu holda V — — /x • B  = —ßzB — —ßmB 
bo'ladi (ß - Bohr magnetoni), 0 (3 ) gruppasiga nisbatan simmetriya 
qolmadi, ammo 2 — o‘qi atrofida aylanish (unga 0 (2) gruppasi mos 
keladi) simmetriya operatsiyasiligicha qoladi. Natijada sistemaning 
simmetriyasi 0 (3 ) - »  0 (2 ) gacha pasaydi. Har bir l ga mos 
keluvchi aynigan m = \—l, —l + 1 , ..., 1 — 1,1 satxlar parchalanadi, 
chunki ularning har biri o'zining energiyasiga ega bo'Iadi. 0 (2) 
gruppasi abel gruppasidir, uning keltirilmaydigan tasavvurlari 
bir oichamli, natijada vodorod atomining to'lqin funksiyalari 
hosil qilgan keltiriladigan tasaw ur bir o'lchamli keltirilmaydigan 
tasawurlarning to'g'ri yig'indisiga aylanadi.

4.17-misol. (kerakli joyga qo'yish kerak) Vodorod atomining energetik 
satxlari:

Ry _ me4 „ „ „
b„ - j ,  y  ~ n ~ ’ ’ ’

n - bosh kvant soni, orbital kvant soni l — 0, 1 , 2 ,..., n — 1 qiymatlarni qabui 
qiladi. Vodorod atomining; to'lqin funksiyalari

e, <p) — RnlirYYlmißj ,'p)
Radial funksiya Rni{r) La^uerre polinomlari orqali ifodalanadi, burchaklarga 
bog'liq'lik sferik polinomlai Yim(ß, tp) orqali ifodalanadi. Coulumb maydonida 
harakat sferik simmetriyaga ega. Sferik simmetriya 5 0 (3 )  gruppasi orqali 
ifodalanadi. Bu gruppaning keltirilmaydigan tasavvurlari Dl §12.-paragrafda 
topilgan. Ulardan kelib chiqadiki, bir I ga tegishli 21 + 1 ta  to'lqin 
funksiyalar mana shu keltirilmaydigan tasa,vvur bazisini tashkil qiladi. I = 
0,1,2,  ...,n  — 1 ekanhgi shuni bildiradiki, ma’lum bir n ga mos keluvchi En
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n—1
satx 5^ (2/ -}- I) = n2 ta qismlarga parchalanadi, ular D77"1, D7 ,

/=o
keltiriimaydigan tasawurlar bo'yicha almashinadigan bazislarga mos keladi. 
Ya’ni, En ga mos keluvchi to'lqin funksiyalar to‘plami keltiriladigan tasawur 
bazisini tashkil qiladi. bu bazisga asoslangan fazo har biri ma’lum bir Dl 
bo'yicha almashinadigan |n(n — 1) ta invariant qismfazolarga parchalanadi.

4.18-m isol. Bir o'lchamli garmonik ossillator.
Bir o'lchamli garmonik ossillatorning hamiltoniani

ustida quyidagi almashtirish bajaraylik:

p = iyJ«| v - a)> * = v w a+at)’ w2 = ̂ - (46)
Natijada hamiltonian maqsadimizga qulay quyidagi ko‘rinishga keladi:

H = ~̂ r(aa  ̂+  a*a)- (47)

Ko'rmib turibdiki, hamiltronianimiz

a —* a' = ae,OL, a) —> o!̂  = a'e~la (48)

almashtirishlarga nisbatan invariantlik hossasiga ega:

H' = + eft a') = ^ (a a *  + a) a) = H. (49)

Bu almashtirishlar U( 1) gruppasini tashkil etadi, demak, hamiltoniammizning 
har bir energetik satxiga mos keluvchi to!lqin funksiyalar to'plami shu 
gruppaning keltiriimaydigan tasawurlari bazisini tashkil qiladi. Ammo t/(l) 
grappa - abel gruppasi, uning keltiriimaydigan tasawurlari bir o'lchamlidir. 
Demak, bir o!lchamli garmonik ossilatorning har bir energetik satxiga bitta 
to'lqin funksiya mos kelar ekan. Boshqa so‘z bilan aytganda, ossilatorimizning 
energetik satxlari aynigan emas ekan.

§7. O rtogonallik  m un osab atlari

Bizga n-nchi tartibli G gruppasining ikkita D®(g) va D® (,g) keltir­
iimaydigan tasaw urlari berilgan bo'lsin, ularning o'lchamliklari 
mos ravishda n.t x n* va rij x rij bo'lsin, Bu holda

£  D fJ(9) D % )  = (50)
9
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ekanligini ko'rsataylik.
Quyidagi matritsani tuzamiz:

M W  = Y , D®{9~1)BD{j){9\ (51)
9

bu yerda i , j  m atritsa indekslari emas, matritsa nomeridir. B 
matritsaga kelganimizda u ixtiyoriy n* x  nj o'lchamli matritsa 
bo'lsin. Ko'rinib turibdiki,

9

= Y , D^ ~ l)BD{j\99i) =
9 9

x BD^\ggi) = D ^ig^Y ^D ^Q T ^B D ^h) = D % X)M^\
h

Olingan natija

M ^ D [j\gi) = D^\gi)M ^  

ga Schurning ikkinchi lemmasini qo'llasak

i  ^  .j bo'lganda = 0 , (52)

i — j  bo'lganda esa M W  birlik m atritsaga proportsionalligini 
topamiz:

M (“ ) =  bl.

B matritsa sifatida faqatgina 7 a element! birga teng, boshqa 
hamma elementlari nolga teng matritsani olaylik: B1Q — 1 . Bu 
holda

Y , D % - l)D % )  = ^ S tiKf> (S3)
9 \ , *

munosabatga kelamiz: Bu munosabatda i — j  deb a/? bo'yicha 
yig'indini olamiz:

E D a l ( 9 ) D (a l ( g ~ X) = byani = nSia. (54)
9
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Bu tengiiklarning birinchisi Dak matritsaning o'lchamiigi n* x  n,; 
ekanligidan kelib chiqadi, ikkinchisi esa Dal(g)Dal(g~1) = Sa7 dan 
va gruppa G ning tartib i n ga tengiigidan kelib chiqadi. Shu bilan

h -  n Z Q'ya —Tli
ekanligini topdik. Agar keltirilmaydigan tasaw ur uchun

Dia{g~l) = D~l(g) = =| D*ai(g)

ekanligini eslasak (50)-formulaning isboti tugaydi.
Ortogonallik munosabati (50) xarakterlar uchun muhim 

bo'lgan natijaga oiib keladi. (50)-da ( « 7 !) va (a/3) indekslar 
bo'yicha yig'indilarni olaylik:

E x (i),(9 )xW(9) =ni,j. (55)
9

Bu munosabat keltirilmaydigan tasavvurlar xarakterlarining ortog- 
onalligini bildiruvchi munosabatdir, uni ochib yozaylik:

xw*(5i)x(j)(3i) + x(i)*(g2)xijXg2) h—  + xw*(sw)xw(<7n) =
(56)

undan keltirilmaydigan tasaw ur xarakterlarining ma’lum bir 
n o‘lchamli fazoda ortogonal vektorlar sistemasi {x^\ i —
1 , 2 , ni} ni tashkil etishi kelib chiqadi.

Eslataylik, bir sinfning ichidagi elementlarga mos keluvchi 
tasavvurlar harakterlari bir-biriga teng, agar gruppada s ta  sinf 
bo'lsa, har-hil xarakterlarning soni ham s ta  bo'ladi. Shu 
sababdan yuqoridagi qatorni haqiqatda quyidajgicha yozib olishimiz 
to‘g‘riroqdir; .

+ r2x (l)*{d2)x{:,\g2) + • • • + r9x®*(ga)x®(g*) =
s

= } Jn c X W*(№)xW(>fc) = n6ijt

(57)
bu yerda r* - fc-nchi sinfndagi elementlar soni, gu - fc-nchi sinfga 
tegishli bir element.



Yuqoridagi munosabatning i — j  dagi. hususiy holi:

E  lx W(ff)|2 = ¿ r * | x {¿)(3fc)|2 = n. (58)
9 k=l '

Demak, quyidagi s x s  jadvalning

^ ...\/lx'1)(!'*);

\ Z lx<2>(9l)’ \/5 x (2)t e ) ......... \ / f x <2>W ;

5 ? ;

x w (m), , y f x ' % ) ;

har bir satri uzunligi birga teng vektorni beradi, ixtiyoriy ikki 
satrdagi vektorlar o'zaro ortogonaldir.

Bizga bir keltiriladigan tasaw ur berilgan bo‘lsin. Uning 
xarakterini x(ff) deb belgilaylik. Shu tasaw ur keltirilmaydigan 
tasaw iirlarga yoyilsin:

D(g) = D® © D(2) © • • • © D ^. (59)
í

Bu yoyilmada bazi bir keltirilmaydigan tasaw ur lar bir necha marta 
uehrashi mumkin, umumiy holda í-keltirilmaydigan tasaw ur m¿ 
marta uehrashi mumkin bo‘lsin. Buni biz i-nchi t&sawurning 
karraligi ga teng deymiz. Xarakterlarga o'taylik:

X(g) = ^rriíX ^ig)- (60)
i

(55)-formuladan quyidagini topish mumkin:

mi = ~^2x^*(g)x(9)- (61)
9
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Yana bir munosabat:

E  X*G?)x(s) = E  5Z  X(0*(s)x0) r= n 5 3  m ?, (6:2)
9  i j  g i

yoki,

E m- = ^ E ^ ( ^ ) '  (63)
* .</

Bu munosabatdan bir muhim hulosa chiqaramiz: xarakteri x{g) 
bo‘lgan tasavvur keltirilmaydigan bo'lishi uchun

; E i ' ( 9 » )  = 1 ( « )ft
8

boTishi kerak, chunki bu holda faqat bittagina m, birga teng, 
qolganlari esa nolga teng bo'ladi.

Regular tasaw urga o'taylik. Regular tasavvur uchun x{E) — 
n, qolgan harnma elementlar uchun x(g) = 0 bo'ladi, demak, (63)- 
formula

5 3  m,] = m\ + ml 4------- f  mf = n (65)
I

ko'rinishga keiadi. Ikkinchi tomondan regular tasavvur uchun

«  = 5 3  miUi (66)
I

bo'lishi kerak, bu yerda n* - i-ri'chi tasavvurning o'lchamligi. 
Shu formulalarni solishtirsak regular tasavvurning keltirilmaydigan 
tasaw urlarga yoyganimizda har bir keltirilmaydigan tasavvur 
o'zining o'lchamligiga teng bo'lgan karralik bilan kirishini topamiz:

rru. = rij. (67)
65-formuladan yana bir muhim natija kelib chiqadi: abel gruppalari 
uchun har bir m, — 1 , chunki ularda har bir element alohida sinfni 
tashkil qiladi, y a ’ni, ular uchun k = n. Bu degani, abel gruppalari 
uchun keltirilmaydigan tasaw urlar o'lchamligi hamma vaqt birga 
teng. Biz buni vuqorida Schur lemmasidan ham. keltirib chiqargan 
edik.

4.19-m isol. Dz gruppasining 15-misolda topilgan tasawurlariga 
ortogonallik munosabatlarini qo‘llaylik. Bunihg uchun xarakterlar jadvalini 
tuzamiz: .
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E A B K L M
1 1 1 1 1 . 1
1 1 1 -1 -1 -1

x (3) 2 . -1 -1 0 0 0

Bu gruppada uchta sinf bor edi (124-betga qarang), har bir sinf elementlari 
bitta xarakterga egaligini hisobga olib jadvalimizni qayta tuzamiz:

Cl C2 Oa
1 1 1

x w 1 1 -1
x w 2 -1 0

Tasawurlarning hammasi haqiqiy bo'lib chiqdi. Topilgan tasawurlarning 
hammasi ham keltirilmaydigan ekanligini isbotlash uchun (64)-formulaga 
murojaat qilamiz. Ko'rinib turibdiki, uchala tasavvur uchun ham

s I > Wk ) x % )  =  1 > .< = 1 , 2 , 3 ,  (68)
9

yani, ularning hammasi keltirilmaydigan tasawurlardir. D$ uchun sinflarning 
. soni uchga teng edi, keltirilmaydigan tasawurlarning soni esa sinflarning soniga 
teng bo'lishi kerak. Bu degani, agar D3 gruppa uchun yana boshqa tasawurlar 
topilsa ular keltiriladigan bo'lib chiqadi.

Masalan, regular tasawurni topaylik. Birlik element uchun regular 
tasawur 6 x 6 o'lchamli birlik matritsa bo'ladi:

(1 0 0 0 0 0 \
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
\0 0 0 0 0 1 )

A element uchun regular tasawurni qurish uchun 10-ta‘rifdan va 124-betdagi 
ko'paytirihs jadvalidan foydalanish yetarlidir. Bu jadval bo'yicha gruppa 
elementlarining tartib nomerlari mos ravishda

E —̂ 1, A —y 2, B —y 3, K  —y 4, L —y 5, M —y 6 .

Demak, Dfj(k) matritsani tuzganda k = 2 deb olsak A element uchun regular 
tasawurni topgan bo'lamiz. Noldan farqli matrik lelementlar quyidagi jadvalda 
berilgan:

k x j —y z: 2 x 1  —̂ 2] 2x 2  —t 3j 2x 3  —̂ I5. 2 x 4  —y 65 2x5  —y 4, 2 x 6  —̂ *
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Bu jadval 124-betdagi jadvalning ikkinchi qatoriga mos keladi, masalan, 
2-eleméntning 1-elementga ko'paytmasi 2-elementga teng, 2-elementning 2- 
elementga ko'paytmasi 3-elementga teng va h.k. Demák,

Dr(A) =

Huddi shunday yo'l bilan

Dr[B) =

(  0
0 1 0 0 0  \

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

0 0 1 0
0 /

/ 0 1 0 0 0

0 0 1 0 0 o  i

1 0 0 0 0 0  !

0 0 0 0 0 1

0 0 0 1 0 0

V °
0 0 0 1

4

(70)

(71)

В A = E, topilgan 
Dr(E).

ekenligini topamiz. ko'paytirish jadvali bo'yicha AB 
matritsalar uchun ham DR(A)DR(B) = DR(B)DR(A)

Shu yo'l bilan regular tasawur matritsalarining liammasini topishimiz 
mumkin.

Ammo, biz bilamizki, hamma keltirilmaydigan tasawurlarni topganmiz, 
regular tasawur ularning ichiga kirmaydi. Buning isbotini (64)-formuladan 
ham ko'rishimiz mumkin: regular tasawur uchun ■

RХЛ{Е) = 6, XR(A)=XS(B)=XR(K) X't(L )= xR(M)=  0.

Ko'rinib turibdiki, keltirilmaydiganlik sharti bajarilmayapti

»
Demalc, regular tasawurimiz keltiriladigan tasawur, uni keltirilmaydigan 
tasawur]ar bo'yicha qatorga yoyishimiz mumkin. Yoyilma koeffisientiarini 63- 
formula bo'yicha topamiz:

mi = ; Е ^ (1)^ Л )  = i ( 6 - í  + o) = i,

™'2 = = ¿(6 • 1 + 0) = 1, (72)

m3

151



Topilgan natijani
Dr = DW © £><2> © 2D(3), (73)

yoki, matritsa ko‘rinishida

D* =

0 0 0 0 0

V

0
0
0
0
0

D(2) 0 0
0
0
0
0

I)(3)
0 0 
0 0 
0 0

0 0 
0 0

(74)

/
deb ifodalashimiz mumkin. So'z bilan aytsak, regular tasavvurning ichida bir 
o'lchamli DW tasawur bir marta, bir olchamli D ^  tasawur bir marta, ikki 
o'lchamli £)W tasawur esa ikki marta uchrar ekan. Regular tasawur to'liq 
keltiriladigan bo'lib chiqdi.

4.20-m isol. Dz gruppasining yana bir tasawuri. Uchta jismlami ixtiyoriy 
ravishda o'rinalmashtirish operatsiyalariga mos keluvchi S3 simmetrik gruppani 
olib qaraylik. Masalan,

1 2  3
P23 1 3 2

element 2- va 3- jismlami o'zaro aimashtirib qo‘yadi. Huddi shunday,

P312 =
1 2 3
3 1 2

element uchala jismlarni ciklik ravishda almashtirib chiqadi. Bu elementni R 
deb belgilaylik, 2- va 3-jismlarning o'rnini almashtiradigan elementni P  deb 
belgilaylik: P  — P23. Birlik elementni esa quyidagicha belgilaymiz:

E = 1 2 3
1 2 3

Bu gruppadagi elementlar. soni 6 ga teng. Ular quyidagilardir: 
{E,R,R2,P ,PR ,PR 2}. Bu to ’plam uch jism sistemasidagi hamrna o'zaro 
o'rinalmashtirishlarni o‘z ichiga olishini ko'rish qiyin emas. Boshlang'ich holat 
(1 , 2,3) yuqoridagi operatsiyalar natijasida quyidagi ketma-ketliklarga o'tadi: 
{(1,2 ,3), (3,1,2),  (2,3,1),  (1,3,2), (3,2,1),  (1,3,2).}

D3 va S3 gruppalarning izomorfligiga ishonch hosil qilish qiyin emas: D3 ~ 
S3. Ushbu izomorfizm quyidagicha o!rnatiIishi mumkin:

E<r>E, A «4 R, B R2, K ^ tP , L -h PR, M ^ P R 2.

Olingan natija muhim bo'lgan Caley teoremasining hususiy holidir: Har 
qanday chekli gruppa mos keluvchi tartibli simmetrik gruppa Sn ning 
qismgruppasidir. Bu teoremaning to'liq isbptini keltirib o'tirmaymiz, uning
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to'g'riligiga har gal konkret cheklangan gruppani ko'rganimizda ishonch hosil 
qilishimiz mukin.

S3 gruppa uchta bir hi! jismli siste.maning simmetriyalarini o‘z ichiga olgan. 
S3 gruppa D3 gruppaga izomorf ekan D3 ning shu payfcgacha topilgan hamraa 
tasavvurlari S3 ning ham tasawurlari bo'lib hizrnat qiladi. Ammo S3 ning 
yana bir tasawurini topishimiz nramkin. Buning uehun quyidagicha vektor- 
ustun kiritamiz:

2 ) .  (75)

6-misolda ko'rsatgan edikki, D3 gruppasi uch atomli moiekulaning sim­
metriyalarini ifodalaydi, IV.l-rasmda bu molekula ko'rsatilgan. Kiritilgan 
vektor-ustun shu molekuladagi atomlarning boshlang'ich holatini bildirsin. Bu 
holda birlik element E ga 3 x 3  birlik matritsa mos keladi (bamma atomlar o‘z 
boshlang'ich holatida qoladi):

R elemen^ini esa quyidagicha tasawurlash munkin:

Bu almashtirish molekulani 2 t t/3 burchakka burashga mos keladi, atomlar 
quyidagicha o'rinalmashdi: 3 —> 1, 2 —* 3, 1 —> 2. Topilgan ikkita 
matritsa S3 gruppasining ikldta elementining 3 x 3  o'lchamli tasawurlaridir, 
yangi tasawurni D^\g) deb belgilasak topilgan matritsalarni quyidagicha 
ifodalashimiz mumkin:

/ 1 0  0 \ /0  0 1 \
D(i\E) = 0 1 0 ,  DW(R) = 1 0 0 .

. 0 1 0 /
Huddi shu yo'sinda qolgan tasawur matritsalarini ham topishimiz mumkin:

/ 1  0 0 V  
D^(P) = { 0 0 1 ;  D{i)(PR) =

/ 0  1 0
D^(R2) = ( 0 0 1 ] ; (PR2) = 1 0  0

\o 0 1
Topilgan har bir matritsa bajarayotgan almashtirishlarni tekshirishni 
o'quvchiga qoldiramiz.
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¿>3 gruppasi ham uch sinfga bo'linadi - Cj : (E), С2 : (R,R2), Cz 
(P, PR, PR2). Xarakterlarni topaylik:

E R R¿ P PR PR¿
x^4) 3 0 0 1 1 1

Sinflar bo'yicha:
Сi c 2 c?3

X[i) 3 0 1

Topilgan D tasawur keltirilmaydiganmi? Yo'q:

Buni oldindan ham bilishimiz mumkin edi: gruppadagi sinflarning soni 
uchta, uchta keltirilmaydigan tasavvurlar topib bo'lingan. Demak, uni 
keltirilmaydigan tasavvurlar bo'yicha to‘g‘ri yig'indigayoyishimiz mumkin. Shu 
ishni bajaraylik.

Umumiy formula bo'yicha

m¡

Oddiy hisoblash natijasida m\ =  1 , = 0 . m3 =  1 ekanligini topamiz. Natija 
quyidagidan iborat:

£ > ( 4 )  =  D m  ф  £ > ( 3 ) ,

yoki,
D« 0 0

D<3>

§8. Tasavvuriarning t,o‘g‘ri ko‘paytmasi

Gruppalarning to‘g‘ri ko'paytmasini -betda kiritdik. 
Tasavvuriarning to‘g ‘ri ko'paytmasiga 0 ‘taylik. Tasavvurlar - 
matritsalardir, shuning uchun matritsalardan boshlaylik. Bizga 
ikkita 2 x 2 m atritsa beriigan bo'lsin:



Ularning to‘g‘ñ , yoki, temor ko'paytmasi deb quyidagi 4 x 4  
matritsa aytiiadi:

A ® i ?

(  anbn 011^12 a i2&ii 012612 \
«11^21 «11&22 ^12^21 012&22 j
021^11 021^12 ^22^11 022^X2 !

V Ö21&21 021̂ 22 Ö22&21 °-22&22 /
(77)

A ® В matritsaning matrik elementlari афы elementlardan iborat, 
buni

(A ® = aijbki (78)
ko'rinishda belgilanadi. ikkala matritsamizning o'lchamliklari bir 
xil bo'lsa - n X n, ularning to‘g‘ri ko‘paytmasinmg o'lchamligi n2 x 
n2 bo'ladi. Agar A ning o‘lchamligi n x n, В ning o'lchamligi 
rn x m bo'lsa, А®  В ning o'lchamligi nm x nm boiadi.

(78)-ta‘rifning to'g'ri ishlashini ko'rstavlik. Bizga n x n  tartibii 
ikkita A\ va A2 va m x m tartibii ikkita B\ va B2 matritsalar 
berilgan boisin. Bu holda

(Ai ® Вг)(А2 ® B 2) = AaA2 <g> BXB2 (79)

bo‘lishini ko'rsataylik ((g) ko'rsatilmagan joylarda oddiy matrik 
ko'paytma ko'zda tutilgan).

(.Ai ® Bi)(A2 ® Я2)1 -  (Aj ® ß i)rtlPr(A2 ® ß 2)prj7 =
. ik,jl

~ (Ai)ip(Bi)kr(A2)pj(B2)ri = {A\A2)ij{B\B2)kh
bu esa (79)-ning o‘zi.

(78)-ta‘rif quyidagiga ham olib keladi: agar A va В matritsalar 
unitar bo'lsa A ® В ham unitar bo‘ladi: (A ® B)̂  — (A ® B)~l . 
Tekshiraylik:

(A %  (B %  = <z*Ä - ( Л ®  B);,A  . ( Л ®  B )!M , 

dan kelib chiqadiki

[(A ® B )t • (A ® £) ] .  ,]W = (A ® B % mn(A ® S ) mnJ; =

= A\mBlnAmjBnl -  ( А % ( В ^ ) ы  = = I w
о
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Huddi shunday isbot qilishimiz mumkinki, ermit matritsalarning 
to‘g ‘ri ko'paytmasi yana ermit matritsa bo'ladi.

Biror-bir gruppaning ikkita keltirilmaydigan tasavvurlari 
D W va /)(£) berilgan bo'lsin. Ularning to‘g ‘ri ko‘paytmasini 
quyidagicha ta'riflaymiz. i¡ja funksiyalar. na o‘lchamli L° fazodagi 
D[a! tasaw urning bazisni tashkil qilsin - {ipf, i — 1,2 
Shunga o'xshab, ^  funksiyalar np o'lchamli LP fazodagi £>W 
tasawurning bazisini tashkil qilsin - {^.f, ¿ = 1 , 2¿
Ularning ko‘paytmasi i -  1 , . . .  , n a ; j  = 1 , . . . ,  np}
na x np o'lchamli fazodagi bazisni tashkil qiladi. Bu fazoni La® lP  
deb belgilaylik. Kelib chiqqan fazo La va L& fazolarning to‘g‘ri 
ko'paytmasi deyiladi.

va D&) tasawurlarning to‘g ‘ri ko'paytmasiga mos 
keluvchi nanp x  nanp o'lchamli matritsa

£>(<*) ^  £>m

bazisi mana shu { i ’f'ipj} bo'lgan tasaw urni hosil qiladi:

£>M) _  D(a) (g, £)(/¡).

Hosil bo'lgan matritsa tasaw ur matritsasi ekanligini
tekshiraylik, buning uchun bizga 79-formula yetarlidir. gxg2 = 
93 bo'lsin, m atritsalar uchun ham shu qoida o'rinli ekanligini 
tekshiraylik:

Á

D ^ \ gi)D ^\g2) = (D W (fll) <g) D ^ (gi)) ® D^\g2))

-  [D ^\gi)D^\g2)) ® ^ \ 9l)D^(g2)) =

= D^\gz)® D ^\gz) = D ^ \ g 3).

La ® L8 fazo da gruppamizning g elementiga mos keiuvchi 
operatorini Tg deb belgilaylik. Uning ta ’sirini quyidagicha 
aniqlashimiz mumkin:

T,i>t = d S S W S *  = =

= ( 4 ? ( 9 ) « )  ( < >  W ? )  =
(80)
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Agar
фаР = фа ®фР

belgilash kiritsak ohirgi natijani

Тдф"р = Тдфа <8> Тдфр
ko'rinishda ham belgilashimiz mumkin.

Keltirilrnaydigan tasawurlarning to'g'ri ko'paytmasiga mos 
keluvchi tasavvurni keltirilrnaydigan tasawurlarning to‘g‘ri 
yig'indisiga yoyish tasaw urlar nazariyasining ikkinchi asosiy 
masalasidir. Ikkita tasaw lar D ^  va D̂ > keltirilmaydiga,n 
bo'lgan holdaham ularning to'g'ri ko'paytmasi keltirilrnaydigan 
bo'lmasligi mumkin. Odatga, bu ko'paytma keltiriladigan tasaw ur 
bo'lib uni keltirilrnaydigan tasawurlarning to ‘g ‘r i  y ig ‘indisiga  
yoyish masalasi muhim masaladir:

£>(«) ® D{ß) = Y ?  X<*fhD{l) (81)
7

Bunday qator Clebsch- Gordon qatori deyildi, AQ̂ 7 koeff- 
isientlar esa Clebsch-Gordon koeffisientlari deyiladi. Ta’kidlab 
ketaylik, o‘ng tomondagi qator - tasaw ur matritsalarining to‘g ‘ri 
yig'indisidir.

Xarakterlarga kelsak 78-dan ko'rinib turibdiki, to‘g ‘ri 
ko'paytmaning xarakteri xarakterlarning ko'paytmasiga teng:

Xaß = Tr (pW  ® -  x V -  (82)

Clebsch-Gordon qatori uchun bundan quyidagini olamiz:

(83)
7

§9. Tanlash qoidalari

Bizga b.iror fizik kattalik Fa berilgan bo'lsin, unga mos keluvchi 
operatorni Fa deb belgilaylik. Kvant mexanikasida odatda

• Faij = {Фи Р*Ф]) (84)
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ko'rinishdagi matrik elementni hisoblash masalasi qo'yiladi. Agar 
fizik sistema qandaydir simmetriyaga ega bo'lsa yuqoridagi 
matrik elementning qanday hollarda noldan farqli va qanday 
hollarda aynan nolga tengligini gruppalar nazariyasi aniqlab berishi 
mumkin. Bu ish ortogonallik munosabatlari asosida qilinadi.

Ko'rilayotgan fizik sistema qandaydir simmetriyaga ega bo'lsin, 
unga G gruppa mos kelsin (masalan, translatsion simmetriya. 
gruppa G - o'zgarmas a  vektorlarga siljish operatorlari g{&) = 
exp(iap) dan iborat). Operator Fa shu gruppaning ma’lum bir 
tasavvuri orqali almashinadigan bo'lsin:

h  -► t ^ t ; 1 = E  Dia(g)Fß.
ß

va holatlar ham mos keluvchi tasavvurlar bo'yicha 
almashinsin:

= E  J w f  = E  <  ■
k I

(84)-dagi skalar ko'paytma unitar almashtirishlarga nisbatan 
invariantdir. Har bir ijj ning ma’lum bir tasavvurga bo'ysunishini 
hisobga olib (84)-ni mos ravishda o'zgartiramiz:

Foii = W f ,  = (T ,4 \  T,Fa<l>f}) =
= ( % « ,  T 'F JZ 'T rff)  = E

ß,kl

x Df{g)(4\ F rff1) = E Dki\9)DßMDf)(s)Fm-
ß,kl

Bu munosabatning chap tomoniga g kirmagani uchun uning o‘ng 
tomonida g bo'yicha yig'indiga o'tamiz (natijani gruppa G ning 
tartibi n ga bo'lish kerak, albatta):

F«> = I E  E  0^(g)D^(g)Df(g)Fm.
9 PM

Yig'indi ostidagi ifoda to‘g ‘ri ko'paytmadir:

D(1)*(<?) ® DF{g) <g> D®{g).
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Ortogonallik munosabati (50)-dan kelib chiqadiki

DZ % )D e M o ¡¡\ s)
a

yig‘indi shunda noldan farq qiladi qachonki DF ® D ^  to‘g‘ri 
ko'payt.mada D11' tasavvur uchrasa-. Aks holda bu yig'indi nolga 
teng. Mana shu tasdiq tanlash qoidasi deyiladi. Chunki, 
yig'indi nolga teng bo'lsa (84)-matrik element ham nolga teng 
bo'ladi, y a ’ni, bunday jarayonning amplitudasi nolga teng bo'ladi. 
Amplitudasi nolga teng jarayon taqiqlangan jarayon deyiladi. 
Tanlash qoidasi matrik elementning hisoblash yo'lini ko'rsatmaydi, 
u faqat qanday jarayonlar taqiqlanganligini ko'rsatadi.

4.21-m isoI. Simmetriyasi uch o‘lchamli aylanish gruppasi 5 0 (3 )  ga 
mos keluvchi atom sistema berilgan bo'lsin. Sistema dipoi momentga ega 
bo'lsin. Dipol momentining tashqi elektr maydondagi energiyasi quyidagicha 
aniqlanadi:

V = —d • E = — 5 2  ea.va ■ E. (85)
a

Shu o'zaro ta ’sirga mos keluvchi operator V ta’siridagi o'tishlarning qaysi birlari 
taqiqlangan va qaysi birlariga ruxsat bor?

§12.-paragrafda ko'rsatilganki, 5 0 (3 )  gruppasining keltirilmaydigan 
tasawurlari j  son bilan aniqlanadi. j  son butun va yarim butun sonlardan 
iborat, j  - chi tasawurni amalga oshiradigan funksiyalar 2j  + 1 o'lchamli 
fazodagi bazisni aniqlaydi. j  = 1 hoi uch o'lchamli fazo vektoriga mos keladi, 
shunga- yarasha ra vektorlar D® tasawur bo‘yicha o'zgaradi. Atom sistema 
ham qandaydir tasavvurga bo'ysunsin (j  — 1 + 1/2, bu yerda I - orbital 
moment). Atom sistemasining (85)-operator ta ’sirida j\ -¥ j i  o'tishlarining 
qaysi birlariga ruxsat bor va qaysi birlari ta ’qiqlangan?

Umumiy mulohazalarga asosan

(j2, Vji) ~ fair) ~ £>°2)* 0  D{1} ® DUi)-
Ma’lumki

£>(i) £)0i) = pfc'i+D 0  £)(h) 0  pOW).
Demak, faqa,tgiuaj2 = ji+ 1 , ji, ¿ i—1 bo'lgandaji -> j i  o'tish ta ’qiqlanmagan 
bo'ladi. Buni A j  =  0, ±1 qoida deyiladi. Bu qoidadan bitta istisno bor. 
Boshlang'ich holat j i  = 0 bo'lsin, unda DW <g> D®} — D.^, demak, faqatgina 
j i  =  1 hoktga o'tish mumkin, 0 0 o'tishlar taqiqlangan.
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§10. Uzluksiz gruppalar

Shu paytgachan cheklisonli, y a ’ni, diskret elementlardan iborat 
bo‘lgan gruppalarni o'rgandik. Elementlari to'plami uzliksiz fazoni 
tashkil qiladigan gruppalarga o‘taylik.

4.22-misol. R1 - qo'shish operasiyasiga nisbatan uzliksiz 
additiv gruppa. Bu - nokompakt gruppa, chunki gruppa elmentlari 
nokompakt to'plamni tashkil qiladi.

4.23-misoI. To'liq chiziqli gruppa GL(n,C) - kompleks 
elementlardan iborat aynimagan n x n matritsalar to'plami:

Agar har bir element qandaydir parametrga uzliksiz bog‘liq
bo‘lsa {g lh gn, gin, 921, ■ ■ - ,9nn} vektorni n•? olchamli uz-

2
liksiz Cn kompleks fazo nuqtasi deb qarashimiz mumkin.

4.24-misoI. GL(n, R) - GL(n, C ) gruppasining qismgruppasi:

GL(n, R) = {g : g G GL(n, C ), Im^- = 0, i , j  = 1 , . . . ,  n}.

Uning hamrna elementlari haqiqiy sonlardir.
4.25-misol. S.L(n,C) C GL(n,C). Determinanti birga teng 

m atritsalar to'plami: :

Bu ham nokompakt gruppa. Buni quyidagicha hususiy misolda 
ko‘ramiz.

SL(‘2,C ) gruppasini qaraylik. Bu gruppa giperbolik aylanish- 
larni o‘z ichiga oladi. •

m atritsa SL(2 , C) gä tegishli bo'lishi uchun uning determinanti 
birga teng bo‘lishi kepak:

9 =

{  9n 912 • • • 9 in  ''i 

921 922 •• • 92n (86)

\ 9 n l 9n2 ' ' ' 9nn /

SL(n, C) = {g : g e GL(n, C ), det g = 1 .}

ad — bc. -- 1 .
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a — d, = ch. f , b — c = sh r.

■ P aram eter ning o'zgarish sohasi cheklanmagan: -^oo < r  < oo. 
Demak, SL(2, <7) ning gruppaviy fazosi to‘g ‘ri chiziqqa gomomorf 
ekan, shuning uchun u nokompakt gruppa. Uning elementlari
sifatida

c h r  sh r  
sh r  ch r

matritsalarni ko'rishimiz mumkin.
Agar xq, x\ iar ikki o'lchamli psevdoevklid fazodagi koordi- 

natlar bo'lsa

x '0 = xq ch r  + x\ sh r , x\ — xq sh r  + xi ch r  (87) 

almashtirish shu fazodagi interval kvadratini o'zgartirmaydi:
l1 ,e> 9 9^ /V1 — o'*_/y»"0 3. 0 1*

87 - almashtirishlar Lorentz almashtirishlari deyiladi. Fizik 
kattaliklarga

^  = -  
c

orqali o'tishimiz mumkin.
4 .20-m iso l. Unitar n x n m atritsalar to'plamini olaylik. 

U gruppani hosil qiladi, chunki ikkita, unitar matritsalarning 
ko!paytmasi yana unitar matritsadir:

£/}£/! = / va UlU2 = I bo1 Isa ( U ^ U ^  = U\U\UXU2 = /

bo‘iadi. Oydinki

U(n) = {g : g €  GL(n, C ), ^  = 1}.

Unitar matritsalar ichida determinanti birga tenglari SU(n) 
deb belgilanadi, ular ham gruppani tashkil qiladi:

SU(n) -- {g : g €  GL(n,C), = 1, det# = 1}, SU(n) C f/(n).

SU(n) - unitar unimodular matritsalar gruppasi deyiladi.

Bu tenglamaning yechimlaridan biri:
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U(n) gruppasini kompleks chiziqli fazodagi skalar ko'paytmani 
saqlaydigan m atritsalar to'plami sifatida aniqlashimiz ham 
mumkin:

n

(*> y ) = Y1 x*iyi 
i=1

skalar ko‘paytma berilgan bo'lsa unitar almashtirish natijasida x' — 
Ux, y' = Uy skalar ko'paytma o'zgarmaydi:

(Ux, Uy) = (x, U*Uy) -  (x, y).

Unitar gruppalar kompakt gruppadir.
4.27-xnisol. n oichamli fazodagi ortogonal matritsalar 

to'plami 0 {n) gruppani hosil qiladi: ikkita ortogonal matritsa 
Oi(n) va 0 2(n) larning ko'paytmasi yana ortogonal matritsa:

(Pi0 2)T(0 i0 i) = 0 ^0 f 0 i 0 2 -  I.
Ortogonal m atritsalar haqiqiy n o’lchamli fazodagi skalar 
ko'paytmalarni saqlaydi:

( Ö X ,  Oy) =  ( X,  y):

Ortogonal gruppalar kompakt gruppalarga kiradi.
Juda muhim teorema: Ixtiyoriy  kompakt uzliksiz 

gruppa yoki U(n), yoki 0 (n) ning qismgruppasi ho‘ladi.
4.28-m iso l. Psevdoortogonal gruppa 0(p,q) o'lchamligi 

p + q bo‘lgan haqiqiy fazodagi quyidagi forrnani saqlaydigan 
almashtirishlar sifatida ta ‘riflanadi:

(® j y )  X \V\ ~‘r X 2 lj2”1“ ' " ' £pVp -Ep+lVp+l x p+2Vp+2 ’ ’ ^Cp+qVp+q-

Bu gruppalar nokompakt gruppalarga kiradi. Bu gruppaga kirgan 
matritsalarning determinante birga teng bo'lganlarini SO(p, q) deb 
belgilanadi. Lorentz almashtirishlari SO(3, 1) gruppasini hosil 
qilishini tushunish qiyin emas.

4.29-m iso l. Psevdounit.ar gruppa U(p, q) o'lchamligi p + 
q bo'lgan kompleks fazodagi quyidagi formani saqlaydigan 
almashtirishlar sifatida ta ‘riflanadi:

(x, y) = X*ly1+X*2y2+- ■ ■ X*pyp-X*p+lyp+i-X*p+2y.p+2-------- X*p+qyp+q.
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Bu gruppalar nokompakt gruppalarga kiradi. Determinanti birga 
teng psevdounitar matritsalar SU(p, q) deb belgilanadi.

4 .30-m iso l. Simplektik gruppa Sp(n, C). Bu gruppaga kirgan 
almashtirishlar 2n o'lchamli fazoda quyidagi formani saqlaydi:

(®> У) ~  ®1У2п"Ь®2?/2п— ' '+ X ny n %п+1Уп— 1 3'п+2Уп—2 '  ' Х2пУ1

Bu formaning nomi - simplektik forma. Sp(n, С) nokompakt 
gruppani tashkil etadi. Hamilton dinamikasi ushbu gruppa 
almashtirishlariga nisbatan invariantdir. Buni quyidagicha ko'rish 
mumkin. Poisson qavsini olaylik:

belgilashlar kiritsak ( In - n - oiehamli birlik matritsa) Poisson 
qavslarini

ko‘rinishga keltirib olamiz. Poisson qavslari yuqoridagi simplektik 
forma ko'rinishini oldi.

§11. Uch o‘ lcham li fazodagi ay lan ish la r  gruppasi

Uch o'lchamli fazoda bir x  = (х1,х2,хз) vektorni olib qaraylik. 
Yangi shtixlangan koordinat sistemasiga o'taylik, u eski sistemani 
biron burchakka burash orqali olingan bo‘lsin. Bu sistemada 
vektorimizning komponentalari x' = (x'^x ,̂ x'3) bo'ladi. Buralish - 
chiziqli almashtirish boiib eski va yangi koordinatalar quyidagicha 
chiziqli bog'langan bo'ladi:

Agar {xí = pi, p2, ■ ■ ■ ,pn, qn, qn-h  ■" >?i} va

x[ = gn xi + 912x 2 + gizx3,
%2 = 92\Xl + 922X2 + Q23X3 
®3 =  531 ж 1 +  дз2Х2 +  933X3-

(88)
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Matrik beigilashlarga o'tsak bu almashtirishni

x 'i — 9 ijx j  (89)
ko'rinishga keltirishimiz mumkin.

Demak, uch o'lchamli fazodagi chiziqli alamshtirish 3 x 3  
matritsa

/ 9 n  9\2 gi3 \
9  =  I 921 922 923 I 

\ 931 932 933 I
orqali ifodalanar ekan. (88) - almashtirish aynan aylanish boMishi 
uchun g m atritsa ma’lum bir hossalarga ega bo'lishi kerak. 
Ularni keltirib chiqarish uchun aylanishda vektorning uzunligi 
o'zgarmasligi kerakligini ishlatamiz:

x 2 = x\ + x\ + £3 = Xf + x'2 + x 2 = x '2.

Ammo

^  j  x i ~  ^  j  x j9 ij9ikx k, 
i=1 ij,k-X

3
bu ifoda x2 ga teng bo'lishi uchun

%—■ 1
3

/  j  9ij9ik — 3jk 
i=1

bo'lishi kerak. Demak, uch o'lchamli fazodagi buralishlar 
matritsalari g ortogonal matritsa bo'lishi kerak:

9T9 = J-

Uch o'lchamli ortogonal matritsalar to'plami 0 (3 ) deb belgilanadi. 
Demak, g €  0 (3 ). Ortogonallik sharti gr  — g~~l dan

(det g)2 = 1 , yoki, dét g = ±1

ekanligi kelib chiqadi. Determimnanti -1 bo'lgan matritsalar 
gruppani tashkil qilmaydi (haqiqatan ham, ikkita det g = - 1  
bo'lgan m atritsalar ko'paytmasining determinanti +1 bo'Iadi),
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detgí = +1 matritsalar esa - tashkil qiladi. Demak, detg — +1 
matritsalar 0 (3 ) gruppasining qismgruppasini tashkil qilar ekan, 
uni odatda S 0 (3) deb belgilanadi (so‘z bilan aytganda - ortogonal 
unimodular matritsalar).

§12. SU (2)-gruppasi

Unitar unimodular matritsalar gruppani tashkil qiladi. SU(2) 
bilan 5 0 (3 )  ni bog‘laylik. Buning uchun fazoning har bir nuqtasi 
(xi,x 2,xs) bilan

x\
X =  Xi<7i =

1X2
X i  +  ÍX  2 — £ 3

matritsani bog'laymiz, bu yerda cr¿ - Pauli m atritsalari. I-bobdagi 
(114)-formula Pauli matritsalarini aniqlaydi. Ular uchun quyidagi 
kommutatsiya va ko'paytirish qoidalari o'rinlidir:

\tjOjj — Oi<7j 5¿j -(- Í£ijk<?k- (“0)
Pauli matritsalarining harbirining izi nolga teng, ammo yuqoridagi 
formulaning ikkinchi qismidan

IV '(atOj) = 2% (91)
ekanligini topish mumin.

x matritsa ermit va uning izi nolga teng:
x' = x, T r Ä - O .

(91)-formuladan foydalanib
1

Xi = -TV (xffi)

ekanligini topish' mumkin.
Agar unitar va, unimodular bo igan 2 x 2  o'lchamli U matritsa 

vordamida yangi
x1 = UxU- 1 (92)

matritsa tuzsak u ham ermit va izsiz matritsa bo‘ladi:

x ' = (  , X} .  , ^ - f ' A  (93)
V +  lX 2 ~ x 3 )  v '

Bu tasdiqning isboti qiyin emas:
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1. (UxU-1)* = (U ^ )4 W  = U W ”1;
2. Trx; = IV (UxU- 1) -  Tvx = 0.

(93) - formula mana shu ikki munosabatning natijasidir. (92) - dan 
kelib chiqadiki,

det X 1 = det x .

Ikkinchi tomondan

det ж = —x\—x\—x\ = —x 2 va det ж' = — x%~x$—x% — ~-x/2.

Demak, unitar va unimodular bo‘lgan 2 x 2 o‘lchamli U matritsa 
yordamida bajarilgan (92) - almashtirish vektorning uzunligini 
saqlaydigan almashtirish, y a ’ni, fazodagi burilish ekan.

Shunday ekanligiga quyidagi hususiy hoi misolida ishoneh hosil 
qilishimiz mumkin:

U' = (  Í  e-% } ■ №
Hisoblaymiz:

UrxU: -i ■_ e*7 0  \ / x$ x\ — ix2 \ / e 0  

0 e_i§ / V + ix2 ~x3 I { o e'¿§

yoki,

^3 (xi -  ix2)e ш \ _  / x'3 x\ — ix2 
(x j + гж2)еш —жз J  ~ y  x[ + ix'2 ~x'¿

x[ — x\ cos a  + Х2 sin a ; 
x'2 = —x\ sin a  4- z 2 cos a ;
4  = x3.

Demak, (94) - matritsa z - o‘qi atrofida a  burchakka buralishni 
ifodalar ekan.

4.1-mashq.

Uv = (  Г !  "l (95)

matritsa у o‘qi atrofida ß burchakka buralishni ifodalashini isbot qiling.
(92)- formulani x' — x-er¿ =  Ua.¡lJ~lXi ko'rinishda yozib olib 

unga (91)- formulani qollab va (89)-formulani eslasak g 6  5 0 (3 )
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va (/■€ SU(2) matritsalar quyidagicha bog'langanligini ko'rsatish 
mumkin:

^■(C/) •--- - 1 \{UajU-1ci) (96)

Ko'rinib turibdiki, #((7) = gi^U), Demak, +U €. 517(2) va 
--U €  577(2) matritsalarga bitta g €  5 0 (3 ) mos keladi. Bundan 
kelib chiqadiki, 5i7(2) va 5 0 (3 ) gruppalari orasida ikki qiymatli 
gomomorfizm bor ekan:

5(7(2) =» 5 0 (3 ) 
ker f = Z2 = {E, -E ).

5 0 (3 ) gruppasi SU(2) gruppasining Z% invariant qismgruppasi 
bo'yicha faktor gruppasini beradi.

§12.1. Generatorlar

517(2) gruppasining generat.orlarini topaylik. Gruppa elementi g 
va generator! A orasida quyidagi bog'lanish bor (a - gruppaviy 
parametr):

g(a) = eiaiA\ (97)
g matritsa unitar — g~l bo'lishi uehun generator ermit boiishi 
kerak:

4  = A . (98)
g ning unimodulariigini ishlatish uchun (1.134) - ayniyatdan 
foydalanamiz:

det g = exp (iafir A{) — I —> Tr Ai = 0 . (99)

Demak, At matritsalar ermit va izsiz 2 x 2  matritsalar ekan, 
Bunday matritsalar sistemasi bizga m aium - bu Pauli matritsalari:

,  i  / o n  ' 1 / 0  —* \ A 1 ( 1  0
2 \ 1 0 / 2 \ * 0 J  ' Ä3 - 2 { 0 ~ 1

Qisqacha aytganda, Ai = Pauli matritsalari quyidagi
komrnutatsion munosabatlarga bo'ysunadi:

\Ai, Aj] = i£ijkAk. (100)
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4.31-misol. (94) - formula orqali aniqlangan Uz m atritsa'z - 
o‘qi atrofida a  burchakka buralish matritsasi ekanligini isbot qilgan 
edik. Hozirgina keltirilgan muloxazalar shunday matritsa sifatida

gz(a) = exp ^ й ( т 2

ni qarashimiz kerakligini bildiradi. Ularning tengligini isbot 
qilaylik.

, \ ,  I , J i «  • (I) 2 “ 2 0 4»'(“)= exP W  = 1 +(o -ja J ' r  2! I 0 © V  J

(101)

§12.2. 50(3) gruppasining generatorlari

z o‘qi atrofidagi 9? burchakka buralish matritsasini yozamiz:

/ cos <£> sin (p 0 \ 
gz((p) — I — sin <p cos (p 0 j (102)

V o  0 1 /

Generatorning ta'rifi bo!yicha

j _  l dgz 
z i dip ip=0

hisoblashni bajarsak

0 0 0

Ishonch hosil qilish qiyin emaski,

gz(ip) = exp (i<pJx).

/ 0  —i ON 
Jz = г 0 0 j . (103)
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Huddi shunday yo‘l biian, x va y o'qlari atrofida buralish 
matritsaiari

f 1 0 0 \ / cos ip' 0 — sin ip \

0
COS i f sin tp , ' 9y(<p) = 0 1

0Vo — sin ip COS ip J V sin <p 0 COS ip j
dan kelib chiqib x va y o'qlari atrofida buralish generatorlarini 
topishimiz mumkin:

/ 0  0 0 \ / 0  0 *\
Jx = I 0 0 —* 1 , Jy = 0 0 0 . (104.)

V 0 % 0 J  \ - i  0 0 /
Tekshirish qiyin emaski

{Ji,Jj\=ieijkJk. (105)
Undan tashqari

J\ = Ji- (106)
Bu formulani (100) - formula bilan solishtirsak SU{2) va 5 0 ( 3) 
gruppalarining generatorlari bir hil kommutatsion munosabatlarga 
bo'ysunar ekan. Generatorlar uchun kommutatsion munosabatlar 
gruppaning algebrasini tashkil etadi deyiladi, 517(2) va 
5 0 (3 ) gruppalarining algebralari bir xil ekan. Bu - yuqorida 
aytilgan SU(2) va 5 0 (3 ) orasidagi gomomorflikning aksidir. Ikkala 
gruppaning generatorlari bir xil algebraga bo'ysunar ekan ularning 
orasidagi farqqa bormaymiz, {.Ji, i = 1,2,3} deganda ikkala 
gruppaning ham generatorlarini tushunamiz.

Generatorlarning kvadratlarining yig'indisini kiritaylik:
J 2 = J iJ i = J\ + J\ + i f .  (107)

Uning ixtiyoriy generator bilan kornmutatori nolga teng:
[J2,J i ]  = 0. (108)

Demak, J 2 ixtiyoriy bilan bir hususiy funksiyalar sistemasiga 
ega ekan. Ammo, lar o'zaro kommutativ emas, shuning uchun 
gruppaning tasaw urlari klassifikatsiyasi maqsadi uchun bilan 
bir vaqtda faqatgina bitta J , ni tanlab olish mumkin. Bunday 
generator sifatida odatda = Jz olinadi. Demak, tanlab olingan 
bazisni tashkil qilgan funksiyalar J 2 va J 3 ning hususiy funksiyalari 
bo'ladi.

169



§13, 577(2) (5 0 (3 ))  g ru p p as in in g  ta s a w u r la r i  

Tasaw urlam i qurish uchun

J-f — j\ + iJ*il J -  — J\ ~ i j?,
operatorlarni kiritamiz.

4 .2 -m ash q . Quyidagi munosabatlami keltirib chiqaring:

\Jz> J±j — i ’Tfcj \J+i J-\ — 27z, J 2 = J+ J_ + J? — Jz = J_ J+ + 4- 7s-
(109)

Izlayapgan tasavvur m atritsalari qandaydir bir n o‘lchamli fazoda 
ta ’sir qilayapgan boisin. bu fazodagi bazis elementlarini fm, m = 
1 , 2 , n deb belgilaymiz. Taniovimiz bo‘yicha

Jzfm — mfm- (110 )

Bazisni ortonormal deb olamiz. Hozireha ularning indeksida 
faqatgina Jz ning hususiy qiymatini aks ettiramiz, J 2 ning hususiy 
qiymatini uni topgandan keyin kiritamiz.

Yuqoridagi kommutatsion munosabatlarni ishlatib

JzJ±fm = (7±72 ± J±)fm = (m± 1 )J±fm (1 1 1 )

ekanligini topish mumkin. Demak, (J±fm) funksiya 7 , matrit- 
saning (m ± 1) hususiy qiymatli hususiy funksiyalari ekan. Ya’ni, 
7+ operatori Jz ning husisiy qiymatini bittaga oshirib hususiy 
funksiyani f m -4  fm+1 tarzda o'zgartirar ekan, 7_ operatori esa 
Jz ning husisiy qiymatini bittaga kamaytirib hususiy funksiyani 
fm fm-1 tarzda o'zgartirar ekan. Shu sababli 7+ operator 
"ko'taruvehi" operator va 7_ operator esa "pasaytiruvchi" operator 
deyiladi. Fazomiz chekli o‘lchamli bo‘lgan ekan m ning shunday 
maksimal qiymati (uni j  harfi bilan belgilaylik) borki

J+fi = o
bo‘lishi kerak. Agar |

| J±fm — Pmfm±l
belgilash kiritsak

[J+, J-]fm — 2Jzfm — 2mfm — [PrnPm-l ~ PmPm-hl)fm-’
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PmPm-1 ~ PmPm+1 ~ (-*-12)
munosabatga kelamiz. J± rung matrik elementlarini hisoblaylik:

< m\J+\m! >— (J+)mm> =< ‘m\Pm'\ml + 1 >=: P]n'̂ m,m'+1-

< rn!\ J_|m > = (J-)m'm =< m'\prn\m -  1 >=
Bu munosabatlarrh faqat noldan farqli matrik elementiar kirgan 
quyidagi ko‘rinishda ham olish qulay:

< m\J+\m -  1 >= p t-Xl < m -  l\J-\m >= p~.
laming boshqa elementlari nolga teng. (106) - munosabatdan 

kelib chiqadiki

yoki,
__ —ifc

Pm Prn.+l ’
Matrik elementiar tilida

< m\J+\m — 1 > = <  m — 1|J_|m >* .

Natijada (112) - formula

|Pm-i|2 = + \Pm\2
ko'rinishga keltiriladi.

4.3-m ashq.

1. Yuqoridagi munosabatda galmargaldan m —j,  m —j  — 1 , . . .  qiymatlarni 
olib ______________

Pj-m = \ / (2 j - m + l)m
ekanligini ko‘rsating;

2 .

Pm = \/j(j +  1) -  m (m +  1), p~ =  j ( j  +  1) -  m (m  -  i )  

ekanligini ko'rs&ting;

3. J± larning noldan farqli elementlari uchun

< m\J+\m -  1 >=< m -  l j  J_|to >= \fj(j + 1) -  m(m -  1) 

ekanligini ko'rsating.

yoki,
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. 4. Ji — ( J + + J_)/2 va J 2 = (J+ — J_)/(2i) iardan foydalanib j  = 1/2 holda

1 1  1
*̂1 = g*71’ ~ 2a2’ ~ 2as (113)

ekanligini ko'rsating.

5. j  = 1/2 holda

* - ( s s ) -  • « - - ( ;  s )  < - )
ekanligiga ishonch hosil qiling.

J 2 ning hususi.y qiymatini hozircha Gp  deb belgilab uni 
quyidagicha topamiz. Bir tomondan

<mi\J+J-\ni2 >=< mi|J2 — JZ(JZ — l)|m2 >=
=  ( C j2 -  m 2(m 2 -  l) )5 mjm2;

ikkinchi tomondan 

< mi[J+J_|m2 >= E  < mi|J+|?n3 >< m3|«/_|m2 >=
m3

^  ~h 1) ^ 3 (^ 3  H" l)^TO3,m2—1 X
™-3

x  \ J j ( j  +  1) -  m 2(m 2 -  1) =  i mijm2 ( j ( j  +  1) -  m i (m i -  1 ) ) .  

Demak,
J 2/ r n = j ( i  +  l)/ m. (115 )

/1» bazis J 2 va Jz laming hususiy funksiyalaridan tashkil top- 
ganligini bilamiz, ammo shu paytgacha bazis funksiyalarimizning 
indeksi faqatgina Jz ning hususiy qiymatlarini aks ettirgan edi, 
endi biz J 2 ning ham hususiy qiymatlarini topdik va uni ham f  
ning indeksida aks ettirishimiz kerak: /4 .

j  soni m ning maksimal qiymati edi, uning minimal qiymatini 
topaylik. Hozircha shu minimal qiyma,tni j' deb belgilaylik. 
o‘zining ta'rifi bo'yicha

. J - f h  0 .
Shundan. kelib chiqib

= (J2 -  w . -  i ) ) j j  = w  + 1)~  / (/  -  = 0,
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yoki,
j' = - J

ekanligini topamiz. Demak, Jz ning hususiy qiyrnati m
~j  <™<3

qiymatlarni qabul qilar ekan. Boshqacha so‘z bilan '  
tasaw ur matritsalari ta ’sir qilayapgan bazis soni (2j  ■+ ^  
bo'lgan ■ (\y}

fij, f i j+v f i j+2, f j—ii f j  _ y l
funksiyalardan iborat ekan. Bu bazis kanonik bazis de3f joi® 

Olingan natijalarning asosiylarini qulaylik uchun & ¿_
yig'aylik: , / ( . f l

SU(2) (5 0 (3 )) gruppasining tasaw urlar fazosida { q, 
m < j}  funksiyalardan iborat to‘plam ortonormal bazis*11 ^  
qiiadi. Bu bazisda J 2, Jz, J+, J_  larning matrik e\etP-eii igß0, 
mashqdagi formulalar va (110)-, (115)-formulalar orqali ^  j  
Fazoning oichamligi n J 2 ning hususiy qiymati j  bilan 
n — 2j  + 1. Fazoning o lchamligi butun son bo lganlig1 
quyidagi yarimbutun qiymatlarni qabul qilishi mumkin:

j  — 0 ) 1 , 4 , 2 , . . .  $/P
{0- (¡0$j  — 0 hol trivial tasaw ur deyiladi, j  — 0 ga bir o‘Ich0,

2 ’ ’ 2 ’ ’
f f i a ? 6

mos keladi, bir o'lchamli fazo skalar funksiyalardan tasfr^ ij.
fazodir, ¡jcli0,

j  = i  bo'lganda n — 2 ga teng, bu tasaw ur ikki 0 
fazoda ta ’sir qilishi kerak. Ikki o‘lchamli fazo vektorini

— .........i L
ko'rinishda ifodalash mumkin. Odatda bunday komplekS ' öa^> 
spinor deyiladi. Yuqoridagi (116)- va (117)-formulalart?^ j.; ^  
fi komponenta j  = m = | holga va /2 komponenta j  ^ 2 
—| holga mos kelishini ko'ramiz. Ya’ni, spinorni

s% \ ^
f %  1



ko'rinishda yozib olishimiz mumkin. Kvaut mexanikasi nuqtai 
nazaridan ushbu spinor spini 1/2 ga teng bo‘lgan zarrachaning 
to'lqin funksiyasini ifodalaydi. (113) - formula bo'yicha ushbu 
spinor J 2 ning 3/4 ga teng hususiy qiymatiga mos keluvchi vektor, 
J 3 ning esa ± 1/2 hususiy qiymatlariga mos keladi:

Ko'taruvchi va pasaytiruvchi operatorlarga kelsak (114)- 
formuladan

va

0

,1/2
J-l/2

,1/2
h /2

0

Л / 2
J - l /2

■h

,1/2
J-l/2

Л / 2
J 1/2 

0

Ö

,1/2
J-l/2

0

ekanligini ko'rish mumkin.
Ikki komponentalik spinorlar aylanish gruppasining spinor 

tasaw urin i tashkil qiladi. j  ~ 1 bo igan holdagi tasaw ur 
vektor tasaw u r  deyiladi, bu tasaw ur bo'yicha almashinadigan 
uch komponentalik kattaliklar SU(2)(SO(S)) gruppasining vektori 
deyiladi. Agar ularni ustun sifatida olsak

ko‘rinishga kelamiz. Bu - oddiy uch oichamli fazoning vektorlari, 
faqat ular kanonik bazisda olingan. Bu bazisni. o'zimizga tanish
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boigan uch oichamli dekart bazisi vektorlari bilan boglash qiyin 
emas.

/±i va /о âr qandaydir uchvektor a  = {ax,ay,az} bilan 
bogliq. Buni quyidagicha ham ko‘rish rnumkin: 2 o‘qi atrofida 
(p burchakka bursak ixtiyoriy uchvektor uchun

boiadi ((I.14)-bilan solishtiring), huddi shu operatsiyada = 
gz(<p)f± 1 = e±i,pf±i boiadi ((102)- va (HO)-lar bilan solishtiring). 
Undan tashqari, 0 -- /0 va 9z(!f)az — az- Demak, f\ ~
ax -1- iay, ~ ax — iay va ~ az ekan. Odatda

tanlab olinadi. Bu muhokamani (§17.)-paragrafdagi misolda davom 
ettiramiz.

J 2 odatda Casim ir operatori deyiladi (§22.4.-paragraf 
bilan solishtiring). Casimir operatorlarining hususiy qiymatlari 
gruppaning tasaw urlarin i klassifikatsiya qilish uchun ishlatiladi. 
SU( 2) gruppasi uchun J 2 = j  (j + 1), hozirgina ko'rdikki, j  ning 
har xil qiyma,tlariga har xil oicham li tasavvurlar mos keladi.

§14. 2 x 2  unitar va unimodular matritsaning umumiy 
ko‘rinishi

Ixtiyoriy unitar va unimodular matritsaning eng umumiy 
ko'rinishini topaylik. Quyidagi kompleks 2 x 2 mat.ritsani olaylik:

a'x ± ia'y — e±tip(ax ± iay) (121)

(122)

Uning unimodularligi quyidagini beradi:

det U — ad — be = 1.

Teskari matritsa

(123)

(124)
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ta 'rif bo'yicha W  ga teng. Demak,

a d, b* =  —c, (125)

yoki,

a* -b  
b* a (126)

(127)

(128)

larni olishimiz mumkin. b ning oldidagi minus ishorasi aylanish 
matritsaiari bilan moslik uchun olingan. Shu bilan biz 2 x 2 
o'lchamli unitar unimodular matritsaning eng umumiy ko'rinishini 
topdik:

Bu formulada 7  = 0 deb olsak 2 - o‘qi atrofida 28 burchakka 
buralish matritsasini olamiz - (94)-formula bilan solishtiring. Agar 
ó = X — 0 va 7  = ß/2 deb olsak y o‘qi atrofida ß burchakka 
buralish matritsasi kelib chiqadi (95 - formula bo'yicha).

Buralish burchaklari sifatida Euler burchaklarini olamiz. Bu 
holda buralish jarayoni uch etapdan iborat bo‘ladi - birinchi 
navbatda eski z o‘qi atrofida ip burchakka, ikkinchi navbatda yangi 
y o‘qi (tugunlar chizigi deyiladigan ON o‘qi) atrofida 6 burchakka 
va nihoyat yangi z o‘qi atrofida ij) burchakka buralish (IV.2- 
rasmga qarang). Bu uchta ketma-ket bajariladigan operatsiyalarga 
quyidagi uchta matritsalarning ko'paytmasi mos keladi:

(129)



z

y í k .2-rasm: Euler burchaklari

Y

Ixtiyoriy 2 x 2 oichamli kompleks matritsani 8 ta  son aniqlaydi, 
uniraodularlik (123)- va unitarlik (125)-shartlari beshta shartdir. 
Demak, 2 x 2  oichamli unitar va unimodular martitsani 8- 
5=3 ta  mustaqil son orqali aniqlash mumkin. Ular sifatida uch 
oichamli fazodagi aylanishlarni aniqlaydigan uchta burchaklarni 
olish mumkin. Ohirgi formulada mana shu uchta burchakka 
bogliqíik oshkora ko'rinishda aniqlangan.

§15. Spinorlar

j  — 1/2 holni alohida ko'raylik. (113)-, (119)- va (120)- 
formulalardan ma’íumki bu holda ikki komponentalik

kompleks vektorlar SU(2)(SO(3)) gruppasining eng kichik vaznli 
spinor tasaw urin i tashkil qiladi. Bu tasaw ur keltirilmaydigan 
tasawurdir. SU(2) ning elementini U deb belgilasak aylanishga 
nisbatan £ quyidagicha almashinishi kerak:

ga = U$^, - a , /3 = 1,2. ' (131)

Bu yerda

Ul = a, U¡ = 6 , U* = c= —b*, U$ = d = a*.
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boiadi. Shunday ikki komponentali spinorlardan m tasini oiib 
ulárdan • • ‘ £mm ko'paytmani tuzamiz. Oydinki

Agar vektor ikki oichamü chiziqli fazo bazisini tashkil qilsa 
ko‘paytma 2m oichamli chiziqli fazo bazisini tashkil 

etadi. Ushbu fazoni Lm deb belgilaylik. Hosil boigan Lm fazoning 
ixtiyoriy elementini deb belgilaylik. Bu vektor uchun
almashinish qoidasi

ç>aia2-am = JJ^U^ ... . Щга^Рт-Рт ' (133)

boiadi. Demak, elementlar SU(2) ning Lm fazodagi
tasavvurining bazisini tashkil qilar ekan. £ai"2 kattaliklar 
rn—rang spinori deyiladi, mos keluvchi tasavvur esa m-chi rang 
spinor tasavvuri deyiladi. Bu tasavvur keltirilmaydigan 
emas. Buni quyidagicha ko'rish mumkin. Hamma indekslari 
bo‘yicha simmetrik bolgan spinorlar to‘plamini Sm deb belgilaylik, 
bu to'plam Lm ning qismfazosidir. Sm invariant qismfazo 
boiadi. (133)-dan ko'rinib turibdiki, simmetrik bolgan 
spinorning indekslarining o'rinlarini qandaydir qilib o'zgartirganda 
o‘ng tomondági U matritsalarning va ß\ß2 ■ • • ßm indekslarning 
o‘rinlarini ham mos kelgan holda o‘zgartirsak formula o'zgarmaydi. 
Demak, simmetrik spinorlar Lm ning invariant qismfazosini 
tashkil qiladi. Bu degani, simmetrik spinorlar keltirilmaydigan 
tasavvurni tashkil qiladi. Sm ning oichamligini topaylik. 
simmetrik bo lgani uchun uning 1 va 2 indekslari qaysi tartibda 
joylashganining ahamiyati yo‘q, shu sababdan quyidagi m + 1 ta  
spinorlar Sm fazodagi mustaqil bazisni tashkil qiladi:

¿ 1 1 - 1  ' ¿ 11—2 ¿ 1- 1 2 -2  ¿ 22-2
S ? S î * * • i s  ? s

Demak, Sm ning olchamligi m + 1 ga teng. Bunday simmetrik m- 
chi rang spinor aylanish gruppasining j  = m/2  vaznli tasaw urin i 
tashkil qiladi.

Shu paytgacha olganilgan spinorlar kontravariant spinorlar 
deyiladi. Ular U matritsalar yordamida (131)-qoida bo'yidia al- 
mashinadi. Kompleks qo'shma tasavvur Ut orqali almashinadigan
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va kovariant spinor deyiladigan

C  = i ß ( u ' t  <134)
kattalikiarni kiritaylik. Unitarlik sharti natijasida W  tasaw ur 
mustaqil emas, u U" 1 ga teng. Kovariant spinorni vektor-satr 

= (Ci; £2) sifatida ko'rish kerak, shunda yuqoridagi almashinish 
qoidasi tushunarli ko'rinishga keladi:

«i, &) = « 1, 6 ) ( f. % ) = (a*6 + **6, c'(t + i't2). (135)

Noreiativistik kvant mexanikada £a kornpleks qo'shma spinor r/j* ga 
mos keiadi, — \i¡)\2 ko'paytma esa zarrachani fazoning m a’lum 
bir nuqtasida topish extimolligini beradigan kattalik sifatida skalar, 
y a ’ni, invariant kattalik bo'lishi kerak. U matritsaning unitarligi 
UUl — 1 bu talabning bajarilishini ta ’minlaydi. Demak, ixtiyoriy 
ko- va kontravariant spinorlarning skalar ko'paytmasi invariant 
ekan:

X'J,a = X a U ^ a = X^a- (136)
(132)-qoida bo'yicha almashinadigan ikkita kontravariant spinor £ 
va x lardan,

x ¥  -  x 1̂ 2
kombinatsiyani tashkil qilaylik. det U — ad—bc — 1 bo'lgani uchun 
bu kombinatsiya invariant boiadi:

x:2e - x ! ie = x 2e - x ie-
(136)-bilan moslik boiishi uchun

Xi = x V  X2 = -X 1 (137)
deb qabul qilish kerak. Ya’ni, SU(2) holida ko- va kontravariant 
spinorlar haqiqatda bir-biriga keltiriladi.

Kovariant spinorlar kiritiigani uchun ixtiyoriy rangli aralash 
spinorlarni ham kiritish mumkin. Masaian, spinor al- 
mashtirishlarda o'zini bitta kontra- va bitta kovariant spinorlarning 
ko'paytmasidek tutadi, buni ~ i aXß deb belgilash mumkin.

esa ikkita kontravariant va uchta kovariant indekslarga ega 
bo'lgan 5-rang spirt’oridir.
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SU (2) gruppasining tenzorlari bilan ishni osonlashtirish 
maqsadida

koiinishga ega bo‘lgan kovariant "metrik tenzor" kiritamiz. Bu 
holda (137)-qoida

X« =  9aßXß
ko'rinishni qabul qiladi. Agar gaßg81 — 02 munosabat orqali 
kontravariant metrik tenzor

9°$ = (  1 ~o )  (138)

kiritsak x a = 9aßXß formulani ham olamiz. Umuman

Xa = 9c*1Xlßi Xaß -  g^gßaX^, . x aß = 9a ix-yß va h.k.

Kiritilgan metrik tenzorlar orqali spinorlar fazosidagi invariant 
skalar ko'paytmalarni sodda ko'rinishda ifodalab olishimiz mumkin:

XaC = 9aßXßi a-
Bunday kiritilgan skalar ko‘paytma quyidagi hossaga egaligini 
tekshirish qiyin emas:

XcF = (139)

Buning sababi metrik tenzorning antisimmetrikligi: gaß = —gßa.
Kiritilgan metrik tenzor m-chi rang spinorini ixtiyoriy ikki 

indeks bo'yicha soddalashtirib (m — 2)-ehi rang spinorini olishga 
imkoniyat beradi. Masalan,

¿aiâ as _  eaz ya ia2S S

(139)-dan ko'rinib turibdiki

9aßXaXß =.x°x« =  0.

Bu natijalardan hulosa shuki simmetrik spinorlar keltirilmaydigan 
tasavvurni tashkil qiladi. Bir simmetrik spinor olaylik: ( ai“2"'am,

0 1
9aß —  1 fl 9aß ~9ßa
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agar uni ixtiyoriy on va indekslari bo'yicha soddalashtirsak nolni 
oiamiz:

9aa = 0
Demak, simmetrik spinorlar o'zidan soddaroq spinorlarga keltir-
ilmas ekan.

ixtiyoriy ikkinchi rang antisimmetrik spinor raetrik tenzor gaß 
ga keltiriladi:

Xaß = ~Xßa = agaß, ! (140)
bu yerda a - skalar. Ko‘rish qiyin emaski, boshqa xech qanday 
imkoniyat yo‘q.

Yuqoridagi qoidalar formal matematik talablardan keltirib 
chiqarildi. Haqiqatda ular kvant mexanikasidagi fizik talablarning 
natijasidir. Kvant mexanikasidan ma’lumki, spini 7-h ga teng 
zarracha (masalan, elektronning) spinining tanlangan yolialishga 
(masalan, z-o‘qiga) boigan proeksiyasi faqat . va — 
qiyrnatlarni qabul qiladi. Spinning proeksiyasi boigan holatga

spinor mos keladi, proeksiya —-¿h ga teng holga esa

spinor mos keladi. Bularni tekshirish qiyin emas: spinning z- 
komponentasi operatori sz = \horz uchun

Szi*1 = szip2 = —

Zarrachaning biror nuqtada topish zichligi p — ip*lipl+ip*2̂ 2 skalar 
kattalik bolib u aylanish operatsiyasida o'zgarmaydi:

'ip'*1ip'1 + ip'̂ -ip12 = 'ip*l'ip1 + ip*2ip2. (141)

Agar ip1,’ip2 spinorlar (132)-qoidasi bo'yieha o‘zgarsa va shunga 
yarasha ip* lar uchun

tp'*1 =  a*ipl + b*tp2, y'*2 = c V  + d*ip2
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ga ega bo‘lsak (141)- bajarilishi uchun (125)- va (127)- bo'lishi 
kerakligini keltirib chiqarish qiyin emas (bu.- o‘quvchiga mashq). 
Bu o‘z navbatida (131)-dagi almashtirish matritsasí U ning unitar 
va unimodular bo'lishi kerakligini bildradi.

§16. Aylanish matritsalari

(117)-formulaga qaytaylik. Elementar ikki komponentalik kon- 
travariant spinorning komponentalarini £l = £, £2 = r¡ deb 
belgilab {f'lv —j < m <  j}  funksiyalar sifatida ulardan tuzilgan 
quyidagi simmetrik bazisni olamiz:

Л j -m .  j+m
Ä K . 4 )  =  - - = ¿ = 4 = = = .  (1 4 2 )

V u ~  m )\3 +  rn)-
—j <ni < j  intervalda o'zgarganda quyidagi ko'rinishdagi 2j  + 1 
ta birhadlar sistemasini olamiz:

C2j, < * -Y , •••, Xv2j"\ v2j-
(40)-bo‘yicha ((126)-ni hisobga, olganda)

ПО = т ~ г0  = f(a*с -  bn, b*( + aV) 
bo‘ladi. Tasawur matritsalarini DJmm, deb belgilasak

-  Ьц, 6'Ç + ar¡) = Y , DL 'J U ( ,v)
m'

formulaga kelamiz.
j—m

(ax -  = ’"-‘(-m ,
1=0

j+m
(b*c + av)i+m = y ;  C4Jrr.,(b'Ç}UM Л щ ) к

к-О

formulalarda binomial koeffisientlar Cf = k\/(l\(l — fc)!) ni ishlatib,
(130)-formuladan a  va 6 larni qo'yib aylanish matritsalari D3 -,



uchun Euler burchaklari orqali quyidagi ifodani topamiz: 

D'' t(<P- О, Ф) =mm' ' > it/mm1 
j+ m

n__0 n !( j — m — n )!( j + m! — n)\(n + m — mf)
0 \ : 2j+ m '—m —2n  /  2n+m —m '

sin -  j 
2)x eimtpp_rim'* (  cos - j

Bu formulani
гт -ф (142

koi'inishda ishlatish quiayroqdir. Eng muhim bo'lgan ikkita. 
hususiy hoini keltirayiik:

jl/2

/ 1 + cos 0 sin в 1 — cos в \

4 m'(0)

2

sin#

л/2

cos#

2

sin#
%/2

1 — cos ¡9 sin в 1 + COS в

\ 2 V2 2 
(IV.2)-rasmda keltirilgan Euler burchaklarining ta'rifidan ko'rinib 
turibdiki ip va ф burchaklar biian <p + 2ir va ф + 2nr burchaklar 
fizik nuqtai nazardan farq qilishi mumkin emas, shuning uchun
B U M * )  -  P U f r A * ) «
bo'lishi kerak. Buni birqiymatlilik sharti deylik. Ammo (143)- 
formuladan quyidagilarni olamiz:

DL,’( f A 2 *) = e - 2™'D’ ,( v A 0y
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m va rn! sonlar j  bilan bir vaqtda butun yoki yarimbutun boiadi. 
Shuning uchun, agar j  soni butun bo isa birqiymatlilik sharti 
bajariladi, agar j  yarimbutun son bo isa (spinor tasaw ur) tasaw ur 
ikkiqiymatli deyiladi. Bunda D3mm,(2n, 6, ip) = 0,6, ip)
va D3mm,((p, 9, 2-k) = 0) boiadi. Kvant mexanikasida
elektronning to‘lqin funksiyasi j  = 1/2 ga mos keluvchi spinordir, 
oiingan formuladan kelib chiqadiki, bu to‘lqin funksiya 2n 
burchakka buriiganda (-1 ) ga ko‘pa,yadi.

§17. Clebsch-Gordon qatori

Keltirilmaydigan tasavvurlarning to'g'ri ko'paytmasini keitirilrnay- 
digan tasavvurlarning to‘g ‘ri yig'indisiga yoyish masalasi eng 
muhim masalalardandir:

Umumiy holda bu masala og'ir masala hisoblanadi. SU{2) gruppasi 
uchun uning yechimi quyidagicha.

Bir sinfga tegishli elementlarning xarakterlari bir xil, Ear 
xil o'qlar atrofida bir xil burchakka buralishlar b itta sinfga 
tegishlidir. Buni quyidagicha ko'rish mumkin; birinchi o‘q atrofida 
(p burchakka buralishni gi(ip) va ikkinchi ixtiyoriy o:q atrofidagi <p 
burchakka buralishni gz((p) deb belgilayli. Birinchi o'qni ikkinchi 
o‘qqa burab o'tkazadigan elementni go deb belgilaylik, Unda 
9i (v5) — god'ii^do1 boiadi. Demak, z-o‘qi atrofidagi ip burchakka 
buralish tasaw urin ing xarakterini topsak ixtiyoriy o‘q atrofidagi 
ip burchakka buralishga mos keluvchi tasaw urning xarakterini 
topgan bolamiz.

(144)

t t m ' M  0) = eimptmm>
dan foydalanib quyidagini olamiz:
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(144)-ning chap tomonining izini hisoblaymiz:
л h m-ji+h

x H v ) x 4 v ) =  E  e '“ ‘”  E  e” =  E  * ■ » -
rrii=-ii m2=-J2 »»=|il-i2!

Tasavvurlar tilida quyidagi Clebsch- Gordon qatorim olamiz:

Dn ® LP* = D:h+h ф Djl+h~l Ф • • • Ф D|jl~i2t. (145)

D} m atritsa 2j + 1 o'lchamli fazoda keltirilmaydigan tasavvurni
ifodalaydi. Chap tomonda (2ji + l ) (2j 2 -+ 1) oichamli fazoda
ta ’sir qiluvchi tasaw ur matritsasi berilgan, o‘ng tomonning
ma‘nosi shuki, bu fazo oichamliklari \ji - j j%\ dan j i  + j 2 gacha
bo'lgan invariant qismfazolarning yig ‘indisiga parchalandi. Bu
qismfazolarning har biriga tegishli funksiyalar uch o'lchamli x, у , z
fazoning buralishlarida faqat shu qismfazoga tegishli funksiyalar
orqaligina ifodalanadi.

4.32-m isol.
= Dl ®D°. (146)

Har bir Dl!2 ikki o‘lchamli bo'lib ikki komponentalik spinorlarning almashtirish 
matritsasidir. Ikkita fundamental ikki o'lchamli tasawurlarning ko'paytmasiga 
mos keluvhci to'rt o'lchamli fazo tikkita keltirilmaydigan fazolarning to‘g‘ri 
yig'indisiga parchalanar ekan. Clebsh-Gordon qatori ko'pincha tasawur ma- 
tritsalarini yozib o'tirmay shu tasawurlarning o'lchamliklari orqali ifodalanadi:

2 ®  2 = 3 0 1 .

Ya’ni, ikkita spinorning ko'paytmasi bitta uch o'lchamli vektor va bitta skalarga 
parchalanar ekan. Shu joyda (121)-formulaning muhokamasiga qaytish ayni 
muddao. Dl '2 <g> D1̂ 2 tasawur bo'yicha o'zgaradigan kattalik граР. Uni 
simmetrik va antisimmetrik qismlarga bo‘laylik:

+  x //a ) -  фР“) =
2 ■ г----2:-- г---’—-------------

Мала shu parchalaiiish (146)-ga mos kelishini ko‘rsataylik. Antisimmetrik qism 
aylanishga nisbatan ijAâ  = ф№ ] ekanligini topish qiyin emas - (140)-formula 
bo'yicha bu spinor skalarga ekvivalent, demak, u D° bo'yicha almashinadigan 
skalar bo‘lar ekan. Ikkinchi rang spinorining simmetrik qismi bilamizki 
keltirilmaydigan tasawurga. bo'ysunadi. (142)-formula bilan solishtirib ikkinchi 
rang spinorning simmetrik qismini quyidagi uch komponentalik vektor

fo = \(^U+^21)f1 -~-ib22 
U ~y/T '
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ko'rinishida yozib olishimiz mumkin,
4.33-misol.

D1 <g> D1'2 = D3'2 © Dl/2.
Buni esa

3 ® 2 = 4 © 2
deb ifodalaymiz. Ya’ni, birinchi rang tenzón (uch komponentalik vektor) va 
yariminchi rang tenzori (ikki komponentalik spinor) ning ko'paytmasi to'rt 
komponentalik (rangi 3/2 ga teng) va ikki komponentalik (rangi 1/2 ga teng) 
tenzorlarning to'g'ri yig'indisiga parchalanar ekan.

4.34-misol. Ikkinchi rang tenzorini soddalashtirish.
Clebsh-Gordon qatorini ikkita vektorning ko'paytmasiga qo‘llaylik:

D1 ® D1 = D2 © D1 © D°, yoki 3® 3 = 5©3©1 .  (147)

Ikkinchi rang tenzori o'zining ta'rifi bo'yicha ikkita vektorning ko‘paytmasi kabi 
almashinishi kerak, shu nuqtai nazardan chap tomonda qandaydir ikkinchi rang 
tenzori turibdi. Bunday tenzorning 9-ta komponentalari bor, ular 9-o‘lchamli 
fazoni tashkil qiladi. (147)-formulaning o‘ng tomoni bo'yicha bu fazo uchta 
keltirilmaydigan invariant qismfazolarga parchalanadi. Ularning o'lchamlildari 
- 5, 3 va 1.

Shu masalani boshqacha yo‘l bilan ham yechaylik.
Bizga ixtiyiriy ikkinchi rang tenzori berilgan bo'lsin: Uni simmetrik 

va antisimmetrik qismlarga bo'lib olishimiz mumkin:

Tij — — (Tij 4- Tji) + — (Tij — Tji) = Sij + Aij. (148)

Ko‘rinib turibdiki,

S i j  —  2  № j  T a )  —  S j i ,  A i j  =  — (T ¡ j  —  T j i )  =  — A j i .  ( 149)

Uch o'lchamli fazodagi ikkinchi rang tenzorining komponentalarining-soni 3 X 
3 = 9 ga teng. Tenzorning mustaqil komponentalari soni masalasiga kelaylik. 
Bu masalani hal. qilish uchun ixtiyoriy ikkinchi rang tenzorini matritsa sifatida 
tasawur qila olishimiz mumkinligidan foydalananamiz:

/  T n  T 12  T 1 3  \

Til T22 T2S
V T 3 1  T32 T33 /

Antisimmetrik tenzorning mustaqil komponentalari soni nechta? Uning 
diagonalidagi hamma komponentalari nolgateng:

Aa — —Aa => Au = 0, i — 1, 2,3.

186



Diagonali tagidagi 3-ta komponentalar diagonal ustidagi 3-ta komponentalariga 
minus ishora biian teng. Demalc, antisimmetrik tenzorning mustaqil 
komponentalari soni 3 ga teng:

/ 0 A12 A\3 \
| —Ai2 0 A23 J
V —A13 —A23 0 /

Simmetrik. tenzorning mustaqil komponentalarining soni esa 6 ga teng - 
diagonaldagi 3-ta komponentalar o‘z-o‘ziga teng, diagonal tagidagi 3-ta 
komponentalar diagonal ustidagi 3-ta komponentalariga teng:

/' S u  S12 S u  \
I >Sl2 S22 S23 j ■
\ 513 S23 S 3 3 J

Tenzorning simmetrik va antisimmetrik qismlari koordinat o’qlarini al- 
mashtirishda faqat o‘zi orq&iigina ifodalanadi:

S ~  cijfcü.jiSfci — anajkSki ~ Ojik^jiSik — alka3iSki — S — ,

Aji ~ ajkttilAkl “  '-lil&jkAkl ~ UikUjlAlk &ikAjlAkl Aij.
Bu yerda biz ikkinchi tehglikdan keyin a koeffisientlarning o'rnini almashtirdik, 
uchinchi tenglikdan keyin k l almashtirish bajardik, to'rtinchi tenglikdan 
keyin esa (149)-dan foydalandik.

Simmetrik tenzor o‘z navbatida ikki qismga bo'linishi mumkin:

S íj =  S ij + “<5tJT,

bu yerda T = - tenzor T ning izi (diagonal elementlarining
i i

yig‘indisi). T-ning izi uning simmetrik qismi S'-ning iziga teng. Yangi kiritilgan
Sij ning izi nolga teng: = 0. Navbatdagi bu bo'lishning ma’nosi yana

i
o‘sha - tenzor ustida almashtirish bajarganimizda Sij va T yana faqat o‘zi 
orqali ifodalanadi:

S¡j = aikdjiSki, J2 S'a = 2  (XikduSki = ókiSki = Y, Skk = 0, 
i i k

T ' = S'kk — X) aikO-ilSkl = SklSkl =  Y f ^ k k = T .  
k i k

Uchinchi tenglik belgisidan oldin almashinish matritsasi ay ortogonal 
ekanligidan foydalandik. Shu bilan ixtiyoriy ikkinchi rang tenzori uchta 
invariant qismlarga bo'lindi:

Tij = Aij +  Síj + ~5ijT =  Aij + (s;j -  ~ÓVT'J + i óijT.
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Bu taqsimot shu ma’noda invariantki,. antisimmetrik tenzorlar, izi nolga 
teng simmetrik tenzorlar va tenzorning izi faqat o‘zi orqali almashinadigan 
kattaliklarni tashkil qiladi.; Tasavvurlar nazariyasi tilida ularning har biriga 
mos keluvchi fazoiar umumiy 9-o‘lchamIi fazoning invariant qismfazolaridir. 
Bajarilgan ish (147)-formulam keltirib chiqaríshga, ekvivalentdir.

4.35-m isol.

bo'ladi. Ya’ni, 27 o‘lchamli fazo bitta 7 o'lchamli, ikkita 5 0‘íchamli, uehta 3 
o'lehamíi va bitta bir oichamli invariant qismfazolarga parchaianar ekan.

4.36-misol.

bo‘iadi.

§18. Momentlarni qo‘shish

Momentlarni qo‘shish masalasi Clebsch-Gordon qatori hilan 
uzviy bog'langan. Matematik nuqtai-nazardan spin va orbital 
momentlarnirig farqi yo‘q, shu sababdan bundan keyin "moment" 
deyilganda ularning ixtiyoriysi ko'zda tutiladi.

Clebsch-Gordon qátorini fizik nuqtai-nazardan quyidagicha 
tasavvur qilish mumkin, Momentlari j\ va j 2 boigan ikkita sistema 
berilgan boisin. To'liq sistemaning momenti qanday qiymatlarni 
qabul qiladi? Sistemalar 2ji va 2j2 rangli ikkita spinorlar orqali 
ifodalanadi, to'Iiq sistemaga

spinor mos keladi, ' uni hamma indekslar bo'yicha simmetrik- 
iashtirib j i  + j 2 momentga mos keluvchi 2(ji -f j 2) rangli 
simmetrik spinor oliriadi. Oiingan spinorda birinchi guruh 
indekslar va ikkinchi guruh indekslardan bittadan olib ular bo'yicha 
soddalashtirilsa 2(j1 +'j2) — 2 rangli spinor olinadi, u j\ + j 2 — 1 
momentga mos keladi. Shu ishni yana bir marta bajarsak j\ + j2—2 
momentga mos keladigan spinor olinadi va h.k. Jarayonni davom

D1 <g> D1 ® D1 = D3 © 2D2 © 3D 1 © D°,

yoki,
3 ® 3 <8> 3 = 7 © 2 • 5 © 3 • 3 © 1

D1/2 <g> D1 ® D1 = D5/2 © 2D3/2 © 2D1'2

: ■ ■ \f,PíP2 ■ • •



ettirib \j\ — j '2 i momentga mos keluvchi spinorgacha yetib kelinadi. 
Olingan qator Clebsch-Gordon qatori (145)-ning o'zidir.

Quyidagi masalani ko'rib ehiqaylik: alohida olib qaraganimizda 
momentlari j\ va j 2) uiarning z-o'qiga proeksiyalari va m2 
boigan zarrachälardan tuzilgan sistemaning. to liq  momenti va 
uning proeksiyasi qanday qiymatlarni qabul qilishi mumkin? 
Bunday masala momentlarni qo'shish masalasi deyiladi.

Momentlarni qo'shish masalasi aniqroq quyidagicha ifo- 
dalanadi: ikkita sistema (yoki zarracha, matematik nuqtai- 
nazardan farqi yo‘q) berilgan bolsin, uiarning momentlari j i  va 
j 2 boisin, shu momentlarning z-o'qiga proeksiyalari mos ravishda 
mi va m2 bolsin. Agar har bir sistemani alohida ko'rsak har bir 
mi mos ravishda 2j t + 1 ta  qiymatlarni qabul qilishi mumkin va har 
bir sistemaning to lq in funksiyasi j f  va jiZ ning hususiy funksiyalari 
boiadi - (110)- va (115)-formulalarga qarang. Kvant mexanikasiga 
yaqinroq bolishni ko‘zda tutib bunday hususiy toiqin bunksiyani 
\ji, mi) deb belgilaymis. Demak,

jflii, m i) = j i  (ji 4- l)Üi, mi), ju\ji, mi) = mi\jh mi), 

m2) = j 2(j2 + 1)|j 2, m2) , j 2z\j2, m2) = m2\j2, m2).
Butun sistemaning to liq  momenti j  = j i  + boiadi. Kolish qiyin 
emaski, \ji,mi)\j2,m2) toiqin funksiya j z = j\z+ j2z operatorning 
hususiy funksiyasi ( jx va j 2 va uiarning komponentalari har xil 
o'zgaruvchilarga ta ’sir qiluvchi operatorlar boigani uchun ular 
o'zaro kommutativ boiadi):

jz [\.h,ml)\j2,m2)] = (jiz + j 2z) [\jumi)\j2,m2)] =

•= (m  + m2)b i,m i)| j2) m2).
Ammo \ji,mi)\j2,m2) toiqin funksiya j 2 ning hususiy funksiyasi 
boimasiigi mumkin:

j 2 = j ? + j i+ .3 i i - j 2
ifodadagi ohirgi had bunga to‘sqinlik qiladi. Shularni hisobga olib 
momentlarni qo'shish masalasi quyidagicha qo'ydadi: 2(ji + j 2) 
rangli spinor boigan \ji-,mi)\j2,m2) funksiyani j 2 va j z ning
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hususiy funksiyasi bo‘lgan \j, m) bo'yicha qatorga yoying:

lib  ™i)|Í2, m2) = m). (150)
■ ■ i

Bu yerda o‘ng tomondagi m chap tomondagi m\ va rr¿2 laming 
yig'indisiga teng: rn — nix 4- m 2. Huddi shu masaiani teskarisiga 
ham qo‘yish mumkin: |j,m) ni \ji,rni)\j2,nn,2) bo‘yicha shunday 
qatorga yoyish kerakki, unda m i va m2 larning m i + m2 = m 
shartga bo'ysungan hamma kombinatsiyalari ishtirok etsin

b’>m ) = m i)|j2, ma)- (151)
mi

Olng tomonda m2 bo‘yicha yig'indi yo‘q, chunki uning qiymati 
m i + m2 -- m shartdan topiladi.

Matematik nuqtai-nazardan (150)- va (151)-formulalar bitta 
ortonormal bazisdan ikkinchisiga o‘tish formuialaridir, shuning 
uchun ularga kirgan koeffisientlar o'zaro teskari boigan unitar 
matritsalarni tashkil qilishi kerak. Buni boshqacha ham 
ko'rsatishimiz mumkin.

Umumiy qóida bo'yicha

Ç m u 'rt = (i> m\ (lib Tni)|Í2,m2)) ;

Ch = (O'l» m i I (Í2, и»г|) li , m ). .
Ikkinchi tomondan {^1 ¡^2) = (V ÎV’i)* bo'lishi kerak, demak, 
Gntnihm = Chmmm2- КеУ™ ko‘ramizki, bu koefficientiar haqiqiy 
son boiadi, shuning uchun G'fmihm2 =

(150)- va (151)-almashtirishlarning unitarligidan C'j^.u-2m2 
koeffisientlar uchun quyidagi munosabatlar kelib chiqadi:

E p j m  f i j m  _  л . f t j™  f i j 'm  _  Ç
j i m h m  п т 'ф т '2 ' mb » i’ h r n t i i m  л т т т -г uj j  -

j  ml

koeffisientlar Clebsch-Gordon koeffisientlari deyiladi. 
Ularni aniqlash uchun (110 ) - (116)-formulalarda qo!llanilgan
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metoddan foydalanamiz. Bu formulalarning ichida ko'rilayapgan 
masala uchun eng muhimlarini hozirgi belgilashlarda yozib olaylik:,

J±\j, m) =  p±(j, m)\j, m i l ) ,  p±(j, m) =  'y/j(j + 1) -  m(m ±  1).

(151)-formuianing o‘ng tomonida mi — ji  va m2 =  J 2 bo'lsin, 
ya’ni, momentning proeksiyalari 0 ‘zining maksimal qiymatiga ega 
bo‘lsin. Bu holda chap tomonda j  — j i  + j i  va m = j i  -f- jz boladi 
va qatordan bittagina had qoladi:

\ji + 32J 1 + J 2) = Cjltihh^ 2 b'l > i i )  b‘2 , J 2) •
To'lqin funksiyalarining hammasining normasi birga teng qilib 
tanlab olingan deyilsa |Cj11̂ ’/2i+',2|2 — 1 bo‘lishi kerak,
Gfm h h+n =  ̂ deb tanlab olamiz. Bu tanlov bilan biz 
hamma C3̂ ^  laming umumiy ishorasini aniqladik. Endi ohirgi 
formulaning ikkala tomoniga pasaytiruvchi operator bilan ta ’sir 
qilish kerak:

J - l i l  +32, j l  + h ) -  {j\-+32-)\3l,3l)\32,32) =

-  ji)\h,3i -  l)|j2 , 32) + P~{32,h)\h,h)\h,j2 -  1). 
P~(j,j) \/2j bo'lgani uchun

V ^ O ’l  +32}\ j\  + 32, j l  + J 2  — 1) —

= V ^ jl l i l ,  j l  -  1) |j2i J 2) + V^h\jl,jl)\j2,j2 ~ 1).

Olingan formulani (151)-bilan solishtirish Clebsch-Gordon koeff- 
isientlarining ikkitasini beradi:

rih+ jiJi+ h-l _ r ^ fth+hih+h-i _ 1 h
h ,h-i,h ,h  1\l j l + j 2 jhh,h,i2-i 1̂  j l  + j l

Ikkala koeffisient oldida musbat ishora olindi, keying! topiladigan 
toiqin funksiyalarining ishoralarini shunday tanlab olish kerakki, 
ular bu funksiyaga ortogonal bo‘lib chiqsin. Jarayonni davom 
ettirib \ji + j 2, —ji  — ji)  holatgacha yetib borish qiyin emas,

Ko'rinib turibdiki, Clebsch-Gordon koeffisientlarining 
haqiqiyligining yuqorida vada qilingan isboti p~(j,m) laming 
haqiqiyligidan kelib chiqadi.
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j  = ji  + j 2 — 1 holatga O'taÿlik: Bu holatga mos keluvchi 
eng yuqori vektor uchun m — j\+ j 2 — 1 bo'lishi kerak. U esa 
faqatgina \jh j x - 1 )\j2, j 2) va |ji, j i )  \j2, 32 ~ 1) holatlarning chiziqli 
kombinatsiyasi bo'lishi mumkin. Demak

I j l  + 32 -  h h + 3 2  ~  1) = a\jh j i  -  l ) \j21j 2)  + b \ ji, ji)\ j2 ,3 2  ~  1). 

Bu holat j + t a ’sirida nolga tenglashishi kerak:

3+ ( « l i l , i l  -  1 )Ü2, i 2> + 6| il,il)| i2, i 2 -  1}) =

= aji+\ju ji  -  l)| j2, J 2> + Î>|il,il}i2+|j2, j 2 -  1 ) =

= (aV¥i+bVÿ~2)\h,h)\hj2) = 0 .
Demak, a = Buni hisobga olib m = j\ + j 2 — 1 holatni
quyidagicha tanlab olamiz:

V 2Üi +32)\ji +32 ~ l , i i  + i 2  -  1) =

Bu tanlov holat normasining birga tengligini ta ’minlaydi. Olng 
tomondagi ishoralar shartlidir, y a ’ni, birinchi had oldida minus va 
ikkinchi had oldida plus olishimiz mumkin edi. Muhimi - ikkala had 
oldidagi ishoralarning:har xilligi. Topilgan |ji + j 2 — 1, j i  + j 2 — 1} 
asosida yuqoridagi usul bilan hamma |ji + j 2 — l,j\ +jz — 2), |ii + 
32 -  l , i i  + i 2 ~ 3), ..i; |ii + i2 -  1 ,- i i  -  J 2) larni topish mumkin.

Clebsch-Gordon koeffisientlarining quyidagiiari topildi:

Keyingi holatlarni topishda ham huddi shunday usul bilan harakat 
qilish kerak. '

4.37-m isol. j i  =  1/2, j 2 == 1 bo'lsin.
j  ni m dan farq qilish uchun m ning oldiga uning ishorasini qo‘yib 

ishlatamiz. Ikkaîa zarracha momentining z - o‘qiga proeksiyasi rnaksimal 
bo'lsin, bunda:

~ 1)b’2 ,ia )  -  V ^ | i l , i l ) | i2 , i2  ~ 1).
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Proeksiya +1/2 bo'lgan holga o'tish uchun ikkala tomonga jL  = ji_  + ji-  bilan 
ta’sir qiiamiz:

= V2 l - i ) №
Endi spin proeksiyasi -1/2 bo'lgan holatni topaylik. Buning uchun yana bir 
marta j_  = ji_  + j?,~ bilan ta’sir qiiamiz:

±>|1,0) + V3
Yana bir marta pasaytiruvchi operator bilan ta ’sir qilinsa to'liq moment 3/2, 
uning £-o‘qiga proeksiyasi -3/2 bo'lgan holatga o‘tiladi:

V2A 1
2 ’

1 
" 2

Vs 2 ’ ~ 2 )  —1̂ ’

Albatta, bu munosabatni oldindan ham yozib qo'yish mumkin edi, ammo 
biz yo‘l-yo‘lakay hamma hisoblarimizni tekshirib chiqish imkoniyatini boy 
bermaslikka, qarorqildik.

... To‘liq„spin 1/2 .¡bo'lgan holga o'taylik. Yuqoridagi nazariya bo'yicha

1 |1
| l , + l ) + 6

1 1 
2 ’+  2

.. kombinatsiyaga ko'taruvchi operator j+ bilan ta ’sir qiiamiz, natija nolga teng 
:bo‘lishi uchun «  +  bV2 — 0 bo!lishi kerak. To'liq to‘lqin funksiyaning normasi 
birga teng bo'lishi kerakligi shartidan quyidagini olamiz (a ning ishorasini 

.; musbai .deb taiiladik):

1 , 1 
2,+ 2

1
■1.1) + 1)

1
71

Pasaytiruvchi operator, bilan ta’sir qiiamiz:

1  _ 1 
2 ’ 2

JL
SV 3

'Boshqa holatlar yo‘q, hamma topilgan holatlarning o'zaro ortogonalligini 
tekshirib chiqish qiyin emas.
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§19. SU (3)-gruppasi

0 ‘lchämligi 3 x 3  bo'lgän unitar va unimodular matritsalar to'plami 
SU(3) gruppasini tashkil qiladi. g C SU(3) bolgan ixtiyoriy 
matritsani

g = exp (iaiX1)
ko'rinishda ifodalash mumkin, bu yerda an - haqiqiy parametrlar, A*
- 3x3  matritsalar. g ning unitarligi — g~l dan X1 m atritsalaming 
o'ziga qo'shma ekanligi A*t = A* va g ning unimodularligi det g — 1 
dan X1 matritsalam ing izsizligi Tr (AM = 0 kelib chiqadi. Ixtiyoriy 
aynimagan n x n unitar matritsa n-o‘lchamli kompleks fazoda 
quyidagi kvadratik formani saalaydi:

n

«  y') = E  <y'r = UV) = (*> u^y) = (*, y) = £
*=i ¿=i

Ixtiyoriy unitar matritsa uchun U(n) = ¡7(1) x SU(n) 
bo‘ladi, bu yerda 17(1) - U(n) ning abel qismgruppasi, SU(n) 
esa sodda gruppadir (Qachon gruppa sodda yoki yarimsodda 
deyiladi va bu nimaga olib keladi §22 .-paragrafda tushuntirilgan). 
SU(n) gruppalar kompakt gruppalardir, demak, ularning hamma 
keltirilmaydigan tasavvurlari unitar boiishi kerak. Demak, 
hermit qo‘shma D' tasavvur bo'yicha almashinadigan kattaliklar 
teskari D~l tasavvur bo‘yicha almashinishi kerak. SU(3) uchun 
buni quyidagicha ifodalaymiz. Uch komponentali kompleks 
kontravariant vektor kiritaylik:

/ V’1 
i/> = \

\ &
Bu kattalik SU(3) gruppasining biror keltirilmaydigan tasavvuri 
Ulj bo‘yicha almashinsin:

^  = Ufoj , i , j  = 1 ,2 ,3.
Hermite qo'shma tasavvur bo'yicha almashinadigan kattalik 
kovariant vektor sifatida qaraladi:

$  = (U~l)\ = 1A 3 .
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Kiritilgan kattaliklar SU(S) gruppasining birinchi rang tenzorlari 
boladi. Gruppaning p-marta kontravariant va g-marta kovariant 
tenzori:

Bir m arta ko- va bir marta kontravariant aralash tenzor ?/>*• berilgan 
bolsin. U uchun t

#j =  u;, (u~y. 4.
Agar bu ifoda i va j  indekslar bo‘yicha soddalashtirilsa va ipl — 
■ip belgilash kiritilsa ip1 — tp boiadi. Ikkincbi rang aralash 
tenzorini soddalashtirib rangi nolga teng boigan skalar kattalik 
oldik. Huddi shunday ixtiyoriy rang aralash tenzorini bitta ko- 
va b itta kontravariant indekslari bo'yicha soddalashtirib rangi 
ikkitaga kam boigan tenzor olinadi.

Soddalashtirish masalalarida invariant tenzorlar yordam be- 
radi, SU(3) gruppasida uchta invariant tenzor bor: 5j, £̂ k va 
Eijk- Ularning birinchisi - Kronecker deltasi, ikkita qolgani - birlik 
antisimmetrik tenzorlar. Ularning invariant ekanligini ko'rsatish 
qiyin emas:

sf = u¡, (U- 1) ' 4  = u i (U-1)* =

£Hjk = u¡u3jjkeimn = (det ¡r j) . £m = £m.

z'ijk = {U-% (U~X {U~l)nkeimn = det (CT1) ■ eijk = eijk.
Ohirgi ikki munosabatni olishda birinchi bobdagi 10-mashq 
natijalari ishiatildi.

(152)-qoida '00 ‘yicha almashinadigan tenzor keltirilmaydigan 
. tenzor emas, uning ikkita biri ko- va biri kontravariant indekslari 
bo'yicha soddalashtirilsa rangi ikkitaga past boigan tenzor kelib 
chiqadi. Shuning uchun keltirilmaydigan tenzorlarni quyidagicha 
ta liflay lik :

1. Tenzor 0 ‘zining yuqori va quyi indekslari bo‘yicha (har biri 
bo‘yicha alohida) simmetriklashtirilgan bolishi kerak;

rf>.h h —iq uyuy (u-y2■ ■ ■ {u~x)\qtffVi
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2. Ixtiyoriy ikkita biri yuqori va biri quyi indekslar bo'yicha
soddalashtirilganda u nolga teng bo'lishi kerak.

Birinchi rang kontravariant tenzor tjj1 keltirilmaydigan tasavvur 
Z)(1,0) bo'yicha almashinadi deyiladi, birinchi rang kovariant 
tenzor ipj bo isa keltirilmaydigan tasavvur D(0, 1) bo'yicha 
almashinadi deyiladi. Shunga yarasha

ikkinchi rang keltirilmaydigan aralash tenzor bo'lib, u keltir­
ilmaydigan D( 1,1) tasavvur bo'yicha almashinadigan tenzor 
bo‘ladi. D(p, q) esa p marta kontravariant va q marta kovariant 
keltirilmaydigan tenzorni ifodalaydi.

Birinchi rang tenzorining o'lchamligi 3 ga teng, ikkinchi rang 
aralash tenzorning oichamligi 3 x 3 = 9 ga teng, keltirilmaydigan 
ikkinchi rang aralash tenzorning o'lchamligi 3 x 3  — 1 = 8 
ga teng (izining nolligi shartini hisobga olish kerak). Ikkinchi 
rang kontravariant keltirilmaydigan tenzorning oltita kompo- 
nentasi bor: . Bu yerdagi
{} simvollar ularning ichidagi indekslarning simmetriklashtiril- 
ganligini bildiradi, shu sababdan ikkinchi rang kontravariant 
keltirilmaydigan tenzorni deb belgilash mumkin. Ikkinchi 
rang kovariant keltirilmaydigan tenzor esa ipuj} deb belgilanadi. 
%!>№ tenzor D (2 , 0) tasavvur bo'yicha, tjj^  esa 0 (0 , 2) bo'yicha 
almashinadi.

D(p, q) tasavvurning o'lchamligini topaylik. 1, 2, 3 qiymatlarni 
qabul qiladigan p ta  sonlardan 3P ta  har-xil variantlar tuzish 
mumkin. Ularning ichida simmetrik variantlar '11...1 ,22...2,33...3 
ko‘rinishga ega boiishi kerak. Bu kombinatsiyalarning soni vergul 
belgisini necha hil yo‘l bilan tanlab olishga teng, bu tanlashlarning 
soni \{p + \){jp + 2) ga teng. Huddi shunday quyi. indekslar 
bo'yicha ham simmetrik variantlar soni \(q + 1 )(q -I- 2), ularning 
k.o‘paytmasi | (p + l)(p + 2)(<3' + l)(<3,+ 2). Har bir yuqori-quyi juftlar 
bo'yicha soddalashtirishda nol olinishi kerak, burtday shartlarning 
soni p̂(p + 1 )q(q + 1 ). Natijada D(p, q) tasavvurning o'lchamligi

196



uchun

\  [ij> +  1).(P +  2)(l +  l ) ( i  +  2) -  PiP + 1)'9(9 +  !)3 =

= 2 'iP + !) ( ?  + ^ (P  + 9 + 2)

son olinadi.
Yuqorida olingan hususiy qiym atlar bilan solishtirish mumkin: 

£>(1,0) ning o'lchamligi 3 ga teng, £>(2,0) ning o'lchamligi 6 ga 
teng, £>(1, 1) ning o‘lchamligi 8 ga teng, £>(3,0) ning oichamligi 
10 ga teng.

Keltirilmaydigan tasavvurlarni ko‘paytirish (Clebsch-Gordon 
qatorini topish) masalasiga kelaylik. £>(1,0) va D (0,1) 
larning to !g‘ri ko'paytmasidan boshlaymiz. £>(1,0) bo'yicha 'ip1 
aimashinadi, £>(0,1) bo‘yicha ipi- V’V i ko'paytm a ikki qismga 
ajratiladi: skalar V'Vi, u £>(0,0) bo‘yicha aimashinadi, va izsiz 
tenzor 15j'4>k'ipk, u £>(1,1) bo‘yicha aimashinadi. Demak,

£>(1 , 0) ® £>(0 , 1 ) = £>(0 , 0) © £>( 1 , 1).

Oicham liklarini tekshiraylik: 3 x 3  =  1 + 8 , Ohirgi yozuvda 3 belgi 
orqali £>(0,1) ning kompleks qo'shm a tasaw u r ekanligi ifodalandi.

O datda £>(0,0) bo'yicha almashinadigan skalar s in g le t , 
£>(1,0) va £>(0,1) bo'yicha almashinadigan kattalik tr ip le t, 
£>( 1,1) bo'yicha almashinadigan kattalik o k tu p le t  deyiladi. 

4.38-misol. ipi:i va larui keltirilmaydigan qismlarga parchalang. 
Ikkinchi rang tenzorini simmetrik va antisimmetrik qismlarga parchalashni 

bilamiz:

p i  = +  1 (p i +p ^ , $№ = l-  (p i -  $*).

ipVi* simmetrik tenzor sifatida D(2,0) bo'yicha o'zgaradi, ipbil esa £>(0,1) 
bo'yicha almashinadigan birinchi.rang kovariant tenzoriga proporsional: ipi = 
Sijkip -̂ Demak,

£>(1,0)® £>(1,0) =  £>(0,1) ©£»(2,0). yoki 3<g>3 =  3©6. 

rpij ga kelsak

£>(0,1)(8)£>(0,1) = £»(1,0) ©£>(0,2), yoki 3<g>3 = 3© 6

bo'ladi.
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4.39-m isol. rpjk ni keltirilmaydigan qismlarga parchalang. • 
ip\k va •ipli lar D(0,1) bo'yicha almashinadigan birinchi rang kovariant 

tenzorlar, izi nolga teng bo'lgan quyi indekslari bo'yicha simmetrik va 
antisimmetrik tenzorlar:

£>( 1,0) <S> D(0,1) ® D(0,1) = £»(0,1) © D(0,1) © D(2,0) © D(l, 2),
yoki, 3 ® 3 ® 3  = 3 © 3 © 6 © 1 5 .

4.40-m isol. £>(1,1) <g> D( 1 ,1)  ni toping.
Birinchi £>(1,1) ga mos keluvchi bazisni ipj deb belgiiaymiz, ikkinehi 

£>(1, 1) ga mos keluvchi bazisni <£!■ deb belgiiaymiz, ularning izlari nolga teng.

1. Birinchidan, tpj va ci'- lardan singlet hosil qilish mumkin: Bu - singlet, 
u D(0,0) bo'yicha o'zgaradi.

2. Ikkita indeksli izi nolga teng kombinatsiyalar hosil qilish mumkin:

Bular D(l, 1) bo'yicha o'zgaradigan ikkita oktuplet;

3. kombinatsiyani (i, I, m) indekslar bo'yicha simmetriklashtirib 
chiqish kerak, natijada dekuplet deyiladigan D(3.0) tenzor hosil bo'ladi;

4. kombinatsiyani (i,l,m ) indekslar bo'yicha simmetriklashtirib 
chiqish kerak, natijsida D(0,3) tenzor hosil bo'ladi, u ham dekuplet;

5. ko'paytmani {¿i, ¿2) va (ji, ja) indekslar bo'yicha simmetriklashtirib 
chiqib izlarini ayirib tashlash kerak. To'liq simmetrik kombinatsiya:

Mana shu ikkala ifodalarning, yig'indisi xJX — xf,1̂  + Xj*}*2 ikkala yuqori 
va ikkala quyi indekslari bo'yicha simmetrik va ixtiyoriy bitta yuqori va 
bitta quyi indekslari bo'yicha soddalashtirilganda nolga teng bo'ladigan 
keltirilmaydigan D{2,2) tenzomi beradi.

1

Demak,

Undan ayirilishi kerak hadlar:
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Olingan natijani quyidagi ko'rinishga keltirish maqsadga muvofiqdir:

D (l, 1) 0  D( 1 ,1)  = D(0,0) © 0 ( 1 ,1 )  © £»(1,1) © D(3,0) © £>(0,3) © 0 (2 ,2 ). 

Tenzorlarning o'lchamliklari orqali:

8 ® 8 = l © 8 © 8 © 1 0 f f i í 0 © 2 7 .

Chap va o!ng tomonlarda bir xil son turibdi - 64.
Keltirilmaydigan qismlarga parchalash elementar zarraehalar 

nazariyasida katta ahamiyat kasb etadi. Kvant xromodinamikasida 
kvarklar uch xil rangga (algebraik rang emas, qizil, sariq 
va yashil ranglar) ega bo iib  SU(3) gruppasining fundamental 
tasaw urin i tashkil qiladi - kvarklar D( 1,0) va antikvarklar .0(0,1) 
tasavvurlarga tegishli. Mezonlar bitta kvark va bitta antikvarkdan 
tashkil topgan, demak, ular 3 x 3  = 1 + 8  tasavvurga tegishli 
bitta sibglet va bitta oktetdan iborat nonetni tashkil qilishi kerak. 
Fizikada har bir oktet, nonet, dekuplet va h.k.lar multiplet 
deyiladi. Barionlar, giperonlar uchta kvarkdan tuziigan bo'lib ular 
ham tegishli muitipletlarga parchalanadi.

SU(3) gruppasining 8-ta generator! bor (paragrafning ohirida 
SU(n) gruppasi uchun generatorlarning soni hisoblangan, bu 
son n2 — 1 ga tengligi ko‘rsatilgan). SU(3) ning generatorlari 
fundamental tasavvurda odatda quyidagieha tanlab olinadi Ta — 

a, a — 1,2, . . . ,8 . Bu yerda \a lar Gell-Mann matritsalari 
deyiladi, ularning ko'rinishi quyidagieha:

Ko'rinib turibdiki, generatorlarning ikkitasi, A3 va Ag, bir vaqtda 
diagonal. ko‘rinishga ega. Bu degani §23.-paragrafda keltirilgan 
klassifikatsiya bo'yicha SU(3) gruppasi ikkinchi rang gruppadir.
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A3 va Ag generatorlarga mos keluvchi kvant sonlar saqlanuvchi 
kattaliklar bo'ladi. Elementar zarrachalar fizikasida bu sonlar 
sifatida giperzaryad va izotopspinning uchinchi komponentasi 
qabul qilinadi. Att larning hammasi izsiz ermit matritsalardir. 
Ai, A2 va A3 larga ahamiyat berilsa ular Pauli matritsalarini 
o‘z ichiga oladi, bu bilan SU(2) gruppasi ¿>Í7(3) gruppasining 
qismgruppasi ekanligi ta ’kidlanmoqda. Generatorlar quyidagi 
kommútatsion munosabatlarga bo'ysunadi:

SU(3) gruppasining hossalarini bilish uchun yuqoridagi gener- 
atorlar algebrasiga kirgan struktura doimiylari f abc larni bilish 
yetarli, bu haqida §23.-paragrafda gapirilgan. Generatorlarning 
yuqorida keltirilgan realizatsiyasi uch o‘lchamli D( 1,0) tasavvurga 
mos keladi, ixtiyoriy D(p,q) tasavvurda generatorlarning realizat- 
siyasini quyidagicha topish mumkin. Cheksiz kiehik parametrlar 
uchun U7j ~ Sj -\-i\o¿a (Aa)] deb olib (152)-formulada cheksiz kiehik 
almashtirishlarga o‘tamiz

A a Aj _ A,;
T ’T  ~ %Iahc~2'

j ’hh-ip 1 + i-oia\a

~ -0 + 5-ip belgilash kiritilsa

a/í__1__

To‘g‘ri qavslarning ichidagi matritsa aralash tenzor ip) ninS 
tasawuridagi generator bo'ladi, bu, generatorlarning oichamligi



9 x 9 .  Boshqa tasawurlarga mos keluvchi generatorlarni ham shu 
yo i bilan topish mumkin.

Paragrafning ohirida SU(n) gruppasi uchun bir necha muhim 
munosabatlarni keltirib chiqaraylik.

SU(n) gruppasining generatorlari sonini topaylik. Genera- 
torlar izi nolga teng ermit bo‘lgan n x n matritsalardan iborat. 
Kompleks n x n matritsaning umumiy elementlari soni 2n2 ga teng. 
ermitlik shartlari soni 2|(n2—n)+ n ga teng, izsizlik sharti 1 ta, shu 
bilan, izi nolga teng ermit bo'lgan. n x n mustaqil matritsalarning 
soni 2n2 — n2 -  1 = n2 — 1 ga teng. Demak, SU(n) gruppasining 
generatorlari n2 — 1 ta  bo!ladi (masalan, SU(3) gruppasida 8 ta  
generator bor). Ularni Ta, a = 1,2, ... ,n 2 — 1 deb belgilaylik. 
Generatorlarning kommutatori

[Ta, Tb] =  i fabcTc-

Bu yerda f abc hamma indekslari bo‘yicha to‘liq ravishda anti- 
simmetrik tenzor - SU(n) gruppasining struktura doimiylari (Lie 
gruppalari algebrasining §22.3.-paragrafdagi hossalariga qarang). 
Elementar zarrachalar nazariyasida ko'p ishlatiladigan bir necha 
formulalarni keltirib chiqaraylik.

Generatorlar quyidagi shartlarga bo'ysunadi:

Tr(T„) = 0, Tt(TaTb) = ~6ab.

Birinchi shart - generatorlarning izsizligi sharti, ikkinchi shart - 
ixtiyoriy yarimsodda gruppalari uchun kiritilishi mumkin (§22.3.- 
paragrafdagi Cartan formasining muhokamasiga qarang). Ikkinchi 
shartda 1/2 ning o'rniga ixtiyoriy son olish mumkin, ammo biz 
yuqoridagini tanlaymiz. Bu munosabatlardan ko‘rinib turibdiki

f abc = -T r ( [ T a , T b]Tc) .I
Feynman diagrammalarida quyidagi munosabat keng qo(Uaniladi:

=  i  ( ñ %  -  h ' s f ] . (1 53 )
a—I

4.4-mashq. (153)-formulani keltirib chiqaring.
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4.5-m ashq. (153)~formuîadan foydalanib quyidagi munosabatiarni 
keltirib chiqaring:

n2-l n2—1 / 1 \
Y  E  T°r «T< = ( CM#) -  M G )  ) Ta, Y } fa cd fb rA  = Ç2(G),
0=1 . c=l \ / cyfol

n2-l . " 2 - 1

£  = ¿ C*(G)T*- C2(R) = C'2(G) = n.
b,c—l

Bu mashqda paydo Boigan CiiK) va C^G) belgilar SU(n) 
gruppasining kvadratik Casimir operatorlarining hususiy qiymat- 
lari, C2{R) - fundamental (n oichamli) tasaw urga mos keladi, 
C2(G) esa biriktirilgan (n2 — 1 o'ichamli) tasaw urga mos keladi. 
Kvant xromodinamikasida CoiR) kvarklar bilan bog‘langan, cbunki 
kvarklar fundamental tasaw urga tegishli, C îG) esa gluonlar bilan 
boglangan, chunki gluonlar biriktirilgan tasawurga, tegishli.

§20, Lorentz gmppasl

§20.1. Lorentz gruppasining ta‘rifi va umumiy hossalari

Minkowsky fazosida (4-b‘lchamli fazo-vaqtda) ikkita cheksiz yaqin 
hodisalar orasidagi interval quyidagicha aniqlanadi:

ds2 = g^dx^dx1' J= (dx°)2 — (dx1)2 — (dx2)2 — (dxz)2.
I

Bu formani invariant qoldiradigan almashtirishlar

dxu — №vdxv, ds12 = gllvdx'lldx'v — giivdx{1dxv — ds2 (154)

Lorentz almashtirishlari deyiladi. Lorentz almashtirishlari bir 
inersial sanoq sistemasidan unga nisbatan qandaydir tezlik bilan 
harakat qilayotgan ikkirichi inersial sanoq sistemasiga o‘tishga mos 
kelar edi. Ikkita ketma-ket bajarilgan Lorentz almashtirishlari yana 
Lorentz almashtirishini beradi:

dx,,fi = A\ dx,v = A j> \adxa '= AIdx*
formuladan ko‘rinib turibdiki, K  sistemadan K' sistemaga Ai 
yordamida, undan kevin esa K' dan K" sistemaga A2 yordamida 
o'tish K  dan bevosita K ” ga bitta A3 = Ai A2 Lorentz almashtirishi
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yordamida o'tishga teng ekan. Bu degani, Lorentz almashtirishlari 
gruppani tashkil qiladi.

Lorentz almashtirishlari ta'rifini ochib yozaylik:

g^AliaA\dx°'dxx = ga\dxadxx.

Bundan ko'rinib turibdiki

g^AßA \  = 9*\- (155)

Bu munosabatni matritsa ko'rinishida yozib olish mumkin:

ATgA -  g.

Bu hoida
det g — — 1 = det <?(detA)2,

yoki, .
det A = ±1

ekanligini topamiz. (155)-formulada a = A — 0 deb quyidagini 
topish mumkin:

9oo = 1 -  v A V o  = (A°o)2 -  (ЛХ0)2 -  (Л20)2 -  (Л3о)2. (156)

Demak,

(Л°0)2 = 1  + ¿ > ‘ „)2 > 1.
г=1

Ikkita hol bo'lishi mumkin ekan:

Л°0 > +1, Л°0 < —1.

Determinantning ham ishorasini hisobga olsak Lorentz al- 
mashtirishlarini to'rt qismga bo'lish mumkinligini ko'ramiz:

1.L\ : A°0 > +1, det A = 1;

2. i t :  A°0 > +1, det A — — 1;

3. 4  : A°0 < — 1, det A = 1;

4. LÍ : A°0 < —1, det A = —1.
p
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(let A = +1  boigan almashtirishlar hususiy deyiladi, A°0 > +1 
almashtirishlar esa ortoxron  deyiladi. Ro‘yxatdagi birinchi hoi 
hususiy ortoxron almashtirishlar deyilib ulargina qismgruppani 
tashkil qiladi. Buni tushunish qiyin emas - birinehidan, ikkita 
determinant! manfiy matritsalarning ko'paytmasi determinanti 
musbat matritsa bo'ladi. Ikkinchidan, A°0 < —1 almashtirish 
vaqt o'qini teskariga yo‘naltiradigan almashtirishdir, uni ikki 
marta qo ilasak vaqt o‘qi yana o‘zining boshlang‘ich yo'nalishiga 
qaytib keladi, y a ’ni, ikkita ketma-ket bunday almashtirishning 
natijasi b itta A°0 > +1  almashtirishga tengdir. Ya’ni, 
LÍ, 4 va Z¿ to'plamlar qismgruppani tashkil qila olmaydi. 
Bundan tashqari, birlik element lJ+ ga kiradi. Hamma Lorentz 
almashtirishlari umumiy Lorentz gruppasim tashkil qiladi, 
determinanti + 1  ga teng almashtirishlar to'plami L++L+ hususiy 
Lorentz gruppasi deyiladi. §10 .-paragrafdagi klassifikatsiya 
bo'yicha Lorentz gruppasi psevdoortogonal 5 0 (3 ,1 ) gruppaga mos 
keladi. Bundan keyin Lorentz gruppasining tasavvurlari haqida 
gap ketganda hususiy Lorentz gruppasining tasavvurlari ko'zda 
tutiladi.

Quyidagi almashtirish matritsalarini ko'raylik:

At
/ - 1 0 0 0 \ / 1 0 0 .0 \

0 1 0 0 A 1 0 - 1 0 0
0 0 1 0 va Ap = 1 0 0 - 1 0

\ 0 0 0 1 / \ o 0 0 - 1 /
Birinchi matritsa 
o'zgartiradi: x

t a ’sirida vaqt koordinatasi o‘z ishorasini 
ikkinchi almashtirish esa fazoviy

koordinatalarning ishorasini o'zgartiradi: x —»■
-x x3 -x :

x'°\
Xa
x'2

V  x'z J

- 1  0 0 0 \
0 1 0  0
0 0 1 0
0 0 0 1 /

( —-pO
X x 1
X2 X 2

\x* ) - 3 7
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( x ’°\  
nX

x1
\ x I

—x
—x2

-X*

/ 1 0  0 0 \ / x° \ (  x° \
0 - 1 0 0 ) x1
0 0 - 1 0  x2

\ 0 0 0 - 1  / \ x 3 J  \ —xr j
Bu ikkala almashtirish ham Lorentz almashtirishlariga tegishli 
chunki ular intervalning kvadratini saqlaydi. Ular uchun Ar €  L i  
va Ap €  L[_, undan tashqari AtAp E L+. Odatda At matritsa 
orqali ifodalangan operatsiyani T —almashtirish, Ap matritsa orqali 
ifodalangan operatsiyani esa P —almashtirish deyiladi. Ular 
diskret Lorentz almashtirishlariga tegishli;;

§20.2. Lorentz gruppasining generatorlari

Lorentz gruppasining generatorlarini topishdan oldin uch oichamli 
fazodagi aylanishlar ham Lorentz gruppasiga kirishini ko'rsataylik. 
Quyidagi matritsa

.912 (¥>) =

1 0  0 0
0 cos ip sin ip 0
0 — sin y? cos ip 0
0 0 0 1

/ x,(i\ 
/1
/2

X ' 
X'

\ X ' * J

0 0
° \

(x ° \
cos ip sin ip 0 x1

— sin v? cos ip 0 X2
0 0 1 / U 3 /

X
XL cos ip + X2 sin ip 

—a:1 sin ip +  x2 cos ip
, xä\ /

almashtirish bajaradi, bu almashtirish x x̂  ̂ning bir qismi boigan 
xlxl ni invariant qoldiradi, demak x^xß ni ham . Demak, 2: 
o‘qi atrofidagi aylanish Lorentz gruppasiga taalluqli ekan. Huddi 
shunday ko'rsatish mumkinki, y va x o'qlari atrofidagi aylanishlar 
ham Lorentz gruppasiga kiradi. Ya’ni, 5 0 (3 ) gruppasi Lorentz
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92з(<р)

9m(<p)

gruppasining qismgruppasidir. x va y o'qJari atrofidagi 
aylanishlarga quyidagi matritsalar mos keladi:

/ 1 0  0 0 \
0 1 0  0 )
0 0 cos (p siny? j ’

\ 0 0 sin tp cos, ip J
/ 1 0  0 0

0 cos<p 0 — sin<£>
0 0 1 0

V 0 sin ip 0 cos (p 
Endi hususiy Lorent almashtirishlariga o'tamiz. Faraz qiiaylik 
Lorentz aimashtirishlari faqat 0-nchi va 1-nchi o'qiarga tegishli 
bo'lsin, bu holda (156)-formuladan

(Л°о)2 - (Л̂)2 = 1
ga kelamiz. Bu tengiamaning (hususiy va ortoxron holga mos 
keluvchi) yechimi

A°0 = ch г, 
Matritsa ko'rinishida:

AJ0 = sh r , -oo < r  < oo.

/ ch r  sh r  0 0 
s h r  ch r 0 0

V
о
о

0
0

9oi (r)

'Jj
Ushbu elementga mos keluvchi generator

/ o

1 0 
0 1

«01 idr 9oi (t)
T — 0

0
0

0 0 \ 
о 0 
о 0 
0 0 /

(t , y) va (t, z) tekisliklarida bajarilgan Lorentz almashtirishlariga 
quyidagi matritsalar mos keladi:

/ ch r  0 sh r  0 ^
0 1 0  0 

sh r  0 ch r 0P02(r) =

\ 0 0 0 1 /

/ ch r  0 0 sh r  \
0 1 0  0
0 0 1 0

\ sh r  0 0 ch r  /
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Ularga mos keluvchi generatorlar:

f 0 0 —i ° \ / 0 0 0
0 0 0 0 . 0 0 0 0 1002 — —i 0 0 0 0 8 II

0 0 0 00 0 0 0 ) V —i 0 0 0 /

Bu matritsalar hermite matritsa ernas.
— 1 , 2 ,3  elementlarga mos keluvchi generatorlar 

quyidagicha boiadi:

/ ° 0 0 ° \ / 0 0 0 0 \
í 0 0 —г 0 , &23 —

0 0 0 0

0 i 0 0 0 0 0 —i
\ 0 0 0 0 J Vo 0 г 0

( 0 0 0 0 \
0 0 0 i
0 0 0 0

I 0 —i 0 0 )
Ushbu matritsalar yuqoridagilardan qat’iy oiarog hermitdir.

Shu bilan oltita generatorlar topildi. Rostdan ham, to'rt 
olchamli fazo-vaqtdagi to‘rtta koordinat o'qlari oltita buralish 
orqali almashinishi mumkin: uchta hususiy Lorentz almashtirish- 
lari+uchta x, y, z o‘qlari orasidagi buralishlar.

Topilgan generatorlarning algebrasini aniqlaylik. Quyidagi 
belgilashlar kiritaylik:

®oi = Ah a02 — A-2, a,os — A3, 62з = B\, 631 = B2, £>12 = B¡.
Bu belgilashlarda Lorentz gruppasining algebrasi quyidagicha 
boiadi:

[At, Aj\ — i'Gjjk 13к, isijkBk, [Ai, Bj\ iSijkAk- 
(157)

Bu munosabatlarni tekshirib chiqishni o'quvchiga havola qilamiz. 
A{ va Bi matritsalarning ta'riflaridan ko‘rinib turibdiki

4  = - Л ,  Bj = Bi.
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1 1Li — Âi) va Ki — —(B¿ iAi)

matritsalarni kiritaylik. Kcrrinib turibdiki ular hermitlik hossasiga 
ega:

L\ = U , K\ = Ki. (158)
(157)~dan quyidagilarni keltirib chiqarish mumkin:

Lj\ iCijfcLky Kj\ Oj \Ĵ ii ~
(159)

Demak, Li va K¡ generator!arning algebrasi SU(2)SO(3) grup- 
paslari generatorlari algebrasi (100)- va (105) bilan bir xil. Bundan 
kelib chiqadiki L 2 operatorining xususiy qiymatlari L2 = 1(1 + 
1) va K 2 operatorining xususiy qiymatlari K 2 = k(k + 1) 
munosabatlarga bo'ysunadi va, shunga yarasha, Lorentz gruppasi 
bo‘yicha almashinadigan kattaliklar ikkita son bilan xarakterlanadi
- (I, k). I va k sonlar 0, 1/2, 1, 3/2,... qatorga tegishli qiymatlarni 
qabul qiladi.

§20.3. Lorentz va SL(2, C) gruppalari orasidagi bog'lanish

SL(2,C) gruppasi determinanti birga teng kompleks 2 x 2  
matritsalardan iborat: |

det A = aó — /3j — 1 . (160)

Kompleks 2 x 2  m atritsa 4 ta  kompleks son bilan aniqlanadi, 
bu esa 8 ta  haqiqiy son berilishi kerak degani. Determinantning 
birga tengligi kompleks songa qo'yilgan ikkita shartdir, demak, 
A matritsa oltita haqiqiy parametr bilan aniqlanar ekan. A ning 
teskarisini topish qiyin jemas:

k - ' = (  6 -*>).

2 x 2  m atritsalar sohasida Pauli matritsalari bazisni tashkil 
qiladi. Ularga birlik matritsani qo‘shsak quyidagi to 'rtta matritsani

Ularning o'rniga
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'T“ = ( o  ? ) •  ^ “ ( 1  o )>  <Tj=( i  o ' )  - ( o  - l ) '

Shu matritsalar yordamida fazo-vaqtning x nuqtasiga mos keluvchi 

u (  x° + xs x1 — ix2 \X =  x̂ cr,, =  1 , • 2 0 3 11 \XX + IXZ XV — X6 J
matritsani kiritamiz. Ko‘rinib turibdiki

detx  = (a;0)2 -  (a?1)2 -  (x2)2 -  (a:3)2 = x ,^  ~ x2.
Pauli matritsalari uehun Tr ( )  = 2<5# bo'lgani uchun

(<V£)

ekanligi kelib chiqadi. (160)-matritsa yordamida quyidagicha 
almashtirish bajaramiz:

-/ /(-/it lu (  x'̂  + x'2 xa —ix'2 \
*  = AxAt = *  ^  + f a «  X* -  x» )  ■ (161)

det A — 1 shart (undan det A? — 1 ligi ham kelib chiqadi) interval 
kvadratining invariantligini ta ’minlaydi:

det x '— det x, yoki x'̂ x'11 = x^x>i.
Demak, (160)-rnatritsalar A €  SL(2,C) yordamida bajarilgan 
(161)-almashtirish Lorentz almashtirishlariga ekvivalent ekan. Bu 
moslikning tasodifiy emasligini shu ham ko'rsatadiki, Lorentz 
gruppasi oltita parametrli gruppa, SL(2, C) ham oltita parametr 
bilan aniqlanadigan gruppa. (154)-dagi va A & SL{2, C) 
matritsalar orasidagi bogianishni topaylik:

det a;' = x'̂ cr̂  — A',ivxvoll — Ax Â  = Acrl/A^xl/,
bundan

= AcT̂ Ai
Demak,

A\ = ^Tr {p»AffvAt ) .
*

olamiz:
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Bu formuladan ko'rinib turibdiki, +A va —A matritsalarga bitta 
mos keladi. Demak, SL(2, C) gruppasi Lorentz gruppasiga 

gomomorf ravishda aksiantirilar ekan.
Ixtiyoriy 2x 2  matritsani A = А̂ сГц desak uning unimodularlik, 

y a ’ni À 6  SL(2 , C) lik sharti

det A = (A0)2 — A 2 = 1

ni quyidagicha yechish mumkin:

Л0 = d £  A* = n ’sh^, i l2 -  1 .Zi Z
Bu holda

0в в er • n -
A = (Toch- + cr ■ n  sh -  — e 2 . (162)

Yarim argument 0/2 ning paydo bo'lishini quyidagi misol 
tushuntiradi:

4.41-misol. xM vektorning almashinish qoidasi (161)-bo‘yicha

Æ' = AzA* = ea<xea<
dan vektor x̂  ning komponentaiari uchun quyidagilarni olamiz:

x10 = ж0 ch 0 + (x • n)sh 0, (x' • n) = (x • n)chв +  £0sh в.
Bu - Lorentz almashtirishlari, ularning fizik kitoblarda berilgan formasiga o'tish 
uchun th в = v/c deb olish kerak.

SU(2) gruppasi ham 2 x 2  matritsalardan tuzilgan, ular 
unimodularlikdan tashqari unitarlik shartiga bo'ysunishi kerak. 
Demak, SU(2) gruppasi SL(2,C) gruppasining qismgruppasidir: 
SU(2) C SL(2,C). Bu qismgruppaga mos keluvchi (162)- 
matritsalar unitarlik shartiga bo'ysunishi kerak: Â  — А~х. Bu 
holda A inatritsa

Л '¡ГГ LÜ / \ ЫA — e ? = <jo cos — + i{cr • n) sin —Zi
ko'rinishga ega bo'ladi ((97)- va (98)- lar bilan solishtiring).

4.42-misol. n  =  (0 ,0 ,1) vektor uchun (aylanish yo'nalishi - z -o‘qi)

w . U) (  cos % -r i  sill % 0 \ / e'5 0
aл cos — + sm — = I 1 n 2 ы . . ш I = ! _ и 2 2 V 0 cos I — г sm I  J  Д О  e

Buni (lOl)-bilan solishtiring.
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§20.4. Relativistik spinorlar

SL(2,C) gruppasining to‘rt-vektorlarga ta ’siri Lorenfcz al- 
mashtirishlariga ekvivalent ekanligini ko‘rdik. Ikki o‘Ichamli 
matritsalar sifatida (160) - matritsalar ikki qatorli kompleks 
vektorlarga ham ta ’sir qilishi kerak. Lorentz almashtirishlarida

kattaliklar relativistik spinorlar deyiladi. (163)-formulani ochib 
yozaylik:

f j1 = + ß£2, С'2 = 7 ^  + ¿ í 2. — ß'y = 1. (164)

Spinorlar ikki oichamli kompleks fazo vektorlari sifatida qaralishi 
mumkin.

ikkita £ va î] spinorlar uchun

Г У 2 -  Ç 'V 1 = №  -  ßi){iW  -  ¿ Y )  = С У  -  C V  (165)

bo'ladi. Bundan kelib ehiqadiki Ílrr¡¿ — £2rf kombinatsiya Lorentz- 
invariant (bir hisobot sistemasidan ikkinchisiga o'tganimizda 
o'zgarmaydigan) kombinatsiya ekan. Bunday invariantlarni 
tabiiy ko'rinishda yozish uchun quyidagicha. antisimmetrik "metrik 
tenzor11 kiritiïadi:

Ushbu metrik tenzor yordamida quyi indeksli spinorlarni kiri- 
tishimiz mumkin:

(163)

qoida bo‘yicha o'zgaradigan

t,a = 9<xß£ß, ya ’ni, £ i =£ 2, 6  = “ C1-
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ko‘rinishga ega bo'ladi. Kontravariant met.rik tenzor g°^g^ — 
qoida bo'yicha kiritiladi:

* * - ' ( ?  ~o ) -

Demak, yana bir m arta yuqoridagi £* — —£2, £2 = £1 
munosabatlarga kelamiz.

Norelativistik kvant mexanikasida p = |V>|2 = + '0*2^ 2
kattalik elektronning zichligi bo iib  hizmat qiladi, zichlik invariant 
(skalar) kattalik bo‘lishi kerak bo'lgani uchun norelativistik 
spinorlarning almashtirish matritsasi unitarlik hossasiga ega 
bolishi kerak edi, shu sababdan u holda SU(2) gruppasi paydo 
boigan edi. Relativizrnda zichlik p = \ip\2 skalar emas, u 4- 
vektorning nolinchi komponentasi. Shuning uchun zichlikning 
invariantligi sharti kiritilmaydi. Bu o‘z navbatida almashtirish 
matritsasining unitarligini talab qilmaslikka ekvivalentdir. Üch 
o‘lchamli spinorlar haqida gap ketganida aylanish matritsalarining 
unitarligi kovariant spinorlar uchun (136)-qoidaga olib kelgan edi: 
kovariant spinor SU(2) gruppasining kompleks qo‘shma tasavvuri 
bo'yicha almashinar ekan. Ya’ni, kovariant spinorning almashinish 
qoidasi kontravariant spinorning kompleks qo'shmasi bilan bir hil 
edi: Xa ~ (xa)*-

To‘rt oicham li holda esa kompleks qo'shmatasawur bo‘yicha 
almashinadigan spinor

'̂*a _

alohida kattalikdir, chunki A* m atritsa A ga chiziqli almashtirish 
y o ii bilan keltirilmaydi. Bunday spinor uchun alohida belgilash 
qabul qilingan: xa- '• Bunday spinorlar punktirli spinorlar 
deyiladi. Almashtirish qoidasini to‘g‘ri yozish uchun 4̂* 
matritsaning indekslarini ham punktirli qilib olamiz:

=  A j x K  x '2 =  7 V  +  S*X2- (166)

Albatta, Í indeks spinning 2 - o'qiga proeksiyasi +1/2 ga mos 
keladi, 2 indeks esa spinning z - o‘qiga proeksiyasi -1/2 ga mos
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keladi. Punktirli spinorlar bilan ishlash uchun punktirli indeksli 
metrik tenzor kiritiladi:

Bu metrik tenzor punktirsiz metrik tenzordek indekslarni tushur- 
ishi va ikkita punktirli yuqori indekslar bo'yicha soddalashtirishi 
mumkin. Agar formula orqali punktirli kontravariant
metrik tenzor kiritilsa u yordamida kovariant punktirli indekslarni 
kolarish va soddalashtirish mumkin. Kontravariant metrik tenzor 
uchun:

Shu joyda (159)-formulalar va ulardan kelib chiqqan hulosalarni 
eslash o!rinlidir. U yerda m aium  boigan ediki, Lorentz 
gruppasiga bo'ysunadigan kattaliklar ikkita mustaqil sonlar (k, l) 
bilan aniqlanadi, ikkala songa tegishli kattaliklar o‘zaro kompleks 
qo'shma tasavvurlar bo'yicha almashinadi. Shu indekslarning 
birini oddiy spinor mdeks bilan bogiaymiz, ikkinchisini esa 
punktirli spinorlar bilan bogiaymiz. Masalan, (1/2,0) tasavvurga 
Qa spinor, (0 , 1/2) tasavvurga esa x*3 spinor mos keladi. (1/2 , 1/2) 
tasavvurga, %“  ̂ aralash spinor mos keladi. (fe, l) tasavvurga esa

spinor mos keladi. Uning komponentalarining soni (2k + 1)(2Z +1) 
ga teng.

Punktirli va punktirsiz indekslar bo'yicha soddalashtirishning 
ma’nosi yo‘q, hosil boigan kattalik invariant xarakterga ega. 
b o im  ay di. Soddalashtirish faqat punktirsiz indekslarning ichida 
alohida va punktirli indekslarning ichida alohida bajarilishi kerak. 
Indekslar bo'yicha soddalashtiruvchi metrik tenzorlar gaß va gáp 
antisimmetrik bolgani uchun liar bir gruppa indekslar bo'yicha 
simmetrik spinor keltirilmaydigan tasawurni amalga oshiradi. 
o¿\o¿2 • ■ ■ o¿k larning ichida simmetrik kombinatsiyalarning soni (k + 
1) ga teng, huddi shunday, ßißz •••/?/ larning ichida simmetrik 
kombinatsiyalarning soni (/+1) gateng. Demak, (k, l) spinor ikkala

Oi2-akß\ß2-ßi
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xilga ham tegishli indekslari bo'yicha simmetrik bo‘lsa u amalga 
oshirayptgan keltirilmaydigan tasavvurning oichamligi (fc+l)(/+l) 
ga teng. Mana shu keltirilmaydigan (A;+1)(Z+1) oichamli tasavvur 
matritsasini V̂ k'̂  deb belgilaylik. Undan tashqari — Vh va 
£>(°>0 = x>1* deb belgilaymiz.

Ikkita (fci, ¿i) va (fc2, h) indeksli spinorlarning ko'paytmasi (¿1+ 
k-2,h + h) indeksli spinorni beradi. Masalan, boiadi.
Ikkita indeks bo'yicha soddalashtirish natij asida rangi ikkitaga kam 
spinor hosil boiadi. Masalan, gaia3Q a2“3 = Q , 9á% p = C - 
skalar va h.k. Albatta, soddalashtirilayotgan indekslar bo‘yicha 
spinor simmetrik bolmasligi kerak, aks holda nolni olamiz.

Ikkala xil indekslari bo‘yicha simmetrik spinorga misol sifatida 
birinchi rang spinorlarining ko'paytmasini olish mumkin:

£01612 ‘ ‘ ‘ ß̂r
(161)-formula bo'yicha to'rt-vektor xß ni ikkinchi rang aralash 

spinori sifatida ko‘rish kerak: x' — AxA* formulani indekslar bilan 
yozsak

Xa* = A«i?öA f
boiadi. Bundan kelib chiqadiki Pauli matritsalarini spinor
hisobning elementlari sifatida qaraganda ularni ko'rinishda
olish kerak.

k
§20.5. Lorentz gruppasining tasavvurlari

Tasavvur ta ’sir qiladigan fazoning bazisini tashkii qiluvchi 
funksiyalar sifatida quyidagi monomlar olinadi:

th +0- th-^„h+pnh-~p 
--------- S t ä f i f c * *
V (h  + -  a)Kh + p)Kh -  p)1- ’

bu yerda —j  1 < a < ji, —ji  < p < j 2- Fazoning oichamligi (2ji + 
l) (2 j2 + 1) ga teng. Tasavvur matritsasi V ^ 2\A) quyidagicha 
aniqlanadi:

f ' ap{3u32) =  ( ^ \ A ) Y ' j Xf( j h j 2).
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V ^ 2\Ä) matritsa A matritsa orqali aniqlanadi. Bu formulaning 
o‘ng tomonida (164)- va (166)-formulalar ishlatiladi, keyin. (yi^):?1+£:r 
ga o'xshagan darajalar ochiladi va f Xr polinom qayta y ig ilib  

(A) matritsa topiiadi. Bu ishda to‘xtalib o‘tirmay V^1’™ (A) 
matritsaning asosiy hossaiarini qayd qilib ketaylik.

f^ U h h)  va f^ ik  1,^ 2) funksiyalar keltirilmaydigan 
tasaw urlarn i amalga oshiradi, f <*t>{ji,j2) f0\ki,k<2)  ko‘paytma 
ham Lorentz gruppasining qandaydir tasavvurini amalga 
oshiradi, ammo bu tasaw ur keltirilmaydigan tasavvurlarning 
to‘g ‘ri ko'paytmasiga boiib keltiriladigan tasaw urga mos 
keladi. Keltirilmaydigan tasavvurlarning to 'g ii ko'paytmasi 
keltirilmaydigan tasavvurlar bo‘yicha qatorga yoyiladi:

j)(h A ) ¡g) '̂2) _  '^ 2  D ^’k\

■ ©

bu yerda j  = \jx - j 21,\ji -  j 21 + 1 , - , h  + h  va k = \h -  k21, |h -  
k2\ + 1 , k\ + k2 qiymatlarni qabul qiladi. Hususan

V ^ \ A )  = V{h'°\A) <g> V{0'h\A) 

boiadi. Undan tashqari

t№\A) = V m (A*) 
boiadi. Bundan kelib ehiqadiki

V ^ ’j2\A)= ( v ^ ’jl\ A ) J .

p(;h,h)(A) matritsalar unitar tasaavurni tashkil qilmaydi. (IV.2)- 
teorema faqat chekli va kompakt gruppalarga tegishli, Lorentz 
gruppasi nokonipakt gruppa boiib uning cheklangan tasavvurlari 
unitar boimaydi.

Agar 2j\ va 2j 2 laming juftligi bir hil boisa bunday tasaw ur 
bir qiymatli, yoki, tenzor tasaw ur deyiladi, har xil bo isa ikki 
qiymatli, yoki. spinor tasaw ur deyiladi. Masalan, (0,0) tasaw urga 
skalar mos keladi, (1/2 , 1/2) tasaw urga vektor mos keladi. Izi 
nolga teng iikinchi rang simmetrik tenzorga (1 , 1) tasaw ur mos 
keladi. Ikkinchi rang antisimmetrik tenzorga (1,0) yoki (0,1)
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tasavvurlar mos keladi. Punktirsiz spinor tasavvurni
amalga oshiradi, pUnktirli spinor esa P '0’1/2) tasavvurni. Dirac 
bispinoriga ikkita keltirilmaydigan tasavvür laming to'g'ri yig'indisi 
mos keladi: p i 1/2,0) © V^’̂ 2\

§21. Poincare gruppasi

§21.1. Poincare gruppasining algebrasi

Relativistik kvant fizikasida quyidagi ko'rinishdagi birjinslimas 
Lorentz almashtirishlari muhim rol o'ynaydi:

x'M = A$xv + (167)
Bu yerda A£ - Lorentz almashtirishlari matritsasi, a11 - to i t  
oichamli Minkowsky fazosidagi o‘zgarmas vektor. Bunday bir­
jinslimas Lorentz almashtirishlari hosil qilgan gruppani Poincare 
gruppasi ham deyiladi. Matematik nuqtai nazardan bu - to'rt 
oichamli fazoda koordinat o‘qlarini m alum  bir burehakka burash 
va aM vektorga ko'chirishga teng2.

Poincare gruppasining elementini (167)-formuladan keIib chiqib 
(a, A) deb belgilash mumkin. (167)-formulani ikki marta qo'llab 
Poincare gruppasidagi kompozitsiya qonunini keltirib chiqarish 
mumkin:

(oi) A i )(« 2  A2) =  (a\ -+ A i« 25 A1A2).

Bu ko‘paytirish qoidasi quyidagicha besh 0 ‘lchamli m atritsakiritish 
yo‘li bilan ham aniqlanishi mumkin:

(a, A) ( 0  1 ) .

Olingan tasavvur Poincare gruppasiaingifeKekli®?Miamli.umfeannas 
tasavvuridir.

Poincare gruppasi uchun kompozitsiya qonunining hususiy xoli: 
(a ,l) (0 ,A ) = (a , A).

Kvant mexanikasida impuls quyidagicha tariftanadi:
O

p »  =  ihdti &  P 0 =  i m °  =  ih ~ ~ ,  p = —i h v___________ cat
2Bunday ta‘rif passiv qarashga taalluqli, aktiv qarasb,'ix)^yicha-^lvoprdmat o'qlari o'z .joyida qoladij fizik 

sisteraa (jism) ko'chiriladi.

216



Bu ta'rifdan íoydalanib fazodagi siljish operatorini kiritish mumkin: 

exp (iP^/h) f(x) = exp (~а°дo -  a  • V ) f(x) -  f(x -  a). 

Impulsning koordinata xß — {ж0, ж1, ж2, ж3} bilan kommutatori

[ж'1, Р"] = -ihg^  (168)

ekanligini keltirib chiqarish qiyin emas. Oydinki

[p^ pvj = 0 (Í69)

Puancare gruppasiga to 'rtta siljish operatoridan tashqari oltita 
buralish operatorlari ham kiradi, klassik kanonik formalizm 
va ayniqsa kvant mexanikasidan ma’lumki buralish operatorlari 
sifatida impuls momenti komponentalarini ishlatish kerak. Rela- 
tivistik impuls momenti operatorini kiritaylik:

Mpii = afP v -  xvP'\ M'IU = -M Vß.

Uning oltita mustaqil komponentalari bor, ular to'rt o'lcharnli 
fazodagi oltita aylanishlarni ifodalaydi. (168)-dan foydalan:ib 
tekshirish qiyin emaski

[Мм", жА] = [:x»Pv -  xvPp, xA] -
-  х»[Р\ хл] -  xv[P'\ Xa] -  t f t ( / V  -  g^x") (170)

va

[MfW, P A] = [x^P1' -  xl'P!\ Px] = ih{gvXP>1 -  gpXPv) (171)

bo'ladi. Huddi shu yo'sinda quyidagi kommutatorni ham tekshirib 
chiqish mumkin:

[MßV, Mpa] = [ЛР", xpPa -  xaPp] =

= [NF\ xp]Pa + xp[Mp\ Pa] -  [Mw\ х"}Рр -  xa[MßV, Pp] =

ih gupMp<J -  f J T  + gmMpp -  gpaMpv

(172)
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Bu natijani keltirib chiqarishda quyidagi fbrmuladan foydalandik:

[A, BC] = ABC -  BCA = 
= ABC -  BAC + BAC -  BCA =* [.4, B]C + B[A, C].

(169), (171) va (172)-nehi formulalar Poincare gruppasining 
algebrasini tashkil etadi. Bu algebra yuqorida kiritilgan o‘nt,a 
generatorlarga asoslangan: to‘rtta va oltita M^.

Buralish operatorlari larni ikki qismga bo‘lib ularni
yangicha belgilaylik:

M 0i = N\ M 12 = M 3, M 23 = M 1, M 31 -  M 2.

o'zining kiritilishi bo‘yicha N% operatorlar (0, i) tekislikdagi 
buralish. sifatida, Lorentz almashtirishlariga mos keladi, M y 
operatorlar esa (i, j)  tekisligidagi buralishga mos keladi. Masalan, 
M12 — M 3 operatori (x, y) tekisligida, boshqa so‘z bilan aytganda 
z o‘qi atrofida biron burchakka aylanishga mos keladi.

4.6-m ashq. (172) - munosabatlardan quyidagilarni keltirib chiqaring:

[N\ Nj ] = -i£ijkMk, \M\ M1] = ieijkMk, [N\ Mj] = ieiikNk. (173)

4.43-m isol. Yuqoridagi munosabatlarning ohirgisini keltirib cliiqarishni 
ko'rsataylik:

!
[.N\ Mj] = ~ejkl[Ai0i, Mkl] =

= 7/ jkl (9 ikM01 + gilMk0) = -\ e iilNl + \ejkiNk = ieijkNk.Z Z ta

Agar yangi

j  =  i ( M  +  ¿N ), k  =  i ( M  -  ?;n )
¿j •. z

generatorlar kiritsak (jl73)-formulalar

[ju j )] = i£̂ k.jk, ■ [ 4  i<j} = o, [&, Kj] = K**kk k
ko'rinishga keltiriladi. (159)-formulalarga yana keldik, u 
yerdagi Lorentz gruppasiga tegishli hulosalarni yana qaytarishimiz 
mumkin.
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§21.2. Poincare gruppasining ta sa w u rla ri

Poincare gruppasining tasaw urlari quyidagicha klassifikatsiya 
qilinadi. M2 ning o‘zidan biror aniq fizik ma’noga.ega bo'lgan 
kattalik kelib chiqmaydi. To‘rt-vektor(psevdo) kiritamiz:

wp = ^x,,»PPXMpA'.

Bu yerda ex^p - to'liq antisimmetrik psevdotenzor: £0123 — 1, juft 
almashtirishlar natijasida yana birga teng, tpq almashtirishlardan 
keyin -1 ga teng, indekslarning biror ikkitasi bir-biriga teng bo'lsa 
nolga teng. Oydiriki w^P  ̂— 0. ;

4.7-m ashq. Quyidagilarni isbot qiling:

[wp, Pv) = 0, [Mxf,, wv] = -  g\vwfl), [w/{, wu] = ieliV\awxPa.

Poincare algebrasining ikkita Casimir operatori bor: P 2 = Pfi — 
F 2 va w2. Bu ikkala kattalikning Pp, bilan kornmutativligini 
tekshirish qiyin emas, ularning bilan kommutativligi ularning 
skalarligidan kelib chiqadi (chunki M/u/ - aylanish operatori).

w2 ni hisoblashga o'taylik. Buning uchun birlik antisimmetrik 
tenzorning quyidagi hossasi kerak bo‘ladi ([16], §6):

= ¡" S X +  S°XK  + W X - -  Wr K  -
4.8-m ashq. Yuqoridagi formuladan foydalanib

w2 = -  PllPvMliaM,Ja

ekanligini ko'rsating.
4.9-m ashq. P2 va w2 laming hamma lar va M M" lar bilan 

kommutatorlari nolga teng ekanligini ko'rsating.
Yuqorida topilgan ikkita Casimir operatorlari Poincare grup­

pasining tasaw urlarin i klassifikatsiya qilishda ishlatiladi. Casimit 
operatorlari gruppa algebrasining hamma tashkil qiluvchilari bilan 
kommutativ ekan ixtiyoriy keltirilmaydigan tasaw ur m atritsalari 
bilan ham kommutativ bo'ladi. Bu holda Schur lemmasi bo‘yicha 
ular birlik matritsaga karrali bo'lishi kerak. Fizik o'lchamlik 
nuqtai nazaridan P2 = m2 deb olish kerak, bu yerda m - massa 
birligiga ega konstanta. w2 ning hususiy qiymatini topish uchun 
uning skalarligidan foydalanib uni P  — 0 sistemasida hisoblaymiz
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(Lorentz invariant kattalikni ixtiyoriy sistemada hisoblash mumkin, 
uning kattaligi hamma sistemalarda bir xildir). Bu holda

w 2 =  - P 2MijMij =  m 2 M 2 
z

boladi. Zarracha qo‘zg‘olmay turgan sistemada M  - uning hususiy 
momenti, ya’ni, spinidir. Demak, M 2 =  j ( j  +  1), bu yerda j  - 
zarra,chaning spinining son qiymati: j  = 0 ,1 /2 , 1, 3/2, 2,...

Shu bilan muhim hulosaga keldik: Poincare gruppasining ikkita 
invarianti bor ekan, ular - massaning kvadrati va spinning kvadrati:

P 2 =  m 2, w 2 — m 2j ( j  +  1).

Casimir operatorining kelib chiqishidan m 2 ning ishorasini aniqlab 
bo'lmaydi, ammo biz elementar zarrachalar uchun m 2 >  0 deb 
olamiz. Elementar zaxrachalarga ta 'rif berish mumkin bo‘lib 
chiqayapti - elementar zarracha Poincare gruppasining m a’lum bir 
massali va spinli keltirilmaydigan tasavvurini tashkil qilishi kerak. 
Spini nol va butun bo‘lgan j  =  0, 1, 2,... zarrachalar bozonlar 
deyiladi, spini yarim butun boigan j  — 1/2, 3/2, ... zarrachalar 
esa fermionlar deyiladi.

P 2 >  0 bo'lgani uchun Pq ning ishorasi ham ahamiyat topadi, 
uni e =  Pq/\Pq\ deb belgilaylik. Natijada quyidagi manzaraga 
kelamiz:

1. P 2 — m2 >  0, t  — +1 (ya’ni Pq >  0). Bu - massasi m bo'lgan 
haqiqiy zarrachalarga mos keladi..

2. P 2 — rn2 >  0, e =  — 1 (ya’ni P q <  0). Oldingi punktdagi 
tasavvurga kompleks qo'shma tasavyur.

3. P 2 — 0, £ =  +1. Massasi nolga teng bo‘lgan zarrachalarga 
mos keladi. Masalan, fotonga.

4. P 2 =  0, e =  —1. Avvalgi tasavvurga kompleks qo'shma 
tasavvur.

5. P 2 — 0, Pfj, — 0. Bu tasavvur vakuumga to‘g‘n  keladi deb 
hisoblanadi.
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204-betdagi Lorentz gruppasining klassifikatsiyasini Poincare 
gruppasiga bevosita ko'chiriladi. Ya’ni, Poincare gruppasi ham 
to 'rtta  parchaga bo'linadi: P\,  P'[, P+, Pt.  Bu parchalarning 
talqini 204-betdagi talqinga mos - biror element ga tegishli 
deyiladi qachonki unga mos keluvchi A €  A+ bo‘lsa, va h.k.

§22. Lie gruppalarining umumiy hossalari 

§22.1. ta‘rif

Shu paytgacha bir necha konkret uzliksiz gruppalarni ko‘rib 
chiqdik. U( 1) va unga izornorf bo‘lgan 50 (2 ) va Coo lar 
bitta parametr 9? ga bogTiq edi, u ham burehak bo‘lib .0 <  
ip <  2ir sohada uzliksiz o'zgarar edi. Mana shu (0, 2n) soha 
17(1) gruppasining gruppaviy fazosini tashkil etadi. (0, 27r) soha 
kompakt soha, shunga yarasha gruppa ham kompakt gruppa 
deyiladi. Uch o‘lchamli fazoda aylanishlar gruppasi 50 (3 ) uchta 
parametrga bog'liq - Euler burchaklariorqali ifodalanganda ular
0 <  <p < 2ir, 0 < ip <  2-7T, 0 < 6 < it to'plamni tashkil 
qiladi. Bu ham kompakt to‘plam, shunga yarasha 50 (3 ) (va 
unga gomomorf akslantiriladigan SU(2)) kompakt gruppa deyiladi. 
SL(2, C) gruppasining gruppaviy fazosi uzliksiz —oo <  r  <  oo 
to'plam bo‘lib nokompakt to'plamni tashkil qiladi, shunga yarasha 
gruppa nokompakt deyiladi.

Umuman olganda har bir uzliksiz gruppaning gruppaviy fazosi 
qandaydir r o‘lchamli fazoni tashkil qiladi. Bu fazoning elementlari 
gruppaviy aksiomalarga bo'ysunishi kerak, ya’ni, G to‘plamning 
ixtiyoriy ikki a va b elementlariga uning uchinchi elementi c mos 
qo'yilgan bo'lishi kerak: c =  ip(a, b). Bu - a va b elementlarning 
gruppaviy ko‘paytmasi, agar b element berilgan bo'lib a element 
o'zgarsa ko'paytma ham o'zgaradi. Uzliksiz deganda shuni ko‘zda 
tutamizki, a element cheksiz kam o'zgarsa c =  tp(a, b) ham 
cheksiz kam o‘garadi. G to'plam odatda manifold strukturasiga 
ega deb olinadi, ya’ni, uning har bir nuqtasining atrofi r-o‘lchamli 
evklid fazosining hossalariga ega bo‘ladi. Shu sababdan uni 
Gr deb belgilaylik. Bu degani, GT ning har bir nuqtasining 
atrofi uzliksiz va o‘zaro bir qiymatli ravishda r-o‘lchamli evklid
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fazosining biron bir nuqtasining atrofiga akslantirilishi mumkin. 
Ya'ni, Gr da r  o'lchamli koordinatalar sistemasi kiritilgan deb 
qaraladi. Bu koordina,talar sistemasi uch m arta différensiallanuvchi 
deb qaraladi, Lie gruppaíarining nazariyasi uchun shu yetaríidir. 
Ammo ko'rsatish mumkinki, haqiqatda bu sistema analitik 
bo‘ladi. Gruppaning birlík elementiga koordinata boshi to‘g‘ri 
keladi. Quyida ko‘p uchraydigan a — (a1, a2, ar) belgilashda 
gruppaning elementi a <G G ning shu r  o‘lchamli differensiallanuvchi 
koordinat sistemasidagi ifodasi ko‘zda tutiladi. Gruppaviy 
operatsiya natijasida xosil bo'lgan almashtirish (cp funksiya) lar 
ham differensiallanuvchi va hatto analitik ekanligini ko‘rsatísh 
mumkin ([12], 7-bob).

Kiritilishi bo‘yicha Gr ning har bir elementi a r komponentali 
kattalik: a =  (a1, o2, ar). Shu sababdan gruppamiz r  
param etr ik  gruppa  ham deyiladi. Masalan, yuqoridagi 
uch o'lchamli fazodagi aylanish gruppasining elementlari uch 
komponentali kattalikiar edi: g — (gx, gy, gz), shunga yarasha 
uch o‘lchamli fazodagi aylanishlar gruppasi uch parametrli gruppa 
bo'ladi.

§22.2. S tru k tu ra  konstan talari

Yuqorida ta ‘rifiangan | gruppaviy ko'paytmani yana bir marta 
yozaylik: |

c® =  ¡¿>s(a, b) =  ^'(a1, o2, ar, 61, 62, br), i =  1, . . . ,  r.
(174)

ta 'rif bo'yicha birlik elementga koordinat boshi mos keladi, demak:

a =  tp(a, e) a* —\pl{a, 0), b =  ip(e, b) 4^ b% = <p(0, b).

a ni kichik deb qarajb bu formulalarning birinchisini qatorga 
yoyamiz:

a% =  tp%( 0, 0) +  hk~ - j  
i  oaK

1 k i+  - a  a ■
2 dakdal

o,=0

+
a=0
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Hulosa:

d<pl (a, 0) « dnip\a, 0)
dak o=0

k’ dakdal • • •dap a~ 0
^ ( 0, 0) =  0,

Huddi shunday ish tutib quyidagini ham olish mumkin:

dipt( 0, b)
dbk

dn<p% b)

6—0
dbkdbl ■ ■ ■ dip

=  0,
6=0

0, n >  2.

(175)

n >  2 .

(176)

(177)

(178)

Teskari elementning mavjudligidan quyidagini olamiz:

<£>*(a-1,a) =.^>*(o,o-1) =  0, « =1,2,

Gruppaning assotsiativlik hossasi quyidagini beradi:

<p(at (ft(b,c)) =  <p(<p(atb),c).

Agar mana shu funksional munosabatlarni ha) qilsak gruppaning 
hamma hossalarini o‘z ichiga oigan (p funksiyani topgan bo'lar 
edik. Ammo bu qiyin masala. Sophus L ie ning ixtorosi 
shundan iborat bo'lganki u ixtiyoriy chekli a, b va c lar uchun 
o'rinli bo‘lgan funksional munosabatlarning o'rniga gruppaviy 
to'plamning koordinat boshi atrofidagi differensial munosabatlarni 
o'rganish yetarli ekanini isbot qilgan. Biz ham shu yo'ldan ketamiz.

(175)- va (176)-larga kirgan quyidagi formulalarni alohida yozib 
olaylik:

d<p\at 0)
dak

d<p%b)

o.=0
dbk SI

6=0

Bu munosabatlardan kelib chiqadiki, (174)- munosabat birlik 
element e  atrofida yechimga ega.

(174)-formulada a va b elementlarni kichik deb (boshqacha so'z 
bilan aytganda, ularni birlik element e atrofida yotibdi deb qarab) 
va (175)- hamda (176)-larni hisobga olib quyidagi. yoyilmani olish 
munkin:

é  =  <p*(o, b) =  a*+Ú +  g)kajbk +  Kljkiajakbl +p)klajbkbl +  ■■■ (179)

223



Yuqorida aytilgan edi koordinatlarni uch m arta differensiallanuvchi 
deb qarash yetarli, ohirgi formula shunga mos keladi. Keyingi 
hamma mulohazalarimizda ham (179)-yoyilmaning vuqori hadlari 
kerak bo'lmaydi.

(179)-yoyilmani assotsiativlik sharti (178)-gaqo'llaymiz. (178)- 
ning o‘ng tomoni:

(p\(p(d, b),c) =  <pl(a, b) +  à  + g lkltpk(a, b)cl +  h)kl^{a., b)<pk(a, b)cl+

(178)-ning chap tomoni uchun ham uchinchi tartibli hadlar 
aniqligida ÿoyilma yozilsa va yuqoridagi ifoda bilan solishtirilsa 
quyidagilar topiladi:

a) chap va o‘ng tomondagi birinchi tartibli hadlar aynan bir

b) chap va o‘ng tomondagi ikkinchi tartibli hadlar aynan bir

c) uchinchi tartibli hadlar ikki qismga bo'linadi: a, 6, c laming 
ixtiyoriy biri ikki m arta uchraydigan hadlar ham aynan bir xil, 
abe hadning oldidagi koeíhsientlar esa quyidagi munosabatga oiih 
keladi:

Kommutativ gruppa uchun albatta gl-k — g\p shunga yarasha 
bunday gruppalar uchun c)k ~ °-

4.10-mashq. (180)-forinulani (l ,m ,n ) indekslarning o'rnini har xil yo‘l 
bilan aimashtirib yana besh marta yozib chiqing. Indekslar juft tartibda 
o'zgartirilgan uchta formulani musbat ishora bilan, toq tartibda o'zgartirilgan 
uchta formulani manfiy ishora bilan olinsa natijaviy formulada A*-feí va p%jk¡ lar

xil:
a1 +  V + à  =  a1' +  b* +  à\

xil:

(180)

(181)
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ishtirok etmaydi. (181)-ta‘rifdan foydalanib faqat g\t larning ko'paytmalari 
ishtirok etgan qolgan hadlar

;  (182)

ko'rinishga keltirilishini ko'rsating.
4 .11-m ashq . Teskari elemental a-1 uchun ^ '(o ,a_1) =  0 bo'lishidan

(a-1)' =  - a ’ +  g)ka?ak 4-----

ekanligini ko'rsating.
4 .12-m ashq . q =  ab(ba)~l kattalik Lie gnippasida kommutator 

deyiladi. Yuqoridagi mashqdan1 foydalanib

9?*((6a)_1) =  - b \ -  a1 +  g)k (Vbk +  aj bk +  aj ak) +■■■

ekanligini ko'rsating. Bundan foydalanib

ql =  djka?bk 4- yuqori tartibli hadlar. (183)

ekanligini isbot qiling.
4 .13-m ashq . q =  1 bo'lganda ab =  ba ekanligini ko'rsating. Ya’ni, biror- 

bir Lie grappasida hamma elementlarning kommutatorlari birga teng bo'lsa bu 
gruppa kommutativ (abel) gruppa bo'ladi.

(181)- ta 'rif orqali kiritilgan cl-k kattaliklar Lie gruppasining  
s tm k tu r a  doimiy lar i  deyiladi. Ular o'zinmg quyi indekslari 
bo'yicha antisimmetrik tenzorlardir.. 0 ‘zinig ta'rifi bo'yicha ular 
sonlardir (gruppa elementlarining funksiyasi emas ma’nosida), 
ammo gruppaviy fazodagi koordinat almashtirishlariga nisbatan 
ular bir m arta kontravariant, ikki marta kovariant uchinchi rang 
tenzorini tashk.il qiladi. (182)-munosabat Jacobi ayniya i i  
deyiladi.

S.Lie isbot qilgani bo‘yicha struktura konstantalari berilgan 
bo‘lsa uzliksiz gruppani tiklab chiqishimiz mumkin, ya’ni, berilgan 
Cjk lar bo‘yicha ip{a, b) funksiya to'liq ravishda topiladi.

§22.3. L ie gruppasin ing algebrasi. G eneratorlar

Algebra

Quyidagicha tuzilgan r-o'lchamli vektor fazo Rr berilgan bo'lsin:
1) U haqiqiy yoki kompleks sonlar maydoni K  ustida 

aniqlangan bo‘lsin;
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2) Undagi vektorlar uchun quyidagicha ¡commutator  deyi- 
ladigan kompozitsiya qonuni aniqlangan bo'lsin: ixtyoriy a €  Rr 
va b € Rr vektorlarning kommutatori yana shu fazodagi vektorni 
beradi - c =  [a, b], c ^ R r.

3) Kommutatorlar quyidägi qoidalarga bo'ysunsin:

[aa +  a'a', 6] =  a[a, b] +  a'[a' , 6], a, a 1 €  K; (184)

Shunday tuzilgan vektor fazo Rr K  maydon ustida aniqlangan Lie  
algebrasi  deyiladi. Agar K  to'plam haaiqiy sonlardan iborat 
bo‘lsa mos keluvchi algebra haqiqiy  Lie  algebrasi deyiladi, 
agar K  to'plam kompleks sonlar to ‘plami bo'lsa mos keluvchi fazo 
kompleks  L ie  algebrasi  deyiladi. Lie gruppasining algebrasi 
hamma vaqt haqiqiydir ([12], 10-bobga qarang) , shuning uchun 
bundan keyin Lie gruppasining algebrasi haqida gapirilganda uni 
oddiygina qilib Lie  algebrasi  deb ketaveramiz.

Kommutator bo'ysunishi kerak bo'lgan birinchi ikki qoida 
chiziqli bo'lgani uchun kommutator operatsiyasini koordinat 
formada quyidagicha yozib olish mumkin:

deyiladi. Kommutatorlarning (185)- va (186)- qoidalaridan 
quyidagilar kelib chiqadi:

Bular Lie gruppasining struktura doimiylari bo‘ysunishi kerak 
bo‘lgan (181)- va (182)- formulalarning o'zidir. Bu tasodif emas, 
biz hozir ko'rsatamizki, Lie gruppasining va Lie algebrasining 
struktura doimiylari bir-biriga teng.

Lie gruppasi G Iperilgan bo'lsin. Unda differensiallanuvchi 
koordinatalar kiritilg^n bo‘lgani uchun ixtiyoriy differensiallanu­
vchi egri chiziq {al(t ) , i  =  1, 2,3, uchun urinma vektor 
maydon

[a, &] =  -[&, a].;
[a, [6, c]] +  [b, [c, a]] +  [c, [a, b]] =  0.

(185)
(186)

(187)
t=o
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kiritish mumkin. a(t) € G, t >  0— biron-bir parametr. t — 0 
nuqta G dagi koordinat boshiga mos kelsin, ya’ni, a(0) =  e. Shunga 
mos kelib { Х г, г  =  1, 2, 3, vektorlar G ning biriik elementi 
atrofida kiritilgan urinma vektorlar fazosini hosil qiladi. Bundan 
keyin X 1 vektorlar to'plami shunday kiritilganki, ular urinma 
fazodagi ba’zisni tashkil qiladi deb qaraymiz. Bu fazoda ixtiyoriy
I  va Y  elementlarning kommutatorini yuqoridagicha kiritamiz: 
С =  [X , Y], ya’ni, urinmalar fa,zosini Lie algebrasiga aylantiramiz.

Ikkita egri chiziq a(t) va b(t) berilgan bolsín, ularga koordinat 
boshidagi urinmalarni X  va Y  deb belgilaymiz. Koordinat.alar 
boshi atrofida

a'(t) — аг{0) +  ХЧ H----- --- ХЧ -\----- ,
(188)

b^t) =  b \  0) +  Y H  +  • • • =  YH +  • • .

a(t) va b(t) larning kommutatorini kiritaylik (12-mashqqa qarang): 

q ( t)  =  a ( í) 6 ( í) a _1(í)é _1(¿).

12-mashqqa binoan koordinatalar boshi atrofida

ql(t) -  àklak(t)bl(t) +  yuqori hadlar =  éklX kY lt 2 +  yuqori hadlar.

Ikkinchi tomondan (183)-formulani hisobga olsak

-  [X, =  c%XkY l =  lim =  4 X kY l. (189)

Demak, Lie gruppasining va Lie algebrasining struktura doimiylari 
bir-biriga tengdir:

~*i _  J ckl — cki­
l l  (VC bir Lie algebrasiga qandaydir (lokal, koordinat boshi atrofida 
aniqlangan) Lie. gruppasi mos keladi. Bitta Lie algebrasiga bir 
necha global gruppalar mos kelishi mumkin, ular izomorf bo‘lishi 
shart emas. Bunga §12.-paragrafda ko'rilgan 5 0 (3 ) va unga 
gomomorf bo'lgan SU(2) gruppalarining algebralari misol bo‘ladi. 
5 0 (3 ,1 ) Lorentz gruppasi va unga gomomorf akslantiriladigan 
SL{2, С ) gruppasining algebralari ham bir xil edi - §20.-paragrafni 
qarang.
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Odatda Lie gruppasiga mos keluvchi algebra haqida gap 
ketayotganida uni belgilash uchun o‘sha gruppa uchun ishlatilgan 
xarflarning kichiklari ishlatiladi. Masalân, SU(n) gruppasining 
algebrasini su(n) deb, SL(n,C)  gruppasining algebrasini sl(n, C) 
deb belgilanadi va h.k.

Lie algebrasini tashkil qilgan r- o‘lchamli urinma vektorlar fa- 
zosi koordinat boshida kiritilgan edi, bu bilan shu urinma vektorlar 
fazosi gruppaning birlik elementiga bog‘lanib qolgan bo'lmaydi. Lie 
gruppasida bir koordinat sistemasidan ikkinchisiga o‘tish mumkin. 
Almashtirish formulalari analitik funksiyalar bo'lishini isbot qilish 
mumkin. Mana shu almashtirishlar yordamida koordinat boshidagi 
vektorlarni ixtiyoriy boshqa nuqtaga.ko'chirish mumkin.

Lie algebrasiga tegishli bir-necha muhim ta'riflar bor, ularni 
keltirib ketamiz.

K  maydon ustida aniqlangan Lie algebrasi R  berilgan bo'lsin. 
R  ning qismfazosi bo'lgan S  to ‘plam R ning qismalgebrasi  
deyiladi qachonki a) S fazo R ning qismfazosidir, ya’ni, ixtiyoriy 
a, b E S  vektorlar uchun aa + fib ham S  ning elementi bo‘lsin, bu 
yerda a, ¡3 <E K] b) ixtiyoriy a, b €  S  vektorlarning kommutatori 
ham S  ga kirsin: [a, b] 6  S. Agar ixtiyoriy a €  R va b G S  lar 
uchun [a, b] € S  bo isa  S R ning ideali  deyiladi. R  ning o'ziga 
yoki bo‘sh to'plam {0} ga mos kelgan ideallardan boshqa idealga 
ega bo'lmagan Lie algebrasi R  sodda deyiladi. Agar ixtiyoriy a €  R 
va 6 G 5  lar uchun [a, 6] =  0 bo'lsa S markaziy ideal deyiladi. Bu 
ta'rifga bo'ysunadigan hamma b larning to ‘plami R  ning m a rk a z i  
deyiladi.

G  gruppa berilgan boisin, R - uning algebrasi bo'lsin, H
- uning qismgruppasi bo‘lsin. H  dan o'tgan egri chiziqlarga 
urinmalarning to'plamini S  deb belgilaylik. Bu holda S to'plam R 
ning qismalgebrasi bo'iadi. Agar H G ning invariant qismgruppasi 
(normal bo'luvchisi) bo'lsa S R ning ideali bo'ladi. Agar H  G 
ning markaziy normal bo'luvchisi bo1 Isa S R  ning markaziy ideali 
bo'ladi.

R  algebra o'zining S va T  qismalgebralarining to‘g‘ri 
yig‘indisiga parchalanadi R = S  © T  deyiladi qachonki S  va T  lar 
R ning ideallari bo‘lsa va R vektor fazo sifatida S va T  ning to ‘g i i  
yig'indisi bo‘lsa. Bu holda R algebraning har bir elementi x E R
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yagona ravishda x =  y +  z, y E S, z  e  T  ko'rinishda yoziladi va 
[y, z] — 0 bo'ladi. Agar G gruppa o‘zining normal qismgruppalari
I I  va K  larning to ‘g‘ri ko'paytmasiga parchalansa: G =  H ® K, 
G  ning algebrasi. Ä, II ning algebrasi S  va K  ning algebrasi T  
bo‘lsa R  algebra S  va T  larning to ‘g‘ri yig'indisiga parchalanadi: 
R — S © T. Bu tasdiqlarning isbotini [12] ning 10-bobida topish 
mumkin.

4.44-m iso l. Uch o'ichamli evklid fazosi Ä3.n i olaylik. Agar uning 
elementlari bo'Igan har qanday ikki a  va b  vektorlarning vektor ko'paytmasi 
[abj shu vektorlarning kommutatori sifatida ols.äk: [ab] =  [a, bj R 3 
fazo algebraga aylanadi, chunki (184)-(188)-qoidalar darhol bajariladi, R 3 
ning qismalgebralari faqat bir o'lchamli bo'lishi mumkin, masalan, faqat 
x —komponentaga ega bo'Igan vektorlar, yoki, faqdt y — komponentaga ega 
bo'Igan vektorlar, yoki faqat 2— komponentaga ega'bo'Igan vektorlar. R 3 da 
iltki o'lchamli qismalgebra bo'lishi mumkin emas, tekislikda yotgan ixtiyoriy 
ikkita vektoming vektor ko'paytmasi shu tekislikka perpendikulär bo'ladi.

Ü3 sodda algebradir, bunga quyidagicha ishonch hosil qilish mumkin - faqat 
x —komponentali vektorlar fazosini X  deb belgilaylik, oydinki, X  ga tegishli 
vektor bilan X  ga tegishli emas ixtiyoriy vektoming vektor ko'paytmasi yana 
X  ga tegishli bo'lmavdi. Demak, R3 ning ideallari yo'q.

Generatorlar

a elementga ixtiyoriy kiehik Sa element bilan ta ’sir qilaylik, 
natijada olingan element a boshlang'ich a dan kam farq qilishi

Buni quyidagicha tushunish kerak: ä =  a o Sa, ya’ni, avval kiehik 
Sa ta ’sir qiladi, keyin a element ta ’sir qiladi. Ikkinchi tomondan

Bu yerda kiritilgan //(a) tenzorning ta'rifi va asosiy hadlarini 
keltiraylik:

kerak:

a =  ip(a, Sa,) => a1 +  da1 — a1 +  cf âPStik 4-----

a1 =  <pl(a, Sa) =  ip'l(a, 0)+-^ ^ . ’ ^  Sak+ ■ ■ • =  d l+ ßl(a)Sak+- ■ ■
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Demak,

Agar
da1 — fi\(a)6ak.

Xi(a)vlk(a) =  tfc (191)
formula otqali p lk(a) ga teskari matritsa kiritilsa

5ak = Xkj (a)daj

munosabat kelib chiqadi.
Gruppada aniqlangan bctiyoriy F(a) funksiya uchun quyidagini 

yozib olish mumkin:
ßfP ßj?

F(a + da) -  F(a) =  da1 =  ¡¿\(a)5ak—  =  5akX kF{a)) 

bu yerda
_d_
day k =  1, •••, r. (192)

Kiritilgan kattaliklar { X k, k -  1, Lie  gruppasining
generator lar i  deyiladi. Ularning yana bir nomi - gruppaning  
inf in itez imal operatorlari.  Lie gruppasining generatorlari 
gruppaning algebrasini tashkil qilishini isbot qilaylik.

Generatorlarning kommutatorini topish qiyin emas:

z9/xJ i d i $ \  d

da1 ß3 da1 J  dak
(193)

Xj] №i{a) ^Aa) a-l I №i

c =  <p(a, b) bo'lsin. Bu holda

d  +  dd — xp%(a, b +  db) — (p(a, <p(b, 5b)) — <p(cp(a, b), 5b) — <p(c, 5b)

ketma-ketlikdan 5d — 5b1 — \\{b)dbk ekanligi kelib chiqadi. 
Demak

dd  =  ß){c)5c> =  ß ij(c)\{(b)dbk,
yoki,
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Topilgan differensial tenglamani qulayroq ko‘rinishga keltiramiz: 
d(pz(a, b)

dbk
(a, 6)

(194)

d2(pi(a, b) 
dbkdbldbldbk

bo'lishi kerak bo‘lgani uchun

¿  '(„}(»* .,6»Ai(6)) =  ( „ ‘(».(o,i»))Af(*))

munosabatga kelinadi. Chap va o‘ng tomonlardagi hosilalarni 
hisoblaymiz, A(6) laming hosilalarini (191)-formuladan foydalanib 
fj,(b) larning hosilalariga aylantiramiz, hosil bo'lgan formulani bir 
m arta chap tomondan A(c) ga ko‘paytiramiz (tegishli indekslar 
bo'yicha yig'indi hosil qilib (191)-dan foydalanib fjt(c) larni 
yo‘qotish uchun), o‘ng tomondan esa formulani tegishli indeksli 
n(b)fi(b) ga ko‘paytiramiz (yana kerakli indekslar bo‘yicha yig'indi 
hosil qilib (191)-dan foydalanib \{b) larni yo‘qotish uchun). 
Ohirida c =  ip(a, b) larni o‘z ichiga oigan hadlarni chapga, b larni 
o‘z ichiga oigan hadlarni o'ngga yig'amiz:

A ?(c) /4 (c)0/*J(c)
dé M(c)

d$(c )
dd

K(b) /4(&)
d¡ikj{b)
~dTF~ № M 2 )

dbl

Chap tomon faqat c ning funksiyasi, o‘rig tomon faqat h ning 
funksiyasi: o‘zgaruvchilar ajraldi. Demak, yuqoridagi tenglikning 
ikkala tomoni ham o‘zgarmas son ekan:

W ) Vi(b) Qbl dbl
(195)

0 ‘ng tomon konstanta bo‘lgani uchun chap tomonni b ning ixtiyoriy 
qiymatida hisoblash mumkin. 6* =  0 deb olib (191)- va (190)-dan

dnkAb)
dbl =  9ij

b-= o
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ekanligi kelib chiqishidan foydalanib (195)-dagi c”‘ lar haqiqatda 
gruppaning struktura doimiylari ekanligiga ishonch hosil qilish 
mumkin:

4 .14-m ash q . (182)-ni hisobga olib quyidagi Jacobi ayniyatin ing  
bajarilishini tekshiring:

Lie gruppasining struktura doimiylari ma’lum bo'lsa ular 
asosida butun gruppani tiklash mumkin, bu tasdiqning isbotini
[12] kitobning 10-bobida topish mumkin. Gruppani tiklash 
degani berilgan clkj lar orqali <p(a,b) funksiyasini topish degani. 
Bu tasdiqning to ‘liq. isboti qiyin masala, ammo uning asosiy 
g'oyasi oson: c\ - lar bèrilgan bo'lsa (196)-differensial tenglamaning 
yechimini topish mumkin { ß ) { 0 ) =  5*- boshlang‘ich shart bilan), 
/u*(o) topilgandan keyin (194)-tenglamani integrallash qoladi.

Topilgan ikkita formula (197) va (198) shuni bildiradiki, 
(192)-fo r m u la  orqali kir i t i lgan X t generator lar  Lie  
gruppasin ing algebrasini tashkil qiladi.  Lie gruppasining 
algebrasi (187)-formula orqali urunmalardan tashkil topgan 
vektorlar fazosi sifatida kiritilgan edi. Shu ikkala tushunchalarni 
bog'laylik.

Bir parametrli qisrngruppa
|

Lie gruppasi G ning birlik elementi e atrofini U harfi bilan 
belgilaylik, U C  G. Haqiqiy sonlarning additiv gruppasi bo‘lgan R 
gruppani olaylik. R  gruppaning G gruppaga lokal gomomorfizmi

(196)

Buni (193)-formulaga qo'ysak quyidagi fundamental munosabatga 
kelamiz:

\x it x-i\ =  4jXi. (197)

[Xi, [Xj} X k}} +  [Xj, [Xkt Xi]] +  [X,, [Xi, Xi]) =  0. (198)
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a(t) mavjud bo'lsin: shunday kichik a >  0 soni mavjud bo'lsinki, 
|s| <  a, |i| <  a, |s + t\ <  ol bo'lganda a(t) E U, a(s) E 
U, a(s +  t) E U lar mavjud bo'lsin va

a(t +  s) =  a(t)a(s) E U (199)

bajarilsin. R A  G gomomorfizm G ning bir parametrli 
qismgruppasi deyiladi. ji| <  a  soha bir parametrli gruppaning 
mavjudlik sohasi deyiladi.

Boshqacha so‘z bilan aytganda G to ‘plamda egri chiziq a(t) 
berilgan bo'lsin, i >  0 - bir haqiqiy paramet'r, a(0) — e - G ning 
birlik elementi. Bu egri chiziqdagi ikkita parametr t va 5 larga 
a(t) E G va a(s) E G elementlar mos kelsin, agar t +  s parametrga 
a(t +  s) E G element mos kelsa a(t)a(s) =  a{t +  s) bo‘ladi. 
Ya’ni, mana shu egri chiziqdagi ikkita nuqtaiarning gruppaviy 
kompozitsiyasiga shu chiziqning ustidagi uchinchi bir nuqta mos 
keladi. Ixtiyoriy Lie gruppasida bir parametrli qismgruppani 
kiritish mumkin [12]. Bu - notrivial natija, (199)-ga gruppaviy 
fazodagi ko‘paytirish qoidasini qo‘llasak

a \ t  +  s) — <pl(a(t), a(s)) =  a7'(t) +  a*(s) + gljka? {t)ak (s)

(199)-formulaning haqiqatda sodda emasligi tushunarli bo'ladi.
Boshida berilgan ta ‘rif lokal xarakterga ega edi, ammo ixtiyoriy 

lokal Lie gruppasi haqiqatda global gruppa bo'ladi, shunga yarasha 
bir parametrli qismgruppa ham butun gruppaviy fazoda mavjuddir.

Koordinat boshida (gruppaning birlik elementi atrofida) a(t) 
egri chiziqqa urinma kiritamiz:

¡ =  1,2,3,...

Bu formula (187)-formulaning o‘zi, bu yerda bizning maqsad
(199)-funksional munosabatdan differensial tenglamaga o:tish, uni 
yechish va a(t) bilan X  larni bog'lash. Buning uchun (199)-dan t 
b o 'y ic h a  hosila olamiz va t — 0 deymiz (ohirida s —> t al.mashtirish 
bäjaramiz):

=  a'(0)a(t) =  Xa(t).

+
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a[t) =  eíX =  1 +  ¿X +  - X 2 +  •, • . (200)

Yechimni tekshirish qiyin emas - buning uchun undan t bo‘yicha 
hosila olish yetarli. Formulada birlik elementni 1 deb ketdik, 
koordinatalarga o‘tganda unga koordinat boshi mos kelishini 
unutmang.

Koordinat boshida boshlangan ikkita a(t) va b(t) egri 
chiziqlarni olaylik, ularga urunmalarni X  va Y  deb belgilaylik:

m ®) ^  Y m  
dt ' ’ dt

Bu holda
a(t) — etx va b(t) =  etY 

bo‘ladi. a va b laming kommutatorini topamiz:

q(t) =  a(i)6(i)a- 1(£)6_1(i) =  ^1 +  tX  +  L—X 2 4-----V
■ +  iY  +  £  Y 2 +  • • • -  t X  +  ~  X 2 +  • • • y  

■ - t Y  +  ~ Y 2 +  • • • ^  =  1 +  t 2 (X Y  -  Y X )  4- • • • .

(189)-bilan solishtirish shuni ko'rsatadiki Lie algebrasidagi kom- 
pozitsiya qonuni sifatida kommutatorni qabul qilish kerak:

[ X , Y ] = X Y - Y X .

(200)-formula Lie gruppalaridagi gruppa elementi a va gruppa 
algebrasi orasidagi bog'lanishni beradi. Unimodular gruppalar 
uchun d e ta  =  1 dan T r(X ) =  0 ekanligi kelib chiqadi ((1.134)- 
formulani ishlating). Unitar gruppalar uchun at =  a~l dan X  
ning antiermitligi X t =  —X  kelib chiqadi. Bu holda odatda 
X  -4 iX  almashtirish orqali ermit matritsalar X^ — X  ga 
o'tiladi. Ortogonal gruppalar uchun aT — a -1 , demak, ularning 
generatorlari antisimmetrik bo‘lishi kerak: X T = —X.

Bu tenglamaning yechimi:
/2
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(200)-formulani olganimizda konkret bir egri chiziq va unga 
urunma haqida gap ketgan edi. Bu formulani umuman gruppa 
elementi g €  G uchun umumlashtirish mumkin. Buning uchun 
urunmalar fa,zosidagi ixtiyoriy vektor X  ni urunmalari X \  i =  . 
1 , 2 , 3 , r  orqali ifodalash kerak va eksponentadagi t X  ni quyidagi 
skalar ko'paytmaga almshtirish kerak (g ni unitar k‘orinishga 
o'tkazish qulay, shuning uchun mavhum birlik i ni ham kiritamiz):

r

tX  => i £  ctiX1 =  iocX.
i=> l

Bu holda ixtiyoriy element g e  G uchun

g(a) =  eiaX (201)

tasavvurga kelamiz. Algebra birinchi navbatda chiziqli fazo, 
unda bazisni har xil yo‘l bilan tanlab olish mumkin. Shuning 
uchun gruppaning algebrasini tashkil qiluvchi { X ‘} generatorlar 
to'plami - algebraning bazisi - bir qiymatli aniqlangan emas. 
Ammo, faraz qilaylik, ma’lum bir bazis { X l, i  =  1 ,2 ,3 ,..., r}  
tanlandi. Bu holda hamma element g lar uchun bu to‘plam 
bir xildir, element g ni aniqlash uchun esa r  komponentali 
parametr a — {«i, cv2, 0:3,..., a r} ishlatiladi, ya’ni, a  berilgan 
bo'lsa g berilgan bo‘ladi - (201)-formulada shuning uchun a  
parametr g ning argumentiga kiritilgan. Gruppaviy elementning 
bunday tasavvuridan shu paytgacha ko‘p foydalanganmiz - aylanish 
gruppasi, SU(n) gruppasi, Lorentz gruppalarini o‘rganga,nda.

4.45-m lsol.

9  v  - d  v  (  9  9 \x ,  = x , ~  ->w  x ^  J

operatorlarni kiritaylik. Unda

p il , X 2] =  0, [Jf3, Xi] -  iXi ,  [Xt, Xt]  =  iXi

munosabatlar bajariladi. Demak, {Xi ,  X 2, X s}  to‘plam Lie algebrasini tashkil 
qilar ekan. Bu algebra 8-misolda keltirilgan /5 0 ( 2 )  gruppasining algebrasining 
bazisidir. Buni ko'rish qiyin emas. Ixtiyoriy a o'zgarmas soni uchun gx(a) =  
exp(iaX i) element tekislikning ixtiyoriy vektorining x  komponentasini x  +  a 
ga 0‘zgartiradi:

SfcM (  I  )  «  <*P(i«Xi) (  I  )  =  <*P ( » ¿ )  ( I  )  -  (  * +  °  )  .
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Xuddi shunday, gy(b) — exp (ibXz)  element tekislikning ixtiyoriy vektorining y  
komponentasini y  +  b ga o'zgartiradi:

(  * )  -  = * > № ) (  * )  -  exp ( i A )  (  * )  = (  v * b )  ,

X i  va X 2 kommutativ bo'lgani uchun gx(a)gy(b) =  exp(iaX i + i b X 2) bo'ladi, 

va bu element tekislikdagi ixtiyoriy r =  ^ ^ vektorini d  =  ^  ̂ vektorga 

siljitib beradi:

S Ä # ) ( y )  = ( y t j ) = r  +  d.

Agar tekislikda qutb koordinat sistemasiga o‘tsak X 3 generatorning ma’nosi 
aniqlanadi, qutb sistemasida u I 3 =  —id/dtp  ko'rinishga ega. Demak, X 3 
generatori tekislikdagi vektorlarni koordinat boshi atrofida ma’lum burchakka 
aylantirishga mos keladi. Buni tekislik nuqtalarining kompleks z  — x  +  iy  — 
p exp(iip) tasawurida ko‘rish osonroq:

z  =  g$(9)z =  exp(i6Xs)pexp(i(p) == pexp(i(ip  +  &))■

Umuman olganda X  =  a X i  +  bX% +  0X 3 ko!rinishdagi operator /5 0 ( 2 )  
gruppasining algebrasiga tegishli bir elementidir, bu element {X i, X 2, X 3} 
bazisda aniqlangan.

Yuqoridagi natijalarni olganimizda gruppaviy to'plamda kiri- 
tilgan koordinat sistemasi tushunchasidan foydalandik ammo bu 
koordinatalarni yaqqol ko‘rinishda ishlatganimiz yo‘q. Demak, Lie 
gruppasining hossalari koordinat sistemasining konkret ko'rinishiga 
bog‘liq emas, yuqoridagi munosabatlarni boshqa koordinat 
sistemasiga 0‘tkazsak ular o‘zgarmaydi. Bunday hossa Lie 
gruppalarining koordinat invariantligi deyiladi. Lie gruppasidagi 
har xil koordinat sistemalari analitik bo‘lgan. o‘zaro almashtirish 
formulalari bilan bog'liqligini yana bir eslatib ketamiz.

Struktura doimiylari uchun (182)-nchi munosabatni (ularning 
antisimmetrikiigi c!jk ;= —dkj dan foydalanib) quyidagi ko'rinishda 
yozib olaylik : !

f e t U r  -  M  » №  =
I

Demak, struktura doimiylari ularni matrik elementli r  ta
o'lchamligi r  x r  bo‘lgan c] matritsa sifatida ko'rganda gruppaning 
bir tasavvurini hosil qilar ekan, bu tasavvur biriktiri lgan
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la sa vvu r3 deyiladi. M.asalan, 51/(2) va 5 0 (3 ) gruppalari uchun 
bu tasaw urni 3 x 3  bo'lgan (103)- va (104)-matritsalar ifodalaydi.

4.46-m isoI. GL(n, R ) gruppasining struktura doimiylarini toping.
GL(n, R ) gruppa aynimagan n  x  n  o'lchamli haqiqiy matritsalar 

gruppasidir. Gruppaviy kompozitsiya qonuni - matrik ko'paytma: c%j •= d ‘kbk3. 
(179)-bo‘yicha

4 .47-m iso l. SU{2)  gruppasining aigebrasi Pauli matritsalari , i  =  
1, 2,3  orqali ifodalanadi:

Agar generatorlaming bosliqa bazisiga o!tsak: cr'i = . 2ie¿, yangi bazisda 
[e,,ej] =  ni olamiz. Demak, S U {2) gruppasining struktura doimiylari 
uchinchi rang birlik antisimmetrik tensorga teng ekan: ajk  =  £»¿&. (Struktura 
doimiysining yuqori indeksini tushurib yoz-ish mumkinligi (208)-formuladan 
keyin tushuntirilgan.)

A do  teoremasi  deyíladigan tasdiq mavjud: ixtiyoriy Lie 
algebrasi gl(n,C) matrik algebraning qandaydir qismalgebrasiga 
izomorfdir ([13], X-bobning ohirida), shuning uchun Lie al- 
gebralarini o'rganish gl(n, C) matrik algebralarni o'rganishga 
keltirilishi mumkin. Albatta, haqiqiy aigebralar haqida gap 
ketganda gl(n, R) matrik algebralarni ko‘zda tutamiz.

Shu nuqtai nazardan kelib chiqib gl(n,R) matrik algebrada 
quyidagi Weyl  bazisi  deyiladigan bazis kiritamiz: o'lchamligi 
n  x n  bo'lgan eij, i , j  — 1,2,3, ...n matritsalar, ularning matrik 
elementlari (eij)a =  5ikSj¡. Masalan, ei3 degan matritsaning 
birinchi satrining uchinchi elementi 1 ga teng, uning qolgan hamma 
elementlari nólga teng. Tekshirib chiqish qiyin emaski bu holda

Bu formuladan gl(n, U) algebrasining struktura doimiylari uchun 
yana (202)-formula kelib chiqadi.

Kompleks algebralarga quyidagicha o'tish mumkin: Weil bazisi 
en,- ie¡i, ei2, ie 12, enn, ie nn ko'rinishda tanlab olinadi.

Struktura doimiylari topildi:

(202)

[e¿j, &kl\ — fijk&il fiifékj-

3Inglizchasi a d j o i n t  r e p r e s e n t a t i o n  , ruschasi n p u c o e d u n e n n o e  n p e d c m a e A e n u e
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4.48-misol. o(n) algebrasida Weil bazisini kiriting va uning struktura 
doimiylarini toping.

0 (n) gruppasi elementlari uchun gT =  g ' 1 bo'lishi kerak bo'lgani uchun 
uning generatorlari (algebrasi elementlari) aiitisimmetrik matritsalardan iborat 
bo'lishi kerak: X T = ' —X .  Demak, bazisni ёц =  ey — ец ko'rinishda olish 
kerak. Bu holda

le i_1; eA'/j &ik&jl +  fiil&jk fijl&ik

bo'ladi. Buni [iijiiia] — <%]дётп ko'rinishga keltirish uchun

tfja = Л  -  SfWik + S f m  -  ФЩ,
bo'lishi kerak.

§22.4. M etrika. K illing-Cartan formasi. Casim ir operatorlari.

Bizga Lie algebrasi R (K  sonlar maydoni ustida) berilgan bo'lsin. 
R  fazoda ixtiyoriy x ,y  G R larga quyidagicha ta ’sir qiladigan

D[x,y] =  [Dx,y] +  [x, Dy]

operatorlar to'plamini Rd deb belgilaylik.

Т еорем а IV .3 Rd to‘plam Lie algebrasini tashkil qiladi, ya’ni, 1) 
agar D\ £ Rd va D2 €  Rd berilgan bo‘Isa unda ixtiyoriy sonlar 
a,(3 € К  uchun a.Di +  /3D2 6  Rd bo‘ladi; 2) undan tashqari, 
[Di, D2] ham Rd да tegishli bo'ladi.

Isbot. Teoremaning birinchi qismi bevosita tekshiriladi. Ikkinchi 
qismiga o'tamiz. Quyidagilarni topamiz:

DiD2[x, y] =  Dx ([D2x , y\ +  [x , D 2y\) ~

=  [D1D2x,y\  +  [D2x, Diy] +  \Dix: D2y] +  [ж, D xD2y\,
va

D2Di[x, y] =  D2 ([Аж, y\ +  [x, D xy\) =
=  [D2D xx , y] +  [Dix, D2y] +  [D2x, Diy\ -I- [ж, D2D xy\.

[Z>i, £>2] =  D \P 2 — D2Dx bol‘gani uchun

[Dh D2][x, y] = [[Dh D2]x, y\ +  [ж, [A , D2)y\

keiib chiqadi.



Rd algebra L ie  a lgebrasin ing  d iffe ren s ia l lan ish lar i  
algebrasi deyiladi. R  algebraning har bir a E R elementi uchun 
shu algebrani o‘z-‘oziga akslantiradigan

Paix) =  [a, x]

operatsiya kiritaylik, x E R. pa larning to‘plamini P  deb 
belgilaylik. P  to'plam ham Lie algebrasini tashkil qiladi, ya’ni, 
pa E P  va pb E P  bo'lsa apa+j3pb E P, a,(3 E K  va tya,Pb] — P[a,i] 
bo'iadi4. Bu algebra R. ga b ir ik t ir ilgan  algebra  deyiladi.

Tasdiqning birinchi qismi oson tekshiriladi. Ikkinchi qismining 
isboti quyidagicha:

[Pa,Pb]x =  (paPb -  PbPa)x =  [fl, [b, x\] -  [6, [a, x}] =
(203)

=  (ab — ba)x — x(ab — ba) =  [[a, b], x] =  P[a.b)x-
Bu algebra R d ning ideali bo'ladi. Buni isbot qilish uchun 
birinchidan P  C Rd ekanligidan boshlaymiz:

pa[x, y] =  [a, [x, y]] =  [[a, x], y) +  [x, [a, y}] =  \pax, y) +  [s, pay\-
Bu - F  algebra Rd ning qismalgebrasi ekanligini isbot qiladi. 
P  qismalgebra Rd ning ideali ekanligi quyidagi formuladan kelib 
chiqadi:

[pfl, D]x = paDx — Dpax  =  [a, Dx] -  D[a, x] — [a, Dx\ — [Da, x\— 
—[a, Dx] =  aDx—Dx-a—Da-x+xDa—aDx+Dx-a  =  xDa-Da-x.

Agarda Da — d(a) E Rd belgilash kiritsak

[D,Pa]x =  [d{a),x] = p d(a)X
ekanligi kelib chiqadi. Shu bilan P  Rd ning ideali ekanligi 
isbotlandi.

pa ning ta'rifidan (pa(x))z — \a,x\l = âjkajxk ekanligi kelib 
chiqadi. Boshqaso‘z bilan (ptt)*- =  c\-ak ekan.

R algebrani evklid fazosiga aylantiradigan skalar ko'paytma 
kiritish maqsadga muvoiiq. Ixtiyoriy a,b E R  elementlar uchun 
skalar ko‘paytma

(a, 6) =  Tr (papb) =  àjkc âPbl (204)
4Ko‘p hollarda pa ning o'rniga ada belgilash ishlatiladi.
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orqali ta ‘rifianadi. Sunday kiritilgan skalar ko'paytmaning 
hossalari quyidagicha:

(x,y) -  (y,x), x E R, y  E R]

(a x + ß y , z )  =  a (x ,z )+ ß (y ,z ) ,  z  E R, x E R, y E R; a , ß  E K] 
([a, x),y) +  (x, [a, y}) =  0, aE R, x E R, y E R. 

Birinchi va ikkinchi hossalar ravshandir. Uchinchi hossani

(pa(x) ,  y ) +  (x ,  Pa(y ) )  =  0  (205)

ko'rinishda ifoda qilish mumkin va -uni (203)-formula yordamida 
tekshirish mumkin. Birinchi had:

(P a (x ) ,  y ) =  TV i p PaXp y ) =  Tr ( \p a ,p x ]p y) =  Tr (p aPxPy ~  PxPaPy) 5 

Ikkinchi had:

(x, P a ( y ))  =  Tr {PxlPa, Py]) =  Tr (jPxPaPy ~  PxPyPa) -

Ikkala hadning yig'indisi nolga tengligi TV ning I-bobdagi 9- 
misolda keltirilgan hossasidsan kelib chiqadi. (205)-dan kelib 
chiqadiki, tegishli bazisda pa opera,torga rnos keluvchi matritsa 
antisimmetrik ekan: p2a — —pa. Birinchi bobdagi 14-mashqdan 
maiumki, bunday matritsalarning hususiy qiymatlari mavhum 
son boiadi. (205)-hossaga ega bo‘lgan skalar ko‘paytma kiritish 
mumkin bo'lgan algebra kompakt algebra  deyiladi5. (205)- 
hossaga ega bo'lgan skalar ko'paytmaning mavjudligi algebraning 
kompaktligining zaruriy va yetarli shartidir.

S truktura doimiylarini c*-fc =  Ciß deb olib (205)-formulani 
koordinat bazisida yozamiz:

(P « 0 * 0 )V  +  X ‘(p a( y ) y  =

-  cljkaj xkyl +  xldjkaj yk =  aJxkyl (cijk +  ckji) =  0.

Demak, Cijk — —Ckji- Bu formula bilan (181)-formulani solishtirsak 
struktura doimiylari üchun quyidagilar kelib chiqadi:

&ijk ”  Cjki “  fycij ~  Cjik ~  C'ikj Ckji'

5Bu terxnmning topologiyadagi kompakfclik tushunchasiga aloqasi yo‘q.



Skalar ko'paytmani ta'riflagan (204)-forrnulaga qaytamiz:

(a, b) =  Tr (papi) =  c)kc ^ b l =  ~CikjCikia3bl.

Kiritilgan skalar ko'paytma R älgebrani quyidagi metrikali evklid 
fazosiga aylantirar ekan:

(ö, 6) — Qijoil?. Qij C’kliC'klj'

R  fäzoda m etr ik  ten zo r  kiritildi. p(a) operatorning 
antisimmetrikligidan kelib chiqadiki cbfk sonlar sof mayhum sonlar 
bo‘ladi (kompakt algebralar uchun, har holda), shuning uchun 
Cijk — ifijk deb olinsa bo'ladi, bu yerda fijk - haqiqiy sonlar. 
Kiritilgan skalar ko'paytmada ixtiyoriy a G R ning kvadrati 
musbat son bo'ladi:

(a, a) =  fikjfikia.3al =  (f ikja3f  >  0. (206)

Bundan b itta  istisno bor - agar R  ning markazi Rq mavjud bo'lsa 
va a G Rq bo'lsa ixtiyoriy x G R uchun pa{x) =  [a, x] — 0, 
yoki, (pß(x))* =  [a, xf  =  Cijkaj xk =  0. x  ixtiyoriy bo'lgani uchun 
CijkQ'3 — 0 bo'lishi kerak. Demak, a G Rq uchun (a, a) — 0. 
Agar R. ning marliazi faqat 0 dan iborat bo'lsa (206)-dan ko'rinib 
turibdiki (204)-formula orqali kiritilgan kvadratik forma musbat 
aniqlangau bo'ladi. Demak, algebraning markaziy ideali bo'lmasa 
unda musbat aniqlangan kvadratik forma kiritish mumkin ekan.

(204)-formula orqali kiritilgan forma K il l ing  f o r m a s i  va gij 
tenzor Lie algebrasining K i l l in g -C ar tan  m e tr ikas i  deyiladi.

Eslatib ketamiz, Lie gruppasi sodda deyiladi qachonki uning 
qismgruppasi bo'lmasa. Lie gruppasi yarimsodda deyiladi 
qachonki uning invariant abel qismgruppasi bo'lmasa (diskret 
qismgruppadan • tashqari). Bu holda uning algebrasi. markaziy 
idealga ega bo'lmaydi. Yuqorida isbot qilingani bo'yicha (bu natija 
Cartanga tegishli)

det g.jj 0 (207)
shart gruppaning yarimsodda bo'lishi uchun yetarli va zaruriydir.

. Shu joyda ikkita fikrni aytib ketish o'rinlidir. Birinchidan, 
{.X *} bazisni almashtirsak sonlar ham o'zgaradi, bu al- 
mashtirishga nisbatan ular uchinchi rang tenzorini tashkil qiladi,
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bir m arta kontravariant va ikki m arta kovariant. c*-fc sonlarning 
bazisga bog'Iiqligini 47-misolda ham ko'rish rnumkin. Ikkinchidan, 
bundan keyin struktura doimiylari haqida gap ketganda ularning 
qaysi biri ishlatilgan - mi, yoki f¿jk mi - kontekstdan ma’Ium 
bo'ladi deb o'ylaymiz.

Nima uehun yarim sodda gruppalarga alohida ahamiyat 
beriladi? Gap shundaki, ixtiyoriy Lie gruppasi bir yarimsodda 
gruppa bilan qandaydir abel gruppasining ko'paytmasi bo'lib 
ehiqar ekan ([12], [?]). Shu sababdan abel gruppalarini va yarim 
sodda gruppalarni alohida o'rganish Lie gruppalarini o‘rganishda 
rnuhim ahamiyatga ega.

4.15-m ashq . (46)-misoining natijasidan foydalanib g l (n ,C ) algebra 
; uchün Killing-Cartan metrikasini toping. Bu holda.

9kl,pr —  2 {TlÓk.rbpl tipr^ki)

bo'lishini ko‘rsating.
gl(n, C) algebrasini aynimagan n x n  matritsalar tashkil qiladi. 

Ularning ikkita ixtiyoriysini X  va Y  deb belgilab va yuqoridagi 
formuladan foydalanib ularning Killing-Cartan formasini aniqlash 
mumkin:

(.X,Y) =  Qkl,prXk{Ypr =
=  2nXHYlk -  2X kkYu =  2nTv(XY) -  2Tr(X)Tr(F).

sl(n, C) to'plam gl(n, C) ning izi nolga teng matritsalaridan iborat, 
ular uchun Tr(X) =  0, shuning uchun

(X, Y) =  2nTr(X F), X , Y  e  sl(n, C ).
sl(n,C)

Shu bilan sl(n,C)  algebrasi uchun ham Killing-Cartan formasi 
aniqlandi.

4.16-m ashq . (48)-misolning natijasidan foydalanib o(n) algebra uchun 
Kilüng-Cartan metrikasini toping. Bu. holda

9ij,pr ~  2 ( j i  2 ) ( S jp 5ir  ~  S ip S jr)

bo‘lishini ko'rsating.
Ikkita X , Y  & o(n) uchun Killing-Cartan formasini topaylik:

(X, Y)  — gij-pr-XijYpr =
=  2(n -  2) [Tr(XY) -  1\ { X Y T)] =  4(n -  2)1Y(XY),
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chunki o(n) ga tegishli matritsalar uchun YT — —Y. Shu yerda 
abel gruppaiarining algebralari uchun strüktura konstantalari nolga 
teng bo'lgani uchun ularga mos keluvchi Killing-Cartan formasi 
ham nolga tengligini eslash oiinlidir - 0 (2) gruppasi abel gruppasi 
ekanligini bilamiz, shunga yarasha n =  2 holda yuqoridagi metrika
ham nolga teng.

4.17-m ashq . (47)-misolning natijasidan foydalanib su (2) algebra uchun 
Killing-Cartan metrikasini toping. B.u ho'lda

9 i j  —  2 5 i j

bo'lishini ko‘rsa,ting.
(207)-shart bajarilgan holda gij ga teskari bo‘lgan tenzorni 

ham kiritish mumkin:
9ij9jk =  4 -

Yana bir narsani isbot qilish mumkin: yarimsodda va kompakt Lie 
gruppalari uchun hamma vaqt

gij =  %  (208)

deb tanlab olish mumkin (shu sababdan struktura doimiylarining 
yuqori indeksini tushurib yozish mumkin: =  Cijk)-

Quyidagi ko'rinishdagi C a s im ir  operatori  deyilgan katta- 
likni kiritaylik:

C = gijX iXj .
4 .18-m ashq . Casimir operatorining gruppaning hamma generatorlari 

bilan kommutativligini ko‘rsating:

[C,^*] = 0.

Agar gruppamiz kompakt va yarimsodda bo'lsa (208)-bajariladi va 
Casimir operatori

c  =  ] T  x ix i
i

ko'rinishga keltiriladi. Casimir operatori algebraning hamma 
elementlari bilan kommutativ ekan unga mos keluvchi operator 
ixtiyoriy bazisda diagonal koiinishga keltiriladi (Schur lemmasi 
bo'yicha). Demak, Casimir operatorining hususiy qiymatlari 
saqlanuvchi fizik kattaliklarga mos kelar ekan.
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§23. Ildizlar bo‘yicha klassifikatsiya 

§23.1. Ildizlar sistem asi

Markaziy maydondagi harakat masalasini eslaylik. Bu holda 
(energiyadan tashqari) quyidagi saqlanuvchi kattalikka egamiz - 
harakat miqdori momenti J . Uning uchala komponentalari Jt, i — 
1,2,3 ham saqlanadi, ammo ulardan faqat bittasinigina (odatda 
Jz ni) J 2 bilan bir vaqtda saqlanuvchi kattalik deb qarash mumkin 
(chunki Jz ning Jx va Jy bilan Poisson qavslari nolga teng emas). 
Kvant mexanikasida bu quyidagicha ifodalanadi: Momentning 
komponentalari o'zaro kommutativ emas - [Ji; J}] =  ammo
ularning har biri J 2 bilan kommutativdir: [J2, J J  =  0. Bu 
munosabatlar bilan tanishmiz: (105)- bilan (107)-Iarga qarang. 
J 2 bilan bir vaqtda saqlanuvchi kattalik sifatida Jz olinadi, bu 
esa, Jz va J 2 lar umumiy hususiy funksiyalar sistemasiga ega va 
shu funksiyalar bazisida biq vaqtda diagonal ko‘rinishga keltiriladi 
degani.

Harakat miqdoti momenti va spin algebralari 5 0 (3 ) va S U (2) 
laming algebrasi bilan bir xil. Yuqorida 5 0 (3 ) va 5(7(2) larning 
tasavvurlarini qurishda va ularni klassifikatsiya qilishda J 2 va 
Jz larning umumiy hususiy funksiyalari bazisidan foydalandik. 
Mana shu metodni boshqa gruppalarga qo‘llash uchun (105)-(111) 
formulalarni umumlashtirish kerak.

Algebrani aniqlalsh uchun struktura doimiylarini aniqlash 
kerak. Struktura doimiylari aniqlansa algebralarni, demak, 
gruppalarni klassifikatsiya qilib chiqish mumkin. Quyida struktura 
doimiylarini aniqlashning bir yo'li keltiriladi.

Algebraga kirgan N  ta  X a generatorlarni ikki qismga bo'lamiz: 
diagonal ko‘rinishdagilarini Ht, i =, 1,2, . . . J  deb belgilaymiz va 
qolganlarini Ea, a  4  1 , 2 -  I deb belgilaymiz. Diagonal 
generatorlar uchun |

1,2, .. . ,I (209)

bo‘lishi kerak. Diagonal elementlarning soni I gruppaning "rangi" 
deyiladi. Agar biror operator gamiltonian bilan bir paytda diagonal 
koiinishga (qandaydir bazisda) keltirilgan bo‘lsa u saqlanuvchi 
kattalikka to‘g‘ri keladi, demak, ko'rilayotgan gruppa ko'rilayotgan
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masaladagi simmetriyaga mós kelsa shu masaiada I ta  saqlanuvchi 
kattaliklar - harakat integrallari - mavjud ekan. Ya’ni, har bir H¡ 
bevosita fizik ma’noga ega.

Ea generatorlar huddi SU(2) gruppasidagi J± lardek 
"ko‘taruvchi" va "pasaytiruvchi” qoida bo‘yicha tuzilgan deb 
olamiz, shunga yarasha ularni Ea, a  =  ±1, ± 2 , ± ( N  — I)/2 deb 
tasaw ur qilamiz. Masalan, E+1 ta ’sirida Hi ning hususiy qiymati 
bir pog'ona ko'tariladi, E- 2 ta ’sirida esa ikki pog'ona kamayadi. 
H  va E  orasidagi kommutatorrii topish uchun Jacobi ayniyatidan 
foydalanamiz:

[Hh [Hjf Ea}} +  [Hi, [Ea, H}} + [Ea, [Hu Hi]} =  0.
Bu munosabatning ohirgi hadi nolga teng, qolgan ikki hadni

[Hi,[Hi,Ea]] =  [Hi, [Hu Ea]\
ko'rinishda yozib olish mumkin. Olingan tenglamaning yechimi

[Hh Ea] = r i(a)Ea (210)
boiishigina mumkin. i indeks 1 dan l gacha o'zgargani uchun r.¡(a) 
har bir a  uchun I komponentali vektor r (a) ni hosil qiiadi. U. "ildiz 
v e k to r i " deyiladi. Olingan formulani (109)-bilan solishtiring. U 
yerda a =  ±  va r¿(±) =  ±1. Har bir gruppa uchun mana shu ildiz 
vektorlar sistemasini topish kerak.

Yarimsodda algebraning ildizi musbat  deyiladi va kerak 
bo'lganda r(a )  >  0 deb belgilanadi qachonki uning birinchi noldan. 
farqli bo‘Igan komponentasi musbat bo‘lsa. Ildiz sodda  deyiladi 
qachonki u musbat bo'lib ikkita boshqa musbat ildizlarning 
yig'indisiga keltirilmasa. Rangi I bo‘lgan yarimsodda algebrada 
I ta  sodda chiziqli mustaqil bo‘lgan ildizlar mavjud. Sodda ildizlar 
algebraning ildizlar fazosining bazisini tashkil qiiadi: ixtiyoriy ildiz 
sodda ildizlarning chiziqli kombinatsiyasiga yoyiladi.

Kiritilgan Ea generatorlar rostdan ham "ko‘tarish” va 
"tushurish" operatorlari ekanligiga ishonch hosil qilish mumkin. 
Buning uchun generatorlar ta ’sir qilayotgan m alum  bir tasavvurlar 
fazosidagi bir element /,; ni olamiz, u Hi ning hususiy vektori 
bolsin: Hifi — hifi. hi - saqlanuvchi kattalik, harakat integrali. 
Bu holda (210)-dan

Hi (Eaf i) =  (hi +  ri(a)){Eaf i)

245



ekanligi kelib chiqadi. Bu formula ( ll l) -g a  o'xshash ma’noga ega. 
Ya’ni, Ea operator hi ning qiymatini r»(o;) ga o'zgartirdi. Agar hi 
aing maksimal qiymatini h f  deb belgilasak uning minimal qiymati 
—h™ bo'Iadi, ularga f™ va f¡~m vektorlar mos kelsin. Ea operator 
har bir ta ’sir qilganda /i¿ ning qiymatini rt(a) ga oshirsa, EL0 
operator har bir ta ’sir qilganda hi ning qiymatini ty ( — a) — —r.¡,{a) 
ga kamaytiradi. Demak, f f m vektor Ea ning yetarli darajadagi 
ta ’siridan keyin / / ” gacha "ko'tariladi".

[Ea, Eß] ni topish uchun yana bir m arta Jacobi ayniyatidan 
foydalanamiz:

[Hit [Ea, Ee]} + [Ea, \Eß, Hi}} +  [Eß, [Hi, Ea]] =  0 =*

=» [Hi, [Ea, Eß}} = (n(a) + n(ß)) [Ea, Eß] . (211) 
Uch xil variant bo'lishi mumkin:

1. ri{a)+ri(ß) 7̂  0 vaildiz bo'lsin, bu holda [Ea, Eß] =  NaßEa+ß;

2. ri(a) +  r.¿(ß) =  0, bu holda a — —ß  va [Ea, E - a] =  r l(a)Hi,

3. ri{a) +  Ti{ß) ildiz emas, bu holda [Ea, Eß] — 0.

Olingan munosabatlarni bir joyga yig'aylik:

[Hh Hj] =  0; [Hh Ea] =  n(a)Ea,
.I (212)

[Eq, E . q] =  r'{a)Hi, [Ea, Eß] =  NaßEa+ß.
!

Ohirgi formulada agar ri(a) +  ri(ß) ildiz bo‘lsa Naß ^  0, aks holda 
Naß — 0. Agar r ( a )  vektor ildiz bo'lsa 2r (a) ildiz bo'lmaydi, chunki 
[Ea, Ea] =  0.

Olingan (212)-munosabatlar (197)-kommutatsion munosabat- 
larning kanonik  ko'rinishi deyiladi. Lie algebrasining ixtiyoriy 
elementi mana shu Hi,Ea lar boVicha yoyilishi mumkin, ular 
bazisni tashkil qiladi. Kiritilgan bazis Lie algebrasining kanonik  
bazisi  deyiladi.

(212)-ning to'rtinthisidan kelib chiqadiki, agar r(a) va r(ß) 
ildizlar bo'lsa va fcr(aj) +  r(ß), k =  1, 2,3 ,... yana ildiz bo'lsa

I k
[Ea, [Ea, ... [Ea, Eß]]] ~  Eka+ß
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boiadi. Faraz qilaylik, p  va q shunday butun musbat sonlar
bo‘lsinki

ri{ß) +  рп(а)  =  / i f  (Hi ning maksimal hususiy q iym ati),

rt(ß) — qr.i(a) =  — h f  (Щ ning minimal hususiy qiymati)
bo'lsin. ikkala formula qo‘shilsa

{p -  q)ri{a) +  2r0 ) =  0

bo'lib chiqadi. Bu munosabatning ikkala tomonini ri(a) ga 
ko'paytirib i bo'yicha yig'indiga o'tilsa

- P + i -  <213>r(a) ■ r(a )

formula kelib chiqadi. Bu formulani keltirib chiqarishda a  va ß  lar 
qaysi tartibda kelishining ahamiyati yo!q edi, a ß  almashtirish 
bajarsak huddi shunday formulaning o‘zi kelib chiqadi, faqat p — q 
boshqa butun sonlar bo'ladi.

A.gar rj,(a) va u(ß)  sodda ildizlar bo'lsa q — 0 bo‘lishi kerak. 
Buning isboti quyidagicha: r(a )  — r(ß) =  r (7 ) ayirma ildiz bo‘la 
olmaydi, aks holda a) agar r (7 ) >  0 bo'lsa Г{(а) sodda bo'lmaydi, 
b) agar r (7 ) < 0 bo'lsa и ф )  sodda bo'lmaydi. Demak, sodda 
ildizlar uchun

a

r(a )  • r(a )
Shu bilan biz quyidagi teoremani isbot qildik:

Т еорем а IV .4  Agarr(a) hamdar(ß) ikkita sodda ildiz bo‘lsa

2 Tla \ ' f \  =  m , =  n  (214)
r (a) ■ r(a) r(ß) ■ r(ß)

butun sonlar bo‘ladi: Undan tashqari, m, n <  0 (ikkita sodda 
vektor orasidagi buchak o'tkir bo‘la olmaydi).

Teoremaga qo'shimcha qilib quyidagini aytish kerak: r(a )  va 
r(ß) ildizlar bo‘lsa

r(ß) -  2r(a)--^ - - ~  =  r(ß) +  (p -  q)r(a) 
r (a) ■ r(a)
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ham ildiz boladi (uni (213)-formulaga qo'yib tekshirib ko'ring). 
Geometrik nuqtai nazardan bu vektor r(ß) ni r (a) ga 
perpendikulär bo‘lgan tekislikka nisbatan akslantirib olinadi. 
Masalan, bu operatsiyada r(ß) ning o'rniga r(a ) olinsa yuqorida 
ta ’kidlangan natijani olamiz: —r(a )  vektor ham ildiz bolib chiqadi.

r (a )  va r(ß) vektorlar orasidagi burchakni <p deb belgilasak 
yuqoridagilardan

r(oQ • r(ß) 
\ / R « y F i r W

cos2 cp — ^mn (215)

ekanligi kelib chiqadi. Demak, butun sonlar m  va n larning 
ko'paytmasi 4 dan katta bo‘la olmas ekan. (214)-formulalarni

1 1 
r (a )  • r(ß) =  ~mr2(a) -  - nr2(ß) 

z z

formada olsak r (a )  va r(ß) vektörlarning kvadratlarining nisbati 
quyidagiga tengligi kelib chiqadi:

r2(ct) n 
r2(ß) m

Aniqlik uchun r 2(a) >  r2(ß) deb qabul qilamiz, boshqa so‘z bilan 
\n\ >  \m\. (210)-masalani kiritganda Hj va Ea operatorlarning 
normalarini muhokama qilmaganmiz, norm.al.arni shunday tanlab 
olaylikki

rj(a)rj(a)  =  Sjj, yoki =   ̂ bo‘lsin. (216)

§23.2. Ildizlarning to ‘liq sistem asini topish.

Ildizlar sistemasini to liq  ravishda aniqlash uchun (212)-formulalar 
sistemasidagi Naß koeffisientlarni topish kerak. Avvalam bor 
oydinki Naß — —Nßa. Undan tashqari, agar (211)-ni (212)- 
ning ohirgisi bilan solishtirsak r (a +  ß) — r (a )  +  r(ß) ni topamiz. 
r(o'), r(ß) va r(7) lar shunday noldaa farqli ildizlar bolsinki ular 
uchun r(a) +  r(ß) -f r(7) =  0 bolsin. Bu holda

Naß =  Nßl - (-Nja . (217)
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bo‘iadi.
4 .19-m ashq . [Ea , [Eß, £?7]j uchun Jacobi ayniyatidan foydalanib (ildizlar 

yig'mdisining nolga tengligini ishlatgan holda)

Naß r (j)  +  Nß7r(a) +  N7a r(ß) =  0

ekanligini ko'rsating. Ildizlarning har birining noldan faqrliligi (217)-ga olib 
kelishini ko!rsating,

N aß iarning hamma hossalarini bir joyga yig‘aylik:

Naß =  - N ß a  = N ß ^ ß  =  J\La_A«. (218)
Bularning birinchisi N aß ning ta'rifidan, ikkinchi va uchinchisi 
(217)-dan kelib chiqadi. Undan tashqari N aß — —N - a - ß deb olish 
mumkin.

Faraz qilaylik r(a) va r(ß) ^  ± r (a )  ikkita ildiz boisin  va 
r(ß) -  qr(a),.. . ,r(ß) -  r(a),r(ß),r(ß)  +  r(a ), ...,r(ß) +  p r ( a ) -  
ildizlar sistemasini tashkil qilsin. Bunda r(ß) — (q +  l) r (a )  va 
r(ß) +  (p +  l) r (a )  lar ildiz boimaydi. Quyidagi Jacobi ayniyatidan

[JE?-«, [Ea, Eß}} +  [Ea, [Eß, £ L J]  +  [Eß, [E.ai Ea}} =  0

avval

N aß[E..a, E a+ß] + N ß - a[Ea , Eß- a] + ri(a)[Eß, Hi] — 0,

key in
N a ß N ^ + ß  + Nß - aNaß„a -  r (a) ■ r(ß) =  0

kelib chiqadi.
4.20-mashq.

v
/* , [**(̂ 0 ’ {&')') Q̂,0+ja ̂ —(x̂ +(j+i)a ^

j=-Q

munosabatdan (213)-formulani qayta keltirib chiqaring. Quyidagilar kerak 

bo'ladi: £  1 =  1 + P  +  5. E  3 =  K 1 + P  +  ^  ~  «)'
j = - q  j = - c /

Mashqdagi qatorni boshqa chegaralarda hisoblaylik: 

o
5 3  ¡r (a )- (r ( /3 )+ ir ( « ) ) -
j=-q

Aaß+jaA —a,ß+{j+\)ci '"I- ^ —a^+jaNa^+(J—l)a\ 0 
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52 1 =  1 +  Q va ]P  3 — +  <?) formulalardan va r(ß) —
j =-9 j=-g
(q +  l)r(a )  ildiz emasligidan Na^_(g+i)Q =  0 kelib chiqishidan 
foydalanib quyidagini topamiz:

N lß  =  y ° k i> JVa/9 =  ±  Y ~P(1 +  g )r2(a ).

(219)
Ishoralarni shunday olish kerakki, (218)-hossaiar buzilmasin. 
§23.4.-paragrafda bu formulalar yordamida SU(3) gruppasining 
struktura doimiylari topilgan.

§23.3. D ynkin sxem alari

Lie gruppalarini to'liq klassifikatsiya qilish uchun Dynkin sxemalari 
ishlatiladi. (215)-formulaga qaytib kelamiz. Quyidagi variantlar 
bo'lishi mumkin:

n — 0, m  — 0; n =  —1, m — —1; n =  —2, m — —1; n — --3, m — —1.

m =  n =  ±2  hol-ko'rilmaydi ehunki bu hoida r (a )  va r(ß) vektorlar 
kollinear boiib chiqadi (ya’ni, ular b itta  vektor). n — 0, m =  0 
holda ildiz vektorlari uzunliklarining nisbatini aniqlab boimaydi, 
ammo ular o'zaro perpendikulär: '<p =  90°. Qolgan hollarda esa 
k =  1, k — 2, k — 3 bo'ladi. Demak, cos <p quyidagi qiymatlarni 
qabul qilishi mumkin: 0, Bu qiymatlarga o‘z
navbatida 90°, 120°, 135°, 150° burchaklar mos keladi.

Ikkita sodda ildiz vektorini olaylik. Agar har bir ildiz 
vektorini bir doiracha qilib ko‘rsatsak va bir doirachadan 
qo'shni doiracha(vektor)ga shu ikkala vektorlar orasidagi bur- 
chakka bog'liq bo'lgan va soni k teng boigan chiziqlar 
o'tkazsak (IV.3)-rasmda ko!rsatilgan uchta sxema paydo bo'ladi.
Bu rasmda ko‘rsatilgan sxemalar ikkinchi tartibli ¿____ I
Dynkin sxemalari deyiladi. Har bir doirachaning 2____ ^
ustidagi son ' quyidagicha aniqlangan: chap , * , 
tomondagi doiracha r (a) ildiz vektoriga va o‘ng 
tomondagi doiracha r(ß) vektorga mos keladi«, iv.3-rasm ikkinchi 
shu ikkita vektorlar kvadratlarining nisbati ga Dynkin sxe"

0
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teng, doiracha ustidagi sonlar mana shu nisb t  ■ 
belgilaydi. Yani, ikkala doirachaning ustida bir *1 
son turgan bo‘lsa ularning uzunliklari teng R  
doiracha ustida 2 soni, ikkinchisi ustida 1 11 
turgan bo‘lsa birinchi doiracha ifodalavdicrQ r  \
ikkinchi doirachaga mos keluvchi ildizning- kvadratining
teng bo‘.ladi. Sonlar 3 va 1 bo‘lsa kat-ta ildi- jlSa msbati ikkiga 
ildiz kvadratiga nisbati uchga teng boi-idi R , V m n̂® kichik 
k =  0 xol ildiz vektorlarining perpendikuW K°S variantlar yo q. 
holda mos keluvchi doirachalar orasida S r \  ¿
sxemasida ikkita ortogonal vektorlar vonm*? ° may Dynkin 
ular orasida bog'lanish bo'lmagani uchnn & maf  1
bogianmagan sxemalarga parchalangan b o la d *1 ^  sxema kita 

Quyidagi shartlarga bo‘ysUrigan L 
Dynkin sxemalari y o ‘l qo ly i lgan  
sxema deyiladi (bu tasdiqYa,rning 
isbotlarini [13], X-bob, §10 da topish a=r̂ >-"-<x=D -> q=a=p 
mumkin):

1. n  - chi tartibli Dynkin sx- 
emasida n — 1 ta  bog'langan juft 
doirachalar bo‘lishi mumkin (aks holda
S O d d a  ildizlarning chiziqli mustaqilligi I V ^ :  
o rinli bo lmaydi);

2. Dynkin sxemasi yor>in 7^ ; ; ,  1 < • ■ . . ,  , „
(aks holda bu zanjirga kirgan vektorlarni° n n , f  may^ 1 
bittasining kvadrati manfiy bo‘Üb chiqadiV * D° ®an

3. Xech qaysi doirachadan uchdan
4. n >  3 holda hech qanday ik k i " ?  f  

bog‘lanishi mumkin emas, faqat r? — a chiziq bilan
((IV.3)-rasmga qarang); Yo‘l qo'vikan D 1 ° agma jU 
rioirachalarni iva ulardan y gan.Dynkm sxemasida ba’zi-bir
vana vo‘l oo'vik’an Dvnkin q *z^ arni) o'chirib tashlasakyana yo qo yilgan Dynkin xemasi hosil bo'ladi.

(IV.4)-rasmda ko rsatile-an 1 „ , ,
tanid  anean - sxemalardir ok , xemalar yol qoyilmagan -
o'chirsak 3-chi punktga zid hnl 1 u!arda§i ba’zi-bir chiziqlarni
to 'rtta  chi'da chiaa boshlm r & !am iz'  ba’zi-bir doirachalardan
(IV  5?  rasmda ko ^ t i lg a n  t v  , ^ -k ito b n m g  X-bob, §10 da 

g n sxemalardan boshqa Dynkin sxemalari
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boiishi mumkin emasligining isboti keltirilgan. 0 ‘z paytida (XIX- 
asrning ohirida) buyuk fransuz matematigi E.Cartan yarimsodda 
gruppalarnmg (algebralarning) klassifikatsiyasini yaratgan. Uning 
ko‘rsatishi • bo'yicha bu gruppalar An (n >  1), Bn (n >
2), Cn(n > 3).Dn(n >  4) cheksiz seriyalarga (n - butun sonlar) 
va alohida deyiladigan beshta Eq, E-/, Eg, vaG 2 gruppalarga 
bo‘iinadi. Dynkiíi sxemalaridan kelib. chiqqan va (IV.5)-rasmda 
koisatilgan klassifikatsiya mana shu Cartan seriyalari va alohida 
gruppapalariga mos keladi. Rasmda bu moslik ko'rsatilgan. 
Olingan har bir 
sxemani tahiil qilaylik.
Bu tahlildan oldin An 
§ 10-paragrafdagi 
klassifikatsiyani yana Bn 
bir marta ko‘rib chiqqan 
yaxshi. Cn

237-betda keltirilgan 
Ado teoremasi bo'yicha Dn 
har bir Lie gruppasi 
GL(n, C) matrik En
gruppaning . bir
qisrngruppasi bo'ladi, 4 
shunga yarasha har bir G 
Lie algebrasi' gl{nX17) 
matrik algebraning Bir 
qismalgebrasi bo‘ladi.
Eslatib ketamiz, GL(n, C ) matritsalar aynimagán matritsalardir. 
Matritsalar chiziqli fazodagi chiziqli almashtirishlarni ifodalaydi. 
Gruppalar fizik sistemaning simmetriyasini ifodalaydi, shu 
sababdan bu chiziqli almashtirishlar shu fazoda berilgan skalar 
ko'paytmani saqlashi kjerak. Bu quyidagicha ifodalanadi:

í ( # , # )  =  (<M),I
bu yerda g e  G gruppa elementi. Generatorlarga o‘tish uchun 
g — g(t) deb oiamiz: j

2 "2- * 2  n>l

2___ *2* • 2' J n>2

2 -2- • 2 4 nz3

2 2 2 ‘ 2 2 .
- nS:4

2

2 2 2 ¿ 2 2 2 , ,  o----- o- • • • -o------o----- o------o n=ot 7,
o2 2 1 1 1 2

IV.S-rasm: Mumkin bo'lgan sxemalar
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Bu ifodadan t bo‘yicha hosila oiib t  =  0 ga o‘tamiz. ((200)-ga 
qarang):

{ X ^ ) +  (<!>, X ÿ )  =  0. (220)
Olingan muno’sabatga bo£.ysunivchi X  matritsalar Lie algebrasini 
tashkil qilishini koiish qiyin emas.

4.21-m ashq . (220)-formulaga bo'ysunuvchi X  va Y  matritsalar uchun

( { X , Y } ^ ) +  (</>',[X ,Y]^ )  =  0

bo'lishini ko“rsating.
Bu mashqdan kelib chiqadiki, (220)-formulaga bo'ysunuvchi 

(aynimagàn) matritsalar to'piami Lie algebrasini tashkil qiladi. ESu 
matritsalar quyidagi klassik deyiladigan seriyalarga parchalanadi.

An seriya (n > 1 )

gl(n,C ) to'plamdan izi nolga teng bo'lgan matritsalarni ajratib 
olamiz, ular qismto'plamni tashkil qiladi. Ular bilan, odatda, 
kvadratik formalar bog'lanmaydi. An deyiladigan seriyaga sl(n +  
1, C) algebra mos keladi, bu algebra izi nolga teng boigan (n +  
1) x (n +  1) o‘!chamîi kompleks matritsalardan iborat. SL(n, C) 
gruppasi GL(n,C)  ning determinanti birga teng qismto‘plami edi, 
(I.134)-ayniyat bo'yieha bu gruppaning algebrasi izi nolga teng 
matritsalardan iborat bo‘lishi kerak.

Masalan, sl(2,C) algebra izi nolga teng 2 x 2  matritsalardan 
iborat. Lorentz gruppasini oiganganda SL(2, C ) gruppasi 
SO(3 ,1) gruppasiga gomomorf ekanligini ko'rdik, ularning alge- 
bralari izomorf bo‘ladi: sl(2,C) ~  so(3 ,1),

sl(n + 1, C) ning qismalgebralari sifatida 
su(n), sl(n, B), su(p, q),p + q — n larni ko‘rish mumkin.

■sl(n -f 1,(7) ning o'ichamligini topaylik. (n +  1) X (■n + 
1) matritsaning olchamligi (n +  l )2 ga teng, uning izining 
nolga tengligi bitta shart, demak, sl(n +  1,(7) ning mustaqil 
komponentalarining soni (n +  l )2 — 1 — n2 -f 2n ga teng ekan. 
Bu - algebradagi bazis elementlarining soni, bazisning o‘lchamligi 
N  — rang l +  ildizlar soni edi. sl(n +  1, (7) ning rangi n ga teng, 
demak, uning ildiz-lari soni n2 +  2n — n =  n{n + 1) ga teng.
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Bn va Dn seriyalar.

Kvadratik forma (<ß, ib) haqiqiyva simmetrik bo‘lsin: (<j>,é) ~  
Qaralyapgan gruppa mana shu formani saqlaydi. Agar 

fazoningo'lchamligi 2ú+l  bo‘lsa hosil bo'lgan algebraso (2n+ l, C) 
deb belgilanadi, uning boshqa nomi - Bn seriya. Agar fazoning 
o'lchamligi juft bo'lsa so(2n, C ) algebra hosil bo‘ladi, u Dn seriya 
deyiladi. Bu algebralar ortogonal algebra  deyüadi.

Bn ning o'lchamligi 2n2+n, Dn ning oichamligi 2n2 — n. Bular 
quyidagicha topiladi. ; m  oichamli matritsaning komponentalari 
soni m2 ga teng, ortogonallaik shartlari C2n +  m — \m{m — 1) +  
m =  |m (m  +  1) ga teng. Demak, bunday matritsaning mustaqil 
komponentalari soni m 2 — \m{m  +  1) =  |m (m  — 1) ga teng. rn =  
2n +  1 deyilsa 2n 2 4- n kelib chiqadi, m  — 2n holida esa 2n2 — n 
ni olamiz. Bn ning ildizlari soni 2n2 ga teng, Dn ning ildizlari soni 
2n2 — 2n ga teng.

An va B„ lar qachon izomorf bo‘lishi mumkin? Buning uchun 
n 2+ 2n  =  2n2-f-n bo‘lishi kerak, bu esa faqat n =  0 van — 1 dagina 
mumkin. Demak, A\ BL. An va Dn lar izomorf bo‘lishi uchun 
n2 +  2n — 2n2 — n, yoki, n =  3 bo‘lishi kerak. Demak, A3 «  D$. 
Bn va Dn lar izomorf boiishi mumkin ernas: 2n2 +  n — 2n2 — n 
tenglama faqat n  =  0 da bajariladi.

¡Cn senya. |

(0, ip) forma egrisimmetrik forma bo'lsin. Toq o'lchamlikli 
egrisimmetrik formaga aynigan matritsalar mos keladi, shuning 
uchun bu yerda faqat juft 0‘lchamli formalar ko'riladi. Masalan,

=  4>i n̂+i +  +  • • • +  2n ~  K + i A ---------- <Mn-

Bunday formalarni saqlaydigan algebralar Gn seriyaga taalluqlidir, 
odatda ular sp{2n, C) deb belgilanadi. Bu formani matrik 
ko‘rinishga keltirish uchun quyidagi koiinishdagi 2n x 2n matritsa 
kiritiladi:

J 0 I 
- I  0
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Bu matritsadagi har bir bírlik m atritsa /  n x  n matritsadir. 
Saqlanuvchi forma

n

(ф, ф ) -
Í=1

yuqorida keltirilgan ko'rinishga ega. Bu holda Sp(2n, С ) gruppalar 
shunday P  matritsalardan iboratki

(Рф,Рф)г= (Ф,Ф)

boisin. Y’ani, P TJP =  J  bo‘lishi kerak.
Cn ning o‘lchamligi 2n2 +  n. An va Cn lar n  =  1 dagina 

izomorf bo‘lishi mumkin A\ æ  G\, Cn va Dn lax izomorf bo'ia 
olmaydi, A\ «  C\ va Аг fa Bi dan Bi «  C\ ekanligi kelib chiqadi. 
Ammo n >  2 bo'lganda Bn va Cn lar izomorf b o ia  olmaydi. Buni 
quyidagicha tushunish mumkin. Bn va Cn larning ildizlar sistemasi 
ikki xil uzunlikdagi ildizlardan iborat, kalta vektorlarning soni Bn 
uchun 2n ga teng, Cn uchun esa u 2n 2 — 2 ga teng. Bu sonlar n >  2 
da teng bo'la olmaydi.

Bu izomorfizmlarni hisobga olib An, n >  1, Bn, n >  2, Cn, n >
3 va Дг, n  >  4 deb voziladi. D2 ga kelsak u sodda algebraga 
tegishli emas, Dynkin sxemasidan ko'rinib turibdiki (IV.7-rasmga 
qarang), D 2 «  A\ ® Л ь

Shu yerda quyidagi tasdiqqa to'xtalib ketish joizdir: Lie 
algebras! shunda sodda bo'ladiki qachonki uning Dynkin sxemasi 
o'zaro bog'lanmagan qismlarga parchalanmasa ([?], §95).

Maxsus (alohida) gruppalarning oichamliklari quyidagicha:
02 - 14, F4 - 52, £¡6 - 78, Er¡ - 133, Es - 248. Ularning nazariyasi 
o‘t,a murakkab.

§23.4. Birinchi va íkkinchi rang gruppalari

SU (2) yoki SO(3) gruppalarini eslaylik. r(l) „ r(+¡) 
Ular izomorf bo'lib uchta generatorga 0 °
ega: J j, J 2, J 3. Bu generatorlar iv.6-rasm: su(2) (so(3))

°  , 7 , . gruppasmmg ddiz
orasidagi kommutatsion . munosabatlar diagransmasi 

(105)-formulada berilgan: [J¿, Jjj =
Í£ijkJk, i, j,  к =  1,2,3. Generatorlarning
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soni uchta, demak, su(2) algebrasining tartibi 
ham uchga teng. (llO)-bazisda J 3 operator diagonal ko'rinishga 
ega, demak, algebraning rangi birga teng, J+ =  J\ ±  i j 2 
operatorlar esa. "ko'taruvehi" va "pasaytiruvchi" operatorlar rolini 
o'ynaydi: [J3, J±] =  ±J±. Jt bazis un i tar  bazis deyiladi ( 
J\ — Ji bo‘Igai uchun bu bazisda gruppa elementi g — exp(iJiati) 
unitar bo'ladi). Quyidagi koiinishga ega boigan kanonik  
bazisga, o'taylik:

T _ tt  P _  Jl ±  i J 2c/3 -&±1

Bu bazisda
[H,E±i] =  ±E±i.

Demak, r(-f l)  =  +1, r ( —1) =  —1. (IV.6)-rasmda bu ildizlar 
sistemasi ko'rsatilgan. Algebraning o'lchamligi uchga teng - ikkita 
ildiz +  b itta rang. Shu ildizlardan bittasi - r (+ l)  =  + 1 - sodda 
ildiz, ikkinchisi - r ( —1) =  — 1 - sodda emas.

I =  2 holga - ikkinchi rang gruppalariga - o'taylik. IV.7-

A 2 0— 0  S U ( 3 )  uzunliktari teng ikkita sodda ildiz. <fl=120°

B2 SO(5)_ }  f  ikkita sodda ildiz, uzunliklarining rtisbuti &  ,<p=]35°
C2 a z p  Sp(4)

Cj~2 €~~D ikkita sodda ildiz, uziwliklarining nisbati </5, <p-150°

o IV.7-rasm: Ikkinchi rang_gruppalari
^2 0 yarim-sodda, ©A,

rasmda ikkinchi rang gruppalarining ildiz sistemalari haqida, 
umumiy m a’lumotlar berilgan, algebralar uchun D2 — A\  0  A\ 
munosabatni gruppalar tiliga o'tkazsak 50 (4 ) =  SU(2) (^) SU(2) 
boiadi. IV.8-rasmda £>3 va A3, O2 va B2 algebralarining izomorfligi 
va ulardan kelib chiqadigan mos keluvchi gruppalarning izomorfligi 
ko'rsatilgan. Ikkinchi rang gruppalari uchun (IV.9)-rasmdagi 
diagrammalarni olamiz. Bu diagrammalarda to iiq  ildizlar 
sistemasi berilgan, ularning ichida r i  va r 2 deb belgilanganlari 
sodda ildizlarga mos keladi. birinchisi <p =  120° ga, ikkinchisi
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IV.8-rasm: Bazi-bir izomorf aJgebralar va ularga mos keluvchi gruppalar

D3~y> A3 yoki SO (6)«S U (4)  

Щ yoki S p(4)& 0(5)

2V?
0

2V3
~V3

SU(3) A2

_±  J_ 0 J_ J_V3 2V? 2V? V?

50(5) B2 Сг

IV.9-rasm: Ikkinchi rang gruppalarining iidiz diagrammaiari

ip -- 135° va uchinchisi ip =  150° ga to‘g‘ri keladi. Har bir ildiz 
diagrammasi tagida uning qaysi gruppaga mos kelishi ko'rsatilgan, 
yonida uning algebrasining beigisi ham keltirilgan.

(IV.9)-rasmning birinchi qismini oiib qaraylik, unda 
SU(3) gruppasining ildiz sistemasi ko'rsatilgan. Ildizlarni 
quyidagicha belgilaymiz: r( l) , r(2), r(3), r (—1) =  — r( l) ,  r ( —2) =  
—r(2), r ( —3) — ~r(3). Rasmdagi sodda ildizlarga r i  =  r( l)  va 
i'2 — r(3) mos keladi. Ildizlar quyidagicha aniqlangan:

r(1) = ( t í ' 0
r(2) =

2У З’ 2
r (3) —

2v/3’ 2

Har bir ildizning kvadrati 1/3 ga teng. r( l)  +  r(3) ham ildiz, r ( l)  +  
2r(3) va r ( l)  — r(3) lar esa ildiz emas. Demak, p =  1 va q =  0. Bu 
yerdan quyidagi kelib chiqadi:

Nu  =  —N31

(IV.9)-rasmdan va (218)-formulalardan foydalanib qolgan noldaii
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farqli Naß larni ham to.pish munakin:

i V - 3 , - 1  =  - ^ 3 , - 2  =  2,1 =  N2-  3  =  i V _ i j2 =  —J=.

Gruppadagi parametria,r soni ildiz vektorlari soni +  rangga 
teng, SU(3) uchun u 6+ 2=8 ga teng, SO(5) uehun 10+ 2=12 ga 
teng, G2 uchun esa 8+2=10 ga teng. Boshqa ikkinchi rang gruppa 
yo‘q.

§23.5. Klassik Lie gruppalari

Lie algebralarining klassifikatsiyasidan Lie gruppalarining klas- 
sifikatsiyasiga o'tish lozim. Gruppa elementi va algebrasi 
orasidagi bog'lanish (201)-formula bilan aniqlanadi. Agar algebra 
izsiz matritsalardan iborat bo'lsa unga mos keluvchi element 
unimodular m atritsa bo'ladi, ya’ni, sl(n,C)  algebraga SL(n,C)  
gruppa mos. keladi. Umuman olganda yarimsodda gruppalarning 
hammasi unimodular bo‘ladi ([15], 3-bob). Fizikada eng ko!p 
qo'Ilaniladigan griippalarnigina koi'ib chiqaylik.

An- 1 algebralarga quyidagi gruppalar mos keladi: SL(n, C) va 
uning hususiy hollari: SL(n, R ), SU(n), SU(p, q), p +  q — n. Bu 
gruppalarning ta'riflari §10.-paragrafda berilgan,

Bn algebralarga quyidagi ortogonal va psevdo ortogonal 
gruppalar mos keladi: SO(2n +  1), SO(p , q),p +  q =  2n +  1.

Cn algebralarga quyidagi simpiektik gruppalar mos keladi: 
Sp(n, C), Sp(p, q),p +  q =  n,

Dn algebralarga quyidagi ortogonal va psevdoortogonal 
gruppalar mos keladi: SO(2n), SO(p,q), p + q — 2n.

Boshqa yarimsodda gruppalar ham bor, ammo ular tadbiqlarda 
kam uchraydi.
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Mashqlarga ko'rsatmalar va ulaming 
yechimlari

Ko'pgina mashqlarda ularning javoblari berilgan, shuning uchun bu yerda faqat 
qiyinchilik tug'dirishi mumkin bo'lgan mashqlarning yechimlari ko'rsatilgan.

1.1-mashq.

ekanligini ko'rsatish mumkin. 0 ‘ng tomondagi birinchi had - elektromagnit 
maydon energiya zichligidan vaqt bo'yicha hosila, ikkinchi had - maydonning 
bir sekundda zaryadlar ustida bajargan ishi.

1.3-mashq.

(rot [A. X B])¿ ~  [A X B]fc —

“  (ßü^jm (BmdjAi A idjSfn) —

=  (B  • V )Ai -  (A  • V )Sj +  Ai div В  -  5 ,: div A.

1.4-mashq.

(rot rot A)¿ =  eÿiôj[rot. A]jt =  — (öaöjm -  SimSji)djdiAm =

=  9; div A  — ДЛг-

1.5-mashq.

Öi(A-B) =  di{AjBj) =  B jd iA j+A jd iB j  =  Bj (diAj - d j A i) + A j (diB j - d j B i)+

-I-BjdjAi +  AjdjBi  =  [(B • V )A  +  (A  • V )B  +  В  x  rotA +  A  x rotB]4
1.6-mashq.

^ в ^ Ъ Ъ А*Вк=5^ Вк= А0Вг
1.2-mashq. Maxwellning

tenglamalaridan foydalanib

[A x B ]2 — (ö ijk A jB k ) — ^ijkAj Bi¿SiimA iB rrí 

=  (¿»бы -  5jmôki)AjBkA,Bm =  А 2 В 2 -  (A  • В )2.
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(А В %  =  (А В )а  =  A jkBki =  A TkjBfk =  (B TA T)..  ;

' A B ( A B ) - 1 =  ( A F ) - ^ S  =  I  bo‘lishi uchun {A B)~l =  B ' M " 1 bo‘lishi 
kerak;

( (A B )%  =  ( ( Л 5 Д ,  =  A*kB*ki =  4 4 -  =  ( ß U % .

1.11-mashq.
a) Pauli matritsalarinihg hammasining hususiy qiymatlari Л =  ± 1  ga teng. 

Mos keluvchi hususiy vektôrïar:

o\  uchun

1.7-m ashq.

л/2 ( O ’ yft

„ u c h u ,  - L ( ¿ ) ,  i ( ° ) .

b)
n  ■ a cos 6 e "^sin t 

e sin в — cos 0

matritsaning hususiy qiymatlari ±1  ga tengligini va hususiy vektorlari 
mashqning shartida ko’rsatilganlarga tengligini topish qiyin emas.

1.12-mashq. U 4 7 =  I  dan |d e t i7 |2 =  1 ekanligi kelib chiqadi. Demak, 
det U — e’a , a-  haqiqiy son.

1.13-mashq. Unitar matritsa uchun Ux  =  Xx dan =  x^U*1 =  À*x* 
kelib chiqadi. Ohirgi tenglikni o‘ng tomondan U  ga ko'paytiramiz: x t =  \ * x sU, 
demak, x^x =  |Л|2ж̂ а;, yoki, Л =  e,a, a — haqiqiy son.

1.14-mashq. Haqiqiy antisimmetrik A^ — A T =  — A  matritsa uchun 
A x  =  Xx dan - ï U  =  X*xt kelib chiqadi. Birinchi tenglamani chapdan Xs ga, 
ikkinchini esa o‘ngdan x  ga ko'paytirib ikkalasini qo'shsak ||ж| |2 =  (x, x) =¡¿ 0 
uchun Л +  Л* — 0 ekañligini topamiz. Demak, Л - mavhum son (yoki 
nol). Misol sifatida berilgan matritsaning hususiy qiymatlari quyidagicha:
Ai = 0 , Л2 =  i y /2 , Л3 =  --i\J2.

1.15-mashq.

det eA — det lim (  1 -f —^ =  lim det ( l  +  —
7f->00 y n J  n-+00 y  n

— lim ( det (  1 +  —^ ̂  =  lim (  1 +  —TVA 4- 0 ( l /n 2) ) =  e"^A 
n - к »  \  y П )  j  n—юо У n
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1.16-mashq.
a) Ai =  1, A2 =  2, A3 =  0. Ularga quyidagi vektorlar mos keladi:

b) Ai =  1, A2 =  2, A3 =  —1. Ularga quyidagi vektorlar mos keladi:

§); I, = 7 s ( f ) ;
c) Ai =  0, A2 =  \/2 , A3 =  —y/2. Ularga quyidagi vektorlar mos keladi:

Xi
V2 v - 1  /  2 V 1 /  ’ 2 V 1

d) Ai =  0, A2 =  A3 =  2. Hususiy vektorlami quyidagicha tanlash murnkin: 

1  /  0  \  1 /  - 2  \  i / l

iî=H U ; I]=̂ U
2.1-mashq. Bu tenglama uchun rekurrent munosabat quyidagicha bo'ladi:

Cn {(n  +  s)2 -  (n +  s)(A +  /i) +  A;u} '=  0.

cq 7̂  0 bo'lishi kerak bo'lgani uchun n — 0 holda s i =  A, s% =  ß  kelib chiqadi.
11 ^  0 bo'lganda bu tenglamaning birdan-bir yechimi cn — 0 bo!lishi kerak, 
demak,to‘liq yechim

u(w) =  A w x +  B v / \
bo‘lishi kerak, bu yerda A va B  - noma’lum o'zgarmaslar.

2.2-mashq. Bu holda si =  s2 — A. Demak, ui — w x. Ikkinchi yechim

v-2 =  ui J  ~ e x p i ^ - ( l - 2X) J  y j  = w Àln u ’.

2.3-mashq. Binomial qator

/1 V \  i\fc  u „ \ k  . .. 1 ( “ “ )• , ( _ a ) ! ¿ 2 .2
( !  ”  te) =  2 J - V  { - a - k ) \ k \ { tz )  -  1 _ ( ^ - ^ te + r ^ ) Î 2 !  -  '

=  14- txtz +  -a (a  -f-1 -h • * •

dan foydalanish kerak.
2.4-2,7-mashqlar bevosita hisob orqali yechiladi.
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i i 
I  dx(l  — a;2)71 =  J  d x e ^ 1-*').

- i  - l  

f ( x )  =  i n ( l  -  X2) ,  f ' ( x )  =  - 2 s / ( l  -  X2) ,  / ' ( 0 )  =  0 , / " ( 0 )  =  - 2 .  D e m a k ,

/ ^ nln(1-l2)« V/ |

3.1-mashq.

-1
3.2-mashq.

00 OO

/  = -----—  -  /  +  0 ( l /x ln 2 a;).
У M n í í ln í  У í2 ln t ælna;
a; x . X

3.3-mashq.

Г dt f  d(\nt) _  ln i f
У i ln ln i  У ln (la i) In ln i У i2 2

tft Inx 
i ln 2ln i In In x '

3.4-.mashq.
X X  X X

J  (t2 + t3)l'2dt = y  í( 1 + í)1/2át = ¡ í( l  + Î)3/2 t)3,2dt =
0 0 a 0

-  | x ( l  +  . ) > / » -  1 ( 1  +  *)5/, +  | ~ ¡ ^ -

3.5-mashq. Integralga asosiy hissani t  — 0 soha qo'shadi:
1 OO

j  dte~xi sin t ~  J dte~xtt —
x 2'

3.6-mashq.
OO OO со

[ dtJL  = æ3/2 f dẑ ¿¿ „ _L f dzz-m = 2. 
У i  +  î 2 J  i  +  Л 2 V ï  У -v/ïê

3.7-raashq.
1 _  rc OO

e~zz 1ln~l
-xtr л г 0-z -, г Г(1/п)

n x l!n
— £ L _ zvn-1 ( í z * / , 

У 1 + 1 nxl/n У 1 +  (г/ж)1/" 7га;1/" J
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3.9-mashq. s in 'í =  exlnsilli deb belgilaymiz. Integralga asosiy hissani 
t  =  7t/2 nuqta atrofi qo'shadi, bu nuqta atrofida

1 /  7T\2

Demak,

Tr/2 7t/2 oo ___

j  sinx t d t ~  j  d t ~   ̂J e ~ ixiid t = y ^ -
о о —со

3.10-mashq. Eksponentadagi /(a:) =  ~ x 2 — 2x funksiya x =  0 nuqtada 
maksimumga ega (integrallash sohasida). Demak, A ,-4 oo da integralga asosiy 
hissani x =  0 soha qo'shadi:

00 oo

j  e~x(-x3+2x\ l  - \ -x f ^ d x  ~  J e~2Xx ^1 +  ^x^ dx ■
1

2 Ä ‘

3.11-mashq.
00 oo

J  e-4^+2x) J  e-ï^xdx  , 1
4Л2'

3.12-mashq. Eksponentadagi funksiyaning maksimumi x =  0 nuqtaga 
to'g'ri keladi, shuning uehun ln ( l - f x 4-x2) funksiyani ham x  =  0 nuqta atrofida 
qatorga yoyamiz va birinehi noldan farqli hadni qoldiramiz:

ln (l 4- x 4- x 2) ~  x  +  x 2 — ^(x 4- x 2)2 4-----— x +  ^ x2 4-------.A
Natijada

00 00
J  e~Xx2 ln (l + X +  x2)dx  e ^ V d x  =

■— —oo------------------------ ------------  —oo

3.13-mashq. ïkkinchi tenglik belgisidan keyin paydo bo'lgan integralga
x oo da asosiy hissa qo‘shadigan soha t  — 1 nuqta atrofi.

00 00 00 
j  t ae~fßdt -  xft+1 j  d z zae~* *  =  ^ xa+1 J  dtt~l+{a+1)lße-'sH ~
X 1 . 1

00
' / УхпЛЛ J  dt (1 4- (t -  1)(—1 +  { a +  \ ) /ß ) )  е-^[(‘- 1)+1] „  ^ x a+l~^e~xB.

1
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3.14-mashq. x  — у +  1 almashtirish bajaramiz:
ОI - /

dye
ix* J . V4 + 7y + W  . z I

3.15-mashq.

j  dteiMS =  J  d p é ^ 6e - Xp3 +  i J  d y e 1*.

0 0  л Ü 0 0  л 9 0 0  \

/ (p~Xx Г p-2Xy~Xy2 1 {• g-A
d.r ~ __ =  e j  dy —y==========  ~  ~e~ j  dye y =  —r-.

VâT-I- 3x2 J  , л/4 +  7y +  3y 2 2 J 4A

Ke
0 0 0

A •-> 00 da ikkinchi integral nolga intiladi, birinchisi esa kerakli natijani beradi:

1 OO 00 . .

j  dtem * ~  j d p e W e - *  =  e - /e- - - ~  j  d y y ~ ^
0 0 0

3.16-3.17-mashqlar huddi shunday yechiladi.
3.18-mashq. 1. t  =  2 +  1 almashtirishdan boshlaymiz va hosil bo'lgan 

integralga 2: ~  Ö soha asosiy hissa qo'shishini hisobga olamiz:
00 00 00

[ .-~ : r L , dt =  e~x J - ~ L = d z  1 - Ç -
J y/t2 — 1 J V2T+Z2 \/2 J \ f z

dZ :

OO

V2e~x J

4. Ikkinchi va uchinchi misollar shu misolning hususiy holidir. Integralga katta
x  larda asosiy hissá qo'shadigan soha - 1 — 1 atrofi. Shuning uchun t  — y  +  1
almashtirish bajaramiz:

Щ(1)

00 00 . 00 .
2 f  eixt , 2eix f  eay , V2etx f  eWJ 

(ж) =  —  /  —===== dt ~ ----- -- /  —========= dy  ~ ------r—  /  —= d y - ~
v j  \ f l - t 2 7Г J J Z b y - y l  1Ж J y/ÿ

1 n v  A

i2\ / 2etx [  ixt2 Jjt
пг

0
/ e “ -dt = y ;

5. Asosiy hissáni 0 =  0 soha qo'shadi:
7Г 7Г .

4 (2 ) =  ^  J  excose cos(ne)d6 ei£1- f /2) ^1 -  - n 2Ô2J ¿(9 :

0 . о
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?I í7Г J7Г J \ / 2п х

COS I  — sin I  \  I  X3  X \  — 1X2- s i n I  \  (
X i  +  « 2  —£3

_  f  X z  COS ß  — X \  sin ß  X \  COS ß  -b sin ß  — i x 2 \
~  I cos ß +  X3 sin в  +  ix2 —а:з cos ß +  x \  sin /3 у ’

yoki.

x[ =  X \  COS ß  +  X z  s i n ß ,  x'2 =  ^ 2 ,  Ж3 — — X i  sin ß  +  Æ3 COS ß .

4.2- va 4.3-rnashqlar bevosita hisoblanadi.
4.4-mashq. Umumiy holda,

(Та))(Та) Ы  a6)óf +  Ь Щ .

Bundari boshqa strukturani tuzib bo'lmaydi. i va j  indekslar bo'yicha yig'indi 
olinsa (yoki к  va I indekslar bo'yicha) Ta laming izsizligidan a =  — ~b ekanligi 
topiladi. Endi j  va, к bo'yicha soddalashtiramiz, undan keyin i  va I bo‘yicha. 
Tr(T2) =  |( n 2 — 1) ligidan (a bo'yicha yig'indi bor) foydalanilsa (153)-formula 
kelib chiqadi.

Huddi shu munosabatni quyidagi yo‘l bilan ham keltirib chiqarish mumkin. 
s«(n) algebrasining ixtiyoriy elexnenti A  ni Та lar bo'yicha qatorga yoyamiz:

П2 — 1
: A — ci,f +  5 2

a—I

A  ning izini hisoblaymiz;i yI\A con. Demak, cq =  ¿IVA. Endi TaA  ning izini 
hisoblaymiz:

• В Д Л ) = | с а =* ca =.2Tr(TaA).

Demak, -,

1 n2_1 (  \ ~1 \
4  =  ~А№г + 2 ^ ( Т а)$А[(Та)) =  - § i/ k +  2 '£ ( T a ) [ ( T a ) }  A l  

a—I V a=l J

:¡Su:fornndaning chap ya o'ng.tomonlari teng bo'lishi uchun (153)-formula o'rinli 
", ;;bo‘lishi kerak.

-./■ 4.5-mashq.

. . • E  т а ) ;  = i  («  - 1)  = c ^ m  >
■ ■ f-чащХ V

4,1-m ashq.
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Е  =  Е ^ Ж ^ Ж 7^  =  \ { T ayk ( щ  -  h ' s A  =  —¿ ( T a)f ; 

Е  / « л  =  - 4  Е ^ >  т 4№ Ш Т ь, To]t(Td) i  =
c,d c,á

= - 2 Е М Щ ГЬ-ТЛ? f e  -  ^ / 4 )  = - 2 ^2 [Та,ТсЩ ,Т с}{ =
л \ /  л

2ТГ ^ а д  + с а д т лП — п5„,

Е  fahc(TbTc)¡ = - 2 i E P ’..îiî{(Tc)‘ (r6)<m(Te)r. = '
Ь,с b,c

= - * Е  f e m -- = -г[т0,ть]|(тй);.

=  ¿ № ,7 i ] ) j  =  » ( с 2(Д) +  (Гв){ =  г |(Т я)|.

4.6-mashq undan keyingi misolda ko'rsatilgandek yechiladi.
4.7-mashq.

К ,  P*] =  \ e x w l P * M " ,  P„\ -  \.£xP̂ P X[M ^ , P„\ =  

i'h
=  ^ e XpaßP x (Р»6: -  Р Ч ?)  =  О,

chunki bu ifodadagi ikkala had ham simmetrik va antisimmetrik indekslarning 
yig:indisi bo‘lib chiqdi. ,

[ M ^ w v] =  P “M ^ ] =  \ e aßav ([MXß, Р а\М?°  +  P a[MXß, M ßa) ) ,

(171)- va (172)-formulalarni qo'llash qoldi.
4.8-mashq.

w2 = l £̂ e T(m¡ipvMXaPTM^ = i  [PvM\aPvMx° + PuM\aPaMvXjr

+ P vMXaP xM nv] =  ip *  ([Mto) Л  +  P vM)œ) M X° + ^ P V ( Ж Р Х +  P " M v ) Л Гл

+ ip „  (-Зг&Р„ +  P xM Xa) Г  =  ¿ P 2M 2 -  PuP aMaXM vX.

4.9-mashq. Bittasini ko‘rsataylik:

[P a,«'2] =  \ P 2[Pß, M 2} -  P „ P a {Pß , M aXM vX}.



Bu ifodaga quyidagilami qo'yamiz:

[P ^ M XaM Xa\ =  2Íh(PvM ^  +  M ßl/P '');

Р„Р*[Р» MaXM vX] =  ~ 2 ih P 2P vM,/ll -  Ш2Р„Р2.
Natijada

[p^w 2] = inp2{MIÍVp v+ p vMvli)+ m 2p^p2 = ih P ^ M ^ p ^ + s tfp ^ p 2 = o.

4.10-mashq. Mashqda berilgan ko'rsatmalarga rioya qiiing.
4.11-mashq.

íp‘(a, a-1) =  0 - a 1 +  (a-1)1 +  g)ka>(a~l )k 4-----

dan quyidagi kelib chiqadi:

(a-1)' =  —a' -  g)kaJ{a~l f  4- • • • =  - a '  4- 9jkaJak 4- • • • .

4.12-mashq. Yuqori tartibli hadlarni yozib o'tirmaymiz:

^ ( ( b a ) - 1) =  - (b a ) 1 +  д}к(ЬаУ(Ъа)к =  - a 1 -  Ьг -  +  g)k(ba)3(ba)k =

=  _a® _  6> +  [_bía* 4- (ba)J(éa)fc] =  - a ¿ -  6¿ +  +  a ^ fc +  a’a*).

Kommutator:

=  ^(аЬ, (Ьа)-1) =  (abY +  ((ba)~1У 4  д)к(аЬУ ((ba)-l )k =

=  ^ ( « ^  -  -  (g)k -  дщ У Ь к =  àjka3bk.

4.13-mashq. q — 1 degani koordinatalar tilida ql =  0 deganiga teng, bu 
holda ck  =  0 bo!lishi kerak.

4.14-mashq. (198)-formula ochib chiqilsa u bilan (182)-formula ekvivalent 
ekanligi darhol ko'rinadi.

4.15-mashq.

m* г =  W ? )  = 2 (n4A *-< W -

4.16-mashq.

^ = с ыс^п т= [ s ? m k -  öfsik) -  6Ж 6Я -  ¿,)] •

' \ßnißp^rm ~  Ŝ Ôpm) — Ólm(ÓkSrn — <^pn)] =  (2)2 — 4)(ÖjpSir — ¿>ipÖjr),

4.17-mashq. Birinchi bobdagi (43)-formulaning ikkinchi qismidan 
foydalaning (i ni ham hisobgaoling).

4.18-mashq. Hamma indekslarni quyi deb olamiz:

[C, Xi] =■ gkl[XkX¡,Xi]  =  ckmncimn (.XkX tX i -  Х>ХкХ () =
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— Ckmnclmn ipkisXsX i  4- CiigX^Xg) — Cfamn[plmn^kis “b Csmn^kil) X S.X¡ —
=  (Skl̂ kis "b 9ks^kil)X3Xi — COnst(Cfts СдЦ')X ßX[ — 0.

4.19-mashq. Yacobi ayhiyatidan birinchi bosqichda. quyidagi kelib chiqadi:

Nß^\Ea , Erß+y\ 4" Nja \Eß, Е̂ +а] 4  No,ß\ßj~i, Fja -̂ß\ — 0.

Uchala vektorning yig‘indisi nolga tengligini hisobga olsaylik:

N0Jr(a )  • H  +  N1Civ(ß) ■ H  +  Napr(7 ) • H  =  0.

Uchala vektorning noïdan farqliligi va r(a ) +  r ( ß ) 4- r ( j )  =  0 munosabatning 
ham bajarilishi kerakligi Nn~, — N~a — N aß ekanligini bildiradi.

4.20-mashq. ikkita N  laming ko'paytmasilik hadlarning yig'indisi nolga 
teng, qolgani: r (a )  • г(,в)(1 + p  +  q) 4- | r 2(a ) ( l  + p  +  q)(p — q) ~  0. Bu yerdan 
(213)-formula darhol kelib chiqadi.

4.21-mashq. X  va Y  uchun (220)-bajarilsa va Lie ko'paytmasi [X, Y]  =  
X Y  — Y X  ko'rinishga ega bo'lsa

({X, Y}d>, ф) =  ((A T  -  ¥ Х )ф ,  ф) =  {ХУф, ф) -  (УХф, ф) =

=  (ф, У Х ф )  -  (ф, Х У ф )  =  - (ф ,  [X, У]ф)
bo'ladi.
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