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К И Р И Ш

Ушбу дарслик педагогика университетлари учун к,абул 
Килинган ва Олий ва урта махсус таълим вазирлиги 
томонидан тасдикданган дастур асосида ёзилди.

Дарсликда хак^икцй функциялар назариясининг улчовларга 
дойр кисми хамда функционал анализнинг метрик фазолар 
булими иложи борича содцатидца баён кдпинди. Асосий эътибор 
талаба(бакалавр)ларнинг берилаётган янги тушунчалар 
маъносини яхширок, тушунишларига каратилди. Айрим хосса 
ва тасдик, теоремаларнинг мураккаб исботи келтирилмади. 
Уйлаймизки, кизикувчан талаба, керак булганда узи учун зарур 
булган, ушбу китобда берилмай крлган маълумотларни топади 
ва билимини ошириб боради. Дарслик охирида бу сохдга дойр 
барча му^им китоблар руйхати келтирилган.

Улчов тушунчаси туплам функцияси хасида маълумот 
бериш билан бошланади ва тугри чизикдаги улчов, 
теки сли кдаги  улчов кан дай  берилиш и кераклиги 
тушунтирилиб, сунгра умумий хрлдаги — абстракт улчов 
тушунчаси берилади.

Бизнинг бундай йул тутишимиздан мак^сад умумий 
Конуниятни тугри илгаб олишга ёрдам бериш холос. 
Масалан, кесманинг улчови сифатида унинг узунлигини 
олиш шарт эмас. Кесмага кдндайдир усулда, бирор к;оида 
билан мусбат сон мос куювчи муносабат, функция берилса 
булди, факат бу муносабатга кура, умумий нукдаси булмаган 
икки кесмага мос сон х;ар бир кесмага мос сонлар 
йигиндисига тенг булишини талаб килиш етарли.

Бу хосса нафацат кесмалар, балки ихтиёрий табиатли 
тупламлар учун улчов тушунчасини умумлаштиришга хизмат 
к;илади.

Узлуксиз функциялар учун ёки узилиш нукдалари «жуда 
куп» булмаган функциялар учун Риман интегралини 
х^исоблаш математик анализ курсидан маълум. Кейинчалик 
Риман интеграли баъзи бир функциялар синфи учун мавжуд
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эмаслиги, яъни бу интеграл ёрдамида айрим функцияларни 
интеграллаб булмаслиги аникдангач, янада кенгрок, интеграл 
—Лебег интефалини киритиш зарурияти тутилди. Масалан, 
Дирихле функциясининг Риман интефали мавжуд эмаслигини 
биламиз. Бу каби мисолларни истаганча келтириш мумкин.

Курамизки, Риман интеграли тушунчасини математикада 
куплаб ишлатиладиган му\им функцияларга татбик, к,илиб 
булмайди. Шу сабабли Риман интеграли тушунчасини 
кенгайтириш масаласи тушлади.

Бу масала билан куп математиклар шугулланиб, Риман 
интегралининг турли умумлаштиришларини топишган. 
Буларнинг ичида энг му^ими Лебег томонидан киритилган 
интеграл тушунчасидир.

Лебег интеграли куришнинг асосий гояси шундаки, унда 
функция берилган \а,Ь\ сегментни булакларга булаётганда, 
функция к,ийматлари \исобга олинади. Бу гоя бирйула Риман 
интеграли мавжуд булган функциялар синфидан кеигрок, 
функциялар синфи учун интеграл тушунчасини аникдашга 
имкон беради.

Риман ва Лебег гояларини бош^ача яна куйидагича \ам 
солиштириш мумкин:

Айтайлик, к^ийматлари \ар хил булган кргоз пуллардан 
бир к;оп бор. Бу пулларнинг умумий микдорини кдндай кдлиб 
топган маъкул? Икки кассирдан бири пулларни бир четдан 
олади ва микдорларини кушиб боради. Иккинчиси эса аввал 
пулларнинг микдорига к,араб ажратиб чикдци: масалан, 10 
сумликларни бир туп, 50 сумликларни бир туп ва \оказо. 
Кейин вдр бир тупни алохдца санаб кушиб чикдци.

Мана шу кассирлардан биринчиси, ифодали к^илиб 
айтганда «Риман», иккинчиси «Лебег» булади. Юзаки 
Караганда бу икки усулда хуисоблашларнинг бир-биридан 
устунлиги сезилмаса-да, ушбу дарсликда биз Лебег 
усулининг катта имкониятларга эга эканлигини курамиз.

Маълумки, функция тугри чизикда, яъни сонлар ук;ида 
аникданган булса, унинг аникданиш сох;асини бир нечта 
булакларга булиш ёрдамида Риман интеграли кур ил ад и. 
Аммо функция тугри чизикда эмас, балки бирор улчовли, 
яъни улчов киритилган тупламда аник/шнган булса, бу 
тупламни оралик;ларга булиш деган тушунчанинг узи 
маънога эга эмас. Шунинг учун функциянинг ¡дийматларидан 
фойдаланиб интеграл куриш маъкул.
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Як^нлашиш тушунчаси математик анализнинг энг асосий 
тушунчаларидан бири ^исобланади. Икки соннинг бир-бирига 
ЯК.ИНЛИГИ улар айирмаси модулининг нолга якинлиги билан 
аникданиши талабага мактаб математика курсидан маълум.

Худци шунингдек, икки сонли функциянинг бир-бирига 
якинлиги, уларнинг бир хил нук,тадаги к,ийматлари 
айирмаси модулининг аргумент буйича максимуми нолга 
якинлиги билан аникданиши мумкин.

Э нди и кки  вектор, икки  м атрица ёки икки 
акслантиришнинг бир-бирига якинлиги к;андай аникданади, 
деган саволга жавоб дарров топила колмайди.

Шунинг учун ихтиёрий табиатли тупламлар элементлари 
орасида як,инлашиш тушунчасини аник.лашда ёрдам 
берадиган масофа тушунчасини киритиш масаласига 
китобда кенг урин берилган. Масофа тушунчаси киритилган 
туплам метрик фазо деб аталади. Дарсликда метрик 
фазоларга дойр деярли барча маълумотлар уз аксини топган.

Математика кулланиладиган барча со^алардаги объектлар 
ичида купро^учрайдиганлари, асосан метрик фазодан иборат 
булади. Шу сабабли, унда к^искдртириб акслантириш принципи 
ва унинг кулланилиш сохдсига дойр хулоса ва тасдиьугар мисол 
ва масалалар ёрдамида кенгрок, тушунтирилган.

Дарслик охирида интегралланувчи ва квадрати билан 
интегралланувчи функциялар синфи метрик фазо булиши 
курсатилган.

Ушбу китобни ёзишда узининг к^имматли маслахртларини 
аям аган проф ессор Р .Н .Ранихуж аевга, доцентлар 
М.Мадиримов ва У.Тошметовга уз миннатдорчилигимизни 
билдирамиз.



I БОБ. ТУПЛАМНИНГ КУВВАТИ

1-§. Тупламнинг куввати тушунчаси

1. Чексиз тупламлар.
Одатда, чекли ва чексиз тупламларни бир-биридан фар к, 

к;иладилар. Элементларининг сони чекли булган туплам 
чекли туплам дейилади. Математикада купинча чексиз 
тупламлар билан иш куришга турри келади. Умуман, чексиз 
туплам дейилганда шундай тупламни кузда тутиш керакки, 
бу тупламдан битта, иккита ва хоказо элементларни олганда 
\ам, унда яна куплаб элементлар крлаверади. Масалан, барча 
натурал сонлар туплами, турри чизикдаги нукгалар туплами, 
\амма куп^адлар туплами чексиз тупламларга мисол булади.

Тупламлар назариясининг яратилишига сабаб булган илк 
муаммо куйидагидан иборат эди: «чексиз тупламларни 
улардаги бор элементлар микдори буйича фаркдаш мумкинми, 
агар мумкин булса, уларни кандай фаркдаймиз?» Бу савол 
кдцимдан файласуфлар ва математикларни кизикгириб келган.

Бир томондан, чексиз тупламларнинг х,ар бири чексиз 
элементлардан ташкил топганлиги туфайли улардаги 
элементлар бир хилда «куп», деб ^исоблаш равшандек 
куринади. Иккинчи томондан, масалан, туб сонлар туплами 
натурал сонлар тупламининг к,исми булганлиги туфайли, 
чексиз куп элементлардан ташкил топган булса хдм, туб 
сонлар натурал сонларга Караганда камдек туюлади.

Бундай муло^азалар ва к^арама-каршиликлар чексиз 
тупламлар учун «элементлари куп», «элементлари сони тенг» 
ва шунга ухшаш фикрлар нимани англатишига аник^таъриф 
берилмаганлиги сабабли хреил булади.

Г. Кантор биектив акслантириш тушунчасидан фойдаланиб, 
чексиз тупламларни солиштириш мумкинлигини аникдади.

2. Тупламлар орасидаги акслантириш.
/ та/,риф. Агар А тупламнинг х,ар бир а элементига бирор 

I I-,< >11/и1 буйича В тупламнинг аник битта, Ъ элемента мос

8



куйилган булса, у ^олда А туплам В тупламга акслантирилган 
дейилади ва £А-^-В куринишда ёзилади. Берилган f  крида эса 
акслантириш дейилади.

Шунингдек, Ь элемент а элементнинг Гакслантиришдаги 
образы (акси) дейилади ва Да) каби ёзилади.

Агар А1сА булса, у хрлда А( цисм туплам элементларининг 
образлари тупламини {(А,) оркдли белгилаймиз:

ДА1)={Г(х)| хеА,}.
Айтайлик, Г:А—>В акслантириш, Ь эса В тупламнинг 

ихтиёрий элемента булсин. А тупламнинг Ь элементга 
аксланувчи барча элементларидан иборат к̂ исми Ь элементнинг 
прообразы (асли) дейилади ва Г-1 (Ь) каби ёзилади.

Агар В,с:В булса, у хрлда В, к^см туплам элементларининг 
прообразлари тупламини Г‘(В ) билан белгилаймиз:

Г 1(В1)={ х ] Дх) еВ,}.
Масалан, А=В=Я, яъни А х,ам, В х,ам Я ^акик.ий сонлар 

тупламидан иборат, Г:А—>В акслантириш Г(х)=51пх формула билан 
берилган булсин. У >рлда Ь=0 сонининг прообрази а=кп (кеХ) 
куринишдаги сонлардан иборат булади: Р‘(0)={ кл | к.&Х).

2-таъриф. Агар Г:А^В акслантириш учун ДА)=В, яъни 
А туплам В тупламнинг устига акслантирилган булса, у хрлда 
Г сюръектыв акслантирыш (сюръещыя) дейилади.

3-таърыф. Агар £А->В акслантириш учун х,^х2 дан 
Г(х|)^ (х 2) келиб чикра, $ тескарыланувчы ёки ынъектив 
акслантыриш (ынъекцыя) дейилади.

4-таърыф. Агар Г:А->В акслантириш х,ам инъектив, х,ам 
сюръектив акслантириш булса, у хщда /  быектыв ёки узаро 
бир цийматлы акслантырыш дейилади.

Баъзида бундай акслантириш А ва В тупламлар орасидаги 
узаро бир кийматли мослик деб х;ам айтилади.

5-таъриф. Агар:
а) х;ар бир аеА  элементга битта ва факат битта Ье В 

элемент мос келса;
б) х̂ ар бир ЬвВ элемент битта ва факдт битта аеА  

элементга мос келса, у ^олда А ва В тупламлар орасидаги 
мослик узаро быр цыйматлы мослык дейилади.

К у й и д а г и  тасдикдарнинг уринли эканлигини куриш 
к^ийин эмас:

1°. Айний акслантириш 1:А->А биектив булади.
2°. Агар Г:А-н>В биектив акслантириш булса, у хрлда 

тескари акслантириш Г‘:В->А мавжуд ва у х,ам биектив 
акслантириш булади.
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3°. Агар Г:А^В ва§:В->С биектив акслантиришлар булса, 
у хрлда уларнинг композицияси доГ:А->С х;ам биектив 
акслантириш булади.

3. Тент кувватли тупламлар. Тупламнинг куввати тушунчаси.
6-таъриф. Агар А ва В тупламларнинг бирини иккинчисига 

биектив акслантириш мумкин булса, улар тенг цувватли 
тупламлар дейилади ва А ~ В куринишда ёзилади.

Бо1щ ача айтганда, агар А ва В тупламлар орасида узаро 
бир кийматли мослик урнатиш мумкин булса, у хдлда бу 
тупламлар тенг кувватли тупламлар дейилади.

7-таъриф. Бирор Б тупламнинг элементлари орасида 
берилган к^андайдир «~» муносабат:

1) рефлексивлик: а~а, ихтиёрий элемент узи билан шу 
муносабатда;

2) симметриклик: а~Ь булса, у ^олда Ь~а\
3) транзитивлик: а~Ь ва Ь~с булса, у хрлда а~с

каби шартларни кдноатлантирса, Б тупламда эквивалентлик 
муносабати берилган дейилади.

1-теорема. Тупламлар орасидаги тенг цувватлилик 
муносабати эквивалентлик муносабати булади.

Исботи. Юк.оридаги 1°-3° тасдик;лардан к,уйидаги 
хоссаларнинг уринлилиги келиб ч и кади:

1) А ~ А;
2) Агар А ~ В булса, у \олда В ~ А;
3) Агар А ~ В ва В ~ С б^лса, у хрлда А ~ С.
Бу эса тенг кувватлилик муносабати рефлексивлик, 

симметриклик ва транзитивлик хоссаларига эга, яъни 
эквивалентлик муносабати эканлигини курсатади. Теорема 
исбот булди.

Келгусида тенг к;увватли тупламлар эквивалент  
тупламлар деб х;ам юритилади.

Мисоллар. 1. А- барча натурал сонлар туплами, В-барча 
мусбат жуфт натурал сонлар туплами булсин. Бу тупламлар 
орасида биектив акслантиришни куйидагича урнатиш

/77
мумкин: £п-»2п, Г_1:т -> — .
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2. А- барча натурал сонлар туплами, В- барча бутун сонлар

туплами булсин. Ушбу f(x)=(-l)x Xэ с а -|  (бу ерда,хе Л | |

нинг бутун кисми) акслантириш бу тупламлар орасида узаро 
бир ^ийматли мослик урнатади. Масалан, 1^-0, 2- -̂1, 3—>-1,
4—>2, ...

3. Ихтиёрий [а;Ь] кесманинг нук^аларидан ибораттуплам 
ихтиёрий бошк^а бир [c;d] кесманинг нук^таларидан иборат 
тупламга тенг кувватли булади. Узаро бир к,ийматли

d - c .  чмосликни куиидагича урнатиш мумкин: у = ------ (х -а )  + с.b - а
Агар А ва В элементлари сони чекли булган тупламлар 

булса, у хрлда уларнинг эквивалентлиги элементларининг 
сони тенглиги билан бир хил булади.

Чексиз тупламларнинг барчаси узаро эквивалент, яъни 
тенг к,увватли эмасми, деган савол тугилади. Бундай 
эмаслигини курсатамиз.

2-теорема. Натурал сонлар туплами N ва у,аь,иций сонлар 
туплами R тенг цувватли тупламлар эмас.

Исботи. Фараз килайлик, N ва R тенг кувватли ва N ни 
R га акслантирувчи f биектив акслантириш мавжуд булсин. 
R да Д=[0;1] кесмани олиб, уни тенг уч кесмага ажратамиз.
1 нинг образи шу кесмаларнинг камида бирига тегишли 
эмас. Бу кесмани А, билан белгилаймиз. А, кесмани тенг уч 
кесмага ажратамиз ва 2 нинг образи тегишли булмаган А2 
кесмани танлаб оламиз.

Бу жараённи чексиз давом эттириб, {Ап} кесмалар кетма- 
кетлигига эга буламиз. Бу кетма-кетлик учун куйидаги 
хоссалар уринли:

1) Д рД ,= > ...:эД  п . . . ;
2) (neN )

ва Дп кесманинг узунлиги тенг булиб, п-»со  да 0 га

интилади. Ичма-ич жойлашган сегментлар принципига кура, 
бу кесмаларнинг барчасига тегишли булган ягона с нукта 
мавжуд. Аммо сеДп ва Г(п)гДп булганлиги туфайли, хрч бир 
п натурал сон ушбу с нинг прообрази була олмайди.
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Демак, Г биектив акслантириш эмас. Бу эса фаразимизга 
зид, яъни N ва К тупламлар орасида узаро бир к,ийматли 
акслантириш урнатиш мумкин эмас. Теорема исбот булди.

Шундай кдлиб, чексиз тупламларнинг ̂ аммаси хдм тенг 
кувватли эмаслигига ишонч ^осил к;илдик.

8-таъриф. Берилган Атупламгатенг кувватли (эквивалент)

булган тупламлар синфи А билан белгиланади ва А ни А 
тупламнинг цуввати ёки кардинал сони деб аталади.

Чекли тупламнинг куввати (кардинал сони) сифатида 
бу туплам элементларининг сони олинади.

Саволлар ва мапщлар

1. Чекли ва чексиз тупламларга мисоллар келтиринг.
2. Эквивалент тупламларни таърифланг, мисолларда 

тушунтиринг.
3. Тупламнинг куввати деганда нима тушунилади?
4. Куйидаги маппутрда Г нинг А ни В га утказувчи 

акслантириш эканлигини курсатинг. ХаР бир акслантириш учун 
унинг сюръекция, инъекция ёки биекция эканлигини аникданг.

4.1. А-математикадаги атамалар, В-узбек тили алфавита 
булсин, РА- -̂В акслантириш х;ар бир атамага у бошланадиган 
^арфни мос куяди.

4.2. А=В - хдьдик;ий сонлар туплами; Г:А->В акслантириш
а) Г(х)=81пх; Ь) Г(х)=х3-3х; с) Г(х)=Зх; (3) Г(х)=х5 формула

билан аникданади.
4.3. А-текисликдаги барча мунтазам учбурчаклар туплами, 

В-текисликдаги барча айланалар туплами; 1Т:А-̂ В акслантириш 
хар бир учбурчакка унга ички чизилган айланани мос куяди.

4.4. А={(х,у): 0<х< 1, 0<.у< 1} текисликдаги квадрат нук^галари 
туплами, В - (0;1) интервал нук^алари; ЛА- -̂В акслантириш 
КУЙидагича аник^ланади: \а р  бир М еА  нук^танинг 
координаталари х=0,а1а 2а 3..., у=0,Р1Р2|33... чексиз унли каср 
куринишида ёзилади ва МеА нук^ага 2=0,а1Р1а2Р,а3Рг . .еВ мос 
куйилади.

5. Куйидаги машкдарда берилган тупламларнинг бирини 
иккинчисига биектив акслантиринг:

5.1. (0; 1) интервал ва (0;оо) нур.
5.2. (0;да) нур ва тугри чизик,.
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5.3. Ихтиёрий айлана ва учбурчак томонларидан тузилган 
синик, чизик,.

5.4. [а\Ь] кесма ва (с;й?) интервал.
6. Агар А\В~В\А булса, А~В эканлигини исботланг.
7. Агар АсВ ва А~АиС булса, у х,олда В~ВиС эканлигини 

исботланг.
8. Куйидаги тасдик^уринлими: «Агар АэВ, СгЮ ва А~С, 

В-1) булса, у \олда А \В ~С \0 булади».

2-§. Тупламлар кувватини солиштириш

1. Кувватларни солиштириш.
Икки А ва В туплам берилган булса, уларнинг кувватлари 

\акдда куйидаги муло^азаларни айтиш мумкин:
1) бу тупламлар узаро эквивалент, яъни уларнинг 

кувватлари тенг;
2) А туплам В тупламнинг бирор В, к^смига эквивалент, 

аммо В туплам А нинг деч к;андай крсмига эквивалент эмас 
(ёки В туплам А тупламнинг бирор А, кдомига эквивалент, 
аммо А туплам В нинг хрч к,андай к^смига эквивалент эмас);

3) А туплам В тупламнинг бирор В1 ьдисмига эквивалент 
ва В туплам А тупламнинг бирор А, к,исмига эквивалент;

4) А туплам В тупламнинг х;еч к,андай кием ига эквивалент 
эмас ва В туплам А нинг хрч к^андай к^смига эквивалент эмас.

Агар А ва В тупламлар чекли булса, учинчи ва туртинчи 
доллар руй бермайди. Баъзи А ва В чексиз тупламлар учун 
туртинчи хрлнинг уринли булмаслигини курсатиш мумкин.

Иккинчи хщда А тупламнинг куввати В тупламнинг 
кувватидан катта (В тупламнинг куввати А тупламнинг

кувватидан катта дейилади) ва А > В (А < В) куринишда 
белгиланади.

Учинчи хрлда А ва В тупламлар эквивалент булади. Бу 
тасдик, келгусида исботланадиган Кантор-Бернштейн 
теоремасидан келиб чикдци.

Берилган А тупламнинг кувватини аникдашнингтабиий 
усули бу — тупламни бирор куввати маълум тупламга 
биектив акслантиришдир. Аммо куп лолларда аник, бир 
биектив акслантиришни куриш мураккаб масалага айланади. 
Шу сабабли, тупламларнинг тенг кувватлилик белгиларини
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топиш масаласи вужудга келади. Куйида шундай белгиларнинг 
иккитаси билан танишамиз. Бу белгилар Г.Кантор томонидан 
топилган, лекин уларнинг исботини анча кейин Ф.Бернштейн 
келтирган.

2. Оралик, тупламнинг куввати.
9-таъриф. Агар СсВсА булса, В туплам А ва С тупламлар 

учун оралщ туплам дейилади.
3-теорема. Агар бирор туплам иккита тенг цувватли 

туплам учун оралщ туплам булса, у хрлда бу учта тупламнинг 
цувватлари узаро тенг булади.

Исботи. А, В ва С тупламлар берилган булиб, СсВсА  ва 
А~С булсин. Агар В=А ёки В=С булса, теорема равшан.

Айтайлик, А^В булсин. Теорема шартига кура, Т:А-»С 
биекция мавжуд. Ихтиёрий хеА учун унинг образи х’=Т(х) 
элемент С тупламга, демак, А тупламга х;ам тегишли булади. 
Шунинг учун х’ элементнинг Т акслантиришдаги образи 
х”=Тх’=Т(Т(х)) ни топиш мумкин. Равшанки, х” еА. Шу х” 
элементни Т2(х) билан белгилаймиз. Т3(х) билан Т2(х) 
элементнинг образини, умуман, Т’(х) (п=2,3,...) билан Т" 1 
(х) элементнинг образини белгилаймиз. Т"(х) куринищдаги 
элементларни х элементнинг ворислари деб атаймиз.

Агар бирор z элемент А\В тупламга тегишли булса, ёки 
А\В тупламга тегишли бирор элементнинг вориси булса, 
бу z элементни к̂ ора деб атаймиз. Кора элементлар туплами 
буш эмас, чунки А^В. Куриш мумкинки, крра элемент х 
нинг образи Т(х) хам кора булади, чунки агар х бирор аеА\В 
элементнинг вориси булса, у хрлда к^андайдир neN  учун 
x=Tn(ö) булади ва Т(х)=Т(Т,1(<2))==Тп+|(я) дан Т(х) >(ам а 
элементнинг вориси эканлиги келиб чикдди.

А тупламнинг кдпган элементларини оц деб атаймиз. 
Шундай к^илиб, А туплам узаро кесишмайдиган ок, ва к,ора 
элементлар синфига ажратилади.

Энди х,ар бир хеА элементга куйидаги усулда f(x) 
элементни мос куямиз:

|  х, агар х о к, булса,
|Т(х), агар х кора булса.

Бу крида А ни В га акслантириш булади.
Хакикдтан х,ам, хеА булсин. Агар х ок булса, у хщда 

хеВ, чунки xgA\B. Аммо f(x)=x, демак, f(x)eB. Агар х крра
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булса, у \олда f(x)=T(x), аммо Т: А->С ва СсВ, бундан f(x)eB. 
Равшанки, бу акслантириш биектив. Теорема исбот булди.

3. Кантор-Бернштейн теоремасн.
4-теорема. Агар икки А ва В тупламларнинг %ар бири 

иккинчисининг цисмига эквивалент булса, у %олда улар узаро 
эквивалент булади.

Бопжача айтганда, агар АзА,~В ва ВзВ^А  булса, у хрлда 
А~В булади.

Исботн. Aj-В  булганлиги сабабли f:B-^A, биекция 
мавжуд, А̂  орк^али В( тупламнинг шу акслантиришдаги 
образини белгилаймиз. У хрлда f ни В, даги акслантириш 
деб кдрасак, у В, ни га акслантирувчи биекция булади. 
Ш унинг учун А2~В1, бундан эса эквивалентликнинг 
транзитивлик хоссасига кура А^-А  булади. Энди А2сА |сА  
эканлигидан 3-теоремага асосан А,~А экан. Шартга кура 
А,~В, бундан эса А~В келиб чикдци. Теорема исбот булди.

Мисол. Тугри чизикдаги ихтиёрий интервал ва ихтиёрий 
сегмент тенг кувватли.

Хакуикдтан хам маълумки, х,ар бир сегментга тегишли 
бирор интервал, \ар бир интервалга тегишли бирор сегмент 
мавжуд. Барча сегментлар, шунингдек, барча интерваллар 
тенг кувватли булганлиги сабабли Кантор-Бернштейн 
теоремасидан керакли тасдик; келиб чик;ади.

Саволлар ва маищлар

1. Кдчон А тупламнинг куввати В тупламнинг кувватидан 
кичик (катта) дейилади? Мисолларда тушунтиринг.

2. Оралик, туплам нима? Мисоллар келтиринг.
3. Оралик; тупламнинг куввати ^ак.идаги теореманинг 

мазмуни нимадан иборат?
4. Кантор-Бернштейн теоремасининг мазмуни нимадан 

иборат? Бу теорема исботи режасини ёзинг.
5. Агар Атуплам В тупламнинг бирор В, к,исмига эквивалент 

булса, А тупламнинг куввати В тупламнинг кувватидан катта

эмас дейилади ва А < В куринишда ёзилади. «<»-муносабатнинг 
нокртъий тартиб муносабат эканлигини, яъни унинг рефлексив, 
транзитив ва антисимметрик эканлигини курсатинг.
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6. Куйидаги теоремани исботланг: Агар А тупламни В 
тупламга акслантирувчи сюръекция мавжуд булса, у хрлда

В < А булади.
7. Айлана нук^алари тупламининг куввати унинг диаметри 

нук^талари кувватидан кичик эмаслигини курсатинг.
8. Кантор-Бернштейнтеоремасиданфойдаланиб, ихтиёрий 

доиранинг ихтиёрий квадратга эквивалентлигини исботланг.

3-§. Санок,ли тупламлар ва уларнинг хоссалари

1. Санок,ли тупламлар, мисоллар.
10-таъриф. Натурал сонлар туплами ва унга эквивалент 

булган тупламлар саноцли тупламлар дейилади. Санокди
тупламнинг куввати Ха (алеф-нол) билан белгиланади.

Х,ар цандай санокди туплам чексиз кетма-кетлик шаклида 
ёзилади: А={а,, а2, . . . , ап, . . .}, яьни санокди туплам 
элементларини номерлаб чшдиш мумкин.

Масалан, 1) бутун сонлар туплами;
2) учга каррали булган натурал сонлар туплами;
3) В = { п2" | п е  N }; 4) В={ Дп) | п е  14, Г-^атьий монотон 

функция} тупламлари санокди тупламларга мисол булади.
2. Саноклн тупламларнинг чексиз тупламлар орасидаги урни.
5-теорема. Да/? цандай чексиз тупламнинг саноцли щсм 

туплами мавжуд.
Исботи. Айтайлик, В чексиз туплам булсин. Ундан битта 

элемент танлаб оламиз ва уни х, орк,али белгилаймиз. В туплам 
чексиз булганлигидан В\{х,} туплам буш эмас. Бу тупламдан 
яна бир элементни танлаб олиб, уни ^  билан белгилаймиз. 
Сунгра ВМх,^} дан х3 элементни танлаб оламиз. Шундай давом 
эттириб, В тупламнинг номерланган, яьни санокди С={х|;

. . . ,  хп, ...} кием тупламига эга буламиз. Теорема исбот булди.
Бу теорема санок^ли тупламлар барча чексиз тупламлар 

орасида му\им урин тутишини, яъни чексиз кувватларнинг 
энг кичиги эканлигини курсатади.

6-теорема. \ар  щндай саноцли тупламнинг чексиз к,исми 
санок;ли туплам булади.

Исботи. Айтайлик, А—санок^и туплам, В—унинг чексиз 
кисми булсин. А тупламнингэлементларини номерлаб чик;амиз. 
Натижада В тупламнинг элементлари х,ам номерланган булади.
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В туплам элементларининг номерларини усиш тартибида 
жойлаштирамиз ва 1,2,3,... сонлар билан кбайта номерлаб чшфмиз. 
Демак, В - санокди туплам. Теорема исбот булди.

Натижа. Сангщли тупламдан унинг чекли цисмини айи- 
ришдан уносил булган туплам %ам саноцли булади.

3. Чекли кетма-кетликлар тупламининг саноцлнлиги. 
Иккита (пр п2, . . .  , пк) ва ( т р гп2, . . .  , ггГ) чекли кетма-

кетликлар (кортежлар) берилган булсин. Агар к=в ва 
ихтиёрий / учун т = п . булса, бу кортежлар тенг, акс холда 
тенг эмас дейилади.

7-теорема. Элементлари натурал сонлардан иборат барча 
чекли кетма-кетликлар туплами К саноцли булади.

Исботи. Р оркали усиш тартибида жойлаштирилган барча 
туб сонлар туплами { р,,р2, ... ,рп, ... } ни белгилаймиз. \а р  
бир натурал сонлардан иборат (пр п2, . . . , пк) кортежга

а = Р\' ’Р'г ' ' ' р'к натурал сонни мос куямиз. Сонни туб 
купайтувчиларга ажратишнинг ягоналиги х;акддаги теоремага 
асосан, х;ар хил кортежга х;ар хил натурал сон мос келади. 
Натижада К туплам натурал сонлар тупламининг чексиз 
цисмига эквивалент булади, бундан К нинг санокди эканлиги 
келиб чикдди. Теорема исбот булди.

Натижа. Индекслари натурал (7р /2, . . 1к)  кортежлардан
иборат а, ^  элементлар туплами саноцли.

4. Санок,ли тупламлар бирлашмасининг сано^лилиги.
8-теорема. Саноцли сондаги саноцли тупламларнинг 

бирлашмаси саноцли туплам булади.
Исботи. Айтайлик, А,, А,, А3,. . ., Ап, . . . саноьуш сондаги 

саногуш тупламлар берилган булсин. Уларнинг хдр бири 
чексиз кетма-кетлик куринишида ёзилиши мумкин:

А, —{ ап, ап, ап, . . . ,  аХт
^ 2  ° 2 Р  а 22> й 23 ’ " • •> а 2 гп ’ - '  '  Ь  

А 1 й п1> а п2’ а пЗ>' ’ ’ > а пш’ ' ' ’ Ь

Бу тупламларнинг бирлашмаси натурал индекслари билан 
фарк, килувчи апт элементлардан иборат булади ва А,, А2, 
А3,. . ., Ап,. . . тупламларнинг элементлари тенг ёки тенг
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эмаслигига боглик, булмаган эущца чексиз куп булади. Шу 
сабабли, юкрридаги 7-теоремага асосан, бирлашма саиокли 
туплам экан. Теорема исбот булди.

Бу теоремадан санокди тупламларнинг хоссаларини 
ифодаловчи бир нечта натижалар келиб чикдци:

1-нагижа. Чекли сондаги саноцли тупламларнинг 
бирлашмаси саноцли туплам булади.

2-натижа. Саноцли сондаги узаро кесишмайдиган чекли 
тупламларнинг бирлашмаси санок;ли туплам булади.

3-натижа. Чекли ва саноцли тупламларнинг бирлашмаси 
саноцли туплам булади.

Саволлар ва маищлар

1. Санокди тупламни таърифланг.
2. Санокди тупламга мисоллар келтиринг.
3. Чексиз тупламлар ичида санокди тупламлар кдндай 

урин тутади?
4. Кдчон иккита кортеж тенг дейилади?
5. (1,6,3) кортежга кандай натурал сон мос келади?
6. 225 га кдндай кортежни (учликни) мос куйиш мумкин?
7. Туб сонлар тупламининг санокди эканлигини исботланг.
8. Текисликдаги иккала координаталари х,ам бугун сонлардан 

иборат булган нущгалар туплами санокди эканлигини исботланг.
9. Санокди тупламдан чекли тупламни айиришдан хрсил 

булган тупламнинг санокди эканлигини курсатинг.
10. Санокуш тупламларнинг кесишмаси (айирмаси) хдкида 

нима дейиш мумкин? Жавобларингизни мисолларда асосланг.
11. Хадларининг сони санокли, лекин бирлашмаси санокди 

булмаган чекли тупламлар системасига мисол келтиринг.

4-§. Рационал ва алгебраик сонлар тупламларининг 
санокушлиги

1. Рационал сонлар тупламининг санок^лилиги.
9-теорема. Рационал сонлар туплами санокли.
Исботи. Маълумки, х;ар кдндай рационал сонни иккита

бутун сонларнинг нисбати -  (я^О) куринишда ёзиш мумкин.
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Аввал, pnaq  натурал сонлар булганда, — куринишдаги мусбат
q

касрларни крраймиз. Бундай касрлар туплами элементлари натурал 
индексли ат куринишдаги тупламга эквивалент, демак санокди. 
Худди шунга ухшаш манфий касрлар туплами хдм санокди. 
Рационал сонлар туплами эса мусбат касрлар туплами, манфий 
касрлар туплами ва {0} тупламларнинг бирлашмасидан иборат 
булганлиги сабабли, 3-натижага асосан санокди туплам булади. 
Теорема исбот булди.

2. Алгебраик сонлар тупламининг саноклилиги.
10-теорема. Барча алгебраик сонлар туплами саноцли. 
Исботи. Алгебрадан маълумки, алгебраик сон деб

коэффициентлари бутун сонлардан иборат п-даражали апхп+ 
fln-ix" 1+ —+<21х+а0 купхдднинг илдизи буладиган \аку1ЩЙ ёки 
комплекс сонга айтилади. Бундай куринишдаги п-даражали 
куга;адлар тупламини Рп оркали белгилаймиз. Бутуплам (ап, ап1, 
. . ар ао) куринишдаги бутун сонлар кортежлари тупламига 
эквивалент. Шунингучун санокди. Барча бутун коэффициентли

кушэдлар туплами — U р» туплам, 8-теоремага асосан санокди.
п=I

\а р  бир кугщад чекли сондаги илдизларга эга. Демак, алгебраик 
сонлар туплами саноьуги сондаги чекли тупламларнинг 
бирлашмасидан иборат. Бирлашмадаги тупламлар умумий 
элементларга эга булиши мумкин, шу сабабли алгебраик сонлар 
тупламининг куввати санокдидан катга эмас. Аммо чексиз 
туплам, чунки рационал сонлар алгебраик сонлар тупламининг 
Кисми. Демак, 6-теоремага асосан алгебраик сонлар туплами 
санокди. Теорема исбот булди.

3. Чексиз ва санокди тупламнинг бирлашмаси.
11-теорема. Агар бирор А чексиз тупламга чекли ёки 

сашщли К  туплам цушилса, у %олда АиК туплам А тупламга 
эквивалент булади.

Исботи. 5-теоремага асосланиб, А дан санокди D 
Кисмини ажратамиз ва A\D тупламни Шоркали белгилаймиз. 
У хрлда A =EuD , AuK=EwDuK тенгликлар уринли булади. 
8-теореманинг 1-натижасига кура D~DuK, ва Е~Е, бундан 
АиК~А эканлиги келиб чик,ади. Теорема исбот булди.

19



Саволлар ва маищлар

1. Рационал сонлар тупламининг санокди эканлигини 
исботланг.

2. Алгебраик сонларга мисол келтиринг.
3. Комплекс алгебраик сонлар тупламининг санокдилигини 

исботланг.
4. Куйидаги тупламларнинг санокди эканлигини 

исботланг:
4.1. Текисликдаги, учларининг координаталари рационал 

сонлардан иборат учбурчаклар туплами.
4.2. Текисликдаги, марказининг координаталари рационал 

сонлардан, радиуси натурал сондан иборат айланалар туплами.
4.3. Сонлар увдца, узаро кесишмайдиган кесмалар туплами.
5. Агар В чексиз туплам ва f:B^N инъекгив акслантириш 

мавжуд булса, у холда В тупламнинг санокди эканлигини 
исботланг.

6. Агар В чексиз туплам ва Ш —>В сюръекгив акслантириш 
мавжуд булса, у халда В тупламнинг санокди эканлигини 
исботланг.

5-§. Санок.сиз тупламлар

1. Сашщсиз туплам, хоссалари.
11-таъриф. Санокди булмаган чексиз туплам саноцсиз 

туплам дейилади.
12-теорема. Турри чизщдаги [0; 1] сегментнинг нуцталари 

туплами саноцсиз туплам булади.
Исботи. Фараз кдлайлик, [0;1] сегментдаги нукталар 

туплами санокди булсин. У холда бу тупламнинг элементларини 
номерлаб чикиш мумкин:

[0;1] = {хр х^ х3, . . . , х га, . . .}.
Энди [0; 1] даги барча ха^икий сонларни чексиз унли 

каср куринишида ёзамиз:
х = 0,апа12а13...й1п...,
*2~®’а2\а22а23'ш-а2п'"’
х= 0,апа32азг..а3п".,

х = 0,а .а м  ,...аш 5 ш1 ш2 тЗ 1
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Агар [0;1] сегментга тегишли, лекин юкрридаги кетма- 
кетликда учрамайдиган хо сонни курсата олсак, теоремани 
исботлаган буламиз. Бунингучун хо сифатида х(=0,Ь1Ь2Ь3...Ьт... 
(Ь1 ф ап, Ь2 *  а22, Ь3 ф а33, . . Ъга ф атт, . . . )  чексиз унли касрни 
к;араш кифоя. Бу хое [0; 1] элемент х. ларнинг бирортасига тенг 
эмас, демак, бу кетма-кетликда йук;. Теорема исбот булди.

13-теорема. Агар В чексиз туплам саноцсиз булиб, Кунинг 
чекли ёки саноцли щеми булса, у %олда В\К туплам В тупламга 
эквивалент булади.

Исботи. Ушбу В\К=А туплам чекли ёки санокди булиши 
мумкин эмас, акс хрлда 8-теореманинг 3-натижасига кура 
В=Ки(В\К) чекли ёки санокли булар эди. Шунинг учун
11-теоремага асосан АиК~А, бундан В~В\К муносабат келиб 
чицади. Теорема исбот булди.

Натижа. Ихтиёрий чексиз туплам узига эквивалент хос 
циемга эга.

Бундай хоссага факдт чексиз тупламларгина эга, шу 
сабабли баъзи хрлларда чексиз туплам узининг бирор 
куисмига эквивалент булган туплам деб х,ам таърифланади.

2. Континуум кувватяи тупламлар, мисоллар.
12-таъриф. [0; 1 ] сегментдаги нук;талар тупламига 

эквивалент булган тупламлар континуум цувватли туплам 
дейилади ва унинг куввати с орк,али белгиланади.

14-теорема. Ихтиёрий [а;Ь] (а<Ъ) сегментдаги нуцталар 
туплами континуум цувватли туплам булади.

Исботи. Агар у е  [а;Ь] ва хе  [0; 1] булса, у хрлда у=(Ь-а)х+а 
чизшдш функция бу тупламлар орасида узаро бир ьдийматли 
мослик урнатади. Демак, [а;Ь\ - континуум кувватли туплам.

Натижа. Ихтиёрий |<з;Ь) ёки (а;Ь] ярим оршищлар, шунингдек, 
(а;Ь) интервалдаги нуцталар туплами континуум цувватга эга.

15-теорем а. Саноцли т упламнинг барча к;исм 
тупламларидан тузилган туплам континуум цувватга эга.

Исбота. Айтайлик, А санокли туплам берилган булсин. Унинг 
элементларини ах, а2, ау . . ап,. . . кетма-кетлик куринишида 
ёзиб оламиз. Бу элементлар бир-биридан индекслари билан фарк, 
кдлади. Агар индекслар кетма-кетликлари тупламининг, яъни 
ихтиёрий, кдтъий усувчи натурал сонлар кетма-кетликлари 
(чекли ёки чексиз) тупламининг (0; 1] ярим оралш да 
эквивалентлигини курсатсак, теоремани исботлаган буламиз. 
Маълумки, (0; 1 ] ярим ораликда тегишли сонни ягонаусулда
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чексиз, иккилик санок, сисгемасидаги унлик каср куринишида 
ёзиб олиш мумкин. Куйидаги усулда хар бир 0,а,а2... касрга 
к,атъий усувчи {кп} натурал сонлар кетма-кетлигини мос куямиз: 
кетма-кетлик хзди сифатида касрнинг а п=1 буладиган хона 
номерлари олинган, масалан, 0,010010001 иккилик касрга {2,
5, 9} кетма-кетликни мос куямиз. Шундай кдпиб, (0;1] ярим 
ораликдан олинган х;ар бир сонга битга ва фак,ат битта кетма- 
кетлик мос келади ва аксинча, х,ар бир к,атъий усувчи кетма- 
кетлик аник, битта сонни аникдайди: масалан, {2,4,7,...} кетма- 
кетлик 0,0101001... сонни аникдайди. Шундай кдпиб, (0; 1] ярим 
оралик, ва барча кщъий усувчи кетма-кетликлар туплами орасида 
узаро бир к,ийматли мослик урнатилди. Бу эса барча к;атъий 
усувчи кетма-кетликлар туплами, яъни санокди тупламнинг 
барча к,исм тупламларидан тузилган туплам континуум кувватли 
эканлигини исботлайди. Теорема исбот булди.

3. Х,ак,ик̂ ий сонлар тупламининг санок,сизлиги.
1-§ даги 2-теоремадан Я нинг санок,сизлиги келиб чикдци. 

Энди унинг куввати к,андай деган саволга жавоб берамиз.
16-теорема. Хацщий сонлар туплами континуум цувватли 

туплам.
Исботи. (0;1)~Я эканлигини курсатиш учун (0;1) интервадца 

я’(2х - 1) ,аникданган у = — - функцияни к,араш етарли.

Бу теорема ва санок,сиз туплам хоссаларидан куйидаги 
натижалар келиб чикдци:

1-натижа. Иррационал сонлар туплами континуум цувватга
эга.

Х,ак,ик,атан \ам, барча иррационал сонлар тупламини I 
билан белгиласак, 1=]1\С)~К булади.

Маълумки, алгебраик булмаган х,ак,ик,ий сон трансцендент 
сон дейилади.

2-натижа. Барча трансцендент сонлар туплами континуум 
цувватга эга.

Исботи. Я-х,ак,ик,ий сонлар туплами, А-алгебраик сонлар 
туплами булсин. У х;олда 11\А-трансцендент сонлар 
тупламидан иборат булади. 16-ва 13-теоремалардан 
трансцендент сонлар тупламининг континуум кувватли 
туплам эканлиги келиб чик;ади.
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1. Кандай туплам санокриз дейилади?
2. Санок;сиз тупламга мисол келтиринг.
3. Хак^одий сонлар тупламининг санокризлигини исботланг.
4. Континуум кувватли туплам кдндай туплам? Унинг 

санок;сиз тупламдан фаркини курсатинг.
5. Кесмани интервалга узаро бир кийматли акслантирувчи 

узлуксиз функция мавжудми? Жавобингизни асосланг.
6. Айлана нукталари тупламининг санокризлигини 

курсатинг.
7. Куйидаги тупламларнинг кувватини аникданг:
7.1. Дойра нукз'алари туплами.
7.2. Парабола нукталари туплами.
7.3. Комплекс сонлар туплами.
7.4. Текисликдаги иррационал координатали нукгалар туплами.
7.5. Текисликнинг битта координатаси рационал, 

иккинчиси иррационал булган нукталари туплами.
7.6. Параллел тугри чизикдар туплами.
7.7. Концентрик айланалар туплами.
8. Текисликда, узаро кесишмайдиган айланалар туплами 

Кандай кувватли туплам?
9. Текисликда, ихгиёрий иккитасининг орасидаги масофа 

бирдан кичик булмаган нущалар тупламининг куввати топилсин.

6-§. Тупламлар ^ал^аси. Тупламлар алгебраси

Тупламлар системаси деганда элементлари тупламлардан 
иборат тупламни тушунамиз.

13-таъриф. Агар Н тупламлар системасининг исталган 
иккита А ва В элементлари учун А пВ еН  ва ААВеН 
муносабатлар уринли булса, у хрлда Н система тупламлар 
%алцаси (кискдча %алк;а) дейилади.

14-таъриф. Агар Н тупламлар системасининг бирор Е 
элемента ва шу системанинг исталган А элементи учун ЕгА=А 
тенглик уринли булса, у хрлда Е элемент Н системанинг бирлик 
элементи дейилади.

Халцада бирлик элемент(агар бор булса) ягона булади.
15-таъриф. Бирлик элементга эга булган Н тупламлар 

^алкдси тупламлар алгебраси дейилади.

Саволлар ва мапщлар

23



Мисол. Бирор Е туплам олиб, унинг барча кием 
тупламларидан тузилган Н туплам осгилар системасини крраймиз. 
Исталган иккита АеН ва ВеН учун АпВеН ва ААВеН 
муносабатларнинг уринли эканлиги Н нинг тузилишидан 
куриниб турибди. Демак, бу тупламлар сисгемаси х.алка ташкил 
этади. Е тупламнинг узи Н система учун бирлик элемент булади. 
Демак, Н туплам остилар системаси айни вактда тупламлар 
алгебраси \ам экан.

Келгусида I оркали индекслар тупламини белгилаймиз.
17-теорема. Исталган сондаги {На,ае1} %алцалар

системасининг кесишмаси #  = р) На щ м халца булади.
ае1

Исботи. Айтайлик, А,ВеН булсин. У хрлда ихтиёрий ае! 
учун А,ВеНа булади. Энди Нанинг х,алка эканлигидан ихтиёрий 
ае1 учун АпВ, АДВеНа келиб чикади. Демак, АпВ, ААВеН.

Бу теорема куйидаги тушунчани киритишда асосий 
вазифани бажаради:

Фараз килайлик, {Ро, ае1} хдлкалар туплами берилган 
ва ихтиёрий а е 1 учун Н сЕ а булсин.

15.1-таъриф. Агар {Ра} ларнинг бирор Ра<) элемента учун 
Рао с  Ра шарт ихтиёрий а е 1 учун бажарилса, яъни 
Р0о = п Р а булса, у холда халк,а Н системани уз ичига олган 
минимал \алк,а дейилади.

18-теорема. Дар цандай Н тупламлар системаси учун шу 
системани уз ичига олувчи ягона минимал х,алца мавжуд.

Келгусида Н тупламлар тупламини уз ичига олувчи 
минимал хдлка 91 (Н) курин ишда белгиланади.

16-таъриф. Бирор Н тупламлар системаси куйидаги уч 
шартни каноатлантирса, у ярим х,алца дейилади:

1. 0 еН.
2. Ихтиёрий А, ВеН учун АпВеН.
3. А1сА  шартни каноатлантирувчи А,, АеН элементлар 

учун Н да узаро кесишмайдиган чекли сондаги А^ А, , . . Ап 
элементлар топиладики, улар учун А=А]иА2и...иАп тенглик 
уринли булади.

Шуниси эътиборлики, ярим ^алкани уз ичига олган 
минимал хал ка элементларини, шу ярим хал ка элементлари 
оркали ифодалаш, яъни топиш мумкин экан.

19-теорема. Берилган Н ярим х,алцани уз ичига олган В(Н) 
минимал %алцанинг х;ар бир А элементи Н ярим х;алцадан
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олинган сони чекли узаро кесишмайдиган А,, А^, А3, . . . ,Ап 
тупламларнинг бирлашмасидан иборат, яти хар бир АеЭТ(Н) 
ушбу куринишга эга:

А=А|иА2и...иА | , А.еН, /=1,2,...,п, А /-А = 0, щ .
О)

И сботи. Н нинг элем ентларидан тузилган (1) 
куринишдаги тупламлар системасини Р оркали белгилаймиз. 
Агар А ,В еР  булса, у хрлда уларнинг х;ар бири узаро 
кесишмайдиган тупламларга ёйилади: А=иА(., В=иВ], А., 
В^Н. Энди, Н ярим хдлкд эканлигидан С.=А/лВ^Н булади. 
Яна бир бор ярим \алк;а таърифидан фойдаланиб, 
А.=иХГ.икВ к, В^и.С .и8Е^шартларни каноатлантирувчи узаро 
кесишмайдиган Б^Е ^еН  лар мавжудлигини аник^лаймиз. 
Булардан Ап В, ААВеР келиб чикади. Демак, Р туплам х,алка. 
экан ва Н ни уз ичига олади. Теорема исбот булди.

Куп масалаларда тупламлар системаси Н дан олингац 
санокли сондаги элем ентларининг бирлаш маси 
кесишмасини карашгатугри келади. Шутуфайли куйидагц 
таърифни киритамиз:

17-таъриф. Агар Н тупламлар хдлк^асида АпеН, п=1,2,3,..
сю

муносабатдан А=\^)Л„ еН  муносабат келиб чикса, у хрлд^
п=1

бундай ^алкд а  -%алца дейилади.
Бирлик элементга эга булган ст -^алк;а а  -алгебра дейиладц 
Мисол. Агар Н сифатида N={1,2,3,...^,...} тупламни^ 

барча кием тупламларидан тузилган туплам остилар туплам ц 
Каралса, у холда Н тупламлар системасининг халка булищ^ 
уз-узидан равшан. Ундан таищари, N тупламнинг санокдц 
сондаги кием тупламларининг йигиндиси хам унинг КИс» 
туплами булади. Демак, Н тупламлар системаси ст -х а̂лка эка)( 
Айни вактда Н ст -алгебра \ам булади. Чунки N тупламниц^ 
узи Н нинг бирлик элементи вазифасини бажаради.

18-таъриф. Агар Н тупламлар хдлкасида АпеН, п=1,2,35
00

муносабатдан А=(~)Ап еН  муносабат келиб чикса,
п=1

Халка Ь-щлца дейилади.
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1. Халкдца бирлик элемент ягоналигини исботланг.
2. Тупламлар алгебрасига мисоллар келтиринг.

3. 18-теоремани исботланг. Курсатма: Х= [ ]л  тупламнинг,
АеН

яьни Н га кирувчи барча тупламлар бирлашмаси X нинг туплам 
остилар туплами булган М(Х) халк^а ичидан Н ни уз ичига 
олувчи барча халк,алар кесишмасини к;аранг.

Саволлар ва маищлар



II БОБ. МЕТРИК ФАЗОЛАР

1-§. Метрик фазо таърифи ва мисоллар

1. Метрик фазонинг таърифи.
1-таъриф. Агар Хтупламнинг ихгиёрий икки х ва у элементига 

мусбат сонни мос куювчи р(х,у) функция берилган булиб, у:
1) р(х,у) > 0; р(х,у) = 0 »  х =  у;
2) р(х,у) =  р(у,х) (симметриклик аксиомаси);
3) р(х,у) < р(х,г) + р(г,у) (учбурчак аксиомаси) 

шартларни к,аноатлантирса, у хрлда р(х,у) функция метрика 
(масофа) дейилади.

Агар X тупламда р метрика киритилган булса, у хрлда 
X метрик фазо дейилади ва (Х,р) куринишда белгиланади. 

Битта тупламда метрикани турлича киритиш мумкин.
2. Метрик фазога мисоллар.
1) Хакикдй сонлар: Х=Л. Масалан, бу тупламда х ва у 

сонлар орасидаги масофа
р(х,у)=|у-х] 

каби киритилади.
2) п—улчамли Евклид фазоси: Х=11п да х=(х1,х2,...,хп) ва

у=(у|,у2,...,уп) ну^талар орасидаги масофа р(х,у)= _ х ^

формула ёрдамида хдсобланади. Бундай метрика киритилган 
Я" фазо, кдсцача, Я ” орк;али белгиланади.

Хусусан, п=2 булганда бу метрик фазо Евклид текислиги 
дейилади.

3) Агар п—̂ лчамли К" фазонинг х=(х,,х2,...,хп) ва
п

У= (УрУ2>"->Уп) нук^алари орасидаги масофа р(х,у)==2]| ук -  хк |
к=1

каби аникданса, у холда Я" метрик фазо булади (исботланг) 
ва Щ оркдли белгиланади.
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4) Агар п-улчам ли Л" фазонинг х=(х1,х2,...,хп) ва 

У= (УРУ2>—,УП) нукталари орасидаги масофа р(х,у)=тах 
|ук—хк| каби аникданса, у х;олда Я" метрик фазо булади 

(исботланг) ва 7?" орк^али белгиланади.

00

5) Х =^2={х=(х1,х2,...,хп,...), х .еЯ  ва <+оо}.

Бу тупламда метрика р(х,у)=^Х (у| каби аникданади.

6) Х=С[а;6] туплам [<з;Ь] кесмада берилган узлуксиз 
функциялар тупламида, метрикани куйидагича киритамиз:

р(х,у)= |у(0-х(1)|. Бунинг метрика булишини текшириш 
к,ийин эмас.

Метрика аксиомаларидан биринчи ва иккинчисининг 
уринлилиги равшан. Учбурчак аксиомасини текширамиз.

Ихтиёрий 1е[а;Ь] нукта ва х(1:), у(1:), г{1) функциялар 
учун ушбу муносабат бажарилади:

|х(0 - у(0 |=|(х(0 - г(0 )+(г(1:)- у(0 )| < |х(0 - гЮ Н гф - у(0 |.

Бу тенгсизликдан

2(1)1
булиши келиб чикади. Охирги тенгсизлик 

р(х,у) < р(х,г)+р(2,у) 
эканини билдиради.

7) С[а;Ь] да метрикани куйидагича х,ам киритиш мумкин:
Ь

р(х,у)= || у -  х | А . Бу метрик фазо СДа;Ь] орк;али белгиланади.

8) С[<я;Ь]да р(х,у)= |(у -х )2Л ф ункция метрика

аксиомаларини каноатлантиради. Бу метрик фазо С2[а;Ь] 
орк;али белгиланади.
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9) Айтайлик, X, буш булмаган ихтиёрий бир туплам 
булсин. Ундан олинган х, уеХ учун

Г1, агар х ф у булса,
р(х,у)=1[О, агар х = у булса,

шарт билан функция аникдаймиз. Бу функция метрика 
аксиомаларини к;аноатлантиради.

Бундай аникутанган метрика дискрет метрика, метрик 
фазо эса дискрет метрик фазо дейилади.

Метрик фазоларга мисоллар куплиги куйидагидан келиб 
чик;ади:

Айтайлик, (Х,р) метрик фазо ва М с  X нинг ихтиёрий 
Кием туплами булсин. У хрлда р(х,у) функция М тупламда х,ам 
метрика булади ва (М,р) ни метрик фазо деб караш мумкин. 
Бу метрик фазо (Х,р) метрик фазонинг к^см фазоси дейилади.

Саволлар ва маищлар

1. Метрика аксиомаларини айтинг.
2. Метрик фазони таърифланг.
3. Метрик фазоларга мисоллар келтиринг.
4. Текисликдаги Aíx^y,) ва В(х,,у2) нук^алар учун р(А,В)=|х2- 

X||+|y2-yJ каби аникданган функция метрика буладими?
5. Тугри чизикда:
a) р(х,у)=х3—у3;
b) р(х,у)=|х3—у3|;
c) p(x,y)=|arctgx -arctgyj 

функцияларнинг к^айеи бири метрика булади?
6. М={я,Ь,с} тупламда p(a,c)=p(c,a)=p(<2,b)=p(c,b)=2, 

p (b ,c)= p(b ,a)= l каби аник.ланган р функция метрика 
буладими? р учбурчак аксиомасини к;аноатлантирадими?

7. Агар М={а,Ь,с} тупламда p(a,b)=p(b,c)=l шартни 
к^аноатлантирувчи р метрика берилган булса, у хщда р(а,с) 
Кандай к;ийматларни к;абул кддиши мумкин?

8. Метрика аксиомалари куйидаги икки аксиомага тенг 
кучли эканлигини исботланг:

1. р (х ,у)= 0ох=у.
2. р(х,у) <p(x,z)+ p(y,z).
9. Айланада р(А,В)-ватар узунлиги буйича ва р(А,В)-кичик 

ёй узунлиги буйича А ва В нук^галар орасида метрика киритиш
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мумкинлигини текширинг. Бу метрикаларнинг бирини 
иккинчиси ор^али к;андай ифодалаш мумкин?

10. Уч улчамли фазода координаталар бошидан чикувчи 
нурлар туплами икки нур орасидаги масофа сифатида улар 
ташкил кдлган бурчаклар кичигининг радиан улчови олинса 
метрик фазо булишини курсатинг.

11. Купхадлар фазосида р(Р1,Р2)=|Р1(0 )-Р 2(0)| функция 
метрика аксиомаларини к;аноатлантирадими?

12. Айтайлик, (М,р)-метрик фазо, А бирор туплам ва 
Г:А->М акслантириш берилган булсин. Ихтиёрий х,уеА учун

Р,(х,У)=Р(А(х)Ду)) 
каби аник^гсанган функцияни к;араймиз. Бу функция А 
тупламда метрика булиши учун Г акслантириш нинг 
инвектив булиши зарур ва етарли эканлигини исботланг.

13. Бутун сонлар туплами Ъ да аникданган

( 0, агар т  = п булса,
1

^г, агар т # п  булса,

функция метрика булишини исботланг. Бу ерда к сони гп-п 
айирманинг туб ёйилмасида ^атнашган 3 нинг энг катта

даражаси. Масалан, р(21,о) = ~ , р(21,3) = ^  - Мустакдл равишда

р(5,7), р(7,—2), р(7,25)ларни хисобланг.
14. Натурал сонлар туплами N да аникданган10, агар ш = п булса, 

1 н-----— , агар т  * п булса,
т - п

т  + п
функциялар метрика буладими?

15. Агар М тупламда р метрика булса, у х;олда

рХ*,у) = Р(х,у)
1 + р(х,у)

функция хам М да метрика булишини исботланг.
16. Айтайлик, Г функция [0;оо) да аникланган ва
1) Д0)=0;
2) усувчи;
3) ихтиёрий х, у учун Дх+у) < Дх)+Г(у) булсин. 
Агар А тупламда р метрика берилган булса, у холда

Р1(х,у)==Г(р(х,у))
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функция х,ам А да метрика булишини исботланг.
17. Айтайлик, f функция [0;оо) да аникданган ва узлуксиз 

булиб,
1) f ( 0 ) = 0 ;
2) усувчи;
3) (0;со) ораликда иккинчи тартибли хосиласи мавжуд 

ва f” (x) < 0 булсин.
Агар А тупламда р метрика берилган булса, у холда 

p1(x)y)=f(p(x,y)) 
функция хам А тупламда метрика булишини исботланг.

18. Агар р, ва р2 бирор М тупламда берилган метрикалар 
булса, у холда ихтиёрий а, ва а 2 мусбат сонлар учун 
р(х,у)=а1р,(х,у)+а2р2(х,у) функция хам М тупламда метрика 
булишини исботланг.

2-§. Метрик фазода ящшлашиш тушунчаси

1. Яцинлашувчи кетма-кетликлар.
Айтайлик, (Х,р) метрик фазода бирор {хп} кетма-кетлик 

берилган булсин.
2-таъриф. Агар ихтиёрий е>0 сон учун шундай no(s) номер 

топилиб, барча n>no(s) лар учун p(xn,x)<s тенгсизлик 
бажарилса, у холда {хп} кетма-кетлик X фазода х элементга
якинлашади дейилади ва lim х = х ёки х -> х оркади белгиланади.

11—>со п

Бу х элемент {хп} кетма-кетликнинг лгшмти дейилади. 
Метрик фазода кетма-кетлик лимитини куйидагича хам 

айтиш мумкин:
Агар п->оо да р(хп ,х) 0, яъни lim р(х.х)=0 булса, у холдап п —>со

бу кетма-кетлик X фазода х элементга якинлашади дейилади.
Умуман олганда, метрик фазо элементлари нафакат 

сонлардан иборат булиши, балки ихтиёрий табиатли кандайдир 
элементлардан иборат булиши хам мумкин. Шу сабабли кетма- 
кетлик лимитининг тушунчаси кенг татбикка эга.

Масалан, xn(t)=tn куринишдаги функциялар кетма-кетлиги 
С,[0;1] фазода айнан нол, яъни 0(t) = 0 функцияга якинлашади.

I 1 |
Хакикатан, бу фазода p(xn,0)= J|i" -o\dt= y"dt = ——,

о о

демак, п ->оо да р(хп ,х) --> 0 булади.
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Бу кетма-кетлик С[0;1] фазода 0(t)=O функцияга 

ящшлашмайди, чунки бу хрлда p(xn,9)=™ax|tn-0|=m axtn==l
булади, яъни п -»со да р(хп ,х) -/>■ 0.

2. Ящнлашувчи кетма-кетлик хоссалари.
1-теорема. Яцинлашувчи кетма-кетлик фацат битта 

лимитга эга.
Исботи. Фараз к;илайлик, {хп} кетма-кетликнинг лимита 

иккита, яъни хп̂ -х, хп->у ва х^у булсин. У халда метриканинг 
учбурчак аксиомасига кура,

0 < р(х,у) < р(х,хп)+ р(хп,у)
булади.

Аммо, бу тенгсизликнинг унг томони п->со да 0 га 
интилади, демак, р(х,у)=0, бундан х=у келиб чикдци.

2-теорема. Ихтиёрий р(х,у) метрика узининг аргументлари 
хва  у элементларнинг узлуксиз функциясидир, яъни агар хп-»х 
ва Уп >у булса, у  х,олда р(хп,уп)-> р(х,у) булади.

Исботи. Ихтиёрий турт элемент x,y,z,ueX учун

|p(x,y)-p(z,u)|< p(x,z)+p(y,u) (1)
тенгсизлик уринли.

Метриканинг учбурчак аксиомасидан фойдаланиб,
р(х,у)< p(x,z)+p(z,y) < p(x,z)+p(z,u)+p(u,y) (2)

тенгсизликларни ёзиш мумкин. Бундан
р(Х)У) - p(z,u)< p(x,z) +p(u,y) 

келиб чик;ади. Бу тенгсизликда х, у ларни мос равишда z, и 
лар билан, z, и ларни мос равишда х, у лар билан алмаштириб, 

p(z,u) - р(х,у)< p(x,z) +p(u,y) (3)
тенгсизликка эга буламиз. (2) ва (3) дан (1) келиб чикдци.

Энди (1) тенгсизликда z ва и ларни мос равишда хп ва 
уп билан алмаштирилса,

|р(х,у) - p(xn,yn)|<p(x,xn)+p(y,yn) 
тенгсизлик хрсил булади. Бу тенгсизликнинг унг томони, 
теорема шартига кура нолга интилади, бундан эса р(хп ,уп)-> 
р(х ,у) келиб чикдди. Теорема исбот булди.

3-теорема. Агар {хп} кетма-кетлик х га яцинлашса, у

х,олда бу кетма-кетликнинг ихтиёрий { }  цисм кетма- 
кетлиги %ам шу х га яцинлашади.
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Бу теореманинг исботини мустак;ил бажаринг.
4-теорема. Агар {хп} кетма-кетлик х га яцинлашса ва хо е  X 

тайин бир элемент булса, у  %олда {р(хп,хо),п=1,2,. . .} сонлар 
тутами чегараланган булади.

Исботи. Умумий щ и  сп=р(хп,х) булган сонли кетма- 
кетликни к;араймиз. Бу {сп} кетма-кетлик якинлашувчи 
булганлиги сабабли, у чегараланган булади. Унинг юк;ори 
чегарасини К билан белгилаймиз: сп < К. Метриканинг 
учбурчак аксиомасига кура

р(хп ,х0)< р(хп ,х)+р(х ,х0)< К+р(х ,х0)= К 1 
булади. Теорема исбот булди.

3. Баъзи метрик фазоларда ящтлашиш тушунчасининг 
маънолари.

а) Дискрет метрик фазода кетма-кетлик як;инлашувчи 
булиши учун бу кетма-кетликнинг хамма элементлари бирор 
хдцидан бошлаб бир-бирига тенг булиши зарур ва етарли.

б) п—улчамли Евклид фазосида {х(к)} кетма-кетликнинг 
х элементга якднлашиши учун х(к) вектор координаталари 
мос равишда х вектор координаталарига якднлашиши зарур 
ва етарли.

Масалан, R” да р(х(к), х ) = ~Xi-) ->0(к—> оо) булса, 
(к)у хрлда х; -> X; ,/= 1,2,..:,п булади.

в) Айтайлик, С[а;Ь] фазонинг элементларидан иборат 
{xn(t)} кетма-кетлик учун xn(t) (t)eC[a;b], яъни

р(х„,х)= S I хп(1) _х (1)1 п 00 
булсин. Бундан ихтиёрий кичик s>0 сони учун шундай по 
натурал сон топиладики, п>по булганда

max |х (t) - X(t)|<e
a<t<b 1 n v '  '  71

булиши келиб чи^ади.
Демак, t нинг [a;b] даги барча кдйматлари учун п>по 

булганда
|xn(t) —x(t)|<e

тенгсизлик уринли экан. Бу эса {xn(t)} кетма-кетликнинг x(t) 
функцияга текис як,инлашишини билдиради ва аксинча, 
{xn(t)} кетма-кетлик [а;Ь] кесмада x(t) га текис якднлашса, 
у хрлда р(хп,х)—>0 булади. Демак, С[а;Ь] фазода метрика
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маъносида якинлашиш текис якинлашиш тушунчаси билан 
устма-уст тушар экан.

Саволлар ва мапщлар

1. Якинлашувчи кетма-кетликни таърифланг.
2. Кетма-кетлик лимитининг ягоналигини исботланг.
3. R2, R3 ва С[0;1] фазоларда якинлашувчи кетма- 

кетликларга мисоллар келтиринг.
4. Агар хп->а ва р(хп,уп)->0 булса, у холда у п-»а эканлигини 

исботланг.
5. К,уйидаги функциялар кетма-кетлиги курсатилган 

фазода f(x)=0 функцияга якинлашадими?
ИХ

1) fn(x)=— а)С[0;1];  Ь) С,[0;1];1 + п х 1
2) fn(x)=xe-nx , а) С[0;10]; b) CJOjlO];

3) fn(x)=n~*yf2ñxe *m2, а) С[0;1]; Ь) С2[0;1];
sin У1Х

4 ) f n(x) =  , а) С[-я;тг]; Ь) С,[-я;я].
п

6. R ” , R ,n, R^11 ф азоларда метрикага нисбатан  
якинлашиш билан биргаликда координаталари буйича

якинлашиш тушунчаси хам каралади. Агар j™ x(k)m=xm (ш=1,
. . . ,п) булса, у холда {x<k)}={(x(k),, x(k)2, . . . , x(k)n)} нукталар 
кетма-кетлиги х=(х1, х2, . . хп) нуктага координаталар 
буйича якинлашади дейилади.

Савол: i?22 фазода Mn— нукталар кетма-кетлиги

координаталар буйича цандай нукгага якинлашади? Бу кетма- 
кетлик R,2, R^2 фазоларда шу нуктага якинлашадими?

7. R" фазода якинлашувчи ихтиёрий кетма-кетликнинг
координаталар буйича хам якинлашувчи ва аксинча, 
координаталар буйича якинлашувчи кетма-кетликнинг 
метрика буйича хам якинлашувчи эканлигини исботланг.
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3-§. Метрик фазода баъзи топологик 
тушунчалар

1. Очик, ва ёпик, шарлар, нук,танинг е-атрофм.
Айтайлик, (Х,р) метрик фазо берилган булсин. Келгусида 

метрик фазо элементи ёки метрик фазо нукгаси бир хил 
маънода ишлатилади.

3-таъриф. Бирор хоеХ нукга ва р > 0 сон учун ушбу
5(хо,г)={хе X: р(х ,хо)<г} туплам X  фазода очщ  шар;

5 (хо,г) ={хе X: р(х ,хо)<г} туплам ёпик шар дейилади.
Щу хо нукга шарнинг маркази, г сон шарнинг радиусы 

дейилади.
Зарурият тугилганда {хеХ: р(х,хо)=г} тупламни х,ам 

ишлатамиз, у хо марказли, г радиусли сфера дейилади.
4-таъриф. 8(хо,е) очик, шар хо нуктанинг е-атрофи 

дейилади ва Ое(хо) каби белгиланади.
Нукта атрофининг баъзи хоссаларини урганамиз.
1°. Хар бир нукта узининг ихтиёрий атрофига тегишли.
Хаки катан, агар е>0 булса, у холда р(а,й)=0<е, шунинг 

учун аеО Е(<з).
2°. Бир нуктанинг ихтиёрий икки атрофи кесишмаси 

Хам шу нуктанинг атрофи булади.
Хакикдтан, агар е<5 булса, у холда 0 Е(а )п 0 5(я )= 0Е(а) 

булиши тушунарли.
3°. Агар хеОс(а) булса, у холда х  нуктанинг ОДй) да 

ётувчи атрофи мавжуд.
Хак;ик;атан, айтайлик, р(а,х)=с1 булсин. хеОЕ(а) элемент 

учун 5 = 8 — <3>0 сонни караймиз. Агар у е 0 6(х) булса, у холда 
метриканинг учбурчак аксиомасига кура

р(а,у)< р(а,х)+р(х,у)<с!+5=с1+(е—с!)=в 
булади. Демак, уеОе(д). Бундан 0 5(х )с0е(а) келиб ч и кади.

4°. Б ир-биридан  ф аркли икки нуктанинг узаро 
кесишмайдиган атрофлари мавжуд.

Хакикдтан, айтайлик, а,ЪеХ, а*Ъ ва р(д,Ь)=г булсин. 
е= г/ 3 булганда О (а) ва Ое(Ь) атрофларнинг кесишмаслигини 
курсатамиз. Фараз килайлик, бу атрофлар у мумий х нукгага 
эга булсин. У холда

р(д,х)<в, р(Ь,х)<£ ва р(«з,Ь)< р(а,х)+ р(Ь,х)<28=2г/ 3 <г-
Бу эса шартга зид.
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2. Чегараланган туплам.
5-таъриф. Агар (Х,р) метрик фазодаги М туплам бирор 

шар ичида жойлашган булса, у холда бу туплам чегараланган 
туплам дейилади.

Бу таърифнинг куйидаги таърифга эквивалент эканлигини 
текшириш к,ийин эмас:

Агар (Х,р) метрик фазодаги М тупламга тегишли барча х 
ва у  нукталар учун р(х,у)<К тенгсизликни к,аноатлантирувчи 
К мусбат сон мавжуд булса, у х;олда М туплам чегараланган 
дейилади.

Агар бир тупламда икки хил метрика берилган булса, у 
хдлда к;аралаётган М туплам бир метрикага нисбатан 
чегараланган, иккинчи бир метрикага нисбатан чегараланмаган 
булиши мумкин.

Масалан, N натурал сонлар туплами р (п ,т )= |п —ш| 
метрикага нисбатан чегараланмаган, лекин

О, агар ш = п булса,
р ,(п ,ш ) =  ̂ 11ч-------- , агар ш ^ п булса,

I т  + п

метрикага нисбатан чегараланган тупламдир. Чунки 1 дан 
фаркди барча п ларда р1(1,п)<2, яъни бу метрикага нисбатан 
барча натурал сонлар туплами маркази 1 нук;тада радиуси 2 
га тенг очик; шар ичига жойлашган булади.

3. Тупламнинг уриниш, лимит ну^талари.
Айтайлик, (Х,р) метрик фазода бирор М туплам

берилган булсин.
6-таъриф. Агар хоеХ нук^танинг ихтиёрий атрофида М 

тупламнинг хо дан фаркди элементи мавжуд булса, у \олда 
хо нук;та М тупламнинг лимит нуцтаси дейилади.

Мисоллар. 1. Ихтиёрий (Х,р) метрик фазодаги 8(хо,г) очик, 
шарнинг лимит нук,талари туплами 8  (хо,г) ёпик, шардан 
иборат булади.

2. Сонлар укдцаги баъзи тупламларни к,араймиз:
а) Е,=Н натурал сонлар туплами булсин. Бу тупламнинг 

бирорта х;ам лимит нук,таси мавжуд эмас.
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b) Е2={‘/ п : п=1,2,...} булсин. Бу тупламнинг биргина 
лимит нуктаси 0 бор ва 0<гЕг

c) Е3=(0;1). Бу тупламнинг лимит нукталари [0;1] 
кесманинг барча нукгаларидан иборат.

(1) Е4=(0;1)пС> булсин. Бу тупламнинг лимит нукталари 
х,ам [0; 1] кесманинг барча нукталаридан иборат.

7-таъриф. Агар хоеХ нуктанинг ихтиёрий атрофида М 
тупламнинг камида битта элементи мавжуд булса, у холда 
хо нукта М нинг уриниш нуцтаси дейилади.

Лимит нукта уриниш нуктаси булади, лекин аксинчаси 
Хар доим хам уринли эмас. Масалан, чекли тупламнинг хар 
бир нуктаси уриниш нуктаси булади, аммо лимит нукта 
була олмайди. Юкоридаги Е, ва Е2 тупламларнинг барча 
нукталари уриниш нукталари булади.

4. Тупламнинг ёпилмаси.
8-таъриф. М тупламнинг барча уриниш нукталари 

туплами М билан белгиланиб, М нинг ёпилмаси дейилади.
5-теорема. Ихтиёрий М, М, ва М2 тупламлар учун 

цуйидаги муносабатлар уринли:

1) М с М  ;

2) М  = М  ;

3) агар М1сМ 2 булса, у  %олда М х с: М 2 булади;

4) М, и  М 2 = М, и  М 2 .

Исботи. Биринчи хосса тупламнинг уриниш нуктаси 
таърифидан келиб чикади.

Иккинчи хоссани исботлаймиз. Биринчи хоссага асосан

М а  М . Шунинг учун М а  М муносабатни исботлаш етарли. 

Айтайлик, х е М булсин. У холда бу нуктанинг ихтиёрий
е атрофида м  га тегишли х, нукта топилади. Энди х, 
нуктанинг радиуси 81= 8-р(х,х,)>0 булган атрофини оламиз.
Агар г е Ое< (л,) булса, у холда
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р(г,х)<р(2,х,)+ р(х,,х)<8, 
яъни геО с(х) булади. Шундай к;илиб, 0£|(х,) с  Ос(х).  Аммо

х, е М , демак, х,нинг 8,-атрофида М га тегишли х2 ну^та 
мавжуд. Шунинг учун х, е 0£1(х,) с  Ое{ х ) . Лекин ОДх) шар х

нук;танинг ихтиёрий атрофи булгани учун х е  М .
Учинчи хосса уз-узидан равшан.
Туртинчи хоссани исботлаймиз. Айтайлик х е А/, и  М2 

булсин, у \олда х нук^ганинг ихтиёрий Ое(х) атрофида
М,иМ2 га тегишли х, элемент мавжуд. Агар х е М, ва х  г М 2 

булса, у х;олда х нинг шундай Ое< (х) ва <9С; (х) атрофлари 
мавжудки, бу атрофлар мое равишда М, ва М2 тупламлар 
билан кесишмайди. Энди е=ш т(в,,е2) деб олсак, у \олда х 
нук^танинг Ог(х) атрофи М ,иМ 2 туплам билан кесишмайди.
Бу эса х нинг танланишига зид. Демак, х нук;та М, ёки Мг 
тупламлардан камида биттасига тегишли, яъни

М ,и М 2 с М 1и  М 2.
Тескари муносабатнингуринлиги М,сМ,иМ2 ва М2сМ 1иМ2 

муносабатлардан х;амда учинчи хоссадан келиб чик;ади.

Саволлар ва мапщлар

1. Метрик фазода очик, (ёпиьО шарларни таърифланг.
2. Нук^танинг атрофи к;андай аникданади?
3. Нук,та атрофининг к;андай хоссалари бор?
4. Тупламнинг лимит нук^аси к,андай нук^га?
5. Тупламнинг уриниш нук^аси кандай нукта?
6. Тупламнинг ёпилмаси к^андай аникданади?
7. Туплам ёпилмаси хоссаларини айтинг.
8. Метрик фазода иккита, >̂ ар хил радиусли очик; шарлар 

устма-уст тушиши мумкинми?
9. Бирор метрик фазода радиуси 3 га тенг булган шар 

радиуси 2 га тенг булган шарнинг кдоми булиши мумкинми?
10. Метрик фазода г>0 радиусли шар буш туплам булиши 

мумкинми?
11. Агар (Х,р) метрик фазонинг бирор с нук^таси а ва Ь 

ну^талардан фаркди булиб, р(о,Ь)=р(а,с)+р(с,Ь) шартни
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к,аноатлантирса, у >̂ олда с нук^га а ва Ь ну^талар орасида 
ётади деймиз.

a) Агар с нуцта а ва Ь нук^талар орасида, с! нук^а эса а ва 
с ну^талар орасида ётса, у хрлда с! нук^га а ва Ь нук^галар 
орасида ётишини исботланг.

b) Агар с нукта а ва Ь нук^алар орасида ётса, у \олда а 
нукта с ва Ь н укатал ар орасида ётмаслигини исботланг.

c) Агар с нукта а ва Ь нук^алар орасида, <3 нук,та эса а ва 
с нук^талар орасида ётса, у х;олда с нук^га ё ва Ь нук^алар 
орасида ётишини исботланг.

<1) Метрик фазонинг ихтиёрий икки нук,талари орасида 
\ар доим шу фазонинг камида битта нук^таси ётади, деган 
тасдик; тугрими?

12. Метрик фазода кесма тушунчасшш киритиш мумкин: 
[а,Ь] кесма деб шу фазонинг а, Ь ва бу нук^алар орасида ётадиган 
барча нук^аларидан ташкил топган тупламга айтилади. 1 -§ даги
2-, 7-, 10-, 11-мисоллардаги ва дискрет метрик фазодаги 
кесмалар к^андай булади? Бу кесмалар чегараланганми?

13. Метрик фазода ^ар хил икки кесма фак;ат иккита 
умумий ну^тага эга эканлигини курсатинг.

14. Айтайлик, с ну^та а ва Ь нук^алар орасида ётсин. Х,ар 
доим [а,Ь1=[я,с]и[с,с1] муносабат уринлими?

15. щ  текисликда \ар  кдндай тугри туртбурчакнинг 
чегараланган туплам эканлигини курсатинг.

16. Ихтиёрий метрик фазода як,инлашувчи кетма- 
кетликнинг чегараланган туплам эканлигини исботланг.

17. Сонлар ук,идаги х„ = (-1 )"+ — (пеИ ) нук;таларп
тупламининг уриниш ва лимит нук;таларини топинг.

18. Е туплам текисликдаги рационал координатали 
нук,талар тугшами булса, унинг ёпилмасини топинг.

19. i?2 текисликда фак,ат иккита: А(1,3), В(3,0) лимит 
нук;тага эга булган Е тупламга мисол келтиринг.

4-§. Метрик фазодаги очш$ ва ёпик, тупламлар

1. Ёпик, туплам ва унинг хоесалари, мисоллар.
Айтайлик, (Х,р) метрик фазо булсин. Бу фазода М сХ  

туплам оламиз.
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9-таъриф. Агар М = М булса, у хрлда М ёпиц туплам 
дейилади.

Ихтиёрий (Х,р) метрик фазода 5 (хо,г) ёпик, шар, X нинг 
узи буш туплам ва х,ар бир чекли туплам ёпик, тупламларга 
мисол булади.

Шунингдек, (Я, р(я,Ь)=|Ь-а|) тугри чизикда ихтиёрий 
[с,с1] кесма ёпик, туплам булади.

6-теорема, а) Чекли сондаги ёпиц тупламларнинг 
бирлашмаси яна ёпиц туплам булади;

б) ихтиёрий сондаги ёпиц тупламларнинг кесишмаси ёпиц 
туплам булади.

Исботи. Бу хоссани икки туплам учун исботлаш етарли.
а) Айтайлик, Б, ва Б, ёпик, тупламлар булсин, яъни

^  ва Г-2 = Г2 уринли. У х;олда 5-теоремадаги 4-хоссага

кура Р\ и  Р2 = Г\ и  Р2 = Р\ и  Р2. Таърифга кура Б1и Б 2 ёпик 
туплам.

б) Айтайлик, ихтиёрий сондаги {Ба}абА ёпик; тупламлар 

системаси берилган ва х уларнинг кесишмаси булган Б= ̂  Ба
тупламнинг уриниш нук,таси булсин. У х;олда х нинг 
ихтиёрий атрофида Б нинг камида битта, масалан, х, 
элементи мавжуд ва кесишманинг хоссасига кура а нинг 
барча кийматлари учун х, еБа булади. Бундан ихтиёрий а  учун
у. р С1 _ С1

а , яъни хеп Б о=Б келиб чикдди. Демак, Б ёпик, 
туплам. Теорема исбот булди.

2. Очик, туплам ва унинг хоссалари, мисоллар.
Айтайлик, (Х,р) метрик фазо, МсХ бирор туплам булсин.
10-таъриф. Агар х нук,танинг М тупламда бутунлай 

жойлашган бирор атрофи мавжуд булса, у холда х нуцта М 
тупламнинг ички нуцтаси дейилади.

Агар М тупламнинг \амма нук;талари ички булса, у очиц 
туплам дейилади.

Ихтиёрий (Х,р) метрик фазода 8(хо,г) очик, шар, Я да 
(а;Ь) интервал очик, тупламга мисол булади.

Я да 9  рационал сонлар туплами очик, туплам эмас, 
чунки рационал сон О га ички нукта була олмайди, яъни,
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ихтиёрий рационал соннинг \ар бир атрофи фак,ат рационал 
сонлардан иборат эмас.

Шу каби иррационал сонлар туплами хам очик, туплам 
эмаслигини куриш мумкин.

Бу тУпламларнинг R да хам ёпик, туплам булмаслигини 
куриш кийин эмас.

7-теорема. Бирор GcX тупламнинг очщ булиши учун унинг 
тулдирувчиси F=X\G =CG  тупламнинг ёпщ  булиши зарур 
ва етарли.

Исботи. Зарурийлиги. Айтайлик, G очик, туплам булсин. У 
хрлда \ар бир xeG нук^а бутунлай G да жойлашган атрофга 
эга. Демак, бу атроф F билан кесишмайди. Бундан кУринадики, 
F нинг бирорта хам уриниш нук^аси G га кирмайди. Демак, 
F ёпик, туплам.

Етарлилиги. Айтайлик, F=X\G ёпик, туплам булсин. У 
Холда G дан олинган, яъни F га кирмаган ихтиёрий нук^га 
F билан кесишмайдиган, демак, G да бутунлай жойлашган 
атрофга эга, яъни G очик, туплам.

Натижа. Буш туплам 0  ва X фазо %ам очщ, %ам ёпщ  
тупламлардир.

8-теорема. Ихтиёрий сондаги очиц тупламларнинг 
бирлашмаси ва чекли сондаги очщ тупламларнинг кесишмаси 
очщ туплам булади.

Исботи. Ушбу ? (X \G a) = X \ ( ^ « )  ва u(X \G .)=X \(A  G.)
а  /= 1  /= 1

тенгликлардан ва юкррида исботланган теоремалардан келиб 
чикдци.

Саволлар ва мапщлар

1. Кдндай туплам ё пи к, туплам дейилади?
2. Ёпик; тупламга мисоллар келтиринг.
3. К,андай туплам очик, туплам дейилади?
4. Очик, тупламга мисоллар келтиринг.
5. Очик;ва ёпиктупламлар орасида крндай богланиш мавжуд?
6. Очик, хам, ёпик, хам булмаган тупламларга мисоллар 

келтиринг.
7. Ихтиёрий метрик фазода ёпик, шар ёпик, туплам 

эканлигини исботланг.
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8. Ихтиёрий метрик фазода очик, шар очик, туплам 
эканлигини исботланг.

9. Текисликда мусбат координатали нук,талар туплами 
очик, туплам буладими? Жавобингизни асосланг.

10. Ихтиёрий А < В сонлар учуй Е=^еС[а;Ь]: А<Дх)<В} 
тупламнинг очик, туплам эканлигини курсатинг.

тупламнинг фазода очик, туплам эканлигини исботланг.

аникданган тупламнинг фазода ёпик, туплам эканлигини 
исботланг.

тупламнинг фазода очик, \ам, ёпик; \ам эмаслигини 
курсатинг.

14. С[а,Ь] фазодаги купх,адлар туплами очик; х;ам, ёпик; 
х,ам эмаслигини исботланг.

5-§. Сонлар уцидаги очиц ва ёпик; тупламлар ва 
уларнинг тузилиши

1. Ташкил цилувчи оралщлар ва уларнинг хоссалари.
(К,р) метрик фазода ихтиёрий (а,Ь) интервал очик;, 

ихтиёрий [а,Ь] сегмент ёпик,тупламга мисол булади.
11-таъриф. Бирор в  очик, туплам берилган булсин. Агар 

(а,(3)с:С ва агО , булса, у хрлда (а,р) интервал ташкил 
щлувчи оралщ дейилади.

9-теорема, в  очщ тупламнинг бир-биридан фарцли (сс^р,) 
ва (а,,Р2) ташкил цилувчи оралщлари у мумий нуцтага эга эмас.

Йсботи. Фараз кдлайлик, (а,, р,) ва (<х„ р,) интерваллар 
бир-биридан фаркди (яъни а,^а2, Р,*Р, муносабатлардан 
камида бири уринли) булиб, умумий % нуцтага эга булсин. 
У х,олда а ^ ^ р , ,  а 2<£<р, тенгсизликлар уринли булади. Бу

тенгсизликлар сисгемаси билан аникданган

тенгсизликлар системаси билан

тенгсизликлар системаси билан аникданган
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тенгсизликлардан а 2<£<р,, <х,<|<Р2 тенгсизликлар келиб 
чикдци. Бунда икки хол булиши мумкин: а 2< а( ёки а ,> аг

Агар а 2<а, булса, у холда а^ а^ Р ^ сС т . Бу муносабат 
бажарилиши мумкин эмас, чунки а, гС .

Агар сс,>а, булса, у холда о ^ е ^ .р ^ с О . Бундай булиши 
Хам мумкин эмас, чунки ос,гО. Теорема исбот булди.

Бу теоремадан куйидаги натижалар келиб чикзди:
1-натижа. Агар в  очщ тупламни ташкил цилувчи иккита 

интервал умумий нуцтага эга булса, у  у,олда бу интерваллар 
бир-бирига айнан тенг булади.

2-натижа. Буш булмаган очщ тупламни ташкил цилувчи 
турли оралщлар системаси чекли ёки саноцлидир.

Исботи. Агар хар бир ташкил к;илувчи ораликдан 
биттадан рационал нукта олинса, у холда бу нукталардан 
тузилган М туплам купи билан санок^и булади ва О ни 
ташкил килувчи турли ораликдар системаси М билан узаро 
бир кийматли муносабатда булади.

2. Чегараланган очщ  тупламнинг тузилиши.
10-те©рема. Агар С  буш булмаган очщ ва чегараланган 

туплам булса, у %олда в  нинг %ар бир нуцтаси О ни ташкил 
цилувчи интерваллардан бирига тегишли булади.

Исботи. Айтайлик, а нукта в  тупламнинг ихтиёрий 
элемента булсин. Ушбу Р=[д;+со)пСО тупламни тузамиз. 
[а;+оо) ва с б  тупламларнинг ёпикдигидан, Б хам ёпик; туплам 
булади. Тузилишига кура Б туплам буш эмас ва куйидан 
чегараланган. Бу Р тупламнинг куй и чегарасини а  билан 
белгилаймиз. Равшанки, а е Р  булади. Шунингдек, а >а, чунки 
а ва ундан чапдаги хамма нукгалар Р тупламга кирмайди.

Бундан ташк^ари, [а,а)с6 . Акс холда, шундай Ь нук^а 
мавжуд булиб, Ье [а,а) ва Ь г в  булар эди. Бу муносабатлардан 
ЬеР ва Ь<а уринли эканлиги келиб чикщи. Сунгги тенгсизлик 
а  нинг Р учун куйи чегара эканлигига зид.

Натижада а учун
а>а, а г в ,  [а ;а )с С  (1)

муносабат уринли эканлиги курсатилди.
Худди шунга ухшаш

Р<а, р г в ,  (Р;а]сС (2)
муносабатни каноатлантирадиган р нуктанинг мавжудлиги 
курсатилади.

Бунинг учун (-оо;а]пСС тупламни тузиб, юкрридагига 
ухшаш мулохазалар юритиш керак.

43



(1) ва (2) муносабатлардан ((3;а) интервал в  учун ташкил 
кдлувчи оралик^ва ае((3;а) келиб чикдци. Теорема исбот булди.

3-натижа. Агар в  буш булмаган очщ ва чегараланган 
туплам булиб, (р;а) интервал в  га бутунлай кирган булса, у 
%олда в  ни ташкил цилувчи ва (р;а) интервални бутунлай уз 
ичига олган интервал мавжуд булади.

Юкрридаги 2- ва 3-натижалардан куйидаги теорема 
келиб чикдци:

11-теорема. Буш булмаган, чегараланган в  тупламнинг 
очщ туплам булиши учун уни сони чекли ёки саноцли булган 
узаро кесишмайдиган интервалларнинг бирлашмаси куринишида 
ёзиш мумкин булиши зарур ва етарли.

3. Чегараланган ёпик, тупламнинг тузилиши.
Айтайлик, Б чегараланган ёпик, туплам булиб, 8=[<з;Ь] 

уни уз ичига олган энг кичик сегмент булсин. У .\олда 
С8Р=8\Р  туплам очик, булади.

Агар С^Р буш булмаса, унга 11-теоремани татбик; кдлиш 
мумкин. Натижада куйидаги теоремага келамиз:

12-теорема. Ихтиёрий чегараланган ёпщ  Р туплам ёки 
сегмент булади, ёки бирор сегментдан сони чекли ёки саноцли 
интерваллар системасини чщариб ташлаш натижасида урсил 
цилинган тупламдан иборат булади.

12-таъриф. Очик; С5Р тупламнинг ташкил кдлувчи 
орал и кд ар и ^тупламнинг тулдирувчи оралицлари дейилади.

Саволлар ва мацщлар

1. Ташкил кдлувчи оралик; к^ндай туплам?
2. Ташкил к;илувчи ораликдар кдндай хоссаларга эга?
3. Чегараланган очик; туплам кдндай тузилган?
4. Чегараланган ёпик; туплам кдндай тузилган?

6-§. Мукаммал тупламлар. Канторнинг мукаммал 
туплами

1. Ёлгиз ну^та, узида зич туплам, мисоллар. Айтайлик, 
(Х,р) метрик фазода М туплам берилган булсин.

13-таъриф. Агар £еМ булиб, £ нук^анинг бирор атрофида 
М тупламнинг Е, дан бошк,а нукгаси булмаса, у х;олда Е, нук,та 
М тупламнинг ёлгиз нуцтаси дейилади.
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Масалан, сонлар укида М=(0,2)и{3} тупламни карасак, 3 
нук,та бу тупламнинг ёлгиз нуктаси булади.

14-таъриф. Агар Е тупламнинг бирорта \ам ёлгиз нук^аси 
булмаса, у хрлда бундай туплам узида зич туплам дейилади.

М асалан, координ аталар  текислигида иккала 
координатаси \ам  рационал сонлардан иборат нук,талар 
туплами узида зич тупламга мисол булади.

15-таъриф. Агар туплам фак;ат ёлгиз нукталардан иборат 
булса, бундай туплам дискрет туплам дейилади.

Мисоллар. 3-§ даги Е1 ва Е2 тупламлар дискрет тупламга, 
Е3 ва Е4 тупламлар узида зич тупламга мисол булади.

2. Хосила туплам, мукаммал туплам, мисоллар.
16-таъриф. М тупламнинг барча лимит нук;таларидан 

иборат булган туплам М тупламнинг косила туплами 
дейилади ва М' оркдли белгиланади.

3-§ даги мисоллар учун Е ' = 0 ,  Е '2={0}, Е '3=[0;1], 
Е'4=[0;1] булади.

17-таъриф. Агар М =М ' булса, у ^олда М мукаммал 
туплам дейилади.

Энди сонлар укдцаги мукаммал тупламларни урганамиз.
13-теорема. Ихтиёрий кесма мукаммал туплам булади.
Исботи. [а;Ь] кесманинг ихтиёрий х нук^аси унинг лимит 

ну^таси эканлиги бевосита куриниб турибди. Энди [а;Ь] 
кесманинг ташкдрисида унинг лимит ну^таси йуклигини 
курсатамиз.

Агар Е, нукз’а [я;Ь] кесманинг лимит нук^таси булиб, унга 
тегишли булмаса ва аникдик учун 1<а булса, у хрлда £, ну^танинг

£ + ~~"у~) атрофи [я;Ь] кесманинг бирорта ^ам
нук^асини уз ичига олмайди. Бу эса Е, нук^анинг [а;Ь] кесма 
учун лимит нук^га эканлигига зид. Теорема исбот булди.

Равшанки, мукаммал туплам ёпик, туплам булади. Аммо 
хдр кандай ёггик туплам х,ам мукаммал туплам була олмайди. 
Масалан, икки элементдан иборат {1,2} туплам ёпик;, лекин 
унинг хрсила туплами буш тупламдан иборат.

Чегараланган ёпик, туплам мукаммал булиши учун у 
узида зич туплам булиши кераклиги равшан.

Ёпик, тупламнинг тузилиши ^а^идаги 12-теоремадан 
куйидаги тасдик, келиб чикдди:
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14-теорема. Ихтиёрий чегараланган, буш булмаган мукаммал 
туплам ёки сегментдан иборат, ёки бирор сегментдан узаро 
кесишмайдиган, умумий чегара нуцтага эга булмаган ва 
чегаралари шу сегментнинг чегараларига тенг булмаган, сони 
чекли ёки саноцли интврвалларини чицариб ташлаш 
натижасида хрсил булган тупламдан иборат булади.

3. Кантор туплами ва унииг хоссалари.
Назарий жи^атдан му\им а^амиятга эга булган мукаммал 

тупламлардан бири — Канторнинг мукаммал тупламидир.
Ихтиёрий п учун ап=0 ёки ап- 2 булган, 0,ахаг ..ап... 

куринишдаги барча чексиз, учлик санок; системасидаги унли 
касрларни к^араймиз. Бундай сонли туплам Кантор тутами 
дейилади ва Ро билан белгиланади.

Бу туплам куйидаги хоссаларга эга:
1°. Ро чегараланган туплам.
Хаки катан, \ар бир хеРо учун 0< х<1 тенгсизлик уринли. 

Демак, Рос=[0,1].
2) Ро мукаммал туплам.
Исботи. Бу тупламнинг \ар бир нуктаси унинг лимит 

нукгаси булишини, яъни Рос=Ро' эканлигини курсатамиз.
Айтайлик, х=0,ахаг ..ап... нукга Ро тупламнинг исталган 

нуктаси ва б ихтиёрий мусбат сон булсин. Ушбу 2 к<е 
тенгсизликни каноатлантирувчи к натурал сонни танлаб оламиз 
ва ок=0 булса, унинг урнига 2 ни, ёки аксинча, ак=2 булса, 
унинг урнига 0 ни ёзамиз. Натижада хрсил булган сон х нинг е 
атрофига тегишли булади. Демак, Р0<=Ро' муносабат уринли.

Энди Ро'сР о эканлигини курсатамиз. Бунинг учун бирор 
х=0,а1аг ..ап... гР оп[0;1] нукга Ро тупламнинг лимит нуктаси 
була олмаслигини курсатиш етарли. Каралаётган х сон учун 
Кандайдир к да а = \ булиб, ак+[, ак+2,... лардан камида бири 1 
дан фаркпи булади, акс х;олда бу сонни факат 0 ёки 2 билан 
ёзиш мумкин булиб, у Ро тупламга тегишли буларди. Демак,

0,о,о2...ск ,1 < х < 0,а1а2...ак+12 
интервал факат 0 ва 2 билан ёзиш мумкин булмаган 
сонлардан иборат булиб колади. Шундай килиб, х нукганинг 
Ро тупламга тегишли эмаслигидан х нинг Ро га тегишли 
булмаган сонлардан иборат атрофининг мавжудлиги келиб 
чикади. Демак, Ро га тегишли булмаган нукга бу туплам учун 
лимит нукга була олмайди. Бундан Ро туплам барча лимит 
нукталарини уз ичига олиши, яъни Ро'с=Ро келиб чикади.
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3°. Ро континуум цувватли туплам.
Исботи. Ро тупламдан олинган \ар бир 0,а^а2...ап... касрга 

а =2 булган к ларни усиш тартибида ёзиб, {к} усувчи кетма- 
кетликни мос куямиз. Масалан, 0,020020002000020... га {2, 5,
9, 14, 20,...}кетма-кетлик мос келади. Бу мослик Ро ва барча 
Катьий усувчи кетма-кетликлар туплами орасида узаро бир 
Кийматли мослик булади. 1 бобдаги 15-теоремага асосан, барча 
бундай кетма-кетликлар туплами континуум кувватга эга. 

Кантор тупламини боцщача ^ам тузиш мумкин. Бунинг
1 2

учун А= [0,11 сегментни оламиз ва уни -  ва -  нукталар 

билан тенг уч к,исмга булиб, ундан унинг урта кисмини,

яъни (]>§) ораликни чикариб ташлаймиз. Крлган икки

сегментларнинг >̂ ар бирини яна тенг уч кисмга буламиз ва
( 1 2"\ ( 7  8 Л

уларнинг урта кисмлари булган ! ^  I ва I 1 ораликдарни

ч и кариб ташлаймиз. Натижада туртта сегмент хрсил булади. 
Бу сегментларнинг ^ар бирини яна тенг уч кисмга булиб, 
уларнинг урта кисмларини ч и кариб ташлаймиз. Бу жараённи 
чексиз давом эттирамиз.

о 1/3 2/3 1

0 1/9 2/9 1/3 2/3 7/9 8/9 1

Натижада Д=[0,1] сегментдан

и ... очиктуплам чикариб ташланган булади.
Колган туплам, яъни Ро= дуЗо туплам, юкорида чексиз 

учлик касрлар оркали курилган Кантор тупламининг узи 
булади. Буни текширишни укувчига колдирамиз.

Саволлар ва мапщлар

1. Хосила тупламни таърифланг, мисоллар келтиринг.
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2. Мукаммал туплам кандай аникданади?
3. Кантор туплами ^андай тузилган?
4. Кантор туплами кандай хоссаларга эга?
5. Агар М сонлар укида зич туплам булса, у ^олда 

ихтиёрий аеЫ  ва г>0 учун (а~г;а+г) интервалда М га 
тегишли камида битта нукга мавжуд булишини исботланг.

6. Рационал сонлар тупламининг хрсила тупламини топинг.
7. Е'={1, */2, ‘Д.. . ., Уп, . . .} булган Е туплам мавжудми? 

Мавжуд булса, мисол келтиринг.
8. Томони 1 га тенг квадрат олиб, уни тенг туккиз булакка 

буламиз ва марказий квадратнинг ички нукталарини ташлаб 
юборамиз. Колган саккизта квадрат билан \ам  шундай иш 
тутамиз. Бу жараённи чексиз давом эттирамиз. п-кадамдан 
сунг долган нукгалар тупламини Бп билан, улар кесишмасини
оо

5п=5о билан белгилаймиз. Бу 8о туплам Серпинский гилами
деб юритилади. Бу тупламнинг ёпикдигини исботланг.

9. Мукаммал тупламнинг ёпиклигини исботланг.
10. Ёпик,, лекин мукаммал булмаган тупламга мисол 

келтиринг.
11. Агар М сМ ' (ёки М 'сМ) булган хрлда, М туплам 

х;акида нима дейиш мумкин? Жавобингизни асосланг.

7-§. Метрик фазода компакт тупламлар

1. Компакт туплам таърифи, мисоллар.
Тугри чизщнинг, я'ьни сонлар укининг ажойиб хоссаларидан 

бири шуки, ундаги чегараланган ихтиёрий чексиз туплам камида 
битта лимит нукгага эга. Лекин ихтиёрий метрик фазода бундай 
содца натижа, умуман айтганда, уринли эмас.

Шунинг учун куйидаги саволнинг куйилиши табиий:
Метрик фазода кандай тупламлар синфи учун юкоридаги 

хосса сакданади?
Шу сабабли куйидаги му\им таърифни киритамиз:
18-таъриф. Агар (Х,р) метрик фазодаги МсХ тупламнинг 

элементларидан тузилган ихтиёрий кетма-кетликдан М нинг 
бирор элементига яцинлашувчи кием кетма-кетлик ажратиб 
олиш мумкин булса, у хрлда М туплам X да компакт дейилади.
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Мисоллар. 1. Турри чизикдаги хдр к,андай кесма;
2. Текисликдаги г>0 радиусли ёпик, шар;
3. Текисликда координаталари a< x < b ,c< y < d  шартларни 

Каноатлантирувчи (х;у) нукталар туплами компакт тупламлар 
булади.

2. Тупламнинг компакт булиши учун зарурий шартлар.
15-теорема. Компакт туплам чегараланган булади.
Исботи. Бунинг учун бирор М компакт туплам олиб 

чегараланмаган булсин, деб фараз килам из. У хрлда М дан 
ихтиёрий х, нукта олиб, радиуси г,=1 га тенг S(x,,г,) шарни 
курамиз. М чегараланмаганлиги учун у бу шарда туда жойлашган 
булмайди. М тупламнинг S ^ r , )  шарга кирмаган бирор х2 
элементини оламиз. У хрлда р(х,,х2)>г1 булади. Энди радиуси 
г2=г(х1,х2)+1 га тенг S(x2,r2) шарни куриб, М тупламнинг бу 
шарга кирмаган х3 элементини оламиз. Бундай элемент мавжуд, 
чунки М чегараланмаган туплам ва р(х,,х3) > г2 булади. Бу 
жараённи истаганча давом эттириш мумкин. Натижада {хп} 
(хпеМ) кетма-кетлик ва усиб борувчи {гп} сонли кетма-кетлик 
Хосил булиб, улар учун

p(xpx„)+1 = r„> r n -i (п=2,3,.~), гп- > 1 
тенгсизликлар бажарилади.

Демак, ихтиёрий n>m>2 натурал сонлар учун 
p(x15xn)+ l = rn> rn4>rm= P(x„xm)+1 

муносабатлар уринли булишини текшириш кийин эмас. 
Булардан ва

р( x1,xn)<p(x1,xm)+p(xra,xn)
тенгсизликдан

г < г +р(х ,х ),п m ~ 4 гп’ п7 ’
яъни р(хт ,хп)>1 муносабат келиб чик,ади.

Охирги тенгсизлик {хп} кетма-кетликнинг узи хам ва 
унинг бирор кисми хам фундаментал була олмаслигини, 
яъни як;инлашувчи була олмаслигини курсатади. Бу эса М 
тупламнинг компактлигига зид. Теорема исбот булди.

Бу теореманингтескариси уринли эмас. Масалан, / 2фазода 
ушбу е = (1 , 0, 0, 0, ...), е2=(0, 1, 0, 0,...), е3=(0, 0, 1,
О,...),... элементлардан иборат чегараланган тупламни тузамиз. 
Бу элементларнинг ихтиёрий иккитаси орасидаги масофа
p(em,en)=V2 гатенг (ш^п). Шунингучун бу кетма-кетлик ва
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унинг \еч  кандай к;исми якинлашувчи булмайди, демак, 
тузилган туплам компакт эмас.

16-теорема. Компакт туплам ёпщ булади.
Исботи. Айтайлик, М туплам компакт булиб, ёпик 

булмасин. У \олда М ёпик; булмаганлиги учун {хп}сМ 
якинлашувчи кетма-кетлик мавжудки, унинг лимита булган 
b элемент М га тегишли булмайди. Энди, М компакт 
булганлиги учун, бу кетма-кетликдан М тупламнинг а 
элементига якинлашувчи кием кетма-кетлик ажратиб олиш 
мумкин. Аммо {хп} кетма-кетлик иккита, а ва b турли лимитга 
эга булиши мумкин эмас. Бу зидцият М компакт тупламнинг 
ёпик булиши кераклигини билдиради. Теорема исбот булди.

Компакт тупламнинг ихтиёрий ёпик кием туплами х,ам 
компакт туплам булишини исботлашни укувчига машк 
сифатида колдирамиз.

3. n-улчамли Евклид фазосида компакт тупламлар.
17-теорема. Rn фазода М тупламнинг компакт булиши 

учун унинг чегараланган ва ёпщ булиши зарур ва етарли.
Исботи. Зарурийлиги юкрридаги теоремадан келиб чик;ади.
Етарлилиги. Айтайлик, М чегараланган ва ёпик туплам 

булсин. М чегараланган булганлиги сабабли уни уз ичига 
олувчи n-улчамли параллелепипед Р, яъни Р={х=(х1, 
х2,...,хп): д<х(<Ь., /=1,2,...,п}, мавжуд. Бу параллелепипеднинг 
компакт туплам эканлиги п та, [о.;Ь.] кесмаларнинг Декарт 
купайтмаси каби тасвирланишидан келиб чикдци. Энди, М 
туплам Р нинг ёпик, кием туплами булгани учун компакт 
булади. Теорема исбот булди.

Саволлар ва маищлар

1. Компакт туплам кандай туплам?
2. Туплам компакт булиши учун зарурий шартларни айтинг.
3. R" фазода туплам компакт туплам булишининг зарурий 

ва етарли шартлари кандай?
4. Компакт тупламнинг ёпик кием туплами компакт 

булишини исботланг.
5. Компакт тупламларнинг кесишмаси компакт туплам 

эканлигини исботланг.
6. Иккита компакт тупламнинг бирлашмаси компакт 

булишини курсатинг.
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7. С[0,1] фазода куйидаги тупламлар компакт туплам 
буладими?

а) С[0,1] нинг узи;
б) коэффициентларининг модули 1 дан катта булмаган 

барча куп^адлар туплами.

8. Айтайлик, E={feC[0,l]: f(0)=0, f(l)= l, m ax |f(x)|<1} 
булсин. Бу туплам С[0,1] фазода компакт туплам буладими?

8-§ . Метрик фазоларда узлуксиз акслантиришлар

1. Узлуксиз акслантириш, мисоллар.
Айтайлик, (Х,рх) ва (Y,py) метрик фазолар булиб, X 

ни Y га акслантирувчи Т акслантириш берилган булсин.
Акслантиришнинг ну^тада узлуксизлиги таърифини 

берамиз.
19-таъриф. Агар X тупламдаги хо нук,тага як^инлашувчи 

ихтиёрий {хп}сХ кетма-кетлик учун ушбу Тхп-»Тхо муносабат
Y да бажарилса, у хрлда Т акслантириш хо нуцтада узлуксиз 
дейилади.

20-таъриф. Агар ихтиёрий s>0 сони учун шундай 8>0 
сон топилиб, рх(х0,х)<5 шартни каноатлантирувчи барча х 
лар учун ру(Т(х0),Т(х))<е тенгсизлик бажарилса, у хрлда Т 
акслантириш хо нуцтада узлуксиз дейилади.

21-таъриф. Агар Ь=Т(хо) нуктанинг ихтиёрий V атрофи 
учун X тупламда хо ну^тани нг T (U )cV  ш артни 
каноатлантирувчи U атрофи мавжуд булса, у >^олда Т 
акслантириш хо нуцтада узлуксиз дейилади.

Бу уч таърифнинг тенг кучлилиги ёки бошкдча айтганда, 
эквивалентлиги функция учун исботлангани каби исботланади.

Мисоллар. 1. С[0;1] фазони R га акслантирувчи Т:х—>х( I) 
акслантириш ихтиёрий аеС[0;1] «нуцта»да узлуксиз булади, 
бу ерда х ва а «нук^алар» деганда, [0; 1 ] кесмада узлуксиз 
функциялар тушунилади.

Хак,икатан, е>0 сон берилган булсин. У хдпда 8= е  деб 
оламиз. Энди

Pc(a,x)=m ax|X(t ) - a (t)|, p (T a ,T x )= |x (l)-a (l) |< p c(a,x)
булганлиги сабабли, рс(о,х)<6 шартдан p(To,Tx)<t: 
тенгсизликнинг келиб чик;иши тушунарли.
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2. С t[0; 1 ] фазони R га акслантирувчи Т:х->х(1) 
акслантириш 9(t)=0 нуктада узлуксиз эмас.

Хаки^атан, xn(t)=tn кетма-кетлик СД0;1] фазода 0(t)=O 
функцияга якинлашади, лекин Тхп= хп(1)=1, Т0=О. Демак, 
{Тхп} кетма-кетлик Т0 га якинлашмайди.

22-таъриф. Агар Т акслантириш X нинг \ар бир нуктасида 
узлуксиз булса, у хрлда Т узлуксиз акслантириш дейилади.

X метрик фазонинг элементлари турли табиатли, хусусан, 
функциялардан иборат булиши мумкинлиги айтилган эди. 
Шу сабабли X да аиикданган акслантиришнинг кдйматлар 
туплами сонли тупламдан иборат булса, бу акслантириш 
функция деб эмас, балки функционал дейилади.

Хусусан, Y=R булган х;олда, узлуксиз акслантириш 
узлуксиз функционал дейилади.

Масалан, С[0;1] фазони R га акслантирувчи Т(х)=х(1) 
акслантириш, бу ерда х(1) сон x(t) функциянинг 1 нуктадаги 
Киймати, узлуксиз функционалга мисол булади.

2. Изометрия, унинг узлуксизлиги.
Айтайлик (Х,рх) ва (Y,py) метрик фазолар ва T:X-*Y 

акслантириш берилган булсин.
23-таъриф. Агар X фазодан олинган ихтиёрий а ва b 

нукталар учун рх(а, Ь)= ру(Т(а),Т(Ь)) тенглик бажарилса, у 
х;олда Т изометрик акслантириш ёки изометрия дейилади.

Равшанки, \ар  кандай изометрия узлуксиз акслантириш 
булади.

Текисликдаги х,ар кандай хдракат, хусусан, параллел 
кучириш, буриш, ук симметрияси изометрияга мисол булади.

3. Узлуксиз акслантиришнинг хоссалари.
18-теорема. Айтайлик, Т: X-^Y акслантириш X фазонинг

а нуцтасида, F:Y-»Z акслантириш Y фазонинг Ь=Т(а) 
нущтасида узлуксиз булсин. У %олда X ни Z га акслантирувчи 
x->F(T(x)) мураккаб акслантириш а нуцтада узлуксиз булади.

Исботи. Z фазодаги c=F(T(a)) нуктанинг ихтиёрий W 
атрофини оламиз. F акслантириш Ь=Т(а) нуктада узлуксиз 
ва c=F(b) булганлиги сабабли, b нуктанинг F(V)cW шартни 
Каноатлантирувчи V атрофи мавжуд. Ш унингдек, Т 
акслантириш а нуктада узлуксиз булганлиги сабабли, а 
нуктанинг T(U)cV шартни каноатлантирувчи U атрофи 
мавжуд. У хрлда F(T(U))eT(V)c=W га эга буламиз. Бу эса 
x->F(T(x)) акслантиришнинг а нуктада узлуксиз эканлигини 
курсатади. Теорема исбот булди.
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19-теорема. Агар Такслантириш Xметрик фазони Уметрик 
фазога акс эттирувчи узлуксиз акслантириш булса, у  хрлда V 
фазодан олинган ихтиёрий очщ  тупламнинг X  фазодаги 
прообрази очщ, ёпщ тупламники эса ёпщ булади.

Исбоги. Айтайлик, в  туплам У да очикбулсин. X фазодаги 
0 = Т '(С ) тупламнинг барча нукгалари ички нук^а эканлигини 
исботлаймиз.

Фараз килайлик, <зеО ва Т(а)=Ь булсин. У хрлда ЬеО 
ва в  очик булганлигидан Ь нукта в  тупламнинг ички 
нукгаси булади. Шунинг учун бу нуктанинг О га тулалигича 
тегишли булган V атрофи мавжуд. Т акслантиришнинг а 
нуктада узлуксизлигидан а нуктанинг шундай и  атрофи 
мавжуд булиб, Т (и )сУ  булади. У хдлда Т(11)сО, бундан 
эса и с В = Т '1(0 )  келиб чикади. Бу эса ихтиёрий а е Б  
нуктанинг Э га тегишли атрофи мавжудлиги, яъни а ички 
нукга эканлигини исботлайди. Шунинг учун О очик;туплам.

Ёпик; тупламнинг тулдирувчиси очик, эканлигидан, У 
фазода бири иккинчисига тулдирувчи тупламларнинг 
прообразлари X фазода хам бири иккинчисига тулдирувчи 
булишидан ва теореманинг исбот килинган к;исмидан 
иккинчи кисмнинг исботи келиб чикади. Теорема исбот булди.

Узлуксиз акслантиришда очик тупламнинг образи хар доим 
х;ам очикбулавермайди. Масалан, х->«пх узлуксиз акслантириш 
учун (—тс;7г) интервалнинг образи [—1;1] кесмадан иборат.

Саволлар ва маощлар

1. Узлуксиз акслантиришни таърифланг.
2. Узлуксиз акслантиришга мисоллар келтиринг.
3. Узлуксиз акслантиришга берилган таърифларнинг 

эквивалентлигини исботланг.
4. Изометрия кандай акслантириш?
5. Изометриянинг узлуксизлигини исботланг.
6. Узлуксиз акслантиришнинг хоссаларини айтинг.
7. Я2 фазони узига утказувчи (х,у)->(2х—Зу+4,—х+4у) 

акслантириш берилган:
а) (2,3) нуктанинг образини;
б) (—4,4) нуктанинг образини;
в) у=х тугри чизик образини;
г) абсциссалар укининг прообразини топинг.
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8. С[0,1] фазони Я га утказувчи
I

/г : / - >  |(х 2 -1"3(х))с1х акслантириш берилган. Р ^плх) ни

топинг. р  I гатегишли иккита элемент курсатинг.

9. Я / фазони С[0,1]га утказувчи Р:(х,у)^ф(1:)=х1:2—2у1 
акслантириш берилган. (—1,1) нук^анинг образини топинг. 
Шунингдек,

а) ^ )= 3 1 2+41;
б) А(0=512-2 ;
в) функцияларнинг прообразларини топинг.
10. Куйидаги Р:С|а;Ь|—>Г1 функционалларни узлуксизликка 

текширинг:

а) Р ( Л  = шах /(х ) ;а<х<.Ь

б) ^ ( / )  = пип / О ) ;а<х<Ь

V

в) / Г( Л =  /Д х)ах.

9-§ . Компакт тупламлар ва узлуксиз акслантиришлар

1. Компакт тупламнинг узлуксиз акслантирищцаги образи 
хавдда.

20-теорема. Компакт тупламнинг узлуксиз акслантириш 
натижасидаги образи компакт туплам булади.

Исботи. Айтайлик, М компакт туплам ва Т:М-УУ 
узлуксиз акслан тириш  булсин. У ^олда М ’=Т (М ) 
тупламнинг компакт эканлигини исботлаймиз.

М' тупламдан ихтиёрий {хпи} кетма-кетлик олиб, хп оркдли 
хп' нук^ганинг Т акслантиришдаги прообразини белгилаймиз: 
хп'=Т(хп). У щлда М тупламдаги {х } кетма-кетликка эга буламиз. 
М компакт туплам булганлиги сабабли бу кетма-кетликдан
М тупламнинг бирор с нук^асига як,инлашувчи |  к^см
кетма-кетлик ажратиб олиш мумкин. Т акслантиришда бу к̂ исм
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кетма-кетлик {хп'} нинг \х'ч } кием кетма-кетликка утади. Т 
акслантиришнинг с нуктада узлуксизлигидан

Шундай килиб, М' тупламдан олинган х;ар бир кетма- 
кетлик М' нинг элементига якинлашувчи кием кетма-кетликка 
эга. Бу эса М' тупламнинг компакт эканлигини билдиради. 
Теорема исбот булди.

2. Узлуксиз функционалнинг хоссалари.
Айтайлик, (Х,р) метрик фазода f узлуксиз функционал 

берилган булсин.
21-теорема. /  функционал МсгХ компакт тупламда 

чегараланган х,амда узининг энг катта ва энг кичик 
цийматларига эришади.

Исботи. 20-теоремага асосан, f функционалнинг кийматлар 
туплами f(M)=E, компакт туплам булади. Демак, Е чегараланган, 
яъни шундай а ва b сонлар топилиб, a<f(x)<b булади. Бундан f 
функционалнинг М да чегараланганлиги келиб чикдци.

Е туплам чегараланган. Шунинг учун унинг аник; юкрри 
ва аник КУЙи чегаралари мавжуд. Энди a=supE белгилаш

1
киритамиз ва 0 га якинлашувчи { —} кетма-кетликни оламиз.

п

1
Аник юкори чегаранинг таърифига кура, {—} кетма-

п
кетликнинг \ар бир \ади учун М тупламга тегишли шундай 
хп нукгалар топилиб, бу нукталар учун

а  - — < f(xn) < а, (n=l,2,...) (1)
п

тенгсизликлар уринли булади. Х,осил булган {хп} кетма-
кетликдан М тупламнинг хо нукгасига якинлашувчи {xn¡}
Кием кетма-кетлик ажратамиз. Бу хо нукгада f функционал
узлуксиз. Шу сабабли f (x0)=\\mf(x„t ) = a  булади. Демак, f
функционал узининг энг катта кийматини кабул килади.

Шунга ухшаш, f функционалнинг энг кичик кийматга 
эришиши исботланади. Теорема исбот булди.
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3. Кантор теоремаси.
(Х,р) метрик фазода унинг бирор М кием туплами ва Г 

функционал берилган булсин.
24-таъриф. Агар ихтиёрий е>0 учун шундай 5>0 топилсаки, 

р(х1,х2)<5 шартни кдноатлантирувчи хар кандай х .х е М  учун 
|Г(х1)-Г(х2)| < 8

тенгсизлик бажарилса, у холда Г функционал М тупламда 
текис узлуксиз дейилади.

М тупламда текис узлуксиз функционалнинг шу тупламда 
узлуксиз булишини куриш к;ийин эмас.

Хаки^атан, айтайлик, хо нукга М тупламга тегишли булсин. 
Хадлари М тупламга тегишли булиб, хо нукгага якинлашувчи 
бирор {хп} кетма-кетликни тузиб оламиз. У холда ихтиёрий 
8>0 учун шундай 5>0 топиладики, етарлича катта п ларда 
р(хп,хо)<8 тенгсизликнинг бажарилишидан |Г(хп)—Г(хо)|<в 
тенгсизликнинг бажарилиши келиб чикади. Демак, хо нуктага 
якинлашувчи ихтиёрий {хп} кетма-кетлик учун {:Г(хп)} сонли 
кетма-кетлик Дхо) га Йрнлашади. Бу эса Г функционалнинг 
хо нукгада узлуксиз эканлигини билдиради. Танлашимизга кура 
хо нукта М тупламнинг ихтиёрий нукгаси булганлиги сабабли, 
Г функционал М тупламда узлуксиз булади.

Куйидаги теорема функционал текис узлуксизлигининг 
етарли шартини ифодалайди:

22-теорема {Кантор). Агар X  метрик фазодаги/ функционал 
М сХ компакт тупламда узлуксиз булса, у урлда /  функционал 
шу тупламда текис узлуксиз булади.

Исботи. Айтайлик, Г функционал М тупламда узлуксиз, 
лекин текис узлуксиз булмасин. У холда е мусбат сон учун 
г(х1,х,')<1, |Г(х,)—Дх1')у^е шартлар асосида М тупламнинг 
х, ва х ^  нукталарини танлаб олиш мумкин. Энди, М 
туплам нинг г(х2,х2') < ‘/ 2> 1̂ (х2)_ ^ х2') 1̂ е ш артларни 
Каноатлантирувчи х2 ва х2 'нукталар жуфтини танлаймиз. 
Шу каби г(хп,хп' ) < 7 п, |Г(хп) —Г(хп')/^е ш артларни  
Каноатлантирувчи нукталар жуфтини танлаш чексиз давом 
эттирилиб, {хп} ва {хпР} нукталар кетма-кетлигига эга 
буламиз. Компакт туплам М нинг нукталаридан тузилган 
{хп}кетма-кетликдан якинлашувчи {х„( '} кием кетма- 
кетлик ажратиб олиш мумкин. Бу кием кетма-кетликнинг 
лимити хоОМ булсин. Иккинчи кетма-кетликнинг шу 
номерларга мос хадларидан тузилган {х„{ '} кием кетма- 
кетлик хам хо нуктага якинлашади. Энди танланишга кура
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e<| f(xn)-f(xn')|< | f(xn)-f(xo)|+ | f(xo)-f(xnG')| 
булганлиги сабабли, унгтомондаги кушилувчиларнинг камида 
бири п га боклик, булмаган хрлда Е/ 2 дан кичик була олмайди. 
Бу эса функционалнинг хо нук^тада узлуксизлигига зид. 
Теорема исбот булди.

Саволлар ва маищлар

1. Узлуксиз акслантиришда компакт тупламнинг образи 
к,андай туплам булади?

2. Акслантириш билан функционал кдндай фарк, кдлади?
3. Текис узлуксиз функционални таърифланг.
4. Кантор теоремасининг мазмуни нимадан иборат?

10-§. Тула метрик фазолар. Тулдирувчи фазо 
хакидаги теорема

1. Фундаментал кетма-кетликлар.
Маълумки, сонли кетма-кетлик якуинлашувчи булиши 

учун у Коши шартини к,аноатлантириши зарур ва етарли. Бу 
хосса катта а^амиятга эга булиб, ^ак^щий сонлар тупламининг 
тулалигини курсатади.

Ха^и^ий сонлар тупламининг бу хоссаси х>ар кдндай 
метрик фазо учун уринлими, деган савол тугилади. Бу 
саволга жавоб бериш учун куйидаги таърифни киритамиз:

25-таъриф. Агар (Х,р) метрик фазодан олинган {хп} кетма- 
кетлик Коши шартини ^аноатлантирса, яъни ихтиёрий е>0 
учун шундай n(s) номер мавжуд булиб, p(xn,xm)<e тенгсизлик 
барча n, m>n(e) учун бажарилса, у х;олда {хп} кетма-кетлик 
фундаментал кетма-кетлик дейилади.

23-теорема. Фундаментал кетма-кетлик чегараланган булади.
Исботи. Таърифга кура, е=1 учун п(в) номер мавжуд 

булиб, р(хп,хт)<1 тенгсизлик барча п, т>п(г) к,ийматлар 
учун бажарилади. Хусусан, k>n(e) ва n>k учун х,ам p(xn,xk)< 1 
тенгсизлик уринли булади. Энди к ни тайинлаб оламиз, у 
хрлда маркази хк нук^тада, радиуси

r=max(p(x,,xk), p(x2,xk), ..., p(xk_,,xk), 1)
булган шар {хп} кетма-кетликнинг барча ̂ адларини уз ичига 
олади, яъни {хп} кетма-кетлик чегараланган булади. Теорема 
исбот булди.
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24-теорема. Яцинлашувчи кетма-кетлик фундаментам булади. 
Исботпи. Айташшк, {хп} кетма-кетлик а нуцгага яцинлашсин. 

У х;олда е>0 сон учун шундай п(в) номер топилиб, барча 
п > п ( е )  учун р(хп,а)<в/2 тенгсизлик уринли булади. Демак, 
n,m>n(s) лар учун p(xn,xm)<p(xn,a )+ p (a ,x m)< E /2 + e /2 = s  
муносабат уринли. Бу эса {хп} кетма-кетликнинг фундаментал 
эканини билдиради. Теорема исбот булди.

2. Тула метрик фазонинг таърифи, мисоллар.
26-таъриф. Агар X метрик фазода ихтиёрий фундаментал 

кетма-кетлик яцинлашувчи булса, у \олда X тула метрик 
фазо дейилади.

Мисоллар. 1. X=R, р(х,у)=|у-х[; (R,p) — тула метрик 
фазолиги уз-узидан равшан.

2. X=R2", Р(х,у) = ~ х>)2 (1Цп,р)— тула метрик фазо

булади. Унинг тулалиги бу метрика буйича яцинлашиш, 
координаталар буйича яцинлашиш билан бир хиллигидан 
келиб чицади.

3. X = Q, р^г^^-г^ .М аълум ки , (Q,p) тула булмаган

метрик фазога мисол булади. Масалан, |r„ = ̂ 1+~j j  рационал

сонлар кетма-кетлиги фундаментал, аммо Ода яцинлашмайди. 
Унинг лимита е сони булиб, рационал сон эмас.

4. С[о,Ь] тула метрик фазо булади. Унинг тулалигини 
курсатиш учун узлуксиз функциялардан иборат ихтиёрий {xn(t)} 
фундаментал кетма-кетликнинг [а,Ь] кесмада узлуксиз функцияга 
яцинлашишини курсатишимиз керак.

Айтайлик, {xn(t)} фундаментал кетма-кетлик булсин. 
С[а,Ь] фазодаги яцинлашиш функцияларнинг текис 
яцинлашишига эквивалент (2.3-параграф) эканлиги маълум. 
Хар бир тайин te[a,b] нуцгада {xn(t)} сонли кетма-кетлик 
фундаментал булганлиги сабабли, яцинлашувчи булади. 
Унинг лимитини xo(t) билан белгилаймиз. {xn(t)} кетма- 
кетлик xH(t) функцияга текис яцинлашувчи булгани учун 
x„(t) функция узлуксиз булади: xo(t)eC[a,b],
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3. Ичма-ич жойлашган ёпщ  шарлар кетма-кеглши.
Математик анализ курсидаурганштган, ичма-ич жойлашпш 

сегментлар кетма-кетлиги хащдаги теоремага ухшаш теорема 
тула метрик фазолар учун х,ам уринли булар экан.

25-теорема. Айтайлик, (Х,р) тула метрик фазода ёпиц шарлар 
кетма-кетлиги (5„ = Бп(ап,£п)) берилган булиб, ихтиёрий т н 
учун 5 Я с5 „  ва п-»оо да гп->0 шартлар бажарилсин. Ухрлда бу 
шарларнинг умумий цисми биргина нуцтадан иборат булади.

Демак, ичма-ич жойлашган ёпик, шарлар кетма 
кетлигининг умумий кисми уларнинг радиуслари пол га 
интилганда нукта булар экан.

Исботи. Берилган шарларнинг марказларидан иборат 
булган куйидаги кетма-кетликни тузамиз:

а,, а2, ап, ... ( I)
Теорема шартига к^ра, гп>п учун ате£„ . Шунинг учун 

р(ат ,ап)<вп ёки п->оо да р(ат ,ап)->0 булади. Буэса(1) кетма- 
кетликнингфундаментал эканини билдиради. Xтула метрик 
фазо булганлиги учун бу кетма-кетлик бирор аеХ элемет га 
якинлашади. Энди ихтиёрий ёпик, шарни оламиз (т - 
тайин натурал сон). У холда а е Ят булади, чунки ат, ат+1>... 
нукталар кетма-кетлиги (1) кетма-кетликнинг к,исм кетма- 
кетлиги булганлиги учун а нукгага якинлашади. Бу кетма

кетликнингхар бирхади гатегишлива 5„, ёпикбулганлиги
_ оо _

учун а е 5 , т  =1, 2 , ... . Демак, а е п Х ,  булади.т=\
Энди а нуктанинг ягоналигини исботлаш учун

оо _
тескарисини фараз кдламиз. Айтайлик, п  Бт тупламга ат-\
нукгадан фаркди яна бир Ь элемент тегишли булсин. У холда

О < р(а,Ь) < р(а,ап) + р(ап,Ь) < 2еп 
ва п->оо да вп—>0 булганлиги учун р(а,Ь)=0, яъни а=Ъ булади. 
Теорема исбот булди.

Келтирилган теореманинг тескариси хам уринли.
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26-теорема. Агар (Х,р) метрик фазода 25-теорема 
шартларини цаноатлантирувчи %ар цандай ёпщ шарлар кетма- 
кетлиги буш булмаган умумий цисмга эга булса, у  х,олда X 
тула метрик фазо булади.

4. Тулдирувчи фазо ^акдцаги теорема.
Куйида функционал анализнинг асосий кридаларидан 

бири булган тулдирувчи фазо хакдцаги теоремани келтирамиз:
27-таъриф. Агар (Х,р) метрик фазо учун шундай (Х*,р*) 

тула метрик фазо мавжуд булиб, X фазо X* нинг ^амма

ерида зич (яъни X -=> X ’ ) булса, у х;олда (Х*,р*) метрик 
фазо (Х,р) фазонинг тулдирувчиси дейилади.

Масалан, Q рационал сонлар туплами p(r,q)= |q-r| 
метрикага нисбатан тула эмас. Аммо R ^акж ий сонлар 
туплами р(х,у)=|у-х| метрикага нисбатан тула метрик фазо.

Шунингдек, биламизки, Q туплам R да зич, яъни Q = R, 
демак, R фазо Q фазонинг тулдирувчиси булади.

27-теорема. Ихтиёрий (Х,р) метрик фазо тулдирувчига эга 
булиб, у  X нинг элементларини уз урнида цолдирувчи изометрия 
аницлигида ягона булади, яъни щ р цандай икки тулдирувчи 
фазонинг бирини иккинчисига акс эттирувчи ва X фазонинг щр 
бир нуцтасини уз урнида цолдирувчи изометрия доим мавжуд.

Исботи. Аввал, агар тулдирувчи фазо мавжуд булса, унинг 
ягоналигини исботлаймиз. Айтайлик, (Х*,р,) ва (Х**,р2) 
фазолар (Х,р) фазонинг тулдирувчилари булсин. Бизнинг 
макрадимиз учун куйидаги:

1) Ф  - изометрия;
2) ихтиёрий хеХ учун ф(х)=х хоссаларга эга булган 

ф:Х*-»Х** акслантиришнинг мавжудлигини курсатиш етарли.
Бундай ф изометрияни куйидагича аниклаймиз: Ихтиёрий 

бир х*еХ* нукта оламиз. У \олда тулдирувчи фазонинг 
таърифига асосан х * га якинлашувчи ва X нинг элементларидан 
тузилган {хп} кетма-кетлик мавжуд булади. Крлаверса, бу кетма- 
кетлик X** фазога \ам тегишли. X** тула булганлиги учун {хп} 
кетма-кетлик бирор х**еХ** нук^ага як^инлашади. Уз-узидан 
равшанки, х** нук^а {хп} кетма-кетликни танлашга боглик^эмас.

Акслантиришни ф(х*)=х** куринишда аникдаймиз. 
Равшанки, ихтиёрий хеХ учун ф(х)=х булади.

Энди фараз кдлайлик, {хп} ва {уп} лар X фазодаги 
фундаментал кетма-кетликлар булиб, улар X* фазода мос
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равишда х* ва у* нуцталарга, X** фазода мое равишда х** 
ва у** нуцталарга яцинлашувчи булсин. У хрлда метриканинг 
узлуксизлигига асосан

Р \ (х ,У )  = Hm рМп’У,,) = Пт р(.х,„уп),
п—>00 п—ж

Р2(Х" ’У**) = И тР2(х„>У„) = limp(xn,yn)п—ко п—ко

муносабатлар, яъни р1(х*,у*)=р2(х**,у**) тенглик уринли. 
Шундай цилиб, ф биз излаган изометрия булади.

Энди тулдирувчи фазонинг мавжудлигини исботлаймиз. 
Агар метрик фазода икки {хп} ва {х’п} фундаментал кетма-

кетликлар учун Пт р(х„,х'„) = 0 бажарилса, у хрлда улар
/7->00

эквивалент дейилади ва {хп}~{х’п} куринишда белгиланади.
Бу муносабат эквивалентлик муносабати булади (исботланг). 

Демак, X метрик фазодаги фундаментал кетма-кетликлар 
туплами узаро эквивалент булган кетма-кетликлар синфларига 
ажралади. Энди биз (Х*,р*) фазони куйидагича аникдаймиз: 

X* нинг элементлари деб узаро эквивалент булган 
фундаментал кетма-кетликлар синфларига айтамиз.

Агар х*, у*еХ* икки синф булса, биз уларнинг >;ар 
биридан {хп} ва {уп} фундаментал кетма-кетликларни олиб, 
X* фазода метрикани

р \ х \ у )  = \\тр{хп, у „) (1)W—>00 Х
куринишда аникдаймиз (бунинг метрика булишини мусгацил 
исботланг).

Энди X метрик фазони X* метрик фазонинг кдисм фазоси 
деб хдсоблаш мумкинлигини курсатамиз.

Ихтиёрий хеХ элементга шу элементга яцинлашувчи 
булган фундаментал кетма-кетликлар синфини мос куямиз. 
Бу синф буш эмас, чунки бу синф стационар булган (яъни 
Хамма хп элементлари х  га тенг булган) кетма-кетликни уз
ичига олади. Агар х = \\тх„, у =  lim уп булса, у х,олда

/7—>00 И—>00

р{х,у) = Hm р(хп,уп). Шу тарзда х1ар бир хеХ га юкррида
айтилган синфни мос куйсак, X ни X* га изометрик 
акслантириш хрсил булади. Шунингучун X ни унингХ*даги 
образи билан айнан тенг деб хдсоблаймиз.
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X ни X * нинг хамма ерида зич эканлигини исботлаймиз. 
Айтайлик, х*еХ* ихтиёрий элемент ва е>0 булсин. х* синфга 
тегишли булган бирор {хп}ех* фундаментал кетма-кетликни 
оламиз. по натурал сон шундай булсинки, ушбу р(хп,хт)<г 
тенгсизлик ихтиёрий п ,т>по лар учун бажарилсин. У холда т
буйичалимитгаутсак, р '(х п,х*) = Ншр(хп,х га) < е тенгсизлик

т —»со

ихтиёрий п>по учун бажарилади. Демак, х* нуктанинг 
ихтиёрий атрофида X нинг элементи мавжуд, яъни X нинг 
ёпилмаси X* га тенг.

Нихоят, X* нинг туда эканлигини исботлаймиз. Аввал 
шуни айтиш керакки, X* нинг таърифига кура, X нинг 
элементларидан хосил булган ихтиёрий х,, х2, ..., хп, ... 
фундаментал кетма-кетлик X* нинг бирор х* элементига 
яцинлашади, аникроги, шу элементни уз ичига олувчи синф 
билан аникданган х* элементга якинлашади. X  фазо X* фазода 
зич булгани туфайли X* нинг элементларидан тузилган 
ихтиёрий х*р х*2, . . . ,  х*п, . . .  фундаментал кетма-кетлик учун 
унга эквивалент булган ва X нинг элементларидан тузилган 
х,, х2, . . . , хп, . . . кетма-кетлик мавжуд. Буни курсатиш учун хп

сиф атида X нинг ушбу р ( х „ ,х \ ) < -  тенгсизликни
п

Каноатлантирувчи ихтиёрий элементини олса булади. Хосил 
булган {хп} кетма-кетлик X да фундаментал ва демак, бирор 
х* элементга якинлашувчи булади. Шунингдек, бу холда {х*п} 
кетма-кетлик хам х* га якинлашади. Теорема исбот булди.

Саволлар ва маш^лар

1. Кдндай кетма-кетлик фундаментал дейилади?
2. Фундаментал кетма-кетликка мисоллар келтиринг.
3. Фундаментал булмаган кетма-кетликка мисоллар 

келтиринг.
4. Тула метрик фазо кандай аникданади?
5. Тула метрик фазога мисоллар келтиринг.
6. Тулдирувчи фазога таъриф беринг.
7. Тулдирувчи фазога мисоллар келтиринг.
8. Кетма-кетликлар учун киритилган эквивалентлик 

тушунчаси эквивалентлик муносабати булишини курсатинг.
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9. Кдчон икки метрик фазо изометрик дейилади?
10. Кдндай кетма-кетликлар эквивалент дейилади? 

Мисоллар келтиринг.
11. 27-теорема исботини ци с мл ар га ажратинг (режасини 

ёзинг).
^  ^  - 1 1  112. Сонлар укида х„ = -  + — +...+— кетма-кетликнинг

фундаментал эканлигини исботланг.
13. уп(х)=х" функциялар кетма-кетлиги: а) С[—0,5;0,5];

б) С[0;1] фазода фундаментал кетма-кетлик буладими?
14. Rj" фазонинг тулалигини исботланг.
15. Rjn фазонинг тулалигини исботланг.
16. С[<з;Ь] фазонинг купхддлардан иборат кием фазоси 

тула буладими?
17. 26- теоремани исботланг.

11-§ . К*и<щартириб акслантириш принципи

1. Акслантиришнинг кузралмас нуктаси.
Айтайлик, (Х,р) метрик фазо ва Т : X —> X акслантириш 

берилган булсин.
28-таъриф. Агар X фазодаги бирор а нукга учун Т(а )-а  

тенглик уринли булса, у \олда а нукта Т акслантиришнинг 
цузюлмас нуцтаси дейилади.

Мисоллар. 1. Сонлар укида берилган Т:х-»х2 акслантириш
нинг кузгалмас нукгалари х=х2 тенглама ечимларидан, яъни
0 ва 1 дан иборат.

fu = 2х + З у - 2
2. |  у _ х + у + ] формулалар текисли кни  уз-узига

акслантиради. Бу акслантиришнинг кузгалмас нук;талари 
[х = 2х + З у - 2
1 у = х + у + 1 системанинг ечимидан, яъни (-1;1) нукгадан 

иборат.
3. Агар у(х) функция [0; 1] кесмада узлуксиз булса, у хщда 

у2(х)-у(х)-х2 функция х,ам [0;1] кесмада узлуксиз функция 
булади. Шунинг учун Т(у)=у2 - у - х2 формула билан аникданган 
акслантириш С[0;1] фазони уз-узига акслантиради.
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Бу акслантиришнинг кузгалмас нукгадари у2(х)-у(х)-х2=у(х) 
функционал тенгламанинг узлуксиз ечимларидан, яъни

у  = 1 + 4 1 + х2 ва у  = 1 -  V 1 + х2 функциялардан иборат булади.
2. Киск,артнриб акслантириш.
Айтайлик, (Х,р) метрик фазони уз-узига акс эттирувчи 

Т:Х-»Х акслантириш берилган булсин.
29-таъриф. Агар X фазодан олинган барча х ва у нукталар 

учун
р(Тх,Ту) < ар(х,у) (*)

тенгсизликни каноатл антирад и ган а  (0<а<1) сон мавжуд 
булса, у х,олда Т тщсцартириб акслантириш дейилади.

Масалан, Х=[0;1/3], р(х,у)=|у—х|, Т(х)=х2 булсин. Агар 
х, ва лар, кесманинг ихтиёрий нукталари булса, у холда

р(Тх1,Тх2)=|х22-х12|=|х2+х1|-|х2- х 1| < 2/ 3-|х2-х ,|=  2/ 3-р(х1,х2) 
булади. Демак, а = 2/ 3 ва Т акслантириш к;иск;артириб 
акслантириш экан.

28-теорема. Агар Т цисцартириб акслантириш булса, у  
%олда Т узлуксиз булади.

Исботи. Айтайлик, а нукга X фазонинг ихтиёрий нуктаси 
ва 8>0 булсин. У холда р(х,а)<е шартни каноатлантирувчи барча 
хеХ лар учун (*) тенгсизликка кура куйидагига эга буламиз: 

р(Тх,Та) <ар(х,д) < ае < е.
Бу эса ихтиёрий а нуктада Т акслантиришнинг узлуксиз 

эканлигини билдиради. Теорема исбот булди.
3. Кис^артириб акслантириш принципи.
Тула метрик фазоларда берилган хар хил тенгламаларнинг 

ечимлари мавжудлиги ва ягоналигини исботлашда, 
к,искартириб акслантириш принципи мухим ва фойдали 
усуллардан бири сифатида ишлатилиб келинади.

29-теорема. (Х,р) тула метрик фазода берилган ̂ ар бир Т 
цисцартириб акслантириш ягона цузралмас нуцтага эга, яъни 
Тх=х тенгламанинг ягона ечими мавжуд.

Исботи. Айтайлик, ао нукуа X фазонинг ихтиёрий нук^гаси 
булсин. Т акслантириш X фазони уз-узига акслантиргани учун 
ао нук^анинг образи хам Хфазога теги шли булади. Бу нукгани 
д, билан белгилаймиз, яъни а,=Т(ао). Энди а, нуцтанинг 
образини топиб, уни а2 билан белгилаймиз. Бу жараённи 
чексиз давом эттириб, X фазонинг элементларидан тузилган 

я,=т К ) ,  о2=Т (а1)= Р (о 0), ..., яп+1=Т(яп)=Т"+1(й0), ... (2)
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кетма-кетликка эга буламиз.
Бу кетма-кетликнингфундаментал эканлигини курсатами i
Кисцартириб акслантириш таърифидан ва метрика:mm 

учбурчак тенгсизлигидан ихтиёрий п ва m натурал сопл ар 
(m>n) учун

P ( ö n ’ö m )= P ( T ’( a „ )> T r a ( ö o ) ) = P ( ' r ’( f lo )> r r ’( a m- n ) ) ^  “ ПР < в о»в т - п >  • '
< an(p(ao,fl,)+p(a1,fl2) + . . ■+p(am_n_l,amJ )  < a n(p(ao,a,)+

а"
+ap(flo,a1)+. . .+amnlp(ao,a1)) < — -  p(ao,a,)

муносабат уринли булади. Энди а<1 булганлиги сабабли, п 
етарлича катта булганда бу тенгсизликнинг унг томонини 
исталганча кичик цилиш мумкин. Демак, {ап} кетма-кетлик 
фундаментал экан. Бундан {ап} кетма-кетлик яцинлашунчм
lima„ = я ваХ  фазонинг тулалигидан аеХ келиб ч и кади. I
узлуксиз акслантириш булганлигидан

Т{а) = Г(Ит ап) = lim Т{ап) = lim a„+t = а.п—>00 Л—>00 п—>00
Демак, а кузгалмас нуцта экан.
Энди кузгалмас нуцтанинг ягоналигини исботлайми). 

Фараз цилайлик, кузгалмас нуцта иккита Т(а)=а ва T(b)=b 
булсин. У \олда р(а,Ь)=р(Т(я),Т(Ь))< ар(я,Ь) муносабатдап 
р(а,Ь)=0 ва демак, а=Ъ келиб чикдди. Теорема исбот булди.

Исботланган теорема, одатда, кзисцартириб акслантириш 
принципи деб юритилади.

Саволлар ва машкдар

1. Кузгалмас нуцга цандай нуцта?
2. К,иск;артириб акслантиришни таърифланг ва мисоллар 

келтиринг.
3. Кдсцартириб акслантиришнинг узлуксизлигиии 

исботланг.
4. К дсцартириб акслантириш  ^ацидаги асосий 

теореманинг исботи режасини тузинг ва шу асосда исботланг.
5. Текисликни уз-узига акслантирувчи

Ju = х (у -1 )-2 у 2 + 5у + х -  3,
V = -х(у + 1) + 5
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акслантиришнинг кузгалмас нук^аларини топинг.
6. TyFpH чизикда берилган f(x) = 5x2+2x+3-2sinx 

акслантиришнинг кузгалмас ну^таси мавжуд эмаслигини 
курсатинг.

7. f(x)=sinx функция сонлар ук,ида кис^артириб 
акслантириш буладими?

Г и = 0,7х + 0,8у,
8' I v = 0 2х -  0 05у система билан аник^анган f:(x,y)-»(u,v)

акслантириш текисликни: a) R,2; б) Rt2 фазо деб к;аралса, 
Кис^артириб акслантириш буладими?

9. /(* ) = VlOOO-x ф ункция [9; 10] кесм ани  узига 
акслантиришини курсатинг. У к,иск,артириб акслантириш 
буладими?

12-§. Кдскартириб акслантириш принципининг 
татбгщлари

1. Дифференциал ва интеграл тенгламаларга татби^и.
Узлуксиз функциялар фазоси С [a\b\ да ихтиёрий у=у(х) 

функция учун
X

Ау = у  о + J f(t,y(t))dt
х0

каби аникланган акслантириш берилган булсин. Бу ерда, уо 
бирор сон, х, xoe[a;b], f(x,y) икки узгарувчили узлуксиз 
функция булиб, (хо,уо) нук;тани уз ичига олувчи бирор 

G ={ (х;у) : a < х < Ь, уо-с < у < уо+с } 
сохдца иккинчи аргументи у буйича Липшиц шартини 
к;аноатл антирад и, яъни G сохдда к;уйидаги муносабат 
бажарилади:

|f(x,y,)-f(x,y2)i < L |y -y 2|, 
бу ердаги L сони G со^а билан аниьутанувчи ва (x;y1),(x;y2)eG  
ну^таларга боглик, булмаган мусбат сон.

Кдралаётган А акслантириш бирор хо нук^анинг |х—хо|<е 
етарлича кичик атрофида к,иск,артириб акслантириш 
эканлигини курсатамиз.

Хакикдган, айтайлик, у(х) ва у,(х) функциялар С|а,Ь] 
фазонинг ихтиёрий элементлари булсин. У х;олда
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р(Ау,Ау,)= |Ау(х)-Ау,(х)| < jj f(t,y(t))-f(t,yi(t))|dt <
-̂0

* Ж ]  |у—y,|cix=L|x—х0| “  ]у(х)-у|(х)|=ар(у,у1)
*0

муносабатга эга буламиз. Шунингдек, |х—xo|<‘/ L булган 
атрофда a=L|x—хо|<1 булади, яъни шу холда А к;иск;артириб 
акслантириш булади.

С[я,Ь] фазонинг тулалигидан А акслантиришнинг ягона 
кузгалмас нуктаси мавжудлиги келиб ч и кади.

Демак, у=Ау тенгламанинг ёки

У =  У о + J  f ( t , y ( t ) ) d t  (1)
*о

интеграл тенгламанинг узлуксиз ечими мавжуд булиши 
учун, f(x,y) функция |х—xJ<VL атрофда L узгармас сонга 
кура Липшиц шартини каноатлантириши етарли экан.

Куриш мумкинки, (1) интеграл тенглама уо=у(хо) 
бошлангич шарт билан берилган

у' =f(x,y) (2)
дифференциал тенгламага тенг кучли. Демак, юкрридаги 
мулохазалардан (2) дифференциал тенглама ечимининг 
мавжудлиги ва ягоналиги келиб чикади.

2. Алгебрадаги татбици.
Куйидаги тенгламалар системасини караймиз:

п
x = Y j a*xk+bi (i= l, 2 ,..., п). (3)

к= 1
Бу тенгламалар системасини п улчамли вектор фазодаги 

х=(х,,х2,...хп) вектор ва Т =(а0) матрица оркали ифодалаб, 
х=Тх куринишда ёзиш мумкин. Агар п улчамли вектор фазода 
х=(х1,х2,...хп) ва у=(у„у2,...уп)лар учун

р(х,у)  = maxjx, -  у, I1 й!<.П ' 1
каби аникданган метрикани к;арасак, у холда ихтиёрий иккита 
х,=(х,' .х^',...,хп') ва x"==(xI",xJ",...,xn") нукта учун
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р(Тх' ,Тх")=р(у',у")= max |у'.—у". | max £ |  а,к |(х '-х " к)|<
к

<max у 1! я.. I .|Х' —х" I < шах У I a, I max |v' _У" 1=- is«« V 1 '*1 1лк л kl - is,£„ 4̂  '*1 ></<« Iх к х к!* it

= р(х',х")тах 

муносабатга эга буламиз.
Бундан Т акслантириш к;аралаётган метрикага нисбатан 

к;иск;артириб акслантириш булиши учун

Y } a,k\ = a < \ , i  = \,2,...,n (4)
к

тенгсизликларнинг уринли булиши етарли эканлиги келиб 
ч и кади. Демак, (3) тенгламалар системаси ягона ечимга эга 
булиши учун (4) тенгсизликларнинг уринли булиши етарли.

3. Математик таэдшлдаги татбик,и.
Куйида ошкормас функциянинг мавжудлиги ^а^идаги 

теоремани исботлаймиз:
30-теорема. Айтайлик, f(x,y) функция G={(x,y): <з<х<Ь, -  

<»<У<+оо) соу;ада х буйича узлуксиз ва у буйича мусбат, 
чегараланган урсилага эга булсин (0 < m < fy' < М). У  урлда 
f(x,y)=0 тенглама [а;Ь] кесмада ягона у=у(х) узлуксиз ечимга эга. 

Исботи. С\а;Ь\ фазони уз-узига акс эттирувчи

A y  =  y - ^ - f ( x , y )
М

акслантиришни кдраймиз. Бу акслантиришнинг к^кжрртириб 
акслантириш эканлигини курсатамиз. Агар у, ва у2 
функциялар С[а;Ь] фазонинг элементлари булса, у ^олда

р(Ау1,Ау2)=|Ау1—Ау2|=|(уг -¿г f(x,yj))—(у2—¿ г  f(x,y2))|=

i f y r y 2)- ¿Г Гу(х,у1+0(у2- у 1))(у1- у 2)|<| 1 -  ̂  Ну1- у 2|=ар(у1 ,у2)

булади. Бу ерда 0<а< 1.
Демак, ихтиёрий уо(х)еС[я;Ь] функция учун У,=Ау0, 

у2=Аур . . .  функциялар кетма-кетлиги якдннлашувчи булади
ва lim = у  функция f(x,y)=0 тенгламанинг [а;Ь] кесмадаги
ягона у=у(х) узлуксиз ечими булади. Теорема исбот булди.
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1. Дифференциал тенглама ечимининг мавжудлиги ва 
ягоналиги х.ацидаги теоремани айтинг. К,андай цилиб 
дифференциал тенгламани такрибий ечиш мумкин?

2. п номаълумли п та тенгламалар системасининг ечими 
мавжудлигининг етарли шарти И.'1 фазодаги метрикаларга 
к^андай боглик?

3. Берилган а мусбат соннинг квадрат илдизини

^исоблашда ихгиёрий х0 > 4а учун х„ = — (дс„_, + —-) формула
2 х пА

билан курилган кетма-кетлик яцинлашишидан фойдаланиш 
мумкинлигини исботланг.

4. Куйидаги рекуррент формулалар билан берилган 
кетма-кетликларнинг яцинлашувчи эканлигини исботланг 
ва лимитини ^исобланг:

а) х„ = Х"-' , (х = 1); б) хп = х- '  , (х = —5).
2 + х„_,

1
5. А(х)еС[а;Ь] булсин. у(х)+-зту(х)+Г(х)=0 тенглама ягона 

у(х)еС[а;Ь] ечимга эга эканлигини исботланг.

Саволлар ва мапщлар



III БОБ. УЛЧОВ ВА УЛЧОВЛИ ТУПЛАМЛАР

1-§. Улчаш тушунчаси

Маълумки, улчаш >;ак;ида тушунчага эгамиз: узунлик, 
юза, х,ажм, огирлик ва хрказо кабилар. Узунлик — кесма, 
масофани, юза — текисликдаги ясси фигуралар юзасини, 
\ажм — фазовий жисмлар ^ажмини, огирлик — бирор буюм 
ёки нарса орирлигини улчашда ишлатилади.

Умуман олганда, кесма, фигура, жисм, буюм ва 
нарсалар битта ном остида — туплам деб юритилишини 
\исобга олсак, у хрлда улчаш бирор тупламга сон циймат 
бериш деб каралиши мумкин экан.

Мисол. Ихтиёрий бир Х={а, Ь, с} тупламни олайлик. 
Унинг кием тупламлари буш тупламдан бошк;а, яна 7 та 
эканини биламиз: {а}, {Ь}, {с}, {а,Ь}, {а,с}, {Ь,с}, {а,Ь,с}. 
Мана шу цисм тупламларга сон цийматлар бериб чицайлик.

Битта а элементли {а} тупламга 1, {Ь} га 2, {с} га 3, {а,Ь} 
га 4 ва хрказо куйидагича булсин:

I. {<з}_1,{Ь} _2,{с} _3,{а,Ь} _4,{а,с} ->5,{Ь,с} -> 6,{а,Ь,с} ->7.
Сонларни цандай бериш уз кулимизда булгани учун уни 

сал бошдарок, кдлиб узгартиришимиз мумкин:
П.{а}->Т,{Ь}->2,{с}-->3,{а,Ь}->3,{а,с}->4,{Ь,с}->5,{а,Ь,с}-»6.
Ёки яна бир оз узгартирсак:
Ш.{а-^а}->1,{Ь}^2,{с}^3,{а->а,Ь}^2,{а-»а,с}->4,{Ь,с}-^6,{а а̂,Ь,с}^8.
Бу жараённи истаганча давом эттириш мумкин.
Демак, юцоридаги 7 та тупламга сон цийматларни 

хохдаганча беришга ва узгартиришга ^аццимиз бор эканда. 
Шу туррими?

Албатта нотутри!
Сабаб нимада?
Биз юцоридаги цийматларни беришда 5̂ еч цандай 

крнуниятга риоя кдлмадик. Агар кдндайдир цонун ва крида 
асосида иш олиб бормасак, у \олда улчаш тушунчасининг 
\еч цандай маъноси крлмайди.
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Келинглар, бирор хаётий мисол олиб унинг устида 
мулохаза юритиб курайлик.

Биздан кандайдир буюмнинг огирлигини улчаш талаб 
Килинсин. Уни тарозига куямизда -  улчаймиз, масала щ \ булади. 
Эвди шундай холат булиши мумкинки, тарозимиз тошлари буюм 
орирлигини улчашга етмай крлади. Нима кдлиш керак? Бунинг 
йули жуда осон: буюмни бир неча булакларга ажратамиз ва хар 
бир булак орирликларини топиб кушиб чикамиз.

Худди мана шу гоя улчов аникдашнинг асосий кщцаларидан 
бири сифатида олинади. Юк^орида курганимиз, тупламларга 
сон киймат бериш — улчаш, сон к,ийматлар эса тупламнинг 
улчови дейилади.

Тупламнинг улчови, бирлашмаси шу тупламга тенг ва 
у  мумий цисмга эга булмаган булаклари улчовлари йитндисига 
тенг булиши зарур.

Бу к;оида улчовнинг асосий хоссаси хисобланади.
Энди аввалги, Х={а,Ь,с} туплам ва унинг k j i c m  тупламлари 

ва уларнинг улчови мисолига кайтсак. Учала хрлда хам бир 
элементли тупламлар улчови бир хил берилган. Дастлаб, I холни 
курайлик. Икки элементли {а^а,Ь} тупламнинг улчови 
аникданишга кура 4 га тенг. Агар уни икки булакка {а->а} ва 
{Ь} тупламларга ажратсак {а-»а,Ь}={а->а}и{Ь}, у холда 
киритилган к;оидага кура {а->о,Ь} тупламнинг улчови уз 
булаклари улчовлари йигиндиси: 1+2=3 га тенг булиши керак.

Бу эса {а-»а,Ь} тупламнинг улчови сифатида 4 ни 
олишимиз нотутри эканини билдиради. Худди шунингдек, 
{a->a,c} тупламнинг улчови 5 эмас 4, {Ь,с} ники 6 эмас 5, 
{a-»a,b,c} ники 7 эмас 6 булиши кераклиги келиб чикади.

Эътибор берсак, II холда улчов тугри аникданганига 
ишонч хосил киламиз. Шунингдек, III холда хам улчов 
нотугри берилган. Негалигини узингиз текшириб куринг.

Келгусида улчовни юкоридагидек, тупламга унинг 
улчовини “ -> ” каби мослик орк;али эмас, балки содца килиб 
m({a->a,b})=4 каби белгилаймиз.

Бу ердаги m инглизча “measure” —улчов сузининг 
биринчи харфи.

Келишувга асосан, X={a,b,c} тупламдаги улчовни (II холда 
тугри берилган) кискача

ш({<з})=1, m({b})=2, m({c})=3, m({o,b})=3, 
m({a,c})=4, m({b,c})=5, m({a,b,c})=6

71



каби ёзамиз.
Асосий хоссадан куйидаги формула келиб чикади: 

ш({с})=т({Ь,с})-ш({Ь}).
Яъни, ‘’каттарок” туплам улчовидан унинг кием 

туплами улчовини айириб, долган кием тупламнинг 
улчовини топиш мумкин экан.

Хакикатан, асосий хоссага кура
ш({Ь,с})=ш({Ь}) + т({с}) 

булади. Бундан т({с}) ни топсак, юкрридаги формула келиб 
чикади.

Саволлар ва манщлар

Куйидаги машкдарнинг \ар бирида Х={а,Ь,с} туплам ва 
унинг кием тупламлари иштирок этади.

1. Берилганларга кура крлган 4 та кием тупламларнинг 
улчовини аникланг:

a) т({а})=2, т({Ь})=2, т({с})=2.
b) т({я})=1, т({Ь})=2, т({с})=2.
c) т({а})=3, ш({Ь»=3, т({с})=4.
Ф т({а})=1/2, т({Ь})=2/3, т({с})=3/5.
е) т({с})=3, т({а,Ь})=3, т({а,с})=4.
О т({с})=6, т({а,Ь})=20, т({я,с})=10.
В) т({Ь})=4, т({а,Ь})=6, т({а,с})=4.
Ь)т({я})=5, т({а,Ь})=8, т({Ь,с})=4.
О т({Ь})=3, т({Ь,с})=30, т({а,с})=37.
Л т({я,Ь,с})=7, т({о,Ь})=3, т({я,с})=4.
2. Куйидагича берилганлар улчов була олмаслигини 

тушунтиринг.
a) Щс})=3, «{о,Ь})=2, Д{а,с})=6.
b) д({о})=11, д({я,с})=4, д({Ь,с})=10.
c) Ц{Ь})=13, Д{о,Ъ})=15, «{а,с})=4.
а) д({а,Ь,с})=6, д({а,Ь})=2, д({а,с})=3.
е) Ща,Ь,с})=7, Ща,Ь})=3, «{а,с})=3.
I) д({а,Ь,с})=7, д({Ь,с})=3, д({с})=4.
8) Г({Ь,с})=6, Д{о,Ь,с})=12, Ща})=8.
3. Агар т({а,Ь})=3, т({а,с})=4 булса, у холда т(Х )=8 

була оладими?
4. Агар т({а,Ь})=4, т({Ь,с})=5 булса, у холда т(Х ) нинг 

Киймати кандай сонларга тенг булиши мумкин?
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2-§. Туплам функцияси

Сиз, албатта, функция тушунчаси билан 1-бобда 
танишгансиз. Одатда, функция икки туплам орасидаги 
муносабат сифатида аникданади. Бу ерда биз бирор тупламда 
берилган ва ^ациций сон циймат кабул циладиган 
функцияларни к^раймиз.

Ушбу параграфда элементларининг узи \ам  туплам 
булган, тупламлар туплами устида берилган функциялар 
урганилади. Келгусида тупламлар туплами деганда 
элементлари тупламлардан иборат тупламни тушунамиз.

1-таъриф. Тупламлар тупламида берилган функция 
туплам функцияси дейилади.

Демак, туплам функциясининг аргументлари тупламлардан 
иборат экан.

Агар функция аникданган туплам тупламлар ̂ алцаси булса, 
у щцда бу функция х.алкдца берилган функция дейилади.

Албатта, биз туплам функциясининг кцйматлари ^ациций 
сонлардан иборатлигини таъкидлаб куйишимиз лозим.

Туплам функциясига мисоллар курайлик.
1. Аввалги параграфда аникдаганимиз — улчаш туплам 

функцияси эканини сезиш цийин эмас.
2. Агар Х={(3,Ь,с} булса, унинг барча туплам остилари 

туплами Е={0,{а},{Ь},{с},{а,Ь},{а,с},{Ь,с},{а,Ь,с}} даГтуплам 
функциясини куйидагича аникдаш мумкин:

Д 0 )  = О, Ща})=1, ть})= 2 , Д{с})=3, ВДа,Ь})=4,
Д{о,с})=4, Д{Ь,с})=5, Г({а,Ь,с})=7.
Ш уни таъкидлаш ни истардикки, бу ердаги сон 

цийматларни истаганча узгартириб янги-янги туплам 
функцияларини хрсил кдлишимиз мумкин. Эътибор беринг, 
улчовни аникдащца бундай эркинлик йук, эди.

Аввалги параграфнинг 2-машкдца берилган функцияларнинг 
хдр бири, крлган цисм тупламлардаги цийматлари цандай 
аникданмасин, туплам функциясига мисол булади.

3.Ушбу Р{А)= |х2с1х функция хдкцкий сонларнинг ихтиёрий 
А кесмасига бирор сонни мос куювчи туплам функциясидир.

Хак,ик,атан,агар А=[0,2] булса, у хрлда



Худци шунингдек, А=[-3,0] учун F([-3,0])=9, 
A=[l,3]u[5,6] учун F(A)=36,

А =[-1,1] учун F(A)=2/ 3 булади.
4. Агар хакшдяй сонларнинг ихтиёрий А кесмаси учун

туплам функциясини д(Л) = Jx3dx каби аник^асак, у х;олда

g([0,2])= jVdx = Jx3dx = —х4
[0,2]

д([- 3 ,0 ])= -8|/ 4, д([-1,1])=0
булади.

Охирги мисолдан куринадики, туплам функцияси 
манфий кийматлар хам кабул килиши, буш булмаган 
тупламда 0 га тенг булиши мумкин экан.

Туплам функциясининг хоссаларини Урганамиз. 
Айтайлик, бирор Е тУпламлар тупламида /  туплам 

функцияси берилган булсин.
2-таъриф. Агар Е дан олинган ихтиёрий чекли сондаги 

(масалан, п та), ихтиёрий иккитаси Узаро кесишмайдиган
п

А,, А2 , АптУпламлар учун уларнинг бирлашмаси a =\J a,
/=1

Хам Е га тегишли булиб,

f (A)  = ± f ( A , )  (1)
/= 1

тенглик уринли булса, у холда f туплам функцияси чекли - 
аддитив дейилади.

Айтайлик, f туплам функцияси тупламлар ^алцаси Е да 
берилган булсин. У холда чекли сондаги тупламлар 
бирлашмаси яна Е халкага тегишли булади. Шунинг учун 
Хал^ада берилган бирор туплам функцияси чекли-аддитив 
булиши учун ихтиёрий икки, Узаро кесишмайдиган А, ва 
\  (A,nA2= 0 ) тупламлар учун

f(A,uA2) = f(A,) + f(A2) (2)
шарт бажарилишини талаб килиш етарли, чунки индукция 
буйича (1) тенглик ихтиёрий, узаро кесишмайдиган чекли 
сондаги тупламлар учун Уринлилиги келиб чикдци.

Охирги (2) тенглик туплам функциясининг аддитивлик 
хоссаси дейилади.
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Демак, тупламлар хдлкасида берилган туплам функцияси 
учун чекли апдитивлик ва аддитивлик бир хил маънони 
англатар экан.

Юк;орида келтирилган 2-мисолдаги туплам функцияси 
адцитив эмас, яъни f({a,b}) ф f({a}) + f({b}), чунки f({a,b})=4 
ва f({a})=l, f({b})=2.

Шунингдек, 1-, 3- ва 4- мисоллардаги туплам функциялари 
аддитив эканлигини текшириш кийин эмас.

3-таъриф. Агар (1) тенглик нафакат чекли, балки 
санокли  сондаги узаро кесиш майдиган тупламлар 
бирлашмаси куринишида тасвирланган А лар учун уринли 
булса, яъни санокли сондаги ихтиёрий иккиси узаро 
кесишмайдиган А,, А^,. . . ,  Ап, .. . тупламлар учун уларнинг

оо
бирлашмаси A = \jA, х,ам Е га тегишли булиб,

/=1

Л ^ )  = £ / ( 4 )  (3)
/=1

муносабат уринли булса, у \олда f  туплам функцияси 
саноцли-аддитив дейилади.

Юкрридаги 3- ва 4- мисолларда келтирилган туплам 
функциялари санокди-аддитив булади. Текшириб куринг.

Туплам функциясининг кабул киладиган кийматлари 
чегараси ^акдца нима дейиш мумкин?

Умуман олганда, туплам функцияси хохдаганча катта 
Киймат к;абул кила олади.

Аммо халкада берилган мусбат цийматаи чекли-аддитив 
туплам функцияси яхши бир хусусиятга эга:

1-теорема. Агар Е тупламлар %алцасининг А ва В 
элементлари учун ВсА булиб, f(A) циймат чекли сон булса, у  
урлда f(B) циймат %ам чекли сон булади.

И сботи . Х,аки катан , f туплам  ф у н кц и яси н и н г 
аддитивлигидан

f(A) = f(B) + f(A\B) (4)
тенгликка эга буламиз ( Е \алка эканлигидан А\В \ам  Е га 
тегишли ва f(A\B)> 0). Агар f(B)=oo десак, у хрлда юкоридаги 
тенгликдан f(A)=oo келиб чикади. Бу эса шартга зид. Демак, 
f(B) чекли. Теорема исбот булди.
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Биламизки, буш туплам х,ар цандай тупламга цисм булади. 
Туплам функциясининг буш тупламдаги циймати цандай 
булишини текширайлик.

2-теорема. Агар тупламлар ̂ алцаси Е да берилган Г туплам 
функцияси учун ДА) циймати чекли булган бирорта А туплам 
мавжуд булса, у  %олда Д0)=О булади, яъни Г нинг буш 
тупламдаги циймати нота тенг.

Исботи. Хаки цатам, айтайлик, А ва В тупламлар Е нинг 
элементлари \амда В с  А булсин. Агар ДА) чекли булса, 
юцоридаги хоссага кура ДВ) \ам чекли ва (4) тенгликка кура 

ДА\В) = ДА) -  ДВ) (5)
булади. Бу тенгликда В = А десак,

Д 0) = ДА) -  ДА) = 0.
Бу эса бизга керакли натижадир. Теорема исбот булди. 
Энди баъзи му\им тасдицларни эслатиб утамиз.
3-теорема. Агар А. (/ = 1, 2, ...) тупламлар камаювчи, 

яъни ичма-ич жойлашган тупламлар
А,г> ... э А р  ...

оо

кетма-кетлиги ва Р)д. = 0  булса, у  %олда
/=!

Ах = (А, \ А2) и ( А 2 \А3) и -  = 0 ( 4  \ Ам ) (6)
/=1

тенглик уринли булади ва унг томондаги бирлашманинг 
цушилувчилари узаро кесишмайди.

Исботи. Куриниб турибдики, тенгликнинг унг томони
— А, нинг цисми. Энди А, нинг узи унг томоннинг цисми 
эканлигини курсатамиз.

Агар хеА , булса, у хщда барча А. лар А, нинг цисми 
булганлиги учун шундай бир п номер топиладики, хеАп ва 
хеАп+) булади. Демак, хеАп\Ап+|. Бундан керакли тенглик 
келиб чицади. Теорема исбот булди.

оо

4-теорема. Агар Л = и  4  булиб, ундаги цушилувчилар узаро
/=1

_ .30
кесишмаса ва Вп— ^  А, белгилаш киритсак, у  урлда [ | = 0

/= И + | п - 1

булади.
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Бу ерда куриниб турибдики, Вп тупламлар камаювчи 
кетма-кетлик ташкил к^илади.

Исботи. Агар бирор к да хеВк булса, у \олда шундай бир 
т > к  номер топиладики, хеАт булади. Аммо барча /' > т  ларда 
хеА., чунки улар узаро кесишмайди. Бундан барча п > т  ларда 
х<гВп эканлиги келиб чикдди. Шундай кдлиб, барча Вп ларга 
тегишли элемент мавжуд эмас экан. Теорема исбот булди.

со

5-теорема. Агар А =[^М, булиб, ундаги А. цушилувчилар
м

усувчи кетма-кетлик ташкил цилса, яъни
А1с А ; с . . . с А . с  ...

булса, у  %олда
А =А, и(Л 2\Л,)и---и(Л,. \ (7)

булади.
Ш унингдек, тенгликнинг унг том онида турган 

кушилувчилар узаро кесишмайди.
Бу хоссанинг исботини маищ сифатида узингизга 

крлдирамиз.
Энди келтирилган теорема ва хулосалар ёрдамида чекли 

Киймат к;абул киладиган санок;ли-аддитив туплам 
функциясининг баъзи хоссаларини куриб чикамиз.

6-теорема. Бирор Е %алцада берилган чекли-аддитив Г 
туплам функцияси саноцли-аддитив булиши учун Е дан

оо

олинган, умумий кесишмаси буш булган (Р) А, = 0) ихтиёрий
/=1

камаювчи А. (/=1, 2, . . .) тупламлар кетма-кетлиги учун 
ДА,) —» 0 булиши зарур ва етарли.

Исботи. Агар Г санокли-аддитив булса, у х;олда умумий 
кесишмаси буш булган А.еЕ камаювчи тупламлар кетма- 
кетлиги учун (6) ва (5) формулаларга кура

ДА)  = х  1/(4) -  / ( 4 +.)1 = Пт 2 1 /(4 )  -  /(4+1)]=ДА)~  « т  ДА)Л-»00 «->00
/=1  /=1

муносабатга эга буламиз. Бундан ДАп) -» 0 келиб чикдци.
Тескариси. Айтайлик, теорема шартлари бажарилсин ва

со

А.еЕ узаро кесишмайдиган тупламлар х,амда А = и  А, АеЕ
/=1

булсин. Ушбу белгилашни киритамиз. У холда
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B n= A \ ( A lU A 2U  • ' ‘ u A n) e E
каби тасвирланади ва f нинг чекли адцитивлигидан

AA) = ±f(Ai)f(Ai) + f(BJ 
/=1

келиб ч и кади. Аммо шартга кура, f(Bn)-»0 ва шунинг учун
со

/ 0 0  = £ / ( 4 )
/=1

уринли. Демак, f туплам функцияси санокди-аддитив экан. 
Теорема исбот булди.

7-теорема. Айтайлик, Е халцада чекли цийматли, 
саноцли-аддитив f  туплам функцияси берилган булсин. Агар

оо

Е даги А туплам учун А = (J А, шарт бажарилиб, А.е Е
/=1

тупламлар усувчи кетма-кетлик ташкил этса, у  у,олда

f(A)=limf(A.) (8)
муносабат уринли.

Худци шундай тенглик А.е Е тупламлар камаювчи кетма-

кетлик хосил кдлиб, A = f )  А, (Ае Е) шартни каноатлантирганда
/=1

\зм  уринли.
Исбота. Айтайлик, А.еЕ тупламлар усувчи кетма - кетлик 

Хосил килсин. У холда бизга керакли натижа (7) тенгликдан 
келиб чик;ади.

f санокди-аддитив булгани учун уни (7) га куллаймиз:

f ( A )  = f ( A , )  +  ' £ [ f ( A i ) -  Д А ^  )]
1=2

Бу эса (8) га тенг кучлидир.
Энди А.еЕ тупламлар камаювчи кетма - кетлик ташкил 

Килган хол 6-теоремадан келиб чикади. Чунки бу холда
оо

П (А, \А)  = 0  
/ = 1

булиб, 6-теоремага кура f(A.\A)->0 ва бу хам (8) га тенг 
кучли. Теорема исбот булди.

Айтайлик, f туплам функцияси булсин.
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З'-таъриф. Агар А р  A j3  ... э  А р  ... ва р|Л,. = 0  учун
/=1

f(An) —» 0 булса, у хрлда f узлуксиз дейилади.
Келтирилган 6- ва 7- теоремалар туплам функциясининг 

узлуксизлиги ^ацидаги теоремалар деб царалиши мумкин.
Мана биз туплам функцияси билан танишдик ва унинг 

баъзи хоссаларини куриб чикдик.
Бир оз олдинга кетиб шуни айтиш мумкинки, келгусида 

урганадиган асосий тушунчамиз улчов — туплам 
функциясининг хусусий \олидир. Яъни улчов айрим хоссаларга 
эга булган туплам функцияси сифатида киритилади.

Саволлар ва машкдар

1. Туплам функцияси манфий цийматлар кабул кила 
оладими? Иррационал-чи?

2. Хар доим хам туплам функциясининг буш тупламдаги 
Киймати 0 га тенг буладими?

3. Санокли-аддитив туплам функцияси чекли-адцитив 
буладими?

4. Чекли-адцитив туплам функциясининг киймати со га 
тенг булиши мумкинми?

3-§ . Улчовнинг таърифи ва хоссалари

Ушбу параграфда чекли улчовга таъриф берамиз ва 
унинг хоссаларини куриб чикамиз.

4-таъриф. Айтайлик, X ихтиёрий туплам ва унинг кием 
тупламларидан тузилган бирор Е тупламлар алгебраси 
берилган булсин. Аникланиш со\аси Е булган т(А ) туплам 
функцияси учун:

а) ихтиёрий АеЕ учун т(А ) > 0;
б) т(А ) санокли-аддитив

шартлари бажарилса, ш туплам функцияси X да чекли улчов 
дейилади.

Демак, улчов деганда кийматлари чекли ва мусбат булган 
санокли-аддитив туплам функциясини тушунар эканмиз.

Кулайлик учун келгусида “чекли улчов” Урнига, одций 
Килиб, улчов сузи ишлатилади.
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Улчовларнинг баъзи хоссаларини куриб утайлик.
1) Буш тупламнинг улчови нолга тенг: т(0)=О  (бу хоссани 

олдинги параграфда исботлаган эдик).
И) Агар А ва В тупламлар Е нинг элементлари булиб, 

ВсА булса, у >^олда ш (В )<т(А ) булади (улчовнинг 
монотонлик хоссаси).

Бу хосса 2-§ даги (2) формуладан келиб чицади: 
т(А ) — т(В ) = т(А \В ) > 0.
Ш) Хар бир А учун т(А ) < т(Х ) уринли. Бу и) дан 

келиб чицади.
Шундай цилиб, берилган улчов тупламлар алгебраси Е 

да чегараланган экан.
¡V) Агар Е нинг ихтиёрий А элементи учун Аc: \J a,

булиб, бу ердаги кушилувчиларнинг сони чекли ёки саноьуш 
булса, у хщда

т(А) ^ X  /'
тенгсизлик уринли булади.

Бу хоссани исботлаш учун ^ар бир А. тупламдан В. цисм 
тупламларни куйидагича ажратиб оламиз:

В, = А,пА , В2 =  (А2\А,)п А ,
В3 = [АД(А, иА,)] пА , ...

Куриниб турибдики, В( лар Е нинг элементи ва узаро 
кесишмайди. Крлаверса, А => иВ.. Энди А туплам иВ. 
бирлашмага цисм булишини текшириш цолди. Агар х еА  
булса, у \олда шундай бир номер / топиладики, шартга 
кура хеА. булади. Агар х бир нечта А. ларга тегишли булиб 
цолса, у \олда бу индекслардан энг кичиги / булсин деймиз. 
Бундан ХбВ( булади ва керакли муносабат келиб чицади.

Энди улчовнинг саноцли-аддитивлигини  ва 
монотонлигини эътиборга олсак,

™(А) = £  тВ,< т(А,)
/ /'

булади.
Худди 6-теоремадагидек, туплам функцияси каби 

улчовнинг ^ам узлуксизлиги исботланади.
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8-теорема. Е дан олинган, умумий кесишмаси буш булган
00 ^

(Р)4 =0) ихтиёрий камаювчи А. (г—1, 2, . . .) тупламлар
Ы1

кетма-кетлиги учун ш(А;)-> 0 булади.

Саволлар ва маищлар

1. Туплам функцияси ва улчовнинг фаркини курсатинг.
2. Улчовнинг аникданиш сох;аси ихтиёрий тупламлар 

туплами булиши мумкинми?
3. 2-§ нинг 4-мисолида келтирилган туплам функцияси 

нега улчов була олмайди?
4. Х ={й,Ь ,с} туплам ни олайлик. У нинг кием  

тупламларидан тузилган Е={0, {с}, {а,Ь}, X} тупламлар 
алгебрасида берилган

Г({с})=3, Г({о,Ь})=4, Ща,Ъ,с})=Ю1)=7 
туплам функцияси улчов буладими?

5. Ха^икий сонлар тупламида аникланган ЫА) = |  з'тхск
А

туплам функцияси улчов буладими? Бу ерда А ихтиёрий кесма.

4 -§ . Тугри чизивдаги улчов хасида

Тугри чизикдаги улчов тушунчаси ва унинг баъзи 
хоссаларига бир оз тухталиб утайлик.

Тугри чизивда бирор (а;Ь) интервал ёки [<з;Ь] сегмент 
берилган булса, унинг узунлиги ёки улчови деб одатда Ь-а сонга 
айтилади. Агар туплам бир нечта кесишмайдиган интервал 
ёки сегментларнинг бирлашмаси каби тасвирланган булса, 
у колда унинг улчовини топиш учун кар бир интервал ёки 
сегмент узунлигини топиб кушиб чикилади.

Бошкачарок характердаги туплам берилганда, масалан, 
[0; 1] сегментдаги (2 рацио нал сонлар (нукталар) тупламининг 
улчовини топиш талаб килинганда, кандай иш тутишимиз 
лозим? Узи О тупламнинг узунлигини улчаб буладими? Бу 
мисолга кейинрок кайтамиз ва унинг улчови, яъни узунлиги 
О га тенг булишини курсатамиз.

Энди умумий колда тугри чизикда ихтиёрий туплам учун 
улчов тушунчасини киритиш масаласини курайлик. Тупламнинг 
улчови турлича киритилиши мумкинлигини биламиз.
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Куйида узунлик тушунчасига асосланган улчов киритиш 
усули келтирилади.

5-таъриф. Агар тугри чизикдаги С туплам учун уни уз 
ичига олувчи бирор [а;Ь] сегмент мавжуд булса, уни 
чегараланган туплам деймиз.

Маълумки, ораликдеганда (а;Ь), [а;Ь] данташкари [а;Ь) 
ва (а;Ь] куринишдаги тупламлар \ам  тушунилади ва 
уларнинг узунлиги хам Ь-а га тенг.

Айтайлик, в  бирор туплам, [а\Ъ] уни уз ичига олувчи 
энг кичик сегмент булсин. Фараз килайлик, С 2, 
С п,....лар сони чекли ёки санокли ораликдар системаси булиб, 
О нинг хар бир нук'гаси в .  (/=1, 2, 3, . . . ) ораликдарниьгг
бирортасига тегишли булсин. Бухолда о с  у  С, булади. Энди

/
5;. билан С ; ораликнинг узунлигини белгилаймиз. О ни 
Копловчи бундай в . ораликлар системасини жуда куп усул 
билан тузиш мумкин. Масалан, С,=[а;Ь] деб олсак, у холда
в с С 1, яъни в  битта копламага эга. Демак, ][] <5, йигинди

/
Хам крпламанинг танланишига караб хар хил кийматларга 
эга булади. Равшанки, хар бир йигондининг киймати мусбат:
£  «У, >0, чунки 5,. лар орали к, узунлиги булганлиги учун

мусбат сонлар. Демак, ^  8, йигиндилар системаси куйидан

чегараланган ва шунинг учун у аник КУЙи чегарага эга.
6-таъриф. Берилган О туплам учун тузилган ^  8,

/
йигиндилар системасининг аник КУЙи чегараси О нинг ташци 
улчови дейилади ва у т* ( в )  оркали белгиланади, яъни

т (С) = inf 51 
/

Изо%. а ) ^  ()>0 0 булгани учун т* (С ) > 0 булади.
/

б) т* (С ) < Ъ—а тенгсизлик уринли.
Х,акикатан, хар кандай кичик сон б>0 учун в  туплам 

(а-е, Ь+е) ораликка кием булади. Бундан 
ш*(С) < Ь -  а + 2г 

келиб чикади. Бу ерда е ихтиёрий булганлигидан
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т*(С ) < Ь — а 
тенгсизликни хрсил кдламиз.

7-таъриф. Ушбу
т Д в )  = Ь — а - т*(СЕ) 

формула билан аникданган сон в  тупламнинг ички улчови 
дейилади. Бу ерда С в  =[а;Ь]\0.

Уз навбатида т,(О) > 0, чунки СО туплам хам [а;Ь] 
нинг цисми ва демак, т*(С С ) < Ъ-а тенгсизлик ^ам уринли.

Ташци ва ички улчовнинг бир нечта хоссаларини куриб 
утамиз.

9-теорема. Ихтиёрий О тупламнинг ташци улчови унинг 
ички улчовидан кичик эмас, яъни

т .(С ) < т * (0 ) .
Исботи. Аник, куйи чегаранинг таърифига кура, ихтиёрий 

кичик мусбат сон е учун в  тупламни уз ичига олувчи 
шундай О р С 2, С 3, ... орал и [утр системаси топиладики,

<5, < т ’ ( С )  +  е  (1)
/

тенгсизлик бажарилади. Бу ерда 8(. сон О. орал и к, узунлиги.
Худди шунингдек, С в  тупламни уз ичига олувчи 

шундай Р,, Р2, Р3,... ораликдар системаси топиладики,
X  5, < т" (С й) + б (2)

тенгсизлик бажарилади. Бу ерда сон К оралик, узунлиги. 
Ушбу {С.} ва {Р} ораликлар системасинингтузилишига кура,

О с у С ,  ва С в  с у р
\ I

Демак,

О ^ С О  = [ а ;Ь ] с ( и О ,) и ( и Р , ) .  <3)I 1
Хосил кдлинган (1),(2) ва (3) муносабатларга кура,

< т" (С) + т* (СО) + 2е .
/' /

Бу тенгсизлик ихтиёрий кичик сон е >0 учун уринли 
булганлигидан

т .( 0 )  < т*(С ) 
муносабат келиб чикдци. Теорема исбот булди.

10-теорема. Агар А ей В тупламлар учун Ас В булса, у  %олда
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ш,(А) < ш»(В) , т*(А) < т*(В) 
муносабатлар уринли.

11-теорема. Агар чегараланган С  тушам чекли ёки саноцли 
сондаги С,, С 2, . . . тупламларнинг бирлашмасидан иборат,
яъни О = у  О’, булса, у  %олда

/

/
тенгсизлик уринли булади.

12-теорема. Агар чегараланган в  туплам учун о  = у  с,
;

булса ва О. лар узаро кесишмаса, у  %олда

т,(С) > 2 > , ( ф
/'

булади.
Келтирилган теоремалар худци 9-теоремадаги каби ташк;и 

ва ички улчов таърифларидан фойдаланиб исботланади.
Энди, тугри чизикда Лебег маъносида киритилган Улчов 

таърифини берамиз.
8-таъриф. Агар (7 тупламнинг т*(С ) тапщи улчови ва 

унинг шДв) ички улчови узаро тенг, яъни 
ш(О) = т ,(С )  = т*(С ) 

булса, у холда О туплам улчовли туплам дейилади ^амда 
унинг улчови т (О ) ор^али белгиланади.

Бу таъриф умумий булиб, улчов к,айси тупламда 
берилаётганига ботик, холос. Келгусида тугри чизикдаги 
улчовли туплам деганда, шу таъриф маъносидаги улчовли 
тупламни тушунамиз.

13-теорема. Агар в  туплам улчовли булса, у  %олда СО 
тулдирувчи туплам у,ам улчовли булади.

Исботи. Шартга кура, С улчовли булганлиги учун 
п В Д  = т ,(С )  = ш*(С).

Ички улчовнинг таърифига кура,
т Д в )  -  Ь -  а -  т*(С С ) = т (С )

ёки
т*(СО ) = Ь — а - т ,(С ) = Ь — а —т (С ). 

Худди шунингдек,
т Д С в ) = Ь — а -т*(С ) = Ь — а — т (С )  

ни х;осил кдпамиз. Булардан
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ш(СС) = ш,(СО) = т*(С О ) 
тенгликлар, яъни СО тупламнинг улчовли эканлиги келиб 
чикдци.Теорема исбот булди.

Тугри чизиедаги улчовли тупламлар халк,а ташкил кдлади. 
Улчовнинг бу халкэда адцитив булишини курсатиш кийин эмас. 
Куйидаги теорема унинг санокди-адцигив эканлигини билдиради:

14-теорема. Агар [а;Ь] сегментда жойлашган О,, С 2,..., 
улчовли тупламлар кетма-кетлиги берилган булса, у  хрлда

уларнинг бирлашмаси О = У О, туплам улчовли булади.
/=1

Шунингдек, агар С (п  0  = 0  (Ад) булса, у  урлда

т(С) = £ о т ( ф  
1=1

тенглик уринли.
Исботи. Айтайлик, О.п С = 0  (щ ) булсин. Ушбу

А =  ( ] С ,
/= 1

тупламни караймиз. Теореманинг шартига кура, Апс С . 
Юкрридаги 10-теоремага аеосан

т,(<3)  > т , ( А „ )  =  т ( А п) = ¿о т^ ,)
/= 1

тенгсизлик келиб чикади. Бу тенгсизлик ихтиёрий п учун 
уринли булганлиги сабабли у п-ко да х;ам уринли. Демак,

т . { ( } ) >  (4)
/=1

Энди О тупламнинг тузилишига ва хар бир в ,  нинг 
улчовлигига аеосан, 9-теоремага кура

оо
т'(С) < (5)

/=1

тенгсизликка эга буламиз.
Шундай килиб, 4-теоремага ва (4), (5) ларга асосланиб

X  X

X  'и(С ,) < от, (С) < от'(С) < ^ о т (С ,)
/=1 1=1
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тенгсизликларни ёза оламиз. Бундан
со

т,(С) = т'(С) = т(С()
1-1

тенглик келиб чикдди. Теорема исбот булди.
Улчовнинг бу хоссасидан фойдаланиб, шу параграф 

бошида келтирилган [0; 1 ] сегментдаги 0  рационал сонлар 
тупламининг улчовини топамиз.

Айтайлик, С={с} тугри чизикдаги бир элементли туплам 
булсин. Уни бошцача, С=[с;с] сегмент куринишда ёзиб оламиз. 
Бу тупламнинг улчови, яъни узунлиги т(С )=т([с;с])=с-с=0 
га тенг.

Маълумки, рационал сонлар санокди булганлиги учун 
уларни номерлаб чициш мумкин: О(0.1|:={х1, х2, х3, . . .}.

Агар Ок={хк} белгилаш киритсак, у \олда

Qi.ni= 0 ° 1  к=1
тенгликка келамиз. Энди бунга юцоридаги 14-теоремани 
кулласак ва хаР бир Ек нинг улчови 0 га тенглигини 
эътиборга олсак, (} нинг улчови 0 эканлиги келиб чицади.

У мумий х;олда цараганимизда \ам  куйидаги хулоса 
уринли булади:

15-теорема. Тугри чизикдаги щ р цандай чегараланган 
саноцли тупламнинг улчови 0 га тенг.

Бу теореманинг исботи худци ^озирги мисол исботи каби 
олиб борилади. Узингиз бажариб куринг.

Саволлар ва машцлар

1. Битта нук^адан иборат тупламнинг улчовини ички ва 
ташки улчовлар ёрдамида х;исобланг.

2. Тугри чизикдаги улчов учун 6- ва 7- теоремаларни 
айтинг ва исбот цилинг.

3. Улчови 0 га тенг туплам купи билан санокдидир, 
тасдиги нотурри эканлигини исботланг.

4. Кантор тупламининг улчови 0 га тенглигини курсатинг.
5. Чегараланган в  туплам улчовли булиши учун ихтиёрий 

чегараланган А туплам билан
ш*(А) = т*(АпО) + т*(А пСС)
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тенгликнинг бажарилиши зарур ва етарли эканлигини 
исботланг.

6. [0; 1] даги сонлар унли каср куринишида ёзилган. А 
оркдли бундай ёзувида камида битта 7 к,атнашган сонлар 
(нукталар) тупламини белгилайлик. Бу тУпламнинг улчовли 
булишини курсатинг ва унинг улчовини топинг.

Ечилиши. Аввало, Атупламнингкэндайтузилганини курайлик. 
Дастлаб, А, оркдли [0;1]даги унли каср ёзувининг вергулдан 
кейинги биринчи ракрми 7 булган сонлар тупламини белгилаймиз. 
Бундай сонлар (0,7; 0,8) интервалдан иборатлиги равшан, яъни 
А,=(0,7; 0,8). Унинг улчови, яъни узунлиги 0,1 га тенг.

Энди [0; 1]\А, тупламдан унли каср ёзувининг, вергулдан 
кейинги иккинчи разами 7 булган сонлар тупламини 
ажратиб оламиз ва уни А2 оркдли белгилаймиз.

А2 туплам узунликлари 0,01 булган 9 та (0,07; 0,08), (0,17; 
0,18), (0,27; 0,28), (0,37; 0,38), (0,47; 0,48), (0,57; 0,58), (0,67;
0,68), (0,87; 0,88), (0,97; 0,98) ораликлар бирлашмасидан 
иборат. Демак, тупламнинг улчови 0,09 га тенг.

Худци шунингдек, А3 оркдли [0; 1]\(А1̂ А2) тУпламдаги 
Унли каср ёзувининг вергулдан кейинги учинчи разами 7 
булган сонлар тупламини белгилаймиз. Бу туплам узунликлари
0,001 булган 81 та оралик,лар бирлашмасидан иборат. Демак, 
А3 тупламнинг улчови 0,081 га тенг ва хоказо. Бу жараённи 
чексиз давом эттириш мумкин.

Натижада А = A, u  и  А3 и  ... ни ^осил кдламиз. Бу 
ерда хар бир А  чекли сондаги узаро кесишмайдиган 
интерваллар бирлашмасидан иборат Улчовли туплам. Демак, 
А хам Улчовли ва унинг Улчови

1 9 9"'1
т ( А ) =  т( А,  ) +  т ( А 0 ) +...-- 1--- +... н----+... = 1

1 2 10 100  10 "

\га тенг.
Куйидаги мисолларда [0; 1] нингбаъзи к,исм тупламлари 

грилган. Уларнингулчовли булишини курсатинг ва улчовини 
т<\пинг.

 ̂7. Унли каср ёзувида 7 разами кдтнашмаган сонлар туплами. 
Унли каср ёзувида 4 ёки 5 ракдмларидан бири 

кдтнашмаган сонлар туплами.
\ Унли каср ёзувида иккита 4 ва 5 ракдмлари кдтнашмаган 

сонлар туплами.



IV БОБ. УЛЧОВ ТУШУНЧАСИНИ 
УМУМЛАШТИРИШ

1-§. Текисликдаги Лебег улчови

Келинглар, текисликдаги трри  туртбурчак, параллело
грамм, учбурчак, трапеция, купбурчак, дойра ва \оказо 
фигураларнинг юзи цандай хисобланишини эслайлик.

Дастлаб томон узунлиги 1 бирликка тенг булган квадрат 
юзини 1 га (1 кв.бирлик) тенг деб олиб, сунгра томонлари 
узунликлари а ва Ь булган тугри туртбурчак юзи аЬ (кв.бирлик) 
га тенглигини курсатар эдик. Крлган фигуралар юзи эса шулар 
асосида х;исобланади: параллелограмм тугри туртбурчакка 
келтирилиб, учбурчак параллелограммга тулдирилиб, трапеция 
ва купбурчак учбурчакларга 
ажратилиб курилади.

Дойра юзини топишда эса
унинг ичига ва ташкарисига ----------------------------
мунтазам купбурчаклар чизиб,
улар юзаларининг лимити с ----------------------------
топилар эди.

Текисликда координаталар — ------ £------------------- ^—
системаси киритилган булса, 
у \олда ушбу 1-шакл.

а < х < Ь, с < у < (1 (1)
шартларни цаноатлантирувчи (х;у) нуцгалар туплами бирор 
тугри туртбурчакни тасвирлайди.

Бу тугри туртбурчакнинг томонлари мос равишда Ь-а ва/ 
с!-с узунликларга эга булгани учун унинг юзини (Ь-а)(с1-с/ 
га тенг деб олишимиз табиий (1 -шаклга царанг). /

Худди шунингдек,
а < х < Ь, с < у < (1 62)

шартларни цаноатлантирувчи (х;у) нуцталар туплами ^ам хущи 
уша тугри туртбурчакни тасвирлайди, фацат бу хрлда тотри 
тургбурчактомонлари царалаётган тупламга тегишли булм/йди. 
Унинг юзасини \ам (Ь-д)(с1 с) сопга теыгдеб оламиз. /



Демак, турри туртбурчак томонлари координаталар 
укдарига параллел булса, унинг юзи берилган а, Ь, с, с! 
сонлари оркали топилар экан.

Шу тугри туртбурчакнинг 
45° га бурилган \о лати н и  
к;арайлик(2-шакл). Равшанки, 
бу турри туртбурчакнинг юзи 
Хам (Ь-а)(с1-с) га тенг. Аммо 
координаталар системасида 
берилган муносабатларга кура, 
аввало унинг тугри туртбурчак 
эканлигини аниклаш, кейин 
эса томонлари Ь-а ва с1-с 
булиш ини топиш  керак.
Бизнинг вазифа эса берилган к, 1, ш, п ва в, I, и, V лар 
ёрдамида тугри туртбурчак юзини аниклашдан иборат.

Агар параллелограммнинг бир томони координата 
УКларидан бирига параллел булса, у холда унинг юзини 
юкоридаги каби, турри туртбурчак юзаси тушунчасига 
асосланиб топиш мумкин (3-шакл):

5Е= (т -к ) (с1-с)=(п-1) (с!-с).
Аммо хар доим хам 

ихтиёрий параллелограммнинг 
бирор том они координата 
УКларидан бирига параллел 
булиши шартэмас.

Демак, бу холдатекисликдаги 
ихтиёрий фигура юзини топиш 
формуласини, худди элементар 
геометриядагидек, келтириб 
чикариш мумкин эмас экан.

Ушбу параграфда факат 
махсус турри туртбурчаклар ёрдамида юза ёки умумийрок 
Килиб айтганда, улчов тушунчаси к;андай киритилишини 
куриб чикамиз.

Келгусида виз тугри туртбурчак деганда томонлари 
координаталар уцларига параллел булган турри 
туртбурчакнигина тушунамиз.

Зарурияг тугилганда бу турри туртбурчакларни хам турли 
синфларга ажратиш мумкин.

О V. I т я
3-шакл.



Юк;оридаги (1) шартлар билан берилган 'тугри туртбурчак 
ёпщ mÿFpu туртбурчак дейилади. Шунингдек, (2) шартлар 
билан берилган туфи туртбурчак очщ mÿFpu туртбурчак 
дейилади. Крлган барча хщларда, яъни бир томонли (масалан, 
a<x<b, c<y<d булганда, фацат бир томон тугри тУртбурчакка 
тегишли), икки томонли, уч томонли тУгри тУртбурчаклар 
ярим очщ mÿFpu туртбурчаклар дейилади.

Текисликдаги барча тугри тУртбурчаклар тупламини Р 
оркдли белгилаймиз.

Хар бир тугри туртбурчак учун элементар геометриядаги 
юза тушунчасидан фойдаланиб, унинг Улчовини аникдаймиз:

- буш тупламнинг Улчови 0 га тенг;
- буш булмаган, шунингдек, а, Ь, с ва d сонлари 

билан ани^ланган (ёпик,, очик; ёки ярим очик,) Е тугри 
тУртбурчакнинг Улчови

(b-a)(d-c)
га тенг.

Ш ундай цилиб, Р дан олинган хар бир Е тугри 
тУртбурчакка унинг ш(Е) Улчови мое куйилди. Бу Улчов 
куйидаги шартларни кдноатлантиради:

a) т (Е ) улчов манфий булмаган хак;ик;ий сон;
п

b) т (Е )  Улчов аддитив, яъни агар E = (jE , ва Щ
i=1

булганда E¡nE j= 0  булса, у хрлда

/  =  1

булади.
Охирги тенглик бир нечта Узаро кесишмайдиган тугри 

тУртбурчаклар бирлашмасининг юзаси, бирлашмага кирган ^ар 
бир туфи туртбурчак юзаларини топиб 
йигиш кераклигини билдиради.

Бундай булиши эса табиий 
(4-шакл).

Бизнинг эндиги вазифамиз фак;ат 
тУфи тУртбурчаклар учун аникданган 
гп(Е)-Улчов ту-шунчасини бошкд, _  
кенфок, тУпламлар синфи учун, а) 0 
ва Ь) хоссаларни сакдаган х,олда 4-шакл.

Ei Е:

Е> Es Ь

Б.
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киритишдан ёки бошкача айтганда, давом этгиришдан иборат.
Дастлаб Улчовни элементар тупламлар деб номланган 

тупламлар учун аниклаймиз.
1-таъриф. Агар текисликдаги 

тупламни кандайдир усулда узаро 
кесишмайдиган, чекли сондаги 
тугри туртбурчаклар бирлашмаси 
куринишида тасвирлаш мумкин 
булса, у холда бундай туплам 
элементар ёки содда туплам 
дейилапи.

5-ш аклдаги  туплам  ' 5-шакл.
элементар тупламдир. Бу шаклда у 4 та тугри туртбурчакларга 
ажратилган. Куриниб турибдики, бундай ажратиш ягона эмас.

Куйидаги тасдик бизга куп керак булади:
1-теорема. Ихтиёрий икки элементар тупламларнинг 

бирлашмаси, кесишмаси, айирмаси ва симметрии айирмаси %ам 
элементар туплам булади.

Бошкача айтганда, элементар тупламлар туплами \алка 
ташкил килар экан.

Исботи. Икки тугри туртбурчакнинг кесишмаси яна тугри 
туртбурчак булиши тушунарли. Айтайлик, А ва В тупламлар 
элементар тупламлар булсин. У холда

А = \ ]Е,  ва В = у (Е (п б ,)
' и

булади. Бу ердаги Е. ва QJ лар чекли сондаги тугри 
туртбурчаклар. Уларнинг кесишмаси

А п В  = \ ^ ( Е , ^ )
и

Хам элементар туплам, чунки Е/^С). ларнинг \ар бири тугри 
туртбурчак ва уларнинг сони чекли.

Икки тугри туртбурчакнинг айирмаси элементар туплам 
булиши равшан. Шунинг учун тугри туртбурчакдан бирор 
элементар тупламни айириб, яна элементар туплам хосил 
к,иламиз. Чунки бу жараён, худци икки элементар тупламнинг 
кесишмаси каби каралиши мумкин.
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тенгсизликка келамиз. Бу тенгсизлик ва 2-теоремадаги 
тенгсизлик биргаликда бизга керакли натижани беради. Демак, 
т '  улчов санокди-аддитив экан. Теорема исбот булди.

Маълумки, текисликдаги барча тупламлар элементар 
тупламлардан иборат эмас. Шунинг учун улчов тушунчасини 
фацат томонлари координата укдарига параллел булган тугри 
туртбурчакларнинг чекли сондаги бирлашмасидан ташкил 
топган тупламлардан кура кенгрок, тупламлар синфи учун 
кенгайтиришга хдракат циламиз.

2-таъриф. Агар текисликда царалаётган А туплам бирор 
турри туртбурчак ичида жойлашган булса, у хрлда А 
чегараланган туплам дейилади.

Чегараланган тупламни турри туртбурчаклар билан 
цоплаш мумкин.

Чегараланган тупламлар учун ташки улчов тушунчасини 
киритамиз.

3-таъриф. А тупламнинг ташци улчови деб

сонга айтилади.
Бу ерда куй и чегара (инфимум) А тупламни цопловчи 

барча чекли ёки санокди сондаги Рк турри туртбурчаклар 
бирлашмаси буйича олинади.

Бу таърифдан куринадики, текисликдаги ихтиёрий 
тупламнинг улчови уни цопловчи турри туртбурчаклар 
улчовининг лимити сифатида топилар экан. Масалан, дойра 
улчовини(юзини) топиш учун у иложи борича кичик улчовли 
турри туртбурчаклар (квадратчалар) билан цопланади (6-шакл).

Элементар геометрияда эса 
бундай вазифани мунтазам 
купбурчаклар бажарар эди, яъни 
дойра юзи мунтазам 
купбурчаклар ю заларининг 
лимити сифатида топилади.

Равшанки, агар А  элементар 
туплам булса, у \олда т*(А)= 
т'(А ) тенглик уринли. Бу хосса -¡у 
элементар тупламни нгтаърифидан 
келиб чицади.
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Текисликдаги ихтиёрий тупламлар учун куйидаги тасдшфи 
айтиш мумкин:

4-теорема. Агар А ва {Ап} текисликдаги ихтиёрий чекли 
ёки саноцли сондаги тупламлар булиб, улар учун

Ас 1 J 4 ,
п

шарт бажарилса, у  %олда

М (А) ^
п

муносабат уринли булади. Хусусан, агар АсВ булса, у  х,олда 
m*(A)<m*(B) тенгсизлик уринли.

Исботи. Ташци улчовнинг таърифига кура, х,ар бир Ап ва 
ихтиёрий 8>0 сон учун шундай бир чекли ёки саноьуш {Pnk}
турри туртбурчаклар системаси топиладики, А„ с  (J Р„к ва

к

+ б г л а д и .  У р о л д а  
к ¿

^ c U U  рпк
п к

ва

/л (А) < -  X X  (4 . )+ £
п к п

булади. Олинган s>0 сон ихтиёрийлигидан керакли тасдик, 
келиб чицади. Теорема исбот булди.

4-таьриф. Текисликда А туплам берилган. Агар ихтиёрий 
кичик Myc6aí s сон учун шундай бир В элементар туплам топилиб,

т*(АЛВ) < е
шарт бажарилса, у хрлда А туплам улчовли туплам дейилади.

Худди шу усулда тупламнинг ички улчови тушунчасини 
киритиб, улчовли тупламлар синфини аникдаш мумкин.

5-таъриф. Текисликдаги бирор А тупламнинг ичкиулчови цф

H Á A ) =  sup { X w (p í )  )
wPkcA k

сонга айтилади. Бу ерда аник, юцори чегара (супремум) А 
тупламнинг ичига жойлашган барча чекли ёки саноьути 
сондаги Рк тугри туртбурчаклар буйича олинади.

Куйидаги тасдик,ни машк, сифатида исботланг:
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5-теорема. Текисликдаги А туплам улчовли булиши учун 
m,(A)=m*(A) булиши зарур ва етарли.

Мана, текисликда х;ам улчовли туплам тушунчасини 
аникдаб олдик. Бу ерда киритилган улчовли тупламнинг 
маъносини 6-шаклдаги мисол жуда яхши очиб беради. Яъни, 
туплам улчовли булса, уни «жуда катта аник;ликда» 
элементар туплам билан якинлаштириш мумкин экан.

Текисликдаги бундай усулда аникданган улчовли тупламлар 
Лебег машосидаги улчовли тупламлар 1{ейтади. Агар текисликдаги 
бирор Е туплам берилган булса, у хрлда Е нинг барча улчовли 
Кием тупламлари туплами МЕ оркдли белгиланади.

Келгусида улчовли тупламлар туплами МЕ даги улчовни 
m оркдли белгилаймиз. Умумийликни чегараламаган холда, 
т(Е )= 1  деб олишимиз мумкин.

6-теорема. Улчовли тупламнинг тулдирувчиси щм улчовли булади.
Исботи. Тупламлар усгидаги амалларга дойр формулалардан

бири
(Е\А)А(Е\В)=ААВ 

тенгликдан ва Е\В тупламнинг хам элементар туплам булишидан 
Е\А нинг улчовли экани келиб чикдци. Теорема исбот булди.

7-теорема. Чекли сондаги улчовли тупламларнинг 
бирлашмаси ва кесишмаси яна улчовли туплам булади.

Исботи. Исботни иккита туплам учун курсатиш етарли. 
Чунки ихтиёрий, чекли п та булган хол индукция усули билан 
исботланади.

Айтайлик, А, ва \  икки улчовли туплам булсин. Демак, 
ихтиёрий s>0 сон учун шундай В, ва В2 элементар тупламлар 
топиладики, улар учун

ц’ЧА.ДВ,) < е / 2, ц*(А2АВ2) < г/2  
шартлар бажарилади. Маълумки,

(A jU A j ) Д (B jU B j) с  ( А ^ В ,)  u  (A jABj) 
муносабат уринли, у холда булардан

ц*[(А,иА2) Д (В,иВ2)] < т*(А,ДВ|)+т*(А 2ДВ2) < в 
келиб чикдци. Аммо BjUB2 элементар туплам, шунингучун 
AjUAj улчовли туплам булади.

Икки улчовли туплам кесишмасининг улчовли булиши
6-теоремадан ва

А,п А2 = EXKEXA^uíEVS)] 
муносабатдан келиб ч и кади. Теорема исбот булди.
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Натижа. Улчовли тупламларнинг айирмаси ва симметрии 
айирмаси улчовли туплам булади.

Бундай хулосанинг уринлилиги юкоридаги 6-, 7- 
теоремалардан ва

АДА, = А,п (Е\А2), А,АА2 = (А,\А2)и(А2\А,) 
тенгликлардан келиб чикдци.

8-теорема. Агар А,, А,, . . . ,  Ап узаро кесишмайдиган улчовли 
тупламлар булса, у  %олда

 ̂ п \  п
р  И Ак = Е ^ ( а )V к=\ у *-=1

тенглик уринли булади.
Бу теореманинг исботини мустак^ил иш сифатида 

укувчининг узига крлдирамиз.
Хусусан, бу теоремадан ихтиёрий А улчовли туплам учун 

ц(Е\А) = 1 - ц(А) 
муносабат келиб чик,ади.

Юк,оридаги 7-теореманинг тасдиги санокди сондаги 
тупламлар учун хам уринли.

9-теорема. Саноцли сондаги улчовли тупламларнинг 
бирлашмаси ва кесишмаси яна улчовли туплам булади.

Исботи. Айтайлик, А,, А,, ..., Ап, ... санокди сондаги

улчовли тупламлар системаси ва А = \ )̂а„ булсин. Ушбу
/7 = 1

П~ I X
А'„ = А„ /и Л  белгилаш киритамиз. У холда А = [ ] а'„ булади ва

,.=.1
А'п тупламлар узаро кесишмайди. 7-теорема ва унинг 
натижасига кура, барча А'п лар улчовли булади. Энди 8- 
теоремага ва ташк^и улчовнинг таърифига асосан

{ „  \
<  / л * ( А )и А'к/с=] \*=1

муносабатлар ихтиёрий чекли п учун уринли. Шунинг учун

Ь ‘(А\)
<ы

к;атор як;инлашувчи, яъни ихтиёрий е>0 сон учун шундай 
бир N номер топиладики,
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//>/У ^
булади, яъни к^аторнинг колдиги исталган кичик сондан хам 
кичик булиши маълум. Теорема исбот булди.

Саволлар ва мацщлар

1. Агар Е улчовли туплам булиб, унинг А к,исм туплами 
Хам улчовли булса, у холда Е\А тупламнинг хам улчовли 
булишини курсатинг.

2. Чекли сондаги улчовли тупламлар бирлашмаси, 
кесишмаси, айирмаси ва симметрик айирмаси хам улчовли 
эканини исботланг.

3. Текисликдаги ва тугри чизикдаги улчов хамда ташк,и 
улчовлар таърифини так;к;осланг. Хулосаларингизни ёзиб 
мулохаза дилинг.

4. Текисликдаги т Лебег улчови учун З-боб 2-§ даги 3-,
4-, 5-теоремалар уринли эканлигини текширинг.

5. Агар А тупламнинг тайней улчови 0 га тенг булса, у 
Холда унинг улчовли булишини исботланг.

6. Текисликда куйидаги фигуралар берилган:
А = {(х,у) : 1 < х2 < 9; 4 < у2 < 25},

В = {(х,у) : 8шх < у < 1},

С = {(х,у) : 1 < х2 < 4; |у| > 2},
D = {(х,у) : х2 + у2 < 1}.
Улар орасида кдйси бири элементар туплам эканини 

аникданг.
7. Текисликдаги ихтиёрий чекли туплам элементар туплам 

эканини курсатинг.
8. Икки элементар тупламнинг бирлашмаси ва кесишмаси 

яна элементар туплам булишини курсатинг.
9. Элементар тупламларда улчовнинг аддитив булишини 

исботланг.
10. Бирор Р тупламни улчови истаганча кичик булган 

элементар тупламга жойлаштириш мумкин булса, унинг 
улчовли булишини ва улчови 0 га тенглигини исботланг.

11. Тугри чизикдаги Кантор туплами улчовли эканини 
курсатинг ва унинг улчовини топинг.
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12. [0; 1] даги иррационал сонлар туплами улчовлими? Агар 
улчовли булса, у х;олда унинг улчовини топинг.

13. Ихтиёрий улчовли тупламнинг улчови номанфий 
эканини исботланг.

14. Ихтиёрий санокди туплам улчовли булишини курсатинг 
ва унинг улчовини топинг.

15. [а;Ь] кесмадаги иррационал сонлар туплами улчовли 
булишини курсатинг ва унинг улчовини топинг.

16. Улчови нолга тенг тупламнинг ихтиёрий кием туплами 
улчовли булишини курсатинг ва унинг х,ам улчови ноллигини 
исботланг.

2-§. Улчовнинг умумий таърифи. Давом эттириш 
масаласи

Олдинги парафафларда туфи чизик ва текисливда улчов 
Кандай аникланишини куриб утдик. Туплам улчовини 
киритишда кесманинг узунлиги ёки туфи туртбурчакнинг 
юзасига асосландик, сунфа мураккаб тупламлар учун улчов 
тушунчасини аникладик. Эътибор берган булсангиз, биз учун 
туфи туртбурчак юзи кандай формула билан топилиши эмас, 
балки юза -  бу тупламлар усгидаш номанфий адцитив функция 
эканлиги мухим эди. Бу хосса туфи туртбурчаклар улчовидан 
элементар тупламлар улчовига утишда асосий рол уйнади.

Энди умумий холда улчов тушунчасини берамиз.
6-таъриф. Берилган С т ^ ярим халкада аникданган т~>ц 

\акикий туплам функцияси учун куйидаги икки шарт 
бажарилса, бундай туплам функцияси улчов дейилади:

1. Хар кандай А е О учун т->ц(А) > 0;
2. |л. аддитив функция, яъни А е  учун

п

А  = и  Ак’ Ак п  А ] = 0 ,  к ф у, Ак € к = 1,2,...,и .
А=1

Б у \олда

МЛ) = Х М А ). 
к=\

Ушбу таъриф билан 3-бобнинг 3-§ даги таъриф бир- 
биридан фарк килади.
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Демак, улчов ярим халцада берилар экан. Агар таърифда 
Gju халца булсин деб узгартирсак, у \олда улчов хапкдаа 
берилган булади.

Биз асосан ярим халкдца берилган улчовларни урганамиз. 
Текисликда аницланган улчовни, дастлаб тугри 

туртбурчаклар учун киритиб, сунгра уни элементар 
тупламларга давом эттирган, яъни узаро кесишмайдиган 
тугри туртбурчакларнинг бирлашмаси учун аникдаган эдик. 
Энди шу гоя ни бу ерда куллаймиз.

Фараз килайлик, иккита р, ва р2 улчов берилган булсин.
7-таъриф. Агар pj ва ц2 улчовлар учун Gn сС ,, булиб, 

Хар бир AeG^ учун р|(А)=р2(А) булса, у хрлда р2 улчов р, 
улчовнинг давоми дейилади.

Демак, улчовни давом эттириш деганда, уни узи 
аникданган бирор тупламлар тупламидан янада кеигрок, 
тупламлар тупламида хам аникдашни тушуниш керак.

Одатда, улчов ярим халкдца берилади ва уни берилган 
ярим халцани уз ичига олувчи минимал халцагача давом 
эттириш масаласи урганилади.

10-теорема. Бирор ярим хрлцада аницланган хар бир т->р 
улчов учун шундай ягона р’ давоми мавжудки, унинг аншщтиш сохаси 

ярим хщцани уз ичига олган ^(G^) минимал хщщдан иборат. 
Исботи. Минимал халца таърифига кура, %(G ) нинг 

Хар бир А элементи учун

A = ( jB t (Bk n B j = 0  агар, к Ф j булса), (1)
к=1

муносабат уринли. Энди таъриф буйича

=  (2)
k=1

деб оламиз.
Куриниб турибдики, бу (2) каби аник«ланган р'(А) микдор 

А тупламнинг (1) куринишдаги танланишига боклик, эмас.
Хак,икатан, айтайлик А икки

A = \ J  5* = Ü C./’ Bk e G tl,CJ e G f¡ 
k=1 /=1

ёйилмага эга булсин. У хрлда хар бир Bk п  С. кесишма Gm га 
тегишли ва демак, р улчовнинг аддитивлигига кура,
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¿ > № )  = Ц м ( А  г .с 7) = 1 > ( С ;)
*=1 *=1 /=1 ./=1

уринли.
Ш унингдек, (2) тенглик билан аницланган ц'(А) 

функциянинг аддитивлиги ва манфий булмаган кийматлар 
Кабул кдшши равшан. Шундай к;илиб, ц улчовнинг 5Н(Ом) 
Халкага давоми, ц' нинг мавжудлиги исботланди.

Унинг ягоналигини исботлаймиз. Айтайлик, цл улчов ц

нинг бошка бир давоми булсин. Агар л = и  в к, в к лар
А=1

дан олинган узаро кесишмайдиган тупламлари булса, у холда

МЛ(А) = = Х М )  = М
к к

булади. Демак, цА улчов (2) тенглик билан аникланган ц' 
улчов билан уетма-уст тушар экан. Теорема исбот булди.

Шундай килиб, агар ярим хдлкдда аникданган улчов 
мавжуд булса, шу ярим \алка оркдли хосил булган минимал 
Хшщада улчовни аникдаш имкониятига эга булдик. Бу улчов 
куйидаги мухим хоссаларга эга:

1°. Агар т  улчов И халкдца аникданган булиб, шу халкддан 
олинган А, А,, А^ ... , Ап тупламлар учун ушбу

А = з у А к, Ак п А ] = 0 ,  к ф ]  
к = 1

муносабатлар бажарилса, у холда
п

т ( А ) > ^ т ( А к )  
к= 1

тенгсизлик уринли булади.
2°. /^халкадан олинган А, А,, ..., Ап тупламлар учун

Ас= ( ] Аь к = \
муносабат бажарилса, у хрлда

п
т ( А ) < ^ т ( А к )

к=I
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тенгсизлик уринли булади.
Бу хоссаларни исботлаймиз.
Ханущатан, А, А,, А2, Ап тупламлар узаро кесишмаса 

ва уларнинг х,ар бири А тупламнинг кисми булса, у \олда
(

А =
ч*=1 у

тенгликдан гп улчовнинг аддитивлигига асосан ушбу
*=1 )  \  к=\ )

т(А) = X  т(Ак) + т(А \ 0  Ак 
к=\ к = \

п
тенглик уринли булади. Бундан т(-4 \и Л )^0  булгани учун

к=I

т(А)>^т (Ак) 
к=1

тенгсизлик келиб чи^ади. Бу эса 1° хоссани исботлайди. 
Энди 2° хоссани исботлаймиз. Х,ар кдндай А, е Р ва 
А̂  е Р учун ушбу

А1иА2=А1и(А2\(А,глА2))
ва

А2=(А1пА2)и(А2\(А,пА2))
муносабатлардан

т(А 1иА2)= т(А 1)+ш(А2)-т(А 1гА г)<т(А 1)+т(А 2) 
муносабат келиб чикдци. Бундан ихтиёрий п учун

]т(Ак) (1)
к=\ к=1

тенгсизлик индукция усули билан исботланади. Энди А с  [}Ак
к=1

муносабатдан ушбу

(]Ак = А ^ ( ( ( ] А к)\А)
*=1 *=1

тенгликни ёзиш имиз мумкин. Бундан т улчовнинг 
аддитивлигига асосан

™(1М) = т(А) + т(({]Ак) \  А) > т(А). 
к=1 к=1
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Бундан ва (1) тенгсизликдан
п

т ( А ) < ^ т(Ак) 
к=1

тенгсизлик келиб чикади. Шу билан 2° хоссахам исботланди.
Математик анализнинг купчилик масалаларида баъзи бир 

тупламларни чекли сондаги тупламларнинг йигиндиси сифатида 
эмас, балки чексиз сондаги тупламларнинг йишндиси сифатидп 
ифодалашга туфи келади. Масалан, доиранинг юзини хисобла I пда 
уни сони чексиз булган тугри туртбурчакларнинг йигиндисп 
шаклида ифодаланишидан фовдаланилади. Бундай масалаларда 
улчовнинг аддитивлик хоссаси етарли булмай кщади ва шу 
сабабли бу хосса умумийрок; булган ва куйида таърифланади га 11 
санокди-адцитивлик ёки а  - аддитивлик деб аталадиган хосса 
билан алмаштирилади.

8-таъриф. Агар ш улчовнинг От аникданиш сохасидап 
олинган, санокди сондаги узаро кесишмайдиган А,, А?,...,

А , тупламлар учун и  Л- е с „, булганда,
*=1

ч О  Ак)^ 'Т,т(Ак)
к=1 *=1

тенглик уринли булса, у холда т  улчов сг-аддитив улчов 
дейилади.

Текисликда аникданган улчов (1-§га каранг) а-адцитии 
улчовга мисол булади.

Мисоллар. 1. Айтайлик, Х={хр х2, ...} — бирор санок^ш

туплам булсин. Ушбу = 1 шартни каноатлантирувчи {рп>
п=I

мусбат сонлар кетма-кетлигини оламиз. Маълумки, X ниш' 
барча кием тупламлари халк,а ташкил кдлади. Шу халк,ада 
улчовни куйидагича аникдаймиз:

Хар бир А с  X учун т(А) = ^р , , -

Куриниб турибдики, бу ш(А) улчов ст-аддитии улчом 
булади. Шунингдек, ш(Х)=1 экани равшан.

2. Аддитив, аммо а-аддитив булмаган улчовга мисол, 
Айтайлик, О туплам [0; 1 ] кесмадаги барча рационам
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сонлар туплами булсин. Энди С>|(Н. нинг [0;1] даги ихтиёрий 
(<з;Ь) очиц интервал, [а;Ь] кесма еки (<з;Ь], [о;Ь) ярим очиц 
интерваллар билан кесишмаси куринишидаги АоЬ тупламлар 
туплами С т ни царайлик. Куриниб турибдики, Ога даги 
тупламлар ярим хдлк;а ташкил этади. Бундай аникданган 
АаЬ е С ш тупламлар улчовини

т(А аЬ)=Ь-я
каби аникдаймиз.

Бу улчов адцитив, аммо а-аддитив эмас. Чунки таърифга 
кура аммо улчовни ст-аддитив деб олсак, санокди
сондаги улчови 0 булган нук^алар бирлашмаси сифатида <3|(Н| 
нинг улчови 0 га тенг. Демак, бу улчов а-аддитив була олмайди.

11-теорема. Агар О т ярим %алцада берилган т  улчов ст- 
аддитив булса, у %олда унинг У!(Ст) %алцагача давоми булган 
т  улчов %ам а-аддитив булади.

Исботи. Айтайлик, Ае5Н(Ст), Ве9?(От), п=1,2,... ва
оо

А = У  В„,В1п В к = 0  к * з
п=1

булсин. У холда С т ярим халцада шундай А ва Вш. тупламлар 
топил адики,

А = У  Ар В„= и  Вп1,п  = 1,2...,

булади. Шунингдек, бу тенгликларнинг унг томонидаги 
тупламлар узаро кесишмайди, бирлашмалар эса чекли сондаги 
/ ва улар буйича олинади.

Энди Сш] = Вш. п  А  белгилаш киритайлик. У х;олда Сш. 
тупламлар узаро кесишмайди ва

4  = 0 и с -/’ ^  = и ^
/7= 1  у

муносабатлар уринли булади.
Ярим \алк;а в т да берилган т  улчовнинг а-аддитивлищдан

т(А) = ' Е ’Е т(с пЛ ш(5™)= Е от(с -Л
/7= 1  I  У

тенгликларни, шунингдек, ц нинг 9?(Ст) да аникданишига кура

ц(А ) = Х т ( А )) ,ц (В „ )  = Х ш (В т )
j 1
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тенгликларни ёзамиз. Булардан р(А) = '£]и(в„) булган бизга
/=1

керакли натижага келамиз. Теорема исбот булди.
Бу теоремадан куринадики, берилган улчовнинг давоми 

учун сг-аддитивлик хоссаси сакланади, демак, улчовни 
бошиданок бирор халкада берилган, деб олсак булаверар экан.

3-§. Улчовни Лебег маъносида давом эттириш

Ушбу параграфда биз бирор Е тупламнинг кием 
тупламларидан тузилган, кандайдир От ярим халкада 
берилган, ст-аддитив ш улчовни Е нинг барча кием тупламлари 
учун аникдаш масаласи билан шугулланамиз, яъни 1-§ даги 
гояни умумий хщца амалга оширамиз.

Айтайлик, Е бирор туплам ва уни уз ичига олган С т 
ихтиёрий ярим х1алка, ш эса С т да берилган а-адцитив 
улчов булсин. У хрлда Е даги кар бир А тупламни С т нинг 
элементлари ёрдамида коплаш мумкин, яъни шундай бир
{Вп} тупламлар борки, А с: У В П бГлади.

п

9-таъриф. Ихтиёрий А с Е  учун 
/и(А) = Ы'£т(В„)

П
тенглик билан анюуганган ц*(А) сонни А тупламнинг ташци 
улчови деймиз. Бу ерда инфимум А тупламни копловчи барча 
чекли ёки санокди {Впе С т} тупламлар системаси буйича 
олинган.

Эътибор берсангиз, 1-§ да От ярим \алка вазифасини 
барча типдаги тугри туртбурчаклар туплами бажарган эди.
3-бобнинг 4-§ да эса худди шу ярим халка сифатида барча 
очик, ёпик ва ярим очик интерваллар тупламини олган эдик.

Шу эслатилган \оллардаги каби бу ерда х,ам куйидаги 
теорема уринли:

12-теорема. Агар АеЕ ва {Ап}сЕ ихтиёрий чекли ёки 
сансщли сондаги тупламлар берилган булиб, улар учун

Л с  у д ,
п

шарт бажарилса, у  хрлда
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м (А) < (А )
п

муносабат уринли.
Исботи. 1-§ дагидек исботланади.
10-таъриф. Агар ихтиёрий кичик мусбат е сон учун 

шундай бир В е 9?(От) туплам топилиб,
ц*(ААВ) < е

шарт бажарилса, у хрлда А туплам улчовли (Лебег буйича 
улчовли) туплам дейилади.

Бу ерда киритилган ва факдт улчовли тупламлар учун 
аникданган т->р* функция Лебег улчови дейилади ва 
кулайлик учун у т->р. орцали белгиланади.

Улчовли тупламлар синфи х^ща ташкил кдлиши, улчовнинг 
а-аддитивлиги, узлуксизлиги худди 1-§ дагидек исботланади.

Саволлар ва мапщлар

1. Лебег буйича улчовли икки тупламнинг бирлашмаси 
улчовли булишини курсатинг.

2. Лебег буйича улчовли тупламнинг тулдирувчиси 
улчовли булишини курсатинг.

3. Лебег буйича улчовли икки тупламнинг кесишмаси 
улчовли булишини курсатинг.

4. Лебег буйича улчовли икки чегараланган тупламнинг 
айирмаси улчовли булишини курсатинг.

5. Лебег буйича улчовли икки А ва В тупламлар учун
ц(АиВ) = |а(А) + ц(В) - ц(Аг^В) 

муносабат уринли эканини исботланг.



V БОБ. УЛЧОВЛИ ФУНКЦИЯЛАР

1-§. Улчовли функциялар

Маълумки, функция унинганикданиш сохрси деб аталадиган 
тупламда берилади. Агар функция берилган тупламда улчов 
киритилган булса, у х°лда бу функциянинг улчовли 
тупламлардаги холати кандай булади? Улчовли тупламнинг 
образи улчовли буладими? Улчовли тупламнинг прообрази 
улчовли буладими? Бу каби саволлар тугилиши табиий. Демак, 
улчовли функция бирор улчовли тупламда аникданган ва 
маълум бир хусусиятларга эга функция экан.

Келгусида биз, асосан, кийматлари х ^и ^и й  сонлар 
булган функцияларни урганамиз.

Айтайлик, бизга Е улчовли туплам, т->ц ундаги улчов, 
Ет эса Е даги ц га нисбатан улчовли тупламлар туплами ва 
унда аницланган х1ак1ик1ий куийматли f : Е -> R функция 
берилган булсин.

Баъзи белгилашларни киритамиз:
f(x) функция улчовли Е тупламда аникданган ва а бирор 

Хацикуий сон булсин.
Е нинг кисми булган Г(х)>атенгсизликни к,аноатлантирувчи 

барча х лар тупламини E{f>a} билан белгилаймиз, яъни 
E{f >а} = {хеЕ: f(x) >а}.

Худди шунингдек,
E{f > а}= {хеЕ: f(x) > а},
E{f < а} =  {хеЕ: f(x) < а},
E{f = а} = {хеЕ: f(x)=a},
Е{а < f < Ь} = {хеЕ: а < f(x) < b} 

тупламларни хам аникдаб оламиз.
Умуман олганда, f(x) функция Е тупламда чексиз 

к.ийматга хам эришиши мумкин. Бундай холда чексиз к;иймат 
аник, +00 ёки -оо га тенг деб олинади.

1-таъриф. Агар улчовли Е тупламда берилган f(x) 
функция учун E{f>a} туплам ихтиёрий а да улчовли булса, 
у холда f(x) улчовли функция дейилади.
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Таърифдаги E{f>a} туплам улчовли дегани, бу тупламни ц 
ёрдамида улчаш мумкин, яъни |i(E{f>a}) сонни х,исоблаш 
мумкин деганидир. Ёкибошцача E{f>a}eE деб тушуниш керак.

Бу таърифдаги улчовли тупламлар Е да киритилган Лебег 
улчови маъносида царалгани учун f(x) функция баъзан (L) 
улчовли, яъни Лебег маъносида улчовли функция дейилади. 
Агар бу таърифда Е ва E{f>a} тупламлар Лебег улчовидан 
бошкд бирор улчовга нисбатан улчовли булса, у холда f(x) 
функция \ам шу маънода улчовли дейилади.

Мисоллар. 1. Е = [0,20] да /(*) = ̂  булсин.

Агар о>0 булса, у холда £{/ > а] = {*: -  > а) = (0,-),
х а

агар а<0 булса, у хрлда E{f>a}=E булиб, бу тупламлар улчовли.
2. Х={о, Ь, с}, Е={0 ,  {а}, . . ,}=2Х булсин. Ихтиёрий 

АеЕ^ учун хА(х) улчовли функция булади.
1-теорема. Агар f(x) функция Е тупламда улчовли булса, у 

холда %ар цандай хсщиций а ваЪ сонлар учун
1) E{f < а}] 2) Е{а< f< b} ; 3) E{f = а};
4) E{f > а); 5) E{f < а}

тупламларнинг хар бири х,ам улчовли булади.
Исботи. 1) Маълумки,

E{f < а} = Е \  E{f > а).
Берилганларга кура, Е ва E{f>a} тупламлар улчовли, 

демак, уларнинг айирмаси E{f < а} туплам хам улчовли.
2) Е{а < f < b} = E{f > a) n  E{f < b} тенгликнинг унг 

томонидаги тупламлар таърифга ва 1) га кура улчовли, демак, 
уларнинг кесишмаси Е{а < f < Ь} туплам улчовли.

3) £{/ = а} = H i L - - < /(д-)< of + -il тен гл и к н и н г  унг
н=1 I п п)

томонидаги тупламлар улчовли булгани учун уларнинг 
саноцли сондаги кесишмаси хам улчовли булади (улчовли 
тупламлар хоссаси, 4-боб, 1-§ га царанг, 9-теорема).

4) E{f>a}=E{f>a}uE{f=a} тенгликнинг унг томонида 
улчовли тупламлар бирлашмаси турибди, демак, E{f><j} 
туплам хам улчовли.

5) E{f <а} = E{f < а) \  E{f=a| тенгликдан ва 1), 3) 
лардан E{f<a} тупламнинг улчовлилиги келиб чикдди. 
Теорема исбот булди.
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2-теорема. Агар ихтиёрий х,ак,ик,ий а ваЬ сонлар учун I),
2), 4), 5) тупламларнинг бирортаси улчовли булса , f(x) функция 
Е тупламда улчовли булади.

Теореманинг исботи юкрридаги каби олиб борилади. 
Улчовли функцияларга дойр мисол ва масалалар ечиш.
1-мисол. Агар улчовли Е тупламда Р(х) функция улчовли 

булса, у холда f(x) функциянингулчовли эканлигини исботланг.
Ечиш. Шартга кура, ихтиёрий аеЯучун Е(Р(х)>а)={хеЕ: 

Р(х)>д} улчовли булади. У холда E(f>c)={x: f(x)>c}={x: Р(х)>с3} 
муносабатга кура f(x) нинг улчовли экани келиб чикдди.

2-мисол. Агар f(x) функция [а;Ь] да f(x) хосилага эга 
булса, у хрлда f  (х) нинг [а;Ь] да улчовли эканини курсатинг.

Ечиш. Хосилага эга функция узлуксиз булади, демак, 
улчовли булади. Ихтиёрий neN  учун ушбу

f i x  + - ) -  f ( x)
<р М )  =  — — х-----------

п

функцияни караймиз. Бу функция [а;Ь-— ] кесмада аникданган
п

ва улчовли булади. Шунингдек, унинг лимити мавжуд:

lim<р„(х) = f'(x), Vxе [a;b-— }• Демак, f(x) функция [ а ; Ь ]
»->« п п
да улчовли.

X |
Энди [a;b)=(J[a;b— ] га кура, f(x) [a;b) да улчовли. Унга 

п
улчови 0 булган {Ь} тупламни кушишимиз мумкин.

Шундай килиб, f(x) функция [а;Ь] да улчовли экан. 
Му ставил ишлаш учун мисол ва масалалар.
1. Улчовли Е тупламда Р(х) функциянинг улчовли 

эканлигидан, умуман олганда, f(x) нинг улчовли булиши 
келиб чикмаслигини курсатинг.

2. Агар f(x) улчовли булса, у холда |f(x)| нинг улчовли 
булишини исботланг. Бу хулосанинг тескариси уринли 
эмаслигига мисол келтиринг.

3. Дирихле функцияси билан ихтиёрий функция купайтмаси 
улчовли функция булишини исботланг.
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4. Айтайлик, f(x) бирор [a;b] кесмада узлуксиз ва E,=f(E) 
унинг куийматлар туплами булсин. Агар g(x) функция Е, да 
улчовли булса, у хщда уларнинг суперпозицияси g(f(x)) 
функция улчовли буладими?

5. Агар f(x) ва д(х) улчовли функциялар булса, у \олда 
p(x)=min{f(x),g(x)} ва q(x)= max{f(x),g(x)} функциялар хдм 
улчовли булишини исботланг.

Энди улчовли функцияларнинг асосий хоссаларини куриб 
утамиз.

2-§. Улчовли функциялар устида амаллар

3-теорема. Агар f(x) функция Е тупламда улчовли булса, у 
%олда бу функция Е тупламнинг ихтиёрий улчовли Е, цисмида 
;\ам улчовли булади.

Исботи. Улчовли функция таърифига кура,
Et{f > а] = {хеЕ,: f(x) > а} 

тупламнинг улчовли эканлигини курсатишимиз зарур. Бу 
тупламнинг улчовлиги эса

Ej{f > а] -  E,nE{f > а} 
тенгликдан келиб чикдци. Чунки берилишга кура, Е, ва E{f>a} 
тупламлар улчовли, демак, уларнинг кесишмаси ^ам улчовли. 
Теорема исбот булди.

4-теорема. Айтайлик, {EJ, чекли ёки санок̂ пи сондаги улчовли 
тупламлар кетма-кетлиги булсин. Агар f(x) функция бу 
тупламларнинг %ар бирида улчовли булса, у  %олда f(x) уларнинг
Е = | j £ t бирлашмасида хам улчовли булади.

к

Исботи. Ихтиёрий к учун Ек ва Ek{f>a} тупламларнинг 
\ар  бири улчовли. Улчовли тупламлар хоссасига кура, 
уларнинг ихтиёрий сондаги бирлашмаси х,ам улчовли. Демак,
£ = ( j£ t. улчовли туплам. Энди

к
£ { / > a } = U ( £ { / > a } n £ , )

к

тенгликдан эса f(x) функциянинг Е тупламда улчовли булиши 
келиб чик,ади. Теорема исбот булди.

5-теорема. Агар f(x) функция улчовли Е тупламда узгармас 
к сонга тенг булса, у хсолда f(x) улчовли функция булади.



Исботи. Бу ерда икки щлдан бири булиши мумкин: 
танланган а сон учун ёки к>а, ёки к< а.

Агар к>а булса, у ^олда
E{f >а} = Е, 

агар к <  <2 булса, у \олда
E{f >й} = 0

булади ва бу тупламлар улчовли. Теорема исбот булди.
6-теорема. Агар f(x) функция улчовли функция ва к узгармас 

сон булса, у х;олда f(x)+k ва kf(x) функциялар щ м улчовли булади.
Исботи. Теореманинг тасдиги

E{f+k > а} = E{f>ö-k} 
тенгликдан \амда к>0 булганда

E{kf > a } = E { f > j  } 
k

ва к< 0 булганда

E{kf > а}=  E { f  < ~  } 
к

тенгликлардан келиб чицади.
Агар к=0 булса, у хрлда охирги и к к и  тенгликнинг унг 

томонидаги тупламлар уз маъносини йукртади. Аммо бу х,олда 
kf(x)=0 булиб, 5-теоремага асосан kf(x) функция улчовли 
булади. Теорема исбот булди.

7-теорема. Агар f(x) ва д(х) функциялар Е тупламда 
улчовли булса, у у;олда E{f > д} тушам улчовли булади.

Исботи. Барча рационал сонларни г,, г2, ..., гп, .... 
куринишда номерлаб чицамиз. У ^олда

E{f > g}= Ü[E(F > гЛ ̂  Е(э < ч }] (1)
k=l

тенгликни ёзишимиз мумкин.
Бу тупламлар тенглигини куйидагича исботлаш мумкин: 

(1) тенгликнинг чап томони унинг унг томонининг цисми 
эканлигини курсатамиз. Агар хе  E{f >g} булса, у ̂ олда f(x)>g(x) 
тенгсизлик уринли булади. У х,олда f(x) ва д(х) сонлари учун 
шундай бир rk рационал сон топиладики, 

f(x) > rk > g(x)
тенгсизлик бажарилади. Шундай цилиб, xeE{f > rk} ва 
xeE{g<rk} муносабатларга келамиз. Демак, 

xeE{f > rk}nE{g < r j
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булади. Бувдан х е (J [е {/  > rk} п  £{д < гк}] муносабат келиб чикдци.
А'=1

Энди х элементнинг ихтиёрийлигвдан
00

E { f> g } c U [E { f> rJn E { g < rl }] (2)
k=l

муносабатни оламиз.
(1) тенгликнинг унг томони унинг чап томонининг к,исми

эканлигини курсатамиз. Айтайлик, х е (J [£{/ > rk}n  £{д < гк}]
к=\

булсин. У холда камида битта гп рационал сон топиладики, 
xeE{f >rn}nE{g<rn} булади. Демак, xeE{f >rn} ва xeE{g< rn} 
булиб, ушбу f(x)>rn ва g(x)<rn тенгсизликларни оламиз. 
Булардан f(x)>g(x) тенгсизлик келиб чикдди. Бу эса хе E{f>g} 
эканини билдиради. Энди х элементнинг ихтиёрийлигидан

оо
Е{ /  > 9} => \ J H f  > гк }п £{д < гк}] 

к=\
келиб чикдци. Бувдан ва (2) муносабатдан (1) тенгликнинг 
уринлилиги исботланади. Энди теорема исботига кайтамиз.

Хар бир рационал сон rk учун E{f > r j  ва E{g < r j  
тупламлар улчовли. Улчовли тупламларнинг санок/ги сондаги 
бирлашмаси яна улчовли булгани учун, (1) тенгликнинг 
унг томонидаги туплам улчовли. Демак, E{f>g} туплам 
улчовли. Теорема исбот булди.

8-теорема. Агар f(x) ва д(х) функциялар Е туппамда улчовли 
булса, у %олда f(x)+g(x) ва f(x)—g(x) функциялар %ам Е 
тупламда улчовли булади.

Исботи. Бу теореманинг исботи
E{f + g > а) — E{f > а — g},

E{f - g > a) = E{f > a + g} 
тенгликлардан ва 7-теоремадан келиб чи^ади.

9-теорема. Агар f(x) ва д(х) функциялар Е тупламда улчовли 
булса, у %олда уларнинг купайтмаси f(x)g(x) функция %ам Е 
тупламда улчовли булади.

Исботи. Агар f(x) улчовли булса, у холда Р(х) функциянинг 
улчовли булиши а>0 булганда

Е[f 2 >а}= Е{/  >4~а }u E \ f  < -Vo}

112



тенгликдан, а<О булганда
Е{Р> а } = Е 

тенгликдан келиб чик.ади. Булардан ва ушбу

Дх)д(х) = I  [/(*) + д(х)]2 -  i  [/(X) -  д(х)Г

тенгликдан тасдик;нинг тугрилиги келиб чикдци, чунки унг 
томондаги функциялар 8- теоремага асосан улчовли. Теорема 
исбот булди.

10-теорема. Агар д(х) функция Е тупламда улчовли булиб, 

Е нинг ихтиёрий х элементида д(х)^ 0 булса, у  хрлда

функция хдм Е тупламда улчовли булади.
Исботи. Агар д(х) улчовли функция булса, у холда а>О 

булганда,

Е{ - > а } = £ | о < д < -  
g  I а

туплам; а < 0 булганда,

Е{ ^  > а] = Е{$ > 0}u £-jg < - i j

туплам; а=О булганда,

Е{ -  > а] = £{д > 0}
S

тупламларнинг улчовли эканлигидан — функциянинг
gM

улчовлилиги келиб чикдци. Теорема исбот булди.
11-теорема. Агар f(x) ва д(х) функциялар Е тупламда улчовли 

булиб, Е нинг ихтиёрий х элементида д(х)* 0 булса, у  х;олда
f ( x )
----- функция х,ам Е тупламда улчовли булади.
g(x)

Исботи. Бу теореманинг тугрилиги

g(x) g(x) 
муносабатдан х^амда 9- ва 10-теоремаларнинг тасдигидан 
келиб чик;ади.
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12-теорема. Агар f(x) функция Е тупламда узлуксиз булса, у  
х;олда f(x) бу тупламда улчовли булади.

Бу теореманинг исботини мустацил бажариш учун 
крлдирамиз.

3-§. Улчовли функциялар кетма-кетлиги

Улчовли функциялар тупламида кушиш, айириш, булиш 
ва купайтириш амаллари бажарилар экан. Куйидаги теорема 
улчовли функциялар кетма-кетлиги устида лимитга утиш 
х;ам уринли эканини курсатади:

13-теорема. Айтайлик, улчовли Е тупламда f,(x), f2(x), ... 
улчовли функциялар кетма-кетлиги берилган булсин. Агар Е 
тупламнинг %ар бир х нуцтасида

тенглик бажарилса, у  у,олда f(x) функция Е тупламда улчовли 
булади.

Исботи. Айтайлик, f(x) -> f(x) булсин. У холда ушбу

муносабат уринли.
Хацицатан, айтайлик, х чап томондаги тупламга тегишли 

булсин. У ^олда f(x)<c, демак, шундай бир к номер топиладики,
2

/ W <c~~jc булади. Крлаверса, к ни хохлаганча катта цилиб 
олиш мумкинки, катта п ларда хам m > п хол учун

тенгсизлик бажарилади. Бу эса х  элемент (1) муносабатнинг 
унг томонига хам тегишли эканини билдиради.

Аксинча, агар х элемент (1) муносабатнинг унг томонига 
тегишли булса, у холда шундай бир к номер топиладики, 
етарлича катта m лар учун

тенгсизлик бажарилади. Бу эса f(x)<c эканини, яъни х элемент 
(1) тенгликнинг чап томонига тегишлилигини билдиради.

f(x) = limfn(x)

( 1)

i A * ) < c k
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Шартга кура fn(x) функцияларнинг хаР бири улчовли,

яъни {лг: f m(X) < с - -  } тупламлар ихтиёрий ш ва к лар учун
к

улчовли булади. Маълумки, улчовли тупламлар туплами а- 
алгебра ташкил этади. Демак, (1) тенгликка асосан

{х: f(x) < с}
туплам хам улчовли булади. Бу эса/(х) функциянинг улчовли 
эканини билдиради. Теорема исбот булди.

Эквивалентлик 
Келгусида улчови нолгатенг тупламлар кончалик мухим, 

балки уларни эътиборга олмасак хам булаверар, каби 
саволларга жавоб излаймиз.

'Улчовли функция таърифидан куринадики, унинг улчови
О га тенг тупламдаги киймати хеч кандай рол уйнамайди.

Умуман, бирор хосса Е тупламнинг 0 улчовли к,исмида 
бажарилмаса, бу хосса барибир бажариляпти дейишга 
асосимиз бор.

Шу сабабли бизга керакли булган айрим таърифларни 
берамиз.

2-таъриф. Бирор улчовли Е туплам учун ц(Е)>0 булсин. 
Агар бирор хосса улчови нолга тенг А с Е  тупламда 
бажарилмай, Е тупламнинг крлган кисмида (яъни Е\А 
тупламда) бажарилса, у холда бу хосса Е тупламда деярли 
бажарилади дейилади.

К,уйидаги таъриф жуда мухим таърифлардан бири 
Хисобланади:

3-таъриф. Агар ц({х: f(x) ф д(х)}) = 0 булса, f(x) ва 
д(х) функциялар Е тупламда эквивалент дейилади.

Бунинг маъноси шуки, берилган икки функция Е 
тупламнинг деярли хамма жойида устма-уст тушади. Шунинг 
учун хам Е тупламда эквивалент булган икки функция бир- 
бирига деярли тенг дейиш уринли булади.

Масалан, [0; 1 ] кесмада берилган Дирихле функцияси

Ь агар х е Q булса,
[ 0, агар х е I булса

ва шу [0; 1 ] да айнан 0 га тенг: 0(х)=О, функциялар 
эквивалент, яъни деярли тенг функциялар, чунки улар бир 
биридан санокди нук^аларда фарк к,илади. Биламизки, самокут 
тупламнинг улчови 0 га тенг.
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14-теорема. Улчовли Е тупламда аницланган f(x) функция 
бирор бир улчовли д(х) функцияга эквивалент булса, у урлда 
унинг узи %ам улчовли булади.

Исботи. Функцияларнинг эквивалентлиги таърифига кура, 
{х: f(x)<a} ва {х: д(х)<а} 

тупламлар бир-биридан фа^ат улчови нолга тенг булган 
ьдисмлари билан фарк, кил ад и. Демак, бу тупламлардан бири 
улчовли булса, у хрлда иккинчиси \ам улчовли булади. 
Теорема исбот булди.

Классик анализда функцияларнинг эквивалентлиги му\им 
рол уйнамайди, чунки у ерда асосан узлуксиз функциялар 
урганилади. Узлуксиз функциялар учун эса эквивалентлик 
айнан тенгликни билдиради.

Ха^икатан, агар икки узлуксиз f(x) ва д(х) функциялар 
бирор [а,Ь] сегментнинг хо нуцтасида устма-уст тушмаса, 
яъни f(xo) ф  д(хо) булса, у холда уларнинг узлуксизлигига 
кура хо нинг шундай атрофи топиладики, бу атрофнинг 
барча х нукталари учун f(x) ф  д(х) булади. Бундай атрофнинг 
улчови нолдан фаркуш мусбат сон. Демак, узлуксиз 
функциялар устма-уст тушмаса, эквивалент була олмайди.

4-§ . Деярли яиршлашиш

4-таъриф. Бирор Е улчовли туплам берилган булиб, 
ц(Е)>0 булсин. Агар Е тупламда аниьутанган {fn(x)} 
функциялар кетма-кетлиги улчови нолга тенг булган бирор 
А тупламнинг таищарисида (яъни Е\А тупламда) f(x) 
функцияга як^инлашса, у хрлда {f(x)} функциялар кетма- 
кетлиги f(x) функцияга деярли ящнлашувчи дейилади.

Бошкдча айтганда, {х :iim /„(*) ф fix) } тупламнинг улчови
п->оо

нолга тенг булса, {fn(x)} кетма-кетлик f(x) га деярли 
якинлашади дейилади.

Масалан, f(x)=xn куринишда берилган функциялар кетма- 
кетлиги [0,1] кесмада f(x)=0 функцияга п-»оо да деярли 
як;инлашади. Чунки *0} = {l} ва бу бир элементли

п—>оо

туплам улчови 0 га тенг.
15-теорема. Агар улчовли Е тупламда fn(x) улчовли 

функциялар кетма-кетлиги f(x) функцияга деярли яцинлашса, 
у %олда f(x) функция Е тупламда улчовли булади.
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Исботи. Бунинг учун Л = {jc:lim/„(x) = /(*)} тупламни
/»->00

цараймиз. Теорема шартига кура, ц(Е\А)=0. Демак, f(x) функция 
Е\А тупламда улчовли (нафацат f(x), балки ихтиёрий функция 
улчови нол га тенг тупламда улчовли булади). 13 -теоремага кура 
f(x) функция А тупламда улчовли. Шундай кдлиб, f(x) функция 
Е да улчовли экан. Теорема исбот булди.

Текис якиплашиц!
Функциялар кетма-кетлиги учун текис яцинлашиш 

тушунчаси билан яхши танишсиз.
Шундай булса хам, бу керакли таърифни эслатиб утамиз.
5-таъриф. Агар ихтиёрий s>0 сон учун шундай бир n = n o(s) 

номер мавжуд булиб, барча п>по лар ва барча хеЕ учун
|f(x)-f(x)| < е

тенгсизлик бажарилса, у \олда Е тупламда аникданган (fn(x)} 
функциялар кетма-кетлиги шу тупламда f(x)ra текис 
яцинлашувчи дейилади.

Улчовли функцияларнинг цуйида келтириладиган 
хоссалари биз келгусида аникдамоцчи булган интегрални 
курищда асосий вазифани утайди.

6-таъриф. Агар Е тупламда аникданган ^ациций f(x) 
функция улчовли булиб, унинг к;ийматлари туплами чекли ёки 
санокди булса, у ̂ олда бундай функция содда функция дейилади.

16-теорема. Е тупламда берилган %амда цийматлари 
туплами чекли ёки саноцли {у,, У2> Уп> —} тупламдан 
иборат булган f(x) функциянинг улчовли булиши учун

An = {хе Е : f(x) = yn} , n = 1, 2, ... 
тупламларнинг улчовли булиши зарур ва етарлидир.

Исботи. Зарурийлиги. Айтайлик, f улчовли булсин. Битта 
элементли туплам {уп} улчовли булганлиги учун унинг 
прообрази An= f 1({yn}) улчовли булади.

Етарлилиги. Айтайлик, барча Ап, (п=1,2,...) лар улчовли
булсин. У холда ихтиёрий с сон учун E = ( f > c ) =  [ j A n

v„e(c,oo)

тенгликдан ва Ап ларнинг улчовлилигидан f  нинг улчовли 
эканлиги келиб чикдци. Теорема исбот булди.

Куй и да ги теорема жуда му\им:
17-теорема. Е тупламда аницланган f(x) функция улчовли 

булиши учун бу функцияга шу тупламда текис ящнлашувчи,
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улчовли (f(x)} содда функциялар кетма -кетлиги мавжуд булиши 
зарур ва етарлидир.

Исботи. Зарурийлиги. f(x) функцияни улчовли деб, унга 
текис яьдинлашувчи улчовли {f (х)} функциялар кетма- 
кетлигини куйидагича тузамиз: хар бир тайинланган п 
натурал сон учун улчовли f(x) функция

п п
тенгсизликни каноатлантирадиган нукталарда (бу ерда m — 
бутун сон) fn(x) функцияни ушбу

гг  л m /„(*) = — п
тенглик билан аникдаймиз. У холда f(x) содца функция 
булиб, {f(x)} кетма-кетлик п->а> да f(x) га текис якинлашади.

Хакикатан, f(x ) функциянинг таърифланишидан Е 
нинг хар кандай х элементи учун

|/ „ 0 ) - / 0 0 | < -  п
тенгсизлик уринли эканлиги равшан. Бу эса п-*» да {fn(x)} 
кетма-кетликнинг f(x) га текис якиилашишини курсатади.

Етарлилиги. Берилган Е тупламда аникпанган {f(x)} 
улчовли содца функциялар кетма-кетлиги f(x) функцияга 
текис якинлашувчи булса, у холда 4-теоремага асосан f(x) 
функция улчовли булади. Теорема исбот булди.

Егоров теоремаси 
Текис як^инлашиш билан юкорида киритилган деярли 

якцнлашиш орасида ^андай богланиш борлигини куйидаги 
теорема курсатади:

18-теорема. Айтайлик, улчови чекли Е туплам ва ундаги 
f(x) функцияга деярли яцинлашувчи fn(x) улчовли функциялар 
кетма-кетлиги берилган булсин. Ух(олда угар бир 8>0 сон учун 
шундай бир Е8с  Е улчовли цисм туплам топиладики, унинг 
улчови Е нинг улчовидан купи билан 5 га фарц килади ва Е8 
тупламда f(x) кетма-кетлик f(x) га текис яцинлашади.

Исботи. Исботнинг асосий гояси теорема шартини 
Каноатлантирувчи Е6 тупламни топишдан иборат. Юкрридаги
15-теоремага кура f(x) улчовли булади. Энди
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Е "' = п { х: 1л * ) ~  / И  < “ 1¡■¡ип I т]
тупламни кдраймиз.

Бу Епт тупламтайин п в атлар да , ихтиёрий /> пларучун

\ т - т \ < -
т

шартни к;аноатлантирувчи барча х лар тупламини ифодалайди. 
Айтайлик,

Е"' = 0  К
п=1

булсин. Епт тупламларнинг аникданишига кура, тайин т  лар 
учун

Е,т с  Е2т с  ... с  Епт с  ...
булади.

Маълумки, ст-аддитив улчов узлуксиз, шунинг учун 
ихтиёрий т  ва ихтиёрий 8>0 учун шундай бир по(ш) номер 
топиладики,

М(Ет\Е:ля)) < 3 /  2т
булади. Агар

оо

Ех = П  Е"‘, .
<* I I " о ( " 0  

/и = 1

деб олсак, бундай аникданган Е5 туплам теорема шартини 
кдноатлантиради.

Х ак^атан , (Г(х)} кетма-кетлик Е5 тупламда Г(х) гатекис 
як^инлашади. Чунки, агар хеЕ5 булса, у \олда ихтиёрий т  
учун / >по(т )  булганда

и м - / « | < -
т

тенгсизлик уринли.
Энди Е \Е 5 туплам улчовини бахдлаймиз. Куриниб 

турибдики, хар бир ш учун ц(Е\Ет)=0. Бундан
М(Е\Е:Лт)) = М(Е"’ \ Е:о(„„)<<5/2'" 

келиб чикдци. Шунинг учун
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М(Е \ ЕS) = M(E\  П £*(.,) -  M (J (Е \ К 0(т))) *
т = 1 т=1

/Л  =  1 /77=1

Теорема исбот булди.

5-§. Улчов буйича яцинлашиш

Энди улчовли функциялар синфида яна бир яцинлашиш 
тушунчаси билан танишамиз ва турли хил лимитга утиш 
амалларини куриб, уларнинг хоссаларини урганамиз.

7-таъриф. Улчовли Е тупламда f(x) улчовли функция 
ва {fn(x)} улчовли функциялар кетма-кетлиги берилган 
булсин. Агар х;ар цандай мусбат а  сон учун

: | f n(x) -  f ( x )| > cr}) = О

муносабат уринли булса, у х;олда {f(x)} кетма-кетлик f(x) 
функцияга улчов буйича яцинлашувчи дейилади ва fn=>f 
куринишда ёзилади.

Юцорида киритилган деярли яцинлашиш билан улчов 
буйича яцинлашиш орасида цандай богланиш бор, деган 
саволга куйидаги теорема жавоб беради:

19-теорема. Айтайлик, f(x) функцияга деярли ящнлашувчи 
{f(x)} улчовли функциялар кетма-кетлиги берилган булсин. У  
х;олда {fn(x)} функциялар кетма- кетлиги f(x) функцияга 
улчов буйича х,ам ящнлашувчи булади.

Исботи. 15-теоремага кура, f(x) улчовли булади. 
Айтайлик, А орцали f(x) ларнинг f(x) га яцинлашмайдиган 
нуцталартуплами белгилансин: А = {* :\\т/„(х) ф /(*)}. Теоремап-»00
шартига кура, А нинг улчови нолга тенг. Куйидаги 
тупламларни киритамиз:

Ек(с)={х: | fk(x) -  f(x) | > cj},

RScr) = (]E k{c7), M =
k= n  /i=l

Бу тупламларнинг улчовли эканлиги равшан. Шунингдек, 
R ;(a) з  R ^ a )  з  ...
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муносабат уринли. У хщда улчовнинг узлуксизлик хоссасига 
асосан п-»оода

^(R (a)) -» ц(М) 
булади. Энди М с  А эканини курсатамиз.

Хак,икатам, агар хоеА булса, яъни
lim /„W  = / ( x )
п —»00

булса, у холда берилган ихтиёрий ст > 0 учун шундай бир п 
топиладики, к > п булганда,

I W  - f(X0) I < a 
булади. Бу эса xogR n(<r) эканини , колаверса, xoiM  
булишини билдиради.

Аммо ц(А)=0 ва шунинг учун ц(М)=0, чунки МсА. 
Шундай килиб, п—>оо да

H(Rn(a)) -» О
экан. Энди En(a) с  Rn(a) эканлигидан теореманинг хулосаси 
келиб чикади. Теорема исбот булди.

Бу теореманинг теекариси уринли эмас, яъни функциялар 
кетма-кетлигининг улчов буйича якинлашишидан уларнинг 
деярли якинлашиши келиб чикмайди.

Хакикатан, хар бир натурал к учун (0,1] ярим ораликда 
f  (k) f  (к) f  (к) 
i > 12 > ■■■■’ к ’ 

функциялар кетма-кетлигини куйидагича аникдаймиз:
, ¡-1 . i1, агар ----< х < — булса,

к к
О, Калган холларда.

Буфункцияларник=1,2, ...учун куриб оламиз ва бир четдан 
номерлаб чикамиз. Натижада улчов буйича нолга якинлашувчи, 
аммо бирорта хам нукгада нолга якинлашмайдиган функциялар 
кетма-кетлигини хосил киламиз.

Бу мисол 19-теореманинг теекариси уринли эмаслигини 
тасдикласа хам, куйидаги тасдик уринли булади:

20-теорема. Айтайлш, {fn(x)} улчовли функциялар кетма- 
кетлиги f(x) функцияга улчов буйича яцинлашувчи булсин. У  
урлда бу кетма-кетликдан f(x) функцияга деярли яцинлашувчи

\ f  (х)} цисмий кетма-кетлик а.жратиб олиш мумкин.
Бу теореманинг исботи юкорида курилган мисол гояси 

каби курсатилади. Шу мисолнинг, масалан, } кием кетма- 
кетлиги нолга деярли якинлашади.
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Саволлар ва маищлар

1. Айтайлик, {fn} ва {gn} улчовли функциялар кетма-кетлиги 
мос равишда f(x) ва д(х) га Улчов буйича яцинлашсин. У 
хрлда {fn+  gn}, { fg n} кетма-кетликлар мос равишда f+g га ва 
fg га Улчов буйича як;инлашишини кУрсатинг.

2. Айтайлик, {fn} улчовли функциялар кетма-кетлиги f(x) 
га Улчов буйича як^инлашсин. Агар барча п лар учун f(x)<a 
шарт бажарилса, у х;олда f(x)<a тенгсизлик деярли 
бажарилишини кУрсатинг.

3. Агар f(x) Улчов буйича як,инлашувчи {f(x)} функциялар 
кетма-кетлиги д(х) га хам улчов буйича як;инлашса, у \олда 
f(x) ва д(х) ларнинг эквивалентлигини исботланг.

4. Аввалги мисолдаги улчов буйича яцинлашиш деярли 
як,инлашиш билан алмаштирилса, хулоса Уринлилигича 
к;оладими?



VI БОБ. ЛЕБЕГ ИНТЕГРАЛИ

1-§. Интеграл тушунчаси ва уни куришнинг 
биринчи усули

Узлуксиз функциялар учун ёки узилиш нук^алари «жуда 
куп» булмаган функциялар учун Риман интегралини хисоблаш 
математик анализ курсидан маълум. Кейинчалик Риман 
интеграли баъзи бир функциялар синфи учун мавжуд 
эмаслиги, яъни бу интеграл тушунчаси ёрдамида айрим 
функцияларни интеграллаб булмаслиги аникдангач, янада 
кенгрок; интеграл — «Лебег интеграли» тушунчаси киритилади.

Шу жараённи ^искдча эслаб утайлик.
Бирор [а;Ъ] сегментда аникданган f(x) функциянинг 

Риман интегралини куриш учун [а;Ь] оралик; узунликлари 
п та булакка булинади ва х,ар бир булакдан биттадан нукта 
танланиб, интеграл йигинди тузилади. Сунгра булаклар 
узунликлари энг каттаси 0 га интилганда (бу холда п —>со 

булади), тузилган интеграл йигинди лимити текширилади. 
Агар лимит мавжуд булса ва [<з;Ь] оралик^ни булиш усулига 
Хамда х;ар бир булакдан олинган нук^аларнинг танланишига 
боглик, булмаса, бу лимит f(x) функциядан [я;Ь] сегмент 
буйича олинган Риман интеграли дейилади.

Агар |я,Ь] сегментда аникданган f(x) функция сифатида
fl, агар х рационал булса,
[О, агар х иррационал булса.

Дирихле ф ункциясини олсак, у \о л д а  юк;орида 
келтирилган таъриф буйича бу функциянинг Риман интеграли 
мавжуд булмайди.

Хакдоатан, агар ажратилган булакларнинг х,ар биридан 
олинган ва интеграл йигиндида ишлатиладиган нукргалар 
рационал кдлиб танланса, интеграл йигиндилар b-а га, демак, 
лимит хам b -а га тенг булади. Агарда олинаётган нук^галар 
иррационал кдлиб танланса, у холда интеграл йигиндилар
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Хар бир п да 0 га тенг ва демак, лимит х,ам О га тенг булади. 
Бундан куринадики, интефал йигандилар кетма-кетлигининг 
лимита булакчалардан олинган нуцгаларнинг танланишига 
боклик; экан. Бу эса Дх) ни Риман маъносида интеграллаб 
булмаслигини билдиради.

Бу каби мисолларни истаганча келтириш мумкин.
Курамизки, Риман интеграли тушунчасини математикада 

куплаб ишлатиладиган мухдим функцияларга татбик; кцлиб булмас 
экан. Шу сабабли Риман интеграли тушунчасини кенгайтириш 
масаласи турилади.

Бу масала билан куп математиклар шурулланиб, Риман 
интегралининг турли умумлаштиришларини топишган. 
Буларнинг ичида энг мухими Лебег томонидан киритилган 
интеграл тушунчасидир.

Лебег интеграли куришнинг асосий ро я с и  шундаки, унда 
функциянинг аниклаш сохаси булган [а;Ь] сегментни 
булакларга булинаётганда аргумент цийматларининг 
яцинлиги эмас, балки функция цийматларининг яцинлиги 
Хисобга олинади. Бу роя бирйула Риман интеграли мавжуд 
булган функциялар синфидан кенгрок; функциялар синфи 
учун интеграл тушунчасини аникдашга имкон беради.

Риман ва Лебег гояларини бошцача яна куйидагича хам 
солиштириш мумкин:

Айтайлик, цийматлари хар хил булган к;огоз пуллардан 
бир к;оп бор. Бу пулларнинг умумий микдорини цандай кдгсиб 
топган маъкул. Икки кассирдан бири пулларни бир четдан 
олади ва микдорларини кушиб боради. Иккинчиси эса аввал 
пулларнинг микдорига цараб ажратиб чикдци: масалан, 10 
сумликларни бир туп, 50 сумликларни бир туп ва хоказо. 
Кейин хар бир тупни алохида санаб кушиб чицади.

Мана шу кассирлардан биринчиси, ифодали цилиб 
айтганда «Риман», иккинчиси «Лебег» булади. Юзаки 
Караганда, бу икки усулда хисоблашларнинг бир-биридан 
устунлиги сезилмаса-да, ушбу дарсликда биз Лебег усулининг 
катта имкониятларга эга эканлигини курамиз.

Чегараланган функциянинг Лебег интеграли
Айтайлик, турри чизикда ц улчов аникданган булсин. 

Аввало, Лебег интегралини [<з;Ь] сегментдаги Улчовли Е 
тупламнинг характеристик функцияси учун аницлаймиз.
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Ушбу

Ш
1, х е  Е,

О, х <£ Е

функция Етупламнинг характеристик функцияси дейилади.
Энди f (х) функциянинг Лебег интегралы деб ц(Е) сонга 

(яъни Е тупламнинг улчовига) айтамиз ва куйидагича 
белгилаймиз:

Бу ерда, (L) белги интеграл Лебег маъносида эканлигини 
билдириб туради.

Шунингдек,

тенглик билан аникдаш кераклиги тушунарли.
Умумий хол (1-усул). Функцияларнинг кийматларига кура 

интеграл куриш.
Маълумки, функция тугри чизикда, яъни сонлар укида 

аникданган булса, унинг аникданиш сохасини бир нечта 
булакларга булиш ёрдамида Риман интеграл и курилади. Аммо 
функция тугри чизикда эмас, балки бирор улчовли, яъни 
улчов киритилган тупламда аниьутанган булса, бу тупламни 
ора/тикутарга булиш деган тушунчанинг узи маънога эга эмас. 
Шунинг учун функциянинг кийматларидан фойдаланиб 
интефал куришни урганамиз.

Улчовли Е тупламда аникданган ва чегараланган f(x) 
функциянинг аник, куйи ва аник, юк,ори чегаралари мос 
равишда А ва В орк,али белгиланган булсин. Энди [А,В] 
сегментни к,андайдир усулда п та к,исмга буламиз:

Биз Ev (v= 0 , 1, 2, ..., п-1) орк,али yv<f(x)<yv+1 
тенгсизликни к,аноатлантирадиган х нукталардан иборат 
тупламни белгилаймиз, яъни Ev={x е Е : yv < f(x) < yv+1}.

(L) |f E (x)dx = p(E).
E

функция учун Лебег интегралини

Е

А = yo< у,< у2< . . .  < Уп.!< У„ = в.
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Берилган f(x) функция улчовли булганлиги учун Ev 
туплам улчовли булади.

Энди ушбу

■?„ = Z  У^М(Е„) (1)
у=0  и= 0

йигиндиларни тузамиз (sn ва Sn мос равишда куй и ва говори 
йигиндилар дейилади) ва куйидаги таърифни киритамиз:

1-таъриф. Агар Л„(= шах [yv+. -уА)  нолга интилганда
(n—>00) sn ва Sn йигиндиларнинг лимити мавжуд булиб, улар 
бир-бирига тенг булса ва бу лимит уп нук^таларни танлаб 
олишга борли^булмаса, у \олда бу лимит f(x) функциянинг 
Е тупламдаги Лебег интеграли дейилади ва бу интеграл 
юкрридаги, хусусий доллар каби ушбу

ёки (L)jf(x)dx
Е  Е

куринишда белгиланади.
Бундай интегралнинг мавжудлиги ^акдца тасдик, ва 

теоремалар куп. Шулардан бирини келтирамиз:
1-теорема. Агар f(x) функция улчовли Е тупламда улчовли 

ва чегараланган булса, у  урлда унинг Лебег интеграли мавжуд.
Исботи. Чегараланган ва улчовли f(x) функция олиб, 

унинг учун (1) каби sn ва Sn йигиндилар тузиб, уларнинг 
умумий лимитга эга булишини курсатамиз.

Бу функция чегараланган булганлиги учун унинг аник, 
куйи ва аник, юкрри чегаралари мавжуд ва бу к^ийматларни 
мос равишда А ва В орк;али белгилайлик.

[А, В] сегментни икки усулда п та вактак^смларга буламиз: 
А = уо< у 1< у 2< . . . < у п1< у п =  В, (2)

А =  у'„ < у', < у'2 < . . .  < у'к., < у'к =  В. (3)
Агар

Я" = “ у » = ~у'- )’ л  = тах К  > Л }
белгилашларни киритсак, у холда уп ва y 'v булиниш 
нук^алари учун

Уу+| - Уу < Я. (v =  0, 1, ... , п-1 ),
ва

y’v+1- y ’v<A. (v = 0, 1,... , k-1 )
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тенгсизликлар бир вацгда бажарилади. Бу тенгсизликлардан 
эса куйидаги муносабатлар келиб чикдци:

= £  (Ук+. ~ уМ Ю  * = Ы Е ) ,

^  = ^ ( у' ^ - у М е \ ) < я^ М(е : )= яМ(е ),
1/=0 »'=0

бу ерда, 8'к ва Б'к сонлар (йигиндилар) (3) булиниш учун
тузилган куйи ва юк;ори йигиндилар.

Энди (2) ва (3) куринишдаги булиниш нук^галарини, яъни 
уп ва у'п булиниш нук^аларининг хаммасини бирлаштириб, 
янги булиниш нук^алари сифатида оламиз. Бундай булинишга 
мос з"п+к ва 8"п+к йигиндиларни тузамиз. Натижада 8п ва $'к 
йигиндилар камаймайди, шунингдек, 8п ва 8'к йигиндилар эса 
оргмайди.

Демак,
в < в" < 8" ,. < 8 п п+к п+к п

в' < в" .. < 8" .. < 8'. к п+к п+к к

(4)

тенгсизликлар уринли булади.
Хацицатан, агар (уу, уу+1) ораликри бирорта, янги % нук;га 

ёрдамида (у ,£) ва (£,, у +1) ораликдарга булсак, у холда ушбу 
уп ц( \ )  < у„ц{Е(уу< Г < §)} + * Г < У.+1)} 

тенгсизлик бажарилади. Бундан куринадики, 8п < з”п+к, яъни 
кушимча булиниш нук^галари киритилиши натижасида куйи 
йигинди камаймайди.

Худди шунингдек, ушбу
у„+1 ц( Е )  > Ы Е (Уу< Г < |)} + У„+1  ̂< У„+1)} 

тенгсизликни х,ам ёзишимиз мумкин. Бундан куринадики, янги 
нук г̂а киритиш натижасида 8п йигиндининг мос хади к;иймати 
ортмас экан, демак, 8п юкрри йигиндининг узи хам ортмайди.

Юкрридаги (4) муносабатлардан куринадики, (зп,8п) ва 
(з'к,8'к) ораликдар (8''п+к,8"п+к) ораликдан иборат умумий 
цисмга эга экан. Демак, вп ,8'к,8п ва Б'к сонларнинг хаммаси 
узунлиги 2^ц(Е) дан катта булмаган ораликда жойлашган.

Бу ердаги X мусбат сонни исталганча кичик к,илиш 
мумкинлиги ва м атем атик анализдаги яцинлаш иш  
принципидан {8п} ва {8п} кетма-кетликларнинг умумий 
лимитга эга эканлиги келиб чикдди.
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Демак, таърифга кура ихтиёрий чегараланган улчовли 
f(x) функциянинг Лебег интеграли хаР доим мавжуд экан. 
Теорема иебот булди.

Саволлар ва мапщлар

1. Дирихле функциясини Лебег маъносида интегралланг.
2. Ушбу

f(x) =

11, агар х ^  —, 
п
1х , агар х = — 
п

функция [0;1] да Риман буйича интегралланувчи булишини 
курсатинг ва уни интегралланг.

3. Олдинги мисолдаги функцияни Лебег маъносида 
интегралланг.

4. Улчови нолга тенг булган тупламда аникланган ва 
чегараланган функция Лебег маъносида интегралланувчи 
ва бу интеграл 0 га тенглигини исботланг.

5. Кесмада Риман маъносида интегралланувчи функция 
Лебег маъносида хам интегралланувчи булишини ва бу 
интеграллар устма-уст тушишини исботланг.

2-§. Лебег интегралининг хоссалари

Чегараланган улчовли функциялар учун Лебег интеграли 
худци Риман интеграли каби куйидаги хоссаларга эга:

2-теорема. Агар Е тупламда улчовли булган ва чегараланган 
f(x) функция учун m < f(x) < М тенгсизлик бажарилса, у  %олда

т/л(Е) < j f(x)dju < Мц{Е)
Е

тенгсизлик уринли булади.
Исботи. Бу холда тузилган sn ва Sn йириндилар учун 

тц(Е) < sn < Sn < Мц(Е) 
тенгсизликлар уринли. Х,осил кдлинган тенгсизликларда 
тегишли лимитларга утилса, юкоридаги муносабатлар келиб 
чикади. Теорема исбот булди.
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1-натижа. Агар улчовли f(x) функция Е тупламда манфий 
булмаса, у  %олда унинг бу туплам буйича олинган интеграли 
%ам манфий булмайди, яъни агар f(x) > 0 булса, у  х,олда

jf(x)dju > О
Е

булади.
2-натижа. Агар Е тупламнинг улчови нол (яъни ц(Е) = О) 

булса, у  хрлда хдр цандай чегараланган улчовли f(x) функция учун

= О
Е

булади.
3-натижа. Ихтиёрий с узгармас сон учун

jcf(x)dju = cjf(x)dju
Е Е

тенглик уринли.
3-теорема. Агар Е, Е;, (/ = 1, 2, ...) улчовли тупламлар 

булиб, улар учун
оо

Е = {]Щ (£, п  Ej = 0 , i  ф j)
1=1

муносабат уринли ва f(x) улчовли функция Е тупламда берилган 
булса, у  х1олда

\f(x)d/j. = ̂  \f(x)d/u
Е  I- 1 Е,

тенглик бажарилади.
Интегралнинг бу хоссаси унинг тула аддитивлиги дейилади.
4-теорема. Агар улчовли Е тупламда f,(x) ва f2(x) улчовли 

функциялар берилган булса, у  х,олда

J(/i М + / 2 (x))dju = J/, (x)dju + J/ 2 (x)dju
E  E  E

тенглик уринли.
5-теорема. Агар улчовли Е тупламда берилган f(x) ва д(х) 

улчовли функциялар узаро эквивалент булса, ух,олда

jf(x)dM = \g(x)d/u
Е  Е

булади.
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6-теорема. Агар улчовли Е тупламда f(x) ва д(х) улчовли 
функциялар учун f(x) < д(х) булса, у х,олда

\ f ( x ) d f i  < \g(x)d/u
е  /•:

булади.
7-теорема. Куйидаги тенгсизлик уринли:

| / ( х ) ф  < | | / ( х ) |ф .
Е  Е

8-теорема. Агар f(x) > 0 ва

\ f (x )d /u  = О
Е

булса, у урлда f(x) функция Е тупламда деярли нолга тенг булади.
Бу тасдик, ва хулосаларнинг исботи бир оз узгартиришлар ва 

белгилашлар ёрдамида худци Риман интеграли учун берилган 
исботларга ухшаш булганлиги сабабли келтирмадик. Исботларни 
мустацил машк, сифатида тиклашга \аракат дилинг.

Лебег интегралини хисоблашга дойр мисоллар.
1-мисол. Ушбу

Гх3, х-иррационал булса,
[ 1, х -  рационал булса,

функция [0;1] да Риман буйича интегралланувчими? Лебег 
буйича-чи? Унинг [0; 1] даги интегралини х;исобланг.

Ечиш. Бу функция [0;1] да Риман буйича интегралланувчи 
эмас, чунки унинг узилиш нуцталари туплами улчови 
нолдан фарк^и. [0;1] кесманинг деярли барча нук^алари f(x) 
Лебег буйича интегралланувчи, чунки у улчовли ва 
чегараланган. Унинг Лебег интегралини хисоблаш учун f(x) 
ни унга эквивалент булган д(х)= х3 ф ункция билан 
алмаштирамиз. У х;олда

1 1 1 
(L) J f (x )d x  = (L) ^g(x)dx = (L) ̂ x*dx = (R) ^x3dx = ~~.

[0 ,1] [0 ,1] о о

2-мисол. Агар f(x) функция [а;Ь] да f  (х) хрсилага эга ва 
f  (х) [а;Ь] да чегараланган булса, у хрлда f  (х) нинг [а;Ь] да 
Лебег буйича интегралланувчи булишини исботланг.
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Ечиш. Шартлардан келиб чик;адики, f  (х) [о;Ь] да улчовли 
(5-боб 1 -§, 2-мисол) ва чегараланган. Маълумки, улчовли 
ва чегараланган функция Лебег буйича интегралланувчи. 
Демак, f  (х) функция [а;Ь] да Лебег буйича интегралланувчи.

Саволлар ва мапщлар

1.

f(x) =

х , агар х -  иррационал ва х > — булса,

х1, агар х -  иррационал ва х < ̂  булса, 
О, рационал нук;таларда

функция учун (L) \f(x)dx ни \исобланг.
10.11

2. Айтайлик, f(x) функция [я;Ь]да Улчовли ва чегараланган
булсин. Агар ихтиёрий се[а;Ъ] учун ( I )  \f(x)dx = Q булса, у

м
Холда [<з;Ь] да f(x) деярли нолга тенг эканлигини исботланг.

3. Агар чегараланган f(x) функция [а;Ь]да Лебег буйича 
интегралланувчи булса, у ^олда Р(х) ва |f(x)| функциялар 
[а;Ь]да Лебег буйича интефалланувчи буладими?

3-§. Риман ва Лебег интегралларини солиштириш

Маълумки, Риман интефали туфи чизикда берилган 
функциялар учун аникданган.

9-теорема. Агар [а;Ь] сегментда f(x) функция учун Риман 
интегралы мавэ/суд булса, у урлда бу функция учун Лебег интегралы 
щ м мавжуд булади ва бу интеграллар узаро устма-уст тушади.

Исботи. Айтайлик, f(x) функциянинг [о;Ь] сегментда 
Риман интефали мавжуд булсин. У холда куйидагилар уринли: 

f(x) функция чегараланган;
f(x) функциянинг узилиш нукталари улчови нолга 

тенг, яъни f(x) функция деярли узлуксиз.
Булардан f(x) нинг [я;Ь] сегментда улчовли эканлиги келиб 

чик^ади. Демак, f(x) функция чегараланган ва улчовли. У хрлда
1-теоремага кура f(x) функция учун Лебег интефали мавжуд.
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Энди f(x) функциянинг Риман ва Лебег интеграллари 
узаро тенг булишини курсатамиз.

Одатдагидек, [я;Ь] сегментни пта [xk;xk+|] сегментчаларга 
буламиз. Лебег интегралининг 2-теоремада келтирилган 
хоссасига асосан, шу [xk;xk+1] сегмент учун

*̂1
ткАхк <(L) J/(xV//<M *Axt

тенгсизликни ёзамиз, бу ерда Дхк = хк+| -  хк, шк ва Мк мос 
равишда f(x) функциянинг [xk;xk+|] сегментдаги куйи ва 
юкрри чегаралари. Бу тенгсизликдан фойдаланиб,

= Е  тк‘ ^  £  М  } / ( * ) Ф  =
к= 0  Ы 0 Хк

= (L)Jf(x)dn<XM 1Axl = S„
a k=0

(*)
муносабатга келамиз. Бу ердаги sn ва Sn лар f(x) функциянинг 
|а;Ь] сегмент буйичатузилган Дарбу йигиндилари.

Берилишига кура, f(x) функциянинг [а;Ь] сегментда 
Риман интеграли мавжуд. Шу сабабли, таърифга асосан,

Jim/,, = lim S„ = (R) Jf(x)dx  (**)
a

муносабатлар уринли. Бу ерда «„ = ш а х  (Axt ).
0<k<n-l

Юк;оридаги (*) ва (**) муносабатлардан бевосита 
Куйидаги тенглик келиб чикади: 

ь ь
(R)\f(x)dx = (Z) | f(x)d/u.

а а

Теорема исбот булди.

4-§. Содца функциялар учун Лебег интеграли

Энди Лебег интегралини куришнинг боцща бир, 
иккинчи усули билан танишамиз.
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5-боб 4-§ да содда функция тушунчасини киритган эдик. Мана 
шу содца функциялар учун Лебег ингеграли тушунчасини берамиз. 
Шунингдек, уша ердаги 17-теоремага кура ихгиёрий улчовли 
функцияга текис як^нлашувчи содда функциялар кетма-кетлиги 
мавжудлиги интефал куршцда асосий рол уйнайди.

Фараз к,илайлик, Е тупламнинг бирор улчовли А 
к,исмида аникутнган f(x) содца функция берилган булиб, 
ур у2, уп, ... унинг барча к,ийматлари булсин.

Ушбу
An = {хеА : f(x) =  yn} , n = 1, 2, ... 

тупламларни оламиз. Бутупламлар 5-бобдаги 16-теоремага 
кура улчовли. Демак, ц(Ап) сон аник, цийматга эга.

Куйидаги

Ъ . м  (1)
/7=1

к;аторни тузамиз.
2-таъриф. Агар f(x) содца функция оркрли хрсил кдлинган 

(1) к;атор абсолют як,инлашса, у х,олда унинг к,иймати f(x) 
функциянинг Лебег интегралы дейилади ва у ушбу

\ f{x)dn = ^ у , Л А )
А "=1

куринишда ёзилади, f(x) функция эса ц улчов буйича А 
тупламда интеграпланувчи ёки жамланувчи функция дейилади.

Бу таърифда f(x) содца функциянинг к,ийматлари булган 
уп сонлар бир-биридан фаркуш деб царалди. Умуман, содда 
функцияларнинг Лебег интефалини унинг цийматлари бир- 
биридан фаркда булмаган \ол учун хам аникдаш мумкин.

10-теорема. Агар А = ( J =0, к*\ ,к = 1,2,... булиб, f(x)
к

функциялар бир Вк тупламдаузгармас ск сонгатенгбулса,ухрлда

Jf (x )dn = Y j ckH{Bk) <2)
А *

тенглик уринли булади ва f(x) функциянинг интегралланувчи 
булиши учун унг томондаги цаторнинг ящнлашувчи булиши 
зарур ва етарлидир.

Исботи. Содда функциянинг бир-биридан фарк;ли 
к,ийматларини ур у2, ..., уп,... оркали белгиласак, Ап={хеА:
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f(x)=yn} туплам учун Ап = | J s t. муносабатга ва ju(An) = )
Ck = y „  Ck =-Vn

тенгликка эга буламиз. Булардан (1) ва (2) к^аторларнинг 
тенглиги келиб чикдци. Теорема иебот булди.

Содда функциялар учун аникданган Лебег интеграли 
Хам куйидаги хоссаларга эга булиши осон курсатилади:

A. JI/I (х) + / 2 (x)\Ijli = J/, (x)dju + j f 2 (x)djj.
A A A

B. Ихтиёрий к узгармас сон учун

Jkf (x)dfj, = k Jf (x)djj,
A A

тенглик уринли.
C. Улчовли А тупламда чегараланган f(x) функция 

интефалланувчи, крлаверса, агар А да |f(x)| < М булса, у хрлда

jf(x)dju

булади.
Бу хоссаларнинг исботи содда функциялар ёрдамида 

тузилган (1) каби кдторлар як;инлашувчи булишидан келиб 
чикдци.

Саволлар ва манщлар

1. у  = [х] функцияни [3,13] туплам буйича интефалланг. 
Бу ерда \х\- белги х нинг бутун к;исми.

2. [0,13) да У = фу функцияни интегралланг.

3. [0,17) да y=sin[x] функция интегралланувчи буладими? 
Агар интегралланувчи булса, у холда унинг интегралини 
Хисобланг.

4. Ихтиёрий п учун

/(* ) = ——г , агар < х < — б^лса, 
п+2 п+1 п

функция [0; 1] ораликда интегралланувчи эканини курсатинг
ва бу интегрални хисобланг.
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5-§. Умумий х;ол учун Лебег интегралининг 
таърифи (2-усул)

Бу ерда, аввалги 3-§ да содда функциялар учун 
киритилган интеграл ёрдамида улчовли функциялар учун 
Лебег интеграли тушунчасини аникдаймиз.

Айтайлик, X бирор туплам ва F ундаги кием тупламлар 
ст-алгебраси, ц эса F да берилган а  - аддитив улчов булсин.

11-теорема. А тупламда интегралланувчи, содда 
функциялардан иборат {fn(x)} кетма-кетлик текис яцинлашувчи 
булса, у  холда ушбу

I  = 1™ [ /„ 0 ) Ф/7—>00 J
А

лимит мавжуд.
Исботи. Текис якинлашиш хоссасидан А тупламда текис 

якинлашувчи ихтиёрий {f(x)} содца функциялар кетма- 
кетлиги учун n, m - > о о  да ушбу

sup|/n(x) ~ fm(X)\ О
х е А

муносабат уринли булиши келиб чикади.
Содда функциялар учун Лебег интегралининг С() хоссасига 

кура,

\ f , (x )d f i -  J/„,(x)d/j
А А

тенгсизлик уринли.
Бундан ва юкоридаги тенгсизликдан

L  = \fn(x)dM
А

сонлар кетма-кетлигининг фундаменталлиги келиб чикади. 
Демак, 1п кетма-кетлик якинлашувчи булади. Теорема исбот будди.

12-теорема. Агар {fn(x)} ва {gn(x)} кетма-кетликлар А 
тупламда интегралланувчи булган содда функциялардан иборат 
булиб, шу тупламда f(x) функцияга текис яцинлашеа, у %олда

<^(^)sup|/,(x)-y;„(x)|
хеА
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lim I f,Xx)dM = Hm \g„(x)dp
n — >00 j  //->00  J

A A

булади.
Исботи. Айтайлик, {f(x)} ва {gn(x)} содца функциялар кетма- 

кетлиги f(x) функцияга текис як,инлашсин. У \олда п-»оо да

sup|fn (х) — f (х)| —> 0 ва supj^ (х) -  f (х)| -> 0 (*)
хеА  хеА

муносабатлар уринли булади. Булардан ва содца функциялар 
учун Лебег интегралининг А, В, С хоссаларига кура,

j f„ (x )d f i -  fg„(x)dp = } { [ /„ (* ) - / ( * ) ] - [g „ (x ) -
А А А

- / ( х ) ] } ф | < J [ / „ ( x ) - / ( x ) ] ü ? / /  +  J[g „ ( x ) - f ( x ) \ i ju  <
А А

< n{Ä)swp\fn (х) -  /  (х)| + //(^)sup|g„ (х) -  /  (х)\
хеА  хеА

тенгсизликка эга буламиз. Бундан ва (*) муносабатдан

lim \f,(x)dju = lim \g„ {xW
/7—>00 j  Ц—>CO J

А А

тенглик келиб чикдци. Теорема исбот булди.
3-таъриф. Ушбу

/  = Нт jf„(x)dft
и—>оо J 

А

лимит А тупламда f(x) функцияга текис як,инлашувчи {f(x)} 
содца функциялар кетма-кетлигининг танланишига ботик, 
булмаса, у хрлда бу лимитнинг I к,иймати f(x) функциянинг 
А тупламда ц улчов буйича Лебег интегралы дейилади ва

jf (x)df i
А

куринишда белгиланади.
Агар f(x) функциянинг ц улчов буйича А тупламда Лебег 

интеграли мавжуд булса, у хрлда бу функция интегралланувчи 
ёки жамланувчи функция дейилади.
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13-теорема. Агар ср(х) функция Е тупламда интегралланувчи 
булиб, f(x) улчовли функция учун |f(x)| < ф(х) тенгсизлик ихтиёрий 
хеЕ  да бажарилса, у  %олда f(x) функция %ам Е да 
интегралланувчи булади ва

| |/ ( х ) |ф  < \(p(x)dn
Е Е

муносабат уринли.
Бу теореманинг исботини мустацил машк, сифатида 

укувчиларнинг узига крлдирамиз.



VII БОБ. ИНТЕГРАЛЛАНУВЧИ 
ФУНКЦИЯЛАР СИНФИ

Ушбу бобда интегралланувчи ва квадрати билан 
интегралланувчи функциялар туплами метрик фазо булиши 
курсатилган.

1-§. Интеграл белгиси остида лимитга утиш

Риман интеграли билан боглик;масалаларни ечишда баъзан 
интеграл белгиси остида лимитга утишга дойр бир кднча хулоса 
ва тасдикдардан фойдаланилади. Лебег интеграли учун х,ам 
шундай хоссаларнинг айримлари уринли булади.

Айтайлик, X улчовли туплам ва ц ундаги улчов булсин. 
X нинг бирор А улчовли к,исм тупламини оламиз.

1-теорема. Айтайлик, ср(х) функция А да интегралланувчи 
булсин. Агар {/п(х)} функциялар кетма-кетлиги А тупламда 
/(х) функцияга яцинлашса ва барча хеА, neN  ларда

шартни цаноатлантирса, у  %олда лимит функция /  х,ам А 
интегралланувчи булади ва

тенглик бажарилади.
Исботи. Теорема шартидан f(x) учун |f(x)| < ср(х) булиши 

келиб ч и к д ц и .  Шунинг учун 6-бобдаги 6-теоремага кура, 
f(x) хам интегралланувчи булади.

6-бобдаги 2-теоремага асосан, ихтиёрий кичик е>0 сон 
учун шундай 5>0 сони топиладики, ц(В)<5 шартни 
к^аноатлантирувчи В улчовли туплам учун

|f(x)| <ф(х)

п—>°°А
lim J fn (x)dn=  Jf(x)d|Li

А А

ts
( 1)

булади.
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£  £  £  

2 4 4

Егоров теоремасига кура, В ни шундай танлаш мумкинки, 
{f(x)} функциялар кетма-кетлиги А\В тупламда текис 
якинлашади. Демак, шундай бир N номер топилиб, барча 
n > N ва х е А\В учун

\ f (x) -  /„ (х)\ < 2ц ( А \ В)

муносабат уринли булади. У хрлда |f(x)| <ср(х), |fn(x)| <ср(х) 
булгани учун

| / ( х ) ф  -  f A x))dfi + J / {x)dfi -  jf„(x)d/s
А А A \B  В  В

тенгликка ва (1) га кура

J /  0 )Ф  -
А А

булишини топамиз. Теорема исбот булди.
Бу теоремадан фойдаланиб, куйидаги теоремаларни 

исботлаш мумкин:
2-теорема. Айтайлик, А тупламда берилган (fn(x)} 

интегралланувчи функциялар кетма-кетлиги
f / x )  < f / x ) < .  . . <fn(x) <. . . 

шартни цаноатлантирсин ва бирор К  сони учун

\ f , ( x )d n < K
А

тенгсизлик барча п ларда уринли булсин. Ухрлда {f/x)J функциялар 
кетма-кетлиги f(x) функцияга деярли яцинлашади, f(x) щ м А 
тупламда интегралланувчи булади ва

lim i  fn (x )d^ =  i f (x )d l̂  
п->с0 А  А

тенглик бажарилади.
3-теорема. Агар {f/x)} мусбат улчовли функциялар кетма-кетлиги 

f(x) функцияга деярли ящнлашса ва бирор К  сони учун

\f„ (x)dM -  к
А

тенгсизлик барча п ларда уринли булса, у х,олда f(x) х,ам А 
тупламда интегралланувчи булади ва

\ f ( x W  < К
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2-§. Интегралланувчи функциялар метрик 
фазоси(Ц фазо)

Айтайлик, X улчовли туплам ва fx ундаги улчов булсин. 
Биз, асосан ц(Х) < <ю, яъни X тупламнинг улчови чекли 
сон булган холни Урганамиз.

X тУпламда интефалланувчи барча функциялар тупламини 
(синфини) L,(X, ц) орк;али белгилаймиз.

Лебег интефали хоссаларидан интефалланувчи функциялар 
йигандиси ва бирор сонга кУпайтмаси х;ам интефалланувчи 
булиши келиб чик;ади. Булар куйидагича ёзилади:

f(x), g(x) 6 L,(X, ц) => f(x)+g(x) е L,(X, ц),
a  ихтиёрий сон, f(x) е L,(X, ц) => af(x) е L,(X, ц).
Демак, L,(X, ц) туплам чизик^ли фазо ташкил цилади.
Изо*. Функциялар тенгдеганда, f(x)=g(x) тенглик деярли 

барча х лар учун Уринли булган хол тушунилишини эслатиб 
утамиз:

f(x) = g(x) о  ц{ х : f(x) Ф д(х)} =  0.
Энди, L,(X, ц) тУпламда масофа тушунчаси куйидагича 

киритилади.
4-теорема. Ихтиёрий f(x), g(x) е  L /Х , ¡и) функциялар учун

P i f , g) = J]/W  -  g(x)\dju (2)
X

формула L/X,  p) да метрика аницлайди.
Исботи. Мефика аксиомалари бажарилишини текширамиз:

1) p(f,g) > 0 экани равшан.

Pi f ,  g) = 0 <=> j |/(x )  -  g(x)\df! = 0 <=> / О )  = g(x).
х

2) p(f,g) = p(g,f) экани равшан.
3) Ихтиёрий f(x), g(x), h(x) e Ц(Х, ц) учун

Pi f ,  g) = Jl/O ) -  gix)\dju = Jj/(x) -  h(x) + h{x) -  g{x)\dp <
X  X

^ j ] /0 0  -  Kx)\d/J. + jj/ï(x) -  g{x)\dp = p ( f ,  h) + p(h, g).
X  X

1-таъриф. Чизику и фазо L,(X, ц) юкрридаги (2) метрика 
билан биргаликда L, фазо дейилади.

шарт бажарилади.
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Шу (2) метрика ёрдамида аникданган як,инлашиш уртача 
яцинлашиш деб юритилади.

5-теорема. LI фазо тула метрик фазо булади.
Исботи. Айтайлик, L, фазода {f(x)} фундаментал кетма-кетлик 

берилган булсин. Яъни {f(x)} кетма-кетлик учун n, m -*» да

P(f„ > U ^ ° >  яъни JK (х) _ gm(x)|d^ —> О
X

булсин. У хрлда индексларнинг шундай бир п, < п2 < . . . 
усувчи к;исмий кетма-кетлиги топиладики,

P(fn, »f. „ ) = К (х) "  f-  (x)ld^ < ¥X ^
тенгсизлик уринли булади. Бундан ва 2-теоремадан

|/п, | + 1А | + -
к,аторнинг X да деярли я^инлашувчилиги келиб чикдди. 
Шунинг учун

/„, + (Д  -/„,)+•••
Катор х,ам X да бирор f(x) функцияга деярли як,инлашади:

f(*)= lim fn, (х) 
k->oo k

Демак, Ц фазода фундаментал булган кетма-кетлик деярли 
як,инлашувчи пиемий кетма-кетликка эга. Мана шу \f„t (*)} 
кдомий кетма-кетлик f(x) га уртача як;инлашишини курсатамиз.

Берилган {fn(x)} кетма-кетлик фундаментал булганлиги 
учун, к,андай кичик г > 0 олмайлик, етарлича капа р на q 
лар учун

j|/„„ (*) ~ f„q {x)\dfi < е
X

булади. 3-теоремага асослапиб, бу тешеишикни (| н у тги  
интеграл остида лимитга Утамиз:

Jj/л ,  (* ) -  f ( x)\dM *  В’
X

Бундан f(x) е L,(X, ц) ва f ,k{x)-*f(x) келиб чи1ади. 
Маълумки, метрик фазода фундаментал кетма-кетлик 

бирор лимитга як,инлашувчи кием кетма-кетликка эга булса, 
у холда кетма-кетликнинг узи хам шу лимитга як;инлашади.
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Демак, L, фазодаги ихтиёрий фундаментал кетма-кетлик 
L, да як;инлашувчи экан. Теорема исбот булди.

3-§. Квадрата билан интегралланувчи функциялар 
метрик фазоси(Ь2 фазо)

Айтайлик, X улчовли туплам ва ц ундаги улчов ва ц(Х)<оо 
булсин. Функция берилган деганда X да аникданган улчовли 
функцияларни тушунамиз.

2-таъриф. Агар X да берилган f(x) функция учун

j f 2(x)dju< да
X

булса, у холда f(x) функция квадраты билан интегралланувчи 
функция дейилади.

Квадрати билан интегралланувчи функциялар тупламини 
(синфини) Ь2(Х, ц) орк;али белгилаймиз.

6-теорема. L/Х , ц) туплам чизицли фазо булади.
Исботи. Айтайлик, f(x), g(x) е L2(X, ц) булсин. У холда

(f(x) + g(x))2 < 2(P(x)+g2(x))
тенгсизликдан

(/(* ) + g(x))2 < 2( j f 2(x)d/x + j g 2(x)d^) < oo
X  X

келиб чик;ади, яъни f(x)+g(x) e L2(X, ц).
Худди шунингдек, ихтиёрий а  сон учун

^{ctf(x))2dfi = a 2 j f 2(x)d{i < oo
X  X

муносабатдан af(x) е L2(X, ц) келиб чикдди. Теорема исбот 
бущщ.

Энди, Ь2(Х,ц) да масофа тушунчасини аникдаймиз. 
Дастлаб квадрати билан интегралланувчи функциялар 

интегралига алокддор ва келгуси хулосаларда ишлатиладиган 
баъзи тенгсизликларни куриб чикдмиз.

7-теорема. Ихтиёрий f(x), д(х) е  L/Х , ц) функциялар учун 
Коши-Буняковский тенгсизлиги деб аталадиган

( V
\f{x)g(x)djj. < j f 2(x)d/i \ g 2(x)djj (3)

VA" )  X  X
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тенгсизлик ва

Хг '
{ (/(* )+ &(*))2ф  5 | / 2(х )^  + ] У (х )ф

Ч Х  )  \ Х  )  Ч Х

(4)

тенгсизлик уринли.
Исботи. Ихтиёрий X. сони учун

Д /(х) + Л£(х))2ф > 0
*

булиши равшан. Бундан

\ / 2Ш / л  + 2Л \/(хШх)с1И +  Я2 \ ё 2Ш / л  > О
X X  X

келиб ч и кади. Маълумки, X га нисбатан аХ2+2ЬХ+с квадрат 
уч\ад кийматлари мусбат булиши учун унинг дискриминанта 
манфий булиши керак: 0=4Ь2 — 4ас < 0. Демак, Ь2 < ас. 
Юкрридаги тенгсизликда

| / 2(х )ф  = с, | / ( х ) ^ ( х ) ф  = Ъ, | я 2(х )ф  = а
X X  X

эканини эътиборга олсак, (3) тенгсизлик хрсил булади.
Э нди, (4) тенгсизликн и  исботлаш ки й и н чи ли к  

тугдирмайди:

|( / ( х ) + £(*))* Ф  = | / 2(х )ф  + 2 |/(х )# (х )ф  + ] У ( х )ф 5

| / 2( х ) ф  + 2  | / 2( х ) ф  ^ 2(х)с1/л + | й 2( х ) ф  
<х У Чх У Чх У Чх

\

(  V  (  Л
| / 2( х ) ф  +  [ я 2( х ) ф

чх У Чх ,

У Чх 

1\2

Теорема исбот булди.
Агар (3) тенгсизликда д(х)=1 деб олсак,

г \ г
\ f i x W  </и(Х)\г\х)с1И (5)
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муносабатга эга буламиз.
8-теорема. ИхтиёрийДх), д(х) е  L/Х , р) функциялар учун

/=»(/» 9) =
\ х

(6 )

формула метрика аницлайди.
Исботи. Метрика аксиомалари бажарилишини текширамиз:
1) p(f,g) > 0 экани равшан.

Р (/,9 ) = О о  J ( /0 )  -  g(x))2 dp = 0 <=> f ( x )  = g(x).

2) p(f,g) =  p(g,f) экани равшан.
3) Метриканинг учбурчак аксиомаси (4) тенгсизликдан 

келиб чикдди. Ихтиёрий f(x), g(x), h(x) е L,(X, ц) учун

= J([f(x)-h(x)]+[h(x)-g(x)])2d|i

= p{f,h)+P(h, g).\ { f ( x ) - h ( x ) f  dp + J(A(x) -  g(x))2 dp 
\x  )  \x  j

3-таъриф. Чизиьуш фазо L2(X, ц), юкрридаги (6) метрика 
билан биргаликда Ь2 фазо дейилади.

Шу (6) метрика ёрдамида аникданган як;инлашиш уртача 
квадратик яцинлашиш деб юритилади.

9-теорема. Ь2 фазо тула метрик фазо булади.
Исботи. Айгайлик, L, фазода {f(x)} фундаментал кетма-кетлик 

берилган булсин. Яъни {fn(x)} кетма-кетлик учун п, ш нх» да

¡ ( / n ( x ) - f j x ) ) 2 dp
V*

-»о

булсин. У холда (5) тенгсизликка асосан

J|/„ (х) ~ f m (х)|du < ^ (Х ) ] !  ( }(/„ (х) -  /,„ (х))2dp ->0

муносабат уринли булади. Демак, берилган {f(x)} кетма-кетлик 
L, фазода хдм фундаментал булар экан.
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Худци L, фазонинг тулалигини исботлаганимиздаги каби 
муло\азалар юритиб, {f(x)} кетма-кетликдан | / п (х)| кием

кетма-кегли к ажратиб оламиз ва у бирор f(x) функцияга 
деярли якинлашади.

Энди бу к,исм кетма-кетликнинг етарлича катта к ва / 
Хадлари учун уринли булган

X
тенгсизликда 3-теоремадан фойдаланиб /-> оо лимитга утамиз. 

Натижада

f(/»t О) ~ f ( x) f
X

муносабат хреил килинади. Бундан f(x)eL2 ва f„k -» f келиб 
чикдци.

Метрик фазода фундаментал кетма кстлик Ии pop 
лимитга як;инлашувчи кием кетма котик кп па (tyiii.i, v 
Холда кетма-кетликпит учи \ам т у  нимипа ш.шмашп/ш 

Демак, Ц  фазодаги ихтиёрий фунда м етал  кпми мч ник 
Ц  да якинлашувчи жап. Теороми иеОог Л^лди
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Андоза нусхаси Узбеки стон Республикаси Олий ва урта махсус 
таълим вазирлиги “УАЖБНТ” Марказининг 

компьютер булимида тайёрланди

«Хега-Принт» босмахонасида чоп этилди. 
Сиргали 17, 52л уй



Аюпов Шавкат Абдуллаевич — Узбекистан 
Фаилар академияси академиги, физика- 
математика фанлари доктори, профессор.
1952 йил 14 сентябрда Тошкент шахрида 
тугилган. Тошкент давлат университети 
(хозирги Узбекистон Миллий университети)ни 
битирган (1974). Математик. Функционал 
анализ ва квант эхтимоллар иазариясининг 
куплаб йуналишлари буйича илмий тадцицотлар 
олиб боради. Тош кент «О ператорлар  
алгебралари ва уларнинг татбицлари» 
мактабининг асосчиси. 4 монография, 1 дарслик 
ва 200 дан ортиц илмий мадолалар муаллифи. 3 
та фан доктори, 30 дан ортик, фан номзодлари 
тайёрлаган. «Ме^нат Шухрати» ордени (2003), 
ёш олимлар учун Давлат мукофотлари (1977, 
1983,1986)совриндори.

* г Щ

Бердикулов Мусулмон Абдуллаевич — Тошкент 
темир йул муханднслари институти доценти, 
физика-математика фанлари номзоди.
1955 йил 25 апрелда Фаргона вилояти Дангара 
тум анида тугилган. Т ош кент давлат  
университети (хозирги Узбекистон Миллий 
университети)ни битирган (1978). Математик. 
Функционал анализнинг Й ордае-Б анах  
алгебралари ва тартиб тушунчаси киритилган 
банах фазоларидаги масалалар буйича 
тадк,ик,отлар олиб боради. 1 дарслик, 1 методик 
кулланма ва 50 дан ортик илмий макдиалар 
муаллифи. «Нега математика?» (1989) 
китобининг таржимонларидан бири, ёш олимлар 
учун Давлат мукофоти (1986) совриндори.

Тургунбоев Рискелди Мусаматович — Топпсент 
давлат педагогика университети доценти, 
физика-математика фанлари номзоди.
1964 йил 10 январда Тошкент вилояти Юкори 
Чирчик туманида тугилган. Тошкент давлат 
педагогика институтини битирган (1986). 
Математик. Функционал анализ ноархимед 
фазоларидаги масалалар буйича тадкикот олиб 
боради. 1 дарслик, 2 методик кулланма ва 20 
дан ортик илмий, илмий-методик маколалар, 
дастурлар муаллифи. Хозирги кунда 
республикамизнинг мактаб, академик лицей ва 
касб-хунар коллежларида математика фанини 
укитиш муаммолари билан шугулланмовда.


