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ПРЕДИСЛОВИЕ

Идея анализа нестационарного потокораспределения в многоконтурных 
гидравлических цепях в 60-х гг. прошлого столетия отождествлялась в первую 
очередь с изучением гидравлического удара в теплоснабжающих системах, насы­
щаемых регулировочной аппаратурой. Для ее расчета декларировалось расщеп­
ление процесса в цепи на два режима: гидравлический (ка к стационарный) и теп­
ловой (ка к  нестационарный). Примерно к  этому времени Виктором Яковлевичем 
Хасилевым были сформулированы основная терминология, положения, методы 
и модели “Теории гидравлических цепей” , направленные на создание инстру­
мента анализа стационарного потокораспределения, который при реализации на 
вычислительной технике того времени позволял получать решение многих тех­
нических задач предпроектной и проектной практики разработки систем тепло­
снабжения 1102, 118, 120, 174-185, 194J. Однако В.Я. Хасилев понимал, что моде­
ли стационарного потокораспределения могут дать оценки равновесных и уста­
новившихся состояний, и изучение с их помощью эксплуатационных режимов в 
тепловых системах при параметрическом регулировании и структурном управле­
нии наталкивается на определенные описательные и вычислительные трудности. 
Поэтому апробированные математические модели стационарного потокораспре­
деления в гидравлических цепях необходимо было расширить в описательном 
плане до математических моделей нестационарного потокораспределения, что в 
конечном счете трансформировало системы нелинейных алгебраических уравне­
ний в системы обыкновенных дифференциальных нелинейных уравнений.

За реализацию этой идеи тогда взялись молодые сотрудники Борис Н и ко ­
лаевич Громов и Владимир Георгиевич Сидлер, которые в качестве описательного 
элемента цепи взяли фундаментальную систему дифференциальных уравнений
Н.Е. Ж уковского в частных производных, превосходно отражающую изменения 
давлений в длинном трубопроводе даже в линейной постановке [49, 149-154]. 
В дальнейшем эта система уравнений корректировалась за счет введения нели­
нейного слагаемого, учитывающего квадратичное трение на ветвях гидравличес­
кой цепи.

В качестве альтернативы этому подходу В.Я. Хасилевым была предложена 
идея аппроксимации общих уравнений гидродинамики на гидравлической цепи 
(т. е. фактически на нерегулярных сетках). Эта идея разрабатывалась под его ру­
ководством в начале 1970-х гг. и привела к  математической модели в виде систе­
мы функционально-дифференциальных уравнений. К  сожалению, по разным 
причинам в середине 1970-х гг. эта работа прервалась, и вернуться к  ней довелось 
только через 20 лет. Тем не менее еще в 1970-е гг. за менее чем пятилетний период 
разработки этой идеи был не только создан своеобразный подход к  математичес­
кому моделированию нестационарного потокораспределения в многоконтурных 
гидравлических цепях, но и созданы разнообразные методы формирования замы­
кающих соотношений, базирующихся на общей системе уравнений гидродинами­
ки или на фундаментальной нелинейной системе уравнений Ж уковского.
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Многолетние перерывы в научном процессе невосполнимы, так как часто 
связаны с уходом ученых из жизни. Так, Виктор Яковлевич скончался в 1980 г., 
за последующие годы изменилось восприятие проблемы нестационарного пото­
кораспределения, трансформировались определения и методы теории гидрав­
лических цепей, приобретая оттенок консерватизма, развился понятийный и 
вычислительный аппарат соответственно развитию вычислительных и интеллек­
туальных устройств. Поэтому возвращение к  этой тематике в 1990-х гг. более на­
поминало топтание на месте, а не дальнейшее развитие и расширение теории гид­
равлических цепей. В определенной мере за годы перерыва в этих исследованиях 
могучая школа Хасилева видоизменилась как основное направление, распав­
шись на мелкие ручейки [2 -4 , 13-15, 18, 22, 24, 27, 33-36 , 47, 48, 56-61 , 70, 76, 79, 
81-101, 104, 106-108, 110-115, 117, 122, 124, 125, 127, 128, 130, 133, 138-140, 
142-169, 171, 172, 187, 192, 193]. И  с каждым годом остается все меньше людей, 
“зараженных” его идеями, начинавших когда-то свою научную работу под его 
руководством.

В декабре 2012 г. основателю междисциплинарной теории гидравлических 
цепей и генератору идей ее дальнейшего развития Виктору Яковлевичу Хасилеву 
исполнилось бы 100 лет. В память о нем авторы, выполняя свой долг, решили 
опубликовать эту монографию, написанную в стенах института, где теория созда­
валась и развивается по сей день.

Методологический подход, базирующийся на аппроксимации дифференци­
альных уравнений в частных производных, позволяет получать и анализировать 
численные решения. Понятно, что это наиболее распространенный инструмент 
анализа систем, ориентированный на применение компьютерной техники, но и 
он может иметь своеобразные разветвления, приводящие к  различным математи­
ческим объектам.

Численный анализ нестационарного потокораспределения на основе урав­
нений Ж уковского обобщенно можно охарактеризовать тремя моментами. Во- 
первых, процесс течения для каждой ветви гидравлической цепи описывается 
уравнениями в частных производных гиперболического типа, для однозначного 
решения которых необходимо задание начального и граничных условий. Во-вто­
рых, аппроксимация этих уравнений на характеристической сетке (простран­
ственно-временной) требует соблюдения определенных условий: точности, 
сходимости и устойчивости численного решения, а это выражается в жестких о г­
раничениях на дискретные шаги аппроксимации в пространстве и во времени. 
В-третьих, для гидравлической цепи искомыми являются ф ункции, характери­
зующие состояние ветвей, а узловые параметры могут быть найдены по искомым 
функциям, тогда как для уравнений Ж уковского картина обратная, что приводит 
к  несколько парадоксальной ситуации: для определения состояния на ветви не­
обходимо иметь известными концевые значения искомых параметров, а для мно­
гоконтурной цепи они являются неизвестными и могут быть получены из систе­
мы уравнений первого и второго законов Кирхгофа и замыкающих соотношений. 
В частном случае разветвленной цепи задача нестационарного потокораспреде­
ления на базе уравнений Ж уковского может быть решена, так как в этом случае 
всегда можно проследить на цепи пути от начального до конечного узла, где зада­
ются граничные условия. Этот путь численного анализа можно назвать тради­
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ционным, согласно ему сегодня разработаны достаточно точные и надежные ме­
тоды и алгоритмы численного анализа режимов для трубопроводных систем, 
обустроенных регуляторами и источниками возмущений. Он требует большой 
вычислительной работы, связанной с многократным решением систем алгебраи­
ческих линейных или нелинейных уравнений.

Если возможна полная пространственно-временная аппроксимация систе­
мы уравнений Ж уковского, то имеет право на осуществление и частичная (только 
по времени или только по пространству) аппроксимация. Эта возможность, а 
именно аппроксимация по узлам заданной гидравлической цепи, использовалась 
авторами. Время при этом оставалось непрерывным. В данном случае модели 
нестационарного потокораспределения для многоконтурных гидравлических це­
пей записываются в виде системы функционально-дифференциальных нелиней­
ных уравнений, что дает ряд преимуществ как в описательном, так и в вычисли­
тельном плане.

В монографии сохранена методология, сформулированная В.Я. Хасилевым 
по аналогии с многоконтурными электрическими цепями для решения задач ста­
ционарного потокораспределения в цепях с сосредоточенными параметрами. Она 
основана на двух сетевых законах сохранения (законах Кирхгофа) и замыкающем 
соотношении, также являющемся выражением законов сохранения (закон Ома) 
для ветви гидравлической цепи. Однако для задач нестационарного потокорас­
пределения в многоконтурных гидравлических цепях закон Ома рассматривается 
в дифференциальной форме относительно искомых токов и потерь напряжения 
на ветвях цепи. Понятно, что интерпретация его применительно к  гидравличес­
ким цепям учитывает специфику этого объекта.

Вывод замыкающих соотношений как обыкновенных дифференциальных 
уравнений в монографии основан на законах сохранения механики сплошной 
среды, в частном случае аппроксимации на гидравлической цепи -  на термоди­
намическом подходе, приводящем к экстремальным постановкам, с учетом вто­
рого закона термодинамики и, безусловно, с учетом подхода Н.Е. Ж уковского. 
Все эти подходы дают эквивалентные замыкающие соотношения для описания 
многоконтурных гидравлических цепей с сосредоточенными параметрами и поз­
воляют создавать математические модели для цепей с распределенными и регу­
лируемыми параметрами в зависимости от целей исследования гидравлических 
цепей, так как в их основе заложены законы сохранения массы, импульса дви­
жения и энергии.

Методы аппроксимации при принятых инженерных предположениях и до­
пущениях в конечном счете приводят к  системам нелинейных обыкновенных 
дифференциальных уравнений с минимальным их количеством, равным коли­
честву линейно независимых контуров (для метода контурных расходов) относи­
тельно искомых хордовых расходов и потерь напора или равным количеству уз­
ловых давлений за минусом узла баланса (для метода узловых давлений) 
относительно искомых расходов и давлений в узлах гидравлической цепи.

Предлагаемая в монографии методика построения математических моделей 
динамических процессов в многоконтурных гидравлических цепях позволяет пе­
рейти от систем нелинейных алгебраических уравнений к  системам нелинейных 
обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка с минимальным 
количеством уравнений (но количеству хордовых переменных для метода кон ­
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турных расходов или но количеству искомых линейно независимых узловых дав­
лений для метода узловых давлений).

Экстремальный подход также позволяет после соответствующих преобразо­
ваний, учитывающих специфику гидравлической цепи, получить конечную сис­
тему дифференциальных уравнений относительно хордовых расходов при изме­
нении во времени возмущающих параметров (расходов потребителей).

Эти моменты дают возможность расширить класс задач, являющихся клю ­
чевыми при анализе динамических процессов в гидравлических цепях, в зависи­
мости как от воздействий внутренних параметров, так и от внешних возмущений.

Таким образом, данные модели позволяют решать задачи регулирования, 
управления и прогноза для режимов гидравлических цепей. Стационарные режи­
мы можно рассматривать как частный случай при отсутствии возмущений и  вре­
мени, стремящемся к  бесконечности.

Реальные свойства рассматриваемых технических объектов отражаются в 
замыкающих соотношениях либо как постоянные, либо как ф ункции от време­
ни -  в зависимости от решаемых задач.



Глава 1

ОПРЕДЕЛЕНИЯ, ОБОЗНАЧЕНИЯ, ОБЪЕКТЫ И МЕТОДЫ 
ТЕОРИИ ГИДРАВЛИЧЕСКИХ ЦЕПЕЙ

1.1. Определения, обозначения и классификация
гидравлических цепей

Любая теория начинается с определений и классификаций, закладывающих 
основу для дальнейших формальных описаний и  анализа. Поэтому изначально 
разграничим определения, относящиеся к  объектам изучения (реальным техни­
ческим системам) и объектам математического моделирования (абстрактным 
обобщениям реальных технических объектов).

Объектами изучения являются реальные технические системы, имеющие в 
своем составе основные элементы: источники массы и энергии, потребителей 
этих ресурсов и технические средства передачи (транспортирования) ресурсов от 
источников их производства до потребителей. Техническое воплощение различ­
ных элементов отражает соответствующие виды массы и энергии, например, 
тепло транспортируется по трубопроводной системе, электричество -  по линиям 
электропередач, масса -  по трубопроводным системам и посредством систем дис­
кретного транспорта.

Все элементы системы осуществляют вполне определенные ф ункции выра­
ботки, транспорта и потребления массы и энергии, выполняя при этом конкрет­
ную задачу: обеспечение некоторой потребности в любой момент времени при 
любых условиях эксплуатации (ка к  нормальных, так и неординарных) при соб­
людении необходимых качественных характеристик для использования этих ре­
сурсов потребителями. Под это описание подходит и определение гидравличес­
кой цепи [77, 97,103, 119,121, 175, 176, 178-185].

Гидравлической цепью (далее -  г. ц.) будем считать “ совокупность устройств 
и соединяющих их трубопроводов, закрытых или открытых каналов, осуществля­
ющих транспортировку сжимаемых и несжимаемых жидкостей (воды, нефти, га­
за, воздуха и д ругих)” [77, 97]. Таким образом, г. ц. должна рассматриваться пре­
жде всего как первая ступенька абстракции (на уровне физической модели) 
реальной гидравлической системы и, следовательно, как самостоятельный объ­
ект, который можно технически собрать или мысленно представить. А физичес­
кие модели, как правило, требуют математического описания явлений и процес­
сов, имеющих место в изучаемом объекте (в нашем случае -  в г. ц.). Таким 
образом, формируется математическая модель объекта исследования.

Под математической моделью гидравлической цепи понимается абстрактная 
символьная запись, составленная на основе физических законов сохранения при 
движении массы и энергии по транспортным путям от источников до потребите­
лей, описывающая явления и процессы с учетом разнообразных возмущений 
(внутренних и внешних) и предназначенная для решения задач анализа, синтеза 
и управления, вплоть до численной реализации.
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Под математическим моделированием в широком смысле понимается целе­
направленное абстрактное описание явления или процесса, адаптированное к 
современным информационно-вычислительным средствам и информационным 
технологиям, отражающее реальные явления или процессы в конкретных объек­
тах и  позволяющее ставить и решать разнообразные задачи анализа и синтеза 
стационарных и динамических систем.

Первичные требования, предъявляемые к  математическим моделям, можно 
кратко сформулировать следующим образом:

1) рациональная широта -  количество необходимых параметров для аде­
кватного отображения реального объекта на абстрактное описание;

2) достаточная глубина -  сложность описания, отражающая связь извест­
ных основных закономерностей параметров с формой записи в виде совокупнос­
ти условий и уравнений;

3) простота -  возможность применения различных методов преобразований 
для упрощения модели.

Использование математических знаний при математическом моделирова­
нии первоначально преследует двоякую цель: во-первых, используя активные 
преобразования пространства переменных параметров, уменьшить размерность 
этого пространства, и во-вторых, используя пассивные преобразования и не из­
меняя размерность пространства переменных, понизить сложность описания 
(системы связей параметров). Для достижения каждой из этих целей разработа­
ны специфические методы: для первой -  методы преобразований линейных про­
странств, для второй -  методы линеаризации, степенных рядов, специальных 
функций и т. п.

Под г. ц. понимают и собственно математическую модель, включающую две 
составные части: расчетную схему цепи, геометрически отражающую конф игу­
рацию (структуру) изучаемой системы и картину возможных направлений, сме­
шения и разделения потоков транспортируемой среды; совокупность матема­
тических соотношений, описывающих взаимозависимость количественных ха­
рактеристик элементов данной схемы, а также законы течения и распределения 
расходов, давлений и температур (в неизотермическом случае) транспортируе­
мой среды по всем этим элементам и их изменение во времени (при изучении ди­
намических процессов).

В любой гидравлической системе различают три ее основные составляющие 
(подсистемы): 1) источники давления или расхода (например, насосные или ком­
прессорные станции, аккумулирующ ие емкости и др.), обеспечивающие притоки 
транспортируемой среды и привносящие энергию в систему; 2) трубопроводную 
или гидравлическую сеть (в виде совокупности взаимосвязанных трубопроводов, 
воздуховодов и открытых каналов, соединяющих источники с множеством по­
требителей и доставляющих эту среду); 3) абонентские подсистемы (или просто 
потребителей).

Общность элементов рассматриваемых систем определяется обобщенными 
параметрами: мощностью источников, выработкой массы или энергии в единицу 
времени, пропускной способностью сети и нагрузкой потребителей в единицу 
времени. При работе системы в целом все эти параметры должны быть взаимо­
увязаны, так как в системе они взаимозависимы. Такое деление, в общем-то, до­
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вольно условно и зависит от целей исследования реальной системы и характера 
решаемых задач, степени детализации, а также от режимов работы. Например, в 
качестве потребителей могут рассматриваться как отдельные установки, так и 
здания или, скажем, кварталы города, или даже город в целом. Сеть в одних слу­
чаях включает лишь основные магистрали между источниками и укрупненными 
потребителями, а в других она может отображать и конкретизировать эти связи 
вплоть до разводящих линий и фактических потребителей. Точно так же и источ­
ники могут задаваться вместе со своей “начинкой” (оборудованием) либо только 
выходными параметрами. Одни и те же аккумулирующ ие емкости в системе в ре­
жимах их заполнения являются потребителями, а в режиме опорожнения -  ис­
точниками и т. д. В теории гидравлических цепей (далее -  т. г. ц.) обобщенными 
параметрами приняты расходы и потери давлений (аналоги силы и градиента си­
лы по протяженности), через них связываются все подсистемы.

При математическом моделировании все эти подсистемы находят соответ­
ствующее отображение в расчетной схеме цепи: участки сети, включающие ар­
матуру и другие местные сопротивления, -  в виде ветвей; места расположения 
источников расхода (притоков) и потребителей (стоков), а также соединения 
ветвей -  в виде узлов (вершин); источники напора (а иногда и расхода) могут от­
носиться как к  узлам, так и к  ветвям.

Среди параметров узлов и ветвей г. ц. будем различать: технические харак­
теристики (диаметры трубопроводов, размеры сечения каналов, длины и гидрав­
лические сопротивления ветвей); гидравлические параметры (расход жидкости 
на ветвях или в узлах, давление в узлах, изменение давления или температуры на 
ветвях), описывающие состояние системы в любом из режимов ее работы; гра­
ничные условия -  варьируемые входные данные (величины притоков и нагрузок, 
допустимые диапазоны значений гидравлических параметров).

Гидравлическая цепь удовлетворяет основным требованиям, предъявляемым 
к моделям: 1) она способна замещать исследуемый и управляемый объект, т. е. 
реальную трубопроводную систему; 2) ее изучение и реализация повышают наши 
знания о системе и позволяют управлять ее структурой и режимами работы.

Математическое моделирование всегда является приближенным, и степень 
его точности должна согласовываться с целями исследования или управления, 
количеством и качеством исходных данных, параметрами используемой вычис­
лительной техники. В связи с этим точность как физического, так и математичес­
кого моделирования любой гидравлической системы будет определяться в основ­
ном выбором для ее отображения и изучения г. ц. одного из следующих типов:

1) с сосредоточенными параметрами, когда все технические характеристики 
узлов и ветвей, а также граничные условия считаются константами, не зависящи­
ми от того или иного потокораспределения (такие цепи моделируют реальные 
системы как системы с изотермическим течением несжимаемой жидкости);

2) с переменными параметрами, когда хотя бы часть технических и гидрав­
лических параметров или граничных условий задается в виде ф ункций от иско­
мых величин, так что их фактические значения являются переменными и опреде­
ляются ( “регулируются” ) самим потокораспределением;

3) с распределенными параметрами -  в случае наиболее строгого описания 
совместного изменения гидравлических параметров вдоль элементов расчетной 
схемы.
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С  математической точки зрения, для установившихся режимов это приво­
дит к  разным системам уравнений специальной структуры, соответственно: 1) из 
линейных (сетевых) и нелинейных (замыкающих) алгебраических уравнений с 
постоянными коэффициентами; 2) из уравнений общего характера с переменны­
ми коэффициентами и правыми частями; 3) к  смешанным системам, содержащим 
подсистемы уравнений в дифференциальной или интегральной форме.

Трудности с терминологией и выбором обозначений, особенно для стыковых 
научных направлений, общеизвестны. В качестве посильной цели будем руко­
водствоваться лишь стремлением отбора и упорядочения необходимого “рабоче­
го” минимума понятий и символики, используемых в смежных дисциплинах: тео­
рии электрических цепей, линейной алгебре, теории графов и гидравлике. При 
этом предпочтение отдается техническим терминам, как более наглядным и при­
вычным для теории электрических цепей и отраслевой литературы.

Ниже приведена сводка исходных понятий и обозначений, используемых в 
дальнейшем.

Схема цени -  графическое изображение моделируемой системы, совокуп­
ность трех упорядоченных множеств: множества узлов J =  {j: j  =  1,..., т), состоя­
щего из подмножеств (потребителей источников J 2 и простых точек разветв­
ления на схеме 73); множества ветвей / =  {z: /=  1,..., п), отображающих заданные 
попарные связи (соединения) между узлами; множества условных знаков, харак­
теризующих тип и специфические особенности элементов. С точки зрения тео­
рии графов, схема г. ц. -  конечный помеченный ориентированный граф (орграф), 
дополненный специальными поясняющими знаками, если это требуется. Числа 
т и п называются параметрами г. ц. Принятые в трубопроводном транспорте схе­
мы подразделяются на радиальные (источник-потребитель), магистральные (ис- 
точник-магистраль-ответвления-потребитель), петлевые (многоконтурные). 
Они строятся согласно критерию минимальности суммарной длины сети. Эта 
геометрия трубопроводной системы отображается графом, где определены следу­
ющие понятия.

Остовное дерево (просто дерево) -  подграф без контуров (может совпадать 
с исходной схемой), соединяющий все узлы т и имеющий т -  1 ветвь. Орграф 
сети, содержащий только простые пути и связывающий все узлы.

Простой контур -  конечная и замкнутая последовательность ориентирован­
ных ветвей, у которой совпадают начальный и конечный узлы. (В  дальнейшем 
рассматриваются именно такие контуры.) Число с линейно независимых конту­
ров в любой выбранной на схеме базисной системе контуров однозначно опреде­
ляется параметрами г. ц.: с = п -  т + 1. Текущий номер базисного контура будем 
обозначать через г: r =  1,..., с.

Источники (притоки ) и потребители (стоки ) -  узлы, в которых задано по­
ступление или отбор транспортируемой среды.

Активная (пассивная) ветвь -  связь между узлами, содержащая (не содер­
жащая) источник подводимой энергии.

Базисный (опорный) узел -  точка на схеме с фиксированным значением 
потенциала (чаще всего это узел, в котором поддерживается извне атмосферное 
давление).

Хорды -  ветви, не вошедшие в выбранное остовное дерево и  дополняющие 
его до многоконтурной схемы.
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Понятно, что полученная система уравнений

+  <2(0  = 0,

- A 7 (A,"1)7 [hd( t ) - H d( t) ]  + £ [А ,.(0 -  / /Д О ] = 0

содержит п уравнений, а количество искомых ф ункций в общем случае может из­
меняться от 2и до Зи + (m -  1) в зависимости от поставленной задачи. М инималь­
ное число соответствует задаче анализа режимов гидравлической цепи, где при 
известных Q (0  и  Н{Г) требуется определить расходы x ( t )  и потери давлений /?(£) 
на всех участках сети и далее вычислить давление по формуле

P(t) = {ATd)~'[amPm(t) -(hd( t ) - H dm

где агп -  линейно зависимая строка расширенной матрицы А, преобразованная в 

столбец с элементами, имеющими противоположные знаки ат = - a Tmi\ Pm( t)  -  из­
вестное давление в балансовом т-м узле.

Поскольку эти уравнения не описывают изменения давлений по ответвле­
ниям схемы, находящимся вне ее “ контурной” части, в общем случае следует об­
ратиться к  связям между у, и узловыми давлениями Ру. Так как одно из давлений 
(например, Р„' в узле т) должно быть обязательно задано (в качестве точки от­
счета для их значений в остальных узлах), что физически очевидно и для элект­
рических, и для гидравлических систем, то неизвестными могут быть не более 
m -  1 давлений Ру.

Рассмотренных соотношений и сетевых условий достаточно для построения 
двух эквивалентных систем уравнений, описывающих потокораспределение в 
произвольной г. ц. с сосредоточенными параметрами. В первом случае объедине­
ние п замыкающих соотношений, т -  1 линейно независимых уравнений мате­
риального баланса и с контурных уравнений приведет к  общей системе из 
п + т -  \ +  с = 2п уравнений относительно 2п неизвестных x ^ t )  и z/,(t). если 
будут заданы все s, и Вторую систему можно получить, если использовать 
п замыкающих соотношений, zzz -  1 линейно независимых уравнений мате­
риального баланса с п уравнениями связи y ^ t )  = P j(t) -  P j+ {( t )  или /?,(£) = 
= P j(t) -  P j+ ,(£) + Я,(Г), тогда имеем систему из 2и + m -  1 уравнений относитель­
но неизвестных T,(f). А ,(0 и Р;(Г ).

Таким образом, применение компактных и достаточно формальных средств 
(речь идет о математическом аппарате векторной и матричной алгебры) для обоз­
римой записи и преобразований математической формулировки задач дает воз­
можность в полной мерс классифицировать получаемые системы уравнений и 
оперировать с ними, а также эффективно применять численные методы линей­
ной и нелинейной алгебры.

1.2. Общие задачи для нестационарного потокораспределения

Алгебра векторов и матриц давно получила широкое распространение в раз­
личных областях естественных наук и техники. Успешно применялась она и в 
теории электрических цепей, что позволило дать наиболее общее описание и 
обосновать многие расчетные методы и приемы, используемые в электротехнике.
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Используя изложенный выше материал, сконструируем общую математи­
ческую модель переноса массы по некоторой идеализированной цепи на основе 
некоторых достаточно общих предположений.

1. Любая геометрия транспорта массы или энергии, как было показано вы­
ше, может быть отображена в виде графа, который описывается постоянными и 
матричными инвариантами: количеством узлов т, количеством ветвей п, коли­
чеством линейно независимых контуров с, матрицей соединений линейно неза­
висимых узлов и ветвей А размерностью (m -  1) х и, которую можно представить 
в блочном виде А  = \Ad] A J  из квадратной (А (/), характеризующей разветвленную 
цепь, и прямоугольной (А с), характеризующей хорды. Так как элементы этой мат­
рицы определены в иоле действительных чисел, то и все формируемые критерии 
должны быть действительными (определитель, собственные числа и т. д. матри­
цы А). Проблема разбиения матрицы А на блоки является самостоятельной зада­
чей, и для ее решения может быть использован аппарат матричного анализа.

2. Внешними возмущающими воздействиями для рассматриваемой систе­
мы являются мощности источников и нагрузки потребителей, изменяющиеся во 
времени, измеренные на ретроспективном интервале времени. Предполагается, 
что они могут рассматриваться в некотором пространстве реализаций -  случай­
ных событий (£,/?). где р  -  вероятность совокупности случайных событий, оказы­
вающих влияние, например, на процесс потребления, неявная ф ункция времени. 
Тогда в поле комплексных чисел можно записать

Q (0  = (1 -  p )Q D( t)  + iQ b{p ),

где Qd( 0  -  детерминированная составляющая, основная закономерность которой 
построена с учетом характерного свойства изменения во времени по данным на­
блюдений; Qs(p )  -  стохастическая составляющая в пространстве случайных со­
бытий, т. е. не что иное, как отклонение наблюдаемых величин (2/ДО от опреде­
ленной составляющей QD{t):

Q s(p )  =  Q M - Q s( 0 -

Тогда и решение потокораспределения (расходы на ветвях) должно прина­
длежать комплексному числовому полю. Это значит, что

x ( t ) = x D( t)  + ix s(p),

и система уравнений первого закона Кирхгофа относительно блочного представ­
ления матрицы А запишется в виде

A [x D( t )  + ix s(p ) \ = ( \ - p ) Q D( t )  + iQ s (p ), 

что приведет к  расщепленной системе уравнений

AxD( t)  = ( \  - p ) Q D(t),

= <2Др).

Эта система линейных функциональных уравнений относительно измене­
ний расходов на ветвях дерева примет вид

x Dd ( О  =  (1 -  Р ) П П ( О  +  B ' iX Dc( t ) ,

Xsd(p) =  ̂ s ( p )  + Bdx sc(py  

Здесь принято Q n ( t )  = AdlQD( t )  и П 5( р )  = Ad'Q s(P)-
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Значит, если известны xDc(t)  и xSc(p), могут быть определены обе составляю­

щие расходов на ветвях разветвленной цепи: xDd(t) и xsd(p).
Это представление касается и систем уравнений второго закона Кирхгофа 

относительно составляющих вектор-ф ункции контурных расходов xDc(t) и xSc(p):

Bdh(BTd [(1 -  p )aD(t)  + B lx to itj])  + Eh(xDc(t)) = BH(t) -  B,A(Qd(0), 

Bdh(Bj, [n5(p) + B^xSc(p)]) + Eh(xSc(p)) = -B dh(Qs(p)).

При начальных условиях xDc(0) = хт  и х5с(0 ) = 0 для этой системы имеем за­
дачу Коши, если вид /z(£) = / (x(t)) замыкающих соотношений определен. От вида 
замыкающих соотношений зависит вид уравнений: линейный или нелинейный, 
алгебраический или дифференциальный, а следовательно, и метод решения этих 
систем уравнений.

Определенные решения этой системы позволяют получить:
-  изменения расходов на ветвях разветвленного графа

( *  )  =  О  -  +  B d X Dc (О .

X s d ( P )  =  n s ( p )  +  B 1'I X s c ( p ) \

-  изменение потерь напоров на всех ветвях графа

K t)  = f ( x D(t)+ ix s(p))\

-  изменения давления в ( т  -  1)-м узле графа

P it )  =  AJ1 [атРп (О  + / И О )  +  Я (0 ],

тем самым мы имеем полное представление о состоянии гидравлической цепи.
3. Однако здесь возникает задача о выводе замыкающих соотношений, ко ­

торые должны отражать реальную систему трубопроводного транспорта, т. е., во- 
первых, реальную транспортируемую по ней среду, поскольку газ и воздух, нефть 
и вода, электрическая и тепловая энергии различны по своим физическим свой­
ствам. Во-вторых, уже это формирует определенные требования к  геометричес­
ким параметрам трубопроводной системы с учетом ограничений изменяющихся 
потребителей (насосные или компрессорные станции, охлаждение или нагрев 
транспортируемой среды, регулирование режимов и т. д.). В-третьих, задачи ре­
гулирования и управления пропускной способностью системы связаны с резер­
вом мощностей источников.

К ак правило, эти характеристики должны входить в замыкающие соотно­
шения некоторыми функциональными зависимостями, при получении которых 
используются детерминированные законы сохранения для динамических про­
цессов: сохранения массы, импульса движения, сохранения энергии и термодина­
мических соотношений.

В т. г. ц. за замыкающее соотношение принята квадратичная зависимость 
потери напора от расхода (закон Дарси), и при определении стационарного пото­
кораспределения это приводит к  решению системы нелинейных алгебраических 
уравнений. Распространение этого же закона на динамические процессы при оп­
ределении нестационарного потокораспределения приводит к  решению систем 
нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений. При определении
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Относительно x kDc и x kSc имеем систему линейных уравнений, которую можно 
анализировать и решать.

Понятно, что предложенная линеаризация системы нелинейных уравнений 
не является единственной, но для систем обыкновенных дифференциальных 
уравнений, где за начальное приближение может быть взято начальное значение, 
она может оказаться достаточно эффективной с учетом свойства нелинейности.

1.3. Математическое описание задачи анализа 
нестационарного потокораспределения в гидравлической цепи

В рамках т. г. ц. первоочередной и наиболее простой задачей, на которой тео­
рия зарождалась и развивалась, является задача анализа стационарного потоко­
распределения. Дальнейшее расширение и развитие т. г. ц. возможно только при 
изучении динамических процессов. Поэтому сформулируем общую задачу ана­
лиза нестационарного потокораспределения и ее трансформацию к контурной 
системе дифференциальных уравнений.

Понятно, что одной из характерных особенностей г. ц. является нелиней­
ность систем уравнений, которая не зависит от принятого подхода математичес­
кого описания. Это можно продемонстрировать при математическом описании 
частной задачи анализа нестационарного потокораспределения в многокоитур- 
ной открытой и активной гидравлической цени.

Для замкнутой системы функционально-дифференциальных уравнений, по­
лучаемых на основе законов сохранения массы и движения (первый и второй за­
коны Кирхгофа) и закона движения на отдельно взятом участке (закон Дарси), 
имеем

A x (t)  = Q (t)  (первый закон Кирхгофа),

B h(t) = B H (t)  (второй закон Кирхгофа),

h (t)  = + S x2( t )  + C x (t)  (запись нестационарного замыкающего соотноше­

ния, согласованного с законом Дарси).
Здесь и далее, согласно принятым выше обозначениям, Л и В -  соответс­

твенно матрицы инцидентности линейно независимых узлов и ветвей и линейно 
независимых контуров и ветвей размерностью (т  -  \ )  х п и с х п; R, S, С -  квад­
ратные диагональные матрицы порядка гг, x ( t) , h (t)  -  вектор-столбцы искомых 
ф ункций параметра t  по всем ветвям цепи размерностью zz; -  соответ­
ственно вектор-столбцы известных ф ункций параметра t  отборов в линейно неза­
висимых узлах размерностью (m -  1) х 1 и активных напоров на ветвях размер­
ностью я х 1.

Или на основе экстремального подхода могут быть представлены два ва­
рианта:

1) ограничения в виде уравнений первого закона Кирхгофа и критерия ми­
нимизации в виде общей энергии гидравлической цени, т. е.

A x (t)  = Q (f),

т  п  * < ( 0

т ш Ф ( .г (0 , /К 0 )  = £ ^ ( 0 < 2 , ( 0 + Х  J [/г ,(0 + # ,(0 ]< & ,
>=1 1=1 о
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2) ограничения в виде уравнений второго закона Кирхгофа и того же крите­
рия, т. е.

B h (t)  =

т  п  х д О

штФ(х(0,/г(0) = £^ (0 (2 ;(0 + Х  j  [Қ(0 + Н^)](к.
М  i=l О

После активных преобразований, уменьшающих количество искомых ф унк­
ций, используя свойство линейности уравнений Кирхгофа, позволяющее выра­
жать либо переменные на ветвях дерева через контурные искомые (уравнения 
первого закона Кирхгофа), либо контурные переменные через искомые на ветвях 
дерева (второй закон Кирхгофа), независимо от подхода получим систему с нели­
нейных дифференциальных уравнений первого порядка относительно хордовых 
расходов

^  = -G ck « # Scx c( t ) - G J [QJ ( t )  + BTd (£ ) ] '5, [Q ,« )  + BTdхс( t ) ]T -

- G ^ ( 0 + G „ ( 0 - G r t ^ - G ^ ( 0 .

где

Gc = [B ,R c + B dRdBTd y  Bc, Gd = [B cRc + BdRdBTd y  Bd,

Gcd = [ Я Д  + BdRdBTd j '  [Cc + BdCdB rd ],  GH( t )  = [BcRc +BdRdBTdy  B H (t) ,

Gn, = [ 8 Л  + BdRdBTdy  BdRdA-d', См  = [B CRC + BdCdAd' ,

Q j( t )  =  Ad Q (t).

Используя эту систему дифференциальных уравнений, можно записать об­
щую задачу анализа режимов нестационарного потокораспределения в многокон­
турной открытой и активной гидравлической цепи.

Пусть известны узловые отборы Q j( t)  во всех узлах цепи j =  1 , 2 , т 
как ф ункции времени t, активные напоры H ^ t) ,  характеристики г,-, s,-, с,- на всех 
ветвях цепи 1= 1, 2,..., п как ф ункции времени и постоянные величины (цепи без 
регуляторов).

Необходимо определить расходы х {(б) и потери давления /z,(t) на всех ветвях 
цепи i = 1, 2,..., п, давления P j(t) в узлах j =  1, 2,..., т -  1 (при предположении, что 
Pm( t)  -  известная ф ункция времени), являющиеся реакциями на внешние Q j( t)  и 
внутренние H {{ t )  возмущения, и управляющие воздействия (в случае одного ис­
точника), которыми могут быть расход Q jif)  и давление Pm{ t)  в источнике ( т -й  
узел).

Таким образом, все перечисленные параметры, как известные, так и иско­
мые, связаны следующей системой уравнений:

^ ) = - G c[ * E( t ) f  Scx c( t ) - G d [Q d( t ) + B Tdx c( t ) f  Sd [ & ( t ) + f i ^ , ( t ) ] r  -

~ Gcdxc( t )+ G H( t ) ~  ~ G ^Q i ( t) ,

x t. (0 )  =  x c0 =  const;
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xd(t )=Qd(t )+BTdxc(t) \  

h ( t ) = R ^ p + Sx2(t )+Cx(t)-  

P(t)=(ATdy'[amP J t ) - ( h , ( t ) + Hd(t))].

1.4. Анализ стационарных точек нестационарного потокораспределения

Для определения стационарных точек в любой фиксированный момент 
времени, в предположении равенства нулю скорости изменения расходов 

(dxc(t) А
— ^ — = 0 , запишем систему с квадратичных уравнении относительно тех же 

хордовых расходов:

G c  [ X c f  S c X c  + G d [ Q d +  B d  X c ]  S d [ Q d + B d X c ]  +  G c d X c  ~ G H  + G d d Q d  = 0 -

Это уравнение является, по сути, не чем иным, как совокупностью квадра­
тичной и линейной форм и постоянного вектора, следовательно, каждое уравне­
ние системы может быть представлено в виде

X X w ijk)xix j  +  X w<i k)xi + <7 = 0 при 1,2,..., с.
1=1 ;'=1 i=l

Или, вводя матрицу квадратичной формы W**) и вектор линейной формы w^k\  
получим матричную запись каждого квадратичного уравнения:

x TW {k)x  + 2w('k)x  + q il<) = 0  при 1, 2 , с.

Из этого уравнения очевидно, что стационарные точки в с-мерном декарто­
вом пространстве (пространстве контурных расходов) располагаются в точках 
пересечения поверхностей второго порядка, которые могут быть центральными, 
нецентральными и вырожденными. Остановимся только на центральных поверх­
ностях, т. е. будем рассматривать поверхности, имеющие центр типа эллиптичес­
ких и гиперболических.

Так, для двухконтурной гидравлической цепи в пространстве контуров име­
ем или два эллипса, или две гиперболы, или эллипс и гиперболу. Для трехконтур­
ной гидравлической цепи в том же пространстве имеем эллипсоиды и двуполост­
ные гиперболоиды в различных сочетаниях по три.

Обратим внимание на то, что компоненты векторов зависят от отборов 
Qj = const, а это влияет на расположение центров каждой центральной поверхнос­
ти второго порядка, если эти поверхности невырожденные.

Компоненты матрицы зависят от сопротивлений участков цепи, кото­
рые при отлаженной трубопроводной системе (без регулирующих устройств) яв­
ляются постоянными и не привносящими возмущения, как Я, и Q,, входящие в 
свободные члены, а следовательно, влияющие на изменение только осей поверх­
ностей второго порядка.

Таким образом, в силу того что компоненты матрицы являются множи­
телями перед квадратичными степенями искомых ф ункций и зависят только от 
сопротивлений ветвей, входящих в линейно независимый контур, а сопротивле-
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иия отображают геометрические и физические характеристики трубопроводной 
системы, можно связать их с инвариантами этой матрицы. Тем самым появляется 
возможность за их счет получить дополнительные ограничения, например, при 
решении задачи проектирования трубопроводных систем.

Коэффициенты w(k\  стоящие перед первыми степенями искомых функций, 
зависят от производительности источников и нагрузок потребителей, а из-за 
большой изменчивости нагрузок потребителей происходят сдвиги центра цент­
ральных поверхностей второго порядка и, ка к следствие, изменение потокорас­
пределения.

Свободные члены зависят от контурных активных напоров, от производи­
тельностей источников и нагрузок потребителей, что непосредственно влияет на 
изменение осей центральных поверхностей второго порядка.

Для исследования поверхностей второго порядка можно использовать аппа­
рат характеристических уравнений, собственных чисел и  матричных инвариантов 
преобразования уравнений второй степени в пространстве хордовых расходов.

Для квадратичной формы, общей для уравнений стационарных точек, мож­
но выполнить такие линейные преобразования системы координат (сдвига и вра­
щения), что для каждого уравнения второй степени позволит избавиться от ли­
нейных слагаемых и слагаемых, содержащих попарные произведения искомых 
параметров. Однако необходимо заметить, что каждая квадратичная форма имеет 
собственный центр и углы поворота, что приводит к  новым с системам координат, 
которые объединяет только изначальная. Возможность применения таких преоб­
разований ограничена только анализом геометрической интерпретации поверх­
ностей второго порядка.

Это преобразование может быть представлено в виде

* / = £ / 1*1 + g ,2x 2 + ...+ g lcx c ( /= 1 ,2 , . . . ,  с), или У  = Gx.

Так ка к преобразование симметрическое, то существует с собственных по­
парно ортогональных векторов этого преобразования

<?2, 6 С

(можно предположить, что они единичные), которым соответствуют собственные 
значения

Цц •••• Ис.
являющиеся корнями характеристического уравнения

W,2 W.3 -  W|c
w2X vr22- p  w 23 ... W2c

wcl vrc2 Wc3 ... W - n

= 0, или I IT  -  £ц I = 0

для каждого уравнения второй степени из системы уравнении хордовых рас­
ходов.

Алгебраическая запись характеристического уравнения имеет вид 

р с + ( - 1 ) с“ 1/ с_1р с" 1 + ( - 1 Г 2 / с_2ц г - 2 + . . . + ( - 1 ) / 0 = 0 ,  

где / г -  инварианты матрицы W.
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Инварианты являются численными характеристиками матрицы W, посколь­
ку  вычисляются как значения определителей матриц, построенных на основе ее 
элементов.

Кроме матрицы квадратичной формы W  составим матрицу (с  + 1)-го поряд­
ка, включающую столбец коэффициентов при первой степени искомых парамет­
ров, вида

1---- W , 2  * • W l c
I

t

W 2 1 ^ 2 2  • •  W 2 c W H c + \ )

W c l W c 2  • • W c ( c + \ )

« V o W 2 ( c + \ )  ' '  W c ( c + \ ) Q

определитель этой матрицы обозначим через D  = det Wp.
Вопросам раскрытия “ векового” уравнения и получения характеристичес­

ких чисел посвящена обширная литература, поэтому в данном параграфе остано­
вимся на этом кратко.

Под полти  проблемой собственных значений понимается проблема нахож­
дения всех собственных значений матрицы W, так же как и принадлежащих этим 
характеристическим числам собственных векторов (или векторов, образующих 
канонический базис).

Определение компонент собственного вектора требует решения системы с 
однородных уравнений с с неизвестными, т. е. для вычисления всех собственных 
векторов матрицы требуется решить с систем вида

( W - v & X ^ O ,

где Xj = (x u,x 2i, ..., xcj) -  собственный вектор матрицы W, принадлежащий харак­
теристическому числу р,.

Как отмечалось ранее, коэффициенты характеристического полинома явля­
ются (с точностью до знака) суммами всех миноров определителя матрицы W по­
рядка г, опирающихся на главную диагональ.

При постановке проблемы характеристических чисел для матриц, элементы 
которых заданы приближенно, возникает вопрос об устойчивости полученного 
решения, т. е. вопрос о том, как изменяются характеристические числа и соб­
ственные векторы при изменении элементов данной матрицы в пределах до­
пустимой погрешности. То, что в отдельных случаях проблема характеристи­
ческих чисел не может быть устойчивой, ясно из следующих соображений. Д о ­
пустим, что данная матрица, если ее численное задание рассматривать как точное, 
имеет лишь простые характеристические числа, однако при определенном изме­
нении ее элементов в пределах точности задания можно прийти к  матрице, имею­
щей кратное характеристическое число с нелинейным элементарным делителем. 
В этом случае каноническая форма матрицы при изменении ее элементов в пре­
делах точности задания претерпевает качественное изменение, переходя от диа­
гональной формы к общей канонической форме. В частности, даже число соб­
ственных векторов изменяется скачкообразно. В этих условиях полная проблема 
характеристических чисел (а также определение собственных векторов) просто 
теряет смысл.



Определения, обозначения, объекты и методы теории гидравлических цепей 27

Пусть W -  заданная матрица, a W + dW  -  близкая к  ней матрица. Выясним, 
как изменятся характеристические числа и собственные векторы матрицы W, 
когда она получит приращение dW. Проведем рассуждения в предположении, что 
все характеристические числа матрицы W  различны, отбрасывая величины вто­
рого порядка малости, т. е. будем рассматривать dW  (и  соответственно dX  и d\x) 
как дифференциалы, а не как конечные приращения.

Пусть
У/Х{ =  р Д . (г = 1,2,..., с).

Тогда
dW Xl + Ш Ҳ - = + d \iiX i .

Пусть Vv V2, ..., Vc -  собственные векторы сопряженной матрицы W*, соот­
ветствующие характеристическим ч и с л а м р ,,^ ,•••,£,- • Тогда

{ m ) X iy \y (W (d X i ),Vl )=\Li (dXl,Vj )^d \i l (Xi ,Vj ).

Полагая в этом равенстве i  - j ,  получим

((d W )X i ,Vi ) + (W (d X j) Л )  = p,. (dX^ ) + Ф ,. ( Х Л - ),

отсюда

ф 1 ( № И ) , 1аккак^ = № ,

Полагаем теперь i *  j .  В силу равенств ( Қ-, V )̂ = 0 и ( IT (б /Х ,),^ ) = р ; (d X ^V j) 
получим

отсюда

( )= И 2 М )
V Ц , - Ц ;

d X ,= ± a ,!Xj .
> 1

№ ,1 А )  =  а # (Х ,,У ,)

((rfW )X ,,V ,) . .
а., = 7-------— при г ^  /.

Коэффициент а и остается, естественно, неопределенным в силу неоднознач­
ности собственного вектора, и без нарушения общности можно считать, что 
а ц  =  0.

Теперь перейдем к  оценкам. Из формулы дифференциала характеристичес­
ких  чисел получим

где

г =ш м  
‘ к а д г

Пусть 

Тогда 

и, следовательно,
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Ясно, что с, >1. Если собственные векторы вещественны, то

. 1 
С' |C0S(P,.| ’

где ф- -  угол между векторами X- и У,.

Число с, носит название коэффициента перекоса матрицы U7 и соответствует 
характеристическому числу р,-, т. е. изменение р, при данной может быть
тем больше, чем больше соответствующий этому характеристическому числу ко ­
эффициент перекоса с{. Для нормальных матриц

|г/р(.|<||б/1Е||, так как X i = V i.

Поэтому для нормальных матриц задача определения характеристических 
чисел всегда устойчива. Для произвольных же матриц задача определения харак­
теристических чисел будет неустойчивой только при большом значении коэффи­
циента перекоса.

Несложно дать грубую оценку модуля корней характеристического уравне­
ния.

Пусть коэффициенты уравнения -  вещественные числа и корни, в силу при­
нятых ограничений на вид поверхности второго порядка вещественные и  упоря­
доченные по возрастанию: 14 <  Рг <  ••• <  IV

Введем следующие величины:

А =  т а х { | ( - 1 Г ‘ / с_ ! | ( - 1 Г 2/ с_2| |(-1 )24  К -1 ) / „ | } ,

В = шах{1, | ( - 1 Г Ч с_,|, | ( - 1 Г 2/ с_2| |(-1 )2/ , | } .

Грубая оценка корней должна удовлетворять неравенству

  -------- -< |р 6|<1 + А .
i+ B K - D /оГ1

Это неравенство соответствует ограничениям корней алгебраического уравнения 
с анализом коэффициентов уравнения.

Интерес к  характеристическим числам вызван тем, что во многих приклад­
ных вопросах ф изики представляют собой собственные частоты. Более обоб­
щенно можно сказать, что в приложениях являются наблюдаемыми величина­
ми, с помощью которых можно провести сравнение теоретических выводов с 
экспериментом.

В предположении, что поверхность, описанная представленной формой вто­
рого порядка, относится к  классу центральных (эллиптических или гиперболи­
ческих), это означает формально, что d e t/0 *  0, и для определения координат 
центра поверхности имеем систему линейных уравнений

I qX  +  w  =  0 ,

решение которой
х ° = - Ц 'т .

Тогда начало координат может быть перенесено в точку с координатами 
д0 = ( х ” , х %,..., х°с ) с помощью линейного преобразования

з: = Т  + х (| = х-1^те>,
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что при подстановке в уравнение поверхности второго порядка позволит изба­
виться от линейных слагаемых.

Понятно, что данное условие оговаривает существование центра для каждой 
поверхности второго порядка, но система хордовых расходов имеет с уравнений, 
а следовательно, и с центров. Это обстоятельство не позволяет привести все урав­
нения к  каноническому виду, даже такому:

D
x TL x +  , Т 

0 d e t/n
=  0 .

Для эллиптических поверхностей имеют место ограничения на инварианты 
характеристического уравнения, которые записываются в виде системы нера­
венств

V ( c  1) >  0, А  >  0, ... ^ (с - 2) >  0, Z) <  0.

Для гиперболических поверхностей имеют место ограничения на инвариан­
ты характеристического уравнения вида (для многополостного гиперболоида)

V ( c  _ 1) >  0, / j  <  0 ,..., / (с _ 2) <  0, D  <  0.

Все эти рассуждения можно проиллюстрировать на примерах двух- и трех­
контурных гидравлических цепей.

Рассмотрим двухконтурную  откры тую  и активную  гидравлическую цепь 
(рис. 1.4).

Для этой цепи задача анализа режимов нестационарного потокораспределе- 
ния запишется так:

-  при известных характеристиках ветвей цепи

ri 0 0 S| 0 0 "C1 0 0

R = 0 Г2 0 , 5  = 0 S2 0 , с = 0 с2 0

0 0 гъ. 0 0 S3. 0 0 сз.

Ж О  =

Я ,( 0

я 2(0
№ (O J

И P ( t)  =
W )

p2(t).
Q (0  =

- Q ,( 0

+Q2(0 .

определить

> i ( 0 A  (O '
x { t )  = x 2{ t ) , /?(t) = k ^ t )

Л з (0 . A ( 0 .

и P2( t)

в случае, если оно не задано, удовлетво­
ряющие системе функционально-диф­
ференциальных уравнений

Рис. 1.4. Двухконтурная открытая и ак­
тивная гидравлическая цепь: 
узлов т = 2, ветвей zz = 3, линейно незави­
симых контуров с = 2
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r' + r2 + 5'x'2 + 52̂ 2 (0 + c î (0 + с2д:2 (0 = я, (0 + я2 (0,

(ri +гз ) ^ Р ~ гз ̂ ^ +(SI+5з)дг12( 0 - 25з^(0^2(0+53х22(0+[с1+c^+53(22(0]л:1( 0 -  

-[c3 + s3(22 (0]^2 (0  = Я, (0  + Я3 (0  -  Гз -  53Q22 (0  -  c:iQ2 (0.

х 1(0 ) = л:О1,х 2(0 ) = х 02;

^3 (0 = ^ i ( 0 - ^ 2(0 -Q i(0 ;

/г1( 0  = П ^ ^  + 5Л 2( 0 + с 1̂ ( 0 .

^  (0  = r2 (̂ p -  + S24  (0  + c2x2(t),

k ( t ) = r 3 + s34  ( 0 + с3*з  ( 0 ;

p2( t ) = p ^ t ) ~ Г, ^ 4 ^  + Slx f  ( 0  + q x , ( 0  -  я ,  ( 0
dt

Основной системой, описывающей нестационарное потокораспределение в 
гидравлической цепи, является каноническая система двух нелинейных обыкно­
венных дифференциальных уравнений. Очевидно, что эта система имеет стацио-

(dxx( t )
парные точки, в которых касательные параллельны оси времени — !г— = 0 и
dx у d t
— у —̂ = 0 Следовательно, для их определения имеем систему двух нелинейных

dt
алгебраических уравнений вида

s,^,2 + s2x l  + clx l + с2х 2 -  Я , -  Я 2 =  О,

(5, +53)Х2 -2 6 3̂ x 2 + s3x 22 + (с, +c3 +.s:iQ2) x 1 - ( с 3 +s3Q2) x 2 - Я ,  - Я 3 +53Q2 + c3Q2 =0.

Каждое из этих уравнений представляет собой полное квадратное уравнение 
и некую поверхность второго порядка в пространстве контуров, вид которой мо­
жет быть исследован известными методами пассивных преобразований коорди­
нат (сдвига и вращения) [29-31 ].

Обозначим

g u = S\ ’ ё?2 =0, =0, g ^ = S 2, gl(1)=C1, ё2 ) = С2’ g (1)= - ^ l - ^ 2
И

gi(2)= S i+ s 3, g j22)= s3, g ^ ) = s3, ё п  = s3» g i2 )= c ,+ c 3 + s3Q2, g?,2)= c3 + s3Q2, 

g (2) =  - Я ,  -  Я 3 + 53Q 2 + c3Q2 .

Тогда оба уравнения можно записать в матричном виде: 

x r G(,)3: +  2g(l)x  + g (1) =0, 

x t G (-2)x  +  2g(2).r +  g (2) =  О,
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где С(1) и G(2) -  квадратные матрицы второго порядка с элементами g \p  и 
соответственно; g <!) и g <2) -  векторы с элементами g \X) и g j2) соответственно.

Из коэффициентов этих уравнений можно сформировать инварианты, кото­
рые остаются постоянными при линейных преобразованиях кривых второго по­
рядка, а для трубопроводной системы могут быть применены как дополнитель­
ные ограничения на известные параметры участков, активных напоров и нагрузок 
потребителей. Для двумерного пространства имеем два инварианта ка к значения 
определителей, формируемых из коэффициентов уравнения второй степени

для первого уравнения и

ёп ё п й,(1>'

д<‘> = ё?! йй» й й 1

8,, ‘) йй> й™.

й !?’ й !? й !2>"

Д '2) = йй> й й 1 й 2)

Й|2> йй> й ,2>
для второго уравнения.

В двумерном декартовом пространстве имеем характеристическое уравне­
ние второго порядка, т. е.

р 2 - / , (|)р  + 5(1) =0,

где /,(,) = g i i ) + g 22); 5( , )= d e t 

и

gfP Й Г
<,(1) еО) 

.6 2 1  6 2 2  _

" " 6 1 1  6 2 2  6 1 2  62 1  -

где / I 21 = g 1(?, + g ^ ); S(2) =de t

р2- / ; 2)р+б(2>=о,

»(2) р-(2)
611  61 2

Так как для двухконтурного пространства характеристические уравнения 
кривых второго порядка выражаются уравнениями второй степени, то для каж ­
дого из них можно определить характе­
ристические числа (рис. 1.5):

р}2) = 0 .5 /}2) ±  >/о.2 5 (/;2))2 - 5 (2).

Рис. 1.5. Возможные корни характеристи­
ческого уравнения:
а -  комплексные сопряженные; б -  вещест­
венные равные; в -  вещественные разные



32 Глава 1

Для дальнейшего анализа линейных преобразований необходимо иметь ха­
рактеристику полной матрицы уравнения, т. е.

F> = det

«1
О)

&(,)

gd,

= g,(i)gS,gS) +g!2)g!1)g2')+g21l)g!1,g21> -(g f0)2̂  -g ,T ^ ,g,1) -g jl’Cgf)2

Д(2) = d e t

( 2)  ( 2 ) ( 2 ) 
fo il o l2 61

8 t2 ё ?  

gf2> g f  g<2)

=g1(?,g i ,gg) +g,(22,gi2,ĝ 2)+g^,gf2,g?) -(g !2') 2̂ ’ —gĴ ’ĝ î ĝ 2̂ - g j ^ g f ) 2.
Отсюда следует классификация различных действительных линий второго 

порядка на основанim достаточных признаков:
-  если 8 <  0 и Д *  0 , то имеем гиперболу, иначе (Д = 0) две пересекающиеся 

прямые',
-  если 8 = 0 и Д *  0, то имеем параболу,
-  если 8 >  0 и /,Д  < 0, то имеем эллипс.
Для трубопроводной системы 8 = 0 может иметь место только в двух случа­

ях: движение не имеет инерции, т. е. все характеристики инерции движения ж ид­
кости по участкам равны нулю (г, = 0 для г = 1, 2, 3), или гидравлическое сопро­
тивление участков равно нулю (s, = 0 для i  =  1,2, 3), что в принципе невозможно 
для реального объекта, а следовательно, стационарные точки не могут распола­
гаться на пересечении парабол.

Равенство Д=0 также не имеет смысла, ибо оно соблюдается только для за­
крытых (Q j =  0 для всех у = 1, 2) и пассивных (Я , = 0 для всех i = 1, 2, 3) трубопро­
водных систем, не имеющих емкости (с, = 0 для всех i = 1, 2 ,3 ), что противоречит 
принципу функционирования трубопроводных систем.

Так как имеют место соотношения относительно инварианта 8, что 8 <  О 
гипербола и 8 >  0 -  эллипс (рис. 1.6), то это налагает определенные ограничения 
на гидравлические сопротивления трубопроводной системы, т. е. сумма квадра­
тов гидравлических сопротивлений хорд должна быть меньше произведения 
сумм гидравлических сопротивлений ветвей контуров по всей гидравлической 
цепи. Это утверждение в многоконтурной цепи ставит на первое место развет­
вленную цепь как основной объект, выполняющий необходимые ф ункции тру­
бопроводного транспорта -  доставку необходимого количества массы от источ­
ника потребителям (открытые системы), а хорды выполняют второстепенную 
роль -  резервных связей. Это характерно для закрытых систем, где основой ф унк­
ционирования является циркуляционное движение жидкости с отдачей энергии 
потребителям.

Таким образом, возможны три варианта расположения стационарных точек: 
1) на пересечении эллипсов; 2) на пересечении гипербол; 3) на пересечении эл­
липса и гиперболы (см. рис. 1.6).
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а

\

Рис. 1.6. Возможные варианты кривых 
второго порядка, приемлемых для ана­
лиза стационарных точек двухконтур­
ной гидравлической цепи: 
а -  два эллипса; б -  эллипс и гипербола; 
в -  две гиперболы

Согласно ограничениям на инварианты кривых второго порядка, преобразо­
ванные уравнения системы двух нелинейных уравнений можно записать в виде: 

для эллипсов

(*< ‘>)2 . (х<'>)2
■ +  - —

-Д<,У(5(,,Р1(,))

( * Р ) 2 № > )2
• +  — —

-Д<2У(5<2>р<2>) -Д<2У(5<2>р<2)) 

№ ) 2

для эллипса и гиперболы

(Х Р )2
+  —

- д ^ Д б ^ р ^ )  

№ 2))2 . № 2>)2

= 1 при pj(1) > рУ} >0, 

= 1 при р }2) > р {22) >0;

= 1 при Pj(1) > рУ} >0,

-д < 2У(б<2>р<2Д -д < 2у(б (2)р<2))
для гипербол

(х< ‘>)2 , ( Х Р ) 2

-Д (1У(8(1)р1(1)) -А ^ /(Ь ^р Р )

к > ) 2 . ( ^ 2>)2
-А < 2У (8 (2)р 12>) - Д (2У (5 (2>р <2))

= 1 при p j2> <0, р^2> >0 ;

= 1 при р,(11 <0, р ^  >0, 

= 1 при р{2) < 0 ,р У } >0 .
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Эти преобразования имели бы смысл для упрощения системы контурных 
уравнений, а именно, удалением слагаемых попарных произведений и линейных 
членов, только в случае эквивалентности центров для обеих кривых, что для гид­

равлической цепи не характерно. Для уравнений центров ( ХрЗг") двухконтурной 
цепи имеем

-  первое уравнение дает линейную систему вида

Sj#! + С, =0,

[s2̂ 2 + С2 = 0.

решение которой | j ;

второе уравнение порождает систему вида

f(5i + s3) х, -  s3x 2 + (с, +с3 + s3Q2 ) = 0,

-s3̂ i + s3x 2 -  (с3 + s3Q2 ) = 0,

о с, о Si Со — s3Cj + SiS3Q2
решение которой | х\ = - —,х 2 = - L^— — -----

Si s,s3

Очевидно, что центры кривых не совпадают.
Рассмотрим трехконтурную  откры тую  и  активную  гидравлическую цепь 

(рис. 1.7).
Для этой цепи задача анализа режимов нестационарного потокораспределе- 

ния запишется так:
-  при известных характеристиках ветвей цепи

R =

>1 0 0 0 0 0 Si 0 0 0 0 0 "C1 0 0 0 0 0

0 Г2 0 0 0 0 0 S2 0 0 0 0 0 C2 0 0 0 0

0 0 гъ 0 0 0
, 5  =

0 0 S3 0 0 0 , с  = 0 0 C3 0 0 0

0 0 0 Г4 0 0 0 0 0 S4 0 0 0 0 0 C4 0 0

0 0 0 0 гъ 0 0 0 0 0 S5 0 0 0 0 0 C5 0

0 0 0 0 0 гь . 0 0 0 0 0 S6 . 0 0 0 0 0 C6 .

CWO. Р4(0

н щ

H 2(t)
H 3( t )

я 4( 0

я 5( о

я 6(0.

и Р (0  =

4 2 , ( 0 '

p 2 ( 0
. ( 2 ( 0 =

+ Q 2 ( ^ )

Р з ( 0 0

Р Л О 4 2 4 ( 0 .

Рис. 1.7. Трехконтурная открытая и ак­
тивная гидравлическая цепь: 
узлов т = А, ветвей и = 6, линейно независи­
мых контуров с = 3
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определить

x { t )  =

X ( 0 " K i t )

x 2( 0 h2{ t )

x 3( 0

^ 4 (0
, h ( t ) l

f h i t )

k i t )
x 5( 0 k i t )

Л б (0 . K i t ) .

P i( t)

Р з« )

|Л (0
в случае, если они не заданы.

Система дифференциальных уравнений относительно контурных расходов 
принимает вид

d x ,( t )  dx5( t )  , „  А б ( 0 _
ri d t r2~ d r H r ^ h  + r&)~ d T -

=  -s ^ x l (£) -  2s, x4 ( t ) x 6( t )  -  s2x l  ( t )  -  2s2x 5( t ) x 6( t ) ~  c,x4 ( 0  + (c2 + 2s2(24 ( t ) ) x 5( t )  -  

- (c , + c2 +c6 -  2 52^  ( t ) ) x 6( t )  + r2 ~ s2QZ ( t )  + c2Q^ + ( t )  + H 2 ( t )  + H 6( t) ,

,d xA( t )  d x A t)  d x M )
(r, + r4 + r4)— ^  + Г., - ■5, - r ,  V  = 
v 1 3 A) d t 3 d t 1 dt

=-(S l +s3 +s4 )*4 ( t ) -2 s 3xA ( t ) x 5 ( 0 - 2 s ^ 4 (0 ^6  ( 0 - s 3*52 ( 0 - ( q  +C3 +c4 - 2 s3Q2 ( t) )x

х х 4(0 - (с з -2 5 3(22( 0 ) х 5( 0 - с 1х6( 0 - ^ ^ ^ - ^ ( 0 + С з ( 2 2( 0 + Я 1(0 + Я з (0 + Я 4(0 ,

6^4 ( 0  dx5( t )  d x^(t)
—r.

' 4 d t +Гз d t ' ,(i dt 

= sAx ]  ( t )  -  s5x 25 ( t )  -  s6x62( 0  + c4x 4 ( 0  -  c5* 5 ( 0  -  c6x 6( t ) ~  t f 4 ( 0  + Я 5( 0  + t f 6(t). 

Для стационарного режима имеем систему алгебраических уравнений 

- s ,x 42 -  2Slx ^ x 6 - s2x 2 - 2s2x 5x 6 -  c ^ 4 +  (c2 +  2s2Q4);v5 -

- (c , + c2 + c6 ^ 2s2a i )^ 6 - S2Q42 + с2О4+ Я 1+ Я 2 + Я 6 = 0,

- (s , + s3 + s4) x 2 - 2s3z 4z 5 - 2s,x4x 6 - s3x 2 - s ,x2 - (c, + c3+c4 -2 s 3Q2)x 4 -  

- ( c 3 - 2 s3Q 2) x 5 - c ,z 6 - S3Q 2 +  c3Q 2 +  Я , + Я 3 +  Я 4 = 0 ,

s4x 2 - s5x 2 - s6x 2 + c4x 4 - c5x 5 - c6x 6 - Я 4 + Я 5 + Я 6 = 0.

И ли в матричном виде:

rJ ( i)G < 14 ( t )  +  2g(1)̂ ( t ) + g a>=0,

<  ( t)G <24 ( t )  + 2g |24 ( t )  + g <2,=0,

<  ( t)G <34 ( t )  + 2g<3,x c( t )  + g <3>=0.

■ +  Г ,
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где

g f f ' g ,? g f? й ? " gf?’ g ,? 6(зЗГ

G(1) = ,  2> = g g ' gg> g g ’ ,G<3» = g$?> gaa’ gg>

«5? gg ’ 4 ? gg> gg>
„(3)
631 gg> g£>

g,(,)" g,<2)" й <3)'

g ( , ,= g f Ch
M II g^2> II g?>

g ^ g f> g f>

. g (1>= /i(*)>  s (2)= /z ( 0 . g (3>= /3 ( f )  ■

И для каждого из уравнений для стационарных точек имеем характеристи­
ческие уравнения третьей степени:

(pw f  - Ц п (р т )2 + 4 1>р (1)- 8 <1> - 0 ,

х З  . / о х /  / о х х 2

(р<2>)" - / , (2)( У 2)) + / ( 2)р (2) - 5 (2) = 0 , 

(р<з> )3 -  / ; з> ( у з> )2 + /<3) р<3) -  8(3>= о ,

Ягз

Язз

Я11 Я,2 я,з
Яц

Я2,

Я12

Я22
+

Я,1

Яз1

Яв

Язз
+ Я22

Яз2
, 8 = detG  = Я21

Яз1

Я22

Яз2

Ягз

Язз

где

А  =&11 +522+^33' А  =

Так как для трехконтурного пространства характеристические уравнения 
кривых второго порядка выражаются уравнениями третьей степени, то можно для 
каждой из них определить характеристические числа в поле действительных чи­
сел. Для этого введем обозначения:

( l (r)Yp ( r )= _ U _ J _  + / (0  Q(r) _ 2
3

\3 1<.г)т(г)
*2 §(г) >

Q(r>= ( ^ ) 3+( ¥ ) 2’

При Q(r) < 0  и г =  1 ,2 ,3  каждое характеристическое уравнение имеет три 
различных вещественных корня (рис. 1.8):

{о = л (о + в < о Х ,  <н= _ А ^ + , . А ^ ^  /г)=
Pi

Имеем инварианты поверхностей второго порядка в трехмерном декартовом 
пространстве хордовых расходов и с добавлением определителя

Д =

ё \\ ^12 Sl3

£ 2 1  £ 2 2  £ 2 3  £ 2

£ 3 1  ^ 3 2  Язз Я з

[Я . Я2 Яз Я .
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Рис. 1.8. Возможные корни характеристи­
ческого уравнения:
а -  один вещественный и два комплексных 
сопряженных; б -  три вещественных и два из 
них равны; в -  три вещественных разных

Анализ поверхностей второго по­
рядка на основе этих инвариантов и 
предположений относительно реальной 
трубопроводной системы позволяет вы­
сказать суждение о возможных поверх­
ностях, на пересечении которых опреде­
ляются стационарные точки:

-  если /,5  >  0, / 2 >  0 и А <  0, то имеем эллипсоид',
-  если /,5  <  0, / 2 >  0 и А <  0, то имеем двуполостный гиперболоид',
-  если 7,5 >  0, / 2 <  0 и А >  0, то имеем одпополостный гиперболоид.
Тогда для гидравлической цепи могут иметь место следующие вариации 

(рис. 1.9): 1) три пересекающихся эллипсоида; 2) два эллипсоида и гиперболоид; 
3) один эллипсоид и  два гиперболоида; 4) три пересекающихся гиперболоида.

Согласно ограничениям на инварианты поверхности второго порядка, пре­
образованные уравнения системы можно записать в виде:

для эллипсоидов

( * Г )2 , И ’ )2 . № ’ )2 _______ _
• +  — + ̂ — = 1 при />}и >7>21) > Рзи > 0 'до

- А ^ Д ^ р ^ )  - А ^ Д б ^ р ^ )

К’)2
+  —

№ 2’ )2
+  —

№ 2))2
-Д<2>/(б(2)р |2)) -А<2>/(б(2)р<2)) -Д (2)Дб(2)Рз2))

= 1 при р {2) > р^2) > р<2) > 0,

+  —

(х<3') 2
+  —

(х53))2

- Д (3>/(5<3>р<3)) -Д<3>/(6<3>Р<3)) - А <зу(5(3)Рз'3))
= 1 при р [3) > р 23) > р<3> > 0;

для эллипсоидов и гиперболоида
< 2  , . „ , < 4 x 2

■ + —
№ ’)

+  — = 1 при р \п > р [1) > рУ} >0,(О
- д ^ Д б ^ р } ’)) - А ^ / ^ р Р )  - Д (,у(б(,)рз1))

( х ;2))2
■ +  — +  —

( X f ) s
= 1 при р,(2) > Р2г) >  Рз° > о,(2) ^  „ ( 2)

-А<2У(б<2)р<2)) -А (2У(6<2)р<2)) -Д (2У(б(2)р<2))

■ +  —

(х<3>)2
+  —

(А13))2

-А<зУ(б<3>р|3)) -А<зу(б(3)р<3)) -А<зу(5<3>р<3>)
= 1 при p j3) > р [3) > 0, р<3) < 0;
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Рис. 1.9. Возможные вариации поверхностей второго порядка, приемлемые для ана­
лиза стационарных точек трехконтурной гидравлической цепи:
а -  три эллипсоида; 6 -  два эллипсоида и однополостиый гиперболоид; в -  эллипсоид и 
два однополостных гиперболоида; г -  три гиперболоида

для гиперболоидов

■ + —
№ ’ )

+  —
( х У У

= 1 при р \{) < 0, р (2{) < 0, <  О,

(х;2))=
■ +  —

(х '^ У
+  —

№ 2))
- Д (2У(б(2)р {2)) - а <2У(6<2>р <2)) -д <2У(б<2>р<2>)

= 1 при р \2) <0, р.,2) <0, р У  <0 ,

( х п 2
• + —

№ 3,):
+  —

№ 3))2
Д<3У(5(3>Р<3)) -Д<3У(5<3)Р<3)) -Д<3У(6(3)Р<3))

= 1 при р \3) < 0, р^3) < 0, р (3) < 0.
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Для анализа стационарных точек динамических процессов в гидравличес­
ки х  цепях использовался трехчленный закон записи замыкающих соотношений, 
который наряду с квадратичным слагаемым (гидравлическое сопротивление) 
включает и линейное слагаемое (емкостное сопротивление). Это отражается на 
сдвиге гиперэллипсоидов параллельно осям координат, что приводит к  различно­
му положению их центров для всей системы контурных уравнений. Из анализа 
следует, что контурные уравнения, а именно система линейно независимых кон­
туров, должны выбираться так, чтобы ориентация всех ветвей, принадлежащих 
контуру, совпадала с ориентацией контура. В противном случае получим хотя бы 
один гипергиперболоид, что было бы крайне нежелательно для численных расче­
тов. В задачах стационарного потокораспределения, использующих одночленный 
вид замыкающего соотношения (квадратичный закон Дарси), этот факт устанав­
ливается по результатам расчета (переворотом направления расхода на ветви).

При одночленном виде замыкающего соотношения гиперэллипсоиды для 
всех линейно независимых контуров имеют единственный центр, т. е. преобразо­
вание сдвига, ликвидирующее линейные слагаемые, не требуется. Однако это ха­
рактерно только для закрытых гидравлических цепей. Если цепи открытые, то в 
силу преобразования системы уравнений первого закона Кирхгофа в контурных 
уравнениях появляются линейные слагаемые, зависящие от нагрузок потребите­
лей, что отражает динамический процесс.

Таким образом, на описании одной из частных задач анализа нестационар­
ных режимов потокораспределения в открытой и активной многоконтурной гид­
равлической цепи проведен анализ поверхностей, на которых располагается мно­
жество стационарных точек. К  ним может стремиться траектория движения 
процесса при разнообразных внутренних и внешних возмущениях. Задача пред­
угадать эту точку заранее сопряжена с определенными трудностями. Наиболее 
рациональный подход в этом направлении, вероятно, заключается в постановке 
экспериментов и наблюдении за реальными трубопроводными системами путем 
максимального оснащения их разнообразной измерительной аппаратурой по 
всем параметрам транспортируемой массы (давления, расхода, температуры, 
энергии и т. д.). Только таким способом можно подтвердить адекватность расче­
тов на математической модели. В свою очередь, это должно стимулировать раз­
витие технологических процессов регулирования и управления с целью оптими­
зации общей энергии системы.

1.5. Классификация задач нестационарного потокораспределения
в гидравлической цепи

В т. г. ц. для расширения задач стационарного потокораспределения введено 
понятие регулируемых цепей, которое подразумевает, что реальные трубопровод­
ные системы оснащены регуляторами расхода, предназначенными для изменения 
расхода на участках системы (типа дроссельных шайб, изменяемых диафрагм и 
т. п.), и регуляторами давления для изменения давлений (типа насосов, турбин 
отбора мощности и т. п.). Следуя этому, для нестационарного потокораспределе­
ния предполагается, что эти изменения как реакции на внешние и внутренние 
возмущения в цепи связаны с пропускной способностью ветвей и активными на­
порами, которые, в свою очередь, зависят от характеристик ветвей (различных 
коэффициентов сопротивлений и напоров). Предполагается, что они изменяются
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во времени (г-(£), 5,(£), с,(£)) вследствие изменения отборов у потребителей по ко ­
личеству Q,(£) и качеству Р;(£). Исходя из этих предположений, общую матема­
тическую модель нестационарного потокораспределения можно представить в 
следующем виде:

-  (<К (< ) + GH(t) -G rj (Г )Q, (t),

х (.(0) = д:с0 = const; 

x d( t )  = ( l , ( t )  + B!I xc( t) ;  

h ( t)  =  R ( t ) ^ + S ( t ) x 2( t)+ C (t)x ( t) - ,

P ( t )  =  (A Td ) - '[a mPm( t ) - ( h d( t )  + H d(t)) \,

где

Сг(0  = [ВгДг(0+Я ЛЛ<№ г ]"1Вг. G ,(t)= [B eBc( 0 + B A ( t ) B j r ‘ B „

Grf(0 = fBrBc(0  + BrfKrf( t ) B j ] ' l [Cr(t) + Bi Crf(£)B j],

GH (£) = [BrRc(£) + BJR ,(£)B jp1 ВЯ(£),

С ,, (£) = [В ,й с(£) + В ,В , (£ ) f l j y ‘ BdRd( t)A d\

GM ( t )  =  [ В Л (£) +  BdRd(t)B d J ' BdCd( t)A d\  a , (£) = A j'Q ( f ) .

Из этой модели при некоторых допущениях можно формировать различные 
модификации.

Допустим, например, что используется двухчленный закон в записи замыка­
ющего соотношения. Это может привести к  двум случаям.

1. Сопротивления, стоящие перед квадратом расхода, равны нулю на всех 
ветвях гидравлической цепи, т. е. s, = 0 и ci * 0 ,  г, *  0, что обращает в нулевые мат­
рицы: Sc{ t)  = 0, 5 /£ )  = 0, S (t)  = 0. Тогда имеем

^ M  =  -G cd( t ) x c( t )  + GH( t ) - G rd{ t ) ^ - G dd(t)Q d ( ‘ ),

дгс(0) = д:с0 = const;

X d (t) = Q ,i( t)  + Bjl Xc(t);

Л(£) = й ( £ ) ^ + С ( £ ) лг(£);

В(£) = (Ad )"' [атРт( t ) - ( h d( t ) + H d (£))],



Определения, обозначения, объекты и методы теории гидравлических цепей 41

где

Gc(t) = [BcRc(t) + BdRd(t)BTd] '  Вс, Gd(t)= [B cRc(t) + BdRd( t ) B l j '  Bd,

СЫ(С) = [BcRc(t) + Bd Rd (t)BTdy  [Cc(<) + W O B j ] ,

GH(t) = [BcRc(t) + BdRd(t)BTdy B H (t) ,

Grd(t) = [BCRCV) + BdRd (t)BTd ]"' BdRd (t)Ad\

Gdd( t )  = [ад(ф+BdRd(t)Bd ]"' BdCd(t)Ad\  0 , ( 0  = Ad'Q(t).

Относительно хордовых расходов имеем систему линейных дифференци­
альных уравнений.

2. Сопротивления, стоящие перед расходом в первой степени, равны нулю 
на всех ветвях гидравлической цепи, т. е. с, = 0 и s ,*0  , т ;* 0 , что обращает в нуле­
вые матрицы: Cc(t) = 0, Cd(t) = 0, C{t) = 0. Тогда имеем

^ = - с л о к ( о ] г 5с( ( к « ) - с л о [ й , ( о + в ^ с( о ] г 5 , ( г ) [ й ( е ) + в > с( о ] г +

+GH( t ) - G ^ t ) ^ - G dd(t)Qd(t), 

д:г (0) = х с0 = const;

^ ( 0  = Q ^ ( 0 + < ^ C( 0 ;  

h ( t)= R ( t) ^ p + S ( t)x 2(t);

P(t) = (ATdy '[a mP J t) -(h d(t) + Hdm

где

Gc(t)  = [BcRc(t) + BdRd(t)BTdj '  Вс, Gd(t)= [B cRc( t )+ BdRd(t)BTdJ '  Bd,

Grf( t )  = 0, GH(t)  = [ВГДС( t )  + BdRd(t)Bd J '  BH(t),

Grd(t) = [BcRc( t ) + BdRd(t)BTdY 'B dRd( t)A j,  Gdd(t)  = 0, Ц,(1) = Ad'Q(t).

Относительно хордовых расходов имеем систему нелинейных дифференци­
альных уравнений.

В первом случае это будет математическая модель нестационарного потоко­
распределения с линейным трением, во втором -  нестационарного потокораспре­
деления с нелинейным трением. Понятно, что каждая из них имеет свою область 
применения для изучения реальных процессов, происходящих в трубопроводных 
системах транспорта массы и энергии.

Остановимся еще на одной записи приведенных выше моделей. Предполо­
жим, что время изменяется дискретно, что естественно для процесса наблюдения 
за системой, так как датчики, фиксирующие параметры состояния системы, рас­
пределяются дискретно по участкам и отсчеты но ним осуществляются через рав­
ные промежутки времени, т. е. A t = t /+ , -  t/. Тогда от производных, содержащихся
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в моделях, можно перейти к  конечным приращениям, тем самым записать дис­
кретные модели для каждого фиксированного момента времени Например: 

общая модель дискретного нестационарного потокораспределения

(*/) "  (f / ) k  ( f / ) ] ' Sc ( t , ) x c (t, ) -

-A tG d (t, ) [ ( h  ) + AtBd xc (t, ) ]Г Sd (t, )[Q </ (tl+{) + BTdx c ( t , ) ]? -

~A tGrd { t / )x c (*1) + &tGH ( t/ ) - Grd ( t ,) [Q (t/+1 ) - Q ( t l ) ] -  AtGdd( t)Q i  (^+i )•

згс(0) = х с0 = const; 

x A t i ^ )  =  Q < i ( t M )  +  B ! ' i X c { t , + i y ,  

h { t i + i )  =  K { t i + \ ) M [ x { t l + { ) - x ( t i ) ]  +  S { t M ) x 2 { t M )  +  C ( t l + i ) x { t l + i y ,

P {tM ) = (A Td )"' [amPm (tM ) -  (hd (tM ) +  H d ( tM ))],

где

Gc ( tM ) =  [B cRc (tM )+ B jR d ( tM )B Td J [ Bc,

G j( ti+ i)  = \_ВсК(*1+\) + ^ il'

G,d (f /+i ) = [ В Л ( Р м ) + K: (tM )B rd ]  [C f (t/+1) + BdCd (t/+| ) B j ] ,

GH (tM ) =  [В ГДС (tM  )+ B dRd (tM )B Td J ' B H  (tM ),

Grd (< м ) = [ В Л  (<м ) + Я А  ( t w ) f c  ] " '  Я Л .  (<м)А ,-‘,

G » ( t ,+1) = [B cBc( tm l+ B .R , ( t ,+1) B j ] " '  BdCd (tM )A d\  Q , (t,+1)= A j '(2 ( t , t l ).

Эту модель по аналогии с общей моделью можно представить как дискрет­
ную модель с линейным трением

* с ( f / + . )  =  x c ( t i ) ~  A t G d  ( * 1  X h  ( f / + i ) -

~AtGcd ( t , )x c ( t , ) + AtGH ( t , ) - Grd ( t , ) [Q (tM ) - Q { t , ) ] -  A tG ^ ( г )Q,/ fa+i).

лгс(0 ) =  д:с0 = const;

^  (f /+i ) = Qd (^/+i ) + (^/+i ); 

h {tM ) = R {tux)A t [x { tM ) - x ( t l )\ + C {tM ) x { tM )\

P {tM ) =  ( A j  j " 1 [amPm (t/+1) - (hd {tM ) + H d ( tM ))],

где

Cc ( t , „ ) = [в Л е  (<M) + B A  ( tw  )BJ ] " '  B „  

G , ( t M ) = [ B A ( f w ) + ^ ^ ( t w ) B ; ] - ‘ B „
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Gcd(tM ) =  [ S A ( L )  + 5 1, ^ ( t M ) S j r , [Cc( tM )  + B A ( t M )S jr ] ,  

G „ ( tM ) i  [В ГДС (tM  ) + BdRd (tM ) B j ] " '  B H ( tM ),

Gt i (tw ) =  [B cBc(t,t i ) + B ,R j ( t l+, ) B j ] ' l B .B .( tM )A J 1,

G,w(tz+i) = [B rBc ( t i , t ) + BdRd ( f ; * [ ) B j ]  B / : , ( t / y ) / ! , , 1, Q j( tM ) =  Ad'Q (tM ), 

а также как дискретную модель с нелинейным трением

(f /+i ) = *с (*/) -  ( f / ) k  (t/ )]7 (t/ )^c (f / ) -

-M G ,, (t, ) [ ( h  ( tM ) + A tB j x c (t, ) ]Г Sd {t, )[Q </ {t,+l) + BTd x c (t, ) ]Z -  

- AtGcd (f / )x c{ t,)  + M G H ( t , ) - G rd (tt ) [Q {tM ) - Q { t , ) } -  AtGdd( t ) d ,  { tM ),

д:с(0) = лс0 = const;

*d  (</+1) = Qd (*м  ) + B dx c ); 

h (tl+ i) = R (tl+i )At [x ( tM  ) - x ( t , ) ]  + S {tl+{) x 2 ( t l+]); 

P (tM ) =  ( A j )" ' [amPm (tM ) -  (hd ( tl+{) + H d (tM ) ) ],
где

(tM ) = [B CRC ( t l+ i) +  BdRd (tl+ l) BTd J  Bc,

Gd (tM ) =  [B CRC ( tM  ) + BdRd )B Td J"’ Bd, Gcd ( t l+ i) = 0,

Gp (f /+i) = [^ r^ c  (^/+i) + Pd^d (^/+i) Bd ]  B H (tl+ i),

G rd ( U  = [B cR c ( U + B dRd (tM )B Td ]  BdRd (tl+l)Ad\  Gdd (t,+l) = 0, Q,/(^/+i)  = A ^'Q (t/+1).

Опираясь на описание непрерывных и дискретных моделей нестационарно­
го потокораспределения в гидравлических цепях, можно предложить следующую 
классификацию задач, имеющую в основе простое суждение: что из множества 
параметров, входящих в описание, задано и какие параметры необходимо опреде­
лить? Вообще, задачи могут быть распределены по классам: задачи анализа, зада­
чи синтеза, задачи наблюдения и управления. При этом все задачи могут возни­
кать на различных стадиях действия трубопроводной системы, ее проектирования 
и эксплуатации, ибо всегда существует требование максимального обеспечения 
потребностей потребителей при минимальных затратах энергии на транспорти­
ровку.

На основе предлагаемых моделей составим полный перечень параметров, 
изменяющихся во времени и отображающих состояние гидравлической цепи в 
любой момент времени.

Параметры источников и потребителей описываются парой вектор-ф унк­
ций -  Q (t)  и P(t), первая содержит отрицательные компоненты, относящиеся к 
источникам, и положительные -  к  потребителям, вторая имеет только положи­
тельные компоненты вследствие законов ф изики движения сплошной среды.
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Размерности этих векторов равны т -  1, т. е. количеству узлов цепи без единицы, 
ибо в силу первого закона Кирхгофа в цепи без потери массы m -ii узел является

т - 1

узлом баланса, где Qm(£) = y£ JQ i ( t ) .
У = 1

Параметры ветвей для общей модели, как в непрерывном, так и дискретном 
случаях, описываются тройкой вектор-функций -  R (t), S (t) и C(t), а в случаях 
линейной и нелинейной моделей -  парой вектор-функций -  либо R (t)  и C (t), ли ­
бо R (t) и S(t). Размерности всех векторов равны количеству участков, принадле­
жащих цепи (п ). Значения элементов векторов S (t) и C (t) положительные, векто­
ра R (t) -  отрицательные.

Параметры состояния цепи: начальное и конечное состояние цепи -  два век­
тора х° и х 1 размерностью п. Компоненты векторов -  вещественные числа; со­
стояние ветвей описывается парой вектор-функций x ( t )  и /z(£) размерностью п, 
компоненты которых вещественные ф ункции времени; состояние узлов цепи 
Р(£) -  вектор-функция размерностью т -  1, так как считается, что изменение дав­
ления в одном из узлов всегда известно (Pm(t)) .

Параметры, характеризующие источники: PUJ{ t )  и при м;  =  1, 2 , ти,
где ти -  количество источников в гидравлической цепи. К ак правило, источники 
оснащены измерительной аппаратурой и для них характерны систематические 
измерения давления и расхода. Для потребителей также необходимы данные по 
изменениям во времени давления и расхода: P „j(t)  и при = ти, ти + ...,
т „ ,  где тп -  количество потребителей в гидравлической цепи. Здесь не все так 
однозначно, как с источниками, в отношении оснащенности измерительной аппа­
ратурой: для крупны х потребителей этот вопрос решен положительно, а для о г­
ромного жилищ ного сектора он решается выборочно и низкими темпами. Тем не 
менее потребители являются основными внешни.ми возмущающими воздействия­
ми на режимы гидравлических цепей, а следовательно, только по их изменениям 
должна отстраиваться регулирующая аппаратура на ветвях цепи, и на основе этих 
данных могут решаться разнообразные задачи надежности, безопасности и эко­
номии энергетических ресурсов для трубопроводной системы. Исходя из значи­
мости этих параметров, будем считать, что они заданы, так же как и параметры, 
характеризующие источники. Тем более что они непосредственно отображают 
качественные и количественные показатели эффективности работы трубопро­
водной системы, выполняющей основную ф ункцию  снабжения потребителей в 
нормальных и неординарных условиях эксплуатации.

Анализ режимов нестационарного потокораспределения предполагает за­
данными:

-  графики нагрузки потребителей Q,(£) при7 = 1, 2,..., m -  1;
-  давления в узлах потребления Ру(£) при j =  1, 2,..., ш -  1;
-  характеристики ветвей: r,(£), s,(t), с,(£) и # ,(£) при i =  1, 2,..., п, в частном 

случае r,(£) = const = г,, s ^ t)  =  const = s,, с,(£) = const = с, и #,(£) = const = / / ,  при 
i=  1, 2,.... и;

-  давление в источнике Pm(t).
Задавая различные характеристики графиков потребления, необходимо оп­

ределить:
-  изменения потокораспределения по ветвям цепи Xj(t) при /= 1 ,2 ,.. . ,  п:
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-  потери давления на ветвях цени /z,(£) при i  = 1 , 2 , п\
-  давления в узлах разветвления P ^ t) ,  где r j не принадлежит множеству 

потребителей.
При этом характеристики ветвей -  известные ф ункции или константы.
Анализ режимов регуляторов предполагает заданными:
-  графики нагрузки потребителей Q;( f)  при7= 1, 2,..., m -  1;
-  давления в узлах потребления P;( f)  при у = 1, 2,..., m -  1;
-  характеристики ветвей: r,(t), s,(0. с,(0  и Я,(?) при г = 1, 2,..., п, в частном 

случае r,(t)  = const = г,, s,(t) = const = s,, c,(t) = const = с, и //,(£) = const = # , при 
i=  1,2,..., n;

-  давление в источнике
Задавая различные характеристики регуляторов, как функциональные, так 

и параметрические, необходимо определить:
-  изменения потокораспределения по ветвям цепи x ^ t )  при 1= 1, 2, ..., и;
-  потери давления на ветвях цепи /г,(£) при i = 1, 2,..., и;
-  давления в узлах разветвления P^(Z), где zy не принадлежит множеству 

потребителей.
Задача анализа распадается на две подзадачи: описание самой системы 

функционирования и как это описание адаптировано к выполнению ф ункций 
системы.

Первая подзадача -  описание трубопроводной системы для изучения неста­
ционарных режимов -  приведена ранее в непрерывной и дискретной постановках 
для цепей с линейным и нелинейным трением.

Для второй подзадачи необходимо статистическое описание внешних воз­
мущений, к  которым относятся P j(t) и Q j(t) -  параметры потребителей, а их изме­
нения во времени должны адекватно отображаться на описанной системе ф унк­
ционирования. Эта подзадача не менее сложна, чем первая, и более разнообразна 
по данным наблюдений и методам их обработки. Например, если Р;(£) при по­
треблении Q j(t) у'-м потребителем можно интерпретировать как постоянную ве­
личину, то (2,(0 может иметь разнообразные функциональные описания: непери­
одические воздействия типа ступенчатых ф ункций, периодические ф ункции -  
суммарное выражение гармонических колебаний, случайные возмущения и т. д.

Особенностью задач анализа является замкнутость основной системы урав­
нений, т. е. равенство количества уравнений системы в описании числу искомых 
параметров. Отсюда для системы обыкновенных дифференциальных уравнений 
в непрерывной постановке с заданными начальными условиями следует един­
ственность решения. В дискретной постановке на каждом интервале времени 
имеем равенство количества алгебраических уравнений числу определяемых па­
раметров.

Синтез гидравлических цепей трубопроводной системы можно подразде­
лить на две задачи: структурную, когда выбирается геометрическая структура 
связей потребителей с источниками из множества возможных схем, что напря­
мую связано с определением элементов матрицы А, т. е. (m -  1) х я неизвестных; 
и параметрическую, когда выбираются параметры ветвей, например, rf , si и с,-, для 
известной структуры гидравлической цепи из множества параметров, т. е. Зя не­
известных.
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Здесь в случае синтеза структуры являются заданными:
-  геометрическое место точек расположения источников и потребителей, 

например, координаты ти + тп точек на генплане;
-  производительность источников Qufit) = const при Uj =  1, 2 , ти и нагруз­

ки  потребителей (2,у( 0  = const при rij = mu +  1, т ц + 2 , ти + тп.
При такой скудной информации требуется определить схему потокораспре­

деления, т. е. ненулевые элементы матрицы соединений линейно независимых 
узлов и ветвей гидравлической цепи. Ясно, что количество элементов матрицы 
равно (m -  1) х и, и эту задачу можно расщепить на две: первая -  отыскание дере­
ва (простые пути, соединяющие все точки источников с потребителями и точки 
разветвления цепи). Эта структура обеспечивает многие свойства трубопровод­
ной системы: функциональность, минимальную стоимость, наблюдаемость, у п ­
равляемость и другие, но ее пороком является ненадежность, невозможность ор­
ганизации циркуляционных потоков, полная несостоятельность работы в неор­
динарных условиях. Поэтому возникает вторая задача, связанная с ликвидацией 
нежелательных свойств. Одной из мер может быть минимальное кольцевание 
разветвленной структуры.

После решения в полном объеме задачи структурного синтеза гидравличес­
кая цепь может быть представлена в виде графа, определение параметров элемен­
тов которого относится к  задаче параметрического синтеза гидравлической цепи.

Задача параметрического синтеза, основанная на структуре системы и гра­
фиках потребления с учетом режимных параметров, позволяет определять посто­
янные и переменные характеристики ветвей цепи. К  первым могут быть отнесены 
пропускные способности, ко  вторым -  регуляторы, их ф ункции и параметры.

В задаче параметрического синтеза гидравлической цепи предполагаются 
известными:

-  схема движения, т. е. многоконтурный помеченный орграф гидравличес­
кой цепи, на основе которого записывается система дифференциальных уравне­
ний относительно контурных расходов;

-  графики нагрузок потребителей Q j(t) и давления в узлах потребления
ш

-  функциональная связь между характеристиками ветвей и диаметрами, т. е. 
г/(0  = гг(А (0 )>  s ,(0  = s ,(D ,(0 ) и ci( t)  = ci(D i{ t) ) \  если на ветви нет регуляторов, то 
эти связи не изменяются во времени и считаются постоянными значениями.

В этом случае требуется определить диаметры всех ветвей цени D, при 
г = 1, 2,..., п. Таким образом, с учетом режимных параметров имеем п + с неиз­
вестных.

Синтез регулируемых устройств может распадаться на две задачи: ф ункцио­
нальную и параметрическую. В первой задаче неизвестными являются ф ункции 
и параметры регулирующих устройств ветвей гидравлической цепи, во второй -  
для выбранных ф ункций неизвестные параметры этих ф ункций.

Задачи синтеза управляющих воздействий в гидравлической цепи предпо­
лагают, что управление связано с реакцией гидравлической цепи на внешние воз­
мущения, которые не могут быть компенсированы системой автоматического ре­
гулирования, и требуется определить возможности их компенсации с помощью 
изменения параметров источников и активных напоров ветвей. Здесь предпола­
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гаются неизвестными: активные напоры на ветвях цепи -  вектор-функция H (t)  -  
п неизвестных; давление в узлах источников -  вектор-функция Pu( t)  -  ти неиз­
вестных; расходы в узлах источников -  вектор-функция Qu( t)  -  ти неизвестных. 
Таким образом, общее количество неизвестных в задачах синтеза управляющих 
воздействий составит (с + п + 2) х ти, что значительно больше, чем число уравне­
ний системы.

Задачи синтеза имеют особенность недоопределенной системы, когда коли­
чество искомых параметров больше количества уравнений, следовательно, в том 
описании, которое приведено ранее, они имеют множество решений. Это порож­
дает проблему выбора единственного решения, например, за счет формирования 
некоторого критерия, по определенному значению которого отбирается един­
ственное из множества решений, реализуемое технически.

Перечисленные выше задачи, решаемые на основе математической модели 
нестационарного потокораспределения в гидравлической цепи, могут эффектив­
но использоваться в процессах проектирования и эксплуатации трубопроводных 
систем при условии, что имеется достоверная информация об изменении нагру­
зок и давлений потребителей во времени. Этот вопрос может быть решен только 
максимальным оснащением измерительной аппаратурой в первую очередь потре­
бителей, независимо от потребляемой ими мощности. В принятых постановках 
предполагалось, что к  хордам отнесены ветви, соединяющие потребителей, по­
этому с них и должна быть получена информация о расходах, потерях давлений 
и т. п.



Глава 2

ФИЗИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ ЗАМЫКАЮЩИХ СООТНОШЕНИЙ

2.1 . Общая модель нестационарного потокораспределения 
в гидравлической цепи

Как указывалось выше, в т. г. ц. для изучения стационарного потокорас­
пределения введены определенные параметры: расход х  и потери давления 
y  = h + H - P j -  Р/ + Н  на ветви многоконтурной цепи, которые однозначно опре­
деляют ее состояние, а векторы этих параметров -  всей цепи в целом.

Следуя определениям и математическим описаниям т. г. ц., будем рассмат­
ривать многоконтурные открытые (с источниками и потребителями (2 * 0 )  и ак­
тивные (с действующими напорами Я * 0 )  цепи.

В полученных в гл. 1 выражениях не оговорен вид замыкающих соотноше­
ний, определяющих изучаемые процессы в цепях и описывающих ф изику этих 
процессов на ветвях. Ф ормы записи этих соотношений могут быть, например, ал­
гебраическими для стационарных процессов, обыкновенными дифференциаль­
ными для нестационарных процессов в цепях с сосредоточенными параметрами 
или в частных производных для нестационарных процессов в цепях с распреде­
ленными параметрами. Таким образом, вывод формы замыкающих соотношений 
для ветви связан с различными инженерными предположениями и допущения­
ми: о физических свойствах транспортируемой энергии или массы, о геометри­
ческих размерах и  материалах участка трубопровода, о структуре трубопровод­
ной системы, о скоростях движения энергии или массы по участку трубопровода 
и о различных сопротивлениях.

При математическом моделировании нестационарного потокораспределе­
ния в открытой и  активной многоконтурной гидравлической цепи имеем три 
задачи.

Задача разбиения графа на два составляющих подграфа: подграф развет­
вленной цепи (дерево) и подграф (хорды), превращающий разветвленную цепь в 
многоконтурную. Оговорено, что такое разбиение для многоконтурной цепи всег­
да существует, однако оно не единственно. Если быть точным, то существует 
счетное множество разбиений, и выделение единственного из них связано с ре­
шением оптимизационной задачи отбора единственного решения из заданного 
множества по некоторому критерию.

Задача аппроксимации нагрузок потребителей. И х закономерности и  при­
рода могут быть изучены на базе материала наблюдений во времени. При этом 
природа изменения потребления во времени может быть либо определенной 
(детерминированной), либо вероятностной (стохастической). Однако наиболее 
конструктивный подход состоит в двойственном описании процессов потребле­
ния -  это детермииированно-стохастический подход, где детерминированному 
слагаемому соответствует аппроксимация в пространстве реализаций, а стохас­
тическому -  аппроксимация в пространстве событий.
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Задача вывода замыкающих соотношений является задачей физико-техни­
ческого характера, так как в формальном описании функциональных связей меж­
ду потерей напора и расходом аккумулируются возможные технические и физи­
ческие свойства реального объекта (трубопроводной системы).

Задача разбиения графа гидравлической цепи связана с анализом матрицы 
. /-т-\ п(п-\)(п-2у...т  ,

А, которая дает С., = —-----------------------  множество разбиении, среди них только
1 -2 -...(н -т+ 1 )

часть является деревом, для которых det (Лг/) * 0 ,  в противном случае разбиения 
содержат контуры. Однако и с определителем, не равным нулю, может быть 
счетным множеством, что приводит к  множеству решений. Поскольку анализи­
руется матрица, элементы которой принадлежат полю вещественных чисел, вве­
дем дополнительные ограничения на собственные числа р , , ..., \хт _ t матрицы А (1, 
которые должны быть вещественными и различными. Но и эти ограничения не 
гарантируют единственного решения, следовательно, необходимо сформировать 
критерий отбора единственного решения из оставшегося множества. Этот крите­
рий может быть сформирован, например, относительно общей энергии гидравли­
ческой цепи.

2 .2 . Уравнения Жуковского и вывод замыкающих соотношений 
для гидравлических цепей с сосредоточенными параметрами

Численный анализ нестационарного потокораспределения на базе уравне­
ний Н.Е. Ж уковского [32] состоит из трех моментов: во-первых, процесс течения 
для каждой ветви гидравлической цепи описывается уравнением в частных про­
изводных гиперболического типа, для однозначного решения которого необходи­
мо задание начального и граничных условий; во-вторых, аппроксимация этого 
уравнения на характеристической сетке (пространственно-временной) требует 
соблюдения определенных условий: точности, сходимости и устойчивости чис­
ленного решения, а это выражается в жестких ограничениях на дискретные шаги 
аппроксимации в пространстве и во времени; в-третьих, для гидравлической це­
пи искомыми являются ф ункции, характеризующие состояние ветвей, и узловые 
параметры могут быть найдены по искомым функциям, а для уравнений Ж уков­
ского картина обратная, что приводит к  достаточно парадоксальной ситуации: 
для определения состояния на ветви необходимо иметь известными концевые 
значения искомых параметров, а они для многоконтурной цепи являются неиз­
вестными и могут быть определены из системы уравнений первого и второго за­
конов Кирхгофа и замыкающих соотношений. В частном случае разветвленной 
цепи задача нестационарного потокораспределения на базе уравнений Ж уковско­
го может быть решена, так как в этом случае всегда можно проследить на цепи 
пути от начального до конечного узла, где задаются граничные условия. Этот 
путь численного анализа можно назвать традиционным. Согласно ему в настоя­
щее время разработаны достаточно точные и надежные методы и алгоритмы 
численного анализа режимов для трубопроводных систем, оснащенных регулято­
рами и источниками возмущений, хотя при этом и требуется большая вычисли­
тельная работа, связанная с многократным решением систем алгебраических ли ­
нейных или нелинейных уравнений.

Если возможна полная пространственно-временная аппроксимация систе­
мы уравнений Ж уковского, то имеет право на осуществление и частичная (только
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но времени или только по пространству) аппроксимация. То есть возможна ап­
проксимация по узлам заданной гидравлической цепи -  время при этом остается 
непрерывным. В данном случае модели нестационарного потокораспределения 
для многоконтурных гидравлических цепей записываются в виде системы ф унк­
ционально-дифференциальных нелинейных уравнений, что дает ряд преиму­
ществ как в описательном, так и в вычислительном плане.

Схемы реализации этого подхода в случаях цепей с сосредоточенными и 
распределенными параметрами идентичны и различаются только количеством 
анализируемых искомых параметров. Так, для цепей с сосредоточенными пара­
метрами искомыми являются расходы и перепады давлений на ветвях и давления 
в узлах, а для цепей с распределенными параметрами, например, -  массовые рас­
ходы на ветвях, давления и температуры в узлах цепи.

Основополагающими для исследований по гидравлическим переходным 
процессам в трубах являются классические работы Н.Е. Ж уковского [52, 53]. 
Изучению гидравлических переходных процессов в трубопроводных линиях, 
уравнительных резервуарах, системах подачи топлива, кровеносных сосудах и 
прочее с использованием аналитических, графических и численных, в основном 
конечно-разностных, методов посвящена обширная отечественная и зарубежная 
литература 150, 51, 75, 78, 109, 189, 190].

В связи с развитием транспорта капельных жидкостей и взаимным резерви­
рованием магистралей возросла актуальность математического моделирования 
ударных воздействий не только на линейные трубопроводы, но и на сложные 
многоконтурные сети труб [109].

Для описания гидравлических переходных процессов в таких системах воз­
можны два подхода, базирующихся на предположениях об упругих и неупругих 
колебаниях. Поскольку любая математическая модель описывает протекающие 
физические процессы лишь приближенно, возникает необходимость в оценках 
приближения с учетом в первую очередь вычислительных преимуществ каждой 
из моделей и физических особенностей изучаемой системы.

Здесь основное внимание обращено на распространение описания динами­
ческих процессов в трубе (уравнения Н.Е. Ж уковского) на многоконтурные сети 
труб, их анализ при различных допущениях и возможности применения.

Модель упругих колебаний имеет в своей основе систему двух дифферен­
циальных уравнений [52, 53] для однониточной линии водовода. Дополненная с 
учетом квадратичного трения и гравитационного напора [ 109, 189], эта система 
принимает вид

2 dw  ЭР ЭР 

- a p ° T t = T t + w K ’

SP

' э Г Ро
dw dw kw 2 , .

+  ^  т Ғ  +  7 7 Г  £ 7<> dt di, 4 /^
( 2 .1)

1
a =

yJPo/K + 2p0R /(bE )

Здесь и далее P, w, p -  давление, скорость и плотность потока жидкости в трубе 
соответственно; £, £ -  временная и геометрическая координаты; а -  скорость зву­
ка в рассматриваемой среде; р0 -  плотность жидкости при нормальных условиях;
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X -  коэффициент гидравлического трения; R -  радиус трубы; g  -  ускорение сво­
бодного падения; z0 -  уклон трубопровода; К, Е -  модули упругости жидкости и 
материала трубы соответственно; 5 -  толщина стенки трубы.

Сущность этой модели заключается в исходных предположениях об элас­
тичности стенок трубы и сжимаемости капельной жидкости в процессе распро­
странения звука. Ее приближенный характер обнаруживается в противоречии 
между указанными предпосылками и выводом уравнений, в которых принято 
р = Ро = const, что позволило получить систему линейных уравнений [52, 53].

Модель неупругих колебаний исходит из абсолютной несжимаемости ли­
шенной звукопроводных свойств капельной жидкости, а также абсолютной жест­
кости труб. Здесь имеем

ЭР

э Г Ро
Эк1 Хго2 , .

ы  + щ ~ т)
( 2 .2 )

В этой модели предполагается, что возмущения, наложенные на трубопро­
водную систему, вызывают гармонические колебания потоков на множестве 
участков сети и соответственно колебания давлений в узлах, что связано с откры ­
тыми капиллярами пренебрежимо малой емкости.

Принципиальным преимуществом модели неупругих колебаний является 
возможность описания гидравлических переходных процессов в многоконтурных 
трубопроводных цепях с помощью систем обыкновенных дифференциальных 
уравнений. В частности, это позволяет наиболее просто оценивать ударные воз­
действия, а также демпфирующие свойства подобных систем с учетом трения.

При математическом моделировании многоконтурных трубопроводных се­
тей возникает вопрос об условиях эквивалентности систем (2.1) и (2.2) и о срав­
нительной эффективности соответствующих вычислительных процедур.

Проанализируем вывод системы (2.1), соблюдая определенную строгость в 
отношении сжимаемости и деформируемости.

Из законов сохранения следует:
а) уравнение неразрывности потока

t/p dw _ 2pdR

Ж + Р дС) ~ ~ Қ )~Ж'
б) уравнение движения

dw  ЭР Хр о , •

РД = ' Э Г 4ДШ ± №
в) уравнение состояния для изотермического процесса

P = Pq + К 1-Ео
р ,

г ) уравнение деформации стенок трубы

R = ^ + ^ ( P - P o ) .

Здесь Р0 -  атмосферное давление; R() -  предельное значение радиуса трубы; 
do dw dR
— , — , —  -  полные производные от плотности, скорости и радиуса но времени
d t d t dt

соответственно.
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Из уравнений в) и г) определим полные производные плотности и текуще­
го радиуса по времени, так как они являются ф ункциями давления, а давление -  
искомая функция геометрической координаты и времени, и подставим в уравне­
ния а) и б). Тогда получим систему уравнений пульсаций давления и скорости
потока:

Ь Е { К - Р  + Рц) dw ЭР ЭР
—  Р----------------------------------------------------------------------= .—  =  — Ь  W ------ ,

[ 6£ + 2^ ( к - р + р0)]э(; ы  эс (23)

ЭР

V
Хро

К - Р  + Р»
dw dw X 2 •

д7+ $ ,д с + 4 " ^ а' ^
В этой системе уравнений плотность и скорость распространения упругих 

колебаний являются ф ункциями давлений и определяются следующим образом:

а (Р ) = Кро 2/СроРо
-1

l ( K - P  + P0f  8 Е ( К - Р  + Р0)

р (Р )=  ......
9 К - Р  + Р0

Система нелинейных дифференциальных уравнений (2.3) учитывает сж и­
маемость капельной жидкости.

Область изменения разности давлений описывается полусегментом (-оо, К \, 
т. е. от разрежения до уплотнения жидкости, и с увеличением ( Р -  Р0) скорость 
распространения упругих колебаний а(Р) монотонно убывает, а плотность ж ид­
кости возрастает. При этом обе ф ункции не имеют экстремальных точек.

Таким образом, модель, представленная системой уравнений (2.3), является 
общей моделью течения капельной жидкости с учетом сжимаемости, деформиру­
емости трубы, квадратичного трения и гравитации. В предположении несжимае­
мости она трансформируется в модель неупругих колебаний, описываемую сис­
темой уравнений (2.2).

При исследовании нестационарного потокораспределения в сложных мно­
гоконтурных трубопроводных системах используем в дальнейшем систему урав­
нений (2.3), справедливую для любой ветви гидравлической цепи, и ее линейную 
аппроксимацию по координате протяженности ветви в пределах от 0 до / ( / -  дли­
на ветви). После очевидных преобразований получим

<№.(0 , d P „(t)  2 8 £ {K  + P0 -0 .5 [P K( t ) + PH(O ]}

d t + d t /{8 £  + 2R<)(K + P () - 0 . 5 f t  ( t ) + ^ , ( 0 ] ) } '
\W ,'K( 0 - a ’„ ( 0 ] -

- v K  ( 0 + ( O M  ( 0  -  (0 ] .

d j ^ M = J + P0 - o ^ )A P M [ p A t ) p M _

(It (it О.ЭА/ро

(2.4)

"  7 + 4 r ( t)" 4 toK(tK(t)' г 4 г ( 0 ± а д -
Индексы “ к ” и “ и” для давления и скорости обозначают соответственно ко­

нец и начало ветви.
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Заметим, что в этой системе уравнений концевые значения распределенных 
параметров P (t)  и w (t)  связаны между собой на ветви, и нет возможности без уп ­
рощений и допущений заменить их сосредоточенными параметрами типа расхода 
и потери давления. Использование же цепей с распределенными параметрами 
для описания переходного процесса в многоконтурных цепях неизбежно приво­
дит к  системам многочисленных обыкновенных нелинейных дифференциальных 
уравнений, решение которых может вызвать определенные трудности.

Рассмотрим по аналогии трансформацию системы уравнений (2.2). Для это­
го введем сосредоточенные характеристики переходного процесса на ветви цепи:

расход (объемный) x ( t )  = w(t)F,

р  ( t ) - P  ( t )
потеря давления y ( t )  = h ( t)  + H ( t )  = —  — .

ЯРо
После аппроксимации уравнений системы (2.2), подстановки характеристик 

и алгебраических преобразований для каждой г-й ветви получим замыкающее со­
отношение вида

/, d x .iO  , М , „2, 

n g r f i d t 4я24
или, введя обозначения

' 4n2g< .
придем к  выражению

y i ( t )  =  ri ( t ) ^ j p -  + si ( t ) x 2i ( t ) - H i ( t ) ,  (2.6)
a t

где /•,(£) -  коэффициент волнового сопротивления ветви; s,(f) -  известный при 
установившемся движении коэффициент гидравлического сопротивления.

Полученное дифференциальное уравнение (2.6) описывает переходный про­
цесс на ветви г. ц. с сосредоточенными параметрами и согласуется с моделью не­
упругих колебаний (2.1). В силу приближенного характера используемой здесь 
модели неупругих колебаний уравнение (2.6) обеспечивает верхнюю количест­
венную оценку решения уравнений вида (2.4), не искажая картины упругих ко ­
лебаний во времени.

Для описания установившихся процессов и расчета потокораспределения в 
многоконтурных трубопроводных сетях применяются методы теории нелиней­
ных г. ц. [77, 86, 97, 177, 178] -  аналогов линейных электрических цепей [80]. 
Здесь, как и  в электротехнике, используются свойства топологической структуры 
односвязной цепи для разбиения множества ее ветвей на подмножества ветвей 
дерева и хорд [80], преобразования переменных к  контурным и узловым перемен­
ным, сокращающие размеры систем алгебраических уравнений и трансформиру­
ющие матрицы в симметрическую форму. В целом это значительно упрощает и 
ускоряет вычислительные процедуры.

При использовании нелинейной г. ц. для исследования в ней переходных 
процессов особенно ярко обнаруживаются преимущества моделей неупругих ко ­
лебаний.
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2 .3 . Гидравлические цепи с распределенными параметрами

Базовые уравнения и замыкающие соотношения для ветви г. ц. Рассмот­
рим движение сжимаемой жидкости по эластичной трубе с квадратичным трени­
ем и гравитацией. В качестве базовой снова примем систему уравнений, получен­
ных на основе законов сохранения массы и количества движения:

а) уравнение сплошности

б) уравнение движения

dw дР Хр 2 ,
р—  = ----------- - w  ±gpzfl;
^ d t dC 4Д 6НЧ)

в) уравнение состояния, в частном случае

р =  •

г) уравнение деформаций трубы
К  + Р0 - Р

/ ( p ) = 2£dR' где R = R  ̂+
Rq dt

д) уравнение теплообмена

dQ дР 
7 t+ ^ =a°

Щ Р - Р 0)

э2е э2е |эе
2 + dR2 + RdRК

(2 7 )

(2.8)

(2.9)

( 2.10)

( 2.11)

где у, а 0 -  некоторые постоянные теплофизические характеристики; р -  плот­
ность жидкости; R -  текущ ий радиус трубы (R 0 -  предельное его значение); X -  
коэффициент гидравлического трения; g  -  ускорение свободного падения; *0 -  
гидравлический уклон; К, Е -  модули упругости жидкости и  материала трубы 
соответственно; 5 -  толщина стенки трубы.

Система (2 .7 )-(2 .11 ) является обобщенной системой уравнений Н.Е. Ж у­
ковского [52, 53 1. В этой системе плотность сплошной среды и радиус трубы яв­
ляются ф ункциями давления, которое изменяется не только по времени, но и по 
протяженности ветви цепи.

Используя уравнения (2.9) и (2.11), исключим плотность и / ( Р )  в (2.6), (2.7) 
и (2.11) и получим три дифференциальных уравнения в частных производных 
для искомых ф ункций -  скорости, давления и температуры потока жидкости в 
трубе:

Ь +
1

а - Р

Г эр  д Р ] 
— + ^ —  
dt дС,

dw л
+ э Г 0 ’

dw dw a -P d P
 h  W  1-------------------------------

dt эс с эс e + P
■w = ± M ). ( 2 .12)

Э0
—  + w 
dt

Э0 1 Э0 
d V p d P

a - P d P  a - P
+  0 — = --------------

у dt a

fd^e d^0 \_dd^ 

dC,2+  dR2 + RdR

где a, b, c, d, e , y , a -  некоторые постоянные величины.
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На основе этих уравнений можно получить замыкающее соотношение для 
ветви гидравлической цепи с распределенными параметрами. Для этого введем 
следующие предположения: 1) объемный расход на участке трубы изменяется 
только во времени x ( t )  = w(C,,t)nR2(P ), что соответствует линейной аппрок­
симации скорости по длине трубы и использованию значений скоростей в на­
чале и конце трубы; 2 ) падение давления -  ф ункция только времени 
y ( t )  =  PH( t ) - P K( t )  +  H ( t ) ,  связанная с начальным и конечным давлениями и ак­
тивным напором.

Согласно этим предположениям, подставляя выражения скорости, давления 
и  их производных в уравнения системы (2.12), после несложных преобразований 
получим замыкающее соотношение вида

у ( [ )  = ------------------ -----------— ф - ± --------------- i -----------— х 2 (£ )±
т Чг(Р)х2№  / 3(Р)+ / 4№ 2М

1
(2.13)

f 5 ( P )+ fs (P )x 2( t)

где / , (Р ) ,  / 2(Р), / 3(Р), /^ (Р ), / 5(Р), / 6(Р ) -  некоторые известные ф ункции дав­
ления.

Замыкающее соотношение (2.13) связывает падение давления на ветви с 
распределенным параметром -  давлением в виде нелинейной дифференциальной 
формы в зависимости от расхода на той же ветви. Однако коэффициенты этой 
формы, в отличие от цепей с сосредоточенными параметрами [97], являются ф ун­
кциями искомого параметра -  давления. Необходимо отметить, что в общем слу­
чае эти коэффициенты могут зависеть и от второго распределенного параметра -  
температуры, если уравнение (2.13) для системы (2 .7 )-(2 .11 ) заменить 
выражением, связывающим плотность с давлением и температурой.

Из уравнения теплообмена можно получить замыкающее уравнение для 
температуры (падения температуры) на ветви в виде

де=ф г ( р ) ^ - ф , ( р ) х

dx  1 о / \
-+ -------------------- зт хх  М :/, № /2  (PV (0 *  /з (Р)+Л (Р)*2 (О / 5 (р)+/6 (Р )х г (О

x ( t)e ( t) ,  (2.14)

где ф,(Р), ф2(Р ) -  известные ф ункции давления. ^  ^
Для стационарных режимов при условиях =0, — =0 замыкающие соот­

ношения принимают вид

f3(P)+fAP)x MP)+f6(P)x 

д е = -Ф ,(р )

(2.15)

1 v ± .  1
/ з ( Р ) + / 4 (Р )х 2 / 5 ( Р ) + /6(Р )х -

Д '0 .

Уравнения (2 .13 )-(2 .15 ) в дальнейшем используем при описании потоко­
распределения.
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2 .4 . Общая модель нестационарного потокораспределения 
в гидравлической цепи с учетом природы внешних возмущений

Пусть задана некоторая г. ц. с числом ветвей п и числом узлов т. Характе­
ристики ветвей для установившегося режима заданы выпуклыми функциями, 
связывающими расход (осредненная по сечению скорость) и напор между узлами 
ветви (эквивалент падения давления):

W W -
Необходимо определить частоту и амплитуду пульсаций давления в пере­

ходном процессе, вызываемые малыми внешними возмущениями.
Переходные процессы для гидравлической цепи в целом описываются сле­

дующей системой уравнений:

A x (t)  = Q((),

B h (t) = (2.16)

h (t)  = R ( t ) ^  + x T( t )S ( t ) x ( t ) ,  
a t

где Q {t) -  вектор расходов в узлах цепи размерностью (m -  1) х 1; H (t)  -  вектор 
действующих напоров па ветвях цепи размерностью и х 1; R {i), S (t) -  диагональ­
ные матрицы размерностью п у. п, элементы которых волновые и гидравлические 
сопротивления соответственно.

Для упрощения математической модели используются свойства многокон­
турной цепи и соответствующие алгебраические преобразования. После подста­
новки блочных матриц в систему (2.16) и определения x j i t )  через xc( t )  как 
x d( t )  =  A j Q ( t ) - A cx c( t ) , получим систему из с нелинейных дифференциаль­
ных уравнений относительно r (.(f) вида

\ A - / Q ( t ) + B l x c( t ) ^  BdSd [A 2 'Q ( t )+ B Td x c( t ) ] .  (2.17)

Здесь R =  BdRd( t ) B j  +ERc( t) ;  G (t)  = B H ( t ) - B dRd( t)A d ' ^ - .

Для определения единственного решения xc( t )  необходимо задать началь­
ные условия в некоторый фиксированный момент времени, например:

хс( 0 ) = х с0. (2.18)

Тогда имеет место задача Кош и (2.17), (2.18) для с нелинейных обыкновен­
ных дифференциальных уравнений.

Заметим, что в моделях с распределенными параметрами число нелинейных 
дифференциальных уравнений в два раза больше, чем в моделях с сосредоточен­
ными параметрами. При этом преобразование таких систем возможно лишь в 
пространстве линейно независимых узлов (zzz -  1 >  с).
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Таким образом, полная математическая модель исследования гидравличес­
ких переходных процессов в сложной многоконтурной сети труб может быть 
представлена в матричной форме.

Последовательность решения задачи анализа нестационарного нотокорас- 
пределения в многоконтурной гидравлической цепи заключается в следующем.

1. Определение хордовых расходов (расходов на хордах многоконтурного 
графа) является решением задачи Кош и при заданных параметрах гидравличес­
кой цепи:

*c(°)= *cO -

2. Определение расходов на ветвях дерева как решение линейного урав­
нения

xd ( t )  =  A d 'Q ( t ) - Л /1 A * c  (*  ) •

3. Определение падения давлений на всех ветвях цепи по формуле

dx-
hi(t) = ri ( t ) - £  + si(t)x'*(t) + Hi ( t)) 2=1,..„и.

4. Определение давлений во всех линейно независимых узлах цепи. Предпо­
лагается, что в линейно зависимом узле давление Pm(t) задано:

Ar P(t)=-Pm(t)+h (t)+H (t) .

Приведенное описание является обобщением известных моделей анализа 
стационарного потокораспределения (86, 97, 178] и легко в них трансформирует- 

dx(t)
ся при —  ------>0. В контексте переходных процессов оно может оказаться полез-

dt
ным при расчете начального потокораспределения в цепи при известных и по­
стоянных значениях действующих напоров, нагрузок потребителей и характерис­
ти к  цепи.

Последовательная реализация моделей нестационарного потокораспределе­
ния использовалась для исследования нормальных и аварийных режимов в теп­
ловых сетях. В то же время возможности применения этих моделей значительно 
шире.

Описание гидравлической цепи с распределенными параметрами. При ма­
тематическом описании задачи нестационарного потокораспределения на много­
контурной гидравлической цепи с распределенными параметрами в основном 
представляет интерес изменение во времени узловых давлений и температур и 
расходов на ветвях цепи, а это значит, что искомые ф ункции времени определя­
ются для конкретных точек геометрического пространства. При этом нет необхо­
димости описывать каждую ветвь цепи системой трех уравнений в частных про­
изводных, достаточно воспользоваться приближенным описанием с выведенными 
замыкающими соотношениями как для стационарных, так и для нестационарных 
режимов.
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Все известные и неизвестные ф ункции связаны между собой системой урав­
нений вида

Ax(t) = Q(0,

-A TP(t) = aTmPa(t) + h(t) + H(t),

dx
* 2М ± '

f ( P ) + f 2(P)x2( t)dt М Р ) + М Р ) х 2(1) f 5(P)+ f 6(P)x‘ (t)

- b ( P )
1 dx

д е (0 = Ф 2( Р ) ^ -  

1
; * 2M ±

при начальных условиях, либо задаваемых:

х(0)=х0,Р(0) = Р0, 0(0) = е0, 

либо определяемых из некоторого стационарного состояния:

Лл-(0) = Q(0),

f 5(P)+f 6(P)x>(t)

(2.19)

■ m t )

- A TP(0) = aTmP A 0 ) + m  + W ) ,

h =
1

V ± .
1

M P )  + M P )x 2 ' f 5(P) + f 6(P)x2'

-A r Q(0) = a,mQ (0 )  + AQ(Q), ( 2.20)

Д6(0) = -ф1(Р)
1 ■x2 ± ■ 1

X 0 .

f 3(P) + f 4(P)x2 f 5(P )+ f6(P)x2

Здесь a'm -  строка матрицы А 7" для линейно зависимого узла цепи.

Таким образом, математические модели как стационарного, так и нестацио­
нарного потокораспределения в гидравлических цепях с распределенными пара­
метрами укладываются в рамки систем нелинейных алгебраических или систем 
функционально-дифференциальных уравнений, причем коэффициенты в этих 
уравнениях, отражающие геометрические и физические свойства системы, пред­
ставляют ф ункции искомых распределенных параметров. Системы (2.19) и (2.20) 
являются замкнутыми, так как количество уравнений в них совпадает с числом 
искомых параметров. На базе этих описаний можно ставить различные задачи 
анализа режимов при разнообразных внешних возмущениях, анализа чувстви­
тельности системы к внутренним возмущениям, анализа устойчивости при струк­
турных возмущениях, идентификации систем, анализа и синтеза ф ункций регу­
лирования отдельных элементов системы и системы в целом и многие другие 
прикладные задачи.

Размерность предлагаемых систем уравнений зависит от сложности рас­
сматриваемых реальных трубопроводных систем и уровня детализации при эк-
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вивалентировании этих схем. Высокий уровень детализации приводит к  столь 
большому числу уравнений, что даже с помощью современных вычислительных 
методов и производительной компьютерной техники их решение затруднитель­
но. Поэтому возникает вопрос о преобразовании описанных выше систем уравне­
ний к  системам меньшей размерности с использованием специфических свойств 
графа (геометрии сети) и, частично, алгебраического описания (уравнения пер­
вого и второго законов Кирхгофа).

Число переменных в первых трех группах уравнений (2.19) и (2.20) равно 
числу этих уравнений. Поэтому их можно решать независимо от группы уравне­
ний теплообмена. После определения расходов и давлений находятся температу­
ры в линейно независимых узлах. Линейность уравнений первого и второго зако­
нов Кирхгофа и, как следствие, возможность выражения части параметров 
линейными ф ункциями позволяют разбить граф цепи на соответствующие под­
графы (так, многоконтурный граф может быть представлен в виде графа дерева и 
графа хорд).

На основании третьей группы уравнений системы (2.19) исключается па­
раметр падения давлений. Остальная часть уравнений связывает расходы и дав­
ления:

A x (t)  =  Q (0 ,

Их
- A r f ( t )  + ЧК, ( Р , * ) ^  +  Ч г(Р ,х )х 2в )  =  аТтРт (О  + Я ( 0 . 

at

где Ч ^ Р , * )  и  Т 2(Р, з:) -  матрицы размерностью n x n ,  коэффициенты которых со­
ставлены из ранее введенных ф ункций. Эта система имеет на п искомых пара­
метров меньше, чем (2.19).

Представляя вектор расходов в блочном виде, приходим к  выражению

* д о = л Л е « ) - 4 * см ] ,

согласно которому, как только будут определены с компонент вектора расходов 
на хордах, так по линейным соотношениям будет найдена т -  1 компонента век­
тора расходов на ветвях дерева. Подставляя это выражение и его производные по 
времени во вторую группу уравнений, получим систему п уравнений с таким же 
количеством неизвестных параметров -  давлений в линейно независимых узлах 
и расходов на хордах вида

- A TP ( t)  +  Ф , (Р ,хс ) ^ + х 1  (*  )Ф 2 (р >х с ) x c ( t)  + фз (P ’Xc)x c( t )  =

= aTmPm( t )  + W (H (t) ,Q ( t) ) .

Таким образом, для гидравлической цепи можно получить систему диффе­
ренциальных уравнений в количестве не менее п в случае, если плотность сплош­
ной среды является функцией только давления. Количество уравнений конечной 
системы возрастает в более общем случае, когда плотность является функцией 
давления и температуры.

Следовательно, можно формировать математические модели гидравличес­
ки х  цепей с распределенными параметрами для изучения нестационарных режи­
мов при решении задач регулирования сложных многоконтурных трубопровод­
ных систем и управления ими.
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Рассмотренные модели упругих и неупругих колебаний, отождествляемые с 
расширенными уравнениями Ж уковского, при определенных физических допу­
щениях приводят к  математическим моделям нестационарного и стационарного 
потокораспределения в многоконтурных гидравлических цепях с сосредоточен­
ными и распределенными параметрами. Так, непосредственно из системы урав­
нений Ж уковского можно вывести замыкающие соотношения в пространстве пе­
ременных -  расходов и потерь давлений на ветвях цепи в виде конечных 
нелинейных дифференциальных форм. Используя их совместно с уравнениями 
первого закона Кирхгофа (сохранения массы) относительно расходов и второго 
закона Кирхгофа (сохранения импульса) по контурам цепи относительно потерь 
давлений на ветвях контура, получим общее описание нестационарного потоко­
распределения в виде системы функционально-дифференциальных уравнений. 
Предельный переход этой системы при скорости изменения расхода, стремящей­
ся к  нулю, дает систему нелинейных алгебраических уравнений, описывающих 
стационарное потокораспределение той же цепи.

Дальнейшие преобразования, основанные на линейности недоопределенной 
системы функциональных уравнений (первый закон Кирхгофа), разработанные 
только для т. г. ц., позволяют получить для цепей с сосредоточенными параметра­
ми систему нелинейных дифференциальных уравнений с меньшим количеством 
искомых ф ункций (контурны х расходов). Решение задачи Кош и для этой систе­
мы является основой для более простого вычисления всех параметров цепи, опи­
сывающих состояния давлений в узлах, потерь давлений и расходов на ветвях. 
Этот процесс вычислений расписан поэтапно от начального состояния цепи.

В многоконтурной гидравлической цепи с распределенными параметрами 
характеристики ветвей являются ф ункциями не только времени, но и геометри­
ческой координаты (протяженности ветви). Тем не менее и в этом случае для вы­
вода замыкающих соотношений можно воспользоваться системой уравнений
Н.Е. Ж уковского, дополненной уравнением сохранения энергии. И з этой расши­
ренной системы уравнений в частных производных на основе аппроксимации на 
нерегулярной сетке и с введением параметров состояния, определенных в т. г. п., 
выводятся два замыкающих соотношения в дифференциальной форме относи­
тельно потерь давления и потерь температуры для ветви цепи, применительно к  
цепи с распределенными параметрами с функциональными коэффициентами 
при искомых ф ункциях и их производных. Если получены замыкающие соотно­
шения, то, следуя понятийному и описательному аппарату т. г. ц., несложно соста­
вить математическую модель нестационарного потокораспределения для цепей с 
распределенными параметрами. Это и показано но аналогии с описанием и транс­
формацией системы уравнений для цепей с сосредоточенными параметрами.

В п. 2.1 из описания общей математической модели нестационарного пото­
кораспределения, записанной в терминах т. г. ц., сформулированы три коренные 
задачи: исследование геометрии многоконтурной г. ц. на основе анализа матрицы 
соединений линейно независимых узлов и ветвей графа; анализ пространства 
внешних возмущений, к  которым отнесены мощности источников и нагрузки 
потребителей, и интерпретация их либо в пространстве реализаций (определен­
ность), либо в пространстве случайных событий (вероятность), либо, как предла­
гается в настоящей работе, смешанный вариант в пространстве реализаций -  слу­
чайных событий (детерминированно-стохастические системы); анализ записи
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законов сохранения и синтезирование функциональных замыкающих соотноше­
ний основных параметров состояния гидравлической цепи.

Понятно, что решение этих задач требует применения разных математичес­
ких  методов.

Задача разбиения графа на подграфы (дерево и хорды) опирается на всесто­
ронний анализ основной матрицы описания графа, элементами которой являют­
ся вещественные числа, а именно числа, принадлежащие ограниченному множе­
ству [-1 ,  0, +1]. Следовательно, элементы матричного анализа должны отражать 
непосредственно свойства как заданного многоконтурного графа: связность, ц и к­
личность, существование простых путей от источников до потребителей через 
узлы ветвления, так и графов разбиения. Для разветвленного графа характерны 
связность всех узлов цени, т. е. существование простых путей, связывающих узлы 
источников со всеми узлами потребления. Для хордового графа характерно, что 
хорды должны превращать разветвленный граф в многоконтурный и каждая хор­
да должна принадлежать только одному линейно независимому контуру. Все это 
позволяет надеяться, что плодотворным методом в решении поставленных воп­
росов является аппарат анализа собственных чисел квадратной матрицы A d, 
которых, в принципе, может быть построено из основной матрицы цепи А  не бо­
лее чем С"'” 1 (число сочетаний из и по m -  1).

Отбор решения предусматривает в первую очередь удовлетворение следую­
щих ограничений:

-определитель матрицы A d не равен нулю ( detA f/ * 0 ) ,  это равносильно 
факту, что разветвленный граф не имеет контуров;

-  собственные числа “векового” уравнения матрицы A d

должны быть вещественными;
-  собственные числа должны быть различными.
Этот подход к  разбиению многоконтурного графа на подграфы (разветвлен­

ный и хордовый) проиллюстрируем на орграфах двух- и трехконтурной гидрав­
лической цепи.

Пусть задан двухконтурный орграф (рис. 2.1). Он содержит: узлов zzz = 6, 
участков я = 7, линейно независимых контуров с = п -  ( т -  1) = 2, матрицу соеди­
нений линейно независимых узлов и 
участков размерностью 5 x 7

[ А , - П Н

Р и с . 2 .1 . Двухконтурны й орграф гидрав­
лической цепи

А =  0 1 1  0 - 1  0 0

0 0 0 0 1 1 0

0 0 0 0 0 -1  1

-1  0 0 -1  0 0 0

1 -1  0 0 0 0 0
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Необходимо представить эту матрицу в блочном виде:

A  =  [A d, A c],

где первая матрица (Л г/), квадратная порядка т -  отображает граф разветвлен­
ной гидравлической цепи, который должен охватывать все узлы цепи и не иметь 
контуров, это означает, что ее определитель отличен от нуля; вторая матрица (А г), 
прямоугольная размерностью (т -  1) х с, отображает участки (хорды), дополня­
ющие разветвленный граф до многоконтурного.

Так как граф разбивается по участкам цепи, то общее количество разбиений

5 7-9
равно числу сочетаний, в данном случае из 7 столбцов по 5, т. e .N = C 7 = ^ = 2 1 ,

однако при d e t (A ,y ) * 0  количество разбиений может быть равно только 

Ar(det(A fV) *0 )= d e t(A .A 7 ) = 15.

И з этих 15 матриц только одна имеет вещественные и разные характеристи­
ческие числа

A l 2,3,4,5.7 -

А с 1,6 -

что соответствует графу, представленному на рис. 2.2.

- 1 0

0 0

0 1

0 0

0 0

м о ж н о :

- 1 0

1 0

0 0

0 1

0 - 1

О О

-1

1

О О 

О 1

Р и с . 2 .2 .  Разбиение графа двухконтур­
ной цепи

Рис. 2.3. Трехконтурная гидравличес­
кая цепь
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Рассмотрим трехконтурную гидравлическую цепь (рис. 2.3). Она содержит: 
узлов т = А, участков и = 6, линейно независимых контуров с = я -  (m -  1) = 3, 
матрицу соединений линейно независимых узлов и участков размерностью 3 x 6

' - 1  0 0 - 1 - 1  0 "

1 - 1 - 1  0 0  0 

0

Л  =

0 1 0 1 1

6-5-4
Общее количество разбиений N  = Q, =  ̂ ^ = 20. Количество разбиений

разветвленного графа /V = d e t(A -А 7 ) = 16. Из этих 16 матриц только две подоб­

ные матрицы имеют вещественные и различные характеристические числа

" 0 0 Г '  0 0 Г
- 1 - 1 0

и  A d  2 , 3 , 5  - - 1 - 1 0
1 0 1 0 1

\ 1  2 . 3 .4

определители и характеристические числа которых являются равными. 
Отсюда хордовые матрицы имеют вид

- 1 - 1 0 " - 1 - 1 0 "

А с  1 ,5 ,6  - 1 0 0 И  Л :  1 , 4 ,6  = 1 0 0

0 1 1 0 0 1

что соответствует графам, приведенным на рис. 2.4.
Если после использования этих ограничений остается счетное множество 

возможных разбиений, то для отбора из него единственного разбиения необходи­
мо формировать критерий отбора, а так как исчерпаны геометрические возмож­
ности анализа графа, то этот критерий должен формулироваться с учетом физи­
ческих и технических характеристик изучаемого объекта, отображенных в 
коэффициентах замыкающих соотношений. Задачу можно считать решенной в 
случае, когда получим единственно возможный вариант разбиения графа.

Интерпретация графиков мощности источников и нагрузок потребителей, 
которые изменяются во времени, для решения задач анализа режимов нестацио­
нарного потокораспределения и задач синтеза режимов регулирующих устройств

Р и с . 2 .4 .  Разбиение графа трехконтурной гидравлической цепи
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и управления трубопроводной системой требует адекватного функционального 
описания. Существующие методы радикально противоположные. Одни деклари­
руют определенность процессов потребления и, как следствие, их формализацию 
в классе определенных ф ункций с использованием методов равномерной или 
квадратичной интерполяции. Другие утверждают, что процессы потребления 
случайны, и предлагают интерпретировать их с вероятностной точки зрения, ис­
пользуя аппарат марковских процессов. Однако марковские процессы являются 
идеализированной вероятностной моделью, ограниченной требованиями стацио­
нарности и эргодичности, что не всегда выполняется для реальных процессов. Не 
умаляя достоинств каждого из этих подходов и подвергнув глубокому анализу 
процессы потребления, предполагаем, что в изменении наблюдений можно вы­
явить закономерность, которую будем интерпретировать, например, как изменя­
ющееся во времени математическое ожидание, а разницу между наблюдаемой ве­
личиной и определенной интерпретацией отнесем к  случайностям. При этом 
предполагаем, что измерения объективно отражают как выявленную детермини­
рованную закономерность, так и влияние случайных факторов, выраженных в 
этой разности и  описываемых вероятностными ф ункциями распределения. Та­
ким образом, предлагается интерпретировать наблюдения совместно в простран­
стве реализаций (основная детерминированная ф ункция QD( t) )  и в пространстве 
событий (стохастическая составляющая Q s(p ) -  вероятностная ф ункция от ве­
роятности). Тогда в комплексном пространстве (вещественная ось -  время t, а 
мнимая -  обобщенная координата случайных событий, вероятность р )  можно 
записать

0.(0  =  Qd(0  + iQs(P)’
и согласно этой записи аппроксимировать определенную и случайную составля­
ющие. Если мера р  определяет степень влияния случайной составляющей, то 
1 -  р  должна соответствовать степени влияния определенной составляющей, т. е. 
запись принимает вид

Q (0  = ( 1 - p )<2d( 0 + *'£№ )•

Это представление возмущающих воздействий в виде смешанных ф унк­
циональных зависимостей, естественно, отразится и на записи математической 
модели нестационарного потокораспределения, так как и решение относительно 
хордовых расходов лежит в поле комплексных чисел, следовательно, должно оп­
ределяться обоими слагаемыми:

хс( 0  = (1 -  p )x Dc( 0  + ixSc(p).

Общая модель анализа режимов нестационарного потокораспределения в 
этом смысле может быть представлена двумя системами уравнений относительно 
неизвестных вектор-функций хордовых расходов: xD{ t)  и x ^ t ) .  Так как они имеют 
одинаковую размерность с х 1 и их связи записываются сложными алгебраически­
ми или дифференциальными уравнениями, то здесь и далее опускается индекс с:

B j { B ] x D( t ) ) + E f ( x D( t ) )  =  B H ( t ) - B df(Q .D( t) \ ,

Bd f { Bdx s ( p j ) + Ef ( x s ( P ) ) = - Bd f( to s (P ))  

при xD( 0 ) = x m  и * 5( 0) = 0.
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Далее по линейным соотношениям определяются следующие параметры: 

x D d(t) =  a D( t ) + B Td x D( t ); x sd(p )  = Cls (p )+ B dx s (p)',

hD( t )  = f ( x ( t ) y ,  hs ( p )  = f ( x ( p ) ) ;

P ( t)  =  AJ1 [a TmPm ( t ) + f ( x ( t ) )  +

Таким образом, если замыкающие соотношения определены, то решение 
приведенной выше системы уравнений даст полную картину о состоянии гидрав­
лической цепи и изменении траектории в виде некоторых “ полос” во временном 
пространстве.

Такая сложность систем, как нелинейность уравнений (алгебраических или 
дифференциальных), как показано в п. 2.2, 2.3, зависит от принятых замыкающих 
соотношений. Сформулированный подход вывода их из уравнений Ж уковского 
на основе законов сохранения массы, импульса движения и энергии дает прибли­
женное описание связей и адаптирован к  разнообразным физическим и техничес­
ким предположениям. Он никак не противоречит общим уравнениям гидродина­
мики или механики сплошных сред, но несколько упрощает понимание в силу 
близости изучаемых объектов систем. Именно поэтому вывод замыкающих соот­
ношений представлен для двух распространенных случаев гидравлических цепей 
с сосредоточенными и распределенными параметрами. Базовыми уравнениями 
для первого случая принята система уравнений неупругих колебаний, для второ­
го -  система уравнений упругих колебаний. Понятно, что во втором случае уве­
личивается число искомых переменных и сложность уравнений связей (замыка­
ющих соотношений).

2 .5 . Основные законы и уравнения движения сплошной среды

Выше замыкающие уравнения гидравлической цепи были выведены из 
системы уравнений Н.Е. Ж уковского, однако это не единственный путь их полу­
чения. Поэтому сформулируем фундаментальную систему уравнений движения 
сплошной среды на базе теорем и законов механики, статистической физики и 
термодинамики [72, 73, 116, 141].

Под потоком сплошной среды понимается движение таких материальных 
тел, которые непрерывно заполняют пространство как бы сплошным образом 
(гипотеза сплошности) и расстояние между элементарными материальными точ­
ками которых изменяется в процессе течения (гипотеза текучести). Эти гипотезы 
легли в основу описания движения сплошной среды, связанного с обобщением 
методов механики системы материальных точек. Движение сплошной среды 
(континуум а), как правило, рассматривается и математически описывается в ев­
клидовом пространстве и абсолютном времени.

Используя основные теоремы механики [73, 116] и гипотезы сплошности и 
текучести [141], выведем уравнения динамики сплошной среды.

Математическое описание динамики системы материальных точек базиру­
ется на фундаментальных теоремах о количестве движения, моменте количества 
движения и кинетической энергии [116] (с учетом гипотез сплошности и теку­
чести для сплошной среды они несколько изменяются).
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Теорема о количестве движения системы материальных точек: производ­
ная по времени от суммы количеств движения точек системы равна сумме внеш­
них сил.

С учетом гипотез сплошности и текучести эта формулировка примет вид: 
производная по времени от интеграла по объему от количества движения сплош­
ной среды по элементарному объему равна сумме интегралов поверхностных и 
массовых сил.

Общая математическая формулировка этой теоремы:

J p w d i =  J pFdx+^Рпс№.. (2.21)
Т X I

Здесь и далее t  -  время; т -  рассматриваемый объем сплошной среды, ограни­
ченный поверхностью £; р -  плотность сплошной среды; w -  вектор скорости 
движения сплошной среды; F -  вектор массовых сил; Р„ -  тензор напряжений на 
поверхности I .

Производная по времени в левой части уравнения (2.21) зависит не только 
от подынтегральной ф ункции, но и от интегрируемого объема т, поэтому ее мож­
но записать в виде [179, 185]

^-(pa”) + Pa’diva>
dt

d x .

Произведя дифференцирование под знаком интеграла, получим

d  г , г dw 

d t'
Jp®^T = J p ^ -d x  + J®; ^  + pdiv®>l/T. (2.22)
Т X X V  J

Используя теорему Гаусса-Остроградского, преобразуем интеграл по повер­
хности (второе слагаемое в правой части уравнения (2.21)) в интеграл по объему:

Jp„rfZ  = JdivP„rfT. (2.23)
I  X

Выражения (2.23) и (2.22) подставим в уравнение (2.21):

| ® ' | ^  + р й т с Д /т  = - |р ^ -< /т  + |рҒб/т + Jd iv  Ғ„<Ут.
X V '  /  X X X

Согласно теореме о движении центра тяжести системы материальных точек 
1116] и ее обобщению на сплошную среду, правая часть полученного уравнения в 
случае замкнутой системы (без источников массы) равна нулю, следовательно,

f к [  —  + p d iv  w \ j x  =  0.
{ [d t  Г

В силу непрерывности подынтегральной ф ункции и произвольности вы­
бранного объема справедливо равенство

w\ —  + p d \vw  1=0, 
1 d t

но w *  0 и, следовательно,
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Уравнение (2.24) есть уравнение неразрывности потока сплошной среды, 
общая математическая запись закона сохранения массы.

При описании трехмерного движения в декартовых координатах уравнение 
(2.24) принимает вид

Эр Э(р«’д.) Э(ра>у) Э(ршг ) _
— + — — — +  — — — +  — — —  =  0 .  

dt дх Эг/ dz
(2.25)

Теорема о моменте количества движения системы материальных точек:
производная по времени от суммы моментов количества движения точек системы 
относительно произвольной неподвижной точки равна сумме моментов внешних 
сил относительно этой точки.

Для сплошной среды имеем: производная по времени от интеграла моментов 
количества движения выбранного элементарного объема сплошной среды относи­
тельно неподвижной точки равна сумме интегралов моментов внешних сил отно­
сительно этой точки.

Общая математическая формулировка этой теоремы:

у  J pwrd  т = J pFrd т + J . (2.26)

Рассмотрим левую часть уравнения (2.26). Продифференцировав и пере­
группировав члены подынтегрального выражения, получим

d_ 

d t'

, do j . )  dw
рк> - p  +  p d iv ®  +ргук; + р— /• 

d t dt
dx.

dp
Поскольку, как показано выше, -y- + pdivB,j = 0 и = 0, то

d t

i j p w r d ^ l p ^ r d r .1Г  1Г (2.27)
d t j;  j; d t

Интеграл по поверхности, стоящий в правой части уравнения (2.26), можно 
привести к  интегралу по объему:

Jp„r<ffi = Jdiv(P„r)rfT. (2.28)
I  Т

Воспользовавшись (2.27) и (2.28), преобразуем уравнение (2.26) к  виду

р^ - рҒ г-с И у (Ряг) с /т -0 .

Тогда справедливо уравнение

dw
p — f  -  рҒс  -  д \ \ ( Р пг ) =  0. (2.29)

Рассмотрим полученное уравнение в декартовой системе координат и пре­
образуем в нем третье слагаемое на основе теорем векторного анализа [105]:

Э(Ряг ) _ Э ( Р иг ) _ Э ( Р пг) _  _  _ fdP . ЭР ЭР,)
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Подставив полученное выражение d iv (rP ;|) в уравнение (2.29), получим

г = 0,
dw  „  

Р^ - р Ғ "
^ А . + д1 а + дА

дх ду dz

но 0, следовательно, имеем

dw  „P - - P F -
(дР, дР др.) 

+  —  + =  0 . (2.30)
дх ду dz

Уравнение (2.30) есть уравнение движения сплошной среды в напряжениях, 
соответствующее обобщенному закону Ньютона [63] и допущениям:

-  компоненты тензора напряжений в данной точке сплошной среды полно­
стью определяются компонентами тензора скорости деформации и обратно;

-  компоненты тензора напряжений в данной точке сплошной среды являют­
ся линейными ф ункциями от компонент тензора скоростей деформации, причем 
коэффициенты этих ф ункций не зависят от выбора системы координат, т. е. 
сплошная среда изотропна.

При этих условиях связи между компонентами тензора напряжений и тен­
зора скоростей деформаций имеют вид

Px r = - />  + X.div® + 2 n ^ ,  Pxy=Py x = V. 

dw,.
рии = - P  + Xd iv$; + 2p—А  Р„ = Р,х = ц

ду

Pzz= - P  + Xdiva) + 2 p ^ ,  Py2=P 2y= \ i

{ d w y  ̂ d w 2 

d z  д у

( d w x  d w 2 

^ d z dx

dwv , Эа’.У ^
d y  d x

(2.31)

Подставив эти выражения компонент тензора напряжений в уравнение 
(2.30), распишем покомпонентно:

dwx v  д

р ^ ? = р х + ь
- P  + X d iv®  + 2 p ^ L )+  — 

дх ] ду

dwr dw ) — £ + — Д
ду дх

д 
+ — 

dz

( dw dw2 ) 

dz дх

dwy v  д
pi r =pY+rx

dw dwr 4  » +  -L
dx dy

d

+ dy

dw } 
- P  + Xdivzef+2p— -

dy

d 
+ — 

dz

dw dw7 
—  +  — -  
dz dy

, (2.32)

dw,

р1 й = р г + ?>х

f  dw, dw 
—  + — -  
dx dz

d 
+  — 

dy

f dw2 dWy 

dy dz
+ ̂ ( - P  +  M iv w  + 2 n ^  

dz dz

Здесь P -  давление; X, p -  коэффициенты Пуассона; X, Y, Z  -  компоненты массо­
вых сил F.

Система уравнений (2.32) описывает движение сплошной среды в декарто­
вой системе координат и носит название уравнений Навье-Стокса.

Для одномерного течения имеем

da; _ ^ r dw v  _ д f D l ^dw  dw
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Теорема о кинетической энергии системы материальных точек: дифферен­
циал кинетической энергии системы равен сумме элементарных работ всех сил, 
как внешних, так и внутренних.

Для сплошной среды имеем: изменение кинетической и внутренней энергии 
элементарного объема сплошной среды за конечный промежуток времени равно 
сумме работ всех сил, как внутренних, так и внешних.

Эта теорема может быть выражена уравнением

у  J (K  + U )dx = J Pnw d l. +  J&gradTdl. + JqdZ  + Jpqmdx  + J pFwdx. (2.34)
T I  I  I t t

Здесь и далее К  -  кинетическая энергия элементарного объема сплошной среды; 
U -  полная внутренняя энергия; k -  коэффициент теплопроводности сплошной 
среды; Т  -  температура сплошной среды; q -  поверхностные источники энергии; 
qm -  внутренние источники энергии.

Рассмотрим левую часть уравнения (2.34). Для этого, раскрыв выражение 
кинетической энергии, представим подынтегральную ф ункцию в виде

2
K  + U  =  р

Возьмем производную от интеграла по изменяющемуся объему: 

d  г 2 )
k + [ / p

( 2 X 
[ — +£/ + p

( 2 X
d \vw

2 \ \ d t 2
V  /

2
< /

-Р 2
,. dw dU

d iv w  + po ;-—+ р— + р 
d t dt

2 X
d \ \w dx

2

отсюда

(2.35)l f ( K + U ) d ^ j P^ + f j i T .

Преобразуем поверхностные интегралы, входящие в правую часть уравне­
ния (2.34), используя формулу Гаусса-Остроградского:

J Pnw d l. + J&grad TdH + [ qdY, + J pqmdx + J pFwdx =
I I  I t t

= J[div(P„zKi) + d iv (^ g ra d r )  + d iv q  + pqm + pFw^dx.
т

Подставляя полученное выражение и (2.35) в уравнение (2.34), запишем

-  Рп d iv w -w d iv P n -  d i v (& grad Г )  -  d i v <7 -  pq -p F w
dt d t

dx = Q.

При предположении о произвольности объема интегрирования и непрерыв­
ности подынтегральной ф ункции имеем

pw<̂ - - p F w - w d \ \ P n + p ^ - P „  d iV w -  d iv (^g rad  Г )  -  d iv q -  pq =0. 
d t dt
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Первые три слагаемых составляют уравнение движения (2.30) и, следова­
тельно,

Уравнение (2.36) является математическим выражением закона сохранения 
энергии в элементарном объеме движущейся сплошной среды.

При одномерном течении имеем

Таким образом, для математического описания движения сплошной среды 
получены уравнения: неразрывности (2.24) -  закон сохранения массы; количест­
ва движения (2.32) -  закон сохранения импульса; энергии (2.36) -  закон сохра­
нения энергии, т. е. всего пять уравнений, содержащих семь неизвестных ф унк-

Т(х, у, 2, t)  и Щ х, у, 2, t). Необходимо эту систему уравнений дополнить еще дву­
мя, связывающими искомые ф ункции. Этими уравнениями могут быть уравне­
ния состояния (термическое и калорическое), в которые входят давление, темпе­
ратура, плотность и внутренняя энергия. В общем виде их можно записать:

Теперь система уравнений (2.24), (2.32), (2.36) и (2.38) разрешима относи­
тельно искомых ф ункций: давления, температуры, плотности, внутренней энер­
гии и  вектора скорости, при известных краевых условиях.

Для вывода дифференциальных уравнений движения сплошной среды ис­
пользовались основные теоремы механики. Подобный подход описан в моногра­
фии Х.А. Рахматулина с соавторами [45], где уравнения движения выводятся на 
базе принципа Даламбера. Этим, однако, не исчерпываются возможности и спо­
собы качественного познания законов движения. Равноправными являются 
вариационные формулировки, устанавливающие стационарные свойства некото­
рых величин и позволяющие полностью или частично заменить приведенные вы­
ше теоремы.

Основным положением в механике, для применения вариационных методов 
к  изучению движения системы материальных точек, является универсальный 
принцип наименьшего действия [37], высказанный Пьером-Луи Моро М опертюи 
в 1744 г.: количество Действия, нео6ходи.ное для того, чтобы произвести некото­
рое изменение в Природе, является наименьшим возможным.

Однако понятие действия вызывало много споров на протяжении столетия, 
до тех пор, пока не появились функциональные определения его в работах Л а­
гранжа, Гаусса и Гамильтона.

Различные интерпретации принципа наименьшего действия нашли отраже­
ние в теории теплоты, оптике, квантовой механике, теории относительности и 
других разделах физики, но для механики сплошных сред остается некоторая не­
однозначность в отношении определения ф ункции действия, хотя нет сомнения 
в применимости этого принципа. В работах В.Я. Хасилева [97, 178] сделана фак­

d iv (^ g ra d r ) -d iv < 7- p 6/ )

(2.37)

Ғ (р ,Р ,Г )  = 0, / ( р ,  Т, U )  = 0. (2.38)
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тически первая попытка определить ф ункцию  действия для гидравлических це­
пей по аналогии с электрическими, где для пассивных электрических цепей имеет 
место теорема Максвелла о минимуме тепловой энергии. Эта первая попытка 
применения вариационных принципов к  изучению движения сплошной среды по 
сложной многоконтурной гидравлической цепи, к  сожалению, не нашла обобще­
ния на более сложные течения (неизотермическое движение сжимаемых сред) 
ввиду того, что при описании этих движений не очевиден выбор функционально­
го определения понятия действия.

2 .6 . Замыкающие соотношения для изотермического процесса
движения сплошной среды

Общие уравнения механики сплошной среды, приведенные в п. 2.5, поз­
воляют при некоторых конкретизированных предположениях получить замы­
кающие соотношения для различных типов гидравлических цепей (с сосредото­
ченными, квазираспределенными и распределенными параметрами). Так как в 
системах централизованного снабжения протяженность трубопроводов обычно 
многократно превышает размеры их поперечного сечения, то можно рассматри­
вать эти процессы как одномерные.

Поэтому для дальнейших выкладок достаточно системы уравнений (2.25),
(2.33), (2.37) и (2.38). Следующее предположение касается изотерм и чности 
процесса течения сплошной среды (Г =  const, или г/Г=  0) и позволяет исключить 
из математического рассмотрения уравнения (2.37), (2.38).

Базовыми являются одномерные уравнения сплошности (2.25) и движения
(2.33), а также термическое уравнение состояния, связывающее плотность и дав­
ление.

Запишем некоторые частные случаи изотермического процесса течения 
сплошной среды и выведем замыкающие соотношения для них.

1. Рассматривается несжимаемая жидкость (р  = const), для которой

* = о ,  ®Р=о. 
df э/

1а. Квазистационарное (установившееся) движение | ~^" = 0 I* для которого 

справедлива система уравнений ^

dw А
р э/

dw „  d 
p * , -  =  p x  +  -

n .d w  n dw I

Так как p = const *  0, то из первого уравнения системы имеем

^ = о ,
э/

а второе уравнение принимает вид
А _  ЭР
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Д О -
Полученные уравнения разрешимы относительно искомых ф ункций «>(/) и

®j(Z) = const, 

Р\ -  Р '2 = pXL, или
р

Введем обозначения: -  объемный расход, А=(Р, -Р 2) / р -  потеря
давления. Тогда имеем

з: = const, h = XL. (2.39)

Потеря давления на участке гидравлической цепи не зависит от объемного 
расхода, а зависит только от гравитации.

16. Неустановившееся движение несжимаемой сплошной среды. В этом 
случае имеем следующую систему уравнений:

l + l (p” )=0'

dw dw )  „  dP
—  + w —  \= p X  +
dt d l J di

n ■.dw 
( ^~dl

Так как p = const ^  0, то из уравнения неразрывности имеем

ў ( р ® ) = ° .  

,'dw  ЭаЛ „  dP

р |¥ + ю э7 = p X “ ¥ +

Из pw = const следует ^ - = 0  и w(l, t )  = w it) ,  но w ( t )= —~ ^ . После чего урав-
dl

нение движения принимает вид

dx _  npd2 
dt

Отсюда

npd*

^  ltd 2 dP 

4 4 dl

h { t )  = X I -
AL dx

(2.40)
npd2 dt

В случае математического описания нестационарных режимов несжимаемой 
сплошной среды полученное замыкающее соотношение может быть полезно при 
моделировании движения в поле сил тяжести.

1в. Квазистационарное движение несжимаемой сплошной среды с учетом 
закона Дарси. В этом случае имеем систему уравнений

d .
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При введенных ранее обозначениях получим известное в теории гидравли­
ческих цепей замыкающее соотношение:

h = H rv + s J 1 (2.41)

гд еН  = XL; s =  8Xf  , .
Ф (,np)2d5
1г. Неустановившееся движение несжимаемой сплошной среды с учетом за­

кона Дарси. В этом случае имеем следующую систему уравнений:

| + § м = ° .

dw „  дР 2
р д Г р х - э 7 + “ -

Введя те же обозначения, что и ранее, получим замыкающее соотношение

h (t)  = H rp + r ^ p  + Sx 2( t ) ,  (2.42)

ГД6 Г " ^ '
Это соотношение полезно для описания нестационарных режимов в гидрав­

лических цепях с сосредоточенными параметрами.
2. Рассмотрим сжимаемую сплошную среду, для которой уравнение состоя­

ния в случае изотермического процесса имеет вид

/ ( р . Л  = о,
или в явном виде

Р = Ф(Л-
Производные от плотности но времени и геометрической координате в этом 

случае определяются формулами

др_дфдР др_дфдР
fr~dPdi '  э7"эрэ7'

2а. Квазистационарный процесс движения сжимаемой сплошной среды, для 
которого справедлива одномерная система уравнений:

| (р и ')= 0 ,

дР д 
—  = рХ  + — 
dl К dl

dw
- p w -

Пусть (X + 2р) = const (вязкость не зависит от плотности и давления), тогда 
уравнение движения примет вид

dP „  n ,d 2w dw — = рХ + (Х + 2ц)— -рю — ,

npd2
но из уравнения неразрывности имеем pw =  const, х  = ——  = const.
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Следовательно,

w(l) =

d2w

dl2

ж / 2ф(Р) 

dw _  4 ( дфдР

э 7 " ^ 2Ф2(Р )1д ? э7  

ЭфЭ2р 'z -.2 /-.гл\2Эф

ЭР^

Г ЭР 

д/ ЭР ЭР
Ф (Р)+

Эф

ЭР

Г ЭР 

д/
Л ' .

Подставив в уравнение движения все полученные выражения для р, pw, ^  
2 Э/

Э да
и — запишем 

d i2

i = « P)+
16х2 4(Х + 2 ц)х ЭфЭ^Р

ЭРЭР
Ф ( Л Н . . 2

ЭР

Э/(тсф(Р)б/2)

Полученное соотношение в дифференциальной форме связывает сосредото­
ченный параметр -  массовый расход х  с распределенным параметром -  давлени­
ем Р (/) на участке гидравлической цепи.

Логично разрешить это соотношение относительно массового расхода, так 
как, разрешая его относительно потери давления, придется интегрировать нели­
нейное дифференциальное уравнение.

Относительно массового расхода х  имеем полное квадратное уравнение, 
корни которого определяются по формуле

х  = -

где

а =

- b ± \ lb 2 -А а с  
2а ’

_16 Эф ЭР

2\2ЭРЭ/ *

(2.43)

(лф (Р>/2)

Ь =
4(Х + 2р) уп хЭфд2Р ЭР

д/

с = < р ( Р ) Х - ^ .

Таким образом, замыкающее соотношение для сжимаемой сплошной среды 
в явной форме записывается как нелинейное дифференциальное уравнение, и 
математическая модель гидравлической цепи с распределенным параметром Р(/) 
может быть представлена системой нелинейных дифференциальных уравнений 
второго порядка.

26. Квазистационарное движение сжимаемой сплошной среды с учетом 
закона Дарси. В случае одномерного течения имеем следующую систему урав­
нений:

Э . . „  ЭР рХ 2
д /(р ю )= 0 - ў = р х - м "  ■
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Подставив обозначения, введенные ранее, и результат решения уравнения 
неразрывности, получим

ЭР 8Х г

а/ <Р(Р)Х я2<р (ру5

отсюда имеем замыкающее соотношение

ln 2(p2(P )d  к 2(р(Р)с/Г)дР

V 8Х 8Х д7
(2.44)

в дифференциальной форме относительно распределенного параметра Р(/).
2в. Неустановившееся движение сжимаемой сплошной среды. Система 

уравнений в этом случае имеет вид

р = ф(Р), ^  + | ( р ж )  = 0,

dw ЭР 

р¥ = р х - ¥ +

„  ЧЭда 
(Х + 2 ц ) _

dw
- р № - .

Введя обозначения

X (t)= A(t )= ДО,  t) -  Щ ,  t)
4

и произведя интегрирование по длине участка, после преобразований получим 
замыкающее соотношение

L41 ^ £ ) + 4 М  

кс/2 d t \n d 2l<p(P)dt 

Или, введя обозначения

4L  4
г  = — 72» 5о = - д  

m/~ nd''

4(Х+2р)Эф

тг<72 Э/
x ( t )  г х 2( 0 + ^ | ф ( р у / .

тсф(РУ о

j  1 ЭфЭР^ Х + 2цЭфЭР

s = —
16

Л2Ф2(Р ) ( /

для нестационарного процесса движения сжимаемой сплошной среды имеем за­
мыкающее соотношение в виде нелинейного дифференциального уравнения с 
интегральными коэффициентами, зависящими от искомой ф ункции:

^ф(Р)ЭР dt nd 1 d P d l

Я ф = х |ф (Р У / ,

/ к о = so m + x r 2( o + / V (2.45)

2r. Неустановившееся движение сжимаемой сплошной среды с учетом зако­
на Дарси. В этом случае описание одномерного движения сплошной среды укла­
дывается в следующую систему уравнений:

Эр Э
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Введем, как и ранее, обозначения

x ( t )  = 1̂ LP)d- w ( t ) ,  h (t)  = Р(0, t )  -  P(L, t).
4

Подставив эти выражения в уравнение движения, произведя интегрирова­
ние по протяженности участка и сгруппировав слагаемые, получим замыкающее 
соотношение

h (t)  = x \ip (P )d l + x ( t ) \ ---------------------+
Г  у i n ^ P ) d 2 dt n2d 5 Im p ) nd d t

или

+  (2 .46)

4 r 1 Э<рЭР ,, 8X r dl

Таким образом, при изотермическом процессе, когда уравнение энергии не 
рассматривается, дополнительно к  известным замыкающим соотношениям для 
гидравлических цепей с сосредоточенными параметрами (в случаях несжимае­
мой сплошной среды) получены замыкающие соотношения для гидравлических 
цепей с распределенными параметрами, в которых коэффициенты являются 
интегральными соотношениями от распределенного параметра -  давления на 
участке.

2 .7 . Замыкающие соотношения для адиабатического процесса 
течения сплошной среды

Несколько усложним задачу вывода замыкающих соотношений, рассматри­
вая неизотермический процесс ( r ( / , t ) * c o n s t ), но предполагая отсутствие тепло­
обмена с внешней средой (5(2 = 0), т. е. адиабатичность процесса.

При этом предположении полная система уравнений одномерного движе­
ния сплошной среды относительно искомых ф ункций: скорости w (l, t), плотности 
р(/, t), давления Р(/, f), температуры Г(/, t )  и внутренней энергии U(l, t), запишет­
ся в виде:

-  уравнение неразрывности

! +1 (рю)=о-
-  уравнение движения

dw dw . .  дР Э
р¥ + ра ' ¥ = р Х - ¥ + э/

„ чЭ»;

(x+2p>i7
-  уравнение энергии

d l l  d l l  ndw д ( .  ВТ ,
р¥ +рю¥ =Р¥ + э (Г э /1 +р<?-

-  термическое уравнение состояния

Р = ф ( ^ п
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-  калорическое уравнение состояния

[ /= Ч /(р ,Р , 7).

Введем обозначения:
. .  m l1 n d 1 /n

массовый расход x ( t )  = ---- pm =  ф (Р ,Г)т ,
4 4

потеря давления /z(£) = P(Z., Z;) -  Р(0, f)>

и подставим их в систему уравнений

Э с р (Р Т )| 4 Э д:(0_ 

dt дс/2 Э/

После дифференцирования и интегрирования по длине участка от 0 до I  
уравнение движения примет вид

m l2 d t д2с/4ф(Р,Г)

^  ( ^ + ^ d- L ) Ii + x L p j w .
{ш !-Ц )-(Р ,Т )удР  d l дТ  d/ j  j

Уравнение энергии после дифференцирования и интегрирования от 0 до L 
запишется в форме

h (t)= Ф2(Р ,Г )— + Р ^  
V 4 ЭР ЭР

-1

.  фз( Л Г )  ^ Э Р ^ Э Г ^  

J, ^ Э Р  d t d P d f /

4 ^ ( t)  

7

Ф2( Р Т ) * | ^ Ф 2(РТ)<7т <7/-

- 7 2(р Г )Э4;+ рЭф
Y v Э7 Э7

Полученную систему уравнений в зависимости от режима движения можно 
привести к  различным замыкающим соотношениям.

а) Квазистационарное движение несжимаемой сплошной среды

В этом случае получим следующие замыкающие соотношения: 

h = s (T )x 2 + з0х  + Н гр(Т ),

Q = r (P ,T )x - '+ q (P ,T ) ,
(2.47)

где

s(T ) =
32 4(Х + 2ц) ЭфЭГ „  _ г 

д2Ф (Г У 4’ 5о( } щ 1 (T )d 2dT d l ' ^  }

^ (Я Т )  = -

/D  тч л*г/2 Э7 г я<р(7)б/2 ..
’ 4(dvF /d P )d / + ^ (Э У /Э Р )^ ”1 ’

ф2(Г )(Э ^ /Э Г ) + Р(Эф/ЭГ)

Ф2(Г)(ЭУ/Э Р)
7 .
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б) Нестационарный режим движения несжимаемой сплошной среды 

Эр ЭР дТ dU „

эҒ эГ^0 ’ р=<р(7)-
В этом случае имеем следующие замыкающие соотношения в ранее введен­

ных обозначениях:
d x (t)

где

sd = -

8 (Г )  ( 0  + S° ( Г ) х ( 0  + H r* ( Г ) ’

m  = rd(P J )x - \ t )+ q (P J ) ,

1  ж р ( Г У 2AL

nd 2  ’

dY dP  ЭТЭГ 
ЭР Эг + ЭГ Эг

dl.

в) Квазистационарный режим течения сжимаемой сплошной среды

1 =°' I -  1 =»'
Замыкающие соотношения принимают вид

/г =  5(Р ,Г)дг2 + S n  -

4(Х  + 2ц) ЭфЭГ

° n ^ 1(P ,T )d 2dT dl 

Q = rs( P J ) x - '+ q s( P J ) ,

x  + H lv ( P J ) ,

где

гч.(Р ,Г )  = | ф2( Р ,Г )— + Р —  
sV ' Y v УЭР ЭР

1Глф2(Р ,Г )М 2ЭГ , L(nq>3(P,T)d2 „
+ J , 4mdldl о

ф2(Р,Г)(ЭЧ</ЭГ)+ Р(Эф/ЭГ)г  

4s ’ ф2(Р,Г)(ЭЧ'/ЭР)+Р(Эф/ЭР)

г )  Нестационарный режим течения сжимаемой сплошной среды 

dp „ dP „ dT dU  „ / n  т \
д Л  Эг"’! Л 0’ Л ° ' Р = <Р(Р' П

В этом случае имеем следующие замыкающие соотношения:

ЭфЭГ
K t )  = sd ^  + s ( P .T ) x \ t ) +  

dt
So(P , r ) - J M L

K q-(P ,T )d dT dl

где
m  = rZ (P T )x -\t)+ q d(P J ) ,

Яф2(Р ,Г )Ы 2^  + |
2zn 7 ,x З /п ^ Г Э 'Р Э Р  Э Ч 'дГ) 

Яф (P ,T )qm - я Ф (P tr ) ^ _ -  + _ _ j

(2 .48)

(2 .49)

(2 .50)

,/ /
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Таким образом, в настоящей главе продемонстрирован подход к  выводу раз­
нообразных (по  режимам и процессам) замыкающих соотношений на основе 
уравнений Н.Е. Ж уковского и фундаментальных уравнений механики сплошной 
среды. Рассмотренные предположения (о сжимаемости и несжимаемости; стаци­
онарности и нестационарности; вязкости и  трении; изотермичкости и неизотер- 
мичности; адиабатичности и неадиабатичности) приводят к  различным замыка­
ющим соотношениям, как для цепей с сосредоточенными параметрами (например, 
для воды), так и для цепей с распределенными параметрами (например, для неф­
ти и нефтепродуктов или газопроводных систем).

2 .8 . Гидравлические сопротивления

Замыкающие соотношения, выведенные при различных допущениях и пред­
положениях, в большинстве случаев являются многочленными, а в тех из них, где 
учитывается закон Дарси, содержится слагаемое с квадратом расхода и коэффи­
циентом гидравлического сопротивления при нем.

Гидравлическое сопротивление [54] является некоторой обобщенной харак­
теристикой участка, в которой связаны: геометрия трубы (внутренний диаметр, 
шероховатость внутренней поверхности и длина), физические свойства транс­
портируемой среды (плотность, вязкость и др.), режимы течения (ламинарный, 
квадратичный, турбулентный). Все это отражено в коэффициенте удельного гид­
равлического трения X, изучению которого было уделено большое внимание в 
экспериментах и в методах обработки измеряемых величин [5, 7, 8, 54, 55, 126, 
195]. К ак правило, этот коэффициент выражается функцией от переменных: вяз­
кости р, плотности р, скорости течения w, диаметра D  и шероховатости k.

Рассмотрим для воды эти параметры и их функциональные связи с коэффи­
циентом гидравлического трения.

Плотность воды р зависит от температуры Т  (табл. 2.1).
Коэффициент динамической вязкости р также зависит от температуры Т 

(табл. 2.2).
Модуль упругости для воды изменяется в зависимости от давления и темпе­

ратуры (табл. 2.3).
Приведенные в табл. 2.1-2.3 числовые значения физических параметров во­

ды могут быть использованы при разнообразных гидравлических расчетах. Кро­
ме того, они будут полезны при разработке аналитических описаний, т. е. для

Таблица 2.1 Таблица 2.2
Изменение плотности воды Зависимость коэффициента

в зависимости от температуры динамической вязкости от температуры

Г /С р, кг/м 3 Г /С р, кг/м 3 Г /С |i, г/(см  с) Г /С р, гДсм с)
0 999.87 50 988.07 0 0.017 797 7 20 0.010 082 1
4 1000.00 60 983.24 5 0.015 200 0 30 0.007 965 4
10 999.73 70 977.81 10 0.013 096 4 50 0.005 434 4
20 998.23 80 971.83 12 0.012 392 9 100 0.002 683 4
30 995.67 90 965.34 15 0.011 388 4
40 992.24 100 958.38
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Таблица 2 3

Значения модуля упругости для воды (10~8 Н /м 2)

Температура, С
Давление, Н /см

5 10 20 40 80

0 1.89 1.90 1.92 1.95 1.98
5 1.93 1.95 1.97 • 2.01 2.07
10 1.95 1.97 2.01 2.05 2.12
15 1.97 2.00 2.03 2.09 2.17

20 1.98 2.02 2.06 2.12 2.22

получения функциональных зависимостей, необходимых при анализе трубопро­
водных систем (в частности, транспортирующих воду) и построении моделей 
гидравлической цепи.

Рассмотрим числовые данные табл. 2.1 с точки зрения их аналитического 
описания в виде степенной ф ункции. Понятно, что степень этой ф ункции можно 
менять {п  = 0, 1 ,2,...) и тем самым получать различные выражения вида

р( Г) = я = const, 

р (7 ) = а + Ь Т (линейная ф ункция), 

р(Т) = а + ЬТ+ сТ2 (квадратичная ф ункция), 

р(Т ) = а + ЬТ + сТ2 + dT 2, (кубичная ф ункция)

Этот ряд можно продолжить по крайней мере до степени « = 1 1 , используя чис­
ленную информацию для определения коэффициентов полиномов.

Ясно, что для нахождения коэффициентов выбранного полинома степени 
« < 1 1  для всех степеней имеем переопределенные системы линейных уравнений, 
а следовательно, конечное множество решений, и только в случае « = 1 1  получим 
замкнутую систему уравнений относительно 12 коэффициентов, которая имеет 
единственное решение, так как матрица системы линейных уравнений неосо­
бенная.

Проблема выбора единственного решения из конечного множества решений 
может быть сведена к формированию некоторого критерия отбора. Так, для пере­
определенных систем общеупотребительным является критерий среднеквадра­
тичной ошибки на всем интервале измерений, который в данном случае можно 
записать в виде

12 10

Ғ ( а 0,а 1,...,а 10) = Х  р Д Ь Е " * 7/
1=1 6 = 0

и этот критерий должен иметь минимальное значение. Несмотря на то что крите­
рий является конструктивным, он позволяет сформировать единственную замк­
нутую систему линейных уравнений относительно коэффициентов полинома с ис­
пользованием необходимых и достаточных условий существования экстремума: 
д г  12 ю
f - = 2 l  р Д ) - Х « * У
<)ak 1=1 6=0

12 10 12

( - 7 Я  = 0, отсюда X X o r f j /  = Х р ( 7 ; ) 7 / , /  = 0, 1.......10.
1=16=0 1=1
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Этот критерий можно применять, например, для построения систем уравне­
ний для различных степеней полинома. В рассматриваемом случае имеем

1 12
P (D  = ) = а  = const (р ис- 2-5- «)-

1 1  /=1

12 12

« .1 2 + 6 X 7 : = 1 р ( т:.),
(=1 i=i 

12 12  12

a 'L Ti + h 'L Ti‘ = 'L p (T<)Ti (р и с .2 .5,б). 
1=1 1=1 1=1

а .12 + б Х Г / + сХ 7 :.2 = Х р (7 ; ) ,
1=1 1=1 1=1 

12 12 12 12

1=1 1=1 1=1 1=1

а i r i2 + Ь Ъ Т? + с = 1 р № 2 (рис.2 .6 ,я ), 
1=1 1=1 1=1 1=1

а.12 + б Х Г , + с Х 7 : 2 + б Х 7 :3 = Х р № ) ,
1=1 1=1 1=1 1=1 

1 2 12  12 12  1 2

я Х?;.+6 х?;2 +с х?;3 +</ X 7:4= 1 р(т; )т̂ ,
i = i  i = i  i = i  i = i  1=1

12 1 2  1 2  1 2  1 2

я X7;2+А X7;3+<■ +<( S7;5=1 р(т,)т?.
/=1 i = i  i = i  1 = 1  i = i

« I 7;3 + 7- Х 7;4 + c i 7',5 +<71 7;6 = I p K ) 7;3 (рис. 2.6, о .
i = i  i = i  /=1 i = i  i = i

10001)0 о 
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Рис. 2.5. Аппроксимация числовых данных зависимости плотности воды от темпера­
туры полиномом нулевой («) и первой (б) степени:
точки -  числовые данные; линия -  р( 7) = 985.8675 (а), р(Г) = 1004.9176 -  0.412 6387(б)
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Рис. 2.6. Аппроксимация числовых данных зависимости плотности воды от темпера­
туры полиномом второй (а) и третьей (б) степени:
точки -  числовые данные; линия -  р(Г) = 1000.4642 -  0.066 304Г  -  0.003 35972 (а), р(7) = 
= 1000.1294 + 0.105 516 10 5Т -  0.005 431 Г2 + 0.000 013Г3 (6)

Для определения коэффициентов полинома во всех случаях использовался 
метод наименьших квадратов. Поэтому каждый полином можно оценивать как 
сумму квадратов разностей табличных данных и значений аналитической ф унк­
ции по всем известным точкам

Для рассмотренных выше полиномов эти оценки принимают значения:
К  0 1 2 3

F(K) 48.251 073 11.177 212 3.938 491 0.363 415
Из таблицы значений можно сделать вывод, что Ғ (К )  -  монотонно убываю­

щая ф ункция для полиномов степеней 0, 1, 2 и 3. Однако, что будет с ней при сте­
пени полинома /С >  3, сказать трудно, так как необходимо провести все расчеты, 
т. е. получить полную информацию об изменении Ғ (К ).

Тем не менее визуальный контроль посредством построения графиков пока­
зывает, что полиномы второй и  третьей степени достаточно точно описывают ха­
рактер изменения плотности воды в зависимости от температуры (полином вто­
рой степени дает экстремальную точку, которую не дает полином третьей степени).

По аналогии рассмотрим числовые значения коэффициента динамической 
вязкости (см. табл. 2.2) с точки зрения их аналитического описания в виде сте­
пенной ф ункции. Понятно, что степень этой ф ункции можно менять (/2 = 0, 1 ,2 ,...) 
и тем самым получать различные выражения вида

р( Т’) = я = const,

\i(T ) = а + ЬТ (линейная ф ункция), 

р (7 ) = я + ЬТ + с Г 2 (квадратичная ф ункция),

\л(Т) = а + ЬТ + сТ2 + dT 3 (кубичная ф ункция)
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Этот ряд можно продолжить но крайней мере до степени я = 9, используя числен­
ную информацию для определения коэффициентов полиномов.

Подход построения рационального полинома для коэффициента динами­
ческой вязкости такой же, как и для плотности воды.

После определения коэффициентов по методу наименьших квадратов 
имеем

р ( 7 >  0.010 671 2,

\х (Т ) =  0.014 384 2 -  0.000 138 2Г,

[ i ( T )  =  0.016 773 0 -  0.000 353 9 Т +  0.214 887-10~5r 2,

р(Г) = 0.014 765 31 -  0.000 512 1Г+ 0.715 71810-5Г2 -  0.353 356 10 7Г3.

На рис. 2.7 представлены результаты расчетов по полиномам нулевой и пер­
вой степени. На рис. 2.8 представлены результаты расчетов по полиномам второй 
и третьей степени.

Согласно значениям по сформулированным критериям отбора, для коэффи­
циента динамической вязкости получим:

К  0 1 2 3
Fr(n) -0.111 1 1М 0-7 0.344 444-10~6
F(K) 0.013 399 801 08 0.005 574 644 994 
Ғ /К )  -39.311 605 67 2.350 804 33

М инимум  оценки средней разности значений коэффициента динамической 
вязкости воды на интервале изменения температуры соответствует полиному 
степени я = 3.

По квадратичному критерию минимальное значение из рассмотренных по­
линомов имеет полином третьей степени, но интегральная оценка на данном ин­
тервале имеет наибольшее значение. Интегральный критерий имеет минимум 
при степени полинома я = 0, что также не соответствует характеру изменения ко ­
эффициента динамической вязкости.
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0.015 387 002 64 

18.494 609 59

-0.484 978-10-6 
0.000 321 214 52 
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Рис. 2.7. Приближение числовых данных изменения коэффициента динамической вяз­
кости воды от температуры полиномом нулевой (а) и первой (б) степени: 
точки -  числовые данные; линия -  р(7) = 0.010 671 2 (а ), р(Г) = 0.014 384 2 -  0.000 138 2 Т (б )
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Рис. 2.8. Приближение числовых данных изменения коэффициента динамической 
вязкости воды от температуры полиномом второй (а) и третьей (б) степени: 
точки -  числовые данные; линия -  ц(7) = 0.016 773 0 -  0.000 353 97 + 0.214 887 10 5Г2 (а), 
р(Г) = 0.014 765 31 -  0.000 512 17+ 0.715 718 10-572 -  0.353 356 10~77 :i (б)

Таким образом, но принятым критериям отбора единственного полинома 
аппроксимации коэффициента динамической вязкости воды ни один не может 
быть признан удовлетворительным.

Проведенный анализ, связанный с построением степенных ф ункций аппро­
ксимации значений плотности и коэффициента динамической вязкости воды, 
показывает, что аппроксимацию можно проводить аналитическими ф ункциями 
различных степеней, т. е. на множестве полиномов, каждый из которых является 
некоторым приближением, и кроме ошибок измерений, обусловленных точнос­
тью измерительных приборов, добавляются ошибки аппроксимации. Для исполь­
зования ф ункции аппроксимации на определенном отрезке изменения аргумента 
можно в качестве критерия отбора полинома брать либо средние оценки, либо 
среднеквадратичные, но всегда надо помнить, что они могут оказаться несостоя­
тельными за пределами этого интервала.

Принятой формулой кинематической вязкости является гиперболическая 
функция вида

что больше соответствует характеру зависимости вязкости от температуры.
Рассмотрим числовые данные (см. табл. 2.3) для модуля упругости воды Е в 

зависимости от температуры 7  и давления Р. Встает задача определения степени 
полинома от двух независимых переменных: E = f(T , Р).

Как и ранее, начнем с полинома нулевого порядка /С = 0, т. е. имеем

0.0178
V 1+ 0.03377+ 0.000 22172 ’

где i  -  индекс по температуре; j  -  индекс по давлению.
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Подставив данные табл. 2.3, получим Е = 2.0132-108. Средняя ошибка для 
интервалов Ге[5,80] и Ре |0,20] составит АД. = 0, среднеквадратичная ошибка 
Д£а = 0.016 333 719 72, интегральная оценка Д£/ = 0.218 648 878 1.

Запишем полином первой степени

Е = а + Ь Т+  сР,

где коэффициенты а, Ь, с определяются решением системы уравнений, получен­
ной методом наименьших квадратов:

i=l;=l

i=lj=\

После определения коэффициентов, решив систему линейных уравнений, 
запишем полином первой степени

Е(Т ,Р )  = 194 901989.3 + 215 967.7419Г -  27 698.929Р.

Средняя ошибка для интервала Ре [5,80] и Ре [0,20] составит A£s. = 0, 
среднеквадратичная ошибка Д£(Т = 0.011 676 298 31, интегральная оценка 
АР; = 0.258 448 756 8.

Запишем полином второй степени

Е = а + ЬТ + сР + (IT2 + hP2,

где коэффициенты а, Ь, с, d, h определяются решением системы уравнений, полу­
ченной методом наименьших квадратов:

i t ( k -  = -67 ] -cPj - dT? - hPj J (- l)  = 0,
i=l;=l

i t ( F s  - a - bTi ~ cPi - d T f - h P iy - T ^ O ,
'=i ;=i

■ t i ( k  ) H ) =0’
'=i ;=i

t t k  - cp, - ap/ ) ( - j;.2)= o,
-=u =i

t i k - “ -b T i-c P j~ dTi - ^ 2) H ) = ° .
M;=l

После определения коэффициентов, решив систему линейных уравнений, 
запишем полином второй степени

£(Р,Р) = 184 792717.1+353 662.239Р+1094 285.714Р-1596.46Г2 -17 714.29Р2.
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Оценки для этого полинома подсчитываются аналогично: средняя ошибка для 
интервала Ге [5 ,80] и Ре [0,20] составит AP5 =-0.414-10“7, среднеквадратичная 
ошибка ДР0 = 0.003 639 360 74, интегральная оценка A£7 = 0.212 397 816 9. 

Составим для показателей оценок сводную таблицу:

Здесь для полинома второй степени оценки имеют наименьшие значения, но не­
льзя утверждать, что они минимальные, поскольку непонятно, как они могут из­
мениться в случае полиномов больших степеней.

Итак, при представлении числовых данных в виде аналитических функций, 
т. е. полиномов различных степеней, можно сделать следующие выводы:

-  в результате аппроксимации числовых данных аналитическими функция­
ми, коэффициенты которых определяются по методу наименьших квадратов, 
имеем конечное множество полиномов разных степеней;

-  для выбора из этого множества единственного полинома необходимо 
сформулировать критерии отбора.

Таким образом, в общем виде задача аппроксимации имеет множество реше­
ний и выбор единственного решения зависит от исследователя.

Кроме физических свойств сплошной среды, транспортируемой по трубо­
проводу, необходимо анализировать режим течения. Для круглых труб с постоян­
ным диаметром в результате анализа опытных данных Рейнольдс установил и 
сформулировал общее условие существования того или иного режима и перехода 
от одного режима к другому.

Основными параметрами, определяющими характер режима по Рейнольдсу 
[132], являются: средняя скорость течения жидкости v, диаметр трубопровода D, 
плотность сплошной среды р, абсолютная вязкость сплошной среды ц. При 
этом чем больше размеры поперечного сечения S = kD 2/A и  п л о т н о с т ь  р и чем 
меньше ее вязкость ц, тем легче при увеличении скорости режим меняется на 
турбулентный.

Для характеристики режима течения сплошной среды Рейнольдсом был 
введен безразмерный критерий Re (число Рейнольдса), учитывающий влияние 
перечисленных выше параметров:

Согласно опытным данным, по этой формуле можно определить оценку ре­
жима для воды: если Re < 2300, имеет место ламинарный режим течения; если 
Re > 2300, имеет место турбулентный режим течения; случай Re = 2300 носит на­
звание переходного режима.

В подавляющем большинстве случаев (течения воды в трубах, каналах, ре­
ках) наблюдается турбулентный режим. Ламинарный режим встречается значи­
тельно реже, он наблюдается при течении вязких жидкостей или в трубах очень 
малого диаметра (капиллярах).

К 0
0

0.016 333 719 72 
0.218 648 878 1

1
0

0.011 676 298 31 
0.258 448 756 8

2
-0.41410-7 

0.003 639 360 74 
0.212 397 816 9

Fr(n)
F(K)

Ғ,(К)

или Re=—  
v
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Если трубы негладкие, то зоны режимов определяются с учетом относитель­
ной шероховатости г = 2k/D, где k -  шероховатость внутренней стенки. С учетом 
этого имеем:

-  ламинарный режим, Re < 2300;
-  переходный режим, Re = 2300;

-  турбулентный режим для “гладких труб”, 4000<Re<80-^;
2k

-  турбулентный режим для шероховатых труб (доквадратичная область),

-  турбулентный режим для “вполне шероховатых труб”, Re > 1000— .
2k

Коэффициент гидравлического сопротивления для различных условий оп­
ределяется по разным формулам [126].

Формула Шази  устанавливает связь потери напора с квадратом скорости 
при установившемся режиме течения и может быть представлена в принятых ра­
нее обозначениях в виде

Формула Дарси-Вейсбаха может быть записана аналогично, но коэффици­
ент пропорциональности s выражается но другому:

(g -  ускорение свободного падения; X. -  коэффициент). Здесь s -  коэффициент 
гидравлического сопротивления, который является обобщенной характеристи­
кой конечного участка трубопровода, а коэффициенты С и X определяются по 
формулам, достаточно обоснованным теоретически и подтвержденным экспери­
ментальными данными.

Если исходить из предположения эквивалентности формул Шази и Дарси- 
Вейсбаха, то получим соотношение коэффициентов С и X вида

Далее будут рассмотрены наиболее употребляемые в расчетной практике 
формулы для определения X.

Ламинарный режим. При ламинарном режиме в круглых трубах для опре­
деления коэффициента X применяется формула Пуазейля вида

Справедливость формулы Пуазейля подтверждена многочисленными экс­
периментальными данными для течения различных жидкостей в трубах разных 
диаметров при ламинарном режиме. Числовые данные зависимости X от Re при­
ведены в табл. 2.4.

h = sx1,

L -  длина трубопровода; С -  коэффициент Шази.

рх
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Таблица 2.4
Значения коэффициента X при ламинарном режиме

Re X Re X Re X
100 0.640 500 0.128 1300 0.049
150 0.427 600 0.106 1400 0.045
200 0.320 700 0.091 1500 0.043
250 0.256 800 0.080 1600 0.040
300 0.214 900 0.071 1700 0.038
350 0.183 1000 0.064 1800 0.036
400 0.160 1100 0.058 1900 0.034
450 0.142 1200 0.053 2000 0.032

Рассмотрим эту формулу как функцию X(x) и упростим формулу Пуазейля, 
разложив в ряд Тейлора по степеням х  в окрестности некоторой точки лг = лг0 при 
очевидном условии, что р и р не зависят от расхода. Тогда получим выражение

Ч * ) = —Р Ы

Ряд знакопеременный и сходящийся при »°о к выражению формулы Пуа­
зейля. Если брать конечное число слагаемых ряда, можно получать с разной точ­
ностью аппроксимацию формулы Пуазейля полиномами различных степеней. 
Критерием отбора в данном случае может быть принята заданная точность при 
вариации степени полинома К\

Р ы
Например:

. . . 16лн _1полином нулевой степени А(х)-= ------ х 0 ,
Р

полином первой степени Х(д:) = 1^Н Г^” 1
р L J

полином второй степени Х.(х) = ̂ ^ГдТо1 - X q2x  + Xq3x 2^
Р L J

и так далее до К.

Турбулентный режим. При турбулентном режиме для коэффициентов X и С 
различными авторами в разное время было предложено большое число расчет­
ных формул.

Первоначально эти коэффициенты принимались постоянными (например, 
по Шази для всех случаев С = 50; по Дюпюи X = 0.03). В дальнейшем для опреде­
ления этих коэффициентов был предложен ряд формул, полученных на основе 
обработки опытных данных, учитывающих зависимость X и С от поперечного се­
чения и шероховатости стенок (формулы Куттера, Базена, Маннинга) [5].
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Недостатки этих чисто эмпирических формул, заключающиеся в ограничен­
ной возможности их применения -  лишь в условиях, сходных с условиями экспе­
римента, были в значительной мере устранены на основе теории подобия. Тако­
вы, например, формулы Блазиуса, Мизеса, Ланга 1195], в которых А. является 
функцией числа Рейнольдса. Еще более совершенны формулы, предложенные в 
середине прошлого столетия ( Прандтль-Никурадзе, Кольбрук и Уайт, Альтшуль, 
Шевелев 1132, 195]) и основанные на достижениях гидродинамики в области ис­
следования турбулентного режима.

Однако и из этих формул некоторые (например, формулы Прандтля-Нику- 
радзе) имеют ограниченную область применения и подходят лишь для отдельных 
зон турбулентного режима. В связи с этим возникла задача об установлении еди­
ной универсальной формулы, справедливой для всей области турбулентного ре­
жима. На возможность получения подобной формулы указывал еще Д.И. Менде­
леев. В 1883 г. он писал: “Должно думать, что все дело трения в трубах сведется к 
одному общему закону, в котором при больших скоростях окажут влияние те чле­
ны, которые почти исчезают при малых, и обратно”.

Из таких универсальных формул прежде всего следует назвать формулу 
Кольбрука и Уайта [132, 195], применяемую для всей области турбулентного те­
чения в шероховатых трубах с естественной шероховатостью:

Значения абсолютной k и “эквивалентной” k { шероховатости приведены в 
табл. 2.5.

VX \6 . iU  KeVA.

Таблица 2.5

Значения шероховатости для труб

Материал и состояние труб k, kv мм
Абсолютная шероховатость

Чистые цельнотянутые из латуни, меди и свинца

Новые цельнотянутые стальные

Стальные с незначительной коррозией

Новые чугунные

Асбоцементные

Старые стальные

0.01

0.05-0.15

0.20-0.30

0.30

0.03-0.80

0.50-2.00

“Эквивалентная ”  шероховатость

Новые стальные цельнотянутые

Стальные цельнотянутые эксплуатируемые

Стальные цельнотянутые с сильной коррозией

Ж елезные оцинкованные

Новые чугунные асфальтированные

Новые чугунные

Чугунные эксплуатируемые

0.02-0.07 

0.20-0.50 

<  1.00 

0.15-0.18

0.13

0.25

1.40



90 Глава 2

Из приведенной выше формулы как частные случаи легко получаются фор­
мулы Прандтля-Никурадзе:

для гладких труб (при k {/ D  = 0)

-7= = 2 lg(0.3984 ReVx); 

для вполне шероховатых труб (при Rc=°° )

X =  ( l .7 4  +  2 1 g (l/E ))"2.

Из других универсальных формул приведем следующие:
Н.З. Френкеля [5]

Х = - 21g
3.7 D

(6^81
Re

А.Д. Альтшуля (1951 г.) [5, 7]

Х = 1.81g Г0Л + 1 .
D  Re

0.9 )

-2

-2

И.А. Исаева [5 J

к  = -1 .81g
1.11

3.7D

6.8
Re

-2

Для определения коэффициента к  может быть рекомендована более простая 
приближенная формула, предложенная А.Д. Альтшулем [7, 8 ):

x=o .i№ +ioo'025
D  Re

Формулы Френкеля, Альтшуля, Исаева могут быть представлены как функ­
ции расходов, а следовательно, их можно разложить в степенные ряды (как пока­
зано для ламинарного течения) с различной степенью точности, что облегчает 
дальнейший анализ потокораспределения в гидравлических цепях.

При движении реальной жидкости помимо потерь на трение по длине пото­
ка могут возникать еще так называемые местные потери напора. Причиной пос­
ледних, например в трубопроводах, являются различного рода конструктивные 
вставки ( колена, тройники, сужения и расширения трубопровода, задвижки, вен­
тили и т. п.), необходимость установки которых определяется условиями соору­
жения и эксплуатации трубопровода. Местные сопротивления вызывают измене­
ние скорости течения жидкости по величине (сужение и расширение), направле­
нию (колено) или по величине и направлению одновременно (тройник).

Теоретически определение местных потерь напора представляет некоторые 
трудности ввиду большой сложности происходящих при этом процессов и может 
быть осуществлено только для немногих частных случаев, например сужения и 
расширения трубопровода. Применение к этим случаям теоремы о потере энер­
гии при неупругом ударе твердого тела (так называемая теорема Борда) приводит 
к уравнению [132, 195]

~ Z* i *2
^МЛ 2

*  g D\ D '
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V

При практических расчетах местные потери определяются по формуле, вы­
ражающей потерю пропорционально квадрату расхода:

/ г 8 2
К п = 4 — • 

gn2D4
Здесь х  -  средний расход движения жидкости в сечении потока за местным со­
противлением; D  -  диаметр трубы за местным сопротивлением; С, -  безразмерный 
коэффициент местного сопротивления. Величина ^ устанавливается опытным 
путем и зависит от вида местного сопротивления для определенного конструк­
тивного исполнения.

Если по каким-либо соображениям потерю напора желательно выразить че­
рез расход перед местным сопротивлением, необходимо провести пересчет коэф­
фициента местного сопротивления, воспользовавшись соотношением

к  =
С2 [ D2z

где (̂ | и -  коэффициенты местных сопротивлений, соответствующие диамет­
рам D, и D2.

В некоторых случаях удобно определять местные сопротивления по так на­
зываемой эквивалентной длине, понимая под последней такую длину прямого 
участка трубопровода данного диаметра, на которой потеря напора на трение по 
длине /?.1П эквивалентна потере напора Ам п, вызываемой этим местным сопротив­
лением. Величина эквивалентной длины Ьэ может быть установлена из равенства 
потери напора по длине (формула Дарси-Вейсбаха)

и  -  \  8 L -> г 2л̂.п ^ 2 гл5g n D

и из формулы для местных потерь напора

, _ г 8 2

" ' V - D 4*  '
Приравнивая правые части этих формул

. 8L 2 г 8 2
" 3 ^  =С—

g n 2D 5 g n 2D '  

находим

^ i D -
Исследованию местных сопротивлений посвящено большое число работ, в 

основном экспериментальных [5, 7, 8, 54, 55, 126, 132, 1951. В них установлено, 
что коэффициент местного сопротивления ^ зависит не только от вида конструк­
тивного исполнения, но и от режима течения жидкости, связанного с числом Рей­
нольдса.

Как показали работы А.Д. Альтшуля, В.Н. Карева и Н.З. Френкеля, наиболь­
шие изменения коэффициента С, в зависимости от Re происходят в области лами­
нарного режима. При малых значениях числа Рейнольдса (Re < 10) этот коэффи­
циент обратно пропорционален Re. При больших значениях числа Рейнольдса,



92 Глава 2

Таблица 2.6 

Значения коэффициента В 
для некоторых конструктивных 

исполнений при ламинарном режиме

Таблица 2.7 

Значения коэффициента местного 
сопротивления в квадратной области 

турбулентного режима

Вид конструктивного 
исполнения В Вид конструктивного 

исполнения С С*

Шаровой вентиль 48.8 Колено с углом 90° 130 0.20
Тройник 32.5 Задвижка 400-2500 0.36-2.50
Угловой вентиль 21.7 Пробковый кран 150 0.40
Колено (прямоугольное) 16.3 Обыкновенный вентиль 3000 4.00

Угловой вентиль 400 0.80
Шаровой клапан 500 1.60

по Ф.П. Товстолесу, можно записать формулу, пригодную для практических рас­
четов |7, 8|:

с= в
Re0 285 ‘

Значения коэффициента В в этой формуле для некоторых частных случаев 
приведены в табл. 2.6.

А.Д. Альтшуль рекомендует определять коэффициент местного сопротивле­
ния по следующей двухчленной формуле, применяемой при ламинарном и тур­
булентном режимах:

„ С у 

Re +
где С -  коэффициент, зависящий от конструктивного исполнения; С,к -  коэффи­
циент местного сопротивления в квадратичной области турбулентного режима 
(табл. 2.7).

Расширение трубопровода. Конструктивное исполнение расширения тру­
бопровода может быть двух видов -  постепенное и внезапное (рис. 2.9, а, б).

Переходные расширяющиеся конусы, или диффузоры. Коэффициент С, для 
диффузоров может быть определен по формуле

Г -  Д2 - А 2 
D24 sin (0/2)

D l  \ ^  + 2sin2-co s - l+D 2a  0 . 2e e—  2sin -cos- 
8 2 2

где 0 -  угол конусности; "К -  коэффициент, учитывающий потери напора по 
длине.

При внезапном расширении трубопровода имеем формулу для коэффици­
ента сопротивления

с= 4-1А 2

Сужение трубопровода. Конструктивное исполнение сужения трубопрово­
да, аналогично расширению, может быть двух видов -  постепенное и внезапное 
(см. рис. 2.9, в, г).
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лО:

в

Fi = ло; _  лОг
Ғ2" “ Г

Fi = лО2

Рис. 2.9. Расширение (а, б) и сужение (в, г) трубопровода: 
а, г -  постепенное; б, в -  внезапное

F ,=
_  лОг

Постепенное сужение -  конфузоры. Коэффициент сопротивления опреде­
ляется по формуле

D \ ~ D2
D,4 sin (9/2)

D\
(х п . 2е 01-  + 2sin — cos— +d 22

2
a O • 20 6)2sin -cos-

8 2 2 j (8" 2 2

При внезапном сужении имеем формулу для коэффициента сопротивления

rv ч2
4 - 1D

Диафрагма. Диафрагмы, устанавливаемые в трубопроводе (рис. 2.10), могут 
быть постоянного сечения d0 = const (например, для наладки системы или изме­
рения расхода) и переменного сечения d0=  var (например, как регулирующий 
расход элемент).
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Рис. 2.10. Диафрагма, устанавливаемая в тру­
бопроводе

D
,2

4
В случае постоянного диаметра диа­

фрагмы коэффициент сопротивления С, 
зависит от отношения площади сечения
диафрагмы / 0 = тгг/J /4 к площади сечения
трубы F - kD 2/ a и может быть определен
по формуле И.Е. Идельчика [ 132):

Если диафрагма имеет переменное сечение, следует различать “совершен­
ное" сжатие при F >  20/0 и “несовершенное” сжатие при Ғ <  20/0. Значения коэф­
фициента сопротивления ^ для диафрагмы в трубе переменного сечения при “со­
вершенном” сжатии приведены ниже:

/ 0/Е  0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
С 232.0 51.0 19.8 9.61 5.26 3.08 1.88 1.17 0.73 0.48

Дроссельный (поворотный) клапан, пробковый кран и задвижка. Эти уст­
ройства могут выполнять регулирующие функции в трубопроводных системах

Коэффициенты местных сопротивлений для указанных устройств зависят 
от угла поворота а для дроссельного клапана и пробкового крана или от степени 
открытия задвижки h/D. Значения коэффициентов сопротивления для этих уст­
ройств представлены в табл. 2.8, 2.9.

Приведенные выше простейшие устройства в основном оказывают влияние 
на изменение гидравлического сопротивления трубопроводов, оснащенных ими, 
и поэтому могут быть использованы для регулирования пропускной способнос­
ти, т. е. изменения расхода на участке гидравлической цепи. Они являются опре­
деленной конструктивной базой для дальнейших разработок автоматических ре­
гуляторов расхода, что необходимо для учета динамических процессов, вносимых 
потребителями.

(рис. 2.11).

а б в

I
id .а D

h

Рис. 2.11. Схемы стандартных устройств для трубопроводных систем: 
а -  дроссельный клапан, б -  пробковый кран, в -  задвижка
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Таблица 2.8

Значение коэффициента сопротивления 
для дроссельного клапана и пробкового крана

Устройство
Угол открытия а . град

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 82.5

Дроссельный
клапан

0.05 0.29 0.75 1.56 3.10 5.47 9.68 17.3 31.2 52.6 106 206 486 00

Пробковый
кран

0.24 0.52 0.90 1.54 2.51 3.91 6.22 10.8 18.7 32.6 58.8 118 256

Таблица 2.9

Значения коэффициента сопротивления для задвижки

Диаметр трубы
Степень открытия h /D

13/72 7/36 5/24 1/4 1/3 3 /8 5/12 11/24 1/2 7/12 2/3 1

Малые трубы 
(D  <  0.5 м)

43 35 28 17 7.9 5.5 4.0 2.9 2.0 1.1 0.87 0.5

Большие трубы 
(D  >  0.5 м)

41 35 31 23 12 8.6 6.3 4.6 3.3 1.5 0.77 0.05

Для регулирования давлений в узлах г. ц. могут применяться более сложные 
механизмы -  насосы для увеличения напора, а для его снижения -  механизмы 
отбора мощности. Эти технические устройства позволяют оптимально расходо­
вать энергию по доставке.



Глава 3

ЭКСТРЕМАЛЬНЫЕ И ВАРИАЦИОННЫЕ ПРИНЦИПЫ 
В ТЕОРИИ ГИДРАВЛИЧЕСКИХ ЦЕПЕЙ

3.1 . Связь уравнений движения Лагранжа с гидравлическими цепями

Определения, принципы и методы динамики точки и системы материаль­
ных точек, заложенные в механике, являются классическими абстракциями дви­
жения. Это значит, что они могут претендовать на обобщения и в других физичес­
ких областях, в том числе в механике сплошных сред, являясь фундаментальной 
базой для изучения процессов движения на заданном графе.

Предметом механики является решение двух основных задач:
-  найти движение, которое получает тело или система тел под действием за­

данных сил (прямая задача);
-  найти силы, способные сообщить телу или системе тел заданное движение 

(обратная задача, или задача управления).
Таким образом, понятия механики являются вполне общими и достаточно 

абстрактными, чтобы их конкретизация в рамках той или иной отрасли знаний 
могла послужить основой для изучения процессов, например, в т. г. ц.

Отправные моменты механики: уравнения связей и реакции связей; множи­
тели Лагранжа и их связь с реакциями связей; уравнения движения материаль­
ной точки по поверхности; уравнения движения системы материальных точек по 
поверхностям; уравнения Лагранжа (6, 9, 10, 71, 72, 74, 131, 170]. Они могут слу­
жить базой для построения математических моделей динамики гидравлических 
цепей относительно параметров этих цепей, в том числе для формирования экс­
тремальных моделей нестационарного потокораспределения в гидравлических 
цепях с сосредоточенными параметрами. Такие постановки позволяют рассмот­
реть технологию построения математических моделей не в виде конечной замк­
нутой системы алгебро-дифференциальных уравнений, а в виде задачи на отыс­
кание условного экстремума.

При переходе к гидравлическим цепям с распределенными параметрами и 
моделированию нестационарного потокораспределения в них методы механики 
должны быть расширены за счет принципов, законов и методов термодинамики, 
так как в запись законов сохранения наряду с механическими параметрами (си­
лы, скорости движения и реакции связей) входят и термодинамические парамет­
ры (температура, давление, удельный объем, энтропия и энтальпия). Введение 
этих параметров в описание значительно усложняет математические модели, по­
скольку все указанные параметры изменяются не только во времени, но и в гео­
метрическом пространстве, и в то же время они являются искомыми функциями 
для исследуемого процесса нестационарного потокораспределения.

Особое внимание сконцентрируем на цепях с сосредоточенными параметра­
ми как наиболее простых и достаточно общих объектах, методология изучения 
которых вполне развита и непротиворечива.
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Гидравлические цепи и терминология механики
Уравнения связей. Для гидравлической цепи [97, 177, 178] уравнения перво­

го закона Кирхгофа можно, в частности, интерпретировать как уравнения связей.
Пусть задана система, образованная п точками

М 1(х 1),М 2(х2),...,Мп(хп) 
и подчиненная связям, выражаемым линейными соотношениями между их коор­
динатами вида

A x { t )  -  Q(t) = 0.
Число т -  1 этих уравнений по количеству линейно независимых узлов за­

данного графа сети меньше п координат по количеству ветвей графа, и только в 
случае, когда заданный граф не имеет контуров (m -  1 = п), тогда из линейной сис­
темы однозначно определяются координаты системы z,(t) (z = 1,..., т -  1), т. е. рас­
ходы на ветвях графа (дерева)

x d( t )  = A j 'Q ( t ) .

Поэтому с = п -  ( т -  1) есть не что иное, как число степеней свободы, а для 
многоконтурной гидравлической цепи -  количество линейно независимых кон­
туров.

Эта система является голономной, так как всегда можно выразить все коор­
динаты в функциях, подходящим образом выбранных из них с координат в силу 
линейности системы и возможности найти матрицу Ad с определителем, не рав­
ным нулю:

x d( t )= A -d 'Q ( ‘ ) - ^ ' A X c ( t ) -

Введя обозначения £ l( t )  = Ad lQ ( t )  и Bd = -A J 1Ac, получим

x d( t ) = Q V ) + B Tdx c( t ) .

Так выражается т -  \ координата (расходы на ветвях дерева) через с коор­
динат (расходы на ветвях-хордах).

Для одноконтурной цепи (рис. 3.1, а) уравнения связей запишутся в виде 
f { (x {,x2,x3) =  - x x+ x 2 + Q x =0,

/ 2 (xv x 2,x3) =  + x l - x 2- Q 2 =0 .

Оз(0

Qi(f)

4

Р и с . 3 .1 . Одноконтурная ( а )  и двухконтурная (б )  гидравлические цепи
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Рис. 3.2. Изображение линейных связей 
расходов для одноконтурной гидравличес­
кой цепи

Геометрическая интерпретация пред­
ставлена на рис. 3.2.

Для двухконтурной цепи имеем

A ( x v x 2,x 3,x a ,x 5) =  ~X i + х 3 - х 5 +С2, =0, 

f 2(x l ,x2,x3,x4,x5) =  x l - x 2 - Q 2 =0,

/з  (xv x 2,x3,xA ,x 5) =  x 2 - x 3 + x a - Q 3 = 0 .

Геометрическая иллюстрация в пя­
тимерном пространстве не представима, 
но ясно, что и в этом случае имеем сово­
купность гиперплоскостей.

Пусть система образована п  точками

Ш ) ’ Ш )  К ( К )
и подчинена связям, выраженным линейными соотношениями между координа­
тами, согласно второму закону Кирхгофа [16,19, 21], вида

B h ( t ) -  B H ( t )  = 0. •

Число этих уравнений с по количеству линейно независимых контуров за­
данного графа сети меньше п  координат по количеству ветвей графа.

Как говорилось выше, т  -  \  =  п  -  с есть не что иное, как число степеней сво­
боды, и, следовательно, в данной постановке для гидравлической цепи оно совпа­
дает с количеством линейно независимых узлов.

Связи голономные, значит, можно выразить ш -  1 координату системы, счи­
тая их независимыми, через с зависимых координат линейными соотношениями

hc( t )  =  B-c 'B H ( t ) - B - 'B dhd ( t ) ,  detBc *0 .

Введя обозначения

H \ t ) = B ; ' B H { t ) ,  в '  =B~cxBd,

получим

hc{ t )  = H \ t )  + B 'hd{ t ) .

Таким образом, получены с выражений зависимых координат (потери напо­
ров на хордах) через m -  1 независимую координату (потери напоров на ветвях 
дерева).

Для гидравлической цепи эти связи могут быть представлены следующими 
соотношениями. Для одноконтурной цепи (см. рис. 3.1, а)

(Pi (K<,t),h2( t ) ,h 3<<t ) )  = hx+h2 + h 3 - H 3 =Q.
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Геометрическая интерпретация представлена на рис. 3.3.
Для двухконтурной цепи (см. рис. 3.1, б)

ф| (М 0 А (0 А з (0 А (0 Л 5(0) = +/гз - я з = 0’

Ф2 f a ( O M t ) M t ) A ( t ) M t )) =  h3 + h A+h5 - H 3 =0.

Связи могут быть и нелинейными, в частности, согласно первому закону 
Кирхгофа, примем

A x 2( t ) - Q ( t ) = 0 .

В принятых обозначениях имеем выражение

x d( t )  =  ̂ Q . { t ) - B Td x 2c ( t ) .

Для гидравлической цепи имеем следующие соотношения. Для одноконтур­
ной цепи (см. рис. 3.1, а)

I ( x {{ t ) , x 2{ t ) }x 3( t ) )  = - x {  +дг32 +Q, = 0,

f 2(x {( t ) , x 2( t ) , x 3( t ) )  = + x 1[ - х 22  - Q 2 =0.

Геометрическая интерпретация представлена на рис. 3.4.
Для двухконтурной цепи (см. рис. 3.1, б)

f 1(x 1( t ) , x 2( t ) , x 3( t ) , x 4( t ) , x 5( t ) )  = -x ?  +Л-32 - х £  +Q, =0, 

f 2(x 1( t ) , x 2( t ) , x 3( t ) , x 4( t ) , x 5( t ) )  =  x? -х% - Q 2 =0 ,

/3  (x t ( t ) , X 2 ( t ) , X 3 ( t ) , X 4 ( t ) , X 5 ( t ) )  = - x ' j  + x ? -C U  =0.

Puc. 3.3. Изображение поверхности свя­
зей относительно потерь давлений в од­
ноконтурной гидравлической цепи

Р и с . 3 .4 . Изображение нелинейных свя­
зей расходов для одноконтурной гид­
равлической цепи
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Связи могут выражаться квадратичными формами, в частности, для элект­
рических цепей в случае интерпретации первого закона Кирхгофа относительно 
баланса мощностей как функций тока.

И наконец, рассмотрим случай, когда любая материальная точка имеет две 
координаты, что соответствует ветви с двумя параметрами (расходом и потерей 
напора).

Пусть задана система, образованная п точками

м \ (* ,(0 Л ( 0 ). М 2 (x2(t),h2( t ) )  М п (xn( t) ,hn( t ) ) ,

уравнения связей записываются на основе законов Кирхгофа. Первый закон -  ба­
ланс расходов в узлах гидравлической цепи [16, 26, 65]:

A x ( t ) - Q ( t )  = 0.

Число этих соотношений, как ранее оговаривалось, для гидравлической це­
пи соответствует количеству линейно независимых узлов т -  I, следовательно, 
можно выразить такое количество координат вектора x ^ t )  через с координат 
xc(t).

Второй закон -  баланс потерь напора в замкнутом контуре гидравлической
цепи:

B h ( t ) - B H ( t )  = 0.

Число этих соотношений (с) соответствует количеству линейно независи­
мых контуров гидравлической цепи, следовательно, можно выразить с компонент 
вектора hr( t )  через т -  1 компоненту вектора hd(t)\

hc{ t )  = B-c ' B H ( t ) - B ; xBdhd( t ) ,  det£c ^О.

Таким образом, из 2п координат из п уравнений связей можно выразить п 
зависимых координат через п независимых, т. е. число степеней свободы в данном 
случае равно п.

Для гидравлической цепи имеем: для одноконтурной (см. рис. 3.1, а) 

f  ( x \ ( t ) , x 2( t ) , x 3( t) )  =  - x l + x 3 +Q l  =0,

f 2(x {( t ) , x 2( t ) , x 3( t ) )  = x l - x 2 - Q 2 =0 ,

f 3 (h1(t) ,h2( t ) lh3(t)) = hl +h2 +h3 - H 3 = 0 ,

для двухконтурной цепи (см. рис. 3.1, б)

/ i  ( x i ( t ) , x 2( t ) , x 3( t ) , x 4( t ) , x 5( t ) )  = - x 1 + х 3 - х 5 + Q t,

f 2( x i ( t ) , x 2( t ) , x 3( t ) , x 4( t ) , x 5( t ) )  = x 1- x 2 - Q 2, 

f 3 (x1( t ) , x 2( t ) , x 3( t ) , x 4( t ) , x 5( t ) )  = - x 4 + x 5 - Q 4, 

f 4 (h1( t) ,h2( t ) th3(t) ,h4(t) ,h5( t ) )  =  ht + h 2 + h 3 - H 3, 

f 5(h1( t) ,h2(t) ,h3(t) ,h4(t),h5(t))  =  h3+h4 +h5 - H 3.
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В рассмотренных случаях голономных связей для многоконтурных гидрав­
лических цепей максимальное количество связей не превышает число ветвей за­
данного графа цепи, а минимальное -  не меньше числа линейно независимых 
контуров, что в итоге определяет количество независимых координат. Количест­
во независимых координат зависит от того, на какой основе формируется система 
связей: если используется только первый закон Кирхгофа, то независимых коор­
динат будет с; если используется только второй закон Кирхгофа, то ш -  1.

Заканчивая рассмотрение понятия и классификации связей для гидравли­
ческих цепей, остановимся на неголономных связях, которые для гидравлических 
цепей, в частности, могут быть представлены в виде

и являются системой линейных дифференциальных уравнений.
Разрешив эту систему относительно независимых переменных функций, по­

лучим
. RTdxc( t )

В предположении, что функция П(£) непрерывная и дифференцируемая по 
t, запишем

t
xd ( t )  = j  n ( t ) d t  + ВТсхс ( t )  + Cd. 

о
Таким образом, имеем голономные связи, выраженные определенным алгеб­

раическим соотношением.
На основе сказанного выше многоконтурные гидравлические цепи при мо­

делировании динамических процессов можно рассматривать как динамические 
системы с голономными связями -  в случае, если изучаются процессы нормаль­
ных режимов, т. е. не связанные с утечками расходов на ветвях цепи, или аварий­
ными ситуациями, когда связи могут трансформироваться в неголономные, вида 
дифференциальных или интегральных уравнений, не приводимых к алгебраичес­
кой форме.

Заметим, что для гидравлических цепей из уравнений связей следует, что 
число независимых параметров может быть либо с в случае, если искомым пара­
метром является расход на ветви, либо тп- если искомыми параметрами явля­
ются давления в узлах. Это значит, что из систем уравнений первого и второго 
законов Кирхгофа можно получить бесчисленное множество потокораспределе- 
ний на заданной гидравлической цепи. Поэтому имеет место проблема отбора 
единственного решения. Данная проблема может быть, в частности, решена, если 
сформулировать некоторый критерий отбора, например, на основе известных 
принципов механики.

Если в рассмотренных выше уравнениях связей отсутствует параметр вре­
мени (£), то имеем задачу стационарного потокораспределения, являющуюся пре­
дысторией задачи нестационарного потокораспределения. Последнюю с позиций 
механики можно интерпретировать как задачу движения по неподвижным и под­
вижным поверхностям.
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Обозначим через FV(XV) равнодействующую заданных проекциями Xv сил, 
действующих на точку Mv. Для гидравлической цепи Xv =z/, =/*, + # ,. Тогда из прин­
ципа возможных скоростей следует уравнение

v = l  i = l  i = l  о

и при квадратичном замыкающем соотношении /г, = имеем
п  . - • *  п

Ь ^ + 1 НЛ = 0 .
i=l J 1=1

Полученное уравнение должно иметь минимум для всех перемещений &vv, , 
допускаемых связями.

Таким образом, из принципа возможных скоростей для системы материаль­
ных точек, движущихся по множеству поверхностей, не изменяющихся во време­
ни, следует задача стационарного потокораспределения для гидравлической цепи 
с сосредоточенными параметрами в известной экстремальной постановке [97]:

-  найти вектор х, компоненты которого обращают в минимум функцию
я 3  п

i = l  °  i= l

при линейных ограничениях A x - Q  = 0.
Множители Лагранжа. В дальнейшем все выкладки и рассуждения будем 

производить с уравнениями системы связей, записанными на основе первого за­
кона Кирхгофа, не рассматривая другие варианты записи уравнений, хотя все 
последующие рассуждения можно также применять и к ним.

Перемещения точки Mv (v=l, 2,..., п) связаны т -  1 соотношениями

п  Э / " .  п

i = l  a x i 1=1

которые получаются дифференцированием уравнений первого закона Кирхгофа: 

f j ( * )  = ~ Q j  =0 - 7 = 1.2,....m - 1,
i" = i

представленных в записи уравнений по узлам гидравлической цепи.
Уравнения относительно вариаций расходов на ветвях цепи показывают, что 

с из этих вариаций могут быть выбраны произвольно. Будем считать вариации 
расходов на хордах графа независимыми вариациями, а остальные (m -  1), опреде­
ляемые уравнениями связей, вариации расходов на ветвях дерева цепи -  зависи­
мыми вариациями.

Для определения условий равновесия можно, в частности, применить метод 
множителей Лагранжа. Умножим уравнения полученной для вариаций системы 
соответственно на неопределенные множители А . , и  просуммируем с 
уравнениями, выведенными из принципа возможных скоростей, после чего оп­
ределим множители таким образом, чтобы в полученной сумме обратились в 
нуль коэффициенты при т -  1 зависимой вариации расходов, тогда коэффициен­
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ты при независимых вариациях должны также обратиться в нуль. То есть требу­
ется определить неопределенные множители Х;- таким образом, чтобы обратились 
в нуль все коэффициенты, и тогда получим п совместных уравнений:

m - 1  d f  т - 1

у> + X X> rL = S iX ? +  X X j a i j = °’ i  =  2’ • • • ' n -
j = i  X i  j = l

Если допустить, что неопределенные множители Лагранжа для гидравли­
ческой цепи интерпретируются как давления в узлах цепи, то имеем уравнения 
второго закона Кирхгофа, записанного относительно давлений в узлах. Эти урав­
нения совместно с уравнениями связей составят полную систему уравнений от­
носительно неизвестных параметров гидравлической цени (расходов на всех вет­
вях и давлений в линейно независимых узлах).

Таковы общие уравнения стационарного потокораспределения в многокон­
турной гидравлической цепи.

Когда давления в узлах будут известны, тогда можно из линейных соотно­
шений определить и реакции связей. Очевидно, что уравнения равновесия не из­
менятся, если отбросить связь/- = 0 и присоединить к заданным силам, действую­
щим на точку Mv, силу с проекциями , •••> P\anj» которая является
действием связи на точку Мх„ т. е. так называемой реакцией связей. Непосред-

Э/, d/i Э/ственно находим величину этой силы, ее направление —-Ч —Ч...,—L нормально
dr, Эг2 Эг„

к поверхности, которая получается, если предположить, что в уравнении/,(г) = 0 
по всем координатам, кромег1, г 2,...,гт_1, имеются численные значения, соответ­
ствующие положению равновесия, а координаты х т,...,хп являются текущими.

Формулировка принципа Даламбера и общее уравнение динамики для систе­
мы со связями. Если для гидравлической цепи рассматривать, с одной стороны, 
вектор, представляющий все силы, действующие на перемещение расхода по 
участку, и приложенный в случае сосредоточенных параметров к точке, а с другой 
стороны, приложенный к этой же точке вектор /, равный и противоположно на­
правленный равнодействующей сил, и равный произведению некоторой массы на 
скорость изменения расхода, то уравнение движения можно интерпретировать 
следующим образом. В каждый момент времени существует равновесие между 
действующими силами и вектором /, называемым силой инерции. Проекции этого

, dXi
вектора на оси координат выражаются как —L.

at
Гидравлическую цепь с п ветвями можно представить как систему движу­

щихся точек с массами&,Л2,...,&П. Можно утверждать, что в каждый момент вре­
мени существует равновесие между всеми силами, действующими на эти точки, и 
силами инерции этих точек. Это утверждение и есть принцип Даламбера.

Таким образом, для гидравлической цепи имеем систему п точек (расходов 
на ветвях цепи) с массами координатами г,, r 2,..., r w, подчиненную
заданным связям. Эти связи могут, в частности, зависеть от времени. На каждой 
ветви действуют силы, проекции равнодействующей Fj заданных сил, приложен­
ных к точке Mv. Обозначим их через X,- 0  =1, 2,..., п).

В каждый фиксированный момент времени, согласно принципу Даламбера, 
имеет место равновесие между заданными силами, силами инерции и реакциями



104 Глава 3

связей. Если системе сообщить произвольное возможное перемещение, то сумма 
работ заданных сил, сил инерции и реакций связей будет равна нулю. Но если 
возможные перемещения будут допускаться связями, имеющими место в момент 
времени t, то сумма работ реакций связей будет сама по себе равна нулю. Следо­
вательно, сумма работ сил инерции и заданных сил равна нулю.

Обозначим через &г, соответствующие возможные изменения расходов на 
ветвях цепи, допускаемые связями, имеющими место в момент времени t. Урав­
нения движения можно записать в виде

X - k ^  
' ' dt

bXj = 0.
i=i

Это равенство будет иметь место для всех возможных вариаций расходов, допус­
каемых связями, существующими в данный момент.

Для гидравлических цепей важно расшифровать, что понимается под сила­
ми, действующими на систему в процессе движения. Во-первых, в цепях имеются 
гравитационные напоры, функционально не связанные с параметром времени и 
тем более расхода, а зависящие от рельефа местности, т. е. от высот размещения 
узлов начала и конца участка, следовательно, их можно принять для цепи с со­
средоточенными параметрами как известную постоянную характеристику ветви 
( / / rp =const). Во-вторых, имеются действующие напоры, которые изменяются во 
времени, а также они могут изменяться в зависимости от расхода, т. е. в общем 
случае их можно считать функцией расхода и времени (Я, =Я, (*, ,£)), они явля­
ются известной характеристикой ветви. В-третьих, потери напора на ветви явля­
ются искомо!! функцией на ветви (в общем виде функция от времени Қ=Қ (С )) ,  
эта сила представляет собой внутренние потери за счет процессов, происходящих 
внутри пространства транспортируемой сплошной среды. В-четвертых, действу­
ющее давление в узле источника -  известная функция времени (P j= P j( t )  при 
j - m ) .  В-пятых, давления в узлах цепи, за исключением узла источника, -  иско­
мые функции времени (Pj =Pj ( t )  при j = l ,  2....m -1).

Согласно этому определяются и проекции сил на ветви цепи, с обязатель­
ным использованием замыкающих соотношений, которые описывают функцио­
нальные связи искомых и известных параметров цепи как для цепи в целом, так и 
на отдельной ветви.

Наиболее разработанными и изученными являются модели стационарного 
потокораспределения в гидравлической цепи, которые соответствуют уравнению 
равновесия:

= 0 .
1=1

Здесь под X, понимается замыкающее соотношение в форме Дарси с действую­
щим напором.

Приведение уравнений движения гидравлической цепи к  наименьшему числу. 
Для гидравлических цепей, согласно уравнениям первого закона Кирхгофа, для 
получения наиболее общего возможного перемещения расхода, допускаемого 
связями, существующими в момент времени t, необходимо и достаточно сооб­
щить с параметрам qv q2,...,qc произвольные вариацииbqv bq2,...,bqc . То есть 
хордовым расходам сообщаются произвольные вариации. Говорят, что рассмат­
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риваемая система обладает с степенями свободы. Так как наиболее общее воз­
можное перемещение системы в момент t  определяется произвольными вариаци­
ями bqx, &72, bqc, то вариации бл,, &г2, Ьхп расходов на ветвях цепи являются 
определенными, если выбраны Sg, (z=l, 2 , с ) . Следовательно, для вариации 
расходов на ветвях цепи имеет место выражение

( z‘ = !- 2,.... m -1 ) .
M  > i

Если полученные выражения внести в общее уравнение динамики, то имеем

1 (с ; - - Р > ; = о .
; '= i

где

С г Ъ у Л Ц ’ Р1 = ki Y , d- j ? r aij’ 7 = 1.2: с.
1=1 1=1 “ t

Если полученное уравнение правомочно для любых возможных перемеще­
ний, допускаемых связями в момент времени £, то оно должно удовлетворяться 
при любых вариациях 5^; . Следовательно, справедливо равенство = 0.

Таким образом, получены уравнения движения для гидравлической цепи. 
Число этих уравнений равно числу степеней свободы или количеству линейно 
независимых контуров цепи (с).

Метод множителей Лагранжа для голономной системы. Для гидравличес­
кой цепи уравнения первого закона Кирхгофа представляют собой голономные 
связи:

A x ( t ) - Q ( t )  = 0.

Чтобы определить возможное изменение расходов в гидравлической цепи, 
допускаемое связями в момент времени £, необходимо присвоить времени число­
вое значение и сообщить расходам такие вариации бх,, чтобы функции уравне­
ний связей от этих приращений были равны нулю, т. е. такие, чтобы нулю были 
равны полные вариации этих функций. Получаются следующие уравнения, кото­
рым при возможных изменениях расхода должны удовлетворять все 5х, :

Л5х = 0 .
Заметим, что когда связи зависят от времени, действительные изменения 

расходов не входят в число рассматриваемых здесь возможных изменений.
Эти уравнения показывают, что среди п вариаций бх, только с вариаций 

будут независимыми, а остальные ( m - 1) будут выражаться линейно из получен­
ных уравнений как функции с независимых вариаций:

8xc =B bxd.

Применим метод множителей Лагранжа. Если в уравнениях равновесия за­
меним величины X  величинами

то имеем

k ^  = y ( t ) + ATP(t) .  
dt
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Таким образом, получили с уравнений, которые совместно cm  -  \ уравнени­
ем связи позволяют определить с расходов на ветвях-хордах гидравлической це­
пи и /и — 1 давление в линейно независимых узлах Р; как функции времени.

Этот метод удобен в том случае, когда число ветвей гидравлической цени 
сравнительно невелико. В противном случае надо постараться свести решение за­
дачи к интегрированию возможно меньшего числа уравнений.

3 .2 . Уравнения Лагранжа для гидравлических цепей 
с сосредоточенными параметрами

Для гидравлической цепи расход, характеризующий любую ветвь, условно 
назовем “точкой”, имеющей в качестве координаты х {( t ) . Тогда, используя урав­
нения связей, отображающие первый закон Кирхгофа в виде совокупности ги­
перплоскостей, всегда можно координаты движущейся по ним точки выразить 
через конечное число (с) новых параметров.

Для приведенных примеров одноконтурной и двухконтурной гидравличес­
ких цепей (см. рис. 3.1) запишем следующие уравнения.

Для одноконтурной цепи

- * i ( 0 + * 3(0 +Q i(0 =o,

* i ( O - * 2(O -Q 2(O = 0 .

Обозначив .r3(f)=<7(0, получим

x i ( t )  =  q ( t ) + Q l ( t ) ,

x 2( t )  =  q ( t )  + Ql ( t ) - Q 2( t ) ,

x 3( t )  =  q ( t) ,

где q (t)  -  новый параметр.
Для двухконтурной цепи

-* !(£ ) + * 3 (О -  * 5 (О + Qi ( 0  = 0 ,

* i  (О - *2 (О -£>2 (0 = 0 ,

- x 4( t )  + x 5( t ) - Q 4( t )  = 0.

Обозначив x 2( t )  =  qi ( t ) ,  x 4( t )  = q2( t ) ,  получим

x l ( t )  = q1( t ) + Q 2( t ) ,  x 2( t )  =  q i ( t ) ,

x 3( t )  = <h ( t )+ q 2( t ) - Q l ( t )  + Q2( t )  + Q4( t ) ,

^ 4 (0  = <72(0, x 5( t )  =  q2( t )  + Q4( t ) ,  

где <7](£), q2( t )  -  новые параметры.
В общем виде для многоконтурной цепи справедлива запись 

xd ( t )  = A ^ Q ( t )  + B j,q (t), x c( t )  = q ( t ) ,  

где новым параметрам отведена роль расходов на ветвях-хордах.
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Эти выражения таковы, что если из них исключить q(t), то вновь получают­
ся уравнения плоскостей. В силу изменения расходов в узлах цепи они явно со­
держат время С, которое входит в уравнения, описывающие совокупность гипер­
плоскостей. Чтобы задать движение этой системы, достаточно знать, как выража­
ются через t  параметры q, определяющие положение движущихся точек. Для 
определения q (t)  требуется с уравнений, которые могут быть составлены следу­
ющим образом.

Найдем все частные производные от уравнений связей новых переменных 
q{t )  но первой компоненте вектора, предполагая, что остальные (с -  1) имеют 
фиксированное значение, и, умножая на них слагаемые уравнения равновесия 
для всех ветвей цепи, получим следующие уравнения.

Для одноконтурной цепи (см. рис. 3.1, а)
Эх, , Эхо , дхп
з Г 1’ э 7  э7

уравнение запишется в виде

R ^ b .  + R ^ 1 ^ 1  + R, ^ 1 ^ 1  = Y ^ 1  + Y ^ 2+ y  ^ з .
1 dt dq 2 dt dq Л d t dq 1 dq 2 dq 3 dq

С учетом значений частных производных имеем

n dxtdx, dx2dx2 п dx3dx3 xz т/
R, — 1— - + R, —- —-  + R, —- —-  = У, + К  + У ,. 

dt dq dt dq dt dq

Если Y = h ( t )  + H ( t ) ,  то получим уравнение движения среды по однокон­
турной гидравлической цепи.

Для двухконтурной цепи (см. рис. 3.1, б)

= 1, a*2 = i dx3 = и о ^ 5
Э̂1 Э,?, Э<?1 dq, dqx

^ 1= 0, ^ 2 = 0 , = 1, ^ i  = l,
ЭХ5

dq2 dq2 dq2 dq2 d<72
С учетом этих значений уравнения запишутся в виде

dXi п dx2 dx3 
R\ —р  + R} —r  + - г -  = Қ  + У2 + Y3,

1 d t 1 dt 6 dt 1 2 3

Если У = h ( t )  + H ( t ) ,  то имеем уравнение движения среды по двухконтурной 
гидравлической цепи.

В терминах т. г. ц. эти примеры показывают, что инерционные слагаемые в 
левых частях уравнений формально являются не чем иным, как произведением 
матрицы контуров на вектор-столбец скоростей изменения расходов на ветвях 
цепи, а правые части -  произведением матрицы контуров на вектор-столбец всех 
действующих сил на ветви цепи.

Таким образом, для уравнений, отображающих первый закон Кирхгофа для 
гидравлической цепи, представляющих уравнения голономных связей, всегда
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можно выделить с расходов, независимых параметров (расходы на хордовых вет­
вях цепи):

xc( t )  = q (t) .

Расходы на ветвях дерева гидравлической цепи можно выразить через рас­
ходы на хордах как зависимые параметры, согласно уравнениям связей:

x d( t )  = AJ1Q (0  + B Tdx c( t )  = AJ1Q (0  + BTdq ( t) .

Тогда вектор-функция расходов на всех ветвях цепи имеет вид

xd(t)
Л с ( 0 . q(t)

Продифференцировав по введенным параметрам q (t)  выражения связей, по­
лучим

dxd( t )

dq

dxc( t )

dq

В,

Уравнения движения но гидравлической цепи могут быть записаны как

B R * f  =  B y ( t ) .

Эти уравнения можно записать и в несколько иной форме. Введем обозна-
. dqAt)

чения для производных от независимых параметров по времени q j( t )  = — —-
d x d t )  . dt

( i  =  1, 2, с) и Xj( t )  =  ——— (у = 1,2, ..., zz). Тогда полученные уравнения можно

представить в виде

но

dt

V 1 п V 1 п d  Эх ^  Эх,-
2 Л  -375 L Rix i з т ^ г  = ЪУг -/=1 d td q j  S  d tdq j %  dqj

Э ;̂
1 -^ 4

Эх,
' d t

= R dxi dxL 
' dt dqj ’

x, являются функциями времени и непосредственно зависят от <7; , которые также 
являются функциями f, следовательно,

Эх,

(ir, _ y  Эх, dqj Эх, 
dt j?\dqj dt dt

Точно так же —-  зависит от г и непосредственно, и через ^ , следовательно, 
dqj

Ч 2 2Эх, _ у  Э х, dqk + Э х,
Э<7> k=\dqjdqk dt dq}d t '
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В приведенных выражениях будем рассматривать как функции q ,
dt J dt

и t. Тогда найдем, что
3 дх{ dXj 3 dXj ’

Э<7'

1 ̂
 

1 ro1

dqj dt

_ d дх{ 

dtdq I

n dX: d  dX:
Заменяя в уравнении движения величины —-1 , — —L найденными для них

df?, dtdq j
значениями, получим уравнение

d 'sr' р Зх, V4 n d
T X R>x ^ - L Rix i J tdt j=i 1=1

ЭХ: V  dxi 
1=1

Положим

тогда
г = х ° х 4

i=l

dt
ЗГ .5 £  = л

_ ^  Зх

Полученное уравнение является уравнением движения по Лагранжу. Для 
того чтобы его получить, достаточно записать величину Г и в этой величине заме­

нить производные ^  их значениями, выразив Т  через q) и t, после чего можно 
dt J

составить конечные уравнения гидравлической цепи.
Далее рассмотрим более простые методы составления уравнений движения 

для гидравлической цепи с сосредоточенными параметрами. Эти методы могут 
различаться для цепей с квазираспределенными или с распределенными пара­
метрами, поэтому здесь представлены наиболее простые цепи.

Сначала рассмотрим цепи с сосредоточенными параметрами, которые явля­
ются аналогом голономной механической системы материальных точек, так как 
уравнения первого закона Кирхгофа можно интерпретировать как алгебраичес­
кие линейные связи.

Пусть qv q2 ,...,qc -  координаты голономной системы (гидравлической це­
пи) и <7j',<72*...»<7c _ их производные по времени при ее движении. В терминологии 
т. г. ц. qc -  хордовые расходы; вектор хордовых расходов содержит с компонент, 
что равно количеству линейно независимых контуров цепи, которое соответству­
ет количеству степеней свободы механической системы из п материальных точек 
с m -  \ голономными связями. Покажем, по Лагранжу, что можно записать урав­
нения движения, если известно выражение кинетической энергии, или энергии 
скоростей

Т  =  0 .5£  m t f  = X J  m i v id v i .
i i

как функции переменных qj, q'^w t  (y= l,2,...,c) для гидравлической цепи -  энер­
гии расходов.
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За скорость точки в гидравлической цепи принята скорость изменения рас­
хода на ветви цепи, являющаяся функцией только времени, поэтому для отдельно 
взятой i-й ветви справедливо

г dXf dx,

а энергия скоростей для всей гидравлической цепи есть сумма энергий скоростей 
на всех ветвях, т. е.

п  Л  у- . /  п

Т = 1 Қ х ф 0 . 5 - Т Қ х 1
м  dt d t i={

Энергия расходов гидравлической цепи является аналогом кинетической 
энергии механической системы материальных точек, отсюда следует аналогия и 
для функций Лагранжа.

Так как за параметры гидравлической цепи приняты q[ ,q2,...,qc -  расходы 
на ветвях-хордах, то их произвольные малые вариации bqv bq2,-.,bq l. определя­
ют наиболее общее возможное перемещение системы, а с учетом уравнений свя­
зей (уравнения первого закона Кирхгофа) с геометрической точки зрения поло­
жение системы в любой момент времени определяется с геометрически 
независимыми между собой параметрами qj ( j= \ , . . . ,c ) .  Тогда координаты каждой 
точки системы (расходы на всех ветвях цепи) можно выразить как функции этих 
параметров. Согласно этому, для гидравлической цепи расходы на всех ветвях це­
пи могут быть представлены в виде

V ~A-d'Q ( t )  +  B Td q ( t ) A - /Q ( t ) + B Tdq ( t )

х с_ <7(0 0
т. е.

x ( t )  =  A-d 'Q ( t )  + BTdq ( t) .

Наибольшее общее возможное перемещение, допускаемое связями в любой 
момент времени t, выражается как

bx = — bq = BTbq. 
dq

Подставляя полученные выражения в общее уравнение движения, получим 
уравнение вида

i t o - G » ) & h = 0,
ы

где для краткости положено

Г Г  - Х и
k Aj I и ' k 2^ У} -) j=i dqk dt ,=1 dqk

Общее уравнение нестационарных режимов гидравлической цепи должно
иметь место, каковы бы ни были возможные малые вариации бг/,, bq2,..., bqc , пос­
кольку оно справедливо для всех возможных перемещений, допускаемых связя­
ми. Оно распадается на с уравнений:

Fk - G k = 0  (6 = 1,2,...,с).
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С учетом приведенных выше рассуждений и введенной функции энергии 
расходов эти уравнения для гидравлической цепи можно записать:

Полученные уравнения называются уравнениями Лагранжа для системы 
материальных точек с голономными связями.

Все вышесказанное относится к гидравлическим цепям, в которых извест- 
ные расходы в узлах источников и потребителей не зависят от времени. Это сде­
лано для того, чтобы на наиболее простом случае показать применимость методов 
множителей Лагранжа для получения общего уравнения движения и для форми­
рования математической модели нестационарного потокораспределения в гид­
равлической цепи. Эта цель, очевидно, и была достигнута.

Для приведенных схем (см. рис. 3.1) эти последовательности формирования 
моделей выглядят следующим образом.

Для одноконтурной цепи (см. рис. 3.1, а) уравнения связей, записанные че­
рез независимую переменную, имеют вид

«,[?(t)+Q ,(t)][? '(o+Q l/(t)]+«2[?(f)+Q1(t) -a 2 (o ][7 '(o + a ;(o -® (t) ]+ K i? ( f)? '(o -  

-о.5{с, [?(;)+<2, (O f + c 2[?(0 +Q,(0 -Q 2(0 ]2 +Сз<72( о } -  

-l{51[9(t)+Q1(t)f+52kO+Q,(t)-Q2(t)f+V (t)}+ //(tM t);

Для двухконтурной цепи (см. рис. 3.1, б) уравнения связей, записанные че­
рез независимые переменные, имеют вид

•*i( 0  = 4 (0  + Q i(0 > 

x 2{ t )  = q { t )  + Q ^ t ) - Q 2{t) ,

*з (0 = 9 (0  • 

Полная энергия расходов для всей цепи

энергия расходов

T = R{ [q ( t) + £>,(£) } q \ t ) + R2 [q ( t )  + Qi ( t ) - Q 2( t ) ] q ' ( t ) + R3q ( t ) q \ t ) .

* i ( 0  = 9i(0> -*2( 0  = 9 i(0 —0.2( 0

* 3( 0  = 9 i ( 0 + 9 2 ( 0 - Q i ( 0
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Полная энергия расходов для всей цепи

^^i(0^40+^h(0-Q2(0]h40-Q2(0]+^3h(0+^2(0-(21(0 ]h ,(0+^(0-Q ,,(0]+ 

+ i?4 [^2 ( О  -  Q4 ( O K  ( f  )  -  (О ] +  ^ 2  (0<72 ( о  -  

-0 .5{cl9l2(t)+C2 h ( t ) - Q 2 (t)]2 + с 3 [? ,(£ )+ ? 2 (0 -a ( f ) f  + с 4 [92(£)-a ,(t)]2+C5922(t)} -  

- l { 5 i?13(t )+ 5 2 [? i(£ ) -a 2 (£ )f+ ^ [? i(£ )+ ? 2 (£ )-a « )f+ ^ [? 2(t ) -Q 4 (f) f+ 5 5?23(£)}+

+Я(<)[91(£)+92(£)-а,(£)];

энергия расходов

r  = ̂ 1(0 < 7 [(0 + ^ 2 b i(0 -Q 2 (0 ]^ (0 + ^ 3 h (0 + ^ 2 (0 -Q i(0 ]h ,(0+^2 (0 ]+

+^4 (О -  Ол (0]^2  (О + ̂ 5^2 (0^2  (О •
Таким образом, для гидравлических цепей в случае, когда изменения расхо­

дов в узлах источников и потребителей явно не зависят от времени, наиболее 
просто применим метод Лагранжа для составления математической модели не­
стационарного потокораспределения, так как в этом случае имеем аналог голо­
номной механической системы материальных точек, для которых уравнение Ла­
гранжа и выведено.

Для гидравлических цепей, в которых изменение расхода в источниках и у 
потребителей явно зависит от времени, практически всегда существует возмож­
ность (если аналитически задана хотя бы одна из функций: изменение действую­
щего напора на одной из ветвей цепи или изменение фиксированного давления в 
одном из узлов цепи) преобразовать уравнения первого закона Кирхгофа к пара­
метрическому виду от этих функций. Тем самым уравнения связей перестанут 
быть явно зависимыми от времени.

С точки зрения математики, интересным и, вероятно, новым для исследова­
ния является объект, когда связи выражаются на основе второго закона Кирхго­
фа уравнениями вида

B h ( t ) - B H ( t )  = 0,

а функция Лагранжа для гидравлической цепи с сосредоточенными параметрами 
имеет тот же вид, что и для гидравлической цепи с уравнениями первого закона 
Кирхгофа, т. е. энергия расходов

Г = 0 .5 5 X 4  
1=1

Поэтому либо уравнения связей должны быть записаны относительно пере­
менных расходов, либо функция Лагранжа должна быть выражена через пере­
менные потери давления. Но потери давления с расходами связаны дифференци­
альным соотношением
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h { t )  = R(̂ p -  + C x{t)  + Sx2( t ) ,  
at

из которого нетрудно аналитически выразить расходы как ф ункции потери дав­
ления. Тогда, подставляя замыкающие соотношения в уравнения связей, получим 
систему нелинейных дифференциальных уравнений

В R ^ l +Cx ( t ) + S x 2( t )
at

т. е. имеем неголономную систему.
Если гидравлическая цепь пассивная ( H ( t ) = 0 ) , то независимые переменные 

xd ( t )  должны удовлетворять системе однородных нелинейных дифференциаль­
ных уравнений

^ ^ t ) + c d X d ( t )+ sdx 2d( t )  = 0,В.,

а зависимые переменные xc( t )  должны удовлетворять системе

dxd( t )
В, Rc^ P + C ex c( t ) + Scx 2c ( t ) = - в „ я ,

dt
+  Cdx d( t )  + Sdx d( t )

При соответствующем выборе системы линейно независимых контуров, 
когда выбранная хордовая ветвь входит только в один контур В(.=Е  (единичная 
матрица), имеем

Rc ^ P + C c X c ( t ) + S cx 2c ( t )  =  - B d R.
dxd( t )

dt
+C dx d( t ) + S dx 2d( t )

Число степеней свободы этой системы равно т - \ > с ,  что говорит о возрас­
тании неопределенности системы с неголономными связями по сравнению с сис­
темой с голономными связями.

В случае активной гидравлической цепи введем новую переменную

y ( t )  =  h ( t )~  H ( t )  =  K ^ + C x i t )  +  Sx2 i t )  -  H ( t ) , 
dt

что приведет к  тем же системам дифференциальных уравнений.
В любом из этих случаев в первую очередь приходится разрешить систему 

дифференциальных уравнений относительно независимых переменных, а она яв­
ляется недоопределенной, так как содержит с уравнений, связывающих m - 1  па­
раметр (расходы на ветвях дерева гидравлической цепи).

Так характеризуется математическая модель нестационарного потокорас­
пределения в гидравлической цепи с неголономными связями, которая требует 
самостоятельного изучения.

Практически возможность получения уравнений динамики для гидравли­
ческой цепи с использованием определений и принципов механики системы ма­
териальных точек со связями имеется и не противоречит подходам описания, ос­
нованным на законах сохранения и их аппроксимации. При этом демонстрируе­
мый здесь подход приводит к  формированию целого класса экстремальных и 
вариационных задач изучения динамики процессов в гидравлических цепях.
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3 .3 . О некоторых задачах нестационарного потокораспределения 
в гидравлических цепях

Остановимся на некоторых теоретических задачах т. г. ц. в ракурсе динами­
ческих процессов, протекающих в гидравлических цепях с сосредоточенными па­
раметрами.

С точки зрения задач механики, математические модели динамики гидрав­
лических цепей предназначены прежде всего для изучения траекторий измене­
ния гидравлических режимов в цепи с заданными и неизменяемыми параметрами 
на всех ветвях цепи и известными воздействиями, заключенными в зависимостях 
от времени: заданных в узлах давлений, потребностей потребителей и мощностей 
источников в узлах, действующих напоров на ветвях цепи. Это известная задача 
анализа режимов гидравлических цепей, которая позволяет в определенной сте­
пени учитывать время, что является некоторым расширением задачи анализа ста­
ционарного потокораспределения.

Для прикладных областей решение задачи анализа режимов может быть по­
лезным на стадии проектирования трубопроводных систем при выборе пара­
метров участков системы и разнообразных регулирующих и управляющих уст­
ройств.

Перечисленные задачи вписываются в традиционный пакет задач, решае­
мых на базе моделей стационарного потокораспределения, но учитывающих спе­
циф ику развития процессов в гидравлических цепях. Это позволяет в несколько 
ином ракурсе оценить возможности регулирования и управления трубопровод­
ными системами.

Следующий класс задач можно отнести к  обратным задачам, или задачам 
синтеза гидравлических цепей, когда но известному нестационарному потокорас- 
пределению определяются коэффициенты системы дифференциальных уравне­
ний. Эти задачи возникают при выборе параметров трубопроводных систем, 
включающих линейные участки, оснащенные запорной и регулирующей аппара­
турой и другими приборами количественного и качественного регулирования. 
Принципиально важно этот класс задач решать на базе моделей нестационарного 
потокораспределения, которые позволяют учитывать динамические возмущения 
(источники, потребители, действующие напоры, фиксированные давления и др.) 
уже на стадии проектных решений, что может быть полезным для организации 
надежной работы трубопроводных систем.

Оценка реакций гидравлических цепей на малые и большие возмущения 
внутренних и внешних параметров приводит к  еще не рассматривавшемуся клас­
су задач (анализ чувствительности и устойчивости динамических систем), непо­
средственно примыкающих к  режимным вопросам в нормальных и экстремаль­
ных условиях эксплуатации трубопроводных систем.

К  новым относятся задачи оценки влияния инерционного слагаемого на по- 
токораспрсделение, т. е. определение условий, при каких возмущениях системы 
его можно не учитывать, в частности использовать стационарные модели анализа 
потокораспределения, а в каких случаях можно переходить к  замене времени вы­
бранным параметром и использовать параметрические модели. Последние клас­
сы задач принципиально не могут быть решены с помощью моделей стационар­
ного потокораспределения.
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Указанные выше классы задач для моделей нестационарного потокораспре­
деления в гидравлических цепях отражают характер прикладных исследований 
трубопроводных систем различного назначения и  разнообразного обустройства, 
которые могут быть органически вписаны в категорию гидравлических цепей с 
сосредоточенными параметрами. Однако эти задачи требуют своей постановки и 
решения и для более сложных трубопроводных систем, моделями которых могут 
быть гидравлические пени с квазираспределенными и распределенными пара­
метрами, учитывающие обмен массы и  энергии с окружающей средой, химичес­
кие процессы, происходящие на участках сети, фазовые превращения и другие 
процессы.

С точки зрения математики, появляется целый спектр новых математичес­
ких объектов. Вопросы аппроксимации систем уравнений в частных производ­
ных гиперболического типа на нерегулярных графах находятся на начальной ста­
дии изучения и связаны прежде всего с квазирегулярными сетками (например, 
последние работы А.А. Самарского 1135-137)). Первоочередными вопросами 
здесь являются: аппроксимация и точность, оценочные критерии которых, веро­
ятно, несколько отличны от критериев аппроксимации и точности на регулярных 
сетках. Отсюда, в частности, возможен переход к  дифференциальным уравнени­
ям на графах (первые работы по этой тематике были опубликованы А.И. Воль- 
пертом |44J). Здесь же появляется новый объект для математического анализа 
системы алгебро-дифференциальных и функционально-дифференциальных 
уравнений, представляющих интерес в плане существования решений (работы 
Ю.Е. Бояринцева и В .Ф . Чистякова [41, 42,191)).

Эти проблемы характерны в основном для математических моделей неста­
ционарного потокораспределения, записанных в виде конечных замкнутых сис­
тем уравнений (первый и второй законы Кирхгофа и замыкающие соотношения). 
Тем не менее интерес представляют и экстремальные модели, предварительные 
методы построения которых описаны в настоящей работе. В постановках, разо­
бранных выше для гидравлических цепей, возникает ряд вариационных задач на 
базе описаний Лагранжа для нелинейных уравнений с голономными и неголо­
номными связями.

Наряду с теоретическими вопросами: о существовании решений таких моде­
лей; качественной и количественной оценке чувствительности и устойчивости 
решений к  изменению начальных и граничных условий и коэффициентов систе­
мы уравнений; существовании решения обратных задач для систем уравнений 
Ш турм а-Л иувилля, -  возникает необходимость создания, модернизации и реа­
лизации численных методов решения сформулированных задач на уровне совре­
менных методов и вычислительных средств. Понятно, что построение численных 
алгоритмов должно максимально учитывать возможности современных вычис­
лительных средств с точки зрения размерности задач и скорости получения ре­
шения с использованием информационных технологий и математических редак­
торов различного типа.

Приведенный перечень задач т. г. ц. далеко не полный, однако его можно ис­
пользовать как некоторый ориентир в разработке теории и методов динамичес­
ких гидравлических цепей.

Моделирование нестационарного потокораспределения многоконтурных 
гидравлических цепей на базе принципов и законов механики возможно только
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для цепей с сосредоточенными параметрами, т. е. в предположении, что рассмат­
риваются сплошные среды при неизменных (в частности, постоянных) плотнос­
тях и температурах, что позволяет интерпретировать законы сохранения относи­
тельно параметров: скорости течения и сил, действующих на систему, включая и 
силы реакций связей, которые выражаются в виде конечной системы линейных 
уравнений.

При таких предположениях, когда гидравлические цепи описываются конеч­
ными замкнутыми системами уравнений с постоянными коэффициентами, харак­
теризующими геометрические и физические свойства течения сплошной среды 
по ветви цепи и по цепи в целом, их условно можно интерпретировать как систе­
му материальных точек и в стационарной постановке получить точки равновесия 
системы, а в нестационарной -  траектории движения с учетом реакций связей. 
Это значит, что цепи с сосредоточенными параметрами можно интерпретировать 
как движение системы материальных точек с голономными связями, а следова­
тельно, для описания их можно использовать весь арсенал механики, в частности, 
экстремальные принципы, обобщенные координаты и методы Лагранжа.

Однако если рассматривать процессы, протекающие в гидравлических це­
пях с распределенными параметрами, где характеристики ветвей являются ф унк­
циями искомых параметров, зависящих от геометрической координаты, то для 
математического моделирования процессов нестационарного потокораспределе­
ния принципов и методов механики оказывается недостаточно, так как в описа­
нии в общем виде появляются новые искомые параметры: температура, давление, 
удельная плотность, внутренняя энергия и другие, для введенной классификации 
не являющиеся постоянными. Снятие такого ограничения позволяет расширить 
класс объектов в теории гидравлических цепей.

3 .4 . Термодинамические основы гидравлических цепей

Далее будет рассмотрен один из аспектов нормальных структурных измене­
ний гидравлической цепи, обусловленных изъятием ветвей графа, не приводя­
щим к  его распаду. Такие постановки и  описания связаны с реальной задачей 
структурного управления трубопроводными системами и, в частности, реальны­
ми инженерными трубопроводными системами водо- и теплоснабжения.

Обоснование математических моделей нестационарного потокораспределе­
ния в гидравлических цепях использует фундаментальные законы сохранения 
при движении сплошной среды и развивается двумя путями, в первом из которых 
применяются методы классической механики (обобщенные параметры, уравне­
ние Лагранжа и ф ункция Лагранжа [28 ]), во втором -  термодинамические мето­
ды (системные параметры, классификация систем, второе начало термодинамики 
и т.д. [66]). Оба подхода приводят математические модели нестационарного по­
токораспределения в гидравлических цепях к  некоторым экстремальным моде­
лям (вариационным задачам) и  в итоге дают тождественные модели в виде замк­
нутых систем функционально-дифференциальных уравнений. Для рассмотрения 
цепей с квазираспределенными и распределенными параметрами подход с пози­
ций классической механики оказывается малопродуктивным, так ка к использует 
ограничения на виды энергии, и это вынуждает перейти к  более общим методам 
термодинамики, позволяющим расширить множество параметров, описывающих 
процессы течения в таких цепях.



Экстремальные и вариационные принципы в теории гидравлических цепей 117

Изучение обоих подходов при моделировании нестационарных процессов в 
цепях с сосредоточенными параметрами позволяет, во-первых, перейти на новый 
качественный уровень и отказаться от методов классической механики и, во-вто­
рых, распространить с большей уверенностью методы термодинамики на форми­
рование математических моделей нестационарного потокораспределения в гид­
равлических цепях с квазираспределенными и распределенными параметрами.

Основное внимание уделяется обобщенному объекту исследования -  гидрав­
лической цепи с регулируемыми параметрами, хотя рассматривается и частный 
случай, когда сопротивления ветвей, зависящие только от диаметра проходного 
сечения, изменяются во времени, что позволяет легко изучать реакции гидравли­
ческой цепи на внутренние возмущения. В прикладной области регулирование 
режимов трубопроводных систем может дать некоторый эффект в снижении 
энергетических затрат на перекачку и структурном перераспределении энергоно­
сителя в цепях с квазираспределенными и распределенными параметрами.

На простых примерах гидравлической цепи, по которой происходит движе­
ние сплошной среды без трения или с линейным и квадратичным трением, рас­
сматриваются возможности построения экстремальных моделей при структур­
ном регулировании, когда многоконтурная цепь вырождается в разветвленную. 
Методы построения математических описаний, апробированные на простых при­
мерах, обобщаются на многоконтурные сложные гидравлические цепи, где пред­
ставлены течения с линейным, нелинейным трением и гравитационным напором.

Необходимо рассмотреть следующие задачи: адаптация понятий и опреде­
лений термодинамики к  гидравлическим цепям; математическое описание не­
стационарного потокораспределения для закрытых цепей с различными замыка­
ющими соотношениями, учитывающими физические условия протекания про­
цессов в трубе; определение всевозможных состояний системы. Кроме того, 
формулируется постановка задачи регулирования потокораспределения на хор­
дах, что позволяет трансформировать задачу для многоконтурной цени в задачу 
для потокораспределения по дереву; первоначально рассматриваются закрытые 
цепи, а далее методы описания распространяются на открытые и неоднородные 
цепи. В заключение исследованы пассивные и активные преобразования, цель 
которых упростить конечные математические описания и сократить количество 
анализируемых переменных.

Термодинамические системы. В классической механике при движении систе­
мы материальных точек состояние ее в любой момент времени полностью (одно­
значно) определяется, если известно положение системы (координаты каждой 
материальной точки в пространстве) и скорости каждой точки (проекции направ­
ления, в котором передвигается эта точка в пространстве). Следовательно, для 
системы, состоящей из п материальных точек, необходимо задать 6« переменных 
и такое же количество уравнений, связывающих эти переменные, которые могут 
быть выведены на основе общих законов сохранения. Согласно этим законам за­
писывается замкнутая система уравнений: для конечного равновесного состоя­
ния -  алгебраических (точка в пространстве п измерений), для процесса движе­
ния -  дифференциальных (траектории в пространстве п + 1 измерения).

Сплошная среда по определению состоит из бесчисленного множества то­
чек, описание состояния при этом должно включать бесконечное количество пе­
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ременных, снизанных бесконечным числом уравнений. Так как гидравлическая 
цепь предназначена для транспортировки сплошной среды, то и количество урав­
нений для описания ее состояния равно бесконечности. Н о гидравлическая цепь 
является отображением реальных систем, состояние которых необходимо конт­
ролировать, значит, должно существовать конечное количество переменных и 
связывающих их уравнений.

Действительно, использование механического подхода к  описанию состоя­
ния системы довольно неудобно, так как этот подход требует рассмотрения бес­
конечного множества точечных масс и невозможно вычислить все переменные, 
определяющие состояние системы. Часто в таком количестве переменных нет и 
практической необходимости, потому что величины, с которыми приходится 
иметь дело, описывают осредненные свойства части системы или системы в це­
лом, следовательно, точное знание движения каждой материальной точки в неко­
торых задачах не требуется.

В термодинамике вводятся обобщающие понятия, в том числе и о состоянии 
системы.

Обычно в термодинамике есть возможность оперировать измеряемыми ве­
личинами: температурой как характеристикой тепловой энергии, удельным объ­
емом как характеристикой переменной массы и давлением как характеристикой 
силы. Последние две величины -  аналоги механических, но для некоторого замк­
нутого пространства.

Для гидравлических цепей, которые по своей геометрии состоят из конечно­
мерных замкнутых пространств (ветви, как правило, цилиндрические, соединяю­
щиеся в единую многоконтурную  цепь узлами), можно ввести параметры, по 
предположению независимые от длины ветвей: объемный расход х, м $/ч ; потеря 
напора у, м вод. ст. для несжимаемой жидкости и изотермического процесса 
(р = const, Т = const); массовый расход G, к г /ч ; потеря давления АР, Н /м 2; объем­
ная плотность теплового потока q, Д ж /(м 3 ч), падение температуры Д0, °С для 
неизотермического процесса сжимаемой жидкости ( р  = ф(Г, Р) = var, Г  = var, 
q =  var). Последние параметры являются характеристиками цепей с распределен­
ными или квазираспределенными параметрами. Предполагается, что для ветви 
цепи с сосредоточенными параметрами они осреднены или неизменяемы по гео­
метрической координате (х, G, q )  и времени t, А© и АР -  линейные аппроксима­
ции Г  и Р соответственно. В отношении изменения этих параметров во времени 
не делается никаких предположений.

Таким образом, гидравлическая цепь является системой, элементы которой 
ветви, а состояние системы определяется обобщенными параметрами: расходом, 
потерей напора, давлением, температурой и др. В дальнейшем под гидравличес­
кой цепью понимается совокупность п ветвей, соединенных в сколь угодно слож­
ную многоконтурную  систему, состояние которой определяется Зп параметрами, 
в случае цепи с сосредоточенными параметрами (х  и у).

Геометрия гидравлической цепи с сосредоточенными параметрами характе­
ризуется не только объемом, но и формой. В то же время большинство термоди­
намических параметров не зависят от формы, поэтому объем является единст­
венной заданной геометрической характеристикой. Только в тех случаях, когда 
отношение поверхности к  объему очень велико (что имеет место в гидравличес­
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ких цепях), следует рассматривать и поверхность, еще и потому, что в процессе 
течения сплошной среды по трубам приходится учитывать различные силы 
(инерции, тяжести, линейного и нелинейного трения и др.).

В термодинамике предполагается, что разные части термодинамической 
системы находятся в состоянии покоя или движутся так медленно, что их кине­
тической энергией можно пренебречь (например, задачи стационарного или уста­
новившегося потокораспределения в гидравлической цепи, где силы инерции 
движения не учитываются). Если в действительности этого не происходит, то для 
того, чтобы однозначно и полностью определить состояние системы, следует за­
дать скорости различных ее частей. С течением времени система бесчисленного 
множества материальных точек (так как все состояния равновероятны) последо­
вательно проходит все динамические состояния, соответствующие данному тер­
модинамическому состоянию. Поэтому можно утверждать, что термодинамичес­
кое состояние есть совокупность динамических состояний, через которые в 
результате молекулярного движения система быстро проходит. Это определение 
состояния скорее абстрактное и отнюдь не единственное. Для термодинамичес­
кой характеристики системы особо важными являются состояния равновесия. 
Эти состояния обладают свойством не изменяться до тех пор, пока внешние ус­
ловия остаются неизменными. Здесь предлагается рассмотреть преобразования 
гидравлической цепи от начального состояния до конечного через непрерывную 
последовательность промежуточных равновесных состояний в результате изме­
няющегося внешнего воздействия.

Другой аспект, отличающий возможности термодинамики от механики, со­
стоит в разработанном аппарате перехода от случайных величин к  определенным 
осредненным системным параметрам. Пока, к  сожалению, этот аппарат не адап­
тирован к  гидравлическим цепям, хотя его полезность применительно к  задачам 
эквивалентирования цепей очевидна. Однако для этого требуется осмысление и 
адаптация методов статистической физики к  термодинамике.

Следующим аспектом, полезным для математического моделирования ди­
намики процессов в гидравлических цепях, является первое начало термодина­
мики, расширяющее рамки закона сохранения энергии в плане учета и анализа не 
только механических ее видов. Для цепей с сосредоточенными параметрами, где 
рассматриваются процессы изотермические и адиабатические с несжимаемой 
жидкостью, достаточно закона сохранения энергии в трактовке классической ме­
ханики, а для цепей с распределенными параметрами применение первого начала 
термодинамики позволяет получить замкнутую систему дифференциальных 
уравнений относительно искомых величин с очень сложными выражениями для 
коэффициентов.

Последнее, на чем следует остановиться, это формулировка второго начала 
термодинамики, несколько отличная от экстремальных принципов механики. 
Общность их заключается в том, что они позволяют представить математические 
модели движения сплошной среды в виде экстремальных или вариационных за­
дач. Экстремальные методы классической механики описаны в работе 116). П ри­
менение второго начала термодинамики дает возможность построения экстре­
мальных моделей гидравлических цепей с сосредоточенными параметрами и  го­
товит базу для экстремальных моделей цепей с распределенными параметрами.
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Согласно второму началу термодинамики, дифференциал энтропии больше 
или равен алгебраической сумме всех видов энергии, имеющихся в изучаемой 
системе:

где du -  дифференциал внутренней энергии системы; ( P / T ) d v  -  энергия сжатия 
объема; ( i / T ) d A  -  различные виды механической энергии.

Для гидравлических цепей с сосредоточенными параметрами имеет место 
несжимаемость сплошной среды р = const (v =  const, dv = 0). Внутренняя энергия 
системы зависит от изменения температуры, но принят изотермический процесс 
(7 =  const) и отсутствие теплообмена с окружающей средой (б/() = 0), следова­
тельно, имеем du =  0. Таким образом, из всех слагаемых только сумма механичес­
ких работ в гидравлической цепи не равна нулю:

где Я, -  действующий напор на z-й ветви; /г, -  потеря напора на г-й ветви за счет 
разных сопротивлений, препятствующих течению сплошной среды при транс­
порте элементарного расхода <1х{.

Тогда интеграл энтропии на z-й ветви запишется в виде

Если сила F  является суммой всех сил, действующих в гидравлической це- 
dx

пи: инерционных R - ,  сил тяжести Hs, линейного трения Сх, квадратичного
dt  м

трения Sx2, действующего напора Я, то в силу аддитивности имеем сумму инте­
гралов:

Это не противоречит утверждению, что полная работа всех сил на ветви за проме­
ж уток времени [0, ?] равна изменению кинетической энергии и энергии инерции.

Х ^ А = Х ( - я * + А.-)^«>

Рассмотрим интеграл /  = J Fdx. Поскольку dx  = vdt, получим
о

=  - R ( t ) x ( t ) j t  + l c ( t ) * 2( 0  + l- S ( t ) x 3( t ) + [± Я 8 -  H ( t ) ] x ( t ) .
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Таким образом, справедливо неравенство

х(

о
а для многоконтурнои гидравлической цепи, состоящей из п ветвей, полная энт­
ропия системы равна сумме энтропий:

X 5. ^  J А, (*,)<&,•.
1=1 z=lУ 1=1У о

Потери напора на ветви цепи с помощью замыкающих соотношений могут 
быть представлены функциональными соотношениями от расхода.

Так, для чисто инерционного процесса имеем

для инерционного процесса с гравитацией

А , ( 0 .
dt

для инерционного процесса с гравитацией и линейным трением

А , ( 0 .  
dt

и, наконец, для инерционного процесса с гравитацией, емкостью и квадратичным 
трением имеем

dX i(t)

dt

Если замыкающие соотношения заданы в одной из предложенных форм, то 
несложно вычислить интеграл от /?,(£) по dx^ а следовательно, получить полную 
энтропию системы в виде суммы функциональных выражений, изменяющихся 
во времени.

Так, используя второе начало термодинамики, можно формировать экстре­
мальный подход для математических моделей нестационарного потокораспре­
деления в гидравлических цепях с сосредоточенными параметрами при разной 
записи замыкающих соотношений. Этот подход можно обобщить и на цепи с рас­
пределенными и квазираспределенными параметрами, где возникает необходи­
мость анализа дополнительных параметров, изменяющихся по длине ветви: плот­
ности, скорости, температуры и внутренней энергии.

Представленное разнообразие замыкающих соотношений связано с физи­
кой протекающих процессов на ветви и соответствует специфике трубопровод­
ных систем различного назначения.

3 .5 . Промежуточные состояния инерционной гидравлической цепи

Для понимания движения в гидравлической цепи как процесса смены состо­
яний термодинамической системы, от одного равновесного промежуточного со­
стояния к  другому, рассмотрим простой пример трехконтурной закрытой, но ак-

^  ( t ) =  ̂  ± H gi + с, (t)X i (О,

hi ( t )  = - r i ( t ) — ^ - ± H g i+c i ( t ) x i ( t )  + si ( t ) x f ( t ) .
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Рис. 3.5. Трехконтурная закрытая и активная 
гидравлическая цепь

тивиой цепи (рис. 3.5), в которой одна ветвь 
(хорда) имеет регулятор, изменяющий сопро­
тивление по некоторому закону от опреде­
ленного значения до бесконечности, что при 
времени, стремящемся к  бесконечности, соот­
ветствует полному отключению ветви и пре­
вращению цепи в двухконтурную. Примем это 
за первое промежуточное состояние.

Далее, в полученной цепи опять же существует хорда с аналогичным регу­
лятором, который при £—>°о трансформирует двухконтурную  цепь в одноконтур­
ную. Это второе промежуточное состояние.

И наконец, в полученной одноконтурной цепи имеется хорда с регулятором, 
который при £—>°о превращает одноконтурную цепь в дерево (граф без конту­
ров -  разветвленный граф). Это конечное состояние.

Для каждого из описанных промежуточных состояний составим математи­
ческие модели нестационарного потокораспределения и проанализируем режи­
мы в этих цепях, если возмущения вносят только регуляторы. Базой для форми­
рования моделей пусть будет второе начало термодинамики.

Начнем с трехконтурной цепи и будем считать, что от начального состояния 
к  первому промежуточному при полном закрытии ветви 1 она придет через неко­
торое время kTv Под состоянием гидравлической цепи здесь подразумевается ус­
тановившееся потокораспределение, т. е. вектор расходов на ветвях цепи.

Сформулируем ее математическое описание. Согласно первому закону К и р ­
хгофа (дискретному закону сохранения массы), имеем

- * , ( £ ) - * 3 (0  + д:4 (£) = 0,

- * 4(O  +  * 5 ( O  +  * 6(O  =  0,

*2 ( О + *3 (О - * 5  ( 0  = 0.

Пусть задана трехконтурная гидравлическая цепь (см. рис. 3.5), содержащая 
3 линейно независимых узла и 6 ветвей. Пусть на ветвях 1, 2 и 3 (хордах) имеют­
ся регуляторы, изменяющие диаметры от D, до 0 по закону:

Д (£ )= Д е "Х'е',  D2(0 =£)2e~X A , D ^ t ) = D ^ Q\

где 0  -  темп закрытия (Х, =1/Д); 0,=£-т,-, 0<Tf <&7] (рис. 3.6).

Для потока по дереву имеем выражения

* 4(0 = * 1(0 + * з ( 0 .

* 5( 0 = * 2( 0 + * з ( 0 .

* 6(0 = * i ( 0 - * 2(0 -
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Рис. 3.6. Изменение диаметра ветвей во времени

В момент времени £ = т, начинает изменяться диаметр на первой ветви, и 
при 0 ] —>о°, lim  £),(?)—>() трехконтурная цепь практически вырождается в двух­
контурную  (рис. 3.7). Ее описание принимает вид

-■г3 (О + *4 ( 0  = 0,

- * 4  (О +  * 5 (О +  *е ( 0  = 0,

^ 2  ( О  +  ^ З  ( О - ^ 5  ( 0  =  0 .

Соответственно, для потока по дереву имеем выражения

*4(0  = *з(0 . ^5(О = ̂ 2 (0 + ̂ 3(О. X6(t) = - X2(t).

В момент времени t  = x2 начинает изменяться диаметр на второй ветви, и при 
0 2 -*° ° , lim D 2(0 —>0 двухконтурная цепь практически вырождается в однокон­
турную  (рис. 3.8). Ее описание принимает вид

- * з ( О  +  * 4 ( О  =  0 , 

- x 4 (£ )+  *5 (О + *6 (0 = 0,

*з  ( О - *5 ( 0  =  0.

H(t)

Рис. 3.7. Двухконтурная закрытая и

H ( t )

активная гидравлическая цепь
Р и с . 3 .8 . Одноконтурная закрытая и
активная гидравлическая цепь
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H ( t )

1

3 Рис. 3.9. Закрытая и активная гидравлическая цепь без 
контуров

Соответственно, для потока по дереву имеем выра­
жения

X4( t )= x 3( t ) ,  x 5( t )= x 3( t ) ,  * 6(0 = 0 .

В момент времени £ = т3 начинает изменяться диа­
метр на третьей ветви, и при 0 3->°°, lim D 3(£)->0 одноконтурная цепь вырожда­
ется в цепь без контуров (рис. 3.9). Ее описание принимает вид

* 4 ( 0  =  0, - * 4( О + . * 5( 0 + * 6( 0  =  0, - * 5( 0 = о .

Соответственно, для потока по дереву в конечном состоянии имеем триви­
альное решение

* 4 (0  = 0, лг5(£) = 0, * 6(О  = 0.

Это единственно возможное потокораспределение в закрытой разветвленной гид­
равлической цепи.

Общую энтропию для данных состояний можно записать в качестве крите­
рия отбора решений, как максимизируемый функционал:

шах " Х я « ( о * , ( о + ^ Х  J Л.(о< & ,
1 «=1 1 »-1 о

а так как рассматривается инерционный процесс течения сплошной среды, то 
имеем

1
т а х -

Т

dx l d x dx-. dx. dxr dxc
- ^ l * ,  -  *2*2 -77  -  23*3 “ Г  -  Я (0 *4  -  *4^4 -77  -  Z5*5 " i f  "  Z6^6 “ j fdt dt dt dt dt dt

Этот функционал вместе с соответствующими ограничениями (для трех-, двух- и 
одноконтурной цепей) составляет некоторую вариационную задачу нахождения 
траекторий * ,(£ ), x 2(t) ,  х3(£), л:4(£), д:5(£), лг6(£) и интенсивных параметров 
Р2(£), Р3(£), Р4(£) при условии, что известно давление в первом узле Р,(£):

^  .     dx.
“ 24 dt '

dx^ ^*5
dt ~ z5 dt

~ z6
dxz

dt dt

Теперь можно сформулировать общую вариационную задачу нестационар­
ного потокораспределения в многоконтурной закрытой, но активной гидравли­
ческой цепи с сосредоточенными параметрами:
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-  необходимо определить компоненты вектор-ф ункции скалярного аргу­
мента t (времени)

где А -  матрица соединений линейно независимых узлов и ветвей размерностью 
(л? -  1) х п.

По определенному решению этой задачи можно с помощью функциональ­
ных соотношений найти и компоненты вектор-функции P(t)  -  давлений в линей­
но независимых узлах цепи:

Для задачи, поставленной ранее, как оптимизационной для трехконтурной 
цепи, учитывая специфику ограничений, можно сократить число искомых ф унк­
ций путем выражения из ограничений потоков на ветвях дерева через потоки на 
хордах, с помощью которых можно заменить соответствующие переменные в 
функционале.

Так, с учетом выражений потоков на ветвях дерева для трехконтурной цепи 
имеем

обращающие в максимум функционал

Здесь п -  количество ветвей цепи, удовлетворяющих ограничениям

A x ( t)  = О,

P A t )  = Pm( t ) + A d [ h A t ) + H ( t ) ] .

шах

для двухконтурнои цепи

1 'Л  dXj 
m a x -  > -Z jX j—r-

T й  Ж

для одноконтурной цепи

ш а х -
Т
1

Конечному состоянию соответствуют нулевые потоки на всех ветвях дерева, 
что дает максимальное значение энтропии для цепи, равное нулю, так как все 
другие промежуточные значения отрицательные.
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Согласно необходимым и достаточным условиям существования решения 
оптимизационных задач, получим следующие системы обыкновенных дифферен­
циальных уравнений: 
для трехконтурной цепи

. d x ,  d x d x

d t d t d t

dxx , .dx0 dx-, rrz x
z6 “ T  “  (22 + 25 + ) “ ГГ -  25 “ Г  = я  (О .

d t d t d t

.  dx1 _ ,  + z  + z  A - o -
2 i d t  h d t  [ 2 3 + 2 i + 2 5 ' d t

для двухконтурнои цепи

, ,d x2 dxo TT/ .

dxn , А з  л- , 5 - - ( z 3 + , 4+Z5) -  = 0;

для одноконтурной цепи

/  А з  л
- ( 23 + 24 + 25) - ^ 1 = 0.

Тождественные системы уравнений можно получить и с использованием 
метода множителей Лагранжа, решением задачи на безусловный экстремум, но 
это более длинный путь, связанный с дополнительными преобразованиями.

Для трехконтурной цепи введем дополнительные переменные А.,, Х2, Х3 и 
запишем ф ункцию Лагранжа

1
ш а х -

Т
d x {

d t

- z 2 x 2
dx2

d t
~ Z 3 X 3

dxi
d t

d x . dxc

d x

- 4 4  ^ ~ НХ3~  (_X1 -  ̂ 3 +  ̂ 4 ) -  ̂ 2( - X4 + ^ 5 + ^ б ) - ^ 3  (X2 + ^ 3 - ^ 5)

для двухконтурной цепи, введя дополнительные переменные 5j, б2,5 3,

1
ш ах-

Т
d x - ,  d x - ,  d x ,  d x r

dxc
~ Z 6 X 6  ~ Ж ~ Н Х 3 ~  5 1 ( ~ x 3 + x i ) - S 2 ( - * 4  +  * 5  +  * 6  )  -  S 3 ( -^ 2  + x 3 - x 5 )  

для одноконтурной цепи, введя дополнительные переменные е,, е2, е3,

1
т а х -

Т
(^з

d t

d x A

d t

dxs

d t

~ Z 6 X 6  ^  -  H x 3  -  £ l  ( - ^ 3  +  - ^ 4  )  -  e 2  (~XA + Х 5 + Х б ) - Ч  ( X 3  ~  х з )
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К ак и ранее на основе необходимых условий существования экстремума, по­
лучим систему алгебро-дифференциальных уравнений относительно большего 
количества искомых переменных (расходы на ветвях и множители Лагранжа), 
которую с помощью преобразований можно свести к  системе трех дифференци­
альных уравнений для трехконтурной цепи

, .dx, dx-, dx-, ТТУ ч
- ( 2l + z1+Z6) ^  +  z6^ - ^  = H (0 ,

dx, dx9 dxo n
z\ - T L + z2 - r  + z' i - r  = 0' dt dt dt

dx, dx2 . .dx-, _

к системе двух уравнений для двухконтурной цепи

/ \djC*) dXo ттг \
- ( Z2 + z 3 + z d - £ - zs - ^  = Я ( ( ) '

dx2 , .d x3 _
~ d ^ ~  3  ̂ 2 ~d t ~

и одному уравнению для одноконтурной цепи

/ А  лfe + 2 4 + 2 5) - ^ i  = 0.

Заметим, что неполное совпадение контурных уравнений, полученных ра­
нее, с уравнениями, выведенными из постановки экстремальной задачи по методу 
множителей Лагранжа, заключается в том, что ранее независимые контуры выби­
рались исследователем неформально, а при реализации метода множителей Л а­
гранжа они были получены в результате формальных преобразований. Тем не 
менее следует отметить, что решения этих уравнений в обоих случаях дают экви ­
валентные значения искомых переменных.

Таким образом, на элементарной гидравлической цепи продемонстрирована 
тождественность двух подходов -  алгебраического и экстремального:

1) исключение переменных (на основании ограничений, записанных в фор­
ме равенств, и возможности решения однородной системы уравнений):

A x ( i )  = О,

Adx d{ t )  +  Acx c( t )  =  0, 

x d{ t )  =  A-dxAcx c( t) \

2) применение метода множителей Лагранжа с последующими преобразова­
ниями ради свертывания системы уравнений с минимальным количеством иско­
мых переменных.

В первом случае получаем неканоническую систему обыкновенных диффе­
ренциальных уравнений, содержащую с уравнений по количеству искомых ф унк­
ций (расходов на ветвях-хордах).



128 Глава 3

Во втором случае имеем систему функционально-дифференциальных урав­
нений (m -  1 функциональное уравнение, связывающее расходы на всех ветвях 
цепи, и п обыкновенных дифференциальных уравнений, связывающих расходы 
на всех ветвях цепи и множители Лагранжа).

Есть некоторый положительный эффект в применении метода множителей 
Лагранжа при формировании модели нестационарного потокораспределения в 
гидравлической цепи с сосредоточенными параметрами. Если при составлении 
замкнутой системы уравнений на основе первого и второго законов Кирхгофа и 
замыкающих соотношений решение вопроса об ориентации ветвей, контуров и 
выборе системы линейно независимых контуров и линейно независимого узла 
полностью возложено на исследователя, т. е. решается практически волюнтарист­
ски, то метод множителей Лагранжа и последующие преобразования системы 
функционально-дифференциальных уравнений в некоторой степени позволяют 
формализовать решение вопроса о системе линейно независимых контуров и их 
ориентации.

Для задачи потокораспределения с введенным столбцом множителей Л а г­

ранжа Л=[Х, математическая формулировка запишется в общем виде

1
ш а х -

Т

п  П х !

" X  я ; (О * , (О  -  X  J 4  ( t  )<&
f=l i=l О

- A A x ( t ) ,

так как в силу замыкающих соотношений h = h (x ( t ) )  предполагается, что макси­
мизируемая функция является функцией п + тп -  \ переменных x,( t)  и

В силу необходимых и достаточных условий существования экстремума 
требуется

дҒ(х,Х )
= A x ( t )  =  0,

д1 ^ = - Н , « ) - Қ « ) - Л А = 0 .

Первая подсистема имеет тп -  1 функциональное уравнение, содержащее п 
неизвестных расходов. Из нее можно выразить тп -  1 расход через с = п -  m +  1 
расход (расходы на ветвях дерева через расходы на хордах)

x d( t )  =  - A j i Acx c( t ) .

Подставив полученные выражения во вторую подсистему, получим систему 
п уравнений относительно с неизвестных расходов и ш -  1 неизвестных множите­
лей Лагранжа:

- я д о - М * с(0 ) - л И ,= о ,  

-ядо-А(-А;Члгс(г ))-М , =о.
Так как вторая подсистема содержит m -  1 уравнение и матрица Ad неосо­

бенная, то из нее определяются множители Лагранжа как ф ункции хордовых рас­
ходов:

А  = А - / ( - Н , ( ( ) - Қ ( - А ? А сх с(1))).
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Подставив это выражение в первую подсистему, получим систему с обык­
новенных дифференциальных уравнений относительно искомых хордовых рас­
ходов:

- я „ ( г )  -  К  к ( 0 )  -  А ,"' ( - я Л (г )  -  Қ  ) ) ) = 0.

По решению этой системы при соответствующих начальных условиях по­
следовательно определяются: расходы на ветвях дерева, потери давления на всех 
ветвях цени, давления во всех линейно независимых узлах цепи, но несложным 
функциональным соотношениям.

Возвращаясь к  приведенному примеру, оговорим, что необходимо прини­
мать за начальные значения решения систем дифференциальных уравнений, опи­
сывающих режимы трех-, двух- и одноконтурных гидравлических цепей.

За начальные условия для трехконтурной цепи (см. рис. 3.5) может быть 
принято начальное состояние сети

X ](0 ) = Xoi, -^ (О ^ л го г ’ 

для двухконтурной цепи -  первое промежуточное состояние

х 2 (T\)=x2{ t ) ,  хъ ( r i)= x 3( 0  

и для одноконтурной цепи -  второе промежуточное состояние

^ з М ^ з С О -

Здесь и далее под состоянием системы (начальным, промежуточным и конеч­
ным) понимается стационарное потокорасиределение, соответствующее модели 
теории гидравлических цепей и определяемое решением системы нелинейных 
алгебраических уравнений.

Так, в трехконтурной цепи для определения начального состояния имеем 
систему вида

(5 , + 5 ^ +  5 6)з:12 + + S f l l  -  236х {х 2 + 2Si x ix 3 -  Я  = 0,

~ ^ в х \ +  {^2 +  ^5 ~  S 6 ) x 22 +  S 3x \  + 256л:з + 2 S 5x 2x 3 =  0,

SAx*  +  S5x ‘2 +  (5 3 +  5 4 +  55)д:12 +  2S4x xx 3 + 2S5x 2x3 -  Я  =  0;

x 4 = X i + x 3 , х 5 = х 2 + х 3, х ь = х { - x 2,

P2 =ZP \ + H  + SAx \ ,

P3 =Pi + H  +  S4x l + S 5x l

P4 =P{ + H  + SAx l + S 6x l .

Первое промежуточное состояние соответствует потокораспределению в 
двухконтурной цепи и определяется решением системы

(^2 + $5 ~ $б)х 2 +  ̂ 5Х3 + 2$5х 2х З = 0.

S5x j  + (^з +54 + S5) x l  + 2S5x 2x 3 -  Я  = 0,

х 4 = х 3 , ^5 = ^ 2 + ^ 3 -  х 6 = - * 2;
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Р2 =Р 1 + Я  + 544  

Р3 =Р, + Н  + Sax 2a + 5 ,5х | ,

Р ,= Р 1+ Я  + 54л-42 + 5 6д:62.

Второе промежуточное состояние соответствует потокораспределению в од­
ноконтурной цепи и определяется решением системы

Конечное состояние соответствует потокораспределению по дереву и опре­
деляется системой

- х А = 0, - х А + х 5 + х 6 =0, - х 5 =  0;

То есть для закрытой цепи имеем равные расходы на всех ветвях дерева и 
равные давления во всех линейно независимых узлах. Так как циркуляции нет, то 
расходы не зависят от сопротивлений и  равны нулю. Здесь активный напор толь­
ко способствует увеличению давления, так как циркуляция в разветвленной сети 
отсутствует.

При определении стационарного потокораспределения с помощью описан­
ных выше систем приходится решать системы нелинейных алгебраических урав­
нений. Например, для начального состояния имеем систему трех уравнений, для 
промежуточных -  двух и одного уравнения, для конечного состояния -  линей­
ную систему.

Для промежуточного состояния в случае одноконтурной цепи при расчете 
стационарного потокораспределения имеем одно нелинейное алгебраическое 
уравнение, решение которого находится аналитическим методом

{S3 + Si + S5) x l - H  = 0-,

х А = х 3 , х 5 = х 3 ,х 6 =0;

Р2 =Р\ + H  + SAx l ,  

Р з = Р \+ Н  + SAx A + S5x 3, 

Р4 =P j + Н  +  SAx A + S6Xq .

x A = 0, x 5 =  0, x6 =  0; 

Р2 = Қ + Н ,  P3 =P X+ H ,  РА= Қ + Н .

x 4 = x 3, x5 = x 3, x 6 = 0 ,

P3 = P l + H  +
SAH

S3+SA + s 5
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Понятно, что из двух решений хордового расхода только положительное 
имеет физический смысл и соответствует циркуляции по единственному контуру 
цепи. Отрицательное решение создает противоток на третьей ветви, и в первом 
узле сходятся два противоположных потока, что в циркуляционной сети невоз­
можно.

Для промежуточного состояния в случае двухконтурной цепи уже имеем 
систему двух нелинейных алгебраических уравнений, решение которой можно 
аналитически определить, например, методом исключения.

Так, из первого уравнения выразим х 2 через х3

и подставим во второе уравнение, что дает уравнение относительно одного неиз­
вестного, которое и определим как

Учитывая сложность и громоздкость аналитического решения стационарно­
го потокораспределения для двухконтурной гидравлической цепи, и во избежа­
ние ошибок при преобразованиях в процессе поиска решения ручным способом 
стоит воспользоваться, например, математическим редактором Maple.

Начальное состояние определяется потокораспределением в трехконтурной 
цепи и описывается системой трех нелинейных уравнений относительно трех не­
известных расходов на хордах цепи:

х3 =±sqrt iS5 (S2 +55 - 5 6) х

х4 = х 3, х 5 = х 2 + х 3, х6 = - х 2,

Р2 =  РI + I I  + S^x3,

Р з = р\ + H  + S5x j + 2 S 5x 2x 3 + (5 4 +S 5) x l  

Р4 =Р{ + Н  + S6x 2 + S4x 3.

(St + S 4 + S 6)x? +S6x 2 +S 4x 3 -  2Sex ix 2 +  2 5 4 ^ X 3 - H  = 0, 

- S 6x f  + (S2 + S5 - S 6)x 2 + S5x 3 + 2Sgx {x 2 + 2S5x 2x3 = 0, 

S4x1 + S5x 2 + (S3 + 5*4 + S5) x l  + 2S4x xx3 + 2S3x 2x 3 -  Я  = 0.
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Далее определяются все остальные параметры цепи: 

х4 =Х, + * 2 . *5 = х2+х3’ Х6=Х\ ~Х2 >

P2 = P l + H  + S4X4,

P3 = P ^ + H  +  S4x 24 + S 5x l

Р4=Р\+Н + S4xJ + S6Xq .

Таким образом, для инерционной модели определены понятия и даны мето­
ды построения моделей и расчета искомых параметров. Далее модели будут уточ­
няться за счет введения в замыкающие уравнения дополнительных слагаемых, 
учитывающих различные факторы, действующие в системе.

Здесь нами было убедительно показано, что аналитическое решение для рас­
сматриваемых примеров, в принципе, возможно, но требует значительного объ­
ема рутинных выкладок, и конечный результат получается труднообозримым 
даже для стационарного потокораспределения в трехконтурной цепи. Поэтому 
единственным путем анализа нестационарного потокораспределения является 
численное решение систем функционально-дифференциальных уравнений с за­
данными или рассчитанными начальными условиями.

3 .6 . Промежуточные состояния инерционной гидравлической цепи 
с линейным трением

Разобранные выше примеры трансформации из начального установившего­
ся состояния потокораспределения в трехконтурной цепи через промежуточные 
состояния до конечного в разветвленной цепи приводят нас к  необходимости 
уточнения замыкающих соотношений. В настоящем разделе предполагается, что 
в системе труб действует линейное трение, а следовательно, в замыкающее соот­
ношение нужно включить дополнительное слагаемое. Рассматриваемое далее за­
мыкающее соотношение состоит из инерционного, линейного и постоянного сла­
гаемых и может быть представлено для ветви в виде

dx-
Қ ( t ) = - ri - ^ - + с, х, ( о  ±  H gi -  я ,  ( о ,

где с,- -  некоторые коэффициенты, характеризующие линейное трение на г-й вет­
ви, что соответствует ламинарному режиму течения; Hgi -  гравитационный напор 
на г-й ветви; Я ,( 0  -  действующий напор на г-й ветви -  известная, изменяемая во 
времени ф ункция для задач анализа нестационарного потокораспределения.

Понятно, что уравнения первого закона Кирхгофа и в этом случае остаются 
неизменными:

Ax(t) = Q(t),

а для закрытой цепи имеем Q(t) = 0. Из них, как и ранее, определяются расходы 
на ветвях дерева х ^ Г )  через расходы на хордах xc(t),  т. е.

xd(t) = A j lQ ( t ) -A j lAcxc(t) .
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1
ш а х -

Т

Для функционала относительно переменных расходов и потерь напора на 
ветвях запишем

п с Ха П х Л

- ^ H c ( t ) x d ( t ) -  X  H di( t ) x di( t ) + ^  j  hd ( x ) d x +  X  J hd i(x)dx
i=l i=c+l i=l 0 i=c+l 0

Далее, с учетом вида замыкающего соотношения запишем системы уравне­
ний для рассмотренной ранее трехконтурной гидравлической цепи с четырьмя 
узлами и шестью ветвями (см. рис. 3.5).

Уравнения первого закона Кирхгофа:

~Х\ ( t ) - x 3( t )  + x 4 ( t )  =  О,

- * 4 (О + *5  ( О + *6 ( 0  =  0.

* 2( О + * з ( О - * 5 ( О = 0 ;  

выражения для потока по дереву

дг4 ( 0  =  ̂ 1 ( 0 + ^ з  (О.

5̂ (О = ̂ 2 (0  + ̂ 3 (О.

x 6( t )  = x {( t ) - x 2(t) .

Ф ункционал для этой цепи и с принятыми замыкающими соотношениями 
имеет вид

d x ^  С,  2 /  \  I тт / \  . , \ d X '2  ^ 2  2

max
fl'Y' f* zy -v* f'

( O - r 1 + ( 0  ±  ^ 3 X 3 ( 0  -  Я ( 0 л :з  ( 0  -  ^ 4 ^ 4  ( 0 - Т Г  +  ^ - ^ 4  ±  ^ 4 ^ 4  ( 0 -

- № ( 0 ^ + | ^ ( 0 ± я ^ 5( 0 - ^ б( о 5 + | ^ ( 0 ± я вбХ6( 0

Подставляя в функционал выражения расходов на ветвях дерева через рас­
ходы на хордах цепи, после приведения подобных членов получим

Ф(х1,х2,х3) = [ - (г { +г4 +г6) х {(1) + гвх 2У ) - г 4х 3( 0 ] (̂  +

+ [ r6x ^ t ) - ( r 2 + r5 + r 6) x 2( t ) - r 5x 3( t ) ] - ^ -  + [ - r i x i ( t ) - r 5x 2( t ) - ( r 3 + r/ i + r 5) x 3( t ) ]  +

+ ^(с1+ с4 +сб)^12( 0  + ̂ (с2+сГ)+с6) х 22( 0  + ̂ (сз+ с4 + с5)л:з2( 0  +

+cAx {( t ) x 3( t )  + c5x 2( t ) x 3( t ) - c 6x i ( t ) x 2( t ) ± ( H f,{ + H g4+ H g6) x ^ t ) ±

± ( H g2 +  H g5- H g6) x 2( t ) ± ( H g3 + H g i + H g5) x 3( t ) - H ( t ) x 3(t) .
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Продифференцировав это выражение по x v x 2 и х3, получим замкнутую  сис­
тему трех неоднородных дифференциальных уравнений относительно трех иско­
мых функций:

" ( г1 +Г4 +Гб ) ^  +  Г6 ~ ^ ~ Г4 ~ ^  +  (С1 +С4 +Сб ) :С1 ~ С6Х 2 +С4^3 ±

± K + H gA +H g6) =  0,

doc doc dx
- 'б ^ 7 -( '2  + '5+ 'б ) ^ - '5 - г 1 -ад+(с2+С5+с6)дг2+с5л:з±(Яй2+Яй5- Я й6) = 0,

dx, dxr, . .dxo , .
- Г4 ^ - Г5 - ^ - - ( Г3+Га + Г 5 ) - ^  +  с4х 1 + с5х 2+(Сз + с4 + с5)х 3 ±

± (H s3 + H e i + H e5) - H ( t )  =  0.

Для решения полученной системы уравнений задаются начальные условия, 
соответствующие начальному состоянию гидравлической цепи.

Во время протекания процесса потокораспределения регулятор на первой 
ветви работает согласно закону изменения диаметра:

А ( О  =  В 01е-х-е',

г ( / \ -  - Г  р2̂ |0|
, (  )  K D fa -2^  0 1  ’

Х ,0 .
с, ( 0  =  со,е

В процессе изменения сопротивления ветви 1 наступает момент k tv  когда 
оно приобретает большое значение, что позволяет считать расход по этой ветви 
равным нулю. Следовательно, схема трансформируется в двухконтурную  цепь, 
для которой справедливо описание

- * з ( О  +  * 4(О  =  0,

- *4  (О + * 5 (0 +  *6 ( 0  = 0,

* 2 ( О + * з ( О - * 5 ( О  =  0 .

Ф ункционал для этой цепи имеет вид

6
X
1=2 + с' Ч Р  ±

гофа:
П оток по ветвям дерева определяется из уравнений первого закона Кирх-

* 4  = * 3 '  * 5 = ^ 2 + ^ 3 >  * 6  = —* 2 •
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Подставив эти выражения в функционал, продифференцировав его по неиз­
вестным функциям и преобразовав полученные выражения, имеем систему двух 
дифференциальных уравнений относительно х2(£), х3(£):

doc doc
- ( Г2 +Г5 + гб ) - ^ - Г5 - ^  + (с2+С5 +С6)х 2 +С5Х з ± (Я ё2+ Я в5- Я 8б) = 0,

” Г5 ^ ~ ( Г3 +  Г4 +  +  С Ь Х 2  +  (С3 +  С4 +  ± ( Я 83 +  H g A  + H g5)~H ( О  =  ° -

За начальные условия можно взять потокорасиределение в трехконтурной 
цепи в момент времени t = n T v  т. е.

* 2( 0) = *2 М ) ’ х 3(0) = х 3 (пТ^.

В процессе изменения потокораспределения работает регулятор на второй 
ветви цепи, согласно закону

D 2(£) = D ?e 'X A ,

г2\1) -  02 ' 

c2(£) =  Co2e^202 ,

0 2 =  £ -  т2.

По истечении времени пТ2 сопротивление на второй ветви становится доста­
точно большим, что приближенно соответствует нулевому расходу, и схема транс­
формируется в одноконтурную цепь, для которой имеем

—х3 + х4 = О,

—х4 + х 5+ х 6 =0,

* 3 - * 5  =0.

Ф ункционал для этой цепи

dx3 х3 dxA х 4
- г 3 х з + сз у  ±  ~ г* ж Х 4 + С 4 2 * аХа ~ 4 ”

dx5 х \  __ d!x6 х62 r.
-^5 - у ^ 5 + С5у ±  Hg5X5 ~ Г&Ж Хб+Сб^  *бХб'

Для потока по дереву имеем выражения

х4=х3, х5=х3, х6=0.

Подставив эти выражения в функционал, взяв производные по искомым 
функциям и преобразовав полученные выражения, получим одно дифференци­
альное уравнение

dx
~ ( h  + r 4 + r 5 ) - y  +  ( c 3 + c 4 + c 5 ) ^ 3 ±  ( ^ З  +  H g A  + H g 5 ) - H ( t )  =  0,

которое при начальном условии х3(0)=х3 (пТ2) имеет единственное решение.
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И  в этом процессе действует регулятор на третьей ветви согласно закону из­
менения диаметра:

Д з ( 0  = Дозе"Х-в-,

Сз(О = с03ех-е>,

'з (0 ='Ьзе2М\

03 =t-T3,

и через время /?Г3 цепь превращается в дерево (разветвленный граф), потокорас- 
пределеиие по которому описывается следующим образом:

* 4 ( 0  =  0,

- * 4(0 + *5(0 +*б(0 =о,

- * 6(О = 0 ,
функционал этой цени

Для потока по дереву имеем

* 4 (0 = 0, * 5(0 = 0» * 6(0 =о,

и значение функционала равно нулю.

3 .7 . Промежуточные состояния инерционной гидравлической цепи 
с емкостью и нелинейным трением

Продолжим усложнение математической модели динамического потокорас­
пределения в гидравлической цепи путем введения в замыкающее соотношение 
дополнительного слагаемого, учитывающего квадратичное трение.

Выше были рассмотрены две модели: инерционная, содержащая только си­
лы инерции и действующие напоры, и инерционная с линейным трением и гра­
витацией, содержащая силы инерции, трения при ламинарном режиме течения, 
силы тяжести и действующие напоры. В настоящем разделе замыкающее соотно­
шение дополняется квадратичным слагаемым, описывающим переходные режи­
мы от ламинарного к  турбулентному, согласно широко применяемому в гидрав­
лике закону Дарси,

Исходя из этого закона замыкающее соотношение может быть представлено 
в виде

Л , ( 0 = - ^ ( 0 ^ + с| ( 0 * , ( 0 + 5 , ( 0 * ,2( 0 ± ^ - я | (0 .

где i  = 1, 2,..., и; 5,(Г) -  коэффициент гидравлического сопротивления г-й ветви.
Теперь модель динамического потокораспределения в гидравлической цепи 

можно сформулировать и записать следующим образом:
-  найти вектор-функцию расходов гидравлической цепи

* ( 0 = [*i (О. * 2  (О» •••» * „(0 ]г »
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обращающую в максимум функционал

при ограничениях

A x( t)  = 0.

Далее можно с помощью преобразований свести задачу на отыскание услов­
ного экстремума к  задаче на безусловный экстремум, используя свойства гидрав­
лической цепи, а именно, разбиение графа на дерево и хорды и соответственно 
его матричное описание -  на блоки.

Ф ункционал можно записать относительно неизвестных параметров расхо­
дов на хордах цепи в виде

Имеем экстремальную задачу без ограничений относительно меньшего чис­
ла неизвестных параметров.

Теперь можно, как ранее в примере трансформации трехконтурной гидрав­
лической цепи в дерево, записать системы уравнений для различных промежу­
точных состояний.

Для трехконтурной цепи потокораспределение определяется решением сис­
темы уравнений

с начальными условиями, соответствующими начальному состоянию цепи

ф(*с(0) = 4  {-я1 [ - Л / а 1 ( 0 ]  -  Н ]  x c ( t ) - R d  [-л,-Чдгс(0 ] | [ -^ Ч * с (0 ]

(q  + с4 + c6)x j + c6x 2 - с 4х 3 - ( q  + s4 +% )*,2 - s 6 x ? 2  - s 4 x l +  2 s 6 x { x 2 - 2 s A x { x 3

~ ( С2 + С 5 + С б ) х 2 -  C5X 3 +  - ( s 2 + 's5 ~ 8б ) х 2 ~ S5X 3 - Z S qX ^  2 s5X 2X 3 ,

~ ( c 3 + c 4 + c 5) x 3 - s 4x ‘f  - 55x 22 - ( s3 + s4 + s5) x ^ - 2 s4x 1x 3 - 2 s5x 2x 3

X j ( 0 )  =  X j , x 2 ( 0 )  =  x 2 , x 3 ( 0 )  =  x 3
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и изменяемыми на первой ветви параметрами

А ( О  =  В 01е-х'е',

r , ( t ) =  ALx = Г\ е2Х'0' 
яОо21е~2Х-01

C i( O  =  c0ie X,e' ,

0 , = < - т , ,

S i(0  = Soie5X,e'.

Для двухконтурной гидравлической цени получим систему двух ди(})ферен- 
циальных уравнений вида

- к  + Гз + г6 ) ^  -  г5 ̂  = т (Я 82 + Я <5 -  я 8б) -  

- (s 2 + с5 + с6) х 2 - с 5х 3 ~(s2 + s5 - s 6) x j  - s 5x l - 2 s 5x 2x 3,

~ r 5  ^  - ( ' 3  +  r4 +  =  H  +  (Я «3 +  Я *4  +  Я * б ) -

-C5X2 - (c3 + c4 +C5) x 3 - s5x j  - (s3 + s4 + 55)^3 -  2s5x 2x 3

с начальными условиями, соответствующими первому промежуточному со­
стоянию

x 2(0 )= x2(kT), x3(0 )= x3(kT ) ,  

и изменяемыми на первой ветви параметрами

D2(t) = D°e-x'e\

r2(O  = r02 e2Xj0J, 

с2(О  = cO2eX20z, 0 2 =t-x2,
52( 0  = % е 5Х А .

Для одноконтурной гидравлической цепи потокораспределение описывает­
ся одним дифференциальным уравнением

d x
- f e + ' i  + r ! > ) - ^ = H  +  { H g 3  + H g i  + Я 85 ) - ( сЗ + c 4 + C 5)^3 - ( $ 3  +$4  + » 5)^3

с начальными условиями, соответствующими второму промежуточному со­
стоянию

дгз(0) = *з (И -2), 

и изменяемыми на третьей ветви параметрами

D3(t)= D 03e~>~>e‘ ,

Рз(^) = созе 1 ’ г3 (С ) =  гт е ' 0 3 = t - T 3,

5 з(0  =  5озе5Х>в)-
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Конечное состояние, соответствующее потокораспределению в разветвлен­
ной гидравлической цепи, имеет тривиальное решение (нулевые расходы на всех 
участках цепи и нулевое значение функционала).

3 .8 . Промежуточные состояния 
для открытой многоконтурной гидравлической цепи

Закрытые гидравлические цепи являются отображением циркуляционных 
трубопроводных систем теплоснабжения, но наряду с ними существуют разнооб­
разные технические системы транспорта, в которых происходит разбор вещества 
(системы водоснабжения, газоснабжения и  др.). В описательном плане при фор­
мализации математической модели нестационарного потокораспределения в гид­
равлической цепи это приводит в записи уравнений первого закона Кирхгофа к  
неоднородным уравнениям, т. е.

A x ( t)  = Q(f).

где ()(Г) -  вектор-функция размерностью (m -  1) х 1, характеризующая интен­
сивность источников и стоков в узлах цепи.

К ак и ранее, рассматриваем многоконтурную  гидравлическую цепь. При 
движении капельной жидкости по цепи действуют силы инерции, квадратичного 
трения, емкостные силы, сила тяжести и действующие напоры, т. е. замыкающее 
соотношение для каждой ветви с учетом изменяемости параметров представимо 
в виде

Қ  (О  = ~П ( О ^ р  + с, (0 * .  (О  + S i( t )x f  (Г) ±  -  H i  (Г), i =  1,2 п.

В предположении об открытости гидравлической цепи математическая мо­
дель нестационарного потокораспределения изменится только в записи ограни­
чений, т. е. системы уравнений первого закона Кирхгофа, и приобретет следую­
щий вид:

-  найти вектор-функцию расходов на всех ветвях цепи 

x ( t )  = [x {( t ) , x 2( t ) , . . . ,x n( t ) ] r , 

обращающую в максимум функционал
1 п  * . ( 0

Ф ( * ( 0) =  - - Х  J  [hi(t)-Hi(t)]dx
1 «=1 о

при условиях

A x ( t)  = Q(t).

Как и ранее, используя свойство линейности системы ограничений и равен­
ство ранга матрицы А  количеству уравнений, найдем выражения x ^ t )  через xc(t):

xd( t )  =  A j lQ ( t ) - A j {Acxc(t ) .

Произведение матриц А~/Ас принято [ 6, 62, 71, 178, 188] обозначать как 

В ] -  матрица размерностью с *  п ,а  произведение A~/Q(t)  обозначим через Q(t). 
Тогда имеем

x d ( t )  = Q ( t )  + Bl]Xc( t ) .
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Это матричное уравнение говорит о том, что для всякого фиксированного 
момента времени £ = £0 в некоторой гиперплоскости х ^ ^ О х ^ )  имеем совокуп­
ность прямых, не параллельных оси Oxc( tQ), а следовательно, каждая прямая мо­
жет рассматриваться как точка некоторой двойственной гиперплоскости с коор-

[11, 12, 671. Причем здесь основной акцепт будет сделан на активных преобразо­
ваниях, позволяющих сократить количество искомых переменных. Эти преобра­
зования базируются на специфике поставленной задачи анализа нестационарно­
го потокораспределения в открытых гидравлических цепях.

Поскольку вектор расходов на всех ветвях цепи может быть представлен в 
блочном виде (вектор расходов на ветвях дерева и вектор расходов на хордах) и с 
учетом специфики ограничений, отраженной в линейных неоднородных уравне­
ниях, для многоконтурной гидравлической цепи всегда существует возможность 
записать выражения x ^ t )  через x c(t),  решая систему линейных неоднородных 
уравнений. В соответствии с этим и функционал можно представить в виде трех 
слагаемых:

Согласно приведенным выражениям, функционал в пространстве хордовых 
расходов принимает вид

Таким образом, задача анализа нестационарного потокораспределения для 
открытой (Q(£) Ф 0) и активной ( # ( £ ) *  0) многоконтурной гидравлической цепи 
заключается в отыскании таких хордовых расходов, которые максимизировали 
бы полученный функционал.

динатами (Q(£q )> B j) ,  и можно применить многомерное преобразование Лежандра

л п  с  - * | 0 /  п

Ф ( * ( 0 ) = - -  X  J  H i i O d x - ' Z  J hd ( t ) d x -  X  hdi(t)dx  ,
■* i=i п ;=i n

n  с  X i ( 0

1=1 о i=l 0 i=c+l

НО

dx '(
K A t )  =  - r A t )— ^  + cci{ t ) x ci( t ) + s ci{ t ) x 2ci{ t ) ± H 2 - H i ( t ) ,

Л<й ( 0 = - ^ ( 0 ^ ^ + с л ( 0 ^ ( 0 + 5 <й ( 0 4 ( 0 ± я ^ - я |. ( 0 ,  

x d( t )  = Q .( t )+ B Td xc( t ) }

, Q ( 0 |
2 [Q(t) + B jrc(o ]2 + ̂ [ n ( 0  + дге(t)]3 ± [£2(0 + В Я (t)]J ■
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Рис. 3.10. Открытая и активная гидравличес­
кая цепь с тремя контурами

Далее рассмотрим эту постановку для 
описанного выше примера.

Пусть задана открытая и активная трех­
контурная гидравлическая цепь (рис. 3.10). 
Для этой цепи конечная система трех диф­
ференциальных уравнений запишется в 
виде

Оз(0

н(0

- ( Г1 + Г4 + Гб) ^  + Гб ̂  ^  + (Cl + С5 + Сб ~ 2S4Q1 "  25б04 )*1 -  (^6 "  2Ч 0 л  )Х2 +

+ (С4 - 2 5 ^ ) Х 3 +(S!+S4 + Sq ) x'f +S6x l  +54X:5- IS qX ^ +25ах{х3 ±(Я8, +Hg i+Hg6) -

~H + r i i t + r6 i t ~ s°Q ' - в 0а - л 2- 6й 2 =о.

r6 ^ - ( r 2 + r 5+r6) ^ - r 5^ - ( c 6 -2s6Q4)xl +(c2+c5+c6-2s5Q3-2s6Q4)x2 + 

+(c6 -2 5 50 з )*з  - W 2 + ( s 2 + s 5 +s6 ) ^ 2  +c5 x 3  +2c6xxx2+2s5x2x3 ±(Hg2 + Hg5- H g6)+

+r5 -  r6 -  сзОз + свОл + ssQ3 -  5б0| = 0'

~Г̂ ~ Г̂ ~ ( Г3 + r4 + г5 ) ^  + (C4 -  2s4Qi )^1 + (C5 - 25зОз)^2 +

+ (c 3 + c 4 + c 5 - 2 s 4Q, - 255(2з)дгз +  s4.r,2 +  s5x 22 +  (s3 + s 4 +  s5) x j  +  2sax xx 3 +

+ 2s5x 2x 3 ±(Hg3 +  Hg4+Hg5) - H  + r ^  +  r5Ĉ - - c AQi -c 5Q3+ s4Qf + S5Q32 = 0 

с начальными условиями, соответствующими начальному состоянию 

д г 1 ( 0 )  =  х 1° ,  д : 2 ( 0 )  =  4 ,  х 3 ( 0 )  =  х 3 , 

и изменяемыми на первой ветви параметрами
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Для двухконтурной гидравлической цепи (рис. 3.11) получим систему двух 
дифференциальных уравнений вида

- ( г2 + ' 5  + ''б)” - Ч %  + (с2 + с 5  +  сг, - ) * 2  + (с5 - 2^Q: i ) * з  +dt

+(s2 + s5 + s6) x 22 + s5x l  + 2s5x 2x 3 ± ( / /g2 + H g5 - H g6) +

- c5Q.3 + с б0-1 + 5 50 з - 5 б0^ -  О,

dx Kdx
~ r 5  £ - ( r 3  + z 4 + Г 5 ) - Д Г  +  (С5 - 2 5 5(2 з )^ 2  + { c 3  + c 4 + c 5 "  2 S 5 C 2,3  )  + s 5 x 2  + ( S3 + «4  + % ) Х3 ~dt

~ 2 s 5 X 2 X 3  ±  ( H g 3  +  # g4 +  Я *5 )  -  Я  +  r4 ^  +  '5  ^  -  C4Q l -  C5Q 3 +  S i Q (  +  % ( £  =  0

с начальными условиями, соответствующими первому промежуточному со­
стоянию

x2(0) = x2(kT), x3(0) = x3(kT), 

и изменяемыми на первой ветви параметрами

Z)2( 0  =  D2°e"X A , г2( 0  = г2°е2ХА ,

с2(О = с02е ’ ®2 =  t~T'2'

52( 0  =  % е 5ХА .

Для одноконтурной гидравлической цепи (рис. 3 . 12)  потокораспределение 
описывается одним дифференциальным уравнением

dx
- ( r3 + rA + г ь ) ^ -  +  (сз + с 4 + с 5 - 2 s 4Q , - 2 s 5Q 3 ) * 3  + ( s 3 + s 4 + s 5 ) ^  ±

±(Hg3 +Hg4 +H^)-// + r4̂ l  + rs^ - c 4Q1 -с50з +s4a,2 +s5Q| =0

m

Р и с . 3 .1 1 . Открытая и  активная гидрав­
лическая цепь с двумя контурами

Р и с . 3 .1 2 . Открытая и активная гидрав­
лическая цепь с одним контуром
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Р ис . 3 .1 3 . О тк р ы тая  и ак ти в н ая  ги д равл и чес­
кая цепь без контуров

с начальными условиями, соответствующи­
ми второму промежуточному состоянию

х ъ^ )  =  х ъ(кТ2),

и изменяемыми на третьей ветви парамет­
рами

Д3(<) = Уозе"Х А ,

сз(^)==созе^’ 3- гз ( 0 =гозе ' ’ е 3 = г -т з ,

$з(0 = % е5х-е-.

Конечное состояние, соответствующее потокораспределению в развет­
вленной гидравлической цепи (рис. 3.13), удовлетворяет следующей системе 
уравнений:

* 4 (0  = -Q i (0 .

- x A( t ) + x 5( t ) + x 6( t )  =  0,

- x 5( t )  =  Q3(t) ,

и функционал запишется в виде

~riQ' ^ t +C2 Q' - r& ^ t +ci & - | е з 3т

+/f«5Q3 -  ^  + 1042 - f o l  + Я*б04 ■

Таким образом, из уравнений первого закона Кирхгофа находим решение, 
при котором функционал в каждый фиксированный момент времени имеет мак­
симальное значение (энтропия положительна для открытой системы). Расходы 
по ветвям дерева соответствуют расходам источника и стоков.

3 .9 . Неоднородные гидравлические цепи

Ранее было показано, что подразумевается под понятием неоднородности 
гидравлической цепи с точки зрения числовых характеристик ветвей цепи, одна­
ко при этом не оговаривался вид замыкающих соотношений. Приведенный ана­
лиз закрытых и открытых гидравлических цепей ставит вопрос о расширении 
понятия неоднородности на принимаемые к описанию замыкающие соотноше­
ния, поэтому теперь мы можем представить скорректированное определение. Под 
неоднородной гидравлической цепью будем понимать такую многоконтурную цепь, 
в которой характеристики ветвей не только сильно различаются по численным 
значениям, но и замыкающие соотношения могут иметь разные формы записи, 
отражающие физические процессы, протекающие в ветвях.
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Возникает необходимость исследования динамического потокораспределе­
ния в гидравлических цепях при разных формах записи замыкающих соотноше­
ний. Рассмотрим два частных случая: во-первых, когда на ветвях-хордах заданы 
замыкающие соотношения в виде линейных дифференциальных форм, что аде­
кватно ламинарному режиму, а на ветвях дерева -  квадратичные дифференци­
альные формы, что соответствует турбулентному режиму; во-вторых, поменяем 
местами эти соотношения: на хордах -  квадратичный закон движения, на ветвях 
дерева -  линейный.

В общем виде математическую модель динамического потокораспределения 
в неоднородной многоконтурной гидравлической цепи можно записать как зада­
чу на условный экстремум:

-  найти компоненты вектор-функции

x ( t )  = [x l ( t ) , x 2( t ) , . . . ,x n( t ) f ,  

обращающей в максимум функционал

ф ( * ( 0 ) = |

при условиях

При этом

п  *|(0 С X d ( 0  П х А О

" X  J  Я , ( 0 ^ - Х  J hci( t ) d x -  £  J hdi( t )d x
1=1 о »=1 О »=с+1 о

А г (0  = (2(0-

dxd,(0
dt

+ c d i( О х * ( 0  + sdi( t ) x 2di( t ) ±  Я  -  Я, (0 , z' = с +1,..., п.

Как и ранее, воспользовавшись линейностью ограничений и возможностью 
разбиения орграфа на дерево и хорды, запишем выражения расходов на ветвях 
дерева через расходы на хордах для открытой гидравлической цепи:

x d( t ) = A j 'Q ( t ) + B Td x c( t ) .

Если ввести обозначение Q.(t) =  Ad1Q (t) ,  то

x d( t )  = Q ( t )  + B ^xc(t) .

После этого замыкающие соотношения запишутся как 

dx ■(t')
K i t )  = + cd ( t ) x d ( t ) ± H g ,  i =  1,2 с

hd{ t )= -R d{ t )
dt dt
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Подставив замыкающие соотношения в функционал, получим

+ ^ [ C i ( t )  + BTd x c( t ) J  ± H gd [ n ( t )  + BTd x c( t ) ] - H ( t ) [ c i ( t ) + B Td x c( t ) ]  ■->max.

Решение задачи на безусловный экстремум можно при соответствующих 
начальных условиях получить из системы дифференциальных уравнений, фор­
мируемых на основе необходимых и достаточных условий существования экстре­
мума.

Во втором случае записи замыкающих соотношений для ветвей дерева и 
хорд поменяются местами, т. е.

Таким образом, неоднородность рассмотренных цепей выражается в записи 
функционала относительно хордовых расходов.

Далее рассмотрим математические модели динамического потокораспреде­
ления в этих двух случаях на приведенных выше гидравлических цепях.

Как и ранее, имеется открытая и активная трехконтурная гидравличес­
кая цепь, которая в результате последовательной работы регуляторов на хордах 
1, 2, 3 переходит от начального состояния через промежуточные (двухконтурная 
и одноконтурная цепи) в конечное состояние (разветвленная цепь) (рис. 3.14).

Рассмотрим первый случай: линейное трение на ветвях-хордах и квадра­
тичное трение на ветвях дерева.

h di  ( О  =  ~ r d i ( О — ^  +  c di  ( * ) х Л ( О  +  * d i  ( O X d i ( О  ±  H g d i . t' =  l»  2 , т  - 1

и

dx ■ ( t )
h c d i(О  =  +  cr i(0 * r i ( О ± H gci - H d (t) ,  i =  m , . . . ,  n .

После подстановки в функционал получим

( t ) - ^ ( t ) [ n ( t ) + BTd xc( t j \

—> max
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H ( t ) H ( t )

H ( t )

Рис. 3.14. Последовательность цепей

H ( t )

Ограничения для этой последовательности гидравлических цепей имеют
вид

- * i(О -  *3(0 +*4(О = -Qi(О. —*3(0 +^4 (О= -Qi (О. -^з(0+ х а (О = -Qi (О, 

- * 4(О + *5 (О + *е (0 = 0 . - х 4(О +^5 (О + ^ 6 (0 = 0 , - х 4(О + ^ 5(О + ^б (О = 0 , 

^ 2 (0  + ̂ з ( 0 - ^ 5 ( 0  = 0з(0»  ^2<0 + ̂ з ( 0 - ^ 5 ( 0  = 0 з (0 .  ^ з ( 0 - ^ 5 ( 0  = 0 з (0 .

^4<0 = -Q i(0 ,  - ^ 4 (О + ^ 5 ( О + -^ 6 (0=0 , - * 5(0 = 0 з (0 -  

Отсюда следуют выражения для расходов по ветвям дерева

* 4( 0 = * i ( 0 + * 3( 0 - Q i (0> x 4( 0  = ̂ 3( 0 - Q i (0 -  ^ 4 (0 = ^ 3( 0 - Q i (0 .

* 5 (0  =  * 2 ( 0  + * з ( 0 - 0 з ( 0 .  ^ 5 (0  = ̂ 2( 0  +  ̂ з ( 0 - 0 з ( 0 .  х5(0  = хз (0 -0 з (0 >  

X 6 ( t )  = x1( t ) - x 2( t ) -Q 4(t), x6(t)  = - x 2(C)-Q4(t), x6( t)  = -Q 4(t),

^ 4 (0  = - Q ,(0 .  ^5<0 =  - 0 з ( 0 ,  X ^ t)  = -QA{t).
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Функционал для интервала между начальным и первым промежуточным 
состояниями запишется

/ ч ЦСчА/1 djCn dXo f \
O (^1(0 ,A :2 (0 ,^3 (0 ) = - r i ^ i ~ - r 2 ^ 2 - } r - № - 3 f - y4 № + ^3 -Q i)

dx{
dt

- r5(x2+ x3 -Q 3)
fdx2 | dx3 dQ3) 

dt dt dt

dt dt

r6(xl - x 2-Q 4)

'dx^ dx:i dQ\ 
dt dt dt

dx  ̂ dx2 dQt \
dt dt dt J

±н ёЛ  ± He2x2 ± H g 3 ^ 3  ± Hgi (xt + зг3 - Qt) ± H g 5 ( * 2 + x 3 - О з)±  Hg6(xt - x 2-Q 4)+  

+ ! * i 2 + | ^ 2  + | ^ з  + j ( x t + x3 -Q tf  + j ( x 2+ x3 - Q 3 ) 2 + | ( x ,  - x 2 - й , ) 2 +

+ | - k  + x 4 - Q i f  + | ( * 2  + x 3 - 0 з ) 3 + *ў (х ,  —x 2 — а ) 3 ~ н ( х 1 + х г -О з)-

Функционал для интервала между первым и вторым промежуточными со­
стояниями:

Ф (* 2 ( 0 , * 3 ( 0 )  = -г2х 2^ - г3х3^ - г 4 (дг3 - Q | )
dt dt

(dx2 dx3 dQ3 \  . _ )(_dx1 _dQ4 )
dt dt dt J 6 2 dt dt

- г 5( * 2 + * з -О з )х 

±  Hf,2x 2 ±  Hg3x3 ± Hg5 (x2 + ДГ3 -  Q3) ±

±Я йб (-х 2 - Q , ) ± H ^  (x3 - Q 3) +  ^ X 22  + ^ x l  + ^ ( x 3  - Q , ) 1 + | ( x 2 + x 3 -Оз)-' +

+  | Н 2 - Q 4 ) 2 + | ( * 3  -О з ) 3  + 1 ^ 2  + ^ 3 -<2з)3 + | Н 2 - 0 4 ) 3 -Q l) .

Функционал для интервала между вторым промежуточным и конечным со­
стояниями:

dx
Ф )) = - Ъ Ъ  - J - - r 4 ( х 3 -  Q l) dt dt

{dx3_dQl  
dt dt- гЛ х з - О з )

±H g 3 x 3 ± HgA (x3 -  Q]) ±  Hg5 (x3 -  Q3 ) ±  H g6 (x3 -  0 4 ) +

+|^2+|fe -af+lfe-af+|to)2+ |k - а ,)3+|(*з -a)3+
+ | ( - а ) 3 - я ( х з - а ) -

И наконец, для конечного состояния цепи имеем

Ф = ~Г4<г,̂ П  Г5(гз l t ~ r6Qi^ t T HsiQ' Т Н«5й  т я гб<24 +fife

+|а,2+|а2+|а2-|а3-|а3 -|а3+hq,.
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Из приведенных выше функционалов можно получить последовательность 
систем дифференциальных уравнений для различных промежутков времени, 
описывающих процессы потокораспределения между состояниями:

-  между начальным состоянием и первым промежуточным имеем систему 
трех уравнений вида

- ( п + '4 + г 6) ^  + гб^ - г 4^  = Я т ( Я я1+Я в4+ Я в6) -

~Г4Ц 1~ Гб1 § 1 + + ~ ~ 6'6^  "

-(с , +с4 - с 6 - 2s4Q, -2 5 6 0 ,)^ , + (с6 - 2$ьОл ) х 2 - (с4 - 2S4Q,)*з  "

-(s4 + 5g)Х\ - s 6x j  - sAx l  + 2s6XiX2 -  284х {х 3,

r6 ^ - ( r 2 + r 5 +  r6) ^ - r 5^ T ( H g2+ H g5- H g6) -

~ r5 +  r6 +  С5 ^3  -  сбОи -  S5Q 3 +  SeQ i +

+(c6 -  2х6(24)з:1 - (c2 + c5 - c6 -  2х50 з -  2SQQ4)3r2 - (c5 -  2х5(2з)дгз -  

" S6̂ 12- ( s5 + s6)*2 ~ S5X3 - 2 s6x 1x 2- 2 s5x2x 3,

" г4̂ 1" г5^ " ( -3+г4+г5)^ = // : ғ ^ 3+^ 4 + //^ "  

~Г̂ ~ Г5 ^  + C4<2l  + С5(2з - S4Q,2 -  S5Q 3 -  

- ( c 4 -2x4(2,>3:, - f e  -2 % (2 з )*2  - ( c3 + c 4 + c 5 - 2 s 4(2, - 2 х 50з)дг3 -

- x 4x ,2 - X 5x 22 — (x4 + s5 ) ^ 3  -  2x4 Xi* 3  -  2X5*2*3;

-  для отрезка времени между первым промежуточным и вторым промежу­
точным состояниями имеем систему двух уравнений вида

- f o  + Г5 + Гб ) ^  ̂  + H g5 - Н е6) -

- Ъ ^  + г ^  + Ъ О з - Ч О л - Ч О з  +ЧОл ~ (с2 +с5 + <%-2S5Q3 + 256Q4)*2 -

-(с5 -2X5Q3)X3 - (х 5 - s 6)^2 ~ 85х з -2 х 5д:2д:з, 

~Г51 к ~ (-Гз+Г4+г^ = Н т  (Я *3 + + н «5) -
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~ r 4  -  r 5  +  +  С 5 ^ 3  -  s 4 Q ?  ~  5 5 0 з  -  ( ^ 5  ”  )  Х 2  ~

- (с 3 +с4 +c5- 2s4Q, -255(2з)хз - 55х22 - (s 4 + 55) ^ - 255X2̂ 3;

-  на отрезке времени от второго промежуточного до конечного состояния 
имеем одно уравнение

4 r3 + r4 + r5 ) ^ i  = / /  + (/ / g3+ ^ 4 + / / g5) + r4 ^ 1 + r5 ^ 1 +

+ C 4 Q 1  + C 5 Q 3  - s 4Q ~ -s5Q~ ~(с3 +с4 +c5 -2 s 4Q1 -2 s 5Q3)x 3 ~(s4 +s5) x l

Таким образом, дано описание процессов потокораспределения в виде сис­
тем дифференциальных уравнений относительно искомых функций расходов на 
хордах для неоднородных гидравлических цепей в случае линейных замыкающих 
соотношений на хордах и нелинейных -  на ветвях дерева для различных интер­
валов времени между состояниями системы. Решение этих систем с принятыми 
ранее предположениями относительно начального потокораспределения и рабо­
ты регуляторов на хордах может быть определено однозначно.

Для случая неоднородности цепи начальное распределение расходов на хор­
дах находится из системы трех нелинейных уравнений:

Н  +  + t f g6) +  c4Q, +  CgOt - s4Q,2 -  SgQj -

-(c , +c4 - c 6 -2 s 4(2, - 2s6(24)x, + (c6 - 2 s6Q4 ) x 2 - (c4 - 254Q ,)x3 -  

- ( s 4 + s 6) x 2 - s 6x 2 - s 4x ^ + 2 s 6x 1x 2 - 2 s 4x 1x 3 = 0 ,

+  ( H g 2 +  Я й 5  -  # g 6 )  +  C 5 Q 3  -  C g C ^  -  S 5 Q 3  ~  5б0 1  +

+(c6 - 2 s 6Q4) x i - ( c 2 +c5 - c 6 - 2s5Q 3 - 2 s 6Qi ) x 2 ~(c5 - 2 s 5Q3) x 3 -

- * 6 Х 1 -  (S5 +  5б )Х 2 “ 55*3 -  256X jX 2 -  2s5X 2X3 =  0,

Я т ( Я йз + t f g4 + # g5) + C4{21 +C5Q3 -5 4Q,2 - 55Q32 -

- (c 4 - 2s4(21)x 1 - (c5 - 255(2з)х2 - (c3 +c4 +c5 - 254(2, - 255(2з)х3 -  

-s 4x 2 - s 5x 22 - (s 4 + 55)x2 -  254X,X3 -  255x2x 3 = 0;

x 1(0) = x 1, x 2(0) = x 2, x 3(0) = x 3.

Полученное решение на хордах позволяет определить и функции расходов 
на ветвях дерева:

* 4( 0 = * i ( 0 + * 3( 0 - Q i( 0 ,  

x5(t) = x2(t) + x3( t ) -Q 3(t), 

x6(t) = x1( t ) - x 2( t ) -Q 4(t),
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а далее отыскивается давление в линейно независимых узлах цепи согласно 
формулам

P} ( t )  =  Pl ( t ) + H ( t ) + r i ^ - c i x i - Six l  ± H g i , 

dx-
Ръ( t )  = Pl ( t )  +  r5 - j i - c 5x 5 - s5xj ± H g5,

P i ( 0  = P \( t)  + r6^ - - с6зг6 - sex l  ± H gQ.

Осталось рассмотреть последние модели для второго обозначенного случая, 
когда для хорд приняты нелинейные замыкающие соотношения, а для ветвей де­
рева -  линейные.

Это предположение не оказывает влияния на запись линейных ограничений 
и на выражения расходов по дереву через расходы на хордах, а касается в первую 
очередь преобразованного относительно хордовых расходов функционала, что в 
итоге приводит к  системам уравнений, отличным по виду от предыдущих.

Итак, относительно хордовых расходов функционалы для различных про­
межутков времени запишутся следующим образом:

-  для отрезка времени от начального до первого промежуточного состояния

cki dxo dx3
F (x v x 2,x3) = - r {x { - r2x 2 - r3x 3 ^

- rd x i + x 3 - Q i )  

~гб(х 1 - х 2 - 0 л )

dx2 | dx3 dQs)  
dt d t dt

^  ‘‘d t ^ 1 ± Й « Л ± Я * Л ± Я 83*3±

±Я84 [ i ,  + x3 -  Q,) + Я85 (x2 + ж3 -  Оз) ± Я^б (д:, -  x2 -  a ) +

+|^,2+ | ^ 2+ | ^ 2+ | k  +^з-a ,)2+ | o 2 « 3  -S 3 )2 + !< * ,-^ 2 -a ,)2+

+ 1 ^ + 1 ^ + | ^ | - Н ^ + Г з -Q ,);

для отрезка времени между первым и вторым промежуточными состоя­
ниями

Ц х 2,х3)= -гЛ  f -ГзДГз (Хз (х2 +х 3 - 0 з ) ( 5 + $ - ^

- Q 1) ^ - ^ j ± H g2Ar2 + н е3дг3 ± Я , 4(дг3 - Q , ) ± H gb(x ,  + х 3 - 0 з ) ±

± H g b (~ X2 -Q4) + |^22+|^32+| f e  -Ql)2 + f  (*2  +^3 -Оз)2 +

+ ̂ (-^2 -О4)2 +|^23 +Sf X 3 - H i X 3 -Ql);
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для отрезка времени между вторым промежуточным и конечным состоя­
ниями

Их
ғ (*з ) = ~гзхз (х3 -<2i)

<10а

d t d t

- ГбО , - ^ ± Н 8зД:з±Я<,4( х з - а 1)± Н в5(лГз-аз)±Я в6( - а | ) - Я ( х 3 -(2з) +

+ | * з 2 + | f e - Q , ) 2 + | k  - f t ) 2 + | f t 2 + |^ з 3.

Как и ранее, эти функционалы порождают следующие системы дифферен­
циальных уравнений:

-  для первого отрезка времени

- ( г, + г4 + г6) | + г6^ - г45 = Я Т (Я81+Я 84+Я 86) - г4^ - г6^ -

-C 4Q 1 - С 60 4  " ( С1 + С 4 - С 6 ) ^  - 5 % * 2  ~ С6 Х 3  - З Д 2.

,  +r +Н - Н  \ - r d- & - r d- b  +
G d t  (  2 5 б ) Л  5  Л  - Т 1Я 8 2 + Я 1Г5 5  д  Г6 ^  +

+C5Q3 - c 6(2i +с6х { - { с 2 +с5 + с6) х 2 - с 5х 3 - s 2x l  

dx{ dx2 (r . r . r \ dx3 { X r  dQ3

"Г4" ^ ' Г5" ^ Чгз+Г4+Г5)"5Г” Я т № 3+Я84+Н85)" Г4" д ' Г5"5Г+

+ ^ ( 2 ,  + с 50 з  - C 4 x ,  - c 5 x 2 - ( c 3 + c 4 + c 5 ) x 3 - s3 x 3 ;

-  для последнего отрезка времени

- ( гз+ г4 + г5) ^ = Н Т (Я 83+Я 44+Я ,5) - г4^ - г5^ +

+ C 4 Q 1  +C5Q 3 - ( с3 +С4 +С5)х 3 - 5 3дг|.

Для начального состояния системы потокораспределение определяется как 
решение системы нелинейных уравнений

Я  + (Hgi + Я^4 + Я,,6) -  c4Q, -  -  (с, +с4 + c6)x, + с6х2 -  с4х 3 -  s,^,2 = - Я ,

+ (я ^ 2 + Я й5 -  Я й6) + с5(23 - CgÔ  + С6х ,  - (с2 + с5 + с6)л:2 - с5дг3 - s2̂ 22 = О,

+ (Я ,з  + Я ,4 + Я ,5) + с4С1 +с50з - c 4x t - с 5х 2 - (с 3 +с4 +с5)дг3 -5 3ДГ3 = -Я .

Эта задача может быть решена, например, численным методом, как и ранее 
поставленные и описанные задачи потокораспределения в динамической поста­
новке.



Глава 4

ДЕТЕРМИНИРОВАННЫЕ И ДЕТЕРМИНИРОВАННО-СТОХАСТИЧЕСКИЕ
ГИДРАВЛИЧЕСКИЕ ЦЕПИ

4 .1 . Детерминированное описание внешних возмущений 
в закрытой гидравлической цепи

Динамика развития определений, понятий, методов математического описа­
ния и анализа т. г. ц. за менее чем полувековую историю определялась потребнос­
тями техники, с одной стороны, и появлением мощных вычислительных средств 
и математических методов -  с другой. Эти объективные условия стимулировали 
переход от моделей стационарного потокораспределения к моделям переходных 
процессов в многоконтурных гидравлических цепях, от детерминированных опи­
саний процессов к детерминированно-стохастическим, от алгебраических подхо­
дов анализа режимных задач к экстремальным и вариационным.

В последнее десятилетие интенсивно развивались модели и методы анализа 
переходных (нестационарных) процессов в гидравлических цепях [16, 19, 23, 25], 
что привело к  необходимости изучения нового математического объекта -  систем 
функционально-дифференциальных уравнений, и к переходу от экстремальных 
моделей к вариационным.

Построение динамических цепей поставило целый ряд нетрадиционных за­
дач, связанных с осмыслением и описанием разнообразных параметров. Эти па­
раметры, как правило, изменяются за счет регулирования, управления и подоб­
ных процессов, происходящих в реальных транспортных системах.

В данной главе рассмотрим разделение цепей на строго определенные (де­
терминированные) и определенно-вероятностные (детерминированно-стохасти- 
ческие). Так, к детерминированным гидравлическим цепям отнесены закрытые 
гидравлические цепи с процессами циркуляции сплошной среды под действием 
активных напоров. Реальными объектами таких цепей могут быть, например, 
системы охлаждения, закрытые (без водоразбора) системы теплоснабжения, кро­
веносная система и др. В этих системах режимы, их регулирование и управление 
осуществляются техническими устройствами с помощью контролируемых опре­
деленных параметров, естественно, при работе в нормальных условиях.

Экстремальные условия работы этих систем, как правило, связаны с аварий­
ными ситуациями, а они переводят закрытые цепи в качественно другой класс -  
класс открытых цепей.

Процесс появления аварийных ситуаций носит явно случайный характер, а 
следовательно, системы приобретают двойственный детерминированно-стохас- 
тический характер. Кроме того, реальные технические системы транспорта прак­
тически всегда содержат источники и потребителей. Например, системы водо-, 
газо- и нефтеснабжения, в которых графики потребления могут интерпретиро­
ваться как некоторый случайный процесс.

Таким образом, открытые гидравлические цепи за счет неравномерности 
потребления принципиально являются вероятностными, и происходит как бы
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смешение двух характеров изменения состояний системы: в процессы движения 
по определенной технической системе согласно известным детерминированным 
законам сохранения (массы, движения, энергии) вносятся случайные внешние 
возмущения (изменение расходов у потребителей). Так как и то и другое имеет 
место в реальных системах, то в настоящей работе анализируются и описываются 
закрытые (детерминированные) гидравлические цепи и открытые (детерминиро- 
ванно-стохастические) гидравлические цепи.

В качестве метода описания этих объектов принят вариационный метод, яв­
ляющийся обобщением экстремальных принципов равновесия. Понятно, что для 
математического описания динамических процессов в детерминированных и де- 
терминированно-стохастических системах можно использовать два эквивалент­
ных, с точки зрения конечных моделей, подхода (как и при исследовании стацио­
нарного потокораспределения): первый основан на использовании законов со­
хранения (массы и движения для цепей с сосредоточенными параметрами), 
которые приводят в описательном плане к  замкнутым системам функционально­
дифференциальных уравнений (количество которых равно числу искомых функ­
ций); второй подход использует только закон сохранения массы, который позво­
ляет сформировать систему функциональных уравнений, но их количество мень­
ше, чем число искомых функций, а следовательно, эта система имеет бесконечное 
множество решений. Для выбора единственного решения необходим критерий 
отбора (для механических систем, например, это общая энергия системы), кото­
рый при этом решении достигал бы экстремального значения. Такой подход от­
носится к широко развиваемым вариационным методам [129]. Динамизм идей 
вариационного исчисления настолько значителен, что они послужили основой 
развития функционального анализа, теории дифференциальных уравнений, мно­
гих разделов и направлений механики и физики.

Таким образом, для детерминировапно-стохастических процессов есть 
смысл описать процесс построения математических моделей переходных (неста­
ционарных) режимов в закрытых и открытых гидравлических цепях с примене­
нием вариационных методов.

4 .2 . Детерминированные процессы в гидравлических цепях

Для математического описания и изучения процессов, имеющих место в 
разнообразных транспортных трубопроводных системах, необходимо их схема­
тизировать. Причина в том, что математический анализ применим к исследова­
нию процесса изменения некоторой системы только тогда, когда имеет место 
предположение, что каждое возможное состояние рассматриваемой системы 
вполне определено посредством такого математического аппарата, выбор которого 
в целом зависит от исследователя. Понятно, что эта математически определенная 
система есть лишь схема (приближенная модель), в разной мере пригодная для 
описания реальности и дальнейшего ее анализа. Предположим, что реальное дви­
жение сплошной среды по геометрии цепи полностью описывается для любого 
момента времени указанием этого момента времени и оценкой состояния среды 
в любой предшествующий момент времени f0. То есть для любого момента време­
ни t  состояние цепи x ( t )  полностью определяется ее состоянием .г(£0) в любой 
предшествующий момент времени l 0 <  t.
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Гидравлические цепи могут быть закрытыми (известные расходы в источни­
ке и у потребителей равны нулю (2(f) = 0), имеющими неизменную структуру и 
определенный набор сил # ( f) ,  оказывающих воздействие на циркуляцию сплош­
ной среды. Так как регулирование осуществляется как отклик на возмущение не­
обходимого количества тепловой энергии, а оно непосредственно связано с рас­
ходом теплоносителя, то в этом случае можно идеализировать локальное измене­
ние расхода на ветви в зависимости от температур: воздуха (0H(f)  -  внешняя 
температура, 0lt(f) -  внутренняя температура у потребителя), на входе и выходе 
теплообменника (0' и 0") и расхода, который можно условно принять за отбор. 
Тогда этот расход определяется как

ПГГ « о Е в -М О ]
^  ^ '  ф (е '- е ')  ’

где а0 -  обобщенный коэффициент теплопередачи потребителя; с, р -  удельная 
теплоемкость и плотность теплоносителя (в частности, воды).

Классификация гидравлических цепей на открытые и закрытые является в 
значительной мере условной, так как в общем виде потребитель может быть оха­
рактеризован некоторой суммарной функцией, в данном случае

Q p ( 0 = Q ( 0 + Q r ( 0 = Q ( 0 + >] >

при этом оба слагаемых могут содержать как детерминированную, так и стохас­
тическую составляющие.

Такие цепи могут быть описаны в первом приближении как детерминиро­
ванные в рамках детерминированных законов сохранения в алгебраической фор­
ме [77, 97] или в вариационной интерпретации [17, 65].

В общем виде математическая модель состояний многоконтурной закрытой 
гидравлической цени в вариационной интерпретации может быть представлена 
следующим образом:

-  известно некоторое начальное состояние ( потокораспределение в момент 
времени f0)

■r(f0) = лг0 = const;
необходимо определить состояние x ( t )  в момент времени t, удовлетворяющее ус­
ловиям

Л х(0  = 0
-  однородная система линейных ограничений на вектор расходов для всей цепи

A:(f)=[A:1( t ) , ...,x „ ( t) ]  , где п -  количество ветвей цепи; А -  матрица соединений 
тп -  1 линейно независимых узлов и п ветвей размерностью (m -  1) х л, в част­
ном случае ориентированного графа, элементы которой принимают значения 
[-1 ,0 ,+ 1 ], а правила составления для заданного графа можно найти в работах 
117, 64, 65, 77, 971, причем общая энергия цепи должна быть минимальна

шш
i=l о i=l

Завершая предлагаемую формализацию, необходимо оговорить следующее: 
во-первых, # ,( t)  являются известными функциями действующих напоров на всех
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ветвях цепи размерностью и х  1, и, во-вторых, требуется математическое зада­
ние строгих функциональных соотношений, связывающих потери давления 
( y i ( t ) = P j ( t ) - P , ( t ) = f ( x ) )  с расходами на ветвях цепи, или замыкающих соотно­
шений. Их обобщение на нестационарные процессы может быть записано, напри­
мер, в виде

S/,(О = P j ( t ) - pk( t ) = ri - ^ j - +c ix i ( 0 + six i ),

i =  1 n; j , k e j .
Здесь и далее г,(0 , с,(Г), s,(0 _ характеристики г'-й ветви, отражающие геометрию 
ветви и физические свойства сплошной среды при ее движении.

Тогда функционал можно переписать в конкретизированной форме:

ғ и о ) = Х
i=i

С , ( 0 _ 2 /#ч , S , ( 0 „ 3 .
(О^ , ( о + Х  

1= 1

Минимальное значение полученного функционала, отождествляемое с ба­
лансом энергии и работой всех рассматриваемых сил цепи, должно достигаться 
при состоянии цепи в момент времени £.

Таким образом, можно сделать окончательную математическую запись де­
терминированной модели, которая приближенно отображает процессы движения 
сплошной среды по многоконтурной закрытой гидравлической цепи:

-  известно состояние гидравлической цепи в момент времени £0, определяе­
мое значениями параметра расхода:

x ( t0)  =  [ x i ( t0) , . . . ,x „ ( t0)]T = х 0; (4.1)

необходимо определить состояние цепи в момент времени £ , т. е. найти вектор

*(£ ) = [*,(£), ...,*,, (£ )f,

компоненты которого должны минимизировать функционал

(4.2)

Л * ( о ) = Х
1=1

^ , ( о + Х
i=i

c4 i xf ( t )+ s4 } xf (t) (4.3)

при ограничениях

A x ( t)  = 0. (4.4)

Понятно, что согласно ограничени­
ям (4.4), которых, как правило, для гид­
равлических цепей меньше, чем искомых 
переменных, имеем бесконечное множе­
ство решений (траекторий перехода из 
точки фазового пространства дг(£0) в 
точку *(£)) (рис. 4.1). Однако, согласно

Рис. 4.1. Возможные траектории перехода 
системы из состояния ^ ( fy )  в состояние
*,(П о Т tfo
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02(0. Р2(0

Рмс. 4.2. Двухконтурная открытая и ак­
тивная гидравлическая цепь

функционалу (критерию отбора ре­
шения), можно определить единствен­
ную траекторию, для которой имеем

m in f  (У (£ )), поскольку функционал

при стационарном потокораспределе- 
нии имеет третью степень, из чего сле-

ппп

дует наличие экстремальных точек (максимума, минимума и точки перегиба в 
двумерном фазовом пространстве или, соответственно, для двухконтурной гид­
равлической цепи -  рис. 4.2). Не нарушая общности, пример описания рассмат­
ривается на простой открытой и активной гидравлической цепи, состоящей из 
двух линейно независимых контуров. Переход от описания открытой цепи к за­
крытой осуществляется занулением расходов потребителей.

После всех преобразований для приведенной цепи функционал запишется 
следующим образом:

При конкретных значениях сопротивлений, активных напоров и мощности 
источника точка экстремума и значение функционала

Так как ориентация потоков на ветвях произвольная, то право на существо­
вание имеют различные ориентации (рис. 4.3). Ориентация потоков отражается 
на уравнении баланса расходов в первом узле и, как следствие, изменяет функци­
онал.

Для первой ориентации (см. рис. 4.3, а) имеем функционал

[{*2  =-10000, х { =10 000}, -3.582 607 642 109] .

X У V

Х-) —> min

[ f r 2 =-10000, д:, =10000}, -3.582607642-109] .
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О М  Pi(0

в

Рис. 4.3. Двухконтурная открытая и 
активная гидравлическая цепь с раз­
ными ориентациями (а -в ) потоков 
на хордах

Для второй ориентации (см. рис. 4.3, б) имеем 

F6 ( * i , * 2) = - t f 3Qi + 1  + 1 (2 , ja,2 + (-Я ч + с 3(21 + s3Q 12) x 1 + (я 3 - c3Q , - 5 3(2 г ) зт2 +

X2+ (-с3 -  253(2, )x 1x2 +j  + f  + SsQ, -4 + -^  + s,(21 
2  2

До +

+ l(s \  + 53)x f  -ХзХ,2̂  + 53з:1д-22 + i( s 2 - s 3) x l  -> min;

[{x 2 =-10000, д:, =10000}, -2.13351310810 109].

Для третьей ориентации (см. рис. 4.3, в) имеем

f >( * 1, * 2) = - H 3Q1 + f | + | a ,  I q ? + (н 3 - c 3Q, - ^ Q ,2)^ , + ( я 3 - с 3й , -s Q ,2) ^  +

4 | + ! +$зе , | r ,2 + (03+ 2536, ) ^  + ( 1 + 1 + 5 3 0 ,

1
3

Д о  +

- s 3) x f  - s 3x f x 2 - 53Д,Д22 + i( s 2- s 3)x 3 -+m in;

[{д2 =-10000, ^ = 1 0  000}, -1.300 227 85610 109].
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-10 -1 0

Рис. 4.4. Возможные поверхности функ­
ционала для двухконтурной гидравли­
ческой цепи при физически возможных 
течениях

Этим функционалам соответст­
вуют поверхности, приведенные на 
рис. 4.4.

Решение поставленной задачи 
(4.1)-(4.4), т. е. определение неста­
ционарного потокораспределения в 
многоконтурной закрытой гидравли­
ческой цепи, можно осуществлять раз­
личными способами, которые преду­
сматривают определение в фазовых 
пространствах разной размерности ис­
комых функций.

Первое направление предполагает непрерывность изменения независимой 
переменной времени t, т. е. решение представимо непрерывными функциями

x(^)=[.r1( t ) , ...,xri(t)f.  Тогда можно либо сводить все к задаче на безусловный 
экстремум, увеличивая или уменьшая количество искомых параметров, либо сво­
дить задачу на условный экстремум к  замкнутой системе уравнений, сокращая 
количество искомых переменных.

Следуя методу множителей Лагранжа, введем вектор-столбец неизвест­

ных А = [Xj, Х2, ..., Ът- \ ] т, называемых множителями Лагранжа, и составим об­
общенный функционал относительно искомого расширенного вектора

i7

к .

. Т.е.

1=1
* , ( о + Х

1=1
cM xf r )+ sm * h t ) + Л A x(t) .

Таким образом, получаем задачу на безусловный экстремум:

-  найти вектор-функцию [х^ (£),..., д:и(0 ]7 скалярного аргумента времени t,

имеющую в момент £ = 0 значения [дг,0,..., д:„0]Г, и вектор ..., Хт _,]г, минимизи­
рующие функционал

Ф ,(з :(£ ), Л) = F (x ( t ) )+ A TAx(t) .

Здесь функционал минимизируется относительно п + m -  \ неизвестных.
Используя линейность и однородность ограничений, можно m -  1 неизвест­

ную (вектор расходов на ветвях дерева цепи) выразить через п -  тп + I неизвест­
ных (вектор расходов на ветвях-хордах), т. е. имеют место выражения

xd{t) = BTdxc(t), Bj = -А ^А с, detAd *0.
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Далее разобьем функционал в соответствии с принадлежностью ветвей к 
множеству ветвей дерева и множеству ветвей-хорд:

ф(*ло>*с( о ) = - Х/=1

Иг 771-1

*,a( 0 + X
1=1

- I
Их ■

; ( 0 + 1

В полученном функционале заменим x / t )  согласно выражениям относи­
тельно x c(t), тогда

ф2 к ( 0 ) = -
)Т dx,

BTjX c(t)+ 0.5Cd( t ) [ B Tdx c( t ) ] 2 + M - ) [ B ^ c( t ) ]3

Н А О ^ - Н ' в ) Х М )  + 0.5Cc( t ) k ( t ) ] 2 + ^ k ( t ) ] 3

После этого имеем следующую задачу на безусловный экстремум:

-  найти компоненты вектор-функции х ^ ( t )  = [x rn( t) , . . . ,x ri( [ ) f ,  принимаю­

щей в момент времени t  = 0 значение xj. (0) = ̂ m0,z (m+1)0,...,xw0]  , которые мини­

мизируют функционал Ф 2 (xc(t)) .
Здесь функционал минимизируется относительно с = п -  m + \ переменных. 
Эти постановки могут оказаться рациональными при эффективных методах 

решения оптимизационных задач без их трансформации в конечные системы 
уравнений на основе необходимых условий существования экстремума.

Традиционное использование необходимых и достаточных условий сущест­
вования экстремума для получения замкнутой системы функционально-диффе­
ренциальных уравнений или систем дифференциальных уравнений позволяет 
при постановке, например, задачи Коши получить решение задачи нестационар­
ного потокораспределения в многоконтурной закрытой цепи.

Согласно необходимым условиям существования экстремума, должно 
соблюдаться требование равенства нулю всех частных производных функциона­
ла Ф, (х (0 , Л) по искомым параметрам. Отсюда следует

1 -Ф , ( * , (0 , ^ = 0 , 1 -Ф, (*,(£ ),Л)=0, 
d A  а х

а эти требования порождают систему уравнений

A x(t)  = 0,

- I
i=i

х [ с.(О*,(£) + s,( t ) x f  (о ]+ А 7 А = 0, 
1=1

т. е. получена замкнутая система нелинейных функционально-дифференциаль­
ных уравнений, количество которых равно п +  тп- 1 ,и  содержащих такое же ко­
личество искомых параметров. Эта система имеет единственное решение д(0) = х 0 
при учете значений состояния в момент времени t  = 0.
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Аналогичную трансформацию можно провести и с функционалом Ф2 (* (.(£)) > 
только частные производные в этом случае берутся по компонентам вектора xc(t), 
т. е. имеем систему

[Rj(t)BdBTd +Rc( t ) ] ^  + BH(t) +

+ [ c d( t )B Td +Cc(t) ]xc(t) + Sd( t) [BTdxc(t) ]2+Sc(t)x2c(t) = 0.

Таким образом, получили систему обыкновенных нелинейных дифферен­
циальных уравнений, количество которых равно числу хорд с в гидравличес­
кой цепи, и эта система содержит столько же искомых параметров

[хгп (О, •*,„+] (О  дг„(0] • Используя значение начального состояния ;vr(0) = х^ ,

находим решение [xm(t), xm+x( t ) , *„(1 )] и, как следствие, xd(t)=BjXc(t).
В этом случае полученная система содержит наименьшее количество урав­

нений, так как в любой сколь угодно сложной многоконтурной гидравлической 
цепи число линейно независимых контуров меньше числа ветвей или узлов гра­
фа цепи.

Разобранные экстремальные постановки задачи нестационарного потоко­
распределения эквивалентны постановкам на основе первого и второго законов 
Кирхгофа и замыкающих соотношений в виде дифференциальных форм, приво­
дящих к системам функционально-дифференциальных нелинейных уравнений в 
пространствах ветвей или линейно независимых контуров. Эти постановки могут 
быть реализованы для анализа режимов нестационарного потокораспределения, 
когда известны все функции изменения сопротивлений ветвей схемы R(t), C(t), 
S(t) и функции изменения активных напоров всех ветвей схемы H(f). Только в 
этом частном случае они сводятся к решению замкнутой системы дифференци­
альных уравнений.

Приведенные выше постановки и описания рассмотрим на примере гипоте­
тической трехконтурной закрытой гидравлической цепи (рис. 4.5).

Пусть задана гидравлическая цепь, содержащая четыре узла (т = 4), шесть 
ветвей (п =  6) и три линейно независимых контура (с = « -  га + 1 = 6 -  4 + 1 = 3). 
Направления на ветвях и ориентация линейно независимых контуров выбраны

произвольно. Ветви дерева пронумерованы от 
узла-источника последовательно к каждому 
потребителю. Хордам принадлежат последние 
три номера помеченных ветвей гидравлической 
цепи.

Запишем задачу потокораспределения на 
условный экстремум.

В момент времени t = t0 имеем состояние

цепи х ( ^ )  = [лг1о,...,^бо]Г- Необходимо опреде­

Р и с . 4 .5 .  Гипотетическая трехконтурная закрытая
гидравлическая цепь
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лить состояние цепи, т. е. вектор .r( t)  = [-Y i(0>->*6(0] > если его компоненты об­

ращают в минимум функционал

Ф(дг1(0,...,лгб(0) = - Х
i=i d t  2 ' v '  3

при ограничениях

/Д * !  (О, ...*6  (О) = -*1  (О  + *4 (О  + *5 (О = О, 

f 2(x {{ t ) , . . . , x ^ t ) )  =  x 2( t ) - x 5{ t ) - x &{ t ) = 0 ,

/з  ( * i (О ,.... ̂ 6 (О )= - х ъ ( О - ^ 4 (О +^6 (0 = 0 .

Задача на безусловный экстремум с множителями Лагранжа. Введем век­
тор множителей Лагранжа

Л = [Х, Д 2Д з ]

и запишем функционал

Ф, (х{ (О ,.... x 6( t ) ,  , Х2Д з ) = - Х ^ ( 0 ^ ( 0 ^ - Қ ( 0 ^ ( 0 + ^ ^ 2( 0 + ^ ^ ( 0
i=l 
3

+ Z x * A t o ( 0  ^б(О).
6=1

Необходимо определить Х1Д 2,Х3, обращающие в минимум
функционал Ф, (.*:,(£)Д ; ).

Из линейных ограничений выразим Xi ( t ) ,x2( t ) , x3( t )  через x4(f) , x5(t), 
x 6( t) ,  т. е.

Ф] (^4 (0 ^ 5 (0 .^ б (0 )  = ̂ 4 (О + * 5(О  = Х\ (О, 

ф2 (лг4(£),д:5(£),дг6(0 )  = ДГ5( 0  + ̂ 6( 0  = ̂ 2(0 .

Фз (х 4 (£ ) ,х 5(£ ) ,х 6 (£)) =  - д:4 (£ ) +  зг6 (£) =  Хз (£ ).

Полученные выражения подставим в функционал

Ф 2(*4(£),*5(£),*6(0 ) = - £
i=i

У ф, с,(О, s ,(0 .^(0 ф,(0 - г 1- қ (0 ф,(0 +-4 - ф, (0 +у ^ ф; ( 0
dt

6-I
i = 4

П ( 0 ^ 1  ( O - r 1 -  Қ  ( £ ) * *  ( £ )+Щрх? ( О  +  ^  X? ( 0
dt

Таким образом, формулируется задача на безусловный экстремум относи­
тельно искомых дг4(£),дг5(£),д:6(£): найти параметры, минимизирующие функцио­
нал Ф2(* ,(£ ),...,х6(£)); после чего определяются x {( t ) , x 2( t ) , x 3( t )  по соответ­
ствующим выражениям.
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Конечная замкнутая система функционально-дифференциальных уравне­
ний относительно искомых переменных *,(£)> x 2{t) ,  ...,x6( t) ,  X,, Х2, Х3 имеет вид

Л  (^1 (О. -̂ 6 )) = -^1 (О + Х4 (О + дг5 ( f ) = о,

/ 2 (х, ( О , * 6 (О) = *2 (О  -  *5 (О -  *6 (О  = О,

/ з  к  ( О , ^ б ( О )  =  - * з ( 0 —^4 ( О + * 6  ( О  =  0;

n i t ^ + c ^ x ^ + s ^ x f i O - H ^ t ) - ^  = 0,

r2(t ) ^ -  + c2(Ox 2(t ) + S2( t )X 2 ( t )  + X2 =0, 

dx

Гз(0^  + Сз(̂ з(0+5з(^ з2( ° - ^  =0' 
dx

Г4 (O -^ 1 + C4 (0^4 (О + 54 (0ЛГ42 ( f ) + -  ̂ З = °. 

dxr
^ ( О - ^  + с з ^ ^ С О  + ̂ 5 (0 ^ 1 (0  + ̂ -> -2=0-

+ + +^3 =0-

При начальных условиях

х 1(0) = х10, х 2(0) = х20, Хз(0) = х30, х4(0) = х40, х5(0) = х50, х6(0) = х60

она имеет единственное решение

X i(0 , x2( t ) ,  x3( t ) ,  x 4( t ) ,  x5( t ) ,  x6( t ) .

Для постановки в пространстве хорд с функционалом Ф2 (x4(Z), x5( t ) ,  x6( t) )  
конечная замкнутая система дифференциальных уравнений запишется в виде

у / у - cI jc  d -ЭС

[ г ^ )  + г3( 0  +  г4( 4 ) ] ^  + г ^ ) ^ - г 3( 0 ^  + [ с ^ )  + с3(1 )+с4( ф 4( 4 ) + с ^ ) х 5( 4 ) -

- c 3( t ) x 6( t )  + [s1( t ) - s 3( t ) + s 4( t ) ] x 24( t ) + s 1( t ) x l ( t ) - s 3( t ) x l ( t ) +

+2st ( t ) x 4( t ) x 5( t )  + 2s3( t ) x 6( t ) - H i ( t )  = 0,

dx dx dx
'•i( 0 - ^ i  +  h (0  +  r2( 0  +  r5( f )] ^  +  r2( 0 - ^ i +  q ( 0 ^ 4 (0  +  [ q ( 0  +  c2( 0  +  c5( 0 ] x 5( 0  +

+c2 (0^6  ( 0  + Si ( t ) x \  ( t )  +  [S! ( 0  + S2 ( 0  + s5 ( О Ы  ( t )  +  S2 ( t ) x l  ( t )  +

+ 2 s x ( t ) x 4 ( t ) x 5 ( 0  +  2 s 2  ( t ) x 5 ( t ) x 6( t )  -  Я ,  ( f )  =  0 ,  

dx dx dx
^ з( 0 ^ ^ 2( 0 ^  + [г2( 0 ^ Д 0 + гГ)( 0 ] - ^ - сз( 0 ^ 4 ( 0 + с2( 0 ҳ 5(0 - ь

+ [с2( 0  + С3( 0  + С6(0 ]л:б(0  + 5з(0Х42( 0  + 52(0 ^ 1 (0  + Ь (0  + 5з(0  + 5б (0 ]^б (0  + 

^ s 2{t)x5(t)x6{t)-2s3it )x4it )x&(t)  = 0
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с условиями

* 4 ( ° )  =  *4 0 ’ * 5 ( ° )  =  *5 0 ’ * б ( 0 )  =  % ) -

После определения хордовых расходов x A( t) ,  x5( t ) ,  x6( t )  можно найти и 
расходы на ветвях дерева:

x 4( t )  + x5( t )  = x1(t), 

x 5( t )  + x6( t )  = x 2(t) ,

- x 4( t )  + x6( t )  = x 3(t).

Так могут быть представлены различные математические описания нестаци­
онарного потокораспределения в многоконтурной закрытой гидравлической це­
пи с непрерывным временем.

Понятно, что описанные выше и трансформированные постановки анализа 
нестационарного потокораспределения в закрытых многоконтурных гидравли­
ческих цепях при непрерывном изменении независимой переменной (времени t) 
во многом идеализированы и предусматривают существование аналитических 
методов определения решения, как систем дифференциальных уравнений, так и 
вариационных задач в пространстве непрерывных функций. Но это не всегда воз­
можно, и приходится пользоваться численными методами анализа, поэтому не­
обходимо хотя бы в общих чертах наметить путь, связанный с дискретными пос­
тановками и описаниями.

Пусть время t  представлено некоторыми фиксированными значениями с 
равными промежутками tk+l - t k = т = const, т. е. имеем £е[ ^ Д Х,...ДК \, тогда, не те­
ряя общности, можно рассматривать переход системы из одного состояния Z = 0 в 
состояние t  = t v из состояния t  = t { в состояние £ = £2 и т. д. При этом вектор-функ­
ция x ( t )  трансформируется в дискретную функцию x ( t k) (k = 0,1,..., К ) ,  и в связи 
с этим в математическое описание следует внести некоторые изменения, что поз­
волит от непрерывных функций x t( t )  перейти к  дискретным х г (tk) .

Рассмотрим дискретные описания задач, сформулированных ранее для не­
прерывного времени.

Необходимо определить вектор x ( t k ) = [хх(1к ),..., х п( tk)] , отображающий со­

стояние системы в фиксированный момент времени t  = tk, если известно пре­

дыдущее состояние x ( t k_{) = (tk̂ ) , ..., х п (£ы )] , с помощью множителей Ла­

гранжа Л =[А.1,...Д„,_1] / . Обобщенный функционал в дискретной интерпретации 

может быть записан как

ф з № ) > Л ) =

= - 1
;=i

+ATA x ( tk_l ).
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=-Х
i=l

х г

Но состояние x ( tk_^) системы известно, поэтому функционал линейный 
относительно состояния x { t k) и, как следствие, имеет тривиальное решение 
x [ t k) =  x ( tk_x) , Л = 0. Это связано с погрешностью аппроксимации. Так, если при­
нять

* . ( 0 = 0.5Р,. h ) + X, ((»_,)], ,

то получим нелинейный функционал

Ф з И ^ ) * Л ) =

(tky x i  ( t 0. 5Н,  {tk) + x, (Гы )] + 0125с, fo - i ) x

[Xi (tk) + Xj { t k _ {  j f  +0.041667s,- (**_,)[*, ( t k ) + Xj (tk_x ) ]3]  + 0.5Лг А [х { (tk) + х { (tk_{)] .

Этот функционал Ф3 (д:(^),Л) имеет экстремальное значение для каждого 
состояния системы, поэтому для определения всех дискретных состояний необ­
ходимо К  раз решать задачу на безусловный экстремум (x ( tk), k =  ..., К).

Если использовать выражения расходов на ветвях дерева через расходы на 
хордах

х4(*к) =  В4 х Л*к)>

то функционал относительно хордовых расходов запишется следующим образом:

ф4 к М ) =

= ~ { К 4 (4 -1) B !i [ х с (4 ) + ( 4 -1) ] + К  (4 -1) [ * с  (4 ) + ( 4 -1)]} [ * с  (4 ) -  (4 -1)] -  

“ 0-5[я^ (4 - 1  )B j + Н С (4_, )][дгс (4 )+ хс (4_!)] + 0.1 2 5 [q  (4_. )B j +Сс (4_,)] х

Х [ Х С (4 ) + (4-1 )]2 + 0 .0 4 1 6 6 7 ^  ( t k _ t ) B j + Sc ( t k _ i )] [ x c ( t k) + дгс (4_, ) ]3.

Так выглядят описания задач на безусловный экстремум при дискретном 
времени как относительно расширенного вектора искомых параметров, так и от­
носительно искомых расходов на хордах.

Для функционала с расширенным вектором искомых параметров и необхо­
димых условий существования экстремума имеем замкнутую систему алгебраи­
ческих уравнений:

A x ( tk) =  A x ( tk_t ),

1
i=l

[ x i (4 ) -  (4-1)] -  н , (4-1) + 0.125с, (tk_{) [х ,  (tk) + дг, (tk_{)] +

+0.041667$i(tt„1)[Ari (ti ) + x i (t1„ ,)]2]  +  A r A = 0.

Решая К  раз полученную систему нелинейных алгебраических уравнений, опре­
делим траектории изменения расходов для всей цепи.
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Для функционала с вектором хордовых расходов имеем систему нелиней­
ных алгебраических уравнений, но меньшего количества, чем в предыдущем 
случае:

[0.5Rd + Rc (tk_,)][xc (tk) - x c ((ы )] -  тВЯ(гы ) +

+0.\25x[cd (4_,)BTd + Cc(t) ][xc(tk) + xc h _ , )] +

+0.041 667t[5^ (tk_i)Bd + 5 с(4_1) ] [х с(^ )  + хс(?ы )]2 =0.

Численное решение систем нелинейных алгебраических уравнений, в част­
ности, может быть получено с помощью разнообразных итерационных процессов 
(например, методом Ньютона), тем более что проблема начального приближения 
для этих систем решена априори, так как для определения последующего состоя­
ния системы задано предыдущее.

Этот подход математического описания для закрытой многоконтурной гид­
равлической цепи можно проиллюстрировать, как и ранее для непрерывного вре­
мени, на трехконтурной цепи (см. рис. 4.5).

Запишем задачу на безусловный экстремум с расширенным вектором ис­
комых параметров: задан вектор предыдущего состояния x(tk_l) =
= [ r i (Чг-1)- •••’ *6 h - i  ) ]Г * требуется найти вектор последующего состояния

х (^_ 1) = [х , Х зД з ]7. обращающий в минимум функционал

фз № ) - Л) = - Ё
O .S z ^ J r  2

(tk) ~ x f  h _ , )] - 0.5Я, (4_,)[x, (tk) + X,- (4_,)] +

+0.125c, (tk_{) [x ,  (tk) +  x,. (£*_,) ]2 +0.041667s,- h _ ,) [x , (tk) + x f (tk_{) ]3 j  +

+ X 0 .5 X ,/, (x, (tk) +  x, ( £ * _ ! ) , Xg (£*) + x6 (£*_,)).
У=1

Задача на безусловный экстремум относительно искомых параметров век­
тора расхода на хордах: известно предыдущее состояние хг (£*_,) =

= [х 4 (£*_,), #5 fo - i) ’ *6 h - l ) ] 7’ необходимо найти последующее состояние систе­

мы х с (tk) = [х 4 (tk), х5 (tk), х6 ( ^ ) ]  , минимизирующее функционал

ф ;(х 4 {tk) , x 5(tk) , x (>(tk)) =

3
=-1

1=1

Ф. к )  + Ф, ( + 1)<P,fo)? ,(t>- l ) -0.5H,. (£ ы )[ф,. (£1) + Ф, (£ ы )

+ Х {° -125с< (4-1)[ф, f o ) + ф,- {4-1 ) ]2 + 0 0 4 1 667s, h - i  )[ф, h ) + Ф/ h - i ) ] 3}  -  
1=11

6-I
z=4

0.5г, fa-,)P, (£>) J  ̂  fa.,)]* ' ^  (+ ‘) - и, (£>-,)Р, ( t j + x ,  fa.,)] +

+X(o- 1 2 5 c i h - i) [^  ( 4 ) + x i  { 4 - 1  )]2 + 0041667s, { 4 - \  )[̂ « { 4 ) + x i  { 4 - 1  )]3}-
»=4 1
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Замкнутая система алгебраических уравнений относительно расширенного 
вектора искомых параметров системы имеет вид

- * i  ( ч ) - ч  ( ч ) + * а  ( ч ) = - * \  h - i ) + ^ 4  h - i ) »

^2 (h  ) - ч ( Ч ) -  Ч  ( h ) = ^2 ( h - i ) -  ̂ 5 h -1 ) -  *6 fo-1).

- x 3 ) - z 4( ^ ) + z 6 (tk) = - x 3 h _ , ) - x 4 (tk_{) + *6 {tk_x) ,

r l  ( 4 - 1 ) - l l i l — +  0 .5 c , ( ^ _ ! )  [ ^ !  )  +  X , ( ^ _ !  ) ]  +  

+0 .25S , ( t k .J lx t  (tk) + x { ( 4 - i ) ] 2 h _ i ) - X i  = 0 ,

r2 ( 4 - i )  + 0 .5c2 ( t k _ i  ) [ x 2 ( t k ) + x 2  ( t k_{ ) ] +

+0.2552 (^_ ,)[х2 (tk) +  x 2 (4-1 ) ]2 + ̂ 2 =0,

гз (4 - i) - l l i l — + o.5c3 (4_1)[x 3 (4 ) + x3 (4 _,)] + 

+0.25s3 (4 _i ) [x 3 (4 ) + дг3 (4 -, ) ]2 - X 3 =0,

4  ( 4 - i ) - l i l l — + o .5 c4 (4 _ ,  ) [x 4 {tk) + x A ( 4 _ , ) ]+

+ 0 .2 5 s 4 ( 4 _ , ) [ z 4 (4 )+ ^ 4  ( 4 - i  ) ] 2 + X 1 - X 3 = 0 ,

4  ( 4 - i ) +  0 .5c5 ( 4 - i  ) [ ^ s  ( 4 )  +  x 5  ( 4 - i ) ]  +

+ 0 .2 5 s 5 (4 _ ,  ) [ x 5 (4 )  +  x 5  ( 4 - i ) ]  + X ,  - X 2 = 0 ,

r6 ( 4 - i ) ^ + 0.5c6 ( 4 - i ) [x6 ( 4 ) + x 6 ( 4 - i ) ] +

+0.2556(4_1)[x 6(4 ) + x6(4_ ,)]2 - X 2 +X3 =0 

при начальных условиях

* l ( 0 )  =  *10> ^ 2 ( 0 )  =  Л:20- х з ( ° )  =  х 3 0 ’ ^ 4 ( ° )  =  ^4 0 ' ^ 5 ( ° )  =  ^50> ^ б ( ° )  =  ^60-

Эта система должна быть последовательно решена К  раз, тогда получим 
процесс изменения состояний гидравлической цепи.
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И последний пример, касающийся замкнутой системы алгебраических урав­
нений относительно вектора хордовых расходов xA(tk), x5(tk), x6(tk):

+0.5[с! (tk_{) + с3 (tk_{) +  с4 (tk_{ ) ] [х 4 (tk) + дг4 (tk_{)] + с, (tk. x) [ x 5( tk) + х 5 (tk_t )] -  

-0.5с3 )[-r6 (tk) + дг6 h _ , )] + 0.25[s, (tM ) -  s3 (tk_{) +  s4 ( tk ) + x 4 (tk_{) ] ' +

+0.25S, (4 - i) [^ 5 V k ) + •*■5 (4 - i) ]2 "  °-255з (4 - i) [x 6( tk ) +  ̂ 6 (4-1)]" +

+0.5s, (4 _! )[.r4 (4 )  + x4 (4 _, ) Jx5 (4 ) + x5 (4 .0 ] +

+0.5s3 (4 _1)[x5 (4 ) + x5 (4_, )][x6 (4 )  + x6 (4_, ) ] - H l (4_,) = 0,

+0.5c, (4 _, )[x4 (4 ) + 3T4 (4_!)] + 0.5 [q (4_,) + c2 (4 ^) + c5 (4_, )][x5 (4 ) + лг5 (4 .,)]

+0.5c2 (4_, ) [ x 6 ( 4 )  +  x 6 (4 _,) ]  +  0.25s, (4 _, ) [x4 (4 )  +  д:4 (4 _ ,) ] '

+0.25[s, (4 -1) + 52 (4 . 1) + 55(4_1)][х5(4)+дг5(4_1)]2+0.2552(4_,)[з:6(4)+з:6(4_1)]‘ 

+0.5s, (4_, )[дг4 ( 4 ) + x4 (4 _, )][x5 (4 ) + * 5 (4_,)]+

+0.5s2 ( 4 - i ) [ ^ 5( 4  )+ ^ 5  ( 4 - i  ) ] [ ^ 6 ( tk ) + * 6  {tk-i ) ] ~ H i f o - i ) =  °- 

-r3 h >r3 (,ы)+г6 ̂ ) Р ^ М .

-0 .5 c3 (4 - , ) [ x 4 ( 4 ) + дг4 ( 4 - i  ) ]  +  0.5c2 (4 _, ) [x 5 ( 4 ) +  x 5 (4 . , ) ]  +

+0 .5 [c 2 ( 4 _ ,) +  c3 ( 4 _ , ) +  c6 (4 _ , ) ] [ x 6( 4 )  +  x 6 (4 _ , ) ]  +  0.25s3 ( 4 . ,  ) [ x 4 ( 4 )  +  x 4 ( 4 . , ) ]  

+ 0 .25s2 ( 4 - !  ) [ x 4 ( 4  ) + x 4 ( 4 _ , ) ]2 + 0 .5 [s 2 ( 4 _ ,) +  s3 ( 4 _ , ) +  s6 ( 4 . , ) ]  [ x 6 ( 4 )  +  x 6 ( 4 . , ) ] '

+ 0.5s2 (4 _,) [x 5 (4 ) + x5 (4 _, ) ] [x 6 (4 ) + x 6 (4 _,)] -  

-0.5s3 (4_, )[x4 (4 )+ x4 (4-i)][x6( 4 ) + X6 (4 _, )] = 0 

с условиями x4 (0) = x40, x5 (0) = Хзо, х6 (0) = х60 и k = \ , 2,..., K.

, ,. - . ,1+ 

+

i2

+

i2
+
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После решения этой системы уравнений на k-u  шаге определяются

*4 (О + *5 (0  = *1(0 .

*5 (0  + *б (0  = * 2(0 .

~ *4 (О +*6 (О  = *з (^ )•

Таким образом, для закрытой многоконтурной гидравлической цепи рас­
смотрены разнообразные подходы формирования вариационных моделей анали­
за нестационарного потокораспределения как для непрерывного, так и для диск­
ретного времени. Необходимо отметить, что все модели с точки зрения конечного 
решения эквивалентны, а использование той или иной из них зависит от знаний 
и предпочтений исследователя.

При анализе режимов нестационарного потокораспределения экстремаль­
ный подход к построению математической модели по сравнению с формировани­
ем замкнутой системы дифференциальных уравнений не дает очевидных преиму­
ществ ни относительно количества искомых переменных, ни относительно 
методов определения этих переменных. Следовательно, несмотря на эквивалент­
ность применения обоих подходов, более рациональным является составление 
замкнутой системы дифференциальных уравнений в пространстве контурных 
расходов, так как в этом случае имеем наименьшее количество искомых функций 
для решения задачи Коши, и на основании этого решения по линейным функцио­
нальным соотношениям определяются расходы на ветвях разветвленной цепи, 
потери давления на всех ветвях и давления в линейно независимых узлах.

Тем не менее возникает целый класс задач (в частности, задачи параметри­
ческого регулирования и структурного управления), в которых резко увеличива­
ется количество искомых функций, и система дифференциальных уравнений от­
носительно них становится недоопределенной, а следовательно, имеет множество 
решений. Эти задачи возникают в результате возмущений, оказываемых на ре­
жим нестационарного потокораспределения потребителями: либо водоразбор -  в 
открытых гидравлических цепях, либо отбор тепловой энергии (за счет измене­
ния расхода на локальных отрезках ветвей) -  в закрытых (циркуляционных) гид­
равлических цепях.

Под параметрическим регулированием будем понимать изменение пропуск­
ной способности ветвей как отклик на возмущения потребителей. При этом не 
допускается снижения пропускной способности до нуля, так как в этом случае 
ветви перестают функционировать и происходят структурные изменения цепи. 
Таким образом, для многоконтурных закрытых гидравлических цепей парамет­
рическое регулирование может охватывать практически все ветви, начиная от 
ветвей, где имеет место регулируемый отбор тепловой энергии (за счет измене­
ния расхода), и далее -  на всех ветвях цепи с ограничениями пропускной способ­
ности. Вопрос о рациональном параметрическом регулировании можно решать 
двояко: 1) сформулировать некоторый критерий отбора единственного решения 
из множества получаемых при заданных вариациях нагрузок потребителей; 
2) отбирать только то решение, при котором вариации не вносят возмущений, 
вызывающих неустойчивость динамических процессов гидравлической цепи. Па­
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раметрическое регулирование не допускает развала цепи, так ка к  пропускны е 
способности ветвей не равны нулю  и ограничены  значениями эквивалентны х 
диаметров Dimin< 0 > ([)<  Dimax.

В принципе, параметрическое регулирование может осущ ествляться и за 
счет изменения акти вны х напоров на ветвях цепи, что такж е  влияет на про­
п у с кн у ю  способность, но и для н и х  сущ ественными являю тся ограничения

П онятно, что все это относится к  нормальным режимам нестационарного 
потокораспределения, а неординарные режимы  требую т применения д р уги х  ма­
тем атических моделей.

Под стр уктур ны м  управлением будем понимать изменение схемы движ ения, 
что связано с изъятием некоторы х ветвей из графа цепи. Э то возможно только 
для о ткр ы ты х гидравлических цепей, где м ож но изъять хордовые ветви, и  снаб­
жение потребителей будет осущ ествляться по разветвленной цепи, что способ­
ствует простому управлению  параметрами источников. В этом случае пропускная 
способность на хордах может быть равной, т. е. значения эквивалентны х диамет­
ров ветвей 0 <  Д ( £ ) < Ц тах, где нулевое значение соответствует изъятию  ветви 
из схемы движения.

Теперь, воспользовавш ись ранее вы сказанны м и соображениями, м ожно 
сф ормулировать математическую  модель параметрического регулирования и 
стр уктур но го  управления для м но гоконтурн ой  откры той  и активной гидравли­
ческой цепи.

Модель нестационарного потокораспределения в пространстве хордовых 
расходов представлена в виде обы кновенны х нелинейны х дифф еренциальных 
уравнений

^  =  R C (t)x c( t )  + R (t)B cxJ  ( t)S c( t ) x c( t )  +

+R (t)B d [A d[Q ( t)  + BTdxc( t ) f  Sd (0 [A /Q (Z ) +  BTdxc( t ) \  + W(t)u(t),

где

m  =  [ - В Л ( t ) - B dRd( t )B Td C (t)  =  [~BcCc( t )  -  BdCd ( t)B Td ] ,

В 0 0
H ( t )

W  =  R (t) 0 -B dRd(t)A-d' 0 , u ( t)  = dQ
dt

0 0 -B dCd(t)A-d'
(2 (0

и

xd ( t )  = Ad'Q ( t )  + BTd xc( t) ,

начальные условия дгс(0 ) = xc0.
Анализ системы нелинейны х дифф еренциальных уравнений затруднителен, 

а аппарат качественного анализа устойчивости  базируется на л инейны х диффе­
ренциальных уравнениях, поэтом у воспользуемся предположением, что задан­
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ную  систему диф ф еренциальных уравнений м ож но  линеаризовать, т. е. привести 
к  виду

(̂ -  = D(t)xc( t )  + W(t)u(t)  и xd( t )  = A j lQ (t)+B^xc(t).

Здесь м ож но ввести понятие задач управления: xc(t)  -  вектор фазовых коор ­

динат, или вектор состояния гидравлической цепи; xd(t) -  вектор вы ходны х ко о р ­
динат, или вектор управляемых координат гидравлической цепи; u(t) -  вектор 
управляю щ их воздействий; D(t) -  динамическая матрица гидравлической цепи, 
ком поненты  которой зависят от метода линеаризации; W(t) -  матрица управляю ­

щ их воздействий; Л~/ и В}/ -  матрицы выходны х координат с постоянны м и ве­

щ ественными величинами.
С технической то ч ки  зрения, управляю щ ие воздействия, т. е. ком поненты

вектора u(t) = Н М   ^ , 0 , ( 0  Qm_,(t) зависят от на гру ­

зок потребителей и скоростей их изменения во времени, а такж е  от изменения 
акти вны х напоров, -  это величины  отклонения органов управления гидравличес­
кой  цепи. О ни  влияю т на управляемые (вы ход ны е) координаты  xd[(J; ) , ..., xdm_x(t)  
гидравлической цепи, являющ иеся п отоко  рас п редел ей ием по разветвленной це­
пи, в их  целенаправленном изменении и  состоит задача управления.

По очевидному предположению , координаты  векторов u(i) и x (j^t) вещест­
венны и рассматриваются относительно одних и  тех же базисов в соответствую ­
щ их векторны х пространствах. Э то позволяет полностью  отождествить данные 
векторы с соответствую щ ими матрицами-столбцами их координат относительно 
ф иксированного  базиса.

Вектор xc( t )  определяет состояние гидравлической цепи в те кущ и й  момент 
времени t в том  смысле, что в последующ ие моменты времени 0 >  £ вектор х с(0 )  и, 
следовательно, вектор xd(Q) зависят только от xc( t )  и от управляю щ их воздей­
ствий м(т), прилож енны х на интервале времени от £ до 0.

М атрица-столбец xc(t)  = [xcl(t),...,xcc( t j \T является матрицей, составленной 

из координат вектора состояния xc(t) в исходном ортоиормированном  базисе, от­
носительно которого  и записаны уравнения гидравлической цепи. Векторное 
пространство, в котором рассматриваются векторы состояния (ф азовы х коорди­
нат), называется фазовым пространством. П ри этом, естественно, предполагает­
ся, что фазовые координаты  xcl( t ) , x cc( t ) , а та кж е  элементы матриц D(t), W(t), 
Ad\  Bd (относительно этого  исходного  базиса) являю тся вещественными.

В процессе управления координаты  вектора состояния м о гут оказаться не­
доступны м и для непосредственного наблюдения. Наблюдаемой может оказаться 
лиш ь часть ф азовых координат или некоторые линейны е ф ун кц и и  от них. Д ля 
того  чтобы закончить описание линейного  динам ического  объекта, введем вектор 
наблюдаемых координат, которы м  для гидравлической цепи является вектор у з ­

ловы х давлений, или вектор обратны х связей P(t) = [Р{( t ) , Рт( t ) f .  Предполага­

ется, что его координаты  заданы линейны м и связями с ф азовыми координатами 
гидравлической цепи:

P(t) = C(t)X(t)  + E(t),
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где

C (t)=
Ad{ Rd( t)B d 0

, X ( t )  =
< K
dt

0 A f C d( t )B Td xc (t)
-1/- л-1.A jC dA X Q (t)

М атрица С (0  называется матрицей наблюдаемых координат, или матрицей 
обратны х связей.

Параметры источников  и потребителей описываю тся парой вектор -ф унк­
ций (2 (f) и P (f) , первый содержит отрицательные ком поненты , относящ иеся к  ис­
точникам , и положительные -  к  потребителям, второй -  тол ько  положительные, 
ка к  следствие законов ф изи ки  движ ения  сплош ной среды. Размерности этих век­
торов равны т — 1, т. е. количеству узлов цепи без единицы, так ка к  в силу перво­
го  закона Кирхгоф а в цепи без потери массы m-й узел является узлом баланса,

т - 1

где соблюдается равенство Qm( f ) =  ^ ( 2 / ( 0 -
М

Параметры ветвей для общей модели, ка к  в непрерывном, так и в дискрет­
ном случаях, описываю тся трой кой  вектор -ф ункций  R (t), 5 ( f )  и C (f) , а в случаях 
линейной и нелинейной моделей -  парой вектор-ф ункций: либо R (t)  и C (f), либо 
R (t)  и 5 ( f) .  Размерности всех векторов равны п -  количеству участков, принадле­
ж ащ их цепи. Значения элементов векторов 5 ( f )  и C (f)  положительные, вектора 
R (t) -  отрицательные. Так ка к  параметры ветвей являю тся ф ункциям и п р о пуск­
ной способности, а она зависит от эквивалентного  диаметра ветви, то для сокра­
щ ения иском ы х ф ункц ий  рационально ввести следующие зависимости:

R ( t ) = a D - \ t ) ,  S ( t )  =  P £ r5( t ) .  C (t)  = 5D~2( t) ,  0 < D ( t )< £ > maI,

где а , (3, 8 -  некоторые постоянны е коэф ф ициенты.
Тогда математическая модель относительно п + с иском ы х ф ункц ий

D ( t )  =  [ Д ( f ) , . . . .Dn( t) ]T и x c( t )  = [x {( t) , . . . ,x c( t j \ T запиш ется в виде

^  =  R C (t)x c( t )  + R(,t)Bex Tc ( t)$ cD~5( t ) x c( t ) +  
at

+R (t)B d [ A - M O + B lx ce ) ^ dD f ( t ) [ A - M t ) + B Td x ce ) \  + W (t)u ( t) , 

R ( t ) = [ - B ca cD ; \ t ) - B da dD ? e ) B l ] \ c O ) = \ - B cbcD ? ( t ) - B dbdD ? ( t ) B Td ] ,

где

В 0 0
H ( f ) '

W = R (t) 0 -B da dDd\ t ) A d ' 0 , M (f) =
dt

0 0 -B d&dD ? ( t ) A d\

^ ( 0  =  Ad 1Q ( 0  +  5 j x c( f ) ,  

начальные условия x ,.(0 ) = xcq.
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Л и н е й н ы й  аналог

имеет вид

— ^ =  D (t)x c( t ) + W ( t ) u ( t )  и x d( t )  = Ad 'Q { t )  + B ,<lx c( t )  
a t

P ( t)  =  C ( t )X ( t )  + E (t) ,
где

А ;
d t , £ (< )=  Л

х с ( 0 _

л;,я (0

A J 'Q A J 'Q C O

Параметры -  начальное и  конечное состояния цепи -  два вектора хР и х г  
размерностью п. Ком поненты  векторов -  вещественные числа; состояние ветвей 
описывается парой вектор -ф ункци й  x ( t )  и  h (t)  размерностью п, ком поненты  ко ­
торы х -  вещественные ф ун кц и и  времени; состояние узлов цепи: P (t)  -  вектор- 
ф ункция  размерностью т -  1, та к  ка к  считается, что изменение давления в од­
ном из узлов всегда известно: Pm( t ) .

Параметры, характеризую щ ие и сточни ки : Puj ( t )  и Q,y(0 при  =1,2,..., ти, 
где ти -  количество источни ков  в гидравлической цепи. К а к  правило, источни ки  
оснащ ены измерительной аппаратурой и  для н и х  характерны  систематические 
измерения давления и  расхода. Д л я  потребителей необходимы такж е  данные по 
изменениям во времени давления и расхода: Pn;( f )  и  Q ^ ( t)  при  п̂  = ти, 
ти +  1,..., тп, где тп -  количество потребителей в гидравлической цепи. Причем 
потребители являю тся основны м и внеш ним и возмущ аю щ ими воздействиями на 
реж им ы  гидравлических цепей, следовательно, тол ько  по их изменениям может 
отстраиваться регулирую щ ая аппаратура на ветвях цепи и  м о гут решаться разно­
образные задачи надежности, безопасности и эконом ии  энергетических ресурсов 
для трубопроводной системы. Учиты вая значимость этих параметров, будем счи ­
тать, что они заданы, так ж е ка к  и  параметры, характеризую щ ие источни ки . Тем 
более что они непосредственно отображают качественные и количественны е по­
казатели эф ф ективности работы трубопроводной системы, вы полняю щ ей основ­
ную  ф ун кц и ю  снабжения потребителей и в нормальных, и в неординарны х усло­
виях эксплуатации.

Д л я  всего спектра моделей нестационарного потокораспределения в гид ­
равлических цепях основны м возмущ ением является нагрузка  потребителей, и 
именно она может иметь различную  природу: детерминированную , стохастичес­
кую , неопределенную или совместную . Э то сказывается на математическом о п и ­
сании и, ка к  следствие, на методах оты скания  реш ения, особенно в задачах регу­
лирования и управления. П оэтом у имеет смысл более подробно остановиться на 
различны х моделях потребителей.

4 .3 . Детерминированное описание внешних возмущений 
в гидравлической цепи

Рассмотрим описание откры ты х м но го ко н тур н ы х  гидравлических цепей, 
нестационарные процессы в которы х определяются не тол ько  изменением дей­
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ствую щ их напоров H(t), но и слож ны м и процессами потребления энергии и мас­
сы, что м ож но записать в общем виде

Q(t,p) = QD(t)+Q s(p), 
где QD(t) -  определенная (детерминированная) составляющая граф ика потреб­
ления, ф ункц ия  времени; (2s ( p )  -  случайная (стохастическая) составляющая гра­
ф ика потребления, ф ункц ия  вероятности.

Имеем п олную  гр уп п у  событий: расход потребителя равен сумме детерми­
нированной и  стохастической составляющ их. Д л я  вектор -ф ункци и  Q(t,p) изме­
няю щ ихся во времени нагрузок потребителей принято, что они заданы ка к  бы в 
двумерном пространстве (реализаций t и случайны х собы тий/?):

Q (t ,p )= ( \ -p )Q D(t)+iQ,s(P)>
но в выш еприведенных системах кроме слагаемых на грузки  потребителей содер­
жатся и слагаемые со скоростью  изменения нагрузки , т. е.

dt dt dp dt '
а такж е

Q2(0 = (l-rt2Ql(0-$(p)+2i(l-p)QH0CM0-
Э то означает, что и  решение будет определяться в ком плексном  пространстве, 
т. е. справедливы представления

x ( t)  = x D(t) + ixs(p), x 2{t)  = x 2D( t ) - x 2s(p) + 2ixD( t)xs(t), ^  = +

После подстановки этих выражений, приведения подобны х и приравнива­
ния вещ ественных слагаемых и коэф ф ициентов при  м ним ой единице, получим  
две системы дифф еренциальных уравнений относительно неизвестных: первую -  
хордовых расходов x D (£ ) , вторую  -  вероятностны х прибавок х 5 ( /? ) . Так ка к  рас­
сматривается система для определения хордовы х расходов, то индекс с м ожно 
опустить, а для характеристик ветвей цепи и матриц он сохраняется:

[BdRde )B Td + R A t ) ] ^ - B H ( t )  + [BdCd(t)B^+Cc( t ) ]x D(t)  + Sc[x 2D( t ) - x 2s(p )]  + 

+[A J1 (1 - p)QD(t)  + (/>)]7 BdSd( t ) [ A j \ \ - p ) Q D(t) + Bll x s( p ) y

- [ a j ’Q.v (P ) + Bdx s (P )J  BdSd (t) [Ad'Qs(p)  + (/?)] =

[BdRd(t)BTd +Pc( t ) ] ^ £-)* + [s A (0 <  +Cc( t ) ]x s(p)+2Sc( t )x D(t)xs(p)+  

+ [ А , ‘ 0 ,  ( P )  +  BTd xs ( p ) J  BdSd (t)[A-d'Qs(p)  +  B j  xs(p )]  +  

+[Ad\ l - p ) Q D(t)  + BTdx D( t ) f  BdSd(t) [A d'Qs(p ) + BTdxs(p j \  =

=  -B dRd(t)A-d' d- ^ J t - B dCd(t)A-d'Q s ( t) .
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П ри  анализе нестационарны х режимов решение при заданных начальных 
условиях позволяет оценить изменение детерминированной и стохастической со­
ставляю щ их кон тур н ы х  расходов и, ка к  следствие, все другие параметры гидрав­
лической цепи.

Исследование динам ических процессов поставило целый ряд нетрадицион­
ны х задач, связанных с осмыслением и описанием разнообразных параметров, 
входящ их в эти описания. Д анны е параметры, ка к  правило, изменяю тся в силу 
регулирования, управления и подобны х процессов, происходящ их в реальных 
транспортны х системах. Это в первую  очередь связано с возмущ ениями, которые 
влияю т на траектории процессов, происходящ их в гидравлической цепи.

Возмущениями в дальнейшем будем называть изменения параметров гидрав­
лической цепи (изменения расходов потребителей, мощ ности источников, раз­
личны е гидравлические характеристики  участков системы во времени и  т. д.), 
оказывающ ие непосредственное влияние на режимные параметры цепи (изм ене­
ние расходов на ветвях цепи и изменение давлений в узлах).

Возмущ ения м ож но  условно разделить на две группы : внешние и  внут­
ренние.

К  внеш ним возмущ ениям относятся параметры потребителей, изм еняю ­
щиеся во времени и для гидравлической цепи являю щ иеся параметрами узлов, 
а именно вектор -ф ункции  узловы х расходов Q {t)  и давлений P (t)  ка к  характе­
ристи ки  количества и качества потребления. В нормальных условиях эксплуата­
ции они отвечают граф икам потребления, взаимоувязанным с нестационарными 
режимами гидравлической цепи. На их  изменение во времени влияет множество 
факторов: производительность труда, качество ж и зн и , рост числа потребителей 
и  другие, что должно адекватно отражаться на изменении мощ ностей источни ков  
и гидравлической цепи в целом. В неординарных условиях эти параметры пере­
ходят в класс управляемых с минимально ограниченны м и значениям и для ж и з ­
недеятельности. Очевидно, что в нормальных условиях эксплуатации гидрав­
лической цепи они м о гут регулироваться путем изменения внутренних парамет­
ров ветвей системы, если будут оборудованы соответствую щ ими техническим и 
устройствами (регуляторами п ропускн ой  способности, давлений и а кти вного  
напора).

PIсходя из условий баланса, суммарны й расход всех потребителей равен 
суммарной мощ ности источни ков  в системе без потерь, что соответствует идеа­
лизации гидравлических цепей. М ощ ности  и давления источни ков  м ож но отнес­
ти  к  управляю щ им  параметрам, а следовательно, управление в и сто чни ка х  может 
осуществляться согласно различным принципам : стабилизирующ ее, с опереже­
нием и с обратной связью  (в  зависимости от цели управления и технического  
обустройства системы).

К  внутренним  возмущ ениям относятся параметры ветвей гидравлической 
цепи в зам ы каю щ их соотнош ениях, связанны х с параметрами режима (расходом 
и падением давления), что для нестационарных процессов записывается в общем 
виде

Ш  =  + 2 S ( t ) x ( t № ± + C ( t ) x ( t ) - H ( t ) .
a t d r  at
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Рис. 4.6. Непрерывный равномерный гра­
фик нагрузки и его аппроксимация перио­
дической функцией с малой амплитудой и 
большой частотой

Q, м3/ч 
24-,

2 2 -

2 0 -

18

О чевидно, что R (t), S(t), C (t), H (t)  
отождествляю тся с внутренним и возму­
щ ениями и м огут быть использованы в 
качестве регулируем ы х параметров для 0 5 10 15 20 t, ч
заданных граф иков потребления.

О становимся подробнее на аппроксим ации внеш них возмущ ений, в первую 
очередь на граф иках потребления. П о виду граф ика потребления м ож но выде­
лить три типа потребителей.

1. Потребители с непрерывным граф иком  потребления, ка к  правило, мало 
изменяю щ имся во времени для определенного периода, что позволяет а ппрокси ­
мировать этот граф ик постоянной величиной, равной некоторой средней нагруз­
ке: Q (t)  = Q v  ~ const (рис. 4.6).

2. Ч астично  неравномерный граф ик потребления за некоторы й период (в 
данном примере -  с утки ), где внутри  периода наблюдаются участки  равномерно­
го (по  времени) потребления. Это м о гут быть потребители односменной работы 
(например, коммунально-бы товы е предприятия). Здесь уж е недостаточно ори­
ентироваться на осредненную  нагрузку, так ка к  она не обеспечивает потребнос­
ти, и необходимо этот граф ик представлять в виде ф ункц ии  времени, т. е. 
(2(Z ) = Asinco(/ + 0) +  г|, где А  -  амплитуда; со -  частота; ц, 0 -  сдвиги но абсциссе и 
ординате, что учитывает положительность потребителей Q (O -0  (рис. 4.7). П ред­
варительный анализ граф иков на гр узки  ка к  кусочно-непреры вной ф ун кц и и  поз­
воляет оценить численные значения величин: ам плитуды  А , частоты со, сдвигов 
по  временной 0 и расходной г\ координатам.

3. Н еравномерный граф ик потребления за определенный период времени 
характерен для самого массового потребителя (например, ж и л и щ н ы й  сектор). О н 
такж е может быть описан периодической ф ункцией вида Q (t)  = A s inco(f +  0 ) + р, 
где А  -  амплитуда; со -  частота; р, 0 -  сдвиги  по абсциссе и ординате при Q (t)  > О

Q, м3/ч 
25

2 0 -

1 5 -

1 0 -

5 -

0 10 15 20 t, ч

(рис. 4.8). Предварительный анализ граф иков 
на грузки  ка к  кусочно-непреры вной ф ункции  
позволяет оценить численные значения вели­
чи н  А , со, 0 и  р. Н о  это может быть не более 
чем первым приближением , та к  ка к  для более 
точного  описания необходимо использовать 
гарм оники  вы сш их порядков.

Рис. 4.7. Частично неравномерный граф ик пот­
ребления на временном интервале t е [8 ,17 ] и 
его аппроксимация периодической ф ункцией с 
определенными амплитудой, частотой и  сдвига­
ми по фазе и  амплитуде
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Q, м3/ч
3 5 -

30-

25-

2 0 -

15-

1 0 -
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Р ис. 4 .8 . Н еравн ом ерн ы й  граф и к  п отреблен и я  
и его ап п рок си м ац и я  п ериодической  ф у н к ц и ей  
с оп ределен ны м и  ам п л и туд ой , частотой  и 
сдви гам и  по ф азе  и ам п литуд е

И з этого предварительного анализа 
м ож но  сделать вывод, что граф ики потреб­
ления характеризую тся определенным пери­
одом.

Периодические функции. П усть  f ( t )  -  
ф ункц ия , определенная на всей числовой 
прямой. Число Т  называется периодом этой 
ф ункц ии , если от прибавления его к  ар гу ­
менту величина ф ун кц и и  не меняется, т. е. 

если для всех t  имеет место равенство/(£  + Т )=  f ( t ) .
Если Т есть период ф ункции , то пТ, где п -  любое целое число, та кж е  являет­

ся периодом рассматриваемой ф ункц и и . Ф у н кц и я , имеющ ая отличны й от нуля 
период, называется периодической.

Простой пример периодической ф ун кц и и  -  гармоническое колебательное 
движение

г/ =  Asin(o)£ +  8)

с периодом Т = 2л/(о или частотой (о = 2к/Т .
М о ж н о  предположить, что граф ики потребления являю тся периодическим и 

ф ункциям и, тогда они м о гут быть аппроксим ированы  тригоном етрическим и 
ф ункциям и, например, вида

Q (£) =  Asin(oX£ +  ri)) +  0,

где 0 является сдвигом по ординате, так ка к  Q (£) > 0, т. е. задана тол ько  в пол ож и­
тельном октанте; г\ -  сдвиг по абсциссе, т. е. по временной координате.

С огласно этой формуле, синус суммы двух углов в описании граф ика на­
гр у зки  может быть

Q (£) = A  cos(corj) si n ( oof ) +  A  si n ( cor))  cos(0)£) +  0.

П ри предположении, что А , со, г) не зависят от времени, введем обозначения 
а =  Asin(coTi), b = Acos(cori). Тогда получим

Q(£)=tiCOs(co£)+6sin((o£)+0.

Более сложная периодическая ф ункц ия  вида

к  к  к
г/ =  £  A* sin ( о у  + 8 *) +  £  С* =  £  [«* cos((okt ) + bk s in ( o y )] +  С,

k=0 k=0 k=0

где

a * = A * s in (c y i* ) ,  6* = А * со8(©ал * ) . C = X C*>
k=o
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называется тригоном етрическим  полиномом К -го  порядка. П оэтом у возникает 
вопрос о приближ енном  представлении произвольной периодической ф ункц ии  
f { t )  периода 2л в виде тригоном етрического  полинома /С-го порядка, а затем и 
вопрос о разложении ф у н кц и и / ( f )  в тригоном етрический ряд

/ ( 0 = £ ^ s in H '+ 5 * ) + c ,
k=o

подобно задачам приближ енного  выражения ф ун кц и и  в виде полинома и -й  сте­
пени или разложения ее в степенной ряд. Э то основные задачи гармонического 
анализа [3 8 -4 0 , 43, 68, 123,134, 186].

О бщ ий член этого  ряда Ak s i n ^ t +  5^) называется k-й гарм оникой ф ункц ии  
f(t). Е го м ож но представить в виде

Ak sin (со*? + bk) = ak s in  (to**) +  bk sin (akt ) ,

где

ak = Ak s in (5 * ); bk =  Ak со5(б* ) при & = 0 ,1 ,2......

Гармоника нулевого порядка Ay s in (50) есть постоянная, которую  обозначим 

через а0/2  = Ay s in (50) + С. Теперь основная задача гармонического анализа может 
быть представлена следующим образом: необходимо подобрать, если возможно, 
неизвестные постоянные

bv b2,...,bK ,...

так, чтобы ряд

V + Ё К  cosK 0 + bksin М ]
1 *=i

был сходящимся и чтобы его сумма равнялась заданной периодической функции 
f ( t )  с периодом 2л.

Н еизвестные постоянные м огут быть вычислены по формулам

1+к
ak = - j  fit)cos((O kt ) d t ,

1 +7t
bk = -  ^ f  i t ) s in(iQkt ) d t , k =  i ,2 , ..., 

я

fly =  2 Ay s in (8 0) +  2C.

О н и  называются коэф ф ициентами Ф урье  ф ун кц и и  f i t ) ,  а ряд носит название ря­
да Ф урье  ф ун кц и и  /(£ ) , которы й будет сходящ имся, и его сумма будет равна / ( f )  
при следую щ их ограничительны х предположениях относительно ф ун кц и и  (у с ­
ловия Д и рихл е ). Ф у н к ц и я  удовлетворяет условиям  Д и рихле  в интервале ( - л ,  л), 
если она непрерывна в этом интервале или имеет конечное число разрывов пер­
вого рода и если, кроме того, интервал ( - л ,  л ) м ож но разбить на конечное число 
та ки х  пром еж утков, в каждом  из которы х / ( f )  меняется монотонно.
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Если /(£ ) , заданная в интервале (-к, к), удовлетворяет в этом интервале ус ­
ловиям  Д ирихле, то ряд Ф урье  этой ф ун кц и и  сходится во всем интервале ( - л ,  л) 
и сумма ряда:

1) равна f ( t )  во всех точках непрерывности f ( t ) ,  лежащ их внутри интервала;

2) равна [ / ( £  + 0) +  / ( £ - 0 ) ] / 2  во всех точках  разрыва непрерывности;

3 ) равна [ / ( - л  + 0) +  / ( л - 0 ) ] / 2  на концах интервала, т. е. при £ =  - л  и t= + n .  

Е сли/( £ )  есть четная ф ункция  в пром еж утке  ( - « ,  а), т. е ./(£ )  = / ( - £ ) ,  то

] f ( t ) d t  =  2 \ f ( t ) d t ,
- а  О

и если/(£ )  есть нечетная ф ункц ия  в пром еж утке  ( -а ,  а), т. е ./(£ )  = - f ( - t ) ,  то

а
J f ( t ) d t = 0 .

- а

Согласно этому, ф ункц и ю  м ож но разложить в интервале (0 , л), тогда полу­
чим следующ ие формулы для определения коэф ф ициентов:

2 "
ak = - J / ( £ ) cos(ш ,̂£)</£, bk = 0 , если /(£ )  -  ф ункц ия  четная, и 

я о

2 к
a k = 0, b k  =  -  J/ ( £ )s in  (<tikt)d t, если /(£ )  -  ф ункц и я  нечетная.

"о
Разложение ф ун кц и и  будет иметь вид

/ ( f )  =  “ “  +  cos((okt) ,  если /(£ )  -  ф ункц ия  четная, и
2 ы

/ ( f )  = ^ b f i  sin((okt) ,  если/( £ )  -  ф ункц ия  нечетная.

П ериодические  ф ун кц и и  периода 27. В различны х задачах рассмотрим раз­
ложение в тригоном етрический ряд по косинусам  и синусам ф ун кц и и  /(£ ) , опре­
деляемой не в интервале ( - л ,  +л ), а в интервале (0 , 7), или разложение в ряд 
только по косинусам  либо только по синусам ф ункц и и , определенной в интерва­
ле (0 , +7 ).

Ряды Ф урье  и интегралы Ф ур ье  использую тся для представления или п р и ­
ближ ения ф ун кц и й  во м но гих  важ ны х прилож ениях. Разложение в ряд Ф урье  
есть частны й случай разложения в ряд по ортогональны м ф ункциям .

Р яды  Ф ур ь е .
А. Если задан интервал разложения - л < £ <  л, то  ряд Ф урье , порожденны й

я

действительной ф ункцией / ( f ) ,  для которой сущ ествует интеграл J |/(т )|< 7с , есть 

бесконечный тригоном етрический  ряд

+  X ( ak cos(kt) + bk s in (k t))  = £  cke,kt,
1  * = 1
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коэф ф ициенты  которого  определяются по формулам Э йл ера -Ф урье :
1 л .  л

я *  = -  J / ( t ) c o s ( £ t ) J t , ^  =  -  J / ( T ) s in ( A r c )< /T ,

Л -л " -л

с* =  -  ibk) =  ̂  J / ( x )e - '^ V T  для *= 0 ,1 ,2 ,. . . .

Здесь bk -  действительные числа; ck -  ком плексны е числа.

Б. Если задан интервал разложения 0 <  £ <  Г, то  ряд Ф урье , порожденны й

действительной ф у н кц и е й /(£ ) , для которой сущ ествует интеграл | | / ( т ) |< /т ,  есть
о

бесконечны й тригоном етрический ряд

где соь = 2 л /Г ,

+  £  (ak c o s ( H O  +  bk s in ( H £ ) )  s  ^  cAe'4 t , 
^ *=-~

2 r  2 7"
a* = -J /(x )c o s (*c » )bx y T , ^  = - J / ( x ) s i n ( H x y x ,

7 о 0

=  C„t  =  i ( a *  -  i6t ) =  iJ /(x )e^ V x , 6 =  0 ,1 ,2 ......

В. Если сущ ествует интеграл J[/(x)f</x, то средняя квадратичная погреш ­

a kc o s \ k y t y $ k s m ( k y t  || -  про­

извольны й тригоном етрический  многочлен, при каждом п принимает наимень­
шее значение, когда в качестве коэф ф ициентов a k и (5̂  многочлена Р „(£) берутся 
соответствую щ ие коэф ф ициенты  Ф урье  ak и ^  ф ун кц и и  /(£ ) , т. е. когда тр и го ­
ном етрический многочлен Р „(£) есть частичная сумма

1 ” 
s« ( 0  =  - « o + X

А = 1

Я , ,  C O S + bk sin
Г

ряда Ф ур ье  ф у н кц и и /(£ ).
Г. Если абсолютная величина |/(£)| интегрируема на интервале разложения, 

то коэф ф ициенты  Ф урье  ak и bk ф ункц ии  / (£ )  при стремятся к  нулю  (тео­
рема Р им ана-Л ебега ). Если ф ункция  / ( £ )  на всем зам кнутом  интервале разло­
ж ения имеет непрерывные производные до (тп -  1 )-го  порядка вклю чительно, 
причем каждая из н и х  в концах интервала имеет одно и то ж е значение, и если 
m-я производная кусочно-непреры вна, то коэф ф ициенты  Ф ур ье  ак и  bk ф у н к ­
ции / ( £ )  при *-»°о убы ваю т не медленнее чем т~к, т. е.

где С -  постоянная.
т
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Д. Действительные коэф ф ициенты  ак , Ьк и ком плексны е коэф ф ициенты  ск 
связаны формулами

где bQ = 0 . Ряд Ф урье  четной или нечетной ф у н кц и и /(£ )  сводится к  рядам Ф урье  
но косинусам  или по синусам соответственно.

Функции, разложимые в ряд Фурье и представимые интегралами Фурье. 
Гармонический анализ.

А. Интеграл Ф урье , порож денны й действительной ф ункц ией  /(£ ) , абсолют­
ная величина 1/(£)| которой интегрируема на интервале -°°< £<+ °° разложения, по 
определению есть

Б. К оси н ус - и синус-интегралы  Ф урье , порожденные действительной ф у н к­
цией /(£ ) , абсолютная величина |/(£)| которой интегрируема на интервале 0<£<+°° 
разложения, по определению есть

В. Ряд Ф урье  или интеграл Ф урье , порождаемый действительной ф ункцией 
/(£ ) , абсолютная величина которой интегрируема на соответствующ ем интервале 
разложения Г,

ak = c k +c_k, bk = i(c k -c _ k), 

ck = { ( ak - ibk)> c-k = \ ( ak +  ibk)>  ̂= 0,1,2,

-  j" б/со J / ( t ) c o s ( ( o(£  -  i ) ) d x  = J c(v)e2mvcdv
к

гд е

Ф 0 =  J / ( т ) е -2гоутб/т, C(w) = - J =  J f(T)e~imdx = - J = c

2  J cc( w ) c o s ( 2 tcv/;)6 /v Cc(co)cos(co£)6/to

2 j  cs(a))sin(27uv£)(/v C$(a))sin(a)£)6/o)

где

cc(v )  = 2 J / ( t ) c o s (2 7 t v t ) ^ t , Cc((d) / ( т ) с 08 (мт)б/т

cs( v ) ^ 2  J / ( T ) s in ( 2 jw T ) 6 / T ,  Cs(co) /(т)81п(сот)б/т
о ’ о
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1) сходится к  [/(С  -  0 ) +  / ( £  + 0 ) ] /2  на каждом откры том  интервале, где ф у н к ­
ция / ( f )  и ее производная/ ' ( f )  кусочно-непреры вны ; при  этом на каждом  за м кн у­
том  интервале, в котором  ф ункц ия  непрерывна, ряд Ф урье  сходится к / ( f ) ;

2 ) сходится равномерно к  / ( f )  на каж дом  таком  интервале 
( а »  с  (а  -  8 Л  + 5) с  Г , где 8 > 0 , что на ( а - 5 / +  8) ф ункция  / ( f )  непрерывна и 
имеет о граниченную  вариацию;

3 ) сходится к  [ / ( f - 0 )  +  / ( f + 0 )]/2  на каждом  откры том  интервале, содержа­
щемся в Т, на котором / ( f )  имеет ограниченную  вариацию (п р и зн а к  Ж ордана).

Ф у н к ц и я  / ( f ) ,  ограниченная и  имеющая конечное число относительны х 
м аксим ум ов, относительны х м иним ум ов и  точек разрыва первого рода на некото­
ром конечном  интервале (условие Д и рихл е ), является на этом интервале ф у н к ­
цией ограниченной вариации.

Г. Гармонический анализ периодических ф ункций . П усть / ( f )  -  действитель­
ная периодическая ф ункция  с периодом Г, для которой сущ ествует интеграл 
т
| | / ( т ) |б /т .  Тогда
°  1 о= '

/ ( f )  =  - t io  + Х ( а * c o s ( fo V )+ ^ s in (A i(o 0f ) ) =  £  с*е‘ч <  = с0 + 2 £ |c * |co s (& G V + a rg cA) ,
^  6=1 6 = -°о  6=1

2 Г 2 Г
« 6  = ^ J / ( T) C0S( H ^ T  ^ б  = - J / ( T ) s i n ( H T) ^ -

7 о 1 о

ct = c - * = :i j / ( x ) e - ^ V x ,  0) , , = ^ ,  * = 0 ,1 ,2 ......
О

Н а каждом  откры том  пром еж утке , на котором / ( f )  и  / ' ( f )  кусочно-непреры вны , в 
каж дой точке  разрыва/ ( f )  по определению полагаем

/ ( f )  =  [ / ( f - 0 ) + / ( f  +  0 )]/2 .

Таким  образом, ф ункция  / ( f )  представлена в виде суммы:
1) постоянного  члена а^/2=с0 (среднего значения ф у н кц и и / ( f ) )  и
2) некоторого множества синусоидальны х членов с частотами оу,=1/Г (о с ­

новной частоты), 2Ц) =2/7 ’ (второй гарм онической частоты ), З ц ) = 3 /Г  (третьей 
гармонической частоты).

Здесь k-я гармоническая компонента 2|c^cos k — t  + argck j  имеет частоту

kv0 = k /T } кр у го в ую  частоту /щ ) =2кко \), ам плитуду 2\ck\ = у [ а [ + ^  и “ фазу” 
argck = -a rg tg (b k/a k).

Нечетные члены гарм онического  разложения описы ваю т апериодическую  
часть ф ункции .

Л ю б ую  ф ункц и ю  / ( f )  действительной переменной f  м ож но  представить в 
виде суммы двух ф ункц ий : четной (сим м етрической) / . ( f ) ,  для которой имеет 
место равенство/ ( f )  = / ( - t ) ,  и нечетной (антиси м м етрической )/ ti( f ) ,  для которой 
/ ( f )  = - f ( - t ) .  Отсюда следует, что
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Рис. 4.9. Замеренные расходы у потре­
бителя в течение суток
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Рис. 4.10. Кусочно-непрерывная ф унк­
ция изменения расхода у  потребителя в 
течение суток

П редположим, что имеются замеры на грузки  потребителей в определенные 
моменты времени в течение суток, которые м огут быть отображены точкам и в 
пространстве врем я-расход (рис. 4.9).

Так ка к  ф ун кц и и  внеш них возмущ ений носят кусочно-непреры вны й ха­
рактер Q(£, )  =  (2; = const для z'= 1, 2,..., N  и  £е £i+1], появляется три  альтерна­
тивы  аналитической записи ф ун кц и и  Q ( f)  для дальнейшей аппроксим ации их 
рядами Ф урье:

1) в виде кусочно-непреры вной ф ун кц и и  (рис. 4.10);
2 ) в виде линейно-непреры вной ф ун кц и и  по средним ординатам на проме­

ж утке  времени [£,-, £|+1] (рис. 4.11, а);
3 ) в виде линейно-непреры вной ф ункц ии  по средним абсциссам на проме­

ж утке  времени [tj, £,+1] (рис. 4.11, б).
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Рис. 4.11. Линейно-непрерывные ф ункции расхода потребления по средним ордина­
там (а ) и средним абсциссам (б)
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Согласно условиям  Д ирихле, кусочно-непреры вная ф ункция  для заданного 
граф ика потребления может быть в первом приближ ении представлена в виде 
линейно-непреры вной ф ун кц и и  по средним ординатам (см. рис. 4.11, а).

И з  представленных граф иков видно, что при аппроксим ации по средним ор­
динатам пропадают максимальные и минимальные значения потребления, что, 
естественно, приводит к  ошибкам.

И сходя из точного  граф ика ф ункц ии  расхода у  потребителя (см. рис. 4.10), 
суточное потребление составит S = 2240 м3. П о этому потреблению м ож но  судить 
о приближ ении  того  или иного  вида аппроксим ации. Так, если для линейно-не- 
преры вной аппроксим ации по средним ординатам имеем 5 , =  2080 м3, что соста­
вит о ш и б ку  8, = 160 м3, то  для линейно-непреры вной аппроксим ации по средним 
абсциссам ош ибка меньше и соответствую щ ие показатели будут 5,2 =  2 1 1 0 м 3 и 
б2 =  130 м3.

Т аким  образом, в качестве первого приближ ения м ож но предложить линей­
но-непреры вную  аппроксим ацию  по средним абсциссам, которая такж е  удовле­
творяет условиям  Д и рихле  (см. рис. 4.11, б).

В принципе , любая из этих двух  аппроксим аций может быть использована 
для гарм онического  анализа, но в дальнейшем в качестве исходной будет п р и н и ­
маться вторая, ка к  более точно отражающ ая свойства граф ика потребления.

Тригоном етрические ф ун кц и и  м о гут быть представлены степенны ми ря­
дами

„ 3  „ 5  „ 2 л + 1  ос 2я+1

s in ( ;r )  =  ( - 1 ) ”  — -------- +  ... =  Y ( - l ) — ---------,
3! 5! V (2 я  +  1)! „tb  (2 я  +  1)!

r 2 4 2 п  оо 2 п

c o s (x ) =  l -  — + — - . . .  + ( - 1 )я — + ...=  Y ( - l ) ”  — .
2! 4! (2 я )! ~ 0 (2 п )!

У читы вая эти разложения, ряд Ф урье  м ож но записать в виде степенного
ряда

/(o=?0 + yL ў(_1).(*^+4 ў(.1)ДН£^
2 Й .  £  2и! ‘ Й  (2 л +  1)!

ak = - j / ( t ) X ( - l ) " dt, bk d t, 4 =  0 ,1 ,2 .....
T {  Й  2л! * r J y Й  (2 л +1)!

П огреш ность  и средняя квадратичная погреш ность. Пусть, ка к  и  выше, 
f i t )  -  ф ункция , заданная в интервале ( - л ,  л). Составим л инейную  ком бинацию  
первых {2п  +  1) ф ункц ий  семейства

1, cos(t). s in ( t) ,  cos(2 t). s in (2 f) , ..., cos{nt), s in(/z£),...

вида

a  K
о + X ( a * c o s (^ )  +  P* sm (kt)), 
z ы

где a 0 , a , , . . . ,  a K , P ,, P2 p ^  -  некоторые численные коэф ф ициенты . Записан­
ное выражение с конечны м  числом слагаемых называется тригоном етрическим
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полиномом K-vo порядка. Рассмотрим погреш ность, которая получается, если за­
менить / (£ )  конечной суммой, т. е. рассмотрим разность

д/с(0 = / ( 0 - | ^  + Х (а* cos(*0+P* sin(^O)
1 1 ы

Н аибольш им отклонением  k K ( t )  суммы от ф ункц ии  / ( f )  в пром еж утке  

( - л ,  л ) назовем наибольшее значение |ДК (£)| в этом пром еж утке : чем меньше б у­

дет Л к , тем точнее тригоном етрический полином К -го  порядка представляет 
ф у н кц и ю / ( f ) -  Эта погреш ность может сл уж и ть  для оценки  числовы х параметров 
тригоном етрического  полинома К -го  порядка (равномерное приближ ение), если 
принять, что наименьшее отклонение по модулю равно нулю  в (2 п  + 1) точках 
пром еж утка  ( - я ,  я ), что дает запись линейной системы уравнений относительно 
иском ы х параметров и столбца свободных членов значений / ( f )  в (2п  + 1 )  точках 
пром еж утка  ( - я ,  я).

О днако величину неудобно принять за меру приближ ения, и  не только 
потому, что исследование этой величины  затруднительно, но и потому, что при 
решении вопроса о приближ енном  представлении ф ун кц и и  более важны м часто 
является уменьш ение погреш ности в “ среднем” или “ вероятной” погреш ности, 
“ наибольшего откл онения” .

П ри применении метода наименьш их квадратов для обработки наблюдений 
за меру точности принимается “средняя квадратичная погреш ность” , которая оп ­
ределяется следующ им образом:

-т2

-тс -л
А О  -  ̂ 7  -  Z ( a *  co s (k t) + fa  s in (k t) )  

1 ы
dt.

Остается подобрать постоянные а 0 , а , ,..., а к  , |31, Р2, Рк  так, чтобы ве­
личина 8д- была наименьшей, т. е. решить задачу на м иним ум  ф ун кц и и  Ь2К от 
(2/С + 1 )  переменных. М о ж н о  реш ить эту задачу, используя необходимые и доста­
точные условия сущ ествования экстремума для квадратичной ф ункц и и , что п ри ­
ведет к  зам кнутой системе (2/С + 1) л инейны х уравнений относительно иском ы х 
неизвестных а 0, а , ,..., а к , (3,, (32, (3^. В то же время м ож но провести исследо­
вание связи иском ы х неизвестны х с коэф ф ициентами Ф урье  и их  поведения при 
К  —>о°.

Д ля применения второго подхода упростим  выражение квадратичной 
оценки:

-i2
а  *

/ ( О ™  -  Z K  cos(£ f) + Р* s in (£ f )) 
z k=\

К  „ 2  к

=  /  ( f ) - / ( f ) a 0 -

- 2 / ( f ) ^ ( a z, cos(kt) +  Р/, s in ( ^ f ) )+ — +  cos2 (k t)  + pz2 s in 2(^ f ) )  + g k ,
ы  4 *=i

где а к  означает линейную  ком бинацию  вы ражений вида

cos(/f)cos(ztff), s in ( /f)s in (m f) , c o s (/f)s in (m f), s in ( /f )c o s (w f)  при I Фт.

В силу свойства ортогональности три гоном етрических ф ун кц и й  интеграл от 
всех этих вы ражений по п ром еж утку  ( - л ,  л ) равен нулю , а следовательно, будет
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равен нулю  и интеграл от о к  по этому пром ежутку. И нтегралы  от cos‘'(& f)  и 
s in 2(&£) равны к  и, подставляя их в ф ормулу квадрата ош ибки , получим

, + п  + К  1 К  +71 +71
Ь2к = ̂ S  \  / < 0 ^ - - £  a *  J f ( t ) c o s (k t)d t  + $k J f  ( t)s in (k t)d t

- п  -71 —Л - л

4 4 | н +р‘ )-
П риним ая во внимание выражение для коэф ф ициентов Ф урье  ф ункц ии  

/ ( г ) ,  м ож но  переписать выражение для квадратичной ош и бки  в виде

81 = Л / W - ^ - 1  + ш 4  н-\ i ( a l  + й ) .
2 л _я  271 6=1 4  2 Ы

или, вычитая и прибавляя сумму

м ож но  записать

8 1 = 4 !  / 2( 0 * - +б»)+ (̂“о -«о)2 4 х [ к  - ai)2+(Pt-h Y

Н аим еньш им  значение bzK будет, очевидно, в том  случае, когда последние 
неотрицательные слагаемые в правой части обратятся в нуль, т. е. это будет иметь 
место, если полож ить  и  вообще a k=ak и $k=bk (k =  1,  2 ,...). И та к, средняя
квадратичная погрешность приближенного выражения функции / ( f )  посредством 
тригонометрического полинома К-го порядка будет наименьшей, если коэффици­
енты полинома суть коэффициенты Фурье функции f ( t ) .

О тметим  при этом одно важное обстоятельство. И з  полученного  результата 
следует, что значения a k и (3fe, которы е обращают в м иним ум  5^, не зависят от 
значения К. Если увеличить К, то  надо будет добавить новые коэф ф ициенты  ос* 
и но уж е  вычисленные ранее коэф ф ициенты  останутся прежним и.

В еличину гк  наименьш ей погреш ности получим  по формуле, заменив в 
последнем результате а к и р/г соответственно на ак тлЬк , что дает

П ри  возрастании К, т. е. порядка тригоном етрического  полинома, в правой 
части равенства будут добавляться новые отрицательные (или , во всяком случае, 

не положительны е) слагаемые - а 2К+х, -b 2K+v... , и, таким  образом, погрешность ек 
может только уменьшаться при увеличении К , т. е. точность приближения уве­
личивается (не уменьшается) при возрастании К.

Разложение в ряд по ортогональным функциям. Рассмотрим совокупность 
ф ун кц и й  вещественной переменной

ц ( 0 ,  «г (О . •••.«„ ( О . - -



186 Глава 4

Если эти ф ун кц и и  таковы , что
ь
J ит(t)u n(t)q>(t)dt =  0 при т * п ,
а

принято  говорить, что ф ун кц и и  и,ДО и wm( 0  образуют в пром еж утке  [а, Ь\ ор­
тогональную  систему с весовой ф ункцией ср(0 •

П усть  дана ф ункц ия  / ( 0 ,  удовлетворяющая условиям  Д ирихле. О на может 
быть представлена в виде бесконечной суммы ортогональны х ф ункц ий , т. е. орто­
гональным рядом вида

/ ( О = q “ i (О + c2u 2 (О + ...+ с пи п (О +....

Чтобы вычислить коэф ф ициенты  ст, ум нож и м  обе части равенства на 
цт (Г)(р (0  и проинтегрируем  на интервале [а ,Ь \. Согласно условию  ортогональ­
ности, исчезнут все интегралы справа, кроме

ь

отсюда
-1

Если кроме условия ортогональности для ф ун кц и й  um( t )  выполняется ус ­
ловие

то система называется ортонорм и рованной.
П редположим, что граф ик потребления задан линейно-непреры вной ф у н к ­

цией с некоторым периодом Т (например, с у т ки ) и расположен в положительной 
области значений Q (ti ) = Qj =  const и (2,:>0 , при  этом интервалы времени м огут 
быть неравными: tM  -  t j  = const > 0 . Э то описание в дальнейшем будем называть 
точным.

Заменим заданный граф ик кусочно-непреры вной ф ун кц и и  (см. рис. 4 .9) л и ­

нейно-непрерывной ф ункцией, проходящ ей через то ч ки  ((£, +  0.5(£1+1 - Ц ), Q ,) 

при  z' =  0, ..., М  так что на отрезке f  g  [f ,-+ 0 .5 (fI+1- ^ ) Д 1+1+ 0 .5 (^ +2- ^ +1)] описа­

ние представляется линейной ф ункцией  (рис. 4.12):

О, м3/ч q ( 0 = 2 ( ^ > i

^i+l " t ,

4_M3(0.5(f,>3 + 1>2). Q/+2)
^+2 -  f z

‘ /+2 ‘/+3 f,4
Puc.4.12. Линейная аппроксимация 
кусочно-непрерывной ф ункции
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Д л я  отрезка te  [ r j+1 +0 .5 (ti+2 -C ,+i ) , t , +2 + 0 .5 (t,+3 - f , +2) ]  имеем

Q i + 2 ( t i + 2 + t i + \ ) ~ Q i + \ ( t i + 3  + t i + 2 )

i + 3  t z '+ l  ' - « + 3  b z "+ l

Н епреры вную  ф у н кц и ю /(£ ) , аппроксим ируем ую  рядом Ф урье , м ож но заме­
нить, например, некоторой постоянной К  или линейно-непреры вной L t+  К  на 
всем заданном интервале £е [0,7 ’ ]. П онятно, что обе ф ункц ии  удовлетворяю т ус ­
ловиям  Д ирихле  и имеют конечное значение интеграла

т т
j \Q ( t) \d t  = j \K \d t  = КТ , 
о о

Т Т J
\ \Q (t) \d t = \ \L t  + K \d t = - T 2 + КТ .
0  0  2  

Коэф ф ициенты  ряда Ф урье  для этих  ф ун кц и й  вы числяю тся соответственно 
по формулам

т N <», ..
a k =JQ(£)cos(co0̂ )6/£ = ̂  J Qi cos((o0̂ )<7£ = ]£—̂ [sinfwo^j-sinfcoo^,)],

о 1=1 , 1=1 ^

N  Q ,

(OqI

v Q .
T N <»1

bk = jQ (O s in (c o tik)< /£  =  ̂  J Q, sin(o)o^)</£ =  - X - ^ 7 [cos(co0^ /+1)-c o s ((o 0^ , ) ] ; 
о 1=1 (. 1=1

T N Г
ai t = jQ (£ )co s ((flb^ ) 6 / £ = ^ j  

0  i = l  I

^(Q>+i ~ Q i)   ̂ | Qi+\ (^/+i Q, (^i+2+  f n-i)

^ ( £ l+2- ^ )  ,+1 +2-£ ,)
s i n f q A + i ) -

2 (Q /+1 - Q , )  f  | Q.41 ( zi+i  + t , ) - Q < fe + 2  + t i+ i)

^ o k ( t i + 2  - t j )  '  '  ® o k ( t j + 2  ~ t j )

. 2 ( Q j + i  - Q i )

^ = J (2 (£ )s in (o }b^)« /£  =  £

[с 0 8 ( ( ^ ^ |+1) - С 0 5 ( ( ^ Қ ) ] [ ,

2(Q,+1 ) r | Q/+1 (fm + f i)~ Q i(fi-f2+ ^4l)
(%k(ti+2- t i ) H1 ^ k ( t i+2- t i )

c o s ( (O q ^ £ , ) -

с о з Ц Қ - . ц ) -

2 (e ,> i-Q , )  ( + а * .  ( t» .+ t , - ) - Q ,  (t,>2 + t,> i)

- a)JSinM i,,)-sinM i.)]} ■
Ю0Й ih+2
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Так ка к  оба варианта (точная и аппроксим ирую щ ая) ф ун кц и и  Q(£) удовле­
творяю т условиям Д ирихле, то они м огут быть представлены гарм оническим  по­
лином ом  /С-го порядка

к
(2 (0  =  «о + cos(too^) +  bk sin (i% kt)]

ы

с коэф ф ициентами и bk (k =  1, 2 , К) ,  которы е выражаются интегральны ми 
соотнош ениями.

Для граф ика на грузки  (см. рис. 4.10) суточное потребление составит

т
/ ( 2 ( 0 ^  = 2240,

значение сдвига по амплитуде

|  =  4 s i n ^ = m a xQ (ti ) p i n ^  = i ()o

Э ти данные являю тся значениями гарм онического  полинома нулевого по­
рядка (рис. 4.13).

Сумма квадратов отклонений значений граф ика потребления от значений 
гармонического полинома составляет

1 О О

что для гарм онического  полинома нулевого порядка равно

т

Q (t)  -  £  (a* cos(kt) + bk s in (fo ))  
ы

dt,

Q ( 0 - | d t  =  800 .

Относительная ош ибка суточного  потребления при аппроксим ации гармо­
ническим  полиномом нулевого порядка составляет

Q, м /ч

№ d t - jQ ( t ) d t

-1

=  0 .071428 ,

180-1

160-

140-

1 2 0 -

1 0 0 -

80-

60-

40-

10

т. е. несколько более 7 %.
Рассмотрим аппроксим ацию  гарм они­

ческим  полиномом первого порядка, ко то ­
ры й запиш ется в виде

Q (') ( t)  =  ̂  + at cos((o0t  +  б) +  6, sin (o)0i  +  5), 

Q (1)( 0  = Y  + a i cos(coot ) + sin(co0t)

Рис. 4.13. График потребления и гармоничес-
15 20 f, ч кий  поли н ом  нулевого  порядка
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с коэф ф ициентами

2'г  , х , . 27
а\ = ^ \Q (t)c o s ((o 0t)d t t = ^ \Q (t)s m ((o 0t)d t  при с ^ = у .

1 о 1 о
И спользуя  инф ормацию  о потреблении в течение суток, м ожно определить 

все параметры в предположении об их постоянстве, тогда

Q (1)( 0  =  100+  80cos(0.261667£+  8.0625).

Значения а()/2  =  100, =  80, о)0 =0 .261667, 5 =  8.0625, ^ = 0  определяют­
ся из замеров потребления.

Интегральное суточное потребление для этой ф ун кц и и  составит 
т

8ц = J[l 00 +  80cos(0 .261667; + 8.0625)]t& = 2 400.199 581,
о

отклонение от замеренного потребления -2240=160.199  581, и относительная 
погреш ность равна 0.071 517 7, так же ка к  и  в предыдущей аппроксим ации, более 
7 % (рис. 4.14).

О днако понятно, что если гармонический полином нулевого порядка равно­
мерно приближает граф ик на грузки  на всем временном интервале без учета его не­
равномерности и периодичности, то гармонический полином первого порядка, не 
являясь постоянной, учитывает свойство периодичности изменения граф ика на­
грузки , но слабо учитывает неравномерность. Учет неравномерности м ож но уси ­
лить добавлением слагаемых гармонического ряда, тем самым уменьшая ошибку.

Рассмотрим такж е в качестве аппроксим ирую щ ей ф ун кц и и  гарм онический 
полином  первого порядка вида

Q (1)( 0  =  y  +  a i cos(a)0;)  + ^  sin(cD0f) ,

коэф ф ициенты  которого  определяются из системы двух  линейны х уравнений. 
Имеем ф ун кц и ю  (рис. 4.15)

<2(1)( 0  = 100 -1 6 .3 8 2  077 72cos(0.261667 ;) -  59.997 0 2 1 4s in (0 .261667 ;).

Q, м3/ч 
180-

160-

140-

1 2 0 -

100

8 0 -k

60-

4 0 -

20

Q, м3/ч

 1 1 1 1-------
0 5 10 15 20 f, ч

Puc. 4.14. Аппроксимация графика на­
грузки  гармоническим полиномом пер­
вого порядка

200-)

150-

100

50-

0 5 10 15
Рис. 4.15. Гармонический полином пер­
вого порядка с коэффициентами, полу­
ченными методом наименьших квадратов
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И нтегральное суточное потребление для этой ф ун кц и и  составит 
т

5ц =  J [ l  00 -1 6 .3 8 2  077 72cos(0.261 667r) -  59.997 0214 sin (0 .261667t) ]d t  =
о

=  2 400.197 763,

отклонение от замеренного потребления 5/, -2 2 4 0  =  160.197 763, и относитель­
ная погреш ность равна 0.071 516 858, так ж е ка к  и в предыдущ ей аппроксим а­
ции, несколько более 7 %. О ценка суммы квадратов откл онений  составляет 
1 498.081 533, что дает среднеквадратическое отклонение в лю бой момент време­
ни 38.705 058 24.

М етод наим еньш их квадратов для гарм онических полиномов дает гарантию  
сходимости к  граф ику потребления за счет увеличения количества слагаемых 
аппроксим ациоиной ф ункции , т. е. к  уменьш ению  среднеквадратического откл о ­
нения.

Рассмотрим в качестве аппроксим ирую щ ей ф ункц ии  гарм онический пол и ­
ном второго порядка вида

Q(2)( t )  =  у  + a, cos(co0t)  + 6, sin((o0z) + а2 cos(2co0f)  + b2 sin(2co0i) .

Предполагая, что o0 , со̂ ,, 6, ранее определены, необходимо найти значения
а2 и Ь2, например, методом наименьш их квадратов. Д л я  этого  запиш ем ф ун кц и о ­
нал, зависящ ий от а2, Ь2, в виде

Q ( t j) -  -  я, cos ((00t, +  б) -  6, si n (со0Г, +  5) -  a2 cos (2co0t / ) - b 2s\n (o)0f ;-) m m .

Д ля определения a2, b2, согласно необходимому условию  сущ ествования 
экстремума этого ф ункционала, имеем систему двух  линейны х уравнений

2 4  2 4

а2 £ c o s 2 (2(0о^) + ь2 ̂ c o s (2 w 0f,)s in (2o )()?,) =
»=1 i=i

2 4

= 1
i=l

а\ cos K f , ) -  6, s in (too?,.) cos(2o)0f,),

2 4  2 4

a2 Xcos(2co0f,)sin(2o)0t,)  + b . ^ s m 2 (2(0, / , )  =
/ = 1

2 4

X
1=1

2 4

= x
i= l

«1 cos ((Oof,) -  6, sin (too?,.) sin(2(o0/:,).

Решение этой системы я2 = 4 .9 8 154587 , b2 = -4 7 .0 0 7  09188 . Гармонический 
полином  второго порядка запиш ется в виде (рис. 4.16)

<2(2)(О  =  1 0 0 - 1 6 .38 2  077 72cos(0.261 6 6 7 г ) - 59.997 021 4 s in (0.261 667 f) +

+4.981 545 87cos(0.523 3 3 4 ^ -4 7 .0 0 7  091 88sin(0 .523 334?).
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О, м3/ч
200

150-

100

50-

5 10 15 20 t, ч0

Рис. 4.16. Аппроксимация графика на­
грузки  гармоническими полиномами 
нулевого, первого и второго порядков

Q, м /ч
200 т

150-

100

50-

0 5 10 15

Рис. 4.17. Аппроксимация графика нагруз­
ки  гармоническими полиномами нулевого, 
первого, второго и третьего порядков

И нтегральное суточное потребление для этой ф ун кц и и  составит 

т

J [ l  00 -1 6 .3 8 2  077 72cos(0.261667 f) -  59.997 0214 sin (0.261667?) +
о

+4.981545 87cos(0.523 3 34? )-47 .007  0 9 1 88sin  (0.523 334?)]d? = 2 400.135 461,

отклонение от замеренного потребления 5г2-2240=160.135 461 , и относительная 
погреш ность равна 0.071 489 045 09, та к  же ка к  и  в предыдущем случае, более 7 %. 
О ценка суммы квадратов откл онений  составляет 524.545 904 3, что дает средне­
квадратическое отклонение в лю бой момент времени 22.902 967 15.

Последняя кривая учиты вает не только периодичность, но и  неравномер­
ность граф ика суточного  потребления, однако недостаточно точно.

Д л я  уточнения свойства неравномерности рассмотрим гармонический по­
лином  третьего порядка

<2(3) (? ) =  100 -1 6 .3 8 2  077 72cos (0.261667?) -  59.997 0214 sin (0.261667?) +

+4.981545 87cos(0.523 334?) -  47.007 09 1 88sin  (0.523 334?) +

+<z3 cos (0.785 001?) +  Z>3 sin (0.785 001?).

А налогично  предыдущ ему случаю записываем систему двух ли нейны х урав­
нений, решение которой

а3 = -1 3 .6 1 3 3 5 1 4 3 , 63 = -7 .4 0 8 2 6 5 2 5 2

позволяет найти  гарм онический полином  третьего порядка (рис. 4.17)

Q (3)(? ) =  100 -1 6 .3 8 2  077 72cos(0.2616 67? )-59 .997  02 1 4s in (0 .2 6 1 667?) +

+4.981545 87cos(0.523 334?) -  47.007 0 9 1 88sin  (0.523 334?) -

-1 3 .6 1 3 3 5 1 43cos(0.785 001? )-7 .408  265 252sin (0.785 001?).
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Продолжая этот однообразный процесс, м ож но получить аналитическое 
описание в виде гарм онического  ряда, приближаю щ егося сколь угодно близко  к  
заданному граф ику нагрузки .

Таким  образом, рассмотрены модели аппроксим ации неравномерного гра­
ф ика нагрузки  в течение суток. П остоянная (средняя за с у тки ), которая дает м и ­
ним альную  относительную  погреш ность, тем не менее не отражает свойство п о ­
часового изменения, а следовательно, непригодна для регулирования процессов 
потокораспределения в гидравлической цепи. О на может эф ф ективно использо­
ваться в проектны х проработках для систем с малыми изменениями расходов во 
времени. Кусочно-линейная модель изменения на грузки  дает малую погреш ность 
отклонений, не превыш аю щ ую  5 %. О днако и она не отражает свойства периодич­
ности изменения на грузки  в течение суток, что влияет на аналитическое исследо­
вание динам ического  потокораспределения при реш ении задач регулирования и 
управления, поэтому данную  модель рациональнее прим енять в задачах анализа 
режимов динам ического  потокораспределения. И  наконец, непрерывная перио­
дическая ф ункц ия  (тригоном етрическая), учиты ваю щ ая цикличное  изменение 
во времени, позволяет изучать реакции системы на изменение внутренних и внеш ­
н и х  возмущ ений в системе и, что самое главное, применением гарм онического  
анализа (путем  повы ш ения порядка гарм онического  полином а) увеличивать то ч ­
ность решения. Учет свойства периодичности внеш них возмущ ений (граф иков 
потребления) и  связанные с ним  конструктивн ы е  подходы м огут реш ить пробле­
му регулирования трубопроводны х систем с то ч ки  зрения уменьш ения энергети­
ческих затрат на транспортировку больш их масс по системе. Создание систем ре­
гулирования и управления будет стим улировать разработку разнообразных 
ко н стр укц и й  регуляторов расхода и  давления и  обустройства ими трубопровод­
ны х систем транспорта массы и энергии.

Теоретические вопросы, связанные с изучением свойства периодичности 
граф иков на грузки  потребителей, касаются представления их в аналитическом 
виде, аппроксим ации, приб лиж енного  представления и дальнейшего использова­
ния этой инф ормации при постановке и реш ении задач регулирования.

Э то требует уточнения аналитического описания с целью уменьш ения раз­
ности между реальной суточной потребностью  и интегральной величиной анали­
тического  представления. Воспользуемся методом наименьш их квадратов.

С ум м у квадратов ош ибок на всем пром еж утке  времени [0, 24] между значе­
ниям и граф ика потребления и аналитической ф ун кц и и  представим в виде

и эта сумма при вариации a v 6, имеет минимальное значение, а а0, м0 и  8 ранее 
приняты  постоянны ми:

1 24 ? т г
ao = ^ l Q ( a  « 6 = ^ .  5 = 18.

Тогда, согласно необходимым и достаточным условиям  сущ ествования э кс ­
тремума ф ункц ии  двух переменных a v b{, требуется равенство нул ю  первых про­
изводны х от ф ункционала по этим  переменным. Д л я  ф ункционала

r = l r = l r= lL

2 4  2 4  2  24 Г п

1 л 2= Х [< Ш - (Г (0 ]  = Х  ) -  у  -  ° ic o s  ( ° V r  + S )-b i s in  (toot, +  5)

r = \
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имеем

Q ( 0 - y - t i ,  cos(tOotr + $ ) - b xs in (o V r + 6)

Q (0  -  у  -  «i cos((o0t r + 5) -  /?, sin (o V r + 5)

[-cos((O oir + 5)] =  0, 

[-s in ( (o 0^  + б )] =  0.

Решив систему двух линейны х уравнений относительно иском ы х перемен­
ных, получим  параметры аппроксим ирую щ ей ф ункц ии  потребления вида

Q " (£ ) =  ̂  +  а{ cos(co0< + b) +  bx sin (w0f  +  б).

Здесь ош ибка  покры тия  должна уменьш иться и  составить

Y  +  t ii cos(co0f  +  б) + A, sin (to ,/ +  5) dt.

Если уменьш енная ош ибка удовлетворяет точности  технических расчетов, 
то м ож но ограничиться гарм оническим  полиномом первого порядка, в против­
ном случае необходимо рассмотреть полином  второго порядка

=  + « j cos (со,/ + б) +  6, sin (to ,/ +  б) +  t i2 cos (2 с о ,+  б) + 62 sin (co0? + 5).

Э то позволяет либо по методу наименьш их квадратов получить оц енки  всех че­
тырех параметров а1,Ь{,а2, Ь2, решая систему четырех линейны х уравнений, либо 
оценить только а2, Ь2 в предположении, что av bx ранее определены. П ри этом 
сокращается вычислительная работа, так ка к  решается система только двух 
уравнений:

ЭҒ

да

2 4

= 1
'2  г = \

Q ( t)~  у - о ,  cos(cootr +  5) -  6, sin (co0t r + б)

- а 2 cos (2 (0, /  + b ) - b 2 sin (2(o0t  +  6 )][-co s (2 (o 0? r +  5 )] = 0,

ЭҒ 2 4

Э6.'2 r=l
Q ( 0 - y - f l i  cos(co0i r + 5 ) - 6 ,  sin((o0t r + 6 ) -

-<22 cos(2 (0, /  + 8 )- b 2 sin (2w0f  + 6 ) ][ - s in  (2(o0^r +  6)] =  0.

Соответственно, интегральная ош ибка принимает вид

г  Тг
д 2 =  J q (  г -  J p l  +  a, cos ( ( V  + 5 ) + si n (со^ +  8) + я2 cos (2 (0^  +  5) + si п (2 (0^ /+  б)

n о L 2
dt.

0 ОI
Э то приводит к  заклю чению , что дальнейшее уменьш ение ош и бки  возможно за 
счет дополнительны х слагаемых (тригоном етрических ф у н кц и й ) с д ругим и  час­
тотами и амплитудами. Д ан ны й  процесс увеличения порядка полинома и ум ень­
ш ения интегральной оценки  потребления м ож но  продолжать до тех пор, пока  не 
будет достигнута  требуемая точность.
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К а к  указано выше, к  детерминированны м гидравлическим  цепям относятся 
закры ты е гидравлические цепи с процессами ц и р кул я ц и и  сплош ной среды под 
действием а кти вны х напоров. В этих  системах режим ы , их регулирование и у п ­
равление осущ ествляются с помощ ью контролируем ы х определенных парамет­
ров техническим и устройствами, естественно, если выполняется анализ работы в 
нормальных условиях и  их влияние на параметры системы. Экстремальные усло­
вия работы этих  систем, ка к  правило, связаны с аварийны м и ситуациям и, а они 
переводят закры ты е цепи в качественно другой  класс -  класс о ткры ты х цепей.

Процесс появления аварийны х ситуаций  носит явно случайны й характер, а 
следовательно, системы приобретают двойственны й детерминированно-стохасти- 
ческий  характер. Кроме того, сущ ествую т реальные технические системы транс­
порта с источникам и и  потребителями, например, системы водо-, газо- и нефте- 
снабжения, в которы х граф ики потребления м о гут интерпретироваться ка к  неко ­
торы й случайны й процесс.

Таким  образом, в контексте  дстсрм ииированно-стохастических процессов, 
применяя вариационные методы, далее опиш ем процесс создания математичес­
ки х  моделей переходных (нестационарны х) режимов в закры ты х и откры ты х 
гидравлических цепях.

4 .4 . Стохастическое описание внешних возмущений 
в открытой гидравлической цепи

Среди объектов изучения теории гидравлических целей имеются объекты, 
более сложны е с то ч ки  зрения математического описания, чем закры ты е цепи, -  
это, в частности, откры ты е м ногоконтурны е  цепи. О ткры тость  цепей в первую 
очередь отражается на записи ограничений, где нарушается однородность, а сле­
довательно, знание состояния системы в какой-либо  момент времени Г0 уж е не 
определяет состояние системы в последую щ ий момент Г, а лиш ь определяет ве­
роятность того, что система будет находиться в одном из некоторого множества 
состояний, зависящ их от множества состояний источников и потребителей. П ос­
леднее множество определяется исходя из факта, что нагрузка  потребителей име­
ет случайную  природу, а это означает, что Q (j)) является вероятностной ф у н к ­
цией, изменяющ ейся во времени.

Если, ка к  и  ранее, .г(Г0) = x 0 есть состояние цепи в момент времени Г0, а £  -  
некоторое множество состояний системы x ( t )e  Е, то  для описания процессов в 
цепи должна быть найдена вероятность (p { t0,x ( t0) , t ,  Е })  системы, находящ ейся 
в момент времени t0 в состоянии x ( t0), перейти в момент t  в одно из состояний 
x ( t )e  Е  с вероятностью р. Если дополнительное знание состояния системы в мо­
мент t > t 0 не изменяет этой вероятности, то естественно называть выделенный 
класс случайны х процессов процессами без последействия или за их аналогию  с 
цепями М аркова -  процессами марковского типа.

С хему случайного  процесса для о ткр ы ты х гидравлических цепей м ож но 
представить следующ им образом. П усть Q -  множество элементарных событий 
(н а гр узки  потребителей, отображающ ие отбор массы из систем ы ), а Г -  непре­
ры вны й параметр. Случайным называется процесс, которы й  м ож но описать ф у н к ­
цией двух переменных

(2(0 = ФС,е), ее <7,
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отображающ ей н а гр узку  потребителя, причем  q -  множество возм ож ны х элемен­
тарны х значений нагрузки .

Д ля каж дого  значения параметра /; ф ункц ия  ф(£,е) является ф ункц ией  эле­
ментарных случайны х собы тий е и, следовательно, представляет в этом про­
странстве случайную  величину. Д ля каж дого  ф иксированного  значения е (т. е. 
для каж дого  набора элементарных соб ы тий ) ф(£, ё)за в и с и т  тол ько  от времени и 
является определенной ф ункцией одной вещественной переменной L Каждая 
такая ф ункц ия  носит название реализации случайного  процесса Q {t). С лучайны й 
процесс, таким  образом, рассматривается либо к а к  детерминированны й -  сово­

купность  реализаций процесса QD( t ) ,  либо ка к  стохастический -  совокупность 
случайны х величин Qs ( t0, p )  = ty(t0,e). Естественно, что для определения про­
цесса в последнем случае необходимо задать вероятностную  меру в этом ф у н к­
циональном пространстве его реализаций.

Наиболее исследованными и распространенными пр и  моделировании явля­
ю тся стационарные и эргодические случайны е процессы. Попытаемся ответить 
на вопрос, обладают ли свойствами стационарности и  эргодичности процессы 
потребления в о ткры ты х гидравлических цепях.

Д л я  откры той  гидравлической цепи предполагается большое число одина­
ковы х потребителей в пределах отдельно взятой гр уппы  (индивидуальны х, ко м ­
м унально-бы товы х или пром ы ш ленны х) |20 ], вклю ченны х в систему в опреде­
ленны й момент времени и с тех пор работающих. С  выходом всех потребителей 
м ож но связать вероятностную  ф ун кц и ю  плотности ф(£,<?), им ею щ ую  следующие 
характеристики . Вероятность того, что в некоторы й момент £() выход у-го  потреби­
теля Qj( t0) находится в интервале [а, Ь], определяется интегралом

Ь

р{а  < Q j (f0)< />} =  } Ф(£0, e)de.
а

П онятно, что интегрирование ведется по пром еж утку  случайной величины. 
М атематическое ож идание лю бой ф ун кц и и  от е, обозначаемое M \q(e )\, где q(e) -  
ф ункц ия , ож идание которой ищ ется, определяется следующ им образом:

Л ф И £ 0) ]}=  J q (tQ,e )^ (tQ,e)de.

Истинные, или множественные, средние и  дисперсия задаются ф ормулами

р(£0) =  J <?(£(,)ф(£0,е)б/е и о?(£0) =  J [е(£0) - р ( £ 0)]2ф(£0,е)Ж?,

а стандартное отклонение есть положительное значение корня  квадратного из 
дисперсии.

Если случайны й процесс является стационарным, то параметры р(£) и ст2(£) 
не зависят от времени, т. е. для произвольны х £0 и  t { справедливо

p(£0) = p(£i) = p. а2(£0) = а2(£,) = о2.

В дальнейшем для та ки х  процессов параметр времени в среднем и диспер­
сии может быть опущен.

Д опущ ение об эргодичности позволяет заменить осреднение по статисти­
ческом у ансамблю осреднением по времени. Д ля цепи предполагалось, что  все
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потребители в пределах одной гр уппы  одинаковы , поэтому знания лиш ь одной 
случайной ф ункц ии  одного потребителя было бы достаточно для того, чтобы по 
входу одного из н и х  определить статистические параметры для всех. Так, м ожно 
записать выражение для среднего

Здесь временное осреднение ведется по одной траектории процесса. Подобное 
выражение для дисперсии имеет вид

Среднеквадратическое отклонение для этого процесса определяется ф ор­
мулой

С войства стационарности и эргодичности в о ткры ты х гидравлических це­
пях в связи с изменением на грузки  потребителей ранее не изучались и  требую т 
тщ ательного анализа, которы й должен основываться на реальных измерениях на­
гр у зки  различны х классов потребителей.

Н еобходимо отметить, что данные по замерам на гр узки  у  потребителей в 
системах водо- и  теплоснабжения, публикуем ы е в технической  литературе, кр а й ­
не редки. Э то связано с отсутствием соответствующ ей малогабаритной и точной 
измерительной аппаратуры  у  больш ого количества потребителей (особенно и н ­
дивидуальны х), отсюда большая трудоемкость при проведении даже выборочны х 
обследований потребителей. Тем не менее имеющ иеся опубликованны е данные 
11 j м ожно подвергнуть анализу. Заметим, однако, что вы борки, ка к  правило, не­
достаточные, и пока невозможно определить достоверность законов распределе­
ния на грузки  в пространстве состояний и реализаций. И  все ж е есть надежда да­
же на основании скуд н ы х данны х сф ормулировать некоторы й подход к  анализу 
этих процессов и  попытаться ф ормализовать процессы потребления для о ткр ы ­
ты х гидравлических цепей.

В табл. 4.1 представлены данные измерений на грузки  потребителей в систе­
ме водоснабжения [1 J, которые м ож но приближ енно распространить и на систе­
мы горячего водоснабжения откры ты х систем теплоснабжения. В результате 357 
наблюдений расходов у потребителей по часам суток расходы изменялись от 0.59 
до 21.68 л /ч , а число появлений этих расходов характеризует крайн ю ю  неравно­
мерность.

Д иаграмма этих данны х (рис. 4.18) наглядно отражает эту неравномерность 
к а к  по часам суток, так и по интервалам нагрузок.

П о приведенным в табл. 4.1 данным определялись вероятности появления 
элементарных событий во времени (табл. 4.2, рис. 4.19).

Если бы для потребления (к а к  случайного  процесса) удалось доказать 
свойства стационарности и эргодичности, то м ож но было бы м ногие трудности, 
связанные с анализом переходных процессов в о ткр ы ты х гидравлических цепях, 
преодолеть путем применения более просты х математических моделей.



Таблица 4.1

Частота появления элементарных событий во времени (расходы воды у потребителей)

Расход, Часы суток
л /ч 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

21.68 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
20.67 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
19.76 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 3 3 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
18.84 0 0 0 0 0 0 0 1 0 3 4 4 1 0 0 0 0 0 0 0 1 6 0 0
17.93 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4 5 9 5 2 0 1 1 1 0 1 6 15 0 0
17.02 0 0 0 0 0 0 0 2 1 10 21 5 6 6 3 0 1 1 6 11 15 30 1 0
16.10 0 0 0 0 0 0 0 6 3 11 7 11 12 9 7 4 3 4 14 24 27 36 5 1
15.19 0 0 0 0 0 0 0 13 9 21 17 15 14 14 14 15 12 20 40 59 55 66 22 0
14.28 0 0 0 0 0 0 0 36 5 25 30 20 20 28 21 12 19 39 62 59 75 68 61 4
13.37 0 0 0 0 0 0 3 42 36 46 48 44 47 37 26 34 49 63 60 65 58 57 80 5
12.45 0 0 0 0 0 0 12 45 39 54 57 61 53 52 52 52 70 68 51 48 49 39 71 13
11.54 0 0 0 0 0 1 21 32 67 76 53 52 72 73 65 66 69 62 47 31 27 15 44 30
10.63 2 0 0 0 0 2 65 32 79 57 56 59 52 58 62 67 45 37 31 24 23 16 31 54
9.74 5 0 0 0 0 4 36 44 52 23 24 41 36 35 48 39 39 34 25 23 15 6 19 75
8.80 0 0 0 0 0 10 42 36 30 13 15 20 23 25 38 40 29 22 10 9 1 1 12 64
7.84 15 1 1 0 1 6 35 14 22 7 8 5 9 12 10 17 И И 7 3 3 2 8 53
6.98 36 6 2 2 4 8 36 21 8 1 3 7 5 3 6 5 6 3 1 0 0 0 2 23
6.06 54 10 6 5 6 21 26 10 5 1 0 0 0 1 2 3 2 1 1 0 0 0 1 8
5.15 56 16 6 3 7 24 18 11 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 8
4.24 48 26 12 5 10 36 19 9 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 10
3.32 53 37 31 24 28 54 21 2 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 2 0 0 0 0 4
2.41 37 87 80 70 76 86 14 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 5
1.50 26 102 118 132 121 62 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0.59 17 72 101 116 104 43 5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

N 349 357 357 357 357 357 357 357 357 357 355 357 357 357 357 357 357 367 357 357 357 357 357 357

Примечание к  табл. 4.1, 4.2. N  -  суммарное число событий.
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■ 21.68
■  20.67
□  19.76
□  18.84
■  17.93
■  17.02
■  16.10
■  15.19

■  14.28
■  13.37
□  12.45
■  11.54
■  10.63
■  9.74
■  8.80
■  7.84
■  6.98
■  6.06 
Ш 5.15
□  4.24

■  3.32
■  2.41
■  1.50

□  0.59

За элементарное событие в открытых гидравлических цепях примем воз­
можное потребление воды q, (л /ч ). Появление этого события связано со временем 
(см. табл. 4.2), т. e.qt {t)& Q  , кроме того, на его появление влияет множество слу­
чайных неизмеряемых факторов, т. е. возможность его появления в некоторый 
момент времени оценивается вероятностью p ^ t).

Таким образом, в пространстве случайных событий графики водопотребления 
и горячего водоснабжения описывают некоторую нелинейную поверхность, ха­
рактеризующую случайный процесс. Отсюда следует, что возмущения, вносимые в 
открытые гидравлические цепи, носят характер случайного процесса, и это являет­
ся одним из свойств этих цепей, где смешивается природа внешних возмущений.

Подтверждение факта стационарности случайного процесса, заключающего­
ся в близости математических ожиданий по часам суток, позволяет использовать 
в расчетах среднее значение 9.138 л /ч . Однако из анализа данных следует неправо­
мочность этого тезиса, так как в течение суток показатель изменяется от 2.0 до 
14.4 л /ч , что свидетельствует о явной нестационарности процесса потребления 
(табл. 4.3). Использование в расчетах осредненного значения 9.138 л /ч  ограни­
чено некоторым классом задач, в который не входят задачи регулирования и 
управления.

Свойство эргодичности, согласно табл. 4.3, также не имеет места для процес­
сов водопотребления, так как вероятности математического ожидания по времени

Рис. 4.18. Диаграмма частоты появления элементарных событий во времени
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суток колеблются от 0.087 до 0.347, а дисперсии -  от 1.302 до 8.917, что не позво­
ляет осреднить водопотребление по пространству событий.

Судя по приведенным данным, случайный процесс водопотребления не об­
ладает свойствами стационарности и эргодичности, а это означает, что для задач 
динамики невозможно использовать осредненные постоянные характеристики, 
их применение может привести к  ошибочным выводам и решениям. Для матема­
тических моделей нестационарного потокораспределен ия в открытых гидравли­
ческих цепях, где внешние возмущения связаны с нагрузкой потребителей, изме­
нение нагрузок необходимо рассматривать как некоторое описание динамических 
случайных процессов.

В табл. 4.4 представлены изменения математического ожидания его
максимального (М тах), среднего (М тсап) значений и их диапазоны (М тах ±  а, 
Mmean ±  а ) на промежутке времени в сутки. На соответствующем рис. 4.20 отчет­
ливо прослеживается нелинейный характер изменения, не поддающийся осред­
нению по времени и по пространству случайных событий. М ожно воспользовать­
ся осредненными величинами, но при этом координатные плоскости превратятся 
в нерегулярные нелинейные поверхности, что нисколько не упростит описание.



200 Глава 4

Вероятность появления элементарных

Расход,
л /ч

Часы суток

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

21.68 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.008

20.67 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.008 0

19.76 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.006 0.008

18.84 0 0 0 0 0 0 0 0.003 0 0.008 0.011

17.93 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.011 0.014

17.02 0 0 0 0 0 0 0 0.006 0.003 0.028 0.059

16.10 0 0 0 0 0 0 0 0.017 0.008 0.031 0.02

15.19 0 0 0 0 0 0 0 0.036 0.025 0.059 0.048

14.28 0 0 0 0 0 0 0 0.101 0.014 0.07 0.085

13.37 0 0 0 0 0 0 0.008 0.118 0.101 0.129 0.135

12.45 0 0 0 0 0 0 0.034 0.126 0.109 0.151 0.161

11.54 0 0 0 0 0 0.003 0.059 0.09 0.188 0.213 0.149

10.63 0.006 0 0 0 0 0.006 0.182 0.09 0.221 0.16 0.158

9.74 0.014 0 0 0 0 0.011 0.101 0.123 0.146 0.064 0.068

8.80 0 0 0 0 0 0.028 0.118 0.101 0.084 0.036 0.042

7.84 0.043 0.003 0.003 0 0.003 0.017 0.098 0.039 0.062 0.02 0.023

6.98 0.103 0.017 0.006 0.006 0.011 0.022 0.101 0.059 0.022 0.003 0.008

6.06 0.155 0.028 0.017 0.014 0.017 0.059 0.073 0.028 0.014 0.003 0

5.15 0.16 0.045 0.017 0.008 0.02 0.067 0.05 0.031 0 0 0

4.24 0.138 0.073 0.034 0.014 0.028 0.101 0.053 0.025 0.003 0 0.003

3.32 0.152 0.104 0.087 0.067 0.078 0.151 0.059 0.006 0 0 0

2.41 0.106 0.244 0.224 0.196 0.213 0.241 0.039 0.003 0 0 0

1.50 0.074 0.286 0.331 0.37 0.339 0.174 0.011 0 0 0 0

0.59 0.049 0.202 0.283 0.325 0.291 0.12 0.014 0 0 0 0

N 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Поэтому необходимо отыскать простую и достаточно точную  аппроксимацион- 
ную форму описания процесса потребления индивидуального потребителя.

Формальную запись случайного процесса водопотребления можно предста­
вить, например, в виде

Q(*»p)=Qi)(0+Q$(p).
где QD(t)  -  детерминированная составляющая расхода у потребителя, изменяю­
щаяся только во времени, которая, в частности, может быть описана рядом Ф у ­
рье; Q ^ t)  -  стохастическая составляющая расхода, зависящая от вероятности, 
которая может быть выражена функцией распределения вероятностей парамет­
рического или непараметрического закона распределения [46, 69, 173].

В математические модели открытых гидравлических цепей необходимо 
ввести описание источников и потребителей, адекватное реальным процессам 
потребления. То есть составить некоторые аппроксимационные формы в про­
странстве реализаций и случайных событий.
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Таблица 4.2

событий во времени

Часы суток

12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

0 0.003 0 0 0 0 0 0 0 0.003 0 0 0
0.003 0.003 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0.008 0 0.003 0 0 0 0 0 0 0.003 0 0 0

0.011 0.003 0 0 0 0 0 0 0 0.003 0.017 0 0

0.025 0.014 0.006 0 0.003 0.003 0.003 0 0.003 0.017 0.042 0 0

0.014 0.017 0.017 0.008 0 0.003 0.003 0.017 0.031 0.042 0.084 0.003 0

0.031 0.034 0.025 0.02 0.011 0.008 0.011 0.039 0.067 0.076 0.101 0.014 0.003

0.042 0.039 0.039 0.039 0.042 0.034 0.054 0.112 0.165 0.154 0.185 0.062 0

0.056 0.056 0.078 0.059 0.034 0.053 0.106 0.174 0.165 0.21 0.19 0.171 0.011

0.123 0.132 0.104 0.073 0.095 0.137 0.172 0.168 0.182 0.162 0.16 0.224 0.014

0.171 0.148 0.146 0.146 0.146 0.196 0.185 0.143 0.134 0.137 0.109 0.199 0.036
0.146 0.202 0.204 0.182 0.185 0.193 0.169 0.132 0.087 0.076 0.042 0.123 0.084
0.165 0.146 0.162 0.174 0.188 0.126 0.101 0.087 0.067 0.064 0.045 0.087 0.151

0.115 0.101 0.098 0.134 0.109 0.109 0.093 0.07 0.064 0.042 0.017 0.053 0.21

0.056 0.064 0.07 0.106 0.112 0.081 0.06 0.028 0.025 0.003 0.003 0.034 0.179

0.014 0.025 0.034 0.028 0.048 0.031 0.03 0.02 0.008 0.008 0.006 0.022 0.148

0.02 0.014 0.008 0.017 0.014 0.017 0.008 0.003 0 0 0 0.006 0.064
0 0 0.003 0.006 0.008 0.006 0.003 0.003 0 0 0 0.003 0.022
0 0 0 0.003 0.003 0 0 0 0 0 0 0 0.022

0 0 0 0.003 0 0 0 0 0 0 0 0 0.028

0 0 0.003 0.003 0.003 0.003 0.003 0.006 0 0 0 0 0.011
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.014
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Предположим, что случайный процесс в пространстве состояний достаточно 
точно описывается нормальным законом распределения

\2

p(Q) =
1

а \/2л
ехр

2о

Тогда имеем

Q (p ,t)  = M ( q ) ± a l2 In
V2o27l

- I n p  ,

где M (q ), о 2 -  параметры нормального закона распределения (математическое 
ожидание и дисперсия, в данном случае ф ункции времени):

Q (p ,t)  =  M (q ( t ) ) ± o ( t ) 2 1 n
1

pyj2n(52{t)
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Таблица 4.3

Результаты расчетов проверки свойств стационарности и эргодичности 
случайного процесса водопотребления

Время, ч М(<у), л /с Р( м т <т2(М(<7)) ст С двигМ Сдвиг р

1 4.505 0.142 4.266 2.065 9.836 0.205
2 2.328 0.253 2.371 1.540 12.013 0.094
3 1.883 0.298 1.667 1.291 12.457 0.049
4 1.669 0.347 1.302 1.141 12.672 0.000
5 1.875 0.299 1.806 1.344 12.465 0.048
6 3.280 0.155 4.858 2.204 11.060 0.192
7 7.877 0.099 8.570 2.927 6.464 0.248
8 10.808 0.087 8.917 2.986 3.532 0.260
9 10.887 0.220 3.867 1.966 3.454 0.127
10 12.408 0.154 5.604 2.367 1.932 0.193
11 12.558 0.159 6.925 2.632 1.782 0.188
12 12.131 0.166 6.204 2.491 2.210 0.181
13 11.974 0.180 5.332 2.309 2.366 0.167
14 11.769 0.195 4.860 2.204 2.571 0.152
15 11.282 0.182 4.655 2.157 3.059 0.165
16 11.160 0.189 4.304 2.075 3.181 0.158
17 11.531 0.192 4.040 2.010 2.809 0.155
18 11.987 0.181 4.152 2.038 2.354 0.166
19 12.705 0.149 4.740 2.177 1.636 0.198
20 13.268 0.179 4.185 2.046 1.073 0.168
21 13.682 0.181 4.174 2.043 0.659 0.166
22 14.340 0.191 4.097 2.024 0.000 0.156
23 12.513 0.202 3.452 1.858 1.828 0.145
24 9.102 0.195 4.803 2.192 5.239 0.155

Максимальные 14.340 0.347 8.917 2.986 - -

Средние 9.480 0.191 4.548 2.087 - -

При принятом предположении относительно изменения нагрузки получим 
описание в виде двух слагаемых. Первое слагаемое зависит только от времени, и 
его можно интерпретировать как детерминированную составляющую QDc(t), а 
второе зависит от времени и вероятности появления случайного события -  сто­
хастическая составляющая QSc( t,p ) . Было бы удобно для описания, если бы вто­
рое слагаемое являлось функцией только вероятности, но это возможно только в 
случае а 2 = const, что не соответствует реальному процессу потребления, где дис­
персия во времени изменяется в широком диапазоне.

Начнем анализ с детерминированной составляющей заданной на
промежутке [0, 24] в предположении, что на этом промежутке она представима в 
виде суперпозиции конечного числа гармонических ф ункций. Тогда в качестве 
аппроксимационной формулы можно использовать ряд Фурье

м  (<?(*)) =  v  +  Х К  C0SW  +  bk sin(*C )),
z ы

где
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Таблица 4.4
Области изменения математического ожидания во времени

Время, ч М  + а М -  ст ^max Mnax + Mmax -  а r̂aean m̂ean + m̂ean ®
1 4.505 6.570 2.439 14.340 16.346 12.316 9.480 11.567 7.393
2 2.328 3.867 0.788 14.340 16.346 12.316 9.480 11.567 7.393
3 1.883 3.174 0.592 14.340 16.346 12.316 9.480 11.567 7.393
4 1.669 2.810 0.528 14.340 16.346 12.316 9.480 11.567 7.393
5 1.875 3.220 0.531 14.340 16.346 12.316 9.480 11.567 7.393
6 3.280 5.484 1.076 14.340 16.346 12.316 9.480 11.567 7.393
7 7.877 10.804 4.949 14.340 16.346 12.316 9.480 11.567 7.393
8 10.808 13.794 7.822 14.340 16.346 12.316 9.480 11.567 7.393
9 10.887 12.853 8.920 14.340 16.346 12.316 9.480 11.567 7.393
10 12.408 14.775 10.041 14.340 16.346 12.316 9.480 11.567 7.393
11 12.558 15.189 9.926 14.340 16.346 12.316 9.480 11.567 7.393
12 12.131 14.622 9.640 14.340 16.346 12.316 9.480 11.567 7.393
13 11.974 14.283 9.665 14.340 16.346 12.316 9.480 11.567 7.393
14 11.769 13.973 9.564 14.340 16.346 12.316 9.480 11.567 7.393
15 11.282 13.439 9.124 14.340 16.346 12.316 9.480 11.567 7.393
16 11.160 13.234 9.085 14.340 16.346 12.316 9.480 11.567 7.393
17 11.531 13.541 9.522 14.340 16.346 12.316 9.480 11.567 7.393
18 11.987 14.024 9.949 14.340 16.346 12.316 9.480 11.567 7.393
19 12.705 14.882 10.528 14.340 16.346 12.316 9.480 11.567 7.393
20 13.268 15.313 11.222 14.340 16.346 12.316 9.480 11.567 7.393
21 13.682 15.725 11.638 14.340 16.346 12.316 9.480 11.567 7.393
22 14.340 16.364 12.316 14.340 16.346 12.316 9.480 11.567 7.393
23 12.513 14.371 10.655 14.340 16.346 12.316 9.480 11.567 7.393
24 9.102 11.293 6.910 14.340 16.346 12.316 9.480 11.567 7.393

18

16

М + а14

12 ,х\
■— X— J —

10

8 'mean Р
6

4

2

0
1 2 3 4 5 6 7 8 9  10 11 12 13 14 15 16 17 18 1920 21 22 23 24

Время, ч

Рис. 4.20. Изменение во времени математического ожидания расхода у потребителя 
M (q), его среднего значения M mean и их диапазоны
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Так как ф ункция задана дискретно в определенные момен­
ты времени £ /(/= 1 ,2 ,.... 24), то формулы коэффициентов ряда Ф урье запишутся 
в дискретной форме:

1 24 1 £>7Г
« о  = ^ E M № / ) ) A t * ak = i 224^ M ( ^ / » S i n

f^7t£/

"24 "
■Д£

bk = ^ Z M ( q( t i) ) c o s ^ A t
/= 1

И  -A £

l 24 ,
Подставляя эти выражения в детерминированную составляющую, получим

1 24 

1 2 /=1

kn  V  AZ/ • Г К  А Л  Г К   > M(<7(£/ ))sin — -A t  kos — t, ,
12-24Й ' 24 )  (24  1)  1 2 -2 4 Й

Х Л / ( <7(£/ ) )со5
'kM[

~2А
At k in l — £,

24

Понятно, что количество членов ряда, используемое для аппроксимации де­
терминированной составляющей, должно быть конечно, например, количество 
слагаемых ряда Фурье связано с точностью замеров 5 как

5 -  ||Qd(*+i) (О  -  Qnk (L )|| -

sin f № L
24 f 8

({k + \)n)
24

-cos
24

sin
24

tiA t

но sin x  cos у  -  cos x  sin г/ = sin (x  -  у ), тогда имеем

5 (^ + 1)л  .
-sin

\ к  + \)к

M (q c) 12 24
(Д£ — £/)

Таким образом, получено трансцендентное уравнение относительно коли­
чества k  членов ряда Фурье. Оно может быть использовано для определения чис­
ла членов ряда Фурье в зависимости от точности измерительной аппаратуры у 
потребителей. Окончательное выражение расхода у потребителей можно пред­
ставить в виде

1 24 К  и -  24 L— )

Q(t-/,)=^E M(K))At+ £ ^ X M№/))sin
12Й ^=i 288/=1

±m axo(£/) 2 In
р >/ 2лтахст2(£/ )

что достаточно полно отражает двойственный характер внешних возмущении, 
которыми в данном случае являются нагрузки потребителей в открытых много­
контурных гидравлических цепях.



ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В контексте понятий и определений термодинамики и цели настоящей ра­
боты, адаптации их к  теории гидравлических цепей можно подвести некоторые 
итоги.

Реальные трубопроводные системы транспорта различных энергоносителей 
(и  не только их физическое разнообразие) находят свое отражение в математи­
ческих моделях явлений и процессов, происходящих в них. Базой для этих опи­
саний служит теория гидравлических цепей, позволяющая формировать доста­
точно простые приближенные модели, отражающие ф изику явлений и процессов 
движения сплошной среды по сложным многокольцевым гидравлическим цепям, 
оснащенным различными измерительными, регулирующими и управляющими 
устройствами.

В предыдущих работах обсуждался ключевой вопрос о системных парамет­
рах термодинамики и соответствии их параметрам гидравлических цепей, кото­
рыми в первоначальной постановке являются характеристики участка системы 
(ветви цепи) -  расход и потеря давлений. Это позволяет описывать состояние це­
пи как с помощью системы уравнений с определенными коэффициентами для 
расчета и анализа состояний, так и с помощью использования аппаратуры для из­
мерения фактических параметров состояния ветви при контроле расчетных пара­
метров. Хотя эти параметры являются основными и фундаментальными характе­
ристиками состояния ветви как микросистемы и обобщаются на состояние 
гидравлической цепи в целом как макросистемы через уравнения связей, имеется 
необходимость учитывать и реальные свойства процессов, протекающих в них, а 
это отражается в изменении свободных членов и коэффициентов уравнений, их 
анализе и формальном описании. Таким образом, возникает необходимость в 
адаптации определений классификации термодинамических систем к  гидравли­
ческим цепям. Классификация, существовавшая в теории гидравлических цепей 
(закрытые и открытые, пассивные и активные, с сосредоточенными, распределен­
ными и регулированными параметрами), как правило, не связывалась с термоди­
намикой и распространялась только на стационарное описание.

При изучении нестационарных процессов в гидравлических цепях решение 
вопроса о классификации цепей позволяет более обоснованно, а в конечном счете 
и более точно формально описать разнообразные внутренние и внешние возму­
щения в гидравлической цепи. Это является важным моментом проделанной ра­
боты, где основное внимание сосредоточено на сравнении закрытых и открытых 
гидравлических цепей, при этом конкретизируются такие понятия термодинами­
ки, как изолированная и неизолированная, открытая и закрытая системы.

Закрытой системой по определению называют систему, не обменивающуюся 
массой с окружающей средой. Для гидравлических цепей это определение подхо­
дит к  моделям закрытых систем теплофикации, в которых не осуществляется от­
бор воды на горячее водоснабжение, а подпитка мала и определяется только утеч­
ками, которые без потери точности можно принять нулевыми. Эти системы
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обмениваются с окружающей средой только энергией, т. е. они являются неизо­
лированными системами. Отсюда следует, что системы теплоснабжения могут 
моделироваться как закрытые неизолированные гидравлические цепи, что при­
водит к  системам однородных уравнений, описывающих первый закон Кирхгофа 
или, как принято в настоящей работе, к  однородной системе ограничений.

Для такого типа систем регулирование осуществляется за счет изменения 
скорости движения (расхода) или температуры теплоносителя. Изменение ско ­
рости движения может регулироваться за счет изменения внутренних параметров 
системы, например, за счет сопротивлений, действующих напоров на ветвях или 
напоров в источниках. Температура теплоносителя может быть изменена только 
в источнике. Таким образом, закрытая неизолированная гидравлическая цепь ра­
ботает как циркуляционная многоконтурная цепь. Аналогом такой системы мо­
гут быть системы теплоснабжения, известные под названием “одноконтурных” , 
если предположить, что подпитка, предназначенная для ликвидации потерь воды 
в системе за счет утечек, равна нулю или пренебрежительно мала. Под контуром 
здесь понимается замкнутый путь: источник-теплообм енник-источник. В тепло­
обменнике происходит отбор энергии как на обогрев, так и на горячее водоснаб­
жение.

Открытая система обменивается с окружающей средой массой. М ногокон­
турные гидравлические цепи с множеством источников, в которых для регулиро­
вания температуры требуются значительные объемы подпитки, открытые систе­
мы теплоснабжения, где разбор на горячее водоснабжение берется из системы, 
системы водоснабжения и газоснабжающие системы -  все это открытые гидрав­
лические цепи. В формальном описании это свойство выражается в неоднород­
ности линейных уравнений первого закона Кирхгофа (неоднородности ограниче­
ний). Понятно, что множество открытых цепей значительно шире множества 
закрытых.

В этой связи конкретизировался взгляд на правые части линейной системы 
уравнений закона сохранения массы в узлах гидравлической цепи, так как до сих 
пор в теории гидравлических цепей правые части рассматривались как известные 
постоянные величины, что в определенной мере препятствовало решению задач 
регулирования и приводило к  подмене их задачами наладки.

При анализе измерений разбора воды, например, по часам суток, несмотря 
на скудость данных, делается вывод о явной стохастичности параметра, который 
должен входить в правые части линейных ограничений. Это значит, что система 
ограничений становится не просто неоднородной, но и вероятностной, что созда­
ет дополнительные неудобства при ее численной реализации. Поэтому и прово­
дился анализ с целью упрощения формальной записи правых частей. В первую 
очередь осуществлялась проверка на стационарность и эргодичность. Если бы 
эти свойства отражались в результатах измерений, то было бы справедливо с до­
статочной точностью принять правые части как некоторые известные постоян­
ные (осредненные значения по пространству реализаций и пространству случай­
ных событий). Но анализ показывает, что для реальной системы эти свойства не 
соблюдаются, и их невозможно интерпретировать постоянными величинами, так 
как это приводит к  неадекватности модели и большим вычислительным ошибкам 
и может исказить даже качественную картину потокораспределения.
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