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ПРЕДИСЛОВИЕ К ЧЕТВЕРТОМУ ИЗДАНИЮ

Н астоящ ее  четвертое издание  выходит в свет через зн ачи 
тельны й промеж уток времени после третьего (3-е издание вы 
ш ло  в 1951 г) .  В течение этого времени в физике произошли; 
больш ие изменения. Особенно это относится ко второй половине 
книги (ядро, элем ентарны е частицы, ядерная  техника).  Э кспери
м ентальны й и теоретический м атери ал ,  излож енны й в этой ч а 
сти книги в предыдущ ем издании,в настоящ ее время образовал! 
сам остоятельную  большую науку.

Ввиду этого представлялось  целесообразным р азд ели ть  вто
рой том предыдущ их изданий на две книги. С одерж ан и е  первой  
книги, выходящ ей в данное время, составляю т основы кван то 
вой механики и строение электронной оболочки атома, вторая) 
книга д о л ж н а  быть посвящ ена ядерной физике и элементарным» 
частицам.

В ы ходящ ая  сейчас первая  книга вполне самостоятельна.. 
Хотя кван товая  м еханика д в ад ц ать  лет  назад , когда вышло» 
преды дущ ее издание, бы ла  у ж е  вполне законченной, в послед
нее время с дидактической точки зрения чувствовалась необхо
димость, при сохранении общего хар актер а  книги, подвергнуть  
преж ний текст существенной переработке. Эта  переработка  вы 
полнена в настоящем издании самым ради кальны м  о б р азо м : 
п ар агр аф ы , заимствованны е из предыдущ его издания, тщ а т е л ь 
но перередактнрованы , а в некоторых случаях  написаны вновь,, 
д обавлен ы  новые п ар агр аф ы  и д а ж е  новые главы. Перечислить- 
здесь  все изменения нет возможности; коротко говоря, в р езуль
тате  этих изменений получилась без преувеличения новая книга , 
со х р ан яю щ ая , однако, х ар актер н ы е  особенности преды дущ их и з
дан ий  моей «Атомной физики».



И з новых глав  особого внимания за с л у ж и в а е т  глава  И1, по
с в я щ е н н а я  наи более  общей ф орм ули ровке  основ квантовой м е
ханики. В этой гл аве  сделан а  попытка доступного для  вн и м а
тельн о го  читателя  (хотя и не без некоторого н ап ряж ен и я)  и зл о 
ж е н и я  основ квантовой  механики символическим методом — к а к  
ал геб р ы  ф ундам ен тальны х величин теории (состояния, линейные 
операторы ), которые сами в форме абстрактной  алгебры, а не 
их представители в виде систем чисел, фигурирую т в теории. 
И з  этой ф орм улировки , связанной с именем Д и р а к а ,  весьма 
элегантны м образом  вы текает  как  м атри чн ая , т а к  и волновая  
■механика, подобно тому, к а к  в геометрии из общей векторной 
ф орм ули ровки  вы текаю т конкретные представления, о твечаю 
щ и е  различны м системам  координат. Т акого  рода дедуктивное  
я зл о ж е н п е  основ квантовой  механики все настойчивее проникает 
iB учебную ли тературу  и в лекционное п реп одавани е  (примером 
¡могут служ ить Ф ейнмановские лекции по физике, вып. 8 и 9 ) .  
М ож н о д а ж е  предвидеть, что через некоторое время эта  схема 
вытеснит принятый в настоящ ее  время метод  излож ения, подоб
но  тому как  в текущ ем  столетии в теории поля векторный а н а 
ли з  вытеснил исклю чительно принятый ран ее  координатный м е
тод. Это обстоятельство, а т а к ж е  красота  и логическая  стройность 
■абстрактной схемы побудили включить в настоящ ую  книгу об- 
щирную третью главу , посвященную относительно популярному, 
о днако  написанному на долж ном  научно-педагогическом уровне 
излож ению  схемы квантовой механики.

П о моей просьбе в данной книге гл а в а  П1 написана  А. И. Н а 
умовы м, которому я в ы р а ж а ю  за  это искреннюю благодарность .

П омещ ение вводной главы  I имеет целью  напомнить чита
телю  эксперим ентальны е основы квантовой механики и тем с а 
м ы м сделать  этот том независимым от первого. Д о б а в л е н а  г л а 
в а  VI.

К ак  сказано , перечислить все изменения было бы затр у дн и 
тельно, однако  у ж е  из упомянутого видно, что д ля  этого четвер
того издания книга подверглась  весьма существенной п е р е р а 
б о тк е * ) .  Во всей этой переработке больш ую помощь та к ж е  ока< 
зал  мне А. И. Н аумов.

П Р Е Д И С Л О В И Е  К ЧЕТВЕРТОМУ И З Д А Н И Ю  Т

*) Ссылки на параграфы и страницы первого тома этой книги даны по 
шестому изданию (1974).
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Г Л А В А  I

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ОСНОВЫ КВАНТОВОЙ 
МЕХАНИКИ

§ 1. Введение

В текущем столетии физика, а вместе с нею все наше пони
мание о круж аю щ его  мира претерпели глубочайш ие изменения.

К концу XIX столетия система физики, в основе которой 
л е ж а л и  м еханика Нью тона и электроди н ам и к а  М а к с в е л л а -  
Герца, к а за л а с ь  полностью завершенной. О дн ако  у ж е  в первые 
годы XX столетия один из величайших ученых прошлого, вся 
деятельность которого целиком относится к XIX столетию, лорд  
Кельвин, в своих лекциях, читанных в Б алтим орском  универси
тете, подводя итог, отметил, что на безупречно ясном небосводе 
физики того времени имеется все ж е  два  небольших облачка: 
отрицательны й результат  опыта М айкельсон а , д о лж ен ство вав 
шего разрубить  узел противоречий в проблеме увлекаемого  или 
неувлекаемого эф и ра ,  и законы излучения абсолютно черного 
тела. П ервое о б лак о  о м рачало  картину блестящ их успехов э л е к 
тродинамики М ак свел л а  — Герца. Второе свидетельствовало  об 
ограниченности статистической механики, основанной на кл асси 
ческой механике Нью тона, авторитет которой, особенно после 
успехов астрономии в конце XIX столетия, к а зал ся  непогреш и
мым. И з этих двух небольших «облаков»  выросла вся современ
ная физика, которая , вопреки первоначальны м  опасениям, не 
опровергала старую , назы ваем ую  теперь «классической», ф и 
зику, но п о к а за л а ,  что она вовсе не о б язательн о  применима ко 
всем явлениям , в том числе и к таким, которые не были приняты 
во внимание или были неизвесты при ее установлении. Р е зю 
мируя, мож но сказать ,  что в конце XIX столетия физики дум али , 
что они проникли дал ек о  в глубь познания окруж аю щ его  мира, 
«о о казалось , что они работали  лиш ь в тончайш ем поверхност
ном слое его.

Ш ироко известно, что затруднения , возникш ие в электроди 
нам ике д ви ж ущ и хся  систем, привели к установлению  спец и аль
ной теории относительности Эйнш тейна, которая  расш и ри ла  
классическую  механику и вклю чила в нее закон ы  движ ени я  со 
скоростями, сравним ы м и со скоростью света в пустоте. В торая  
из упомянутых лордом  Кельвином проблем — проблема излуч-е- 
ния абсолю тно черного тела  — привела на рубеж е столетий



)0 ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ОСНОВЫ КВАНТОВОЙ МЕХАНИКИ [ГЛ. Г

К открытию  квантов: кван та  действия и постоянной П л а н к а  к  
в 1900 г., а затем  — кван та  энергии И\  в работе  Э йш тейна 1905 г., 
и эти представления о кван тах  доминирую т во всей современной 
физике.

В первом томе этой книги были детально  рассмотрены  экспе
ри м ентальны е основы квантовой теории, а затем  были излож ен ы  
н а ч а л а  квантовой механики в той ф орме «волновой механики»,, 
к а к  она бы ла ф орм ули рована  Ш редингером. Б ы л о  установлено> 
основное уравнение квантовой механики — уравнение Ш р ед и н 
гера, и с помощью него решены простейшие задачи  м еханики  
микроскопических систем. Н а р я д у  с этим были детальн о  р ас 
смотрены изменения в понимании основных закон ов  о к р у ж а ю 
щего нас мира, которые принесла с собой кван товая  т е о р и я ,—  
соотнош ения неопределенности, дополнительность, углублен и е  
понимания принципа причинности и т. п. Этот первый круг све
дений из квантовой теории д о лж ен  помочь усвоению систем ати
ческого излож ения  основ квантовой механики и ее применений 
к исследованию  строения атомов и молекул, которому посвящен: 
настоящ ий том. Однако, чтобы сделать  этот том более незави си
мым от первого, мы напомним вначале  сж аты м  образом  экспе
рим ентальны е основы квантовой теории.

§ 2. Уровни энергии

В основе квантовой теории л е ж а т  две группы явлений. П ер 
ва я  с в я зан а  с сущ ествованием  уровней энергии атомов и ато м 
ных систем, а вторая — с д уали зм ом  волновых и корп ускуляр
ных свойств, проявляю щ им ся  к а к  в свойствах света (в широком 
см ы сле сл о ва ) ,  так и в свойствах элементарны х частиц вещ ест
в а — электронов, протонов, нейтронов и т. п. Обе группы явлений 
тесно связаны  м еж ду  собой. Н апомним коротко основные из. 
этих явлений.

Сущ ествование дискретных уровней энергии, хотя и не впол
не отчетливым образом, вы текало  из классической работы . 
М акса  П л ан ка ,  полож ивш ей н ачало  теории квантов. В работе,, 
опубликованной П ланком  около 1900 г., он сообщ ил полуэмпи- 
рически найденную им ф орм улу  распределения энергии в спек
тре абсолю тно черного тела , т. е. тела, поглощ аю щ его  вск> 
п адаю щ ую  на него энергию света:

8яЛv^ í v̂
/IV

Ф орм ула  эта  о казал ась  соответствующей р езу л ьтатам  экспе
римента во всем спектре от самых коротких до сам ы х  
длинны х волн. В историческом докладе , сделанном П лан ком  &
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Германском физическом обществе (4 д ек а б р я  1900 г.) П лап к  д ал  
вывод своей ф орм улы , хотя и дал ек о  не совершенный с точки 
зрения логической непротиворечивости, но — и это главное —  
основанн ы й на пок азавш ей ся  в то время очень странной гипо
тезе, в силу которой испускание и поглощ ение света происходит 
«е  непрерывно, но отдельными порциями, названны м и П лан ком  
:квантами (латинское q u an tu m  — ко л и чество ) . П ри этом бы ла  
введена новая постоянная h с разм ерностью  действия, т. е. эн ер 
гия X  время, которая  и увековечила имя П л ан к а .  Эта  постоян
ная, по современным данны м равная

/г =  (6,625673 ±  0,000180) 10"^^ эрг  ■ сек,

'н аряду  с немногими другими универсальны ми константами я в 
л я е т с я  одной из основных постоянных, характери зую щ и х  ф и зи 
ческие явления.

П ользуясь  своей ф ормулой и эксперим ентальны м и данны м и, 
П л а н к  вычислил значения важ нейш их универсальны х констант

h =  6,55 • 10” '^ эрг ■ сек,  k  =  1,346 • 1 0 " ’® эрг • г р а д ~ \

Т а к  как  постоянная Б о л ьц м ан а  /г равна

R
No

т д е  /? — точно известная  ун и версальн ая  га зо в ая  постоянная, а 
^ 0  — постоянная А вогадро  (число частиц в м оле),  то отсюда

N .  =  - ^ =  ■■■ 6 .2 .1 0 ^3  ^ о л ь - '
к 1,34.10 '® эр г .гр а д “ ‘

—  число, близкое к современным табличны м  данным. Н аконец , 
по значению постоянной Ф а р а д ея  и вычисленным П ланком  чис

л о м  для N 0 мож но было найти з а р я д  электрона . П л ан к  получил 
■е =  4 ,6 9 -10-‘® С Г С Э  — число, более близкое  к современным точ
ным значениям (4 ,8 0 .1 0 “ '° С Г С Э ),  неж ели  полученные в то 
время (до работы  М илликена, ср. т. I, стр. 12— 19) непосред
ственными измерениями е. Тот факт , что при помощи теорети
чески полученной ф ормулы  распределения энергии в спектре  
черного тела  и результатов  эксперим ентальны х данных д ля  
этого распределения  можно было с высокой точностью опреде

л и т ь  основные атомны е константы, произвел  сильнейшее впечат
ление и послуж ил важ н ы м  доказательством  в польз.у п о к а за в 
шейся очень странной гипотезы П л ан ка .

Это откры тие к а к  бы сконцентрировало  целый ряд противо
речий, на которые натолкнулась  ф изика в эти годы. Так, напрн- 
■-мер, за полгода до исторического д о к л а д а  П л ан ка ,  в июне
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1900 г. Рэлей опубликовал  к раткую  зам етку , в которой п ок азал ,  
что если применить к излучению один из основных закон ов к л а с 
сической статистической м еханики — теорему о равномерном 
распределении энергии по степеням свободы, то п олуч аю щ аяся  
ф о р м у ла  ради кальн о  отличается  от ф ормулы  Вина, а вместе с 
тем, конечно, и от ф ормулы  П л а н к а  (ср. т. I, гл. V I) .  Б о л ее  того, 
ф орм ула ,  полученная Р элеем , у казы в ает  на концентрацию  
энергии в области коротких волн, тогда к ак  экспери м ен тальн ая  
кри вая  в этой области идет к нулю. Эту ситуацию один из вид
нейших теоретиков того времени П. С. Э ренфест н азв ал  « у л ьтр а 
фиолетовой катастроф ой», а Г. А. Л о р ен ц  очень ярко  ф о рм ули 
ровал  это затруднение следую щ им образом: з а к а н ч и в ая  свою 
лекцию  о тепловом излучении в К о л л еж  де Франс, он у к а за л  на 
печь, имевшуюся в аудитории, и сказал :  «У равнения классиче
ской физики о казали сь  неспособными объяснить, почему эта 
угасш ая  печь не испускает ж ел ты х  лучей н аряду  с испусканием 
больш их длин волн».

И злучение абсолютно черного тела  имеет сплош ной спектр. 
Е щ е  яснее вы являю тся  затрудн ен и я  классической физики  в свой
ствах  линейчаты х спектров. В 1885 г. ш вейцарский учитель ги.м- 
назии Б ал ь м ер  показал , что длины  волн известных в то время 
спектральн ы х  линий атомного водорода поразительно  точно мо
гут быть представлены  формулой

'к =  В л =  3, 4, 5, 6,

где В  — некоторая эм пи рическая  постоянная. П озднее  Р идберг , 
знам ениты й шведский спектроскопист, обратил  внимание на то, 
что ф орм ула  принимает особенно симметричный вид, если н ап и
сать  ее д л я  обратной длины волны 1Д; тогда получается  *)

к в  \ 4 п Ч '

О б о зн ач ая  через V обратную  дли ну  волны 1/к, в ы р а ж а е м у ю  в 
см- '  и связанную  с частотой V сек~  соотношением V == сх, полу
чаем

л =  3, 4, 5
или

где в соответствии с приняты ми в настоящ ее врем я о б озн аче
ниями постоянная 4/В обозначен а  первой буквой ф ам и лии  Р и д 
берга  к .

*) См. т. 1, стр. 331.



Д альн ей ш и й  ш аг сдел ал  Ритц, который показал ,  что не то л ь 
ко серия Б а л ь м е р а ,  но и другие известные серии с п ек тр ал ь 
ных линий атомного  водорода могут быть представлены  общей 
формулой

где т  — постоянное д л я  данной серии целое число, например 
т  =  1, 2 . . .  для  разны х серий и т. д., а « — последовательность 
целых чисел, из которых наименьшее на 1 больш е т\  например, 
при т  =  1 /г == 2, 3, 4, . . . ;  при т  =  2 п =  3, 4, 5 и т. д.

Этот р езу л ьтат  м ож ет  быть представлен  еще и в другом виде. 
Поскольку члены правой части форм улы  (2.1) имеют ту ж е  р а з 
мерность, что и V,  их можно назвать  частотами (с точностью до 
постоянного м нож ителя  с) атома. И так ,  результат , полученный 
Ритцем, мож но ф орм ули ровать  следую щ им образом: сущ ествует 
ряд  частот

'Г __ ^  'Г __ ^  /о О'к
I   12 » ^2  ---- 22 * 3 02 > • • • * \ ^ * ^ )

и лю б ая  частота  в спектре  атомного водорода  м ож ет быть в ы р а 
ж ен а  как  разность  двух частот из ряда  (2.2):

v = 7 ’„ - 7 ’„. (2.3)

Эта в а ж н а я  ф о р м у ла  в ы р а ж а е т  закон, назы ваем ы й ком бин ац и
онным принципом, а члены последовательности назы ваю тся  
спектральны м и термами . Этот закон  справедли в  для  всех атомов 
и вообще д л я  атомны х систем, только  наборы  спектральны х т е р 
мов оказы ваю тся  более слож ны ми и не образую т лиш ь одну 
простую последовательность.

Ф орм ула  (2.3) п редставляет  основной закон  излучения атома. 
Этот закон  находится  в резком противоречии с основными по
лож ени ям и  классической механики и электродинам ики. С о гл ас 
но классической электродинам ике  спектр негармонического ос
ци ллятора  д о лж ен  совпадать  по частотам  с его механическим 
спектром, а последний, согласно механике Н ью тона, состоит из 
основной частоты и ее гармонических обертонов: V, 2у, Зу, . . .  *). 
С этим непрелож ны м  законом классической физики ком бин ац и
онный принцип (2.3) расходится самы м решительным образом. 
М ож но было бы попытаться выйти из полож ения , допуская, что 
каж ды й  терм (2.2) представляет  одну из собственных частот 
колебаний атома, соответствующую своей степени свободы. Но 
тогда мы пришли бы в резкое противоречие с данны ми об а т о м 
ных теплоемкостях. Д ействительно, при тем п ературах  порядка

5 2) УРОВНИ Э Н Е Р Г И И  13

*) См. т. I, стр. 229.
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комнатной атом н ая  теплоемкость соответствует движ ени ю  атома 
к а к  целого, и никаких следов внутренних степенен свободы не 
о б н ар у ж и вается .

Впервы е Бор  (1913 г.) не только  ясно понял, что ко м бин ац и
онный принцип в ы р а ж а е т  основной закон излучения атома, но и 
с в я з а л  его с существованием дискретных уровней энергии. С о 
гласно первому постулату  Б о р а  атом м ож ет находиться только 
в таких  состояниях, в которых его энергия прини.мает д и скр ет 
ный р я д  значений. В случае  водорода этот р яд  к а к  раз  и соот
ветствует ряду  спектральны х термов (2.2). В этих состояниях 
атом не испускает и не поглощ ает  электром агнитны х волн. И с 
пускание и поглощение, согласно второму постулату  Б о р а  — 
условию  частот, происходит только  при переходе из одного со
стояния в другое, причем испускается  или поглощ ается  один 
к ван т  энергии /гу. Комбинационный принцип (2.3) соответствует 
этому условию частот:

=  (2.4)

О тметим здесь сразу, что когда речь будет идти об уровнях 
энергии, т. е. в квантовой механике, мы будем в этом томе вместо 
линейной частоты V обычно пользоваться  угловой частотой

со =  2 яу ,

а вместо постоянной к — постоянной /г/2я =  Н (обычно т а к ж е  
н азы ваем ой  постоянной П л а н к а ) ,  равной

Й =  (1,054407 ±  0,000028) • 10“ ^̂  эрг  ■ сек.

В этих обозначениях условие частот  принимает  вид

=  й(0. (2.5)

Н епосредственное доказател ьство  сущ ествования дискретны х 
уровней энергии было дан о  опы тами с соударен иям и  м еж ду  
электронам и  и атомами. Ш ироко  известны классические опыты 
Ф р а н к а  и Герца, доказавш и е ,  что вплоть до энергии 4,9 эв  со
ударение  м еж д у  электронам и  и атом ам и  ртути происходит в п ол
не упруго, а при энергии в 4,9 эв  электрон в р езу л ьтате  со у дар е 
ния теряет  свою энергию, а атом переходит в первое в о зб у ж д ен 
ное со сто ян и е* ) .  При этом энергия этого первого возбуж денного  
состояния хорошо совпадает  с энергией, вычисленной по условию 
частот из спектроскопических данных.

В н астоящ ее  время б л аго д ар я  значительному усоверш ен ство
ванию  техники высокого вак у у м а  и развитию  электрони ки от 
к р ы лась  возмож ность точного определения из опытов с соударе-

*) т. I, стр. 301 и след.
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ииями не только  первого, но и последую щ их уровней энергии 
атомов и молекул. Н а  рис. 1 приведены результаты  определения 
энергий неупругих соударений в гелии. И дея  опыта состояла 
в следую щем. Д в е  разд ел ьн о  откачи ваем ы е  до высокого вакуум а 
кам еры  соединялись м алы м  от
верстием: в первой кам ере  по
м ещ ал ась  электронн ая  пушка, 
во второй — происходили со
ударения. П оток п ри близи тель
но моноэнергетических э л е к 
тронов со зд авал ся  в камере 
пушкп и проходил через малое 
отверстие в кам ер у  соударе
ний, где находились остатки 
гелия при низком давлении.
Потери энергии электронов, 
испытавш их неупругие соуда
рения с атомам и  гелия и откл о 
ненных от н ап равлен и я  п ад аю 
щего пучка, изм ерялись  по 
методу зад ер ж и в аю щ его  потен
ц и ала  *). Н а  рис. 1 по оси абс
цисс отлож ены  потери энергии, 
а по оси ординат  — величины, 
пропорциональны е числу эл е к 
тронов, испытавш их соответ
ствующ ую потерю энергии. Н а  
оси абсцисс вверху приведены 
потери энергии при неупругих 
соударениях. Б о л ее  точные 
значения потерь, найденные в этом эксперименте, таковы: 
19,82 э в , 20,61 э в , 20,96 э в , 21,22 э в , 22,92 э в , 23,08 эв.

Кривая  рис. 1, таким  образом, п ред ставляет  собой превосход
ную иллю страцию  сущ ествования дискретных уровней энергии.

20  гг  гч
Потери энергии, з8

Рис. 1. Экспериментальное доказа
тельство существования дискретных 
уровней энергии атома. Потери энер
гии электронов при соударении с ато
мами гелия. Начальная энергия элек

тронов 25 эв.

§ 3. Фотоны

Д о  сих пор речь ш ла  о проявлении квантовы х свойств в сущ е
ствовании противоречащ их классической ф изике дискретны х 
уровней энергии атомов. К вантовы е свойства обн аруж и ваю тся  
т а к ж е  и в природе самого электром агнитного  излучения и в при
роде эл ем ентарны х  частиц вещ ества — электронов, протонов.

*) т. I, стр. 299. Описываемый здесь эксперимент является вариантом 
опыта Франка и Герца, выполненным на уровне современной техники. Описа
ние аналогичного опыта в парах ртути см. т. I, § 95.
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нейтронов. О тносящ ую ся сю да обш ирную  группу явлений обо
зн ач аю т  общим назван ием  «дуали зм  волны — частицы». П о 
ско л ьку  речь идет об электром агнитном  излучении, это назван ие  
у к а зы в а е т  на то, что, хотя таки е  явления, как  интерф еренция и 
д и ф р ак ц и я ,  казал о сь  бы, с полной очевидностью свидетельст
вую т о волновой природе света , существует не менее обширный 
круг явлений, которые с такой ж е  очевидностью свидетельст
вуют о его корпускулярной природе. Эти явления подробно р а с 
см отрены в гл. IX первого тома настоящ ей книги, ввиду чего мы 
здесь  главны м образом  ограничимся их перечислением и кратко  
опишем только один эксперим ент С. И. В авилова  и Е. М. Брум- 
берга.

З ак о н ы  ф отоэф ф екта  из м етал л о в  являю тся  одним из н аи бо
лее  отчетливых проявлений корп ускулярны х свойств света. В с а 
мом деле, согласно закону, эксперим ентально  установленном у 
Л ен ар д о м ,  энергия о свобож даем ы х  фотоэлектронов не зависит 
от интенсивности света, а зависи т  только  от длины волны: один 
и тот ж е  спектральны й интервал , выделенный из спектра  Солнца 
и еле м ерцаю щ ей звезды, созд ает  фотоэлектроны  с одинаковой 
энергией. Эйнштейн впервые п ок азал ,  что это м ож но понять, д о 
пуская, что свет состоит из своеобразн ы х частиц — фотонов — с 
энергией

Е  =  1г\. (3.1)

Т аким  образом , квант  энергии /IV, открытый П л ан ко м  в про
цессах испускания и поглощ ения, оказы вается  проявляется  и 
в природе самого и зл у ч е н и я * ) .  Процесс поглощ ения света в 
этом случае  состоит в исчезновении целого фотона и о сво бо ж де
нии за его счет электрона , причем энергия последнего связан а  
с частотой света вы текаю щ им  из закон а  сохранения энергии 
уравнени ем  Эйнш тейна

/гv =  у  - f  Р , (3.2)

где Р  — энергия, необходимая д ля  того, чтобы уд ал и ть  электрон 
из м етал л а ,  и оп ределяю щ ая  так  назы ваем ую  красную  границу 
ф отоэф ф екта . Э ксперим ентальное подтверж дение уравнения  
Э йнш тейна  было дан о  М илликеном , а Л укирски й и П р и л е ж а е в  
и сп ользовали  это уравнение для  наиболее точного определения 
постоянной П л а н к а  к.

Если в опы тах с фотоэфф ектом  проявляю тся  дискретны е 
кванты  энергии в виде фотонов Нм, то для  полноты корпускуляр-

*) С исторической точки зрения интересно отметить, что Плаик предпо
лагал и подчеркивал, что только процессы испускания и поглощения имеют 
квантовый характер. Самой же природе электромагнитного излучения он при
писывал волновой характер.
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ной картины д о л ж н ы  сущ ествовать  явления , в которых фото» 
о б н ар у ж и в ает  импульс. Согласно теории относительности этот 
импульс д о лж ен  быть равен (т. 1, стр. 395, 396)

л /оР =  — =  (3.3)

И м пульс фотона проявляется , как  в световом давлении, эксп ери 
ментально открытом П. Н. Л ебедевы м , т а к  и особенно я с н о * )  
при рассеянии рентгеновских лучей, т а к  к а к  наряду  с р а с с е я 
нием, при котором сохраняется  длина волны п адаю щ их лучей и 
которое обусловливает  возможность осущ ествления ин терф ерен
ции рентгеновских лучей в кри сталлах , сущ ествует  еще некоге
рентное рассеяние — эф ф ек т  Комптона. П ри этом рассеянии д л и 
на волны рассеянны х лучей увеличивается  (соответственно эн ер 
гия Иу ' рассеянного  фотона меньше энергии Ну падаю щ его  ф о
тон а) ,  и каж ды й  акт  рассеяния сопровож дается  появлением 
электрона  отдачи. С ам ы й процесс рассеян ия , по образном у вы 
р аж ен и ю  Комптона, п редставляет  собой «игру на бильярде  
электронам и  и фотонами». П одробности экспериментов и к о л и 
чественный расчет  см. т. 1, гл. IX, стр. 393— 403.

Одним из наиболее ярких до казател ьств  корпускулярных 
свойств света яв л яется  сущ ествование ф луктуац ий  интенсивно
сти слабы х световых потоков: если свет ведет себя как  поток 
дискретных единиц — фотонов, то к аж д ы й  фотон, поп адая  в при
емное устройство, вы зы вает  то или иное действие, например 
освобож дение электрон а  или элем ентарны й фотохимический акт, 
независимо от других фотонов. Вообще говоря, число фотонов, 
п оп адаю щ их в единицу времени в приемник д а ж е  от м а к с и м а л ь 
но постоянного источника, д олж н о  испыты вать колебания (т. I, 
стр. 365 и след.) .  Н о при обычных интенсивностях число фотонов 
столь велико, колебания  этого числа в процентном отношении 
настолько  м алы, что мы не можем зам ети ть  никакой д и скрет 
ности в излучении. П редставим  себе, однако, что число фотонов, 
поп адаю щ их в единицу времени, очень м ал о  (единицы или д е 
сятк и ) .  Если, кром е того, приемник достаточно чувствителен, 
чтобы реагировать  на это м алое число, то неизбеж но долж н ы  
с казаться  случайны е колебания , ф луктуац ии  интенсивности, р е 
гистрируемой приемником.

Т акие ф луктуац ии  были преж де  всего о б н аруж ен ы  с коротко
волновым излучением — рентгеновскими и у-лучами, где энергии 
фотонов очень велики, а число их при дан ной  энергии соответ
ственно мало. Особенный интерес п р ед ставл яет  обнаруж ени е

*) Световое давление не может служить однозначным доказательством 
корпускулярны.х свойств света, так как Л\аксвелл предсказал необходимость 
существования светового давления на основании свойств электромагнитного 
поля (поперечное давление силовых линий).
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ф лук туац и й  слабы х потоков видимого света, н аблю давш ихся  
С. И. В авиловы м  с сотрудниками, а т а к ж е  и рядом  других ис
следователей . В этих опы тах  индикатором света служ и л  глаз  
человека, который в то время был детектором, об лад аю щ и м  н аи 
более  высокой чувствительностью (при условии п р ед вар и тель 
ного достаточно долгого пребы вания  в темноте) и особым свой
с т в о м — существованием порога зрительного ощ ущ ения , д е л а ю 
щим использование глаза  в качестве  детектора  очень удобным. 
Это свойство состоит в том, что глаз  совсем не ощ у щ ает  света, 
когда энергия света меньш е некоторой строго определенной ве
личины. П усть наблю дается  кратковрем ен н ая  вспы ш ка монохро
матического света; полож им, что порогу соответствует по фото
нов, поглощ енных за время вспышки света, и пусть г  — дей стви
тельное число фотонов, поглощ енных за  то ж е  время. Тогда глаз 
увидит вспышку, если г  ^  если ж е  2  <  «о, то зрительное 
ощ ущ ение будет равно нулю, гл аз  не обн аруж и т  никакой  вспыш 
ки. Таким образом, ослабив  интенсивность света до значений, 
бли зки х  к пороговому, и посы лая  в глаз  периодически вспышки, 
м ож но обнаруж ить  ф луктуац ии  числа фотонов г, поглощ аемы х 
сетчаткой глаза ,  фиксируя наблю денное число вспыш ек и сопо
ст ав л я я  его с известным числом посланных в глаз  вспышек.

§ 4. Опыт Вавилова и Брумберга

И з числа опытов, выполненных па основе излож енны х сооб
раж ени й , наиболее дем онстративен  и свободен от возраж ен ий  
опыт В авилова  и Брум берга .

О пы т состоял в следую щем: свет от лам почки Ь  (рис. 2 ) ,  от
разивш ись  от зер к ал а  т,  проходил через д и а ф р а гм у  О д и а м е т 
ром 1 мм,  закры тую  молочным стеклом, д ал ее  — через отверстие 
в диске О,  вращ аем ом  мотором М,  д ал ее  — через зелены й свето
ф ильтр  Р  и, наконец, — через нейтральный клин К,  при помощи 
которого свет мог быть ослаблен  без изменения спектрального  
состава. Г лаз  ф иксировался в определенном полож ении, н аб лю 
д ая  с помощью зе р к а л а  О красную  точку от лам почки  5. М о
тор М,  медленно в р а щ а я  диск О  с частотой 1 оборот в секунду, 
периодически пропускал свет в течение 0,1 сек  и з а д ер ж и в а л  его 
в течение 0,9 сек.

Если теперь м еж ду  диском и глазом  поместить бипризму 
Ф ренеля  Р,  которая является  интерференционным устройством, 
расщ еп ляю щ и м  падаю щ ий пучок на два  пучка, аналогично 
зе р к а л а м  Ф р е н е л я * ) ,  то при наблю дении д и аф р агм ы  О при до
статочной интенсивности зеленого света в поле зрения  видна 
кр асн ая  точка 5 ,  ф икси рую щ ая  глаз ,  а рядом с ней симметрично

*) См. Г. С. Л а н д с б е р г ,  Оптика, изд. 4-е, 1957, стр. 73.
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располож ены  два  зелены х интерференционных пятна. Хорошо 
известно, что хар ак тер  интерференционной картины не зависит 
от  интенсивности источника: если ф отограф и ровать  ин терф ерен
ционные полосы при крайне  слабой интенсивности в течение 
многих суток, то получаю щ иеся на пластинке интерференцион
ные полосы (при описанном располож ении это были бы круглые 
светлые пятна) ничем не отличаю тся от полос, возникаю щ их при 
достаточно больш ой интенсивности. С корпускулярной точки 
зрения  светлые полосы получаются при попадании независимых

4 1 = 1

^<5'

Рис. 2. Схема опыта Вавилова и Брумберга.

фотонов в соответствующ ие места ф отопластинки  или сетчатой 
оболочки гл аза  н аблю дателя .  Если, как  в описанном распо
лож ении опыта, свет проходит через отверстие в р а щ а ю щ е 
гося диска  периодически в виде вспышек и если интенсив
ность света очень м ал а ,  то долж ны  наблю даться  ф л у к ту а 
ции в зависимости от того, попадает  ли в место сетчатки, 
где получается изображ ен и е  того или другого  светлого пят
на, число фотонов, достаточное для  получения интенсивности, 
превы ш аю щ ей пороговую, или нет. Опыт показал ,  что когда 
интенсивность зеленого света ослаблена  настолько, что д о 
стигается  пороговое значение, оба зеленых пятна соверш ен
но отчетливо ф луктуирую т одно относительно другого: при 
некоторых прохож дени ях  отверстия в диске О  видны оба пят
на, при других одно — либо верхнее, либо нижнее. Наконец, 
при некоторых прохож дени ях  отверстия светлых пятен совсем 
не видно. Это п о казы вает , что явление обусловлено независи
мыми ф луктуац иям и  числа фотонов, образую щ и х  зеленые пятна: 
когда их число больш е п^, пятно видно, когда меньше «о, не 
видно.
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Во ВСЯКОМ случае ясно, что явление не связан о  ни с утом ле
нием гл аза ,  ни с какими-либо другими физиологическими причи
нами. Н аблю ден ия  о б р аб аты в ал и сь  та к ж е  количественно по ме
тодам  теории вероятностей: оп ределялась  вероятность одновре
менного появления обоих пятен. При достаточно больш ом числе 
наблю дений результаты  хорош о согласовы вались  с тр ебо ван и я 
ми теории случайных явлений, причем для  числа фотонов Пог 
соответствую щ его пороговой интенсивности, в согласии с дру
гими определениями получилось По ^  50.

§ 5. Волновые свойства частиц вещества

Если д ля  света и электром агнитного  излучения вообще к ван 
товы е явления  состоят в наличии корпускулярны х свойств н а 
ряду  с волновыми, то для  частиц вещества — электронов, прото
нов, нейгронов, атомов — кван товы е явления состоят в наличии

Рис. 3. Фотографии следов частиц в толстослойных эмульсиях.

волновы х свойств н аряду  с корпускулярными. Т аким  образом , 
ду ал и зм  волна — частица присущ  как  электром агнитном у излу 
чению, т а к  и микрочастицам.

К орпускулярн ая , атомистическая  природа вещ ества с полной 
очевидностью доказы вается  многочисленными явлениям и, в част
ности изучением броуновского движ ения , которое по существу 
относится к группе явлений ф луктуаций. Н аи более  очевидным 
д оказательством  с л у ж ат  ф отограф ии Вильсона или, если поль
зоваться  современной апп аратурой , — ф отограф ии следов частиц 
в специальных ф отографических эмульсиях (рис. 3). Все эти 
ф отограф ии с полной достоверностью  показы ваю т, что след  о ста
влен пролетевшей частицей. Тем не менее д е-Б рой ль  (1924 г.) 
имел смелость распространить  дуали зм  волна — частица и на 
эти микрообъекты . Именно, он гипотетически постулировал  н а 
личие у них волновых свойств. При этом связь  м еж ду  корпуску
л ярн ы м и  свойствами, характеризуем ы м и импульсом р  (для  ско
ростей, значительно меньших скорости света, и.мпульс р  равен 
количеству движ ени я  т у ) ,  и волновыми, характери зуем ы м и  дли-



НОЙ ВОЛНЫ Я, устан авли вается  при посредстве той ж е  постоянной. 
П л а н к а  Л, которая  хар актер и зу ет  кван товы е свойства света. Д л я  
электронов и других микрообъектов соотношение (3.3) ц елесо 
образно  переписать в виде

Я = -  =  —  (5.1)р  m v  '

(последнее вы р аж ен и е  справедли во  д л я  нерелятивистских ско
ростей).

В нач але  д в ад ц а т ы х  годов, когда еще свеж и были воспоми
нания о сенсации, вы званной работам и , д о к азав ш и м и  реальность 
атомов, эта гипотеза п о к азалась  еще более странной, неж ели ги
потеза П л а н к а  о дискретности процессов испускания и поглощ е
ния электром агнитного  излучения. Тем не менее успеху гипотезы 
д е-Б ройля  сн ач ала  способствовало то, что при ее помощи полу
чило наглядное объяснение правило кван тован и я  круговых о р 
бит, постулированное Н. Бором (т. I, стр. 445 и след.) .  Зате.м 
последовали многочисленные эксперим ентальны е п одтверж де
ния, столь ж е  убедительны е и наглядны е, к а к  д оказательство  
корпускулярной природы тех ж е  объектов. Эти эксперименты 
подробно рассм отрены  в т. I, гл. X. Д л я  электронов, ускоряемы х 
потенциалом V вольт, ф орм ула  (2.9) т. 1 после подстановки чис
ленных значений постоянных /г, т, е приводится  к виду
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л =  / ^ А .

Таким образом , д ли н а  волны электронов при ускоряю щем 
потенциале 150 в р авн а  1 А. И з этого следует, что для  о б н ар у 
ж ен и я  интерференционных явлений с волнам и  д е-Б ройля  следует 
пользоваться  теми ж е  методами, какие  применяю тся при иссле
довании (или использовании для  структурны х анализов)  интер
ференции рентгеновских лучей. Таким образом , отраж ение  от  
монокристаллов  моноэнергетических электронов  (соответствую 
щих монохроматическим рентгеновским лучам ) происходит под. 
углами , удовлетворяю щ им и ф орм уле Б р эгга  — В ульф а *)

/гЛ =  2^81пф.

Д л я  полиэнергетического потока электронов  (соответствую
щего «белому» рентгеновскому излучению ) в соответствующих 
устройствах  н аб л ю д ается  интерф еренционная  картин а  Л ау э .  Н а 
конец, при прохож дении через микрокристаллические  системы 
(примером которых могут служ ить  тонкие м еталлические л и с 
точки) н аблю дается  типичная интерф еренционная картина,.

*) С поправкой па показатель преломления в случае медленных электро
нов (см. т. 1, стр. 448).
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Рис. 4. Дифракционная картина, соз
даваемая спетом, исходящим из ма- 

лсчгэ отверстия (0^!нм).

Рис. 5. Интерфере1Щиониая картина, 
получающаяся при прохождении 
пучка электронов через тонкий ли

сток бериллия

Рис. 6. Нейтронограмма, возникающая при прохождении потока медленных 
нейтронов через кристалл.
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состоящ ая  из светлы х и темных колец. П рим ер  такой ф отогра
фии приведен на рис. 4 и 5.

Н а  основе всех этих методов разви лся  электронограф ический 
структурный ан ализ, являю щ и йся  ценным добавлением  к рент
геноструктурному анализу .

Н аконец, интерференционные явления  наблю даю тся  т а к ж е  и 
у потоков тяж ел ы х  частиц — протонов и особенно нейтронов. Н а  
рис. 6 приведена типичная интерф еренционная картина, возни
к аю щ ая  при прохож дении полиэнергетического потока нейтро
н о в * ) .  В настоящ ее  время на основе этих явлений разви лась  
структурная  нейтронография, яв л яю щ ая ся  ценным дополнением 
к методам рентгеноструктурного и электронограф ического  а н а 
лиза .

*) Нейтроны не действуют непосредственно па фотоэмульсию. Однако 
если положить на фотопластинку тонкую пленку из индия, то в месте попада
ния нейтрона возникает ядерная реакция, в результате которой освобождают
ся электроны, которые и вызывают фотохимический эффект на фотопла
стинке.
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МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АППАРАТ 
КВАНТОВОЙ МЕХАНИКИ ШРЕДИНГЕРА

§ 6. Введение

О брати м ся  теперь к систематическому излож ению  основ 
кван товой  механики. В первом томе этой книги мы видели, что 
основным уравнением, при помощи которого в квантовой м ех а 
нике реш аю тся  конкретные задачи , является  уравнение Ш р е
дингера . П ри установлении этого уравнения в первом томе мы 
руководствовались  волновыми свойствами, проявляю щ им ися  при 
движ ении микрочастиц: квантовую  механику мы и зл агал и  как 
м еханику волновую. Здесь  мы будем строить кван товую  м ех а 
нику к ак  механику м алы х  частиц, движ ение которых подчи
няется своеобразны м закон ам , существенно отличаю щ им ся  от 
закон ов  движ ения макроскопических тел. И м ея  в виду оба об- 
■стоятельства, мы будем строить систему квантовой  механики, 
с одной стороны, возм ож но б л и ж е  к логической схеме классиче
ской корпускулярной механики, но чтобы, с другой стороны, 
учесть  своеобразие природы м алы х частиц, воспользуемся в 
квантовой механике величинами иной математической природы.

В настоящ ей главе  с н ач ал а  будут сф ормули рован ы  некото
рые определения и постулаты , л е ж а щ и е  в основе квантовой 
механики. Д а л е е  без д о к а за т ел ь с т в а  и без апелляции  к волно
вой природе электронов п  других микрочастиц будет сф орм ули 
ровано уравнение Ш редин гера  и развита  система квантовой 
механики.

§ 7. Линейные операторы

Д л я  развития  системы квантовой  механики о к азал о сь  необ
ходимым м атематическое понятие оператора. Оно означает , что 
из некоторого матем атического  объекта  ф при посредстве како- 
го-то определенного п р ави ла  Р  получается  другой объект  ф той 
ж е  самой природы. В тех случаях , когда нам нуж но будет под
черкнуть операторную  природу той или иной величины или п р а 
ви л а  действия, мы будем о бозн ачать  эту величину соответствую 
щ ей буквой со значком - Тог да  указан ную  выш е операцию  
м ож но зап и сать  символически в виде следую щего произведения:

Ф ~ р у 1р.
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Это вы раж ен и е  читается  следую щим образом; «При действии на 
величину ф оп ератора  F получается величина ф».

В данной главе  величинами ф у нас будут функции 
\|;(хь Х2, . . . )  некоторого числа независимых вещественных пере
менных Х\,Х2, . . .  (другие примеры и более общий случай р а с 
см атри ваю тся  в гл. I I I ) .  В соответствии с этим задан и е  о п ер а 
тора здесь будет отвечать  задан и ю  определенного п рави ла , по 
которому из функции ур (хи  Х2, . ■.) получается  д ругая  функция 
ф(Х|,Х2, . . . )  того ж е  числа переменных.

■Например, если ф ункция ф(х) получается  из г1)(л:) путем д и ф 
ф еренцирования , то это м ож но запи сать  так:

( 7 . 1 )

Это р а в е н с т в о -в ы р а ж а е т  тот факт , что каж до й  функции ^ ( x )  

прави ло  действия сопоставляет  функцию  ц,{х) =  ^ ' { х )  того

ж е  рода. В этом случае  символ и есть оператор , действую 
щий на функцию г|з(д:). Д ругой  пример д а е т  умнож ение функции 
ф(дс) на независим ую  переменную х\

ф (х ) =  ^1|)(л:) =  л:г1)(л:). (7 .2 )

И в этом случае  к аж д о й  функции ф(л:) н езави си м ая  переменная 
сопоставляет  другую функцию ф(х) =  .»С11;(л:). Поэтому незави си
мую переменную м ож но т а к ж е  рассм атр и вать  как  оператор, ко
торый мы обозначаем  через х.

Н аш и функции подчиним требованию , чтобы их можно бы ло 
ск л ад ы в ать  и у м н о ж ать  на комплексные числа, пользуясь п р а 
вилами обычной алгебры , причем долж н ы  получаться  величины 
того ж е  рода. О тсю да следует, что функции долж н ы  быть к о м 
пл ек сн ы м и ,  так  как  только комплексные величины удовлетво
ряют указан ном у требованию . К ак  мы видели ранее (см. т. I, 
стр. 491—492), комплексны й характер  используемых в кван то
вой механике функций диктуется и более физическими сообра
ж е н и я м и — например, движ ени е  свободной частицы с определен
ным импульсом мож ет быть квантовомеханически  описано то л ь 
ко комплексной волновой функцией. И з сказан ного  вытекает, 
что в общем случае  и операторы  в квантовой механике долж ны  
быть т а к ж е  комплексными. Это, конечно, не исклю чает  того, что 
в некоторых случаях  операторы  (и функции) могут оказаться  
вещественными, так  к ак  вещственные числа являю тся  частны.м 
случаем комплексных.

Н аиболее  важ н ы й  класс  операторов об р азу ю т  л и н е й н ы е  опе
раторы , удовлетворяю щ ие требованию

f  (CiOj), - f  С2Ф2) =  Cl ( i > i )  -j- C2 ( f  Ф2) (7 .3 )
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д л я  лю бой пары  функций и ф2 и лю бы х постоянных ком п лекс

ных чисел С ь  С2 . Очевидно, что операторы  н х  т  примеров
(7.1), (7.2) являю тся  линейными. П рим ером  нелинейного о п ер а
то р а  м ож ет  служ ить  возведение функции в квад р ат .  Все о п ер а 
торы квантовой  механики явл яю тся  линейными; поэтому в д а л ь 
нейшем, говоря об операторах , мы будем иметь в виду только  
линейны е операторы.

Н а ш а  б л и ж а й ш а я  за д ач а  — определить основные ал геб р аи ч е 
ские действия над операторам и, т. е. ввести понятия суммы опе
раторов, произведения операторов  друг  на друга  и произведения 
операторов  на комплексные числа.

Если какие-либо два  оп ератора  Р и б  применяю тся к ф унк
ции и результаты  затем  склад ы ваю тся ,  то символически это 
мож но запи сать  в виде

F^p +  G^p =  iF +  G ) ^ .

Н а п и са в  это равенство сп р ава  налево;

( ^  +  5 )  ф =  +  Сф, (7.4)

его м ож н о р ассм атри вать  к а к  определение суммы оп ераторов
д ^  ди О =

ду
а ф у н к

цией, на  которую они действую т — ф(л:,у). Тогда, по определе
нию суммы  операторов.

дх + ду ду

0  = йх

Ф =  л:ф +

то

йх

П роизведение  оператора  Р на постоянное число с, т. е. о п ер а 
тор с Р, есть оператор, который у м н ож ает  на с р езу л ьтат  д ей 
ствия Р на ф;

( с ^ )ф  =  с (^ ф ) .  (7.5)

З а й м е м с я  теперь изучением свойств произведения операторов  
друг на друга . Н ачнем  с определения  — произведением о п ер ато 
ров Р  и й  н азы вается  такой  оператор  РО,  который, действуя на 
ф ункцию  ф, переводит ее в функцию  ф, получаемую  т а к ж е  путем 
последовательного  применения операторов-сом нож ителей , т. е.

( ? 0 )  ф =  .Р (Оф). (7.6)
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Н апример , из рассм отренны х операторов х  и можно соста-

^  d  „вить о п е р а т о р - п р о и з в е д е н и е ! - ^ ,  имею щии следующим смысл:.

X ■
йх

П оследовательное  повторение п р а з  действия  одного и того 
ж е  оператора Р запи сы вается  в виде степени этого оператора:

(7.7)
например,

йх
ф = =

йх  \ йх  ) йх'^ '

Особенность произведения операторов заклю чается  в том, 
что оно не удовлетворяет  правилу коммутативности, так  что 
в общем случае

РО Ф  6 Р .

О ператоры  х  п могут служ ить  к ак  р аз  примером некоммути
рующ их операторов. Д ействительно,

йх йх йх
но

йх

т а к  что результат  вычитания (7.8) из (7.9) не равен нулю:

йх

(7.8)

(7.9)

(7.10)

Н апротив, операторы  х н у  или операторы  и действую

щие на функции вида ф (х , г/), являю тся  операторам и, которые 
коммутирую т м еж д у  собой, так  как

д

дх ду
ф :

д х д у  ’

,д у  д х  ~  ду  дх дх ду  '

В тех случаях, когда  в результате  применения оператора РО 
получается  та  ж е  функция, что и в результате  применения опе
р ато р а  б Р,  но с обратны м  знаком , так  что

Ро ~ \- 6 р  =  о,
операторы  назы ваю тся  антикоммутирующими.
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Д л я  лучш его усвоения излож енного  рекомендуем читателю  
п ро д ел ать  следую щ ие уп раж н ен и я .

У п р а ж н е н и я .  1. Доказать, что операторы £ и
ду ' дх , Л а

и вообще операторы «независимая переменная» и «дифференцирование 

по другой независимой переменной» коммутируют.

2. Доказать, что результат применения оператора
. dx

sin л: есть sin х Зх cos х, а результат применения оператора

же функции есть х  cos х  — х^ sin х.
3. Доказать, что

d  , ,

к функции 

12
К тойd x

а)

так что

б)

dx +  1) ф: dx^ +  2 4 ^  +  Ф,
dx

+  1;

д  \2
+\ д х  ^  ду  1 ^  ~  д х ^ ^  д х д у  ^  ду^ ■

И з сказан ного  следует, что с операторам и  м ож но о б р ащ аться ,  
к а к  с алгебраическим и величинами, помня, однако, что прои зве
дение их, как  правило, не коммутативно, ввиду чего необходимо 
зазли чать  ум нож ение на оператор  слева от ум нож ен ия  справа  
"ср. ф орм улы  (7.8) и (7.9)].

Примеры.
1. П о льзуясь  алгеброй операторов , доказать ,  что если

=  1,
т о

(7. И )  

(7.12)Р0^  —  0 ^ Р  =  20 .

Д л я  д о к азател ьств а  у м н о ж аем  (7.11) на (? слева!

0 Р 0  —  б ^Р  =  6
и справа :

р о  ̂—  о р Ь  =  о .

С к л а д ы в а я  эти результаты , получим (7.12).

2. П усть  Р  —  0  =  х .  В ычислим разность

р а  —  6 р ,

п ри м ен яя  ее к произвольной функции ф:

(  ̂  ̂1 г)-1- М) -  * (^ ) = -И-- 1  •
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Т аки м  образом, оператор

- S t ~ kс1х й х  ’

будучи применен к произвольной функции лр, не меняет ее, т. е.

=  (7.13)

3. Д о к а за т ь ,  что оператор

d
йх

не равен к в а д р а ту  суммы величин, стоящ их в скобках.
В ычисляем последовательно, применяя оператор  к произволь

ной функции:

йх йх

+ 2 ^ : ^  +  л:’ +  1)ч>.\йх^
Т . е.

но

4. Д о к а за т ь ,  что

(Р +  б )  (Р  — (5) =  (Р 2 _  §2) -  [РО — СР),

{Р ~ 6 ) ( Р + 8 )  =  ( Я  -  6^)  +  { Р д  -  оР ) ,

т а к  что ф орм ула  элем ентарной  алгебры

-  0^  =  {Р +  0 ) { Р - 0 )  =  {Р -  О) [Р +  О)

имеет место д л я  операторов  только в тех случаях , когда эти опе
раторы  м еж ду  собой коммутируют.

§ 8. Собственные значения и собственные функции 
линейных операторов

В р езультате  применения оператора Р к функции г!) иногда 
получается  вновь та  ж е  са м а я  функция, ум н ож ен н ая  на некото
рое число Л:

Р ^  =  Щ .  (8.1)
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П ример:

F =
d x ^  '

■ф =  COS 4х;

/"•ф = -----^ ^ c o s 4 x  =  16 cos 4х  =  16\1).
(8 .2)

Зам ети м , что в квантовой механике важ н ей ш у ю  роль играет  
некоторый класс  функций координ ат  ^(¿7), которые оп ределяю т
ся во всей области  изменения независимых переменных. Если т а 
ковыми являю тся  дек артовы  кородинаты, то 1|) д о л ж н а  быть 
определена в пределах  от — оо до +  оо по каж до й  из координат 
X, у, г\  если ж е  независим ы м и переменными я в л яю тся  сф ериче
ские координаты  г, 0, ф, то функция г); определяется  в области 
изменения г от О до оо, 0 — от О до я  и ф — от О до 2я. Совокуп
ность требований конечности, непрерывности и однозначности 
ф ункции во всей области  изменения независимы х переменных 
мы д ал е е  будем н азы вать  стандартными ус ло ви я м и .  Условие од
нозначности играет  особенно важ н у ю  роль, когда независимыми 
переменными являю тся  углы 0 и ф. Н аконец, часто по физиче
скому смыслу функции 1|5 (см. § 13) требуется, чтобы интеграл 
от ее к в а д р а та  или, т а к  к ак  эта  функция, вообш е говоря, я в 
л яется  комплексной, ин теграл  от к в а д р а та  ее м одуля  сушество- 
вал , т. е. был конечным числом (условие квадрати чн ой  интегри
руемости).

В м атем ати к е  установилась  следую щ ая терминология. Если 
выполнено соотношение (8.1), причем функция \|р удовлетворяет  
стан дартн ы м  условиям и условию квадратичной интегрируемо
сти, то 1): н азы вается  собственной ф ун кц и ей  оп ератора  Я, а X — 
его собственным зн ачением,  соответствующ им собственной ф унк
ции г|з.

У п р а ж н е н и е .  Доказать, что е есть собственная функция опера
тора

F  =
d x ^

2принадлежащая собственному значению 1, а хе есть собственная функ
ция того же оператора, принадлежащая собственному значению 3.

Если соотношение (8.1) выполнено, функция г!) удовлетворяет  
стан дартн ы м  условиям, но не явл яется  квадрати чн о  интегрируе
мой, то ijj назы вается  обоби^енной собственной ф у н к ц и е й  о п ер а
тора F, а Я — точкой н епреры вн ог о  {сплошного)  спектра этого 
оператора . В примере (8.2) ф ункция  cos 4х  есть обобщ енная  соб
ствен ная  функция, а 16 — соответствую щ ая ей точка непрерыв-

ного спектра оператора —  •
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Совокупность всех собственных значений и всех точек непре
рывного спектра оператора  Р  н азы вается  его спектром.  Впрочем, 
в физической литературе  различие  м еж ду  собственными зн ач е 
ниями и точками непрерывного спектра обычно не проводится, и 
говорят просто «собственные значения и собственные функции 
оператора Р», объедин яя  оба этих случая.

Существенно отметить, что если соотнощение (8.1) вы пол
нено, но функция г|; не удовлетворяет  стандартны»! условиям, то 
она не является  д а ж е  обобщенной собственной функцией, а Я не 
при надлеж ит  спектру оператора  Р. Н апри м ер , гиперболический

косинус сЬ4л; не есть собственная ф ункция оп ератора  не

смотря на то, что

сЪ 4х  =  —  16 сЬ4лг;

в самом деле,
с Ь 4 х  =  ^  (е<* +

откуда видно, что сЬ4л:—»оо при х - * ± о о ,  т. е. эта  функция не 
удовлетворяет  требовани ю  ограниченности.

З а д а ч а  о нахож дени и  спектра данного  оп ератора  Р играет 
ф ундам ен тальную  роль в квантовой механике. Она сводится к 
отысканию  функций г|), удовлетворяю щ их уравнению  (8.1) и 
стандартны м  условиям . Если, к ак  это бы вает  в больш инстве ин
тересую щ их нас случаев, Р  есть оператор диф ф еренц иальны й

^ за д а ч а  сводится к интегрированию д и ф 
ф еренциального  уравнени я  и отысканию  среди его решений т а 
ких, которые уд овлетворяю т стан дартны м  условиям. З а м е ч а 
тельно, что вследствие свойств линейных диф ф еренц иальны х 
уравнений очень часто оказы вается ,  что подобного рода допусти
мые реш ения получаю тся  лиш ь при и збранн ы х значениях  п а р а 
м етра  Я, образую щ их  дискретную  совокупность чисел (см. ниже 
пример 2). В этом случае  спектр состоит из одних только соб
ственных значений и н азы вается  дискретным. Н а р я д у  с этим бы 
ваю т  и случаи, когда  реш ения об лад аю т  требуем ы м и свойствами 
при непрерывно изм еняю щ ихся  значениях  X. В этих случаях  мы 
имеем дело  с непрерывным (сплошным) спектром. Д л я  поясне
ния рассмотрим примеры.

1. Н ай дем  спектр оператора

=  (8-3)

Условие (8.1) в этом случае  ведет к уравнению

=  (8.4)
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Реш ен ие  этого уравнени я  г|) =  О, имею шее место при лю бы х з н а 
чениях А-, н азы вается  тривиальны м , и оно нас интересовать  не 
будет.

Н етривиальны е реш ения  (8.4) таковы:

(8.5)

где С — произвольное комплексное число. Очевидно, что при 
лю бы х вещественных  значениях  Я решение (8.5) удовлетворяет  
стан дартны м  условиям. С другой стороны, если X — чисто мни
мое число, то условие ограниченности не удовлетворяется . В с а 
мом деле, пусть К =  га, где а  — веш ественное число; тогда

■ф (х) =  =  е - “"'.

Эта  функция стремится к бесконечности при л:-> — оо, когда 
а  >  О, или при +  ос, когда а  <  0. То ж е, очевидно, сп р ав ед 
ливо и д ля  случая , когда % — произвольное комплексное число 
с отличной от нуля мнимой частью. И так ,  оператор  (8.3) имеет 
чисто непрерывный спектр, состояш,ий из лю бы х  полож ительны х 
или отрицательны х вещественных  чисел X, вклю чая  и нуль.

2. В качестве  второго примера рассм отрим  спектр оператора

Уравнение (8.1) д ает
с1х̂ (8 .6)

В ы полняя  эл ем ен тар н ы е  действия, приходим к уравнению

-ь  (Л — л: )̂ г1) =  0. (8.7)

В первом томе этой книги мы зан и м ал и сь  интегрированием 
уравнения

^  +  { X - a V ) ^ p = = 0  (8.8)

[т. I, стр. 522, ф орм ула  (158.4)]. М ы видим, что уравнение (8.7) 
совпадает  с (8.8) при а =  1. Но уравнение  (8.8) имеет решения, 
удовлетворяю щ ие стан дартн ы м  условиям  лиш ь при избранных 
значениях п ар ам етр а  к:

Я =  а ( 2 л + 1 ) ,  и  =  0,  1 , 2 , . . . (8.9)

Т аким  образом, оператор  (8.6) имеет чисто дискретный спектр, 
состоящий из собственных значений, которы е равны  нечетным 
целы м полож ительны м  числам.
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§ 9. Самосопряженные (эрмитовы) операторы

К аж д о м у  линейному оператору Р м ож но сопоставить другой 
линейный оператор  Р+, сопряж енны й ему, который удовлетво
ряет  условию

у^'Р(рс1Х== (рйХ, (9.1)

где (IX =  йх\  й х 2 . . . ,  а интегрирование распростран яется  на всю 
область  изменения независим ы х переменных, причем звездочкой, 
как  обычно, обозначаю тся  ком плексно-сопряж енны е величины. 
Если, в частности, независим ы е переменные суть дек артовы  ко 
ординаты  X, у,  г,  то интегрирование расп ростран яется  от — оо 
до -)- оо по каж до й  переменной, и от функций требуется, чтобы 
они были квадрати чн о  интегрируемыми, т. е. чтобы они д о ст а 
точно быстро уб ы вали  при приближ ении к п ределам  интегриро
вания. П ример сопряж енного  оператора  будет приведен ниже.

Если оператор, сопряж енны й данному, совп адает  с ним с а 
мим, т. е. если Р+ =  Р, ю  ъ таком  случае оператор  назы вается  
самосопряженным  или эрмитовым *). И так ,  по определению, опе
ратор  назы вается  сам осопряж енн ы м , если вы полняется  условие

(9.2)

Д о к а ж е м  теперь важ н у ю  теорему: собственные зн а чен и я  само
сопряженного оператора действительны.  Д л я  д о казател ьств а  вы 
берем в качестве  ф в ф орм уле  (9.2) какую -либо  из числа соб
ственных функций сам осопряж енн ого  оператора  Р:

?'ф =  Лф.

П олож и м  д алее , что г)? =  ф. М ы имеем:

■ф'Рф с 1 Х =  I ф Т ф  с1Х =  К ( ф 'ф й Х ,

{ Р ^ У ( ^ ( 1 Х =  (/^ф)’ ф й Х  =  Г  ф > Й Х .

Л ев ы е  части этих равенств  по определению  сам осопряж енности
(9.2) совпадаю т, а значит.

Н о это м ож ет  быть только  в том случае, когда  Я — число вещ е
ственное.

(1822^ По  ̂имени выдающегося французского матемтатика Шарля Эрмита

2 Э» В. Шпольский, т. II
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Рассм отри м  несколько примеров.
1 . О п е р а т о р  у м н о ж е н и я  н а н е з а в и с и м у ю п е р е -  

м е н н у ю  Р =  X.  П оскольку х есть величина дей стви тельная , то

а значит,
X  = х ,

+ СЮ +00 -1-00
Г {x^p*)ц)dx=  (!'ф)’ фс?х.

Мы видим, что критерий (9.2) выполняется: оператор  «незави си
м ая  переменная»  есть оператор  самосопряж енны й.

2. О п е р а т о р  Т ак  к ак  м нимая единица в операторе

отсутствует, то

Р'  =  Р = й х  •

П рим еняем  критерий самосопряж енности :
-1-00 + 00 4-00 

г1)*Рфйл;= >̂“ - ^ с р й х ^  [ йх

И нтегрируем  по частям:
+ 00

Т а к  к а к  по условию функции \}р и ф квадратично  интегрируемы, 
то они об ращ аю тся  в нуль на пределах  интегрирования, и мы 
получаем

-1-00 -Ноо

йх ф йх .

Таким образом , критерий сам осопряж енности  не выполняется. 
Н о помня, что Р* =  Р, мы м ож ем  представить полученный р е 
зу л ьтат  в виде

-|-оо -|-оо

*)
—оо

d _ -П+ Аоткуда следует, что операторы  Р ~ - ^ ^  и Р = -----^  соп ря
ж ен ы  друг  другу, но они не эрмитовы.
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Умножив рассмотренны й оператор  F на мнимую единицу i 
или на l/t,  мы при дадим  ему свойство эрмитовости. Д ей ств и 

тельно, если F =  то =  —  П ри м ен яя  критерий

эрмитовости, находим 
+ 0 0  - f ™  + . ° °

Ф d x  =  - j
dtp J 1 ,« 1+00 1

+ 00

dx  
>0

1 '
4-00

dx

4-00

I dx , i dx Ф d x  ■■ ( f  г}))* Ф d x ^

И так , оператор удовлетворяет  критерию  сам осоп ря

женности; этот оператор  — эрмитов.

3. О п е р а т о р  F  — dx^ . Здесь

F* r = F = - J i L
dx^ ■

Интегрируя по частям  и приним ая  во внимание, что функции г|т 
и ф непрерывны и о б р ащ аю тся  в нуль на границах , получаем
4-00 4-00 +<50

г15^ф d x  —  ■
4-00

4-
¿ф* dcp' 
dx dx d x  —

dx

4-00

{ F ^ y  Ф d x .

Таким образом, оператор  Р  =  — — самосопряж енны й.

О братим  внимание на то, что оператор  Р —  —  есть прои з

ведение двух сам осопряж енн ы х  и притом коммутирую щ их опе

раторов П о к аж ем ,  что если Р и (3 — два сам о со п р яж ен 

ных коммутирую щ их оператора , то РО есть т а к ж е  оператор с а 
мосопряженный. В самом деле,

■фТСф dx —  ■ф’Р (Сф) dx.

П оскольку Р и О — операторы  сам осопряж енн ы е, имеем после
довательно

^ p^ P{G (f ) dx =  С { F ^ У G ( f d x =  Г {GP^pУ(pdx.

2*



Н о  т а к  как  операторы  Р н О коммутирую т, т. е. б Р  =  РО,  то 

( Р 8 ) я > й х =  ^  [ { Щ у р у с р й х ,

что и требовалось  д оказать .

У п р а ж н е н и я .  Для упражнения предлагаем доказать следующие по
лезные теоремы.

1. Если операторы Р и й — самосопряженные, то операторы Р О  » 
РС -|- ОР — также самосопряженные.

2. Если операторы Р и О — самосопряженные, но не коммутирующие, то 
■оператор Рй  — ОР не обладает свойством самосопряженности, но оператор

— ОР) — самосопряженный.

§ 10. Ортогональность и нормирование собственных функций 
самосопряженных операторов

Собственные функции линейных сам осопряж енн ы х о п ерато 
ров  о б лад аю т  важ н ы м  свойством — они взаим но  ортогональны. 
П р е ж д е  чем переходить к д о казател ьств у  этого утверж ден ия , 
д ад и м  некоторые определения.

П усть за д ан а  система вещ ественны х функций

3 6  МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АППАРАТ КВАНТОВОЙ МЕХАНИКИ (ГЛ. II

Ui[x), щ { х ) ,  и^{х),  . . . , ( 10. 1)

подчиненных условию, чтобы интеграл  от этих функций в конеч
ном или бесконечном и н тервале  а <  х  С  Ь, а т а к ж е  ин теграл  от 
их к в а д р а та  существовал. Будем  н азы вать  скалярн ы м  произве
ден ием  этих функций интеграл

{ U m ,  И „ ) =  u ^ { x ) u „ ( x ) d x .
а

Е с л и  скал яр н о е  произведение р авн о  нулю,

( 10.2 )

(х) (х) d x  =  Q { т ф  п), (10.3)

т о  функции Um И ы„ назы ваю тся  ортогональными. Если, кроме 
того,

' ^ u l { x ) d x = \ ,  r t = l , 2 , . . . , (10.4)

т о  система функций н азы вается  ортонормированной.
П рим ером  такой системы м о ж ет  служ ить  сл едую щ ая  сово- 

жупносгь функций, ортогональны х и нормированны х в пром е



•§ 101 САМОСОПРЯЖЕННЫ Р, О ПЕРАТ ОРЫ 3 7

ж у т к е  — я, (или вообще в интервале, равном  2 я ) :

— ^=г, —^=^созл:, - к г - с о з 2 л : ,  - ^ с о з л л : ;  
^ 2 п  }^л К я  К я

(10.5)

—  51П X , - ^ 5 1 п 2а:.......... - ^ 8 1 п / г л : .
у  п  у  зг

Н епосредственным вычислением легко  убедиться  в том, что д ля  
этих функций условия  (10.3) и (10.4) выполняю тся.

В квантовой м еханике приходится иметь дело  с ком п лекс
ными функциями. Д л я  таких  функций условия ортогональности 
и нормирования видоизм еняю тся  следую щ им образом: 

ь
и'^и^ й х  =  0, т ф  п,

ь ь
( 1 х =  \ип\~ й х = \ ,  т ^ п .

а

( 10.6)

■Смысл этого изменения требований состоит в том, что только  
при их выполнении под знаком  ин теграла  в (10.6) будет стоять 
к в ад р ат  модуля функции, т. е. полож ительное  число, и поэтому 
с ам ы й  ин теграл  (10.6), назы ваем ы й к в ад р ато м  нормы функции, 
т а к ж е  будет полож ительны м  числом.

П римером системы комплексных функций, ортогональных и 
норм ированны х в интервале  — я, + я ,  могут служ ить  функции

 ̂ * р1х ' рИх  ̂ рп1х 
' / 2 я  ’ У 2 п  ............. У 2 л

В самом деле, при т ф  п  имеем
+ я  +л

(л:) (л:) |  й х =
2 я / (п  —  т)

. {п—т) X
+л

= 0.

а  при т  —  п  получим
+я +л

и'^{х) { х ) й х = ~ 0—Ч1Хр1ПХ й х  = 2л й х = \ .

Условимся в дальн ейш ем  комплексно-сопряж енную  функцию 
писать всегда на первом месте, как  мы это и д ел ал и  до сих пор.

Установив эти определения, обратим ся  к собственным ф у н к
циям  эрмитовых операторов. М ы утвер ж даем , что если система 
комплексных функций

'¿1, М2, . . . ,  м„, . . ,
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явл яется  совокупностью собственных функций с а м о со п р яж ен 
ного оператора , об лад аю щ его  дискретным спектром, причем 
этим ф ункциям  соответствуют неравны е собственные значения,, 
то лю бы е две функции этой системы взаимно ортогональны.

Д л я  д о к азател ьств а  примем во внимание, что по определе
нию собственных функций оператора

Ри,„  —■ (10.7).

а относительно собственных значений Кт и Хп, соответствую щ их 
собственным функциям  ищ и и„, предполож им, что Х т Ф Х п -  Так: 
как  оператор  Р сам осопряж енны й, то его собственные значения 
вещественны, т. е. Хт =  Хт Хп =  Хп. Д ал ее ,  ввиду сам о со п р я 
ж енности  оператора  Р д олж н о  быть удовлетворено условие

и.тРи„ с1х =

что на основании (10.7) д ает

(Ри,пУ м„ йх ,

и,п11пйх —• Хщ ИтЧп йх ,
откуда

{^п ^т) й х  — О,

И так  к ак  по условию Хп ф  Хт,  то

и т и п й х = 0 .

что и требовалось  д оказать .
Если комплексные функции ортогональной системы не нор

мированы, то их мож но норм и ровать  аналогично тому, к а к  нор
мирую тся ортогональны е вещ ественны е функции, т. е. путем под
бора соответствую щ их нормирую щ их множ ителей . Эти м н о ж и 
тели, вообщ е говоря, т а к ж е  комплексны:

« а = 1  а«

П ри  этом, однако, поскольку в квантовой механике физический 
смысл имеют только квад р аты  модулей комплексных функций,, 
что относится т а к ж е  и к нормирую щ им м нож ителям , и т а к  как.

,-16

то
а„ =  | |е -

I ---

при этом ф азовы й  м нож итель е*® остается  неопределенным, и егО' 
без ограничения общности м ож но взять  равным единице, т. е,. 
п олож и ть  6 =  0.
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§ 11. Случай вырождения

Н ередко бывает, что нескольким различны м  собственным 
■функциям оператора  соответствует одно и то ж е  собственное 
значение. Такой случай назы вается  вырожденным.  Собственные 
функции в случае  вы рож дения , вообще говоря, не будут ортого
нальны ми, так  как  тогда  в соотношении

(А,„ — X ^  I  =  О (11.1)

2,, =  %т, И, следовательно, вполне возможно, что

I ф  0.

Рассм отрим  этот вопрос несколько подробнее. П р еж д е  всего 
мы долж ны определить, какие  собственные функции у нас будут 
считаться различны м и. Это необходимо хотя бы потому, что без 
определения неясно, можно ли например, считать различны ми 
функции м„ и сы„. Мы будем назы вать  собственные функции р а з 
личными в том случае, если они ли н е й н о  независимы.  Это о з н а 
чает следующее. П усть мы имеем п функций Ы), • • •. Мп', эти 
функции назы ваю тся  линейно зависимы ми в том случае, если 
при лю бы х значениях независимых п е р е м е н н ы х  имеет место со
отношение

С1Ы1 +  С2Ы2 +  . . .  + с „ ы „  =  0, (11.2)

где  по крайней мере одна из постоянных Сь . . . ,  Сп не равн а  нулю. 
Если же соотношению (11.2) нельзя удовлетворить  тож дествен
но, то функции ы ь . . . , и „  назы ваю тся  линейно независимыми.

П олож и м  теперь, что какое-либо собственное значение опе
ратора  Р, ск аж ем  вырождено. Это значит, что существует 
несколько различны х (линейно независимы х) собственных ф у н к
ций которым соответствует одно и то ж е  соб
ственное значение Хп- Ч исло функций к в этом случае  н азы в ает 
ся кратностью  вы рож дения: мы говорим о двукратном , т р ех к р ат 
ном и т. д. вырождении. Эти к собственных функций, вообще 
говоря, не будут ортогональны друг другу. О казы вается ,  однако, 
что из таких  вы рож денны х собственных функций можно строить 

.линейные комбинации, которые т а к ж е  будут собственными ф у н к
циями того ж е  оператора , но коэффициенты можно подобрать 
так , чтобы эти новые собственные функции были взаимно о рто 
гональны и нормированы.

Пусть « 1  и « 2  будут линейно независим ы м и собственными 
ф ункциями оператора  Р, п р и н адл еж ащ и м и  одному и тому ж е  
собственному значению  К, т. е.

/ '«2 =  ХЫ2.
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О б р азу ем  линейную комбинацию

и = 0 1 « !  +  С2«2-

Э та  ф ункция есть во всяком случае  не нуль, т а к  к а к  иначе иг 
и « 2  были бы линейно зависимы . Ф ункция и есть т а к ж е  собствен
ная  функция оператора Р. Д ействительно, в силу линейности 
оп ератора  имее.м

Р и =  р  (с ,« 1  +  С2И2) =  СуРих +  с^Ри.^ —  К {суЩ -Ь С2Н2) =  Ян.

П о к а ж е м  теперь, что из наш их вы рож денны х собственных ф унк
ций » 1  и Н2 мож но построить т ак и е  линейные комбинации, кото
рые будут  ортогональны ми и нормированными. С этой целью  
п р еж де  всего нормируем и\. П усть  а  будет нормирую щ им мно
ж и телем , так  что

откуда

И так ,  ф ункция

а  =

/ ] «|И| йх

да, «1

/ 1 и,и, йх

будет норм и рован а  к единице; она отличается  от и\ лиш ь чис
ленным м нож ителем . О бразуем  теперь линейную комбинацию  из 
Ы)\ и и 2 '.

у.2 =  а21ХЮ1 - f  «2.

К оэф ф ици ен т  «21 можно вы брать  так , чтобы хюх и Уг были орто
гональны. В самом деле, из условия ортогональности

Г Г / *  /*
о =  йх  =  а-п й х  -Ь й х  —  «21 +  ж ’М2 йх

следует

а>\ — —  ю \П : й х

О чевидно, при таком  выборе «21 функция ^2 будет ортогональна 
к но она еще не норм ирована. Н орм ируя  аналогично преды 
дущ ем у, получаем

«2ХЮ-2 ■--------

/ I  ».чйх

И так ,  из функций « 1  и « 2  мы построили функции Ш] и Ш2, орто
гональны е  и нормированные. Аналогичный процесс м ож но при-
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ыенить к ортогон ализаци и  трех, четырех и т .д .  вы рож денны х 
собственных функций.

Таким образом , мож но считать, что условие ортогональности 
собственных функций эрм итова  оператора  выполнено всегда; в 
тех случаях, когда имеется вырож дение, м ож но заменить вы р о 
ж денны е собственные функции их ортогонализованны м и л и н ей 
ными комбинациями. Н а д о  только помнить, что при разлож ени и  
в ряд  по собственным функциям в случаях , когда некоторые из 
них вы рож дены , следует брать  такое число ортогонализованных 
линейных комбинаций этих вы рож денны х собственных функций, 
какова  кратность вы рож дения.

§ 12. Разложение по ортогональным функциям

Л ю бую  функцию, удовлетворяю щ ую  весьма широким усло
виям непрерывности и интегрируемости вместе со своим к в а д р а 
том, можно р а зл о ж и ть  по собственным функциям  сам осоп ря 
женного оператора  (если его спектр чисто дискретны й). Мы 
здесь не будем приводить строгого д о ка за тел ь с тв а  этого поло
ж ен ия  и ограничимся только  некоторыми зам ечан иям и , полез
ными д л я  правильного  понимания этой чрезвычайно важ н ой д ля  
квантовой механики  математической о п е р а ц и и * ) .

И так, пусть з а д а н а  квадрати чн о  ин тегрируем ая  в определен
ном интервале ком п лексная  функция ч|:(л:) и система собствен
ных функций какого-то эрмитова оп ератора  И\{х),  и2 {х) ,  . . .  
. . . ,  и п ( х ) ,  . . . ,  т а к ж е  квадратично  интегрируемых. С огласно 
§§ 10, 11 эти функции долж н ы  быть в заим н о  ортогональными; 
мы предполож им, кроме того, что они у ж е  нормированы. Д о п у 
стим, что функцию 1|)(х) можно представить рядом

ф(л:) =  С1«1 (л:) +  С2«2М  +  • • •  + с „ н „ ( л : ) - | -  ( 12.1)

и будем считать, что этот ряд  сходится таки м  образом, что его 
можно почленно интегрировать. Вследствие того, что система 
функций, по которым вы полняется  р азл о ж ен и е ,  является  о рто 
нормированной, вычисление коэффициентов р я д а  (12.1) прои з
водится легко, а именно, в полной аналогии  с тем, как  вычис
ляю тся  коэффициенты  тригонометрических рядов Фурье. Чтобы 
вычислить коэфф ициент р я д а  си при функции «й, ум нож аем  обе 
части (12.1) на и Ц х )  и интегрируем:

■\ри1с1х =  с  ̂  ̂ и^и1с1х +  и^и1йх  +  

. . .  +  с Л и, н? й х  - f +  с„

*) Что касается математических деталей возможности разложения по 
ортогональным функциям, то мы рекомендуем читателю книгу Г. П. Т о л- 
с т о в а ,  Ряды Фурье, изд. 2-е, М., 1960.
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В следствие сртонормированности  собственных функций [фор
м ула (10.6)], все интегралы в правой части равны  нулю, за  ис
клю чением интеграла при Си, который равен единице. И так ,

с .  =  й х . ( 12.2>

П о аналогии  с теорией тригонометрических рядов  в ы р а ж а е 
мые таким  образом  коэффициенты назы ваю тся  коэфф ициентам и 
Ф урье ф у 1п<ции г|з(л:) относительно ортогональной системы. 
и 1 ( х ) , и 2 { х ) , . . .  , и п { х ) ..........

Н е  в д ав а я с ь  в м атем атические  тонкости, сделаем  все-таки 
некоторые зам ечан ия  о х а р актер е  сходимости р я д а  (12.1). При 
обсуж дении условий сходимости этого ряда  требуется, чтобы, 
сумма 8п  первых п членов ряда  д а в а л а  функцию \1}(л:) с п ри бли 
ж ением , которое характери зуется  аналогичным известному из- 
теории ош ибок наблюдений условием, чтобы сумма к в ад р ато в  
ош ибок бы ла наименьшей. Это условие является  значительно- 
менее ж естким, неж ели обычное требование абсолютной сходи
мости. Оно означает, что сумма членов ряда  во всем интервале- 
изменения независимой переменной в среднем  равн а  данной 
функции, хотя в отдельных точках  внутри и н тервала  она мож ет 
и не повторять каких-нибудь причудливых особенностей ф у н к
ции (которыми всегда интересуются м атем ати ки ) .  С точки зр е 
ния зад ач  физики выполнения этого требования совершенно д о 
статочно.

П олож и м , что в качестве  при ближ ения  мы взяли  сумму 
первых п членов ряда, т. е.

Тогда

5 п { х ) =  ^  
к=\

=  {Х) +  Ргг (Х),

(12.3>

(12.4>

где к п ( х )  и есть та ош ибка, которая  получается, если вместо^ 
г|)(х) взять  5 п ( х ) .

Э та величина Н п { х )  позволяет  найти приближ ение, с кото
рым сумма п членов р я д а  представляет  интересуюш ую нас 
функцию. В качестве меры этого приближ ения д л я  оценки схо
димости ряда  к данной функции «в среднем», к а к  сказан о , вы 
би раю т  сумму квадратов  ош ибок — в данном случае  интеграл:

/ и „ и )  ? й х ,

и считаю т приближ ение наилучш им, когда этот ин теграл  при' 
безграничном возрастании п  стремится к. нулю, т. е.

И т
П-̂ оо

Нп (х) р й х  =  Н т
П->оо

^ { х )  —  8 ^ { х ) \ Ч х ^ 0 .  (12.5>
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З ам ечательн ы м  образом  о казы вается , что это требование будет 
удовлетворено в том случае, если в качестве  коэффициентов 
ряда  воспользоваться  как  раз  коэфф ициентам и Фурье. Д л я  д о 
казател ьства  перепишем условие (12.5), зам енив  явным вы 
р а ж е н и е м  суммы п членов:

п 2
11т

П->оо
^ { х )  —  '^ С к и к ( х )

к=1
й х  - 0. ( 12.6 )

И нтеграл, стоящ ий слева, мож но преобразовать , учтя, что 
'ПОД его знаком  стоит к в а д р а т  модуля:

115 — ^  СкЧ 
\^=1

г])*!!) й х  —  ^  с*

й х  =
\  /

г!)- 

й х  ■

к=1
п

й=1
йх  =

V Ск Ур'Ик й х  4-
к=\ к=1

- ^ ^ У , С к С г \ ч и ] й х .  (12.7)
й=1 1=[

П р и н и м а я  во внимание, что интегралы  во второй и третьей су м 
мах правой части равны  коэфф ициентам  Ф урье функций 1|)(л:) 
и >1;*(а:) соответственно, а т а к ж е  учиты вая  ортонормированность 
системы функций ии{х)  [формула (10.6)], приведем правую  часть
(12.7) к виду

]
п 2

й х  =
к=1

й х  —  2 ^  с1с^ +  ^  с1с^ =
к=1 к=\

г1)*г|) а х — ^  с\с^.  
к=\

И т а к ,  средняя  к в ад р ати ч н ая  ош ибка р авна
П

к а { х )  \ ^ й х =  [  I г|з(л:) \ Ы х —  V I  Ск р.

(12.8)

(12.9)
к=\

В наиболее  благоприятном  случае, т. е. когда сумма 8 п { х )  
■наиболее п р и бл и ж ается  к функции \1)(л:), средн яя  квад р ати ч н ая  
•ошибка по (12.5) д о л ж н а  стремиться к нулю при п - * < х .  Но в 
правой части равенства  (12.9) первый член есть полож ительное 
число, не зави сящ ее  от п, а сумма т а к ж е  состоит из п о л о ж и тел ь 
ных членов. П оэтом у очевидно, что при безграничном в о зр а с т а 
нии п п р ав ая  часть (12.9) будет только  ум еньш аться , и условие
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сходимости «в среднем» эквивалентно  равенству

| | а | : ( л : ) р й х  =  | с , р  +  | с 2 р +  . . .  +  р +  . . .  (12.10)

Если это условие удовлетворено, что будет т а к ж е  о зн ачать  схо
димость ряда  к заданной функции, то ортонорм ированн ая  си
стема назы вается  п о лн ой  или замкнутой.  Т а к а я  терминология 
с в я за н а  с тем, что, согласно (12.10), к системе ортонормирован- 
ных функций ик{х)  нельзя  добавить  еще какую -то  функцию , 
ортогональную  к функциям  системы, причем ни одна ф ункция 
не пропущ ена. З а  строгими доказател ьствам и  и обсуж дением  
всех следствий сходимости «в среднем» следует обратиться  к 
цитированной выще книге Г. П. Толстова, излож ение  в которой 
наиболее  приспособлено к потребностям  физиков.

§ 13. Волновая функция

Мы теперь в достаточной степени ознаком ились с новым м а 
тематическим языком и м ож ем  обратиться  к ф орм ули ровке  ос
новных постулатов квантовой механики.

В ыш е у ж е  отмечалось, что основными понятиями как  д ля  
квантовой , так  и д ля  классической механики являю тся  понятия 
состояния  системы и ди на м и ч е с к и х  переменных.  В классической 
механике состояние системы описывается  задан ием  2/ гамильто- 
поЕых переменных (/ — число степеней свободы ), а именно, 
/  обобщ енных координат ди  ^2, . . . ,  и стольких ж е  обобщ енных 
импульсов р 1, Р2, . . . , Р/.

П ри этом д ля  наглядного  представлени я  движ ени й  в системе 
лю бой степени сложности удобно пользоваться  ф аз овы м про
странством: надо себе представить, что все 2/ гам ильтоновы х 
переменных являю тся  дек артовы м и  координатам и в в о о б р а ж а е 
мом 2/-мерном пространстве. Тогда совокупности определенных 
значений 2f переменных будет соответствовать  в этом во о б р а 
ж аем о м  пространстве точка, координатам и которой являю тся  
зад ан н ы е  значения гам ильтоновы х переменных. Э та  точка и 
будет и зо б р а ж а т ь  определенное состояние, так  как  л ю б ая  м ех а 
ническая  величина, отн осящ аяся  к данной системе, будучи 
ф ункцией 2/ гамильтоновы х переменных Р ( ^ 1 , . . . , ^ / ;  р и . . . , р 1 ),  
однозначно определится полож ением  и зо б р аж аю щ ей  точки в 
ф азовом  пространстве.

В квантовой  м еханике дело  обстоит иначе. К а к  мы видели 
у ж е  в первом томе (§§ 148— 151), одновременное точное зад ан и е  
всех 2f  гамильтоновы х переменных здесь невозм ож но из-за 
соотношений неопределенности. П оэтом у в квантовой  механике 
мы д о лж н ы  довольствоваться  менее детальны м  описанием со
стоян ия , з а д а в а я  набор вдвое меньшего числа п арам етров ,  на-
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пример одних только  координат  или одних только  импульсов 
или, наконец, каких-то  их комбинаций, но числом /, а не 2/, как  
в классической механике. По этой причине понятие ф азового  
пространства в квантовой механике теряет  смысл, поскольку 
координаты и импульсы одновременно зад ан ы  быть не могут. 
Вместе с тем состояние системы, как  мы увидим д алее , опреде
ляет  не сам ы е м еханические величины, а только  вероятности их 
определенных значенчй. Отметим уж е сейчас, что та к а я  непол
нота описания обусловлена  не тем, что все парам етры , необхо
димые д ля  полного описания, существуют, но нам неизвестны, 
а тем, что одновременны е точные значения qi и р,- при одном и 
том ж е  / вообще не существуют из-за самой природы м икро
частиц.

Д л я  описания состояния системы в квантовой механике о к а 
залось необходимым пользоваться  такой  комплексной функцией 
одних только координат  г15(^ь <72, • ■ •, <?/), что к в а д р а т  ее модуля

пропорционален вероятности найти частицу в определенном м е
сте пространства , а вероятность найти частицу в малом объеме 
йх —  йд!  около точки с координ атам и  д и . . .  равна

■ф’г|з с/<7, . . .  =  I гр р с?т. (13.1)

В частности, д л я  одной частицы ф ункция гр зависит от ее д е 
картовы х координат  X, у,  г,  а вы раж ен и е  (13.1) д ля  вероятности 
приобретает  вид

ф*(л:, у,  г ) 1|) (л:, у,  г)  й х й у й г ^ \  гр {х,  у, г )  й х  й у  йг.  (13.2)

Тем самым к в а д р а т  модуля гр-функции есть плотность вер о ят 
ности 1 0 { х , у , г )  найти частицу в определенном месте простран
ства:

да(х, г/, 2 ) =  | гр(л:, у, 2 ) р. (13.3)

По историческим причинам ф ункция гр, и граю щ ая  в кван то 
вой м еханике ф ундам ен тальную  роль, н азы вается  волновой 
функцией. П оводом д л я  такого н азван и я  послуж ило  то, что, к ак  
мы знаем  из первого тома (§ 140), состояние свободной частицы 
с определенным импульсом в зависимости от координат и вр е
мени описывается функцией

Это есть волна де-Б р о й л я ,  п р о яв л яю щ аяся  в у ж е  известных нам 
явлениях интерференции частиц. Н азв ан и е  «волновая  ф ункция» 
сохраняется  и в общем случае, хотя о б р аз  плоской волны, кото 
рым описывается  состояние одной частицы в отсутствие поля .
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о к азы в ается  непригодным д л я  описания поведения системы N  
частиц, которое потребовало  бы рассмотрения «волн» в ЗЛ^-мер- 
ном пространстве.

П оскольку функция ф хар актер и зу ет  состояние физической 
системы, ее м атем атические свойства долж ны  быть ограничены 
требован и ям и  конечности, непрерывности и однозначности во 
всей области  изменения независимы х переменных, т. е. теми 
требовани ям и , которые были назван ы  в § 8 стан дартны м и усло
виями.

В аж н ой  особенностью квантовой  механики явл яется  то, что 
в ней состояние системы описывается ко м пл ек сно й хр-функцией,  
которая сама физического смысла  не имеет, но квадрат ее м о 
д у л я  =  \\1р\  ̂ интерпретируется как  плотность вероятности 
найти частицу в опр еде ле н но м  месте пространства.

И з такой  интерпретации вы текаю т следую щ ие два  важ ны х 
следствия. Во-первых, видно, что гр-функцию, не изменяя 
ее физического смысла, всегда м ож но ум нож ать  на прои зволь
ный комплексный ф азовы й м нож итель  где 6 — лю бое д ей 
ствительное число, к в а д р а т  м одуля которого равен единице, — 
при таком  умнож ении плотность вероятности (13.3) не и зм е
няется. К ром е того, из (13.3) следует, что вероятность о б н ар у 
ж и ть  частицу в каком-то  конечном объеме V  д ается  формулой

^ ( У ) =  \ ' ^ { х ,  у,  ¿)\^ й х  й у  йг. (13.4)

Если мы проведем интегрирование по всему пространству, то 
вероятность превратится  в достоверность — частица всегда н а 
ходится в какой-то точке пространства . Поэтому следует  потре
бовать, чтобы г|)-функция б ы ла  норм и рован а  к 1:

гр {х, у, г)  р й х  й у й г —  1. (13.5)

Т аким  образом , к гр-функции обычно п редъявляется  т а к ж е  тр е 
бование нормированности, а тем самым на нее н ак лад ы в ается  
условие квадрати чн ой  интегрируемости. Оно означает, в частно
сти, что гр-функция д о л ж н а  достаточно быстро убы вать  на бес
конечности. П р ав д а ,  ниж е мы увидим, что бы ваю т практически 
в а ж н ы е  случаи (например, д виж ени е  свободной ч астиц ы ), когда 
гр-фуикция удовлетворяет  стан дартны м  условиям, но не я в л я е т 
ся квадрати чн о  интегрируемой. В такой ситуации прибегаю т 
к другим приемам  нормирования, диктуемым дополнительны ми 
физическими соображ ениям и  (см. § 49).

В заклю чени е  этого п а р а г р а ф а  отметим, что д а ж е  если гр- 
ф ункция квадрати чн о  интегрируема, в принципе ее вовсе не 
о б язательн о  нормировать к единице, т. е. н а к л а д ы в а ть  на нее
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условие (13.5). В обще»м случае достаточно несколько изменить 
интерпретацию  гр-функции и считать, что величина не равна  
плотности вероятности, а п р о п о р ц и о н а л ь н а  ей. Тогда ф орм ула
(13.2) будет определять  относительную вероятность, и ф орм ула  
(13.4) для  вероятности обнаруж ить  частицу в конечном объеме 
V модифицируется  следую щим образом:

\|) (дг, у, г) 12 й х  й у  йг

(13.6)
1 г]) (д:, у, г) Р й х  йу  й г  '

где интегрирование в зн ам ен ателе  проводится по всему п ро
странству. Таким образом , произвол в зад ан и и  гр-функции в 
квантовой м еханике весьма велик — в принципе ее можно ум но
ж а т ь  на произвольное комплексное число, не меняя при этом 
физического со дер ж ан и я  теории.

§ 14. Принцип суперпозиции

Одним из наиболее ф ундам ен тальны х полож ений квантовой 
механики явл яется  принцип суперпозиции состояний. В кл асси 
ческой физике аналогичны й принцип хорошо известен. П ри м ен и 
тельно к волновым процессам его содерж ан и е  сводится к сл е 
дующему. Если в какую -то  точку упругой среды (и ли  эл ек тр о 
магнитного поля) приходят  две волны, вы зы ваю щ ие в озм ущ е
ния « ¡ ( х , /) и и2 { х , 1 ), то результирую щ ее возмущ ение полу
чается путем простого слож ения:

иуо(хА)  =  и ^ { х А )  + и 2 { х , 1 ) .  \  (14.1)

Н а классическом принципе суперпозиции основано, п реж де  
всего, объяснение интерференции волн. Если возвести обе части
(14.1) в квад рат ,  считая  щ  и ¿¿2 когерентными колебаниями, а 
затем  усреднить р езу л ьтат  по периоду, то мы получим связь  
м еж ду к в ад р атам и  амплитуд, т. е. м еж ду  интенсивностями. Б л а 
годаря  наличию удвоенного произведения в правой части, интен
сивности не просто склады ваю тся , а возникает  сл о ж н ая  ин
терференционная картин а  с рядом максим ум ов и минимумов. 
Таким образом , принцип суперпозиции в классической физике 
проявляется , например, в виде стоячих волн на струне, с л о ж 
ного узора областей колебания  и покоя па мембране (фигуры 
Хладни), интерференции света, проходящ его через экран  с двумя 
щ елями, и м нож ества  других явлений.

Мы теперь знаем , что ин терф ерировать могут не только 
классические волны, но и микроскопические частицы — э л е к 
троны, протоны, нейтроны и т. д. Явления, в которых п р о явл яет 
ся интерференция частиц, подробно описаны в первом томе .этой
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книги; достаточное количество примеров приведено т а к ж е  в 
гл. 1 настоящ его  тома. О казы в ается ,  что описание такого  рода 
интерференционных явлений т а к ж е  требует введения принципа 
суперпозиции, который по своей форме со впадает  с классиче
ским, но по содерж анию  резко  отличается  от него, приводя к це
лом у  ряду  каж у щ и х ся  п арад о ксал ьн ы м и  результатов.

Чтобы понять, каким об разом  в квантовой механике с необ
ходимостью  существует принцип суперпозиции и каковы  его 
хар ак тер н ы е  особенности, обрати м ся  снова к опыту с ин терф е
ренцией электронов на двух щ елях. И так , пусть имеется источ
ник моноэнергетических электронов, которые п ад аю т  на непро
зрачн ы й  эк ран  с двумя щ елям и, а затем  поп адаю т на погло
щ аю щ ую  стенку. П р едп олож и м  так ж е ,  что по этой стенке вдоль 
прямой, которая  п ар ал л ел ь н а  линии, соединяющей щели, и ко
торую  мы примем за ось х, м ож ет  перем ещ аться  детектор  (н а 
пример, счетчик Г ейгера) ,  регистрирую щ ий электроны.

Пусть сн ач ала  откры та одна первая  щель. О б озн ачая  через 
■ф1 (х) волновую функцию электрона , прош едш его эту щ ель  (при 
закры той  второй),  мы д ля  плотности вероятности обнаруж ить  
электрон  в точке с координатой л: будем иметь

ш,(л,-)= |гр,(л:) р. (14.2)

С оверш ен но  аналогично д ля  второй щели при закры той  первой

ш.Лх) =  \^РЛх)\^.  (14.3)

О ткроем  теперь обе щели и попытаемся объяснить возни
каю щ ую  в этом случае интерференционную картину. П р еж д е  
всего отметим, что в нашем эксперименте электроны  в какой-то 
м ере ведут  себя как  самы е обычные частицы — они регистри
рую тся строго определенными порциями в определенных по
л о ж ен и ях  детектора. Поэтому, казал о сь  бы, мож но говорить, 
что к а ж д ы й  данны й электрон проходит через первую щель, либо 
через вторую. Но это у тверж ден ие  протпь’оречит эксперим ен
тальн ы м  ф актам . Действительно, если бы оно было сп р авед 
ливо, то мы могли бы сн ач ала  зак р ы ть  вторую щ ель, пропустив 
все те электроны, которые д о лж н ы  пройти через первую  щель, 
затем  зак р ы ть  первую щель, откры в вторую, и полученные р а с 
п ределен ия  просто сложить. В результате  мы имели бы

1г}12 (х) =  (х) +  т .2 (х) = 1  гр, (х) р -Ы (х) р, (14.4)

в резком  противоречии с эксперим ентально  н аблю даем ой  интер
ференционной картиной. И так ,  возникает  первый п ар ад о кс  — в 
квантовой  м еханике нельзя  говорить, что данный электрон  про
шел через какую-то определенную щель.

М ож н о  попытаться  спасти полож ение и считать, что в д ей 
ствительности движ ение электрона  является  гораздо  болео
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сложным, чем мы думаем . А именно, в принципе, преж де  чем 
попасть в детектор, электрон  способен несколько раз  проходить 
из первой щели во вторую и наоборот. Н о таким  способом не
возмож но объяснить наличие «темны.х» полос при обеих откры 
тых щ елях  в тех точках, где были «светлые» полосы при какой- 
то одной открытой щели.

М ожно было бы думать, наконец, что интерф еренционная 
картин а  возникает  из-за  того, что через щ ели одновременно п р о 
ходит огромное число электронов, которые как-то  воздействуют 
друг  на друга. И ны ми словами, в принципе могло бы быть так , 
что интерференция есть следствие свойств всего ан сам бля  в ц е 
лом, а не свойств отдельны х электронов. О дн ако  такое  т о л к о в а 
ние полностью опровергается  прямы ми эксперим ентам и В. Ф а б 
риканта, Л . Б и б е р м а н а  и Н. С уш кина (см. т. I, стр. 470). В их 
опыте электроны п ролетали  через интерф ерометр  настолько 
слабы м  пучком, что п ром еж уток  времени м еж ду  двумя последо
вательными прохож дениям и частицы через прибор был при м ер
но в 30 000 раз  (!) больш е времени, затр ач и ваем о го  одним эл е к 
троном на прохож дение всего интерф ерометра. В такой си туа
ции электроны, конечно, никак не могли взаим одействовать  
друг с другом. Тем не менее при длительном  проведении экспе
римента возн и каю щ ая  интерференционная картин а  нисколько 
не отли чалась  от той, которая получалась  при соответственно 
кратковременном опыте с пучком, интенсивность которого была 
в 10^ раз  больше. Таким образом, возникает  еще один п а р а 
д о к с — электрон, который п роявляет  себя как  частица (см. 
вы ш е), «интерферирует сам  с собой», т. е. о б лад ает  волновыми 
свойствами. В этом смысле обычно и говорят  о к о р п у с к у л я р н о 
вол но во м  д у а л и з м е  (двойственности) электронов.

С ф орм ули рованны е выше выводы вы н у ж даю т  нас попы тать
ся описать интерференцию электронов на основе принципа су
перпозиции, ф орм альн о  аналогичного классическому. Если бы 
электроны были обычными частицами (как  пули, пролетаю щ ие 
через два  отверстия в бронированной п лите) ,  то д ля  них с к л а 
ды вали сь  бы плотности вероятности, к ак  в (14,4), и ин терф ерен
ция не возн и кала  бы. Мы ж е  предполож им, что в дей стви тель
ности для электронов склад ы ваю тся  сами гр-функции;

т|,,2{л:) =  т|),(л:)-1-а1з2(л;) (14.5)

[ср. с (14.1)]. Тогда д ля  результирую щ ей плотности вероятности 
будем иметь

и,,2 (Л-) =  1115,2 (х) |- =  I г151(х) -Ь гр. (д:) р. ( 1 4 .6 )

Возводя модуль суммы комплексных чисел гр1 и гр2 в к в а 
д р ат  и учитывая равенства  (14.2), (14.3), получим типичное
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интерференционное распределение

=  1- +  И 2Р + 21Ф1 1 - 1̂21 c o s  (Ф1— Ф2) = ____

=  W i +  W2 +  2  ] /ш ,д а 2  COS (ф , —  Фа),.

где ф 1 и ф2 — ф азы  комплексных функций ф 1 и \р2, зави сящ и е  от 
координаты  л:. Таким о б р а з о м ,  фо рм ал ьно е  описание  ин терф ерен
ции электронов действительно полностью аналогично описанию  
интерференции классических волн. При этом роль возмущ ения 
u{x .  t) играет  здесь гр-функция, а роль интенсивности — плот
ность вероятности. Р авенство  ж е  (14.5), являю щ ееся  аналогом 
равенства  (14.1), и составляет  содерж ание  принципа суперпо
зиции д ля  р ассм атриваем ого  случая.

О некоторых необычных аспектах  поведения м икрообъектов 
мы у ж е  говорили. Д руги е  к аж ущ и еся  п арадоксальны м и вы
воды из квантовомеханического  принципа суперпозиции будут  
ук азан ы  ниже, а сейчас мы перейдем к его общей ф орм ули
ровке. Д л я  этого отметим преж де  всего, что выще неявно пред
п о л агал ась  симметрия нашей экспериментальной установки. Это 
наш ло  свое вы раж ени е  в равенстве  коэффициентов при гр1 и грг 
в соотношении (14.5). Если ж е  щели располож ен ы  д ал ек о  друг 
от д руга , а источник электронов зам етно смещен к одной из них, 
то будет доминировать волна, прош едш ая именно через эту 
щель. Тогда суперпозицию состояний гр1 и гр2 нуж но будет б р ать  
с некоторыми «весами», так  что в общем случае  состояние эл ек
трона при обеих открытых щ елях  будет описываться функцией

гр12(л;) =  с,гр,(л;) +  С2гр2(х). (14.7)

Здесь  Cl и С2 — некоторые комплексные числа, смысл которых 
будет выяснен в последующих п ар агр аф ах .

О б о бщ ая  вы сказанн ы е выше полож ения на случай лю бого  
конечного или д а ж е  счетного множ ества  произвольных состоя
ний квантовомеханической системы, сф ормулируем  следую щий 
п р и н ц и п  суперпозиции:

если  квантовомеханическая  система может находиться в  со
стояниях, опис ываемых в о л н о в ы м и  ф у н к ц и я м и  г р ] ( х ) ,  1р г ( х ) ,  . . . ,  
то она  может находиться и в состоянии, описывае мом п р о и з 
во л ь н о й  ли н ей н о й  ко м б и н а ц и ей  этих функц ий ,  т. е. ф ун кц и ей

(14.8)

«Д опущ ение суперпозиционных связей м еж д у  состояниями 
приводит к математической теории, в которой уравнения , опре
деляю щ ие состояния, линейны по отношению к неизвестным. 
Ввиду этого многие пы тались  установить аналогию  с системами 
классической механики, такими , как  колеблю щ иеся струны или 
м ем браны , которые подчиняются линейным уравнениям, а еле-



д овательно , и принципу суперпозиции. Эти аналогии  привели 
к тому, что квантовую  механику иногда н азы ваю т  «волновой 
механикой». Важно помнить, однако,  что суперпози ция ,  которая 
естречается в квантовой механике ,  существенным образом отли
чается от суперпозиц ии ,  встречающейся  в  л ю б о й  классической  
теории, . . .  поэтому аналогии  такого  рода могут привести к 
ош и б кам »  *).

Выясним теперь, каким и ж е  х арактерн ы м и  особенностями 
о тли чается  квантовомеханический принцип суперпозиции от 
классического.

1. гр-функция описывает  поведение квантовы х частиц. В оз
м ож н ость  ж е  о б р азо вы вать  произвольную  линейную ком бин а
цию гр-функций, к а к  мы у ж е  видели, отвечает  наличию  в о л н о в ы х  
■свойств у этих частиц. Таким образом, в принципе суперпози
ции находит свое отраж ен и е  корпускулярно-волновой дуали зм  
микрообъектов, совершенно непонятный с классической точки 
зрения.

2. Пусть функция гр1 (х) описывает состояние, в котором при 
измерении некоторой физической величины мы с достоверностью 
получим какое-то определенное значение Л ь  а функция \р2 (.^) — 
состояние, в котором д ля  той ж е  величины мы с достоверностью 
получим значение Лг- О бразуем  суперпозицию этих состояний 
типа  (14.7). В классическом  случае р а ссм атр и в аем ая  величина 
в новом состоянии будет принимать какое-то значение, «проме
ж уточное» м еж ду  Л] и Л 2. В квантовой ж е  механике процесс 
изм ерения  этой величины в состоянии г|)1 2 (л:) будет всегда д а 
вать  или точно Л] или точно Лз- П ри этом о распределении р е 
зультатов  измерений мож но судить только вероятностно (как  
будет ясно из дальн ейш их параграф ов , эти вероятности как  раз 
определяю тся  к в а д р а та м и  модулей коэффициентов С1 и Сг). Д и с 
кретность значений физических величин и неопределенность в 
резу л ьтатах  измерений составляет  вторую характерн ую  особен
ность квантовомеханического  принципа суперпозиции.

3. О б р ащ аясь  снова к наш ему интерференционному опыту, 
■отметим следую щ ее важ н о е  обстоятельство. Д о  измерения поло
ж е н и я  электрона  за  экраном  он находится в состоянии гр)2 (х), 
а сразу  после этого измерения о казы вается  или в состоянии 
■1р1 (л:) или в состоянии гр2 (х). Такой скачкообразны й переход 
м и крообъекта  из одного состояния в другое при каком-то  акте 
измерения явл яется  весьма общей и специфической зако н о м ер 
ностью квантовой механики.

4. Н аконец, у каж ем  еще на одно существенное отличие к в а н 
товомеханического принципа суперпозиции от классического.
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*) П, А. М. Д и р а к ,  Принципы квантовой механики, Физматгиз, 1960 
•стр. 31.
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В классической физике суперпозиция колебательного  состояния 
самого с собой приводит к новому колебательном у состоянию 
с удвоенной амплитудой. В квантовой  ж е  механике, к ак  мы ви
дели  в конце предыдущ его п а р а гр а ф а ,  состояния, описываемы е 
ф ункц иям и 1р(л') и сф(л:), тож дественны. Ч тобы понять это, д о 
статочно вспомнить вероятностную  интерпретацию  гр-функции, 
которая  только и придает  ей смысл функции состояния: квадрат  
м одуля  волновой функции безотносительно к ее нормировке 
определяет  вероятность о б н ар у ж и ть  частицу в конечном объеме 
по ф орм уле  (13.6). И з  этой форм улы  сразу  ясно, что на какое 
бы постоянное число с мы ни ум нож или исходную \р-функцию, 
она все равно  будет описывать то ж е  самое состояние, так  как  
это число просто сокращ ается .

И так ,  при попытке наглядн о  представить себе суть кван тово
механического принципа суперпозиции он к а ж е тс я  весьма 
странны м  и парадоксальны м . В самом деле, «...в классическом 
см ы сле слова нельзя себе представить, что система находится 
частично в одном состоянии, а частично в другом, и что это 
эквивалентно  тому, что система целиком находится  в некото
ром третьем состоянии. Здесь  вводится соверщенно новая  идея, 
к которой нуж но привыкнуть и на основе которой следует  д ал е е  
строить точную м атем атическую  картину, не имея при этом д е
тальн ой  классической к ар ти н ы .. .» * ) .  Одной из характерн ы х  
черт математического  а п п ар а т а  квантовой механики, диктуемой 
принципом суперпозиции, явл яется  линейность используемых в 
ней уравнений и операторов.

Р азъ ясн ен и е  особенностей состояний микрочастиц, подчи
няю щ ихся  закон ам  квантовой механики, которое полностью сво
бодно от каж у щ и х ся  п арадоксов , было дано Н ильсом  Бором. 
Особенно способствовали прояснению этих проблем его много
численные дискуссии с А льбертом  Эйнштейном по при нци пиаль
ным вопросам атомной физики. О сновная идея концепции 
Н. Б о р а  состоит в том, что никаких п арадоксов  не возникает 
только при условии, что состояния рассм атри ваю тся  не сам и  по 
себе, в отрыве от средств наблю дения , но при учете того ф акта ,  
что эти состояния мик ро с к о п и ч е с к и х  объектов изучаю тся о б я з а 
тельно при посредстве м а к р о с ко пич ес ки х  приборов, поведение 
которых описывается  закон ам и  классической ф и зи к и * * ) .

*) П. А. м . Д и р а к ,  Принципы квантовой механики, Физматгиз, 1960, 
стр. 29.

**) По этим интересным проблемам читателю можно рекомендовать кни
гу Н. Б о р а ,  Атомная физика и человеческое познание, ИЛ, 1961, особенно 
помещенные там статьи «Дискуссия с Эйнщтейном о проблемах теории по
знания в атомной физике» и «Квантовая физика и философия (причинность 
и дополнительность)». Принципиальные вопросы квантовой механики детально 
рассмотрены также в книге В. А. Фо к а ,  Квантовая физика и строение ма
терии, Изд-во ЛГУ, 1965.



§ 15. Динамические переменные квантовой механики

У ж е неоднократно у казы валось  на то, что основнымп поня
тиями в системе классической механики являю тся  понятия со
стояния и динамических переменных. Вопрос об описании со
стояний Б квантовой механике подробно рассмотрен  в § 13. 
О братим ся  теперь к динамическим переменным. Н азвани ем  
«динамические переменные» объединяю тся в классической м ех а 
нике такие величины, как  координаты  частицы, импульсы, со
ставляю щ ие момента импульса, энергия. Все такие  величины 
мы и здесь будем н азы вать  динамическими переменными. М е
ж ду  ними в классической механике устан авли вается  ряд т о ж 
дественных соотношений. Так , например, составляю щ ие момента 
импульса в ы р аж аю тся  через координаты и импульсы:

=  УРг  —  ^ру\

соответствующие вы р аж ен и я  д ля  Ьу и получаю тся путем ци
клической перестановки. П олн ая  энергия (ф ункция Г ам ильтона) 
связан а  с импульсами и потенциальной энергией, являю щ ей ся  
функцией координат, соотношением

И т. д.
В озникает вопрос: какие  величины соответствуют этим д и н а 

мическим переменным в квантовой механике? Мы знаем, что  
движ ени я  в очень м алы х  системах, для  описания которых и 
д о л ж н а  служ ить кван то вая  механика, не подчиняются законам  
классической механики, но следую т особым квантовы м  зако н ам . 
Вместе с тем мы хотим сохранить в квантовой механике схему 
механики классической. То и другое достигается  в квантовой м е
ханике весьма своеобразны м способом. А именно, в ней исполь
зую тся те ж е  динамические переменные, что и в классической 
механике, но им сопоставляю тся величины иной м атем атической  
природы. В классической механике мы пользуем ся величинами,, 
которые можно скл ад ы в ать  и перем нож ать  и которые подчи
няю тся при этом некоторым известным аксиомам. К числу их 
п ри н адлеж и т  аксиома коммутативности: произведение не за в и 
сит от порядка сомножителей, т. е. аЬ —  Ьа. С воеобразие  кв а н 
товой механики состоит в том, что она пользуется  д л я  описания 
динамических переменных величинами, алгебра  которых очень 
сходна с алгеброй обычных величин, но имеет от нее и сущ ест
венное отличие. А именно, величины, которые сопоставляю тся  
в квантовой механике динамическим переменным, х а р а к т е р и 
зуются тем, что аксиома коммутативности ум нож ен ия  д ля  них
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не выполняется. Это значит,что д ля  таких величин, как  правило,

РО Ф  ОР.
Выш е мы познакомились с примером величин, подчиняющ ихся 
такой  своеобразной алгебре, — это линейные операторы. Мы ви
дели так ж е ,  что операторы  «незави си м ая  перем енная»  и «диф 
ф еренцирование по этой независимой переменной» п ри н адл еж ат  
к числу некоммутирую щ их величин, так как  [ср. ф орм улы  (7.8) 
и (7.9)]

X,.й х  йх

Мы теперь сделаем  следую щ ее допущение в качестве  первого 
п о сту л ата  квантовой механики: в квантовой м е х а н и к е  каждой  
д ина мич еск ой  переменной кл ас сической  м е х а н и к и  следует сопо
ставлять л и н е й н ы й  эрмитов оператор.  В следую щей главе  мы 
дадим  более развитое и глубокое обоснование своеобразной 
схемы построения квантовой механики, а пока примем ф о р м у 
л и рован н ую  выше гипотезу в качестве постулата  и займ ем ся  
установлением  вида операторов, сопоставляемы х основным д и 
намическим переменным.

Н айдем  преж де всего вид операторов координат и им пуль
сов. Зам етим , что вид основных операторов мы будем всегда 
устан авли вать  сначала  в декартовы х координатах , и только в 
последую щ ем, когда это о к аж ется  целесообразным, будем пре
о б р азо вы вать  их к другим координатны м системам. П ри н и м ая  
во внимание, что гр-функция, с помощью которой мы условились 
описывать состояние системы в представлении Ш редингера, 
есть функция координат, последним, а т а к ж е  их функциям  (н а 
пример, потенциальной энергии) сопоставляется  оператор умно
жения. Н апример, оператор «координата  Ь> переводит гр-функ- 
цию в хгр

хгр (х ) =  хгр(л:). (15 .1 )

В качестве оператора импульса рх мы выберем оператор

т. е. оператор, переводящ ий гр-функцию в функцию у - § 7 '
О ператоры , соответствующие импульсам  Ру и р^, построены а н а 
логичным образом. В результате  мы получаем следую щ ее со
поставление.

Динамическая переменная 
классической механики

Ру

Рг

Оператор квантовой 
механики 

й д 
Т~д1

г ду  
Й д 
{ дг

(15.2)



Оператор импульса в векторной форме представляется следую
щим образом:

р =  -у g rad  =  у  V, (15.2')

где V — известный из векторного анализа оператор «набла» с
компонентами У =  Основания для сделанного
выбора операторов компонент импульса выяснятся в даль
нейшем.

Теперь мы можем строить операторы других механических 
величин, пользуясь определениями классической механики и з а 
меняя входящие в них обычные величины соответствующими 
операторами. Например, для х-компоненты момента импульса 
получаем:

Динамическая переменная Оператор квантовой
классической механики механики

Ь,  =  у р г - г р у  (15.3)

Аналогичным образом устанавливается вид операторов 1у  и ¿г- 
Установим теперь вид чрезвычайно важного оператора Г а

мильтона или гамильтониана. Функция Гамильтона классиче
ской механики в тех случаях, когда отсутствуют магнитные 
силы, есть сумма к 1шетической и потенциальной энергии, выра
женная через импульсы и координаты:

^  =  ¿ Г  +  +  ^)- ( 1 5 .4 )

Соответствующий оператор квантовой механики связан с опера
торами импульсов и координат соотношением

+  +  +  г). (15.5)

Чтобы найти явный вид этого оператора, надо установить преж
де всего вид операторов р1, р1, р%. По определению умножения 
операторов имеем, применяя оператор к произвольной функции

п2г1) =  й (р г1,) =  =
I д х \ 1  д х )  дх^

и аналогичные выражения для двух других операторов. Прини
мая во внимание, что оператор О как функция координат есть 
умножение на эту функцию, напишем оператор Й в явном виде:
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где А — оператор Лапласа.
( 15.6)
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Мы получаем, таким образом, следующую таблицу явных 
выражений основных операторов квантовой механики:

Динамическая переменная 
классической механики Оператор квантовой механики

Координата

Импульс

Момент
количества
движения
(момент

им пульса)

Энергия 
(в отсутствие 
магнитного 
поля)

г
X, у, г

Рх, Ру, Рг 

Ь =  [гр]

Ех =  УРх — гру 

=  грх — хрг 

¿г =  хру — урх

Я =  ^  +  ^/(г)

г

л:, Уу г

А уI
Ь д А  А

/ дг

й / д
— 2 д

дг ду
д

— X
1 \ дх дг  I

Л д д \
—  X 1 ду - У д х )

Н  =  - 2т ^ +  и  (г)

§ 16. Собственные значения и собственные функции 
операторов квантовой механики

Мы теперь видим, что своеобразная особенность квантовой 
механики, о которой было упомянуто, состоит в том, что она 
строит свою схему, используя некоторые абстрактные математи
ческие величины. А именно, в отличие от классической механи
ки, где состояние физической системы описывается заданием 
координат и импульсов, т. е. совокупностью чисел, в квантовой 
механике состояние в данный момент времени описывается ком
плексной функцией, причем эта функция сама по себе физиче
ского смысла не имеет, но квадрат ее мо дуля интерпретируется 
статистически как плотность вероятности найтп частицу в дан
ном месте. Что же касается динамических переменных, которые 
существенно необходимы для описания движения в классической 
механике, то в квантовой механике им такж е сопоставляются 
лбстрактные величины — линейные эрмитовы операторы, ь  конце



настоящей главы, в § 27, мы увидим, что эти операторы связаны 
между собой такими же уравнениями, какие существуют между 
динамическими переменными классической механики, например 
^ =  рх1т и т. п. Таким образом, логическая схема может быть 
построена без противоречий до конца. Однако особенностью 
этой схемы пока  является то, что она еще не позволяет связать 
математические результаты с результатами количественных экс
периментов, при которых всегда производятся измерения и полу
чаются какие-то числа.

Чтобы связать операторы с числами, получаемыми при изме
рениях, в квантовой механике используется прежде всего тот 
факт, что для каждого оператора можно найти функции, кото
рые являются его собственными функциями,  т. е. функции, 
удовлетворяющие требованию

Ри =  7м,

где X — число (см. §■ 8). Кроме того, если оператор Р эрмитов, 
то, как показано в § 9, числа Я — собственные значения опера
тора ^  — будут действительными (вещественными.) Эти факты 
позволяют связать операторы с числами, получаемыми в ре
зультате измерений, а именно, этой цели служит следующий по
стулат:

Если система находится в состоянии, описываемом собствен
ной функцией  грг оператора некоторой динамической переменной,  
то при измерении соответствующей динамической переменной  
всегда  {т. е. с достоверностью) будет получаться число X,-, я в 
ляющееся собственным значением оператора Р, принадлежащим  
собственной функции  гр̂ .

Отметим, что хорошей аналогией для соотношения между 
операторами и числами, получаемыми при измерениях, может 
служить соотношение между векторами и проекциями векторов 
на оси координат: математические результаты можно получать, 
оперируя либо с самими векторами, либо с их проекциями. 
В последнем случае можно пользоваться хорошо знакомой ал 
геброй обычных чисел.

В квантовой механике особенно большое значение имеет 
уравнение для собственных функций и собственных значений 
оператора энергии. В тех случаях, когда потенциальная энергия 
не зависит от времени, имеет место закон сохранения энергии. 
В классической механике

+  +  У' 2) =  £ .

Соответствующее уравнение для собственных функций и соб
ственных значений оператора энергии будет

Н ^ ^ Е ^ ,  (16.1)
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где число Е есть собственное значение оператора энергии; в 
явном виде,

- ^ А г | , +  {/ф=£г1). (16.2)

Интегрируя это дифференциальное уравнение в частных произ
водных второго порядка и выбирая те решения, которые удов
летворяют стандартным условиям, получаем совокупность соб
ственных функций оператора энергии. Соответствующие этим 
собственным функциям собственные значения энергии образуют 
энергетический спектр частицы в данном потенциальном поле и.  
Этот спектр может быть как дискретным, так и сплошным. В пер
вом случае собственные функции гр,- и собственные значения Лг 
нумеруются одним и тем же индексом во втором — собствен
ное значение X входит в решение в качестве непрерывно меняю
щегося параметра. Таким образом, вопрос о квантовании авто
матически решается в зависимости от свойств собственных 
функции уравнения (16.1) и не требует применения каких-либо 
специальных предположений, кроме сформулированных выше 
двух основных постулатов квантовой механики.

§ 17. Средние значения*)

В классической механике каж дая динамическая переменная 
имеет определенное значение. Этим значением является число, 
получаемое при измерении интересующей нас величины. Осно
ванием для уверенного приписывания любой динамической пе
ременной данного значения является тот факт, что это число 
получается в результате измерения всякий раз, когда система 
находится в одном и том же состоянии.

В квантовой механике дело обстоит иначе. Рассмотрим слу
чай, когда система находится в состоянии, которое является ре
зультатом суперпозиции состояний гр! и грг с собственными зна
чениями соответственно Х1 и Хг- Если система находится либо в 
состоянии грь либо в состоянии грг, то соответствующее измерение 
заведомо даст определенное число — или Х2 соответственно. 
Спрашивается, какое же значение будет получаться, когда си
стема находится в состоянии

гр =  с,гр1 - f  с-ггрг.
В случае классической системы здесь также получалось бы одно 
строго определенное число X, «промежуточное» между Я] и Хг. 
В квантовой же механике дело обстоит не так. Здесь в резуль
тате измерения получается не одно определенное число, а одно

*) Перед изучением этого параграфа рекомендуется перечитать Прило
жение 1 к Т. 1 (стр. 552 и след.).
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ИЗ двух возможных чисел, причем именно А,1 или Л2 и никаких 
других. При этом заранее нельзя предсказать, к какому именно 
из этих чисел приведет измерение: в одних случаях мы будем 
получать Хь в других — %2- То или иное значение получается не 
с достоверностью, но лишь с определенной вероятностью. Как 
мы уже отмечали в § 14, это означает, что процесс измерения 
оказывает на систему неустранимое и непредсказуемое воздей
ствие: до измерения система находилась в состоянии гр, а после 
измерения она переходит или в состояние гр1 или в состояние грг-

Это положение формулировано Дираком следующим про
зрачно ясным образом. «Если производят наблюдения над атом
ной системой, которая находится в заданном состоянии, то ре
зультат, вообще говоря, не будет детерминированным, т. е., по
вторяя опыт при одинаковых условиях несколько раз, мы будем 
получать различные результаты. Однако законом природы я в 
ляется то, что если опыт повторять большое число раз,  каждый 
результат будет получен в определенной доле  от обш,его числа 
случаев,  так что имеется определенная вероятность получения  
данного результата. Эту вероятность и будет вычислять теория. 
Лишь в тех частных случаях, когда вероятность некоторого ре
зультата равна единице, результат опыта однозначен»*).

Из сказанного следует, что динамической переменной в кван
товой механике, вообше говоря, нельзя приписать определенного 
значения, но всегда можно приписать определенную вероятность 
получения данного значения в результате измерения. А раз из
вестны вероятности, то можно вычислить среднее  значение.

Рассмотрим этот вопрос на простом примере определения ве
роятности положения электрона. Пусть состояние системы, к 
которой принадлежит наш электрон, описывается волновой 
функцией гр(х), т. е. речь идет о положении на оси х. Физиче
ский смысл волновой функции в данном случае состоит в том, 
что плотность вероятности найти электрон в точке с координатой 
X  равна |гр(л:) |2. В таком случае среднее значение координаты х 
в состоянии гр(лг), или, точнее, ее математическое ожидание, бу
дет равно **)

ЛГ1])* (х) 1]) (х) йх

(х) ф (.V) йх
(17.1)

Если, кроме того, волновая функция нормирована к единице, то 
искомое среднее значение представится формулой

X =  Х1р* (х) гр (х) их. (17.2)

*) П. А, М. Д  и р а к, Принципы квантовой механики, Физматгиз, М., 1960.
) См. т. I, Приложение I (стр. 549 и след.).
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Воспользуемся далее тем, что оператор динамической пере
менной «координата ху> есть просто умножение на к. Тогда фор
мулу (17.2) можно будет переписать в симметричном виде:

гр* (х) (л:)<̂ <. (17.3)

Очевидно, что этот результат можно обобщить на случай любой 
координаты д, а также любой функции от пространственных ко
ординат. Среднее значение координаты равно

\ Ф*(^1, ^2, • •• ,  <?2. • • • ,  . . .  (17.4)

а среднее значение функции /'(<7 ь ^2, •••. Qf) равно 

Р ( д 1, . . . .  «7̂ ) =

=  _ г1)*((71, . . . , ^ ^ ) ^ ( ^ 1 ,  . . . ,  9̂ )11) (^1, . . . ,  . . .  (17.40

Обратимся теперь к отысканию среднего значения импульса и 
начнем также с простейшего случая определения математиче
ского ожидания компоненты р* для частицы, движущейся вдоль 
оси X.  По аналогии с (17.3) мы можем гипотетически постули
ровать следующий «рецепт» отыскания рх, воспользовавшись в 
этом случае оператором рх'.

Рх =  (х) рх^  (- )̂ ах  =

^Чх)
П й

\ 1  йх ) гр [х) йх =  у ^ Ч х ) ^ а х . (17.5)

Обобщение на случай любого импульса, а такж е любой 
функции канонических координат и импульсов очевидно: пусть 
Р  =  Р { д и  Я2, дъ Р\, Р2- Pf)■, тогда

Р  = Ь д П
дд, ' I I 

Х ^ ( ? 1 ,  ^2......... Я̂ )(1 х,.............. .. ..............  (17.6)
где а% =  ¿< 7 1 йд2 ...

Формула (17.6), наряду с постулатами о статистическом опи
сании состояния системы при помощи волновой функции и о 
смысле собственных значений и собственных функций, прини
мается как один из основных постулатов квантовой механики. 
Этот постулат формулируется так: в любом состоянии, описы
ваемом волновой функцией  гр(^ь ^2, qf), математическое 
ожидание величины динамической переменной Р {д \ , . . . ,  9/, Рь • • • 
. . . ,  р/) выражается формулой

Р = гр й х , (17.7)
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при условии, что волновая функция нормирована к единице.  
Оправданием этого постулата может служить то, что он удов
летворяет основным положениям теории вероятностей, относя
щимся к математическим ожиданиям (средним значениям), а 
именно *):

1. С р е д н е е  з н а ч е н и е  д о с т о в е р н о й  в е л и ч и н  ¡>1 

« с т ь  с а м а  э т а  д о с т о в е р н а я  в е л и ч и н а .
Пусть Р — динамическая переменная с дискретным спектром 

собственных значений, и пусть — собственная функция опера
тора этой динамической переменной, а X — соответствующее 
этой функции собственное значение. Тогда, согласно определе
нию собственных значений.

=  Л'ф. (17.8)

Постулат о смысле собственных значений утверждает, что при 
измерениях динамической переменной Р в состоянии, характе
ризуемом собственной функцией число X должно получаться с 
достоверностью. Вычисляя математическое ожидание по фор
муле (17.7) и пользуясь (17.8), получаем

(17.9)

что и требуется согласно формулированному выше положению.
2. Е с л и  в о д н о м  и т о м  ж е _ с о с т о я н и и  гр с р е д н е е  

з н а ч е н и е  в е л и ч и н ы _ / '  р а в н о  а с р е д н е е  з н а ч е н и е  
в е л и  ч и н ы  б  р а в н о  О, т о  с р е д н е е  з н а ч е н и е  с у м м ы  
Р -¡- О р а в н о  с у м м е  с р е д н и х ,  т. е. Р +  О. По определению 
среднего значения (18.3) имеем

Р + 0 =  я р *  ( ^  +  О )  1|з й т  =  г |з* /= ’' ф ^ т 4 -  г р ’ С г р  й т  =  А , - Н  ц .

т .  е.
(17.10)

что и требовалось доказать.
Подведем итог сказанному. В отличие от классической ме

ханики, где мы всегда можем описать движение всесторонне, 
указывая одновременные определенные значения всех механи
ческих величин; координат, импульсов (скоростей), моментов 
импульса, энергии, в квантовой механике механические вели
чины, вообще говоря, не имеют определенных значений. Однако 
-если известна волновая функция, описывающая состояние в 
определенный момент времени, то, пользуясь формулой (17.7),

*) См., например, цитированный в т. I на стр. 548 учебник С. Н. Берн
штейна, стр. 87. и I’
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МЫ всегда  можем указать средние значения всех механических  
величин. Таким образом,  в квантовой механике мы можем опи
сать движение со всех сторон, но только статистически. Это 
вполне соответствует тому, что квантовая механика есть по су
ществу теория статистическая.

Отметим, что из формулы (17.7) автоматически вытекает 
уже упомянавшееся ранее следствие (§ 15); если функция  г|> 
описывает какое-либо состояние, то и функция  сф, где  с — по
стоянное число, описывает то же состояние. В самом деле, для 
вычисления средних значений в этом случае, очевидно, следует 
пользоваться формулой, в которой, гр-функция не нормирована 
к 1 [ср. с формулой (17.1)]

ёх (сф)* Р (сф) ¿т

г1)*г!1 йх (сф)* (сф) йх
(17.11)

что и требовалось доказать.
Покажем теперь, что формулированный выше постулах о 

среднем значении позволяет также установить способ вычисле
ния вероятностей определенных значений механических величин.

Итак, пусть собственные функции и собственные значения 
оператора Р некоторой динамической переменной будут соответ
ственно грь гр2 , ■••• и Яь Лг, ..., причем мы предполагаем, что 
оператор имеет дискретный спектр собственных значений. Если 
система находится в состоянии, характеризуемом функцией г|5, 
не являющейся собственной функцией оператора Р, то, как объ
яснено выше (см. стр. 59), при измерении величины Р  должны 
получаться различные числа, принадлежащие, однако, к ряду 
собственных значений Ль Лг, оператора Р. Среднее значение 
Р в состоянии гр равно

Р  =  гр’'^гр йх (17.12)

при условии, что гр нормирована к единице.
Разложим теперь функцию гр по собственным функциям гр1 , 

г1)2 , ... оператора Р, т. е. положим, что /'гр& =  Л̂ грА, и допустим, 
что все функции грь грг, ... гр̂ , ... нормированы. Тогда гр пред
ставится суммой

^  =  С1гр1 +  Сагрг 4- . . .  С„гр„- f  

Соответственно для гр* имеем

=  2  с;гр;. 
к

=  Есйгр*. 
к ( 17. 13)
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П о д с т а в л я я  эти р а з л о ж е н и я  в (17.12), п о л у ч а е м

f  =  [ (с г̂р; +  cjij): +  +  . . . ) d x  =  

f dx  +  ¡  d x +  . . .  +  с^с, J dx +  . . .
(17.14)

В силу условий ортогональности и нормирования интегралы

Í 1  k =  i

и формула (17.14) дает

F = = ¡ C y f l i  +  \ c , n , +  . . .  + k , | U , +  . . .  (17.16) 

Используем теперь условие нормирования функции ф:

1 =  I  11)*г|з d t =  J +  Cjip* +  . . .  +  c¡i|5¡  +  . . .) X  

X  (с.гр, +  +  . . .  + С А +  . . . ) d T = ^ c ; c J  =
k, I

=  | Ci P +  l ^ 2 p +  •••  + l ^ í ; P +  ••• (17.17)

Сопоставляя (17.16) и (17.17), видим, что их можно переписать 
в виде _

F =  А,)®! +  +  . . .  +  +  . .  .
1 =  ay, +  +  . . .  + W k ,

где ш, = | c i  р, Ш2 =  | сгР и т. д.
Это показывает, что квадраты модулей коэффициентов р аз

ложения волновой функции в ряд' по собственным функциям 
оператора F играют роль вероятностей получить при измерениях 
механической величины числа Л], Я2 , ..., h,  являющиеся соб
ственными значениями оператора.

§ 18. Примеры вычисления средних значений

Вычислим для примера средние значения х и р, а также х  ̂ и р  ̂
для линейного гармонического осциллятора в нормальном со
стоянии. Нормированная волновая функция этого состояния нам 
известна (см. т. I, § 159):

■фо = , / j ü
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а  =
тсо^

Ь •

+ 00

X  ==■ х е - “-*' ё х  =  0

+ 00

(все интегралы вида ] £?х равны нулю вследствие
~оо

нечетности подынтегральной функции). Д алее

+ 00 -Ьоо

гроргро йх =  ] /
I  ̂ , ал;2 п а  —

\  I с1х-

+ 00

=  - 4 1 / —  Г х е - “^“йх =  0.I г я .—оо

Как и в классической механике, х и р в этом случае равны нулю, 
что и следовало ожидать из соображений симметрии функции 
•ф(х) относительно х. _

Обратимся теперь к вычислению х^ и р^. При этом вычисле
нии, а также при решении задач к этому параграфу нам при
дется встретиться с определенными интегралами типа

+ 00

(18.1)

Эти интегралы в Приложении I в конце книги вычислены эле
ментарным путем, исходя из интеграла

+ 00,» /----я
IП

Они равны

так что

1. 3- 5.  . . .  - (2 ^ -1 ;
■ |/„2 й + 1  ' (18.2)

(18.3)

*) См. т. 1, ф ормула (158,3).
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Пользуясь этим, находим

1 1 Й ___ ЙСОд __ ¿"о

65

х ’е-

2а 2 /п(Оу mwg /
(18.4)

(где /  — постоянная квазиупругой с и л ы )— результат, совпа
дающий с полученным в т. I, § 159 нестрогим путем.

Д алее

ах̂
е 2 1 j е  ̂ d x ~

/ +00

=  Л ' ^ | / ^  аг я  \ J\ —с
е dx  —

+ 00
„ -  ах‘ .

х^е dx
/

=  (а/о —  аЧ-г) =  =  4
т. е. опять-таки результат, уже найденный в § 159.

Д алее  вычислим средние значения кинетической и потен
циальной энергии:

То
Еогп

2т 2т

I

4 £ ’о,

т. е. средняя потенциальная энергия равна средней кинетиче
ской, как и в классической механике. Наконец,

о>

как и следовало ожидать, поскольку нулевое состояние есть 
состояние с определенной энергией.

У п р а ж н е н и я .  1. Пользуясь собственными функциями линейного гар
монического осциллятора в различных квантовых состояниях (т. 1, § 159) и

принимая во внимание нормирующий множитель N \  =

лить л;2 и при п == 1 и « =  2.
2. Доказать, что в том и другом случаях упражнения I

и =  Т.

/ ! • вычис-

3 э. в. Шпольский, т, II
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3. Доказать, что

£ ,= 17 , +  Г , = | йсо =  £ ь

4, Верны ли в разобранных случаях соотношения

х* =  (;Е)2, Т ‘ =  (72)2?

§ 19. Соотношения коммутативности

Выше мы видели, что, согласно одному из основных посту
латов квантовой механики, механической величине можно при
писывать определенное значение только в том случае, когда это 
значение является собственным значением гр-функции, описы
вающей состояние, в котором находится система.

Рассмотрим теперь вопрос о том, при каких условиях две  
или несколько механических величин могут иметь одновременно  
определенные значения.  Д ве механические величины /- и О 
имеют определенные значения, каж дая  независимо от другой, 
в тех случаях, когда они находятся в состояниях, описываемых 
собственными функциями соответствующих операторов Р  и О. 
Очевидно, что эти величины одновременно будут иметь опреде
ленные значения, если состояние описывается функцией г[5, яв
ляющейся собственной функцией того и другого оператора, т. е. 
общей собственной функцией.

Справедливо и обратное положение, а потому вообще две 
или несколько динамических переменных могут одновременно 
иметь определенные значения в том и только в том случае, когда 
соответствующие этим динамическим переменным операторы 
имеют общие собственные функции.

В качестве примера рассмотрим составляющие количества 
движения по осям декартовых координат. Их операторы

дх
Ь д . ь д

I дг (19.1)

Собственные функции этих операторов удовлетворяют уравне
ниям

Й (51|) Й (9-ф . й 5т|з

где Рх, Ру, Рг — собственные значения операторов (19.1).
Легко видеть, что функция

(19.2)

яр: ~н (=̂ Рх+УРу+'Рг) (19.3)

удовлетворяет всем этим трем уравнениям, т. е. является общей 
собственной функцией операторов рх, ру, рг- Это показывает, что



п р о е к ц и и  количества движения на все три оси координат могут 
иметь одновременно определенные значения.

Существует критерий, который позволяет судить о том, 
имеют ли данные операторы общие собственные функции или 
нет. Оказывается, что если операторы имеют общие собственные 
функции, то такие операторы коммутируют. Д окаж ем  это.

Пусть г|з будет общей собственной функцией операторов Р и 
G, т. е. пусть

Мы имеем
f  Gip =  F ф'^) =  =  {хЯяр,

GF^  == G {F^) =  IGij) =  Я|лг1).

Отсюда следует, что
fGif) =  GFip,

или в символическом виде

FG =  GF. (19.4)

Обратная теорема такж е имеет место: если операторы ком
мутируют, то они имеют общие собственные функции.  Покажем 
это для случая, когда каждому собственному значению соответ
ствует одна собственная функция (вырождение отсутствует).

Пусть г|5 и Я будут соответственно собственной функцией и 
собственным значением оператора Р, так что

Fij) =  Яф,

и положим, кроме того, что оператор Р коммутирует с опе
ратором 0 \

FG =  GF. (19.4)
Вследствие условия (19.4) имеем

f  Gi|5 =  GF^ =  G (Fi|)) =  ЯСг|).

Сопоставляя начало и конец этой цепи равенств, мы видим, что

F(G^p) =  X{Gyp).

Это означает, что Gip есть собственная функция оператора F, 
принадлежащая собственному значению Я; но по условию и 
есть собственная функция Р, принадлежащая тому же собствен
ному значению, т. е. при отсутствии вырождения функции гр и Gip 
описывают одно и то же состояние. Это может быть только в 
том случае (см. § 13), если (Згр отличается от гр лишь постоян
ным множителем, например

Сгр =  {хгр,

^ igj СООТ Н О Ш ЕН И Я КОММУТАТИВНОСТИ 67
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НО ЭТО И показывает, что гр есть собственная функция также и 
оператора б ,  т. е. что операторы Р и О имеют общую собствен
ную функцию.

Мы видели, что динамические переменные рх, Ру, Рг имеют 
общую собственную функцию. На основании сказанного соответ
ствующие им операторы долл<ны коммутировать. Действительно,

д х  ду  '

откуда следует, что 

и аналогично
Р х Р у  —  Р у Р х  =  0;

Р у Р г  —  Рг Ру  =  0 .  

Р гР х  — Р х Р г  =  О,

(19.5)

(19.6)

Легко убедиться и в том, что координата и составляющая им
пульса, соответствующая другой  координате, такж е коммути
руют. Например,

т. е.

 ̂  ̂ , й (9г1) 

хру  — р у Х ^ О (19.7)

и т. д. Но координата и соответствующая ей составляющая им
пульса не коммутируют. В самом деле,

Х Рх^  =  X 

й д

Й (?1|)

Й

Т .  е.

или

Р х Х - Х Р х ^ -  ‘

Аналогично получим

РуУ —  УРу  =  ^ >  

М  — =  7  .

(19.8)

(19.9)



Но динамические переменные, изображаемые некоммутирую- 
щимп операторами, как правило, не могут иметь одновременно 
определенные значения. Мы приходим, таким образом, к выводу, 
что не могут одновременно иметь определенные значения коор
динаты и соответствующие им составляющие количества движе
ния; либо одна из них имеет определенное значение и тогда 
другая будет неопределенна, либо обе они в известной степени 
неопределенны.

Заметим, наконец, что в виде исключения могут иметь место 
случаи, когда при некоммутирующих операторах соответствую
щие динамические переменные имеют определенные значения. 
Ниже мы увидим, что составляющие момента импульса не ком
мутируют. Однако существует состояние, в котором все три со
ставляющих имеют определенные значения; это состояние, в 
котором момент импульса равен нулю. В этом случае, очевидно, 
все три составляющих момента импульса имеют определенные 
значения, а именно — они равны нулю.

§ 20. Соотношения неопределенностей

Выще мы видели, что условием возможности одновременных 
точных значений динамических переменных является коммута
тивность операторов, соответствующих этим переменным. Н а
против, динамические переменные, которым соответствуют не
коммутирующие операторы, не могут иметь в одном и том же 
состоянии оиределенные значения. Это означает, что если мы на 
опыте будем измерять такие динамические переменные, то не 
сможем для них получить одновременно определенные, т. е. аб 
солютно точные значения. В лучщем случае мы получим для 
этих величин значения с некоторой неточностью.

В первом томе мы рассмотрели этот вопрос на основе физи
ческих соображений и показали, что эти неточности, или, пра
вильнее сказать, неопределенности, обусловлены не несоверщен- 
ством наших измерений, но самой природой материи. Развивае
мый нами здесь формальный аппарат квантовой механики в свою 
очередь автоматически приводит к неизбежности этих неопреде
ленностей и к их мере в наиболее благоприятном случае.

К числу динамических переменных, операторы которых не 
коммутируют, принадлежат координаты и соответствующие им 
импульсы, например х и рх- Зададимся вопросом, какова долж 
на быть неизбежная неточность при одновременном измерении 
этих величин?

Д ля  того чтобы ответить на этот вопрос, мы сначала должны 
условиться, каким способом мы будем характеризовать точность 
измерений. Пусть мы произвели достаточно большое число из
мерений какой-либо величины а  и получили при этом ряд чисел.

^  2(1) С ООТНОШ ЕНИЯ Н Е О П Р Е П Е Л Е Н Н О С Т Е Й  69
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II

I «2 , «3 , среднее из них пусть будет а. Отклонения отдель
ных измерений от среднего будут

а, — а, а  ̂— а, . . ., а^ — а, . . .
Но, как мы видели в т. I, § 109, среднее из этих отклонений 
равно нулю^, ввиду чего пользуются средними квадратами от
клонений е |  =  (а^ — йу,  а мерой разброса численных значений: 
среднее квадратичное отклонение

Легко видеть, далее, что имеет место следующее соотношение:

■ 2 а м  +  {аУ =  а1 — {а) \

Нам нужно найти теперь меру неточности измерения коорди
наты и соответствующей ей составляющей импульса, например лг 
и Рх- На основании (20.1) мы имеем

—  п2 . к ( 20 . 1) .

(AX)2 =  X ^ - (X )^  (Др)2==р2_(^^^_

Не ограничивая общности вывода,^ мы можем предположить,, 
что средние х и рх равны нулю. В самом деле, для этого доста
точно выбрать подходящую систему координат. Если выбрать  
начало ее в точке с координатой х, то х —  0; далее, если эта- 
система движется со скоростью Рж/т, то рх =  0. Итак, в выбран
ной нами системе

“  (20 .2){АхГ с \  { ^ p x f - = p l .

Согласно установленной в § 17 формуле для квантовых средних, 
имеем

л;" = йх,

(20.3)

(20.4>

Возьмем теперь очевидное неравенство

алпр р ~  й х ^ О ,

где а и р  — любые действительные вспомогательные перемен
ные. Вычислим подынтегральные выражения, помня, что нужно» 
отыскивать квадрат модуля

йх («Ч" о Ц-) + Пт)
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Введем обозначения

Л = х^^'^с1х, В =  -  х ^ ^ у р ) с 1 х ,

йх йх.

Неравенство (20.4) теперь примет вид

Аа^ -  б ар  +  Ср2 >  О, где Л >  0.

Поэтому должно быть

или
в* — 4 Л С < 0  

\ А С > В \

(20.5)

(20 .6)

(20.7)

(20.8)

Раскроем теперь значения коэффициентов Л, В л С. П ервая из 
•формул (20.5) показывает, что

А =  7 \  (20.9)

Принимая во внимание, что г|з нормирована к единице, и выпол- 
« яя  интегрирование по частям, находим для В

В =  - X ( ^ 5 »  с1х =  — (лгар’-ф) +  с1х —  ■ф*!!) йх== I.

Д войная подстановка от — оо до Дает нуль ввиду того, что 
\|) как функция квадратично-интегрируемая убывает быстрее, не
ж ели  X  возрастает.

Наконец, интегрирование по частям дает для С
+ 00

Но, принимая во внимание (20.3), получаем 

и, согласно (20.2),
{^р .У =  р 1  =  ь^с.  

Н а основании (20.2) и (20.9)

(■Д^з =  ^  ^  л .

Перемножая, получаем

(Ал:)2 (Др^)2 =  ЙМС =  ~  4 АС.
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Но вследствие (20.8) А А С ^  В^\ поэтому

или, так как В =

И, наконец, так как мы условились характеризовать неточность 
положительным квадратным корнем из среднего квадрата от
клонения,

. .   ̂ (20.10)У(А хУ  1/(Ар,)-'

Д ля  двух других осей координат аналогично

(20. 11) 

(20 . 12)

Неравенства (20.10) — (20.12) были открыты Гейзенбергом. 
Они указывают верхний предел точности, который может быть 
достигнут при одновременном измерении координат и импуль
сов; произведение неточностей не может быть меньше й/2. Оче
видно, что физическое содержание неравенств Гейзенберга сов
падает с рассмотренными в т. I, §§ 139, 140 соотношениями не
определенностей.

§ 21. Уравнение Шредингера

До сих пор все наши рассуждения относились к одному 
моменту времени. Нам теперь нужно найти закон, описываю
щий эволюцию системы во времени. Д ля  этого мы прежде всего 
вспомним, что статистическое описание системы, как это мы ви
дели в предыдущих параграфах, осуществляется при помощи 
волновой функции ф (х, г/, г ) , а динамическим переменным клас
сической механики сопоставляются линейные самосопряженные 
операторы. Связь между состоянием системы и динамическими 
переменными устанавливается при помощи уравнения Шредин
гера. Последнее представляет собой обобщение соотношения 
классической механики, связывающего между собой функцию 
координат и импульсов, гамильтониан и полную энергию Е. 
Гамильтониан системы при условии, что потенцальная энергия 
не зависит от времени, есть сумма кинетической энергии, выра
женной как функция импульсов, и потенциальной энергии — 
функции координат. При этом предполагается, что в качестве 
координатной системы используется декартова система коор
динат.
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Классический гамильтониан одной частицы выражается че
рез динамические переменные известным соотношением

(2 1 . 1)

В отсутствие сил, зависящих от времени, эта сумма равна 
постоянной полной энергии системы Е, так  что соотношение 
между гамильтонианом и энергией есть

Н =  Е,
или подробно:

2т {р 1 +  р 1 +  р 1) +  ^ ( х > У’ = (21 .2 )

Пере.ход от функции Гамильтона к оператору Гамильтона 
производится путем замены импульсов рх, ру, Рг операторами

Р к -
Ь д
I дх ' Ру I ду ' Р̂

Й д
г дг (21.3)

и замены потенциальной энергии 1 1 { х , у , г ) — оператором умно
жения. В результате получается оператор Гамильтона

(52 , 52
2т \ дх^ ду^ <?г2 ) + 0 { х , у , 2 ) (21.4)

или, сокращенно, с использованием оператора Лапласа:

д  = «?2
дх^ дг  ̂ •

Применяя этот оператор к волновой функции координат, полу
чаем в качестве обобщения уравнения энергии (21.2) уравнение 
Шредингера

+  =  (21.5)

или, подробно,
Й2
2т

Переход к комплексно-сопряженной функции \|)* не меняет урав
нения Шредингера, так как мнимая единица не входит в это 
уравнение. Поэтому комплексно-сопряженная функция под
чиняется тому же уравнению (21.6)
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Выше уже было указано, что уравнение (21.6) служит для 
нахождения волновой функции статистически описы
вающей состояние системы в определенный момент времени, и 
собственных значений энергии.

Изменение состояния системы с течением времени должно- 
описываться функцией, зависящей не только от координат, но и 
от времени. Эту функцию мы будем обозначать прописной бук
вой

г|5 {х, у,  г)  ¥  {х, у, г ,  (). (21.7>

Дифференциальное уравнение в частных производных, кото
рому подчиняется эта функция, представляет собой основной: 
динамический закон квантовой механики. Это уравнение мы по
лучим как обобщение уравнения Шредингера (21.6). С этой 
целью заметим прежде всего, что операторам координат

х =  х,  у  =  у,  г  =  г

сопоставляются операторы соответствующих им компонент им
пульсов рх, Ру, рг, т. е. канонически сопряженных величин, ио> 
формулам

А д  .  _  й 5  .  Ь д
I дх ’ Р у ~  I д ^ ’ Р^ —  Тг дг •

Теперь учтем, что в классической механике время t формально, 
можно рассматривать как ( / +  1)-ю обобщенную координату, а 
энергию Е, взятую со знаком минус, как канонически сопряжен
ную ей переменную*). Отсюда следует, что при рассмотренли 
зависимости состояний от времени энергци следует сопоставить 
оператор

(2 1 .8)

так что изменение состояния системы во времени найдет свое- 
выражение в замене члена ¿ ’г]; в уравнении (21.6) членом

^ ^ (21.9>г/г дt д 1 '

Любопытно отметить, что такого рода симметрия между прост
ранственными и временной координатами находит свое оправда
ние также в теории относительности, хотя уравнение Ш редин
гера является нерелятивистским уравнением, и ссылки на тео
рию относительности здесь не являются правомочными.

Учитывая указанные модификации, которые нужно произве
сти в уравнении Шредингера (21.6) при учете явной зависимо

*) Г. Г о л д с т е й н ,  Классическая механика, Гостехиздат, 1957, стр. 265> 
(см. также ниже. § 22).
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сти состояний от временн, мы придем к следующему основному 
динамическому закону квантовой механики:

/)2
2ш \ дх  ̂ д1/ дг'^ +  и ^ ,  (21.10)

где
ЦГ^Х1Г( Х̂, у, 2 , (). (21.11)

Уравнение для комплексно-сопряженной функции Т* получим из
(21.10), меняя в левой части знак на обратный:

2т \ дх^
^2>р. QЩ!̂

ду^ дг^ +  и ^ \  (21.12)

Уравнение (21.10), как и (21.6), было также установлено Шре- 
дингером. Оно называется временным или общим уравнением 
Шредингера, тогда как (21.6) носит название стационарного 
уравнения Шредингера.

Покажем теперь, что из общего уравнения Шредингера в ка
честве некоторого частного случая получается стационарное 
уравнение Шредингера для собственных функций оператора 
энергии. Если потенциальная энергия не зависит от времени, то 

■энергия Е сохраняется, и решение уравнения (21.10) можно 
искать методом разделения переменных. А именно, ищем част
ное решение (21.10) в виде произведения

^  {х, у,  г ,  1) =  А{1.)'^{х, у,  г).  (21.13)

Подстановка такой функции в общее уравнение Шредингера 
л ает

т  ^  (л:, у, г) =  А {1) {х, у,  г).сИ
или

йА
с11 Я1|)

г|) (21.14)

Л евая  часть зависит только от времени, а правая — от коорди
нат, поэтому равенство возможно лишь в том случае, когда оба 
этих выражения равны некоторой постоянной, которую мы обоз
начим через Е\

.. йА
сИ _  Яф 

А ф - =  const =  £'. (21.140

Отсюда следуют два независимых уравнения: 

Н ^ { х ,  у,  г)  =  Е^>{х, у, г)  

йА (1)
■И

Ш- й1
■ ЕА(1).

(21.15)

(21.16)
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Первое уравнение есть не что иное, как уравнение для собствен
ных значений гамильтониана, т. е. стационарное уравнение Ш ре
дингера, и тем самым константа разделения переменных Е 
имеет смысл энергии. Решая это уравнение, мы определим энер
гетический спектр системы, т. е. ее возможные значения энергии. 
Подставляя затем их в уравнение (21.16), мы найдем его воз
можные решения, которые имеют вид

Л (0  =  е * . (21.17)
Таким образом, если потенциальная энергия не зависит от вре
мени, стационарное уравнение Шредингера (21.15) действи
тельно является частным случаем общего уравнения Шредин
гера (21.10). При этом последнее имеет следующую систему ча
стных решений:

£/
(21.18)

которые являются собственными функциями гамильтониана Я. 
Подобные состояния системы называются стационарными.  Бо
лее детально стационарные состояния будут рассмотрены в § 24, 
где будет также выяснен смысл этого названия.

С математической точки зрения общее уравнение Шредин
гера является дифференциальным уравнением в частных произ
водных первого порядка относительно времени и второго — от
носительно координат. В этом отношении оно сходно с уравне
ниями теплопроводности и диффузии. Но так как коэффициент 
при частной производной по времени содержит мнимую единицу, 
то уравнение (21.10) фактически по своим свойствам примыкает 
к волновым уравнениям и, как мы только что видели, допу
скает периодические во времени решения типа (21.18).

Решения общего уравнения Шредингера, как уравнения в 
частных производных, должны быть подчинены начальным и 
краевым условиям. Тот факт, что оно является уравнением пер
вого порядка относительно времени, имеет важнейшее принци
пиальное значение. А именно, отсюда следует, что достаточно 
подчинить решение одному начальному условию при t =  1о, что
бы волновая функция ^ ¥ {х , 1 ) для любого будущего момента 
времени стала вполне определенной, если система в промежутке 
времени между и моментом t не подвергалась никаким внеш
ним возмущениям. Поскольку функция V  полностью описы
вает состояние системы, это означает, что достаточно задать на
чальное состояние системы, чтобы все последующие состояния 
были определены. В этом заключается количественная форму
лировка принципа причинности для квантовых систем.

Нам необходимо теперь испытать, обладают ли решения об
щего уравнения Шредингера свойствами, необходи.мыми для
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того, чтобы МОЖНО было сохранить прежнее статистическое тол
кование У-функции: 4^*4  ̂йх является вероятностью найти ча- 
стниу в элементарном объеме йх? Проверка состоит в следую
щем: если есть вероятность, то ее можно нормировать 
к единице, т. е. потребовать, чтобы удовлетворялось условие

1, (21.19)

где интегрирование распространено на все пространство. Смысл 
условия (21.19) состоит в том, что вероятность найти частицу 
где-нибудь в пространстве равна достоверности. Но в таком слу
чае условие нормирования, раз установленное в какой-нибудь 
момент / =  О, должно сохраняться и на все будущее время, т. е. 
интеграл, стоящий в левой части (21.16), не должен зависеть 
от времени.

Убедимся, что это имеет место в самом общем случае, т. е.
что , /'

Выполним дифференцирование под знаком интеграла

йх. (21 .20)

Поскольку и 'К* должны удовлетворять общему уравнению 
Шредингера, мы имеем (ср. с формулой (21.8))

_  т 1 /
' I 01 ~ ’ I (П =  НЧ!\

Определив отсюда частные производные и подста
вим их в правую часть (21.20); ааходпм

IV (Я'10* — '^ • ( / / Ч ' ) и т .  (21.21)

Но вследствие эрмитовости оператора Я

(Я ¥)*  йх =  ' Ч̂ * ( Н ^ )  йх,

а поэтому правая часть в (21.21) равна нулю, и

с1
(2 1 .22 )

Мы видим, что интеграл нормировки действительно не зависит
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от времени, а следовательно, сохранение вероятности имеет ме
сто, как этого и следовало ожидать из физических соображений. 
Более подробно соответствующие проблемы будут рассмотрены 
в § 23.

§ 22. Предельный переход к классической механике

Покажем теперь, что временное уравнение Шредингера, ко
торое является основным динамическим законом квантовой ме
ханики, в пределе при й - у О автоматически переходит в основное 
уравнение механики классической. Отметим, однако, сначала, 
что та форма уравнения классической механики, в которую пере
ходит уравнение Шредингера, в элементарных изложениях не 
встречается и поэтому нуждается в особом пояснении.

Из классической механики вообще известно, что уравнения 
движения частицы или системы частиц могут быть представ
лены в математически различных формах. Это или ньютоновы 
уравнения, или уравнения Л агранж а, особенно удобные для 
рещения сложных задач в обобщенных координатах, или, нако
нец, гамильтоновы канонические уравнения. Все эти различные 
уравнения представляют собою с математической точки зрения 
системы дифференциальных уравнений: в случае ньютоновых 
или лагранжевых уравнений — второго порядка, — и первого 
порядка, но вдвое большего числа, — в случае гамильтоновых 
канонических уравнений.

Решение этих уравнений приводит к выражениям координат 
и импульсов частиц в зависимости от времени. С интересующей 
нас в этом параграфе точки зрения важно подчеркнуть, что все 
перечисленные формы уравнений движения являются обыкно
венными  дифференциальными уравнениями.

В аналитической механике доказывается, однако, что реше
ние системы гамильтоновых канонических уравнений может 
быть сведено к решению одного дифференциального уравнения- 
в частных производных.  Это уравнение в частных производных 
первого порядка второй степени называется уравнением Гамиль
тона—Якоби. С его помощью могут решаться любые задачи 
классической механики. Конечно, решение простейших механи
ческих задач при помощи уравнения в частных производных вы
глядит несколько громоздко, зато при помощи этого уравнения 
особенно элегантно решаются сложные задачи небесной меха
ники, для каковой цели оно оказалось наилучшим образом при
способленным.

Основное динамическое уравнение квантовой механики — об
щее уравнение Шредингера — по своей структуре, характеру и 
способу установления ближе всего подходит именно к урав
нению Гамильтона — Якоби классической механики. Мы не
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можем здесь останавливаться на довольно сложной теории 
уравнения Гамильтона — Якоби. Интересующихся мы отсылаем 
к руководствам' по классической механике*).

Формально можно получить уравнение Гамильтона — Якоби, 
пользуясь следующим «рецептом». Напишем общее выражение 
закона сохранения энергии при помощи гамильтоновой функции

i7rt. Pi, Р2, •••> Рп) =  Е

и произведем следующую замену:
д З

Р1 дq £ = - <35
д1

(2 2 . 1)

где 5  есть некоторая функция координат и времени — так назы
ваемая функция действия (она имеет размерность произведения 
энергии на время, т. е. размерность действия). Получаемое т а 
ким образом дифференциальное уравнение в частных производ
ных для функции 5  и есть уравнение Гамильтона— Якоби 

„  , „ 9 8  дЗ д8 \ _
..........<7«, . 5̂ 2 - • • • ’ дяп) '

Общий интеграл уравнения в частных производных Гамильто
на—Якоби должен быть выражен в виде произвольной функции 
независимых переменных. Однако обычно довольствуются оты
сканием так называемого «полного интеграла», представляю
щего собой выражение функции 5  в зависимости от временн, 
координат и такого числа независимых произвольных постоян
ных ос,-, каково число обобщенных координат:

5  =  5 ( ^  q., q,, а1, . .  а„). (22.3)

Если найден полный интеграл 5, то координаты в функции вре
мени найдутся из системы уравнений

Р1 =
08
да\

08
Ойа (22.4)

где р 1 , Рг, ■. . ,  рп — вторая группа произвольных постоянных. И м
пульсы получаются путем дифференцирования функции 5  по 
координатам в соответствии с условием

Р1 =■
08
дд, ' ' й<?2----- - ~

Д ве группы произвольных постоянных « ь  а% . . . ,  
. . . ,  позволяют довести решение до конца **).

08
Рп =  -

08
(22.5)

СС„ и Рь Рг, . . .

*) Подробно и относительно доступно теория Гамильтона — Якоби изло
ж ена в книге Г о л д с т е й н  а, Классическая механика, гл. 8 и 9.

**) Все доказательства в подробном виде приведены в цитированной кни
ге Голдстейна, гл. 8 и 9.
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Рассмотрим случаи одномерного движения в поле с потен- 
пиалом и.  В этом случае уравнение сохранения энергии имеет 
место, и гамильтониан равен константе полной энергии:

Я =  £ .  (22.6)

В декартовых координатах уравнения (22.6) имеет вид

^^^{Р1 +  Р\ +  Р ^ : ) + и { х , у ,  г)  =  Е. (22.7)

Произведя замену импульсов и времени по приведенной выше 
схеме, получаем уравнение Гамильтона—Якоби в явном виде:

2т
55 \2
дх +

5 5  \2

ду +
дЗ \2 дЗ

д!

или, В компактной форме.

2т ( g r a d 5 ) 2 + í / = - 55
д 1

(22.8)

(22.9)

Уравнение (22.9) допускает интересную геометрическую ин
терпретацию, служащую основанием для аналогии между гео
метрической оптикой и механикой*). Этой аналогией восполь
зовался Шредингер, развивая волновую механику (см. т. I, 
стр. 439 и след.).

Чтобы на хорошо известном примере показать использова
ние уравнения Гамильтона—Якоби при решении одномерной з а 
дачи, воспользуемся задачей о линейном гармоническом осцил
ляторе. Гамильтониан, записанный с помощью обобщенной ко
ординаты q и импульса р,таков:

Н =

где f — постоянная квазпупругой силы. Так как гамильтониан 
в этом случае является полной энергией, то имеем

И (22 . 10)

Соответствующее уравнение Гамильтона—Якоби будет поэтому 
[ср. (22.9)]

2т \ дд )
5 5 \ 2 ,  _ 55

д1 (2 2 . 11)

Так как время в этом уравнении в явном виде входит только 
в правой части, то решение (полный интеграл) можно искать 
в виде

5 ( ( ? ,  а ,  /) =  Г ( ^ ,  а )  — а / ,  ( 2 2 . 1 2 )

*) См., иапример, книгу Голдстейна, стр. 330 и след.



221 П Р Е Д Е Л Ь Н Ы Й  П Е Р ЕХ О Д  К КЛАССИЧЕСКОЙ МЕХАНИКЕ 81

\2

П о д с т а в л я я  эт о  р е ш е н и е  в (22.11), п о л у ч а е м  у р а в н е н и е  д л я  
ф ункции

' (дW\^ .
Л  дд I 2 “ •2т

Отсюда находим

Г = / т / I йя,

и подставляя в (22.12), получаем

8 = У  т! у ^ ^ — д'Ыд —  а1.

(2 2 .1 3 ;

(22.14)

(22.15)

Вычислять входящий сюда интеграл нет надобности, так как 
нас интересует в данном случае не 5, но ее частная производная 
по а.  Действительно, по (22.4) и (22.15) имеем

Р = ж - / т 1
с1д

V 2а
/

В правую часть входит хорошо известный табличный интеграл, 
и мы получаем после простых вычислений

/ +  Р =  — у  у а г с с о з ^ /  ж - (22,16)

откуда, решая относительно д, получаем

<7 =  соз со ( / +  Р), где ю =  ] /" -£ - .

Мы пришли таким образом, пользуясь уравнением Гамиль
т о н а — Якоби, к формуле гармонического колебания.

Этого примера достаточно, чтобы показать, что задачи ме
ханики, в том числе, конечно, и простые, можно решать, поль
зуясь уравнением Гамильтона — Якоби — для функции 5, зави
сящей от координат и времени. Действие 5  и функция назы 
ваемая часто укороченным действием, входят в вариационную 
формулировку основных законов механики с помощью «прин
ципа наименьшего действия» (принцип Гамильтона) и соответ
ственно принципа укороченного действия (принцип наименьшего 
действия в форме Л агр ан ж а — Эйлера, часто называемый прин
ципом Монертюи).

Обратимся теперь к квантовой механике.
Общее уравнение Шредингера можно формально получить 

при помощи рецепта, аналогичного использованному при полу
чении классического уравнения Гамильтона — Якоби (ср. с §2 1 ) .
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Д ля  ЭТОГО записываем уравнение сохранения энергии 

^ (<71............ Р\у • • •> Рп) =  Е

и заменяем в левой части величины и Рг операторами по 
обычной схеме:

а в правой части константу энергии заменяем оператором диф* 
ференцирования по времени:

(22.18)г д1 '

Сравним теперь схемы составления уравнения Гамильтона — 
Якоби в классической механике и уравнения Шредингера, содер
жащего время, в квантовой механике.

Классическая механика Квантовая механика

£ ^
дЗ
дt

Ь д

41

дЗ
р1~^  Рг-

Ь дР 1 -^
~  г дq^

Уравнение сохранения энергии

£  =  Я((?„ Ру, р„)

Уравнение Гамильтона — Якоби Уравнение Ш редингера 

д З  Ь 
д1 г

—  н ( п  л н ( п   ̂ д И д

Составим по этой схеме общее уравнение Шредингера для 
одной частицы. Пользуясь декартовыми координатами, напищем 
уравнение сохранения энергии

£  =

Производя в этом выражении замену по общей схеме (22.17) —
(22.18) и применяя операторы к функции координат и времени 
¥ ( х ,  г/, 2 , / ) ,  получаем искомое уравнение

Таким образом, мы видим, что действительно имеется фор
мальная аналогия между способами установления основного
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динамического уравнения классической механики, уравнения Га
мильтона — Якоби, и основного динамического уравнения кван
товой механики — уравнения Шредингера. Эта аналогия пока 
что является совершенно формальной в том смысле, что она 
ограничивается «рецептом» написания обоих уравнений и не 
дает абсолютно никаких указаний на их внутреннюю связь. Мы 
сейчас покажем, что такая связь тем не менее существует и что 
уравнение Шредингера переходит именно в уравнение Гамиль
т о н а — Якоби в пределе при й О ,  т. е. при условии, когда, со
гласно принципу соответствия (ср. т. I, § 114), законы кванто
вых явлений должны переходить в законы классической физики.

Чтобы это доказать, будем искать решение уравнения Ш ре
дингера

гй- dt 2т V дх^

д2ху 5 2 ijr
“Г  д „ 2  “Гду^ <5г2 - f  i/Ч^ (22.19)

в виде

где
Y  (л:, у,  Z ,  t) =  Ае  * 

5  =  S (х, у, Z ,  t)

d t ~~ Ъ d t  ’

д'У i dS  
Ь дхдх

i dS  
Ь dt

дх^
1 / 5S \2 , i d^S 

ъ Л д х )  Й дх^ Ае

(22 .20)

(22 .21)

— функция, имеющая размерность действия, а А — некоторая 
постоянная. Найдем производные;

аналогичные формулы имеют место для вторых производных по 
У  п  п о  Z .  Подставляя эти выражения для производных в уравне
ние Шредингера (22.19), получим после сокращения на общий 

' S  \
множитель Л ехр(^ /-^ ]

dS
dt + ‘ ( g r a d S ) 2 + f /  +  4 ^ A 5  =  0.2т 2т (22 .22)

В предельном случае, соответствующем классической механике, 
следует положить й =  О, и уравнение (22.22) принимает вид-

dS
dt - { - ¿ ( g r a d  Sy- +  U =  0, (22.23)
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ИЛИ ДЛЯ случая одного измерения
55
д1 + 2т

(ГЛ. и

(22.24)

Но уравнение (22.23) или, в частном случае, уравнение (22.24) 
И есть уравнение Гамильтона — Якоби классической механики.

§ 23. Плотность и ток вероятности

Согласно статистическому толкованию функции Т  знание 
этой функции для определенного момента / позволяет указать ве
роятность нахождения частицы в элементе объема с1т в этот мо
мент Наглядное представление можно при этом осуществить, 
воспользовавшись «картиной распределения», которая строится 
следующим образом. Представим себе большое число N  частиц, 
которые все находятся в одном и том же состоянии в момент / 
и между собой не взаимодействуют. Так как есть веро
ятность нахождения частицы в объеме ¿т, то йх будет
средним числом частиц в объеме йх, расположенном около опре
деленной точки пространства, а средней плотностью ча
стиц в этой точке. Вычислив эту среднюю плотность для доста
точно большого числа точек, мы можем при помощи какого-либо 
геометрического образа, например в виде облака большей или 
меньшей густоты, построить картину распределения плотности 
для данного момента I. Если при этом частицы несут электри
ческий заряд  е, то произведение будет средней плотно
стью заряда в данном месте, и мы можем построить также кар
тину среднего распределения плотности электричества.

Значение общего уравнения Шредингера с этой точки зрения 
состоит в том, что оно позволяет найти зависимость от вре
мени, а зная эту зависимость, мы можем предсказывать картины 
распределения на будущее время и, таким образом, следить за 
изменениями, происходящими в системе.

Однако этот способ едва ли может вполне удовлетворить на
шему желанию получить полную картину движения. Мы при
близимся к этой цели в большей степени, если сможем указать 
наряду с распределением частиц или с распределением плотно
сти заряда также и среднее число частиц, проходящих в 1 сек 
через площадку в 1 см'̂  в направлении положительной нормали 
к площадке. Д ля  этой цели произведение Ч^*¥ уже непригодно, 
и нужно поискать другую комбинацию тех же функций, подхо
дящую для этого назначения.

Эту комбинацию мы отыщем, если примем во внимание, что 
поскольку Ч̂  есть непрерывная функция координат, Ч^*Т можно 
уподобить некоторой фиктивной жидкости, разлитой во всем 
пространстве. Эта «жидкость» подчиняется закону сохранения.
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в  самом деле, интеграл [ с?т, взятый по всему простран
ству, от времени не зависит. Поэтому, если в определенный мо
мент плотность вероятности где-нибудь возрастает, то в 
другом месте она соответственно убывает: можно себе предста
вить, что вероятность «течет».

Принимая во внимание это, мы можем использовать для 
вывода интересующего нас выражения «плотности тока вероят
ности» аналогию с уравнением непрерывности классической гид
родинамики. Напомним это уравнение. Представим себе элемен
тарный объем в виде параллелепипеда с гранями, параллель
ными координатным плоскостям. Пусть в этот объем слева 
втекает жидкость; направление потока пусть будет параллельно 
положительной оси х, а плотность тока 5(л:) зависит от коорди
наты X. Количество жидкости, втекающей в объем в единицу 
времени через левую грань, будет поэтому равно з { х ) й у й г ; .  
количество жидкости, вытекающей за тот же промежуток вре
мени через правую грань, будет равно - 8 { х - ^ ( 1 х ) й у с 1 2 , или 
приблизительно

— 5 (х -Н £?х) йу й г  =  — 3 (х) йу й г  — йх йу  йг.

Изменение количества жидкости внутри объе 1\;а будет алгебраи
ческой суммой

5 (х) йу й г  — 5 (х) йу й г  — йх йу  й г  =  — йх йу  йг ,  (23.1

Так как полное количество жидкости сохраняется (предпола
гается, что внутри объема нет никаких источников или стоков), 
то это изменение количества жидкости должно компенсиро
ваться изменением ее плотности р. Поэтому мы можем выразить 
изменение количества жидкости в объеме еще другим способом:

• ^ ^ - й х й у й г .  (23.2)

Приравнивая (23.1) и (23.2) и производя сокращение и пере
становку, получаем

1 + ^ - 0 -  (23.3)

Это и есть интересующее нас уравнение непрерывности.
Обратимся теперь к отысканию выражения, которое долж 

но нам дать возможность вычислять в квантовой механике сред
нюю плотность тока.

С этой целью мы напишем уравнение Шредингера для одногО' 
измерения:

<• 2т дх^
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И соответствующее уравнение для

+I д1 2т дх^

Первое мы умножим на — второе — на Ч̂  и сложим оба по
лученных уравнения:

¥ дt Ч̂ д1 2т
Чг*

дх^ •Ч̂ дх^
Это можно записать иначе следующим образом:

д1 дх  ) 2шг
Чг* дЧ'

дх •Ч̂ д^'
дх } =  0. (23.4)

Сравнивая соотношение (23.4) с гидродинамическим урав
нением (23.3), видим, что оба они имеют совершенно одинако
вую структуру, только роль плотности жидкости р в (23.4) 
играет произведение Ч'’*^ ,  а роль плотности тока — выра
жение

, 4 ^ . ^ ^ .  (23.5)
* ~  2т1 \  дх дх

Поскольку Ч̂ *' К̂ толкуется как плотность вероятности найти 
частицу в данном месте пространства, выражение 5 (23.5) мы 
можем истолковать как плотность «тока вероятности». Смысл 
этого выражения очевиден: 5 есть вероятность того, что в 1 сек  
частица пройдет через 1 см^ в направлении положительной нор
мали к площадке.

Испытаем теперь на простом примере выражение (23.5), 
Пусть движение частицы описывается формулой

Е  — —2т

Это значит, что частица имеет импульс определенной величины 
и определенного направления (в данном случае р  совпадает с 
положительным направлением оси х ) \  координата ее, разумеется, 
-остается совершенно неопределенной. Написав комплексно-со
пряженную функцию

находим
Ч/*Ч^=1;

-4 -  [рх-ЕЦ

дх

дх

•а для тока вероятности получим

дх •Ч^- дх
— £ -  ш ’ш _  у

т ■ т



i 24] СТА Ц И О Н АРН Ы Е СОСТОЯНИЯ 87

Этот результат вполне разумен. В самом деле, если плот
ность тока вероятности равна у, то  средняя плотность тока ча- 
стнц должна быть Л̂ и. Представим себе теперь рой частиц плот
ностью Ы, движущихся в одном направлении со скоростью о, 
заключенный в цилиндре с основанием в 1 см^ и высотой, равной 
V.  Число частиц в этом цилиндре будет Му, и все они пройдут 
в 1 сек  через основание, т. е. создадут ток плотности К у  в согла
сии с результатом, вычисленным при помощи формулы (23.5).

§ 24. Стационарные состояния

Среди различных состояний, в которых может находиться 
система, особенно интересны стационарные состояния. По смы
слу этого слова эти состояния должны характеризоваться своей 
независимостью от времени. Мы определим их как такие со
стояния, в которых вероятность положения частиц, т. е. произ
ведение а такж е ток вероятности s не зависят от времени. 
Если движение происходит в одном измерении, то мы имеем сле
дующие признаки стационарности состояния:

О) =  =  const, (24.1)

2im I дх
5>F*
дх =  const. (24.2)

Условие (24.1) будет удовлетворено, если функция 'Ф' имеет вид 

'Р (х ,  /) =  яl^(л;)e-‘f(̂ ■ (24.3)

В самом деле, умножая (24.3) на комплексно-сопряженную 
функцию

гр*(х, ¿) =  г15*(д:)е‘7(*. О (24.4)

мы получим не зависящую от времени величину |т|5(х)|^. Д л я  
того чтобы и ток 5 был постоянен, нужно наложить условие

 ̂ ^ - ' 1 ' - ^  =  сопз1.

Пользуясь выражениями (24.3), (24.4), имеем
(х, t) 

дх
t).

дх ■ (х) df j x ,  t)
дх

fix, t) (24.5)

дх

Аналогично

а У ’ (л:, t) 
дх (24.6>
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Принимая во внимание эти выражения, получаем 

дх ^  дх ~

М  ^  -  2.Ч' ( X )  м  . (24.7)

Чтобы правая часть (24.7) от времени не зависела, достаточно, 
■чтобы не зависела от времени производная , а это может
быть только в том случае, когда

f i x , t )  =  cs>{x) +  x(t ) .  (24.8)

Принимая это во внимание, перепишем (24.3) в виде

Ф- ( х ,  <) =  ф (х) е-<<р«е-гх(0. (24.9)

£ сл и  мы включим экспонециальный множитель в часть
функции, не зависящую от времени, и обозначим

(х ) (О =  1],о е~1х (О,

то (24.9) примет вид

¥ ( х ,  /) =  ^ °(л :)е -^ ’̂ ('>.

(24.10)

(24.11)

Подставим теперь выражение (24.11) в общее уравнение Шре
дингера, которому функция (24.11) должна удовлетворять. П о
сле сокращения на получим

■откуда
— /г

сИ

(1% _  1
еИ V  (х)

Яг1)0 (х).

(24.12)

(24.13)

П равая часть этого равенства есть функция только х, а левая — 
только t. Они могут быть равны друг другу только в том случае, 
если обе они не зависят ни от х, ни от т. е. равны какой-нибудь 
постоянной а. Это дает

откуда

(24.14)

Постоянная а  должна иметь размерность энергии; это не
посредственно следует из того, что (24.14) является показателем 
в  формуле (24.10), и, значит, а //й  должна быть безразмерной
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величиной. Положив а  =  — Е и принимая во внимание (24.14),. 
получим, согласно (24.11),

( х , /) =  (дг) е * . (24.15)-

формула (24.15) и есть волновая функция стационарного со
стояния. Подставим теперь эту функцию во временное уравне
ние Шредингера

а ¿ У  {X, () =  {х, /).

В левой части, очевидно, получим

(24.16)

в правой же части, поскольку в операторе Я  дифференцирования 
выполняются только по координатам, найдем

(24.17)

Приравнивая друг другу (24.16) и (24.17) и сокращая на экспо
ненциальный множитель, получим

Яг1з0 (л:) =  £г1)0 {х). (24.18)

Итак, волновая функция 'Р, описывающая стационарное со
стояние, распадается на два множителя: временной множитель

е * и множитель, зависящий только от координаты, 'ф°(л:). 
Эта последняя функция, как видно из (24.18), есть собственная 
функция оператора энергии.

Если, в частности, оператор Я  имеет дискретный спектр соб
ственных значений Е\,  Е2, ..., то стационарные состояния в таком

— —  Е  t
поле будут описываться функциями " . Согласно основ
ным постулатам квантовой механики в таких состояниях энергия 
должна иметь определенные значения Е^ Е2, ..., образующие в 
данном случае дискретный ряд.

Этот вывод, очевидно, совпадает с основным постулатом 
Ьора; однако в системе квантовой механики ои является не по
стулатом, а следствием из ее основных положений.

Как и во всех случаях, содержание наших выводов шире, 
постулатов Бора, так как из соотношения (24.16) вовсе не сле
дует, что энергия обязательно должна принимать квантованные- 
значения: если оператор Я  имеет сплошной спектр собственны.ч- 
значений, то возможны любые значения Г.
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У п р а ж н е н и е .  Рассмотреть свойства состояния, образованного путем 
суперпозиции двух стационарных:

’У =  с,т{|1е +  Сгфгб
Вычислить Ч''*Ч'' и показать, что состояние, описываемое функцией Ч*', не есть 
стационарное состояние; найти вид зависимости от времени.

§ 25. Скобки Пуассона *)

Основными понятиями квантовой механики, как мы видели 
в предыдущих параграфах, являются понятие состояния и поня
тие динамических переменных. Состояние описывается в кван
товой механике ^'’-функцией, зависящей в общем случае от ко
ординат и от времени. Эта функция подчиняется общему урав
нению Шредингера, интегрирование которого в принципе позво
ляет найти ее в явном виде.

Что касается динамических переменных, то им сопостав
ляются в квантовой механике линейные самосопряженные опе
раторы. Ниже мы покажем, что для динамических переменных 
в квантовой механике можно написать уравнения, полностью 
аналогичные уравнениям движения классической механики. Но 
для этого нам понадобится прежде всего дать определение ц 
установить свойства квантовых скобок Пуассона — математиче
ской операции, выполняющей ту же роль, какую в классической 
механике играют обычные скобки Пуассона (см. т. I, § 61). П о
этому мы начнем с напоминания определения и свойств этих 
последних величин.

Скобкой Пуассона (в дальнейшем для краткости мы" часто 
будем писать СП) двух функций координат и импульсов

<72.......... Чь Рь Р1.............Pf) и С ('/к ^2. • • • .  '7f. Рь р/)

мы будем называть выражение **)
дР да дО дР

\ dPkdqk  дРид^к) '

Из этого определения сразу вытекают очевидные следствия: 
[ Р , Р ]  =  0,  [ 0 , 0 ] =  О, (25.2)
[ Л О ]  =  - [ С ,  Л ,  (25.3)
[£, с] =  0. (25.4)

*) П еред чтением этого и следующих параграфов необходимо освежить 
в памяти соответствующие вопросы классической механики, хотя бы при по
мощи §§ 57— 61 первого тома этой книги, или более подробно по книгам: 
Л. Д . Л а н д а у ,  Е. М. Л и ф щ и ц, Механика, «Наука», 1973, Г. Г о л д 
с т е й н ,  Классическая механика, Гостехиздат, 1957.

**) В отличие от первого тома, где СП обозначались круглыми скобками, 
мы здесь будем их обозначать квадратными скобками.



СКОБКИ ПУАССОНА 91

Здесь с — постоянное число, его также можно рассматривать как 
частный случай динамической переменной.

Д алее  легко проверить прямыми вычислениями следующие 
свойства СП:

[£. +  £ 2, С] =  [£., О] +  [/='■2, С], (25.5)
[Л  С, +  О,] =  [Л  0,1 +  [Л  а ] ,  (25.6)

[ Р, Р„  С] =  У д!'\ дР,
др

дО

к/
дР̂ дР, \  дО

дРк
(25.7)
(25.8)

\  дд,  '   ̂ ‘ ' д д ,

=  [ Р и О ] Р 2  +  Р, [ р2,  С],

[£, 0 ,0 ,]  =  [£, 0 , ] 0 ,  +  0 , [ £ ,  О,].
Ясно, что свойства, выражаемые равенствами (25.5) н (25.6), сви
детельствуют о линейности СП относительно £  и О, а свойство 
(25.7) соответствует правилу дифференцирования произведения.

Квантовые скобки Пуассона  двух операторов Р я О мы опре
делим следующим образом:

[/?, С] =  - ^ ( £ б - С £ ) .  (25.9)

Это значит, что в качестве квантовой СП мы выбираем с точно
стью до числового множителя //й оператор, называемый комму
татором-, мнимая единица / обеспечивает эрмитовость этого опе
ратора (см. § 9, упр. 2). Целесообразность такого определения 
вытекает из следующих свойств оператора (25.9):

1. Квантовые СП подчиняются всем тождественным соотно- 
щениям (25.2) — (25.8), имеющим место для классических СП, 
В этом читатель без труда может убедиться самостоятельно.

2. Оказывается, что при таком выборе квантовых СП числен
ные значения классических и квантовых СП одинаковы, по край
ней мере в том наиболее важном для нас случае, когда скобки 
Пуассона применяются к самим каноническим переменным и 
классической механике, а в квантовой — к соответствующим ка
ноническим операторам.

Покажем, что это имеет место на самом деле. В качестве 
канонических координат выберем декартовы координаты х, у, г,  
тогда соответствующими импульсами будут ру, р .̂ Применяя 
формулу (25.1), получим после простых вычислений следующие 
численные значения классических скобок П уассона*):

[ Р х , х ]  =  ^,  \ Рх ,  У] =  ^ ,

и т. д.

[Ру,  г/] =  1. 
[р „  г ] = 1 ,

[ру, х] =  0,

[Рг, л:] =  0
(25.10)

*) Напомним кстати, что равенство единице классических СП является 
критерием канонической сопряженности динамических переменных классиче
ской механики (ср. т. I. § 61).
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Найдем теперь численные значения квантовых СП. Д ля 
примера получим численное значение квантовых скобок кано
нических операторов рх и х. Согласно определению (25.9) кван
товые СП с точностью до числового множителя равны коммута
тору соответствующих операторов:

[Рх, Х] =  { { р х я - ^ р х ) . (25.11)

Но в § 19, формула (19.8), мы нашли значение коммутатора

. . . .  Й РхХ — хрх =  — .

Подставляя это в (25.11), получаем

[рх,  х]== 1.

Квантовые скобки для других комбинаций операторов най
дем аналогичным путем. Таким образом, получим таблицу чис
ленных значений квантовых СП (25.12), в точности совпадающих 
с численными значениями классических СП (25.10) соответ
ствующих динамических переменных:

[Рх,  х ] = - Л ,  

\ру  ̂ ^ ] =  1. 
\рг, 2] =  1,

\ Р х ,  у] =  0,
[ру,  х] =  0,
[Рг. л:] =  0 и Т. д.

(25.12)

Поэтому многие положения квантовой механики можно полу
чить из положений классической механики, пользуясь свойства
ми скобок Пуассона. При этом в квантовой механике символ [ ] 
представляет собой с точностью до числового множителя ком
мутатор двух операторов. С другой стороны, вследствие при
сутствия постоянной Планка й в перестановочных соотношениях

й
РхХ — ХРх =  J , (25.13)

они настолько характерны для квантовой механики, что их 
можно рассматривать как квантовые условия, заменяющие 
квантовые условия старой теории Бора — Зоммерфельда. С этим 
вполне согласуется и тот факт, что соотношения коммутации 
(25.13) удовлетворяют и принципу соответствия, согласно ко
торому в тех случаях, когда величины действия значительно 
превосходят квантовую постоянную й, законы квантовой меха
ники непрерывно переходят в законы механики классической. 
В самом деле, прп й - > 0  правая часть (25.13) обращается в 
нуль, и мы получаем тривиальное условие коммутативности, х а
рактерное для величин классической механики.



т
§ 26. Дифференцирование операторов по времени

Во всех формах уравнений движения классической механики, 
будь то ньютоновы или лагранжевы уравнения или канонические 
уравнения Гамильтона, мы встречаемся с производными по вре
мени механических величин. Например, канонические уравнения, 
записанные в общем виде для одной частицы, таковы:

§201 Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И Р О В А Н И Е  ОПЕРАТОРОВ ПО ВРЕМ ЕНИ 9 3

dq ,  дН
dt dpi  ̂ ’ 

dPk дН
dt dq.

k = \ , 2 , 3 .  (2 6 .1 )

В левой части здесь стоят производные по времени обобщен
ных координат и импульсов*).

Из сказанного следует, что если мы обратимся к отысканию 
квантовых уравнений движения, то первый щаг должен состоять 
в нахождении производных по временн от динамических пере
менных. Легко видеть, что определять в этом случае производ
ную по времени как предел отношения изменения самой дина
мической переменной к соответствующему интервалу времени 
в квантовой механике невозможно. Это связано с тем, что дина
мические переменные квантовой механики, вообще говоря, опре
деленных значений не имеют — такое утверждение имеет место 
только для их средних значений. Поэтому свои расчеты мы 
должны относить именно к средним значениям, и для того чтобы 
ввести производную по времени, будем руководствоваться сле
дующим положением: производная по времени от среднего зн а
чения механической величины равна среднему значению произ
водной той же величины,  т. е.

£  =  ( 2 6 .2 )

В квантовой механике это положение следует рассматривать, по 
существу, как определение динамической переменной Й, которой 

ёРотвечает оператор
Напишем выражение для среднего значения Р величины Р:

р  =  Г ч/*/"чг с1х.

*) Отметим кстати, что хотя в правой части (26,1) стоят частные произ
водные функции Гамильтона, канонические уравнения являются обыкновен
ными дифференциальными уравнениями. Это видно из того, что они служат  
не для определения функции Н, но для отыскания координат и импульсов. 
Правые ж е части представляют собой рецепт для написания в явном виде 
уравнений движения по известной функции Гамильтона.
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В самом общем случае от времени явно зависит не только 
Ч̂ ’-функция, но может зависеть также и оператор Р. В послед
нем случае время может входить в оператор в качестве п ар а 
метра. Из этого следует, что при отыскании полной производной 
Р надо дифференцировать не только 'Р и но также и Р. Имея 
это в виду, напищем выражение производной

йР
сИ

дР
дt } йх. (26.3)

Производные и V  выразим через оператор Гамильтона, 
пользуясь общим уравнением Шредингера;

дt
(26.4)

(в первой строке мы воспользовались тем, что Й =  Й*, так как 
гамильтониан есть величина действительная). Выполняя замену 
V* и ¥  через их выражения (26.4) и пользуясь далее эрмито- 
востыо оператора Й, получаем ряд равенств
с1Р
сИ

гр йх -

, д Р I {НР  — PH) йх =

( дР - f  [Я£] Ч \ й х .  (26.5)

При переходе к последнему равенству использовано определение 
квантовой скобки Пуассона;

^ ( Н У - Р Н )  =  [Н,  Р].

Соединяя начало и конец ряда равенств (26.5), напищем вы ра
жение полной производной Р\

йх.

с  другой стороны, среднее значение производной Р есть

(И йх.

Сравнивая (26.6) и (26.7) и помня, что Р =  Р,  находим

дР 
д1

^Р  __ дР I г Д р1
(И

(26.6)

(26.7)

(26.8)



Это И есть выражение производной по времени оператора в 
самом общем случае. В частном случае, когда оператор явно не 
зависит от времени, в (26.8) выпадает первый член в правой 
части, и формула принимает вид

^^ = [ / / , £ ] .  (26.9)

-§ 271 КВАНТОВЫЕ У РАВНЕНИЯ Д В И Ж Е Н И Я  95

сИ

Напомним, что в классической механике производная по вре
мени от механической величины может быть выражена при по
мощи классических скобок Пуассона формулой, соверщенно 
аналогичной (26.8) в общем случае и соответственно (26.9) при 
отсутствии явной зависимости от времени;

- = ~  +  [ Н, Р\ ,  (26.10)

сИ =  [ Н, Р]  (26.11)

(см. т. I, § 61), чем и устанавливается окончательная связь ме
ж д у  классическими и квантовыми скобками Пуассона.

§ 27. Квантовые уравнения движения

Вернемся теперь к задаче, сформулированной в начале 
‘§ ,25, — написать квантовые уравнения движения в таком виде, 
чтобы в них входили производные по времени от самих дина-, 
мических переменных. Поскольку в квантовой механике дина
мическим переменным сопоставляются определенные операторы, 
искомые уравнения в своем общем виде должны быть написаны 
д ля  этих операторов. Это позволяет сделать формула (26.9). 
В самом деле, напищем выражения для производных по времени 
от операторов д и р.  Поскольку эти операторы явно от времени 
не зависят, то по (26.9) будем иметь

^ - [ Н , д ] ,  (27.1)

- ^  =  [ Н, р ] .  (27.2)

Уравнения (27.1) и (27.2) в точности аналогичны гамильтоно
вым каноническим уравнениям классической механики, записан
ным при помощи скобок Пуассона (ср. т. I, § 61):

- ё - 1 « .  р].
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/
Ч,

где д и р  — соответственно коорднната н импульс, / /  — функция 
Гамильтона и символ [ ] означает в этом случае классические 
скобки Пуассона.

Раскроем смысл уравнений (27.1) и (27.2), применив их к 
определенным частным случаям. Например, для одномерного 
случая д  =  X ,  тогда

^  =  {Н, Л] .  (27.3)

Согласно определению квантовых скобок Пуассона (25.9) 
¡_
Ъ[И,  ¡с\ =  \ - { И х  — ^сН) =

X и  { Х )  X  +  X
(?2

2т дх‘ 2т дх^ ■хи( х) )  =

т 52
2т дх^ дх^

Непос^д€ТбЩНым вычислением, применяя оператор правой ча
сти к произвольней функции 1|},/^егко убедиться в том, что

5Jfг- -дГх̂ дх

Поэтому
г л  -1 • Й <5
(//,

Итак, мы получили

й 5
1т дх

1 / й  5 
т  \  1 дх

(¡X
й1

Рх (27.4)

Мы видим, что между оператором импульса и оператором про
изводной по времени координаты в квантовой механике имеет 
место то же самое соотношение, которое в классической меха
нике сп р ^ ед л и в о  для импульса р п скорости х.

Найдем теперь производную по времени от импульса. Поло
жим, ч /о  р  =  рх', тогда

^  =  [Я, Р ,]  =  | ( Я / 3 , Р х Н ) . (27.5)

Помня, что /5̂  =  - ^ - ^  и что коммутирует с находим
после простых вычислений, применяя коммутатор к любой функ
ции

-^-и^Рх — Р х Ю ^  =  ( и дх

=  и дх дх
дЦ
дх



Окончательно для операторов получим

— уравнение для операторов, в точности аналогичное ньюто
нову уравнению движения классической механики.

Полученные нами соотношения (27.4) и (27.6) имеют место 
для операторов. Но в § 17 мы видели, что смысл сопоставления 
операторов динамическим переменным состоит в том, что, зная 
эти операторы и волновую функцию, мы можем вычислить 
средние значения  соответствующих механических величин. По
этому из (27.4) следует

а из (27.6) _

Формулы (27.7) и (27.8) выражаю т так называемую теорему 
Эренфеста, согласно которой в квантовой механике имеют ме
сто соотношения и законы классической механики для средних 
значений.

Эренфест показал далее, что соотношения (27.7) и (27.8) мо
гут быть использованы для выяснения связи между классиче
ской и квантовой механикой следующим образом. Предположим, 
что г|)-функция отлична от нуля лишь на очень малом протя-

д ижении, в пределах которого можно считать производную 
постоянной. Уравнение (27.8) в таком случае примет вид

§ 27] КВАНТОВЫЕ У РАВНЕНИЯ Д В И Ж Е Н И Я  9 7

ди
дх

(27.9)

(И ~  J ад: дх

(предполагается, что г|) нормирована к единице). Итак,
<1рх _  дЦ 
сИ дх ’

и тогда уравнение (27.7) приводит к следующему результату:

=  (27-10)

С другой стороны, среднее значение координаты

есть не что иное, как координата «центра тяжести» волнового 
пакета. Поэтому уравнение (27.10) является просто ньютоновым 
уравнением движения центра тяжести пакета. Если бы форма

4 Э. в. Шпольский, т. II
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ЭТОГО пакета со временем не менялась, то уравнение (27.10) 
имело бы место для любого момента времени, и можно было бы 
говорить о движении пакета по законам классической механики. 
Мы знаем, однако, что пакеты, как правило, расплываются (см. 
т. I, § 146), ввиду чего уравнение (27.10) будет справедливо 
лишь в течение гакого промежутка времени, пока на протяже-

д С/ « т тНИИ пакета еще можно считать величину постоянной. Из-за
этого обстоятельства время Т, в течение которого ширина па
кета, например, удваивается, может служить характеристикой 
применимости классической механики к движению частицы в 
данном поле.

Эренфест приводит следующие примеры, которые с большой 
наглядностью поясняют переход от квантовой механики к клас
сической.

1. Пусть масса частицы равна 1 г, а ширина пакета равна 
10“3 см. Эта ширина удвоится через промежуток времени Т =  
=  10^' сек. В течение этого времени соотношение (27,10) будет 
справедливо, т. е. центр тяжести пакета будет двигаться по 
классической траектории. Иначе говоря, для больших масс 
справедлива классическая механика.

2. Пусть т =  1 , 7 - г, а ширина пакета равна 10“  ̂ см, 
т. е. мы имеем дело с частицей атомных размеров. Здесь Т =  
=  10~‘® сек, и классическая механика вообще неприменима.

3. Промежуточный случай — т  =  г, ширина пакета 
10“ '* см. Здесь Т =  10~^ сек, т. е. с известным приближением еще 
можно говорить о применимости классической механики.

Интересно отметить, что существуют частные случаи, в кото
рых волновые пакеты с течением времени не расплываются. Т а 
кой случай имеет место, например, для линейного гармониче
ского осциллятора. Здесь потенциальная энергия равна

1х̂и  =
а потому

так что

ди
дх =  !х ,

ди
дх

ди

Теоремы Эренфеста в этом случае дают
йЧт =  - ! х .

и мы получаем классическое уравнение движения линейного гар-
• монического осциллятора, которое будет иметь место для любого 
момента времени.



В заключение мы вновь подчеркнем, что уравнения движения,, 
которые мы вывели в этом параграфе, имеют место для опера
торов, т. е. для абстрактных математических величин, которые 
мы сопоставляем в квантовой механике динамическим перемен
ным. Назначение этих абстрактных величин состоит в том, что- 
они дают законы распределения  динамических переменных, зная 
которые, мы можем вычислять для каждого состояния, описы
ваемого волновой функцией, средние значения  соответствующих 
динамических переменных. Это особенно ясно из рассмотренных 
примеров: продифференцировав по времени оператор «коорди
ната X», мы получаем при помощи уравнения (27.4) оператор 
«импульс», деленный на массу, а продифференцировав по вре
мени оператор «х-компонента импульса», мы получаем оператор' 
«производная потенциальной энергии по координате х» (с точ
ностью до знака),  и т. п.

Если же мы зададимся вопросом о соотношениях между ре
зультатами измерения динамическ! 1х переменных, т. е. о соотно
шениях между числами, которые им соответствуют, то, согласна 
теореме Эренфеста, соответствующие соотношения в квантовой 
механике должны иметь место для средних значений.

Отметим, наконец, еще одно существенное различие между 
классическими и квантовыми уравнениями движения. В клас
сической механике уравнения движения могут быть написаны 
в явном виде, если задана функция Гамильтона, т. е. энергия, 
выраженная в функции канонических координат и импульсов. 
В квантовой механике система будет задана математически, если 
оператор Гамильтона выражен в функции канонических опера
торов координат и импульсов, причем для р и г  известны пере
становочные соотношения. Это ясно из разобранных выше приме
ров. Таким образом, мы еще раз убеждаемся в том, что именно 
к перестановочным соотношениям сводится различие между 
классической и квантовой механикой. Этим же определяется 
роль перестановочных соотношений как квантовых условий.

§ 28. Симметрия и законы сохранения

В классической механике имеет место ряд важных законов 
сохранения. Таковы законы сохранения энергии, импульса и 
момента импульса. Хотя законы эти были известны давно*),  
только в первой четверти нашего столетия было понято, что они 
являются следствиями самых основных свойств пространства и 
времени, а именно — следствиями простейших симметрий,

*) Закон сохранения импульса был известен уж е Гюйгенсу, т. е. в 
XVII столетии, а закон сохранения энергии в механике (постоянство суммы 
кинетической и потенциальной энергии) был сформулирован Гельмгольцем в 
середине прошлого столетия.

^ 28) СИМ М ЕТРИЯ И ЗАКОНЫ СОХРАНЕНИЯ 9 9
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вытекающих из однородности времени и однородности и изо
тропности пространства.

О наличии симметрии мы судим по тому, что при определен
ных операциях, выполняемых над системой, — смещениях в про
странстве и во времени, поворотах, отражениях — те или иные 
свойства системы остаются инвариантными (неизменными). Так, 
в сферической симметрии ш ара мы убеждаемся, поворачивая 
его на различные углы относительно центра и измеряя диаметр 
в каждом новом положении. Неизменность диаметра является 
подтверждением того, что наш объект выглядит одинаково со 
всех сторон, т. е. подтверждением его сферической симметрии. 
Уже из этого простейшего примера видна непосредственная 
связь понятия симметрии с понятием инвариантности*). Н еиз
менность свойств системы при пространственных сдвигах, вра
щениях и отражениях отвечает наличию у нее геометрической 
симметрии.

Инвариантность законов механики при переходах между рав
номерно движущимися системами координат также является 
примером симметрии, но уже значительно более сложной. Здесь 
идег речь о динамической, а не о геометрической симметрии. Она 
в данном случае находит свое выражение в неизменности зако
нов динамики относительно преобразований перехода к другой 
инерциальной системе отсчета. В своей классической форме т а 
кая инвариантность была известна уже со времени Галилея, но 
полностью понята и оценена она была только после появления 
специальной теории относительности Эйнштейна.

В квантовую механику концепция симметрии была введена 
Е. Вигнером**), которому с помощью соответствующего мате
матического аппарата удалось получить огромное количество 
важных результатов, не выводимых никаким иным способом. 
В последние годы различного рода симметрии негеометрического 
происхождения стали играть фундаментальную роль в физике 
элементарных частиц. В частности, здесь был развит так назы
ваемый восьмеричный формализм, который позволил классифи
цировать все частицы и получить ряд интересных количествен
ных соотношений между их характеристиками.

*) Согласно определению Г. Вейля геометрическое понятие симметрии в 
различных ее формах — таких, как зеркальная, поворотная, переносная и 
др., — постепенно приводит к общей идее, лежащей в основе всех этих част
ных видов симметрии, — к идее инвариантности некоторой конфигурации от
носительно определенной группы преобразований (группы автоморфизмов, 
т. е. преобразований, переводящих фигуру в такую, которая не отличима от 
исходной). Увлекательный и вместе с тем глубокий анализ понятия симметрии 
и ее значения для математики и физики дан Г. Вейлем в его блестящей книге 
«Симметрия», русский перевод, «Наука», 1968.

**) См., например, книгу: Е. В и г н е р ,  Этюды о симметрии, «Мир», 1971.
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Связь между законами сохранения и инвариантностью отно
сительно определенных операций в пространстве и во времени 
является другим динамическим аспектом проявления симметрий. 
Оказывается, что с однородностью времени связан закон сохра
нения энергии, с однородностью пространства — закон сохране
ния импульса, а -с его изотропностью, т. е. с неизменностью 
свойств пространства при поворотах, — закон сохранения мо
мента импульса.

Наиболее удобный математический аппарат для установле
ния законов сохранения в классической механике дают скобки 
Пуассона. Возьмем какую-либо механическую величину, зави
сящую от гамильтоновых переменных д, р и, может быть, от 
времени;

Р =  Р{д1,  р,, . . р{,  1).

Как было показано в т. I, § 61, полная производная по времени 
величины Р  выражается через скобки Пуассона следующим 
образом;

(28.1)

где Н — функция Гамильтона. Если же Р не зависит явно от
дР  ^ времени, т. е. ‘^  =  0, то

- ^  =  [Я, £]. (28.2)

В первом томе было показано, что, пользуясь этой формулой и 
свойствами симметрии времени и пространства, можно вывести 
все законы сохранения классической механики.

Законы сохранения в квантовой механике доказываются ана
логичным образом. Полная производная по времени оператора 
Р в наиболее общем случае, согласно формуле (26.8), выра
жается при помощи квантовых скобок Пуассона следующим 
образом;

сИ (28.3)

где второй член справа представляет собой квантовую скобку 
Пуассона;

[Я , Р ] = ± { Н Р - Р Н ) .  

Если Р явно от времени не зависит, то

(28.4)

ар
с11 =  [Я, Л ,

и. согласно (28.4), равенство нулю полной производной по вре
мени будет иметь место в том случае, когда оператор коммути-
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рует с гамильтонианом Й.  Таким образом, в квантовой механике 
имеет место следующая замечательная по своей простоте тео
рема:

Д л я  того чтобы динамическая переменная сохранялась во- 
времени,  достаточно, чтобы соответствующий этой величине опе
ратор явно не зависел от времени и коммутировал с оператором 
Гамильтона, т. е. с оператором полной энергии системы.

Применим эту теорему для отыскания законов сохранения 
динамических переменных квантовой механики. Рассмотрим си
стему, в которой частицы подвержены одним внутренним силам 
взаимодействия, т. е. образуют замкнутую систему. Очевидно,, 
что если начальные условия будут одинаковы, то все движения 
в системе будут одинаковы, независимо от того, какой именно 
момент времени выбран за / =  0. Это и есть симметрия, обус
ловленная однородностью времени: смещение во времени не 
влияет на состояние движения в системе. Итак, вследствие одно
родности времени гамильтониан явно не зависит от времени, а; 
потому

■ ^  =  [ Я ,  Н ] ,

но так как гамильтониан, очевидно, коммутирует сам с собой, то*

й Н
dt =  [Я, Я] =  0,

т. е. Я =  const, а это и есть закон сохранения энергии: оператор' 
энергии не зависит от времени. Что же касается вывода о чис
ленном значении механической величины, т. е. о числе, связан
ном с результатами измерений, то мы должны воспользоваться 
полученной в § 26 формулой для производной по времени o r  
среднего значения: _

J W' [ H,  F ] W d r .

Отсюда для среднего значения энергии находим

Ч^*[Я, Я ] ¥ й т  =  0,dE
dt

т. е.
Е =  const. (28.5>

В частности, если при t =  О энергия имела определенное значе
ние, т. е. система находится в стационарном состоянии, то

£  =  £■ =  const. (28.6)

Это значит, что система будет сохранять такое определенное 
значение энергии в любой будущий момент времени.
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Если же при 1 =  О состояние не является стационарным, то 
о  сохранении самой энергии говорить не приходится, так как 
юна не имеет определенного значения, но, согласно (28.5), 
среднее значение  энергии все же будет сохраняться. Рассмотрим 
этот случай детальнее. Положим, что оператор Гамильтона 
имеет дискретный спектр, состоящий из собственных значений 
Е\,  Е 2, . .  •, Еп, ■ ■ ■ Зависимость Ч^-функции от времени в ста
ционарном состоянии определяется экспоненциальным множи
телем

Если же состояние не является стационарным, то его можно 
■представить как суперпозицию стационарных состояний, соответ
ствующих собственным значениям энергии:

■>Р(л;, t) =  c^^^l{x)e +

• •• + С п ^ п { х ) е

В самом деле, при  ̂=  О этот ряд принимает вид
' Р  (х,  0) =  С1Я|5, (л:) -Ь С2^2 ( х ) +  . . .  +  с^%  (л:) +  . . .

Но справа стоит разложение функции Ч'"(х, 0) по ортонормиро- 
ванной системе функций г|:1 (х), %(%), . . .  Коэффициенты этого 
¡разложения имеют тот смысл, что квадраты их модулей |С1 | 2 , 
\с^\^, ■■■, \Сп\^, . . .  равны вероятностям получить при измерении 

энергии в момент / =  О соответствующие определенные значения 
Ей Е 2, , Еп, . . .  Вводя обозначение

-I
с„е * == (О,

мы сможем переписать ряд в виде

»Р {х,  I) =  с, ( 0 1)5, [х) +  Сз {t) 11)2 (л:) + +  Сп ií) (х),

причем квадраты модулей \сп{1) \^ являются вероятностями по- 
-лучить при измерении в момент времени / значения энергии 
Но

Е Е

I Сп {t) Р =  Сп {t) (/) =  сИО) ' сЛО) е"' =  I с„ (0) р,

а это означает, что вероятность получить при измерении в лю 
бой момент I значение энергии £ „  не зависит от времени. Мы 
приходим, таким образом, к выводу, что в любом состоянии си
стемы среднее значение энергии Е и вероятности определенных
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значений Еп не зависят от времени. В этом и заключается наи
более общая квантовомеханическая формулировка закона сохра
нения энергии.

Обратимся теперь к законам сохранения импульса и момента 
импульса. Заметим прежде всего, что во всех дальнейших вы
водах мы будем иметь дело с не зависящими от времени явны.м 
образом операторами, и потому для производной по времени от 
каждого из таких операторов можно применять выражение
(26.9).

Начнем с тривиального случая движения свободной частицы. 
Производная по времени лг-составляющей импульса равна

й р х  __ I ?г  ̂ 1
(11 ‘

Скобки Пуассона, стоящие справа, мы уже вычисляли в § 27, и 
получили

йрх д О
сИ дх

В пространстве, свободном от поля, и { х )  =  0, и, следовательно,

йрх
(И =  0, /бл =  сопз1.

Опять-таки не следует забывать, что полученный результат 
имеет только символическое значение. Он показывает, что опе
ратор л:-компоненты импульса не зависит от времени.

Рассмотрим теперь систему частиц, находящихся под дей
ствием одних только внутренних сил взаимодействия, имеющих 
потенциал. В этом случае х-составляющая полного импульса, 
очевидно, равна

Р .  -  2  Рхк- (28.7)
к

Поэтому, принимая во внимание (27.6), получаем
д иарх

(11 Я . = - 2 дх.

Таким образом, на первый взгляд р х Ф О ,  и закон сохранения 
суммарного импульса не имеет места. Однако при более внима
тельном рассмотрении нетрудно убедиться в том, что сумма, 
стоящая справа, равна нулю. Это видно уже из качественного 
обсуждения, основанного на однородности пространства. В са
мом деле, рассмотрим простейший случай системы двух частиц, 
находящихся на расстоянии Пг. Очевидно, что сила взаимодей
ствия между этими частицами не изменяется, если мы, сохраняя 
расстояние, сместим обе частицы в любое место пространства.
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Но это означает, что потенциальная энергия зависит не от самих 
координат, но от разностей координат, а потому

ай дй , дй

ft=l. 2
дх, дх. =  0 .

То же получается из несложных вычислении:

У дх
дй дй дгх2 , дй дг,2 __  дй I д г^  . дг,2

,2 Г “аг,2 дх̂  ' аг,2 дх^ дг, дх„

Но очевидно, что сумма производных, стоящая в скобках, тож 
дественно равна нулю, а потому и

- ^ ^  =  0, рд; =  const.

Обобщение на случай системы любого числа частиц принципи
ально ничего нового не требует. Аналогично находим

const, /9г =  const.

Закон сохранения момента импульса мы подробно обсудим 
в гл. IV.

§ 29. Право-левая симметрия

Наряду с симметриями, которые обусловлены свойствами 
однородности и изотропности пространства и однородности вре
мени, в квантовой механике важную роль играет еще один вид 
симметрии, существенно отличный от рассмотренных выще. 
Имеется в виду симметрия между объектом и его зеркальным 
изображением.

С этой симметрией тесно связано понятие правого и левого, 
на котором необходимо остановиться несколько подробнее. Из 
повседневного опыта хорошо известно, что существуют объекты, 
которые вполне подобны друг другу, но никакими поворотами 
не могут быть совмещены. Простыми примерами могут служить 
предмет и его зеркальное отражение или правая и левая пер
чатки, которые как раз обладают указанными свойствами. О д
нако не существует никаких признаков, по которым можно было 
бы судить, что именно является правым, а что — левым. Это 
дело произвольного выбора, но раз такой выбор сделан в одно.м 
каком-то случае, понятия правого и левого становятся опреде
ленными для всех тел.

Различие между правым и левым в пространстве связано с 
различием в ориентациях винта — правого и левого. О существо
вании винтов с нарезками, несовместимыми друг с другом и яв
ляющимися зеркальным отражением одна другой, известно так
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же хорошо, как о существовании правой и левой перчаток. На- 
рис. 7 изображены оба винта с обшей муфтой. При вращении 
муфты в определенном направлении, т. е. по часовой стрелке 
или против нее, винты ведут себя как объект и его зеркальное

Рис. 7. Правый и левый винты.

изображение. Правым винтом (точнее, правой нарезкой) условна 
считается винт, характеризуемый следующим образом: есл№ 
смотреть вдоль оси винта со стороны его головки, то при по
вороте головки по часовой стрелке винт перемещается вперед. 
Этим определением, как уже сказано, фиксируется понятие 
правого и левого во всех случаях. «Если Вы говорите о повороте 
налево. Вы подразумеваете при этом, что направление, в кото

ром Вы поворачиваетесь, вместе с  
направлением вверх от ног к голове 
Вашего тела, образует левый винт. 
Суточное вращение Земли вместе 
с направлением от Южного полюса 
к Северному образует левый винт;, 
если же Вы зададите ось в противо
положном направлении (т. е. от Се
верного'полюса к Ю жному), то ЭТО' 
же движение образует правый, 
винт» (Г. Вейль «Симметрия»).

С понятиями правого и левого^ 
связаны, как известно, две различ
ные системы декартовых координат 
(рис. 8). П равая система координат 

характеризуется тем, что поворот от оси X к оси К вместе 
с направлением +  2  образуют левый винт. Обе системы не мо
гут быть совмещены никаким поворотом, но являются, как пока
зано на рис. 8, зеркальными отражениями одна другой. Ясно^ 
что изменение направления одной оси на противоположное (на
пример, оси У) переводит левую систему в правую; если ж е  
изменить одновременно направления двух осей, то система со
хранит свой «винт».

В этой связи полезно отметить, что так называемые поляр
ные, или истинные векторы, примером которых служит радиус- 
вектор, и аксиальные векторы (псевдовекторы), связанные с вра
щением, преобразуются при зеркальном отражении различным;

Рис. 8. Правая и левая си
стемы координат; их преобра
зование при отражении в зер

кале.
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образом. Из рнс. 9 6) видно, что составляющие радиуса-вектора, 
перпендикулярные плоскости зеркала, меняются на обратные, а 
составляющие, параллельные зеркалу, не меняются.

Аксиальные векторы преобразуются иначе. Так как каждый ак
сиальный вектор связан с вращением, то характер преобразова- 
иия его определяется тем, как отражается вращение. Из рис. 9 а)

С

Р и с . 9. П реобразование компонент аксиального (а) и полярного (б) векторов.

видно, что В случае параллельных зеркалу составляющих на
правление вращения при отражении меняется на обратное, 
-откуда следует, что параллельные составляющие аксиального 
вектора при отражении такж е переворачиваются. Напротив, 
нормальные составляющие преобразуются без изменения напра
вления, поскольку направление вращения в плоскости, п арал 
лельной зеркалу, при отражении не меняется.

Хотя в обыденной жизни правое и левое существенно отли
чаются друг от друга, в науке всегда постулировалась (явно или 
неявно) полная симметрия между физическими законами, яв
ляющимися зеркальным отражением друг друга. Это значит, 
что если представить себе две физические системы, в которых 
.имеются асимметрии, — в одной соответствующие правому винту 
(например, имеются молекулы, вращающие плоскость поляри
зации света вправо), а в другой «правые» асимметрии заменены 
«левыми», — то все явления в обеих системах будут протекать 
соверщенно одинаковым образом.

В предыдущем параграфе в качестве простейшего примера 
симметрии мы привели симметрию шара. Критерием этой сим
метрии слун<ит то, что при любых поворотах относительно фик
сированного центра шар снова совпадает с самим собой. Ха
рактерной чертой такого рода операций является то, что они 
непрерывны: мы можем подвергнуть систему любому бесконечно 
«малому смещению в пространстве или во времени и вращению
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В пространстве, причем инвариантность относительно таких бес
конечно малых преобразований и может служить признаком 
симметрии.

Напротив, си.мметрия правого и левого, как мы только что ви
дели, проявляется при зеркальном отражении, т. е. при дискрет
ном преобразовании. Это отличие ведет к важному следствию. 
В то время как инвариантность относительно непрерывных пре
образований порождает законы сохранения и в классической 
и в квантовой механике, инвариантность относительно зеркаль
ного отражения в классической механике к закону сохранения 
не приводит. Именно по этой причине, хотя симметрия при зер
кальном отражении была известна и в классической механике, 
но практического значения она там не имела и не использова
лась. Иначе обстоит дело в квантовой механике. Здесь возни
кает новый закон сохранения, соответствующий право-левой 
симметрии. Как отметил Е. Вигнер, его существование связано 
с возможностью образовывать в квантовой механике суперпози
цию данного состояния с состоянием, получаемым из исходного 
путем зеркального отражения. Этим законом является закон 
сохранения четности, к рассмотрению которого мы и переходим.

§ 30. Закон сохранения четности в квантовой механике

Рассмотрим систему, в которой действуют силы взаимодей
ствия между частицами и внешняя центральная сила, причем 
ее центр совпадает с началом координат. Представим себе, что 
эта система подвергнута преобразованию, при котором знаки 
всех декартовых координат изменены на обратные

—  Ук-* —  Ук, —  (30.1)

где индекс к нумерует частицы системы и пробегает все возмож
ные значения. Подобное преобразование, которое мы будем со
кращенно записывать в виде

Гй — г  к,

называется преобразованием инверсии в начале координат (в 
дальнейшем для краткости мы будем называть его просто пре
образованием инверсии). Заметим, что такое преобразование 
эквивалентно замене правой системы координат на левую, от
куда вытекает связь рассматриваемых ниже свойств симметрии 
с симметрией правого и левого.

Докаж ем прежде всего, что при сформулированных выше 
условиях для сил, действующих в системе, гамильтониан инва
риантен относительно преобразования инверсии. Это свойство 
гамильтониана непосредственно вытекает из замечания, что пре
образование инверсии эквивалентно замене правой системы ко-
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ординат на левую. Проще всего это можно пояснить на примере 
гамильтониана для одномерного движения, когда

в  случае, если частица подвержена действию силы, симметрич
ной относительно начала координат, очевидно, что

и { х )  =  и { — х).  (30.2)

Подействуем теперь на нащ гамильтониан оператором инверсии, 
т. е. оператором Р, меняющим знаки координат на обратные. 
Тогда

Й ^  +  " < - ■ ' > “ — 5 Г  ^  +  б  М  = »  м  ■

в  общем случае трехмерной системы мы аналогично получим

Я ( - г ) = Я ( г ) .  (30.3)

Д окаж ем теперь, что оператор инверсии Р коммутирует с га
мильтонианом. Д ля  этого вычислим результат действия произ
ведений операторов

P H  (г) и Н (г) Р 

на произвольную волновую функцию г|)(г). Имеем

{ PH (г)) ^( г )  =  Р  (Я  (г) (г)) =  Я  ( -  г) ^  ( -  г),

(Я (г) Р)  ф (г) == Я  (г) {Р^ (г)) =  Я  (г) г!) ( -  г).

Принимая во внимание (30.3), видим, что правые части равны, 
а значит, действительно

P H  =  НР.  (30.4)

Подчеркнем еще раз, что, поскольку инвариантность гамильто
ниана относительно инверсии является следствием симметрии 
правого и левого, то условие коммутативности (30.4) есть мате
матическое выражение той же симметрии.

Из (30.4) следует, что оператор инверсии Р является в кван
товой механике константой движения. Найдем его собственные 
значения. Они удовлетворяют условию

(г) =  Яг)) (г). (30.5)

Применим теперь к обеим частям этого равенства снова опера
тор инверсии. Учитывая, что двукратное применение оператора 
инверсии к левой части дает

(г) =  Р  (Рф (г)) =  А]) (— г) =  11) (г),
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находим, что в результате получается

г1)(г) =  Я Р я1)(г) =  Гг|5 ( г ) ,
откуда

А,= ±  1.

Таким образом, из (30.5) следует

Р г |)(г ) =  г р ( -  г )  =  ±  11) ( г ) .  

Иными словами, возможны два случая:
г!) ( - г) =  г!) (г)

и
ф ( _  г) =  — г()(г).

(30.6)

(30.7)

В первом случае собственная функция четна, во втором нечетна. 
Говорят также о положительной четности и об отрицательной 
четности соответственно.

Закон сохранения четности ведет к важным физическим след
ствиям. Например, в спектроскопии он определяет возможность 
или невозможность тех или иных комбинаций уровней энергии 
(так называемые правила отбора).

Закон сохранения четности требует, чтобы эта величина была 
постоянной во времени, например, в атомных переходах, сопро
вождающихся испусканием фотонов, четность начального со
стояния должна быть равна полной четности конечного состоя
ния, в которой учитывается также четность испущенного фотона 
(см. в дальнейшем стр. 261 и следующие).

Наряду с законами сохранения энергии, импульса и момента 
импульса закон сохранения четности является одним из самых 
общих законов природы. Д о сравнительно недавнего времени 
считалось, что этот закон имеет универсальную область приме
нимости и, в частности, регулирует не только процессы в элек
тронной оболочке атома, но и процессы в атомном ядре, а также 
превращения элементарных частиц. Однако в 1956 г. было обна
ружено, что среди последних процессов имеются такие, которые 
не подчиняются рассматриваемому закону, а именно, что су
ществуют процессы, при которых нарушается симметрия между 
правым и левым, и предпочтение отдается левому перед правым, 
так что четность не сохраняется. Этим удивительным свойством 
обладают так называемые слабые взаимодействия, ответствен
ные за медленные распады элементарных частиц, в частности за 
р-распад нейтрона. В этой книге мы подобные процессы рас
сматривать не будем.
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ОСНОВЫ ТЕОРИИ П РЕДС Т А В Л Е Н И Й

В 1925 г. Борну, Гейзенбергу и Иордану на основе предло
женного Гейзенбергом подхода удалось устранить существовав
шие в то время в квантовой механике противоречия и построить 
замкнутую схему квантовой теории. Исходные уравнения тео
рии Гейзенберга, Борна и Иордана очень похожи на уравнения 
движения, рассмотренные нами в § 27, но сформулированы они 
были не для обычных числовых величин и не для операторов, а 
для матриц, о которых мы будем говорить ниже. Поэтому тео
рия Борна— Гейзенберга— Иордана получила название «матрич
ной механики».

В том же 1925 г. лишь немного позже Шредингер из совер
шенно иных посылок сформулировал «волновую механику», ос
новными объектами которой являются ■ф-функция и линейные 
операторы, сопоставляемые динамическим переменным (см. 
гл. II).  Некоторое время казалось, что две указанные теории в 
корне различны. Однако уже в 1926 г. сам Шредингер показал, 
что в действительности они полностью эквивалентны, и от одной 
из них всегда можно перейти к другой и наоборот.

Сразу вслед за этим Д ирак и независимо от него Иордан, а 
также Лондон предложили чрезвычайно краткую и элегантную 
формулировку квантовой механики. Ее основу составляет введе
ние некоторого абстрактного пространства векторов состояний, 
без конкретизации базиса в этом пространстве. Матричная меха
ника и волновая механика вытекают из такой общей схемы, как 
некоторые конкретные «представления» абстрактной алгебры, 
отвечающие как бы выбору определенной системы координат.

Формулировка теории, развитая Дираком и блестяще изло
женная им в монографии «Принципы квантовой механики»*), 
обладает заметными преимуществами и логической простотой, и 
поэтому все больше и больше входит в научный обиход. В связи 
с этим мы сочли необходимым включить ее, в несколько упро
щенном виде, и в нашу книгу. Читателя следует предупредить, 
что благодаря абстрактности такой формулировки изложение в 
данной главе с неизбежностью будет несколько более сложным,

*) П. А. м. Д  и р а к, Принципы квантовой механики, перевод с 4-го изд. 
под ред. акад. В. А. Фока, Физматгиз, 1960.
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чем в остальных главах. Впрочем, на представленные в ней м а
тематические положения и на соответствующий аппарат мы в 
дальнейшем нигде ссылаться не будем, так что при первом 
чтении эту главу можно опустить без всякого ущерба для пони
мания книги в целом.

Ниже нам потребуются некоторые новые математические 
понятия, связанные с далеко идущими обобщениями элементар
ного понятия вектора. К их анализу мы и переходим.

§ 31. Элементы векторной алгебры

Начнем с напоминания элементов алгебры обычных век
торов, которые в этом параграфе будут обозначаться символа
ми а, Ь, с, . . .

Все множество векторов характеризуется прежде всего тем, 
что каждым двум векторам а и Ь можно сопоставить по обыч
ным правилам их сумму а +  Ь, а каждому вектору а и любому 
вещественному числу а  — произведение аа . Эти операции обла
дают следующими очевидными свойствами.

I. Сложение. Д ля  любых векторов
1) а -j- Ь =  Ь -f- а;
2 ) (а +  Ь) + с  =  а +  (Ь +  с);
3) существует нулевой вектор 0 такой, что а +  0 = а ;
4) для каждого а существует противоположный вектор —а 

такой, что а -f- (—а) =  0 .
II. Умножение.

1) 1 - а  =  а;
2) а(ра) =  (ар)а.

III. Сложение и умножение.
1) (а +  р) а =  аа  +  ра;
2) а  (а +  Ь) =  аа  +  аЬ.

Векторы а, Ь, 
равенство

с называются линеино независимыми, если

аа-| -рь +  . . .  +  ус — ® (31.1)
справедливо лишь в том случае, когда все числа а, р, . . . ,  V 
равны нулю. В противном случае векторы линейно зависимы. 
Если векторы линейно зависимы, то в соотношении (31.1) один 
из коэффицентов, скажем а, отличен от нуля. Тогда вектор а 
можно выразить через остальные векторы:

а =  ЯЬ-Ь ...
где

1.
а
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В таком случае мы будем говорить, что вектор а есть линейная 
комбинация векоторов Ь, ..., с.

В пространстве обычных векторов всегда найдутся три ли
нейно независимые вектора, но всякие четыре вектора уже ли
нейно зависимы. В этом смысле наше пространство и является 
трехмерным.

Базис определяется как любая совокупность трех линейно 
независимых векторов е,, ег, ез — ортов. Это связано с тем, что 
произвольный вектор а можно представить в виде линейной 
комбинации базисных ортов:

а =  а 1е!-Ь  а 2е2 -1-азез  =  {а,, а^, «з). (31.2)

Коэффициенты а\, аг, Оз этого разложения называются ком
понентами (координатами) вектора а в базисе Сь ег, ез. Под
черкнем, что базисные орты, вообще говоря, не обязаны быть 
взаимно ортогональными, к чему мы привыкли, пользуясь чаще 
всего декартовой системой координат. От них требуется лишь 
линейная независимость. Очевидно, что для суммы двух векто
ров а -|- Ь н для произведения вектора на вещественное число а а  
имеем

а . Ъ  =  [ й \ Ь у ,  йг +  <31з-|-¿>з} (31.3)
и

а а = { а а , ,  аЙ2, ааз). (31.4)

Отметим также, что нулевой вектор 0, и только он, имеет все 
компоненты равными нулю.

Наряду с суммой векторов и с произведением вектора на 
вешественное число вводится еще одна важ ная операция — ска
лярное произведение:

(а, Ь) =  | а 1 - | Ь | - с о з ( С ь ) .  (31.5)

Скалярное произведение обладает следующими очевидными 
свойствами:

(а, р ь -I -у с )  =  Р (а, Ь) +  т (а ,  с), (31.6а)
(а, Ь) =  (Ь, а), (31.66)

(а, а) ^  О, причем (а, а) =  О лишь для а =  0. (31.6в)

Через скалярное произведение длина вектора | а |  и угол ф 
между двумя векторами а и Ь выражаются следующим образом:

С О З ф

| а | = / ( а ,  а)

(а, Ь) (а, Ь)
I а I. I а I }/'(а, а)

(31.7)

(31.8)
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В частности, условие ортогональности двух векторов (ф =  л/2, 
или со5 ф =  0 ) записывается как равенство нулю их скалярного 
произведения:

а J_ Ь, если (а, Ь) =  0. (31.9)

Хотя в принципе, как говорилось выше, базис в пространстве 
векторов можно выбирать совершенно произвольным образом, 
но с точки зрения изучения метрических соотношений наиболее 
удобным оказывается декартов, или ортонормированный, базис> 
Его образует тройка взаимно ортогональных единичных ортов 
е е е *

(®д:> ^ у )  —  ®г )  ~  (®!/ )  ®г )  “  (31.10}
{^х, ^х) =  (вг/, еу) =  (е^, e j  =  1.

Разложим произвольный вектор а по декартовым ортам:

а =  а^е^ +  ауеу +  а^е^. (31.11)

Умножая обе части этого равенства скалярно слева на орты е̂ :, 
ty  и ег последовательно, получим

ах =  (Сх, а), йу =  {еу, а), =  а). 

Так как, например,

ах =  (Сх. а) == 1 • I а I • c o s  ф =  I а 1 c o s  (а^;^),

(31.12)

то компоненты вектора в декартовом базисе равны проекциям 
этого вектора на соответствующие орты.

Если у нас имеется два вектора а и Ь, то, представляя их 
в виде (31.11), производя почленно скалярное перемножение и 
учитывая условия ортонормированности (31.10), будем иметь

(а, Ь) =  +  йуЬу + (31.13)

В математике и в ее многочисленных приложениях важную 
роль играет некоторое естественное обобщение элементарного 
понятия вектора, о котором речь будет идти в следующих двух 
параграфах. Такое обобщение происходит по двум направле
ниям. Во-первых, вместо трехмерного вводится пространство с 
произвольным числом измерений. Во-вторых, допускается воз- 
мол^ность умножения векторов не только на вещественные, но 
и на комплексные числа. При этом и сами компоненты векторов 
могут быть также комплексными числами. Мы проведем необхо
димое обобщение в два этапа — сначала будет построено про
странство без метрических соотношений, а затем в него будет 
введено скалярное произведение, позволяющее измерять длины 
и углы.



§ 32. Линейное п-мерное пространство

Определим линейное пространство как совокупность объек
тов ij), ф, X. •••. называемых векторами, в которой

а) каждым двум векторам ф и г|) поставлен в соответствие 
вектор %, называемый их суммой  и обозначаемый как -{- ф ;

б) каждому вектору г!? и каждому комплексному числу а  
поставлен в соответствие вектор ф, называемый произведением  
вектора г|) на число а  и обозначаемый как ат];;

в) введенные операции удовлетворяют условиям I— III, 
сформулированным в самом начале § 31 (с соответствующим 
изменением обозначений для векторов).

Мы не случайно не говорим, как именно определяются эти 
операции, — от них требуется лишь, чтобы были выполнены 
условия I— III, выполняющиеся автоматически в обычной век
торной алгебре. Хотя на первый взгляд может показаться, что 
столь абстрактное определение линейного пространства инте
ресно лишь математикам, на самом деле, как мы увидим ниже, 
оно чрезвычайно полезно и в физических приложениях. Чтобы 
освоиться с общим понятием линейного пространства, приведем 
несколько примеров.

Примеры.
1. Множество обычных векторов трехмерного пространства 

(§ 31).
2. Множество всех вещественных непрерывных функций f { x ) ,  

заданных на интервале а <. х  < Ь .  Сложение и умножение на 
число вводятся так же, как в анализе.

3. Множество линейных операторов, действующих в прост
ранстве функций. Сложение и умножение на число вводятся так, 
как об этом говорилось в § 7.

4. Множество совокупностей п  комплексных чисел, располо
женных в определенном порядке:

^ = { ^ 1 , ^ 2 ..........(32.1)

В полной аналогии с (31.3), (31.4) определим сложение таких 
векторов и их умножение на комплексные числа формулами

г!? +  Ф =  {г]), +  Ф1, г|)2 4 -  фз, . .  ., - f  ф„) (32.2)
и

аг|) =  {ая1)1, афз, . . . ,  аф„). (32.3)

Роль нулевого вектора здесь играет вектор

0 =  {О, О, . . . ,  0), (32.4)

а  вектором, противоположным к ф, является вектор
— Ij5 =  { — т|5,, — о1)„). (32.5)
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Последний пример важен потому, что он приводит к наибо
лее естественному обобщению элементарного понятия вектора. 
С другой стороны, как будет ясно из дальнейшего, анализ про
извольного линейного пространства сводится по сути дела к изу
чению пространства векторов (32.1).

Понятие линейной независимости векторов г|), ф, х, . . .  пере
носится с трехмерного случая (формула (31.1)) на общее прост
ранство без всяких изменений. Эти векторы называются линейно  
независимыми,  если равенство

аф +  рФ + +  У% =  ^ (32.6)

справедливо лишь в том случае, когда все числа а, р, . . . ,  у 
равны нулю. Если векторы линейно зависимы, то один из них, 
скажем г!з, всегда можно выразить в виде линейной комбинации  
остальных:

г|,==Яф-Ь . . .  (32.7)

У п р а ж н е н и е .  Показать, что если среди векторов имеется вектор 0, 
то все они обязательно линейно зависимы.

На прямой всякие два вектора пропорциональны, а значит, 
линейно зависимы. На плоскости имеются два линейно незави
симых вектора (например, декартовы орты), но всякие три век
тора уже линейно зависимы. Как говорилось в § 31, в простран
стве всегда найдется три линейно независимых вектора, но вся
кие четыре вектора линейно зависимы. Таким образом, в этих 
случаях максимальное число линейно независимых векторов 
совпадает с тем, что в геометрии называют числом измерений 
прямой, плоскости и пространства.

Поэтому естественно дать следующее общее определение: ли
нейное пространство называется п-мерным, если максимальное 
число линейно независимых векторов в нем равно п.

Если это число п конечно, то говорят, что пространство ко
нечномерно. Если же в линейном пространстве можно найти 
любое число линейно независимых векторов, то его называют 
бесконечномерным  (подробнее см. § 39).

В линейной алгебре доказывается, что среди векторов (32.1) 
существует п линейно независимых, но всякие п 1 векторов 
линейно зависимы. Таким образом, линейное пространство из 
примера 4 является л-мерным.

С другой стороны, пространство всех непрерывных функций 
(пример 2) бесконечномерно. Чтобы убедиться в этом, доста
точно заметить, что функции / о ( л : ) = =  1, /] (л:) =  л:, ¡2 {х) = х^, . . .  
. . . ,  fN{x) = x ^  образуют совокупность Л'-Ь 1 линейно независи
мых векторов при произвольном (а значит, сколь угодно большом) 
N. Доказательство последнего утверждения мы предоставляем
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читателю в качестве весьма полезного самостоятельного упраж 
нения. (Указание.  Предположим, что это не так, т. е. что

Оо • 1 -+- щ х  -4-  +  . . .  - Ь  а ^ ^ х ’^ =  О ,

где не все коэффициенты равны нулю. Предлагается последова
тельно продифференцировать это'тождество N  раз.)

Введем теперь следующее важное определение. Базисом п- 
мерного линейного пространства называется всякая совокуп
ность п линейно независимых векторов е\, б2, • • •, ^п- Это назва
ние связано с тем, что произвольный вектор я!? из п-мерного про
странства можно представить в виде линейной комбинации ба
зисных векторов (координатных ортов):

+  =  2  (32.8)
; = 1

Действительно, если к совокупности базисных векторов доба
вить вектор г];, то мы получим п 1 векторов, которые по опре
делению л-мерного пространства линейно зависимы:

аоф -Ь а,е, +  .̂¡е  ̂+  . . .  +  а„е„ =  0. (32.9)

При этом коэффициент ао заведомо отличен от нуля, так как в 
противном случае мы имели бы

«161 -1- 0-262 -1- а„е„ =  9,

где не все равны нулю, но это невозможно в силу линейной 
независимости базисных векторов. Поэтому из (32.9) мы по
лучаем разложение (32.8), в котором

■ф, =  — Со ’
что и требовалось доказать.

Таким образом, всякий вектор однозначно представляется 
в виде (32.8), или, как говорят, разлагается по базисным век
торам. Коэффициенты этого разложения я|зь фг, • • • г|3п назы
ваются компонентами (координатами) вектора я1з в базисе 
ей б2, . . . ,  еп.

В линейном пространстве векторов (32.1) из примера 4 роль 
координатных ортов могут играть п линейно независимых век
торов, у которых одна компонента равна единице, а остальные 
равны нулю:
е, =  {1, О, О, 0}, 6 2 = 1 0 ,  1, 0. . . . .  0), . . .

. . . ,  е„=={0, О, 0 ..........1}.
Из определения основных операций (32.2), (32.3) ясно, что про
извольный вектор ф типа (32.1) представляется в виде

Ф =  ^ 1̂ 1 +  11)2^2+ ••• + ^п е п -
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Аействительно, при подробной записи

1)={а1)„ 11)2, . . . ,  г|)„}=г|), {1, 0 ..........0} +  {О, 1.............0 } +  . . .
• •. +  Фп {О, о, . .  ., 1}

^то равенство совершенно очевидно. Таким образом, в данном 
'Случае роль компонент вектора ф в выписанном базисе играют 
^ами числа г13}, определяющие этот вектор.

Возвращаясь к общему рассмотрению, возьмем вектор г|) 
^ компонентами г]); и вектор ф с компонентами ф, и, в соответ- 
■^твии с (32.8) запишем

П П
Ф = Е ф / е / .  

/=1 /=1
(32.10)

Складывая эти равенства с учетом свойств основных алгебраи
ческих операций, получим

■ф +  Ф =  ('Ф/ +  Ф/) б/, (32.11)

откуда видно, что вектор г|) +  ф имеет компоненты -(- ф̂-. Ана
логично

2  (аг|)/)е/, (32.12)
!  =  1 ’

т. е. вектор аф имеет компоненты а\|1;.
Итак, при сложении векторов их компоненты складываются, 

а при умножении вектора на число его компоненты умножаются 
на это число в полном соответствии с более конкретными опре
делениями (32.2), (32.3) из примера 4. В результате мы заклю 
чаем, что анализ абстрактного «-мерного линейного простран
ства действительно можно свести к изучению пространства век
торов =  {фь ф2, . . . ,  г!)«}.

Следует подчеркнуть (ср. с § 31), что на базисные векторы 
е\, б2 , е„ у нас пока не накладывается никаких условий, 
хроме их линейной независимости. В частности, не требуется, 
чтобы этот базис был ортонормированным, так как в наше про
странство еще не введены метрические соотношения, позволяю
щие определить понятия длины и ортогональности векторов.

§ 33. Евклидово я-мерное пространство

Д ля  того чтобы ввести в линейное пространство метриче
ские соотношения, выберем в качестве основной величины ска
лярное произведение, которое в духе предыдущего параграфа 
мы определим также аксиоматически.



Отправляясь от свойств (31.6) обычного скалярного произ
ведения, введем понятие скалярного произведения  в произволь
ном линейном пространстве как такого числового объекта (ф, ф), 
сопоставляемого векторам г]) и ф, который обладает свойством 
линейности по второму аргументу (31.6а):

(ф, а ф - f  Рх) =  а (ф, Ф) +  Р(ф, Х). (33.1)

свойством эрмитовости, аналогичным (31.66):
(ф, г|)) =  (г1), ф)* (33.2)

и свойством положительной определенности:
(Ф, Ф ) ^ 0 ,  причем (ф, i|3) =  0 лишь для ip =  0. (33.3)

Линейное п-мерное пространство, в котором введено ска
лярное произведение, назовем евклидовым  п-мерным простран
ством.

Скалярное произведение в пространстве обычных векторов 
задается формулой (31.5), в пространстве векторов ф =  
=  {фь ••• .  фп} из примера 4 предыдущего параграфа — 
формулой, обобщающей (31.16):

П
(ф. =  Ф> 1  +  Ф2Ч 2 +  . . .  +  Ф >„ =  2  ф,>/. (33.4)

в пространстве непрерывных функций — формулой (10.2). В об
щем же случае его вид не конкретизируется — оно определяется 
аксиоматически своими свойствами (33.1) — (33.3).

Заметим, что из этих свойств вытекает «антилинейность» 
скалярного произведения по первому аргументу:

(аф +  РХ, ф) =  а*(ф, Ф) +  Р*(Х. it): (33.5)

в частности,
(аф, ■ф)==а’ (ф, ф). (33.6>

Действительно,
(аф, г|з) =  (1|з, аф)* =  [а(ф, ф)Г =  а*(ф, ф)’ =  а*(ф, ф).

Кроме того, из (33.2) следует вещественность скалярного квад
рата вектора:

(ф, 11))* =  (ф, о|)). (33.7)

Именно этим обстоятельством вызвана необходимость моди
фикации свойства перестановочности (31.66) обычного скаляр
ного произведения для комплексных величин. Если бы мы его 
оставили неизменным, то скалярный квадрат вектора был бы, 
как правило, комплексной величиной.

Условие эрмитовости скалярного произведения, приводящее 
к (33.7), диктуется естественным требованием вещественности

§331 Е В К Л И Д ОВ О  л-М ЕРН О Е ПРОСТРАНСТВО Ц 9



li
120 ОСНОВЫ Т Е О РИ И  П РЕ Д С Т А В Л Е Н И Й 1ГЛ. М!

(и положительности) нормы  вектора ф, которая обобщает 
обычную длину (31.7) и обозначается как

| | ф | | = ] / ( ф ,  ф). (33.8)

Важно отметить также, что по аналогии с (31.9) векторы ф 
и ф называются ортогональными, если их скалярное произведе
ние равно нулю, т. е. если (ф, ф) =  0 .

В произвольном линейном пространстве нельзя отдать пред
почтения ни одному из базисов — все они равноправны. В евкли
довом же пространстве существуют наиболее удобные базисы, 
а именно ортонормированные базисы. Они играют здесь ту же 
роль, что декартовы системы координат в аналитической гео
метрии.

Мы будем говорить, что в евклидовом п-мерном простран
стве векторы бь б2, . . . ,  е„ образуют ортонормированный базис, 
если они линейно независимы (общее требование к базису), по
парно ортогональны:

(б/, е*) =  0 при у Ф  к, 

и норма каждого из них равна единице:

(33.9а)

1 к ; 1 М У ( е / ,  б / ) = 1 ,  или (в/, е/) =  1. (33.96)

Д ва  набора соотношений (33.9) обычно объединяют, записывая 
условие ортонормированности базиса в виде

где 6jk —  символ Кронекера:

0 > ]¥=к,
1, j — k.

(33.10)

(33.11)

Приведем простой пример. Ясно, что в пространстве векто
ров ф =  {фь • • ■, фп}, введенном в § 32, базис, образованный 
из векторов

^1 =  (1, О, 0 ..........0),

е, =  (0, 1, О, . . . ,  0), . . . ,  е„ =  (0, О, О, 1),

является ортонормированным по отношению к скалярному про
изведению (33.4).

Согласно (32.8) любой вектор ф можно разложить по ба
зисным ортам:

П
Ф =  2  ^¡е / .  

/=1
(33.12)
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Если базис ортонормированный, что в дальнейшем всюду пред
полагается, то компоненты 01)3 можно выписать в явном виде:

Ф/ =  (е/, Ф). (33.13)

Чтобы убедиться в этом, достаточно умножить разложение
(33.12) скалярно слева на базисный вектор еь, воспользоваться 
свойством линейности (33.1) скалярного произведения и учесть 
условие ортонормированности (33.10) базиса:

{вк, Ф ) =  бь 2 ^ /^ /  
\ /=1

\ п
—  V

Таким образом, в евклидовом пространстве любой вектор г|> 
однозначно задается совокупностью чисел фь фг, . . . ,  фи — его 
компонент, которые имеют такж е смысл проекций  вектора на 
базисные орты [ср. с обсуждением формулы (31.15)].

Имея в виду разложение (33.12), свойства линейности (33.1) 
и антилинейности (33.5), а такж е условие ортонормированно
сти (33.10), скалярное произведение двух векторов ф и ф можно 
представить в виде

/  п п \  п  п

(ф, ф ) =  2^5*6^ = 2  Иф)Фб(е-, е^) =
\/=1 к=1 } /=1 к=г\

п  п  п

т. е.

(33.14)

В частности, норма вектора ф равна 

11̂ 11 =  1 / 2  ^  1 / ” I 1'  • (33.15)

Таким образом, мы приходим к формуле (33.4) для скаляр
ного произведения в евклидовом пространстве векторов ф =  
=  {фь . . . ,  фп}. Это еще раз свидетельствует о выделенной 
роли такого пространства — анализ всякого абстрактного ев
клидова п-мерного пространства сводится в конечном итоге к 
изучению пространства, векторами которого являются совокуп
ности п комплексных чисел, расположенных в определенном 
порядке. Поэтому в принципе евклидово п-мерное пространство 
можно было бы сразу ввести как множество векторов типа
(32.1), в котором основные алгебраические операции задаются 
формулами (32.2), (32.3), нулевой и противоположный к ф век
торы имеют вид (32.4) и (32.5) соответственно, а скалярное
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произведение определяется равенством (33.4). Мы этого не 
сделали исключительно потому, что абстрактная формулировка 
в наибольшей степени приспособлена для дальнейших квапто- 
Бомеханических приложений.

Д л я  развития используемого в квантовой механике матема
тического аппарата нам потребуется еще одно важное поня
т и е — понятие матрицы, к рассмотрению которого мы и пере
ходим.

§ 34. Алгебра матриц

Матрицей порядка т у ^ п  называется математический объект, 
представляющий собой множество т У ^ п  чисел (вообще гово
ря, комплексных), которые расположены в прямоугольную таб 
лицу из т  строк и п столбцов. Обычно матрицы записывают 
следующим образом:

/  ЯЦ ¿¡12 • • • 0.\п Л

«21 «22

\ От1 О.т.2 Отп

Первый  и второй индексы матричного элемента а^и указы
вают соответственно номер строки и столбца, в которых рас
положен этот элемент.

Н иже мы будем иметь дело только с матрицами следующих 
трех типов: с квадратными матрицами порядка п X  «

/  а.

А = 021 «22

\ 0-ПП

число строк у которых равно числу столбцов, с матрицами- 
столбцами порядка т  X  1

/ ’*' \  «г 1

состоящими всего из одного столбца, и с матрицами-строками 
порядка 1 X  ^

Ф =  ('Ф/) = ( ^ 1, ^ 2, . • •. Ф«),

состоящими из одной строки. Первые, как мы увидим ниже, бу
дут представлять линейные операторы в евклидовом простран
стве, вторые — векторы в этом пространстве (с чем и связано
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обозначение ф), а последние — векторы в так называемом со
пряженном пространстве.

Понятие матрицы становится содержательным лишь после 
того, как над этими объектами вводятся основные алгебраиче
ские операции.

Матрицы называются равными, если их порядок одинаков и 
соответствующие матричные элементы равны между собой. Н а 
пример, равенство А =  В для двух матриц порядка 2 X 2  озна
чает, что

0-11= Ьц, <212= ^ 12, ^ 21= ^ 21> *̂22 — ^22*

Суммой  матриц А п В  называется матрица С =  А В, у  ко
торой элемент с индексами ¡ я к  равен сумме элементов ма
триц А я В с, теми же индексами:

'¡к '■ '¡к-

Ясно, что сложение определено лишь для матриц одинаковых 
порядков, и в результате получается матрица того же порядка.

Произведением матрицы А на число а  называется матрица 
С =  аА,  у которой элемент с индексами ¡ я к  равен произведе
нию элемента матрицы А  с теми же индексами на число а:

с,й =  аа;^.

Очевидно, при умножении матрицы на число получается ма
трица того ж е  порядка.

Читателю предлагается в качестве простого упражнения до
казать, что

1 - 2  7 \  / 6  - 3 1

- 1 4 :)■

Уножение матриц является более сложной операцией, и на 
первый взгляд приводимое ниже определение представляется 
несколько искусственным. Оно будет оправдано ниже, при рас
смотрении связи матриц с линейными операторами. Произве
дением матрицы А порядка тп X  « на матрицу В  порядка п  X  / 
называется такая матрица С =  А В  порядка т У Ц , у  которой 
элемент с индексами I и / равен сумме произведений всех эле
ментов ¿-я строки матрицы А на соответствующие элементы 
;-го столбца матрицы 5 :

Л  / I =  1, 2, . . . ,  ш, \
(34.1)

Таким образом, произведение матриц определено лишь в том 
случае, когда число столбцов у матрицы А  равно числу строк 
у  матрицы В.
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Применим это общее определение к произведению матриц 
трех указанных выще типов.

При перемножении двух квадратных матриц порядка п X  ^ 
получается квадратная матрица того ж е порядка; символически:

В частности, для матриц порядка 2 X 2  имеем

' а ц  а ц \ / Ь ,1 6[2\  __  / Оц^’ п  +  012^21 0 1 16 1 2+ ^* 12 ^2 2

,021 0.22 ¡ \ Ь ц  2̂2/ V О21&П +  022̂ 21 «21&12 + 022&22{АВ)1к = )■
тогда как, перемножая эти же матрицы в обратном порядке, 
получим

Оц 012  ̂ ( Ьцйц -{■ Ь,2021 611012 +  612̂ 22^
I /  ") / ^ ~ ( б 21 Ь22, «21 «22 б21ац +  Й22«21 &21«12 +  622̂ 22 .

Отсюда видно, что умножение матриц, вообще говоря, некомму
тативно:

А В  Ф  ВА.

Читателю предлагается проверить это утверждение на простом 
численном примере:

3 4 \  / 

- 2  - 1

2
\ 2  5

26

но
1 2 \ /  3 4'|

2 5 / 1 - 2  - 1 ]

- 4  - 9

- 1  2 
- 4  3

Согласно общему определению (32.1) квадратную матрицу 
порядка п X  « можно умножить справа на матрицу-столбец по
рядка « Х 1, в результате чего снова получится матрица-стол
бец того ж е  порядка:

Это правило позволяет, в частности, записать систему п ли
нейных алгебраических уравнений

Ацф, « 1211)2 -Ь . . .  + а , „ 11)„ =  ф1, 

«21^1 +  «221152 +  Ч -« 2Л = = Ф 2.

««1^1 +  <3/г2^2 +  . . . +  а„„11)„ =  ф„

(34.2)
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■?
С неизвестными фь фг..........ф п  и с заданными числами фь Ф2, • • •
. . . ,  фп в виде простого матричного уравнения

Лф =  ф. (34.3)

С другой стороны, согласно (34.1), произведение квадратной 
матрицы справа на матрицу-столбец не определено:

-  не определено,

чем в еще большей степени подчеркивается некоммутативность 
умножения матриц.

Д ля произведения квадратной матрицы на матрицу-строку 
ситуация является в некотором смысле противоположной пре
дыдущему случаю. Здесь имеет смысл произведение

= а п

но умножение квадратной матрицы слева на матрицу-строку не 
определено:

I I -  не определено,

Нам осталось рассмотреть перемножение матрицы-строки 
на матрицу-столбец. Если первая из них имеет порядок 1 X п, 
а вторая порядок п X 1, то в результате умножения, согласно 
общему правилу (32.1), мы получим квадратную матрицу по
рядка 1 X 1, т. е. обычное число:

Например,

(5, 2, - 3 ) - 1
\  4 /

=  5 . 2  +  2 - ( - 1 ) - Ь  ( - 3 ) - 4  =  - 4 .

Во всех остальных случаях подобного рода произведение не 
имеет смысла. Это относится, в частности, к произведению мат
рицы-столбца на матрицу-строку:

X I I -  не определено.
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Среди квадратных матриц у нас в дальнейшем важную роль 
будут играть диагональные  матрицы, у которых отличны от нуля 
только элементы с одинаковыми индексами:

о

«22

О

О
О

Среди диагональных матриц выделенную роль играет единичная  
матрица I, у которой все недиагональные элементы равны нулю, 
а диагональные — единице:

/1 О . . .  О \
О 1 . ..  О

О 1 /

Единичная матрица совпадает с символом Кронекера (33.11), 
введенным в предыдущем параграфе. Отметим, наконец, нуле
вую  матрицу 0 ,  у которой все элементы равны нулю. Оче
видно, что для любой квадратной матрицы соответствующего по
рядка имеют место соотношения

\А  =  А \  =  А  (34.4)

0Л  =  Л 0 =  0. (34.5)

Из заданной матрицы А  можно образовать ряд других 
матриц.

Матрица Л, получаемая из А  заменой строк столбцами, на
зывается транспонированной по отношению к А\

{A),k =  {A),¡. (34.6)

Если А имеет порядок т X  п, то порядок А равен п Х  пг. Ъ част
ности, матрица-строка является транспонированной по отноше
нию к матрице-столбцу, построенной из тех же элементов. В 
этом находит свое оправдание введенное выше обозначение ф 
для матриц-строк. Если А = А,  то матрица А  называется сим
метричной.

Переходя в матрице А к комплексно-сопряженным элемен
там без изменения их расположения, мы получим матрицу А*, 
компглексно-сопряженную по отношению к А:

{Л'),-и^[{А)1иТ. (34.7)

Порядки матриц А* я А совпадают. Если А* =  А, то матрица А 
называется веи^ественной, так как таковыми будут все ее эле
менты.
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Матрица Л+, получаемая из А путем транспонирования и по
следующего комплексного сопряжения (или наоборот), назы
вается эрмитово-сопряженной по отнощению к А:

(34.8)

Если А имеет порядок т У(п, то порядок А+ равен п Х , т .  В ча
стности, матрице-столбцу

отвечает следующая эрмитово-сопряженная ей матрица-строка: 

ф+ =  (ф ;, • • •. I]’’)- (34.9)

Произведение этих матриц равно
П

ф+Ф =  ф ;ф , -Ь Ф;Ф2 - f  . . .  +  ф;^ф  ̂=  2 ф‘ 1̂5/. (34.10)

Если Л+ =  А,  то матрица А называется эрмитовой или само
сопряженной. Именно такие матрицы чаще всего и встречаются 
в квантовой механике. Легко видеть, что у эрмитовой матрицы 
диагональные элементы вещественны.

Наконец, матрицу А ~ \  обладающую тем свойством, что

Л Л “ ' =  1, (34.11)

называют матрицей, обратной к Л. В алгебре доказывается, что 
для любой квадратной матрицы, определитель которой не равен 
нулю, существует обратная матрица, и при этом дается рецепт 
ее отыскания. Мы на этих вопросах останавливаться не будем.

Отметим, что единичная матрица является наиболее симмет
ричной в том смысле, что для нее

Г '  =  1 =  Г  =  1+ =  1, (34.12)

т. е. она обратна самой себе, симметрична, вещественна и эр 
митова.

В заключение этого параграфа мы приведем следующие 
четыре легко проверяемых соотнощения для произведения 
матриц;

{А В Г ^ =  В ~ 'А ~ \  А В  =  ВА , {АВУ =  А^В', (ЛБ)+ =  В+Л+.
(34.13)
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Действительно,

{АВ)  (В“ 'Л " ')  =  А  Л =  А\А~^  =  А А ~ '  =  I, 

как это и должно быть для матрицы, обратной к АВ.  Д алее,

(ЛВЬ,. =  2  Л гВ ,/  =  2  (Л Ь (В )Д  =
/ /

=  2 ( 5 ) / / ( л ь  =  ( в л ь ,

откуда вытекает второе равенство. Третье соотношение прове
ряется элементарно, а последнее есть простое следствие второго 
и третьего равенств.

§ 35. Обозначения Д ирака

Вернемся теперь к рассмотрению евклидова и-мерного про
странства. В конце § 33 мы видели, что любой его вектор ф од
нозначно задается совокупностью своих компонент в фиксиро
ванном базисе. Эти компоненты удобно располагать столбцом, 
записывая вектор ф в виде матрицы-столбца

/!;\■Фг
(35.1)

Введем формально сопряженное пространство векторов ф+, 
которые получаются из ф путем эрмитова сопряжения [см.
(34 .9 )], т. е. представляют собой матрицы-строки

. . . ,  ф ;). (35.2)

Из этого определения следует, что

(аф)+ =  (35.3)

где а  — любое комплексное число.
Вспоминая теперь правило (34.10), задаюшее произведение 

матрицы-строки на матрицу-столбец, эрмитово-сопряженную ей, 
мы формулу (33.14) для скалярного произведения векторов 
и ф .можем сокращенно записать в матричных обозначениях:

(ф , 11)) =  ф + ф . ( М .4 )

Соотношение (35.3) превращается тогда в свойство антилиней
ности (33.6) скалярного произведения по первому аргум м ту .

Д ирак предложил чрезвычайно удобную систему обознЦ^е- 
ний, которая значительно упрощает доказательство различнот



рода математических утверждений. Ею мы в дальнейшем и бу
дем пользоваться, прибегая иногда к обычной символике лишь 
в целях сравнения.

Итак, следуя Дираку, обозначим
г15=|ф), i|)+ =  (ij5| (35.5)

и назовем |г|)) кет-вектором, а ( ф | — бра-вектором (от англий
ского bracket — «скобка»). Согласно (35.1), (35.2), формально 
эти два типа векторов связаны операцией эрмитова сопряжения:

<ФI =  I Ф ) ^  1Ф) =  (ф Г. (35.6)

Следует подчеркнуть, что кет-векторы и бра-векторы принадле
ж ат  разным пространствам, так что складывать их друг с дру
гом нельзя.

Однако с помощью введенных символов все же можно по-' 
строить более сложные образования, среди которых простей
шими являются объекты следующих пяти типов:

1Ф); {^\-, (ф№); 1ф ) ( Ф 1; 1ф)|115>-

Первый, как уже сказано, является кет-вектором, или вектором 
п-мерного евклидова пространства, второй — бра-вектором, или 
вектором сопряженного пространства.

Выясним смысл третьего объекта. Согласно обозначениям 
(35.6) символ (ф |г1)) (вторая черточка внутри не пишется ради 
краткости) представляет собой произведение ф+ф. Учитывая 
теперь (35.4), мы видим, что (ф |ф ) есть просто число — скаляр
ное произведение векторов ф и ф:

(ф |г!)) =  (ф, ф). (35.7)

В частности, в этих обозначениях норма вектора ф записывается 
как

|1 Ф 1 1 = /(Ф 1 Ф ) .  (35.8)

Смысл символа |ф ) (ф |  мы выясним в следующем параграфе, 
а на величинах типа |ф ) |ф )  мы вообще останавливаться не бу
дем. Хотя они и играют важную роль как в математике, так и 
в квантовой механике, но нам объекты такого рода встречаться 
не будут.

■ Введем в пространствах кет- и бра-векторов согласованные  
ортонормированные базисы, т. е. совокупности таких базисных 
векторов, которые получаются друг из друга путем эрмитова со
пряжения. Эти базисные орты мы будем обозначать просто как
11), 12), . . . ,  Irt) и ( 1 1, ( 2 1, . . . ,  {п\ соответственно. Тогда усло

вие ортонорми|35дашюсти базиса запишется в виде
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=  (35.9)

Э. в .  Ш польский, т. II



Векторы 1Ф) и (ф | можно разложить по своим базисам:

1Ф) =  2 Ф / 1 / > :  ( Ф 1 = 2 фД / | .  (35.10)
/=1 /= 1  ‘

Умножая первое разложение слева на {к\ ,  а второе справа на 
1^), мы, в полной аналогии с выводом (33.13), получим
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т. е.

(35.11)

(35.12)

Совокупности чисел фг иф,- являются наборами компонент век
торов |ф) и (ф | соответственно и определяют их однозначным 
образом.

Воспользовавшись полученными выражениями для компо
нент векторов |ф ) и (ф | ,  мы можем их разложения (35.10) з а 
писать в виде

Ф) =  2 1 / )  ( / 1Ф> (35.13а)

(Ф 1== 2  (Ф 1/ ) ( / 1-
/=1

(35.136)

К интерпретации этих результатов мы вернемся в следующем 
параграфе.

§ 38. Линейные операторы в евклидовом пространстве

В § 7 мы ввели общее понятие оператора как определенного 
правила Р, при посредстве которого из некоторого математиче
ского объекта ф получается другой объект ф той ж е самой при
роды. В предыдущей главе роль таких объектов играли комп
лексные функции заданного числа независимых вещественных 
переменных.

Теперь же под оператором Р мы будем понимать правило, 
согласно которому каждому вектору ф евклидова п-мерного про
странства ставится в соответствие вектор ф- того же простран
ства. Используя обозначения Д ирака, запишем

(36.1)

(употреблявшийся ранее значок Л  над символом оператора те
перь мы будем опускать).
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Согласно (7.3) оператор Р  называют линейным, если он удо
влетворяет требованию

/•- (а |ф ) +  р |ф »  =  а {Р |ф »  +  р {Р |Ф» (36.2)

для любой пары векторов |г|;) и |ф ) и любых комплексных чи
сел а  н р. Как говорилось в § 14, требование линейности опера
торов в квантовой механике диктуется принципом суперпозиции.

Примеры.
1. Рассмотрим оператор I, который любому вектору |г|;) ста

вит в соответствие тот же вектор:

ПФ ) =  1Ф). (36.3)

Это оператор называется единичным  или тождественным; он ли
неен.

2. Нулевым называют оператор 0 , переводящий каждый век
тор в нуль-вектор:

в | ф ) = = | 0 ) .  (36.4)

3. Пусть нам задан произвольный вектор |ф ) с компонентами 
ф 1,г|)2, . . .  (матрица-столбец ф) и квадратная матрица А по
рядка п Х п .  Определим вектор (ф) с компонентами фь фг. ■. •, фп, 
которые задаются равенствами

Ф, =  а п ф ]  +  +  • • •  +  «1геФп>

Ф2 =  «21^1 +  «22^2 +  . . . +  аггаФя,

Ф« =  ашФ1 +  «п2Ф2 +  + а « Л  
или, сокращенно,

П
ф =  2  а/йф/е. (36.5)

В матричных обозначениях можно записать

Ф =  Лг1з. (36.50

Тем самым каждой матрицей порядка « X «  задается некоторый 
оператор в п-мерйом евклидовом пространстве. Ясно, что такой 
оператор является линейным. В следующем параграфе мы по
кажем, что и, наоборот, каждому линейному оператору в п-мер- 

Ĵ IOм ев к л и д р ^ м  пространстве соответствует некоторая квадрат- 
^1'ая--мвтр1?ца порядка п у п .  Этим фактически и объясняется 
важность той роли, которую играют в различных математиче
ских построениях матрицы.

4. Вернемся теперь к конструкции | ф ) ( ф | ,  введенной в пре
дыдущем параграфе. Формально приставив к этому символу
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справа произвольный кет-вектор |х ) ,  получим | ф ) ( ф 1х)- Д вз  
последних сомножителя дают число и возникает новый
кет-вектор, пропорциональный |ф). Аналогично, если к |ф ) ( г 1)| 
приставить слева произвольный бра-вектор ( х | ,  то мы придем 
к новому бра-вектору, пропорциональному (ф | .  Таким образом, 
| ф ) ( ' 1'‘ | есть оператор (линейный), который, действуя направо 
на кет-вектор, переводит его в новый кет-вектор, а действуя на
лево на бра-вектор, переводит его в новый бра-вектор.

5. Только что проведенное рассмотрение позволяет получить 
чрезвычайно полезное представление для единичного оператора. 
Имея в виду его определение (36.3), мы можем разложение 
(35.13а) произвольного кет-вектора [ф) по ортонормированному 
базису переписать тождественно в виде

I 1Ф> =  2 1 /)  ( /  1Ф>- 
/= 1

В сплу произвольности вектора |г|)) отсюда следует, что

1 =  2 1 / )  ( /  1. (36.6)
/=1

Это соотношение является фундаментальным и будет много
кратно использовано в дальнейшем. Оно называется условием  
полноты ортонормированного базиса.

В качестве простейшего примера применения условия пол
ноты распишем с его помощью квадрат нормы вектора |ф ):

П
V =  2 1Ф/ Р, 

/=1
и мы сразу приходим к формуле (33.15).

В множестве линейных операторов можно естественным об
разом ввести все основные алгебраические действия. В полной 
аналогии с формулами (7.4) — (7.6) из предыдущей главы, сфор
мулируем следующие определения.

Суммой  операторов Р я С называют оператор Р С, кото
рый каждому вектору |г|;) ставит в соответствие вектор /"(гЬ) -Ь] 
гЬ ^ \ ^ ) -

(Р +  С ) \ ^ )  =  { Р т  +  { О т .  (36.7)

Произведением  оператора Р на число а  называется оператор 
аР,  переводящий вектор [ф) в вектор а ( ^ | ф ) ) :

(аР) |ф ) =  а ( Р  |г15». (36.8)

Произведение операторов Р и О есть оператор РС, действие ко
торого эквивалентно последовательному применению к вектору
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|ф )  сначала оператора С, а потом оператора Р:

{ Р С) \ ^ )  =  Р ( С т . (36.9)

Важно, что произведение операторов в общем случае некомму
тативно:

Р О Ф О Р .  (36.10)

Это видно хотя бы из примеров, рассмотренных в § 7, а также 
из того, что квадратные матрицы, согласно примеру 3, задают 
некоторые линейные операторы, а произведение матриц неком
мутативно;

/ Д о  сих пор мы рассматривали операторы (если исключить 
Ifpимep 4), действующие в евклидовом пространстве кет-векто- 
ров. С равным успехом можно ввести и операторы, действующие 
в сопряженном пространстве бра-векторов. Приведем соответ
ствующие определения, которые играют в квантовой механике 

ментальную роль.
Пусть в пространстве кет-векторов действует оператор Р:

Ьундав

(36.11)

Введем оператор Р+, который действует в сопряженном про
странстве, переводя бра-вектор (ф ] ,  соответствующий |ф ) ,  в 
бра-вектор {% , соответствующий |х ):

(36.12)

Оператор f+  назовем оператором, сопряженным к Р. По опре
делению сопряженный оператор действует на бра-векторы 
справа.

Умножая (36.11) слева на (ф | ,  а (36.12) справа на |ф) и 
сравнивая левые части, которые комплексно сопряжены друг 
другу в силу свойства эрмитовости скалярного произведения, 
получим основное свойство сопряженного оператора

(Ф |ф)* =  ( ф |Р |ф ) , (36.13)

которое можно рассматривать как его определение.
Установим теперь связь с обычной символикой. Д ля  этого 

заметим прежде всего, что выражения вида ( ф |^ |ф )  мы всегда 
будем понимать следующим образом: на вектор ф слева дейст
вует оператор Р, а затем получающийся вектор умножается ска
лярно слева на ф. Поэтому (36.13) в стандартных обозначениях 
записывается как

(ф. / ■̂̂ ф)* =  (ф, /^Ф), или (/̂ ■*'ф, ф) =  (ф, /"г!)). (36.14)
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Например, если оператор Р действует в пространстве комплекс
ных функций ф(л:1, Х2, . . . ,  Хя), где скалярное произведение з а 
дается формулой

(ф, ф) =  I  ф Ч  й Х

{йХ =  . . .  й х^ ) ,  то (36.14) эквивалентно равенству

(Р+ф)’ ф (/X =  I  ф’ (Р^) йХ,

и мы возвращаемся к определению сопряженного оператора
(9.1), введенному в предыдущей главе.

Легко видеть, что

{аР)^ =  аР-^,  {Р, +  Р.2)^ =  Р :  +  Р ^ ,  {Р,Р.;)^ =  Р }  P t ,
{ р + ^  (36.15)

Предлагаем читателю в качестве полезного самостоятельного 
упражнения проверить эти утверждения, пользуясь соотноше
нием (36.13), основными свойствами линейных операторов и 
свойствами скалярного произведения.

Таким образом, мы видим, что операция сопряжения фор
мально применима и к числам (для которых она сводится к. 
комплексному сопряжению), и к векторам обоих типов [фор
мулы (35.6)], и к операторам. Учитывая это обстоятельство и 
свойства сопряжения операторов (36.13), (36.15), сформулируем 
следующее важное правило перехода от некоторого заданного» 
соотношения к сопряженному ему:

1) заменяем все числа на комплексно-сопряженные, все кет- 
векторы на бра-векторы и наоборот, все операторы на сопря
женные;

2 ) обращаем порядок следования векторов и операторов.
Если Р+ =  Р, то оператор Р называется самосопряженным

или эрмитовым. Из (36.13) вытекает следующее основное свой
ство эрмитова оператора:

( ф 1/  ̂ =  |/=’ | фУ. (36.16)

Как уже неоднократно говорилось, эрмитовы операторы имеют 
чрезвычайно важное значение в квантовой механике.

Д ля  оператора Р = К\, где I — единичный оператор, а Я —  
комплексное число (36.3), любой вектор |ф ) удовлетворяет со
отношению =  А,|ф). В то же время существуют такие опе
раторы, для которых это равенство не выполняется ни при од
ном векторе |ф ),  отличном от пулевого. Примером может слу
жить оператор в двумерном пространстве, который поворачи
вает все векторы плоскости на фиксированный угол относитель
но заданного центра.
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Введем следующее определение, важность которого уже 
■была продемонстрирована в предыдущей главе. Вектор ]/) ф  
: ^ | 0 ), удовлетворяющий уравнению

(36.17)

называется собственным вектором оператора Р, а число f  — соб
ственным значением  этого оператора, отвечающим данному соб
ственному вектору. При этом, следуя Дираку, мы ради кратко
сти обозначаем и собственные значения и принадлежащие им 
собственные векторы одной и той же буквой /. Векторный х а
рактер той или иной величины находит свое выражение в том, 
что ее символ заключается в скобки | ) или ( |.

Если данному собственному значению / отвечает один (с точ
ностью до множителя) собственный вектор | / ) ,  то оно назы
вается простым или невырожденным. Если ж е собственному 
значению /  соответствует несколько линейно независимых соб
ственных векторов |/(‘>), 1Р>), . . . ,  то говорят, что оно яв
ляется кратным, или вырожденным. При этом максимальное 
число т  указанных векторов есть кратность, или степень вырож
дения.

Важно отметить, что все собственные векторы определены 
лишь с точностью до численного множителя — если | / )  является 
собственным вектором оператора Р с собственным значением ¡, 
то а | / )  при любом комплексном а  также будет собственным 
вектором с тем ж е собственным значением. Действительно,

Р ( а \ ! ) )  =  а { Р \ ! ) \  =  а { ! \ ! ) )  =  а ! \ ! )  =  ! { а \ ! ) ) .

Такой произвол позволяет нам ограничиться рассмотрением 
только нормированных  собственных векторов: если данный век
тор не нормирован, то, умножив его на число 1/ 11/ 11, мы пере
ведем его в вектор, норма которого равна единице.

У п р а ж н е н и е .  Пусть вырожденному собственному значению /  принад
лежат линейно независимые собственные векторы |/('>), По- 
казат!^ что любая линейная комбинацня-_Э1 их векторов есть также собствен
ный вектор оператора с тем ж е сс^твенны м значением ¡.

ОстаноЬймся тедерь на важных для квантовой механики 
свойствах собственных значений и собственных векторов эрми
товых операторов.

Напишем уравнение (36.17) для двух каких-то собственных 
значений /  и / '  оператора Р\

р \ П  =  Г \ Г ) ,
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И, пользуясь сформулированным выше правилом, перейдем от 
первого уравнения к сопряженному ему:

I,р\п = ПП (36.18)

(в первой строке учтена эрмитовость оператора: =  Р).  Умно
ж ая  первое уравнение (36.18) справа на а второе — слева 
на ( / | ,  и производя вычитание, получим

о =  ( Г - П ( / 1П -
Положив здесь [ / ')  = | / ) ,  будем иметь

( Г - / Х / 1/) =  о,

откуда, так как { Щ ) ф  О,
г  =  /.

(36.19)

(36.20)

Таким образом, все собственные значения эрмитова оператора 
вещественны  (ср. с результатом § 9).

Заменяя теперь в (36.19) /* на придем к равенству

откуда
1П =  о при ! Ф ! ' . (36.21)

Таким образом, собственные векторы эрмитова оператора, при
надлежащ ие разным собственным значениям, взаимно ортого
нальны  (ср. с результатом § 10).

Отметим, что предельная простота приведенного доказатель
ства связана с использованием дираковских обозначений. В еще 
гораздо большей степени их преимущества выявятся в следую
щем параграфе.

Линейно независимые собственные векторы, принадлежащие 
вырожденному собственному значению, автоматически ортого
нальными не будут. Однако, используя прием, полностью анало
гичный тому, который был рассмотрен в § 11, всегда можно 
выбрать такие их линейные комбинации, которые уже ортого
нальны друг другу. Таким образом, все собственные векторы 
эрмитова оператора можно считать взаимно ортогональными. 
Кроме того, согласно сделанному ранее замечанию, они могут 
быть выбраны и нормированными.

В линейной алгебре доказывается, что всякий эрмитов опе
ратор, действующий в п-мерном евклидовом пространстве, имеет 
ровно п линейно независимых векторов. Выбирая их взаимно 
ортогональными и нормированными, мы можем из этих векторов 
построить ортонормированный базис в данном пространстве.



Его координатные орты будут удовлетворять соотношениям

( П Г )  =  б г г  (36.22)
и условию полноты

П ( / |  =  1. (36.23)
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У  1
Г=1

Как будет ясно из дальнейших физических приложений, такого 
рода естественные базисы, порожденные различными эрмито
выми операторами, играют фундаментальную роль в квантовой 
механике.

§ 37. Матричное представление линейных операторов

В начале § 36 (пример 3) мы видели, что каж дая матрица 
порядка п Х  п задает некоторый линейный оператор, действую
щий в /г-мерном евклидовом пространстве. Докажем теперь, 
что и наоборот, каждому линейному оператору Е в п-мерном 
евклидовом пространстве соответствует в заданном базисе неко
торая квадратная матрица порядка п X  «•

Итак, пусть в нашем пространстве задан ортонормированный 
базис | 1), | 2 ), . . . ,  \п) ,  так  что любой вектор |г|)) задается сво
ими компонентами (35.11)

=  (37.1)

Подействуем на этот вектор оператором Р:
I ф ) =  /^ |г |,) .

Умножая обе част1у с л е в а  на ( / |  и воспользовавшись условием 
полноты (36.6), получим

</ 1ф> -  Ф, =  ( / 1 ^ 1 ’) =  ( /  1/^11 ^ )  =  2  (/  1^ I (й I -  2  I к=1
Т . е. \

Ф/ =  2  (37.2)
к=1

Совокупность величи'>
(37.3)

образует квадратную матрицу — матрицу оператора Р в задан 
ном базисе. Эта матрица, сопоставляемая оператору Р, одно
значно определяет компоненты вектора |ф) =  /^ |ф) по компо
нентам исходного вектора |\1)), чем и доказывается наше утвер
ждение. Заметим, что соответствующее доказательство в стан
дартных обозначениях является весьма громоздким.
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Таким образом, учитывая такж е пример 3 из § 36, мы прихо
дим к следующему важному результату: совокупность всех л и 
нейных операторов, действующих в п-мерном евклидовом про
странстве, находится во взаимно однозначном соответствии с 
множеством всех квадратных матриц порядка  л X  Иными 
словами, каждому линейному оператору по формуле (37.3) од
нозначно сопоставляется в заданном базисе некоторая квадрат
ная матрица, и наоборот, каждой квадратной матрице, согласно- 
формуле (37.2), однозначным образом соответствует некоторый 
линейный оператор. Этой теоремой фактически и определяется 
та роль, которую матрицы играют в линейной алгебре и в ес 
физических приложениях.

В частности, используя определение единичного оператора и 
условие ортонормированности базиса, для его матрицы получим

(1) / . = ( / т ^ ) = ( / | ^ ) = б / , .

Аналогично для нулевого оператора имеем

(е)/, =  ( / | е | ^ )  =  ( / | 0) =  о.

Тем самым единичному и нулевому оператору отвечают единич
ная и нулевая матрицы соответственно. Очевидно, справед
ливы и обратные утверждения.

Пусть нам заданы два оператора f l  и р 2- Образуем опера
торы

=  Р "  =  аРи Р " '  =  Р,Р,.

Пользуясь линейностью скалярного произведения и условием 
полноты базиса, будем иметь

( /  \ Р ' \  к )  =  ( /  I {Р,  +  Р, )  I к )  =  ( /  I I ^ )  +  ( /  I Р ,  I к) ,

Ц\Р"\к) =  {1\{аРд\к) =  а{1\Р,\к),

( /  IР ' "  I к) =  ( /  I Р,Р,  I к) =  ( /  I Р,\Р, I ^> =  2  ( /  IР, \Г)Ц\Р,\ к),
1=1

или, в матричных обозначениях,

(/=’. + ^ ^ 2)/ .  =  (Л ) / .  +  {Р2)1Ь
1)/* — “  {Р 1)/6>

{Р1Р2)1Н=,^{Р:)Ц {р2)ш.

(37.4а>
(37.4б>

(37.4в>

Таким образом, матрицы суммы операторов, произведения опе
ратора на число и произведения операторов равны соответ
ственно сумме матриц операторов, произведению матрицы опе
ратора на число и произведению матриц операторов.
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Д ля матрицы оператора Р+, сопряженного к /*, имеем
^ { ¡ \ Р ^ \ к )  =  { к \ Р \ 1 У  =  [(/^ ),;]• =  [(^

где мы воспользовались определением матрицы оператора
(37.3), свойством сопряженного оператора (36.13) и определе
нием транспонированной матрицы (34.6). Таким образом,

(37.5)

т. е. матрицы операторов и Р связаны обычным эрмитовым 
сопряжением (транспонирование плюс комплексное сопряже
ние). Отсюда очевидно, в частности, что матрица эрмитова опе
ратора является эрмитовой.

Сформулируем задачу (36.17) на отыскание собственных 
значений и собственных векторов оператора Р\

, ^ 1 / )  =  /! /> ,  (37.6)

Умножая обе части слева на базисный орт ( / | ,  используя опре
деление компонент Вектора и условие полноты, получим

т. е.

Б  развернуто

 ̂ <!==1

к=1
чВыде

/ Ж |  + / 1 2 / 2  " Ь  = 11 \>

/ 2. / ^ ^ f 22M = - ' ^ •  + f 2 n f n - f f 2 ,

(37.7)

(37.8)

и г  +  и 2 +  . . .  + Ш п  =  !!п .

¡или, в еще более подробной записи,

( /и  —  / ) / 1 + / 12/ 2 +  • • •  + / 1га/'га =  0,

/ 2 . / . +  ( / 2 2 - / ) / 2 +  . . .  + / 2 „ / п  =  0 ,

/ш/! + /пг/г +  . . .  +  (/га« — /) /«  =  0 .

Таким образом, в матричном формализме отыскание соб
ственных векторов оператора Р сводится к отысканию ненуле
вых решений системы алгебраических линейных однородных 
уравнений (37.8). Но такие решения существуют лишь в том 
случае, когда детерминант этой системы равен нулю;

f n - f /.,2 . . ■ / т
/21 2̂2 — / . • • /гге =  0 . (37.9)
¡п\ /«2 . /«я — /
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Раскрывая его, мы получим уравнение л-й степени для соб
ственных значений /. Подставляя корни этого уравнения / в си
стему (37.8) и решая ее, мы и найдем собственные векторы 
I/) = { / ь / 2, /п} оператора Р, соответствующие собственным 
значениям /.

Уравнение (37.9), называемое характеристическим уравне
нием оператора Р, имеет п корней, однако среди‘них некоторые 
могут совпадать. Если корень характеристического уравнения 
не является кратным, то ему отвечает одно (с точностью до мно
жителя) решение системы (37.8), т. е. такое собственное зна
чение /  является невырожденным. Если корень является крат
ным, то мы получаем несколько различных решений системы
(37.8), т. е. такое собственное значение /  является вырожден
ным. При этом степень вырождения равна кратности корня.

Так как система уравнений (37.8) однородна, то всякое ее 
решение определено с точностью до численного множителя. Это 
соответствует тому, что если | / )  — собственный вектор опера
тора Р с собственным значением /, то а | / )  при любом комплекс
ном а  также будет собственным вектором с тем же собственным 
значением (см. § 36).

Отметим, что всякий линейный оператор в п-мерном евкли
довом пространстве имеет хотя бы один собственный вектор. 
Это утверждение вытекает из основной теоремы алгебры, со
гласно которой любое алгебраическое уравнение «-й степени, 
каковым и является характеристическое уравнение (37.9), имеет 
по крайней мере один (в общем случае комплексный) корень.

В предыдущем же параграфе было сказано, что если опе
ратор эрмитов, то он имеет не просто один, а п линейно неза
висимых собственных векторов, из которых можно построить 
базис, удовлетворяющий условию ортонормированности (36.22) 
и условию полноты (36.23).

В заключение найдем матрицу оператора Р в его собствен
ном базисе, т. е. в базисе из его собственных векторов | / ) .  Со
гласно общему определению (37.3)

{Р)1,1. =  { П Р \ Г ) .

Учитывая уравнение (37.6) и условие ортонормированности
(36.22), имеем

{ Р \ ,  =  ( / '  I 1 п  =  ( / '  I Г I п  =  Г  { Г  I п  =  Г % ' Г  =  / ' б г  г .

т. е. матрица эрмитова оператора Р в его собственном базисе 
является диагональной:

{Р)̂ .1„ =  /'б/'/". (37.10)
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Ее элементы, стоящие на главной диагонали, равны собствен
ным значениям оператора Р (среди которых при наличии вы
рождения есть и совпадающие), а все остальные элементы 
равны нулю:

^  о о . . .  о \  

О и О . . .  о 

О О /з • ••  о 

\ о  о О . . .  ? „ /

Таким образом, чисто алгебраическая проблема диагонали- 
зации матрицы данного эрмитова оператора (т. е. отыскания 
базиса, в котором эта матрица диагональна) решается одно
временно с рещением задачи на собственные значения этого 
оператора.

§ 38. Дельта-функция

В квантовой механике нам с неизбежностью приходится 
иметь дело с бесконечны'ми пространствами. Как будет ясно из 
следующего параграфа, у задачи на собственные значения опе
раторов в этом случае возникает ряд характерных особенностей, 
не проявляющихся в конечномерных евклидовых пространствах. 
Д ля  их ан ал и за /Д и р аку  пришлось ввести новый математиче
ский объект — б- 
сматриваются ни

функцию, основные свойства которой и рас- 
ке.

В принципе понятие б-функции могло возникнуть, например, 
уже в рамках классической электродинамики. При линейном
распределении заряда  вдоль оси х  его плотность равняется

Лх->-0

Отсюда видно, что в случае точечного заряда е, расположен
ного, например, в начале координат, плотность p(x) будет равна 
нулю всюду, кроме точки х  =  О, в которой она обращается в 
бесконечность. При этом интеграл от p(x) по всей прямой дол
жен быть конечным, поскольку он равен полному заряду е. 
Так фактически и определяется ô-функция.

Чисто формально 6-функцией  называется функция б (х),  удо
влетворяющая следующим требованиям:

à{x) =
О, X  Ф О ,

оо, х  =  0; 

I  Ô (х) с/х =  1.

(38. 1)

+ 00
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Конечно, такая функция выходит за раыки величин, рассматри
ваемых в классическом анализе. Поэтому математики долгое 
время не могли примириться с ее существованием, высказывая, 
в частности, резкие критические замечания в адрес дираковской 
формулировки квантовой механики. Ситуация изменилась лишь 
после работ советского математика С. Л. Соболева и француз
ского математика Л. Шварца. Они построили теорию так назы
ваемых «обобщенных функций», или «распределений», в рамках 
которой нашла свое естественное место и б-функция.

Наглядно б функцию можно представлять себе следующим 
образом. Рассмотрим обычную функцию, которая всюду равна 
нулю, кроме малого интервала Ах, включающего точку х  = 0. 
Если теперь стремить размеры этого интервала к нулю, одно
временно увеличивая значение функции внутри него так, чтобы 
площадь под ее графиком все время оставалась равной еди
нице, то «в пределе» мы и получим б-фуикцию.

Одно из наиболее важных свойств б-функции, которое мате
матики и положили в основу ее строгого определения, состоит 
в том, что для любой непрерывной функции Цх)  имеем

+ 00

6( х ) Цх) ( 1х  =  !{0).  (38.2)

Действительно, для значений х  за пределами сколь угодно м а
лого интервала, содержащего точку х == О, б-функция равна 
нулю, благодаря чему в левой части (38.2) можно ¡{х) заменить 
на ¡(0).  Вынося это постоянное число за знак интеграла и поль
зуясь последним условием (38.1), мы и получим (38.2). В более 
общей форме это свойство выглядит следующим образом:

+ 00

6 {х —  а) I (х) с1х =  I (а). (38.3)

Приведем еще некоторые свойства б-функции, которые нам 
потребуются в дальнейшем:

б (— х) =  б(х), (38.4а)
х6 (х) =  0, (38.46)

Ь' {x) f {x)  ¿х =  - / ' ( 0), (38.4в)

Ь ' { ~ х )  =  ~ 6 ' { х ) ,  
хЬ' {х) == — 6 (х), 

где штрих означает диф^-ереицирование по х.

(38.4г)

(38.4Д)
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Д окаж ем для примера свойства (38.46) и (38.4в). Восполь
зовавшись основным соотношением (38.2), будем иметь

-1-00

[л;б (л:)] /  (х) d x =  Ь (х) [xf  (л:)] dx  == x f  {х) =  О,

что эквивалентно (38.46). Д ля доказательства (38.4в) выпол
ним в левой части интегрирование по частям:

-ЬОО

6 ' (х) I {х) dx  /(Л')сг[б(л:)] =
—ОО

+ 00

=  / ( ^ ) б ( .^ ) 1! : -  ь { х ) Г { х ) а х  =  - П 0 ) ,

где в последнем равенстве использованы основные свойства 
б-функции (38.1) — (38.2).

В § 72 первого тома было показано, что любую функцию 
f ( x ) ,  обладающую достаточно хорошим поведением, можно р аз 
ложить в интеграл Фурье

+ 00

f { x ) =  (38.5)

где фурье-образ f {k)  этой фун <ции равен

f { k ) - f  {х) d x . (38.6)

Оказывается, что в интеграл Фурье можно ¡разложить и 
б-функцию:

6 (х) = (38.7)

откуда видно, что ее фурье-образ равен просто числу:

6 (^) =  ^ . (38.8)

Поэтому с точки зрения теории интеграла Фурье б-функция яв
ляется в некотором смысле наиболее простой функцией.

Совершенно формально в справедливости (38.8), а тем са
мым и разложения (38.7), можно убедиться, подставляя в
(38.6) [(х) =  6(х)  и используя основное свойство б-функции
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(38.2). Однако с математической точки зрения этот аргумент 
ни в коей мере нельзя рассматривать как доказательство, кото
рое в действительности является весьма сложным и приводится 
в курсах теории обобщенных функций.

§ 39. Гильбертово пространство

Д о сих пор мы рассматривали только конечномерные про
странства. Однако пространства, встречающиеся в квантовой ме
ханике, как правило, бесконечномерны. Пример такого рода 
был приведен в § 32. Среди всех бесконечномерных линейных 
пространств выделенную роль играют такие, в которых с по
мощью скалярного произведения введены метрические соотно
шения. Именно они являются естественным обобщением евкли
довых пространств на бесконечномерный случай и называются 
гильбертовыми пространствами.

Приведем соответствующее определение. Говорят, что з а 
дано гильбертово пространство векторов г|), ф, / ,  . . . ,  если оно 
линейно в смысле § 32, бесконечномерно (содержит сколь угодно 
много линейно независимых векторов) и если в нем введено 
скалярное произведение векторов (ф, \})), удовлетворяющее ус
ловиям (33.1) — (33.3).

Рассмотрение бесконечномерных пространств резко услож
няется необходимостью исследования различных вопросов схо
димости. В частности, в определение гильбертова пространства 
обыч’но включается связанное с ними требование полноты. Мы 
на всех этих проблемах останавливаться не будем, так как они 
завели бы нас слишком далеко в математические дебри функ
ционального анализа.

Примеры.
1. Гильбертовым пространством является совокупность бес

конечных последовательностей комплексных чисел

^  =  {^1, Ф2, (39.1)

(ср. с примером 4 из § 32), удовлетворяющих условию
оэ
2 Н / Р < о о .  (39.2)

Сложение векторов и их умножение на комплексные числа з а 
дается формулами, аналогичными (32.2), (32.3), а скалярное 
произведение определяется аналогично (33.4):

(39.3)
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2. Гильбертовым пространством является множество комп
лексных функций Ц)(л:), квадратично интегрируемых на всей 
прямой;

+  0О

-ф {х) f d x <  оо . (39.4)

Сложение и умножение на комплексные числа задается обыч
ными правилами анализа, а скалярное произведение опреде
ляется аналогично тому, как это делалось в § 10;

+ 00

(ф. t ) =  c(>'‘{x)-^{x)dx. (39.5)

Уже из приведенных примеров должна быть ясной важность 
понятия гильбертова пространства.

Если не обращать внимания на вопросы сходимости, то по
давляющее число результатов, сформулированных и доказан
ных в предыдущих параграфах, переносится и на гильбертово 
пространство. В частности, сохраняют свой вид условия орто
нормированности и полноты базиса, формулы разложения век
торов по базисным ортам, выражения для компонент вектора, 
определения линейного оператора, основных алгебраических 
действий над операторами, сопряженного и эрмитова операто
ров, закон сопоставления матриц операторам и т. д. При этом 
следует лишь учесть, что все индексы теперь пробегают значе
ния не до конечного числа п, равного числу измерений евкли
дова пространства, а до бесконечности. В дальнейшем, при 
ссылках на соответствующие формулы, мы не будем дополни
тельно оговаривать это обстоятельство, подразумевая, что 
«  =  оо.

Задача  на собственные значения линейного оператора Р в 
гильбертовом пространстве тоже ставится аналогично тому, как 
это делалось в § 36, а именно, в дираковских обозначениях;

(39.6)

Однако по сравнению с конечномерным евклидовым простран
ством она теперь приобретает некоторые существенные харак
терные особенности.

Числа f и векторы \ f)  в случае гильбертова пространства 
могут, принадлежать двум принципиально различным кдассам.

Во-первых, может случиться так, что данное чисдо /, удо
влетворяющее уравнению (39.6), изолировано от остальных его 
решений, т. е. в достаточной близости от н его /нет  никаких 
других решений f'. В этом случае мы по-прежнему будем
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называть / собственным значением  оператора Р или точкой дис
кретного спектра. Такому значению /  отвечает вектор | / ) ,  при
надлежащий гильбертову пространству, — его мы такж е будем 
называть собственным вектором оператора Р. В этом случае си
туация полностью аналогична той, которая была описана в 
§§ 36 и 37. В частности, если оператор Р эрмитов, и его спектр 
чисто дискретный, т. е. уравнение (39.6) имеет решения только 
указанного типа, то из всех собственных векторов можно по
строить базис, удовлетворяющий условию ортонормированности

( П П  =  б ,г  (39.7)
и условию полноты

2 1 / )  < / 1 = 1 .  ■ (39.8)
г

Однако часто оказывается так, что в любой, сколь угодно 
малой окрестности значения /, формально удовлетворяющего 
уравнению (39.6), леж ат и другие решения / '  этого уравнения. 
В этом случае / называется точкой непрерывного спектра. Стро
го говоря, такому значению / не отвечает ни один вектор | / ) ,  
принадлежащий гильбертову пространству. Соответствующее 
решение | / )  является объектом некоторого более широкого про
странства и называется обобщенным собственным вектором опе
ратора Р (ср. с терминологией, использовавшейся в § 8 ).

Примеры, соответствующие конкретному гильбертову про
странству квадратично интегрируемых комплексных функций 
г1,''(л:) со скалярным произведением (39.5), были рассмотрены 
в § 8 . Там было сказано, что у оператора

Р =  - Л - +

спектр чисто дискретный, так как все решения уравнения

( — ^  (л:) =  И  [х],

фактически совпадающего с (39.6), квадратично интегрируемы 
и существуют лишь при строго определенных значениях Я, рав
ных 2 п +  1. С другой стороны, в § 8 было показано, что у опе
ратора

Р_ I а 
/ (1х

спектр чисто непрерывный, так как ограниченное решение 
уравнения

1 ¿-ф (х) , , .

существует при любом положительном Я, но оно не квадратично 
интегрируемо, т. е. формально не принадлежит гильбертову про-
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странству. Это есть обобщенный собственный вектор опера
тора Р.

Предположим, что спектр эрмитова оператора Р чисто непре
рывен, т. е. не содержит ни одного истинного собственного зна
чения. Тогда обобщенные собственные векторы этого оператора 
не будут, строго говоря, образовывать базиса в гильбертовом 
пространстве, так как они не принадлежат ему. Оказывается, 
однако, что любой вектор | 4' )  гильбертова пространства все же 
можно разложить по всей совокупности обобщенных собствен
ных векторов. Примером может служить тот же оператор

с обобщенными собственными функцпями

(х)  =

{формула (8.5)]. Возможность разложения по ним квадратично 
интегрируемой функции \1)(х) отвечает возможностн разлож е
ния ее в интеграл Фурье.

Условие ортонормированности базиса (39.7) к обобщенным 
собственным векторам неприменимо, так как в этом случае ска
лярный квадрат ( / 1/ )  просто не существует — он равен беско
нечности. На ранних этапах развития квантовой механики пред
лагались разные способы нормировки собственных векторов не
прерывного спектра (метод собственных дифференциалов Вейля, 
метод нормировки в ящике и т. д .), диктуемые дополнитель
ными физическими соображениями. Д ирак показал, что все эти 
способы эквивалентны следующему условию:

(39.9)

обобщающему обычное условие ортонормированности (39.7). 
Тем самым в случае непрерывного спектра роль символа Кро- 
некера играет б-функция б ( / '  — /") .  которая также обра
щается в нуль при I' ф  1".

Условие полноты (39.8) в случае чисто непрерывного спек
тра тоже модифицируется:

(39.10)

При этом векторы |\1)) разлагаются уже не в ряд типа р 5 .1 0 ) ,  
а в интеграл по обобщенным собственным векторам: /

1 ^ ) = | ^ ( / ) 1 / ) ^ ^ / .  ■ (39.11)
где

=  /  (39.12)
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Это разлол\ение обобщает разложение функций в интеграл 
Фурье.

В са.мом общем случае спектр эрмитова оператора в гиль
бертовом пространстве является смещанным — его точкам соот
ветствуют как истинные, так н обобщенные собственные век
торы. Мы на этом случае не останавливаемся, так как в даль
нейшем он нам не встретится.

Заметим к тому же, что математические проблемы, связан
ные с непрерывным спектром, являются достаточно тонкими н 
сложными. Поэтому там, где в этом нет необходимости, мы 
всюду ради простоты изложения будем предполагать, что спектр 
оператора Р является чисто дискретным. Вдумчивый читатель 
без труда распространит формулируемые ниже результаты и на 
общий случай смешанного спектра.

§ 40. Основные положения квантовой механики

Теперь у нас развит весь математический аппарат, необхо
димый для построения общей схемы квантовой механики в аб
страктной формулировке Дирака. В духе данной главы мы бу
дем проводить такое построение аксиоматически, отправляясь 
от уже известных из гл. И основных положений и обобщая их 
соответствующим образом.

В § 14 мы видели, что основой системы квантовой механики 
служит принцип суперпозиции. Поэтому состояния должны опи
сываться такими математическими величинами, которые можно 
складывать между собой и умножать на комплексные числа и 
получать при этом величины того же рода. Это означает, что 
состояниям следует сопоставлять векторы некоторого линейного 
пространства. В предыдущей главе их роль выполняли комплек
сные квадратично интегрируемые функции (г15-функции), являю
щиеся векторами гильбертова пространства (см. пример 2 из 
§ 39). Обобщая это положение, формулируем первую аксиому.

А к с и о м а  1. Состояния квантовомеханической системы опи
сываются векторами l'il;) абстрактного гильбертова простран
ства.

Следует отметить, что векторы состояний не определены од
нозначно, так как, согласно результатам § 14, их можно умно
жать на произвольное комплексное число, не меняя при этом 
физических состояний. Мы будем для описания состояний выби
рать векторы |г|з), норма которых равна единице. Но и в этом 
случае остается возможность умножения вектора на комплекс
ное число с единичным модулем, так как при такой операции 
норма не меняется.

Как и всегда, при решении конкретных задач удобно перейти 
от абстрактного вектора |г1з) к некоторой совокупности чисел.



Как это сделать, ясно из § 35. Достаточно выбрать в гильбер
товом пространстве ортонормированный базис и разложить век
тор 1113) по его ортам;

(40.1)

Тогда он будет однозначно задаваться набором комплексных 
чисел г1); — компонент этого вектора в выбранном базисе;

=  (40.2)

В § 15 мы видели, что динамические переменные (или на
блюдаемые, как их теперь часто называют) в квантовой меха
нике описываются линейными эрмитовыми операторами. Сфор
мулируем это важное положение в виде отдельной аксиомы.

А к с и о м а  2. Динамическим переменным в квантовой меха
нике сопоставляются линейные эрмитовы операторы Р, дей- 
ствуюи\ие в гильбертовом пространстве векторов состояний.

Как и в случае векторов, операторам в заданном ортонор- 
мированном базисе соответствует совокупность чисел

¡¡к =  И \ Р \ к ) ,  (40.3)

образующих матрицу рассматриваемого оператора Р. Специ
фика этих матриц по сравнению с теми, которые рассматрива
лись в § 34, состоит в том, что они имеют бесконечное число 
строк и столбцов. Если оператор Р переводит вектор |г|5) в век
тор |ф), то его матрица преобразует компоненты г1); в компо
ненты по формуле (37.2).

Итак, состояния в квантовой механике описываются векто
рами гильбертова пространства, а динамические переменные — 
линейными эрмитовыми операторами, действующими в этом 
пространстве. Однако целью развиваемой схемы квантовой ме
ханики является и то, чтобы она позволяла связывать чисто 
математические результаты с результатами количественных экс
периментов, при которых всегда производятся измерения дина
мических переменных и получаются какие-то числа — значения 
этих динамических переменных. Решение такой задачи было 
описано в § 16. Сформулируем соответствующее положение.

А к с и о м а  3. Единственными возможными результатами из
мерения данной динамической переменной в заданном состоя
нии системы являются собственные значения сопоставляемога 
ей оператора Р.

Итак, чтобы установить, какие значения в принципе можно 
получить экспериментально при измерении данной динамиче
ской переменной, следует решить задачу на собственные значе
ния ее оператора;
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р\п = !\п. (40 .4)



150 о с н о в ы  Т Е О РИ И  П РЕ Д С Т А В Л Е Н И П [Г Л  I I I

Особенностью квантовой механики является то, что при изме
рении некоторых динамических переменных (операторы кото
рых имеют дискретный спектр, мы можем получать не любые, а 
лишь строго определенные числа, образующие дискретную по
следовательность. Множество примеров такого рода было рас
смотрено в т. I и в гл. II данного тома. Мы с ними встретимся 
такж е и в последующих главах.

Квантовой механике свойственно то, что результат измере
ния данной динамической переменной является обычно непред
сказуемым. Мы не можем точно сказать, какое именно из воз
можных ее значений реализуется при том или ином акте изме
рения, а судим об этом лишь вероятностно. Результаты § 17 по
зволяют сформулировать следующее положение, которое дает 
возможность вычислять соответствующие вероятности.

А к с и о м а  4. Вероятность (/) получить при измерении  
динамической переменной Р в состоянии |г|з) значение  /  дается 
формулой

^ ^ ф ( / )  =  1 ( / 1 Ф ) Р ,  ( 4 0 . 5 )

где  I/) — собственный вектор оператора Р, принадлежащий соб
ственному зачению  Функция | 1|)) — нормированная.

Ради простоты мы сформулировали эту аксиому, считая 
спектр оператора Р чисто дискретным и невырожденным.

Утверждение аксиомы 4 допускает наглядную геометриче
скую интерпретацию. Как говорилось в § 37, из всех собствен
ных векторов I/) эрмитова оператора Р можно построить орто
нормированный базис. В таком случае величина будет 

зедставлять проекцию вектора состояния |\1;) на базисный орт 
Поэтому аксиома 4 говорит о том, что вероятность (/) 

равна квадрату модуля соответствующей проекции вектора
Теперь мы имеем возможность доказать две важные тео

ремы, относящиеся к результатам измерения той или иной ди
намической переменной.

Пусть у нас имеется большое количество копий одной и той 
же системы (например, невзаимодействующих атомов водо
рода),  причем все системы находятся в одном и том же состоя
нии \|)). Будем измерять для каждой такой системы некоторую 
динамическую переменную Р и поставим вопрос, каким ока
жется среднее значение  этой динамической переменной 
т. е. ее значение, усредненное по большому числу измерений. 
Ответ на него дает следующая теорема.

Т е о р е м а  1. Среднее значение динахмической переменной Р 
в состоянии |г!з) дается формулой

('Ф \Р\^). (40.6)



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно формуле (1.4) из приложе
ния к т. I, среднее значение (математическое ожидание) вели
чины Р равно

Используя (40.5) и свойство эрмитовости скалярного произведе
ния, получим

{ Р \  =  2  /  I 1 Р  =  2  /  ( /  I ( /  III’)  =  2  /  ( 1 )  I / )  < /  I Ф ) .

Учитывая уравнение на собственные значения (40.4), можно з а 
писать

{ Р \ - = 1 ^ { М Р \ ! )  </1Ф).

Наконец, воспользовавились условием полноты базиса (39.8), 
мы и придем к доказываемому результату (40.6).

Если наше абстрактное гильбертово пространство реализо
вано как пространство квадратично интегрируемых комплекс
ных функций г|;(л:) со скалярным произведением (39.5), то (40.6) 
запишется как

(Оф =  (г1з I I г!з) =  I  г!з* (х) {х) йх ,

а это есть не что иное, как выражение (17.7), полученное в пре
дыдущей главе (отметим, что там усреднение обозначалось чер
точкой над символом динамической переменной).

Заметим, что

<^)/ =  < / 1̂ ^1/)  =  < / 1/ 1/)  =  / ( / 1/)  =  /,

т. е. среднее значение динамической переменной в состоянии, 
описываемом собственным вектором | / )  ее оператора Р, равно 
собственному значению Д отвечающему этому собственному век
тору:

(^)f  =  ^  (40.7)

В § 20 мы условились описывать степень неточности в изме
рении той или иной величины средней квадратичной флуктуа
цией, т. е. средним квадратом отклонений ее значений от 
Согласно (20.1) эта величина в наших новых обозначениях 
имеет вид

<(А/^)% ^ Р { { Р ~  { Р \  \ ) %  =  { Р \  -  {Р)\. (40.8)

Если средняя квадратичная флуктуация равна нулю, то динами
ческая переменная Р имеет в этом состоянии | 4’) строго опре
деленное значение, совпадающее с {Р)^ . С  такой точки зрения
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фундаментальное значение имеет следующая теорема, устанав
ливаю щ ая физический смысл собственных векторов эрмитова 
оператора.

Т е о р е м а  2. Д ля того чтобы динамическая переменная 
имела в некотором состоянии строго определенное значение, не
обходимо и достаточно, чтобы это состояние описывалось одним 
из собственных векторов | / )  оператора Р, сопоставляемого на
блюдаемой.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть |г1?) =  | /) ,  тогда 
((А/^ ))2 =  {Р'^)  ̂-  (Ру^ =  ( [ 1 Р Р 1 П - ( Ц Р Ц У  =  Г -  Р  =  О,

т. е. динамическая переменная имеет в состоянии | / )  строго 
определенное значение. Достаточность доказана.

Д окаж ем теперь необходимость. Пусть в некотором состоя
нии |г|з') динамическая переменная имеет определенное значе
ние, т. е.

( ( А Р ) % ^ ( а 1,|А/='А/=’ |.|,) =  0 ,

где АР =  Р — — эрмитов оператор. Это равенство озна
чает, что квадрат нормы вектора А/*'|г|з) есть нуль, а в силу по
ложительной определенности скалярного произведения сам этот 
вектор является нулевым:

(А/^) I г].) ^ ( / ’- ( / ^ > ^ 1 )  =  10).
Отсюда

Р\ ' ^ )  =  ! \ ^ ) ,  где /  =

т. е. |\|5) является одним из собственных векторов оператора Р. 
Теорема полностью доказана.

В квантовой механике важно знать не только, когда данная 
динамическая переменная принимает определенное значение, но 
и когда несколько динамических переменных могут быть изме
рены одновременно. Оказывается, что для этого необходима и 
достаточна коммутативность сопоставляемых им операторов. 
Эта проблема была полностью решена в § 19, и здесь мы на 
ней не останавливаемся.

Отметим только, что максимальное число независимых од
новременно измеренных наблюдаемых образуют совокупность, 
называемую полным набором наблюдаемых. Измерив в данном 
состоянии все наблюдаемые из полного набора, мы получим о 
нем исчерпывающую информацию*).

Если двум динамическим переменным соответствуют неком
мутирующие операторы /̂ 1 и р 2 , т. е. если

р1рг —  РгР[ =  1Р Ф  0 ,  (40.9)

*) Подробнее см. П. А. М. Д и р а к ,  Принципы квантовой механики, Физ- 
матгиз, 1960, стр. 88 и далее.



то они, как правило, не могут иметь в одном состоянии одно
временно определенных значений (см. § 20). При измерении 
двух этих величин мы получим для них значения с некоторой 
неточностью. Исходя из развитого выше общего формализма, 
для средних квадратичных флуктуаций динамических перемен
ных и р 2 можно получить следующее соотношение неопре
деленностей:
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У ' < ( А / ^ , ) %  • ( ^ ) ф  I .  ( 4 0 . 1 0 )

частный случай которого при Р \ =  х  и р 2 =  р был рассмотрен 
в § 20. Вывод формулы (40.10) мы приводить не будем, так как 
он требует введения некоторых дополнительных понятий.

Чтобы завершить построение схемы квантовой механики^ 
следует решить еще две проблемы:

1) сопоставить каждой наблюдаемой конкретный эрмитов 
оператор, действующий в гильбертовом пространстве векторов 
состояний;

2 ) установить вид динамических уравнений, определяющих 
развитие данной физической системы во времени.

Вторая из них будет рассмотрена в § 42, а сейчас мы наме
тим путь решения первой проблемы. В квантовой механике, 
так же как и в классической, основными динамическими пере
менными являются координаты и импульсы, а все остальные 
величины выражаются через них. Например, для частицы массы 
т, движущейся вдоль прямой Ох во внешнем поле с потен
циальной энергией и ( х )  гамильтониан (энергия) имеет вид

Только в классической физике х  и рх являются обычными чис
лами, а в квантовой механике — линейными операторами.

Итак, для того чтобы в квантовой механике каждой дина
мической переменной сопоставить конкретный эрмитов опера
тор, достаточно установить явный вид операторов координат и 
импульсов. (Правда, здесь могут быть динамические перемен
ные, например спин, которые не имеют классического ан ал о га ,— 
они требуют особого рассмотрения, и мы их пока не касаемся.)

В § 15 было показано, что в гильбертовом пространстве 
комплексных квадратично интегрируемых функций операторы 
координаты X  и составляющей импульса Р х  имеют следующий 
явный вид:

х =  лг, р, =  - т 4 - .  (40.12)
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Одно из основных их свойств состоит в том, ЧТО эти операторы 
не коммутируют друг с другом, причем, согласно (19.8),

хрх —  р^х =  т\ . (40.13)

Ё то же время, например, операторы х  и ру коммутируют. Эти 
свойства мы и положим в основу следующей аксиомы кванто
вой механики.

А к с и о м а  5. Координатам х^ и импульсам р) (/ — номер 
степени свободы) квантовомеханической системы соответствуют 
операторы и 0^,, удовлетворяющие перестановочным соотно
шениям

=  (40.14)

где Ь — постоянная Планка.
Отметим, что если последовательно придерживаться аксио

матического пути построения квантовой механики, принятого в 
данной главе, то именно в этом пункте впервые появляется по
стоянная Планка — новая фундаментальная константа, отра
ж аю щ ая квантовый характер закономерностей микромира.

Оправданием сформулированной аксиомы служит то, что 
конкретные выражения для операторов координат и импульсов, 
известные из гл. II, таковы, что эти операторы удовлетворяют 
перестановочному соотнощению (40.14). Мало того, из (40.14) и
(40.10) для координаты и импульса при одномерном движении 
вытекает соотношение неопределенностей

У Т Щ Г )

совпадаюнхее с соотношением (20 . 10), полученным в предыду
щей главе.

Наиболее замечательным является тот факт, что перестано
вочным соотношением (40.14) операторы координат и импуль
сов определяются, по-существу, однозначным образом. Сейчас 
мы на этой весьма сложной математической проблеме останав
ливаться не будем — кратко она рассматривается в § 44 .

Итак, теперь сформулирована некоторая замкнутая схема, 
которую можно назвать «кинематикой» квантовой механики. 
Мы знаем, как описываются состояния и динамические перемен
ные, отвечающие микроскопическим системам, и как вычислять 
значения динамических переменных, которые можно получить 
при их измерении. Нам известны также способы сопоставления 
динамическим переменным вполне определенных линейных эрми
товых операторов. Теперь можно было бы перейти к формули
ровке «динамики» квантовой механики, т. е. основных уравне
ний, определяющих развитие квантовомеханических систем во
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Времени. Однако, прежде чем делать это, мы проиллюстри
руем возможности абстрактной схемы квантовой механики, рас
смотрев ее методами задачу о линейном гармоническом осцил
ляторе.

§ 41. Задача  о линейном осцилляторе

Квантовомеханическая задача о линейном гармоническом 
осцилляторе была решена в т. I, § 158 с использованием урав
нения Шредингера и соответствующих граничных условий. Ин
тегрирование этого уравнения выполнялось методом разложе
ния искомой функции в ряд, в результате чего была получена 
хорошо известная формула для энергетических уровней

(41.1)

Сейчас мы увидим, сколь просто решается эта задача при по
мощи абстрактного формализма квантовой механики.

Имея в виду общую формулу (40.11), запишем гамильто
ниан одномерного осциллятора в виде

(41.2)

Чтобы избавиться в последующих выкладках от констант т, Ь 
и (О, введем безразмерные переменные

У2т<йЬ

с соотношением коммутации

хр  —  рх =  ^ \ ,

вытекающим из (40.14) при ¡' =  к =  1.
Введем новые операторы

а =  х- \-1р ,  а + = л :  — (р. 

У п р а жн е н и е .  Используя (41 .4), доказать, что
аа+ — а+а — I.

Вычислим произведение а+а: 
а+ а  =  (х — 1р) {х +  1р) == — 1рх +  1 хр  +  =  

=  х'  ̂+  р"-+  I {хр — рх) =  л;2 4 - _

(41.3)

(41.4)

(41.5) 

( 4 1 .6 )

1 =
ти>

~ 2 П ^
1

2тЬ<о ■ ^1  =

Ьа) Н - Ьч)
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-откуда

о с н о в ы  ТЕОРИИ ПРЕДСТАВЛЕНИП

Я  =  Й0 (а+ а  +  у 1) .

У п р а ж н е н и е .  Используя (41.6) и (41.7), доказать, что 

Н а + — а+Н  — Ь(ла+, Н а —■ аН =  — Ьа>а.

[гл. т

(41.7)

(4.18)

Покажем, что если |^ в )  — собственный вектор гамильто- 
Биана Н  с собственным значением Е:

(41.9)

то а |г1зЕ) и а+|г1)в) являются собственными векторами этого га
мильтониана С собственными значениями £  — йю и £  +  йо соот
ветственно, т. е.

Я ( а  1ф £ »  =  (£' — йсо)(а |г1)£» (4 1 .1 0 а )
и

Я (а +  |гl5£)) =  ( £ - f  Йсо)(а+ 1^1)^». (41.106)

Используя (41.8), будем иметь

^■ (̂« ^ ^ » ^ ( Я а )  |-фя) =  (аЯ  — Йша) \'^^) =  аН  |г1)£) — Йсоа |г|5£> =
=  £ а  |г|5£> — йсоа | о1зе)  =  ( £  — /гм) (а 1'Фе » .

Аналогично доказывается утверждение (41.106).
Из (41.10а), (41.106) следует, что

Я  (а" 1’Фе)] == (£  — Йсо/г) (а" |'Фе)} (41.11а)

Я { ( а + ) " | ф £ » = ( £  +  й(оп){(а+)Пф^)}. (41.116)

Отсюда видно, что мы имеем дело с последовательностью рав
ноудаленных значений энергии с интервалом йсо. С другой сто
роны, исходный гамильтониан (41.2) является положительно 
определенным, так что Я  не может иметь отрицательных соб
ственных значений. (Предлагаем читателю строго доказать это 
утверждение.)

Но в таком случае из (41.11а) следует существование та 
кого состояния |\15о), для которого выполняется соотнощение

(41.12)

Если бы это было не так, то путем применения оператора а мы 
могли бы получить состояния со сколь угодно большой по мо
дулю отрицательной энергией. Состояние |г|:о) является состоя
нием с минимальной энергией. Из (41.7) и (41.12) следует, что

Я  1фо)^
ЙО)

I 4’о), (41.13)



г
Т. е. эта  м и н и м а л ь н а я  эне рг ия  равна

£о =  ^ .  (41.14)

Но в таком случае из соотношения (41.116) вытекает, что 
энергетический спектр одномерного гармонического осциллятора 
■определяется формулой

£■„ =  Й(о ,

совпадающей с (41.1).
Таким образом, мы видим, что те выкладки, при помощи ко

торых мы получили нужный результат, являются вполне эле-
- ментарными — они гораздо проще вычислений, проведенных в 

т. I, § 158. Приведенный вывод представляет большой теорети
ческий интерес, поскольку он иллюстрирует возможности аб 
страктной схемы квантовой механики. Мало того, введенные 
выше операторы а  и а+ играют фундаментальную роль в кванто
вой теории поля, в частности в теории излучения. Оператор а 
переводит вектор состояния с энергией £ „  в вектор состояния 
с энергией £ „  — йсо, т. е. «убирает» из п-го состояния элемен
тарный квант энергии йм. Оператор же а+, действуя на вектор 
состояния с энергией £„, переводит его в вектор состояния с 
энергией Еп -Ь йсо, т. е. «добавляет» к п-му состоянию квант 
энергии. Поэтому в квантовой теории поля операторы а и а+ на
зываются соответственно оператором уничтожения и оператором 
рождения.

§ 42. Динамические уравнения квантовой механики
Как уже говорилось в конце § 40, до сих пор мы ограничи

вались рассмотрением «кинематики» квантовой механики. П е
рейдем теперь к формулировке уравнений «динамики».

Цель всякой динамической теории состоит в предсказании 
характеристик системы в момент времени /, если нам известны 
эти характеристики в некоторый начальный момент времени 4 - 
В частности, в квантовой механике по результатам измерений 
динамических переменных и их средних значений, произведен
ных в момент /о, мы должны уметь предсказывать результаты 
измерений этих величин в момент В этом и заключается кван
товомеханический принцип причинности, конкретным воплоще
нием которого должны служить некоторые динамические урав
нения, определяющие эволюцию системы во времени.

Общий вид этих уравнений подсказывает нам классическая 
механика. Здесь изменение во времени динамической перемен
ной Р определяется уравнением (26.10)

^  =  4 ? + 1 " . П  ( « ■ ! )

§ 42] ДИ Н А М И Ч Е СК И Е  У РАВНЕНИЯ  КВАНТОВОЙ МЕХАНИКИ 157
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где [Н, Р] — классическая скобка Пуассона (25.1). Как подчер
кивалось в § 26, в квантовой механике мы все свои расчеты 
должны относить не к самим динамическим переменным, а к их 
средним значениям. При этом классическую скобку Пуассона 
следует заменить на квантовую скобку Пуассона (25.9):

(42.2)

Учитывая все эти обстоятельства, сформулируем следующую, и 
последнюю, аксиому квантовой механики.

А к с и о м а  6 . Д л я  лю бой физической системы изменение  
среднего значения динамической переменной  £  в состоянии [г];) 
определяется уравнением

dt
/дР

+  ([Я, F])^, (42.3)

где Я  — гамильтониан этой системы.
Учитывая формулу (40.6) для среднего значения и определе

ние квантовой скобки Пуассона (42.2), запишем уравнение
(42.3) в более явной форме:

111)) ,дР
dt

Общеизвестна та фундаментальная роль, которую играют в 
классической механике законы сохранения, часто заметно об
легчающие решение задачи. Аналог подобных интегралов дви- 
жения имеется и в квантовой механике, причем их наличие, как 
всегда, связано со свойствами симметрии пространства — вре
мени (см. § 28). Дадим следующее определение. Если среднее 
значение данной динамической переменной, вычисленное в про
извольном состоянии, не зависит от времени, т. е. если для всех 
векторов ¡г]}) имеет место равенство

^ ^  =  0, (42.5)

то говорят, что данная динамическая переменная сохраняется 
во времени, или что она является интегралом движения.

Из (42.3) следует, что для сохранения динамической пере
менной Р необходимо и достаточно, чтобы выполнялось соот
ношение

^ + | ( Я / ’- / = 'Я )  =  0. (42.6)

В частности, гамильтониан (энергия) сохраняется в том и толь
ко том случае, когда оператор Я  не зависит явно от времени.

В большинстве случаев операторы динамических переменных 
не включают время как параметр, так что необходимое и доста



точное условие их сохранения сводится к коммутативности опе
ратора Р с гамильтонианом:

=  (42.7)

Помимо всего прочего, это означает одновременную измеримость 
сохраняющейся динамической переменной Р вместе с энергией.

Таким образом, мы видим, что из сформулированной выше 
динамической аксиомы вытекают все основные результаты отно
сительно законов сохранения, полученные в § 28.

У п р а ж н е н и е ,  Показать, что уравнение (42.3) в случае движения ча
стицы вдоль прямой Ох сразу приводит к теоремам Эренфеста (27.7), (27.8).

Уравнение (42.3), являющееся основным динамическим по
стулатом квантовой механики, допускает несколько различных 
способов введения зависимости от времени в общую схему кван
товой механики. Все эти способы с физической и формальной 
точек зрения полностью эквивалентны.

1. Ш р е д и н г е р о в с к а я  к а р т и н а .  Можно считать, что 
БО времени меняются векторы состояний, а операторы динами
ческих переменных остаются неизменными, если исключить 
иногда встречающуюся их явную зависимость от времени, как

д Рот параметра, которая в уравнении (42.3) отражена членом с
Такая зависимость характерна, например, для гамильтониана 
частицы, находящейся в нестационарном внешнем поле. Итак, 
по определению считается, что в шредингеровской картине зави
симость средних значений от времени определяется вы раж е
ниями вида

{P)^{t) =  { Wi t ) \ P \ Wi t ) ) .  (42.8)

При этом основной постулат динамики (42.3) удовлетво
ряется, если изменение во времени векторов состояний |Ч ' '( /))  
описывается уравнением Шредингера

/д =  Я | ¥ ( 0 ) .  (42.9)

Чтобы убедиться в этом, достаточно доставить в формулу про
изводной'от среднего значения

1131̂  _  14  ̂I Ч-) +   ̂IЧ-) +  <чм ̂  ̂
(5 I 'У)выражение для производной — — из уравнения Шредингера

(42.9) и выражение для производной ■ из сопряженного
ему уравнения

- й  ^ < ^  =  ( 4 4 0 1  Я .

§ 42] Д И Н А М И Ч Е С К И Е  УРАВНЕНИЯ КВАНТОВОЙ МЕХАНИКИ 159
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Последнее получается пз (42.9) с помощью рецепта, сфор.мулп- 
рованного в § 36, с учетом эрмптовости гамильтониана Н.

Итак, общее уравнение Шредингера, которое было написано 
в § 21 , также содержится в аксиоме 6 со всеми вытекающими 
отсюда последствиями.

2. Г е й з е н б е р г о в с к а я  к а р т и н а .  Можно считать, что 
во времени меняются операторы динамических переменных, а 
векторы состояний остаются неизменными. В этом случае мы 
приходим к гейзенберговской картине, в которой зависимость 
средних значений от времени, в противоположность (42.8), опре
деляется выражениями вида

(42.10)

Очевидно, что основной постулат динамики (42.3) удовлетво
ряется, если изменение во времени операторов динамических пе
ременных Р описывается уравнениями Гейзенберга

йР (О

По форме (42.11) совпадает с уравнением (26.8), полученным 
в предыдущей главе, однако имеет несколько иной смысл. П о
следнее представляет собой, по сути дела, определение опера
тора соответствующего производной динамической пере
менной Р, тогда как в левой части уравнения (42.11) стоит про
изводная по времени от оператора самой величины Р.

Можно показать, что описание состояний и динамических 
переменных в шредингеровской картине связано с описанием со
стояний и динамических переменных в гейзенберговской картине 
посредством преобразования, совершенно не меняющего физи
ческого содержания теории. Мы не будем останавливаться на до
казательстве этого утверждения, отсылая читателя к литера
туре *).

3. К а р т и н а  в з а и м о д е й с т в и я .  Наконец, существует 
промежуточный способ описания эволюции системы во време
ни — картина взаимодействия, в которой считается, что от вре
мени определенным образом зависят как векторы состояний, так 
и операторы динамических переменных, и поэтому для средних 
значений имеем

{ р \ ^ и ) = о у ц ) \ р а ) \ ч ^ ш (42.12)

*) См., 11зпример, А. С. Д а в ы д о в ,  Квантовая механика, §§ 30, 31. 
Фнзматгиз, 1963.



Картина взаимодействия, предложенная Дираком, физически- 
эквивалентна двум другим карт]И1ам, Она широко используется 
в квантовой теории поля при приближенных расчетах, основан
ных на методе возмущений.

§ 43. Квантовая механика в /'-представлении

Как уже отмечалось, при решении конкретных задач удобна 
переходить от абстрактных векторов состояний [г!)) и операто
ров динамических переменных Р к некоторым совокупностям чи
сел. В § 40 было сказано, что для этого достаточно выбрать в  
гильбертовом пространстве некоторый ортонормированный б а 
зис и сопоставить векторам совокупности их компонент, а опе
раторам — совокупности их матричных элементов. Базисы можно 
выбирать по-разному, в соответствии с чем мы будем получать 
различные квантовомеханические представления.

С физической точки зрения наиболее удобным является ба
зис, образованный собственными векторами линейного самосо
пряженного оператора Р, соответствующего некоторой динамиче
ской переменной. Именно в этом смысле говорят о координатном,, 
импульсном, энергетическом и т. д. представлениях в квантовой 
механике. Мы в дальнейшем будем предполагать, что спектр 
выбранного оператора Р является простым, т. е. не содержит 
вырожденных собственных значений. Это соответствует тому, что 
сам оператор Р образует полный набор [см. замечание в § 4& 
перед формулой (40.9)]. Такое предположение мы принимаем 
исключительно ради упрощения записи формулируемых ниже 
результатов. Кроме того, будем считать, что спектр оператора 
Р является или чисто дискретным или чисто непрерывным, так  
как другие случаи нам не встретятся.

Итак, выбираем некоторую определенную динамическую пе- 
ремениую и рассматриваем соответствующий ей линейный эрми
тов оператор Р. Решим задачу на собственные значения этого 
оператора:

П ! )  =  ! \1) .  (43.1)

Построим из собственных векторов | / )  базис, выбрав его орто- 
нормированным. Это означает, что выполняются условия

< П П  =  бгг  (43.2а)
в случае дискретного спектра, или

< П П  =  б ( Г - П  (43.26)
в случае непрерывного спектра. Кроме того, базис удовлетво
ряет условию полноты

2 1 / )  (/1 =  1, (43.3а)
г

6  Э, в .  Шпольский, т. II

§ 43) КВАНТОВАЯ МЕХАНИКА В Р-П Р Е Д С Т А Б Л Е Н И И  16Г
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(43.36)

Любой вектор |г})) можно разложить по базисным ортам:

(43.4а)
или

причем в обоих случаях

11’) =  - ¡̂1 f ) d f ,

=  (f I 11’)-

(43.46)

(43.5)

Совокупность чисел ij)/ (дискретная или непрерывная), т. е. ком
понент вектора |il)) в выбранном базисе, определяет этот вектор 
однозначным образом. Она называется волновой функцией  со
стояния ijj в /^-представлении.

Произвольному оператору Q, переводящему вектор |г|}) в 
вектор |ф):

1Ф) =  Р1Ф> (43.6)

сопоставляется в ^-представлении матрица

Qrr ' =  < r ! Q i n - (43.7)

Она переводит компоненты вектора [г})) в компоненты- векто
ра |ф):

(43.8а)

или

фf■ (43.86)

т. е. в случае непрерывного Спектра матрица (43.7) является 
фактически ядром интегрального оператора. В своем собствен
ном базисе оператор F представляется диагональной матрицей:

F f r  =  f 'ô r r ,  (43.9а)
или

P iT  =  f ' à { f ' - n  (43.96)

Действительно, для дискретного спектра, например, имеем

. F î t  =  i f ' \ F  \ П  =  </' IГ  I П  =  f " à r r  ^  r à f T .

Поэтому про /“’-представление иногда говорят также как про 
представление, в котором диагонален оператор F.
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Сформулируем теперь задачу на собственные значения опе
ратора Я в ^-представлении. Умножая уравнение

Я \ д) Я \ я)
слева на ( / ' |  и используя условие полноты (43.3), в случае ди
скретного спектра получим

</' IQI -  2  (/' I (31П (Г к) =   ̂(/' 1 д).
т. е.

(43.10а)

Таким образом, мы приходим к бесконечной системе уравнений, 
аналогичной системе (37.7), которая была получена в конечно
мерном • пространстве. Аналогично (43.10а) в случае чисто не
прерывного спектра оператора Р будем иметь уравнение

(43.106)й Г  =  <7 • <?

являющееся интегральным уравнением на собственные значения.
Среднее значение наблюдаемой Q в состоянии |я1з) в случае 

дискретного спектра равно

=<11’ 1 д  111’) =  2,, (ФI п  (Г  IQ I п  < г  11 ^ ) = 2

(43.и  а)
т. е.

B случае непрерывного спектра имеем

<Р)ф =  I  df '  й! (43.116)

Эти формулы приобретают особенно простой вид для самого 
оператора Р. Действительно, учитывая (43.9), получим

(43.12а)

или
</ )̂ф =  2 / 111’/ р. 

[ / 111’/ р ^ / . (43.126)

Согласно аксиоме 3 вероятность обнаружить при измерении 
динамической переменной Р в состоянии |я|з) значение / равна

И^ф(/) =  1< / |11’) (43.13)

в полном соответствии с формулами (43.12). Отсюда, в частно
сти, становится ясным и физический смысл волновой функции 
в /•'-представлении. Аналогичная вероятность для динамической

6*
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переменной Q дается выражением (в случае дискретного спектра 
оператора Р)

т .  е.

( ? ) = I г!’ )  Р  =  1 2  I / )  ( / 1 11)) Р  - 1 2

(43.14а)

В случае непрерывного спектра имеем для плотности вероят
ности

(43.146)W ^ { q ) =

Часто приходится переходить от одного представления к дру
гому, например от ^-представления к О-представлению. Этот 
переход легко осуществляется путем использования условия пол
ноты. Выведем соответствующие формулы, считая, что спектр 
■оператора Р дискретен. Д ля  волновой функции имеем

|115> =  2  и  I/ )  ( / 111’) =  2  

а  для матрицы оператора получаем

IР IГ )  =  Д  <я' IП (n Q IП(Г  I §")

Совершенно аналогично выводятся формулы в случае непрерыв- 
лого спектра оператора Р.

Таким образом,

~  (43.15а)

(43.156) 

(43.16а)

(43.166)

и л и

я  также

и л и

и ' М т ' ‘Г ‘‘Г -

Итак, для перехода от Р- к О-представлению достаточно 
зн ать  волновую функцию

(43.17)

в  /^-представлении состояния, соответствующего собственному 
вектору оператора О. Она находится путем решения задачи на
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•собственные значения (43.8) для оператора С, сформулирован
ной в ^-представлении;

=  (43.18а)

в случае дискретного спектра оператора Р, или

=  (43.186)

в случае непрерывного спектра этого оператора.
Теперь мы проиллюстрируем развитую в этом параграфе об

щую схему на трех наиболее важных для квантовой механики 
примерах, рассмотрев координатное, импульсное и энергетиче
ское представления.

§ 44. Координатное представление

Рассмотрим наиболее часто используемое в квантовой меха
нике представление — координатное, или ^^представление. Д о 
статочно заметить, что все излoлíeниe в предыдущей главе бази
ровалось на выборе именно этого представления. Ради простоты 
будем считать, что у нас имеется одна частица, которая дви
жется вдоль оси Ох, так что ее положение полностью опреде
ляется  одной координатой х. Этой координате сопоставляется 
.линейный эрмитов оператор X, который удовлетворяет переста
новочному соотношению (40.14), имеющему в данном случае вид

Х ^  —  ^ Х ^ 1 П 1 .  (44.1)
Из физических соображений ясно, что частица в принципе 

может находиться в любой точке прямой, т. е. может иметь лю 
бую координату X.  Это означает, что оператор X  должен обла
д ать  чисто непрерывным спектром, т. е. уравнение на собствен
ные значения

Х \ х )  =  х \ х )  (44.2)

имеет решение при любом вещественном х. [Интересно отметить, 
что сформулированное утверждение можно вывести строго мате
матически, исходя только из перестановочного соотношения
(44.1).]

Выбрав в качестве базисных ортов векторы |л:), мы и по
лучим координатное представление. В силу непрерывности спек
тра оператора X  условия ортонормированности и полноты б а 
зиса записываются в виде (43.26) и (43.36), т. е. в нашем случае 
■как

1^х'\х") =  Ы х '  —  х") (44..3)
и

I х ) { х  \йх =  1. (44.4)
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Состояние в х-представлении описывается непрерывной сово
купностью компонент

г !з ^ ^ (х  |115> =  я1з(х), (44.5)
которую мы в предыдущей главе называли просто волновой  
функцией  или '\^-функцией.

Произвольному оператору /• в координатном представление 
соответствует непрерывная матрица

Р^'^" =  { х ' \ Р \ х " ) .  (44.6)

В соответствии в (43.86) на волновую функцию г|з(х) она дей
ствует по закону

Ф (х) =  ф. == I  а х '  =  I  ( X ' )  йх '.  (44.7)

В частности, согласно (43.96), матрица оператора координаты 
диагональна:

. ^  =  х 'б (х '  — X"). (44.8)

Поэтому на волновую функцию она действует следующим об
разом:

Ф (х) =  I  хб (х — х') ф (х') с1х' == х'ф (х), (44.9)

т. е. просто умножает ее на х, в полном соответствии с фор.му- 
лой (15.1) из предыдущей главы.

Д ля нахождения матрицы оператора импульса в х-представ
лении воспользуемся перестановочным соотнощением (44 . 1). 
Действуя операторами, фигурирующими в его левой и правок 
частях, на вектор |х " )  и умножая результат слева на вектор 
( х ' | ,  получим

{х'  I \х")  — ( х '  \ ^ Х  \ х" )  =  т  { х '  \х").

Воспользовавшись уравнением на собственные значения (44.2) 
и сопряженным ему уравнением

(х I л: =  X (х I,

а такж е условием ортонормированности (44.3), будем иметь
(х' — X " )  { х ' \ ^ \  X " )  =  /Лб (х' — X " ) .  (44.10)

Вспоминая свойство 6-функции (38.4д), заключаем, что решение 
алгебраического уравнения

х/ (х) =  6 (х)
имеет вид

/(х) =  - б ' ( х ) .
Поэтому из (44.10) получаем

=  -  гйб' (х' — X " ) .  (44.11 >
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Учтем теперь свойство нечетности функции б '(х) (38.4г) и 
основное ее свойство (34.8в). Тогда мы придем к следующему 
закону действия оператора импульса на волновую функцию:

<р (х) =  I

=  ¿н

Ш 6 '  (х — х')  115 (х') с1х' =

6 '  (х' — х) (х') с1х'= — Иг ¿г|) (а;) 
йх (44.12)

т. е. он сводится (с точностью до множителя) к ее дифференци
рованию, Б полном соответствии с формулой (15.2). Имея в виду
(44.12) и основное свойство б-функции (38.2), матрицу опера
тора импульса можно записывать также в виде

¿Р.'х" =  - И г Н х ' - х " ) ^ .  (44.13)

Как уже неоднократно отмечалось, динамические перемен
ные в квантовой механике, так же как и в классической, можно 
выразить через координату и импульс. Это означает, что опера
тор Р любой такой переменной должен выражаться через X  и 
Но матрицы последних, как видно из (44.8) и (44.13), содержат 
в координатном представлении б-функцию. Поэтому и для мат
рицы Рх'х" любой динамической переменной можно записать

Рх'х" =  ^ { х ' - х " ) Р ,  , (44.14)

где Р включает умножения на х'  и дифференцирования по этой 
переменной.

Подставляя в общий закон (43.86), определяющий закон 
действия матрицы оператора на волновую функцию, конкретное 
ее выражение (44.14) и снова учитывая основное свойство 
б-функции, можно будет этот закон представить не в матрич
ном, а в дифференциальном виде:

Ф(х) =  / ’ф (х). (44.15)

В предыдущей главе мы называли величину Р просто операто
ром данной динамической переменной. Из (44.9) и (44.12) оче
видно, что

Х =  х, ^  =  —  (44.16)

Эти конкретные вырал>;ения для операторов координаты и им
пульса, действующих в гильбертовом пространстве г!)-функций, 
совпадают с их выражениями (15.1) и (15.2).

Среднее значение (43.116) динамической переменной Р в со
стоянии |ф ) ,  используя (44.14), запишем в координатном пред
ставлении как

(^’>Ф =  {х) Н  (х) йх. (44.17)
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Этот результат совпадает в рассматриваемом случае с общим- 
выражением (17.6) для среднего значения, полученным в гл. И.

Согласно (43.13) плотность вероятности обнаружить частицу 
в точке прямой с координатой х  равна

W^{x)  =  \ ^ { x )  р, (44.18>

откуда становится ясным физический смысл г|)-функции, подроб
но обсуждавшийся в § 13.

Наконец, вычисляя по общей формуле (43.146) вероятность 
получить при измерении динамической переменной Р в состоя
нии |г!)) ее значение /, будем иметь

{ ^ ] { х ) ' ^ { х ) й х (44.19)

и мы тем самым возвращаемся к одному из основных резуль
татов, полученных в § 17.

В заключение этого параграфа вычислим собственные функ
ции операторов координаты и импульса в х-представлении. Д л я  
первого из них уравнение на собственные значения записывается' 
как

=  или (х — Хо) =  0. (44.20)

Учитывая, что, согласно свойству (38.46) б-функции,

х6 (х) =  О,
сразу получаем

г1)^^(х) =  б ( х - Х о ) . (44.21)

Уравнение на собственные значения оператора импульса в  
х-представлении имеет вид

(х)
т- йх ■р^р{х).

При любом вещественном р оно имеет решение в виде плоской 
волны

г!зр {x) =  Ae'^

Определяя константу А из условия нормировки (43.26), которое 
в рассматриваемом случае записывается как

{р '  IР") =  I  I IР") I  11’*, (х) (х) ¿х =  б (р' — р ") .  

иолучим

(1х  =  Ы р ' - р ").
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Учитывая разложение б-функции в интеграл Фурье (38.7), а 
такж е свойство ее четности (38.4а), будем иметь

1
2пП •

Вспоминая теперь, что г|)-функция определена с точностью до 
множителя, модуль которого равен единице, можно положить

1
Л =  -

т ак  что собственная функция оператора импульса, отвечающая 
«го собственному значению р, равна

Я1)р {х) =
/ 2яЙ

(44.22)

Э та  функция нормирована условием (43.26), соответствующим 
-случаю непрерывного спектра.

§ 45. Импульсное представление

При решении конкретных задач иногда оказывается полез- 
яым импульсное представление,  базис в котором образуют соб- 
•ственные векторы |/?) оператора импульса:

^ \ Р )  =  Р\Р)-  (45.1)

Т ак  же, как и в случае координаты, спектр оператора импульса 
■является чисто непрерывным, так что условия ортонормирован- 
йости и полноты базиса записываются в виде

{ р ' \ р " )  =  6 { р ' - р " ) ' р ) { р \ а р  =  1. (45.2)

В /5-представлении состояния описываются волновыми функ
циями

=  |11’) =  1р(Р)- (45.3)

К вадрат модуля такой функции определяет плотность вероятно- 
=сти получить при измерении импульса частицы в данном состоя
нии значение р.

Рассуж дая точно так же, как в предыдущем параграфе, мы 
увидим, что операторы координаты и импульса, действующие на 
■волновую функцию в ^-представлении, имеют вид

йХ  =  Ш ’ =  р. (45.4)

Как мы видели в конце § 43, переход от координатного к 
импульсному представлению осуществляется посредством общих
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формул (43.156) н (43.166) с помощью собственных функций 
оператора 9 ,̂ вычисленных в х-представлении;

Ф(Р) =  ( Р 1 Ф ) =  С </7 |л:>(л: |г;з)йГ.г= \  ^  {х) йх (45.5а)

Рр-р’> ^ { р ' \ Р \  р")  =  I { р ' \  х ' )  ( х '  I /=■ IX") {х" I р") йх'  йх" =

=  11,;, ( X ' )  ( X " )  йх' йх" (45.56)

соответственно.
Учитывая, что эти собственные функции даются формулой

(44.22), получим, что волновая функция 'ф(р) в /7-представлении 
выражается через волновую функцию г1;(х) в х-представлении 
соотношением

ф(р): I
У2пЬ

ф (х) е * йх, (45.6)

т. е. посредством обычного преобразования Фурье.
Предоставляем читателю в качестве чрезвычайно полезного 

самостоятельного упражнения убедиться с помощью формулы 
(45.56) в том, что операторы координаты и импульса имеют 
в ^-представлении вид (45.4).

В качестве изящного примера применения /^-представления 
рещим следующую задачу; определить распределение вероят
ностей различных значений импульса в п-ш стационарном со
стоянии линейного гармонического осциллятора.

Как мы видели в т. I, § 159, нормированная волновая функ
ция такого состояния в х-представлении имеет вид

Согласно общей формуле (44.19) искомое распределение ве
роятностей будет таким;

(45.8)

где 013« (х) дается формулой (45.7), а г15р (х) — формулой (44.22). 
Вычисление этого интеграла является весьма трудоемким де
лом и требует хорошего знания свойств полиномов Эрмита. З а 
мечая, однако, что под знаком модуля в (45.8) стоит волновая 
функция ^п {р )  п-го стационарного состояния в импульсном 
представлении, можно поступить следующим образом.

Запишем уравнение Шредингера для осциллятора

2т
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Б нмпульсном представлении, подставляя в него выражения
(4 5 .4 ) для операторов координаты и импульса:

(Р) (р). (45.9)

Если сравнить это дифференциальное уравнение с уравнением 
осциллятора в х-представлении:

-  ^  т  ^ ’1 ’.  м  =  (*)■

то мы увидим, что с точностью до переобозначения коэффи
циентов

1

они совпадают. Поэтому, учитывая (45.7), можно сразу запи
сать нормированное решение уравнения (45.9):

( / S  '■) • "»
Но квадрат модуля этой волновой функции, как сказано выше, 
и определяет искомое распределение вероятностей импульсов, 
так  что мы получаем нужный результат:

не вычисляя чрезвычайно сложного интеграла (45.8).

§ 46. Энергетическое представление

Обратимся теперь к уравнению Шредингера (42.9):

=  Я  |ЧЧО>- (46.1)

Если гамильтониан Н явно от времени не зависит, то это урав
нение можно решать методом разделения переменных. Р ассуж 
дая  точно так же, как в § 2 1 , мы получим, что оно имеет сле
дующую систему частных решений;

=  (46.2)

где векторы от времени уже не зависят. Как вектор
| ^ е ( 0 ). так и вектор является собственным вектором
гамильтониана с собственным значением Е:

H \ W A t ) ) - E \ W ^ { t ) )  (46.3а)

H\^^E) =  E\^^E)^ (46.36)
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Ввиду явно выделенной роли гамильтониана в квантовой' 
механике, здесь часто бывает удобным использование энергети
ческого представления,  базис в котором образуют собственные 
векторы I этого оператора. Особенно полезным оно оказы
вается в тех случаях, когда спектр гамильтониана чисто ди- 
скретный, что в дальнейшем и будет предполагаться. Кроме 
того, мы будем считать, что каждое собственное значение яв 
ляется невырожденным.

Обозначим собственный вектор гамильтониана, соот
ветствующий п-му собственному значению Еп, ради краткости 
просто через |« ) :

Я 1 п )  =  £ „ |я > .  (46.4>

Тогда условия ортонормированности и полноты базиса в энер
гетическом представлении будут записываться в виде

{ т  \п) =  Ьтп 

2 1  « ) ( и  1 =  I.

(46.5)

(46.6)

Любое состояние в энергетическом представлении описы
вается совокупностью компонент

(46.7)

которая является волновой функцией этого состояния в выб
ранном представлении. Операторам динамических переменных 
сопоставляются матрицы

Ртп =  { т \ Е \ п ) ,  (46.8)

которые не зависят от времени. Согласно (43.9а) матрица са 
мого гамильтониана будет диагональной:

(46.9)

Перепишем уравнение Ш редингера (46.1) в энергетическом 
представлении. Д л я  этого умножим его слева скалярно на (/г| 
и воспользуемся в правой части условием полноты (46.6):

¿й IЯ  Iчг (0) =  IЯ  I/п> ( т  I¥  (0>.

Вводя обозначения (46.7), (46.8) и учитывая диагональность 
матрицы гамильтониана (46.9), уравнение Шредингера можно 
будет представить в совсем простом виде:

(46.10)
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Оно имеет решение

(46.11)

Состояние, волновая функция которого имеет лишь одну не
нулевую компоненту Cn{t),  обладает определенной энергией,, 
т. е. является стационарным в смысле § 24. Его зависимость от 
времени полностью определяется экспоненциальным множи
телем.

В соответствии с общей формулой (43.11а), среднее значе
ние динамической переменной Р в состоянии | ''! ''(/)) равно

( П , - 2 / ' „ . с  « ) ' . ( ' ) ■  ( « . 1 2 )
т, п

Д ля самого гамильтониана это выражение приобретает осо
бенно простой вид:

{ H ) ^ = ' Z E , \ c A t ) f = ' E i E , \ c A O ) \ ^  ■ (46.13)
п п

где при переходе к последней форме записи использовано со
отношение (46.11). Таким образом, среднее значение энергии 
не зависит ет времени, как это и должно быть, поскольку она 
является сохраняющейся величиной.

Как показывает общая формула (43.13), вероятность по
лучить при измерении энергии в состоянии | ^ ( / ) )  ее значение 
Еп равна

W ч r { E n ) = \ c Л t ) f  =  \ c n { 0 ) \ \  (46.14)

откуда становится ясным физический смысл волновой функции 
данного состояния в энергетическом представлении.

Иногда приходится иметь дело с матрицами операторов Р, 
вычисленными в базисе, который образуют зависящие от вре
мени векторы типа (46.2):

В этом случае матрица
P„гn{t) =  { t n { t ) \ P \ n { t ) )

такж е является функцией времени. Очевидно, что

Ртп (О —

(46.15)

(46.16)

(46.17)

где матричные элементы Р„ 
и не зависят от времени, а

со„

определяются формулой (46.8) 

7  . (46.18)



174 ОСНОВЫ Т Е О РИ И  П РЕ ДС Т А В Л Е Н И Й [ГЛ. ПГ

Величину сотл называют «частотой перехода» между состоя
ниями \ т)  и |п ).  Дифференцируя (46.17) по времени, получим

-̂Ртп {()

И

с11̂

' 1^тпРтп(О

1 1̂ . =  — (й2 р  (А_ 
^тп

(46.19)

(46.20)

Такого рода формализм вместе с перестановочным соотноше
нием для матриц координаты и импульса был тем фундамен
том, на котором Борн, Гейзенберг и Иордан построили в 1925 г. 
первую замкнутую схему квантовой теории — «матричную ме
ханику».

В заключение этого параграфа покажем, как осуще
ствляется переход от координатного к энергетическому пред
ставлению. Согласно общей формуле (43.156) для волновой 
функции имеем

Сп (О =  /  (•«. О ак,  (46.21)

где 11)„(х) — собственная функция гамильтониана Я,  действую
щего в пространстве функций 11з(л:) координатного представ
ления;

Яф„ {X) =  {х). (46.22)

Д л я  матрицы оператора Р (43.166) дает

или, учитывая (44.14),

Р =тп (46.23)

Тем самым общий формализм, развитый в данной главе, при
водит нас ко всем основным соотношениям квантовой меха
ники *).

) €м ., например, Л. Д . Л а н д а у ,  Е. М. Л и ф ш и ц. Квантовая меха
ника, Физматгиз, 1973. В частности, энергетическое представление рассмо
трено в § 11 ЭТОЙ книги.



Г Л А В А  IV

О Д Н О М Е РН О Е  Д В И Ж Е Н И Е

§ 47. Общие свойства одномерного движения

В главе XI первого тома мы рассмотрели ряд простейших 
задач, решаемых при помощи уравнения Шредингера. Все эти 
задачи относились к одномерным движениям, т. е. к движе
ниям в полях, в которых потенциальная энергия зависит толь
ко от одной координаты х. В этих задачах и характер поля 
с целью упрощения расчетов также выбирался предельно схе
матизированным. Например, решалась задача о переходе из 
одного полупространства к примыкающему к нему другому, 
причем в обоих полупространствах потенциальная энергия по
стоянна. В этом случае на границе областей потенциальная 
энергия изменяется скачком и «кривая» зависимости потен
циальной энергии от координаты х обращается в ломаную ли
нию, представленную на рис. 10 и И. Граница между двумя

£ -----

1
/ /

0
Рис. 10.

областями в таком

и
I П

Е  —

'

и

л
О
Рис. И.

«потенциальным барьером».
Наряду со случаем, когда такой барьер разделяет две об

ласти, ограниченные только с одной стороны, и каж дая х ар ак
теризуется своим постоянным значением потенциала, мы рас
смотрели случай барьера конечной ширины, т. е. поля, кото
рое разбивается на три области, причем в области II, имеющей 
конечную ширину, потенциал t / / / >  V i и U n >  U m .  Наконец, 
мы рассмотрели противоположный случай, т. е. потенциальный 
ящик или «потенциальную яму», когда U n  <  и U u  <  U щ ,  
причем для максимального упрощения задачи предположили, 
что барьеры, отделяющие область II от области I и III, беско
нечно' высоки в случае «ящика», а «яма» бесконечно глубока. 
Другими словами, мы предположили, что это поле имеет такой



ларактер , что «классическая» частица, двилсущаяся в нем 
(т. е. частица, подчиняющаяся законам классической меха

ники), ни при какой энергии не может выйти за пределы об
ласти  II.

Не повторяя вычислений, полностью приведенных в гл. XI, 
т. I, мы напоминаем для удобства читателя (рис. 10 и 11) 
основные результаты, которые отличают поведение квантовой 
частицы от классической в описанных полях. На границе обла
стей, разделяемых простым барьером, поведение квантовой ча
стицы существенно зависит от соотнощения между полной 
энергией Е частицы в области I и потенциалом области // .  
В случае, когда £  <  У, классическая частица, падаю щая на 
барьер, отражается точно на барьере и не проникает в об
ласть II, так как для этого у нее не хватает энергии. Напротив, 
квантовая частица проникает на некоторое расстояние в «за
прещенную» область II и только затем поворачивает обратно, 
вновь переходя в область I, так  что полный коэффициент отра
жения и в этом случае равен единице.

Если Е >  и,  то классическая частица с достоверностью про
ходит над барьером в область II  и беспрепятственно движется 
там  дальщ е с соответственно уменьщенной кинетической энер
гией Е — и.  Квантовая же частица и в этом случае имеет опре
деленную вероятность отразиться и определенную вероятность 
пройти дальше.

Наконец, в случае барьера конечной ширины при Е < .  У  
наиболее замечательное свойство квантовых частиц состоит в 
конечной вероятности прохождения частицы сквозь  запрещ ен
ную область, где ее полная энергия меньше потенциальной, 
т. е. кинетическая энергия отрицательна. Такие переходы в 
квантовой механике называются «туннельными».

Что касается случая квантовой частицы, запертой в ящике 
с бесконечно высокими стенками (или, что то же самое, в бес
конечно глубокой потенциальной яме), то особенность в этом 
случае состоит в том, что ограничение области свободного дви
жения частицы достаточно для возникновения квантованных  
уровней энергии, хотя потенциал в этой области может оста
ваться равным нулю.

В настоящей главе мы покажем, что все эти своеобразные 
особенности сохраняются при одномерном движении в полях с 
менее схематизированными свойствами, хотя уравнение Ш ре
дингера в этих более общих случаях может точно и не ре
шаться. В частности, в любом поле, которое характеризуется 
только тем, что частица «запрета» в нем, т. е. ее полная энер
гия Е  меньше потенциальной I/ вне области (финитное движ е
ние), частица должна обладать невырожденным уровнем эн ер
гии.  Это свойство, на которое нам придется ссылаться в д ал ь 
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нейшем, для одномерного движения можно легко доказать, не 
прибегая к решению уравнения Шредингера. Пусть г],) и г|з2 бу
дут решениями одномерного уравнения Шредингера

^ + ^ 1 Е - и { х ) ] ^  =  0.

И предположим, что решения эти вырождены, т. е. что оба они 
соответствуют одному и тому же уровню энергии Е.  В таком 
случае

фГ 2т грз'
' '
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Ф. “  •
Здесь введено обозначение

Отсюда
1|з;'г|з2 - ф 2' 11’ 1 =  0 -

Интегрируя, получаем
— =  const.

Так как при х =  оо ijji =  -фг =  О, то const — О и

о15'Ф2 — == 0 >
откуда

1|)1 “  1|)2 ■
Интегрируя еще раз, находим

ijii =  const г[)2,

откуда следует, что обе волновые функции по-существу совпа
дают, так что уровень энергии является невырожденным.

В следующих параграфах мы рассмотрим два случая одно
мерного движения. Первый случай — движение частицы в по
тенциальной яме конечной глубины, т. е. случай финитного 
движения, и второй — случай свободного движения квантовой 
частицы. В первом случае уравнение Шредингера приведет нас 
к дискретным уровням энергии, в предельном случае перехо
дящим в уровни бесконечно глубокой ямы. Согласно только 
что доказанной теореме эти уровни не вырождены. Во-вто- 
ром — энергия распределяется непрерывно, но решение дву
кратно вырождено. Наконец, в заключение на примере одно
мерного движения мы покажем при помощи приближенного 
метода Вентцеля — Крамерса — Бриллюэна, что между класси
ческой л1еханикой, квантованием движения по Бору — Зоммер- 
фельду и квантовой механикой существует непрерывный пе
реход,
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§ 48. Потенциальный ящик

В качестве простого примера задачи, приводящей к дис
кретным значениям энергии, рассмотрим движение в поле, по
тенциал которого представлен на рис. 12 , т. е. в «потенциаль
ном ящике» конечной глубины. Предположим, что частица,, 
связанная внутри ящика, обладает некоторой энергией Е. Д ля 
связанной частицы полная энергия должна быть отрицательной 
и и о >  Т, но поскольку нулевое значение потенциальной энер

гии произвольно, мы выберем 
_ _ _ _ _  его так, чтобы отсчет энергии 

можно было вести от «дна» ящ и
ка. Д ля поля, изображенного на 
рис. 1 2 , все пространство можно 

Ш ЛJ■ разбить на следующие три об
ласти:

I

-а +СГ X

Рис. 12. Схема потенциального 
ящика конечной глубины.

Уо, Х < — а,
и { х ) =  О, — а < х < а ,

/7о, ^ >  а.
Если выбрать направление 

оси X так, чтобы функция я); з а 
висела только от одной координаты г1: =  г1,’(л:), то задача све
дется к решению одномерного уравнения Шредингера

2т (48.1)

для П О Л Я , заданного значениями потенциальной энергии, соот
ветствующими рис. 1 2 , причем из возможных решений должны 
быть выбраны те, которые подчиняются стандартным условиям 
непрерывности и конечности во всем пространстве.

В области II и  =  О, и уравнение (48.1) принимает вид

(1х̂
Вводя обозначение

/ ■

2т Е =  к,

приводим уравнение Шредингера к виду

(48.2)

(48.3)

Его частные решения
•ф =  соз кх,  51п к>



§ 48]
пот

Уе н ц и а л ь н ы п  ariu-iK
для частицы, подчиняю 
ставляют гармонические
будем называть такие реь классической механике

В областях II  и I I I ,  ^  соответствии с э т а ^ 1
^ / “ евд^осцилляторными.

1/ Г  >  Е,  мы введем о б о з н я и !
г 2т

~W ( U o - E )  = х
и перепишем уравнение

_V 48.1) с этим обозначением:

Ь - _ х ^ ц ,  =  0 .
Решения в этом случае и^л:

меют экспоненциальный характер
Д ля удовлетворения ста г!з =  е± ’̂ ^

Ш ?бГ следуе\"^^Р™ ‘''' ' условий решения дол>1̂ ' ;  
где х < 0 ,  в (48.6) \ возрастании х. Поэтому в областЛ,
( х > 0 ) - н и ж н и и .  С л е д ^  ^ области П,
что частица, подчин (,рззу обратить внимание на J¡
делы  ящика выити \яся классической механике, за п Л  
циальная энергия превьи^^^^^^
преодолеть 1ает полную, и частица неспособ}-
барьерах, т. I, § 153)- .соображениями по поводу задачи."' 
ходящеися внутри ^»тому для классической частицы на ' 

~  являются т |> точки с координатами л: =  а ц 
НИИ. Напротив, для » поворота в колебательном движ^' 
ная вероятность бь1ть частицы имеется определен
показывает „]руженной вне пределов ящика. К Д
х <  — а и х > а ,  эк |> эта вероятность, равная \ ‘\b\^dx nd? 
нулю при условии, что убывает, но она не рав&
нечную --вы сота стенок ящика — имеет к(‘‘
микрочастиц проти iхарактерным квантовым свойство/ 
сических частиц, м У , области, запрещенные для клас'й 
первого тома; там же встретились в цитированном § ] 5 V 
странное с точки зрения к. разъяснено, почему э?/
частиц не ,ассической физики свойство микро!

Мы получили рсш |'ну сохранения энергии.

? п а Г ц Г о б Г а Г « й  так HTOeV""“ "» ШреД™гера для каждой
^ о с Г а н с т в е  непрерывно эти решения на] Í
пространстве непрерь if-функция представлялась во всем’ была непрерывной, осцил о сем ,
X — — а должны СОВП Д ^  ^ ;
вая была гладкой, Д : экспоненциальными, а чтобы кри- 
водные функции в «точках ^ ^ ри^
бования одновременно Р^^ эти тре-
которых особых случа • быть удовлетворены только в не-
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§ 48. Потенциальный ящик

В качестве простого примера задачи, приводящей к дис
кретным значениям энергии, рассмотрим движение в поле, по
тенциал которого представлен на рис. 12 , т. е. в «потенциаль
ном ящике» конечной глубины. Предположим, что частица, 
связанная внутри ящика, обладает некоторой энергией Е. Д ля  
связанной частицы полная энергия должна быть отрицательной 
и и о >  Т, но поскольку нулевое значение потенциальной энер

гии произвольно, мы выберем 
его так, чтобы отсчет энергии> 
можно было вести от «дна» ящи
ка. Д ля  поля, изображенного на 
рис. 1 2 , все пространство можно 
разбить на следующие три об
ласти;

и

и„

I Ж Ш

- а и { х )  =

Рис. 12. Схема потенциального 
ящика конечной глубины.

ио,
О,

Уо,

X  <  —  а ,

— а <  X <  а,  
X  >  а .

Если выбрать направление 
оси X  так, чтобы функция 4' з а 

висела только от одной координаты г15 =  'ф(-' )̂> то задача све
дется к рещению одномерного уравнения Шредингера

(48.1>

для поля, заданного значениями потенциальной энергии, соот
ветствующими рис. 1 2 , причем из возможных рещений должны 
быгь выбраны те, которые подчиняются стандартным условиям 
непрерывности и конечности во всем пространстве.

В области 11 и  =  О, и уравнение (48.1) принимает вид

с1х̂
2т Я-ф =  0 .

Вводя обозначение

/ ■

2га

приводим уравнение Шредингера к виду

(48.2)

(48.3)

Его частные решения
■ф =  соз кх,  51а кл



ДЛЯ частицы, подчиняющейся классической механике, пред
ставляют гармонические колебания. В соответствии с этим мы 
будем называть такие решения осцилляторными.

В областях II и III, где и  =  1 ! о > Е ,  мы введем обозначение
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/ ■
^ { U o - E ) = x  (48.4)

и перепишем уравнение (48.1) с этим обозначением:

=  (48.5)

Решения в этом случае имеют экспоненциальный характер
=  (48.6)

Д л я  удовлетворения стандартных условий решения должны 
убывать при безграничном возрастании х. Поэтому в области I, 
где д: <  О, в (48.6) следует взять верхний знак, а в области III 
(х >  0 ) — нижний. Следует сразу обратить внимание на то, 
что частица, подчиняющаяся классической механике, за пре
делы  ящика выйти не может ввиду того, что там ее потен
циальная энергия превышает полную, и частица неспособна 
преодолеть барьер (ср. с соображениями по поводу задачи о 
барьерах, т. I, § 153). Поэтому для классической частицы, на
ходящейся внутри ящика, точки с координатами х =  а и 
X =  — а являются точками поворота в колебательном движе
нии. Напротив, для «квантовой» частицы имеется определен
ная вероятность быть обнаруженной вне пределов ящика. Как 
показывает решение (48.6), эта вероятность, равная \-> \̂^йх при 
л: < — а и X ' >  а, экспоненциально убывает, но она не равна 
нулю при условии, что i/o — высота стенок ящика — имеет ко
нечную величину. С этим характерным квантовым свойством 
микрочастиц — проникать в области, запрещенные для клас
сических частиц, — мы уже встретились в цитированном § 153 
первого тома; там же было (стр. 500) разъяснено, почему это 
странное с точки зрения классической физики свойство микро
частиц не противоречит закону сохранения энергии.

Мы получили решения уравнения Ш редингера для каждой 
из трех областей. Теперь мы должны «сшить» эти решения на 
границе областей так, чтобы ф-функция представлялась во всем 
пространстве непрерывной и гладкой кривой. Чтобы кривая 
была непрерывной, осциллирующие  решения при х =  а и 
X =  — а должны совпадать с экспоненциальными, а чтобы кри
вая была гладкой, должны совпадать такж е и первые произ
водные- функции в «точках поворота». Сразу ясно, что эти тре
бования одновременно могут быть удовлетворены только в не
которых особых случаях.
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Найдем сначала условия непрерывности. Очевидно, прежде 
всего, что вследствие симметрии поля достаточно найти эти 
условия на одной из границ. Выберем с этой целью границу 
областей II и III. Д алее  отметим, что так как

co s(— a) =  cosa , а sin (— а) =  — sin а,

то в области II решения принадлежат к двум различным ти
пам: одни представляются четной функцией, другие — нечет
ной. Рассмотрим сначала случай четного решения:

фп =  А cos kx,  (48.7)

где А — нормирующая постоянная. Д ля  соблюдения требова
ния конечности при х —>оо в области III решение должно пред
ставляться экспоненциально убывающей функцией

ф„1 =  В е - ^ \  (48.8)
где В,  как и А,  нормирующая постоянная. Условие непрерыв
ности требует, чтобы при х =  а имело место равенство

A c o s  ka =  Ве~ ’̂ “. (48.9)
Однако д аж е при соблюдении этого условия производная функ
ции при X =  а,  вообще говоря, претерпевает разрыв. Чтобы при 
пере.ходе из одной области в другую функция изменялась 
гладко, должны быть равны такж е производные

/ х  = аdx dx i x  = a
(48.10)

Можно было бы записать это условие в явном виде и ре
шить полученное уравнение совместно с (48.9). Однако мы по
лучим результат гораздо быстрее, если примем во внимание, 
что логарифм г!) и его первая производная непрерывны и огра
ничены, если непрерывна и ограничена ф'.

Имея это в виду, можно сначала прологарифмировать обе 
части формулы (48.9), а потом продифференцировать. Постоян
ные А п В  при этом исключаются. К тому же результату мы 
придем, если сразу потребуем непрерывность на границе обла
стей логарифмической производной, т. е. Итак, из ус-■ф dx
ловия

\  'Фц dx )х^а I  ’I’m dx

принимая во внимание (48.8), (48.9) и (48.10), получаем
k i g k a  =  y,. (48.11)

Читателю предоставляется аналогичным способом убедиться 
в том, что в случае, когда о15ц выражается нечетной функцией
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=  Л ' sin ЙХ, условия конечности и непрерывности приводят 
к требованию

k c i g k a  =  — K. (48.12)

Выпишем теперь формулу (48.11) в явном виде, принимая 
во внимание выражения fe и х из (48.2) и (48.4). Получим

2т
{ U o - E )

'к (48.13)

Так как единственная величина, которой мы здесь можем рас
порядиться, есть энергия Е,  то соблюдение условия (48.13) 
возможно только при определенном значении Е. Аналогично, 
соблюдение условия (48.12) приведет к другому, но такж е из
бранному значению энергии, а оба условия  (48.12) и (48.13^ 
приводят к дискретному спектру уровней энергии частицы^ 
запертой в потенциальном ящике со стенками конечной высоты 
(или, что то же самое, потенциальной ямы конечной глубины). 
Еще раз подчеркнем, что этот важный вывод получился только 
в результате подчинения решений уравнения Шредингера стан
дартным условиям конечности и непрерывности.

Уравнения (48.11) и (48.12) являются трансцендентными 
уравнениями относительно Е.  Они могут быть решены графи
чески. Опишем следующий простой способ решения, обратив
шись сначала к уравнению (48.11). Введем обозначения

l  =  ka, т\ =  %а. (48.14)

Умножая обе части (48.11) на а, получаем в новых обозначе
ниях

=  (48.15)

Д ал ее  из (48.14), (48.2) и (48.4) находим 

Г + Т ]^ = а 2 (^2+ ^ 2) _  ^  д2£ 2mUaÔ
¥ (48.16)

Это ■
/  2т

И Г) С радиусом■уравнение окружности в координатах
Искомые уровни энергии получаются из точек пере

сечения кривой Г] =  с окружностью указанного радиуса. На 
рис. 13 приведено соответствующее построение для трех значений 
Иоа^. Первым двум значениям соответствуют по одной точке пе
ресечения в первом квадранте (^ и т) могут принимать только 
положительные значения!), а третьему — две точки пересечения.

Уравнение (48.12) для случая нечетных решений в области
II приведет в новых обозначениях к условию

тl =  - E c t g g .  (48.17)-
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Соответствующие значения энергии получим, решая графиче
ски это уравнение совместно с уравнением окружности (48.16).

Рис. 13. Графическое решение уравнения (48.11).

Построение, приведенное на рис. 14, показывает, что для
пересечение отсутствует, а для следующих двух

имеется по одному пересечению. Итак, для трех последователь
ных значений получаем соответственно, что имеется один, 
д в а  и три уровня энергии.

Рис. 14. Графическое решение уравнения (48.12).

В т. I, § 156 мы рассмотрели задачу о частице в потенциаль
ном ящике с бесконечно высокими или, иначе, идеально твер- 

.дыми стенками (С/ц—►сю). Мы показали, что для частицы в



ЭТИХ условиях имеется бесконечное число уровней энергии, вы
ражаемых формулой

=  (48.18)

Д ля контроля наших результатов покажем, что формулы
(48.12) и (48.13) в предельном случае U o - * o o  переходят в 
формулу (48.18).

Формула (48.11) дает

=  (48.19)

При U o ^ o o  правая часть этой формулы стремится к с». Это 
значит, что в пределе

ka =  n - ^  {п — нечетное),

откуда, принимая во внимание выражение для k (48.2), по
лучаем

=  (« — целое нечетное).

Из формулы (48.12) для случая нечетной ^[з-функции аналогич
ным способом легко найдем

Д/г =  '2та  ̂ — целое четное).

Следовательно, вообще
( « = 1 , 2 , 3 , . . . ) .

Видим, что получился результат, совпадающий с (48.18), по
лученным непосредственно для случая идеально твердых стенок.

§ 49. Свободная частица

Одной из простейших и вместе с тем поучительных задач кван
товой механики является задача о свободной частице, т. е. о5  
одной частице, движущейся в отсутствие действия сил в направ
лении, которое мы примем за ось х. Так как по условию силы 
отсутствуют, то потенциальная энергия U =  const и мы можем 
принять ее равной нулю. Функция Гамильтона классической ме
ханики состоит в этом случае из одной кинетической энергии

Я  =  (49.1>

Соответствующий (49.1) оператор Гамильтона, гамильтониан, 
получим, имея в виду, что при выбранной оси координат дг 
р  =  /?*,. и оператор импульса будет
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P =  T - i >  (49.2>-
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■Соответствующие значения энергии получим, решая графиче
ски это уравнение совместно с уравнением окружности (48.16).

Рис. 13. Графическое решение уравнения (48.11).

Построение, приведенное на рис. 14, показывает, что для
=  пересечение отсутствует, а для следующих двух

имеется по одному пересечению. Итак, для трех последователь
ных значений получаем соответственно, что имеется один, 

.два и три уровня энергии.

Рис. 14. Г рафическое решение уравнения (48.12).

В т. I, § 156 М Ы  рассмотрели задачу о частице в потенциаль
ном ящике с бесконечно высокими или, иначе, идеально твер- 

.дыми стенками (¿Уо—>-оо). Мы показали, что для частицы в



ЭТИХ условиях имеется бесконечное число уровней энергии, вы
ражаемых формулой

£ . - » ’ ¿ 5 -  (48Л8>

Д ля контроля наших результатов покажем, что формулы
(48.12) и (48.13) в предельном случае Uq- ^ oo переходят в 
формулу (48.18).

Формула (48.11) дает

=  |  =  (48.19)

При Uo->oo  правая часть этой формулы стремится к оо. Э то  
значит, что в пределе

ka =  n ^  (п — нечетное),

откуда, принимая во внимание выражение для k (48.2), по
лучаем

(rt — целое нечетное).

Из формулы (48.12) для случая нечетной г))-функции аналогич^ 
ным способом легко найдем
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Еп =  п̂ - 2^  (л — целое четное).

Следовательно, вообще
( « - 1 . 2 , 3 . . . . ) .

Видим, что получился результат, совпадающий с (48.18), по
лученным непосредственно для случая идеально твердых стенок.

§ 49. Свободная частица

Одной из простейших и вместе с тем поучительных задач кван
товой механики является задача о свободной частице, т. е. о5  
одной частице, движущейся в отсутствие действия сил в направ
лении, которое мы примем за ось х. Так как по условию силы 
отсутствуют, то потенциальная энергия U =  const и мы можем 
принять ее равной нулю. Функция Гамильтона классической ме
ханики состоит в этом случае из одной кинетической энергии

(49.1>

Соответствующий (49.1) оператор Гамильтона, гамильтониан, 
получим, имея в виду, что при выбранной оси координат лг 
Р =  Рх, а оператор импульса будет

Р =  (49.2>
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-а оператор Гамильтона

2т \ I йх ) 2т йх  ̂ '

Уравнение Шредингера в этом случае принимает вид

2т йх̂ -■ £115.

(49.3)

(49.4)

Частные решения этого уравнения, очевидно, таковы:

/■  2тЕ

я1,,_2 =  е ^  (49.5)

Эти решения удовлетворяют стандартным условиям конечности 
и непрерывности во всем пространстве при любых положитель
ных значениях Е  (ср. § 8 ):

Е > 0 .  (49.6)

Таким образом, спектр собственных значений энергии в данном 
случае сплошной, в отличие от дискретного спектра примера, 
рассмотренного в предыдущем параграфе.

Непосредственной проверкой, а именно, подставляя функции 
\151 и г|52 (49.5) в уравнение для собственных функций оператора 
энергии (49.4), убеждаемся, что обеим этим функциям соответ
ствует одно и то ж е значение энергии Е. Это показывает, что мы 
здесь имеем дело с вырождением, а именно — с двукратным 
вырождением. Чтобы понять физический смысл этого вырожде
ния, мы прежде всего проверим, не являются ли в данном слу
чае собственные функции оператора энергии такж е и собствен
ными функциями оператора импульса. Заметим прежде всего, 
что, поскольку при выбранных условиях энергия есть просто
кинетическая э н е р г и я т о

У 2 т Е  =  тю =  р .

И мея это в виду, выполняем проверку, пользуясь выражением 
оператора импульса (49.2):

г дх
Ь й 
г

. У 2 т Е  
I -----1----- X

=  У 2 т Е ^ 1 = р ^ 1 ,

Д ¿г|12 __ я й д— •«
г дх  /  й х ^

Мы видим, что собственные функции оператора энергии на са 
мом деле являются такж е и собственными функциями опера
тора импульса, но одной из них соответствует собственное зна-
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чение Ч-Р. а другой — собственное значение —р. Таким обра
зом, вырождение собственных функций оператора энергии свя
зано здесь с неопределенностью направления прямолинейного- 
движения свободной частицы.

Рассмотрим теперь еще одно важное свойство собственных,

функций со сплошным спектром. Функции е ”■ удовлетво
ряют требованию конечности для всех значений л: от — оо до- 
- | - о о ,  однако они не удовлетворяют требованию квадратичной 
интегрируемости, так как

+  СО

йх = е е йх =
+ 00

йх-

Отсюда следует, что эти функции нельзя нормировать обычным- 
способом.

Оказывается, что такое затруднение встречается во всех: 
случаях, когда оператор имеет сплошной спектр собственных 
значений.

Это различие между собственными функциями сплошного- 
и дискретного спектров очень характерно. В случае дискретного 
спектра мы имеем ряд функций, которые можно перенумеро
вать \)51, г|52, . .  •, и соответствующий им дискретный ряд соб
ственных значений; Ль А,2, . . .  В случае же сплошного спектра 
собственная функция Л) зависит от непрерывно меняюще
гося параметра У, [см., например, формулу (49.5), где таким не
прерывно меняющимся параметром является /5 = ] / 2 т £ ’]. Т а
кого рода функцию для одного определенного значения Л- 
нельзя сопоставлять с функциями дискретного спектра. Это со
ответствует тому факту, что безграничная волна, описываемая 
формулой (49.5), есть математическая абстракция, подобно 
тому как математической абстракцией является строго моно
хроматическая волна. Реальная же квазимонохроматическая 
волна (см. т. I, § 135) есть своего рода волновой пакет, обра
зованный суперпозицией монохроматических волн с непрерывно 
меняющейся в определенном интервале частотой. Аналогично 
этому в реальных физических условиях никогда не приходится 
иметь дело с частицами, положение которых неопределенно в 
интервале от — оо до -Ь°о, но можно утверждать, что частица 
находится где-то на отрезке ограниченной длины. Волновая 
функция, описывающая поведение такой частицы, ограничена 
в пространстве. Подобную волну можно получить как резуль
тат  суперпозиции ряда безграничных волн, которые за преде
лами определенного отрезка друг друга погашают, вследствие- 
интерференции, т. е. эта волна является волновым пакетом.
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Математически такой пакет представляется интегралом, рас
пространенным на малый промежуток АЛ значений параметра к:

J ф (х ,  Л)й(Л.
л

Оказывается, чю  такие интегралы, называемые собствен
ными дифференциалами, ведут себя совершенно так же, как 
собственные функции дискретного спектра: они друг к другу 
■ортогональны, и их можно нормировать обычным способом. Т а
кой способ нормировки волновых функций сплошного спектра 
принципиально правилен, но практически неудобен ввиду его 
тромоздкости.

Другой способ состоит в превращении сплошного спектра в 
дискретный с исчезающе малым расстоянием между соседними 
уровнями. Д ля  этого надо себе представить, что частица поме
щена в кубический потенциальный ящик с ребром длины L. При 
достаточно большой величине L, во-первых, можно пренебречь 
влиянием стенок, а во-вторых (ср. т. I, стр. 5 П ) ,  расстояние ме
ж ду  уровнями делается настолько малым, что спектр превра
щ ается в квазинепрерывный, а в пределе при L -> оо становится 
сплошным, и нормировка собственных функций совпадает с нор
мировкой, даваемой предыдущим методом. Однако и такой спо
соб практически не совсем удобен.

Наконец, существует третий метод, который играет в кван
товой механике большую роль. Он состоит во введении особой 
функции, обладающей весьма своеобразными свойствами,— 
^-функции Д ирака (см. § 38). Здесь мы на этом способе не 
останавливаемся — он был рассмотрен в § 38. Отметим только, 
что в наших теперешних обозначениях условие нормировки в 
случае непрерывного спектра на 6 -функцию записывается как

{х, к') г]5 (х, I") dx  =  b ( Г  — К"). (49.7)

Такой способ формально полностью эквивалентен нормировке 
с  помощью собственных дифференциалов и «нормировке в 
ящике». Он был применен нами в § 44 для отыскания нормиро

ванны х собственных функций оператора импульса, которые с 
точностью до множителя совпадают с решениями (49.5).

У п р а ж н е н и е .  Решить задачу о свободной частице, полагая, что ф 
■есть функция всех трех координат х, у, г. Показать, что с точностью до нор
мировочного множителя собственные функции оператора энергии в этом слу- 
■чае таковы;

г|) (л:, (/, г) =  е * '  ̂ ^  . (49.8)

■(Указание. Воспользоваться методом разделения переменных, описанным в 
т ,  I. § 161.)



§ 50. Квазиклассическое приближение (метод ВКБ)

В § 22 мы показали, что в пределе при й — О уравнение 
Шредингера непрерывно переходит в основное уравнение клас
сической механики — в уравнение в частных производных Га
мильтона — Якоби, т. е. показали, что классическая механика 
является предельным случаем механики квантовой. Далее, еще- 
в первом томе (§ 114) мы познакомились с принципом соответ
ствия, в силу которого результаты, получаемые путем приме
нения принципов квантования Бора — Зоммерфельда, при боль
ших квантовых числах непрерывно переходят в результаты вы
числений по классической механике. Именно этот факт обоб
щается в принцип соответствия, связывающий полуклассиче- 
скую теорию Бора с классической механикой. Наконец, в § 14Î 
первого тома мы познакомились с интересным фактом, связы
вающим ту же полуклассическую теорию Бора с квантовой 
механикой. Именно, оказалось, что стационарные орбиты атома 
Бора, выбранные на основе квантового условия Бора — Зом 
мерфельда

p d q  =  nh.
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f
являются теми орбитами, на длине окружности которых укла
дывается целое число волн де-Бройля

р
Все эти факты указывают на последовательную градацию при
ближений, ведущих от уравнения Шредингера через теорию 
Бора к классической механике. Эта связь наиболее отчетливо 
выявляется для случая одномерного движения при помощи при
ближенного метода Вентцеля — Крамерса — Бриллюэна (сокра
щенно В К Б ),  называемого квазиклассическим приближением.  

Одномерное уравнение Шредингера

^  +  ^ { Е - и ) ^  =  0

для нашей цели удобно переписать, обозначая штрихами про
изводные по х:

^  2 т  (£■ —  ¿/) г|з == 0. (5 0 .1>

Решение его будем искать в виде
. Si x)

Ф==е  * , (50.2>

где обозначение функции S (x ) ,  имеющей размерность действия, 
указывает на связь этого решения с классическим уравнением. 
Г амильтона — Якоби
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Выполнив подстановку, получаем уравнение

т 8 "  — 8'" +  2 т { Е  — и )  =  0. (50.3)

Уравнение (50.3) точное; решения его различной степени при- 
■ближения мы будем искать, представив это решение в виде 
ряда по малому параметру, за каковой мы выбираем й:

5  (л:) =  5о (х) +  Й5| {х) +  (л:) +  . . .

К сожалению, этот ряд плохо сходится, что создает труд
ности при отыскании приближений достаточно высокого по
рядка. Однако для наших целей достаточно взять всего два 
первых члена ряда;

5 ( л : ) ^ 5 о ( х )  +  Й5,(^). (50.4)

Подставляем это приближенное решение в (50.2), причем со- 
^сраняем только члены, линейные по й:

2т { В — и) — 8'й +  П (г5о' — 25^50 =  0. (50.5)

Чтобы (50.5) имело место тождественно, должны быть 
равны нулю отдельно члены, не содержащие й (или и н аче—■ 
содерж ащ ие й°), и коэффициент при Н:

2т (Е — Щ —  =  О, (50.6)
— 2555^ =  0. (50.7)

Займ ем ся  сначала условием (50.6), соответствующим нулевому 
приближению. Мы получаем из него

=  ±  У 2 т  {Е — Щ.

Но У 2 т ( Е — ¿7) есть не что иное, как классический импульс р.  
Итак,

55 ^  ±  У  2т {Е — Щ = ± р ,
(50.8)

5о =  ±  ^ рс1х,
Хо

где Хо — координата некоторой фиксированной точки на пря
мой, по которой происходит движение. Итак, нулевое прибли
жение есть просто решение классической механики.

Уравнение (50.7) позволяет найти ^ 1 (х). Оно дает

(х) =  — г ^  г 1п 5о.
с1х

Интегрируя, находим

5 , = - 1 г 1 п 5 о  =  -^г1пр. (50.9)
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Итак, в принятом нами приближении функция 5 ( х )  равна

(50.10)

Подставив это 5 (х )  в решение (50.2), получаем после некото
рых преобразований

(50.11)

Решения со знаком «-Ь» и «—» в показателе линейно незави
симы, Поэтому приближенное общее решение будет

р й х
.  , .  (50.12)

V р у  р

Реш ение (50.12) может быть записано такж е в сжатом виде:

Ч’ =  7 Г С ° " \  '
рс1х +  '& (50.13)

X«
где с и •0 ' — произвольные постоянные.

Приближенные решения (50.12) и (50.13) обычно и назы
ваются решениями ВКБ.

Рассмотрим теперь случай, когда частица движется в одно
мерной потенциальной яме, причем эта яма не прямоугольная, 
как в § 48, но имеет любую фор
му с одним минимумом (рис. 15).
В § 48 мы видели, что энергия ча
стицы, находящейся в области II, 
где Е и ,  т. е. при условии, что 
частица совершает финитное дви
жение, квантуется. Следовательно, 
частица, движущ аяся внутри ямы, 
находится на некотором дискретном 
уровне Е. Более того, из общих 
свойств одномерного движения в 
квантовой механике, как мы видели 
в § 47, следует, что это уровень не
вырожденный, т. е. что значению его энергии Е  соответствует 
один и только один уровень. Точки пересечения этого уровня 
с потенциальной кривой х =  а  и х — Ь соответствуют точкам 
поворота в классическом движении частицы внутри ямы: в этих 

точках кинетическая энергия частицы становится равной нулю, 
я  полная энергия равна потенциальной, и частица, подчиняю
щ аяся  классической механике, начинает двигаться обратно. 
Иначе обстоит дело в квантовой механике: при \х\  >■ а

Рис. 15. Частица внутри по
тенциальной ямы.
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потенциальная энергия становится больше кинетической и  >  Е,  
а импульс р = У 2 т { Е  — и)  =  1 У 2 т { 1 )  — Е ) — чисто мнимым. 
Поэтому показатели в экспоненциальных членах выражения
(50.12) становятся действительными, и один из этих членов 
при возрастании абсолютной величины х (т. е. при удалении от 
точки поворота классической частицы) безгранично убывает, 
а другой возрастает

\^\р\
А  /

где через \р \  мы обозначили действительное число

\ р \ = У ^ т { и  — Е).

Отбрасывая возрастающий член, получаем для области /, где 
\ х \ ^  а,

а

и аналогично для области III

л''
^ш  =

К | р 1

В области II решение осциллирующее:

^ и = = - 7 =^со8 -  рс?д; +  1» 
V Р ХЬ

(50.14)

(50.15)

(50.16)

Но в точках поворота х =  а и х — Ь оно становится непригод
ным, так как здесь и  =  Е \\

1 I

V 2т  { Е  -  и )

Вне области II вблизи точек поворота экспоненциальные реше
ния (50.14) и (50.15) также безгранично возрастают из-за 
стремления к нулю | / |  р | =  | /2 « г  (¿7 — Е), и деликатный мате
матический вопрос состоит в том, чтобы оба приближенных 
решения, и экспоненциальное, и осциллирующее, при х =  а п 
X =  Ь, возрастая, аппроксимировали одно и то же частное ре
шение точного уравнения Шредингера

п^-Г +  р Ч х )^̂  =  о .

Этот вопрос был подвергнут детальному математическому об-
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суждению, которое мы здесь не приводим *). Ответ таков: «пра
вильные» решения (т. е. решения, удовлетворяющие указан
ному требованию) следующие:

- т /
■4’ (х)  ■■

г|)(х) =

\ х \ ^  а, (50.17)

К р  ( х )
2  соз p d x  — -J

и аналогично

П х ) -

Г М
У р  ( х )

■ 2 соз — р а х - ^ 1 .

\ х \ ^ а ,  (50.18)

1л; 1 ^ 6 ,  (50.19) 

1x 1^ 6 . (50.20)

Д л я  иллюстрации соотношения между точным решением урав
нения Шредингера и соответствующим «правильным» прибли
жением В КБ приведены вычерченные при том и другом усло
вии кривые для случая пятого энергетического состояния ли
нейного гармонического осциллятора (рис. 16 и 17).

Теперь мы покажем, что правильное приближение ВКБ для 
«дозволенной» области, т. е. внутри ямы при а ^  х ^  Ь, как 
раз то, которое получается «квазиклассически», т. е. с помощью 
классической механики при соблюдении правила квантования 
Бора — Зоммерфельда (с полуцелым квантованием). Д ля  этой 
цели сравним «правильное» приближенное решение для обла
сти II, т. е. внутри «ямы», для случая, когда мы идем от точки 
поворота, соответствующей х =  а, с решением, соответствую
щим переходу от точки х =  Ь. Так как оба решения имеют ме
сто для одной и той же энергии Е и уровни внутри ямы не в ы 
рождены, то решения эти должны быть др уг  д р у г у  равны

У \  Р {X) I

-соз р ( х ) й х ~ ^ \  =

У \ Р
(50.211

*) См. Л. Д . Л а н д  а у и Е. М. Л и ф  ш м ц, Квантовая механика, Наука 
1965, § 47.
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потенциальная энергия становится больше кинетической V  >  
а импульс р = У 2 т ( Е  — и )  =  1 \ / ^ 2 т {и  — £ ) — чисто мнимым. 
Поэтому показатели в экспоненциальных членах выражения
(50.12) становятся действительными, и один из этих членов 
при возрастании абсолютной величины х  (т. е. при удалении от 
точки поворота классической частицы) безгранично убывает, 
а другой возрастает

г]:: +
- Ц \ р \ < 1 х

\^ \р \  ' ]^\р\

где через |р |  мы обозначили действительное число

\ р \ =  У ^ т ( и  — Е).

Отбрасывая возрастаюший член, получаем для области /, где 
1x1 ^  а.

Ч / 1Р1й х

V \P \
и аналогично для области III

Г \Р \

(50.14)

(50.15)

В области II решение осциллирующее:

( , 1- [  р  +  » ) .  ( 50 . 16)
* ' ' “ 7 Г “ П1Г

Но в точках поворота х =  а и х =  Ь оно становится непригод
ным, так как здесь ¿7 — £  и

Г / V 2ш (£ -  и)
- >  о о .

Вне области II вблизи точек поворота экспоненциальные реше
ния (50.14) и (50.15) так ж е безгранично возрастают из-за 
стремления к нулю | / |  р | == У"2т (¿/ — Е), и деликатный мате
матический вопрос состоит в том, чтобы оба приближенных 
решения, и экспоненциальное, и осциллирующее, при х == а и 
X =  Ь, возрастая, аппроксимировали одно и то же частное ре
шение точного уравнения Шредингера

Й=г1з" +  (х) =  0 .

Этот вопрос был подвергнут детальному математическому об-
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суждению, которое мы здесь не приводим *). Ответ таков: «пра
вильные» решения (т. е. решения, удовлетворяющие указан
ному требованию) следующие:

V IР (X)
(50.17)

и аналогично

П х ) -

йх

П х ) р й х - -  ,

\ х \ ^ Ь ,  (50.19)

\ х \ ^ Ь .  (50.20)

Д л я  иллюстрации соотношения между точным решением урав
нения Шредингера и соответствующим «правильным» прибли
жением ВКБ приведены вычерченные при том и другом усло
вии кривые для случая пятого энергетического состояния ли
нейного гармонического осциллятора (рис. 16 и 17).

Теперь мы покажем, что правильное приближение ВКБ для 
«дозволенной» области, т. е. внутри ямы при а х ^  Ь, как 
раз то, которое получается «квазиклассически», т. е. с помощью 
классической механики при соблюдении правила квантования 
Бора — Зоммерфельда (с полуцелым квантованием). Д ля  этой 
цели сравним «правильное» приближенное решение для обла
сти / / ,  т. е. внутри «ямы», для случая, когда мы идем от точки 
поворота, соответствующей х =  а, с решением, соответствую
щим переходу от точки х =  Ь. Так как оба решения имеют ме
сто для одной и той же энергии Е и уровни внутри ямы не в ы 
рождены, то решения эти должны быть др уг  д р у г у  равны

У \ р { х ) \
■ соз

У \ р ( х ) \
■ соз р { х ) с 1 х - ^ (50.21)

*) См. Л. Д . Л а н д  а у и Е. М. Л и ф ш п ц, Квантовая механика, Наука 
1965, § 47.
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причем сумма ф аз в этом случае постоянна. Написанное р а 
венство возможно в том случае, когда эта сумма фаз равна

5)
Рис. 16. Сравнение точного хода  
волновой функции Ш редингера 
с квазиклассическим приближе
нием по методу ВКБ; а) функция 
Ш редингера для уровня энергии 
й =  5 линейного гармонического 
осциллятора; б)  приближение ВКБ  

для того ж е случая.

Рис. 17. а) Сравнение хода функ
ции Ш редингера с кривой класси
ческого распределения; б) квази
классическое приближение для 

того ж е случая.

целому кратному я  и, кроме того, с" =  (— 1)”с'. Итак,

: Ь

р (х) йх - \ -  р (х) йх
1

ь1~а
—  - 2  \ = п п ,

или

Но так как

р { х ) й х  =  (п +  ^'^лП.

и

I  =  ( ^ р { х ) й х ~ 2  I  р {х) йх.
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ТО

(50.22)

кС—Хд CC—X■f

Рис. 18. Туннельный эффект.

где й -2 л ==/1 есть постоянная Планка. Мы получили, таким 
образом, квантовое условие старой квантовой теории, но- с по
луцелым квантовым числом п . . Из этого следует, что полу-
целые квантовые числа точнее выражают величины квантовых 
уровней энергии линейного 
осциллятора, нежели перво
начальные целые квантовые 
числа п. При вычислении 
частот постоянное слагаемое
у /г v = Y  «со выпадает, вслед
ствие чего эта неточность 
квантовых условий Зоммер
фельда оставалась незаме
ченной.

Из всего сказанного в 
этом параграфе следует, что
приближение ВКБ для одномерного движения с большой ясно
стью показывает последовательное уточнение решений по мере 
перехода от классического решения к решению квантовому по 
Бору — Зоммерфельду. Учет следующих членов разложения по 
малому параметру дает более точное квантовомеханическое ре
шение. С помощью приближенного метода В КБ решается ряд 
квантовомеханических задач. К числу их относится задача о 
туннельных переходах, т. е. о прохождении через барьер при 
условии Е С. и.  Полное решение этой задачи для упрощенного 
одномерного барьера приведено в т. I, § 154. Д л я  барьера про
извольной формы (рис. 18) приближенное квазиклассическое 
решение приводит к формуле для «прозрачности барьера»

ь
^  У 2 п ц и - Е ) й х

0  =  е . (50.23)

Вывод читатели найдут в книге Л. Д. Л а н д а у  и Е. М.  Л и ф -  
ш и ц а  «.Квантовая механика» гл, VII, § 50,

7 Э.  В. Ш польский, т. II



Г Л А В А  V

Д В И Ж Е Н И Е  В Ц ЕН Т РА Л ЬН О М  ПОЛЕ

§ 51. Момент количества движения

В этой главе мы займемся изучением важной задачи кванто
вой физики: движением в поле центральных сил.

При изучении такого движения материальной точки в нью
тоновской механике важную роль играет величина — момент ко
личества движения относительно неподвижного центра (для 
краткости мы будем его иногда называть угловым моментом 
или моментом импульса). Такую же важную роль в квантовой 
механике играет оператор момента количества движения. Опе
раторы составляющих момента количества движения в декарто
вых координатах таковы (§ 15):

Т Ь I д

L  — —

дг
д

дх — ЛГ'

ду
д
дг
д
дх

(51.1)

В этой главе нам часто придется пользоваться сферическими 
координатами. Мы начнем поэтому с вывода необходимых фор
мул в этих координатах. Выпищем для удобства формулы пере
хода к сферическим координатам от декартовых и обратно:

Х = = Г 5 1 П ' & С 0 3 ф ,  г/ =  Г8 1П' 9 ' 51Пф,  2  =  ГС031

,  У ? (51.2) , . Ф = агс1§ 'У х̂  +  +  г  ̂ X .

Можно бы теперь, конечно, произвести замену переменных 
в формулах (51.1) по обычным правилам дифференциального 
исчисления. Однако мы гораздо быстрее достигнем цели следую
щим образом. Напишем полный дифференциал г1), рассматривае
мый как функция Л", у, г\

Совершим теперь переход к сферическим координатам, поль
зуясь формулами преобразования (51.2) и полагая, что /* и О
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остаются постоянными, а изменяется только ф:

■¿ф" дх ' д(  ̂ ду ' д(  ̂ ' дг  <3ф

^  Ао:____1_
дх=  —  Г sin #  sin ф +  Г Sin Ü CCS ф =  а; ----- у

Но согласно (51.1)

а потому

ду
— V-ÉÍ,

ду
(5ф 
дх  •

(51.3)

Теперь положим, что г и ф остаются постоянными, а ме
няется только О. Аналогичное вычисление даст тогда

=  c t g ^ дх д у ) (51.4)

Умножим вторую из формул (51.1) на г н сложим с первой; 
после небольших вычислений найдем, применяя полученный опе
ратор к любой функции г|5,

(Lx +  гХу) г1з =  Й (51.5)

Принимая во внимание, что

л; -Ь /у =  г s i n #  (cosф +  i 81пф) =  s in# ,
2  =  r c o s ü ,

вычисляем

(Lx +  iíLy) 'Ф =  Йе‘4’ i re~‘'̂  eos eos ■& — r  sin #5i|)
dy dx

(9i|)
1 7 ,

=  Йе̂ 'Р 

=  йе''Р

i (x — iy) ctg ^  - f  (л; — iy) ctg d  -I7  -  /• sin fl- <3t|)
dx dz

dx

И окончательно, принимая во внимание (51.4) и опуская г]), по
лучим для операторов

\ (5# ' ® <3ф / '  

Аналогичным путем найдем

и  -  -  I c tg  #  - ^ ) .

(51.6)

(51.7)

7*
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При помощи формул (51.6) и (51.7) можно быстро найти опе
ратор квадрата момента количества движения. Легко прове
рить, что

P  =  L |  +  Z ^ - f  ¿ 2  =

=  j ( L x  +  i t y )  [ U - i l y )  + ~ { L , -  iLy) CU +  i l y )  +  L l  (51.8)

Д ля  вычисления этого оператора следует воспользоваться фор
мулами (51.3), (51.6), (51.7) и внимательно выполнить диф
ференцирования, точно соблюдая указанный порядок операто
ров-сомножителей. Например,

CLx +  fLy) (L^ — iLy) ^  =

= -  W  + ‘ ='l! ■ (Ц- -  ‘ 'fg »I*-)} =

Вычислив таким же способом остальные два оператора (см. 
упр. 3 в конце параграф а), подставив их в (51.8) и произведя 
возможные сокращения, получим

I
sin̂  '0' d(f^

ИЛИ в бол ее  томпактном виде

I д
(S1sini)' дЬ

Оператор

Л - 1 - ^  I sin

sin •&

sin i9'

ав'
I

ad

sin̂  0  acp2

I 52 1

(51.9)

(51.10)

называется оператором Лежандра.  Он играет большую роль 
в теории шаровых функций и во всех вопросах математической 
физики, в которых встречаются эти функции. При помощи обо
значения (51.10) запишем кратко

Ь  =  П‘̂ К. (51.11)

У п р а ж н е н и я .  1. Пользуясь формулами (51.2), показать, что

=  sin fl- cos ф дх ^ дг
а , 1 „ а 1 sm ф а--------- cos # COS ф 3 -5- --------- ^г ^ ад /■ sin ’9- аф

д ■ CL . 5 , 1  а . а , 1 COS ф а =  sm V sm ф — cos fl-sin ф------' --------- —
ду

дг ! cos А' -5------------sinдг г

д^ г  sin О аф ’

д
а* •

(51.12)

(51.13)

(51.14)
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2. Прямым преобразованием координат показать, что операторы состап- 
■ляющих Сх, С-у, ¿2 в полярньзрных координатах выражаются формулами 

- Т  (®‘П С 1е соз ф

С05 ф ------Ctg #  51'П ф

( <?ф ■

^Указание. Следует воспользоваться формулами (51.12) — (51.14).'
3. Доказать, что

Й2 <92̂  , . „ д  „ , „ 2 Д  <̂ "'1’+  с1д2

(51.15)

(51.16)

(51.17)

«Зф \
(5ф2 * (Зф у"

4. Показать, что каждый из операторов упражнения 2 коммутирует с С̂ . 
'Видно ли это без вычислении?

§ 52. Свойства момента количества движения

Л\омент количества движения в квантовой механике обла
д ает  некоторыми своеобразными свойствами, к исследованию 
•которых мы и обратимся. Оказывается прежде всего, что три 
лроекции ¿ж, Ьу, ¿2  не могут иметь одновременно определенных 
значений; если одна из них определена, то две остальные неопре
деленны. Это следует из того, что, как мы сейчас увиди.м, опе- 
;раторы Ъх, Ьу, некоммутативны. Д ля  проверки вычислим, на
пример, произведения Ь^Ъу и ЪуЪх и найдем оператор 1хЬу— Ьу1х.

При вычислении следует помнить, что мы имеем дело с опе
раторами, и руководствоваться правилами коммутации коорди
нат и импульсов (§ 19). Вычисляем:

■^хЬу =  {ург  — гру )  [ грх — хр^) =  у р . г р х  — ур ,хр^  — г р у г р х  - f  груХр^,  

=  {^ Рх —  Х Р г)  {У Р г  ~  ^Ру) =  ^ р хУ Р г ~  ^ Рх^ Ру  —  Хр^ур^ +  Хр^хру, 

1х1у  — ЬуЬх =  у  (р^грх — грхРг) +  л: {грур^ — р^гру). 

.Далее, пользуясь правилом коммутации

.получим после упрощении .

^ ¡/^2  =

Аналогично найдем и два остальных соотношения:

Ь Х х - Ь х 1 ^  =  - ^ 1 у •

(52.1)

(52.2)

(52.3)
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Итак, некоммутативность операторов Ъу, доказана, а тем 
самым (§ 19) показано, что ¿х, Ьу и не могут одновременно' 
иметь определенные значения.

Однако каждый из этих операторов коммутирует с опера
тором Это доказывается так. Умножим (52.1) справа на 1,/.

E x L y  — - т- L z L y  - | -  L y L x L y . (52.4)

Второй член в правой части преобразуем вновь при помощи
(52.1):

Е у Е х Ь у  =  т -  Е у Ь г  -Ь  Ь у Ь х ,

так что

LxLl -  ГуЬх =  -  - f  (1 Л у  +  W . (52.5)

Умножая теперь (52.3) справа на Сг, получим аналогичным пу
тем после повторного применения той же формулы (52.3)

LxU  =  J  l y U  +  IzL xU  =  4 -

откуда

LxLl  -  Ш х  =  ^  [ U L y  +  L y U . (52.6)

Склады вая (52.5) и (52.6), находим

1 х [ Ц  +  и ) - { Г у  +  Ц ) 1 х  =  о

или, также

Е.Х (£л +  +  ¿г) — +  11) Ьх =  о,

откуда, наконец,
1 х Ь  —  Ы х  =  о.

Вследствие симметрии имеют место также соотношения

Ъ у ^ - Ы у ^ О ,

(52.7)

(52.8)

(52.9)

Таким образом, оператор квадрата момента импульса имеет 
общие собственные функции с операторами каждой из его про
екций. Это значит, что угловой момент и одна из его проекций 
могут иметь одновременно определенные значения.

Д окаж ем  теперь, что для операторов Сх, Су, Сг в цен
трально-симметричном поле [U =  и  {г)]  имеют место законы со-
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хранения. С этой целью удобнее перейти к полярным координа
там. Оператор энергии в полярных координатах имеет вид

И- дг /

2/Я

+  У(г) =

(52.10)

По аналогии с обычным оператором линейного импульса 
=г= у ц е л е с о о б р а з н о  ввести оператор радиального момента 

рг, определив его следующим образом:

Тогда

== -  ч - у )  Ч - г 1 5  — [ дг  ̂ г дг ) (52.11)

Если, кроме того, принять во внимание, что Й̂ Д =  Р ,  то выра
жение (52.10) мол<но будет переписать в виде

(52.12)

т. е. в том же виде, в каком может быть написана функция 
Гамильтона для движения в центральном поле. Докажем, что 
оператор любой составляющей момента количества движения, 
например £г, коммутирует с Я. Имеем, применяя операторы к 
любой функции г|л(л'&, ф ) ,

Но так как оператор Сг есть ™ действует только на

функции ф, тогда как рг и О (г) действуют только на функции 
г. Поэтому, очевидно,

О (г) ¿ г̂р =  4 0  (г) ф.

Кроме того, по (52.9) £г коммутирует с Итак,

Й 1 ,  =

Принимая во внимание, что операторы Сх, Су также действуют 
только на функции углов и коммутируют с £ 2, видим, что все 
эти операторы коммутируют с оператором энергии. Но это озна
чает, согласно § 28, что как численное значение момента коли
чества движения, так и любая его проекция сохраняются во 
времени.
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Выше мы видели, однако, что только одна из проекций С. 
м о ж е т  иметь определенное значение (например, ¿ 2) ,  тогда как. 
д в е  другие остаются при этом неопределенными. Так как, с д р у 
гой стороны, £2 и Сг коммутируют с /?, то мы можем утверж дать,  
(см. § 19), что все три оператора Сг и Й имеют общ ие с о б 

ственные функции, а потому численное значение момента коли
чества движ ения, одна из его проекций и энергия могут иметь, 
одноврем енно определенны е значения.

§ 53. Собственные функции и собственные значения оператора) 
квадрата момента количества движения

Н айдем  собственные функции и собственные значения о п ер а
тора £2. О ператор £^, как мы видели в § 51, есть

£2  =  Й2Л. ( 5 3 .1>

Таким обр азом , задач а  сводится к отысканию собственных ф унк
ций оператора Л е ж а н д р а  Л, т. е. к отысканию решений д и ф ф е 
ренциального уравнения

ЛГ =  ХУ. - (53.2>

В раскрытом виде уравнение (53.2) таково [см. ф орм ул у  (51.10)1:;
1

sin '0' д'9' s i n 'б'
dY ' 
(5д + - f  ЯГ =  0 . (53.3).

Н о это —  известное из математической физики уравнение для' 
ш аровых ф у н к ц и й * ) .  Ш аровыми функциями вообщ е назы 
ваются однородны е полиномы, удовлетворяю щ ие уравнению^ 
Л а п л а са  Аи =  О или в декартовы х координатах

д и̂ , д и̂ . д'̂ и „ ,
+  а ^ г = 0 -  (53.4>дх^ ду^

П ерей дем  в этом уравнении от декартовых координат к с ф е 
рическим. Мы получим

<? / 2 <5и \ . J д ( . ^ д и \  , I д^и о
дг \ <3 / - ) + s i n f l '  i® '" ’®' а # )  +  sin2 *  дф=* (5 3 .5 >

При п ер еходе  от декартовы х координат к сферическим в од н о 
родном  полиноме степени /, удовлетворяю щ ем этом у уравнению,, 
т. е. при зам ене в полиноме х, у,  z  соответственно через. 
ГС08ф51П1&, г sin ф s i n # ,  Л COS О, ПОЛИПОМ примет вид

«  =  г ' Г ( 0 ,  ф ) ,  ( 5 3 . 6 >

*) См. В. И. С м и р н о в ,  Курс Bbicujeü математики, т. 111, ч. 2, гл. VI^ 
Гостс.хиздат, 1949. Теорию шаровых функций в виде, приспособленном для це
лей квантовой механики, см. В. А. Ф о к, Начала квантовой механики,, 
стр. 117— 126, Кубуч. 1932.
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где У(д, ф) — полином, содержащий cos ф, sin ф, s i n #  и c o s # .  
Подставим (53.6) в (53.5). Имеем, прежде всего.

ди

дг
ди
дг

) = / ( / +  1) г ' У( # ,  ф).

-Уравнение (53.5) после сокращения на г‘ принимает, таким обра-
:3 0 М , ВИД

l { l + l ) Y  + smi dY
s in d  (5d

С равнивая это с (53.3), видим, что

Х =  1 { 1 + 1 ) .

+
I____  d̂ Y

sin̂  04̂ 2 =  0 .

И так,
A u  =  I {I \)  и,

■а следовательно, по (53.1) собственными значениями квадрата 
¡момента количества движения являются числа

1} =  I { I - \ - \ )  {I — целое число).

Из этого следует, что момент количества движения по своей 
величине может принимать значения

(53.7)L = / / ( / +  1) й ,

•где целое число I есть квантовое число момента количества дви
жения. Поскольку, однако, непосредственно находятся собствен
ные значения мы еще ничего не можем сказать относительно 
вектора Ь.

Собственные функции оператора Л еж андра суть функции 
У (0 , ф). В теории щаровых функций*) даются общие формулы, 
при помощи которых можно вычислить однородные полиномы 
любого порядка, являющиеся решениями уравнения Лапласа
(53.5). Нам, очевидно, понадобится очень ограниченное число 

этих полиномов, ввиду чего мы не станем заниматься выводом 
юбщих формул, но получим несколько нужных нам решений не
посредственно. Д л я  этого мы вернемся к уравнению Л апласа
(53.4) в декартовых координатах и перейдем от переменных 

X,  у ,  г  к  следующим новым переменным:

1 =  х +  1у, ц =  х — 1у, г.

*) См., например, В. И. С м и р н о в ,  Курс высшей математики, т. 111, 
•ч. 2, гл. VI, Гостехиздат, 1949.
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ди
дх

дх^

—  I ди дц  __  ди . ди
<?ё дх  '* <3т) дх  (?1] ’ 

(Эи \  (Зт1 ___д /  ди . ди \  д1 I д ( ди , о
д 1 \ д ^  < З П й

аналогично найдем

(?Т1 /  дх
_  д'̂ и , д и̂ 

д1  ̂ ^ д1дц
д'̂ и

д ‘̂и д̂ и
’

(53.8>

д^и __ д и̂ Г)
ду'  ̂ ~  д1  ̂ ~ d f ^  "

Уравнение (53.4) теперь примет вид

4 1 ^  =  0д ^ д ц ^  дг'^

Будем искать решения этого уравнения в виде однородных по
линомов различных степеней в переменных %, т], 2 . Однородный 
полином нулевой степени есть, очевидно, постоянная щ =  const, 
которая, конечно, удовлетворяет уравнению (52.8). Одородный 
полином первой степени есть

^1 =  +  Ьл 4* CZ. (53.9)

Подставим его в (53.8). Так как 
d̂ ui
д^дг) =  0 дг^ = 0,

то, очевидно, полином (53.9) удовлетворит уравнению (53.8) при 
любых постоянных коэффициентах а, Ь, с. Иначе говоря, мы 
имеем три линейно независимых решения первой степени т] и г .  

Однородный полином второй степени есть

«2 =  +  brf- +  +  dlr\ -f- e l z  +  fr\z. (53.10)

Подставляя его в (53.8), получим одно соотношение для коэф
фициентов, а именно:

2с1 +  с =  0,
. 1так что а =  — -^с  и

« 2  =  +  Ьц̂  + С  (̂ ẑ  —  у  | Т ] |  - ь  e l z  +  1цг.

Это решение есть линейная комбинация следующих линейно не
зависимых полиномов второй степени:

ц \  2  ̂— 1г, 't\z. (53. И )

Мы имеем, таким образом, один полином нулевой степени, три —
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первой степенпи н пять — второй. В упражнении к этому пара
графу читателю предлагается убедиться, что существует семь 
однородных полиномов третьей степени, удовлетворяющих урав
нению (53.8), а в общей теории шаровых функций доказывается, 
что существует вообще 21 +  1 линейно независимых однородных 
полиномов степени /, удовлетворяющих уравнению (53.8). Нам, 
■однако, не понадобятся полиномы выше третьей степени.

У п р а ж н е н и е .  Доказать, что уравнению (53.8) удовлетворяют сле
дующие семь линейно независимых однородных полиномов третьей степени:

т]3, *̂2 , т)-2 , — г-т] — 4 -Л'Е. —

§ 54. Собственные функции и собственные значения оператора  
проекции момента количества движения

Обратимся теперь к оператору = - у . Д л я  отыскания
его собственных функций следует найти удовлетворяющее стан
дартным условиям решение уравнения

й |Эф =  Я,г15. (54.1)

Искомое решение с точностью до произвольного фазового мно
жителя е*® есть

4-
■ф =  е * (54.2)

Это решение во всей области изменения ф (т. е. от О до 2л), оче
видно, удовлетворяет условию ограниченности. Но так как ф — 
переменная циклическая, то следует найти условие однозначно
сти решения. Оно будет однозначным, если

-|-Лф . (Ф + 2л) А.

или

Но это может быть только в том случае, если

Т = = ± т ,

где т  — целое число (включая нуль). Итак,

К = ± т Н  ( т  =  0 , 1 , 2 , . . . ) . (54.3)
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Из ЭТОГО следует, что при измерении 2 -составляющей момента' 
количества движения должны получаться числа, являющиеся 
целыми кратными П. По причинам, которые выяснятся в даль* 
нейщем, целое число т  называется магнитным квантовым, 
числом.

§ 55. Описание различных состояний в центральном поле

В § 53 мы нашли ряд однородных полиномов, удовлетворяю
щих уравнению Л апласа в переменных г), г,  т. е. уравнению-

(53.8)-

Д ля  того чтобы получить выражение собственных функций 
оператора в удобном для наших целей виде, нам остается- 
только перейти в этих полиномах к полярным координатам,. 
Однородный полином степени / при переходе к полярным коор
динатам принимает вид

« =  ф). (53,6>

Такое решение уравнения Аи =  О называется объемной ш а
ровой функцией. При г =  1 получаем поверхностную шаровуЮ' 
функцию У(§, ф).

Заметим прежде всего, что так как численные значения мо
мента количества движения равны Y I { I \ ) Н ,  то различным Г 
соответствуют и состояния с различными моментами количества 
движения. В атомной физике принято обозначать эти состояния; 
буквами S, р,  d , f ,  . . .  по следующей схеме *):

1 =  0, 1, 2, 3 , . . .  
состояние S,  р ,  d ,  f ,  . . .

Рассмотрим эти состояния каждое в отдельности.
Состояние S, здесь I =  О, Полином «о есть постоянная

«о =  const.
Момент количества движения, очевидно, равен нулю.

Состояние р, 1 = 1 ' ,  полиномы таковы: g, т], z. Переходим к; 
полярным координатам, пользуясь формулами (51,2):

^ =  л: +  гг/ =  sin ■& (cos ф +  i  sin ф) =  sin
у] =  х  — iy =  sin ^  (cos ф — i sin ф) == sin
2  =  cos# .

*) Эти символы имеют историческое происхождение. Они связаны с от
крытым до возникновения квантовой механики существованием нескольких; 
типов термов, обусловливающих возникновение спектральных серий щелочных, 
металлов (см. т. I, § 161).
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Легко убедиться теперь в том, что найденные нами собственные 
функции квадрата момента количества движения являются в то 
же время собственными функциями z-составляющей момента ко
личества движения. В самом деле, действуя на три найденные 

h дфункции оператором — , получаем

Т  =  h (sin

Y  (sin =  — h (sin 

4 - ^ ( c o s # )  =  0 .

Итак, в состоянии р  проекция момента количества движения на 
ось Z может принимать три значения;

+  Й, О, ■Й,

а численное значение момента количества движения равно 
Состояние d,  I =  2; полиномы (см. § 53) таковы:

=  (л: - f  iyY =  sin^ ■& (cos ф - f  i sin ф)  ̂=
=  (cos 2 ф  +  i sin 2 ф )  sin^ #  =  sin^ ■6', 

r f  =  {x — iyY sin^ ■6’ (eos Ф — i sin ф)  ̂=
=  sin^ '& (eos 2 ф  — i sin 2 ф )  — sin- ■&,

2 '  — Y  |ri =  2  ̂— Y  (л: +  iy) {X — iy) == 2  ̂— (л;2 - f  y )̂ =

=  cos^ ^  — y  sin^ #  == y  (2  cos^ O — sin^ ■&) =  y  (3 cos^ ■6 ' — 1),

l z  =  {x +  iy) z  ~  e ‘'P sin #  eos 

T)2 =  (л: — iy) z  =  e ~ ‘'f sin '& eos •&.

Численное значение L в состоянии p  равно l/ б й .  Возможные 
значения проекции ¿г найдем так же, как в предыдущем слу
чае; они таковы;

+  2 Й ,  + П ,  О,  — /г,  —  2Й;

всего пять возможных значений.
Состояние I, 1 =  3. Все вычисления должны быть выпол

нены читателем самостоятельно (см. упр. к § 53). Результат
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| з  =
т|3_  g -гзф sin^d,

^-z =  sin '̂O' cos#, 
r f z  =  e “ ‘2'P sin- ^  cos #,

|-Ti = - |  s i n # ( 5  cos-#  — 1),

— у  Ti-| =  ^ e - “'*’s i n # (5 cos-#  — 1),

2®---- 1 ^112 =  cos’ #  — у  sin^ #  COS #  =  Y (5 cos^ #  — 3 cos #).

Момент количества движения численно равен l / l 2 / í ,  семь воз
можных значений проекции таковы;

О, ±  Й, ±  2Н, ±  3/г.
Т а б л и ц а  I

С о с т о я
ние 1 m \[)-функция L

S 0 0 0 0 0 0 0

1 |^3/8n  sin*e">’ Y 2  Ь fi неопределенны
Р 1 0 | /  3/4Я cos d Y 2  Ь 0 »

- 1 | / 3 /8 я  sinde-'^P Y 2  b - f i

2 Y 15/32Я sin^e'^'P ц/б“ fi 2fi неопределенны
1 {/ 15/8л sin d  cos de"'*’ Y 6  ъ fi

d 2 0 У 5/16Я (3COS2 0- -  1) Y e  h 0 y>
- 1 У 15/8я sin O' cos d e ~ “P Y ^  ъ - f i »
- 2 y \b lZ 2 n Y e  fi - 2Й »

3 |/3 5 /6 4 я  sin^de'^'P Y \ 2  Й 3fi неопределенны
2 У 105/32Л sin"# cos V \ 2  h 2 fi »
1 У  21/64Я sin O' (5 cos^ 0  — l) Y ' ^  Й fi »

i 3 0 У 7/16я (5 cos^ d  — 3 cos O') |A l2 fi 0

- I У2\!%Ы sin 0 ( 5  c o s ^ O -  O e - “*’ }/ 12 fi - f i
- 2 Y m i Z 2 n  s in 4 c o s O '5 ~ ‘ '̂P ) "ТУ fi - 2 fi »

- 3 1/35/64Я s i n 4 e - ‘‘'̂ 'P l/'T J fi - 3 f i »
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Полученные результаты сопоставлены в табл. I, где г|з-фумк- 
цнп даны в нормированном виде. По поводу этого нормирова
ния следует обратиться к руководствам по теории шаровых 
функций.

У п р а ж н е н и е .  Система, состоящая из частиц, движущихся все время 
на одном и том ж е расстоянии от неподвижного центра, называется ротато
ром. Примером может служить вращающаяся двухатомная молекула, атомы 
которой жестко связаны м еж ду собой на расстоянии г\ если заменить оба 
атома частицей, масса которой равна приведенной массе обоих атомов и ко
торая все время находится от неподвижного центра инерции на расстоянии г. 
то получится модель жесткого ротатора. Доказать, что уравнение Ш редин
гера (уравнение для собственных значений энергии) для ротатора может быть 
приведено к виду

f 1 <3 /■ . а \ , 1 
I s in#  a# I®'" a# sin̂ -e- a #2 - I - i f .

где I =  тг^ — момент инерции ротатора. Пользуясь этим, доказать, что соб
ственные значения энергии ротатора выражаются формулой

=  / =  0 , 1, 2, . . .

§ 56. Пространственное квантование

Д о сих пор в этой главе наша работа носила преимуще
ственно вычислительный характер. Обратимся теперь к физи
ческому истолкованию полученных результатов. Эти резуль
таты сведены в таблице, помещенной в конце предыдущего 
параграфа. Мы видим, что момент импульса L имеет опре
деленные значения, характеризуемые квантовым числом 
/ =  О, 1, 2, 3, . . .  и равные V n i  +  i) Й; для каждого I имеется, 
кроме того, 21 -4- 1 значений проекции момента импульса на 
ось Z,  которые являются целыми кратными й. Остальные две 
проекции Lx и Ly остаются неопределенными. Целочисленность 
(в единицах й) проекции момента количества движения можно 

истолковать как квантование ориентации вектора L, аналогич
ное тому, с которым мы встретились уже в полуклассической 
теори Бора (т. I, § 107). Имеется, однако, существенная р аз
ница, состоящая в том, что в теории Бора все три проекции 
вектора L строго определены (как в классической механике), 
ввиду чего можно говорить об ориентации этого вектора в про
странстве. В квантовой механике определена только одна про
екция Lz, так  что можно говорить только об ориентации L 
относительно оси z, тогда как пространственная ориентация 
его остается неопределенной. С этой оговоркой можно пользо
ваться наглядными рис. 19 и 20, изображающими простран
ственное квантование в состояниях p u d .
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На самом деле термин «пространственное квантование>' 
имеет в квантовой механике весьма условный смысл, что выте
кает именно из неопределенности проекций и Д ля  того 
чтобы глубже уяснить себе физи
ческую сущность этого явления, 
рассмотрим какое-нибудь опре
деленное состояние, например

Рис. 19. П ространствен
ное квантование: с1-со- 

стояние.

Рис. 20. П ространствен
ное квантование: ¿ -с о 

стояние.

состояние р{1 =  1). Оператор Р  имеет в этом состоянии три 
собственные функции:

г1)д =  со8 #, 1|)_ =

но всем Э'гим трем собственным функциям соответствует только 
одно собственное значение равное 2Ь. Поэтому в состоянии 
р  имеет место трехкратное вырождение.

Вследствие вырождения состояние должно описываться ли
нейной комбинацией трех функций г|з+, г])-, о15о;

Ф =  с,г1)+ +  +  ^зФ--

Ввиду полной изотропности пространства ни одно направление 
в нем до тех пор, пока оно не выделено как-нибудь физически, 
не имеет преимущества перед другими. Поэтому, если мы хо
тим узнать проекцию момента импульса на ось г, то нам не
обходимо как-то выделить это направление, например включив 
параллельное ему магнитное поле, и произвести измерение 
проекции. В результате такого измерения может оказаться, что 
проекция Ьг равна, скажем, -|-й. Таким образом, состояние пос
ле измерения будет описываться функцией г|з+; теперь уже

:2=  т. е. |С| 2 =  1 , ' =  \с  2 =  0 -—  I (-3 и .

проекция ¿ 2  примет определенное значение, но о проекциях Ьх 
и Ьу мы ничего сказать не можем (это как раз соответствует



§ 501 П РО СТРА Н СТВ ЕН Н О Е КВАНТОВАНИЕ 209

тому факту, что г|)+ не является собственной функцией опера
торов Сх и Су). Если мы теперь захотим узнать проекцию на 
какое-нибудь другое направление, то мы должны будем вклю
чить поле, параллельное именно этому направлению. Тем са
мым предшествующее измерению состояние будет разрушено 
и возникнет новое состояние, в котором определенна будет 
опять-таки только одна проекция.

На первый взгляд непонятно, чем объясняется преимущество 
оси 2  перед двумя остальными. В действительности это преиму
щ ество— кажущееся; ни одна из осей не имеет никакого пре
имущества перед другими. Особое значение оси г  в проделан
ных вычислениях и рассуждениях объясняется только нашим 
выбором переменных I =  х 1у, ц =  х — (у, г,  вследствие ко
торого уравнение Аи =  О приняло вид

д'̂ и dhi
dz^ = 0 . (53.8)

Если бы мы выбрали переменные иначе, например так: х, 
ц' =  у 1 г ,  I ' =  у  — то уравнение Л ап ласа  приняло бы вид

+  4 т = 0 ,дх^ ' " дг]'д1'  

и собственными функциями /?-состояния были бы

Л: =  81п ' 0 'СО5 ф,  V  =  s i n  #  s i n  ф - f  /  COSI 

I '  =  s i n  о  s i n  ф — i COS 'O’.

(56.1)

(56.2)

Эти собственные функции оператора Р  были бы в то же время 
собственными функциями оператора Сх (но не Су и £г), и опре
деленные значения О, ±  й имела бы проекция Сх (см. упр. 1 в 
конце параграф а), а две другие оставались бы неопределен
ными. Наконец, при выборе переменных т]" — л: +  ¿2 , I/, =  
=  х — 1г определенной оказалась бы только проекция Су.  Чи
тателю настоятельно рекомендуется проделать упражнения к 
этому параграфу и самостоятельно убедиться в правильности 
последних утверждений.

У п р а ж н е н и я .  I. Пользуясь выражениями операторов Сх, Еу, в 
сферических координатах [формулы (51.15)— (51.17)], показать, что собствен
ные функции оператора (56.2) являются одновременно собственными функ
циями £х  с собственными значениями О, -\-Н, но не являются собственными 
функциями операторов Су и Сг.

2. Выбрав в качестве переменных г\" =  х -{■ iz, у, =  х  — ¿г, показать, 
что при таком выборе операторы и Су в р-состоянии имеют общие соб
ственные функции.

3. Найти собственные функции оператора С̂  в состоянии с1 при выборе 
переменных упражнений 1 и 2 и собственные значения оператора £2 
ответственно Су) в этом состоянии.



210 Д В И Ж Е Н И Е  В Ц Е Н Т РА Л Ь НО М  ПОЛЕ [ГЛ. V

§ 57. Графические изображения

Д ля уяснения особенностей центрального движения в кван
товой механике полезны графические изображения, которые 
мы приведем в этом параграфе. Будем рассматривать микро
скопическую частицу, которая обращается под действием цен
тральной силы около неподвижного центра, оставаясь все вре
мя на одном и том же расстоянии от него (ротатор). Вспомни.м 
прежде всего, что макроскопическая частица, подчиняющаяся 
классической  механике, при таком обращении все время ос
тается в одной плоскости, т. е. обращается по кругу, и ее век
тор момента количества движения сохраняет свое положение 
в пространстве, нормальное к плоскости орбиты.

В квантовой механике, как мы знаем, пространственная 
ориентация вектора момента количества движения в извест
ных пределах неопределенна. Поэтому всегда имеется отлич
ная от нуля вероятность найти частицу в точках, не лежащих 
в одной плоскости, а в состоянии s, как мы увидим, при опре
деленном расстоянии от центра имеется даж е одинаковая  ве
роятность найти частицу в любом месте поверхности сферы.

Ввиду этого графики, которые приводятся в дальиейщем, 
изображаю т вероятность нахождения частицы на сфере, а не 
на плоскости. Так как радиус сферы остается постоянным, то 
его можно положить равным единице. Интересующая нас ве
роятность равна

Ш) dor =  ¿ía — sin О d'O'¿ф, , (57.1)

где da  — элемент поверхности сферы единичного радиуса. Яв
ные выражения для г!;-функции при различных / и т приве
дены в табл. I. Их можно записать в виде

11> =  Ф т0 ; . т  =
где N , q — нормирующий множитель функции Фт,  а 0;, m  — часгь 
собственной функции, зависящ ая только от угла #  (включая 
нормирующий множитель). Легко видеть, что \ Nf¡ , \=  У  \ /2л .  
Действительно, условие нормирования функции Ф т  есть

2Я 2л

1 Ф т Ф т  0?Ф =  I Л /ф Р t /ф  =  2ТСI Р ,
J
О

откуда I Л̂ ф 1 =  1/2 я . Принимая это во внимание, имеем 

W da — da  =  [0 ,̂ sin d'd' d(f. (57.2)

Мы видим, что в этом выражении исчез множитель, зависящий 
от ф. Это указывает на то, что имеется одинаковая вероятность
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(равная 1/2 л) найти частицу в одном и том же интервале дол
готы а?ф у любого круга широты. Ввиду этого целесообразно 
проинтегрировать (57.2) по ф от О до 2л. Полученная формула

[0 ;, • 2я5!п^)'С?в'2л
д аст  тогда вероятность найти частицу в любом месте сферы 
между кругами широты д  и О +  ¿0. Так как, наконец, площадь 
сферического пояса между этими кругами равна 2я 51п # й(&, то 
искомая вероятность, отнесенная к единице площади сферы, 
есть

^  [0 /, тР.

причем функция [0 (, тР , очевидно, и будет характеризовать рас- 
!пределение частиц на сфере по широте. Д л я  получения этой 
функции при различных значениях I и т следует умножать на

Т а б л и ц а  II

1 т [ \  т?
т=+1

2  [ 9 / ,т ]
т =—1

0 0 1
2

1
2

I
± 1

0

81п2 )̂-
4

| - с о з 2 §

3
2

± 2 '5  . 4 а

2 ± 1

0

0  СОз2 ■(>
4

- | ( 3  С О з2 д -1 )2

5
2

± 3
32

3
± 2

±1

5Ш‘' соз^ 01о

ЗШ2 д  (5 СОЗ̂  д  — 1)2

7
2

0 (5 соз' 1 ^ - 3  соз2 #)
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2л произведения г1)*ф, составленные по табл. I. Мы получим та
ким путем габл. И.

о юга за 40 л/ во

Рис. 21. П олярная диаграмма распределения плотности вероятности [0 ^
для I — 3 при т — ±1.

Рис. 22. Полярные диаграммы плотностей вероятности ^]2  при т =
для / =  О, 1, 2.

=  ±1

В последнем столбце таблицы приведены суммы плотностей 
вероятности [0 ;, т р  для всех возможных значений т при дан
ном /. Как видно, всегда выполняется требование

т= + 1
^  [ 0 / . т Р  =  С 0 П 5 1 .  

т=’-'1
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На рис. 21 приведена полярная диаграмма функции [0з, зР- 
Эта функция относится, следовательно, к /-состоянию (1 — 3) ,  
причем именно к тем из семи возможных для /-состояний слу
чаев, когда г-составляющая момента импульса равна ± 3 й  
( т  =  3). Две плоские орбиты теории Бора в этом случае д о лж 
ны бы быть ориентированы так, чтобы вектор момента импульса.

^  3-электроны

1=!т=0

М

р-электроны

й-электроны

Т-электроны-

Рис. 23. Полярные диаграммы плотностей вероятности и пространственное
квантование.

был параллелен (для знака + )  или антипараллелен (для зна
ка — ) оси г  (вертикальная линия 180—0°). Полярная диа
грамма рис. 21 построена так, что если провести радиус-вектор 
из центра к любой точке кривой, то длина отрезка до пересе
чения с кривой даст плотность вероятности найти частицу на 
сфере в любом месте круга щироты, соответствующего углу й  
между радиусом-вектором и вертикальной осью (ось г ) .  Мы ви
дим, что для О =  90°, соответствующего ориентации боровских, 
орбит, вероятность на самом деле имеет максимальное значе
ние, но она отлична от нуля и для других углов. Таким образом,,, 
ни о какой плоской орбите здесь говорить не приходится, хотя 
«размытое» соответствие с ориентацией боровских орбит имеется. 
На рис. 22 приведена серия полярных диаграмм [0;,™р для со
стояний, аналогичных рассмотренному, т. е. когда т =  +1.  Э тог



2 II Д В И Ж Е Н И Е  В Ц Е Н Т РА Л Ь НО М  ПОЛЕ [ГЛ. V

рисунок интересен тем, что он показывает улучшающееся соот
ветствие с теорией Бора по мере возрастания /; при / == О (5 -со- 
стояние) нет никакого соответствия, диаграмма — круг; с уве
личением I диаграмма становится все более сплющенной, и, 
следовательно, распределение частиц концентрируется все в 
■большей степени вблизи плоскости ориентированной боровской 
орбиты.

Рис. 23 иллюстрирует то л<е для всевозможных случаев про
странственного квантования в состояниях з, р, й и Под каждой 
диаграммой изображена такая ориентация боровских орбит, при 
которой проекция момента количества движения имеет соответ
ствующее значение (например, ± 2 й для 1 =  2, т — 2 и т. д.). 
Здесь  опять-таки видно, что, за исключением состояния 5 , во 
всех остальных случаях соответствие между распределением ве
роятности и ориентацией орбит имеется: максимальная вероят
ность всегда соответствует ориентации плоской орбиты. Однако 
во всех случаях наблюдается отмеченная выше размытость. Н а 
помним, что для получения пространственного образа надо пред
ставить себе тело вращения, возникающее путем вращения изо
браженных фигур около вертикального направления.

§ 58. Нормальное состояние водородоподобного атома

Обратимся теперь к решению задачи о движении электрона 
в  поле положительно заряженного ядра с зарядом -\-Ze. Сила, 
связы ваю щ ая электрон с ядром на расстояниях порядка атом
ных размеров ( ~  10“** см),  есть кулоновская сила притяжения. 
Соответствующая ей потенциальная энергия

и = - ( 5 8 . 1 )

Н аш а задача состоит в решении уравнения для собственных 
функций и собственных значений оператора энергии, т. е. в ре
шении уравнения Шредингера. Поскольку в данном случае 
поле — центральное, естественно воспользоваться сферическими 
координатами. Оператор Л апласа в этих координатах имеет 
вид

д I  ̂ дА = дг дг ■ ) +

1 д 
8Ш д  (30

81П'0' +
1

в  этом параграфе мы займемся решением задачи для слу
чая низшего энергетического состояния, т. е. нормального со
стояния. Это состояние, очевидно, характеризуется наимень
шими значениями квантовых чисел I. Ему соответствует, сле
довательно, значение 1 =  0, т. е. состояние 5 . Но это состояние 
характеризуется, как мы уже знаем, полной сферической сим-



метрией, так что функция г|з будет зависеть только от радиуса- 
вектора л и не будет зависеть от углов О и ф. Поэтому члены, 
содержащие производные по О и ф в операторе Л апласа, равны 
нулю, и уравнение Шредингера принимает вид

Введем сокращенные обозначения:
2/rt __ А ____ / с о  0 \- ^ Е  =  К\ —р — ==а. (58.3)

Перепишем с этими обозначениями уравнение Ш редингера
(58.2), выполнив дифференцирование, указанное в первом, 
члене. Мы получим

i l  +  | 4 f  +  ( l  +  ^ ) l .  =  0. (58,4)

Простейшее решение этого уравнения, имеющее конечное зна
чение при г =  0  и стремящееся к нулю при г - > о о ,  есть

=  (58.5)

Действительно, имеем, прежде всего,

—— =  — рр~^  ̂ __ — =  р^а—ег
dr ’ dr^ •

Принимая это во внимание, подучаем после подстановки в
(58.4) и сокращения на

или

(е  ̂+  Я) +  ( -  28 +  2а) у  == 0.

Это соотношение должно иметь место при любом г, вследствие 
чего оба двучлена, взятые в скобки, должны равняться нулю 
каждый в отдельности, откуда

е- =  — Я, е =  а.

Принимая во внимание значения Я и а  по (58.3), получаем 
после простых вычислений

Р  mẐ e^
.— —

§ 58] Н О РМ А ЛЬН О Е СОСТОЯНИЕ В О Д О РО Д О П О П ОБ Н О ГО  АТО.МА 2 1 5 -

2Й2

Сравнивая это с хорошо известной формулой Бора для баль- 
меровых уровней энергии (см. т. I, формулу (113.5))
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В И Д И М , ЧТО полученное нами выражение £[ есть не что иное, 
как первый бальмеров уровень, соответствующий главному 
квантовому числу п = \ .  Наще состояние 5 характеризуется, 
таким образом, квантовыми числами п = \ ,  / =  0 ; оно обозна
чается символом 15.

П олагая 7  =  1 в формуле для Ей  получим энергию водо
родного атома в нормальном состоянии. Будучи взята с обрат
ным знаком, она равна энергии ионизации атома водорода

/  =  - £ ,

П одставляя  сюда численные значения констант и разделив еще 
на 1,6 - 10“‘  ̂ для перехода от эргов к электрон-вольтам, по
лучим

, 2 • 9 ,8 6 -9 ,1 1 • 10-2® . 5308-10"=*® . „ с
I = ------------------ и------------ п;-----  =  l^•.b эв

43 ,82 . 1 0 - 5 ^ - 1 ,6 - 1 0 - ‘2

— число, хорошо совпадающее с экспериментальными дан
ными.

Вычислим теперь вероятность нахождения электрона в эле
менте объема dx. Обозначая через N  несущественный пока для 
нас нормирующий множитель, имеем

w { r ) d x  =  \ N p ^ 4 x  =  \ N  р sin d b  ¿ф dr.  (58.6)

Вероятность нахождения электрона на расстоянии между г  
и г dr  от ядра в любом направлении получится, если проин
тегрировать (58.6) по углам:

2п я

w ( r )  dr  =  \ N  f  г-е-^^''dr d(p sin'd'dñ =  \ N  f  inr'^e-^^''dr. (58.7)

Очевидно, что постоянная г  должна иметь размерность см~^. 
Введем новую постоянную а ь  связанную с е соотношением

8 =  -

Тогда
а,

2г
W {г) dr =  4л\ М \-г -̂е dr.

(58.8)

(58.9)

Плотность вероятности w( r )  обращается в нуль при г =  0 и 
асимптотически стремится к нулю при r - v o o .  Таким образом, 
вообще говоря, имеется определенная вероятность найти элек
трон на любом расстоянии от ядра — между О и оо. Вычислим 
теперь расстояние, на котором эта вероятность достигает мак-
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симума. Дифференцируя (58.9) по г и приравнивая нулю про

изводную, получаем (после сокращения на е “■)

1

откуда

2г — 2 г2 — =  0 ,a¡

=  а, .

Принимая во внимание, что «i =  1 / е  =  1/а и что а  — на
ходим

(58.10>

Рис. 24. Г рафик функции D — Ыг^ X  
X [R ('■)]̂  для состояния Is.

Как видно, длина выражается через универсальные кон
станты е, т,  Ь. С таким выражением мы уже встречались в 
теории Бора [см. т. I, § 107, 
формула (107.4)], где было 
найдено, что радиус первой 
водородной орбиты как раз 
равен длине «1 (рис. 24).

Азимутальное квантовое 
число теории Бора Иф связано 
с квантовым числом / соотно
шением /гф =  / - | - 1, так что 
для 1 =  0 Мф =  1. Соответ
ствие с теорией Бора имеется, 
таким образом, и здесь, одна
ко не следует забывать, что состояние 15 характеризуется 
сферической симметрией, так что распределение верояпюсти 
представляет собой сферическое «облако», но отнюдь не пло
ский образ, соответствующий «орбите». Д алее  необходимо иметь- 
в виду, что в состоянии 15 момент количества движения равен 
нулю, и, следовательно, мы имеем дело с чисто радиальным 
движением.

Вычислим еще средние значения некоторых величин для 
состояния 15. Д ля этого нам нужно прежде всего нормировать 
нашу собственную функцию к единице, т. е. вычислить значе- 
ние множителя Л/ так, чтобы взятый по всему пространству ин
теграл от нормированной функции равнялся единице. В дан 
ном случае имеем условие

- 2  •
я  2я

1 = | Л ^ р |  е ' “' r ^ dr  j  d(f =  \ N \ 4 n
О О О  I

- 2 -

dr.

(58.11)



Оставшийся невычисленным интеграл имеет вид
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йг

ири

а\

Вычисление этих интегралов дано в Приложении I. Оно при
водит к общей формуле

(58.12)

т а к  что интеграл, входящий в (58.11), в частности, равен

^ , 2 2а\ а\ 
г - е  £/г = = /,  = - 7-== ^  =  '

4 •

П оэтому (58.11) принимает вид
1 = | Я р я а * ,

откуда  с точностью до остающегося неопределенным фазового 
множителя е*®

т нормированная собственная функция есть

г!?: (58.13)

Этой функцией мы и воспользуемся для вычисления средних 
значений.

Найдем прежде всего среднее г:
2П я  оо оо

Г = 1

па\
О о

гЦ  ̂ с1г =  - \ 1 ^ .
й\О ^ 1 0

Пользуясь (58.12), получим после простых вычислений
Ъ
2 (58.14)

Интересно вычислить еще средние значения потенциальной 
я  кинетической энергии. Д ля  потенциальной энергии при 2  =  1 
«меем



f-
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Среднее значение обратного расстояния есть

1
ОО

г 1 - 2 —  4
о о

г - 2  —=  — г 4я — е ‘̂ 'r^dr =  - ^ ге
яа, «

1 0 1

d   ̂ "i

Итак,
(58.15]^

öl
т. е. V как раз равно потенцальной энергии электрона на рас-^ 
стоянии «ь Принимая во внимание значение по формуле!^
(58.10) находим ^

U u -
Так как

f + U = E ,

(58.16]^

то для средней кинетическои энергии получаем
те''

Т и = - Е (58.17;^

т. е. значение полной энергии с обратным знаком.
Найденные выше результаты позволяют дать ответ на вО' 

прос: каким образом в квантовой механике объясняется устойд 
чивость водородного атома в состоянии 5 , т. е. в отсутствие\^ 
момента количества движения. Предположим, что электрон" 
может находиться на среднем расстоянии от ядра, равном Оц
с неопределенностью положения Аг, равной у  а,. Из соотиол
шений неопределенности имеем

откуда
(58.18\

Величина ^̂ 2т '  быть по крайней мере того же пол
рядка, что и Т. Из (58.18) находим

откуда по (58.10)
2т

(^РгУ
2т

2та\

или, принимая во внимание (58.17),
^Рг 

2т
(Арг)^

^   ̂li»
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к а к  и следовало  ожидать. Но Ти =  Е̂ , а есть определенная 
д л я  водородного атома энергия первого бальмерова уровня. 
Поэтому ответ на поставленный вопрос таков: неопределен
ность положения, т. е. радиус  той сферы, внутри которой мы 
представляем  себе запертым электрон, не может быть меньше 
l/2ai, т а к  к а к  иначе был бы нарушен закон сохранения энер
гии (рекомендуется сравнить аналогичное рассуж дение д л я  
сл уч ая  нулевого состояния линейного гармонического осцилля
тора, приведенное в т. I, § 158).

В связи  с этим полезно рассмотреть еще следующий к а ж у 
щийся Парадокс. TäK к а к  вероятность нахождения электрона

- 2  —
в любом направлении м еж д у  г м г  dr,  р авн ая  Апг^е “■ dr  
с увеличением расстояния приближается к нулю асимптотиче
ски, то всегда  имеется определенная вероятность найти эл ек 
трон на достаточно большом расстоянии от ядра . В том числе 
и в той области пространства, где, формально р а с с у ж д а я ,  
Г <  0. Но этот эффект — только каж ущ и й ся . В самом деле, д л я  
сколько-нибудь точного определения координаты электрона 
дл и н а  волны света , которым мы его освещаем, до лж на  быть 
настолько м ал а ,  что добавочная энергия, получаем ая  электро
ном при столкновении с фотоном (комптоновский отброс), с 
избытком покроет дефицит энергии.

Можно, однако, з ад ать ,  вопрос; нельзя ли. все -таки  опреде- 
.лить положение электрона хотя бы приближенно где-нибудь 
достаточно далеко  от ядра , пользуясь ви д и м ы м , , например, 
красным , светом, у которого импульс фотона очень мал . П а р а 
д о кс  тогда остался бы в силе. О казы вается ,  что определить 
положение электрона с красным светом нельзя по следующей 
простой причине: отдельный электрон не реагирует на красный 
свет, а реагирует  весь атом в целом по обычным законам  тео
рии дисперсии.

§ 59. Кеплерова з ад а ч а .  Общий случай

В предыдущ ем параграф е мы подробно рассмотрели за-: 
дачу  об электроне в кулоновом поле ядра  в частном случае  
нормального состояния. Дадим, теперь решение этой задачи  
для общего с л у ч а я * ) .  Функция 1̂?, вообще говоря, будет  зави-

*) В дальнейшем мы рассматриваем только слунан непрдв,и)цного .ядра 
(м асса ядр а бесконечно велика по сравнению с массой электрона). При учете 
собственного движения ядра (задача двух  тел) все формулы сохраняю тся,

Мт
только масса электрона заменяется приведенной массой /и ^  ^  ,  

где М — масса ядра (см. т. 1, § 53).
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сеть от всех трех координат
г1) =  1|5(г, О, ф), (59.1)

и уравнение Ш редингера при сокращенных обозначениях (58 .3) ,  
принятых в предыдущ ем параграф е, будет иметь вид

1 (5 / 2 '5’Ф 
7 ^  д г  V ’  дг Ч- /•2 5|П О д-О- \ (30 +

1 (З̂ ф 
81п2 о (9ф2 +  Л +  -^ 1 1 )  =  0. (59.2)

Решение его будем искать  в виде произведения д вух  функций, 
из которых одна зависит только от г, а д р у г а я  — только от у г 
лов '0' и ф:

г15(г, #, Ф) =  7? (л) .  К(^^, Ф). (59.3)

П одставив это решение в (59 .2 ) ,  найдем после деления на 
переноса и группировки членов;

Я йг йг

= - {

2а

(30
дУ
(30 +

I
У $¡112.0. (9ф2 }. (59.4)

Л е в а я  часть не зависит от углов ■О' и ф, а п р авая  — от радиуса- 
вектора г\ они могут быть равны д р уг  д р у гу  только в том сл у 
чае, когда обе они не зави сят  ни от г, ни от О' и ф, т. е. равны 
некоторой постоянной р. М ы  получаем поэтому

йг
йЯ
йг +  гМл + 2а

- { I I
д

51п О 5 0 51П  '
д ^

(59.5)

(59.6)
о (Зф2

Уравнение (59.6) есть уравнение Л еж а н д р а  (см. § 53)
АГ =  рК,

и собственные значения |3, к а к  мы знаем, равны 
р = / (/  +  1), / =  0, I, 2, 

а собственные функции равны

Отсюда следует , что у гл о в ая  часть функции не зависит от 
конкретного вида функции V(г)  и одинакова д л я  любого цен- 
трально-симметричного поля.

Подставив в (59.5) / (/ + 1 )  вместо р, получим после про
стых преобразований

й^Я 2 йН ( 2а / ( / +  1) \ (59.7)
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Это — уравнение для части собственной функции, зависящ ей 
ТОЛЬКО от радиуса-вектора. Назовем его радиальным ур авн е
нием и посмотрим сначала , какие  следствия можно получить 
из него качественным образом. Д л я  этого перепишем уравн е
ние (59 .7 ) ,  временно заменив Я и а  их значениями согласно-
(58 .3 ) ;

+
2т (

йг 2т

Очевидно, что это уравнение отвечает движению в одном изме
рении с некоторым фиктивным потенциалом

и'-- 2т /•2 (59.9)

С оответствую щ ая потенциальная кр и вая  изображена на рис. 25. 
При достаточно больших г в (59.9) преобладает первый член,

0'<СО и при г —» о о  стремится 
к нулю; напротив, при малых г  
преобладает второй член и (У' >• 
>  0. Отсюда видно, что в обла
сти, где £  <  О, форма кривой 
тако ва ,  что мы имеем «потен
циальную ям у » ,  и следует  ож и
дать ,  что движение в этом слу- 

7> чае будет  периодическим, а зн а 
чения энергии — квантованными. 
Напротив, при £  >  О п р ям ая ,  
проведенная параллельно оси 
абсцисс на расстоянии от нее, 
равном данному значению энер
гии, пересекает потенциальную 
кривую только в одной точке; 

это означает, что движение ограничено только с одной сто
роны потенциальным барьером: частица, д ви ж ущ аяс я  из бес
конечности по направлению к этому барьеру справа налево, 
отразится от него и уйдет обратно в бесконечность. В этом 
случае  мы не получим никаких квантованных уровней энергии: 
оператор энергии при Е >  О имеет сплошной спектр собствен
ных значений.

Мы будем  рассм атри вать  в дальнейшем только случай, 
когда Е <^0. Случай положительной полной энергии соответ
ствует  з а д а ч а м  о соударениях, например задаче  о рассеянии 
электронов. Он представляет большой интерес как  с теорети
ческой, т ак  и с практической точки зрения. Однако решение 
задачи со сплошным спектром собственных значений опера
тора математически значительно сложнее, и мы отсылаем  ин-

Рис. 25. П отенциальная кривая 
для радиальной составляю щ ей 

кеплерова движ ения.
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тересующнхся к специальным руководствам  по квантовой ме
ханике

Вернемся теперь к радиальному уравнению (59 .7 ) .  Заметим 
преж де всего, что параметр  X имеет размерность к в ад р ата  
обратной длины, в чем легко убедиться непосредственно из вы 
раж ения К (58 .3 ) .  Обозначая эту длину через Го, перепишем 
уравнение (59.7) в виде

, 2 йЯ , (  I , 2а  / (/ - f  1
йг" Г йг

Рассмотрим  асимптотический случай, когда  г  очень велико. 
В этом случае уравнение (59.10) переходит в уравнение

<1г г1
= 0 ; (59.11)

его решения =  е-''!''“.
Из этих двух  решений следует  взять  только решение с ми

нусом в показателе , т а к  к а к  решение с плюсом безгранично
во зрастает  при г —►с».

Зведем теперь в качестве независимой переменной безраз
мерную величину р:

р =  2 ^ -  =  2 г / = Х .  (59.12)‘ О
В уравнении (59.10) произведем зам ен у  независимой пере

менной г  на р; имеем преж де всего
^  _ йГр __ 2 й

с1г

йг>-

ёг  
2 й

Га йр ' 
йр __ 4

dp '•() йр ) йг

П роизведя зам ену в (59 .10 ) ,  получим после умножения на го/4 
и несложных преобразований

I , а I / (/ + ! ) '
4йр Р

7 ? = 0 .  (59.13)
К - л  р р2

В асимптотическом случае  (р -> о о ) решение, согласно ск а з а н 
ному, есть е"''/''» =  в соответствии с этим будем  искать ре
шение д л я  общего случая  в виде

/? =  е-Р/2/(р). (59.14)

Это решение мы подставим в (59 .13) , д л я  чего напишем сн а
ч ала производные

йр \йр 2 4  ’ йр‘‘ и р '  й р ^ А ' } ^
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П о дставляя  в (59 .13), найдем уравнение для  /

ёр \Р йр
+ I '  1 /(/+ 1) / =  0. (59.15)

Это уравнение мы будем интегрировать при помощи степенных 
рядов ; именно, мы будем искать решение в виде

оо

f (p ) =  pv(ao +  alp  +  a,p■^+ . . . )  =  2  « г Р ' '=  21 (59.16)
\=0 V

П о дставл яя  это решение в (59 .15) ,  найдем после необходимых 
упрощений и приведений

[(V +  V) (V +  V +  1) -  / (/ +  1)] =
V

Т ак к а к  это равенство должно иметь место тождественно, 
то коэффициенты при одинаковых степенях р д о л ж ы  быть 
равны. Низший член слева получается при V =  0; он содер
ж ит

[ у { у + \ ) -1 { 1 + 1 ) ] а , р У -^ .  (59 .18)

Низший член справа содержит р"'’- ' ;  поэтому д л я  (59.18) справа 
нет члена с той ж е  степенью р и коэффициент при должен 
быть равен нулю. Это д ает

у ( у +  ! ) - / ( / +  1) =  0,
откуд а

Y =  /, или ^ =  — (^ + 1 ) .

Второе решение мы отбрасы ваем , т ак  как  при у  =  — ( / + 1 )  
р яд  (59.16) начинался бы членом ао/р'+‘ , который обращ ается 
в бесконечность при р =  0. П одставляя  у  =  1 в (59 .17 ) ,  по
лучаем

V [ ( /  +  v)(^ +  v +  1 ) - / ( / +  1)]а,р '+^-2 =

=  > ] í/  +  v +  1 У - х avp ;+у-1 (59.19)

Из сравнения коэффициентов при одинаковых степенях р на
ходим следующую рекуррентную формулу:

(/ + /+ 1)
0-1Л., —

V' а,.(/ + í - f  1 ) (/ 4 - ( -Ь 2 ) -/ (/ + 1 ) (59.20)



Способом, совершенно аналогичным тому, гаакой быа 
пользован при решении задачи  о линейном осдил.ляторе (с\^
§ 158), легко  убедиться в том, что р яд  с рекуррентной 
лой (59.20) ведет себя, к а к  е ,̂ а потому при до»статочно 
ших р функция R =  e~P^ f̂(p) возрастает ,  к а к  fö-p/2 . gp _  о<^ьч 
т. е. стремится к бесконечности при р -> со. Решение оста:  ̂
конечным при любых р, если р яд  обратится в п^олином. 
последний член р яд а ,  не равный нулю, имеет ном ер

^°^да

—  { 1  +  П г + 1 ) { 1  +  П г  +  2 ) - Ц 1 + 1 )

Если Ф  О, но == О, то
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У - 1 1 + Пг+\ •

З а м ен яя  Я и а  их вы раж ен и ям и  (из 58 .3 ) ,  полупим после 
ведения в к в а д р а т  и сокращений ®* з̂-

Е „ = - 2 ( « ,+  /+ 1)й^ •

Введенное здесь целое число щ  есть новое кви н то во е  ч 
Однако мы видим, что собственные значения эн;ергии 
только от суммы  квантовы х чисел Пг-\-1+\\ о б о зн ач ая

п, +  1+  \ = п ,
получим

2«2Й2 • (Й9.21)

Но это — формула бальмеровы х уровней энергии , которую мы 
получили здесь без всяких  новых гипотез, пос.иедователкным 
решением уравнения Ш редингера.

К а к  видим, энергия зависит только от од ного глаьчого 
квантового числа п, которое явл яетс я  суммой д® ух квантр'^ь1х 
чисел — радиального щ  и азимутального  I (или оорбитальц°^°) 
плюс 1: ^

п =  п, +  1 + \ .  (5Р-22)

Наименьш ее значение I есть нуль; наибольшее ( при з а д а ) ’^°^ 
п) ,  очевидно, соответствует случаю, когда Пг =  О и равн о , 
довательно, п — 1. И так , возмож ные значения I п р и  даннс/’̂ ’ 
следующие:

/ =  3, 1, 2, . . . ,  ( « — 1).

Различные состояния водородоподобного атом а м о гу т  
описаны при помощи трех квантовы х чисел: Пг, А, т;  т ак  
з адан ие  п  и / определяет и щ  по (59 .22) , то ш о ж н о — и

8  Э. в .  Шпольский, т. II
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удобнее — характеризовать  состояния квантовыми числами п, 
I, т. За  исключением низшего состояния, которому соответ
ствую т п =  I, I =  т =  О, все остальные состояния вырождены . 
Степень этого вырождения можно определить из следующих со
ображений; при заданном п, определяющем энергию атом а , / мо
ж е т  иметь п значений (О, 1, . . . ,  п — 1),  но к а ж д о м у  I соответ
ствует  еще 21 +  1 различных значений т. Отсюда следует , что 
д л я  одного определенного значения п, т. е. для  каж д о го  значения 
энергии, определяемого формулой (59 .1 ) ,  имеется столько р а з 
личных собственных функций, к а ко ва  величина суммы

Е ( 2 / + 1 ) = 1 + 3  +  5 +  . . .  -Ь ( 2 л ~ 1 )  =  л^
/—О

Таким образом, к а ж д ы й  уровень энергии имеет вырождение 
кратности п̂ .

Различные состояния принято обозначать символами, к а ж 
дый из которых содержит численный коэффициент, равный г л а в 
ному квантовом у числу, и буквенное обозначение азимутального  
квантового числа I по схеме § 55. Например, состояние, д л я  ко 
торого я  =  1 и / =  О, обозначается, к а к  мы у ж е  видели (§ 58 ) ,  
символом 15; при п =  2 имеем состояния 2з и 2р\ при «  =  3 — 
состояния 35, 2>р, М  и т. д.

Уровни энергии с одинаковыми п и различными I, к а к  с к а 
зано, м е ж д у  собою совпадают. П оэтому их можно изображ ать  
графически так ,  к а к  это сделано на рис. 167 т. I (стр. 349) , т. е. 
в зависимости от одного квантового числа п. Однако удобно 
располагать  последовательности уровней с одним и тем ж е  ази 
мутальны м  квантовым числом I и различными главными к в а н 
товыми числами одно под другим , к а к  это показано на рис. 26. 
При этом у  водородного атом а все уровни с одинаковыми п 
будут ,  конечно, расположены на одной высоте.

Г р а ф и ч е с к и е  и з о б р а ж е н и я .  Решения радиального 
уравнения получаются при помощи полиномов, к  которым сво
д ятся  степенные ряды  [с рекуррентной формулой (59 .20)]. Отсы
л а я  читателей, интересующихся вычислениями, к  специальным 
р у к о в о д с т в а м * ) ,  мы дадим  эти решения д л я  нескольких состоя
ний в готовом (нормированном) виде в табл. III. Д л я  удобства

7
в ней введено сокращенное обозначение а =  —  г.

На рис. 27 изображен ход радиальной составляющей плот
ности вероятности Г) =  4яг2г(р*г1) д л я  различных состояний водо
родного атом а относительно расстояния, выраженного  в едини
цах й 1. Д л я  всех состояний (кроме состояний типа 5) приведены

*) См,, например, А, З о м м е р ф е л ь д ,  Строение атома и спектры, т. И, 
гл, II, Гостехиздат, 1956,
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с о о т в е т с т в у ю щ и е  орбиты, в ычисленные, исходя из величины мо* 
мента импульса / /  (/ +  1) Н. Большие полуоси этих орбит, з а 
висящие от одного только главного квантового числа п, т аки е

ж е ,  к а к  у  соответствующих орбит в теории Бора. Видно, что д л я  
состояний 15, 2р, М  и 4/ м акси м ум ы  плотности вероятности при
хо дятся  у расстояний соответственно а\, 4 о 1, 9щ и 1 6 а 1 ( в у п р а ж -

111
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нении 1 в конце п араграф а читателю п редлагается  д о казать  это 
в ы числ ением ) .  С ледует  вспомнить, что в теории Бора для  пере
численных  состояний {1 =  0, I, 2, 3, вообще га— 1),  у  которых 

орбиты круговые, и радиусы  их точно равны а ь  4а , ,  
9 а ь  16а1. Если принять во внимание, что плотность вероятности

1 6 12 18а,

'(ж.
18 .г^ У зга,

5(1

/г М М а ,

Ш гч 36 48 60/ Па,

Рис. 27. Графики радиальной составляю щ ей плотности вероятности 
0  — Апг^(Яп,1У дл я  различных состояний водородоподобного атома. 

Пунктиром изображ ен ход функции {Яп,1У-
Жирной вертикальной линией отмечено положение средней величины ; .

существенно отлична от нуля только внутри расстояний порядка , 
большой полуоси орбиты, то станет ясно, что и здесь имеется 
т ак о е  ж е  «р азм ы то е»  соответствие с классическими орбитами, 
к а к  и во всех остальных случаях .

Д л я  получения пространственной картины плотности вероят
ности необходимо учесть угловую  часть собственной функции 
К(#, ф). Ясное представление об этой картине можно получить, 
р ассм атр и вая  фотографии рис. 28. Эти фотографии были полу
чены при помощи особого механического приспособления, со
стоявш его из электрической лампочки, помещ,авшейся на конце 
стерж ня, который мог вр ащ аться  около неподвижной точки, при
чем длина его свободной части соответственно менялась . Смысл
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ЭТИХ фотографий можно уяснить себе следующим образом. П ред
ставим  себе движ ущ ийся электрон, который м ожет находиться 
во всех тех частях  пространства, где плотность вероятности от
лична от нуля. Он будет, очевидно, чаще всего попадать туда,., 
где  плотность вероятности м акси мальна . П редставим себе д а 
лее, что нам удалось сделать  фотографию этого электрона с

Zfi т~0 3(1 _ тж2

3(1 , т = 0  4^  4 /

Рис. 28. Фотографии электронного облака для различных состояний водо
родоподобных атомов.

продолжительной экспозицией- И зображение его тогда « р а з м а 
ж е т с я »  и д аст  (в зависимости от состояния) одну из картин 
рис. 28. П оскольку е ’\1р*\̂ с1х представляет  собой среднюю плот
ность з а р я д а  в данном месте, можно т а к ж е  ск а зать ,  что эти 
фотографии представляю т з а р я д  электрона, «р а зм а зан н ы й »  по> 
всем у  пространству в виде облака .

У п р а ж н е н и я .  1. П оказать, что максимумы плотности вероятности в. 
состояниях 2р и 3(1 находятся па расстояниях от ядра, соответственно равных 
40] и 901.

2. Пок а за т ь, что в состоянии среднее значение равно Зоь а среднее- 
значение ( 1//-2) равно 1/ а ,.

_  (ífe-f2)lвf
3. Д оказать , что в состоянии 1« т-А: =  .

2'*+'
4. Д о к азать, что в состоянии 2рг =  5а,, (\/г) =  1/4о1, а в состояниш 

3(1 г =  10,5о1, {\/г) =  1/9Й1.
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5 Средние значения расстояния электрона от ядр а в любых состояниях 
водородоподобного атома с атомным номером 2  вы раж аю тся формулами: 

в квантовой механике

в теории Бора
г? а у

I I f l  т + 1 )
+ 2  1‘ п*

'Сравнить обе формулы, установить их сходство и объяснить причину раз
личия.

§ 60. М одель валентного электрона

Расчет сложных атомов, представляю щ их собой систему не
скольки х  (или многих) электронов в центральном поле, я вл яется  
:задачей, требующей кропотливых и длительных вычислений. 
И меется, однако, группа многоэлектронных атомов, спектраль
н ы е  свойства которых могут быть легко объяснены при помощи

Р и с . 29. Спектр поглощения паров натрия. На спектрограмме показана 
■только коротковолновая часть серии, начиная с пятого члена (Л =  2594 А).

Приближенного расчета , лищь немного отличающегося от р ас 
смотренного рещения кеплеровой задачи д л я  водородоподобных 
систем. Это — атомы щелочных металлов На, К, РЬ, Сз, стоя
щие в первой группе менделеевской системы элементов. В спек
тр ах  этих атомов имеются серии, по внещнему виду в точности 
напоминающие серии водородного атома. На рис. 29 в качестве 
примера приведен спектр поглощения паров натрия (т а к  назы 
в а е м а я  главн ая  серия натрия, см. § 61 ) .  Мы видим здесь тако е  
ж е  закономерное сближение линий и падение их интенсивности 
по мере приближения к месту  слияния, к а к  и в случае водород
н ы х  серий.

Однако имеется и существенное различие, которое состоит 
в следующем: все серии водородного атом а (и водородоподоб- 
« ы х  ионов) являю тся  комбинациями одного типа термов 
¡и им'еют общий вид

и2 >V = ■
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где п — постоянное, а т  — персдменное целое число. Серип ж е  
атомов щелочных металлов могут быть представлены в виде 
комбинаций термов, сходных  с но не совпадаю щ их с ними. 
А именно, к а к  показал  у ж е  Ридберг путем анализа  эмпириче
ских данных, общий вид термов сложных атомов в первом при
ближении таков:

где /? — та  ж е  постоянная Ридберга, /? == 109 737,30 см~\ п — 
целое число, а о — некоторая поправка. О казалось, что д л я  
представления формулами всех наблю даемых серий сп ектраль
ных линий необходимо пользоваться не одной последователь
ностью термов Я!п^, но несколькими последовательностями вида
(60 .1 ) ,  причем внутри каж до й  последовательности термов по
п р авка  а  имеет одно и то ж е  значение.

Эти особенности атомов щелочных металлов качественно 
могли быть объяснены у ж е  в р а м к а х  теории Бора при помощи 
так  называемой модели излучающего электрона. Р ассм атр и вая  
менделеевскую  таблицу элементов, мы видим, что щелочные м е
таллы  всегда  следуют за  благородными газам и : литию пред- 
щ ествует гелий, натрию — неон и т. д. и, наконец, цезию — 
ксенон.

Атомы благородных газов  характеризую тся  своей высокой 
устойчивостью, тогда к а к  атомы щелочных металлов , наоборот, 
ионизуются с особенной легкостью. Например, энергия, необхо
ди м ая  д л я  удален ия  первого электрона (первый ионизационный 
потенциал), у  гелия составляет  24,45 эв,  у  лития 5,37 эв,  у  не
она— 21,48 эв,  у  натрия — 5,12 э в  и т. д.

Пусть мы имеем какой-либо атом щелочного м етал ла ,  содер
жащий 2  электронов. Мы м ож ем  тогда утвер ж д ать ,  что 2 — 1 
электронов образуют устойчивую стр уктур у  благородного газа  
(например, первые д ва  электрона лития образуют оболочку г е 
лия, первые 10 электронов натрия — оболочку неона и т. д . ) ,  а 
последний электрон связан  с ядром атом а слабо. Б таком  сл у 
чае 2  — 1 внутренних электронов с общим отрицательным з а 
рядом — {Z— 1)е вместе с ядром с положительным зар ядо м  
-\-Ее образую т устойчивый «остов», напоминающий ядро с з а 
рядом -{-е. В поле этого «эффективного я д р а »  д ви ж ется  послед
ний слабо связанный электрон, обычно называемы й оптическим 
или валентным (потому, что он ж е  обусловливает химическую 
валентность а т о м а ) .

Мы получаем, таким  образом, систему, напоминающую во
дородный атом с его ядром с зар ядо м  -\-е и одним электроном. 
Почему ж е  тогда энергетические состояния этой системы, во
обще говс'ря, отличаются, а иногда и очень сильно, от водород
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ных? Причина в общих чертах заклю чается  в следую щ ем: водо
родное ядро представляет  собой одну элементарную  частицу 
(протон); ядро водородоподобного иона (например, Не+, Ь!++ 
и т. д . ) ,  правда ,  явл яетс я  системой частиц, но силы, свя зы ваю 
щие их, столь велики, что эту  систему можно считать совер
шенно л<есткой.

Средние размеры  яд р а  ( ^ 1 0 “ *̂  см)  во много раз  меньше 
среднего расстояния электрона от ядр а  (^---10“® см),  поэтому в 
случае  водородоподобного атома электрон находится практиче
ски в кулоновом поле точечного зар яд а  ядра .

В атомах  щелочных металлов , к а к  отмечалось выше, опти
ческий электрон экранирован от ядра  остальными ( 2 — 1) эл ек 
тронами, т. е. поле, в котором он дви ж ется ,  создается  более 
сложной системой зар ядо в ,  средние линейные размеры  этой си
стемы по порядку величины те же , что и среднее расстояние оп
тического электрона до ядра . Естественно, что поле «эффектив
ного я д р а »  атомов щелочных металлов в общем случае нельзя 
р ассм атри вать  к а к  кулоновское поле точечного з ар я д а .  Д а л е е  
необходимо вспомнить, что в поле точечного з а р я д а  уровни 
энергии вырождены . Т ак ,  например, в водородном атоме г л а в 
ному квантовому числу п =  2 соответствует не один, а д ва  оди
наковых по высоте уровня энергии {1 =  0, 1) ;  главн о м у кв ан 
товому числу п =  3 — три уровня {1 =  0, 1, 2) и т. д. Однако 
это вырождение уровней характерно только д л я  кулоновского 
поля. В случае поля, создаваем ого  более сложной системой з а 
рядов, эти совпадающие уровни возмущ аю тся -различным обра
зом и поэтому разделяю тся . В этом и состоит причина сущ е
ствования нескольких типов термов щелочных металлов.

Э ту качественную картину можно использовать д л я  прибли
женной количественной теории следующим образом. Поскольку 
остов действует на электрон, вообще говоря, не к а к  точечный 
з ар я д ,  но к а к  слож н ая  система зарядов , то следует  представить 
потенциальную энергию в виде ряда

У - ----- •• • (60.2)

Коэффициенты Сь сг, ■. . ,  очевидно, не безразмерные числа, но 
д л я  однородности всей суммы  необходимо, чтобы коэффициент 
С\ имел размерность длины, Сг — размерность [длннар и т. д. 
П оэтому в написанной сум м е  первый член представляет  потен
циальную энергию электрона в поле точечного з а р я д а  -\-е, вто
р о й — среднюю потенциальную энергию электрона в поле ди-

е1поля, которая, к а к  известно, равна е ~ ,  где е1 — момент диполя 
и т. д. Д л я  первого приближения можно ограничиться д в ум я
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членами р яд а  (60.2) и положить

(60.3):

Уравнение Ш редингера в сферических координатах напиш ется 
тогда в виде

1 д I ¿•ф
дг

1

+
2т
/]2

е2

К а к  и в § 59, ищем решение в виде произведения 

1{)(г, д ,  ф) =  /?(г)Г(10', ф)

■ф =  0. (60.4>

(60.5>

и р азд еляем , таким  образом, наше уравнение (60.4) на д в а  
уравнения

1
5шО дЬ

1 +  1{1+1)У =  0, (60 .6 )

. 2 (1Я 8л̂ т 
г йг Л2 Е А - - ^ Л - с /? =  0. (60.7>

Уравнение (60 .6 ) ,  очевидно, совп адает  с (59.6) [р =  / (/-(-1 )]-  
К а к  и следовало  ожидать , часть собственной функции, з а в и с я 
щ ая  от углов К('б’, ф), в точности т а к а я  ж е , к а к  в кеплеровой: 
з адаче .  Из этого следует, что сказанное в предыдущ их п а р а гр а 
фах о состояниях, описываемых этой функцией, в частности, с у 
щ ествование серий уровней 5, р, й, /, остается в силе и здесь. 
Но численные величины уровней энергии будут  другими, т а к  к а к  
уравнение (60.7) отличается от радиального уравнения (59.8)„ 
кеплеровой задачи  присутствием лишнего члена в скобках: 
С\{е !̂г )̂. Очевидно, переписав (60.7) в виде

, 2 с1Я , 2т \ 1 2me•^  ̂\ ^ „
^  +  у - 5 Г  +  Ж 1 ^  +  — - ^ 7 ^  / ( / + 1 ) - С , - ^  }7? =  0,

(60.8>

мы уб е ж д а е м с я  в том, что оно формально тождественно с (59.8)„ 
М ожно, в самом деле, положить

r ( r - f  ! )  =  /(/+ 1 ) - С 1 - ^  (60.9>

и тем сам ы м  привести оба уравнения к одинаковому виду. Р е 
ш ая  квадратн ое  уравнение (60.9) относительно /' и беря т о л ька  
один знак плюс перед корнем, находим

/ ' = - у  +  у ] /  ( 2 / + 1 ) ^ -
2те^

■
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или приближенно

{21 +  1) — -Щ21+1)
Ате̂ т е ‘

( 'Ч )
С,. (60.10)

Уел
Водород  
$ р 1}

Литии 
в р д.

■+ 1 —
те^ =  «  +  а ,

(60.11)
х д е  через а  обозначен по
правочный член

5000- 

10000-  

15000- 

20000-  

25000- 

30000- 

35000- 

ЧОООО- 

45000-

№

3.1 -Зе. М
-Гр

Очевидно, что, продолж ая решение, к а к  в § 59, мы в конце кон
цов придем к выражению  
д л я  энергии

т е'
Еп.1 =  — ( я ,+  / '+  !)2Й2 •

Вместо  целого главного 
квантового числа

/г =  «г +  / +  1

мы получили, вообще гово
ря, нецелое число

п- =  Пг +  1 '+ 1
или по (60.10)

.гС =  Пг +  1 +

га,

й*

Зр

гр

а  =  — С; (60.12)
Рис. 30. С хема термов лития с термами 

водорода.

Нецелое число п* н азы вается  эффективным главн ы м  квантовы м  
■числом. В ы раж ение д л я  энергии мы теперь мож ем  представить 
.в виде

т е ' ' те''
Еп*. I — ----- -2л*"й2 ■ {п -f а)2 ’

•а соответствующий терм — в виде, совпадающ ем с термом Р и д
берга  (60.1)

^  Еп*. I R
кс {п -Ь а )2 •

Зам ети м , что, к а к  по казы вает  формула (60 .12) , поправка а  за -  
:висит от азимутального  квантового числа I. П оэтому термы 
5, р, с1, . . .  (/ =  О, 1 , 2 ,  . . .) при одном и том ж е  п  у ж е  не будут  
оди наковы м и  по величине — вырождение устранится .
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Рис. 30 иллюстрирует описанное соотношение м еж д у  термами 
одного из щелочных металлов — лития — и водородными. С це
лью экономии места уровни энергии изображены кр уж кам и . 
Видно, что у водорода уровни 25 и 2р\ Зх и 45, Ар и Ай м еж д у  
собою совпадают, тогда к а к  у лития 25 и 2р сильно расходятся :  
35, Зр и 3с1 расходятся меньше и близки (особенно Зр и Зс1) к  
водородным; наконец, Ар и 4й почти точно совпадаю т м е ж д у  
собой и с водородными уровнями.

§  61. Спектральные серии щелочных металлов

В предыдущ ем параграф е у ж е  было указан о ,  что вследствие 
сущ ествования различных типов термов, в большей или мень
шей степени отличающихся от водородоподобных, в спектрах  
щелочных металлов наблю дается несколько различных по свое
м у х ар а к т ер у  серий. Все наблю даемы е частоты подчиняются 
тому ж е  комбинационному принципу, что и частоты в водородо
подобных спектрах

V =  Г (т)  — Т (п).

Однако обратное, вообще говоря, имеет место не всегда :  не 
в с я к а я  комбинация термов соответствует реально наблюдаемой 
спектральной линии. Мы увидим в дальнейшем, что сущ ествую т 
определенные правила («п равила  отбора») ,  указы ваю щ ие, к а 
кие комбинации термов возможны и какие невозможны. Серии, 
эмпирически установленные в спектрах  щелочных металлов , з а 
долго до появления квантовой механики, описаны в дальнейш ем.

Г л а в н а я  с е р и я .  Эта серия во зб у ж д ается  легче всего; она 
м ожет быть получена т а к ж е  и в поглощении, если пропускать 
свет какого-нибудь источника, дающ его сплошной спектр, через 
холодные пары м еталла  '(лития, натрия и т. д . ) .  Наиболее из
вестным ее представителем явл яется  ж е л т а я  линия (на самом 
деле — дуб лет ) натрия А, 5890 А. Этой линией гл а в н а я  серия 
натрия только начинается (головная линия) ;  следую щ ая линия 
той ж е  серии леж ит  в ультраф иолете — >1, — 3302 А, за  ней идет 
Я =  2853 А и т. д.

Из того, что главн ая  серия легко  наблю дается в поглощении 
холодных  паров металлов, следует ,  что один из комбинирующихся 
для  ее возникновения термов (начальный д л я  поглощения или 
конечный д л я  испускания) соответствует нормальному,  т. е. не
возбужденному состоянию. Д л я  щелочных металлов, к а к  это 
следует  из предыдущ его па>раграфа, начальное состояние при
н адлеж и т  к  типу 5-состояний (/ — 0)- Что ж е  ка сается  главного 
квантового числа излучающего электрона в нормальном состоя
нии, то у различных щелочных металлов оно неодинаково. У ста
новление этих главны х квантовы х чисел есть з ад а ч а  теории пе-
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рцодическон системы элементов, с которой мы познакомимся 
Г Л . VIII.  Здесь мы только приведем их значения.

Атомный
номер

3
и
19
37
55

Э л ем ен т

Г л а в н о е  к в а н 
товое  число 
в н о р м ал ь 

ном с о с т о я 
нии

2
3
4
5
6

Эмпирически было установлено, что комбинации различны^ 
термов подчиняются у ж е  упомянутым правилам  отбора. Оказа- 
лось, что, вообще говоря, возможны только комбинации термов 
с  квантовыми числами /, отличающимися на I, т. е. комбинации 
термов 3 и р, р  и с1 и т. д. Не наблюдаются  при обычных уело- 
виях комбинации внутри серии термов, например комбинации 
термов 5 с различными главными квантовыми числами 25 — 35 и 
т. п. Комбинации термов сД/ =  2 хотя и наблю даю тся, но в виде 
исключения, и линии, нм соответствующие, к а к  правило, слабь|.

Эти правила отбора были найдены, к а к  сказано , чисто эмщ|. 
рически. Однако они получили в квантовой механике полное 
объяснение, с которым мы познакомимся в следующей главе .

Если вспомнить, что основным термом д л я  главной серни 
я вл яется  терм типа 5, и, кроме того,принять во внимание указац. 
пые правила отбора, то ясно, что гл ав н ая  серия до лж н а  вознц. 
к а ть  при комбинациях термов з  м р. Например, для  лития фор. 
м ул а  главной серии есть

дл я  натрия
v  =  2s — тр,  т  =  2, 3, 4, 

v =  35 — тр, т =  3, 4, 5,

и т. д. Эти формулы могут быть записаны т а к ж е  в явном виде 
при посредстве ридберговых термов если условиться
поправку о  к а ж д ы й  раз обозначать буквой, соответствующей 
обозначению данной серии термов. Например, д л я  лития

А? Я
^ (2 +  5)2 — + ’ гп =  2, 3, 4, . . .

Схемы уровней энергии и возможных переходов обычно стро
ятся  так ,  к а к  это у ж е  было показано на рис. 26: в одну колонку 
располагаю тся  уровни с одним и тем ж е  квантовы м числом | 
и различными главными квантовыми числами. Пример подобного
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рода схемы, называемой в спектроскопии диаграм м ой  Гротри- 
ана , приведен на рис. 31.

Особый интерес представляю т линии, возникающие при пе
реходах  м еж д у  основным 5-термом и ближайш им к нему р-тер- 
мом (25 — 2р д л я  лития, Зз — Зр — д л я  натрия и т. д . ) .  Оче
видно, что д л я  возбуж дения этих линий требуется  наименьш ая 
энергия. Кроме того, переходы, соответствующие этим линиям, 
являю тся  наиболее вероятными. Поэтому эти линии отличаются 
наибольшей интенсивностью. Если, например, освещ ать пары н а
трия светом со сплошным спектром, то в атом ах  натрия с наи
большей вероятностью будут  происходить переходы 35 — Зр, ко
торым соответствует линия поглощения Я л ;  5890 А. При возвр а
щении в нормальное состояние этих возбуж денны х атомов д о л ж 
на испускаться линия, длина волны которой т а к ж е  равна 5890 А 
(ж е л т а я  линия О).  Т ак  к а к  и сп ускаем ая  и поглощ аемая длины 
волн д л я  таких линий одинаковы, то эти линии называю тся р е 
зонансными.

Резонансное излучение паров металлов представляет  собой 
один из видов флуоресценции паров. Оно тщательно и много
кратно изучалось. В частности, резонансное излучение паров н а 
трия изучено Вудом , который показал , например, что при осве
щении ультрафиолетовой линией 3302,34 А, соответствующей пе
реходу 35 — 4р (рис. 32 ) ,  кроме той ж е  линии 3302,34 А, всегда  
наблю дается  еще и ж е л т а я  резонансная линия. Возникновение 
ее легко объяснить следующим образом: атом, возбужденный до 
уровня 4р, м ожет  перейти в нормальное состояние 35 сразу ;  при 
этом будет испускаться та  ж е  линия 35 — 4р =  3302,34 А. Но он 
м ож ет т а к ж е  спуститься до уровня 35 по ступеням (рис. 32) 
4р — 45, 45 — Зр и, наконец, Зр — Зз. При последнем переходе и 
будет испускаться ж е л т а я  резонансная линия, тогда к а к  при 
промежуточных переходах испускаютия линии, л еж ащ и е в ин
фракрасной части спектра. На рис. 33 приведена аналогичная 
д и а гр а м м а  для  цезия.

Д етали  этих д и агр ам м , в частности расщепление р, й, 
уровней, будут  пояснены в дальнейш ем (см. гл. V II ) .

Д р у г и е  с е р и и  щ е л о ч н ы х  м е т а л л о в .  Кроме г л а в 
ной серии, в спектрах  щелочных м еталлов  наблю дается  еще и 
р яд  других серий. Таковы , прежде всего, две  серии, у которых 
основным термом явл яетс я  низший терм типа р{2р у  Ы, Зр у  N3 
и т. д . ) .  Эти серии возникают при переходах на нижний р-уро- 
вень с уровней з  я й. Очевидно, что в том и другом  случаях  
правило отбора Д / =  ± 1  удовлетворяется .  Серия 2р — т з  (т  =  
=  3, 4, . . . )  у  Ы, Зр — т з  {т =  3, 4, . . . )  у  Ыа и т. д. носят н а 
звание вторых побочных или резких-, серии 2р — тй (т =  3, 
4, . . . ) ,  Зр — тс1 (т =  4, 5,  . . . )  называю тся первыми побочными 
или диффузными,  т а к  к а к  линии их «размыты. Очевидно, что обе
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Рис. 32. С хема уровней энергии атом а натрия.
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серии должны сходиться к  одному общему пределу, соответст
вую щ ему волновому числу низшего р-терма (2р — у  Ы, Зр у  
N3, . . . ) .  Наконец, серии Зй — т /  (для  3^ — т /  (для  Ыа) 
и т. д. называю тся фундаментальными или с ериями Бергмана.  
Они л е ж а т  в инфракрасной части спектрз. Происхождение всех 
серий и соответствующие им переходы легко  проследить по 
рис. 31—33.

Все описанные серии, кроме главной, при обычных условиях 
наблю даю тся только в виде серий линий испускания. Нзблюде- 
ние линий, основным термом которых является  возбужденное 
состояние (например, 2р),  в спектре поглощения холодных п а
ров м етзл л а  невозможно, т а к  к з к  в холодных п арах  практиче
ски присутствуют только атомы в нормальном состоянии. Д о 
статочная концентрация возбужденны х атомов м ож ет  быть соз
да н а  только при совершенно специальных условиях  (см. т. I, 
§ 102).

В заключение отметим, что, кроме описанных серий, в спек
тр ах  щелочных металлов в виде исключения из правил отбора 
наблю даю тся т а к ж е  запрещенные линии (3195,6 А в резул ьтате  
перехода 2« — Зй у  Ы; 3427,1 А в результате  переходз 35 — 3(1 
у Н а ) .

У п р а ж н е н и я .  1. П ользуясь правыми шкалами рис. 31—33, дающими 
величины термов в см~', вычислить приближенно резонансные потенциалы и 
потенциалы ионизации (в электрон-вольтах) из основного «-состояния для

Ыа и С б.
2. Спектральные термы атома лития таковы :

2« 43486,3

25 61280,5 2р 28582,5 
4х 8475,2 Зр 12560,4 Зй 12203,1 

5« 5187,8 4р 7018,2 А<1 6863,5 4/ 6856,1 

Ы  4389,6 5f  4381,8

П ользуясь формулой Ридберга (60 .1), вычислить поправки для этих термов 
и убедиться в водородоподобности термов й и f  (постоянную Ридберга счи
тать  равной /? =  109 737 сж "'). При помощи таблицы вычислить частоты и 
длины волн всех серий атома лития.

3. Резонансный потенциал натрия равен приближенно двум  электрон- 
вольтам . К акая  доля атомов в парах Na при температуре Т =  300 °К нахо
дится в состоянии Зр. {Указание. С ледует воспользоваться формулой Больц
м ан а ).

4. Основные термы щелочных металлов таковы  (в см-'):
(25) 43486,3 К (4«) 35008,5 

N 3 (3 5 ) 41440,0 № (55 ) 33689,1 

С з(б 5 ) 31404,6

Вычислить ионизационные потенциалы этих атомов (в электрон-вольтах).
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ИЗЛУЧЕНИЕ

В тех конкретных зад ач ах ,  которые встречались до сих пор, 
мы всегда имели дело с движением  в поле, имеющем потенциал, 
не зависящий от времени (например, с движением  в кулонов- 
ском поле). В рассмотренных случаях  мы приходили к опреде
ленным стационарным состояниям, т. е. к состояниям, в которых 
плотность вероятности ф*г1з не зависит от времени.

В этой главе  мы покаж ем , что аппарат  квантовой механики 
позволяет включить в рассмотрение т а к ж е  и переходы м еж д у  
стационарными состояниями, т. е. реш ать задачи , относящиеся 
к испусканию и поглощению света. П оскольку при этом мы 
встретимся со случаем  полей, потенциал которых зависит от вре
мени, нам с самого н ачала  придется пользоваться общим у р а в 
нением Ш редингера, содержащ им время:

I д1 "

Наконец, мы п о каж ем , каким  образом следует  обобщить ур авн е 
ние Ш редингера д л я  того, чтобы можно было рассм атри вать  
движение в магнитном поле, вовсе не имеющем потенциала.

§  62. М е то д  вар и ац и и  постоянных

Рассмотрим конкретный случай. Пусть мы имеем водородопо
добный атом. Электрон в этом атоме д ви ж ется  в поле с постоян
ным потенциалом — Ze ‘̂ |r, оператор Гамильтона Я  имеет извест
ный вид (§ 59 ) ,  и, реш ая уравнение Ш редингера =  Е^, мы 
находим собственные функции г|зь г1)2, . . . ,  г|5„, . . . ,  которым в 
случае  Е < 0  соответствуют стационарные состояния. Зависи
мость от времени в этих состояниях в ы р а ж а ет ся  экспоненциаль
ным множителем

е  .
Представим себе, однако, что в момент 1 =  О этот атом под

вергается  действию поля плоской монохроматической световой 
волны. В таком  случае  на электрон, кроме кулоновской силы 

будет еще действовать  периодическая сила со стороны 
электромагнитного поля волны. Д ействие этой периодической
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С ИЛ Ы  можно описать при помощи некоторого потенциала, явно 
зависящ его  от времени. В самом деле, сила, действую щ ая на 
электрон со стороны электрического поля монохроматической 
волны, зависит от времени по закон у  А' — е<!?о cos со/; этой силе 
мы можем сопоставить потенциал U{x,t) (с точностью до произ
вольной постоянной), т. е. функцию, удовлетворяю щую  условию
— ди/дх  =  X,

и  (л-, О =  — e ê ’o c o s  ф( dx =  —- eë'fjX cos Ы. (62. 1)

Таки.м образом, поле, в котором находится электрон, можно те- 
перь описать поте1Щ и а л о м ------ -— \-и{х, 1), а оператор Г ам и ль
тона будет  Я =  О {х, 1), где  Я° — оператор Гамильтона для 
поля кулоновской силы. Соответствующее уравнение Шредин
гера есть

[ЯO-f ¿/(х, 0 ] ' ^  =  - 4 4 г -  (62.2)

Если можно рассм атри вать  добавочный потенциал U{x,t)  к а к  
малое возмущение, то, п о лагая  {7 — 0, мы получим уравнение
иоиг  ̂ ^— ----- решение которого известно. Это решение
можно рассм атри вать  к а к  нулевое приближение и искать при
ближения более высокого порядка .

П усть уравнение Ш редингера д л я  возмущенной задачи  будет
Ь d ' y  
i dt (62 .20

причем оператор Гамильтона Я  мол<но представить в виде

Й =  /уо +  и ,  (62.3)

где  оператор содержит потенциал, не зависящ ий от времени. 
При и ( х ^ )  = 0  возмущенное уравнение (62.3) принимает вид

Решениями этого уравнения являю тся  функции 

_<• f i l
=  е - i E„t

(62.4)

(62.5)

Эти функции образуют полную ортогональную нормтрованную 
систему (в тех случаях , когда имеется вырождение, соответст
вующие функции должны быть «ортогонализоваиы», см. § 11) .

Т ак  ка к  оператор Я в (62.2) содерл<ит потенциал, зависящий 
от времени, то функции, соответствующие стационарным состоя-
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Н11ЯМ типа ( 6 2 .5 ) ,  у ж е  не будут  его решениями. Однако д л я  опре
деленного момента 1' возмущающий потенциал 11 {Г) равен не
которой определенной величине. Д л я  этого момента потенциал 
равен «невозмущ енному» потенциалу, входящ ему в Я°, плюс по
стоянное число {/(/')• Принимая во внимание, что функции 
( 6 2 .5 )  образуют полную ортогональную систему, мы можем 
представить решение ( 6 2 .2 )  для момента 1' в виде ряда по 
функциям ( 6 2 .5 )

к к

Д л я  другого момента 1" мы можем написать решение в виде 
аналогичного р яд а ,  но с другими коэффициентами с/ь т ак  к а к  
и (^ ' )  Ф  Поэтому мы можем вообще искать решение
(62.2 ') в виде

(62.6).

с коэффициентами Сл(^),зависящими от времени. При этом, од 
нако, можно п оказать ,  что эти коэффициенты со временем м е
няются медленно по сравнению с быстро меняющимися экспо-

- Iненциальными множителями е  ' л входящими в'К/;. Смысл 
этих коэффициентов в том, что вероятность получить при изме
рении энергии системы в момент t определенное значение Еп 
равна |с„(/)|2 (см. гл. И, § 17).

§ 63. Поглощение и испускание света

Воспользуемся теперь описанным в предыдущ ем параграф е 
методом д л я  решения задачи  о поглощении и испускании света. 
И так , мы рассм атри ваем  атом, который, начиная с некоторого 
момента 1 =  0, подвергается действию поля световой волны. Мы 
предположим вначале, что это — волна строго монохроматиче
ск ая ,  линейно поляризованная по оси х и распространяю щ аяся 
по оси г. Электрическое поле этой волны действует  на электрон 
атома с силой

Е =  соз , 2я

действием магнитного поля мы пренебрегаем, т а к  к а к  сила, дей 
ствую щ ая на электрон со стороны магнитного поля световой 
волны, в у/с раз меньше, где V— скорость электрона.

Выберем начало координат в центре атома. В таком  сл уч ае  
изменение г  на протяжении атома — п орядка 10'® см, а длина 
волны Я в оптической части спектра — порядка 10“'*— 10-^ см.
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Поэтому дробью г Д  в вы ражении фазы можно пренебречь и счи
тать , что на протяжении атом а волна имеет одну и ту  ж е  фазу, 
т а к  что Аг-составляющая силы будет

X =  cos со/; 

соответствующий этой силе потенциал
и  {х, t) =  — exS’l  cos at

и есть то возмущение, о котором шла речь в предыдущ ем п а р а 
графе.

Решение возмущенного уравнения

=  (62 .20

Я  =  Я» +  О,

0=U{X, t),

ищем в виде р яда  с коэффициентами, зависящ ими от времени:

=  (62.6)

с гамильтонианом 

где

Д л я  отыскания коэффициентов Ch{t) подставляем  (62.6) в 
уравнение (62.2) и получаем

к k к к dt

Т ак  к а к  функции удовлетворяю т невозмущенному уравнению
(62 .4 ) ,  то первый член слева и первый член справа то ж д е ст 
венно равны др уг  другу .  Исключив их, получаем

dt

Умножим теперь обе части этого равенства на какую -нибудь  
функцию Ч̂ т, комплексно-сопряженную с одним из решений
(62 .4 ) ,  и проинтегрируем по всем у  пространству. М ы получим 
тогда

й dCu
dt 4^m4^édT. (63.1)

к к 
Здесь  справа  мы имеем сум м у, в которую входят  интегралы вида

У[Г^^^с1х =  Ь„гк.
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П оэтому справа остается только один член, соответствующий 
'/г =  т, т. е. п р а в а я  часть сводится к  члену

_  _Й _ (¡Ст
I сИ '

и М Ы  можем  переписать (63.1) в виде

dt ^]nU4kdx  ( ^ = 1 , 2 , 3 , . . . ) .  (63.2)

П одставляя  в это общее равенство последовательно вместо 
функции Ч̂ 'ь 4^2, . • . ,  мы получим систему уравненией, из кото
рых, принципиально говоря, можно вычислить все коэффициенты 
f i ,  Сг, . . .  Эти уравнения являю тся  точными, т а к  к а к  никаких 
приближений мы пока не делали.

Однако практически вычисление коэффициентов Ст из точ
ных уравнений (63.2) невозможно, т а к  к а к  эти уравнения обра
зуют систему с бесконечным числом неизвестных. Д л я  получения 
первого приближения можно воспользоваться тем, что коэффи
циенты Ch{t) изменяются со временем медленно, и принять, что 
д л я  моментов времени, близких к началу  действия возмущения, 
т. е. к моменту, близкому к / =  О, коэффициенты Ck сохраняют 
те значения, которые они имели при / =  0. Если, например, при 
/ =  О атом находился в стационарном состоянии с энергией 
Еп, то для  / =  О по см ыслу коэффициентов разложения (§ 17) 
коэффициент Сп равен  единице, а остальные коэффициенты р а в 
ны нулю:

т а к  ка к  д л я  этого момента с достоверностью известно, что атом 
находился в состоянии Ч''«. Мы допускаем , что эти значения 
коэффициентов сохраняю тся пр достаточно м а л ы х * )  значениях 
/ >  0. Это д ает  возможность приближенно вычислять зависи
мость всех коэффициентов от времени. Действительно, при у к а 
занном условии в правой части (63.2) все коэффициенты с* 
равны нулю, за  исключением коэффициента с„ (случай k =  n ) ,  
который равен единице, и мы получаем

dcn
dt W*,„UWndx. (63.3)

П о лагая  здесь т  =  1, 2, 3, . . . ,  получаем соотношение д л я  всех 
коэффициентов Си Сг, . .  . , из которых эти коэффициенты могут  
быть вычислены порознь. Таким путем будет  получено первое

*) Имеются в ви ду промежутки времени, малы е по сравнению со сред
ним временем пребывания в стационарном состоянии, которое для газа в- 
обычных условиях имеет порядок величины 10 "̂  — 10"® сек.
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приближение. После этого можно найти второе приближение, 
д л я  чего следует подставить вычисленные в первом приближе
нии коэффициенты Ст в (63.2) и затем  снова произвести инте
грирование. Повторяя эту  операцию, можно получить любое 
приближение. Однако д л я  дальнейш его мы ограничимся только 
первым приближением, которое о казы вается  д л я  наших целей 
достаточным.

Примем теперь во внимание зависимость функции и 
от  времени:

и введем  обозначения 
Бщ — Efi

- i  ■

=  CO., тп*

Т огда  (63.3) примет вид
dCm
dt j jS  и„

(63.4)

(63.5)

с вероятностью 
ное Ет- Если о каж ется ,  что

равной

Этими уравнениями мы воспользуемся д л я  вычисления веро
ятностей переходов.

П усть, к а к  мы и предполагали , в момент / =  О атом нахо
дится  в стационарном состоянии с энергией Еп. Под влиянием 
возмущ ения будет происходить переход в другие  состояния. При 
этом, т а к  к а к  для  t >  О все коэффициенты си, вообще говоря, мо
гут  о ка заться  отличными от нуля, то мы не м ож ем  ска зать ,  что 
переход соверш ается в какое-нибудь одно определенное стацио
нарное состояние. Мы можем  у т в е р ж д а т ь  только, что если в 
какой-нибудь момент t >  О произвести измерение энергии, то

мы получим значение, рав- 
0, то переход не

возможен. Таким образом, \ст\'  ̂ х арактери зует  вероятность пе
рехода Еп Ет за промежуток времени О — Вычислением этой 
вероятности мы и займемся .

Принимая во внимание, что

и  {х, /) == — ехЖа cos со/, 

и пользуясь обозначением (63 .4 ) ,  находим

^тп =  — COS со/ J  dx.
Если еще обозначить

l̂:x̂ !p̂ > dx =  ex тп'

то Umn примет вид
ш COS (dt.

(63.6)

(63.7)



§ 631 П ОГЛО Щ РИИЕ И ИСПУСКАНИЕ СВЕТА 2 4 9

Величину Хтп мы мож ем  истолковать следующим образом. Про
изведение ех есть х -составляю щ ая дипольного момента, если 
один из зар ядо в  покоится в начале координат. Среднее значение 
дипольного момента в каком-нибудь определенном стационарном 
состоянии с собственной функцией равно (см. § 17).

ёх =  е  j  .

Ф ормула (63.6) отличается от этого вы раж ен и я  тем, что в нее 
входят функции, описывающие не одно состояние но д в а  
состояния и il5°. По аналогии, однако, мы будем н азы вать  
вы ражение (63.6) с р едним дипольным моментом п ер ехода  пг. 
Величины Хтп д л я  всевозможных комбинаций стационарных со* 
стояний можно вычислить заранее. Они образую т матрицу

/ л:ц х,2 . . .  x¡n \
Х ц  Х22 • • • Х2П

- Хп1 Хп2 •• • Хпп ¡

Общее вы раж ение матричного элемента

по Д и р а к у  обозначается скобками (§ 46 ) :

Перейдем теперь к  вычислению коэффициентов Ст. П одстав
л я я  (63.7) в (63 .5 ) ,  получаем

dt
Д л я  удобства последующих вычислений заменим здесь cosco/ 
полусуммой экспоненциальных функций 

dc„, __
dt

Отсюда непосредственным интегрированием от О до t находим

4>тп - f  й)
(63.8)

Переходы, совершающиеся в атоме под влиянием поля излучения, 
могут  иметь двоякий характер . Если Ет > Еп, то атом погло
щ ает  энергию из поля, т е. происходит поглощение; если ж е  
Ет С  Еп, то атом отдает  энергию полю — происходит вы н уж д ен 
ное испускание (см. т. I, § 99 ) .  Согласно обозначению (63.4) 
в первом случае и>тп положительно, во втором — отрицательно^
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Л егко  видеть, что в каж д о м  из этих случаев одним из д вух  чле
нов в скобках  в предыдущ ем вы ражении для  Ст можно пренеб
речь. В самом деле, т ак  к а к  |(Отп +  «>| — большое число, то в 
случае поглощения можно пренебречь первым членом, а в сл у 
чае вынужденного испускания — вторым. Наши дальнейш ие р ас 
суж ден и я  мы будем вести д л я  случая  поглощения и отбросим 
первый член. Что ж е  к а сается  второго члена, то он, вообще 
говоря, тож е близок к нулю д л я  всех значений со, за  исключе
нием случая , когда  со близко к сотп. Мы получаем, таким  обра
зом.

2П ех„

К в ад р ат  модуля Сщ, характеризую щ ий вероятность перехода, б у 
дет поэтому равен

4Й2 ■X
2 [I — соз (о

-(0 )2 (63.9)

Эта формула очень важ н а .  М ы видим, что вероятность пере
хода, во-первых, пропорциональна к в а д р а т у  амплитуды  нап ря
женности электрического поля волны, т. е. интенсивности волны. 
Д а л е е  \ст\  ̂ пропорционально к в а д р а т у  дипольного момента пе
рехода \exmn [2__ результат, аналогичный получаемому в кл ас 
сической электронной теории излучения (см. т. I, § 67) с той 
существенной разницей, что вместо дипольного момента ех, вхо
дящ его  в формулу (67 .2) , мы встречаем в нашей формуле м а т 
ричный элемент ехтп- Д ал ее ,  если построить график, изобра
жающий зависимость \Ст\̂  от частоты со, то, к а к  показывает  
формула (63 .9 ) ,  кривая будет иметь для  любого момента времени 
острый пик при со =  сотп. Это означает, что падаю щ ая волна 
о казы вает  на атом воздействие, ведущее к переходу Еп Ет
только в том случае, когда ее частота совпадает с со^  ̂=  —  ̂
или очень близка к сотп' Тем сам ы м  оправдывается хорошо из
вестное условие частот Бора.

Однако в одном отношении полученный нами результат  не
удовлетворителен. Представим вы ражение (63.9) в следующем 
виде:

2
8[П у  {(Отп — Ш) /

1 (63.9)
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Видно, что Д Л Я  м ал ы х  промежутков времени \ст\ ,̂ т. е. в ы р а ж е 
ние вероятности перехода за  / секунд, о ка зы вается  пропорцио
нальным к в а д р а т у  времени, а следовательно, вероятность пере-
Х(эда в единицу времени пропорциональна времени. Т а 
кой результат  резко  противоречит сам ом у  см ыслу статистиче
ского рассмотрения процесса поглощения (см., например, т. I, 
§§  99— 100).

Однако неудовлетворительный р езультат  получился потому, 
что мы предполагали, что поглощение происходит под действием 
строго монохроматического, излучения с определенной частотой
V (к а к  принято в оптике, ниже 1мы пользуемся линейной часто
той) и что переход происходит м е ж д у  состояниями с резко опре
деленными энергиями Ет и Еп, т. е. что и \тп — строго опреде
ленная  частота. М е ж д у  тем неоднократно указы валось ,  что т а 
кой случай в природе никогда не осущ ествляется .  На самом 
деле  уровни имеют конечную ширину, и в соответствии с этим 
линия поглощения т а к ж е  имеет конечную ширину, т. е. пред
с тав л яе т  собой узкий участок сплошного спектра. Поэтому для  
получения полной вероятности перехода, соответствующей всей 
ширине линии, а не только ее м акси м ум у ,  следует  проинтегриро
вать  выражение (63.9) по частотам в пределах  ширины линии. 
Интегрирование облегчается тем, что п р авая  часть (63.9) имеет 
очень острый м акси м ум  при V — \тп- В ви ду  этого пределы ин
тегрирования можно расширить до — оо, + ° ° .  а считать по
стоянной:

-1-00 +00

(IV.

В водя новую переменную п{\тп — =  получаем
+»> п +°°

' dv

Входящий сюда определенный интеграл известен; он равен я ,  и 
мы получаем окончательно

c ^ P d v =  t. (63.10)*)—оо

Мы видим, что найденная полная вероятность перехода за  
/ секунд пропорциональна времени, а потому вероятность пере
хода в единицу времени не зависит от времени, к а к  и о ж и д а 
лось.
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§ 64. Вычисление коэффициентов Эйнштейна

Воздействие поля световой волны на атом, к а к  мы у ж е  на
поминали, может ск азы ваться  двояким  образом: атом может 
либо поглощать энергию из поля, переходя в более высокое энер
гетическое состояние, либо, наоборот, о тдавать  энергию полю, 
переходя в более низкое состояние. В последнем случае  мы 
имеем дело с вынужденным испусканием (см. т. I, § 99 ) .  Однако 
возможны т а к ж е  и т ак  н азы ваем ы е  спонтанные переходы, при 
которых атом переходит в низшее состояние без воздействия 
поля световой волны. Подобного рода переходы не могут быть 
поняты в р ам ках  одной только квантовой механики атома. С точ
ки зрения последней атом, находящ ийся в стационарном состоя
нии с определенной энергией, должен  пребывать в этом состоя
нии неопределенно долго, т а к  к а к  нет причины д л я  изменения 
его энергии. Д л я  объяснения спонтанных переходов необходимо, 
кроме механики, учитывать т а к ж е  факты, относящиеся к свой
ствам  поля излучения, и рассм атри вать  все время систему, со
стоящую из атома и поля излучения. Подобная точная теория 
излучения с у щ е ст в уе т * ) ,  но ее изложение выходит за  рамки н а 
стоящей книги. Поэтому мы ограничимся тем, что найдем связь  
м еж д у  вычисленными нами величинами ¡Ст\̂  и вероятностями 
вы нуж денны х и спонтанных переходов, которые ввод ятся  в с т а 
тистической теории излучения Эйнштейна (см. т. I, §§  98— 100).’

Напомним, что в этой теории рассматриваю тся  атомы, нахо
дящ иеся  в термодинамическом равновесии с излучением в з а м к 
нутой полости. Если Ет 'Л Еп — д ва  уровня энергии, причем 
Ет > Еп, то в атомах  происходят переходы к а к  в одну, т ак  и 
в другую  сторону, т. е. переходы

Е/1 —>-Ет и Е^—*Е^.
Переходы первого типа, сопровождающ иеся поглощением энер
гии из поля, происходят только под воздействием поля и х а р а к 
теризуются коэффициентом Впт- Переходы второго типа проис
ходят  к а к  под действием поля (вынужденное испускание),  т ак  
и «самопроизвольно» (спонтанное испускание) и хар актер и зую т
ся соответственно коэффициентами Втп и Л„„. В тех случаях , 
когда уровни энергии простые (невы рож денны е),  м е ж д у  тремя
коэффициентами В 
соотношения

^пт ~  В

Втп И Атп имеют место статистические

Вп (64.1)

(см. т. I, § 100, формулы на стр. 319, где  нужно положить g i  =  
=  ^2 =  1).

*) См., например, В. Г а й т л е р ,  К вантовая теория излучения, гл. 111, 
Гостехиздат, 1940.
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Излучение в полости характеризуется  объемной плотностью 
Ру, которая представляет  собой среднее значение плотности энер
гии электромагнитного поля

Д а л ее ,  вследствие полной изотропности излучения в полости,

ввиду чего 

Т ак  как  

то

м2
‘ — О О V»

соз' 2nvt  =  \  {&%,)\

р'’

(64.2)

(64.3)

Ф ормула  (63.10) д ает  вероятность перехода за  I секунд под 
влиянием излучения, поляризованного по оси х. В случае непо- 
ляризованного излучения вероятность перехода под действием 
^-составляющ ей поля будет в два  раза  больше:

(63 .100'dv■■

О пределяя  из -(64.3) через и п о д ста вл яя  в (63 .100 ,
получим

С т  Р  =  ^ т п  P P v ¡ f • (64.4)

Д л я  вероятностей переходов под влиянием д в у х  других  состав
ляющих поля получим аналогичные вы раж ения

2пе  ̂ I 10  ̂ , .о .  ̂ я-ч
3̂ 2 I Утп I" Pv̂  3 2̂ I ^тп Ь Pv̂ • (64.5)

П оэтому полная вероятность перехода в единицу времени под 
влиянием неполяризованного излучения равна

^ { \ Х т п  ? +  \Утп Р +  | 2 „ „ р )р ,

ИЛИ, вводя  обозначение

Р  +  | г / т „  Р  +  | 2 „ „  ?  =  \ г , п п  Р ,
получим

2яе2
ЗЙ2 ■PPv

2 л

3 5 «
ег„

: P P v . (64.6)
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В теории Эйнштейна д л я  той ж е  вероятности мы писали

Вп, тР\‘
П ринимая во внимание (64 .6 ) ,  получаем

Впт = 2л
ЗР ег„ (64.7)

где егтп — квантовое вы ражение , соответствующее дипольному 
моменту классической электромагнитной теории излучения.

Коэффициент Впт х ар актер и зует  вероятность перехода с по
глощением, а следовательно, по (64.1) т а к ж е  и вероятность 
вынужденного  испускания. Вероятность перехода д л я  спонтан
ного испускания не м ож ет  быть получена на основании анало 
гичных соображений по причинам, изложенным в начале этого 
параграф а . Однако мы можем  ее найти, пользуясь тем, что при 
термодинамическом равновесии эйнштейновские коэффициенты 
Атп и Впт связаны  соотношением

- _  16я2ЙуЗ 
^тп — 3̂

П о дставл яя  сюда Впт из формулы (64 .7 ) ,  находим

32яЗуЗ 
ЗЬс^ (64.8)

Чтобы получить отсюда вы раж ение  для  энергии излучения ч а 
стоты V , распространяющегося в пределах телесного у гл а  ¿Я ,
нужно (64.8) умножить на 2лйv ^  . Мы получаем таким  путем

(64.9)

Сравним это вы раж ение с формулой д л я  интенсивности ди
польного излучения классической электромагнитной теории. 
В т. I, § 67 мы получили формулу для  полной интенсивности 
поляризованного дипольного излучения, которую в обозначениях 
настоящ его параграф а (з ам ен яя  мгновенное значение диполь
ного момента росоз2яу/  через е г )  можно переписать в виде

Д л я  неполяризованного излучения

64яЧ‘‘ {егУ.



Отсюда — энергия, и зл уч аем ая  в пределах  телесного у гл а  йО., 
равна

=  (64.10)

С р авн и вая  эту  формулу с (64 .9 ) ,  видим, что их единственное 
разлР1чие состоит в том, что вместо дипольного момента (е г ) ,  
входящего в (64 .10) , в (64.9) вxo ди f  соответствующий ем у  м а т 
ричный элемент дипольного момента егпт-

§  65. П равила отбора

Согласно спектроскопическому комбинационному принципу 
частота любой спектральной линии (в испускании и поглощении) 
м ожет быть представлена к а к  разность д вух  термов

v^fe= Гу —

К а к  у ж е  было упомянуто в § 61, обратное утверждение , вообще 
говоря, не имеет места : не в с я к а я  комбинация термов д ает  ч а 
стоту , соответствующую реально наблюдаемой спектральной ли
нии. Эмпирический анализ спектров показал , что в большинстве 
сл уч аев  действуют своеобразные «правила отбора»; допусти
мыми, т. е. соответствующими реально наблю даемы м линиям, 
ока зы ваю тся  лишь немногие переходы; все остальные переходы 
«запрещ аю тся» ,  т. е. линии, которые были бы обусловлены этими 
«запрещ енными» переходами, к а к  правило, не наблюдаются.

К вантовая  м еханика показывает ,  что эти правила отбора я в 
ляю тся  естественными следствиями свойств волновых функций. 
В самом деле, в предыдущ ем параграф е мы видели, что система, 
н аходящ аяся  в стационарном состоянии, пребы вала  бы в этом 
состоянии неограниченно долго, если бы она не подвергалась  
действию внешних возмущений. Практически, однако, лю бая 
система часто подвергается действию электромагнитных полей, 
которые и являю тся  возмущениями, обусловливающими во зм о ж 
ность переходов м е ж д у  стационарными состояниями. Теория 
этих переходов была р азви та  в § 63, и было показано, что пере
ходы могут происходить с определенными вероятностями, если 
отличен от нуля матричный элемент дипольного момента, со
ставленного из волновых функций этих состояний, т. е. если

еГ/* =  (Ф/1 ег |г15*)=7^0.

На самом деле  о ка зы вается ,  что этот матричный элемент д л я  
комбинаций многих состояний равен нулю, а в таком  случае 
переход м еж д у  этими состояниями будет к а к  раз  «запрещ ен
ным», т. е. его вероятность будет равна нулю. Только в опреде
ленных случаях  матричный элемент о ка зы вается  отличным от

4  65] П РА В И Л А  ОТБОРА 2 5 5
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нуля, и это свидетельствует о возможностн перехода м е ж д у  со
стояниями. Такие переходы называю тся  разрешенными, а вели
чину е г д  называю т дипольным моментом перехода. Условия воз
можности переходов в таких  сл уч аях  вы р аж а ю тся  определен
ными требованиями к изменениям квантовых чисел. Такого рода 
ограничения на квантовы е числа начального и конечного состоя
ний,при наличии которых возможны переходы, называю тся  пра
вилами отбора. Таким обр^йом, найденные чисто эмпирически 
условия возможности переходов получают в квантовой механике 
теоретическое обоснование.

В качестве примеров мы установим правила отбора для  ли
нейного гармонического осциллятора и д л я  электрона в цент
ральном поле.

а )  П р а в и л а  о т б о р а  д л я  л и н е й н о г о  
г а р м о н и ч е с к о г о  о с ц и л л я т о р а

Дипольный момент линейного гармонического осциллятора 
равен ех, если колебания происходят вдоль прямой Ох относи
тельно силового центра, размещенного в начале координат. Т ак  
к а к  е  — постоянная величина, то д л я  нахождения вероятности 
перехода в этом случае достаточно вычислить мат\ричный эл е 
мент

+ 00

(65.1)

Собственные функции гармонического осциллятора, к а к  мы 
видели в т. I, § 159, таковы :

=  (65.2)

Здесь  Nn — нормирующий множитель,  ̂ с в я зан а  с х соотноше
нием 1 =  У а х  и Я „  — полином Ч ебыш ева— Эрмита п-го по
р яд ка .  Функции г|3п в (65.1) ортонормированы, причем их значе
ния определяются, по сущ еству , соответствующими индексу п по
линомами Ч ебыш ева—Эрмита. Но последовательные полиномы 
Ч еб ы ш ева—Эрмита связан ы  м еж д у  собой рекуррентной фор
мулой

хНп1 1 Н ^  Ящ.^1,
ввиду  чего

ИцХНщ П1—1 о ЯиЯпг + 1' (65.3)

Если принять во внимание ортонормированность собственных 
функций осциллятора, то из сопоставления формул (65.1) —
(65.3) ср азу  будет видно, что интегралы, к  которым сводятся
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матричные элементы Хпт, равны нулю при всех значениях п и 
т  за  исключением случаев , когда

т =  п ± 1.

Из этого следует, что переходы могут происходить только при 
Дп =  ± 1 ,  т. е. разрешенными являю тся лишь переходы типа

или п - > п — 1.

Первый случай соответствует поглощению, второй — испусканию, 
Но так  к а к  энергия линейного гармонического осциллятора с в я 
зан а  с его частотой соо формулой

Еп =  с̂ос

то, согласно условию частот Бора, ■

" л—— — Д«Й(Оо -^-= + 0)0.

Сопоставляя все сказанное, получаем следующее правило от
бора: в линейном гармоническом осцилляторе переходы могут  
происходить только м еж д у  соседними состояниями, причем ис
пускается  или поглощается частота, р авн ая  классической ча
стоте (Оо.

б) Э л е к т р о н  в ц е н т р а л ь н о м  п о л е

П окаж ем  теперь, что для  дипольного излучения электрона, 
движ ущ егося  в центральном поле (например, в кулоновском 
поле я д р а ) ,  имеют место д ва  в аж н ы х  правила отбора. Одно из 
них управляет  переходами, связанными с изменением квантового 
числа /, и состоит в том, что возможны только такие переходы, 
при которых А/ изменяется на -|-1 или — 1:

А / ==+1 .  (65 .4 )

Второе относится к квантовому числу т: о казы вается ,  что воз
можны лишь такие переходы, при которых изменения т  уд о в 
летворяют условию

=  ± 1 или 0. (65 .5)

В ывод будет заклю чаться  в до казательстве  того, что вероят
ность перехода, вы числяем ая  по формулам (64.2) и (64 .8 ) ,  
р авн а  нулю во всех случаях , за  исключением тех, которые уд о в 
летворяю т требованиям (65.4) и (65 .5).

Выпишем для  удобства матричные элементы координат:

9  Э. в ,  Шпольский, т, II

ах, =  1  *̂уу1р̂  (1х, йх. (65.6)
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С целью вывода правила отбора для  квантовы х чисел I и 
m мы рассмотрим такую  модель, в которой собственные функ
ции зави сят  только от углов О и ф (см. § 5 .5 ).  Эта модель 
представляет  собой частицу, обращающуюся около неподвиж
ного центра, о ставаясь  на одном и том ж е  расстоянии от него 
(ротатор) .  Собственные функции этой задачи  приведены в 

табл . I на стр. 206. М ы будем  писать их в общем виде

ф =

Полиномы, обозначенные нами символом РТ, в табл . I пред
ставляю т собою зависящ ие от # полиномы, входящие в собствен
ные функции к в а д р а т а  момента количества движения . Они изу
чаются в теории щаровых функций и носят название присое
диненных полиномов Л еж ан д р а .

По условиям  симметрии задачи  целесообразно перейти от 
д екартовы х  координат к  сферическим; при этом, т а к  к а к  р а 
диус-вектор г остается все врем я одним и тем ж е , мы его поло
ж и м  равным единице. В таком  случае

X =  C0S9 S in -& ,  У = 5 !п ф 8 1 п '0 ',  2  =  C0 Sd ,  CÍT =  sin  ■O'dd с/ф.

П усть в состояниях, хар актер и зуем ы х  индексами / и к, к в ан 
товые числа будут  соответственно /, m и 1',т'. Перепишем теперь 
матричные элементы (65.6) в сферических координатах , подста
вив в них вместо i|)j и я];* их явн ые вы раж ен и я  и заменив cos фИ 
sin  ф их вы раж ениям и  через экспоненциальные функции:

gl<9 +  g-1-Ф 
С 0 5 ф  = ---------- 5- ------- , 5 Ш ф  = 2г

получим:
2я

2 я

У]к 2 i
(m'-m+Пф _  p m p j ’ 55^2

¡̂k'-
2л Л

i (m '—т)Ф  f n ’̂dcp Pi Pi' eos O'sin d  ¿ d .

(65.7)

Найдем  сначала  правила отбора д л я  т. С этой целью мы преж 
де всего рассмотрим Очевидно, что интеграл

2л

е г ( т '- т ) Ф ^ ф
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не равен нулю только при т'  =  т.  Мы получаем, таким  обра
зом, первое правило отбора

Д т  =  0.

Точно т а к  ж е  в вы р аж е н и я х  дл я  Узн интегралы
2я  2л

gг(m'-m+I)Ф¿ф и Г ¿1[т.’-т-\)^
О

не равны нулю только при т' — т =  4^1. Это д ает  второе пра
вило отбора д л я  т

А т =  ±  1.
При выводе правила отбора для  I мы ограничимся рассмот

рением где надо, по сказанному, положить т' =  т. Инте
грал  по О мы напишем тогда в виде

cos ( c o s  д )  РЧ/ ( c o s  ■&) s in  ■& db\ (65.8)

если ввести новую переменную х =  cos ■д, то этот интеграл при
мет вид

-(-1
хРТ {х) Р1}' {х) йх.

-1
В теории ш аровых функций *) до ка зы вается  следую щ ая р екур 
рентная формула д л я  последовательных функций РТ, РТ-х, Р?+1:

х РТ{ х). 2 1+ 1 2 1+ 1

Принимая во внимание ортогональность функций Л е ж а н д р а  РТ, 
мы видим, что интеграл (65.8) не равен нулю лишь при усло 
вии Г =  1+\.  Это д а е т  правило отвора д л я  I

А / = ±  I.

На доказательстве  того, что такое ж е  правило отбора имеет 
место для Х]Ь и мы останавливаться  не будем , отсылая ин
тересующихся к  специальным руководствам  по квантовой м е
ханике.

Кроме правил отбора, мы можем легко получить из формул
(65.7) т а к ж е  и правила поляризации. Положим, что т'  =  пг 
(переход А т  =  0)*; в этом случае тогда к а к  Х}и =  Узн =
=  0. Это означает, что при переходах Д т  =  О должно возни
ка ть  линейно поляризованное излучение с колебаниями по оси 2 .

*) См., например, В. И. С м и р и о в, Курс высшей математики, т. III, ч. 2, 
гл. VI, Гостехиздат, 1949.

9 *
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Если ж е  Ат =  т'  — т ± 1 ,  то == О, но и yjk отличны 
от нуля. При Ат =  + 1  мы получаем из (65.7)

2л  л

о
2л 2л

У!к--
_1_
2/ ¿ф

Таким образом, у  ¡и отличается от множителем — 1. Это озна
чает, что колебания проекций по осям у  я х отличаются по фазе 
на п/2. Аналогичным образом при Ат — — 1 колебания проек
ций отличаются по фазе на — я/2. И так , п>ри переходах Ат =  
=  ± 1  должно возникать излучение, поляризованное по правому 
или л евом у  кругу .

В случае  водородоподобных атомов (кеплерова з а д а ч а )  соб
ственные функции имеют вид (см. § 59, табл. Н1)

В  соответствии с этим матричные элементы будут  представлять  
произведейия интегралов (65.7) на интегралы вида

Рпг (г) гРп1 (г) г2 йг. (65.9)

И'нтепралы (65.7) вновь приведут к правилам отбора для  / и 
т{А1 =  ±\, Ат =  О, ± 1 ) ,  которые, таким  образом, имеют м е
сто и д л я  электрона в кулоновском поле. Что ж е  к а сается  инте
гралов (65 .9 ) ,  то они, к а к  показы вает  вы числение*) ,  при соблю
дении правила отбора А/ =  ± 1  отличны от нуля при любых 
значениях разности п' — п == Ап. Таким образом, д л я  главного 
квантового числа правила отбора не сущ ествует: оно может из
м еняться  на любое число единиц.

Отметим в заключение, что установленные выше правила 
отбора выполняются строго только для излучения электриче
ского диполя. В самом деле, матричный элемент, от которого 
Зависит вероятность перехода, имеет вид

К а к  у ж е  указы валось , этот матричный элемент п редставляет  
собой не что иное к а к  дипольный момент ех, своеобразно уср ед 
ненный м еж д у  состояниями т|5т и г!з„. Вероятность перехода све-

*) См., например, В. А. Ф о к ,  Н ачала квантовой механики, стр. 132 и 
след., Кубуч, 1932.



.лась У нас именно к тако м у  матричному элементу вследствие 
того, что при рассмотрении воздействия световой волны на атом 
мы пренебрегли зап азды вани ем  на протяжении атома (см. н а 
чало § 63).  В случае оптических спектров, когда  длина волны 
значительно больше размеров атома, такое  пренебрежение впол
не оправдано. И действительно, в оптических спектрах, к а к  мы 
увидим  ниже, установленные выше правила отбора для  кванто 
вых чисел / и m в большинстве случаев выполняются. Однако 
встречаются и исключения. Так, например, в спектрах щелоч
ных металлов наблю даю тся очень слабые линии, являющ иеся 
комбинацией термов s и cí (см. рис. 32 ) ,  т. е. возникающие 
.при переходах с изменением квантового числа / на две едини- 
.цы. Появление подобных «запрещ енных» линий объясняется тем, 
что вероятность перехода в строгой теории вы р а ж а е т ся  суммой 
членов, из которых только первый соответствует дипольному из
лучению; второй и последующие члены соответствуют излучению 
■более сложных систем зар ядо в  — квадруполей и высших мульти- 
полей (см. Приложение П1). Величина этих членов быстро уб ы 
вает , п потому вероятность переходов, соответствующих квадру- 
лольным переходам (при которых, в частности, разрешаются 
переходы с изменением Al =  2),  во много раз (примерно в 10^— 
10®) меньше вероятности переходов дипольного хар актер а .  Этим 

о бъясняется  слабость «запрещ енных» линий. В случае рентге
новских спектров, где длины волн в 10^— 10“* раз меньше, чем 
в оптических, зап азды вани е  играет соответственно большую 
роль. Подсчет показывает ,  что здесь вероятность квадруполь
ны х переходов, особенно в случае т яж ел ы х  атомов, в 10^— Ю"* 
раз больше, чем в оптических спектрах. Этим объясняется то, 
■что в рентгеновских спектрах  запрещенные линии встречаются 
значительно чаще.

Дальнейш ие сведения относительно запрещенных линий 
-см. в §§ 105 и 106.

;в) Р о л ь  ч е т н о с т и  с о с т о я н и й .  П р а в и л о  Л а п о р т а

В § 30 мы видели, что в квантовой механике важ ную  роль 
и грает  свойство симметрии состоя;:ий, называемое четностью: 
■если в системе действую т силы взаимодействия м е ж д у  части
цами и центральные силы, центр которых совп адает  с началом 
координат, то стационарные состояния описываются или чет
ными или нечетными функциями координат. При этом соблю
д а е т с я  закон сохранения четности: если состояние в начальный 
момент описывалось четной (нечетной) функцией, то при всех 
дальнейш их процессах, происходящих в системе, волновая функ
ция остается четной (нечетной). В § 30 мы видели т акж е ,  что 
это  свойство связано с симметрией правого и левого.
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Заметим , что произведение д вух  четных или д вух  нечетных 
функций есть функция четная , а произведение четной и нечет
ной функций — нечетная функция. Очевидно, что четность или 
нечетность произведения нескольких функций устан авли вается  
по тому ж е  правилу, к а к  и зн ак  произведения при перемноже
нии положительных и отрицательных чисел.

Установим теперь четность состояния одной частицы, обла
дающей определенным моментом количества движ ения I. Пре
образование инверсии (§ 30) состоит в зам ене координат х, у, г  
на —X, —у,  — г. Этому соответствует преобразование полярных 
координат

г - ^ г ,  0 - » л  — 0,

Собственные функции частицы с моментом количества дви 
ж ения I приведены в табл. I на стр. 206. По этой таблице легкО' 
проверить, ЧТО преобразование инверсии ум н о ж ает  собственную 
функцию на ( — 1)'  и притом независимо от т. Из этого следует, 
что собственные функции состояний частицы с четным момен
том количества движ ения четны, с нечетным моментом количе
ства  движ ения — нечетны.

Обратимся теперь к правилам  отбора. В начале этого п ар а 
граф а мы видели, что запрет перехода с тем или иным измене
нием квантовы х чисел выводится из равенства нулю матричного 
элемента. Последний всегда  имеет вид интеграла по всему  про
странству

+ 00 + 00 + 00

с1х с1у й 2 Ц х , у , г ) .

Интеграл  будет  равен нулю, если f{x, у,  г )  — функция нечетная. 
Чтобы убедиться в этом, сделаем  зам ен у  переменных —х, 
у - ^ —у,  —2 . При такой зам ен е  знаки дифференциалов из
м енятся , но это изменение скомпенсируется обращением преде
лов интегрирования. Кроме того, в силу нечетности функции 
она приобретает знак минус, т а к  что весь интеграл ум нож и тся  
на — 1. Однако зам ен а  переменных не может изменить значения, 
интеграла , поэтому

/ (г) йт  =  — / (г) йх.

Но это равенство возможно лишь в том случае, ко гда  интеграл 
равен нулю.

Матричный элемент дипольного момента равен

тп ---



Но (?г — фуикцня нечетная. Поэтому матричный элемент будет 
■отличен от нуля только в том случае, ко гда  произведение 
есть т а к ж е  функция нечетная, т. е. и должны  обладать  
различной четностью: одна обязана быть четной, д р у гая  — не
четной. И так , во всяком  случае дипольный переход м еж д у  д в ум я  
четными или д в у м я  нечетными состояниями запрещен. Посколь
ку  четность состояния определяется четностью момента количе
ства  двил<ения, то можно ср азу  утвер ж д ать ,  что д л я  дипольного 
излучения переходы с Д / =  0 или Д/ =  ± 2  запрещены.

В матричном элементе квадрупольного перехода

=  I

eQ зависит от координат квадратично, т. е. я вл яется  четной 
функцией координат- Поэтому д л я  четности всей подынтеграль
ной функции нужно, чтобы г!)т и г!)„ были или обе четными или 
обе нечетными. Поэтому переходы с Д/ =  О, ± 2  здесь будут  
разрешенными, а переходы с Д / = ± 1 — запрещенными. Все 
терм ы  могут быть разделены  на д ва  кл асса -— четные и нечетные. 
Терм будет четным, если арифметическая с ум м а  квантовых чи
сел отдельных электронов (или вообще частиц, образующих 
систему) есть число четное, и нечетным, если арифметическая 
с у м м а  чисел /г нечетна.

Поскольку четность терма определяется арифметической с ум 
мой квантовых чисел Ц всех электронов атома, она зависит к а к  
от квантовых чисел отдельных электронов, т а к  и от общего их 
числа. Д л я  отдельных электронов четными являю тся  состояния 
с / =  О, 2, 4, . . .  (5— , д —, . .  .электроны) и нечетными — 
состояния с / == 1, 3, 5, . . .  (р—, I— , /г— , . .  .электроны). Однако 
терм может быть четным, если некоторые электроны находятся 
в нечетных состояниях, но число их четно. В итоге можно сфор
мулировать весьма общее правило отбора, т а к  называемое п р а
вило Л апорта : дипольные пер еходы возможны м ежду  четными 
и нечетными термами и з апр ещ ены  при комбинациях термов о д 
н о г о  и того ж е  типа четности. Квадр уп ольны е  пер еходы,  н а о б о 
рот, ра зр еш ены  при п ер еходах м еж ду  термами о динаковой  чет
ности и з а пр ещ ены  при пер еходах м еж д у  термами ра зличной  
четности.

§ 66. Магнетон Бора

Перейдем теперь к  рассмотрению влияния магнитного поля 
на уровни энергии и спектры испускания атомов и начнем с вы 
числения магнитного момента атома. В электродинамике м а г 
нитный момент кругового тока в ы р а ж а ет с я  через силу тока и 
обтекаемую  им площадь (см., например, т. I, § 76 ) .  Сила тока , 
обусловленного движ ением  электрона, вычисляется просто к а к
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произведение pü0 , где р — плотность з ар я д а ,  v  — его скорость, 
и 0  — сечение тока. Если мы имеем дело с электроном в цент
ральном поле, то србита его с точки зрения классической фи
зики (а  т а к ж е  и теории Бора) есть круг  или эллипс, при обра
щении по которым электрон создает замкнутый ток, силу ко
торого легко вычислить, зная  скорость электрона.

В квантовой механике дело обстоит сложнее, т ак  к а к  здесь  
мы должны рассм атри вать  среднюю плотность электрического» 
за р я д а  распределенного во всем пространстве, и среднее
значение тока, получаемое к а к  произведение за р я д а  е  на ток 
вероятности s. П оскольку мы имеем дело с пространственным; 
распределением зар яд а ,  нам необходимо вычислять не линей
ный, но объемный ток, а потому и необходимо сначала д ать  вы 
раж ение д л я  объемного тока вероятности. Д л я  одномерного дви 
жения ток вероятности, к а к  мы видели в § 23, есть *)

= дх дх ) (66. 1)

В случае пространственного тока следует дать  еще две состав
ляющие вектора 8, которые вследствие симметрии имеют ан ало 
гичный вид

у  ~  2 ц( И  д у  д у  ) ’
h 

2 ц г
d'V
dz

ду

dz

(66.2>

зам ети в , что д'^!дх, д '^ !ду ,  д ^ 1 д г  суть составляющие градиента  
скалярной функции ¥ ,  мы можем  выписать вы ражение д л я  то ка  
вероятности в векторной форме

(66.3)i

В таком  виде пользоваться формулой д л я  плотности тока осо
бенно удобно, т ак  к а к  мы не связан ы  в этом выражении систе
мой координат и можем выбирать и1менно ту  систему, в которой 
вычисления производятся проще всего. В частности, в сл уч ае  
центрального поля удобнее всего пользоваться сферической си
стемой координат г, ф, где составляющие градиента таковы ;

д г gradfl =  -;^ grad^ :
д

(66.4>

*) Здесь и в дальнейшем, когда в формулы будет входить одновременно 
с массой магнитное квантовое число т, мы будем обозначать массу бук
вой ц.
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Собственные функции в случае центрального поля, к а к  мы 
видели (§ 59 ) ,  можно представить в виде произведения трех 
.функций

ф (г, ф) =  / ? ( г ) - 0 (^ ) - е =

r s i n v ^

Jlp

- V

Из выражения д л я  плотности тока видно, что в тех случаях , 
;когда зависимость Ч*" от координаты вы р а ж а е т ся  веществен
ной функцией, составляю щ ая плотности тока для  этой коорди
н аты  равна нулю. В данном случае R{r) и 0 ( 0 )  к а к  раз вы р а 
ж аю тся  вещественными 
функциями (см. § 59 ) ,  и пото
му составляющие тока для 
этих координат отсутствуют;
■остается, следовательно, толь
ко составляю щ ая для  коорди
наты ф. Это означает, что ни 
ло  радиусам , ни вдоль мерн- 
.дианов нет никакого тока , а 
т о к  течет только по щиротам, 
к а к  если бы мы имели дело 
■с вращением около вер ти каль
ной оси.

Магнитный момент кругово
го  тока равен силе тока в эл ек 
тромагнитных единицах, умно
женной на обтекаемую  пло
щ адь . Д л я  вычисления магнит
ного момента объемного тока 
лоступим так :  вычислим сн а
чала магнитный момент элементарной трубки  тока ,  текущ его по 
кр угу  щироты О па расстоянии г от центра (рис. 34 ) ,  а затем  
проинтегрируем по всему объему, т. е. по всем таким  трубкам . 
'Сила тока (в электромагнитных единицах) в упомянутой трубке 
тока равна j,(,da, где /ф — составляю щ ая плотности тока по ши
роте, а da  — площадь сечения трубки тока . Но

=  7  =  Т  • ^ — ^  Ф*)-

Вычисление дает  прежде все го * )

f  g r a d ,  ^  ^  ( № < » . )

Рис. 34.

*) См. выражения векторных операций в сферических координатах в лю- 
■бом учебнике векторного анализа. Например, Н. Е. К о ч и н, Векторное ис
числение и начала тензорного исчисления, Изд-во АН СССР, 1938, § 18, 
стр . 209.
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И аналогично

т а к  что
i l )g rad i|3 ’  =

l<f =  m

irn  , * , 

ей г|)*г|з
jic г sm ü

Сила тока будет поэтому
I ■ , еЬ ^*ib da  Jф =  Jado =  т -------^ .

■''Р (ХС r s i n 'O '

Д л я  получения магнитного момента трубки тока нужно это вы* 
раж ение помножить на обтекаемую  площадь, т. е. на я  (г sin 
(см. рис. 34 ) ;

dM =  /фЯ (/-sin'6')^ =  т-^'ф*'флг  sin ■& (2я г  s in b d o ) .v-e

Но произведение (2 я г  s in О d a ) — длины окружности «трубки  
т о к а »  на ее сечение — есть, очевидно, объем этой «трубки » .  По
этому интегрирование по всем возможным тр уб кам  равносильно 
интегрированию произведения по всему пространству. Т а
кой интеграл вследствие нормирования г|) равен единице. И так ,  
находим окончательно д л я  магнитного момента объемного тока , 
распространенного на все пространство,

=0, ±  1, ±  2, . . .  (66.5)М=--т
2\1С ’

т ■■

М ножитель
Л/f (66 .6)

составлен' из универсальных констант; поэтому он сам  явл яется  
константой. Мы получили важ н ы й  результат ;  магнитный момент 
равн яется  произведению целого числа т  на константу Мо;

М =  тМ(,.

Это значит, что, подобно тому к а к  всякий за р я д  есть целое к р а т 
ное з а р я д а  электрона, магнитный момент электрона в централь
ном поле есть целое кратное универсальной единицы магнитного 
момента М̂ . Эта кван то вая  единица магнитного момента н азы 
вается  магнетоном Бора.  Пользую тся т а к ж е  магнетоном Бора 
Мо, умноженным на постоянную Авогадро Л/̂ =  6,02. Эта 
макроскопическая единица магнитного момента обозначается 
через Мв- Она равна

М в = И М ,  =  М =

=  6,02 • Ю' з̂- 1,760 • 107. г а у с с  ■ сек~К
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Найдем еще важ н ое  д л я  последующего отнощение магнит
ного момента к механическому моменту импульса . Д л я  этого 
зам етим , что, поскольку по сущ еству мы вычислили проекцию 
на ось 2  магнитного момента (момент пространственного к р у 
гового тока относительно оси г ) ,  то д л я  момента импульса сле
д уе т  взять  т а к ж е  его 2 -составляющую, т. е.

=  тЬ. (66.7)

Из (66.5) и (66.7) находим

(66.8)

т . е. отнощение магнитного момента к механическому равно той 
ж е  величине е/2|,1С, которую мы у ж е  нащли в т. I, § 76, из сооб
ражений, основанных на классической физике.

§ 67. Теория простого эффекта Зеем ан а

В т. I, §§ 77, 78 была рассмотрена класси ческая  теория эф
ф екта Зеемана . Напомним, что в 1896 г. П. Зееман  обнаружил 
влияние магнитного поля на спектральные линии — явление, ко
торое тщетно искал Ф арадей  в конце своей жизни. Согласно 
теории, развитой Г. А. Лоренцем, при наблюдении в нап равле
нии, перпендикулярном к магнитному полю, в котором находится 
излучающий или поглощающий атом, сп ектральная  линия до л 
жн а  расщепиться на три компоненты

6 ^
®о> Мо •2цс 2цс

причем крайние компоненты должны быть поляризованы по 
кр угу  (смещ енная в красную сторону — по правому, в фиолето
в у ю — по л ево м у ) ,  а средняя — поляризована линейно.

Эта теория бы ла развита  Лоренцем в связи  с наблюдением 
Зеемана , который поместил горелку с пламенем  натрия м еж д у  
полюсами электромагнита и обнаружил, что при включении до 
статочно сильного поля /)-линия расш иряется, причем кр ая  этой 
расширенной линии поляризованы так ,  к а к  ук азан о  выше. Т а 
ким образом, расщепления линии Зееман  не видел; важ но  было 
лишь то, что к р а я  расширенной линии поляризованы в соответ
ствии с классической теорией. Если бы Зееман  воспользовался 
более сильным полем и спектральной аппаратурой с более высо
кой разрешающей способностью, то он увидел  бы, что в случае 
натрия расщепление наблю дается , но картина этого расщ епле
ния более слож ная , чем простой триплет, предсказанный Л о 
ренцем.

Впоследствии оказалось, что определенные атомы (каки е  
именно, будет сказан о  ниже) действительно даю т в магнитном
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поле триплет Лоренца. Но более слож ная  картина наблю дается 
гораздо  чаще. ТеаМ не менее по историческим причинам простой 
триплет был назван нормальным эффектом Зеемана , а слож н ая  
картина — аномальным. В этом аномальном эффекте обнаруж и
ваю тся замечательные закономерности и, поскольку классиче
ск а я  теория их не объясняет, естественно ожидать ,  что это объ
яснение до лж н а  дать  кв ан то вая  механика.

Посмотрим же, к каким  р езультатам  приводит применение- 
квантовой механики в той форме, в какой мы пользовались ею- 
до сих пор, т. е. без каких-либо добавочных гипотез. Рещим 
за д а ч у  о спектре испускания водородного или водородоподоб
ного атома в магнитном поле, используя уравнение Шредин
гера * ) .

Д л я  этого мы прежде всего должны дополнить уравнение  
Ш редингера членами, описывающими действие магнитного поля. 
Предположим, что магнитное поле постоянно во времени. К а к  
известно, силы, действующие в магнитном поле на дви ж ущ и йся  
электрический заряд , обладаю т особыми сво й ствам и — они пер
пендикулярны к направлению движ ения заряженной частицы, а  
потому никакой работы не совершают. Поэтому в постоянном 
магнитном поле энергия сохраняется. К ак  было показано в т. I,. 
§ 62, д л я  учета влияния магнитного поля достаточно сделать  в; 
гамильтониане подстановку

е_ 
с
с «р _ ^ р _  А,

где  р — обычный импульс частицы, А — векторный потенциал 
магнитного поля. Тем самы м класси ческая  функция Гамильтона: 
д л я  интересующего нас случая  будет  иметь вид [формула (62.14) 
из т. I]

Я  = 2(г р - ^ А  + и . (67 .1)

От этого классического гамильтониана переходим к кванто 
вому оператору Гамильтона, сл едуя  обычному «рецепту» , т. е .  
зам ен яя  обычные величины операторами по схеме

или, в компонентах.
П д

дх
д

ду
д

д г

с •*

- - А !/>

- - А,с ^

*) Детальное рассмотрение этого и других возможных случаев дано в  
книге А. З о м м е р ф е л ь д а ,  Строение атома и спектры, т. II, стр. 40 и след.
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Таким образом, от (67.1) мы приходим к квантовом у гамильто
ниану

2ц
(Ь д

L\ i  дх
(Ь д

i  dz

П рименяя этот оператор к любой функции и р аскр ы ва я  а к к у 
ратно скобки с учетом некоммутативности соответствующих опе
раций, получим

52
Н^' 2(i I дх̂ ду^

I h е  I
~~ ^  T T V

dẑ
dAjc
dx

d
■ dx

w  +  u w  —
dA,

dy dz

+  ^u~d^ +  ^

¥  —

d
dz 4 ^ - f

+ 4^:,{Л1+ A l+  AÍ)W =  - ^ A W ~ ^ \ g v a á W  + W ¥ ~2цс2

Т ак  к а к  действие магнитного поля мало по сравнению с дей 
ствием поля электрического, то в случае слабых полей членом
с квадр ато м  вектар-потенциала - А̂  можно пренебречь.2цс‘
Кроме того, пользуясь произволом в определении вектор-потен
циала (см. т. I, стр. 200) ,  его всегда можно вы брать  так ,  чтобы 
выполнялось условие (11у А =  0.

И так, мы приходим к следую щ ему окончательному гам и ль 
тониану для  частицы, дви ж ущ ей ся  в магнитном поле:

^® А ега(1  +  {/. (67 .2)

Поэтому уравнение Ш редингера в этом случае  имеет вид 

A^F +  ^  (А g r a d  4 0  +  ^  (£  -  t/) =  0. (67.3)

По сравнению с уравнением Ш редингера в отсутствие м а г 
нитного поля, оно содержит дополнительный член

2е
гйс ( A g r a d é ) ,

который и учиты вает  действие магнитного поля на частицу.
П окаж ем  теперь, что из обобщенного на случай присутствия 

магнитного поля уравнения Ш редингера (67.3) легко получается 
теория эффекта Зеем ан а . Рассмотрим конкретный случай водо
родного или водородоподобного атома (неподвижное ядро плюс 
один электрон), и пусть магнитное поле, в котором находится
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ЭТОТ атом, однородно, равно по величине Ж и направлено по 
оси г.

Л егко  убедиться в том, что это поле получается из вектор- 
потенциала А, компоненты которого равны

Л ,  =  -

Действительно, учиты вая ,  что Ж =  rot А, имеем 

^<?. =  r o t . A = ^ - ^  =  0,

'ß, =  ro t ,  A

dz
дАу

дх
öAx
ду

Принимая это во внимание, мы д л я  добавочного члена, опи
сывающего влияние магнитного поля в уравнении Ш редингера
(67 .3 ) ,  получаем

А grad  : дх dz
д^
ду — у

д^
дх

д'У 
(Зф ’

где при переходе к последней форме записи учтены р езультаты  
§  51. Уравнение Шредингера (67.3) теперь принимает вид

ЛЧ̂  — Ьс f -  +  f № - í ' ) 4 '  =  o. (67.4)

П оскольку мы имеем дело с движением  в центральном поле, 
рещенне этого уравнения мы будем  искать, к а к  и в § 59, в виде 
произведения трех функций; (г) • 0 ( 0 )  • Ф(ср). При этом оче
видно, что к а к  в случае сферической, т ак  и в случае осевой 
симметрии поля функция Ф(ф) долж на иметь в и д * )  т ак
что Ч̂  == /?0е™1’'

В таком  случае

Д а л е е
0 ф

tic 0 ф Ьс ’

*) Из дальнейшего видно, что множитель е ‘ ™Ф должен быть обязательно 
комплексным и не может быть заменен cos тф  или sin  тф . Это — один из 
примеров того, что Ч'' — функция комплекса по самой своей природе.
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И уравнение (67.4) после объединения всех членов, ум нож аю 
щихся на Ч'’, принимает вид

АЧ  ̂+ 2ц

Обозначив

Е +  т  

Е +  т

ей
2 ц с

ей  ^
2 ц с

Ж— ¿ / ) ¥ = 0 .  

’ =  Е',

перепищем уравнение (67.5) в виде

В случае водородоподобного атома ¿7 =  —

(67.5)

(67.6)

(67.7)

И уравнение
(67.7) совпадает с уравнением Ш редингера, которое мы решали 
в § 59. Решение его приводит к р яду  собственных значений энер
гии Е[, . . .  Но по (67.6)

Е̂  =  Е'к — т - ^ Ж .  (67.8)
2ц  с

Собственные значения энергии Ей при наличии магнитного поля,
к а к  видно, отличаются от собственных значений Вк в отсуствие

бТ]магнитного поля сл агаем ы м  — т Ж. Но т а к  к а к  т  может
принимать все целые значения м еж д у  — / и +/, то каж д ы й  из 
уровней энергии — простых в отсутствие магнитного поля — 
в магнитном поле расщ епляется на 2/ +  1 подуровней. Что ж е  
к а сается  собственных функций, то они остаются теми же , что 
и в отсутствие магнитного поля. Мы можем , таким  образом, с к а 
зать , что в магнитном поле устран яется  вырождение относи
тельно квантового числа т\ 2/ +  1 совпадающих подуровней 
смещ аю тся относительно д р у г  др уга  так ,  что расстояния м е ж д у

6?}
соседними подуровнями оказы ваю тся  равными Ж. Это р ас 
стояние, к а к  видно, пропорционально напряженности магнит
ного поля и не зависит от квантовых чисел п и / .

Частоты спектральных линий в магнитном поле, будут  по
этому

■ Ат
2 ц с

’ =  щ - А т ^ Ж ,  (67.9)

где  0)0 — частота в отсутствие магнитного поля. Принимая во 
внимание правила отбора д л я  магнитного квантового числа 
(§  65 ) ,  согласно которым А т  =  О, ± 1 ,  получаем следующий
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р езул ьтат :  в магнитном поле Ж к а ж д а я  спектральная  линия с 
частотой соо расщ епляется на три линии с частотами

“ о + 2цс “ о. “ о —

Но это и есть у ж е  известный из классической теории (т. I, §§ 77, 
78) простой триплет Лоренца.

Таким образом, уравнение Ш редингера д л я  атома в магнит
ном поле не д ает  ничего нового по сравнению с классической 
теорией. Но у ж е  было сказано , что простой триплет Лоренца 
получается только в определенных частных случаях . Вообще го
воря, он получается только в сильных магнитных полях, а в 
сл аб ы х  полях — только на т а к  назы ваем ы х  синглетных линиях. 
Например, д л я  атома водорода в слабом магнитном поле число 
компонент иное, а значения Асо хотя и связаны  с лоренцовым 
расщеплением простыми соотношениями, но, вообще говоря, с 
ним не совпадают. Причина такого  расхождения с опытом со
стоит в том, что уравнение Шредингера не учиты вает важного 
свойства электрона: наличия у  него собственных момента коли
чества движения и магнитного момента. С этим свойством мы 
познакомимся в следующей главе ,  где и будет изложена теория 
т а к  называемого  аномального или сложного (в действительности 
чаще всего встречающегося и только по историческим причинам 
названного аномальным) эффекта Зеемана.



Г Л А В А  VII

СПИН

§ 68. Гипотеза вращающегося электрона

В конце предыдущей главы  было показано, что применение 
уравнения Ш редингера к атому в магнитном поле д ает  только 
простой триплет Лоренца и, следовательно, не позволяет объяс
нить сложные случаи расщепления («аномальны й эфф ект»).  На 
самом деле это затруднение имеет более общий характер .

В §§ 60, 61 мы рассмотрели спектры одновалентных атомов 
и показали, что многообразие серий, наблю даемых в этих спект
рах , объясняется снятием вырождения относительно а зи м ут ал ь 
ного квантового числа /: уровни энергии, характеризуем ы е од
ним и тем ж е  квантовым числом п и различными квантовыми 
числами /, т. е. уровни, которьш в водородоподобных атомах 
совпадают (см. § 59 ) ,  в атом ах  щелочных металлов становятся 
различными. П оэтому ка ж д ы й  бальмеров терм Н1п  ̂ расщ еп
л яется  на столько термов, каково  число различных значений I 
при данном п, т. е. на п различных термов (возможные значения 
I таковы : О, 1, . . . ,  п — 1).  Следовательно, при п =  1 мы имеем 
один терм 15, при я  =  2 — два  различных терма 2з и 2р, при 
/г =  3 — три различных терма Зх, Зр, Зй и т. д. Число этих 
термов вполне достаточно для того, чтобы объяснить происхож
дение главной серии, д вух  побочных (резкой и диффузной) и 
фундаментальной, т. е. всех серий атомов с одним валентным 
электроном. Таким путем можно объяснить, почему, например, 
в спектре лития имеются различные серии 2з  — тр  и 2р — тз,  
тогда к а к  в спектрах  водородоподобных атомов обе эти комби
нации термов дали  бы одну и ту же , а именно бальмерову, се
рию (ср. рис. 26 с рис. 31 ) .

О казы вается ,  однако, что это число термов, достаточное для  
объяснения спектральных серий в грубых чертах, недостаточно 
для  объяснения т ак  называемой тонкой структуры  их линий. 
Общеизвестно, например, что головная линия главной серии 
натрия (ж е л т а я  ^ -ли н и я) представляет собой дублет с р ас 
стоянием м е ж д у  компонентами примерно в 6 А(5889,953 А 
и 5895,930 А). Такими ж е  дублетами являю тся  линии г л а в 
ных серий у  атомов всех щелочных металлов ; при этом р ас 
стояние м еж д у  компонентами дублета быстро возрастает  с воз
растанием атомного номера, доходя у цезия ( 2  = 5 5 )  до 422 Л. 
В случае резкой серии структура  несколько сложнее, т ак  к а к .
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кроме более ярких д вух  линий дублета ,  имеется еще слабый 
спутник — в результате получается т ак  называемы й сложный 
дублет .  Однако п простые, и сложные дублеты  могут быть объ
яснены, если допустить, что уровни 5 одиночные, а уровни 
р, й, I, . . .  двойные, т а к  что у Ыа имеется не один уровень Зр, 
но д ва :  3р 1 и Зр2, у  Сз не один уровень 6  р, но д в а  6^ 1 и 6р2 
и т. д. (см. рис. 32 и 33 ) .  Но о ткуд а  возникает эта  двойствен
ность? На этот вопрос уравнение Ш редингера не д ает  ответа . 
Если присоединить сюда затруднение со сложным (« ан о м ал ь 
ным» )  эффектом Зеемана и р яд  других  явлений, о которых речь 
будет  ниже, то получается ц елая  область фактов, д л я  объясне
ния которых требуется нечто новое.

Сейчас трудно себе представить, какие  затруднения возникли 
в связи с этим противоречивым положением. Предполагалось,, 
например, что дублетность термов атомов щелочных м еталлов  
возникает вследствие того, что остов атома (ядро плюс Z — 1 
электронов) каким-то образом сохраняет неравный нулю орби
тальный момент. П аули, однако, показал , что это предположе
ние находится в резком противоречии с принятой в то время обо- 
лочечной структурой многоэлектронных атомов. Согласно этому 
представлению, разви вавш ем уся  Бором, в многоэлектронных 
ато м ах  электроны образуют р яд  окружаю щ их ядро зам кн уты х  
оболочек, т. е. таких  оболочек, к которым новые электроны ул<е 
не могут присоединяться. Б р езультате  анализа этой модели,, 
выполненного П аули, оказалось, что оба момента — механиче
ский и магнитный — подобной замкнутой оболочки долл(ны 
быть равны нулю, а т ак  к а к  в ато м ах  щелочных металлов все- 
электроны, за  исключением слабо связанного оптического эл ек 
трона, образую т к а к  раз такие зам кн уты е  оболочки, то из а н а 
лиза П аули следовало, что механический и магнитный моменты 
всего атомного остатка т а к ж е  долж ны  быть равны нулю.

Чтобы выйти из этого затруднения, П аули формулировал & 
очень осторожной и неясной форме новую точку зрения, со
гласно которой «дубл етн ая  структура  спектров щелочных м е
таллов, а т а к ж е  отступление от тео/7емы Л арм ора *) возникаю т 
вследствие характерной дублетности квантовых свойств эл ек 
трона, которую нельзя описывать классически». Здесь сл едует  
подчеркнуть, что, приписывая возникновение дублетности уров
ней вместо атомного остатка свойствам электрона, П аули  не 
с вя зы вал  с этой новой точкой зрения никакой кинематической мо
дели. Более того, он особенно энергично подчеркивал, что мы 
имеем здесь  дело с двузначностью, которой нельзя сопоставить 
никакой классической модели.

*) Отступления от теоремы Л армора проявляю тся в возникновении слож - 
илго эффекта Зеемана вместо простого триплета Лоренца.



Таким образом, фактически гипотеза П аули сводилась к 
тому, что для  описания состояний электрона формально вводи
лось  дополнительное квантовое число, т ак  что предлагалось со
поставить состоянию электрона в отсутствие вырождения четыре 
квантовых числа, а не три.

Существенный ш аг в развитии этой гипотезы сделали гол
л ан д ски е  физики Юленбек и Гаудсмит, которые ввели вместо 
туманной формулировки о «характерной двузначности» н а гл яд 
ное представление о вращении электрона вокруг собственной 
оси. Это свойство, неизменно присущее электрону в такой ж е  
степени, к а к  з а р я д  и .масса, на всех я зы к а х  н азы вается  корот
ким английским словом «спин», что означает нечто вращ аю 
щ ееся ,  и обозначается буквой 5. Это обозначение прочно у с т а 
новилось, но оно не совсем удобно, поскольку та  ж е  буква  ис
пользуется д л я  обозначения s -термов.

Д л я  объяснения наблю даемых фактов спину электрона при- 
щ лось приписать весьма своеобразные свойства. По общим з а 
конам квантовой механики (см. §§ 53—56) механический мо
мент спина вы р аж а е т с я  через квантовое число s формулой 
S =  ]/ s (s  +  1) й, а проекция его на ось м ож ет принимать 2 s + l  
различных значений. Но т а к  к а к  в данном случае необходимо 
■объяснить при помощи этого квантового числа s расщепление 
каж д о го  уровня на д ва  и только на д ва  подуровня, то 2 s + l = 2 ,  
т а к  что 5 =  7г- Таким образом, квантовому числу s  надо при
писать не целое, но дробное значение V2.

Отсюда следует, что собственное значение собственного ме

ханического момента есть ^

■екция на любую ось м ож ет принимать значения -\ -~h и — ~h.
Мы впервые встречаемся здесь с такой динамической перемен
ной, совокупность собственных значений которой исчерпывается 
.двумя числами.

Этим, однако, своеобразие рассматриваемого  свойства эл ек 
трона не ограничивается. К а к  у ж е  было сказано , кроме механи
ческого момента, электрону приписывается т а к ж е  и магнитный 
момент. В § 66 мы видели, что м еж д у  орбитальными механиче- 
■ским и магнитным моментами должно иметь место соотношение

(68 . 1)

(под Ьг п о дразум евается  г-составляю щ ая момента и м пульса ) .  
При ¿Z =  1-й магнитный момент равен одному магнетону Бора 
еп12цс. Если бы соотношение (68.1) имело место и д л я  спина, 
то его магнитный момент был бы равен половине магнетона 
Бора. М е ж д у  тем вся совокупность экспериментальных фактов

.§ 68 ]- ГИПОТЕЗА ВРАЩАЮШ.ЕГОСЯ ЭЛЕКТРОНА 2 7 3
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однозначно у к а з ы в а л а  на то, что собственный магнитный мо
мент электрона равен целому магнетону Бора, т а к  что д л я  спина 
вместо (68.1) имеет место соотношение

_£_ с
2цс (68 .2)

Таким образом, для  спина отношение магнитного момента к  
механическому (так  называемое гиромагнитное отношение) р ав
но удвоенному отношению тех ж е  величин для  орбитального 
момента.

Гипотеза спина сразу  открыла возможность простого объяс
нения огромного количества фактов. В частности, дублетность 
термов атомов с одним валентным электроном стала  совершенно 
понятной. В самом деле, в состояниях, х ар актер и зуем ы х  к в а н 
товым числом /, отличным от нуля {р-, й-, . . .  т ер м ы ) ,  атом 
о бладает  не равным нулю орбитальным моментом им пульса ;  
с этим механическим моментом связан  и определенный магнит
ный момент, т. е. магнитное поле. В силу пространственного 
квантования собственный момент электрона ориентируется от
носительно этого магнитного поля так ,  что его проекция на н а
правление поля будет либо -Ь -^ й ,л и б о  — ~Н. Вследствие этого 
из одного уровня, например /7-уровня, возникают д в а  уровня 
с проекциями момента импульса либо

2
1

Этого, однако, не будет  в случае х-термов, т ак
к а к  в «-состоянии механический, а следовательно, и магнитный 
момент атом а равен нулю, и нет направления, относительно ко
торого мог бы ориентироваться момент спина. Это и есть при
чина, почему 5-термы остаются простыми, тогда к а к  р-, . . .  
термы являю тся  двойными.

В заключение интересно привести вы д ер ж ку  из речи Юлен- 
бека , произнесенной им при занятий кафедры Лоренца в Л ей 
д ен е* ) .  Юленбек описывает открытие и публикацию гипотезы 
спина следующим образом; «Г ауд см и т  и я пришли к этой идее, 
изучая статью П аули, в которой был сформулирован знамени
тый принцип запрета **) и электрону впервые приписывались че
тыре квантовы х числа. Вывод П аули  был довольно ф ормаль
ным; он не свя зы вал  никакой наглядной картины со своим пред
ложением. Д л я  нас оно ка зал о сь  загадкой . Мы свыклись с пред

*) Эта вы держ ка приведена в интересной статье Ван-дер-Вардена в сбор
нике, посвященном Паули и опубликованном па русском языке под н азва
нием «Теоретическая физика XX века», М., 1962 (см. стр. 246—247).

**) Речь идет о так  называемом принципе Паули, леж ащ ем в основе со- 
^временной теории периодической системы элементов М енделеева. С этим 
'принципом мы познакомимся в следующей главе.



ставлением, что каж дом у квантовому числу соитьетствует сте
пень свободы, и, с другой стороны, свыклись с точечностью эл ек
трона, который, очевидно, имел лищь три степени свободы, и н е  
могли найти места для четвертого квантового числа. Мы могли 
принять его только в том случае, если электрон является м а 
ленькой сферой, способной вращаться...

Несколько позже мы обнаружили из работы А брагама (н а  
которую обратил наще внимание Эренфест), что множитель 2 
в магнитном моменте вращающейся сферы с  поверхностным з а 
рядом можно понять классически. Это ободрило нас, но наш 
энтузиазм в значительной мере остыл, когда мы обнаружили,, 
что скорость вращения на поверхности электрона должна во 
много раз превышать скорость света! Я помню, что основные 
соображения пришли нам в голову как-то во второй половине 
дня в конце сентября 1925 года. Мы были взволнованы, но не 
имели ни малейшего намерения что-либо предавать гласности.. 
Это казалось  столь необоснованным и дерзким, что где-то не
сомненно долж на таиться ошибка, да и Бор, Гейзенберг к. 
Паули, наши большие авторитеты, никогда не предполагали ни
чего подобного. Но мы, конечно, рассказали обо всем Эренфесту., 
Он сразу заинтересовался, главным образом, я думаю, благо
даря наглядному характеру гипотезы, бывшей в его духе, И' 
обратил наше внимание на несколько пунктов... и, наконец, з а 
явил, что это либо очень важ но, либо чепуха и что мы должны 
написать короткое письмо для «N a tu rw issen sc h a ften » * ) .  Кроме- 
того, Эренфест посоветовал на.м обсудить свою гипотезу с 
Лоренцом. Это обсуждение лишний раз показало, что представ
ление о вращ аю щ емся электроне, если его принимать всерьез,, 
связан о с большими трудностями. Например, магнитная энергия 
электрона должна быть столь велика, что его масса  по прин
ципу эквивалентности долж на превосходить массу протона или,, 
если принять известное значение массы, его размеры должны 
превосходить размеры атома! И то и другое казалось  бессмыс
лицей. Мы с Гаудсмитом решили, что, быть может, пока лучше 
воздерж аться  от каких-либо публикаций. Но когда мы сказали 
об этом Эренфесту, он ответил: «Я у ж е давно отправил ваше- 
письмо в печать, вы оба достаточно молоды, чтобы позволить 
себе сделать гл у п о с т ь » ** ) .

§681  ГИ П О ТЕЗА  ВР А Щ А Ю Щ ЕГО С Я ЭЛ ЕКТ РО Н А  27Т

*)  Еженедельный журнал («Естествознание»), в котором между прочим- 
печатались в виде «писем в редакцию» краткие сообщения авторов о работа-^, 
результаты которых казались им важными,

* * )  С точки зрения исторической справедливости следует отметить, что- 
представление «о вращающемся электроне» неоднократно рассматривалось д о  
работы Юленбека и Гаудсмита, Так, еще в 1921 г, А. Комптон обратил вни
мание на то, что треки некоторых электронов в камере Вильсона похожи на 
Траектории вращающихся снарядов и приписал электрону собственный мо



Из всего этого следует, что представление о вращ аю щ емся 
электроне, несмотря на всю его простоту и привлекательность, 
в  применении к электрону действительно связано с большими 
трудностями. Тем не менее это представление не только разре
шило все затруднения, имевшиеся в то время в спектроскопии, 
но такж е и нашло подтверждение в прямых экспериментах, об 
наруживших гироскопические свойства электрона. Интересую
щиеся увлекательной и сложной историей гипотезы вр ащ аю 
щ егося электрона найдут исчерпывающие сведения по этому по
воду в сборнике статей, посвященных В. Паули и носящем на
зван и е «Теоретическая физика X X  века», М., 1962 г.

§ 69. Опыт Штерна и Герлаха

Посмотрим, каким образом можно было бы непосредственно 
убедиться в существовании спина и магнитного момента эл ек
трона. Очевидно, что для этого необходимо подвергнуть эл ек
трон действию внешнего магнитного поля. Наиболее подходя
щими для этой цели являются атомы водорода и элементов пер
вой группы периодической системы. Атом водорода содержит 
один электрон, связанный с протоном, масса которого почти в 
20 0 0  раз превосходит массу электрона. Атомы первой группы 
периодической системы имеют еще большую массу и, кроме 
того (так же, как и водородный ат ом ) ,  обладают следующим 
выгодным для интересующего нас эксперимента свойством: их 
невозбужденные состояния принадлежат к типу «-состояний, 
вследствие чего орбитальный момент невозбуждепных атомов 
равен нулю. Если, таким образом, опыт покажет, что эти атомы 
все-таки имеют механический и магнитный моменты, то наличие 
того и другого надо будет приписать свойствам самого валент
ного электрона.

Представим себе теперь, что пучок атомов одного из у казан 
ных элементов проходит через магнитное поле. Если, однако, 
это поле однородное, то мы ничего таким путем не обнаружим: 
однородное поле действует на магнитный диполь только парой 
сил и, следовательно, просто ориентирует его. Но эту ориенти
ровку заметить невозможно. В самом деле, представим себе 
пучок атомов, который проходит через поле перпендикулярно 
к  его направлению. Очевидно, что одна только ориентировка 
1̂Томов никак не изменит конфигурацию пучка. Д л я  того чтобы 

вы звать  расщепление пучка, поле должно быть неоднородным. 
Если при этом неоднородность поля заметна уж е на протяжении
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мент количества движения для объяснения аномального эффекта Зеемана. 
■Рднако эта гипотеза не встретила сочувствия и была забыта. Позднее, в 
1925 г., гипотеза вращающегося электрона была вновь предложена Кронигом
о  устной дискуссии с Паули, но была решительно отвергнута последним.
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ДЛИНЫ диполя, то его полюсы будут подвергаться действию не
равных сил, и в результате возникнет сила, смещ аю щ ая диполь 
в ту или другую сторону. Величина этой силы зависит как от  
магнитного момента, так и от неоднородности поля. Именно, она 
равна (М цт айЖ ), вследствие чего 2 -составляю щ ая силы, кото
рую мы обозначим просто через Р, будет равна *)

дЖ,
•*' дх ду  ^ ” '•2 дг■М, дЖ,

Но, кроме этой силы, на атомы будет действовать т ак ж е  и 
пара, которая будет стремиться повернуть атомные диполи по 
направлению поля. А так как эти диполи являю тся вместе с тем 
и волчками, то возникнет прецессия относительно направления 
поля (см. т. 1, § 76 ) .  Если поле направлено по оси 2 , то вслед 
ствие этой прецессии проекции М на оси л: и г/ будут принимать 
то положительные, то отрицательные значения и в среднем 
Мх =  Му =  0. Проекция ж е  на ось г  будет оставаться  постоян
ной, вследствие чего среднее значение силы, действующей на 
диполь, будет

дЖг
дг

т- е. сила будет пропорциональна г-составляющ ей магнитного 
момента и неоднородности поля д Ж Jд z .  Но г-составляю щ ая 
магнитного момента пропорциональна г -состав
ляющей механического момента, а последняя мо
ж е т  принимать ограниченное число дискретных 
значений. Вследствие этого пучок после прохож
дения через поле разобьется на столько отдель
ных пучков, каково число возможных значений 
Ь г ,  И если расположить перпендикулярно к пуч
ку пластинку, на которой будут оседать атомы 
пучка, то на этой пластинке должно получиться 
несколько узких полосок.

Такой опыт в действительности впервые был 
спроектирован П. Л . Капицей и Н. Н. Семеновым 
и независимо от них был поставлен Штерном 
и Герлахом следующим образом. В  сильно 
эвакуированный сосуд помещали маленькую печку К  (рис. 35 )^  
куда клали кусочек серебра. При нагревании печки серебро ис
парялось, и атомы его вылетали из отверстия печки во всево з
можных направлениях с тепловыми скоростями порядка не
скольких сот метров в секунду. Несколько щелей В В  вы деляли 
узкий параллельный пучок атомов серебра —  атомный луч„

Рис. 35.  С х е м а  
опыта Штерна 

и Г ер л аха .

*)  См., папример, А б р а г а м - Б е к к е р ,  Теория электричества, § 3 8 ,  
О Н ТИ . 1939.
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который проходил через неоднородное магнитное поле меж ду по
люсами электромагнита ЗА/ и попадал на пластинку РР, где 

■можно было обнаружить след осевших атомов. Гл азн ая  трудность 
опыта состояла в создании настолько неоднородного поля, что
бы его неоднородность была ощутимой на протяжении понере^г- 
ника одного атома, т. е. на расстоянии порядка 10-» см. Такую  
леоднородность удалось создать  специальным выбором формы

полюсных наконечников.
Опыт, впервые поставлен

ный с серебром, был проде
лан затем с атомами дру
гих веществ. Например, на

" г-

Рис. 36. Р езультаты  опы
та Штерна и Герлаха 

с литием.

Рис. 37. Р езультаты  опыта 
Штерна и Г ер л ах а  с водородом.

рис. 36 приведены результаты опыта с литием, а на рис. 37 —  
с атомным водородом. Последний случай особенно интересен 
потому, что водород является простейшей системой с одним- 
единственным электроном.

Опыт показал, что в случае водорода, серебра и щелочных 
металлов возникают две  полоски, расположенные симметрично 
относительно полоски, которая получается в отсутствие поля. 
Это свидетельствует о том, что при прохождении через поле пу
чок разбивается на два пучка, одинаково отклоняющихся в про
тивоположные стороны, т. е. что в присутствии поля м ож ет 
принимать два значения, одинаковых по величине и противопо
лож н ы х по знаку. Д ля  того чтобы правильно понять смысл этого 
результата, необходимо вспомнить, что атомы водорода, лития 
и серебра имеют состояние 5 в качестве низшего энергетического 
состояния, так что при отсутствии спина вообще не могло бы
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получиться расщепления пучка. Наблю даю щ ееся ж е  на самом 
деле расщепление обусловлено тем, что, кроме «орбитального» 
момента, характеризуемого квантовым числом /, электрон имеет 
ещ е собственный момент —  момент спина. Тот факт, что при 
1 — 0 получается два, а не три или большее число полосок,, 
прямо указывает, что проекция спина на направление поля мо
ж ет  принимать только два  значения. Д ал е е  из величины рас
щепления, напряженности поля, степени его неоднородности и 
геометрических данных можно рассчитать величину магнитного 
момента атома. Этот расчет был произведен, и для М получена 
величина, равная одному магнетону Бора. П-равда, по условиям 
опыта этот результат мог быть найден с не слишком большой 
точностью (ошибка около 1 0 % ) ,  однако она все ж е достаточна 
для того, чтобы сделать уверенный вывод.

Опыт Штерна и Герлаха наряду с немногими другими при
надлежит к числу основных опытов атомной физики, так как он 
обнаруживает одно из важнейших свойств материи.

, кВатеВая 
нить

-эеркт

-соленоид'

§ 70. Магнито-механические эффекты

Существование'спина электрона и его особые свойства выте
кают такж е в качестве следствия из других, более ранних опы
тов с так называемыми магнито-механическими явлениями. К их. 
числу принадлежит прежде всего известный 
опыт Эйнштейна и д е Т а а з а .  Внутри проволоч
ной катушки по ее оси на тонкой кварцевой 
нити подвешивался образец в виде цилиндрика 
диаметром примерно 0,03 см и длиной 10 см 
(рис. 3 8 ) .  В  качестве образцов исследова
лись либо ферромагнитные вещ ества (на
пример, ж е л е зо ) ,  либо парамагнитные соли.
Если пропустить через катуш ку ток достаточ
ной силы, то образец намагнитится. Это зн а
чит, что его элементарные магнитики устанав
ливаются по полю. Если теперь изменить на
правление тока, то стерженек должен пере- зМтрвВы 
магнититься. Но для этого его элементарные 
магнитики должны повернуться на 180°, а так 
как они являются в то ж е  время и волч
ками (вследствие быстрого обращения эл ек
тронов), то такой поворот связан с изменением полного мо
мента количества движения системы, что невозможно. П оэтому 
для компенсации момента количества движения весь стерж енек 
должен повернуться в противоположную сторону, и нить закру
тится. Конечно, эффект этот очень слаб. Но для его усиления 
был использован резонанс: в катушку пускался переменный ток^

оВразец

Рис. 38. К опы ту  
Эйнштейна и д е -  

Г  ааза.
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частота которого подбиралась так, чтобы она совпадала с соб- 
•ственной частотой крутильных колебаний подвешенного цилинд
рика. При таких условиях удавалось  наблюдать эффект пе 
тол ько  с ферромагнитными веществами, но и более слабый эф
фект с парамагнитными солями. Из опыта можно было непо
средственно определить отношение магнитного момента элемен
тарны х магнитиков образца к их механическому моменту. Это 

•отнощение, вообще говоря, равно
М е
I  ^  2цс  •

Е сл и  бы элементарные магнитики были связаны с орбитальным 
моментом, то должно было бы быть § ■ =  1. На самом деле ока
з а л о с ь ,  что §  =  2.

Барнет сделал обратный опыт: он приводил в быстрое вра
щение ж елезны е стержни и вследствие гироскопических свойств 
элементарных магнитов вы зы вал  этим их ориентировку и нам аг
ничивание стержня, а при закручивании в обратную сторону —  
перемагничивание. И эти опыты дали для отношения механиче
ск о г о  и магнитного моментов величину, в два раза  большую 
■ожидавшейся.

Объяснение этих аномалий стало ясным только после откры
тия спина электрона. Они именно показывают, что элементар
ными магнитиками являются не круговые электронные орбиты, 
но что сами электроны в силу своей природы и есть одновре
менно элементарные магниты и маленькие волчки.

Заметим здесь попутно, что свойство спина не является ис
ключительной особенностью электронов. Согласно современным 
дан н ы м  наряду с электронами спином обладаю т т ак ж е  протоны, 
нейтроны и другие элементарные частицы.

§ 71. Квантовая механика электрона со спином

Описанные в предыдущих параграфах эксперименты с пол
ной убедительностью показы ваю т наличие у электрона собствен
ных, т. е. не связанных с его движением, механического момента 
(спин) и магнитного момента. Возникает вопрос, как надо стро
ить квантовую механику, чтобы она включала эти свойства. 
Д е л о  в том, что свойства спина, как мы видели, очень своеоб
р а з н ы —  они являются чисто квантовыми и не имеют классиче
ских аналогов. Это обстоятельство требует введения принци
пиально новых понятий и параметров или новых математиче
ских методов, в особенности потому, что спин есть проявление 
свой ств элементарных частиц, отражаю щ их их внутренние дви
жения, которые в данном случае лишь весьма несовершенным 
*1 непоследовательным образом описываются в корпускулярной



картине, как вращение вокруг собственной оси. Если ж е  мы з а 
хотим использовать в волновой картине аналогию с поляриза
цией света, то и здесь возникнут трудности, поскольку для опи
сания поляризации электромагнитных волн требуется задание- 
двух проекций на взаимно перпендикулярные оси, а состояние 
спина в общем случае характеризуется суперпозицией двух 
проекций на два прямо противоположных направления («спив 
вверх» и «спин вниз»),

Паули показал, каким образом спин можно ввести в м атем а
тический аппарат нерелятивистской квантовой механики, если не- 
зад ав аться  целью объяснять его происхождение, но принять его 
существование и свойства как экспериментальные факты. О го
ворка «нерелятивистская» квантовая механика, т. е. не подчи
няющаяся специальной теории относительности, нужна здесь по
тому, что существует релятивистская квантовая механика элек
трона, и в ней из установленого Дираком волнового уравнения 
первого порядка свойства спина вытекают автоматически, хотя 
и совершенно формальным образом. Последнее вполне понятно,, 
поскольку спин, как у ж е было подчеркнуто, есть чисто кванто
вое свойство, не имеющее классического аналога. Мы, однако,, 
не будем здесь останавливаться на теории Д ирака, так как она 
выходит за пределы данной книги, посвященной нерелятивистской” 
квантовой механике. Что ж е  касается теории Паули, о которой 
будет речь в этом параграфе, то для явлений, в которых скорости 
не слишком велики, она дает удовлетворительные результаты.

В  квантовой механике поведение частицы описывается при' 
помощи волновой функции V  и динамических переменных. В о л 
новая функция электрона в теории Шредингера зависит от трех 
координат и от времени: V  =  ^ ( х ,  г/, г, /). Но состояние элек
трона с определенным спином определяется еще одним пара
м е т р о м —  проекцией спина, которая может принимать одно и^

двух значений +  или — Й и которую как-то нужно вкл ю 

чить в волновую функцию. Этот параметр и есть характери
стика той квантовой двузначности, которая описывается как. 
спин. Из сказанного следует, что Ч^-функция электрона со спи
ном на самом деле долж на представлять собой совокупность 
двух независимых функций 1̂̂ + и —  от координат и времени^ 
которые удобно располагать в виде матрицы-столбца:

у, г, 0 \

^ ' ^ [ ' ¡ ' _ { х .  у, г , 1 ) /

Если отлична от нуля только функция Ч̂ +, то это соответ
ствует случаю, когда электрон имеет проекцию спина в поло
жительном направлении рассматриваемой оси, если отлична о т

§  71] КВА Н ТОВАЯ МЕХАНИКА ЭЛЕ:КТР0Р!А СО СП ИНОМ 2 8 ®
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пуля только функция Т - ,  то проекция спина направлена в про
тивоположную сторону. В общем ж е  случае функция Т  описы
вает суперпозицию этих двух состояний. Вместо указанного 
■способа, для описания состояния электрона можно пользоваться 
'ОДНОЙ функцией, но тогда в нее долж на входить, наряду с тремя 
лространственными координатами л:, у, z, еще и четвертая неза
висимая переменная —  «спиновая координата» s, которая может 
принимать два значения -j-1 и — 1 в зависимости от того, куДа  
направлен спин.

Итак, мы указали способ описания состояний электрона со 
спином. Но для полной формулировки квантовой механики эл ек
трона, наряду с двузначной волновой функцией W, необходимо 
ввести новую динамическую переменную  —  вектор спина S с 
проекциями на декартовы оси 5х, Sy, Ŝ . Этот вектор есть соб
ственный момент количества движения электрона. Ему следует 
сопоставить оператор, действующий на «спиновую переменную» 
S, или, что то ж е  самое, иа компоненты 4''+ и полной волно
вой функции ¥ ,  причем такой оператор не должен затрагивать 
пространственных координат и времени. Итак, оператор спина

Г Одол ж ен  действовать на векторы I ^  двумерного евклидова

пространства, а это значит, что он должен представляться к ва д 
ратной матрицей порядка 2 X 2  (см. гл. I I I ) .

Чтобы найти матрицы S x ,  S y ,  S ^ ,  мы прежде всего,примем во 
внимание, что словом «спин» у нас обозначается наличие у ч а 
стицы (в рассматриваемом случае у электрона) собственного 
момента количества движения, который должен удовлетворять 
основным законам квантовой механики. А эти законы, как мы 
видели на примере орбитального момента, требуют, чтобы ком 
поненты вектора момента удовлетворяли перестановочным со
отношениям, формулированным в § 52. Вполне последовательно 
подчинить этим ж е требованиям и компоненты вектора спИна. 
Таким  образом, искомые матрицы S x ,  S y ,  S ^  должны удовлетво
рять соотношениям

■ S^Sy =  ihSx,
-S xS , =  ihSy, (71.1)

SyS^-

SzSx
SyS„- SySjc == ihS^.'

Введем  теперь вместо S вектор a, положи£

(71.2)

Очевидно, что все результаты, справедливые для а, будут спра
ведливы и для 8. Заменяя в формулах (71.1) проекции 8  проек-
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днями а  и сокращ ая на Ь /̂4, получаем

0¿(Jx ~  2ÍOy, (71.3)

(Ух'Уу —  У̂ŷ x ~  2ÍÔ .

З а  ось проектирования условимся выбирать ось 2  произ
вольно ориентированной декартовой системы координат. Тогда

собственными значения 5^ должны быть и а

собственными значениями Ог будут числа + 1  и — 1. Из этого 
следует, что оператор Ог в 52-представлении должен иметь вид 
диагональной матрицы с диагональными элементами + 1  и — 1

/1 0\
ст. =  ( о  (71.4)

а (у1 будет иметь только одно собственное значение 1, т. е. 
представляется  единичной матрицей. Вследствие равноправно
сти всех трех осей координат собственные значения операторов 
<у'’- и сг;, такж е должны быть равны единице, т. е.

X У

/1 0\
( о  , ) •  (71.5)

Выполним теперь следующ ее преобразование. Т ак  как Ог,
■очевидно, коммутирует с сг‘ , то

о^о1 =  0.

Это можно представить в виде

о  у {(Уу(Уг —  <Уг<Уу) +  iPy<^z —  <Уг<Уу) Оу =  0 ,

■откуда, пользуясь (7 1 .3 ) ,  получаем

(Гу(21а^) +  (21а,с)<Уу =  0 ,
или

■ (Уу(Ух +  <Ух<Уу =  0.

что можно записать так;

у̂'̂ х ~  *^х^у

Операторы, удовлетворяющие соотношениям типа (7 1 .6 ) ,  назы 
ваю тся антикоммутирующими. Вследствие симметрии соотноше
ний (71.3) каждый из операторов üx, ау,Ог должен антикомму- 
тировать с любым другим. Это позволяет переписать формулы 
,(71.3) в более компактном виде. Имея в виду, что, например,

О у О щ  о  у  —  2 ( 3  у О ц  —  2 Í 0 j ^ j

(71.6)



286 с п и н [ГЛ. У1Г

мы придем к следующим соотношениям:

ст,а, =  гог„ =  — а,(т. (71.7>

У м н ож ая последнее из них справа на Ог, получим

ОхОуа̂  =  П.

Матрицу Ог мы уж е знаем —  она дается формулой (7 1 .4 ) ,  
Д л я  нахождения матрицы Ох запишем ее сначала в общем виде:

ст, =
' Й1 02 \ 
.аз а^1

И установим условия, которым должны подчиняться ее эл е
менты. П реж де всего, поскольку эта матрица обязана быть эр- 
митовой, так как она представляет динамическую переменную, 
ее диагональные элементы а\ и а4 вещественны, а элементы а /  
и аз комплексно сопряжены друг другу. Воспользуемся д алее  
антикоммутативностью матриц Ох и Ог, т. е. равенством ОхОг =
■ =  — ОгОх-

Вычисляя произведения матриц в его левой и правой частях, 
находим

• «1 — Й2/ а1 —02 \ / а ,  ац\
—■ ( Од — ~  V — Яз —а4/~~

откуда следует, что 01 =  — а 1 = 0 ,  а 4 —  — а 4 = 0 .  Таким образом,

/О 02 \
-  I  Оз  О /  •

Но а1 =  1, а потому

о / 1 0 ){ О «302 /  “  ^ “  I  о  1 /  >

откуда а 2 « з = 1 -  Вследствие эрмитовости матрицы <Ух ее эле
менты комплексно сопряжены друг другу. Последним двум тре
бованиям удовлетворяют числа е*“ и е -*“,\так что

а ,  =
Jc^

Полагая  произвольный фазовый множитель а  равным нулю, 
получим

:)•
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Д л я  нахождения матрицы Оу теперь достаточно воспользоваться 
соотношением 1оу =  — ОхОх, или Оу =  1охОг, которое сразу дает

о„ =  I
0 1
1 О

I О 
^0  - 1 )•

Мы нашли, таким образом, все три компоненты вектора о:

о .  =
О

и  ОУ
о - г
/ О

1 О 
О - I (71.8)

через которые операторы компонент спина 8  вы р аж аю тся  по 
формуле ( П . 2 ) .  Матрицы (71.8) играют фундаментальную роль 
в квантовой механике электрона со спином —  они называются 
матрицами Паули.

Убедимся теперь в том, что полученные матрицы действи
тельно обладаю т всеми свойствами операторов проекций спина. 
Состоянию, в котором спин направлен по оси г, соответствует 
собственное значение Ог, равное + 1 .  э состоянию, в котором 
спин направлен противоположно, —  собственное значение, рав
ное —  1. Собственную функцию сгг в первом и втором случаях 
представим соответствующим столбцом;

х_ = (71.9)

Подобное своеобразное обозначение функций как раз и отвечает 
тому факту, что область изменения их аргумента состоит только 
из двух точек.

П окаж ем  теперь, что функции (71.9)  на самом деле я в 
л яю тся собственными функциями оператора стг с собственными 
значениями + 1  и — 1 соответственно. В  самом деле.

гЛ+
. о и .  

Ю - 1 / 1 о 
1 о и о  
о - 1/ 11

=  Г) = 2С

Т .  е.
гЛ+ +  1х+, о гд _= — 1х_. (71.10)

как мы этого и ожидали.
В то ж е время %+ и х -  не будут собственными функциями 

операторов о* и Оу. Действительно,
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Аналогичным образом у беж д аем ся  и в том, что и х~ для 
т а к ж е  не являются собственными функциями;

а  у  =  у'-'- \ I

10 - I
.1 о 
о -  г 

О

О/
О'!

О 
V I 
— г 

О

= = « Х _ ,  

=  -

Запишем полученные результаты действия спиновых матриц на 
спиновые волновые функции в виде таблицы;

СГД+ == Х_, 

< 7 Д _ = Х + ,

=  г х _ ,  I  == Х + ,

( Т Д _  =  —  х _ -

О тсю да видно, что в рассматриваемых состояниях только проек

ции спина на ось г  имеют определенные значения ±  у й ,  а про

екции на две другие оси остаются неопределенными. Это соот
ветствует некоммутативности операторов проекций спииа между 
собой.

Проекция вектора спина на любую прямую с направляю
щими косинусами /, т, п равна 1ох тсу +  пог- П ользуясь пра
вилом сложения матриц, находим

О О -  (•
\ I 0 1 +  п

1
и  I

п I — 1т
\ I 1т — п

М ожно показать, что независимо от выбранного направления 
собственные значения этого оператора будут ± 1 ,  т. е. собствен
ные значения оператора проекции спина будут

3 1 ,т ,п = ^ ^ а 1 ± ^ Н .

Заметим, что, несмотря на яесс 1ст 0 ятельн0 сть в квантовой ме
ханике представления об электроне как о вращ ающ емся шарике, 
матрицы Паули (71.8) и единичная матрица

I

имеют простои геометрическии смысл —  через них в классиче
ской механике можно выразить матрицы элементарных пово-



р о т о в * ) .  Так, например, матрица Qe, соответствую щ ая пово
роту на угол 6  вокруг оси х,  имеет вид

„  т 6 I • - 0Qe =  I c o s - 2  +^<J;(Sin

Аналогичный вид имеют и матрицы поворотов вокруг осей у и 
Z —  в них вместо Ох входят Оу и Ог соответственно.

§ 72. Полный момент импульса электрона в атоме

Наличие у электрона собственного механического момента- 
спина необходимо учитывать при рассмотрении состояния эл ек
трона в атоме.

В предыдущих параграфах было установлено, что собствен
ные значения оператора проекции спина электрона принимают 
всего д ва  значения

(72.1)

Равенство (72.1) по сущ еству является ничем иным, как ус
ловием квантования проекции спина электрона. По аналогии с 
условием квантования проекции орбитального момента L j  =  т й ,  
равенство (72.1) можно переписать в виде

S  ̂=  m sà. (72 .2)

В  (72.2)  введено своеобразное квантовое число mg, которое 
для электрона в любом случае может принимать только два 
значения: ± 7 г -  При описании состояния электрона в атоме 
мы до сих пор ограничивались заданием трех динамических ве 
личин; энергии Е, абсолютной величины момента импульса 11 1 и 
проекции момента импульса 4  (момент количества движения 
одного электрона мы в дальнейшем будем обозначать малой 
буквой I, момент количества движения атома в целом —  пропис
ной буквой L)- Условия квантования этих величин, выведенные 
в гл. V, позволяют нам применять очень удобный метод описа
ния состояния с помощью набора квантовых чисел.

Р анее были введены три квантовых числа: главное п, азиму
тальное, или орбитальное, I и магнитное т/. Поскольку состоя
ние электрона, в котором проекция спина на физически выде-

Л
ленное направление равна — у ,  отличается от состояния, когда 

проекция спина равна +  у . то, очевидно, к трем введенным р а

*)  Этот вопрос подробно рассмотрен в книге Г. Г о л д с т е й п а ,  Класси
ческая механика, Физматгнз, 1957, гл. IV, §§ 4, 5.

§ 72) П О Л Н Ы Й  М О М Е Н Т  И М П У Л ЬСА  Э Л Е К Т РО Н А  В АТОМЕ 2 8 9

10  Э, в .  Шпольский, т. II



290 с п и н [ГЛ. V II

нее квантовым числам необходимо добавить четвертое число /пз- 
Таким образом, состояние электрона в атоме определяется че
тырьмя величинами; £■, | М ,  /г, 5^, или, что то ж е  самое, четырьмя 
квантовыми числами: п, I, т, Шв- Однако эта четверка кванто
вых чисел пригодна для описания состояния электрона лишь в 
том случае, когда все физические величины, связанные с ними, 
не меняются со временем.

Однако орбитальное движение электрона создает магнитное 
поле Ж , с которым взаимодействует собственный магнитный мо
мент электрона. Это взаимодействие называю т спин-орбиталь- 
ным. Энергия спин-орбитального взаимодействия будет рассчи
тана в § 74. Сейчас мы ограничимся лишь качественным р ас

смотрением этого взаимодействия, исполь
зуя чрезвычайно наглядную так  н азы вае
мую, векторную модель атома.

Специальное исследование показывает, 
что можно пользоваться полуклассическим 
методом рассуждения, при котором с кван
товомеханическими векторами моментов 
можно оперировать, как с обычными ве к 
торами, но с учетом квантования их аб 
солютных величин и проекций. Например, 
можно ск лад ы вать  векторы 1 и 8  по обыч
ному правилу параллелограмма, сум м ар
ный вектор ]■ =  1 8  есть полный момент 
количества движения электрона. Но так как 
векторы 1 и 8  связаны через посредство со
ответствующих им магнитных полей (спин- 
орбитальное взаимодействие), то они пре- 
цессируют относительно ], как два механи
ческих гироскопа, связанных упругой нитью 
прецессируют относительно направления 
своего неизмен'яемого полного момента ко

личества движения (рис. 3 9 ) .  В это \^1Сто классическое р а с су ж 
дение вносятся следуюш,ие поправки, характерные для кванто
вой  механики. Во-первых, углы меж ду 1 и 8 не могут быть про
извольными, а ограничиваются требованиями пространственного 
квантования 1 и 8 , а именно —  вектор 1 (численно равный 

может располагаться относительно оси г  (напри
мер, относительно направления поля) только под такими углами, 
чтобы проекция его была равна /П(й, а вектор 8  —  под такими 
углами, чтобы проекция его равн ялась  тдй. Тем самым угол

(1, 8 )  ограничивается дискретным рядом избранных значений. 
Во-вторых, полный момент импульса ]’ численно равен

т  =  К 7 1 Г + Т ) й ,

/
/ '////

' \
\
\
\
\

\  ^  
\

/____ ^

' /  /  /
!  /

1 /! /

\  \\  \\  \\  \\  \  
\ \  

\ \

Р и с .  39.. К векторной 
модели: прецессия 
векторов I и 8 о тно
сительно вектора 
полного момента ко 
личества движения.



где j  =  l ± S ,  т. е. для электрона j =  Таким образом, /

есть квантовое число полного момента импульса. Проекция век
тора j  на направление поля /г равна

h  =  m jh,

где nij может принимать 2 / +  1 значений j, j —  1, — /. Такой 
способ рассуждения, несмотря на свое явное логическое несо
вершенство, ведет тем не менее к поразительно точно оправды
вающ имся результатам.

Векторная модель атома имеет огромное практическое зн а 
чение для спектроскопии. Она позволяет объяснить не только 
тонкую структуру спектра, но и все детали сложных случаев 
расщепления линий в магнитном поле (сложный эффект З е е 
мана) в поразительно точном согласии с экспериментом. Как 
мы увидим в следующей главе, векторная модель может быть 
обобщена на случай нескольких электронов и дает возможность 
объяснить особенности спектров и в этих случаях.

Учет спина электрона потребовал введения новых квантовых 
чисел / и nij. В случае, когда спин-орбитальное взаимодействие 
отсутствует или несущественно, например в сильном внешнем 
магнитном поле (см. § 7 9 ) ,  замена квантовых чисел nii, ms на 
/, nij ничего нового в описание состояния электрона не вносит. 
Однако в тех случаях, когда спин-орбитальным взаимодействием 
пренебрегать нельзя, квантовые числа пц, Шв необходимо з а м е 
нить на квантовые числа /, trij. Действительно, как у казы валось  
выше, спин-орбитальное взаимодействие обусловливает прецес
сию векторов 1 и S вокруг вектора j.  Очевидно, при этом проек
ции /z и 8г на направление внешнего поля не сохраняются со 
временем (абсолютные значения векторов, естественно, при этом 
остаются постоянными). При этом как абсолютная величина 
вектора j,  так и его проекция /г есть константы движения.

Т ак  как / =  / ±  V2, а / есть целое число, то в атомах с одним 
валентным электроном / имеет не целые, а полуцелые значения: 
для 1 =  0 j =  V2, для / =  1 / =  1/2 и 3/2; для / =  2 / =  3/2 и Va 
и т. д. При этом, строго говоря, энергия состояния электрона 
определяется не двумя квантовыми числами я и/, а тремя «,/,/. 
Д л я  атомов с одним излучающим электроном зависимость энер
гии от квантового числа / приводит к расщеплению уровней и 
в спектрах проявляется в виде тонкой структуры. Более подроб
но вопрос о тонкой структуре спектральных термов рассмотрен 
в двух последующих параграфах.

В  спектроскопии принято обозначать различные энергетиче
ские состояния отдельных злектронов и всего атома специаль
ными символами, по которым сразу можно указать  все кванто
вые числа. Д л я  отдельных электронов главное квантовое число

§ 72) П О Л Н Ы Й  М О М Е Н Т  ИМПУЛЬСА ЭЛ ЕКТ РО Н А  В АТОМЕ 291
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обозначается числовым коэффициентом, а квантовое число ор
битального момента —  следующей за ним буквой «, р, й, / по 
хорощо известной нам схеме, наконец, квантовое чнсло / дается 
в виде индекса справа снизу. Таким образом, например, символ 
351/2 означает состояние электрона, в котором /г =  3, 1 =  0, 
/■ =  '/я.

Д л я  атомов с одним излучающим электроном, т. е. для водо
родоподобных атомов и атомов первой группы периодической 
системы, энергетические состояния излучающего электрона и 
атома совпадают. Тем не менее принято обозначать термы атома 
вместо малых большими буквами 5 ,  Р, В , Р; квантовое число / 
дается , как и у отдельного электрона, индексом справа внизу. 
Наконец, малой цифрой слева вверху обозначается кратность 
терма; например, Р̂̂ !̂  (читается «дублет Р »), У казать  главное 
квантовое число атома с несколькими электронами, вообще го
воря, невозможно, так как различные электроны могут иметь 
неодинаковые наименьшие главные квантовые числа (например, 
из трех электронов лития в нормальном состоянии два имеют 
п == 1, а третий п =  2). В  случае атомов с одним излучающим

электроном иногда главное 
Т а б л и ц а  I V  квантовое число последнего 

у казы вается  в символе терма 
всего атома; например, 2'̂ 8ч,. 
Заметим, что хотя термы 5  все
гда простые, принадлежность 
их к системе дублетных уров
ней отмечается так ж е , как и 
у остальных термов.

П осле всех этих р азъясн е
ний табл. IV  энергетических 
состояний атомов с одним из
лучающим электроном долж на 
бьН;ь понятна.

Мы установили (§ 6 5 ) ,  что переходы м е ж д у  различными си
стем ам и термов ограничиваются правилом отбора для I:

М =  ±  1.
Н а самом деле при установлении возможных переходов следует 
обр ащ ать  внимание т ак ж е  и на изменения квантового числа /.

Из анализа спектров было установлено, что переходы про
исходят только меж ду такими состояниями, у которых / имеет 
либо одно и то ж е  значение, либо изменяется на ± 1 :

А/ =  0, ± 1 .  (72 .3)

Это правило вытекает из следующих соображений: так как 
у =  / +  5, то А/ =  А/ ±  А«. В  следующей главе будет показано

/=1/2 3/2 6/! 7/2

/  =  0

I

2

3 2/7
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•на основании весьма общих соображений (основанных на так 
называемом принципе П ау ли ), что изменение сппнового кван
тового числа ограничено требованием =  0. С другой стороны, 
д ля  I существует правило отбора А/=  ± 1 .  Таким образом, мы 
приходим к правилу отбора для /:

А / =  ±  1. % f  I

РЗА-РГ

Р’/г~Рг~

-5/г.
-3/PJ

■̂ /2

-'/г

Однако оказы вается , что возможны 
и такие переходы, при которых А/ =  0.
Это видно из следующего. Положим,
■что переход соответствует изменению 
А/ =  ±  1, но остается тем ж е самым 
вследствие изменения расположения I 
и 5  /. Т ак  как требования А / = ± 1  
и А 5  =  О при этом удовлетворены, то 
мы приходим ко второму правилу от- 

■бора для /:

А/ =  0.

Итак, возможны только такие перехо
ды, при которых

А/ =  0, ±  1.

Разберем теперь типичный пример 
применения этих правил отбора, а 
именно, рассмотрим так называемый 
«слож ны й» дублет первой побочной се
рии. Из формулы этой серии

v =  2p —  тй (ш =  3, 4, . . . )

видно, что она обусловлена переходами меж ду термами р {1 = \ )  
■и й{1 =  2). Но каждый из термов той и другой групп является 
двойным. В  самом деле, для термов р мы имеем

Рис. 40. Иллюстрация пра
вила отбора для / на при
мере слож ного дублета пер

вой побочной серии.

д л я  ¿-термов;

/ =  2 +  i  =  - / =  2 ___ -= = ~
‘  2 2 •

Таким образом, и в верхнем и в нижнем состояниях мы 
имеем по два  подуровня, и можно было бы думать, что будут 
наблюдаться четыре линии. На самом деле наблюдаются только 
три линии, показанные на схеме (нил<няя часть рис. 4 0 ) ,  две 

■яркие и одна слабая. Четвертая линия, обозначенная на схеме 
пунктиром, не наблюдается. Как можно убедиться из схемы, это 
происходит потому, что в действительности осуществляются 

только  переходы, подчиняющиеся правилу А / =  О, ± 1 ;  переход
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ж е  с изме?1ением / на две единицы (̂ /2— '/2) не имеет места, и 
соответствую щ ая ему линия выпадает.

Наличие спина у электрона в случае одного оптического 
электрона позволяет объяснить ряд тонких спектральных эффек
тов, которые рассмотрены в последующих параграфах. При р ас
смотрении атомных систем, имеющих много электронов, учет 
спина приводит к физически очень важ ны м  результатам и играет 
принципиальную роль в силу того, что электроны подчиняются 
принципу Паули.

§ 73. Формула тонкой структуры термов.
Релятивистская поправка

Зад ач а  о движении электрона в поле центральной силы, как. 
у ж е сказано, наиболее точно решается лишь при помощи ур ав
нения Д и р а к а —  релятивистского волнового уравнения. При этом 
в получаемом решении автоматически учитывается релятивист
ская  зависимость массы электрона от скорости, а т а к ж е  наличие 
спина и его взаимодействие с орбитальным моментом.

Д л я  случая водородоподобного атома формула спектраль
ного терма, к которой приводит уравнение Дирака, такова:

( 7 3 .1>

\
Ап

Объяснение входящих в эту формулу постоянных а  и / будет 
дано ниже. Д л я  нас сейчас существенно то, что второй член в- 
выражении (73.1) мал по сравнению с первым, так как в него 
входит константа a ^  равная приближенно 5 , 3 2 - 10~^

Поскольку мы не пользуемся уравнением Д ирака, мы вы ве
дем формулу тонкой структуры другим путем —  менее элегант
ным, но зато более простым. Именно, мы воспользуемся обоб
щением уравнения Шредингера на релятивистский случай, кото
рое даст  нам собственные значения энергии для электрона в. 
центральном поле, содержащие, кроме ридберговых членов, еще 
поправку на зависимость массы электрона от скорости, а зате м  
дополнительно введем так назы ваемое «спин-орбитальное» вза и 
модействие, учитывающее наличие спина электрона и его вза и 
модействие с орбитальным моментом.

Чтобы получить релятивистское волновое уравнение для з а 
дачи о движении электрона в центральном поле, нужно напи
сать релятивистский гамильтониан для этого случая и заменить, 
входящие в него величины соответствующими операторами. П о л 
ная релятивистская энергия (кинетическая плюс потенциальная) 
равна

1 1 -4 - [/(г),V̂ l - Р “ 7 -
(73.2>
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а импульсы связаны со скоростями соотношениями

Ру ]Г\ -  ’ Р̂ --

йх и т. д.

Поэтому для квадрата полного импульса имеем

1 - 6 2 1 _  02 —  и   ̂ I _  Iр ’- =  р1 +  р1-^ р1

откуда

-  р2 V Ц?с2 2 8

л  =

П одставляя это выражение в (7 3 .2 ) ,  получаем гамильтониан

»2 р- 
2ц

Третий и последующие члены справа малы по сравнению со 
вторым, поэтому мы можем рассматривать их как возмущения. 
.Достаточную точность получим, сохраняя только третий член.

Соответствующее гамильтониану (73.3) волновое уравнение 
лмеет  вид

2(х +  и {г)- р' г|) =  £т|). (73 .4)

Е сл и  в этом уравнении отбросить третий член, то получится хо
рошо известное нерелятивистское уравнение Шредингера

2[х +  и (г )  11) =  £о^о. (73.5)

П редполагая, что собственные функции и собственные значения 
уравнения (73.4) мало отличаются от таковы х в нерелятивист
ском уравнении (7 3 .5 ) ,  можем считать, что

8|л̂ с2

И з уравнения (73.5) имеем

2ц

Применяя еще раз оператор получаем

I
откуда

4ц2

8цЗс2 2цс2 - { Е , -  U)^ ô



2 9 6 с п и н [ГЛ. у м 

или, так как в рассматриваемом приближении можно заменить, 
£о на Е,

=  (7 3 .6 ) .

П одставляя это в (72 .4 ) ,  получим следующее уравнение:

-  ^  ^  О- (73.7).

Рассмотрим движение в центральном поле. Перейдем к сфе
рическим координатам и рещение уравнения (73.7) будем искать 
в виде произведения радиальной функции на угловую (так же,, 
как и в § 5 9 ) :

^{г ,  <р) =  / ? ( г ) Г ( # ,  ф).

При этом переменные разделяю тся, и уравнение для угловой 
части ведет к тем ж е  сериям термов 8, р, й, , что и в ранее 
рассмотренной задаче о движении в центральном поле. Д л я

случая кулоновского поля, где ¿7 = ------ радиальное у рав

нение принимает вид 

(1Щ , й 2 dR
2ц ' 2ц г йг + ■ +  ^ )  +

+  72цс2 Е +
/(/+1)

2ц /? =  0, (73.8>

или, после выполнения элементарных преобразований,

2 йЯ 
г аг +

2цЕ
+

2ц2е2
+ 1 1 ^ ) т  +

а Ч ^ -1 {1 +  1)

Здесь  мы ввели обозначение • Эта величина, к обсуж-

деиию которой мы еще вернемся в конце параграфа, грубо 
равна 1/137, а значит, —  порядка 10~®. Если теперь, имея в 
виду это обстоятельство, отбросить в (73.9) член с то, как 
легко видеть, при с-^-оо уравнение переходит в радиальное 
уравнение кеплеровой задачи, детально рассмотренное в § 59.

Поэтому мы ограничимся тем, что наметим дальнейшие этапы 
решения, не приводя промежуточных вычислений. Решение- 
ищется в виде степенного ряда, для которого подстановка в 
уравнение дает рекуррентную формулу. Ее анализ показы вает, 
что ряд, вообще говоря, расходится, за исключением некоторых 

'значений постоянных, входящих в рекуррентную формулу. При 
этих избранных значениях, зависящ их от собственного значения.
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энергии Е, бесконечный ряд превращается в полином степени Пг 
Таким путем получается следующее выражение для Е\

1 +
-Уг

—  1. (73.10)

Обратим внимание на квадратный корень в знаменателе. Он 
Б зят  со знаком плюс, но мог бы быть взят и со знаком минус. 
Анализ формулы (73.10) показывает, что в этом случае для Е 
получается система дискретных уровней, расположенных выше 
— 2 1̂с2, сходящихся к этому значению и переходящих затем в 
сплошной спектр, лежащ ий ниже — 2ц.с̂ - Таким образом, значе
ния энергии из сплошного спектра соответствуют отрицательной 
кинетической энергии. Не следует смешивать это обстоятель
ство  с тем фактом, что и при решении кеплеровой задачи в кл ас
сической механике полная энергия для ограниченного движения 
о казы вается  отрицательной. В  этом последнем случае наличие 
з н а к а  минус обусловлено тем, что для финитного движения по
тенциальная энергия, имеющая отрицательный знак, по модулю 
больш е существенно положительной кинетической энергии. 
В  рассматриваемом ж е  случае речь идет о состояниях с отрица
тельной кинетической энергией. Появление таких состояний я в
л я е т с я  характерной чертой всех релятивистских теорий, на что 
впервые обратил внимание Дирак. Мы, однако, здесь  не будем 
учитывать эти состояния с отрицательной энергией, поскольку 
нас интересуют только изменения уровней энергии, обусловлеи- 
л ы е релятивистской зависимостью массы от скорости.

Вернемся к формуле (73 .10 ) ,  где квадратный корень выбран 
с  положительным знаком. Р а зл а г а я  ее правую часть по степеням 

с точностью до а ,̂ получим

р ______ Н .^ п — 2 1 +
3

1+У2 4 Л

гд е  /г =  Пг-Ь /-{-1 .  О тсю да, принимая во внимание выражение 

лостоянной Ридберга ^  — и константы «  =  для термов

находим

Еп _
Йс п2 4

/ и

+

/?22

/+■
4я

П ервый член этой формулы есть бальмеров терм, а второй пред
с т а в л я е т  собой искомую релятивистскую поправку, которая с
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точностью до а ‘‘ равна
[  I 3 \

/ +  ■
Ап (73.13>

Мы видим, что в эту формулу входит азимутальное кванто
вое число /. Таким образом, для различных I поправка имеет 
разные значения, и имевшееся ранее вырождение относительно 
азимутального квантового числа теперь снимается: термы 5, р, 
й, . . .  при одном и том ж е значении главного квантового числа 
п приобретают различные значения,

В заключение вернемся к постоянной тонкой структу*

р ы а  =  - ^ ,  входящей в релятивистскую поправку и представ

ляющей большой интерес для теоретической физики. Поскольку 
размерность есть энергия длина, а размерность Ь —  эн ер 
гия X  время, то а  является безразмерным числом.

Тот факт, что существует простая безразмерная комбинация,, 
составленная из универсальных постоянных,которые характери
зуют дискретность электрического заряда (е ) ,  теорию квантов 
(Ь) и теорию относительности (с ) ,  действительно замечателен. 
В аж н ость  этого факта была впервые отмечена Эйнштейном и 
Планком, которые обратили внимание на то, что элементарный 
квант действия й имеет ту ж е  размерность, что и е^1с, причем,, 
удивительным образом, приблизительно тот ж е  порядок вели
чины. Это служит некоторым указанием на то, что в будущей 
универсальной теории должно сущ ествовать соотношение меж ду 
элементарным зарядом и излучением. В  электромагнитном сл у 
чае константа связи имеет малую величину а  ~  1/137 и с в я з ь  
весьма проста. Д л я  взаимодействий (например для ядерных 
сил) ситуация не так хороша.

Вообщ е существует несколько методов точного определения 
а .  Большинство из них связано с изучением тонкой структуры, 
спектральных термов. О днако"«  последнее время открылась не
ожиданная возможность точного определения е/й с помощью так 
называемого эффекта Джозеф сона. Коротко говоря, суть этого- 
эффекта состоит в том, что между двумя слегка раздвинуты м» 
сверхпроводниками, к которым приложена разность потенциа
лов V, возникает переменный сверхпроводящий ток, частота ко
торого дается  формулой

2е

Это соотношение, выведенное из сам ы х общих свойств сверхпро
водников, считается точным. Эксперимент состоит в измерении 
частоты V путем облучения промежутка меж ду пластинами эл ек
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тромагнитными волнами- На деталях мы здесь останавливаться 
не м о ж е м * ) .

Наиболее точным значением 1/а в настоящее время счи
тается

1/а =  137,0357 ±  0 ,0004 .

§ 74. Формула тонкой структуры.
Спин-орбитальное взаимодействие

Обратимся теперь к рассмотрению второй поправки, именно, 
поправки на взаимодействие меж ду спиновым и орбитальным 
моментом. Ее мы найдем из следующих полуклассических со
ображений.

Дополнительную энергию электрона-магнита в магнитном 
поле, создаваем ом  его ж е  орбитальным движением, можно 
выразить двумя равноправными способами, ведущими к чис- 

■ленно совпадающим результатам: 1) как энергию взаимодейст
вия магнитного диполя с магнитным полем; 2) как кинетическук> 
энергию ларморовой прецессии (см. т. I, § 7 6 ) .  М ы пойдем пер
вым путем и будем вычислять потенциальную энергию, т. е. ск а 
лярное произведение—  ( М Ж ),  где М — собственный магнитный 
момент электрона и Ж —  напряженность магнитного поля, обус
ловленного его орбитальным движением. Н апряженность поля 
Ж можно вычислить так. Перейдем от «неподвижной» системы 
координат, связанной с ядром, к подвижной системе, связанной 
с электроном. В этой системе центр тяж ести электрона покоится, 
а ядро движется со скоростью V, численно равной скорости элек
трона, но направленной в противоположную сторону. Это дви
жение создает ток силой а магнитное поле этого тока по 
закону Био —  С авара в точке, где находится электрон, равно

2 е [ у г ]  _  2 е [ г у ]
с/-’

Векторное произведение [гу] мы легко выразим через момент 
количества движения I (момент количества движения одного 
электрона мы в дальнейшем будем обозначать малой буквой I; 
момент количества движения атома в целом—  прописной бук
вой Ь ) .  Итак, принимая во внимание, что

» =  ц [гу ] ,  (74.2)
получаем

Ж =  ^ \ .  (74 .3)\хсг '  '

*) Интересующихся мы отсылаем к статьям в журнале Успехи физиче
ских наук 94, вып. 2, 353 (1968).  См. такж е И. О. К у л и к ,  И. И. Я  н с о н. 

Эффект Д ж озеф сона в сверхпроводящих туннельных структурах, «Наука», 
1970.
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Д обавочная ж е  энергия магнитного диполя с моментом М в поле- 
Ж  равна

- { > т = - ^ т ) .  (74.4>

Это выражение, как уж е было сказано, вместе с тем равно ки
нетической энергии ларморовой прецессии электрона. О днако не
обходимо принять во внимание, что энергия, вы р аж аем ая  фор
мулой (7 4 .4 ) ,  соответствует ларморовой прецессии в системе 
координат, в которой покоится центр инерции электрона. Д ля  
того чтобы вернуться к системе координат, в которой покоится 
ядро, или, точнее, центр инерции всего атома, нужно произвести 
еще преобразование Лоренца. Д обавочная энергия магнитного 
взаимодействия, получаемая в окончательном результате, как 
показали независимо друг от друга Я. И. Френкель и Т ом ас, 
равна половине (7 4 .4 ) ,  т. е.

1е
2цсг •(М1). (74.5)-

Эту добавочную энергию мы можем рассматривать как м алое 
возмущение в сравнении с главной частью гамильтоновой функ
ции Но. Согласно известному положению теории возмущений 
(см. § 87) добавочная энергия, обусловленная возмущением,, 
равна среднему значению возмущ ающ его члена гамильтоновой 
функции, вычисленному для невозмущенного состояния, так что>

~  ^  13'
Ввиду того, что все величины, входящие в (74 .5 ) ,  кроме г,. 
остаются постоянными, усреднять приходится только 1/г :̂

—

Ее 
2ц с (М1). (74.6>

Т ак  как усреднение производится по невозмущенному состоя
нию, то для выполнения его нужно воспользоваться собствен
ными функциями кеплеровой задачи,, которые были получены: 
в § 59. Мы не будем приводить с&ответствующие выкладки; ока
зы вается, что Б результате вычислений получается

23

-Ь-1)(/ -1-
(74.7)1

где а\ —  первый боровский радиус:

а, = ■

О братимся теперь к вычислению скалярного произведения; 
(М 1 ) ,  входящего в формулу (74 .6 ) .  Отношение магнитного мо
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мента М, соответствующего спину, к его механическому мо

менту S равно 2 - ^ = = - ^  (§ 6 8 ) :  направление М противопо

ложно S, так как заряд  электрона отрицателен, и поэтому

М =  -  — S. (74.8)

Численные значения спинового и орбитального моментов равны

\ S \ ^ V s ( s + l ) h ,  (74.9)

И 1 = / Г ( 7 + Т ) Й .  (74.10)

Д ля  сокращения з а писи мы в д а л ьнейшем будем обозначать 
квадратные корни V s { s + l )  и Vl { l  +  l) соответственно че
рез S* и I*, так что

|8| =  5*Й, |1| =  ГЙ. (74.11)

Преобразуем теперь выражение (74.6) для добавочной энер
гии ¡S.Eis- П одставляя в него среднее значение (1//" )̂ из (74 .7 ) ,  
находим

л р  _  (М1)
2цс

Учитывая св язь  меж ду магнитным и механическим моментами 
электрона, даваем ую  формулой (74 .8 ) ,  получим

is
(SI)

a\r?l 1 / -f-

Используя теперь выражения (7 4 .1 1 ) ,  приводим добавочную 
энергию к виду

л с  й г « * / *
--------П -----------с о з ( 8 ,  1).

а]п^111 +

по-Наконец, вводя сюда первый боровский радиус 

стоянную Ридберга R =  и постоянную тонкой структуры

а = ^ ,  будем иметь
2nRa^ñcZ*

пЧ(1 +  j ) ( / + D
- / V e o s  (8 ,  1).

Заметим, что в спектроскопии частоты спектральных линий 
обычно характеризуются линейными волновыми числами V см~ .̂
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II поэтому целесообразно заменить постоянную Д ирака й  посто
янной П ланка к =  2пЬ. Тогда найдем, что

Is
Ra^hcZ*

пЧ + 1)
- / V c o s ( S ,  I). (74 .12)

Нам остался теперь последний этап —  вычисление косинуса 
угла между векторами орбитального и спинового моментов ко
личества движения, cos ( 1, s ) .

Из рис. 39 по известной теореме тригонометрии находим

0 *  =  / i ( / + i ) )

y * 2 _ / * 2  +  s*5’ _ 2 ; V c o s [ n  — (1, S ) ] = = r "  +  s *"  +  2 r s * c o s ( l ,  S).  

Отсюда

, v  COS {I. S) =  =  , ( , +  i , - , ( , +  i ) - . ( . +  u  ^

П одставляя этот результат в (7 4 .1 2 ) ,  находим

Ra^hcZ* / ( , - + i ) _ / ( ; + | ) _ s ( s - t - I )

пП / +  у | ( / + 1 )

а отсюда поправка к терму, обусловленная взаимодействием 
спин— орбита,

АТ -  --------й Г - ~
Râ Z* iU +  1 ) -/ (/ -Ь  I ) - s ( s +  1)

пЦ1 +  f  |{/Ч- 1)

(74.14)

Т а к  как / по предыдущему может иметь значения 1 + - ^  п

I —  у ,  то второй множитель в формуле (74.14) имеет следую 

щие два значения:

а) для ¡ =  ,

т + \ ) - ! { 1 +  l ) - s ( s  +  I) _
2 “

б) M » j  =  l —  у  аналогично найдем

/ ( / - Ы ) - / ( / + i ) - s ( s + 1) /-Ы
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Соответствующие два значения таковы:

А7'/5 =

АТ

п̂ 2 

Яа г̂^

(/+ 1)

п^21{1 +
для / =  / ■ 2 •

(74.15)

Д ля  отыскания полной поправки к терму следует найти сум- 
1иу релятивистской поправки ДГ,. по формуле (73.13) и поправки 
АТ18 по (74 .15) .  Обе формулы можно соединить в одну, прини
мая во внимание, что \ =  1 +  1/2. В самом деле: 

а) для / == / +  1/2

л -г- л -г , л -г '  3  \А1 = А Т ,  + A T l s = - —,

\I -Ь
Ап

3

/+ 1 Ап

[1+ I)

1

■̂ +  -2

3 \ 
Ап

б) ДЛЯ ¡ =  1— 1/2 аналогичным вычислением при помощи- 
второй формулы (74.15) найдем

AT =  AT, +  ATls■■
1

«3 / Ап ) «3 . , I Ап
V  2 /

в обоих случаях знаменатель первой дроби в скобках будет 
/ +  1/2, и формула пишется в виде

(  1 3 ^
Д Г : Ап

Это И есть формула тонкой структуры, указанная в начале § 73.
И з этой формулы видно, что для термов з, для которых / 

имеет единственное значение 1/2, поправка имеет только одно 
значение

Я аЧ * 1 , 3
Д Г : 1 — Ап

откуда следует, что эта поправка только смещ ает 5-термы, но 
не расщепляет их. Д л я  остальных термов {р, й, /, . . . )  / имеет 
по два значения / ± 1 / 2 ,  и потому каж дый уровень, соответст
вующий этим термам, расщепляется на два  подуровня. Т ак  как, 
далее, при главном квантовом числе п =  2 имеется два уровня 
25 и 2р, при п =  3 — три уровня Зз, Зр, Зй и т .д . ,  то при п =  2 
расщепление дает три подуровня (один 5-терм и два ¿о-терма) 
при п =  3 —  пять подуровней и т. д. Однако среди этих подуров
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ней всегда имеются попарно совпадающие. Действительно, при 
одном и том ж е  главном квантовом числе и при отсутствии

учета тонкой структуры значе
ния термов зависят только от 

.012 главного квантового числа п и 
1 ЬМ не зависят  от квантового числа
0,73 I. Поправка же, д аваем ая  фор

мулой тонкой структуры при 
одном и том ж е  п, зависит 
только от / и не зависит от I  
Но так как / =  / Нг 1/2, то, на 
пример, при п =  2 / имеет зна 
чения 1/2 для термов $(1 =  0)

' 057 поэтому подуровни терма 5 
/ =  1/2 и терма р,/ =  1/2 меж 
ду собой совпадают. Точно так 

1,72 ж е  для п =  3 подуровни Зр, 
/ =  3/2 и Зс/, / =  3/2 тож е меи<- 
ду собой совпадают. Поэтому 
для п =  2 (основной терм се 
рии Б альм ера) получается 
только два подуровня вместо 

_  трех; для п =  3 —  три подуров
ня вместо пяти и т. д. Д ал е е  
надо принять во внимание, что 
по формуле (74.16) поправка 
АГ быстро убывает с увеличе
нием главного квантового чис
ла (она обратно пропорцио
нальна кубу п). Поэтому тон
кая структура линий серии 
Бальм ера практически опреде
ляется двойственностью основ
ного уровня п =  2.

Ж

^Рг/,

Не^
я т е

О,К 1,1(8 см-^

т е ,Г  ,0,3,8 ,7 ,в ,5 ,4 ,3
Р и с.  41. Тонкая структура линии 
Я =  4686 А ионизированного гелия. 
Сравнение теории с экспериментом.

На рис. 41 приведена стру 1̂ у р а  линии Не+ Х =  4686А . Т ак  
как  по формуле (74.16) расщепление пропорционально то 
в  случае гелия ( г  =  2) расст|оянне меж ду компонентами в 16 
р аз  больще, чем в случае водорода. Как видно из рисунка, со
гласие меж ду теорией и экспериментом имеется. Однако 
имеются и расхождения. О них см. следующий параграф.

§ 75. Сдвиг уровней энергии атомного водорода

В конце предыдущего параграфа было указано, что, согласно 
формуле (7 4 ,1 6 ) ,  являющейся прямым следствием уравнения 
Д и рака, подуровни с одинаковыми квантовыми числами / и с
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собою совпадать. Главному квантовому ч и слу*«  =  2 (основной 
терм серии Бальм ера) соответствуют три подуровня 
и 2̂ Яз ,̂ (по поводу С И М В О Л О В  см. § 72 ) .  Д в а  из них, именно 2̂ 5'./2 
и 2'̂ Рч,, должны меж ду собой совпадать, так как у них одина
ковы числа / =  1/2. Третий терм 2̂ Р̂ /г должен л еж ат ь  выше на 
расстоянии 0,365 см-\  Переходы с уровней л =  3 на уровни 
п =  2 обусловливают тонкую структуру красной линни серии 
Б альм ера водорода Я « .  Строение этой линии многократно изу
чалось, однако результаты прежних работ были противоречивы; 
одни исследователи находили полное подтверждение формулы 
тонкой структуры, другие обнаруживали отступления. Причина 
этих разногласий леж ит в исключительной экспериментальной 
трудности исследования д а ж е  наиболее тонкими оптическими 
методами строения группы чрезвычайно тесно расположенных 
линий, обладающих довольно большой шириной. В  пятидесятые 
годы (1947— 1950) были применены совершенно новые методы 
так называемой радиочастотной спектроскопии. Д ел о  в том, что 
расстояния меж ду подуровнями главного квантового числа 
п =  2 л е ж а т  уж е в области не оптического, но микроволнового 
радиочастотного диапазона. Так, например, расстоянию между 
подуровнями 2^Рч, и 2^Рз/, соответствуют частота 10 950 м ега
герц/сек  и длина волны X =  2,74 см. Упомянутые ж е  отступле
ния от формулы Д ирака, наблюдавш иеся некоторыми ранними 
исследователями, состояли в смещении уровня 2̂ 5'./̂  относитель
но уровня 2̂ Я|/2 на 0,03 см^К Это смещение соответствует часто
те около 1000 м егагерц!сек, в то время как точность измерения 
при современной высокой экспериментальной технике в области 
микроволн может быть доведена до 1 мегагерц1сек, что совер
шенно недостижимо для оптических методов.

В  работах Л э м б а  и Ризерфорда для обнаружения сдвига 
уровня 2251/2 был применен следующий метод. Линейный пучок 
атомов водорода (см. § 69) предварительно подвергался бом
бардировке электронами, в результате которой часть атомов 
переводилась из нормального состояния Р5|/2 в возбужденное 
2̂ 8'/., (энергии возбуждения 10,2 еУ) .  Прямой переход с излу
чением из этого состояния в нормальное запрещен правилами 
отбора квантового числа I ввиду того, что этому переходу со
ответствует А/ =  О, тогда как правилами отбора (§  65) разре
ш аются переходы А / = ± 1 .  Благодаря этому возбужденные 
атомы пребывают в состоянии 2251/2 длительные промежутки вре
мени (так назы ваемы е метастабильные —  относительно устой
чивые атомы; см. § 106). Этот поток сильно возбужденных ме
тастабильных водородных атомов принимался «детектором», 
каковым я влялась  вольфрамовая пластинка. При попадании на 
металлическую поверхность возбужденные атомы разряж ались.

^ 75] С Д В И Г  у р о в н е й  Э Н Е Р Г И И  АТОМНОГО В О Д О Р О Д А  3 0 5
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отдавая  свою энергию электронам проводимости металла, кото
рые благодаря этому освобож дались, образуя электронный ток. 
Сила этого электронного тока и являлась  мерой числа м етаста
бильных атомов, попавших на детектор.

Если, однако, поток метастабильных атомов перед попада
нием их на детектор подвергнуть действию радиочастотного- 
электромагнитного поля, то под влиянием поля при подходящей 
его частоте метастабильные атомы будут переходить в другие 
состояния. А именно, если уровень 2'̂ 8и̂  на самом деле не сов
падает с уровнем 22̂ 1/2, но леж ит выше него на 0,03 см~  ̂ (что 
соответствует 1000 м егагер ц !сек ), то под влиянием поля бу
дут происходить переходы двоякого рода; при частоте около 
1 00 0 0  м егагерц/сек  ( 1 0 9 5 0 — 1000 »  10000)  атомы из состоя
ния будут переходить в состояние 2 ^Рг1„ поглощая энергию 
из поля, а при частоте 1000 м егагерц!сек  метастабильные 
атомы 2̂ 51/2 будут переходить в состояние 2^Рч, путем вынужден
ного испускания*) (отрицательное поглощение см. т. I; § 101).  
Из состояний же 2Р  атомы настолько быстро переходят в нор
мальное состояние, что до детектора они долетают, у ж е р азр я 
дившись от своей большой избыточной энергии. Таким образом,, 
действие электромагнитных волн состоит в гашении м етаста
бильных состояний, а уменьшение числа метастабильных атомов 
отмечается падением электронного тока детектора. Эффект бу
дет особенно резко выражен при резонансе меж ду частотой ра
диоволн и расстоянием меж ду уровнями энергии, благодаря чему 
кривая зависимости тока детектора от частоты радиоволн д ол 
жна обнаруживать максимумы в соответствующих местах.

Эти максимумы на самом деле были обнаружены, и они по
зволили с достоверностью установить, что; а) расстояние м еж ду  
подуровнями 2̂ Рч̂  и 2'̂ Р'1, составляет 0 ,365 см~ ,̂ как того тре
бует формула Дирака-, б) уровень 2^8ч, смещен относительно 
уровня 2̂ Р</, в противоречии с требованием формулы Дирака^. 
согласно которой оба уровня должны совпадать.

Эти экспериментальные результаты  привлекли к себе боль
шое внимание. Интерес этот вполне/Понятен, так как проблема 
связана со свойствами основных элементарных частиц, к числу 
которых относится электрон. В  настоящее время причину сдвига 
можно считать выясненной, однако теоретические построения, 
на которых основано это объяснение; далеко выходят за рамки 
настоящей книги и не могут быть здесь изложены. О тсы лая  
читателя к статьям, посвященным этому вопросу, мы ограни

*)  В  случае несовпадения уровней 2'̂ 8ч2 и возможны такж е спон
танные переходы Так как, однако, вероятность перехода про
порциональна кубу частоты, то ввиду близости уровней вероятность этих пе
реходов ничтожно мала.



чимся здесь немногими за м е ч а н и я м и *) .  Согласно современным 
представлениям физический «вакуум» отнюдь не является гео
метрической пустотой, но наделен определенными физическими 
свойствами. В  частности, в вакууме существуют «нулевые коле
бания» поля, аналогичные нулевым колебаниям линейного 
осциллятора. Эти нулевые колебания, воздействуя на электрон, 
заставл яю т его колебаться около некоторого среднего полож е
ния, что на небольшую величину изменяет его среднюю потен
циальную энергию и в свою очередь ведет к сдвигу уровней.

Вопрос о причинах сдвига энергетических уровней электро
нов относится к кругу фундаментальных проблем о структуре 
электрона, происхождении его массы, природы поля и т. п. Все 
эти проблемы выходят за рамки квантовой механики  и являются 
предметом изучения квантовой электродинамики. Некоторое 
представление об этой области читатель может получить из ст а 
тей, указанных в примечании к настоящему параграфу.

§ 76. Д ублеты  щелочных металлов

Формула тонкой структуры, выведенная в § 74, может быть 
обобщена на случай щелочных металлов. В  § 67 мы видели, что 
спектры щелочных металлов могут быть объяснены при помощи 
модели излучающего электрона. При этом, однако, возм ущ аю 
щее действие «остова», состоящего из остальных Z— 1 электро
нов, проявляется в том, что термы представляются не формулойр
Бальм ер а а формулой Ридберга рде

эффективное главное квантовое число. Если написать эту фор
мулу в виде /?2эфф/(я +  а)2, то она будет пригодна не только 
для нейтральных атомов щелочных металлов (Zэфф =  1), но и для 
ионов, имеющих один валентный электрон, например М§+(2эфф =  
=  2 ) ,  А1++(2эфф =  3) и т. д. Д алее ,  вместо того чтобы вводить 
поправку в знаменатель бальмерова терма и писать формулу

Ридберга в виде ■ можно с таким ж е успехом

ввести поправку в числитель и писать ту ж е  формулу в виде
—  а)^1п ,̂ где п, как и в формуле Бальм ера, —  главное кван

товое число, в  таком виде мы у ж е писали формулу для рентге
новских термов в т. I, § 36. П оправка а имеет ясный физический 
смысл: Z — a  есть «эффективный» заряд  ядра и, следовательно, 
величина а характеризует экранирование заряда ядра электро
нами остова.

^ 76] Д У Б Л Е Т Ы  Щ Е Л О Ч Н Ы Х  М Е Т А Л Л О В  3 0 7

*)  См. статью Я. А. С м о р о д и н с к о го ,  УФН, т. X X X IX ,  325 (1949), 
а такж е более доступно изложенную статью В. В е й с к о п ф а ,  УФН, т. Х Ы ,  
165 (1950).  См, также сборник статей под ред, Д .  Д .  И в а н е н к о  «Сдвиг 
уровней атомных электронои», И Л , 1950.
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Этпм замечанием можно воспользоваться для того, чтобы 
полуэмпирнчески обобщить формулу тонкой структуры на сл у 
чай щелочных металлов и аналогичных нм ионов. Формула тон
кой структуры (74.16) поэтому приобретает вид

( г - а у  /  1 3 \Д7’ =

> + -2
4/г

Здесь  у ж е не получается совпадающих подуровней потому, 
что сами термы 5, р, й различны. В соответствии с двумя во з

можными значениями / =  / ±  у  каждый терм дает начало

двум подуровням, обусловливающим дублетную структуру 
спектральных линий щелочных металлов.

§ 77. Сложный эффект Зеемана

В се  атомы, имеющие один излучающий электрон, т. е. атомы
Н, Не+, Ы++, Ве+++ и т. д., а т ак ж е  нейтральные атомы первой 
группы периодической системы в слабом магнитном поле даю т 
сложный эффект Зеемана. В  случае простого эффекта (т. I,  
§ 7 7 ) ,  как известно, получается три линии при наблюдении в 
направлении, перпендикулярном к полю, и две — при наблюде
нии вдоль поля. Величина смещения при этом вы р аж ается  фор
мулой Лоренца I

см~\ (77 .1)

Опыт показал, что такое расщепление даю т только линии, не 
имеющие тонкой структуры (так называемые синглеты );  для 
дублетов и линий с более сложным расщеплением (триплеты 
и т. д.) получается, как правило, сложный эффект: общее число 
компонент оказы вается  большим и притом четным, а величины 
расщепления не совпадают с нормальным лоренцовым расщ еп
лением. ^

На рис. 42  приведено три примера эффекта Зеем ана: на оди
ночной линии цинка— простой рффект: на дублете натрия — 
сложный эффект, 10 компонент^ на триплете цинка —  такл<е 
сложный эффект, 18 компонент. Что касается  величины расщ еп
ления в сложном эффекте, то имеет место замечательный закон: 
величина смещения в сложном эффекте всегда  составляет р а 
циональную дробь норм ального лоренц ова смещения-, например, 
если обозначить нормальное смещение (77.1) через то ком
поненты расщепления главной серии таковы:

± 7 з ^ , ;

~  ±  ±  ±  5/зV̂ ..
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К ак видно, во всех случаях знаменатель дроби один п тот ж е ,  
именно 3. Д л я  расщепления триплета главной серии (например,.

простой

редкий тртлет

ш ш ?

Рис. 42. Простой и сложный эффекты Зеемана при наблюдении перпенди
кулярно магнитному полю.

триплета цинка, рис. 42)  имеется такж е характерный знам ена
тель 2; сами расщепления вы р аж аю тся  прп этом такими дро
бями, как 7 2 VL; У2 ^ь{ =  Уь),^1- 2̂ ь и т. д.

§ 78. feop и я  сложного эффекта Зеемана. Слабое поле

Векторная модель позволяет объяснить причину возникнове
ния сложного эффекта Зеемана и все его особенности. Р а сс м о т 
рим поведение атома с одним валентным электроном в магнит
ном поле. К ак мы у ж е видели в § 74, в отсутствие поля векторы
1 и 5  вследствие имеющегося меж ду ними магнитного взаим о
действия соверщают прецессию относительно направления пол
ного момента импульса ]. Если поместить такой атом в магнит
ное поле, то явления будут протекать несколько различно в з а 
висимости от того, будет ли это поле сильным или слабым. При 
эхом понятия «сильное» и «слабое» поле определяются в данном 
случае следующим образом; если зеемановское расщепление,
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вы зы ваемое полем, мало по сравнению с естественным мульти- 
плетным расщеплением, то поле называется слабым. Из этого 
определения следует, что численная величина «слабого» поля 
в разных случаях будет весьма различна. Так, например, для 
водородных линий вследствие узости их мультиплетного р ас
щепления поле в 8000 эрстед будет у ж е сильным, а для лития 
сильным является поле с напряженностью, не меньшей 50 000 
эрстед.

Рассмотрим сначала действие слабого поля- В этом случае 
взаимодействие векторов I и 8  меж ду собой значительно больше 
их взаимодействия с полем. Вследствие этого нецелесообразно 
рассматривать 1 и 8  отдельно, но следует рассматривать их 
сумму, вектор В о  внешнем магнитном поле т. е. численное 
значение момента импульса, остается константой движения, но 
вектор ] не будет константой движения, так как направление его 
не сохраняется. В  самом деле, с механическим моментом ] с в я 
зан соответствующий ему магнитный момент, вследствие чего 
атом во внешнем поле ведет себя и как волчок, и как магнит. 
Внешнее поле стремится установить атом-магнит по своему на
правлению, но гироскопические свойства атома этому препят
ствуют. Т ак  как, с другой стороны, и численное значение |Л, и 
его проекция на направление поля (т. е. угол меж ду и направ
лением поля) сохраняются, то единственное движение, которое 
м ож ет соверш ать атом, есть прецессия. Ввиду относительной 
слабости внешнего поля по сравнению с внутренним полем, 
связывающ им I и 8  угловая частота прецессии j  относительно 
направления поля Ж значительно меньше угловой частоты внут
ренней прецессии I и 8  относительно ].

Д обавочная энергия, приобретаемая атомом в поле, есть 
энергия магнитного диполя с магнитным моментом Му в поле 
т. е. она р а в н а —  {М.]Ж). Эту добавочную энергию следует рас
сматривать как малое возмущение, вследствие чего соответст- 
вующее изменение уровней энергии будет равно среднему значе
н и ю —  (М ;< ^ ) ,  которое нам и следует вычислить. Т ак  как ни 
поле <%', ни угол меж ду М; и Ж  1̂ е меняются, то дело сводится 
к вычислению среднего значения M j для невозмущенного состоя
ния, т. е. в предположении, что внешнее поле отсутствует.

С этой целью мы п-режд^, всего построим соответствующие 
векторные суммы, причем, хотл  направление векторов орбиталь
ного и спинового магнитных моментов вследствие отрицательного 
знака заряда электрона противоположны направлениям соот
ветствующих векторов механического момента,—  для упрощения 
чертежа мы будем строить соответственно векторы 1 и М;, 8  и

в одном направлении. На рис. 43 представлена необходимая 
нам векторная модель: векторы I и 8, склады ваясь , даю т вектор 

Векторы М; и Мз по указанной причине отложены соответст
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венно в направлениях векторов I и 8. Однако направление век
тора М ; не совпадает с направлением вектора Причина это
г о —  в том, что отношения |М;|/|1| и |М^|/|8| не одинаковы, но 
второе отношение вдвое больше первого:

| М г 1  _  ё I М ,  I _  о  е
I I I  2цс  ’ I 8  I ^ 2цс •

I Т а к  как мы вычисляем среднее значение Mj в отсутствие внеш
него поля, а при этом условии направление вектора полного мо
мента импульса j постоянно, то пре
цессии I и 8  относительно направ
ления j  увлекаю т за собой и вектор 
Mj, который т а к ж е  должен прецес- 
сировать относительно того ж е  на
правления (точнее —  его продолж е
ния). Р азл ож и м  теперь вектор М; 
на две составляющие: параллельно 
и перпендикулярно к j  и обозначим 
эти составляющ ие через Мц и Мх.
Среднее значение М,- равно сумме 
средних значений Мц + ¿ M x .  Но 
вследствие сохранения угла мел<ду 
M j и j  среднее значение M¡\ сохра
няется равным просто iWII, а среднее 
значение М± за промежуток вре
мени, большой по сравнению с пе 
риодом быстрой внутренней прецес
сии, есть нуль, так как вследствие 
прецессии Mj для каж дого  значения 
М± в течение этого промежутка времени найдется противопо
л ож н ое ему по знаку. Итак,

M/ =  AÍ„,

и наша задача свелась  к вычислению М\\.
Из рис. 43 видно, что

ЛГ|| =  M /cos(l,  j )  - f  Ais cos (8 ,  j )  =

=  ¿  (Г  cos (I, j )  - f  2s- c o s (S ,  j ) } .  (78.1)

Величины косинусов вычисляются при помощи той ж е теоремы 
элементарной тригонометрии, которой мы пользовались для вы
числения cos (1 ,8 )  (см. рис. 3 9 ) :

Рис. 43.

C 0 S ( 1 ,  j ) :

/•2 _  ,̂2 

21'Г COS ( 8 ,  j ) : 2s*r
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П одставляя  эти значения косинусов в (78 .1 ) ,  получаем

ей З Г  +  s ’ " -  /• eft г г  +  -  Г
2цс 2у*

где введено обозначение
2цс 2/

.*2
еЬ

(78.2)

или, заменяя /*, s*, j* их значениями,

а -  1 I / ( / + l) +  s ( s +  ! ) - / ( / +  1) 
« 2/(/+|)

Итак,
(78 .3)

(78.4)

Т а б л и ц а  V

М н ож и тель  Л ан де д ля  а т о 
мов с  одним излучающим 

электроном

M r  =  М|| =  g i * M o  =  g V  i U + ^ )  M e ,

где Aio —  магнетон Бора. Мы видим, что в формуле (78.4) поя
вился новый множитель g, вы раж аемы й формулой (78 .3 ) .  Этот 
множитель, называемый множителем Ланде, играет в теории 
слож ного эффекта Зеемана решающую роль.

Множитель Л ан де может быть заранее вычислен для всех 
состояний одноэлектронных атомов (s всегда равно ‘/гО- Приво

димая ниже таблица значений g  
(табл. V) понадобится нам в д а л ь 
нейшем.

О братимся теперь к вычислению 
изменения уровней энергии под дей
ствием внешнего поля Ж. По ск а 
занному

А £  =  -  (М/Ж)  =  -  Л1||5̂  cos ( j,  Ж)=^

=  gMo^Sr cos а ,  Ж ). (78 .5)

Это изменение энергии уровней 
V имеет квантованные значения, так  

как вследствие пространственного квантования произведение 
У c o s ( j 5 i i ) ,  равное магнитному квантовому числу т, может при
нимать избранные значения

in =  i, ( / - 1 ) ........... - ( / - 1 ) ,  -/■  (78.6)

—  всего 2 / 1  значений. Итак, изменение уровней энергии во 
внешнем магнитном поле равно

Д £  =  gmMoW. (78 .7)

Принимая во внимание (78 .6 ) ,  мы видим, что в магнитном поле 
каж ды й уровень энергии распадается  на 2 / +  1 тесно располо
женных уровней. Таким образом, уровень расщепляется на

/='/2 Чг Vi V2

2S 1 = 0 2

2р
Ю
2F

1
2
3

7 з

Vs Vb
Vr
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д ва  подуровня; уровень —  т ак ж е  на два  подуровня; уро
вень —  на четыре и т. д.

Вычислим теперь частоты, излучае]^1ые в магнитном поле. П а  
условию частот имеем

h (со +  А(о) =  (£ | +  Ä f i )  —  (£2 +  AE-i).
Принимая во внимание, что Е\— £ 2  =  iw , где со— частота в от
сутствие поля, получаем

Й Асо =  А £ , ~  А £2 =  [tnxg\ —  m ĝ-i) —  mag.,) М.

Д л я  отыскания Av в см~  ̂ следует разделить на Ьс\

Av =  {m^gi — m^gi) Ж .

Условимся за  единицу расщепления брать нормальное лорен- 
цово расщепление

тогда в этих единицах

ä v  =  niigi — m^g .̂ (78.8>

Это и есть формула расщепления в сложном эффекте Зеем ан а.
Т а б л и ц а  V I

1=0, i='k. g  =  2

т = +  Ч2 - Ч 2
mg = +  1 -  1

1 =  1, ! =  ‘ /2 , 8 =  Чз

т = +  ' /2
- ' / 2

mg  = +  'Ао - ' /з

/ =  1, i  =  V2 8  =  7 з

т = +  V2 +  Ч2 - Ч 2 - V 2
mg  = +  V 3 +  V 3 - V s - V s

Д л я  вычисления расщеплений по формуле (78.8) необходима 
иметь в виду, что не всякие два подуровня могут комбиниро
ваться : возможности переходов ограничены правилом отбора 
для магнитного квантового числа Аш =  О, ± 1  (§ 6 5 ) .  Д л я  ил
люстрации вычислим расщепление головного дублета главной 
серии натрия (£)-линии), состоящего из линий[

Я =  5895 ,930А , — 2 5 ,,̂ ,

Я =  588 9 ,9 6 3 А, —
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С начала найдем расщепления отдельных уровней, т. е. значения 
произведений тц, а затем вычислим разности гп\д\ —  для 
переходов, удовлетворяющих правилам отбора Д т  =  О, ± 1 .

„  т щ
---------------------------------- 3/2 %

V
-------

гр 'ипи

'п

\
■ % %  
'->/г -%  

'/з
■->/г -̂ 3 

/

- '/г

р \ 11 1 ^ 1  1 дыч.

■ ■ ■ II ¡ « 1
Рис. 44. Расщ епление дублета главной серии натрия.

Набл

Значения множителей Л ан де заимствуем из табл. V. Р езул ьтаты  
вычислений т д  ириведены в табл. VI.

Теперь можно найти расщепление линий * ) .
1. Линия Ои -  2 5 , я =  5895 ,930  А.

Начальное состояние
пг =  +  у

X
Конечное состояние — 1

Расщепление

Часто ЭТО записы ваю т сокращенно в виде

*)  Стрелками показаны переходы, удовлетворяющие правилам отбора.
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2. Линия 02-. К =  5889 ,963  А.

Н ачальное состояние

, 3  . 1
т — I ~2 ’ У  ’

X
Конечное состояние

I 6 , 2  2 6
> ^ § -  +  Т ’ + - 3 -  - у .  - - 3

Расщепление
+  5, + 3 ,  +  1, -  1, - 3 ,

К ак мы видим, обе линии даю т 4 +  6 =  10 компонент. На рис. 44 
приведены схемы уровней и сравнение теории с опытом.

§ 79. Теория сложного эффекта Зеемана. Сильное поле

В 1912 г. Пашен и Б а к  открыли интересное и важ ное явление. 
О казы вается ,  что в очень сильных полях сложный эффект 
Зеем ана вновь превращ ается  в простой: слож ная картина р ас
щепления заменяется простым триплетом Лоренца. Это явление 
назы вается  магнито-оптическим превращением или эффектом 
П аш ен а— Б ак а .  Векторная модель д ает  очень простое объясне
ние и для этого явления.

Сильным мы называем в данном случае такое поле, которое 
вы зы вает  расщепление, значительно превосходящее естествен
ное мультиплетное расщепление (см. § 7 4 ) .  Л егко  видеть, что 
величину расщепления мы можем считать мерой энергии взаи м о
действия. Поэтому в сильном поле энергия взаимодействия I и 8 
с полем значительно превосходит их энергию взаимодействия 
м еж ду собой.' В  этом случае не имеет смы сла говорить о век
торе ], так как каждый из векторов 1 и 8  в первом приближении 
ведет себя независимо от другого. Энергия возмущения стацио
нарного состояния с уровнем Е  будет теперь просто суммой

А Е = - [ ( М 1 Ж )  +  ( М М

Согласно теории возмущений усреднение следует производить 
для невозмущенного состояния. Таковы м в данном случае будет 
состояние, описываемое векторами I и 8 ,  связь  меж ду которыми 
отсутствует. В  этом случае оба момента 1 и 8  являю тся констан
тами движения, константами являю тся и их проекции 4  и на 
ось г. Поэтому углы меж ду 1 и осью г  (направлением поля),  
м еж ду  5  и осью г  остаются постоянными, а потому в результате



возмущения, вызываемого внешним полем, каждый из векторов 
прецессирует относительно направления поля независимо от дру
гого. При этом, однако, угловая частота прецессии 5  вдвое 

'больше угловой частоты прецессии 1. В результате этой прецес
сии среднее значение М; оказы вается  равным среднему значению 
проекции М; на направление поля, так как среднее значение нор
мальной составляющей за промежуток времени, достаточно 
большой по сравнению с периодом прецессии, равно нулю, т. е.

М; =  =  — т , — тгМо

3 1 6  с п и и  [ГЛ V I I

и аналогично для спинового магнитного момента

еЬ 
2цс

М ы  находим, таким образом.

-  (МгЖ) =  -  (МгЖ) =  т1МоЖ
и

-  (т ,Ж ) =  -  ( М , ^ )  =  2т,М'оЖ,
т а к  что

АЕ =  {Ш1 +  2т,) МоШ.

ЛАагнитное квантовое число т ;  может принимать 21 +  1 целых 
значений

т г  =  /, / - 1 ,  О, - ( / - 1 ) ,
\

магнитное квантовое число спина имеет два возможных зн а
чения: "

2 2ИЛИ — -5-.

Р азн ость  энергий двух уровней поэтому в первом приближении 
равн?!

( £ ,  +  —  (£ 2  +  АЕ^) =  Й (со Ч- Асо),
откуда

й Аш =  АЕ, —  АЕ2 =  (А/П/ +  2 Ат,) М '̂Ж. 

Расщ епление Ау в ан~  ̂ будет равно

П равило отбора для /я; требует, чтобы

Ат/ =  0, ± 1 ;

=  (А/п, +  2 Ат,) ^  Ж см~\ (79.1)
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ЧТО ж е  касается  Шв, то его изменение ограничивается законом 
сохранения спина: переходы возможны меж ду состояниями с 
одинаковыми проекциями спина, т. е.

Ат, =  0.

Поэтому формула (79.1) дает окончательно

Av =  О, ±  Av ,̂,

т. е. простой триплет Лоренца.
При более точном расчете расщепления следует принять во 

внимание взаимодействие векторов 1 и 8. Энергия этого взаи м о
действия того ж е  порядка величины, что и энергия взаимодей
ствия, обусловливающ ая естественное (в данном случае дублет
ное) расщепление линий (см. § 7 3 ) .  Т ак  как это расщепление 
мало по сравнению с расщеплением в сильном магнитном поле, 
то учет взаимодействия вектора I и 8  дает тонкую структуру 
расщепления в эффекте Паш ена —  Б ака.

П. Л . Капица изучал эффект Зеемана в сверхсильных магнит
ных полях, получаемых при помощи разработанного им метода. 
Были использованы поля напряженностью вплоть до 320 000 э, 
а в качестве объектов выбирались дублет бериллия и линия 
цинка 4680 А. В  случае бериллия в максимальных полях расщ еп
ления достигало 5 , 5 А, в то время как дублетное расщепление 
нормального уровня составляло 0,65 А- Таким образом, получа
л ись благоприятные условия для осуществления эффекта П аш е
на —  Б ак а ,  который и наблю дался при этих условиях, причем во 
всех случаях рсщепление оказалось  пропорциональным полю, ь 
полном соответствии с тео р и е й *) .

*)  С методом получения сверхсильных магнитных полей, разработанным 
и осуществленным П. Л . Капицей, можно познакомиться из блестящих попу
лярных статей П. Л , Капицы, вошедщих в недавно изданную его книгу: 
Л .  Л . К а п и ц а ,  Эксперимент. Теория. Практика. «Наука», 1974.
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§ 80. Принцип тождественности одинаковых частиц

Д о  сих пор мы имели дело с атомами или ионами, спектр 
которых обусловлен движениями одного электрона. Это были 
либо водородоподобные системы, состоящие из ядра и одиого- 
единственного электрона, либо атомы щелочных металлов, 
спектр которых обусловлен двил<ением такж е одного электро
н а —  именно валентного, или излучающего электрона. Теперь 
мы перейдем к рассмотрению многоэлектронных систем и нач
нем с формулировки и обсуждения особенностей систем, состоя
щих из некоторого числа абсолютно одинаковых частиц, нанри
мер электронов. Подобные системы обладаю т в квантовой м еха
нике особыми свойствами, вытекающими из так называемого 
принципа тождественности одинаковы х частиц. Чтобы формули
ровать этот принцип, рассмотрим совокупность любых одинако
вых частиц. Хорошим примером таких частиц могут быть систе.мы 
некоторого числа электронов. Последние, как известно, облад аю т 
той удивительной особенностью, что они ничем друг от друга не 
отличаются. Представим теперь себе, что мы поменяли местами 
два электрона, переставив один на место другого. Поскольку 
электроны абсолютно тождественны, такая перестановка не при
ведет ни к каким изменениям и не см ож ет быть обнаружена экс
периментально: два  состояния —  до и после перестановки частиц 
мы должны считать за одно и то ж е  состояние, так как  их никак 
нельзя друг от друга отличить. В квантовой механике это об
стоятельство порождает некоторые явления, не имеющие места 
в классической механике.

Чтобы понять неизбежность этих специфических явлений, 
формулируем описанное свойство неразличимости систем одина
ковых частиц таким образом; в системах однаковы х микрочастиц 
возм ож ны переходы , которые ведут к экспериментально н ер аз
личимым состояниям. Имея это в виду, мы можем следующим 
образом описать разницу в свойствах систем одинаковых частиц 
в макроскопической физике и в квантовой физике. В классиче
ской механике (макроскопическая область) частицы, образую- 

.щие систему, хотя бы совершенно тождественные, можно пред
ставить себе перенумерованными. Это позволяет следить за  дви
жением каж дой из частиц, имеющей определенный номер и тем 
самы м выделенной среди остальных частиц. Пусть для опреде



;

ленности наша система состоит из двух частиц, например двух 
электронов. Перенумеруем эти электроны. Одному дадим Хо 1, 
а другому № 2. В  макроскопической области частицы движутся 
по определенным траекториям, а поэтому мы можем следить за 
движением электронов по этим траекториям и установить, на
пример, в каком месте в данный момент времени находится 
электрон № 1, а в каком месте —  электрон № 2. Нумерация 
имеет в данном случае вполне определенный смысл.

Совсем иначе обстоит дело в квантовой области. У ж е из со
отношений неопределенности следует, что для микрочастиц поня
тие траектории теряет смысл. Рассмотрим, например, соударе
ние двух микрочастиц. Если бы д а ж е  в некоторый момент перед 
соударением частицы были локализованы каж д ая  отдельно от 
другой, в дальнейшем волновые пакеты, представляюшие д ви ж е
ния этих частиц, будут перекрываться, и различение частиц те
ряет смысл.

Пусть состояние нашей системы в некоторый момент времени 
описывается волновой функцией ^{Х 1,Х2 ), причем через Ху обоз
начена совокупность всех координат одной частицы, а через 
Х2 —  совокупность координат другой частицы. Отметим, что 
имеются в виду декартовы координаты. Введем оператор пере
становки Р, действие которого состоит в том, что он меняет ме
стами частицы. Подействовав этим оператором на функцию 
'^{Х1,Х2 ), мы получим функцию, описывающую систему с пере
ставленными одна на место другой частицами, т. е. •\̂ {Х2,Х\). 
В  силу принципа тождественности одинаковых частиц мы не мо
жем отличить получаемую систему от исходной. Другими сло
вами, для невырожденных состояний волновая функция 
Р\^{Х],Х2 ) может отличаться от функции ^(х\,Х2 ) только посто
янным множителем. Итак

Р^(х^, х,.) =  'ф(л;2, лг,) =  а\1)(л:,, Хг). (80.1)

Д ействуя оператором Р  второй р аз  мы, очевидно, придем к ис
ходному состоянию

(Х[, л;,) =  Ря15 {х, ,х^) =  Раг]) (Ху, х^) =  ( х , , Хз) =  я]) (л:,, х^), (80.2)

откуда собственное значение оператора Р  ̂ суть а  ̂ =  \, а соб
ственные значения оператора Р  суть а  =  ± 1 .  Следовательно,

11)(л:,, х , ) =  ±  ■ф(д;2, л:,) (80.3)

мы теперь видим, что принцип тождественности одинаковых ча
стиц ведет к определенному свойству симметрии волновой функ
ции. Действительно, из (80.3) следует, что при перестановке 
частиц волновая функция либо не меняется, либо меняет знак. 
Волновая функция, которая не меняется при перестановке 
частиц, называется симметричной относительно этих частиц,

■§801 П РИ Н Ц И П  Т О Ж Д Е С Т В Е Н Н О С Т И  О Д И Н А К О В Ы Х  ЧАСТИЦ 3 1 9
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волновая функция, которая при перестановке частиц меняет 
только свой знак, назы вается  антисимметричной. О бе эти функ
ции выражают тот факт, что состояние системы симметрично 
относительно полож ения входящ их в нее частиц. В  случае сим
метричной волновой функции это очевидно, в случае антисим
метричной функции симметрия состояния относительно полож е
ния частиц объясняется тем, что физический смысл имеет не 
са м а  волновая функция, но квадрат  ее модуля.

§ 81. Обменное вырождение

То особое свойство, которым обладаю т системы из несколь
ких электронов, мы выясним сначала на сильно схематизиро
ванном примере двух электронов, находящихся в простейшем 
поле. Пусть наши два электрона помещены в потенциальный 
ящик —  совершенно такой ж е, какой мы рассматривали в т. I,

§ 156 (рис. 4 5 ) .  Перенумеруем вре
менно электроны и припишем одному 
из них номер 1, а другому —  номер 2; 
координаты их будем обозначать соот
ветственно через XI и Х2. Оператор Г а 
мильтона для системы двух частиц в 
общем виде таков:

Я  — -----^  (А1 Д2) +  1̂ 1 +  ^2-}- 1!у2,

Рис, 45. Д в а  электрона в по- где И\ и И2 —  потенциальные энергии 
тенциальном ящике. каж дого ИЗ электронов в его поле, а

1 ! ] 2  —  потенциальная энергия их взаи 
модействия, т. е. энергия их кулоновского отталкивания, равная 
е'̂ ]г. Уравнение Шредингера Яг|5 =  напишется поэтому так:

(81.1)2т
(Д1 +  Аг) 'Ф +  —  ^1 ^2 ^ 12) Ф —  О-

Функция г}з зависит от координат обеих частиц

ч1:==а|з(х1, Х2),

причем оператор Д1 действует только на координату Хи а опера
тор Дг—  на координату Х2 . В  данном случае

дх^
До =

дх1

Что касается  потенциальной энергии, то 11\ есть функция только 
X, и 2 —  только Х2 , а 11x2 зависит и от ^1 и от Х2 - В  уравнении

(81.1) при учете энергии взаимодействия разде

ляю тся переменные, поэтому для его решения нужно восполь-



§ 81] О Б М Е Н Н О Е  В Ы Р О Ж Д Е Н И Е  3 2 1

зеваться  теорие!! возмущений. В нулевом приближении пола
гаем Ип =  О и получаем

дх\ дх2 п-

В этом уравнении переменные легко разделяются. Ищем его ре
шение в виде произведения двух функций

П одставляя в (8 1 .2 ) ,  получаем

(^1) {Х2) +¿¡х, ёхт,

+  ^ [ Е - и ,  (X,) -  и , (X,)] (X,) • (X,) =  0.

1 “ -̂ 2 
2г 
Ъ

Делим на ф<’)(л:1) •г|з<2)(л:2) и производим перегруппировку членов

+

ф' ' (^2) ёх^
_  '2т р
-

П ервая скобка зависит только от Хи вторая —  только от Х2, а 
сумма их есть постоянная. Поэтому к аж д ая  из скобок в отдель
ности равна постоянной. Обозначая эти постоянные соответ

ственно, через ^  и £ ’<^\получаем, во-первых, два  урав

нения:

я!.'*' (^1) +  ^  -  и ,)  (X,) =  О, (81.3)
йХ̂  и

(^2) +  ^  -  и 2) (хг) =  О, (81.4)
¡1X2 Ь

а во-вторых, видим, что
£ ( * )4 _ £ ( 2 )  =  £^

т. е. что энергия системы равна сумме энергий ее частей — р е 
зультат тривиальный; его и нул<но было ожидать, так как, по 
предположению, взаимодействие меж ду электронами отсут
ствует.

Мы получили два уравнения (81.3) и (8 1 .4 ) ,  которые совпа
даю т с уравнением (156.1)  т. I;  очевидно такж е ,  что и краевые 
условия в том и другом случаях одинаковы. Поэтому все резуль-

¡1 Э. в. Шпольский, т, И
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таты, найденные в § 156, применимы и к нашим уравнениям. 
Следовательно, собственные функции и таковы;

=з1п/г^.Х\
ЯХ|

яхг

где I —  линейные разме-ры ящика. Собственные значения энер
гии обоих электронов равны соответственно

£0» = « 2

£(2,
«л:,

2т/2

2т/2 '

целые числа. Соб-где Пх, и «X, 
ственная функция системы есть

ф =  (л:О • (л'г) =

=  З Ш  Пх,
ПХ1

8 Ш  Пх,
ПХ2 (81.5)

Рис. 46. И ллюстрация возмол<ных 
состояний системы д вух  электро

нов.

а соответствующ ая 
равна

.Т12Й2
2т/2

ей энергия

К ,  +  о -

Сравнив эти результаты с те
ми, которые были найдены в т. I 

§ 162 для случая одного электрона в трехмерном потенциальном 
ящике, мы без труда поймем, что задача о системе двух  частиц 
в одномерном потенциальном ящике эквивалентна задаче об 
одной  частице в двумерном  потенциальном ящике, а именно — в 
квадратном ящике со стороной I. Аналогично тому, как мы по
ступали в § 162 т. I, мы теперь можем для наглядного изобра
жения возможных состояний системы представить себе плоскую 
квадратную сетку с шагом 1// (рис. 4 6 ) .  Очевидно, что каж дом у 
узлу этой сетки будет соответствовать одно (и только одно) со
стояние. Например, состоянию, в котором первый электрон на
ходится на первом уровне («х, =  1), а второй электрон — на 
третьем (Лх, — 3), соответствует точка Р  с координатами 1// и 
3//. Это состояние описывается функцией

. 7ХХ1 • л  ЗТЛГ2
01)1 ^  ЗШ —р  5Ш 3 - у - .  

а соответствующая ему энергия будет равна

где Р  —  радиус-вектор, проведенный в Р  из начала координат.



Д о  СИХ пор мы как будто ничего нового не получили, а неко
торые наши результаты просто тривиальны. Однако имеется и' 
нечто новое и притом весьма существенное. Представим себе, 
что мы поменяли местами наши электроны, так что второй эл ек
трон находится теперь на первом уровне, а первый —  на третьем. 
Состояние системы представится функцией

. о  ЛХ1 . ЛХо
г1з_,.= ЗШ 3 - у -  ЗШ —р

и изобразится на нашей сетке точкой Q. Из того, что оба состоя
ния изображаю тся разными точками, видно, что это различны е  
состояния, но им соответствует одинаковая энергия, так как 
в том и другом случаях имеет одну и ту ж е  величину. То ж е 
будет иметь место и при других комбинациях квантовых чисел 
Пх, и Пх,.

Таким образом, мы видим, что состояние .с одной и той ж е 
энергией может быть осуществлено двумя способами —  либо 
как

либо как

Вспомним теперь, что мы лишь предварительно перенумеро
вали электроны (стр. 3 2 0 ) .  На самом деле вследствие полной 
тождественности электронов меж ду обоими рассмотренными со
стояниями, возникшими друг из друга путем перестановки эл ек
тронов, нет никакой разницы. Но в предыдущем параграфе было 
установлено, что волновая функция системы тождественных ч а
стиц долж на быть либо симметричной, либо антисимметричной 
относительно перестановки двух частиц. Д л я  двух невзаимодей
ствующих частиц решением уравнения Шредингера являются 
функции

г|,,=г1:(')(х,)ф<-^Чл:2) (81.6)
и

г1,, =  11)('>(л:2)Ф<'Ч^1). (81.7)

Эти функции в общем случае вообще не обладаю т свойствами 
симметрии. Однако в силу того, что они соответствуют одной и 
той ж е энергии системы, то тому ж е значению энергии принад
лежит любая линейная комбинация функций (81.6) и (81.7)

•ф == а115| +  (81.8)

Коэффициенты а и р  кроме случая, когда «х, =  Пх, можно вы 
брать так, чтобы функция (81.8) была симметрична или анти
симметрична относительно перестановки частиц. Действительно,

§ 81] О Б М Е Н Н О Е  В Ы Р О Ж Д Е Н И Е  3 2 3 '

11*
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при а  =  р функция (81,8) симметрична

=  а (11)1 +  г15.) =  а {г];"' (л:,) +  (лгг)!!)*^* (л:,)).

Если а  =  — р, то функция (81.8) антисимметрична:

=  а С'!’ ! —  ^г) =  а  (.яс,) (л:,) —  (л;,) ( х , ) } .

М ножитель а  легко найти из требования нормировки функций 
и Ы а .  П оскольку функции ^’ 1 И \1з2 нормированы, т о а =  1/1/ 2.

Д о  сих пор мы рассматривали функции (81.6) и (81.7) как 
функции координат частиц, характеризующих их положение в 
пространстве. Д л я  полного описания состояния частиц необхо
димо учес1 ь еще один параметр, а именно, проекцию спинового 
момента 5^. В  следующем параграфе будет показано, что учет 
спина при описании состояния системы одинаковых частиц при
водит к формулировке одного из важнейш их принципов кванто
вой механики —  так называемому принципу исключения, или 
принципу Паули.

§ 82. Принцип Паули

В предыдущем параграфе мы видели, что для удовлетворе
ния принципа тождественности частиц состояние системы д ол
жно описываться либо симметричной, либо антисимметричной 
функцией координат. Рассмотрим систему, состоящую из двух 
одинаковых частиц. Обозначив совокупность всех координат, как 
пространственных, так и спиновых соответственно цифрами 1 и
2, мы можем записать свойства функций двух частиц в виде 
равенств

о|;Л1-2) =  « Л 2 ,  1),

г1)л(1,2) =  - « ^ ( 2 ,  1).

П оложим для простоты, что частицы меж ду собой не взаимодей
ствуют и состояние каждой из частиц описывается функциями 
-фг и г];?,. Тогда функции системы частиц имеют вид

К2

(82.1)

Заметим такж е, что антисимметричную функцию можно пред
ставить в виде определителя

Ф г ( 1 )  Фг (2)

^й(1) М’а СЗ)
(82.2)



Д л я  последующего существенно заметить, что в формулах (82.1)
II (82 .2) значки I и к означают номера стационарных состояний, 
в которых находится каждый из электронов. Как нам у ж е из
вестно, в случае электрона в центральном поле три величины —  
энергия, момент количества движения и его проекция на о с ь —  
в стационарных состояниях имеют определенные значения, х а 
рактеризуемые квантовыми числами п, I, т, так что значку I 
соответствует тройка квантовых чисел Пи /¡, значку к —  
тройка чисел, пи, 1и, ть-

Соображения, развитые для системы двух частиц, как было 
указано в § 80, остаются в силе и для системы п тождественных 
частиц. В  этом случае без учета взаимодействия такую систему 
можно рассматривать как совокупность п индивидуальных си
стем, причем энергия Е всей системы в целом равна сумме энер
гий индивидуальных систем

Е = ^ Е , +  Е , +  . . .  + Е , .  (82.3)

Состояние системы т ак ж е  описывается произведением функций 

о|, =  -ф^(1)а1з^{2) . . .  г1)р(п), (82.4)

причем имеется обменное вырождение: при перестановке любой 
пары частиц функция г!? меняется; два  состояния, в которых л ю 
бая пара электронов обменивается местами, изображаю тся в 
пространстве конфигурации Зп измерений различными  точками. 
Энергия ж е остается одинаковой.

Так  как возможно всего п! перестановок, то энергии (82.3) 
соответствует га! функций вида (82 ,4 ) .  Вследствие этого вы р ож 
дения состояние системы следует описывать линейной суперпо
зицией функций

^  =  Е  Сг'Рг. (82.5)
I

М ожно построить га! таких линейных комбинаций, но среди них 
имеется одна симметричная и одна антисимметричная относи
тельно координат лю бой  пары частиц. Симметричная функция 
получается, когда все й  равны единице:

л|:5= - ^ { ф , ( 1)г1; Л 2) . . .  г1)Л « )  +  11’1(2)г|^2(1) . . .  г]), (га) +  . . . ) ,  у п\
(82.6)

где множитель 1/1/га! присоединен только для нормирования 
функции. Л егко  видеть, что функция (82.6) действительно сим
метрична; в самом деле, перестановка любых двух частиц ме
няет только порядок членов этой суммы, но не меняет ее вели
чины. Антисимметричную волновую функцию можно получить.

^ 82! П РИ Н Ц И П  ПАУЛИ 325
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составив определитель из функций отдельных частиц 1|51(1), 
т1)2 ( 1 ) ,  11)1 ( 2 ) ,  1|)2 ( 2 ) и т. д.;

V п\

1|51 ( I )  ф! (2) . . .  ф! [п] 
ф2 (I) ф2 (2) . . .  Фг («)

(1) Ф« (2) . . .  ф« (п)

(82.7>

То, что эта функция антисимметрична по отношению к коор
динатам всех частиц, видно из следующего; перестановка двух, 
частиц (например, 1 и 2) равносильна перестановке двух соот
ветствующих столбцов определителя, а при этом, как известно,, 
сам определитель меняет знак, сохраняя свою величину.

Согласно сказанному в § 80 для удовлетворения принципа 
тождественности микрочастиц волновая функция системы ча
стиц долж на быть либо симметричной, либо антисимметричной. 
О казы ваеася , что в природе существует и два типа частиц. Одни,, 
как, например, фотоны, характеризуются тем, что системы их 
описываются симметричными функциями; другие, как, напри
мер, электроны, протоны, нейтроны, описываются антисимметрич
ными функциями. Частицы первого типа называются частицами; 
Бозе, а частицы второго типа —  частицами Ферми по той при
чине, что к совокупностям первых применима статистика Бозе,, 
а к совокупности в т о р ы х — статистика Ф е р м и * ) .  Критерием, пО’ 
которому различаются эти частицы, является их спин; частицы 
Б озе обладаю т целым спином (включая спин, <равный нулю),, 
частицы Ферми —  полуцелым ('/2, /̂2 , ^ /2  и т. д.) Это следует из̂  
опыта и может быть т ак ж е  обосновано теоретически.

Если составная частица состоит из нескольких частиц Фер
ми (к а ж д а я  из которых обладает  полуцелым спином), то она 
принадлежит к частицам Б озе , когда в ее состав входит четное 
число частиц (и, следовательно, суммарный спин —  ц е л ы й ),  
и к частицам Ферми, если она состоит из нечетного числа 
частиц.

Электроны являются частицами Ферми: их спин равен 7г- 
Поэтому, как обобщение экспериментальных фактов для ниг 
формулируется положение: системы электронов встречаются № 
природе только в состояниях, описываем ых антисимметричными 
волновыми функциями. Это положение называю т принципом 
Паули, или принципом исключения, так как оно было формули
ровано (в другой форме) В. Паули еще до открытия квантовой, 
механики.

*)  См., например, В. Г. Л е в и ч, Введение в статистическую физику, 
Гостехиздат, 1950.



Из принципа Паули в указанной квантовомеханической фор
мулировке тотчас ж е  вытекает важнейш ее следствие, которое, 
собственно, и было первоначально открыто: в определенном  
квантовом состоянии может находиться не более одного элек
трона. В самом деле, если бы в одинаковом квантовом состоянии 
находилось два  электрона, то это означало бы, что г15(г(1) =  'фКЗ) 
при к ф  I. Но поскольку состояние системы описывается анти
симметричной функцией, в этом случае два столбца определи
теля (87.7) были бы равны меж ду собой, а такой определитель 
тождественно равен н у л ю * ) .  Следовательно, 1];^ =  О и, значит, 
состояние не осущ ествляется.

Если взаимодействие меж ду орбитальными и спиновыми мо
ментами мало, то полную волновую функцию можно предста
вить в виде произведения функции, зависящей только от коор
динат частиц, на функцию одних только спинов:

■ 1 1 5 ( 1 , 2 ,  п, 51 ,  52 ,  . . . ,  5 „ ) = = г 1 5 ( ^ , ,  ^ 2, •••> 9 „ ) ф ( 5 1 , 5 г ,  5 „ ) ,

(82 .8 )

где <71, (72, <?п—-совокупность всех координат положения ча
стиц, а 5], $2 , 5п —  переменные («координаты») их спинов. 
Построенная таким образом полная волновая функция будет 
удовлетворять уравнению Шредингера, если ее координатная 
часть 'ф(^1, (¡п) удовлетворяет этому уравнению. Это сл е
д у е т  из того, что в оператор энергии, применяемый в уравнении 
Шредингера, не входят операторы, действующие на переменные 
спина 5г.

Принцип Паули требует, чтобы полная волновая функция
(82.8) была антисимметрична как по отношению к координатам 
положения, так и по отношению к переменным спина. Но обе 
функции г|) и ф, к аж д ая  в отдельности, могут быть как симмет
ричными, так и антисимметричными. Согласно принципу Паули 
только произведение их должно быть антисимметричной функ
цией. Очевидно, что функция Ч'' будет симметрична, если 'ф и ф 
одновременно симметричны или антисимметричны:

^5 ' =  ^5^5’ ^ 1 ’ =  (82.9)

В самом деле, перестановка частиц означает как перестановку 
■координат в функции г}), так и перестановку переменных спина 
в ф. Если при этом обе функции либо не меняют свой знак, 
либо меняют его одновременно, то не меняется, т. е. является 
симметричной по отношению к перестановке частиц.

-§ 82] П РИ Н Ц И П  ПАУЛИ 3 2 7

*)  В  самом деле, п ерестан овка двух одинаковых столбцов не меняет оп
ределителя. Но, с другой стороны, при перестановке столбцов определитель 
должен изменять свой знак. Оба требования могут быть удовлетворены 
только в том случае, когда определитель тождественно равен нулю.
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Аналогично, если одна из функций, например г|з, aнтиcи^!- 
метрична, а другая, ф, симметрична, или наоборот, г]; симмет
рична, а ф антисимметрична, то произведение их будет функ
цией, антисимметричной относительно перестановки частиц. 
Следовательно, имеются две возможности для получения пол
ной антисимметричной волновой функции;

г|)(1) = (82 .10)

В, следующих параграфах мы разберем подробно на примере 
системы двух электронов гелия образование таких полных вол
новых функций и нх симметрию.

Антисимметричную спиновую функцию ф а(5ь . . . ,  Зп)  м ож 
но приближенно представить так же, как и \|)а, в виде опре
делителя, составленного из спиновых функций отдельных эл ек
тронов. Из этого следует, что, как  бы ни представлялась пол
ная антисимметричная волновая функция, в виде ли 4 1̂’* или 
¥ а * ,  она долж на быть равна нулю, если в системе имеется 
два  электрона, находящихся в одинаковом квантовом состоя
нии, описываемом полной системой квантовых чисел, т. е. 
всеми четырьмя квантовыми числами п, /, /, т или п, /, /П;, т .̂ 
Итак, в атоме не может быть больш е одн ого  электрона с опре
деленными значениями всех четырех квантовых чисел. В  этом 
и состоит элементарная формулировка принципа Паули.

§ 83. Спектр гелия. Парагелий и ортогелий

Перейдем теперь к рассмотрению конкретных систем, со
стоящих из нескольких' одинаковых частиц. Простейшим при
мером таких систем являю тся атомы или ионы, электронная 
оболочка которых состоит из двух электронов. Это —  атом 
гелия и аналогичные ему ионы: Ы + ( 2  =  3 ) ,  В е + + (2  =  4 ) ,  
В + + + (2  =  5) и т. п. Остановимся на описании спектра гелия 
в качестве характерного примера. Наиболее зам ечательная 
особенность спектра гелия заклю чается  в том, что в нем встре
чаются те ж е  серии, что и у атомов щелочных металлов, но к а ж 
дая серия представлена в двух экземплярах: имеются две гл ав
ные серии с различными пределами, две резкие, две диффуз
ные серии и т. д. Эти вторые экземпляры серий отличаются, 
однако, от первых своей структурой: в то время как линии 
Б одном экземпляре всегда простые (сииглеты), во в т о р о м —  
к аж д ая  из них расщепляется на три линии; они являю тся, как  
говорят в спектроскопии, триплетами.

Наиболее известная из спектральных линий гелия ж елтая  
линия Оз —  именно та линия, благодаря которой гелий был 
открыт впервые в спектре солнечных протуберанцев (18 а в 



густа 1868 г .) ,  —  иа самом деле является триплетом с дли
нами волн, указанными в следующей таблице:

§ 8 3 ]  С П Е К Т Р  Г Е Л И Я . П А РА Г ЕЛ И Й  И О Р Г О Г Е Л И П  .329

О т и о с и т е л Е ! '  
п а я  и н т е н с и в 

н о с т ь

5875,963
5875,643
5875,601

Как видно из таблицы, расстояние в шкале длин волн 
меж ду двумя последними линиями составляет  всего 0,042 А, 
ввиду чего долгое время эти линии принимались за одну, и х а 
рактерная линия Оз считалась дублетом. Триплет является 
первым членом первой побочной серии триплетов. Гл авн ая  с е 
рия триплетов гелия леж ит в инфракрасной части спектра. Н а 
против, соответствующие серии синглетов л е ж а т  преимуще
ственно в ультрафиолетовой части спектра.

Ввиду такого резкого различия в характере спектральных 
серий и их дублирования первоначально была вы сказана гипо
теза, что гелий на самом деле является смесью двух элементов, 
из которых один —  именно тот, который дает триплетиые серии 
и. в частности, линию /)з, —  был назван ортогелием, а другой —  
дающий сииглетные серии —  парагелием или, короче, паргелием.

Эта гипотеза, как казалось, подтверж далась тем, что не 
было известно никаких комбинаций меж ду системами синглет- 
ных и триплетных уровней энергии, так что каж дая  система 
серий (синглеты и триплеты) была замкнутой.

Гипотеза эта оказалась , однако, неправильной. К ак мы уви
дим в дальнейшем, возникновение двух сильно смещенных отно
сительно друг друга замкнутых серий термов является сл ед 
ствием свойств симметрии системы двух электронов гелия, с в я 
занным с неразличимостью электронов, а причиной замкнутости 
серий является особое правило отбора —  так  называемый з а 
прет интеркомбинаций, в силу которого триплетиые уровни ком
бинируются только с триплетными, а синглетные —  только с син
гл етными.

На рис. 47 приведена схема уровней энергии атома гелия и 
показаны возможные переходы. Здесь  видно, в частности, что 
запрет интеркомбинаций не является  абсолютно ж естким пра
вилом отбора, так как имеется линия —  правда, в виде един
ственного исключения —  с длиной волны 591,6 А (крайний ульт
рафиолет), которая возникает в результате комбинации три
плетного уровня ^^1,2 и синглетного '5о.

Ошибочно было бы думать, что эти особенности спектров 
являю тся мелкой деталью, интересной только для узких целей
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спектроскопии. На самом деле в них проявляются чрезвычайно 
важ ны е особенности систем из нескольких электронов. Именно 
поэтому мы и остановились на них подробнее.

§ 84. Уравнение Шредингера для двух электронов 
в центральном поле

Обратимся теперь к теории атома гелия. Нам необходимо 
•ознакомиться прежде всего с математическим аппаратом, при
меняемым для р еш ен и я 'зад ач  об атомах с двумя или вообще 
несколькими электронами. Уравнение Шредингера, которым мы 
пользовались в случае водородоподобных атомов и во всех 
дальнейших рассуждениях, пригодно для случая одного валент
ного электрона. Д л я  более сложных систем оно должно быть 
соответствующим образом обобщено.

Начнем с установления уравнения Шредингера для случая 
.двух электронов в центральном кулоновском поле. Рассмотрим 
систему из двух электронов, находящихся под действием непо
движного заряда + ^ е ,  сосредоточенного в начале координат. 
Гамильтониан такой системы в классической механике есть

2то

Радиус-векторы Г1 и Гг, проведенные к электронам из центра си
стемы, т. е. из начала координат, определяют положение этих 
частиц. Потенциальная энергия и  (гь Гг) равна сумме кулонов- 

■ских потенциальных энергий притяжения электронов к ядру 
плюс потенциальная энергия отталкивания одноименно за р я ж ен 
ных электронов

7е2 7д2 д2
¿/(г„Г2) =  - ^ - - ^  +  ^ - ,  (84.2)

где Г12 —  расстояние электронов друг от друга. Итак, класси
ческий гамильтониан системы равен

+  ■ (84.3)

От этого классического гамильтониана переходим к квантовому, 
.заменяя составляю щ ие импульсов операторами

Ь д  ^  й а
У' / ду1 ’ Р̂ 1 I дхг 

Ь д Ь д
Рхг

( (Зх] 
П д

Р у . - г ду2 Р г - дгз
(84.4)
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где индексы 1 и 2 у казы ваю т на то, что дифференцирование 
надо производить по координатам либо первого, либо второго 
электрона. Потенциальной энергии сопоставляем оператор ум
ножения на функцию координат (84 .2 ) .  В  результате получаем 
оператор
^  ^  _  » 2 / 5 2  , <52 , <92»2

( 1
<52

2//!| ду]
[ ¿2

1
2т•2 ^̂ 2

аг?
Э2

Й2
4- ( —  —  —  —  +  —   ̂

г,  г., г2 '12/ 

/"а)- ( 84 .5 )
г=1,2

П оскольку гамильтониан Я  зависит от шести координат, 
■ф-функция зависит от тех ж е  шести координат:

г1) =  г15(л:1, г/1, 21, л:., у.„ 2 .2). (84 .6)

Уравнение Шредингера с гамильтонианом (84.5) и ф-функцией 
(84.6) напишется в виде

2т I г. , 2 е2 ,( A l - f  A , ) ф - f Й2 Е Г\ ф =  0, (84 .7)

где Д1 и Аг —  операторы Л а п л а с а ,  в которых дифференцирова
ния производятся соответственно по координатам первого и вто
рого электронов.

: В вед ем  обознгчения:
ге2
Г1 ’ ■ (84.8)

2е2 
Г2 ’ (84.9)

(84 .10)

С помощью этих обозначений уравнение Шредингера (84.7)  
можно переписать в виде

(/?1- f  Я з  +  ¿/1.,)г1з =  £11:. ( 8 4 .П )

Если бы член 1]\2, описывающий взаимодействие электронов, от
сутствовал, то получающееся уравнение

( Я 1 +  ^ 2)115 =  (84.12)

легко разделялось бы на два  уравнения, каж дое из которых 
представляло бы собой уравнение Шредингера для одного элек
трона в куло:10вском поле неподвижного ядра (кеплерова за-
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д ач а) .  В самом деле, рещение уравнения (84.12) будем искать 
в виде произведения

ф(г1, Г2) =  'ф1(г,) • г|5о(г2). (84.13)

Это решение подставляем в (84.12) и получаем 

^2^1^  +  •Ф1Я2'Ф2 =  ^4'1Ф2 

или, после деления на г))1я|)2,

' =  (84.14)
Фг

Это уравпение, очевидно, м ож ет быть разделено на два

pĴ ■ф̂ — Я2ф2 =  £ ’2'Ф2. (84.15)

где £ 1  и £ 2  —  собственные значения гамильтонианов Йх и Я 2 
соответственно. Д ал ее ,  из уравнений (84.15) и (84.14) следует

Е ,-\ -Е , =  Е. (84.16)

Но уравнения (84 .15 ) ,  будучи написаны в явном виде

A , t ,  +  ^ ( £ ,  +  4 f ) ф I  =  0,
(84.17)

очевидно, представляют собой уравнения кеплеровой задачи, 
написанные для каж дого электрона в отдельности. Поскольку 
электроны не взаимодействуют меж ду собой, результат, пред
ставляемый равенством (8 4 .1 6 ) ,  тривиален: энергия системы, 
состоящей из двух невзаимодействующих электронов, равна 
сумме энергий обоих электронов.

Если теперь мы пожелаем учесть взаимодействие электронов 
меж ду собой, то есть сохраним член 0 12 в уравнении (84 .11 ) ,  
то сразу возникают математические затруднения, так как это 
уравнение не разделяется  подстановкой ф =  ■ф1ф2- Поэтому для 
решения этого уравнения приходится пользоваться приближен
ными методами, с одним из которых мы познакомимся в сл е
дующем параграфе.

§ 85. Теория возмущений для простых (невырож денных) 
собственных значений

Интересующая нас задача  совершенно аналогична знамени
той задаче трех тел небесной механики: две планеты, притяги
ваемые Солнцем по ньютонову закону тяготения, взаимодей
ствуют т ак ж е  меж ду собой. Учет этого взаимодействия, рав
носильный точному решению задачи трех тел, как известно.
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упирается в непреодолимые математические трудности. Однако, 
в классическор! механике давно уже разработаны превос.ходные 
приближенные методы, которые позволяют получать результаты 
с точностью, достаточной для практически.х целей астрономии. 
Методы эти образуют так называемую теорию возмущений, поз
воляющую находить решение путем последовательных прибли
жений. В основе теории возмущений лежит тот несомненный 
факт, что взаимодействие нланет между собой мало по сравне
нию с притяжением каждой из них Солнцем. В так называемом 
нулевом приближении взаимодействие не учитывается вовсе и 
для каждой планеты получается своя невозмущенная орбита; в 
последующих приближениях стараются учесть взаимодействие 
в качестве малых возмущений этих орбит. Но при движении 
по своим орбитам обе планеты в разные моменты времени на-

)уг от друга, и потен- 
712 соответственно ме-

ходятся на различном расстоянии Г12 д:
Яиальная энергия их взаимодействия 
пяется. Картина получается, конечно, очень сложная. Теория 
возмущений классической механики приводит, однако, к сле
дующему замечательному по своей простоте результату. О ка
зывается, что энергия возмущенного движения в первом при
ближении равна просто энергии невозмущенного движения 
плюс средняя энергия взаимодействия, усредненная по н евоз
мущ енному движению.

В квантовой механике имеется такж е теория возмущений, 
которая приводит к результату, аналогичному только что опи
санному результату классической механики. Условия, суще
ствующие в атомных системах, значительно менее благоприят
ны, нежели в рассмотренном астрономическом случае, так как 
энергия взаимодействия электронов между собой отнюдь не 
мала по сравнению с энергией взаимодействия каждого из них 
с ядром. Замечательно, однако, что, несмотря на это, во многих 
случаях уже первое приближение дает вполне удовлетворитель
ные результаты, между прочим, такж е и в случае гелия, кото
рый, как уже было сказано (т. I, §115), послужил камнем прет
кновения для теории Бора.

Мы познакомимся в этом параграфе с теорией возмущений 
Шредингера для случая, когда уровни энергии простые, т. е. 
когда каждому собственному значению энергии соответствует 
одна собственная функция, а в следующем параграфе применим 
полученные здесь результаты к задаче о нормальном состоянии 
атома гелия.

Пусть оператор энергии интересующей нас задачи (которую 
мы будем называть «возмущенной задачей») лищь немного от
личается от оператора энергии задачи, которая может быть 
решена точно. Например, пусть потенциальная энергия возму
щенной задачи отличается от невозмущенной членом г 1]', где



8 — малый безразмерный параметр;
U =  W  +  eU'.

Оператор энергии возмущенной задачи будет

Н = . Н ° + е О ' ,  (85.1)

где Й° — оператор энергии невозмущенной задачи. Мы предпо
лагаем, что невозмущенная задача

//0^0 £0^0 (85 _ 2)

может быть решена точно и что нам известны собственные 
функции и собственные значения *), причем в этом па
раграфе мы будем рассматривать только случай, когда каждому 
собственному значению соответствует только одна собственная 
функция.

Возмущенная задача
Яг1) =  £1|) (85.3)

при 8 =  0 переходит в невозмущенную. Так как е, по предполо
ж ени ю ,— малый параметр, то мы должны ожидать, что соб
ственные функции и собственные значения Еп возмущенной 
задачи лишь незначительно отличаются от и Поэтому 
мы можем их представить в виде

=  +  ....

E ,  =  E l  +  eE: +  e ^ E : +  ...

Последовательные члены представляют нулевое, первое, вто
рое и более высокие приближения. Так как, однако, для наших 
целей достаточно первого приближения, то мы будем представ
лять г|)„ и £■„ в виде

'I’« = ( ^ 5 . 4 )  

Еа =  Е 1-]-гЕ п .  (85.5)

Подставим их в возмущенное уравнение Шредингера (85.3), 
учитывая вид оператора

(//о +  еУО J  ■= (Е1 - f  8£Q {.pl +  eV^).

§ 85| ТЕОРИЯ ВОЗМУЩЕНИЙ ДЛЯ СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ 335

*) Мы предполагаем, что оператор Я имеет дискретный спектр собст
венных значений. Теория возмущений применима также и к случаю сплош
ного спектра собственных значений. Так как, однако, в этой книге мы не рас
сматриваем задачи на сплошной спектр собственных значений, то мы этот 
случай оставляем в стороне (см. подробнее В. А. Ф о к, Начала квантовой 
механики, часть И, гл. И, стр. 82, Кубуч, 1932).
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Производя указанные действия, получаем

н Х  +  +  е £ > :  +  +  е ^ £ > ; .

Здесь мы можем прежде всего отбросить члены, содержащие 6̂ , 
как соответствующие приближению более высокого порядка. Д а 
лее, вследствие (85.2) можно зачеркнуть такж е первый член 
слева и первый член справа. Остающееся уравнение перепишем 
в виде

(85.6)

Мы получили неоднородное  уравнение, в котором левая часть 
имеет тот же вид, что и (85.2), но в правой части нам неиз
вестно значение Е'п. Д ля  отыскания его воспользуемся следую
щей важной теоремой: чтобы неоднородное уравнение вида
(85.6) было вообще разрешимо, т. е. имело непрерывное реше
ние, необходимо, чтобы его правая часть была ортогональна к 
решению соответствующего однородного уравнения

т. е. к 1)®.
Д ля доказательства воспользуемся самосопряженностью опе

ратора энергии. Умножаем обе части (85.6) слева иа ф“* и ин
тегрируем по всему пространству:

(//о  _  Е1)  г!,; йх  == /  11,0 * ( £ ;  -  О')  <  йх.

Пользуясь самосопряженностью преобразуем левую часть 
так:

фо * (Я« — £3) г!?; йх =  I  dx —  £» ] ф» йх =

я | ,о д Г т - _  £0 г

Итак, мы получили

отг.:уда, предполагая, что функция нормирована, находим

Е' = (85.7)

Но правая часть (85.7) есть не что иное, как квантовое среднее 
зна^1ение (см. § 63) возмущающего потенциала, усредненного  
по соответствующему невозм ущ енном у состоянию. Таким обра
зом, зная уровни энергии и собственные функции невозмущен-
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НОГО состояния, можно вычислить в первом приближении возму
щенные уровни

=  +  (85.8)

Д ля  вычисления первого приближения собственных функции 
возмущенного состояния поступаем следующим образом. В не
однородном уравнении

=  (85.6)

разлагаем  функцию г):' по ортогональным функциям я|)®, 
я])“, невозмущенного состояния 

Ф; =  ^ (85.9)

подставляем в (85.6) и, замечая, что вследствие (85.2)

0 . «  =  2  V ? “«  ~  2  « л *к к, к
получаем

к
умножаем обе части на г|)^, интегрируем и, принимая во вни
мание, что

получаем

откуда

а„  =  —
-  е 1

(оЗ. 10)

(85.11)

Эта формула позволяет вычислить все коэффициенты ряда
(85.9), за исключением а„ (случай т =  п ) . При т =  п знаме
натель в (85.11) обращается в нуль, но и числитель по (85.10) 
равен нулю, так что коэффициент а„ неопределенный. Этой не
определенностью можно, однако, воспользоваться для нормиро
вания возмущенной функции.

§ 86. Нормальное состояние атома гелия

Воспользуемся теперь теорией возмущений для решения з а 
дачи о нормальном состоянии атома гелия и подобных ему 
ионов. В общем виде задача об атоме гелия будет рассмотрена 
в § 87, так как возбужденные состояния гелия характеризуются 
обменным вырождением, с которым мы познакомились в § 81.



338 АТОМЫ с о  м н о г и м и  ЭЛЕКТРОНАМИ (ГЛ. VII!

В § 84 мы видели, что при учете взаимодействия электронов 
потенциальная энергия гелия и подобных ему ионов равна

и  =  -
гх +

Г \ 2
(84.3)

Соответствующий этой потенциальной энергии оператор энер
гии есть

Я  = 2гп

а уравнение Шредингера с этим оператором таково;
г е 2 е"

( Л , - f  Д2)г|) +  - ^ ( £ - г 4 ^ ф =  0,

(85.1)

(85.2)

(по поводу обозначений см. § 84). Если отбросить здесь член, 
соответствующий энергии взаимодействия электронов е^1гх2, то 
остающееся уравнение Шредингера разделяется (см. § 84), и 
мы получаем для каждого электрона уравнение вида

+
2т
Й2 'к

(86.3)

Это рассмотренное в § 59 уравнение Шредингера для кепле
ровой задачи. Его собственные значения и собственные функ
ции нам известны. В частности, для нормального состояния 
( п =  1) формула (59.21) дает

=  (86.4)

Нормальное состояние есть состояние 1х; его собственная функ
ция (§ 59) есть

=  е-^

где
V п \  ах

га =  —  г.ах

(86.5)

Энергия всей системы равна сумме энергий частей
от22е‘‘

£„ =  2 £ , = Й2 (86.6)

а собственная функция равна произведению функций фи при 
г  =  гх я г =  Г2

=  (86.7)
Пйг
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I:

Вводя удобное для дальнейших вычислений обозначение
22

Р =  —  Г, ̂ а.

представим (86.7) в виде

гр =
Р1

па.

(86 .8)

(86.9)

Итак, в нулевом приближении наша задача полностью решена.
Д ля  решения задачи в первом приближении будем рассмат

ривать потенциальную энергию взаимодействия электронов е^1г\ч 
как возмущение. Мы увидим, что хотя этот возмущающий член 
в данном случае не может считаться малым, результат в пер
вом приближении получается удовлетворительный. Согласно 
§ 85 [формула (85.7)] поправка к энергии в первом приближе
нии равна среднему значению возмущающего члена, усреднен
ному по невозмущенному состоянию, т. е.

^̂12
где элемент объема шестимерного пространства йх в сфериче
ских координатах равен

йх =  г\  й'г, ¿¿д, 51п1Э'2 йг^ й-&2 й(р̂ . (86.10)

Д л я  вычисления будем пользоваться вместо г* переменными рь, 
построенными соответственно формуле (86.8):

Г10-- а,
22 Р'2’ Г1 2г

Мы получим тогда
оо л  2 л  со я  2л

2е2 , - (Р1+ Рг)

и О О О О О
Р12

■ Р ) '  Й Р |  з 1 п  р ; ( / р 2  5 1 п  © 2 ^

(86 . 11)

Входящий в эту формулу шестикратный интеграл равен 20л^*).  
Мы получаем таким образом [значение щ см. (58.10)]

2е2 2е2 _  _5
4 4

- -20л;2=-„21 2?!

где Е н —-энергия первого водородного уровня [см. (59.21) при 
2 = 1  и п =  1]. Итак, энергия нормального состояния гелия в

*) См. Приложение II в конце книги.
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первом приближении равна

£  =  £ „ + £ ' = -  (2 =  -  ( 2г ' ^ ~ ^ г )  Еп. (86.13)

Величина £ н  известна:

£ н = ^ =  13,60 эв.

Поэтому (86.13) дает возможность вычислить энергию первого 
уровня гелия (2 =  2) или подобных ему ионов (2  =  3 ,4 , . . . ) .  
Эта энергия, взятая со знаком плюс, очевидно, равна энергии 
полной ионизации атома в нормальном состоянии.

Т а б л и ц а  VII

Н аблю денн ы е  и вычисленные значения энергии ионизации нейтрального 
гелия и подобных ему ионов

эксп А. Д' Д'/Ао

Не . . . . 78,62 108,24 74,42 29,62 —4,20 0,142
. . . . 197,14 243,54 192,80 46,40 —4,34 0,094

В е + +  . . . 369,96 432,96 365,31 63,00 - 4 ,6 5 0,074
В + + + . . . 596,4 676,Р0 591,94 80.1 - 4 ,4 6 0,056
С + + + +  . . 876,2 974,16 872,69 97,96 - 3 ,5 1 0,036

В табл. VII приведены данные, позволяющие произвести 
сравнение с результатами эксперимента и вместе с тем оценить 
роль поправки первого приближения. Все энергии в таблице вы
ражены в электрон-вольтах: £аксп — экспериментально найден
ная величина энергии ионизации; £о — результат нулевого при
ближения; (£о +  £ ' ) — результат первого приближения; Ао и 
А' — разности между экспериментальными данными и соответ
ственно нулевым и первым приближениями; А'/Ао — отнощение 
разностей.

Из таблицы видно, что абсолютная величина А' — ошибки 
первого приближения — остается приблизительно постоянной. 
Но так как величина ионизационного потенциала возрастает, 
то относительная ошибка убывает: для Не она составляет около 
5% , для Ы+ она падает уже до 2,2%, а для С++++— доходит до
0,4%. Замечательно, что такой удовлетворительный результат 
получается, несмотря на то, что возмущение, обусловленное 
взаимодействием электронов, отнюдь не может считаться м а
лым по сравнению со взаимодействием каждого электрона с яд
ром. Вопрос об оценке точности, даваемой теорией возмуще-



НИН, н об условиях ее применимости рассматривается в специ
альных руководствах по квантовой механике*).

Заметим в заключение, что теория возмущений далеко не 
всегда дает удовлетворительные результаты и не всегда приме
нима. Задача  о движении большого числа электронов сложного 
атома вообще до крайности сложна. В атоме рубидия 37 элек
тронов, в атоме цезия — 55 электронов, взаимодействующи.ч 
между собой. Если тем не менее оказалось возможным произве
сти расчеты и таких атомов с точностью, удовлетворяющей вы
соким требованиям спектроскопии, то потому только, что уда
лось разработать  превосходные приближенные методы вычис
ления. В этом отношении особенно важными являются работы 
советского ученого В. А. Фока, однако относящиеся сюда воп
росы далеко выходят за рамки данной книги **).

§ 87. Проблема гелия. Общий случай

В § 86 мы уже рассмотрели нормальное состояние гелия а  
качестве примера примененпя теории возмущений при отсут
ствии вырождения. Здесь мы рассмотрим задачу об атоме гелия 
в общем случае, когда его электроны могут находиться в любых 
состояниях. Уравнение Шредингера для атома гелия и подоб
ных ему ионов таково (см. § 86, уравнение (86.2));

0/м / 7р2 7р2 р2 \
+  +  +  +  (87.1>

Здесь Д1 и Аг — трехмерные операторы Лапласа , действующие 
соответственно на координаты первого и второго электронов; 
заряд  ядра мы полагаем равным вообще -fZ e  для того, чтобы 
решение было пригодно не только для случая нейтрального- 
гелия (2  ==2), но и подобных ему ионов; е7 ^1г есть энергия 
взаимодействия электронов (электростатическое отталкивание).

Начальные этапы решения задачи нам уже известны. Урав
нение (87.1) не разделяется, так как этому препятствует член’ 
е2/г1г. Поэтому нужно применить теорию возмущений. В нулевом 
приближении отбрасываем потенциальную энергию взаимодей
ствия е'̂ 1г \2 и получаем уравнение, совершенно симметричное от
носительно координат обоих электронов:

А,11) +  А211) +  ^ ( £  +  - ^  +  ^ Ь  =  0. (87.2)
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*) См. П. Г о м б а ш, Проблема многих частиц в квантовой механике 
ИЛ, 1952.

**) См. В. А. Ф о к, Многоэлектронная задача квантовой механики и  
строение атома, Юбилейный сборник Академии наук СССР, ч. I, стр. 255, АН 
СССР, 1947.
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Поэтому здесь, как и следовало ожидать, применимы все ре
зультаты предыдущего параграфа. Д ля разделения уравнения
(87.2) ищем решение в виде произведения двух функций

(87.3)

где цифрами 1 и 2 обозначены совокупности- всех координат 
каждого электрона. Подставив это решение в уравнение (87.2), 
разделяем его на два уравнения, каждое из которых представ
ляет собой уравнение Шредингера кеплеровой задачи, написан
ное для двух различных стационарных состояний — 1-го и /г-го 
[разумеется, эти состояния мы выбрали совершенно произволь
но]. Поэтому функции г!)1(1) и г1)й(2) — уже известные собствен
ные функции кеплеровой задачи (§ 59), так что собственная 
функция г!)1 нулевого приближения известна. То же относится к 
собственным значениям энергии

е^ =  е \  +  е 1

Е\  и Е\  — бальмеровы уровни энергии одноэлектронной задачи.
По причинам, подробно выясненным в § 81, уровни энергии 

Е  ̂ вырождены вследствие тождественности электронов. В нуле
вом приближении, кроме этого обменного вырождения, имеется 
еще известное нам из решения кеплеровой задачи вырождение 
относительно угловых координат (§ 60). Однако это последнее 
вырождение пас здесь интересовать не будет, и мы его не учи
тываем.

Ввиду двукратного вырождения собственному значению 
соответствует не только собственная функция г!?!, но и функция

ь =  (87.4)

а такж е любая линейная комбинация (87.3) и (87.4)

т =  аи-\-^ю.  (87.5)

В качестве упражнения легко показать, что в шестимерном 
пространстве конфигурации функции (87.3) и (87.4) ортогональ- 
ны друг к другу. Мы предположим, кроме того, что они норми
рованы к 1,

Мы встречаемся здесь, однако, со следующим затруднением. 
Теория возмущений должна давать в качестве первого прибли
жения такие собственные функции, которые при устремлении к 
нулю возмущения должны непрерывно переходить в функции 
нулевого приближения.

Однако одному и тому же собственному значению энергии 
соответствует бесконечное множество собственных функций до 
тех пор. пока коэффициенты а  и р в (87.5) произвольны. Поэтому
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сначала остается неизвестным, какие же из функций (87.5) сле
дует взять в качестве нулевого приближения. Мы увидим, од
нако, что это затруднение в теории возмущений с учетом вырож
дения преодолевается и автоматически получаются правильные 
функции нулевого приближения, обладающие такж е необходи
мыми свойствами симметрии.

Полагая

(87.6)

и вводя обозначения

е =

»2
2т

Ч,
(87.7)

где 5 и е — малые величины, произведениями которых можно пре
небречь, из (87.1) и (87.5) получаем неоднородное уравнение 
для ф:

АФ +
2т
Й2 г, Г2

Л ев ая  часть имеет тот же вид, что и уравнение нулевого прибли
жения (87.2). Поэтому однородное уравнение, соответствующее 
неоднородному (87.8), удовлетворяется решениями и и и.

Воспользуемся теперь теоремой о неоднородных уравнениях,, 
леж ащ ей в основе теории возмущений (§ 85). Эту теорему, при
менительно к данному случаю вырождения, формулируем так: 
д ля  того чтобы неоднородное уравнение имело вообще решение, 
отличное от нуля, его правая часть должна быть ортогональна 
к обоим вырожденным решениям соответствующего однородного 
уравнения. Это дает два соотношения:

и ’ (8 — е) ш йх =  О, 

I  V* {з — г )ш  йх =  О,
(87.9)

где йх — элемент объема шестимерного пространства конфигу
рации

йх =  йХ1 й у 1 йг^ йх-2, йу2
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Подставив в (87.9) выражение w — оси +  ру получим два соот
ношения, из которых МОЖНО определить а  п р:

а

а

и* (5 —  е) м ¿ т  4 -  р м* (5 —  г )  V й х  =  О, 

V* { з  —  е) м ¿ т  4 - Р [ и* —  г) V й х  —  0.
(87.10)

-Функции и  н V,  как сказано выше, ортогональны и нормированы. 
Это дает три условия:

м'и йх =  0 , 

и*и йх =  1, 

v*v йх =  I.

(87.11)

Пользуясь этим и принимая во внимание, что е как постоянная 
может быть вынесена за знак интеграла, можно упростить со
отношения (87.10). Имеем, например

«  ] и* (5 —  е) м (¿т +  Р I  и* (5 —  г)и йх —

=  а|^ и* зи й х — 8j +  р и ' з у й х .  (87.12)

Введем обозначения

J гг’хм й(т =  бц, и зь  йх =  г^2 , 

и‘зи йх — е.,2, ю*зи йХ — Е21.
(87.13)

Тогда, принимая во внимание (87.11) и (87.12), мы приведем
(87.10) к виду

а ( е ц  — е ) 4 -  р е , ,  =  0 ;

« 8 2 1  +  р (eJз —  е) =  0 .
(87.14)

Эти уравнения образуют систему линейных однородных урав
нений относительно а и р .  Д ля  того чтобы они имели решение, 
отличное от нуля, требуется равенство нулю определителя

8ц — 8 812 

2̂1 2̂2 — в =  0 . (87.15)

Рассматривая выражения (87.13), нетрудно показать, что имеют 
iмecтo попарные равенства ец =  егг, 612 =  621. Действительно,
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функции и Я V получаются друг из друга путем перестановки 
положений электронов; они симметричны относительно коорди
нат обоих электронов. Также и 5 =  е^/г12 симметрична относи
тельно координат обоих электронов. Поскольку при интегриро
вании по йх =  й х \й у 1(1г\(1х2с1у 2й г2 оба электрона одинаково при
нимаются во внимание, и интегрирование выполняется в обоих 
случаях по всем возможным значениям координат, ец и 822, а 
такж е 812 и 821 отличаются друг от друга только обозначением 
переменных, а потому и соответственно равны друг другу. Имея 
это в виду и раскрывая определитель (87.15), получаем

( 8 и - ^ ) ^ - 4  н е 
откуда

8 ц — e = ± e ^ . ¿ .  (87.16)

Подставляя это в первое из уравнений (87.14), находим
а  ±  р =  0

и, следовательно,
10 =  а { и ±  у)  =  а  (г|;, (1 )я |5^(2 )  ±  г!), (2 )  113^(1)}.

Коэффициент а  легко определить теперь из условия норми
рования ш

1 =  хю” ■ т йх =  2а \  

откуда а = 1/ 1/ 2 . Итак,

или, выписывая отдельно каждую из двух комбинаций,

7 =  {^, (1) (2) +  Ф, (2) г]), (1)), (87.17)

(87.18)

Эти две функции и являются правильно выбранными функ
циями нулевого приближения в том смысле, что функции пер
вого приближения непрерывно примыкают к функциям (87.17) 
и (87.18).

Мы видим далее, что найденные собственные функции обла
дают и требуемыми свойствами симметрии. В самом деле, функ
ция Шз (87.17) при перестановке частиц не меняется — она 
симметрична, а функция (87.18) при перестановке частиц 
меняет свой знак — она аптисимметоична. Обе функции удов
летворяют принципу тождественности микрочастиц.



346 АТОМЫ с о  м н о г и м и  ЭЛЕКТРОНАМ И [ГЛ. Л 'Ш

Л\ы можем найти теперь и собственные значения энергии, 
соответствующие полученным двум собственным функциям г/из 
и Ша. Так как Е =  Е° +  е, то, принимая во внимание (87.16), 
имеем

или в соответствии с функциями и Ы)̂

=  +  +
£ ^  =  £ , +  £ ^ + е , , - е , 2 .

(87.19)

(87.20)

Подводя итог проделанным вычислениям, мы видим, что при 
учете взаимодействия электронов е^/г12 теория возмущений авто
матически приводит к двум собственным функциям — симмет
ричной и антисимметричной, которым соответствуют два р а з 
личных  собственных значения, т. е. вырождение снимается.

§ 8 8 . Энергия в первом приближении

Обратимся теперь к значениям энергии первого приближения 
Ев и Е а - Формулы (87.19) и (87.20) показывают, что Еа и Е^  от
личаются от энергии нулевого приближения £'*’ =  Я? +  £* двумя 
слагаемыми ец и 612. Установим их физический смысл. Первое 
слагаемое ец можно написать в виде

еп = (1)г15^(2)Л =

еф* (1) ф, (1) (2) (2)
с1х 1с1г 2, (88.1)

йХ1=  йХ1 йу^ йХх, йх.2 — dX.2dy.2dZ2.

Но е\15| ( 1) 11), (1) =  Р| и (2) г|)̂  (2) =  Р2 суть плотности зарядов 
обоих электронов, распределенных по всему пространству 
(см. § 59). Поэтому выражение ец, написанное в виде

е,, = Р1Р2
dx  ̂ dx2, (88 .2)

можно рассматривать как энергию кулоновского взаимодействия 
обоих электронов, «размазанных» по всему пространству. Интег
рал, получаемый из (8 8 .1), если зачеркнуть в нем е ,̂ называется 
кулондвским  и обозначается через С:

С =
йх

(88.3)
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Интеграл Е12, однако, своеобразен. Его можно написать в 
виде

619 --- I
еф, (1)г1)  ̂ (1) . еф, (2)ф (2) •

йх^ — ' Р1АР1Г
Г\2

йт, йхч, (88.4)

где и р ;^  равны

рп)= еф ;(1)г1 ,^1) ,  р ;^  =  еф ,(2)ф ;(2).

Здесь р*̂* и pfl можно рассматривать так же, как плотности за 
рядов, вычисленные, однако, для таких состояний, когда каждый 
электрон как будто находится отчасти на первом, отчасти на 
к-ш уровне. Энергия 612 поэтому не поддается наглядному истол
кованию. Интеграл

А = йх (88.5)

I

называется обменным. Будучи умножен на он приобретает 
размерность энергии, которая такж е называется обменной. Н а 
звание это происходит от того, что, ж елая  дать наглядную кар
тину возникновения энергии 612, часто говорят, что электроны, 
из которых один находится на первом уровне, а другой на к-ш 
(или вообще на разных уровнях), непрерывно обмениваются 
местами.

На самом деле смысл интеграла А иной. Чтобы в этом убе
диться рассмотрим подробнее физическое значение члена еМ, 
т. е. «обменной» энергии. Согласно теории возмущений поправка 
к энергии нулевого приближения равна среднему значению воз
мущающего члена, усредненному по невозмущенному состоянию. 
Возмущением в данном случае является кулоновская  потенци
альная энергия взаимодействия обоих электронов, но невозму
щенное состояние для удовлетворения принципа тождественно
сти электронов должно описываться симметричной или антисим
метричной линейной комбинацией

(8 7 .1 7 -1 8 )

Найдем теперь интересующее нас среднее значение кулоновской 
потенциальной энергии

12
л  (1х. (88.6)
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w

Вычислим А ■ а-

з. л-  <  л =  ±
±  г1 ),(2 )г1 ,,(1 )). (11); (1)11); (2) ±  1|);(2)11);(1)} =

=  7  {I ^1 (1) (2) +  11|), ( 2 ) г|3;̂  ( 1 ) р ±  г1з;(1) 11)*(1)-"Ф; (2)г15| (2) ±

± ^ , (1 ) ^ ; ( 1 ) - ^ ; (2 ) 1 1 ) , ( 2 )} .  (88.7)

Так как в (88.6) интегрирование производится по йх =  йх\(1х2, то 
на основании сказанного на стр. 345 по поводу ец и егг при под
становке (88.7) в (88.6) первые два члена равны друг другу; 
такж е  и последние два члена между собой равны. Поэтому, со
кращ ая на 2 и принимая во внимание обозначения (88.3) и
(88.5), найдем

=  е Ц С ±  А). (88 .8)

Это показывает, что обменный член появляется только вслед
ствие того, что мы пользуемся функциями Ш в  и Ш а  д л я  удовлет
ворения принципа тождественности одинаковых микрочастиц. 
Поясним это подробнее. Предположим сначала, что состояние 
нашей системы двух электронов таково, что их волновые функ
ции не перекрываются. Это означает, что 1})1 имеет максимальное 
значение там, где \1з/г практически равна нулю, и наоборот. Легко 
видеть, что в этом случае

11);(1)11)^1)^11);(1)11),(1)^0,

11); (2) Ц,, (2) (2)11), ( 2 ) - О ,

и в выражении для плотности вероятности (88.7) исчезают по
следние два члена, т. е. именно те члены, которым соответствует 
обменная часть добавочной энергии. Таким образом, в резуль
тате интегрирования мы получим при этом условии только пер- 
ный член суммы, т. е. только обычную кулоновскую энергию:

( Я  =  .^с .\ ^\2 /

Итак, мы убеждаемся вновь, что появление обменного инте
грала и соответствующего ему обменного члена в выражении 
энергии есть прямое следствие принципа тождественности оди
наковых частиц.

Подчеркнем поэтому еще раз, что поправка первого прибли
жения к энергии, вырал<аемая алгебраической суммой

еЦ С  ±  А),
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I

есть среднее значение кулоновской  энергии взаимодействия, вы
численное по законам квантовой механики. Поэтому утвержде
ние о существовании особой «обменной» энергии неправильно; 
никакой специфической обменной энергии не существует: доба
вочная энергия (8 8 .8 ), представляемая суммой двух членов, есть 
энергия электростатического взаимодействия электронов, вычис
ляемая по законам квантовой (а не классической) механики.

Тем не менее «обменный» член суммы еМ характерен по
тому, что именно в нем проявляются квантовые свойства микро
частиц. По этой причине разделение средней кулоновской энер
гии е^1г 12 на собственно кулоновскую и обменную части о каза 
лось плодотворным для объяснения ряда физических явлений. 
Так, например, оказалось, что обменными взаимодействиями 
электронов объясняются явления ферромагнетизма*).

Следует, впрочем, иметь в виду, что обменный интеграл по
является не только при усреднении кулоновских взаимодействий, 
но и любых других взаимодействий. В самом деле, если потен
циальная энергия взаимодействия есть ¿/¡г, то каково бы ни 
было ее происхождение, усреднение по симметричным и анти
симметричным собственным функциям д(/12аУ5 , л обяза
тельно приведет к члену, содержащему обменный интеграл. Т а
ким образом, оказывается, например, что, хотя силы, связываю
щие элементарные частицы в атомном ядре, не являются элек
трическими, их характерные свойства (так называемое насыще
ние) могут быть объяснены именно обменным эффектом.

Формулы (87.19) и (87.20) показывают, что в одном из со
стояний — симметричном — обменный член входит со знаком 
плюс, а в другом — антисимметричном — со знаком минус. 
Можно кроме того, показать, что он всегда (т. е. при любом к) 
положителен. Из этого следует, что антисимметричное состояние 
лежит ниже, т. е. является более устойчивым, нежели симмет
ричное. Мерой этой устойчивости как раз является «обменная» 
часть энергии 612.

Вернемся, однако, к атому гелия. Мы убедились в том, что 
в результате взаимодействия его электронов возникают два 
состояния, заметно различающиеся своей энергией. Нам еще 
нужно объяснить существование двух различных по своему ха
рактеру последовательностей его уровней — синглетных и три
плетных. В этом объяснении существенную роль играет учет 
спинов электронов, что мы до сих пор оставляли без внимания.

У п р а ж н е н и е .  Обменная энергия двух электронов, из которых один 
находится в состоянии 1х, а д р угой — 2р, равна 0,1367? смг ,̂ где К — постоян
ная Ридберга. Выразить эту энергию в эргах и электрон-вольтах и сравнить;

*) См., например, Я. И. Ф р е н к е л ь ,  Введение в теорию металлов, 
1950. Г. Ф р е л и X, Электронная теория металлов, «Наука», 1971.
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а) с энергией магнитных взаимодействий спинов электронов, рассматри
вая электроны как магнитные диполи, находящиеся на расстоянии 10‘® см\

б) с энергией магнитных взаимодействий спин — орбитальный момент, вы
ражаемых формулой (74.5).

Убедиться, таким образом в больщой величине обменной энергии в срав
нении с энергией магнитных взаимодействий.

§ 89. Синглетные и тринлетные состояния гелия

Обратимся теперь к подробному рассмотрению атома гелия 
с точки зрения принципа Паули. Это рассмотрение, с одной сто
роны, пояснит общие соображения, развитые в предшествующем 
параграфе, а с другой — позволит понять причину указанного в 
§ 83 факта существования у гелия дву.х некомбинирующихся си
стем термов — синглетных и триплетных.

Как уже было указано, полная собственная функция яв
ляется произведением координатных (иначе говоря, орбиталь
ных) и спиновых функций. Начнем с отыскания симметричных и 
антисимметричных спиновых  функций системы двух электронов. 
Каждый электрон в отношении спина может находиться в двух
состояниях: с проекцией, параллельной полю, (Тг= +  у ^ .  и с

проекцией, антипараллельной полю, ст̂  =  — у  Будем обозна
чать спиновую функцию в первом случае ф+, во втором — через 
Ф~. В случае двух электронов мы имеем следующие возмол<ности 
взаимной ориентации проекции спинов:

!!, П, 1Г, и :

им соответствуют следующие функции:

Ф+(1)ф+(2), ф+(1)ф-(2), ф-(1)ф+(2), ф -(1 )ф -(2 ) .

Г

' I

Из них можно составить четыре комбинации, удовлетворяющие 
требованию симметрии (значок 5) или антисимметрии (зна
чок А)

Ф^» =  Ф+(1)Ф+ (2),

Ф « =  Ф+(1)Ф- (2) +  ф-(1)Ф+(2), 

ф(|) =  ф - (1 )ф -  (2),

Фл = Ф + ( 1 ) ф - ( 2 ) - ф - ( 1 ) ф + ( 2 ) .

(89.1)

И з ' этих четырех функций три симметричные (ф̂ '>, ф®, ф|>)^ и 
одна антисимметричная (фл). Д л я  получения полных функций 
составим произведения координатных (орбитальных) функций
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Ч’з н г|)л на каждую из спиновых функций (89.1). Таких произ
ведений будет, очевидно, восемь:

1. — симметричная. 5. .ф^* — антисимметричная.

2.
3. -ф^Ф̂ ' »
4- я1)5Фл — антисимметричная.

6. г1,̂ ф̂̂2) >>

7. ■ф^ф® »
8- 1|)лФл — симметричная.

Итак, из восьми функций четыре си.мметричны (1—3 и 8) и со
ответствующие им состояния не осуществляются; остальные че
тыре (4—7) антисимметричны, и нам нужно теперь разобрать, 
какие же состояния описываются этими антисимметричными 
функциями. Заметим прежде всего, что из четырех антисиммет
ричных функций функции (4) есть произведение симметричной 
орбитальной функции на антисимметричную спиновую фа, 
функции же (5), (6) и (7) суть произведения антисимметричной 
орбитальной функции о1)д на три симметричные спиновые фУ“ ^\ 

Выпищем теперь в явном виде эти четыре антисимметричные 
функции. Они таковы:

4. г1:5фа =  р =  {̂ Зг(1) 1̂’/г(2) +  ^;(2)1})<,(1)) {ф+(2)ф-(2)—

-ф + (2 )ф -(1 ) ) .
5. г15̂ фП) =  ^  (4,. ( I) 1],, (2) -  1̂, (̂2) (1)} (1) (2).

6 .  а 1 5 ^ )  =  ; ^ { 1 ^ г ( 1 ) ф , ( 2 ) - г 1 ) ; ( 2 ) г 1 ; , ( 1 ) 1  (ф +  ( 1 ) ф - ( 2 )  +
К'2

+  ф^-(2)ф-(1)).
7. ^  (1) (2) _  ф, (2) Я1), (1)) ф -  (1) ф -  (2).

Рассмотрим сначала три последние функции. Функции (5) соот
ветствует комбинация спинов сумма проекций

,„(1) 4- ^(2) _  1. J_ _  1 .
'"«г ^  2 ^  2 ’

аналогично для функции (7) сумма проекций р а в н а — 1; для 
функции (6) т у ]  +  == 0. Очевидно, что в состояниях, описы
ваемых функциями (5) и (7), полное квантовое число спина 

=  5  равно единице. Но у нас есть все основания счи
тать, что и в состоянии (6) полное квантовое число 5  такж е рав
но единице. В самом деле, это состояние характеризуется той же 
симметрией как в отношении орбитальной функции грл, так и в 
отношении спиновой фв, что и состояния (5) и (7). Оно анти
симметрично относительно координат положения и симметрично 
относительно «координат» спина. Поскольку в состоянии (5) про
екция полного спина равна 1, в состоянии ( 7 ) — равна — 1, а
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состояние (6) обладает во всех отношениях той же симметрией, 
ЧТО и состояния (5) и (7), естественно считать, что отличие со
стояния (6) от состояния (5) и (7) состоит только в ориентации 
полного спина: его проекция на ось в состоянии (6) равна нулю. 
Итак, три состояния (5), (6) и (7) образуют одну группу, ха
рактеризуемую полным спиновым квантовым числом 5  =  1; 
это — триплетное состояние.

Что касается состояния (4), то для него остается только одна 
возможность: его полное квантовое число спина 5  =  
должно равняться нулю; состояние (4) — синглетное.

Пойдем теперь дальше и рассмотрим конкретно различные 
возможные состояния двух электронов гелия. Пусть оба эти 
электрона будут электронами 1х; это значит, что три квантовых 
числа п, /, гп1 у них одинаковые (п =  1, / =  О, т /  =  0). Состоя
ние атома будет принадлежать к типу 5 , так как

£ =  /| + / 2  =  0 ,

но триплетное ^-состояние невозможно; наши функции (5) — (7) 
обнаруживают это автоматически: при г == к множители в пер
вых скобках у функций (5), (6), (7) равны нулю, и сами функ
ции поэтому равны нулю. Причина исключения триплетного со
стояния здесь легко может быть объяснена и наглядно. Это со
стояние противоречит принципу Паули: поскольку три кванто
вых числа у обоих электронов одинаковы, должны различаться
четвертые квантовые числа, т. е. если то —

=  — -^,или наоборот. В том и другом случаях полное кванто
вое число спина есть нуль; состояние синглетное (мы можем его 
обозначить символом 1515'5о). Опыт вполне подтверждает это. 
В самом деле, так как в состоянии '5о полный механический 
(орбитальный плюс спиновый) момент равен нулю, то равен 
нулю и магнитный момент: атом гелия в нормально1М состоянии 
должен быть диамагнитным и не обнаруживать зеемановского 
расщепления. Это подтверждается на опыте.

Пусть теперь один из электронов находится в состоянии 15, 
а другой — в состоянии 25. У таких электронов различаются 
главные квантовые числа, но ква!гговые числа I и Ш; по-преж
нему одинаковы и равны нулю. Обратимся к волновым функ
циям (4) и (7). Так как I ф  к, то отличны от нуля все четыре 
функции, т. е. осуществляется и синглетное состояние, и трип
летное. Синглетное состояние есть 1х25'5о, но в триплетном со- 
состоянии полное квантовое число спина равно единице. С точ
ки зрения наглядной формулировки принципа Паули возмож
ность осуществления триплетного состояния, т. е. возможность 
совпадения квантовых чисел проекции спина, обусловлена тем,
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ЧТО главны е  квантовые числа у электронов различны, так что по 
одному из четырех квантовых чисел у обоих электронов заве
домо различны. Итак, комбинации электронов 1x25 соответ
ствуют два состояния 1525'5о и 152535ь Триплетное состояние

существенно отличается от синглетного '5о не только своей 
энергией, но также и тем, что в триплетном состоянии атом ге
лия парамагнитен и обнаруживает зеемановское расщепление.

Несколько иначе обстоит дело в случае комбинации 152р. 
Здесь также I Ф  к, к потому, как и раньще, все четыре функции 
отличны от нуля. Кроме того, орбитальный момент не равен 
нулю, так как электрону 2р  соответствует I —  1. Поэтому атом 
будет находиться в Р-состоянии. И з четырех функций (1) — (4) 
функция (1) соответствует 5  =  0 и дает начало синглетному 
состоянию ‘Ро, а для трех остальных 5 = 1  и /Пд =  + 1 ,  О, — 1. 
Поскольку теперь не равный нулю орбитальный момент выде
ляет преимущественное направление в пространстве, три состоя
ния ^Ро, ^Р\ и зРг энергетически различны. Аналогичные рассуж- 
де}1ия, очевидно, применимы для любой комбинации состояний 
электронов 153/0, \s3ci и т. д. Во всех случаях появляются две 
группы термов — простой терм и тройной (триплетный). Тем са 
мым существование двух систем термов объяснено.

Состояния, в которых спины параллельны, называются орто
состояниями, а состояния с антипараллельными спинами — п ара
состояниями. Таким образом, триплетное состояние есть орто
состояние (ортогелий), а синглетное ■— парасостояние (паргелий). 
Мы видели, однако, что в триплетном состоянии координатная 
часть собственной функции антисимметрична, а в синглетном —■ 
симметрична. Поэтому в выражении энергии взаимодействия

=  (С ±  А), (89.2)

обменный член входит со знаком минус в ортосостоянии и со 
знаком плюс в парасостоянии, откуда следует, что ортосостоя
ния леж ат ниже.

Рассмотрим теперь вопрос о вероятности переходов между 
триплетными и синглетными уровнями. В § 65 мы видели, что 
вероятность перехода между состояниями и ■ф„ зависит от 
матричных элементов Х т п ,  У т п ,  ^ т п ,  имеющих вид

~  I йх.тп  ̂ * ГП~ п.

Эти матричные элементы представляют собой квантовомехани
ческие аналоги дипольного момента.

Д л я  системы двух частиц матричный элемент есть

(х, 4- х^) йх, йх =  йх  ̂йх^,

12 Э. в. Шпольский,  т. П
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так как электрический момент системы частиц равен сумме 
электрических моментов отдельных частиц.

Пусть одно из комбинирующихся состояний — синглетное, а 
другое — триплетное. Рассматривая формулы (4) — (7) па 
стр. 351, мы убеждаемся в том, что часть собственной функции, 
зависящая только от координат положения, для синглетного со
стояния симметрична, а для триплетного — антисимметрична. 
Поэтому в данном случае

--- (л:, +  X2) Ŝps' А̂ йх.

Очевидно, что при перестановке электронов величина интеграла 
не должна измениться, так как перестановка равносильна про
стой перемене порядка интегрирования. С другой стороны, при 
перестановке электронов произведение меняет знак, так
как функция 1158 симметрична, а антисимметрична. Оба тре
бования могут быть удовлетворены только в том случае, когда 
интеграл равен нулю.

Аналогично можно показать, что и матричные элементы Утп 
и гтп равны нулю, а следовательно, равна нулю и вероятность 
перехода между синглетными и триплетными состояниями. Тем 
самым существование двух замкнутых систем серий объясняется 
вполне.

В заключение нужно еще указать причину, вследствие кото
рой запрет комбинаций синглет — триплет (так называемый 
«запрет интеркомбинации») допускает исключения. В качестве 
такого исключения можно указать слабую линию гелия 591,6 А, 
возникающую при переходе — '5о; в спектрах элементов 
второй группы менделеевской системы также имеются подобные 
интеркомбинационные линии — *5о, причем у этих элементов 
они уже не слабы, но весьма интенсивны. •

Возможность нарущения установленного выше запрета ин
теркомбинаций может быть объяснена, если при вычислении ве
роятности переходов учитывать не только координатные собст
венные функции, как это мы делали выше, но и спиновые. Р а з 
витые выше соображения строго применимы (для дипольного 
излучения) только в том случае, если взаимодействием между 
орбитальным и спиновым моментами можно пренебречь. Только 
при этом условии полная собственная функция, зависящая от 
трех координат положения и «координаты» спина, может быть 
представлена в виде произведения координатной функции на 
спиновую, а потому обращение в нуль вероятности перехода, 
рассчитанной с одними только координатными функциями, ведет 
к строгому запрету интеркомбинаций.

Но" уже у гелия и.меется слабое взаимодействие между спи
новым и орбитальным моментами. Это взаимодействие возра-



стает по мере увеличения числа электронов в атоме. Поэтому 
вычисление вероятностей перехода с одними координатны.ми 
собственными функциями не дает в этих случаях правил отбора, 
действующих абсолютно строго.

§ 90. Теория периодической системы Д. И. Менделеева

Обратимся теперь к рассмотрению теории периодической си
стемы и начнем с краткой формулировки тех принципов, на ко
торых эта теория основана.

1) К в а н т о в ы е  ч и с л а .  Энергетическое состояние элек
трона в атоме но предыдущему характеризуется четырьмя кван
товыми числами. Мы знаем, однако, что в системе, состоящей из. 
ядра и электронов, взаимодействующих по закону Кулона, в 
отсутствие поля все состояния с одинаковыми квантовыми чис
лами п, I, / и различными nij между собой совпадают (вырож
дение). Это вырождение исчезает в магнитном поле, причем в 
слабом поле каждый уровень с данным значением / распадается 
на 2/ +  1 подуровней § 78. Сильное же поле разрывает связь 
между векторами I и S § 79, так что квантовое число / теряет 
смысл, и состояние характеризуется системой квантовых чисел 
п, I, гпи nis. Д ля  того чтобы учесть все возможные состояния, мы 
будем предполагать, что атом находится в магнитном поле и 
притом настолько сильном, что оно способно разорвать не только 
связи мелсду моментами Ij и S, каждого отдельного электрона, 
но и связи между векторами I,- и S,- различных электронов. По
этому будем пользоваться системой квантовых чисел п, I, mi, т^.

2) П р и н ц и п  П а у л и  и и д е а л ь н а я  с и с т е .м а э л е 
м е н т о в .  Этот принцип, теоретические основы которого изло
жены в § 82, мы формулируем для интересующего нас здесь 
случая следующим образом; в атоме может существовать толь
ко один электрон в состоянии, характеризуемом данными зн а
чениями четырех квантовых чисел, т. е. два электрона, связан
ные в одном и том же атоме, должны различаться значениями 
по крайней мере одного квантового числа.

Мы сейчас увидим, что принцип Паули жестко ограничивает 
число электронов, связанных в одном и том же атоме и обла
дающих тремя, двумя одинаковыми квантовыми числами или 
одним определенным квантовым числом. Установим прел<де все
го, сколько может быть в атоме электронов с тремя одинако
выми квантовыми числами п, I, ши Такие электроны должны 
иметь различные значения четвертого квантового числа т,-, но 
гпц мол<ет иметь только два значения + 1 / 2  и — 1/2. Итак, в ато
ме мол<ет быть только два электрона с одинаковыми тремя 
квантовыми числами т, I, irii. Пусть теперь фиксировано два 
квантовых числа n u l ;  сколько может быть в одном и том ж е
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атоме электронов с одинаковыми значениями этих квантовых 
чисел? При данном значении / квантовое число ш; может иметь 
2 / +  1 различных значений (т. I, § 181), а для каждой тройки 
квантовых чисел п, I, mi еще tris может иметь два различных зна
чения. Итак, в атоме может одновременно быть 2 ( 2 / +  1) элек
тронов с одинаковыми двумя квантовыми числами п я I, г. е. 
s -электронов (/ =  0) может быть только 2, р-электронов (/ =  
=  1) : 6, d -электронов ("/ =  3) : 10 и т. д.

Посмотрим, наконец, сколько может быть в атоме электро
нов, имеющих одно и то ж е  главное квантовое число п. При з а 
данном значении п электроны могут прежде всего различаться 
квантовым числом /, принимающим всего п значений: О, 1,2, . . .  
. . . ,  п — 1, а при заданном п и / в атоме может одновременно 
быть связано 2(2/ -Ь 1) электронов. И так максимальное число 
электронов с одинаковым главным квантовым числом выразится 
суммой

и-1
S  2 ( 2 / + 1 )  =  2 ( 1 +  3 +  5 +  . . . )  =  2«’-.
/=о

Мы видим, таким образом, что несколько таинственная на 
первый взгляд формула 2п ,̂ выражаю щ ая число элементов в 
различных рядах периодической системы, имеет чрезвычайно 
простое объяснение: это — просто максимальное число электро
нов, связанных в атоме с одним и тем ж е главным квантовым 
числом. Таких электронов может быть в атоме 2 для главного 
квантового числа п = 1, 8 — для /г =  2, 18 — для п =  3 и т. д.

Д л я  того чтобы лучще уяснить себе это, полезно разобрать 
следующую таблицу:

Т а б л и ц а V III

п / = 0 1 2 3 4  
S р d  f  g

М акси м ал ьн о е  чис
ло электронов

1 2 2
2 2 - Ь 6 8
3 2 - f 6 +  10 18
4 2 +  6 -i- Ю-Ь 14 32
5 2 + 6 +  1 0 +  1 4 +  18 50

Совокупность электронов, обладающих одинаковым главным 
квантовым числом, образует слой. Совокупность электронов, 
имеющих одинаковые п и / ,  образует оболочку. Д л я  различных 
значений п слои имеют названия, связанные с терминологией, 
принятой в спектроскопии рентгеновских лучей (см. т. I, § 35), 
а именно:

« . . . 1 2 3 4 5  
слой . . .  К  L М N  О
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Рис. 48. Периодическая система элементов (по Г. Сиборгу).
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Из  сказанного видно, что принцип Паули дает следующую 
картину построения электронной оболочки атомов, объясняю
щую периодичность системы элементов. Каждый вновь присоеди
няющийся электрон связывается в состоянии с наименьшими 
возможными квантовыми числами. Эти электроны постепенна 
заполняют слой с одним и тем же главным квантовым числом 
п. Когда число их достигает максимальной для данного п ве
личины, т. е. 2«2, построение слоя заканчивается, причем полу
чается устойчивая структура (благородный газ). Следующий 
электрон начинает заполнение уже нового слоя и т. д. И деаль
ная периодическая система по принципу Паули должна была бы 
иметь строение и длины периодов, указанные в табл. VIII.

С этой идеальной структурой системы элементов мы сравним 
реальную таблицу, представленную на рис. 48 в наиболее удоб
ной для наших целей форме: каждый ряд слева начинается ще
лочным металлом и заканчивается справа благородным газо.м; 
аналогичные элементы соединены черточками. Число элементов 
в слое: 2, 8, 8, 18, 18, 32 — соответствует формуле 2п^, но после
довательность этих чисел не согласуется с рассмотренной идеаль
ной таблицей, согласно которой числа элементов в строках долж 
ны были бы быть 2, 8, 18, 32 — без повторений 8 и 18.

§ 91. Строение отдельных периодов 
системы элементов Д . И. М енделеева

Причина несоответствия между идеальной и реальной табли
цами элементов заключается в том, что в основе первой л еж а т  
чрезмерно идеализированные предпосылки. Предполагается, что- 
каждый электрон находится в кулоновском поле ядра и между 
различными электронами отсутствует взаимодействие, тогда как 
в действительности это в точности, вообще говоря, не осуществ
ляется. Мы проследим в этом параграфе, как это было впервые 
сделано Бором (1921 — 1922 гг.), построение реальной периоди
ческой системы и установим, в каких именно местах нарушается 
идеальный порядок заполнения слоев и подгрупп и к каким 
следствиям это ведет.

Начнем с «голого» ядра с зарядом -Ье и будем мысленно- 
приближать к нему электрон. Он должен занять состояние с 
наименьшими квантовыми числами, а так как еще все состояния 
«свободны», то первый электрон будет связан с главным кванто
вым числом п — \ м  азимутальным квантовым числом I =  0„ 
т. е. в состоянии 15. Увеличим заряд  ядра на 1 и бесконечно мед
ленно приблизим к атому второй электрон — мы получим ней
тральный атом гелия. Его второй электрон будет также связан 
в состоянии 15, так как по пршщипу Паули (см. табл. VIII) в;
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ЭТОМ СОСТОЯНИИ может быть связано два электрона. Увеличив 
заряд  еще на 1 и приблизив третий электрон, мы получим атом 
лития. Этот третий электрон уже не может быть связан 
в состоянии 15, так как слой К  (п =  1) у гелия ул<е заполнен. 
Ближайшее энергетически возможное состояние есть состояние 
2з (п =  2, / =  0) — валентный электрон лития будет связан 
именно в этом состоянии (рис. 49). Четвертый электрон берил
лия будет такж е связан в состоянии 2х,- но пятый электрон бора 
не может быть связан в том же состоянии 25, так как подгруппа 
л — 2, / =  О у бериллия уже заполнена. Поэтому пятый элек
трон бора должен быть связан в состоянии с более высокими

2р-
Zs-

Js-
элемент

состояние

Не Li

■ #

4 f
Be

Zp

Рис. 49. Основные состояния ато.мов.

значениями /, а именно /г =  2, / =  1, т. е. в состоянии 1р. Сле
дующие электроны вплоть до десятого (у неона) связывается 
в том ж е состоянии, так как подгруппа п — 2 , I — \ имеет шесть 
мест (см. табл. V H I) .  Строение атома неона, таким образом, 
можно представить формулой ls^2522p®, где показатели означают 
число электронов, связанных в данном состоянии. Все эти пред
сказания безукоризненно оправдываются спектроскопическими 
данными.

На рис. 50 и 51 приведены диаграммы Мозели для изоэлек
тронных рядов Li I, Be II, В III, С IV и В I, С II, N III, О IV; пер
вая диаграмма характеризует связь третьего электрона, вто
р а я — связь пятого электрона. Рис. 50 показывает, что прямая 
для 2^5 — основного терма систем с тремя электронами (Li I, 
B e l l  и т. д . )— идет точно параллельно пунктирной прямой 
п =  2, откуда следует (см. § 91), что главное квантовое число 
п — 2 приписано третьему электрону правильно. Равным обра
зом из рис. 51 видно, что прямая для 2^Р — основного терма пя
тиэлектронных систем (В I, С II и т. д.) — идет параллельно пря
мой п =  2 .

Так как десятый электрон неона заверш ает слой L {п — 2) ,  
то одиннадцатый электрон натрия связывается в состоянии 3s 
(п — 3, 1 — 0) .  Это хорошо согласуется как со спектроскопиче
скими, так и с химическими данными: щелочной металл натрий 
является аналогом лития. Д альш е заполнение идет нормально
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(см. табл. IX) вплоть до аргона ( 2 = 1 8 ) ,  у которого завер
шается заполнение подгруппы Зр. Девятнадцатый электрон ка
лия, согласно идеальной схеме, должен быть связан в состоянии 
Зс1. Однако это противоречит и химическим, и спектроскопиче
ским данным. С химической точки зрения калий, как щелочной:

г 3 ч 5
. ¿ I /  ВеП ВШ СИ

Рис. 50. Связь третьего электрона.

Ц 5 В 1
В1 сл ш  от

Рис. 51. Связь пятого электрона..

металл, по аналогии с натрием и литием должен иметь валент
ный электрон в состоянии 45. Спектроскопические данные поз
воляют понять, почему девятнадцатый электрон калия в дей
ствительности присоединяется в состоянии 45, а не Зй. Д и аг 
раммы Мозели для изоэлектронного ряда, начинающегося' 
калием (рис. 59), показывают, что прямая для терма 3‘̂ В пере
секает прямую 4^5 между 2  =  20 и 2  =  21. Поэтому у калия; 
терм лежит ниже терма 4^5, а так как термы пропорцио
нальны энергии, взятой со знаком минус, то состоянию Зй калия; 
отвечает ббльшая энергия, чем состоянию 45, так что в невоз
бужденном состоянии девятнадцатый электрон должен присое
диниться именно в состоянии 45, а не Зй. Двадцатый электроц 
кальция также связывается в состоянии 45. Только у скандия. 
(2  =  21) возобновляется нормальное заполнение подгруппы Зй,. 
в полном соответствии с тем фактом, что как раз у скандия пря
мая 3^0 лежит уже выше прямой 4^5. Аналогичное нарушение- 
нормального порядка заполнения подгрупп и слоев имеет место 
у рубидия; его 37-й электрон связывается не в состоянии 4й  
(см. табл. IX), но в состоянии 55, что опять-таки оправдывается 
как химическими, так и спектроскопическими данными. 38-й 
электрон стронция связан также в состоянии 5 5 , но, начиная
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Т а б л и ц а  IX

4 >

Эл с* к м N 0 р С И они за
ционный

г мепт ¡3 25 2р 3« 3/) Зй 45 4р 4с( 4f 55 5р 5с1 5f б5 6р 6Й 75 потенциал 
(в эв)

1 н I 13,539
2 Не 2 24,45

3 2 1 5,37
4 Ве 2 2 9,48
5 В 2 2 1 8,4
6 С 2 2 2 11,217
7 N 2 2 3 14,47
8 0 2 2 4 13,56
9 Р 2 2 5 18,6

10 N 6 2 2 6 21,48

11 1\ а 2 2 6 1 2,12
12 М § 2 2 6 2 7,61
13 А 1 2 2 6 2 1 5,96
14 51 2 2 6 2 2 7,39
15 Р 2 2 6 2 3 10,3
16 8 2 2 6 2 4 10,31
17 С1 2 2 6 2 5 12,96
18 Аг 2 2 6 2 6 15,69

19 К 2 2 6 2 6 1 4,32
.20 Са 2 2 6 2 6 2 6,09
21 8 с 2 2 6 2 6 1 2 6,57
22 Т1 2 2 6 2 6 2 2 6,80
23 V 2 2 6 2 6 3 2 6,76
24 Сг 2 2 6 2 6 5 1 6,74
25 Мп 2 2 6 2 6 5 2 7,40

26 Ре 2 2 6 2 6 6 2 7,83
27 Со 2 2 6 2 6 7 2 7,81
28 N1 2 2 6 2 6 8 2 7,606
29 Си 2 2 6 2 6 10 1 7,69
30 гп 2 2 6 2 6 10 2 9,35
31 Оа 2 2 6 2 6 10 2 1 5,97
32 Ое 2 2 6 2 6 10 2 2 7,85
33 Аз 2 2 6 2 6 10 2 3 9,4
34 Зе 2 2 6 2 6 10 2 4

.35 Вг 2 2 6 2 6 10 2 5 11,80
36 Кг 2 2 6 2 6 10 2 6 13,940

37 к ь 2 2 6 2 6 10 2 6 1 4,16
38 5г 2 2 6 2 6 10 2 6 2 5,67
39 У 2 2 6 2 6 10 2 6 1 2 6,5
40 2 г 2 2 6 2 6 10 2 6 2 2
41 ыь 2 2 6 2 6 10 2 6 4 1

7,3542 Мо 2 2 6 2 6 10 2 6 5 1
43 Тс 2 2 6 2 6 10 2 6 6 1
44 Ни 2 2 6 2 6 10 2 6 7 1 7,7
45 н ь 2 2 6 2 6 10 2  6 8 1 7,7
-46 Р(1 2 2 6 2 6 10 2 6 10 8,5
■47 А е 2 2 6 2 6 10 2 6 10 1 7,54
•48 Сс1 2 2 6 2 6 10 2 6 10 2 8,95
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П родолжение

г Эле
мент

К и N 0 Р Q Иониза
ционный 

потенциал 
(в эв)

1« 25 2р 35 Зр 3^ 45 4р М 4Г 55 5р 5f б5 6р 6с( 75

49 1п 2 2 6 2 6 10 2 6 10 2 I 5,76
50 5п 2 2 6 2 6 10 2 6 10 2 2 7,37
51 5Ь 2 2 6 2 6 10 2 6 10 2 3 8,5
52 Те 2 2  6 2 6 10 2 6 10 2 4
53 i 2 2  6 2 6 10 2 6 10 2 5 10,44
54 Хе 2 2 6 2  6 10 2 6 10 2 6 12,078

55 Сз 2 2 6 2 6 10 2 6 10 2 4 1 3,88
56 Ва 2 2 6 2 6 10 2 6 10 2 5 2 5,19
57 1а 2 2  6 2 6 10 2 6 10 2 6 1 2

58 Се 2 2 6 2 6 10 2 6 10 1 2 6 1 2
59 Рг 2 2 6 2 6 10 2 6 10 2 2  6 1 2
60 N (1 2 2 6 2 6 10 2 6 10 3 2 6 1 2
61 Р т 2 2 6 2 6 10 2 6 10 4 2 6 1 2
62 5 т 2 2 6 2 6 10 2 6 10 5 2 6 1 2
63 Ей 2 2 6 2  6 10 2 6 10 6 2 6 1 2
64 0<1 2 2 6 2  6 10 2 6 10 7 2 6 1 2
65 ТЬ 2 2 6 2 6 10 2 6 10 8 2 6 1 2
66 О у 2 2 6 2 6 10 2 6 10 9 2 6 1 2
67 Но 2 2 6 2 6 10 2 6 10 10 2 6 1 2
68 Ег 2 2 6 2 с 10 2 6 10 11 2 6 1 2
69 Ти 2 2 6 2 6 10 2 6 10 12 2 6 1 2
70 УЬ 2 2 6 2  6 10 2  6 10 13 2 6 1 2
71 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 1 2

72 Н ? ' 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 2 2
73 1 Та 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 3 2
74 ' \ у 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 4 2
75 Яе 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 5 2
76 Оз 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 6 2
77 1г 2 2  6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 7 2
78 Р1 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 8 2
79 Аи 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 1 9,20
80 Н е 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 2 10,39
81 Т1 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 2 1 6,08
82 РЬ 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2  6 10 2  2 7,39
83 , В1 2 2 6 2 6 10 2 6 ¡0 14 2 6 10 2 3 8,0
84 ! Ро 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 2 4
85 А1 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 2 5
86 Нп 2 2 6 2 6 10 2  6 10 14 2 6 10 2 6 10,689

87 ' Р г 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 2 6 1
88 Ра 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 2 6 1
89 Ас 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 2 6 2

90 Т 11 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 1 2 6 1 2
91 Ра 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 2 2 6 1 2
92 и 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 3 2 6 1 2
93 N p 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 4 2 6 1 2
94 Р ц 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 5 2 6 1 2
95 А т 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 6 2 6 I 2
96 С т 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 7 2 6 1 2



С 39-го элемента (иттрия) и до 46-го (палладия) включительно, 
идет заполнение подгруппы 4й.

Очень интересный и важный случай отступления от нормаль
ного порядка заполнения слоев имеет место у так называемых 
редких земель (2  =  58—71). 57-й электрон лантана связан в 
состоянии 5 с1; подгруппа б5 у него заполнена, так же как и под
группы 55 и 5р, но подгруппа 4/, леж ащ ая глубоко внутри, еще 
пуста. Начиная с церия (2  =  58) и до лютеция (2 =  71), идет 
заполнение этой внутренней подгруппы 4/, в то время как на
ружные подгруппы остаются одинаковыми. Этим объясняется 
хорощо известный факт чрезвычайной близости в химическом 
отношении всех элементов от церия до лютеция.

Прекрасным подтверждением правильности теории периоди
ческой системы элементов является открытие элемента 72. Этот 
элемент до 1922 г., не был известен, но место для него оставля
лось среди редких земель. Однако Бор указал на то,, что по 
теоретическим соображениям группа редких земель должна з а 
канчиваться 71-м элементом, а элемент 72 должен быть анало
гом циркона (2  =  40). На основании этого предсказания в цир
коновых рудах действительно был открыт новый элемент, кото
рый по своему рентгеновскому спектру был отождествлен с 
элементом 72, а по химическим свойствам оказалёя аналогич
ным циркону. ,

В последнее время установлено, что вслед за 89-м элементом 
(актинием) начинается вторая группа редкоземельных элемен
тов, у которой заполнение происходит в подгруппе 5/. К этой 
второй группе редкоземельных элементов принадлежат, кроме 
встречающихся в природе тяжелых элементов 90 ТЬ, 91 Р а  и
92 и ,  такж е искусственно получаемые трансурановые элементы
93 Ыр, 94 Ри, 95 А т ,  96 С т ,  97 Вк, 98 С! и последующие.

Табл. IX дает строение атомов всех элементов.

§ 92. Спектры атомов второй группы 
периодической системы

Обратимся теперь к атомам . второй группы периодической 
системы элементов. К их числу относятся щелочноземельные 
металлы

4Ве, 12Mg, 20Са, 385г, 56Ва, 88Ря,

а также
3 0 2 п ,  48С с1 ,. 8 0 H g .

В качестве примера на рис. 52, приведен обзор важнейших 
серий и схема уровней энергии нейтрального магния. Мы видим 
здесь ту же картину, что и в случае гелия: имеются две системы
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Р ис. 52. Схема уровней энергии и обзор важнейших серий нейтральноги.
магния.



уровней, синглетные и триплетиые. Комбинации их дают, во- 
первых, серии синглетных линий: главную ^Р\ — '5о (А, == 2852 А, 
2025 А и т. д .);  вторую побочную (резкую) '5о — '^1  (Я =  
=  1828А, 5711 А и т. д .);  первую побочную (диффузную 
Ф з — '^1 (?̂  =  8806 А, 5528 А и т. д .). Аналогичные серии 
имеются и в системе триплетов: главная 1,о — (Л == 
=  15 023 А, 15 032 А и т. д.); вторая побочная — 1. о 
(Х =  5183 А, 5172 А и т. д .); первая побочная (диффузная) 
®£>з,2,1 — ^^2, 1.0 (Х =  3838А, 3832 А и т. д .). В качестве исклю
чения из правила запрета интеркомбинаций имеется синяя ли
ния Я-=  4571,15 А, возникающая при переходе — ’5о. Эта 
линия замечательна тем, что для ее возбуждения требуется наи
меньшая энергия — 2,7 эв. При освещении паров магния моно
хроматическим светом с длиной волны 4571,15 А атом погло
щает этот свет, переходя из нормального состояния '5о в воз
бужденное ‘̂ Р\ и при возвращении в нормальное состояние вновь 
испускает эту ж е длину волны. Линия 4571,15 А является, т а 
ким образом, резонансной. В случае магния (и других двухва
лентных атомов ) имеется, однако, и вторая резонансная линия 
2852,11 А (ультрафиолетовая), возникающая в системе сингле
тов при переходе ’^1  — '5о. Нелишне отметить здесь, что из трех 
близких интеркомбинационных переходов — '5о, ^Р\ — 5о, 
зРо — '5о осуществляется только один — ®Р1 — ’5о. Равным об
разом не осуществляются переходы ^5] — '5о. Причина этого 
будет объяснена ниже. Аналогичный характер имеют спектры 
других атомов второй группы. Н а рис. 53 приведено несколько 
примеров триплетов их спектров.

Д ля  объяснения спектров атомов с двумя валентными элек
тронами целесообразно пользоваться векторной моделью, ана
логичной той, которая была введена для случая одновалентных 
атомов первой группы (щелочные металлы). В случае атомов 
второй группы ¿  — 2 электронов образуют оболочку благород
ного газа [у бериллия (2  =  4) это — оболочка гелия, у магния 
( 2 =  12) — оболочка неона и т. д.]. Полный момент такой обо
лочки, как это следует из целого ряда свойств благородных га
зов, равен нулю *). Поэтому спектральные свойства атомов вто
рой группы обусловлены наличием последних двух валентных 
электронов.

Векторная модель для атомов с двумя валентными электро
нами состоит из четырех векторов: двух орбитальных моментов 
Ь и Ь и двух моментов спина 81 и 8 2 . В отсутствие внешнего 
поля или в слабом магнитном поле все эти четыре вектора
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*) В случае гелия это непосредственно вытекает из уж е известной нам 
его структуры: в основном состоянии оба электрона находятся в состоянии 
1«, а их проекции спинов антипараллельны.
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между собой комбинируются, давая  вектор полного момента ко
личества движения атома Л, постоянный по величине и направ
лению. Здесь, однако, нужно еще решить вопрос о том, в каком

ттшш

цтн Мрттш

' 2-йр»шт

■ р щ н  и — ю д
ш л  'зт .Ш7 >шг л т¿мв м т

ш ш ш ш т ш ш  т ш ш ш ш ш ш ш ш т
- .!ЗД1ЕШШЩ ШШИ ДИИИИиК рЩ1ЯнИВЙИЮИИЯйИ1Мшр8№

ш м т ш и  ¿-ы

Ь м « ^ 1 й в н н и  и мЦ ..... .»
1Ь7Ь т

иД1_

Н реэт й

Рис. 53. Примеры триплетов резкой и диффузном серий.

порядке комбинируются между собой векторы орбитального и 
спинового моментов: комбинируются ли сначала векторы 1 и 8 
для каждого электрона и уже во вторую очередь получаюн^иеся 
векторы ]) и ]2 складываются, давая вектор J, или, наоборот, 
раньше складываются векторы 5, и 1,- для различных электро
нов, а затем полученные векторы Ь и Ь суммируются в вектор J.
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Очевидно, что порядок суммирования есть вопрос величины 
энергии связи — вопрос о том, какая связь прочнее: связь спи
нов разных электронов между собой и орбитальных моментов 
между собой или связь спин — орбита для каждого электрона. 
Оба варианта векторной модели приведены на рис. 54. Оба они

дают одинаковое число возможных состояний, но самые состоя
ния будут различными, и только сравнение с результатами а н а 
лиза изученных спектров может дать ответ на этот вопрос. Т а 
кой анализ, выполненный на большом экспериментальном мате
риале, показал, что вообще спектры всех сложных атомов обна
руживают в большинстве случаев связь спин — спин, а не 
спин — орбита. Поэтому первый тип связи называют обычно нор
мальной связью.

Рассмотрим сначала сложение векторов I] и Ь. Численные 
значения этих векторов равны соответственно

У к  (/. +  1)й и \ / 1 Ж Т Т ) 1 г .

Сложение их производится по правилу параллелограмма, но 
так как вектор-сумма L есть также квантовый вектор импульса, 
то комбинирование векторов I) и Ь возмож[ю'только под такими 
углами, чтобы получаемый в результате сложения вектор I  был 
равен

1 Ь | =  1)Й,
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причем при 1\ >  ¿2

¿  =  А+^2> — 1............  1\ — 1-г.

Рассмотрим пример. Пусть /1 =  3, /2 =  2, т. е.

1ГЛ. \ 'И1

(92.1)

| / , | = ] / 1 2 Й .  Ц з | = | / 6 Й .

Согласно (92.1) возможные значения Ь будут

так  что
¿  =  5, 4, 3, 2, 1,

/ 6 Й ,  1/2 Й.

Следующий простой графический прием позволяет сразу по
лучить все эти значения. Отложим на обеих осях координат 
возможрше значения орбитального импульса в единицах Ь, т. е. 
У 2 , ] /б ,  и проведем из начала координат дуги кругов 
этими радиусами (рис. 55). Д ля  того чтобы теперь получить

все возможные векторы-сум
мы 11 и Ь в иащем примере, 
о п и щ т  из точки оси орди
нат У 12 полуокружность р а 
диусом | / б .  Радиусы-векто
ры, проведенные из начала 
координат к точкам пере
сечения этой полуокружно
сти с заранее проведенной 
системой дуг, и представят 
все возможные в данном 
случае векторы суммы
1| +  Ь-

При сложении векторов 
спина 8 ] и 82  мы такж е по
лучаем вектор-сумму 8

| 8 | = / 5 ( 5  +  1)Й,
Рис. 55. Сложение орбитальных им

пульсов.

причем, однако, для значений 5  имеется только две возможности

= 0 ,

т .  е.
2 2

I 8  1 =  | / 2  Й или 0.

Наконец, сложение Ь и 8  дает полный момент импульса 
атома,Л, величина которого определяется по формуле

М1 =  ] / Д / Т Т ) й ,
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причем, так же как и в случае сложения Ь и Ь, квантовое число 
У прини1иает следующие значения:

¡ =  1  +  8 , Ь +  8 — \ , . . . ,  1  —  8 .
' Так как в случае двух электронов 5  имеет только два зн а
чения

5 =  0 или 1,
то для каждого L возможные значения I  будут

1 =  Ь или ]  =  Ь + \ ,  Ь,  I — 1.
Если оба электрона находятся в «-состоянии (/1 =  /2 =  0) 

с одним и тем же главным квантовым числом (например, 2x25 
в случае бериллия, ЗхЗ« в случае магния и т. д .), то единствен
ным возможным значением 5  будет О, так как вследствие прин
ципа Паули такие электроны должны обязательно иметь анти- 
параллельные проекции спинов. Поэтому единственно возмож
ным значением /  будет такж е нуль. Мы получаем, таким обра
зом, только один простой (синглетный) терм '5о. Возьмем те
перь какую-нибудь другую комбинацию, например ЗхЗр (для 
магния, см. рис. 52). Здесь и =  0, /2 =  1, поэтому L имеет 
только одно значение /, =  1, а 5  по-прежнему — два значения О 
и 1. Поэтому для /  возможны значения

/ =  1, /  =  2, 1, 0.
Соответствующие термы будут

I р  . з р  зр  зр  ^2» ^0*
Большее разнообразие термов дает комбинация р (/1 =  1) и 
4(12 =  2)  электронов. В этом случае возможные значения 1  и 
соответствующие термы будут

Е =  3,  2,  1, 
терм: Е,  О,  Р.

Д л я  каждого из термов возможны две группы значений / :
а) ]  — Ь ( 8  =  0 ) — синглетные термы; б) /  =  ¿ + 1 ,  Ь,  L — 1 
( 5 = 1 )  — триплетные термы. Все получающиеся термы све
дены в табл. X.

Т а б л и ц а  X

Син глеты  (5  — 0) Т р и п ле ты  (5== 1) •

I I 2 3 0 1 2 3 4

1  =  1 'Р, Р̂о ^Рг ^Р2
1  =  2 ^02
¿  =  3 1 Р ?Р2 3^4
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Векторная модель позволяет обосновать замечательное но 
своей простоте правило интервалов в триплетных спектрах. 
В последнем из разобранных примеров мы получили следующие 
группы термов;

ЗРо, 3/)з; ЗРз,

Если вычислить разности между соседними термами, т. е. 
интервалы расщепления, то 01ш оказываются такими;

: 2 : 3 ; = 3 : 4 .

В следующей таблице приведено несколько примеров, иллю
стрирующих это правило.

Т а б л и ц а  XI

Т ео р ети ч ес ко е  отношение и н тервалоз  
2 : 1

Т ео р ети ч ес ко е  отнош ение  интервалов 3 : 2

Элем ен т .
к о н ф и гу р а 

ция
‘Ра— ‘Р.

11абло-
леипое

стноше-
иие

Элемент.
к о н ф и гу р а 

ция
• о , - ‘В,

Н аблю 
денное

отнош е
ние

С а '¿с1 Зс? 13,5 26,9 2,0 Са 3(/ 45 13,6 21,7 1,6
Са 35 4р 52,3 105,9 2,0 Са Зй 4р 26,7 40,0 1,5
8  г 55 5р 187,0 394,6 2,1 1п  45 4й 3,4 4,6 1,4
М § 35 Зр 20 ,0 40,9 2,0 С(1 5« Ъй 11,7 18,2 1.6-
2 п  45 4р 190 389,0 2,0 С(1 45 Лй 3,8 5,6 1,5

По поводу обоснования этого замечательного правила сле
дует обратиться к специальным руководствам по теоретической 
спектроскопии *).

§ 93. Некоторые закономерности в сложных спектрах

Векторная модель позволяет с поразительной точностью 
предсказывать тончайщие особенности спектров сложных ато
мов. Мы здесь не имеем возможности останавливаться на де
талях и приведем для иллюстрации только некоторые простые 
закономерности, наблюдаемые в сложных спектрах;

1. П равило смещения. Это правило состоит в следующем: 
спектр и уровни энергии атома с атомным номером I  анало
гичны спектру и уровням энергии однократно ионизованного  
атома с атомным номером Z \ . С примерами этой закономер- 
нос'ги мы уже встречались неоднократно. Вспомним, что спект

*) См. С. Э. Ф р и ш ,  Оптические спектры еиомов. Физм^ггиз, 1У63.



ры Н И Не+ и и т. д. совершенно аналогичны. Это правило 
■справедливо и для спектров сложных атомов.

2. П равило чередования мультиплетностей формулируется 
так: спектральные термы последовательных элементов периоди
ческой системы имеют попеременно четную и нечетную мульти
плетность. Мы уже знаем, что щелочные металлы (I группа пе
риодической системы) имеют дублетные термы, а щелочнозе
мельные металлы (II группа периодической системы)— синг
летные и триплетные. Это — один из примеров весьма общего 
правила, которое непосредственно вытекает из векторной схемы.

Векторная модель для нескольких электронов строится сле
дующим образом. Пусть в атоме имеется п электронов. Каждый 
из них обладает орбитальным моментом I и моментом спина 5. 
В случае нормальной связи орбитальные и спиновые моменты 
суммируются отдельно

Ь =  8 =  2 8 , . ,
I /

и сумма Ь и 8 дает полный момент атома J

Л =  Ь +  8.

При суммировании 1г и 8; соблюдаются правила квантования, 
с которыми мы встретились при суммировании двух моментов. 
В частности, квантовое число полного спина 5  будет целым или 
полуцелым в зависимости от того, четное или нечетное число
злектронов: в случае одного электрона 5  =  ^  ; для двух элек-

I / I Ятронов 5  =  0 или 1; для трех 5  =  -;у+  — +  - -  =  — или

у  — у  +  'г четырех 5  =  0,1 или 2 и т. л. Полный мо
мент I  есть

1 Л  =  / / { /  +  1)й,
причем

/ = ¿  +  5; ¿  +  5 - 1 ,  . . . ,  \ 1 - 8 \ .

Очевидно, что если I  >  5, то число возможных значений /  равно 
2 5 + 1 .  Таким образом, в случае трех электронов получается 
две системы термов: для 5  =  '/г число возможных значений / ,  
т. е. мультиплетность терма, равно двум; для 5  =  25 +  1 =  4. 
т. е. мультиплетность равна четырем (квартетные термы). 
В случае четырех электронов 5  =  0, 1, 2; соответственно

У =  I  — синглеты,
7 =  / - + 1 ,  L,  Ь — 1 — триплеты,
У =  /. +  2, ¿ + 1 ,  I ,  ¿ — 1, L — 2 — квинтеты.

■§ 03) Н ЕКО ТО РЫ Е ЗАКОНОМ ЕРНОСТИ В С ЛО Ж Н Ы Х  СПЕКТРАХ 371
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Мы видим, что для последовательно возрастающего числа элек
тронов действительно происходит чередование четных и нечет
ных мультиплетностей. Опыт совершенно точно подтверждает 
это предсказание. Так, например, у элементов первого длинного

Р и:. 55. Примеры к правилу чередования мультиплетности.

периода периодической системы (18 элементов от 19 К до 36 Кг)' 
наблюдается следующее чередование мультиплетностей:

19 К 20 Са 21 5с 22 Т! 23 V

Дублеты Синглеты 

Т риплеты
Дублеты

Квартеты

Синглеты

Триплеты

Квинтеты

Дублеты

Квартеты

Секстеты

У следующего за ванадием элемента 24 Сг наблюдаются все не
четные мультиплеты, за исключением синглетов (т. е. наблю
даются триплеты, квинтеты и септеты) и т. д. На рис. 56 при
ведены примеры указанных в таблице мультиплетов, причем 
отмечены только наиболее яркие линии каждого мультиплета.

§ 34. Магнитные свойства атомов

Наличие механического и связанного с ним магнитного мо
мента атомов обнаруживается не только спектроскопически, но 
и в магнитных свойствах атомов. Очевидно, прежде всего, что 
если /  =  О, то равен нулю и магнитный момент, и атом является

I -'У.
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диамагнитным; паоборот, при /  О он обладает парамагнит
ными свойствами. Классическая теория парамагнетизма была 
развита Ланжевеном еще в начале XX столетия. Согласно этой 
теории атомам парамагнитного вещества приписывался опреде
ленный магнитный дипольный момент. Внешнее магнитное поле 
ориентирует эти элементарные диполи, но тепловое движение 
расстраивает эту ориентацию. Макроскопические парамагнит
ные свойства определяются, таким образом, статистическим рав
новесием между обоими этими факторами. Применяя классиче
скую статистику, Ланжевен вычислил парамагнитные константы 
вещества; при этом, в соответствии с классическими представ
лениями, он считал любые углы ориентации магнитных диполей 
относительно направления внешнего поля равновероятными*). 
Д л я  парамагнитной восприимчивости, отнесенной к одному 
молю вещества, получается, таким образом,

Хм —  ■ (94.1)

где Т — абсолютная температура, а с — так называемая постоян
ная Кюри, которая выражается, по Ланжевену, следующим 
образом:

1
(94.2)

(Р  — универсальная газовая постоянная, Л̂о — постоянная Аво
гадро, |я — магнитный момент элементарного диполя). М ножи
тель 7з получается в результате усреднения по всем возможным 
ориентациям диполей в предположении, что все эти ориентации 
равновероятны. В квантовой теории это допущение не может 
быть сохранено, так как вследствие пространственного кванто
вания возможны не любые ориентации, но только те, для кото
рых магнитное квантовое число атома принимает дискретные 
значения

т  =  1 , ( 7 — 1), . . . ,  — Л

Если произвести усреднение по этим дискретным ориента
циям **), то вместо 7з получается

/ ( / - f  1) / +  I
3/2 3/ ’

а потому несколько меняется и выражение постоянной Кюри:

*) Изложение теории Ланжевена см., например, в книге: Р. Б е к к е р , . ,  
Электронная теория, стр. 160 и след., Гостехиздат, 1941, См. также живо 
написанную книгу: Д . М а т т и с ,  Теория магнетизма, «Мир», 1967.

**) См. Р. Б е к к е р ,  Электронная теория, Гостехиздат, 1941, стр. 161 — 162,
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вместо (94.2) получается

( / + 1 )
3R J

(94.3)

Магнитный момент атома, как мы видели в § 78, выражается 
-через магнетон Бора Л'1о;

1.1 =  Л// =  §  ( / +  1)Мо, 

или приближенно (для достаточно больших } )*)

что дает для постоянной Кюри

(94.4)

(94.5)

Д ля  того чтобы по этой формуле вычислить постоянную 
Кюри, необходимо, таким образом, знать /. Если / неизвестно, 
то  для проверки формулы (94.5) по известной из опыта постоян
ной Кюри с вычисляют g V H J + ^ ) ’ т. е. магнитный момент 
.атома в магнетонах Бора

g V H J  +  \)- М,

(Л1в — магнетон Бора для одного моля =  5585 э р г - г а у с с ) ^  
^ . « о л ь - ' ) .  Подставляя численные значения, получаем

g у +  1) =  / с  = 2 , 8 3  У с . (94.6)

Гунд, которому принадлежит формула (94.6), сравнил ее с опыт
ными данными для трижды ионизованных атомов редких земель
II для ионов группы железа. Причина, вследствие которой удоб
но было взять именно трижды ионизованные атомы редких зе
мель, ясна из теории периодической системы. У атомов редких 

..земель спектроскопические и магнитные свойства обусловлены 
внутренними 4/-электронами, при этом у трижды ионизованных 
ионов внешняя оболочка замкнута, и весь магнитный момент об- 
л'словлен только 4/-электронами.

*) Излагаемые соображения вообще упрощены и не учитывают квантово- 
'ме.ханических особенностей момента импульса. Точная формула сложнее, но 
aie содержит ничего принципиально нового.
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Совпадение с опытом для ионов редких земель получилось 
очень хорошее, как видно из рис. 57, где сплошной линией по
казан ход магнитного момента, вычисленный по формуле (94.6)

W

N

/

О ___________________
La Се ■ Рг" Nd "PfriSm” Eu ‘ Gd”T

Рис. 57. Парамагнетизм редких земель.

О у "  Но" EfTu"Yb'"Cp

а штриховой линией — кривая, построенная по эксперименталь
ным данным. В случае ионов группы железа совпадение малс^ 
удовлетворительно, что, вероятно, объясняется сложностью их 
мультиплетной структуры.

§ 95. Спектры изоэлектронных ионов

Изоэлектронными называются ионы, содержащие в оболочке- 
одинаковое число электронов. Рассмотрим, например, ряд элек
тронов, начинающийся литием: 3 Li, 4 Be, 5 В, 6 С, . . .  Литий; 
имеет 3 электрона, бериллий — 4, бор — 5, углерод — 6. Поэтому, 
если мы возьмем ряд, начинающийся нейтральным литием и- 
продолжающийся ионами Ве+, В++, С+++, . . . ,  то все эти ионь1 
будут иметь то же число электронов, что и литий, т. е. 3. В спек
троскопии принято обозначать нейтральные атомы, присоединяя: 
к их символу римскую цифру L однократно ионизованные — 
римской цифрой II и т. д. Итак, ряд

Li l ,  Be l l ,  Bin, CI V,  . . .

является изоэлектронным. Экспериментальное изучение спект
ров подобных изоэлектронных рядов осложняется трудностью* 
получения высокоионнзованных атомов. Эти затруднения был» 
преодолены Милликэном и Боуэном, которые воспользовались 
методом «горячих искр», т. е. искр в высоком вакууме
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Наиболее интересная особенность спектров изоэлектронных 
атомов и ионов заключается в том, что спектры эти имеют со
вершенно аналогичную структуру. На рис. 58 приведены фото

графии первых членов главной 
серии для изоэлектронного ря
да с 19 электронами;
K I ,  C a l l ,  S e i n ,  T i l V,  V V .

Как видно, у всех атомов эти 
линии являются дублетами, то
гда как, например, у нейтраль
ного кальция встречаются 
только синглетные или три
плетные линии.

Д ля  нас особенно важны 
результаты, которые были по
лучены при сравнении одина
ковых термов для различных 
изоэлектронных ионов. Эти 
термы, вообще говоря, не водо
родоподобны, Их можно, ко
нечно, представить формулой 
Ридберга

++++ RZ эфф
(п - f  o Y

Рис. 58. Дублеты  главной серии для  
изоэлектронного ряда К 1, Са II, 

S e i n ,  Ti  IV,  V V.

где 2эфф — эффективный заряд  
остова, т. е. для нейтрального 
атома 2эфф =  1, для однократ
но ионизованного иона Zэфф =  
=  2 и т. д.

 ̂ Но, как уже было указано в § 76, поправку можно вносить 
не в главное квантовое число п, но в заряд  ядра 2.

Так именно мы поступали в § 76 и еще раньше, при описа
нии спектров рентгеновских лучей, в т. I, § 36. Например, ча
стоту линии Ка для различных элементов мы писали в виде

где Z  — истинный заряд  ядра. Отсюда следует, что термы К  
имеют вид

Аналогично термы L  представляются формулой
г  _  R { Z - 7 A Y
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Мы видим, что при этом способе представления термов за 
основу берется формула бальмеровых термов

«2Т = ■*■ п

и вносится поправка в заряд  ядра 2, в то время как в формуле 
Ридберга поправка вносится в главное квантовое число п. Оче
видно, что поправка в рентге
новских термах представляет 
собой «константу экранирова
ния»: она указывает, в какой 
]мере для излучающего элек
трона заряд ядра компенси
руется остальными электрона
ми. Обозначая поправку че
рез б, напишем формулу рент
геновских термов в виде
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Рис. 59. Диаграмма Мозели для  
изоэлектронного ряда К I, Ca l l .

Но это — хорошо известный за 
кон Мозели (т. I, § 36), согла
сно которому между Г и 2  
имеет место линейная связь.
Откладывая на оси ординат
У т  вместо У т , а на оси абсцисс 2, мы получим прямую с 
тангенсом угла наклона к оси х, равным 1/я.

Милликэн и Боуэн вычислили термы изоэлектронных рядов 
по формуле Мозели. На рис. 59 приведены диаграммы Мозели 
для  изоэлектронного ряда, начинающегося с К I. Как видно, во 
всех случаях для термов с одинаковым главным квантовым чис
лом получаются почти точно прямые, идущие параллельно нря* 
]иой с угловым коэффициентом 1/п. Как мы видели в § 91, очень 
важно, что прямая для терма З^Д пересекает прямую 4^5 между
2  =  20 и 2  =  21, так что у К I терм 3^/3 лежит ниже терма 4^5^

Т а б л и ц а  XII

Терм K I Са И Sc HI Ti IV V V

з ю 17,95 17,40 16,95 16,65 16,43
4^8 16,74 16,26 15,96 15,74 15,58
4Ю 17,95 17,61 17,43 17,29 17,18
42F 18,00 17,99 17,97 17,94 17,91
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в  табл. XII приведены величины постоянной экранирования
б ДЛЯ различных термов, вычисленные из эмпирических данных 
ДЛЯ ряда К I, C a l l ,  . . . ,  атомы которого имеют по 19 электро
нов. Как и следовало ожидать, для термов D w F экранирую
щее действие 18 электронов проявляется почти полностью, тогда 
как для термов S величина б лежит между 17,7 и 15,6.

§ 96. Рентгеновские спектры

Как уже было показано в т. I, § 35, характерная черта рент
геновских спектров заключается в их простоте и полном еди
нообразии. В то время как оптические спектры существенно 
меняются при переходе от одной группы периодической системы 
к другой, рентгеновские спектры всех элементов состоят из не
большого числа линий, сходным образом расположенных друг 
относительно друга и имеющих одну и ту же тонкую структуру. 
При увеличении атомного номера Z весь рентгеновский спектр 
как  бы смещается в коротковолновую часть, не меняя своей 
структуры. Закономерность этого смещения такж е удивляет 
своей простотой; она выражается законом Мозели (см. т. I, 
■§ 36), согласно которому квадратный корень из частоты соот
ветственных линий спектра различных атомов просто пропор
ционален атомному номеру.

Простота и монотонный характер (т. е. отсутствие периодич
ности) изменения рентгеновских спектров с изменением атом
ного номера указывают на то, что рентгеновские спектры воз- 
1шкают не в периферических, а во внутренних частях атомов. 
Следующ ая замечательная особенность рентгеновских спектров 
поглощения дает ключ к объяснению их происхождения: в рент
геновских спектрах отсутствует обращ ение линий, столь харак
терное для оптических спектров (достаточно вспомнить школь
ный пример обращения D -линии натрия при пропускании света 
источника со сплошным спектром через пары натрия). Если 
пропустить через слой какого-нибудь элемента тормозное рент
геновское излучение, разлагающееся в сплошной спектр (см. 
т. I, § 35), то в спектре поглощения не появляется характерных 
для этого элемента темных линий, но появляются сплошные ши
рокие полосы с резкими краями с длинноволновой стороны. Это 
наглядно можно иллюстрировать на примере серии К, где соот
ношения особенно просты. На рис. 60 внизу схематически изо- 

-бражен линейчатый спектр испускания серии К, а вверху — ход 
логлощения в том же элементе. Как видно, при уменьшении 
длины волны поглощение падает, 1ю при определенной длине 
волны, близкой к длине волны линии /(у, — резко возрастает 
с тем, чтобы при дальнейшем убывании длины волны вновь 
л л а в н о  убывать. Граница возникающей размытой полосы погло-
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щеиия па самом деле несколько смещена в коротковолновук> 
сторону относительно липнп Л'у и точно совпадает с границей 
серии К-

На рис. 61 приведена фотография, на которой отчетливо 
видны полосы поглощения k g  и Вг (фотоэмульсия) с их резкими 
краями. Сплошной характер 
рентгеновского спектра поглоще
ния сразу указывает на то, что 
одно из двух комбинирующихся 
при абсорбции состояний не кван
товано (см. т. I, § 119). По
скольку с длинноволновой сторо
ны полоса поглощения имеет рез
кий край, совпадающий с гра
ницей серии, мы вправе заклю 
чить, что процесс, происходящий 
при поглощении длины волны, 
соответствующей краю полосы, 
заключается в освобождении
электрона от связи с атомом, т. е. в ионизации атома. При боль
ших длинах волн энергия кванта /гv еще недостаточна для осво- 
бож де1Шя электрона, а при меньших — энергии хватает не толь
ко па освобождение электрона, по и на сообщение ему кинети
ческой энергии. Так как, далее, рентгеновские лучи возникают'

у  '/} щ 'аг
длина долмы

Рис. 60. Соотношеппе м еж ду рент
геновским спектром испускания и 

поглощения для серии 1\.

П  . П ' , '

. . /<РС£Ц ' хрии
поглт4;етя пшощтаяЪг

Рис. 61. Полосы поглощения б]юма и серебра.

ВО внутренних частях структуры атома, то речь здесь идет о& 
освобождении одного из внутренних электронов.

Коссель дал следующую картину возникновения рентгенов
ских спектров. Д ля  возникновения спектра испускания необходи
мо, чтобы атом был предварительно переведен в возбуждещюе- 
состояние. Это возбуждение в случае рентгеновских спектров 
может состоять только в освобождении одного из внутренних 
электронов, что и подтверждается характером рентгеновского- 
спектра поглощения. Если под влиянием катодного электрона.
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ИЛИ рентгеновского излучения, падающего извне, освобождается 
один из двух электронов самого внутреннего слоя (/(-слоя), то 
освободивщееся место может быть занято электроном из какого- 
нибудь более внещнего слоя {Ь, М, М). В первом случае испу
скается линия Ка> во втором — /С|з, В третьем — Ку.

Этой картине возникновения /С-спектра соответствует та фор
ма закона Мозели, в какой мы уже излагали его в § 36 т. I.
Именно для линии мы писали

12

Т. е. волновое число линии есть результат комбинации двух 
термов, из которых один соответствует главному квантовому 
числу п =  1 (терм К ) ,  а другой — п =  2 (терм Ь).  Эти термы, 
как видно из формулы, очень близки к водородоподобным; отли
чие состоит только в том, что вместо атомного номера I  в выра
жение терма входит 2 — 1. Это обстоятельство в простейшем 
случае серии К  может быть объяснено «экранированием» пол
ного заряда ядра 2, остающимся после ионизации в слое К  од
ним электроном.

Происхождение дальнейших серий ¿ ,  М, . . .  может быть 
объяснено аналогичным образом. Спектры поглощения, соответ
ствующие этим сериям, имеют, однако, особенность, не встре
чавшуюся в случае серии /(: граница сплошного спектра погло
щения для этих серий имеет структуру: в случае серии L она 
тройная, в случае серии М  — пятикратная, для серии N  — семи
кратная. Эта важная'особенность имеет простое объяснение, ко
торое мы, однако, разберем дальше, в § 97. Здесь мы ограни
чимся рассмотрением механизма возникновения рентгеновских 
■спектров лишь в гр уб ы х  чертах и не будем учитывать ни струк
туры края полосы, ни других более тонких особенностей рент
геновских спектров. В этих грубых чертах возникновение серии 
L объясняется переходом электронов из слоев М, Л̂ , . . .  на осво
бодившееся вследствие предварительной ионизации место в слое
Ь] возникновение серии М  — переходом электронов из слоев 
М, О, . . .  на свободное место в слое М и т. д.

§ 97. Схема уровней энергии для рентгеновских спектров

Из сказанного в предыдущем параграфе вытекает следую
щ а я  схема'уровней энергии, комбинации которых дают рентге
новские спектральные линии. При освобождении электрона из 
слоя атом переходит из нормального состояния в возбужден
ное, обозначенное на рис. 62 буквой К- Расстояние между нор
мальным уровнем и этим уровнем К  есть, очевидно, энергия, 
соответствующая терму К, или энергия ионизации слоя К, выра-
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женцая в шкале волновых чисел. При переходах с уровня К  
на уровни Ь, М, N  возникают линии испускания Ку. Н аи 
более вероятному переходу /С—*■/- отвечает и самая интенсивная 
линия серии К  — линия Ка-

энергия терм Н'

I

I Г '

М-

J _

I
I

н -

Ксс Ку

К-электрон
уЗт н

. Ь-злектт 
¡/Вален

М-электрон
удален

далентныи

Р ис. 62. Грубая схем а рентгеновских уровней энергии и ее сравнение со 
схемой оптических уровней.

Возбуждение из нормального состояния до уровня I ,  соот
ветствующее ионизации слоя Ь, дает начало серии Ь, линии ко
торой возникают при переходах ¿ - > М ,  1 -^Ы.

Положение уровней К, Ь, М, . . .  над нормальным уровнем, 
очевидно, определяет положение границ поглощения К, Ь, М, . . .  
(структуру границ мы здесь не учитываем).

Сравним теперь схему рентгеновских уровней энергии со 
схемой оптических уровней, образцом которой может служить' 
лю бая из приведенных выше схем. Легко видеть, что между 
обеими схемами имеется существенное различие; в первом 
случае (оптические уровни) уровень с наименьшим главным
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квантовым числом п =  1 лежит ниэюе всех, тогда как во втором 
(рентгеновские уровни) уровень К  (п — I) лежит выше всех: 
вся схема рентгеновских уровней представляет собой полное 
обращение оптической. Причина этого лежит в различии меха
низма возникновения оптических и рентгеновских спектров. Оп
тические спектры возникают при возбуждении периферического 
наиболее слабо связанного электрона из состояния с наиболь
шей энергией связи и наименьшим главным квантовым числом в- 
состояния с более высокими квантовыми числами и меньшей 
энергией связи. Энергия возбуждения, очевидно, будет тем боль
ше, чем меньше энергия связи в возбужденном состоянии и чем  
больш е главное квантовое число, соответствующее возбужден
ному состоянию. В случае же рентгеновских спектров возбужде
ние состоит в освоболадении электрона, связанного в нормаль
ном состоянии атома в том или ином слое. Энергия возбужде-' 
ния будет поэтому тем больше, чем прочнее связан электрон; 
другими словами, наибольшая энергия будет соответствовать 
освобождению электрона, связанного в самом глубоком, бли
жайшем к ядру слое, т. е. в слое с наименьшим главным кван
товым числом.

Соотношение между оптическими и рентгеновскими уров
нями можно наглядно представить еще иначе. Д л я  этого усло
вимся считать энергию ионизации наиболее слабо связаннога 
периферического (валентного) электрона равной нулю (уровень 
00 на рис. 62). Тогда энергии ионизации внутренних электронов- 
будут положительны и будут возрастать по мере убывания 
главного квантового числа того слоя, в котором связан элек
трон.

А’-электрон (п =  I) при этом будет обладать наибольшей 
положительной энергией; ¿-электрон (п == 2 ) — меньшей и т. д. 
Рентгеновские линии испускания возникают при переходах меж
ду этими положительными уровнями энергии. Наоборот, опти
ческие уровни энергии леж ат  ниже выбранного нами нулевого 
уровня; их энергии возрастают с увеличением главного кванто
вого числа периферического электрона.

Таким образом, оптическая система уровней является как бы 
зеркальным отражением рентгеновской.

В спектроскопии обычно считается нормальным расположе
ние оптических уровней энергии. Поэтому рентгеновская система 
уровней называется обращенной. Следует заметить, что при 
некоторых специальных условиях обращенные уровни возни
кают и в оптической части спектра. Рассмотрение этих деталей, 
однако, относится к специальным курсам спектроскопии*).

*) См. С. Э. Ф р и ш ,  Оптические спектры атомов, Физматгиз, 1963, 
Г. Г е р ц б е р г ,  Атомные спектры и строение атома, ИЛ, 1948.
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Д о сих пор мы оставляли в стороне структуру полос погло
щения. Возникает вопрос: почему граница / С  — простая, граница 
/- — тройная, граница М — пятикратная, а граница N — семи
кратная? Объяснение не представляет никакого труда. Граница 
К  отвечает освобождению электрона из слоя с /г =  1; оба элек
трона этого слоя — «-электроны, т. е. для них / =  О, а значит, 
/  имеет единственное значение / =  ’/г- Напротив', восемь элек
тронов слоя L имеют главное квантовое число /г =  2, а I — либо 
€, либо 1; в первом случае / = ‘/г, во втором / = ' / 2  или 
Итак, мы имеем здесь три подуровня в точном соответствии с 
кратностью границы. После этого табл. ХП1, где дано объяс- 
лепие кратности всех краев полос поглощения, становится по
нятной без дальнейших пояснений.

Т а б л и ц а  XIII
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в  соответствии с этой классификацией рентгеновских уров
ней энергии можно построить схему переходов, объясняющую 
возникновение рентгеновского спектра. На рис. 63 приведена 
такая схема для вольфрама (2 =  74). Рассматривая эту схему, 
нетрудно убедиться в том, что она совершенно аналогична схеме 
щелочных металлов, но только полностью обращена (см., на
нример, рис. 33). Если перевернуть рисунок, то аналогия сразу 
бросится в глаза: расположенные друг над другом уровни К, 
¿ 3, Мб, N 7 соответствуют термам 5̂1/2; уровни ¿ 2, — тер
мам 2А/,; уровни ¿ 1, Мг, /Уб--термам уровни М 2, N 4 —
термам 2£/з/, и т. д. При этом и правила отбора остаются теми 
ж е  самыми, что в случае щелочных металлов: рентгеновские 
спектры любых элементов совершенно аналогичны спектрам ще
лочных металлов. Если мы теперь сравним приведенную класси
фикацию уровней с табл. ХП, то увидим, что состояния атома, 
комбинации которых ведут к возникновению рентгеновских 
спектров, совпадают с состояниями освобождаемого электрона. 
Это может быть только в том случае, если полный импульс обо
лочки, из которой удаляется электрон, перед его освобождением 
был равен нулю: электроны освобождаются из замкнутых обо
лочек. Но это как раз соответствует теории периодической си
стемы, изложенной в §§ 90 и 91.

в  соответствии с полной аналогией между рентгеновскими 
термами и термами щелочных металлов рентгеновские спектры
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являются дублетными. Простейшим примером этой дублетности 
является линия Ках.ач, состоящая из двух близко расположен
ных линий. Возникновение этого дублета легко проследить по

Рис. 63. Полная схема возникновения рентгеновского спектра вольфрама
(г  =  74).

рис. 63, где видно, что он возникает в результате переходов
Т. е. аналогичен дублету О в спектре нат

рия. В рентгеновской спектроскопии различают, однако, два 
типа дублетов: так называемые иррегулярные, или дублеты эк-



ранирования (возникающие при переходах А/ ==1 ,  А/ =  0), и 
регулярные, или релятивистские, дублеты. Однако на этом р аз 
личии и соответствующих теоретических вопросах мы здесь 
останавливаться не будем.

§ 98. Непосредственное определение 
рентгеновских уровней энергии

Непосредственное, хотя и менее точное, чем спектроскопиче
ское, определение рентгеновских уровней энергии можно осу
ществить, изучая фотоэлектроны, которые освобождаются рент
геновскими лучами. В уравнении Эйнштейна

Йш =  еУ Р\

?2  — работа выхода электрона, играющая важную роль в фо
тоэффекте с поверхности металлов, Р\ —■ работа освобождения 
электрона от связи с атомом. Так как  энергия фотона рентге
новских лучей йсо измеряется десятками или сотнями тысяч 
электрон-вольт, а работа выхода Р 2 порядка нескольких элек
трон-вольт, то последняя ничтожно мала по сравнению с йю. 
Напротив, энергия связи внутренних электронов Р\ того же 
порядка, что и йсо, особенно в случае тяж елых элементов. О ка
зывается, далее, что при фотоэффекте (фотоионизации) на
блюдается своего рода резонанс; с наибольшей вероятностью 
освобождаются те электроны, энергия связи которых близка к 
энергии падающего фотона. Поэтому фотоэлектроны, наблю дае
мые при действии рентгеновских лучей, освобождаются из вну
тренних оболочек атома. Зная энергию падающего фотона йсо и 
определяя на опыте с возможной точностью кинетическую энер
гию фотоэлектронов еУ, можно, таким образом, по уравнению 
Эйнштейна находить энергию связи внутренних электронов

Р] =  Й(й — еУ,

т. е. рентгеновские уровни атома. Ввиду того, что й© и Рх зн а
чительно превосходят также и энергию связи атома в молекуле, 
а тем более ван-дер-ваальсовы силы сцепления, фотоэффект в 
рентгеновских лучах в первом приближении не зависит и от 
того, подвергаются ли действию рентгеновских лучей свобод
ные атомы или химические соединения в газообразном состоя
нии или твердые тела; поскольку влияние химической связи па 
внутренние уровни энергии мало, фотоэффект под действием 
рентгеновских лучей происходит так, как если бы мы имели дело 
со свободными атомами.

Точное определение скоростей рентгеновских фотоэлектронов 
было впервые осуществлено с помощью магнитного спектрогра
фа. Схема этого спектрографа изображена на рис, 64. Источник
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электронов 5, подвергаемый действию рентгеновских лучей, 
помещался в виде узкой полоски в легкой алюминиевой рамке 
(вид рамки сверху дан на рис. 64 отдельно). Фотоэлектроны, 
пройдя через щель В, фокусировались на фотопластинке Р  при 
помощи однородного поперечного магнитного поля (см. т. I, § 9).

Д ля  электронов, обладающих одной и той ж е  скоростью V,  
радиус кривизны траектории определяется из известного соот
ношения

(98.1)/■̂  tnc

{е  — в электростатических единицах). Так как в случае рентге
новских лучей скорости электронов достаточно велики, то для

массы следует брать ре- 
лятивистское выражение

т = то
Р = - ,с

вследствие чего (98.1) 
принимает вид

ШрС'̂  р
е ’ К ! -  •^ р = -

(98.2)
Искомая кинетическая 
энергия электронов есть

¿■кин =
Р и с. 64. Магнитный спектрограф для и зу
чения энергетического спектра рентгенов

ских фотоэлектронов.

VI ) •
(98.3)

Вследствие фокусиров
ки однородным попереч

ным магнитным полем электроны, обладающие одной и той же 
скоростью V,  дадут на фотопластинке линию; различным скоро
стям соответствуют различные линии. Измеряя их положение, 
легко определить из геометрии прибора для каждой линии ве
личину р, а зная напряженность поля 3^, можно вычислить от
сюда по (98.2) р и затем ¿'шга.

На рис. 65 приведена фотография энергетического спектра 
фотоэлектронов, возникающих в серебре под действием рент
геновского излучения Ка, вольфрама. При истолковании этого 
спектра необходимо иметь в виду, что, как показал опыт, в этом 
энергетическом спектре всегда появляются линии двоякого про
исхождения: 1) линии, вызываемые падающим излучением в из- 
лучат'еле (в данном случае Ag),• 2) линии, вызываемые харак
теристическим излучением самого излучателя, возникающим
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под действием падающего излучения. Интерпретация линий 
рис. 65 приведена в табл. XIV. Обозначения в столбце «Проис
хождение» имеют следующий смысл; Ag Ka „ a ,  — Ад L означает 
линию, соответствующую фотоэлектронам, которые освобож
даются характеристическим излучением серебра А ц К а „ а ,  из 
слоя Ь самого же серебра. Разреш аю щ ая способность прибора

I

Рис. 65. Спектр фотоэлектронов серебра, образованны х излучением
вольфрама.

была недостаточна для разделения линий, возникающих ил 
уровней Ь\, Ь\1, Ьщ ,  а тем более — из уровней М 1, . . . ,  М у .

Т а б л и ц а  XI V-

Л и н и я П рои схож ден и е V/«

1 1620 -  250 = 1 3 7 0
1620 -  50 =  1570

2  ' A g / C g , - A g L 1820— 250 = 1 5 7 0
3 1 8 2 0 -  1̂ 0 =  1770 1
4 W ^C „^ -A g^C 4270 -  1880 =  23С0
5 4370 - 1 8 8 0  =  2490
6 W / C з , - A g í C 4950 - 1 8 8 0  =  3070
7 ^ к ^ . ^ - А е к 5 0 9 0 -  1880 =  3210
8 W / ^ „ ^ - A g L 4270 — 250 =  4020

1

Совпадение \ ’//? для линий 2 не случайно; оно вытекает из- 
следующих комбинационных соотношений (см. рис. 63);

Ка =  К  — Ь, . .  —
К ^ - 1  =  К - Ь - М ,

К а - М  =  К - Ь -
, - М ,  I 
■ ~ М ,  1

Кц , - 1  =  К а - М .

13«
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п. и. Лукирский непосредственно определил рентгеновские 
уровни энергии для легких элементов (6С, 13А1), пользуясь 
весьма удобными свойствами разработанного им метода сфери
ческого конденсатора (см. т. I, § 118). В этом методе торможе
ние электронов определенной скорости происходит настолько 
резко, что энергии их можно с достаточной точностью опреде
лить методом задерживающего потенциала без помощи спект
рографа. Таким путем Лукирский получил, например, следую
щие значения для уровней энергии:

Элемент Уровень Э нерги я  в эв

6 С к 2 59
13А1 1 80

В настоящее время спектры фотоэлектронов, вылетающих 
под действием рентгеновских лучей, с успехом применяются' для 
целей спектрального анализа *).

*) См. К. З и г б а и ,  К. Н о р  д л и н  г и др.. Электронная спектроскопия, 
«Мир», 1971.



Г Л А В А  IX

В О ЗБ У Ж Д Е Н Н Ы Е  АТОМЫ

§ 99. Оптическое возбуждение и резонансная флуоресценция

В разных местах этой книги нам уже приходилось встре
чаться с контролируемым возбуждением спектральных линий. 
В § 93 т. I мы видели, например, что при бомбардировке ато
мов ртути электронами в 4,9 эв  излучаемый спектр состоит всего 
из одной линии 2537 А (точнее 2536,52 А), которая, как мы те
перь знаем, возникает при переходе ато
ма из возбужденного состояния ^Р\ в нор
мальное *5о. Получение спектра путем 
возбуждения атомов электронами строго 
определенной энергии является одним из 
наиболее удобных методов изучения воз
бужденных состояний и имеет большое 
практическое значение, так как в газо
разрядных лампах, широко применяю
щихся в осветительной технике, свечение 
возбуждается именно ударами электронов.

Другим и еще более тонким методом 
исследования возбужденных состояний 
служит возбуждение под действием
света — оптическое возбуждение. Мы уже видели, что в тех слу
чаях, когда длина волны падающего света такова, что энергия 
фотона равна разности между энергией нормального уровня и 
ближайшего к нему возбужденного, свет этой длины волны ин
тенсивно поглощается атомами, которые при возвращении в 
нормальное состояние испускают ту же длину волны (резонанс
ное излучение или резонансная флуоресценция). Так, например, 
при освещении паров натрия желтой натриевой линией испу
скается та же ж елтая линия. Однако такое описание явления 
достаточно грубо. Хорошо известно, что ж елтая натриевая л и 
ния есть дублет, и возникает вопрос: испускаются ли обе линии 
дублета, когда возбуждение вызывается одной из них? Опыты 
Вуда дали на этот вопрос определенный ответ. Оказывается, что 
когда возбуждение производится линией £>2, то испускается 
только эта линия Дг и (в чистых парах натрия при низком дав
лении) никаких следов линии Ох не наблюдается, несмотря на 
то, что уровень с которого испускается эта линия, лежит
ниже уровня З^Рзд, служащего исходным для линии 0 2  (рис, 66).

Рис. 66 . Схема уровней 
для излучения резонанс

ных линий натрия.
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Р ис. 68. С хем а уровней  для  опти
ческого в о зб у ж д ен и я  паров талл и я.

Причина этого состоит в том, что переход с уровня на уро
вень 2Л /2 запрещается правилом отбора Д / == ± 1 .  Поэтому воз
можный в этом случае переход есть Из этого сле -̂ 
дует, что в случае натрия мы имеем дело собственно не с одной 
резонансной линией, но с двумя Ох и 0 2 '. первая возникает при 
возбуждении до уровня вторая — при возбуждении до 
уровня З^Р“/.-

Еще отчетливее существование двух резонансных линий об
наруживается у ртути (рис. 67). Здесь основной уровень есть 
6 ’5о (главное квантовое число
6  относится к последнему, т. е. 
к  излучающему, электрону).
При сообщении атому ртути 
энергии в 4,9 эв  атом перехо
дит в состояние б^Р] и при воз
вращении на основной уровень 
испускает резонансную линию
2536.52 А. То ж е  может быть 
осуществлено путем освеще
ния паров ртути линией
2536.52 А. Переход б^Рх— 6'5о 
при отсутствии возмущений 
запрещается правилом запре
та интеркомбинаций; но в слу
чае слолсных атомов, как уже было указано, это правило нару
шается вследствие взаимных возмущений спиновых и орбиталь
ных моментов. Резонансное испускание в случае ртути может 
быть осуществлено такж е и при освещении линией 1849,57 А. 
Поглощение этой линии обусловлено переходом 6’5о — б 'Рг 
(см. рис. 67), и так как из состояния б 'Р] атом может вернуться 
только в исходное состояние 6’5о, то линия 1849,57 А является 
такж е резонансной. Наблюдение этой линии, однако, сильно з а 
трудняется тем, что она лежит в области сильного поглощения 
кислородом, ввиду чего для получения линии 1849,57 А прихо
дится удалять воздух из приборов и пользоваться особыми в а 
куумными спектрографами. Д ве резонансные линии наблю
даются такж е у кадмия (3261 А и 2889 А), у цинка (3076 А 
и 2139 А) и вообще во всех случаях, когда это требуется схемой 
уровней энергии.

А. Н. Теренин произвел многочисленные наблюдения опти
ческого возбуждения и дал очень ясные их истолкования. В ка
честве интересного примера рассмотрим возбуждение паров 
следующего за ртутью элемента — таллия (Z = = 8 1 ) .  Излучаю
щий электрон таллия нормально находится в состоянии 6р. Ос
новной терм — дублетный б^Ру^, 6^Ру„ расстояние между под
уровнями дублета относительно очень велико (0,96 эв).  В ре
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зультате при освещении паров таллия ультрафиолетовой ли
нией 3776 А обратно излучается не только эта линия, но и ви
димая (зеленая) линия 5350 А. Объяснение видно из рис. 6 8 : 
поглощение линии 3776 А возбуждает атом с основного уровня 
& Р 42 на возбужденный 7^51/,; при возвращении к уровням 
и б^Рз/j испускаются обе указанные линии. Равным образом при 
поглощении линии 2768 А одновременно с этой линией испус
кается линия 3529 А. Объяснение дано в левой половине рис. 6 8 , 
которая после сказанного будет понятна сразу.

Аналогичные результаты были получены Терениным при изу- 
чёнии оптического возбуждения паров свинца, висмута и 
сурьмы.

§ 100. Ступенчатое возбуждение

Очень интересные и наглядные результаты были получены 
при исследовании оптического возбуждения паров ртути, кото
рые изучены особенно детально.

Нормальное состояние атома ртути есть 6 'So (рис 67); си
стема уровней, так ж е  как у гелия, распадается на сииглеты и 
триплеты (§ 89). Ближайшие возбужденные уровни, к которым 
возможны переходы из нормального состояния: в системе син- 
глетов — 6 'P i ,  в системе триплетов — & Р й  переход к уровню 
б^Яо, лежащ ему несколько ниже, запрещен правилом отбора, 
которое будет рассмотрено в § 108. Отсюда следует, что мини
мальная энергия, которую может воспринять атом ртути, отве
чает переходу 6 ‘5о — 6 ®Pi; именно этот переход и получается в 
опыте Ф ранка и Герца, так  как необходимая для него энергия 
равна как раз 4,9 эв. Следующий возможный переход есть 
6 'So — 6 'P i ;  ему отвечает энергия 6,7 эв. Если атом возбужден 
до одного из этих двух уровней 6 ^Pi или 6 ‘Р ь  то единственная 
возможность для обратного перехода заключается в возвраще
нии к нормальному состоянию 6 ‘Sq. При этом в первом случае 
излучается линия 2536,52 А, во втором — 1849,57 А — две упомя
нутые в предыдущем параграфе резонансные линии.

Возбуждение до более высоких уровней требует еще боль
шей энергии, и потому линии, появляющиеся при непосредствен
ном переходе с этих уровней в нормальное состояние, заведомо 
должны леж ать в ультрафиолетовой части спектра. М ежду тем 
хорошо известно, что при электрическом возбуждении, осуще
ствляемом, например, в широко распространенных в лаборатор
ной практике и в технике ртутных ламп, возникает такж е види
мое свечение. Это свечение обусловлено переходами между 
возбужденными состояниями-, например, атом, возбужденный до 
уровня 7^5], может перейти сначала в состояние б^Рь испуская 
интенсивную синюю линию 4358,34 А, а из состояния 6 ®Pi — в
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нормальное состояние 6'5о с испусканием резонансной линии
2536,52 А.

При оптическом возбуждении атомов ртути наблюдаются 
аналогичные процессы. Так как средняя продолжительность 
жизни атомов в возбужденном состоянии очень мала ( 1 0 -’'— 
1 0"® сек), то соответственно мала концентрация возбужденных 
атомов, и при обычных условиях 
имеется лишь ничтожная вероят
ность того, что атом, поглотивший 
квант света и перешедший вслед
ствие этого на какой-нибудь возбуж
денный уровень, успевает поглотить 
второй квант и перейти на более 
высокий уровень. Однако при по
мощи специальных установок Вуду 
удалось осуществить подобное «сту
пенчатое возбуждение» и таким пу
тем детально проконтролировать 
всю схему уровней энергии ртути.

Н а рис. 69 приведена схема опы
тов Вуда. Кварцевый сосуд Я с па
рами ртути при низком давлении 
освещался одной или двумя близко 
расположенными ртутными лам п а
м и / и  / / ,  причем лампа /  охлаж 
далась проточной водой. Это охлаж 
дение имеет следующее значение; 
при горении дуги в парах ртути
лампа сильно разогревается и плотность пара в пей становится 
очень большой. Вследствие этого центральная часть резонанс
ной линии сильно поглощается внутри самой лампы (так назы
ваемое «самообращение»). С такой горячей лампой в сосуде Я 
получить резонансную флуоресценцию, т. е. возбуждение до 
уровня 6®Рь не удается. Напротив, в охлаждаемой лампе плот
ность пара достаточно низка, и самообращения не получается. 
Кварцевая призма К, примазанная к верхней части сосуда Я, 
проецирует свет флуоресценции на щель спектрографа 5, ана
лизирующего его спектральный состав.

С этой установкой Вуд проделал большое количество опытов, 
из которых мы приведем только немногие. При освещении ре
зонансного сосуда К нефильтрованным светом охлаждаемой 
ртутной лампы в спектре флуоресценции появляются все линии 
ртутного спектра, в том числе и видимые. Стоит, однако, поме
стить между Я и лампой /  стекло поглощающее резонансную 
линию 2536,52 А, как всякая флуоресценция исчезает. Это пока
зывает, что для получения флуоресценции необходимо прежде

Р и с. 69. С хем а опы тов В у д а  
со  ступенчаты м  в о зб у ж д ен и ем  

ртути.
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всего возбуждение до резонансного уровня 6^Р\. Если теперь 
вместо стекла поместить в Рх фильтр из паров брома в квар
цевом сосуде, поглощающий всю видимую часть и пропускаю
щий только ультрафиолетовые линии 2536,52 А; 2967,28 А; 
3125,66 А и 3131,56 А, то появляется флуоресценция, в спектре 
которой, кроме возбуждающих линий, обнаруживаются еще ли
нии 3654,83 А и 3662,88 А.

Этот результат сразу становится понятным, если обратиться 
к рис. 67; при поглощении резонансной линии атомы ртути воз
буждаются до уровня б^Рь вследствие близости ртутной лампы 
концентрация возбужденных атомов оказывается столь значи
тельной, что становится заметным маловероятный процесс по
вторного возбуждения атомов, находящихся в состоянии б^Рь 
путем поглощения линий 3125,66 А (6 ^Р1 — 6^D2) и 3131,56 А 
(6 ^Р1 — 6 £̂>1) до более высоких уровней и б^/Зг- При воз
вращении с этих уровней на уровень б^Рг излучаются линии 
3654,83 А и 3662,88 А.

Дальнейший вариант описанных выше опытов состоит в сле
дующем. Если осветить трубку Р  второй неохлаждаемой ртут
ной лампой (сохраняя лампу /  и фильтр из паров брома) без 
светофильтра, то, кроме указанных ультрафиолетовых линий, 
появляются три видимые; фиолетовая (4046,56 А), синяя 
(4358,34 А) и зеленая (5460,74 А); светофильтр из кобальтового 
стекла, поставленный в р 2 и пропускающий только одну синюю 
линию 4358,34 А, не изменяет спектра флуоресценции, т. е. на
ряду с синей линией в спектре флуоресценции наблюдается 
такж е и зеленая. Объяснение этого опыта таково; лампа /  со
здаёт достаточную концентрацию атомов в состоянии б^Рь Эти 
атомы, поглощая из света лампы I I  синюю линию 4358,34 А, пе
реходят в состояние 7^5], гфи возвращении из которого к уров
ням б^Рзд.о испускаются, кроме синей линии, такж е фиолетовая 
и зеленая. Так как для испускания всех этих трех линий доста
точно поднять атом от уровня б^Р) до уровня 7^5ь что происхо
дит при поглощении синей линии, то понятно, что введение 
фильтра, пропускающего только эту линию, не изменяет спек
тра флуоресценции.

§ 101. Термическое возбуждение

Хорошо известно, что испускание линейчатого спектра можно 
вызвать не только ударами электронов или освещением, но и 
повышением температуры. Крупинка поваренной соли, внесен
ная в пламя газовой или д аж е  спиртовой горелки, окрашивает 
пламя в желтый цвет, а спектроскоп показывает присутствие 
D - m h m  натрия. Очевидно, что энергия возбуждения от нор
мального до возбужденного уровня (равная для натрия 2 эв — ,
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=  3 ,2 -10-‘2 эргов на атом) берется в этом случае за счет экер- 
гнн тепловых движений. Средняя кинетическая энергия атомов 
при комнатной температуре составляет около 5-10- '^  эрг,  т. е. 
приблизительно в 100 раз меньше энергии возбуждения атомов. 
Однако скорости газовых молекул распределены по закону М ак 
свелла, а потому при любой температуре имеется известная 
доля молекул, обладающих большими скоростями. Эта доля при 
комнатной температуре ничтожно мала, но она быстро (прибли
зительно экспоненциально) возрастает с повышением темпера
туры, как это показывает табл. XV (числа последней графы

Т а б л и ц а X V

Т е м п е р а т у р а  в °С
С ред н яя  к и н е т и ч е с к а я  

эн ер ги я  п о сту п ате л ь н о го  
д в и ж е н и я  в эв

15
1000
2000
3 0 0 0
4 0 0 0

5 -  10'
1 .3 -  1 0 '
7 . 4 -  1 0 '  
1,5 • 10"

2 - 1 0 '

означают отношение числа соударений Ы' с энергией, большей 
3 эв, к полному числу соударений).

Поэтому, если повышать температуру газа, то сначала в 
спектре долж на появиться одна резонансная линия, а по мере 
возрастания температуры будет появляться все большее число 
линий в соответствии с появлением атомов, возбужденных до 
все более высоких уровней энергии. Наоборот, если выбрать 
определенный участок пламени с одной и той же (достаточно 
высокой) температурой и вносить в него различные атомы, то 
они будут давать  тем большее число линий, чем ниже потен
циал возбуждения. В опыте, выполненном в лаборатории 
Франка, был взят участок пламени бунзеновской горелки с тем
пературой 1530 °С. При этом оказалось, что литий, внесенный в 
это место, дает одну линию, натрий — две, калий — три, руби
д и й — четыре и цезий — шесть линий. Рассмотрение рис. 31—33, 
где имеются шкалы энергий уровней, вполне объясняет это пове
дение различных атомов.

Исследование температурного свечения в строго определен
ных условиях производится в так называемой печи Кинга, кото
рая представляет собой угольную или графитовую трубу, н ака
ливаемую электрическим током. Д л я  создания наиболее чистых 
условий опыта вся печь помещается в вакуум, и наблюдение ве
дется через два кварцевых окна.
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При таких условиях можно проследить постепенное развитие 
спектра легко возбуждаемых атомов (щелочноземельные ме
таллы) вплоть до ионизации атомов.

и

К

О с:

А

Р и с. 70. С х ем а  опы та Л ей п ун-  
ского и Л аты ш ева.

§ 102. Удары второго рода

При термическом возбуждении один из соударяющихся ато
мов переходит из нормального состояния в возбужденное за счет 
относительной кинетической энергии партнеров соударения. Со
ударения этого типа могут происходить также между атомами 
и электронами.

Представим себе, что мы имеем смесь нейтральных атомов 
свободных электронов. Может случиться, что быстрый элек

трон, соударяющийся с невозбуж
денным атомом, будет обладать 
энергией, достаточной для перевода 
атома из нормального состояния в 
возбужденное. В таком случае со
ударение будет неупругим, элек
трон потеряет свою энергию, атом 
ж е  перейдет из нормального состоя
ния в возбужденное. Такого рода 
соударение в точности аналогично 
неупругим ударам, которые испыты
вают электроны в опыте Франка и 
Герца; оно называется ударом пер

вого рода. Однако из термодинамики следует, что наряду с уда
рами первого рода должны существовать такж е и удары проти
воположного характера, при которых возбужденный атом, со
ударяясь с медленным  электроном, возвращается в нормальное 
состояние без излучения,  отдавая избыток энергии электрону. 
Такие соударения получили название ударов второго рода. Тер
модинамика требует, чтобы при равновесии в системе из атомов 
и электронов в единицу времени число ударов первого рода рав
нялось числу ударов второго рода. Этот принцип, называемый 
обычно принципом микроскопической обратимости или принци
пом детального равновесия,  оказывает неоценимые услуги при 
обсуждении процессов обмена энергией в атомных системах.

Существование ударов второго рода между возбужденными 
атомами и электронами было с больщой убедительностью пока
зано -следующим опытом А. И. Лейпунского и Г. Д. Латыщева. 
Электроны, испускаемые горячим катодом К  (рис. 70) и уско
ряемые электрическим полем между и Л^ь попадают в прост
ранство между сетками и Ы .̂ М ежду второй сеткой N 2 и ано
дом А электроны подвергаются действию тормозящего поля. 
Очевидно, что для полного прекращения тока на анод А тормо



зящее поле не должно быть больше ускоряющего поля, так как 
электроны приобретают свою энергию только за счет ускоряю
щего поля. Однако внутри откачанного сосуда, в который заклю 
чены описанные части прибора, имеются следы паров ртути. Если 
освещать эти пары через кварцевое окно Q светом резонансной 
ртутной линии 2536,52 А, то при поглощении этой линии часть 
атомов ртути перейдет в возбужденное состояние. При соударе
ниях второго рода этих возбужденных атомов со свободными 
электронами кинетическая энергия последних должна увели
чиваться за счет энергии возбуждения атомов, которые перейдут 
в нормальное состояние без излучения. Опыт показал, что при 
освещении максимальный тормозящий потенциал между УУг и Л 
действительно возрастает на 4,7 эв по сравнению с ускоряющим 
потенциалом между К  и Ni. Эти 4,7 эв и есть энергия возбужде
ния атомов Hg, передаваемая электронам при ударе второго 
рода. Причина, вследствие которой электроны приобретают 
4,7, а не 4,9 эе, как можно было ожидать, состоит в том, что 
возбужденные атомы Hg, соударяющиеся с электронами, на
ходятся в состоянии ^Ро с энергией возбуждения 4,7 эв, а не в 
состоянии (энергия возбуждения 4,9 эв).  Состояние ^Ро, как 
мы увидим в § 108, характеризуется длительностью, во много 
раз превосходящей длительность состояния ^Р\. Ввиду этого 
концентрация возбужденных атомов H g  в состоянии ^Pq особен
но велика, и вероятность соударения электронов с такими ато
мами соответственно больше вероятности соударения с атомами 
в состоянии ^Ри

§ 103. Сенсибилизированная флуоресценция

Франк обобщил соображения об ударах второго рода между 
атомами и электронами на случай соударений между возбуж
денными и невозбужденными атомами. В самом деле, возмож
ность создавать возбужденные атомы термическим путем указы
вает на существование ударов первого рода, при которых один 
из атомов приобретает энергию возбуждения за счет относи
тельной кинетической энергии соударяющихся партнеров. Но в 
таком случае, согласно принципу микроскопической обратимо
сти, в нагретом газе должны происходить такж е и соударения 
второго рода, при которых возбужденный атом переходит в нор
мальное состояние без излучения, а избыток энергии передается 
соударяющемуся партнеру. Возникает вопрос: как проявляется 
этот избыток энергии? Разумеется, возможно, что соударяющий
ся партнер получит соответствующее приращение кинетической 
энергии. Однако опыт и теория согласно показывают, что такой 
случай мало вероятен. Гораздо вероятнее следующий случай. 
Положим, что газ состоит из смеси атомов двух сортов А я В

§ 1031 С ЕН С И Б И Л И ЗИ Р О В А Н Н А Я  Ф Л У О РЕ СЦ Е Н Ц И Я  397
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и что атомы А имеют энергию возбуждения, близкую к энергии 
возбуждения атомов В, но несколько большую ее (рис. 71, где 
Лсо>й(о ') .  Если возбужденный атом А испытывает соударение 

^ _ второго рода с невозбужденным
атомом В, то почти вся энергия ато
ма А может быть затрачена на воз
буждение атома В и только неболь
шой избыток йсо — Ясо' перейдет в 
относительную кинетическую энер
гию обоих атомов. Таким образом, 
в результате соударения атом В

■ должен будет дать свечение, а из
быток скорости над нормальной теп
ловой скоростью при данной темпе

ратуре обнаружится в виде расширения линий вследствие эф 
фекта Доплера.

Опыт, впервые подтвердивший этот вывод, был (в 1922 г.)' 
поставлен Карно и Франком следующим образом. Кварцевый 
сосуд Q (рис. 72) с двумя отростками помещался внутри печки 
Ои  Оба отростка, в одном из которых была ртуть, а в другом — 
таллий, помещались раздельно в печки Ог и О3, вследствие чего 
можно было регулировать упругость паров H g  и Т1 независимо

Р и с, 71.

...................................................................................

Г " - .......................................................................................1

0 , Й
1

Р и с. 72. Опыт К арно и Ф ранка.

друг от друга. Сосуд Q освещался охлаждаемой кварцевой ртут
ной лампой так, чтобы резонансная линия 2536,52 А не самооб- 
ращ алась . Оказалось, что нри достаточной упругости паров тал 
лия получается интенсивная флуоресценция, в которой обнару
ж ивается ряд линий таллия, в том числе и видимая зеленая 
линия 5350 А. Если убрать печь О3 и погрузить отросток со 
ртутью в жидкий воздух так, чтобы выморозить пары ртути, то 
никакой флуоресценции не наблюдается. Флуоресценция исче- 
з ае т  такж е и в том случае, если не охлаждать ртутную лампу, а 
отросток с ртутью подогревать печью О3. Эти контрольные опы
ты показывают: 1 ) что таллий сам не поглощает излучения ртут
ной лампы, а поглощают его только нары ртути: при выморажи
вании их флуоресценция исчезает; 2 ) что существенно поглоще
ние атомами ртути именно резонансной линии 2536,52 А: при ее 
самообращении эффект исчезает..



§ 104] РЕ ЗО Н А Н С  П Р И  П Е Р Е Д А Ч Е  Э Н Е Р Г И И 3 9 9

На рис. 73 приведена схе1иа, поясняющая ¡механизм возник
новения флуоресценции таллия. Резонансная линия 2536,52 А 
(на рис. 73 — 2537 А) поглощается атомами ртути, которые при
обретают избыток энергии в 4,9 эв. Атом таллия имеет уровень 
^£)зд с энергией возбуждения 4,5 эв, близкой к 4,9 эв. При соуда
рении второго рода между возбужденным атомом Hg(6^Pl) и

Щ
Т1

6%
зв

'3/2

7%’/г

■4.5

-3,27

■ОМ

“5
г?

0

-б^Р,

Р ис. 73.

нормальным атомом ТЦб^А/,) первый переходит в нормальное 
состояние без излучения, а последний приобретает избыток 
энергии в 4,9 эв, часть которой, равная 4,5 эв, идет на возбуж
дение в состояние а остаток — на увеличение кинетической 
энергии атома таллия. На схеме слева показаны переходы из 
этого состояния в нижние, обусловливающие наблюдаемые в дей
ствительности линии флуоресценции таллия. Специальные опы
ты, на которых мы не останавливаемся, показали, кроме того, что 
эти линии ненормально расширены вследствие эффекта Доплера. 
Все явление было названо сенсибилизированной флуоресценцией.

§ 104. Резонанс при передаче энергии ударами второго рода

Удары второго рода играют большую роль во всех процессах 
обмена энергией при соударениях между атомами и молекулами. 
Ограничимся немногими характерными примерами. Если подме
шать в небольшом количестве к парам ртути или натрия какой- 
нибудь посторонний газ и затем вызывать оптическое возбужде
ние основного газа (Нд, К а) ,  то интенсивность резонансной 
флуоресценции, вообще говоря, уменьшается. Это явление назы
вается тушением флуоресценции. Объяснение его состоит в том, 
что при ударе второго рода между атомом или молекулой посто
роннего газа возбужденный атом натрия или ртути передает 
свою энергию и возвращается в нормальное состояние без
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излучения. Оказывается, что эффективность различных газов в 
отношении тушения флуоресценции весьма различна. На рис. 74 
приведены результаты исследования тушения флуоресценции 
паров ртути; по оси абсцисс отложены давления подмешанных 
газов в мм  Нй, по оси ординат — интенсивность флуоресценции 
паров Нд. Видно, что благородные газы — Не, Аг — почти не вы
зывают тушения; малое тушение вызывает молекулярный азот, но 
большой эффективностью тушения обладают воздух, СО, О2 и Нг.

/f,гs 0,5 1,0 3,0 ¥,0
дадление О мм рт. ст.

Г-НС. 74. Т уш ение р езон ан сн ой  ф луоресцен ц ии  ртути посторонним и газам и .

Детальное теоретическое и экспериментальное изучение 
этого и аналогичных явлений привело к следующему важному 
результату: вероятность превращения энергии возбуждения в 
кинетическую энергию соударяющихся партнеров всегда мала; 
вероятность передачи энергии ударом второго рода оказывается 
наибольшей в тех случаях, когда соударяющийся атом или мо
лекула имеет уровень энергии, близкий к энергии возбужден
ного атома. Именно по этой причине благородные газы так мало 
эффективны в тушении резонансной флуоресценции ртути; энер
гия возбуждения состояния 6^^! ртути, как мы знаем, 4,9 эв, 
тогда как низший возбужденный уровень энергии гелия лежит 
у 20 эв. По той же причине молекулы всегда более эффективны 
в отношении тушения, нежели атомы: единственная возмож
ность возбуждения атомов состоит в возбуждении электронных 
переходов, и сравнительно редко электронные уровни различ
ных атомов оказываются близкими друг к другу; напротив, в 
случае молекул, кроме электронных уровней, имеются еще ко-



лебательиыс и вращательные уровни, и разнообразие энергети
ческих состояний поэтому значительно больше. Особая эффек
тивность молекулярного водорода объясняется следующим зам е
чательным фактом: энергия диссоциации молекулы Нг равна 
4 ,3 4  эв  и, таким образом, близка к энергии возбуждения атома 
H g ( 6 ^Pl), равной 4,9 эв. Поэтому при соударении второго рода 
атома Н д ( 6 ^Я1) с молекулой Нг последняя с большой вероятно
стью воспринимает энергию, превосходящую ее энергию диссо
циации. Франку удалось на самом деле показать, что при осве
щении смеси паров ртути и водорода резонансной линией IIg  
в смеси появляются свободные атомы водорода, т. е. происходит 
диссоциация молекул Нг.

Если найти экспериментально давление постороннего газа, 
• уменьшающее интенсивность флуоресценции вдвое, то можно 
вычислить радиус эффективного сечения атома для передачи 
энергии при ударе второго рода. Эти вычисления привели к сле
дующему замечательному результату: оказывается, что радиус 
эффективного сечения для ударов второго рода, вообще говоря, 
в несколько раз превосходит радиус атома, определяемый из ки
нетической теории газов (из таких явлений, как внутреннее 
трение или диффузия); он особенно резко возрастает при нали
чии резонанса между энергией возбужденного атома и энергией 
возбуждения (в предельном случае — энергией диссоциации или 
ионизации) соударяющегося с ним атома или молекулы. В рас
смотренном примере тушения флуоресценции паров ртути р а 
диус эффективного сечения для воздуха оказался в 1,8 раза, а 
для молекулы Иг в 5,5 раза больше радиуса, определяемого из 
кинетической теории газов.

Особенно чувствительным индикатором взаимодействия ме
ж ду атомами является состояние поляризации флуоресценции. 
Если возбуждать атомную флуоресценцию линейно поляризо
ванным светом, то свет флуоресценции оказывается частично де
поляризованным. Замечательно, что эта деполяризация резко 
возрастает при подмешивании постороннего газа и в сильнейшей 
степени зависит от давления самого светящегося газа (резко воз
растая при повышении давления). Радиус эффективного сечения 
для деполяризации посторонними газами в некоторых случаях в 
сотни раз превосходит газ-кинетический радиус. Особенно зам е
чательный результат был получен при изучении деполяризации 
флуоресценции чистых паров натрия с увеличением его д авле
ния. В этом случае, очевидно, имеется точный резонанс между 
соударяющимися партнерами, и радиус эффективного сечения 
оказался в 10 0 0 0  раз превосходящим газ-кинетический радиус.

Наглядное доказательство роли резонанса при соударениях 
второго рода было получено при изучении флуоресценции паров 
натрия, сенсибилизированной парами ртути.

§ 10»! РЕ ЗО Н АН С  П Р И  П Е Р Е Д А Ч Е  Э Н Е Р Г И И  401
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Если освещать смесь паров На и H g резонансной линией 
ртути 2536,52 А, то возникает сенсибилизированная флуоресцен
ция натрия. Измеряя интенсивность спектральных линий этой 
флуоресценции, можно установить, какие уровни натрия воз
буждаются с наибольшей вероятностью. Запас энергии ато
ма Hg, поглотившего свет Я =  2536,52 А, равен 4,9 зв =  
=  112,04 кг-кал!  МОЛЬ', у натрия имеется несколько термов, энер
гия возбуждения которых лежит между 103 и 113 кг-кал1молы  
это термы 8/2 с главными квантовыми числами от 6 до 9 и 
термы 5̂1/2 с главными квантовыми числами от 5 до 8 . О к аза 
лось, что при сенсибилизированной флуоресценции Ма с наиболь
шей вероятностью возбуждается терм 8^8^/,, которому соответ
ствует энергия возбуждения 112,49 кг-кал1моль,  почти точно со
впадаю щ ая с запасом энергий атома H g  {112,04 кг-кал /м оль)  :  
Это видно из того, что интенсивность линии второй побочной 
(резкой, см. § 186) серии Ыа — З^Р»/г при сенсибилизиро
ванной флуоресценции наибольшая, тогда как при возбуждении 
спектра Ма в дуге интенсивность этой линии наименьшая. Сле
дующая по интенсивности линия при сенсибилизированной 
флуоресценции соответствует возбуждению уровня 8 ^Д5/,,я/, с 
энергией 111,42 кг-кал1моль; наконец, уровень с энер
гией 98,21 кг-кал!  моль, возбуждаемый в дуге с наибольшей 
вероятностью, при сенсибилизированной флуоресценции возбуж
дается с наименьшей вероятностью.

При добавлении к смеси Ыа +  H g  постороннего газа наблю
дается новое явление: усиливается линия резкой серии На 
6^5|/,— З^Рч,, »1,, я л я  возбуждения которой требуется энергия
108,05 кг-кал!м оль .  Объяснение этого эффекта чрезвычайно 
просто. Немного ниже возбужденного уровня H g  6 ®Рь дающего 
начало линии 2536,52 А, лежит уровень б^Ро с энергией возбуж 
дения 107,02 кг-кал1моль.  Спонтанный переход 6 ^^! — 6 ®Яо з а 
прещен правилом отбора А/ =  ± 1 ,  но в присутствии посторон
него газа этот переход оказывается возможным (обычное явле
ние) с передачей разности энергии 112,04 — 107,02 =  5,02 кг-
■ кал/моль  атому постороннего газа. Поэтому в присутствии по
стороннего газа часть возбужденных атомов ртути переходит в 
состояние %̂ Ро\ при соударении этих атомов с агомами натрия 
с наибольшей вероятностью возбуждается уровень Ыа 6251/2. Мы 
видим, что при обмене энергией путем ударов второго рода дей
ствительно наблюдается отчетливый резонанс. О резкости этого 
резонанса можно судить по рис. 75, где на оси абсцисс нане
сены энергии и отмечены термы ртути 6 ®^! и 6*Ро, а на оси ор
д и н а т — вероятность возбуждения термов На при соударениях 
с возбужденными атомами Hg, находящимися в состояниях 
6 3^ 1  и &Ро.
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Аналогичный резонанс наблюдается при простейшей реакции 
обмена электроном между ионизованным и неионизованным ато
мами. Если имеется смесь двух сортов атомов ионизованных 
(^+) и неионизованных (У) и если потенциал ионизации у иони

зованных атомов выше, чем у неионизованных, то происходит 
реакция

+  ¥ - у Х  +  У^.

Например, у гелия потен
циал ионизации равен
24.5 эв, у неона он равен
21.5 эв. В смеси Н е + + Н е  
происходит реакция

Не+ +  Ме - ^ Н е  +  Не+.

Избыток энергии (24,5—•
■—21,5) эв =  3,0 эв превра
щается в относительную 
кинетическую энергию 
соударяющихся атомов.
Оказывается, что реакция 
описанного типа происхо
дит с наибольшей вероят
ностью тогда, когда р а з 
ность потенциалов иони
зации имеет наименьшую 
величину, т. е. когда ми
нимальная часть энергии
ионизованного атома превращается в кинетическую энергию. 
Так, например, в следующем ряде реакций;

Не+ 4- Не Не +  Ые+ (24,5 — 21,5 эв =  3,0 зв),
Ке+ + А г - > М е  +  А г + (21,5— 15,7 э в =  5,8 эв),
Не+ Аг Не +  Аг"''( 24,5 — 15,7 эв —  8,8 эв)

вероятность передачи электрона убывает сверху вниз. Весьма 
высока вероятность обмена электроном в реакции

Н е +  +  М 2 - ^ Н е  +  Н2+,

так  как потенциал ионизации молекулы N2 лежит между 23 н 
25 эв.

Мы описали так подробно эти процессы потому, что подоб
ного рода резонане представляет собой чрезвычайно общее яв 
ление и, в частности, играет большую роль при ядерных взаи
модействиях. ''

■ ¡̂.ОНолт

Р и с. 75. Р езо н а н с  при п ер едач е энергии  
у д ар ам и  второго р о д а . (Ч исла, ук азан н ы е  
на оси  ор д и н а т , пропорциональны  интен

сивности .)
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§ 105. Время жизни возбужденных состоянии

В § 98 т. I мы уже рассматривали вопрос о затухании све
чения с точки зрения квантовых представлений. Мы видели там,

что зависимость интенсив
ности от времени может 
быть представлена форму
лой видапаЗаштий

cffem

SoSa

Р и с. 76. К  оп ределен и ю  х  по м ето д у  
ф луоресценции. ,

где т — среднее время пре
бывания в возбужденном со
стоянии. Поскольку речь 
идет о спонтанных перехо
дах, эта величина характе
ризует устойчивость возбуж
денного состояния. Суще
ствует ряд прямых и косвен
ных методов определения т. 
К числу прямых методов 
относится метод каналовых 
лучей, описанных в § 98. 

Другой прямой метод, впервые осуществленный Вудом, а затем 
Рэлеем (младшим), состоит в следующем. Струя паров, получае
мая при дестилляции ртути (рис. 76), в 
определенном месте освещается узким пуч
ком света, под действием которого возни
кает флуоресценция. Вследствие конечной 
длительности возбужденных состояний и 
большой скорости атомов в потоке, флуоре
сценция имеет вид светящейся узкой длин
ной полосы (рис. 77), интенсивность кото
рой убывает с увеличением расстояния от 
места, где падает возбуждающий пучок 
света. И змеряя это затухание и зная ско
рость атомов в потоке, можно определить т 
Таким путем были определены длительно
сти некоторых возбужденных состояний 
атомов ртути и других веществ. Например, 
для состояния 5®/’] кадмия (резонансный 
уровень, соответствующий линии 3261 А) 
было найдено т = 2 ,5 -1 0 ~ ®  сек. Этот метод пригоден только для 
длительно живущих состояний вследствие того, что скорость ато
мов в потоке не превосходит 10® см1сек.

Существует довольно много косвенных методов определения 
т. К числу их относится, например, метод, основанный на изу-

Р и с. 77. Ф луоресц и 
рую щ ая струя паров  

ртути.
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чении линий поглощения. Параллельный монохроматический пу
чок света частоты V, пройдя через слой вещества толщиной й х ^  

ослабляется вследствие поглощения. Уменьщение интенсивности 
в слое йх  пропорционально интенсивности пучка, входя

щего в слой, и толщине слоя йх
— йf v̂ =  йх,  

откуда для конечного слоя толщины х  получаем

К  —  >
где /оу — интенсивность света, входящего в слой; называется 
коэффициентом поглощения. Если построить кривую, изобра
жающую зависимость от V, то в области линии поглощения 
получается кривая, изображен
ная на рис. 78. Площадь, ограни
ченная осью абсцисс и контуром 
линии поглощения, выражается 
следующим образом:

К
8л  ^ 1

(105.1)

Рис. 78. Контур линии 
щения.

погло~

где Хо — длина волны, соответ
ствующая максимуму поглоще
ния; g 2 ^ig\ — статистические веса 
состояний, переход между кото
рыми ведет к поглощению данной длины волны (см. т. I, § 100); 
N  — число атомов в 1 см^. Таким образом, при помощи формулы
(105.1) можно определить т по площади, ограничиваемой линией 
поглощения. Определение атод1ных констант по площади полосы 
поглощения было впервые предложено Т. П. Кравцом.

Д ля  косвенного определения т может быть использован и 
ряд других оптических явлений. Таковы, например, магнитное-

Т а б л и ц а  XVI
Средние времена длительности возбужденных состояний т 

для различных атомов

Атом С ериальны й символ 
линии Д л и н а  волны в А X в сек

н -  2 2 р 1216 1 ,2 -  10 “ ®
К а 3^8 ,1  -  З^Р 5 8 9 6 , 5 9 1 ,6 -  10 “ ®
К 4^8 ,1  -  4^Р 7 6 9 9 ,7 6 2 , 7 - 1 0 “ ®
Сс1 5 '8 о  - 5 3 Р , 3261 2 . 5 - 1 0 “ °
Н ё 6 ' 5 з  - б ^ Р , 2 5 3 7 1 • Ю " '
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вращение плоскости поляризации света, дисперсия — нормальная 
и аномальная (особенно изящным и точным методом изучения 
последней является интерференционный метод — так называе
мый «метод крюков», предложенный и развитый Д. С. Рож де
ственским), деполяризация резонансной флуоресценции. Рассмо
трение этих методов завело бы нас, однако, очень далеко, и по
этому мы ограничимся приведением некоторых численных ре
зультатов (табл. XVI).

§ 106. Ширина уровней.  Автоионизация

Мы видим, таким образом, что среднее время жизни т нмеет, 
вообще говоря, порядок величины 10~^— 10”® сек и в отдель
ных случаях возрастает.до Ю” ® сек. С этой нормальной продол

жительностью жизни связана 
определенная естественная шири
на спектральных линий. Необхо
димость существования конечной 
естественной ширины спектраль
ной линии вытекает уже из клас
сических соображений (см. т. I, 
§§ 70—73), связывающих время 
релаксации осциллятора (§ 70) с 
шириной спектральной линии.

Квантовая теория приводит к 
аналогичному заключению на ос
новании следующих соображе
ний. Поскольку спонтанный пе
реход есть явление случайное, не 
существует определенного, оди
накового для всех возбужденных 
атомов времени жизни, но мож
но говорить только о средней 
продолжительности жизни. М ож 
но показать, что величине т, 
рассматриваемой как неопреде
ленность момента перехода, т =  
=  А/, обязательно соответствует 
неопределенность АЕ  энергии 
уровня, причем между АЕ  и At 
имеет место соотношение

А £ Д ; > / г ,

контур линиа

Р и с . 79. С оотнош ение м е ж д у  
ест ест в ен н о й  ш ириной сп ек траль
ной линии и естественны м и р ас-  

ширения.ми ур овн ей  энергии.

аналогичное соотношениям неопределенностей между координа
там «  и соответствующими импульсами. Поэтому только для бес
конечной длительности жизни -> оо неопределенность АЕ  -> О, 
и уровню соответствует строго определенная энергия Е . При ко
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нечной величине М  и АЕ  имеет конечную величину, т. е. су
ществует конечная ширина уровня, вследствие чего и частота

^Б .спектральной линии неопределенна в пределах —̂  =  Ду; пря
Ь Ь . „  . А Е  1 ^  

этом, так как - ^ = = — — Л£, то ширина Av =  -g ------ Соотно
шение между расширениями начального и конечного уровне« 
и шириной линии наглядно показано на рис, 79. Ширина

-'В

*
'•4-.

1111В

Р и с . 80. У зкие и широкие линии в одном  и том ж е  м ультиплете в сп ек тр е  
м еди {¡¡а рисунке приведен  спектр Си I, для  у д обств а  р азм ещ ения часть

спектра и зъ ята).

спектральной линии 6, соответствующая нормальной продолжи
тельности жизни возбужденного состояния, и есть естественная 
ширина спектральной линии. Д ля  длин волн, соответствующи.х! 
видимой части спектра, она имеет порядок величины тысячных 
долей единицы Ангстрема и обычно с избытком перекрывается 
расширением вследствие эффекта Доплера и междуатомных 
взаимодействий, обусловливающих влияние давления газа на 
ширину спектральной линии.

Сокращение длительности жизни т против нормальной не
редко вызывает соответствующее расширение спектральной ли
нии. Такие ненормально расширенные линии встречаются иногда 
в атомных спектрах и гораздо ч а щ е — в молекулярных. Пример 
сильного расширения линий приведен на рис. 80, изображающем
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.  л,-г

часть спектра меди (C ul) ,  где особенной шириной отличается 
линия 4539,70 А (Av =  4,87 с л “ ', тогда как ширина соседней ли
нии 4509,39 А равна 0,39сл«-‘). Подобного рода эффекты обычно 
связаны с сокращением жизни вследствие каких-либо процессов 
распада. В случае атомных спектров этим процессом служит 
так называемая автоионизация. Механизм этого явления удобно 
разъяснить на простейшем примере атома гелия. На рис. 81

левая колонка представляет собой 
последовательность уровней энер
гии в том случае, когда один из 
электронов находится в «однокван
товом» состоянии, т. е. имеет главное 
квантовое число Mi =  1, а д р у го й — 
может быть либо такж е на нормаль
ном уровне «2 = 1 , либо на одном 
из возбужденных (пг =  2, 3, . . .). 
Уровни энергии, как обычно, посте
пенно сближаются и в конце концов 
сливаются. Выше этого места слия
ния лежит область неквантованных 
значений энергии. Это означает, что 
электрон, получивший избыток 
энергии, достаточный для перехода 
в эту область сплошного спектра 
термов, отделяется от атома, т. е. 
происходит ионизация (см. т. I, 
§ 97). Можно рассчитать, однако, 
схему уровней в предположении, 
что оба электрона возбуждены, 

например, что один электрон находится на уровне ni =  2, а дру
г о й — либо на том же, либо на более высоком уровне, или что 
один находится на уровне «] =  3 и т. д. Такие схемы такж е при
ведены на рис. 81. Обратим теперь внимание на следующее об
стоятельство. В том случае, когда один из электронов находится 
на уровне « 1 = 2 , а другой — на более высоком возбужденном 
уровне, энергия атома в этом дискретном состоянии приходится 
на сплошную область первой последовательности термов (см. 
стрелки на рис. 81). В результате между дискретным состоя
нием / /  (или III)  и сплошным /  возникает резонанс, при котором 
система с большой вероятностью переходит в состояние /  с по
следующим распадом, ионизацией.

Обозначим через р вероятность возвращения электрона в 
низшее состояние в дискретной последовательности, т. е. с из
лучением; через V — вероятность перехода в сплошную область 
последовательности /, т. е. вероятность ионизации. В таком слу
чае выход излучения будет, очевидно, р/р +  у, а выход иониза-

1 Пг1
Р и с . 8 ! . С хем а терм ов гелия  
л ри  в озб у ж д ен и и  одн ого  или 

о б о и х  электронов .



ции y/P +  Y- Так как среднее время жизни т равно обратной ве
личине вероятности перехода [см. т. 1, формулу (98.7)], то
Р - | - Y =  —  +  —  =  — , где Ts — среднее время жизни для пере-

хода с излучением, а t j  — для перехода с ионизацией. Ширина 
уровня Av по предыдущему равна 1/т, а потому

л > I 1 о •Av =  — — =  p -h  Y-

Мы видим, что щирина уровня в этом случае существенно зави
сит от соотнощения вероятностей р и у. Если у имеет тот же 
порядок величины, что и р, то уровень сохраняет ширину, со
ответствующую естественной ширине спектральной линии. Н е
редко, однако, вероятность перехода с ионизацией у  оказы
вается значительно больше р. В таких случаях I / t ,  1/ts, 
вследствие чего ширина уровня 1/Ts +  1/тг целиком определяется 
величиной 1 /т г , т. е. оказывается значительно больше нормаль
ной, и спектральная линия при этом будет такж е соответственно' 
расширена. Ионизация атома, которая ведет к подобному р а с - . 
ширеиию, называется автоионизацией в знак того, что освобож
дение электрона происходит здесь не под действием внешних 
причин, но вследствие перераспределения энергии внутри самого 
атома. Экспериментально подобные эффекты были обнаружены 
в ряде сложных спектров, в так называемых штрихованных тер
мах, возникающих при возбуждении двух электронов. Так, на
пример, в случае меди Си I линии, происходящие от термов

2/)|^при J —  ^  и -|- j,  в источниках низкого давления отсут
ствуют или чрезвычайно слабы, а в источниках высокого давле
н и я — наблюдаются, но сильно расширены (см. рис. 80).

Непосредственное обнаружение автоионизации в случае оп
тических спектров затруднительно, но она легко обнаруживается 
в рентгеновской области. Фотографируя при помощи камеры 
Вильсона фотоэлектроны, освобождаемые рентгеновскими лу* 
чами в тяжелых благородных газах (например, в криптоне)^ 
О же нашел, что в некоторых случаях в одной точке берут на
чало два следа (рис. 82). Это явление,названное эффектом Ол<;е, 
представляет собой типичный случай автоионизации. При осве-* 
щении криптона рентгеновскими лучами достаточно короткой 
длины волны (так, чтобы величина фотона йю, нанример, пре
восходила энергию ионизации электрона /(-слоя криптона), во- 
первых, освобождается фотоэлектрон из /(-слоя. Освободив
шееся место может быть заполнено путем перехода электрона 
из слоя L, т.е. с излучением линии Ка- Но так как энергия воз
буждения атома при этом оказывается большей энергии иониза
ции ¿-электрона, то возможен описанный выше резонансный

§ 106] ШИРИНА УРОВНЕЙ. АВТОИОНИЗАЦИЯ 4 0 9 ’
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переход атома без излучения с освобождением второго элек
трона. Кинетическая энергия, которую при этом приобретает 
освобождаемый электрон, очевидно, равна энергии возбуждения 
атома минус энергия ионизации ¿-электрона, т. е.

Но так как Е к  — Е ^ = Тш/с , то

■2£^.

еУ  =  — Е^.

Это значит, что фотоэлектрон приобретает такую кинетическую 
энергию, как если бы он освобождался при фотоэффекте под

Р и с. 82. Э ф ф ект О ж е в криптоне.

действием /Са-излучения, возникающего внутри того же атома. 
Подобный способ наглядного описания эффекта возможен, од
нако он не передает сущности явления, которое состоит как раз 
во внутренних переходах без промежуточного излучения.  Его 
можно правильнее описать как своего рода «внутренний удар 
второго рода». Подобного рода эффекты внутреннего перерас
пределения энергии, называемые внутренней конверсией, — ча
стое явление. Различного рода количественные испытания, пред
принятые для проверки данного выще объяснения эффекта Оже, 
полностью подтвердили это объяснение.

. Эффект Оже не сопровождается расширением линий, так как 
в этом случае вероятность перехода без излучения у  того же 
порядка величины, что и р, что подтверждается измерениями 
выхода излучения Ка по сравнению с выходом автоионизации.



§ 107] ИНТЕ НС И ВН О СТ Ь  СПЕКТРАЛЬНЫ Х Л И Н И Й 411

§ 107. Интенсивность спектральных линий

Интенсивность спектральных линий обусловлена, с одной 
стороны, вероятностью квантового перехода, ведущего к излуче
нию данной частоты (§ 63), а с другой — числом атомов, нахо
дящихся в соответствующем возбужденном состоянии. Как уже 
было показано (§ 64), вероятности перехода могут быть вычис
лены при помощи квантовой механики, причем получается сле
дующая формула:

(107.1)

где егтп — матричный элемент дипольного перехода т - ^ п .  Что 
же касается числа атомов в верхнем {возбужденном) состоянии, 
то зависимость от него при прочих равных условиях приводит 
к некоторым простым арифметическим соотношениям для интен
сивности линий в мультиплетах.

Рассмотрим сначала случай температурного свечения. Здесь 
возбуждение получается за счет соударений мел^ду атомами. Со
гласно статистической формуле Больцмана при термодинамиче
ском равновесии отношение чисел атомов, обладающих энер
гиями Ет и Еп, будет

Nn

При условии, если статистический вес обоих состояний одинаков. 
Так как этого, вообще говоря, не бывает, то правую часть н а
писанного равенства нужно еще умножить на отношение стати
стических весов gmlgn^, в результате получаем

-Е^!кТ

(107.2)Мт
Nn

—  Вте
Епе

Если мы имеем дело с узким мультиплетом (например, с дуб
летом с очень малым расстоянием между компонентами), то 
Ет ~  Еп, и мы получаем

_  Вт (107.3)

Для узкого мультиплета также и зависимость вероятности пе
рехода от частоты, требуемая формулой (107.1), становится 
мало ощутимой, и отношение интенсивностей практически пол
ностью определяется отношением статистических весов.

В случае возбуждения свечения в газовом разряде, т. е. под 
действием удара электронов, больцмановский фактор де
лается вообще несущественным, потому что скоростям электро
нов в разряде соответствует столь высокая температура, что ^
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фактор е-я/Ат можно положить равным единице. Таким образом, 
и в этом случае отношение интенсивностей практически опреде
ляется отношением статистических весов. За  меру ж е  статисти
ческого веса естественно принять степень вырождения данного 
уровня, т. е. число подуровней, 
на которое он распадается в маг
нитном поле. Д ля  уровня, харак
теризуемого данным значением /, 
это число, как известно, равно 
2 /  +  1 (§ 78):

^ =  2 / + 1 .

Рассмотрим, например, голов
ной дублет главной серии ше-

2 г !  
Б -

J-1■

%

%

Р и с. 83. В озникновение триплета  
магния.

100^ П ВО

Р и с. 84.

лочных металлов (для натрия — дублет В ).  Нижнее состояние 
для обеих линий этого дублета ^514 простое; верхние же состоя
ния суть 2Р 1/2 и Статистические веса обоих Р-состояний бу- 

3 1дут 2 у - Ь 1 = 4  и 2 - 2 + 1 =  2. Итак, интенсивности обеих ком-
Понет дублета должны относиться как 4 :2  =  2:1, что и наблю
дается на самом деле. Возьмем триплет магния А, — 5183,6; 
5172,7; 5167,3 А. Он обусловлен переходом с простого верхнего 
уровня 4^5] на три нижних уровня З^Ро, З^Рь (рис. 83). От
ношение статистических весов здесь 1 : 3 : 5 .  Таково ж е  и отно
шение интенсивностей линий триплета.



В рассмотренных двух примерах один из уровней — верхний 
или нижний — был простым. Нередки, однако, случаи, когда и 
верхние, и нижние уровни кратные. В этих случаях имеет место 
следующее правило сумм, открытое эмпирически: представим 
себе, что либо верхние, либо нижние уровни слились в один-, 
тогда суммы интенсивностей линий, обусловленные этим слия
нием, относятся, как статистические веса несливш ихся уровней.

Рассмотрим в качестве примера так называемый сложный 
дублет первой побочной серии щелочных металлов (см. § 84), 
получающийся в результате комбинации дублетных термов Р и 
D. На рис. 84 приведена схема переходов, при которых возни
кает этот дублет. Внизу показаны его три линии (две основные 
и слабый «спутник») и приведены измеренные у такого слож
ного дублета цезия интенсивности (100, 12, 60). Если предста
вить себе, что слились верхние уровни, то сумма интенсивностей 
слившихся линий будет 1 0 0 + 1 2 =  112; отношение интенсивно
стей 112:60 =  1,87:1 приблизительно равно отношению стати
стических весов неслившихся нижних уровней: 4 : 2 =  2 : 1. Если 
ж е  представить себе, что слились нижние уровни, то сумма ин
тенсивностей будет 60 +  12 =  72; отношение 100 : 72 =  1,39 : I 
приблизительно равно отношению статистических весов верхних 
уровней 6 : 4 =  1,5 : 1.

Отметим в заключение, что, как видно из сказанного, отно
шение интенсивностей внутри мультиплета совершенно не зави
сит от главных квантовых чисел и в первую очередь обусловлено 
статистическим весом, зависящим только от квантового числа /.

§ 108. Метастабильные состояния 
•

Наряду с короткоживущими состояниями существуют и со
стояния ненормально длительные. Д ля  рассмотрения их необ
ходимо напомнить прежде всего уже неоднократно встречав
шиеся нам правила отбора. Согласно комбинационному прин
ципу (т. I, § 107) каж дая  линия, наблюдаемая в спектре, есть 
результат комбинации двух термов; однако обратное может и 
не иметь места: не всякая комбинация термов дает начало спек
тральной линии. Эмпирически уже задолго до возникновения 
квантовой механики были найдены условия, которым должны 
удовлетворять термы, чтобы их комбинация была возможна.

Как мы видели в § 65, квантовая механика дала теоретиче
ское обоснование этим правилам отбора. Первое правило, с ко
торым мы встретились уже в § 61, состоит в том, что осущест
вляются переходы, при которых азимутальное квантовое число 
излучающего электрона изменяется на ± 1 :

§  108] МЕТАСТАБИЛЬНЫЕ СОСТОЯНИЯ 413

Д / = ± 1 .  (108.1)
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В подавляющем большинстве случаев возбуждение атома свя
зано с изменением состояния одного, а именно — излучающего 
электрона. Поэтому правило (108.1) молчаливо предполагает, 
что квантовые числа остальных электронов остаются без изме
нения. Однако в редких случаях наблюдаются переходы с изме
нением квантовых чисел двух электронов. В таких случаях 
квантовое число второго электрона должно изменяться на ± 2 .

Теоретическое обоснование правила отбора (108.1), как мы 
видели в § 65, состоит в том, что матричный элемент дипольного 
момента

Dmn —

от которого зависит вероятность перехода, отличен от нуля 
только тогда, когда для излучающего электрона выполняется 
условие (108.1). В § 65 указано, что все термы атома следует 
разделить на четные и нечетные, т. е. те, у которых арифмети
ческая сумма азимутальных квантовых чисел четна или нечетна. 
Тогда правило отбора можно формулировать так: переходы мо
гут происходить только между термами различного класса чет
ности, т. е. четным и нечетным, но не могут происходить между 
термами одинакового класса четности (правило Л апорта) .  Легко 
видеть, что в эту общую формулировку включаются как случаи 
изменения квантового числа одного электрона, так  и редкие слу
чаи изменения квантовых чисел двух электронов.

Следующее общее правило отбора состоит в том, что при 
переходах квантовое число полного момента импульса /  должно 
изменяться на ±  1 или оставаться без изменения (§ 72):

А /  =  0, ± 1 ; (108.2)

при этом, однако, переходы 0 - > 0  хотя и удовлетворяют пра
вилу А / =  О, не осуществляются.

Кроме этих общих правил, существуют так называемые спе
циальные правила отбора, которые должны удовлетворяться 
только в тех случаях, когда строго осуществляется нормальная  
связь  векторов I, и 8 (§ 92). Эти правила состоят в том, что гео
метрическая сумма Ь векторов орбитального момента I, отдель
ных электронов должна оставаться постоянной или меняться 
на ± 1 ,  а геометрическая сумма 8 векторов спина 8» отдельных 
электронов не должна меняться. Так как от геометрической 
суммы 5  зависит мультиплетность терма (§ 92), то послед.чее 
правило устанавливает, что переходы должны происходить ме
ж ду  термами одинаковой мультиплетности (синглет — синглет, 
дубл,ет — дублет и т. д.). Переходы ж е между термами различ
ной мультиплетности (например, синглет — триплет) — так на
зываемые интеркомбинации — запрещаются.

i ■»



Хотя ЭТИ правила имеют теоретическое обоснование, мы по
стоянно встречаемся с тем фактом, что они не являются абсо
лютно жесткими и в отдельных случаях нарушаются. Это отно
сится как к специальным правилам отбора, так и к общим.

Что касается специальных правил, то уже было указано, что 
условием их применимости является строгое выполнение нор
мальной связи лишь более или менее приближенно, то и спе- 
мальной связи лишь более или менее приближенно, то и спе
циальные правила отбора допускают исключения, которые на 
самом деле наблюдаются, особенно в случае тяжелых атомов. 
Типичным примером нарушения специальных правил являются 
так называемые интеркомбинационные линии, возникающие при 
переходах между триплетными и синглетпыми уровнями. Хоро
шо известная резонансная линия паров ртути 2536,52 А, обла
даю щ ая исключительно высокой интенсивностью, как раз яв 
ляется линией интеркомбинационной 6^Pi — 6 ‘5q. Аналогичные 
интеркомбинационные линии наблюдаются и в спектрах других 
атомов с двумя валентными электронами (Ве, а также Zn и Cd). 
Интересно, однако, отметить, что соответствующая им вероят
ность перехода (от которой зависит интенсивность линии) о ка
зывается тем меньшей, чем точнее выполняется нормальная 
связь. Так, например, в случае бериллия ( B e l ) ,  где нормальная 
связь выполняется хорошо, вероятность перехода 2^P¡ — 2 ’Sq со
ставляет всего 0,2 се /с- '* ) ,  тогда как у ртути нормальная связь 
нарушается и вместе с тем вероятность интеркомбинационного 
перехода 6^Pj — 6'5о возрастает до lO*" сек~^.

Отметим далее, что правила отбора применимы, вообще го
воря, только для переходов под действием излучения в случае 
абсорбции или к спонтанным переходам в случае эмиссии. Они 
заведомо нарушаются при возбуждении соударением, а такж е 
в присутствии сильных электрических или магнитных полей.

Д о  сих пор мы говорили о нарушениях специальных правил 
отбора или о нарушениях под влиянием возмущений. В некото
рых случаях, однако, нарушаются и общие правила отбора и 
притом в отсутствие возмущений. Так, например, согласно пра
вилу формулированному в начале этого параграфа, переходы 
между тергам и  и запрещены, так как при этих переходах 
квантовое число I изменяется на две единицы. М ежду тем у всех 
щелочных металлов наблюдаются слабые линии, соответствую
щие переходам ^D —  ^S. Вероятности переходов, соответствую
щие этим линиям, были определены В. К. Прокофьевым. Хотя 
эти вероятности оказались в 10® раз меньшими вероятностей

§ 108] М ЕТАСТАБИЛЬНЫ Е СОСТОЯНИЯ 4 1 5

*) В ероятность п ер ехода  есть обратная величина времени ж изни  
Лтп — 11ттп (см. Т. I, § 9 8 ) , ввиду чего вероятность п ерехода измеряется  
в обратны х секундах.



416 В О З Б У Ж Д Е Н Н Ы Е  АТОМЫ [ГЛ. IX

«разрешенных» переходов — ^8, тем не менее линии вполне 
доступны наблюдению.

Противоречие между осуществимостью подобных переходов 
с Л/ =  ± 2  и правилом отбора А/ =  ± 1 ,  однако, кажущееся. Не 
следует забывать, что правила отбора А/ =  ± 1  должно иметь 
место строго только для чисто дипольных переходов (см. § 65). 
Но вероятность перехода зависит от матричного элемента, кото
рый только в первом приближении соответствует излучению 
электрического диполя, так как дипольный момент является 
только первым членом ряда, представляющего вероятность пе
рехода. Не менее важен и второй член, соответствующий излу
чению электрического квадруполя (и магнитного диполя). Как 
мы видели в § 65, при обычных условиях вероятность перехода, 
соответствующая дипольному переходу, во много раз превосхо
дит вероятность квадрупольного, а тем более — переходов, со
ответствующих более высоким мультипольностям. Если поэто
му с одного и того ж е  возбужденного уровня возможен как ди
польный, так и квадрупольный переход, то линия, соответствую
щая дипольному переходу, будет во столько раз интенсивнее, что 
квадрупольную линию можно будет наблюдать только при осо
бенно благоприятных условиях.

Из сказанного следует, что переходы с А1 —  ± 2  по существу 
не являются «запрещенными». Поскольку, однако, в большин
стве случаев им соответствуют линии, во много раз менее ин
тенсивные, чем «дипольные», название «правило отбора» для 
условия А/ =  ±  1 с практической точки зрения является оправ
данным, хотя не следует забывать, что переходы, не удовлетво
ряющие этому правилу отбора, являются запрещенными для 
дипольного  излучения.

Если дипольный переход будет запрещен каким-нибудь пра
вилом отбора (например, запретом иитеркомбинацнй), то атом 
будет длительно пребывать в возбужденном состоянии, нередко 
обладая большим избытком энергии. Средняя продолжитель
ность жизни атома в таком возбужденном состоянии, равная 
обратной, величине вероятности перехода, может достигать ог
ромной длительности, порядка 10“^ — 1 сек, т. е. в 10^— 10* раз 
большей нормальной продолжительности жизни для дипольного 
перехода. Подобные относительно устойчивые состояния назы
ваются метастабильными.

Примером метастабильного состояния может служить состоя
ние 1525^51 ортогелия (рис. 47). Энергия возбуждения этого 
состояния очень велика (19,77 эв).  Тем не менее переходы из 
пего с излучением в обычных условиях не наблюдаются, так как 
переход к единственному нижележащему состоянию з а 
прещен двумя правилами отбора: правилом А/ =  ± 1  (в данном 
случае А/ =  0) и запретом интеркомбинаций триплет — синглет.
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Именно вследствие своей устойчивости состояние это является 
основным в системе ортогелия. Состояние 1525'5о у гелия также 
является метастабнльным, так как его переход в нормальное 
состояние запрещен правилом отбора Д/ =  ± 1 -

В случае ртути переход б^Ро — 6'5о запрещен правилом от
бора для / (переходы 0 - > 0  не осуществляются). Состояние 
б^Яо поэтому является метастабнльным. Этим объясняется це
лый ряд фактов, из которых мы приведем два следующих: 
1) прибавление к смеси паров ртути и таллия постороннего газа 
(например, аргона или азота) ослабляет испускание резонанс
ной линии ртути, но усиливает сенсибилизированную флуорес
ценцию таллия; 2) в опытах со ступенчатым возбуждением 
ртути прибавление к парам ртути азота при давлении в не
сколько миллиметров весьма значительно усиливает интенсив
ность видимых линий 5460,74 А, 4358,34 А и 4046,56 А. В первом 
случае возбужденные атомы ртути при соударении с атомами 
постороннего газа отдают небольшую часть своей энергии (око
ло 0,2 эв) и переходят в метастабильное состояние б^Ро- Спон
танное возвращение из этого состояния на нормальный уровень 
6'5о невозможно, вследствие чего флуоресценция паров ртути 
ослабляется, но значительное увеличение продолжительности 
жизни в метастабильном состоянии повышает вероятность удара 
второго рода с атомами таллия, и яркость сенсибилизированной 
флуоресценции таллия возрастает. В опытах со ступенчатым 
возбуждением ртути в присутствии азота происходит аналогич
ное явление: при соударении возбужденного атома ртути с мо
лекулой азота атом H g  передает 0,2 эв молекуле N2, причем 
передаваемая энергия идет на повышение колебательной энер
гии атомов N относительно друг друга. Связанный с этим пере
ход атомов в метастабильное состояние 6®Ро ведет к уве
личению вероятности поглощения фиолетовой линии 4046,56 А 
вследствие большой продолжительности жизни метастабильного 
состояния. Этим и объясняется увеличение интенсивности ви
димых линий (см. диаграмму рис. 47).

Так как атомы в метастабильных состояниях обладают боль
шим запасом энергии и существуют в течение длительных про
межутков времени, то эти состояния играют важную роль в эле
ментарных процессах газового разряда и при фотохимических 
реакциях.

§ 109. Запрещенные переходы

Выше мы видели, что переходы из метастабильных состояний, 
в частности квадрупольные переходы, не являются абсолютно 
«запрещенными», но характеризуются только малой вероятно
стью. Более того, оказывается, что при некоторых условиях

14 Э. В. Ш польскнй, т. II
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спектральные линии, происходящие от переходов с метастабиль
ных состояний, могут достигать очень большой интенсивности 
и даж е  превосходить по интенсивности «разрешенные» переходы. 
В природе такие условия осушествляются в некоторых астроно
мических объектах. Так, например, долгое время оставалось не
понятным происхождение зеленой линии Я =  5577,3 А, наблю
даемой в полярных сияниях; не могли быть расшифрованы 
такж е линии испускания 5006,8 А и 4958,9 А.в спектрах туманно
стей. Неудачи в отождествлении этих линий привели к тому, что 
были высказаны гипотезы о существовании особых «внеземных» 
элементов; «геокорония», дающего линию полярных сияний, и 
«небулия», светящегося в туманностях.

Однако развитие теоретической спектроскопии позволило пу
тем детального анализа схем уровней энергии и переходов по
казать, что упомянутые и многие другие нерасшифрованные л и 
нии астрономических объектов принадлежат атомам и ионам 
таких вполне «земных» элементов, как кислород, азот и некото
рые другие. Трудность же их отождествления была связана с 
тем, что эти линии, несмотря на их большую интенсивность, 
обусловлены как раз «запрещенными» переходами. Так, напри
мер, линия «геокорония» 5577 А оказалась принадлежащей ней
тральному кислороду (О I) и происходящей от квадрупольного 
перехода ‘S — ‘D; оба состояния, между которыми происходит 
переход, метастабильны, причем нижнее 'D имеет грандиозную 
длительность 100 сек, а верхнее 'S  — длительность 0,5 сек. Л и 
нии «небулия» 5007 А и 4959 А оказались принадлежащими дву
кратно ионизованному кислороду (О III); обе они возникают при 
янтеркомбинационных переходах '¿>2 — ^Р\ и ‘ ^ 2  — причем 
среднее время жизни состояния и здесь оказалось очень 
большим (42 сек). После того как удалось полностью расшифро
вать происхождение этих линий и выяснить условия, способст
вующие их появлению, несмотря на малую вероятность пере
хода, большинство «астрономических» запрещенных линий (в 
частности, линии геокорония и небулия) было получено такж е 
и в лаборатории.

Чтобы понять причины появления «запрещенных» линий, вы
ясним сначала условия, от которых зависит интенсивность спек
тральной линии. Интенсивность линии данной частоты есть не 
что иное, как произведение энергии фотона йсо на число фото
нов этой частоты, испускаемых в единицу времени. Задача, т а 
ким образом, состоит, прежде всего, в учете факторов, от ко
торых зависит число испускаемых фотонов. Легко видеть, что 
важнейшими из этих факторов являются число атомов N , воз
буждаемых в единицу времени до уровня, являющегося исход
ным для испускания данной линии, и доля числа этих атомов, 
совершающих переход с испусканием этой линии. Первый из
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факторов, именно число N, зависит от потенциала возбужде
ния верхнего состояния и физических условий, имеющих место 
в источнике.

Чтобы разобраться в причинах, влияющих на величину вто
рого фактора, рассмотрим судьбу возбужденного атома. Он мо
ж ет совершить переход вниз с испусканием интересующей нас 
линии; вероятность этого перехода обозначим через Л]. Возбуж
денный атом может, однако, совершить с того же верхнего уров
ня также и переходы вниз, ведущие к возникновению других 
линий; вероятности этих переходов обозначим через Лг, Лз, . . .  
Д алее  возбужденный атом (особенно если он находится в .мета- 
стабильном состоянии) за время возбужденного состояния мо
жет испытать соударение первого или второго рода. В обоих 
этих случаях он будет переведен в другие состояния: в случае 
соударения первого рода он будет переведен на более высокий 
уровень, в случае соударения второго рода он перейдет в более 
низкое состояние, отдав часть своей энергии без излучения. Ве
роятность атому испытать соударение того и другого рода и 
быть удаленным поэтому из своего первоначального возбужден
ного состояния обозначим через В. Наконец, атом может совер
шать вынужденные переходы вверх или вниз под действием поля 
излучения, в котором он находится; вероятность таких перехо
дов обозначим через С.

Если учесть все указанные факторы, то интенсивность линии, 
очевидно, выразится так:

Принимая во внимание, что дробь представляет собой среднее 
число атомов, находящихся в верхнем состоянии при равно
весии

____________N___________ ^
+  ^2 4" • • • +  В +  f  ’

можем переписать формулу (109.1) в виде
/=-/гЛ,/го). (109.2)

Формула (109.1) показывает сразу, что если наряду с «за
прещенным», например квадрупольным, переходом (вероятность 
Л 1) с того же верхнего уровня  воаможен «разрешенный», т. е. 
дипольный, переход (вероятность Л 2), то 7 ^ 0 .  Действительно, 
в конкретном случае квадрупольных и дипольных переходов Л 2

больше Л 1 в 10® раз, т. е. ^  0. Итак, необходимое
- г  ^2 ~Г ■ ■ ■

условие для появления «запрещенной» линии состоит в том, что 
верхний уровень должен быть метастабнльным, так что веро
ятности Лг, Лз, . . .  должны быть по крайней мере того же

14*



420 В О З Б У Ж Д Е Н Н Ы Е  АТОМЫ [ГЛ. [X

порядка величины, что и Л ь  или меньше Ль Далее, чтобы веро
ятности В и С были достаточно малы, нужно, чтобы плотность 
вещества и плотность излучения в объекте, испускающем свет, 
были достаточно малы.

В природе подходящие для этого условия осуществляются 
в туманностях: плотность вещества в них оценивается обычно 
в 10“ '® г!см}. Если допустить, что температура равна 10 000° и 
что на каждый атом приходится по одному свободному  элек
трону, то время между двумя соударениями оказывается по
рядка десяти минут, в то время как промежуток между двумя 
соударениями в газе при нормальных условиях — порядка 
10“ '° сек. Плотность излучения в туманностях такж е мала: даж е 
в наиболее плотных планетарных туманностях из.1 учение со
ставляет 10“ ®— 10“® излучения поверхности Солнца.

Если все указанные условия соблюдены, т. е. если верхнее 
состояние метастабильно, а вероятности Б и С пренебрежимо 
малы, то практически все атомы, достигающие данного метаста
бильного состояния, будут пребывать в нем без возмущений до 
тех пор, пока они не совершат «запрещенный переход». Р1нтен- 
сивность «запрещенных» линий при этом будет очень велика. 
В самом деле, из формулы (109.1) прямо следует, что если и.з 
метастабильного состояния воз.можен только один переход 
{ А х ФО,  Л2 =  Лз =  . . .  = 0 ) ,  то I — 'NЬ^o и вообще не будет 
зависеть от вероятности перехода; если же возможно несколько 
(разумеется, «запрещенн-ых») переходов, то полная интенсив
ность МЬц) распределится между немногими членами одинако
вого порядка величины.

Д о сих пор мы оставляли без внимания N  — число атомов, 
достигающих данного метастабильного состояния. Обсуждение 
условий свечения туманностей показывает, что эти условия б ла
гоприятствуют возбуждению атомов именно до низких метаста- 
бильиых состояний. Рассмотри.м эти условия.

Очевидно, что при указанной выше ничтожной плотности 
вещества (10“ '® ¿¡см^) туманности не могут содержать внутри 
себя источник свечения, но должны возбуждаться извне. Источ
ником может быть какая-нибудь близкая звезда. Оказывается, 
что туманности, расположенные вблизи звезд холоднее типа В I, 
имеют спектр- поглощения, совпадающий со спектром близкой 
звезды. Это показывает, что свечение в таких случаях является 
результатом отражения и рассеяния веществом туманности све
та звезды. Туманности же, расположенные вблизи звезд горя
чее типа В I, испускают эмиссионный спектр. Звезды, связанные 
с такими туманностями, испускают при этом большое количество 
энергии в крайнем ультрафиолете. Отсюда — следующий воз
можный механизм свечения туманностей. Поглощение крайнего 
ультрафиолета, поскольку он лежит за пределами границ серий



д а ж е  таких атомов, как Н и Не, влечет за собой фотоиониза- 
цию атомов. При обратном процессе рекомбинации освобожден
ного электрона с ионом будет испускаться весь спектр данного 
атома.

Подобный прямой механизм, однако, не играет главной роли 
в свечении туманностей. Это следует из того, что, кроме линий 
водорода и гелия, в спектрах туманностей не встречается ярких 
линий, происхождение которых можно было бы приписать этому 
простому механизму. Большую роль играет механизм косвен
ного возбуждения атомов. Этот механизм состоит в том, что 
освобожденные в процессе фотоионизации электроны создают 
свечение не путем рекомбинации с ионами, но в результате со
ударений первого рода с атомами и ионами возбуждают послед
ние до уровней, соответствующих запасу кинетической энергии 
этих электронов. Д алее, рассмотрение распределения энергии 
между фотоэлектронами показывает, что большинство из них 
должно обладать энергией, меньшей 10 эв. Таким образом, 
ббльшая часть энергии ультрафиолетового света звезд, погло
щаемого туманностями, должна превращаться в кинетическую 
элергию электронов, меньшую 10 эв. Эти электроны будут по
этому возбуждать атомы до уровней, такж е лежащих ниже 
10 эв. Этому требованию как раз удовлетворяют метастабиль
ные уровни атомов и ионов таких распространенных во Вселен
ной элементов, как кислород. Так, например, в случае ионов 
о т  энергии возбуждения метастабильных состояний 'D  и ‘S 
равны соответственно 2,5 и 5,3 эв, тогда как низший потенциал 
возбуждения до состояния, с которого возможны разрешенные 
переходы, равен 36 эв. Аналогичные условия имеют место такж е 
и в случае атомов О I, N I и др. Отсюда видно, что возбуждение 
будет происходить с наибольшей вероятностью именно до низ
ких метастабильных уровней, ввиду чего числа N  будут велики. 
Тем самым вполне объясняется большая интенсивность запре
щенных линий в туманностях и новых звездах и малая интен
сивность разрешенных линий.

§ 110. Квантовая теория простейших молекул

Д о сих пор наше изложение было, естественно, посвящено 
главному предмету книги — основам квантовой механики и ее 
применению к объяснению строения атомов. Известно, однако, 
что за этими границами существует огромное количество проб
лем, на которые могла дать ответ только квантовая теория. 
Сюда относятся проблемы химии, физики твердого тела, фи
зики атомного ядра. Чтобы дать в этом заключительном п ара
графе только один пример решения при помощи квантовой ме
ханики, казалось бы самой простой проблемы, однако же не
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поддававшейся решению па основе классической физики, рас
смотрим возникновения химической связи, удерживающей атомы 
в простейших молекулах.

Напомним прежде всего, что в отношении природы химиче
ской связи различают два типа молекул. Одна — характери
зуется тем, что при растворении в полярных растворителях (на
пример, в воде) эти молекулы распадаются на образующие их 
попы. Такие молекулы называются ионными или гетерополяр- 
ными. Простейшим примером может служить молекула ЫаС!.. 
В грубых чертах схема образования этой молекулы состоит в 
следующем: в атоме Ыа имеется один слабо связанный валент
ный электрон, в атоме С1 не хватает одного электрона для обра
зования устойчивой электронной оболочки аргона. При сближе
нии обоих атомов электрон Ыа захватывается атомов С1 и об
разующиеся ионы N3+ и С1~' удерживаются кулоновскими элек
тростатическими силами, если расстояние между атомами 
достаточно мало. Простой расчет подтверждает эту схему; 
энергия ионизации Ыа равна 5,4 эв-моль~^, сродство к элек
трону С1 равно 3,8 э в - м о л ь - \  Д ля  образования ионов К’а-*-' 
и С1“ ’ требуется таким образом 5 ,1 — 3,8 = 1 , 3  эв. Недостаю* 
щ ая энергия берется за счет кулоновского электростатического

=  — 1,3 эввзаимодействия. Оно равно в данном случае -
или, переходя от электроп-вольтов к абсолютным единицам,.

3001 , 3 = -----, откуда г =  П А . Следовательно, переход электрона от
N3 к С1 возможен тогда, когда расстояние между атомами равно- 
или меньше 11 А. В действительности размеры молекулы N301, 
находящейся в равновесии, значительно меньше 11 А. По точ
ным измерениям, сделанным независимым методом (электроно
графический анализ), оно равно 2,5 А. Пользуясь тем же мето
дом подсчета, найдем, что при таком расстоянии кулоновская 
энергия равна 4,5 зв, в то время, как экспериментально измерен
ная теплота диссоциации молекулы ЫаС! равна 5,3 эв, т. е.. 
всего на 15% отличается от величины, полученной в результате 
грубого подсчета*).

Другой основной тип молекул — молекулы гомеополярные,, 
или ковалентные. Простейшим примером может служить моле
кула водорода Нг. Она состоит из двух одинаковых атомов (от
куда название гомеополярная (гомео по-гречески подобный)) к  
на противоположно заряженные атомы не распадается: опыт

*) Вопросы , относящ иеся к природе химической связи хорош о рассм о
трены* в книгах: В. Н. К о н д р а т ь е в ,  Структура атомов и м олекул (ср. в 
особенности  гл. 10), изд. 2-е, 1959; М. В. В о л ь к е н ш т е й п, С троение и фи* 
зические свойства молекул, И зд-во  А кадемии наук, 1955; Э. Ф е р м и ,  М оле
кулы и кристаллы, И Л , 1947,
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показывает, что молекула Нг вообще не имеет дипольного мо
мента. Происхождение гомеополярной химической связи долгое 
время было большой загадкой. На примере молекулы Нг мы 
покажем, как эта загадка была разрешена квантовой механикой.

С самого начала мы сделаем одну важную оговорку. Она со
стоит в том, что хотя связь в молекуле Нг обусловлена элек
тронами, полная система состоит из четырех частиц, т. е. из 
двух протонов, и двух электронов. Однако уже интуитивно мы 
чувствуем, что, поскольку масса протона почти в 2000 раз боль
ше массы электрона, движения протонов относительно центра 
инерции значительно медленнее движения электронов. Поэтому 
мы можем рассматривать протоны как неподвижные и исследо
вать движение одних электронов. Такое приближение назы
вается адиабатическим; оно детально исследовано М. Борном 
и Р. Оппенгеймером, и мы на относящихся сюда вопросах доль
ше останавливаться не будем.

Пусть имеется система частиц, состоящая из Q ядер и ЛГ 
электронов. Обозначим массы, заряды и координаты частиц 
-следующим образом:

Ч а с т и ц а М асса З а р я д Координаты

Я дро а Ма Яа (Ха,  Г«, 2 « ) ,
а =  1, 2, Q

Электрон к т — е Гк (хк, Ук, гк).
к = 1 ,  2 ........... N

л .

Уравнение Шредингера в этих обозначениях имеет вид

 ̂ а=1 I
1де  ̂ , у  ^

а < ЪК к к. а Ь

(110.1)

прим ем теперь во внимание, что, согласно уже упоминав
шейся теореме Борна и Оппенгеймера, мы можем изучать дви
жение электронов, пренебрегая движением ядер и рассматривая 
координаты последних как параметры. Б соответствии с этим мы 
имеем право в уравнении (110.1) зачеркнуть член, описываю
щий кинетическую энергию ядер. Уравнение (110.1) тогда при
мет вид

к
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Собственные значения этого уравнения называются «электрон
ной энергией»; они являются функцией межъядерного расстоя
ния Я:

' 2 т
к ,  а а < 1

Обратимся теперь от этого общего для случая ковалентной свя
зи уравнения Шредингера специально к квантовомеханической 
теории молекулы водорода Нг. Эта теория была развита и опуб
ликована в 1927 г. В. Гайтлером и Ф. Лондоном *). Качественная 
сторона объяснения не вызывает сомнений. Количественное со
гласие имеет место в пределах 10%- В последующих многочис
ленных работах задача решалась при помощи разнообразных

Р ис. 85.

улучшенных математических методов. Д ля наших целей пзло- 
жение простой теории Гайтлера — Лондона вполне достаточно.

В своей теории Гайтлер и Лондон пользовались теорией воз
мущений. Рассмотрим волновую функцию и гамильтониан мо
лекулы водорода.

Предположим, что два атома водорода а ч Ь (рис. 85) нахо
дятся на большом расстоянии друг от друга. С классической 
точки зрения для расчета такой системы достаточно учесть, что 
каждый из электронов этих атомов связан со «своим» протоном; 
электрон 1, положение которого характеризуется радиусом-век
тором Гь связан с ядром а, а электрон 2 (радиус-вектор Гг) — с 
ядром Ь. Волновая функция такой системы может быть предста
влена произведением

^ 1 (Г 1 , Г2) =  ф а (Г 1 )Ф ь (Г г )- (110.4)

*) П р евэсходн ое популярное и злож ение теории Г айтлера —  Л он дона  
д'ано в книге: В. Г а й т л е р ,  Э лем ентарная квантовая механика, М осква, 
1948. Очень детальное и злож ение квантовой химии, предназначенное для лиц, 
имею щ их сльбую  подготовку в м атем атике и в атомной физике, дано в книге: 
У, К о з  м а й .  В ведение в квантовую  химию, перев. п од  р ед . Я. К. Сыркина, 
«М ир», 1960.
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Волновые функции электронов известны: это функции 15 
нормального состояния атома водорода:

' о-'-аК]^ а ( г ) = -

■Фб (г) =

У'Л

я ас

(110.5)

причем
( 110 .6 )

(см. таблицу обозначений на стр. 423).
В формуле (110.5)  ] / 1 / л а З — нормирующий множитель:

г13а {гу-  йгт =  I  ф ь (г )2  ¿ т  =  1 .

Мы предположили, что электрон 1 относится к атому а, а 
электрон 2 — к атому Ь. Поскольку, однако, электроны неразли
чимы, мы можем представить себе, что они могут быть пере
ставлены один на место другого без изменения общей энергии  
молекулы .  Это значит, что электрон /  может относиться к про
тону Ь, а электрон 2 — к  протону а. Волновая функция системы 
будет теперь

■фа (Г1, Гз) =  (Г]) (Гг)- (1 Ю -7 )

Функции 11)1 (гь Гг) и г1;г(ГьГ2) являются электронными функция
ми молекулы водорода в нулевом приближении. Мы должны, 
следовательно, рассматривать оба случая  (110.6)  и (110 .7 ) ,  а 
поскольку энергия в обоих случаях из-за неразличимости элек
тронов остается одной и той же, перед нами случай двукратного 
обменного вырождения. Путь рещения задачи аналогичен ре
шению задачи об атоме гелия с одной существенной оговоркой, 
как увидим ниже, в данном случае играющей решающую роль. 
В случае гелия мы имеем одно  ядро с зарядом + 2 е ,  около кото
рого обращаются два электрона; в случае молекулы водорода 
1ИЫ имеем два ядра  с общим зарядом такж е 2е и два электрона. 
В последнем случае волновые функции электрона 1 [г1за(г1) н 
1|}б(г1)] и электрона 2 [г|зь(г2) и фо(гг)] неортогональны,  так как 
волновые функции и ф?, одного и того же электрона соответ
ствуют случаям, когда этот электрон «принадлежит» разным яд
рам. а не одному, как у гелия. Интеграл

5 =  •ф а(г)'1 ’ь (г)^ ^ Т , ( 110.8)

называемый интегралом перекрывания, не равен нулю.
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Полная волновая функция зависит как от координат, так и 
от спинов электронов, а поскольку спины и координаты между 
собой непосредственно не взаимодействуют, - полная волновая 
функция равна произведению координатной и спиновой функ
ций. Если поэтому полная волновая функция антисимметрична,, 
как того требует принцип Паули, то либо координатная функция 
симметрична — тогда спиновая должна быть антисимметричной,, 
либо наоборот, координатная функция антисимметрична — тогда 
спиновая должна быть симметричной. Ни,же мы разберем 
оба эти случая, а сейчас заметим, забегая несколько вперед,, 
что кривая зависимости энергии от расстояния имеет определен
но выраженный минимум, что соответствует существованию 
устойчивой молекулы, при антисимметричной спиновой функции,, 
т. е. спиновой функции, равной

/ 2^ [ ф М 1 ) ф -  ( 2 ) - ф - ( 1 ) ф +  ( 2 ) ] . (110.9);

с  этого случая мы и начнем наше рассмотрение.
Итак, мы предположим, что спины электронов антипарал- 

лельны (см. § 89). Координатная часть волновой функции дол
жна быть, согласно сказанному, в этом случае симметричной от
носительно перестановки электронов. Этому требованию удов-- 
летворяет функция

-ф(г1, Г2) =  С [ ф а ( г 1 ) ^ г , ( г 2 )  +  ^ б ( г 1 ) ^ а ( г 2 ) ] -  ( 1 1 0 . 1 0 ) ;

Нормирующий множитель С удовлетворяет условию

1 =  I  (Фа ( г , )  (Гг) -I- фй (г,) 'Фа (Га))^ йху с1х.̂  ■-=

=  С 2 |г 1 5 а (Г 1 )2 ^ т , I  Ф б(Гг)^ |  Ф а (Г г )^ «^"^2+,

+  2  I  Фа (Г ]) 'Фь (Г]) I  Ф а (гг ) 1̂’г, (Гг) (1%̂  |  =

=  С2|2-Ь2 I Фа(Г1)Фг,(Г1)̂ Т̂̂ 1 I '1’а(Г2)'Ф*(Г2) ¿Т2| =
=  С М 2 - Ь 2 5 ^ ) ,  (110 .11 ):^

5  =  /  Фа (гО  ф* ( г , )  £/т, =  I  Фа (Гг) (гг)

где

Интегралы 5  не равны нулю вследствие неортогональности соб
ственных функций и равны друг другу, так как при замене пе
ременных интегрирования величина интеграла не меняется^ 
Итак,

1=^2СЦ1 -Ь 5 ^ ) ,
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так что
Г =  1 ----------, ( 1 1 0 . 1 2 )

2(1 +  52)

т .  е. только в предельном случае бесконечно большого расстоя
ния между атомами С = 1 1 У 2 .  При конечном расстоянии С вы
раж ается формулой (110.12); функция (110.10) является пра
вильной функцией в нулевом приближении, когда не учиты
вается взаимодействие между двумя атомами водорода.

Гамильтониан*) нашей системы двух водородных атомов 
равен

2тг 2/Пе
(110.13)

где V — потенциальная энергия, которая выглядит так:

у (110.14)

Положительные члены соответствуют отталкиванию одина
ково заряженных электронов [е^1г\2) и протонов При 
этом нулевое значение потенциальной энергии выбрано так, что 
оно обращается в нуль, когда все четыре частицы (два элек- 
■трона и два протона) находятся на бесконечном расстоянии 
д р у г  от друга. Д ал ее  =  | г, — | соответствуют расстоянию
между электроном 1 и протоном а, К. ■ расстоя
нию между вторым электроном и протоном Ь, /? =  Ра — — 
расстоянию между протонами.

В теории Гайтлера — Лондона энергия водородной молекулы 
в первом приближении вычисляется как среднее значение га 
мильтониана (110.13) в состоянии с функциями нулевого приб
лиж ения  (110.10)

(1x1 (110.15)

Будем вычислять этот интеграл следующим образом. Под
ставляя во вторую функцию ф ее явное выражение (110.10) с 
нормирующим множителем (1 0.12), получаем

Ф ^ ( Г , ,  Г 2 )ф а (Г 1 )Ф а (Г 2 )0 ? Т , ¿ Т а +

(Г1, Га) Фй ( г , )  Ф а  (Гг) (1X1 ЛХ2- ( П О .  1 6 )

*) В о и збеж ан и е смеш ения с химической форм улой водородн ого  атом а  
Л ,  мы будем  обозн ачать в этом  п араграф е гамильтониан рукописным Ж.
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Легко видеть, что второй интеграл равен первому, так как 
они различаются только переменными интегрирования. Заменяя 
теперь в (110.16) первую функцию ф ее явным выражением
(110.10) с тем же нормирующим множителем (110.12), получаем

+  Т

Фа (Г1) Фь (Гг)  ^  (г,, Гг) ф« (гО (Гг)  йх^ +  

ФЛГ1)Фа(Гг)^(Г1, Г2)фЛГ1)'Фб(Г2)с?'Г1^ '̂Г2- (110.17)

Оператор ^ ^ (гьгг ) ,  принимая во внимание выражения 
'(110.13) и (110.14), можно представить в явном виде следую
щим образом;

л
2т ‘ Г ) + ( -'а, /  \

Г  А,  ' 
2"* ' '•б. ,

) +  и ,  ( 1 10 .1 8 )

и =
е2

''12

е2 , е2
(1 10 .19 )

Если теперь принять во внимание, что первая и вторая скобки в 
формуле (110.18) представляют собой левые части уравнения 
Шредингера для свободного электрона — первая, когда он отне
сен к протону а, а вторая — когда он отнесен к протону Ь, то 
можно написать

' ( 110.20)

2т А , ф* (г2) =  £ ’о11’г< (Гг)- ( 110.21)

Здесь Ео, очевидно, энергия электрона в нормальном состоянии 
атома водорода, т. е. 13,6 эв. Формулы (110.20) и (110.21) по
казывают, что когда атомы водорода находятся на бесконечно 
большом расстоянии друг от друга, энергия системы просто рав
на 2Ео.

Рассмотрим теперь случай, когда атомы расположены на ко
нечном расстоянии друг от друга. В этом случае потенциальная 
энергия и  формулы (110.19) отлична от нуля.

Чтобы выполнить вычисление энергии (110.15) в этом случае, 
введем два интеграла

/  115а (гО  (га) ( г ^  Фй (Гг) ¿Т г =

( Г 1)  Ф а  ( Г г )  ¿̂ ’Ф г - (Г 1 )  Ф а ( Г 2 ) £ ^ Т , ^ Т 2 ,  ( 1 1 0 . 2 2 )  

•Фй (Г1) 11’а (Гг) (Г1) Фь (Гг) ¿Т2. (110.23)



Рассмотрим эти интегралы. Заметим прежде всего, что вслед
ствие структуры оператора 11 [формула (110.19)] в нем учи
тывается взаимодействие электронов между собой (расстояние 
(Г12)) взаимодействие протонов между собой (расстояние /?) и, 
наконец, взаимодействие электронов с протонами (расстояния

гь. «
Интеграл /  есть не что иное, как среднее значение энергии 

электростатического кулоновского взаимодействия между элек
тронами, между протонами, а также электронов, в нулевом при
ближении находящихся в состояниях фа и фб с протонами Ь \\ а 
соответственно (взаимодействие электрона с «чужим» прото
ном). Причем учтены оба случая: электрон 1 в невозмущенном 
состоянии принадлежит протону а, а электрон 2 — протону Ь и 
наоборот: при удаленных друг от друга атомах с протоном а 
связан электрон 2, а с протоном Ь — электрон 1. Этот интеграл 
аналогичен соответственно усредненной энергии электростатиче
ского взаимодействия в задаче об атоме гелия (§ 88). Интеграл 
/  можно назвать кулоновским.

Интерпретация интеграла К  сложнее. Его можно рассматри
вать как среднюю энергию кулоновского взаимодействия, когда 
электрон 1 одновременно отчасти связан с ядром а, отчасти с 
ядром Ь\ вследствие тождественности электронов то же отно
сится к электрону 2, соответственно связанному отчасти с ядром 
Ь, отчасти с ядром а. Электроны как бы меняются местами (см. 
§ 88), ввиду чего интеграл К  называется обменным. Очевидно, 
интегралы /  и являются функциями расстояний между про
тонами.

С учетом соотношений (110.20), (110.21), (110.22) и (110.23) 
выражение для электронной энергии молекулы водорода 
(110.17) можно переписать в виде

£(/?) =  2 £ о + : [ ^ .  (110.24)

1^ривая зависимости электронной энергии молекулы Нг от 
расстояния между протонами, вычисленная по формуле (110.24), 
имеет минимум (рис. 86) при определенном расстоянии между 
ядрами /?о- По мере сближения атомов полная электронная 
энергия сначала уменьшается по сравнению с суммарной элек
тронной энергией невзаимодействующих атомов, а затем начи
нает резко возрастать. Это означает, что в рассматриваемом 
случае образуется устойчивая система из двух связанных ато
мов водорода — молекула Нг.

На экспериментальной проверке результята мы остановимся 
позднее, а пока обратимся ко второму из двух упомянутых слу
чаев, а именно к случаю симметричной спиновой функции и со
ответственно антисимметричной координатной. Предположим,

§ ПО) КВАНТОВАЯ ТЕОРИЯ ПРОСТЕПШ ИХ МОЛЕКУЛ 429
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следовательно, что спины электронов параллельны, т. е. суммар
ный спин молекулы равен единице. Этому случаю соответствует 
три спиновых функции (см. § 89)

Ф + ( 1 ) ф + ( 2 ) ,

- ^ [ Ф + ( 1 ) Ф -  ( 2 )  +  ф - ( 1 ) Ф +  ( 2 ) ] ,  

ф - ( 1 ) ф - ( 2 ) .

Таким образом, описываемое состояние молекулы должно быть 
триплетным. Собственная функция, соответствующая формуле

Пп /?
а)

“ 2

б)
Р и с. 86. а) К ривая, построенная по ф ор м ул е М ор зе, б ) /  и 5  — кривые со 
ответственно для  триплетного и синглетного состояний, построенны е по 
ф ор м ул ам  Г ай тл ер а  — Л ондона: 2  и ■# — те ж е  кривые, п остроенн ы е по

ф ор м ул е М ор зе.

(110.10) С нормирующим  
(1 10 .12) ,  такова:

1

множителем, соответствующим

К I  -  52
[Фа(Г.)фЛГ2)-фЛГ1)Фа(Г2)]. (1Ю.25)



Энергия, вычисленная при помощи этой формулы, равна

£  =  2£о +  т ^ .  (110.26)

Значения величин, входящих в эту формулу те же, что и в фор
муле (110.24).

Кривая для зависимости энергии от расстояния, соответст
вующая формуле (110.26), не имеет минимума. Это значит, что 
молекула водорода в триплетном состоянии неустойчива. То есть 
молекула, переходящая в него, распадается, причем атомы водо
рода разлетаются с соответствующей кинетической энергией.

Обратимся теперь к экспериментальной проверке теории 
Гайтлера и Лондона. С этой целью удобно воспользоваться 
так называемой формулой Морзе. Морзе показал, что если элек
тронную потенциальную энергию выразить формулой

и { Я  —  Яе) =  О е [ \  —  е~^  ( 1 10 .2 7 )

где Ое — теплота диссоциации, отсчитанная от минимума энер
гии, и р — некоторая константа (зависящая, между прочим, от 
(И — частоты колебания ядер),  то уравнение Шредингера для ко
лебательных уровней будет иметь строгое рещение*). На 
рис. 86а изображена ноте1щиальная кривая, построенная по 
формуле Морзе. Энергия, отложенная по оси ординат, сыражена 
в см ~\  причем в атомных единицах 1 см~' =  1,2397 эв. На 
рис. 866) показаны для сравнения теоретические кривые, по
строенные по формуле Морзе для триплетного и синглетного 
состояний, и кривые, построенные по формулам теории Гайтле
р а — Лондона. Видно, что имеется полуколичественное совпаде
ние, свидетельствующее о правильности основ теории Гайтле
р а — Лондона (Г — Л ) ,  но нуждающееся в уточнении. В част
ности, для энергии связи по эмпирическим данным получается 
4,74 эв, по теории Г — Л 3,17 эв; для /?о по эмпирическим дан
ным 0,7417 А, по Г — Л 0,88 А; постоянная р формулы Морзе по 
расчету равна 1,843 А, частота ы по формуле ¿Морзе 4395 
по теорирР Г—Л (I) =  4400 см~К Уточнению расчетов молекулы 
Нг с более совершенными расчетными методами, нежели про
стая теория возмущений, посвящена огромная литература. Д ля  
ознакомления с этим развитием теории химической связи следует 
рекомендовать интересующимся специальные монографии по 
квантовой химии. Заметим в заключении, что теория Гайтлера — 
Лондона не ограничивается объяснением природы химической 
связи — энергии и радиуса молекулы « нормальном состоянии,
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*) См. Г. Г е р ц б е р г ,  Спектры и строение двухогом ны х молекул, 
М осква, 1949, стр. 77. Ф орм ула М орзе была найдена эмпирическим путем, но 
она с успехом  прим еняется для построения потенциальных кривых.
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НО дает ответ и на вопрос о происхождении других свойств мо
лекул, например о поразительном свойстве насыш,ения, т. е. от
вет на вопрос: почему два атома водорода, соединяясь, дают 
устойчивую молекулу, но третий атом уже не может присоеди
ниться к ней. В случае молекул более сложных, нежели двух
атомные, современная квантовая теория дает разумные качест
венные, а иногда и полуколичественные ответы. Примерами мо
гут служить объяснения того факта, что в молекуле метана 
С Н 4 атомы водорода расположены по вершинам тетраэдра, а, 
например, не по вершинам квадрата; теория важнейших в тео
ретическом и практических отношениях ароматических углево
дородов (бензол и ряд полнциклических и гетероциклических 
углеводородов) и многие другие. Многочисленные увлекатель
ные и важные проблемы квантовой химии изложены в богатой, 
имеющейся на русском языке, монографической и учебной лите
ратуре, к которой мы и отсылаем интересующихся читателей.
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П РИ ЛО Ж ЕН И Я

I. НЕКОТОРЫЕ ПОЛЕЗНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ

1. Интегралы типа

I2k = С1х

для любого целого к  легко вычисляются дифференцированием 
по параметру. Действительно, интеграл /о известен;

Последовательно дифференцируя па  параметру а , получаем
со

с!а

¿ /г
¿ а

г _  1 - З - б -  . . .  . ( 2 ^ -  I )  я
2А; „к+\ У ?й+| • ( 1 . 1 )

2. Интеграл

х ^ е - а х  ¿ X

такж е легко вычисляется дифференцированием по параметру. 
Непосредственное вычисление дает прежде всего  ̂ )

/ о  = йх ==
2 а  •



434 П Р И Л О Ж Е Н И Я

Д а л е е  дифференцированием по параметру а  получаем

“ 1
I

¿/ о
йа

(Иг
с1а л ;2 е -“^й?л: =  Л -  =  / ,

¿ /2
с1а

\ - 2 - 3  . . .  к
2а'к+1

к!

2 а * + ‘ ■
( 1 . 2 )



II. ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКАЯ ЭНЕРГИЯ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ
ДВУХ ЗАРЯДОВ

При решении задачи о нормальном состоянии атома гелия 
'(§ 86) нам встретился шестикратный интеграл, который в со
кращенном виде можно записать так;

/  =
г>~р1р—р2

где
Р12 (П.. 1)

с/т, == р2ф, 8!п йрз зш йщ.

Д ля вычисления (П.1) заметим, что к такому же интегралу 
сводится вычисление энергии взаимодействия двух сферически 
симметричных зарядов с плот
ностями и Чтобы 
иметь при вычислении интег
рала наглядную картину, мы 
будем решать именно эту по
следнюю задачу.

Путь решения будет такой; 
сначала найдем выражение 
потенциала, создаваемого пер
вым зарядом, для чего выпол
ним интегрирование по йх\. а затем найдем энергию второго 
заряда  в поле первого, что и даст нам интеграл (II. 1).

Итак, начнем с вычисления потенциала первого заряда и 
прежде в сеф  проинтегрируем по углам í>l и фь т. е. найдем ин
теграл

Р ис. 87.

¿/ф з1п 'б'! 

Р12
(11.2)

мы получим при этом выражение потенциала, создаваемого сфе
рическим слоем первого заряда с радиксами р 1 и р1 +  ^Р1 в 
точке Л, где помещается элемент второго заряда  е-о^йх^, от
стоящий на расстоянии р от центра симметрии О. первого заряда 
(рис. 87).

Расстояние р 12 зависит от тЭ-! и, как видно из рисунка, равно, 

Р12 =  +  р; — 2рр, со“̂ .
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2П л
** Г sin -e-i d d i

Pl2

П Р И Л О Ж Е Н И Я

: 2 л е~ Р 'р ^  ф |
sin 1^1 fifOi

V"p̂  +  — 2pp, eos # 1

Д л я  вычисления оставшегося интеграла по делаем подста
новку:

Р ’ +  Pi  — 2 p P i C o s - & ,  = 2 %

s in  '& 1 d^, —  —^  г  dz.
PPi

Теперь интеграл вычисляется легко:

- г - .................................-  =  —  ( | / р 2  +  р'! +  2рр —  / р '  -Ь Р? -  2рр, ) .
о' К рЧ р1 - 2 рр1С05#, РР. '

Второй корень следует брать так, чтобы подкоренное выраже
ние было положительно. Следовательно, получаем

а) при р > р ,  / р 2 - Ь  р̂  — 2рр, =  р — р|,

б) при  Р < Р ,  |^р2 +  р2—  2 Р Р ; = Р ,  — р.

Поэтому

sin О, dO, ^  I 2/р в случае а), 
р12 1 2/р| в случае б)

( И . З )

и соответственно

f  sin О, d d |  е ^ 'p?dpi 
2 я е “ Р'р2ф,  I --------------- =  4 я ------- -------- [в случае  а)],

Pl2

2ne-P'p2cípj -р ' ■ —  4яе~Р' ф ,  [в сл учае б)].

При интегрировании по р, очевидно, следует принимать во вни
мание оба эти случая. Выполним это последнее интегрирование:

У ( р )  =
е P'í /T, 

Pl2
е P'p̂ í/p,

-4я e-p'Pi Ф 1.



II . ЭЛБКТ-Р©еТАТИЧЕСКАЯ Э Н ЕРГИ Я  ВЗАИМ ОДЕЙСТВИЯ АЗТ

Оба интеграла легко вычисляются интегрированием по частям. 
В результате находим

К ( р ) = ^ [ 2 - е - Р ( р  +  2)].

Искомый интеграл (II. 1) теперь будет равен
оо Я 2я

л (* Г Г
 ̂ (Рг) йгта I V =

ООО

(11.4)

'* 4п
е - Р ^ 2 - (Рг +  2)] с(р, =  2 0 л \  (II. 5>



III. ДИПОЛЬНОЕ И КВАДРУПОЛЬНОЕ ИЗЛУЧЕНИЕ

Д ля вычисления электромагнитного поля излучения необхо
димо знать потенциалы — скалярный ф и векторный А. Н апря
женности поля тогда вычисляются по формулам (см. т. I, § 62)

g> =  - g r a d 9  — ^  =  rotA. (П1.1)

Потенциалы ф и Л, как и з в е с т н о * ) ,  равны

Ф =  | ^ ^ т ,  A =  l | - ^ d T , (HI. 2)

где г' — расстояние от точки Р (рис. 88) с координатами X, Y, Z

Б момент I до элемента объема Q с координатами х, у, г  в з а 
паздывающий момент

Вместо плотности зарядов р и плотности токов ру =  ] подставим 
их выражения в зависимости от времени, предполагая, что коле
бания происходят по гармоническому закону:

р =  Рое - ‘2"^', j =  (И  1 . 3 )

Пусть О — начало координат, выбранное внутри облака заряда . 
Расстояние от О до точки наблюдения Р есть Я; расстояние от 
О до элемента объема Q пусть будет г, единичный вектор в на
правлении Р пусть будет 8. Тогда, полагая, что Я -> о о ,  имеем

г '  =  Я  —  Т5,  ( И 1 . 4 )

*) См., например, А б р а г а м - Б е к к е р ,  Теория электричества, т. I, 
О Н Т И , 1936.
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И следовательно,
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/* /> ‘
rs (III. 5)

Подставим ( I I I . 3), ( I I I . 4) и ( I I I . 5) в (I II .2). При этом знаме
натель 1/л' мы можем с достаточной точностью заменить через 
1/R, так как при разложении [/г' по отрицательным степеням R

+  . . .

В случае R -> оо можно пренебречь всеми членами, кроме пер
вого. Принимая во внимание далее, что вследствие (III. 5)

получаем

( - 1)

2nv

-¿2nv  '

ф  =

А =

R

. 2nv — I -----  rs
ре dT,

- i 2 n v i ' - i ) . . 2nv I I  -----  rs
i e   ̂ d r .

( I I I . 6}

( I I I . 7)

Отметим теперь, что запаздывание обусловлено в (III .5) членом 
и соответственно в (III. 6) и (III. 7) — экспоненциальным

r s

множителем е
- 1 2nv

- i  —  rs
—  е ^ . Очевидно, что если

2пг
<  1, ( I I I . 8)

то экспоненциальный множитель в (III. 6) и (III. 7) можяо по
ложить р ^ н ы м  единице, и мы получаем

- < 2rev 0 - 1 )
ф:

- i 2 n v
( - f )

p d T , ( I I I . 6')

(III. 7')

Это — потенциалы задачи об излучении электрического диполя 
(диполь Герца) *). Условие (III. 8) осуществляется в случае из
лучения атомом в о п т и ч е с к о й  части спектра. Действительно,

§71 .
*) См. А б р а г а м - Б е к к е р ,  Теория элехтричества, О Н ТИ , 1936, т. I,
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размеры атома порядка 10~® см, а длина волны, соответствую
щая оптической части спектра, порядка Ш-® см. Следовательно,

2яг
1 0 , - 3

т. е. условие (III. 8) выполняется. Итак в задаче об испускании 
света в оптической части спектра излучающий объект (атом) 
можно, вообще говоря, рассматривать как электрический ди
поль.

В общем случае, однако, г может оказаться сравнимым с К, 
и потому экспоненциальный множитель запаздывания нельзя 
считать равным единице. Чтобы получить напряженности поля 
й" и Ж из потенциалов (III. 6) и Ч П .7 ) ,  нужно дифференциро' 
вать потенциалы по координатам и по времени точки н а б л ю 

д е н и я  Р(Х,  Y, Z, t). При дифференцировании по координатам 
экспоненциальный множитель

.  2nv
—  t ----- rsе с

можно считать постоянным. В самом деле, составляющие еди-
X  Y Zничного вектора s суть ^ < так  что

g - ‘ - Г  =  е "  ‘ ■—  x X  +  y Y +  zZ
R

При дифференцировании показателя по X, У, Z  войдут степени 
которыми можно пренебречь, так как Р - ^ о о .  По той же 

причине при дифференцировании множителя перед интегралом 
знаменатель Я можно считать постоянным. Итак, при вычисле
нии й" и <Ж по формулам (III. 1) следует дифференцировать 
только  экспоненциальный множитель перед интегралом

-г'2яу (-4 )

В  результате получается

. 2nv

Ж = - г

R

. 2nv
- i2 nv (-4)

R

, 2nv— i ----- rs

. 2nv

С
""dr.  ( I I I . 10)



Пользуясь этими формулами, можно показать, что й’ п Ж по  
абсолютной величине друг другу равны, мел<ду собой перпен
дикулярны и перпендикулярны к единичному вектору направ
ления волны S. Вследствие равенства ¡^’¡ = ¡ ^ 1  вектор Умо
ва — Пойнтинга

по величине пропорционален а потому при дальнейших рас
суждениях нам достаточно будет рассматривать только

Заметим теперь, ч т о - ^ s  — - ^  s есть не что иное, как вол-
С л

новой вектор к, так что экспоненциальный множитель запазды 
вания под интегралом можно написать в виде

g-ikr

З ная  напряженности поля (П1.9) и (1П. 10), можно вычислить 
вектор Умова — Пойнтинга (см. т. I, § 64), а затем, интегрируя 
по углам, — полную интенсивность излучения. Однако таким 
путем нельзя себе составить представления о свойствах поля 
излучения. Чтобы это сделать, нужно разложить множитель з а 
паздывания в в степенной ряд

g - i k r  =  1 _  ±  .

В таком случае вектор-потенциал и напряженность представ
ляются в виде рядов

А =  А ) - f  Аг +  Аз +

^ ^  =  g ’] ^ 2  +  ^ 3  +  • • •

П олагая А =  Аь S ’ =  S ’i и отбрасывая последующие члены, мы 
получим дипольное излучение, так как первый член разлож е
ния вектора-потенциала соответствует рассмотренному с самого 
начала случаю е*'“' ^  1. Свойства второго члена Аг и соответ
ственно й ’г значительно сложнее. Вычисления показывают, что 
этот член представляет собой тензор 2-го ранга, который мож
но разложить на симметричную и антисимметричную части. 
Симметричная часть представляет излучение электрического 
квадруполя, антисимметричная — излучение магнитного диполя. 
Третий член Аз (соответственно ^ з )  представляет комплекс из
лучения, состоящий из электрического октуполя и магнитного 
квадруполя. И так последовательные члены соответствуют излу
чению электрических систем 2 ‘ (диполь), 2  ̂ (квадруполь), 2^ 
(октуполь) и вообще 2’̂ -поль, или магнитных систем с пока
зателем, на 1 меньшим. Так как последовательные члены ряда

II I .  ДИПО.ПЬНОЕ И КВА Д РУ П О ЛЬН О Е И З Л У Ч Е Н И Е  441
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различаются множителем гкг, то интенсивности излучения по
следовательных мультиполей отличаготся фактором (кг)2==

/  2я г   ̂ 2 я г  ,л . - 3
—  I—̂ ¡ 1̂ . в  случае излучения в оптическои части -------10 ,

следовательно, интенсивность квадрупольного излучения долж на 
быть примерно в 10® раз меньше интенсивности дипольного из
лучения.

Полярные диаграммы распределения интенсивности по на
правлениям для различных мультиполей существенно отли
чаются друг от друга. Так, например, интенсивность излучения 
электрического диполя имеет максимум при углах я/2 и Зя/2 
по отношению к направлению колебаний; интенсивность излу
чения квадруполя имеет максимум в направлениях я/4, Зл/4, но 
в направлении я/2 его интенсивность равна нулю, и т. д.

,)
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Состояния атома метастабильные 

416
— стационарны е 87, 173, 76 
Сохранение вероятности 77
—  Р ,  £у, Ег в центрально-сим- 

метричном поле 199
Спектрограф магнитный 386 
Спектр оператора 31
— уровней энергии частицы в потен

циальном ящике 181 — 183
— энергетический в одородоп одобного  

атома 215, 225 '
— — осциллятора 157 
  ротатора 207
---------свободной  частицы 184 I
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Спин электрона 275 
С редн ее значение импульса осцилля

тора 64
 ■ кинетической энергии осцилля

тора 6о
--------  потенциальной энергии осцил

лятора 65
-----------■ —  «-электрона водородного

атома 218, 219
—  ■— расстояния «-электрона в о д о 

родного атом а от ядра 218
—  расстояние электрона от ядра  

водор одоп одобн ого  атома 231
С редние времена ж изни в о зб у ж д ен 

ных состояний разны х атомов 405 
С труктура периодов системы эл ем ен 

тов реальная 358— 363
—  системы элем ентов идеальная 358

Терм атом а в одор одоп одобиого  из 
уравнения Д и рак а 294

-------- щ елочного металла 235
Термы изоэлектронны х ионов 376
—  слож ны х атомов 369
—  — —  в первом приближ ении 232
—  спектральны е 13
Точка спектра дискретного 146
-------- непреры вного 146
Триплет гелиевый 329
—  простой Л оренца 272
Туш ение резонансной флуоресценции  

400, 401

У дары второго рода 396 
--------------, резонанс 403
—  первого р ода  396
Умова —  П ойнтинга вектор 440 
У равнение Гамильтона —  Якоби 79, 

80
—  непреры вности 85
—  релятивистское волновое 295, 296
—  Ш редингера временное 75
--------  стационарное 73
У равнения канонические Гамильтона

93
Уровни энергии атома водор ода  227
------------- - гелия 330
-------------- лития 238
-------------- натрия 240
--------------  цезия 241
---------— магния 364
•-------- рентгеновские 381
—  —■ —  вольф рам а 384 
  ртути 390
■-------- щ елочного атома 235

У слозия сш ивания функций 180

Ф ормула тонкой структуры 303, 308 
Ф ормулы главных серий спектров щ е

лочных металлов 237
—  перехода от декартовы х к сф ери

ческим координатам  194
Ф отон 13 и д.
Ф отоэф ф екта уравнение Эйнш тейна  

16, 385
Ф ранка и Герца опыт 14, 15
-------- Карно опыт 398
Функции волновые в о до р о д о п о д о б -  

ного атома 228
—  —  в теории возмущ ения 335
—  собственны е момента в централь

ном поле 206
Ф ункция волновая осциллятора 63
—  —  системы п частиц антисим 

метричная 320, 326
—  —  — двух частиц антисимметрич

ная 324, 345
-------------------------в одном ерном  ящ ике

322
-------------------------симметричная 324,

345
------------------- частиц симметричная 320,

325
-------- состояния г[) в /^-представлении

162
-------- , стандартны е условия 30
—  —  электрона со спином 283, 284
—  Гамильтона 53
—  действия 79
—  радиальная в одор одоп одобн ого  

атом а 223
—  собственная оператора 30
-------- радиальная «-электрона в о до 

родного атома 213
—  Угловая в одор одоп одобн ого  атома  

221
—  укороченного действия 81

Числа квантовые, определяю щ ие со 
стояние в одор одоп одоби ого  атома  
225

Ч исло квантовое главное 225 
--------------эф фективное 235
—  —  момента 201
—  — проекции м ом ента 204 
Ч лен обменный в энергии 348

Ш ирина уровня энергии 407, 409  
Ш редингера уравнение атома в о до 

р одоподоби ого  в «-состоянии 215
—  —■ —■ —  общ ее 221
 —  в магнитном полз 270* 271

-------------- гелия 338, 341
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Ш редингера уравнение атом а щ елоч
ного металла 234

—  —  в обозначениях Д и рак а 159
 —  теории возм ущ ения 335, 336
—  — двух  электронов в центральном  

поле 332
-------- молекулы 423
—  —  осциллятора в импульсном  

представлении 171
--------- радиальное водор одоп одобн ого

атом а 212

Эйнщ тейна и Д е-Г а а за  опыт 281
—  уравнение ф отоэф ф екта 16, 385 
Э лем ент матричный дипольного м о

мента 354
Энергия атома в одор ода  в норм аль

ном состоянии 216

Энергия в теории возмущ ения 335
—  излучения в угле йЙ 255
—  ионизации атома водор ода  216  
 —  гелия и гелиеподобны х

ионов 340
—  нормального состояния гелия в 

первом приближ ении 340
—  обм енная 348, 349
—  потенциальная электрона в сл о ж 

ном атом е 233
—  системы д в у х  частиц в одном ер 

ном ящике 322
—  спин-орбитального взаи м одей 

ствия 300— 303
—  электрона полная релятивистская

294
—  электронная молекулы  Нг 429.

430
Э ренфеста теорем а 97
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